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Eriduterungen
zur Arbeit
mit diesem Buch

Das Randregister auf den'‘AuBenrdndern der Seiten dient
dem bequemen und schnellen Auffinden der Kapitel. Auf
dem Vorsatz finden Sie hierzu eine Ubersichi Gber die
einzeinen Kapitel. Der Lehrteil glieder? sich in die
Kapitel A und B, der Aufgabenteil in die Kapitel a und b,
Dabei enthdlt zum Beispiel das Kapitel b die Aufgaben fur
das Kapitel B im Lehrieil.

Jedes Kapitel ist durch Zwischeniberschriften und durch
eine fortlaufende Numerierung mit schwarzen halbfetten
Ziflern in Lerneinheiten untergliedert.

Innerhalb der Lerneinheiten werden die Definiti
Sdtze, Beispiele und Auftrége durch folgende Marken
gekennzeichnet.

P Definitionen und Sétze

[ Beispiele

O Auftrage

Durch die Ziffern in den Marken werden auch die
Definitionen, Sdfze, Beispiele und Aufirdge numeriert.
Samtiliche Numerierungen werden jeweils durch ein
Kapitel fortlaufend gefihrt. Zu Beginn eines jeden Kapitels
beginnen dann alle Numerierungen von nevem. Hinweise
auf Lerneinheiten, Beispliele usw. werden im laufenden
Text mit dem Buchstaben des betrefienden Kapitels
angegeben.

Zum Beispiel:

Lerneinheit A 11 ist die Lerneinheit 11 des Kapifels A.
Beispiel B 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel B.

Auftrag A 13 ist der Auﬁrug 13 im Kapitel A.

Die Aufgnben sind folgenderrnuﬂan untergliedert:
Neb A zum Beispiel die Auf-
gaben a4 und a15, behandeln jeweils das gleiche
mnfhemcﬁxhe Problem und sind im ullgemeinen vom
grad, Die Aufc die
sich unmittelbar Gber den einzelnen Aufgaben Uber die
ganze Breite der jeweiligen Seite erstrecken, beziehen
sich dann auf beide Aufgabengruppen
Mit kursiver Numerierung sind m;&lzllcho Aufgaben
gekennxeidmel die sich auf manchen Seiten des Au(-
diesen Aufgaben ist der S ig-
kensgmd im allgemeinen hdher als bei den sonstigen,
halbfett numerierten Aufgaben.




Winkelfunktionen

Kérperdarstellung und Kérperberechnung
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4 Die Funktion y = sin x
Wiederholung (4) - Winkel und Winkel g (6) - Sinusfunktion (10) - Funktion
y =asinbx(a,be P;a,b> 0)(14)

18 Dlannknonen_v-—wax,y hnxundy cot x
K funktion (18) + T funktion und K gensfunktion (21) - Speziell
Funktionswerte (25)

% Resial ischen Winkelfunkti
Beziel ischen Funkti erten bei gleichem Winkel (28) - Komplement-
kelbezieh (30) + Quad beziehungen (31) - Tafeln der Winkelfunktions-

werte (33) - Skalen der Winkelfunktionen auf dem Rechenstab (37)

40 AnwendungderW'mkelfr ki bei Dreiecksberech

Trigonometrische Bezieh am rechtwinkli Dre:et.k (40) - Aufgaben zur

Berechnung rechtwinkliger Drelecke (44) - Glexchxchenkhges Dreleck (45) * Regel-

manges Vieleck (46) Si (47) - Kosi (50) - zur Dreiecks-
hnung (57) - Spezielle Ver fgaben (58)

Zur Uberpriifung und Fehlersuche verwendet man vielfach MeBeinrichtungen, die die

Mefergebnisse charakteristischer GroBen auf einer Bildrohre oder auf einem Papier-

streifen als Kurven wiedergeben. Mit diesen Oszillographen kann man schnell wechselnde

Vorginge, z. B. Strome in elektrischen Anlagen, Krifte in Maschinen, messen.

Du Blld zeigt ein solches Priifgerit, in diesem Fall einen Lichtschreiber aus dem VEB
MeBgeritewerk Zwonitz, beim Aufzeick des Krifteverlaufs an einem Walz-

werk.
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Die Funktion y =

1 Wiederholung des Funktionsbegriffs und der wichtigsten
bisher behandelten Funktionen

Bevor wir eine weitere Menge nichtrationaler Funktionen, die Winkelfunktionen,
kennenlernen, sollen die Kenntnisse iiber den Funktionsbegriff und den Begriff
des Winkels wiederholt und erweitert werden.

Als Funktion wurde eine Menge geordneter Paare [x y] mit x € X, y € Y definiert,
die eine eindeutige Abbildung einer Menge X auf eine Menge Y ist.

Dabei bezeichnet man die Menge X als Definitionsbereich, die Menge ¥ als Werte-
bereich und die Elemente y als Funktionswerte der Funktion.

Untersuchen Sie, welche der folgenden Mengen geordneter Paare Funktionen
sind!

a) {[2 6], [3; 9], [5; 15]. [7: 21], [11: 33]}

b) {(2; 4). (35 91 [— 535 [5:25). [3:5))

o) {[1: 3], [35 1], [2: 3. |53 — 1. [1:.41)

d) {[0; 1, [15 2], [2; 5], [35 10). [4; 17]}

Geben Sie fiir die im Auftrag A 1 aufgefiihrten Funktionen die Vorschrift fiir die
Zuordnung der El, des Definitionsbereiches zu den Funktionswerten jeweils
in Form einer Gleichung y = f(x) an!

Fiir viele Funktionen existiert eine Gleichung y = f(x), mit deren Hilfe die ein-
deutige Zuordnung zwischen den Elementen des Definitionsbereiches und des
Wertebereiches hergestellt wird.

Es ist in diesen Fillen iiblich, die Gleichung zur Bezeichnung der Funktion
selbst zu benutzen, also von der ,,Funktion y = f(x)* zu sprechen, beispiels-
weise von der ,,Funktion y = 4x® 4+ x + 3*. Dabei wird allerdings voraus-
gesetzt, daBl y den Funktionswert bezeichnen soll.!

Die Ubersicht auf Seite 5 enthilt die wichtigsten bisher behandelten Klassen von
Funktionen, die sich durch eine Gleichung beschreiben lassen.

Untersuchen Sie jede der folgenden Funktionen daraufhin, welche der geordneten
Zahlenpaare
[05 1], [15 0], [0; 0], [151], [13—1], [—1;—1]
Elemente der betreffenden Funktion sind!
a) y=—2x+1 (xeP;—2=x<2)

b) y=22—1 (xeP;—2=x<2)

c) y =x® (xeP;—2=x=2)
1 &

d) y =27 (xeP; 0=x=4)

e)y=2°% (xeP;—2=<x=<2)

f) y = logyx (xeP; 0<x=4)

1 Nicht alle Funktionen lassen sich durch cine Gleichung beschreiben. Ohne Beweis sei mitgeteilt, daB man fir
Funktionen, die aus endlich vielen vorgegebenen geordneten Paaren reeller Zahlen bestehen, immer eine Gleichung
angeben kann.
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Bezeichnung der Gleichung y = f(x) finiti Sy
Funktionsklasse (xeP3yeP) I Bieosich
Lineare Funktion y=mx+n xeP
(me P;ne P; m +0)
Quadratische Funktion y=ax*+bx+c xe P
(a,byce P; a=0)
Potenzfunktion y=2x" (neN) xeP
y=2a" (neG) xeP (x+0)
y=2a" (neR) xeP (0 x)
Exponentialfunktion y=2ad* xe P
(aeP;a>0;a=+1)
Logarithmusfunktion y = logax xeP (x>0)
(@aeP;a>0;a%1)

Veranschaulichen Sie die im Aufirag A 3 gewonnenen Ergebnisse mit Hilfe gra-
phischer Darstellungen der Funkti und der vor geordneten Zahlen-
paare!

b
&¢6

Es ist gebriuchlich, den zu einem Element x des Definitionsbereiches gehbren-
den Funktionswert y auch mit f(x) zu bezeichnen. Ist beispielsweise die Funktion

f= {[1; 2, [253], [35 5], [45 7). [55 11]}
gegeben, dann gilt nach dieser Vereinbarung

fO)=2; f2)=3; fB)=5; J@) =75 f(5) =1L

Es sei die Funktion f durch die Gleichung y — 4x — 1 (x € P) gegeben.
Ermitteln Sie die Funktionswerte [(0). f(1), f(—1), f(2), f(3)!

Entsprechend dieser Vereinbarung, den Funktionswert mit f(x) zu bezeichnen,
schrieben wir beispielsweise die Gleichung der Funktion y = ax" in der Form
f(x) = axn.

Die geordneten Paare einer Funktion lassen sich dann auch in der Form [x; f(x)]
schreiben.

Diese Schreibweise ermoglicht es zu erkennen, welche Variable die Elemente
des Definitionsbereiches und welche die Funktionswerte bezeichnet.

So beschreibt die Gleichung V(a) = 1

=3
werte Volumina von quadratischen Pyramiden sind und deren Definitions-
bereich aus den Seitenlingen der quadratischen Grundfliche besteht.

h a? eine Funktion, deren Funktions-

Aufgaben a 1 bis 11

! In dieser Tabelle ist der Bi i itis h




2 Winkel und Winkelmessung

Ein Winkel kann als geordnetes Paar [h; k] von zwei Strahlen h und k mit ge-
meinsamem Anfangspunkt aufgefaBt werden. Dabei wird festgelegt, daB der
Strahl h, der als erste Komponente des geordneten Paares gegeniiber dem Strahl k
ausgezeichnet ist, im mathematisch positiven Drehsinn bis zur Deckung mit £ um
den Anfangspunkt gedreht werden soll. Man spricht deshalb auch von einem
positiv orientierten Winkel.

Hiernach gibt es zu zwei Strahlen h und k genau zwei positiv orientierte Winkel.
namlich die geordneten Paare [h; k] und -
[k; h]. Denkt man sich eine Drehung, die v
dem Winkel < (h;k) entspricht, prak- Winkel
tisch ausgefiihrt, so wird das Gebiet E, .
vom Strahl h iiberstrichen. Im Falle des ]
Winkels < (k; k) iiberstreicht der Strahl k #(kh)=%BSA
das Gebiet E,; vgl. Bild A 1.

> f
4(hk)- 2ASB|
Durch den Winkelbegriff kénnen folgen- e
de Sachverhalte erfa8t werden.

Scheitel

a) Festlegung der gegenseitigen Lage
zweier Strahlen mit gemeinsamem An-
fangspunkt (z. B. Marschrichtungszahl, Bahnneigung eines Erdsatelliten)

Al

b) Angabe der GroBe und Richtung der Drehung eines Strahls um seinen An-
fangspunkt (z. B. Festlegungen fiir den Umlauf rotierender Maschinenteile,
Einstellung eines AbschuBwinkels)

¢) Abgrenzung eines bestimmten Bereiches einer Ebene (z. B. Beobachtungs-
sektor)

Bei b) und c¢) wird sichtbar, warum es nicht ausreicht, nur von einer Menge

{h; k} zu sprechen, sondern daB ein geordnetes Paar [h; k] und die Orientierung

des Winkels erforderlich sind.

Das Gradmaf des Winkels .

Beim sogenannten GradmaB wird dem Vollwinkel (ein Schenkel hat die Ebene
einmal vollstiandig iiberstrichen) die Zahl 360 zugeordnet. Dem n-ten Teil eines
Vollwinkels wird die Zahl ** (n > 1; n € P) zugeordnet. Dic Einheit des Grad-
maBes wird mit ,,1°“ (ein Grad) bezeichnet und ist folglich der 360. Teil des
Vollwinkels. Jedem Winkel laBt sich hiernach genau eine reelle Zahl zuordnen.

Als kleinere Einheiten fiir das GradmaB sind die Minute (,,1'*) und die Sekunde
(»1'"°) gebrauchlich.

V=5 U=

Dabei ist zu beach daB die Einhei der Zei Be ,,Minute* bzw. ,,Sekunde** durch
,,1 min* bzw. ,,1 s* zu bezeichnen sind.

Fiihren Sie folgende Umrechnungen der Mafzahlen aus!
a) 52° =« b) 0,3° = «' c) 30" =«x°
d) 20" = «' e) 15715" =a? f) 1" =x°
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Erweiterung des Winkelbegriffs

1. Ein Strahl mége die Ebene teilweise oder auch ganz zum zweiten Male iiber-
streichen und sich in einer Lage befinden, der bei der ersten Umdrehung das
MaB x zugeordnet war. Dann wird dem durch diese Drehung entstandenen
Winkel das MaB & + 360° zugeordnet, bei der dritten Umdrehung a + 2- 360°
und bei der (n + 1)-ten Umdrehung « + n - 360°; vgl. Bild A 2.

. Legt man fest, daB sich der Strahl h im mathematisch negativen Drehsinn

19

Positiv orientierte Winkel Negativ orientierte Winkel

A2 Ad

bis zur Deckung mit k drehen soll, so spricht man von einem negativ orien-
tierten Winkel. Solch einem Winkel werden negative MaBzahlen zugeordnet;
vgl. Bild A 3.

Winkel, deren GradmaBe sich nur um ein ganzzahliges Vielfaches von 360° unter-
heiden, heilen einander dquival Winkel und bilden jeweils eine Klasse.
In einer Menge von einander dquivalenten Winkeln gibt es genau einen Win-
kel, fiir dessen MaB « gilt: 0° = x < 360°. Das MaB dieses Winkels wird als

Hauptwert der einander dquivalenten Winkel bezeich

a) Winkel von 2652° und 1572° sind einander dquivalent,
denn es ist 2652° — 1572° = 1080° = 3 - 360°.

b) Winkel von 1370° und 5204° sind nicht einander dquivalent.
denn es ist 5204° — 1370° = 3834°
und 3834 ist nicht durch 360 teilbar.

¢) Winkel von —3280° und 320° sind einander dquivalent,
denn es ist 320° — (—3280°) = 3600° = 10 - 360°.

Das Bogenmaf des Winkels

Zeichnen Sie drei konzentrische Kreise ky, ky, ky mit den Radien r; =1 cm,

ry = 2,5 cm, ry = 3,5 cm! Zeichnen Sie ferner einen Winkel < (h; k), dessen Schei-

telpunkt mit dem Mittelpunkt der Kreise zusammenfillt und dessen Gradmaf 60°

betriigt! Die Schnittpunkte der Strahlen h und k mit den Kreisen seien A,, A,,

Ay bzw. By, B,, Bj.

a) Berechnen Sie die Bogen A,B,, A,B,, A3Bj; so, wie Sie es in Klasse 7 lernten!
Benutzen Sie dazu evtl. das Tafelwerk! Machen Sie sich klar, wie die betref-
fende Formel gewonnen wurde!

z L g . 4B, A,B
b) Ermitteln Sie die Quotienten ——%, =2
1

A3By
LS ’ L |



Weisen Sie nach, daf bei gegebenem Win-
kel das Verhiltnis der Linge des Bogens b
zur Linge des zugehirigen Radius r gleich
einer Konstanten ist!

Ermitteln Sie diese Konstante!

Anleitung: Wihlen Sie zwei beliebige Radien

ry und r, mit den zugehorigen Bogen b, und b,
und leiten Sie die Gleichung ? =t her:
1 2

vgl. Bild A 4!

”;'0, ist eine charakteristische GroBe eines Winkels und kann

deshalb ebenfalls zur Winkel g benutzt werden. Sie wird BogenmaB des
Winkels genannt und mit ,,are x* (arcus alpha) bezeichnet.!

Die Konstante o -

Es gilt also: arcx =~ -

Oder:

Auf Grund dieser Gleichung ist jedem beliebigen Winkel (auch Winkeln. deren
GradmaB kleiner als 0° oder groBer als 360° ist) eindeutig eine reelle Zahl zu-
geordnet.

Zur Umrechnung von GradmaB in BogenmaB und umgekehrt liBt sich die Pro-
portionaleinstellung des Rechenstabes benutzen. Indem die Skalen C und D so
gegeneinander verschoben werden, dal ,.z* und ,,180* iibereinander stehen,
gewinnt man eine Tabelle fiir die Umrechnung von GradmaB in Bogenmal und

umgekehrt; vgl. Bild A 5.

b

1 Mitunter wird das Bogemal auch durch  (alpha Bogen) bezeichnet.
2 Beim Verwenden dieser Formel ist stets darauf zu achten. daB ,.a* eine GroBe und nicht nur die Mabzahl cines
Winkels ist.



Vervollstindigen Sie unter Zuhilfenahme der Proportionaleinstellung des Rech
stabes folgende Tabelle!

195°

3 45° 430° 17° | ‘ —250°

arca | 0,785 8,2 ’ 5.4J 1~4,s 2.4

Wiihlt man einen Kreis mit einem Radius von einer Langeneinheit (1 LE), den
sogenannten Einheitskreis, dann ist das Verhiltnis von Bogen und zugehéri-
gem Radius % gleich der MaBzahl der Linge des Bogens. Folglich ist das Bogen-
maB arca eines Winkels x auch gleich der MaBzahl der Linge desjenigen Bo-
gens b. den dieser Winkel « als Zentriwinkel aus dem Einheitskreis ausschneidet.

Der Umfang des Einheitskreises betragt u = 27r =271 LE = 2a LE.
Folglich gilt: arc 3607 = 27

s 2
Hiervon ausgehend erhilt man arc 90° = T“ = %, arc45° = ¢

Geben Sie das Bogenmaf in Form ganzzahliger oder gebrochener Vielfacher von 7 an!

.3 0° 30° ' 45° 1 60° 90° 120° 135° 150° 180°
n T
arex 0 J T ‘ -
&« 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
arc o« I 27

Aus Bild A 5 ist zu erkennen, daB die mit Hilfe der Einstellungen des Rechen-
stabes in der Tabelle vermerkten Angaben nicht alle notwendigen Umrcch-
nungen von GradmaB in BogenmaB oder umgekehrt erfassen. Beispielsweise lift
sich arc 70° nicht sofort ablesen.

Mit Hilfe der Proportionaleinstellung des Rechenstabes ist arc 70° zu ermitteln.

Uberschlag: arc 60° = 5~ % =]

Einstellung:
1. Méglichkeit 2. Méglichkeit
(a) Lauferstrich iiber D 18 (a) Lauferstrich iiber D 7
(b) C 7z unter Lauferstrich (b) C 18 unter Lauferstrich
(¢) Lauferstrich iiber C 10 (c¢) Lauferstrich iiber C 1
(d) C 1 unter Lauferstrich (d) C 10 unter Léuferstrich
(Zunge verschieben) (Zunge verschieben)
(e) Lauferstrich itber D 7 (e) Lauferstrich iiber C7
(f) Ablesen C 122 (f) Ablesen D 122

Ergebnis: arc 70° = 1,22
Das Beschreiten beider Wege ermoglicht das Uberpriifen des Ergebnisses.

Aufgaben a 12 bis 38
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3 Die Sinusfunktion

Der folgende Sachverhalt der Ph§sik kann mit Hilfe der uns bisher bekannten
Funktionen mathematisch nicht erfaBt werden. Die Hangabtriebskraft Fy eines
sich auf einer geneigten Ebene befindenden Kérpers mit dem Gewicht G geniigt
folgender Gleichung; vgl. Bild A 6.

Fr

G
Auf Grund des zweiten Teiles des Strahlensatzes ist der Quotient ",l bei gegebe-
nem Winkel x konstant. Es gilt ndmlich fiir beliebige Paare [h; I] und [h*: I*]:

h ok

T=7"
Jedem Winkel x ist also ein bestimmter Wert des Quotienten % zugeordnet. Da
andererseits jedem Winkel eindeutig eine reelle Zahl « als dessen Bogenmal}

h
T

(h— Hohe der geneigten Ebene; ! — Linge der geneigten Ebene)

zugeordnet ist, kann dieser Quotient ,i auch als eine Funktion reeller Zahlen
aufgefaBt werden.

4 = g(x) und folglich Fy =G -g(x)

Diese Funktion y = g(x) soll im folgenden mathematisch definiert werden.

A6 AT

_ AF0)

Belli=r)

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit gleichgeteilten Achsen sei ein
Kreis mit dem Radius der Linge r LE gegeben; vgl. Bild A 7.1 Der Schenkel k
des Winkels < (u; k) moge den Kreis im Punkt P (u;v) schneiden. Das Bogen-
maB des Winkels < (u; k) sei x. Unter Bezugnahme auf diese Erkliarungen wird
der Quotient aus der Ordinate v des Punktes P (u;v) und der MaBzahl r der
Linge des Radius mit sin x bezeichnet. '

ainx:wT" (xeP; r>0; r,veP; —r<uv<r)

Diese reelle Zahl sin x wird Sinus des Winkels x genannt.?

Auf Grund der Definition des Sinus eines Winkels x kann eine Menge geordneter
Paare reeller Zahlen [x; sin x] mit x € P gebildet werden. Diese Menge ist eine
nichtrationale Funktion.

1 Im Unterschied zur Benutzung der Variablen r in den Formeln fiir Kreisberechnungen wird r hier nicht als Linge
des Radius, sondern als MaBzahl des Radius verwendet. Demzufolge ist r eine reelle Zahl.
2 Oft bezeichnet man das Bogenmal eines Winkels selbst als Winkel.
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DEFINITION: Die Sinusfunktion ist die Menge der geordneten Paare reeller Zahlen
[x3 sin x] mit x € P. Sie wird mit y = sin x bezeichnet.

Entsprechend der Definition A 2 ist sin 5 zu ermitteln.

Wir zeichnen in einem kartesischen Koordinatensystem mit der Lingeneinheit
1LE £ 1 cm einen Kreis mit beliebigem Radius, beispielsweise mit einer Linge
von 5 cm, dessen Mittelpunkt im Ursprung des Koordinatensystems liegt.

Die reelle Zahl 5- wird als BogenmaB eines Winkels aufgefaBt. Dieser Winkel,
dessen GradmaB gleich 45° ist, wird gezeichnet. Die Ordinate des Punktes
P(u; v) ist v & 3,6. Also ergibt sich sin -~ i:— =0,72.

Ermitteln Sie in gleicher Weise die folgenden Zahlen!
a) sin % b) sinl ¢) sin (% n)

Fiir einige Elemente des Definitionsbereiches der Sinusfunktion lassen sich die
genauen Funktionswerte einfach ermitteln; vgl. Bild A 7.

a)x=%n P(u;v) = P(0;—r) sin(%n):%:j’ =—1
b)x=n P(u;v) = P(—r;0) sinn:%:;:O
¢)x=—3 Pu;v)=P0;—r) sin(——}):%:;:——l

Begriinden Sie in gleicher Weise mit Hilfe der Kenntnisse tiber die Aquivalenz
von Winkeln die Angaben in den folgenden Tabellen!

F —4 | =3 [ —2 | —1 | o 1 2 3 4
2| = | —da| —a | —F] 0| 3| = in 27
1 0 —1 0 1 0| —1 0
ik 4n 4n + 1 4n + 2 4n+3
=kt g n- 2 n-2m+ 3 neln+an e+t
i 0 1 0 1
Untersuchen Sie, ob folgende Zahlenpaare El der Funktion y = sin x sind!
a) [;;1] b) [15; 0] ¢) [—37;1]

d) [_%n;;l] e) [—%n;l] f) [0;0]

Auf Grund der eineindeutigen Beziehung zwischen GradmaB und BogenmaB ist
auch eine Angabe wie ,,sin 30°“ erlaubt und gebriuchlich. Beispielsweise sind
hiernach

8in 30° = sin % . sin (—90°) = sin (— %) 5

sin 400° = sin (70 - 400°) , sin 0° = sin 0.

Aufgaben a 39 bis 42
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4 Eigenschaften der Sinusfunktion

Fiir einen Einheitskreis (r = 1) nimmt die Definitionsgleichung fir den Sinus
eines Winkels eine besonders einfache Form an.

sinx=—- =2 =0
BE= =g

Man kann den Funktionswert demnach direkt als Ordinate des Punktes P (u;v)
der Zeichnung entnehmen; vgl. Bild A7.

Ej haften der Sinusfunktion im Intervall 0 < x <2z (xeP)

Definitionsbereich 0 0«3x<% %Sxfn g n{x\;n—:-n§x<2ﬂ2ﬂ

Wertebereich 010<Cy<1l|l2y>0(0({0>y>—1|—-1<y<0[0

Vorzeichen der

Funktionswerte 7 + 5 = —

Monotonieverhalten monoton | monoton monoton monoton
steigend fallend | fallend steigend

Wir untersuchen die genannten Eigenschaften der Sinusfunktion im Intervall
0sx< % =

Bei VergroBerung des WinkelmaBes x vergroBert sich kontinuierlich die Ordi-
nate v des Schnittpunktes des Schenkels k mit dem Einheitskreis, d. h., die
Funktion ist monoton steigend.

Gilt x <

Gilt x =, soistv =r =1 und damit sin x — 1.

';’* soist v < 1 und folglich sinx < 1.

Da stets v < r gilt, ist sinx < 1.

Alle reellen Zahlen y mit 0 < y < 1 werden im Intervall 0 LxE —’z'— von der
Sinusfunktion angenommen, d. h., der Wertebereich besteht aus dem Intervall
0sy=1l

Diese Tatsache kann folgendermaBen begriindet werden.

Es sei y, eine beliebige Zahl aus diesem Intervall. Die Gerade v = ¥, schneidet
den Kreis bzw. beriihrt ihn im Falle y, = 1; vgl. Bild A 8. Durch diesen Schnitt-
punkt ist der Schenkel des Winkels < (u: k) eindeutig festgelegt. Zu diesem
Winkel gibt es genau eine reelle Zahl x, mit 0 < x, < %als BogenmaB dieses

Winkels. Diese Zahl x, hat die Eigenschaft, daB sin x, = v, gilt.

Ausgehend von diesen Uberlegungen, kann man den v As
Graph der Funktion y = sin x im Intervall 0 < x < 27 1
punktweise so konstruieren, wie es Bild A 9 zeigt.

Fiir einander dquivalente Winkel erhilt man gleiche 2 V¥
Funktionswerte, da solchen Winkeln der gleiche
Schnittpunkt P mit dem Einheitskreis entspricht.
In den Intervallen

k2n<x<(k+1)-27 (keG)
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A9

erhalten wir demnach den gleichen Kurvenverlauf wie im Grundintervall
0 < x < 27; vgl. Bild A 10. Das kann durch eine Gleichung folgendermaBen
ausgedriickt werden.

i N . N

L~
T NG \/r N 3M” x

SATZ: Fiir jedes x € P gilt: sin (x + k- 27) = sinx (k€ G).

Man nennt eine Funktion y = f(x) periodisch, wenn es eine Zahl a + 0 (a € P)
gibt, so daB fiir jedes x € P gilt:

flx +a) = f)-
Jede derartlge Zahl a wird Periode der Funktion genannt.
Demnach ist die Sinusfunktion eine periodische Funktion mit den Perioden
k- 2 7 (k € G). Die kleinste positive Zahl aus dieser Zahlenmenge ist 2. Sie wird

im folgenden als klei Periode bezeich

Welches Monotonieverhalten weist die Sinusfunktion in folgenden Intervallen auf?
a)—;—ngxg——%n b) 8 <x =9

Entscheiden Sie auf Grund Ihrer Kenntnisse iiber den Wertebereich der Funktion
y = sinx (x € P), welche der folgenden Gleichungen eine Lisung hat und welche
nicht!

a) sinx = —3 b) sinx +1=0 c) 4sinx =8 d) |sin x| =5

Ermitteln Sie alle Lé: der folgenden Gleich (xe P)!

a) sinx—1 b)sinz=—1 ¢ sinx=0

Aufgaben a 43 bis 47



5 Die Funktion y=a-sinbx (a,beP;a,b > 0)

Im Physikunterricht werden wir erfah daB hanische Schwingungen und
Wechselstrsme mit Hilfe von Funktionen der Form y — a - sin bx beschrieben
werden kénnen. Dort werden wir die Variablen a, b, x und y physikalisch deuten.

Hier soll im folgenden untersucht werden, welchen Einflufl die Faktoren a und b
auf solche Eigenschaften der Funktion wie Nullstellen, Wertebereich, Mono-
tonieverhalten und kleinste Periode haben und wie der Graph der Funktion
y = a-sin bx aus dem Graph der Sinusfunktion hervorgeht. Wir beschranken
uns dabei auf positive reelle Zahlen a und b.

Wir betrachten zunichst folgende Sonderfille.

Falll: b=1 y=a-sinx

Fall2: a =1 y = sin bx

Wir iibertragen dann die hierbei gewonnenen Erkenntnisse auf den allgemeinen
Fall: y = a - sin bx.

Falll1: y=a-sinx (acP;a>0)
In Klasse 9 wurde dargestellt, in welcher Weise der Graph der Funktion
y = a- f(x) aus dem Graph einer Funktion y = f(x) hervorgeht.

a>1 Streckung in Richtung der Ordi

hse von der Ab
achse weg mit dem Streckungsfaktor k = a
a1 Identische Abbildung (die Graphen sind identisch)
0<a<1 Stauchung in Richtung der Ordinat hse zur Abszi h

hin mit dem Streckungsfaktor

=a

Als Streckungsfaktor k wird der Quotient aus der Linge I’ der Bildstrecke und
der Lange I der Originalstrecke bezeichnet: k = 'T; V'=k-1

Wenden Sie diese Z hinge auf die graphische Darstellung der Funkti
y =a-sin x an. Benutzen Sie hierzu Bild A 11!

Skizzieren Sie die Graphen folgender Paare von Funktionen im Intervall
— 27 < x < 27 (x € P) jeweils in ein und dasselbe Koordinatensystem! Verwenden
Sie dazu den Graph von y = sin x und die geometrische Bedeutung des Faktors a
bei der Funktiony =a-f(x)!

a) y =sinx b) y =sinx
y=3sinx y:%siux
Geben Sie den Wertebereich, die Nullstellen, die M teintervalle und die klei

Periode der Funktionen y = 3 sin x und y = % sin x an!
Erliutern Sie, in welcher Weise der Faktor a in der Funktion y =a-sin x diese
Eigenschaften der Funktion beeinfluft!

14



y=a-sinx (aeP;a>0)

Fall2: y =sinbx (beP;b>0)
Die Funktion y = sin 2x soll im Intervall 0 < x =< 2z (x € P) graplusch dar-
gestellt werden; vgl. Bild A 12.

0 —:'- -;'— %w n -i-_n %rz ln 2n
I A 3, 2 s 3n in e
o | 1| 0 | —1 0 1 0 il 0

Betrachtet man ein beliebiges Element x, des gegebenen Intervalls, so erkennt
man, daB der Funktionswert, den die Funktion y = sin x bei x, annimmt, von

y = sin 2x bei 5 angenommen wird: sin 2 (%) = sin x;.
Die kleinste Periode der Funktion y = sin 2x ist folglich z.

Al2

y=sinbx (beP, b>0)

Definitionsbereich: x bolldug reell; Wertebereich: ~1sy 51
Periode: 4%




Die kleinste Periode der Funktion y = sin bx (b > 0) ist ZT". Es ist namlich
sin b (2—:—) = sin 27, und bei x = 27 ist das Grundintervall der Sinusfunktion
zu Ende, folglich das Grundintervall von y = sin bx bei ZT" 3

Die Abstinde zwisch benachbarten Schnittpunk des
Graphen mit der Abszi: hse verringern sich von n LE auf
n

—b—LE.

Identische Abbildung (die Graphen sind identisch)

Die Abstinde zwischen den benachbarten Schnittpunkten des
Graphen mit der Abszi hse vergroBern sich von 7 LE auf

n
b LE.

Ermitteln Sie die kleinste Periode der folgenden Funktionen!
a) y = sin 3x b) y = sinzx c)y:siur'éx d) y =sin)2x

Untersuchen Sie an Hand der gezeichneten Graphen, welche Bedeutung der Faktor b
in y = sin bx fiir den Wertebereich, die Lage der Nullstellen und das M i
verhalten hat!

Allgemeiner Fall: y — a - sin bx (e, b€ P;a,b>0)
Die Funktion y = 2 - sin 2x soll im Intervall 0 < x < 27 (v € P) graphisch dar-
gestellt werden.

Wir gehen von der Sinuskurve aus und fithren nacheinander die geometrischen
Abbildungen durch, die den einzelnen Konstanten entsprechen; vgl. Bild A 13.

Al

a) Wir verringern die Abstinde zwischen den Schnittpunkten der Sinuskurve
mit der Abszissenachse auf die Hilfte, also auf % LE, so daB sich als kleinste
Periode 7z ergibt. Wir erhalten so den Graph der Funktion y = sin 2x,

b) Wir strecken den Graph der Funktion y = sin 2x in Richtung der Ordinaten-
achse von der Abszissenachse weg mit dem Streckungsfaktor k = 2, so daB

16



sich als Wertebereich —2 <y < 2 ergibt. Wir erhalten so den Graph der
Funktion y = 2 - sin 2x.

Die geometrischen Abbildungen kénnen auch in anderer Reihenfolge ausgefiihrt
werden.

Die Funktion y = ;sin % (—2r = x =< 2n; x€ P) ist graphisch darzustellen.

Es sind mit Hilfe der Zeichnung Nullstellen, Wertebereich, kleinste Periode und

Monotonieintervalle zu ermitteln.

Wir vergroBern die Abstinde zwischen den Schnittpunkten der Sinuskurve mit

der Abszissenachse auf das Doppelte und erhalten den Graph der Funktion
= sin%; vgl. Bild A 14. Durch Streckung dieser Kurve von der Abszissen-

achse weg mit dem Streckungsfaktor k = % erhalten wir den Graph der Funktion

B
y =ysing.

Aus der Zeichnung entneh

= fol d h
wir folg Ang

Nullstellen: {—27; 0; 2z} Wertebereich: —% <y< ;(y e P)
Kleinste Periode: 4z
Monotonieintervalle: (—27; —a> und {z; 27) monoton fallend

{(—mn; > monoton steigend

Die geforderten Angaben lassen sich auch unabhingig von der Zeichnung ge-
winnen.

Das Vorgehen zum Ermitteln von Nullstellen soll hier dargestellt werden.

x

Das Ermitteln der Nullstellen der Funktion y = % sin

entspricht dem Losen

der Gleichung 0 = ; sin 5.

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn sin 5 = 0 gilt. Es ist sin 5 = 0

genau dann, wenn 5 = kx (k € G), also genau dann, wenn x = 2kx (ke G)
ilt.

gDie Menge der Nullstellen besteht folglich aus allen Zahlen der Form 2k z (k € G),

die dem Intervall (—2x; 27) angehéren. Das sind die Zahlen — 2z, 0, 27.

2 [001002] 17




Der EinfluB der Faktoren a, b auf die Eigenschaften der Funktion y = a- sin bx
ist in der folgenden Ubersicht zusammengefaBt.

Kleinste Vorzeichen
Nullstellen | Wertebereich Pitadl der Funktionswerte
" im Grundintervall
positiv negativ
k-n —l=5y<1 27 0; ) (7 27)
(ke G)
k-n —asy<a 2n 0; =) (7 27)
(ke G)
Rl =1 gyl i (o,i) (1;2_”)
b b b b b
(ke G)
kX —a<y<a iz (0,1) (1,2_">
b b b b b
(ke G)

Aufgaben a 48 bis 56

Die Funktionen y =cos x, y =tan x und y=cotx

6 Die Kosinusfunktion

Bei der Einfithrung der Sinusfunktion gingen wir davon aus, die Beziehung
zwischen dem Gewicht eines Kérpers, der Hangabtriebskraft und dem Nei-
gungswinkel bei einer geneigten Ebene mathematisch zu erfassen. Dazu sind
wir jetzt in der Lage; vgl. Bild A 15.

Wenn I =I'LE, h =h'LE, so

h_ ke
TETEF = ang,

folglich Fy = G - sin x.

v

Plu;v) = P(u; h'")

Weisen Sie nach, dap fiir die Kraft Fy < i
(Normalkraft), mit der der Korper senk-
recht auf die geneigte Ebene driickt, gilt:
By _ s,
5 !

Analog zu den Betrachtungen iiber die
Abhiingigkeit der Hangabtriebskraft vom Al5
Gewicht des Kérpers und vom Neigungs-
winkel der Ebene 148t sich nachweisen,

daB % bei gegebenem Neigungswinkel fiir beliebige Paare b und ! konstant ist

18



(29

und hierdurch folglich jedem WinkelmaB x eine reelle Zahl zugeordnet werden
kann. % ist demnach eine Funktion von x.

L —h(x), folglich Fy=G-h(x)
h(x) ist ebenfalls eine nichtrationale Funktion, die zur Sinusfunktion in enger
Beziehung steht. Diese Funktion wird im folgenden definiert.
Die Erklirungen, die der Definition des Sinus eines Winkels zugrunde gelegt
wurden (vgl. Bild A 7), werden iibernommen.
Der Quotient - aus der Abszisse u des Punktes P(u, v) und der MaBzahl r des

Radius heiBt Kosinus des Winkels x.

cosx:m‘% (xePs;r>0;r,ueP;s-r=u=r)
Entsprechend dieser Festlegung ist cos 4 zu ermitteln.
Analog zum Vorgehen im Beispiel A 4 erhalten wir die Abszisse des Punktes
P(u; v) mit u &~ 3,6. Folglich ist cos —;'— ~ ? =10;72:

DEFINITION: Die Kosinusfunktion ist die Menge der geordneten Paare [x; cos x] mit
x € P. Sie wird mit y = cos x bezeichnet.

Auf Grund der eineindeutigen Zuordnung von Winkel und BogenmaBl eines
Winkels ist durch die Definition A 4 auch jedem Winkel mit dem BogenmaBl x
die reelle Zahl cos x eindeutig zugeordnet. Deshalb nennt man diese Zahl auch
Kosinus des Winkels x.

Untersuchen Sie, welche der folgenden Zahlenpaare El der Kosinusfunktion
sind und welche nicht!

a) [+3 1] b) [0; 4] o) [05 1]

4 [—5: 9 e) [47; 0] f) [—5; —1]

Begriinden Sie in gleicher Weise wie bei der Sinusfunktion die Angaben in den
folgenden Tabellen!

—2 —1 0 1 2 3 4
n n 3
—n —5 0 o k4 37 2n
—1 0 1 0 —1 0 1
4n + 1 4n + 2 4n + 3
n-2n+% n-2n+an n-2n+%n
cos x 1 0 —1 0

2* 19




7 Eigenschaften der Kosinusfunktion

Fiir den Einheitskreis gilt

u u
CO8XY —_ = _ —u
2 1 ’

80 daB man den Kosinuswert direkt als Abszisse des Punktes P(u; v) der Zeich-
nung entnehmen kann; vgl. Bild A 16.

v
1 Al6
F4
A (uyyv)
7
Uy 7 u

K (uyiv)

@ Welche Eigenschaften hat die Kosinusfunktion im Grundintervall 0 Sx=<2

(x € P)? Orientieren Sie sich an der Tabelle auf Seite 19 und am Bild A 17!

Al17

Begriinden Sie, weshalb die Kosinusfunktion eb ifalls die klei Periode 27 be-
sitat; cos (x + 27) = cos x (x € P)!

Entscheiden Sie auf Grund Threr Kenntnisse iiber den Wertebereich der F: unktionen
¥ =sinx und y = cos x, welche der folgenden Gleichungen eine Lisung hat und
welche nicht!

a) cos x = —2 b) 3cosx = —3 c) 4sinx + 3cosx — 8
d) sinx-cosx =0 e) sinx-cosx =1 f) —5cosx+4=0
Ermitteln Sie alle Losungen der folgenden Gleich gen!

a) cos £ =0 b) cos x =1 c) cosx = —1

Stellen Sie den Zusammenhang zwischen dem Gewicht G eines Kérpers, der Nor-
malkraft Fx und dem Bogenmafl x des Neigungswinkels einer geneigten Ebene
unter Verwendung der Kosinusfunktion dar!

Aufgaben a 57 bis 60
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8 Tangensfunktion und Kotangensfunktion

In dieser Lerneinheit werden wir zwei weitere nichtrationale Funktionen kennen-

lernen.

Wir wiederholen zunichst in Ubungen einige wichtige Eigenschaften des Quo-

tienten, der bei den Definitionen dieser beiden Funktionen eine Rolle spielt.

Fiir welche Werte der Variablen x (x € P) sind die folgenden Terme nicht definiert?

5 B -
a) =3 b) tr5 =9 o
4 7 % 53 B e
®) T b o i

Berechnen Sie zu jedem a und jedem b der folgenden Tabelle den Quotienten +!

Tragen Sie die Ergebnisse in die Tabelle ein!

ar 1
SREaT * - 100
i
; g
)
R
0
1
100
1
T
1

Begriinden Sie folgende Aussagen iiber den Quotienten + (a, be P)!
1. ¢ = 0 genau dann, wenn a =0 und b 4 0.
2. Wenn b= 0, so ist % nicht definiert.

3. % < 0 genau dann, wenn a und b unterschiedliche Vorzeichen besitzen.
_:. > 0 genau dann, wenn a und b gleiche Vorzeichen besitzen.
4. || wachst, wenn a) |a| konstant ist und |b| sich verkleinert;
b) |b| konstant ist und |a| sich vergrifiert;

¢) |a| sich vergrofert und |b| sich verkleinert.

5. |%| wird beliebig grof, wenn
a) |a| sich vergrofert und |b| der Zahl 0 zustrebt;
b) |a| konstant bleibt und |b| der Zahl 0 zustrebt.
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(39)

Berechnen Sie niher

gsweise die Q

sinx g ocosx 'xe{l £l L}
cos x sin x ( 6§°4°3

mit Hilfe der Definitionen des Sinus bzw. Kosinus eines Winkels am Kreis mit
beliebigem Radius!

Fiir die beiden weiteren wichtigen Funktionen wird folgendes festgesetzt.

sin
mnx=wﬁ [xeP;x#:(?k-kl)zi;kecl
m'x:mt% (x€P; x + kn; ke G)

DEFINITION: Die Tangensfunktion ist die Menge der geordneten Paare reeller Zahlen
[x; tan x] mi!xeP;x#(ijLl)zi;keG.Siewirdmi(y: tan x bezeichnet.

DEFINITION: Die Kotangensfunktion ist die Menge der geordneten Paare reeller Zahlen
[x3 cot x] mit x € P; x 4 kr; k € G. Sie wird mit y = cot x bezeichnet.

Erliutern Sie, halb die vorg Einschrinkungen des Definitionsb
reiches von y = tan x und y = cot x notwendig sind!

Auf Grund der eineindeutigen Zuordnung von Winkel und BogenmaB eines Win-
kels ist durch die Definitionen A 5 und A 6 auch jedem Winkel mit dem Bogen-
maB x(x € P mit Ausnahme der Einschrinkungen) die reelle Zahl tan x bzw. cot x
eindeutig zugeordnet. Deshalb nennt man diese Zahlen auch Tangens des Winkels x
bzw. Kotangens des Winkels x.

Wir haben nunmehr, wie in Lerneinheit A 1 angekiindigt, vier weitere Funktio-
nen, die Sinusfunktion, die Kosinusfunktion, die Tangensfunktion und die
Kotangensfunktion definiert; vgl. die Definitionen A2, A4, A5 und A 6.
Es ist iiblich, diese vier Funktionen unter dem Namen Winkelfunktionen zu-
sammenzufassen.

9 Eigenschaften der Tangensfunktion
und der Kotangensfunktion

Welche reellen Zahlen x erfiillen die folgenden Gleichungen ?
a) tanx =0 b) cotx =0

Begriinden Sie die in der folgenden Tabelle enthaltenen Aussagen iiber das Vor-
ichen der Funkti te von y = tan x und y = cot x!

0<2<T | 2<2<a | a<s<Pn | In<a<a

tan x + — + =

cot x + = + —
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Beispiel:

Im Intervall 0 < x <  haben sinx und cos x gleiches Vorzeichen. Das laBt
sich an den Graphen von y = sin x und y = cos x (vgl. die Bilder A9 und A 17)
oder am Einheitskreis erkennen.

Folglich sind die Quotienten -~ und == positiv.

SATZ: Die Funktionen y = tan x und y = cot x besitzen die kleinste Periode 7.

tan(x +n) =tanx [x+ (2k+ 1) 3keG]
cot (x +7) =cotx (x+ knskeG)

Beweis: Entsprechend Bild A 18 gilt

tan(x+n)=—————:'_:((ij_’;’) = "1
tan x =£% =% Aluiv)
' X+
Y,
Die Punkte Pj(u;; v;) und Py(uy; vg) liegen fiir 4
jeden Winkel x zentralsymmetrisch zum Koordi- P T u

natenursprung. Folglich gilt:

1. Die Ordinaten bzw. Abszissen von P, und P, :
haben gleiche absolute Betrige. Folglich sind  [2(U2 2
die absoluten Betriige der Quotienten Al8

2 und ;> gleich.

2. Die Vorzeichen von Ordi und Abszi der Punkte P, und P, sind
entweder fiir beide Punkte gleich oder fiir beide Punkte unterschiedlich. In
jedem Fall ist das Vorzeichen des Quotienten fiir beide Punkte gleich.

Aus 1. und 2. folgt

L N}
uy uy

und folglich

tan x = tan (x + 7).
Eine kleinere Zahl a (a > 0; a€ P), fiir die tan (x + a) =tanx fiir alle
x + (2k + 1) 5 gilt, gibt es nicht.

Folglich ist 7 die kleinste Periode der Tangensfunktion.

Bei Anniherung der Werte des Definitionsbereiches an die Zahlen k - werden
die Funktionswerte entweder von y = tan x oder von y = cot x dem Betrage
nach beliebig groB.

Wir untersuchen das Verhalten der Funktion y = tan x bei Anndherung an die
Stelle x =5; vgl. Bild A 19.
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Fall 1: Wir nihern uns von links der Stelle x = % (0 Lxst %)

Strebt x gegen —;'—, so streben sin x gegen 1 und cos x gegen 0.

sin x

Der Quotient nimmt beliebig groBe positive Werte an.

cos x

Fall 2: Wir niahern uns von rechts der Stelle x = 23(21 <% <:rl).
Der Unterschied zu Fall 1 besteht lediglich darin, daB in diesem Intervall

sin x

sin x und cos x unterschiedliche Vorzeichen besitzen, der Quotient

con x
folglich negativ ist und bei Anniherung an die Stelle x = < megative
Werte von beliebig groBem absolutem Betrag annimmt.

b y
- -
X
J |
|
|
|
|
F
|
|
|
|
Un [
|
l
o x
|
|
|
Al9

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion y — cot x bei Anndherung von links
und von rechts an die Stelle x = n; vgl. Bild A 19!

Es 1aBt sich zeigen, daB jede reelle Zahl y, durch die Tangensfunktion im Inter-
vall0 S v <az(x + ;—) und durch die Kotangensfunktion im Intervall 0 < x < 7
genau einmal angenommen wird. Mit anderen Worten: Zu jeder reellen Zahl Yo
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gibt es genau eine Zahl x, (0 < x, < =), so dall :::% = y, gilt, und genau eine
Zahl x, (0 < x, < 7), s0 daB = = y, gilt.

Hieraus folgt, daB der Wertebereich der Tangens- und der Kotangensfunktion
gleich der Menge der reellen Zahlen ist.

Aufgaben a 61 bis 64

10 Spezielle Funktionswerte

Im folgenden sollen die Funktionswerte der Winkelfunktionen fiir die Elemente
0, %5 5>
dienen dem Zweck, das Wissen und Konnen zu wiederholen, das beim Berech-
nen der Funktionswerte anzuwenden ist.

-';— des Definitionsbereiches ermittelt werden. Die folgenden Ubungen

Begriinden Sie folgende Identititen!

9i=F=18 Bi=3-3B  a)i-:p

Formen Sie folgende Terme in andere Terme um, die die gleiche Zahl bezeichnen!
X 1 T
b) V_i ) 1 z. d) —:‘—
V2 513 3

4

a) =
™

" a) Zeichnen Sie in ein kartesisches Koordinatensystem (1 LE £ 2 cm) folgende

Punkte ein!
A(1;2),  BO; 2, €2 —3). D1 1)

b) Wie gro sind die Abstinde der Punkte A, B, C, D von den Koordinatenachsen
(in Lingeneinheiten ausgedriickt) ?

¢) Berechnen Sie die Lingen der Strecken A0, AB, DO in Lingeneinheiten (LE)!
Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit Hilfe der Zeichnung!

Von drei Punkten P, P,, P, in einem kartesischen Koordinatensystem magen die
folgenden Angaben bekannt sein.

P, P,
Abstand von der x-Achse 2 LE SLE
Abstand von der y-Achse JLE 1LE 3LE

Geben Sie alle Moglichkeiten fiir die Lage dieser Punkte in der Form P (x;y) an!




Spezielle Funktionswerte

3 1 1 1

sin x 0 5 ?Vi —2-V§ 1
1 1 1

cos x 1 TVS ?ﬁ T 0

tan x 0 13 1 V3 —

cot x - V3 1 13 0

[E] Die Berechnung von sin - erfolgt entsprechend Bild A 20. In dem rechtwinkligen
/A ODP ist OD = DP.! Auf Grund des Satzes des PYTHAGORAS gilt

PD® + 0D*=1.
Wegen OD = PD foigt
2PD*=1;
PD? =+

P T-t
Die Ordinate des Punktes P ist folglich % 2. Somit gilt

PN I~
smTfT]Z

~<

) P(GRYGU"J//J 609

/N

@ Auf Grund der Definition von sin x, bezogen auf den Einheitskreis, ist sin die

Ordinate und cos— die Abszisse des Punktes P im Blld A 21. Durch Erginzung
1

zu einem glelchsemgen Dreieck ergeben sich PD — 5 ! und folglich sin o —

(P (cos 45° sin457)

1 Zur Vereinfi der folgenden wir unter OD bzw. PD die MaBzahlen der Lingen der
entsprechenden Strecken.
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Auf Grund des Bildes A 22 ergibt sich fiir sin - folgende Rechnung.

PD® = 0P — OD*
B 13
PD*=1 =T =
oI irs
Die Ordinate des Punktes P ist -;— V3. Also gilt
1=
3.
7

Il
w""
I
s
~

wl

11 Graphen der Funktionen y=tan x und y=cot x

Aufgaben a 65 bis 70

Aus den Betrachtungen zu den Eigen- 04
schaften der Tangensfunktion und der
Kotangensfunktion sind uns die Graphen

dieser Funktionen ,,im groben* bereits
bekannt; vgl. Lerneinheit A 9. Wir wol-

len nunmehr diese Graphen genauer
zeichnen.

Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen -
y =tanx und y = cot x unter Verwen-

dung der speziellen Funktionswerte im X
Intervall 0 < x < 7 in ein und dasselbe
kartesische Koordinatensystem; vgl. Bild
A 23!
Verwenden Sie fiir 4,4 » 5 % V3. V3
die in den folgenden Tabellen enthall
Niherungswerte! A23
n n n n
205 Z~08 K.l N ik
3 ~ 2 ~ 3 ~ 1,0 3 ~ 1,6
$V3 06 1 Vin 17 _
%nw 2,1 %nm 2,4 %ﬂw 2,6 n~ 3,1
tamz | — )3~ —17 —1 — 33~ —06 0
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Beziehungen zwischen Winkelfunktionswerten

12 Beziehungen zwischen Funktionswerten
bei gleichem Winkel

SATZ: Fiir alle Zahlen x (x€ P) gilt sin?x + cos®x = 1.
Beweis: Nach dem Satz des PyTHAGORAS gilt im rechtwinkligen Dreieck OD' P’
(Bild A 24)
(1) P'D'? 4 OD™ = OP™®
Es gilt ferner im Einheitskreis fiir die Abstinde des Punktes P’ von den Koordi-
natenachsen '
P'D’ = |sin x| LE
(2) OD" = |cos x| LE
0P =1LE

Die Gleichungen (2) gelten unabhingig davon, in
welchem Quadranten der Punkt P’ liegt.

Da die gleiche Lingeneinheit 1 LE vorliegt, kénnen
wir mit den MaBzahlen rechnen. Wir setzen die Be-
ziehungen (2) in die Gleichung (1) ein und erhalten

|sin x|2 4 |cos x|2 =1.

Wegen |sin x|? = (sin x)? und |cos x|? = (cos x)? geht diese Gleichung iiber in

(sin x)? + (cos x)2 = 1.

Fir x = k- 5 (k€ G) ergibt sich kein Dreieck. Auch in diesen Fillen ist

sin x + cos x = 1, da auf Grund der Definitionen von sin x und cos x jeweils
genau eine der beiden Zahlen entweder 1 oder — 1 und die andere 0 ist.
Es wird folgende Schreibweise vereinbart.

sin? x = pe (iR %) cos?x = (cosx)?

Dann erhalt die Gleichung die Formsin® x + cos?x = 1.,

Es ist zu zeigen, daB sin? 7 und sin 72 inander verschied Zahlen sind.

Nach der festgesetzten Schreibweise ist sin? 7 = (sin )2

sin? 7 = (sin7)? = sinz - sin
0o -0
0

I

Andererseits ist
sinn? =sin(w-n) +0.

sin (7 - ) ist ungleich Null, denn sin x = 0 gilt genau dann, wenn x = k - 7.
k - 7 ist aber fiir k € G keine ganze Zahl.

SATZ: Fiir alle Zahlen x (xeP;x#k%;kEG) gilt tanx-cotx —1.
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g s . sin x - cos
Beweis: tan x * cot x = — . S — TREOHE g

cosx sinx cosx.sinx

Auf Grund der beiden Beziehungen sin2 x4 cos?x =1 lmd tanx*cotx = l

und der Definitionsgleichungen tan x = und cot x =

folgenden Bezuhungen zwmchen den kaelfunknonswerten gleicher Winkel
herleiten.

sin®x 3 sin® x — cos®x
i oA e 1 —sin?x cos? x
sin® x 1—cos?x
1 —sin®x cos? x
1 — sin?x cos® x
sin® x 1—cos®x

Untersuchen Sie bei allen Beziehungen in der Tabelle, welche Einschrinkungen
fiir die Zahlen x (x € P) gemacht werden miissen!

Wir beweisen die Beziehung

tan?x =

[x¢(2k+l)%;ke6.

Wir formen um:

sin'x

_

e

e = (3) = ants
Mit Hilfe der durch die Tabelle gegebenen Beziehungen lassen sich bei vorge-
gebenem Funktionswert der Sinus- bzw. Kosinusfunktion die zum gleichen

Element des Definitionsbereiches gehorigen Werte der anderen Winkelfunktionen

berechnen, ohne auf das El t des Definitionsb hes zuriickrechnen zu
miissen.

Es sei x, ein Element des Intervalls 0 < x < — - Es existiert genau ein Wert x,
in diesem Intervall, fiir den sin xy = gllt. Fur dieses Element x, sind cos x,,

tan xy, cot x, zu berechnen.
cos?xy = 1 —sin? x,
o 2y 14 _5§
=l={gff =l—3 =g
i3 5
co8 %y = V— oder cosxy = — V—
Da die Funktionswerte der Kosmusfunktlon im Intervall 0 < x < - posmv sind,
ist der gesuchte Wert cos x, = V; =3 L5,
2

sin x, 3 3
tanxy = - = = = V_

o re
1/5

i
- ﬁn
I

*\

0| -

1
COt Xy = e =

>
= wl

Aufgaben a 71 bis 78
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13 Komplementwinkelbeziehungen
zwischen einer Winkelfunktion und ihrer Kofunktion

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen jeweils verschiedenfarbig in ein
und dasselbe Koordinatensystem (1 LE £ 5 cm)!

a) y = sin x; y =cosx (0§x§-’2'—)

b) y = tan x; y =cotx (0<.\:<%)

Benutzen Sie dazu die spesiellen Funktionswerte, fiir die Sie mit dem Rechenstab
Niherungswerte ermitteln!

Aus den im Auftrag A 44 angefertigten Skizzen und aus der Tabelle spezieller
Funktionswerte 148t sich vermuten, daB die Graphen von y = sinx, y = cos x
bzw. y = tan x, y = cot x im Intervall 0 < x < - achsensymmetrisch beziiglich
der Parallelen zur Ordinatenachse durch den Punkt P (%, 0) sind.

Dieser geometrische Zusammenhang 1dBt sich arithmetisch ausdriicken. Er ist als
Spezialfall in dem folgenden Satz enthalten.

SATZ: Fiir alle Zahlen x (x € P) gilt:
. (n n <
sm(T—x) = co8 X3 cos(T—x) = sin x.
Fiir alle Zahlen x(xeP; x =+ k%) gilt:

tan(.;i—x):eotx; wl(%—x)=mnx.

Man bezeichnet zwei Winkel, die sich zu einem rechten Winkel erginzen, als
Komplementwinkel.

Die Zahlen 5 — x und x kénnen als BogenmaBe von Komplementwinkeln auf-
gefaBBt werden, denn die Summe aus % — x und x ist gleich % Mit dem Begriff
des Komplementwinkels erhilt der Satz A 10 die folgende sprachliche Form.

Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Kosinus seines Komplementwinkels, der
Kosinus eines Winkels ist gleich dem Sinus seines Komplementwinkels.

Der Tangens eines Winkels ist gleich dem Kotangens seines Kompl in-
kels, der Kotangens eines Winkels ist gleich dem Tangens seines Kompl -
winkels.

Man sagt deshalb auch, Sinusfunktion und Kosmusfunktlon bzw. Tangensfunk-
tion und Kotangensfunktion sind zueinander kompl Funktionen oder
Kofunktionen.

P[Z‘as Vi ).svn )/

X A (cos x; sinx)

Wir beweisen den Satz fiir x-Werte im In-
tervall 0 < x < f;—; vgl. Bild A 25.

Es gilt A OD,P, = A OD,P,,denn es han-
delt sich um rechtwinklige Dreiecke mit
kongruenten Winkeln bei 0. AuBerdem ist

die Hypotenuse in beiden Fillen gleich dem A25
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Radius des Kreises. Folglich ist die Abszisse von P, gleich der Ordinate von P,
und die Ordinate von P, ist gleich der Abszisse von P;.

cos (— — x) =sinx sin (— — x) cos x

Den Beweis fiir beliebige reelle Zahlen x fiihren wir hier nicht.
Nach der Definition von Tangens und Kotangens eines Winkels ergeben sich
damit folgende Begziehungen fiir die Funktionen y = tan x und y = cot x.

. (@
sln(——x)
n 0] cosx
Lan(T—x)_ cos(" x) _mACotx
T
7
cot ( _,)=i(7__x)=£:mx
. w cos x
sm(T—x) -~

Aufgaben a 79 bis 87

14 Quadrunieni:eziehungen

‘Wir lernen h i Beziehung, ischen Winkelfunktionswerten, die

g Quad beziehungen, k Mit ihrer Hilfe kann die Berech-
nung von Funktionswerten fiir Zahlen x( r<x< Zn) auf die Berechnung von
Funktionswerten im Intervall (0; %) zumckgefuhrt werden.

b £aB Ratansal

Im Bild A 26 sind die Quadr zZusammeng Im p
A 18 wird erliutert, wie diese Tabelle zu lesen ist.

1. Quadrant o 3 Quadrant .
0<x<¥& : $3
x< 3 HAtx<5 T
sin Sin X - sinx
cos €05 X =605X
tan tanx i s ‘ +tanx
cot - |
cot x i - rcotx
F = i
sinx A — - .
X
X X
-sinx |——— =
-1k :

A26

Fiir alle x mit 0 < x < - gilt:
sin (7 — x) :smc
sin (7 + x) = —sinx

sin (27 —x) = —sinx
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Die Funktionswerte der Sinusfunktion an den Stellen 7 —x, 7 + x, 27 — x
(0 <KL -;'—) unterscheiden sich also vom Funktionswert an der Stelle x héchstens
durch das Vorzeichen.

a) Formulieren Sie unter Verwendung von Bild A 26 die Quadrantenbeziehungen
fiir die Funktionen y = cos x, y = tanx, y = cot x/
b) Suchen Sie die Tabelle fiir die Quadrantenbeziehungen im Tufelwerk auf!

Den Quadrantenbeziehungen entsprechen Symmetrieeigenschaften der Graphen
der Winkelfunktionen.

Die Kurvenstiicke von 0 bis % (1. Quadrant) lassen sich durch Spiegelungen oder
Drehungen in die Kurvenstiicke von % bis # (2. Quadrant) oder von z bis %n
(3. Quadrant) oder von % 7 bis 27 (4. Quadrant) iiberfilhren. Das bedeutet bei-
spielsweise, daB der Graph der Sinusfunktion im Intervall 0 < x < 2z punkt-
symmetrisch beziiglich des Punktes P(z; 0) und in den Intervallen 0 < x <
bzw. 7 = x = 27 achsensymmetrisch beziiglich der Parallelen zur Ordinaten-

achse durch die Punkte Py (53 0) baw. Py (37 0) ist; vgl. Bild A 27.

X (n-x) o

Wir beweisen die Quadrantenbezie-
hungen fiir die Sinusfunktion und die
Kosinusfunktion, indem wir den Ein-
heitskreis zu Hilfe nehmen. Wegen der
Symmetrie gelten fiir die Koordinaten
der Punkte P,, P,, P,, P, folgende Be-
ziehungen; vgl. Bild A 28. Durch Ver-

gleichen der Koordinaten von P, und P, Blzos(reex) sinfan)] | £, [cos (27-x) sin 2]
ergibt sich \_7"/ ~
sin (7 — x) = sin x; cos (r—x) = —cos x

Beweisen Sie mit Hilfe des Bildes A 28 eine weitere Quadrantenbezichung fiir

y =sinx oder y = cosx!

Bei Beweisen der Quadrantenbeziehungen fiir die Tangensfunktion und die
Kotangensfunktion geht man auf die Definitionen von y = tan x und y = cot x
zuriick.

sin (7 —x

tan (z—2x) = ———— =
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@ Beweisen Sie eine weitere Quadrantenbeziehung fiir y = tan x und y = cot x!

In der folgenden Ubersicht ist dargestellt, welche Schritte zur Berechnung von
Funktionswerten mit Hilfe der Quadrantenbeziehungen auszufiihren sind.

f(x) ist zu berechnen
(% <x< ).
y = f(x) ist eine Winkelfunktion.

180° < 210° < 360° x5
3. Quadrant g<gr<n

2. Quadrant
Vorzeichen von Vorzeichen von
sin 210° negativ tan —Z- 7 negativ
210° = 180° + = Sa=n—%
210° = 180° + 30° —:—n=n—i6'-

sin 210° = — sin 30° tm%n:—m%
__l ____l
== SE=l 8

Erléutern Sie, wie man mit Hilfe der Graphen von y = sin x und y = cos x sowie
der Gleichungen tan x = ~.~ und cotx =~ die Vorzeichen von y = tanx und
y = cot x in den einzelnen Quadranten ermitteln kann; vgl. Bild 4 26!

Aufgaben a 88 bis 101

15 Die Tafeln der Winkelfunktionswerte

Die Funktionswerte der Winkelfunktionen lassen sich mit Mitteln der Mathe-
matik, iiber die wir noch nicht verfiigen, durch endliche Dezimalbriiche beliebig

genau anniihern.
Die Funktionswerte zu den meisten in der Tafel gegebenen GradmaBen sind

irrationale Zahlen. A h sind:
sin 0°; sin 30°; sin 90°; cos 0°; cos 60°; cos 90°;
tan 0°; tan 45°; cot 45°; cot 90°.
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Obwohl wir sin 35° & 0,573 6 schreiben miiften, weil 0,5736 nur ein Niherungs-
wert fiir sin 35° ist, wollen wir dennoch vereinbaren, daB wir das Gleichheits-
zeichen setzen. Es handelt sich folglich um eine Gleichheit im Rahmen der
G igkeit der vorliegenden Tafel.

Auf Grund der Kompl winkelbeziehungen kann man fiir die Sinus- und
die Kosinusfunktion bzw. fiir die Tangens- und die Kotangensfunktion jeweils
ein und dieselbe Tafel benutzen. Z. B. gilt sin 42,6° = cos 47,4°; denn es ist

42,6° + 47,4° = 90°.

Untersuchen Sie, ob die in der Tafel fiir tan 60° bzw. fiir sin 60° angegebenen Zahlen
grifer oder kleiner als /3 baw. % V3 sind!
Hinuweis: Benutzen Sie dabei die Definition von /3!

Sind die Winkel im Bog B gegeben, so wird dchst in GradmaB umge-
rechnet.
Aus der Tafel konnen nur solche Funkti te direkt abgel werden,

die zu WinkelmaBen im Intervall von 0° bis 90° gehéren. Das Ermitteln von
Funktionswerten zu Winkeln im Intervall von 90° bis 360° wird mit Hilfe der
Quadrantenbeziehungen auf das Ermitteln der Funktionswerte im Intervall

0<sx=< % zuriickgefiihrt.

Sollen die Funktionswerte fiir Winkelmalle iiher 260° ermittelt werden, so nutzt
man die Periodizitit der Winkelfunktionen aus und wendet anschlieBend die
Quadrantenbeziehungen an.

o = 817° =2+ 360° 4 97°
sin 817° = sin (2 - 360° + 97°) = sin 97°

Im Falle negativer WinkelmaBe ermittelt man ebenfalls mit Hilfe der Periodizitéit
der Winkelfanktionen einen dquivalenten Winkel im Grundintervall 0 < x < 27.

« =—1990°
sin (—1990°) = sin (6 * 360° — 1990°)
sin (2160° — 1990°)
sin 170°

Im Beispiel A 21 sind mehrere Umfor gen vor

Es ist ein Naherungswert fiir sin (—10) zu ermitteln.

1. Schritt: Umformen des BogenmaBes in GradmaB
a 180°

= s arca = — 10
wrea =
« _ 180°
T T n
o« ~ —573°
2. Schritt: Zuriickfiihren auf das Ermitteln des Sinus eines Winkels & mit
0° < & < 360° durch Nutzen der Periodizitit der Sinusfunktion

sin (—573°) = sin (—573° 4+ 2 - 360°) = sin 14
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3. Schrite: Zuriickfithren auf das Ermitteln des Sinus eines Winkels im ersten
Quadranten 0° <« < 90° durch Anwenden der Quadrantenbe-

= sin (180° — 33°) 3
4. Schritt: Aufsuchen eines Ndherungswertes mit Hilfe der Tafel
sin 33° = 0,5446
Ergebnis: sin (—10) = 0,5446

Lésen Sie die folgenden Gleichungen!
a) sin 35° =y b) sin 4,3° =y c) cos 75° =z
d) cos 3,2° =w e) tan43° ==x f) cos 1000° = v

Das Ermitteln der Winkelfunktionen zu gegebenen WinkelmaBen kann als
Lésen von Gleichungen aufgefaBt werden. Zum Beispiel ist das Ermitteln des
Sinus von 35° gleichbedeutend mit dem Lésen der Gleichung sin 35° = y mity € P.

Aufgaben a 102 bis 107

16 Ermitteln der Elemente des Definitionsbereiches
bei gegebenen Funktionswerten

Die Gleichung sin x = 0,7240 ist zu lésen; vgl. Bild A 29. Die Zahl 0,7240 ist
Element des Wertebereiches der Sinusfunktion. Folglich gibt es Zahlen x,, fiir
die sin x, = 0,7240 eine wahre Aussage ist. Gesucht ist die Menge dieser Zahlen.

']
i ’b/\ — -
J/ \I 1 ] \ v v\lx

% 1 7 \/21!
PR | | (sar]foo=st0°- msed} (et 3601 @_lw "360°
A29

Wir betrachten zunichst das Grundintervall 0 < x < 27. Lésungen der ge-
b h it dem Intervall 0 < x < n angehoren, da die Sinus-

funktion nur in diesem Teilintervall POSlthe Werte annimmt. In diesem Intervall

gibt es stets genau zwei x-Werte, fiir die sin x einen vorgegebenen Wert y mit

0 <y <1 annimmt.

Der Tafel entnehmen wir den Niherungswert x; = 46,4°. Dann ist der zweite

Wert x, = 180° — 46,4° = 133,6°, da auf Grund der Quadrantenbeziehung

sin x, = sin (180° — x,) = sin x,

gilt.
Die Losungsmenge besteht auf Grund der Periodizitit der Sinusfunktion mit
der kleinsten Periode 27 aus folgenden Zahlen.

x = 46,4° + k- 360°

x=1336° + k-360°] FEC
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@ Die Gleichung cos x = —0,4520 ist zu lésen; vgl. Bild A 30.

J A30
e
| £ 0%\ ! /I\
= (AN A A x
N =
1169%360°

Die Zahl —0,452 ist Element des Wertebereiches der Kosinusfunktion. Folglich
gibt es Zahlen x,, fiir die cos x, = —0,452 eine wahre Aussage ist.
Im Grundintervall 0 < x < 27 nimmt die Kosinusfunktion nur im Teilintervall
% <zx< %n negative Werte an.
In diesem Intervall gibt es stets genau zwei Elemente z, fiir die cos x einen vor-
gegebenen Wert y mit —1 < y < 0 annimmt.
Wir l6sen zunichst die Hilfsgleichung cos x = + 0,452 (0 <z< %) Ein Nihe-
rungswert ist = 63,1°.
Auf Grund der Quadrantenbeziehungen sind dann

x, = 180° — x = 116,9°;

2, = 180° + % = 243,1°

die gesuchten Losungen von cos x = —0,452; denn es gilt
cos x; = cos (180° — %) = — cos ¥ = —0,452;
cos x, = cos (180° + x) = — cos x = —0.452 .

Die Losungsmenge besteht aus den Zahlen
x = 116,9° 4 k- 360°;
x = 243.1° 4 k - 360° } ke

@ Die Gleichung tan x = —3,440 ist zu lésen; vgl. Bild A 31.
A3l
1 |
3440 ——

1062°2-180° 1062°-180°
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DadleTangensfunktanedereelleZahlanmmmt gibtes Losungen dieser Gl

Wir ermitteln dchst alle Losungen im Grundintervall der Tangensfunktlon
0<x<n7n mit x + T' In diesem Intervall wird jede reelle Zahl genau einmal
von der T funktion men. Da die Tangensfunktion nur im Teil-

B B

intervall 5 < x < 7 negative Werte annimmt, muB die gesuchte Losung in
diesem Intervall liegen.
Wir losen dchst die Hilfsgleichung tan = + 3,440 (0 <z < ). Ein
Niaherungswert ist * = 73,8°.
Auf Grund der Quadrantenbeziehungen ist die gesuchte Lésung
= 180° — 73,8° = 106,2°; denn es gilt

tan xl = tan (180° — %) = — tan ¥ = —3,440 .
Auf Grund der Periodizitit der Tangensfunktion mit der kleinsten Periode & be-
steht die Lésungsmenge aus den Zahlen

x=1062° +k-180° (keG).

Aufgaben a 108 bis 128

17 Die Skalen der Winkelfunktionen auf dem Rechenstab

Im folgenden wird auf den Rechenstab ,,Mono-Rietz* Bezug genommen, bei dem
sich simtliche Skalen auf ein und derselben Seite des Stabes befinden. Es sei
lediglich mitgeteilt, daB es Systeme gibt, bei denen sich die Skalen der Winkel-
funktionen auf der Riickseite der Zunge befinden.

Zur Orientierung auf den Skalen stellen wir einige bekannte Winkelfunktions-
werte ein; vgl. Bild A 32.

L
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A32

sin 30° = 0,5 Einstellung: (a) Lauferstrich iiber S 30
(b) Ablesen D 5

sin 90° =1  Einstellung: (a) Léuferstrich iiber S 90
(b) Ablesen D 10

tan45° =1  Einstellung: (a) Lauferstrich wber T 45
(b) Ablesen D 10
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Zum Ermitteln der Funktionswerte der Kosinusfunktion wird die Skale S unter
Verwendung der Komplementwinkelbezichung benutzt.

cos 30° ist zu ermitteln.
cos 30° = sin 60° Einstellung: (a) Lauferstrich iiber S 60
(b) Ablesen D 866
Ergebnis:  cos 30° = 0,866

Lesen Sie folgende Funktionswerte auf dem Rech b ab! Vergleichen Sie Ihre
Ergebnisse mit den Werten aus der Tafel! Beachten Sie dabei die unterschiedliche
Teilung der Skalen S und D in verschiedenen Intervallen!

a) sin 6,5° b) cos 82,5° c) sin 17,5° d) cos 73,5°
e) sin 31,5° f) cos 56,5° g) sin 45° h) cos 45°
i) sin 57,5° k) cos 54,3° 1) sin 65,2° m) cos 77,5°

n) cos 10° o) sin 90° p) cos 0° q) sin 5,74°

Die Gleichung sin x = 0,214 (0 <z< %) ist zu lésen.
1. Schritt: Ermitteln des GradmaBes
Einstellung:  (a) Lauferstrich iiber D 214
(b) Ablesen S 1235
Ergebnis: 12,35°
2. Schritt: Umrechnen in BogenmaB
Uberschlag:  arc 12,35° ~ % arc 30° = % -% AL 05 =025
Einstellung:  (a) Lauferstrich iiber D =
(b) C 18 unter Lauferstrich
(c) Lauferstrich iiber C 1235
(d) Ablesen D 216
Ergebnis: 0,216
Lésung der Gleichung:  x = 0,216

Lisen Sie folgende Gleichungen mit Hilfe des Rechenstabes (0 <% <%)! Er-
mitteln Sie zundchst alle Lisungen in Gradmaf! Rechnen Sie anschliefend in
Bogenmaf3 um!

a) sin x = 0,13 b) cos x = 0,154 ¢) sin x = 0,1765

d) sin x = 0,244 e) cos x = 0,287 f) sin x = 0,432

g) cos x = 0,478 h) sin x = 0,1 i) cosx = 0,1

Mit Hilfe der Skale S lassen sich die Funktionswerte sin « fiir x-Werte von etwa
5,7° bis 90° und die Funktionswerte cos x von 0° bis etwa 84,3° ermitteln.

Fiir Winkel von etwa 0.58° bis 5.7° steht die Skale ST zur Verfiigung.

sin 4,3° ist zu ermitteln.
Uberschlag: Da sin 5,7° = 0,1 ist und die Sinusfunktion monoton im Intervall

(B X< % wichst, ist sin 4,3° < 0,1.
Einstellung: (a) Lauferstrich iiber ST 43

(b) Ablesen D 75
Ergebnis:  sin 4,3° = 0,075

cos 87,2° ist zu ermitteln.
cos 87,2° = sin 2,8° = 0,049
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Der Rechenstab liefert also eine Tabelle der Sinuswerte fiir Winkel von 0,58° bis
90° und der Kosinuswerte fiir Winkel von 0° bis 89,2°. Im Bereich der Winkel
von 70° bis 90° fiir die Sinusfunktion und von 0° bis 20° fiir die Kosinusfunktion
ist diese Skale sehr grob geteilt. Fiir diese Winkel empfiehlt sich der Einsatz
der Tafel der Winkelfunktionswerte.
Die t5° und die Funktionswerte cot x
lassen sich mit Hilfe der Skalen T und ST ecinerseits und
der - direkt ablesen.

a) tan 25° ist zu ermitteln.
o o 1 2
Uberschlag: tan 25° &~ tan 30° = 5 V3 ~ 3~ 07
tan 25° = 0,466 (Skale T)
b) tan 5,7° =0,1  (Skale T) c) tan 3,5° = 0,061 (Skale ST)

a) cot 57° ist zu ermitteln.
Uberschlag: cot 57° a cot 60° = T ~ 0,7
cot 57° = tan 33° = 0,65 (Skale T)

b) cot 84,3° = tan 5,7° = 0,1  (Skale T)

c) cot 87,2° = tan 2,8° = 0,049 (Skale ST)

Ermitteln Sie folgende Funkti te mit Hilfe des Rechenstabes! Vergleichen Sie
Ihre Ergebnisse mit den Werten aus der Tafel der Winkelfunktionswerte!

a) tan 19,5° b) cot 64,3° c) tan 23,4° d) cot 73,4°

e) tan 21,4° f) cot 87,3° g) tan 1,4° h) cot 85,9°

Zum Ermitteln der 15° und cot x fiir x < 45
werden die und dle Gleichung tan x - cot x = 1
angewandt.

tan 67° ist zu ermitteln.

Uberschlag: tan 67° & tan 60° = }3 & 1,7
tan 67° = cot 23° = ﬁ
Einstellung: (a) Lauferstrich iiber T 23

(b) Ablesen D 425
Zwischenergebnis: tan 23° = 0,425
1
Ubenchlag m-\, o =T:2’5
Zunge so einstellen, daB die Skalen D und C iibereinstimmen
(c) Ablesen CI 236

Ergebnis: o 23, = 2,36, folglich tan 67° = 2,36

Ermitteln Sie folgende Funkti te mit Hilfe des Rechenstabes! Vergleichen Sie
Ihre Ergebnisse mit den Werten aus der Tafel der Winkelfunktionswerte!

a) tan 73,2° b) cot 44,2° ¢) tan 52,4° d) cot 37,6°

e) tan 62,7° f) cot 28,6° g) tan 81,5° h) cot 15,7°

Aufgaben a 129 bis 159
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AnwendungderWinkelfunktionen bei Dreiecksberechnungen

18 Trigonometrische Beziehungen am rechtwinkligen
Dreieck

Die Sitze und Formeln, die hier und in den folgenden Lerneinhei g

sind, beziehen sich auf ebene Dreiecke und weitere ebene Vielecke. Da nichtebene
geometrische Figuren auBler Betracht bleiben, ist bei der Formulierung der
Sitze das Adjektiv ,,eben* weggelassen worden.

Nach welchen Gesichtspunk ki die Dreiecke eingeteilt werden? Was ist
unter einem rechtwinkligen Dreieck zu verstehen ?

Im rechtwinkligen Dreieck wird jeder der beiden spitzen Winkel von der Hypo-
tenuse und von einer Kathete gebildet. Diese Kathete heiBt Ankathete, die an-
dere Kathete heiBt Gegenkathete des betreffenden Winkels. Im Bild A 33 ist
b die Ankathete und a die Gegenkathete des Winkels a. Fiir die Kathete a ist
B der anliegende Winkel und « der gegeniiberliegende Winkel.

B=Plu;v)

Al b=u ¢t 'u
A33 A34

Zwischen den Winkeln und den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks bestehen
gesetzmiBige Beziehungen. Aus dem Bild A 34 ist ersichtlich, daB nach den
Definitionen der trigonometrischen Funktionen (vgl. Definitionen A2, A4, A5,
A 6) die folgenden Bezichungen gelten.

Dabei bedeuten a und b Koordinaten (¢ die Ordinate, b die Abszisse des Punktes B;
a,be P) und damit die MaBzahlen der Linge der Katheten des Dreiecks 4BC;
c ist die MaBzahl der Linge der Hypotenuse (¢ € P).

Verindern Sie in Bild A 34 die Lage des Dreiecks ABC so, daf der Punkt B mit
dem Koordinatenursprung fillt! Entwickeln Sie die trigonometrischen
Beziehungen fiir den Winkel f!

Es ist aber auch moglich, bei diesen Uberlegungen g, b und ¢ als Lingen der
entsprechenden Dreiecksseiten, d. h. als GrsBen, aufzufassen.

40



Eine GroBe ist das Produkt aus einer MaBzahl und einer Einheit, z. B.:

a=3ecm = 3-lcm
s —_—
GCroBe |

e
MaBzahl Einheit

Bei Dreiecksberechnungen ist im allgemei iiblich, die Variablen, mit denen
die Seiten und andere Strecken bezeichnet werden, mit GréBen zu belegen. Auch
die weiteren Ausfithrungen in dieser Stoffeinheit des Lehrbuches schlieBen sich
dieser Gepflogenheit an.

Aus Bild A 33 ist ersichtlich, daB folgende Sitze gelten.

SATZ: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Sinus eines spitzen Winkels der Quotient aus
der Liinge der Gegenkathete dieses Winkels und der Linge der Hypotenuse.

SATZ: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kosinus eines spitzen Winkels der Quotient aus
der Linge der Ankathete dieses Winkels und der Linge der Hypotenuse.

SATZ: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Tang eines spitzen Winkels der Quotient aus
der Liinge der Gegenkathete und der Liinge der Ankathete dieses Winkels.

SATZ: Im rechtwinkligen Dreieck ist der riotangens eines spitzen Winkels der Quotient
aus der Linge der Ankathete und der Liinge der Gegenkathete dieses Winkels.

Nach den Sitzen A 11 und A 12 gilt fiir das rechtwinklige Dreieck 4 BC:
a=c-sina =c-cosf
b=c-sinff =c-cosx
_ & e b __ b
€= T wp T wmp | oom
Nach den Sitzen A 13 und A 14 gilt fiir das rechtwinklige Dreieck 4BC:
a=0>b tanax =b-cotf
b=a-tanff =a-cotux

Driicken Sie diese Beziehungen in Worten aus!

Der. Fliicheninhalt 4 eines rechtwinkligen Dreiecks ABC ergibt sich als das
halbe Produkt aus der Linge der beiden

Katheten a und b; vgl. Bild A 35. 8 ‘ A35

1
A=5-ab

Entwickeln Sie die Formel fiir die Berechnung
des Flicheninhalts eines rechtwinkligen Drei-
ecks, wenn die Hypotenuse und ein Winkel
gegeben sind! :
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19 Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck

Zur Berechnung eines Dreiecks miissen ebenso wie zur Konstruktion drei Be-
stimmungsstiicke gegeben sein. Ist das Dreieck rechtwinklig, so ist ein Stiick —
der rechte Winkel — bereits bekannt, und es sind nur noch zwei Bestimmungs-
stiicke erforderlich.

Die gesuchten Stiicke und weitere GroBen eines rechtwinkligen Dreiecks lassen
sich mit Hilfe der Winkelfunktionen ermitteln.

Dabei sind die folgenden !':ilic zu unterscheiden.

Gegeben sind

(1) die Hypotenuse und eine Kathete;

(2) die zwei Katheten;

(3) die Hypotenuse und ein Winkel;

(4) eine Kathete und ein Winkel.

Beispiel zu (1)
Gegeben: ¢ = 18,4 cm; ¢ = 11,6 cm
Gesucht: b; «; f; A
Lésung:
Winkel o
sinx = % % = % = 0,630 (Ausrechnung mit Hilfe des Rechen-
o = 39,1° ' stabes)
Winkel
B =90°—qx = 90°— 39,1° = 50,9°
Kathete b
b=Yc®—a?=}184%cm? — 11,62 cm? = }/204 cm?
b= 14,3 cm
Da die spitzen Winkel bereits errechnet sind, kann die Linge der Kathete b
auch mit Hilfe einer trig ischen Beziehung ermittelt werden, z. B.:

b=c-cosx = 18,4 em - cos 39,1° = 18,4 - 0,776 cm = 14,3 cm

Diese Berechnung hat zwar den Vorteil der Einfachheit, aber den Nach-
teil, daB sie sich auf ein Zwischenresultat stiitzt, das nur einen angeniher-
ten Wert darstellt.

Fliicheninhalt 4
A=7-a-b=05-11,6cm-14,3 cm — 82,9 cm?

Beispiel zu(?)

Gegeben: o« =8,4m;» =35m
Gesucht: c; a; 5 A

Losung:

Hypotenuse ¢

c=71a? +b2=7842m? + 3,52 m? = /82,81 m® =9,1m

42



(8]

Winkel

a _ B4m __
tana = ¢ =350 = 2,40

o = 67,4°
Winkel 8
B =90°—a =90° — 67,4° = 22,6°
Flicheninhalt A
A=43a-b=05-84m 35m =147 m?

Beispiel zu (3)
Gegeben: ¢ = 51,9 m; o = 53,5°
Gesucht: a; b; f; A

Lésung:
Kathete a
a=c-sinx = 51,9 m-sin 53,5° = 51,9 m - 0,804 =41,7m

Kathete b
b=c-cosx = 51,9 m-cos 53,5° =51,9m- 0,595 = 30,9 m

Winkel

B =90° —a& = 90° —53,5° = 36,5°
Flicheninhalt A

A=1-a-b=05-41,7m-309m = 644 m?

Beispiel zu(+)

Gegeben: « = 5,20 cm; » = 30°
Gesucht: b; c; f; A
Lésung:
Kathete b

b=a-cota = 5,20 cm - cot 30° = 5,20 cm - 1,732 = 9,00 cm
Hypotenuse ¢

o 5,20 5,20 em

€=y =mw = osw = 104 em

Winkel g

B = 90° —x = 90° — 30° = 60°
Flicheninhalt A
A=%-a-b=05"520cm:9,00 cm = 23,4 cm?

Aufgaben a 160 bis 165
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20 Aufgaben zur Berechnung rechtwinkliger Dreiecke

Beim Losen von Aufgaben zur Dreiecksberechnung, auch von Aufgaben zur
Berechnung rechtwinkliger Dreiecke, sollte in der Regel von einer Skizze aus-
gegangen werden. Aus dieser Skizze sollte ersichtlich sein, welche GréBen ge-
geben und welche gesucht sind; ebenso sollte die Skizze erkennen lassen, welche
Beziehungen zwischen den GroBen bestehen (z. B. Kongruenz bestimmter Strek-
ken oder Winkel, Symmetrie, Paralleli-
tit oder Orthogonalitit von Geraden).
Nach dieser Uberlegung wird ein Lisungs- Aufgabe
plan entworfen, aus dem die einzelnen S
Rechnungen und ihre Aufeinanderfolge
hervorgehen. Ist die Aufgabe umfang-
reicher, so ist es zweckmiBig, sie in ab-
gegrenzte Teilaufgaben zu zerlegen.

1020kp

Ankerseil

Der 5,20 m hohe Mast einer elektrischen [ Zeichnerische | 2
Grubenbahn wird durch eine waage- | Losung 2208
rechte Seilspannkraft von 1020 kp bela-
stet, er ist durch ein schriiges Drahtseil
am Boden verankert; vgl. Bild A 36.
Es sollen zeichnerisch und rechnerisch
ermittelt werden .
a) die Spannkraft am Ankerseil;

b) die Belastung des Mastfundaments

(Gewicht des Mastes F' = 800 kp).

A 36
Lisung zeichnerisch:
Die gesuchten Krifte werden mit Hilfe des Parallelogramms der Kréfte, von
dem ein Teildreieck im Bild A 36 dargestellt ist, ermittelt. Die Krifte werden
maBstiblich in Langen umgerechnet (500 kp £ 1 cm).
Lésung rechnerisch:
tanox = —;::% = 1,35

o« = 53,5°

Teilaufgabe a):
Der Betrag der Spannkraft wird mit x bezeichnet.

x-sinax = 1020 kp

1020 1020
== sa.sl: = Taoi” kP
x =1270kp

Die Spannkraft am Ankerseil betrigt ungefihr 1279 kp.

Teilaufgabe b):
Die Belastung des Mastfundaments wird mit y, der Betrag der Spannkraft-
komponente, die in die Belastung eingeht, mit z bezeichnet.

y=z+F

z=1020kp - cota = 1020 kp - ——

tan o
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Die Rechnung wird mit Hilfe des Wertes fiir tan«, der als Zwischenergebnis
bereits vorliegt, weitergefiihrt, weil das Aufsuchen des Wertes fiir cot & aus der

Tafel die G igkeit des Ergel oglicherweise verringern wiirde.
1020
=35 kp
z =756 kp

y =13+ F =756 kp + 800 kp = 1556 kp ~ 1560 kp
Die Belastung des Mastfundaments betrégt ungefihr 1560 kp.

Aufgaben a 166 bis 183

21 Das gleichschenklige Dreieck

Ein gleichschenkliges Dreieck kann durch das Lot von der Spitze auf die Basis
in zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden. Das erméglicht, die
Berechnung eines gleichschenkligen Dreiecks auf die Berechnung eines recht-
winkligen Dreiecks zuriickzufiihren. )

Fiir die Berechnung eines gleichschenkligen Dreiecks sind wie bei einem recht-
winkligen Dreieck nur zwei Bestimmungsstiicke erforderlich (vgl. Lerneinheit
A19), da der Symmetrieverhiltnisse wegen Bezichungen bestehen, die das
dritte Bestimmungsstiick ergeben.

S Daiiiol Lo 3 Qi ol . PRTR S R O
g 8 den eines g g

Nennen Sie
Dreiecks!

Gegeben: a = b =152 cm; y = 76,8°
Gesucht: ¢; x; A

Lésung:

Basis ¢

S —g-sint
5 =asin

c=2a" sin% =2-15,2 ¢cm - sin 38,4° = 2 - 15,2 ¢cm - 0,621

¢=189cm
Winkel
& =90° — % = 90° — 38,4° = 51,6°
Flicheninhalt A

A =%~¢-hc =—;-c~asina =0,5-18,9 cm - 15,2 cm - sin 51,6°
=0,5-18,9 cm - 15,2 cm - 0,784 = 113 cm?

Aufgaben a 184 bis 204
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22 Das regelméBige Vieleck

Gehen in einer Ebene von einem Punkt n Strahlen aus (neN, n=3), von
denen je zwei benachbarte miteinander einen Winkel @ =$ einschlieBen,
werden auf diesen Strahlen von ihrem Ursprung aus gleiche Strecken abgetra-
gen und deren Endpunkte miteinander verbunden, so entsteht ein Vieleck mit
n gleichen Seiten und n gleichen Winkeln. Diese Figur ist ein regelmiiBiges
Vieleck (n-Eck).

Ermitteln Sie die Summe der Innenwinkel eines Vielecks und die Grife eines
I inkels eines regelmipigen Vielecks als Funktion der Anzahl n der Ecken
(Gleichung)!

Aus der beschriebenen Konstruktion eines regelméBigen Vielecks ist ersichtlich,
daB jedes regelmaBige n-Eck n Sy i , einen Umkreis und einen In-
kreis hat; vgl. Bild A 37. Der gemeinsame Mittelpunkt von Umkreis und In-
kreis ist der Mittelpunkt des Vielecks.

Bestitigen Sie diesen Sachverhalt am gleichseitigen Dreieck und am Quadrat!

Durch die Strahlen, die den Mittelpunkt des regelniBigen Vielecks mit den
Eckpunkten verbinden, wird ein n-Eck in n kongruente gleichschenklige Drei-
ecke zerlegt. Jedes dieser Dreiecke hat als Basis eine Seite des Vielecks und an

der Spitze einen Winkel von @. Es wird Bestimmungsdreieck des regelmiBi-
gen n-Ecks genannt; vgl. Bild A 37.

Die Bestimmungsdreiecke aller regelmiBigen Vielecke gleicher Eckenanzahl sind
einander dhnlich; ebenso sind die Vielecke gleicher Eckenanzahl einander ihn-
liche Figuren.

Fiihren Sie dazu den Beweis!

Zur Berechnung cines regelmaBigen Vielecks gegebener Eckenanzahl ist somit
nur noch ein Bestimmungsstiick erforderlich. Mit diesem Stiick ist das Bestim-

A38
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mungsdreieck des regelmiBigen Vielecks eindeutig festgelegt, und die Berech-
nung des Vielecks kann auf die Berechnung eines gleichschenkligen Dreiecks -
und damit auf die Berechnung eines rechtwinkligen Dreiecks — zuriickgefiihrt
werden.

Einem Kreis von 8,00 cm Durchmesser sei ein regelmiBiges Achteck umbe-
schrieben; vgl. Bild A 38. Wie groB sind Seitenldnge, Linge des Umkreisradius
und Flicheninhalt des Vielecks ?

Nach dieser Aufgab Ilung sind gegeben n; ri und g ht a;ry; A.
Lésung:
Seite a
360° _ a
tan - =7

180°
a=2r- tan ——

=2-4,00 cm - tan 22,5° = 2 - 4,00 cm - 0,414

a=33lcm
Umbkreisradius ry
360° i
cos — = —
2 .
i 4,00 om 4,00 cm
Tw= T80° — cos22,5° 0928 4,33 em
08 ——

Flicheninhalt A

A=n-%.a.-r=8-05"331cm- 4,00 cm =530 cm?

Die Seitenlinge des Achtecks betrigt 3,31 cm, die Linge seines Umkreisradius
4,33 cm und sein Flicheninhalt 53,0 cm?2,
Aufgaben a 205 bis 214

23 Der Sinussatz

Auch die Berechnung ungleichseitiger Dreiecke 1aBt sich auf die Berechnung
rechtwinkliger Dreiecke zuriickfiihren ; denn jedes Dreieck 148t sich durch Lote
von seinen Ecken auf die Gegenseiten in je zwei rechtwinklige Teildreiecke zer-
legen oder durch ein rechtwinkliges Dreieck zu einem rechtwinkligen Dreieck
erginzen; vgl. Bild A 39. Allerdings sind die rechtwinkligen Teildreiecke eines
ungleichseitigen Dreiecks nicht kongruent. Somit kann jedes beliebige Dreieck
aus geeignet gegebenen Seiten und Winkeln berechnet werden.
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@ Berechnen Sie auf diese Weise die fehlenden Stiicke des Dreiecks, von dem

b=6,5cm; ¢ = 7,0 cm; x = 48,5°
gegeben sind!
Uberpriifen Sie die Berechnung durch Konstruktion des Dreiecks!

Anstatt in jedem Einzelfalle die Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke von neuem
vorzunehmen, ist es zweckmiBiger, Formeln fiir belicbige Dreiecke zu ent-
wickeln.

Um diese Formeln aus den Beziehungen, die fiir das rechtwinklige Dreieck gel-
ten, zu gewinnen, werden in einem beliebigen Dreieck durch das Lot von einem
Eckpunkt auf dessen gegeniiberliegende Seite — im Beispiel A 40 durch das
Lot von C auf ¢ — rechtwinklige Dreiecke erzeugt. Dabei miissen drei mdgliche
Fiille betrachtet werden.

Sinussatz

o | 1 Fall: g0l [ 2 Fall: = 90° ’ | 3 Fall: . >90°

A40 A4l A4

a) Das Dreieck ist spitzwinklig (x < 90°); vgl. Bild A 40.
he =a-sinf; he = b sinx
Die Gleichsetzung ergibt
a-sinff =b-sina sowie a:b =sina:sinp.
b) Das Dreieck ist rechtwinklig (x = 90°); vgl. Bild A 41.
he=a-sinf; he =b
Die Gleichsetzung ergibt
a-sinfi =b.
Da sin 90° = 1 ist, folgt daraus ebenfalls
a-sinfl =b-sinx sowie a:b =sina:sinp.
c) Das Dreieck ist stumpfwinklig (x > 90°); vgl. Bild A 42.
he = a - sinf; he = b - sin (180° — )
Die Gleichsetzung ergibt
a-sinf = b-sin (180° — ).
Da sin (180° — &) = sin « ist, folgt daraus wiederum

a-sinff =b-sina sowie a:b =sina:sinf.
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Analog erhilt man
b:c=gsinf:siny;
c:a=siny:sinnx.

Aus a:b=sinx:sinf und b:c=sinf:siny ergibt sich

Daraus folgt

SINUSSATZ der ebenen Trigonometrie: In einem Dreieck ist der Quotient aus der Linge
einer Seite und dem Sinus des dieser Seite gegeniiberliegenden Winkels k

In einem Dreieck verhalten sich die Lingen zweier Seiten wie die Sinus der gegeniiber-
liegenden Winkel.

Da der Wert der Sinusfunktion fiir Winkel sowohl im ersten als auch im zweiten
Quadranten positiv ist, gehéren zu einem positiven Sinuswert (mit Ausnahme
von sin ¢ = 1) stets ein Winkel im ersten und ein Winkel im zweiten Quadran-
ten; vgl. Lerneinheit A 14. Ob beide Winkel als Losungen der jeweiligen Auf-
gabe moglich sind, muB besonders untersucht werden. Niheres wird in Lern-
einheit A 26 mitgeteilt.

Aufgaben a 215 bis 220

24 Berechnung des Flécheninhalts beliebiger Dreiecke

Die Formel fiir die Berechnung des Flacheninhalts eines Dreiecks
A= % +shs

setzt die Kenntnis der Linge einer Seite und der zugehdrigen Héhe voraus.
Sind andere Stiicke gegeben, so ist es moglich, mit Hilfe der Trigonometrie den
Flicheninhalt des Dreiecks zu berechnen.

Sind zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel, etwa a; b; y gegeben, so kann
die Linge des Lotes von einem Eckpunkt auf die c
eine Seite aus der Linge der anderen Seite und
dem ei hl Winkel errech werden.

Es ist z. B. (vgl. Bild A 43)

hg = b - sin y.

A4

Uberpriifen Sie die Richtigkeit dieser Beziehung fiir
a) y =90° b) y > 90°!

Daraus folgt
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SATZ: Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus den Liingen
zweier Seiten und dem Sinus des eingeschlossenen Winkels.

Geben Sie die Formeln fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks an, wenn einmal die
Seiten b und ¢, zum anderen die Seiten ¢ und a und Jeweils der eingeschlossene
Winkel gegeben sind!

\ufgaben a 221 bis 224

25 Der Kosinussatz

Sind in einem ungleichseitigen Dreieck die drei Sciten oder zwei Seiion und der
mngeschlossene Winkel gegeben, so kann zur Berechnung der anderen Seiten
und Winkel der Sinussatz nicht angewendet werden. In diesen Fillen ist es
miglich, die gesuchten Stiicke auf Grund einer anderen Beziehung zu ermitteln.
Um auch in diesem Falle — wie bei der Herleitung des Sinussatzes — das Problem
auf bereits geloste Probleme zuriickzufiihren, werden in einem Dreieck durch
das Lot von einem Eckpunkt auf dessen gegeniiberliegende Seite — im Beispiel
A 41 durch das Lot von C auf ¢ — rechtwinklige Dreiecke erzeugt.

Wiederum sind drei Fille zu untersuchen; vgl. Bilder A 40 bis A 42.

a) Das Dreieck ist spitzwinklig (x < 90°); vgl. Bild A 40.
Nach dem Satz des PyTHAGORAS ist

he® =b%—u? und h® = a2—p2 = a?—(c—u)? = a?—c? + 2cu — u?2,

Gleichsetzung und Vertauschung der Seiten der Gleichung ergeben
a? —c? 4 2cu — u? = b2 — u?,

nach a? aufgelést:
a? = b2? 4 ¢ — 2cu.

Da u = b cos « ist, folgt

I:' = b2 + c’-—-2bcmo‘—l

b) Das Dreieck ist rechtwinklig (x = 90°); vgl. Bild A 41.
he = b; a? = b2 4 ¢2
Da cos x = cos 90° = 0 ist, 14Bt sich ebenfalls schreiben:
a? = b2 + c? — 2bc cos x.
c) Das Dreieck ist stumpfuwinklig (x > 90°); vgl. Bild A 42.
he? =b®—u? und he® = a® —v? = a? — (c + u)? = a®— 2 — 2oy — u?

Gleich zung und Vertausch

g der Seiten der Gleichung ergeben
a? —c? — 2cu — u? = b? — u?, nach a? aufgelost:
a? = b2 + ¢? + 2cu.

Da u = b cos (180° —a) = b - (— cos ) ist, folgt wiederum

a? = b2 + 2 — 2bc cos a.



Analog erhilt man

b2 = c? + a? —2cacos f

c?=a? 4 b2 —2abcosy

KOSINUSSATZ der ebenen Trigonometrie: In einem Dreieck ist das Quadrat der Linge
einer Seite gleich der Summe der Quadrate der Lingen der beiden anderen Seiten, vermindert
um das doppelte Produkt aus den Lingen dieser beiden Seiten und dem Kosinus des von
ihnen eingeschlossenen Winkels.

Da der Wert der Kosinusfunktion fiir Winkel im ersten Quadranten positiv, im
zweiten Quadranten hingegen negativ ist, fiihrt die Berechnung mit Hilfe des
Kosinussatzes zu einem eindeutigen Ergebnis.

Werden die Formeln fiir a2, b2 und ¢? nach dem Kosinus der entsprechenden
Winkel aufgeldst, so ist

b2 1+ c?—a?
B =—p —3

2bc
cmﬂ=———c’+a2ﬂb’ 3
2ca ’
a? 4+ b2 —c?
cosy = ——F

Aufgaben a 225 bis 236

26 Berechnungen an beliebigen Dreiecken

Die Berechnung der Seiten und Winkel bei Dreiecken stiitzt sich auf die grund-
legenden Stze iiber Dreiecke.

Dazu gehéren die folgenden Sitze.

— In einem Dreieck betrigt die Summe der Innenwinkel 180°.

Der Beweis kann mit Hilfe der Sitze iiber die Winkel an geschnittenen Par-
allelen gefithrt werden; vgl. Bild A 44.

4 A44

pllAB

A B

— In einem Dreieck liegt der grifieren von zwei Seiten der griflere Winkel gegen-
iiber.
Zum Beweis kann das Dreieck an der Halbierenden des Winkels, den die
betrachteten Seiten einschlieBen, gespiegelt werden; vgl. Bild A 45. Mit Hilfe
des Satzes iiber die AuBenwinkel eines Dreiecks wird dann der Beweis gefiihrt.
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— In einem Dreieck liegt dem griferen von zwei Winkeln die graflere Seite gegen-
iber.
Der Beweis dieses Satzes, der die Umkehrung des vorstehenden Satzes ist,
kann indirekt gefiihrt werden. Die Annahme, daB dem groBeren von zwei
Winkeln eine Seite gegeniiberliegt, die kleiner oder gleich der dem kleineren
Winkel gegeniiberliegenden Seite ist, fithrt zu einem Widerspruch.

— In einem Dreieck ist die Summe zweier Seiten grofer als die dritte Seite.
Zum Beweis kann auf der Verlingerung einer Seite des Dreiecks die angren-
zende Seite abgetragen und die Figur zu einem Dreieck erginzt werden, so
daB in diesem Dreieck eine Seite gleich der Summe zweier Seiten des ur-
spriinglichen Dreiecks ist; vgl. Bild A 46. Nunmehr wird der Satz, daB dem
groBeren von zwei Winkeln die groBere Seite gegeniiberliegt, angewendet.

Formulieren Sie diese Siitze mit Hilfe der in der Planimetrie gebriuchlichen Sym-
bole!

Je nach den gegebenen Stiicken kann die Berech der gesuchten Stiicke

ng der
und GréBen auf vier Fille zuriickgefiihrt werden, die auf den Kongruenzsitzen
beruhen.

Geben Sie die vier Kongruenzsitze fiir Dreiecke in Worten wieder!

A

A
A47

Bei jeder Aufgabe ist zu untersuchen, ob sie losbar ist und ob eventuell meh-
rere Lésungen existieren.

1. Fall: Gegeben seien zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel
(Kongruenzsatz 8ws),

Lisungsweg:

— Kosinussatz zur Berechnung der dritten Seite

— Sinussatz und Satz iiber die Seiten-Winkel-Beziehung zur Berechnung eines
zweiten Winkels (nach Moglichkeit des der kleineren Seite gegeniiberliegen-
den Winkels)

— Satz iiber die Summe der Innenwinkel zur Berechnung des dritten Winkels

Kontrollmaglichkeit: Kosi z zur Berechnung eines iten Winkels oder

Sinussatz (in Verbindung mit dem Satz iiber die Seiten-Winkel-Bezichung) zur

Berechnung des dritten Winkels

Gegeben: a =13 m; ¢ = 17 m; f = 60,0°; vgl. Bild A 47
Gesucht: b a3 y5 4
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Lésung:
Seite b
b2 = c? + a® — 2ca cos
b=Y172m? + 132m?2—2-17m - 13 m - cos 60°
=289 +169 —2-17-13:0,500 m = ¥237 m
b=154m
Winkel
sinx:sinf =a:b
: asinf _ 13m.»in60° _ 13.0,866
sina =5+ = o — = s = 0731
« = 47,0°
Der Wert & = 180° — 47,0° = 133,0° entfillt als Losung, da aus a <b
folgt & < f.
Winkel y
y = 180° — (x + ) = 180° — (47,0° + 60,0°) = 180° — 107,0°
y = 173,0°
Flicheninhalt A
A=fcasinf=0513m-17msin 60°
=0,5-13-17-0,866 m*®
A4 =957Tm?

Kontrollieren Sie die Ergebnisse!

2. Fall: Gegeben seien eine Seite und die anliegenden Winkel
(Kongruenzsatz ws w).

Lisungsweg:
_ Satz iiber die Summe der Innenwirkel zur Berechnung des dritten Winkels

— Sinussatz zur Berechnung der zwei anderen Seiten

Kontrollmiglichkeit: ~Kosinussatz  zur ¢
Berechnung der dritten Seite aus der A48
gegebenen Seite, einer zweiten errech-
neten Seite und dem von diesen Seiten
hl (geg ) Winkel

B

Gegeben: ¢ = 3,70 m; a = 29,4°; B = 104,4°%;
vgl. Bild A 48

Gesucht: a3 b; y; 4 A

Lésung:

Winkel y
y = 180° — (x + ) — 180° — (29,4° + 104,4°) = 180° — 133.8°
y = 46,2°

Seite a

a:c=sinx:siny
csina _ 3,70m - sin294° _ 3,70 - 0,491

sin 46,2° 0,722

a=
sin

3
a="2,52m
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Seite b

b:ec sin f : sin
pctnf _ 370m . sin 0447 3,700,969

sin y sin 46,2° 0,722

b=4,96m

Flicheninhalt A

1

4 ;easing =0,5-3,70m - 2,52 m - 0,969
A =4,52 m?

(59)  Kontrollieren Sie die Ergebnisse!

3. Fall: Gegeben seien die drei Seiten (Kongruenzsatz = = =),

Lisungsweg:

— Kosinussatz zur Berechnung eines Winkels (moglichst des Winkels, der der
groBten Seite gegeniiberliegt)

— Sinussatz zur Berechnung eines zweiten Winkels

— Satz iiber die Summe der Innenwinkel zur Berechnung des dritten Winkels

Kontrollmaglichkeit: Kosinussatz zur Berechnung eines zweiten Winkels

[44]  Gegeben: a = 24 em; b =13 em; ¢ = 15 cm; vgl. Bild A 49
Gesucht: o; f; y; A

Losung:

Winkel

B4t o0t 131 em? 4 157 om? — 242 emt
= T Bem T5om

7
= — = —0467

cos x
(lb‘) + 225 - 570) em?

390 ¢ 390
« =180° — 62 2° =117,8°

Winkel f
)}

sin ff @ sin b:a
bsing _ 13cm.sin117,8° _ 13.0,885
sinf=-——=———"—=——=0479

B = 28,6°
Der Wert f = 180° — 28,6° = 151,4° entfillt als Losung,
da aus @ > b folgt x > f.

Winkel y
1807 — (a + ) = 180° — (117,8° + 28,6°) = 180° — 146,4°
y = 33,6° \
Flicheninhalt A
{ = Lcasinf =0,5-15,0 cm - 24,0 cm - 0,479
A = 86,2 cm?

Die Formel 4 = %ca sin f wurde gewihlt, da sin # bereits als Zwischen-
ergebnis der vorausgegangenen Berechnungen vorliegt.
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Kontrollieren Sie die Ergebnisse!

c

449 B A50

4. Fall: Gegeben seien zwei Seiten und der der gréfieren Seite gegem‘iberliegende‘
Winkel (Kongruenzsatz >« ).

Lisungsweg!

— Sinussatz zur Berechnung des der kleineren geg
den Winkels

— Satz iiber die Summe der Innenwinkel zur Berechnung des dritten Winkels

— Sinussatz zur Berechnung der dritten Seite

Kontrollmiglichkeit: Kosi zur Berechnung der dritten Seite

b a1

Seite g

liegen-

B

Gegeben: b = 8,6 cm; ¢ = 10,4 cm; y = 83,2°; vgl. Bild A 50
Gesucht: {

Lésung:
Winkel
sin g=" -i:\ v _ 86 m:‘{‘:i::li.zv _ 3'61.0?299: — 0,821
B =552°

Der Wert § = 180° — 55,2° = 124,8° entfillt als Losung,
da aus b < c folgt f < y.

Wirikel o
{ = 180° — (83,2° + 55,2°) = 180° — 138,4°
« = 41,6°
Seite a
_ csina 1004 om - bin 4167 10,4 - 0,664
0 =Smy = wmssz 0993
a=6,9cm
Flicheninhalt A

=0,5-8,6 cm - 10,4 cm - sin 41,6°
=0,5-8,6-10,4 - 0,664 cm?
A = 30 cm?
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Kontrollieren Sie die Ergebnisse!

Sind bei einem Dreieck zwei Seiten und der der kleineren Seite gegeniiberlie-
gende Winkel gegeben, so bestehen in Abhangigkeit von den GréBenbeziehun-
gen der gegebenen Stiicke drei Moglichkeiten.

a) Die Aufgabe hat zwei (verschiedene) Losungen.

b) Die Aufgabe hat genau eine Losung.
c) Die Aufgabe hat keine Losung.

Gegeben: a = 3,00 cm; b = 5,00 cm; & = 30,0°
Gesucht: ¢ f;
Lisung:
Winkel
sinf:sinax =b:a
i it li‘n x _ 5.00 e:o;)-:::n,uf = s.ooszotz;soo — 0,833
B = 56,4°; B, = 180° — 56,4° = 123,6°
Beide Werte fiir den Winkel f erfiillen die Bedingung f > «, die aus
b > a folgt.
Winkel y

n=180° —(x + B,

) = 180° — (30,0° + 56,4°) = 93,6°
Y2 =180°—(a + ) =1

80° — (30,0° + 123,6°) = 26,4°

Seite ¢

cia=siny:sihx

asiny
c="2nr
vin @
3,00 om . #in 93,6° _ 3,00.0,998
6 =" — = s °m = 5,99 cm "
300 om - sin 2ot 3000445 o oo
=" s oso oM =2%00cm

Kontrollieren Sie die Ergebnisse durch eine Konstruktion!

Gegeben: b = 4,30 cm; ¢ = 7,60 cm; f = 54,1°
Gesucht: a; o3 y

Lésungsansatz:
Winkel y

siny:sinf=c:b

. __coinf _ 7,60 em - sin 54,1° _ 7,60 0,810

By = 4,30 om = "33

siny = 1,43
Zu diesem Wert existiert kein Winkel; denn es gilt —1 < sing < +1.
Die Aufgabe hat keine Losung.

Bestitigen Sie dies durch den Versuch, aus den gegebenen Stiicken ein Dreieck zu

konstruieren!
Aufgaben a 237 bis 252
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27 Avufgaben zur Dreiecksberechnung

Bei Sachaufgaben, die auf Dreiecksberech fiihren, sollte zunichst ge-
priift werden, ob die Léaung mit Hilfe rechtmnkhger Dreiecke oder mit Hilfe
schiefwinkliger (all ner) Dreiecke giinstiger ist. Lassen sich rechtwinklige
Dreiecke angeben, so besteht meist der Vorteil einfacherer Bechnungen und oft
auch groB Ubersichtlichkei

An Hand der Skizze werden die Sitze und Beziehungen ermittelt, die zur Losung
der Aufgabe herangezogen werden ko oder mii ; vgl. Lerneinheit A 20.

Bei jeder Aufgabe sollte nach Méglichkeit schon vor Beginn der Berech
untersucht werden, ob sie lgsbar ist und ob gegebenenfalls mehrere L{'»su.ngen
bestehen.

Erfordert die Losung der Aufgabe mehrere Rechenschritte und treten dabei
Zwischenlosungen auf, so sollte man sich beim Weiterrechnen méglichst nur auf
die gegebenen Werte (die AusgangsgroBen) und auf solche Zwischenresultate
stiitzen, von denen man weil, daB sie entweder genaue Werte oder Niherungs-
werte mit nur geringem Fehler sind. Das ist besonders bei der Benutzung des
Rechenstabes und der (vierstelligen) Tafel der trigonometrischen Funktionen zu
beachten.

Um die Hohe eines Berges zu ermitteln, wird in der Ebene eine Standlinie
AB = s = 113 m abgesteckt, deren Richtung genau auf die Bergspitze C hinweist
vgl. Bild A 51. An den Enden der Standlinie werden die Erhebungswinkel a;
und x, gemessen. Es ist x; = 24,3° und a; = 19,8°. Wie hoch liegt die Berg-
spitze iiber der Ebene ?

Lésung:
Ansatz (nach der Skizze):

ey =h-cota; (I)
e, +s=h-cotay, (II)

Ausrechnung:
Aus den Gleichungen (I)und (II) wird e, eliminiert; es wird h errechnet.

h-cota, +s=h-cota,
s=h- cota,—h cot &)

h = cot &, — cot o,
= 113 m
oot l9s’_m 24,3°
113m

2113-2215 563
h=201m

Die Bergspitze liegt etwa 201 m iiber der Ebene.
Aufgaben a 253 bis 271
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28 Spezielle Vermessungsaufgaben

Dreiecksberechnungen werden in der Landesv g als Gr fiir den

Entwurf von topographischen Karten und zum genauen Ermitteln von Entfer-
nungen verwendet. Auch zur Orientierung im Gelinde werden Dreiecksberech-
nungen gebraucht. Solche Berechnungen sind z. B. im Militirwesen zum Er-
mitteln des eigenen Standpunktes oder des Ortes gegnerischer Objekte, etwa
von Geschiitzstellungen, notwendig.

d1

[:ﬂ Zwischen den Punkten 4 und B in einem horizontalen Gelinde besteht keine

" Sichtverbindung, auch kann die Entfernung dieser Punkte nicht auf andere
Weise direkt gemessen werden. Um die Entfernung zwischen 4 und B zu er-
mitteln, werden zwei weitere Punkte C und D angenommen, so daBl von C aus
A und D, von D aus C und B anvisiert
und die Entfernungen zwischen benach-
barten Punkten ausgemessen werden
konnen (Strecken- oder offener Polygon-
zug; vgl. Bild A52). Es werden ermittelt:
AC =148 m;CD =112m; DB = 81 m;
<X ACD = 122,0°; < CDB = 110,1°.
Voriiberlegung:
Zur Berechnung der Linge der Strecke
AB kénnen vom Dreieck ADC die
Seite AD und der Winkel <t CDA errech-
net werden (Fall sws). Damit sind vom
Dreieck 4ABD, das die gesuchte Strecke
als Seite enthilt, zwei Seiten und der

geschl ‘Winkel gegeb
Lésung:
AD = YAC? + CD? iC-CI
= 11482 m? + 1122 m2 — 2 - 148 m - 112 m - cos 122,0°
= 1/52020,m?
AD =228 m
sin < CDA =222 220

__ 148 m - sin 122,0°

22
X CDA4 = 334°

'8 m

iDB = < CDB CDA
= 110,1° — 33,4°
< ADB = 16,7°
AB 12 DB - A )B )
= 72282m? + 812m? —2-228 m - 81 m - cos 76,7°
= 150090 m?
AB =224m

Die Entfernung zwischen den Punkten 4 und B betriigt 224 m.

(74)  Gibt es noch andere Maglichkeiten, diese Aufgabe trigonometrisch zu lisen ?



Zur Geschichte der Trigonometrie

O] T T SO S hei

Im Laufe einer langen Zeit ist die Trij rie in aus der gesell-
schaftlichen Praxis heraus entwickelt worden.
Vor 4000 Jahren stand die Geometrie im alten Agypten auf einer schon recht beachtlichen Hohe.
Sie war aus der N digkeit heraus ent den, die durch jéhrliche Niliiberschwemmungen
! lich g d Felderg; jed I neu zu vi Die K leine mit Ab-
schnitten von drei, vier und fiinf Einheiten war ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Vermessungs-
arbeiten. Besonders eindrucksvolle Zeugen fiir den hohen Stand der Ingenieurkunst jener Zeit
sind die Pyramiden, die Grabstitten der dgyptischen Kénige, deren Bau Hunderttausenden
von Sklaven und mit Gewalt zur Arbeit getrie-
benen Bauern das Leben kostete. Simtliche
Pyramiden weisen iibereinstimmende Merk-
male auf, woraus auf ein planvolles Arbeiten
und herv gend hnisches Konnen
geschlossen werden kann. So sind die Seiten-
flichen der Pyramiden im allgemeinen mit
einem Winkel von 52° zur Grundfliche geneigt.
AuBlerdem sind die Pyramiden recht genau
nach den Himmelsrichtungen orientiert, und die
Seitenldngen ihrer quadratischen Grundflichen
weichen nur um einige 10 Zentimeter vonein-
ander ab, obwohlz. B. die grof3te Pyramide, die
um 2680 v. u. Z. gebaute sogenannte Cheops-
pyramide, eine Seitenla der Grundflict
von 227,5 m bei einer Hohe von 146,6 m besal3.
Unter den erhaltenen Schriftstiicken des alten
Agyptens befinden sich auch einige mathemati-
schen Inhalts. In einem in Moskau aufbewahr-
ten mathematischen Papyrus wird z. B. die Be-
h des Vol eines Py idenstump-
fes mit quadratischen Deckflichen véllig richtig
vorgenommen; vgl. Bild A 53. Dieser mathe-
matische Kérper trat als Teil der Verkleidung
der Pyramiden auf. Aus den mathematischen
Papyri geht auch hervor, dal feste Fachaus-
driicke fiir den Begriff ,,Winkel** und fiir das
Verhiltnis der Seitenlingen an Pyramiden exi-
stierten, die ersten Vorstufen trigonometrischer
Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck.
Auch bei den Chinesen, einem der iltesten Kul-
turvélker, reichen die geometrischen Kennt-
nisse, darunter auch trigonometrische, weit zu-
riick. Schon um 1100 v. u. Z. wurden rechte
Winkel mit Hilfe des Zahlentripels [3; 4; 5]
abgesteckt, Hohen durch Messen der Schatten-
liange ermittelt sowie Tiefen und Entfernungen
mit Hilfe rechtwinkliger Dreiecke berechnet.
Leider sind unsere Kenntnisse iiber die friithe
chinesische Mathematik recht gering, da ein
chinesischer Kaiser im Jahre 213 v. u. Z. alle
schriftlichen Aufzeichnungen verbrennen lieB3.
Nur ganz wenige Dokumente sind dieser Zer-
storung entgangen.
Die babylonische Mathematik stand im Ver- A 54 Babylonische Keilschrifttafel mit
gleich zu der dgyptischen Mathematik auf einem Dreiecksberechnungen

meBt
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wesentlich hoheren Niveau. Dies betrifft insbesondere die Algebra, aber auch die Geometrie und
Trigonometrie. Tontéfelchen mit Keilschrifttexten iiberliefern uns mathematische Probleme aus
einer etwa 5000 Jahre zuriickliegenden Zeit; vgl. Bild A 54. Bewiisserungskanile muBten gebaut
werden; denn in Mesopotamien, dem Gebiet zwischen Euphrat und Tigris, war Ackerbau nur
bei kiinstlicher Bewisserung moglich. So wurden fiir die erforderlichen Dimme die Neigung der
Boschung und die Breite der Dammkronen berechnet. Daher spielte in den Rechnungen ein
solches Verhiltnis von Seitenlingen eine groBe Rolle, das auf den Kotangens hinauslauft und
das als ,,Boschungswert** bezeichnet wurde.

Derartige Probleme aus der Praxis fiihrten auch zu tiefen theoretischen Einsichten. Die Pro-
portionalitdt der Lingen entsprechender Seiten in éhnlichen Dreiecken wurde erkannt und der
Satz des PyTHAGORAS aufgestellt. Eine enge Verknii der L-{n' ischen Mathematik be-
stand mit der Astronomie. Von riesigen, zu Tempelanl hérenden Tiirmen beobach
man den Himmel und glaubte aus dem Lauf der Planeten z. B Anzeichen kommender Diirren
oder den Ausgang eines geplanten Kriegszuges ablesen zu konnen. Auch der beriihmte Turm
von Babel war eine solche ,,Sternwarte*. Zwar wurde die babylonische Astronomie immer starker
mit Aberglauben durchsetzt, d. h., sie wurde vielfach zur Astrologie; aber auch echte astronomi-
sche Kenntnisse wurden g Uber viele Jahrhunderte hinweg fortgesetate Beobachtungen
zeigten die Periodi: H 1

itit der Hi hei sowie die regelmiaBige Wiederkehr von
S und Mondfi nissen und des Z reflens von Planeten in bestimmten Tier-
kreiszeichen usw. Es sind sogar Zahlentabellen erhalten geblieben, die bei der Berechnung perio-
discher astronomischer Vorginge verwendet wurden. Wenn man diese Zahlenwerte — was die
damaligen Astronomen natiirlich noch nicht taten — in ein Koordinatensystem iibertragt, so
erhilt man ganz deutlich das Bild einer Sinuskurve.
Ungefiihr 1000 Jahre vor Beginn unserer Zeitrechnung boten nicht mehr die Binnenlinder wie
Agypten und Mesopotamien die giinstigsten Entwicklungsbedingungen fiir Wirtschaft, Handel
und Wi ft, sondern in Verbindung mit der Entwicklung des Schiffbaues die Kiistenlander.
Daher wurden die in Griechenland, auf den dischen Inseln und in Kleinasien ansissigen griechi-
schen Stamme um die Mitte des 1. Jahrtausends v. u. Z. fiir den Raum des 6stlichen Mittelmeeres
politisch, 6konomisch und auch auf dem Gebiete der Wissenschaft bestimmend.
Die griechische Mathematik verdankt ihren engen Beziehungen zu Mesopotamien und Agypten
sehr viel. Ergebnisse wissenschaftlicher Arbeit wurden iiber und Anr fiir neue
Erkenntnisse empfangen. THALES voN MILET (624 7 — 548 7 v. u. Z.) soll die Hohe der Pyramiden
dadurch ermittelt haben, daB er ihre Schattenlinge in dem Augenblick maB, als sein eigener
Schatten genau so grol war wie er selber. In Milet berech er, ebenfalls mit Hilfe ahnlich
Dreiecke, die Entfernung der Schiffe vom Hafen. Von Babylonien wurden auch die Sonnenuhr,
die Zeiteinteil und der G iiber Der G das ilteste astronomische
Instrument, diente zum Ermitteln der Siidrichtung. Ein senkrecht stehender Stab wirft auf eine
waagerechte Ebene seinen Schatten und ermiglicht so die Messung der jeweiligen Schatten-
linge, die sich bis Mittag verkiirzt und dann wieder linger wird. Die Winkelhalbierende jedes
Winkels, der von paarweise gleich langen Schatten gebildet wird, erstreckt sich in der Nord-Siid-
Richtung. Dariiber hinaus ermoglicht der G die M g der S héhe aus der Linge
des Stabes und seines Schattens, was auf den Tangens des Héhenwinkels fiihrt. Die griechische
Mathematik erreichte spiter eine erstaunliche Héhe. Aber sie geriet mehr und mehr unter den
EinfluB der idealistischen Philosophie, inshesondere der Schule PLaTons. Dadurch rifl die Ver-
bindung der Mathematik zur Praxis ab. Ja, man hielt es nicht einmal mehr fiir nétig, die Metho-
den der praktischen Mathematik, wozu Tngonometrle und FeldmeBkunst gehdrten, schriftlich
In der Sklavenhal llschaft galt jede praktische Titigkeit, sogar die des
bildenden Kiinstlers, trotz der Vorlicbe der griechischen Sklavenhalter fiir Skulpturen, als
minderwertig.
Andererseits kann man aus erhallen gebhebenen Bauwerken der griechischen und rémischen
Antike ersehen, daB die damali ein b des Wissen, auch auf dem Gebiet
der praktischen Geometrie, besessen haben So wurde z. B. um 530 v. u. Z. zur Wasserversor-
gung der Stadt Samos unter dem Baumeister EUPALINOS ein 1 km langer geneigter Tunnel durch
einen Berg gebohrt. Der Stollen wurde von den beiden Eingéngen aus vorgetrieben, und die
beiden Seiten verfehlten einander nur um 3 m: eine Glanzleistung. Spiter hat HERON voN
ALEXANDRIA (um 100 u. Z.) auch die feldmesserischen Gerite beschrieben, insbesondere den
Diopter (Sehrohr). Mit Zahnridern und Schrauben war er in zwei zueinander senk-
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rechten Ebenen verstellbar. Um Hohenunterschiede zu messen, wurde das Gelinde genau wie
heute mit MeBlatten abgesteckt. AuBerordentlich wichtig fiir den spiteren Aufbau einer syste-
matischen Trigonometrie waren Beitrige von ARCHIMEDES (287 7—212 v. u. Z.), dem bedeutend-
sten Mathematiker des Altertums.

Als in den letzten Jahrhunderten vor unserer Zeitrechnung GroBreiche und spiter das rémische
Weltreich entstanden, stiegen dle Anfurdemngen an die Landvermesser. Diese Vermessungen
erforderten verbesserte ast K i Die ast: ische Forschung erhielt so neue
Impulse. In Verbindung damit machte auch die Trigonometrie, das wichtigsle mathematische
Hilfsmittel der Astronomie, Fortschritte.

ARISTARCHOS (um 270 v. u. Z.) vi hte auf trig ischem Wege, das Verhiltnis der Ent-
fernungen Erde—Mond und Erde—Sonne zu ermitteln, indem er den Winkel o zwischen Mond,
Erde und Sonne bei Halbmond maB, wenn also bei C ein rechter Winkel auftritt; vgl. Bild A 55.
Da er aber & wegen der mangelhaften Instru-
mente nicht genau bestimmen konnte, erhielt
er fiir dieses Verhaltnis nur 1:19 und nicht den
richtigen Wert 1:370. HipparcHos (180 7—125 ?
v. u. Z.) berechnete eine Sehnentafel, d. h. eine
Tafel der Sehnenla bei wachsendem Bogen.
SchlieBlich faBte PTOLEMAIOS VON ALEXANDRIA
(85?—165? v. u. Z.) alle friiheren Anséitze und
Methoden der Astronomie in einer Darstellung A55
des geozentrischen Weltbildes zusammen, einem

Buch mit dem Titel ,,Die GroBe Zusammenstellung®. Die Araber verstimmelten spiter den
griechischen Titel zu Almagest. Da ProLEMAI0S weder den Sinussatz noch den Kosinussatz
kannte, zerlegte er beliebige Dreiecke in zwei rechtwinklige Dreiecke.

Die U dlung der Trig rie unter Ver dung der Seitenverhiltnisse Sinus, Kosinus,
Tangens und Kotangens am rechtwinkligen Dreieck wurde von den arabischen Gelehrten im
9. Jahrhundert vollzogen. Der Almagest war schon 833 ins Arabische iibersetzt worden. Wih-
rend in Europa durch den kulturfeindlichen EinfluB der christlichen Kirche auch die Wissen-
schaften darniederlagen, bliihte die arabische Kultur auf. Noch heute spiegeln die Mirchen aus
1001 Nacht jene glanzvolle Zeit wider.

Auch die Mathematik, insbesondere Algebra und Tri rie. ful eine bed de
Forderung. ABU NASR (um 1000) fand den Sinussatz der ebenen Trigonometrie. Das ganze nun
geschl Lehrgebiude der Tri ie wurde schlieBlich von Ar-Tusi (1201-1274) erst-
mals faBt. Auch umfangreiche ische und tri; ische Tafeln wurden
berechnet; z. B. tabulierte ULuc Bec (1392—1449) die Winkelfunktionen mit einer G i
keit von 17 Dezimalen.

Die indische Trigonometrie und Astronomie standen auf einem #hnlich hohen Niveau.

Die groBartigen trigonometrischen Kenntnisse gelangten aber nur zu einem ganz geringen Teil
nach Europa, so daB man hier noch emmnl von vorn anfangen muBte. Erst im 15. Jahrhundert
konnte die piische Math ik in Teilen die antike Mathematik erreichen und
iibertreffen. Die neuen Ergebnisse wurden erzielt, weil das gesellschaftliche Leben Probleme auf-
warf, deren Losung auch den Einsatz neuer mathematischer Methoden erforderte. Dies betraf
auch die Trigonometrie.

Im SchoBe der Feudalgesellschaft wuchs eine neue Klasse, die Bourgeoisie, heran. Sie war an
der Forderung des Handels interessiert, sie betrieb in ihrem eigenen politischen und 6konomischen
Interesse die Kolonisierung, die ErschlieBung neuer, in Ubersee gelegener Mirkte. Man fand den
Seeweg nach Indien, und man entdeckte einen neuen Erdteil. Der Handel nach Ubersee warf
ungeheure Profite ab. Die Nav;gatmn auf hoher See erfordert aber ein bedeutendes Mal astro-

her und trig: rischer Kenntnisse.
Auch die Astronomle stellte an die Trigonometrie hohe Anforderungen. Indem man mit ver-
besserten ast hen Instr dem Jakob b und dem Mauerquadranten, genaue
am Himmel lite, bemerkte man, daf3 das ptolemiische geozentrische Weltbild

nicht richtig sein konnte; vgl. die Bilder A 56 und A 57. Den entscheidenden Schritt, der eine
wissenschaftliche GroBtat ersten Ranges darstellt. vollzog der polnische Gelehrte NikorLAus

KopernikUS (1473—1543). In seinem Todesj hien sein wi haftliches Hauptwerk
,De revolutionibus orbium coelesticum** (d. i. Uber die Umdrehungen der Hi lskorper), in
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A 56 Verwendung des von dem jiidischen Ge-
lehrten LEVI BEN GURSON (1288—
1344) erfundenen sogenannten Jakobs-

stabes zur Winkelmesung. — Aus dem
Titelblatt einer Abhandlung (1533) von
P. APIAN

Mauerquadrant (gemauerter Viertelkreis
mit Winkelteilung). Die Sternhohe kann
gemessen werden, indem der Beobachter
durch einen Spalt (links oben) den Stern
anvisiert. — Die Darstellung zeigt den
dénischenAstronomen TYCHO BRAHE
bei Messungen auf seiner Sternwarte in
Uraniborg.

dem das heliozentrische Weltbild begriindet
wurde. Freilich, erst in einem erbitterten opfer-
reichen Kampf gegen die Kirche — G. Bruno
wurde verbrannt, G. GALILEI wurde bis zu sei-
nem Tode von der Inquisition gefangengehalten
— konnte der Wahrheit zum Siege verholfen
werden.

Auch die Ausriistung der Heere mit Kanonen
machte die Entwicklung des Vermessungswe-
sens und damit der Trigonometrie dringend not-
wendig. Um die Geschiitze sorgfiltig zu richten,
bedurfte es genauer Verfahren, Entfernungen
im Gelande ermitteln zu konnen ; vgl. Bild A 58.
Hierzu wurde das Vorwiirtseinschneiden nach
zwei Punkten entwickelt.

Auf Grund dieser und noch anderer praktischer
Anforderungen entwickelte sich die Trigono-
metrie im 15., 16. und 17.Jahrhundert rasch.
Schon JoHANNES VON GMUNDEN (1380 7—1442),
Magister an der Universitit Wien, und sein
Nachfolger GEORG voN PEURBACH (1423—-1461)
beschiftigten sich mit der Neuberechnung er-
weiterter trigonometrischer Tafeln. Dieses um-
fangreiche Werk vollbrachte schlieBlich Recio-
MONTAN (1436—-1476): vgl. Bild A 59. Von ihm
stammen Sinustafeln, die von Minute zu Mi-
nute fortschreiten, sowie eine gradweise fort-
schreitende Tangententafel.

REGIOMONTAN war ohne Zweifel der fithrende
europdische Mathematiker seiner Zeit. In seinem
allerdings erst im Jahre 1533 gedruckten Werk
..De trianguli imodis libri quinque* (Fiinf
Biicher iiber alle Dreiecke) faite REGioMoNTAN
alle vorhandenen trigonometrischen Verfahren,
Sitze und Hilfstabellen zur Trigonometrie zu-
sammen. Dort wird der Sinussatz ausfiihrlich
verwendet und zum erstenmal der Kosinussatz
ausgesprochen. Durch REGIOMONTAN war nun
auch in Europa die Trigonometrie zu einer ein-
heitlichen Wissenschaft geworden. Dem mathe-
matischen Inhalt nach hatte sie schon damals
das heutige Niveau erreicht.

In der Folgezeit wurden die Tafeln noch wesent-
lich verbessert, so durch den Wittenberger
Mathematiker RuaETICUS (1514—1576), den
Franzosen VIETA (1540—1603) und den groBen
Astronomen JoHa~NNES KEPLER (1571-1630).
Die heute verwendeten Bezeichnungen in der
Trigonometrie sind freilich erst in spiterer Zeit
eingefiihrt worden. Im wesentlichen haben sich
die von dem genialen schweizerischen Mathe-
matiker LEoNHARD EULER (1707-1783) (Bild
A 61) verwendeten Bezeichnungen durchge-
setzt: v als Mafzahl des Einheitshalbkreises.
a, b, ¢ fir die Dreiecksseiten, die Symbole sin.
cos, tan fiir die trigonometrischen Funktionen.



A58  Militarisches Vermessungswesen. — Ab-
bildung aus L. ZUBLERs Kurzem Be-
richt von den neuen geometrischen
Instrumenten. 1602

A61 LEONHARD EULER (1707—1783)

A59 REGIOMONTAN (1430-1470)

A 60 Tuschzeichnung aus dem 17.Jahrhun-

dert in einer japanischen Darstellung lﬁ . S A x F ¥ = ¥ £
trigonometrischer Verfahren. Ein Bei- | 7 ’;’? 7 % % @& M 5%
spiel fir die als Ergebnis praktischer | 2 T oM A E OV A
Anforderungen entwickelte Trigonome- yi R Wo# B X+ » B

trie anderer Liander L
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A62
CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777—1855)

Von den groBen Mathematikern und Geoditen des 18. und 19.Jahrhunderts wurde die Tri-
gonometrie als Hilfsmittel der Erdv ng weiter b So konnte z. B. der Franzose
P. L. M. pE MAUPERTIUS (1698—1759) durch Messung eines Lingenkreises die Abplattung der
Erde an den Polen nachweisen. Neu entdeckte Lander wurden in allen Einzelheiten kartogra-
phisch aufgenommen. Der groite deutsche Mathematiker C. F. GAuss (1777—1855) (Bild A 62)
entwickelte schlieBlich noch die Methode der klei Q mit der es moghch
ist, sich in den SchluBberechnungen weitgehend von den igerlich auft den B h
tungsfehlern frei zu machen. .
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Fiir die kurzfristige Lagerung von Zement, Futter, Zuschlagstoffen in Industriebetrieben,
in der Landwirtschaft und an Baustellen setzen sich Silos durch, die ein schnelles Fiillen
und Entleeren ermédglichen. Auch fiir den Transpon zah.l.rexcher Guusr werden in |mmer
groferem Umfang Behilter eing die ein sch U

Lastkraftwagen, Eisenbahn und Schiff erméglichen. Dabei kommt es auf eine optimale
Konstruktion, d. h. auf ein giinstiges Verhdltnis von Volumen und Materialaufwand, und
auf giinstige Transportfahigkeit an,
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Wiederholung und Ergédnzung

1 Allgemeines

Die Ausfiithrungen in diesem Kapxtel beschiftigen Slc]:l mit geomemschen Kor-
pern. Es werden wesentliche E haften verschi gen von Men-
gen geometrischer Korper unteraucht, Berechnungen an Kérpern durchgefiihrt
und Kérper mit Hilfe von Methoden der darstellenden Geometrie auf eine
Ebene abgebildet.

Als geometnscher Korper wird eine Menge von Punk bezeich die all
von einer Fliche (von einer einzigen Fliche, z. B. bei der Kugel, oder von meh-
reren zusammenhiingenden Fliichenstiicken, z. B. beim Wiirfel oder beim Zylin-

der) begrenzt ist.

Ein geometrischer Kérper ist ein abstraktes Gebilde, eine Idealisierung der ob-
jektiven Realitat. Es wird von bestimmten Eigenschaften der realen Korper,
z. B. der stofflichen Zusammensetzung, der Masse, der Farbe, der Oberflichen-
beschaffenheit, aber auch von unwesentlichen Einzelheiten der Form abgeseh
Diese Abstraktion gestattet, verschiedenartige reale Kérper miteinander in Be-
ziehung zu setzen und das Wesentliche ihrer Form mathematisch zu erfassen.

Je nachdem, wie weit Einzelheiten der Form eines realen Korpers als wesentlich
erachtet werden, kann dieser Kérper durch verschiedene geometrische Korper
angenihert werden. So kann z. B. der Erdkérper in erster grober Anniéherung
als Kugel aufgefaBt werden; fiir astronomische Zwecke, z. B. fiir die Berechnung
von Gravitationswirkungen auf den Mond und die Nachbarplaneten, reicht diese
Anngherung meist aus. Da der Erdkérper jedoch an den Polen abgeplattet ist,
kann als zweite, genauere Anndherung ein Rotationskérper angesehen werden,
dessen Achsenschnitt eine Ellipse ist. Diese Anndherung liegt vielen geographi-
schen (topographischen) Untersuchungen zugrunde. Noch genauere Anniherun-
gen des Erdkorpers werden z. B. bei der Bahnbestimmung kiinstlicher Erd-
-satelliten benotigt.

Wie bei ebenen Figuren zwischen der begrenzenden Linie und der Fliche unter-
schieden wird (z. B. Viereck — Vierecksfliche), ist bei geometrischen Kérpern
zwischen der begrenzenden Fliche und dem Kérper zu unterscheiden, z. B.:
Kugelfliche — Kugelkérper.

In der Umgangssprache wird, wenn Verwechslungen ausgeschl erschei
oftmals die gleiche Kurzbezeichnung fiir die begr de Fliche und fiir den
Kérper verwendet. Zum Beispiel kann, wenn von ,,Kugel* gesprochen wird,
sowohl die Kugelfliche als auch der Kugelkérper gemeint sein. In der Mathe-
matik wird ,,Kugel“ hauptsichlich im Sinne von , Kugelfliche* verwendet,
dhnlich wie ,,Kreis* im Sinne von ,,Kreislinie*.

Bei der Berechnung des Volumens und des Oberflicheninhall ischer
Korper bedeuten die Variablen in der Regel GroBen. Die Formeln zur Kérper-
berechnung konnen ebenso wie die Formeln zur Flichenberechnung als Glei-
chungen von Funktionen aufgefaBt werden.

Aus der Formel fiir die Berechnung des Volumens eines quadratischen Prismas
mit der Grundkante a und der Héhe h, der Gleichung

V =a?-h,
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geht hervor, daB V von zwei Variablen — a und h — abhiingig ist. Das bed
daB jedem GréBenpaar [a; h] ein Wert der GréBe V eindeutig zugeordnet ist.
Wird in der Gleichung ¥ = a2 h fiir die Variable a ein konstanter Wert ange-
nommen, so stellt sich ¥ als Funktion von k dar.

V(h) =a®-h
Diese Funktion ist eine lineare Funktion.
Wird demgegeniiber in der Gleichung V = a?-h fiir die Variable k ein kon-
stanter Wert gewihlt, so ergibt sich

V(a) = a®-h,
d. h. eine quadratische Funktion:

Was fiir eine Funktion ergibt sich fiir das Volumen eines Prismas, wenn die Grund-
fliiche als bhingige Variable wird? ’

3

In der Ubersicht sind die Bedeutungen der in diesem Kapitel verwendeten
Variablen genannt.

by iees i h  Korperhohe
iy By oes } Kanten (allgemein) h, Héhe einer Seitenfliche
(Prisma und Pyramide)
r Kreis- (Kugel-) Radius Ag Inhalt der Grundfliche
Ap Inhalt der Deckfliche
d Kreis- (Kugel-) Ag Inhalt einer Seitenfliche
Durchmesser (Prisma und Pyramide)
ry (dy) Radius (bzw. Durch- Aps Inhalt der Mantelfliche
messer) der Grundfliche
(Zylinder und Kegel)
rq (dy) Radius (bzw. Durch- Ao Inhalt der (gesamten) Oberfliche
messer) der Deckfliche
(Zylinder)
s Mantellinie (Zylinder und ¥ Volumen (Rauminhalt)
Kegel); Seitenkante
(Prisma und Pyramide)

2 Prismen und Zylinder

DEFINITION: Ein geometrischer Korper heit Prisma, wenn er von folgenden Flichen
wird:

(1) von zwei kongruenten n-Ecken, die in parallelen Ebenen liegen, und

(2) von n Parallelogrammen.

Die kongruenten Vielecke, die in der parallelen Eb liegen, werden

Grundfliche und Deckfliche, die Parallelogramme werden Seitenflichen des

Prismas genannt. Die Gesamtheit der Seitenflichen bildet die Mantelfliche (den

Mantel) des Prismas.
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Die Prismen kénnen nach der Lage der
Seitenkanten zur Grundfliche eingetei {
werden. |
|
|

Ein Prisma heiBt gerade, wenn alle Seiten-
kanten senkrecht auf der Grundfliche
stehen, anderenfalls heiBt es schief; vgl.
Bild B1. A

B1

a) Weisen Sie nach, daf alle Seitenflichen eines geraden Prismas Rechtecke sind!
b) Kann ein schiefes Prisma auch Rechtecke als Seitenflichen haben ?

Ein Prisma heiBt regelmdfig, wenn
(1) es gerade ist und
(2) seine Grundfliche ein regelmaBiges n-Eck ist.

Ver haulichen Sie den Z hang zwischen der Menge aller Prismen, der
Menge aller geraden Prismen, der Menge aller schiefen Prismen und der Menge
aller rege!mifigen Prismen durch ein Mengendiagramm!

Sind a) Quader, b) Wiirfel, c) der im Bild B 2 in Kavalierperspektive dargestellte
Korper (eine Kristallform) Prismen ? Gehéren sie zu einer der genannten besonderen
Arten der Prismen? Begriinden Sie Ihre Aussagen!

Ein Kreiszylinder wird begrenzt

von zwei kongruenten Kreisflichen, die in zueinander parallelen Ebenen liegen,
und

von einer gekriimmten, in die Ebene abwickelbaren Fliche.

Die kongruenten Kreisflichen, die in zueinander paralle-
len Ebenen liegen, werden Grundfliche und Deckfliiche,
die gekriimmte Fliche wird Mantelfliche (Mantel) des
Kreiszylinders genannt. Die Verbindungsgerade der
Mittelpunkte der Grund- und der Deckfliche heiBt
Achse des Kreiszylinders.

B2 B3

Der Mantel eines Kreiszylinders enthilt gerade Linien, die einen Punkt der Be-
grenzungslinie der Grundfliche mit einem Punkt der Begrenzungslinie der
Deckfliche verbinden. Sie sind inander und zur Achse des Kreiszylinders
parallel. Diese Linien heiBen Mantellinien des Kreiszylinders; vgl. Bild B 3.
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Die Kreiszylinder kénnen nach der Lage der Achse zur Grundfliche eingeteilt
werden.

Ein Kreiszylinder heiit gerade, wenn seine Achse senkrecht auf der Grundfliche
steht, anderenfalls heiBt er schief.

a) Welche Lage haben die Mantellinien eines geraden Kreiszylinders zur Grund-
fliche?

b) Ein gerader Kreiszylinder ist ein R érper. Von ebenen Figuren
kann er erzeugt werden ? Wie liegt die Rotationsachse zu diesen Figuren?

L Ich.

Als Zylinder werden allgemein geometrische Korper bezeichnet, die als Grund- und Deck-
fliche kongruente krummlinig begrenzte, in parallelen Ebenen liegende Figuren haben
und von einem in die Ebene abwickelbaren Mantel begrenzt sind. Die Kreiszylinder
bilden eine echte Teilmenge der Menge aller Zylinder.

Fiir Prismen und Zylinder gemeinsam gilt die Formel fiir die Berechnung des
Volumens

und die Formel zur Berechnung des Oberflicheninhaltes

Der Mantel eines geraden Kreiszylinders ist ein Rechteck, dessen eine Seite
gleich der Linge der Mantellinie (und damit gleich der Kérperhohe) und dessen
andere Seite gleich dem Umfang der Grundfliche ist.

Entwickeln Sie aus den Formeln zur Berechnung des Volumens und des Oberflichen-
inhaltes eines Prismas die Formeln fiir die Berechnung eines Quaders mit den
Kanten a, b, ¢!

Wird ein Prisma oder ein Zylinder parallel zur Grundfliche geschnitten, so sind
die Schnittflichen zur Grundfliche kongruent; vgl. Bild B 4.

B
1=

B4

Aufgaben b 1 bis 23
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3 Pyramiden, Kegel und Kugeln

DEFINITION: Ein geometrischer Kérper heit Pyramide, wenn er von folgenden Flichen
begrenzt wird:

(1) von einem n-Eck und

(2) von n Dreiecken.

Das Vieleck wird Grundfliche, die Dreiecke werden Seitenflichen der Pyramide
genannt. Die Dreiecke haben einen gemeinsamen Eckpunkt, die Spitze der
Pyramide. Die Gesamtheit der Seitenflichen bildet die Mantelfliche (den Man-
tel) der Pyramide; vgl. Bild B 5.

Die Pyramiden konnen in gerade und schiefe Pyramiden eingeteilt werden.
Eine Pyramide heift gerade, wenn

ihre Grundfliche einen Mittelpunkt hat und

ihre Spitze senkrecht iiber dem Mittelpunkt der Grundfliche liegt.
Pyramiden, die nicht gerade sind, heiBen schief.
Eine Pyramide heiBt regelmdifig, wenn

sie gerade ist und

ihre Grundfliche ein regelmiBiges n-Eck ist.

a) Beweisen Sie, daf bei einer Pyramide mit rechteckiger Grundfliche, deren Spitze
senkrecht iiber dem Mittelpunkt der Grundfliche liegt, die Seitenkanten gleich
lang sind!

b) Welchen Durchschnitt haben die Menge aller schiefen Pyramiden und die
Menge aller regelmiifigen Pyramiden ?

B5 B6

Ein Kreiskegel wird begrenzt

von einer Kreisfliche und

von einer gekriimmten, in die Ebene abwickelbaren Fliiche, die in eine Spitze
ausliuft.

Die Kreisfliche wird Grundfliiche, die gekriimmte Fliche Mantelfliche (Mantel)
des Kreiskegels g Die Verbindungsgerade des Mittelpunktes der Grund-
fliche und der Spitze des Korpers heiBt Achse des Kreiskegels.

Der Mantel eines Kreiskegels enthalt gerade Linien, die die Spitze des Korpers
mit den Punkten der Begrenzungslinie der Grundfliche verbinden. Diese Linien
heiien Mantellinien des Kreiskegels; vgl. Bild B 6.

Wie die Kreiszylinder kénnen auch die Kreiskegel nach der Lage der Achse zur
Grundfliche eingeteilt werden.

Ein Kreiskegel heiBt gerade, wenn seine Achse senkrecht auf der Grundfliche
steht, anderenfalls heiBt er schief.
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Ein gerader Kreiskegel ist ein Rotationskirper. Von welchen ebenen Figuren kann
er erzeugt werden ? Wie liegt die Rotationsachse zu diesen Figuren?

Als Kegel werden allgemein geometrische Korper bezeichnet, die als Grundfliche eine
krummlinig begrenzte ebene Figur, eine Spitze und einen in die Ebene abwickelbaren
Mantel haben. Die Kreiskegel bilden eine echte Teilmenge der Menge aller Kegel.

Fiir Pyramiden und Kegel gemeinsam gilt die Formel fiir die Berechnung des
Volumens

Entwickeln Sie aus dieser Formel die Formel fiir die Berechnung des Volumens
eines Kreiskegels mit dem Grundflichendurchmesser d!

Eb gilt fiir Pyramiden und Kegel gemeinsam die Formel zur Berechnung
des Oberflicheninhaltes

Der Mantel eines geraden Kreiskegels ist ein Kreissektor, dessen Radius gleich
der Linge der Mantellinie des Kérpers und dessen Bogenlinge gleich dem Um-
fang der Grundfliche ist. Daraus folgt

Wird eine Pyramide oder ein Kegel parallel zur Grundfliche geschnitten, so sind
die Schnittfiguren zur Grundfliche dhnlich; vgl. Bild B 7.

Beim Schnitt eines geraden Kreiskegels parallel zu seiner Grundfliche erhall man
Kreise. Geben Sie den Radius der Schnittkreise als Funktion des Abstand

Grundfliche und Schnittfliche durch eine Gleichung an!

Eine Kugel wird von einer Fliche begrenzt, deren Punkte von einem festen
Punkt, dem Kugelmittelpunkt, gleichen Abstand haben. Dieser Abstand ist der
Kugelradius.
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Fiir die Berechnung des Volumens einer Kugel gilt die Formel

und fiir die Berechnung des Oberflicheninhal

Wird eine Kugelfliche von einer Ebene
geschnitten, so ist die Schnittfigur ein
Kreis. Enthilt die Schnittebene den
Mittelpunkt der Kugel, so ist der Durch-
messer des Schnittkreises gleich dem
Kugeldurchmesser; vgl. Bild B 8.

Stellen Sie den Radius des Schnittkreises (bei gegebenem Kugelradius) als Funktion
des Abstandes des Kugelmittelpunktes von der Schnittebene durch eine Gleich
dar!

]

Aufgaben b 24 bis 50

4 Darstellung von Prismen und Pyramiden in Zweitafel-
projektion und in schrdger Parallelprojektion

Zur bildlichen Darstellung geometrischer Kérper wendet man in der Praxis
hauptsichlich die Zweitafelprojektion (GrundriB-AufriB-Verfahren) und die
schriige Parallelprojektion, zu der die Kavalierperspektive gehort, an.

Beide Darstellungsverfahren beruhen auf Parallelprojektion. Bei dieser Projek-
tion werden die Punkte des Raumes durch parallele Projektionsgeraden auf die
Ebene abgebildet. Jedem Punkt P des Raumes (Originalpunkt) entspricht genau
ein Punkt P’ der Bildebene ( Bildpunkt, Projektion von P).

Es gilt somit der folgende Satz.

SATZ: Die Abbildung durch Parallelprojektion ist eindeuti g/

Umgekehrt ist aber der Bildpunkt P’
nicht nur die Projektion des Raum-
punktes P, sondern auch die Projektion
aller anderen Punkte der Projektions- .

geraden durch P; vgl. Bild B 9. A8

B9

Die Abbildung durch Parallelprojektion ist nicht umkehrbar eindeutig (nicht
eineindeutig).

Weiterhin gilt fiir die Parallelprojektion:

— Geraden werden im allgemeinen als Geraden abgebildet.
Sonderfall: Geraden, die parallel zu den Projektionsgeraden sind, wer-
den als Punkte abgebildet (diese Geraden heiflen deshalb auch pro-
Jjizierende Geraden).
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— Parallele Geraden werden im allgemeinen als parallele Geraden abgebildet.

— Ebenen werden im allgemeinen auf die gesamte Bildebene abgebildet.
Sonderfall: Ebenen, die parallel zu den Projektionsgeraden sind, werden
als Geraden abgebildet (diese Ebenen heiBen deshalb auch projizierende
Ebenen).

— Strecken und Winkel, die in Parallelebenen zur Bildebene liegen. werden

kongruent abgebildet

Diese Eigenschaft bedingt die kongruente Abbildung geschlossener
ebener Figuren.

Ist bei der Parallelprojektion der Winkel, den die Projektionsgeraden mit der
Bildebene einschlieBen, ein Rechter, so heiit die Projektion senkrechte Projek-
tion, anderenfalls spricht man von schriiger (schiefer) Parallelprojektion.

Bei der Abbildung durch senkrechte Projektion ist es sinnvoll, die Bildebene
entweder horizontal oder vertikal anzunehmen. Das Bild durch senkrechte Pro-
jektion auf eine horizontale Bildebene heiBit GrundriB, auf eine vertikale Bild-
ebene Aufrifl.

Da die Abbildung durch Parallelprojektion nicht umkehrbar eindeutig ist, mufl
die Lage eines Punktes, von dem ein Bild, z. B. der GrundriB, gegeben ist, noch
durch ein weiteres Bestimmungsstiick gekennzeichnet werden. Dieses Bestim-
mungsstiick kann eine Hohenangabe (Eintafelprojektion mit Héhenmapstab oder
Haohenzahl) oder ein AufriBl ( Zweitafelprojektion) sein; vgl. Bild B 10.

3

Bei der Zweitafelprojektion ist es iiblich, den Grundri eines geometrischen
Gebildes (z. B. Punkt, Gerade, Ebene) mit einem hochgestellten Strich, den Auf-
riB mit zwei Strichen zu kennzeichnen (z. B. erhalt der GrundriB des Punktes 4
die Bezeichnung A', der AufriB die Bezeichnung A4"). Damit werden die zu-
sammengehérenden Risse sichtbar gemacht; es besteht zwischen einem abzu-
bildenden Punkt des Raumes (4) und dem Paar seiner Risse (4'; A”) eine um-
kehrbar eindeutige Zuordnung.



Die Grundfliche eines schiefen Prismas sei ein regelmiBiges Fiinfeck 4 BCDE
mit einer Seite von 3,5 cm Linge. Ein Eckpunkt (F) der Deckfliche FGHKL
liege senkrecht iiber dem Mittelpunkt der Grundfliche; die Hohe des Kérpers
betrage 6 cm.

Stellen Sie den Kérper in Zweitafelprojektion so dar, daB seine Grundfliche in
der GrundriBebene liegt und sich die Seitenkanten in wahrer Linge abbilden;
vgl. Bild B 11!
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Voriiberlegung:

Die Lage des Korpers gegeniiber der GrundriBebene bedingt, da8 Grund- und
Deckfliche im GrundriB in wahrer GroBe abgebildet werden. Beim Zeichnen
eines regelmiBigen Fiinfecks geht man zweckmiBigerweise von einem Bestim-
mungsdreieck dieser Figur (vgl. Lerneinheit A 22) aus, das entsteht, wenn zwei
benachbarte Eckpunkte mit dem Mittelpunkt verbunden werden; vgl. Bild B 12.
Wenn die Seitenkanten des Korpers in wahrer Linge abgebildet werden sollen,
dann miissen sie parallel zur Aufriiebene angenommen werden.

Ausfiihrung :

Der GrundriB der Grundfliche, ein regelmiBiges Fiinfeck, wird so gezeichnet,
daB die Verbindungsstrecke eines Eckpunktes (im Beispiel 4) mit dem Mittel-
punkt M der Figur parallel zur RiBachse ist; diese Verbindungsstrecke ist
némlich der GrundriB einer Seitenkante (4F) des Prismas. AnschlieBend werden
der Grundril der Deckfliche, der GrundriB8 der weiteren Seitenkanten und der
AufriB des Korpers konstruiert. Zeichenkontrollen ergeben auf Grund der
Eigenschaft eines Prismas, daB die Kanten an der Deckfliiche zu den entsprechen-
den Kanten an der Grundfliche und die Seitenkanten untereinander parallel sind.

Werden bei der Darstellung eines raumlichen Gegenstandes in Zweitafelpro-
jektion jedoch die Bezeichnungen der Risse markanter Punkte teilweise oder
vollstindig weggelassen, so kann es vorkommen, daB das Original aus seinem
GrundriB und AufriB nicht mehr eindeutig erkennbar ist. Das Bild B 13 zeigt
als Beispiel vier verschiedene geometrische Gebilde, deren Grund- und Aufrisse
Quadrate sind.
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Fertigen Sie eine Skizze der Risse fiir die Fille a) bis c) in Bild B 13 an! Be-
zeichnen Sie jeweils die zugeordneten Risse markanter Punkze so daf die Dar-
stellung unmipverstindlich wird!

In solchen Fillen kann der darzustellende Gegenstand auch durch einen zweiten
AufriB ndher bestimmt werden. Der zweite Aufril wird meist mit drei hochge-
stellten Strichen bezeichnet.

In der Praxis wird die zweite Aufriiebene oftmals senkrecht zur urspriinglichen
AufriBebene gewihlt; in diesem Falle bildet die zweite RiBachse mit der ur-
spriinglichen RiBachse einen rechten Winkel; vgl. Bild B 14.
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Ergﬁnzen Sie die Risse im Bild B 13 jeweils durch einen zweiten Aufrif dieser Art!

Von diesem Abbildungsprinzip wird auch beim technischen Zeich Gel h h
dabei wird im allgemeinen die Ansicht des Werkstiickes, die dem zweiten Aufri entspncht
(Seitenansicht), neben der Vorderansicht (d.h. der Ansicht, die dem urspriinglichen
Aufri3 entspricht) angeordnet.

Als Bildebene fiir die schrige Parallelprojektion wird meist eine vertikale Ebene
angenommen. Die Richtung der Projektionsgeraden wird so gewihlt, dafl
méglichst anschauliche Bilder entstehen.

Eine gebriuchliche Darstellungsart fiir Zeichnungen und Skizzen in schriger
Parallelprojektion ist die Kavalierperspektive.

Fiir die Kavalierperspektive gelten die folgenden Zeichenregeln.
1. Strecken, die parallel zur Bildebene liegen, werden in wahrer Linge ge-
zeichnet.
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2. Winkel und ebene Figuren, die parallel zur Bildebene liegen, werden in

wahrer Grifle gezeichnet.

3. Strecken, die senkrecht auf der Bildehene stehen, werden auf die Halfte ver-
kiirzt (Verkiirzungsverhiltnis ¢ —l und unter einem Winkel von 45° zur
Richtung, die eine horizontale Gerade auf der Bildebene hat (Verzerrungs-
winkel x 15°), gezeichnet.

Veranschaulichen Sie mit Hilfe eines Wiirfelmodells und einer Tafel, wie die
Projektionsgeraden bei einer Abbildung durch Kavalierperspektive liegen!

Neben der Kavalierperspektive sind noch andere Darstellungsarten in schriiger Parallel-
projektion iiblich, bei denen Strecken und Winkel, die in vertikalen Ebenen liegen, kon-
gruent abgebildet werden. Das Bild B 15 zeigt auBler der Darstellung eines Wiirfels in

Kavalierperspektive |x = 45°; ¢ = % (Teilbild b)| die Darstellung des gleichen Wiirfels
in schriager Parallelprojektion mit den Daten « = 30°; ¢ = % (Teilbild a); & = 60°;
q= %(Teilbi]d e); & ="15%q= %(Teilbild d). Man erkennt durch den Vergleich dieser

Darstell dafBl mit b dem Verzerrungswinkel (x < 90°) die Seitenansicht der
darzustellenden Gegenstinde immer mehr zuriicktritt und die Darstellung an Anschau-
lichkeit verliert,
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B15

Bei der Darstellung von Kérpern, bei denen die Seitenansicht gegeniiber der
Vorderansicht zuriicktreten kann, z. B. bei regelmaBigen Prismen und Pyramiden,
Kreiszylindern, Kegeln und Kugeln, wird oftmals eine Darstellung mit einem
Verzerrungswinkel a 90° und einem Verkiirzungsverhiltnis q 1 verwendet.
Bild B 16 zeigt einen Wiirfel in dieser Darstellungsart. #

Fiir einen Verzerrungswinkel x = 90° vereinfacht sich das Zeichnen von Figuren,
die in einer zur Grundrilebene parallelen Ebene liegen, gegeniiber den Dar-
stellungen mit anderen Verzerrungswinkeln erheblich. Dies ist unmittelbar aus
dem Vergleich einer Konstruktion in Kavalierperspektive (x = 45°) und der
Darstellung mit einem Verzerrungswinkel x = 90° — bei gleichem Verkiirzungs-
verhiltnis — am Bild B 17 zu erkennen.

bo————

Aufgaben b 51 bis 66




5 Aufgaben zur Kérperberechnung und Kérperdarstellung

Beim Lgsen umfangreicher oder komplizierter Aufgaben ist es zweckmiBig,
nach einer bestimmten Methode, oftmals auch nach einem bestimmten Schema
vorzugehen und fiir dieses Vorgehen einen Losungsplan aufzustellen. Ein mog-
licher Weg soll an den folgenden Beispielen gezeigt werden.

Der Losungsweg besteht aus einer Reihe von analytischen und synthetischen
Lésungsschritten. Durch die analytischen Lsungsschritte, die von den gesuchten
Ergebnissen ausgehen, wird ermittelt, auf Grund welcher mathematischen
Zusammenhiinge das gestellte Problem gelsst werden kann und welche Voraus-
setzungen fiir seine Losung gegeben sein miissen. Die synthetischen Lésungs-
schritte fiithren anschlieBend von den gegeb Vor gen aus zur
Lésung des Problems.

Einer Kugel vom Radius R sei ein gerader Kreiskegel einbeschrieben.
Stellen Sie das Volumen des Kegels als Funktion seiner Hohe dar! Zeichnen Sie
den Graph dieser Funktion in einem kartesischen Koordinatensystem!

1. Erster analytischer Losungsschritt:

Das Volumen eines Kreiskegels wird durch eine Gleichung mit drei Variablen
beschrieben: V' = % r? - h; dabei bedeutet r den Radius des Grundkreises, h die
Hohe des Korpers. Der Aufgabenstellung gemiB wird h als unabhingige Variable
betrachtet, es ist somit zunichst die Abhingigkeit der GréBe r (bzw. r?) von
der GréBe h zu ermitteln.

2. Zuweiter analytischer Lisungsschritt:
Aus der Aufgabenstellung ist ein Zusam-
menhang zwischen dem Kugelradius R
und den GréBen r und h zu folgern. Da
der gerade Kreiskegel ein Rotations-
korper ist, kann das stereometrische
Problem auf ein planimetrisches Problem
(in der Ebene des Achsenschnittes) zu-
riickgefiihrt werden. Das Bild B 18 zeigt,
daB nach dem Satz des THALES das
Dreieck A BS rechtwinklig ist, und nach
dem Héhensatz gilt

ri=h 2R —h).

Damit sind die fiir die Lésung der Aufgabe erforderlichen mathematischen Zu-
sammenhinge ermittelt.

3. Erster synthetischer Losungsschritt:
Aus den Ergebnissen der analytischen Schritte folgt

V =75 h@2R —hh= 3 (2Rh*—h3),

d. h. eine kubische Funktion (Funktion dritten Grades).

4. Zweiter synthetischer Losungsschritt:

Aus der Aufgabenstellung ergibt sich unmittelbar als Definitionsbereich fiir die
gesuchte Funktion 0 < h < 2R. Uber den Wertebereich kann zunichst nur



gesagt werden, daB die Funktionswerte positiv sind und fiir sie als eine obere
Schranke % R3— das Kugelvolumen — gilt.

Es ist zu vermuten, daB innerhalb des Definitionsbereiches ein groBter Funktions-
wert — ein Maximum — existiert (der Beweis kann mit den verfiigbaren Mitteln
nicht gefiihrt werden).

5. Dritter synthetischer Lésungsschritt:

Mit Hilfe der Gleichung ¥V =7 (2Rh®—h?) werden eine Wertetafel fiir die
Funktion aufgestellt und der Graph der Funktion gezeichnet (bei der Einteilung
der Achsen des Koordinatensystems werden Definitionsbereich und Wertebereich
beriicksichtigt; es ist zweckmiBig, die Hohe des Kegels in Bruchteilen des
Kugelradius und das Kegelvolumen in Bruchteilen des Kugelvolumens anzu-
geben, wie die folgende Tabelle zeigt).

i
i
L

| 0 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 | 1,75 2

K 0 0,03 0,09 0,16 0,25 0,29 0,28 | 0,19 0
Viugel
v B 19 Die Tabelle bekriftigt die Vermutung,
VM;:; daB ein groBter Funktionswert existiert

(er liegt, wie hier nicht bewiesen werden
kann, bei % = %) Der Graph der Funk-

tion ist in Bild B 19 dargestellt.

1 1 1
0 95 11315 24 Aufgaben b 67 bis 82

6 Konstruktion der wahren Lénge einer Strecke

Die darstellend-geometrische Konstruktion der wahren Linge einer Strecke
griindet sich auf den Satz, daB eine Strecke dann durch Parallelprojektion kon-
gruent abgebildet wird, wenn sie in der Bildebene oder in einer zu dieser par-
allelen Ebene liegt; vgl. Seite 73.

DemgemiB kann die wahre Linge einer Strecke durch Umklappung in eine
Bildebene oder in eine zu dieser parallele Ebene konstruiert werden.

Es ist die wahre Linge der Seitenkanten einer regelmaBigen dreiseitigen Pyra-
mide 4BCS, deren Grundfliche in der GrundriBebene liegt, zu ermitteln; vgl.
Bild B 20.

Voriiberlegung:

Da die Seitenkanten einer regelmaBigen Pyramide gleich lang sind, geniigt das
Ermitteln der wahren Liinge einer einzigen Seitenkante. Wird die Ebene, die
senkrecht auf der GrundriBebene steht und die Kante enthilt, deren Liange er-
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mittelt werden soll, in die GrundriBebene geklappt, so 4Bt sich aus der Umklap-
pung die wahre Liinge der Kante entnehmen. Bei der Klappung bewegt sich das
Bild der Pyramidenspitze auf einer Senkrechten zum Grundri8 der betreffenden
Kante. Die Hohe der Spitze iiber der Grundriiebene entnimmt man bei der
Eintafelprojektion dem HohenmaBstab, bei der Zweitafelprojektion dem Aufrifi.

Ausfiihrung (Zweitafelprojektion):

Im GrundriB der Pyramidenspitze wird eine Gerade senkrecht zum Grundrif3
der gewihlten Kante — im Beispiel B'S’ — gezeich und auf dieser die Hohe
0"S" aufgetragen. Der erhaltene Punkt (S) wird mit B' verbunden. Die Strecke

B'(S) gibt die wahre Linge einer Seitenkante der Pyramide wieder.

Nun soll die wahre Lange einer Seitenkante der im Beispiel B 4 betrachteten
Pyramide mit Hilfe eines zweiten Aufrisses ermittelt werden; vgl. Bild B 21.
Voriiberlegung:

Die Kante, deren wahre Linge ermittelt werden soll, wird in wahrer Linge in
einer zweiten AufriBebene abgebildet, die parallel zu dieser Kante ist. Die zweite
RiBachse ist in diesem Falle eine Parallele zum GrundriB der betreffenden Kante.
Ausfiihrung:

Parallel zum GrundriB der gewihlten Kante — im Beispiel B'S’ — wird an einer
fiir die Konstruktion giinstigen Stelle die zweite RiBachse gezeichnet; d h
wird der zweite AufriB B”S" der Kante konstruiert. Die Strecke B"S" gibt die
gesuchte wahre Linge der Kante wieder.

Vergleichen Sie dieses Verfahren mit dem Verfahren der Klappung! Nehmen Sie
dabei — als Sonderfall — auch jene zweite Aufrifiebene an, die die Kante enthilt,
deren wahre Linge zu ermitteln ist!

Aufgaben b 83 bis 86
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7 Konstruktion der wahren GréBe einer ebenen Figur

Die Konstruktion der wahren GréBe einer ebenen Figur griindet sich auf den
Satz, daB eine ebene Figur dann durch Parallelprojektion kongruent abgebildet
wird, wenn ihre Ebene mit der Bildebene zusammenfillt oder zu dieser parallel
ist; vgl. Lerneinheit B 4.

DemgemiB kann die wahre GroBe einer ebenen Figur durch Umklappung der
Ebene, in der die Figur liegt, in eine Bildebene oder in eine zu dieser parallelen
Ebene konstruiert werden.

Es ist die wahre GroBe der Seitenflichen einer geraden Pyramide ABCDS mit
rechteckiger Grundfliche zu ermitteln; vgl. Bild B 22.

Voriiberlegung:
Die gegebene Pyramide hat zwei Paare zueinander kongruenter Seitenflichen,
man muB somit die wahre GréBe zweier verschied Seitenflichen ermitteln.

Wird die Ebene, in der die gewihlte Seitenfliche liegt, um ihre Héhenlinie der
Hghe 0 in die GrundriBebene geklappt, so bildet sich die Seitenfliche in wahrer
GroBe ab. Bei dieser Klappung bewegt sich jeder Punkt der Ebene auf einem
Kreisbogen. Der Mittelpunkt des Kreises ist der Punkt, in dem die Fallinie des
umzuklappenden Punktes die GrundriBiebene schneidet, sein Radius ist der Ab-
stand zwischen dem umzuklappenden Punkt und dem Schnittpunkt seiner Fall-
linie mit der GrundriBebene.

Ausfiihrung:

Die Ebene, in der die gewihlte Seitenfliche 4BS liegt, ist durch die Gerade
A'B', um die die Klappung ausgefiihrt werden soll, und den Punkt S bestimmt.
Das Lot von S§' auf A'B' mit dem FuBpunkt F ist der Grundrif der
Fallinie durch S. In S wird zu diesem Lot eine Senkrechte (d. h. eine Parallele
zu A'B') gezeichnet und auf dieser die Hohe 0"S” der Spitze iiber der GrundriB-
ebene aufgetragen. Der auf diese Weise ermittelte Punkt (S) ist ein Eckpunkt
des umgeklappten Stiitzdreiecks S'F(S) der Ebene ABS. Nun wird ein Kreis-
bogen mit F' als Mittelpunkt durch den Punkt (S) gezeichnet und mit dem Lot
von S’ auf A'B' zum Schnitt gebracht (dabei sind zwei Falle moglich; es ist
giinstig, der Ubersichtlichkeit halber den Schnittpunkt auf der von S abge-
wandten Seite von A4'B’ zu wihlen). Dieser mit [S] bezeichnete Punkt ist die
Umklappung von S; 4’ [S] B’ ist die Umklappung der Figur ABS, die deren
wahre GroBe wiedergibt. Auf gleiche Weise wird die Umklappung einer der anderen
Seitenflichen, z. B. BCS, konstruiert.

Wie bildet sich der Weg, den der Punkt S bei der Klap}mng zuriicklegt, im Auf-
riff ab?

Nun soll die wahre GréBe einer Seitenfliche der im Beispiel B 6 betrachteten
Pyramide mit Hilfe eines zweiten Aufrisses ermittelt werden; vgl. Bild B 23,

Voriiberlegung:
Wird die zweite AufriBebene so angenommen, daB die Ebene, die die in wahrer
GroBe dar llende Seitenfliche enthilt, zur zweiten AufriBebene senkrecht

steht, so sind bei der Umklappung keine besonderen Hilfskonstruktionen not-
wendig. Die Konstruktion kann unmittelbar in der (zweiten) AufriBebene aus-
gefiihrt werden.
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Ausfiihrung:
Senkrecht zur Schnittgeraden der gewihlten Seitenfliche mit der GrundriBebene

— im Beispiel 4'B’ — wird an einer fiir die Konstruktion giinstigen Stelle die

zweite RiBachse gezeichnet; es werden jene Teile des zweiten Aufrisses kon-
struiert, die fiir das Ermitteln der wahren GroBe der Seitenfliche wesentlich sind.
Die weitere Konstruktion der Umklappung geht aus dem Bild B 23 unmittelbar
hervor. Auf gleiche Weise wird die wahre GréBe der anderen Seitenfliche er-
mittelt.

Vergleichen Sie dieses Verfahren mit dem ersigenannten Verfahren! Nehmen Sie
dabei — als Sonderfall — auch jene zweite Aufrifiebene an, die die Spitze der Pyramide
enthdlt!

Aufgaben b 87 und 88

8 Ebene Schnitte durch gerade Prismen

Der Schnitt eines ebenflichig begrenzten Kérpers mit einer Ebene kann auf den
Schnitt von Geraden mit der schneidenden Ebene zuriickgefihrt werden. Als
geeignete Geraden erweisen sich die Kérperkanten; ihre Schnittpunkte mit der
schneidenden Ebene bilden die Eckpunkte der Schnittfigur.

Die Aufgaben iiber ebene Schnitte durch gerade Prismen sollen hier auf Fille
beschriinkt werden, in denen die Schnittebene senkrecht auf der AufriBebene steht.
Die anderen Fille lassen sich durch die Annahme einer zweiten Aufriiebene
auf jene zuriickfithren; vgl. Lerneinheit B 7.

Gegeben sei ein dreiseitiges gerades Prisma durch seine Risse sowie eine senkrecht
zur AufriBebene stehende Ebene durch ihre Schnittgeraden mit den RiBebenen.
Diese Ebene schneide das Prisma. Es ist die wahre GroBe der Schnittfigur zu
ermitteln; vgl. Bild B 24.
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Voriiberlegung:

Die Ebene schneidet Kérperkanten; ihre Schnittpunkte mit diesen sind die Eck-
punkte der Schnittfigur. Die Klappung der Schnittebene in die GrundriBebene
ergibt die wahre GréBe der Schnittfigur.
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Ausfithrung:

Man ermittelt die Aufrisse der Schnittpunkte der Kérperkanten mit der Ebene
und aus den Aufrissen die zugeordneten Grundrisse. Die Konstruktion der
Klappung erfolgt wie in Beispiel B 6.

Der Inhalt der Schnittfliche ergibt sich aus dem Inhalt der Grundfliche des Prismas im
ispiel durch folgende Uberl ; vgl. Bild B 25.

Werden die einander entsprechenden Ecken C' des Grundrisses und (C) der Umklappung
durch eine Gerade verbunden und wird diese Gerade mit den gegeniiberliegenden Seiten A’ B’
bzw. (A4) (B) der Dreiecke zum Schnitt gebracht, wobei die Schnittpunkte die Bezeich-
nungen D' bzw. (D) erhalten, so entstehen aus jedem Dreieck zwei Teildreiecke. Die Teil-
dreiecke A'D'C’' und B'C'D' haben die Seite D'C’, die Teildreiecke (4) (C)(D) und
(C) (B) (D) die Seite (C) (D) gemeinsam; die Teildreiecke D'C'A’ und (C) (D) (A) haben
gleiche Hahe, ebenso die Teildreiecke B'C'D’ und (C) (B) (D). Daraus folgt, daB sich die
Flicheninhalte von (4) (C) (D) und A’D'C’ wie (C) (D) zu DC verhalten; ebenso ver-
halten sich die Flicheninhalte von (C) (B) (D) und B'C’'D’ und damit auch die Flichen-
inhalte von (4) (C) (B) und 4'B'C’ wie (C) (D) zu D'C". Das Verhiltnis (C) (D) zu D'C’
1aBt sich mit Hilfe des Aufrisses ermitteln; bedeutet & den Winkel, den die Schnittebene
mit der GrundriBebene einschliefit, so gilt

e

©) (D) =

denn die Strecke DC wird im AufriB in wahrer Liinge abgebildet, und es ist
D"C" = (C) (D).

Da das Prisma auf der GrundriBebene steht und somit 4'B'C’ kongruent A BC ist, sind
die Flicheninhalte von 4'B’'C’ und 4 BC gleich.

Aupcy = Ac
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Der Winkel «, den die Schnittebene mit der GrundriBebene einschlieBt, ist bei der ange-
nommenen Stellung des Prismas gleich dem Winkel § zwischen der Schnittebene und der
Ebene, in der die Grundfliche des Kérpers liegt:
x=p.
Es ergibt sich somit, wenn A den Inhalt der Schnittfliche bedeutet,
Ag
cos f§ ’

Aufgaben b 89 und 90

9 Darstellung von Kreiszylindern und Kreiskegéln in
Zweitafelprojektion und in schréger Parallelprojektion

Die Abbildung eines Kreiszylinders oder Kreiskegels in Zweitafelprojektion ist
besonders einfach, wenn die Grundfliche des Kbrpers in einer der Rxﬁebenen
oder in einer zu dieser Ebene parallelen Ebene liegt. In diesem Falle bildet sich
die Grundfliche im betreffenden RiB als Kreis, im anderen Rif} als Strecke ab.

Stellen Sie in Zweitafelprojektion einen
geraden Kreiskegel (r = 3 cm; h = 7 cm)
dar, der auf der GrundriBebene steht
und von dem durch einen Achsenschnitt
eine Hilfte abgetrennt ist! Die Schnitt-
ebene soll mit der AufriBebene einen
‘Winkel von 45° einschlieBen, die Schnitt-
flache soll im AufriB sichtbar, d. h. nicht
vom Restkérper verdeckt sein; vgl. Bild
B 26.

Voriiberlegung:

Entsprechend der Aufgabenstellung sind

zwei verschiedene Lagen der Schnittebene
maglich, keine von ihnen ist ausgezeich-

net. Die Schnittebene enthilt jene Man-
tellinien des Kegels, von denen die |
Schnittfliche begrenzt wird. Sie steht
auf der GrundriBebene senkrecht und
bildet sich somit auf dieser Ebene als
Gerade ab (projizierende Ebene; vgl.
Lerneinheit B 4). B 26

Ausfiihrung:
Man zeichnet den GrundriB des Kegels und der Schnittebene und konstruiert
den AufriB der Mantellinien, die die Schnittfigur begrenzen.

Bei der Darstellung eines Kreiszylinders oder Kreiskegels in schriger Parallel-

projektion muB im allgemei das Bild der Grundfliche (bzw. der Grund- und
der Deckfliche) mit Hilfe einer speziellen Konstruktion entworfen werden. Es
ist z. B. méglich, von der Abbildung einzelner Punkte des Umfangs der Grund-
bzw. Deckfliche auszugehen Ahnlich wie bei der Abbildung geradlinig be-

grenzter Figuren in schriger Parallelprojektion werden als Hilfslinien Lote von
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den abzubildenden Punkten auf die Bildebene angenommen; diese Lote werden
nach den Zeichenregeln der gewihlten Darstellungsart konstruiert; vgl. Bild
B 27. Die Bilder B 27 a) und b) zeigen die Darstellung eines in einer Horizontal-
ebene liegenden Kreises in schriger Parallelprojektion mit den Daten & = 90°
und ¢ = %; im Bild B 27 b) liegt der Mittelpunkt des Kreises in der Bildebene.
Aus dem Bild geht auch das Zeichenverfahren bei dieser Darstellungsart her-

Zum Vergleich ist in Bild B 27 ¢) der in Bild B 27 b) dargestellte Kreis in Kavalierper-
spektive gezeichnet.

Die Abbildung eines Kreises in schriger Parallelprojektion ist im allgemeinen
eine Ellipse.

Als Sonderfille der Abbildung sind kongruente Kreise oder Strecken maglich.
Unter welchen Bedingungen (Lage des Kreises und der Projektionsgeraden zur
Bildebene) treten diese Sonderfiille ein ?

Eine Ellipse ist eine zweiachsig symmetrische Figur; die lingere Achse heifit
Hauptachse 2a, die kiirzere Nebenachse 2b; vgl. Bild B 28.
Wenn beim Zeichnen so viele Bildpunkte ermittelt sind, daB die Form der

Ellipse gut erkennbar ist, wird die Kurve
mit Hilfe eines Kurvenlineals gezeichnet
oder freihdndig skizziert. Die Genauig-
keit der Zeichnung kann durch Hinzu-
nahme weiterer Punkte erhéht werden,
besonders an Stellen stirkerer Kriim-
mung der Kurve.
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Eine andere Moglichkeit, den Kurvenverlauf zu ermitteln, besteht in der Abbildung von
Tangenten an die Kurve. Bei diesem Verfahren reichen oft wenige Punkte mit den zuge-
horigen Tangenten aus. Wird z. B. einem Kreis ein Vieleck umbeschrieben und dieses
Vieleck dann abgebildet, so ergeben sich Tangenten an die Bildellipse. Dieses Verfahren
ist in Bild B 29 gezeigt (die umbeschriebene Figur ist ein regelméBiges Achteck).

Der Umrif3 des Bildes eines Kreiszylinders in schriger Parallelprojektion setzt
sich im allgemeinen aus Teilstiicken der Umrisse der Grund- und der Deckfliche
sowie aus den Bildern zweier Mantellinien zusammen; vgl. Bild B 30.

Der UmriB des Bildes eines Kreiskegels in schriger Parallelprojektion setzt sich
entweder aus einem Teilstiick des Umrisses der Grundfliche und den Bildern
zweier Mantellinien zusammen, oder er besteht nur aus dem UmriB8 der Grund-
fliche. Dieser Fall tritt ein, wenn der Bildpunkt der Spitze auf der UmriBlinie
oder innerhalb der UmriBlinie der Grundfliche liegt.

B30 B3l

Beim Zeichnen oder Skizzieren krummflichig begrenzter Kérper in schriger Parallel-
projektion reicht es meist aus, auftretende Tangenten an Kurven nach AugenmalB zu
zeichnen; vgl. Bild B 31.

Es ist ein aufrecht stehender gerader Kreiskegel (r =4 cm; h = 4,5 cm) in

schriger Parallelprojektion (a =90°; ¢ =%) skizzenmiBig darzustellen; vgl.
Bild B 31.

Voriiberlegung:

Nach dem vorgeschriebenen Darstellungsverfahren, (a =90° ¢ =~;—) ist das
Bild der Grundfliche eine Ellipse mit einem Achsenverhiltnis 2a:2b =2:1,
deren Hauptachse senkrecht auf dem Bild der Kegelachse steht. Daraus folgt,
daB die zwei Tangenten, die den Umri8 des Kegelbildes ergeben, und ihre Be-
riihrungspunkte symmetrisch zum Bild der Kegelachse sind.

Ausfiihrung:

Zunichst werden das Bild der Grundfliche und das Bild der Kegelachse skizziert ;
der Bildpunkt der Kegelspitze wird markiert. Von diesem Punkt aus werden
die Tangenten an das Bild der Grundfliche gezeichnet.

Aulgaben b 91 bis 100



10 Ebene Schnitte durch gerade Kreiszylinder

Der Schnitt eines Zylinders mit einer Ebene kann #hnlich wie der Schnitt eben-
flichig begrenzter Korper auf den Schnitt von Geraden mit der schneidenden
Ebene zuriickgefiihrt werden. An Stelle der Korperkanten bei ebenflichig be-
grenzten Korpern konnen als Hilfsgeraden Mantellinien bei Zylindern angenom-
men werden. IThre Schnittpunkte mit der schneidenden Ebene ergeben einzelne,
in der Regel nicht besonders ausgezeichnete Punkte der im allgemeinen krumm-
linig begrenzten Schnittfigur. . '

Die Aufgaben iiber ebene Schnitte durch gerade Kreiszylinder werden auf Fille
beschrinkt, in denen die Schnittebene senkrecht auf der AufriBebene steht.

Ein gerader Kreiszylinder (r =3 cm; h = 10 cm) werde von einer Ebene ge-
schnitten, die mit der Zylinderachse einen Winkel von 45° einschlieBt. Es ist
die wahre GroBe der Schnittfigur zu ermitteln; vgl. Bild B 32.

17710 16
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Voriiberlegung:

Die Ebene schneidet die Mantellinien des Zylinders. Die Schnittpunkte der
Ebene mit Mantellinien sind Punkte, die bei einer Klappung der Schnittebene in
die GrundriBebene Punkte der in wahrer GroBe abgebildeten Schnittfigur

ergeben.
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Ausfiihrung:

Die Schnittebene wird senkrecht zur AufriBebene angenommen. Es werden so
viele Mantellinien fiir den Schnitt mit der Ebene ausgewihlt, daB die Umklap-
pung der Schnittfigur hinreichend sicher skizziert werden kann (im Beispiel die
Punkte 1 bis 16). Aus den Aufrissen der Schnittpunkte der Mantellinien mit der
Schnittebene werden die zugeordneten Grundrisse ermittelt. Die Konstruktion
der Klappung erfolgt wie in Beispiel B 6.

Bemerkung: Ein ebener, zur Achse des Korpers nicht paralleler Schnitt eines
Kreiszylinders ist entweder ein zur Grundfliche des Zylinders kongruenter Kreis
oder eine Ellipse, deren eine Achse gleich dem Durchmesser der Grundfliche ist.

Zur Berechnung des Flicheninhalts der Schnittfig vgl. L inheit B 8.

Aufgaben b 101 bis 104

Pyramiden- und Kreiskegelstimpfe

11 Pyramidenstimpfe; Volumen und Oberflédche

Wird eine Pyramide durch eme zu ihrer Grundfliche parallele Ebene geschnit-

ten, so hen ein Py f und die zum Stumpf gehdrende Ergiin-
zungs- oder Restpyramide.

Ein Pyramid f wird b

von zwei dhnlichen, uber mc.ln kongruenten n Ecken, die in parallelen Ebenen
liegen, und

von n Trapezen.

Die dhnlichen Vielecke, die in parallelen Ebenen llegen, werden Grundfliiche und
Deckfliche, die Trapeze Seitenflichen des Py Die

Gesamtheit der Seitenflichen bildet die Mantelfliiche (den Mlntel) des Pyramiden=
stumpfes; vgl. Bild B 33.

/7

B33

Die Pyramidenstiimpfe ké in
werden.

Weise wie die Pyramiden eingeteilt
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a) Was ist unter einem geraden, was unter einem regelmdifigen Pyramidenstumpf
zu verstehen ? Welche Form haben die Seitenflichen eines regelmifigen Pyra-
midenstumpfes ?

b) In welcher Beziehung stehen die Merlge aller geraden quadratlschen Pyramtden-
stiimpfe und die Menge aller regelmdipigen vierseitigen Pyr pfe

Das Vol eines Pyramidenstumpfes ergibt sich als Differenz des Volumens
der Vollpyramide (Stumpf und Ergénzungspyramide) und des Volumens der
Erginzungspyramide. Es ist

V=%'h'(40+ VAc4p + 4p)

Auf die Herleitung dieser Gleichung soll hier verzichtet werden.

Welche Gleichung ergibt sich, wenn Grundfliche und Deckfliche des Kérpers gleich
grof angenommen werden ?

Der Oberflicheninhalt eines Pyramid fes setzt sich aus den Inhalten der
Grundfliche, der Deckfliche und der Mantelﬂéche zusammen.

Der Stumpf einer regelmiBigen vierseitigen B34

Pyramide habe Grundkanten a = 4,00 m; Deck- ! h
kanten b = 2,00 m und eine Héhe h = 1,50 m. -
Berechnen Sie das Volumen und den Oberflachen- /J- —_——
inhalt des Kérpers; vgl. Bild B 34! A
s 77"

Lésung: = E e

] s h- (4o + VAg + Ap)

= 0,50 m - (16,0 m® + V160m= 4,0 m? 4 4,0 m?)

V=050m-28m?=14,0m?

dp = A - Aot A
Zur Berechnung des Flicheninhalts des Mantels, der aus vier gleichschenkligen
Trapezen gebildet wird, ist die Lange der Flichenhthe hs der Seitenflichen er-

forderlich. Sie kann mit Hilfe des Satzes des PYTHAGORAS ermittelt werden.
hs = Vh? + (23%) = 1225 m? + Tm?
hs =73,25m?~ 1,80 m
Ay =425 hs=4-300m 1,80 m = 21,6 m?
Ao = 16,0 m? + 4,0 m? 4 21,6 m?
Ao = 41,6 m?
Das Volumen des Pyramidenstumpfes betrigt 14,0 m?, der Inhalt seiner Ober-
fliche 41,6 m2

Aufgaben b 105 bis 120
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12 Darstellung von geraden Pyramidenstimpfen in
Zweitafelprojektion und in schréiger Parallelprojektion

Bei der Darstellung eines Pyramidenstumpfes in schriger Parallelprojektion sind
das Bild der Grundfliche und das Bild der Deckfliche im allgemeinen dhnliche
Figuren in Ahnlichkeitslage. Ahnlichkeitspunkt ist dabei das Bild der Spitze der
Vollpyramide.

K s

Gegeben sei ein regelmiBiger itiger Pyr umpf, dessen Grund-
fliche eine Seite von 3,5 cm und dessen Deckfliche eine Seite von 2 cm Linge
habe, seine Hohe betrage 5 cm. Stellen Sie diesen Kérper dar

a) in Zweitafelprojektion; vgl. Bild B 35;

b) in schriger Parallelprojektion (Kavalierperspektive); vgl. Bild B 36!

B35 B 36 !

6 _HN KM L /q\
I
I\

Voriiberlegung:
Eine besondere Lage des Korpers ist nicht vorgeschrieben. Der Einfachheit halber
wird die Grundfliche des St fes so daB sie in der GrundriB-

ebene liegt und eine der durch den Mittelpunkt gehenden Diagonalen der Grund-
fliche parallel zur AufriBebene ist. Diese Lage des Korpers erméglicht eine ein-
fache Konstruktion, da bei einem regelmiBigen Sechseck der Abstand eines
Eckpunktes vom Mittelpunkt gleich der Seitenlinge ist.

Ausfithrung der Konstruktion (Zweitafelprojektion):

Zunichst wird der GrundriB8 des Korpers konstruiert, anschlieBend der Aufrif.
Die Verlingerung der Aufrisse der Seitenkanten kann zur Zeichenkontrolle
dienen (die Geraden miissen einander in einem Punkt, dem AufriB der Spitze der
Vollpyramide, schneiden).

Ausfithrung der Konstruktion (schrige Parallelprojektion):
Begonnen wird mit dem Bild der Grundfliche und der Kérperachse; danach wird
das Bild der Deckfliche konstruiert.
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Welche Zeichenkontrollen sind bei der Darstellung des Korpers in schriger Parallel-
projektion maglich ?

Bei einem geraden quadratischen Pyramidenstumpf betrage die Linge der
Grundkante 7,5 cm, die Linge der Scitenkante 5cm und die Linge der Hohe
4 cm. Stellen Sie den Korper in Zweitafelprojektion so dar, daB die Grundflache
in der GrundriBebene liegt und eine Grundkante parallel zur AufriBebene ist;
vgl. Bild B 37!

Voriiberlegung:

Da sich bei der geforderten Lage des E"H" F'6" B37
Korpers keine Seitenkante im Grundrill
oder im AufriB in wahrer Linge abbil- o H"
det, diese Linge aber zum konstruktiven ( Fogm
Ermitteln der Deckkanten benétigt wird,

ist eine Hilfskonstruktion in einer Ebene

erforderlich, in der eine Seitenkante des
Stumpfes kongruent abgebildet wird. IR
Solche Ebenen sind parallel zu einer
Ebene, die zwei gegeniiberliegende Sei- IS
tenkanten und je eine Diagonale der g
Grund- und der Deckfliche enthilt. Von
den Méglichkeiten fiir die Konstruktion E
(vgl. Lerneinheit B 6) erweist sich die it
Hinzunahme eines zweiten Aufrisses als
zweckmiBig. A B

Ausfiihrung:
Es wird der GrundriB der quadratischen Grundfliche ABCD des Stumpfes ge-
zeichnet, eine zweite RiBachse parallel zu einer Diagonale des Quadrates an-
genommen und der zweite Aufri der Eckpunkte der Deckfliche EFGH des
Korpers ermittelt. Aus dem zweiten Aufri werden GrundriB und (erster) Auf-
riB} dieser Punkte konstruiert.

Aufgaben b 121 bis 124

13 Kreiskegelstimpfe; Volumen und Oberflédche

Wird ein Kegel durch eine zu seiner Grundfliche parallele Ebene geschnitten,

so entstehen ein Kegelstumpf und der zum Stumpf gehérende Ergiinzungs- oder
Restkegel.

Ein Kreiskeg pf wird beg

von zwei Kreisflichen verschied Durck . die in parallelen Eb

liegen, und

von einer in die Ebene abwickelbaren Fliche.

Die Kreisflichen, die in parallelen Ebenen liegen, werden Grundfliche und Deck-
fliiche, die gekriimmte Fliche wird Mantelfliche (Mantel) des Kreiskegelstumpfes
genannt. Die Verbindungsgerade der Mittelpunkte der Grundfliche und der
Deckfliche heiBt Achse des Kreiskegelstumpfes.
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Der Mantel eines Kreiskegelstumpfes enthalt gerade Linien, die einen Punkt
der Beg gslinie der Grundfliche mit einem Punkt der Begrenzungslinie.
der Deckfliche verbinden, ihre Verlingerungen schneiden einander in einem
Punkt, der Spitze des zum Stumpf gehérenden Erginzungskegels; vgl. Bild

B 38. Diese geraden Linien heien Mantellinien des Kegelstumpfes.

Wie die Kreiskegel konnen auch die Kreiskegelstiimpfe in gerade und schiefe
Kreiskegelstiimpfe eingeteilt werden.

Welche Lage nimmt die Achse eines geraden Kreiskegelstumpfes zu dessen Deck-
fliiche ein ?

Das Vol eines Krei 1 fes ergibt sich als Differenz zwischen dem
Volumen des Vollkegels (Stumpf und Erginzungskegel) und dem Volumen des
Erginzungskegels.

V=;'h'(rl'+r,r,+.r,')

a) Vergleichen Sie diese Formel mit der entsprechenden Formel fiir den Pyramiden-
stumpf!

b) Die ’I,.Ifdhe des Vollkegels (Stumpf und Erginzungskegel) ist vom Radius der
Grundfliche, vom Radius der Deckfliche und von der Héhe des Stumpfes ab-
hingig. Driicken Sie diese Hohe als Funktion dieser Variablen aus!

c) Zeigen Sie, dafl sich aus der Gleichung fiir das Volumen eines Kreiskegel-
stumpfes die Gleichung fiir das Volumen eines Kreiszylinders ergibt, wenn
ry = r, gesetst wird!
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Der Oberflicheninhalt eines Kegelstumpfes g 5
setzt sich aus dem Inhalt der Grundfliche, Oberfldche Kreiskegelstumpf
der Deckfliche und dem Mantel zusam-
men.

Der Inhalt des Mantels eines geraden
Kreiskegelstumpfes ist die Differenz der
Flicheninhalte zweier Kreissektoren glei-
chen Zentriwinkels, vgl. Bild B 39; und
zwar ist der Radius des gréBeren gleich
der Mantellinie s, des Vollkegels (Stumpf-
und Erginzungskegel), der Radius des
kleineren gleich der Mantellinie s, des Er-
ginzungskegels.

rAM — -8 (r, + ry) mit s fir die Mantellinie des Kegelstumpfes

Der Stumpf eines geraden Kreiskegels habe einen Grundflichenradius r; = 90 mm,
einen Deckflichenradius r, = 54 mm und eine Hohe h = 48 mm. Berechnen

Sie Vol und Oberflicheninhalt des Korpers!
Losung: .
I 5 I (r ¥ mirs+15%)
=%- 48 mm - (8100 mm? + 4860 mm? + 2916 mm?)
V=%'48mm'15876mm’w 798000 mm ® = 798 cm?

Ao =mn-|r? +r? + s(r, + r2)]

Die Lange der Mantellinie, die nicht gegeben ist, kann mit Hilfe des Satzes des
PYTHAGORAS ermittelt werden; vgl. Bild B 40.

s=Vr,—r)* +h
= ¥/(36 mm)? + (48 mm)?
= 1296 mm? + 2304 mm?
= ¥3600 mm?

s = 60 mm
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(24)

Ao =7+ (8100 mm? + 2916 mm? + 60 mm - 144 mm)
=n-19656 mm2 |
Ao ~ 61750 mm? = 617,5 cm?
Das Volumen des Kegelstumpfes betragt 798 cm?, der Inhalt seiner Oberfliche
617,5 cm?2,
Aufgaben b 125 bis 130

14 Darstellung von geraden Kreiskegelstimpfen in
Zweitafelprojektion und in schréger Parallelprojektion

Wie bei der Darstellung eines Pyramidenstumpfes sind bei der Darstellung eines
Kegelstumpfes in schriger Parallelprojektion das Bild der Grundfliche und das
Bild der Deckfliche im allgemeinen éhnliche Figuren in Ahnlichkeitslage mit dem
Bild der Spitze des Vollkegels als Ahnlichkeitspunkt.

Bei der Darstellung eines Kreiskegelstumpfes in schriger Parallelprojektion
werden die geraden Teile der Umrillinie des Kérpers von den gemeinsamen
Tangenten an die elliptischen Bilder der Grund- und der Deckfliche gebildet.
Diese Tangenten gehen vom Bildpunkt der Spitze des Erginzungskegels aus.

Gegeben sei ein gerader Kreiskegelstumpf, dessen Grundfliiche einen Radius von
4,5 cm und dessen Deckfliche einen Radius von 2,5 cm habe, die Linge der
Mantellinie sei 4,5 cm. Stellen Sie den Kérper in Zweitafelprojektion dar!

Die Grundflache des Kérpers soll in der GrundriBebene liegen; vgl. Bild B 41.

/ ¥ Voriiberlegung:
| A Die Hohe des Stumpfes ist nicht gegeben.
,9/’ E Da aber im AufriB zwei Mantellinien des

Kérpers sowie die zugehérigen Radien der
Grund- und der Deckfliche in wahrer Lange
bgebildet werden, ist eine Konstruktion
der Hohe im AufriB méglich.

Ausfithrung:

Zunichst wird der GrundriB des Korpers
gezeichnet. Mit Hilfe der entsprechenden
Ordnungslinien werden die Aufrisse der
Mantellinien, die in wahrer Linge abgebil-
det werden, konstruiert. Damit ist die Héhe
des Korpers ermittelt. Der AufriB des Kor-
pers wird ergénzt.

\
;

B4l

Welche Zeichenkontrollen sind bei diesem Beispiel miglich ?
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Gegeben sei ein gerader Kreiskegelstumpf
(n=4cm; r,=2cm; h=4,5cm)
Ermitteln Sie durch Konstruktion die
Linge der Mantellinien! Skizzieren Sie
den aufrecht stehenden Kérper in schri-
ger Parallelprojektion (zx =90°¢q = %),
vgl. Bild B 42.

Voriiberlegung:

Durch die schrige Parallelprojektion
werden bei der geforderten Lage des
Korpers jene zwei Mantellinien des
Stumpfes in wahrer Linge abgebildet,
die parallel zur Bildebene sind. Diese
Mantellinien liegen in der die Kérper-
achse enthaltenden Parallelebene zur
Bildebene.

Ausfiihrung:
Zunichst werden die Mantellinien, die in der die Kérperachse enthaltenden
Parallelebene zur Bildebene liegen, konstruiert (evtl. gesondert von der Kérper-
skizze). Bevor mit dem Skizzieren der UmriBlinie des Korpers begonnen wird,
werden die Mittelpunkte und die Scheitelpunkte der elliptischen Bilder der
Grund- und der Deckfliche sowie das Bild der Spitze des Ergidnzungskegels kon-
struiert. Vom Bild der Spitze des Erginzungskegels gehen die umriBbildenden
Tangenten an die Ellipsen aus.

Aufgaben b 131 und 132

15 Zusammengesetzte Kérper

In der Praxis haben die Gegenstinde, deren Volumen oder deren Oberflichen-
inhalt berechnet werden soll, vielfach nicht die Form einfacher geometrischer
Korper. Oftmals kénnen sie aber in Teile zerlegt werden, die einfache geome-
trische Korper sind.

Eine Blechkanne habe den im Bild B 43 dargestellten Achsenschnitt. Berechnen
Sie das Volumen und den Oberflicheninhalt der Kanne!

Voriiberlegung:

Die Kanne setzt sich aus drei Teilkérpern, einem geraden Kreiszylinder und
zwei geraden Kreiskegelstimpfen, zusammen. Ihr Rauminhalt ist gleich der
Summe der Rauminhalte der drei Teilkérper; ihr Oberflicheninhalt ist gleich der
Summe der Mantelflichen der drei Teilkérper und der Bodenfliche, einer Kreis-
flache.

Einfithrung von Variablen:
Die Bedeutung der Variablen ry, ry, hy, hy, sy, s, ist aus Bild B 43 ersichtlich.
Beim Volumen (V) und Fldcheninhalt (4) werden die Teilkérper durch einen
Index kenntlich gemacht.
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Ohne Index — Gesamtkérper

Index 1 — oberer Teilkérper (Zylinder)
Index 2 — mittlerer Teilkérper (Kegelstumpf)
Index 3 — unterer Teilkérper (Kegelstumpf)
Der Inhalt der Bodenfliche wird mit A, bezeichnet. & A

Anwendung der Formeln, Ausrechnung:
V=Vi+V,+V,

90

0
gy
hy

Vi=n hbr?

V,= ”Th'("zg + nry + 5%

V, = "3"- (1 4 ryrg + 152 135 ry

V=n ‘hlr,2 + L;"" (ry? + ryrg +159) = &
A=A, + A4, + 4, + 4, X B
A4, =2n-rh,

Ay =75y (ry +1y)

Ay =m-s,(ry + 1

s O Tl

A =n[2rhy + (3, + 8) (r, +19) + 1,7 B43

Es ist zweckmiBig, die gegebenen Werte und die Resultate der erforderlichen

Nebenrechnungen tabellarisch zusam fassen. Da die Abmessungen des

Kérpers die Angabe des Volumens in Kubikdezimetern (Litern) und der Ober-

flache in Quadratdezimetern nahelegen, werden die MaBzahlen fiir Langen auf
B b

die Einheit 1 D Die Tabelle enthilt nur MaBzahlen.

£}

el Ts hy hy rntr hl—:‘h—’ et Loy ] g
Wert 0,85 | 1,35 | 0,90 | 2,40 2,20 L10 0,72 | 1,15 | 1,82
g+t 2rihy s sy 1+ 8
3,69 1,53 1,03 2,45 3,48

V = (0,90 - 0,72 + 1,10 - 3,69) dm?®

V =14,8 dm?
A =7 (1,53 + 3,48 - 2,20 + 0,72) dm?
A =311 dm?

Die Blechkanne hat ein Volumen von 14,8 dm3 und einen Oberflicheninhalt
von 31,1 dm?2,

Lassen sich die Gegenstinde nicht aus einfachen geometrischen Korpern zusammensetzen,
so konnen sie dennoch in vielen Fillen durch einfache geometrische Korper — oder durch
eine Kombination solcher Kérper — angenihert werden.

Auch in Formelsammlungen werden fiir die Berechnung bestimmter Klassen von Kérpern
oftmals Naherungsformeln ben, da die Formeln kompliziert sind und ihre
Anwendung ein UbermaB an Rechenarbeit fordern wiirde.

Aufgaben b 133 bis 150
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98 a) kaelfnnklmnen

126  b) Korperb ung und Korperdarstellung

Der Ubersechaf k ist mit mod. Drehbockkrinen aus dem VEB Kranbau
Eberswalde ausgeriistet. Diese Krine ermiglichen wegen ihrer groSen Beweglichkeit
einen schnellen Wuunnmchlng

Die Tragfihigkeit eines Kunu hingt von der Stellung des Auslegers ab. Die Druck- baw.
Zugkrafte in Ansl, und A ilen andern ihre GroBe bei Veranderung dieser

Stellung auch dann, wenn die Belnntung des Kranes k bleibt. Berechnungen hierzu
konnen wir mit den Mitteln der Trigonometrie durchfiihren. x S

7 (01002



a) Winkelfunktionen

1. Geben Sie zu jeder der folgenden Funktionen jeweils ein geordnetes Paar an, das dazu
gehort, und eines, das nicht dazu gehért!
a)y=25x2+2 (xeP) b) f(z) = 82® (z€ P)
¢) Die Funktion sei die Menge der geordneten Paare [n; p], wobei n eine beliebige natiir-
liche Zahl und p die kleinste Primzahl, fiir die n < p gilt, seien.

d) s(0) = % 12 (t sei eine beliebige Zeit; g = 9,81 m s~%)

2. Gegeben sei die Funktion f(x) = x* + 4x + 1.
Ermitteln Sie alle geordneten Paare [x; f(x)], fiir die f(x) = 0 gilt! Wie werden die Elemente
des Definitionsbereiches genannt, fiir die f(x) = 0 gilt?

3. Ermitteln Sie den Wertebereich und, falls vorhanden, die Nullstellen folgender Funkti !
a)y=1x—9 (—3=x=3;x€eP)
b)y=1logix (0<x=<10;x€P)
)y=gx+1(0sxS2zxeP)
d)y=102  (xeP)

Bri Sie die folgenden Gleichungen in die Form y = f(x)!

Es gelte jeweils xe P; y € P.

4oa)3x+Ty—2=0 5.8)17x—3y +9=0
b)8x2+y—6=10 b)2y—12x24+9=0
o) 2y —4* =0 ©) =5y + 102 =0
d) 3-logx — by =0 d) 10y + 5 - logyex = 0

Die in der Aufgabe a 4(a5) gebildeten Gleichungen y=f(x) werden als Zuordnungsvorschrift von

Funktionen aufgefaBt. Als Definitionsbereich gelte die Menge aller Zahlen x, fiir die der Term

[f(x) definiert ist.

Untersuchen Sie, ob die unter a 6 (a7) aufgefuhrten geordneten Paare Elemente der aus den
Gleichungen a 4 (a 5) herv F sind!

6. a) [—4; 2], [3:—1] 7. a) [—1 5], [—3; 0]
b) [0; 6], [—2; —26) B[z =3 [ 539
o) [0i— 3] =2 o152, [—1;—2]
A 41, [—8; — 5] ) [1:.0), [0 — ]

Zu folgenden Funktionen sind zu ermitteln: Wertebereich, Nullstellen, M iei valle mit

Angabe der Art des Monotonieverhaltens!
Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen!

Ba)y=—sx+3 (—2<x<3;zeP)
b)y=3x+3 (—3<x<3;xcP)
y=(x—2"—3 (—2Sx=4;x€G)
d)y==x*—8 (xe P)

9. a)y=3]x|+2 (—l1=x=<1l;xeR)
b)y =27 (xe P)
¢) y = logyx (}gxss: xeP)
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10. Formulieren Sie eine Gleichung y = f(x) fiir eine lineare Funktion, die folgende Zahlen-
paare als Elemente besitzt! Uberpriifen Sie Ihre Losung mit Hilfe des Graphen der Funk-

tion!
o) i3 (=31 b [0: — 3] (=25 0]
11. Weisen Sie nach, daB es keine lineare Funktion gibt, die die folgenden drei Zahlenpaare als

Elemente besitzt!
[1; 0], [0; 2], [—2;0]
Veranschaulichen Sie diesen Sachverhalt mit Hilfe einer graphischen Darstellung!

12. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel ACB. CD sei das Lot von
C auf AB. Das MaB des Winkels < CBA sei 36°.
Ermitteln Sie die Mae der folgenden Winkel!
a) X BAC b) ¥ ACD ¢) < DCB

1

w

. Der Mittelpunkt eines Kreises sei M; vgl.
Bild al. 4, B, C seien Punkte auf dem
Kreis, M liege auf BC. Das MaB des
‘Winkels <t ACB sei 64°.

Ermitteln Sie die MaBe der folgenden
Winkel!
a) < CBA b) X MAC ¢) & AMB

14. Der Mittelpunkt eines Kreises sei M; vgl.  15. Der Mittelpunkt eines Kreises sei M; vgl.
Bild a 2. Bild a 3.
A, B, C seien Punkte auf dem Kreis, M A, B seien Punkte auf dem Kreis, M liege
liege innerhalb des Dreiecks 4BC. Das nicht auf AB. t; und ¢, seien die beiden
MaB des Winkels < BAM sei 43°. Strahlen, in die die Tangente durch B an
Ermitteln Sie die MaBe der folgenden den Kreis durch den Punkt B geteilt wird.
Winkel! Das Mal} des Winkels <t BAM sei 27°.
a) X MBA b) X AMB ¢) X ACB Ermitteln Sie die MaBe der folgenden
Winkel!

a) < MBA  b) & AMB
¢) X (AB;t;) d) < (t,; BA)

al
t

16. Gegeben seien zwei zueinander parallele  17. Gegeben seien drei Geraden h, k, I, die
Geraden g, und g,, die durch eine Gerade nicht paarweise zueinander parallel sind.
h geschnitten werden. Das MaB des Win- Das MaB des Winkels < (h;[) sei 117°,
kels <X (gy; k) sei 41°. das MaB des Winkels < (k, I) sei 24°.
Ermitteln Sie die MaBe der folgenden Ermitteln Sie die MaBe der folgenden
Winkel! Winkel!
a) X (g1;h) b) X (higs) a) S (hik) b) X (;k)
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Konstruieren Sie Winkel mit folgenden MaBen! Beschreiben Sie die Konstruktion!
18. a) 60°  b) 90° 19. a) 30°  b) 45°

Gegeben seien folgende Mengen von WinkelmaBen. Uberpriifen Sie, in welchen Fallen es sich
um einander dquivalente Winkel handelt! Ermitteln Sie fiir diese Fille den Hauptwert der
horigen Klasse einander dquival Winkel!

20. a) (2015°, 1295°, 575%) 21. ) (445°, 1165°, 1885°)
b) {473°, —247°, 1193 b) {444°, 1164°, 1514°)
) {395° 1115°, 1315°) c) {893°, —547°, 12539

Ermitteln Sie die Hauptwerte der Klassen einander dquivalenter Winkel, in denen Winkel mit
folgenden MaBen liegen!

22. a) 4380° b) 367,5° ) 2713,4° 23. a) 515,6° b) 758,4° ¢) 438,5°
d) —1573° e) —15,7° f) —479,7° d) —47,6° e) 3205,6° f) —3721,3°

Berechnen Sie die Bogenlinge b fiir einen Kreisbogen mit einem Radius r und dem Zentriwin-
kel !

24, a) r=5cm;a = 40° 25. a) r = 12,8 cm; & = 42,3°
b) r = 4,7cm; x = 15° b) r = 2,7 cm; & = 82,7°

Berechnen Sie den Radius r fiir einen Kreisbogen b mit dem Zentriwinkel !

26. a) b = 14,8 cm; o = 9,4° 27. a) b = 19,5 cm; x = 183,4°
b) b = 24,7 cm; x = 34° b) b = 22 em; a = 90°

28. Durch die Gleichung y = arcx (0° = & < 360°) ist eine Funktion festgelegt, deren Defini-
tionsbereich GradmaBe und deren Wertebereich reelle Zahlen sind.
a) Stellen Sie diese Funktion auf Millimeterpapier graphisch dar!
b) Welche Beziehung zwischen & und arca wird durch die graphische Darstellung zum
Ausdruck gebracht ?
¢) Vervollstindigen Sie die folgende Tabelle mit Hilfe des Graphen der Funktion y = arc «!

110° | 320° 70° 250° | 180° 210°
5,5 43 | 2,7 6,1 | 5,0
Berechnen Sie mit Hilfe des Rech bes das B B fiir Winkel, die folgende GradmaBe
besitzen!
29. ) 15° b) 12° ¢) 42° d) 75° 30. a) 84° b) 200° c¢) 102° d) 144°
Rechnen Sie mit Hilfe des Reck bes vom GradmaB ins B 8 um!

31. a) 43,8° b) 72,5° ) 221° d) —60,5°  32. a) 138° b) —47,6° c) 816° d) —318°

Ermitteln Sie mit Hilfe von Tafel oder Rechenstab das GradmaB fiir Winkel mit folgendem
BogenmaB!

33. a) arca = 3,764 34, a) arco = 2,734
b) arcax = 1,476 b) arcax = —5,638
¢) arca = 0,937 ¢) arca = —2,348
d) arco = 4,843 d) arca = —0,375
e) arcx = 0,84 e) arcx = 0,36
f) arca = —0,95 f) arca = 1,16
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Losen Sie die folgenden Gleichungen ohne Rech ab oder Tafel (x GradmaB, x € P)!

35. a) nca:% b) nrca:% 36. a) arc210° = x b) uca:%n
¢) arc150° =x d) arc390°'=x c) arca=%n d) arc225° =«
e) arca=—% f) uca:%n ) arc(—300°) =x f) nrca=—%n

7. Die folgenden reellen Zahlen sollen als BogenmaB von Winkeln aufgefaBt werden.
Bilden Sie Teilmcngen einander dquivalenter Winkel!

15 31 13
{6 s T‘ -ﬁ—n. TH T3 —nl )
20 2 19 n \
N R L

5. Die 122-mm-Haubitze 38 der NVA hat
einen horizontalen SchuBwinkelbereich von
49°. Die maximale SchuBentfernung be-
tragt 11,8 km.

Wie groB ist der Bogen an der Peripherie,
der maximal beschossen werden kann?

Ermitteln Sie naherungsweise durch Konstruk-
tion (Kreis mit einem Radius r = 5 em) Lo-
sungen folgender Gleichungen!

(x,ye P;0 = x < 2n)

39. a) ain% =y b)sin50°=y 40. 2) sin2=y b) sin130°=y
¢) sinx =03 d) sinx=—0,25 ¢) sinx = 0,8 d) sinx=—0,35
Ui hen Sie, ob folgende geord Paare Elemente der Funktion y = sin x sind!
41. a) [—m;1] - b) [%n;O] 42. 8) [—327;0] b) [19-«:0
¢) [_%n; 1] d) [18;0] °) [;u;—l] d) [ n,—l}
1. Beweisen Sie, daB folgende A inander dquivalent sind!

A: Fir alle x (x € P) gilt: sin (x + 27) = sin x.
B: Fiiralle x (x€ P;0 < x < 2n) gilt: sin(x 4 k- 27) = sinx (k€G).

‘Welche der folgenden Gleichungen hat eine Losung und welche nicht ?

43. a) sinx = 1,3 44. a) ginx = —0,83
b) 3sinx =2 b) —2sinx =4
¢) |sinx| =4 ©) |sin x| =%
d) 4sinx+2=0 d) 3sinx—6=—4

Besitzt die Sinusfunktion in folgenden Intervallen Nullstellen oder nicht?
Geben Sie die Nullstellen an!

45.2) _1<2x<0 b) T<:<_3 46.0) 25x<1 B) —Zsasia
) U215 d) Z<x<la ©)8<x<9 d —4<x=<—3



47. Wickeln Sie ein Stiick Papier mehrmals um eine Kerze! Fiihren Sie einen ebenen Schnitt
in einem spitzen Winkel zur Achse der Kerze! Wickeln Sie das Blatt ab! Die Schnittlinie
ist eine Sinuskurve; vgl. Bild a 4.

48. Zeich Sie die Graphen folgender Funkti )ewexl.l in ein gesondertes Koordinaten-
system, indem Sie vom Grnph der Funktion y = sin x ausgehen!
Ermitteln Sie Wertebereich, Nullstellen und Monotonieintervalle der Funktionen!

a)y=4sinx (—n = x = 2n) byy=25sinx (—22r<x=<0)
49. Uberpriifen Sie, ob die folgend d Zahlenp der Funktion

y=2sinx (—10z < =x = 107) nngehoren oder nicht!

a) [0; 0] b) [5i—2] Of—sm—2 o[-%m2

&) [—97;0] 1) [%n; —2] o ® [L;n; 2] h) [107; 0)

50. Ermitteln Sie die kleinsten Perioden der folgenden Funktionen (x € P)!
a)y=sin5x b)y=sin27x c¢)y = sin8x
d)y=singy e)y= smix f)y = sin ——

VE

51. Stellen Sie folgende Funktionen jeweils in einem g derten Koordi hisct
dar, indem Sie von der Ermittlung der klcmsten Periode ausgehen! Emutteln Sxe dann
Wertebereich, Nullstellen und M intervalle! Verwenden Sie die gleiche Einteilung
auf den Koordinatenachsen!

-)y=-in% (—dn<x=4n) b)y=sindx (—dn=x = 4n)

52. Durch die folgend hischen D, llungen sollen Sie Ihre Kenntnisse iiber die geo-
metrische Bedeutung der Faktoren a und b in der Funktion y=a- um bx fesugan vgl. die
Tabelle auf Seite 18. Es kommt deshalb auf ein méglich h Skizzi der Gra-
phen an.

Hinweise:

Entsprechend dem gegebenen Definitionsbereich legen Sie ein Koordinatensystem an, indem Sie
— auf der Abszissenachse fiir die Darstellung von 7t drei Lingeneinheiten und

— auf der Ordinatenachse fiir die Darstellung der Zahl 1 eine Lingeneinheit verwenden.

Sie markieren den Streifen, in dem sich der Graph befindet, durch Parallelen zur Abszissen-
achse (Wertebereich).

Sie ermitteln das Grundintervall auf Grund Ihrer Kenntnis iiber die kleinste Periode.

Sie zeichnen die hichsten und tiefsten Punkte der Kurve und ihre Schnittpunkte mit der Ab-
szissenachse ein.

a)y=4,5sinx (—2r<x<21) - b)y=0,75sinx (—3n<=x < 3n)
¢)y=235sinx (—2r<x=n) d) y = sin3x (—22=x < 27)
e) y = sindx (—r=x<n) fly= sin% (—457n < x < 7,57)
Bly=25sn2x (—1 < x < 2n) h)y=05sin3x (—n <=x<27)
;i}'y:Ssin% (0==x<5n) k)y=0.53in%x (0 =x <5,57)
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53. Berechnen Sie die Nullstellen folgender Funkti entsprechend Beispiel A 10 auf Seite 19!

0) y=V3sinix (—4r<x<3n) b) y = +sin 22 (——’z'-ézén)
c) y=:uin-:-x (7: gxgl;n) d) y = 4,5sin8x (—%gxg% )
) y=sinx (=3 S x<257) f) y=8sin}x (—;sxgs)
© y=35sins (—9=x<18) B) y=V3sin2nx (—fSzs3m)

54. Der Graph der Sinusfunktion werde in der im folgenden angegebenen Weise geometrischen
Abbildungen unterworfen.
Ermitteln Sie die Gleichung der Funktion, die durch den jeweils entstehenden Graph
dargestellt wird! Losen Sie diese Aufgabe fiir jede einzelne Abbildung und danach fiir
Abt !

die Z igen der einzel ild !
a) — Streckung in Richtung der Ordi hse von der Ab hse weg mit dem
Streckungsfaktor k = 3
— Verringerung des Abstandes [ hen den b hbarten Schnittpunk des Graph
mit der Abszissenachse auf }l
b) — Stauch in Rich der Ordi hse zur Abszi hse hin mit dem Strek-
kungsfaktor k = %
— VergroBerung des Abstandes | zwischen den benachbarten Schnittpunkten des Graph

mit der Abszissenachse auf 10 /
¢) — Streckung in Richtung der Ordi
Streckungsfaktor k = %
— Verringerung des Ab des | zwischen den b hbarten Schnittpunk des Graph
mit der Abszissenachse auf %l

hse von der Ab hse weg mit dem

5% Von einer Funktion y = a - sin bx sei bekannt:
. a) Wertebereich: —2,3 < y < 2,3; kleinste Periode: 3:

a4

b) Wertebereich: —4 <y <4 ; kleinste Periode: %
’Br Wertebereich: —1 <y <1 ; kleinste Periode: l_’;
l“’Wertebereich: —0,7 <y = 0,7; kleinste Periode: %n

Ermitteln Sie die Gleichungen fiir alle Funktionen y = a - sin bx, die die vorgegebenen
Eigenschaften besitzen!

36. Geben Sie die Gleichungen und den Definitionsbereich der Funktionén an, die durch die
Graphen in den Bildern a 5 und a 6 dargestellt sind!
a5 ab
g P/ -
y-hix A £
2d4- yehlx) AN yl
n \
1 1 yfilx)
[ Qb —= - & &
1 x o 2\ _
7 =
_7’4 S - —— ] "
577 T
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2. Ermitteln Sie alle Funktionen der Form y = a - sin bx (a,b,x € P;a, b & 0), die z als Null-
stelle und das geordnete Paar [1; 3| als eines ihrer Elemente besitzen!
Skizzieren Sie zwei dieser Funktionen im Intervall 0 < x < 27!

Welche der folgenden Gleichungen hat eine Losung und welche nicht (x € P)?

57. a)cosx=n h)5u’.nx=% ) 58. -)cosx=% b)%coax:-:-
¢) |cos x| = /3 ¢) [sinx-cosx| =2
1. 0z _ 2 : .
d)T‘mT_T d) 2,5sind4x =1
e) —2cosx + 10sinx = —15 e)-i-ainz—%co-x:l
Besitzt die Kosinusfunktion in folgenden Intervallen Nullstellen oder nicht?
Geben Sie die Nullstellen an!
59.-)—;n§x§% 60.a) —)2<x<0
b) —4<x=—3 b) —3zr<x<—n
€)2<x<5 ) VI0 <x<)3n
d)?ngxggn d) —ln<x<—10n
3. Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Werte von a bzw. b (a, b € P),

unter denen die folgenden Gleichungen lésbar sind, an!

0 2%—3 .5—2
a) sinx = = b) cos ¥ ='5——

4. Weisen Sie nach, daB fiir alle positiven reellen Zahlen a, b
a b
e —
gilt!
Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir den Fall an, in dem das Gleich-
heitszeichen gilt!

Untersuchen Sie, ob die durch die angegeb Terme bezeich Zahlen positiv, negativ
oder gleich Null sind! Benutzen Sie dazu nur die Graphen der Sinus- und der Kosinusfunktion!
)(. W in 136°B) cos 138° 62. a) sin 237°  b) cos Sn
o
sin— 7
sin 145° cos 234° 3 cos 280°
on 145° N “in 234° ©)—j3 ) e
cos =7
\2 tan 138° \ su:% cos %n e) cot 216° f) sin 112° - cos 237°
f \Qtan%n-sin;n g) cot‘f‘ln-cou-:-n
\Q sin 310° - cot 310° h) cot 223° - cot 115°
Untersuchen Sie, welche der folgenden Terme definiert sind! Vereinfachen Sie diese!
1300 5 o
)u’\-) tan 38° - cos 38° b) 2% 130, & a) sin 45° - cot 45° b) %
sin o ) con
¢) cos 7t d) 2 ¢) sin d) 2
sinn e L cot =
z
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o) timlTe® f) tamsis® )(u. 2120 f) e
os 170° Got 314° win 212° =

tan -~

g) tanz- cotm h) tan 75° cot 75° g) tan%wot% h) v.an%wot%u

Ermitteln Sie mit Hilfe der Tabelle spezieller Funktionswerte auf Seite 26 und des Rechen-
stabes Niherungswerte fiir folgende Funktionswerte\!

b) uin%'cos% 66-’!) V2 cos60° b) sin0- cos0
# N k3 n
cot 30° cot T tan T
d) cos 30° c) b d) L
con - con -

x n
e) cot +tan

1 1 1
61 8) e b = %) s b) =%
c) d) tanx - cotx c) T;L:;—‘ d) sinx-cotx
sin x 10 cosx
€) D srams ©) =T D) et
1
) ®) o
69. Beweisen Sie, daB zwischen der Hohe h und der Seite a eines gleichseitigen Dreiecks folgend
Beziehung besteht!
h= % V3:a
70. a) Konstruieren Sie ein gleichschenkliges rechtwinkli Dreieck mit der Hypotenuse
c=5cm!
b) Berechnen Sie die Linge der Katheten und iiberpriifen Sie Ihre Rechnung mit Hilfe
der Zeichnung!

[

. Weisen Sie nach, daB die folgende Gleicln:mg nicht fiir alle x (x € P) gilt!
sin?x + cos®x + tan?x + cot’x = L (x#: k% s ke G)

T—sin'x

o

. Ermitteln Sie, fiir welche Werte der Variablen x (x € P) die folgende Gleichung nicht defi-
niert ist! Weisen Sie nach, daB die Gleichung fiir alle x in dem entsprechenden Definitions-
bereich der Gleichung gilt!

tanx  cot'x —1 1
1—tan’x cotx

Untersuchen Sie jede der folgenden Gleichungen daraufhin, ob sie fiir alle x (x € P) gilt!
71. a) i%:_—;:nin'x (x #k%;keG)
b) cos’x — sin’x = 2 cos’x — 1

¢) (sin x + cos x)? + (sin x — cos x)* = 2
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72. a) 1_:f'%:c:ol’x (x =+ kn; ke G)

b) l—tan's g _ oginty (x*k%;ksc)

1+ tan'x

c)ﬁ=cos‘x (z#k%;kec)

Es sind moglichst groBe Zahlen a und méglichst kleine Zahlen b (a, b € P) zu bestimmen, so daB
alle Zahlen x (x € P) die folgenden Ungleichungen erfiillen! Geben Sie jeweils an, fiir welche
Zahlen x das Gleichheitszeichen gilt!

73.a) 1 —sin3x < b 74. 8) a <1 —sin 3x
b) a <2—cos2x b) 2 —cos2x <b
c) a§3+%sin’x c) 3+%sin2x§b

Ermitteln Sie die groBten und kleinsten Werte, die folgende Terme in den gegebenen Inter-
vallen annehmen kénnen! Orientieren Sie sich an den Graphen der Sinus- bzw. Kosinusfunktion !

75. a) 3sinx (7 <x < 27) 76. a) %cosx (%gxgn)
b) 5cosx (0§x§—;l) b) %sinx (—n§x§%)
©) 2sini (0<x<2) ©) 1 sin3x (%n§x§% )

In den folgenden Tabellen sind Winkelfunktionswerte fiir Zahlen x, (x, € P) aus bestimmten
Intervallen gegeben. Gesucht sind Funktionswerte anderer Winkelfunktionen zu den gleichen
Zahlen x,. Die Zahlen x, selbst sollen nicht berechnet werden.

Orientieren Sie sich jeweils an den Graphen der entsprechenden beiden Funkti die Sie
in ein und dasselbe Koordinatensystem skizzieren!

7. a) b) <) d)

TSx =27 %g%gn %<x¢,<%n < x< 2n

sin xy = 0,6 sin x, = 0,1 cosxy =0
[LE -+ tanx, cot x,
78. a) b) c) d)

0Sx=n ;§xu§%n %n<x,,§?.n %gx‘,(n

" 2 :
ginxyg = —_ o8 %) = = sin xy =

€08 x; tan x, cot x,

7. Fiir welche Zahlen x (x € P) sind folgende Terme nicht definiert ?
a) Jsinx b) [cosx| ) lg[sinx| d) lg(cosx)
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foloend

Paare von GradmaBen oder Bi Ben zu Komple-

Untersuchen Sie, welche der
mentwinkeln gehéren!

79. a) (14°;76°) b) (28,5°;51,5°
} }

c) [%;%n] 4) (0,47; 0,17}

3

80. a) (26,3°; 64,7° b) (58,5°; 31,5%)
” n A n
<) {0'73‘:“0‘27?} d) {T,T}

19

9 (4

]

9 [=Fi37) i

Ermitteln Sie zu folgenden Winkeln die Komplementwinkel!

B

8l.a) 3,7° b) % o ia 82.8) 149° b) n o) 1a
) 548> ) —5¢ 0 Ia d) 45° ) 13° ) —F
Welche der folgenden Winkelfunktionswerte sind einander gleich ? Bilden Sie Gleichungen!,

3

84. tan 16,7°; sin (—- i

83. sin 35°; sin %; sin 42,3%;
x

6

) ; cot 73,3%;

cos 55°; cos 47,7°; cos cos % 75 cos 75°; sin 15°

d BRPR Y

Ermitteln Sie durch A der K jeweils eine Losung der

folgenden Gleichungen (x € P)!

85. a) gin.% — cosx . a) Ain% = cosx

b) cos1,2 =sinx b) cos 0,8 = sinx
2 5
2= c 3=
€) tan = cotx ) tan 5= cotx
d) cot%n:tanx d) cot%=tanx
L ny _ L
e) sm(—T = cosx e) cos( Tn)—lm::
3 LIS, Ve
f) tan ;7 = cotx ) cot (_a'") = tanx

87. Zeichnen Sie jeweils in ein b es kar hes Koordi ystem ein Dreieck mit den

folgenden Eckpunkten!
a) A(1;2), B(4;4), C(2;6)

b) A4(2;4), B(—3;1), C(—1;6)

Spiegeln Sie die Eckpunkte an den Parallelen zur Ordinat durch die folgenden
Punkte!
a) P(3;0) b) P(5;0)

Geben Sie die Bildpunkte 4’, B, C' mit ihren Koordinaten an! Geben Sie die Beziehung
zwischen den Koordinaten [x;y] eines beliebigen Punktes P (x;y) und den Koordinaten
[x'; y'] des Bildpunktes P’ (x'; y') bei der jeweiligen Spiegelung in allgemeiner Form an!

®

Geben Sie Paare von Funktionen y = f(x) und y = g(x) (x € P) an, fiir die folgende Glei-
chung gilt!

fe@) =g(5—=)
In welcher Weise wird diese Beziehung im Graph der Funktionen y = f(x) und y = g(x)
sichtbar ?

Entscheiden Sie jeweils, ob die Winkelfunkti erte ei gleich sind!
88. a) sin 43°; sin 317° 89, a) sin 150°; sin 30°
b) cos 191°; — cos 11° b) cos 275°; — cos 85°
¢) tan 173°; tan 7° ¢) tan 164°; — tan 26°
d) cot 225°; cot 45° d) cot 280°; — cot 80°
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90. a) sin 280°; sin 80°
b) cos 317°; cos 43°
¢) sin 165°; sin 25°
d) tan 240°; tan 50°
e) cot 25°; tan 65°

Légsen Sie folgende Gleichungen!

92. a) 180° = 143° + x
b) 360° = 283° + x
) 180° = 243° —x
d) 360° — x = 293°
e) 180° + x = 245°
f) 180° —x = 127°

Zerl Sie folgende WinkelmaBe in die S

91. a) sin 145°; sin 35°
b) cos 238°; — cos 58°
¢) sin 243°; sin 53°
d) — tan 38°; tan 312°
e) sin 63°; cos 27°

93. a) 152° + x = 180°
b) 314° + x = 360°
o) 238° — x = 180°
d) 284° = 360° — x
e) 216° = 180° + x
f) 173° = 180° — x

180° + x oder in die Differenzen 180° — x

bzw. 360 — x derart, daB 0 < x < 90° gilt! Beachten Sie, daB die Grenze zwischen dem drit-
ten und dem vierten Quadranten bei 270° liegt!

94. @) 125° b) 217° ) 314° 95. m) 216°  b) 263°  c) 294°
d) 162° o) 265°  f) 285° 4 119°  ¢) 214° ) 274°
g 174°  h) 98° i) 269° g) 223°  h) 255° i) 342°

Ermitteln Sie folgende Funktionswerte!

96. a) sin 135° b) cos 120° 97. a) sin 225° b) cos%n
c) tan%n d) cot 330° ¢) cot %n d) tan 120°
¢) cos 225° f) sin 315° o) sin 5z f) tan 330°
8) tan%n h) cot %n g) cot 150° h) sin 300°
i) sin 330° k) cos 240° i) tan 37 k) cos 135°

9. Weisen Sie nach, daB folgende Aussage wahr ist!
tan 10° - tan 20° - tan 30° - tan 40° - tan 50° - tan 60° - tan 70° - tan 80° = 1

Ermitteln Sie mit Hilfe der Quadrantenbeziehungen jeweils eine Losung {a; x) folgender Glei-
chungen (a € {+1; —1}; 0° < x < 90°)!

98. a) sin 136° = a - sinx 99, a) cos 216° =a- cos x
b) sin 227° = a-sinx b) cos 164° = a - cos x

c) sin 186° = a-sinx ¢) c0s163° =a - cosx

d) sin 312° = a-sinx d) c0s294° = a-cosx

100. a) tan 138° = a - tanx 101. &) cot 143° =a - cot x
b) tan 217° = a- tanx b) cot 307° =a - cot x

¢) tan178° = a- tanx c) cot 216° = a- cot x

d) tan 315° = a - tan x d) cot 153° = a- cot x

Ermitteln Sie naherungsweise mit Hilfe der Tafel folgende Funktionswerte!

102. a) sin 14° b) sin 15° ¢) sin 3° d) sin 30°
e) cos 76° f) cos 75° g) cos 87° h) cos 60°
i) cos 14° k) cos 15° 1) cos 3° m) cos 30°

103. a) sin 13,4° b) sin 17,8° ¢) sin 34,8° d) sin 73,6°
e) cos 76,6° f) cos 72,2° g) cos 55,2° h) cos 16,4°
i) cos13,4° k) cos 17,8° 1) cos 34,8° m) cos 73,6°
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104. a) sin 12,7° b) cos 0,9° ) sin 0,7° d) cos 27,3°

e) cos 37° f) cos 48,9° g) cos 8,2° h) cos 63,5°
i) tan34° k) tan35° 1) tan35,4° m) tan 86°
105. a) cot 56° b) cot 55° c) cot 54,6° d) cot 4°
e) cot 34° f) cot 35° g) cot 35,4 B) cot 86°
i) tan84,3° k) tan89,5° 1) tan71,6° m) tan 63,5°
106. s) cot 11,3° b) cot 14° c) cot 45° d) cot 89,2°
e) cot 37,4° f) cot 62,6° g) cot 28,3° h) cos 14,7°
i) tan 63,7° k) sin 74,3° 1) cot 39,5° m) cot11°
107. a) tanl® b) cot1° ¢) sin 1° d) cosl°®

Ermitteln Sie mit Hilfe der Tafeln der Winkelfunktionswerte Niherungslosungen der folgenden
Gleichungen (0° < x < 90°)!

108. a) sin x = 0,2470 109. a) sin x = 0,9816
b) cos x = 0,9026 b) cos x = 0,6921
¢) tanx = 2,050 ¢) tanx = 0,1871
d) cot x = 2,145 d) cot x = 3,060
110. a) sin x = 0,8965 111. a) sin x = 0,5140
b) cos x = 0,8453 b) cos x = 0,9648
¢) tanx = 5,005 ¢) tanx = 0,5300
d) cot x =0,9930 d) cot x = 0,1340
112. a) sin x = 0,9580 113. a) sin x = 0,7925
b) cos x = 0,2510 b) cos x = 0,5123
¢) tanx = 0,3614 ¢) tanx = 3,235
d) cot x = 0,3435 d) cot x = 1,349
114. a) sin x = 0,3582 115. a) sin x = 0,4825
b) cos x = 0,4343 b) cos x = 0,4050
¢) tanx = 1,205 ¢) tanx = 2,150
d) cot x = 0,4324 d) cot x = 0,4383
116. a) sin x = 0,2831 b) cot x = 0,4323
¢) cos x = 04777 d) tanx = 1,053
Lésen Sie nib gsweise folgende Gleict indem Sie achst die Tafeln der Funktions-
werte der Winkelfunkti b und hlieBend mit Hilfe des Rechenstabes die erhaltenen
WinkelmaBe in Bog 8 h (xEP;0<x<%)!
117. a) sin x = 0,8764 118. a) sin x = 0,1236
b) cos x = 0,9397 b) tanx = 2,778
¢) tanx = 0,3057 c) cot x = 2,024
d) cot x = 2,904 d) cos x = 0,4509
119. a) cos x = 0,8788 120. a) sin x = 0,3390
b) sin x = 0,5990 b) cos x = 0,5680
¢) tanx = 1,006 ¢) tanx = 0,4780
d) cot x = 18,46 d) cos x =-0,9375
121. a) cot x = 10,62 122. a) cos x = 0,9375
b) cos x = 0,5552 b) tanx = 6,9537
¢) sin x = 0,8225 ¢) sin x = 053410
d) cot x = 43,13 d) cot x = 4,345
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Ermitteln Sie nih ise mit Hilfe der Tafel alle Losungen folgender Gleich mit x aus
dem Intervall 0° < x < 180°!

123. a) sin x = 0,3716 124. a) sin x = 0,4328
b) cos x = 0,8415 b) cos x = 0,3928
¢) tanx = 0,9416 c) tanx = 1,243
d) cot x = 0,6899 d) cot x = 0,4517

. a) sin x = —0,2837 126. a) sin x = 0,9117

—0,6837 b) cos x = —0,6713
—1,346 c) tanx = —0,2364
d) cot x = —0,3716 d) cot x = 0,6713
127. a) sin x = —0,4521 128. a) sin x = —0,8493
b) cos x = 0,4823 b) cos x = —0,5714
c) tanx = —0,4388 ¢) tanx = —1,531
d) cot x = 0,9494 d) cot x = —2,138

Losen Sie folgende Gleichungen mit Hilfe des Rechenstabes! Der Grundbereich der Variablen ist
gleich der Menge der reellen Zahlen.

129. a) sin 25,4° =« 130. a) cot 17,4° =y
b) cos 48,7° =a b) tan43,2° = x
¢) sin 53,6° =u c) tan33,4° =z
d) cos 83,3° =z d) cot 62,5° =b

131. a) tan 62,5° = a b) cot 36,6° = w
¢) tan 65,6° = v d) cot 27,8° =z

Lgsen Sie folgende Gleichungen niherungsweise mit Hilfe des Rechenstabes (x eP;0<x<L %) !

132. a) sin x = 0,42 133. a) tanx = 0,934
b) cos x = 0,83 b) tan x = 0,431
¢) cos x = 0,431 ¢) cot x = 0,62
d) sin x = 0,319 d) cot x = 0,521

134, a) tanx = 3,42 b) tanx = 4,83
¢) cot x = 8,46 d) cot x = 5,29

Lésen Sie folgende Gleichungen niherungsweise mit Hilfe der Tafel oder des Rechenstabes! Der
Grundbereich der Variablen sei die Menge der reellen Zahlen,

135. a) sin 36° ==« b) cot 117° =a c) tan 126° = v
d) cot 127° =y e) tan 97° =) f) cos 198° = x
136. a) tan 312° =z b) sin 128° =3z c) cot 145° = w
d) cot 116° = x e) tan163° = u f) sin 191° =y

Vervollstindigen Sie folgende Tabellen, indem Sie mit Hilfe der Tafel oder des Rechenstabes
Niherungswerte ermitteln!

101,7° 94,3° 115,6° 159,9°
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210,4° 119,6° 128,7°

154,7° 124,9° 215,8° 91,4°

104,6° 293,5° I 156,5° 129,7°

141. Ermitteln Sie jeweils eine Losung {n;x} (n € G; 0° =< x < 360°) folgender Gleichungen!
a) 738° =n-360° + x b) 1872° =n-360° + x
c) 5891° =n-360° 4 x d) 428° =n-360° 4 x

Exmitteln Sie die folgenden Funktionswerte néherungsweise mit Hilfe des Rechenstabes!

'142. ja) sin 398° b) cos 416° 143. a) sin 5073° b) cos 3428°
¢) tan 518° d) cot 728° c) tan 4891° d) cot 6328°
Bilden Sie geordnete Paare [x.f(x)] der angegeb Funkti zu folgenden El des
Definitionsbereiches, indem Sie mit Hilfe des Rechenstabes Nnherungswer!e ermitteln!
144, a) x = 0,7; f(x) =sinx 145. a) x = 1,6 7; f(x) = sinx
b) x = 1,4; f(x) =cosx b) x = 3,8; f(x) = cos x
c¢) x=03mn; f(x) =tanx e) x=17; f(x) = tanx
d) x=0.2n; f(x) = cotx d) x=15.2; f(x) = cot x

Lésen Sie folgende Gleichungen (x ePix+k % ske G)!

146‘-)sinx=% b)amx=——;-l/§ c) sinx=——;‘
d)cos::—;— e) cosx=—%l/§ f) cosx=—1
147. a) tanx =1 b) tanx = — /3 ) tanx=-;-l/§
d) cotx=1 e)cotx:—%}/i f) cotx=—1
Fiir welche Zahlen x (x € P) sind folgende Ungleick erfiillt ? Orienti Sie sich an den
Graphen der entsprechenden Funktionen!
148. a) sinx>% b) tanx<V§ ¢) sinx > cosx
d) cosx <0 e) cotx >0 f) tanx > cotx
149. a) smx(%l/f b) tanx > 1 ) ]Ainxl(%

d) colx>——;— e) cotx(-:—l/s f) |tanx| < 1

150. s) Ermitteln Sie alle geordneten Paare b) Ermi_l_!eln Sie alle geordneten Paare
[x; %] (x € P), die der Sinusfunktion [x; V3] (x € P), die der Tangensfunk-
angehoren! tion angehéren!
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151.

152.

153.

154.

112

a) Ermitteln Sie alle geordneten Paare b) Ermitteln Sie alle geordneten Paare

[x; —%] (x € P), die der Kosinusfunk- [z: —[/3] (x € P), die der Kotangens- .

tion angehéren! funktion angehéren!

Fiir eine harmonische Schwingung gilt folgender g aBiger Z hang zwischen
der Zeit t und dem Ausschlag x (der El ion) des schwi den Kérpers zum Zeit-
punkt ¢,

x=1x,-sin(wt)

[x,,: Amplitude (groBter A

Fiir einen vertikalen Federschwinger seien folgende Werte gemessen worden; vgl. Bild a 7.

a) xg=235cm; T=08s B) xo = 5,4 cm; T=12s

(In beiden Fillen wurde die gleiche Feder benutzt.)

) Geben Sie die Gleichung der Bewegung des schwingenden Kérpers an! Stellen Sie den
Schwingungsverlauf fiir fiinf volle Schwingungen graphisch dar!

b) Welchen Ausschlag besitzt das Massestiick zum Zeitpunkt t = 55? (Die Dampfung
werde in dem zugrunde gelegten Bereich vernachlassigt.)

¢) Wodurch entsteht bei gleicher Feder der U hied des Bewegung 2

h

lag); w = zT" (T: Dauer einer vollen Schwingung)

Z

hiaal 1

Die Momentanwerte fiir Stromstirke i und Spannung u eines W
folgenden Gleichungen; vgl. Bild a 8.

i = imax - sin (@ t); w=2nf

U= Umgx - sin(wt);  f: Frequenz
Zu den auf MeBgeriten abzulesenden Werten fiir die effektive Stromstirke I und die effek-
tive Spannung U bestehen folgende Beziek

I=3Vlimxi  U=1}2une

In einem an das Wohnungsnetz (U = 220 V; f = 50 Hz) angeschlossenen Stromkreis mage

eine Stromstirke I = 4,5 A bestehen.

a) Geben Sie die Gleichungen fiir die M te von Spannung und St arke an!

b) Zeichnen Sie in getrennte Koordinatensysteme die Stromstarke- und Spannungskurven
fiir fiinf Perioden!

¢) Essei daB beim SchlieBen des S kreises gerade eine Periode beginnt.

d) Berech Sie die M erte i und u fiir 0,004 s nach SchlieBen des Stromkreises!

T

Suchen Sie im Tafelwerk die Formeln fiir den schrigen Wurf auf!

a) Berechnen Sie die Steigzeit, die Steighohe und die Wurfweite fiir eine Anfangsgeschwin-
digkeit v, = 100 m - s~ fiir die Abwurfwinkel & = 0°, 10°, 20°, ..., 90°!

b) Stellen Sie die zu Steigzeit, Steighohe, Wurfweite erhal geordneten Paare graphisch
dar! Deuten Sie Ihr Ergebnis!




5. Berech Sie den Abschul

kel fir

156. Die Fallbeschleunigung ist von der geo-

ein GeschoB, das eine Anft
digkeit von 765 m - s~! besitzt und eine
SchuBweite von 1500 m erreichen soll
(der Luftwiderstand werde vernachlis-

sigt)!

graphisch Breite abha Es gilt
1

So= 5“(1 =Sy cos?® zp);

Bgo = 983,09 cm - 572

Berechnen Sie die Werte der Fallbeschleu-

nigung fiir die geographischen Breiten

@ = 0° 10°..., 90°!

Lésen Sie folgende Gleichungen (0 < x < 27;x€ P)!
Untersuchen Sie zunichst stets, ob es Zahlen gibt, fiir die die Gleichung nicht definiert ist!

157. s)2‘cosx=l/§ 158. a) sin? =3
b)%uinx=—l b) cos? x = 3
c) ﬁtnnx=l ¢) tan*x =3
d) 4-cotx=5 d) cot‘x:%
159. a)l—sin‘x:-:— b) 1 —cos?x =3
Y . 1
c) tanx-cotx =4 d) ’m(T_")=—T

10. Priifen Sie nach, ob die angegebenen Zahlen Lisung der entsprechenden Gleichung sind!
1

1-ten?=
a) cos2:=l—_€m‘r’; x=7
=y 13
b) cot 2x = oo r=—
Lésen Sie folgende Gleict oglichst mit Hilfe des Rechenstabes (x € P; 0 < x < 7)!

sin 48,2° 48

11. 8) ey = 0,627
b) 54,7 = 36,1 — 32,6 - cosx
c) sin’x——sinx«{-%: 0

12. 8) - =357
b) 37,2 = 55,5 — 54,7 - cos x
c) tan?x + 2-tanx 4+ 1=10

™

ten K y

13. Stellen Sie die folgenden Funktionen in g
Achsenteilungen, graphisch dar!

(xe P;— V8a <x < |/8n)

b) y =sin®x (xeP;—2n<x=2n)

Wenden Sie dazu Thre K iiber die Eigenschaft

Nullstellen, Periodizitit) an! Nutzen Sie fiir Berech

emen, aber mit

a) y = sinx?

der Sinusfunktion (Wertebereich
den Reck b!

Von rechtwinkligen Dreiecken ABC (y = 90°) seien die folgenden Stiicke gegeben. Berechnen
Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie den Flicheninhalt der Drejecke!

160. a) a =12,7cm; b= 4,9 cm 161. @) a=158m; b=345m
b) a =420 m; ¢c=645m b) a=145cm; ¢ = 29,0 cm
¢) ¢ =125m; o =355 ¢) ¢ =10,5cm; f =40,3°
d) a=63mm; o= 42,2° d) b =80,7m; f=624°

In einem rechtwinkligen Dreieck 4ABC (y = 90°) seien zwei Stiicke gegeben. Berechnen Sie
jeweils die fehlenden Seiten, die Winkel und den Flicheninhalt! Konstruieren Sie die Dreiecke
in einem geeigneten MafBstab!

162. ) ¢=185m; p=42m 165. a) p =102 cm; & = 37,5°

b) he=gq=35cm b) a=166m; h,=41m
¢) he=224m; b=253m e) ¢c=252m; p=282m
d) p=181lcm; ¢=38cm d) hy=88cm; B =355°
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Von rechtwmkllgen Dreiecken 4BC (y = 90°) seien der Flacheninhalt und ein weiteres Stiick

geg b Sie die fehlend,
164. a) 4 =54 cm?; a=10,5cm
b) 4=12m? b=205m

¢) A=0,6dm?;

X

B =138,5°

Eine Leiter von 3,2 m Linge lehne so an
einer Mauer, daB ihr FuB 0,7 m von die-
ser entfernt ist.

In welcher Héhe beriihrt sie die Mauer ?
Welchen Winkel schlieBt sie mit dieser
ein?

168. Eine senkrecht stehende Stange von 15,5m
Lénge werfe auf eine horizontale Ebene
einen Schatten von 30,8 m Lange. In
welcher Hohe steht die Sonne ?

- Durch das Flakfernrohr einer Flakbatte-
\, rie wird ein Flugzeug in einer Luftent-
fernung von 6,3 km bei einem Erhebungs-
winkel von 8,6° festgestellt.
Wie hoch fliegt das Flugzeug im Augen-
blick der Beobachtung ?

{7

2.) Die Stufen einer Treppe seien 25 cm breit
/ und 16 cm hoch. Welche Neigung muf
man dem Treppengelinder geben ?

174. Von einem modernen sowjetischen Hub-
schrauber aus, der in 600 m Hohe ﬂxegt.

Seiten und Winkel der Dreiecke!

165. a) A =664m? b=11,5m
b) 4 = 0,80 dm?; = 14,5 cm
©) A4=368cm% a=p

167. Ein gerader Weg verbinde zwei Orte,
deren Entfernung auf der Karte mit
618 m angegeben sei. Die Orte liegen in
einer Hohe von 88 m und 134 m iiber
Normal-Null. Wie lang ist der Weg?
Unter welchem Winkel steigt er an ?
16¢. Ein Baum werfe bei einem Sonnenstand
von 43,8° Hohe einen Schatten von 32,3 m
Lange. Wie hoch ist der Baum ?

* Wie lang muB das Haltetau eines 30 m
hohen Antennenmastes einer FunkmeB-
station sein, wenn es, an der Spitze des
Mastes befestigt, mit dem Erdboden
einen Winkel von 65° bilden soll ?

‘\

173. Eine Treppe habe eine Neigung von 36°;
ihre Stufen seien 24 cm breit. Wie hoch
ist eine Stufe ?

:) Die Landestrecke eines Flugzeuges be-
triigt aus 20 m Hohe bei Benutzung der

wird ein eben iiberfl
nach 16 s unter einem Txefenwmkel von
32° beobachtet.

Welche Geschwindigkeit iiber Grund hat
der Hubschrauber ?

176. Am &uBeren Ende eines Tragarms mit
Zugstange hinge eine Last F = 270 kp;
vgl. Bild a 9. Ermitteln Sie geometrisch
durch eine maBstibliche Zeichnung den
Betrag und die Richtung der auf den
Tragarm und die Zugstange wirkenden
Teilkrifte fiir die Winkel & = 30° und
45°!

Uberpriifen Sie das Ergebnis durch Rech-
nung!

V,

a9 F= 270 kp

Landeklappen 400 m, ohne dieselben
860 m. Um welchen Winkel éndert sich
die Flugnchtung gegen die Honzomale
bei B g der Landekl

PP

177. Am Ende eines Tragarms mit Stiitze
héinge eine Last F = 400 kp; vgl. Bild
a10. Ermitteln Sie geometrisch durch
eine maBstibliche Zeichnung den Betrag
und die Richtung der auf den Tragarm
und die Stiitze wirkenden Teilkréfte fiir
die Winkel & = 30°, 45° und 60°!
Uberpriifen Sie das Ergebnis durch
Rechnung!

V/

F=400kp



178.

179.

180.

182.

Auf einer Ebene von 23,5° Neigung gleite ein Kérper von 50,0 kp Gewicht mit gleichblei-
bender Geschwindigkeit abwirts. Wie groB sind die Druckkraft, die auf die Unterlage
ausgeiibt wird, und die Reibungskraft ?

all R=178k
Eine Kiste mit einem Gewicht von 85,0 kp werde mit Hilfe einer Schrot-
leiter abgeladen; vgl. Bild a 11. Bei welchem Winkel beginnt die Kiste

zu gleiten, wenn zur Uberwindung der Reibung eine Kraft von 17,8 kp %

erforderlich ist ? G-850kp

Fin Wetterflugzeug steige mit 8 ms~! bei  181. Auf dem 46 m hohen Kap Arkona (Rii-

einer Fahrtmesseranzeige von 420 kmh~1. gen) steht ein 26 m hoher Leuchtturm.

a) Welche Hohe erreicht das Flugzeug Seine Spitze wird von einem voriiberfah-
in 10 min ? renden Kiistensck hiff der Volk

b) Welchen Winkel schlieBt die Flug- rine bei einer Bordhohe von 3,5 m unter
bahn mit der Horizontalen ein? einem Erhebungswinkel von 2,5° ge-

sichtet.
Wie weit ist das Kiistenschutzschiff vom
Leuchtturm entfernt ?

Das Fla-Turm-MG eines mittleren Panzers 183, Bei einem in der NVA verwendeten Fla-

ist auf dem oberen Rand des Turmes 2,7 m Geschiitz werden die Seitenwinkel in Teil-
iiber dem Erdboden angebracht. Der Auf- strichen gemessen. Der Vollkreis ist in
satzwinkel (Winkel mit der Horizontalen) 6000 Teilstriche unterteilt. Begriinden
kann von —5° bis + 30° eingestellt werden. Sie die Regel, daB bei Drehung des
Berechnen Sie den Radius des ,toten Geschiitzes um 1 Teilstrich der Treffpunkt
Raumes* um den Panzer in bezug auf um ein Tausendstel der eingestellten
das Fla-Turm-MG (Radius des Turmes Entfernung nach der Seite verlegt wird!
1 m)!

Von gleichschenkligen Dreiecken ABC mit a = b und der Basis ¢ scien zwei Stiicke gegeben.
Berechnen Sie die fehlenden Seiten, die Winkel und den Flicheninhalt! Konstruieren Sie die

Dreiecke!

184. a) 6 =251 m; c=143m 185. a) a=3,75m; ¢ =235m
by ¢ =125m; he=85m b) he= 4,76 m; y = 32,1°

186. a) ¢ = 19,6 m; y = 55,5° 187. a) ¢ = 75,6 m; & = 53,2°
b) a = 5,6 cm; he = 4,8 cm b) a = 18,8 cm; y = 146,4°

1@5.

g+

~Von einem Rechteck seien die Diagonale

Berechnen Sie im Rechteck mit den Sei-

tenlingen a = 5,5m und b= 42m die .~ (Linge 6,50 m) und der von den Diago-
Winkel, die die Diagonalen mit den nalen eingeschlossene Winkel (55°) ge-
Rechteckseiten bilden, sowie den von den geben. Wie lang sind die Seiten des Recht-
Diagonalen eingeschlossenen kleineren ecks?
Winkel!
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190.

192,

194,

Von einem Rhombus seien die Seite 191, Von einem Rhombus seien der Flichen-

(Lénge 6,5 cm) und ein Winkel (45°) ge- inhalt (4 = 1,00 dm?) und ein Winkel
geben. Berechnen Sie die Lingen der (56,6°) gegeben. Berechnen Sie die Lin-
Diagonalen und den Flicheninhalt des gen der Seite und der Diagonalen des
Rhombus! Rhombus!

Von einem Drachenviereck ABCD seien 193, Von einem gleichschenkligen Trapez
gegeben: seien die parallelen Seiten a = 5,25 ¢cm und
AB = AD = 6,3cm; ¢ = 3,75 cm sowie der Winkel & = 64,8°
BC—=CD =28 cm; an der lingeren der parallelen Seiten
BD ben. Berect Sie die I inkel
BD = 4.2 cm. &cg = 3 3 ©
Berechnen Sie die Innenwinkel des Vier- des Trzpezes,' den klelneren' Wu{kel Ewle
ecks, die Linge der Diagonalen AC sowie ;‘cll}cn d,e nh Du;gon;len 'sowxe Hohe und
den Flicheninhalt der Figur! cheninhalt der Figur!

Bei einem Rhombus verhalten sich die 195, Der kleinere Winkel zwischen den Diago-
Langen der Diagonalen wie 1: |/2. Welche nalen eines Rechtecks betrage 58,5°. Um
Winkel werden von den Seiten einge- wieviel Prozent der groBeren Seite ist die
schlossen ? kleinere Seite kiirzer als jene ?

Berechnen Sie fiir die im folgenden dargestellten Riementriebe (offener Riementrieb vgl. Bild a 12;
gekreuzter Riementrieb vgl. Bild a 13)

a) die Umschlingungswinkel & und f;
b) die erforderlichen Riemenlingen (1029, des errechneten Wertes)!

197.
8| il
o

280
al3

Von einer Welle werde das im Bild a 14 rot dargestellte Stiick abgehobelt. Wieviel Prozent
betrigt der Materialabfall ?

198.

200.

202.

203.

116

a) 20 m; b) 200 m; €) 2km
Entfernung ?
« Ein nicht selbstleuch der G and ist im all; inen noch

a) d =100 mm; s = 75 mm 199. 1) d =130 mm; s = 0,85d
b) d = 160 mm; d — s = 35 mm b) d=160mm; d —s = 20 mm

Unter welchem Gesichtswinkel erscheint ein Mensch von 1,80 m GroBe bei

erkennbar, wenn der Gesichtswinkel gréBer als 0,6’ ist. Unter-
suchen Sie, welche Grofe ein Gegenstand mindestens haben
muB, daB er aus einer Entfernung von

a) 1km; b) 3,84 - 10° km (Mondentfernung);

) 1,50 - 108 km (Sonnenentfernung)

noch gesehen werden kann!

Der scheinbare Durchmesser der Sonne wie des Mondes betragt annihernd 32'. Berechnen
Sie daraus den wirklichen Durchmesser der Gestirne (Entfernung der Gestirne nach den
Daten von Aufgabe a 201.)!

Unter welch heinbaren Durch wiirde die Erde (r = 6,37 - 10® km)
2) von der Sonne (Entfernung nach den Daten fiir Aufgabe a 201.);



b) vom Monde (Entfernung nach den Daten fiir Aufgabe 201.);
¢) von einem in 5640 km iiber der Erdoberfliche fliegenden kiinstlichen Erdsatelliten
aus gesehen werden ?

. Ein Flugzeug fliege mit Hilfe seiner Zielflugeinrichtung einen 300 km entfernten Leitstrahl-
sender an. Solange der Pilot den Kurs genau einhilt, hort er Dauerton. Weicht er jedoch
um mehr als 3° nach links oder rechts ab, so hort er entweder ,,Punkte* oder ,,Striche".
Um wieviel Kilometer kann das Flugzeug in dieser Entfernung senkrecht zum Kurs ab-
weichen, bis ,,Punkte** oder ,,Striche* gehért werden ?

14.

Berechnen Sie die zu einem beliebigen Zentriwinkel gehorige Sehne s, den zugehérigen
Kreisbogen b und die Bogenhohe h (Abstand der Bogenmitte von der Sehne) eines Kreises
mit dem Radius r als Funktionen des Zentriwinkels (Gleichung und Graph); vgl. Bild a 15!

o

1

@

. Bei einem Zirkel sei ein Bogenstiick mit einem Schenkel fest verbunden, der andere Schenkel

gleite auf diesem Bogenstiick; vgl. Bild a 16. Auf dem Bogenstiick soll eine Skale ange-
bracht werden, die den Abstand zwischen den Zirkelspitzen angibt. Geben Sie fiir eine
Schenkellinge von 10 cm die Winkelabstiinde dieser Skale von Zentimeter zu Zentimeter
im Bereich zwischen 0 cm und 16 cm Zirkel6ffnung an!

205.

Einem Kreis mit gegebenem Radius r werde ein regelméBiges n-Eck

a) einbeschrieben,

b) umbeschrieben.

Stellen Sie den Flicheninhalt des ein- und des umbeschriebenen n-Ecks fest! Vergleichen
Sie ihn mit dem Flicheninhalt des Kreises, und zwar fiir 3 < n = 6 (n€ N)!
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206. Von den fiinf GroBen eines regelmiBigen Vielecks n; a; ry; ri; A sei auller n jeweils eine

B 1

GriBe gegeb Sie die and

a) n=7;a=132cm
€) n=25; r;=174dm

207. Einem Kreis mit dem Radius r = 1,00 dm
sei ein regelmiBiges n-Eck einbeschrie-
ben. Wie groB sind Seite und Umfang des
Vielecks fiir 3 <n < 6 (ne N)?

GroBen!
b) n=10; r, = 23,5cm
d) n=8; 4 =23,4m?

~208. Einem Kreis mit dem Radius r = 1,00 dm
sei ein regelmiBiges n-Eck umbeschrie-
ben. Wie groB sind Seite und Umfang des
Vielecks fiir 3 < n < 6 (ne N)?

Stellen Sie fest, wie viele Diagonalen gleicher Lange und wie viele Diagonalen insgesamt die im

folgenden genannten Vielecke haben!
Berechnen Sie die Linge aller Diagonalen!

209. RegelmiBiges Sechseck ;
a = 2,50 cm

211. Aus einem Rundstahl mit dem Durch-
messer d = 60 mm soll ein regelmiBiges
fiinfseitiges Prisma mit méglichst groBer
Seitenlidnge gehobelt werden. Berechnen
Sie den absoluten und den prozentualen
Verlust an Querschnittsfliche!

210. RegelmiBiges Siebeneck;
a = 2,00 cm

212. Welchen Durchmesser muB ein Rund-
stahl mindestens haben, damit aus ihm
ein regelmiBiges sechsseitiges Prisma
mit 80 cm? Querschnitt gehobelt werden
kann? Ermitteln Sie den prozentualen
Verlust an Querschnittsfliche fiir diesen
Fall!

Die Bilder a 17 (Konstruktion nach LAUTENSAck) und a 18 (Konstruktion nach DURER)
stellen Niherungskonstruktionen fiir die Seite des dem Kreise einbeschriebenen regelméBigen

Siebenecks dar. Ermitteln Sie die Genauigkeit (den relativen Fehler) der Konstruktion!
u

213.

ay

al7

214.

als

4

16. Von welcher Eckenzahl n eines regelmaBigen Vielecks an ist die Differenz zwischen den

Léngen des Inkreis- und des Umkreisradius kleiner als a) 59%,

Umkreisradius ?

b) 0,59 der Linge des

17. Einem Kreis vom Radius r sei ein regelméBiges Vieleck umbeschrieben. Von welcher Ecken-
zahl n des Vielecks an ist die Differenz zwischen den Langen des Vieleckumfanges und
des Kreisumfanges kleiner als a) 59, b) 0,59, der Lange des Kreisumfanges ?

Berechnen Sie die gesuchten Stiicke der Dreiecke 4 BC, von denen die folgenden Stiicke gegeben

sind!
215. a) a = 8,4 cm; & = 72°;
B = 56°; gesucht b;
b) b =173 m; & = 43,4°;
¥ = 66,8°; gesucht a
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2)6. ¢ =145km; & = 20,2°;
B = 74,5°; gesucht b
b) ¢ = 142m; a = 45°;
¥y =112,4°; gesucht_ a



217. a) b = 55,6 m; a = 24,3 m; 218. a) a = 24,5 cm; b = 25,9 cm;

B = 108,6°; gesucht & B = 72,40°; gesucht x
b) a =133 m; b =125 m; b) ¢ = 4,34 km; b = 4,56 km;
= 43,2°; gesucht B = 20,5°; gesucht y
219. a) b =3,8cm; ¢ = 4,5 cm; 220. a) a = 35,7m; ¢ = 26,4 m;
y = 53,6°; gesucht & = 93,6°; gesucht y
b) a=17,0cm; b = 58cm; b) a = 32,3 cm; ¢ = 36,6 cm;
« = 43,7°; gesucht y y = 55,7°; gesucht §

18. Beweisen Sie den folgenden Satz!
In jedem Dreieck ist der Quotient aus der Linge einer Seite und dem Sinus des dieser Seite
gegeniiberliegenden Winkels gleich der Linge des Durchmessers des Umbkreises.

19. Beweisen Sie, daB fiir jedes Dreieck 4 BC gilt:
a?-sinf-siny
2sina :

A=

Berech Sie den Flicheninhalt der Dreiecke 4BC, von denen folgende Stiicke gegeben sind!

221, a) a = 8,7cm; b =7,1 cm; y = 44,6° 222, a) a = 52,8 m; c = 75,3 m; f = 56,9°
b) a=34,Tm; B =592%y = 79,5° b) b = 4,475 km; f = 59,2°; y = 41,3°

223. a) a = 44,3 m; ¢ = 56,8 m; f = 135° 224, a) a = 30,0m; y = 45°; 6 = 28
b) b = 62,5 mm; f = 64,3°; y = 98,1° b) c =6,8cm;a= %c; B =112,5°

20. Ein gleichseitiges Dreieck 4 BC mit der Seite a = 6 cm werde in Kavalierperspektive ab-
gebildet (die Figur liege in der Grundrilebene, eine Seite parallel zur Bildtafel). Ermitteln
Sie die Winkel und den Flicheninhalt der Bildfigur!

Berechnen Sie die gesuchten Stiicke der Dreiecke A BC, von denen folgende Stiicke gegeben sind!

“a) a=14m; b=12m; y = 60°; M’a = 24,5 cm; ¢ = 33,5 em; f = 57,8°%;
gesucht ¢ gesucht b
b) b=172cmjc= 143 cm;x = 74,2°; b) a=124m; b =133 m; y = 102,1°;
gesucht a gesucht ¢

N a) a=145m;b=164m;c=132m; _278. a)u=132cm;b=164cm;c=8,6cm;

esucht x gesucht
Xﬂ = 132,7km; b = 128,6 km; /b)’fl =248m;b=382m; c =13,9m;

¢ = 145,5 km; gesucht y gesucht

Berech Sie den Flacheninhalt folgender Dreiecke 4 BC!

229. a =13 cm;b = l4emic = 15 cm 230. a =31,5m;b=273m;c=294m
Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel der Dreiecke 4 BC, von denen folgende GréBen
gegeben sind! U hen Sie, ob die Aufgaben nur eine Lésung haben!

231, a = ldcm; b =17 cm; A = 115 cm® 232. b= 6,62m;c=8,12m; 4 = 43,4 m?

233. ¢ = 4,5 cm; f = 60°; A = 10,5 em? , 284, b=144m;a = 36°; A = 124,5 m*

235. Wihrend eines Mangvers der befreundeten sozialistischen Armeen werden zwei Aufklirungs-
trupps von einer Befehlsstelle aus in je eine der durch die MarschkompaBzahlen 8 und 59
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gekennzeichneten Richtungen in Marsch gesetzt. Beide Aufklirungstrﬁppa erreichen ein
und dieselbe Strafle, und zwar der eine Trupp in 750 m, der andere in 550 m Entfernung
von der Befehlsstelle.

Wie weit stehen die Aufklirungstrupps an der StraBe voneinander entfernt ?

(Bemerkung: Der verwendete KompaB hat 60er-Teilung, wobei N die Marschrichtungs-
zahl 0 hat. Die Skale liuft in mathematisch positivem Drehsinn. Westen hat zum Beispiel
die Marschrichtungszahl 15.)

236. Bei einer Ubung der NVA sieht ein Beobachter zwei feindliche MG-Nester A und B unter
einem Winkel von etwa 130°. Einen in 4 abgegebenen FeuerstoB hiort er 7s, einen in B
abgegebenen 8s nach dem Aufleuchten des Miindungsfeuers. Wie weit sind die beiden
MG-Nester voneinander entfernt ?

21. Von einem Dreieck seien zwei Seiten (a, b mit a < b) und der der kleineren Seite gegen-
.iiberliegende Winkel (x) gegeben. Untersuchen Sie, in welcher Beziehung a zu b und «
stehen muB, wenn die Aufgabe
a) genau zwei Losungen, b) genau eine Losung, ¢) keine Lésung
haben soll!

Stellen Sie — ohne Versuch einer Konstruktion — fest, welche der Aufgaben zur Bestimmung
von Dreiecken 4 BC keine Losung haben!

237.a)a=3cm; b=8cm; ¢ =4cm 238. a) a = 4,74cm; b= 3,63cm; ¢ = 6,05cm
b)a=5cm; b=7Tem; c=6cm b) a'=172cm; b = 8,4 cm; ¢ = 25,6 cm
239. a) a = 25 mm; b = 35 mm; § = 120° 240. ) a =138 cm; ¢ = 14,4 crh; & = 90°
b) c=18m; a =3,3m; y=135° b) b=52km; ¢ = 84km; g =117,6°
241. a) « = 38%; B = 114°; y = 28° 242; a) « = 45°; B = 105°; y = 55°
b) a = 27°, B = 48°% y = 75° " b) & =33°; B = 66°; y = 81°

Geben Sie bei den folgenden Aufgaben ar’l: ;ve_lf'he Werte das dritte Bestimmungsstiick eines
Dreiecks A BC annehmen kann, wenn die éufgabe genau eine Losung haben soll!
243. s) a=3cm; b=4cm; ¢ 244..‘.) b=113mm; ¢ = 124 mm; a

b) c'=5cem; &= 65" - b) b=225m; f=112°

246. a) ¢ = Tem; f=160° b
P b) @a= 143 em; b =58 cm; #

245. a) a=53m; b
b) ¢ = 8.8 cm;
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Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel sowie den Flicheninhalt der folgenden Drei-
ecke ABC!

247. a) a = 6,1 cm; ¢ = 4,7 cm; f = 63,2° 248. a) a =123 m; b = 134 m; y = 102,3°

b) b=17,18m; c = 13,85 m; & = 74,3° b) a = 245 cm; b = 392 cm; y = 47,7°
% = 5,38m; b=1,9Tm; 250. a) a = 2,45 km; b = 3,02 km;
¢c=4,75m ¢ = 1,39 km

X,.=z7,1m; b=33,8m; b) a = 8,75 km; b = 6,67 km;
¢=1350m c =838 km

Fertigen Sie zu folgenden Dreiecken ABC maBstibliche Konstruktionen an! Berechnen Sie
zur Uberpriifung die nicht gegebenen Seiten und Wzinkpl! '
251, a) ¢ = 345m; & = 57,2°; B = 86,1°
b) b = 2,84 m; ¢ = 3,96 m; « = 87,2°
¢) a=56,6m; b= 46,4 m; f§ = 37,3°

= 7,14 km; o = 112,4°; y = 43,3°
= 13,4cm; b=15,7cm; y = 127,3°
= 29,2 em; b = 30,2 cm; & = 54°

22. Bewei Sie trig isch, daB in jedem Dreieck eine Winkelhalbierende die Gegen-
seite im Verhiltnis der anliegenden Seiten teilt! *

Berechnen Sie bei den im folgenden gegebenen Dreiecken A BC die Lange der drei Hohen (Uber-

priifung durch Konstruktion)!

253, a) a = 7,5cm; b= 58 cm; & = 60° 254, a) b =6,7cm; c = 8,8 cm; y = 102°
b)a=3,6cm; b =48cm; c=6,0cm b) b = 8,5 cm; ¢ = 4,5 cm; & = 22,5°

Berechnen Sie bei den im folgenden gegebenen Dreiecken 4 BC den Radius des Inkreises (Uber-
priifung durch Konstruktion)!

255. a = 7,0 cm; f = 64,5°; y = 52,3° 256. a = 92 mm: b = 85 mm; ¢ = 39 mm
. In einem Dreieck verhalten sich die Sei- n einem Dreieck verhalten sich zwei
ten wie 2:3:4. Berechnen Sie die Winkel Seiten wie 1:2, der eingeschlossene ‘2‘: -
dieses Dreiecks! el betrage 60°. Wie groB} sind die ande-

ren Winkel? Wie verhilt sich die dritte
Seite zur kleineren der beiden anderen?

259, Berechnen Sie die Lange der Diagonalen  260. Ein Parallelogramm A4 BCD habe die Sei-

und den Flicheninhalt eines Parallelo- ten @ =65cm und b = 8,7 cm. Eine
gramms ABCD mit den Seiten Diagonale messe 9,4 cm. Wie groB sind
a=238mm, b=>56mm und dem ein- die andere Diagonale und der Flichenin-
geschlossenen Winkel & = 75°! halt des Parallelogramms ?

Von einem Parallelogramm 4 BCD seien die Diagonalen e, f und der eingeschlossene Winkel &
gegeben. Berechnen Sie die Léinge der Seiten, die Innenwinkel und den Flicheninhalt der Figur!

e=115¢em; f=172cm; e =57° 8,7m; f=11,2m; & = 76,8°

Von einem Trapez A BCD seien die vier Seiten a, b, ¢, d (a || ¢) gegeben. Berechnen Sie die Innen-
winkel und den Flicheninhalt der Figur!

a=8,6cm; b=53cm; 264. a = 1,5cm; b = 4,0 cm;
¢=6]lcm; d=49cm c=45cm; d =54 cm

Drei Kreise mit den Radien ry, ry, ry beriihren einander gegenseitig von auBen. Welche Winkel
schligBen je zwei Zentralen miteinander ein ?
rn=65cm; r,=52cm; ry =3,8cm 266. ry =9,5cm; r, = 7,6 cm; ry = 5,1 cm
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267.

Von einer Kiistenstation aus wird ein
Schiff in 28 km Entfernung in Richtung
N 35,2° O gesichtet. 30 min spiter er-
scheint das Schiff in Richtung N 12,3° W
in der Entfernung 19,4 km.

Welchen Kurs nimmt das Schiff? Wie
groB ist seine Geschwindigkeit ?

268. Eine Pionierkompanie der NVA erhielt
den Auftrag, einen Ubergang iiber ein
Wasserhindernis zu schaffen; vgi. Bild
a 19, Die Messungen ergaben:

AB =132m; a = 82°30'; § = 39°30".
Welche Liinge hatte der Ubergang AP? al9

269. Zwei Radarstationen R, und R, sind 12,6 km voneinander entfernt, der Winkel von R,
nach R, betriigt 84° (1400 Strich). Die Station R, peilt ein feindliches Ziel unter einem
‘Winkel von 138°, die Station R, peilt dieses Ziel zur selben Zeit unter einem Winkel von
240° (4000 Strich).

Berech Sie die Entfe des Zieles von den beiden Stationen!

(Bemerkung: Die Stationen sind nach Norden eingerichtet. Um maglichst genau messen
zu konnen, verwendet man in der Radartechnik eine Stricheinteilung, bei der
6000 Strich dem Vollwinkel 360° entsprechen. Die Skale lduft von Nord in
mathematisch negativem Drehsinn.)

270. Zwei Funkpeilstationen F; und F, liegen 12,8 km voneinander entfernt. F, befindet sich
genau nérdlich von F,. Ein feindlicher Sender wird von F; unter 284,4° (4740 Strich) und
von F, unter 313,2° (5220 Strich) angepeilt. In welchen Entf von F; und F,
liegt der Sender ?

. Zum Ei der Feuerstellung F eines Geschii werden von zwei in der Karte genau
eingezeichneten Punkten 4 und B aus die Strecken AF =351 m und BF = 532 m ge-
messen, die Liinge der Strecke AB betrage 428 m.

Ermitteln Sie die Koordinaten des Punktes F in bezug auf AB als Abszissenachse und 4
als Koordinatenursprung!

23. Berechnen Sie bei den im folgenden gegehenen Dreiecken ABC die Lnnge der r]rel kael-
halbierenden und die Winkel, die je zwei Winkelhalbierende
(Uberpriifung durch Konstruktion)!
a) a=60mm; b=75mm;c=82mm b) a=55cem; b=75cm; y=120°

24. Von einem Trapez ABCD seien die vier Seiten a =4cm, b=7cm, c =8cm, d = 9cm
gegeben. Berechnen Sie die Innenwinkel, die Linge der Di len und den Flicheninhall
der Figur, wenn die Seiten a und c als parallel angenommen werden!

25. Von einem U-Boot wird ein feindliches Schiff in Richtung S 28° 0 und in 18,4 sm Ent-

fernung gesichtet. Das Schiff hat Kurs N 16,4° O und fihrt mit einer Geschwindigkeit

von 9,5kn (1 kn = 1sm*h-?),

a) Welchen Kurs und welche Geschwindigkeit muBl das U-Boot nehmen, um das Schiff in
1,5 h zu erreichen ?

b) Das U-Boot méchte das Schiff in méglichst kurzer Zeit bei einer Eigengeschwindigkeit
unter Wasser von 12 kn erreichen.
Welchen Kurs mul} es steuern, und in welcher Zeit errexcht es das Schiff ?
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Im Gelénde sei eine Basis AB = s vermessen worden. Ein dritter Punkt C sei von 4 und B aus

nicht lich. Um die Entf

hneid

und CBA = § (Vorwirt

2% %) s =220 m; & = 75,3%; B = 42,4°
s = 220 m; o = 117,4°; f = 28,6°

274. An der Kiiste sei eine horizontale Stand-
linie AB = 830 m abgesteckt. Von ihren
Endpunkten aus wird ein voriiberfah-
rendes Schiff S zum gleichen Zeitpunkt

peilt. Die Peilrich bilden mit
der Standlinie die Winkel SAB = 86,4°
und ABS = 78,5°. In welcher Entfer-

nung von den Punkten 4 und B und in
welchem Abstand von der Standlinie be-
findet sich das Schiff (Rechnung und
Konstruktion) ?

a20 B

276. Zwischen zwei durch einen Wald getrenn-

ten Orten A und B soll fiir eine Hoch-
1 eine Schnei hl,

gen werden. Die Orte 4 und B hcgen auf
gleicher Hohe, sie seien von dem auf
gleicher Hohe befindlichen Gelandepunkt
C aus sichtbar. Die Entfernungen CA und
CB betragen 2,380 km und 3,450 km, der
Winkel ACB betrage 38,7°.
Wie groB ist die Entfernung AB? In
welchen Richtungen ist von 4 und von
B aus die Schnei hl (Rect

zu
und Konstruktion) ?

AC und BC zu ermitteln, werden die Winkel BAC =
Bild a 20).

273. a) s = 148 m; o = 34,5°; f = 67,7°
b) s = 88,6 m; & = 24,3°; f = 133,8°

275. Ein nach Wismar auf geradem Kurs fah-
rendes Schiff habe eine Geschwindigkeit
von 8,5 Knoten (1 kn = 1 sm - h~!). Vom
Schiff aus werde das Leuchtfeuer von
Timmendorf (Poel) unter 32,8° und
das Leuchtfeuer bei Hohen Wischendorf
unter. 184,0° angepeilt (Winkelangaben
von N iiber 0). Aus der Seekarte werde
die Entfe Schiff—Ti dorf mit
1,85 sm festgestellt. In welcher Richtung
verléuft die Fahrrinne, wenn 12 min spé-
ter Timmendorf unter 337,2° und Hohen
Wischendorf unter 268,5° gesehen wer-
den?

Schacht

2. Strecke

1 Strecke

. In einem Bergwerk seien von derselben
Wand eines Schachtes aus in gleicher
Héhe zwei horizontal verlaufende Strek-
ken vorgetrieben worden; vgl. Bild a 21.
Die Enden beider Strecken sollen durch
eine dritte Strecke miteinander verbun-
den werden. Berechnen Sie die Linge
der Verbindungsstrecke und die Winkel,
unter denen von den Endpunkten der
Strecke die Verbindungsstrecke vorzu-
treiben ist!

Ein viereckiges Gelindestiick A BCD werde vermessen. Es ist sein Flicheninhalt zu berechnen.

278. AB = 125m; < BAC = 46,3°;
< CBA = 88,4°; < DCB = 175,7%;
& BAD = 94,8°

N9-4B = 281 m; & BAD = 72,2°;
& CAD = 384°; &< DBA = 35,7°;
& CBA = 19.8°
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Ein fiinfeckiges Gelandestiick A BCDE werde vermessen. Es ist sein Flacheninhalt zu berechnen.

280. AB = 334 m; ¥ BAC = 42,2°;
<X BAD = 74,7°; & BAE = 90°;
% CBA = 90°; & DBA = 71,8°;
& EBA = 44,3°

In einem uniibersichtlichen Gelinde ist die ho-
ri le Entfe ischen den Punkten A4
und B zu ermitteln. Zu diesem Zwecke werden
zwischen 4 und B weitere Punkte so gewihlt,
daB von jedem Punkt aus die beiden Nachbar-
punkte anvisiert werden konnen und die gegen-
seitige Entfernung je zweier benachbarter
Punkte gemessen werden kann (Streckenzug;
vgl. Bild a 22).

982, AC = 183,6 m; CD = 168,8 m;
DE = 94,5m; EB = 217,0 m;
& ACD = 129,4°; < CDE = 114,1°;
& DEB = 246,8°

Alle Winkel sind entgegen dem
Uhrzeigersinn gemessen.

281. AB = 117,4m; ¥ BAC = 35,1%
& BAD = 58,1°;
& CBA = 90°;
& EBA = 25,8°

& BAE = 112,0°%;
& DBA = 11,1°;

283, AC = 208,8 m; CD = 146,4 m;
DE =175, m; EF = 111,2 m;
FB = 132,5m; <X ACD = 143,2°;
X CDE = 127,3°; < DEF = 234,4°;
X EFB = 2176,1°
Alle Winkel sind entgegen dem
Uhrzeigersinn gemessen.

26.

Im Gelinde sei eine Basis AB = s vermessen. Zwei weitere Punkte C und D seien weder

von A noch von B zuginglich. Es ist die Entfernung CD zu ermitteln. Zu diesem Zwecke
werden die Winkel BAC = BAD bzw. DAB = f§, CBA = y und DBA bzw. ABD = §
1 ).

(Vorwart
-) s =172 m; a = 67,3°; B = 42,2°%
y = 58,5° & = 102,1°; vel. Bild a 23

J/

27.

b) s = 127 m; & = 31,6°; B = 50,7°;
y = 42,5°; 6 = 51,9°; vgl. Bild a 24

Von zwei Punkten 4 und B, deren gegenseitige Entfernung nicht unmittelbar gemessen

werden kann, werden zwei Punkte C und D, deren Entfernung e aus der Karte entnommen
sei, anvisiert. Dabei werden die Winkel DAC = «, BAD = f8, CBA =y und DBC = §

gemessen. Wie groB ist die Strecke AB (Riickwirtseinschneid

vgl. Bild a 25)?

Ha ),

Aufgabe;

Hinweis: Vgl. Aifgabe a 26; Losung durch mafBstabliches Modell mit beliebig angenom-

mener Strecke 4 B.
a) e = 85T m; a = 44,6°; f = 37,7°;
y =554° 6 = 48,1°
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28. Von einem Punkt A im Gelinde aus werden drei Punkte B, C und D, deren gegenseitige
Lage aus der Karte bekannt sei, unvmert Wle groB ist die Entfernung des Punktes 4 von
den Punkten B, C und D (Riickwa h Por he Aufgabe; vgl. Bild a 26)?

Losen Sie die Aufgabe a) konstruktiv, b) trig isch! Unter welchen Bedingungen
fiir die gegenseitige Lage der Punkte A, B, C, D ist die Aufgabe nicht eindeutig lgsbar ?
X BAC = 29,3°; < CAD = 47,4°; BC = 457m; CD = 508 m; < BCD = 163,4°

Hinweis: Die Konatrukmm griindet llch auf die Satze iiber die Peripheriewinkel eines

Kreises, die dem gleichen Bogen ang Die ng kann von dieser Konstruk-
tion ausgehen; vgl dazu Aufgabe a 19!
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b) K&rperberechnung und Kérperdarstellung

1. Stellen Sie den Oberflicheninhalt eines
Wiirfels als Funktion seines Volumens dar
(Gleichung und Graph)!

3JKin Wiirfel habe einen Oberflicheninhalt
von
a) 2400 cm?, b)/5,16 cm?
Berechnen Sie Kantenlinge und Volumen!

X Ein sechskantiger Bleistift habe die MaBe
% = 8 mm, | = 177 mm. Berechnen Sie den
Inhalt der Mantelfliche und das Volumen!

. Welches Volumen hat ein Sechskantstahl
mit dem im Bild b 1 angegebenen Quer-
schnitt und der Linge 900 mm ?

7. Welche Masse haben 13500 mm L-Stahl
(30 mm x 30 mm X 4 mm), wenn die Dichte
des Materials 7,85 g+ em~? betrigt; vgl.
Bidb2?

9. Berechnen Sie den Inhalt der grau darge-
stellten Schnittfliche in Bild b 4!

2. Stellen Sie das Volumen eines Wiirfels als
Funktion seines Oberflicheninhalts dar
(Gleichung und Graph)!

-

. Ein Quader habe einen Oberflicheninhalt
von 3400 cm?, Zwei Kanten haben die MaBe
a = 34,5 cm und b = 20,0 cm. Berechnen
Sie die Linge der dritten Kante und das

et

Welche Masse haben 12000 mm T-Stahl
(45 mm X 45 mm X 5,5 mm), wenn die Dich-
te des Materials 7,86 g - cm~3 betrigt; vgl.
Bildb3?

55
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10. Berechnen Sie den Inhalt der grau darge-
stellten Schnittfliche in Bild b 5!




11. Ein schiefes Prisma habe als Grundfliche
ein Dreieck mit den Seitenlingen 3,0 cm,
4,0 cm und 5,0 cm. Seine Seitenkanten
seien 8,5 cm lang und gegen die Grund-
fliche um 45° geneigt. Wie groB ist das
Volumen des Kérpers ?

13. Eine Granate trifft ein Kriegsschiff unter
der Wasserlinie. Der angrenzende Raum
des Schiffes hat einen trapezformigen
Querschnitt und eine Linge von 4 m; vgl.
Bild b 6. Um die Funktionsfihigkeit der
in diesem Raum eingebauten Gerite zu
erhalten, darf das eindringende Wasser
maximal 1 m steigen. In welcher Zeit mufl
das Leck abgedichtet sein, wenn die Ein-
stromgeschwindigkeit 15 1s~1 betrigt ?

460m
L

220m

. 360m [

15. Ein Quadrat rotiere um eine Mittellinie.
Stellen Sie Volumen und Oberflichenin-
halt des entstehenden Rotationskérpers als
Funktion der Seitenlinge a des Quadrates
dar (Gleichung)!

b6

B

Zur ng eines geraden Kreiszy
zwei gegeb hnen Sie die fehlend
17. a)r=4,0cm; h = 6,5 cm

b)h = 8,0m; Ay = 25m?

19.Ein  Zylinder habe das Volumen
¥V = 1,00 dm?®. Berechnen Sie fiir die Ra-
dien 4 cm, 6 cm, 8 cm, ..., 16 cm die Hohe
des Korpers!

21.Bei einem geraden Zylinder mit einem
Volumen ¥ = 15,7 dm?® verhalte sich die
Hohe h zum Radius r der Grundfliche wie
5:2. Wie groB ist der Inhalt der Ober-
fliche dieses Korpers?

12. Ein dreiseitiges Prisma habe Grundkanten
von der Linge 13,0 cm, 14,0 cm und
15,0 cm. Die Seitenkanten seien 32,0 cm
lang, die Kérperhohe betrage 30,0 cm. Wie
groB ist das Volumen des Korpers? Wel-
chen Winkel schlieBen die Seitenkanten
mit der Grundfliche ein ?

14. In der NVA werden Schiitzengriben durch
Betonfertigteile gestiitzt, die 1m lang
sind; vgl. Bild b 7. Eine Pioniereinheit soll
in einen Grabenabschnitt 130 solcher Fer-
tigteile einbringen.

Wieviel Kubikmeter Erde miissen die Sol-
daten ausheben ?

S|
3
-~

| 0390m
b7

16. Ein Quadrat rotiere um eine Seite. Stellen
Sie Volumen und Oberflicheninhalt des
entstehenden Rotationskorpers als Funk-
tion der Seitenlinge a des Quadrates dar
(Gleichung)! k

s seien von den fiinf GroBen r, h, Ay, Ao, V jeweils
drei GroBen!

18. 8)r =3 cem; ¥V = 75 cm®
b) ¥V =25dm? h=0,45m

20. Ein Zylinder habe den Mantelflicheninhalt
Apr = 2,00 dm? Berechnen Sie fiir die Ra-
dien 4 cm, 8cm, 12cm, ..., 24 cm die
Héhe des Kérpers!

22. Bei einem geraden Zylinder, dessen Ober-
flicheninhalt 49 = 356 cm? betrage, ver-
halte sich die Hohe h zum Radius r der
Grundfliche wie 5:3. Wie groB ist das
Volumen dieses Korpers ?

23. Auf Militarflugplatzen wird der Kraftstoff in zylindrischen Erdtanks gespeichert. Ein sol-
cher Tank hat einen Durchmesser von 2,20 m und faBt 20000 1 Kraftstoff.
Wie viele solcher Tanks kann man auf einer quadratischen Fliche von 900 m? in zwei Eta-

gen maximal unterbringen ?
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1. Aus einem rechteckigen Stiick Blech von 50 cm und 60 cm Seitenlinge werden aus den

Ecken Quadrate mit 10 cm Seitenld hnitten. Durch Hochbi der iib hen-
den Teile entsteht ein Kasten von Quaderform

a) Wie groB ist das Volumen des Kastens ?

b) Wie andert sich das Volumen des Kastens, wenn sich die S linge der hnitte-

ktion durch eine Glei

nen Quadrate andert? Stellen Sie diese Anderung als F
und einen Graphen dar!

2. Ein Fernaufklirer hat zwei Flach und einen Rumpftank fiir Kraftstoff. Der Rumpf-
tank ist ein Prisma mit rechteckiger Grundfliche und den Kantenlingen 1700 mm, 1000 mm,
500 mm. Beide Flichentanks sind Prismen mit trapezformi Grundflichen (Ab
des Trapezes: Abstand der Parallelen 1500 mm; Linge der Parallelen 480 mm und 430 mm;
Héhe 1000 mm).

a) Wieviel Liter Kraftstoff kann das Flugzeug tanken ?
b) Ermitteln Sie das Gewicht der Fiillung (Wichte des Kraftstoffs 0,76 pem=3)!
¢) Welchen Aktionsradius hal der Femaufklirer. wenn jedes Triebwerk der zweistrahligen
Maschine im Durchschnitt 2,2 1 km~! verb ht ?
(Bemerkung: Der Aktionsradius ist der Radius des Kreises, bis zu dessen Peripherie ein
Flugzeug vorstoBen kann, um mit seinem Kraftstoffvorrat den Abflughafen
wieder zu erreichen.)

3. Gegeben sei ein regelmiBi dreiseitiges Prisma mit der Grundkante a = 6,4 cm. Durch
eine Grundkante werde eine Ebene gelegt, die gegen die Grundfliche geneigt ist. Diese
Ebene schneide den Korper so, daBl eine (schiefe) Pyramide entsteht. Stellen Sie das Volu-
men und die Mantelfliche der entstehenden Pyramide als Funktion des Neigungswinkels
der Schnittebene dar! Welchen Wert haben diese GroBen fiir einen Neigungswinkel von
51,6°?

24. Eine gerade quadratische Pyramide mit 25, Eine regelmiBige sechsseitige Pyramide

einer Grundkante a = 8,0 cm habe ein
Volumen ¥ = 256 cm® Wie lang ist die
Héhe der Pyramide ?

Eine Pyramide habe als Grundfliche ein
Rechteck mit den Seiten a = 4,0 cm,
b = 3,0 cm und Seitenkanten s = 6,5 cm.
‘Wie groB ist das Volumen des Kérpers ?

Bei einer regelmifigen dreiseitigen Pyra-
mide seien die Seitenflichen gegen die
Grundfliche unter einem Winkel von 45°
geneigt. In welchem Verhiltnis stehen die
Inhalte der Grundfliche und der Mantel-
fliche einer solchen Pyramide zueinander ?

fliche.

Wieviel Quadratmeter Dachpappe werden zum Decken bendtigt, wenn mit 49,

gerechnet wird ?
a) @=800m;b=0600m;h=140m

Begriinden Sie, weshalb der Inhalt der
Schnittfliche nur ein Viertel des Inhalts
der Grundfliche betriigt, wenn eine Pyra-
mide in halber Héhe parallel zur Grund-
fliche geschnitten wird!

31.
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mit einer Grundkante a = 6,0 cm habe ein
Volumen ¥ = 795 cm®. Wie lang ist eine
Seitenkante ?

27. Eine regelmiBige sechsseitige Pyramide

habe eine Grundkante @ = 3,0 cm und
eine Hohe h = 8,0 cm. Wieviel Prozent
ihrer Gesamtoberfliche macht ihre Mantel-
fliche aus?

. Von einer geraden quadratischen Pyramide

seien das Volumen ¥ = 138 cm® und der
Neigungswinkel der Seitenkanten gegen
die Grundfliche x = 72,5° gegeben Wie
lang sind Grundkanten und Sei

der Pyramide ?

. Das Dach eines Schuppens habe die Form einer geraden Pyramide mit rechteckiger Grund-

Abfall

b) a=1050m; b = 4,50 m; h = 0,85 m

32, Eine Pyramide werde in halber Hohe

parallel zu ihrer Grundfliche geschnitten.
In welchem Verhiltnis steht das Volumen
der Teilkérper zum Volumen der Voll-
pyramide ?



33

b8

35

Berechnen Sie den Inhalt der grau darge-
stellten Schnittfliche in Bild b 8!

64

Berechnen Sie den Inhalt der grau darge-
stellten Schnittfliche in Bild b 9!

Stellen Sie den Inhalt der Oberfliche eines
geraden Kreiskegels mit konstantem Ra-
dius r als Funktion der Hohe h dar
(Gleichung und Graph)!

. Stellen Sie den Inhalt der Oberfliche eines

geraden Kreiskegels mit konstanter Hohe h
als Funktion des Radius r dar (Gleichung
und Graph)!

Zur Berechnung eines geraden Kreiskegels seien von den sechs GréBen r, h, s, Ay, Ao, V jeweils

/42

a) A =53cm; h=178cm
'd\f V=184 cm?; h = 3,8cm

Ein gerader Kreiskegel habe einen
Offnungswinkel von 64° und einen Grund-
kreisumfang von 126 mm. Wie groB8 sind
Oberflicheninhalt und Volumen des Kor-
pers?

Aus einem kreisformigen Stiick Blech von
1,00 m Radius werde ein Stiick mit einem
Zentriwinkel von 135° ausgeschnitten und
zu einem Kegelmantel zusammengerollt.
Wie groB sind Radius und Volumen des
entstehenden Kegels ?

zwei gegeben. Berechnen Sie die fehlenden vier GroBen!
2 )

40

a) h=123cm;s=1%7cm
b) Ao = 300 cm?; s = 10 cm
Ein gerader Kreiskegel habe einen

Offnungswinkel von 112° und eine Mantel-
linie von 8,00 cm Linge. Wie groB sind
Grundkreisradius, Oberflicheninhalt und
Volumen des Korpers?

Eine Viertelkreisfliche vom Radius 40 cm
werde zu einem Kegelmantel gebogen. Wie
gro sind Grundkreisradius, Hohe und
Volumen des entstehenden Kegels ?

Zur Berechnung einer Kugel sei eine von den drei GroBen r, Ao, V gegeben. Berechnen Sie die
fehlenden zwei GroBen!

9

a) r=40cm p) Ao =1,0m?

[00 10 02]

r=80cm h) V=10dm?




45. Welchen Oberflicheninhalt hat eine Kugel

L 22\,
von 113 — cm® Volumen l\n = 7) ?

46. Welches Volumen hat eine Kugel von
113 —,ll— em? Oberflicheninhalt (31 = g)"

Hinweis: Bei den Aufgaben b 47 bis b 50 sind die Daten dem Tafelwerk bzw. dem Lehrbuch

zu entnehmen.

47. Berechnen Sie den Oberflicheninhalt und
das Volumen der Erdkugel!

49. Ein Globus habe einen Durchmesser von
40 cm. Welche Fliche nimmt auf diesem
Globus der Kontinent Afrika ein ?

18. Berechnen Sie den Oberflicheninhalt und
das Volumen des Erdmondes (Kugelform
vorausgesetzt)!

50. Welchen Durchmesser hat ein Globus, auf
dem der Kontinent Asien eine Flache von
224 cm? einnimmt ?

4. Eine Hohlkugel von 1 cm Wandstirke habe ein Volumen von 120 cm®. Wie lang ist ihr

auBerer Radius ?

5. Bei einer Hohlkugel von 1 cm Wandstirke betrage die Inhaltsdifferenz zwischen der &ufe-
ren und der inneren Oberfliche 60 cm®. Wie lang ist der duBere Radius der Hohlkugel ?

asats

6. Ein Kreiskegel mit itigem Ack

itt habe das gleiche Volumen wie ein Kreis-

zylinder mit quadratischem Achsenschnitt. Wie verhalten sich

a) die Lingen der Hohen,
der beiden Kérper ?

b) die Inhalte der Mantelflichen,

c) die Oberflicheninhalte

7. Beweisen Sie mit Hilfe des Satzes von CAVALIERI, daBl das Volumen einer Halbkugel gleich
der Differenz zwischen dem Volumen eines Kreiszylinders und dem Volumen eines Kreis-
kegels ist, wenn diese Korper die gleiche Grundfliche und die gleiche Hohe wie die Halb-

kugel haben (Satz von ARCHIMEDES)!

51. Stellen Sie ein regelmiBiges dreiseitiges
Prisma (@ = 4,5 cm; h = 8,0 cm) in Zwei-
tafelprojektion und in Kavalierperspektive
dar!

é’\Stellen Sie ein schiefes Prisma mit regel-
miBig-sechseckiger Grundfliche (a = 3 cm)
in Zweitafelprojektion und in Kavalier-
perspektive dar! Die Kérperhohe betrage
8,5 cm, ein Eckpunkt der Deckfliche liege
senkrecht iiber dem Mittelpunkt der
Grundflache.

55. Stellen Sie das in Bild b 10 im Grund- und
AufriB gegebene gerade Prisma in Kava-
lierperspektive dar!

56. Stellen Sie das in Bild b 11 im Grund- und
AufriB gegebene schiefe Prisma in Kava-
lierperspektive dar!
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52. Stellen Sie ein gerades Prisma mit rechtecki-
ger Grundfliche (a = 5,5 cm; b = 4,0 cm;
h =1,5cm) in Zweitafelprojektion und
in Kavalierperspektive dar!

54. Stellen Sie ein schiefes Prisma mit quadra-
tischer Grundfliche (a = 4,2 cm) in Zwei-
tafelprojektion und in Kavalierperspektive
dar! Ein Eckpunkt der Deckfliche liege
senkrecht iiber dem Mittelpunkt der
Grundfliche, die Seitenkanten schlieBen
mit der Grundfliche einen Winkel von
75° ein.

b 10 b1l



7. Stellen Sie das in Bild b 12 in Kavalier-

perspektive gegebene Prisma in Grund-
und AufriB dar, und zwar so, dal3 es auf
der GrundriBebene steht!

5. Stellen Sie das in Bild b 13 in Kavalier-

perspektive gegebene Prisma in Grund-
und AufriB dar, und zwar so, daB es auf
der GrundriBebene steht und eine der drei
Grundkanten parallel zur AufriBebene ist!

- Stellen Sie eine gerade quadratische
Pyramide (@ = 5 cm), deren Seitenkanten
mit der Grundfliche einen kael von 55°

inschlief3 in Zweitafel on und
in Kavalierperspektive dar'

)

. Stellen Sie eine regelmiBige sechsseitige"

Pyramide (@ = 3,5 cm), deren Seitenfla-
chen mit der Grundfliche einen Winkel
von 60° einschlieBen, in Zweitafelprojek-
tion und in Kavalierperspektive dar!

Stellen Sie die in Bild b 14 im Grund- und
Aufri gegebene gerade Pyramide in
Kavalierperspektive dar!

b 13

60. Stellen Sie eine regelmiBige sechsseitige

Pyramide (a = 3 cm), deren Seitenkanten
mit der Grundfliche einen Winkel von 65°
einschlieBen, in Zweitafelprojektion und in
Kavalierperspektive dar!

2. Stellen Sie eine regelmifBige achtseitige

Pyramide (a = 2,4 cm), deren Seiten-
kanten mit der Grundfliche einen Winkel
von 55° einschlieBen, in Zweitafelprojek
tion und in Kavalierperspektive dar!

. Stellen Sie die in Bild b 15 im Grund- und

AufriB gegebene schiefe Pyramide in Kava-
lierperspektive dar!

65. Stellen Sie die in Bild b 16 in Kavalierper-

spektive gegebene Pyramide in Zweitafel-
projektion dar!

66. Stellen Sie die in Bild b 17 in Kavalierper-

spektive gegebene Pyramide in Zweitafel-
projektion dar!

. Ein gerades quadratisches Prisma (a = 5 cm; h = 8 cm) werde durch einen ebenen Schnitt,
der durch eine Diagonale der Deckfliche und einen Eckpunkt der Grundfliche geht, ab-
geschriagt. Berechnen Sie den Inhalt der Schnittfliche und das Volumen des Restkorpers!
Stellen Sie den Korper (in freigewihlter Lage) in Zweitafelprojektion und in Kavalierper-

spektive dar!
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9. Ein gerades quadratisches Prisma (@ = 4,5 cm; h = 7 cm) werde durch einen ebenen
Schnitt, der durch eine Deckkante geht und die gegeniiberliegende Seitenfliche halbiert,
abgeschrigt. Berechnen Sie den Inhalt der Oberfliche und das Volumen des Restkorpers!
Stellen Sie den Korper (in frei gewihlter Lage) in Zweitafelprojektion und in Kavalierper-

spektive dar!

67. Von einem Wiirfel werden die Ecken so
abgeschnitten, daB aus den Seitenflichen
des Wiirfels Quadrate entstehen, deren
Diagonalen so lang wie die Wiirfelkante
sind. Stellen Sie den Restkorper in Zwei-
tafelprojektion und in Kavalierperspektive
dar! Berechnen Sie das Volumen des
Kérpers!

68. Von einem Wiirfel werden die Ecken so

abgeschnitten, daB aus den Seitenflichen
regelmiBige Achtecke entstehen. Stellen
Sie den Restkorper in Zweitafelprojektion
und in Kavalierperspektive dar! Welchen
Prozentsatz hat das Volumen des Rest-
kérpers im Vergleich mit dem Volumen des
Wiirfels ?

Hinweis zu den Aufgahen b 67 und b 68: Die abgetrennten Eckkérper der Wiirfel sind als
schiefe Pyramiden (mit emem rechtmnkhpglexchschenkhgen Dreieck als Grundfliche und einer

zur Grundfliche senk e)

Stellen Sie die in den Bildern b 18 und b 19 gegebenen Kérper in Kavalierperspektive dar!
Berech Sie den Oberflicheninhalt und das Volumen der Kérper!

69.

70.

— -
|
=
|
() —

b1s

71. Die handelsiiblichen Einfiilltrichter sind
so geformt, daB sich ein kreisrundes Filter-
papier nach zweimaligem Falten und an-
schlieBendem Offnen zu einem Kegel ein-
legen laBt. Die eine Hilfte des Kegel-
mantels besteht dabei aus dreifach ge-
faltetem Papier. Wie groB ist der Offnungs-
winkel des Trichters ?
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72. Unter welcher Bedingung sind der Mantel

eines geraden Kreiszylinders und der
Mantel eines geraden Kreiskegels flichen-
gleich, wenn beide Kérper gleiche Grund-
kreisradien und gleiche Hohen haben ?



Konstruieren Sie zu den in den Bildern b 20 und b 21 gegebenen Darstellungen im Grund- und
AufriB einen zweiten AufriB, dessen RiBachse krech lichen RiBachse ist! Be-

zur ursprii
h

Sie aus den gegeb

Daten den Oberflicheninhalt und das Volumen der dargestell-

ten Korper!
73. 74.
5 P
5 8 5*0" g
A
P N
Ve N .
0
55 v L4 o
b 20 b2l B
75. Sand hat einen Béschungswinkel von etwa 7 Wieviel Tonnen Kies ungefihr faBt eine

34°. Wieviel Tonnen Sand ungefihr lassen
sich auf einer kreisformigen Fliche von
8 m Durchmesser aufschiitten

=23t -m??

kegelige Aufschiittung von 4m Hohe
(Boschungswinkel 31°;0 = 2,2t - m~%)?

77. Wie groB muB eine kreisformige Fliche 7X Wie groB muB eine kreisformige Fliche
mindestens sein, damit auf ihr 50 t Sand mindestens sein, damit auf ihr 90 t Kies
aufgeschiittet werden konnen ? aufgeschiittet werden kénnen ?

79. Einem Wiirfel sei eine Kugel umbeschrie- 80. Einer Kugel sei ein Wiirfel umbeschrie-
ben. In welchem Verhiiltnis stehen ben. In welchem Verhiltnis stehen
a) die Volumen, a) die Volumen,

b) die Oberflicheninhalte b) die Oberflicheninhalte
der Korper ? der Korper ?

X. Ein Quadrat und der dem Quadrat umbe-  82. Ein Quadrat und der dem Quadrat ein-
schriebene Kreis rotieren um eine Mittel- beschriebene Kreis rotieren um eine Qua-
linie des Quadrates. In welchem Verhaltnis dratdi In welch Verhil ste-
stehen hen

die Volumen, a) die Volumen,
) die Oberflicheninhalte b) die Oberflicheninhalte
der henden zwei R k ? der henden zwei R er ?

133




1

)

11.

12.

13.

. Stellen Sie den im Bild b 22 in Zweitafelprojektion

. Konstruieren Sie zu dem im Bild b 22 in Zweitafel-

. Unter welchen Bedingungen sind die Seitenkanten einer dreiseitigen Pyramide gleich lang ?

Stellen Sie ein Beispiel fiir eine Pyramide dieser Art in Zweitafelprojektion und in Kava-
lierperspektive dar! (Als Beispiel soll keine regelmiBige Pyramide gewahlt werden.)

Unter welchen Bedingungen sind die Hohen der Seitenflichen einer dreiseitigen Pyramide
gleich lang ? Stellen Sie ein Beispiel fiir eine Pyramide dieser Art in Zweitafelprojektion
und in Kavalierperspektive dar! (Als Beispiel soll keine regelmiBige Pyramide gewihlt
werden.)

Eine Pyramide soll durch einen Schnitt parallel zur Grundfliche in zwei
Teile zerlegt werden. In welchem Verhiiltnis muB dabei die Hohe des Korpers geteilt werden ?

Bei einem Wiirfel werden die Mittelpunkte benachbarter Seitenflichen geradlinig mitein-
ander verbunden. Stellen Sie den entstehenden Korper in Zweitafelprojektion und in Kava-
lierperspektive dar! Wie verhalten sich Oberflicheninhalt und Volumen dieses Kirpers zu
den entsprechenden GroBen des Wiirfels ?

abgebildeten geometrischen Kérper in Kavalierper-
spektive dar! Berech Sie Oberflicheninhalt und
Volumen des Korpers!

projektion abgebildeten geometrischen Kérpern zwei
weitere Aufrisse! In einem Falle soll die neue Rilachse
senkrecht zur urspriinglichen stehen. Fertigen Sie ein
Modell oder ein Flichennetz des Korpers an!

Ermitteln Sie die wahre Linge der Seitenkanten der folgenden Korper durch eine darstellend-
geometrische Konstruktion!

83.

85.

86.

87,

=

8

&
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UnregelmiBige dreiseitige Pyramide (freie 1. UnregelmiBige vierseitige Pyramide (freie
Wahl der MaBe) Wahl der Mafe)
Kérper nach Bild b 23. b23 b 24

Kérper nach Bild b 24,

Ermitteln Sie durch Konstruktion den
Schnittwinkel zweier Raumdiagonalen
eines Wiirfels!

—

Ermitteln Sie durch Konstruktion den
Winkel, den eine Raumdiagonale eines
Wiirfels mit einer vom gleichen Eck-
punkt hend lichendi lersins
schlieBt!




Die folgenden Kérper werden von einer Ebene senkrecht zur AufriBebene geschnitten. Konstru-

ieren Sie die wahre GroBe der Schnittfiguren!

39, RegelmiBiges dreiseitiges Prisma; Winkel  90. RegelmiBiges fiinfseitiges Prisma; Winkel
zwischen GrundriBebene und Schnitt- zwischen GrundriBebene und Schnitt-
ebene 45°, ebene 60°,

/

16. Stellen Sie eine regelmiBige dreiseitige Pyramide, deren Seitenflichen zur Grundfliche kon-
gruent sind, in Zweitafelprojektion dar, und zwar so, daB8 eine Kante des Korpers in der
GrundriBebene parallel zur RiBachse und eine weitere Kante parallel zur Grundriiebeue
liegt! Schneiden Sie den Korper durch eine Parallelebene zur GrundriBebene in halbem Ab-
stand zwischen den indschiefen) Kanten und ermitteln Sie die Schnittfigur!

Stellen Sie den Kérper mit dem Schnitt in Kavalierperspektive dar!

17. Stellen Sie einen Wiirfel in Zweitafelprojektion dar; und zwar m emer Lage, bei der ein
Eckpunkt in der GrundriBebene, der in der R di i Eckpunkt senk-
recht iiber diesein und eine Kante parallel zur AufriBebene hegt.! Nehmen Sie drei Schnitte
parallel zur GrundriBebene durch den Kérper an, davon einen durch den Mittelpunkt des
Wiirfels, und ermitteln Sie die Schnittfiguren! Stellen Sie Korper und Schnitte in Kavalier-
perspektive dar!

Stellen Sie folgende Kreiszylinder in Zweitafelprojektion dar! Fertigen Sie Skizzen der Korper
in schriger Parallelprojektion (a =90°4q= %) an!

01. Gerader Zylinder; r = 2,5cm; h = 6,5cm 92, Gerader Zylinder mit quadratischem
Achsenschnitt; h = 6 cm

Skizzieren Sie einen geraden Kreiszylinder in schriger Parallelprojektion (a =90° q= % !

Zeich: Sie einen Ach hnitt ein, dessen Ebene nicht parallel oder senkrecht zur Bild-
ebene ist! |
93. r=4,0cm; h =75 cm 94. r=3,5cm; h=110cm
95. Skizzieren Sie einen geraden Kreiszylinder ~ 96. Skizzieren Sie einen liegenden geraden
(r = 3 cm; h = 8 cm) in schriger Parallel- Kreiszylinder (r = 2,8 em; h = 9,4 cm),
projektion (a =90% g = %) in folgenden desl:e:l Achse auf der Bildtafel senkrecht
steht!
Lagen! i od
=) Auf einer horizontalen Ebene stehend a) In schraoger Par;: llelprojektion
i) Auf einer horizontalen Ebene liegend, =90°q= 7)
Achse senkrecht zur Bildebene b) In Kavalierperspektive

Stellen Sie folgenden geraden Kreiskegel in Zweitafelprojektion dar! Fertigen Sie Skizzen in
schriger Parallelprojektion (a =90° ¢= l) an! Ermitteln Sie die gesuchten Stiicke durch
Konstruktion!

97, r=3cm; h =5 cm; gesucht s 98. r = 3,5cem; s = 5,5 cm; gesucht h

99, r = 3,5 cm; Winkel zwischen Mantellinie  100. r = 2,6 em; Offnungswinkel 45°;
und Grundfliche 52°; gesucht h; s gesucht h; s

Die folgenden geraden Kreiszylinder werden von einer Ebene senkrecht zur Aufriebene ge-
schnitten. Konstruieren Sie die wahre GroBe der Schnittfiguren!

101. r = 4 cm; h =12 cm; Winkel zwischen  102. r= 3 cm; h = 12 em; Winkel zwischen
Schnittebene und GrundriBebene 45° t und GrundriBeb 60°

163, r = 2,5 cm; h = 18 em; Winkel zwischen  104. r = 4 cm; h = 8 cm; Winkel zwischen
Schnittebene und GrundriBebene 72° Schnittebene und GrundriBebene 30°
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18. Das Dach eines Turmes, dessen Grund- und Aufril Fe—————
in Bild b 25 zu ersehen sind, soll im MaBstab 1:100

11

in Kavalierperspektive d werden.

N e

sind das Volumen des Dachraumes und der Inhalt

der Dachfliche zu ermitteln.

hy = 500

hy=300

b=550
b25 a= 1000
MabBe in em
Bereclmen Sie das Volumen und den Oberflicheninhalt von regelmiBigen dreiseitigen Pyra-

fen, wenn fo de GroBen gegeb

105. g, = 8cm; @, = S5cm; h=Tcm
107. ¢ =85cem; h=4cm; s =5cm

Berechnen Sie das Volumen und den Oberflich

sind!
106. a; = 7,8 cm; a3 = 5,9 cm; h = 10,4 cm.
108. g, =3 cm; h=3cm; s=5cm

Y 4. F} %

p wenn folgende GroBen gegeben sind!
109. ¢, =5,5cm; h=3,2cm; s =4,0cm
111. Eine gerade quadratische Pyramide

(a = 6,0 cm; s = 5,0 cm) werde in halber
Hohe von einer Ebene parallel zur Grund-
fliche geschnitten. Berechnen Sie den
Ob inhalt der henden Teil-
kérper!

~Aach

113. Ein gerader Pyramidenstumpf habe als
Grundfliche ein regelmaBiges Sechseck
mit einer’ Seite a = 4 cm. Die Seiten-
kanten seien gegen die Grundfliche unter
einem Winkel von 67,2° geneigt, die Hohe
des Stumpfes betrage 5cm. Wie grol
sind Oberflicheninhalt und Volumen des

Stumpfes ?
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Pyramid

110. ay: a3 = 3:2; 6, —ay, = 2,5cm; h = 2a,

112. Eine gerade quadratische Pyramide
(a =5,8cm; h = 7,4 cm) werde in 2 cm
Héhe von einer Ebene parallel zur Grund-
fliche geschnitten. In welchem Verhaltnis
steht
a) das Volumen des Stumpfes zum Vo-
lumen der Vollpyramide,

b) der Oberflicheninhalt des Stumpfes
zum  Oberflicheninhalt der Voll-
pyramide ?

114. Ein gerader Pyramidenstumpf habe als
Grundfliche ein regelméBiges Achteck mit
einer Seite a = 2,5 cm. Die Seitenkanten
haben eine Linge s = 4cm und eine
Neigung gegen die Grundfliche von
75,5°. Wie groB sind Volumen und Ober-
flicheninhalt des Stumpfes ?



115. Bei einem geraden quadratischen Pyra-
midenstumpf messen die Deckkanten
3 cm, die Hohe des Kérpers betrage 6 cm,
die Seitenflichen schlieBen mit der
Grundfliche einen Winkel von 52° ein.
Wie groB sind Oberflicheninhalt und
Volumen des Kérpers ?

116. Ein gerader Pyramidenstumpf mit recht-
eckiger Grundfliche (a: b = 3: 2), dessen
Hohe 6 cm betrage, habe eine Deckfliche
von 13,5 cm® und eine Grundfliche von
vierfachem Inhalt. Wie groB ist das
Volumen des Korpers? Unter welchem
Winkel sind
) die Seitenkanten,

b) die Seitenflichen gegen die Grund-
flache
geneigt ?

Berechnen Sle die Linge der Grundkante und die Lange der Deckkante gerader quadratischer

Pyrami fe, wenn f

117. ¥ = 800 cm3; h = 9 cm; a,=—2-u1

Y h

Sie den N

gegeniiber der Gnmdﬂnche bei geraden Py

de GroBen gegeben sind!
118. ¥ = 1dm3; h = 1,2dm; Ag: Ap = 3:1
inkel der Seitenk und den Neigungswinkel der Seitenflich
P idenstiimpfen mit folgenden Daten!
120. Fiinfseiti IméBiger Pyramid

119. Quadratischer Pyramidenstumpf;
@, =5cm; ag=3cm; s=06cm

121. Stellen Sie einen regelmiBigen sechsseiti-
gen Pyramidenstumpf (a; = 3,5 cm;
gy =2cm; h=4cm) in Zweitafelpro-
jektion und in Kavalierperspektive dar!

123. Stellen Sie einen regelmiBigen fiinfseiti-
gen Pyramidenstumpf (a = 4 em;
h = 4,5 cm), dessen Seitenkanten mit
der Grundfliche emen kael von 65°

stumpf; a; = 4 cm; ay =%ax; h=8cm

122. Stellen Sie einen geraden Pyramiden-
stumpf mit rechteckiger Grundfliche
(@ = 5,5cm; by = 4 em; a; = 3,5 cm;
h = 3 cm) in Zweitafelprojektion und in
Kavalierperspektive dar! *

124. Stellen Sie einen regelmiBigen fiinf-
seitigen Pyramidenstumpf (a = 3,5 cm;
h = 5,0 cm), dessen Seitenflichen mit der
Grundfliche einen Winkel von 68° ein-

hlieBen, in Zweitafelprojektion dar!

umpfes seien von den sieben GroBen ry, ry, h, s, Ap,

vier GréBen!

hlieBen, in Zwei ktion dar!
Zur Berech eines den Kreiskegel
Ao, V jeweils drei gegeben. Berechnen Sie die fehlend

125. a) r;=52cm; r, = 4,1 cm;

h = 6,8 cm

b) r,=14cm; h =8cm;
s=10cm (r; > rp)

¢) ry=10cm; r, =8 cm;

Ap = 560 cm?

127. Ein Baumstamm von 6,00 m Linge habe
einen oberen Umfang von 2,50 m und
einen unteren Umfang von 3,20 m (ohne
Rinde). Wieviel Festmeter (Kubikmeter)
Holz liefert er ?

129. Ein Eimer von 27 cm Héhe habe einen
Grundkreisdurchmesser von 20 cm. Wie
weit muB der obere Radius sein, wenn der
Eimer randvoll 14 1 fassen soll ?

126. a) r; = 13,4 em; r; = 11,0 cm;
s =143 cm
b)r,=42cm; h =172cm;
= 8,4cm (r; > ry)
¢)r;=>5cm; r, = 4cm;
V = 210 cm?®

128. Ein Forstarbeiter miBt mit der Kluppe
die Durchmesser eines 10m langen
Baumstammes am unteren Ende mit
48 cm und am oberen Ende mit 38 cm.
Wieviel Festmeter (Kubikmeter) Holz hat
der Baumstamm ? '

130. Ein Eimer habe die Durchmesser
dy, = 20 cm und d, = 28 cm, die Mantel-
linie betrage 35 cm. Berechnen Sie das
Fassungsvermogen des Eimers, wenn er
bis 5 cm unter den oberen Rand gefiillt
werden soll und der Boden 3 em iiber
dem unteren Rand angebracht ist!

137




19.

Ein gerader Kreiskegelstumpf, dessen Grund- und Deckfliche Durchmesser von 33,4 cm
und 18,2 em haben und dessen Héhe 15,2 cm betrage, soll durch einen Schnitt parallel zur
Grundfliche in zwei volumengleiche Teile zerlegt werden. Wie groB sind die Hohen der
Teilkérper ? Welcher Teilkérper hat die groBere Mantelflache ?

Stellen Sie folgende gerade Kreiskegelstiimpfe in Zweitafelprojektion dar! Fertigen Sie Skizzen
in schriger Parallelprojektion (a =90°q= %) an!

131.

133.

a) n=4cm; ry=2cm; h=4,5cm; 132. a) m=4cm; s =5cm; h = 4,5 cm;
gesucht s gesucht r,

b) n=45cm; r, =25cm; s = 4cm; b) ri = 4ecm; h = 4 cm; Winkel zwi-
gesucht h schen den Mantellinien und der

Grundfliche 60°; gesucht ry; s

Ein Walmdach (Bild b 26) iiberdecke 3. Ein Walmdach (Bild b 26) iiberdecke eine

eine rechteckige Fliche von 13,20 m rechteckige Fliche von 15,80 m Linge

Lénge und 5,40 m Breite. Der Dachfirst und 6,60 m Breite. Alle Dachflichen sind

sei 7,80 m lang und liege 2,60 m hoher als gegen die Ebene der Traufkanten um 45°

die Traufkanten. Wie groB sind Dach- geneigt. Welche Linge hat der Dachfirst ?

oberfliche und Dachraum ? Wie groB sind Dachoberfliche und Dach-
raum ?

I 1
e 1 I} 5 |
T T T T
|
|
1
b 26 b27
135. Berechnen Sie fiir das im Bild b 27 in  13;. Berechnen Sie fiir das im Bild b 28 in
Grund- und Aufri8 dargestellte Dach den Grund- und Aufri8 dargestellte Dach den
Inhalt der einzelnen Dachflichen und den Inhalt der einzelnen Dachflichen und den
gesamten Dachraum! gesamten Dachraum!
137. An einem kegel pfformigen Sch in (unterer Durchmesser 4,8 m; oberer Durch-
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messer 1,6 m; Hohe 32 m) soll in 18 m Héhe ein dicht anliegender ringformiger Wasser-
behilter mit einem zylindrischen Unterteil und einem kegelformigen Oberteil angebracht
werden.

Seine Ab ngen seien: AuBerer Durch des zylindrischen Teils und Durchmesser der
Grundfliche des kegelformigen Teils 4,8 m;

Héhe des zylindrischen Teils 2,4 m; Neigungswinkel der Mantellinie des kegelférmigen
Teils gegen die Grundfliche 30°. Welches F assungsvermogen hat der Behilter ?




Von Rotationskérp seien D | ben. Skizzi Sie die Korper in schrager Par-
allelprojektion (a =90°q= w)' Berechnen Sxe Mantelflicheninhalt und Volumen der Kérper!

138. #) (technische Zeichnung) 139. a) (technische Zeichnung)
8219
%é‘ﬂﬂ
§
| e |
g
&

S
1500,

3 19| 150 9350
b29 Rohrverbindung b 30 Zementsilo
b) (halber Achsenschnitt) b) (halber Achsenschnitt)

8|
70
S
65
8 !
Fj
S
b3l b32

140. An einem kegelstumpfférmigen Schornstein (unterer Durchmesser 4,5 m; oberer Durch-
messer 1,8 m; Hohe 28 m) soll in 15 m Hohe ein dicht anliegender ringférmiger zylindri-
scher Wasserbehalter mit 40 m® F' ‘mogen bracht werden. Wie hoch muB .
dieser Behilter sein, wenn sein @uBerer Duxchmesser 5 m betragen soll?

/

N Ein Torpedo unserer Volksmarine ist 7 m lang. Der Torpedokopf ist eine Halbkugel (Ra-
dius 25 cm). Daran schlieBen sich ein Zylinder (Lénge 5,75 m) und ein Kegel (Héhe 1 m)
an.

Wieviel Prozent des Gesamtvolumens eines solchen Torpedos sind mit Sprengstoff gefiillt,
wenn die Halbkugel vollstindig und der Zylinder zu 209, mit Sprengstoff gefiillt sind ?
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Ein Quadrat mit einer Seitenlange von 4 cm rotiere um eine Achse, die vom Mittelpunkt des
Quadrats einen Abstand von 8 em habe und mit dem Quadrat in der gleichen Ebene liege. Es
entsteht ein ringformiger Korper.

Berechnen Sie das Volumen des Rota- Berechnen Sie den Oberflicheninhalt des
tionskorpers, wenn Rotationskérpers, wenn
eine Quadratseite, ) eine Quadratseite,
eine Quadratdiagonale parallel zur eine Quadratdiagonale parallel zur
Achse ist! Achse ist!
Vergleichen Sie die Ergebnisse! Vergleichen Sie die Ergebnisse!

Priifen Sie nach, ob die sogenannte Simpsonsche Formel fiir die Berechnung des Volumens
o h -
bestimmter geometrischer Kérper V' = ¢ (4 + Ap + 44y) fiir die folgenden Korper gilt!

Dabei bedeutet Ay den Inhalt der Querschnittsfliche, die entsteht, wenn der Korper in halber
Hohe parallel zur Grundfliche geschnitten wird.

Prisma, Zylinder, Pyramide und Kegel 5. Pyramidenstumpf, Kegelstumpf und
Halbkugel

Als Naherungsformel fiir die Berechnung des Vol eines Py iden- und eines Kegel p-
fes geben Formelsammlungen an:
Vo aeitidn
2

Berechnen Sie fiir die folgenden Fille den absol und den relativen (prozentualen) Fehler
gegeniiber dem genauen Wert des Volumens, wenn diese Niherungsformel benutzt wird!
146. Quadratischer Pyramidenstumpf; 147. RegelmiBiger sechsseitiger Pyramid

a,=5cm; a,=2cm; h=4cm stumpf; a; = 2,8 cm; a; = 1,8 cm;

h=26cm

M8. Die US-Aggressoren schreckten vor keinem Verbrechen in Vietnam zuriick. Viele Frauen
und Kinder téteten sie mit ihren furchtbaren Kugelbomben. Diese verstreut die zerber-
stende ,,Mutterbombe* (ein Zylinder von 1,5 m Linge, abgeschlossen durch eine Halb-
kugel von 40 cm Durchmesser).

Wie viele Kugelbomben (Durchmesser 7 em) sind in einer Mutterbombe (20 % des Gesamt-
volumens bleiben durch die Kugelformen leer)?
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Betonrohren haben den in den Bildern b 33 und b 34 angegebenen Querschnitt. Welche Masse
je Meter haben diese Rohren (Dichte des Betons 2,35 g - em=2)?

149. 150.

lor

20. Ein Kreis rotiere um eine Achse, die mit dem Kreis in einer Ebene liegt, aber den Kreis
nicht schneidet. Der Durchmesser des K.reues wl . der A.buumd des Kreismittelpunkts

von der Achse sei a. Geben Sie maglichst enge S an, hen denen das Volumen
des Rotationskérpers liegt!
2]1. Als Naher f 1 fiir die B h des Vol eines Py id oder Kegel-
pfes geben F' 1 1 an:
Ve M “h.

Deuten Sle diese Formel geomemu:h' Stellen Sie den absoluten Fehler, der slch bel der
Anwendung dieser Formel zur Bereck des Vol eines geraden K
fes ergibt, als Funktion des Deckkreisradius r, (Grundkreisradi r, und Hohe h des S'.ump-

fes werden als konstant angenommen) dar!
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Abbildung
—svorschrift
eindeutige —
geometrische —
identische —

Anniherung

Bestimmungsstiicke
Bild
Bogenmal}

Definitionsbereich
Dreieck
beliebiges —
Bestimmungs—
—sberechnungen

gleichschenkliges —

rechtwinkliges —

Ebene

A4, B72 (> 3)
A4

Ad
Al4
Al4,16
A23

A 42, 45, 46
B 72
A7, 8(>1)

A4, 12

A 40

ASsl

A 46

A 40, 42, 57

A 45

A4l (> 11,12,13, 14)

projizierende — B3
Einheitskreis A9
Element A4
Ellipse B84
Hauptachse der — B 84
Nebenachse der — B 84
Figur
wahre GroBe einer ebenen — B 80
Flache
Deck— B 67, 68, 87, 90
—ninhalt A 41,50 (> 16)
—ninhaltsformel A 41, 50
Grund— B 67, 68, 70, 87, 90
Mantel— B 67, 68, 70, 87, 90
Schnitt— B 69, 83
Seiten— B 67, 70, 87
Funktion A4
Exponential— A5
—swert A4
Ko— A30
Kosinus— A19(>4)
Kotangens— A 22 (>6)
lineare — A5
Logarithmus— A5
periodische — A13
Potenz— A5
quadratische — A5
Sinus— A10,11 (> 2),13 (>>3)
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Tangens— A22(D>5)
Winkel—en A22(D>2,4,5,6)
Geraden
projizierende — B2
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A5
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A6
A4l
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B72

A7
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B 68, 72
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B91, 93
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B 66
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A28
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Sekunde A6
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Stauchung Al4
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Bild— Al4
Original— Al4
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Streckung Al4
—sfaktor Al4
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Tangens . A41(>13)
— eines Winkels A22
Umklappung B 77, 80
Umkreis A 46
Vieleck A 46
regelmiBiges — A 46
Volumen B 66, 69, 71, 72, 88, 91
Vorzeichen Al12
‘Wertebereich A4, 12
Winkel A6
anliegende — A 40
einander équivalente — A1
gegeniiberliegende — A 40
Komplement— A30
negativ orientierte — A1
positiv orientierte — A6
Voll— A6
—funktionen A22
—funktionsskale A 37
—funktionswerte A33
Zuordnung A4
eindeutige — A4
—svorschrift Ad
Zylinder B 68
Achse des Kreis—s B 68
gerader Kreis— B69
Kreis— B 68, 83
schiefer Kreis— B 69
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Winkelfunktionen

Sinus - «

b 510 A. / N 7
S

b

Tangens - o

funktion A /
y=tanx sV
U

Dreiecksberechnungen
a
Sip ol= —
a c
o
c
Sl N
sin o
a
a’ cos o

%/



Y,

Wahre Grofle der Schnittfigur

Oberflacheninhalt
Ag=Ag+ Ap+ Ay

Ag=a’+ b%+2h,(a+b)

Ao="["12*r12*5(f1*rz)]
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