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1. SchluB von » auf n + 1, binomischer
Satz, elementare Folgen und Reihen

Zu den groBten Leistungen unseres Jahrhunderts auf wissenschaftlichem und tech-
nischem Gebiet gehort die Entwicklung der programmgesteuerten elektronischen
Rechenmaschinen, der Rechenautomaten. Das Kapitelbild zeigt Schiiler einer
11. Klasse im Moskauer Rechenzentrum. Den Rechenautomaten hat man wegen
ihrer unvorstellbaren Leistungen auch Namen wie ,,Elektronengehirne* und ,,Denk-
maschinen* gegeben. Diese Namen sind aber irrefithrend. ALBERT EINSTEIN driickte
einmal die grundsiitzliche Begrenztheit der Leistungsfihigkeit dieser Maschinen
folgendermaBen aus:

,,GewiB, die Maschine 18st euch Probleme, soviel ihr wollt, aber sie wird nie

fihig sein, ein einziges Problem zu stellen.*

Aber auch das Losen von Problemen geschieht durch die Maschinen nicht véllig
selbstindig. Der Mensch muf3 ihnen das Problem und den Losungsgang aufbereiten,
man sagt programmieren. Dazu gehort ein umfangreiches mathematisches Wissen,
insbesondere auch aus der mathematischen Logik. In den Rechenautomaten und den
mit ihnen zusammenhingenden Problemen der Automatisierung finden duBerst ab-
strakte und formale Gebiete der Mathematik ihre praktisch-technische Anwendung.
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1.1. Uber mathematische Beweisverfahren

Im Mathematikunterricht der Klassen 11 und 12 werden Stoffgebiete behandelt, die
man schon zur ,,H6heren Mathematik* zdhlt. Es ist deshalb gut, sich zu Beginn
dieses Schuljahres darauf zu besinnen, wie im bisherigen Mathematikunterricht vor-
gegangen wurde, um zu neuen mathematischen Erkenntnissen zu kommen.

1.1.1. Induktion und Deduktion

. 1. Uberdenken Sie, wie Sie in fritheren Schuljahren die folgenden Aussagen ge-
wonnen haben!
a) Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.

b) Das Volumen V einer Kugel mit dem Radius r betrigt V = gzrs.

¢) Im gleichseitigen Dreieck betrdgt jeder Innenwinkel 60°.
d) Fiir beliebige reelle Zahlen a und b gilt: (a + b)* = a* + 2ab + b>.

Nicht nur in der Mathematik, sondern in jeder Wissenschaft ist es ein Ziel der For-
schung, zu wahren Aussagen zu gelangen und diese zu einem System zu verbinden
bzw. in ein System einzuordnen. Mathematische Aussagen finden sich im Schiiler-
auftrag 1. Beispiele fiir Aussagen in anderen Wissenschaften sind:
(I) Wasserstoff und Sauerstoff bilden miteinander nur die Verbindungen Wasser
und Wasserstoffperoxid.
(II) Jedes Lebewesen durchliuft in seiner individuellen Entwicklung abgekiirzt und
in groben Ziigen seine Stammesentwicklung.
(III) Rauchen ist eine hdufige Ursache fiir Lungenkrebs.
(IV) Die Geschichte aller bisherigen Gesellschaft ist eine Geschichte von Klassén-
kidmpfen.!
Zwei Fragen sind dabei nun von Wichtigkeit:
1. Wie gelangt man zu neuen Aussagen? 2. Wie iiberzeugt man sich (und andere) von
der Giiltigkeit, der Wahrheit dieser Aussagen?
In den folgenden Beispielen 1a bis 1d werden diese Fragen kurz erortert.

. Beispiel 1

a) JOHANNES KEPLER? beobachtete lange Zeit die Bewegungen der (damals
bekannten) Planeten, verarbeitete diese Beobachtungsdaten in Berechnungen
und schloB daraus u. a.:
,»Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die
Sonne steht.*

b) Isaac NEwTON? folgerte aus den KepLERschen Gesetzen und Beobachtun-
gen iiber das Fallen von Ké6rpern auf der Erde das Gravitationsgesetz:

1 K. Marx, F.ENGELs: Manifest der K¢ istischen Partei. Dietz Verlag, Berlin 1948, S. 6.
2 JouANNES KEPLER (1571-1630), deutscher Astronom.
3 Isaac NEWTON (1643-1727), engl. Naturforscher.

4



,.Zwei (beliebige) Korper ziehen sich mit einer Kraft an, die ihren Massen
proportional und dem Quadrat ihrer Entfernung indirekt proportional ist.*
(Daraus ergeben sich die KEepLerschen Gesetze, wenn man als Korper
speziell Sonne und Planeten betrachtet.)

c) HENRY CAVENDISH' bestimmte den Proportionalititsfaktor, die sogenannte

Gravitationskonstante (Abb. 1.1.): Er befestigte an einem Draht einen Stab
mit den Kérpern K; und K,, niherte ihnen die Kérper K, und K, und maB
die Verdrehung des Drahtes. |
Seinem Versuch lag also der
SchluB zugrunde:
,,Wenn sich zwei beliebige Kor-
per anziehen, dann miissen es
auch die Korper K, und K,
bzw. K, und K, in einer ent-
sprechenden Versuchsanord-  Abb. 1.1.
nung tun.*

d) Anfang des 19. Jahrhunderfs beobachtete man, daB die Bewegungen des
Planeten Uranus nicht so verliefen, wie man es auf Grund der Gesetze er-
wartete. Man schlof3:

,»Nach dem Gravitationsgesetz miissen diese UnregelméBigkeiten von einem
noch unbekannten Planeten verursacht werden.*

Der Franzose LEVERRIER? berechnete aus den Abweichungen des Uranus
die Bahnelemente des angenommenen Planeten, und der deutsche Astronom
GALLE? fand ihn am berechneten Ort. Der Planet erhielt den Namen Neptun.

K

Ein Vergleich der vier Schliisse, der hier freilich nicht in Einzelheiten gehen kann und
daher etwas ungenau bleiben muB, zeigt:

KEepLER schlo von Einzelbeobachtungen auf Gesetze, die nicht nur fiir die be-
obachteten Fille gelten, sondern fiir alle gleichgearteten, ohne daB dariiber im ein-
zelnen Tatsachenmaterial vorlag. Die SchluBweise NEWTONs ist ganz entsprechend
vom Einzelnen, Besonderen zum Allgemeinen, Umfassenderen (wenn auch sein Aus-
gangsmaterial bereits allgemeiner Natur war).

Derartige Schliisse nennt man induktiv; KEPLER und NEWTON gewannen ihre Aus-
sagen also durch Induktion®.

In ¢) und d) dagegen wurde das (allgemeine) Gravitationsgesetz auf Einzelfille an-
gewandt. Der Schluf3 erfolgt also in umgekehrter Richtung, man sagt deduktiv; beide
Aussagen wurden durch Deduktion® gewonnen.

Es sei bemerkt, daB induktives und deduktives SchlieBen in vielen Fillen der Erkennt-

1 Henry CAVENDISH (1731-1810), engl. Chemiker und Physiker.
2 URBAIN JEAN JOSEPH LEVERRIER (1811-1877), franz. Astronom.
3 JOHANN GOTTFRIED GALLE (1812-1910).

4 inducere (lat.), hineinfiihren.

5 deducere (lat.), herabfiihren, ableiten.



nisgewinnung nicht scharf voneinander zu trennen sind und daB Induktion und De-
duktion wohl die hdufigsten und auch wichtigsten, aber keineswegs die einzigen
SchluBweisen sind.

. 2. Entscheiden Sie, ob die Schliisse, die Sie zu den Aussagen in den Schiiler-
auftrigen la bis 1d fiihrten, induktiv oder deduktiv waren!

‘ 3. Uberlegen Sie, auf welche Weise man zu den Aussagen (I) bis (IV) auf S. 4
gekommen ist!

. 4. Versuchen Sie, die Gewinnung des Periodischen Systems der Elemente analog
zu Beispiel 1 darzustellen und die Schliisse zu vergleichen!

Wie steht es nun mit der Wahrheit der durch Induktion bzw. Deduktion gewonnenen
Aussagen? Mit Sicherheit ldBt sich sagen:

} Von wahren Aussagen gelangt man durch deduktives SchlieBen stets wieder zu wahren Aus-
sagen.

Diese Erkenntnis liegt dem sogenannten logischen Beweis zugrunde und macht gerade
ihn so iiberzeugend. Anders ist es bei der Induktion. Auch wenn die Ausgangssitze
als wahr erkannt sind, ist die Giiltigkeit der auf induktivem Wege erschlossenen
Aussagen nicht v6llig verbiirgt. Es wohnt ihnen nur eine mehr oder minder groBe
Wahrscheinlichkeit inne.

» Von wahren Aussagen gelangt man durch induktives SchlieBen nicht immer zu wahren Aus-
sagen.

Welches Zutrauen man einer induktiv erschlossenen Aussage entgegenbringt, héingt
weitgehend davon ab, ob das Ausgangsmaterial vielseitig und charakteristisch ist.
Andererseits wird die Aussage wesentlich erhirtet, wenn sich deduktive Folgerungen
aus ihr durch die Praxis bestitigen lassen. So wurde durch den Versuch von CAVEN-
pisH das Gravitationsgesetz gestiitzt, an dem schon seit langem niemand mehr
zweifelte. Deshalb wurde es ja auch nicht verworfen, als ihm die Praxis in Form der
Uranusbewegungen scheinbar widersprach, sondern fiihrte im Gegenteil zu neuen
Entdeckungen.

Bei deduktiv erschlossenen Aussagen ist die Wahrheit in dem MaBe verbiirgt, in
dem sie fiir die Ausgangssitze verbiirgt ist. Sind diese induktiv gewonnen, so gilt
das oben Gesagte; sind sie ebenfalls deduktiv gewonnen, so tritt eine abermalige
Vorverlegung auf usw. Jedes deduktive SchlieBen muB seinen Ausgangspunkt aber
schlieBlich bei Sitzen haben, die ihrerseits nicht deduktiv erschlossen, sondern, meist
auf Grund mehr oder weniger weitgehender Abstraktionen, aus der Erfahrung ge-
wonnen worden sind. Das bedeutet, daB auch das deduktive SchlieBen seine Wurzeln
letztlich in der Realitét hat.

. 5. Wenden Sie die Ausfithrungen iiber die Wahrheit von Aussagen auf die Sitze
in den Schiilerauftragen la bis 1d und auf die Aussagen (I) bis (IV) auf
S. 4 an!



Jedes deduktive SchlieBen geschieht mit Hilfe von SchluBregeln. So wurde im Bei-
spiel 1 folgendermaBen geschlossen:

Alle Massen ziehen sich an.
K, und K, sind Massen.

K, und Kj; ziehen sich an.

Derartige SchluBregeln, von denen die angefiihrte die einfachste ist, fithren von
wahren Aussagen stets wieder zu wahren Aussagen. Sie haben sich also in der Praxis
bewiihrt und dadurch den Charakter absoluter Wahrheiten erhalten. W. I. LENIN
driickt das unter Verwendung des Wortes Axiom' folgendermaBen aus:

,,Die praktische Titigkeit des Menschen muBte milliardenmale das BewuBtsein
des Menschen zur Wiederholung der verschiedenen logischen Figuren fiihren, damit
diese Figuren die Bedeutung von Axiomen erhalten konnten.**

Nur wegen dieses vollen Vertrauens in die Zuverldssigkeit der Schlufiregeln konnte
weiter oben gesagt werden, daB beim deduktiven SchlieBen aus wahren Aussagen mit
Sicherheit wieder wahre Aussagen folgen.

Aufgaben

1. Sprechen Sie iiber die Giiltigkeit der folgenden Aussagen (a), (b), (c), (d), und charakterisieren
Sie die Art, wie man zu ihnen gelangt ist!
Durch Probieren findet man
(a) 840 ist durch 1, 2, 3, 4, 5, 6 teilbar.
Daraus wird geschlossen
(b) 840 ist durch alle natiirlichen Zahlen n = 1,2, 3 ... teilbar.
Aus (b) werden geschlossen
(c) 840 ist durch 21 teilbar; (d) 840 ist durch 37 teilbar.

2. Esseiz,=n*+n+4l.
a) Untersuchen Sie die Aussage: ,,z, ist fiir jedes natiirliche » eine Primzahl“13
b) Untersuchen Sie allgemeiner, ob es Primzahlen p gibt, fiir die der Ausdruck z, = n? + n+ p
stets Primzahlen liefert!

3. Aus der Tatsache, daB sich stromdurchflossene Leiter erwéirmen, und aus der Beobachtung
einer Temperaturzunahme in einem Aluminiumdraht folgert jemand, daB der Draht von
Strom durchflossen wird. Beurteilen Sie diesen SchluB!

4.  Aus dem Satz ,,Jeder Biirger der DDR hat ein Recht auf Arbeit* werden unter Benutzung von
(1) Kurt Seifert ist ein Biirger der DDR bzw. (2) German Titow ist kein Biirger der DDR
die folgenden Sitze aufgestellt:

(1a) Kurt Seifert hat ein Recht auf Arbeit.  (1b) Kurt Seifert hat kein Recht auf Arbeit.
(2a) German Titow hat ein Recht auf Arbeit. (2b) German Titow hat kein Recht auf Arbeit.

1 a&iwpux (griech.), Forderung, Grundsatz.
2 W. I. LENIN: Aus dem philosophischen Nachlafi — Exzerpte und Randglossen. Dietz Verlag, Berlin
1954, S. 110.
Niheres iiber Axiome finden Sie im Abschnitt 1.1.2. Hier sind lediglich Axiome der Logik gemeint.
3 Das Beispiel geht auf den Schweizer Mathematiker LEONHARD EULER (1707-1783) zuriick.



6.

7.

10.

a) Erldutern Sie, von welchen dieser A lediglich auf Grund der Voraussetzungen fest-
steht, daB sie wahr bzw. falsch sind!

b) .Untersuchen Sie entsprechend, welche Folgerungen man ziehen kann, wenn statt (1) oder (2)
vorausgesetzt wird:
(3) Heinz Miiller hat ein Recht auf Arbeit
bzw.
(4) Heinz Miiller hat kein Recht auf Arbeit!

Um ,,nachzuweisen*, daB die von RoBERT KocH (1843-1910) entdeckte Kommabakterie
nicht der Erreger der Cholera sei, schluckte der Mediziner MAX v. PETTENKOFER eine ganze
Reinkultur dieses Bakteriums. Er erkrankte nicht.

Bekanntlich gilt: Alle Rechtecke sind Parallelogramme. Was kann man demzufolge. von
allen Vierecken aussagen, die keine Parallelogramme sind?

a) Nach der Entdeckung der Krankheitserreger fiir eine Reihe von Krankheiten in der zweiten

Hiilfte des 19. Jahrhunderts wurden vielfach Schliisse folgender Art gezogen:

(1) Bakterien erregen Krankheiten.

(2) Krebs ist eine Krankheit.

(3) Krebs wird durch Bakterien hervorgerufen.

Eine andere verbreitete SchluBfolgerung aus (1) war, daB alle Bakterien schidlich sind.

b) Bis 1900 war man der Ansicht, das Gelbfieber, eine oftmals tddlich verlaufende Tropen-
krankheit, die nur Menschen befillt, werde durch Beriihrung von erkrankten Personen, von
Gebrauchsgegenstédnden Kranker oder durch Einatmen der Erreger iibertragen. Der Bak-
teriologe WALTER REED (1851-1902) zeigte, ohne das erregende Virus entdecken zu konncea,
durch Versuche, daB die Ubertragung ausschlieBlich durch Stiche einer Moskitoart erfolgt.
Stellen Sie dar, wie die Versuche angelegt werden muBten, um diesen Sachverhalt schliissig
darzulegen!

Aus den Aussagen
(1) Alle Rechtecke haben Innenwinkel von je 90°,
(2) Alle Quadrate haben Innenwinkel von je 90°
wird geschlossen

(I) Alle Rechtecke sind Quadrate,
(IT) Alle Quadrate sind Rechtecke.
Schitzen Sie die beiden Schlufy

und ihre Ergebnisse ein!

Nehmen Sie Stellung zur Wahrheit der Sitze und zur Zuverlassigkeit der folgenden SchiuB-
weise!

Aus

(1) Es gibt Parallelogramme, die keine Rechtecke sind,

und

(2) Es gibt Parallelogramme, deren Diagonalen nicht gleich lang sind,

folgert jemand,

(3) Parallelogramme, deren Diagonalen nicht gleich lang sind, sind keine Rechtecke.

g-hy

Die Formel 4= fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks (Grundseite g, zugehorige

Hohe h,) wird oft folgendermaBen bewiesen:

Aus der Tatsache, daB sich jedes Parallelogramm durch eine Diagonale in zwei kongruente
Dreiecke mit gleicher Grundseite und Hohe zerlegen 14Bt, und aus der Flichenformel
A=g-h, fir das Parallelogramm wird die Formel fiir den Flécheninhalt des Dreiecks ge-
folgert. Beurteilen Sie diese SchluBweise!



1.1.2. Uber das axiomatische Vorgehen in der Mathematik

' 6. Beweisen Sie die folgenden drei Aussagen, und stellen Sie jeweils die zum
Beweis benotigten Sdtze zusammen!
a) Die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks betréigt 180°.
b) Fiir jedes rechtwinklige Dreieck mit der Hypotenuse ¢ und den Kathe-
ten a und b gilt: c* = a* + b*.
¢) Fiir beliebige positive reelle Zahlen a und b gilt: 1g(a-b) = lga + Igb.

Die Mathematik wird im allgemeinen als besonders exakte Wissenschaft angesehen,
das heiBt, ihre Aussagen gelten als besonders zuverlissig. Das kommt daher, daB in
ihr eine Aussage erst dann als giiltig anerkannt wird, wenn sie logisch bewiesen, also
aus anderen, vorher als wahr erkannten Aussagen deduktiv hergeleitet wurde. Da-
durch ist die Unsicherheit infolge induktiven SchlieBens ausgeschaltet bis auf die
Aussagen, die beim logisch-deduktiven SchlieBen ganz am Anfang stehen. Man
ist daher bestrebt, moglichst wenige solcher, ohne Beweis als giiltig anerkannter
Ausgangssitze zu verwenden und in ihnen wiederum maoglichst wenig und eindeutig
festgelegte Grundbegriffe zu benutzen. Diese zugrunde gelegten Sitze nennt man
Axiome. Zum Aufbau eines bestimmten Teilgebiets der Mathematik ist dann eine
gewisse Anzahl solcher Axiome, man sagt ein Axiomensystem, nétig. Da man von
diesem Axiomensystem aus deduktiv folgert, spricht man vom axiomatisch-deduk-
tiven Aufbau in der Mathematik.!

B Beispie1 2
Wir analysieren den Beweis folgender Aussage:

Satz: Die Parallele durch den Mittelpunkt eines Trapezschenkels zu einer
Grundseite halbiert auch den anderen Schenkel.

Voraussetzung: 1. AB Il cD | MM,
2. AM, = M,D

Behauptung: BM, = if(
Beweis: Zum Beweis ziehen wir durch M, die Parallele zu AD. Thre Schnitt-
punkte mit den Geraden durch A, B bzw. C, D seien E und F (Abb. 1.2.).

Abb. 1.2.

. +

1 Nihere Ausfithrungen dazu und zu einigen im fol ittenen Probl finden Sie
z.B. bei A. P. NORDEN: Elementare Einfiihrung in die LOBATSCHEWSKIsche Geometrie. VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften, Berlin 1958, bes. § 2.



Schliisse Begriindungen (,,Hilfssitze*)
(a) EM, = AM, Im Parallelogramm sind gegeniiberliegende
M,D = M,F Seiten gleich lang.
EM, = M,F (Nach Voraussetzung 2.)
(b) X BEM, = ¥xCFM, Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen
X M,BE = ¥xM,CF sind gleich.
(c) ABEM, =~ ACFM, Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer
[aus (a) und (b)] Seite und zwei gleichliegenden Winkeln iiber-
einstimmen (sww).
(d) BM, = M,C (Nach der Definition der Kongruenz gilt: Alle
gleichliegenden Stiicke stimmen iiberein.)

Damit ist der Satz bewiesen. Wie aber steht es mit den benutzten Hilfssdtzen?
Hilfssatz (a) wird zuriickgefiihrt auf den Kongruenzsatz wsw, Hilfssatz (b)
auf den Stufenwinkelsatz, Hilfssatz (c) wird in der Schule nicht weiter zuriick-
gefiihrt.

. 7. Beweisen Sie analog zum Beispiel 2 die Hilfssdtze (a) und (b)! Stellen Sie die
Zusammenhdnge aller Sitze des Beispiels in einer Art ,,Stammbaum** dar!

Im Geometrieunterricht wurden also u. a. die Kongruenzsitze und der Stufenwinkel-
satz als Axiome benutzt. Sie wurden nicht bewiesen, sondern lediglich veranschau-
licht; sie sind uns so selbstverstindlich, daB es unmdoglich erscheint, ihre Giiltigkeit
anzuzweifeln.

In noch stirkerem MaBe gilt das von Sétzen, die im Beweis des Beispiels wegen ihrer
,.Selbstverstandlichkeit* gar nicht erst erwidhnt wurden, die aber dennoch in einem
Axiomensystem enthalten sein miissen. So wurde zum Beispiel bei der Hilfslinie EF
stillschweigend benutzt, dal es zu AD durch M, genau eine Parallele gibt und daB
diese mit den Geraden durch 4, B bzw. C, D jeweils genau einen Schnittpunkt hat.
Aus dieser anschaulichen Selbstverstindlichkeit darf man aber nicht folgern, man
konne sich den Sachverhalt gar nicht anders denken, und demzufolge seien Axiome
Siitze, die man nicht zu beweisen braucht. Sitze, denen diese Eigenschaft von vorn-
herein zukommt, gibt es nicht.

. Beispiel 3
Man kann zum Beispiel das EUKLIDische Parallelenaxiom?
(1) Zu einer Geraden gibt es durch einen Punkt auBerhalb der Geraden genau
eine Parallele
ersetzen durch
(2) Zu einer Geraden gibt es durch einen Punkt auBerhalb der Geraden min-
destens zwei Parallelen

1 EyukLip (um 300 v. u. Z.), bed der griechischer Math iker.
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oder
(3) Zu einer Geraden gibt es durch einen Punkt auBerhalb der Geraden keine
Parallele.

Die ,,nichteuklidischen* Parallelenaxiome (2) und (3) entziehen sich zunichst
vollig unserer Anschauung und zeigen damit, wie unvollkommen und unzu-
verldssig diese ist; denn sie fiihren dennoch zu widerspruchsfreien, sogenannten
nichteuklidischen Geometrien, die in der modernen Physik eine unmittelbare
Anwendung gefunden haben, also gewissermaBen in der Praxis bestéitigt wurden.*

Nun kénnte man meinen, Axiome seien Sétze, die man nicht beweisen kann. Aber
auch das trifft nicht zu. So ist es zum Beispiel in der mathematischen Wissenschaft
iiblich, statt der vier Kongruenzsitze, wie in der Schule, nur einen in das Axiomen-
system aufzunehmen und die anderen daraus zu beweisen. Noch deutlicher zeigt
aber die folgende Tatsache diesen Sachverhalt: Ersetzt man das Parallelenaxiom (1)
durch den Satz:

(1a) Die Winkelsumme im Dreieck betrigt 180°,

so 1dBt sich aus dem so abgeiinderten Axiomensystem das Parallelenaxiom beweisen
(und damit dieselbe euklidische Geometrie aufbauen). Wenn trotzdem meist anders
verfahren wird, so deshalb, weil der Winkelsummensatz mehr Begriffe enthilt und
weniger einleuchtend ist.

Die Eigenschaft, Axiom zu sein, kommt einem Satz also nicht absolut zu. Aller-
dings darf die Zusammenstellung eines Axiomensystems nicht véllig willkiirlich
geschehen; es muB vielmehr gewisse Forderungen erfiillen. Eine von diesen ist die
sogenannte Widerspruchsfreiheit: Das System darf nicht die Moglichkeit bieten,
eine Aussage und ihre Verneinung herzuleiten.

. 8. Erldutern Sie, warum es unzuliissig ist, Axiome als Sitze zu erkliren, die
\eines Beweises weder fihig noch bediirftig* sind!

. 9. Statt des Winkelsummensatzes (1a) [und damit statt des Parallelenaxioms 1]
kann man auch einen der folgenden beiden Sitze in das Axiomensystem auf-
nehmen:

(1b) Alle Dreiecke haben die gleiche Winkelsumme; :
(lc) Es gibt ein Dreieck, in dem die Winkelsumme 180° betrdgt.
Erléutern Sie, warum man dann von schwicheren Voraussetzungen spricht!

Beim Vergleich mit dem induktiven Vorgehen werden zwei Vorteile des axiomatisch-
deduktiven Verfahrens deutlich. Wiirde man sich zum Beispiel beim Winkelsummen-
satz mit einem Ausmessen einzelner Dreiecke begniigen, so lieBe sich die Winkel-
summe hdchstens als Mittelwert von MeBergebnissen und demzufolge niemals genau
mit 180° angeben. Vor allem aber wiirde man auf diese Weise eine sichere Aussage
nur iiber endlich viele Dreiecke, ndmlich iiber die untersuchten, machen konnen,

1 Die Entwicklung der nichteuklidischen Geometrien ist verkniipft mit den Namen der Mathe-~
matiker JANOs BOLYAT (1802-1860), CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), NIKOLAT IWANOWITSCH
LoBATSCHEWSKT (1793-1856) und BERNHARD RIEMANN (1826-1866).
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wohingegen die Aussage bei einem mathematischen Beweis allgemeingiiltig ist, das
heiBt fiir alle Dreiecke gilt.

Dennoch bedient man sich auch in der Mathematik der Induktion, zwar nicht zur
Erkenntnissicherung, wohl aber zum Auffinden mathematischer Siitze. So sind zum
Beispiel viele Flichen- und Rauminhaltsformeln induktiv gefunden und benutzt
worden, lange bevor sie bewiesen wurden. Allerdings haben induktiv gefundene Aus-
sagen so lange den Charakter von Vermutungen, wie ihre axiomatisch-deduktive
Sicherung nicht erfolgt ist.

. Beispiel 4
Bis heute sind folgende Aussagen unbewiesen (und unwiderlegt):

(1) GoLpBAcHsche! Vermutung: Jede gerade natiirliche Zahl a(a + 2) ist
Summe von zwei Primzahlen.

(2) FermMATsche? Vermutung: Es gibt keine natiirlichen Zahlen a, b, ¢ mit
a-b-c+0, fir die die Gleichung @" +'5" = ¢" (n > 2 und natiirlich)
erfiillt ist.

Obwohl fiir beide Aussagen der Beweis noch nicht restlos gelungen ist, ist

man von ihrer Giiltigkeit {iberzeugt. Lange Zeit war man das aber auch bei

folgenden beiden Aussagen:

(3) Jede Zahl z, die sich aus z = 2*" + 1 durch Einsetzen natiirlicher Zahlen
fiir n ergibt, ist eine Primzahl.3

(4) Zerlegt man den Ausdruck x" — 1 in Faktoren, die ihrerseits nicht weiter
zerlegbar sind und deren Summanden rationale Koeffizienten haben, so
treten darin als Koeffizienten der einzelnen Summanden nur —1, 0 oder 1
auf. Zum Beispiel lautet die Zerlegupg von x® — 1:
X—1l=x-DE+DE*+x+ D)2 —x+1).

Beide Aussagen konnten aber durch Gegenbeispiele widerlegt werden. EULER

zeigte fiir (3), daB sich im Fall n = 5 keine Primzahl ergibt, und 1941 wies der

sowjetische Mathematiker W. K. IWANow fiir (4) nach, daB bei der Zerlegung
von x'%% — 1 zweimal der Koeffizient —2 auftritt.*

Aus den Beispielen wird auch deutlich, daB der Beweis eines Satzes sehr hiufig erst
dann erfolgt, wenn dieser auf anderem Wege — als Vermutung — gewonnen worden
ist. Ganz entsprechend steht es mit dem axiomatischen Aufbau einer Theorie. Eine
strenge und durchgehende Axiomatisierung und Sichtung der Grundlagen erfolgt
in der Regel erst dann, wenn in der Entwicklung durch die Anhidufung von Sitzen
ein gewisser Stand erreicht ist.

1 CHR. GOLDBACH (1690-1764).

2 PIERRE DE FERMAT (1601-1665).

3 Diese Vermutung stammt ebenfalls von FERMAT.

4 Eine ausfiihrlichere Darstellung dieses Beispiels finden Sie bei 1. S. Sominsk1: Die Methode der
vollstindigen Induktion. VEB D her Verlag der Wi haften, Berlin 1954, S. 10.
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Aufgaben

11.

13.

14.

15,

16.

17.

18.

Uberdenken Sie, fiir welche der folgenden Sitze aus dem bisherigen Mathematikunterricht
Sie Beweise kennengelernt haben und welche Thnen nur veranschaulicht bzw. an Einzel-
fillen deutlich gemacht wurden!

a) Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den drei Seiten iibereinstimmen.

b) Die Hohen jedes Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.

¢) Der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten eines jeden Dreiecks ist Mittelpunkt des Um-
kreises.

d) Jede Funktion y = f(x), deren Gleichung von der Form y = mx + n (m, n reelle Konstante)
ist, hat als Bild eine Gerade. Diese steigt bei positivem m um so steiler, je groBer m ist.

e) Fiir alle Kreise ist das Verhiltnis von Umfang zu Durchmesser gleich. Der Umfang u er-
rechnet sich aus dem Radius r nach der Gleichung u = 27 - r.

f) Fiir jedes ebene Dreieck gilt a: b: ¢ = sina:sin f:siny.

g) Fiir jede quadratische Gleichung der Form x2 + px + g = 0 gilt fiir die Losungen x; und x,:

Xyt Xa=—p; X1 X2=4q.

Fiir welche der bisher unbewiesenen Aussagen aus Aufgabe 11 und aus den Schiilerauftrigen
1a bis 1d kénnen Sie nach Threm jetzigen Wissensstand Beweise angeben? Fiihren Sie diese
Beweise durch!

Oftmals werden neue (umfassendere) mathematische Aussagen aus bekannten durch Verall-
gemeinerung gewonnen.

Esist33-37=30-40+3-7; 62:68=60-70 +2-8.

Bilden Sie weitere Beispiele dieser Art! Versuchen Sie, durch Verallgemeinerung dieser Bei-
spiele zu einer Rechenregel zu gelangen, und beweisen Sie diese Regel!

Beweisen Sie die folgende Aussage!

Die Schnittpunkte der Winkelhalbi den jedes Rechtecks mit den Seiten @ und b sind fiir
a # b die vier Ecken eines Quadrats.

Analysieren Sie den Beweis gemiB Beispiel 2, indem Sie die b Sitze

und gegebenenfalls weiter zuriickfiihren! (Was geschieht bei a = 5?)

Zeigen Sie, daB aus dem kommutativen Gesetz a- b = b - a und dem ,,rechtseitigen** Distri-
butionsgesetz (@ 4+ b) ¢ = ac + bc das, linksseitige* Distributi alb + ¢) = ab + ac
folgt!

Jemand beweist den Satz:
Wenn fiir die Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks gilt a* + b2 = ¢2, so ist das Dreieck rechtwinklig,
wobei der rechte Winkel der Seite ¢ gegeniiberliegt. /
Er zeigt zu diesem Zweck mittels des Kosir daB bei D k die nicht rechtwinklig
sind, a®> + b # c? gilt.

a) Beurteilen Sie diese SchluBweise!

b) In welchem Zusammenhang steht der angefiihrte Satz mit dem Satz des PYTHAGORAS?

Beweisen Sie:

Fiir jedes rechtwinklige Dreieck liegen die Mitten der drei Hohen auf einer Geraden.

Wie miite man den Beweis ansetzen, um zu zeigen, daB das nur fiir rechtwinklige Dreiecke
gilt? Versuchen Sie auch diesen Beweis!

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt 2" > n.
Nehmen Sie Stellung zu folgenden beiden Beweisfiihrungen:

a) Stellt man die Funktionen y = 2* und y = x mit Hilfe einer Wertetafel in einem kartesischen
Koordinatensystem graphisch dar, so erkennt man, daB das Bild von y = 2 stets oberhalb
des Bildes von y = x verliuft. Das bedeutet, daB fiir gleiche x stets gilt 2* > x.
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b) Der Beweis wird indirekt gefiihrt:
Man nimmt an, es sei 2" < n. Beispiele zeigen, daB diese Annahme falsch ist: 2! > 1;2% > 2;
23 > 3. Folglich muB gelten 2" > n.

19.  Beurteilen Sie den folgenden Nachweis fiir die Giiltigkeit des Wurzelgesetzes
Va-b="1/ab!
Aus '{/r = '{/t_z . '{/; folgt durch Potenzieren jeder Gleichungsseite mit n
(fa-) = /a- o),
und wegen der Giiltigkeit des Potenzgesetzes (u - v)" = «" - v" fiir alle reellen u, v ist
(’{/ﬁ)" = (V;)" ('L/l:)" oder a-b=b-a,

womit das behauptete Gesetz bewiesen ist.

20. Beurteilen Sie den folgenden Beweis fiir den Winkel: der ohne Parallel iom
auskommt (Abb. 1.3.)! ¢
Wir teilen das Dreieck ABC mittels einer Geraden durch C

in zwei Teildreiecke. Bezeichnen wir mit x die uns zunachst

unbekannte Winkelsumme, so gilt: %
&+ +=x;B+y+0,=x.
Daraus ergibt sich durch Addition: py A ﬂ@ A g

a4+ f+y1+ v+ 040, =2x.

Da« + f + y; + 7, die Winkelsumme des Dreiecks 4BC ~ Abb. 1.3.

ist, folgt « + f + y; + ¥, = x. Die Winkel d, und 6, ergeben als Nebenwinkel zusammen 180°,
also erhalten wir x + 180° = 2x, woraus sich x = 180° ergibt.!

1.1.3. Die vollstindige Induktion

. 10. Geben Sie einen algebraischen Ausdruck in n an, aus dem sich genau die
geraden (bzw. ungeraden) Zahlen ergeben, wenn man fiir n nacheinander die
natiirlichen Zahlen einsetzt! Setzen Sie n =0, n=1, n=2, n= 17,
n=k—-l,n=k+1,n=%k+ 3/

. 11. Ermitteln Sie einen entsprechenden Ausdruck, der alle die natiirlichen Zahlen
darstellt, die bei Division durch 7 den Rest 3 lassen! Fiir welche n erhalten
Sie die Zahlen 31, 101, 1507

. 12. Beweisen Sie das Potenzgesetz:

Fiir alle reellen @, b und alle natiirlichent Zahlen n gilt (a - b)" = a" - b"!

. 13. Durch EDOUARD Lucas ist die folgende, wahrscheinlich sehr alte Aufgabe
bekannt geworden:

Ein Brett trigt drei Stifte 4, B und H, auf die man zylindrische, in der
Mitte durchbohrte Scheiben verschiedener GroBe stecken kann. Zunéchst
sind die Scheiben der GroBe nach auf dem Stift 4 angeordnet (Abb. 1.4.).
Sie sollen einzeln zum Stab B gebracht werden, um dort wieder einen

1 Nach J.S.DuBNow: Fehler in geometrischen Beweisen. VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften, Berlin 1958, S. 13.
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solchen Turm zu bilden; dabei darf

der Hilfsstift # zum Ausweichen be- 2 4

nutzt werden. Die einzige Einschrin-

kung besteht darin, daB niemals eine
groBere iiber einer kleineren Scheibe
liegen darf, weder bei 4 und B noch

bei H.

a) Versuchen Sie, die Aufgabe mit 3 und
dann mit 4 Scheiben zu lésen, und
zéhlen Sie, wieviel Umsetzungen Sie dazu benitigen! (Statt der Kreis-
scheiben kann man auch Miinzen verschiedener Grofle benutzen, und an
die Stelle der Stifte konnen markierte Stellen auf einem Blatt Papier
treten.) "

b) Das eigentliche Problem besteht aber nicht im Umsetzen, sondern darin,
mit moglichst wenig Umsetzungen auszukommen. Stellen Sie fest, ob ihre
Anzahlen aus a) minimal waren und welches die Minimalzahl fiir 8 Scheiben
ist! Anleitung: Beginnen Sie Ihre Uberlegungen mit einer Scheibe!
Schreiten Sie dann iiber zwei Scheiben, drei Scheiben usw. bis n = 8
Sfort!

c) Versuchen Sie, eine allgemeine Formel fiir das Umsetzen von n Scheiben
aufzustellen und ihre Giiltigkeit zu erldutern!

Abb. 1.4,

Im Abschnitt 1.1.2. wurde die Induktion als SchluB vom Besonderen auf das All-
gemeine gekennzeichnet; daraus ergab sich die besprochene’ Unsicherheit der er-
schlossenen Aussagen. Eine gewisse Sonderstellung nehmen Schliisse folgender Art
ein:

Die Elemente Fluor, Chlor, Brom, Jod und Astat bilden die siebente Hauptgruppe
im Periodensystem der Elemente.

Aus folgenden Aussagen wird geschlossen:

(1) Fluor hat sieben AuBenelektronen.

(2) Chlor hat sieben AuBenelektronen.

Fiir Brom, Jod und Astat kénnen gleichartige Aussagen, die Aussagen (3) bis (5),
aufgestellt werden.

Daraus wird geschlossen, daB die Elemente der siebenten Hauptgruppe im Perioden-
system der Elemente alle die gleiche Anzahl AuBenelektronen haben.

Soweit bisher bekannt ist, bilden nur diese Elemente die sicbente Hauptgruppe.

Aus diesem Grunde ist dieser InduktionsschluB in gewisser Weise ,vollstindig*. Die
gewonnene Aussage ist genauso zuverlissig wie die Ausgangsaussagen; ihr haftet
also nicht die UngewiBheit, die bei den iiblichen Induktionsschliissen auftritt, an.
Ein dieser SchluBweise verwandtes Vorgehen gibt es auch in der Mathematik, wenn
Beweise fiir eine Gesamtheit von Fillen gefiihrt werden, indem man diese er-
schopfend in Teilfille aufspaltet und die Giiltigkeit der zu beweisenden Aussage
in jedem dieser Fille zeigt.
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B seispiel s

Ein wichtiger Satz der Kreislehre lautet:

Jeder Peripheriewinkel eines Kreises ist halb so groB wie

der Zentriwinkel iiber dem gleichen Bogen.

Diesen Satz beweist man meist, indem man seine Giiltig-

keit fiir die folgenden drei Fille einzeln nachweist:

I. Ein Schenkel des Peripheriewinkels geht durch den

Kreismittelpunkt (Abb. 1.5.).

I1. Der Kreismittelpunkt liegt zwischen den Schenkeln
des Peripheriewinkels (Abb. 1.6.).

II1. Der Kreismittelpunkt liegt auBerhalb der Schenkel

<O
des Peripheriewinkels (Abb. 1.7.).
Damit sind alle Moglichkeiten erschopft.

. 14. Durchdenken Sie, wie eine entsprechende erschopfende ~ Abb. 1.6.
Einteilung fiir die Beweise von Sinussatz und Kosinus-

satz erfolgen muf! k

D

Abb. 1.5.

/\

. 15. Beweisen Sie die Aussage, daf} fiir jede natiirliche
3 2
Zahl n der Ausdruck " + i + z ganzzahlig ist!
6 2 3
\<

Anleitung: Nutzen Sie fiir eine Fallunterscheidung das
Restverhalten von n bei Teilung durch 3 aus! Abb. 1.7.

Die Bezeichnung ,,vollstindige Induktion* ist jedoch in der Mathematik fiir Schliisse
dieser Art nicht gebrauchlich. Sie ist vielmehr einem Beweisverfahren vorbehalten,
das eigentlich deduktiver Natur ist; die Bezeichnung ist also etwas ungliicklich.
Sie erklirt sich jedoch durch eine gewisse duBerliche Ahnlichkeit mit induktiven
Schliissen nach bloBer Aufzihlung (Aufgabe 1. in 1.1.1.).

Im Abschnitt 1.1.2. wurde als ein besonderer Vorteil des deduktiven Vorgehens
herausgestellt, da allgemeingiiltige Sitze bewiesen werden konnen. Es handelt
sich dabei also um Aussagen, in denen von allen mathematischen Gegenstinden
einer bestimmten Art (allen rationalen Zahlen, Dreiecken, Prismen, quadratischen
Funktionen od. dgl.) die Rede ist, auch wenn es sich dabei um unendlich viele
handelt. Recht hiufig sind Aussagen, in denen alle natiirlichen Zahlen n, also alle
Zahlen 1, 2, 3 ... auftreten. Solche Aussagen sind zum Beispiel :

(1) Fiir alle n gilt: (a - b)" = a" - b". (Schiilerauftrag 12)
3 2
(2) Fiir alle n ist % + % + g ganzzahlig. (Schiilerauftrag 15)

(3) Die Winkelsumme im n-Eck betrigt (n — 2) 180°.
Fiir manche solcher Aussagen ist der Beweis durch vollstéindige Induktion bequemer
als andere Beweise; fiir viele ist er sogar unbedingt nétig, weil eine exakte Zuriick-
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fiithrung auf Axiome oder aus diesen bewiesene Sitze: anders nicht mtiglich ist.
Dies gilt zum Beispiel fiir die Aussage (1), denn das iibliche Verfahren mit

(@ by=ab-ab-...cab=a-a-...ab-b-...-b=a"b"

n-mal n-mal n-mal

ist eigentlich nicht mehr als eine Veranschaulichung, eine Ubertragung des bei festen
natiirlichen Zahlen wie 3, 7, 18 oder dgl. berechtigten Vorgehens auf den variablen
Exponenten n. Um das Beweisverfahren durch vollstindige Induktion verstehen und
anwenden zu lernen, betrachten wir zunichst das Axiomensystem, das, in gering-
fiigig anderer Form, erstmals der italienische Mathematiker und Logiker PEANO
(1858-1932) dem Arbeiten mit natiirlichen Zahlen zugrunde legte:
(I) Es ist 1 eine natiirliche Zahl.! ’
(IT) Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau eine natiirliche Zahl »’, die (unmittel-
barer) Nachfolger von n ist.
(IIT) Die Zahl 1 ist nicht unmittelbarer Nachfolger einer natiirlichen Zahl, das heiBt,
es gibt kein » mit n" = 1.
(IV) Jede natiirliche Zahl ist unmittelbarer Nachfolger hochstens einer Zahl, das
heiBt, aus #’ = m’ folgt n = m.
(V) Eine Menge M natiirlicher Zahlen enthalt alle natiirlichen Zahlen, falls gilt:
1. M enthilt die natiirliche Zahl 1.
2. Wenn M die natiirliche Zahl n enthilt, so enthilt sie auch deren Nach-
folger n'.
. 16. Verdeutlichen Sie sich den Inhalt der Axiome (I) bis (IV)! (Welche natiirliche
Zahl ist zum Beispiel der unmittelbare Nachfolger von 712 Warum mufte
im Axiom (IV) ein ,,hochstens** eingefiigt werden?)
Wie lautet das Axiomensystem, wenn 0 als natiirliche Zahl angesehen wird?
Charakterisieren Sie entsprechend den Bereich der negativen ganzen Zahlen!
Welche der Aussagen (I) bis (IV) bleiben giiltig, wenn man ,natiirliche
Zahl*“ durch ,,rationale Zahl* ersetzt?

Das Axiom (V) erfaBt die — ihrerseits induktiv gewonnene — Erkenntnis, da8 man
von 1 aus durch fortgesetzte Nachfolgerbildung die Folge der natiirlichen Zahlen
gewinnt. Es stellt die Grundlage fiir das sogenannte Prinzip der vollstindigen Induk-
tion dar, das man kurz so erkldren kann:

Ist eine Aussage, in der von allen natiirlichen Zahlen » die Rede ist, fiir » = 1 be-
wiesen, und ist ferner nachgewiesen, daB sich aus der Giiltigkeit der Aussage fiir eine
beliebige natiirliche Zahl notwendig ihre Giiltigkeit fiir deren Nachfolger ergibt, so
gilt die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen. Aus der Giiltigkeit fiir 1 folgt némlich
dann die Giiltigkeit fiir 2, aus dieser wiederum die Giiltigkeit fiir 3, daraus die Giiltig-
keit fiir'4 usw.; demzufolge gilt die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen.

1 Sieht man, was hiufig als zweckmiBig empfunden wird, auch 0 als natiirliche Zahl an, so
muB hier und in den folgenden Axiomen 0 an die Stelle von 1 treten.
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. 17. Bei einem Ausflug liuft Ihre Klasse im ,,Géinsemarsch® mit Ihnen an der
Spitze auf einem engen Waldpfad.
1. Sie bemerken ein Vogelnest.
2. Es ist verabredet, daf3 jeder eine Beobachtung (bzw. deren Mitteilung) an

seinen Hintermann weitergibt.
Was kénnen Sie dann beziiglich der Kenntnis Ihrer Beobachtung seitens
- Threr Mitschiiler schliefen?

. 18. Man kann sich das Verfahren der vollstindigen Induktion auch an einer
Reihe hintereinander aufgestellter Dominosteine veranschaulichen (Abb. 1.8.
u. 1.9.). Formulieren Sie hier die Bedingungen 1. und 2.1

Abb. 1.8. Abb. 1.9.

In beiden betrachteten Fillen enthalten die Mengen nur endlich viele Elemente
(Schiiler, Dominosteine). Die Folge der natiirlichen Zahlen ist aber unendlich. Inso-
fern kann man bei dem oben angedeuteten Vorgehen von 1 auf 2, von 2 auf 3, von
3 auf 4 usw. niemals alle natiirlichen Zahlen wirklich erfassen. Diese Schwierigkeit
wird beseitigt durch den folgenden ,,Satz iiber die Rechtfertigung induktiver Beweise*,
der aus dem Axiom (V) folgt:

’ Prinzip der vollstindigen Induktion:
Eine Aussage H(n) ist richtig fiir jede natiirliche Zahl n, wenn folgendes gilt:
1. H(n) ist richtig fiir n = 1.
2. Aus der Giiltigkeit von H(n) fiir n = k folgt stets die Giiltigkeit fiir n = k - 1. Dabei ist k
eine beliebige natiirliche Zahl.

(Obwohl in dem PEaNOschen Axiomensystem die Addition noch nicht auftritt, wird
im folgenden fiir den Nachfolger #’ von n meist geschrieben n + 1.)

> Fiir den Beweis der Aussage H(n) durch vollstindige Induktion sind also dchst zwei Beweis-
schritte notwendig:
1. Induktionsanfang: Man zeigt, daB H(1) gilt.
2. Induktionsschritt: Man zeigt, daB aus der Richtigkeit von H(k) (Indukti )

die Richtigkeit von H(k + 1) (Induktionsbehauptung) folgt.

Dabei miissen die Schliisse so erfolgen, daB sie an kein spezielles k gebunden sind, d. h., daB
man sich fiir & jede beliebige natiirliche Zahl eingesetzt denken darf.
Unter Anwendung des Prinzips der vollstindigen Induktion kann man dann die Giiltigkeit von
H(n) fiir alle n folgern.

1 Nach H. STENHAUS: Kaleidoskop der Mathematik. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1959, S. 46.
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Manchmal ist es iiblich, den Induktionsschritt ohne Verwendung eines neuen Sym-
bols k direkt mit n auszufithren. Daher trigt auch der Beweis durch vollstéindige
Induktion den Namen SchluB von » auf n + 1.

B Beispici 6

2%

Die Summe der ersten » natiirlichen Zahlen betragt
_nln+1)
i

Beweis durch vollstindige Induktion:

1+243+...4+n

1. Induktionsanfang:

Fiir n = 1 ist die Formel richtig: 1 = g

2. Induktionsschritt: Es wird nun gezeigt, d'aB aus der Richtigkeit der Formel
fiir n = k ihre Richtigkeit fiir n = k + 1 folgt.
Induktionsvoraussetzung: Die Formel sei fiir n = k richtig, also
_kik+1)
5
Induktionsbehauptung : Die Formel gilt auch fiir n = & + 1, also
k+1)(k+2)
—

1+2434+...+k

1+2+..+k+1=

R ‘hok

is der Indukti ptung aus der Induktionsvoraussetzung:
Nach Induktionsvoraussetzung ist

k(k + 1)
2

150 s k(e 2 + (k+ 1).

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird umgeformt:
k(k + 1) kk+D+2k+1D) _(k+DE+2)
2 2 2
Das ist aber gerade die in der Induktionsbehauptung aufgestellte Formel,

und nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt wegen des Induktions-
anfangs die behauptete Formel fiir alle natiirlichen Zahlen n.

+k+1)=

Reispiel 7
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt 2" > n. Beweis durch-vollstindige Induktion:
1. Induktionsanfang:
Fiir n = 1 gilt die Aussage: 2' > 1.
2. Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: 2 > k
Induktionsbehauptung:  2**' >k + 1
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is der Indukti ptung aus der Induktionsvoraussetzung:

Esist 2*' = 2+ 2%; also gilt nach Induktionsvoraussetzung 2! > 2k.
Wegen 2k = k + k = k + 1fiir k > 1 gilt dann 2**' > & + 1.

Danmit ist die Induktionsbehauptung und somit die behauptete Formel fiir
alle natiirlichen Zahlen bewiesen.

. 19. Erliutern Sie, warum die folgende Beweisfiihrung im Induktionsschritt Salsch

ist!
Aus
2 S>k+1 (k2
folgt
2-2¢ sk+1,
also
X+ 2>k+1.

Nach Induktionsvoraussetzung ist 2* > k, und da 2* > 1 ist, ist der Beweis er-
bracht.

. 20. Uberlegen Sie, ob es bei den Beispielen 1 und 2 auch maglich u! fiir den

Induktionsanfang n = 0 zu wdihlen!

\
Zuweilen liegt der Induktionsanfang nicht bei n = 1 (bzw. n = 0), sondern erst
spiter, weil eine Formel erst fiir groBere » gilt oder es in einem bestimmten Zusam-
menhang sinnlos ist, 7 = 1 zu setzen. Die Aussage (3) von S. 16 wird zum Beispiel
frithestens sinnvoll fiir # = 2, wobei dann die Winkelsumme im ., Zweieck* 0°
betrigt.

B eispiel 8

20

Zu beweisen ist, daB die Summe der Innenwinkel in einem (ebenen) n-Eck
(n — 2) - 180° betragt.
1. Induktionsanfang: Fiir n = 3 ist die Formel richtig, da die Winkelsumme

im Dreieck 180° betrigt.
2. Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung :

Die Winkelsumme im m-Eck betrigt (m — 2) - 180°.

Induktionsbehauptung :

Die Winkelsumme im (m + 1)-Eck betrigt (m — 1) - 180°.
is der Induktionsbehauptung: Ein (m + 1)-Eck l4Bt sich stets in ein
Dreieck und ein m-Eck zerlegen, indem man durch eine Diagonale zwei
passend gewihlte Eckpunkte des (m + 1)-Ecks miteinander verbindet, die
nur durch einen weiteren Eckpunkt voneinander getrennt sind. Unter Beach-
tung des Induktionsanfangs und bei Anwenden der Induktionsvoraussetzung
auf das m-Eck ergibt sich die behauptete Foriel fiir das (m + 1)-Eck,
womit die Formel fiir beliebige n-Ecke bewiesen ist.




. 21. Zeigen Sie, daf sich die Winkelsummenformel fiir konvexe® n-Ecke auch
ohne vollstindige Induktion beweisen lift!

Beispiel 9

Gesucht ist eine Formel fiir die Summe der ersten » ungeraden Zahlen, also
143+5+..+@n—-1).

Um die Formel erst einmal vermuten zu kénnen, betrachten wir nacheinander
einige Spezialfille:

1% 1= 1(=1%
2 143= 4(=2%
33 1+3+5= 9(=3%
n=4:14+34+5+7=16 (=4%

Daraus vermuten wir allgemein:

ERE
Il

I

143+5+...+@n—1) =n’

Den Beweis fiir diese Formel fiithren wir durch vollstindige Induktion:
1. Induktionsanfang:
Fiir n = 1ist die Formel gewiB richtig. Wir haben sie ja durch Verallgemeine-
rung aus Einzelféllen erhalten, in denen der Fall » = 1 enthalten war.
2. Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: 1 + 3 + ... + (2k — 1) = k?
Induktionsbehauptung: 1 + 3 + ... + (2k — 1) + 2k + 1) = (k + 1)?
Beweis der Indukﬁonbbehaupttmg:
Nach Induktionsvoraussetzung ist
1+34+5+..+2k—1)+@k+1) =k + 2k + 1.
Es ist aber gerade k? + 2k + 1 = (k + 1) Damit ist die Induktionsbehaup-
tung und folglich auch die vermutete Formel bewiesen.
Bei all diesen Beispielen wird ein Nachteil des Schlusses von n auf n + 1 deutlich:
Nach diesem Verfahren ist es nicht méglich, eine Aussage zu ermitteln. Es erméoglicht
lediglich den Beweis einer bereits (z. B. auf induktivem Wege durch Betrachtung von
Snezialfillen) vermuteten Aussage. Allerdings fithrt das Verfahren der vollstindigen
Induktion auch dazu, vermutete falsche Aussagen als solche zu erkennen und damit
zu verwerfen.

. beispiel 10
Gesucht ist eine Formel fiir die Summe der Potenzen von 2, also
S, =204+21 4 ..+ n= 0% 5o=1 m=1:6=3
Voreilig wurde vermutet, daB s, = 2n + 1 gilt.
1 Eine Figur (als Fliche verstanden) heifit konvex, wenn die Verbindungsstrecke zweier beliebiger

Punkte der Figur stets innerhalb der Figur liegt, also wieder nur Punkte der Figur enthilt. Kon-
vexe Vielecke haben zum Beispiel keine iiberstumpfen Winkel.
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Es wird der Versuch unternommen, diese Beziehung durch vollstindige In-

duktion zu beweisen.

1. Induktionsanfang: Gesichert durch die Anfangsbetrachtung.

2. Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: 2° + 2 + ... + 2 =2k + 1
Induktionsbehauptung:  2° +2' + ... + 2**' =2k + 3
Nach der Induktionsvoraussetzung ist aber
Ppd 4ol ¢ 59 = 2%+ 14 2L,
Diese Folgerung stimmt aber nur dann mit der Induktionsbehauptung
iiberein, wenn 2¥*! = 2 ist. Das ist aber nur fiir K = 0 der Fall. Die Tat-
sache, daB aus der (angenommenen) Richtigkeit der vermuteten Formel fiir
k #+ 0 ihre Unrichtigkeit fiir k + 1 folgt, zeigt, daB die Formel nicht fiir
alle n gilt.!

. 22. Ermitteln Sie durch Untersuchung weiterer Félle (n = 2, n = 3) die zu-
treffende Formel fiir s,, und beweisen Sie diese durch vollstindige Induktion!
Aufgaben

21.  Beweisen Sie die Formel fiir die Mind hl von Ui beim Lucasschen Turm
aus n Scheiben, die Sie im Schiilerauftrag 13 vermutet haben, mittels vollstindiger Induktion!

22.  Man beweise durch vollstindige Induktion, daB fiir alle natiirlichen n = 0 (bzw. n = 1)
folgendes gilt!
1) (2 1
3 12+22+32+__.+,,2=w
3n+1 =1

b) 3% 4+ 31 +32 4 .. 43" = 5

)4+ 10+ 16+ ...+ (6n—2)=n(Bn + 1)
nn + 1)(n + 2)
3

e) Die Summe der Kuben dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen ist stets durch 9 teil-

3 1 3 2 3
bar, das heift, Lﬁ—;ﬂu ist immer ganzzahlig.

f) A, = 11"*2 + 1227+ 1 jst stets durch 133 teilbar.

d)1:24+2:34+3-44+ ... +nn+1)=

23. Ermitteln Sie die folgenden S sn, und bewei Sie die Richtigkeit der ver
Formeln durch volistindige Induktion!

1 1 1
E)Sn—ﬁ+ﬁ+3-4+...+”(”+l)
1
2n—1)2n+ 1)

s, =1424+34+...4n d)s,=24+44+64+...4+ 21

; 1 1 1
b = - -] e
) Sn l-3+3-5+5~7+ G

! Allerdings folgt auf diese Weise nicht, daB die Formel fiir alle von 0 und 1 verschiedenen n
falsch ist.

22



e)s,=14+54+9+13+...4+0@n—23)
f) Die Summe der ersten » Zahlen, die bei der Teilung durch 9 den Rest 7 lassen.
g) s, =5+ 5 +5 + ...+ 5!

24. Ermitteln Sie, von welct n ab die folgenden Ungleich gelten, und beweisen Sie die
t durch vollstindige Induktion!

a) 2" > 2n b)2">2n+1 c) 2" > n?
Anleitung zu c: Benutzen Sie beim Beweis das Ergebnis von b!

25.  Ermitteln Sie die Anzahl der Diagonalen in einem (eb ) n-Eck, und beweisen Sie die ge-
fundene Formel sowohl mittels vollstindiger Induktion als auch ohne dieses Verfahren!

Hetindice Tndik

26. isen Sie den folgenden Satz durch v ion! Haben n verschiedene Ge-
raden einer Ebene einen Punkt gemeinsam, so wird die Ebene von den Geraden in 2n Teile
zerlegt.

27. a) Nehmen Sie Stellung zu folgendem Einwand gegen das Beweisverfahren der vollstindigen
Induktion: ,,Beim Beweis wird die Behauptung benutzt*!

b) Erldutern Sie, inwiefern innerhalb des Beweises durch vollstiandige Induktion gewissermaBen
nochmals ein Beweis steckt!

1.1.4. Induktive Definitionen, das Summenzeichen

Auch Potenzgesetze wie (a-b)" = a" - b" (Schiilerauftrag 12) konnen jetzt exakt
durch vollstindige Induktion bewiesen werden. Dabei ist zu beachten, daB eigentlich
auch die Erklirung der Potenz durch a" = a-a- ... a einer Prizisierung bedarf.

T hmal
Man wendet deshalb schon bei der Definition der Potenz ein mit der vollstindigen
Induktion in engem Zusammenhang stehendes Verfahren an, das Verfahren der in-
duktiven Definition:
(1) a®=1 - 2) ' =d"a

. 23. Uberdenken Sie den Zusammenhang dieser Erkldrung mit dem Axiom (V)

bzw. dem Beweisverfahren der vollstindigen Induktion, und versuchen Sie, die

Bezeichnung Rekursionsformel®  fiir Gleichungen wie (2) zu erldutern!

Beweisen Sie unter Ausnutzung dieser Festsetzung das Gesetz iiber das
Potenzieren eines Produkts!

Auch Addition und Multiplikation werden beim streng axiomatischen Aufbau der
Lehre von den natiirlichen Zahlen, die als Grundlage der gesamten Arithmetik dient,
induktiv erklart: v

(1) m+1=m' 2) m+n' = (m+ n)

[Von der Festsetzung (1) haben wir bereits stindig in den Formulierungen der voll-
stindigen Induktion Gebrauch gemacht.]

1 recurrere (lat.), zuriicklaufen, (auf etwas) zuriickkommen.
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. 24. Uberzeugen Sie sich durch Einsetzen fiir m und n, daf die uns bekannte
Addition diesen Forderungen entspricht! Versuchen Sie entsprechend, durch
Festlegungen fiir m - 1 und m - n' die Multiplikation induktiv zu erkléiren!

Die induktiven Erklirungen der Rechenoperationen sind gerechtfertigt, weil man
zeigen kann, daB es jedesmal genau eine Operation gibt, die den Forderungen ent-
spricht. Auf den Beweis dieser Tatsache [ebenfalls unter Benutzung des Axioms (V)]
kann hier nicht nidher eingegangen werden.

. 25. Beweisen Sie durch vollstindige Induktion das Assozi g - der Addition!
,»Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, c gilt (a + b) + ¢ = a + (b + ¢).*
Wiihlen Sie als Induktionsanfang (a + b) + 1 = a + (b + 1), indem Sie
die Festsetzung der Addmon ausnutzen! Der Beweis ist also durch ,voll-
standige Induktion iiber c** zu fiihren.

Auch das Kommutationsgesetz @ + b = b + a 148t sich so beweisen, nur muB3 man’
dabei den SchluB durch vollstindige Induktion zweimal (,iiber a* und ,,iiber 5*)
anwenden, indem man den Induktionsanfanga + 1 = 1 + a seinerséits wieder durch
vollstindige Induktion beweist. Dabei ist dann 1 + 1 =1 + 1 der Induktions-
anfang. Auch die entsprechenden Gesetze der Multiplikation (@ b)-c =a- (b c)
und a-b = b-a sowie das Distributionsgesetz (@ + b)-c =a-¢ + b ¢ kdnnen
durch vollstindige Induktion bewiesen werden.

. 26. Erldutern Sie, warum beim Beweis des Assoziationsg es die vollstindige
Induktion nicht dreimal (iiber a, b und c) angewandt zu werden brauchte!
Beweisen Sie durch- vollstindige Induktion iiber n die Potenzgesetze

m
a_n = a""" fiirn £ mund (@")" = a""!

a

Nutzen Sie dabei fiir den Induktionsanfang die induktive Definition der Potenz
aus!

Einige vorn angefiihrte Beispiele und Aufgaben haben deutlich gemacht, daB hiufig
Summenformeln durch vollstindige Induktion bewiesen werden. Um die Schreib-
weise im folgenden zu vereinfachen, benutzen wir das von EULER! 1753 eingefiihrte
und seither in der Mathematik iiblich gewordene Kurzzeichen ) 2:

14+2+3+...+n=) k(lies: Summe iiber alle k von k = 1 bis n).
k=1
Entsprechend ist

Z—l—=_l_+_1+...+—l.
r=1k(k+1) 1-2 2-3 n(n + 1)

[lies: Summe 4 von k =1 bis n]
k(k + 1)

1 LeoNHARD EULER (1707-1783).
2 Griechischer GroBbuchstabe ,,Sigma*‘, entspricht dem S in der lateinischen Schrift.
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Die Erkldrung des Summenzeichens ist allerdings bisher &hnlich unbefriedigend wie
es die Erkldrung der Potenz vor der induktiven Definition auf S, 23 war. Im Ab-
schnitt 1.4. wird auch der Gebrauch des Summenzeichens prizisiert werden.

Aufgaben
28.  Schreiben Sie die Si in den Aufgaben 22a bis 22d und 23 mit Summenzeichen!
29.  Schreiben Sie die folgenden S fiir n = 5 ausfiihrlich, und untersuchen Sie die ange-
gebenen Formeln auf ihre Giiltigkeit!
ks nn+ 1)@+ 2)(n+3) L 1 2n
k(k + 1) (k + 2) = b) =—
Dt heEa 4 )E‘l(«w—s)wﬂ) o+ 1
n 1 n 3n2 + 5n
o X = d) Z TR
m=1(@a+m—1(@+m) ala+n) ; g-xe(e+2) 4(n+l)(n+2)
n k& n+2 L 8" —
9 X n=2"" f) % 8=

Bei welchen der Aufgaben 29a bis e kénnte die Summation schon bei 0 beginnen? Soll(en
Sie auf fehlerhafte Formeln gestoBen sein, so stellen Sie sie richtig!

30.  Beweisen Sie, daB die Summe der Kuben der natiirlichen Zahlen von 1 bis n gleich dem Qua-
drat der Summe dieser natiirlichen Zahlen ist!

31.  Ermitteln Sie Formeln fiir die folgenden Summen, und weisen Sie ihre Richtigkeit nach!
n n 2 1

kb
e n§o6 / k§1 @2k — 1@k +1) 8 gn Bm —2)(3m + 1)

d T @ —12 e X k.26t
r=1 k=2

32. Esist
+ 1
m=12=22 43242 4 4 (=1 ln2= (—1)"—1"("T+).
a) Schreiben Sie auch diese Summe unter Ver dung des S ichens! (Beact Sie
dabei den Vorzeichenwechsel!)
b) Beweisen Sie die Aussage!
33.  Jede Potenz einer den Zahl mit dem Exp 1aBt bei Division durch 8 den

Rest 1.

a) Beweisen Sie diese Aussage!

b) 7eigen Sie, daB sich aus ihr der folgende Satz ergibt!
Jedg Potenz einer ungeraden Zahl mit ungeradem Exponenten 14Bt bei Division durch 8
denselben Rest wie die Basis.
Anleitung zu a): Fiihren Sie den Beweis durch vollstindige Induktion iiber den Exponenten!
Das heifit, als Induktionsanfang ist nachzuweisen, daB die Behauptung fiir das Quadrat jeder
ungeraden Zahl gilt.

34.  Beweisen Sie, daB folgende Briiche fiir kein natiirliches » zu kiirzen sind!
9n + 1 ~ 22n+5
18n + 3 3Bn+7
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35.

36.

1 1 1 13
Esgilt — +——+ ...+ — > — fi 1
R nan T T g
a) Schreiben Sie die Summe unter des ict !
b) isen Sie die Ungleick durch vollstindige Induktion!

Beweisen Sie die BErnouLLische! Ungleichung!
(A+a)f>1+nx fir a>—1 und 0 reell, n>1

Anleitung: Multiplizieren Sie zum Beweis der Induktionsbehauptung in der Induktions-
voraussetzung beiderseits mit (1 + «)!
Uberlegen Sie, warum & > —1 vorausgesetzt werden muf3!

1.2. Permutationen

1.2.1. Vorbereitende Ubungen

1.

2.

Auf wieviel Arten lassen sich die drei Buchstaben a, /,  anordnen, das heiBt, wieviel drei-
buchstabige ,,Worter” lassen sich aus ihnen bilden, wenn kein Buchstabe mehrmals vor-
kommen darf? (Dabei sollen auch solche Anordnungen wie t/a als ,,Worter* geziihlt werden.)

Untersuchen Sie, welche der folgenden Fragen auf das gleiche mathematische Problem fiihren!

a) Wieviel Anord oglichkeiten bestehen fiir die Buchstaben a, b, e, r? ¥

b) Wieviel fiinfbuchstabige ,,Worter* lassen sich aus den Buchstaben e, i, &, r, s bilden, wenn
alle Buchstaben auch mehrmals auftreten diirfen, zum Beispiel kkikr?

¢) Wieviel Méglichkeiten des Einlaufs gibt es bei einem Laufwettbewerb, an dem sechs Sportler
teilnehmen? ’

d) Auf wieviel Arten kann man aus 158 ielern einer FuBball haft elf Spieler aus-
wihlen, um aus ihnen die ,,EIf* llen, wenn wir b daB jeder Spieler
in jeder Position spielen kann?

€) Wieviel Moglichkeiten der Aufstell das heiBt der Zuordnung der Zahlen 1 bis 11 zu
diesen ausgewihlten Spielern gibt es? '

f) Wieviel Sitzordnungen gibt es fiir acht Personen?

g) Wieviel Zeichen kann man aus den ,.el en* Mor ichen - und - kombini wenn
ein Zeichen hochstens sechs Punkte oder Striche umfassen darf?

h) Wieviel Verbindungen lassen sich in einem Fernsprechnetz mit fiinfstelligen Nummern her-
stellen, wenn tatsdchlich die maximal méglichen 100000 Anschliisse vorhanden sind?

1.2.2. Permutationen als Anordnungen

Verschiedene Fragestellungen fiihren auf das mathematische Problem, alle Anord-
nungsmoglichkeiten der Elemente endlicher Mengen zu untersuchen. Da'eine An-
ordnung aus einer anderen durch Vertauschen gewisser Elemente hervorgeht, spricht
man hier von Permutationen?.

>

Jede Anordnung von n Elementen nennt man eine Permutation dieser Elemente.

1 JacoB BerNouLLI (1654-1705).
2 permutare (lat.), vertauschen.
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Schon in den vorbereitenden Ubungen trat als eine grundlegende Frage die nach der
Anzahl der Permutationen auf. Symbolisch wird im folgenden die Anzahl der Per-
mutationen von » Elementen mit P(n) bezeichnet.

Beispiel 1

Zu bestimmen ist die Anzahl der Permutationen von drei Elementen, die mit
a, b, ¢ bezeichnet werden.

Losung:

Wenn a an erster Stelle steht, besteht auBer der Permutation abc nur noch eine
weitere, zu der man durch Vertauschen von b und ¢ gelangt: ach. An Stelle von a
kann auch b oder c als erstes Element auftreten, wobei sich auch jeweils zwei
Maoglichkeiten ergeben. Insgesamt existieren demnach die sechs Permutationen :
abe, acb, bac, bea, cab, cba; also ist P(3) = 6.

Nimmt man noch ein viertes Element d hinzu, fragt also nach P(4), so erhilt
man: Das Element 4 kann jeder der Permutationen aus drei Elementen als
erstes, zweites, drittes oder viertes hinzugefiigt werden. So ergeben sich

dabc, dach, dbac, dbca, dcab, dcba,
adbe, adcb, bdac, bdca, cdab, cdba,
abdc, acdb, bade, beda, cadb, cbda,
abed, acbd, bacd, bead, cabd, cbad.

Demnach ist P(4) = 24.
1. Fiigen Sie ein fiinftes Element e hinzu, und erliutern Sie, wie sich dadurch die
Anzahl der Permutationen verdndert!

2. Beantworten Sie alle Fragen aus Abschnitt 1.2.1., Aufgabe 2, soweit sie Per-
mutationen betreffen!

Allgemein kann man das n-te Element bei Permutationen von n Elementen zu jeder
der P(n — 1) Permutationen von n — 1 Elementen an erster, zweiter, ..., n-ter Stelle
hinzufiigen. Demnach lassen sich n Elemente also gerade n-mal so oft permutieren
wie n — 1 Elemente.

Es gilt die wichtige Rekursionsformel

P(n)y =n-Pn—1)

Beispiel 2

Zu bestimmen ist die Anzahl der Permutationen von 7 Elementen, also P(7).

Losung:

Ein Element ldBt sich

nur auf eine Weise anordnen, das heit P(1) = 1
P2)=2-P(1)=2"-1 P2)= 2
P3)=3:P2)=3+2+1 3= 6
P@)="4-PG)=4-3-2-1 P4)= 24
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P5)=5-P4)=5-4-3-2-1 P(5) = 120
P6)=6-P(5)=6-5-4-3-2-1 P(6) = 720
PN)=7-P6)=7-6-54-3-2-1 P(7) = 5040
Sieben Elemente ermdglichen also 5040 Permutationen.
Dieses Beispiel zeigt, daB man bei Benutzung der rekursiven Darstellung fiir P(n)
in Form von P(n) = n- P(n — 1) zur Bestimmung von P(n) immer erst Pn—1)
berechnen muB. Man gelangt aber auch leicht zu einer Darstellung, die die Bestim-
mung von P(n) ohne vorherige Kenntnis eines P(k) mit k < n ermoglicht.
Es gilt
Pm)y=n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1.
. 3. Beweisen Sie diese Formel durch vollstindige Induktion!

Um die Darétellung zu vereinfachen, hat man fiir das Produkt der natiirlichen
Zahlen von 1 bis n das Symbol n! (lies ,,n-Fakultit*) eingefiihrt.

Abkiirzend kann man schreiben
P(n) = n!
Streng genommen handelt es sich jedoch auch bei
Pm)y=n'=n-n—1)(n—2)...-2-1
nicht um eine sogenannte independente!' Darstellung, also um eine Darstellung, in
der P(n) unabhingig von P(n — 1) erscheint. Das kommt auch darin zum Ausdruck,

daB die Fakultitsschreibweise exakt induktiv definiert wird, wobei man im allge-
meinen von der Festsetzung 0! = 1 ausgeht:

Ol=1; m+)=@+1-n

. 4. Wie grof ist die Anzahl der moglichen Sitzordnungen in einer Klasse mit
22 Schiilern, wenn der Klassenraum genau 11 Zweierbinke enthdlt? Wie indert
sich das Problem, wenn die Anzahl der verfiigharen Sitzplitze groper ist?

. 3. Beweisen Sie durch vollstindige Induktion das folgende Gesetz!
Ykkl=@m+1D! -1
k=1

Steht man vor der Aufgabe, alle Permutationen von » Elementen wirklich anzugeben,
so ist es zweckmiBig, eine bestimmte Reihenfolge einzuhalten. Die iibersichtlichste
und bequemste Art, Permutationen zu ordnen, ist die lexikographische Reihenfolge.
Dazu muB man eine natiirliche Anordnung der Elemente, die permutiert werden,
zugrunde legen, wie sie beispielsweise bei Buchstaben durch das Alphabet, bei Zahlen

1 dependére (lat.), abhi ; daraus: ind dent, nicht abhi q N
Nibheres iiber independente Darstellung wird auf Seite 45 mitgeteilt.
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durch die Anordnung nach der GroBe gegeben ist. In lexikographischer Reihenfolge
steht demzufolge beim Permutieren der Elemente a, b, c, d, e die Permutation abdec
frither als abedc; beim Permutieren von 1, 2,3,4,5, 6 steht 354216 friiher als 356142.

. 6. Ordnen Sie die im Beispiel 1 aufgefiihrten Permutationen von a, b, c, d lexiko-
graphisch!

. 7. Beschreiben Sie, wie man vorgeht, wenn man alle Permutationen von a b, c,
d, e in lexikographischer Reihenfolge auffiihren will!

. 8. Welche Permutationen stehen in der lexikographischen Reihenfolge noch
zwischen abdec und abedc sowie zwischen 354216 und 356142 ?

Aufgaben
1. Wie groB ist die Summe aller Zahlen, die durch Permutation der Ziffern 2, 4, 6 entstehen?

2. Wieviel fiinfziffrige Zahlen lassen sich mit den Ziffern 0, 2, 4, 6, 8 schreiben, wenn Zahlen, die
mit 0 beginnen, nicht mit einbezogen werden?

3. Wieviel Permutationen der Elemente u, v, w, x, ¥, z beginnen a) mit w, b) mit xy, ¢) mit vzxu?

4. Acht Personen essen tiglich in einer Gaststitte und wechseln von Tag zu Tag ihre Sitz-
ordnung. Der Kellner hat ihnen ein Freiessen fiir den Tag versprochen, an dem sich erstmalig
eine bereits vorher dagewesene Sitzordnung wiederholen muB. Wann tritt dieser Fall ein,
wenn das erste Essen am 1. 1. 1963 stattfand?

5. In wieviel Permutationen von 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 stehen die Elemente 3 und 6 an vierter bzw.
siebenter Stelle?

6. a) Wie groB ist die Anzahl der Permutationen von a, b, ¢, d, e, f, &, h, in denen die Elemente b,
d, f, g in der b Reihenfol benei der stehen?
b) Wie dndert sich diese Anzahl, wenn nur gefordert wird, daB b, d, f, g nicht durch ein anderes
Element getrennt werden diirfen, die Reihenfolge untereinander aber beliebig ist?
¢) Verall, inern Sie die Ergebni indem Sie n Elemente betrachten, von denen m benach-
bart sein sollen!

7. Ermitteln Sie von allen mit 35 beginnenden Permutationen der Elementeb 1,2,3,4,5,6,7,8
die in lexik hischer Reihenfo ieb !

8.  Geben Sie die in lexikc hischer Reihenfolge erste und letzte derjenigen Permutationen von
1,2,3,4, 5, 6 an, die mit 52 beginnen!

9. a) Welches ist die in lexikographischer Reihenfolge 247-te Permutation von a,b,c de f?
b) Geben Sie die nachfolgenden fiinf Permutationen an!

10.  Ermitteln Sie die in lexikographischer Reihenfolge 2709-te Permutation der Elemente 1, 2, 3,
4,5,6,7!

11.  An wievielter Stelle unter den Permutationen von 1, 2, 3, 4, 5 steht in lexikographischer
Reihenfolge 241537

12, An wievielter Stelle unter den Permutationen von a, e, £, h, n stehen fahne und hafen?

13.  An wievielter Stelle unter den Permutationen der natiirlichen Zahlen von 1 bis 8 steht
175834267

14. Formen Sie die folgenden Ausdriicke um, indem Sie Briiche beseitigen oder zusammen-
fassen! Setzen Sie dann n = 4, und berechnen Sie die Werte!
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n! (n+ 1! n—1 (n+ 1! f (n+ 1)!

-n! - d
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1 1 a S B o 1

» ((n—1)5+n!)'(n+1)! Y=t Tn T w1y

15.  Ermitteln Sie, wieviel Nullen am Ende der Zahl stehen, die sich durch Berechnung von 50!
ergibt!

1.2.3. Permutationen als Abbildungen

Mathematisch fruchtbarer als die Untersuchung der Permutationen als Anord-
nungen, gewissermafen als Ergebnisse von Vertauschungsprozessen, ist die Unter-
suchung der Vertauschungsprozesse selbst. Als Permutation betrachtet man dann
also nicht die Anordnung, sondern den Ubergang von einer Anordnung zur
anderen. Bisher bezeichnete beispielsweise cab eine Permutation der Elemente a, b, ¢
(natiirliche Anordnung). Die Permutation cab entsteht aus abc, indem ¢ an die Stelle
von a,a an die Stelle von b und 4 an die Stelle von c tritt. Es liegt also eine umkehrbar
eindeutige (eineindeutige) Abbildung der (drei Elemente umfassenden) Menge

\

b
(a, b, ¢) auf sich selbst vor. Symbolisch schreibt man <a ;)
. ca

Jede umkehrbar eindeutige Abbildung einer Menge von n Elementen (n = 1, 2, 3, ..., also natiir-
> lich) auf sich selbst heiBt eine Permutation dieser Menge.
@

Da die besondere Natur der Elemente fiir die Untersuchung der Permutationen als

Abbildungen unwesentlich ist, bezeichnet man die Elemente meist mit Zahlen; zum

Beispiel entspriiche bis der oben angegebenen Permutation e 2
312 cab

Allgemein kann man schreiben <l el ); dabei sind die a ebenfalls genau
die Zahlen von 1 bis 7. 418203 ... Gy

. 9. Schreiben Sie alle Permutationen von drei Elementen in dieser Form, -and
halten Sie sich dabei an die lexikographische Reihenfolge! Beachten Sie,
daf auch die Abbildung, die jedes Element sich selbst zuordnet, clso alle
Elemente an ihrem Platz ldft, eine eineindeutige Abbildung der Menge auf
sich selbst, also eine Permutation, ist! Man nennt diese Abbildung identische
Permutation.

. 10. Ergdnzen Sie so, daf die in lexikographischer Reihenfolge 297te Permuta-

tion entsteht: (1 4549 6)! Fiigen Sie die darauf folgenden fiinf Permu-
tationen hinzu!
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Zwei Permutationen bezeichnet man dann und nur dann als gleich, wenn in beiden
jedem Element der oberen Zeile ein und dasselbe Element der unteren Zeile zuge-
ordnet ist.
So sind beispielsweise die Permutationen L2354 und ot gleich.

] 3421 4213
Sind in einer Permutation Elemente gegeniiber ihrer natiirlichen Anordnung ver-
tauscht, so spricht man von Inversionen. So bilden zum Beispiel in der Permutation

(: i 2 :) die Paare (2, 3), (2, 4) und (3, 4) je eine Inversion.

. 123..n
> B htet man in der Per (

ay ay a3 ... a,
man jedesmal von einer Inversion, wenn a; > a ist.
> Ist die Anzahl der Inversionen einer Permutation gerade, so heiBt die Permutation gerade,
andernfalls ungerade.

) alle Paare (i, k) mit i < k, so spricht

B seispier 3
. . " 12345
Es ist zu untersuchen, ob die Permutation gerade oder ungerade
ist. 43152

Folgende Paare bilden Inversionen: (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2,4), (2, 5), (3,4).
Die Anzahl der Inversionen betrigt 6, es handelt sich also um eine gerade
Permutation.

. 11. Untersuchen Sie an diesem Beispiel, wie sich die Anzahl der Inversionen
dndert, wenn
a) zwei benachbarte Elemente vertauscht werden,
b) zwei beliebige Elemente vertauscht werden!

. 12. Teilen Sie alle Permutationen von drei Elementen in gerade und ungerade
Permutationen ein! 123456

. 13. Ermitteln Sie die Anzahl der Inversionen bei ( )!

‘ 635241

14. Wieviel Inversionen kann eine Permutation von 8 Elementen hichstens
haben?

1.2.4. Verkniipfungen von Permutationen

Ein wesentlicher Vorteil der Betrachtung der Permutationen als Abbildungen be-
steht darin, da man die Permutationen jetzt miteinander verkniipfen kann, so wie
beispielsweise die ganzen Zahlen oder die rationalen Zahlen miteinander durch die
Rechenoperationen verkniipft werden. Diese Verkniipfungen und die bei ihnen
geltenden Gesetze werden dann zum Gegenstand weiterer Untersuchungen gemacht
und fiihren zur Betrachtung allgemeiner Strukturen mit den gleichen GesetzmiBig-
keiten, die in verschiedenen Bereichen der Mathematik auftreten. Als Verkniipfung
von Permutationen wird die Hintereinanderausfithrung betrachtet.
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. Beispiel 4
) - . 1234 1234
Vorgegeben seien die Permutationen = und = )
e . (4312) pa (2413)
Gesucht ist die Permutation, die sich ergibt, wenn p, und p, nacheinander auf
die Elemente 1, 2, 3, 4 angewandt werden. Bei p, ist 4 an die Stelle von 1 ge-
treten, bei p, wird diese 4 in 3 iibergefiihrt. In Kurzform kénnte man etwa

schreiben pilod prdo3

Entsprechend gilt: 2 -3 31
351 1-2
4-2 24
Also ergibt sich beim Hintereinanderausfiihren von p, und p, (p, nach p,) die

1234 . Man schreibt kurz
3124

1a Ay rasay frasdy L o
) = > = ’
4312)°\2413) " \3124 g as s

und liest ,,p, dann p, gleich p;* oder auch ,,p, mal p, gleich p;*“.

Permutation (

Die Wahl des Verkniipfungszeichens und die Sprechweise sind an sich belanglos,
und es ist auch iiblich, fiir die Verkniipfung einen Punkt — das bekannte Multipli-
kationszeichen — zu benutzen. DemgemdB spricht man dann vom Produkt zweier
Permutationen.

Als Verkniipfung zweier Per i von nE b htet man die Hi
ausfithrung:

A= 12...n; B= 12...n); P 1 2:n
a, a,...a, by b, ...b, ba, ba, ... by,
Je zwei Permutationen lassen sich also stets auf diese Weise verkniipfen, und dadurch

entsteht jeweils wieder genau eine Permutation dieser » Elemente; die Verkniipfung
fiihrt also nicht iiber den Bereich der Permutationen von n Elementen hinaus.

. 15, Vorgegeben seien die Permutationen
_ ({12345 p_12345 p—12345
M=has5241) T \2s13) T \garsy)

Bilden Sie p, o p, und p, o p,, und vergleichen Sie! Verkniipfen Sie alle

drei Permutationen folgendermafen:

a) Fiihren Sie zuerst p, nach p, aus, und wenden Sie auf die so entstandene
Permutation p; an, bilden Sie also (p, © p,) o p3!

b) Wenden Sie die Permutation, die durch das Ausfiihren von ps nach p,
entstanden ist, auf p, an, bilden Sie also p, o (p; © p3)!

Was konnen Sie iiber die Giiltigkeit des Kommutationsgesetzes und des Asso-
ziationsgesetzes bei der Verkniipfung von Permutationen aussagen?
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- Beispiel 5

\
Fiir 3 Elemente gibt es die 6 Permutationen: p; = o , P2= 123 L
123 132

123) Ps= A Ps = el {25 demzufolge
Pa={,13) 2= 531 P*"\a12) P \321) Toe

36 Verkniipfungen p; o p,. Da die Verkniipfung aber nicht aus dem Bereich
hinausfiihrt, miissen gewisse p; o p einander gleich sein, obwohl ihre Faktoren
voneinander verschieden sind. Um eine Ubersicht zu erhalten, stellen wir eine
Tabelle mit doppeltem Eingang auf, so daB im Schnittpunkt der i-ten Zeile
mit der k-ten Spalte das Produkt p; o p, steht.

Py | P2 ps Ps | Ps | Ps

P Zwei Verkniipfungen, ndmlich
aop _<123>_p und

p p 2 3 = — Fa

; : R E

pPs3 ° = =

B > Pa © Ps <1 2 3) P1s

% : wurden eingetragen.

Ps ‘ Vervollstindigen Sie die Ta-

Ps belle!

. 16. Betrachten Sie alle Produkte p, o p; und p; o p, (i =1,...,6), und be-
schreiben Sie, welche Rolle die identische Permutation bei der Verkniipfung
spielt!'Erkliren Sie die Bezeichnung ,,Einselement‘ oder ,,neutrales Element*
fiir py, indem Sie diese Rolle mit der der 1 bei der Multiplikation (bzw. der
0 bei der Addition) vergleichen!

Suchen Sie zu jeder Permutation p; (i =1, ..., 6) nach Permutationen py,
fiir die gilt p; © p, = p, oder pi © p; = pi!
Erkliren Sie den Ausdruck ,,zueinander inverse Permutationen®, indem Sie
vergleichen mit der Rolle des Inversen bei Multiplikation bzw. Addition
(das heifit des Reziproken bzw. Negativen)!

Ohne Beweis! seien hier nur noch folgende Tatsachen erwéhnt: Alle Permutationen
von n Elementen bilden einen Bereich, in dem beziiglich der beschriebenen Ver-
Jkniipfung gelten:

(1) Der Bereich enthilt genau cin neutrales Element (die identische Permutation p,).
(2) Zu jedem Element p; des Bereiches existiert genau ein anderes, das bei Ver-
kniipfung mit p, das neutrale Element liefert (die zu p; inverse Permutation).

(3) Es gilt das Assoziationsgesetz.

1 Niheres dazu finden Sie zum Beispiel bei P. S. ALEXANDROFF: Einfiihrung in die Gruppentheorie.
VEB D her Verlag der Wi haften, Berlin 1954, S. 15ff.

3 [001155] 33



Ferner ergibt sich bei der Verkniipfung zweier gerader Permutationen stets wieder
eine gerade Permutation, genau wie bei der Verkniipfung zweier ungerader Permu-
tationen. Bei der Verkniipfung einer geraden mit einer ungeraden Permutation erhilt
man hingegen eine ungerade Permutation.

. 17. Untersuchen Sie auf die Eigenschaften (1), (2), (3) hin die natiirlichen Zahlen,
die ganzen Zahlen, die geraden ganzen Zahlen, die ungeraden ganzen Zahlen,
die rationalen Zahlen und die von 0 verschiedenen rationalen Zahlen!
Betrachten Sie dabei als Verkniipfung zuerst die Addition, dann die Multi-
plikation!

. 18. Vergleichen Sie das Verhalten gerader und ungerader Permutationen mit
dem gerader und ungerader (ganzer) Zahlen!

Aufgaben
16.  Beschreiben Sie die Permutationen, die von aeglr zu lager und regal fithren, durch Ziffern,
und bestimmen Sie, ob es sich um gerade oder ungerade Permutationen handelt!
17.  Losen Sie die gleiche Aufgabe fiir
a) treibsand, dienstbar, bierstand, bastrinde; b) kreisumfang und musikfragen;
¢) die Namen der Schiiler Ihrer Klasse, soweit sich in ihnen keine Buchstaben wiederholen!
18.  Bestimmen Sie zu jeder Permutation von vier Elementen die inverse Permutation!
19.  Stellen Sie fiir alle geraden Permutationen von vier El eine vollstandige Ubersicht auf,

und untersuchen Sie, ob Sie bei der Verkniipfung aus dem Bereich der geraden Permutationen
hinausgefiihrt werden! Untersuchen Sie die Eigenschaften (1) bis (3)!

20.  Verkniipfen Sie auf alle méglichen Arten die Permutationen

(1234567 _‘(1234567 4 . (1234567)
P1=\3572164)" P>~ \s213647) " P3= 4367125)'

1.3. Der binomische Satz
1.3.1. Vorbereitende Ubungen

1. Formen Sie (a + b)" fiir n =0, 1,2, 3,4, 5 durch sukzessives Multiplizieren in eine Summe
um! Geben Sie die Anzahl der Summanden in Abhingigkeit von 7 an, und lesen Sie ein Bil-
d fiir die Exp ab! Entwickeln Sie aus den gefundenen Summen die ent-
sprechenden Ausdriicke fiir (@ — b)"!

2. Weisen Sie nach, daB 72 und 24572 auf dieselbe Ziffer enden! Uberlegen Sie, ob eine solche
GesetzméBigkeit immer gilt, ob also fiir die letzte Ziffer der zweiten Potenz nur die letzte"
Ziffer der Basis entscheidend ist! Fiihren Sie die gleiche Uberlegung auch fiir dritte, vierte
und fiinfte Potenzen durch!

3. Zeigen Sie, daB eine Zahl, die auf die Ziffernfolge a) 386, b) 834, c) 772, d) 242 endet, keine
Kubikzahl sein kann!

4.  Stellen Sie fiir die Beispiele aus Aufgabe 1 die Koeffizienten in Form des PascaLschen Drei-
ecks dar! Erldutern Sie das zugrunde liegende Bildungsgesetz, und erginzen Sie das Dreieck
um weitere drei Zeilen!



5.a) Welchen Vorteil bietet das PascaLsche Dreieck gegeniiber dem sukzessiven Ausmultipli-
zieren?
b) Legen Sie dar, wie Sie nach beiden Methoden vorgehen miiBten, um (a + )27 umzuformen!
¢) Beurteilen Sie das Vorgehen beim Aufstellen des PascaLschen Dreiecks auf Grund Ihrer Er-
kenntnisse aus Abschnitt 1.1.!

1.3.2. Binomialkoeffizienten

Wenn auch bei der Ermittlung der n-ten Potenz eines Binoms das PAscALsche Drei-
eck gewisse Vereinfachungen gegeniiber dem sukzessiven Ausmultiplizieren bietet, so
besteht doch der Nachteil, daB auch hier rekursiv verfahren wird: Zur Ermittlung
der Koeffizienten von (a + b)" ist erst das Aufstellen aller Zeilen bis zur (7 — 1)-ten
notwendig. AuBerdem besteht der Mangel, dafl sowohl das PascALsche Dreieck wie
auch das Bildungsgesetz der Exponenteninduktiv gewonnen wurden. (Vgl. Aufgabe 1
im Abschnitt 1.3.1!) Deshalb muB man sich bemiihen, eine independente Dar-
stellung fiir (@ + b)” zu gewinnen und diese zu beweisen. Als erstes bendtigt man
dazu eine independente Darstellung der Koeffizienten, der sogenannten Binomial-
koeffizienten. Die Koeffizienten der siebenten Zeile des PAscALschen Dreiecks, also
der Zeile fiir (a + b)%:

1; 6; 15; 20; 15; 6; 1
lassen sich auch in folgender Form schreiben:
_6-5-4 6-5-4-3 6°5-4-3-2

;15 = 5 6=
1:~2=:3 1-2-3-4 1-2

|0\
“Jl
5]

0

1;6=-;15=

s
1
=5
1

wiNn N

1-
-3
-4 -

w | s
|-

5 .

. 2 .
. 1. Schreiben Sie in entsprechender Form die Binomialkoeffizienten fiir n = 2, 3,
4,5,7 und 8! Verwenden Sie dabei im Nenner auch die Fakultdtsschreibweise!

Stellen Sie in gleicher Weise die Koeffizi fiir den Exp 11 zu-

sammen, und ermitteln Sie danach zum Vergleich die zwilfte Zeile des
PAscALschen Dreiecks!

Zur Vereinfachung der Darstellung wird fiir die Binomialkoeffizienten die symbolische

n
Schreibweise (p) (lies: ,,n iiber p*) eingefiihrt:

(n>=n'(n— )-n—=2)-...-[n—=(p—1)]

o n, p natiirlich mit n > p!

D

(Man beachte, daB die Anzahl der Faktoren in Zihler und Nenner gleich ist!)

n
1 Strenggenommen miiBte man auch ( ) hier dhnlich wie die Potenz auf S.23 induktiv defi-
P,

nieren oder die Definition (*) auf S. 36 verwenden, wobei k! selbst wieder induktiv definiert ist.
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. Beispiel

<9>=9‘8'7.6=126
4 142+ 34

Die Erkldrung der Binomialkoeffizienten kann auch auf folgende Weise erfolgen:

'n n!
WE=rn *
p/ pln—p)!
. 2. Zeigen Sie die Gleichwertigkeit beider Definitionen! Erldutern Sie unter Be-

nutzung der zweiten Erklirung, daf es sinnvoll ist, die folgende Festsetzung
zu treffen!

Definition:

(n) s
0
(Hinweis: Auch (2) = 1 wird festgesetzt.)

Weiterhin gilt die wichtige Beziehung:

9 5-GL)
V4 p+1 p+1
3. Weisen Sie die Giiltigkeit dieser Beziehung nach, und vergleichen Sie mit dem
Bildungsgesetz des PASCALschen Dreiecks!

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Binomialkoeffizienten wird durch folgende
Gleichung erfaBt:

=g

. 4. Beweisen Sie diese Gleichung! Wie spiegelt sie sich im PASCALschen Dreieck
wider?

Aufgaben
1. Berechnen Sie folgende Binomialkoeffizienten!
7 10 30 8 18) 12 13 15 76 20
d 1 h i
')(4) "’(3) °)(1) )(8) °’(3) )(10> g’(O) )<u) () "’(10)
\
2. Fiir jede Zahl n gibt es die trivialen! Darstellungen als Binomialkoeffizienten

n= <'1') = ( 4 1). Suchen Sie fiir die folgenden Zahlen nichttriviale Darstellungen!
=

a)21 b)28 )32 d)36 €55 )56 g 70 h)s4
1 trivialis (fat.), gewdhnlich.
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3. Eréutern Sie, warum fiir alle natiirlichen » und p mit p < n der Binomialkoeffizient (")
selbst eine natiirliche Zahl ist! P

4.  Schreiben Sie moglichst einfach in Bruchform:

o3 w3 olZ) =CI) o CIa) (I3

5. Versuchen Sie, die Einschrinkung n = p fall und d i die folgenden Bi-
nomialkoeffizienten zu bestimmen!

o) ) ofa) () o3 (%)

Untersuchen Sie die beiden Definitionen des Binomialkoeffizienten (" und die im Ab-
P

J
-

schnitt 1.3.2. angefiihrten grundlegenden Eigenschaften daraufhin, ob sie auch fiir den Fall
n < p und speziell fiir negative » sinnvoll bzw. giiltig sind!

6. Berechnen Sie moglichst vorteilhaft die folgenden Summen (bzw. Differenzen) von Bi-
nomialkoeffizienten !

o)+ ) WE+E) o)+ o[+ o E)+()
°0-0 =) (2-6) 0 ()-6) »()-0)
B w (2 (2) ()30 o 6o+
o+ 5+ () () () 2+ )+ =)
o(8)+ ()« () +(2) o)+ B+

-0 o(0=(9 20-) #()-6) »0)-0)
o)) wf-6) »()+()-() 2 0+0)-0)

8. Errechnen Sie die folgenden Summen, und schreiben Sie sie auch unter Verwendung des
Summenzeichens!

o o)+ () () o)+ 0)+ 01+
o)+ ()+ 6+ 6+ () @)+ () G+ () +()+6)

€) Welche allgemeine GesetzmiBigkeit konnen Sie vermuten? Beweisen Sie Ihre Vermutung

mittels vollstindiger Induktion!
9. iti Sie durch Rech die folgenden Gleick !

D62)=039 920620 6) 0 206 ()

=

)

)

=

p=2
"
OM .

¥



10.  Berechnen Sie wie in Aufgabe 9!
3 (4[5 L 10 N7 J Xy 9 6 /6\2
b
%) kg:o (k) (3 - k) ) p§0 (4 = P) (P) <) -=ZD ( v ) (7 = ') O xgo (k>
(Beachten Sie, daB (:) = (6 f k) ist!)

m 4+
11.  Berechnen Sie die Summe ¥} (av )ﬁir die folgenden Werte von a und m!
v=0
a)a=3; m=1 b)a=3;, m=2 ca=3; m=3 da=5 m=2
e)a=5 m=4 fla=5 m=5 gla=8;, m=3 h)a=8; m=6

m

a+v a+1+4+m
12.2a) Allgemein gilt )} ( i ) = ( & ) Vergleichen Sie damit Ihre Ergebnisse aus
y=o\ ¥ m
Aufgabe 11, und beweisen Sie die Formel mittels vollstindiger Induktion!

b) Wenn m = 2a ist, a eine natiirliche Zahl, kann man auch schreiben

"=a/iq 4+ a a+1 n) (n+l)
= + ... = 3
E‘n(a ) (a)+(a) +(a a+1
Erldutern Sie, wie diese Beziehung aus der Formel aus Aufgabe 12a durch mehrmalige An-

n n
wendung von ( ) = ( ) hervorgeht, wenn man n = m — a setzt! Berechnen Sie die
P, n—p,

Summe fiir den Falla = 3, m = 8!

13, Istin (") die Zahl n gerade (n = 2m), so gilt
p, 3

() )+t )= () () + s ()

a) Beweisen Sie diese Beh durch vollstindige Induktion iiber m!

b) Formuli Sie den prechenden Sachverhalt fiir ungerades #, und verwenden Sie dabei
auch das Summenzeichen!

1.3.3. Beweis des binomischen Satzes

’ Binomischer Satz:
Fiir alle reellen @ und b sowie fiir alle natiirlichen n gilt!

(a+b)"=<")a"+(”)a""b+(">a"-2b2+ +( = >ab'-‘+(")b'
0 1 2, n—1 n

oder unter Ver g des S ich
@+bf=Y (Il)an—ybﬂ.
p=0\p,

! Hier bedeutet a° = 5° = 1 auch fiir den Fall, daB @ = 0 oder b = 0 ist. Diese Festsetzung gilt
jedoch nicht allgemein
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Der Beweis fiir den binomischen Satz wird durch vollstindige Induktion gefiihrt.
1. Induktionsanfang:
Wegen (a + b)' = <(1))al + <i>b' =a + b gilt der Satz fiirn = 1.

2. Induktionsschritt: Jetzt wird gezeigt, daB aus der Richtigkeit der zu beweisenden
Formel fiir n = k die Richtigkeit fiir n = k + 1 folgt. Dabei ist der Beweis so an-
gelegt, daB man sich in ihm fiir k£ jede beliebige natiirliche Zahl eingesetzt denken
darf.

Induktionsvoraussetzung :

k K\ e (A K [k
b)* = s F=1p 4 >"2b2+...+ b1 B,
i (0)“ (1)” (2 g T e

Induktionsbehauptung:

(a+b)f*" = ’“H>a“"'+(k+1 a"b+...+(k+1)ab"+ B+ Dygwr,
0 1 k k+1

der Induktionsbeh

Esist(a + b)**' = (a + b)* (a + b). Deshalb multiplizieren wir in der Induktions-
voraussetzung beide Seiten der Gleichung mit (a + b). Dabei ordnen wir die
Glieder so an, daB die durch Multiplikation mit a entstandenen vorangehen und
gleiche a'b’ untereinanderstehen:

@rort =(a w (Nav e+ % Vot 4 () apr
0, 1 k—1 k
4 k a'b + k)a""bz+...+ k ab* + k /e
0 1 k—1 k

Die Induktionsbehauptung ergibt sich daraus durch fortgesetztes Anwenden der Be-

ziehung k +( * >= (k & 1> und Beriicksichtigung von Ky o (el
P p+1 p+1 0 0

und L = i . Also gilt der Satz fiir beliebiges natiirliches n.
k k+1
. 5. Uberlegen Sie, ob auch n = 0 als Induktionsanfang zuldssig ist!
Formulieren Sie den Beweis unter stindiger Benutzung des Summenzeichens!

n

Stellt man die Binomialkoeffizienten ( ) fiir (a + b)® graphisch dar, wobei auf der

P,
Abszissenachse p aufgetragen wird, so ergibt sich ein Bild wie in Abbildung 1.10.

. 6. Stellen Sie entsprechend die Binomialkoeffizienten fiir (a + b)°, (a + b)'®
und (a + b)'' dar! Nehmen Sie Stellung zum Verbinden der erhaltenen
Punkte in der graphischen Darstellung!
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Abb. 1.10.

Aufgaben
14.  Entwickeln Sie nach dem binomischen Satz!
2 4
a) r+5)7 b) G+m° ¢ (3 + g) d) (u+0,3)°

15.  Leiten Sie die Entwicklung fiir (@ — )" durch Zuriickfiihren auf (a + b)" her! Stellt sie eine
neue Formel dar? Gilt sie auch fiir negative 5?

l 6
16.2) (1 — w)® b) (h— 04 ©) (1 - a)

17. a) Wie lautet der Koeffizient des 5., 7. und 10. Gliedes in (a + 5)?®? Gibt es weitere Glieder mit
diesen Koeffizienten?

b) Welches ist der Koeffizient von a!75!1?

18.2a) (2a + 3b)° b) ('1- 2 10)6 ¢) (0,1x — 0,3xy)* d) 32—1 2\7
. a Lt ,1x — 0,3xy (3x 6:)

92+ D=V o(T-V5  w(2y2+,25)
19.  Wie heiBt das k-te Glied in der Entwicklung

2\15 = —\ 21
a)(g—-%), k=13 h)(gJ3+\/a2+b2>, k=17

20.  Betrachten Sie auBer der allgemeinen Entwicklung die Fille n = 4 und » = 5 néher!
AE+D'+@=D" b)2x+1)"+1—=2x" ¢ (I+4a)"— (I — 4a)"

o R BRSO RN
D+ V) + o=V o (T=a+1) —(JT—a —1)
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b (1 —y/u? +0?) = (V2 + 02 +1)" D) (m - i) 15} (5 + ‘3)"
c

7 l n 1’! o
l)<\/_—$) m)(l+;) n) @+ b+ )" o) 2a+3b—c) p) (2a+ 3b — 5a)"

21. Im folgenden sei f; der Koeffizient des i-ten Gliedes in der Entwicklung von (a + b)". Er-
mitteln Sie n, wenn iiber die Koeffizienten folgendes bekannt ist!

a)fa=Ps b)B3=2Bs © f3:f7=3:7 d) f3:f=1
3 \/; 8
22. Wie groB ist m, wenn der dritte Summand von ( T + m) gleich 1 ist?

23.  Wie lauten die groBten Koeffizienten in der Entwicklung von (a + 5)°?

24. Ermitteln Sie in den folgenden Funktionen y = f(x) den von x unabhingigen Summanden!
3/7\5 \/’ 9 3l 9
\/; x . ls/—~ 3 \/ x =
a)(x+ x) b)<x+3\/x> c)(zx

Gibt dieser Summand jeweils den Schnittpunkt des Bildes mit der y-Achse an?

25.a) Zeigen Sie, daB die BernouLLische Ungleichung im Falle x > 0 (Aufgabe 36, Ab-
schnitt 1.1.4.) unmittelbar aus dem binomischen Satz folgt!
b) Wann halten Sie die Anwendung folgender Niherungsformeln fiir zuléssig:
A+x)"~1+nx; 1—x"=x1—nx?
Vergleichen Sie mit dem Giiltigkeitsbereich der BERNouLLIschen Ungleichung!
26.  Berechnen Sie auf drei Dezimalstellen genau!

a) 1,5% b) 1,02'° ¢) 0,98° d) 2,06° e) 1,987
0 21\6 5 (2 Sy ) <5_1)‘ b (29) )(ﬂ)“
(zo &2 50 30 100
27.  Berechnen Sie auf drei geltende Ziffern genau!
a) 3,147 b) 2,72° ¢) 9,81°

28. Bei B t der Vol dnderung von Korpern infolge Temperaturverinderung
wird in ¥, = V(1 + xl)’ hiufig gesetzt (1 + ar)®* ~ 1 + 3at.
Ermitteln Sie die GroBenordnung des Fehlers bei 1 = 20 grd fiir Aluminium, Stahl, Kupfer
und Zink! (Entnehmen Sie den linearen Ausdeh k « der Zahl 1))

1"

29.  Bilden Sie (l ES -) fir n=1,2,3,4,5,10, 100 auf drei geltende Ziffern!
n

30. Berechnen Sie (x + k)" fiir folgende Werte!

1 1
a)x=2; n=4; h=1; /lz=-l-6h|‘, hy = — hy; I,4=]6;,3

3
b)x=z; n=135 h= hy =hy+1072; h3 = —hy-10"2

l.
3

31.  Beweisen Sie mittels des binomischen Satzes, daB jede gerade Potenz einer ungeraden Zahl
bei Teilung durch 8 den Rest 1 1dBt! (Vgl. Sie mit Aufgabe 33, Abschnitt 1.1.4.1)
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1.4.1. Grundbegriffe

1.4. Elementare Folgen und Reihen

@ 1. Ergiinzen Sie die nachstehenden ,,Zahlenfolgen® um weitere fiinf Glieder!
a)1:;2:3;4 b) —-7; =3;1 c)2; 5;10; 17 d)-l; —z; §; —‘-t
; 20 374 5
o1 2 18 0)11; 0,9; 1,01; 099; 1,001 g) —L; —24. 2, 10
217 22 8 27 64 125
wys; 253383 5 20202 4 k) 2; —3; 5; —8; 13; —21
2797107 11
Q® >k Sie in nachstehender Tabelle die Zahlenfolgen 1 bis u!
a, a, as a, as ag a; ag  ag Q0
| —-17 =23 -29
m) 4 6 8
3 5 7
n) § lﬁ 3’_2
39 27
0) 4 Z §
2 9
p|l 1 11 o
2 6 720
q) 5 25 125
r) i _E 2_4
100 17 26
s) 1 5 14 30 140
t) 5 _5040
27 81 2187
38 21
u) = — ==
5 13 34

. 3. Versuchen Sie zu erkldren, was Sie unter einer Zahlenfolge verstehen!

42



Oftmals wird als Erkldrung fiir den Begriff Zahlenfolge angegeben, es handele sich
dabei um eine Menge von Zahlen, die nach einer bestimmten Vorschrift gebildet
sind.

. Beispiele

1. 0; —2; —4; —6; —8; —10; —12;
2. 4; 7; 10; 13; 16; 19; 22; 25; 28; 31
3:.3:4:6:9;13: 18 .

il LTl
273456

5. 1; 2; 4; 8; 16; 32; 64;

Gl.l.lLLLLLLL

. 4 9 16 25 36 49 64 81 100

7. —3; 6; —9; 12; —15; 18; ...

247 120" 720" 5040’
10. 7; 12; 10; 9; 5; 8; 13
11. 7; 19; 29; 38; 43; 51; 64

2
4
4. 9 16 25 36
6

Diese Definition erfaBt den Begriff der Zahlenfolge aber nur dann in seiner vollen
Allgemeinheit, wenn der Begriff des Bildungsgesetzes in geniigender Weite verstanden
wird. Im Beispiel 10 wurden die Zahlen willkiirlich ausgewéhlt und angeordnet.
(Man kann allerdings in allen derartigen Fillen, wenn auch nicht mit den Mitteln
der Schulmathematik, nachtriglich ein Bildungsgesetz konstruieren.) Trotz dieser
Willkiir und ohne Kenntnis eines Bildungsgesetzes spricht man aber auch hier von
einer Zahlenfolge.

Gemeinsam ist aber den Beispielen 1 bis 11 und auch den Zahlenfolgen aus den
Schiilerauftrigen 1 und 2, daB es sich um Mengen von Zahlen handelt, bei denen
feststeht, welche Zahl an erster, welche an zweiter, welche an dritter, ... Stelle steht.
Diese Tatsache 148t sich als Zuordnung zwischen natiirlichen Zahlen und den Glie-
dern der Zahlenfolge in einer Wertetafel deutlich machen, z. B. fiir die Folge 6:

k|1234 5 6 7 8 9 10

a |1

11
4 9/ 16 25 36 49 64 81 100
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Da diese Zuordnung eindeutig ist, liegt eine Funktion vor, deren Definitionsbereich
ein Abschnitt der natiirlichen Zahlen (hier von 1 bis 10) ist. In solchem Fall spricht
man von einer endlichen Folge. UmfaBt der Definitionsbereich alle natiirlichen Zah-
len, so liegt eine unendliche Folge vor. In den Beispielen wurde das Vorliegen einer
unendlichen Zahlenfolge durch Hinzufiigen von Punkten angedeutet.! Die Zuord-
nung wird durch Indizes deutlich gemacht, indem fiir die Elemente des Wertevorrats
das Symbol g, an Stelle von f(k) geschrieben wird.

Zusammenfassend 1dBt sich also definieren: »

Eine endliche Folge ist eine Funktion, deren Definitionsbereich die natiirlichen Zahlen
k=1;2;...; nsind.

Eine unendliche Folge liegt vor, wenn der Definitionsbereich die Menge aller natiirlichen Zah-
len ist.

Die Elemente a; des Wertevorrats heien Glieder der Folge.

4. Es seien,as = 8 und a, = 16. Bilden Sie auf zwei verschiedene Arten a,, a,,
as und ag!

5. Vergleichen Sie die Folgen der Beispiele 3 und 8 mit denen der Beispiele I
und 4 hinsichtlich des Verhaltens der a, mit wachsendem k! Stellen Sie die
Wertepaare (k; a,) dieser vier Folgen graphisch dar!

OOVvVYY

) Eine Zahlenfolge heiBt (streng)?> monoton wachsend, wenn fiir alle k gilt ay < Agiq.
Eine Zahlenfolge heiBt (streng)® monoton fallend, wenn fiir alle & gilt ag > apiq.
Eine Zahlenfolge heiBt alternierend, wenn fiir alle k gilt a; - a;+; < 0.

. 6. Geben Sie fiir das Alternieren einer Folge eine andere Erklirung!

. 7. Untersuchen Sie alle Folgen in den Beispielen 1 bis 11 und in den Schiiler-
auftragen 1 und 2 auf diese drei Eigenschaften hin!

In der Lehre von den Funktionen beschiftigte sich der bisherige Mathematikunter-
richt fast ausschlieflich mit solchen Funktionen, bei denen die Zuordnung durch
einen analytischen Ausdruck angegeben werden kann. Dem analytischen Ausdruck
bei Funktionen entspricht bei Folgen ein Bildungsgesetz.

. 8. In den Schiilerauftrigen 1 und 2 haben Sie, mehr unbewuft, von solchen Bil-

dungsgesetzen Gebrauch gemacht. Formulieren Sie die dort und in den Bei-
spielen 1 bis 8 zugrunde gelegten Bildungsgesetze mit Worten!

Fiir die Folge im Beispiel 6 wurde auf S.43 die Wertetafel angegeben. Die zu-
gehorige Funktionsgleichung kann in der Form

1

Y= ;3
geschrieben werden.
Um aber anzudeuten, daB es sich um eine Folge handelt, das heit um eine Funk-

1 Auf die Problematik dieses Vorgehens wird auf S. 45 eingegangen.
2 Man spricht auch von Monotonie in weiterem Sinne, wenn ay < ag+1 bzw. @ = ag4q ist.
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tion, bei der fiir x nur natiirliche Zahlen eingesetzt werden sollen, wird das Symbol x
fiir die unabhingige Variable ersetzt durch k und y dementsprechend durch a;:

1 ;
a = ? mit k= 132; .05 10,

In Worten: Das k-te Glied der Folge 6 hat die Form l%’ oder: Das allgemeine

Glied der Folge lautet k—l- das 5. Glied ist z. B. 1

L]

. 9. Bestimmen Sie aus den ersten vier Gliedern der Folgen in den Beispielen 1, 2,
4, 5, 8 und 9 das jeweilige allgemeine Glied ay, und iiberpriifen Sie durch Ein-
setzen von groferen Werten fiir k!

Wihrend also mit a, = k_12 nur ein einzelnes Glied der Folge, eben das Glied an der

k-ten Stelle, bezeichnet wird, deutet das Symbol {q,} auf die gesamte Folge:

{a,} mit ak:ll% und k =1;2;...;10.

Diese Darstellung einer Folge, mit deren Hilfe man ein beliebiges Folgenglied an-
geben kann, wenn man weil, an welcher Stelle es steht, heiit independente Dar-
stellung. Sie entspricht den Funktionsgleichungen.

’ Die independente Darstellung der endlichen n-ghedngen Folge {a,‘} hat die Form
{ak} mit a; = f(k) und k= 1;2;

Bei unendllchen Folgen tritt an die Stelle von ,,k = 1; ...; n* die Angabe ,,k natiir-
lich*. Wo keine Irrtiimer moglich sind, wird diese Angabe weggelassen.

Die independente Darstellung mittels eines allgemeinen Gliedes ermdglicht es, eine
Folge eindeutig festzulegen. Bei endlichen Folgen kann man auf sie verzichten, wenn
man sdmtliche Glieder angibt. Im Prinzip ist das zwar bei jeder endlichen Folge mog-
lich, diirfte allerdings praktisch bei einer sehr groBen Anzahl von Gliedern auf
Schwierigkeiten stofen. Bei unendlichen Folgen hingegen ist die Angabe des all-
gemeinen Gliedes (mit Hilfe von Formeln oder Worten) unbedingt notwendig, denn
endlich viele Glieder konnen stets auf unendlich viele Weisen zu einer unendlichen
Folge erginzt werden. Eine Angabe wie

{a} =1;2;3; ...

ist also eigentlich unvollstindig. Eine vollstindige Angabe konnte lauten
{a b= 152585 w05 kgows

(Eine der vielen noch bestehenden Fortsetzungsmoglichkeiten ist
{a} =1;2;3;5;8;13; ...,

wobei jedes Glied von a; ab die Summe der beiden vorangehenden ist.)

1 Verschiedentlich ist es auch zweckmiBig, mit & = 0 zu begi das erste F
zu bezeichnen.

also mit ag
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Wenn hier trotzdem auch bei unendlichen Folgen zu Ubungszwecken bisweilen auf
die Angabe des allgemeinen Gliedes verzichtet wird, so muB man sich dieser Sach-
lage stets bewuBt sein.

. 10. Geben Sie eine independente Darstellung fiir die Folge d im Schiilerauftrag 1
an! Ermitteln Sie die independente Darstellung fiir die Folge, die aus d ent-
steht, wenn jedes Glied mit (— 1) multipliziert wird!

Bei alternierenden Folgen bereitet der Vorzeichenwechsel zusitzliche Schwierig-
keiten. Man iiberwindet sie, indem man die Vorzeichen zunichst nicht beachtet und
dann eine Potenz von (—1) als Faktor hinzufiigt.
- Beispiel 12
Als independente Darstellung fiir
—3;6; —9;12; —15;18; ... (Beispiel 7)
14Bt sich angeben
{a} mit a = (=" 3k.
Wiren die Glieder mit geradem Index negativ, miiBte der Exponent von (— 1)
nicht k, sondern k — 1 oder k + 1 heiBen.
@ 1. Geben Sie die ersten sechs Glieder der Folge {a,} mit a, = (—1)*"* - k* an!

. 12. a) Ermitteln Sie ein allgemeines Glied der Folge p im Schiilerauftrag 2 !

b) Versuchen Sie, eine independente Darstellung fiir die Folge anzugeben!
Mitunter sind die independenten Darstellungen etwas kompliziert, daher schwer zu
finden und unbequem im Gebrauch. Dies ist beispielsweise fiir die Folge im Beispiel 3
der Fall. Man wihlt in solchen Fillen eine rekursive Darstellung, bei der angegeben
wird, wie man jedes Glied aus seinem Vorginger (bzw. anderen vorangehenden Glie-
dern) erhilt.

B Beispie1 13
Fiir die Folge 3;4;6;9; 13; 18; ... gilt:
Jedes Glied g, erhilt man aus a,_, durch Addition von k — 1 (nicht von
a_,!), a, also aus a; durch Addition von 3. Allgemein:
a=a_,+k-1)

Diese Angabe ist jedoch unvollstindig, solange nicht die ,»Anfangsbedingun-
gen®, in unserem Falle a,, bekannt sind. Erst dann ist nimlich die Bildung
von a,, aus diesem die Bildung von a; usw. moglich. Die rekursive Darstel-
lung der Folge lautet also:

{@} mit a, =3; a =a._, + (k — 1) fiir natiirliche k > 1.

. 13. Geben Sie rekursive Darstellungen fiir die Folgen in den Beispielen 1, 2, 5
und 7 an!
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Nachteilig ist bei rekursiven Darstellungen, daB man z. B. fiir a,, zunichst a,, (oder
andere in der Rekursionsformel auftretende Glieder) benétigt; vorteilhaft ist da-
gegen, daB3 man sofort den Zusammenhang benachbarter Glieder erkennt.
Haufig ist es notwendig, bei einer Folge {a,} die Summe s, der ersten » Glieder zu
berechnen.
B Beispict 14
Es st die Summe der ersten sieben Glieder der Folge im Beispiel 5 zu berechnen.
Die Folge lautet {a,} mit @, = 2*7', und fiir die Summe s, gilt:

T
S;= Y 2N =142+4+8+16+ 32+ 64 = 127.
k=1

Der Gebrauch des Summenzeichens kann nun durch eine induktive Definition
prézisiert werden:
» Es sei {a;} eine Folge (k natiirlich). Dann wird festgesetzt:

nt1

1
kzl Qe = ay; Z”A* Z”k’f‘ Apiy.

Aufgaben
1. Geben Sie von den nachstehenden Folgen die ersten fiinf Glieder an, und charakterisieren Sie
die Folgen hinsichtlich Mc ie und Vorzeict hsel

@ {g]

2.  Charakterisieren Sie die nachsteheuden Folgen, ermmeln Sie die ersten fiinf Glieder und

e i

Geben Sie moglichst auch rekursive Darstellungen!

geben Sie moglichst auch i d D 11
1 3 4
a) a; =2; ak+;=a,‘+§ b)a,=§; ak+1=§ak
©)a=0; a;=—1; ax+1=a +ax— d)a; =1; a+1=2q,—5
1
e a=1; ay=—1; a4y =24, —ay—1 f) a, =0; ag= = G4y =at_, a
glar=2; a,=9; a3=-5; a41=ax—2+3
3. Versuchen Sie, independente und rekursive Darstellungen zu geben!
) 0; 4; - b) 1; 1; e ) 25 6; 125 20; 30
a) 0 33 LB 16-~~~° 5 05 5 H 3 e
3 2. 3. 4 6.
gy 2t 0

2-4 35 46 5.7

Charakterisieren Sie die Folgen, und stellen Sie die Folgen unter a), b) und d) durch Ein-
tragen 'der Wertepaare in ein Koordinatensystem graphisch dar!

4.  Welche der folgenden vier Ausdriicke stellen die gleiche Summe dar?
7 7 T 6
a) 121 p) 2! o) T2 @) P
k=1 n=1 »=0 n=0
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1.4.2. Arithmetische Folgen

. 1. Vergleichen Sie die Folgen in den Beispielen 2 und 3 miteinander! Suchen Sie
unter den Folgen der Beispiele 1 bis 11 und der Schiilerauftrdge 1 und 2 auf
S. 42 nach weiteren Folgen, deren Bildungsgesetz dem der Folge im Beispiel 2
entspricht!
Bilden Sie selbstindig derartige Folgen!

’ Eine Folge {a,} heiBt eine arithmetische Folge, wenn fiir jedes k gilt:
ag+1 — ag = d, wobei d nicht von k abhiingt.

Daraus ergibt sich fiir arithmetische Folgen die Rekursionsformel:
gy =ap+d

. 2. Begriinden Sie den Namen ,arithmetische Folge'* mit Hilfe des Begriffs
,,arithmetisches Mittel*!

> Fiir jede arithmetische Folge {a,} gilt:
ay = ay + (k — 1)-a fiir alle k.
. 3. Beweisen Sie die Giiltigkeit dieser Formel mittels vollstindiger Induktion aus

der oben angegebenen Rekursionsformel!

Die Summe der Glieder einer endlichen arithmetischen Folge {a,} 148t sich verhaltnis-
mibBig leicht berechnen.

. Beispiel 15

Zu der Folge im Beispiel 2 gehort die zehngliedrige Summe

10

Sio= 3 Bk +1)=4+7+10+ 13 + 16 + 19 + 22 + 25 + 28 + 31.

k=1

Aus den zehn Summanden lassen sich %) = 5 Paare bilden:
4+31=7+28=10+25=13 +22=16 + 19.
: 10
Demnach ist s, = ?(4 + 31) =5-35=175.
Zu dem gleichen Ergebnis kommt man auch auf folgende Weise:

Sio= 4+ T+104+134+16+ 19 + 22 4+ 25 + 28 + 31
31 4+284+25+224+19+16+13+104+ 7+ 4

I

2500 =35435+354+354+35+354+354+354+354 35

2510 = 10-35; 550 = %)35
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4. Der neunjihrige GAuUss soll auf solche Weise die Summe der natiirlichen
Zahlen von 1 bis 100 ermittelt haben. Welches Ergebnis erhielt er?

5. Vergleichen Sie die beiden Moglichkeiten der Berechnung beziiglich ihrer
Anwendbarkeit auf jede arithmetische Folge!

v 6o

Allgemein gilt fiir jedes natiirliche »
(D) 5="(a +a,)
2
Der_Beweis fiir (1) erfolgt durch vollstindige Induktion:
1. Induktionsanfang: s, = %(n, +a) =a

2. Induktionsschritt:
Aus der Richtigkeit der Formel fiir

n=xk: sk=125(a1+a,‘)

wird ihre Richtigkeit
k+1

firn=k+1: sS40 = (@y + axeq)

bewiesen, wobei man sich fiir k jede beliebige natiirliche Zahl eingesetzt denken

darf.
Es gilt ndmlich:

k
Sk+1 = Sk + Ggpr = 5(01 + @epr — A) + Gy
k k k 1
= i(al + ag+1) — 5d+ gy = 5(‘11 + pyq) + i(zakﬂ — kd)

i 1 )
(ay + ax+1) + i(ax-x — kd + ay4q)

NI NIx

1
(@) + ag+1) + 5(”1 + @er1)

k+1

Se+1 = (@y + ag+1)-

Die Formel gilt also allgemein fiir alle natiirlichen ». Man kann die Summenformel
auch in anderer Form angeben:
® .= 52'(211l + (n—1)d) = na, + M

. 6. Leiten Sie (2) aus (1) her!
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Bei dem im Schiilerauftrag 1 verlangten Vergleich der Folgen in den Beispielen 2
und 3

4; 7; 10; 13; 165 19; ... und 33 4; 65 9; 1357185 s

1aBt sich feststellen, daB in der ersten Folge die Differenzen jeweils zweier un-
mittelbar aufeinanderfolgender Glieder konstant sind. Dagegen wachsen die Diffe-
renzen in der zweiten Folge stindig um 1 an. Am deutlichsten wird die Struktur der
zweiten Folge, wenn man die Folge der Differenzen {a,,, — a,} = {4a,}" bildet:

{a} =3; 4; 6;9; 13; 18; 24; ...
{4a} = 1;2; 3; 4; 5; 6; ...
Die erste Differenzenfolge von {q,} ist also eine arithmetische Folge. Gegebenenfalls

bildet man auch zweite, dritte, ... Differenzenfolgen. In diesem Fall heiBt die zweite
Differenzenfolge zum Beispiel

{Aa) =1; 1;1; 15 ...
Eine Zahlenfolge, deren zweite Differenzenfolge eine konstante Folge
€,C,C,...; ¢+0, ist, nennt man auch eine arithmetische Folge zweiter Ordnung.
. 7. Untersuchen Sie die Folgen
a) {a} mit a, = k* und b) {a} mit a, = k*
mit ihren Differenzenfolgen!

Die bisher besprochenen arithmetischen Folgen, zum Beispiel die Folge im Beispiel 2,
miiBten eigentlich als arithmetische Folgen erster Ordnung bezeichnet werden, doch
spricht man iiblicherweise hier nur von arithmetischen Folgen schlechthin.

Aufgaben
5.  Bilden Sie arithmetische Folgen, indem Sie noch vier weitere Glieder hinzufiigen!

a)2;3,5;... b)—1;-3;... ¢ 12;9,5;... d)15;75;... e)—3;4;... £)07;09;...
Berechnen Sie a;¢, @3, 510 und s;3!

6.  Berechnen Sie die ersten sechs Glieder der arithmetischen Folge {ak], von der Sie die
folgenden Werte kennen!

a)a,=7;d=—-15 b)a;=175; d=9 ¢) as = 25; d= —0,01
d)a;=0;d=12 e)a,=—23;d=—12 f)a;=68; d=8,6

Bestimmen Sie a5, @37, 515 und 555!

7. Essind alle dreiziffrigen Zahlen zu addieren, die bei Teilung durch 7 den Rest 5 lassen.
% Der griechische GroBbuchstabe A (Delta) wird hiufig zur Kennzeichnung einer Differenz benutzt.
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8.  Vervollstindigen Sie die Tabelle!

a) b) <) d) e) f) g) h)
a 0.8 -3 3 -12 12
d = 5 0,7 -2 z

5 3
n 50 21 15 21
a, 57 30 17 | -5 1
Sy 897 =222 86 225 0

9. a) Kann eine endliche arithmetische Folge auch durch zwei der Werte a,, d, n, a,,, s, eindeutig
festgelegt werden?
b) Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es, drei dieser Werte zugrunde zu legen? Konnen

in allen diesen Fillen die einzelnen Zahl te unabhingig voneinander gewihlt werden?
9 15
10.  Berechnen Sie a;,a;, ..., ajsaus 3 @ = 9225 und Y a = 210!
k=1 k=1
33
11.  Berechnen Sie Y @, fir {a) = —3,5; —2,8; —2,1;...!
k=17
12. Wie lautet eine arithmetische Folge a,; a;; .. .; ag, fiir die gilt

6 6
Ya, =51 und 3 af =591?
y=1

=1
13. a) Beweisen Sie den folgenden Satz! Fiir die Folge {a,} mit a, = k gilt s, = (" ; 1).

b) Bilden Sie die Folge 513 525 ...} S10 !
¢) Beweisen Sie, daB fiir die Summe S der Folge {s;} die Bezichung

" ok+1 n+ 2
s= =

k§1( 2 ) ( 3 )
gilt!

14.  Untersuchen Sie an Beispielen und allgemein!
a) Ist die Funktion f(k) = g, bei einer arithmetischen Folge {a,‘} stets eine lineare Funktion?
b) Stellt jede lineare Funktion eine arithmetische Folge dar, wenn man als Definitionsbereich
die natiirlichen Zahlen wihlt?

1
15. a) Bilden Sie die ersten sieben Glieder der Folge {a,,} mit @ =- k(k + 1) (k + 2) (k + 3) und
ihre Differenzenfolgen! 4
& b) Stellen Sie {a,,} und die Diff¢ fol, i in einem Koordii dar!

1.4.3. Geometrische Folgen

Die ersten fiinf Glieder der Folge {2*} mit k = 1; 2; ... lauten 2; 4; 8; 16; 32.
Jedes Glied (auBer a,) geht aus seinem Vorgédnger durch Multiplikation mit 2 hervor.
Der Quotient zweier Nachbarglieder ist stets 2.

> Eine Folge {a;} heiBt geometrische Folge, wenn fiir jedes k gilt ay+q:ax = g'mit a; % 0,
wobei ¢ nicht von & abhiingt und der Quotient der Folge heift.
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1. Suchen Sie unter den Folgen in den Beispielen I bis 11 nach weiteren geometri-
schen Folgen!

2. Begriinden Sie den Namen ,.geometrische Folge* mit Hilfe des Begriffs
,.geometrisches Mittel*!

3. Stellen Sie auf Grund der Definition der geometrischen Folge eine Rekursions-
formel fiir a,, auf! Beweisen Sie daraus durch vollstindige Induktion die
folgende Gleichung!

’ Fiir jede geometrische Folge {a;} mit dem Quotienten g gilt

a; = ay-gk~1  fiir alle k.

4. Vergleichen Sie arithmetisches und geometrisches Mittel beziiglich der auf-
tretenden Rechenoperationen, und fiihren Sie eine Analogiebetrachtung durch
fiir a, = a, + (k — 1) d (arithmetische Folge) und a, = a, - q*~' (geo-
metrische Folge)!

Wie bei arithmetischen Folgen, so wird hdufig auch fiir geometrische Folgen die
Summenbildung gefordert, zum Beispiel

1+2444+8+16+32+...+2"=Y 2

k=1
B Beisvicl 16
. 8
Zu ermitteln ist die Summe Y 4-3*7',
k=1 .
Se=4+4-34+4-32 4433 +4-3% £ 435+ 4-35 4 4.37
355 = 4-3+4-324+4-334+4-3*+4-354+4-3°+4-374+4-38
253 =4-3% -4 (durch Subtraktion)
8
s8=y sg = 13120

. 5. Verallgemeinern Sie dieses Ergebnis, um so zur Vermutung einer Formel fiir
n—
die Summe Z aqt = Z a,q* zu gelangen!
o

Uberpriifen Sre Ihre Vermutung an der Summe Z 2* fiir n=15 und
n=10/

Allgemein gilt:

7=
und s, = na, im Falle ¢ = 1.
. 6. Beweisen Sie diesen Sachverhalt durch vollstindige Induktion! Erliutern Sie,

unter welcher Bedingung man zweckmdpigerweise die erste und unter welcher
Bedingung die zweite Form zur Berechnung benutzen wird!
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Bei geometrischen Folgen kann die Summe s, auch in Abhingigkeit von a, , a, und ¢
dargestellt werden:

@ s5=2"2 441
qg—1

@ 7. Leiten Sie (4) aus (3) her!

‘ 8. Bilden Sie Beispiele geometrischer Folgen fiir die folgenden Fiille!
a)a, >0;9g>1 b)a, >0;0<g<1 ¢)a;>0; -1<g<0
d)a, >0;9g< -1 e)a, <0;¢g>1 fla, <0;0<g<1
ga; <0;-1<g<0 h)a <0;9g< —1

Beschreiben Sie die Eigenschaften der Folgen! Bilden Sie die Summen ss!

Aufgaben
16.  Setzen Sie um vier Glieder fort, so daB8 geometrische Folgen entstehen!
2 3 = =
a) 5;1;5;... b) —1;0,8; —0,64; ... c) \/3;3;3\/3;... d) 2a; 4ab; 8ab?;...
Berechnen Sie a,,, und stejlen Sie die Folgen a, b und ¢ graphisch dar! In welcher dieser
drei Folgen wird 1000 iiberschritten, wenn man sie weit genug fortsetzt? Geben Sie in diesem

Falle k mit ax—; = 1000 < g, an! Durchdenken Sie diese Fragen auch fiir d!

17.  Berechnen Sie die ersten fiinf Glieder der geometrischen Folge {a,‘}, von der die nach-
stehenden Werte bekannt sind!

3
a)a=-3¢=05 b)a=2;9g=-03 c¢)a=07T59=2 d)as=7;q=2

) 1
e)ay=-2;9=—-1 f)a,=64;9=04 g) a3=—4;a4=; h) a;=9,1;a;=26

Beschreiben Sie die Folgen hinsichtlich Monotonie! Fiir welches k bzw. n wiirde jeweils
gelten a;—; < 100 < ay bzw. sy =< 500 < s,?

18.  Vervolistindi, Sie die 1 de Tabelle!
a) b) c) d) e) f) g)
ay 2 3 3 1 2
q 1,25 2 5 3
e 3
n 4 5 7 7 4
64
a 1 — 81
¢ 2 243 X
Sn 381 | 2340 [121 + 40./3| 6560
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19. a) Kann eine endliche geometrische Folge durch zwei der Werte a,, g, n, a,, s, eindeutig fest-
gelegt werden?
b) Konnen in jeder Zusammenstellung von je drei dieser Werte die einzelnen Zahlenwerte
unabhingig voneinander gewihlt werden?
¢) Warum wurde in der Tabelle » verhdltnismaBig klein gehalten?

20. Wieviel Glieder haben die nachstehenden geometrischen Folgen?

13
8) 1,5,25,..., 15625 ) 81,54,36,...,3 25 ©) 2:6;18;...;4374

n—1

21.  Bestimmen Sie s, = Y x* fiir die folgenden Werte!
k=0 -

a)x=1;n="17 b)x=—-1;n=8 )x=10;n=35
d)x=10"n=5 e x=3-10"%n=6 flx=12.10%,n=4 g)x=§:n=6
a6_ 6

h) Formen Sie unter Benutzung von g den Quotienten in eine Summe um!

a—
22. Entnehmen Sie Threr Logarithmentafel die Logarithmen fiir 2°; 21; 22; ...; 21° und ver-
gleichen Sie die Folge der Numeri mit der der Logarithmen! Untersuchen Sie, ob die Be-

ieh fiir eine beliebige Folge von P mit fester Basis gilt!

1.4.4, Der Begriff des Grenzwertes

. 1. Bei welchen Funktionsbildern haben Sie bisher Asymptoten kennengelernt?
Beschreiben Sie, was man unter ,,asymptotischem Verhalten‘* versteht!
. 2. Veranschaulichen Sie die Folgen
1
H 1; l; 1; 1; 1; w3 =5 . und 0
23456 k

graphisch! Vergleichen Sie mit dem Schiilerauftrag 1!

w"l [
W
v A
N

N |-
o

(Wenn im vorliegenden Abschnitt von Folgen gesprochen wird, so sind stets unend-
liche Folgen gemeint.)

Unter den Gliedern einer endlichen Folge gibt es zwei Zahlen M und m, die von
keinem anderen Folgenglied iibertroffen bzw. unterschritten werden. (Dabei kénnen
diese beiden Zahlen eventuell mehrmals auftreten und brauchen auch nicht vonein-
ander verschieden zu sein.) Das gilt jedoch nicht fiir alle unendlichen Folgen.

Es wird daher definiert:

> Eine Folge {a,} heiBt nach oben beschriinkt, wenn es eine Zahl M gibt, so daB fiir alle » gilt
@, < M. (In diesem Fall heiBt M eine obere Schranke der Folge {a,}. Dabei braucht M kein
Folgenglied zu s¢in.)

. 3. Definieren Sie entsprechend, unter welcher Bedingung eine Folge nach unten
beschrdnkt heift!
Es sei M eine obere Schranke fiir {a,}. Was lidBt sich fiir alle K mit K > M
sagen?



. 4. Untersuchen Sie die Folgen in den Beispielen 1 bis 9 auf Beschrénktheit!
(Ergdnzen Sie die endlichen Folgen zu unendlichen!)

. 5. Untersuchen Sie arithmetische Folgen (d > 0; d < 0) und geometrische
Folgen (q > 1;|q| < 1; ¢ < —1) auf Beschranktheit! Was ergibt sich fiir
d=0bzw.q=+1?

1

Fiir die Folge {—} ist 1 eine obere Schranke und O eine untere Schranke. Die 1
n

gehort als Anfangsglied zur Folge, die 0 nicht (ist also nicht etwa letztes Glied!).
Zwischen beiden besteht aber noch ein wichtigerer Unterschied: Den kleinsten Ab-

. 1 . ! . .
stand zu @, = | hat a,. Dieser Abstand 5 wird von keinem anderen Glied unter-

schritten. Hingegen 4Bt sich kein kleinster Abstand zwischen 0 und den Folgen-
gliedern angeben. Fiir jede noch so kleine positive Zahl finden sich unendlich
viele Glieder, deren Abstand zur O kleiner als diese Zahl ist. Mit wachsendem »
nidhern sich die Folgenglieder unbegrenzt der 0. Man sagt: Die 0 ist der Grenzwert

der Folge {1}, denn O ist tatsachlich die einzige Zahl, die fiir die Folge {1} diese
n n

Eigenschaft hat. .

Die Zahl g heiBt Grenzwert der Folge {a,}, wenn von einem gewissen Index ab der
Abstand jedes Folgengliedes von g kleiner ausfillt als jede noch so kleine positive
Zahl. Man sagt auch genauer:

’ Die Zahl g heiBt Grenzwert der Folge {a,}, wenn in jeder U von g alle Fol,

von einem gewissen a,, ab enthalten sind, das heiBt, fiir jede auch noch so kleine Zahl & > 0
gilt, daB fiir alle # = m die Glieder a,, zwischen g — £ und g + & liegen.

Wegen der Bedeutung des Grenzwertbegriffes ist es gut, sich das Verhalten der Folge
an der Zahlengeraden zu veranschaulichen.

. 6. Untersuchen Sie fiir die beiden Folgen {1} (Abb. 1.11.) und {(—l)" l}
(Abb. 1.12.) die folgenden Fragen! L 7
a) Wie heift das Glied, das den Abstand ¢ = 0,05 von 0 erstmals unterschreitet?
b) Welchen Index tragt das Glied, das als erstes innerhalb der Umgebung
0— 0,01 < x <0 + 0,01 liegt?
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. 7. Veranschaulichen Sie sich das Grenzverhalten der Folgen

a){i}, b){ n }’ c){l+n+1}={2n+l}!
n? n+1 n n

Versuchen Sie, auch hier die Fragen aus dem Schiileraufirag 6 zu beantworten!

. 8. Veranschaulichen Sie sich die Glieder der Folge {(—l)" . L]}, und er-
n+

ldutern Sie, warum man in diesem Fall nicht von Grenzwerten spricht!
Man verwendet folgende Bezeichnungen:

> Folgen, die einen Grenzwert haben, heiBien konvergent.!
Folgen, die keinen Grenzwert haben, heiBen divergent.!
Folgen mit dem Grenzwert 0 heiBen Nullfolgen.

In kurzer symbolischer Schreibweise wird das Verhalten der Konvergenz folgender-
maBen zum Ausdruck gebracht:

lim a, = g (lies: Der Limes? der Folge {a,}, wenn n unbeschrinkt wichst, ist g.
e Kiirzer: Limes a, fiir n gegen unendlich gleich g.)

B Beispic1 17
Olim L=p b) lim —— = 1
n—o N n—o n + 1

Mit dem Symbol ,,n - co*“ wird nur zum Ausdruck gebracht, daB dem Anwachsen
von n keine Schranke gesetzt ist. Es darf also darunter nicht etwa verstanden
werden, daB sich das n einer letzten, groBten ,,Zahl co* nihert. Eine derartige Zahl
gibt es nicht, die Folge der natiirlichen Zahlen bricht ja nie ab. Der Grenzwert
wird bei vielen Folgen auch nie erreicht, ist selbst kein Folgenglied; zum Beispiel

ist kein Glied der Folge {! gleich 0.

n
In Anlehnung an die oben eingefiihrte Schreibweise wird auch bei gewissen diver-
genten Folgen, zum Beispiel fiir monotone, aber nicht beschrinkte Folgen, das
Limessymbol verwandt:
> lim a, = oo bedeutet, daB jede (auch noch so grofie) Zahl S von einem gewissen a,, ab von

n-o

allen Folgengliedern iibertroffen wird, das also fiir alle n > m gilt a,, > S.

. 9. Erliutern Sie die Bedeutung der Schreibweise: lim a, = —oo!

n—+aw

B Beispici 18

a) lim 3n = b) lim (—=2") = -
now now
% vergere (lat.), sich neigen. 2 Jimes (lat.), Grenze.
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Das Limessymbol wird jedoch nicht verwandt bei der sogenannten unbestimmten
Divergenz, wie sie zum Beispiel die Folgen {(—2)"} und

{(—l)"- L} zeigen.
n+1

. 10. Beschreiben Sie das Verhalten der Folgen in den Beispielen 1 bis 9 bzw.
ihnen entsprechender unendlicher Folgen mit dem Limessymbol, soweit das
nach den Vereinbarungen maoglich ist!

Bisher wurde die Entscheidung, ob und gegen welchen Grenzwert eine Folge kon-
vergiert, lediglich der Anschauung entnommen. Dieses Verfahren kann nicht be-
friedigen. Zu einem exakten Nachweis, ob eine Folge {a,} den vermuteten Grenz-
wert g auch tatséchlich besitzt, muB man nach der Definition des Grenzwerts zunéchst
folgendermaBen iiberlegen:

Kann man fiir jede positive, insbesondere noch so kleine, Zahl ¢ ein Folgenglied ay
finden!, so daB fiir alle folgenden Glieder der Abstand zu g kleiner als ¢ ist?

Kurz: Gibt es zu jedem vorgegebenen & > 0 ein N, so daB fiir alle @, mit n = N gilt:

lg — a,| <¢€?
B seispier 19
Hat {1} den Grenzwert 0?7
n

Es miiBite dann fiir jedes & > O ein N zu finden sein, so daB fiir alle n > N gilt

0-1!
n

= 1 <eg, also n> 1 Diese notwendige Bedingung 14dBt. sich aber
n &
immer erfiillen. Zu jeder positiven Zahl & existiert 1 Dazu kann man |

immerein N > 1 finden, und fiir allen = N gilt dann n > 1 Davon n > 1
£ € e

auf (0 — 1 < ¢ gefolgert werden kann, liegen alle a, = 1 mit n > N > 1
n n €
in der vorgegebenen e-Umgebung.

B seisiezo -

Hat = den Grenzwert 1?
n+1

n

Aus |1 —

< ¢ folgt

: < g, also

L < e, also n+1>1
1 &

n+1

oder n > L 1. Ahnlich wie in Beispiel 19 kann nun gefolgert werden, daf3
£

1 Der ausgezeichnete Index wird kiinftig meist mit N bezeichnet; er héngt natiirlich im allgemeinen
von & ab. (Vgl. Sie auch mit den Schiilerauftrigen 6a und b dieses Abschnitts!)
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sich immer ein N finden 14Bt, so daB diese Bedingung, aus der wiederum die
Ausgangsungleichung folgt, fiir alle n > N erfiillt ist.
Wie man vorgeht, wenn das Konvergenzverhalten bzw. der Grenzwert nicht ohne
weiteres ersichtlich ist, wird im Abschnitt 2.1. dargestellt.

1.4.5. Unendliche Reihen

Bei der Summenbildung, die in den Abschnitten 1.4.2. und 1.4.3. fiir endliche arith-
metische bzw. geometrische Zahlenfolgen vorgenommen wurde, benutzte man. das
Summenzeichen. Diese Schreibweise kann auch auf unendliche Zahlenfolgen iiber-
tragen werden:

Gt ayt .. a+ .. =

iMs

i
 §
Man spricht hierbei von einer unendlichen Reihe und bezeichnet die a, als Glieder
dieser Reihe.
Welche Bedeutung soll man aber einer Summe von unendlich vielen Gliedern bei-
legen? Um hier zu einer sinnvollen Definition zu kommen, wird die Berechnung
einer ,.endlichen Reihe®, einer Summe aus endlich vielen Summanden, betrachtet.

B Beispier 21
i ]

Zu berechnen ist ) a, fiir die Folge
n=1

{a.} = 7;12;10;9;'5; 8; 13.
Da hier keine Summenformel zur Verfiigung steht, muB die Berechnung durch glied-
weises Aufsummieren erfolgen. Ihr liegt also letztlich, auch wenn die Rechnung

praktisch unter Ausnutzung von Assoziationsgesetz und Kommutationsgesetz
wesentlich bequemer und schneller erfolgt, folgendes Prinzip zugrunde:

$2 =a, + a, =19

53 =(a; + a;) + a; =29

Se =(ay + a, + az) + a, =38

Ss =(ar +a; +as +a,) +as =43

Se = (a; + a, + az + a, + as) + as = 51

$7 =(ay + a, + a3 + a, + as + ag) + a; = 64
i‘h:“
n=1

In dem Beispiel wurden schrittweise die Teilsummen, die sogenannten Partial-
summen’, gebildet. Auf diese Weise erhilt man eine Folge von Partialsummen, und

1 pars (lat.), Teil.
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das letzte Glied dieser Folge ist die gewiinschte Summe. Eine Folge von Partial-
summen kann aber auch zu jeder unendlichen Folge gebildet werden.

. 11. Bilden Sie den Anfang der Partialsummenfolgen (s, bis s¢) fiir die Folgen:

1
a) {a,} mit a, = 2n, b) {a,} mit a, = -, c¢) {a,} mit a, = 2;,
indem Sie mit s, = a, beginnen! L n—n+l

Bei unendlichen Folgen {a,} hat zwar auch die Partialsummenfolge {s,} kein letztes
Glied, kann aber, wie andere Folgen, gegen eine bestimmte Zahl als Grenzwert kon-
vergieren. Daher wird die folgende Definition nahegelegt:

} Eine unendllche Reihe E a, heiBt konvergent, wenn die Folge {s,,} der Partialsummen mit
=1
= Z ay konverglert

Der f‘ t s der Parti wird als Summe der unendlichen Reihe bezeichnet:

M;
II
“

h

k

1

B

. Beispiel 22
Betrachtet wird die Folge {a,} mit a, = )
n(n + 1)
L,
1-2

L. L.

= 445

L.
3

w

Durch vollstidndige Induktion kann man zeigen, daB

2 n
Sa =) G =
k;l ¢ n+1
ist, also
1 23 4
5} =g sy it
(s 2345

Diese Folge {s,} konvergiert gegen 1 (Beispiel 20), also ist
& 1
n; n(n + 1) a

. 12. Durchdenken Sie an Hand von Beispielen folgende Fragen!
a) Kann eine Reihe konvergieren, deren Glieder eine arithmetische Folge
bilden?
b) Kann eine Reihe konvergieren, deren Glieder eine konstante Folge bilden?
¢) Kann eine Reihe konvergieren, deren Glieder positiv sind und eine monoton
wachsende, aber beschrinkte Folge bilden?
d) Kann eine Reihe konvergieren, deren Glieder keine Nullfolge bilden?
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@
Vielfach wird, um die durch das Symbol Y a, nur formal eingefiihrte unendliche

n=1
Reihe exakt zu definieren, die Reihe mit der Partialsummenfolge identifiziert. Man
w
sagt dann: Die unendliche Reihe ) a, ist die Partialsummenfolge {s,} mit
n n=1
= Y & und nimmt dafiir einige Bezeichnungsunstimmigkeiten in Kauf. Denn

nicht die s,, wie man nach dieser Definition erwarten miiBte, sondern die a, heiflen
Glieder der Reihe. AuBerdem wird eine Reihe alternierend genannt, wenn die
Folge {a,} alternierend ist, wobei aber {s,} nicht zu alternieren braucht. Eingehendere
Untersuchungen unendlicher Reihen iibersteigen den Mathematikunterricht der
Schule. Hier kann nur ein Spezialfall, ndmlich der der unendlichen geometrischen
Reihe, behandelt werden.

Aufgaben
23.  Geben Sie eine independente Darstellung!
1.2 3 4 2.4 6 5 7
= =5 =5 e D)O5 = 3 s 4 —= 25 —=5 e
VP78 Wigs 9 2 4
3°6, 9 3.8 15 3 25
)05 =5 5 5. )0 — L1 Ele
513 ¢ 510017 438

8) Beschreiben Sie das Verhalten der sechs Folgen hinsichtlich Monotonie, Beschrinktheit
und Konvergenz!

h) Stellen Sie die Folgen in einem Koordinatensystem graphxsch dar (sinnvolle Wahl der Ein-
heiten beachten!), und bringen Sie die Darstell in lj mit den Ergebni:
von g!

24.  Bilden Sie die ersten acht Glieder der Folgen a bis e!

3 n+1 n® +n n?+ 1 n—1
a) 15 b) c) —, )i o
n n =1 n 1=n* n
f) Entnehmen Sie der Anschauung, ob und gegen welche Zahlen diese Folgen konvergieren!
Benutzen Sie fiir die K¢ ichnung das Li: ymbol!

g) Bestimmen Sie fiir jede konvergente Folge eine &-Umgeb so daB die gebild acht
Glieder als einzige auBerhalb dieser Umgebung liegen!

25.  Geben Sie je drei Folgen an, deren Grenzwert g ist!

a)g=5 Dbg=19 c)g= dg=—-1 eg=03 NHg=-35 gg=

1 1

2 3

26.  Zeigen Sie entsprechend den Beispielen 19 und 20 die Konvergenz fiir die nachstehenden
Folgen!

2n) 1-2 +
a) {—:i b) { "} n>1 0 {"
n n—1 n—
€) Welcher Index gehort jeweils zu dem Glied a,, das als erstes innerhalb der Umgebung mit
&= 0,01 liegt?
f) Welche der Folgen konvergiert ,,am schnellsten*?

3} n>2 @ {ﬂ = 2}
2 n
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27.  Bilden Sie die ersten zehn Glieder der Partialsummenfolgen {s,} zu den unter a bis e auf-
gefiihrten Reihen!

® n ® 1 © 1 ® L1
= b - d — 1yt
’),.Z:‘lz" ) Z c),,>=:',3"“ ’E,‘ y 2n —1

n=1n!

©

e ¥ (—1rt.
n=1

f) Was 14Bt sich iiber Monotonie und Beschranktheit der Folgen {s,} und der zugrunde
liegenden Folgen {a,} sagen?

g) Welche Vermutungen lassen sich unter Benutzung einer graphi Ver lich der
Folgen {s,,} an der Zahlengeraden fiir deren Konvergenz aufstellen?

h) Bestimmen Sie das jeweilige #, fiir das der Abstand von s, zum vermuteten Grenzwert erst-
mals kleiner als 0,001 ist!

2n—1

@
28.  Untersuchen Sie wie in Aufgabe 27 die Reihen 3} a,!

n=1
1 1
a)ay =1; a1 =a, + - b) ay =5; ayy1 =--a,
n n
1 s
c)a =2; az =§; Apyy = Gy-ap-y fir n>1
4Gy
Day=1; a;=2; ans1 =
all

29.  Untersuchen Sie wie im Beispiel 22 nachstehende Reihen!

= 5 g
b 2 —_—
PE® O —hwTD

@ 1
D X —na+D

30. Net Sie Stellung zu dem folgenden SchluB3!
©
FaBt man in der Reihe Y (=1)""'=1+(=1)+ 1+ (—1)+... das 1. und 2. Glied,
n=1
das 3. und 4. Glied usw. jeweils zusammen, so erhdlt man s = 0. FaBt man dagegen erst
vom 2. Glied ab je zwei aufeinanderfolgende Glieder zu ergibt sich als Summe das

1. Glied, also s = 1. Daraus schlieBt jemand, daBl 0 = 1 ist.

1.4.6. Die unendliche geometrische Reihe

. 13. Was versteht man unter einer unendlichen geometrischen Folge? Definieren
Sie entsprechend, was unter einer unendlichen geometrischen Reihe zu ver-

stehen ist!
14. Warum ist es sinnlos, unendliche arithmetische Reihen zu untersuchen?

- Beispiel 23
Eine einfache geometrische Reihe ist

& ay 1.1
Y(z)=-+-+-+—+..
=1\2) 2 4 8 16
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Die Folge {s,} der Partialsummen ergibt sich aus

L—g 13,715

S, =ay* zu
1-¢ 248

Die Glieder dieser Folge konnen auf der Zahlengeraden dargestellt werden

@ n

(Abb. 1.13). Daraus ldBt sich vermuten Y G) = lim s, = L. Das ergibt
n=1 n—w

sich auch aus der Betrachtung der Folgenglieder: Jedes Folgenglied s, unter-

scheidet sich von seinem Vorgiinger gerade um die Hilfte des Abstandes, den

dieser Vorgénger von 1 hat. Dadurch kommen die s, einerseits der 1 beliebig

nahe, kénnen sie andererseits aber nie iiberschreiten.

HHH ¥ P

3 H + : :
¥ 1 T
¥ t

TR
t H T

T 1 3 eus:
s Sl a3 : T i en
H SasaiTIE; 388 t L

T
T

Hr

Abb. 1.13.

. 15. Wie heift das Glied der Folge {s,} im Beispiel 23, fiir das der Abstand von 1
erstmals kleiner als 0,001 ist? N © /s\
‘ 16. Untersuchen Sie die geometrischen Reihen Z 3. (3) und 'y (Z) !
n= n=1
Von der Richtigkeit der vermuteten Grenzwerte iiberzeugt man sich am besten durch
eine allgemeine Grenzwertbetrachtung fiir die geometrische Reihe, wobei jetzt fiir a,
kurz a geschrieben wird:

@ ©
Ya=a+aq+aq’+ag’+..= Y a
n=1 n=1

Fiir ¢ > 1 und a > 0 bilden die Glieder der geometrischen Reihe eine monoton
wachsende, nach oben nicht beschrinkte Folge. Das gilt dann erst recht fiir die Folge

©
der Partialsummen: ) ag"~" ist in diesem Fall also divergent.

n=1
. 17. Zeigen Sie unter Benutzung des binomischen Satzes oder der BERNOULLI-
schen Ungleichung (Abschnitt 1.1.3., Aufgabe 33), daf fiir g > 1 die
Folge {q"} unbeschrinkt widchst, das heift, daff lim q" = oo ist! Durch-

denken Sie, wie daraus folgt, daf fiir 0 < q < 1 die Folge {g"} eine Null-
folge ist!
Bl Beispic1 24
g & S
Die Folge (Z) ist divergent.
b L

n=100

@ 8. Wie ist das Grenzverhalten von Y (i) ?
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Fiir 0 < g < 1 und @ > 0 bilden die Glieder der geometrischen Reihe eine monoton
fallende, nach unten aber durch 0 beschrinkte Folge. Dadurch ist {s,} zwar auch
monoton ‘wachsend, kénnte aber beschrankt sein. Um das Grenzverhalten von {s,}
zu untersuchen, wird die Summenformel folgendermafBen umgeformt:

Der Minuend in dieser Differenz hidngt von » nicht mehr ab; deshalb ist

lim —2— = % Im Subtrahenden beeinfluBt » nur den Faktor q". Da ¢

mol—qg 1—¢
zwischen 0 und 1 liegt, ist {g"} eine Nullfolge (Schiilerauftrag 17). Also

lim (—a—-q")=—q—~0=0. Demzufolge ist fir 0 < ¢ < lund a > 0

o\l — g 1—-g¢
. : 1—q" a
lim s, = lim (a- = 3
n—w n—o 1—-g 1—gq

. 19. a) Uberpriifen Sie die im Beispiel 23 und im Schiilerauftrag 16 vermuteten
© n ® n
Summen fiir Y G) bzw. Y 3(;) an der Formel!
n=1 n=1
b) Was ergibt sich fiirg < —1;q= +1; —1 < ¢ < 0?
¢) Was ergibt sich fiir a < 0?
Allgemein kann formuliert werden:

w
’ Eine geometrische Reihe 3} ag”~1 konvergiert dann, aber auch nur dann, wenn lgl < 1 ist.
Thre Summe ist dann! =1

a
4 Abb. 1.14.
a

. 20. Geben Sie fiir die nachstehenden geometri-
schen Reihen das s, an, das sich als erstes von s
um weniger als & unterscheidet !
a)8+4+2+..; ¢=0,

4 1
b) 2 4=+ w4 £ = -
5 2 ‘

Die Werte a und ¢ und die daraus zu bildenden a, und

s, kann man auch geometrisch in Zusammenhang

bringen (Abb. 1.14. und 1.15.).

Abb. 1.15.

1 Beim Herleiten dieser Formel wurden zwei wichtige Sitze iiber das Rechnen mit Grenzwerten
benutzt, auf die erst im Abschnitt 2.1. eingegangen wird.
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. 21. a) Driicken Sie in den Abbildungen 1.14. bzw. 1.15. die Mapzahlen der
Strecken r bzw. u, v und w durch a und q aus!
b) Fiihren Sie je eine derartige Konstruktion fiir die nachstehenden Angaben
aus!

aa=1; g==;, n=5 bla=1; g=

AW
WA

s w=25
Wie lang ist der spiralformige Streckenzug fiirn = 5?

Das Konvergieren bzw. Divergieren einer geo-
metrischen Reihe kann man sich auch so veran-

[

schaulichen, wie es die Abbildungen 1.16. bzw. !
1.17. zeigen. :
|
|
|
| / |
a i |
q i 1 !
(] !
[ |
aq [ aq |
il / |
1 |
{ . WS ag* lag?r----- g ag g H
Abb. 1.16. Abb. 1.17.
. 22. a) Erliutern Sie, wie diese Darstellungen de gek sind! Welches

Bild ergibt sich fiir |q| = 12

an Hand der Zeichnung geometrisch her!

b) Leiten Sie s = 7 Z

Unendliche geometrische Reihen treten besonders hdufig in der Form periodischer
Dezimalbriiche auf.

W Beispic1 25

+
|m
+
|w
+
I
|
+
|
l.—-
| w
I.
20
“

v2’5_6=2+ﬁ').+i+_“=2+ ﬁ_l_
100 10000 n=0100 \100

23. Benutzen Sie die Summenformel der geometrischen Reihe, um die perio-
dischen Dezimalbriiche der Beispiele 25 und 26 in gemeine Briiche zu ver-
wandeln!
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. 24. Lassen sich die endlichen und die unendlichen, nichtperiodischen Dezimal-
briiche ebenfalls als geometrische Reihen darstellen?

Aufgaben

31. Bei den nachstehenden Aufgaben ist die geometrische Reihe gegeben durch zwei der
Werte a, s, q.
Berechnen Sie in a bis f jeweils die Summe!

1 3
B)a=2;q=g b) a=08;9=0,5 c)a=1,5;q=—z
d)a=43;9=0]1 e a=-2;9q=08 fla=-3;9=-03
Berechnen Sie in g bis | jeweils das Anfangsglied!

f) s5=mi0s g s
i)s=—-10;g=-
=5

O | =

1
R s=Ta=3 h) s=18;9=
2 1 7
Ks=-17ig=3 Ds=24=—32

Berechnen Sie in m bis g jeweils den Quotienten!

1 3 2
m)a=£;s=i n)a=9;s=135 o)a=—17;:=-36;

p)a=28;5=27 q)a=70;s=56

r) Ermitteln Sie ¢ fiir a = —70 und s = 56, und nehmen Sie Stellung zum Ergebnis!
s) Stellen Sie die Reihen aus a, g und m graphisch dar! Bestimmen Sie|s — s4| aus der Zeichnung
und durch Rechnung!

32. Nachstehende Quotienten sollen als Summen geometrischer Reihen aufgefaBt werden.
Geben Sie fiir x den jeweils groBten Bereich an, fiir den das moglich ist!

1 1 3 17

b d
Vi "an 215 Y1rie
4 5 07 133
e) ) ——. 8
2—3x l+ 0,8 — 2x 7+f
g 2

33.  Geben Sie jeweils zwei geometrische Reihen an, die die Summe s haben!

1
a)s=2 b)s=5 ¢)s=-5 d)s=17 e)s=i

6 @
34.  Schreiben Sie Y] a; als Dezimalbruch, und ermitteln Sie in allen Fillen ¥ !
k=1 1

a) @, =4-10"% b) q, = 102k c) @ =27-10"2F
d) @, =7-1072% e) q, = 515-107 3 ) g, = 91 -107 3k

35.  Schreiben Sie die n henden periodischen Dezimalbriiche als ine Briiche!

a) 08 b) 0,18 c¢) 0,04 d) 0,04 e) 0,139 f) 0,3579 g) 0,142857 h) 0,857142
i) 3,75 k) 0,413 1) 7,053 m) 18,201 n) 47,542

5 [001155] 65



1.4.7. Aufgaben zur Ubung und Wiederholung

2.

4.

7.

a)
b)

a)
b)
D]

Wieviel Schldge macht eine Uhr in 24 Stunden, wenn sie

nur die vollen Stunden schligt, A
auch Viertelstunden mit 1, 2, 3 bzw. 4 Schligen anzeigt?

Drei Wandergruppen G, , G, G5 unternehmen eine Sternwanderung von 4, , 4 2, Az nach Z.
Die Entfernungen sind A,Z = 144km, 4,Z = 153 km, 4;Z = 150 km. Die Gruppe G,
will am ersten Tag 25 km zuriicklegen und dann die Tagesmirsche von Tag zu Tag um 2 km
verkiirzen. Die Gruppe G, will mit 9 km -d~! beginnen und dann die Tagesmirsche von
Tag zu Tag um 2 km erhdhen. Die Gruppe G will mit 15 km - d~! beginnen und an den
folgenden Tagen 109 des jeweiligen Restweges zuriicklegen. Nach wieviel Tagen erreichen
die Gruppen Z?

Messungen ergeben, daB die Temperatur zum Erdinnern hin um etwa 3° je 100 m Tiefe zu-
nimmt, wobei in unseren Breiten eine Temperatur von 10 °C in 25m Tiefe zugrunde zu
legen ist. -

Welche Temperatur herrscht in 2300 m Tiefe?

In welcher Tiefe werden 100 °C erreicht?

Aus welcher Tiefe kommt eine Heilquelle von 45 °C?

J. I PERELMAN' berichtet von einem rémischen Kaiser, der seinen Feldherrn Terentius
ofiirstlich* belohnt: Statt der erbetenen Summe von 1 Million Denar darf Terentius am
ersten Tag 1 As (= 0,1 Denar) aus der Schatzkammer tragen und muB diese Menge von
Tag zu Tag verdoppeln. All diese Miinzen gehoren ihm, solange er sie mit eigener Kraft
fortbewegen kann.

Wie groB ist die Belohnung, wenn Terentius hichstens 100 kg bewiltigen kann und 1 As
5 g wiegt?

Mit welcher Masse hitte Terentius im I einer moglichst hohen G be-
ginnen miissen, wenn ihm der Kaiser gestattet hitte, ungemiinztes Kupfer zu nehmen, die
Zahl der Schatzkammerginge aber auf hochstens 20 beschrinkt hitte?

220 m Papier (Stirke 0,2 mm) werden auf eine Rolle (Durchmesser 15 cm) gewickelt. Wieviel
Lagen ergeben sich, und welchen Durchmesser hat die Rolle zum SchluB? Welche verein-
fachende Annahme haben Sie bei der Berechnung gemacht?

Nach TGL 0-476 geniigen die Papierformate der A-Reihe den folgenden Bedingungen:

1) Das Format A, ist ein Rechteck von 1 m? Flacheninhalt, dessen Seiten sich wie 1:\/ 2
verhalten.

2) Alle Formate A, (k= 1, ..., 10) entstehen aus Ay_y durch Halbieren der lingeren Recht-
ecksseite a;_y .

Untersuchen Sie die Zahlenfolge {a,} und die Folge {bi} der kiirzeren Rechtecksseiten!
Will man eine Strecke AB nach AugenmaB dritteln, so kann man abwechselnd (ebenfalls
nach AugenmaB) nach rechts und links halbieren. So sind die Punkte C bis G der Abbil-
dung 1.18. entstanden. Weisen Sie die Berechtigung dieses Niherungsverfahrens nach!

DFE ¢
6 8

Abb. 1.18.

L J. 1. PERELMAN: Heitere Mathematik. Der Kinderbuchverlag, 2. Aufl., Berlin 1960, S. 131ff.
Hier finden sich auch weitere Beispiele fiir Folgen und Reihen.
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8. Durch den Scheitel eines Winkels wird eine Gerade gelegt, und zu ihr werden in jeweils
gleichem Abstand Parallelen gezogen, die beide Schenkel des Winkels schneid Der Ab-
schnitt auf der fiinften Geraden ist 20 mm lang. Wie lang sind der Abschnitt auf der zwélften
Geraden und die Summe aller Abschnitte bis dorthin?

9. Eine Strecke AB (Linge a) werde durch einen Punkt S, stetig geteilt. Es gilt also
AB: A_S, — 48, : 5,B. Die lingere der beiden Teilstrecken A—S, und El_i wird wiederum
stetig durch S, geteilt usw. Dadurch entsteht eine Folge von Strecken /ﬁ; K; A_Sl; i

a) Veranschaulichen Sie sich die Teilungen konstruktiv!

b) Welcher Grenzwert ergibt sich fiir die unendliche Reihe, der diese Streckenfolge zugrunde
liegt?

<) Ulirdenken Sie die gleiche Frage fiir die jeweils kleineren Teilstrecken!

10.  Ein Guthaben von 4000 DM verbleibt 10 Jahre auf einem Sparkonto und wird mit 49/ ver-
zinst. Wie groB ist der gesamte Zinsbetrag, wenn
a) die Zinsen jéhrlich abgehoben werden, .
b) die Zinsen jeweils nach Ablauf eines-Jahres dem Guthaben zur weiteren Verzinsung zu-
geschlagen werden?
Stellen Sie fiir beide Fille die Zinsen in Abhidngigkeit von der Zeit in einem Koordinaten-
system dar!

11.  In der Technik sind Stufi fiir D hlen, Vorschiibe, Gewindedurct usw. fast
durchweg in geometrischer Folge standardisiert.
a) Begriinden Sie die ZweckmiBigkeit dieser Stufung!
b) Untersuchen Sie die Folgen der Blend: hlen und der Vi iten am Objektiv eines
Fotoapparates!
¢) Untersuchen Sie Zahlenfolgen, die Sie wihrend Ihrer beruflichen Grundausbildung an Dreh-
maschinen, Bohrmaschinen u. dgl. finden!

12. a) Stellen Sie nach dem Fallgesetz je eine Tabelle fiir die Wege bzw. die Geschwindigkeiten am
Ende der 1.,2.,...,10. Sekunde des Fallvorganges auf! Charakterisieren Sie die Folge der
Wege und die der Geschwindigkeiten!
b) Wie éindern sich die Folgen, wenn dem Korper zu Beginn eine Geschwindigkeit von 15m - s~ !
senkrecht nach unten (oben) erteilt wird?

13. a) Bestimmen Si¢ nach dem Gesetz von GAY-Lussac die Volumina, die eine Gasmenge nach
Erwirmung auf 5°, 10°% ..., 50° einnimmt, wenn ihr Volumen bei 0°C ¥, = 1 m® betrigt
und der Druck konstant bleibt! .
b) Um wieviel Grad wurde eine Gasmenge erwirmt, wenn sie ihr Volumen dabei von
Vo = 470 cm® auf ¥, = 520 cm? vergroBerte?

14. Die Abbildung 1.19. zeigt im Schnitt eine Rotationskapselpumpe. An
den Saugstutzen S wird der Rezipient mit dem Volumen ¥ (in cm®)
angeschlossen. Durch den exzentrischen Vollzylinder Z kann je Drehung
Luft mit dem Volumen » (in cm®) zum Druckstutzen D beférdert
werden.

a) Wie groB ist dem BoyLe-MARrIoTTESChen Gesetz entsprechend der Druck
im Rezipienten nach 1, 2, 3, ..., 10 Umdrehungen, wenn ¥ = 3000 cm?®,
»=200cm® und der urspriingliche Druck im Rezipi 1000 mb
betragen?

b) Auf welchen Wert sinkt der Druck im Rezipienten in einer Minute, wenn der Vollzylinder
50 Umdrehungen je Minute macht?

¢) Wieviel Minuten muB die Pumpe laufen, um einen Druck von 10~¢ mb zu erreichen?

Abb. 1.19.
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15. Die Spielfidche einer Langspielplatte (33 min~*!) ist ein Kreisring mit den Durchmessern
14,9 cm bzw. 23,7 cm. Die Spieldauer betrdgt 615s. Welchen Weg legt der Saphir zuriick,
wenn wir uns die Spirale durch eine Folge konzentrischer Kreise ersetzt denken? Berechnen
Sie die Bahngeschwindigkeiten fiir die erste und die letzte Umdrehung, und ziehen Sie Folge-
rungen fiir die Wiedergabequalitit!

16.  Bei Bodenuntersuchungen in der Agrochemie wendet man die sogenannte ,,stufenweise Ver-
diinnung** an. Man schwemmt 1 cm? einer Bodenprobe mit 10 cm® chemisch reinen Wassers
auf. Von der so erhaltenen Mischung nimmt man wieder 1 cm?® und schwemmt abermals
mit 10 cm® reinen Wassers auf.

h

a) Nach wieviel Aufschwernr ist ein Mi ‘hdltnis von etwa 1: 2000000 erreicht?
b) Ein Kubikzentimeter der fiinften Aufschwemmung enthalte noch 10 Bakterien. Wieviel
Bakterien enthilt dann durchschnittlich 1 cm?® der Bodenprobe?

17.  Wieviel kostet ein Pferd, wenn man ,,nur* die Hufnigel zu bezahlen braucht, und zwar
fiir den ersten 1 Pf. und fiir jeden folgenden den doppelten Betrag? (Zu jedem Hufeisen
gehoren acht Nigel.)

18.  Scheich Hassan starb und hinterlieB 4 S6hne, 39 Kamele und ein Testament mit folgendem

Inhalt: ,,Die Sohne sollen der Reihe nach die Hilfte, ein Viertel, ein Achtel und ein Zehntel
des Kamelbestandes erben.*
Da die Sohne die Teilung, ohne die wertvollen Tiere zu schlachten, nicht vornehmen konnten,
holten sie den Nachbarn Murad. Der stellte eins seiner Kamele als vierzigstes hinzu und teilte:
20 — 10 — 5 — 4. Murads Kamel blieb iibrig, und jeder der Séhne war froh iiber die gelungene
Teilung; hatte er doch mehr bekommen als erwartet. Erldutern Sie, inwiefern diese Teilung
trotzdem den Testamentsbestimmungen entsprach!

19.  Wie groB sind Umfang und Flicheninhalt der in Abbildung 1.20. dargestellten sicben Kreise?
Denken Sie sich zu den Ecken hin weitere Kreise eingezeichnet! Gibt es fiir die Summe aus
den Umfingen bzw. den Flichen Grenzen?

a
Abb. 1.20. Abb. 1.21.

20.  Erldutern Sie den Zusammenhang der drei Figuren in Abbildung 1.21., und driicken Sie
Umfang und Flicheninhalt durch a aus! Setzen Sie das Konstruktionsverfahren in Gedanken
fort, und versuchen Sie, Grenzen fiir die Umféinge und Flécheninhalte der so henden
Figuren anzugeben!
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2. Differentialrechnung

In der StraBenverkehrsordnung werden fiir den Kraftfahrzeugverkehr die Hochst-
geschwindigkeiten festgelegt. Zur Kontrolle der Einhaltung dieser Vorschrift werden
von der Volkspolizei Uberpriifungen durchgefiihrt. Bekanntlich versteht man unter
der Geschwindigkeit eines sich gleichférmig auf einem Streckenabschnitt bewegenden

; S5 = . :
Korpers den Quotienten 275 Dabei bedeuten s, — s, die Linge der MeB-

t,— 1,
strecke und 7, — 1, die zum Durchfahren der Strecke benétigte Zeit. Die Zeitmessung
nimmt die Volkspolizei mit Stoppuhren vor. Die augenblickliche Geschwindigkeit
eines Fahrzeugs weicht jedoch im allgemeinen von dieser ermittelten Geschwindig-
keit ab, da ein Kraftfahrzeug keine gleichformige Bewegung ausfiihrt. Zu einer
genauen Erkldrung der augenblicklichen Geschwindigkeit kann man kommen, indem
man sich das Zeitintervall 7, — £, immer mehr verkleinert denkt und den Grenziiber-
gang (t, — ;) » 0 vornimmt (vgl. S. 88). Derartige Grenziibergiinge sind charak-
teristisch fiir die Differentialrechnung. Teilweise verwendet man bereits Radargerite
zur Geschwindigkeitskontrolle. Diese zeigen auf einem Gerit unmittelbar die augen-
blickliche Geschwindigkeit des Fahrzeugs an.
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2.1. Grenzwerte von Zahlenfolgen
und von Funktionen

2.1.1. Das Paradoxon von Achilles und der Schildkrite

Etwa um 500 v. u. Z. versuchte ZENON, ein griechischer Philosoph, die Unzuldnglich-
keit mathematischer Untersuchungen mit Hilfe des Paradoxon' von AcHiLLEs? und
der Schildkréte nachzuweisen. ZENON behauptete, ACHILLES kénne eine Schildkréte,
die einen Vorsprung von nur einem Stadion® habe, niemals einholen, obwohl er mit
der zwolffachen Geschwindigkeit der Schildkrote laufen konne. Und zwar schloB
ZenoN wie folgt: Wenn AcHILLES das eine Stadion zuriickgelegt hat, das die
Schildkréte ihm urspriinglich voraus ist, hat die Schildkréte inzwischen einen Weg

von iz Stadion durchlaufen. Wihrend AcHILLES nun diese Strecke von 1—12 Stadion
durcheilt, lduft die Schildkrote é Stadion weiter usw. Die Schildkréte behilt

also vor ACHILLES stets einen Vorsprung, der sich zwar immer mehr verringert,
jedoch nie verschwindet. ACHILLES muBl nimlich immer erst an den Ort gelangen,
den die Schildkrdte bereits verlassen hat, kann sie also nie einholen. Da das Ergebnis
dieser Uberlegungen aber der tiglichen Erfahrung widerspricht, glaubte ZENoN die
Unzulénglichkeit mathematischer Untersuchungen iiberzeugend nachgewiesen zu
haben.

In der Tat, das ZeNonsche Paradoxon war mit den Mitteln der altgriechischen
Mathematik nicht zu widerlegen. Dazu benétigt man den zur damaligen Zeit noch
nicht entwickelten Begriff des Grenzwertes.

Es soll nun zuerst die Zeit ermittelt werden, die ACHILLES bendtigt, um die Schild-
krote einzuholen. Der urspriingliche Vorsprung der Schildkrate sei die Wegstrecke s,
die Geschwindigkeit der Schildkréte sei v,, ACHILLES laufe mit der Geschwindig-
keit v,, die gesuchte Zeit sei . Zu dem mathematischen Ansatz gelangt man auf
Grund der Erfahrung, daB die Schildkréte nach einer bestimmten Zeit ¢ von
AcHILLES eingeholt wird. Diese Annahme beruht also auf den in der Praxis ge-
sammelten gesellschaftlichen Erfahrungen, die als Quelle der Erkenntnis und zugleich
als Kriterium fiir die Richtigkeit der theoretisch gewonnenen Erkenntnisse an-
gesehen werden.

Der Weg, den die Schildkrste noch laufen kann, bis AcHILLES sie einholt, ist vyt
AcHILLES legt in der gleichen Zeit r den Weg v, zuriick. Also gilt fiir ¢ die Gleichung:

vt =5 + vyt
Daraus wird ¢ ermittelt:

S

t= “
Uy — Uy

1 Paradoxon (griech.), widersinnige Behauptung.

2 AcHILLES, griechischer Held des Trojanischen Krieges, beriihmt als schneller Liufer.
3 Stadion, altgriechisches LangenmaB von 192,27 m.

70



ZENON hingegen stellte foigende Uberlegungen an:

- - s s 5 R i
AcHILLES legt den Vorsprung s in der Zeit #; = — zuriick, in der die Schildkrote
V2
den neuen Vorsprung f,v, gewinnt. Dieser neue Vorsprung wird von ACHILLES in

v s
der Zeit t, = ~ath zuriickgelegt. Einsetzen von — fiir ¢, ergibt £, = <. In
vy vy, Uy Uy

der Zeit t, kommt die Schildkréte um die Strecke t,v, voran, fiir die man schreibt:

s v
to, = — - v, AcHILLES durcheilt diese Slrecke in der Zeit 1; = ==. So geht
vy Uy v

es unbegrenzt weiter. Man erhilt als Summe der Zeiten:

s v, v, \?
H+b+tz+...=—|14+—+(—) + ... |
U2 Uz Uy

Offenbar stellt sich auf diese Weise i t, als eine unendliche geometrische Reihe
dar, deren Quotient gleich % ist. Wekii ;lach Voraussetzung v, < v, gilt und sowphl
v, als auch v, positiv sind, ;st Z—: < 1. Nach den Uberlegungen des Abschnitts
1.4.4. konvergiert diese geometrische Reihe, und man erhilt:

I—-hle,\—-Zt,‘=—- [

noom k=1 vy 1 vy

U2

v, — Uy

Dieses mit Hilfe der Summe einer unendlichen geometrischen Reihe, also mit Hilfe
eines Grenzwertes, gewonnene Ergebnis stimmt mit dem Resultat iiberein, das als
Losung einer Gleichung auf der Grundlage der praktischen Erfahrung ermittelt
wurde. Die griechischen Philosophen und Mathematiker zur Zeit ZENONs konnten
sich noch nicht vorstellen, daB unendliche Reihen eine bestimmte Zahl, nidmlich
den Grenzwert ihrer Partialsummenfolge, als Ergebnis der Summation aller Glieder
der Reihe haben kdnnen. Heute wissen wir, daB sich die Theorie der Grenzwerte
als ein wertvolles Mittel zur tieferen und genaueren Erfassung der Wirklichkeit
erweist.

2.1.2. G tuntersuck Nullfolgen

Mit Hilfe der Definition des Grenzwertes g einer Zahlenfolge {a,} im Abschnitt 1.4.4.
sollen einige Zahlenfolgen untersucht werden.

Da in der Folge der Stammbriiche {1} mit wachsendem » die Zahl : immer kleiner
n n

wird, und zwar fiir sehr groBe n beliebig klein, vermutet man, daB der Grenzwert

dieser Folge die Zahl Null ist. Um nachzuweisen, daB der Grenzwert lim : tatsdchlich

n—~x N
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Null ist, muB gezeigt werden, daBl

g L af ¥ o
n

10 - a = -
* n

1
n

kleiner ausfillt als jede noch so kleine positive Zahl ¢, sobald man » hinreichend groB
wihlt.
Denkt man sich zum Beispiel fiir ¢ nacheinander eingesetzt:

a)e=0,1, b)e=10"% c)e=4-10"8,

so ist die Behauptung im Fall a) tatséchlich fiir alle » > 10 erfiillt. Es ist dann nim-
lich:

1 1

-< —.

n 10
Ebenso ist im Fall b) fiir jedes n > 103:

1< 1073,
n

SchlieBlich ist im Fall c) fiir jedes n > i 10%:
1 -8
-<4-107".
n
Um die Behauptung fiir jede positive Zahl ¢ zu beweisen, denkt man sich & beliebig

klein vorgegeben und bildet damit die Zahl 1 Dann gilt fiir jede natiirliche Zahl n,
€

die groBer als 1 ist, sicherlich 1 < ¢. Damit ist bewiesen, daB gilt:
€ n /
lim - = 0,
n—=x N

Zahlenfolgen, deren Grenzwert die Zahl Null ist, heiBen Nullfolgen.

> Die Folge der Stammbriiche ist eine Nullfolge.

. Zeigen Sie, daf die Folge { —1} eine Nullfolge ist!
n

Die Untersuchung von Zahlenfolgen {a,}, deren Grenzwert g von Null verschieden
ist, kann hiufig mit Vorteil auf die Untersuchung einer Nullfolge zuriickgefiihrt
werden. Dabei untersucht man an Stelle der Folge {a,} eine neue Folge {5,}, mit
b, = g — a,. Aus der Definition des Grenzwertes ergeben sich niamlich leicht die
beiden folgenden Sitze:

1. Hat die Folge {a,} den Grenzwert g, so ist die Folge {b,} mit b, = g — a, eine
Nullfolge.
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Umgekehrt gilt:

2. Ist die Folge {b,} mit b, = g — a, eine Nullfolge, so hat die Folge {a,} den Grenz-
wert g.

Als Beispiel wird die Folge {a,} mit a, =1 + 4 betrachtet. Diese hat den Grenz-
n

wert 1, denn die Zahlen b,=1—a,=1— (1 + 1) = —-1 bilden die Glieder
n n

einer Nullfolge. Das Beispiel der Folge {a,} zeigt auch, daB eine Folge, deren Glieder
immer kleiner werden, nicht notwendig eine Nullfolge zu sein braucht.
Als weiteres Beispiel folgt nun:

o 1 1 1 1
S,} mit s, = —=1l4+=-+-4 .. +-
o} x;k 2 3 n

Vom dritten Summanden an werden jetzt in der unten ersichtlichen Weise stets 27
aufeinanderfolgende Summanden (p = 1; 2; 3; ...) zusammengefaBt.

1. /1,1 11,1 1
Sp=ld -+ (+-)+(z+-+-+-
2 (3 4) (5 6 7 s)

1,1 1.1 1.1 1 1
tl+t—+—+—=+—+—+—+—
9 10 11 12 13 14 15 16

1 1 1 1
+ =+ ot =)+ .. + + .o+
17 32 2+1 n

Von den in jeweils einer Klammer stehenden Summanden ist stets der letzte der
kleinste, so daB man zu folgenden Ungleichungen gelangt:

LKlammer:l+1>1+1= 2‘-%:1
3 4 4 4 2" 2
2.Klammer:l+1+l+l>1+1+1+1=22._13=_1
56 7 8 8 8 8 8 27.2
(r — 1)-te Klammer:
1 1 1
r—1 + r—1 + ..+ r—1 _—
774+1 27042 27" 20
1 ! 1 -1, 1
> + +.. 4 = =i,
Il et gt 27t et 2t 2



Der Ausdruck in der r-ten Klammer ist sicher nicht kleiner als Null. Somit gilt ins-
gesamt:

s> 1+ % + (r— 1)12 =1+ g fiir n = 2", insbesondere auch fiir n = 2.

Daher wichst die Zahlenfolge {s,} mit n = 2, wenn r = 1;2; ... gilt, iiber alle
Grenzen. Weil nun die Folge {s,}, bei der n alle natiirlichen Zahlen durchliuft,

monoton wachsend ist, gilt:

wegen S,y = S, +
n+1

lim s, = o0.

Hieraus erkennt man, daB eine unendliche Reihe, deren Glieder gegen Null streben,
nicht zu konvergieren braucht. Die formal niedergeschricbene unendliche Reihe
Y ! konvergiert namlich nicht, obwohl ihre Glieder eine Nullfolge bilden. Diese
n=1n

Reihe bezeichnet man als harmonische Reihe. Sie ist bei Konvergenzuntersuchungen
unendlicher Folgen und Reihen oft niitzlich. Der Name harmonische Reihe riihrt
daher, daB jedes Glied dieser Reihe das harmonische Mittel seiner beiden Nachbar-

glieder ist, daB also gilt:

1 1
e Ly
Uy 2\t U+
(Das harmonische Mittel zweier positiver Zahlen ist gleich dem reziproken Wert des
arithmetischen Mittels der reziproken Werte der beiden gegebenen Zahlen.)

1
. 1. Zeigen Sie, dap fiir u, = - die Relation (1) erfiillt ist!
. 2. Zeigen Sie, daf3 das geometrische Mittel zweier positiver Zahlen p und q die

mittlere Proportionale zwischen dem arithmetischen und dem harmonischen
Mittel dieser beiden Zahlen p und q ist!

Cad

Zeigen Sie,
daf im Halbkreis in Abbil- 4
dung 2.1. das arithmetische
Mittel gleich der Linge von
Mc ist,

daf das geometrische Mittel
gleich der Linge von CD ist

und M

A 0 B
daf das harmonische Mittel P ] g
gleich der Linge von CE ist!  Abb.2.1.
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. 4. Schreiben Sie die ersten zehn Glieder der Folgen

3 7 -5 l é l
a {} b {} 0 {—}; D
n n n n
nieder, und gewinnen Sie daraus eine Vermutung iiber den Grenzwert der Folge

{z_z}’ wobei a eine beliebige reelle Zahl bedeutet!
n
Die Zahlenfolge {5} mit n = 1;2; 3; ... ist bei beliebigem konstantem a eine Null-
n
folge.
s lal

Beweis: Es ist zu zeigen, daB [0 — g kleiner ausfillt als jede noch so kleine
n n

positive Zahl ¢, sobald » hinreichend groB gewihlt wird.

1. Ist @ = 0, so ist die Behauptung offenbar richtig.
2. Ist @ * 0, so bildet man die Zahl |a| - 1
&

: 1 . i
Wihit man nun » groBer als diese Zahl |a| - -, so fillt M sicher kleiner als ¢ aus,
womit die Behauptung bewiesen ist. & i

Folglich gilt:

A .1
lim - =ga-lim - =0.
n—w 1 new Nl

Allgemein gilt folgender hier ohne Beweis dargelegte Satz:

> Multipliziert man jedes Glied einer Nullfolge mit ein und derselben Zahl, so ist die entstehende
Zahlenfolge ebenfalls eine Nullfolge.
Mit lim ux = 0 ist auch lim a -ux = a- lim w; = 0.
k= k—o k= o
Ein anderer Weg zur Berechnung des Grenzwertes einer Zahlenfolge wird im folgen-
den Beispiel gezeigt:

k
) mit w = wnd k= 1; 25
tud Tkl

Wegen k = (k + 1) — 1 14Bt sich u, in der Form

gt L B o fm L g Vit e B =B s
k+1 k+1 k+1 n
schreiben.
Wegen 1 — <1 - 1) = L ist die Folge {1 — u,} eine Nullfolge, so daB gilt:
n n
lim u, = 1.
k=
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Dabei wurde wiederum der Satz benutzt, dal der Grenzwert einer Folge {a,} sicher
dann gleich g ist, wenn {b,} mit b, = g — a, eine Nullfolge ist.
Die Folge {b,} kann man sich auch folgendermaBen entstanden denken:
Bei den Folgen g; g; g; ... (mit dem Grenzwert g)

und a;; a,; as; ... (mit dem Grenzwert g)
wird jeweils die Differenz zweier untereinanderstehender Glieder gebildet, also

g —a;; 8§ —a; §— az; ...

Dann hat die Folge dieser Differenzen die Differenz der Grenzwerte g — g = 0 als
Grenzwert.
Allgemeiner gelten die folgenden drei Sitze iiber das Rechnen mit Grenzwerten, die
zwar im folgenden benétigt, hier aber nicht bewiesen werden:
Voraussetzung:
Die Folge {a,} habe den Grenzwert a, die Folge {b,} den Grenzwert b.
Dann hat

1. die Folge {a, + b,} den Grenzwert a + b,
2. die Folge {a, - b,} den Grenzwert a - b.

Wenn simtliche b, und b von Null verschieden sind, hat
3. die Folge {a,: b,} den Grenzwert a: b.

In Worten:

> 1. Der Grenzwert einer Summe ist gleich der Summe der Grenzwerte der Summanden, falls
diese Grenzwerte existieren.

> 2. Der Grenzwert eines Produktes ist gleich dem Produkt der Grenzwerte der Faktoren, falls
diese Grenzwerte existieren.

} 3. Der Grenzwert eines Quotienten ist gleich dem Quotienten der Grenzwerte von Dividend
und Divisor, falls diese Grenzwerte existieren und der Grenzwert des Divisors ungleich
Null ist.

Nun soll der Grenzwert der Zahlenfolge
n’ — 1 .
u,} mit y,=———— und n=1;2;..
i} n+n+1

bestimmt werden. Dieser Grenzwert kann mit Hilfe der eben genannten Grenzwert-
sitze ermittelt werden, wenn zuvor eine geeignete Umformung vorgenommen wird.
Dividiert man namlich Zahler und Nenner von u, durch »2, so erhilt man
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Nach dem 2. Grenzwertsatz ist
tim L = 1im<1-3>= lim2-tim ! =0.0=0.
n—o N n—o \H N n+o N n-so N

Daher ist nach dem 1. und 2. Grenzwertsatz
3 1 i 1 |
lim(1——)=1+ lim -5 )=14+(-Dlim—-=1+0=1.
Ao n nw n now n°

Nach dem 1. Grenzwertsatz ist

i . 1 n
lim[(l +1)+iz]= lnm[l +-:|+l|m—lz= 1+0=1.
n—w n n n—o n n—=w N

SchlieBlich ist nach dem 3. Grenzwertsatz

1 ) 1
AT G

= T 1 1\
M T lim(l+—+—,)
n n n n:

n—o

—_ -

. 5. Uberpriifen Sie, ob die Voraussetzungen zur Anwendung des 3. Grenzwert-
satzes erfiillt sind!

; ; : . ; k
@ 6. Bestimmen Sie den bereits ermittelten Grenzwert von {u} mit w = ——
k+1

auf die Weise, daf Sie vor den Grenzwertbetrachtungen das allg
Glied der Zahlenfolge durch Kiirzen mit der Zahl k (k + 0) umformen!

2.1.3. Grenzwerte von Funktionen

Bisher wurden nur Grenzwerte von Zahlenfolgen ermittelt. Man kann jede Zahlen-
folge wegen der eindeutigen Zuordnung zwischen den natiirlichen Zahlen » und den
Gliedern u, der Zahlenfolge {u,} auch als eine Funktion der ganzzahligen Verinder-
lichen n betrachten und dafiir schreiben:

Yo =Sn) = u,.

Es sei nunmehr eine Funktion y = f(x) gegeben, die stetig ist. Der in der Mathematik
auBerordentlich wichtige Begriff der Stetigkeit von Funktionen wird im Schul-
unterricht nicht néher erldutert. Deshalb mogen folgende Feststellungen geniigen:

> Die Bilder stetiger Funktionen weisen keine Liicken oder Spriinge auf.
Der Betrag der Differenz zweier Funktionswerte f(x;) und f(x,) fillt kleiner aus als jede noch
so kleine positive Zahl, sobald nur die Argumentdifferenz x; — x, dem Betrage nach hinreichend
klein gewihlt wird. ’
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Ein beliebiger Punkt P(x; y) durchlaufe die Kurve, die das Bild der Funktion y = f(x)
ist, so daB die Abszissen x gegen x, streben. Wenn es nun einen Punkt P(x,; y,)
gibt, (der Punkt braucht nicht dem Bild der Funktion y = f(x) anzugehéren),
fiir den der Abstand zwischen ihm und den Punkten P(x; y) bei dem betrachteten
Grenziibergang x — x, beliebig klein wird, so bezeichnet man y, als Grenzwert
der Funktion y = f(x) fiir x - x,.

Unter Benutzung von Zahlenfolgen kann dieser Sachverhalt wie folgt beschrieben
werden:

> Durchliuft x eine beliebige Zahlenfolge {x,,} mit dem Grenzwert x, und strebt dabei stets
= f(x,) gegen einen Grenzwert y,, so bezeichnet man yg als Grerizwert der Funktion y = f(x)
fiir x — xg.

Man symbolisiert diesen Sachverhalt kurz mit:

lim f() = y,

x=+xg

Damit ist der Begriff des Grenzwertes einer Funktion auf den des Grenzwertes von
Zahlenfolgen zuriickgefiihrt.

Es sei besonders darauf hingewiesen, daB hier nicht gefordert ist, daB der Grenz-
wert y, = f(x,) dem Wertevorrat, ja nicht einmal, daB.x, dem Definitionsbereich
der Funktion y = f(x) angehort. Es ist durchaus méglich, daB die Funktion y = f(x)
an der Stelle x = x, unstetig bzw. gar nicht definiert ist.

Durch die Festlegung des Grenzwertes als Funktionswert an einer solchen Stelle
kann jedoch in vielen Fillen eine Funktion y = f(x) zu einer an dieser Stelle stetigen
Funktion erginzt werden.

. Beispiel
Die Funktion y = f(x) = ¥ st fiir alle reellen Zahlen x, die ungleich Null
x

sind, definiert. Es gilt fiir jedes x = x,, % 0:

Yo = flrd= Fmh

Wie wenig sich die reelle Zahl x, = 0 auch von x, = 0 unterscheidet, stets
ergibt sich als Funktionswert y, = f(x,) = 1. Fiir x, = 0 hingegen ist die

Funktion y = f(x) = X nicht definiert, da in diesem Fall der Nenner Null ist.
X

Setzt man aber wegen

lim f(x) = hm— =y, =1

x=0

nunmehr f(0) = 1 fest, so erhilt man eine neue Funktion, die fiir alle Werte
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von x erkldrt ist und fiir alle x + 0 mit der urspriinglichen Funktion iiberein-
stimmt.

Wenn dagegen als Festsetzung gewihlt worden wiire
Yo =flx;) =f(0) =2 % y,,

so wire ebenfalls eine Funktion y = f(x) = 2 entstanden, die fiir alle reellen
X

Werte von x erkldrt ist und fiir alle x % 0 mit der urspriinglichen Funktion
iibereinstimmt. Jedoch besiBe die so definierte Funktion an der Stelle x, = 0
eine Unstetigkeitsstelle. Es ist offensichtlich, daB die zuerst gewihlte Er-
X
X

weiterung des Definitionsbereichs der Funktion y = f(x) = mehr dem

Wesen der Funktion auBerhalb der kritischen Stelle x = x, = 0 angepaBt
ist.

Es sei noch bemerkt, daB fiir jede in ihrem Definitionsbereich stetige Funktion
¥ = f(x) an jeder Stelle x, des Definitionsbereichs gilt:

lim f(x) = f(x,).

x-xg
Aufgaben
1 Sie folgende G te!
) i 3 b) li 107 ) i d) li
a) lim - im — ¢) lim im
R | nso 21 nsof+ 3 naw3n—1
1 3n—5 On — 2
& fim =t f) lim — g) lim == b) lim —
B N n-oo M now N neodn+4
2. Ermitteln Sie die Nullfolgen aus Aufgabe 1, und schreiben Sie von diesen alle Glieder nieder,
deren Betrag groBer als 0,03 ist!
3. Schreiben Sie fiir alle diejeni; Zahlenfol aus Aufgabe 1, deren Grenzwert g ungleich
Null ist, alle Glieder nieder, die die Bedingung |g — ax| < 0,05 nicht erfiillen!
4. Ermitteln Sie folgende Grenzwerte!
) i 2 b) li 3 c) li d) li
a) lim — im — im im ———
ae M2 nsog 2N nooo 2+ 1 n—oo 302 + 4
4n 3n+2 5n — 8 6n + 1
lim = f) lim g lim h) li
ool o v S = 1
5 1 5n% + 3n — 1
i im 2 K fim 2t
nooo 4 now n
5n% —3n 4 4 21 1
boim 2 =L i 2 n tim 2%
nsoo 61° +2n—17 nso n+1 nagnt —1
1
5. Wihlen Sie & = STO , und iiberpriifen Sie, ob fiir das zehnte Glied der Zahlenfolgen aus

Aufgabe 4 bereits [g — ayo| < € gilt!
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6.

a)

d)

a)

10.

a) f(x) =
X
b) f(x) =
k.3

¢) f(x) = =

11.

12.

a)

13.

Ermitteln Sie folgende Grenzwerte!
) 3 n3
lim — b) lim ¢) lim ——
] moeot 1 nomn? +4n—2
3 3

n n
lim ——— lim ———
o B st —2 2

n
Ermitteln Sie den Grenzwert von {x,} mit x,, = 7 fiir n —00 !

Hinweis: Ersetzen Sie 2" durch eine Summe von Binomialk i und gewi Sie
n(n—1)

daraus die Ungleichung 2" > , aus der sich durch Bilden der reziproken Werte der

gesuchte Grenzwert ermitteln 1aBt!

n
>k

Ermitteln Sie den Grenzwert lim a, fir a,= L PO )

new n+2 2

Ermitteln Sie folgende Grenzwerte!

n n n

X K 3 @k —1? 3 kk+1)
lim =2 b) lim ¥=2 o) lim *=2
nsw N3 P n n-w n

Ermitteln Sie die Grenzwerte folgender Funktionen!

fir ¢) x> —1; B x> —00; yYx—-1

fiir d)x—»l; 8 x— —1

fir ¢)x—>1; BHx—>—1

Auf Seite 76 werden drei Sitze fiir das Rechnen mit Grenzwerten von Zahlenfolgen genannt.
Das Ermitteln von Grenzwerten von Funktionen wird auf das Ermitteln von Grenz-
werten von Zahlenfolgen zuriickgefiihrt. Daher gelten fiir das Rechnen mit Grenzwerten
von Funktionen auch drei Sitze, die den Sitzen fiir das Rechnen mit Grenzwerten von
Zahlenfolgen entsprechen. Wie lauten diese drei Sitze fiir das Rechnen mit Grenzwerten
von Funktionen? Schreiben Sie die Sidtze mit Hilfe mathematischer Symbole nieder!

Ermitteln Sie folgende Grenzwerte!
x*— 16 i x2 —25 x2—a
i

lim b) c) lim =
x»2 X — x»-5 X+ 35 x+y3 X — Va

Hinweis: Formen Sie die Ausdriicke so um, daB Sie die drei Grenzwertsitze anwenden
koénnen!

Tstallon: Faloand, d

Suchen Sie die M ischer Funktionen!

a) y=f(x)=x*—6x+8 b)y=f)=x>+7x+12

]
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y=f)=x2+2x—15 d) y=f(x)=x>—-5x+6

Bilden Sie mit den unter a) bis d) genannten Funktionen und deren Nullstellen x; und x,
die folgenden acht weiteren Funktionen:



(x)
y=2gk) = /— k=1;2)!
X — Xk

An welchen Stellen sind diese acht Funktionen nicht definiert? Warum nicht? Welchen
Grenzwert muB3 man in jedem der acht Fille bilden, wenn man g(xx) durch lim g(x) de-

finieren will? X—Xp

14.  Ermitteln Sie folgende Grenzwerte!

1
a) lim - b) lim —_—
x

x—a x=oo 1 xoo

) (xz—l 2x
¢) lim -
x2 x — l)

15.  Stellen Sie eine Wertetafel auf, und skizzieren Sie das Bild der Funktion y = f(x) fiir:

sy 12

a = ——— imlIntervall 0 £ x £ 4;

) f(x) = —- £x5
2 —2x— 15

D) f6) = 57— imIntervall 3 < x < 7;
x* —4x—5
2= Tx+6

S =2 " i nervall 4 < x < 81
x = =18

Wihlen Sie fiir die Wertetafel Abstiinde von 0,2 fiir zwei aufeinanderfolgende Argumente!
SchlieBen Sie die Liicken in den Funktionsbildern durch geeignete Festsetzungen!

2.2. Die Ableitung als Grenzwert

des Differenzenquotienten

2.2.1. Differ folgen, Diffe tient

q

Unter der Vielzahl von Grenzwerten von Funktionen spielt der Grenzwert aus dem
Quotienten zweier Nullfolgen, die auf eine bestimmte Art und Weise gebildet werden,
eine besondere Rolle.

. 1. Wiihlen Sie eine bestimmte Zahl x = x,! Bilden Sie mit dieser Zahl x = x,
die Zahlenfolge {u,} mit u, = SCo + ha) = fXo) und f(x) = 2x* + 3!
(X0 + hy) — Xo
Wiihlen Sie speziell x, = 5 sowie

a) hy,=10"" b) h, = — G) L) by = = 2” , d) h, eine beliebige Nullfolge!
n

(Beachten Sie bei der Rechnung, dap (xo, + h,) — xo = h, ist!)

Bedeutet / eine beliebige von Null verschiedene Zahl, die so beschaffen ist, daB

mit x, auch (xo + 4) zum Definitionsbereich der Funktion y = f(x) gehort, so

fxo + h) = fxo)
h

bezeichnet man den = Ausdruck als Differenzenquotient der

Funktion y = f(x) an der Stelle x = x,.
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. 2. Deuten Sie den Quotienten in der Einfiithrung auf S. 69 als Differenzen-
quotienten!

Fiir die im Zihler stehende Funktionswertéiﬂ'erenz S(xo + h) — f(x,) wird hiufig
das Symbol .1)und fiir die im Nenner stehende Argumentdifferenz (x, + h)y—xo=h

das Symbol 1y verwendet. Mit dieser Bezeichnungsweise kann man den Differenzen-
quotienten in folgender Form schreiben:

S(xo + 1) = f(x0) _ f(xo + h) — flxo) _ 4y
h (xo + h) — xo Ax

. 3. Bilden Sie den Differenzenquotienten der fiir alle positiven x erklirten

Funktion y = L an der Stelle x, = 1!
x

2.2.2. Die Ableitung einer Funktion an einer bestimmten Stelle

Denkt man sich in dem Differenzenquotienten einer Funktion y = f(x) an einer
festen Stelle x, fiir 4 die Glieder einer Nullfolge {,} eingesetzt, so entsteht eine Folge
von Quotienten. Solche Folgen sind zum Beispiel im Schiilerauftrag 1 aufgestellt
worden. Es soll jetzt an einzelnen Beispielen untersucht werden, ob solche Quotien-
tenfolgen einem Grenzwert zustreben und, wenn das der Fall ist, welchem Grenz-
wert.

Die im Abschnitt 2.1.2. aufgefiihrten Regeln fiir das Rechnen mit Grenzwerten von
Zahlenfolgen sind hier nicht unmittelbar anwendbar, denn die Folge der Nenner hat
den Grenzwert Null. Daher mu8 der Ermittlung des Grenzwertes der Quotienten-
folge stets eine Umformung vorangehen.

. Beispiel 1
" Der Differenzenquotient von y = f(x) = 3x2 — 1 an einer beliebigen Stelle x,
soll bestimmt werden.
Sxo + h) — f(x0) _ B0 + W)* — 11— [3x3 — 1] _ 6xoh + 3K*
h h h

Setzt man jetzt fiir 4 die Glieder einer beliebigen Nullfolge {4,} mit 4, + 0
ein, so kann gekiirzt werden, und die Glieder der entstehenden Folge der
Differenzenquotienten haben die Gestalt:

S(xo + hy) = f(x0) =6y <k 3.
hy "

Auf den rechts stehenden Ausdruck konnen die Grenzwertsitze angewendet
werden, und man erhiélt das Ergebnis, daB fiir jede beliebige Nullfolge {h,} die
Folge der zugehérigen Differenzenquotienten gegen 6x, strebt.
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B Beispier 2

Es soll der Grenzwert einer beliebigen Differenzenquotientenfolge der Funktion
y = f(x) = |x] an einer beliebigen Stelle x, untersucht werden.
Hierbei werden drei Fille unterschieden:

a)xo >0, b)xs <0, ¢c)x,=0.
Allgemein lautet der Differenzenquotient an der Stelle x,:
Sxo + h) = f(xo) _ |x0 + h| — [xo|

h h

Fall a): Denkt man sich fiir 4 die Glieder einer beliebigen Nullfolge {4,} ein-
gesetzt, so gilt fiir die Glieder 4, von {A,}, eventuell bis auf endlich viele An-
fangsglieder, /1, > — x,. Fiir diese A, ist der Differenzenquotient gleich

|X0 + Anl — IXol _ Xo + hw — xo -1
h h '
so daB man die Folge 1: 1: I;... mit dem Grenzwert 1 erhilt. Es gilt also:

limf(xo + ha) — f(xo) -

n-w h,

1,

Fall b): In diesem Fall gilt, eventuell bis auf endlich viele Anfangsglieder,

hy < =Xy, so daB der Differenzenquotient gleich

|X0 + Al — [xo] = K hy + X0 L
hy hy

-1

ist. Als Differenzenquotientenfolge erhilt man —1;: —1; —1: ... mit dem
Grenzwert — 1. Es gilt also in diesem Fall:

i T + ) = o) _

e hy

g

Fall c): In diesem Fall lautet die entsprechende Folge der Differenzen- .
quotienten

S(xo + hy) — f(xo) _ |hl

n
hy hy,

n

Denkt man sich nun die spezielle Nullfolge /, = (=

sich:

Sxo + hy) = f(x0) { 1 fiir geradzahliges n
hy

eingesetzt, so ergibt

— 1 fiir ungeradzahliges n.

Als Differenzenquotientenfolge erhdlt man — 1:1: —1:1: ... Diese Folge be-
sitzt keinen Grenzwert.
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Aus diesen Beispielen wird folgendes ersichtlich:

Es gibt Funktionen, fiir die bei jeder beliebigen Nullfolge {A,} mit 4, + 0 die
Folge der zugehorigen Differenzenquotienten stets einem Grenzwert zustrebt. Es
gibt aber auch Funktionen, fiir die nicht bei jeder Nullfolge {4,} mit 4, + 0 die
Folge der zugehorigen Differenzenquotienten einem Grenzwert zustrebt. Von be-
sonderer Bedeutung ist der erste Fall. Daher wird definiert:

> Ist die Funktion y = f(x) in einer Umgebung der Stelle x = x, erkEirt,
und strebt fiir jede Nullfolge {%,} mit k, = 0, fiir die x, + #, in dieser Umgebung liegt, stets die
" + ha) — f .
Folge der zugehorigen Diffe fxo ;') S &) einem Grenzwert g zu,
In
» so sagt man, die Funktion y = f(x) sei an der Stelle x, differenzierbar.
Den Grenzwert g nennt man den Differentialquotienten oder die erste Ableitung von f(x) an der
Stelle x,.

Zur Bezeichnung des Differentialquotienten sind folgende Schreibweisen iiblich:
f'(xo) (gelesen f-Strich an der Stelle x = x,)
oder y'|,_, (gelesen y-Strich an der Stelle x = x,)

oder i)-} (gelesen dy nach dx an der Stelle x = x,)".
X |x=x0
Unter Verwendung der Limes-Schreibweise gilt schlieBlich:

. Ay 2
lim — = lim
ax=0dx  n-o0

o 2 B ZJED) _ .

Aus dieser Erklirung der Differenzierbarkeit ergibt sich, daB fiir jede Funktion
y = f(x), die an der Stelle x = x, differenzierbar ist, gilt:

lim [f(xo + h) = f(x0)] = 0

h=0
oder, was dasselbe bedeutet,

lim f(x, + h) = lim f(x,).

h=0 h=0
Die letzte Relation besagt offenbar, daB die Funktion y = f(x) an der Stelle x = x,
stetig ist. Aus der Differenzierbarkeit folgt demnach die Stetigkeit. Dagegen folgt

aus der Stetigkeit, wie das Beispiel der Funktion y = f(x) = |x| zeigt, nicht die
Differenzierbarkeit.

. 4. Erldutern Sie, weshalb die Funktion y = f(x) = |x| an der Stelle x = x, = 0
nicht differenzierbar ist!

! Diese Symbolik stammt von G. W. v. LEIBNIZ.
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Aufgaben
1. Ermitteln Sie die Ableitung der Funktion y = f(x) = 3x — 5 an den folgenden Stellen!
a) xo=0; b)xo=2 c) xo=4 d) xo=-2 e) xo=—4
2. Ermitteln Sie die Ableitungen der Funktionen y = f(x) an der Stelle x = x,!
a) y=f(x)=5x+3; Xo1=—2; Xo2=0; x03=2
b) y=f(x)=5x —6; xo1=—2; X02=0; Xo3=2
¢) y=f(x) = 5x + a; akonstant; x, = k
Ermitteln Sie die Ableitungen folgender Funktionen y = f(x) an der Stelle x = x,!
3 ))y=fO)=4x—5; xo=3 b) y=f(x)= -3x+2; xo=—4

2
) y=f(x)=7x—9; xo=10,03 d)y=fx)=—x+3; x0=—5

e)y=f(x)=%x—4; Xo =135 f)y=f(X)=—§X+§; XD=%
g) y=/(x) = mx; xo=k h) y = f(x) = mx + n;  xo = k; m, n konstant
4. a) y=f(x)=x*+3x+5; Xo1=—2; X02=0; xp3=1
b) y=f(x)=x*—4x+6; Xo1=—1; X02=0; Xx03=2
) y=flx)=x*+3x—8; Xo2=3; xp3=38
d) y=f(x)=x*—9x+2; Xo2 = 3,1} x03=232
e y=f(x)=3x>—4x+9; xo1=—1; X2=0; Xxp3=1
) y=f(x)=—-2x2+3x—5; xo1=-1; Xo2=1; xp3=2
5. Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden quadratischen Funktionen an der Stelle x = x,!

(a, b und c¢ sind Konstanten)
a) y=f(x)=2x2+5x—3 b y=f)=2x3+5x+c &) y=fx)=ax®+bx+c

6. Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden kubischen Funktionen an der Stelle x = 2
und an der Stelle x = x,!

a) y=fx)=x3 b) y = fx) = 2% ) y=f)=x*+2
d) y=f(x)= x>+ 2x y=f)=x>-2x ) y=fx)=2x3+5
g)y=f(x)=2x+2x+5 h) y = f(x) = 2x3 + 5x2

i) y = flx) = 23 + 5x% + 2x K) y=f(x) = 2x3 + 5x% + 2x + 3

D y=f()=2x—5x2+3 m) y=f(x)=2x>+5x2+ 2x+d

n)y=fx)=2x3+5x2+cx+d 0)y=fx)=2x>+bx>+cx+d
3
Py=f)=a+bx*+text+d @ y=[fx)=a:x>+ ax*+ a;x' + apx® = ¥ axt
i=0

(a;, b, c und d sind Konstanten.)

7 Ermitteln Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen an der Stelle x = x,!
2
) y=fx)=x*—2x2+3x—5; xo=2 b) y=f(x)= Y ax'; xo=k
i=0
1 L
c)y=f(x)=:; xg=1 d)y=f(X)=m, X, =0
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2.3. Geometrische und physikalische
Deutung des Differenzenquotienten
und der Ableitung

2.3.1. Die Ableitung als Tangentensteigung

Die Bildung eines Differentialquotienten héngt sehr eng mit dem Tangentenproblem
zusammen, von dem aus LEiBNiz zur Differentialrechnung gekommen ist.

‘ 1. Was versteht man unter einer Tangente a)an einen Kreis, b) an eine Ellipse?

Wihrend man bei gewissen speziellen Kurven, zum Beispiel beim Kreis und bei der
Ellipse, eine Tangente als eine Gerade erkliren kann, die mit der Kurve einen und nur
einen Punkt gemeinsam hat, ist diese Erkldrung fiir allgemeine Kurven nicht brauchbar.
So istzum Beispielin Abbildung 2.2. die Gerade g, , die mit der Kurve C nureinen Punkt
gemeinsam hat, offenbar keine Tangente an C. Dagegen ist die Gerade g,, die mit
der Kurve C die Punkte P, und P, gemeinsam hat, Tangente an C in P,. Wihrend
aber g, in der Umgebung des Beriihrungspunktes P, ganz auf der einen Seite von

C verlduft, ist dies bei der Geraden g, nicht

_{ ¢ derFall,obwohl g;Tangente an Cim Punkte P
) ist. Es sei noch bemerkt, daB die Gerade g5
15 nur einen Punkt mit der Kurve C gemein-

%  sam hat. Aus diesen Beispielen geht hervor,
daf die Erklirung des Begriffs der Tangente
einer Prizisierung bedarf.

Dazu denkt man sich die Kurve C durch die
Funktion y = f(x) gegeben (Abb. 2.3.) und
legt durch den Punkt P, und einen Nachbar-
punkt P die Sekante. LaBt man nun P eine
beliebige Folge von Punkten P,(P, + P,), die

s gegen P, streben, durchlaufen, so erhilt man
eine zugehorige Folge von Sekanten. Wenn

7 3 x bei dem Grenziibergang P, — P, die Sekan-
ten stets einer Grenzlage zustreben, so nennt
man die dieser Grenzlage entsprechende
Gerade die Tangente an C in P,. Da jede
Gerade durch einen festen Punkt P, durch
ihre Richtung eindeutig bestimmt ist, wird
die Steigung der Sekante mit Hilfe der Funk-
tion y = f(x) ausgedriickt. Man erhilt so aus
dem Dreieck P,Q0,P,:

tan g, =f(«\'o + hy) —f(f\'o).
Abb. 2.2, hy
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Die Steigung der Sekante ist also gleich dem Differenzenquotienten. Wenn daher der
Differentialquotient von y = f(x) an der Stelle x = x, existiert, so strebt tan ¢,
gegen den Grenzwert

lim tan ¢, = lim MM :'f’('\:u) = tan ¢,
=0 hp=0 i,
die Steigung der Tangente an C in P,.

» Die Steigung der Tangente an C in P, ist gleich der Ableitung von y = f(x) an der
Stelle x,.

Anmerkung:

So wie hier aus der Differenzierbarkeit auf die Existenz einer Tangente geschlossen
wird, kann nicht umgekehrt aus der Existenz einer Tangente auf die Differenzier-
barkeit geschlossen werden, da die Tangente parallel zur y-Achse verlaufen konnte.

. 2. Welche Steigung hat die Tangente an die Parabel y = Tx* — 5x + 1 in dem-

Jjenigen Kurvenpunkt, dessen Abszisse a)x = 4, b)x = i—;, )% = % ist?

2.3.2. Die Ableitung als M N

Bereits in der Einleitung wurde auf das Problem der Erklirung der Geschwindigkeit
eines ungleichféormig bewegten Korpers hingewiesen. Auch dieses Problem hingt
eng mit dem Differentialquotienten zusammen. Auf diesem Wege ist NEWTON zur
Differentialrechnung gekommen.

Denkt man sich die Ldnge der zuriickgelegten Strecke s als Funktion der Zeit ¢ ge-
geben, s = f{(r), so bedeutet der Differenzenquotient

A_S =f('o + 4r) — f(t,)
At At

die mittlere Geschwindigkeit des bewegten Korpers auf dem entsprechenden Strecken-
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abschnitt. Da sich bei sehr kleinem A die Bewegung auf dem entsprechenden Strecken-
abschnitt unter gewissen in den Anwendungen meistens erfiillten Voraussetzungen
nur sehr wenig von einer gleichférmigen Bewegung unterscheidet, liegt es nahe, die

M geschwindigkeit nach der Zeit #, durch den Grenzwert
A —
lim 45 — g SUo + 40 — /(1) = f(to)
arw0 At a0 At

zu erkliren. Bezeichnet man die Momentangeschwindigkeit mit v, so ergibt sich:

; is
vo = f'(ty) = %
dto=e,

In Worten:

> Die Momentangeschwindigkeit v, nach der Zeit 1, ist gleich der Ableitung des ‘Weges nach der
Zeit an der Stelle 7 = 1.

. Uberzeugen Sie sich, dafi im Falle einer gleichfsrmigen Bewegung die so defi-
nierte Momentangeschwindigkeit mit der Ihnen bereits bekannten Erklirung der
Geschwindigkeit fiir eine gleichformige Bewegung iibereinstimmt!

Aufgaben
1. Zeichnen Sie die Bilder der folgenden Funktionen!
a)y=f(x)=3x—-2 b)y=fx)=—-2x+1

2 4
Dy=f)=3x+4 Dy=f@=—3x=2

Ermitteln Sie rechnerisch durch Bilden der Differenzenquotienten an der Stelle x — Xo =2,
unter welchem Neigungswinkel die Geraden y = f(x) die Abszissenachse schneiden! Fiihren
Sie auch eine Messung an den Zeichnungen durch, und vergleichen Sie mit dem rechnerischen
Ergebnis!
2. Welche lineare Funktion wird durch die Gerade dargestellt, die durch den Punkt Py(0; 3)

geht und die Abszissenachse unter dem Winkel ¢ schneidet?

a) ¢ = 30° b) ¢ = 45° ¢) ¢ = 60° d) ¢ = 120° e) ¢ = 135°

N @=150° ge=70° h)g=42 i) p=112° k) ¢- 163

3. Skizzieren Sie die Bilder folgender Funktionen!

a) y = f(x) = x? b) y=flx)=x*+4 ©) y=f(x)=(x—1)?
d)y=fx)=x2-2x+3 e) y=f(x)=x2+3x—1
Legen Sie an diese Parabeln die Tangenten in den Punkten mit den Abszissen x; = —3;
X2 = —2,5;x3=—25...; X14 = 3,5; x;5 = 4! Ermitteln Sie die Steigung dieser Tangenten

durch Bilden der Ableitungen der gegebenen Funktionen an diesen Stellen!

4.  Welche Steigung besitzen die Sekanten der in Aufgabe 3 angegebenen Parabeln, wenn als
Schnittpunkte von Parabel und Sekante folgende Punktepaare gewihlt werden?
a) Pi(3;y1) und Py(2;y,) b) Pi(=3;y1) und Py(-2;y,)
©) PiB5yy) und Py(2,5;y;)  d) Pu(=35y1) und Py(—25;y;)
€) Pi(3;y)) und Py(28;y,) f) Pu(=3;y) und Py(-28;y,)

Zeichnen Sie auch die Bilder, und messen Sie die Steigung!
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5. Welche Steigung besitzen die Sekanten zum Bild der Funktion y = f(x) = 2x3 + 3x2 — 5x + 1,
die durch den Punkt Py(1;yo) und durch Kurvenpunkte mit folgenden Abszissen gehen?
a)x =0 b) x, =0,5 c) x3=08 d) xg=1,1 e) xs=2

Welchc Steigung hat dle Tangente an die Kurve im Punkt Py(1; yo)? Messen Sie auch die
in den Zei und vergleichen Sie diese Ergebnisse mit den rechnerisch
wonnenen Werten!

6.  Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = f(x) = |x|! Erldutern Sie an Hand des Bildes dieser
Funktion, weshalb y = f(x) = |x| an der Stelle x = x, = 0 nicht differenzierbar ist!

1
7.  Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = f(x) = ! Ermitteln Sie diejenigen Tangenten an
X

die Kurve, die die Abszissenachse unter dem Winkel ¢, = 135° schneiden!
8.  Skizzieren Sie das Bild der Funktion y = f(x) = x? + 1, und ermitteln Sie diejenige Tangente
an die Kurve, die parallel zur Abszissenachse verliuft!

9.  Skizzieren Sie das Bild der Funktion y = f(x) = x* — 6x2 + 12x — 7, und ermitteln Sie die-
jenige Stelle, an der die Tangente parallel zur Abszissenachse verliuft! Welche Besonderheit
iiber den Verlauf von Kurve und Tangente konnen Sie an der Zeichnung feststellen?

2.4. Rechnen mit Differentialquotienten

2.4.1. Die Ableitung als Funktion

Aus den bisher durchgefiihrten Rechnungen ging hervor, daB gewisse Funktionen-
typen Ableitungen haben, die relativ einfach zu ermitteln sind. Damit kiinftig nicht
bei jeder Rechnung der gesamte Weg von der Bildung des Differenzenquotienten an
einer bestimmten Stelle iiber die zweckmiBige Umformung des Differenzenquotienten
bis zur Bildung des Grenzwertes des Differenzenquotienten an dieser Stelle gegangen
werden muB, sollen nun einige Formeln hergeleitet werden, die unter gewissen
Bedingungen die Berechnung der Ableitung auf einfache Weise ermoglichen.

. 1. Bilden Sie die Ableitung f'(x,) der Funktion y f(x) = mx + n an der Stelle
X = Xo, wobei m und n beliebige K¢ en d

. 2. Bilden Sie die Ableitung f'(x,) der Funktion y = f(x) = ax* + bx + ¢ an der
Stelle x = x,, wobei a, b und c beliebige Konstanten bedeuten!

Da die Funktionen y = f(x) = mx + n und y = f(x) = ax® + bx + ¢ an jeder

Stelle x = x, eine Ableitung haben, gelten die Sitze:

’ Die fiir alle x erklirte Funktion y = f(x) = mx + n (mund n sind beliebige Konstanten) hat
an jeder Stelle x = x, die Ableitung y' = f'(xo) = m.

» Die fiir alle x erkliirte Funktion y = f(x) = ax2 + bx + ¢ (a, b und csind beliebige Konstanten)
hat an der (beliebigen) Stelle x = x, die Ableitung y' = f'(x,) = 2ax, + b.

Analog kann mit vielen anderen Funktionen verfahren werden, z. B. mit

k-
y=f(x) =Y ax"=ax® + a,x* + a;x' + apx°,
n=0
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wobei die a, reelle Konstanten sind. Die Funktion besitzt an der beliebigen Stelle
x = x, folgenden Differenzenquotienten:
A\ _ S+ h) — fxo)
A% ) e h
_[as(xo + B)* + as(xo + 1)* + ay(x0 + h) + ao]
h

3 2
[asxo + axxp + ayxo + ag)

h

_ 3ayxoh + 3az xoh” + ash® + 2a, xoh + ash® + ash
h

_ h(3ay x3 + 2a; x5 + la; X3) + h*(3as xo + a;) + has
h

3
(‘j%) = Y naxh ' + h(3az xo + a,) + h*a;.
Ax)eeyy  n=1

Daraus ergibt sich beim Grenziibergang # — 0:

3

I'(xe) = Z naxy t.
n=1

Hat man allgemein eine in einem Intervall @ < x < b erklirte Funktion y = f(x),
die dort an jeder Stelle des Intervalls differenzierbar ist, so entsteht, wenn man jedem
Wert x, des Intervalls den Wert f”(x,) zuordnet, eine ebenfalls in dem Intervall
a < x < b erklirte Funktion y' = ¢(x) = f'(x).

Die Ableitung einer Funktion in einem Intervall kann also ihrerseits wieder als eine Funktion
aufgefaBt werden.

Aus den oben behandelten Beispielen
B ly=/f®=mx+n
2.y=f(x)=ax* + bx + ¢

3
y=f(x)= Y ax"
n=0
erhilt man so die fiir alle x erklirten Funktionen
W oy =-ro=m
2.'=f(x)=2ax+b

3
3.y =f(x)= Y n-ax""" =3a;x* + 2a,x + ay.
n=1
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Die Funktion y' = f'(x) kann oftmals wiederum differenziert werden. Ist das im ge-
samten Definitionsintervall miig]ich so entsteht dadurch eine neue Funktion

=[] =f"(x) = —= (gelesen: d-zwei-y nach dx-Quadrat).

Man sagt, es wird die zweite Ableitung gebildet.
In den drei oben aufgefiihrten Beispielen ergibt sich so:
. Ly =f'x)=0
=10 =
Y =f"(x) = 6a;x + 2a,.
3,

. 3. Erkliren Sie auch noch die dritte Ableitung y''' = 5%) = f""(x), und bilden

Sie diese fiir die drei betrachteten Funktionen! ¥
Die n-te Ableitung kann allgemein durch vollstédndige Induktion erklirt werden:

1. Die Definition von y' wird aus den vorangegangenen Abschnitten entnommen.
y

2. Denkt man sich y™ = f™(x) = = k definiert, so wird durch

y(k+ 1 =f(k+ 1)(x) f(k)(x)]

dxk+ 1
.die n-te Ableitung von y = f(x) fiir n = k + 1 erklirt.!

2.4.2. Die Differentiation der S zweier Funkti

Zur Differentiation gegebener Funktionen sind gewisse Regeln von Nutzen, die mit
den drei Grenzwertsitzen in engem Zusammenhang stehen.

Die beiden Funktionen # = ¢(x) und v = 9(x) seien in einer Umgebung der Stelle
x = xg erkldrt und differenzierbar. Dann ist auch die Funktion

Y =) = px) + px)
in dieser Umgebung erklirt und an der Stelle x = x, differenzierbar, und es gilt:

f(x0) = [p(x0) + p(x0)]' = ¢'(x0) + ¥'(xo).

Beweis: Der Differenzenquotient (ﬂ) 1Bt sich in folgender Form schreiben:
X /x=x0
(4y _ S0 + h) = f(xo) _ [p(xo + h) + p(xo + )] — [g(xo) + p(xo)]
Ax Jx=xo h h
Q _ Plxo + h) — p(x,) + pxo + h) — p(xo)
Ax Jx=xo h h

1 Von der vierten Ableitung an werden statt der Striche hochgestelite, in Klammern eingeschlossene
Ziffern geschrieben.

91



LidBt man jetzt & gegen Null gehen, so streben die beiden Briiche auf der rechten
Seite, die offenbar Differenzenquotienten von ¢(x) und y(x) sind, nach Voraussetzung
gegen ¢'(xo) bzw. '(x,). Daher strebt nach dem ersten Grenzwertsatzauch (j—y>

X /x=xp
einem Grenzwert zu, und zwar dem Grenzwert /”(x,) = ¢'(xo) + ¥'(xo).

’ Sind die beiden Funktionen # = ¢(x) und » = y(x) an jeder Stelle ihres Definitionsinter-
valls differenzierbar, so gilt dort fiir

y=f(x) =g +ypx)=u+v
die Differentiationsregel :
Y =u"+ v (Summenregel).

. 4. Verallgemeinern Sie diesen Satz auf eine Summe von n Funktionen
Y=/ = % A!

2.4.3. Die Differentiation des Produktes zweier Funktionen

Die beiden Funktionen u = ¢(x) und v = u(x) seien in einer Umgebung der Stelle
Xx = X, erkldrt und differenzierbar. Dann ist auch die Funktion y = f(x) = ¢(x) - p(x)
in dieser Umgebung erklirt und an der Stelle x = x, differenzierbar, und es gilt:

S(x0) = [p(xo) - p(x0)]" = ¢'(x0) - p(x0) + @(x0) - 9'(Xo).
Beweis: Der Differenzenquotient an der Stelle x = x,, 148t sich in folgender Form
schreiben:

(ﬂ) _ S0 + 1) — f(Xo) _ p(Xo + M) p(Xo + 1) — ¢(xo) - 9(Xo)

Ax Jx=x0 h ! h ’

Um diesen Differenzenquotienten mit dem Differenzenquotienten von ¢(x), -
ﬂ’ = ﬂo + h) — @(xo)
Ax Jx=xo h :
und dem Differenzenquotienten von (x),
Ay _ ¥(xo + h) — p(xo)
Ax Jx=x0 h ’
in Verbindung bringen zu konnen, ist es zweckmifig, daB man im Zihier
@(xo) p(xo + h) erst subtrahiert und dann wieder addiert, wodurch der Zihler nicht

gedndert wird. Dann nimmt der Differenzenquotient des Produkts die folgende
Gestalt an:

(A_Y) _ ¢xo + M) plxo + h) — P(xX0) Y(xo + h) + ¢xo) p(xo + 1) — @(xo) Y(xo)
Ax)x=xo h
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(Q) =gy ) EF D O8] oy P E ) W)
Ax )x=x0 h h

Die auftretenden Quotienten sind die Differenzenquotienten der Funktion u = @(x)
bzw. v = y(x).

LaBt man jetzt & gegen Null gehen, so strebt y(x, + k) wegen der Stetigkeit von
p(x)! gegen u(x,), und die beiden Quotienten streben wegen der vorausgesetzten
Differenzierbarkeit von ¢(x) und u(x) gegen ¢'(x,) bzw. 9/(x,). Auf Grund des

1. und 2. Grenzwertsatzes strebt daher (A—Y) gegen ¢'(Xo) p(xo) + @(x0) ¥’ (xo).
Damit ist der Satz bewiesen. Ay Ji=x0

’ Sind die beiden Funktionen # = ¢(x) und v = w(x) an jeder Stelle ihres Definitionsinter-
valls differenzierbar, so gilt fiir
Yy =J(x) = ¢(x) p(x) = u-v
die Differentiationsregel:

V' = u'v + u'  (Produktregel).

2.4.4. Die Differentiation des Quotienten zweier Funktionen

Die beiden Funktionen u = ¢(x) und v = y(x) seien in einer Umgebung der Stelle
X = x, erklirt, wobei dort y(x) + 0 sei, und beide Funktionen seien an der
Stelle x = x, differenzierbar. Dann ist auch die Funktion y = f(x) = (% in dieser
p(x
Umgebung erklédrt und an der Stelle x = x, differenzierbar, und es gilt:
, xo) | "(x Xo) — @(x0) 9'(x,
F0) =[¢( o):| _ #/(x0) p(xo) 9)2( o) ¥'(x0)
p(xo) [p(x0)]

Beweis: Es geniigt, den Beweis dieser Regel fiir den Fall zu erbringen, daB die zweite

Funktion y = f(x) = (L) lautet; denn aus ihr ergibt sich mit Hilfe der Produkt-
w(x
regel der allgemeine Fall:

o(x) 1
=—==x) —.
w0 T

Der Differenzenquotient von (L) an der Stelle x, ist:
X

<Q) 1[; _ ;] - l[w(m — o + h)]
Ax)emry  hLyo + ) p0o)] AL plxo + h) - p(xo)
_ Yo+ h) — plxo) 1 )
h Y(xo + h) - p(xo)

y

I

! Als differenzierbare Funktion ist y = w (x) stetig (vgl. auch Abschnitt 2.2.2.1).
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LaBt man jetzt & gegen Null streben, so ergibt sich wegen der Stetigkeit und Dif-
ferenzierbarkeit von y(x) unter Benutzung der Grenzwertsitze 2 und 3:

, e 1P'(Xo) .
(o) ['P(Xo)]z

Fiir den allgemeinen Fall folgt:

[M]’ = ¢'(xo) - ! + ¢(xo) - [__tp'(xo) ]

p(xo) y(xo) [V’(-"o)]2
I:‘F(LO):I’ s @'(xo0) - p(x0) — @(x0) - 'I’I(xo)_
p(Xo) y(xo))?

Danmit ist der Satz bewiesen.
Sind die beiden Funktionen # = ¢(x) und » = ¥(x) an jeder Stelle ihres Definitionsinter-
valls differenzierbar und ist dort ¥(x) = 0, so gilt fiir
7(x)
y=flx)==—"==
p(x)
die Differentiationsregel:

u
v

u'v — ur' . E
y = - (Q gel).

v

5. Leiten Sie nach dem Vorbild der Herleitung der Regel fiir die Ableitung eines
Produktes differenzierbarer Funktionen die Regel fiir die” Ableitung eines
Quotienten differenzierbarer Funktionen her, ohne die Produktregel zu be-
nutzen!

Im Beispiel 1 wurde gezeigt, daB fiir die Funktion y = mx + n die Ableitung y' = m
ist. Daraus ergibt sich als Spezialfall fiir m = 0, daB die Ableitung jeder konstanten
Funktion

y=fx)=n(=0-x+n)
identisch Null ist: y' = 0.
} Die Ableitung einer Konstanten hat den Wert Null.

Dieses Resultat ergibt zusammen mit der Produktregel folgende niitzliche Differen-
tiationsregel :

} Ist die Finktion y = f(x) in einem Intervall iiberall differenzierbar, so gilt das gleiche auch
fiir die Funktion y = a - f(x), wenn a eine beliebige Konstante bedeutet, und man findet die
Ableitung y' = [a-f(0)]' = a-f'(x).

. 6. Leiten Sie auf dem angegebenen Wege diese Formel her!
. 7. Zeigen Sie, daf [ —f(x)] = —f'(x) ist!
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Aufgaben
1. Bilden Sie die erste, zweite und dritte Ableitung folgender Funktionen!
a) y=f(x)=4x>—6x2+2x— 5 b) y=f(x)=x*+ x3 4+ x2 + x1 + x0
O ry=f)=0G*-2x+5x+3) d)y=fx)=(-a?
2. Bilden Sie die Ableitungen erstens mit Hilfe des Differenzenquotienten, zweitens mit Hilfe

der Regel fiir das Differenzieren von Produkten!
Dy=fE®=x* b y=f)=x> ¢ y=flx)=ax*

) y=fx)=(2x - 5)(3x+2) €) y=f(x)=(x—4)(2x + 3)
Differenzieren Sie so lange, bis Sie als Ableitung eine von Null verschiedene Konstante er-
halten!

3. Bilden Sie die Ableitungen erstens mit Hilfe des Differenzenquotienten, zweitens mit Hilfe
der Regel fiir das Differenzieren von Quotienten!

1
a)y=f()=- By =f=" Oy =/f(x)=
’ x X x—2
1 " 2 X
d)y=f(X)=; e)y=f(x)=X2+3 f)_\'=f(.\')=x1‘_?

An welchen Stellen sind die gegebenen Funktionen nicht differenzierbar? Welche Intervall-
angaben miissen Sie deshalb bei den gewonnenen Ableitungen hinzufiigen?

4.  Ermitteln Sie die ersten beiden Ableitungen nach verschiedenen Verfahren!

) y=fx)=&-1)x+1)@x-3) b) y=f(x)=x*—8x + 15
€) ¥ =f()= (x4 3x) 2x — 5) + (x — 4> (5x — 1)
Dy=fm=2"L, _x=2

x“ =1 x*—=5x+6

2.5. Die Ableitungen der Potenzfunktion

y=x" fiir ganzzahlige Exponenten

2.5.1. Aufgaben zur Wiederholung

1. ZurkK ich und Einteilung gewi Funktionen kénnen ihre analytischen Ausdriicke
in der expliziten Form y = f(x) dienen. Charakterisieren Sie in dieser Weise

a) die lineare Funktion, b) die quadratische Funktion,
¢) die Funktion dritten Grades, d) die Potenzfunktion n-ten Grades!

2. Welche besonderen Wertepaare x,y sind allen Potenzfunktionen y = x* (n > 0, ganz-
zahlig) gemeinsam? Wie zeigt sich das in der graphischen Darstellung? Skizzieren Sie die
zu den Potenzfunktionen y = x" (n > 0, ganzzahlig) gehérende Kurvenschar! Was ist dabei
der Scharparameter?

3.  Begriinden Sie die ZweckmaBigkeit der Festsetzung a® = 1! Fiir welche Zahlenbereiche von a
ist die Definition giiltig?

1
4. Konnen Sie die Potenzbeziehung ; =a"(n>0, ganzzahlig) beweisen? Fiir welche Zahlen-

bereiche von a hat diese Bezichung Giiltigkeit?
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5. Wie sieht das Bild der Funktion xy = 1 aus? Wie heiBt es? Welche Besonderheit weist der
Kurvenzug auf?

6. Welche besonderen Wertepaare x, y sind allen Potenzfunktionen y = x" (n < 0, ganz-
zahlig) gemeinsam? Wie zeigt sich das in der graphischen Darstellung? Skizzieren Sie die
Kurvenschar, die den Potenzfunktionen y = x" (n < 0, ganzzahlig) entspricht!

Welche Zahlenfolge durchlduft dabei der Scharparameter?

7. Welcher grundsitzliche Unterschied besteht zwischen den Bildern, die zu y = x”" fiir n > 0
und den Bildern, die zu y = x" fiir n < 0 gehéren? Welcher Schar wire aus diesem Grunde
y = x" fiir n = 0 zuzuweisen?

2.5.2. Die Ableitungen der Potenzfunktion y = f(x) = x" (n = 0, ganzzahlig)

Unter einer ganzen rationalen Funktion' versteht man eine Funktion, deren ana-
lytischer Ausdruck in expliziter Form aus einer endlichen Anzahl von Additionen,
Subtraktionen und Multiplikationen entstanden ist, die auf die unabhingige Ver-
inderliche angewendet wurden, wobei diese auch noch additiv oder multiplikativ
mit Konstanten verkniipft sein kann. Der Ausdruck laBt sich stets in der Form

n

"lp e tax +ag =Y ax*
k=0

¥y =/(x) = a,x" + a,_\x’
(n = 0, ganzzahlig; g, reelle Konstante)

schreiben. Er setzt sich also aus einer endlichen Anzahl von analytischen Ausdriicken
y = a,x" von Potenzfunktionen mit nicht negativen ganzzahligen Exponenten zu-
sammen. «

Zur Zeichnung der Bilder der Potenzfunktionen y = x" (n = 0, ganzzahlig) ist es
vorteilhaft, die Tangenten an die Bilder in verschiedenen Punkten zu Hilfe zu nehmen.
Dazu muB deren Steigung bestimmt werden. Sie ist durch die erste Ableitung der
jeweils zugeordneten Funktion gegeben. Es ist also erforderlich, die Ableitung der
Funktion y = x" fiir alle nicht negativen, ganzzahligen Exponenten zu ermitteln.
Diese Aufgabe soll zunichst mit Hilfe des binomischen Satzes gelost werden.

Gegebene Funktion:y = x"

: h)" — x"
Ableitung: y' = lim G —%

h=0 h
Wenn (x + 4)" nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt wird, entstehen (n + 1)
Glieder, die vom dritten an, soweit dieses vorhanden ist, Faktoren ' mit i = 2 ent-
halten. Aus diesen 148t sich 42 als Faktor ausklammern:

e limxn + X" h 4+ b p(x, h) — X"
0 h

ax""'h + h* - (x, h)

" = lim
o -0 h

! Vgl. auch Abschnitt 2.6.2.!
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Nach dem Kiirzen mit 4 bleibt beim zweiten Summanden noch der gemeinsame
Faktor 4 stehen, so daB beim Grenziibergang 4 — 0 dieser Summand gleich Null
wird, weil g(x, k) einem endlichen Grenzwert zustrebt.

¥ =lim nx""" + ke glx, b))
y =nx"1 .
Die Steigungen der Tangenten an die entsprechenden Bilder in den der ganzen Schar
gemeinsamen Punkten O(0; 0) und P,(1; 1) ergeben sich daraus wie folgt:
im Punkte 0(0; 0) : o =n-0""" =0 (fir n > 1; ganzzahlig);
im Punkte Py(1;1): Yi=n-1""'=n

Geometrisch 146t sich dieses Ergebnis fiir den
Punkt 0(0; 0) so deuten, daB alle Funktionsbilder
der Schar, die zu y = x" (n > 1; ganzzahlig) ge-
horen, im Koordinatenursprung die x-Achse zur
Tangente haben (Abb. 2.4.).

Fiir n = 1 ergibt sich aus y’ = n - x"

-1
y =1-x"=1 (firjedes x # 0.

Im Koordinatenursprung wiirde sich ergeben

Yo=1:-0°
mit dem nicht definierten Ausdruck 0°.
Nun gilt fiirr y = f(x) = x beix, =0

fGo+ ) = fx0) _ (o + ) =% _(O+H) =0 _h_
h h h h

also
f(x)=1lm1=1.
h=0

Beziiglich des Verhaltens ihres Bildes im Koordinatenursprung stellt die Potenz-
funktion y = x' eine Ausnahme in der Schar der Funktionen y = x" mit positiven,
ganzzahligen Exponenten dar.

. 1. Deuten Sie entsprechend y; = n-1""" = n geometrisch als Steigung der
Bilder im Punkt Py(1;1)! Wie dndert sich die Steigung der Bilder bei verdinder-
lichen n? Was konnen Sie daraus iiber die Lage der einzelnen Bilder beziiglich
der x- bzw. y-Achse in den Intervallen 0 < x < 1 und x > 1 folgern?

. 2. Uberpriifen Sie ihre im Abschnitt 2.5.1., Aufgabe 2, angefertigte Skizze in
bezug auf den Verlauf der Bilder besonders in den Punkten O(0;0) und
Py(1;1)!
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Die erste Ableitung der Funktion y = x" kann auch mit Hilfe der vollstindigen
Induktion gewonnen werden. Hierzu wird erst ein Einzelfall untersucht.

. 3. Bestimmen Sie die Ableitung von y = x* mit Hilfe des Differenzenquotienten!

Das Ergebnis y' = (x°)' = 3x? 1Bt die Vermutung aufkommen, daB allgemein gilt:

¥ =" =nmx""" (n> 0, ganzzahlig).
Beweis fiir die Giiltigkeit der Relation y’ = (x")’ = n - x"~" fiir alle natiirlichen n:

1. Fiir 7 = 1 gilt:

y'=1im"+_h'x=1imf’=1im1= 1,
h—0 h ns0h  h-o

dhy=nx""'=1:x"1=1-x°=1-1=1.
Die Behauptung ist also fiir n = 1 richtig.

2. Jetzt wird gezeigt, daB aus der Richtigkeit der Behauptung fiir # = k (Induktions-
voraussetzung) die Richtigkeit fiir # = kK + 1 folgt. Dabei muB man sich fiir k
jede natiirliche Zahl eingesetzt denken diirfen.

Es gilt:

1 X=X
Unter Benutzung der Induktionsvoraussetzung
) = k- x*1
erhdlt man aus (1) durch Anwendung der Produktregel:
Y =M x 2 (x)
Y =k x X l=kF X = (k + 1)x~,
d. h., die Behauptung gilt fiir » = k + 1.

Damit ist mit Hilfe der vollstindigen Induktion der Beweis der Behauptung er-

bracht.

Die Ableitung von y = x" (n > 0, ganzzahlig) ist also y’ = n-x""".

. 4. Bestimmen Sie mit Hilfe des Differenzenquotienten die Ableitung der Funktion
y=x0=1J

Das Ergebnis des Schiilerauftrages 4, y' = (x°)' = 0, ergibt sich auch, wenn

1

Yy =n-x""' fir n=0 gebildet wird:
Y =0:-2°""'=0 firalle x=+0.
Also gilt schlieBlich:

’ Die Ableitung von y = x” (n = 0, ganzzahlig) ist y’ = n- x"~1,
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Die hiheren Ableitungen einer Funktion (vgl. Abschnitt 2.4.1.) bilden eine Folge
von Funktionen. Fiir die Potenzfunktionen y = x" (n = 0, ganzzahlig) erhilt man
unter Verwendung des Fakultitssymbols oder der Binomialkoeffizienten folgende

Funktionen:
y =X
¥ =pet =__£!_ o1 n X1
(n— 1! 1
!
"L S | TR 1o = "'_xn—2=2! n X2
==l =2 2
|
" =nn—1)(n —2)-x""? =i gy (M2
y ( ) ( ) Y 4

YO =nn—1)mn—-2)(n-3)x""*= (’1%”4)—!);"_4 = 4! (")x"_4

Daraus geht hervor:

1. Jede der Ableitungen y®)(i = 15 2;...; n) einer Potenzfunktion y = x" (n >0, ganzzahlig)
ist eine um einen Grad niedrigere Funktion als die vorhergehende Ableitung.
2. Die n-te Ableitung hat den Grad Null, d. h., sie ist eine von Null verschiedene Konstante.

n! n! !
P == —=—= n!
(n— n)! 0! 1
3. Die (n + 1)-te Ablei und alle folgenden sind identisch Null.
POED =yt = =0
Aufgaben
1.  Gewinnen Sie die Ableitung der Funktion y = x" (n > 0, ganzzahlig) mit Hilfe der erweiterten
Produktregel!
Gy ~tty -tz oenvtty) =y Uy Uz U Uy Uzl
veeuy Uy s
2.  Beweisen Sie den folgenden Satz!
Die erste Ablei jeder nicht k geraden Potenzfunktion ist eine ungerade Funk-
tion, die erste Ableitung jeder ungeraden Potenzfunktion ist eine gerade Funktion.
3.  Begriinden Sie mit Hilfe des in Aufgabe 2 genannten Satzes die Symmetrieverhiltnisse der
Bilder der geraden und der ungeraden Potenzfunktionen!
Anleitung: Die ersten Ableitungen an zwei Stellen x, und —x, bestimmen die Richtungen
der Tangenten an das jeweilige Bild der entsprechenden Funktion in den Punkten mit
den Abszissen xo und —xo. Achten Sie auf die Vorzeichen von f’(xo) und f’(—x,)!
4. Inwiefern kann man y = x! zu den ungeraden und y = x° zu den geraden Funktionen
rechnen? Begriinden Sie diese Einteilung wie bei Aufgabe 3!
5. Wie groB ist die 2., 5., 9. Ableitung von

1
a) y=x2, b) y=x'? anden Stellen x, = 2; x, = —2; x3 = Z; X4=—03; xs =127
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6.  An die Bilder folgender Funktionen sollen jeweils in P;(x;; y;) die Tangenten gelegt werden.
Wie groB ist deren Stei ? Unter welchem Winkel schneiden sie jeweils die x-Achse, unter
welchem die y-Achse? Wie heiBen die Koordinaten dieser Schnittpunkte?

1 1
a)y=1x> P, (E,) PZ(_E;“') b) y=x* Py(..;8) Py(...; =27)
1
) y=x* Py01;...) Py02;...) d) y = x° Pl(...;ﬁ) Py(=3;..)
€) y=x% Py(x; >0;1) Py(x, <0;1) f) y=x> P(J2;..) PA-y3;..)

7.  An die Bilder folgender Funktionen sollen Tangenten gelegt werden, die die gegebenen
Steigungen »7; haben. In welchen Punkten muB das geschehen? ’

1 my = —2 b) y=x> m =-

a)y=x* m 3

&
]

1
c) y=x* m=—2 my =4 d) y=x°> m =280 m,

“Lis aw

8.  An die Bilder folgender Funktionen sollen Tangenten gelegt werden, die mit der x-Achse
die gegebenen Winkel « bzw. mit der v-Achse die gegebenen Winkel § bilden. In welchen
Punkten ist das moglich? (Die Winkel « und f werden jeweils vom positiven Teil der Achse
aus im mathematisch positiven Sinne gemessen.)

a) y=x2 a=135° B=150° b) y=x* «x= 30° f=135°
) y=x% a= 0° B= 45° d)y=x> x= 75 f=160°

9.  An das Bild von y = x? sind in zwei symmetrisch zur y-Achse gelegenen Kurvenpunkten
Tangenten gelegt. Diese schneiden einander unter a) 90°, b) 60°, ¢) 120°, d) 20°, e) 140°.
Bestimmen Sie die Koordinaten der Beriihrungspunkte und des Schnittpunktes der Tan-
genten!

2.5.3. Die Ableitungen der Potenzfunktion y = x" (n < 0, ganzzahlig)

Diese Potenzfunktionen gehoren zu den echt gebrochenen rationalen Funktionen':

1 =
y=x =_3;y=x’"=

1
x x

Sie zeichnen sich durch die Besonderheit aus, daB der Zihler die Konstante 1 ist und
der Nenner nur einen einzigen Summanden enthilt.
. 5. Bilden Sie die Ableitung der Funktiony = x™" = l—m mit Hilfe der Quotienten-
x
regel, und bestdtigen Sie das nachstehende Ergebnis!

’ Die Grundbeziehung (x")' = n - x*~1 gilt fiir alle ganzzahligen Exponenten, also fiir n Z0,
ganzzahlig.

Im Gegensatz zu den Potenzfunktionen mit positiven ganzen Exponenten wird bei
1 vgl. auch Abschnitt 2.7.2.!
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den Potenzfunktionen mit negativen ganzen
leitungen identisch Null.
J -m

y =x

q =1

m-2

Yy o =mm+ 1)x~

Yy = —mm + 1)(m +2)x""?

Y =mm + 1) (m +2)(m + 3)-x"""*=(=1)

= D! e,

m 1
1 (m—1)!

~
I

Dieser Ausdruck kann niemals identisch Null
werden.

. 6. Beweisen Sie diese Aussage!

An der Stelle x, = 0 sind die Funktionen
y = x"(n < 0. ganzzahlig) nicht definiert,

m

denn y =x™" = % erfordert fiir X =0
x

die Division 1:0, die nicht erkldrt ist. Die

Funktionen haben bei x, = 0 eine sogenannte

Unstetigkeitsstelle (einen Pol).

Im Definitionsbereich mufBl diese Polstelle
xo = 0 ausgenommen werden: Definitions-
bereich — 0 < x < 0;0 <x < + 0.

Exponenten keine der hdheren Ab-

= (il m! -m—1
S
- 2 (m+ 1! .,

==l (m — 1)
= _13,(m+2)! -m-3
i —
4_(m+3)!x—m—4
(m — 1)!
yi
7l i
ye=x7 1
2+

Abb. 2.5.

Die Funktionsbilder ndhern sich an dieser Stelle asymptotisch der y-Achse (Abb.2.5.).
Da die Funktionen y = x" (n < 0; ganzzahlig) an der Stelle x, = O nicht definiert
sind, kann man sie an dieser Stelle auch nicht differenzieren.

Aufgaben

1. Beweisen Sie die Giiltigkeit der Beziehung (x")' = n-x"~1 auch fiir negative ganzzahlige
Exponenten, indem Sie die Beziehung (x~"™)' = —m - x~™~! als Grenzwert des entsprechen-

den Differenzenquotienten herleiten!

1
Anleitung: Verwenden Sie f(x) in der Form — (m > 0)!
X!

2. U hen Sie die Stei der T:

an die Bilder der Funktionenschar y = x"

(n < 0, ganzzahlig) in dem allen Bildern gemeinsamen Punkt P;(1; 1)! Nutzen Sie die
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Ergebnisse zum genaueren Zeichnen der Schar, und vergleichen Sie die Zeichnung mit Threr
Skizze aus der Aufgabe 6, Abschnitt 2.5.1.!

3.  Leiten Sie aus den Ergebnissen der Aufgabe 2 eine Aussage iiber den Verlauf der Kurven
in den Bereichen 0 < x < 1 und x > 1 her!

4.  Wie lautet der in Abschnitt 2.5.2., Aufgabe 2, ausgesprochene Satz fiir Potenzfunktionen
mit negativen ganzzahligén Exponenten?

5.  Welche Symmetrieverhiltnisse liegen bei der Funktionsbilderschar der Potenzfunktionen mit
negativen ganzzahligen Exponenten vor? Begriinden Sie Ihre Aussagen geometrisch und
rechnerisch!

6. Wie groB ist der Wert der 3., 6., 10. Ableitung von

1

1
% an den Stellen  x, =5; X2 = _E; X3 =13; x4 =—04?

a)y=x"% b)y=x"°

7.  An die Bilder folgender Funktionen sollen jeweils in P;(x;; y;) die Tangenten gelegt werden.
Wie groB ist deren Steigung? Unter welchem Winkel schneiden sie jeweils die x-Achse, unter
welchem die y-Achse? Wie heiBen die Koordinaten dieser Schnittpunkte?

)

a) y=x"' Py2;.. Py(-2;

b) y=x2 Py(2;.. Py(—

) y=x2 Py(—13; )

d) y=x* ;) Py(=0,75;...)
=3 Py(0,2; ...)

e y=x

1 1
f) y=x* P >0;—| P 0;—
) y=x I(X! 16) 2<X1 < 81)
8.  An die Bilder folgender Funktionen sollen Tangenten gelegt werden, die die gegebenen
Steigungen m; haben. Wie heiBen die Koordinaten ihrer Beriihrungspunkte?

Ay=x' m=-1 m=—4 b) y=x2 m =16 m,=-54

3 1

) y=x3 m=-3 mz=~R ayy=x"* ""=§ my =1

9.  An die Bilder folgender Funktionen sind Tangenten zu legen, die mit der x-Achse die ge-
gebenen Winkel o bzw. mit der y-Achse die gegebenen Winkel B bilden. In welchen Kurven-
punkten muBl das geschehen? (Die Winkel « und f werden jeweils vom positiven Teil der
Achse aus im mathematisch positiven Sinn gemessen.)

a) y=x1 «=135° f=30° b) y=x2 x= 60° f=60°

) y=x3 a=120° =145 d)y=x* x= 75 f=110°
10.  AndasBild von y= x~!sollen in vier Punkten, die paarweise symmetrisch zur Winkelhalbieren-
den des 1. und 3. Quadranten bzw. zur Winkelhalbierenden des 2. und 4. Quadranten liegen,

die Tangenten gelegt werden. Von diesen sollen sich die an d Kurvenast li d
jeweils unter

2)100°,  b) 120°, c¢)140°, d) 160°

schneiden. Bestimmen Sie die Koordinaten der vier Beriihrungspunkte und der vier Tan-
gentenschnittpunkte!
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2.6. Ganze rationale Funktionen

2.6.1. Aufgaben zur Wiederholung

1.  Der analytische Ausdruck der allgemeinen quadratischen Funktion lautet in expliziter Form
y = Ax? + Bx + C. Wie sieht das Funktionsbild aus? Durch welchen Punkt 1dBt sich am ein-

fachsten die Lage des Bildes bestimmen? Wie heilen dessen Koordinaten?

2.  Welche Bedeutung hat insbesondere der Koeffizient 4 des quadratischen Gliedes? Wie wirkt

sich seine GroBe und sein Vorzeichen auf das Funktionsbild aus?

3.  Was versteht man unter den Nullstellen einer Funktion? Wie werden sie bestimmt?
‘Was entspricht ihnen in der graphischen Darstellung der Funktion?

4. Welche Bedeutung hat x im analytischen Ausdruck einer Funktion (z.B. bei
y = Ax? + Bx + C), welche in der zugehorigen Bestimmungsgleichung (4x2 + Bx + C = 0)?

2.6.2. Die Ableitungen der ganzen rationalen Funktionen

Unter einer ganzen rationalen Funktion versteht man eine Funktion, die sich in der

Form

M y=Y ax
=0

fiir alle Werte von x darstellen 14Bt. Darin bedeuten die Symbole a, reelle Zahlen
(Konstante). Sie heiBen die Koeffizienten des Polynoms auf der rechten Seite von (1).

Falls a, + 0, hat das Polynom den Grad n.

. 1. Bilden Sie die ersten drei Ableitungen der g rationalen Funktion:

"
k -1 3 2
y=3 ax* =ax"+ a,_ X" + .. +ax’ + ax’ +ax+a

k=0

(n = 0, ganzzahlig: a, reell),

und notieren Sie die Ergebnisse unter Verwendung der Binomialk

£,
At

Fiir die k-te Ableitung ergibt sich

y® =kt ”)a"x"“* Gkt® = Vg g 40 (" a,
k k k

fiir die n-te Ableitung

n
¥ = n!( )a,, =n!a,
n

und fiir alle weiteren Ableitungen

(n+1) __ (n+2) _ _0

¥y ¥

. 2. Begriinden Sie diese Ergebnisse!
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Sie erkennen:

. Die Ableitungen jeder ganzen rationalen Funktion sind wieder ganze rationale
Funktionen, und zwar ist jede der Ableitungen y (i = 1;...; n) eine um einen
Grad niedrigere Funktion als die vorhergehende Ableitung.

2. Sind alle Koeffizienten g, von Null verschieden, so vermindert sich die Zahl der

Glieder von Ableitung zu Ableitung jeweils um 1.

Die n-te Ableitung einer ganzen rationalen Funktion n-ten Grades ist '™ = n!-q,,

also eine Konstante.

Alle folgenden Ableitungen werden identisch Null.

)

&

Ergebnis:
» Jede ganze rationale Funktion n-ten Grades hat genau » nicht identisch vasﬂnwir‘dende Ablei-
tungen.

2.6.3. Die Nullstellen der ganzen rationalen Funktion

Jeder Wert der unabhingigen Veranderlichen x, fiir den die Funktion y = f(x) den
Wert Null annimmt, heift eine Nullstelle dieser Funktion. Fiir die Ermittlung der
Nullstellen x; wird gesetzt:

Sx) = 0.
Die Lésungen dieser Bestimmungsgleichung sind die Nullstellen der zugrunde liegen-
den Funktion.

’ 3. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Nullstellen (Existenz, Lage)!
aA)y=x*—4x—-3 b)y=x>2—6x+9 c)y=x2—-2x+5

Unter Verwendung der Nullstellen kénnen die Funktionen des Schiilerauftrags 3 in
folgender Form geschrieben werden:

a)y=@-R2+Vx-12-7), b)y =(x - 3)(x - 3),

c) im Bereich der reellen Zahlen ist eine derartige Zerlegung nicht méglich.

Die hierbei auftretenden Klammern (x — x;) heiBen Linearfaktoren. Aus der Zer-
legung in Linearfaktoren liBt sich der Wurzelsatz von VIETA herleiten. Die Zer-

legung in Linearfaktoren ist gegebenenfalls auch bei Polynomen hoheren Grades
moglich.

’ Jede ganze rationale Funktion n-ten Grades hat hach n i verschied Null-
stellen im Bereich der reellen Zahlen.
» Hat sie dchlich n i A\l i ) so liBt sie sich durch ein Produkt

von n verschiedenen Linearfaktoren darstellen.
Beweis:
Die ganze rationale Funktion
M) y=f(x)=ax"+a,x""
moge die Nullstelle x; haben.

Y44 ax® + agx + ae
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Dann gilt:
@) 0=ax] +a,_X7""+ ... +ax} + ayx, + ao.
Durch Subtraktion (1) — (2) ergibt sich:

n—1

B) y=a" —xD+a,_,""" =X+ .+ ax® — xD) + ay(x — xy).
Fiir jedes natiirliche m und beliebige reelle a und b gilt:
A" —b"=@—-b)@ ' +ad"*b+a" b+ ... +a* b3
+a-b" ",

. 4. Bestitigen Sie die Richtigkeit dieser Beziehung durch Ausmultiplizieren der
rechten Seite!

Infolgedessen 14Bt sich (3) wie folgt schreiben:
y=ax—x) "+ x4+ x4 0TY
F =) P+ x0T+ A0
Fivee
+ ax(x — x;) (x + x;)

+ ay(x — x;)
Y= =x)[@x"" + (@x; + ) X"+ L] = (x = X)) fooa(X).
Zwischenergebnis:

Ist x, eine Nullstelle der Funktion n-ten Grades y = f,(x), so 148t sich der Linear-
faktor (x — x;) abspalten. Der zweite Faktor ist dann eine Funktion (n — 1)-ten
Grades: y = f,_,(x).

Auf y = f,_(x) 1dBt sich, falls x, eine Nullstelle dieser Funktion ist, dieselbe Um-
formung wieder anwenden. Nach n — 1 solchen Schritten ergibt sich:

Y =fx) = (x = x) fo-1(x)
(x = x1) " (x = x2) * fa2(x)

(x—x) (x = x2) oo (X = X,22) * fo(x)

Y=L = —x) (= x3) (6 = Xm)  f1(X)
Dabei ist y = fi(x) eine Funktion 1. Grades, deren Nullstelle x, sei, so daB sich
@ y=f@=c-x)x=x) .. (x=X_,)"(x — x,) a,

ergibt.
Damit ist gezeigt, daB sich jedes Polynom, das n reelle Nullstellen besitzt, durch ein
Produkt der Form (4) darstellen 148t.
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Ist x* eine beliebige von jeder der x, ... x, verschiedene Zahl, so ist

Sax®) = (x* = x0) - (x* —x2)oot (* = X,) - @,
ungleich Null, da in dem Produkt jeder Faktor von Null verschieden ist. Deshalb
kann f,(x) hochstens n voneinander verschiedene Nullstellen haben.
Insbesondere kénnen unter den n Nullstellen einer ganzen rationalen Funktion n-ten
Grades mehrere gleiche vorkommen. Dann 148t sich das Polynom (4) in der Form
schreiben:

Sa) = (x = x)™ - (x = x3) s (x — )™
mit

X + & +...+x=n und k <n.

Dabei heiBt x, eine «;-fache, x, eine x,-fache, x; eine «,-fache Nullstelle von f,(x).

Aufgaben
1. Bilden Sie von folgenden Funktionen die 1., 2. und 3. Ableitung!
a) y=3x3-—2x2+x-4 b) y = ax¥ — bxk+1 4 gxft+2
Or=x2/2+x/3-/5 Hy=G-DE-2x-3
& _,.:(‘_x,l)z f) y=0(2—2(2+3)
2 35

2. Bilden Sie von folgenden Funktionen jeweils diejenigen Ableitungen, die die angegebene Be-
dingung erfiillen!

" Funktion ) Bedingung
1
a) y=—x*-—2x3+7x-0.2 Alle nicht identisch verschwindenden Ab-
8 leitungen.
b) y = 0,1x% — 0,01.x + 0,001 Diejenige Ableit die eine K un-
gleich Null ist.
3 1 2 5 ) ’
) y=—-—5x2+-x5+_x Alle Ableitungen gerader Ordnung, die
4 6 3 nicht identisch verschwinden.
(1 2 l 1 1 4 Alle Ableitungen ungerader Ordnung, die
D y=|3%- 35T " nicht identisch verschwinden.
e) y = (0,1x2 — 0,05)? Die Ableitung, die eine lineare Funktion
ist.

A Welchen Wert hat die 2., 3., 5., 10. Ableitung von

1 1
=—x"——x* b)y=002x'"+001x5 — x>+ 4
a) y TR )y x5 — x

1 s
an den Stellen x; = 1;x, = —2; x3 = —g;x4 =01; x5 = \/3 ?
4.  An die Bilder folgender Funktionen sollen jeweils in Pi(x;; y;) die Tangenten gelegt werden.

Wie groB ist deren Stei; ? Unter welchen Winkeln schneiden sie die x- und y-Achse? Wie
heiBen die Koordinaten dieser Schnittpunkte?
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1 1
a) y=0,1x2+ 02x + 03 P.(E; ) Pz<—z
N nl) el
PE=XTY 12~~- 2 2.-“)
c) y=0,001x% + 0,01x°  P,(2;...) Pi(33s)

d) y=x*-5x*+6 Pi(xy >152) Py(—2<x,<0;2)
5. An die Bilder folgender Funktionen sollen Tangenten gelegt werden, die die gegebenen Stei-
gungen m; haben. In welchen Punkten ist das moglich?
% 1
a)y=—--x+3

my =1
2 &

3 xs
my = 0,5 m2=—5 b)y=?—xz~2x my = -3

1
c)y=72x‘w‘ 2x2+2x m=2 d) y=x5—5x* m=—10
6.  An die Bilder folgender Funktionen sollen Tangenten gelegt werden, die mit der x-Achse die
gegebenen Winkel o bzw. mit der y-Achse die gegebenen Winkel f bilden (beide Winkel vom
jeweils positiven Teil der Achse aus im mathematisch positiven Sinn gemessen). In welchen
Punkten muB das geschehen?

s - 4
Dy=T-x /34 a=10 F-6° By-IX-xtl a=DF =90
x* 1 17.
y=——x2+x—2 a=45 y==-x-——=x° =45°
c) y 7 x%+x « ) ¥ 5x 12x B
7.  Bestimmen Sie die Nullstellen der b Ableitungen folgender Funktionen!

Funktion

Ableitungen, deren Nullstellen
zu bestimmen sind

a) v=1,6x%- 0,8x + 4

b) y= 2%+ 2,7x% — 21,6x + 3
¢) y=x*+ 1,4x3 + 0,6x2 + 12
d) y =10 — 180x + 35x3 — 3x°

1. Ableitung

1. und 2. Ableitung
2. und 3. Ableitung
1. bis 4. Ableitung

8. Aus den angegebenen Werten der Funktion und ihren Ableitungen an bestimmten Stellen ist
die zugrunde liegende ganze rationale Funktion y = f(x), deren Grad jeweils vorgeschrieben
ist, aufzustellen.

Funktionen 2. Grades:

VD=2 fd=1 [flO=1
3
b) f(~5) = 30 f’(;) -3 =2

Funktionen 3. Grades:

) fO=3  fO=-7 f'O=5 f"6)=4

d) f)=-21 f'G)=13 f'@ =36 f"(6)=60
Funktionen 4. Grades:

e f0)=-4 f)=5 [f'@=42 f"0)=0 [f®(x)=24

f) f(0)=0 fO=0 f"0=0 f"O)=1 [fH(x)=4
Anleitung: Setzen Sie die Funktion allgemein an (z. B. y = a,x? + a,x + ay), und bilden Sie
zunichst alle nicht identisch verschwindenden Ableitungen! Durch Einsetzen der gegebenen
Zahlenwerte fiir x und fiir y, ' und »" ergeben sich drei Bestimmungsgleichungen fiir die

act bek Koeffizi ap, ay, a;.
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2.7. Gebrochene rationale Funktionen
2.7.1. Aufgaben zur Wiederholung

1. Jede rationale Zahl kann in Form eines gemeinen Bruches 4 geschrieben werden, wobei a
und b ganze rationale Zahlen sind. b
Was versteht man unter einem echten Bruch, was unter einem unechten Bruch? Was ergibt
sich im Fall @ = »? Wie wird ein unechter Bruch in eine Summe aus einer ganzen Zahl und
einem echten Bruch verwandelt?

<3 h

2. Wie dividiert man zwei mehrgliedrige al i S durcheinander? Warum heiBt
dieses Rechenverfahren Partialdivision'?

Erldutern Sie das an folgenden Beispielen!
a) (12a® — 11a b — Tla b? + 40b%) : (3a — 8b) b) 99° — Tp q® + 2¢%): 3p — 24q)

3. Was ergibt sich bei der Division 0: a (a # 0)? Unter welcher Bedingung hat also ein Bruch
den Wert Null?

4. Warum kann man eine Zahl nicht durch Null dividieren (a: 0)?

2.7.2. Echt und unecht gebrochene rationale Funktionen

Unter einer rationalen Funktion versteht man eine Funktion, die sich in folgender
Form darstellen 1dBt: ’

CZ(x) A"t A X" o+ A+ A+ A

@ n 1 z
N(x) Bx" + B,_x + =+ 4+ Byx" + Byx + B,
Yy Ax
(1a) y = ="-— (m,n 20, ganzzahlig; B, + 0),
Y Bx*
k=0

wobei der Nenner nicht identisch Null ist. Ist # > 1 und 14Bt sich der Zihler nicht
ohne Rest durch den Nenner dividieren, so heiBt die Funktion gebrochen rational.
Der Definitionsbereich dieser Funktion umfaBt alle x, fiir die der Nenner nicht
verschwindet. Insbesondere gehéren zu den rationalen Funktionen alle Funktionen
der Form

14
y= Y ax* % (p,q natiirliche Zahlen).
k=0

Ist in (1) der Grad der ganzen rationalen Funktion im Zahler kleiner als der der Funk-
tion im Nenner (m < n), so heit die Funktion echt gebrochen.

Ist bei einer gebrochenen Funktion der Grad der ganzen rationalen Funktion im
Zihler gleich dem der Funktion im Nenner (m = n) oder groBer als der der Funk-
tion im Nenner (m > n), so heiBt die Funktion unecht gebrochen.

1 pars (lat.), Teil
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. 1. Bilden Sie je drei Beispiele fiir echt gebrochene und fiir unecht gebrochene
Funktionen!

Der analytische Ausdruck jeder unecht gebrochenen Funktion f(x) ldBt sich als
Summe aus dem Ausdruck einer ganzen rationalen Funktion g(x) und einer echt ge-
brochenen Funktion r(x) darstellen.

Die Umformung erfolgt durch Division des Zihlerpolynoms durch das Nenner-
polynom.

B seispiel 1
Die Funktion

_x® =2
x—2

y = f(x)

ist als eine Summe aus einer ganzen rationalen Funktion und einer echt ge-
brochenen Funktion darzustellen.

Umformung durch Division:

BP=-x2+2):(x—-2)=x>+x+2

=ilx>— 2%")
x4+ 2 Ergebnis:
- = 2x) 2
_— =x"+x+2)+
+2 + 2x =l ) x =2
=(-4 +2) y= gx +r(x)
+6

. 2. Untersuchen Sie diese Umformung an Hand selbstgewdihlter Beispiele fiir den
Fall, daf
a) Zdhlerpolynom und Nennerpolynom von gleichem Grad sind,
b) das Nennerpolynom ein Faktor des (im Grad héheren) Zihlerpolynoms ist!

2.7.3. Die Nullstellen der gebrochenen rationalen Funktionen

Da ein gemeiner Bruch dann und nur dann den Wert Null hat, wenn der Zihler
gleich Null und der Nenner von Null verschieden ist, ergibt sich:

» Eine gebrochene rationale Funktion kann nur dort eine Nullstelle besitzen, wo die Ziihlerfunk-
tion verschwindet. Eine Nullstelle des Zihlers ist sicher dann eine Nullstelle der gebrochenen
Funktion, wenn dort nicht auch gleichzeitig der Nenner verschwindet.

Die Bestimmung der Nullstellen der gebrochenen rationalen Funktionen reduziert
sich so auf die Bestimmung der Nullstellen von ganzen rationalen Funktionen.
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- Beispiel 2

Es sind die Nullstellen der Funktion

Z(x) x* —x* —6x

y=fx)=

N(x) x* 4+ 1
zu bestimmen.
Nullstellen von Z(x): Uberpriifen an N(x):
X3 — X3 —6x=0 N(x))=1%0
X1 (xk—x0—6)=0 N(x,) =82 %0
X, =0; x,=3; x3=-2 Nx3)=17%0
Ergebnis:
y = f(x) hat die Nullstellen x; =0; x, =3; x3= -2
. 3. Bestimmen Sie die Nullstellen von y = f(x) = —Zxe:r_x; 6!

Anleitung: Beachten Sie hierzu die folgende allgemeine Gesetzmdpigkeit!

Ist eine I der Zihler i ich D der Nennerfunktion, dann EiBt sich der
gebrochene rationale Ausdruck durch Kiirzen mit dem zugehérigen Linearfaktor vereinfachen.

Der Definitionsbereich soll dabei zundichst nicht verdndert werden.

2.7.4. Ableitungen der gebroch rationalen Funktionen

Zum Differenzieren gebrochener rationaler Funktionen wird die Quotientenregel
verwendet:

u\" _u'v—uv
v ) l)z :
. Beispiel 3
Es ist die 1. Ableitung der Funktion
Z(x) 3" —4x+2
Nix) 2x° +6x° =7

zu bestimmen.

¥y =fix) =

u=2Z,(x)=3x*—4x + 2 v=N(x)=2x"+6x> =7

u'=Zi(x)=6x—4 v’ = Ni(x) = 10x* + 18x*
Einsetzen:

gy 5 3 _ _ 2 _ 4 2
V= fi) = (6x — 4) (2x° + 6x° — 7) — (3x* — 4x + 2) (10x* + 18x?)

@2x° + 6x* = 7)*

110



o —18x® 4+ 32x° — 38x* 4 48x° — 36x° — 42x + 28 P,(x)
4x'0 4 24x° 4 36x° — 28x° — 84x° + 49 Q,(v)

¥

Es kann festgestellt werden:

Z,(x) ist eine ganze rationale Funktion vom Grade 2 | Differenz der Grade:
N, (x) ist eine ganze rationale Funktion vom Grade 5 [ 5 —2 =3

P,(x) ist eine ganze rationale Funktion vom Grade 6 | Differenz der Grade:
Q,(x) ist eine ganze rationale Funktion vom Grade 10 f 10-6=4

Es soll nun die entsprechende allgemeine Untersuchung fiir Funktionen vom Grade m
bzw. n im Zihler bzw. Nenner (m, n = 0; m < n) durchgefiihrt werden.

Gegebene Funktion:

y=fl)=—"—="0— mit Z(x) % 0 und m =1 sowie n > 1.

Z(x) ist eine ganze rationale Funktion vom Grade m | Differenz der Grade:
N(x) ist eine ganze rationale Funktion vom Grade n| 7 —m mit m <n

Ableitung:
L Z(0) N ~ Z) - N ) _ P
NP 0(x)

Da die Ableitungen Z'(x) und N'(x) wiederum ganze rationale Funktionen von einem
jeweils um 1 niedrigeren Grade sind, 148t sich der Grad von P(x) folgendermaBen
bestimmen:

Der Grad des Produktes zweier Polynome vom Grad p bzw. g ist stets p + ¢, wie
sich durch Ausmultiplizieren beweisen 1dBt. Folglich ist der Grad von Z'(x) - N(x)
im Zdhler der Ableitung m — 1 + n, der von Z(x) - N'(x) aber m + n — 1, also der-
selbe. Der Grad der Differenz zweier Polynome vom Grad p bzw. ¢ hingt dagegen
von den Koeffizienten der Polynome ab und muB daher jeweils besonders unter-
sucht werden. Im vorliegenden Fall ergibt sich:

Z'(xX) Nx)=(m* Ap-x"""+ .) Bx"+ ..) =m-Ap-B,-x""" " 4 ...

Zx) N'(x) = (An x" + ...) "B, x"" '+ .. )=n Ay B, x""" "+ ...
Wegen m = n ergibt sich bei der Differenzbildung

P(xX) = Ay B(m —n) - x"""7 4

P(x) ist eine ganze rationale Funktion vom Grade m + n — 1 | Differenz der Grade:
Q(x) ist eine ganze rationale Funktion vom Grade 2n n—m+ lmitm<n

Die 1. Ableitung einer ech: gebrochenen rationalen Funktion ist also wieder eine
echt gebrochene rationale Funktion, bei der unter den obengenannten Bedingungen
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die Grade der Zahler- und der Nennerfunktion gréBer sind als die der entsprechen-
den Funktionen der Ausgangsfunktion. Die Differenz dieser Grade wird dabei aber
um 1 groBer.

Z(x) . . s .
Ist y= W eine unecht gebrochene rationale Funktion mit der Voraussetzung

m > n, so ist die Differenz der Grade von Z(x) und N(x) gleich m — n. Bei der Ab-

leitung y' = % ergibt sich dann unter den obengenannten Bedingungen als Diffe-
x

renz der Grade (m + n — 1) — 2n = m — n — 1. In diesem Fall werden also die

Ziahler- und Nennerfunktion der ersten Ableitung ebenfalls von hoherem Grade, die

Differenz der Grade wird aber um 1 kleiner. Das bedeutet: Fiir m > n ist auch die

Ableitung der unecht gebrochenen rationalen Funktion wieder eine unecht ge-

brochene rationale Funktion.

Fiir m = n wird aber die Ableitung eine echt gebrochene rationale Funktion, wobei

die Differenz der Grade von Zihlerfunktion und Nennerfunktion um mindestens 2

zunimmt, wie sich aus folgender Uberlegung ergibt:

Unter den genannten Bedingungen wird diesmal die Ableitung fiir noch je ein

weiteres Glied des Zihler- und Nennerpolynoms gebildet.

Z(x) Nx)=[n-A4X""" + (1= 1) 4o X7 + L] [BX" + By L]
=1 ABX"T [ 4By + (1= 1) A, Bl 4 L

Z(x) N'(x) = (Apx" + Ao X" 4+ ) [ Bx™ ' 4+ (n = 1) By_ "2 + ...]
=n ABX"" 4+ [ Ay By + (n— 1) 4,B,_ 1577 4 ..

Die Differenz ergibt den Zihler der 1. Ableitung, wobei auf jeden Fall das Glied
n- A,B,x*""" in Wegfall kommt:

P(x) = (ABuoy — Ay 1B X"+

Daraus folgt, daB der Grad des Zahlerpolynoms der Ableitung im Hochstfall 27 — 2
sein kann, also kleiner ist als der des Nennerpolynoms N(x), der 2» wird. Die
Ableitung ist also eine echt gebrochene Funktion, und die Differenz der Grade
[n — n =0 gegen 2n — (2n — 2) = 2] dndert sich dabei um 2. Es ist ferner ersicht-
lich, da3 bei geeigneter Wahl der Koeffizienten von Z(x) und N(x) der Ausdruck
AwB,—y — A, B, gleich Null ist. Dasselbe kann gegebenenfalls auch mit den
Koeffizienten der folgenden Glieder von P(x) geschehen. Dadurch wiirde sich der
Grad des Zihlerpolynoms der Ableitung weiter erniedrigen, und die Differenz der
Grade von Zihler- und Nennerfunktion nimmt dann um mehr als 2 zu.

. 4. Bestdtigen Sie die Richtigkeit dieser Erkenntnisse fiir die Funktionen

5 —-x2 . 55 —xte .
y=—5—> mit m>n und y=-——— mit m=n/
x“+2 Ix*+2
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Da die erste Ableitung f'(x) jeder gebrochenen rationalen Funktion f(x) wieder eine
gebrochene rationale Funktion ist, muB deren Ableitung, d. h. die zweite Ableitung
f"'(x), ebenfalls eine gebrochene rationale Funktion sein. Fiir diese muB beziiglich
f'(x) dasselbe gelten, was fiir f'(x) beziiglich f(x) gilt: Die Grade der Zihler- und
Nennerfunktion werden groBer, ihre Differenz verdndert sich um mindestens 1.

Das fiihrt zu folgenden Ergebnissen:

} 1. Die hoheren Ablei echt g i Funkti sind immer wieder echt

} 2. Die hih Ablei unecht gebroch i Funkti sind, fallsm = 1,n > 1
und m > n, zuniichst wieder unecht gebroch i Fi i ergeben aber schlieBlich
bei hoherer Ordnung echt gebrock i Funkti

Bl Beispic1 4

Von der echt gebrochenen Funktion y = bl sind die ersten drei Ab-
leitungen zu bilden.
L X+ 4Ax+2 L2 —12x* — 12x + 8, i __ Py(x)
2P ! & +2)7° ’ >* +2)*

Alle Ableitungen sind wieder echt gebrochene Funktionen.

. 5. Untersuchen Sie in der gleichen Weise die unecht gebrochene Funktion

2
X 2 " . .
= —+! Was fiir Funktionen stellen deren Ableitungen dar?
X —
Aufgaben
1. Bilden Sie von folgenden echt gebrochenen rationalen Funktionen die 1., 2. und 3. Ableitung!
) 5x—3 b 2% —x ) 1 1
a) y = = ¢)y= —
4 7x? A YO T Y 14x 1—x
A 2 x- \/ 3-— < 2
d = —_ e = M. N f =
Vy= s m oS )y ey Vy=i =

2. Bilden Sie von folgenden unecht gebrochenen rationalen Funktionen die 1. Ableitung jeweils

z
auf zweierlei Weise, nidmlich einmal in der Form y = %, dann in der Form
63
» = g(x) + r(x) (Summe aus einer ganzen und einer echt gebrochenen rationalen Funktion)!
2 3
x2+1 x?+1 1
a)y=—— b) = ) y=4x+———
) y % )y e )y +x1_‘_1
O 3 + x ) x—5 f) x(3 — 4x)
=— e) y=—— =—
> 9—x2 x—1 # x—1 Y 2 — 3x2

3. Wie heiBit von folgenden unecht gebrochenen Funktionen die Ableitung, die als erste eine
echt gebrochene Funktion ist? Konnen Sie im voraus angeben, fiir welche Ableitung das zu-
trifft?

— x2 X —2x+1

5 x
- b) y = = ———
D=t hr="mm s r=rt Z s

X
d =
)y pr
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4.  Welchen Wert hat die erste und die zweite Ableitung folgender Funktionen an den ange-
gebenen Stellen?

2_3 A
8)y=j; x1=1; x2=—1; x3=25 x4= -3
6 1
b)y=5_x2; X1=2; x2= =2 ¥B=3 xe=-—15
xi= - 1
Oy=3S—7: =1 x=-3 xa= /2 Xg=i=s

5.  Welche Steigung hat die Tangente an die Bilder folgender Funktionen im Punkte Pi(xi;v)?

Unter welchen Winkeln schneidet die T: die x- und die y-Achse? Wie heiBen die Ko-
ordinaten der Schnittpunkte der T: mit den Koordi hsen?
x2 +7

3
Pi(=1;y1); Paalxz; —16) b)y= ) P15 y1);  Palxz; 1)

ST 4

34 x2 \ 4
c)y= 2 P1(3; y1); P2<Xz; —5)

Hinweis: In b) und c) werden die Werte x, < 0 verlangt'

6.  Eine Tangente an die Bilder folgender Funknonen soll die jeweils gegebene Steigung m,
haben. In welchen Punkten miissen die Tangenten gelegt werden?

X2
+1 1 25
=2 == =-; =0 b) y = =2; =
a) y ST my=35 m )y i my my =5
2
x> =8 3
= == =0
c)y 3 my p my

7.  An die Bilder folgender Funktionen sollen Tangenten gelegt werden, die die x-Achse unter
dem genannten Winkel & bzw. die y-Achse unter dem kac] B schneiden. (Die Winkel x

und ﬂ werden jeweils vom positiven Teil der Achse im h h positiven Sinn )
In hen Kurvenpunkten ist das moglich?
x4+ x + 14
a)y=———— o=135°
)y x4+2

1
: e .
B =135 Oy=——""— «=60°% f=120
x4 E\/i
8 U hen Sie, ob die folgenden Funktionen und die jeweils genannten Ableitungen Null-
stellen besitzen, und bestimmen Sie sie in diesen Fillen!

2
X
b =
)y 2

; Ableitung, die auf Nullstellen zu unter-
Funktion suchen ist
2 — 16
a) =% 1. Ableitung
x =35
b) 1. und 2. Ableitung
c) 1., 2. und 3. Ableitung
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2.8. Untersuchung der ganzen rationalen
Funktion

2.8.1. Aufgaben zur Wiederholung

1. Geben Sie eine Definition fiir die Nullstellen einer Funktion y = f(x)! Handelt es sich bei den
Nullstellen um geometrische oder arithmetische Elemente, um physikalische GréBen oder um
Zahlenwerte? Wie werden sie bestimmt?

2. Imallgemeinen konnen Sie mit den Ihnen bekannten rechnerischen Methoden die Nullstellen
ganzer rationaler Funktionen nur dann genau bestimmen, wenn der Grad # nicht gréBer als
2 ist. Nennen Sie einige Sonderformen ganzer rationaler Funktionen hdheren als zweiten
Grades, deren Nullstellen sich mit den Thnen geldufigen Mitteln rechnerisch genau bestimmen
lassen!

2.8.2. Funktion und Funktionsbild

Durch jede Funktion ist einer vorgegebenen Menge von Werten der unabhingigen
Verdnderlichen eine ganz bestimmte Menge von Werten der abhiingigen Verinder-
lichen zugeordnet.

Diese zweite Menge wird im folgenden an einigen Beispielen auf Besonderheiten
untersucht.

. Beispiele 1 bis 4

x =3 =2 =1 0 i 2 ¥ w8

y=9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
(konstant)

1 i 1 1 1 1 5

e = s =zE g = = = £ 2

2 y=g* 2% 6 3 3 2 3 6

(proportional zu den x-Werten; erst negativ, dann positiv)

Dy=x2—2x+2 17 10 5 B 1 2 5 10 17

(erst kleiner, dann groBer werdend; stets positiv)

25 7 2 20 25
-= 0o - Z -3 = _Z= !

3 5 '3 3 3 3

(erst groBer, dann kleiner, dann wieder groBer werdend; erst
negativ,dann positiv, dann wieder negativ, dann wieder positiv)

Einen rascheren Uberblick iiber die Besonderheiten der Funktion gibt die graphische
Darstellung durch die Gestalt des entsprechenden Funktionsbildes.

. Entwerfen Sie die Bilder fiir die Funktionen (1) bis (4)!

Die Untersuchung einer Funktion kann also auch durch Zeichnen des zugehdrigen
Bildes und Erdrterung seiner Gestalt (Kurvendiskussion) erfolgen. Das Bild kann
dazu auf zweierlei Weise gezeichnet werden:
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a) mit Hilfe moglichst vieler Punkte, deren Koordinaten einer Wertetafel der Funk-
tion entnommen werden;

b) mit Hilfe einiger weniger, aber besonders charakteristischer Punkte und einzelner
besonders markanter Eigenschaften des Bildes, die nach besonderen Verfahren .
aus dem analytischen Ausdruck der Funktion ermittelt werden.

Der erste Weg ist unbefriedigend, da man nicht weiB, was zwischen den zufillig

ausgewdhlten Punkten vorliegt. Der zweite Weg besitzt diesen Mangel nicht und ist

auBerdem rechnerisch nicht so aufwendig. Er wird deshalb im folgenden be-
schritten.
Abb. 2.6.

\I

Y

In Abbildung 2.6. ist das
Bild einer ganzen ratio-
nalen Funktion y = f(x)
dargestellt. An ihm sind
die folgenden charak-
teristischen Bildbereiche
mit besonderen geome-
trischen Eigenschaften
zu erkennen:

\1

1. Beim Fortschreiten in Richtung wachsender x-Werte kommt man bei (I) von
Punkten mit beliebig kleinen Abszissen her und gelangt jenseits (I1) zu Punkten mit
beliebig groBen Abszissen. Wichtig ist die Klirung der Frage, wie sich links von (I)

und rechts von (II) die Ordinaten éndern und ob sie eventuell einem bestimmten
Grenzwert zustreben. Man spricht vom Verhalten im Unendlichen.

2. Denkt man sich an das Bild der Funktion in jedem Punkt die Tangente gelegt,
so erkennt man, daB deren Neigungswinkel gegen die x-Achse in ihrer positiven
Richtung im Bereich der Kurvenziige bei (I11) und (V) stets groBer als 90°, bei (IV)
aber stets kleiner als 90° sind. Im Bereich (III) und (V) gilt offenbar f(x,) < f(x,)
falls x, > x,, d. h., die Funktion fillt hier monoton. Entsprechend wichst sie mono-
ton im Bereich (IV) wegen f(x,) > f(x,), falls x, > x,. Solche Teile des Funktions-
bildes heiBen Monotoniebdgen.

3. Beobachtet man die Anderung der Neigungswinkel dieser Tangenten beim Fort-
schreiten in Richtung wachsender x-Werte, so stellt man im Bereich des Teils VI
eine Zunahme, im Bereich des Teils VII aber eine Abnahme der GréBe dieser Winkel
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fest. Da das Funktionsbild beim Betrachten in Richtung wachsender y-Wene (,,von
unten her*) im Bereich VI konvex, im Bereich VII aber konkav erscheint, sagt man,
das Funktionsbild habe bei VI einen Konvexbogen und bei VII einen Konkavbogen.

An wichtigen und charakteristischen Punkten sind zu erkennen:

4. Die Schnittpunkte mit der x-Achse: X,, X,, X;.

5. Der Schnittpunkt mit der y-Achse: Y, .

6. Die Punkte H, und 7, in denen zwei verschiedenartige Monotoniebogen zu-
sammenstoBen. Sie sind innere lokale (oder relative) Extrempunkte des Funktions-
bildes.

Insbesondere heiBt H, (Ubergang eines wachsenden in einen fallenden Monotonie-
bogen im Sinne zunehmender Argumente) Hochpunkt oder lokaler Maximum-
punkt. Entsprechend heifit 7, (Ubergang eines fallenden in einen wachsenden
Monotoniebogen im Sinne zunehmender Argumente) Tiefpunkt oder lokaler
Minimumpunkt des Bildes der Funktion.

Die Formulierung ,.relativer bzw. lokaler Extrempunkt* weist darauf hin, daB es
sich dabei nicht immer um den Punkt handelt, der im gegebenen Definitionsbereich
die liberhaupt groBte bzw. kleinste Ordinate besitzt. In einem vorgegebenen endlichen
Definitionsbereich kann das Bild der Funktion némlich sehr wohl mehrere lokale
Extrempunkte besitzen. Es konnen auch unter Umstiinden am Rand des Definitions-
bereichs Punkte existieren, deren Ordinaten groBer bzw. kleiner als die der lokalen
Extrempunkte im Innern des Definitionsbereichs sind. In der Praxis ist es besonders
wichtig, unter allen diesen Punkten gerade diejenigen zu bestimmen, die insgesamt
gesehen die groBte bzw. kleinste Ordinate haben. Sie heiBen globale (oder absolute)
Extrempunkte. Fiir Kurvendiskussionen sind die lokalen Extrempunkte von be-
sonderer Bedeutung.

7. Der Punkt W, in dem ein Konvexbogen und ein Konkavbogen des Funktions-
bildes zusammenstofen. Ein solcher Punkt heift Wendepunkt.

Den geometrischen Besonderheiten der Funktionsbilder entsprechen analytische
Eigenarten der Funktion. Es ist wichtig, die Fachbezeichnungen streng ausein-
anderzuhalten.

Gegeniiberstellung entsprechender Begriffe und Fachbezeichnungen

Funktionsbild Funktion y = f(x)

Beliebiger Punkt Py mit der Wertepaar mit dem

Abszisse xq Argument (der Stelle) x,

Ordinate yq Funktionswert y, = f(xo)
Abszisse x; des Schnittpunktes X; mit (reelle) Nullstelle x; der Funktion;
der x-Achse Bedingung: y, = f(x;) =0
Ordinate y, des Schnittpunktes Y, mit Funktionswert y, fiir das Argument x; = 0;
der y-Achse Bedingung: y, = f(0)
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Gegeniiberstellung entsprechender Begriffe und Fachbezeichnungen

Funktionsbild

Funktion y = f(x)

Lokaler Maximumpunkt mit der
Abszisse xp
Ordinate yy

Lokaler Minimumpunkt mit der
Abszisse xp-
Ordinate y,

Gemeinsame Bezeichnung:
Lokaler Extrempunkt mit der
Abszisse xp
Ordinate yp

Lokale Maximumstelle x;; der Funktion
Lokaler Maximumwert oder lokales Maxi-
mum der Funktion [yy = f(xy)]

Lokale Minimumstelle x; der Funktion
Lokaler Minimumwert oder lokales Mini-
mum der Funktion [y = f(x)]

Gemeinsame Bezeichnung*
Lokale Extremstelle x der Funktion

Lokaler Extremwert oder lokales Extre-
mum der Funktion [yg = f(xg)]

Wendepunkt mit der
Abszisse xy
Ordinate yy

(keine besondere Fachbezeichnung)

Wachsende oder fallende Monotonie-
bogen

Intervalle, in denen die Funktion monoton
wichst bzw. fillt

Konvex- oder Konkavbogen

Intervalle, in denen die Funktion konvexes
bzw. konkaves Verhalten zeigt

Verhalten im Unendlichen

Grenzwert der Funktion fiir x — + o0
und x— — 0 lim y= lim f(x)

Xx= + o X=+aw
bzw. lim y= lim f(x)]

X+-0 xX=+-wm

2.8.3. Bestimmung der Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

Die Bestimmung ist ohne Anwendung der Differentialrechnung méglich.
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Beispiel 5
y.=f(x) = 0,4x* — 0,Ix*> — 1,8
a) Schnittpunkt mit der y-Achse

Bedingung: x, = 0

I

Yo

Yo=—18

04:0-01-0-18




Ergebnis:

geometrisch (Funktionsbild) analytisch (Funktion)
Die Ordinate des Schnittpunktes mit Der Funktionswert fiir das Argument
der y-Achse ist — 1,8 (Abb. 2.7.). 0ist —1,8.
b) Schuittpunkte mit der x-Achse y
Bedingung: yo = 0 -
0 = 0,4x5 — 0,1x2 = 1,8 J ! I
1 9 ) -1 X
xg — Zxé 5 0
9 y
o e \\,
3 P
X, = +i X3
3 nicht reell |
M=y Xa Abb. 2.7.

Da alle Bildpunkte reelle Koordinaten haben und auch bei der Funktion nur
reelle Werte untersucht werden sollen, entfallen x; und x, fiir die weiteren
Untersuchungen.

Berechnet man die Ordinate eines Punktes mit einer etwas groBeren und die
eines Punktes mit einer etwas kleineren Abszisse als x; bzw. x,, z. B. + 1 und
+2 bzw. — 1 und — 2, so erhidlt man jeweils Ordinaten mit unterschiedlichen
Vorzeichen:

| f()=04-01-18<0

| f2)=64—04—18>0 aimg 4 et

1 - =1 >0

Da in diesen Intervallen auBler x, bzw. x, keine weiteren Nullstellen der Funktion

liegen, folgt, daB das Funktionsbild in den Punkten X, (+;; 0) und X, (—%; 0)

Zu X,

jeweils von der einen auf die andere Seite der x-Achse iibergeht.

Ergebnis:
geometrisch (Funktionsbild) analytisch (Funktion)
Das Bild der Funktion geht zweimal Die (reellen) Nullstellen der Funk-

von der einen auf die andere Seite

tion sind §und =
der x-Achse iiber. Die Abszissen 2 2

der Schnittpunkte sind 3 und —;.
(Abb. 2.7.)
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Die Auflosung der Gleichung f(x) = 0 liefert die Abszissen aller Schnittpunkte,
d. h. aller Punkte, die Funktionsbild und Abszissenachse gemeinsam haben. Das
sind aufer solchen Schnittpunkten, wie sie sich im vorigen Beispiel ergaben, auch
solche, in denen das Bild der Funktion nicht von der einen auf die andere Seite
der x-Achse iibergeht (Beriihrungspunkte; vgl. dazu auch Abschnitt 2.8.4.).

. Beispiel 6

L

1 2 4 5 &

3
Bedingung: y, = 0 1 _%,,,.L. &\ et
i
[
L
|
l

o~ S

=2x—3—1)c2 j7
3

0=2xo—3—§x§

x3=3; x,=3 j ‘
Abb.2.8. | / l b A

Eine entsprechende Untersuchung zweier Punkte mit etwas groBerer bzw.
kleinerer Abszisse ergibt hier Ordinaten mit gleichen Vorzeichen:

f(2)=4—3—§<0 f(4)=8—3—136<0

Ergebnis: Die Nullstellen der Funktion sind x, = X, = 3. Das Funktionsbild
hat einen Schnittpunkt mit der x-Achse, in dem es nicht auf die andere Seite
der x-Achse iibergeht. Die Abszisse dieses Schnittpunktes ist 3. (Abb. 2.8.)

Aufgaben

1.

4.

Wieviel Schnittpunkte mit der x-Achse und wieviel Schnittpunkte mit der y-Achse kann das
Bild einer ganzen rationalen Funktion n-ten Grades héchstens, wieviel muBl es mindestens
haben?

Anleitung: Bei der Bestimmung der Mindestzahl von Schnittpunkten mit der x-Achse miissen
Sie beachten, ob der Grad der zugehérigen Funktion gerade oder ungerade ist.

Welche Bedingung muB der analytische Ausdruck einer Funktion erfiillen, wenn ihr Bild
durch den Koordinatenursprung geht?

Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Bilder folgender Funktionen mit den Koordinaten-
achsen! Zeich Sie im AnschluB an die Berect die Bilder mit Hilfe einer Werte-
tafel!

a)2x+3y+6=0 b)x—=2=0 ¢)y+2=0 d)y=4x>+5x—6

1
e)y—(xz—;)(x»k2)=0 f) y=2x*-13x2 + 36
Bestimmen Sie alle Nullstellen und die zum Argument x = 0 gehorenden Funktionswerte!
a) y = 8x — 4x? b) y=x3— 3x? ¢) y=x3—13x

d) y=x—x*-x3 e)2y—x+3=0 f)y=x0-5x3+6
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2.8.4. Bestimmung der lokalen Extrempunkte und der Wendepunkte

Die Bestimmung dieser Punkte wird durch den Einsatz der Differentialrechnung
erleichtert. Die Abbildung 2.9. zeigt das Bild einer Funktion y = f(x) mit zwei
lokalen Extrempunkten. Entsprechend der Definition (vgl. Abschnitt 2.8.2.) werden
zundchst die wesentlichen Merkmale eines Monotoniebogens untersucht. Wie aus
der Anschauung ohne Beweis entnommen wird, haben innerhalb eines solchen
Bogens die Tangenten entweder Neigungswinkel, die simtlich > 0°, oder Neigungs-
winkel, die simtlich < 0° sind. Dabei wird als Neigungswinkel stets der betreffende
Winkel & mit —90° < & < 90° bezeichnet. Das bedeutet, daB ihre Steigungen und
damit die Werte der ersten Ableitung der betreffenden Funktion in diesem Intervall
niemals verschiedene Vorzeichen haben. Es gilt also die notwendige Bedingung fiir
Monotoniebogen:

f'(x) = 0 fiir alle x im Intervall bei monoton wachsender Funktion

f'(x) £ 0 fur alle x im Intervall bei monoton fallender Funktion.

Ohne Beweis sei mitgeteilt, da} diese Bedingung

auch hinreichend ist, wenn der allgemeine Mono- |

toniebegriff und nicht der der strengen Monotonie

zugrunde gelegt wird. \

Voraussetzung ist, dal die Funktion innerhalb der 0 y

betrachteten Intervalle an jeder Stelle differenzier- 5 {

bar ist. DaB das nicht fiir jede Stelle zuzutreffen —

braucht, wurde zum Beispiel fiir die Funktion

y = f(x) = |x|] an der Stelle x = 0 im Beispiel 2  Abb.2.9.

des Abschnitts 2.2.2. gezeigt.

Als notwendige Bedingung fiir die Abszisse x eines

lokalen Extrempunktes, der als Trennungspunkt

zwischen zwei verschiedenartigen Monotoniebogen

beiden zugleich angehoren muB, folgt daraus sofort: 7 W b
/ 0

f'(xg) = 0.
Geometrisch bedeutet das, dal in einem lokalen
Extrempunkt die Tangente an das Bild der Funk- A1 5102
tion parallel zur x-Achse (waagerecht) verlaufen
muB. Das ist auch in Abbildung 2.9. ersichtlich. y
Die Bedingung f”(xg) = 0 ist aber fiir e¢inen lokalen yfed
Extrempunkt nicht hinreichend, denn sie kann auch \
fiir einen Punkt im Inneren eines Monotonie- 0 x
bogens zutreffen, ohne daB dort ein Ubergang in 5
einen anderen Monotoniebogen stattfindet. Die # \ =

>

Abbildungen 2.10.a und b zeigen die entsprechen-
den Bilder. Der betreffende Punkt ist in der Ab-
bildung ein Wendepunkt W, der als Besonderheit  Abb.2.10.b
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eine zur x-Achse parallele Tangente 7, aufweist und deshalb gelegentlich als Terras-
senpunkt bezeichnet wird.

. 1. Zeichnen Sie Kurven mit lokalen Extrempunkten und Terr ipunkten, und
verfolgen Sie die Monotoniebigen und das konvexe oder konkave Verhalten
in der Umgebung dieser Punkte! Worin besteht der Unterschied bei lokalen
Extr kten und Terr k '

ten?
P

Das Ergebnis dieser Untersuchungen zeigt folgende Ubersicht:

Ext K Terrassenpunkt
RRCRR (Wendepunkt)
Art des Monotoniebogens andert sich bleibt gleich
(wachsend bzw. fallend)
Art des Kriimmungsverhaltens bleibt gleich dndert sich
(Konvex- bzw. Konkavbogen)

Um festzustellen, ob ein Extrempunkt oder ein Terrassenpunkt vorliegt, ist es des-
halb vielfach zweckmiBig, die Konvex- bzw. Konkavbogen des Funktionsbildes zu
untersuchen. Diese konnen durch die Anderung der Steigung der Tangente beim
Fortschreiten im Sinne wachsender Abszissen beschrieben werden.

Ein Konvexbogen (Abb. 2.11.) Ein Konkavbogen (Abb. 2.12.)

yefix)
A
- >
e # NN
o, o @™ a; X

- -
Fortschreitrichtung

—
Fortsehreitrichtung

Abb. 2.11. Abb. 2.12.

des Funktionsbildes liegt dort vor, wo im Sinne wachsender Abszissen der Neigungs-
winkel « der Tangenten in den Bereichen 90° > & = 0° bzw.. 180° = & > 90° und
damit auch tan «

monoton wichst. I monoton fillt.

Sofern die zugrunde liegende Funktion y = f(x) im betrachteten Intervall iiberall
differenzierbar ist, ist der Tangens des Neigungswinkels « iiberall gleich der ersten Ab-
leitung y' = f’(x) an der betreffenden Stelle. y' = f’(x) muB daher bei einem

Konvexbogen | Konkavbogen
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des Bildes von y = f(x) eine
monoton wachsende [ monoton fallende

Funktion sein. Das Bild von y’ = f'(x) muB also einen Monotoniebogen im Sinne
wachsender Werte von y’ (Abb. 2.13.) fallender Werte von y' (Abb. 2.14.)

yFrw Y

v

b LY
0/}( \a\x

A

Abb. 2.13. Abb. 2.14.

haben. Infolgedessen gilt, falls y = f(x) zweimal differenzierbar ist, als notwendige
und hinreichende Bedingung fiir einen

Konvexbogen: Konkavbogen:

Y'=f'x)z0 Y'=f"(x)<0
Dies folgt auf Grund der Definition aus der notwendigen Bedingung fiir Monotonie-
bogen (S. 121) unter Beachtung von [f'(x)]' = f"(x).
Mit Hilfe der zweiten Ableitung kann in vieles Fillen entschieden werden, ob das
Funktionsbild an einer Stelle x,, an der die erste Ableitung verschwindet, einen
lokalen Extrempunkt besitzt. Falls ndmlich f"'(x,) > 0, so ist f° ”(x) auch noch in
einer kleinen Umgebung von x, positiv, das Funktionsbild also dort konvex. Daher
ist die erste Ableitung f'(x) dort monoton wachsend, mithin links von x, wegen
[f'(xo) = 0 kleiner als Null, rechts von x, gréBer als Null. In diesem Fall ist demnach
f(x) in dem links von x, gelegenen Teil monoton fallend, in dem rechts von x, ge-
legenen monoton wachsend. Das Funktionsbild hat also zu beiden Seiten des Punktes
mit der Abszisse x, verschiedenartige Monotoniebdgen, links einen fallenden, rechts
einen wachsenden. Der Punkt selbst ist also ein lokaler Minimumpunkt; die Funktion
hat dort ein lokales Minimum.

. 2. Fiihren Sie die entsprechenden Uberlegungen fiir einen lokalen Maximum-
punkt durch!

Es ergibt sich also folgende hinreichende Bedingung fiir lokale, innere Extrempunkte:
Das Bild der Funktion y = f(x) hat einen lokalen, inneren

Minimumpunkt T{x;: y;), wenn gilt: Maximumpunkt H(xy: yu), wenn gilt:
flxp) =0 Sf'(xy) =0
f'(xr) >0 S(xg) <0
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Ergebnisse:

1. Ob ein Funktionsbild in einer Umgebung des Punktes Py(x,; y,) einen Konvex-
bogen oder einen Konkavbogen hat, ergibt sich, falls f'(x,) + 0, aus dem Vor-
zeichen der zweiten Ableitung wie folgt:

Falls f""(xo) > 0, hat das Bild in einer hinreichend kleinen Umgebung von P, einen
Konvexbogen.

Falls f"'(xo) < 0, hat das Bild entsprechend einen Konkavbogen.

2. Ein Wendepunkt W(xy ; yy ) liegt sicher dort vor, wo ein Konvexbogen des Funk-
tionsbildes in einen Konkavbogen iibergeht oder umgekehrt. Das ist immer dann der
Fall, wenn die zweite Ableitung der Funktion y = f(x) an dieser Stelle das Vor-
zeichen dndert. An einer solchen Stelle muB notwendig f"/(x,,) = 0 gelten. Das ist
also unter den obengenannten Voraussetzungen eine notwendige Bedingung fiir das
Vorhandensein eines Wendepunktes. Diese Bedingung ist allerdings nicht hinreichend.
Ohne Beweis sei mitgeteilt, daB mit Sicherheit ein Wendepunkt an der Stelle Xy VOT-
liegt, wenn auBler f"'(xy) = 0 auch noch gilt f"'(x;,) # 0. Beides zusammen ist
also eine hinreichende Bedingung. Sollte hingegen an einer Stelle x, gleichzeitig
S"(xo) = f"'(xo) = 0 gelten, so sind besondere Untersuchungen noétig, um den
Charakter von Funktion und Funktionsbild an dieser Stelle festzustellen. (Auf
diese Untersuchungen wird hier nicht eingegangen.)

3. Ein Punkt E(x; yg) ist fiir das Funktionsbild sicher dann ein lokaler Extrempunkt,
wenn das Funktionsbild in einer Umgebung dieses Punktes einen Konvex- bzw.
einen Konkavbogen hat, das heiBt, wenn /”(x;) = 0 und f"'(x;) # 0 gilt. Und zwar
ergibt sich, falls /"'(x;) > 0, ein Tiefpunkt; falls f""(x;) < 0, ein Hochpunkt.

Es ist allerdings auch méglich, daB ein solcher Extrempunkt vorliegt, falls
f'(xg) = f"(xg) = 0 gilt. In diesem Falle sind wieder besondere Untersuchungen
erforderlich. (Auf diese Untersuchungen wird hier nicht eingegangen.)

- Beispiel 7
Von dem Bild der Funktion y = 30x° 4+ 70x* + 40x3 + 1 sind die lokalen

Extrempunkte und die Wendepunkte zu bestimmen.
Zuerst bilden wir die erste, zweite und dritte Ableitung:

' = 150x* + 280x® + 120x2
"' = 600x* + 840x2 + 240x
y"" = 1800x% + 1680x + 240

N %
| |

a) Ermittlung der lokalen Extrempunkte (Bedingung: y' = 0):
¥ = 150x5 + 280x3 + 120x2 = 0

-
150x2 (.\'{, P i‘) -0
B°"5
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L. T

Xy =xp=0|% + X0+ =
x——z’x——-
3 3; 4 5

Durch Einsetzen von x; = x,; x3; x, in die zweite Ableitung wird untersucht,
ob es sich mit Sicherheit um die Abszissen von lokalen Extrempunkten handelt,
und ob, falls das der Fall ist, ein Hoch- oder ein Tiefpunkt vorliegt.

¥{ = ¥ = 0: nicht sicher, ob ein lokaler Extrempunkt vorliegt

3 2
= 600(—;) + 840(—%) - 240<—§)> 0 Tiefpunkt

3 2
¥y = 600(—2) 4 s40<—§) + 240<—g)< & Hochpunkt

H(— PN ZLsg) Mit Hilfe des gegebenen analytischen
LAl Y ] Ausdrucks ergeben sich schlieBlich die
’ Ordinaten der beiden Extrempunkte
(Abb. 2.15.):
2
| yo= B, 148
I T T s
115 b) Ermittlung der Wendepunkte (Be-
dingung: y" = 0):
¥ = 600x3 + 840x2 + 240x, = 0
Wy(-1;1) 4(0;1) ; 2
1 600x0(\';‘,+~.\’0+§)=0
5 S
/ o b 3
/ 05 xs = 0]xg + s %0 4 : =0
/ xe = =3 X7 =~—1
) 5
. -05 0 7]
Wy(- 2, - ;L) Durch Einsetzen von xs; X6 x5 in die
Ve e dritte Ableitung 14t sich hier ent-
/ J05 scheiden, ob es sich mit Sicherheit um
die Abszissen von Wendepunkten han-
delt.
Tz, ﬁ} !
8™, Abb. 2.15.
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Yy =240 % 0

yU = 1800 - 2 _ 1680 - 2 + 240 + 0
25 5

Alle drei Werte sind sicher Abszissen
von Wendepunkten

7' = 1800 — 1680 + 240 + 0

Die Ordinaten der drei Wendepunkte ergeben sich aus dem gegebenen analy-
47
tischen Ausdruck: =13 = ——; =]
Vs Ye 625 Y1
Wegen x5 = x; = x, ergibt sich hier ein Wendepunkt mit waagerechter Tan-
gente (Terrassenpunkt).

Ergebnis (Abb. 2.15.):

geometrisch (Funktionsbild) analytisch (Funktion)
Die Kurve besitzt zwei lokale Extrem- | Die Funktion besitzt ein lokales
punktz, :;;;n lokalen Maximumpunkt Nias i Vi, Wit 1489
H( ——; ——) und einen lokalen Mini-
5 625 der Stelle —- und ein lokales
2 719 i T 5
mumpunkt 7 ( —=; —— ] sowie drei 79
3 2 47 Minimum vom Wert _8—1 an
Wendepunkte: W,(0; 1); W, —=; ——
i s 2( 625) der Stelle —2.
und W;(—1;1). Davon ist W, ein Ter- 3

rassenpunkt. |

. 3. Untersuchen Sie das Bild der Funktion y = 4x — 4 — x* auf lokale Extrem-
punkte und Wendepunkte, und zeichnen Sie die Kurve! Welche Besonder-
heiten stellen Sie fest? (Vgl. dazu Beispiel 6 auf S. 120!)

2.8.5. Das Hornersche Schema

Die Bestimmung der Extrempunkte und Wendepunkte erfordert jeweils auch die
Berechnung von Funktionswerten y = f(x) zu bestimmten Argumenten x. Bei kom-
plizierten rationalen oder bei irrationalen Zahlenwerten von x ist die Berechnung des
Funktionswertes der ganzen rationalen Funktion nach dem HORNERschen Rechen-
schema oft zeit- und arbeitssparend.
Der analytische Ausdruck einer ganzen rationalen Funktion, z. B.
y=f(x) =ax®* + bx* + cx + d,
kann durch mehrmaliges Ausklammern von x schrittweise in einen Klammeraus-
druck umgeformt werden, im vorliegenden Beispiel zu
y=(@*+bx+c)x+d

y=1[(ax + b)x + c]x + d.
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Man setzt nunmehr den betreffenden Zahlenwert fiir x ein und erhilt unter ab-
wechselndem Multiplizieren und Addieren schlieBlich den Funktionswert y. Dabei
beginnt man mit der innersten Klammer. ZweckmiBig ist fiir die Berechnung die
Verwendung eines Schemas:

x|a bl ¢ d

a ) /{aX1 +b)xf lax; +b)x+c] xaf *
X1 (ax,+b) [lax,+b)x; +6] [(ax;+b)xy+c]x, + d

. Beispiel 8

Die lokalen Extremwerte der Funktion y = 2x® — 9x2 — 12x + 7 sind zu
bestimmen.

Ableitungen:

y =6x*—18x — 12 y'=12x-18

Ermittlung der lokalen Extremstellen (y' = 0):
6x5 — 18xo — 12 =0

s e 10

272 2 2

—12( lx/_7)—18—+6\/17 >0 Minimiim
y2—12(5——\/17>—18 —6v17 <0 Maximum

Ermittlung der lokalen Extremwerte:

Dazu sollen Niherungswerte fiir x; und x, verwendet werden.
15+5 4,12 = 3,56 x2z1,5—§-4,12=—0,56

Um die Extremwerte ndherungsweise mit diesen Werten zu errechnen, formen
wir den analytischen Ausdruck der Funktion wie folgt um:

y=2x —9x* — I2x + 7
=(@x2-9x—12) x+7
y=(2X=9] X—12) v+ 7
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Jetzt setzen wirx; =~ 3,56 fiirx und rechnen den Ausdruck von innen nach
auflen aus. Zur Erleichterung dient das HorRNERsche Schema.

x|2 9y 12 ) 7)

77 6697 -6655
X,=356 188/ - 1869 . 595 avy,

Wenn die Teilmultiplikationen(1) 3,56-25(2) 3,56-(—1,88)3(3) 3,56:(—18,69)
mit dem Rechenstab ausgefiihrt werden, ist eine einheitliche Genauigkeit ge-
sichert. Der gleichbleibende Faktor x, erlaubt dabei ein sehr rasches Arbeiten.
Das Zusammenfassen der untereinander stehenden Summanden kann im Kopf
ausgefiihrt werden, so daB bei der iiblichen endgiiltigen Kurzform des Schemas,
die anschlieBend wiedergegeben wird, ein beachtlicher Zeitgewinn entsteht.

x | 2 -9 -12 7
X = 3,56 2 —1,8  —1869 —595=~y,
x;=-056 | 2 —10,12 —6,33 10,5 ~ y,

Berechnen Sie y = x* — 213(3 + 2 fiir x; = —2,17 mit Hilfe des HORNERschen

Schemas! Dabei ist es erforderlich, fehlende Potenzglieder des Arguments (unter
Beifiigung des Faktors 0) zu erginzen, also mit dem Ausdruck

1
o 3 X+0-2"+0-x + ‘—i zu arbeiten.

Aufgaben

1.

Der Scheitel jeder Parabel, die als graphische Darstellung der Funktion y = x2 + px + ¢
entsteht, ist ein lokaler Extrempunkt dieses Funktionsbildes. Bestimmen Sie auf diesem
Wege die Koordinaten des Scheitels, und vergleichen Sie das Ergebnis mit den friiher auf
anderem Wege erhaltenen Koordinaten!

Verfahren Sie genauso mit der Funktion y = Ax* + Bx + C, A 3 0! Wovon hingt es ab,
ob sich an der Extremstelle ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum ergibt? Was
konnen Sie daraus iiber die Offnungsrichtung der zugehdrigen Parabel aussagen?

Die lokalen Extremstellen einer Funktion sind unter den Nullstellen der ersten Ableitung,
die Abszissen der Wendepunkte des zugehorigen Funktionsbildes unter den Nullstellen der
zweiten Ableitung zu suchen. Wieviele lokale Extrempunkte und wieviele Wendepunkte
kann infolgedessen das Funktionsbild einer ganzen rationalen Funktion 1.,2.,3., 4., ..., n-ten
Grades im Hochstfall haben? Wieviele muB3 es mindestens haben?

Bestimmen Sie die lokalen Extrempunkte und Wendepunkte der Bilder folgender Funktionen,
und zeichnen Sie danach diese Bilder in dem jeweiligen Bereich! Verwenden Sie zur Berech-
nung der Ordinaten b falls das Hor he Schema!

a)y=x’—x—2 b)y=x*—8x2+16 ¢) y=10+ 15x+ 6x2 — x> d) y=x2+2x— 4
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5. An welchen Stellen haben die folgenden Funktionen lokale Extrema? Von welcher Art sind
sie, und wie groB sind die Extremwerte? Welche Punkte der Funktionsbilder sind Wende-
punkte?

) s 2+1x+1 b) y=x*—13x + 27
DY=3¥T3IFT, yeilox
)y=30—24x+9%—x* d)y=2x*-32x2-10

2.8.6. Das Verhalten im Unendlichen

Um das Verhalten eines Funktionsbildes im Unendlichen festzustellen, miissen die
Grenzwerte des analytischen Ausdrucks der zugehorigen Funktion fiir x — +o00 und
fiir x > —oo ermittelt werden. Fiir die allgemeine ganze rationale Funktion ergibt
sich:

limy = lim (@x" + @p_1X™™ ' + oo + 6% + a1x + ao)

x=+towm x>t
3 a,,_ a -2
= lim (a, + 2+ + = +...+-——+——+ '
x-+to0 ( x2 e .x")
5 Apy , Qu2 ao .
= lim (a, + ==+ + e =) lim x"
x-iao( " P x? J('_ X" x-tw
Wegen

lim L 0 und

xso0 X"

lim x" = 0, lim x" = 0, falls n gerade, bzw.
x>+ x> =

lim x" = 00, lim x" = —oo, falls n ungerade,
x—=++wo X= -
folgt schlieBlich unter Beriicksichtigung des Vorzeichens von a,:

lim y = o0, lim y = o0, fallsn = 2, gerade und a, > 0;
x—=+o X=—00

lim y = —c0, lim y = —oo0, fallsn = 2, gergde und g, < 0;
x=++w X =0

lim y = o0, lim y = —oo, falls # ungerade und a, > 0;
x—+o X =00

lim y = —o0, lim y =co, falls » ungerade und @, < 0.
X+ +ow X= =00

Geometrisch bedeutet das:

Das Funktionsbild ,,kommt aus dem Unendlichen* und ,,geht ins Unendliche*
auf derselben Seite der x-Achse, falls die ganze rationale Funktion von geradem
Grade ist,
auf verschiedenen Seiten der x-Achse, falls sie von ungeradem Grade ist.
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\v/‘y y/\y
CoINT T D

n gerads n gerade n ungerade n ungerade
a,>0 a,<0 a,>0 a,<0

Abb. 2.16.

In welchen Quadranten das im einzelnen stattfindet, hingt vom Vorzeichen des
Koeffizienten a, von x" ab (Abb. 2.16.).

[ Beispicle (Abb. 2.17,)

./ 7 Y. J | (Y
\ / };\ 1% h
-4 4x -4 0

\ 4x -4 4x -4 4x
!
4f 1Y -4

-4
12 96 s
Y= x-x=2 YT ox-x+2 ye x -3x%+3x-1 Y Txex

Abb. 2.17.

Zusammenfassung: Die Untersuchung einer ganzen rationalen Funktion an Hand
des zugehorigen Bildes umfafit die Diskussion folgender Besonderheiten:
Gegebene Funktion:

y=f(x)= Y ax* (k =0, ganzzahlig)
k=0

1) Schnittpunkt mit der y-Achse x = 0 (notwendige und hinreichende
Bedingung)
2) Schnittpunkte mit der x-Achse »y = 0 (notwendige und hinreichende
Bedingung)
3) Lokale innere Extrempunkte ¥" = 0 (notwendige Bedingung)
Minimumpunkte y' =0; »"” > 0 (hinreichende Be-
dingung)
Maximumpunkte y' =0; y"" < 0 (hinreichende Be-
dingung)
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4) Wendepunkte " = 0 (notwendige Bedingung)

5) Verhalten im Unendlichen lim y; lim y
x=+ o X=—om
6) Dariiber hinaus konnen, soweit erforderlich, Einzelpunkte durch ihre Koordinaten
festgelegt oder durch y' die Richtungen der Tangenten in einzelnen Punkten
bestimmt werden.

. Untersuchen Sie die Funktion y = x* — 5x*> + 4, und zeichnen Sie das zu-
gehorige Bild!

Aufgaben

1. Vergleichen Sie fiir das Bild einer ganzen rationalen Funktion n-ten Grades das Verhalten im
Unendlichen mit der Hochstzahl und der Mindestzahl an lokalen Extrempunkten und
Wendepunkten (Aufgabe 3, S.128) sowie mit der Anzahl der Schnittpunkte mit den Koordi-
natenachsen (Aufgabe 1, S.120)!

Formulieren Sie einen Satz, und ziehen Sie daraus Schliisse fiir die allgemeine Gestalt dieser
Funktionsbilder!

Anleitung: Beachten Sie, ob der Grad der entsprechenden ganzen rationalen Funktion gerade
oder ungerade ist!

2. Untersuchen Sie folgende Funktionen durch Zeichnung und Diskussion der zugehorigen
Bilder!

. ,\'5
a) y=x>—x*—8x b) y=x*—25x2+ 144 c)_v:-z——- 2x3

d)y=x>-3x2+2x e)y=3—5x—2x? f)y=x+1x-2)>

2.8.7. Anwend zur Extremwerth

AuBerordentlich héufig treten in Wirtschaft und Technik Fragen nach der besten
(optimalen) Wirkung, der groBten (maximalen) Leistung, der kleinsten (minimalen)
Abnutzung u. 4. auf. Dabei handelt es sich im mathematischen Sinne um die Er-
mittlung der Extrema der Funktion, die den betreffenden Sachverhalt charakterisiert.
Diese Funktion muB zunichst aus der Aufgabenstellung heraus erkannt und auf-
gestellt werden, wobei es wichtig ist, den durch die Forderungen der Praxis bedingten
Definitionsbereich festzulegen. Als Extremum kommt dabei (im Gegensatz zur Kur-
vendiskussion) meist das im Innern oder am Rande des Definitionsbereiches gelegene
globale Maximum oder Minimum in Frage (vgl. Abschnitt 2.8.2.). Deshalb miissen
bei solchen Aufgaben, wenn nicht aus der Problemstellung eindeutig hervorgeht, daB
das lokale Extremum zugleich den gréBten bzw. kleinsten Funktionswert im Defi-
nitionsbereich darstellt, noch die Funktionswerte an den Rindern des Definitions-
bereichs bestimmt werden.

. Beispiel 9

Aus Baumstimmen, die der Einfachheit halber mit durchgingig gleichgroBem
kreisformigem Querschnitt (Durchmesser d) angenommen werden, sollen
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Balken mit rechteckigem Querschnitt von mdg- - 3
lichst groBer Tragfidhigkeit geschnitten werden.

Die Tragfahigkeit ist proportional zur Balken- =

breite und zum Quadrat der Balkenhdhe L & 4

(Abb. 2.18.). L )
-~

Aufstellen aer Funktion: [

Die GroBe, die einen Extremwert annehmen
soll, muB abhingige Verinderliche werden.!
Hier ist das die Tragfihigkeit 7 (T = y). Eine
GroBe, die variabel ist und die so bestimmt wer-
den muB, daB sich der geforderte Extremfall ergibt, muB unabhingige Ver-
dnderliche werden. Oft sind mehrere GréBen variabel, hier Breite  und Hohe b
des Balkens. Dann muB eine als unabhingige Verinderliche beibehalten werden
(zum Beispiel a = x), wihrend die anderen (hier: ») mit Hilfe weiterer
Beziehungen, die sich aus Text oder Figur ergeben, eliminiert werden miissen.

Abb. 2.18.

Ziel:

T = fla

Ansatz:

T =p-a-b> (p: Materialkonstante, Proportionalititsfaktor)

Eliminiert werden muB die Variable? .

Wegen b* = d? — a? ergibt sich:

T=p-a-(d - d*) = fla).

Es ist wichtig, nunmehr den Definitionsbereich der Funktion festzulegen, da
dieser auf Grund der Aufgabe meist Beschrinkungen unterworfen ist. Hier
gilt offenbar: 0 < a < d.

Jetzt schlieBt sich die Untersuchung der Funktion auf ein lokales Maximum
an.

Funktion: .
T = p(ad® — a®)

! Bei den in solchen Ar d fgaben vork den K und Verédnderlichen und

demgemiB auch bei den dafiir verwendeten Symbolen handelt es sich meist um physikalische

GroBe

MaBeinheit)
gebildet werden kann, miiBten an sich fiir die mathematische Bearbeitung des Problems andere
Symbole verwendet werden. Um diese doppelte Symbolik zu vermeiden, ist es im all, i iib-
lich, 1m mathematischen Rechengang die gebrauchlichen GréBensymbole (zum Beispiel 4 fiir den
D des ) beizubehal ihnen aber dabei voriibergehend die Bedeutung
von Zahlenwerten zuzuschreiben. So wird auch in diesem und in dem folgenden Beispiel ver-
fahren.

GroBen. Da aber_.zum Beispiel die Ableitung nur mit Zahlenwerten (Zahlenwert =
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Ableitungen:

o = p(d* — 3a)
a’T
i p-(—6a)

Aus der zweiten Ableitung folgt, daB im Definitionsbereich (a > 0) bei einer
positiven Materialkonstanten p lokale innere Extrema nur Maxima sein
konnen.

Bestimmung der Extremstelle:

p(d* — 3a3) = 0.
s =
a, = +2V3; a, = -—‘—ix/3
3 3
Wegen des Definitionsbereiches entfillt a,. Zu a, werden b, und T berechnet:
—_— > 1 -
b, =\/d2—a§=\/d2—‘i=‘—i\/6;
3 3
d 5, d 2 s =
T, =p-2V/3-2.6=2pa*/3.
1 =0 3 9 917

Um festzustellen, ob ein lokales Maximum tatséchlich gréBter Funktionswert
im Definitionsbereich ist, miiten noch die Funktionswerte am Rand mit
dem lokalen Maximum verglichen werden. Das ist aber nicht mdglich, da

die Funktion dort nicht erklirt ist. Da aber g =p(d® - 3a") fir0<a<a
a .

groBer als Null, fiir @, < a < d kleiner als Null ist, die Funktion also links
vom Extremum monoton wichst, rechts davon hingegen monoton fillt, ist T,
tatsichlich der gesuchte groBte Funktionswert im angegebenen Definitions-
bereich.

Ergebnis:

Der Balken muB so geschnitten werden, daB Breite zu Hohe im Verhiltnis
1: /2 ~ 1: 1,4 stehen (Abb. 2.19.).

Die Abbildung 2.20. zeigt das Bild der Funktion R
T = p(ad® — @®) mit d =1 und p = 0,5, also /

fiir T = %(a — @°). Anihm erkennt man eben-

falls, daB an den Intervallgrenzen keine grof3eren

Abb. 2.19. Y.
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Funktionswerte als beim lokalen Maxi- T r
mum auftreten. 1L

. Es soll ein Sportplatz, bestehend aus B
einem moglichst groffen rechteckigen
Spielfeld mit zwei an den Schmalseiten 05t
angesetzten Halbkreisen gebaut werden.
Der Platz soll von einer 400-m-Laufbahn 0 1
umrandet sein. Das zur Verfiigung 3 =
stehende Geldinde gestattet aber héchstens i
eine Spielfeldbreite von 50 m. (Von der
Breite der Laufbahn soll abgesehen wer- =051
den.) Wie ist der Sportplatz anzulegen
und wie grof wird das Spielfeld?
Anleitung: Entwerfen Sie eine Figur und -1 |- d: Definitionsbereich
bezeichnen Sie alle wichtigen Teile! Was
muf3 abhingige, was unabhingige Ver- ~ Abb.2.20.
dnderliche werden? Im Aufgabentext
finden Sie als Nebenbedingung die Linge der Umrandung. Mit Hilfe dieser Be-
ziehung kinnen' Sie eine der zwei unabhdingigen Verdnderlichen eliminieren (am
besten die Spielfeldlinge). Versiumen Sie nicht, den Definitionsbereich festzu-
legen; Sie benotigen ihn bei der Beantwortung der Frage!

2
Bei der Losung dieses Schiilerauftrags erhilt man die Funktion 4 = f(b) = bu .1 g

Sie wird zunéchst im Definitionsbereich auf lokale Maxima untersucht:

dA

4
@2
A _
@’

— b

Der Extremwert ist auf jeden Fall ein Maximum.

'-l—b,n=0
2

u

b= —

'

Mit u = 400 ergibt sich b, = 210 ~ 64. Da die Funktion auf Grund der Neben-
T

bedingung der Aufgabe nur fiir 0 < b < b, = 50 definiert ist, besitzt die erste Ab-
leitung dort keine Nullstellen. Der groBte Funktionswert wird also am Rande des
Definitionsbereichs vermutet:
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4o =f(0)=0

bou _bym _ 50-400 2500
A, = flby) = — — — = — =" ~ 6050
2 = fl(bo) 2 5 2 2

DaB A4, tatsdchlich der groBte Funktionswert ist, erkennt man daran, daB wegen
dA

o > 0 die Funktion im Definitionsbereich monoton steigt.

Ergebnis:

Es muB die volle zur Verfiigung stehende Breite b, = 50 m ausgenutzt werden, um
das groBtmogliche Spielfeld zu gewinnen. Seine Linge ist dann /, ~ 121 m, seine
Fliche A4, ~ 6050 m2.

Stellen Sie die Funktion graphisch dar, und bestitigen Sie mit Hilfe des Funk-
tionsbildes die Losung!

Aufgaben
1.  Wie groB ist der Radius desjenigen Kreissektors, der bei gegebenem Umfang « den groBten
Flicheninhalt hat? Wie groB ist demzufolge der Zentriwinkel?

2. Aus rechteckigen Pappen (Linge a, Breite b) sollen durch Ausstanzen von Quadraten bzw.
hteck und Z fal Kisten von méglichst groBem Inhalt a) ohne Deckel
(Abb. 2.21.a), b) mit anhingendem aufliegendem Deckel (Abb. 2.21.b), ¢) mit anhéngendem
iibergreifendem Deckel (Abb. 2.21.c) hergestellt werden. In welchem Verhiltnis stehen die
Volumina bei a) und b)?
Anleitung: Lésen Sie die Aufgaben mit allgemeinen Zahlensymbolen, und diskutieren Sie
die Losungen! Setzen Sie dann passende Zahlenwerte ein, und veranschaulichen Sie sich
die Ergebnisse, indem Sie die Késtchen herstellen und vergleichen!

= b
: Boden |
7/
)
a a
Abb.2.21.a Abb.221.b Abb.221.c

3. Losen Sie die Aufgabe 2 fiir den Fall, daB die zur Verfiigung stehenden Pappstiicken qua-
dratisch sind !

4. Mit 100 m Maschendraht soll ein rechteckiges Tiergehege eingezdunt werden, und zwar
a) freistehend, b) mit einer Seite an eine Mauer angelehnt, ¢) mit zwei Seiten in eine Mauer-
ecke eingebaut. Welche Gestalt ergibt jeweils die groBSte Gehegefliche? In welchem Ver-
hiltnis stehen die FlichengréBen bei a), b) und c)? Fertigen Sie vom Ergebnis maBgerechte
Skizzen an!
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10.

11

12,

13,

14.

In einen geraden Kreiskegel (Grundkreisd d, Hohe h) soll der gerade Kreis-
zylinder mit groBtmdglichem Volumen einbeschrieben werden, das heiBt sein Grundkreis
soll in der Ebene des Kegelgrundkreises und seine Deckkreisperipherie in der Kegelmantel-
flache liegen.

Beweisen Sie den folgenden Satz!
Von allen rechtwinkligen Dreiecken mxt konstanter Summe (s) der Kathetenlingen (@ und b)
hat das gleichschenklige den groBten Flich It

In einen geraden Kreiskegel (Grundkreisdurchmesser d; Hohe k) soll ein zweiter von mog-
lichst groBem Rauminhalt so einbeschrieben werden, da seine Spitze im Mittelpunkt des
Grundkreises des ersten Kegels liegt.

Jemand steht in einer Entfernung e vom Mittelpunkt einer Kugel entfernt. Bei welcher GroBe
der Kugel iiberblickt er die groBtmogliche Fliche?

Bei einem ArbeitsprozeB in der Industrie fallen dreieckige Blechabschnitte (Grundlinie £;
Hohe k) an. Aus ihnen sollen méglichst groBe rechteckige Bleche gewonnen werden.

Welcher Kreiszylinder hat bei gegebener Oberfliche O das groBte Volumen?

Ein Dreieck ABC (Abb. 2.22.) soll von D auf 4B c
aus so in vier Teildreiecke zerlegt werden, daB EF

parallel zu 4B verliuft und das mittlere Dreieck
eine moglichst groBe Fliche bekommt. Bestimmen
Sie die Seiten und Winkel dieses Dreiecks zeich-

nerisch und rechnerisch! A 32m D 8
Abb. 2.22.

S4m

Ein Abwisserkanal hat einen aus einem Rechteck mit aufgesetztem Halbkreis bestehenden
Querschnitt. Dieser soll bei feststehendem Umfang u méglichst groB werden.

Ein Wasserbehilter besteht aus einem auf der Spitze stehenden Kreiskegel mit aufy tem
Kreiszylinder. Die Mantellinien vom Zylinder (2 m) und Kegel (6 m) smd vorgeschrieben.
Welches F: 'mogen ist im Hochstfall moglich?

Anleitung: Wihlen Sie die Kegelhdhe als unabhingige Verinderliche!

Aus einem Drahtstiick von der Linge a soll das Kantenmodell eines Quaders hergestellt
werden, der ein moglichst groBes Volumen hat und auBerdem folgende Bedi erfiillt:

a) eine Kante doppelt so groB wie eine andere; @ = 72 cm,
b) zwei Kanten gleich lang; a = 120 cm.

15.

16.
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Ein Draht von der Lange / wird zu einem Rechteck gebogen, welches nun um eine seiner
Seiten rotiert. Unter welchen Bedi hat der hende Zylinder a) den groBten
Mantel, b) das gréBte Volumen? In welchem Verhiltnis stehen Mantelinhalt, Oberflichen-
inhalt und Volumen von a) und b)?

Anleitung: Lésen Sie die Aufgabe mit all, i Zahl 1 wihlen Sie
dann einen geei peziellen Zahl t fiir / und stellen Sie zur Veranschaulichung
beide Zylinder aus Papier her!

In eine Kugel (Radius R) soll a) der Kreiszylinder, b) der Kreisk gel mit groBtmoglict
Volumen einbeschrieben werden.

Anleitung: Wihlen Sie jeweils die Hohe des einbeschriebenen Kérpers als unabhingige
Verinderliche!



17.

18.

Eine positive ganze Zahl n ist so in zwei positive Summanden zu zerlegen, daB a) deren
Produkt, b) die Summe ihrer Quadrate, ¢) die Summe ihrer dritten Potenzen ein Extremum
wird. Untersuchen Sie, ob in den einzelnen Fillen ein Maximum oder ein Minimum sinnvoll
ist!

In einem Rechteck soll die lingere Seite a um den gleichen Betrag verkiirzt werden, um den
die kiirzere b verlidngert wird. Das dadurch entstehende neue Rechteck soll eine moglichst
groBe Fliche haben. Wie groB ist diese? .

Einer geraden quadratischen Pyramide soll eine quadratische Sdule von mdglichst groBem
Volumen einbeschrieben werden.

Von einer rechteckigen Glasscheibe (48 cm x 60 cm) ist an einer Ecke ein dreieckiges Stiick
so abgesprungen, daB die kiirzere Seite um 8 cm und die ldngere Seite um 10 cm verkiirzt
werden. Welche groBtmogliche rechteckige Glasscheibe 148t sich aus dem Rest schneiden?
Wieviel Prozent betrigt der Verlust?

2.9. Untersuchung der gebrochenen
rationalen Funktion

2.9.1. Aufgaben zur Wiederholung

1.

2,

3.
4.

Auf welche Weise kann man jede unecht gebrochene rationale Funktion auf eine echt ge-
brochene rationale und eine ganze rationale Funktion zuriickfiihren?

Wie 1dBt sich der analytische Ausdruck einer gebrochenen rationalen Funktion vereinfachen,

wenn Zihlerfunktion und Nennerfunktion eine oder mehrere gleiche Nullstellen besitzen?

Beispiel: y = )(4—3_13";2—-'-36
x> — x* —6x

Zu welcher Art von Funktionen gehoren die Ableitungen gebrochener rationaler Funktionen?

Wie nennt man eine Funktion, deren Bild an einer oder mehreren Stellen unterbrochen ist?

2.9.2. Bestimmung charakteristischer Punkte; Pole und Polstellen

Die Formenmannigfaltigkeit der Bilder von gebrochenen rationalen Funktionen ist
wesentlich groBer als bei ganzen rationalen Funktionen. Die Bestimmung der Schnitt-
punkte mit den Koordinatenachsen, der Extrempunkte und der Wendepunkte ge-
schieht in derselben Weise wie bei den ganzen rationalen Funktionen (vgl. Ab-
schnitt 2.8.), fiir das Verhalten im Unendlichen sind jedoch besondere Uberlegungen

erforderlich.
% +x
. Ermitteln Sie vom Bild der Funktion y = ———————— die Schnittpunkte
. X +x"+x+1
mit den Koordi H die Extrempunkte und die Wendepunkte! Ermitteln

Sie in wichtigen Punkten auch die Tangentenrichtungen! Zeichnen Sie an-
schliefend das Funktionsbild!

Anleitung: Bedenken Sie, daf eine Nullstelle der Zdihlerfunktion nur dann Null-
stelle der gebrochenen rationalen Funktion ist, wenn sie nicht zugleich Nullstelle
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der Nennerfunktion ist, weil die Funktion dort nicht definiert ist! Das ist bei der
Bestimmung der Schnittpunkte mit der x-Achse, der Extrempunkte und der
Wendepunkte zu beachten.

Bei gewissen gebrochenen rationalen Funktionen kommt es vor, daB bei Annidherung

von x an gewisse endliche Stellen x, sich lim |f(x)| = co ergibt, zum Beispiel
x-x,,

lim ILI = 0. Man sagt, daBB die Funktion an der Stelle x, einen Pol hat. Die

x=0 |x

Stelle x, heiBt Polstelle.

Aus dem analytischen Ausdruck einer gebrochenen rationalen Funktion ergibt sich die

Polstelle als Nullstelle der Nennerfunktion wegen lim E = o0, sofern diese nicht
zugleich Nullstelle der Zihlerfunktion ist. ¥=0|N

Das Funktionsbild ndhert sich dort asymptotisch einer Geraden, die parallel zur
y-Achse verlduft. Dabei ist zundchst zu unterscheiden, von welcher Seite her die
Anniherung an diese Asymptote erfolgt:

a) Annidherung ,,von links“, das heit von x-Werten her, die kleiner als die Pol-
stelle sind. Symbol: lim y; (Fachausdruck: linksseitiger Grenzwert)
x=x,=0
b) Annéherung ,,von rechts®, das heiit von x-Werten her, die groBer als die Pol-
stelle sind. Symbol: lim y; (Fachausdruck: rechtsseitiger Grenzwert)

x=x,+0
Die Anniherung von y kann schlieBlich dabei gegen v (pal)
+ oo (lim y = + o) wie in Abbildung 2.23. oder
auch gegel;x — oo (lim y = — o0) erfolgen.
x-xp N
Danach ergeben sich folgende vier Moglichkeiten ‘!'N
Abb. 2.24.a bis d).
( ) ]
0_777xp .
Abb. 2.23, (Polstelle)
"woy y [ ¥ S
| (
| . I
[ : } |
of, T x X 0 x o]
| " | d
| | |
li l i , i '
L P i L e LR il
Abb. 2.24.a < d
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Welcher der in Abbildung 2.24.a bis d dargestellten Fille vorliegt, kann dadurch
bestimmt werden, daB man nach Ermittlung der Polstelle x, die Vorzeichen der
Funktionswerte f(x, + ¢) und f(x, — &) fiir hinreichend kleine Werte von ¢ > 0
bestimmt.

. Beispiel v ‘ \
y=fx) = —"—1 (Abb. 2.25.) 8= \
o= s
Ermittlung der Polstelle: | \‘\ L
o7 I =]
X, = 1=0 ™ |
g —
x, =1 2 10 / 3 I3
-1 t
|
Abb. 2.25. 2
|
Untersuchung des Pols:
f(l—e)=1_5<0 fir 0 <e<1; also limy= —
- & X=1=0
fi+o=12250 e a0y ahe By S0

€ x=1+0

Untersuchen Sie genauso die Pole der Funktionen

2 —-x
a)y=f(x)=———— und
) y = f(x) o

3
b)y=f(x)= 2xz_+_3, und entwerfen Sie Zeichnungen, die der Abbildung 2.25.
x* — x
entsprechen!

Hinweis fiir b): Soll der rechtsseitige und der linksseitige Grenzwert an der
Stelle x, = 0 bestimmt werden, so schreibt man statt lim y bzw. lim y

vereinfacht: lim y bzw. lim y. $=20+0 x=0-0
X=40 %—0

Die Untersuchungen ergeben:
Eine gebrochene rationale Funktion ist an den Polstellen unstetig. Das Bild ist an
diesen Stellen ,,unterbrochen*.

Aufgaben

1.

Wie viele Schnittpunkte a) mit der y-Achse, b) mit der x-Achse hat das Bild einer gebrochenen
rationalen Funktion im Hochstfalle, wie viele hat es mindestens? Gibt es auch Bilder ohne
solche Schnittpunkte?

Anleitung: Beachten Sie zur letzten Frage, ob die ganze rationale Zihlerfunktion von
geradem oder ungeradem Grad ist!
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2.  Wieviele Pole hat eine gebrochene rationale Funktion im Hochstfall, wieviele hat sie min-
destens? Gibt es auch gebrochene rationale Funktionen ohne (reelle) Pole?
Anleitung: Beachten Sie, ob die ganze rationale Nennerfunktion von geradem oder ungeradem
Grade ist!

2.9.3. Verhalten im Unendlichen

Zur Untersuchung des Verhaltens der echt gebrochenen rationalen Funktion im Un-
endlichen soll von dem analytischen Ausdruck

m

2
J’=f(x)=%(i)='f,° -
) Y bt 1 : 1} ganzzahlig; m < n

k=1 \n =

i a;, b; reell; a, + 0

ax b 40

ausgegangen werden.

Um lim y bzw. lim y zu bestimmen, wird jedes Glied der Zihler- und Nenner-

X+ w ]

funktion durch die héchste Potenz von x, also durch x", dividiert:

1

X" + @ X"+ 4 ax® + ax + ag

lim y = lim 1 >
X+ to sotw bX" + by X"+ L+ byx® + byx + by
a, Ay a, a, Qo
. X + JEECET] + .t 2 sk X1 XT
x+tam [ b b, by
b,,+T+—xT+... +x"_2+x"_| +)7

Wegen lim 5 = 0 (p > 0) werden alle Glieder im Zihler und Nenner dieses Aus-

drucks Null mit Ausnahme des Gliedes b,. Daraus folgt lim y = 9 =10,

x>t -
Das heiBit aber, daB sich das Bild jeder echt gebrochenen rationalen Funktion fiir
Xx = +00 und fiir x > —oo unbegrenzt der x-Achse nihert. Die x-Achse ist Asym-
ptote.
Diese Anndherung kann dabei von oben her 04
(wie in Abb. 2.26.) oder auch von unten
her erfolgen; sie kann fiir x - +oc0 und
fiir x > —co von derselben Seite (wie in
Abb. 2.26.) oder von verschiedenen Seiten
her stattfinden. Untersuchungen dariiber wer-
den im Einzelfall so durchgefiihrt, daB man
die Vorzeichen von zwei Funktionswerten
fiir hinreichend groBe und hinreichend kleine
Argumente ermittelt. Abb. 2.26.
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B Beispiet 1 X7
¥ =fx) =~ i 5
X +1
(Abb. 2.27.) i s ) T
1 2 3 4 5 x
f(x) >0 fiir x> 0; i y=-0 vt
lim y = +0 - % s
x= =
f(x) < 0 fiir x <0 Abb. 2.27.
lim y = -0
x=+—a f/l
Bl Beisie1 2 /ui
- 4
y=f() = —>— (Abb.2.28) L ! .
1-x 2|
0 4
fx) < 0firx>1; limy= -0 . d
x>0 = > = |
f(x)>0firx <1; limy= 40 dn m,y=-0

x— =0 |

rS

@

Abb. 2.28.

Das Verhalten einer unecht gebrochenen rationalen Funktion f(x) im Unendlichen
kann untersucht werden, indem man sie in eine Summe aus einer ganzen rationalen
Funktion g(x) und einer echt gebrochenen rationalen Funktion r(x) zerlegt.

Neh Sie entsprechende Untersuchungen vor, und iiberpriifen Sie das folgende

Ergebnis!

Das Bild einer unecht gebrochenen rationalen Funktion f(x)und das Bild der bei der
Zerlegung abspaltbaren ganzen rationalen Funktion g(x) ndhern sich fiir x » +oco und
fiir x - —oo unbegrenzt einander, d.h. die Differenzfunktion d(x) = f(x) — g(x)
strebt fiir x > 400 und fiir x > —oo gegen Null. Das Bild von y = g(x) nennt man
eine Asymptotenkurve des Bildes von y = f(x).

. Ermitteln Sie Asymptotenkurven fiir die Bilder folgender Funktionen!

Ay =fx) = % BDy=fn=Et=2

x=35

X +x—10x+5

Ay =/fx)= %13
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. Untersuchen Sie, von welcher Seite her sich das Bild der Funktion y = f(x)
der Asymptotenkurve fiir x — + o0 bzw. fiir x - —oo ndihert! Zeichnen Sie an-
schliefend Funktionsbild und Asymptotenkurve!

Ergebnis: Alle gebrochenen rationalen Funktionen besitzen Asymptotenkurven, die
evtl. Geraden sein kénnen und denen sie sich fiir x - +oo und fiir x > —oo un-
begrenzt nihern.

Zusammenfassung :

Die gebrochenen rationalen Funktionen werden dhnlich wie die ganzen rationalen
folgendermalBen untersucht:

Gegebene Funktion:

m

5 X ax!
y=f(x)=?=%— (a;; b; reell; b, + 0)
(x) z b
k=0

1) Schnittpunkt mit der y-Achse x=0; N(x)=* 0 (notwendige und hinrei-

chende Bedingung)

2) Schnittpunkte mit der x-Achse Z(x) = 0; N(x) # 0 (hinreichende Bedin-

gung)

3) Lokale innere Extrempunkte »' = 0 (notwendige Bedingung)
Minimumpunkte »'=0; y" > 0 (hinreichende Bedingung)
Maximumpunkte ¥'=0; y" < 0 (hinreichende Bedingung)

4) Wendepunkte " = 0 (notwendige Bedingung)

5) Pole N(x) =0; Z(x) + 0 (hinreichende Bedin-

gung)

6) Verhalten im Unendlichen ¥ =J60) = g(x) + ) verhit sich fir
(Asymptotenkurven) x — oo genau wie y = g(x)

7) Dariiber hinaus kénnen, soweit erforderlich, Einzelpunkte durch ihre Koordi-
naten festgelegt oder durch y’ die Richtungen der Tangenten in einzelnen Punkten
bestimmt werden.

Aufgaben

1. Unter welcher Bedingung ist bei dem Bild einer unecht gebrochenen rationalen Funktion
a) eine Parallele zur x-Achse, b) eine zur x-Achse geneigte Gerade, ¢) eine Parabel, d) eine
Kurve hoheren Grades Asymptotenkurve?

Anleitung: Beachten Sie den Grad der Zahler- und der Nennerfunktion!

2. Untersuchen Sie folgende Funktionen durch Zeichnung und Diskussion ihrer Bilder!
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10.

11.

12.

13.

14.

x2 + 5x + 22 x
=l b e =
A =2 V= V==
x*—4 x* 42
d)y=—— = f) y=
Yy=1"42 Or=3i2 )y

Untersuchen Sie die durch = + = } (Linsengleichung) definierte Funktion y = F(x)!

Um was fiir eine Funktion handelt es sich? Zeichnen Sie die Schar der Bilder fiir verschie-
dene positive und negative Brennweiten f!

x®
Untersuchen Sie die Funktionen y = — und y = —
x x2 —

! Zeichnen Sie die Bilder
fir n=0, 1,2, 3, 4! +1 1
Ein Abwisserkanal soll einen Querschnitt von Im? in Form eines Rechtecks mit aufgesetztem
Halbkreis erhalten. Welche Hohe und Breite mu3 man ihm geben, wenn die Herstellungs-
kosten méglichst gering sein sollen? Dabei ist zu beact daB das B linde nur eine
Hohe von 90 cm zulaBt.

Welche MaBe muB8 man fiir allseitig geschlossene zylinderformige Blechdosen von a) 11,
1 %

b) i 1, ¢) ; 1 Inhalt wihlen, wenn der Blechverbrauch méglichst gering sein soll? Andert sich

das Ergebnis, wenn die Dosen oben offen sind?

Eine Transportseilbahn soll 25 muldenférmige Loren, die die Gestalt eines ldnglichen halben
Kreiszylinders haben, erhalten. Diese sollen insgesamt 1 m® Fassungsvermogen haben. Wie
sind sie zu bauen, wenn die Belastung des Tragseils moglichst klein werden soll?

Eine Strelchholuchachtel muB 50 mm lang sein und soll 25 cm® Inhalt haben. Der duBere
Teil wird lings einer S 1 klebt, so daB diese doppelt zu rechnen ist.
Welche MaBe muB sie bei moglichst geringem Materialverbrauch haben?

Ein Wandschrank mit einem Zwischenboden soll insgesamt 0,2 m® Volumen haben und jedes
der durch den Zwischenboden entstehenden Ficher eine Hohe von 25 cm haben. Welche
MaBe muB er enthalten, wenn er moglichst leicht werden soll und auBer der Tiir a) eine Riick-
wand, b) keine Riickwand erhalten soll? (Von der Stirke der Bretter werde abgesehen!) Wie
dndern sich die MaBe bei 2 Zwischenboden, wenn bei gleichem Gesamtvolumen jedes der
jetzt drei Ficher wiederum 25 cm hoch sein soll?

Von 24 El mit je 2V Ursy und 0,25 Q innerem Widerstand sollen bei einem
AuBenwiderstand von 1,5 Q Gruppen parallel geschalteter Elemente so hintereinanderge-
schaltet werden, daB die Stromstéirke ein Maximum wird.

Eine Sammellinse mit der Brennweite f erzeugt von einem Gegenstand ein reelles Bild. Bei
welcher Gegenstandsweite ist die Entfernung Gegenstand — Bild am kleinsten?

Beweisen Sie den folgenden Satz!
Unter allen Rechtecken vom Fli

inhalt 4 hat das Quadrat den kleinsten Umfang.

Einem geraden Kreiszylinder (Durchmesser d; Hohe /) soll der Kegel mit kleinstem Volumen
umbeschrieben werden.

Unter allen Kugelabschnitten von gegebenem Volumen ¥ soll derjenige bestimmt werden,
zu dem die kleinste Kugelkappe gehort. Wie groB muBl der Kugelradius gewdhlt werden?
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15.

17.

18.

19.

144

Eine positive Zahl soll so in zwei positive Summanden zerlegt werden, daB die Summe der
beiden Quotienten, die man durch Division des einen Summanden durch den anderen er-
hilt, ein Minimum wird.

Der Boden eines oben offenen zylindrischen GefiBes ist eine nach innen gewdlbte Halbkﬁgel.
Bei welchen MaBen wird das Volumen bei gegebener Oberfliche Ao ein Minimum?

Eine gewisse Menge Wasser hat bei #o = 0°C das Volumen V,. Bei der Temperatur ¢
(0°C =t = 25°C) hat sie dann das Volumen

V,= Vo (1 — 0,0001608 7 + 0,0000207 #> — 0,0000001 £3).

Bestimmen Sie daraus die Temperatur, bei der Wasser die groBte Dichte hat!

Ein Element von 1,8 V Urspannung und 0,2 Q innerem Widerstand erhitzt eine Heiz-
spirale aus einem Widerstandsdraht von der Linge 8 m und dem spezifischen Widerstand

n 2

0,017 o . Welchen Querschnitt muBl der Heizdraht haben, um einen moglichst groBen
m

Heizeffekt zu ergeben?

Einer Halbkugel soll der Kegel mit klei Volumen umbeschrieben werden.

Anleitung: Wihlen Sie die Kegelhdhe als unabhingige Veranderliche!

Welcher von allen den Kreiszylindern mit gleick Volumen V hat die kleinste Ober-

fliche?



3. Einfiihrung in die Integralrechnung

Im Heinrich-Hertz-Institut in Berlin-Adlershof steht das groBte Radioteieskop
Deutschlands. Dieses Instrument gehdrt zu den wichtigsten Geriiten der Radio-
astronomie. Die Radioastronomie, ein Teilgebiet der Astronomie, befaBt sich mit
den aus dem Weltall kommenden Strahlen im Frequenzbereich der Radiowellen.
Das Radioteleskop selbst ist die Antenne des Empfangsgerites. Sie besteht aus
einem parabolisch geformten Reflektor und einem Dipol im Brennpunkt des Reflek-
tors, der die Strahlung aufnimmt. Der Reflektor soll einen gerichteten Empfang er-
moglichen, das heiBit, aus der von allen Richtungen einfallenden Strahlung wird nur
die aus einer bestimmten Richtung einfallende Strahlung untersucht. Je groBer das
Teleskop ist, desto besser konnen auch schwache und weit entfernte Strahlungsquellen
beobachtet werden. Die Offnungsflidche des Reflektors ist hierfiir von Bedeutung.
Die Berliner Parabolantenne hat einen Durchmesser von 36 m. Sie ist im inneren
Teil mit Blech, in den duBeren Bereichen wegen des starken Winddrucks mit einem
Drahtnetz belegt. Es ist moglich, den Inhalt dieser Flache, die man sich durch Rota-
tion eines Parabelbogens entstanden denken kann, mit Hilfe der Integralrechnung
zu bestimmen.
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3.1. Das unbestimmte Integral
3.1.1. Aufgaben zur Wiederholung
1. Geben Sie eine Funktion y = f(x) an, deren 1. Ableitung y' = 3x2 + 1 ist! Gibt es mehrere

solcher Funktionen?
2

1
2. Differenzieren Sie die beiden Funktionen y = f;(x)= 1—2 und y = fo(x) = =
vergleichen Sie die Ergebnisse miteinander! ~% 1-

2x
Geben Sie weitere Funktionen an, deren 1. Ableitung y' = (l—xz‘)z ist!

3.1.2. Die Umkehrung des Differentiationsprozesses

Hat man zwei Funktionen y = Fi(x) und y = F,(x), die dieselbe 1. Ableitung
" = Fj(x) = F3(x) haben, so hat die Differenzfunktion

1)y = D(x) = Fi(x) — Fy(x)
die Ableitung
(2) y' =D(x) = F{(x) — Fj(x) = 0.

Offenbar hat jede konstante Funktion' D(x) = C die Ableitung 0. Aber es gilt auch
umgekehrt, wie ohne Beweis mitgeteilt wird, daB jede Funktion, deren 1. Ableitung
identisch verschwindet, konstant ist. Geometrisch bedeutet dieser Sachverhalt, daB
jede Kurve, die iiberall eine horizontale Tangente besitzt, notwendig in jedem ihrer
Punkte eine Parallele zur x-Achse ist.

Aus dieser Tatsache folgt, daB zwei Funktionen, die dieselbe 1. Ableitung besitzen,
sich nur um eine additive Konstante unterscheiden konnen, denn aus (1) folgt wegen
D(x) = C:

Fi(x) = Fy(x) + C.

Jetzt wird die Aufgabe gestellt, simtliche Funktionen y = F(x) zu finden,
deren 1. Ableitung gleich der vorgegebenen Funktion y = f(x) ist. Jede derartige
Funktion heiBt eine Stammfunktion der Funktion y = f(x).

Offenbar ist mit y = F(x) auch die Funktion y = F,(x) + ( eine Stammfunktion,
und nach den obigen Ausfithrungen kann man jede Stammfunktion y = F(x) von
y = f(x) aus irgend einer solchen Stammfunktion y = F,(x) durch Hinzufiigung
einer geeigneten Konstanten erhalten.

@ Uberzeugen Sie sich, dafi diese Feststellung auch fiir die Aufgabe 2 im Ab-
schnitt 3.1.1. gilt!

Die Gesamtheit aller Stammfunktionen zu einer vorgegebenen Funktion y = f(x)
nennt man auch das unbestimmte Integral der Funktion y = f(x) und schreibt dafiir
Jf(x) dx. '
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> Unter dem unbestimmten Integral I f(x)dx versteht man die Gesamtheit aller Funktionen
» = F(x), deren 1. Ableitung F'(x) gleich der vorgegebenen Funktion f(x) ist, fiir die also
F'(x) = f(x) gilt.

Differenzieren und (unbestimmt) Integrieren sind zueinander Umkehroperationen in
dhnlicher Weise wie Addieren und Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren.

3.1.3. Einfache Integrationsregeln

Auf Grund der Definition des unbestimmten Integrals 148t sich jede geloste Diffe-
rentiationsaufgabe auch unter Verwendung des Integralsymbols schreiben.

[l Beispiel 1
di(.\-i —5x% 4+ 3x) = 5x* — 10x + 3 J(Sx‘ — 10x + 3)dx
X

=x"-5»+3x+C

Il Beisvie1 2
am__1 MNw=lyc
dx \x x* x2 X

Das gilt auch fiir die grundlegenden Differentiationsformeln. Die zugehérigen Inte-
grale heiBen Grundintegrale, zum Beispiel:

\,n+1 +1
¢ ) == =" (1b) | x"dx = +C
n+1 1
Die Giiltigkeit der Beziehung 4x) =n-x""" wurde fiir alle ganzzahligen Expo-
X
nenten bewiesen. Das trifft deshalb auch fiir (1b) zu mit Ausnahme von n = —1,

da sich in diesem Falle 0 als Nenner ergeben wiirde. Die Division durch Null ist
aber nicht erklart.

1. Grundintegral:

n+1
0 j.\"' dx == g + C mit n ganzzahligund n & —1
n+

Auch jede Differentiationsregel ldBt sich als Integrationsregel schreiben, zum
BeiSpiel:

dfl(x) dfy(x) (2) [LAK) + f2(x)] dx

= [fn(X) + f2(x)] = 4
X = [filx)dx + [ fo(x) dx
(Summenregel)
2 - g = a- L @) Ja fedx = a- | fx) dx
dx dx (konstanter Faktor beim Inte-
granden)
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3.1.4. Integration der ganzen rationalen Funktion

Mit Hilfe der Beziehungen (1), (2) und (3) ist jede ganze rationale Funktion
integrierbar.

Gegebene Funktion: y = ) a,x* mit g, reell und n > 0, ganzzahlig
k=0

Integral:
JZ axrdx = J.(a,,x" + @ X"l F X+ ayx + ap) dX
k=0

@ a a g
R Y SN BIRR. e — P R R,
n+1 n 3 2

= A X" 4 A" A+ AXE + Ax + A,
n+1

IZ ax*dx = Y A" mit 4, reell und n > 0, ganzzahlig
3 k=0

=0

Ergebnis

> Das Integral jeder ganzen rationalen Funktion ist wieder eine ganze rationale Funktion. Thr Grad
ist um 1 groBer als der Grad des Integranden, falls dieser nicht identisch Null ist.

Aufgaben
1. Die Ableitung einer Konstanten ist Null. Wie lautet das unbestimmte Integral eines kon-
stanten Integranden ({ ¢ dx)?
2. Was ergibt sich in Aufgabe 1 fiir ¢ = 1? Formulieren Sie das Ergebnis in einem Satz!

3.  Integrieren Sie!

a) fux b) f(—s)dx PS) J.(—x)dx_ d) f4xdx o J'(—sx)dx

f)f(Hzx)dx 2 f(x—4)dx 1) J'(Zx—3)dx i)_[—(4x-1)dx k)J.ledx

n J'(—4x3)dx m) J‘Sx"dx n)J.x"dx 0 fx'"*ldx » fx"-'dx
4. Losen Sie folgende Integrale, deren Integranden ganze rationale Funktionen sind!

2) fx”dx h)f%xzdx o fliodx a0 fsdx ) J‘ndx

f) f)(‘_ldx 2 f‘LZ—de b) J.\/_adx i fzi;z ) (gt de

x?  x
3 + —)dx

|)J'(x3—1)dx m) J'(x2+ax+b)dx n)f(l+§— -

0) j(l +2v + 3% +4xDdx  p) J-(\/;—x+\/;)dx @ J'(x+ 1)? dx

D [0 —20—32dx 9) j(x2 +x+D&x—Dde b J'(xz — 1)+ dx
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5. Lésen Sie folgende Integrale, deren I
tionen sind oder als Summanden enthalten!

i : 1 124 T

a) fx—’j b) J(xl+x—2)dx ) jax-de @ J‘-SX—: ) f(;z+;)dx

f) J’( +—+ )dx g)f ( + —+ ) 1) J(% +bx+c)dx
d d d - 1 1

i) x—f K X—’; n x—f m)J(xz—;)dx n) j(ﬁ— 1 —F>dx

o)f(x+i)2dx p) J'(x2_x—12)3dx q)fxs-‘-x2

den einfache echt gebroch ionale Funk-

—1 2 —1
= dx r) J.x >—dx
x

rxt —x?—1 1 a
o[ o f(x2+1)(—z—l)dx W [508 + cx + dyix
* x X
Anleitung: Bei 0) bis u) ist erst durch Auspotenzieren, Ausmultiplizieren bzw. Ausdividi

der Integrand in eine Summe einzelner Potenzfunktionen zu verwandeln.
6.  Losen Sie moglichst geschickt!
N ’ N I .op i jpoe A
D [@+b0de—[@—biar » [(1-- 42— S+ [(14 - -2+ 3)a
P g X X X
7.  Die folgenden Funktionen sind zu differenzieten und zu integrieren.
1
a)y=x+x-—1 b)y=xz+;—10 ) y=x2+ax+b(x—o)

3x* + 8x6 — a8

Qy= =5

) y=02x+3* f)y=x2—5x*+10)

8.  Ermitteln Sie die Funktionen y = f(x), deren erste Ableitungen y' = f'(x) wie folgt ge-
geben sind!

a)y =x3—5 b)y =5x*— )y=x3—x24x—-1

ol

1 1 12
d)y =@x—2)(x—3) e)y’=(-x2—sx+z) )y =0@x—3)Bx—2)(x+1)

2

9.  Der Weg ist das Zeitintegral der Geschwindigkeit (s = Iu . dt), wobei die Geschwindigkeit
eine Funktion der Zeit ist. Bestimmen Sie auf diese Weise das Weg-Zeit-Gesetz folgender

Bewegungen!
a) Gleichformige Bewegung: v = ¢ b) Freier Fall: v = gt
¢) Lotrechter Wurf nach unten: v = ¢ + gt d) Lotrechter Wurf nach oben: v = ¢ — gt

(Wie hoch liegt im Fall d) der Gipfelpunkt des Wurfes iiber dem Abwurfpunkt?)

10. Die Geschwindigkeit ist das Zeiti al der Beschleuni (v= jb dr), wobei die Be-
schleunigung eine Funktion der Zeit ist. Bestimmen Sie auf diese Weise die Beziehungen
zwischen Geschwindigkeit und Zeit sowie zwischen Weg und Zeit fiir folgende Bewegungen!

a) GleichmiBig beschleunigte Bewegung: b = ¢

b) GleichmiaBig verzogerte Bewegung: b =—cC

¢) Einfact leichmiiBig b i g:b=f-1t
(f sei dabei eine Konstante, zum Beispiel 0, 5 m- s")
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3.2.1. Aufgaben zur Wiederholung

1.

Wie kann der Flich

inhalt einer Krei

heibe mit Hilfe eint

3.2. Das bestimmte Integral

weise mit beliebiger Genauigkeit ermittelt werden?

riebener Vielecke niherungs-

Kann man bei der Aufgabe in 1 zur niherungsweisen Berechnung des Flidcheninhaltes einer

Kreisscheibe auch umbeschriebene Vielecke verwenden?

3.2.2. Das bestimmte Integral als Grenzwert von Summen von Produkten

Neben dem unbestimmten Integral, das durch Umkehrung des Differentiations-
prozesses gewonnen wird, gibt es noch einen zweiten, auf ganz andere Weise erklirten

Integralbegriff, das bestimmte Integral.

Es sei y = f(x) eine im Intervall a < x < b monoton steigende Funktion, die aus-
schlieBlich nicht negative Werte annimmt. Das Bild dieser Funktion enthilt also

keinen Punkt unterhalb der x-Achse.

Im folgenden wird nun das Problem behandelt, den Inhalt des in Abbildung 3.1. rot

gerasterten Flichenstiickes zu
berechnen. Dazu wird das In-
tervall @ < x < b durch die
Punkte mit den Abszissen

a=Xxy<x3 <Xx,<...
<Xy KX = b

in n (nicht notwendig einander
gleiche) Teilintervalle zerlegt.
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i_ Diese Zerlegung wird mit 3,
bezeichnet. Die Linge des
£ i-ten Teilintervalls von 3, ist
Ax; = x; — x;_, mit i=1,

2 oy .

—
=
Ai
X1 Xj X Abb. 3.1.




Die groBte dieser Langen Ax; wird mit 0, bezeichnet. Die Zahl 9, wird als MabB fiir
die ,,Feinheit* der Zerlegung gewihlt. Das ist folgendermaBen zu verstehen: Die Zer-
legung 3,, heiBt feiner als die Zerlegung 3,,, wenn d,, kleiner als 9, ist. Unter einer
Folge beliebig fein werdender Zerlegungen {3,} versteht man eine Folge von Zer-
legungen {3,}, bei denen die zugehdrigen 0, eine Nullfolge bilden.

Um den obengenannten Flicheninhalt zu berechnen, werden in der Abbildung3.1.
dem Flichenstiick eine Anzahl Rechtecke einbeschrieben und umbeschrieben. Fiir den
FlicheninhaltA4, des in der Figur krummlinig begrenzten Flichenstiickes gilt die Un-
gleichung:

SGioy) - Ax; £4; £ f(x) - Ax,.

Daher gilt fiir den Inhalt 4 = ) A; des rotgerasterten Flichenstiickes die Un-
gleichung: b

3) Zf(xi—l)'AXi =4 = lzlf(-xi).Axl'

i=1 =
Die links stehende Summe wird auch als Untersumme /,, die rechts stehende Summe
als Obersumme l_,, bezeichnet, so daB (3) in die Form

@ 1 I,

A

A

1IA

iibergeht.

Fiir die Differenz aus der Ober- und Untersumme gilt folgende Abschitzung:

M=

=Ll =1, — I, =

‘[f(xl) = flxi-)]4x; £ »;l [f(x)) = f(xi=1)]0n

(]

= 8, 3, L) = flxio ] = 1G5 = fxo)
(5) 1l = Ll < 3,[/) = f(@)].

Hieraus erkennt man, daB fiir jede beliebig fein werdende Zerlegungsfolge der letzte
Ausdruck in Formel (5) eine Nullfolge bildet. Aus (4) folgen in Verbindung mit (5)
die beiden Ungleichungen

|4 = bl = 4= 1, < I, — I, £ ,[/(b) - f(@)]
und
I, —Al=1,— A< I, — I, < 8,[f(®) — f@],

so daB also bei jeder Folge beliebig fein werdender Zerlegungen sowohl die Unter-
summen als auch die Obersummen dem gemeinsamen Grenzwert A4 zustreben. Dieser

Grenzwert der I_,I und 7, wird das bestimmte Integral der Funktion y = f(x) in den
Grenzen a bis b genannt und mit
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b

J J(x)dx (gesprochen: Integral von a bis b iiber f(x) dx)

bezeichnet.!

Man nennt dabei a und b die Integrationsgrenzen, das Intervall a < x < b das
Integrationsintervall, /(x) den Integranden und x die Integrationsverinderliche.
Wihrend das unbestimmte Integral eine Schar von Funktionen darstellt, ist das be-
stimmte Integral eine Zahl, in der die Integrationsverinderliche natiirlich nicht mehr
auftritt. Daher ist es gleichgiiltig, mit welchem Buchstaben die Integrationsver-
dnderliche bezeichnet wird. Es ist also zum Beispiel :

f ) dx = f fWydi = f f)du = f fo)dx = j 1@ de.
B seispici 1 s

Es soll das Integral | x dx berechnet werden.
0
Zur Berechnung dieses Integrals kann man sich auf die Unterteilung in gleiche
Teile beschrinken. Bevor zu einer Unterteilung in n gleiche Teile iibergegangen
_ wird, werden die Berechnungen fiir Unterteilungen in drei bzw. sechs gleiche
Teile ausgefiihrt (Abb. 3.2.).

Y
¥
Jx yex
3r T If{x,) 8r 7 Fx)
l fixs)
r |r %) e a[ o)
/e
— 1k -
! o) B4 :
/el |
0 3 x 0 x
X X X X3 X % X2 Xz X4 X5 X
Abb. 3.2,

! Bei dieser Erklirung des bestimmten Integrals wird die Erkldrung und das Vorhandensein des
Flacheninhaltes A eines krummlinig begrenzten Flichenstiickes als bekannt vorausgesetzt. Bei
einem strengen Aufbau der Integralrechnung hat man jedoch umgekehrt zu verfahren und den
Flacheninhalt 4 durch das betreffende Integral zu erkliren. Dann muB man auf anderem Wege
zeigen, daB die Ober- und Untersummen bei jeder Folge {3,} beliebig fein werdender Zerlegungen
einem und demselben Grenzwert zustreben. Dieser Beweis ist jedoch etwas umfangreich und
muB daher hier unterbleiben.
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-

1. Unterteilung:n = 3; x;===i; Ax = g =1

n

é = if(x:—l)'AX = f(xo) - dx + f(x,) - Ax + f(x;) - dx
) =01 411 42-1=

=Y fx)-dx  =f(x;) Ax + f(x;) - Ax + f(x3) - dx

=1-1 +2-1 +3:1=6
3<A4< 6

i _4
2. Unterteilung: n = 6; x; = 3 ==
n 2

Is = Z SGion) - Ax—[f(xo)+f(xl)+f(-"z)+f(x3)+f(x4)+f(xs)] Ax

i; dx =

AN W
N -

= 0+1+l+—+2+§ ~1—l—5—375
= 2 2 4

2/ 2
- 6
Is = lZlf(xl) “Ax = [f(x1) + f(x2) + flx3) + f(xs) + f(x5) + f(x6)] - Ax
=(1+1+§+2+§+3)«1=2= 5,25
2 2 2 2 4

375< A< 525

) " . 3i
n-te Unterteilung: x; = —=; Ax ===,

3

n

=Y o pdn= T HVI3 58, g Ty
i=1 i=1n ni=1

i=1 n n

Das n-te Glied der Summenfolge 2 (i — 1) erhilt man mit Hilfe der Formel

= 5 [2u1 + (n — 1)d]. Es erglbt sxch im vorliegenden Fall:

él(f -n= ’-2’(n =10

Nach dem Einsetzen der Summe in den Ausdruck fiir die Untersumme erhilt
man schlieBlich bei unbegrenzt wachsendem n:

_z'n(n—l)=2.n—1 9

I,
= n 2 2 n 2
z 3 3 9= 9 n
= Tfo)dx= § =2 Yi==T@4n—1)
i= i=itn n ni1 nt 2/
—_2.n(n+l)=2.n+1 ?
Yo 2 2 n 2
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3 9
Ergebnis: J xdx ==

Beispiel 2 5
Es ist das Integral f cdx mit konstantem ¢ zu berechnen. In diesem Fall ist

jede Untersumme /, gleich der entsprechenden Obersumme i; €

L=1-

1M=

cdx;=cYydx;=c(b—a)=
i i=1
Beispiel 3
Es soll nunmehr das Integral
b
jxdx mit 0<a<b

berechnet werden. Dieses Beispiel hat mit dem Beispiel 1 den Integranden
y = f(x) = x gemeinsam. Bei beliebiger Zerlegung gilt:

||[\/]=

f(xi ) Ax; = izl Xi—g “Ax; = ‘Z Xio1 (5 — Xi21)s
= =1

\‘l
||M=

f(xl) ax, = ixr’Axi = ixl'(xl_xl—l)'

i=1

Durch Addition erhélt man hieraus:

L+1,= z—:x [xi-a(xs = xi-1) + X0 — x0-1)]

‘Zl (i + Xi-1) (6 — X4-9) = lz‘x (xf - xi-1)

(xf —x)+ (3 = x) + (3 —xD) + e (= X))

L+L=xl-xt=b>-4d

— b
Da sowohl 7, als auch 7, gegen J~ f(x)dx strebt, ergibt sich fiir n » co die
Beziehung: - a

be(x)h +rf(x)dx = 2rf(x)dx b -a

th(x) dx = %(b2 - a).



. Beispiel 4
Esseiv = f(t)in t, <t £ 1, die Geschwindigkeit eines sich bewegenden Kor-
pers als Funktion der Zeit gegeben. Denkt man sich das Zeitintervall von ¢,
bis ¢, in 7 gleiche Teilabschnitte der GroBe Ar, zerlegt, so ist die Lénge s der
in der Zeit #, — ¢, zuriickgelegten Strecke niherungsweise gleich

Z f(li) 'Ath
=1

da in den kleinen Zeitintervallen die Geschwindigkeit nahezu konstant ist.
Durch Grenziibergang n — co erhilt man die Weglinge:

e f fa) de. y

r)"f(X)
3.2.3. Das Rechnen mit bestimmten Integralen

1) Ist ¢ ein beliebiger Wert zwischen a und b,
so gilt fiir @ < b:

' f(x)dx = J j

a

o5
f(x)dx + J S(x)dx.

Zur Erlduterung der Gleichung (6) betrach- ! !
tet man solche Zerlegungen 3, des Inter- 0 1 3 X
valls @ < x < b, die alle den Punkt mit der Abb3.3.

Abszisse ¢ als Teilpunkt haben (Abb. 3.3.).

Diejenigen Teilpunkte von 3,, die zwischen a und c liegen, erzeugen eine Zerlegung 3,
des Intervalls @ < x < ¢, und diejenigen Teilpunkte von 3,, die zwischen ¢ und &
liegen, erzeugen eine Zerlegung 3; des Intervalls ¢ < x < b. Addiert man nun die
zu § und 3 gehorenden Untersummen, so ergibt sich die zu 3, gehorende Unter-
summe. LéBt man schlieBlich die Unterteilung beliebig fein werden, so ergibt sich
die auch geometrisch einleuchtende Beziehung (6). Sie besagt némlich, daB der In-
halt des Flichenstiickes zwischen der Kurve und der x-Achse in den Grenzen von
a bis b gleich der Summe der Inhalte der beiden Flichenstiicke zwischen der Kurve
und der x-Achse in den Grenzen @ und ¢ bzw. ¢ und b ist.

2) Unter dem Integral .[ f(x) dx versteht man den Wert Null.

3) Es soll nun das Integral f f(x)dx fiir den Fall erklirt werden, daB b kleiner als a

ist. Die Deﬁmtlon wird so vorgenommen, daf} die Relation (6) erhalten bleibt, daB
also gilt:

_[ bf(x) dx + _[ ) dx = f " fe)ydx = 0.
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Es wird deshalb definiert:
b a

(@] J f(x)dx = —J f(x)dx.
a b

Das Integral auf der rechten Seite ist schon erklirt, da & kleiner als a ist.
Bei dieser Definition gilt (6) auch ohne die Einschriankung a < b.

4) Sind y = fi(x) und y = f(x) zwei in a < x < b erklirte monoton steigende
Funktionen sowie ¢, und ¢, zwei nicht negative Konstanten, so ist auch die Funktion

¥ =f(x) = c1f1i(x) + c2/2(x)

im gleichen Intervall monoton steigend, und es gilt:

b b b
(8) J‘ f(x)dx = (',f fi(x)dx + ¢, [ fo(x) dx.

a a Ja

Diese Relation ergibt sich, wenn man beim Bilden der Ober- und Untersumme
beachtet, daB

Sx) = ey filxi) + c2 - folx)
ist. Im Falle der Obersumme erhilt man:
i‘;f(x,) dx; = ey 'glfl(x,)-dx, + sz:zi fa(x;) - Ax,
und im Falle der Untersumme:
l_Z":If(x,_l) “dx; = ¢y IZ:lfl(x,_l) “Ax; + ¢y ’Z":lfz(x‘_,) - Ax;.

In Worten:

Die Obersumme (bzw. Untersumme) von y = f(x) bei der Zerlegung 3, ist gleich der
Summe der c,-fachen Obersumme (bzw. Untersumme) von f;(x) und der c,-fachen
Obersumme (bzw. Untersumme) von f5(x) bei der Zerlegung 3,,.

Durch Grenziibergang erhilt man daraus die Relation (8).

3.2.4. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

. 1. Was versteht man unter dem arithmetischen Mittel A der n reellen Zahlen

Y15 V25 wvos Yal
. 2. In welcher Grifienbeziehung steht A zu dem grofiten der y, und dem kleinsten
der y,?

. 3. Gibt es unter den y, stets eines, welches gleich A ist?

Es sei wieder y = f(x) eine in a < x < b erklirte, monoton steigende Funktion.
Durch die » dquidistanten® Punkte mit den Abszissen

1 aequus (lat.), gleich; distantia (lat.), Abstand; dquidistant, gleichen Abstand habend.
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x,=a+i-b— mit i=1,2,...,n

wird eine Zerlegung 3, des Intervalls @ < x < b vorgenommen. Das arithmetische
Mittel der Funktionswerte y;, = f(x;) ist dann:

Z": (xl)— [f()‘l) —:I

= i [r(xl) lj|
i=1 —a n

B [f(X)

b—ai=1

A4, =

)

fache der zur Zerlegung 3, gehorenden Obersumme von

Offenbar ist 4, das b 1

b
f f(x) dx. LaBt man jetzt die 3, beliebig fein werden, so strebt 4, gegen den Grenzwert

i
9 m= L J f(x)dx,
b—al,

den man als Mittelwert der Funktion y = f(x) im Intervall ¢ < x < b bezeichnet.
Der Wert m ist also gewissermaBen das arithmetische Mittel der Funktionswerte
» =f(x) in a £ x £ b. Da der kleinste Wert von y = f(x) wegen der Monotonie
gleich f(a) und der groBte gleich f(b) ist,

gilt: ¥ / y_gxz
fla) < 4, < f(b) 3
und daher auch
fla) = m £ f(b).
b
Bedenkt man, daB J f(x) dx gleich dem
2k
Flicheninhalt unter der Kurve y = f(x)in 7
den Grenzen a bis b ist, so ist wegen ////
b
m(b — a) = j £ dx . %
C
a 1 e
der Flicheninhalt des Rechtecks ABCD in
Abbildung 3.4. mit den Seitenlidngen b — a m
und m gleich dem Flicheninhalt unter der
Kurve y = f(x). Die beiden rot schraffierten 4 . 8
Flachenstiicke in Abbildung 3.4. sind in- @0 7 b=2 X
haltsgleich. Abb. 3.4,
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Ist nun die Funktion y = f(x) im Intervall a < x < b stetig, so 1Bt f(x) keinen
zwischen f(a) und f(b) gelegenen Zwischenwert aus. Es gibt daher eine zwischen a
und b gelegene Stelle 5 a < & < b, derart, daB f(£) = m ist. Somit kann die Glei-
chung (9) im Falle einer stetigen Funktion y = f(x) in der Form

b
(10) f(x)dx = (b — a) f(§)
geschrieben werden, wobei : eine zwischen @ und b gelegene Zahl bedeutet. Diese
Aussage wird als Mittelwertsatz der Integralrechnung bezeichnet.
Betrachtet man das Integral aus Beispiel 4, so bedeutet hier der Mittelwert von /()
offenbar gerade die mittlere Geschwindigkeit des sich im allgemeinen ungleichférmig
bewegenden Korpers.

3.2.5. Das bestimmte Integral mit veriinderlicher oberer Grenze

Ist die Funktion y = f(¢) im Intervall @ < ¢ < b monoton steigend, so kann man das
bestimmte Integral auch iiber ein beliebiges Teilintervall von @ < ¢ < b bilden.
Ist zum Beispiel x ein beliebiger Wert aus @ < x < b, so wird das Integral

¥ = Fol) = f “foyde

betrachtet. Auf diese Weise ist jeder Zahl x aus @ < x < b genau eine Zahl ¥ = Fo(x)
zugeordnet, so daB man eine in @ < x < b erklirte Funktion y = F,(x) erhilt. Es
ergibt sich zum Beispiel auf Grund von Beispiel 3 fiir @ > 0 und » > « die in
a = x < b erkldrte Funktion:

Fyo(x) = fo(t) dt = r tdr = %(x2 - d).

a

. 4. Welcher Zusammenhang besteht hier zwischen der in a < x < b erklirten
Funktion Fo(x) und dem Integranden?
Hinweis: Differenzieren Sie Fo(x)!

3.2.6. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Die im vorigen Abschnitt erkldrte Funktion y = Fo(x) soll an einer inneren Stelle x,
ihres Definitionsbereichs auf Differenzierbarkeit untersucht werden. Dazu wird zu-
nichst der Differenzenquotient gebildet und iiberpriift, ob dieser fiir # — 0 einem
Grenzwert zustrebt.

y, B8 = R ’2 = . } "y i - 'raf(r) d/].
1 a a

Nach Gleichung (6) gilt fiir die rechte Seite von (11):
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=

1 xo+h ‘n/ /
;[J.“ f(t) dt L ll)zz|=

xo+h ra
[ fdt +J fmd/]

e+ j ) dr]

Xo a

Hieraus ergibt sich nach dem Mittelwertsatz (10):
_ xo+h
Foxo + hz Fo(xo) = % ) de

= ;ll'h'f(f) - /),

wobei & eine Stelle zwischen x, und x, + A ist. LaBt man jetzt # gegen O streben (s kann
positiv oder negativ sein, es wird nur / # 0 gefordert), so strebt & gegen x,. Ist nun f(x)
stetig, so strebt f(£) gegen f(x,). Daher strebt der Differenzenquotient auf der linken
Seite ebenfalls gegen f(x,), und es gilt:

Fo(xo + h,: — Fo(xo) = f(xo).

Fo'(xo) = lim

h=0

Die Funktion y = Fy(x) ist also differenzierbar, und ihre 1. Ableitung ist gleich dem
Funktionswert des Integranden an der oberen Grenze x. Die Funktion y = Fy(x)
ist also eine Stammfunktion des Integranden. Da sich eine beliebige Stammfunktion

y = F(x) von y = f(x) nur durch eine additive Konstante von einer anderen der-
artigen Stammfunktion unterscheiden kann, 148t sie sich in der Form

Fx) = Fo(x) + C

darstellen.
Beachtet man, daBl

Foa) = j "f0dt=0 und Fub) =fb f) dt
ist, so erhilt man:
f:f(z) dt = Fo(b) = Fola)
= () - €] - [F@ — C]

J‘bf(t) dt = F(b) — Fa).
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Diese Erdrterungen enthalten den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
Voraussetzung: Es sei in @ < x < b die Funktion y = F(x) eine beliebige Stamm-
funktion der dort stetigen Funktion y = f{(x).

Behauptung:  Es gilt

b
(12) I‘f(.\')d.\' = F(b) — Fa).
Mit Hilfe dieses Satzes ist die Berechnung bestimmter Integrale in vielen Fillen sehr
bequem:
} Ein bestimmtes Integral kann berechnet werden, mdem man das unbestimmte Integral aus-

rechnet, in eine seiner die I a und b einsetzt und dann die
Differenz F(b) — F(a) bildet.

Beim Rechnen mit bestimmten Integralen wird dann oft folgende Schreibweise
angewandt:

b
= Fb) — Fa).

a

~b
(]I!a)J f(x)dx = F(x)

. Beispiel 5
P31t _81 1_80
4

3 4
f Pdv =1
1 41,

Aul'gaben

La | dx b)f v c)J' L u)f dx e)faxzdx
1
f)fl%dx g)fzsxzdx h)fz%dx i)fz%dx k)fz(x2+l)d.r
l)f:szdx m)f:szdx n)fZ(XZ—l)dx o)jj";dx p)f —dx
a3 3 1,5
La)Jo(2x+5)dx b)fz(x2+3)dx c)J‘l (2 + x)dx d)jo(3x2+4x+5)dx

4 2 2
€) | (7x* — 2x + 16)dx f)f (x3 — 3x2 + 3x — 1)dx g)J- 3+ x4+ x + Dadx
42 1 ()

3.2.7. Verallgemeinerungen

(Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt werden ohne Beweis gegeben.)

Der Begriff des bestimmten Integrals kann auch fiir eine beliebige in einem Intervall
a < x < b stetige Funktion y = f(x) erkldrt werden, die nicht im ganzen Intervall
monoton ist und deren Funktionsbild nicht bestindig oberhalb der x-Achse verlduft.
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So kann man zum Beispiel die Aufgabe betrachten, den Flicheninhalt unter der
Kurve

5 4 2
=fx)==x"— —x"+2
y=A 12 1

zwischen den Grenzen x = —2 und x = 2 zu berechnen (Abb. 3.5.). Ohne hier auf
die Einzelheiten einer Intervallzerlegung und die Bildung von Unter- und Ober-
summen einzugehen, werde nur mitgeteilt, daB dieser Flicheninhalt genau wie in den
vorhergehenden Abschnitten mit Hilfe einer Stammfunktion berechnet werden kann.
Es gilt also:

_
A= (ix‘—l—7.\‘z+2 dx
L\t T

Valit] -%x‘— 712—7x %42

L Abb. 3.5.

. 5. Uberpriifen Sie die Rechnung in diesem Beispiel!

Allgemein gilt folgendes:

Ist die Funktion y = f(x) im Intervall a < x < b stetig und gilt dort f(x) = 0,

ist ferner y = F(x) eine Stammfunktion von y = f(x),

so ist der Flicheninhalt unter dem Bild der Funktion y = f(x) zwischen den Grenzen
x = aund x = b gleich

(13) ff(x) dx = F(b) — Fa).

In Abbildung 3.6. wird der Fall betrachtet, daB f(x) negative Werte annimmt. Be-
rechnet man auch hier nach der Formel (13) den Flicheninhalt des Flichenstiickes,
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Abb. 3.6.

das das Funktionsbild mit der x-Achse in den Grenzén von a bis b bildet, so erhilt

man:
2 3
J‘ (x* — 2x)dx = % %
N 3

also einen negativen Wert.

In der Tat wiirde man auch, wenn man nach dem Vorbild von Abschnitt 3.2.2.
Unter- und Obersummen bildet, fiir diese Summen negative Werte erhalten, so
daB das Integral als Grenzwert einen negativen Wert liefern miiBte. Allerdings gibt
das Integral dann nicht mehr die MaBzahl A fiir den Flicheninhalt zwischen dem
Funktionsbild und der x-Achse an. Es gilt hier vielmehr:

2
A= f (x* = 2x)dx
0

2
= —f (x* — 2x) dx.
0

Um den Vorzeichen Rechnung zu tragen, kann man jedoch folgendermaBen vor-
gehen:

Denkt man sich in den Abbildungen 3.5. und 3.6. den Rand der rot gerasterten Flichen
so durchlaufen, daB der begrenzende Teil der x-Achse in Richtung von a nach 5
durchlaufen wird, so liegt in Abbildung 3.5. das Flichenstiick zur Linken und in
Abbildung 3.6. zur Rechten.

Liegt beim Durchlaufen des Randes eines Flichenstiickes in ein und derselben Richtung die
> Fliiche zur Linken, so sagt man, das Flichenstiick sei positiv orientiert.
Liegt die Fliiche zur Rechten, so sagt man, das Flichenstiick sei negativ orientiert.!

Unter Benutzung dieser Terminologie kann man folgendermaBen einen sogenannten
vorzeichenbehafi Flicheninhalt einfiihren:

Ist 4 die MaBzahl des Inhalts eines Fldchenstiickes, welches ganz oberhalb oder
ganz unterhalb der x-Achse liegt, so ist der vorzeichenbehaftete Inhalt des Fldchen-

! Man kann also ein und dasselbe Flichenstiick einmal positiv und einmal negativ orientieren, je
nachdem, wie sein Rand durchlaufen wird.
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yfoo yl y y=flx) y
/|
0 X o b a X
y=flx) y=flx)

Abb. 3.7.

stiickes gleich 4, wenn dieses Flachenstiick positiv orientiert ist, und gleich — 4,
wenn es negativ orientiert ist. Auf diese Weise ergeben sich die in Abbildung 3.7.
dargestellten vier Moglichkeiten. &

Mit Hilfe des vorzeichenbehafteten Flicheninhaltes kann das Integralf f(x)dx
auch als Flicheninhalt gedeutet werden, wenn b kleiner als a ist. a
Besteht schlieBlich ein Flichenstiick aus mehreren, teils oberhalb, teils unterhalb der
x-Achse gelegenen Teilen, wie es zum Beispiel beim Bild der Sinusfunktion der Fall
ist, so versteht man unter dem vorzeichenbehafteten Flicheninhalt / des von a
nach b orientierten Flichenstiickes die Summe der vorzeichenbehafteten Flichen-
inhalte der einzelnen, teils oberhalb, teils unterhalb der x-Achse gelegenen Teil-
stiicke.

Unter Verwendung dieses allgemeinen Begriffs des vorzeichenbehafteten Inhaltes /
eines von a nach b orientierten Flachenstiickes gilt fiir jede in @ £ x < b oder auch
in b £ x < a stetige Funktion y = f(x), die dort die Stammfunktion y = F(x) be-
sitzt:

I= f ff(.\-) dx = F(b) — Fa).

B Beispier 6
2

Es ist das Integral '[ x> dx zu berechnen.

a 4
I=| Pax=%
4

. 6. Wie ist es moglich, da das Integral im Beispiel 6, das doch als Flichen-
inhalt aufgefapt werden kann, gleich Null ist?
Schliefen Sie auch den Fall a < 0 in Ihre Uberlegungen ein!
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Aufgaben

l.a)J‘o_zxdx b)f:xzdx ) f:xldx d)f_
e ot o e

-1 A0 -2 . =4 x
29 [ @x+ndx b) [ ex+isa c)f Gx+ 19)dx @) | (_-+1)dx
-3 -2 [ -1 2

-5 a—1 =1 .0
e)J' (—0,4x — 2)dx f)J (2 4 3)dx g) J G2 =Ddx b | (5x* + 15)dx
-9 -4 -3 J -2
o 3 ~d 3
i)f Gx — Ddx k)f @=9dr D[ ex—9dx m [ =5
2 1 4 J 5

3. DieArbeit ist das Wegintegral der Kraft (W = tdes), wenn die Kraft F als Funktion der
43

Wegldnge s gegeben ist und in die Wegrichtung fillt. Bestimmen Sie auf diese Weise die
folgenden ArbeitsgroBen!
a) Konstante Kraft: F=10N; s=25m
b) Hangabtriebskraft auf der geneigten Ebene: F = G - sin x
Gewicht G = 25kp; « = 30°; iiberwundener Héhenunterschied # = 3 m
¢) Zugkraft einer Schraubenfeder: F =k - §
Federkonstante k = 0,2 N -cm™!; Federverlingerung S
Berechnen Sie W fiir eine Federverldngerung von 0cm auf 10 cm;
von 5cm auf 15cm;
von 10 cm auf 20 cm usw. !

3.3. Flicheninhaltsberechnung durch Integration

3.3.1. Aufgaben zur Wiederholung

1. Welche geometrische Bedeu!ung kommt dem bestimmten Integral einer Funktion zu?

2. Von welchen Figuren konnen Sie den Flicheninhalt mit elementaren Mitteln berechnen?

3.  Welche Schwierigkeit ergibt sich bei der Berechnung des Inhalts der Kreisfliche?

4. Wie bestimmt man rechnerisch die Koordinaten der Schnittpunkte zweier Kurven?

5.  Was hat die Vertauschung der Grenzen eines bestimmten Integrals fiir den Wert des Inte-
grals zur Folge?

6. Welches Gesetz gilt fiir die Unterteilung des Integrationsintervalls? Kann die Unterteilung
auch auBerhalb der Integrationsgrenzen vorgenommen werden?

3.3.2. Fliichen zwischen Funktionsbildern und Koordinat h

Die Bestimmung des Inhalts einer Fliche, die vom Bild der Funktion y = f(x), der
x-Achse und den beiden Parallelen zur y-Achse x = 4 und x = b begrenzt wird,
geschieht durch Berechnung eines Integrals (Abb. 3.8.).

Im Abschnitt 3.1.3. wurde gezeigt, daB der Wert eines bestimmten Integrals mitunter
auch eine negative Zahl sein kann. Um die (stets positive) MaBzahl einer Fliche
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in solchen Fillen zu bestimmen, muBl daher
der absolute Betrag des Integrals genommen
werden:

b
a9 4= =| f f(x) d

Daraus folgt, daB zwischen der Aufgabe, den
Wert eines bestimmten Integrals zu berech-
nen, und der Aufgabe, die von Funktionsbild
und Koordinatenachse begrenzte Fliche. zu
ermitteln, wohl unterschieden werden muB.

Uberzeugen Sie sich von der Notwendig-
keit dieser Uberlegung bei der Berech-
nung der Mapzahl der Fliche, die vom

. Bild der Funktion y =;—x3 — 2, der

x-Achse und den Geraden x = —2 und
x = 1 begrenzt wird, wenn Sie —2 als
untere und 1 als obere Grenze nehmen!
Auf welche andere Weise konnten Sie
auch zu einem positiven Integralwert
kommen? ’

Auf entsprechende Weise kann man den
Inhalt der in Abbildung 3.9. dargestellten
Fliche, die von dem Funktionsbild, der
y-Achse und den entsprechenden Parallelen
zur x-Achse gebildet wird, berechnen:

| pSCb)
5 4fo =[] «x dy‘.
L

Dabei ist x = g(y) die inverse Funktion zu
y = f(x). Also ergibt sich:

f(b)
J gly)dy

S(a)

(152) A58 = Abb. 3.10.

Aus Abbildung 3.10. folgt fiir den Fall, daBl y =:f(x) eine monoton steigende Funk-
tion ist, deren Bild im ersten Quadranten verlduft:

(16) Aj + A7Q) = +

(a)

Jmf(X) dx

S(b)
j &) dy( =b-f(b) - a fla).
i
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. Uberzeugen Sie sich von der Richtigkeit der Gleichung (16), indem Sie fiir das
2
Beispiel y = f(x) ==x+ 1 in den Grenzen a =1 und b = 4 die Fliche

b S(b)
A) + ASD) einmal durch '[ Sf(x)dx| + g(y)dy|, zum anderen durch
a S(a)
b f(b) — a- f(a) berechnen!
Aus (16) folgt durch Umstellen
5
(16a) 42 = b+ f(b) — a* f(a) — g dy‘.
s@

B Beispier 1

Die zwischen dem Bild der Funktion y = \/ )_t und der x-Achse gelegene
Fliche 4% soll in den Grenzen von a = 0 bis b = 9 berechnet werden.

_[:\/;dx =f:\/}dx

4=

Da dieses Integral mit den bis jetzt zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht
ausgewertet werden kann, aber die zu y = +/x inverse Funktion x = y? zu
integrieren ist, berechnen wir A7) in den Grenzen von f(a) = 0 bis fb)=3
und subtrahieren das Ergebnis von b - f(b) — a-f(@) =93 — 0-0 = 27:
27

3 3|3
A=21-| ydy=21-2L| =272 _ s,
0 3o 3

Das Funktionsbild zerlegt also die durch die Integrationsgrenzen bestimmte
Rechteckfliche in zwei Teile, deren Flidchen im Verhiltnis

Ay A7) =211 stehen.

3.3.3. Unterteilung des Integrationsintervalls zur Berechnung von FlichengroBen

Schneidet das Funktionsbild innerhalb des Integrationsintervalls die x-Achse, so
ergeben sich bei gleichbleibender Integrationsrichtung Flichenteile mit unterschied-
lichem Umlaufsinn, das heiBt, der errechnete
Integralwert ergibt sich als MaBzahl einer
Summe von Flichenstreifen, die teils positiv,
teils negativ in die Rechnung eingehen. Der
rechnerische Wert stellt also nicht die Flichen-
groBe dar (Abb. 3.11.).

b
b b _ 2 e e b
Aa¥ 1= L/ (x) dx —— ey
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In diesem Fall ist das Integrationsintervall an den Schnittpunkten des Funktions-
bildes mit der x-Achse zu unterteilen, und die Flichenteile sind einzeln durch die
absoluten Betriige der jeweiligen Integralwerte zu berechnen.

A=A, + Ay + A3 = ||| + |L| + |L)

Xy b
ff(x)dx + (x)dx

XIf(x) dx| +

Die Zwischengrenzen x,, x, ... sind die Nullstellen des Integranden, die im Integra-
tionsintervall liegen.

B Beispic1 2

b4

1., -
Gegebene Funktion: y = 9—x 3

2|

Grenzen:a = —3; b=3

1
a) Wie groB ist der Wert des bestimmten In-
tegrals?
3 3
I= lvgal s =?—?=0
_3 36 |-; 4 4

b) Wie groB ist der Inhalt der von Funk-
tionsbild und x-Achse in diesen Grenzen
eingeschlossenen Fliche (Abb. 3.12.)?

1 Abb. 3.12.
Nullstel[e:O:;xﬂ; x; =0
° 4 1 0 1 .P
=Ll + L] = x*dx| + Xdx|=|—x* |+]|=x*
Le 36 .73 36 o
A=0_2+?_()=__+_=_
4" |a 474" 2

Ergebnis:
Der Wert des Integrals ist 0, der Flicheninhalt betrigt ; Flicheneinheiten.

Aufgaben

1. Berechnen Sie die GroBen des Flicheninhalts zwischen den Bildern der Potenzfunktionen
»y = x" mit n > 0; ganzzahlig und der x-Achse jeweils in den Grenzen

%y ﬂ 0 ‘ 1 | 2 ‘ - und vergleichen Sie fiir jedes n die GroBen der
- { Flichenstiicke mit Hilfe einer fortlaufenden Pro-
Xp “ 1 ‘ 2 | 3 l 4... portion!

2. Losen Sie Aufgabe 1 fiir die Potenzfunktionen y = x" mit n < —1; ganzzahlig, wobei das
erste Flachenstiick in den Grenzen x, = 1 und x; = 2 liegen soll!
Warum miissen hierbei # = —1 und x, = 0 ausgeschlossen werden?
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3.

In der folgenden Tabelle sind jeweils gegeben: der analytische Ausdruck y = f(x) einer
Funktion, eine Koordinatenachse und zwei Argumente x, und x; dieser Funktion. Es ist die
Grofe der Fliche zu berechnen, die zwischen dem zu y = f(x) gehdrenden Bild und der an-
gegebenen Koordinatenachse liegt und die von den durch die Funktionsbildpunkte P, (x,; ...)

und P,(xp; .. .) verlaufenden Parallelen zur anderen Achse begrenzt wird.
y=f) Achse| x, | xp ¥ = f(x) Achse | x, | x,
1 8| y=6+x—x x [=3[ 4
s =
) y=3x x 2| | y=x-Dx-226c-3| = of a
= 1 i _l S
b)| y=2/x y il D y=3x+2 y |=1] 2
o y=x*+2 x —4]| 2 |k) x =3il=q
| y=—x2+2| x |—4| 2
e)| y=8—x3 x o] 3|D y 1 3
| y=31—x| » |=7] 1|m]| y=x*—10x2 49 x |—2]|-4
4. In welchem Verhiltnis wird der Flicheninhalt des Quadrats 4(0; 0) B(1;0) C(1; 1) D(0; 1)
durch die Bilder der Potenzfunktionen y = x" mit n > 0; ganzzahlig geteilt? Stellen Sie
die Verhiltniszahlen fiir n=1,2, 3,4, .. ta-
bellarisch und ver haulichen Sie
die Ergebnisse durch Quadrate der gleichen
GroBe, die durch Parallelen zu einer Quadrat-
seite in diesem Verhiltnis geteilt werden!
5. a) Berechnen Sie das Verhiltnis der GroBen der

6.
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in Abbildung 3.13. gekennzeict Flachen-
stiicke 4; und A,, falls @ < ¢ < b und c be-
liebig zwischen a und b liegt!

b) Wie lautet das Ergebnis, wenn ein vorgegebenes
Teilverhiltnis 2 = m: n die Lage von ¢ nach
(¢ —a): (b — ¢)= m: n bestimmt?

¢) Was ergibt sich speziell fiir 2 = 1?

#

0

Abb. 3.13.

Lésen Sie Aufgabe 5a, b, c fiir die folgenden speziellen Funktionen und Grenzen!

¥y =f(x) a b [ s
1

nfy= le +1 1 5 2
1

)| y=-x3-2 3 9 1:2
4
1

N y= 2x +2 2 10 3:1

4| y=x 0 5 3

S| y=—-x>—6x—5| -5 —1| —4

6) y=5x2—x3 0 5 2:3

7| y=10 -2 10 2

8)[ y=x?+ 5x —4 —1 15




7.

¢) Wenden Sie das Ergebnis auf die folgenden

a) Wieviel Kubikmeter Mauerwerk sind je Meter Ge-

b) Wieviel Prozent davon entfallen auf die Gewolbe-

T Sie nach Abbild 3.13., welchen Wert ¢ annehmen muB, wenn die GréBen
der Flichenteile A4, und A, in einem vorgeschriebenen Verhiltnis p : ¢ stehen sollen! Wihlen
Sie dazu folgende Zahlenbeispiele und berechnen Sie jedes Beispiel aufer fiir das jeweils

angegebene Verhiltnis p: ¢ stets auch fiirp:g = 1:1!

y=fx a b pia y=f(x) a b Piq

a)| y=6 2 12 [2:3]e)| y=x3—9x| =3 | 0 | 2:7

b) y=%x of 10 [ 1:4 [0)] y=9x—»* 1] 2| 3:2

) y=%xz —4 4 3:5 |g)]| yr=x—1 1 11 2:1

o =i i| s [z |m| y=asis of 9|54
4 3

Anleitung: Die Unbekannte c ist Integrationsgrenze.
Ein Bogenstiick des Bildes der Funktion y = f(x)
zwischen x, = @ und x, = b wird parallel zur y-Achse
um c¢ verschoben (Abb. 3.14.).

a) Wie heiBt die Gleichung der verschobenen, zu y = f(x)

dquidistanten Kurve?

b) Wie groB ist das zwischen den Bogen gelegene Fléchen-

stiick? Fassen Sie das Ergebnis in Worte!

Beispiele an!
y = f(x) a b é
| y=3 2| 5 3
il
)| y== 0 3 8
Y Zx
3) LI 3 3 2
)= — x = -
MRRT)
| y=x3 -5 4 6
5| y=8x—15—x2 1 7 —4
n hli
& »=x ) s ganzzahlig
0<xy <x2

Fertigen Sie jeweils eine Skizze an!

Ein Tonnengewdlbe hat die in Abbildung 3.15. an-
gegebenen MaBe. Die Gewdlbedecke ist parabolisch
gekriimmt. Der oberen Parabel entspricht die Glei-

1
chung y = — sz + 2,5,

wolbelinge (einschlieBlich der Seitenwinde) erforder-
lich?

decke?

¢) Wieviel Kubikmeter Luft sind je Meter Gewolbelidnge

enthalten?

Abb. 3.14.

Abb. 3.15.
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10.  Ein Muldenkipper (Abb. 3.16.) ist 1, 20 m lang, 0,80 m tief und hat parabolischen Querschnitt.
Bei dem in Abbild 3.16. ei h Achsenkreuz entspricht der Parabel die Glei-

chung y = 2x2. Wie groB ist das Fassungsvermogen?

11.  Ein Wasserstollen hat bei parabolischem Querschnitt (Abb 3 17.) eine Sohlenbreite von 4 m.

Der Parabel entspricht bei dem in Abbildung 3.17.

Aol

4 16
hi +-x2——=0.
chung y SX 5 |

a) Wie groB ist der Stollenquerschnitt?
b) Wieviel Kubikmeter Wasser flieBen in jeder Minute

3
durch den Stollen, wenn er bis Z der Scheitelhdhe &
x
gefiillt ist und die Strémungsgeschwindigkeit 3,5 ms—! S| yr2x
betrigt? 1
12.  Beweisen Sie mit Hilfe der Integralrechnung die Rich=
tigkeit folgender Flacheninhaltsformeln! Abb. 3.16.

a) Rechteck: A =a-b

1
b) Rechtwinkliges Dreieck: 4= Ea + b (a, b Katheten)
. . 1
¢) Allgemeines Dreieck: 4 = Eg “h

1
d) Trapez: A = E(a~:~ c)-h

y

reuz die Glei-

e) Parallelogramm: A =g-h

Anleitung: Wihlen Sie als begrenzende Kurven

bei a) die Gerade durch P,(0; b) und P,(a; b); Abb. 3.17.

bei b) die Gerade durch P,(0; 0) und P,(a; b);

bei ¢) die Geraden durch P,(0;0) und P,(z; h) bzw. P,(z; h) und Ps(g; 0) (Additives Zu-

sammensetzen zweier Teilflichen!);

bei d) die Geraden durch P,(0; z) und P,(k; 0) bzw. P3(0; z + ¢) und Py(h; a) (Subtraktives

Zusammensetzen zweier Teilflichen!);

bei e) die Geraden durch Py(0; 0) und Py(h; z) bzw. P3(0; g) und Py(h; z + g) (Vgl. hierzu

Aufgabe 8.2!)!

3.3.4. Allseitig von Funktionsbildern begrenzte Fliichen

Haben die Bilder zweier Funktionen
¥y = fi(x) und y = f5(x) mindestens
zwei Punkte gemeinsam, so begren-
zen die zwischen zwei benachbarten
gemeinsamen Punkten gelegenen
Kurvenbdgen ein Flichenstiick. Die
Berechnung seiner GréBe kann auf
die Berechnung der Flichen zwischen

¥

Sz

Abb. 3.18.

1B 15,30

den Kurven und einer Koordinaten- Y6 / [3
achse zuriickgefiihrt werden. Die szx=g,(y)
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Integrationsgrenzen sind dabei meistens durch die Koordinaten der Schnittpunkte
gegeben, und zwar bei Begrenzung durch die x-Achse durch die Abszissen, bei Be-
grenzung durch die y-Achse durch die Ordinaten (Abb. 3.18.).

Fiir die Berechnung mit Hilfe der x-Achse gilt

(H A= _[ " ) dx — f " i) dx = 'f A - £ d,

wobei das zu berechnende Flichenstiick vollstindig oberhalb der x-Achse gelegen
und die Bezeichnung f;(x) und f,(x) so gewihlt sei, daB im betrachteten Intervall
gilt:

fix) Z fo(x).

Besonders wichtig ist der Fall, daB eins der begrenzenden Funktionsbilder eine
Gerade, das Flichenstiick also ein Segment ist.

B seispiar 3
Der Flicheninhalt des durch die
Gerade y = x + 2 von der Parabel

y =x? abgeschnittenen Segmentes S
ist zu berechnen (Abb. 3.19.).

Y=hix)=x+2

Schnittpunktsbestimmung :

Jo =X+ 2

Yo = x5

xﬁ =Xo+2

X —x—2=0 ] x
x = -1 X3 =2 Abb. 3.19.

= 1 Yy, =4

Berechnung des Segments:

2

re)-(ae)

-1

Ergebnis: Der Inhalt der Segmentfliche betrigt g Flicheneinheiten.
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Wihrend die GréBe jeder bis zur Ko-
ordinatenachse reichenden Fliche von der 2 (1
Lage des Funktionsbildes im Koordinaten- <
system abhingt, ist die GroBe eines all- - 2
seitig von Funktionsbildern begrenzten
Flachenstiickes von der Wahl des Koordi-
natensystems unabhingig. Man kann in-
folgedessen das Flichenstiick durch eine
Parallelverschiebung stets so verlegen, da3
es vollstindig oberhalb der x-Achse liegt =
(Abb. 3.20.). Dann ist eine Unterteilung i

des Integrationsintervalls (vgl. Abschnitt 1 ____ _| R Lo
3.3.3.) nicht nétig. r
Die begrenzenden Kurven und die Schnitt-  Abb. 3.20.
punkte werden dargestellt

vor der Verschiebung durch:
1) y = fi(x) (2) y = £a(»)
Pi(xi331) Pa(x2:y2);
nach der Verschiebung durch:
D y=£fix)+a @y=fix)+a
Pi(xy3p + @) Py(x35y, + a).

Da die oben genannten Bedingungen nach der Verschiebung erfiillt sind, kann jetzt
Formel (17) angewendet werden, und der Flicheninhalt ergibt sich wie folgt:

f WA + @) — () + @) dr = f "UAG) = 7)) ds.

’ Bei der Berechnung der GroBe von allseitig von F i ildern begrenzten Flich

ist es in keinem Fall erforderlich, das I ionsintervall an den 1 zu unterteilen.

Die Berechnung des Flicheninhalts durch Integration beziiglich der y-Achse kann
unter entsprechenden Voraussetzungen folgendermaBen erfolgen:

(17a) 4 = f lgz(y) dy — f Zgl(y) dy = j [ [g2(») — g:(»)]dy.

Aufgaben

1. Berechnen Sie die Inhalte der Flichenstiicke zwischen den Bildern der folgenden Paare von
Funktionen!
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5.

6.

y=Hx) y = hx)

a) e)| x=p*—1 x=1—y
b) f) y=§x2 y=—x*+6
c) g)| y=ax? x = ay?

d) h| y=ax? x =ay’

Anleitung: Entwerfen Sie jeweils eine Skizze, und beachten Sie die Bedingungen fiir Formel
(17) bzw. (17a) und gegebenenfalls die Symmetrieverhiltnisse!

Berechnen Sie die Inhalte der Segmente, die von den Bildern der Funktionen y = f(x) durch
die jeweilige Gerade abgeschnitten werden!

y=fx) Gerade y=f() Gerade
a) P ) =4 e) ~—l—6x2 5; 8x =10
y=x Y= ¥ =35 1y =
b)| »* =2 y=x—4 f)l y=x3—8 y=4x—38
1
o) | »* =2px x=§ g2) y=3—5x4 y=3—4x
df y=2x? x+y=2 h) =x"—c y=mx —c¢
(n > 0; ganzzahlig)

Anleitung: Entwerfen Sie jeweils eine Skizze, und beachten Sie die Bedingungen fiir Formel
(17) bzw. (17a) und gegebenenfalls die Symmetrieverhiltnisse!

Berechnen Sie den Inhalt des Flichenstiickes, das durch Teile der Bilder der Funk-
1
tionen y =9 —x2und y=1— EXZ begrenzt wird!

Fiihren Sie die Berechnung einmal mit Unterteilung, einmal ohne Unterteilung des Integra-
tionsintervalls an den Nullstellen durch! Verglei Sie die Ergebni: und begriinden Sie
die Ubereinstimmung mit dem Umlaufsinn der Flichenstiicke! Zeichnen Sie die Figur!

Durch Bégen der vier Parabeln y = x?; y = —x?; x = p?; x = —y? wird eine vierteilige
Rosette begrenzt. Berechnen Sie deren Flidche!

Anleitung: Zeichnen Sie die Rosette, und beachten Sie fiir die Flichenberechnung die Sym-
metrieverhéltnisse!

a) Vergleichen Sie die Inhalte der im ersten Quadranten liegenden Segmente der Bilder der
Potenzfunktionen y = x" mit n > 1; ganzzahlig, die durch die Gerade y = x abgeschnitten
werden, tabellarisch und graphisch!

b) Welchem Grenzwert streben die SegmentgroBen fiir n — 00 zu?

a) Wie groB sind die Inhalte der im ersten Quadranten gelegenen Flichenstiicke, die von den
Bildern der Potenzfunktionen y = x"~! und y = x" mit n > 1; ganzzahlig, begrenzt wer-
den?

b) Vergleichen Sie die einzelnen Flicheninhalte tabellarisch und graphisch!

¢) Welchem Grenzwert streben die FliachengroBen fiir n — 00 zu?
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3.4. Volumenberechnung durch Integration
3.4.1. Aufgaben zur Wiederholung

1.  Beweisen Sie den folgenden Satz:
Das Volumen einer Pyramide ist gleich dem dritten Teil des Volumens eines Prismas von
gleicher Grundfliche und gleicher Hohe.

2. a) Was versteht man unter Dreh- oder Rotationskorpern?
‘b) Nennen Sie Rotationskorper!
Was fiir Figuren miissen dabei jeweils rotieren und wie muB die Rotationsachse verlaufen?

3.4.2. Das Prinzip der Volumenberechnung durch Integration

Im folgenden werden die Flicheninhaltsberechnung und die Volumenberechnung
durch Integration einander gegeniibergestellt.

Fliichenberechnung | Volumenberechnung
Der Grundgedanke der Berechnung enthilt drei Schritte:

1) Die Zerlegung der Fliche in Flachen- [ 1) Die Zerlegung des Kérpers in Volu-
elemente in Form von Rechtecken menelemente in Form von Prismen
(Abb. 3.21.): (Abb. 3.22.):

Abb. 3.21. Abb. 3.22.
A4 = y; - Ax. I AV =0, Ax.
2) Die Summation aller Fldchenele- | 2) Die Summation aller Volumenele-
mente: mente:
Y yi-4x. Y Q- 4x.
3) Die Bildung des Grenzwerts dieser [ 3) Die Bildung des Grenzwerts dieser
Summe fiir 4x - 0: Summe fiir Ax — 0:
h b b
lim Zy,~Ax=.fydx lim ZQ,'AX=JQd)C.
Ax-0 - 4x-0 §

Voraussetzung fiir diese Schritte ist, daB
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y als Funktion von x bekannt ist:

y =f).

Q als Funktion von x bekannt ist:

2 = g(x).

Dann ergibt sich mit @ < b:

gil= J 70| dx | V= J o) dx.

Die aus der Stereometrie bekannten Volu-
menformeln kénnen nun wie folgt mit Hilfe
der Integralrechnung hergeleitet werden.

1) Prisma (Abb. 3.23.):
Grundfliche 4; Héhe A.

0
Querschnittsfunktion :
Q = ¢(x) = const. = A Abb. 3.23.
a+h a+h
Volumenberechnung: ¥V = Adx = Ax} =Al@+h)—Aa=Ah

T . d*n
Kreiszylinder als Spezialfall: 4 = T;

2) Pyramide (Abb. 3.24.):

Grundfliche A4; Hohe A.

Die x-Achse soll mit der Pyramidenh8he
zusammenfallen, die Spitze liege im Null-
punkt. Fiir einen Querschnitt Q, in einer
“beliebigen Entfernung x; von der Spitze
gilt dann:

Qi:d =x:1.
Die Querschnittsfunktion lautet also: Q = ¢(x) = ]A;z %2,
d

h 3|k L3
Volumenberechnung: ¥V = ﬁzx2 dx = izx— = 2h == Ak,

oh h* 3|, h3

2, 2,

Kreiskegel als Spezialfall: 4 = d4—n; = d]—; h.

3) Pyramidenstumpf (Abb. 3.25.):
Grundfliche 4, ; Deckfliche 4,; Hohe h.

Abb. 3.25. |
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Die Querschnittsfunktion bleibt im wesentlichen die gleiche; es dndern sich lediglich
die Bestimmungsstiicke und die Integrationsgrenzen. Man fiithrt dazu voriiber-
gehend die Entfernung e der Deckfliche von der Spitze (das heiBt vom Nullpunkt)

ein und erhélt als Querschnittsfunktion Q = g(x) = i: -x2.
e

. Fiihren Sie die Volumenberechnung selbstindig durch! Eliminieren Sie hierbei
nach der Integration die Hilfsgrife e mit Hilfe einer Proportion, die die Grifien

\/ A_, und \/A_z enthilt!

3.4.3. Der Satz des Cavalieri

Der italienische Mathematiker BONAVENTURA CAVALIERI (1591-1647), ein Schiiler
GALILESs, stellte 1635 in einem Werk die Behauptung auf, daB zwei beliebig ge-
staltete Korper dann gleiches Volumen haben, wenn sie bei gleich groBen Grund-
flichen und Hohen in jeder beliebigen Zwischenhdhe gleich groBe Querschnitts-
flichen. besitzen. Dieser Aussage liegt offenbar der Grundgedanke der Volumen-
berechnung mit Hilfe der Integralrechnung zugrunde, ndmlich der Aufbau des
Korpers aus Volumenelementen, deren Dicke beim Grenziibergang gegen Null strebt.
Da der exakte Rechenweg des Integrierens aber zu CAVALIERIs Zeit noch nicht be-
kannt war, konnte er seine Behauptung nicht beweisen, und die Aussage hatte infolge-
dessen damals den Charakter eines Axioms.
Erst mit den Mitteln der Integralrechnung und einer Klirung des Volumenbegriffs
konnte die Behauptung bewiesen und zum Satz erhoben werden.
Gegeben seien zwei beliebig gestaltete Korper (Abb. 3.26.a und b). Fiir den Korper 1
(Abb. 3.26.a) gelte Q = @,(x), so daB sich das

H

Volumen zu V; =I @1(x) dx ergibt.
o

Fiir den Korper IT (Abb. 3.26.b) gelte g = ¢1(x),
h

so daB sich das Volumen zu ¥y = f @a(x) dx

ergibt. o

Wird jetzt nach CAVALIERIs Satz die gleiche

GroBe der Querschnittsflichen in jeder belie-

bigen Entfernung x; von der Grundfliche vor-
ausgesetzt, also Q; = ¢;, so folgt daraus:

P1(x) = @a(x).

X
Da auch die Hohen als gleich vorausgesetzt
waren, also H = h, so sind auch die Grenzen
der beiden Integrale und damit die Integrale — b

selbst gleich. Abb. 3.26.
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H h ¥
J~ @i(x)dx = j ¢a(x)dx, also
(] o

Vi=Vu.

Der Satz des CAVALIERI ist ein Hilfsmittel zur Herleitung von Volumenformeln
komplizierterer Korper.

Q-
X (r-x)x h
ax)= S

(r2-x3m (== 1 i

=]

A=rig a=r’xw
Abb. 3.27.

B Beispiet 1
Das Volumen fiir die Halbkugel ist zu bestimmen (Abb. 3.27.).
Wegen H=h =r, A = a = r’z und Q(x) = q(x) = r*zx — x2x ist nach dem
Satz des CAVALIERI das Volumen der Halbkugel gleich der Differenz der
Volumina des Kreiszylinders und des Kreiskegels, also

3 1 2
Viatokuger = r'm-r — Srzm‘ = g:zra.

o,

3.4.4. Das Vol von R ionsko ‘pern

Ein Rotationskérper entsteht, wenn ein
Fldchenstiick @ um eine Achse rotiert (Abb.
3.28.). Alle Querschnitte sind in diesem
Falle Kreisflichen, deren Radius jeweils
der Abstand des betreffenden Punktes P
der Umrandungskurve von der Drehachse
ist. Wiahlt man als Drehachse die

Gi

Abb. 3.28.
y-Achse | x-Achse
eines Koordinatensystems und ist das Bild der Umrandung durch x = g(y) mit

y1 £y £y, bzw. y = f(x) mit x; < x £ x, gegeben, so ist der Radius der Quer-
schnittsfliche (des Kreises)

die Abszisse x = g(y) I die Ordinate y = f(x).
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Als Querschnittsfunktion ergibt sich dann

g =x*n=[g))P = | @ =y = /0P =
Dann erhélt man fiir das Volumen des Rotationskérpers

V,=a f B0 dy

%= J U dx.

X1

=

Abb.3.29.a

B Beispiel 2

Abb. 3.29.b

Die Strecke P,(1; 4) P,(5; 2) rotiere a) um die x-Achse; b) um die y-Achse.
Man bestimme und vergleiche die Volumina der beiden entstechenden Kreis-

kegelstiimpfe, 7
Eine Gleichung der Geraden, auf der =0 5P
P, P, liegt, ergibt sich mit Hilfe der “ \ﬁ
Zweipunktegleichung der Geraden zu al B
; of 1 e
Y=-4HS-1)—-x—-1)2-4=0. :‘ l’;, ~
0 2 1 6
Daraus folgt ——l—l‘—l—l—tll—',q_?_-.——
1% (K] X
Fx,y)=x+2y-9=0. |1 ¥ \!
2k 1 /,\
Abb.3.30. L\ -7
o
-

a) Rotation um die x-Achse (Abb. 3.30,): V, = nf [f(x)) dx

1 9
=fx)=—=-x+=; x=1;
y=/(x) gEEg %

x;=5

5 2 5
V,=m —lx+2 =2 (x* — 18x + 81)dx
2 4),

1 2

3
V,‘=7—t f——9x2+81x)
4\3

1
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Y1
b) Rotation um die y-Achse (Abb. 3.31.): V, = n'[ [e(»)?]dy
2

x=g00)=9-2y; y,=2; y, =4

VJV

I

4 4
nJ. (9 —2p)dy = nj (81 — 36y + 4y*) dy

4

2 4y3
V,=z(8ly — 18y +T

2

Abb. 3.31.

Ergebnis: Der erste Kegelstumpf hat ein Volumen von rund 117 Volumen-
einheiten, der zweite ein Volumen von rund 65 Volumeneinheiten.

Aufgaben

1.

12*

Leiten Sie die Volumenformeln fiir

a) den Kreiszylinder, b) den Kreiskegel, ¢) den Kreisk f mit Hilfe der Rotations-
korperformel her! ’

Anleitungen: zu b) Legen Sie die Spitze des Kegels in den Koordinatenursprung! Wie heiBt
dann die Gleichung der Mantellinie? Beachten Sie, daB in ihr die Bestimmungsstiicke des
Kegels r bzw. d und / als Konstanten vorkommen miissen!

Zu ¢) Legen Sie die Mantellinie durch P,(0; r;) und P,(h; r;)!

Leiten Sie die Volumenformel fiir die Kugel her, indem Sie diese als Rotationskérper auf-
fassen!

Anleitung: Legen Sie den Mittelpunkt des Kreises in den Koordinatenursprung, so daB sich
die Gleichung x? + y? = r2 ergibt, und berechnen Sie zunichst das Volumen der Halbkugel!
Zur Herleitung der Kreisgleichung (Abb. 3.32.):

Jeder Punkt P(x; y) der Kreisperipherie hat vom Mittelpunkt den konstanten Abstand r, so
daB stets gilt x2 + 2 = 2,

y

Abb. 3.32. Abb. 3.33.
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wh?
3. Leiten Sie die Volumenformel fiir das Kugelsegment ¥V = T (3r — h) auf zwei Arten her!

a) Kreis in Mittelpunktslage (Abb. 3.32.; x* + y? = r2)

b) Kreis in Scheitellage (Abb. 3.33.; x — 2rx + p* = 0)
Zur Aufstellung der Scheitelgleichung: Das rechtwinklige Dreieck hat diesmal die Katheten y
und (x — r).
Warum muB in der Scheitelgleichung des Kreises das absolute Glied fehlen?

¢) Welche Herleitung der Volumenformel ist rationeller?

4. Leiten Sie die Volumenformel fiir die Kugelschicht ¥ = 7%}' (3r? + 3r? + h?) auf zwei Arten
her!

a) Kreis in Mittelpunktslage (Abb. 3.32.: x2 + y? = r2)
Anleitung: Bezeichnen Sie die untere Grenze zunichst mit z! Am Ende miissen z und r wieder
eliminiert werden; dazu stehen die Beziehungen zur Verfiigung (Abb. 3.34.):

2 _ 2 _ ,2 =
22=r2—r}

@)
z+h2=r2-r3| +
@ 2zh =r2-ri-p X
Renutzen Sie zur Elimination von z2 Gleict (1), zur Elimination von z Gleich @)
I

Abb. 3.34. Abb. 3.35.

b) Kreis in solcher Lage, daB der Mittelpunkt des groBeren Begrenzungskreises der Kugel-
schicht im Ursprung liegt (Abb. 3.35.).
Anleitung: Bezeichnen Sie den Abstand des Mittelpunkts vom Ursprung zunichst wieder
mit z! Das rechtwinklige Dreieck hat dann die Katheten y und (x + z). Folglich ergibt sich
fiir die Kreisgleichung:
x+22+y2=r?

yi=r*—x*—2xz—z2.

Zur Elimination von z am Ende der Berechnung des Integrals stehen wieder die Bezie-
hungen (1) und (2) von Aufgabe 4a zur Verfiigung.

¢) Vergleichen Sie beide Herleitungen! a) hat einen einfacheren Integranden als b), dafiir hat b)
die einfacheren Grenzen. Welcher Weg ist rationeller?

5. Lassen Sie die durch y = x? gegebene Parabel a) um die y-Achse und b) um die x-Achse
rotieren! Es entstehen zwei verschiedene Rotationsparaboloide.

a) Berechnen Sie ihre Volumina, wenn beide die gleiche Héhe & haben!
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b) In welchem Verhiltnis stehen diese Volumina?
¢) Welches Volumenverhiltnis ergibt sich, wenn die Umrand kurve der roti den Flichen
in beiden Fillen im gleichen Punkt endet?

6. Die Flachen, die von den Bildern der Potenzfunktionen y = x" mit n > 0; ganzzahlig, der
x-Achse und einer Parallelen zur y-Achse umrandet werden, rotieren um die x-Achse.

a) Verglei Sie die Volumina der henden Rotationskérper, wenn Sie alle von gleicher
Hohe h wihlen!

b) Was ergibt sich speziell fiir # = 1?

¢) Welchem Grenzwert strebt die Folge dieser Volumina fiir n — 00 zu?

7. a) In welcher Hohe muBl das Rotationsparaboloid (y = x2; Rotation um die y-Achse) unter-

teilt werden, wenn die Volumina der entstehenden Teile im Verhdltnis 7 : n stehen sollen?
b) Was ergibt sich speziell fiir m:n=1:1? i

8.  Das Bogenstiick vom Scheitel der Parabel, die durch y? = 4x gegeben ist, bis zum Punkt mit
der Ordinate 8 begrenzt zusammen mit der y-Achse und der Geraden y = 8 ein Flichen-
stiick, das um die y-Achse rotiert. In welchem Verhiltnis steht das Volumen des entstehen-
den Rotationsparaboloids zum Volumen des umbeschriebenen Kreiszylinders?

9.  Werden von gekriimmten Kurven durch Geraden Segmente abgeschnitten und rotieren diese
um eine Achse, so entstehen Rotationskorper, die man sich aus Teilkérpern subtraktiv zu-
sammengesetzt denken kann (Abb. 3.36.a bis c).

Das Volumen dieser Korper 148t sich prechend durch Z en berechnen. Fiih-
ren Sie das fiir folgende Beispiele durch! Verschaffen Sie sich dazu jeweils zunichst durch
eine Skizze eine Vorstellung von der Gestalt des entstehenden Korpers!

<
~
b
— \

//’
/
// //
f::__ss
/5
-

Abb. 3.36.

U di K urve h id d Gel’ade Rotati h
a) y=x x-Achse
b) x+y=5 y-Achse

r
c == x-Achse
) y=3 X

d) 4x — 2y — 3 =0 | beide Achsen
e) y=2x x-Achse
f) y=4x —8 x-Achse
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10.

11.

Ein Porzellantiegel hat die duBere Hohe H = 10cm und die Dichte 0,=25g-cm™3,
Seine &ufere und seine innere Begrenzung entstehen durch Drehung zweier Parabeln, die

1 1
durch die Gleichungen y = Exz und y = R)(xz + 10) gegeben sind, um die y-Achse. Er

ist bis zur Hohe /1= 2cm (gemessen vom duBeren
Parabelscheitel aus) mit Quecksilber
(2@ = 13,6 g - cm™?) gefiillt.
a) Welche Masse besitzt der Tiegel samt Fiillung?
b) Wie tief taucht er beim Schwimmen im Wasser
ein?
Ein Graphittiegel fiir chemische Versuche hat den
in Abbildung 3.37. schematisch dargestellten
Achsenschnitt (MaBe in Millimeter). Die seitlichen
Begrenzungen dieses Achsenschnittes sind in
Wirklichkeit Parabelbogen. Die Gleichungen
dieser Parabeln lauten bei der angegebenen Lage

15
des Koordinatensystems x2= ;y-»‘— 625 und
20 1100
=—=y+

2 = Der Tiegel ist bis 2 cm unter

X
dem Rand mit fliissigem Zinn gefiillt

(@Graphit = 2,2 cm™; 0zinn = 7,0 g - cm™?).
Bestimmen Sie die Masse des Tiegels mit Inhalt!
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4. Analytische Geometrie

Der erste Gruppenflug der beiden sowjetischen Kosmonauten Major A. G. NIKOLA-
JEW und Oberstleutnant P. R. POPOWITSCH im August 1962 war ein bedeutendes
Ereignis in der Geschichte der Weltraumfahrt. Am 11. 8. 1962 um 9.30 Uhr MEZ
startete Major NIKOLAJEW mit der BocTok I11 und fiihrte 16 Erdumkreisungen durch,
bevor ihm am 12. 8. 1962 um 9.02 Uhr MEZ Oberstleutnant PorowITsSCH mit der
Bocrox IV folgte.

Projiziert man eine solche Flugbahn auf die Erdoberfliche und zwar so, daB die
Projektionsstrahlen auf den Erdmittelpunkt gerichtet sind, so kann man u. a. ab-
lesen, welche Gebiete iiberflogen wurden und welche Neigung die Satellitenbahn zur
Ekliptik besitzt. Das Kapitelbild stellt eine solche Projektion dar, auf der drei auf-
einander folgende Erdumkreisungen abgebildet sind. Da sich wihrend der ver-
schiedenen Umkreisungen der Bewegungsablauf regelmiBig wiederholt und die
Neigung sich nicht dndert, unterscheiden sich die Projektionen der einzelnen Um-
kreisungen in ihrer Form nicht voneinander. Lediglich eine Verschiebung zeichnet
sich ab, die auf die Erddrehung zuriickzufiihren ist. Man kann also mit Hilfe des
Gradnetzes aus der Projektion auch die Umlaufzeit des Raumschiffes errechnen
und einen Fahrplan fiir den weiteren Flug aufstellen.

Die analytische Untersuchung geometrischer Figuren und Gebilde (zum Beispiel
Kurven, Flichen, Ebenen), also die Anwendung rechnerischer Verfahren auf geome-
trische Probleme, ist Aufgabe der analytischen Geometrie.
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4.1. Punkt und Strecke

4.1.1. Koordinaten eines Punktes in der Ebene

. Beschreiben Sie den Aufbau eines kartesischen Koordinatensystems! Was ver-
steht man unter der Abszisse, der Ordinate, was unter den Koordinatenachsen?

Die Lage eines beliebigen Punktes P in der Ebene 14Bt sich mit Hilfe eines Koor-
dinatensystems bestimmen.

Als Koordinatensystem kdnnen zwei Geraden verwendet
werden, die einander im Punkt O schneiden (Abb. 4.1.).
Vom Punkt O aus wird auf jeder Achse eine Einheit ab-
getragen. Mit den Endpunkten der Einheitsstrecken er-
hilt man E, und E,. Ist P in der Abbildung 4.1. ein be-
liebiger Punkt der Ebene, so kann man durch P je eine " x-Achse
Parallele zu jeder Achse legen. Die Schnittpunkte be-
grenzen auf den Achsen Abschnitte, denen reelle Zahlen,  Abb. 4.1.

die MaBzahlen x bzw. y der Abschnitte OP' und 517,

zugeordnet werden kénnen. Man nennt diese Zahlen die Koordinaten des Punktes P
und schreibt P(x; p).

Nach diesem Verfahren werden jedem Punkt der Ebene eindeutig zwei Zahlen x und y
zugeordnet. Umgekehrt entspricht jedem Zahlenpaar ein Punkt.

y-Achse

—~i= 7:P/x,vy)’

. Erkliren Sie fiir ein solches Koordinatensystem die Begriffe ,,positiver und nega-
tiver Drehsinn® sowie ,,Quadrant‘!
Stellen Sie eine Tabelle auf, aus der fiir Punkte in den vier Quadranten die
Vorzeichen der Koordinaten ermittelt werden kinnen!

Meistens werden rechtwinklige Koordinatensysteme verwendet. Es gibt jedoch auch
Aufgaben, fiir die schiefwinklige Koordinatensysteme vorzuziehen sind.

Aufgaben

1. Gegeben sind durch die MaBzahlen von Strecken die Zahlen @ und b. Zeichnen Sie in ein
rechtwinkliges Koordi n die folgenden Punkte!
Py(a; b); Py(a;a); P3(—b; —b); Py(—a;b); Ps(a; —b);
Ps(a + b;a); Ps(a + by a — b); Pg(a— by b — a);

Py(a — b; —a — b)

J
&

2.  Die Eckpunkte eines Dreiecks ABC sind A(4; 5), B(1; 1) und
C(6; —4). F
Welche Koordinaten haben die Eckpunkte des zum Dreieck
ABC in bezug auf die y-Achse ‘symmetrischen Dreiecks
A'B'C"?

3.  Ein regelméBiges Sechseck 4BCDEF hat die in Abbildung 0
4.2. dargestellte Lage. Die Lange der Seiten ist 4. Welche
Koordinaten haben die Eckpunkte? Abb. 4.2,
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4.1.2. Verschiebung und Drehung des Koordinatensystems

]Bie Abbildung 4.3. enthilt in der Ebene des xy-Koordinatensystems den Punkt
O (a; b) als Ursprung eines weiteren Koordinatensystems, dessen &-Achse und
n-Achse parallel und gleichgerichtet zur x- bzw. y-Achse sind. Die Langeneinheiten
stimmen in beiden Systemen iiberein.
Fiir die Koordinaten eines beliebigen Punktes P (x; y) gilt dann (Abb. 4.3.):

(la) x=a+§& ; (1) y=b+n.
Umgekehrt gelten die entsprechenden Transformationsgleichungen

E=x—-—a ; n=y-—0b.

¥ y P 5
J
ol n N
% sk sL
— - |
0 - § |
b 5 !y i
|
! 0=0 f\ | :
0 o x 0 R
Abb. 4.3. Abb. 4.4.

Man spricht im vorliegenden Fall von einer Verschiebung oder Translation des
Koordinatensystems.

. Beispiel 1
Ein Punkt A habe im xy-System die Koordinaten 4 und 3,5. Der Ursprung
des &n-Systems hat in bezug auf das xy-System die Koordinaten 3 und 2. Die
Koordinaten des Punktes 4 im &z-System sind dann 1 und 1,5.

AuBer der Translation ist eine Lageverinderung des Koordinatensystems in der
Ebene auch durch Drehung oder Rotation um den Koordinatenanfangspunkt mog-
lich. Die dafiir geltenden Transformationsgleichungen lassen sich aus Abbildung 4.4.
herleiten.

Das xy-System wird um den Ursprung im mathematisch positiven Sinn um den
Winkel ¢ gedreht und geht in das &-System iiber. Es gelten dann folgende Be-
ziehungen: y

PO =y; 0Q=x; P—Q’=77; 00 = ¢
und Q'R L OR; Q'SL PQ; ¥Q0Q = x QPQ' = g.
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Damit wird:
Xx=00=0R-QR=0R~-(QS;: y=PQ=0S+PS=QR+PS;
(2a) x = &cos ¢ — 7 sin ¢; (2b) y = é&sing + g cos .

Mit diesen Formeln kann man die Koordinaten eines Punktes im &-System in
die Koordinaten im xy-System iiberfiihren.

Die Umkehrformeln, die entweder aus (2) oder mit Hilfe geometrischer Uberlegungen
hergeleitet werden konnen, lauten:

E=xcosp+ysing ; n= —xsing + ycosq.

. Beweisen Siedie Umkehrformelnzu(2)!

In der Abbildung 4.5. geht das &x-System
aus dem xy-System durch Translation um
a bzw. b und anschlieBende Drehung um
@ hervor. Fiir den Fall, daB sich die Trans-
formation aus Translation und Drehung
zusammensetzt, gelten die Gleichungen:

(3a) x =a+ &cos¢ — 7sing¢; 0 a
(3b) y=b+ &sing + ncos ¢.

4.1.3. Liinge-und Richtung einer Strecke Abb. 4.5.

Jede Strecke kann durch zwei voneinander verschiedene Punkte, ihre Endpunkte,
eindeutig bestimmt werden. In der Abbildung 4.6. sind P, (x,;y,) und P, (x,; y,)
die Endpunkte einer Strecke. Um die Linge s dieser Strecke zu ermitteln, werden die
senkrechten Projektionen von P, und von P, auf die x-Achse eingezeichnet. Da das
Dreieck P,RP, rechtwinklig ist, ergibt sich nach dem Satz des PYTHAGORAS:

s = P,P, =/(P.R)? + (P,R).

Wegen ﬁ= 0.0, =00, — 00, =x, —x; und PZ_R =P0, - Qﬁ=J’z — Y1,
ergibt sich durch Einsetzen der gefundenen Werte: .

4 s=PP,=vV(x:—x)+ (2 — )2

Die Herleitung der Formel (4) erfolgte fiir den ersten Quadranten. Die Formel gilt
aber fiir jede beliebige Lage der Punkte P, und P,.

Fiir den Sonderfall, daB einer der beiden Punkte mit dem Ursprung O (0; 0) zu-
sammenfillt und der andere die Koordinaten x, und y, hat, erhilt man

(4a) s = OP =+/x + y>.
. Leiten Sie die Formel mit Hilfe geometrischer Uberlegungen her!
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B Beispici 2

Wie lang ist die Strecke mit den Endpunkten P, (5; —1) und P, (—3;5)?

s=P P =v(=3=5%+(5+ 1)* =+/(=8)* + 62
J64 + 36 = /100
s=10

s

Zur Bestimmung der Richtung einer Strecke
legt man zunichst einen Durchlaufsinn fest.
In der Abbildung 4.6. wird zum Beispiel fest-
gelegt, daB die Strecke P, P, von P, nach P,
durchlaufen werde. Damit ist jeder Strecke
ein positiver Durchlaufsinn, namlich der von

P, nach P,, zugeordnet. Dann ist P, P, eine
gerichtete (orientierte) Strecke. Man schreibt

e

kurz P, P, und spricht: Strecke von P; nach
P,. .
Die Richtung einer gerichteten Strecke P, P, Abb. 4.6.

erhidlt man, indem ein Strahl mit dem

Anfangspunkt O von der positiven Richtung der x-Achse ausgehend im mathe-
matisch-positiven Sinn gedreht wird, bis er mit der Strecke gleichgerichtet ist
(Abb. 4.6.). Als Richtungswinkel bezeichnet man den Winkel ¢ (0° < ¢ < 360°).
Aus Abbildung 4.6. ergeben sich zur eindeutigen Bestimmung des Richtungswinkels ¢
zwei Gleichungen:

(52) cosp="2"2' und (5b) singp=22"21
s )

. Begriinden Sie, weshalb fiir (5a) und (5b) die Bedingung s + 0 gilt!

Wenn einer der beiden Punkte mit dem Koordinatenursprung O (0; 0) zusammen-
fillt und der andere Endpunkt der Strecke die Koordinaten x, und y, hat, erhilt
man

(6a) cosp =21 und (6b) sing ==L,
s s

. Beispiel 3

Der Richtungswinkel der Strecke aus Beispiel 2 ist zu ermitteln.
s=10
-8 6
cosp=—=—08; sing=—=06
o T
Ergebnis: Der Richtungswinkel ¢ betrigt rund 143°.
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Aufgaben

1. Berechnen Sie den Abstand der folgenden Punkte vom Koordinatenursprung!

a) P(3;4) b) P(3; —4) ¢) P(6:8) d) P(—6; —8) e) P(5;—12)
1 1
f) P(—4;5) g) P3; -7) h) P(3,1; —4,2) i) P(Azz; 3 3) k) P(0; 4)
1) P(—5;0) m) P(a; b) n) P(a; —a) 0) Pla—bsa~+b) p) P(3a;—3a)
2. Berechnen Sie die Linge s der Strecke P, P,! :
a) b) c) d) e)
P, | (152) 2;2) 3;8) (—=6;-2) (1,55 33,1)
P, | 4;6) (5;6) (=3;8) 0;6) (15,7; —2,8)
f) g) h) i)
p | (1331 @b ; bia—b
1 ( I 4) a; b) (=m;n) @+ b;a—b)
1 1
P, (3 5;45) (b; a) (m; —n) (@a—bs;a+b)

Zeichnen Sie die Strecke P, P, in ein Koordinatensystem, und priifen Sie durch Messen das
Ergebnis!

e
3. Ermitteln Sie die Richtung der Strecken Py P, in Aufgabe 2a bis e rechnerisch und zeichne-

risch!
2 2al
4. Berechnen Sie den Abstand der Punkte A(xy; y;) und B M; M !
1+ a? 1 +a?
5.  Berect Sie die Seitenli der Dreiecke, deren Eckpunkte 4, B und C folgende Koordi-
naten haben!
a) b) D] d) e) f)
A| (0;0) (—=1;=1) | (9;0) (11; 46) (a; b) (@a+b;a+b)

B | (25;0) 3; =95 (=5;0) (215 16) (a; —b) (—a—b;—a—b)

C| (0533) (€HY)} 0;12) (=9;21) | (0;—b) (@a+b;—a—b)

Priifen Sie die Ergebnisse durch eine Zeich nach!

6. Untersuchen Sie, von welcher besonderen Art die Dreiecke sind, deren Eckpunkte die folgen-
den Koordinaten haben!

a) 40;2);  B(1;-2); C(=3;-1) . D) AG;3); B(-1;1); (13 -2)
©) A432);  B(=2;2); C(1;-5) d) 4Q253); B4 13 C@4;5)
€) A3;0);  BG3;7);  C(=5;0) ) A=1;6); B2;-3); C(8;-1)

7. Zeigen Sie, daB das von den Eckpunkten A(—]; -V '2). B(\/i; - I) und
(2 +1/2;\/2 — 1) gebildete Dreieck gleichschenklig ist!
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8.  ZeigenSie, daB das Dreieck mit den Eckpunkten A(1;2), B(3; —1) und C(H—j\/:;; 1+2; 2£)
gleichseitig ist! 2 2

= 3 11
9.  Zeigen Sie, daB das von den Eckpunkten A(l +\/3; E)' B(E 22 ) nd C(l 5)

gebildete Dreieck rechtwinklig ist! Wo liegt der rechte Winkel?

10.  Untersuchen Sie, von welcher besonderen Art die Vierecke sind, deren Eckpunkte die folgen-
den Koordinaten haben!
a) A(1;3); BQ:1); C(5;2); D@4;4) b) A(1;2); B(6;2); C(5;4); D(2;4)
€) A(2;2); BG3;—1); C(0;-2); D(—151) d) A(m;0); B(0;m); C(—m;0); DO; —m)
11.  Berechnen Sie die Langen der von den Eckpunktpaaren A(1; 5), B(8; 6) und C(4; 2), D(5; 9)
bestimmten Strecken, und erkliren Sie das Ergebnis geometrisch!

4.1.4. Koordinaten des Teilpunktes einer Strecke

Ebenso, wie man eine gerichtete Strecke betrachten kann, ist es auch méglich,
gerichtete Geraden einzufiihren. Sind P, und P, zwei Punkte der Geraden g, so
kann man auf g etwa dadurch einen positiven Durchlaufsinn (P,—P:) einfiihren,
daB man denjenigen Durchlaufsinn von g zum positiven erklért, bei dem ein die
Gerade g bestindig in dieser Richtung durchlaufender Punkt P zuerst nach P, und
dann nach P, gelangt. Ist jetzt P ein Punkt, der auf P, folgt, so soll unter P,—P =

der Abstand des Punktes P von P, verstanden werden. Folgt aber P, auf P, so soll
PP = —d sein, wobei d > 0 den Abstand von P und P, bedeutet. Bei dieser Fest-
setzung gilt dann offenbar }T = -—ﬁ Ist jetzt 7" ein beliebiger von P; und P,

verschiedener Punkt der Geraden durch P; und P, mit dem Durchlaufsinn (P, P,)

und bedeutet 2 den Quotienten 247} , so sagt man, T teile die Strecke im Ver-
2

hiltnis 4 und nennt A das Teilverhéltnis. Liegt 7' zwischen P; und P, (innere Tei-

lung, Abb. 4.7.), so ist A positiv. Liegt aber T auBerhalb der Strecke P,P, (iiuBere

Teilung, Abb. 4.8.), so ist A negativ.

J y
g e
P
r _-ls /ld/
‘q?_____JR | i
: [
1 | |
v| @ TG ox ol X
Abb. 4.7. Abb. 4.8.
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Die Punkte 7, Py und P, liegen in Abbildung 4.7. alle im ersten Quadranten. Die
senkrechten Projektionen der Punkte 7, P, und P, auf die x-Achse seien 7", 0,
und Q,. Die Parallelen zur x-Achse durch P, bzw. T schneiden 7T bzw. P,Q, in
R bzw. S. Es werden nun die Dreiecke RTP, und STP, betrachtet. Diese Dreiecke
sind einander dhnlich und man erhilt:

AT _PR_QT"_xi-xm_,

TP, TS TQ, X:—=xr
Daraus erhilt man die Abszisse des Teilpunktes 7 und durch entsprechende Uber-
legungen auch die Ordinate
() we =BT 8 gy P kb
1+2 1+

. Fiihren Sie die Uberlegungen zur Berechnung der Ordinate selbstéindig durch!

Die Herleitung der Formeln (7a) und (7b) wurde an Hand einer Figur vorgenommen,
die ganz im ersten Quadranten liegt. Sie gilt aber fiir jede beliebige Lage der Punkte
T, Py und P,.
Fiir 2 = 1 erhilt man die Koordinaten des Mittelpunktes M(x,,; y,,) der Strecke
e
PyP,:

X, +x #*
®) xp=T T2 oy, =BT

B 'm

2 2

. Priifen Sie durch Rechnung nach, daf (8) tatsichlich die Koordinaten des Mittel-
punktes der Strecke PP, sind!

Aufgaben

1. Geben Sie die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecken an, deren Endpunkte folgende
Koordinaten haben!

a) b) ) d) e) f) g)

Py | (6;6) (4;12) | (0;6) [ (=2;-6)| (=1; -1 (@ 0) | (asb)

P | (2;2) 2;15) | (4;2) (=3;4) | 3;-3) | (a;b) (c; d)

Konstruieren Sie die Mittelpunkte der Strecken der Aufgaben a) und f)!

2. Konstruieren Sie den Mittelpunkt der Strecke zwischen dem Koordi prung und dem
Punkt Py(xy; yy) bzw. A(7; 9), und geben Sie die Koordinaten des Mittelpunktes an!

3. Verldngern Sie die Verbindungsstrecken des Koordinatenanfangspunktes mit den Punkten
A(=3;2), B(3; 3), C(4; —6) und P,(x,; y,) nach beiden Seiten um sich selbst!
Welches sind die Koordinaten der Endpunkte? Wie lang sind die Strecken? Welchen Rich:

—_ — —> —
tungswinkel haben die gerict Strecken 04, OB, OC und OP,?
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7

Gegeben sind die Punkte 4(—1; —3) und B(2; —1). Bestimmen Sie die Koordinaten des g
Punktes, der auf der Verlingerung der Strecke AB symmetrisch zu A in bezug auf B ist!
Ermitteln Sie rechnerisch und zeichnerisch die Koordinaten des Teilpunktes T, der die

=
gerichtete Strecke OP mit P(8; —3) im Verhiltnis a) A = —4 und b) 4 = 3 teilt!

—
Ermitteln Sie rechnerisch die Koordinaten der Teilpunkte 7, und 7, die die Strecke P, P,
mit Py(1; 1) und P,(7;4) im Verhiltnis 2 = —2 bzw. A = 2 teilen! Priifen Sie durch eine
Zeichnung das Ergebnis nach!
Halbieren Sie die Seiten des Dreiecks mit den Eckpunkten A (1;2), B(6;1)und C(2;5),
und weisen Sie nach, daB das von den Seitenmitten gebildete Dreieck Seiten hat, die halb
so groB wie die Seiten des urspriinglichen Dreiecks sind!
Priifen Sie das Ergebnis durch eine Zeichnung nach!
Zeigen Sie rechnerisch und elementargeometrisch, daB die Aussage auch fiir ein beliebiges
Dreieck gilt! .
Bestimmen Sie rechnerisch und zeichnerisch die Léngen der Seitenhalbierenden im Dreieck
mit den Eckpunkten A(1; 1), B(7; 2), C(2; 7)!
Die ]/(oordinaten des Schwerpunktes eines Systems materieller Punkte mit den Massen 1
und den Koordinaten A;(xy; y1)s A2(x23 ¥2), -+, An(xy; yy) sind:

yityt... 4y
Y= g

n n

_xit x4+ x,

Welche Koordinaten haben die Schwerpunkie

. a) des Systems mit den Eckpunkten (1; 2), (6; 1) und (2; 5),

b) des Systems mit den Eckpunkten (1; 3), (2; 1), (5; 2) und (4; 4)?

4.1.5. Flicheninhalt eines Dreiecks

Ein Dreieck ist durch die Koordinaten seiner Eckpunkte Py(x,; y,), P,(x,;y,) und
P3(x3; y3) bestimmt. Um den Flicheninhalt des Dreiecks P, P,P; durch die Koordi-
naten der Eckpunkte darzustellen, fdllt man von P,, P, und P; die Lote auf die

x-Achse (Abb. 4.9.) und erhdlt so die Trapeze
0,03P3Py, Q:0,P,P; sowie 0,0, P, P,. Bezeichnet
man die Trapezflichen mit 4,, 4, und 45 und die
Inhalte dieser Flichen mit I, I, und I3, so gilt fiir
die Dreiecksfliche in Abbildung 4.9.:

Unter Verwendung der Koordinaten der Eckpunkte |
konnen die Inhalte der Trapezflichen nun folgender-

hs

y Q

I=1+1, - I. X

maBen ausgedriickt werden:

Abb. 4.9.

1
Li=-(s+y)(xs—xy); L= E(}"z + ¥3) (x2 — x3);

N N

Iy = - (32 +y1) (x2 = x;).
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Als Fldcheninhalt [ fiir das Dreieck P, P,P, ergibt sich somit

) 1= ;—[(}’3 +y0) (s —x) + (2 + p3) (x2 — X3) + (2 + y1) (3, — X3)]

oder

1
9 I= Z‘[Xl()’z = ¥3) + (3 — 1) + x3(r; — y2)].

Die Formel (9) gilt auch, wenn die Punkte P,, P, und P; nicht alle im ersten Qua-
dranten liegen.

Es ist jedoch folgendes zu beachten. Die rechte Seite von (9) gibt (vgl. auch Abschnitt
3.2.7.) den sogenannten vorzeichenbehafteten Flicheninhalt an. Vertauscht man
namlich etwa P, und P, miteinander, so erhilt man:

1
Lis, = Z‘[XJ(J’3 = ¥2) + x3(y2 — 1) + x:(y1 — y3)]

1
== E[XI(Y.’. = ¥3) + X2(y3 — y0) + x3(01 — y2)l = — 155,

. Uberlegen Sie sich, daf I genau dann positiv ist, wenn bei derjenigen Durchlaufung
des Dreiecks, bei der die Punkte Py, P,, Py in der angegebenen Anordnung auf-
einander folgen, die Fliiche zur Linken liegt, wenn also das Dreieck positiv orien-
tiert ist!

Fiir die MaBzahl A4 des (nicht vorzeichenbehafteten) Flicheninhaltes gilt schlieBlich:
; 1
(10) 4=|I= > [e1(r2 = y3) + X203 = ¥1) + x3(01y — ¥)| .

. Beispiel 4

Es ist die Fliche des Dreiecks P,P,P; mit P,(5; —1), Py(—3;5) und
P4y(—6; —4) zu berechnen.

A= il[xl()’z = ¥3) + X2(y3 — y1) + x3(y; — y2)]

[5(5+4) = 3(—=4 + 1) — 6(—1 — 5)]

2
A =45
Aufgaben
1. Berechnen Sie die Lingen der Seiten und die Flichen der Dreiecke mit den folgenden Eck-
punkten! “
a) Py(1;1); Py(5;:4);  Py(2;6) b) Pi(4;3); Pa(—4;3); Py(—4;-3)
©) P1(0;0); Py(6;8);  Py(13;5) d) Py(0;0); Py(x2; y2); Ps(xs; ps)

Zeichnen Sie die Dreiecke, und iiberpriifen Sie die gefundenen Ergebnisse!
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2. Ein Streckenzug ist durch die Punkte A4(0; 4), B(1; 6), C(4; 3) und D(6; 7) bestimmt. Wie
groB ist das Flachenstiick, das von der y-Achse, der x-Achse, dem Streckenzug und dem Lot
von D auf die x-Achse begrenzt wird?

3. Die Eckpunkte eines Siebenecks sind A,(—7; —4), 42(=2;6), 43(3;0). A(6;—2),
As(2;7), Ag(—4;4) und A,(—1;2).
Zeichnen Sie diese Figur in ein Koordinatensystem!
Bestimmen Sie den Flicheninhalt des Siebenecks!

4. Geben Sie die Bedingung dafiir an, daB drei Punkte Py(xy; 1), Pa(x2; y2) und P3(x3; ¥3)
auf einer Geraden liegen!

4.2. Die Geradengleichungen

1. Wiederholen Sie, was Sie iiber lineare Funktionen gelernt haben!

2. Welche Bilder erhdlt man bei der graphischen Darstellung der Funktionen
y=x,y=23xy=23x+4undy = —3x — 4? Zeichnen Sie die Funktions-
bilder!

3. Welche Bedeutung haben die m und n bei der Funktion y = mx + n?

4. Stellen Sie eine Tabelle zusammen, in der folgendes enthalten ist:
a) die Grofle des Winkels, den die Gerade, die durch die Funktion y = mx
dargestellt wird, mit der x-Achse bildet und
b) der Verlauf der Geraden, wenn m die folgenden Werte annimmt?

O<m<l;, m=1; m>1; 0>m>—-1; m=-1; m< -1

Jede Gerade in der Ebene ist entweder durch einen Punkt der Geraden und ihre Rich-
tung oder auch durch zwei Punkte der Geraden eindeutig bestimmt. Man erhilt,
wenn man diese beiden Fille betrachtet, die Hauptformen der Geradengleichung.

4.2.1. Die Punktrichtungsgleichung der Geraden

Die Gerade g in Abbildung 4.10. verlduft durch den festen Punkt P,(x,; y,) und bil-
det mit der x-Achse in ihrer positiven Richtung den Richtungswinkel a. Um diesen
Winkel x muB die x-Achse im mathematisch
positiven Sinn gedreht werden, wenn sie par-
allel zur Geraden g verlaufen soll. Der Wert
m = tan « ist die Steigung der Geraden.

Fiir einen beliebigen von P,(x,; y,) verschie-
denen Punkt P,(x,; y,), der auf der Geradeng
liegt, gilt dann:

Abb. 4.10.
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ER=}’2—}G

PR X2—X;

=tanx = m, falls x + g + kn, k ganzzahlig, ist.

@ Begriinden Sie die Einschrankung !

Sieht man P, als verinderlichen (laufenden) aber von P, verschiedenen Punkt von
g an, also P, = P(x;y) = P,, so erhilt man (Abb. 4.10.)

11 Y=V _
X —x;

und nach Multiplikation mit (x — x,) die Punktrichtungsgleichung der Geraden
(12) y =y, = m(x — x,).

Fiir (12) kann die Einschrinkung P + P, aufgehoben werden, so daB die Koordi-
naten aller Punkte P der Geraden der Gleichung (12) geniigen.

B Beispier 5
Esist die Gleichung der Geraden g aufzustellen, die durch den Punkt Pi(5;—1)

und die Steigung m = —3 bestimmt ist.

Y=y =mx —xy)

3
+1=->(x=-35
y 4( )
3 11 Abb. 4.11.
y=—-x+— X
4 4

. Leiten Sie die Punktrichtungsgleichung fiir den Sonderfall her, daf die Gerade
durch den Punkt P,(0; n) und den Winkel o festgelegt ist (Abb. 4.11.)! Der
Punkt P(x;y) sei wieder ein variabler Punkt der Geraden.

Als Ergebnis dieses Schiilerauftrages erhalten Sie dic Normalform der Geraden-

gleichung:

(13) y=mx + n.

4.2.2. Die Zweipunktegleichung der Geraden

Die Gerade g in Abbildung 4.12. verliuft durch die festen Punkte P,(x,; ¥1) und
Py(x3; y,) mit Py(xy; y;) # Py(x;; y,). Zieht man den variablen Punkt P(x; y) hin-
zu, so gilt nach dem Strahlensatz:

=

2

[E
)

i
]
~
Y

1.
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Driickt man die Strecken mit Hilfe
der Koordinaten aus, so erhidlt man
(14) Y—nh _Ja _J’l’

X=X X=X
falls x, % x, und
P(x;y) # Py(xy3y,) ist.
Durch Umformung erhilt man hier- I | |
aus ! | |

48y -y, =P N 5z x)) ”I T x
Xy — Xy R
und schlieBlich die Abb. 4.12.

Zweipunktegleichung der Geraden
(14b) (y —y) (2 = x)) = (x — x1) (2 — y1) = 0.

In (14b) konnen die Einschrinkungen von (14) aufgehoben werden, so daB die
Koordinaten aller Punkte P der Geraden der Gleichung (14b) geniigen. Aus (14a)
erkennt man leicht, daB gilt:
(15a) m =22 =N

X, — X3
und

. X v I

(15b)n = y, — 4\,1}’2 Y1 _ X2Vs 1}’2’
X; — X, X, — X,

falls x, + x, ist.

Wenn x; = x, bzw. y, = y, gilt, so verlduft die Gerade parallel zur y-Achse bzw.
x-Achse. Die Gleichung der Geraden lautet dann x = x, bzw. y = y,.

. Beispiel 6
Es ist eine Gleichung der Geraden g aufzustellen, die durch die Punkte P,(5; —1)
und P,(—3:5) bestimmt wird.

=y =x)—(x=x)(2—»)=0
G+D(=3-5-(x=-5E+1)=0

= —3 x +
Vs 2 2 g
. Leiten Sie die Zweipunktegleichung der
Geraden fiir den Sonderfall her, daf} der
eine Punkt P,(0; b) auf der y-Achse und b
der andere Punkt P,(a;0) auf der x- (160°¢), a
Acl?se liegt (Abb. 4.13.)! 0 Bla0) y

Abb. 4.13. - a

R(0:b)
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Sind die beiden Punkte P, und P, vom Ursprung verschieden, so erhalten Sie
als Ergebnis des Schiilerauftrags die Achsenabschnittsgleichung der Geraden

(16)

X
-+ -

"
== ]
a-'h

. Erliutern Sie die Bedeutung von a und b insbesondere fiir das Zeichnen der

Geraden!

In der folgenden Ubersicht werden die bisher behandelten Geradengleichungen zu-
sammengestellt:

Form der Geraden-
gleichung

Formel

Bestimmungsstiicke

Punktrichtungsgleichung

y =y =m(x — x;)

fester Punkt P (x,; y,) und
Steigung m = tan ~

Sonderfall der Punktrich-
tungsgleichung mit
Py(0; n)

y=mx+n
(m, n beliebig reell)

Punkt
gung m

P(0;n) und Stei-

Sonderfall der Punkt-

y=mx

Punkt P;(0;0) und Stei-

richtungsgleichung mit
P,(0; 0)

gung m

Zweipunktegleichung =y (x2—xy) zwei feste Punkte Py(x,; y;)

—(c=x)(2—y1)=0 und Py(x3; ¥3)
) N% y
Achsenabschnittsgleichung | = + 5 =1 Achsenabschnitte @ und b
@ [Punkte P, (a; 0) und
P3(0; b))
4.2.3. Die allg Geradengleichung

Wie bereits aus der Lehre von den Funktionen bekannt ist, 148t sich eine beliebige
Gleichung ersten Grades zwischen den Veriinderlichen x und y stets auf die Form

(17) Ax+By+C=0

bringen, wobei fiir das folgende noch vorausgesetzt werden soll, daB 4 und B nicht
gleichzeitig Null sind. Man bezeichnet die Gleichung Ax + By + C = 0 als all-
gemeine Geradengleichung

Aus der Zweipunktegleichung

=) —x) —(x=x) @2 —y1) =0

erhilt man sie, wenn man 4 = —(y, — y1), B=x, —x; und C = x,y, — x,,
setzt. Also ldBt sich jede Gerade in der Form (17) darstellen.
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Um zu zeigen, daB auch (17) stets eine Gerade darstellt, sobald nicht 4 und B gleich-
zeitig Null sind, werden zwei Fille unterschieden:

1)B+0; 2)B=0, dannist 4+ 0.

Im Fall 1) erhilt man, indem man beide Seiten von (17) durch B dividiert, die Glei-
chung
A (@]

y=-=x--.

B B
Das ist aber die Gleichung einer Geraden in der Form y = mx + n mit der Stei-
. Cc
gung m = —% und dem Abschnitt n = = auf der y-Achse.

Im Fall 2) erhdlt man aus (17) die Gleichung x = _,94’ durch die eine Parallele

zur y-Achse dargestellt wird.
Multipliziert man beide Seiten von (17) mit einer beliebigen von Null verschiedenen
reellen Zahl k, so entsteht die Gleichung

(17a)k-Ax +k By +k-C=Ax+By+C, =0
mit
(17b) A, = kA, B, = kB und C, = kC,

die dieselbe Gerade darstellt. Man kann umgekehrt zeigen, daBl zwei Gleichungen
Ax + By + C = 0und 4,x + B,y + C, = 0, bei denen die Koeffizienten nicht pro-
portional sind, d. h., fiir die keine Relation der Form (17b) besteht, zwei verschie-
dene Geraden darstellen.

4.3. Zwei Geraden

4.3.1. Schnittpunkt zweier Geraden
Die Gleichungen
 Ax + By+ C; =0 und A,x+ B,y+ C, =0

seien die allgemeinen Gleichungen zweier Geraden.

Wenn die Geraden einen Punkt Py(x,; yo) gemeinsam haben, so miissen dessen
Koordinaten beiden Gleichungen geniigen. Man erhilt also fiir x, und y, die folgen-
den beiden Bestimmungsgleichungen:

Axg + Byyo + C; =0
Asxo + Byyo + C, =0.
Aus diesen Gleichungen ergeben sich, falls 4,B, + A,B, ist, die Schnittpunkt-

koordinaten:
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(18) xo = B,C; — BZCI; - 4,C, — Axcz.
A,B, — A,B; AB, — A,B,

. Fiihren Sie die Berechnungen von X und y, durch!

Ohne den Beweis auszufiihren, sei bemerkt, daB im Falle 4,B, = 4,B, die beiden
betrachteten Geraden zueinander parallel sind. Sie haben dann entweder gar keinen
gemeinsamen Punkt oder unendlich viele gemeinsame Punkte.

B seispier 1
Es soll der Schnittpunkt der beiden Geraden g, und g, bestimmt werden, die

durch die Gleichungen 3x + y — 7 = O und 2x — y — 3 = 0 gegeben sind.

Xg=——"— = =12

Der Schnittpunkt ist Py(2; 1).

. Beispiel 2

Die durch die Gleichungen 3x + 5y —3 =0 und 6x + 10y + 7 =0 ge-
gebenen Geraden sind auf Schnittpunkte zu untersuchen.

(4B, — A,B))=(3:10-5:6)=0
Die Geraden verlaufen parallel und wegen
6x 4+ 10y + 7=2[3x + 5y — 3] + 13

konnen nicht beide Gleichungen durch ein Wertepaar x,, y, gleichzeitig erfiillt
werden, also existiert kein Schnittpunkt.

4.3.2. Parallelitiit und Orthogonalitiit zweier Geraden

Zwei Geraden sind genau dann parallel, wenn ihre Richtungswinkel &, und «,
einander gleich sind. Im Falle «; = «, % g + km sind daher zwei Geraden genau

dann parallel, wenn die Steigungen m, und m, gleich sind. Entsprechend ergibt sich
fiir die Orthogonalitiit zweier Geraden, die einander im Punkt S schneiden méogen,

oy + (180° — ;) = 90°
xy = oy, — 90°.
Man betrachtet dazu das Dreieck QRS in Abbildung 4.14. Hieraus ergibt sich dann,
falls x, + 0:
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tan «; = tan (x, — 90°)
= —tan (90° — «x,)

und weiter,

tanx, = —cotx,
1
= tan x, :
Sind die beiden zueinander /1{(
orthogonalen Geraden in der 1
Form ¢ x

y=mx +n; und
y=myx+n, Abb. 4.14.

darstellbar, so stehen sie dann und nur dann aufeinander senkrecht, wenn gilt:

(19) m, = —l oder m, -m, = —1.
m,
B Beispiel 3
Die Steigung der Geraden 3x + 5y + 10 = 0 ist m.l = —Z;. Die Gerade

10x — 6y + 11 = 0 hat die Steigung m, = ; Die beiden Geraden stehen
senkrecht aufeinander.

Aufgaben

1.  Wie dndert sich m in der Gleichung einer Geraden y = mx, wenn die Gerade um den Koordi-
natenursprung gedreht wird?

2.  Esist eine Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch den Punkt P, geht und von der die
Steigung m bekannt ist.

a) b) c) d) e) f)

Py| (0515 | G54 [ (=6;-6) | (=8;=9) | (3;3) | (-5;8)

3
=3 2,5 1 -1 0,5 -
" 4
Zeichnen Sie die Geraden in ein Koordinatensystem!
3.  Ermitteln Sie fiir die durch folgende Gleich b Geraden die Schnittpunkte mit

der y-Achse und die Richt inkel!

1
a) y=2x+3 b)y=x—§ c)_v:-;f+5 d)y=ax+b

Zeichnen Sie die Geraden in ein Koordinatensystem!
Bestimmen Sie auch die Schnittpunkte der Geraden mit der x-Achse!
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4.  Eine Gerade hat die Steigung m = 3 und schneidet auf der y-Achse vom Nullpunkt aus die
Strecke a) 1, b) 3, ¢) —3, d) —4, e) 5ab. Wie lauten die Gleichungen der Geraden?
Zeichnen Sie die Geraden in ein Koordinatensystem!

5.  Eine Gerade geht durch den Punkt P(3; 4) und hat die Steigung a) 2, b) 1, c) —.d)—-.

Wie lautet die Gleichung der Geraden?

6. In welchen Punkten schneiden die folgenden Geraden die Koordi hsen ?
X Pd
a) 16x + 10y — 32 =10 b) —9x — 8,1y +18=0 e)——+—=1
43 3.7

d) y=—114x+75 e) T ==1

Y
Ve J 2
Wie groB sind die Steigungen der Geraden?

7.  Stellen Sie eine Gleichung der Geraden auf, die durch den Ursprung und durch den Punkt

11
a) P1(3;4), b) P»(—2;3), ¢) Ps (Z' E)’ ) P4(2,2;3,3), €) P5(—10,5; 3,0), ) Pg(a; —a),

g) P;(a; a), h) Pg(—a; b) geht!
8.  Stellen Sie eine Gleichung der Geraden auf, die durch die beiden Punkte P, und P, geht!

a) b) c) d) e) f) g)

Py (5:60)[(=3;-4|(2;3) (2;%) 1;4) [(@;a)|©0;a)

1
P|(7:8)| G54 (G52 (73;5) (=1; =2)| (b5 b) [ (@;0)

Zeichnen Sie die Geraden in ¢in Koordinatensystem! Wie groB sind die Abschnitte auf den
Achsen? Stellen Sie die Achsenabschnittsgleichungen auf!

9.  Ein Dreieck wird gebildet von den Punkten A(2; 6), B(1; 1) und C(0; 5).
a) Stellen Sie die Gleichungen der Geraden auf, auf denen die Dreieckseiten liegen!

b) Ermitteln Sie die Innenwinkel des Dreiecks mit Hilfe der Richtungswinkel der Geraden!
Zeichnen Sie das Dreieck in ein Koordinatensystem, und priifen Sie die Ergebnisse!

10.  Ermitteln Sie die Gleichungen der Geraden, auf denen die Seiten eines Rhombus liegen, des-
sen Mittelpunkt im Ursprung liegt und dessen Diagonalen mit den Achsen zusammenfallen!
Die Lénge der Diagonalen auf der x-Achse sei 2a und auf der y-Achse 2b. Wie groB sind die
Seiten des Rhombus?

11.  Wielautet die Gleichung der Geraden, deren Abschnitte auf der x- und der y-Achse a) 2 bzw. 3,
b) 3 bzw. —2, ¢) 5 bzw. —6, d) a bzw. a, €) —a bzw. a sind?

12.  Essind die Geraden, die durch die folgenden Gleichungen ben sind, mit Hilfe der Achsen-
abschnitte zu zeichnen.

. 3 y X
a)4x+3y—12=0 b)-x—-3=y e)x+==1 d)-—-y=1
2 2 3
e)3x+§=1 Dx+y=1 g)x—y=1 h)3x +3y=1
13.  Welche Bezi bestehen zwischen den Kc aund b in der Gleichung 2 ;—;: 1

und der Steigung m der Geraden?
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14. Die Geradengleichungen a) der Aufgabez und b) der Aufgabe 7 sind in die allgemeinen
Geradengleict und in die Achsenabschnittsgleich iiberzufiihren!
15.  Fiihren Sie die Geradengleichungen a) Ax + By + C = O und b) y = mx + n in die Achsen-
abschnittsgleichung iiber!
Unter welchen Bedi ist die Ach bschnittsgleict nicht dbar?
16.  Es ist jeweils der Schnittpunkt der folgenden Geraden zu bestimmen, sofern die Geraden
nicht parallel verlaufen.
5
a)y:;x——l b)x+y—2=0 €) 45x + 33y =189
—4 2
y=?x+6g x+3y—10=0 Ix—y=3
x ¥y
dy=x+3 e)5+5=1 f)3x+5—-10=0
x ¥y
y=—x—38 3-+5=1 33x+ 55y +8=0
y—1
g) 1=3 h)08x + 04y —12=0 i)y=mx+n
x —
=2 x ¥
=1 2 —-3=0 -+==1
x—=2 2 a + b
Die Rechnungen sind durch Zeichnungen zu iiberpriifen.
17. Die Gleichungen der Geraden, auf denen die Seiten eines Dreiecks liegen, lauten
y=3x—4,4y—x+4=0und y+2x—-2=0.
Bestimmen Sie die Koordinaten der Eckpunkte! Bestimmen Sie die Gleichungen der Ge-
raden, auf denen die Seitenhalbierenden liegen, und deren Schnittpunkt! Priifen Sie das Er-
gebnis durch eine Konstruktion nach!
18. Die Seiten eines Dreiecks werden von den folgenden Geraden gebildet.
a)3x+4y—52=0; 4x—y—6=0; x—5r+8=0
b) y=7-3x; x=3y—1; x+Ty+11=0
Die Koordinaten der Eckpunkte sind rechnerisch und zeichnerisch zu bestimmen.
19.  Stellen Sie eine Gleichung der Parallelen durch Py(x,; y,) zu einer gegebenen Geraden g auf!
a) P,(5;3); 2x—3y—12=0 b) Py(—2;-3); 5x—6y—27=0
x Y
¢) Py(—2;2); §+Z= 1 d) P;(3;3); y=2x-3
e) Py(a;—a); Ax+By+C=0
Zeichnen Sie die Geraden in ein Koordinatensystem, und konstruieren Sie die Parallelen!
20. Der Punkt P(2;3) liegt auf der Geraden mit der Gleichung y = 2x — 1. Stellen Sie eine
Gleichung der in dem Punkt auf der Geraden errichteten Senkrechten auf! Konstruieren
Sie diese Senkrechte!
21.  Vom Punkt P(1;2) ist auf die Gerade 2y — 4x — 8 = 0 das Lot gefillt. Wie lautet die Glei-

chung des Lotes? In welchem Punkt trifft das Lot die Gerade? Fiihren Sie die Konstruktion
durch!
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22.  Wie lautet die Gleichung des Lotes vom Koordinatenursprung auf die Gerade 3 + f =1?
a
23.  Berechnen Sie den Abstand des Nullpunktes von den Geraden mit den folgenden Gleichungen!
x x y
Dxty=1 By=--+4 9 +5=1 ddx+3y+5=0
X
24.  Welchen Abstand haben die Parallelen 2y — x — 6 = 0 und y= E — 4 voneinander?

25.  Ermitteln Sie von dem Dreieck mit den Eckpunkten A(—1;=3), B2; —1), C(3;3)
a) die Gleichungen der Geraden, auf denen die Seiten liegen,
b) die Langen der Seiten und die Form des Dreiecks,
¢) die Gleichungen der Geraden, auf denen die Mittelsenkrechten liegen,
d) die Gleichungen der Geraden, auf denen die Hohen liegen und
e) den Radius des Umkreises!
f) Losen Sie die gleiche Aufgabe fiir das Dreieck mit den Eckpunkten A4(9;0), B(-5;0),
C(0;12)!
26.  Essind folgende Sitze der Planimetrie analytisch zu beweisen.
a) Die Hohen eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.
b) Die Seitenhalbierend hneiden einander in einem Punkt. 4
¢) Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden in einem Dreieck teilt die Seitenhalbierenden im
Verhiltnis 2: 1.
(Legen Sie das Koordi oglich kmaBig fest!)

27.  Stellen Sie eine Gleichung der Geraden, dlie durch den Schnittpunkt der beiden Geraden
x—2y—5=0und2x + 3y —3= 0 und durch den Punkt P(1;2) geht, auf!

28.  Was konnen Sie iiber die itige Lage der folgenden Geraden 7

a)9x— 15y +7=0 und 3x—Sy+4=0 b)§+§=0 und 4x—2y—1=0

€)9x—6y+3=0 und 2x+3y—5=0
,
4.4. Anwendungsaufgaben

In der Geodisie werden die Punkte eines als eben angesechenen Gebietes auf ein
rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen. Man kann so Vermessungen von kleinen
Gelindeteilen durchfiihren, ohne groBie Verzerrungen befiirchten zu miissen. Ein
solches Koordinatensystem ist aber so orientiert, daB die positive Richtung der
x-Achse mit der Nord-Richtung iibereinstimmt, also mit irgendeinem Meridian,
wihrend die positive Richtung der y-Achse nach Osten zeigt.

In den folgenden Aufgaben wird dieses System angenommen.

1. Worin unterscheidet sich das geoditische Koordi vom kartesischen Koordi -
system?

2.  Ein Punkt P hat folgende geoditische Koordinaten.
a) x, = 2153,7m; y, = 32883 m b) x=537m; y,=2,3km

¢) x3 = 4,5km; y3=2355m
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In welcher Richtung vom Nullpunkt des Koordi y liegt der Punkt?

Welchen Winkel bildet die Richtung vom Nullpunkt zum Punkt P mit der Nord-Siid-Richtung?
£(79.00)

Welchen Abstand hat der Punkt vom Nullpunkt?

3.  Zwei Punkte P, und P, haben die geoditischen Koordinaten
xy = 1700 m; y; = 2500 m und x, = 350 m; y, = 5200 m.
Welcher Punkt liegt nordlicher bzw. ostlicher?

Wie groB ist die Entfernung zwischen beiden Punkten?
In welcher Richtung liegt der Punkt P, von P, aus?
—

Geben Sie den Winkel an, den P, P, mit der Nord-Richtung
bildet!

4. Von einem Punkt P; mit den geoditischen Koordinaten
x; = 1380 m und y; = 1800 m liegt ein Punkt P, 1,5km

—
entfernt. Welche Koordinaten hat P,, wenn P, P, mit der T130__L 3960
Nord-Richtung einen Winkel von 50° bildet?

5.  Bei der Landesvermessung wird bei kleineren Flichen, bei 2720 — 15804
denen die Eckpunkte der zu vermessenden Fliche markiert
sind, eine Abszi inie (Abszi hse) so fe 1 daB
sie die Fliche entweder in der Mitte oder diagonal durch-
schneidet. Auf der Abszissenlinie werden die Abszissen der 2050
Eckpunkte gemessen, senkrecht dazu die Ordinaten.

a) Berechnen Sie den Flicheninhalt des in Abbildung 4.15.
wiedergegebenen Grundstiickes!
b) Berechnen Sie den Umfang der Fliche! Abb. 4.15.

Maleinm A(000)

6. Bei der Aufnahme (Vermessung und Bestimmung der Koordinaten) einer LandstraBe erhilt
man einen Polygonzug, dessen Eckpunkte folgende Koordinaten haben (MaBangaben in m):
A(0,00; 0,00), B(87,00; 54,40), C(153,60;44,00), D(206,40;25,00), E(303,50;33,80) und
F(352,00; 0,00)

a) Berechnen Sie die Linge der LandstraBe!

b) Die LandstraBe ist 5,5 m breit. Sie soll asphaltiert werden. Es ist ndherungsweise zu ermitteln,

wieviel Quadratmeter StraBe asphaltiert werden miissen!

Auch in der Topographie verwendet man neben geographischen und polaren Koor-
dinaten das in der Geodisie iibliche Koordinatensystem. Auf topographischen
Karten, die u. a. auch bei der Nationalen Volksarmee verwendet werden, befindet
sich ein Gitternetz. Durch dieses Netz wird die Karte in Planquadrate eingeteilt.
Jedes Planquadrat kann genau angegeben werden, und zwar mit dem Hochwert
(x-Wert) und dem Rechtswert (y-Wert) der siidwestlichen Ecke. Mit Hilfe des Gitter-
netzes und seiner Bezifferung am Blattrand lassen sich also sowohl Geldndeobjekte
nach ihren Koordinaten in die Karte eintragen als auch die Koordinaten auf der
Karte dargestellter Objekte bestimmen. Meist arbeitet man dabei mit dem Plan-
zeiger.
Die Koordinaten eines Punktes erhilt man, indem man seinen senkrechten Abstand
von der siidlichen horizontalen Gitterlinie zum x-Wert und seinen senkrechten Ab-
stand von der westlichen vertikalen Gitterlinie zum y-Wert des Planquadrats addiert.
Die Koordinaten fiir einen Kartenpunkt setzen sich also aus den Koordinaten der
siidwestlichen Ecke seines Planquadrats und den senkrechten Abstinden von der
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siidlichen und der westlichen Gitter-
linie des Planquadrats additiv zu-
sammen. Zur Bezeichnung der
Planquadrate werden gewdhnlich
die sogenannten verkiirzten Koor-
dinatenzahlen benutzt, bei denen
man die ersten beiden Ziffern der
Koordinaten wegldft.

In Abbildung 4.16. ist der x-Wert
des Planquadrats 5524, der y-Wert
3417, kurz sagt man: Planquadrat
24-17. Der Punkt P, hat die Ko-
ordinaten x, = 5524520m und
y; = 3417350 m, die verkiirzten
Koordinaten sind x, = 24520 m
und y, = 17350 m.

In den folgenden Aufgaben werden
verkiirzte Koordinaten angegeben.

DieMaBangaben erfolgen in Metern.

Abb. 4.16.

Zwei Objekte P, und P, haben auf einer topographischen Karte die Koordinaten

Im Manover befinde sich die Stellung einer Einheit der Nationalen Volksarmee im Punkt 4

Ein Melder der Nationalen Volksarmee soll eine Meldung vom Ort 4 (9300; 1100) nach dem

Ein Geschiitz steht am Ort A (12500; 13500). Das Ziel befindet sich am Ort B (25300, 18200).

Eine Einheit der Nationalen Volksarmee macht einen Gelindemarsch, At kt ist
der Ort A (2500; 3600). Die Einheit marschiert 2,5 km in Richtung Nordost und anschlieBend

7.
Py:xy=24500; y; = 17300 und P,:x; = 32900; y,= 19200.
Wie weit sind die Objekte voneinander entfernt?
In welcher Richtung liegt' P, von P, aus?
8.
(10500; 18300), eine feindliche Stellung im Punkt B (29500; 19900).
Wie weit ist die feindliche Stellung entfernt?
In welcher Richtung liegt sie?
9.
Ort B (12000; 2600) bringen.
Wie weit (Luftlinie) sind die Orte voneinander entfernt?
In welche Richtung muB3 der Melder laufen?
10.
Welche Zielrichtung muB3 angegeben werden?
Welche Entfernung liegt vor?
11.
10 km in Richtung Nord.
Welche Koordinaten hat der Ort, den sie erreicht?
12.
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Bestimmen Sie mit Hilfe einer topographischen Karte die Koordinaten einiger Gelinde-
objekte!

Messen Sie die Entfernung zweier Objekte!

Priifen Sie den gemessenen Wert durch eine Rechnung nach!

Tragen Sie Punkte, von denen die Koordinaten bekannt sind, in eine topographische Karte
ein!



5. Vektorrechnung

Die Kabelkrananlage der Warnowwerft, eine der groBten in Europa, ist ein weithin
sichtbares Wahrzeichen von Warnemiinde. Hier werden die bekannten 10000 t Fracht-
schiffe und die Kohle- und Erzfrachter gebaut. Die Laufkatzen des Kabelkrans
konnen zur Montage der Schiffsteile auf der Helling je nach der erforderlichen
Tragfihigkeit einzeln oder in Gruppen eingesetzt werden. Die bei der Belastung der
Drahtseile auftretenden Zugkrifte werden von den beiden Stahlportalen abgefangen.
Insbesondere die nach innen gerichteten Stiitzpfeiler tragen zur Stabilitdt der Kon-
struktion bei.

Vor dem Bau einer solchen Anlage sind umfangreiche statische Berechnungen er-
forderlich, das heiBt, die durch Eigengewicht, Belastung und Winddruck auftretenden
Krifte miissen ermittelt werden, um eine ausreichend starke und auch zweckméBige
Konstruktion einzuplanen.

Die Ermittlung dieser Krifte erfolgt teils rechnerisch, zu einem wesentlichen Teil
jedoch auch zeichnerisch. Die Krifte werden in solchen Zeichnungen durch Pfeile,
man sagt auch Vektoren, gekennzeichnet. Die mathematische Grundlage fiir diese
Arbeiten stellt die Vektorrechnung dar.
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5.1. Vektoren
5.1.1. Skalare und vektorielle Grofien

Physikalische GroBen, die durch die Angabe einer reellen Zahl in Verbindung mit
einer MaBeinheit bereits vollstindig bestimmt sind, heiflen skalare' GroBen, zum
Beispiel Zeit, Temperatur, Dichte, Arbeit. Das Rechnen mit Skalaren erfolgt nach
den Regeln fiir reelle Zahlen. IThnen stehen physikalische GroBen gegeniiber, fiir
deren vollstindige Kennzeichnung auch die Richtung von Bedeutung ist, zum Bei-
spiel Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft. Solche GroBen heilen vektorielle?
Grifien.

Zur Klérung des Vektorbegriffs werde eine Ebene mit allen ihren Punkten gerad-
linig um ein Stiick verschoben. In Abbildung 5.1. ist eine derartige Verschiebung
oder Translation fiir drei beliebige Punkte P,, P,, P; der Ebene wiedergegeben.
Eine solche Verschiebung 148t sich durch Vektoren beschreiben. Ein Vektor ist durch
drei Bestimmungsstiicke festgelegt (Abb. 5.2.):

1. Linge oder Betrag, 2. Richtung, 3. Durchlaufsinn.

!
o/g Richtung ==y
urchlauf
B s Abb. 5.3,
£ /
2 <
/go 'ﬂhr_,é
Abb. 5.1. Abb. 5.2, Abb. 5.4.

Der Vektor wird durch einen Pfeil dieser Linge, dieser Richtung und dieses Durch-
laufsinnes dargestellt. Die Lage des Anfangspunktes des Pfeiles ist dabei gleichgiiltig
(Abb. 5.3.).

Vektoren werden mit kleinen oder groBen Frakturbuchstaben bezeichnet: a, b, ¢ ...;
% 8,€...

Mit |a| bezeichnet man die Linge des Vektors a (gelesen: Betrag von a). Das Symbol
E bedeutet diejenige Verschiebung, die den Punkt 4 nach B bringt. In Abbildung 5.4.
ist E =

Zur Kennzeichnung eines Vektors geniigt ein einziges Symbol oder ein einzelner
Pfeil. Man sagt in diesem Fall, der Vektor wird durch Aufzeigen angegeben. Bei
Verwendung von Zahlen bedarf es statt des einen Symbols der Angabe der drei Be-

1 scalae (lat.), Leiter
2 vehere (lat.), fahren
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stimmungsstiicke (des Betrages, der Richtung und des Durchlaufsinnes). Dabei
konnen Richtung und Durchlaufsinn oft durch eine gemeinsame Bestimmungs-
grofe ersetzt werden.
B Beispier 1
Vektor a vom Betrag 2 und
der Richtung 225° (Abb.
5.5.). Die Winkelangabe
folgt den iiblichen Festle-

gungen im ebenen kartesi-
schen Koordinatensystem.

Vorgiinge, bei denen GréBe und
Richtung wichtig sind, werden
durch Vektoren dargestellt. Abb. 5.5. . Abb.5.6.

B  Beispier 2
Weg b einer gleichférmigen Bewegung (Fahrzeug, stromende Fliissigkeit od. dgl.)
(Abb. 5.6.).

Allgemeiner gefaBt kann man mit einem Vektor auch die Verschiebung des Raumes
mit allen seinen Punkten beschreiben.

» Ein Vektor beschreibt eine geradlinige Verschiebung aller Punkte des Raumes.

Umgekehrt kann ein Vektor durch die Translation aller Raumpunkte mit Hilfe des
Vektorbegriffs eindeutig bestimmt werden.

5.1.2. Freie und gebundene Vektoren

Man unterscheidet Vektoren, die parallel zu sich im Raum verschoben werden
konnen (freie Vektoren) und solche, die an einen Punkt, eine Linie oder eine Ebene
gebunden sind (gebundene Vektoren).

An einen Punkt sind die ortsgebundenen Vektoren oder Ortsvektoren gebunden
(Abb. 5.7.). Ein Beispiel aus der Physik ist der Weg. In Abbildung 5.7. ist 4 der An-

fangspunkt.
/ [
/

A
Abb. 5.7. Abb. 5.8.

Die liniengebundenen oder linienfliichtigen Vektoren diirfen nur auf ihrer Triger-
geraden verschoben werden (Abb. 5.8.). Ein Beispiel hierfiir ist der an eine Wirkungs-
linie gebundene Kraftvektor.

Freie Vektoren koénnen durch gebundene Vektoren reprisentiert werden, zum Bei-
spiel durch einen Ortsvektor; doch sind beide nicht identisch.
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5.1.3. Gleiche Vektoren

Man definiert, daB zwei Vektoren genau dann gleich (oder dquivalent) heiBen, wenn
sie in allen ihren Bestimmungsstiicken iibereinstimmen. Pfeile, die in ihrer Richtung
und Linge iibereinstimmen, konnen als Darstellungsformen ein und desselben Vek-
tors aufgefaBt werden. Zwei ungleiche Vektoren brauchen sich nicht in allen Be-
stimmungsstiicken zu unterscheiden; es geniigt bereits die Abweichung in einem
einzigen dieser Bestimmungsstiicke.

. Beispiel 3
Zwei freie Vektoren a und b gleicher Richtung und gleichen Durchlaufsinns,
aber verschiedenen Betrages sind ungleich: [a| =+ |b].

. Beispiel 4
Zwei ortsgebundene Vektoren, die denselben freien Vektor reprisentieren,
aber verschiedene Anfangspunkte haben, sind ungleich:
. 1. Geben Sie die Bedingungen an, unter denen a) linienfliichtige Vektoren,
b) Ortsvektoren gleich sind!
2. Alle Vektoren in Abbildung 5.9. seien a) Ortsvektoren, b) linienfliichtige
Vektoren, c) freie Vektoren. Welche Vektoren sind in jedem der drei Fiille
gleich?

Abb. 5.9. Abb. 5.10.

5.1.4. Spezielle Vektoren

Ortsvektoren im Nullpunkt sind Vektoren, deren Anfangspunkt im Ursprung eines
Koordinatensystems liegt (Abb. 5.10.). Man benutzt diese, um ihre Endpunkte
—

festzulegen. Durch [p| und den Richtungswinkel « ist der Vektor OP = p und damit
auch der Punkt P eindeutig festgelegt.

Als Nullvektor o bezeichnet man den freien Vektor mit dem Betrag Null und be-
liebiger Richtung. Man bezieht also in den Begriff ,,Verschiebung des Raumes*
auch den Fall ein, bei dem alles in Ruhe bleibt.

—

Kehrt man bei einem Vektor 4B = ¢ den Durchlaufsinn um,
so erhilt man den Vektor der B in 4 iiberfiihrt (Abb. 5.11.).

BA = —AB = (-0 Abb. 5.11. 2
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Es kann also jede Verschiebung a durch eine Verschiebung (—a) riickgidngig gemacht
werden (Abb. 5.12.). Der freie Vektor (—a) hat den gleichen Betrag und die gleiche
Richtung wie der freie Vektor a, aber entgegengesetzten Durchlaufsinn. Der Vektor
(—a) heiBt deshalb entgegengesetzter Vektor zu a.

Jeder Vektor der Linge 1 heiBt Einheitsvektor. Der Einheitsvektor, der dieselbe
Richtung und denselben Durchlaufsinn wie ein Vektor a # o hat, wird mit a° be-
zeichnet (gelesen: Einheitsvektor zu a) (Abb. 5.13.).

’/’,E”/’/' o
/{Abb. 5.12. /"/ Abb. 5.13,
Aufgaben

1.  Stellen Sie die geradlinige Verschiebung der Ebene in sich, bei welcher der Punkt P in den
Punkt P iibergeht, als Vektor dar! Bestimmen Sie Betrag und Richtungswinkel!
a) (334 Py(5;6)  b) Pa(153); Pa(=3:9)
2. Der Vektor v vom Betrag || und der Richtung ¢ bringe den Punkt P nach P. Bestimmen
Sie P zeichnerisch und rechnerisch!
a) P,(4;4) b) Py(—4;3) ) P3(2;-3)
[y =3; @, =60° o2 =5; @z =230° [o3] = 6,55 @3 =310°
3.  Zeichnen Sie den Ortsvektor im Nullpunkt 0—;: t aus den Koordinaten seines Endpunktes P,
und bestimmen Sie Betrag |t| und Richts inkel ¢ aus der Z sowie durch Rech-
nung!
a) Pi(3;4)  b) Py(=2;45) ¢) P3(3;—4) d) Pu(=3;-1)
4.  Zeichnen Sie den Ortsvektor im Nullpunkt t mit dem Betrag [t| und dem Richtungswinkel ¢!
Bestimmen Sie die Koordinaten seines Endpunktes zeichnerisch und rechnerisch!

a) b) c) d)

x| 4 5 6,2 3,5
@ 50° 30°  165°  225°

5. a) Zeichnen Sie den Ortsvektor im Nullpunkt t mit dem Betrag 4,5 und der Richtung 110°!
b) Welchen Punkt P bestimmt t?
¢) Drehen Sie t zuerst um 80°, dann weiter um 100°! In welche Bildpunkte P, bzw. P, geht P
iiber?
6. Stellen Sie die folgenden reellen Zahlen als Vektoren r mit dem Betrag |t/ und der Richtung
@ = 0° bzw. ¢ = 180° dar!

3 -
DE BT 05 D 2/3
7.  Zeichnen Sie den Ortsvektor a mit dem Anfangspunkt 4(3; —2), dem Betrag |a| = 3 und

dem Richtungswinkel ¢ = 80°! Verschieben Sie ihn parallel zu sich selbst so, daB sein An-
fangspunkt nach (—2; —3) kommt! Welche Koordinaten erhlt sein Endpunkt?

8. Zeichnen Sie den Vektor —b zum gegebenen Vektor b! Geben Sie Betrag und Richtungs-
winkel an!

a0 =3; g =0 b) o =+/3; @=180° o) [vs]=43; gy=235°

14 [001155] 209



5.2. Addition und Subtraktion
von Vektoren

5.2.1. Vektoraddition

Zwei Verschiebungen a und b fiihren nacheinander ausgefiihrt zum gleichen Ziel wie
eine gewisse dritte Verschiebung c.

Graphisch ergibt sich der Vektor ¢ durch Aneinandersetzen der Vektoren a und b
unter Beachtung von Richtung und Durchlaufsinn (Abb. 5.14.a). Die Resultante ¢
schliefit dann als dritte Seite das Dreieck. Sie verbindet den Anfangspunkt des ersten
Vektors mit dem Endpunkt des zweiten. Der Anfangspunkt von a ist der Anfangs-
punkt des Vektors ¢, und der Endpunkt von b ist sein Endpunkt. Der so erklirte
Vektor ¢ wird als Summe der Vektoren a und b bezeichnet, wofiir man schreibt:

(1) c=a+b.
Die Zusammensetzung der Vektoren a und b in umgekehrter Reihenfolge (Abb. 5.14.b)
c=b+a

fiihrt zum gleichen Summenvektor, denn nach den Sitzen iiber das Parallelogramm
und den Festlegungen iiber die Gleichheit von Vektoren ist ¢ gleich ¢ (Abb. 5.15.).

>
%

o

Abb. 5.14.a Abb. 5.14.b Abb. 5.15.
Fiir die additive Verkniipfung zweier Vektoren gilt das kommutative Gesetz:
(2) a+b=0b+a.

Die Analogie des kommutativen Gesetzes der Vektoraddition zu dem entsprechenden
Gesetz fiir Zahlen: @ + b = b + a ist offensichtlich.
Fiir jeden Vektor a gilt:

a+o0=a.

Der Summenvektor kann zeichnerisch oder rechnerisch ermittelt werden.

i

B Beispiel 1
Die Vektoren |a] = 2,8; @ = 48° und [b] = 6,6; p = 193° sind zu addieren.
Zeichnerische Losung (Abb. 5.16.):

a+b=3
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Rechnerische Lésung: Die Vek-

toren a und b bilden ein Par-
allelogramm mit den Seiten

2,8 und 6,6 Lingencinheiten -6
und den Winkeln =
(193° — 48°) = 145° und
(180° — 145°) = 35°. y)

Der Betrag des Summenvek- =2

tors & ergibt sich als Linge e Abb. 5.16.

der einen Diagonalen des Par-

allelogramms. Man berechnet sie trigonometrisch nach dem Kosinussatz:

e? = 2,8 + 6,62 —2-28-6,6cos 35°
= 7,84 + 43,56 — 36,96 - 0,8192

= 51,40 — 30,28
e? = 21,12
e~ 4,6.

Um den Richtungswinkel des Summenvektors zu bestimmen, berechnet man
den Winkel (a, 3)! nach dem Sinussatz:

sin (3, b): sin 35° = 2,8:4,6

sini (8, B) = 2.8 ~40,65736

~ 90,3491
X (3,b) = 20,43° =~ 20,4° oder
180° — 20.4° = 159,6°.
Da aber der kleineren Seite |a| ein kleinerer Winkel gegeniiberliegt, muf
X (3,b) < 35%also & (5,0) ~ 20,4° sein.
Der Richtungswinkel ist rund (48° + 124,6°) = 172,6°.

Ergebnis: Der Summenvektor 8 = a + b hat ndherungsweise den Betrag 4,6
und niherungsweise den Richtungswinkel 172,6°.

Beispiel 2

Auf dem Deck eines festliegenden Schiffes
geht ein Fahrgast vom Punkt 4 aus zum
Punkt B’ in einer halben Minute (Abb. 5.17.).
Bewegt sich das Schiff gleichférmig, so @ndern
die Punkte 4 und B’ ihre Lage in bezug auf  Abb. 5.17.

1 Mit dem Symbol < (a, b) bezeichnet man den Winkel, um den man den Vektor a im mathematisch
positiven Sinn drehen muB, damit er in den Vektor b iibergeht.

14*
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die Ufer, wihrend der Fahrgast das Deck iiberquert; 4 mag inzwischen nach
B, B'nach C gekommen sein. Der Fahrgast fiihrt dann zwei Bewegungen gleich-
zeitig aus: seine eigene beziiglich' des Deckes und die des Schiffes beziiglich der
Ufer. Beide Bewegungen zusammen bringen ihn in einer halben Minute von 4
nach C. Diesen Punkt hitte er auch erreicht, wenn er zunichst eine halbe Minute
lang stillgestanden hétte (wobei ihn die Schiffsbewegung nach B gebracht hitte),
dann aber bei stillstehend gedachtem Schiff das Deck von B nach C (in einer
halben Minute) iiberquert hitte.

Man kann die Bewegungen durch Vektoren darstellen und diese additiv zu-
sammensetzen, um die resultierende Bewegung zu erhalten. Es ist

—> — —>
AC = AB + BC.

5.2.2. Addition mehrerer Vektoren

Die Summe dreier Vektoren a, b und ¢,
a+b+e,

bedeutet, daB zuerst die Verschiebung a, dann die Ver-
schiebung b, dann die Verschiebung ¢ ausgefiihrt wird.
Die Abbildung 5.18. zeigt, daB man zu dem gleichen
Ergebnis kommt, wenn die Summe (a + b) mit ¢ oder
wenn a mit der Summe (b + ¢) additiv verkniipft wird.
Die Reihenfolge, in ‘der Vektoren addiert werden, kann
also verandert werden:

Abb. 5.18.

@) @+ +c=a+0G+c)=a+b+ec.
. Untersuchen Sie auch den Fall (a + ¢) + b/

Fiir die additive Verkniipfung von Vektoren gilt das assoziative Gesetz. Aus der
Bezichung (3) geht die Analogie zum Gesetz der Assoziativitiit fiir die Addition von
Zahlen hervor:

@+b)+c=a+ b+ o).

Das assoziative Gesetz der Vektoraddition gilt auch fiir Vektoren im Raum.

Die Bezeichnung Addition und die Verwendung des Operationszeichens + fiir die
beschriebene Verkniipfung von Vektoren sind dadurch gerechtfertigt, daB fiir sie
Gesetze gelten, die den Gesetzen fiir das Rechnen mit Zahlen entsprechen. Vektoren
konnen in gewissem Umfang als RechengroBen verwendet werden.

Wir vervollstindigen jetzt die Definition des Vektors.

’ Ein Vektor kann durch eine Verschiebung aller Punkte des Raumes beschrieben werden. Er
hstaben, z. B. a, bezeich Fiir Vektoren legt man besondere

wird mit einem Fraktur
Verkniipfungsgesetze fest.
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Die addierten, aneinandergereihten Vektoren bilden einen Vektorzug oder ein
Vektoreck. Zum Beispiel bilden in Abbildung 5.18. a und b oder b und ¢ Vektor-
dreiecke, a, b und ¢ ein Vektorviereck. Die Verbindungslinie des Ausgangspunktes
mit dem Endpunkt des letzten Vektors, dem SchluBpunkt, bestimmt die Vektor-
summe. Diese Vektorsumme wird auch SchluBivektor des Vektorecks genannt.
Fallen SchluBpunkt und Ausgangspunkt zusammen, dann ist der Schluvektor der
Nullvektor. In diesem Falle ist das Vektoreck geschlossen, im anderen Falle offen.
Es konnen auch mehr als drei Vektoren additiv verkniipft werden. In den Abbil-
dungen 5.19.a und b sind vier Vektoren einer Ebene zu einer Summe vereinigt:

a+b+c+d=3.

Die Vektoren a und b werden zu einer Summe &;, 3, und ¢ zu einer Summe 3,, 3,
und d schlieBlich zur Summe 3 vereinigt (Abb. 5.19.a). Anstatt die Summe & mit
Hilfe von Einzelsummen 3,, 8, zu bilden, ist es einfacher, die Vektoren a, b, ¢, b an-
einanderzureihen (Abb. 5.19.b).

<
T
4= N
7 y3 llr
/
2 /
£
Abb. 5.19.a2 Abb. 5.19.b
Die Abbildung 5.20. gibt einen geschlossenen Vektorzug (Polygonzug) wieder:
a+b+c+bd=0o.
<
Beziehungen dieser Art sind die Grundlage fiir viele
vektoriell gefiihrte Beweise geometrischer Lehrsitze. s
Fertigen Sie ein Modell an, das das assoziative
Gesetz der Addition fiir Vektoren im Raum ver-
anschaulicht!
o

¢
Abb. 5.20.
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5.2.3. Vektorsubtraktion Abb. 521. g 4\

. Erliutern Sie in Gegeniiberstellung zur Addition
die Fragestellung bei der Subtraktion!

Addition: a + b =x; Subtraktion: b + x = a —»
x=a—b(a, b und x sind reelle Zahlen).

> Die Differenz zweier Vektoren @ und b ist diejenige Ver-
schiebung ¢, die zu der Verschiebung § hinzukommen muB,
um zu demselben Ergebnis zu kommen, das die Verschie-
bung a liefert (Abb. 5.21.). Abb. 5.22. 4

b+c=a oder c=a-b

Die Abbildung 5.22. zeigt, daB die Subtraktion des
Vektors b gleichwertig ist mit der Addition des ent-
gegengesetzten Vektors (—b):

¢c=a+ (=b).
Insbesondere ist: \ //
a—a=a+(—a)=o. \ V4
Ferner ist: 1'_‘4\\ //
a—o0o=a und o—a= —a. \/(_j)

Die Symbole a, b bedeuten nicht Zahlen, sondern Tiétigkeiten, ndmlich Verschiebun-
gen. Es sind Titigkeiten, die man

1. nacheinander ausfiihren kann (Summenvektor a + b),

2. lassen kann (Nullvektor o),

3. riickgéingig machen kann (entgegengesetzter Vektor —a).

Aufgaben

1. Addieren Sie die Vektoren a und b! Bestimmen Sie Betrag und Richtungswinkel des Vektors
a + b zeichnerisch und rechnerisch!

Dlal=5 g= 0° b)lof=2 g= 90° ¢ fay|=1, gy~ 9%0°
[by] =4, y, =180° [b2] =3, w,=270° [bs] =1, w5 = 180°
2. Addieren Sie die folgenden Ortsvektoren im Nullpunkt!
a) |u|=4, ¢,= 0° b) [t/ =25, ¢, = 80° ¢ =5 o= 0
[ta] =3, @, =30° Jtal =5, @, =220° [tz =2, @, =240°
ftal =2, @3 =120°

3.  Die drei Vektoren a, b und ¢ sollen ein geschlossenes Dreieck mit gleichem Umlaufsinn
bilden. Welche Gleichung bringt das zum Ausdruck?

4.  Bestimmen Sie einen dritten Vektor ¢ 50, daB a + b + ¢ der Nullvektor ist!
a) oy =4, ¢ =90° b) [a;] =6, @, = 80° ) o3| =4, @3= 30°
(bl =3, » = 0° [b2] = 8, w, = 180° [bs| =7, w3 =210°

214



10.

= == = —
Stellen Sie die Seiten des Dreiecks OPQ als Vektoren OP = ¢, PQ = a und QO = b dar
(Abb. 5.23.)! Welches ist ihre Summe?
Verschieben Sie die drei Vektoren in den Kourdinatenursprung O, und geben Sie die Winkel

an, die sie miteinander bilden, wenn «, # und y die Drei inkel mit den Scheiteln O, P
bzw. Q sind! 0
Y
P Abb. 5.24.
o
Abb. 5.23.
x o, W
Wy

Die vier Vektoren a,, a5, a3 und a4 in Abbildung 5.24. liegen in einer Ebene und haben die
Betrige 1, 2, 3 bzw. 4 Einheiten. Jeweils benachbarte Vektoren schlieBen rechte Winkel ein.
Bestimmen Sie zeichnerisch den Schl 1

tor!

Die sechs Vektoren in Abbildung 5.25. liegen in einer Ebene. Ihre Betrige sind abwechselnd
6 und 2 Einheiten. Jeweils zwei benachbarte Vektoren schlieBen einen Winkel von 60° ein.
Bestimmen Sie zeichnerisch den SchluBvektor!

Zwei entgegengesetzt gerichtete Vektoren a, und a; haben die Betréige 1 bzw. 3 Einheiten,
ein dritter Vektor a, mit dem Betrag 2 steht auf ihnen senkrecht. Bestimmen Sie die Vektor-
summe!

B A
|
A . &
|
|
|
|
T [~
7~
/
p Pz
Abb. 5.25. Abb. 5.26.

Acht Punkte Py, ..., Pg sind die Ecken eines Wiirfels (Abb. 5.26.). Stellen Sie die Raum-
diagonale PP, vektoriell als Summe je dreier Kanten des Wiirfels dar! Geben Sie alle
Méglichkeiten an!
Bestimmen Sie die Differenz a — b zeichnerisch und rechnerisch!

a)loy|=4, gr= 0° b)lay]=4, ¢g= 0

by =2, py= ©° [b2]=2, y,= 60°
O sl =5, s=135° ) lag| =35, g,=180°
[b3] =3, ws = 260° [bs] = 5.6, ya= 0°
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11.  Ein Punkt O werde durch den Vektor a nach 4, durch den Vektor b nach B verschoben.
‘Welcher Vektor bringt den Punkt B nach 4?

12.  Ein Motorboot hat stromabwirts die Geschwindigkeit b,(v; = 8,7 m - s~1), stromaufwiirts
(v = 6,3 m - s7'). Bestimmen Sie die Geschwindigkeit v des Bootes gegeniiber dem Strom
und die Geschwindigkeit v des Stromes zeichnerisch und rechnerisch!

13.  Ein Boot iiberquert senkrecht zum Ufer mit der Geschwindigkeit (v = 1,8 m - s7!) einen
108 m breiten Strom und wird bis zur Landung um 30 m abgetrieben. Bestimmen Sie die
Geschwindigkeit v des Stromes zeichnerisch und rechnerisch!

14.  Am gemeinsamen Angriffspunkt O greifen die Krifte ,(P, = 750 kp) und PR2(P, = 1230 kp)
an, die miteinander einen Winkel von 53° bilden. Wie groB ist die resultierende Kraft?
Welche Winkel bildet sie mit den einzelnen Kriften?

Losen Sie die Aufgabe a) zeichnerisch, b) trigonometrisch!

15. Bestimmen Sie die resultierende Beschleunigung b, dxe eine Masse /m erfihrt, wenn auf sie
zwei Krifte, 8, und R,, gleichzeitig wirken! Unabhi inander wiirden sie der Masse
die Beschleunigung b,(b; = 3,6 cm-s72) in Richtung 10° bzw. by(b, = 42cm -s72) in
Richtung 75° erteilen.

16.  Ein Leitungsmast wird in der Horizontalebene unter einem Winkel von 105° mit 70 kp bzw.
40 kp Zug beansprucht. Bestimmen Sie die resultierende Kraft a) zeichnerisch, b) rechnerisch!

5.3. Multiplikation mit skalaren Faktoren

5.3.1. Vervielfachung eines Vektors

@ Nennen Sie den Strahlensatz, und erliutern Sie ihn an Hand einer Zeichnung !

. In einer Ebene sei der Vektor a gegeben. Bilden Sie zeichnerisch folgende Sum-
men:

Aa+a bat+ata catat+a+ta, d)(=a)+(—a)+ (—a)/

An Stelle der Summen a +a, a+a+0a, a+a+a+a, (—a)+ (—a)+ (—a)
schreibt man in Analogie zum Rechnen unter Verwendung allgemeiner Zahlensym-
bole 2a, 3a, 4a, 3(—a).

Durch Multiplikation mit einer Zahl wird ein Vektor vervielfacht.

» Ist ¢ eine positive Zahl, so versteht man unter ra einen Vektor b, der dieselbe Richtung, den-
selben Durchlaufsinn und den ¢-fachen Betrag hat wie a.

Die Erkldrung gilt allgemein fiir Vektoren im Raum.
" Demnach ist b = fa ein Vektor, fiir den Richtung und Durchlaufsinn mit denen des
Vektors a iibereinstimmen und fiir den gilt (Abb. 5.27.):

[b] = t]a].
Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar kann
geometrisch als Streckung gedeutet werden.

Ist ¢ eine negative Zahl, so soll b dieselbe Richtung und den
t-fachen Betrag, aber den entgegengesetzten Durchlaufsinn

Abb. 5.27.
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wie a haben. Insbesondere entsteht aus dem Vektor a durch Multiplikation mit (—1)
der entgegengesetzte Vektor: (—1)a = —a.

Die Vektoren a und b = za sind in ihren Richtungen gleich, und sie haben gleichen
oder entgegengesetzten Durchlaufsinn, je nachdem ob ¢ positiv oder negativ ist.

Es wird noch festgesetzt:

at = (a
und
Oa=a-0=0.

Jeder Vektor kann als Vielfaches seines Einheitsvektors dargestellt werden, wenn als
Vervielfacher sein Betrag genommen wird:

(1) a=|a|a°.

Daraus folgt, daB auch jeder Einheitsvektor als Vielfaches eines beliebigen Vektors
ungleich o dargestellt werden kann, der mit ihm in Richtung und Durchlaufsinn
iibereinstimmt:

e 1 a

=i

laf ol

Die Vervielfacher sind dabei stets positive Zahlen. LBt man negative Zahlen zu, so
kann ein Vektor a auch als Vielfaches des Einheitsvektors dargestellt werden, der
dem entgegengesetzt gerichteten Vektor —a o

entspricht, mit a also nur noch in der Rich- \’—T’W B -
tung, aber nicht mehr im Durchlaufsinn iiber-  }— e
einstimmt: Topey  Zopay Eora
a= —la(—a). E"ﬂ 2 3y Pty
A e —
. : Abb. 5.28.
Fiir die Multiplikation eines Vektors mit
einem Skalar gelten folgende Gesetze: 48
i rew tw
1. Assoziationsgesetz (Abb. 5.28.) L (ret)- o
r(ta) = t(ra) = (rt)a = rta; Abb. 5.29.
P
2. Erstes Distributionsgesetz (Abb. 5.29.) r4
Abb. 5.30.

(r+t)a=ra+ ta;

3. Zweites Distributionsgesetz (Abb. 5.30.)

r(a+b) = ra + rb. pg oy
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Nach dem Strahlensatz wird der Vektor ¢ = a + b in demselben Verhiltnis
vergroBert wie die Vektoren a und b.

. 1. Formulieren Sie die drei Gesetze in Worten!
. 2. Warum gibt es zwei Distributionsgesetze? Erldutern Sie den Unterschied zwi-
schen den beiden Gesetzen!

Die Vektoren a und b, die durch Multiplikation mit einer Zahl auseinander hervor-
gehen, sind voneinander abhingig. Es ist

b—ta=o.
Auch die Vektoren der Seiten eines Dreiecks sind voneinander abhiingig:
a+b+c=o.

Sind zwei Vektoren gegeben, zum Beispiel a und b, so ist der dritte eindeutig be-
stimmt. In diesem Falle ist

¢c=p0—a-—b.

Bei Vektoren, die in dieser Weise voneinander abhingen, gibt es eine Summe geeignet
gewihlter Vielfacher derselben, die dem Nullvektor gleich ist. Dabei sind aber nicht
alle Koeffizienten gleichzeitig Null. Die Vielfachen lassen sich zu einem geschlos-
senen Polygonzug anordnen.

Zwei Vektoren a, und a,, fiir die gilt

(2) tna, + ta, =0,
wobei 7, und ¢, nicht gleichzeitig Null sind, sind parallel, wenn der Nullvektor als
parallel zu jedem Vektor aufgefaBt wird. Aus (2) folgt nimlich
a, = ;t—'al oder a, = _—lzaz.
t, t

Sind a; # o und a, # o nicht parallel, so ist Gleichung (2) nur durch ¢, = t,=0
zu erfiillen.

Jeder Vektor b einer Ebene kann durch zwei nicht zueinander parallele Vektoren ay
und a, (mit a, % o und a, # o) in der Form

b = t,a; + £,0, mit ¢, und ¢, reell

dargestellt werden.

Im Raum kann jeder vom Ursprung ausgehende Ortsvektor v durch drei beliebige
nicht in einer Ebene liegende Ortsvektoren a,, a, und a3 (mit a;, + o, a, # o und
a; #+ 0) in der Form

b = ta; + 1,0, + t30; mit ¢y, 1, und ¢; reell

dargestellt werden.
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5.3.2. Anwendungen
Mit Hilfe der Vektorrechnung kdnnen z. B. Sétze aus der Planimetrie bewiesen werden.
B Beispiel 1

Satz: Im Parallelogramm halbieren die Diagonalen einander.

Beweis (Abb. 5.31.): (Die Seiten und Diagonalen des Parallelogramms werden als
Vektoren dargestellt.) )

=g w C
Der Vektor AM ist ein Vielfaches des Vek- 4 Y3
—
tors e, ebenso der Vektor BM ein Viel-
—— —_—
faches des Vektors f: AM = re; BM =1tf. _ W

Die Zahlen r und ¢ sind unbekannt.

Das Dreieck ABM kann nun als geschlos-

sener Vektorzug folgendermaBen darge- A4 @ 8
stellt werden: Abb. 5.31.

B) a+tf—re=o.

Entsprechend gilt fiir das Dreieck CDM:

@ a=(-=-nre+(1-0nf=0o.

Man subtrahiert die Gleichung (4) von der Gleichung (3)
ti—re+(1—-re—(1—-0f=0o

und erhilt nach Umformung

5) @-=1Djf—-@—-De=o.

Da e und f nicht parallel sind, miissen die Koeffizienten von ¢ und von { gleich Null
sein [vgl. (2)].
Daraus folgt

t = 1 und r = l
2 2
==k = 1
Es ist also AM = ie und BM = if.
B Beispiel 2 ¢

Satz: Die Seitenhalbierenden im Dreieck teilen
einander im Verhiltnis 1: 2.

=
Beweis (Abb. 5.32.): Wir setzen SE =rf, und

SD = tj. mit den Unbekannten r und ¢. &

Im Dreieck ABC ist P e’

6) a+b+c=o. Abb. 5.32.
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Auch die Umfiinge der, Dreiecke CSE, ADS und ASC werden als geschlossene Vek-
torziige dargestellt:

) ri,+§a+(l—r)u=o,

®) ic—zfﬂ—(l—rnﬁo,

® b+A-nNi—1=0f=0o.

Aus den vier Gleichungen wird nun eine neue Gleichung durch folgende Verkniipfun-
gen gebildet: (7) + (7) + (8) + (8) + (9) — (6).

ria+21 = 0je—2jc =20 =N+ 1 =Nla=1=-Dj.=0
@Gr—=1Di,—@t=1)j.=o.

Da §, und i, nicht parallel sind, miissen die Koeffizienten von j, und j, gleich Null
sein [vgl. (2)].
Daraus folgt

1 1
r=- und ¢=-.
3 3
A =1 = 9
Esistalso SE= -, und SD = - j..
3 3
Aufgaben
1. Konstruieren Sie zu einem gegebenen Vektor a (mit Hilfe des Strahlensatzes) die folgenden
Vielfachen!

a) 0,7a b) 1,5a ¢) 2,2a d) —1,8a
2. Gegeben seien der Vektor a und die Zahl . Berechnen Sie b = ra!
a) o |=3, @ =60°% ;=5 b)lay[=2, g, =120° 1, =3
2 5 4
) o3| =4, @3=45, 1:4:5 d) |“4[=Z, Pa= 60°, 1,= s
3. Gegeben sind zwei Vektoren a und b, deren Richtungen nicht parallel sind.
a) Zu dem Vielfachen ua ist das gleiche Vielfache des Vektors b zu konstruieren.

1
b) Zu a, b und wa ist das Vielfache - b zu konstruieren.
u

4.  Zeichnen Sie Figuren zu den beiden Vektorgleichungen
ay +a+ a3+ ag=0 und #(a; +a,+ a3+ ag) =0,
und geben Sie ihren geometrischen Inhalt an! )

5. a) Konstruieren Sie zu zwei nichtparallelen Vektoren a und b folgende Vektoren
c=a+b; ¢,=wua+b; ¢, =a+vb; ¢, =wu+ vb!

(Die Skalare « und v werden beliebig, aber fest gewihlt.)
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b) Zeigen Sie zeichnerisch und rechnerisch, daB die Spitzen der Vektoren ¢, c,, ¢,, ¢,, ein
Parallelogramm bilden!

6.  Beweisen Sie mit Hilfe der Vektorrech die folgenden Sitze!
a) Halbieren in einem Viereck die Diagonalen einander, so ist es ein Parallelogramm.
b) Die Verbindung der Mittelpunkte zweier Dreieckseiten ist zur dritten parallel und halb so
groB wie diese.
¢) Die Verbind der Sei itten eines t
T Beweisen Sie vektoriell die Umkehrung zu dem Satz der Aufgabe 6b)!
8. In einem Parallelogramm wird eine Ecke mit der Mitte einer nicht von dieser Ecké aus-
henden Seite verbunden. Die Verbi ade teilt die nicht von dieser Ecke ausgehende
Diagonale im Verhiltnis 1: 2. Beweisen Sie diesen Satz a) geometrisch, b) vektoriell!

Vierecks ergibt ein Parallelogramm.

9.  Beweisen Sie vektoriell den Satz: Im Trapez ist die Verbindung der Mittelpunkte der beiden
nichtparallelen Seiten parallel zu den parallelen Seiten und halb so groB wie deren Summe!

10.  Beweisen Sie die Strahlensitze und ihre Umkehrungen mit Hilfe der Vektorrechnung!

5.4. Komponenten von Vektoren

5.4.1. Zerlegen eines Vektors in Komponenten

Zwei Vektoren kann man additiv zu einer Summe zusammensetzen. Umgekehrt
kann man einen Vektor in zwei Summanden zerlegen. Das ist auf vielfiltige Weise
méoglich. Ein Beispiel wird in Abbildung 5.33. dargestellt:

c=b+e=f+g=..

TN

¥

&
Abb. 5.33. Abb. 5.34.

Die Vektoren d und ¢, f und g usw., in die der Vektor ¢ zerlegt wird, heiflen Kompo-
nenten des Vektors ¢. Sind die Richtungen der Komponenten vorgeschrieben und
voneinander verschieden, so ist, wenn auch noch der Durchlaufsinn der Kompo-
nenten vorgeschrieben wird, die Zerlegung eines Vektors in Komponenten eindeutig
(Abb. 5.34.):

(1) c¢c=a+b.

Die Zerlegung eines Vektors in Komponenten hat besonders fiir die physikalischen
Anwendungen grofle Bedeutung.
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5.4.2. Komponentendarstellung eines Vektors

Soll ein Vektor ¢ in zwei Komponenten a und b zerlegt werden, so kénnen Richtung
und Durchlaufsinn der Komponenten durch zwei nicht parallele Einheitsvektoren a°
und b° festgelegt werden. Die Einheitsvektoren a® und b° nennt man Basisvektoren;
sie bilden ein Basissystem. Die Komponenten a und b werden in dieser Darstellung
nach (1) durch Vielfache der entsprechenden Einheitsvektoren gebildet. Fiir die MaB-
zahlen verwendet man dabei als neue Symbole Antiquabuchstaben: a, b.

Die Gleichung (1) geht dann iiber in

(2) c=a+b=aa®+ bb°.

Man nennt ¢ und b die Koordinaten, a = aa®
und b = pb° die Komponenten des Vektors ¢ in
bezug auf das Basissystem (a°, b°). Die Glei-
chung (2) heil3t Komponentendarstellung des Vek-
tors c.

In dem Parallelkoordinatensystem der Abbildung
5.35. sind die Einheitsvektoren auf den Achsen
e, und e, die Basisvektoren. Hat ein vom Null-
punkt ausgehender Ortsvektor p die Koordinaten
p1 und p,, so sind seine Komponenten p,e,
und p,e,. Entsprechend lauten fiir den Vektor a
in Abbildung 5.36. die Komponenten a,e, und
a,e,, wenn a, und a, die Koordinaten von a
sind.

Im allgemeinen brauchen [¢, | und [e,| nicht gleich
zu sein. Stehen die Basisvektoren a® und b° auf-
einander senkrecht und haben sie gleiche Ein-
heiten, 3

[a°] = [6° =1, ‘
so heiBt das Basissystem orthonormiert. Die / ™ %™

weiteren Betrachtungen werden in orthonor- Abb. 5.36.
mierten Basissystemen durchgefiihrt.

Abb. 5.35.

Gy

5.4.3. Orthonormiertes Rechtssystem

Ein eindimensionales x-Koordinatensystem besteht aus einer Geraden, auf der die
x-Richtung festgelegt ist (Abb. 5.37.). Bezeichnet man den Einheitsvektor in der

x-Richtung mit i, so 14Bt sich der eindimensionale Ortsvektor EZ durch r; = x,i
darstellen. Der freie eindimensionale Vektor a
ist dann ] )2 o

a = a. Abb. 5.37. 7 7 57
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Ein zweidimensionales xy-Koordinatensystem wird aus zwei einander schneidenden
Geraden gebildet. Schneiden die Geraden einander unter 90°, so sind zwei Systeme
moglich (Abb. 5.38. und 5.39.). Im folgenden wird fiir die Darstellung von Vektoren
in Komponenten dasjenige verwendet, bei dem der positive Teil der x-Achse durch

Drehung um;~Z im mathematisch positiven Sinn in den positiven Teil der y-Achse iiber-

Alxiy)

x X I 0 [ Xt

XO
>

Abb. 5.38. Abb. 5.39. Abb. 5.40.

gefiihrt wird. Die Abbildung 5.40. stellt einen Ortsvektor im xy-Koordinatensystem
Sl
dar. Durch die Verschiebung OP; wird der Ursprung O nach P, gebracht. Der

—_—
Vektor OP, = 1, legt den Punkt P, fest. Uber die Projektion des Vektors auf beide
Koordinatenachsen erhilt man zwei Komponenten :

slie T T o

OP, = OP, + P.P, Y . a7
oder
() &= xid+yi.
Man schreibt symbolisch: r, = (x; y1)- et
Die Koordinaten des Vektors g, = (x,;y;) sind i
gleich den kartesischen Koordinaten des durch ihn ¢
dargestellten Punktes P, . Als weiteres Beispiel wird o s =
in Abbildung 5.41. ein freier Vektor a im xy-Koor-
dinatensystem dargestellt. Abb. 5.41.

@) a=a,+a,=adi+a).

Darin sind a, und a, die Koordinaten des Vektors a. Die Angabe von Koordinaten
ist eine zweite Moglichkeit fiir die zahlenmiBige Festlegung eines Vektors. In diesem
Fall lautet die Angabe: a = (a,; ).

Dreidimensionale xyz-Koordinatensysteme werden in Abbildung 5.42. dargestellt.
Bei dem einen wird die positive Richtung auf der z-Achse durch die Bewegung einer
Rechtsschraube festgelegt, wenn der positive Teil der x-Achse auf kiirzestem Wege
in den positiven Teil der y- -Achse ibergefiihrt wird (Abb. 5.42.a).
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4
Abb. 5.42.a Abb. 5.42.b

Bei dieser Anordnung der Koordinatenachsen spricht man von einem orthonormier-
ten Rechtssystem. Im rdumlichen Koordinatensystem werden die Einheitsvektoren
auf der x-, y- und z-Achse beziehentlich mit i, j und f bezeichnet (Abb. 5.43.). Der
Punkt P, sei durch die Koordinaten x,, y,, z; gegeben. Er kann durch den drei-

S—
dimensionalen Ortsvektor OP; = r, festgelegt werden. Entsprechend der Darstel-
lung eines Vektors im zweidimensionalen Koordinatensystem erhilt man bei dem
Ortsvektor ¥, im Raum folgende Darstellung (Abb. 5.44.):

—

(5)  OPy =1, =xi + yij + z,t.
Fiir den freien Vektor a gilt:
6) a=a,+a,+a =ai+a,j+ atl.

Abgekiirzt schreibt man: a = (a,; a,; a;).

Abb. 5.43. Abb. 5.44,
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Die méglichen Bestimmungen des Ortsvektors r, und die Punkte der Ebene bzw. des
Raumes entsprechen einander umkehrbar eindeutig.

Ist P ein veridnderlicher Punkt, so wird der Ortsvektor mit ¢ bezeichnet; seine Ko-
ordinaten sind die Variablen x und y bzw. x, y und z.

. 1. Stellen Sie ein Modell des orthonormierten Rechtssystems her!

. 2. Stellen Sie in diesem System a) einen Ortsvektor, b) einen freien Vektor nebst

den Komponenten modellmdpig dar!

5.4.4. Addition und Vervielfachung von Vektoren

in Komponentendarstellun;
po 2 B

Die Summe zweier Vektoren a und b ergibt sich 814 ¢

zu (Abb. 5.45.):
a+b=ai+ aj+ b+ b
a+b=(a,+ b)i+(a +b)i. N 74

a,i &t

’ Zwei Vektoren werden addiert, indem man ihre
Komponenten addiert.

Die Differenz zweier Vektoren a und b ergibt: %
a—b=ai+ aj— (bi + by) Hieas
a—b=(a, —b)i+ (a — b)i.

> Zwei Vektoren werden subtrahiert, indem man ihre A 42~ ¥
Komponenten subtrahiert. % )

173

Der Vektor P,P,, der den Punkt P, mit dem

Ortsvektor x, = (x,;y,) nach dem Punkt P,

mit dem Ortsvektor r, = (x,;y,) bringt, ist

1, — 5, und hat die Koordinaten x, — x,, - g

¥y, — »1 (Abb. 5.46.).

Es gilt also: Abb. 5.46.
g to
PPy =1 — L1 ta,f

(7 t2—ti=x —x)i+ 02— »)i-

o

Fiir das t-fache eines Vektors a gilt (Abb. 5.47.): '

ta = tad + a,i) = ta,i + ta,j. J
a, ta,i

’ Ein Vektor wird mit der Zahl 7 vervielfacht, indem
man jede seiner Komponenten mit ¢ vervielfacht.

. Fiihren Sie die entsprechenden Aufgaben ¢ -
fiir Vektoren im Raum durch! Abb. 5.47.
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5.4.5. Projektion von Vektoren

Unter der Projektion P, eines Punktes P auf eine Ebene E versteht man den Schnitt-
punkt der zu E senkrechten Geraden durch P mit £ (Abb. 5.48.).

Unter der Projektion P, eines Punktes P auf eine Gerade g des Raumes versteht man
den Schnittpunkt der zu g senkrechten Ebene durch P mit g (Abb. 5.49.). Liegt die
Gerade g in der Ebene E; , so entsteht die Projektion als Schnittpunkt der Spurgeraden
(der projizierenden Ebene in E,) mit g. In Abbildung 5.50. wurden auf diese Weise
der Anfangs- und der Endpunkt eines Vektors b auf die Gerade g projiziert.

Abb. 5.48. Abb. 5.49.

Abb. 5.50. Abb. 5.51.

—
Die Projektion eines Vektors v = 4B sei durch v, = ﬁ: gegeben. Es soll die
Projektion (a + b), der Summe zweier Vektoren a und b ermittelt werden. (In Ab-
bildung 5.51. wurden die beiden Vektoren a und b auf eine Gerade g in der Ebene
projiziert.) Ist

— — —
a=AB, b=BC, also a+ b= AC,
S0 ist
(®) ay=4,B,06,=BC, und (a+5b)= 4,Cy = a, +b;.

P> Projextionssatz
Die Projektion der Summe zweier Vektoren ist gleich der Summe ihrer Projektionen.

Die Komponenten eines Vektors in einem orthonormierten Rechtssystem sind die
Projektionen des Vektors auf die Richtungen i, j, f.
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Sind «,, &, , x5 die Winkel, die der Ortsvektor ¢ + o mit den Vektoren i, j, f bildet,
so gilt im Raum (Abb. 5.52.):

(9) x=lglcosa;; y =[rlcosaxy; z =t cosas

z
Y
171 %
p
P st 7
=~
0 =7, / \\ % 8,
1, .
Y& v 0 xt X
X1,

X
Abb. 5.52. Abb. 5.53.

und in der Ebene (Abb. 5.53.):
(10) x = [z|cosa;s; y = [z cos &;.

Die drei Zahlen

[

X
(11) cosaxy = —; cosx1=l; COS X3 =

[z [x]
werden als Richtungskosinus des Vektors ¢ bezeichnet.

=

5.4.6. Neigungswinkel des Ortsvektors gegen die x-Achse

e
Nach (3) lautet die Komponentendarstellung des Ortsvektors OP; = g, in der
Ebene

&1 = Xt + pii.

—_—
SchlieBt der Ortsvektor OP, mit der x-Achse den Winkel « ein, so gilt mit Benutzung
der Beziehungen (10):

1 = [ltal cos ] i + [[z,] cos (90° — )] §,
(12) 1z, = [lzsl cosa] i + [Izy] sin &] §.
—_
Ist OP, ein Einheitsvektor z$, so gilt wegen [13] = 1:
(13) 13 = (cosx) i+ (sinw)j.
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5.4.7. Anwendungen

Bei Rechnungen mit Winkelfunktionen ergibt sich oft die Aufgabe, den Sinus oder
Kosinus einer Winkelsumme durch Sinus- und Kosinusfunktionen der Summanden
auszudriicken. Dazu dienen folgende Beziehungen:

(14) sin(x + ) = sin«x cos f + cos « sin f,

(15) cos(x + f) = cos x cos f — sin « sin B.

Die Beziehungen (14) und (15) heien Additionstheoreme der Sinus- bzw. Kosinus-
funktion.
Diese Additionstheoreme kénnen mit Hilfe der Vektorrechnung bewiesen werden.

S —p s—fps:
Am Einheitskreis werden die Einheitsvektoren OA4 = a°, OB = b° und OC = ¢°
eingefiihrt (Abb. 5.54.). Ihre Richtungen sind in bezug auf die positive x-Achse be-
ziehentlich durch die Winkel o, « + $ und 90° + & gegeben.
Schreibt man die drei Einheitsvektoren nach (13) in Komponentendarstellung, so
erhilt man:

Y
(16) o° = (cosx)i + (sinw)i, ',Cr; g
(17) b° = [cos (x + )11 + [sin(x + B)]i, \ &
(18) ¢® = [cos (90° + )] + [sin (90° + )] i, X
—— : \ A

¢ = (—sina) i+ (cos &) i. A

> _ , \4 g
Andererseits kann b° auch im orthonormierten @ il
Basissystem (a°, ¢°) dargestellt werden: Vfe——T— &
(19) b° = (cos p)a® + (sin f) ¢°. Abb. 5.54,

Gleichsetzen der rechten Seiten der Beziehungen (17) und (19) fiihrt zu:
(20) [cos(x + A)]i + [sin(x + B)]j = cos B a® + sinf .
Nun werden (16) und (18) in (20) eingesetzt:
[cos (& + B)]1 + [sin(x + B)] i
= [cos fcos ] i + [cos fsinx]j — [sin Bsina]i + [sin f cos «] .
Durch Koeffizientenvergleich ergeben sich die Beziehungen (14) und (15).
. Fiir die Sinus- bzw. Kosinusfunktion der Winkeldifferenz gelten folgende Formeln:
(21) sin(x — B) = sina cos # — cos o sin 8,
(22) cos(x — f8) = cos« cos f + sin « sin .
Leiten Sie diese Formeln aus den Beziehungen (14) und (15) her, indem Sie

o+ pf=y;a=0;f=y—0 setzen und nach sin (y — 8) bzw. cos (y — )
auflosen!



Aufgaben

1.

4.

5.

6.

7

Die Seiten eines Quadrats (Abb. 5.55.) und die Verbind! recken seines Mittelpunk
mit den Ecken bilden die Vektoren &, t; (i = 152; 3; 4).

Stellen Sie die Vektoren 3;, t; durch die Basisvektoren a) 3, und 8,, b) r, und t, dar!
Fertigen Sie jeweils eine Komponententabelle der acht Vektoren an!

5 g
& : &
% | & %
X ,
“ % A6
% %
% f, ; Abb. 5.56.

Abb, 5.55.

o

Stellen Sie die Vektoren der Abbildung 5.56. durch die orthonormierten Basisvektoren e, €2
dar!

Zeichnen Sie in der xy-Ebene mit den Basisvektoren 1, j die Ortsvektoren mit den folgenden
Koordinaten! a) a; = (4;2) b) a; =(-2;3) c)az; = (—1;-=5) d)as=(3;-49)
eas=(-2;4) Dag=02;-4) goa;=(-4-2) hag=(-42) Da=¢-2)
k) a0 = 2;4) Dayy = (=2;-4)

Stellen Sie Vergleiche zwischen ihnen an!

Stellen Sie die folgenden Vektoren als Summe ihrer Komponenten dar!

a) [a]=5; @=30° b)[b]=4; @=060° ¢)[c|[=6; ¢=135 d) [b|=35; ¢=160°

Gegeben sei der Punkt P(x; y) mit dem Ortsvektor p. Welche Komponenten hat p?

a) b) c) d)
x 3 -2 2,8 —-1,5
¥y 2 6 —4,1 =35

Ermitteln Sie Betrag und Richtungswinkel der folgenden Vektoren!

a)a=2+3 bb=2i—j oc=-3i-2f

Geben Sie den Ortsvektor p des Punktes P (x; y; z) in Komponentendarstellung an!

a) b) c)
x 3 -2 4,5
¥y 2 6 —3,2
z -2 —1 0,8

Stellen Sie die Vektoren mit den Koordinaten (<= a; + b) dar und verbinden Sie ihre Spitzen!

Wie héingen a und b zusammen?
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9. a) Stellen Sie die Vektoren mit den Koordinaten (& x; + y) dar, wenn der Reihe nach x — 5;
3;3;1;0und y = 0; 1; 3; 3; 5 sind!
" b) Welche Komponenten haben die Seitenvektoren der entstandenen Figur, wenn sie entgegen-
gesetzt zum Uhrzeigersinn durchlaufen werden?
¢) Was ist mit den erzeugenden Vektoren zu tun, um eine Figur zu erhalten, die im Verhdltnis
3:2 vergroBert bzw. im Verhiltnis 1: 2 verkleinert ist?

10.  Stellen Sie die Verschiebung des Punktes P nach dem Punkt P als Vektor v dar! Geben Sie v
in Komponentendarstellung an!

a) P13;2)  b) Py(1;25) ¢ P5(1,5;-2) d) Py(—3;-2;1)

Py(7;8) Py(=3;3)  Py(-23;-7) Pul4; —6;2)
11.  Zeichnen Sie zum gegebenen Vektor v den Vektor —v! Geben Sie seinen Betrag und seinen
Rich inkel sowie die Komp beider Vektoren an!

8) [y =3; ¢1=0°  b)[0a]=+/3; 9:=180° ) [uos]=3,5; @3 = 270°

12.  Addieren Sie die Vektoren a und b bzw. a, b und ¢ zeichnerisch, und iiberlegen Sie die

rechnerische Bestimmung der Kom des S vektors an Hand der Zeichnung!
a) o, =3i+4 b)ay;=-47i—-32 ¢ a=-25+ 19
by =2i+j by =3i—2f b= —16i—38j; c¢=45i+3]lj

13.  Addieren Sie die folgenden Vektoren! Die Komponenten der Summe sind aus der Zeichnung
und durch Rechnung zu bestimmen.

a) Jag|=2, @ =90% |b=3, p, =270°
b) |az| =29, @,=25° |[by]=3,7, y,= 85°
14.  Die durch den Vektor v dargestellte Verschiebung bildet den Punkt P auf den Punkt P ab.

Bestimmen Sie die Lage des Bildpunktes zeichnerisch und rechnerisch (Koordinaten von P
und Komponenten seines Ortsvektors ;_J)!

5 -5
a) Py(-3;2); b = (E\/3‘i) b) Po—1,54); b, = (=22: —6,1)

15.  Ermitteln Sie die Komponenten der Summe 3 der Vektoren a und b im Raum, die durch
ihre Komponenten a, ay, a, bzw. by, b,, b, gegeben sind!

a) b) c)
a, | 2i 45i  —32i
a | 3i —26i  50j
a, | 4t 1,5t —48t
b, | 3i —30i  20i
b, | 2 52f —64i
b, [t —o08t 22t

Zeichnen Sie Figuren in genormter dimetrischer Parallelprojektion!

16.  Bilden Sie die Differenz d = a — b der Vektoren a und b aus Aufgabe 15a) bis c)!

17.  Stellen Sie den Vektor b = (2,25; —3,75) mit Hilfe des Einheitsvektors in der Richtung
von b dar!

18.  Stellen Sie den Vektor a = 3i + 4 mit Hilfe des Einheitsvektors in der Richtung von a dar!
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19.  Ermitteln Sie den Betrag des Ortsvektors p = p. + p, + p, und die Winkel, die er mit den
Basisvektoren i, j, t bildet!
Welcher Punkt P des Raumes wird durch p festgelegt?
a)p,=2i+3j+1 b)p,=3i—4{-2t c¢)p3=—4i—3j+5t
Kontrollieren Sie die Ergebnisse darstellend-geometrisch!
20.  Gegeben sind drei Vektoren im Raum durch ihre Koordinaten:
ay=0G;-132), a;=(4;0;1), a3=(-157;1).
Berechnen Sie a; — a; + 3a3!
21.  Gegeben sind die Vektoren a = (—2;4;1), b= (5;1; =3),c = (1; —=3;4).
Bestimmen Sie die Koordinaten der Vektoren
: 11 1
a) p; = 2a + 4b — 3¢, b) p=3a+2b+c¢ und ¢) p,=2a+sb+zc!
22. Ein Vektor hat die Koordinaten 4, = 7; 4, = 4, = 4.
Bestimmen Sie seine Linge und seine Richtungskosinus!

23.  Zerlegen Sie den Vektor a mit a = 5 in zwei Komponenten, die mit der Richtung von a die
Winkel 30° und 45° bilden!
Lésen Sie die Aufgabe a) zeichnerisch, b) trigonometrisch!

24.a) Zerlégen Sie den Vektor p; = (—19;5; 11) nach den Vektoren a = (—2;4;1) und
b=(5;1;-3)!
b) Versuchen Sie, auch den Vektor p, = (10; 13; —5) nach denselben Vektoren zu zerlegen!
Was besagt das Ergebnis in dem einen und in dem anderen Falle?

25. Die Anfangspunkte sowie die Endpunkte zweier Vektoren a und b seien durch Strecken
miteinander verbunden. Die Mittelpunkte der beiden Verbind recken seien Anfangs
und Endpunkt eines Vektors c.
Beweisen Sie, daB der Vektor ¢ derselbe bleibt, wenn die Vektoren unabhingig voneinander
parallel zu sich verschoben werden!

26.  Eine Kraft R(%|= 280 kp) wird in zwei Komponenten zerlegt, deren Richtungen mit der
Richtung von R die Winkel 35° und 15° bilden. Wie groB sind die Komponenten?
Losen Sie die Aufgabe a) geometrisch, b) trigonometrisch!

27. Eine Laterne wiegt 5 kp. Sie hdngt an zwei Drahtseilen, die mit der Waagerechten Winkel
von 30° bilden (Abb. 5.57.). Wie groB ist die Zugkraft in den Seilen?

28.  An der Spitze eines Geriistes, dessen MaBe der Abbild 5.58. zu entneh sind, ist ein
Seil befestigt, an dessen Ende mit einer Kraft § gezogen wird.
Bestimmen Sie GroBe und Art der Beanspruchung der Stangen!

R

Abb. 5.57. Abb. 5.58.




29. Die Kraft R(®| = 376 kp) ist in zwei Komponenten BBy |=
212 kp) und PB,(PB|= 298 kp) zerlegt worden. Welche Winkel
bilden die Komponenten mit der Kraft %t?

Losen Sie die Aufgabe a) geometrisch durch Vektoraddition,
b) trigonometrisch!

30. Ein Tragarm von 2,00 m Linge wird von einer Zugstange ge-
halten, die 1,00 m oberhalb des Tragers befestigt ist (Abb. 5.59.).
Am duBeren Ende des Tragarmes héinge eine Last von 200 kp. Zu
bestimmen sind die auf den Tragarm und auf die Zugstange wir-
kenden Teilkrifte.
Lésen Sie die Aufgabe mit Hilfe der Komponentendarstellung!

200kp

Abb. 5.59.

5.5. Anweadung von
Vektoren in der analytischen Geomeurie
der Ebene und des Raumes
5.5.1. Strecke

. Leiten Sie zur Wiederholung folgende Formeln aus der analytischen Geometrie
her!

1. Formel fiir die Linge einer Strecke P\ P,, die durch die Koordinaten ihrer
Endpunkte gegeben ist..
2. Formeln fiir die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecke P,P,.

S—
3. Formeln fiir die Koordinaten des Teilpunktes T, der die Strecke P, P, im Ver-
hdltnis H: A teilt.
2

Im folgenden werden wichtige Formeln aus der analytischen Geometrie unter Ver-
wendung der vektoriellen Schreibweise hergeleitet.

1) Entfernung zweier Punkte. Gegeben seien in der Ebene die Punkte P, und P, mit
den Ortsvektoren z; und g, (Abb. 5.46.). Nach Gleichung (7) im Abschnitt 5.4.4. ist

—_

PPy = — 1 =(xa —x) i+ (= »y)i.
Der Betrag dieses Vektors ist die Entfernung / der Punkte P, und P,:
M 1=l -1

In kartesischen Koordinaten ist

(1a) I=+/(x, —x)* + (y, — J'n);.
Im Raum ergibt sich:
L-ti=02—X)i+0—y)i+(z—z)E

(1b) I=V(x; = x)? + (y, — yﬁz + (22 — z0)2.
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2) Mittelpunkt einer Strecke. Gegeben sei in der Ebene die Strecke PP, durch die

Ortsvektoren g; und z, ihrer Endpunkte. Gesucht wird der Ortsvektor r,, des Mittel-
—

punktes M (Abb. 5.60.). Man driickt den Vektor P, M doppelt aus:

—

1
PM =1, -t = i(zz - I1)-

J
£
: M
Daraus folgt: 5 - e
@ r=btlh b ?
2
oder ;
@Qa) x,="1t%*. o, _ Yty
2 2 >
0 7 X
Diese Beziehung gilt auch fiir den Mittelpunkt
einer Strecke P, P, im Raum. Dann gilt: Abb. 5.60.
X1 + X2 Y1ty z; + 22
2b) x, = 3 Im= 5 Zm = .
@0) 2 b 2 2
In Koordinatendarstellung lautet die Gleichung (2) in der Ebene daher
Py E e Gaal JIPR T’ - ;yzi.

Der Mittelpunkt einer Strecke wird in vektorieller Form durch eine einzige Gleichung
dargestellt. In der koordinatenmiBigen Darstellung sind in der Ebene zwei, im Raum
drei Gleichungen erforderlich. Das gilt auch fiir andere Bezichungen der analy-
tischen Geometrie.

5.5.2. Parameterdarstellung der Geraden

@ Leiten Sie zur Wiederholung die Punktrichtungsgleichung, die Z
chung sowie die Sonderformen der Geradengleichung her!

ipunktglei-

Im folgenden werden die Geradengleichungen in vek-
torieller Form hergeleitet. yT
1) Gleichung der Geraden durch den Koordinatenursprung.
Die Richtung der Geraden g sei durch den ebenengebun-
denen Vektor a gegeben (Abb. 5.61.), der g in sich selbst
verschiebt. Dann verschiebt auch jedes Vielfache 7za von a
die Gerade in sich selbst (¢ reelle Zahl).

Ein auf der Geraden laufender Punkt P habe den ver-
dnderlichen Ortsvektor . Alle Punkte

3 r=nm,
die durch Verschiebung um fa aus dem Koordinaten- Abb. 5.61.
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ursprung O entstehen, liegen auf der Geraden g. Umgekehrt kann auf diese Weise
jeder Punkt der Geraden g erreicht werden.

Die Zahl ¢ stellt in der Gleichung (3) neben dem veriinderlichen Vektor t die zweite
Verinderliche dar; sie wird als Parameter bezeichnet. Die Gleichung (3) heiBt des-
halb Parameterdarstellung einer Geraden durch den Koordinatenursprung. Der Vektor a
heiBt Richtungsvektor der Geraden g.

Wir gehen zur Koordinatendarstellung iiber. Ist x der Richtungswinkel des gegebenen
Vektors a, so gilt nach Beziehung (12) im Abschnitt 5.4.6.:

a=lalcosxi+ |af sinexj

t =ta=tla]cosxi+ f|a] sinxj.
Ferner ist

T =xi+ yj.
Damit wird

xi + yj = tla] cos xi + fla| sin & j.
Der Koeffizientenvergleich ergibt:

"x=tlajcosa und y = f|a| sin .

Durch Division kann aus diesen beiden Gleichungen ¢ eliminiert werden, falls
cosx % 0:

P Sin“—tanzx—m
X cosa d ¥ -
(3a) y = mx hR_= 4

2) Punktrichtungsgleichung. Die Gerade gsei — | %
durch den Punkt P, mit dem Ortsvektor L
und einen freien Vektor, den Richtungs-
vektor a = (a,, a,), bestimmt (Abb. 5.62.).
Der beliebige Punkt P der Geraden mit dem 0 X
verdnderlichen Ortsvektor ¢ entsteht aus Py
durch Verschiebung um za.

Durch Vektoraddition ergibt sich

Abb. 5.62.

@ =5 +mn.

Die Gleichung (4) ist eine Punktrichtungsgleichung der Geraden in Parameterdar-
stellung (¢ ist Parameter).

Die Beziehung (4) gilt auch fiir eine Gerade im Raum.

Wir gehen zur Koordinatendarstellung iiber.

Als Vektordifferenz geht (4) iiber in

G) t-u=n.
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Die Komponentendarstellung heit dann
6) z—n=Ex-x)i+y—rdi

Bildet der Richtungsvektor a mit der positiven Richtung der x-Achse den Winkel «,
so lautet seine Komponentendarstellung:

(7) a=ad+ aj=lacosat + |a] sinaj.
Nun werden (6) und (7) in (5) eingesetzt:
(x=x)i+(—y)i=ta.i+ taj.
Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:
x—x, =ta, und y—y = 1a,.
Man eliminiert ¢ und erhilt, falls cos « = 0,
s b BIS0E s,
x—x; a, |ajcosx
schlieBlich ‘
y—y=m(x—x),

' die Punktrichtungsgleichung der Geraden in kartesischer Form.
Auch die umgekehrte Aufgabe kommt vor: Aus der kartesischen Form ist die
vektorielle Form herzuleiten.

. Beispiel 1
Eine Gerade g sei durch einen Punkt P, und den Richtungsfaktor m ge-
geben. >

Gegeben: Py(7; =3); m= —1,5
Gesucht: Punktrichtungsgleichung in vektorieller Form
Der Ortsvektor 1, des Punktes P, hat die Komponentendarstellung:
T, =T — 3.
Wir bestimmen die Komponenten des Richtungsvektors a:
a = adi+ ayj.
Esist m= —1,5 = . e
2 2 a,
Daraus folgen:

a,= —=3r und a, =2r.

Dabei ist r eine beliebige reelle von Null verschiedene Zahl. Fiir r = 1 ergibt
sich:

a,=-3; a,=2.
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Nunmehr kann die gesuchte Komponentendarstellung niedergeschrieben
werden:

a=2i-— 3j.

Die Gerade ist also bestimmt durch den Ortsvektor r; = 7i — 3j und den
Richtungsvektor a = 2i — 3j. Ihre Punktrichtungsgleichung heiBt:
r=7Ti—3j+ (2 — 3j).
3) Zweipunktegleichung. Die Gerade g sei J p
durch die Punkte P, und P, mit den Orts- R

vektoren ; bzw. r, bestimmt (Abb. 5.63.). Y
Die Richtung der Geraden g ist durch den — | 17

Sy
Vektor P,P, =, —r, bestimmt. Der vari-
able Punkt P mit dem Ortsvektor 1 entsteht
aus P, durch Verschiebung um #(x, — 1,).
Durch Vektoraddition erhalten wir:

~No
o

® = &+ UL — 5). 0
Die Gleichung (8) ist eine Parameterdar-

llung der Zweipunktegleichung der Geraden.
Die Beziehung (8) gilt auch fiir eine Gerade im Raum.

Abb. 5.63.

Jedem Punkt der Geraden 1 = Iy + #(x, — ) ist ein bestimmter Parameterwert ¢
zugeordnet. Man erhilt die Ortsvektoren beliebiger Geradenpunkte, wenn ¢ beliebige
reelle Werte durchliuft.

. Beispiel 2
Gegeben: ty = —3i+ 7j; 1, = 5i — 2j
Geradengleichung :
= =3+ 7 + 5t — 2j + 3i — 7))
= =31+ 7 + #8i — 9j)
in Komponenten:
Xi+yi=(=3+8)i+(7-99)j,
x=-3+8; y=7-9¢

Wertetafel:
1
t -2 —= 0 +1 +1 +2 +10
2 3
x | =19 -7 -3 —% +5 +13 +77
1
y +25 +115 +7 +4 -2 —11 —83
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Fiir ¢ = 0 ergibt sich £, mit den Koordinaten (—3; 7), fiir t = 1 ergibt sich r,
mit den Koordinaten (5; —2).

4) Parallele zur x-Achse: a =i, also =g, + #

x-Achse selbst: =0, also =+

5) Parallele zur y-Achse:: a = j, also 1t =1, +

y-Achse selbst: r, =0, also =1

6) Schnittpunkt zweier Geraden.

©)
(10)

Beispiel 3

Zwei Geraden werden durch jeweils zwei Punkte der Geraden bestimmt, und
zwar g, durch P;(2;2) und P,(7;6); g, durch P3(3;5) und Py(6;1). Wie
lauten die Koordinaten des Schnittpunktes?

Die zugehorigen Ortsvektoren in Komponentendarstellung lauten:

=214 21, =Ti+ 6f;1; =31+ 5j; 14 = 61 + |.

Daralis ergeben sich die Zweipunktegleichungen der Geraden.

gyt =2t+2j+ r(5i + 4)

g2: ¢ =3i+ 51+ 1(3i — 4j)

Der Ortsvektor r; des Schnittpunktes S muB beide Gleichungen erfiillen:
I, = 2i + 2j + ry(5t + 4j)

I = 3i + 5§ + (3t — 4j).

Durch Eliminieren von g, erhilt man ein Gleichungssystem mit den beiden
Parametern r, und £, als Unbekannten:

2t + 2f + 51 + 4)) = 3t + 51 + 1,31 — 4)

oder

Q+5r)i+Q+4r)i=0@+3t)i+ (5 —4t)j.
Koeffizientenvergleich ergibt:

2+ 5r, =3+ 3t

2+ 4r,=5— 4.

Dieses Gleichungssystem hat die Losungen:
rs=£ und t,=;—;.
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Aus (9) wird nun der Ortsvektor des Schnittpunktes berechnet:

. . 13
s =21+ 2] + —=(5i + 4j),
2 j 32( )

5= 129i 5 §i
R
5 i 1 5
Der Schnittpunkt ist: S(4—;32).
32 8

. Fiihren Sie die Berechnung des Schnittpunktes in der Koordinatenform durch!

5.5.3. Parameterdarstellungen der Ebene

Im Abschnitt 5.5.2. wurden Gleichungen der Geraden in der Ebene in vektorieller
Form hergeleitet. Die entsprechende Aufgabe im Raum ist die Herleitung von
Ebenengleichungen.

1) Punktrichtungsgleichung. Eine Ebene sei gegeben durch einen festen Punkt P,
mit dem Ortsvektor r; und zwei freie nicht parallele Vektoren a und b, fiir die
a0 bzw. b + o gilt. Die freien Vektoren bewirken nur eine Verschiebung der
Ebene in sich. Ist P ein beliebiger Ebenenpunkt mit dem veriinderlichen Ortsvektor g,
so 1Bt sich eine beliebige Verschiebung der Ebene in sich, die P, nach P bringt, in
der Form i

r—1,=ra+sb

darstellen (Abb. 5.64.). Umgekehrt verschiebt
jeder solcher Vektor die Ebene in sich.

(A1) =1z, 4+ ra + sb.

Diese Parameterdarstellung der Ebenengleichung
heiBt Punktrichtungsgleichung der Ebene. Die bei-
den Richtungsvektoren a und b legen die Richtun g
der Ebene fest, r und s sind die beiden Parameter.

. 1. Vergleichen Sie Gleichung (11) mit Glei-
chung (4)!
2. Wie heift die Punktrichtungsgleichung
einer Ebene, die den Koordinatenur-
sprung enthdlt?

Abb. 5.64.

2) Dreipunktegleichung. Eine Ebene sei gegeben durch die drei paarweise vonein-
ander verschiedenen festen Punkte P,, P, und P; mit den Ortsvektoren g, , r, bzw.
I3 (Abb. 5.65.). Die Ebenenpunkte P, und P, bestimmen die Gerade g, in der Ebene:

=1+ 13 — 1o).
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Auf der Geraden g, wird ein beliebiger Punkt X,
durch den Ortsvektor

To =%z + to(ts — L)
festgelegt. Der Punkt X, bestimmt mit P, eine in
der gleichen Ebene liegende Gerade g,:

=11+ 1t — I1)
(12) r=11 + rlt2 + to(ts — ) — T1l.
Wandert X, auf der Geraden g, , so muB ¢, wieder
durch den variablen Parameter fersetzt werden. Dann

iiberstreicht die Gerade g, die gesamte Ebene, und
(12) gilt fiir jeden Punkt der Ebene. Wir formen um:

Abb. 5.65.

r=t+r@—5)—rt@ — ).

Setzen wir —rt = s, so ergibt sich:
(13) r =g +r(— 1) + 5@ —¥3).

Die Beziehung (13) heiBt Dreipunktegleichung der Ebene.
Die Ortsvektoren ,,1,, L3 sind gegebene Groflen, r ist der Vektor des variablen
Ebenenpunktes, r und s sind die beiden Parameter.

. Stellen Sie die Parameterdarstellungen der Gleichungen der Geraden im Raum
und der Ebene in einer Ubersicht zusammen!

. Stellen Sie folgende Modelle her!

. Eine Gerade im Raum, die durch den Ortsvektor eines Geradenpunktes und
den Richtungsvektor gegeben ist, nebst dem Ortsvektor eines variablen Ge-
radenpunktes.

. Eine Gerade im Raum, die durch die Ortsvektoren zweier Geradenpunkte
gegeben ist, nebst dem Ortsvektor eines variablen Geradenpunktes.

3. Eine Ebene, die durch den Ortsvektor eines Ebenenpunktes und zwei Rich-
tungsvektoren bestimmt ist, nebst dem Ortsvektor eines variablen Ebenen-
punktes.

4. Eine Ebene, die durch die Ortsvektoren dreier Ebenenpunkte bestimmt ist,

nebst dem Ortsvektor eines variablen Ebenenpunktes.

~

N

Aufgaben

1.  Wie groB ist die Entfernung zweier Punkte Py und P,?
Gegeben sind die Ortsvektoren der Punkte.

a) 5, =17+ 11j; ,=-7i+4 b) z; =13i—6}; r2=i—1
Gegeben sind die Koordinaten der Punkte.
©) Py(1;2); Py(4;6) d) Py(=7; —=8); P(—1;0) e) Pi(1;1;1); P,(3;4;5)
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2. Bestimmen Sie den Mittelpunkt der Strecke P, P,, deren Endpunkte durch ihre Ortsvektoren
bzw. ihre Koordinaten gegeben sind, sowohl vektoriell als auch koordinatenmiBig!

a) 1 =3i+2i; r=8i+7 b) ry =i+ 2{+ 4t r;=6i—j—2t
©) Py(=2; =6); Px(=3;4) d) Py(0;8;9); Pa(14;4;2)

3.  Teilen Sie die Strecke P, P, im Verhiltnis p : ¢, und bestimmen Sie den Teilpunkt vektoriell
und koordinatenmaBig!

a) Py(6;6), P2(2;2); piq=1:4 b) P,(3;2), P,(8;7); p:q=3:2
=
4.  Teilen Sie den Vektor 4B, der durch die Ortsvektoren a und b des Anfangs- und Endpunktes

2
gegeben ist, im Verhiltnis 2 = ;!

a)a=(2;3;5); b=(61;2) b) a = (3;2;6); b=(86;1)
* 5. Welchen Flacheninhalt hat das Dreieck ABC?
a) A(8;5), B(2; -3), C(=3;7) b) A(—8; —9), B(3;5), C(=3;6)

€) A(2;3;5), B3;2;6), C(6;1;2)

6.  Ermitteln Sie den Ortsvektor und die Koordinaten des Schwerpunktes im Dreieck P, P, Py
vektoriell!

a) Py(2;3); P8;7); P3(4;—5) b) Py(3;4); P2(9; —6); P3(—1;8)
7.  Ermitteln Sie den Schwerpunkt des Dreiecks 4BC aus den Eckpunkten!
a)a=(—4;-3;1) b)a=(-3;-2;1)
b=(10;1;1) b=(7;4;1)
c=4;51) c=(3;6;1)
8.  Durch Parallelverschiebung geht das kartesische xy-Koordinatensystem in das kartesische

&n-Koordi y iiber. Die Verschiet des Ursprungs sei durch den Vektor ¢ gegeben.
Leiten Sie fiir einen gegebenen Punkt P, den Zusammenhang zwischen

a) seinen Ortsvektoren 1, und E, s
b) seinen Koordinaten x,, y, und &,, 7, in beiden Systemen her!

9.  Fiihren Sie die Untersuchung wie in Aufgabe 8 fiir den Raum durch! Veranschaulichen Sie
die Translation an einem Modell!

10.  Gegeben sind der Punkt P, und der Richtungsvektor a.
Stellen Sie die Punktrichtungsgleichung der Geraden in Parameterdarstellung auf!

11.

=

Gestalten Sie in den folgenden Aufgaben die vektorielle Form in die Koordinatenform um!
Gegeben sind ein Punkt und der Richtungsvektor a.

a) P(0;0); a=(1;-1) b) Pi(=6;-6); a=(151) )13 =—8—9; a=(-1;15)
1
12.  Eine Gerade mit dem Richtungsfaktor _E soll durch den Punkt P,(—2;0) gehen. Wie
lautet ihre Punktrichtungsgleichung in vektorieller Form?

13.  Wie lautet die Punktrichtungsgleichung der Parallelen durch den Punkt Py(5;3) zu der
Geraden 2x — 3y = 12 in Parameterdarstellung?

14.  Ein Dreieck habe die Ecken A(2; 3), B(3; —5), C(8; 7).
Stellen Sie fiir die Dreiecksseiten die Parameterdarstell der i leict auf!
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15. Drei Geraden gy, g,, g3 sind durch den Schnittpunkt mit einer Koordinatenachse und den
Richtungsvektor gegeben.
Ermitteln Sie die Eckpunkte des Dreiecks, das die Geraden bilden (Ortsvektoren und
Koordinaten)!

Schnittpunkt | Richtungsvektor

g1 | R (0;4 ap = (6; —4)
g2| R2(8;0) az = (—8; 16)
&3 R3 (0; 8) az = (55 3)

16. Die Gerade g geht durch den Punkt P;(2; —1; 4) und hat den Richtungsvektor a = (1;2; 3).
Ermitteln Sie die Koordinaten der Gerad kte fiir die hli Parameterwerte
—3=<t1£5!

17. Die Gerade g ist durch den Punkt P;(4; 3) und den Richtungsvektor a = (3; —1) gegeben.

a) Geben Sie die Parameterdarstellung in vektorieller Form und in Koordinatenform an!

b) Fiir welche Parameterwerte ¢ ergeben sich die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen?
¢) Was erhalten Sie, wenn Sie aus den Parametergleichungen den Parameter eliminieren?
18. Gegeben sind der Punkt Py(3; 2; —1) und der Richtungsvektor a = (—=1;1;—1).
a) Wie lautet die Punktrichtungsgleichung der gegebenen Geraden in Vektorform?
b) Zerlegen Sie den Ortsvektor ¢ des laufenden Geradenpunktes nach den orthonormierten
Basisvektoren!
¢) Geben Sie die Koordinaten des laufenden Geradenpunktes in Parameterform an!
d) Ermitteln Sie die Koordinaten der Spurpunkte der Geraden in der xy-, yz- und zx-Ebene
P, P, P'")!
e) Wie lauten die Parameterdarstellungen der Projektionen der Geraden auf die Koordinaten-
ebenen?
f) Zeichnen Sie eine Figur in standardisierter dimetrischer Parallelprojektion!
g) Isolieren Sie den Parameter aus einer Koordinatengleichung und setzen Sie den Wert in die
beiden anderen ein! Was stellen diese Gleichungen dar? Wieviel Paare solcher Gleichungen
gibt es im allgemeinen?

19.  Der Punkt P,(2; 3; 7) und die Vektoren a = (—1;2; 3) und b = (3; —1; 2) bestimmen die
Ebene E.
a) Wie lautet die Parametergleichung der Ebene E in Vektorform?
b) Schreiben Sie die Parameterdarstellung mit Hilfe von Koordinaten!
¢) Ermitteln Sie die Gleichungen der Spurgeraden s, in der xy-, s, in der yz- und s; in der
zx-Ebene sowohl in Parameterform als auch parameterfrei!
d) Welche Richtungsvektoren haben die Spurgeraden?
€) Zeichnen Sie die Figur in standardisierter dimetrischer Parallelprojektion!
20. Die Punkte Py, P,, P; bestimmen die Ebene E. Stellen Sie die Dreipunktegleichung der
Ebene E auf!
a) Py(1; 0; 0), P»(0; 1;0), P3(0;0; 1)
b) P,(0; 0;0), P,(3; —1;2), Ps(=2;3; —1)
¢) P,(4; 55 6), Po(=2;—3; —1), P5(0;7; —8)
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5.6. Skalarprodukt
5.6.1. Einfiihrung

. Der Angriffspunkt einer konstanten Kraft K lege unter Uberwindung eines
Widerstandes einen geradlinigen Weg s in Richtung der Kraft zuriick. Wie er-
mittelt man die Arbeit?

. Bildet eine Kraft mit dem Weg den Winkel y, so ist nur ihre Komponente in
Richtung des Weges wirksam.

. 1. Ermitteln Sie zeichnerisch und rechnerisch die Komponenten einer Kraft von
3 kp in Richtung des Weges fiir die Winkel y = 0°; 15°; 30°; 45°; 60°; 75°;
90°/

. 2. Berechnen Sie die Arbeit fiir den Weg 5 cm mit den unter 1 angegebenen Be-
dingungen!

. 3. Stellen Sie die Ergebnisse graphisch als Flicheninhalte von Rechtecken dar!

Gegeben sei ein geradliniges Wegstiick durch Linge und Richtung; es 1Bt sich durch
den Vektor 8 darstellen (Abb. 5.66.). Auf einen Korper
am Ausgangspunkt von & wirke die konstante Kraft . |
Sie bildet mit 8 den Winkel y. Wie ermittelt man die |
erforderliche Arbeit W, wenn der Korper um die |
Strecke |3| = s mit der Kraft & verschoben wird? |
(2 /i

% £

Abb. 5.66.

Die Kraft € und der Weg & sind vektorielle GréBen; sie sind durch GréBe und Rich-
tung bestimmt. Die mechanische Arbeit W dagegen ist als eine Form der Energie eine
skalare GrofBe; sie ist durch eine Zahl (Skalar) bestimmt. Die erforderliche Arbeit
soll ermittelt werden. Fillt die Richtung der Kraft mit der Richtung des Weges, lings
dessen sie wirkt, zusammen, so ist die Arbeit gleich dem Produkt aus dem Betrag
dieser Kraft und dem Betrag des Weges:

n w=8] =

Sind Kraftrichtung und Wegrichtung verschieden, so wird nur die in Richtung des
Weges 8 wirkende Komponente & der Kraft & wirksam. Ihr Betrag ist

|®] = R cosy = Kcosy.
Damit ergibt sich allgemein fiir die gesuchte Arbeit:
2 W=|88 cosy = Kscosy.

Die Arbeit ist also gleich dem Produkt aus den Betrigen der beiden Vektoren &
und 2 und dem Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels y. Die produkt-
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artige Verkniipfung der beiden Vektoren & und 3 ergibt nicht wieder einen Vektor,
sondern eine Zahl (einen Skalar).

Rechnerische Ausdriicke nach Art der Beziehung (2), die mit Hilfe zweier Vektoren
gebildet werden, kommen in der Mathematik oft vor. Ein Ausdruck wie in (2) heifBit
skalares Produkt der Vektoren & und 8. Man schreibt

W=8-3.

P Erklirung 1

Unter dem Skalarprodukt zweier vom Nullvektor verschiedener Vek(pren a und b versteht man
die Zahl ¢, die gleich ist dem Produkt aus den Betriigen |a| und |b| und dem Kosinus des von a
und b eingeschlossenen Winkels (a, b) = 3.

Es ist
a‘b=c¢c

und

(3) ¢ = |a] |6] cos (a, b) = ab cos y.

> Das skalare Produkt eines beliebigen Vektors mit dem Nullvektor ist Null.
Die durch die Erklirung 1 festgelegte Verkniipfung der Vektoren a und b ist ein-
deutig. Im allgemeinen sind a und b Vektoren des Raumes.

. Deuten Sie das skalare Produkt geometrisch!

5.6.2. Grundgesetze des Skalarproduktes

. 1. Nennen Sie mit Hilfe allgemeiner Zahlensymbole die Rechenregeln fiir die
3 Multiplikation von Zahlen!
. 2. Welche Folgerung ziehen Sie aus der Gleichung a - b = 0?

. 3. Erliutern Sie die Division von Zahlen als Umkehrung der Multiplikation!
1) Das Kommutationsgesetz der Multiplikation gilt auch fiir das skalare Produk!.
bra=a-b
Es ist namlich
b-a = |b| |a] cos (b, a)
= la] [0] cos [—(a, b)]
|a| |b] cos (a, b)
bra=a-b.

Die Analogie des kommutativen Gesetzes fiir das skalare Produkt zweier Vektoren
zu dem entsprechenden Gesetz fiir Zahlen a + b = b - a ist offensichtlich.

. Erliutern Sie das Kommutationsgesetz fiir Vektoren in der Ebene durch eine
Zeichnung! i
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2) Die Gleichung a b = 0 hat nicht notwendig zur Folge, daB a = o oder b = o
gilt. Es kann auch der Fall cos (a, b) = 0, das heiit % (a, b) = 90° vorliegen.

spitz >0
Ist Winkel (a, b) | rechtwinklig{, soista-b} =0,
Istumpf <0

unter der Voraussetzung, daB |a| + 0 und |b| % 0.
Die Beziehung

@4) a-b=0

ist also die Bedingung fiir die Orthogonalitit zweier vom Nullvektor verschiedener
Vektoren a und b. In dieser Eigenschaft unterscheidet sich das Skalarprodukt zweier
Vektoren vom Produkt zweier Zahlen. AuBerdem ist das Produkt zweier Zahlen
wieder eine Zahl, wihrend das skalare Produkt zweier Vektoren nicht wieder einen
Vektor ergibt.

. Ermitteln Sie das Skalarprodukt a - b fiir y = 0° und y = 180°/
3) Fiir die Multiplikation des Skalarproduktes mit einer Zahl gilt:
(5) #a-b)=a-(rh) = (ra)-b.

Beweis: Ist¢ > 0, so ist b ein Vektor, der dieselbe Richtung, denselben Durchlauf-
sinn und den t-fachen Betrag hat wie der Vektor b.
Es ist

|£6] = ¢]b|.

Ferner gilt:
cos (a, tb) = cos (a, b).
Folglich ist
a.(tb) = t|a| |b] cos (a, b) = #(a - b).
Ist aber ¢ < 0, so hat b den entgegengesetzten Durchlaufsinn wie b. Dann ist
|tb] = —¢|b] und cos (a, tb) = cos (a, —b),
woraus
a- (b)) = —1a| [b] [—cos (a, b)] = #(a - b)
folgt.

4) Skalares Produkt und Projektion. In das skalare Produkt soll nunmehr die Pro-
jektion des einen Vektors auf den anderen eingefiihrt werden. Es sei a, die Pro-
jektion des Vektors a auf den Vektor b (Abb. 5.67.). Fiir .

den Projektionsvektor gilt: ;
5 |
© 1ol = lalcos ] = % = la- 5. Abb. 567,

o, 4
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Ebenso ist
a- ]
la]

Unter Verwendung von (6) werden

[ba] = [b] [cos | = = [b-a%.

lap| [b] = |a-b] und b, Ja| = [a - B].

Da a, und b (bzw. b, und a ) Vektoren gleicher Richtung sind, deren Durchlaufsinn
bei positivem Skalarprodukt (a-b), d.h. 0° < y < 90°, gleich und bei negativem
Skalarprodukt (a-b), d.h. 90° <y < 180° entgegengesetzt ist, erhdlt man
schlieBlich:

(D a6 =qa,-5.
Ebenso ist
@ a-b=a-b,.

> Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist gleich dem Skalarprodukt aus der Projektion des einen
Vektors (auf den anderen) und dem anderen Vektor.

Ein entsprechender Satz gilt fiir Vektoren im Raum.

5) Das Distributionsgesetz gilt auch fiir die skalare Multiplikation.
c-(@+b)=c-a+c-b.

Der Beweis wird im folgenden auf den Fall
beschrinkt, daB a, b und ¢ in ein und der-
selben Ebene liegen. Nach dem Projektions-
satz [Beziehung (8) im Abschnitt 5.4.5.]
gilt (Abb. 5.68.):

<
©® s.=a+ b, Abb. 5.68.

wenn a. = |a.|, b, = |b| und s, = |3 die Betrige der Projektionen der Vektorena, b
bzw. des Summenvektors $ auf den Vektor ¢ sind. Gleichung (9) wird mit dem Be-
trag des Vektors ¢ multipliziert:

(18) ¢-s.=c-a.+c-b,.

Unter Verwendung von (7) und (8) ergibt sich, falls = (¢, 8), < (¢, a) und - (¢, b)
spitze Winkel sind:

c S, =¢"8,=¢"3,

ca,=c-a,=c-a,
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Setzt man nun in (10) ein, so erhilt man
c*8=cra+c-b

oder

(11) c-(a+b)=c-a+c-b.

. Beweisen Sie das Distributionsgesetz fiir den Fall der Abbildung 5.69.! Beachten
Sie dabei, dap Winkel (c, b) stumpf ist!

Das Distributionsgesetz gilt auch bei allgemeiner riumlicher Lage der Vektoren a, b, c.
Wir erkennen die Analogie zum Distributionsgesetz fiir rationale Zahlen:

c(a+ b)=ca+ ch.

Be=(tvrd), W v

Abb. 5.69. Abb. 5.70.

6) Es gibt keine ,,skalare Division* von Vektoren.
Es sei

(12) a*b=z und a-¢=0.
Dann ist auch
(13) a-1c=0.

Die Gleichungen (12) und (13) werden addiert und das distributive Gesetz (11) an-
gewendet:

abta-te=a-(b+ 1) =z
Die Gleichung a -1 = z hat also, wenn sie liberhaupt eine Losung hat, mehrere
Losungen. Alle Vektoren
(14) t=0+ 1

mit beliebigem reellem ¢ sind Losungen. Sie haben alle die gleiche Projektion auf den
Vektor a (Abb. 5.70., gezeichnet fiir den ebenen Fall).
Im Gegensatz zum Rechnen mit Zahlen gibt es keine ,,skalare Division* von Vektoren.

7) Das Assoziationsgesetz hat fiir die skalare Multiplikation keinen Sinn, da das ska-
lare Produkt zweier Vektoren kein Vektor ist. Es ist (a - b) ¢ im allgemeinen nicht
gleicha(b- ), denn (a - b) ¢ ist ein Vielfaches von ¢, wihrend a(b - ¢) ein Vielfaches von a
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ist. In dieser Hinsicht unterscheidet sich das Skalarprodukt von der Multiplikation
mit Zahlen.

. Stellen Sie in einer Ubersicht die Grundgesetze der skalaren Multiplikation von
Vektoren den entsprechenden Rechengesetzen mit Zahlen gegeniiber! Aus der
Ubersicht soll hervorgehen, welche Rechengesetze gelten bzw. nicht gelten und
welche Besonderheiten auftreten.

Die Tatsache, daB die Grundgesetze der beschriebenen Verkniipfung von Vektoren
in vielem den Rechenregeln fiir die Multiplikation von Zahlen dhnlich sind, begriindet
die Bezeichnungen ,,multiplikative Verkniipfung* und ,,Produkt®.

-8) Das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ergibt
(15) a-a = |a||a] cos (a,a) = |a|?
wegen cos (a, a) = 1. Fiir a - a wird auch das Symbol a? geschrieben.

9) Das skalare Produkt eines Einheitsvektors mit sich selbst ist
(16) a°-a° =[a°[[a’|cos0° =1-1-1=1.

10) Die skalaren Produkte der Basisvektoren mit sich selbst sind

A7) telfimly foi=lp Pal=1;

Ferner ist

(18) i-j=0; i-1=0; i-t=0.

Da die Basisvektoren paarweise aufeinander senkrecht stehen, wird zum Beispiel
i+j=lillilcos90° =1-1-0=0.

. Stellen Sie ein Modell her, das das Distributionsgesetz bei allgemeiner rdumlicher
Lage der Vektoren a, b, ¢ veranschaulicht!

5.6.3. Koordinatendarstellung des Skalarproduktes
. Das Distributionsgesetz lautet in erweiterter Form:
(@+Db)-(c+d)=a-c+b-c+a-d+Db-d.

Zeigen Sie rechnerisch, daf aus den Gesetzen iiber die skalare Multiplikation
diese Gleichung folgt!

Die Vektoren a und b seien in Komponentendarstellung gegeben:
a=ad+ aj+ af; b=>bi+byj+ bt
Das Skalarprodukt der Vektoren a und b ist dann

a-b = (a,i + a,i + a.f) (bt + b,j + b.b).
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Unter Anwendung des Distributionsgesetzes in erweiterter Form sowie der Bezie-
hungen (17) und (18) ergibt sich

(19) a-b=ab, + ab, + ab,.

Die Beziehung (19) ist die Koordinatendarstellung des Skalarproduktes. Man braucht
also nicht erst auf die Definition des Skalarproduktes zuriickzugehen, sondern bildet
gleich die Summe der Produkte entsprechender Koordinaten.

Insbesondere ist

(20) a-a=a?+ al+ a2 = la)?
o = Va2 + a; + aZ.
Durch Anwendung der Regel (19) ergeben sich ferner die Beziehungen

@) a,=a-i; ay=a-i; a,=a-t.

5.6.4. Winkel zwischen zwei Vektoren

Aus der Definitionsgleichung des skalaren Produktes (3) ergibt sich der Kosinus des
Winkels zwischen zwei Vektoren a und b:

a-b

(22) cos(a,b) =

la] [b]
in Koordinatendarstellung:

(23) cos(a,b) = %bx T @b, + ab.
ab

5.6.5. Richtungskosinus

Aus (22) kann man die Richtungskosinus eines freien Vektors herleiten, die fiir den
Sonderfall des Ortsvektors beziiglich des Nullpunktes [Beziehung (11) im Abschnitt
5.4.6.] zur Anwendung gelangten. :

Die Winkel, die der Vektor a beziehentlich mit i, j, f bildet, seien &y, 0y, 3. Wir
setzen in (22) fiir b der Reihe nach i, j, f ein und verwenden (21). Es ergeben sich die
Beziehungen

¢'i a4, a &>
(24) cosoxy = — = = =X cos &, =—l=

] la] a la]

)

ol @ a
Y, Ccosxy = — it
a

lal a|

y

a

IR

2

Es soll nun die Summe der Quadrate der Richtungskosinus gebildet werden. Zur
Umformung dienen die Beziehungen (20) und (15). Es wird dann

2 2 2 2 2
a a, a; a'a a a
cosaf+coso.§+cosa§=—’z‘+—’2 —‘5=—2=|—I—,=—2=1
a a a a a a
’ Die Summe der Quadrate der Rick kosinus jedes von o i Vektors ist gleich 1.
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5.6.6. Ausblick auf das Vektorprodukt

. Wie lautet das Hebelgesetz, wenn die Richtungen der Kraft und des Hebelarms
aufeinander senkrecht stehen?

In der Physik wird auler dem Skalarprodukt eine weitere produktartige Verkniipfung
zweier Vektoren verwendet. Ein Beispiel hierfiir ist das Drehmoment.

An den Hebelarm r greift die Kraft & so an, daB r und & den Winkel y miteinander
bilden (Abb. 5.71). Gesucht ist das Drehmoment der Kraft & in bezug auf den Dreh-
punkt O.

Nur die zu v senkrechte Komponente §; der Kraft & ist wirksam. Ihre GroBe ist
|| = || siny. Die GroBe des Drehmoments ergibt sich nach dem Hebelgesetz zu:

(25) M = |t| || = [t] [$t] siny
M = rK, = rKsiny. 4

g~ ~T8Ysin(s, 8)I

= Abb. 5.72.

Ist y = 90°, so wird M = rK.

Das Drehmoment bedarf zu seiner vollstindigen Bestimmung auBer der GroBe noch
der Angabe des Drehsinnes. Es kann durch einen Vektor 9 in folgender Weise dar-
gestellt werden. Der Betrag |M| = M von 2 ist durch die Gleichung (25) gegeben.
Die Richtung von 9t wird so festgelegt, daB sie parallel zur Drehachse ist (in Ab-
bildung 5.71. senkrecht zur Zeichenebene). Der Durchlaufsinn werde so festgesetzt,
daB die Drehung des Vektors r um den Winkel y in die Richtung von & eine Rechts-
schraubung ist. In Abbildung 5.71. weist der Vektor 9 nach oben (in der Zeichnung
nicht wiedergegeben).

Der Betrag von It ist nach der Beziehung (25) gleich der MaBzahl des Flichen-
inhaltes eines Parallelogramms mit den Betrigen |r| und |®] der Vektoren r bzw. &
als Seiten.

Das Drehmoment ist also ein Vektor, der sich durch eine neue produktartige Ver-
kniipfung der Vektoren r und & ergibt. Dieses Produkt heiBt vektorielles Produkt oder
Vektorprodukt. Man schreibt symbolisch 0t = v x & (gelesen: Vektorprodukt aus t
und & oder v Kreuz &).

P> Erkiiinmg 2
Das vektorielle Produkt @ X b zweier von 0 verschiedener Vektoren a und b ist ein Vektor vom
Betrag |a| |b] |sin (a, 0)|. Falls der Betrag positiv ist, steht er auf a und b senkrecht und a, b,
a X b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem (Abb. 5.72.). Das vektorielle Produkt aus
1 und einem beliebigen Vektor ist der Nullvektor.
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Der in den Raum weisende Vektor a x b zweier Vektoren a und b stellt den Fliichen-
umlaufsinn des von a und b gebildeten Parallelogramms dar (Abb. 5.73. und 5.74.).
Der Flicheninhalt des Parallelogramms ist

351 = la] [0] [sin (a, B)] = |a x B).

Daa x b = |a] |b] - sin (a, b) und
b x a=|b| |a] - sin (b, a) ist,

muB wegen - (a,b) = — 4 (b,a) und sin (— &) = — sina

axb=—(bxa)

sein.
ﬁ c=wxé
# ! 2 g
= D
20 3’(
w w P
Abb. 5.73. Abb. 5.75.
#2 ~C=dxw
Abb. 5.74. Abb. 5.76.

Wihrend a, b, a x b wie Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand an-
geordnet sind (Rechtssystem), folgen a, b und b x a aufeinander wie Daumen, Zeige-
und Mittelfinger der linken Hand (Linkssystem) (Abb. 5.75. und 5.76.). Fiir das Vek-
torprodukt gilt also das kommutative Gesetz nicht.

Sind a und b zwei von o verschiedene nicht zueinander parallele Vektoren des Raumes,
so wird durch diese, wie man sagt, ein Parallelogramm (bzw. eine Ebene) aufgespannt.
Der Vektor a x b gibt die Stellung des Parallelogramms im Raum an; er wird des-
halb als Stellungsvektor der Ebene bezeichnet.

Ist der Produktvektor a x b ein freier Vektor?
Stellen Sie ein Modell des Vektorproduktes her!

5.6.7. Anwendungen

Wie lautet der Kosi) z der eb Trig rie, und bei welchen Dreiecks-
berechnungen wird er angewandt?

Das skalare Produkt wird beim Beweis von Lehrsitzen aus der Planimetrie und
Trigonometrie angewandt.
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(26)

(27)

Beispiel 1
Satz: Die Winkelhalbierenden von Nebenwinkeln stehen aufeinander senkrecht.

Beweis: Die Winkelhalbierende zu zwei Vektoren a und b wird durch einen
Vektor w dargestellt und mit Hilfe der Einheitsvektoren a° und b° bestimmt.
Diese Einheitsvektoren spannen einen Rhombus auf, in dem w eine Diagonale
(Abb. 5.77.) ist. Bei Nebenwinkeln ergibt sich (Abb. 5.78.):

w, =a° + b°,

w, = a° — b°.

Abb. 5.77. Abb. 5.78.

Das skalare Produkt wird gebildet: Wy
-, = (@° + b°) - (@° — ©°)

=a°+a°—0a® b° + b°-a° = b°+ b°
W, w,=1-1=0.

Da w, # o und W, * o, bringt die Gleichung w, -, = 0 zum Ausdruck, daB
die Winkelhalbierenden aufeinander senkrecht stehen.

Beispiel 2
Satz: Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden einander in ein und demselben
Punkt.
Beweis: Die Seiten des Dreiecks ABC werden ~ Abb. 5.79.
durch die Vektoren a, b, ¢ dargestellt
(Abb. 5.79.). Die Hohen 4, und A, schneiden
einander in H. Ist H ein Eckpunkt, so ist
die Behauptung richtig. Ist aber H kein Eck-
punkt, so ist A auch von B verschieden.
Dann sei

— o —_— A
CH=1Y),; AH=10, und BH =1, % o.

Da die Vektoren ¢ und [ bezichungsweise a und §), aufeinander senkrecht
stehen, gilt

¢ h=0
und
a-h, =0.
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28)

(29)
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Behauptet wird jetzt, daB die Vektoren ), und b aufeinander senkrecht stehen.
Das ist wegen 0, & o und b = o genau dann der Fall, wenn

b-h, =0.

Im Teildreieck BCH ist

he =10, — a.

Weiterhin ist im Teildreieck ABH

ba=¢+ Y.

Indem man in die Voraussetzungen (26) und (27) einsetzt, erhilt man:
¢ (hp—a)=c-h,—c-a=0 und

a*(c+h)=a-c+a-h,=0.

Addition beider Gleichungen ergibt nach Umformung

by (@+c¢)=0,-(=b)=—5h,-b=0.

Daraus folgt die Behauptung (28). Die Vektoren 1), und b stehen also ebenfalls
aufeinander senkrecht, d. h., die dritte Hohe geht durch den Schnittpunkt der
beiden anderen.

c

d
Beispiel 3
Der Kosinussatz ist zu beweisen.
In jedem Dreieck gilt, wenn die Seiten entsprechend
Abbildung 5.80. durch Vektoren dargestellt werden, P )

<

a + b = coder ABAsED

a=c—b.
Jede Seite der Gleichung (29) wird skalar mit sich selber multipliziert.
ara=(—D0)(c—0b)
=c-c—bec—c-b+b-b.
Daraus folgt:
la?] =[e*| —b-c—Db-c+ |b?
und weiter

a®> = b* + ¢? — 2bccos «.



Aufgaben
1.  Berechnen Sie das Skalarprodukt der Vektoren a und b!
a)fa|=3; p=30° b)|a|=4; p=10° ¢)la|=2,5;¢=200° d)|a]=32;¢p=140°
|b] = 4; p=45° |b|=3;p=710° |8 =2; u»=290° |b] =2,3; p = 240°
2.a) Gegeben seien zwei beliebige Vektoren a und b. Konstruieren Sie die Projektionen a, und b,
des einen auf den anderen Vektor!
b) Es ist a, = Ab bzw. b, = ua. Wie groB sind 4 bzw. s, wenn a und b und der Winkel zwischen a
und b als bekannt vorausgesetzt werden?
Welche Beziehung besteht zwischen beiden Proportionalititsfaktoren?
3.  Wie hiingt der Wert des Skalarproduktes a - b

a) vom Betrag a des Vektors a,
b) vom Richtungswinkel ¢, des Vektors a ab,
wenn die iibrigen Bestimmungsstiicke der beiden Vektoren konstant sind?
Veranschaulichen Sie die funktionalen Beziehungen fiir die folgenden Zahlenfélle isch!

X)) =0 @ =60° b=3 P)a=2; p2=0°b=25 p)a=15;9,=45; b=2

4. Esseib ein Vektor in der von i und j aufgespannten Ebene.
Welche Bedeutung hat i - b, wenn b mit i den Winkel 7 bildet?
Welche Bedeutung hat j+v?

5. Unter welchen Bedingungen wird das Skalarprodukt negativ?
6. Warum konnen drei Vektoren nicht skalar miteinander multipliziert werden?
7.  Berechnen Sie das Skalarprodukt der Vektoren a und b!
a) a=2i+ 3 b) a=3i—2j c)a=(-3;—-4;-3)
b=3i+4j b=6i+4j b=(-5;6;4)
d) o, = 2,9i; a,= —1,6f; o, =48t
b, =62i; b,=43j; b, = —6,4t
8.  Vereinfachen Sie den Ausdruck (a + b)? — (a — b)?!
9.  Was bedeutet (a + b)> = a? + 2a - b + b2 geometrisch?
10.  Wie groB ist der Winkel, den zwei Vektoren des Raumes a und b miteir.xander bilden?
a) a=(2;2;1) b)a=(1;1;1) ¢)a=(2;2;2)
b= (4;10;8) b=(3;3;3) b=(-3;-3;-3)
d)a=2i+j—2t
bo@+2Dita-23i- -t
Zeichnen Sie Figuren in standardisierter dimetrischer Projektion!
11.  Bestimmen Sie die Richtungskosinus fiir folgende Vektoren!
a) a; =(3;4;0) b) o =(2;3;4) ¢)a3=(5;4;3)
12.  Gegeben sind die Vektoren
a=1+5j; b=i+j+2f v=2i+2j+FL
Bestimmen Sie die Projektionen der drei Vektoren a, b und a + b auf den Vektor b, und rech-

nen Sie nach, daB die Summe der Projektionen von a und b gleich der Projektion von a + b
ist!
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14.
15,

16.

Beweisen Sie vektoriell den Satz:
Im Rhombus stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht!

Beweisen Sie vektoriell den Satz des THALES!

Beweisen Sie vektoriel! die Sidtze am rechtwinkligen Dreieck (Satz des PYTHAGORAS,

Kathetensatz, Hohensatz!).
Abb. 5.81. ¥ v

Im Parallelogramm (Abb. 5.81.) gilt: 7
f2+g%=2(a®+ b?). o

/

a) Beweisen Sie diese Beziehung!
b) Wie grof8 ist die Differenz der Quadrate iiber den Diagonalen eines Parallelogramms?

17.

18.

Bestimmen Sie im Einheitswiirfel vektoriell die Winkel zwischen den Kanten und den Raum-
diagonalen und die Winkel zwischen den Raumdiagonalen unter sich!

Waihlen Sie das zugrunde zu legende Koordinatensystem zweckmiBig! Vergleichen Sie das
vektorielle Verfahren mit den Methoden der ebenen Trigonometrie bzw. mit denen der dar-
stellenden Geometrie!

Ein Tetraeder sei gegeben durch die Eckpunkte P;(0;0;0), Py(5;2;0), P3(2; 5;0),
P4(3; 3; 6). Bestimmen Sie

a) die Lingen der Kanten,

b) die GroBen der Winkel zwischen den Kanten,

¢) die Koordinaten der Kantenmittelpunkte,

d) die Schnittpunkte der Verbindungsstrecken von je zwei Mittelpunkten gegeniiberliegender

Kanten,

e) die Vektoren dieser Verbindungsstrecken, ihre Langen und die Winkel zwischen ihnen!

19.

20.

21.

Die Endpunkte einer Strecke seien durch die Ortsvektoren a und b gegeben. Wie lautet die
Bedingung fiir den Ortsvektor der Punkte auf der Mittelsenkrechten der gegebenen Strecke?

Beweisen Sie vektoriell: In jedem Viereck ist die Summe der Quadrate der Seiten und der
Quadrate der Diagonalen viermal so groB wie die Summe der Quadrate der beiden Verbin-
dungsstrecken der Mitten der gegeniiberliegenden Séiten und des Quadrates der Verbin-
dungsstrecke der Diagonalenmitten!

Welche Arbeit ist erforderlich, wenn ein Kérper lings des Weges 8 um |3| = s durch eine
Kraft § verschoben werden soll?

-a) |8 =3; ¢=60° b) [3|=2; ¢=60°

|®]=2; =60 [R]=3; p=090°

©) [3|=34; =45 d) |3|= 87; ¢—156°

22,
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|®]=56; w=090° |®]=120; yp= 80°

Bei den Beispielen a) bis c) ist die Einheit der Lingenmessung 1 m, die Einheit der Kraft-
messung 1 kp, bei der Aufgabe d) sind die entsprechenden Einheiten 1 cm bzw. 1 p.

Eine Kraft sei durch den Vektor & = (5; 10; 15) dargestellt. Welche Arbeit ist erforderlich,
um den Angriffspunkt (1; 0; 3) der Kraft bis zum Punkte (3; —1; —6) zu verschieben, wenn
auf jeder Koordinatenachse die Einheit der Léngenmessung 1 m und die Einheit der Kraft-
messung 1 kp ist?



23. Bei der Konstruktion von Be- _
hdltern fiir den chemischen B

Apparatebau ist der Winkel o~

1
zwischen den beiden Strecken AB : e 2
und CB aus Abbildung 5.82. zu gl ==
. ————————— C—L—
bestimmen. & % ‘. {/
8 P // r\/":
24. Bestimmen Sie die Vektorpro- &7 ’}/
dukte a x bund b x a der Vek- B 2100 A
toren a und b! A 55
a)laj=5; ¢@=135° b) |a| = 4,2; ¢ =270° e
|b] = 4,2; 3 =270° [6]=7; 1y =300°

e)a=2i+3j; b=3i+4] d)a=-2i+4j; b=5i+3]

5.7. Anwendung des Skalarproduktes
in der analytischen Geometrie

5.7.1. Allgemeine Gleichung der Geraden

. Wie lautet die allgemeine Gleichung der Geraden?

In der Punktrichtungsgleichung v
t=t +1

sind Richtung und Durchlaufsinn der Geraden .
durch den Richtungsvektor a bestimmt. Nun- ¥,
mehr soll die Richtung der Geraden g in der t 7
Ebene durch einen Vektor n festgelegt werden,
der auf g senkrecht steht (Abb. 5.83.). Diesen
Richtungsvektor nennt man Normalvektor der 0 X
Geraden g. Wielautet fiir diesen Fall die Geraden-
gleichung in vektorieller Form?

Gegeben sind also ein Punkt P, der Geraden g mit dem Ortsvektor r, und ein Normal-
vektor n. Der variable Punkt der Geraden sei P mit dem verinderlichen Vektor z.
Da die Vektoren ¢ — r, und n aufeinander senkrecht stehen, ist ihr Skalarprodukt
gleich Null:

1 n@-r)=0.

Abb. 5.83.

Die Gleichung (1) wird in die koordinatenméBige Form umgestaltet. Sind 7, und #,
die Koordinaten des Normalvektors n, so ist

n=nd+ nj.
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Ferner gilt nach (9) im Abschnitt 5.5.2.
r—L=C—-x)it+@-y)i.

Daraus ergibt sich in Verbindung mit (1):
X — X)) +nly—y,) =0

(@)

nx + ny — (nexy, + nyy,) = 0.

Das ist die gesuchte Koordinatendarstellung; sie hat die bekannte Form
(3) Ax+By+C=0.

Umgekehrt stellt jede Gleichung der Form (3), bei der 4 und B nicht gleichzeitig
Null sind, eine Gerade mit dem Normalvektor n = (4; B) dar. Ist dann etwa 4 + 0,
so erfiillen die Koordinaten des Punktes

(5

die Gleichung (3), und diese 148t sich dann umformen in (2):

C
o i = 0)= 0,
A<>.+A>+B(y 0)

5.7.2. Hessesche Normalform der Geradengleichung

Vervielfacht man in (1) den Normalvektor bzw. multipliziert man in (2) die Koef-
fizienten mit derselben Zahl, so wird immer noch dieselbe Gerade g dargestellt. Jede
Gerade hat also unendlich viele Gleichungen der Form (1), die sich durch Betrag und
Durchlaufsinn des Normalvektors 1t unterscheiden. Wihlt man diejenigen unter ihnen
aus, fiir die der Normalvektor den Betrag 1 hat, so wird die allgemeine Gleichung (1)

5 e n ;
durch Ubergang zum Einheitsvektor n° = n des Normalvektors normiert. Nun
n

n
werden beide Seiten von (1) durch |n|dividiert!, wodurch (1) in — - (r — ) =0

oder In
@ n-@-1)=0

iibergeht. Da aber mit n° auch nf{ = —n° ein Einheitsvektor in der Normalen-
richtung ist, ist ny - (t — r,) = 0 eine von (4) verschiedene Normalform dieser Art.
Um die Darstellung eindeutig festzulegen, denkt man sich die durch (1) dargestellte
Gerade g orientiert und versteht unter der positiven Normalenrichtung dicjenige, die
aus der Richtung von g durch Drehung um 90° entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn
hervorgeht. Ist dann n° der Einheitsvektor, der in Richtung der positiven Normalen
weist, so heiBt (4) die Hessesche Normalform der orientierten Geraden g.

1 Offenbar muB 1 == o sein, da sonst (1) keine Geradengleichung ist.
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Aus Gleichung (3) kann die Koordinatendarstellung der Hesseschen Normalform ge-
wonnen werden. Fiir die orientierte Gerade ist 1 = %(4; B) und [n| = \/A2 + B2,
Die Division von (3) durch +/ A% + B2 ergibt

+’.4ﬂ'.By_+£ =

s =0,
\4* + B?

(5)
Dabei ist das Vorzeichen nach der oben getroffenen Festsetzung zu wihlen.

Durch Einfithren des Abstandsvektors [ erhidlt man die Hessesche Normalform
in einer anderen Gestalt (Abb. 5.84.). Der Abstandsvektor [ habe die Linge /
(gleich dem Abstand der Geraden vom Ursprung). Im Fall / # 0 habe er dieselbe
Richtung wie n°, wihrend sein Durchlaufsinn so gewéhlt werde, daB [ von der

Geraden nach der dem Ursprung abgewandten Seite weist. Bedeutet schlieBlich [°
den zu [ gehdrenden Einheitsvektor, so kann man (4) in der Form

6 r-r-r.r=0

schreiben.

Nun ist das Skalarprodukt [° - 1; gleich dem Skalarprodukt aus der Projektion von
1, auf [ und dem Vektor [°. Im vorliegenden Fall ist der Projektionsvektor von

1, auf [° gleich dem Lotvektor [ (Abb. 5.85.), da bei dem festgesetzten Durchlaufsinn
von [ die Vektoren [ und r, einen spitzen Winkel bilden.

J
=
{
\ ly A
) P
¥
£ t g
0 X
Abb. 5.84. Abb. 5.85.

Es gilt also
g, =0C-1=|C{lcos0° =1-1-1=1
Man setzt in (6) ein und erhilt
(7 r-x—-1=0.
Hat [ die Richtung ¢, so wird nach Gleichung (13) im Abschnitt 5.4.6.:
1° = cos @i + sin gj.
Damit lautet die Koordinatendarstellung des skalaren Produktes [° - ¢ in (7):

(8) I°-r=xcosp+ ysing.
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Man erhilt die Hessesche Normalform der Geradengleichung in der Gestalt:
(®) xcosp+ ysing —1=0.

Die Gleichungen (7) bzw. (9) sind die Hessesche Normalform der (nicht orientierten)
Geraden g, wenn g nicht durch den Ursprung geht.

5.7.3. Abstand eines Punktes von einer Geraden

Der Punkt Py(xo; yo) mit dem Ortsvektor r, habe von der Geraden g mit der HESSE-
schen Normalform in der Gestalt [° 1 — / = 0 den (vorzeichenbehafteten) Ab-
stand d.!

Fiir die Bestimmung des Abstandes 4 bildet das Skalarprodukt I° - ¢, den Ausgangs-
punkt. Das Skalarprodukt ist gleich der Linge der Projektion von g, auf die Rich-
tung von [°. Nach Abbildung 5.86. ist die Linge der Projektion gleich der Summe
der Lingen des gesuchten Abstandes und des Lotes vom Ursprung auf die Gerade.

Es gilt also
(10) Crro=d+1
d=1-5,— 1.

Schreibt man das Skalarprodukt I° - 1, unter
Beachtung von (8) in Koordinatendarstellung,
so erhdlt man

(11) d = xqcos ¢ + y, sin =1 Abb. 5.86.

Im Fall / % 0 wird d positiv, wenn der Punkt P, und der Koordinatenursprung auf
verschiedenen Seiten der Geraden g liegen, im anderen Fall wird d negativ. Im Fall
/=0 hingt das Vorzeichen von d von der dann willkiirlichen Wahl des Durchlauf-
sinns von [ ab.

. Beispiel 1
Gegeben sind die Gerade g: 2x + 2y — 5 = 0 und der Punkt Py(3; 3). Der
Abstand d des Punktes P, von der Geraden g ist zu bestimmen.

Losung: Die Geradengleichung wird auf die Hessesche Normalform gebracht:

2x-l~2y—5_0
22

Der Abstand ergibt sich zu
2:342-3-5 7 ,-
d=—""— - = —\/ 2,
24/2 4
1 Der Abstand d % 0 des Punktes Lo von g wird dabei als positiv gezihlt, wenn o auf derseiben

Seite von g liegt, auf die | weist, anderenfalls wird er negativ gezihlt.
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Aufgaben
1.  Ermitteln Sie den Abstand des Punktes Po(—3; —3) von der Geraden g: 2x + 2y — 5= 0!

2.  Fiihren Sie die Herleitung der Formel (11) fiir den Abstand eines Punktes von einer Geraden
an Hand einer Zeichnung fiir den Fall durch, daB der gegebene Punkt und der Koordinaten-
ursprung auf der gleichen Seite der Geraden liegen!

3. Deuten Sie die Beziehung (11) fiir d = 0!

4.  Gegeben sind der feste Punkt Py(3; 6) und der Normalvektor 1 = (4; 3) der Geraden g.

a) Wie lauten die allgemeine Gleichung und die Hesseschen Normalformen der Gleichung der
Geraden g in vektorieller Form und in Koordinaten?
b) Wie heiBt der Vektor des Ursprungslotes?
¢) Welchen Abstand hat der Koordinatenursprung von der Geraden g?
. d) Welches sind die Koordinaten des LotfuBpunktes?

5. Wie lauten in vektorieller und koordinatenmiBiger Gestalt die Hesseschen Normalformen
der Geraden, die durch die Punkte P, und P, gehen?

a) Py(3;7), P2(9;—2)  b) Pi(=5;9), P»(3;16)
6.  Bringen Sie die folgenden Gleichungen von Geraden auf die Hessesche Normalform in
vektorieller und koordinatenméBiger Gestalt!
Dxty=5 bx-y=22 oO2w+3y=6

7. Wie lautet die Hessesche Normalform der beiden Geraden, die durch den Punkt P(4; 5)
gehen und vom Ursprung den (nicht vorzeichenbehafteten) Abstand / = 2 haben?

8. Legen Sie durch den Punkt a) P,(2; 3), b) P,(2; —3) eine Gerade, die vom Koordinaten-
ursprung den Abstand 1 hat!

9.  Geben Sie die Bedingungen an, unter denen die beiden Geraden
n@-r)=0 und - (x—1)=0
a) einander schneiden, b) parallel sind, ¢) identisch sind!

10.  Der Koordinatenursprung sei Mittelpunkt eines regelmiBigen

a) Sechsecks mit der Seite a,
b) Fiinfecks mit dem Inkreisradius o,
¢) Achtecks mit dem Umkreisradius r.
Ein Eckpunkt liege auf der positiven x-Achse.
Wie heiBen die Gleichungen der Seiten des regelmiBigen Vielecks?

11.  Zur Geraden xcos @ + ysing — [ = 0 sind im Abstand g beiderseits die Parallelen gezogen.
Wie heiBen ihre Gleichungen?

12.  Berechnen Sie den Abstand des Punktes P; von der Geraden g;!
a) Pi(1;2); gy : xcos45° + ysinds® —1=0
b) Py(—1;-1); g :x+y=1

13.  Wie weit ist der Punkt P,(7; 5) von der Geraden entfernt, die durch die Punkte P,(8; 3)
und P;(4; 6) geht?

14.  Wie lang sind die Hohen eines Dreiecks mit den Ecken
a) A(—1;4), B3; 1), C(7;5); b) A(—=3; —6), B(5; —2), C(7; 8)?
15.  Auf der Geraden g, : 2x — y = 16 ist der Punkt zu bestimmen, der von dem Punkte P(2; —2)
und der Geraden g, : 12x + 3y = 10 gleich weit entfernt ist.
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5.7.4. Allgemeine Gleichung der Ebene

Eine Ebene E ist durch einen Punkt P, und
durch den Stellungsvektor n bestimmt, der
auf allen Geraden der Ebene senkrecht steht
(Abb. 5.87.). Ist r, der Ortsvektor des ge-
gebenen Punktes P, r der veridnderliche Orts-
vektor eines weiteren Punktes P der Ebene, so
steht der Vektor r — r, auf n senkrecht. Das
skalare Produkt der beiden Vektoren ist also
Null:

(12) n- x—1,)=0. Abb. 5.87.

Die Bezichung (12) heift allgemeine Gleichung der Ebene E. Die Koordinatenform
der allgemeinen Ebenengleichung erhilt man, wenn das skalare Produkt n - -1
in Koordinatendarstellung geschrieben wird. Der Stellungsvektor n habe die Koordi-
naten A4, B, C; dann wird :

(13) Ax-x)+B(y—y)+C(z—2z)=0
Ax + By + Cz — (Ax, + By, + Cz,) = 0.
Setzt man —(4x; + By, + Cz,) = D, so ergibt sich
(14) Ax+By+Cz+ D=0
als allgemeine Gleichung der Ebene in Koordinatenform.
Umgekehrt stellt jede Gleichung der Form (14), bei der 4, B, C nicht gleichzeitig

Null sind, eine Ebene mit dem Stellungsvektor 1 = (4; B; C) dar. Denn ist etwa
A # 0, so erfiillen die Koordinaten des Punktes

Py —2;0;O>
A

die Gleichung (14), und diese 148t sich dann umformen in:

(15) A(.\'+ g) +B(y—-0)+Cz-0)=0.

Aufgaben
1. Worin unterscheiden sich die Gleichungen (12) und (1)?
2. Welche Bedeutung haben in (14) a) die Koeffizi b) das Absolutglied?

3.  Die Projektion von 1, auf n sei (z,),. Zeigen Sie, daB
A5)D = n-(zy), .
gilt!

4.  Welche Bedeutung hat die Projektion (x1),?
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5.  Stellen Sie eine Beziehung fiir die Ebene E auf, die der fiir die Gerade g giiltigen Bezichung (7)
analog ist!

6. Leiten Sie aus den Beziehungen (13) bzw. (14) die Gleichungen der Geraden senkrecht zu
dem Vektor n = (4; B; 0) her!

5.7.5. Hessesche Normalform der Ebenengleichung

Vervielfacht man in (12) den Vektor n bzw. multipliziert man in (13) die Koeffi-
zienten mit derselben Zahl, so wird immer noch dieselbe Ebene E dargestellt. Jede
Ebene hat also unbegrenzt viele Gleichungen. Sie unterscheiden sich voneinander
durch Linge und Durchlaufsinn des Stellungsvektors bzw. in der Koordinatenform
(13) durch einen gemeinsamen Faktor in den Koeffizienten.

Es werden nun unter den Ebenengleichungen n- (r — z,) = 0 diejenigen ausgewihlt,
fiir die der Stellungsvektor n die Lénge 1 hat. Das geschieht durch Division beider
Seiten der Gleichung (12) durch [n|. (Dabei muB n ungleich o sein.) Dann geht (12)

in n <(r — r;) = 0 oderin

(16) n-(x—1z)=0

iiber. Da aber mit n° auchnj = —n° ein Einheitsvektor in der Richtung des Stellungs-
vektors ist, ist n - (£ — £o) = O eine von (16) verschiedene Normalform dieser Art.
Um die Darstellung eindeutig festzulegen, denkt man sich die Ebene orientiert,
indem man den einen Umlaufsinn in dieser Ebene als den positiven auszeichnet.

Unter der positiven Richtung der Normalen versteht man dann diejenige, bei der
diese Drehrichtung und n eine Rechtsschraube (vgl. Abschnitt 5.6.6.) bilden. Ist n° der
Einheitsvektor, der in Richtung der positiven Normalen weist, so heiit (16) die
Hessesche Normalform der orientierten Ebene E.

Aus der Gleichung (14) kann die Koordinatendarstellung der HEsseschen
Normalform gewonnen werden. Fiir die Ebene E ist n = +(4;B;C) und

|| = /42 + B? + C. Die Division von (14) durch ++/4? + B? + C? ergibt:

an +Ax+By+Cz+D=
T VA B+ C

wobei das Vorzeichen geeignet zu wihlen ist.
Die Hessesche Normalform der Gleichungeiner nicht orientierten Ebene, die nicht durch
den Ursprung geht, und der Beziehung (9) fiir dic Gerade analog ist, erhilt man mit

Hilfe des Abstandsvektors [. Darunter wird dhnlich wie im Fall der Geraden in der
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Ebene derjenige Vektor [ verstanden, der die gleiche
Richtung wie die Ebenennormale hat und so
orientiert ist, daB er, als ebenengebundener Vektor
aufgefaBt, vom Ursprung weg weist (Abb. 5.88.). Sein
Betrag / ist gleich dem Abstand der Ebene vom
Ursprung. Weiter sei [° der zu [ gehérige Einheits-

vektor [° = |IT] = %und die Richtungskosinus von

1° seien cos oy, COS &5, COS X 3.

Die Beziehung (16) wird nun in die Form (18) um-
gestaltet: Abb. 5.88.

(18) -z —1°-1, =0.

Der Projektionsvektor (z;), von r; auf [° ist gleich dem Lotvektor I, dax, und I einen
spitzen Winkel bilden. Es gilt:

19) gy =) =-I=[||{|lcos0°=1-7-1=1.

Schreibt man das Skalarprodukt [° -y in Koordinatendarstellung, so erhilt man

wegen
[° = cos &1 + cos x,j + cos azf und

r=xi+y +zt
schlieBlich
(20) [°+ 1 =xcosx; + yCosa, + zCOS &z.
Die Beziehungen (19) und (20) kann man in (18) einsetzen. Es ergibt sich dabei

(21) xcosx; + ycosa, + zcosay; — [ = 0.

Aufgaben
1.  Leiten Sie (21) aus (17) her!

2.  Stellen Sie die Hesseschen Normalformen der Geradengleichung und der Ebenengleichung
in vektorieller und koordi 1dBiger Gestalt einander gegeniiber!

5.7.6. Abstand eines Punktes von einer Ebene

Der Punkt Py(xo; yo; zo) mit dem Ortsvektor z,
habe von der Ebene E mit der Hesseschen Normal-
form in der Gestalt [° -1 — / = 0 den vorzeichen-
behafteten Abstand 4. (Vergl. auch mit dem Ab-
schnitt 5.7.3.!)

Fiir die Bestimmung des Abstandes d bildet das
Skalarprodukt 1°-r, den Ausgangspunkt. Der g
Betrag des Skalarproduktes ist gleich der Linge il Abb. 5.89.
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der Projektion von 1, auf [° (Abb. 5.89.). Seine Koordinatendarstellung lautet
[°* Lo = X COS &y + Yo COS &y + Zo COS &3.

Nun ist
d=1°-y, — 1 oder

(22) d = xyc08x; + yoc0Sxy + zgcCOsxy — 1.

Und zwar ist d positiv, wenn der Punkt P, und der Koordinatenursprung auf ver-
schiedenen Seiten der Ebene E liegen, im anderen Falle negativ.

B Beispie1 2
Gegeben sind die Ebene E: 2x 4+ 2y 4+ z — 5 = 0 und der Punkt Py(3; 3; 2).
Die Linge des Lotes von P, auf E ist zu bestimmen.

Lisung: Die Ebenengleichung wird auf die Hessesche Normalform gebracht:
2x+2p+z—-5_
N
Der Abstand des Punktes P, von der Ebene E ist dann

2:342:342-5_

J

0.

d 3.

Ergebnis: Die Lange des Lotes betrigt 3 Liangeneinheiten.

Aufgaben

1. Welchen Abstand hat der Punkt Po(—3; —3; —2) von der Ebene £: 2x + 2y + z—5=10?
Fertigen Sie zu diesem und zu dem im Text t Beispiel Zei an!

2.  Deuten Sie die Beziehung (22) fiir d = 0!

3. Gegeben seien der feste Punkt P,(1;2;3) und der Stellungsvektor n = (3;2; \/3) der
Ebene E.
a) Wie lauten die all, ine Gleict und die H hen Normalformen der Gleichung der
Ebene E in Vektorform und in Koordinatenform?
b) Wie hei3t der Vektor des Ursprungslotes?
¢) Welchen Abstand hat der Koordinatenursprung von der Ebene E?
d) Welches sind die Koordinaten des LotfuBpunktes?

4. Welche Ebene steht auf dem Vektor n = (1;2; 1) senkrecht und geht durch den Punkt
P(2;4;3)?

5.  Geben Sie die Bedingungen an, unter denen die beiden Ebenen
M @-5)=0 und ny-@—1)=0

a) einander schneiden, b) parallel sind, ¢) identisch sind!

6. Welchen Abstand hat der Punkt P(3; 7; —6) von der Ebene E, die den Koordinatenursprung
enthilt und den Stellungsvektor n = (—1; —2; 3) besitzt?

7.  Gegeben sind die Ebene E: x — 2y — 2z + 5 =0 und der Punkt P, mit dem Ortsvektor
To = (—3; —2; —3). Bestimmen Sie Richtung, Linge und FuBipunkt des Lotes von P,
auf E! h

263



8.  Gegeben sind die Ebene E durch den Punkt mit dem Ortsvektor 1o = (3; 5;7) und den
Stellungsvektor 1 = (15 2; 2) sowie die Gerade g durch den Punkt mit dem Ortsvektor
T = (1325 5) und den Richtungsvektor a = (3; 4; 2). Bestimmen Sie den Schnittpunkt von
Eund g!

9.  Drei Vektoren a, b, ¢ seien durch Pfeile reprisentiert, die von demselben Punkt ausgehen.
Geben Sie in Vektorsymbolik dle Bedingung dafiir an, daB die Endpunkte dieser drei Pfeile
in einer Geraden liegen!

10.  Bestimmen Sie den Schwerpunkt eines Dreiecks aus den Eckpunkten mit den folgenden Orts-

vektoren!

a)a=(-4;-3;1) b)a=(-3;-2;1)
b=(10;1;1) b=(7;4;1)
c=04;51) t=(3;6;1)

11.  Gegeben sind zwei Ebenen 2x — y + z=2 und —3x + 2y — :
Wie lautet in vektorieller Schreibweise die Gleichung ihrer Schnittgeraden?
12.  Wie groB ist der Winkel, den die Ebenen x + 2y +z=4 und x+y—3z=—1
miteinander bilden?
. . : x—1 y+1
13.  Welche I,{u:hmngskosmus hat die Gerade 3 = -T

14. Welchep Abstand hat der Punkt x = 2, y = 1 von den Geraden 3x + 4y — 2 =0,
4x—3y+3=0 und 5x—2=0, und welche Bedeutung hat er fiir das von ihnen ge-
bildete Dreieck?

15.  Gegeben sind eine Ebene E: 3x — 2y + z = 0 und ein Vektor a = (8; —3; —2). Welcher
Vektor ist gleich der Projektion des Vektors a in die Ebene E?

=z - 27

16.  Bestimmen Sie den Vektor a, der aus dem Vektor a = (6; —\/E; —6) durch Spiegelung an der
Ebene x — 2y + z = 1 entsteht?

17.  Bestimmen Sie den Vektor C_I, der aus dem Vektor a = (—2; 14; —8) durch Spiegelung an
derGeraden x=1+4+2; y= —1+4+1; z=3—1t entsteht!

5.7.7. Der Kreis

Ist der Koordinatenursprung der Mittelpunkt eines Kreises und r der Radius dieses
Kreises, so besagt die Gleichung |r| = r oder

(23) * =

daB der laufende Punkt P(x; y) mit dem veréinder- Y
lichen Vektor ¢ die Entfernung r vom Koordinaten- P
ursprung hat, also auf dem Kreis um O liegt )
(Abb. 5.90.). Die Beziehung (23) ist eine Gleichung
des Kreises in vektorieller Form, denn umgekehrt
geniigt jeder Punkt des Kreises der Gleichung (23).
Die Koordinatenform der Kreisgleichung gewinnt
man iiber die Koordinatendarstellung des verdnder-
lichen Vektors 1:

>
5
>

L =xi+ yj. Abb. 5.90.
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Das skalare Produkt des Vektors ¢ mit sich
selbst ergibt
=%+,
und in Verbindung mit (23) erhilt man 4'0 =L _Map)
w

(23a)x2 + y* =1r2.

Fiir einen beliebigen Punkt M(a; b) als Kreis-
mittelpunkt mit dem Ortsvektor m und dem
Radius r des Kreises verandert sich die Kreis-
gleichung (23) zu

0 X

(24) (x—m)?=r* (Abb.591). Abb. 591,

Die Beziehung (24) ist die allgemeine Gleichung des Kreises in vektorieller Form.
Es ist |t — m| = r. Die Koordinatenform der allgemeinen Kreisgleichung erhilt
man, wenn die Vektordifferenz ¢ — m in Koordinatendarstellung gebildet und dann
das skalare Produkt dieses Vektors mit sich selbst berechnet wird.

Man erhilt auf diese Weise:

(24a) (x — @)> + (y — b)* =r%.

Fiihren Sie die Berechnung der allgemeinen Kreisgleichung in Koordi form
selbst durch!

5.7.8. Die Kugel

Ist der Koordinatenursprung der Mittelpunkt und r der Radius einer Kugel, so be-
sagt die Gleichung || = r oder

25 g2=ivt,

daB der Punkt P(x;y;z) mit dem verénderlichen Vektor ¢ die Entfernung r vom
Koordinatenursprung hat, also auf der Kugel mit dem Mittelpunkt O liegt. Die Be-
ziehung (25) ist eine Gleichung der Kugel in vektorieller Form, denn umgekehrt
geniigt jeder Punkt der Kugel der Gleichung (25). Die Koordinatenform der Kugel-
gleichung wird iiber die Koordinatendarstellung des verdnderlichen Vektors, also

r=xi+y+zt,

gebildet. Das skalare Produkt dieses Vektors mit sich selbst ergibt dann
ger=x>+y*+2*

und in Verbindung mit (25)

(252) x> + y* + 22 =r2.
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Fiir einen beliebigen Punkt M(a; b; c) als Kugelmittelpunkt mit dem Ortsvektor m
und dem Kugelradius r verindert sich die Kugelgleichung (25) zu

(26) (r —m)? = 2,
Die Beziehung (26) ist die allgemeine Gleichung der Kugel in vektorieller Form. Es
ist [t — m| = r. Als Koordinatenform der allgemeinen Kugelgleichung erhilt man

(26a)(x — a@)> + (y — b)2 + (z — ¢)2 = r2.

. Leiten Sie die Koordi iform der allg inen Kugelgleichung her,_indem Sie
die Vektordifferenz t — m in Koordinatendarstellung bilden, dann das skalare
Produkt dieses Vektors mit sich selbst ermitteln und schlieflich in (26 ein-

setzen!
Aufgaben
1.  Worin unter iden sich die Gleich (25) und (26) von den Gleichungen (23) bzw. (24)?

2.  Wie lautet die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r in Vektor-
form und in Koordinatenform?

a) M(0;0), r=35 b) M(5;0), r=7 €) M(12;-5), r=13

3. Bestimmen Sie die Mittelpunkte und die Radien der Kreise, die durch die folgenden Glei-
chungen gegeben sind! .

a) 2x2 +2y? — 8x + 12y + 26 = 0
b) x2 4+ 2+ 2x — 6y +19=0
) x2+ 2 —6x—8y+21=0

4.  Wie lautet die Gleichung der Kugel mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r in Vektor-
form und in Koordinatenform? .

a) M(0;0;0), r=6 b) M(0;3;3), r=38 c) M(2;-3;-5), r=9

5.  Bestimmen Sie die Mittelpunkte und die Radien der Kugeln, die durch die folgenden Glei-
chungen gegeben sind!

a)x2+ )2+ 224 3x4+2—-1=0
b)x2+ 2+ 224 2x—2y—2=0

) x2+y? 4+ 22— x—p—_z=0
Dx?+y2 42242 —3y—2:4+1=0
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DISEOURS

DE LA METHODE

Pour bien conduire fa raifon,8¢ chercher
1a verité danslesfeiences.
Prus

LA DIOPTRIQVE
LES METEORES.
ET
LA GEOMETRIE,
Qus font des effais de cese METHODE.

A Livyps
De ITmprimeriede [ax Ma1® &
cls 12 ¢ xxxvin

Auec Priuilege.

Abb. 6.1. RENE DESCARTES (1596-1650) Abb. 6.2. Titelblatt des Discours de la methode

6. Zur Geschichte
der analytischen Geometrie und der

Differential- und Integralrechnung

In den republikanischen Niederlanden erschien 1637 ein Buch, das die Entwicklung
der europiischen Philosophie und Mathematik nachhaltig beeinfluBte, der Discours
de la methode (Abhandlung iiber die Methode, Abb. 6.2.). Der Autor hatte sich wegen
der darin gefiihrten Angriffe gegen Mystizismus und christlichen Dogmatismus ge-
hiitet, seinen Namen zu nennen, war doch im Jahre 1600 der mutige Denker GIOR-
DANO BrRUNO in Rom lebendig verbrannt worden, und der groBe Naturforscher
GALILEO GALILEI befand sich seit 1633 in Gefangenschaft der Inquisition, weil er sich
dem kopernikanischen Weltbild angeschlossen hatte.

In Freundeskreisen aber wuBte man, daB RENE DESCARTES (Abb. 6.1.) den Discours
verfaBt hatte. DESCARTES, der 1596 im nordlichen Frankreich, in der Normandie,
geboren wurde, hatte sich nach einem Rechtsstudium und nach Teilnahme an den
ersten Kiampfen des 30jihrigen Krieges 1628 in die befreiten republikanischen
Niederlande zuriickgezogen, um unbehelligt von kirchlichen Angriffen sein Welt-
bild ausarbeiten zu kénnen. Auch in Holland sah sich DESCARTES spiter erneuten
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Angriffen der philosophischen Dunkelménner ausgesetzt und nahm 1649 eine Ein-
ladung an den schwedischen Hof nach Stockholm an. Dort ist er 1650 gestorben.
DESCARTEs hatte sich nicht getauscht: Der Discours und seine anderen Werke wurden
auf den papstlichen Index (der verbotenen Biicher) gesetzt, da in ihnen der im Sinne
der Kirche verbrecherische Versuch unternommen wurde, die Welt aus den Gesetzen
der Mechanik zu erkléren, nicht aber aus dem Willen Gottes. Die Existenz des Men-
schen hatte DESCARTES nicht aus einem gottlichen Schopfungsakt hergeleitet, sondern
aus seiner Fihigkeit zu denken, und dafiir die Formel geprigt: Cogito, ergo sum: Ich
denke, also bin ich. Uberhaupt: Nicht gottlicher Offenbarung, der Bibel also, komme
bei der Wahrheitsfindung die entscheidende Rolle zu, sondern der ratio, der Vernunft,
dem Denken. Daher komme es darauf an, klare Begriffe und maglichst allgemeine
Bezeichnungs- und SchluBweisen zu schaffen. Um den Nutzen dieser Methoden zu
demonstrieren, wandte sie DESCARTES im Discours auf die Optik, auf die Wissenschaft
von den Meteoren und auf die Geometrie an. Jener dritte Teil des Discours mit dem
Titel La géometrie stellt einen der wesentlichsten Beitréige zur Begriindung der analy-
tischen Geometrie dar. Er beginnt nach Einfiihrung einer Einheitsstrecke mit der
Feststellung, daB jede Strecke als Zahl aufgefaBt werden kann. Mit diesem Grund-
gedanken kann die Arithmetisierung der Geometrie vollzogen, kénnen geometrische
Untersuchungen rechnerisch gefiihrt werden.

Die Verschmelzung geometrischen und algebraischen Denkens in Verbindung mit
dem funktionalen Denken hat sich als ein michtiges Hilfsmittel zur Erforschung und
Erfassung der objektiven Realitiit erwiesen. Die Entstehungszeit der analytischen
Geometrie charakterisiert zusammen mit der in der zweiten Hilfte desselben Jahr-
hunderts erfolgten Herausbildung der Methoden der Differential- und Integral-
rechnung den Ubergang zur modernen Mathematik der verdnderlichen GréBen.
Dieser Ubergang von der Mathematik der Statik zur Mathematik der funktionalen
Beziehungen ist keineswegs durch Zufall eingetreten, etwa durch das unvermittelte
Auftreten einzelner mathematischer Genies. Vielmehr spiegelt diese Entwicklungs-
richtung der Mathematik auf ihre Weise die allgemeine gesellschaftliche Entwicklung
wider. Im europiischen Friihkapitalismus entstanden Manufakturen, deren héhere
Produktivitit auf der verstirkten Arbeitsteilung und auf der Verwendung von Maschi-
nen beruhte. Daher bestand ein starkes gesellschaftliches Interesse an der Konstruk-
tion aller moglichen Mechanismen; ganz typisch war dabei die sich aufdringende
Untersuchung der Kraft- und Energieverhiltnisse gegeneinander beweglicher Teile
von Maschinerien. Die Mathematiker dieser Periode standen unter dem Eindruck jener
technischen GroBanlagen: der Wasserhebemaschinen, Schleusen (Abb. 6.3.), Wind-
miihlen, Pumpwerke, Papiermiihlen, der Pochmiihlen zum Zerkleinern der Erze, der
Walkmiihlen des Textilgewerbes, der Seilzugaggregate, der mit Tretréidern betriebenen
Krine. So dringte die Entwicklung der Produktionsinstrumente zu einer Weiter-
entwicklung des theoretisch-mechanischen Denkens und folgerichtig auch der mathe-
matischen Methoden. KARL MARX hat diesen ProzeB mit folgenden Worten aus-
gedriickt: ,,Sehr wichtig wurde die sporadische Anwendung der Maschinerie im
17. Jahrhundert, weil sie den Mathematikern jener Epoche Anhaltspunkte und Reiz-
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mittel zur Schopfung der modernen
Mechanik darbot.*!

Die sich formierende neue Klasse,
die Bourgeoisie, hatte in den Natur-
wissenschaften ein Mittel erkannt,
die Produktion in ihrem Interesse
auf eine hohere Stufe der Produk-
tivitdit und Organisationsform zu
heben. Auf der Grundlage eines
sprunghaft gestiegenen gesellschaft-
lichen Interesses an den Naturwissen-
schaften entwickelten sich viele
Zweige der Naturwissenschaften sehr
rasch, insbesondere Mechanik, Op-
tik, Astronomie und Hydromechanik.
Zugleich erhielten die Naturwissen-
schaftler eine neue gesellschaftliche
Stellung. GIORDANO BRUNO mulfite
den Scheiterhaufen besteigen, GALI-
LEI starb im Gewahrsam der Inqui-
sition und DESCARTES in der Emigra-
tion, NEWTON aber wurde Prisident
der Royal Society, einer vom briti-
schen Konig privilegierten wissen-  Abb. 6.3. Friihe italienische Schiffsschleuse (1607)
schaftlichen Gesellschaft, und wurde

geadelt.

Zu Beginn des 17. Jahrhunderts wurden die Grundlagen der klassischen Natur-
wissenschaft gelegt. Thr Wesen besteht neben der wissenschaftlichen Methode des
Experiments in der Verschmelzung qualitativer und quantitativer Untersuchungen,
das heiBt in dem Bestreben, das Naturgeschehen durch Zahlenwerte zu erfassen. Ins-
besondere von Mechanik und Astronomie ergingen starke Impulse und Anforderun-
gen an die Mathematik. Bald wurde sichtbar, daBl die Mathematik nicht mehr dabei
stehenbleiben konnte, Zustinde zu beschreiben, sondern daB es darauf ankam, die
sich vollziehenden Verinderungen zu erfassen. Hier erwiesen sich insbesondere die
Fallbewegung und die Bewegung der Planeten als Schliisselprobleme.

Die geistige Bewiltigung mechanischer Bewegungsabliufe in Form neuer Rechnungs-
arten war die zentrale Aufgabe der Mathematiker eines ganzen Jahrhunderts. Ménner
wie GALILEO GALILEI, JOHANNES KEPLER, PIERRE FERMAT und RENE DESCARTES,
BONAVENTURA CAVALIERI, BLAISE PASCAL, CHRISTIAAN HUYGENS, JOHN WALLIS,
GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ und IsAAC NEWTON, JAKOB und JOHANN BERNOULLI —
um nur die Sterne erster GroRe am mathematischen Himmel zu nennen — vollzogen

1 KARL MARX: Das Kapital. Band 1, Dietz Verlag, Berlin 1951, S. 365.



jenen von der gesellschaftlichen Entwicklung getragenen Umschwung im mathe-
matischen Denken, gleich revolutionir in der Zielstellung und in den Methoden. Am
durchgreifendsten haben die funktionale Denkweise, das methodische Verfahren der
analytischen Geometrie und die Ausbildung der infinitesimalen Methoden den Cha-
rakter der Mathematik umgestaltet und damir zugleich wesentliche Ziige der moder-
nen Mathematik geformt.

Fiir die Begriindung der analytischen Geometrie bildeten- eine Reihe wichtiger
mathematischer Erkenntnisse und Methoden die Grundlage, auf denen RENE DEs-
CARTES und PIERRE FERMAT aufbauen konnten. So hatte sich bereits die Verwendung
von Symbolen in der Mathematik durchgesetzt. Insbesondere wurden Buchstaben
zur Bezeichnung von Zahlen oder GroBen benutzt. Auch graphische Darstellungen ver-
schiedenartiger Quantititen wurden schon von NicoLE ORESME (13237-1382) angege-
ben. Da aber die Verbindung von Rechnung mit Geometrie und funktionalem Denken
fehlte, kann man dicse Ansatzpunkte nicht als analytische Geometrie bezeichnen.
Koordinatensysteme waren schon lange vorher in Gebrauch gekommen. Der
Astronom, Mathematiker und Geograph PTOLEMAIOS (857-165?) hatte geographische
Linge und Breite benutzt, und seit der Renaissance wurden ,,Koordinatensysteme*
in der Architektur und beim perspektivischen Zeichnen verwendet.

Die aus der Antike iibernommenen und die neu gefundenen Ergebnisse zur Geo-
metrie sind zu Anfang des 17. Jahrhunderts verschiedentlich zusammengefalit wor-
den. Diesen Darstellungen mangelte es aber an einer neuen Methode, die es ermog-
lichte, die fast uniibersehbar gewordene Fiille von Sitzen nach einem einheit-
lichen Verfahren zu gewinnen.

Als erster tat diesen Schritt PIERRE FERMAT (Abb. 6.4.), der 1601 in der Nihe von
Toulouse als Sohn eines reichen Lederhiindlers geboren wurde. FERMAT hatte die
Rechtswissenschaften studiert, wurde 1631
Rat am Gericht in Toulouse und starb 1665.
Seine Stellung lieB ihm viel Zeit fiir mathe-
matische Studien. In der Zahlentheorie, der
Differential- und Integralrechnung sowie fiir
die analytische Geometrie hat er Bahnbre-
chendes geleistet. Aber er publizierte nur un-
gern. Seine wichtigste Abhandlung zur ana-
Iytischen Geometrie mit dem Titel Ad locos
Pplanos et solidos isagoge (Einfiihrung in die
ebenen und rdumlichen geometrischen Or-
ter) erschien erst 1679 im Druck, obwohl es
feststeht, daB sie vor 1637, also vor dem Er-
scheinen der Geometrievon DESCARTES, fertig-
gestellt und in Mathematikerkreisen bekannt
war. In diesem Werk wird das Prinzip der
analytischen Geometrie erstmals ausgespro- ] i
chen: ,,Sobald in einer SchluBgleichung zwei Abb. 6.4. Pierre Fermat (1601-1665)
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unbekannte GroBen auftreten, hat man einen Ort, \

und der Endpunkt der einen GroBe beschreibt

eine gerade oder krumme Linie...* A

An der Gleichung der Geraden sei FERMATS Me- d \\
thode verdeutlicht. Zum Verstéindnis sei darauf | \\
hingewiesen, daB FERMAT nach dem Vorbild J \\
von VIETA die bekannten GroBen mit Konsonan- \
ten, die unbekannten mit Vokalen bezeichnet. In p} A z M

der Abbildung6.5. sei,,NZM eine der Lagenach  Ap, 65 zur Behandlung der Ge-
gegebene Gerade, N ein fester Punkt auf ihr. NZ' radengleichung durch FERMAT

sei die eine unbekannte GroBe 4, und die an sie il

unter dem gegebenen Winkel NZI angesetzte Strecke ZI sei gleich der anderen
unbekannten GroBe E. Wenn dann DA = BE, so beschreibt 7 eine der Lage nach
gegebene Gerade. AnschlieBend fiithrt FERMAT den Beweis.

Koordinatenachsen treten also in der Isagoge nicht auf. Auch die analytische Geo-
metrie des Raumes wird nicht behandelt, sondern nur ebene geometrische Orter. Da
FERMATS Abhandlung erst so spit erschien, hat die weitere Entwicklung der analy-
tischen Geometrie nicht an die Isagoge angekniipft, sondern an die Geometrie von
DESCARTES. Daher kommt es, daB wir heute noch, so wie es DESCARTES getan hat,
die unbekannten GroBen mit x, y, z, den letzten Buchstaben des Alphabets, bezeich-
nen. Freilich hat das Studium der Geometrie den Zeitgenossen groBe Schwierigkeiten
bereitet; bald nach 1637 wurden ausfiihrliche Kommentare angefertigt, die teilweise
den eigentlichen Umfang weit iiberschritten.

Auch bei DESCARTES ist das heute nach ihm benannte kartesische Koordinatensystem
noch nicht vorhanden, er verwendete nur eine feste Koordinatenachse. Ubrigens
stellten negative Gleichungswurzeln fiir ihn keine Losung dar. Er wies sie als
,.falsche Wurzeln* zuriick. Dagegen entwickelte er erste Vorstellungen einer rium-
lichen analytischen Geometrie, ein Gedanke, der am Ende des 17. Jahrhunderts von
JoHANN BerNOULLI (1667-1748) durchgebildet wurde.

DESCARTES hatte das schon friither gebrauchte Wort ,,Ordinate** iibernommen und
das Wort ,,Abszisse** (d. i. Abgeschnittene) gepriigt, der Ausdruck ,,Koordinaten*
wurde indessen erst 1694 von LEIBNIZ gebraucht. Ihre heutige Form hat die analy-
tische Geometrie erst im 18. Jahrhundert, insbesondere durch das Wirken des genialen
schweizer Mathematikers LEONHARD EULER (1707-1783), erhalten.

Die Methoden der Differential- und Integralrechnung wurden gleichfalls im 17. Jahr-
hundert entwickelt. Auch hierbei bildete die gesellschaftliche Entwicklung die Trieb-
kraft zur Wiederbelebung und Vertiefung der bereits in fritherer Zeit vereinzelt
erzielten Ergebnisse der Infinitesimalrechnung. Aus der Antike waren Verfahren zur
Inhaltsbestimmung auch krummlinig begrenzter Flichen iiberliefert worden. So hatte
der groBte hellenistische Mathematiker ARCHIMEDES von Syrakus (287?-212 v. u. Z.)
u. a. das Parabelsegment durch Einbeschreiben einer Folge von Dreiecken quadriert,
das heiBt eine bestimmte Integration geleistet (Abb. 6.6.). Er hatte bewiesen, daB ,,der
Inhalt jedes Parabelsegmentes um ein Drittel groBer ist als das Dreieck, das mit ihm
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gleiche Grundlinie und Hohe hat“. Zum Beweise
hatte er die Summe der unendlichen geometrischen
Reihe L + (1>2 + ... bestimmt.

4 4
Dieses von ARCHIMEDES verwendete Verfahren,
krummlinig begrenzte Flichen durch eine unbe-
schrinkt zunehmende Folge von ein- und umbe-
schriebenen geradlinig begrenzten und daher leicht Berodhinungides Parabéibegmerites
berechenbaren Flichen anzundhern, geht auf einen o der Exhaustionsmethode
anderen bedeutenden griechischen Mathematiker
zuriick, auf Eupoxos von Knidos (408?-355? v.u. Z.). Es erhielt im 17. Jahrhundert,
als man es in Europa wieder kennengelernt und auch auf andere Flicheninhaltsberech-
nungen angewendet hatte, den Namen ,,Exhaustionsverfahren*.! Durch die Entwick-
lung der Mechanik riickten gerade diese Vorstufen der Integralrechnung in den Vorder-
grund des Interesses der Mathematiker. Der niederlindische Mathematiker Simon
STEVIN (1548-1620), der fithrend am Befreiungskampf der Niederlande teilgenommen
hat, beschiiftigte sich mit der Schwerpunktsbestimmung von Schiffskérpern. Um
1640 gab der Schweizer PAUL GULDIN (1577-1643) die nach ihm benannten Regeln
zur Schwerpunktsbestimmung von Rotationskdrpern an, die indessen schon der
Mathematiker PAPPOS (um 320 u. Z.) in geometrischer Form ausgesprochen hatte.
Durch die Entwicklung der frithkapitalistischen Wirtschaft waren Bestimmungen von
Waren nach Menge und Gewicht immer hiufiger geworden. Dabei bereiteten die
Angaben des Rauminhalts von Hohlkérpern, insbesondere von Fissern,
groBe Schwierigkeiten. Dieses soge-
nannte Visieren galt im 15. und
16. Jahrhundert als eine groBe Kunst ;
es erforderte in der Tat die Beherr-
schung einer Fiille von empirischen
Faustregeln.  Zur  Unterweisung
hatten verschiedene Autoren eine
ganze Reihe von sogenannten ,,Vi-
sierbiichlein® verfaBt (Abb. 6.7.).
Aus AnlaB der guten Weinernte im
Jahre 1612 hatte auch JOHANNES
KEPLER sich mit der FaBmessung
beschiftigt, um optimale FaBformen
zu finden. Im Jahre 1615 erschien
seine Nova stereometria doliorum vi-
nariorum (Neue Rauminhaltsbestim-
mung von Weinfissern). Dort nahm

Abb. 6.6.
Zur Flicheninhalts-

L
Abb. 6.7. Visierer bei der Bestimmung des Raumin-  KEPLER die Rauminhaltsbestimmung
haltes von Fassern. Titelholzschnitt eines Visierbiich-

leins aus dem 15. Jahrhundert ! exhaurire (lat.), ausschopfen
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aller moglichen Rotationskorper vor, dar-
unter auch von Fissern, und gab neue
praktische MeBmethoden an. KEpLERS Un-
tersuchungen kniipften an Archimedische
Gedankengidnge an.

Die KgpLErRschen Methoden wurden von
dem italienischen Gelehrten BONAVENTURA
CAVALIERI  (15987-1647)  weitergefiihrt
(Abb. 6.8.). Durch ihn wurde der schon
von KEPLER in der Mathematik heimisch
gemachte Begriff der Indivisiblen' zur
Grundlage einer durchgingigen Methode.
Das Indivisible entspricht einer Art Diffe-
rential; CAVALIERI vergleicht die Seiten
eines Buches mit den Indivisiblen, deren
Gesamtheit dann den Kérper, das Buch,
ausmache.

Die mit der Indivisiblenmethode er-
zielten Erfolge legte CAVALIERI in einem
1635 erschienenen Buch mit dem Titel
Geometria ... (Geometrie der stetigen In-
divisiblen, nach einer gewissen neuen
Methode dargelegt) nieder. In diesem Werk
findet sich auch das CAvALIERIsche Prinzip
ausgesprochen, freilich in einer etwas an-
deren als der heute verwendeten Form.

Abb. 6.8. BONAVENTURA CAVALIERI
(15982-1647)

Ein anderer auch als Physiker bedeutender Schiiler GALILEIS, EVANGELISTA TORRI-
cELLI (1608-1647), quadrierte auf elf verschiedene Weisen nach der Exhaustions-
methode die Parabel. Mit der Quadratur der Zykloide iibertraf er bereits die aus

der Antike bekannten Sitze. Eine vollige

Abb. 6.9. Zur Kubatur
der Hyperbel

S
x|

/ -
Z/ L ARRRRREEEIXRR,

y Sensation aber 13ste es aus, als er bei der
Kubatur des Rotationshyperboloids fand,
daB ein sich ins Unendliche erstreckender
Korper einen endlichen Rauminhalt be-
sitzt. Denn in der Tat ist

n-[. 1—d,\‘=:rl—,

also gleich dem Volumen des Zylinders
7 (Abb. 6.9.).

1 indivisibiles (lat.), unteilbar
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Schon CAVALIERI hatte die mit dem Begriff der Indivisiblen und der Vorstellung der
»Gesamtheit* verbundenen logischen Schwierigkeiten empfunden. Die Indivisiblen-
methode wurde daher stark umstritten, von DESCARTES zum Beispiel vollig abgelehnt.
Dazu kam, daB3 bei CAVALIERI alle mathematischen Schliisse in geometrischer Form
gezogen werden mubBten, also recht schwer iiberblickbar waren. Eine ganze Genera-
tion von Mathematikern hat an der Verbesserung der Indivisiblenmethode gearbeitet ;
das Ergebnis bestand in einer Arithmetisierung der Indivisiblen. Jener groBe Fort-
schritt der rechnerischen Handhabung der ersten Grenziiberginge ist hauptsichlich
von einem Englinder geleistet worden, von JOHN WALLIS (1616-1703). Verbunden
mit der Verwendung algebraischer Symbole und Bezeichnungen — das Zeichen oo
stammt von ihm — war er imstande, nach unserer heutigen Sprechweise die Integra-
tion der allgemeinen Potenzfunktion

.[x'" dx = *l—lx"'” mit m >0, ganzzahlig,
m +

zu leisten. Ja, er dehnte diese Formel durch eine groBangelegte Induktion sogar auf
alle rationalen Exponenten m + —1 aus. Als erster besaf} WALLIS auch eine klare
Vorstellung von der Konvergenz einer Zahlenfolge. Er verwendete die Formulierung,
daB ,,der Unterschied (zweier GroBen) kleiner wird als jede nur angebbare Grofe*,
Das Wort Konvergenz freilich ist zuerst von dem Schotten JAMES GREGORY (1638 bis
1675) in die mathematische Literatur eingefiihrt worden. Wihrend die Mathematiker
der Neuzeit auf einige Vorarbeiten zur Integralrechnung zuriickgreifen konnten,
hatte die Antike keine Vorstufen zur Differentialrechnung herausgebildet. Das ,,diffe-
rentielle Denken® wurde vielmehr erst durch die Entwicklung der klassischen Mecha-
nik erzwungen, insbesondere durch die Behandlung des Tangentenproblems und der
Fallbewegung. So behandelte beispielsweise ToRRICELLI die Konstruktion von Tan-
genten an Kurven mit dem Krifteparallelogramm, indem er geometrische Kurven als
Kurven wirklicher Bewegungen von

SIR° j[ Korpern unter dem 'EinfluB von
‘ Kriften auffaBte. Ein Beispiel fiir die

Ansitze des differentiellen Denkens
bei der Behandlung eines praktischen
Problems zeigt die Abbildung 6.10.
Noch ohne Verwendung der zu
diesem Zeitpunkt bereits vorliegen-
den Infinitesimalrechnung wird die
von einem oberschlichtigen Wasser-
rad verrichtete Arbeit berechnet, in-
dem das Wasser in den einzelnen
Kammern inkleine Volumenelemente
zerlegt und durch Summation ihrer
Abb. 6.10. Aus JacoB LEuPOLDS Theatrum machi- Dréhmomente das Gesamtdreh-
narum, Leipzig 1724 moment berechnet wird. Der Nieder-

e (Y
By
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linder IsaAc BEECKMANN (1588-1637), ein Bekannter von DESCARTES, leitete
das Gesetz der Fallbewegung her, indem er folgende Annahmen machte: 1. Eine
einmal erzeugte Geschwindigkeit besteht unveréndert fort, solange es keine duBeren
Ursachen gibt, die sie vernichten (Tragheitsgesetz). 2. Die Schwerkraft wirkt nicht
kontinuierlich, sondern so, daB sie jeweils nach Verlauf eines gewissen Zeitab-
schnittes dem fallenden K&rper gewissermafBen einen Ruck gibt (differentielle Kraft-
wirkung). Jeweils nach der Zeitspanne 7 wird eine Geschwindigkeit y erzeugt. Bei
vorausgesetzter Ruhe wird also im ersten Zeitabschnitt 7 der Weg yt zuriickgelegt,
im zweiten der Weg 2 -7, ..., im n-ten Zeitabschnitt der Weg n, - yr. Nach der
Zeitt, = n, - T wird also der Gesamtweg

ny(ny + l)yt

s(t)=yr(1+2+ ... 4+n)= 2

s

nach der Zeit ¢, = n,. 7 also der Gesamtweg

1)
s(ty) = '~——12("22+ T

zuriickgelegt. Als Verhiltnis dieser Wege findet man dann
s(ty) _ my(ny + 1) fj + 4T
s(ty, my(ny + 1) 12 121'

Nun vollziehe man den Grenziibergang 7 — 0, den gedanklichen Ubergang zur
kontinuierlich wirkenden Schwerkraft — BEECKMANN tat dies in geometrischer
Form —, man erhalt

s(t) _ 6

s(ty) t i ;

d.h. daB beim freien Fall aus der Ruhelage sich zwei Fallstrecken verhalten wie
die Quadrate der benétigten Fallzeiten. Und dies ist das Fallgesetz.

Das Tangentenproblem ist zunéchst hauptsichlich in den Kreisen der franzésischen
Mathematiker studiert worden, insbesondere von ROBERVAL (1602-1675), von BLAISE
PascAL (1623-1662) und von dem aus den Niederlanden stammenden, aber f)aupt-
sichlich in Paris wirkenden CHRISTIAAN HUYGENs (1629-1695). Die bedeutendsten
Fortschritte erzielte jedoch PIERRE FERMAT. Von ihm stammt zugleich eine allgemeine
Methode, Maxima und Minima von ganzen rationalen Funktionen zu bestimmen, eine
Untersuchungsrichtung, die sich auch durch das Studium der Kurve gréBter SchuB-
weite aufgedringt hatte. Diese Methode hat FERMAT spiter auch auf Wurzelfunktio-
nen ausgedehnt und 1662 auf die Lichtbrechung angewendet. Er kam zu dem Ergeb-
nis, daB ,,die Entfernungen bei geringstem Widerstand in kiirzester Zeit durchlaufen
werden* (FERMATsches Prinzip).

Somit lagen bereits Mitte des 17. Jahrhunderts sehr gute Ergebnisse zur spiteren
Differentialrechnung und Integralrechnung vor. Beide Gebiete schienen aber ginz-
lich Verschiedenes zu behandeln. Als erster erfaBte der britische Mathematiker,
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Philologe und Theologe Isaac BARROW (1630--1677) den gegenseitigen Zusammen-
hang des Tangentenproblems mit der Flacheninhaltsbestimmung; er erkannte, daB
sich, wie wir heute sagen, Differenzieren und Integrieren gegenseitig aufheben. Durch
ihn wurde IsAAc NEWTON wihrend seiner Studienzeit in Cambridge in die mathe-
matischen Studien eingefiihrt, durch seine Vermittlung auch 1669 Professor der
Mathematik in Cambridge.

NEWTON (Abb. 6.11.) war am 4. Januar 1643 in Woolsthorpe, nahe der Stadt Grant-
ham geboren worden und verdankte es einsichtsvollen Verwandten, daB ihm Schul-
besuch und Universititsstudium erméoglicht wurden. Er entwickelte sich zu einem
iiberragenden Astronomen und Experimentalphysiker, vollendete den Aufbau der
klassischen Physik und starb, nachdem er 1703 zum Prisidenten der Royal Society,
der Londoner Akademie, gewihlt worden war, hochgeehrt im Jahre 1727. Er war
unstreitig einer der bedeutendsten Mathematiker; man verdankt ihm hchst wichtige
algebraische Untersuchungen, die noch tiefer den Gang der Entwicklung der Mathe-
matik beeinflussende Durchbildung der Potenzreihenmethode zur Reihenentwick-
lung von Funktionen und eine besondere, fruchtbare Form der Differential- und
Integralrechnung, die sogenannte Fluxionsrechnung.

NEwTON ging von Grundvorstellungen der Mechanik aus. Er nahm eine absolute,
stetig verlaufende Zeit an, die er als Argument aller der Verinderlichen auffaBte, die
physikalische Veranderungen beschreiben. Solche stetig sich éndernden , flieBenden
GroBen* nannte er Fluenten, deren Geschwindigkeiten Fluxion. Dabei bezeichnete
er die Fluxion einer Fluente x mit dariibergesetztem Punkt, also bedeutet x die Fluxion
der Fluente x. Der Ubergang von x zu x entspricht der Differentiation nach der Zeit,
der umgekehrte Weg der Integration, der Bestimmung der Stammfunktion (oder
allgemein der Losung von Differentialgleichungen). Der dritte wichtige Begriff der
NEwToNschen Infinitesimalrechnung war das ,,Moment*; das ist der ,,gerade noch
wahrnehmbare Zuwachs einer GroBe®, das dem heutigen Differential entspricht und
von Newton mit o bezeichnet wurde. Dann ist 0z das Moment der Fluente z. Trotz
aller von NEWTON auch erkannten gedanklichen Schwierigkeiten der Fluxionsrech-
nung besal er damit ein hervorragendes mathematisches Werkzeug zur Behandlung
physikalischer und astronomischer Probleme. Mit ihm vermochte NEWTON zum
Beispiel aus den KEPLERschen Gesetzen der Planetenbewegung das Gravitations-
gesetz herzuleiten.

Der Vorzug der NewtoNschen Fluxionsrechnung bestand in ihrer engen Bindung
an die Physik. Aber die Bezeichnungen waren noch zu wenig durchgebildet. Daher
kommt es, daB sich die von G. W. LEiBNIz gewihlten geschickteren Bezeichnungen
fir die Differential- und Integralrechnung durchgesetzt haben, wie iiberhaupt
LEiBNIZ mit DESCARTES und LEONHARD EULER zu den Schépfern der heutigen mathe-
matischen Symbolik gehort.

GotrFRIED WILHELM LEIBNIZ (Abb. 6.12.) war 1646, am Ende des 30jihrigen Krie-
ges, als Sohn cines Professors der Moral an der Leipziger Universitit in Leipzig ge-
boren worden. Nach einem Rechtsstudium in Leipzig und Jena trat er in die Dienste
des Kurfiirsten von Mainz, der ihn 1672 in diplomatischer Mission nach Paris
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Abb. 6.11. Isaac NEwTON (1643-1727) Abb. 6.12. GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ
(1646-1716)

schickte. Die Jahre 1672 bis 1676, die er dort, in einem der Zentren der européischen
Naturwissenschaft und Mathematik, zubrachte, stellen die eigentliche mathematische
Periode im Schaffen des sehr vielseitigen Gelehrten LEiBNiz dar. In Paris wurde
er in die Gedanken der neuen Infinitesimalmathematik eingefiihrt, arbeitete die schon
erschienene Literatur griindlich durch und entwickelte sich in ganz kurzer Zeit zu
einem der fithrenden Mathematiker Europas. Trotz aller Anstrengungen konnte er
indes als Nichtadeliger und Ausldnder in Paris nicht Ful} fassen; er war schlieBlich
noch froh, im Dienste des Herzogs von Hannover unterzukommen. Dort ist er rastlos
titig gewesen, als Bibliothekar, als Autor vieler bedeutender philosophischer Werke,
als Historiograph, als Organisator der Wissenschaft. So wurde 1710 hauptsichlich
durch seine Initiative nach Londoner und Pariser Vorbild in Berlin eine Societit der
Wissenschaften gegriindet, aus der die heutige Deutsche Akademie der Wissenschaften
hervorgegangen ist. Jedoch gestalteten sich die Verhiiltnisse fiir LEIBNIZ in Hannover
immer ungiinstiger. Ziemlich vereinsamt starb er 1716; kein Mitglied des Hofes
befand sich im Trauergefolge. Der umfassendste Gelehrte seiner Zeit, so sagte ein
Zeitgenosse, wurde wie ein StraBenriuber begraben.

Es steht heute fest, dal LEiBN1Z unabhiingig von NEwTON selbstindig zur Ausbildung
seiner Differential- und Integralrechnung gekommen ist und daB der zwischen den
Anhingern von LEBNIZ und NEwTON gefiihrte Prioritiitsstreit den Verdiensten von
LeiBNIZ nicht gerecht geworden ist. Noch in Paris erkannte LEIBNIZ den gegenseitigen
Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung und erfand im Spit-
herbst 1675 den Calculus, ein System von Bezeichnungen der Infinitesimalrechnung.
Auf einem vom 29. Oktober 1675 datierten Zettel notierte er: ,,Es wird niitzlich sein,
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statt der Gesamtheiten des CAVALIERI: also statt ,Summe aller y* von nun an [y dy
zu schreiben. Hier zeigt sich endlich die neue Gattung des Kalkiils, die der Addition

2
und Multiplikation entspricht. Ist dagegen |ydy = yE gegeben, so bietet sich so-

2
gleich das zweite auflosende Kalkiil, das aus d(%) wieder y macht. Wie nimlich

das Zeichen [ die Dimension vermehrt, so vermindert sie das d. Das Zeichen | aber
bedeutet eine Summe, d eine Differenz.* (Deutsche Ubersetzung)

Erst in Hannover kam er, nachdem er brieflich schon Mitteilungen an seine Fach-
kollegen hatte ergehen lassen, dazu, seine Methode zu publizieren, insbesondere
in einem Zeitschriftenartikel aus dem Jahre 1684, der den Titel Nova methodus . . .
(Eine neue Methode fiir Maxima und Minima sowie fiir Tangenten ... und eine
merkwiirdige Art des Kalkiils dafiir) trug. Hierin werden die Differentiations-
regeln fiir Summe und Differenz, fiir Produkt und Quotient ausgesprochen sowie
dy = 0 bzw. d?y = 0 als Bedingungen fiir Extrempunkte bzw. Wendepunkte angegeben.
Dort treten zum erstenmal die Symbole dx, dy im Druck auf, das Integralzeichen im
Druck erstmals 1686. LeiBNiz selbst hat die Worte Differential und Differential-
rechnung geprigt, das Wort /ntegral* wurde von JOHANN BERNOULLI vorgeschlagen.
Interessanterweise ist sowohl die NEwToNsche Fluxionsrechnung wie die LEiBN1zsche
Differentialrechnung von den Vertretern des extremen philosophischen Idealismus
scharf bekdmpft worden, in England beispielsweise von Bischof BERKELEY — ein
weiteres Beispiel der 'Wissenschaftsfeindlichkeit des Idealismus.

Trotz aller Angriffe und trotz logischer Schwierigkeiten, die mit den noch unexakten
LeBNizschen Begriffen verbunden waren, setzte sich die Differentialrechnung aufBer-
ordentlich rasch durch, und zwar auf Grund ihrer iiberwiltigenden Erfolge. Nur in
England hielt man wihrend des 18. Jahrhunderts an der NewToNschen Fluxions-
rechnung fest. Auf dem europiischen Kontinent dagegen iibernahm man die LEiBNIZ-
schen Bezeichnungsweisen. Durch das Wirken der Briider JOHANN BERNOULLI
(1667-1748) und JAKOB BERNOULLI (1655-1705), durch LEONHARD EULER (1707-1783),
der u. a. auch viele Jahrzehnte an der Petersburger Akademie der Wissenschaften
titig war, durch J. L. LAGRANGE (1736-1813), durch P. S. LAPLACE (1749-1827), die
die herausragendsten Vertreter einer Vielzahl schopferischer Mathematiker waren,
wurde die Differentialrechnung und Integralrechnung im 18. Jahrhundert weiter aus-
gebaut. Die logischen Schwierigkeiten bei der Grundlegung der Infinitesimalrechnung
wurden allerdings erst im 19. Jahrhundert bewiltigt, insbesondere auf Grund der
Untersuchungen des bdhmischen Philosophen und Mathematikers B. BoLzano
(1781-1848), des russischen Mathematikers P. L. TSCHEBYSCHEW (1821-1894), des
franzésischen Mathematikers A. L. CAUCHY (1789-1857) und des deutschen Mathe-
matikers K. WEIERSTRASS (1815-1897).

Durch CaucHy und insbesondere von dem deutschen Mathematiker B. RIEMANN
wurde in der Mitte des 19. Jahrhunderts auch eine neue Einsicht in das Wesen der

1 integer (lat.), ganz
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Integralrechnung erzielt. Sie war, seit LEIBNIZ, zundchst als Umkehrung der Diffe-
rentialrechnung aufgefaBt worden. CAucHY und RIEMANN aber zeigten, wie man das
Integral als Grenzwert einer Summe definieren, das heif}t, die Integralrechnung ohne
Differentialrechnung aufbauen kann.

Die Infinitesimalrechnung ist bereits im 18. Jahrhundert zur Losung einer Vielzahl
praktischer Probleme benutzt und bald auch als auBerordentlich wichtiges Hilfs-
mittel fiir die Naturwissenschaften erkannt worden. Aber erst mit dem Einsetzen der
industriellen Revolution zu Beginn des 19. Jahrhunderts wurde sie auch zum Hand-
werkszeug der Ingenieure. Schrittmachend war hier fiir ganz Europa die wihrend
der Revolutionszeit in Paris 1794 gegriindete Ecole polytechnique, die erste Tech-
nische Hochschule, an der u. a. LAGRANGE und CAucHY lehrten. Nach Pariser Vor-
bild wurden dann spiter in ganz Europa technische Bildungsstitten eingerichtet,
und nach dortigem Muster wurde die Differential- und Integralrechnung fester Be-
standteil der Ingenieur-Ausbildung.
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