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1. Lehre von den Funktionen

Beim Motocross-Rennen jagt der Fahrer seine Maschine iiber eine kleine Boden-
erhebung. Mit einem Satz iiberspringt sie eine kurze Strecke unmittelbar hinter der
Erhebung. Beim Aufsetzen wird der Stof durch die Teleskopfederung aufgefangen.
Betrachtet man einen Punkt des Fahrzeugs vom Zeitpunkt des Aufsetzens an, so
vollfiihrt er eine Schwingung, die sich dadurch auszeichnet, dafl ihre Amplitude von
Periode zu Periode abnimmt. Eine derartige Schwingung nennt man geddmpft.
Geht die Fahrt auf ebenem Boden weiter, hort die lotrechte Schwingung des Fahr-
zeugs bald auf.

Trigt man die Elongation als Funktion der Zeit auf, so erhillt man das Bild einer
Funktion, die sich mit Hilfe der Sinusfunktion und der Exponentialfunktion dar-
stellen laBt.

Mit der Untersuchung derartiger und anderer Funktionen befassen wir uns nunmehr
innerhalb der Lehre von den Funktionen.



1.1. Algebraische Funktionen

1.1.1. Aufgaben zur Wiederholung und Einfiihrung

1. Gegeben sei der analytische Ausdruck einer linearen Funktion F(z,y) =22+ 3y =0
(implizite Form). Bilden Sie die beiden zugehorigen expliziten Darstellungen y = f(z)
und z = g(y)! Fertigen Sie zu den zueinander inversen Funktionen y = f(x) und = = g(y)
Wertetafeln an, indem Sie die jeweils unabhiingige Veriinderliche alle ganzen Zahlen von
—6 bis 46 durchlaufen lassen! Vergleichen Sie die beiden Wertetafeln!
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. Gegeben sei die lineare Funktion F(x,y) =22 + 3y + 6 = 0. Wie heifien die beiden
zueinander inversen Funktionen y = f(z) und 2 = g(y), die Sie durch Auflésen von
F(x,y) = 0 nach y bzw. nach x gewinnen? Zeichnen und vergleichen Sie fiir y = f(x)
und fiir 2 = g(y) die Funktionsbilder!

a) Es wird ein z y-System und ein y 2-System benutzt.

Anleitung: Die zuerst genannte Koordinate, die der jeweils unabhiingigen Verinderlichen
entspricht, ist auf der waagerecht verlaufenden Achse abzutragen.

b) Beide grafischen Darstellungen werden in dasselbe x y-System eingetragen.

®

x
a) Stellen Sie fiir die Funktionen y = f(z) = — > +2undz =g(y) = — 2y + 4 Werte-

tafeln auf! Zu welcher Vermutung iiber den Zusammenhang dieser beiden Funktionen
gelangen Sie ?

b) Erhirten Sie diese Vermutung mit Hilfe einer grafischen Darstellung im 2 y-Koordinaten-
system!

¢) Beweisen Sie durch Umformung der analytischen Ausdriicke, da Thre Vermutung
richtig ist!

Lo

Untersuchen Sie den Verlauf der Bildkurven fiir folgende Funktionen!
y=flx)=2a mit 0 <2< oo
Y=fyfa) =2 mit —co<r =0

5. Ermitteln Sie, welche der folgenden Funkti " teigend, welche 2
fallend sind!
a) y=fix) = 22*4+3 mit 0=z

b) y=flx) = 22*+3 mitaz=0
€) y=fya) = <222+3 mit0=z
d) y=fyx) = —222+3 mitz=<0

6. Bilden Sie zu den in den Aufgaben 4 und 5 genannten sechs Funktionen die jeweiligen
inversen Funktionen! Vergleichen Sie die Bilder sowie die Definitionsbereiche und Werte-
vorriite dieser Paare von zueinander inversen Funktionen!
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7. Gegeben sei die Funktion y = f(x) = — J—2 mit — 8 <« < — 1. Bilden Sie die zu-

gehorige inverse Funktion 2 = g(y)! Fertigen Sie das Bild des Funktionenpaares y = f(x)

und 2 = g(y) im 2 y-System an! Bestimmen Sie Verlauf, Wertevorrite und Definitions-
bereiche der beiden zueinander inversen Funktionen!

8. Vertauschen Sie in der Funktion 2 = g(y), die Sie beim Losen der Aufgabe 7 gewonnen
haben, z und y! Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = g(z) mit anderer Farbe in das
gleiche Koordinatensystem ein, in das Sie bereits die Bilder von y = f(z) und = = g(y)
eingetragen haben! Welche Beziehung besteht zwischen den Bildern der Funktionen ?



1.1.2. Bereits hekannte Begriffe aus der Lehre von den Funktionen

Eine in einem Intervall definierte stetige Funktion y = f(x) heiBt in diesem Inter-
vall monoton steigend, wenn fiir zwei beliebige Zahlen 2, und «, aus dem betrachteten
Intervall

mit @ < @, stets f(x;) = f(a,)

gilt. Das Intervall kann dabei abgeschlossen, offen oder halboffen gewihlt werden.
Es kann also sein:

a = x = b oder kiirzer |a, b] (abgeschlossenes Intervall);
a <~ x < b oder kiirzer (a,b) (offenes Intervall);

a = x < b oder kiirzer |a, b) (halboffenes Intervall);

a <~ a = b oder kiirzer (a, bl (halboffenes Intervall).

Analog dazu heifit eine in einem beliebigen Intervall definierte stetige Funktion
y = f(x) in diesem Intervall monoton fallend, wenn mit @, < x, stets f(z;) = f(x,)
gilt, wobei @, und z, beliebige Zahlen aus dem betrachteten Intervall sind.
Monoton steigende bzw. fallende Funktionen heilen streng monoton steigend bzw.
fallend, wenn mit @, < x, stets f(x;) << f(x,) baw. f(x;) > f(x,) gilt. Streng monoton
steigende und streng monoton fallende Funktionen heilen zusammen auch streng
einsinnige Funktionen.

Jede in einem Intervall [a, b] streng einsinnige Funktion y = f(x), die keinen zwischen
f(@) und f(b) liegenden Wert auslift, ist in diesem Intervall stetig. Jede solche Funk-
tion besitzt im Intervall [f(a), f(b) ] eine zu ihr inverse Funktion 2 =g(y). Es entspricht
niamlich zunichst jedem y aus [f(a), f(b)] mindestens ein Wert z aus [a, b], fiir den
f(x) = y ist, da nach Voraussetzung f(x) zwischen f(a) und f(b) keinen Wert auslaBt.
Andererseits entspricht jedem y aus [f(a), f(b)] hochstens ein Wert x aus [a, b]. Denn
sind némlich 2, und 2, verschiedene Werte aus [a, b], so ist wegen der strengen
Einsinnigkeit von y = f(x) sicher f(z,) = f(,), so daB also ; und @, nicht derselbe
Wert y entsprechen kann.

Ohne Beweis wird mitgeteilt, dal dann @ = g(y) in [f(a), f(b)] stetig ist.

. Uberlegen Sie, dafi die inverse Funktion einer streng monoton steigenden Funk-
tion wieder streng monoton steigend, die inverse Funktion einer streng monoton
fallenden Funktion wieder streng monoton fallend ist!

Hat man ein halboffenes oder offenes
Intervall, z.B. (a, b] mita < b, so werden v I I I i
zunichst abgeschlossene Teilintervalle i ’ y=31-x+1
[@ + h,b] mit 0 << k<< (b — a) betrachtet. 3 ™ T7 =4 ]

Auf solche Intervalle sind die vorher- \
gehenden Uberlegungen anwendbar, und BE v
man kommt so zu dhnlichen Aussagen 1 ¥
iiber Existenz und Stetigkeit einer in- A -
versen Funktion. T T T T2 T2

Die zueinander inversen Funktionen 171 J [ |
y = f(z) und z = g(y) haben im z y-
System das gleiche Bild, jedoch ist fir —awb. 11,

X=2y-2
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y = f(x) die unabhingige Veranderliche auf der Abszissenachse, fiir x = g(y) hin-
gegen auf der Ordinatenachse aufgetragen. DemgemiB wird an ein und demselben
Bild die jeweils zugeordnete abhingige Verinderliche auf verschiedenen Achsen ab-
gelesen (vgl. Abb. 1.1.).

Fir die zueinander inversen Funktionen y = f(») und % = g(y) sind Definitions-
bereich und Wertevorrat miteinander vertauscht. Fiir die streng monoton steigende
Funktion y = f(z) und ihre ebenfalls streng monoton steigende inverse Funktion
z = g(y) gilt also im Falle eines abgeschlossenen Intervalls:

y = () z = g(y)
Definitionsbereich: a <2 <bd c=y=d
Wertevorrat: c=fla)=y=fb)=d a=gc)<zx=gd) =hb.

B seispier1:
Die im Intervall [—4, —2] streng monoton fallende Funktion y = f(z) = 22+2
besitzt als zu ihr inverse Funktion 2 = g(y) die ebenfalls streng monoton
fallende Funktion # = — }y — 2. Fir diese beiden Funktionen gilt:
y = f(x) z = g(y)
Definitionsbereich: —4 <2< —2 6=y=<18
Wertevorrat: 18=f(—4)=y=f—2)=6 —2=g(6)=x=g(18)=—4.

In Abbildung 1.2. ist auller Vi
y=f@)=2*+2mit —4<a<—2 [-i1=%
bzw.
z=gly)=—Yy—2mit6=<y <18 [T 57
noch die Funktion y = g(z) = — }/z—2 Tt
mit 6 <z < 18 eingezeichnet. Wahlt [
man das & y-System fest, so gelangt T 7%
man zu zwei voneinander verschiede-
nen Bildern der inversen Funktion von \ =
y = f(«), je nachdem, ob man die unab- ; A LN
hingige Variable mit  oder y bezeich- 1

net, also die inverse Funktion in der - 2
Form « = g(y) oder y = g(x) schreibt. )

Die Bilder von z = g(y) und y = g(x) [T 1. ° t * ;
liegen achsialsymmetrisch zum Bild
der Funktion y = z, wie es in der
Abbildung 1.2. gezeichnet ist.

1.1.3. Ableitung zueinander inverser Funktionen
Im Beispiel 1 wurden die zueinander inversen Funktionen

y=fl)=2a2+2 mit —4<2< -2 und 18=y=6
und x=g(y)=—}/yT2 mit 6 <y <18 und —2=2=-—4
betrachtet. Die Funktion y = f(z) kann man im gesamten Definitionsbereich dif-
ferenzieren. IThre Ableitung heiBt in [—4, —2] bekanntlich ¥’ = f/(z) = 2 2.
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Die Ableitung der inversen Funktion = g(y) kann man mit den bisherigen Mitteln
jedoch noch nicht nach einer bestimmten Regel bilden. Daher soll die Ableitung
von z = g(y) durch Bilden des Differenzenquotienten, Umformen des Differenzen-
quotienten und Grenziibergang hergeleitet werden.

Da die unabhingige Verinderliche in diesem Fall y ist, bildet man:

W+ —gw) _ —Vm+BH—2-(—Vn—-2 _Yru—2-Yunt+h-2

%o+ 5 — % k k
_ Yo —2 Vo + 5 —2) (Voo =2+ Jlwo + 5 —2)
By —2+Vwo+ 8 —2)
W=tk -2
k(g — 2+ V(v + k) — 2)
9(Yo + k) — g(y) _ =1

Wt =v  Yp-2+fwth-—2

LafBt man k gegen Null streben, so ergibt sich:

¢ k) — g(yo) . -1 -1
i = lim rg(‘% +F) — 900 = lim ————— e —— e
7o) = B T H e k=0 —2+Ygo+H) —2 2}y —2

Dabei wurde stillschweigend benutzt, dafl lim V(yo + k) —2 = |y, — 2 ist. Fiir ein
k=0

beliebiges yo = 2 aus dem Definitionsbereich der Funktion z = g(y) = — [/y_f_l
gilt also: .
, =1 1 _ 1 .
9'(vo) Ten-2 2(-frn-2 29w
oder kiirzer:

1
=90 =5, "

g |
Fiir 2+g(y) kann wegen z = g(y) auch geschrieben werden: "

Es fallt hierbei auf, daB die Ableitung der inversen Funktion zu y = f(z) = 2% 4- 2
dem reziproken Wert von y’ = f'(x) gleich ist. Es gilt daher fiir das Funktionenpaar

I y=f@)=2*+2 mit —4<z< —2,
) z=gly)=—)y—2 mit 6=y=18

die Bezichung f'(z) - ¢’(y) = 1 fiir jedes Wertepaar aus den betreffenden Intervallen,
wenn 2 und y vermodge der Bedingungen (I) oder (II) zusammenhéngen.

Man kann sich auf geometrischem Wege klarmachen, daB fiir zueinander inverse
streng einsinnige stetige Funktionen y = f(z) und = g(y) sicher dann f'(z) - ¢’(y) =1
gilt, wenn f(x) differenzierbar und f'(z) = 0 fiir alle z aus dem jeweiligen Definitions-
bereich ist.



In Abbildung 1.3. ist an das Bild v
einer stetigen ‘streng einsinnigen
Funktion im Punkt Py (x,;y,) die
Tangente gelegt. Ferner ist eine k=Fla)=flx)
durch Py (xy; yo) und Py (2,; y,) ver-
lanfende Sekante eingezeichnet. Die
Tangente schneidet die Abszissen-
achse unter dem Winkel «, die Or-
dinatenachse unter dem Winkel f.
Da die Kurve im z y-System sowohl
das Bild der Funktion y = f(z) als
auch das Bild der dazu inversen
Funktion @ = g(y) ist, die un-
abhingige Verinderliche aber im
ersten Fall auf der Abszissenachse,
im zweiten auf der Ordinatenachse aufgetragen ist, findet man durch Uberlegung,
daB gilt:

f'(z,) = tan «; g'(yo) = tan f .
Wie aus dem rechtwinkligen Dreieck OS7' sofort abgelesen werden kann. sind a
und # Komplementwinkel: « -+ § = 90°.
Es kann daher statt tan f auch tan (90° — a) = cot « geschrieben werden. Fiir
jeden spitzen und fiir jeden stumpfen Winkel gilt ferner tan « - cot a = 1. Also gilt

fiir streng monoton steigende, zueinander inverse Funktionen y = f(z und = = ¢(y)
die Differentiationsregel:

O f@-g'@=1,

vorausgesetzt, dall y = f(x) fiir alle  aus dem jeweiligen Definitionsbereich differen-
zierbar und y’' = f'(x) dort stets verschieden von Null ist.

h=gly1)-90%)

5 X
Abb. 1.3,

. Fiihren Sie die entsprechenden Uberlegungen fiir streng monoton fallende zu-
einander inverse Funktionen durch!

Fiir den folgenden analytischen Beweis der Umkehrregel f/(x)-¢’(y) = 1 ist zu be-
achten, daf gilt:

@) b= (w4 k) — 2y = — 2 =g(5) — 9We) = 9y + k) — 9(¥0);
B) k= +k) —yo=1u1 — Y= @) — f(xe) = flzg + k) — f(x,) -
Diese Beziehungen sind aus Abbildung 1.3. ebenfalls ablesbar.

Man bildet zunichst unabhingig voneinander die Differenzenquotienten fiir beide
zueinander inverse Funktionen:

@) Hzo +’;L) — (&) ; (5) 9y + klz —9(w) .

Da jede von Null verschiedene Zahl @ gleich dem reziproken Wert ihres reziproken
Wertes ist, also a = + gilt, kann man beispielsweise den Differenzenquotienten (5)
3



auf zweifache Weise ausdriicken und damit die in der zu beweisenden Umkehrregel
auftretende Konstante 1 in die Rechnung einfiihren:

9o + k) —g(yo) _ 1
© ’c .

9(%0 + k) — 9(%0)

(Der Quotient im Nenner des rechtsstehenden Ausdrucks ist wegen der strengen Ein-
sinnigkeit von Null verschieden.)
Um die Beziehungen zwischen den beiden zueinander inversen Funktionen nunmehr
herzustellen, ersetzt man geméf (3) auf derrechten Seite von (6) k durch f(z, + k) — f(x,)
und gemaB (2) die Differenz g(y, + k) — g(y,) durch &:

) 9 (%0 + k) —9() _ 1
(o + k) — %o f@o +h) — f(=o)
h

Wegen der Stetigkeit der zueinander inversen Funktionen y = f(z) und & = g(y)
strebt mit & — 0 zugleich f(z, + %) gegen f(x,). Anders ausgedriickt: mit 7 — 0
gilt zugleich auch f(x, + k) — f(z) = k — 0. Daher kann der Grenziibergang wie
folgt vollzogen werden:
: k) — 9(y0) . 1
lim YW + 0 _ lim '
b k i T + 1) — flag)
h

Wegen f'(x,) == 0 gilt:
T S
h—o @+ 0 —fx)) — flzo)
h
Daher existiert auch

k) —
9o + k) 900 _ o

lim
k-0

yo) ’

und es ist
1
9'(¥o) = Pl
oder
g ) - flw) =1.
Da , und y, beliebige Stellen aus dem Definitionsbereich von f(z) bzw. g(y) be-
deuten, kann allgemein geschrieben werden:

1 g -r@=1.

Sehr einpriigsam a8t sich diese wichtige Differentiationsregel mit der von LNtz
geschaffenen Symbolik niederschreiben:

dlg(y)] dlf(x)] _dr dy

dy dr  dy dx

8)

Wie zweckmiBig die Verwendung der Umkehrregel ist, soll an Hand des Bei-
spiels 1 gezeigt werden. Darin sind (in dort genau angegebenen Intervallen)
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y=fl) =242 und z = g(y) = — }/‘1; — 2 als zueinander inverse Funktionen
betrachtet worden. Die Ableitung von y = f(x) ist Y = f(x) =2 x. Also bestimmt
man mit Hilfe der Umkehrregel :
remgmtal 1
T TIW T T gy 2y -2
Aufgaben

1. Bilden Sie die Ableitungen der in den Aufgaben 1 bis 3 von Seite 4 genannten zueinander
inversen linearen Funktionen ohne und mit Hilfe der Regel f'(z)-g'(y) = 1!

19

2
. Bilden Sie zur Funktion y = f(z) = TIE +2 mit 2 = 2 < 4 die inverse Funktion = g(y)!

Legen Sie den Definitionsbereich von x = g(y) fest! Bilden Sie die Ableitungen y’ = ()
und 2’ = ¢’(y) in den jeweils durch die Definitionst iche b ab hl
Intervallen ohne und mit Hilfe der Regel f/(z)-¢'(y) = 1!

Hinweis: Bilden Sie die Ableitung 2’ = ¢’(y) auf die gleiche Weise, wie auf Seite 7 die
Ableitung von z = —;/]/— 2 gefunden wurde!

1.1.4. Ableitung der Wurzelfunktionen
Mit Hilfe der Umkehrregel ist man in der Lage, die Differentiationsregel fiir die all-

gemeine Wurzelfunktion zu gewinnen. Die Funktionen y = falz) = ']‘/; sind fiir alle
natiirlichen Zahlen » = 2 im offenen Intervall 0 < z < co streng monoton steigende
stetige Funktionen, deren Wertevorrite jeweils alle von Null verschiedenen positiven
reellen Zahlen umfassen. Dementsprechend existiert fiir jede dieser n Wurzelfunk-
tionen eine inverse Funktion, die ebenfalls stetig und streng monoton steigend ist.

Bekanntlich ist die zu y = f,(z) = ’]I/x (n=2,3,4,...) inverse Funktion die
Potenzfunktion z = g,(y) = y".

Die Definitionsbereiche und Wertevorrite aller Potenzfunktionen z — Inly) = Y™
(n=2,3,4,...) bestehen ebenso wie die der zu ihnen inversen Wurzelfunktionen
jeweils aus allen von Null verschiedenen positiven reellen Zahlen.

Beispielsweise ist zu y = f,(x) = Va:_ mit 0 << 2 < oc und 0 < y < co die Potenz-
funktion # = g,(y) = #* mit 0 < y < co und 0 < 2 < co die inverse Funktion.
Nach den hier getroffenen Voraussetzungen wird bei den weiteren Erérterungen die
Angabe von Definitionsbereichen und Wertevorriten weggelassen und auch nicht
immer wieder darauf hingewiesen, daB man unter » nur natiirliche Zahlen, die
groBer oder gleich 2 sind, zu verstehen hat.
Die Ableitung jeder Potenzfunktion a = g(y) = y" ist 2’ = gy)=nyr-1.
Man kann nunmehr fiiry = f(z) = Tx die Umkehrregel anwenden :

1 1 1 1 1

Y=re=g=gu= W (1 W ;

x

k\n k—
Nach dem Wurzelgesetz (]Q) = Ja" kann schlieBlich geschrieben werden:
1

n jan-1

) y=f@)="=; y=f(x)=

10



Die Regel nimmt folgende Gestalt an, wenn statt der Wurzelschreibweise die Potenz-
schreibweise benutzt wird :

y=fl)=—r—= L= ),

n Jan—1

L [
10) y=f@)=a"; y'=[(r)=—an

In dieser Darstellungsweise ist deutlich zu erkennen, daB die Regel fiir das Dif-
ferenzieren von Wurzelfunktionen formal vollkommen mit der entsprechenden Regel
fiir Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten iibereinstimmt. Es gilt also
allgemein :

» Fiir y =f(x) = an ist y' = f'(x) = n-an—1, wobei n eine beliebige ganze oder
der reziproke Wert einer beliebigen positiven ganzen Zahl sein kann.

Es 1aBt sich leicht nachweisen, daB diese GesetzmiBigkeit nicht nur fiir positive
Werte %gilt.

. Beispiel 2:

Gesucht ist die Ableitung der Funktion y = f(z) = —1: (x == 0). Man formt
x

1
- g . "
zunéchst um: y = f(x) =2 ® =-—. Dann wendet man die Quotienten-

regel an. %8
1 1
(I R o g

w'v—uv 3 1 —1—
" = = . 33 Ty
y= »? 2 3 ’

23

, 1 -,17—1
Y =——gw 3

Dieses Beispiel legt die Vermutung nahe, dal die Regel fiir das Differenzieren von
Potenz- und Wurzelfunktionen auch fiir alle Funktionen gilt, deren Exponenten
reziproke Werte negativer ganzer Zahlen sind.

. Beweisen Sie, dafp diese Vermutung richtig ist!

Im folgenden wird die Potenzschreibweise bevorzugt. Nur zum SchluB der Unter-
suchungen kehrt man, wenn es sich als zweckméBig erweist, zur Wurzelschreib-
weise zuriick. Beispielsweise laft sich das oben gewonnene Ergebnis wie folgt
umformen:

: 1 3~
yz_?x 3=ﬁ7i:__ l:ﬁi_—__zz]/

11



Aufgaben

1. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
5 3 6 —
Ny=f@=Jo B y=i@=yz ) y=f@)=|8z Q) y=f@) = |2z
1 3 3  x
Vy=I0)=;—= Dy=f)=— y=f@=)e-Jz h)y=j@ - ;}?
}/; V; J=
2. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
8) y = f(z) =2° b) y = f(2) =22
1 1
) y=f)=2° 4 y=j@)=z 3
3. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
Al -1 1
8) y=fx) =z ot b) y=f)=a *. 2t
1 2 1 1
€) y=fa) =22:2t d) y=fla) =x2:2 *
Losen Sie diese Aufgaben auf verschiedene Weise!
4. Bilden Sie die jeweilige inverse Funktion zu folgenden Funktionen!
a) y=f@)=32+5 b) y=fa)=—22+1
3 1
c)y=/(1)=—§x+2 d)y:I(r)=Tx~8
Hinweis: Gewinnen Sie die ersten Ableitungen dieser Funktionen, indem Sie die jeweilige
inverse Funktion differenzieren und die Umkehrregel benutzen!
5. Bilden Sie nach Festlegung geeig Definitionsbereiche die jeweilige inverse Funktion
zu folgenden Funktionen!
= =|/E.2
a) y = f(z) = 5 J x=Fly)
[ y—
D) y=f@) =[5z -1
EN yx
) y=fx) =22 —3 N
e
-] 2 N
d = =\|/—+ = N
) y = f(2) l’,4+3 S
y=ftx)
Wie lauten die ersten Ableitungen
dieser vier Funktionenpaare ?
s A5
6. Gewinnen Sie die Umkehrregel 0/ X
f'(x) - g’(y) =1 durch geometrische
Uberlegungen mit Hilfe der Ab-
bildung 1.4.! Abb. 1.4,
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1.1.5. Ableitung von Funktionen von Funktionen

Mit Hilfe der Umkehrregel ist es in einer Reihe von Fillen moglich, das Differen-
zieren einer komplizierteren Funktion auf das Bilden der Ableitung einer einfacheren
Funktion zuriickzufiihren. Im folgenden soll nach weiteren Regeln gesucht werden,
die das Differenzieren komplizierterer Funktionen erleichtern.

B seispias:
Die Ableitung der Funktion y = f(z) = (2 2® — 3 « + 4)® ist gesucht.

Lisungsweg 1:
Man multipliziert aus und differenziert die Funktion unter Anwendung be-
kannter Regeln in der dann entstehenden Form:
y=fx) = 22— 3z 4)®
=828 — 3625 4 1022 — 171 2® + 204 2® — 144 = + 64
¥ = f(x) = 48 2% — 180 2* + 408 23 — 513 2® 4 408 x — 144 .
Das Ergebnis ist wenig iibersichtlich.

Losungsweg 2:
Man faBit y = f(z) = (22* — 3z + 4)® als eine Funktion auf, die sich als
Produkt dreier Funktionen u = ¢(), v = p(z) und w = y(z) ergibt. Dem-
gemiB verwendet man die Regel fiir das Differenzieren eines Produktes von
drei Funktionen:
(vvw) =wovw—+uvw+uvw;
y = flx) = (22— 3z + 4)
=222 —3ax+4)(22* —3x+4)(22>—3x+4);

Y =fla)=4r—3)22>2—-32+4)(22>—-3x+4)

+ (222—3x+4)dr—3)(22*—3x +4)

+ (222 — 3z + 4) (222 — 32 +4) (42 —3)
y=f(a)=3-22*—-3x+4)* (4 —3).
Dieses Ergebnis ist wesentlich ibersichtlicher als das iiber den Losungsweg 1
gewonnene.

. Weisen Sie die Identitit der beim Losungsweg 1 und beim Lisungsweg 2 ge-
wonnenen Ergebnisse nach!

Die beim Beschreiten des Losungsweges 2 gewonnenen Erkenntnisse werden durch
die folgende Schreibweise besonders deutlich:
Weil y = f(x) = (22 — 32 + 4)® als Produkt von drei gleichen Funktionen
glr) =222 — 32+ 4 aufgefalBt werden kann,
weil also y = f(z) = @() - p(x) - p(x) mit g(x) =22 — 3z 4 4 ist,
mub fiir 5’ = f'(z) nach der Regel fiir das Differenzieren von Produkten von Funk-
tionen gelten:
¥ =[) =g @) @) p@) + @) ¢ @) @) + ) - px) - ¢’ (@)
=3 [p@)P- ¢ (@) mit @) =22* -3z +4und ¢'(x) =42 —3.

. Bilden Sie die Ableitung der Funktion y = f(x) = (22® — 5 + 3)%/
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FaBt man in y = f(z) = (22% — 5« + 3)* die viermal als Faktor in der Produkt-
darstellung dieser Funktion auftretende ganze rationale Funktion dritten Grades
@(®) = 22® — 5z + 3 als innere Funktion einer Potenzfunktion vierten Grades auf,
so kann man kiirzer schreiben :

y = f(x) = [p()]* mit pr) =22 —5x 4 3.

Die Funktion y = f(x) = (22® — 5 + 3)* ist also eine Funktion einer Funktion.
Allgemein symbolisiert man Funktionen von Funktionen, auch mittelbare Funk-
tionen der unabhiingigen Veriinderlichen genannt, durch:

(1) y=fle(x)] oder y=/f(u) mit u=gx).

Fiir das Beispiel ¥ = (2 2> — 3 & + 4)% bzw. fiir die Funktion y = (223 — 52 + 3)2
schreibt man demgemif:
a) y=flp@)] = [p@)P = (22> — 3z 4 4)
oder: y = f(u) = %® mit u =@(x) =222 — 3z + 4;
b) y=fle@)] = [p@)]* = 22° — 5z + 3)t
oder: y = f(u) = u* mit u =¢(x) =223 — 524 3.
Die Verwendung der eben eingefiihrten Schreibweise 148t die Struktur der Ab-
leitungen dieser beiden Potenzfunktionen von ganzen rationalen Funktionen klar
erkennen:
ay) ¥ =Flp@)] @) =3 [p)P - ¢'(x) =3 (22® — Bz + 4)*- (42 — 3)
oder:y’ = f'(u) - ¢'(x) =3u* - w =3 (222 — 32+ 4. (4o — 3);
b1) ¥ =[lp@)]- @) =4[p@)P - ¢'(x) =4 (22% — 52 + 3)*- (622 — 5)
oder: y' = f'(u) - @'(x) =4 w =4 (22 — 5+ 3)3- (622 — 5).
Die Analyse der Struktur der Ableitungen dieser beiden Potenzfunktionen von
ganzen rationalen Funktionen fithrt zur Vermutung, daf allgemein gelten kénnte:
Fiir y = f(u) = w* (n = 2; 3;4;...) mit der ganzen rationalen Funktion » — @(x)
als innerer Funktion ist stets y' = f'(u)-¢'(x) = n-un~1.¢’(x) . Dabei bedeutet
f'(u) die erste Ableitung von f(x) nach der als unabhangige Verinderliche betrach-
teten Funktion u = ¢(z) .

. Schreiben Siey = (3 2* — 4 & + 5)* s0, dap in der allgemeinen Symbolik deutlich
sichtbar wird, welche funktionalen Zu hinge vorliegen! Weisen Sie nach,
daf3 die Ableitung in der Form

Y =2@Ba -4z 45> 1. ¢g'(x) mit ¢'(x) =62 — 4
geschrieben werden kann!

. Untersuchen Sie, ob fiir y = f(u) = u® mit w = p(z) = 3z + }/; ebenfalls gilt:
y =2u*"1. g (x)!

Das Ergebnis der zuletzt durchgefiihrten Untersuchung zeigt, daB die innere
Funktion % = @(x) einer Funktion von einer Funktion nicht immer eine ganze
rationale Funktion sein muB, wenn mit y = f(u) = »* (n =1;2;3;...) zugleich
Yy =f(u)- ¢ (&) =n-u—1.¢'(x) gelten soll. Es geniigt, daB die innere Funktion
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von y = f[p(x)] = [p(@)]* (n = 1;2;3;...) eine differenzierbare Funktion ist, fiir
deren Funktionswerte die Potenzfunktion y = [¢(x)]" definiert ist.

Unter dieser wesentlich allgemeineren Voraussetzung beweist man diese Vermutung.
Fiir Potenzfunktionen y = f[p(2z)] = [p(x)]" (n =1;2;3;...) von differenzier-
baren Funktionen u = () gilt stets:

(12) y' =nfo(x)]* 1 o' (x).

Man schreibt dabei die unabhiingige Veriinderliche & nicht immer mit. Es ist jedoch
notwendig, sich jederzeit bewultzumachen, dafl » unmittelbar und y iiber » mittel-
bar von x abhingen.

Der Beweis wird mit Hilfe der vollstindigen Induktion gefiihrt.

1. Fir n = 1 ist die Behauptung richtig, denn es ist [p(z)] = 1 - [p(2)]°- ¢'(2) .

2. Jetzt wird gezeigt, dafl aus der Richtigkeit der Behauptung fiir n = k (Induk-
tionsvoraussetzung) die Richtigkeit fir n = k 4 1 folgt, wobei man sich fiir &
jede beliebige natiirliche Zahl eingesetzt denken darf. Unter Benutzung der
Induktionsvoraussetzung [«*] = &k u¥~1 . w’ erhilt man:

[WdH]) = [wh-u] = [wFf) u+wbw =k-wb—1.w u+uk o,
[F+1] = (k 4+ 1) ko .

Damit ist die Behauptung fiir alle natiirlichen » bewiesen.

} Fiir y = f(u) = um mit differenzierbarer innerer Funktion u = ¢(x) gilt fiir jede
natiirliche Zahl n stets y' = nun—1.u’;wobei unter u® stets 1 zu verstehen ist.

Es erhebt sich die Frage, ob die gewonnene Regel in der Form y’ = f'(u) -« auch
dann gilt, wenn f(u) keine Potenzfunktion y = f(u) = " ist, sondern eine beliebige
differenzierbare Funktion, die fiir die Funktionswerte von u = ¢(x) definiert ist.
Beweis fiir die Richtigkeit dieser Vermutung:

Es seien y = f(u) und u = @(z) zwei differenzierbare Funktionen, die zusammen-
gesetzt die Funktion y = f[p(x)] bilden, wobei der Wertevorrat von u = @(z) ganz
im Definitionsbereich von y = f(u) enthalten sein muf.

Zu  z = =, gehoren:

%y = (%) und Yo = f(ug) -
Zu =z =+ h gehoren:
up = (o + k) und yn = flun) = f (wo + k) mit & = w, — %, .

Fiir den Differenzenquotienten der Funktion y = f[¢(x)] an der Stelle z = =, gilt:
Moo + W] — flpo)] _ fluo + k) — fluo) _ fluo + k) — f(uo) k

h h k h
o flug + k) — f(ug) @y + k) — @)
- k ’ h ’

wobei mit k& erweitert wurde. Der Beweis.ist nur fiir den Fall giiltig, daB fiir A 5= 0
auch stets k == 0 ist; auf den Beweis der Allgemeingiiltigkeit wird hier nicht ein-
gegangen.
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Da f(u) und g¢(z) als differenzierbar nach ihrer jeweiligen unabhingigen
Veriinderlichen vorausgesetzt sind, ist insbesondere die Funktion g(z) im Unter-
suchungsintervall auch stetig. Das bedeutet aber, daB mit ~—0 zugleich
@y + h) — @(@o) = up — uy = k— 0gilt. Daher kann der Grenziibergang wie folgt
vollzogen werden :

19 + 7] — ()]

’ = lim
d h—0 h
— lim [0+ F) = f(ug) gl + ) — ()
>0 k h
i [0 B = fe) Gy ) — ()
k=0 =0 b
Y= f(uy) - () - =

Da diese Betrachtungen fiir jede Stelle # = x, des Definitionsbereichs gelten, ist
somit der folgende Satz bewiesen :

} Ist die Funktion u = ¢(x) in einem gewissen Intervall I differenzierbar und die
Funktion y = f(u) in einem Intervall erklirt und differenzierbar, das jeden Wert
desWertevorrats von u = () enthiilt, so ist auch die mittelbare Funktion y = f[¢(x)]
in I differenzierbar, und es gilt dort:

(13) ¥ =[le@)] =/0) @' (x) mitu=e().
In Worten:

» Die Ableitung der mittelbaren Funktion ist gleich dem Produkt aus der Ableitung
der duBeren Funktion nach der inneren und der Ableitung der inneren Funktion
nach der bhiingigen Veriinderlichen @, von der die innere Funktion unmittelbar,
die iiuBere nur mittelbar abhiingt.

Benutzt man die LemBN1zsche Schreibweise, so gilt:

gy S¥_c¥.gu
dx du dx
dy du . 5 =5 5 2 i = .
In der Form R ist die Verkettung der Ableitungen, die beim Differenzieren
u x

von Funktionen von Funktionen zu bilden sind, besonders einprigsam. Man be-
zeichnet daher diese Regel auch oft als Kettenregel fiir das Differenzieren von
Funktionen von Funktionen.

Man kann die Kettenregel dhnlich wie die Produktregel, die urspriinglich auch nur
fiir zwei Funktionen als Faktoren erklirt wurde, auf eine beliebige Anzahl von
Funktionen erweitern. Wenn beispielsweise y eine Funktion von u, % eine Funktion
von v, v eine Funktion von w und w eine Funktion von z ist, so erhalten wir die
mehrfach zusammengesetzte Funktion :

y = flplylo@)}]

mit y=fu), w=¢@),. v=rypw) und w= w(x).
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Die Ableitung dieser mehrfach zusammengesetzten Funktion ist:

Yy = f) @ (v) -y (w)- @) oder

dy dy du E dw

de du' dv dw dz
Der Beweis fiir diese Verallgemeinerung ergibt sich durch wiederholte Anwendung
der einfachen Kettenregel.

. Beweisen Sie die Kettenregel fiir dreifach zusammengesetzte Funktionen!

An zwei einfachen Beispielen sollen im folgenden die geometrischen Beziehungen
bei mittelbaren Funktionen untersucht werden.

. Beispiel 4:
Gegeben sei die Funktion y = f{p(z)] = 2a+ 1)
In der Abbildung 1.5.a ist das Bild von u=g() =2z +1 gezeichnet.
Besonders hervorgehoben sind die beiden Punkte P, (% 3 4) und P (7 ,g 2
Es sind also: 2

%; xo+h=%; h=1;

uy = 4; uy + k = 6; k=2.

In der Abbildung 1.5. b ist das Bild von y = f(u) = u? gezeichnet. Besonders

hervorgehoben sind die beiden Punkte P, (4; 16) und Py (6; 36).

Es sind also:

uy = 4; uy + k= 6; k=2;
Yo = 16; Yo + 1= 36; 1=20.
In der Abbildung 1.5.c ist das Bild von y = flg(¥)] = (2« + 1)* gezeichnet.

&y =

Besonders hervorgehoben sind die beiden Punkte P, 3) l(i)un(l P, (—’ ,36)
u=2x+1
- =2 ”li‘ Y i
IERRRY sm= yeu
E y [ 1]
7 “(20+1)?
A / -
yANEE _’IA_'——_"n( %
T T
y, A |
T
T
ne e e s M
/ 1 II 7 } t 7111
31 T35 Ix] ] A f : V110
/ _I 4 6 |u 0| %— .;. X
[ [ 11
Abb. 152 Abb. 1.5 Abb. L.c.
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Es sind also:

xn=—3-; xo-l—h—? b=1;

M) = =10: 1) —ro = 3] i[o(3)

Die den Differenzenquotienten entsprechenden Steigungen der Sekanten durch
die besonders hervorgehobeuen Punktepaare sind demnach :
Au Ay 1 2

=% AT ETr ol

[—)H - PSP

Rk Az Au’

=20.

Offenbar durchlaufen mit % gleichzeitig & und I Nullfolgen.

Verfolgen Sie die Anderungen im Beispiel 4, wenn Sie statt h = 1 folgende
Zahlen wihlen: hy = % i ha=—3; hy= %j

Beispiel 5:

Gegeben ist die Funktion y = flp(z)] = ]/_ mit 0 <2 <6. In den Ab-
bildungen 1.6.a, 1.6.b und 1.6.c wurden Bilder der Funktionen u = @(x) = a2,

y = f(u) = ;/u und y = flp(z)] = ]/:4:2 gezeichnet. Dabei sind folgende Punkte-
paare besonders hervorgehoben :

a) Py (2;4) und P, (3;9);

b) Py (4:14) una P.(9;79);

c) P, (2;%) und P, (3; 3}5) "

Die eingezeichneten Sekanten haben folgende Steigungen :
Au k 5

L il s
Tl [ Aw16a |
| | Y
P u=x?
1 i
[— 208 AT
— 199 K
jod
=TT T
D (X — 4
7 | 3 5 |x 4 9 30
[TT1T avbzen Ll | [ ] |




3 3
4y 1 Yo —jr _21-16 .. J
b)ﬂ_?* 7~T—0,1,
83— 8—
— 2 — 14 ,5
o) f[w(3)]hf[<P( )]=l9ll ~0_0=50’1_ A
il
|- 208)= =t = e
Die Anwendung der Kettenregel soll an den folgen- | mh ] S0
den Beispielen, die zugleich weitere wichtige mathe- '_1 o |
matische Erkenntnisse und Formeln vermitteln, | |
erlidutert werden. ! 1
2 3 X
. Beispiel 62 Abb. 1.6.c | I [ [
Die Ableitung der Funktion y = f[g(x)] = (2  + 1)? ist zu bilden.
v=g)=22+1;  y=fa)=u;
du _ oy _o. Y _ py— 0.
=g =2; W pw)=2u;
dy _dy du

Y =W @ =2u-2=4Cz+1).

B Beispiel 7:

Die Ableitung der Funktion y = flg(z)] = ?’;-i (z > 0) ist zu bilden.

1
s 3
u = gx) = 2% y=[w)=Yu=u?;

I
du dy 1 —= 1 u®
4, — 8 = — =— 3
prat 3" z 3u’

3us

i 3 3

dy dy du _u® 21__}1" 91*2 %2
dx  du dz 3u T3 7T T3

Dieses Ergebnis kann wie folgt umgeformt werden:

a2 1 23‘/? 2 /L 2 1 5 1
=2 _lg=c.fo==-5—==.7 8,
)

iz 3 = 3 3= 3
@y_2 i1
dz 3

Die Ableitung der Funktion y = 2™ mit n =% ist also wie die Ableitung aller

Funktionen y = 2" mit ganzzahligem n oder dem reziproken Wert eines ganz-
zahligen 7 als Exponent y' = n-2"~!. Das fihrt zu der Vermutung, daB die
Regel fiir das Differenzieren von Potenz- und Wurzelfunktionen auch fiir solche
Funktionen y = f(z) = a" Giiltigkeit hat, bei denen » eine beliebige rationale Zahl ist.
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B seispic s:
Die Ableitung der Funktion y = f(x) = 2" mit einer beliebigen rationalen
Zahl n als Exponent wird gesucht.

»
Statt y = f(z) = a™ schreibt man y = f(x) = 2" = 2% mit ganzzahligem p
uqu.\ T
= » RAV]
Nach den Regeln fiir das Rechnen mit Potenzen ist z? gleich (a:") . Dem-
nach gilt: )

1
y = Ilg@)] = [p)P mit gla) = 2.

Es sind nach den Regeln fiir das Differenzieren von Potenzfunktionen (ﬁ
ponent ganzzahlig bzw. der reziproke Wert einer ganzen Zahl) und nach der
Kettenregel :

1
u = gx) =21; y = fu) = u?;

du i L 4 dy
e At . Yy w1
dx qrq b au P W
dy dy du 1 Ly
WY 2 poyp=l. 2 g
dz  du dx 2w q =
o=t A Do Ll
:1.( q) T A A
q
?
L R
dx q

Somit gilt die Regel fiir das Differenzieren von Potenzfunktionen fiir jede rationale
Zahl n.

> Die Ableitung von y = f(x) = x ist y’ = f'(xy = n - "—1, n beliebig rational,

B Beispic1 9:

Die Ableitung der Funktion y = f[p(2)] = }r* — 2* mit 0 < 2 < r soll ge-
bildet werden.
1

u=g@)=r—a;  y=fu)=u?;
1
2

du g - dy 1 -
& 2R T
dy dy du 1 L x
o/ SR AN Oy SO R ==
& m w2 v’

Wenn man die in expliziter Form gegebene Funktion y = }72 — 2? in die implizite
Form umwandelt, so erhéilt man nach dem Quadrieren:

Flay) =2+ — 2 =0.
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In dieser Form ist leicht zu erkennen, daB jeder Punkt des Bildes der Funktion
y = |/r* — 2 auf einem Kreis mit dem Radius 7 und dem Mittelpunkt im Koordi-
natenursprung liegt. Durch den oben festgelegten Definitionsbereich 0 < z < r wird
in der expliziten Darstellung allerdings nur der im ersten Quadranten gelegene
Viertelkreis analytisch erfaflt.

. Wie heiPen die expliziten Darstellungen derjenigen analytischen Ausdriicke, durch
die die iibrigen drei Viertelkreise beschricben werden? Wie lauten die Ableitungen
dieser drei Funktionen?

B Beispiel 10:

Die Ableitung der durch F(z,y) =a*+ 3> — 12 =0 mit 0 <a<r und
0 < y < r in impliziter Form gegebenen Funktion y = f(z) soll ermittelt
werden. Durch die Festlegung der Intervalle, in denen  und y sich bewegen,
erhalt man die im Beispicl 9 untersuchte Funktion. In diesem Bereich ist die
Funktion y = f(z) streng einsinnig. Daher gibt es, wie man aus dem voran-
gegangenen Abschnitt weil, ein Paar zueinander inverser Funktioneny = f@
und z — g(y), die die Gleichungen b

(15) Flz, f(x)] = 2> + [f@)P—r2=0
bzw.

(16) Flg(y),y] = 9@ +y*—r*=0
befriedigen, und zwar ist y=flp)]= V’;.z

2 und = =gly(y)] = —
Nach der Umkehrregel gilt g _ ) oa L o

dy  dy x z "
@y
dx y . dy .2
Man kann aber sowohl das Resultat — = — = als auch das Ergebnis =~ = ——
dy z dz y

noch auf eine andere Weise gewinnen. FaBt man nédmlich in F(z, y) = 0 eine der
beiden hier vollig gleichberechtigten Veriinderlichen « und y als abhéngig von der
anderen auf, was man wegen der Existenz der zueinander inversen Funktionen
Y= |/rz —2?und z = |/r2 — y* darf, dann gilt (15) bzw. (16).

In (15) handelt es sich somit um eine Funktion, deren unabhingige Verdnderliche
ist. Das Glied 2 hingt unmittelbar von z ab. Wir schreiben daher voriibergehend :
¢(x) = 22 Das Glied [f(2)]* hingt mittelbar von & ab. Wir schreiben daher voriiber-
gehend : y[f(z)] = [f(x)]. Das Glied »* ist eine Konstante.

Wir bilden nunmehr die Ableitungen nach z.

Aus g(x) = 2? folgt unmittelbar: ¢'(z) = 2 x;

aus y[f(x)] = [f(2)]? folgt nach der Kettenregel:

diy[f()]}  dlf@] _ dif@] _ o, ...
@ de = 2U@-—g =2y-y;

die Ableitung der Konstanten 72 ist gleich Null.
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Somit ist insgesamt :
AP, y)] _ dF(z, f)] _ ., _ ’
S T—F[x:f(x)]—zx+2?/'y —0.
D ; i A[F(z,y)] | . .
a aber zugleich F[z, f(x)] = 0 gilt, muB == gleich der Ableitung der rechten

Seite von F[z, f(2)] = 0, also gleich der Ableitung von Null sein. Die Ableitung der
Konstanten Null ist bekanntlich wieder Null.
Somit gilt schlieBlich insgesamt :

W:F’[&I(E)]=2’+2y'y’=o
oder fiir y == 0: y'=—§'

Diese Art, die Ableitung einer Funktion zu gewinnen, nennt man implizites Dif-
ferenzieren.

. Ermitteln Sie die Ableitung der Funktion z = g(y) = yrr—yr (0 <y <r)
durch implizites Differenzieren!
. Beispiel 11:

Die Ableitung der Funktion y = 3V (22 + 5)%- (3 — 4) ist gesucht.
Zunichst wird der Bau dieser Funktion analysiert.

Es ist:
u=g@@)=3z—4; v=y@) =22+ 5; w = y(v) = +3;
z=wu,w)=u-w y=f(z):i/;.

Insgesamt: y = flo{z[y()]- )}l
Man bildet die Ableitungen :
di
uw =g (x) =3; v =y (2) =2; %:[(u):m;;
w=ylp)]=2v-v" =4 2z + 5);

Y =wwtw-u=30"4+4Q2x+5)(3x—4)
=3R22+52+422+5) (3x—4)
=@22+5)[B2ax+5)+43Bx—4))

=2z +5) (182 —1);

2
y=lityal G808 p
V(2 +5)8- 3w — 4)

N

- 18z —1

_37»’(?z+5m7c'—4)2 :
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Zum gleichen Ergebnis gelangt man, wenn vor dem Differenzieren eine im-
plizite Darstellung der Funktion gebildet wird:
Flz,y) =y¥*—Q2z+52- Bz—4)=0;
Flof@)] =39y —4@z+5 B3z —4) —3Qz+5P=0;
2z +5)[4@Bzr—4)+32x+5)] 182 — 1
y = 3y2 s -

-
3Y(2x+5)(3x — 4

Aufgaben
In den Aufgaben 1 bis 19 bedeuten a, b, ¢, d, a;, b;, ¢;, k, m, n, p, r, s, t Konstante.

1. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

a) y = f(z) = Bz + 5 b) y = f(z) = (0,22 — 3,1

¢) y=fz) =17z +23)? d) y = f(z) = (ax + b)?

€) y=fla) = (22" — 5z + 5)° f) y=f@) = (0,52%+ 3,1z — 4
2. Bilden Sie die ersten und die zweiten Ableitungen der folgenden Funktionen!

8) y = (&) = 4z — 3)° . b) y =) = (5.2 — 8

©) y=fa) = (@z+ b d) y=fl) = (Ta* — 5o + 2

5 3 7\3

Oy=f0=(3e-Fe+g)  Dy=f@=@stsator

3. Bilden Sie die ersten und die i Ablei der folgenden Funktionen!

'S

o

=

@

a) y=fla) = (22 —522 4+ T2 — 3 b) y=f(z) =(aa®+ba?+ cx + d)*
€) y={fx)=(ax+b* d) y =fz) = (az + b)®

. Untersuchen Sie, die wievielte Ableitung folgender Funktionen eine von Null verschie-

dene Konstante ist!
a) y = f(z) = (e z + b)? b) y =f(z) = (azx 4 b)®
¢) y=f(z) = (az + b)* d) y = f(x) = (@ x4+ b)»

. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

a) y=f@) =Bz — 5" (2z+5)7° b) y=fz)=(0B8z—17)- (42 — 3,9
©) y=f@ =@z +b"(cx+d™ ) y=f@) = Raz+ 0" (@z+2H"
Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

a) y=fx) = (232 — 3,50 (3,22 + 537 (4,7 — 8,1)*

b) y=fx)=(@z+bP (cx +dF-(cx+[)*

. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

a) y=fla) =22>+ Tz -5 - 322+ 42— 6)*- (522 — 6z + 8)*

) y = (@) = (@ + & + 1P (@2 — 1P (@ — 2® 4+ & — 1)}

¢) y=flx)=(ax®+bx+cpP-(ca®+bx+a)P -(ba®+cz+ a)t

d) y=f(@) = (@22 + by + &))"+ (4 2% + by = + )™ - (a3 2% + by & 4 ¢5)"

. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
_ - 2z + 3\2 - _[5x — T\
v =fe = (351 By =i = (35 )
7,1z — 3,2\3 ax + b\

= = d = =
©) y= 1@ (4,31_5’6) ) v=1@) (”H)
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9.

10.

11.

13.

14,

15.

16.

24

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

= 212+51~12 o - ax®+bx+tec
—<?+7512—3) b)y;f(r)_(dz"+ea:2+/z+g

J’

a) y = f(z)

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

- _(2:t—3)(3.1:~|—4)2 _ 31:+o(4a:—1)
“)y_/m_[ P D) ¥ = fe) = LGTS(M-H)

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen !

z2—12 [224a+1
2) y = f(x) = L+1 [‘WJ

22 —1)2. (31+a] [(1—5) 2z + 5))4

b)y=’(x)=[(4'x'+’3) Gz—1p Br—4p

Bilden Sie die ersten drei Ableitungen der folgenden Funktionen!

3_ 5 7 -
) y = f(z) = ya? b) y = f(z) = ja? ©) y=fz) = |
Bilden Sie die ersten und zweiten Ableitungen der folgenden Funktionen!

} ) y =) =

) y=f@— 1 b) y=fx) =1 o
Ja® Jat

ya?
Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

8) y=fx) =2z — 1 b) y=f@) =)oz —4

c)J=r<x)~Vw+b O y=f@) =yBe+2) (s 9
e) y = f(x) (@x +b) (ca + d) B y:/(x):Vz’—Q

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

n)y=/(z)=1/i‘:i Dy=e = |22£3

©) y = fx) = V;i:;;s ) y=f@) = V;zl%}:;;
O y=i@= V%’g%’;ﬁ 5 D U—1i0=/@

Bxlden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

) y=f@) = (= — Jz)? B) y= /@) = (2 - =)

) y=/@) =2z +=)7) 0y =/<z>=(§ﬁ)g

) y=fz) = (jj‘;:%_ﬁ? D y=fz) = [’%}%



17. Bilden Sie die ersten und zweiten Ableitungen der folgenden Funktionen!

1 x 1
= s b = p) = —— = = =3
a) y = f(x) s ) y = f(x) = ) y = f(x) i
Q) y=f@) = I:ﬂ €) y=f(x) = g
1 az 1
s P ST - R ) S ) g =)= — =
g) ¥ = f(x) e ) y =) fia—a D) y=/@ -

18. Bilden Sie die ersten und zweiten Ableitungen der folgenden Funktionen!

e
Vl -yr
Q) y=f@=)e—1x dm:me‘

xr — ]:c

W) y=f@=J1+ 1z b) = f2) =

O y=tw=Votfatjots

19. Differenzieren Sie unter Beachtung der Nebenbedingungen implizit die folgenden Funk-

tionen!
2

a) F(z,y)= iz +¥ _1=0 (y>0) (Ellipse)

a b2

a2y
b) Fla,y)=——7—1=0 (y>0) (Hyperbel)

a b )
¢) Fla,y)=y*—2p2z=0 (y> 0) (Parabel)
4) Fla,y)=2a"—ay*=0 (y>0) (Neilsche Parabel)
e) Fla,y)= @+ PP —2a (@2 —y*) =0 (x> 0,y> 0) (Lemniskate)
1) Fla,y)=(z—af @+ y’) =0 22=0 (y>0) (Konchoide)

2 2 2

g) Flz,y) =23 +y3—a®=0 (x> 0,y> 0) (Astroide)

20, Erliutern Sie folgende Formel zur niherungsweisen Berechnung von Funktionswerten!
[y + h) ~ f(7o) + b - (%)
Benutzen Sie diese Formel zur ndherungsweisen Bestimmung folgender Wurzeln!
a) 13700 b) /5020 ¢) 16325 Q) ysa32
¢) 10,0456 1) 0,005 £) 10,0003 h) /0,900
21. Bestimmen Sie folgende Wurzeln nitherungsweise!
nim  win  ofw  0ioE o (oo
Hinweis: 29 = 27 4 2 = 27 (l + %)
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29,

23.

24,

26.

30.

31.

26

Kontrollieren Sie mit Hilfe der in Aufgabe 20 angegebenen Niherungsformel die Richtig-
keit folgender Niiherungsformeln!

a) }/1+xwl+% b) Vi~zml—~-§7
L ! z x
c) ~1l—— d)
}/1 +x 2 2
& z
e) (l+x)3w1+? HDA+2)"~1+nx (n rational)
Zeichnen und diskutieren Sie die Bilder folgender Funktionen!

1 - 1 -
ﬂ)?l=/(z)=zl/z(4—x) und y=y(z)=—?]/z(4—a:)
b)y=/(x)=ac;/2.’3—a:2 und  y=g(z) = —1V25—12
) y=f@)=Jr @ —16) und y=g() = -z @ - 16)

3
Hy=j@)=2—)1—= ) y=fx)=1+2(1—2)%
Aus der Menge aller Dreiecke mit gegebenem Flicheninhalt und gegebener Grundseite ist

das mit dem kleinsten Umfang zu bestimmen.

Beweisen Sie, daBl von allen Dreiccken mit ciner gegebenen Grundseite g und gegebenem

Umfang 2 s das gleichschenklige den grofiten Flicheninhalt besitzt!

Hinweis: Der Flicheninhalt eines Dreiecks kann aus den drei Seiten @, b und ¢ nach der
Formel von HERON bestimmt werden : '

A=}s(s—a)(s—b)(s—c) (@+b+c=2s).

In einen Halbkreis soll ein Rechteck mit moglichst groBem Flicheninhalt so einbeschrieben
werden, daB eine Rechteckscite auf dem den Halbkreis begr den Kreisdurchm
liegt. In welchem Verhiltnis miissen die Rechteckseiten zueinander stehen ?

Unter den Rechtecken, die einem gegebenen Kreis mit dem Radius r einbeschrieben werden
konnen, ist dasjenige mit dem groBten Flicheninhalt zu ermitteln.

2
Um ein Rechteck mit den Seiten 2 ¢ und 2 d soll diejenige Ellipse —:: + %2— =1 umbe-

schrieben werden, deren Fliicheninhalt méglichst klein ist, wenn die Ellipsenachsen parallel
zu den Rechteckseiten verlaufen.

Hinweis: Den Flicheninhalt der Ellipse berechnet man nach der Formel 4 — 7 a-b.

P 4

2 2
In die Ellipsei2 + %; =1 soll ein symmetrisch zur Ellipsenhauptachse 2 a gel
a

gleichschenkliges Dreieck so einbeschrieben werden, daB sein Flicheninhalt méglichst groB
wird. Wo schneidet die Basis des gleichschenkligen Dreiecks die Hauptachse der Ellipse ?

Wie muBl das Verhltnis 7: & sein, wenn fiir einen geraden Kreiskegel a) bei gegebenem
Flicheninhalt des Kegelmantels das Kegelvolumen moéglichst groB wird, b) bei gegebenem
Kegelvolumen der Flicheninhalt des Mantels moglichst klein wird ?

Aus einer Kreisscheibe von vorgegebenem Radius wird nach Herausschneiden eines Sektors
ein Kegel (Filter) geformt. Wie groB ist der Zentriwinkel des herausgeschnittenen Sektors
zu wihlen, wenn das Fassungsvermogen maximal sein soll ?



2.

33.

34,

35.

37

39.

8
Ein Wanderer geht vom Ort 4 zum Ort B, indem er

zuerst von A bis P auf der Strafe entlang geht, dann |
von P bis B iiber eine Wiese liuft. Die Teilstrecken I
AP und PB werden der Einfachheit halber als gerad- i 1
linig angenommen. Auf der StraBe kann der Wanderer 2 % G
doppelt so schnell gehen wie auf der Wiese. Durch das b >
seitliche Abbiegen von der StraBe kiirzt er aber den gy 17,

jesamtweg ab; vgl. Abbildung 1.7. An welcher Stelle P

muf der Wanderer die StraBe verlassen, wenn er moglichst schnell von 4 nach B gelangen
will und der Ort B von der StraBe den Abstand BC = a, die Strecke von 4 bis C die
Linge b hat ?

Es sind zwei Punkte 4 und B und eine mit ihnen in einer Ebene liegende Gerade g gegeben,
die die Verbindungsstrecke A B der beiden gegebenen Punkte nicht schneidet, aber auch
nicht zu ihr parallel ist. Es ist die kiirzeste Verbindung von 4 iiber einen Punkt P der
Geraden g nach B zu finden.

Es sind zwei Punkte 4 und B und eine mit ihnen in einer Ebene liegende Gerade g ge-
geben, die die Verbindungsstrecke AB der beiden gegebenen Punkte schneidet. Unter
allen Punkten P auf g ist derjenige zu bestimmen, iiber den man am schnellsten von A
nach B gelangt. Dabei soll der variable Punkt P ein Punkt auf g und die Geschwindigkeit
beim Durchlaufen der Teilstrecke 4P gleich u, die Geschwindigkeit beim Durchlaufen der
Teilstrecke PB aber gleich v sein.

Von einem Punkt 4 ausgehend, trifft ein Lich hl auf den Spiegel S und wird dort nach
B reflektiert. Das Licht schligt dabei stets denjenigen Weg ein, auf dem es in kiirzester
Zeit von A iiber S nach B gelangt. Welche Beziehung besteht zwischen dem Einfallswinkel

und dem Reflexionswinkel am Spiegel ?

Von einem Punkt 4 ausgehend, trifft ein Lichtstrahl auf die Grenzfliche F zwischen zwei
lichtdurchlissigen verschiedenen Medien. Von einem Punkt P auf F verliuft das Licht
weiter nach B, einem Punkt in dem Medium, dem A nicht angehort. Das Licht schligt
dabei stets denjenigen Weg ein, auf dem es in kiirzester Zeit von 4 iiber P nach B gelangt.
Wo liegt P auf F? Unter welchem Winkel durchstoft der Lichtstrahl F in P, wenn die
Geschwindigkeit von 4 bis P gleich u ist? Wie verliuft der Lichtstrahl von P nach B,
wenn die Geschwindigkeit nunmehr gleich » ist ?

Vergleichen Sie die h tische Behandlung der Aufgaben 32 bis 36 untereinander!

Zwei Punkte 4 und B einer geradlinig verlaufenden Strafie sind « = 650 m voneinander
entfernt. Ein Neubau € hat den Abstand BC = b = 180 m von der StraBe. Der Neubau
soll GasanschluB8 bekommen. Die Baukosten betragen lings der Strafie 72 MDN je Meter,
seitlich der StraBe jedoch 85 MDN je Meter. An welcher Stelle mufl beim Bau von der Strafie
geradlinig abgezweigt werden, damit die Baukosten moglichst gering bleiben ? Dieses aus
der Praxis stammende Problem soll von Thnen mathematisch formuliert und gelost werden.

5. Beim Kanalbau wiihlt man meist Querschnitte, die die Gestalt gleichschenkliger Trapeze

haben. Dabei sind sowohl der Flicheninhalt des Kanalquerschnitts als auch die Kanal-
tiefe durch den Verwendungszweck (SchiffsgroBen und -typen) festgelegt. Da das Isolieren
der vom Wasser benetzten Flichen besonders kostspielig ist, versucht man den Bau so zu
gestalten, daB die Seitenflichen einen moglichst giinstigen Winkel mit der Kanalsohle
bilden. Wie grof} ist dieser Winkel ?

Aus drei Holzbrettern von je 25 cm Breite soll eine Wasserrinne mit trapezformigem
Querschnitt und moglichst groBem Fassungsvermogen gebaut werden. Wie ist die Rinne
zu gestalten ?
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1.1.6. Integration von Wurzelfunktionen

. Erliutern Sie den Zusammenhang zwischen Differential- und I niegralrechnung!
Der Zusammenhang zwischen den Stammfunktionen

F(x) = [ f(z) da
und ihren Ableitungen

F(x) = f(x)

ermoglicht es, die im vorangegangenen Unterricht erarbeiteten Erkenntnisse iiber
das Differenzieren der Wurzelfunktionen und der Funktionen von Funktionen fiir
den weiteren Ausbau der Integralrechnung nutzbar zu machen.

an+1

Die Funktion F(z) = ] (n== — 1) ist eine Stammfunktion zu f(z) = a”.

@  Beweisen Sie, dap F(x) Stammfunktion von f(x) ist!
Es gilt also:
an+1

J'T..(l.z'=m+r (n==—1).

Dabei kann 7 jede beliebige von —1 verschiedene rationale Zahl sein.
. Beispiel 12:

- i 2 & 2
[/xdx= zzdx=§x2+0=§ zﬁ—i—C.

B Beispiel 13:

2
f%’;zdx=fx§dz= 3 x3 4 C=%m i'x‘z—l— c.

B Beispier 14:

. Machen Sie die Probe, indem Sie die Ergebnisse der Integrationen in den Bei-
spielen 12 bis 15 differenzieren!
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1.1.7. Integration mittelbarer Funktionen

Mit Hilfe der Regel fiir das Differenzieren von Funktionen von Funktionen gewinnt
man auf folgendem Wege eine sehr wichtige Integrationsregel.
Die Stammfunktion F(z) sei eine mittelbare Funktion:

F(x) = Flg(u)] = G(u) mit 2= g(u).
Die Ableitung von F(z) sei mit F'(x) = f(x), die Ableitung von G(u) werde mit
G'(u) = g(u) bezeichnet. Da F(x) und G(u) Stammfunktionen sein sollen, kann auch
geschrieben werden :

F(x) = [f(x)dz und G(u)= [g(u)du.
Nach der Kettenregel ist

glw) = G () = Flp)] - g'(u) = F'(@) - ¢/ () = @) - ¢'(w) .
Statt g(u) darf also gesetzt werden: g(u) = flg(u)] - ¢'(u) .
Wegen der vorausgesetzten Gleichheit von F(x) und ((u) gilt aber auch

[g(w)du = [ f(z) de und damit
17) [fle()] @ (u)du=[f(x)dr mitx=c(u).
Da « = ¢(u) gesetzt wurde, kann fiir die Ableitung 2’ = ¢’(«) auch geschrieben
werden :

Iy dlp(u) .

dv _ dig( ]:q;(u).

du~  du

Schr einprigsam liBt sich diese wichtige Integrationsregel mit der LEmsNizschen
Symbolik wie folgt schreiben :

(17a) J [(x) de = J.i[q:t(u)] £z, du.

du
Diese Regel heiBt Substitutionsregel, weil sie zeigt, wie die Verinderliche « durch eine

andere Veriinderliche ersetzt, substituiert, wird. Die Substitutionsregel der Integral-
rechnung kann von beiden Seiten gelesen werden.

. Lesen Sie die Regel [ flp(u)] ¢’ (w)du = [ f(x) dw von links nach rechts wnd
von rechts nach links! Erliutern Sie die jeweiligen Zusammenhéinge!

Die Substitutionsmethode wird in der Integralrechnung stets dann angewendet,
wenn mit ihrer Hilfe ein kompliziert auszuwertendes Integral auf ein leichter aus-
zuwerlendes zuriickgefithrt werden kann.

Unter den vielfiltigen Méglichkeiten fiir die Substitution von Hilfsverdnderlichen
sind die linearen Substitutionen besonders wichtig.

. Beispiel 163
[f@)de = [ 3z + 5)2dw.

Die Funktion f(z) ist eine mittelbare Funktion. Setzt man die innere Funk-
tion wie iblich gleich u, so ist

[ @) dz = [ flp)] de = [ [p(@)Pde = Jurdermit uw=g) =3z +5.
29



Die Funktion u = @(x) =32 + 5 besitzt als lineare Funktion die inverse
Funktion :

& =yw) =5 (u—5).

Die Ableitung der Funktion z = yp(u) ist &’ = y(u) = % s
Nach der Substitutionsregel ist also:

fu’dx:fua-%du mit u=¢@&) =3z+5.

1
Der konstante Faktor T kann vor das Integral gezogen werden :

3
Macht man schlieBlich die Substitution u = p(2) = 3z + 5 riickgingig, so
erhélt man:

[(3x—|—5)zda:=%-(3x+5)3+0.

Selbstverstandlich hétte man das Integral [ (32 -+ 5)2dz auch ohne Anwendung
der Substitutionsmethode l6sen konnen :

f(3z+5)2dz=f(912+3Ox+25)dx=3x3+15x2+259:+ Gy

1 1 1w 1
2. _ 2 — = =_—.u3
fu 3du_3fudu 3+C' 9u+0.

. Beweisen Sie, daf diese auf verschied, Wegen g Ergebnisse iiberein-
stimmen !

. Beispiel 17:
[Hz)de = [J42 —3dx.
Man substituiert linear:
u=g@) =42—3; @ =y =1+ 3); ¥ =y = .
Also ist:

— 1 P L & 3
f}/4z—3dz=f(4x—3)2dz=/u2~%du=ivfu2rlu,=i~§u2 +C
1 L 1 .
=g u-ul +C=F(4x—3)-|/4x—3+0.

Dieses Integral héitte man mit den bisher erworbenen Kenntnissen ohne Anwendung
der Substitutionsmethode nicht auswerten kénnen. Daher wird hier nur durch
Differenzieren iiberpriift.

3
F(z)=%(4z-—3)-}/4z—3+0=%(4x—3)?+0
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F'(x) il

3
- E(4:,-_3)2 .4

(Kettenregel!)

1
Flo)= 1@z —3)2=/Tz -3 = @)
Da die Ableitung der durch Integration gewonnenen Funktion F(x) gleich der zu

integrierenden Funktion f(z) ist, wurde das vorgelegte Integral f Viz —3dx
richtig ausgewertet.

B Beispiel 18:

fi(x)dx—f f(ax-l—b)’dz mit r=— 2=
az-l—b)"' n

(n und m von Null verschiedene positive ganze Zahlen, r == — 1).

Substitution :

=g¢@@) =az+b; z=y@) = (u—b), @ =y(u) = (a#O)
1 1 r+1 1 B G

ff(z)dx=fu'-;du=;-:+1+C=;-n_ cl@x b n -0,

dz 1 n 1
F——— =;‘n—_m~,,——~___+ C.
f](ax—}-b)"‘ J(ax 4 bym—n

Zur Probe differenziert man:

i 1 o =n
F(x)_;‘n_m V(ax—l—b)'"—n @ 'n= sz +b)Tw 40
F’(x)=%-n_'nm-( m; n) (az +b)" w g (Kettenregel!)

—m+n—n _m 1
F»(x)=i.’L.(ax+b) P S S—
= J(az +bym
Aufgaben

In den Aufgaben 1 bis 5 sind @ und b Konstanten.

1. a) [(z+ 1)3de
d) [(2z+ 2)dz

2. a) [2z—b5Pdx
a) [(8 —baPdx

dz
3. a) f—(2x T

b) [2z+ 1)2de
e) [(B+axpde
b) (62— 1)pde
e) J(a+ba)Pde

dx
" f Bz — 3)*

e) J(z+ 2)Pde
) /B —axPde

c) [(9—Tax)dx
1) [(@a+ ba)tde

dz
9 f(a 5o
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4.8) [Yo+lde b) [)2z+1dx

) f wz + bdzx e)fi2x+5dz
) ff(2—3x)wx h)f?‘ax+b.ix
dx
5. e b
an)f}/:‘):z:—5 )fVo—3x

dx
) f,__T )f pr——
|42 + 5 |(4x+5)

6. Berechnen Sie den Inhalt folgender Flichenstiicke!

c) f}/az—l—ld:c
i)fh?xw)zdz

e
i) f]'(b —azx)?dx

j}/ax+b

y2z—5

a) Die Fliche, die von den Bildern der Funktionen f(z) = =2 und g(z) = 1/; eingeschlossen

wird.

1
b) Die Fliche, die von den Bildern der Funktionen f(z) = 2® und g(z) = %3 im ersten

Quadranten eingeschlossen wird.

1

¢) Die Fliche, die von den Bildern der Funktionen f(z) = 2 und g(z) = aﬁeiugesch]ossen

wird.

1.1.8. Zur Ubung und Wiederholung

1. Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

W= 1) = - @+-3)

b y=f =51 (2 +5)

¢) y=f(z)= EV(O,S + a)® (x> —0,5)

Dy=f) =2 G-nfF—% €<8
e) y=fl&)=2)—3 += (x> 3)
D y=fig=—HC_FA (z<§)
9
2. Ermitteln Sie die folgenden Integrale!
2 3
dx dx
i f B+ o8 Y { ©—ar
=2 -3
p— dx
d 8—zd. e f ——
) [Y8-ada )12 i e
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3. Zeigen Sie, daB die Parabel y = ﬁ (a == 0) das Rechteck mit den Ecken Py(0; 0), P,(z,; 0),
a

P,(0; y;) und Py(z,; y;), wobei Py auf der Parabel liegt, in zwei Teile zerlegt, deren Flichen-
inhalte sich wie 1:2 verhalten!

4. Die Geschwindigkeit » eines frei fallenden Kérpers (Anfangsgeschwindigkeit v, = 0) ist
v = g+ t, worin g etwa 9,81 ms~? betrigt und ¢ die in Sekunden ausgedriickte Zeit seit Fall-
beginn bedeutet. Wie groB ist der in 1; 3; 8; ¢ Sekunden durcheilte Weg ?

5. a) Wie groB ist die Fliche, die von den Koordinatenachsen, der Geraden z, = 6 und dem
Bild der Funktion y = f() = 2 2® + 52 — 3 « 4 4 begrenzt wird ?
b) Wie lautet das entsprechende Ergebnis fiir die Funktion

3
y=fz) =Y a;at mit =z ==k,
i=0

wobei ay> 0,a, >0, f(x) £=0 fiir 0 < 2 < , angenommen seien ?
¢) Zeigen Sie, dal das in b) gewonnene Resultat dem gleich ist, das man bei Anwendung

der Sopsoxnschen Regel FZi = % (%o + 1 + 4 yy) erhilt!
Hinweis: Es gilt hier y, = f(2o) = f(0), 33 = /(z)) = [(k), Ym — /(%’“) - ’(%)
6. Bestimmen Sie die Rauminhalte folgender Rotationskorper!
a) Von der Geraden 2 x — y — 5 = 0 rotiert der zwischen den Koordinatenachsen gelegene
Abschnitt um die 2-Achse (Kegeldrehen);
b) von der Hyperbel 9 z* — 16 y* — 144 = 0 rotiert der unterhalb der a-Achse gelegene
Teil im Intervall 4 < & < 8 um die y-Achse (Kiihlturm);

¢) einin Scheitellage befindlicher Kreis rotiert im Intervall 0 < 2 < h mit & < d (d be-
deutet den Kreisdurchmesser) um den Kreisdurchmesser, der auf einer Koordinaten-
achse liegt (Kugelabschnitt);

d) von der Parabel y = a® + a (a> 0) rotiert das im Intervall — 1 <z <1 gelegene
Stiick um seine Symmetrieachse (zentrifugierte Fliissigkeit).

1.2. Winkelfunktionen und zyklometrische
Funktionen

1.2.1. Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen

. Zeichnen Sie die grafischen Darstellungen der Funkti y = sin x und
y = cos &, wobei x im Bogenmaf} gemessen wird, in ein rechtwinkliges kar-
tesisches Koordinatensystem!

Aus dem Unterricht in der Trigonometrie und der Vektorrechnung sind die fol-
genden fiir alle Werte von  und y giiltigen Beziehungen zwischen den Winkelfunk-
tionen bekannt:

(1) sin(x 4+ 27) =sinx,

(2) cos(x+2m) =cosx,

(3) sin (—x) = —sinx,
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(4)  cos(—x) =cosx,
(5) sin®x 4 cosPx =1,
T

(6) ecos x = sin (?—w),

(7)  sin(x 4 y) =sinx- cosy + siny - cosx
(Additionstheorem fiir den Sinus),

(8) cos (x + y) = cosx - cos y — sin x - sin Ul
(Additionstheorem fiir den Kosinus).

Die Beziehungen (1) und (2) besagen, daB die Sinus- und die Kosinusfunktion die
Periode 27 haben. Die Beziehung (3) besagt, daB y = sin « eine ungerade, die
Beziehung (4), daB y = cos « eine gerade Funktion ist.

Die Beziehungen (5) und (6) verkniipfen den Sinus und den Kosinus miteinander,
withrend die Additionstheoreme (7) und (8) die Winkelfunktionen verschiedener
Argumente zueinander in Beziehung setzen.

Mit Hilfe der Bezichungen

sinx [F
tanx = — und cot = —=
- cos sin @

ergeben sich aus (7) und (8) die beiden Additionstheoreme fiir den Tangens und
den Kotangens:

tan .z + tan y
1—tanx - tany

(9) tan(x+4+y) = und

cotx - coty—1

(10) cot (:B + _1]) = cote + coty

sowie aus (3), (4) und (6) die Beziehungen:
tan (—a) =tan 2z und cot (— x) = cotz, cot x = tan (g -

Aus (9) und (10) ergeben sich schlieBlich :

z)und tanz-.cota=1.

tan (x 4 7) = tan und cot (v + ) = cot .

. Beweisen Sie diese Beziehungen!
Aus den Additionstheoremen fiir den Sinus und den Kosinus ergeben sich fiir den
Spezialfall @ = y die beiden wichtigen Relationen :
sin (x 4 &) =sinz - cosz + sinz- cosz,
(11) sin2a = 2.sinx cosx ’
und
cos (x + &) =cosz-cosz — sinz - sin
(12) cos2x = eos*x —sin*x .
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Diese konnen z. B. zur Berechnung des Sinus und des Kosinus des ,,doppelten
Winkels* (2 2) dienen, wenn die entsprechenden Werte fiir den ,einfachen Win-
kel“ () bekannt sind.

Unter Benutzung von (5) kann man (12) auch in der Form
cos22 =2cos?xr —1=1—2sin’z

schreiben, woraus man die oft niitzlichen Beziehungen
2costz=1+4cos2x und 2sinfz=1—cos2a

erhilt.

Die letzten Gleichungen werden hiufig in der Form
(13) ﬂsin’;= 1—cosx und
(14) 2c052§= 14 cosx

geschrieben und kénnen so zur Berechnung des Sinus und des Kosinus fiir den
,,halben Winkel % dienen, falls die entsprechenden Werte fiir den ,,ganzen
Winkel** (z) bekannt sind.

. Beispiel 1: Wie groB ist sin15° = sin—;% ?

Nach (13) ist 2 sin? 15° =1 — cos 30° =1 — i) V§> also sin?15° =2;4V:§ .

Da sin 15° sicher positiv ist, erhdlt man schlieflich sin 15° = i)VZ— V3 .

. Beispiel 2: Wie groB ist sin 18° = sin {8 2.

Nach (13)ist 2sin? 18° = 1 — cos 36°, und nach (14) ist 2 cos? 36° =1 + cos 72°.
Auf Grund von (6) ist aber cos 72° = sin 18°. Somit erhilt man:

(15) 2sin?18° =1 — cos 36°,

(16) 2 cos?36° = 1 + sin 18°.

Subtrahiert man die erste Zeile von der zweiten, so ergibt sich
2 (cos? 36° — sin? 18°) = cos 36° +- sin 18°

und hieraus durch Division durch den sicher von Null verschiedenen Wert
auf der rechten Seite

(17) 2 (cos 36° — sin 18°) = 1.
Rechnet man aus (15) cos 36° aus, so erhélt man:

cos 36° =1 — 2sin218° .
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Setzt man diesen Wert in (17) ein, so ergibt sich:
2(1 —sin18° —25sin®18°) =1 oder 4sin218° 1 2sin 18° — 1 =0,

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir sin 18°, und man erhilt unter Be-
achtung der Tatsache, daB sin 18° positiv ist:

sin 18°=Vi4_—1

. Fiihren Sie diese Rechnung aus!

. Beispiel 3: Es ist cos 144° zu berechnen.
Nach (14) ist 2 cos272° = 1 + cos 144° und nach Beispiel 2 ist

cos 72° = sin 18° = @ v

Daher ist - -
o ;/5_1)’_ —2.5=25+1 | 124516 _ 1541
cos 144 ~2<T 1=2 =% 1= N 4
Aufgaben

1. Berechnen Sie a) cos 36°; b) sin 22,501

2. Berechnen Sie ) cos 18°; b) cos 15°; ¢) sin 9°; d) cos 9°!

8. Unter Benutzung der Additionstheoreme sind folgende Werte zu berechnen!
sin 39° = sin (30° 4 9°) ; cos 48° = cos (30° + 18°) ; sin 3° = sin (18° — 15°)
Hinweis: Beachten Sie auch die Beziehungen (3) und (4)!

Goniometrische Gleichungen treten z.B. auf, wenn in einer geometrischen Figur
aus gegebenen Strecken und Winkeln ein Winkel berechnet werden soll. Zwei Typen
einfacher goniometrischer Bestimmungsgleichungen sind :

(I) asinez+beose4+e=0 (@b, c beliebige gegebene reelle Zahlen);

(II) asin (mx 4 o) — b sin (nx 4 B)+e=0

(@, b, ¢, &, B beliebige gegebene reelle Zahlen ; m, n beliebige gegebene ganze
Zahlen). :

Nicht jede goniometrische Gleichung hat cine Losung. So hat z.B. die Gleichung
cos x =z keine Losung, da stets gilt: —1 < cos « = 1,z aber grofer als 1 ist.
Unter den goniometrischen Gleichungen, die eine Losung besitzen, gibt es solche,
die nur eine einzige, andere, die unendlich viele haben. So hat z.B. jede der Glei-
chungen (I), die iiberhaupt eine Losung x, hat, wegen der Periodizitéit von sin z
und cos « auch die Losungen z;, = %o + 2 k7, k ganzzahlig.
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Die Gleichung sin®z + sin? # = 0 hat die einzige Losung x, = 0. Sie ist nur fiir
sin x = sin z # = 0 erfiillt. Fiir eine beliebige Losung x, muB also gelten:
Ty =mm, m ganzzahlig,
und gleichzeitig
Zy="mn, n ganzzahlig.
Wiire n == 0, so ergibe sich n = m z, also m == 0 und daher 7 = % das ist unmog-

lich, da 7 irrational ist.

- Beispiel 4:
(18) 4sinz 4 6cosz=3.
Unter der Annahme, da8 (18) eine Losung x = w, besitzt, folgt aus (18)
(19) 6coszy=3 —4sinz,.
Um eine der beiden Winkelfunktionen zu eliminieren, wird die Beziehung (5)

benutzt und daher zuvor (19) durch Quadrieren umgeformt. Man erhilt so
aus (19) zundchst

36 cos?xzy = 9 — 24 sin x, + 16 sin2 z,
und weiter
36 (1 — sin?z)) = 9 — 24 sin x, 4 16 sin? 2, oder
52sin?x, — 24sinxy — 27 =0.
Setzt man sin x, = z,, so muB z, der quadratischen Gleichung
27
B Em— 0

geniigen, so daB entweder

2
%

3 /36 + 351 6+ 387 6 3)43
(20) 2":z1=ﬁ+1"/>4~13r= 2(‘5'/7_: 26V oder
6 — 343
o= 2= 36

sein muB.

Um festzustellen, ob jeder Winkel ,, fiir den sin 2, = 2, oder sin zy = 2, ist,
auch die Gleichung (18) befriedigt, wird zunichst cos , berechnet.

Esgilt coszo=+ /1 —2? oder cosay, = — 1 — z?
bzw. coswy = + /1 — 2% oder coszy = — Y1 —z?.
Aus (20) ergibt sich:

, 26— (6+3)43)?° 253—36y43 [9—2ys3]
I=m= 26° =7 2% | 26
bzw.

9 +2y8B
e
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und folglich

9 —2y43 9 — ol
COS &y = —,'— oder coswy= — _TV_— Bzw,
9+2y43 94 2Y13
€8 Ty = _"2GV— oder cosay= — —2'6}/- X

Setzt man diese Werte in (18) ein, so erhiilt man fiir die linke Seite von (18)

6+ 3y43 9— 6+3)43 9—2)43
4 ——5r — +6.— oder 4.—26——&_26—
bzw.

6 — 3743 9+2y43 6 —3y43 9+2)43

= 7'+6'T oder 4'T_6'T'

Man erkennt so, daB diejenigen und nur diejenigen Werte z, Losungen von (18)
sind, fiir die entweder

: 6+ 343 e 9 —2)a3
sin zy = “—ZGL— und gleichzeitig cos z, = TV
oder

. 6 —3Y43 R 9+ 2143
sin z, = 26'/— und gleichzeitig cos z, = —%£
ist.

Unter Benutzung von Tafelwerten ergeben sich daher die folgenden Niaherun gs-
werte fiir die Losungen 2, = 2; und 2, = w,:

sin @, = z; ~ 0,9874 sin @, = 2, = — 0,5259

cosz; < 0 cosx, >0

2 ~99,1° 4+ k.360° w, ~ — 31,7° + £k .360° .

Das hier erliuterte Verfahren fithrt bei allen Gleichungen der Form (I) zum Ziel.
Ein anderes vorteilhaftes Verfahren zur Losung goniometrischer Geichungen des
Typs (I) ist das im folgenden Beispiel verwendete.

B Beispiel 5:
(21) 6sina +8cosx=1.

Wenn diese Gleichung eine Losung & = , hat, so muB 6 sin @, 4 8 cos 2, = 1
sein. Dividiert man beide Seiten dieser Gleichung durch ;/6z + 8 =10, so
entsteht die mit (21) gleichbedeutende Gleichung
3 . 4 1
(22) 5 sin @, + 5 ST =15-
i \
Wegen (%) + (%)2 = 1 gibt es einer Winkel «, fiir den

cos o = % und sina = %giltl, so daB (22) in

1 Vgl. auch das entsprechende Verfahren bei der der H’ einer Geraden.
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(23) cos « sin @, + sin « cos 7y = sin (zo + «) = 0,1
iibergeht. Da fiir die Sinusfunktion gilt: —1 < sinz < 1, gibt es sicher
Winkel g, fir die sin § = 0,1 ist. Fiir jeden solchen Wert g ist z, = B —«
eine Losung von (21); denn durch Einsetzen findet man
65sin (8 —a) + 8cos (B—a) = 6 (sin fcos o — sin « cos f§)
+ 8 (cos f; cos a + sin fsin a)
=sin B (6 cosa + 8sina) + cos f (8 cosa — 6sina)
18 | 32) 24 24\

=0 <g +g) cos,s(E - ?) 1.
Aus der Tafel entnimmt man:
a ~53,1°,
By ~5,7°,
Bo=180°— B,
Dieser Wert ergibt sich unter Beachtung der Beziehung sin (7 — z) = sin 2.
Also erhilt man
2 A~ — 474° + k- 360°
29y A~ 121,1° 4 k- 360°.

Bringen Sie die Gleichung a sin 2 + b cos x = ¢ mit Hilfe des soeben erlduterten
Verfahrens auf die Form sin (x, + «) = d! Zeigen Sie im Anschluf daran, daf
die Ausgangsgleichung dann und nur dann eine Losung hat, wenn c® < a®+b* ist!

Beispiel 6:
(24) 3sin3x+2sine = —1
Nach dem Additionstheorem (7) ist
sin 32 = sin 2z cosx +cos 2xsinx=2sinzcos?z + 1 —2sinzsin z,
sin 32 = 2sin (1 — sin?z) + (1 — 2sin®a)sin 2,
(25) sin3x=3sinz —4sin®z.
Damit geht (24) in 9sinz — 12sin®x + 2sinz = — 1 oder mit sinx = z in
(26) 1222 —11z2—1=0
iiber. Diese kubische Gleichung hat, wie man sofort erkennt, die Losungz, =1 .
Daher kann man auf der linken Seite den Linearfaktor (z — 1) abspalten und
erhilt, wenn man die linke Seite durch (z — 1) teilt, die Identitéit
1223 —11z—1=(z—1)(1222+ 122+ 1).
Die beiden Nullstellen des quadratischen Polynoms auf der rechten Seite sind

22;3=#6_.

Man erhélt von (26) so die drei Losungen:
—3+V6
6

3 6
~ — 0,0918, zs=—+—‘/—%—0,9083.

=1, z= 6
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Hieraus ergeben sich die folgenden Losungen von (24):
1) x1=;+2kn, 2) 2, ~ — 5,26°+ k- 360°,
3) 3 =180° —2,, 4) @, ~ — 65,27° + k- 360°,
5) x; =180° — z,.

‘ Zeigen Ste, daf fiir alle Werte von « stets [3sina — 4sinda) <1 gilt,

a) unter Benutzung von (25),

b) indem Sie sin & =  setzen und die Funktion y = 3 & — 4 23 in dem Intervall

|| = 1 untersuchen! Fertigen Sie auch eine Zeichnung an!

Im Falle m = n kann die Gleichung der Form (II) auf die Form (I) gebracht werden. "
Sie lautet namlich

asin (nx +«) —bsin(nx+f)=c.
Setzt man (n z + a) = ¢, so ergibt sich

asint—bsin (t —« + f) = asint — bsin ¢ cos (B —a)—beostsin (f—a)=c
oder

[a —bcos (B —a)]sint — [bsin (8 —a)]cost =c.
Diese Gleichung ist von der Form (I) und hat also dann und nur dann eine Losung,
wenn
(27) t=[a —bcos(f — )+ b2sin* (B —a) = a® — 2a b cos B —a)+b®
gilt.
Diese Ungleichung kann unabhiingig vom vorhergehenden Gedankengang geome-
trisch gedeutet werden.

. Geben Sie eine solche geometrische Deutung !
Anleitung: Fassen Sie a und b als Lingen zweier Seiten eines Dreiecks und den
Winkely = (8 — «) als den von diesen beiden Seiten eingeschlossenen Winkel auf!
. Untersuchen Sic auf analoge Weise die Gleichungen

asin (nx + «) + bceos (na + f) = c;
acos (nx+a) +bceos (na + ) =c!/

. Beispiel 7:

Y3sin (52 + 10°) — 2sin (52 + 40°) = 1.

Mit t = 52 + 10° ¢ + 30° = 5 = + 40° nimmt diese Gleichung die Gestalt,
V3'sint — 2sin (¢ 4 30°) = Y3'sin ¢ — 2 sin ¢ cos 30° — 2 sin 30° cos ¢ =1
anoderwegensin30°=?und cos 30° = %ﬁdieForm —cost=1.



Daraus folgt ¢t =z + 2kzw = (2k + 1) 7 und folglich wegen 10°2 .

Lo
=& k-|5— 18 % , k ganzzahlig, oder im Gradmal: o = 34° 4 k- 72°,

k ganzzahlig.

Aufgaben

1. Losen Sie die goniometrische Gleichung sin 22 = cosa rechnerisch undzeichnerisch!

1©

. Welche Winkel erfiillen die folgenden Gleichungen ?
u)%~casx—2x+l=0 b) cos2a =cosa — 1
¢) cosx —sin2x =cos3x d) sin22 = tan

3. Losen Sie folgende Bestimmungsgleichungen rechnerisch und moglichst auch zeichnerisch!

a) sin‘z—cos"x—_—% b) sin;-cos—;—— L
¢) sin (« + 23°) + sin (@ — 7°) = 1,6 d) sin (B — 15°) — sin (f — 45°) = 05176

e) cos (f — 19°) + cos (B — 21°) = 1,78 ) cos (a + 12°) — cos (x + 25°) = 0,193
4, Ermitteln Sie die Winkel, durch die folgende Gleichungen erfiillt werden!

a) cos(z+%)+ cos (%—z)— 1=0 b) sin (%—l—x)—p—sin(% —z)=~§.

¢) sin (a + 60°) — 0,5 = sina d) cos (B -+ 159 sin (f — 15% = 0,25

e sinz+siny=0,75lmdz+y=£ f) cosa — cosf = 0,68 und f— a = 60°
1 /

Losen Sie diese Aufgaben auch zeichnerisch!

1.2.3. Definition und Kurven der zyklometrischen Funktionen

Die im vorigen Abschnitt erlduterten Verfahren zur Losung goniometrischer Glei-
chungen laufen alle darauf hinaus, zunéchst die gegebene Gleichung auf die Form

(28) sinkx=y (x gesucht; y gegeben)

zu bringen.

Diese letzte Gleichung wurde dann mit Hilfe von Tafeln niaherungsweise gelost. FaBt
man in der Gleichung (28) das gegebene y als unabhiingige Variable und das gesuchte
2 als abhingige Variable auf, so wiirde die Auflosung der Gleichung (28) die Auf-
gabe sein, die Umkehrfunktion von y = sin & zu bilden. Da jedoch die Gleichung
(28) fiir diejenigen ¥, fiir die sie iiberhaupt eine Losung hat, stets unendlich viele
Losungen besitzt, sind hier noch einige zusitzliche Uberlegungen nétig. Denn bei
jeder Funktion, also auch der Umkehrfunktion, ist definitionsgeméf jedem im
Definitionsbereich gelegenen Wert der unabhingigen Variablen nur ein Wert zu-
geordnet.
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Aus der Definition der Funktion y = sin 2 am Kreis erkennt man folgendes :

Wenn z das Intervall | — % i g } monoton steigend durchlduft, so durchlaufen die
zugehérigen Funktionswerte y = sin 2 das Intervall [—1,1] monoton steigend.

Durchliuft 2 dagegen das Intervall F; . 3?”] monoton steigend, so durchlaufen die
Funktionswerte von y = sin # das Intervall [—=1,1] von + 1 nach — 1 monoton
fallend. Wegen der Periodizitiit ergibt sich so:

I —g+2kn§x§%+2kn monoton steigend ;
y = sin wist in - 5
Lt g—+2kn§x§§+2kn monoton fallend .

Innerhalb jedes einzelnen der Monotonieintervalle existiert daher zu y = f(x) = sinz
eine inverse Funktion

(29) @ =gry) in I¥ baw. T=gu(y)in I,;, k=0,+1,42 ...

Da der Winkel & hier im Bogenmal gemessen wird, ist also fiir jede der Funktionen
(29) « ein Bogen (auf dem Einheitskreis), dessen Sinus gleich y ist (lat.: z est arcus
cuius sinus est ). Daher schreibt man fiir jede der Funktionen (29)

a = aresin y (gelesen: Arkussinus y).
Vertauscht man schlieBlich wie iiblich 2 und ¥, so erhilt man die unendlich vielen
zu y = sin z inversen Funktionen
(30) y=gi(x) und ! Y = gur(x) oder kurz

y = aresin x . WET T T

. Geben Sie den Definitionsbereich und den Werte- ms’-’%ﬁ‘;?
vorrat der Funktionen y = g¥(x) und y = g*(x) an A
und gewinnen Sie die Bilder dieser Funkti aus rAND
den einzelnen Monotoniebigen der Sinuskurve durch
Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. und
2. Quadranten! Y

AN

AN
[

In analoger Weise kann man von den Funktionen y \
Yy = cos &,y = tanz und y = cot  zu deren inversen
Funktionen

Z

ook

N

=
N

y = arccosx (gelesen: Arkuskosinus z) , = T
y = arctanx  (gelesen: Arkustangens ),
y = arccotx  (gelesen: Arkuskotangens x) [ v

N

iibergehen.

. Fiihren Sie diesen Ubergang durch, und geben Sie \ \\
Definitionsbereiche und Wertevorrite der Umbkehr- !

funktionen an! N
Abb, 1.8,




Abb. 1.9, LT 7
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Besonders hiufig wird dabei der sogenannte Hauptwert gewihlt, der durch die Be-
dingung

y = aresinx; |y|§1;— in|e] =13
Y = arccos T; 0<y<min|x|=1;
y = arctan & ; lyl< g fiir alle & und
y = arccot x; 0< y < = fiir alle

festgelegt ist.
Die anderen Werte der Umkehrfunktionen heilen dementsprechend auch Neben-
werte.
In der Schreibweise (29) ist offenbar gerade die Funktion y = g,(x) der Hauptwert
von arcsin . Fiir die Nebenwerte gelten dann die Beziehungen

gE@) = g5(@) + 2 kx
und  gue) =x —gf@) +2kn =2k + 1)z —g3@).

. Stellen Sie die entsprechenden Beziehungen zwischen den Neb ten und dem
Hauptwert bei den anderen zyklometrischen Funktionen auf!

Aufgaben

1. Sprechen Sie iiber die Symmetrieverhiltnisse der Bilder der zyklometrischen Funktionen!

2. Stellen Sie eine Ubersicht iiber die Definitionsbereiche und Wertevorrite simtlicher
Winkelfunktionen und Arkusfunktionen zusammen und vergleichen Sie beide!

43



1.2.4. Differentiation und Integration der Winkelfunktionen

Um die Ableitungen der Winkelfunktionen bilden zu kénnen, miissen zunéchst einige
Untersuchungen iiber Grenzwerte von Winkelfunktionen durchgefiihrt werden.
Von besonderer Bedeutung ist der Grenzwert der Funktion

sin x

y=/(x)_T fir x— 0,

sin

. Ermitteln Sie Definitionsbereich und Wertevorrat der Funktion y=fx)=

sin & %

und untersuchen Sie, ob die Funktion y = f(x) = gerade oder ungerade ist!

@

. Skizzieren Sie auf Grund eciner Wertetafel das Bild der Funktion y=flx)= ﬂ
(—4n=x<4n), 230/ &

sin

Die Funktion y = f(z) = — ist fiir alle von Null verschiedenen reellen Zahlen
stetig. Fiir hinreichend groBe Betrige von a unterscheiden sich die Funktionswerte
vony = f(x) = ? beliebig wenig von Null.

Es gilt namlich:

a) Der Betrag der Funktionswerte von y = @(x) = sin & gehort stets dem Intervall
[0; 1] an, ist also nach oben beschriinkt. 1
b) Der Betrag der Funktionswerte von y = plx) = ?riickt unbegrenzt nahe an Null

heran, wenn der Betrag von « iiber alle Grenzen wiichst.

i w28 1. i

Somit gilt fﬁrg:f(x)=;,slnz=s‘"z.

lim 28—, lim 2% _9.
R z>—c0 T

Bi

Es soll nun das Verhalten der Funktion y = f(z) =% der Umgebung der
Stelle 2y = 0 untersucht werden. &
. Warum ist E;t fiir g = O nicht definiert ? Durch welchen Punkt wird die

Liicke im Bild der Funktion y = f(x) = ST an der Stelle zy = 0 vermutlich
geschlossen werden kénnen ? 4

. Stellen Sie die Tabelle

Winkel Winkel - g = f(z) = ¥B%
im Gradmag Iim Bogenmal I 7= pa) ~slny l ™

. | &
fiir folgende Winkel o auf (niherungsweise Angaben):
10°; 5% 3°; 2°; 1°; 457; 307; 207; 107; 5°; 17; 30

-3 |1=8«cm



Den wichtigen Grenzwert

leitet man unter Benutzung der Abbildung 1.10. her. Da

y=fx) = sme eine gerade Funktion ist, kann man sich

beim Beweis darauf beschrinken, z— -+ 0 gehen zu lassen.

Fiir jede im offenen Intervall (O; g-) gelegene reelle Zahl & sy, 110,
gilt:

a) Das Dreieck O PQ hat den Flicheninhalt 4, = % (r - sin @) (r - cos x).
b) Der Kreissektor OPR hat den Flacheninhalt 4, = % 2.,
¢) Das Dreieck OP’ R hat den Flicheninhalt 4; = % -1 (r-tan ).
Zwischen den drei Flicheninhalten besteht die Beziehung:

A, < 4, < 4.

Da r == 0 vorausgesetzt ist, gilt somit:

sin z - cos x << @ < tan .

Weil im Intervall 0 < o << % sicher sin z positiv und bekanntlich tan x = :%"—x ist,
ST
kann die Ungleichung umgeformt werden zu:

x 1
BT — < —=,
smx cosx
Das Mittelglied dieser Ungleichung ist gleich dem reziproken Wert der zu unter-
sin o

suchenden Funktion y = f(z) = - Daher ist es naheliegend, von allen drei
Gliedern der Ungleichung die reziproken Werte zu bilden:
(31) L >sm % >cosw.

cosx x

Diese Ungleichung kommt dadurch zustande, dafl aus 0 < @ < b stets % > % folgt.
Die Grenzwerte fiir # — 0 der beiden AuBenglieder der Ungleichung sind bekannt :

lim cosz =1 und daher lim L=1
z =0 z —( COST

Daraus ergibt sich aber auf Grund der Ungleichung (31), da} sich %ﬂf fir hin-

reichend kleine positive Werte von x beliebig wenig von 1 unterscheidet. Es gilt

somit, da y = f(z) = w’:—x eine gerade Funktion ist:
(32) lim 201,

x -0



Mit diesem Grenzwert hiingen eine Anzahl weiterer Grenzwerte von Winkelfunktionen
eng zusammen. Hier werden nur zwei besonders wichtige Beispiele angegeben.

. Beispiel 8:
Fiir 0 < [o| < % gilt stets:

tanz sinz 1
x = x cosx :

Benutzt man den Satz iiber den Grenzwert eines Produktes von Funktionen,
so folgt daraus unmittelbar:
. i . 1
lim lim 227 . lim
z—=0 ¥ z-0 T  g-0C0ST

tan x

=1ll=1.

. Beispiel 9:

Aus cos?x + sin?z = 1 und cos®z — sin?x = cos 2z folgt 2sinx =1 —cos 2z.
Deshalb ist fiir z == 0 stets:

L, . @ x x
l—COSZ_ 2 s ?78“1 2 s 2 1 s 2 sin 2
I 2 z 2 =z x
2 2 2
Daraus folgt wegen
. T
. sin -
lim % _ lim 2 =1
w0 W Ey, A
P 2
sofort :
. X .z
sin - sin —-
A 1 [ , 2
Jim = —2B% _ — ilim -lun¥:‘l<l-1=i.
2—0 x? 2 , T x 2 2
20 = 250 —
2 2 Z 2

Mit Hilfe dieser Erkenntnisse kann man die erste Ableitung der Funktion
¥ = f(z) = sin & gewinnen. Man bildet den Differenzenquotienten der Sinusfunktion
an der Stelle 2 = a,:

fo + k) — f(z,) __sin (xg + &) — sinz,
h - h :

Vor dem Grenziibergang werden einige zweckentsprechende Umformungen des
Differenzenquotienten vorgenommen.

. Formen Sie den Zahler des Differenzenquotienten der Sinusfunktion mit Hilfe des

Additionstheorems sin « — sin f = 2 - sin ",‘_;ﬁ - cos 2 ;ﬂ in ein Produkt wm!
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Die Anwendung des Additionstheorems allein fithrt aber noch nicht zum Ziel. Das
bei der Umformung des Differenzenquotienten der Sinusfunktion gewonnene Produkt
kann jedoch miihelos auf eine solche Form gebracht werden, daBl der bekannte

Grenzwert lim ng =1 beim Ermitteln der Ableitung der Sinusfunktion verwendet
z 0
werden kann.
. h ( h
. . 2-sin — . cos 1,,+*)
3 — 2 2
. Gewinnen Sie aus "2t ’;l) bl 5 2/ das Produkt
sin — 2
7 cos (xo + ?) , und bilden Sie von diesem Produkt den Grenzwert fiir h — 0/
2

Im folgenden werden noch einmal alle wesentlichen Schritte der Herleitung der ersten
Ableitung der Sinusfunktion zusammengestellt :

sin (2 + 2) — sinx,

1. Bilden des Differenzenquotienten : 7

2. Umformen des Differenzenquotienten :

a) Vereinfachen des Zihlers mit Hilfe eines Additionstheorems:

.k ( h)
. % 2-sin — . cos(x)+ —
sin (xy + k) — sinz, 2 2

h h ;
b) Umbilden des Produktes in zwei Faktoren, deren Grenzwerte fiir A — 0 be-
kannt sind :
2-si.nl.cos x,,+i sinl
2 2) 3 W3 )
— =8t 5
2
3. Grenziibergang:
h
G sin ol
f' () = lim frat W) = flm) _ lim - lim ms(r[, —+ l)
h—0 h re0 P a0 2

/(o) = 1 - cos ¢y = cos z,.
Da die vorhergehenden Uberlegungen fiir jede belichige Stelle a, gelten, ergibt sich
der Satz:

> Die erste Ableitung der Funktion y = f(x) = sinx ist die Funktion
y =f(xr)y=cosx.

In entsprechender Weise kann nachgewiesen werden, daf} die erste Ableitung der
Funktion y = f(x) = cos z die Funktion y’ = f(x) = — sin @ ist.

. Fiikren Sie die entsprechende Herleitung durch!
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Die Ableitungen der anderen Winkelfunktionen kénnen unter Benutzung der Ab-
leitung der Sinusfunktion und einiger Regeln der Differentialrechnung gewonnen
werden, ohne noch einmal Differenzenquotienten bilden und Grenziibergéinge voll-
ziehen zu miissen.

Ableitung von y = f(x) = cosx:

y = f(x) =cosx=siu(g— ):sinu mit u:¢p(x)=%~z
y = f() :cosu~u’=cos(%— ),(—1)=—cos(%—:t)
y= [(x) = —sinx,

Ableitung von y = f(x) = tanx:

Farallew = S5 0% 0, 415 400 ) gile:
2
sin @
g/=tanx=cosz.

Nach der Regel fiir das Differenzieren von Quotienten von Funktionen gilt daher fiir
alle z, fiir die tan z erklirt ist:
wv—uv cos?x + sin®x 1

y=fl)=——7F—"=

v? cos?x " cos?z

oder auch
y=[(x)=1+tanz.

Ableitung von y = f(x) = cotx:
Firalleag=k-n (k=0; + 1; + 2;...)gilt:
cos x
y=cotax = e
Daraus ergibt sich mit Hilfe der Quotiontenregel:
sin?a - Fosfr o =1

¥ =f)=—— —

sin®x sin2 z

oder auch:
y=[(r)=—(+cot?x).

Zum SchluB dieses Abschnitts seien noch die Grundintegrale zusammengestellt, die
sich aus den Ableitungen der Winkelfunktionen unmittelbar ergeben :

[sinxkdr =—cosx + (3 [eosxdr =sinx + C;

’ dx: =—cotx + C; f = SN

sin® costr
Das folgende Beispiel zeigt cine Anwendung der gewonnenen Erkenntnisse.
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B seispiel 10:
Gegeben ist der analytische Ausdruck fiir eine Wechselspannung
5
4= Upax-sinwt mit Upyex =50V und w=2x-f=2=n -EOHZ.

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich, den Wertevorrat und die Periode
der Funktion!

b) Ermitteln Sie die Stellen, an denen die Spannung Null bzw. an denen sie
ein Maximum oder Minimum wird !

¢) Wie groB ist der Wert der Spannung 0,02 Sekunden nach dem Einschalten ?

d) Berechnen Sie den Wert der Stromstérke 0,2 s nach dem Anlegen an die
Spannung, wenn im Stromkreis ein Kondensator mit einer Kapazitit von
€ = 1 uF liegt und der Ohmsche Widerstand so klein ist, daB er in der
Nitherungsrechnung vernachlissigt werden kann!

Esgilt i =C % Diese Gleichung erhilt man aus der Gleichung fiir die

Ladung @  C'-u durch Differentiation nach der Zeit:%e = ¢ .% . Die
Ladungsinderung in der Zeit ist aber der jeweilige Strom 4 (Augenblickswert).
e) Berechnen Sie den Maximalwert der Stromstirke, wenn im Stromkreis eine
Spule mit der Induktivitit L = 100 mH liegt, deren Ohmscher Widerstand
so klein ist, daB er in der Niherungsrechnung vernachlissigt werden kann.
Es gilt: ¢ = %
der Spule eine Gegenspannung aufgebracht wird, ergibt diese Gleichung nach

wdt. Diese Gleichung folgt aus w = — L % . Da von

di aufgelost: di = —% . wdt. Durch Integrieren folgt daraus: ¢ = % f wdt.

Hinweis: Es wird angenommen, daBl das Einschalten der Spannung erfolgt,
wenn der Augenblickswert der Spannung Null ist.

Losung:
a) Wird die Spannung zur Zeit Null angelegt, so folgt daraus der Definitions-
bereich mit 0 = ¢ < co.
Der Wertevorrat der Funktion ist
— Upax S U S Upax oder —50V=u=50V.
Als Periode bezeichnet man den Zeitraum, in dem das Argument von 0 bis
2 77 wiichst. Aus der Gleichung w ¢ = 2z bzw.
3

2 1
Zn.lﬁé—.s—‘-tpz_n folgt: tp=7 bzw. b= 558-

3
Daraus folgt 27 2 S

. k-m 3k
b) Aus Upax-sinwt = 0 folgt t, = szw. b= 00

(k=0,123,...)
Die erste Ableitung ist wegen wt = v
du  du dv

il Upax-coswt-® = Unpax-w-coswi.
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°)

Daraus ermittelt man durch Berechnung der Nullstellen tg von d—:‘ die

di
2k+ 1) 2
Wertetg=(+%bzw.t3: "‘Z#ES (k=0,1,2,3,...).
Die zweite Ableitung ist

%: max* W+ (— 8N WE)r 0= — Upay - w?-sin wt.

Setzt man in die zweite Ableitung fiir ¢ den Wert ty, ein, so erhilt man fiir
geradzahliges £ (z.B. 2):

27x-50\2 . 27.50 15 27-502 . 57
_Um“'( 3s ) 3s 'ﬁsz_vm“.( 3s )-:m7<0,
folglich liegt hier sicher ein lokales Maximum vor,

k ungeradzahlig (z.B. 3):

27-50\2 . 2x.50 21 27-50\2 . T=x
- Um-(q;) ST 0 = UMX'(T) A= 0
folglich liegt hier sicher ein lokales Minimum vor.

Man setzt ¢ = 0,02 s in die Gleichung ein :
u :50V~sin£;'sj-0,02s=50V-sin2%’=50v~0,8660,

U = 0,025) A 43,3V .

d) Mit den gegebenen GréBen lautet die erste Ableitung der Spannungs-

e)

funktion :
du 2n- 50 2750
a=50V-—3T—-cos 35 -t

Ausi = C’-%folgt dann fiir ¢ = 0,2 s:

2750 2750
. e s

=026 = 1uF-50V. 3s 08 —— 0,2s
1 As 2750 207
=i v S0V g s
5-10%

——.fA-cos(Gn—i—z—n).

=025 =

27 2z 1
Wegen cos (Gn + ?) =08 folgt daraus

=025~ — 2,6 mA
Durch die lineare Substitution w ¢ = v folgt aus

5 1 1 2
t=z-fudt:f~fUmx-smwtdt

s __ Umux
= — ﬁcoswt.



Die Maxima dieser Funktion sind gesucht.
Die erste Ableitung

) T
%:—%ﬂf-(—smwt)-w=('znsmwt

setzt man gleich Null:

yz;“sinwt=0,

und erhalt :
3k
t=1ms (k=0,1,2,3,...).
. o ’ e @ Upax' © " 5
Durch Einsetzen in die zweite Ableitung E= [ osw t findet man fiir
t= %s mit & ungeradzahlig die Maxima 7, ~ 5 A.

Diese Maxima sind iibrigens nicht nur lokale, sondern sogar globale Maxima.
Man erkennt dies, wenn man beachtet,da —1 <sinz <lund —1=cosz =1
ist. Mit Hilfe dieser Uberlegung hitte man die Maxima auch ohne die An-
wendung der Differentialrechnung finden kénnen.

Vergleicht man die Lage dieser Maxima mit der Lage der Maxima der Span-
nungsfunktion, so stellt man fest, daB die Stromstirkemaxima gegeniiber den

Spannungsmaxima um % verschoben sind. In der Elektrotechnik bezeichnet

man das als Phasenverschiebung des Stromes gegeniiber der Spannung um 90°
(Abb. 1.11.).
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Abb. 1.11.
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Aufgaben

1. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte!

. sinx.cosx ? i
a) im — b) lim SRg-o08e ¢) lim ooz d) lim sin z - tan z
z -0 Sinx z—0 @ z-+0 T z -0
i . i . in2 2
o)l SREWRE gy w g) lim 2°% h) Lim #2°%
z—0 x z =0 & z—-0 % z—0 X
2. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte!
i . in 2 . 8D .
8) lim 502 b) lim 222 0) lim f22-tan3z
z—0 22 z—0 @ z—0 6 22
sin 5 = 1 4 s 1
@) lim 02T €) lim % 1) tim T2
z—0 3 z-0 z-0
3 b
g) lim _Sgl 3z B) lim tan 5z 1) lim sin 2z
z—0 Sindx z -0 tan 2z z—-0 tan3 x
8. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte!
. L . .
2) lim S03% b) lim 2052 o) lim 9222
z—-aSiNdx z—-xztan 2z z-—-atan 3z
@) Lim %ok o) lim 1= 8% 1) lim MG +2) —sin @ —2)
z -0 z—+0 x z -0 @
g) lim tanx — sinz ) lim 1 = cos x ) lim 1 —sinz
z—=0 28 - z—=0 sin s cos x
B
2
_ tanzx

4. Untersuchen Sie die Funktion y = f(x) = in den Intervallen — g— <a <0 und

tanx |
in den oben

I<a< % ! Skizzieren Sie den Verlauf der Funktion y = f(z) =

angegebenen Intervallen!

5. Erliutern Sie die fiir kleine Werte von [x| brauchbaren Néherungsformeln!

2
. x=
a) sinz ~ x ~ tana b)cosxml~7
: " . osina ; . e ;
6. Gewinnen Sie den Grenzwert lim ——~ = 1, indem Sie vom Einheitskreis ausgehen!

z>0 T

a) Sehen Sie das Lot des Punktes P auf die z-Achse, der auf dem im ersten Quadranten
gelegenen Viertelkreis wandert, als Bild fiir y = sin 2 an! Konstruieren Sie das Bild
fiir y = tana auf der Haupttangente! Vergleichen Sie entsprechend den Uber-
legungen von Seite 45 die Flicheninhalte der Dreiecke OPQ und OP’R mit dem
Flicheninhalt des Kreissektors OPR (vgl. Abb. 1.10.)!

b) Gehen Sie ebenso wie bei der Losung des Teiles a) dieser Aufgabe vor; vergleichen
Sie jedoch die Flicheninhalte der Dreiecke OPR und OP’R mit dem Flicheninhalt
des Kreissektors OPR (vgl. Abb. 1.10.)!
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10.

11.

12.

18.

14.

Gewinnen Sie die erste Ableitung der Funktion y = f(x) = tanx fiir x| < % , indem Sie nur
die erste Ableitung der Sinusfunktion als bel t vor und demgemiB a
sin

= =t IR .
y = ane ]/1 — sin®x
Wie ist zu verfahren, wenn die erste Ableitung von y = f(x) = cot x gewonnen werden
soll und dabei ebenfalls nur die erste Ableitung der Sinusfunktion als bekannt an-
genommen wird ?

Gewinnen Sie die erste Ableitung der Funktion y = f(x) = sinz, indem Sie als bekannt
voraussetzen, daf fiir y = f(x) = cos x gilt: ¥’ = f'(x) = — sina!
Bilden Sie die ersten zehn Ableitungen der Sinus- und der Kosinusfunktion! Notieren

Sie die Ableitungen so, daB Sie in der Lage sind, die geltende allgemeine GesetzmiBig-
keit zu formulieren!

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

a) y = f(z) = 2sinz b) y = f(x) =sin2z ¢) y = f(x) = sin (v + 2)
d) y = f(x) =sin (2 — 7) e) y=f@) =a-sin(bx+c)

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
a) y = f(x) = sin*z b) y = f(z) = tan*z ¢) y = f(x) = cos?x
d) y = f(x) = cot®x_ e) y = f(x) =sina? f) y = f(z) = tana?

g) y = f(@) = cos |z 3 h) y = /(@) = cot |/
Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
a) y =f(x) =2-sinx-cosx b) y = f(x) = sin?x — cos®z

e) y=f(x) =2-sin 2;:-005% d)y=f(z)=si.n2%— cos? 2z

) y=10) = oo Dy =)=

g) y = f(x) = 1 + tan*z h)y=/(x):$

Dy=fw="7 Ky = f@) =222

Dy=/fe =1 2" m)y = f(&) = 2+ cot @

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!

a) y = f(x) =2 (z — cotx) -sinz h)y=/(x)=z:ir;&;£

¢) y = f(x) =sinz (3 cosx + 5costz) d) y=f(x) =3tan*z — dcot?x
o) y=fla =SnEF on® D y=fe) =02z
g)y=/(x)=al;;=cotz h)y=f(x)=;:—a—x=tanax

Bilden Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen!
a)y = f(z) =1 —cos*z h)y=flz) = (cos2x)-J/1 + cot?z

c)y=i<z)=]/‘”“—"+—1 @) y=f(@) ==- 1+ tan’z

tanz — 1
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15.

16.

—
-1

18.

19.

20.

Bilden Sie y** + y fiir folgende Funktionen!

a) y =sinz b) y=a-sinz ¢) y=sinaz d)y=a-sinbz
e) y = cosx ) y=a-cosz 8) y=cosaz h)y=a-coshz
i) y=a-sinz+b. cosz k) y=a~sin(bz+c)+d~cos(br+e)

Geben Sie in allen Fillen den Koeffizienten £ an, mit dessen Hilfe die Summe y” - k Y
zu Null wird!

Bilden Sie jeweils die Ableitungen der beiden Seiten folgender Identititen!

. o . . X x
a) sinz =1 — cos?z b) sin®z + cos 2 & = cos?z ¢) slnz=2-sxn§--cos?

d) cosz=cos¢%—sin=% e) cosr:Z-casz%—l 1) sin—;—= il

g) sin (z + B) =sinz- cos B + cos z- sin

Unter welchen Winkeln schneiden einander

a) die Bilder der Sinus- und Kosinusfunktion;
b) die Bilder der Tangens- und Kotangensfunktion ;

¢) das Bild der Sinusfunktion und die Abszi hse im Koordi sprung;

d) das Bild der Tangensfunktion und die Abszi hse im- Koordi sprung ?
Ermitteln Sie die Extrem- und Wendepunkte der Bilder der folgenden Funktionen!
a) y = f(x) = sinz b) y =f(z) =2 sinz €) y=fxr) =sin22

d) y=fz) =2-sin22 e) y = f(z) = sin2z f) y=/(x) =5 cot*z

Eine Futterrinne soll aus zwei Brettern gleicher Breite so hergestellt A e —m e
werden, daB das Fassungsvermégen der Rinne moéglichst groB wird.
Unter welchem Winkel miissen die Bretter zusammengefiigt werden ?

Eine Futterrinne soll aus drei Brettern gleicher Breite so her-
gestellt werden, daB der Flicheninhalt des trapezformigen Quer-
schnitts der Rinne maximal wird. Bestimmen Sie den Neigungs- B
winkel der Seitenbretter gegeniiber dem Bodenbrett!

Vier gleich breite Bretter sollen so zu einer Rinne zusammen-
gefiigt werden, daB der in Abbildung 1.12. skizzierte Flichen-
inhalt des Querschnitts der Rinne maximal wird. Bestimmen Sie
den Winkel a! EHENEE

Welches Rechteck hat bei gegeb Liinge der Diagonale d den groBten Umfang ?
Welches Dreieck hat bei gegebenen Seitenliingen @ und b den groBten Flicheninhalt ?

Die Bahnkurve des schrigen Wurfs nach oben wird durch die Gleichung
- a?

y=a-tang — 2¢%.cos®a

beschrieben. Machen Sie sich die Bedeutung der in dieser Gleichung auftretenden GroBen

klar, und versuchen Sie, die angegebene Gleichung mit Hilfe physikalischer Gesetze

selbstiindig herzuleiten!

a) Bestimmen Sie die grofte Steighohe eines schriig nach oben geworfenen Korpers mit
Hilfe der angegebenen Gleichung!

b) Bestimmen Sie den Winkel a, fiir den die Wurfweite in der horizontal verlaufenden
Ebene maximal wird!



25.

29.

30.

Beim KugelstoBen gilt fiir die StoBweite

2,
w=w(a)=”%(sina+1/sinzz+2—gi>.

2

Fiir welchen Winkel « ist die Wurfweite am gréBten, wenn die Hohe 2 und die AbstoB-
geschwindjgkeit ¢ bei einem Sportler als konstant angesehen werden ?

Das Weg-Zeit-Gesetz lautet fiir harmonische Schwingungen:
s=2 .sinwt.
w

Welche Bedeutung haben darin die Konstanten @ und o ?

a) Wie groB sind Geschwindigkeit und Beschleuni bei der har ischen Schwingung ?

b) Wann erreichen Geschwindigkeit und Beschleunigung bei harmonischen Schwin-
gungen ein Maximum bzw. ein Minimum ? ’

¢) Wie groB ist die Amplitude ?

Die Beleuchtungsstirke wird durch

m - sin a

f=—
dargestellt. Darin bedeuten e die Entfernung des beleuchteten Punktes P von der Licht-
quelle, m eine von der Lichtstirke der Li htquelle abhiingige K und « den Winkel,

den die Lichtstrahlen mit dem Lot auf der horizontal gedachten Fliche, der P angehort,
bilden.

In welcher Hohe % iiber der Mitte eines runden Tisches muB sich eine Leuchte befinden,
damit es am Rande des gleichmiBig beleuchteten Tisches moglichst hell ist? Der Tisch
habe einen Durchmesser d.

Ein Kérper, auf den die Schwerkraft F g wirkt, werde auf einer horizontal verlaufenden
Ebene fortgezogen, und zwar mit der Kraft I/, die im Schwerpunkt S des Korpers an-
greift und mit der Horizontalebene den Winkel & bildet. Bei welchem Winkel & wird die
Zugkraft F ein Minimum, wenn der Reibungskoeffizient bei der Bewegung gleich p ist ?

Werten Sie folgende unbestimmte Integrale aus!

a) J’sin2xda: b) fcus(3.z+5) dx ¢) J.sin%dz d) J‘sin*xwosxdv

. dx 5dz
e) J‘ cost z - sin z dv ) fm g) wF Qe F D)

Werten Sie folgende bestimmte Integrale aus, und bestimmen Sie den Flicheninhalt
der ebenen Figur, die von dem Kurvenbild, der z-Achse und den jeweiligen Parallelen
zur y-Achse begrenzt wird!

7

3 = 27 27
a) [ sinzdz b) [sinzdz ¢) [sinzdx d) [sinzde
0
o 0 a
z 0 —= —=x
e) [ sinzdz 1) [sinzdz g) [sinzdx h) [sinzdz
£ kg 0 @
S
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1.2.5. Differentiation der zyklometrischen Funktionen

Die zyklometrischen Funktionen sind zu den Winkelfunktionen invers. Daher lassen
sich die Ableitungen der zyklometrischen Funktionen mit Hilfe der Umkehrregel der
Ditferentialrechnung gewinnen.

Il Beispiel 11:
Gesucht ist die Ableitung der Funktion Yy = f(x) =arcsinx mit —1<a<1

4 n
und — 7<¥y< 3
Diese Funktion ist streng einsinnig. Zu ihr invers ist die ebenfalls streng ein-
. . . .. . 14 n
sinnige Funktion o = g(y) = sin y mit — T<¥< ?und —1l<a<1,deren
Ableitung stets von Null verschieden ist.

Da Sinus- und Kosinusfunktion mittels der Relation sin?z + cos?a = 1 zu-
sammenhéngen, gilt :

Ausz = g(y) =sin y folgt 2’ = ¢’(y) = cosy = + Vltﬁé;.

(Dabei gilt hier das Pluszeichen, weil — % <y< % ist.)

Wegen sin y = = kann dafiir auch geschrieben werden :

@ =g [f@)] =T = 2.
Nach der Umkehrregel ist schlieBlich

1 1
V=IO = e e

fiir alle # aus dem Definitionsbereich — 1 < & < 1.

} Die Ableitung der zyklometrischen Funktion y = f(x) = aresin = ist also die
algebraische Funktion

V=) = mit —l<o<1.
yi—at
Es sei darauf aufmerksam gemacht, daB zwar die strenge Einsinnigkeit der Sinus-
funktion 2 = sin y auch im abgeschlossenen Intervall —% <y= % erhalten
bleibt, dann aber nicht mehr die Ableitung @’ = ¢’(y) = cos y an allen Stellen von
Null verschieden ist. Vielmehr gelten g'(— %) = (12[-) = 0. Die Umkehrregel der

Differentialrechnung gilt aber bekanntlich nur, wenn die Ableitungen der zueinander
inversen Funktionen verschieden von Null sind. Daher kann in den Punkten 2, = — 1
und x, = 1 diese Regel nicht angewendet werden. Die Funktion y = arcsin « ist
an diesen Stellen auch nicht differenzierbar, da die Tangenten parallel zur Ordinaten-
achse verlaufen.
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. Beispiel 12:
Die fiir alle Werte von a erklirte inverse Funktion zu 2 = g(y) = tan y mit

— %< y< % wird mit y = f(x) = arctan x bezeichnet. Ihre Ableitung ist
gesucht.

. Legen Sie fir die weitere Untersuchung g ignete Definitionsbereiche und
Wertevorrite der zueinander inversen Funktionen y = f(x) = arctanx und
x= g(y) = tan y fest!

Aus » = g(y) = tany folgt &’ =g'(y) =1 +tan?y=1-+=a% Wegen 1+ a2==0
folgt daraus fiir alle 2:

1 1
y=fe=ry=17=

. Erliutern Sie folgende Grundintegrale!

a) ® aresin  + € = — arccos @ +
yi-«
— &

b) f 4 _ orctanz + €y = — arccot & + Cy

1+ 2?

Diese Grundintegrale sind ganz besonders wichtig, da es mit ihrer Hilfe méglich wird,
eine groBe Anzahl komplizierterer Integrale von gebrochenen rationalen Funktionen
bzw. von Funktionen, die Quadratwurzeln enthalten, auszuwerten.

B Beispiel 13:

dx dx
fﬁr = +f15+4z=-

Das erste Integral 148t sich auf das Grundintegral f

das zweite auf

—

}/ 1 — 22
. dz ooy b
das Grundintegral f TTa zuriickfithren.
dx dz ¥ dx dx
el e Tl B Va7l I TS

5- 1—(7) 151+ (—=

'> V15

Vfﬁ du
1 sdu | 1 2 . Y15
=5 ﬁ 1 ﬂ?—arcsmu—}—%arc’canuﬁ-é'

dx dx . Vﬁ 2z
/ﬁaz—_—a;+/m— arcsm€+warctanﬁ+0.
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Probe: F(z)= arcsin% -+ V(iLO—S arctan 2‘3 +C

y15

If"(x):l- 1 y15 2 1

— =
Tz e
25 15
: 1 1
F(x)_}/25_ P +15+4a:2 :
Aufgaben
1. Bilden Sie die Ableitungen der Funktionen y = f(x) = arccos  und y = f(z) = arccot z!

Achten Sie dabei besonders auf die richtige Angabe der Definitionsbereiche und ‘Werte-
vorrite!

2. Bilden Sie die ersten und die i Ableit folgender Funktionen!

a) y = f(x) = arcsin 52 b) y=fx) = &rctani::— ¢) y=f(x) = arccos 1 i

1 et
4). y = f(x) = arccot T Z e) y = f(x) = arcsin p‘.rTl ) y=f)= l/urctanz

8. Werten Sie folgende Integrale aus!
dz dx dx
“)f5+zﬂ ")f5+9x2 °)f1+5zz
B2 g} 2 [
4 — a2 4 —9a2 Y1522

1.2.6. Partielle Integration

Betrachtet man das Integral [« cos x dx, so kann dies mit den bisher bekannten
Methoden nicht ausgewertet werden.
Da es sich bei dem Integranden um ein Produkt aus zwei Funktionen handelt, liegt
es nahe zu versuchen, die Produktregel der Differentialrechnung
d(u-v) - dv
dz dw
(o) =uv' +wv mit u=qk) und v = y(z)

=+ Z—: v bzw.
(33)

auch fiir das Integrieren nutzbar zu machen.

Schreibt man diese Differentiationsregel unter Benutzung des Integralsymbols auf,
s0 nimmt sie folgende Gestalt an:

J@-vyde= fu-vde+ [w- vde
w-v=fu-v'de+ [w-vdr oder
(34) fu-v'dr=u-v—[u - -vdx.
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Wenn das Integral auf der linken Seite von (34) als zu berechnen vorgegeben wird,
tritt auf der rechten Seite auch noch ein Integral auf, das erst berechnet werden muf}.
Dabher ist die Anwendung der Formel (34) nur von Nutzen, wenn das rechtsstehende
Integral nicht schwieriger als das linksstehende zu ermitteln ist. AuBerdem muf}
natiirlich zu einem der Faktoren (in (34) mit »* bezeichnet) eine Stammfunktion
angegeben werden konnen.

. Beispiel 14:
Jx-cos xdx
Man kann hier # = z; v’ = cos x ansetzen. Mit diesem Ansatz erhilt manz’ = 1.
Wegen v = [coseder =sinz+ C ist v =sinz eine Stammfunktion zu
v = cos x. Man erhilt [a.coszdx = z-sinz — [sin zda.
Das Integral auf der rechten Seite ist ein Grundintegral, und man erhalt:
Jx-coszdr =x-sinz 4 cosx + C.
Die Probe liefert: F’'(x) = 2 -cos @ + sinz — sinz = z - cos a.
Da sich jede Stammfunktion zu einer gegebenen Funktion y = f(z) von einer
solchen Stammfunktion nur durch additive Konstanten unterscheidet, stellt
y =z -sin x + cos x + C tatsiichlich das unbestimmte Integral von y =2 . cos x dar.
Hitte man daher an Stelle von v = sin z eine andere Stammfunktion gewihlt, so
wiire man zu dem gleichen Resultat gekommen.

. Fiihren Sie das fiir v = sin & -+ C} durch/

Das soeben erlduterte Integrationsverfahren wird als partielle! Integration be-
zeichnet.

Ein andersartiger Fall, in dem die Methode der partiellen Integration zum Ziel fiihrt,
wird in dem folgenden Beispiel behandelt.

B Beispiel 15:
[sin z - cos z dz
Setzt man sin = « und cos x = ', s0 ist » = sin x eine Stammfunktion zu
2" = cos . Mit v = cos 2 erhilt man nach (34):
[sinz-cosxdx = sinx — [sinz-coszdx.
Hier ist das Integral auf der rechten Seite gleich dem Integral auf der linken
Seite. Unter der Voraussetzung, dal} es existiert, kann daher auf der rechten
und der linken Seite je eine spezielle Stammfunktion y = F\(z) und
y = Fy(x) = F(x) + O, eingesetzt gedacht werden. Man erhélt dann:
Fy(x) = sin?z — [F, (x) + C;] oder 2F\(x) =sin*z — C,.

in2
Also Fy(z) = sinfz O}

2 2; 7

woraus sich
sin®

fsina:-cosxdx: — +C

ergibt.
* pars (lat.), Teil
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Dall dies tatsichlich eine Losung ist, kann man entweder durch Differenzieren be-
stiitigen oder, indem man beachtet, dal das Integral sicherlich existiert, da es zu

z
jeder stetigen Funktion y = f(z) eine Stammfunktion, namlich F(x) = [ [(t) dt, gibt.
a

. Berechnen Sie fcos 2 -sin z dx, indem Sie u = cos x und v = sin z setzen!
Vergleichen Sie die beiden Ergebnisse miteinander!

Das Integral kann auch ohne die Anwendung der Methode der partiellen Integration
ausgewertet werden.

. Fiihren Sie dies durch, indem Sie die Relation sin 2 & = 2 sin « - cos x beachten !

Auf dhnliche Weise 1aft sich auch das folgende Integral ermitteln.

B Beispiel 16:

Jsin?zdx = [sin z-sin 2 dz

Mit
u = sina v =sin &
w = cos ¥ v = —CoST
erhilt man:
_ [sin?zdex = —sinz.cosz — [(— cos ). cos xdx
= —sinz-cosz + [cos®xdx
= —sinz-cosz + [ (1 — sin?z) dz
[sintzde = —sinw-cosa + 2z — [sin?zdx
2 [sin?zde = — sinz-cosx + @
. 1 .
F(z) =fsm2xdz=5(x—smz-cosx)+0.

. Zeigen Sie durch Differenzieren, daf dieses Ergebnis richtig ist!

Eine weitere Méglichkeit zur Anwendung der partiellen Integration zeigt das folgende
Beispiel, in dem der Integrand nicht in Form eines Produkts zweier Funktionen
vorgelegt ist.

B Beispie 17:

Jarcsin @ do = [ (arcsin z) - 1 dz

Mit,

w = arcsin x v =1
, 1

u v =g

T Vite
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erhélt man:
x

arcsin # dr = x-arcsine — | ———dx
}/l —a?

Durch Berechnung des Integrals auf der rechten Seite mit Hilfe der Substitu-
tion ¢ = 1 — a? erhiilt man als Ergebnis:

F(x) = [arcsin # dz = « - arcsin @ +y1—22+0C.
. Zeigen Sie auch hier durch Differenzieren, dafy das Ergebnis richtig ist!

Die partielle Integration kann in gewissen Fillen auch mehrere Male hintereinander
mit Erfolg angewendet werden.

B Beispiel 18:
fa®.sinzdw

Mit
% =a? v =sinzx
w=2z v = —CcoS T

erhélt man:
[a?-sinwde = —a%-cosz 4 2 [x-cosxdr.

Das Integral auf der rechten Seite kann, wie im Beispiel durchgefiihrt, durch
abermalige Anwendung der Methode der partiellen Integration berechnet wer-
den, so dal man

F(x) = [a?-sinzdr = — a®-cosx + 2x-sinz + 2cosx + C
erhalt.

Wendet man die partielle Integration zweimal hintereinander an, so mu8 man darauf
achten, daf} dies in geeigneter Weise geschieht, d.h. » und v’ geeignet gewahlt wer-
den, so daB man beim zweiten Schritt nicht etwa nur erreicht, daB8 die erste par-
tielle Integration wieder riickgéingig gemacht wird.

. Beispiel 19:
Ja®-sinady.
Durch die partielle Integration im Beispiel 18 erhielt man daraus:
(35) [a?-sinxde = — a%.cosx + 2 [x-cosadr.

Berechnet man das Integral auf der rechten Seite durch nochmalige partielle
Integration mit

U = Cos & v =2
x2
¥ = —sinx v =5,
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80 erhélt man:
28 ar

fz-cosa:dx: 5 cosz +f§-sm zdx.

Setzt man dies in (35) ein, so folgt:

Jat-sinwde = — a®- cosx + 2% cos x + [a?- sin x dx

[a?-sinzdr = [a?.sinxda.

Damit ist die erste partielle Integration riickgéngig gemacht worden, und man

bekommt zwar das richtige, aber wenig niitzliche Resultat ¢ = a.

Aufgaben
1. Berechnen Sie [z- sin z dz!

2. Berechnen Sie folgende Integrale durch partielle Integration bzw. nach geeigneter Umfor-
mung durch Substitution!
a) [cos®xdx b) [sinz cos x dx ¢) [sin2 2 cot x dx

g

. Berechnen Sie [22- cos  dx!

4. Berechnen Sie [ arccos z da!

o

Berechnen Sie folgende Integrale durch partielle Integration!
a) [a% sinxdz b) [x- arcsin z dz
¢) [sindzdx d) [(2® —a®+ 2)- sinzdx

1.2.7. Flichen- und Rauminhaltsherech

B!

An einem einfachen Beispiel sei noch einmal gezeigt, daB bei Flachenberechnungen
mit Hilfe des bestimmten Integrals zwischen den Integrationsgrenzen liegende Null-
stellen der Integrandenfunktion beachtet werden miissen.

B Beispiel 20:

Zu ermitteln sei der Flicheninhalt des von dem Bild der Funktion y=f(x)=sinz
und der z-Achse im Intervall 0 < z < 27 eingeschlossenen Teils der Zeichen-
ebene (vgl. Abb. 1.13.).

Unter Beachtung der Nullstelle 2 =  ergibt sich:

3 27
Aﬁ":‘fsinrdx + | [sin z dzx Y
o " N Abb, 113,
=l—cosx':'+'—cosxt;‘ 3 yesinx
A =|+2|+|—2 =4. 7

Dagegen gilt: 0 JE«W’_X’
_1 -

27
[ sinzde=4+2—-2=0.
0
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Oft werden durch die Symmetrieverhiltnisse
einer Figur gewisse Vereinfachungen fiir die
Berechnung ihres Flicheninhalts moglich.

B Beispiel 21:

Zu berechnen sei der Flicheninhalt der
von den Bildern der Sinus- und Kosinus-

funktion im Intervall % <z< % ein-

geschlossenen Figur (vgl. Abb. 1.14.).

Abb. 1.14

. Begriinden Sie die Symmetrieverhiltnisse der zu berechnenden Figur mit Hilfe
der Symmetrieverhiltnisse der Bilder der beiden Winkelfunktionen!

Fiir die Teilflichen 4; und A4y gilt:

L

=, —
2 2
A; = [sinzdr — [cosadx
= =
1

Fiir die Gesamtfliache 4 ergibt sich demnach:

A=2.(4;+4y)=2)2.

Bei der Losung der folgenden beiden Aufgaben soll gezeigt werden, daBl die Be-
nutzung bestimmter Substitutionen beim Integrieren iiber Winkelfunktionen zum
Auftreten zyklometrischer Funktionen in der Integralfunktion fithren kann.

. Beispiel 22:

Es sei der Flicheninhalt 4 eines Kreises
mit dem Radius r zu bestimmen. Der
Mittelpunkt des Kreises liegt im Ur-
sprung eines rechtwinkligen xy-Koor-
dinatensystems (vgl. Abb. 1.15.).

Es geniigt, den Flicheninhalt des im
ersten Quadranten des Systems liegen-
den Viertelkreises zu ermitteln.

g

Abb. 1.15.

0=M
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Die Koordinaten aller Punkte der Kreislinie erfiillen die Gleichung 72 = 22 4 Y2
Daraus folgt: Der oberhalb der a-Achse liegende Teil der Kreislinie ist das
Bild der Funktion y = /1?2 — a2.

r
Es gilt also: % A= ’ Jrr— o de .
0
Das Integral f Jr® — a? dx ist cin hiufig benotigtes Integral, bei dessen Be-

rechnung sowohl Winkelfunktionen als auch zyklometrische Funktionen auf-
treten.

Man substituiert x=r-sint (0 E %) g
d.
woraus folgt: 5‘: recost.

Durch Einsetzen in f ;/ 1% — a? dx erhidlt man wegen » >0 und cost = 0:

f[/ﬂ —r2.sin?¢.7.costdt = 1'2f;/1 — sin?¢- cos t dt
=12[ fcos? - cos tdt =12 [costtds .

Es gilt aber (vgl. Seite 62, Aufgabe 2a):

fcoszz dx =%(x+sinx-cosx) +C.

Das bedeutet:

fyrz—xzd:c=—;—-1‘2' (t+sint- cost) + C.

Aus der oben eingefiihrten Substitution ermittelt man sin ¢ — ; und daraus:
2

cost =}1 — sin®*t = ‘/1 — % und ¢ = arcsin; .

Daraus folgt:
1

f}/rz—xzdx= E-(r2~ arcsin—:i—i—x~yr2—zz)+ (58
Fiir den gesuchten Flicheninhalt erhilt man:

r

r
%-A =f/rz—:czdxzé(1~2~arcsi11;+x- yr? ~x’)
2 0
[

<72 (arcsin 1 — arcsin 0)



1 1
ey = — 2» .
1 A raRkaRL

Der Flicheninhalt des Kreises betrigt 4 =1r2- 7.

. Beispiel 232

Der Rauminhalt V eines durch Drehung des Bildes der Funktion y = f(x)
um die z-Achse zwischen # = @ und z = b entstehenden Rotationskorpers
wird bekanntlich nach der Formel

V=mn j"z[/‘(z)]2 dx

berechnet.
Es soll das Volumen des Drehkérpers ermittelt werden, der durch Rotation
des zwischen = — % und z = + ; liegenden Teils des Bildes der Kosinus-

funktion um die z-Achse entsteht:

'

V=n[ costzdx.

ro| N

Es ergibt sich:

n
3

1 o
V=?n(x+smx-cos:v)

wla

:én[(%+1-o)—(—§+(—l)~0>]

a2

F=S-

Aufgaben
1. Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn die in Abbildung 1.14.
von den im Intervall % < z < 7 oberhalb der 2-Achse gelegenen Bildern der Sinus- und

Kosinusfunktion und der az-Achse begrenzte ebene Figur um die z-Achse in Drehung
versetzt wird!

2. Bestimmen Sie den Flicheninhalt der im Intervall 0 <« < 2z vom Bild der Funktion
y = sin? z und der a-Achse begrenzten Figur!

3. Berechnen Sie den Flicheninhalt der im Intervall 0 <z = % von den Bildern der Funk-

tionen y = sin  und y = 2? gemeinsam begrenzten Figur!
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4. Berechnen Sie den Flicheninhalt des Einheits-

Y kreises!
(Hinweis: Benutzen Sie die Substitution
x = cos t!)

1 5. Berechnen Sie das Volumen des Rotations-
korpers, der entsteht, wenn die in Abbildung

U f‘ 1.16. schraffierte ebene Figur um die 2-Achse
0 N \ AV in Drehung versetzt wird!
~

yeoosx  y=sinx
Abb. 1.16.

1.3. Exponential- und Logarithmus-
funktionen

1.3.1. Aufgaben zur Wiederholung und Einfiihrung

1. Wihlen Sie in der Grundbeziehung der Potenzlehre p = a® jeweils p als abhiingige Ver-
dnderliche und
a) n als K ; @ als unabhiingige Verinderliche,
b) a als Konstante; n als unabhingige Verinderliche!
Was fiir Funktionen entstehen in jedem Fall? Sind diese fiir alle Werte der Konstanten n
bzw. a erklirt ?

2. Fassen Sie die Grundbeziehung der Logarithmen @'°*" — » in Worte!

3. Wie sehen die Bilder der Potenzfunktionen, der Wurzelfunktionen, der Exponential-
funktionen und der logarithmischen Funktionen im Prinzip aus? Entwerfen Sie Skizzen
fiir typische Fiille!

4. Nennen Sie die Gesetze, nach denen Potenzen multipliziert, dividiert oder potenziert
werden!

1.3.2. Die Zahl e und der natiirliche Logarithmus

Bekanntlich versteht man unter einer Exponentialfunktion jede Funktion, die sich
in der Form

(1) y=a*

darstellen 1aBt. Dabei bedeutet a eine beliebige positive von 1 verschiedene Kon-
stante, so dal auf Grund von (1) jede Exponentialfunktion fiir alle Werte von
erklirt ist. Fiir rationale z = % (p, ¢ ganzzahlig) ist ndmlich @* durch die g-te
Wurzel aus o” definiert. Ist x eine irrationale Zahl, so wird & durch die Glieder
einer gegen x konvergierenden Folge rationaler Zahlen {r,} angeniihert gedacht.
Die entsprechende Folge {y,} mit y = a’ besitzt, wie ohne Beweis mitgeteilt wird,
einen Grenzwert. Durch diesen Grenzwert wird die Exponentialfunktion an der Stellez
definiert. So wird z. B. ﬁdurch die Glieder der Folge 1;1,4;1,41; 1,414;1,4142; . ..
angenéhert; die Folge 3!; 31.4; 3L.41; 31414, 314142, streht dann einem Grenzwert
zu, durch den 8V# erklirt wird.
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Fiir @ < 0 wird keine Exponentialfunktion y = a* definiert. In der Tat ist ins-

besondere %/a_}‘ fiir gerades ¢ und ungerades p nicht definiert, z. B. V(— 3)7.

Fiir @ = 0 ist @® nur fiir > 0 erklirt und ist dort konstant identisch Null. Die
Funktion y = a* mit @ = 0 wird nicht zu den Exponentialfunktionen gerechnet.
Entsprechendes gilt fiir die Funktion

y=1%. a-10 yea*

. Fertigen Sie Wertetafeln der Funk- g
i 1
. — a% i et S NS
t;tmen yz-a fir a = o \
3 L3 2; 3; 10 im Intervall \
—6<a<6an/

——y

In der Abbildung 1.17. sind die Bilder | \
einiger Exponentialfunktionen gezeich- a- \
net.

ot
|1
—
—
5}
roleof

9
8
7
6
. Worin unterscheiden sich die Bilder \ \ \5 I /
der Exponentialfunktionen fiir a <1
und a >1% \ [

3
Tiir beliebige reelle Zahlen z, und z, gilt \
das grundlegende Additionstheorem der /
Exponentialfunktion : . 1 ‘

(2) antT=gq".q"

a
EEEEL &
I e RN

sowie das Gesetz

S

Aus (2) und (3) ergibt sich insbesondere

&) 18bes Abb. 117,
folgende wichtige GesetzméBigkeit:

» Durchliiuft 2 die Glieder einer arithmetischen Folge {xy} mit x, = ¢ + nd (c,d kon-
stant; n =1,2,3,...), 8o durchliuft y = a die Glieder einer geometrischen Zahlen-
folge (yn} Mit yn=a™* =ac+nd =qc .aqnd=qc . (af)"=C - g" (C=a°;q=a?).

Man erhilt z. B. die folgende Wertetafel:

z 0 I 1 l 2 | 3 I 4 I ] I k | k+1

y=a" a® | al | a? l a? | at I | ak l ak+1
at a? a? at ak+1
GG g= s aTs g=® ak =




Aus der Abbildung 1.17. und den angegebenen Gesetzen ergeben sich folgende
Eigenschaften der Exponentialfunktionen bzw. ihrer Bilder:

1. Allen Exponentialfunktionen ist das Wertepaar = 0; y, = 1 gemeinsam (alle
Exponentialkurven gehen durch den Punkt 4 (0; 1) auf der y-Achse).

Beweis: y = a® = 1 fiir jedes « == 0 laut Definition.

[

1
. Die zu y=a" und y =a* = (;z gehérenden Bilder liegen wegen
@ —q—(-m) — L _ (;7)%l spiegelbildlich zur y-Achse.

a—%

3. Im Fall @ >1 ist y = a” eine streng monoton steigende, im Fall 0 < a < 1
aber eine streng monoton fallende Funktion. DemgemiB verlaufen die Bilder
im Koordinatensystem im Falle @ > 1 von links unten nach rechts oben, im
Falle 0 << @ << 1 von links oben nach rechts unten.

Beweis der Monotonie von y = a% im Fall « > 1:

Man untersucht dazu die Funktionswerte an einer Stelle z, und einer benachbarten Stelle
Zo + h (h > 0); es ergibt sich a% bzw. a% + 1,

Wegen a > 1 und 2 > 0 gilt a® > 1 und a%+h = a%- gh > a%.] = g2,

Fir0<a<1undb = E. > 1 ist 4" monoton steigend und daher a% = % monoton fallend.
a

4. Fiir alle Bilder der Exponentialfunktionen ist die 2-Achse Asymptote, und zwar
nihert sich die Kurve im Fall @ > 1 fiir 2 — — 0o und im Fall 0 < @ < 1 fiir
& — 0o der z-Achse.

Beweis: Es wird zuniichst gezeigt, daB im Falle @ > 1

lim a* = oo
o0

gilt. Dazu geniigt es, sich davon zu iiberzeugen, daB a® grofer ausfillt als jede noch so groBe
Zahl M, sobald z hinreichend grof3 ist. Wegen der Monotonie von a® reicht es zu zeigen,
dal a” groBer als jede noch so groBe Zahl M ist, sobald die natiirliche Zahl geniigend groB
gewithlt wird. Wegena > 1 kann man « in der Form a = 1 + p (p > 0) schreiben. Dann
gilt nach dem binomischen Satz:

A=01+pt=1+np+---+p".

. T
Daraus folgt a” > 1 + n p. Wiihlt man n groBer als i

. ,» so folgt a® > M.

z Y Y
Fiir 0 < a < 1 strebt n"=(%) =bizfiir x — 00 wegen b=l>lgegen0_
a

Um den Grenzwert lim o im Falle @ > 1 zu bestimmen, wird % in der Form 71_1
geschrieben. Strebt ;e?z?:) gegen —oo, so strebt (—a) gegen +-oco und damit a® gegen Nttlxll.
Aus der Abbildung 1.17. entnimmt man schlieBlich folgendes: Zeichnet man die
Parallelen zur y-Achse im Abstand % ,1,2,3, ... ein, so schneiden sie die Exponen-

tialkurven in Punkten, deren Ordinaten VZ ,a, a® a3, . .. sind. Die Abbildung 1.17.
kann also als Nomogramm fiir die Folgen von Wurzel- und Potenzwerten benutzt
werden.
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In der Schar der Exponentialkurven ist jede einzelne Kurve durch ihren Anstieg
im Punkte 4 (0; 1) eindeutig bestimmt. Um ihn zu ermitteln, wird die erste Ab-
leitung der Funktion y = a® in &, = 0 bestimmt.

Falls der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert, ergibt sich:

. arth—g® . a®-at—a? .oat—1

y’ = lim 7 = lim 7 =a®-lim 7 =a*-k,
r=0 B0 )
ak — 1

mit &, = lim
h—+0

Wert. Es gilt:

. Dieser Grenzwert ist ein von @, aber nicht von z abhingiger

4) y’=~;lx—=ka-a“-

Die Ableitung der Exponentialfunktion y = a* ist also an jeder Stelle der Funktion
selbst proportional.
An der Stelle 2, = 0 ergibt sich dann:

6) go=kia®=k-1=F,.

Der Proportionalitéitsfaktor k, ist gleich dem Anstieg der jeweiligen Exponential-
kurve im Punkt 4 (0;1). Die geometrische Anschauung legt es nahe, zu vermuten,
daB es in der Schar der Exponentialkurven eine gibt, welche im Punkt 4 (0:1)
den Anstieg 1 hat, d. h., die die y-Achse unter einem Winkel von 45° schneidet.
Die zugehérige Basis @, soll nun bestimmt werden.

Fiir sie muf} gelten:

h
©6) ky—=lm2—lo1.
B0 h

Diese Funktion hat dann nach (4) die Eigenschaft, dal fiir alle Werte von
die Gleichung y = ' gilt. Man sagt dafiir: y = af geniigt der Differentialgleichung
y=y.

Bestimmung von a,

h
. . ooaf—1 . .
Um @, aus der Beziehung lim - == 1 zu ermitteln, wird

h—0

(7) at=1+1¢
gesetzt. Durch Logarithmieren erhilt man:

holga,—=1lg(1+¢) oder h= " .lg(l +1).
lga,
. Zeigen Sie, daff unter der Voraussetzung (6) lg a, nicht Null sein kann!

Daraus ergibt sich jetzt unter Beachtung von (7):

) ah—1  t-lga, Iga, _ lg a,

=1 . Y
- gl =9 lg[(1+t)']

B gL+
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1
Man kann zeigen, daB der Grenzwert lim a1+ t)T existiert. Er wird nach
t—0

L. EvLER mit dem Buchstaben e bezeichnet ; e ist eine irrationale Zahl:

e=2,718 281 8284 ...
Beachtet man jetzt noch, daB lim 1g , = lg & gilt und daB wegen (7) mit A — 0 auch
¢ gegen Null geht, so ergibt si:'l;_:us (8) in Verbindung mit (6):

h
ko, = lim Gy —L lim &1— = llizl =1, woraus
h—0 t—=0 -
Ig [(1 +1) ‘]
9) a=e
folgt.

Zur Berechnung von e

1

In der Beziehung e = lim (1 + ¢)? diirfen nach Definition des Grenzwertes fiir ¢
t—>

die Glieder jeder beliebigen Nullfolge (¢ == 0) eingesetzt werden.! Insbesondere darf

t=—11? (n eine natiirliche Zahl) gesetzt werden, was sich zur Berechnung als

zweckmiBig erweist, so daB also e = lim (1 + %)" folgt.

n-—+00

Unter Anwendung des binomischen Lehrsatzes erhilt man :

1"_ 1 n—1 1 m—1)(n—2) 1 (n—1)
) (1+7)“‘+‘+?' T L T

. Leiten Sie diese Beziehung her!

Aus dieser Relation ergibt sich, wenn % eine beliebige natiirliche Zahl kleiner als
n bedeutet :

1 1 1 n—1 1 (n=1)(n—2) 1 (n—1)...[n— (k—1)]

W atnteSta—w  ttg T o
1\ 1 1 1 1 1
<(1+7)<ﬁ+ﬁ+2_1+ﬁ+"'+71'

Der erste Teil der fortlaufenden Ungleichung ergibt sich, indem auf der rechten
Seite von (10) die letzten Glieder weggelassen werden. Der zweite Teil dieser Un-
gleichung ergibt sich aus (10), indem man beachtet, daB jeweils der Faktor von

ifiix'vg2 die Form s l)~(n_2)~...-[n_(

v! n n n

Die Faktoren dieses Produktes sind namlich simtlich kleiner als 1, so daB auch das
Produkt kleiner als 1 ist. Daher gilt:

L === 1] _ 1

»! n—1 !

»— 1] hat, also kleiner als 1 ist.

* Natiirlich muB noch ¢ > — 1 gewshlt werden, damit die Basis positiv ausfillt,
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Unter der Voraussetzung, dafl die Reihe 3 v—l'-konvergiert, ergibt sich aus (11) durch

=0
Grenziibergang n — 0o bei festgehaltenem k unter Beachtung von ¢ = lim (14 L>"
P n
2 yises3 i
v=0 ﬁ - = =0 v! ’

Diese Beziehung gilt fiir jedes natiirliche k; denn denkt man sich die natiirliche
Zahl k = k, beliebig vorgegeben, so gilt die Relation (11) fiir alle n > k,. LaBt
man in (12) noch k gegen co streben, so erhilt man:

pa < —
2 asesisn
v=0 v=0
oraus

folgt.
DaB diese Reihe konvergiert, leuchtet ein, wenn man beachtet, dal von » =4 an

1 ; . 5 3 L G 5

F< ~217 gilt und 3 -217konverglert4 Die Reihe Y S ist gut geeignet, um die
» v=0 v=20 e

Zahl e zu berechnen.

. Bilden Sie die Summe der ersten zehn Glieder dieser Reihe, indem Sie die Briiche
;1; auf acht Stellen hinter dem Komma ausrechnen! Vergleichen Sie diese Swmme
mit dem Néherungswert e ~ 2,718 281 828 5/
Aus (9) folgt in Verbindung mit (6) und (4):
d(e*)
(14) ST
Die Funktion y = € hat also die Eigenschaft, daB ihre Ableitung und damit auch
jede folgende wieder e ist. D. h., die Funktion y = €* geniigt der Differential-
gleichung ¥’ = y.

Die Funktion y = e ist iibrigens nicht die einzige Funktion, die dieser Differential-
gleichung geniigt.

=e*h,=e€"1=¢".

. Zeigen Sie, dap y=2¢€" y=3¢ und y = %e" auch dieser Differential-

gleichung geniigen ! Gibt es noch weitere Funktionen, die dieser Differentialgleichung
geniigen ?

Die Funktion y = e? ist, wie ohne Beweis mitgeteilt wird, keine rationale Funk-
tion. Es ist also nicht moglich, bei beliebig vorgegebenem Argumentwert den
zugehorigen Funktionswert y stets mit Hilfe der Grundrechenarten genau zu be-
rechnen. Daher ist diese Funktion eine neuartige Funktion; sie ist aus diesem
Grunde tabelliert worden, und dadurch ist die Funktion als bekannt anzusehen.

Die Tabellierung von e* geschieht in der Weise, daB fiir x = 0 die Funktionen
y = ¢® und y = e~® tabelliert werden. Aus der Tabelle von y =e~* fiir =0
konnen die Funktionswerte von y = ¢® fiir negative z abgelesen werden. In den
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Abb. 1.18. Abb. 1.19.

Abbildungen 1.18. und 1.19. sind die Bilder von y = ¢ und y = e~ mit Hilfe der
Wertetafel aus Beyrodt-Kiistner gezeichnet worden. Um ihre Lage in der Schar
der Exponentialkurven zu verdeutlichen, wurden in Abbildung 1.18. auch die Bilder
vony =2'und y = 3% baw. y = 2% und y = 32 eingezeichnet.

Da bei von 1 verschiedener Basis a die Exponentialfunktion y = a* streng monoton
ist, besitzt diese Funktion eine ebenfalls streng monotone Umkehrfunktion, die mit
y = log, @ bezeichnet wird und Logarithmustunktion heifit.

Die zugehorigen Logarithmuskurven ergeben sich aus den entsprechenden Ex-
ponentialkurven durch Spiegelung an der Geraden y =« (Abb. 1.20.). Der Abbil-
dung 1.20. und allgemeinen Uberlegungen, die sich aus der Spiegelung der Exponen-
tialkurvenschar ergeben, entnimmt man folgendes:

1. Durchlaufen die Argumente einer Logarithmusfunktion eine geometrische Folge,
so durchlaufen die Funktionswerte eine arithmetische Folge erster Ordnung:

z I 2 I 4 | 8 I 16 I g 2k
y=logaz| log, 2 log, 22 log, 23 log, 2¢ log, 2k
=1-loga2| =2-logs2| =3-log, 2 =4-log,2 =k-log, 2
d =log, 2 d=1loga2 d=log,2 d = log, 2

2. Die Logarithmusfunktion y = log, = ist fiir alle positiven reellen Zahlen « =1
definiert. Der Definitionsbereich ist z > 0, der Wertevorrat ist — co < y<oo.
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. Jede Logarithmusfunktion hat an der Stelle # = 1 den Wert y = 0 (log, 1 = 0).
Die Bilder gehen alle durch den Punkt B (1:0) auf der 2-Achse.
Fiir alle Logarithmusfunktionen gilt aulerdem log, a = 1.

Za
4. Die zu y = log,« und y = log; « gehérenden Bilder liegen spiegelbildlich zur

a
x-Achse, denn es gilt log, = — log .

a

5. Die Funktion y = log, # ist fiir @ > 1 im Sinne zunehmender Argumente streng
monoton steigend, fir 0 < a <1 aber streng monoton fallend. Demgemil
verlaufen die Bilder im Koordinatensystem fiir @ > 1 von links unten nach
rechts oben, fiir 0 < @ << 1 von links oben nach rechts unten.

6. Fiir alle Bilder ist die y-Achse Asymptote. Und zwar nihern sie sich mit ab-
nehmenden, gegen Null strebenden Abszissen im Fall @ > 1 dem negativen Teil
der y-Achse, im Fall 0 < @ < 1 dem positiven Teil der y-Achse.

7. Fiir @ > 1 gehoren zu Argumenten z > 1 positive Funktionswerte, zu Argu-
menten 0 < x < 1 negative Funktionswerte. Fiir 0 < @ << 1 gehoren zu Argu-
menten x > 1 negative Funktionswerte, zu Argumenten 0 << z << 1 positive
Funktionswerte.

> Inshesondere heiBt die zur Basis e gehérende Logarithmusfunktion y = loge * = Inx
die natiirliche Logarithmusfunktion.

Die entsprechende Kurve schneidet in B (1;0) die @-Achse unter 45°.

Die natiirlichen Logarithmen spielen in der Mathematik, insbesondere auch bei
solchen Problemen, die aus der Praxis stammen, eine grofle Rolle. Auch die Logarith-
musfunktionen sind wie die Exponentialfunktionen keine rationalen Funktionen,
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weswegen y = Inx und y = log,,# = Igx aus den gleichen Griinden wie die Funktion
y = e tabelliert werden (Beyrodt-Kiistner). Bei der Benutzung der Tafeln fiir In z
ist zu beachten, daf die von den dekadischen Logarithmen her bekannte Bezie-
hung zwischen Kennzahl und Stellenzahl des Numerus (Ig 2573 = 3, . . .) bei den
natiirlichen Logarithmen im allgemeinen nicht gilt (In 2573 = In 257,3 4 In 10
~ 5.55603 + 2,3026 = 7.8529).
Sowohl die Exponentialfunktionen zu verschiedenen Basen als auch die Logarith-
musfunktionen zu verschiedenen Basen stehen in einfachen Beziehungen zueinander,
die jetzt hergeleitet werden.
Aus den Gleichungen ¢ = b* und 2 = log, ¢ (¢ > 0) folgt:

log,
15) ¢e=b""° (¢>0).
Mit Hilfe von (15) kénnen Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen zu
einer Basis @ in solche zu einer anderen Basis b umgerechnet werden.
1. Exponentialfunktionen

log,

y = a* gibt wegen @ = b2

g =" =5""%", a.n

(16) y = a*= b™ %",
Dadurch ist es insbesondere maéglich, alle Exponentialfunktionen auf die natiir-
liche Exponentialfunktion zuriickzufiihren :

(17) y=a*=exna,
. Formulieren Sie (17) mit Worten!
2. Logarithmusfunktionen

Wird die Beziehung (17) in Logarithmusform geschrieben, so ergibt sich:

x =log, y und x-log,a =log,y .

Durch Eliminieren von z folgt schlieBlich :
lotny
logpa ~ logpa
Der Ausdruck M, =

log, a

beziiglich der Logarithmen zur Basis b.

(18) log,y = logyy ="M, -logyy -

heit der Modul des Logarithmensystems zur Basis a

> Um aus den Logarithmen eines Systems (z. B. zur Basis b) die eines anderen Systems
(z. B. zur Basis @) zu berechnen, werden die ersteren mit dem Modul des neuen
Logarithmensystems beziiglich der Logarithmen zur alten Basis multipliziert.

Dadurch ist es insbesondere méglich, alle Logarithmusfunktionen auf die natiir-
liche Logarithmusfunktion zuriickzufiihren :

1 Inx 1
19) logex=°M,Inx = — .Inx = — oder
- Ina Ina
3 Fiir den Modul ¢/, schreibt man nach TGL 0-1302 nur Mg, Es gilt:
e L
logea Ina
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(20) Ina-logex=Inx.

» Um eine Logarithmusfunktion mit einer beliebigen Basis a als natiirliche Logarithmus-
funktion darzustellen, werden ihre Funktionswerte mit In @ multipliziert.

Die fiir die Praxis wichtigste Folgerung aus (20) ist, daBl man in den Zahlentafeln
nur die Logarithmen eines einzigen Systems zu tabellieren braucht. Alle anderen

lassen sich daraus berechnen. Das wird gelegentlich bei Exponentialgleichungen
benutzt.

. Beispiel 1:
3¥=5
x = logy 5 (genaue Losung)
1 1

x=10M,.1g5 Nebenrechnung : *° My = 3 ~ 04T

x ~0,6990 - 2,10 ~ 1,47 (Nidherungslosung)

. Beispiel 2:

1
1274 = 1318
12 =1,318°°+*
52+ 4 = log; 315 12

= ;T (logy,31s 12—4 ) (genaue Losung)

1 1
Nebenrechnung: logysis 12 = 1°M, 55 - 1g 12 = mdg 12 RO 1,08 =9

1
IN€(9—4)

xz ~1 (Néherungslosung)

Sonderfille :

1. Die Umrechnungsbeziehung (18) gilt auch fiir den Numerus y = b:
9 o = I"‘JI; b — 1 r o ) a—
(21) log, b= Toria = e oder log,b-logya=1.

. Besonders hiufig wird die Umrechnung von dekadischen Logarithmen in na-

turhche (und umgekehrt) benétigt. Die zugehorigen Moduln sind in den Tafeln
deshalb besonders verzeichnet (Beyrodt-Kiistner).

In N

3 " : s o 1
(22) IgN= 0= Myy-In N=DMyy-InN mit M,y = i = Ige ~0,4343,
Ig N R 1 1 1
9, —— =10} . JoN=—.lg N mi = = ~ 2,302
(22a) n N = T M-1g N o Ig N mit i, Tge In 10 ~2,3026 .
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Aufgaben

1. a) Zeich Sie niiher ise die Schar der Exponentialkurven fiir — 1 sSx=41
5 4 3
und a = 3% »2, ¢, 3, 5, 10 mit groBer MaBeinheit, indem Sie 2 von 0,1 zu 0,1

fortschreiten lassen!

b) Wie heilen die Basen a fiir die acht Funktionsbilder von Aufgabe la, wenn sie an der
y-Achse gespiegelt werden ?

2. Stellen Sie eine Regel fiir den Zusammenhang zwischen Kennzahl des Logarithmus und
GroBe des Numerus fiir die Logarithmensysteme zu folgender Basis auf!

a) 10 b) 2 ¢) ; d) e f) a

8. Entnehmen Sie folgende natiirliche Logarithmen der Tafel!

a) In 1 b) In 3 ¢) In5 d) In 37
In 10 In 30 In 0,5 In 859
In 100 In 300 1In 0,05 In 12
In 1000 In 3000 1n 0,005 In 358

¢) In 6530 f) In 2987 'g) In 0,07265 h) In 12,004
In 17,3 In 4004 In 7,853 1n 23958
In 2,47 In 12,78 1In 0,2983 In 0,98736
In 0,528 In 4,592 1In 0,0004365 In 0,47298

Anleitung: .Auch bei der Tafel der natiirlichen Logarithmen kénnen nur vier geltende

Ziffern beriicksichtigt werden: In 15,786 ~ In 15,79. Natiirliche Logarithmen echter
Briiche sind negativ:

1n0,0243 = In 243 — In 1000 — In 10 = 5,4931 — 6,9078 — 2,3026 = 5,4931 — 9,2104
= — 3,7173.

Die bei dekadischen Logarithmen iibliche Schreibweise mit s»negativer Kennzahl** kann
auch hier benutzt werden:

In 0,0243 = 0,2827 — 4.

4. Wenden Sie die Logarithmengesetze an!

a) In 12,43 b) In (243 . 0,7245) ¢) In (5,824 : 0,792)
3— 16,4 - 3,252 e
d) In }0,7823 e) In 0722 f) In16,73. ‘/(),2
5. Wie heifien die Numeri ?
a) Inz = 6,4862 b) Inz = 1,8000 ¢) Inz = 8,2020
In x = 3,2958 Inx = 4,7370 In 2 = 7,3055
In 2 = 6,0162 In z = 5,8050 In z = 10,0000
In 2 = 6,9078 In o = 3,4567 Inz = 9,6023
d) Inz = — 0,1625 e) nz =0,6931 — 3 f) Ina = 3,0000
Inz = — 3,2734 Inaz =0,2311 — 1 Ina = — 3,0000
Ina = — 6,1044 Inx = 0,4444 — 5 Inz = 2,1624
Inz = — 1,0000 Inz =0,2035 — 4 Inz = — 2,1624
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6. Berechnen Sie folgende Aufgaben einmal mit natiirlichen Logarithmen, dann mit deka-
dischen Logarithmen, dann mit dem Rechenstab und beurteilen Sie Vor- und Nachteile
der drei Rechenhilfsmittel!

58,54 - 3,614 0,562 - 1,345° 5/,% AE‘W
) 506,4-0,7831 (146- 0,148} 91 10,
L s — 643\ 3
DRERITY o) V5,08 4 Jo.2 n (oo)s
489
7. Bestimmen Sie folgende Moduln zwischen zwei Logarithmensystemen!
a) M, b) M, c) M, d) eMy4
© M, 1) My, g) My h) MM,

8. Losen Sie folgende Exponentialgleichungen, zunichst genau, dann durch Niherung!

3 173w 4
a) 27T =128 b)) 045° 7 =1 ) V(I) -3 O @E@Fr=7
L 1 1
€) (397 =17 f) (1.943)% =1000 g) 1,37 = 2,856 h) (7693) * = 0,00013

i) 1002 = 30 k) 27 — 3o+ = 2242 — 3o+3 1) 722—1 — 3832—2 = 722+1 _ 3Br+2

9. Die Abnahme des Luftdrucks mit der Hohe erfolgt, wenn von Temperaturinderungen
abgesehen wird, nach dem Gesetz:
el

p=pee P

1z

Dabei bedeuten p den Druck in der Hohe &, p, den Normdruck (760 Torr), g, die Luft-
dichte beim Normdruck (0,001293 g- cm~2) und g die Gravitationskonstante.
Gewohnlich wird die Beziehung als sogenannte barometrische Hohenformel in der Form
1, — 18400 (2,8808 — Ig p)

geschrieben, wobei p die MaBzahl des Druckes fiir die MaBeinheit Torr und % die MaBzahl
der Hohe fiir die MaBeinheit m ist. Leiten Sie die zweite Formel aus der ersten her!

1.3.3. Die Differentiation der allgemei Exponentialfunktion
und der allgemeinen Logarithmusfunktion

Mit Hilfe der soeben hergeleiteten Beziehungen zwischen den Exponentialfunktionen
und den Logarithmusfunktionen zu verschiedenen Basen sowie der Kettenregel und
der Umkehrregel kann fiir die allgemeine Exponentialfunktion und die allgemeine
Logarithmusfunktion der erste Differentialquotient hergeleitet werden.

Fiir die allgemeine Exponentialfunktion gilt nach (18):

y= at = e e

Unter Anwendung der Kettenregel folgt daraus infolge (14):

d(a*) 1
23) Yy =——==e*Me. ng=a"-In a =——
23) y dx logae "
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Der in der Gleichung (4) mit k, bezeichnete Proportionalitatsfaktor ist also gleich
1

Fiir die hoheren Ableitungen von y = a” ergibt sich dann:

v =a (na)
¥y = a*- (Ina)’;
Y™ =a®. (Ina).
Die Funktion y = a® geniigt daher der Differentialgleichung 3’ = ¢ - y (c konstant).

. Bilden Sie die Differentialgleichungen fiir y = a* mit a = L 125 4 und —Z !

Wie grof3 ist jeweils der Faktor c¢? b
FaBt man y als unabhéngige und x als abhéiingige Variable auf, so kann die Umkehr-

funktion der Exponentialfunktion y = ¢* in der Form & = In y geschrieben werden.
Daher gilt nach der Umkehrregel:

diny) 1 1 1
dy — der) e y°
dx
Nach Austausch der Symbole der Verinderlichen folgt:
z d(lnx) 1
B8 — =%

Man kommt also zu dem bemerkenswerten Ergebnis, daB die Ableitung einer nicht
rationalen Funktion eine rationale Funktion ist.
> In
Nach Gleichung (19) gilt y = log, * = ﬁ . Daraus folgt:
d(logax) 1

1
25) ——=———=—log,e.
(25) dx z-lna~ x °OF

Fiir die hoheren Ableitungen ergibt sich:

y=Inz y = log, =
I_1 v S 1
=% ¥ =7 e
T - R .
¥y = 22 x? ¥y = 2?lna 2?lna

1-2 21
¥y ===

1-2-3 3!

y(4)=._ = =g

: (n— 1) (n—1)1
) — (— 1) —1 . ) — (— 1) =1, )
Y™ = (1) e L G VLt et
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1.3.4. Die logarithmische Differentiation

. Differenzieren Sie die Funktion y = 2V= (¢ > 0)/ Beachten Sie, daf3 2l =¢l# mz
gilt!

Die Differentiation von Funktionen, die sich in der Form y = [f(z)}*®@ , f(z) >0
darstellen lassen, 148t sich in entsprechender Weise durchfithren, jedoch kann man
sich dabei auch des folgenden Rechenvorteils bedienen.
Logarithmiert man die beiden Seiten von y = [f(x)}¢*?, so erhdlt man In y =g (2)- In f(z).
Wenn man jetzt auf beiden Seiten differenziert, ergibt sich, weil y eine Funktion
von z ist,

1 (=)

—y =g'(®)-]

g Y =@ In[f@)] + 9@ -
Unter Beachtung von y = [f(2)]?® kann dann y’ als Funktion von x dargestellt
werden.
Fir die Funktion y = re (z > 0) ergibt sich:

_ . d(In y) d(In y) dr/ 1 dy
Iny=yzInz; I i
1 d 1
7 d_i = s Inz+ }/;_x_ (Kettenregel)
dy 1 V=

dy Inz 1 o _ __:.
i (2]F+2Vz) 2‘/7(nx+ 2) =% 2(lnz+2).

Das soeben erliuterte Verfahren nennt man logarithmische Differentiation. Es hat
allerdings zur Voraussetzung, daBl bei differenzierbaren Funktionen y = f(x) und
y = g(z) auch y = [f(2)]*® differenzierbar ist.

Aufgaben

1. Ermitteln Sie durch logarithmische Differentiation die ersten Ableitungen von folgenden
" Funktionen!

a) y—amz @0  b) y—2F @>0) c)y=ex_'(x>0)
2. Von folgenden Funktionen ist die erste Ableitung zu bilden!
a) y=a?l® b) y = e (@ + 1) c)J—W d)y=Inan
) y=ln(a+e?) Dy=hr py-a = B)y= et -2e-1

i) y=1g)52* — 22+ 17 k) y =atanz 1)y = (Iga)® m)y =e2%.cosz-Inzx

Anleitung: Beachten Sie, daB mitunter die logarithmische Differentiation schneller zum
Ziel fiihrt!

3. Von folgenden Funktionen sind die ersten drei Ableitungen zu bilden!
a) y=Inga" b) y = (n2)" ¢) y =Insinz d) y=elnz
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1.3.5. Anwendungen

Es gibt eine Reihe von Prozessen, die durch Exponential- und Logarithmus-
funktionen beschrieben werden.
Die wichtigsten sind die Wachstums- und Zerfallsprozesse.

a) Wachstumsprozesse
1. Verzinsung von Sparguthaben

Die Verzinsung wird so vorgenommen, daf in gewissen Zeitabstéinden die prozen-
tual vom Guthaben errechneten Zinsen diesem buchungsmiBig beigefiigt werden,
so daB sie das Guthaben vergrofiern und demgemiB vom nichsten Zinsabschnitt
an selbst mit verzinst werden. Man spricht deshalb auch von Zinseszinsen.

Bei einem Sparguthaben von 1000 MDN und einer jahrlichen Zinsgutschrift von 3%
sieht das folgendermaflen aus:

Verzinsbares

Zinsjahr Guthaben Zinsen ’:;I:l')‘wsmde it am
1 1000  MDN 30 MDN 1030 MDN
2 1030 MDN 30,90 MDN 1060,90 MDN
3 1060,90 MDN 31,83 MDN ! 1092,73 MDN

Allgemein: Sparguthaben g,; Verzinsung jéhrlich zu p9, 2

i 9o P GoP _ BN -
o 100 90 g0 =%+ 100) = 909
909" Do P
2. %4 i 907+‘%W=904(1+r€6>=9092
[ ) 9% 9P P
3 9% oo~ | BT T G0g = %1+ 195) =90

Man erkennt, dafl das Sparguthaben nach i Jahren einen Wert von

9=90- ¢
erreicht hat. EsliBt sich also mit Hilfe einer Exponentialfunktion vomTyp y = b - a*
errechnen. Die Exponentialfunktion y = b . a® gibt in diesem Fall die Bildungs-

vorschrift fiir die Glieder einer geometrischen Folge wieder, in der & auf natiirliche
Zahlen beschrankt ist.

1 Zur Vereinfachung der Rechnung ist dabei angenommen worden, daB auch die Pfennige mit verzinst werden, was in
der Bankpraxis nicht geschicht.
* Fiir den Ausdruck 1 + 1% , den i wird meist die Abkil g benutzt.
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Die Zinsgutschrift erfolgt in gewissen Fillen auch in kiirzeren Zeitabstinden zu
einem kleineren Prozentsatz, z. B. halbjahrlich zu % % oder monatlich zu l% %.:
Da dabei die Zinsen schon frither wiederverzinst werden, ist das Endguthaben nach

i Jahren groBer. Wenn die Zinsgutschrift nach jeweils Ly Jahr zu Z % erfolgt,
ergibt sich entsprechend nach ¢ Jahren ¥ .

ni ni
(26) gzg(,(l + VIOI(JJn) = g“[<1 + lOﬁ n) :l :

2. Organisches Wachstum

Auch der Prozef des organischen Wachstums 1iBt sich mit Hilfe einer Exponential-
funktion beschreiben. Im Gegensatz zur Verzinsung erfolgt hier der Zuwachs in
sehr kurzen Zeitabstinden. Ist der prozentuale Zuwachs in einer gewissen Zeit-

einheit p %, und erfolgt der Zuwachs in lZeiteinheit,so gilt nach i Zeiteinheiten
ebenfalls (26) oder umgeformt : "

10027 pi

- 1 T |100
g=9 (14—4100") .
P

Bei auBerordentlich kleinen Zeitabstinden fiir den Zuwachs unterscheidet sich daher
dieser Betrag nur sehr wenig von dem Grenzwert

100 n | pi

5 1 100

lim go| (1 + # .
aion ( 100 »
P

Man pflegt daher mit diesem Grenzwert zu rechnen, weil er in den genannten Fillen
gute Niherungswerte liefert bzw. den idealisierten Fall kontinuierlichen Wachstums
beschreibt.

1 § 1 T 5 .
Setzt man 02 2 gleich 7 50 strebt A gegen Null fiir n — oo, und man erhilt:
L
1 \100n s
lim (1 4+ ——\——=1lim(l +7%) =e.
M( m)" et
vd

Folglich wird die EndgroBe g, die eine AnfangsgroBe g, nach gewisser Zeit ¢ beim
organischen Wachstum erreicht, (néherungsweise) nach

(27a) g = go - e*?
berechnet. Dabei bedeutet ¢ eine Konstante (Wachstumskonstante), die gleich %
ist, wenn p % auf dieselbe Zeiteinheit bezogen ist, in der ¢ gemessen wird. 0

Setzt man in der Gleichung (27a) ¢ = @, so kann man (27a) auch in der Form g = g, - a*
schreiben. Von dieser Umformung macht man jedoch meist gerade in der umge-

G [001256] 81



kehrten Form Gebrauch, indem man die Funktion y = a” in der Form y=e
mit A = In @ schreibt.

. Beispiel 3:
Durch Schidlingsbefall wurden in einem Waldbestand von 55 000 fm (Fest-
meter) 17000 fm vernichtet. Wie lange muBl der Wald geschont werden, um
den urspriinglichen Stand zu erreichen, wenn im ersten Jahr 29% Holzzuwachs
gemessen wurde und der Zuwachs nach dem Gesetz iiber das organische
‘Wachstum erfolgt ?
Lésung :
Das Wachstumsgesetz heiflt, wenn ¢ in Jahren gemessen wird:
g = g,e002t,
2
i i— = 0,02
(c ist dabei 100 0.0: )
Die véllige Gesundung des Forstbestandes ist erreicht, wenn gilt:
55 000 = 38 000 - ¢0:02¢
% — (002t

55
0,02t = ln:?é ~ In 1,447,

Unter Verwendung der Tafel ergibt sich:
0,02¢ ~ 0,37
t~19.

Es ist also eine Schonung von rund 19 Jahren erforderlich. Das zeigt : Forst-
schiden werden nur langsam beseitigt.

b) Zerfallsprozesse
Radioaktiver Zerfall

Jede natiirliche Zerfallserscheinung, z.B. der selbstiindige Zerfall einer radioaktiven
Substanz durch laufende Kernumwandlungen, ist das Gegenstiick zum organischen
Wachstum. Hier zerfallt laufend ein gewisser Teil der Ausgangssubstanz, der eben-
falls der jeweiligen Ausgangsmenge proportional ist, d.h. prozentual von dieser
berechnet werden kann. Die neue Menge m ist dann die Ausgangsmenge m,, ver-
mindert um den zerfallenen Teil, der p %, ausmachen moge:

m=my — %’ = mo(] —%0)

Nach entsprechenden Uberlegungen, wie sie bereits durchgefiihrt wurden, kommt
man jetzt zu

170
m = mn,:lim 11— h)"] .
/

=0
Damit kann der Zerfall in guter Néherung berechnet werden.
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1
Der Grenzwert lim (1 — k)* wird durch die Substitution » = — h’ auf die Form

10 B

lim (14%)" % = | lim (1 + k)% el zuriickgefiihrt.

W -0 =0 e

Folglich gilt fiir den radioaktiven Zerfall:

(27b) m = mgy - e—4t.

Der Faktor A heiBit Zerfallskonstante; sie hat fiir jede einzelne radioaktive Substanz
einen spezifischen Wert.

- Beispiel 4:
Die Zeit T, in der eine radioaktive Substanz zur Hilfte zerfallen ist,
nennt man die Halbwertzeit. Wie groB ist die Halbwertzeit von Radium?
(A=44-10"%a"1)
Losung:
m = my - e~ HE-10-¢
%mu =ty e~ 442074 T
At 10T — 9
44.10%.7 =1n 2 ~ 0,6931
0,6931
~— 104
T~ i 104~ 1580.
Die Halbwertzeit des Radiums betrigt etwa 1580 Jahre.

¢) Weitere Beispiele, in denen die Exponentialfunktionen verwendet werden
1. Gedampfte Schwingung
Fiir eine geddmpfte Schwingung gilt:
y=a-e b sinct (a,b,c>0).
Dabei bedeuten:
y die Elongation, d.h. den nach der Zeit ¢ (vom Beginn der Bewegung an

gemessen) vorliegenden Abstand von der Ruhelage;

¢ die Kreisfrequenz w =2z f = 2—;—;
(f: Frequenz, d. h. die Schwingungszahl in der Zeiteinheit; 7': Schwingungs-
dauer, d.h. die Zeit, die fiir eine Vollschwingung benétigt wird);

b die Dampfungs- oder Abklingkonstante, die von der die Dampfung ver-
ursachenden Widerstandskraft abhéngt;

a den Quotienten% , wenn v, die zum Beginn der Schwingung (¢ = 0) vor-
liegende Anfangsgeschwindigkeit ist, die von der Stirke des AnstoBes ab-
hangt.

Bei der folgenden Untersuchung werden fir die Konstanten die nachstehenden
Zahlenwerte angenommen :
a=6; b=02; ¢=06.
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Um das Bild der Funktion zeichnen zu konnen, wird eine Funktionsuntersuchung
durchgefiihrt. Dabei ist die Untersuchung nur fiir ¢ = 0 sinnvoll, da die Schwingung
erst zur Zeit ¢t = 0 beginnt, so daB die Funktion nur fiir ¢ = 0 erklért ist.

1. Nullstellen (notwendige und hinreichende Bedingung: y = 0)

Wegen e=! = 0 fiir jedes ¢ folgt sin ¢ty = 0 und daraus:

=2 (k=0,1,2,..).

Man erkennt, daB die Dampfungskonstante b keinen EinfluB auf die Lage der
Nullstellen hat und damit auch nicht auf die Schwingungsdauer. Diese bleibt auch
bei gedampften Schwingungen wiihrend des gesamten Bewegungsvorganges kon-

stant 7= 2%, Mit ¢ = 0,6 ergibt sich:
c
5 10 10
tn=0; tO,:?n; tm=?n;... und ngn.

2,
2. Lokale Extremwerte (hinreichende Bedingung: %Z— =0; %f + 0)

Die erste Ableitung nach der Zeit (‘;_f) symbolisiert man durch § und schreibt fiir
Ztizy entsprechend . Es ergibt sich:

y=ae b (ccosct—bsinct)

y=ae b [(b2 — ) sinct — 2bccosct].
Mit @ = 6; b = 0,2; ¢ = 0,6 erhilt man:

y=12e"%2t(3cos0,6¢ — sin 0,61¢)

j=—048¢" %2t (3¢cos 0,6 ¢ + 4sin 0,6 t).

Berechnung der lokalen Extremstellen:

Wegen e~ ¢t == 0 fiir jedes endliche ¢ kann angesetzt werden :
ccosctyg —bsincty =0
3cos0,6tp —sin0,6iz=0.

Daraus folgt, da sin  und cos « nie gleichzeitig verschwinden kénnen:
tan 0,6t = 3

1,25 + kn

tp~

(k=0,1,2,...).

Es ergeben sich als Naherungswerte :
tp1 ~2,1; tps ~17,3; tps ~126;...
An jeder Stelle t ist  von Null verschieden.
Wegen g/ |, = 0 und @ e~ 2t == 0 gilt nimlich
(28) 3cos 0,6ty = sin 0,6 tz;

und daher
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— 0,48 ¢— 022 (3 cos 0,6 ty + 4sin 0,6 )
— 0,48 e 02t (308 0,6 t; + 12 cos 0,6 tg)
¥z = — 048 e~ 0217 - 15 cos 06t .

Wire § |, gleich Null, so miiBite cos 0,65 gleich Null sein und daher wegen (28)

auch sin 0,6 t; gleich Null sein, was wegen sin®z + cos? x = 1 unmoglich ist.

Daher sind die aus # errechneten Werte t; auf jeden Fall lokale Extremstellen

der untersuchten Funktion. Und zwar liegen lokale Maxima dort vor, wo in
1,25+ kn

Il

Gl

te 06 k geradzahlig, Minima dort, wo k ungeradzahlig ist:
1,25+ 2m=
tm“N—O’T— m=0,1,2,...)
. L. @m+la (m=0,1,2,...).
0,6

. Fiihren Sie den Nachweis fiir die Richtigkeit dieser Behauptung, und berechnen
Sie fiir m =0, 1,2 die Amplituden néiherungsweise! Beachten Sie, daf3 diese
von der Dimpfung beeinflupt werden!

d? a3
3. Wendepunkte des Funktionsbildes (hinreichende Bedingung:;t;y =0; Eg =+=0)

Wegen e= ¢ = 0 fiir alle ¢ ergibt sich fiir die Berechnung der Abszissen ¢, der Wende-
punkte:
3c0s 0,6ty + 4sin 0,64, =0

tanO,GtW:—OJS
25 + k=

ty ~ Bl k=0,1,2,...).

w 0.6 ( 0 )

Es ergeben sich die Niherungswerte:
ty, ~4,2; tyo ~ 9.4, tys ~ 14,6 .

A1 11
y-aﬁ-e -0zt

1A V
4 N

1R 18—l—16—T—77 ¢

T
\ L5 )

Abb. 1.21.
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. Bilden Sie i und bestiitigen Sie damit, daf es sich bei
tw z250+k" (k=0,1,2,...) tatsichlich wm die Abszissen von Wendepunkten

handelt! berec}men Sie fir k=0,1,2,3 die zugehérigen Ordinaten (Blonga-
tionen)!

Das Bild der Funktion y = 6 e~ 02tsin 0,6 ¢ zeigt die Abbildung 1.21. Beachten
Sie, daB das ebenfalls eingezeichnete Bild der Funktion y = 6e= 02t zwar die
Abnahme der Amplitude veranschaulicht, das Bild der Funktion Yy =6e%2tsin 0,6¢
aber nicht in den Extrempunkten beriihrt!

. Begriinden Sie das und berechnen Sie, in welchen Punkten die Beriihrung
stattfindet!

2. Gaupsche Glockenkurve

Bei Fehleruntersuchungen spielt die fiir alle 2 erklirte sogenannte Gausssche
Fehlerfunktion y = e~ eine groBe Rolle. Die Funktion soll grafisch dargestellt
werden.

. Fiihren Sie dazu eine Funktion. hung durch! Besti Sie folgend:
Punkte, soweit sie vorhanden sind :
1. den Schnittpunkt mit der y-Achse;
2. die Schnittpunkte mit der x-Achse;
3. die lokalen Extrempunite;
4. die Wendepunkte!

3. Fallbewegung unter Beriicksichtigung des Luftwiderstand

Beim Fallschirmspringen wird die Fallbeschleunigung g durch den Luftwiderstand
laufend verkleinert. Diese Verminderung der Beschleunigung ist der Fallgeschwin-
digkeit proportional: b =g — f.». Der Proportionalititsfaktor f héngt von ver-
schiedenen Faktoren (FallschirmgroBe, Masse, Luftdichte) ab.

Das Weg-Zeit-Gesetz lautet dann:

(29) s=%z—%(1 — 1Y,

@ &sis

) die Richtigkeit dieses Gesetzes zu bestitigen und
b) zu besti , welche imale Geschwindighkeit sich beim Absprung ergibt.

Anleitungen :

Zua): Weisen Sie nach, dap sich durch zweimaliges Differenzieren des Weges
nach der Zeit die Beschleunigung in der vorgeschriebenen Form er-
gibt, d. k., daf durch (29) die Differentialgleichung § —g — f-& er-
fiillt wird!

Zu b): Die imale Geschwindigkeit erhalten Sie aus der ersten Ableitung der
Geschwindigkeitsfunktion. Die Bestimmung der geforderten Zeit fiihrt
dabei anf eine Grenzwertuntersuchung.
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Aufgaben

1.

1o

L

Bestiitigen Sie, da die Funktion y = a- e~ ¢ sinct der Differentialgleichung
i+ Cy g+ Cy- y = 0 geniigt! Welchen Wert haben dabei die Koeffizienten C; und €', ?

Die folgenden Funktionen sind zu untersuchen und die zugehorigen Kurven sind zu
zeichnen.
a) y=2-e—03tsin3¢ b)y:éc—“sin%t

Deuten Sie diese ana]ytisc‘hen Ausdriicke physikalisch!

Folgende Funktionen sind zu untersuchen und grafisch darzustellen,
2

n)y.—_—;—-e‘ b)y=%-ln:c c)y=~i—.-e1 d) y=e-cosx e)y=(Inx).

Vergleichen Sie das Wachstum eines Sparguthabens von 2000 MDN in 10 Jahren bei fol-
genden Zinsgutschriften!

) einfache Zinsen zu 39, im Jahr (ohne Zinseszinsen)

b) Zinseszinsen bei tiglicher Kiindigung und jihrlicher Zinsgutschrift (39%)

¢) Zinseszinsen bei jihrlicher Kiindigung mit jiahrlicher Zinsgutschrift (3 ;—%)
d) Zinseszinsen zu 39, jihrlich bei halbjihrlicher Zinsgutschrift

Veranschaulichen Sie die Unterschiede grafisch!

Die Zunahme der Bevolkerung einer groBen Stadt folgt im Durchschnitt ebenfalls
niiherungsweise dem Wachstumsgesetz g = g ect, Wie groB ist die Wachstumskon-
stante ¢, wenn eine Stadt in 13 Jahren ihre Bevolkerungszahl von 320000 auf 410000
vergrofert ?

Das Wesen jeder Kettenreaktion besteht darin, daB der zugrunde liegende Elementar-

vorgang AnlaB fiir den Ablauf weiterer Elementarvorginge wird, so daB sich deren Zahl

sehr rasch steigert.

Beispiel: 4 moge eine Neuigkeit, die er um 8 Uhr erfuhr, in der nichsten Viertelstunde

zvei Bekannten B, und B, mitteilen. Diese verfahren genauso in der darauffolgenden

Viertelstunde und geben die Nachricht an C;, Oy, C3, Cy Weiter.

Wieviel Personen sind um 12 Uhr unterrichtet, wenn

a) jeder Beteiligte die Nachricht nur einmal weitertrigt;

b) jeder Beteiligte sich in jeder neuen Viertelstunde bis 12 Uhr laufend an der Verbreitung
weiter beteiligt ?

Anleitung: Stellen Sie Zahlenfolgen auf und ermitteln Sie die allgemeinen Gesetze!
Schreiben Sie diese als e-Funktionen! Wie heifit jeweils die Wachstumskonstante ? Wie
erhalten Sie bei a), wie bei b) die Gesamtzahl aller Mitwisser? Welche Art von Funk-
tionen liegt also einer Kettenreaktion zugrunde ?

Bei Kernspaltungsreaktionen, bei denen neue BeschuBteilchen entstehen und die deshalb
zu Kettenreaktionen filhren konnen, liegt die Zeit zwischen zwei Reaktionen in der
GroBenordnung von 10-4s. Auf wieviel Kernspaltungen schwillt die Kettenreaktion in
i%)s an, wenn vereinfachend angenommen wird, daB jedes entstehende Teilchen ohne
Ausnahme eine Reaktion auslost, daB dabei stets zwei neue Teilchen entstehen, und daf
keinerlei Verzogerungen der fliegenden Teilchen veranlaBt werden ?
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Die folgende Ubersicht enthiilt die Halbwertzeiten fiir einige radioaktive Stoffe.

Actinium 2;"; Ac 21,7a Caesium lg; Cs 33a
Uran v 4,5.100a || Kobalt 90 ¢o 5264
Radium 228 Ra 1622 Jod WLy 8,1d

Wie lautet das Zerfallsgesetz ? Wie groB ist fiir folgende Elemente die Zerfallskonstante £ und
wieviel Substanz ist nach der jeweils in Klammern b Zeit noch vorhanden ?

» %A 1a) B EZU 100a) 0 20Ra (10000)
O '3es @a) o 20 w0s)  pBly g

Wie heilt allgemein die Beziehung zwischen Halbwertzeit und Zerfallskonstante ?

Zersetzungsreaktionen, an denen nur Molekeln gleicher Art beteiligt sind, verlaufen nach
der Funktion z=F%-In * 7
a—
Hierin bedeuten
a: die Anzahl der anfiinglich vorhandenen Molekeln ;
z: die Anzahl der in der Zeit ¢ zersetzten Molekeln;
k: eine spezifischer Reaktionskonstante.

a) Bestimmen Sie die Reaktionsgeschwindigkeit !
b) Zeichnen Sie Diagramme fiir das Zersetzungsgesetz und fiir das Geschwindigkeitsgesetz!
¢) Nach welcher Zeit ist die Hiilfte der Substanz zersetzt ?

Wird ein auf die Temperatur 7|, erhitzter Korper in einer kiilteren Umgebung mit der

Temperature 7', (T > T') sich selbst iiberlassen, so kiihlt er sich so ab, daB er nach der

Zeit t die Temperatur 7'= T, + (Ty— T;) e—*-t annimmt.

(NEwroNsches Abkiihlungsgesetz;  ist eine von den spezifischen Eigenarten des abzu-

kiihlenden Korpers abhiingige Konstante,)

a) Bestimmen Sie die Abkiihlungsgeschwindigkeit, und zeichnen Sie grafische Darstel-
lungen des Abkiihlungsg zes fiir verschied (selbt gewiihlte) Werte von Tyund 7!

b) Welchen EinfluB hat bei konstantem 7', verschiedenes T, (Kiihlwassertemperatur) ?

Befindet sich in einem Gleichstromkreis ein Verbraucher mit dem Omyschen Widerstand
R und dem Selbstinduktionskoeffizienten L, so nimmt beim Einschalten Stromstiirke

nicht sofort den nach dem Ommschen Gesetz zu erwartenden Wert I,= (1/2 an, sondern

R
-t
erreicht diesen Wert nach dem Gesetz I = Io(l —e L Jerst nach einer gewissen Zeit.

Entsprechend sinkt beim Ausschalten die Stromstiirke infolge der Selbstindulktion nach
R

e
dem Gesetz I = I,-¢ L . Hierin heiBt; die Zeitkonstante.

a) Untersuchen Sie die Funktionen, und zeichnen Sie Diagramme!
b) Wann wird beim Einschalten I = 7, und beim Ausschalten 7 — 0 erreicht ?

¢) Wie groB ist I jeweils nach der Zeitkonstanten (l = %)"



12. Wenn eine Schwungscheibe durch Fliissigkeitsreibung abgebremst wird, dndert sich die
Winkelgeschwindigkeit mit der Zeit¢ nach dem Gesetz w = wy- e— /!, wobei w, die
Winkelgeschwindigkeit vor Einsetzen des Bremsvorgangs und f eine Konstante ist, die
u. a. von der Viskositat der Fliissigkeit und vom Trigheitsmoment der Schwung-
scheibe abhingt.

a) Handelt es sich um eine gleichmiBig verzogerte Bewegung ?

b) Nach welcher Zeit betrigt die Geschwindigkeit nur noch 109, von o, ?

¢) Entwerfen Sie Diagramme fiir das Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz und fiir das Be-
schleunigung-Zeit-Gesetz!

1.3.6. Die Hyperbelfunktionen

Grofe theoretische wie praktische Bedeutung haben einige Funktionen, die sich

durch Superposition gewisser e-Funktionen ergeben.

Hingt man eine gleichmaiBige, allseitig biegsame Kette (Seil 0. 4.) an den Enden

auf, so daB sie nur der eigenen Schwere unterliegt, so nimmt sie beim Durchhiingen

eine Gestalt an, die (wie hier nicht hergeleitet werden soll) dem Bild der Funktion
z z

e +e ©

y=c¢ entspricht.

. Skizzieren Sie das Bild der Funktion fiir den Sonderfall ¢ = 1, also fiir y = ks
auf zweierlei Weise:
a) durch geometrische Addition der Bilder von y = e* und y = e~*;

b) punktweise, wobei Sie die Ordinaten rechnerisch wunter Zuhilfenahme der
e-Tafeln (Beyrodt-Kiistner) ermitteln!

Das Ergebnis zeigt die Abbildung 1.22. Die Kurve heit Kettenlinie. Je nach der
Entfernung der Aufhingepunkte 4,
und A4, bei vorgegebener Ketten-

linge kann die Kurve in Richtung 1 yee yt?‘ll ’
der Achsen eine Streckung bzw. 2 T 7 P
Stauchung erfahren. Eine solche ! \ ] z
gestreckte bzw. gestauchte Kurve \ \ 6 / 2
laBt sich durch die Gleichung X 5 p| J Yo
z z
y= % (37 + e ?) beschreiben, wo- \ " 1 /
7
bei ¢ eine Konstante ist. \ \ 3 / /
. e~
@ Neben der Funktion y = L;- \‘ \\2 ; //
Z_o—2%
soll auchdie Funktiony=""" S e
betrachtet werden. Skizzieren Sie | Talec
das Funktionsbild ebenfalls auf 4 -8 -2 1 0 1 2 3 ¢ x
2weierler Weisel T T [
Abb. 1.22. | ] | I I
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und zwar als sinus hyperholicus oder Hy-
perbelsinus bzw. als cosinus hyperbolicus
oder Hyperbelkosinus. Sic werden durch die
Gleichungen

(30)

o e’ —e—T
sinh # = —5——
und

e* 4 e

(31) coshx = 5

fiir alle Werte von a definiert.

Es werden jetzt einige Eigenschaften der
hyperbolischen Funktionen genannt, die eine
Verwandtschaft zwischen sinz und sinh 2
bzw. cosz und cosh @ erkennen lassen.

1. sing= —sin(—2) ungeracde
sinh = — sinh (— «) [ Funktionen

cos & = cos (— x) gerade
cosh & = cosh (— ) Funktionen

2. cos?a +sintz =1
cosh?2 — sinh?z =1
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Abb. 1.23.

Das Ergebnis zeigt Abbildung 1.23.
Die beiden Funktionen y = ¥
et —e—%
2
schaften, die solchen der Sinus- und
Kosinusfunktiondhneln. Sowiederen
Funktionswertedurch Ordinatenund
Abszissen von Punkten des Einheits-
kreises dargestellt werden konnen,
kann das bei den beiden in den
Abbildungen 1.22. und 1.23. darge-
stellten Funktionen durch Abszissen
und Ordinaten von Punkten einer
gleichseitigen Hyperbel geschehen
(Abb.1.24.). (Aufeinen Beweis dieser
Tatsache muB hier verzichtet wer-
den.) Man bezeichnet diese Funktion
deshalbalshyperbolische Funktionen,

undy = haben einige Eigen-

Abb. 1.24,

sinhy

oshzy x




3. sin (z + y) = sin 2 cos ¥ + cos x sin y
sinh (z + y) = sinh  cosh y + cosh z sinh y

d(sinz) . d(cos z) 2
4. - = 08T — e Bl
inh d(cosh 5
duinkia) cosh z; dowlia) sinh o
dx dx

Beachten Sie bei 2. und 4. den Vorzeichenunterschied gegeniiber den entsprechen-
den Formeln der Winkelfunktionen!

. Beweisen Sie die unter 1., 2., 3. und 4. genannten Beziehungen fiir die Hyperbel-
funktionen!
Anleitung: Gehen Sie auf die Definitionen (30) und (31) zuriick!

Aufgaben

1. Untersuchen Sie fiir die Kettenlinie, deren analytischer Ausdruck in allgemeiner Form
z

.
y= i) (eT +e” C) ist, den EinfluB der Konstanten ¢ aut die Form der Kurve!

Anleitung: Behalten Sie den gleichen Argumentbereich bei (z. B. von —6 bis +6) und
indern Sie ¢! Kann ¢ auch negativ werden ?

cos x

und cot x = definiert man:

y . sin
2. Genau wie tanz =
cosx
sinh =
tanh z = —
cosh

cosh =
coth r =

sinh 2

a) Driicken Sie tanh 2 und coth « durch e-Funktionen aus!

b) Bilden Sie tanh a - coth , und vergleichen Sie das Ergebnis mit den entsprechenden
Formeln der Winkelfunktionen!

¢) Stellen Sie y = tanh 2 und y = coth x grafisch dar! Nehmen Sie dabei in wichtigen
Punkten die Tangentensteigungen zu Hilfe!

d) Bilden Sie die Ableitungen von y = tanh & und y = coth «, und vergleichen Sie diese
mib d (tan x) and d (cot x) \

dx dz

&

Biiden Sie folgende zusammengesetzte Funktionen, driicken Sie sie durch e-Funktionen aus,
und untersuchen Sie sie rechnerisch und zeichnerisch! Bilden Sie auch die Ableitungen
auf beiden Seiten, und bestiitigen Sie dadurch die Richtigkeit ihrer Beziehungen!

a) coshz 4 sinhx = b) coshz — sinhz =
¢) (cosh z)* + (sinh @) = d) (cosh x)* — (sinh )2 =

Unter welchem Winkel schneidet das Bild der Funktion y = sinh z die z-Achse ?

ol

Zeigen Sie, dafl

a) die Funktionen y = sin z und y = cos  jede fiir sich der Differentialgleichung y** + y =0;

b) die Funktionen y = sinhz und y = coshz jede fiir sich der Ditferentialgleichung
y' —y=0;

¢) jede der vier Funktionen y =sinz, y = cos®, y = sinh und y = cosh z der Dif-
terentialgleichung y(4) — y = 0 geniigen!

o
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1.3.7. Integrale der Exponential- und Logarithmusfunktionen

Da die Ableitung von y = €® wieder " = ¢? ist, gilt umgekehrt:
(32) fe*rdr=e*4C,
d(a?)

Aus ——=a”Ina folgt Ja*Inade = a* + ¢ oder

(33) J.a" de= i +C.

Ina

Die Integrale der Exponentialfunktionen sind also Grundintegrale. Die Integrale
der Logarithmusfunktionen sind dagegen keine Grundintegrale wie (32) und (33).
Man kann bei den Logarithmusfunktionen aber mit der Methode der partiellen
Integration zum Ziele kommen.

Ju-vde=uv— [v.-wdx

JInzde= [Inz.ldz u=Inz v=1

Jlnxdx:x~lnx— {z —l—dx
J xr
(34) fImxdr=uxmer—r+C=x(nx—1)+C @*>0),

Mit Hilfe von (20) ergibt sich entsprechend:

flog,,a:dx: I;—Zdz:%aflnxdz

i In.x x
35 logexder =6 — ——
(35) 4 a4 Ina Ina

0 =h':—'”(1,.,1-—1) +C @®>0).

41
Die Formel | 2" dx = % + C ist giiltig fiir alle rationalen n mit Ausnahme
von n = — 1, da hierbei die nicht definierte Division durch Null notwendig wiirde.
Fiir n = — 1 fehlte bisher eine Moglichkeit, das Integral zu berechnen. Diese Liicke

kann jetzt durch ein weiteres Grundintegral geschlossen werden, denn aus

443 din(==2)_ %fﬁr 2 < 0 folgt:

j
= =;furx>0undaus Py

[‘i:.=1n|x|+o @=0).

Daraus ergibt sich fiir alle rationalen 7 das Grundintegral:
an+l1

(36) [andx= I" + 1
Infe] +C fir n=—1,

+ C fir n4—1
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Das unbestimmte Integral der algebraischen Funktion y = 2" (n rational) ist also
fiitr n 4= — 1 stets wieder eine Schar algebraischer Funktionen, wihrend im Falle
n = — 1 eine Schar nicht algebraischer Funktionen entsteht.

Auf das Integral d{ lassen sich hiufig Integrale mit gebrochenem Integranden von

komplizierterer Gestalt zuriickfihren. Das ist immer méglich, wenn die Zahlerfunk-
tion die Ableitung der Nennerfunktion ist:

/'(w)

(z)
Differenziert man nimlich y = In |f(2)|, so erhilt man:

Diese Beziehung kann mit Hilfe eines unbestimmten Integrals dargestellt werden:

an  [1)
7 ’ 1@

. Beispiel 52

x
{ tan z da soll berechnet werden.

2

3

Dazu wird zunichst das unbestimmte Integral ermittelt. Der Integrand

dr = In|f(x)] + C .

tan z kann leicht auf die Form”—) gebracht werden, denn es gilt

f(z)
- __sma:_ —shz__@is_iy
NE= sz sz cos &
Folglich ergibt sich:
[tanzdz = — In|cosa|+ C.

Fiir das in der Aufgabe genannte bestimmte Integral erhilt man daher:

= —(n|-1—In|-05) = — (0 —n0s5)
=In05=—In2~ —0,693.

B3 B

ftanxdx: — In |cos «| l = —[lnlcosn[ —In cosza—”
2n 2n

T

Auf diese Form (37) kénnen insbesondere alle diejenigen Integrale gebracht werden,
bei denen der Integrand eine rationale Funktion mit konstantem Zihler und linearer
Nennerfunktion ist:

a
f TR dx .
Fiir b &= 0 erhilt man namlich:
a a b a f'(z)

bzte b bztc b @)
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1.3.8. Flichen- und Volumenberechnungen

Aus der Schar der Potenzfunktionen y = 2" fiir negative Werte von n ist die Potenz-
funktion fiir » = — 1 die einfachste. Ihre grafische Darstellung (Abb. 1.25.) ergibt

eine gleichseitige Hyperbel, deren
Aste durch die Punkte 4 (1; 1)
und B (—1; —1) verlaufen. Es soll
die Fliche 4 zwischen Kurve und
z-Achse in den Grenzen z, =1 und

z, = 2,3,4,... berechnet werden.
Losung:
7 e
dx
4= f;:ln |2 | =Ing,.
i 1

y

Abb. 1.25,

Es ergibt sich ein interessantes Ergebnis:

Das Flachenstiick zwischen der zu y = % gehorenden Hyperbel und der 2-Achse

von 2, = 1 bis zu einer beliebigen oberen Grenze z, > 1 ist gleich In z,. (Abb. 1.26.)

Abb. 1.26.
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B sBeispicl 6: %

Durch Drehung der Kettenlinie \

y = cosh  um die 2-Achse entsteht \
eine Seilrolle, die so lang sein soll \
wie ihr kleinster Durchmesser. Wie

groB ist das Volumen ?

Da der kleinste Durchmesser gleich

2 ist (Abb. 1.27.), reicht die begren-

/J{- coshx

zende Kurve von —1 bis 1. =]
7 1
V=ax[y*de=mn [ (coshz)dz
P =

1
= 2x [ (cosh z)*dx
0

/
= —z /
f 2 (€% +e )2 dx /
[
1 Abb. 1.27,

? f (€22 + 2 + e~ 2%) dx .
3

Man zerlegt in drei Teilintegrale:

II

.fe”dz——fe‘dz 7ez+0_l) er ¢
Substitution: 2z =2z de = %

2. [2dz=22+4C

3. fe‘“d:c:—%fe‘(lz:——;e:+(’:—~2~c—9’~'+0

Substitution: — 22 =2z de = — —

Daraus ergibt sich:

1 1 o) 11
V—? (?e2’+2x-?e*~l)0
1 1 1 1 1
[ T W L.
27|z +2 22) (2 2)]
— T @R T+ 01) = 0,

V~28nx~88.

=1

=

Ergebnis: Das Volumen der Rolle betrigt rund 8,8 Volumeneinheiten.!

Die Niiherungswerte fiir e?, e-* und 2,87 wurden mit Hilfe der Zahlentafel (Beyrodt-Kiistner) gewonnen und gerundet.

Fiir die Ermittlung des letzten Wertes wiire auch der Rechenstab niitzlich gewesen.
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Aufgaben

1. Folgende Integrale sind zu berechnen.

3
a) f(é-{-z)dx
1
1

0
7
dx
& f7~2:t
i

k) fe”sinxda:

19

3
b) f(e‘+1*)dx ¢) f(ez + e+—e~)d:c
x
2

o
) f!'ﬁdx 1) fe‘~zd::
:

x
h)f i)f‘/;"‘dx

7+ a?
l)szmu

2E=8 g
6

a?—5x 4

Es ist die Fliche zu berechnen, die von den durch die folgenden analytischen Ausdriicke

gegebenen Funktionsbildern, der a-Achse und den an den angegebenen Stellen zur y-Achse
gezogenen Parallelen eingeschlossen wird.

a) y=Inaz;
b) y = sinhz;
¢) y=3%;
) y=e?;
e) y=I1g3z
f) y =lg2z

xazé; Te =2
Zg=—1; g =
%z =03 2, =3
5 1
za=—2; %:?
1
= Xy = 10
zﬂ 30 e
1
Ta =3 Ty =8

Anleitung: Beachten Sie etwaige Nullstellen der Funktionen im jeweiligen Integrations-

intervall!

8. Die durch die folgenden analytischen Ausdriicke gegebenen Funktionsbilder mogen um die
angegebene Achse rotieren. Man bestimme jeweils das Volumen des Rotationskérpers in
den genannten Grenzen.

vt | otion wn g b,
a) y=¢ z-Achse .3
b) Yy =e* y-Achse 3
¢) y=sinhx | z-Achse 4
d) y=lg=z y-Achse o}

4. Bestitigen Sie die Richtigkeit der hergeleiteten Integralformeln durch Differenzieren!
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1.3.9. Zur Wiederholung und Ubung

1.

@

10.

7

Worin besteht der Unterschied zwischen einer Potenzfunktion und einer Exponential-
funktion

a) in bezug auf ihre analytischen Ausdriicke,

b) in bezug auf die Funktionsbilder,

¢) in bezug auf ihre Ableitungen ?

Wie hiingen Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen mit den arithmetischen
und geometrischen Folgen zusammen ?

Exponentialkurven und Logarithmenkurven zeigen asymptotisches Verhalten. Erliutern
und begriinden Sie diese Behauptung!

Welchen Winkel schlieen das Bild der natiirlichen Logarithmusfunktion und das der
dekadischen Logarithmusfunktion in ihrem Schnittpunkt miteinander ein ?

Was versteht man unter dem Modul zweier Logarithmensysteme ? Bei welchen Aufgaben
spielt er eine Rolle?

Aufschlagiibungen
a) In 27,13; In 0,882; In 1,225; 1n 0.078
b) In70; In7; In 0,07; 1n 0,001
¢) Inuw =0,2245; Inz= 6,1600; Inz= — 2,45; Inx =0,3355 — 2
d) Inz =1,8540; Inzx=—2; Inz=38; Inz = 0,2500 — 1
Berechnen Sie folgende Werte!
— 3 35,2.7,72%
In7,28; In}13; In7-755; e ol L
a)la =L . In—5555
b) 1°M, ; Mg SMy; MMy
¢) log; 16,4 ; log, 0,5 ; log; 825 ; log,, 1522
d) log,z =5 loggx = — 83 logs x = 68,5 ; log, z = 0.2245 — 2
Losen Sie die folgenden Gleichungen!
x 1 1y _5
a) (3%)7 = 9,656 b) 7,943z = 1000 ¢) 1,767 = |5 L} (2 '_;) =1

Milzbrandbakterien teilen sich durchschnittlich alle 40 Minuten in zwei Teile.
a) Wieviel Bakterien konnen maximal aus einer Bakterie in zwei Tagen entstehen ?
b) Wann konnen frithestens 1 Million Bakterien vorhanden sein ?

Differenzieren Sie!
a) y = e2rsin’a b) y = Ye= ¢) y = atanz
d)y:lnl—lnx e)y:lg(r*‘/l-f—.rz) f) y=Intanzx
2 x
g) y = esin’s h)yy=lg <_—u ) i) y =cosax.esinz
a+x
a\* L L
k)?/=<;) ) y= (@)= m)y=(a+ b=

(e und b sind konstant.)
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11.

12,

13.

14,

98

Der Rezipient einer Stiefelverdii pumpe faBt 81000m3,derPumpenzylindcr(,,Stiefel“)

540 cm3. ’

a) Welchen Bruchteil der Ausgangsdichte macht die Luftdichte nach 12 Kolbenziigen
aus ?

b) Wieviel Kolbenziige sind erforderlich, wenn die Dichte nur noch 5% des Ausgangs-
wertes betragen soll ? :

¢) Wie wiirde das Gesetz lauten, wenn die Verdiinnung kontinuierlich, z. B. mit einer
Diffusionspumpe, durchgefiihrt wiirde ?

Untersuchen Sie folgende Funktionen, und entwerfen Sie die grafischen Darstellungen!
o) =2 b) y =27 —ex )y =" d) y—ul—Inz
P Inz
o) y=e—asin f)y:0,3e“°:3’sin—;~
Integrieren Sie!

ol #

a)fe"“'d:c b) f%-ix c) fzzcoszdz
0

1
Cad sin gr—1
d o e _ 1T —da
)fe=v+a )fa+bcosx )fa—i»bx" .
0
(m, a, b, r und s sind konstant.)

Untersuchen Sie folgende Funktionen!

a) y = 2sinh « 4 cosha b)y:%siﬂhz—-coshx ) y:%cosh.t—sinhx
Wie sehen die grafischen Darstellungen aus ?

Wie groB sind die von diesen Funktionsbildern, der z-Achse und den Parallelen zur
y-Achse im Abstand 2, = 2 und 2, = 5 begrenzten Flichen? Wie groB sind die Volu-
mina der Drehkérper in den gleichen Grenzen, die bei Rotation der Kurven a) um die
z-Achse, 8) um die y-Achse entstehen ?



2. Kegelschnitte

Zu den einstmals so ritselhaften und auch heute noch interessanten Objekten des
gestirnten Himmels gehéren die Kometen. Oft tauchen sie unerwartet auf, bewegen
sich dann auf vollkommen ungewohnlichen Bahnen am Himmel, um ebenso pl6tz-
lich wieder zu verschwinden. Das NEwToNsche Gravitationsgesetz gab die Grund-
lage fiir die Moglichkeit einer Bahnbestimmung und damit fir das Verstindnis
der raumlichen Bewegung. Die Kometen gehoren zu unserem Sonnensystem, sie ge-
horchen ebenfalls den KEpLERschen Gesetzen. Die Bahnen, auf denen sie sich be-
wegen, sind Kegelschnitte, bei denen die elliptischen Bahnen mit einer numerischen
Txzentrizitit nahe 1 iiberwiegen. Uberdies werden Kometenbahnen, die den Bahnen
der kleinen Planeten éhnlich sind, beobachtet. Dariiber hinaus gibt es aber auch
Kometen, die sich auf parabolischen oder hyperbolischen Bahnen bewegen. Oftmals
sind derartige Bahnen durch die storenden Einflisse der groBen Planeten aus ellip-
tischen hervorgegangen.

Die Eigenschaften der verschiedenen Kegelschnitte untersucht man mit Hilfe der
darstellenden und der analytischen Geometrie.
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2.1. Darstellende Geometrie
2.1.1. Aufgaben zur Wiederholung und Einfiihrung

1. Wie kann man im Grundrif-Aufri8-Bild die wahre GroBe und Gestalt einer ebenen Figur
bestimmen ? Wie verfihrt man insbesondere bei Schnittfiguren von Korpern und Ebenen ?

2. Was versteht man unter perspektiv-affinen Figuren? Wie kann man diese geometrische
Verwandtschaft bei der Konstruktion der wahren GroBe und Gestalt a) des Schriigrisses
einer ebenen Figur, b) der Schnittfigur einer Ebene und eines Korpers im GrundriB-AufriB-
Verfahren ausnutzen ?

3. Inwiefern kann man den Kreiszylinder als Grenzfall des Kreiskegels ansehen ?
Anleitung: Benutzen Sie zur Beschreibung dieses Grenzfalls den Achsenschnitt und dabei
den Winkel an der Kegelspitze! Beantworten Sie die Frage insbesondere fiir die geraden
Korper!

2.1.2. Zylinder, Kegel, Kugel
¥

Wird ein Punkt einer Geraden lings einer ebenen in sich geschlossenen Kurve, der
Leitkurve, so bewegt, daB die Gerade im Raum immer parallel zu sich verschoben
wird und nicht mit der Ebene der Leitkurve
zusammenfillt, so beschreibt sie den Mantel
eines Zylinders (Abb. 2.1.); wenn sie durch
einen festen Punkt auflerhalb der Ebene der
Leitkurve geht, beschreibt sie den Mantel
eines Kegels (Abb. 2.2.).

Die Mantellinien gehéren beim Zylinder einem
Parallelgeradenbiindel, beim Kegel einem
Zentralgeradenbiindel an. Der gemeinsame
Schnittpunkt S im Kegelfall heiBit Kegel-
spitze.

Zylindrische Korper werden durch die
Mantelfliche, die von der Leitkurve um-
schlossenen Fliche (Grundfliche) und durch eine zweite, im allgemeinen dazu
parallele Fliche (Deckfliche) begrenzt.

Kegelformige Korper werden entsprechend neben der Mantelfliche noch durch die
Grundfliche und die Spitze oder durch die Grundfliche und eine zweite, im allge-
meinen zu ihr parallele Deckfliche begrenzt. Liegen die zueinander parallele Grund-
und Deckfliche auf derselben Seite der Kegelspitze, entsteht ein Kegelstumpf,
liegen sie auf verschiedenen Seiten, ergibt sich ein Doppelkegel.

Im folgenden soll zunichst ausschlieBlich der Sonderfall des geraden Kreiszylinders
bzw. Kreiskegels betrachtet werden.

Die Kugel entsteht als Rotationskorper bei der Drehung eines Kreises um einen
seiner Durchmesser. Jeder Schnitt, der einen Durchmesser enthilt, ergibt einen
grofiten Kugelkreis (GroBkreis oder Hauptkreis). Jeder dazu parallel gefiihrte
Schnitt ergibt einen Kleinkreis oder Nebenkreis.

Die Grundlage des Projektionsbildes von Kreiszylinder, Kreiskegel und Kugel ist
das Projektionsbild des Kreises.

Abb. 2.1,
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2.1.3. Die Ellipse als perspektiv-affines Bild des Kreises

} Die geschlossene Kurve, die bei (senkrechter oder schriiger) Parallelprojektion eines
Kreises (in allgemeiner Lage) entstehf, heist Ellipse.

Man konstruiert eine Ellipse punktweise, indem man einen Kreis im GrundriB3-
AufriB-Verfahren abbildet und aus der wahren Gestalt der Figur (eben dem Kreis)
riicckwirts das Projektionsbild konstruiert. Die Kreisebene moge senkrecht zur
AufriBtafel verlaufen und die wahre Gestalt der Figur in der um ihre Grundrifi-
spur in die GrundriBebene umgeklappten Kreisebene sichtbar sein (Abb. 2.3.). Der
AufriB des Kreises ist dann eine Strecke von der Linge des Kreisdurchmessers.
Der GrundriB wird laut Definition eine Ellipse, die punktweise konstruiert wird.
Aus der Konstruktion entnimmt man folgende Tatsachen:

1. Ellipse und Kreis sind perspektiv-affin &
verwandt.

o

. Die Ellipse besitzt zwei senkrecht zuein-
ander verlaufende Symmetrieachsen (4’B’
und C’D’ in Abb. 2.3.). Infolgedessen ist sie
auch zentralsymmetrisch und hat einen
Mittelpunkt (M’ in Abb. 2.3.).

3. In Richtung der Symmetrieachsen liegen
der grofite (4’B’) und der kleinste (C"D’)
Durchmesser.

Festselzung: Diese Durchmesser heiien die
Achsen der Ellipse, ihre Endpunkte die Scheitel,
und zwar:
A'B': GroBe Achse, Hauptachse;
ihre Endpunkte: Hauptscheitel; A Ay
C'D': Kleine Achse, Nebenachse; Tl
ihre Endpunkte: Nebenscheitel. AR s 1

4. Jedem Durchmesser des Kreises ist ein bestimmter Durchmesser der perspektiv-
affin verwandten Ellipse zugeordnet.
Festsetzung: Zwei Ellip k , die inander senkrechten Kreisdurchmessern
zugeordnet sind, heiBen konjugierte Durchmesser.
Diese konjugierten Durchmesser verlaufen im allgemeinen nicht rechtwinklig zueinander.

. Haupt- und Nebenachse sind die beiden einzigen senkrecht aufeinander stehenden
konjugierten Durchmesser einer Ellipse.

Die Konstruktion der Ellip-
se als perspektiv-affines
Bild des Kreises geht aus
von einem Kreis, einer be-
liebigen Geraden als Affi-
nititsachse @ und einer be-
liebigen Richtung, in der
die Affinitéitsstrahlen ver-
laufen (Abb.2.4.). Ein El-

lipsenpunkt X kann belie-

[>3

Abb. 2.4,
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big gewiihlt werden, alle anderen liegen
dann fest.

Von besonderer Bedeutung ist dabei die |
Konstruktion der Ellipsenachsen. Die Ab-
bildung 2.5. dient zur Erlduterung der Vor-
tiberlegung, die zum Konstruktionsgang
fithrt : Voraussetzung ist, dafl (vgl. Abb.
2.4.)der Mittelpunkt Mder Ellipse konstru-
iert wurde. Um jetzt die senkrecht zuein-
ander verlaufenden Ellipsenachsen als
konjugierte Durchmesser zu konstruieren.
miissen die zugeordneten, ebenfalls senk-
recht zueinander verlaufenden Kreisdurch- e 4 =

messer zu Hilfe genommen werden. Das =~

erfordert die Konstruktion eines Hilfs-

kreises, der durch M und M geht und der durch die Affinititsachse a als Durch-
messer halbiert wird. Die Bestimmungslinien fiir seinen Mittelpunkt H sind dem-
nach die Affinititsachse @ und die Mittelsenkrechte zu M M. Durch seine Schnitt-
punkte mit der Affinititsachse @ und durch  verlaufen die gesuchten Ellipsen-
achsen. Die Scheitel 4, B, C, D sind die den Endpunkten 4, B, C, D der zu-
gehorigen Kreisdurchmesser zugeordneten Ellipsenpunkte, die man mit Hilfe der
Affinitétsstrahlen konstruieren kann.

. Wie dndert sich die Gestalt der Ellipse, wenn die Neigung der Schnittebene in

der Abbildung 2.3. geiindert wird? Beschreiben Sie diese Gestaltsinderung durch
eine Aussage iiber die Liingen der Achsen!

> Bei beliebiger Lage der Ebene des Kreises zur GrundriB- und AufriBtafel ergeben sich
als Grundrift und Aufrif Ellipsen, deren Hauptachsen die Linge des Kreisdurchmessers
haben, wiihrend die Liingen der Nebenachsen von der Lage des Kreises zu den RiB-
tafeln abhiingen.
Begriindung:
Bei allgemeiner Lage des Kreises gibt es stets einen Kreisdurchmesser in Frontlage
zur Grundrifitafel und einen anderen in Frontlage zur AufriBtafel, die in natiirlicher
GroBe abgebildet werden. Diese sind also die groBten Ellipsendurchmesser, d.h. die
Hauptachsen. Alle anderen Kreisdurchmesser verlaufen geneigt zur jeweiligen Bild-
tafel, werden also verkiirzt abgebildet. Da aber bei senkrechter Parallelprojektion fiir
solche Strecken stets ¢ << 1 gilt, ergeben sich aus diesen Kreisdurchmessern Ellipsen-
durchmesser als Bilder, die alle kleiner als der Kreisdurchmesser sind.
Die standardisierten axonometrischen Verfahren sind ebenfalls Verfahren der senk-
rechten Parallelprojektion, so daB fiir sie die gleichen Gesetze gelten. Man legt den
Kreis gewohnlich in die eine Dreibeinebene, den Mittelpunkt in den Dreibeinscheitel.
In Richtung der entsprechenden Achsen des axonometrischen Achsenkreuzes liegen
dann zwei konjugierte Durchmesser der Ellipse. Die Hauptachse der Ellipse verlauft
senkrecht zur dritten axonometrischen Achse als Bild desjenigen Kreisdurchmessers,
der sich in Frontlage zur Bildtafel befindet. Sie ist auch bei der axonometrischen
Projektion gleich dem Durchmesser des abgebildeten Kreises. Weitere Ellipsenpunkte
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findet man durch Hilfssehnen, die
parallel zu einer der Achse ver-
laufen. Dabei sind die Verkiir-
zungen genau zu beriicksichtigen.
Es empfiehlt sich, mit einer Vor-
lage zu arbeiten (Abb. 2.6. und
2.7.).

Halten Ste eine Kreisscheibe
aus Karton im Sonnenlicht
vor eine Papptafel oder dhn-
liches als Projektionstafel!
Beobachten Sie den Schatt
bei verschiedenen Lagen der
Kreisscheibezur Projektions-
tafel und bei verschiedener
Einfallsrichtung der Son-
nenstrahlen!

Bei jeder schrigen Parallelpro-
jektion sind Vorlage und Schrig-
bild perspektiv-affin verwandt.
Ist das Urbild ein Kreis, mull
der Schrigril die dazu affin ver-

S
¥

Abb. 2.6. Abb. 2.7,

wandte Figur, also eine Ellipse werden. Die Konstruktion erfolgt punktweise, wobei
die Kreispunkte durch Halbsehnen als Hilfslote an die durch den Kreismittelpunkt

Affiritatsstrahlen

Abb. 2.8.

Abb. 2.9.

gelegte Projektionsachse angeschlossen wer-
den. Die Lote werden unter dem Winkel «
verzerrt und mit ¢ verkiirzt als Halbsehnen
der Ellipse eingetragen. Zeichenvorteile
bietet die Benutzung der Affinitétsstrahlen
(Abb. 2.8. fiir « = 30°; ¢ = %) Der Kreis-
durchmesser in Frontlage 4 B wird auch bei
der schriigen Parallelprojektion in wahrer
GroBe abgebildet. Da aber bei schriger Par-
allelprojektion im Gegensatz zur senkrechten
gewisse Strecken in allgemeiner Lage auch
vergroBert abgebildet werden konnen, er-
geben sich diesmal als Bilder der iibrigen
Kreisdurchmesser auch Ellipsendurchmesser,
die groBer als der Durchmesser des abge-
bildeten Kreises sind (z.B. MR in Abb. 2.8.).
Der groBte unter ihnen ist die Hauptachse
der Ellipse.

Jedem Ellipsendurchmesser ist ein bestimm-
ter Kreisdurchmesser zugeordnet. Ein belie-
biger Kreisdurchmesser sei durch den Win-
kel § gegen die Projektionsachse festgelegt
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(Abb. 2.9.). Die Léange ! des zugeordneten Ellipsendurchmessers 1Bt sich dann wie
folgt berechnen, wenn die Verkiirzung ¢ und die Verzerrung « zugrunde gelegt wird.

Tm Dreieck MQZ gilt nach dem Kosinussatz:

%:V}Tz%zfz"‘—z.m.zﬁ.eos(lso"—a).

= —_ = ___ — . . MP
WegenMZ:r-cosaundZQ:ZQ:MP:MPoderZQ=q-rsmd<m1tq::)
folgt: P

=Vr‘ cos?d + g2 r2sin2d + 2 72 g sin 6 cos & cos &

of ~ o] ~

= r)cos?§ + ¢®sin® + ¢- cosa-sin 2.

Um die Lage desjenigen Kreisdurchmessers zu finden, der in die Hauptachse bzw.
Nebenachse der Ellipse abgebildet wird, muB ermittelt werden, fiir welchen
Winkel ¢ die Durchmesserlinge I ein Extremum wird. Mit [ wird offensichtlich auch

2

%: f(8) = 72 (cos? 8 + ¢®sin%J + g cos « - sin 2 §)
ein Extremum. Denn wegen [ = 2 VW ergibt sich ' = 16 ,und I’ =0 hat [{(d) == 0
vorausgesetzt] f/(0) = 0 zur Folge. V/(T)
Zur Bestimmung der lokalen Extremwerte von [ wird deshalb die erste Ableitung
von f(9) gleich Null gesetzt, und die dieser Bedingung geniigenden Winkel §, werden
bestimmt :

f(6) =7r2[2cosd-(—sind) + ¢*-2sindcosd + gcosa-cos26-2]

—sin26, + ¢®-sin24, + 2qgcosx-cos 26, =0
(1 —¢®sin2d,=2¢gcosa-cos2d,

2qcosa . 7
tan 26, o (55#(k+1)I;k=o,1,2,.,.>.
Da die Tangensfunktion eine Periode von 180° aufweist, ergeben sich aus dieser Be-
dingungsgleichung stets zwei Winkel: 2§, und 2§, + 180°, bzw. 6, und §, -+ 90°.
Jetzt muBl gezeigt werden, daB f(8) fiir §, und d, + 90° verschieden von Null ist.
Zugleich kann dabei entschieden werden, welcher der beiden durch 6, bzw. 8, -~ 90°
bestimmten Kreisdurchmesser die Hauptachse und welcher die Nebenachse ergibt.

Aus
f7(0) =1r2[2(¢* — 1) cos 2 — 4 g cos asin 2 ]

folgt fiir f(6,) &= 0 die Bedingung
2(q®—1)cos®20,==4qcosasin2é,
¢*—1 Ed
(6. +@+nFie-012. ).

2qcosa

tan 2 8, &

2 gcosa

T—g ist aber die Bedingung sicher erfiillt.

Wegen tan 2 8, =
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. Beispiel 1:

Fiir das in Abbildung 2.8. zugrunde gelegte Verfahren (.\ =30°%g¢ =E)

ergibt sich: @

2 1
2 )3
tan 20, 5 2 83 oo
-3 g
9

20, ~ 64° bzw. 244°, 0, ~ 32° bzw. 122°.

1(32°) = 12 [2 3 (~ %) cos 647 — 5 c0s 30° - sin 64]

10 1 8 1 ,— 1 ~ 5

P ([ o= P R ity C— > s e o =l &

“’r( 5z 323 2"’)' ( 9 ‘))\0
22y~ [2 -(— %) cos 244° — 2 /3 -sin 2441
=r"[—%)-(—vosﬁ4°)—§~y'§-(—si|1 645)]

1(122°) ~ 7(5 e 2) ~0.

Der unter 32° geneigte Kreisdurchmesser ergibt also einen Ellipsendurchmesser
von maximaler Linge (Hauptachse), der unter 122° verlaufende einen solchen

von minimaler Liinge (Nebenachse).

. Beispiel 2:

Fiir die Abbildung in Kavalierperspektive

(a =45 = .1‘7) ergibt sich entsprechend : 3

| =

2 cos45° 2 . e - 27°
tan20, =—————— =2 ~ 0943
1 3
§ s D
4
20, ~ 43° bzw. 223°
§, ~ 22° (Hauptachse) bzw.
112° (Nebenachse) (Abb. 2.10.) .

Abb, 2.10.

Bei jeder schriigen Parallelprojektion eines Kreises gibt es zwei Kreisdurchmesser,
die in die Haupt- und Neb hse der Ellipse abgebildet werden. Thre Winkel gegen
die Projektionsachse (d¢) hiingen von der gewiihlten Verkiirzung g und Verzerrung o«
ab nach der Beziehung

2 q cosx

1—q2°

tan 28, =
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2.1.4. Kreiszylinder, Kreiskegel und Kugel in Parallelprojektion

Die Darstellung von Kreiszylinder und Kreiskegel im GrundriB-AufriB-Verfahren
bietet bei einfacher Lage keine Schwierigkeiten (Abb. 2.11.).

Wenn bei allgemeiner Lage zu den RiBtafeln oder in axonometrischer Darstellung
bzw. im Schragri die Grundkreise als Ellipsen abgebildet werden, erfordert die Ver-
vollstindigung des Bildumrisses die Zeichnung zweier Tangenten an die Ellipsen.
Da deren exakte Konstruktion schwierig und zeitraubend ist, begniigt man sich in der
Praxis mit dem freien Zeichnen der Tangenten mit Hilfe eines Lineals nach Augen-
mal. Tm iibrigen wird stets vom Grundkreis ausgegangen, die ihm zugeordnete
Ellipse gezeichnet und der Korper darauf aufgebaut (Abb. 2.12. und 2.13.).

s

AGh

Abb. 2,11, Abb. 2,12, Abb. 2.18.

. Fangen Sie den vom Sonnenlicht erzeugten Schatten einer Kugel (Ball, Spiel-
murmel o.d.) auf einer Papptafel auf und verindern Sie deren Lage so, daf die
Sonnenstrahlen einmal senkrecht (orthogonale Parallelprojektion) und dann unter
beliebigen Einfallswinkeln (schrige Parallelprojektion) auf die Tafel treffen !
Beobachten Sie die Gestalt des Schattens, und halten Sie seine Form, besonders bei
sehr schrdgem Lichteinfall, durch Umfahren mit dem Bleistift fest!

Man entnimmt dadurch der Anschauung:

» Das Bild einer Kugel ist bei senkrechter Parallelprojektion ein Kreis, bei schriiger
eine Ellipse.

Die Projektionsbilder der Kugel im GrundriB-AufriB- g
Verfahren entbehren jeder Anschaulichkeit. Um diese ‘
zu verbessern, ist es iiblich, auf der Oberfliche der

Kugel nach Art des Gradnetzes der Erde einige Grof- v
und Kleinkreise mit zu zeichnen, vor allem den 4quator =

und die Pole. Bringt man im GrundriB- AufriB-Verfahren
dabei den Aquator in einfache Lage (Front- bzw. Tiefen-
lage) zu den RiBtafeln, ergibt sich noch keine wesentliche a’
Verbesserung der Anschaulichkeit (Abb.2.14.). Erst wenn

man die Kugel kippt, d. h. den Aquator in allgemeine

Lage zu den Rifitafeln bringt, ergeben sich Vorteile fiir

die rdumliche Vorstellung. Die richtige Lage der Pole  Apb. 2.14.
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bzw. die Gestalt der Aquatorellipse ergibt sich N
dabei aus dem Kreuzri} (Abb. 2.15.). N 7
Bei den axonometrischen Darstellungen wird /
gewohnlich der Aquator in die eine Dreibein-
ebene gelegt und zunichst konstruiert. Die
Pole liegen dann auf der dritten (lotrechten)
Achse. Dabei ist die Beachtung der Verkiir-
zungen wichtig. Da es sich bei den axono-
metrischen Projektionsverfahren um senk-
rechte Parallelprojektionen handelt, muB} der
KugelumriB im Bild ein Kreis in natirlicher
GroBe werden, da er das Abbild desjenigen
KugelgroBkreises ist, der sich in Frontlage
zur Bildtafel befindet. Die Abbildung 2.16.
zeigt das isometrische Bild einer Kugel. Abb. 2.15.

&)

Abb. 2.16. Abb. 2.17.

Bei der Darstellung der Kugel in schriger Parallelprojektion (Abb. 2.17.) wird zu-
niichst der Schrigriff des Aquators gezeichnet. Die senkrecht iiber bzw. unter dem
Mittelpunkt der Aquatorebene liegenden Pole erscheinen in wahrer Entfernung vom
Mittelpunkt. Durch sie verlduft der GroBkreis, der in Frontlage zur Bildtafel steht
er wird jetzt als weitere Zeichenhilfe eingetragen. Dieser Kreis und der Schrigrily
des Aquators miissen nun von der UmriBellipse umschlossen werden. Diese wird in
der Praxis meist aus freier Hand nach Augenmaf} eingetragen, da ihre exakte Kon-
struktion schwierig ist.

Aufgaben

1. Zeichnen Sie zu dem in der Abbildung 2.3. im Grund- und Aufrif dargestellten Kreis
den Kreuzri!

]

. Zeichnen Sie Grundri, Aufriff und KreuzriBl eines Kreises, dessen Ebene die folgenden
Lagen hat!

a) Senkrecht zu m,; ) b) Senkrecht zu 7,3

Neigungswinkel gegen zr,:30° Neigungswinkel gegen 7,:°45
¢) Senkrecht zu 7, und 7, d) Halbierungsebene des 1. Quadranten
e) Parallel zu 7, f) Parallel zu z,
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3. Gegeben ist ein Kreis. Zeichnen Sie die dazu affine Ellipse unter folgenden Bedingungen!

Affinitiitsachse a Affinititsstrallen
a) auBerhalb des Kreises unter 45° zu a
b) auBerhalb des Kreises senkrecht zu a
¢) Tangente des Kreises beliebig
d) beliebige Sekante unter 60° zu a
e) Sekante durch Mittelpunkt senkrecht zu a

4. Begriinden Sie,

a) daB Ellipse und Kreis perspektiv-affin verwandt sind;

b) daB die Ellipse zentral-symmetrisch ist;

¢) daB jedem Durchmesser des Kreises ein bestimmter Durchmesser der perspektiv-
affinen Ellipse zugeordnet ist!

5. Beweisen Sie den Satz auf Seite 102 mit Hilfe des Satzes von Seite 105!
Anleitung: Die senkrechte Parallelprojektion (Grundrii-AufriB-Verfahren) ist der Grenz-
fall der schriigen fiir ¢ = 0.

6. Sobald nach dem Satz von Seite 105 der Winkel d, bestimmt worden ist, kann man auch
nach Abbildung 2.9. im Dreieck JIAQ durch < QMZ die Lage der Ellipsenachse gegen

die Projektionsachse und durch 11(1 = —l ihre Liinge ! berechnen. Fiithren Sie diese
Rechnung durch fiir
2
3
€) ¢ = 0 (senkrechte Parallelprojektion); d) allgemein (x;¢)!

a) @ =30° ¢ = b) « =45°, ¢ = T(Knvaherperspektue),

7. Ein Senklot besteht aus einem zylindrischen Mittelstiick (Hohe gleich Halbmesser), auf
dessen einer Seite eine Halbkugel, auf dessen anderer Seite ein Kegel (Hohe gleich Durch-
messer) aufgesetzt ist. Zeichnen Sie

a) das GrundriB-AufriB-Bild, b) den SchrigriB in Kavalierperspektive,
¢) das isometrische, d) das standardisierte dimetrische Projektionsbild!
e) Welche Masse hat das Lot (Durchmesser 30 mm; Material: Messing; o = 8,3 g cm~?) ?

8. Zur Herleitung der Formel fiir das Kugelvolumen mit Hilfe des CavarLIERIschen Satzes
vergleicht man eine Halbkugel mit dem Restkorper, der entsteht, wenn aus einem Zy-
linder von gleichem Durchmesser und gleicher Hohe wie die Halbl\ugol ein Kegel aus-
gebohrt wird. Zeichnen Sie ein Bild dieser Korper nach den in Aufgabe 7 genannten
Verfahren!

9. Stellen Sie folgende Gegenstinde nach den unter Aufgabe 7 genannten Verfahren dar!
Wiihlen Sie dazu selbst jeweils einen geeigneten MaBstab! Berechnen Sie, soweit ange-
geben, Volumen (¥), Masse (m), Oberfliche (0) oder Dichte (0)!

a) Zementrohr; 80 cm lang; 12,5 cm lichter Durchmesser; 5 cm Wanddicke;
0=2,2kg- dm™2 (V; m)

b) Rohling einer Sechskantmutter (V;m) (MaBe und Material selbst feststellen!)

¢) Rohling einer Sechskantschraube (V; m) (MaBe und Material selbst feststellen!)
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d) Kornerspitze, bestehend aus einem 90 mm langen zylindrischen Mittelstiick (Durch-

messer: 80 mm); einer kegelformigen Spitze (Offnungswinkel 90°); einem Kegel

1:10 als Schaft (Verjiingung bis auf 60 mm Durchmesser), Material: Stahl mit

0 = 17,85 kgdm=2 (V;m;0)

Axial zylindrisch ausgebohrter Kegel 1:6; groBer Durchmesser 70 mm; Linge 90 mm;

Bohrungsdurchmesser 40 mm. Material: Aluminium mit p = 2,7gem3 (Vim; 0)

f) Stahlbolzen: Linge 120 mm; Durchmesser 30 mm; an beiden Enden halbkugelformig
eingeschliffen (V;m; 0)

&) Zwirnrolle (V;p) (MaBe selbst feststellen, Rolle abwiigen!)

h) Halbkugel mit einem zur Kreisebene parallelen Schnitt I, der das Halbkugelvolumen
halbiert, und einem Schnitt 11, der die Halbkugeloberfliche halbiert (d = 6 cm)

e

-

10. a) Oft findet man Darstellungen der Erdkugel mit Polen und Aquator dhnlich der in
Abbildung 2.18. wiedergegebenen. Kritisieren Sie diese Zeichnung!
b) Wie muB das Projektionsbild aussehen, wenn N und § auf dem UmriB liegen sollen ?
¢) Wie muB es aussehen, wenn der Aquator a als Ellipse sichtbar sein soll ?

11. Zeichnen Sie die Erdkugel mit Polen und Aquator
a) in senkrechter Parallelprojektion, Erdachse senkrecht zur Grundrifitafel,
b) in isometrischer Projektion,

und versuchen Sie, die die Deutsche Demokratische Republik begrenzenden Breiten-
kreise sowie den Breitenkreis Thres Wohnorts einzutragen!

§
Abb. 2.18.

Abb. 219, e f) 9 h

192. Was fiir Gebilde sind durch obige GrundriB-AufriB-Bilder dargestellt (Abb.2.19.)?
Zeichnen Sie jeweils ein anschauliches Projektionsbild, und wechseln Sie dabei zwischen
den beiden axonometrischen Verfahren und dem Schriigbildverfahren ab!
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2.1.5. Schnitt eines geraden Kreiszylinders mit einer Ebene

’ Ein (gerader oder schiefer) Kreiszylinder wird von einer Ebene, die nicht parallel
zur Grundfliche und nicht parallel zur Achse verliiuft, in einer Ellipse geschnitten.

Begriindung:

FaBt man die schneidende Ebene als
Projektionsebene und die Mantellinien des ¢,
Zylinders als Projektionsstrahlen auf, so / % A
stellt die in der Schnittebene entstehende N L1
Figur das schriige Parallelprojektionsbild 2
des Grundkreises des Zylinders dar. Die 60"
schriige Parallelprojektion eines Kreises |
ergibt aber nach Definition stets eine I
Ellipse. d
Die Konstruktion der beim Schnitt ent- éj
stehenden Ellipse in wahrer Grofie und Ge- / 7 N
A

stalt erfolgt im GrundriB-Aufrif3-Verfahren
durch Umlegen der schneidenden Ebene & M
um eine ihrer Spuren. Die Abbildung 2.20. ~
.zeigt die Konstruktion fiir einen geraden
Kreiszylinder und eine senkrecht zur —Abb.2.20.
AufriBtafel verlaufende Schnittebene E.
Zur Konstruktion werden soviele Hilfsmantellinien benutzt, wie fiir die einwandfreie
Zeichnung der Ellipse in der Umklappung um die GrundriBspur erforderlich sind.

Der Anschauung entnimmt man :

} Wird ein gerader Kreiszylinder von einer Ebene geschnitten, so entsteht als Schnitt-
figur eine Ellipse, deren Nebenachse CD die Liinge des Durchmessers d des Kreis-
zylinders hat. Die Linge der Ellipsenhauptachse AB hiingt von dem Neigungswinkel ¢

der Schnittebene gegen die Grundkreisebene ah; sie betriigt L .
cosp

Hat eine Kugel den gleichen Durchmesser wie ein kreiszylindrisches Rohr im Lichten,
so gleitet die Kugel im schriig gehaltenen Rohr solange abwirts, bis sie z.B. auf der
Tischplatte 7', auf die das Rohr schriig aufgesetzt ist, zum Stillstand kommt
(Abb. 2.21.). Sie beriihrt dann 7' in einem

Punkt F und die Rohrwandung lings

eines Kreises K.

Mathematisch entspricht das Rohr einem
Kreiszylinder, die Tischplatte T einer
schneidenden Ebene. Im geschnittenen
Kreiszylinder lassen sich zwei solche Ku-

geln einpassen, welche die Schnittebene

von je einer Seite her in symmetrisch ge-

legenen Punkten F; und F, berithren. Die

Abbildung 2.22. zeigt das im GrundriB-
AufriB-Bild, die Abbildung 2.23. in iso-

metrischer Projektion. Abb. 2.21.
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£

K=Kz
Abb. 2.22. Abb. 2.23, Abb, 224,

®

Mit Hilfe dieser Kugeln ist es moglich, fiir die Ellipse eine Definition als geometrischer
Ort (Ortsdefinition) herzuleiten, die gegeniiber der bisherigen den Vorteil hat, dal}
sie nicht von rdumlichen Gegebenheiten (Parallelprojektion eines Kreises) ausgeht,
sondern in der Ellipsenebene E aufgestellt werden kann. Diese Erkenntnis verdankt
man dem belgischen Mathematiker GERMINAL PIERRE DANDELIN (sprich :dangdeling;
1794 —1847). Nach ihm werden die Kugeln als Dandelinkugeln bezeichnet.

Herleitung der Ortsdefinition :

Zieht man durch einen beliebigen Punkt P der Ellipse die Mantellinie des Zylinders,
so schneidet diese die Beriihrungskreise K; und K, der Dandelinkugeln in zwei
Punkten U, und U, (Abb. 2.24.). Wo auch immer P auf der Ellipse angenommen
wird, stets gilt :

PU, 4 PU, = U,U, = const .

Nun ist aber PU, Abschnitt einer von P an die Dandelinkugel I gelegten Tangente.
Eine zweite Tangente von P an dieselbe Kugel verliuft innerhalb der Schnittebene £
nach F.

Da alle von einem Raumpunkt R an eine Kugel verlau- ~ Abb. 225

fenden Tangenten gleiche Abschnitte zwischen R und

dem Berithrungspunkt haben (Abb. 2.25.), gilt auch: - 71

PU, — PF,. i
Fiir die Dandelinkugel IT gilt entsprechend : PU,= PF,.

Daraus folgt fiir jeden Ellipsenpunkt P:
PTy + PFs = const. (Ortsdefinition der Ellipse).
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In Worten:

) Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte einer Ebene, fiir die die Summe
der Abstiinde von zwei festen Punkten dieser Ebene konstant ist.

Die festen Punkte heilen Brennpunkte der Ellipse; sie entsprechen im Raum den
Beriihrungspunkten der Dandelinkugeln mit der Schnittebene. Ihre Entfernung vom
Mittelpunkt der Ellipse heilit die lineare Exzentrizitiit e.
Die konstante Abstandssumme bezeichnet man gewdhnlich mit 2a. Die Ortsdefi-
nition ist die Grundlage fiir die bekannte (mechanische) Gértnerkonstruktion der
Ellipse mit Hilfe eines an zwei Stellen befestigten Fadens. Die Lange des gespannten
Fadens entspricht dabei der konstanten Abstandssumme 2a, die Befestigungsstellen
des Fadens entsprechen den Brennpunkten. )
L a
Fiihren Sie mit einem Zwirnsfaden wund zwei —_—
Stecknadeln die Girtnerkonstruktion in Ihrem b d K
Heft aus, und beweisen Sie, daf die entstehende
Kurve eine Ellipse ist! 7< /\’

Der Girtnerkonstruktion entspricht eine punktweise 2
Konstruktion der Ellipse mit Zirkel und Lineal L—’l
(Abb. 2.26.). f

Gegeben - /\ < >L
Zwei feste Punkte F; und F,: F) F,=2e; Abb. 2.26.
eine Strecke U, Uy, =2a (2a > 2¢).
Konstruktionsgang: U, U, wird an einer beliebigen Stelle T, (@ — e < T, U; < a+¢)
unterteilt. Dann werden mit U, 7' und U, T Kreise um F, und F, geschlagen. Die

vier Schnittpunkte sind Ellipsenpunkte. Weltere Teilpunkte Ty, T, . . . von U, U,
ergeben jeweils vier weitere Ellipsenpunkte. Bei genugender Dichte lassen alch die
Punkte schlieBlich zur Kurve verbinden.

. Beweisen Sie, daf} diese punktweis konstruierte Kurve eine Ellipse ist!

. Begriinden Sie mit Hilfe der Punktkonstruktion, daf jede Ellipse zwei Symmetrie-
achsen, die rechtwinklig zueinander stehen (die Gerade durch Fy und F, und die
Mittelsenkrechte zu Fy F,), und infolgedessen
auch ein Symmetriezentrum (einen Mittelpunkt) \
hat! (Vgl. Abschnitt 2.1.3.)

. Wiiklen Sie zur Punktkonstruktion drei Teil-

punkte Ty, T, Ty von U, U, so, daf gilt: h /\\
T'U<a—e; a—e<Ty,Uyj<a-+e;
T, U, =a—e! Was stellen Sie jeweils fest? \—/ k_/

Im Falle 73 U, = @ — e beriihren bei der Punkt-

konstruktion die Kreise einander (Abb. 2.27.). Es

ergeben sich die Hauptscheitel 4 und B der Ellipse.
(Vgl. Abschnitt 2.1.3.) Abb. 2.27.

2a
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. Beweisen Sie, daf die Hauptachse der Ellipse Za

gleich der Summe 2 a der Abstinde eines beliebi- F —r |
gen Ellipsenpunktes von den Brenn punkten ist! 4 T Uy
Anleitung: Stellen Sie die Abstandssumme fiir

die Hauptscheitel A und B auf und vereinigen /

Sie beide Gleichung durcLA“"' ! Daraus

lift sich die Hawptachse AB berechnen.
. Wiihlen Sie als Teilpunkt T bei der Punkt- h f2

konstruktion den Mittelpunkt von .

U, U, (TU, = TU,)! X /'/

Welche Ellipsenpunkte erhalten Sie? (Abb.2.28.) N

o

Bezeichnet man die Linge der kleinen Ellipsenachse
mit 2b, so folgt aus dem sogenannten charakteristi-
schen Dreieck der Ellipse die Beziehung: N

b= a‘.‘ _e‘.!
(Abb. 2.29.). b a

Beweisen Sie diese Beziehung mit Hilfe der L]

Ortsdefinition! A
Weitere Konstruktionsvorschriften fiir Ellipsen, die
sich aus der Ortsdefinition herleiten lassen, werden

im Abschnitt 2.2.,,Analytische Geometrie der Kegel-
schnitte‘* niiher untersucht. Abb. 2.20.

Abb. 2.28.

Aufgaben
1. Konstruieren Sie das GrundriB-AufriB-Bild eines auf der GrundriBitafel senkrecht zur
AufriBtafel liegenden Zylinders, der von einer senkrecht zur GrundriBtafel verlaufenden
Ebene geschnitten wird, die
a) unter 60° zur AufriBtafel geneigt ist und den in der AufriBtafel liegenden Grund-
kreis des Zylinders berithrt;

b) unter 30° zur AufriBtafel geneigt ist und die Grundkreisebene des Zylinders im Abstand
des Grundkreisdurchmessers vom Mittelpunkt schneidet;

¢) unter 45° zur AufriBtafel geneigt ist und durch den Grundkreismittelpunkt verliuft!
Konstruieren Sie auch jeweils die wahre Grofie und Gestalt der Schnittfigur!

2. a) Ein Rohr (lichte Weite 30 mm, Wandstiirke 15 mm) wird unter 45° so abgeschnitten,
daB ein Rohrstiick mit einer kiirzesten AuSenmantellinie von 30 mm entsteht. Kon-
struieren Sie die Schnittfigur!

b) Wie groB sind die Achsen der duBeren und der inneren Schnittellipsen ?

¢) Wie groB ist die Schnittfliche? (Fliche einer Ellipse mit den Halbachsena und b:
A=mab)

d) Ellipsen, deren Achsen im gleichen Verhiltnis stehen, sind dhnlich. Sind die Schnitt-
ellipsen ihnlich ?

8. Zwei rechtwinklig zueinander verlaufende Rohrleitungen sollen zu einem Rohrwinkel ver-
schweilt werden. Welche Gestalt hat die SchweiBnaht? Zeichnen Sie das Winkelstiick
in standardisierter dimetrischer Projektion! (MaBe an einem entsprechenden Werkstiick
messen und eine maBstiibliche Zeichnung anfertigen!)
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4.

o

73

Konstruieren Sie eine Schar konfokaler Ellipsen!
Anleitung: Unter konfokalen Ellipsen versteht man Ellipsen mit gleichen Brennpunkten
und unterschiedlichen Achsenlingen.

Wie éndert sich die Gestalt der Ellipse, wenn bei gleichbleibendem a die lineare Exzen-
trizitéit ¢ immer kleiner wird? Was ergibt sich im Grenzfall ¢ = 02 Zeichnen Sie diese
Ellipsenschar!

Zeichnen Sie zwei kongruente Ellipsen mit gleichem Mittelpunkt, deren Hauptachsen
aufeinander senkrecht stehen!

Jeder (gerade und schiefe) Kreiszylinder wird von Ebenen, die parallel zur Grund- und
Deckfliche verlaufen, in zur Grundfliche kongruenten Kreisen geschnitten. Beim
schiefen Kreiszylinder ist auch noch ein zweiter Kreisschnitt moglich. Zeichnen Sie
das GrundriB-AufriB-Bild eines so abgeschnittenen schiefen Kreiszylinders! Neigungswinkel
der Zylindermantellinien gegen die Grundkreisebene:

a) y =60°; b) y =45°; ¢) y = 30°

Wie groB muB jeweils der Neigungswinkel der Schnittebene sein, damit die Schnittfigur
ein Kreis wird ?

Beweisen Sie den Satz, daB das Bild einer Kugel bei senkrechter Parallelprojektion ein
Kreis, bei schriiger Parallelprojektion eine Ellipse ist!

Anleitung: Die Projektionsstrahlen, deren DurchstoBpunkte den UmriB des Projektions-
bildes der Kugel ergeben, bilden einen geraden Kreiszylinder mit dem projizierten Kugel-
kreis als Grundkreis.

2.1.6. Der Begriff ,,Kegelschnitt®

>

Jedes geometrische Gebilde, das sich beim Schnitt eines (geraden oder schiefen) Kreis-
kegels mit einer Ebene ergibt, heit Kegelschnitt.

Die Gestalt der Kegelschnitte ist sehr verschieden, je nachdem unter welchem Winkel
die Schnittebene geneigt ist. Ihre Neigung wird gewchnlich durch den Winkel @

gegen die Kegelachse festgelegt und
in Beziehung zum halben Offnungs-
winkel § des Kegels gesetzt. Die Ab-
bildung 2.30. zeigt das fiir einen ge-
raden Kreiskegel im Aufril}, wobei die
Schnittebenen senkrecht zur Aufrif3-
tafel verlaufen.

Aus der Abbildung 2.30. bzw. einem
Modell entnimmt man, daB eine ge-
schlossene Kurve nur entstehen kann,
sofern f << ¢ < 90° (E,) gilt. Fiir f =¢
(E,) ergibt sich eine (einéstige) offene

Kurve, fiir § > ¢ = 0° (E,) eine Kur-
ve, die aus zwei Asten besteht, von
denen jeder offen ist. Die Fachbezeich-
nungen dieser Kurven sind in der fol-
genden Ubersicht zusammengestellt. — Avb. 2.30. & & P
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Voraussetzung dabei ist, daB die Ebene E nicht durch die Kegelspitze S verliuft.
1st das der Fall, so entstehen Punkte oder Geraden als Schnittgebilde. Diese rechnet
man zwar als sogenannte Ausartungen im allgemeinen Sinne auch zu den Kegel-
schnitten, doch sollen sie im folgenden ausdriicklich ausgeschlossen werden.

Ubersicht (fiir einen geraden Kreiskegel)

E geht nicht durch E geht durch S (Ausartung)
Neigung von E
Kurvengestalt Fachbezeichnung gemeinsames Gebilde
@ = 90° geschlossen Kreis Punkt
g <p<90° Ellipse
=9 offen, einistig Parabel Gerade (Doppelgerade)
B>¢=0° offen, zweidstig Hyperbel einander schneidendes
Geradenpaar

2.1.7. Die Ellipse als Kegelsehnitt

’ Die geschlossene Kurve, die beim Schnitt eines (geraden oder schiefen) Kreiskegels

dureh eine Ebene, die nicht parallel zur Grundfliche verliiuft, entsteht, ist eine
Ellipse.

Beweis fiir den geraden Kreiskegel (90° > ¢ > f):

Falls ein gerader Kegel von einer Ebene mit 90° > ¢ > p geschnitten wird, lassen

sich wie beim Zylinder zwei Dandelinkugeln hineinlegen. Diese sind allerdings dies-

mal nicht gleich grof. Die Abbildung 2.31. zeigt das im AufriBbild (Achsenschnitt),

die Abbildung 2.32. in isometrischer Projektion. (Die Abbildungen entsprechen vollig

den Abbildungen 2.22. und 2.23. bzw. 2.24. Betrachten Sie sie nebeneinander!)

Abb. 2.31. Abb. 2.32.
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Auch in diesem Falle bleibt bei Wanderung des Punktes P auf der Schnittkurve
PU, + PU,, diesmal als Mantellinie eines geraden Kegelstumpfes, konstant. Fiir die
Schnittkurve gilt also ebenfalls:

PF, + PF, = const .

Damit ist nach der Ortsdefinition bewiesen, daB der geschlossene Kegelschnitt eine
Ellipse ist.

Konstruktion der Kegelschnitt-Ellipse im GrundriB-AufriB-Bild :

Bedingung:90° > ¢ > g

Die Konstruktion der Ellipse in wahrer GroBe und Gestalt entspricht der in Abbil-
dung 2.20. dargestellten Konstruktion der Zylinderschnitt-Ellipse. Nur ist zu be-
achten, daB der Grundrif} der Schnittfigur diesmal kein Kreis, sondern selbst eine
Ellipse ist, also ebenfalls zunichst punktweise mit Hilfe von Kegelmantellinien und
Ordnungslinien konst<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>