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A. Infinitesimalrechnung

I. Einfiihrung in die Differentialrechnung

1. Funktionsbegriff, Definitionshereich, Variable und Konstante

Belastet man eine Schraubenfeder, so verindert sich deren Linge. Experimentell
kann man feststellen, daB innerhalb bestimmter Grenzen jeder Belastung der Feder
eine bestimmte Linge entspricht. Man sagt, der Belastung sei eine Linge zugeordnet
oder die Linge sei eine Funktion der Belastung.

Fiir viele solcher Zuordnungen (Funktionen) lassen sich mathematische Ausdriicke
finden. Zum Beispiel gilt fiir den betrachteten Fall der Ausdruck

y=cz+l1,
wobei z die Belastung, y die Liinge bei Belastung, [ die Linge der Feder ohne Be-
lastung und ¢ eine Materialkonstante bedeuten.

In den Lehrbiichern der Mathematik fiir das 9. und 10. Schuljahr wurden die
folgenden Funktionen behandelt:

Beispiel Seite

9. Schuljahr
Lineare Funktionen . . . . . . ., . . y=2z—3 141f.
Quadratische Funktionen . . . . . . . y=322—4z4+17 25 ff.
Potenzfunktionen . . . . . . . . ... y=a3 491f.
Wurzelfunktionen . . . . . . . .. .. y=1Vz 69ff.
Exponentialfunktionen . . . . . . . . . y=3" 100ff.
Logarithmusfunktionen . . . ., . . . . y=Ilgx 104 ff.

10. Schuljahr
Trigonometrische Funktionen . . . . . y =sinx 71f.

Was berechtigt uns, bei diesen so verschiedenen Beispielen in jedem einzelnen
Falle von einer Funktion zu sprechen? In allen diesen Beispielen wird durch eine
bestimmte Vorschrift einer veriinderlichen GréBe eine andere GroBe zugeordnet.
Dabei bezeichnet man im allgemeinen die unabhiingige Veriinderliche mit x, die zu-
geordnete (abhingige) Verinderliche mit y (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schul-
jahr, 8. 7/8). Wir definieren also:

Wird jedem Wert einer (unabhiingigen) Veriinderlichen z, die einen bestimmten
Bereich durchliiuft, durch eine eindeutige Vorschrift ein bestimmter Zahlenwert
der (abhiingigen) GriBe y zugeordnet, so heilt y eine Funktion von .

l.



4 Einfithrung in die Differentialrechnung

Um diese Abhingigkeit der GréBe y von der Veranderlichen  anzudeuten, schrei-
ben wir y = f().

das heilt, y ist eine Funktion?) von z (sprich: y gleich f von z). Dabei bedeutet f die
Vorschrift, durch die y aus x gewonnen wird. Die Gesamtheit der Werte z, denen
auf Grund der Vorschrift Funktionswerte y zugeordnet werden, bezeichnet man
als den Definitionshereich der betreffenden Funktion. Dic Gesamtheit der Funk-
tionswerte y nennt man den Wertevorrat der Funktion. Dic GréBe y kann auch
fiir alle 2 denselben Wert annehmen. (Die Funktion ist dann konstant wie zum
Beispiel die Funktion y = 5; in diesem Falle ist der Wertevorrat 5.)

Die verinderlichen Groflen werden auch Variable?) genannt; es ist iiblich, sie mit
z, Y, 2, w, v, w, t 2u bezeichnen. In besonderen Fillen werden auch andere Buch-
staben verwendet. GréBen, denen im Gegensatz zu den Veriinderlichen withrend der
Behandlung einer Aufgabe feste Werte zukommen, heifen Konstanten. Sie werden
meist mit den ersten Buchstaben des Alphabets, zum Beispiel mit a, b, ¢, 4, B, C,
bezeichnet.

Zur Unterscheidung verschiedener Funktionen wihlen wir statt des Zeichens
y =f(x) auch noch y =F(2), y =g(x), y =h(2), y =f,(2), y = @(z) oder andere.

Abb. 1

Der annihernde Verlauf einer Funktion wird in vielen Fillen bereits dadurch er-
kennbar, daf} fiir viele Werte von z die durch die Funktion f(x) festgelegten zu-
gehorigen Werte von y bestimmt und diese Werte in einer Wertetafel oder Werte-
tabelle zusammengefalit werden. Die zu x,, x,, ... gehorigen Werte der Funktion
sind dann y; = f(2,), ¥, =f(%,),... Um diese Zuordnung der y-Werte zu den
z-Werten anschaulich, sichtbar zu machen, benutzen wir eine graphische Darstel-
lung in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, in dem die x-Werte als Ab-
szissen, die zugehorigen Werte von y = f(z) als. Ordinaten zu diesen Abszissen
abgetragen werden. Siamtliche so erhaltenen Wertepaare (3 y) bestimmen Punkte,
deren Gesamtheit die durch die Funktion y = f(x) gegebene Kurve ausmacht.

1) Der Name Funktion als Bezeichnung dieser Abhiingigkeit wurde zuerst von dem bedeuten-
den deutschen Gelehrten Gottfried Wilhelm Leibniz eingefiihrt. Leibniz, geb. 1646 in Leipzig,
war Jurist, Philosoph und Mathematiker. Seine h ischen Untersuch fithrten zur
Begriindung der Differentialrechnung. Leibniz war der erste Prisident der 1700 auf seine Ver-
anlassung gegriindeten Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Durch seinen Briefwechsel mit
Peter I. unterstiitzte er diesen bei den Vorbereitungen zur Griindung der Russischen Akademie
der Wissenschaften. Leibniz war auch als Staatsmann titig und starb 1718 in Hannover.

Der englische Physiker und Mathematiker Isaac Newton kam anndhernd gleichzeitig, aber
unabhingig von Leibniz, zu dhnlichen Uberlegungen.

2?) variabilis (lat.) heiBt verinderlich.
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Wertetafeln geben die Zuordnungen grundsitzlich nur punktweise an; dagegen
umfassen Funktionen die Gesamtheit der Zuordnungen.

1. Es sind zur Wiederholung die folgenden Funktionen graphisch darzustellen:
a)y=§+2; b)y:i—z-l; c) y =cosx.
2. Stellen Sie fiir die folgenden Funktionen Wertetabellen auf:
a)y=+V=z (Abb.1); b) y=_§vm (Abb. 2)!

Bestimmen wir fiir beide Funktionen den Definitionsbereich, so finden wir

beim Beispiel a) z = 0,
beim Beispiel b) # zwischen — 5 und + 5 einschlieBlich der Grenzen,
dh —5<z<-45.

Die Funktionen konnen also nur dann ge-

zeichnet werden, wenn z diesen Bedingungen y T8
geniigt. Geben Sie fiir beide Funktionen den 4
Wertevorrat an!

Eine abhiingige Variable kann auch 2

von mehreren unabhingigen Variablen
abhiingen. Solche Funktionen werden
entsprechend geschrieben als

z=f(z,9), t = (u, v, 0) ‘
(sprich: z gleich f von x y; t gleich ¢ !
von u v w) oder dhnlich.

e
Beispiele: L i 5 |
1. z2=822—5zy + 3y — 4. Abb. 2
2. Das Volumen V eines Gases ist ab-
héngig vom Druck p und von der Temperatur 7. Der funktionale Zusammen-
hang kann also durch die Gleichung

V=fp 1

wiedergegeben werden.

3. Die Kraft K, die von zwei Magnetpolen mit den Polstirken e, und e, aufeinander
ausgeiibt wird, ist dem Produkt der beiden Polstirken direkt, dem Quadrat
ihrer gegenseitigen Entfernung umgekehrt proportional (Coulombsches Gesetz).
Dieses Gesetz kann als Funktion folgendermaflen geschrieben werden:

@ - e
K=o 2
Dabei bedeutet p eine Konstante, deren Gréfle von der Wahl des Mafsystems
abhiingt. K ist also eine Funktion von e,, ¢, und 7. Wir schreiben dafiir
K ={f(e, 5, 1)

Wir werden uns im folgenden jedoch nur mit Funktionen von einer unabhién-
gigen Verinderlichen beschéftigen.
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Aufgaben

1. Stellen Sie die folgenden Funktionen graphisch dar und bestimmen Sie Definitionsbereich und
Wertevorrati

a) y=323—52+42 b) y=)T—=z e) y=—=z
d) y=—a? e) y=—a3 l)y=2z]/ﬁ
g y=V5i—= h) y=sin2z i) y=)322— 10z
k) y=yT6—2* ) y=2)Yl5—a* m) y=3}a?—9
2. a) Der Druck p einer abgeschl G ist bei k gehaltenem Volumen von

der Temperatur ¢ abhiingig:
1
”*”o(‘ +ﬁ")-

b) Das Volumen ¥ einer abgeschlossenen Gasmenge ist bei konstant gehaltenem Druck von
der Temperatur ¢ abhiingig (Gay-Lussacsches Gesetz fiir konstanten Druck):

1
V=7 =t -
g (‘ + 278 ‘)
Es ist der Definitionsbereich der beiden Funktionen zu bestimmen und die Bedeutung von Po

und ¥, anzugeben.

8. Wie hangt bei konstanter Temperatur das Volumen eines Gases von seinem Druck ab?
Gesetz: pV = p,V,. Diese Abhéingigkeit fiir py = 1at und a) Vo=2dm3, b) V=3 dm?,
¢) Vo = 4dm? ist graphisch darzustellen.

4. Wenn der Widerstand R[] und die Zeitdauer ¢ [s] konstant sind, hingt die elektrische Strom-
wiirme @ [cal] nur noch von der Stromstirke J [A] ab:

Q=1024R-t-J2[cal].
Stellen Sie fiir R = 55Q und t=60s die Stromwirme Q als Funktion von J graphisch dar!
5. Eine mit der Geschwindigkeit » [cm 5-1] bewegte Masse von m [g] besitzt die kinetische
Energie £ =7§"v2 [erg]. Stellen Sie E als Funktion der Geschwindigkeit v fir a) m = 12,
b) m = 50, ¢) m = 60 [g] graphisch dar!

6. Die folgenden Funktionen sind graphisch darzustellen.
a) 2z 5y =15 b) 5z —2y =17 ¢) 2—y+4+2=0
d) 22+y—2=0 e) y>?—38zx+5=0 f) 2y 4+ 42—3=0
g) 222 —382+y—5=0 h) 22+ 122+ y + 36 =0 i) 22+ 182 — y = 40
7. Die folgenden Funktionen sind graphisch darzustellen.
a) y=122—14 b) y=284+3 ¢) y=2a%+6
4 y=(z—3)° e) y=(z+2) ) y=2+222_2
g y=2a"—22—1 h) y==a®+ 4,522 — 102 —5 )y=a23—8z+47

Anleitung: Stauchen Sie — wenn nétig — die Kurve durch Wahl einer kleineren Linge der
Einheit auf der Ordinatenachse!

8. Die graphischen Bilder der folgenden Funktionen sind zu entwerfen.
8) g ~{2=1)(a"=1) b)y=@—1)(z—2)(z—3) ¢ y=2(z+1)(—3)
d) y = (22 —2) (22 —3) e) y=(2z—1)* — (z —2)3 Hy=ati_2
g y=2zt—2241 h)y:% l)y=f4—‘+2£—s

9. Stellen Sie die folgenden Funktionen graphisch dar und besti Sie ihre Definitionsbereiche !
a) y=+ V2" —112+30 b) y=+VFtsz—21 o) y=+ V0 Fs—2*

O y=+Vi7—8z—2 o) y=+Vloz—2® ) y=+Vl6—z—22¢
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2. Einteilung der Funktionen
Die in der Mathematik betrachteten Funktionen lassen sich nach folgenden Ge-
sichtspunkten einteilen:
a) Rationale Funktionen
Wir betrachten die folgenden Funktionen:

Ly=322—2 2. y=22¢
3. y=15-2°— 2622+ 3z —11 4. y==z(x—5 Bz + 2
5 y=(x+3) (x—49H*—5x+2 6. y = (2 + 5)2 (3z — 2)°

Diese Funktionen haben entweder die Form
Y=f(2) = an 2"+ aGp1 2"+ Gup 2" 24 o f a2t + @y 2+ 4,

oder sie lassen sich ohne Division durch Ausdriicke mit 2 stets auf diese Form
bringen. Dabei ist 7 = 0, ganzzahlig. Die Koeffizienten a,, @y, ..., @, sind
reelle Zahlen. Kann eine Funktion in dieser Form dargestellt werden, so bezeichnet
man sie als ganze rationale Funktion. Bei ihr werden nur Additionen, Subtrak-
tionen und Multiplikationen in endlicher Anzahl — unter Ausschlufl der Division —
auf die Variable x angewendet.

Der hochste auftretende Exponent der Variablen x, bei dem der Koeffizient der
Potenz verschieden von Null ist, heilt Grad der ganzen rationalen Funktion. Zum
Beispiel ist die Funktion y = 328 — 422 — 192 4 6 dritten Grades, die Funktion
y = Oz + 02® + x® — 4 dagegen zweiten Grades.

Nach dieser Definition hat eine ganze rationale Funktion, die sich auf eine von
Null verschiedene Konstante reduziert (f(z) = c), den Grad 0. Der ganzen rationalen
Funktion f(x) =0 wird kein Grad zugeordnet. Eine ganze rationale Funktion
y = f(z) wird auch Polynom in & genannt.

Weiterhin betrachten wir die folgenden Funktionen:

1 22 —38
Ly=g 2 V=F—sz 13

22 —1 1 ab —72% — 52342 9 22— 30
Sly=n—=labas RS T P T

Diese Funktionen lassen sich simtlich auf die Form

A ™ + Ay 2" A Gpg T2 oo a2 40,2+ 0y _ g (2)
bp 2" + by 12" Fbpga™? | or F b2+ b2+ b, h(2)

y=f(x)=

bringen. Dabei sind

g(2) = @p @™ + Ap_g ™14 -or @,

B(x) = by a™ + bp_y 214 -+ + by

ganze rationale Funktionen, und h(z) ist nicht identisch Null (das heift, der Werte-
vorrat der Funktion A(x) besteht nicht nur aus dem Werte Null). Bei diesen
Funktionen kommt die Variable z also auch im Nenner vor. Sie heilen gebrochene
rationale Funktionen.

und
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Ist m der Grad von g(z) und n der Grad von k(z), so heiBt f(x) echt gebrochen,
wenn m < n ist; sonst, das heit, wenn m = n ist, heiBit f(x) unecht gebrochen.

Bei unecht gebrochenen rationalen Funktionen lassen sich die folgenden Fille
unterscheiden:

1. Ist » = 0, so reduziert sich die unecht gebrochene rationale Funktion auf eine
ganze rationale Funktion.

2. Ist » = 1, so laBt sich die unecht gebrochene rationale Funktion durch Divi-
sion des Zahlers durch den Nenner in die Summe einer ganzen rationalen Funk-
tion und einer echt gebrochenen rationalen Funktion aufspalten. Der echt ge-
brochene Anteil kann auch identisch Null sein, dann némlich, wenn die Division
ohne Rest aufgeht. Dabei ist zu beachten, daB diese Darstellung nur Giiltig-
keit an den Stellen hat, die nicht zugleich Nullstellen der Nennerfunktion sind.

Nach den bisherigen Betrachtungen a8t sich nunmehr jede ganze rationale Funk-
tion auch als gebrochene rationale Funktion mit der Nennerfunktion h(z) = ¢ auf-
fassen, wobei ¢ eine von Null verschiedene Konstante ist.

Beispiel:
fo) =82 g@) =28+ 224zt 1; h(z) = 3;

T k@)’

f(@:%_

b) Nichtrationale Funktionen

Alle Funktionen, die sich nachweislich nicht durch einen rationalen Ausdruck
darstellen lassen, heiflen nichtrationale Funktionen. Beispiele hierfiir sind

Ly=1=

2. y={r—72 15

Waurzelfunktionen

3 __1/32*—6

= Y= z+4
4. y=2%—5
5. 9y=3—2
6. y =a* Exponentialfunktionen
7. y=ua

-

g Z i I;O(ix +1) } logarithmische Funktionen
10. y = sinz s s 8
1L y = tg2z } trigonometrische Funktionen

12. y =Igcos(3z — 8)  logarithmische Funktion einer trigonometrischen Funktion

€) Algebraische und transzendente Funktionen

Neben der Einteilung der Funktionen in rationale und nichtrationale Funktionen
gibt es die Einteilung in algebraische und transzendente Funktionen. Im Mathe-
matikunterricht der Oberschule werden die folgenden algebraischen Funktionen
behandelt:
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1. rationale Funktionen; 2. Wurzelfunktionen.
Beispiele: 1. y =5z + 8 Beispicle: 1. y= )=
2. y =32 2y=—z+ 44
3. y=a4—8x2+16 3.;1/=Vr2—x2
s z
4. y= i‘—i&# 4. y= v‘z%a—z
Beispiele fiir transzendente Funktionen sind:
1. y = —sinz 2. y =3logx 3. y=624+5 4.y:]/1—-cos2;c

Die algebraischen Funktionen konnen rational oder nichtrational sein. Die
transzendenten Funktionen sind immer nichtrational.

3. Grenzwerte

a) Grenzwerte von Zahlenfolgen

Wir betrachten die Folge der Zahlen a, = 0,3; a, = 0,33; a; = 0,333; ... Dabei
gibt der Index n die Anzahl der Dezimalen an. Man erkennt, daf3 die Werte der Folge
stindig wachsen. Sie werden aber nicht beliebig grol. Zum Beispiel wird der Wert
-0,4 sicher nicht iiberschritten. Sogar der Wert % wird nicht iiberschritten.

Uberlegen Sie, bis zu welcher Stelle der periodische Dezimalbruch 0,333 . .. zu schreiben ist,
damit der Fehler zwischen ihm und dem Wert —;— kleiner als 10-4, 10-5, 10-8 ist!

Wir erkennen, daf die Differenz zwischen einem Glied der Folge und dem Wert%

um so kleiner ist, je grofier der Index n des Gliedes ist. Die Differenz kann sogar
beliebig klein gemacht werden, wenn man nur den Index geniigend grofl wihlt. Es
gibt also zu jeder positiven, sonst aber beliebig vorgegebenen Zahl ¢ ein Glied a;, so
daB fiir alle folgenden Glieder der Unterschied zum Wert % kleiner als ¢ ist. Daher ist

a.,,—%]<e fir n>Fk.

Man nennt % den Grenzwert dieser Zahlenfolge, sagt, daB die Zahlenfolge gegen g = %
konvergiert, und schreibt a, — g oder lim a, = g. (Sprich: limes?) an fiir n gegen

n—>oco
unendlich gleich g.) Dabei bedeutet das Symbol n — co, daf die Indexzahl = iiber

alle Grenzen wiichst.

i 2 8 98 90 100 .
Fr F To v 5 1050 Torr - v 9T Unterschied zum

touss Wird, mug die Folge bis zam 10000ten Glied fort-
1

gesetzt werden, denn erst 1 — :ggﬁ‘l’ ist kleiner als 15555+ Zu jeder vorgegebenen po-
sitiven Zahl ¢ 1aBt sich also ein bestimmtes Glied in der Folge finden, von dem an
diese Bedingung erfiillt ist.

Betrachten wir weiterhin die Zahlenfolgen

Damit in der Zahlenfolge
Grenzwert 1 kleiner als ¢ =

a) 1.2,8,4, i B .
Ot R e TR
b) 2,8 4. 5, Lrtl, "
i RO e KRR
1 1 1 1. ¥ 1 1
o —1tg —g e (Gt - I

1) limes (lat.) heiBt Grenze.
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so erkennen wir, daf} die beiden ersten Folgen einem bestimmten Grenzwert, nim-
lich der Zahl 1, beliebig nahe kommen. Dabei durchliuft die Zahlenfolge a) Werte,
die samtlich kleiner sind als 1, wiihrend die der Folge b) simtlich groBer als 1 sind.
Die Zahlenfolge c) nahert sich der Zahl 0, indem sie abwechselnd (dem absoluten
Betrage nach) beliebig klein werdende positive und negative Werte durchlauft. Die
Glieder von Zahlenfolgen konnen demnach dem Grenzwert auch von entgegen-
gesetzten Seiten beliebig nahe kommen.

In einem weiteren Beispiel lassen wir a, die Zahlenfolge 7; 14; 21; 28; . . . durch-
laufen. Offenbar strebt a, keinem Grenzwert zu, denn die Glieder werden grofler als
jede beliebig vorgegebene positive Zahl N; wir sagen dann, a, ,,wichst iiber alle
Grenzen*, das heif}t, a, konvergiert nicht, sondern divergiert. Wir schreiben dies
a, oo (sprich a, gegen unendlich). Es ist zu beachten, daf} ,,co‘‘ keine Zahl ist,
mit der man rechnen kann, sondern lediglich ein Symbol fiir den eben geschilderten
Sachverhalt.

Geben Sie zwei Zahlenfolgen an, fiir die gilt a) @, — + oo, b) @, > —oo!

Bei der Zahlenfolge %; %; %; %;. o & %;. . . konnen wir uns leicht iiber-
zeugen, daf sie mit zunehmendem n immer kleinere Werte annimmt, die aber nie-
mals Null erreichen oder gar negativ werden. Sie wird eine Nullfolge genannt, das
heift, der gesuchte Grenzwert ist gleich Null. Man schreibt dies:

lim ~ —o0.

b) Grenzwerte von Funktionen

Berechnen wir die Werte der Funktion y = 2-# fiir x =1; 2; 3; ...; 10; ... und
stellen wir die Funktion graphisch dar, so ergibt sich die Abbildung 3. Sie 148t er-
kennen, dal mit wachsendem x der Wert fiir y abnimmt und einem bestimmten
Grenzwert, nimlich dem Wert 0, zustrebt. Wir schreiben dies

TR L lim 2-2 =0.
r‘ 2 ¢ 3 : 2 i ZT—>00
i s el - Wir erkennen, daB der Funktions-

wert zwar dem Wert Null beliebig
- nahe kommt, ihn aber nicht er-
| reichen kann.

| | Ein oft gebrauchter Grenzwert

B . sinz o
ist lim ——, den wir untersuchen
z—>0 T

; . wollen. Die Funktion y=5i¥
e o st an der Stelle =0 nicht

<
~
w
]
5

- x  definiert. In der Abbildung 4 ist
ST 04=0C=r7 und < A0C =z,
Abb. 3 wobei vorausgesetzt wird, dal x>0

ein spitzer Winkel ist. Wir verglei-

chen nun die Flichen der rechtwinkligen Dreiecke DO C und A O B mit der Fliche
des Kreissektors AOC. Aus der Abbildung 4 ist ersichtlich, daB der Flicheninhalt
des Kreissektors seiner Grofle nach zwischen den beiden Dreiecksflichen liegt. Es
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gilt also die folgende Ungleichungskette:

reosz-rsinz _ 1w rertgz

2 2 2
(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S. 193).
Dividieren wir jedes Glied durch 1 r2sing, so ergibt sich cosz < e
2 sinz cosz

Fiir z — 0 nihert sich cos z durch wachsende, ﬁ durch fallende Werte dem Wert 1.

Da —2— stets zwischen cosz und = liegt, muf3 also auch 2 fiir 2 >0 gegen 1
sin x cosz sinzy

streben. Demnach ist auch

. sinz
lim

=1.

z—>0

Abb. 4 Abb. 5

sinz

Die Funktion ist an der Stelle z = 0 nicht definiert; sie hat an dieser Stelle eine
Liicke. Wir schlieBen diese Liicke durch den Grenzwert 1.
-
Die Funktion y = f(z) = ;_ 11 ist an der Stelle x = 1 nicht definiert (Abb. 5),

da dort sowohl der Zihler als auch der Nenner gleich Null sind. Um aber das Ver-
halten dieser Funktion an der Stelle = 1 zu untersuchen, lassen wir 2 von beiden
Seiten der Zahl 1 zustreben: x — 1. Dabei ergeben sich folgende Funktionswerte:

z=09 10,9 =19 z=1,1 f(L) =21
z=0,99 (0,99 =1,99 z—1,01 £(1,01) =2,01
2 =0,999 £(0,999) = 1,999 z = 1,001 £(1,001) = 2,001

Offensichtlich konvergiert y = f(z) gegen 2, wenn x von beiden Seiten dem Wert 1
A zustrebt: wenn 2 — 1, dann y — 2 oder

Zu einer allgemeinen Untersuchung setzen wir in der betrachteten Funktion fiir z
den Wert 1 + & ein, (k 4= 0); es ergibt sich

(1+h2—1_ 14+2h4k—1_2h+R
h

Y= aEn=1 TeEh=1
Wenn in z =1 + & die Variable x gegen 1 strebt, strebt & gegen 0, und wir erhalten
fiur y lim (@ + k) =2.
A0

=2 4 &

Dabei kann k sowohl positive als auch negative Werte annehmen.
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Zu demselben Ergebnis gelangt man auch auf die folgende Weise: Fiir alle z + 1
8 £ g g
kann die Funktion y = a;:ll durch den Ausdruck y = z -+ 1 dargestellt werden.

Diese lineare Funktion ist auch definiert fiir 2 = 1; sie hat dort den Wert gy =2
Es ist daher

I 22— 1 s
im =lim (z + 1) = 2.
2121 z—>1
Die Funktion f::ll ist zunéchst an der Stelle = 1 nicht definiert, sie hat dort

eine Liicke. Als Funktionswert an der Liicke wird dieser Grenzwert festgesetat; die
Liicke wird mit ihm geschlossen.

" —a®

Allgemeiner kénnen wir den Grenzwert von fiir # —a untersuchen. Setzen

zr—a
wir x = a, so erhalten wir wieder einen Ausdruck, in dem sowohl der Zihler als
auch der Nenner Null sind. Fiihren wir aber die Division fiir 2 =+ a aus,

(2" — a"):(x — a) = a1 4 aa™=2 4 a2a"=3 f ... | "2z 4 gn—1,
so ergibt sich
lim ‘fﬁ =lm ("1 4 a 224 a2z"=3 4 ... | g"-1) = p.qr-1,
z—>a z—>a
" __
Es wird also fiir die Funktion f(z) = il der Grenzwert na®-1 als Wert an der
r—a

nicht definierten Stelle x = a festgesetat.

Betrachten wir die Funktionen

2 —4z+43
z—38

22— 3z

t(2) = r—3

und v(x) =

an der Stelle z = 3, so sind diese dort zunéchst nicht definiert. Es gelten aber die

folgenden Grenzwerte

2 —4r43
z—3

2 und lim Z=3%_3,

z»>3 T—3

lim
z3

Bilden wir die Funktion

222 —72-+3
r—3

u(x) + v(x) =

so ist diese an der Stelle x = 3 ebenfalls nicht definiert. Um den Grenzwert fest-
zustellen, verfihrt man wie oben und findet

lim [%(2) + v(2)] = lim 2z — 1) =5 =1lim (%) + lim ().
z—+3 z—>3 z—>3 z—>3
Allgemein gilt der folgende Satz, den wir aber hier nicht beweisen konnen:
Wenn lim u () und lim v () existieren, so existiert auch lim [u(z) -+ v(x)], und
r—>a x—ra T—>a

es ist
lim [u (z) + v (x)] = limu () + lim v () . (1)



Grenzwerte 13

Unter denselben Voraussetzungen gelten die folgenden Sitze:

lim [u(x) — v (x)] = limu (zx) — limo (x) , 2)
lim [u(x) v (x)] =limu(z)-limo(x), (3)
lim :E:; = ﬂ:—::g , wenn lim » (x) =+ 0 ist. (4)

Die Sitze (1) und (3) lassen sich auf eine endliche Anzahl von Summanden be-
ziehungsweise Faktoren ausdehnen. Zum Beispiel kann in Satz (1) jeder der beiden
Summanden wieder die Summe zweier Grenzwerte sein (und so fort).

Diese Siitze gelten insbesondere auch dann, wenn eine der Funktionen u(z)und
»(z) konstant ist [also u(x) = ¢, oder v(x) = ¢,]. Es ist daher:

lim(c + k) =c3 lim (c—%) =c¢;

h—>0 h—0

lim(c-k) =03 lim(l) =0, wenn ¢ == 0 ist;
h—>0 h—>0\¢

lim (%) =1, wenn ¢ = 0 ist; lim (k®) =0, wenn ¢ > 0 ist.
h—0 h—>0

Zu beachten ist, daB diese Grenzwerte nur Giiltigkeit haben, wenn ¢ eine Kon-
stante ist.

Im besonderen wird auf den letzten Grenzwert hingewiesen. Beim Betrachten der
Nullfolge h = 10-3; 10-%; ... kann man sich leicht iiberzeugen, dafl dann zum
Beispiel k2 = 10-6; 10-8; .. .; A3 = 10-%; 10-12;... noch besser gegen Null kon-
vergieren.

Aufgaben
1. Welchen Grenzwerten nihert sich an, wenn es die nachstehenden Zahlenfolgen durchliuft ?
a) 0,6; 0,66; 0,666; ... b) 0,4; 0,44; 0,444; ... ¢) 0,8; 0,88; 0,888; ...
d) 0,9; 0,99; 0,999; ... e) 1,7; 1,77; 1,777; ... 1) 2,3; 2,33; 2,333; ...
g) 0,18; 0,1818; 0,181818; ... h) 0,45; 0,4545; 0,454545; ...
i) 0,037; 0,037037; 0,037037037; ...

2. Geben Sie die Grenzwerte der Zahlenfolgen an!

2 3 4 5 6 7

Wi T g DRI
3,9 3,9 3,999 1 —1 41 =1

€) =3 s TooTh e ) —5 =3 o5 TR ¢
5,1" 5,01" 5,001 1-3° 2-4 *5 4.6

8. Geben Sie eine Zahlenfolge an, die den Grenzwert

a) 1 b) 5 ) 10 @ % hat!

4. Es ist anzugeben, welches Glied der Zahlenfolge erreicht werden muB, damit von diesem
Gliede an der Fehler kleiner als & ist. b
a) Aufgabe la: e = 10-3; 10-5 b) Aufgabe 1b: & = 10-2; 10-8
¢) Aufgabe 1c: ¢ = 10-%; 10-10 d) Aufgabe 1d: e = 10-5; 10-10
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6. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte!

Einfihrung in die Differentialrechnung

a) lim 2 b) lim — e) lim 3-10™"
fireo b N—>oco n—>oo
&
O tim 21 o) lim 1! ) limas®,
f—>c0 M n—>co N N—>o00
Untersuchen Sie bei f) die Fille b>1;b=1; 0<b< 1!
6. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte!
z2—9 z2—1 z2—9
a) lim b) lim ¢) lim ——
)z—>3-'¢"‘3 )z—>—l z+1 )x_,_3z+3
i | . z*4-2z—8 i 2224z —1
S m
0 = \]l'_':;z?—w-yz ‘),_,% 12— 1
22— r — 42 . tgm . sin3z sin3z z
i _ — 1 = i et S il
8) 1_11:261'2 + z — 30 ) ;],LTO 2 b Eo sinz ,l,l_',no(a 3z sinz)
Anleitung :

1. Lassen Sie # Zahlenfolgen durchlaufen, deren Glieder um 0,1;0,01;0,001;...vonder

angegebenen Grenze entfernt sind !

2. Lassen Sie 2 Zahlenfolgen durchlaufen, deren Glieder um —0,1; —0,01; —0,001;

von der angegebenen Grenze entfernt sind !
/7. Die folgenden Grenzwerte sind zu bestimmen.

nﬂ—l_ 2n
n? n—1

e) lim (24 k)
h—>0

lim
n—>o0

A lim (sinz + cosz) b)
z—0

}f lim (2sinz — cos z)
>0

j) lim (“ﬂ’.}. cosd) h) lim(a — k)
z h—>0

20

X) lim sinz tgz V) iy, SL0082
>0 >0 z

3 S

n lim 0) lim %%
h—>0 >0
o 1 %

q) lim 5) r) lim (10-3)r
>0 -0

t) limk? w) lim 4*
h—>0 >0

¢) lim (32 —5)
20

f) lim (3 —h)
h—0

i) lim sinzcosa

70
in2
m) lim $7°7
=0 T
¥ N} cos 7
p) lim (sinz — —=
2> x
. ctex
8) lim
z—>0
. el
v) lim
z—>0 T

8. Zu den Gliedern einer Nullfolge ist eine Konstante a (=38; 4; 5; ...) zu addieren. Welchen

Grenzwert hat die neue Zahlenfolge ?

9. Die Glieder einer Nullfolge sind von einer Konstanten a (=2; 5; 6;

Welchen Grenzwert hat die neue Zahlenfolge ?
. Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Funktionen?

5 __ - —
&)y g el b) lim A=2°—1
70 € >0 z
- L - 5 i —
Q) lim 4—22°— 4+ 22)° |y (Bl
20 z 70 h
L 162% — (22 — Ryt 2709 _ (34 h)S
iy = e B hy e 2L =82k A)7
8 10 4h ) 30 5h

«..) zu subtrahieren.

b __
¢ lim 81220 —243
>0 9
5 __ 56
1y BN =t
70 h
(@ — 2h)5 — g5

i) lim %

=0
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11, In der Abbildung 6 ist eine Folge von Kreisbogenziigen
gezeichnet. Esist der Grenzwertihrer Lingen zu bestimmen.
a) Betrachten Sie rein anschaulich, welchem Wert sich die
Summe der immer kleiner werdenden Kreishogen-
lingen nihert!
b) Fiihren Sie den Grenziibergang rechnerisch durch!
¢) Setzen Sie r = 1! Abb.6

4. Anstieg, Differenzenquotient, Ableitung
a) Anstieg )

Aus einer Landkarte kann man ablesen, da3 die Endpunkte einer geradenStraSe
von A nach B eine Horizontalentfernung von 700 m haben. Die Héhenzahlen sind
fir A 520 m und fiir B 590 m. Daraus errechnet sich ein Hohenunterschied von
70 m auf 700 m horizontaler Entfernung, so daB der Steigungswinkel sich ergibt aus
tga = =01 7m0~ 6°

Zwei Punkte einer steilen Waldschneise sind auf einer Landkarte (MaBstab
1:25000) 2,4cm voneinander entfernt. Thr Hohenunterschied betriigt 225m. Weisen
Sie nach, daB der Steigungswinkel etwa 20,5° betriigt!

Unter dem Steigungswinkel einer Geraden in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system verstehen wir folgendes: Hat die Gerade einen Schnittpunkt S mit der
z-Achse und dreht man den von § in Richtung der positiven z-Achse verlaufenden
Strahl im mathematisch positiven Drehsinn um S, bis er das erste Mal auf die
Gerade fillt, so bezeichnet man den iiberstrichenen Winkel als Steigungswinkel
der Geraden. Hat die Gerade keinen Schnitt-
punkt mit der z-Achse, so ordnet man der EEEEEHCUEIGIITIEORETNE
Geraden den Steigungswinkel 0 zu. pil

Es sind die Punkte P;(2; 1) und Py(5; 6)
gegeben. Verbindet man sie durch eine Gerade,
so errechnet sich ihr Steigungswinkel durch

tga =% = % = 1,667, so daBl o« ~ 59° be-

trigt.  Fir  Py(2; 7) und Py(6; —1)
Ll =82 und
6—2 4
a &~ 116,5°. Allgemein gewinnt man den
Steigungswinkel « aus tga = zz_ Z’
L N
2, == @, ist (Abb. 7). Man nennt tga das MaB fiir den Anstieg der Geraden oder
kurz den Anstieg der Geraden?). Dieser Wert ist bei einem spitzen Winkel, das heifit
bei einer steigenden Geraden, positiv, bei einem stumpfen Winkel, das heif3t bei einer
fallenden Geraden, negativ (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S. 16).

ergibt sich tga =

Abb. 7

, wobei

Gegenkathete
Hypotenuse
d. h. also durch seinen Sinus ermittelt, da es meist einfacher ist, die Hypotenuse zu messen.
Der Sinus des Steigungswinkels wird als die Steigung der Geraden bezeichnet. Zur deutlichen
Unterscheidung zwischen dem Sinus und dem Tangens des Steigungswinkels bezeichnen wir
den Tangens als den Anstieg der Geraden.

1) In der Technik wird in der Regel der Steigungswinkel durch das Verhiltnis



16 Einfihrung in die Differentialrechnung

Bei der Parabel y = z2 bestimmen die Punkte Py (15 1) und P,(3; 9) eine Sekante,
das heif3t eine Gerade, die diese Parabel in zwei Punkten schneidet. Thr Anstiegs-
maf betrigt tgo =% =4, wobei ¢ der Steigungswinkel ist (Abb. 8).

b) Differenzenquotient
Der Punkt P, (3; 1,8) liegt auf der Kurve der Funktion y= ?1’_ 22 Es gilt also die
2
Gleichung 1,8 = % . Um eine durch dieseri Punkt gehende Sekante zu erhalten, ver-

dndern wir den x-Wert um Az (sprich: Delta ). Wir erhalten dadurch einen
Punkt P; mit den Koordinaten P;(3 -+ Ax; 1,8 + Ay). Diese Koordinaten erfiillen

die Gleichung 1.8 + Ay — %‘ﬂ. Durch Sub-

y ey e traktion beider Gleichungen erhilt man
10 ddsis foi 1 1 6 1
dy=—@B+Ax)2 ——32=2(4 —(4z)2.
; ﬂlw y=56+do2 - L3:=2 4z 4 Lan)
8 i i
Y -

7
6

5

4

G

2
QY s B 2 g

oldin '’ -——x,¢Ax:1
P 2 Pk e

Abb. 8 Abb. 9

Dividieren wir beide Seiten durch Az, so erhalten wir in dem Ausdruck
% = -g- -+ % Az den Anstieg der Sekante. Entwerfen Sie cine Zeichnung!

Liegt auf einer Kurve y = f(x) ein Punkt Py (243 yo), so erfiillen seine Koordi-
naten die Gleichung y, = f(,). Ein anderer Kurvenpunkt P hat die Koordinaten
(zg + dx; yo + Ady), wobei also Az < 0 ist. Fiir ihn gilt entsprechend
Yo + Ay = f(x + Ax). Verbindet man diese beiden Punkte geradlinig (Abb. 9),
so entsteht durch die gleichen Rechenoperationen wie beim vorigen Zahlenbeispiel

der Anstieg der Sekante ot A9)—y, _ Ay

=t dn—%— 1
Es gilt also
t __ Ordinatendifferenz
99= Riszissendillerenz °

Das Verhiiltnis dieser Differenzen, das heiBt also ihren Quotienten, nennt man kurz
Differenzenquotient, )
Der Differenzenquotient ist der Anstieg der Sekante. Man schreibt dafiir auch

_ @+ dx) — f(x,)
tga—T,

wobei vorausgesetzt war, daBl Ax == 0 ist.
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¢) Ableitung

Bei einem Kreis ist die Tangente in einem Punkt P, bestimmt als ,,Grenzlage*
aller durch P, gehenden Sekanten, wenn deren zweiter Schnittpunkt P mit dem
Kreise sich dem Punkte P, unbe-
schrinkt nihert. Die entsprechende I
Tangente berithrt den Kreis im |
Punkt P,. Genauso definieren wir
bei einer beliebigen Kurve y = f(x)
die Tangente in einem Kurven-
punkte P, als Grenzlage der Sekan-
ten durch P,, sofern eine solche |
Grenzlage existiert (Abb. 10). Unter
der Richtung einer Kurve in einem !
Kurvenpunkte P, verstehen wir die
Richtung der Tangente in diesem
Punkte an die Kurve.

An die Kurve y =122 soll im ;&’
Punkte Po(3;% die Tangente ge-
legt werden. Um diese Aufgabe zu
l6sen, betrachten wir zunichst die Sekante, die durch P, und den Punkt P (5; 5)

geht. Der Anstieg dieser Sekante ist

B2

tgu:—ﬁ:7=l,6; o~ 58°.
Wandert nun der Punkt P auf der Kurve beliebig nahe an den Punkt P, heran,
so dndert sich dabei auch der Anstieg der Sekante, wie die nachfolgende Tabelle
zeigt (vgl. Abb. 11).

Abb. 10

o3

Yn—Y

Tn Yn tgo=—-"" o
I —
5—18
5 5 Sy =18 58°
3,2—18
4 3,2 1 L8 =14 54°28’
1,8 ’
3,5 2,45 =13 52°26
3,1 1,922 =122 50°40’
3,01 1,81202 — 1,202 | 50°15
3,001 1,8012002 =1,2002 | 50°12'
1 + 1 v
3 1,8 1,2 50°12"

Anscheinend streben bei Annitherung an x, =3 die Werte von tg ¢ auch einem
Grenzwert, nimlich dem Wert 1,2 zu. Die geometrische Veranschaulichung zeigt, daf
bei dieser Anniherung an xz, = 3 die Sekante sich der obenerwihnten Grenzlage,
der Tangente, nihert. Daraus folgt, daB dieser Grenzwert gleich dem Tangens des
Steigungswinkels ist, der zu der oben definierten Tangente gehort. Es gilt also

lim £2—% _ lim tgo = tgz.
2 [00914] a2, I — %0 2>z,
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Von jetzt an verstehen wir unter einer Tangente an eine Kurve im Punkte P die-

jenige Gerade durch P, deren Anstieg durch den
ten im Punkte P gegeben ist.

Grenzwert des Differenzenquotien-

Bestitigen Sie durch eine Tabelle und Zeichnung, daB tgz demselben Grenzwert 1,2 zustrebt,

wenn der Punkt Py von z; =0 iiber z,=1; 2; 2,5; 2,9;

2,99; 2,999 sich dem Punkte P niihert!

Fiir einen beliebigen Punkt Py(x,; ¥,) der Kurve y =%z= erhalten wir den An-

Oy

Abb. 11

stieg der Tangente in der gleichen
Weise. Liegen Py(z,; y,) und
P(xg+Az; yo+Ady) auf der
Kurve, so gelten die folgenden
Gleichungen:

Yo = %%2;
Yo + Ay:gl (xo + Az)%;
Ay =~§—x°(Ax) + % (Az)2.

Durch Division mit 4z ergibt sich
der Anstieg der Sekante als

_dy _ 2 1
tgc—ﬂ —gzo""g(d’«')-

Um den Grenziibergang Az —0
durchfithren zu kénnen, mufl man
untersuchen, ob die Grenzwerte
der einzelnen Summanden existie-

ren. Beim ersten Summanden ist dies der Fall, da er von Az unabhéngig ist.

Dabher gilt
lim 2z, =24
42505 % 5
Fiir den zweiten Summanden ergibt sich
T |
lim = Az =0.

4z—>0

Also kann man nach Satz (1) von Seite 12 schreiben:

lim
4z—>0
2
Sl =%
Demnach ist

tgr = lim 4. L
az>04% 5

Das Ergebnis zeigt, dafl zu jedem beliebigen Abszissenwert x, ein Wert tgr =2

gehort.

2 I | . [2 1

3%+ lm =dz= lim (gxo—f-gdx),
dz—0 dz—0

2

Do

0

5 Mo
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Der Anstieg ist also eine Funktion des Abszissenwertes des Beriithrungspunktes,
der als beliebiger Punkt P auf der Kurve jetzt die Koordinaten (z; y) erhalten
soll. Deshalb ist fiir jeden beliebigen Punkt der Kurve y =% 2% der Anstieg der
Tangente in diesem Punkt gegeben durch den Ausdruck

2
tgr—;x.

Wir verstehen unter dem Anstieg einer Kurve an der Stelle 2y den Anstieg der
Tangente an die Kurve an der Stelle . Auch der Anstieg der Kurve ist demnach
eine Funktion der Variablen .

Man nennt den Wert von tg 7 die Ableitung der Funktion f(x) an der Stelle z, und
schreibt dafiir f (2,) (sprich: f Strich von ). Besitzt die Funktion an der Stelle x,
eine Ableitung, so sagt man, die Funktion f(z) ist an der Stelle x, differenzierbar.

DaB dies durchaus nicht immer der Fall sein muB, zeigt das Beispicl y =| z|. Zeichnen Sie das
Bild dieser Funktion und untersuchen Sie, ob man an der Stelle 2,=0 eindeutig die Tangente an
die Kurve legen kann! Welche Folgerung ergibt sich daraus fiir die Ableitung an dieser Stelle ?

Wir erkennen, daf f’(z) eine Funktion von z ist, und nennen f'(z) in Zukunft kurz
die Ableitung der Funktion f(z). Es gilt also

tgr = /().
In Analogie zu y = f() schreibt man auch y" = f'().

Bildet man die Ableitung einer Funktion (oder kurz: leitet man eine Funktion
ab), so sagt man auch, man differenziert diese Funktion.

Zusammenfassung: Die Ableitung y' = f'(x) einer Funktion y = f(x) gibt den
Anstieg der Tangente, das heift den Anstieg der Kurve, als Funktion der Abszisse
des Beriihrungspunktes an.

Die Ableitung bezeichnet man mit tgz, y* oder f'(x). Sie wird gefunden durch

Ay

lim 2% g [E+AD) —J@)
42>04%  4zs0 az
Aufgaben
1. Essind Geraden mit dem Anstieg
1 3 1 3
a) 1 b 5 0 3 Q) —2; e —5 n
5 3 5
2) 3 h) = D 5 k) —12; 1) 0,02; m) — 0,8
zu zeichnen.
2. Bestimmen Sie durch den Differenzenquotienten den Anstieg der Strecke Py P,!
) Py(3; 4) Py(1; 1) b) P, (265 11) P, (13; 5)
¢) P, (10; 8) P,(—2; 3) d) P, (5; —3) P,(2; —6)
e) Py (—5; —1) P, (6,3; 4,5) f) P, (—2,8; 5,7) Py (—6,9; —3,4)

8. Bestimmen Sie zeichnerisch je drei Punkte, die auf der durch P, gehenden Geraden liegen,
wenn diese mit der positiven z-Achse den Winkel « einschlieBt! Geben Sie die dazugehérigen
Differenzenquotienten an!

a) Py (3,5; 4), a= 30° b) Py (—2; 2,5), = 65°
¢) Py (2; 4), © o x=120° d) P, (—3; 5), @ = 150°
) P,(—53; —4), a= 75° 1) P,(3,2; —2,1), o= 53°

Begriinden Sie, daB in diesem Falle beide Koordinatenachsen gleich lange Einheiten tragen
miissen! {
2*
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4. Es sind je drei Punkte zu bestimmen, die auf der durch P, gehenden Geraden mit dem An-

stieg m liegen. Die zugehdorigen Differ quotienten sind a

a) P, (2,5; 3), m=2 b) P, (3,7; —4), m =16

€) P, (—52; 6), m=—3 d) P, (—23; 4), m=00

€) Py(L,5; —36), m=25 1) P (—18 —21), m=—13
5. Die Ableitung der Potenzfunktion mit g hligen positiven Exp t

Wir bilden die Ableitung der Funktion y = 2% Dazu gehen wir vom Anstieg
der Sekante, also vom Differenzenquotienten aus. Da die Koordinaten der
Punkte (z;y) und (x + Adx; y + Ay) die Gleichung y = 23 befriedigen, ist der
Ay (x4 Az)® — 2®

Az
dann der Bruch mlt Ax gekiirzt, so ergibt sich

leferenzenquot1ent . Wird die Klammer ausgerechnet und

4y
Zi—x-_3:¢:2+3:5(11:!:)-}-(4“?)2

Lassen wir Az eine Nullfolge, 42 — 0, durchlaufen und wenden wir auf die rechte
Seite dieser Gleichung den Satz iiber den Grenzwert einer Summe an (vgl. Satz (1),
S. 12), so erhalten wir

lim %h ]m1 3z’+ l:m 3z(Az + 11m (Ax)‘.

4z—>0

Auf der rechten Seite ergibt der
Grenziibergang beim ersten Sum-
manden 322%; der Grenzwert beim
zweiten Summanden ist Null, weil
Ax eine Nullfolge durchliauft (vgl.
Abschnitt I, 3). Der dritte Ausdruck

{ | lkonvergiert ebenfalls gegen Null.
g,j fix+4x);  Damit erhalten wir, da die linke
; I . Seite auf Grund der Definition als
1x) |y geschrieben werden kann,

7 = Yy = 3a2.
“Ax
X +Ax

Weisen Sie fiir die Funktion y = 22
nach, daB8 die Ableitung y’ = 2z ist!

Wir wollen nun die Ableitung
der allgemeinen  Potenzfunktion
f(x) =a" (n ganzzahlig, po-
sitiv) bilden und gehen dazu wieder vom lefcrenzenquotlenten aus (vgl. Abb. 12).
Aus f(x + dz) = (x + da)* folgt .

4y _ (x4 da)—[(x) _ (2 + Ao =
Az~ Az Az

Abb, 12

Um diesen Differenzenquotienten ausrechnen zu konnen, bringen wir ihn zunéchst
auf die Form Ay _ (odap—

Az~ (e A7) —z °
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Klammern wir nunmehr im Zihler (x + 4)", im Nenner (z + 4z) aus, so entsteht

(o) 7|
j_zz(zztdaz‘z)". z IAz = (x4 Ao I+IAx .
17z+A:c l_z+Az

Wir vergleichen den zweiten Faktor dieses Ausdrucks mit der Summenformel der
geometrischen Reihe

1=

1+g9+¢+g+--+gt= 1_‘{;

(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 10. Schuljahr, 8. 136).
z
z+ Az’

Ersetzen wir ¢ durch so ergibt sich fiir den Differenzenquotienten

4y _ T | e 5 (_I_)“ - (_I_)‘]
Az"(I+Az)n [l+a:+Az+ z+ Az T T\ F 4z i
Durchléuft 4z eine Nullfolge, so strebt (z + 4) dem Werte x zu; jeder der n Sum-
manden der Klammer nimmt den Grenzwert 1 an. Unter Beachtung des Satzes (3)
iiber den Grenzwert des Produktes von Funktionen (vgl. S.13) erhalten wir

y=a"1n oder y =na"1l.
Wenn n = 1 ist, so hat y = 2! = z die Ableitung y'= 1.

Welche geometrische Bedeutung hat’ dies ? Bilden Sie mit dem Differenzenquotienten und
durch Grenziibergang die Ableitung!
Beispiele : 4
v y=2t y = 4atl =493
y=2x8 y = 6 a8
Zusammenfassung: Funktionen der Form y =" haben fiir jedes ganzzahlige,
positive n die Ableitung y'= nxn=1.

6. Die Ableitung einer Konstanten

Die Funktion y = f(x) = ¢ hat, wenn ¢ eine Konstante ist, fiir alle x-Werte den
festen y-Wert ¢. Ihr Bild (Abb. 13) ist eine
Parallele zur z-Achse im Abstande c. Die
Ableitung bestimmen wir wieder durch AL
einen Grenziibergang. Aus f(z) =c¢ und |
f(x + dz) = c folgt

A_y_/(z+Az)—/(x)_c—c 0
Az Az -

Da der Differenzenquotient stets Null ist,
kann die Ableitung als dessen Grenzwert Abb. 13

auch nur Null sein. Damit ist auch der

Steigungswinkel Null. Wir sehen, daf die Definition des Steigungswinkels einer
zur x-Achse parallelen Geraden sinnvoll war. ’

Zusammenfassung: Die Ableitung einer Konstanten ist Null.
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7. Die Ableitung einer Funktion mit konstantem Faktor

Wird eine Funktion f(x), deren Ableitung f'(x) bekannt ist, mit einem konstanten
Faktor a multipliziert, so entsteht die neue Funktion y = af(x). Wir wollen unter-
suchen, ob deren Ableitung auch bestimmbar ist. Dazu bilden wir den Differenzen-

quotienten 4y und fithren den Grenziibergang A2 — 0 durch:

Az
lim aI(J:—}-Ax)*aI(-’C): lim a./(z+Az)—I(r)
4250 dz 4750 Az
=a lim /“(154-113—/(1) =a-f(z)=1y'.

dz—>0

Zusammenfassung: Bei der Differentiation bleibt ein konstanter Faktor unver-
iindert als solcher erhalten.

+ Beispiele:
y="Txt Y =T 421 =283
y=ban Yy =bnan1.

8. Die Ableitung einer Summe von Funktionen

Wir betrachten zwei Funktionen, u — 722 und » — 5z, bilden die Funktion
Yy =u+v="Ta? 4 52 und suchen ihre Ableitung. Dazu gehen wir wieder vom
Differenzenquotienten aus :
4y _ Au+v)  [T@+ daR+5 @+ A2)] — (722 45 1)
4z~ 4z Az
_ T2 M (da)+ T(Aa) 52+ 5(4z) — T2 —5 ¢
Adx

Yo+ 7(4z)+ 5.

Durchlduft Az eine Nullfolge, 4z — 0, so gilt nach dem Satz iiber den Grenzwert
von Summen
y =14z 4 5.

Bilden wir andererseits die Ableitungen der einzelnen Funktionen u und v, SO er-
halten wir 4’ = 142 und v’= 5. Demnach ist

w+v =1z + 5.

Ausy =14z 4+ 5und v + o =142+ 5 folgt y* = u’ + v’. Diese Beziehung gilt
zunichst nur fir das betrachtete Beispiel. Ihre Giiltigkeit soll nun allgemein be-
wiesen werden.
Es sei
y=u(® +v(2)
mit differenzierbaren Summanden u(z) und »(z). Es existieren also
u(z+ A2) —u(z) (2 4 Az) —v(z)
Az .

% (z) = lim S

und #'(z) = lim
4z—0 4z—0



Die Ableitung einer Summe von Funktionen 23

Wir bilden
u’(z)+v'(x): lim u(z+Az)—u(z)+ lim v(z+ Az) —v ()
4250 4z 420 dz
— u(r4 dz) —u(z) | v(z+ 42)—v ()|
= 41;30( Az + Az
li [u(x+ d2) 4 v(@ + A2)] — [u (@) + v ()]
= Az
4z->0
. Alu () + v (2)] .
= lim —————=y'.
4250 Az g

Zusammenfassung: Die Ableitung einer Summe von Funktionen ist gleich der
Summe der Ableitungen der einzelnen Summanden, das heilt, eine Summe darf
gliedweise differenziert werden.

Beweisen Sie entsprechend den folgenden Satz: Ist y = u — v, so ist ' = 4’ — v’!

Es laBt sich beweisen, daB die Summenregel y =’ + »" fiir endlich viele
Summanden u, v, w, . .. erweitert werden kann. Gilt also y =% +v 4w+ +--
bei endlich vielen, differenzierbaren Summanden u, v, , .. ., 80 ist

Y=utv tw e

Aufgaben

1. Es ist die Funktion y = f(z) zu zeichnen und der Differenzenquotient der Funktion f(z) an
der Stelle z, fir 4z = £2; +1; +0,5; +0,1; 40,01 zu bilden.

.
D@m= =1 Wf@=3 @=: of@=3 =5

z?

3 3 —
O (2) =55 m=2 ¢ (=1 2=3 D @=25" =3

z* 2 a2 z: =z
N YT i = s =2 i = 5 =
2) f(z) 3 +22; 2,=38 h) f(2) T ) 3 i) f(2) 20+ 35 %o 4
2, Zeichnen Sie die Funktion y = f(z) =sinz (z im BogenmaB) unter Benutzung der Tafel der

natiirlichen sin-Werte! Bestimmen Sie die Differenzenquotienten an der Stelle x, =-7£ fur

Az = +0,5; +0,4; +0,3; £+0,2; +0,1; 40,01! Zeichnen Sie die zugehorigen Sekanten!
Anleitung: Auf beiden Achsen sind gleiche Einheiten zu wihlen.

8. Fiir die Funktion f(z) ist eine Formel fiir den Differenzenquotienten an der Stelle z, auf-
zustellen und daraus die Ableitung durch Grenziibergang zu bestimmen.

a) f(z) = 23; Zy=1; 0,5; 1,6 b) f(z) = 2z%; zy=1; %: g
e) f(x) = =5 Zy=1; 0,5; 1,5 d) /(x)z%s; T, =2; 8 g
B /(z):%‘—l; z,,=2;§;3 1) j(z) = o* — 22 Zy=138; —2; —3
g) f(x) =a®—2z; my=1;0,8; 1,2 h) /(:c)=%2+31—4; Zo=2; —3; 45

) f(m)=a*—2; zg=1; —1; —2
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}./Bestimmen Sie fiir die Funktion f(z) nach Aufstellung des Differenzenquotienten durch Grenz-
iibergang die Ableitung!

M [(z) =2 2 [(2) =5a ,,y,m=%’
M@ =az o f(@)=521+6 M@ =5:2—3
g) f(x) =243z h) f(2) =822 — 52
i) f(2) =723 —8244 k) f(@) =428 4220 — 4
1) f(z)=52®—22%+8 m) f(2) =72 —6224+52z—4
- 23 z2
n) f(2) =V52%— 622 +3 0 [@=%—F+z—1
ot ozt g% a2t _ 8 —J2at4 4
p) /(Z)=?+T—?—-2—+z+1 qQ) l(z)—s*
r) f(@)=a23+badfcx+d 8) f(a:)=aoz‘+alz~"+a,x’+a,z+a‘

o

Bestimmen Sie fir die Funktion f(2) nach Ausmultiplizieren, Aufstellung des Differenzen-
quotienten und Grenziibergang die Ableitung!

a) f@)=(z+1) (z—1) b) f(2)=(z+2) (52+3)
©) (@) =(z—8) Bz —4) ) I(:c)=(;+5)(§—8)
e) f(z) = (x+a) (z+b) 1) [(2)=(522—4) (¢ +3)
1 2\(z 3
1@ =22 —Fu+a W f@ = a5 t2)(E-)
D) f@)=@a*+bz+c) @z+))
6. Fir die Funktion f(z) ist nach Aufstellung des Differ i durch Gr bergang
die Ableitung zu bestimmen.
a) f(2) = (z+2)* b) f(z) = (x4 2) ) f(2) = (z — 4)
d) f(2) = (2 — 2 e) f(2) = (v — 1) 1) f(@)=1—52)3
2 d 3 2\ 3
& J0 = (fet3) W 1= (=3 D 10 = Fas—3)

9. Die ganze rationale Funktion und ihre Ableitungen. Hohere Ableitungen einer
Funktion

Jede ganze rationale Funktion kann nach Abschnitt 2 auf die Form
Yy=Hz)=tna"+ ap 12"+ ay g2+ a2+ a7+ a

gebracht werden. Dabei sind die einzelnen Summanden, wie wir erkannt haben,
differenzierbare Funktionen. Also kann nach Abschnitt 8 die Differentiation glied-
weise vorgenommen werden. Es gilt daher

Y =1@=napz"t +(n—1) a1 2%+ (n—2) ty_g 2" 3 + -+ 20,2+ a,.
Wir erkennen, daf} y* wiederum eine ganze rationale Funktion von z, das heiBt ein
Polynom in z ist; also ist y’ ebenfalls differenzierbar.

Ist y’= f'(x) als Ableitung einer Funktion y = f(z) wieder differenzierbar, so be-
zeichnen wir y” = f'(x) als erste Ableitung von y = f(x). Die von /' () abgeleitete
Funktion heiit die zweite Ableitung von f(z); man schreibt dafiir f”(z). Unter
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{”" () ist die Ableitung von f”(z) zu verstehen, f’’(x) wird die dritte Ableitung von
f(x) genannt. Entsprechend werden die weiteren Ableitungen definiert. Es ist also
die n-te Ableitung einer Funktion f(z) die Ableitung der (n — 1)-ten Ableitung
von f(z).

Von der vierten Ableitung an schreibt man f(9(x), f® (), . . ., f® (). Die zweite
Ableitung und alle weiteren Ableitungen bezeichnet man als hhere Ableitungen.

Die erste Ableitung jeder ganzen rationalen Funktion n-ten Grades (n = 1) ist
eine ganze rationale Funktion (n — 1)-ten Grades. Ist » =0, das heif3t, liegt die ganze
rationale Funktion f(xz) =c¢ (c == 0) vor, so ist deren erste Ableitung identisch
gleich Null. Dieser Ableitung kann kein Grad zugeordnet werden. Daraus folgt, daf3
die n-te Ableitung jeder ganzen rationalen Funktion n-ten Grades den Grad null
hat, das heiBlt, sich auf eine von Null verschiedene Konstante reduziert. Alle fol-
genden Ableitungen, also alle Ableitungen von der (n + 1)-ten an, sind identisch
gleich Null.

Aufgaben
1. Bilden Sie die erste, zweite, dritte, ... Ableitung der Funktion f(z)!
a) f(z) = 2t —382° — 6z + 18 b) f(z) =52% — 8z + 12
) /(Z)=%—Sz'+%’-—6 d) f(z) = 42°% — 524 + 228 — 322
e) /(2)=-21—‘6—32’+262 1) f(z) = 0,423 — 9,622 + 75,67
z® a2t 423 "
8 o =5 —5+6z—11 b) f(z) = 82t — - — 822 — 10
i) f(2)=(z*—2z+ 1) (2+1) k) f(2) = (2 + 2® 4 1) (2° — 2* + 1)
D f(2) = (52*—3) (52% + 3) m) f(z) = (@ 2*+b) (c 2% + dz + o)

[

. Es ist der Wert der Funktion f(#) und der der Ableitungen fiir die gegel Abszi
werte zu ermitteln.

a) Aufgabe 1a: £(0), f°(0), f*(0) b) Aufgabe 1b: f(2), f'(2), [7(2)
¢) Aufgabe 1c: f(8), {'(2), f’(1) d) Aufgabe 1i:['(4), f”(5), ["'(6)
8. Es ist eine ganze rationale Funktion dritten Grades zu bestimmen, von der bekannt sind
a) f(0)=2, FO)=—5, [’(0)=16, [”(z)=6;
b) f(0)=1, f=o, f7(0) =3, (@) =12;
e) f(1)=—6, f(@2)=1, f7(8)=—8, f["(2)=—6;
d) f(2)=—21, f(3)=13, f(4) = 36, f’(6) =60.
Anleitung: Die Funktion ist in der Form f(2) = a 2% 4 b 2® + ¢ 2 + d anzusetzen, die Ab-
leitungen fiir die vorgeschriebenen Abszissen sind zu bilden und die unbekannten Koeffizien-
ten a, b, ¢, d zu bestimmen.
4. Bestimmen Sie eine ganze rationale Funktion vierten Grades, von der bekannt sind
a) f(0)=—4, @ =s, (2 =42, f7(0) =o, fO(z) =24;
b) f(1)=—9, f©) =o, ') =o, @ =o, @ =24;
e) f(0) =2, f =-=38f(0) =8, @ =12, [W2) =18;
d) f(0)=17, f(—1) =18, f(—1) =138, [ (—2)=75 [’'(—1)=— 30!
Anleitung: Benutzen Sie entsprechend Aufgabe 3 die Funktion f(z) = a2% + bz® 4 ca® 4 dz +e!
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5. Bestimmen Sie mit Hilfe der ersten Ableitung die Winkel, welche die in den Punkten mit den
Abszissen 2, = 41; +2; +3; 44 an die Kurve der Funktion f(z) gelegten Tangenten
mit der positiven Richtung der 2-Achse bilden!

2 2 2
a) f@) =1 b) fo) =5 —4 0ty 2 1
3 2
a) I(x)=% ) /(x)=%—%+1 1) f(2) = (¢ —2)3

6. Welchen Winkel bildet die Kurve der Funktion f(z) = 523 — 722 — 6z im Punkte 3;..2)
mit der positiven Richtung der z-Achse ?

7. In welchen Punkten hat die Kurve der Funktion f(2) = (¢ 4 2) (#—17) (x —2) den Anstieg 2 ?

II. Anwendungen der Differentialrechnung
10. Steigen und Fallen der Kurven. Steigungsdreieck

Wenn wir den Verlauf der Funktion y = 0,123 — 1,222 + 21z + 5,4 verfolgen
wollen, entwerfen wir zunichst eine Wertetabelle. AuBerdem zeichnen wir das
graphische Bild der Funktion (Abb. 14).
Durchlaufen wir die Kurve in der
Richtung der wachsenden z-Werte, so
kommen wir vom dritten iiber den zweiten
und ersten in den vierten und zuriick in
den ersten Quadranten. Dabei sehen wir,
daf zwei Punkte sich durch ihre besondere
Lage auszeichnen. Das Bild der Funktion
zeigt, dal die Kurve bis zum Punkt H
(156,4) steigt, von da bis zum Punkt 7
(7; — 4,4) fallt und danach wieder steigt.
Als Anstieg einer Kurve war bereits
im Abschnitt 4 der Anstieg der Kurven-
~ tangente definiert worden. Da der Anstieg
der Tangente gleich der ersten Ableitung
der Funktion ist, muf die Anderung des
Anstiegs einer Kurve aus y' =’ (z) er-
kennbar sein.

Der Anstieg ist positiv, wenn 0<7<90°,
das heit tgz=3">0 ist; er ist nega-
tiv, wenn 90° < 7 < 180°, das heiBt
tgr =y < 0 ist (Abb. 15). Es miiBte
also in unserem Beispiel die erste Ablei-
tung y’ positivsein fiir diejenigen z-Werte,
die kleiner als 1 und groBer als 7 sind,
negativ fiir die z-Werte zwischen 1 und 7.

S SR Um dies nachzupriifen, bilden wir von
bl y =012 — 1222 4+ 21z + 54 die
: erste Ableitung y' = 0,322 — 2,4z + 2,1
und stellen diese Funktion nach Aufstellen der Wertetabelle graphisch dar (Abb. 16).
Wir erkennen, daf die Kurve f(z) die z-Achse in z; =1 und x, =T schneidet,

=i

L6

e
k
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z 0,12 —1,22? +21z + 5,4 y
—2 —08 — 48 —42 5,4 — 44
=1 —0,1 - 12 —31 5.4 2,0

0 0 0 0 5,4 5,4
1 0,1 - 12 2,1 5,4 6,4
2 0,8 — 48 4.2 5,4 5,6
3 2,7 — 108 6,3 5,4 3,6
4 6,4 — 19,2 8,4 5,4 1,0
5 12,5 — 30,0 10,5 5,4 —1,6
6 21,6 — 43,2 12,6 5,4 —36
? 34,3 — 588 14,7 5,4 —44
8 51,2 — 76,8 16,8 5,4 —34
9 72,9 — 97,2 18,9 5,4 0,0
10 100,0 —120,0 21,0 5,4 6.4
11 133,1 —145,2 23,1 5,4 16,4

und finden bestétigt, dal sie zwi-
schen diesen Werten negativ und
fiir groflere und kleinere x-Werte
positiv ist.

Diese Betrachtungen kénnen wir
verallgemeinern: Haben wir eine
Funktion y = f(«) als Kurve dar-
gestellt, so ist der Anstieg an der
Stelle z, positiv, wenn f'(z,) > 0
ist, er ist an der Stelle z, negativ,
wenn f'(x,) < 0 ist.

Im Punkte P(8; —3,4) der
Stammfunktion f(x) betrigt der
Wert der ersten Ableitung y'= 2,1.
Er gibt den Anstieg der Tangente
und damit auch den Anstieg der
Kurve im Punkt P; an. Da
y =tg7r,=21= 2;11 ist, laBt sich
im Punkte P; die Tangente durch
Verwendung eines rechtwinkligen
Dreiecks mit der Ankathete 1 und
der Gegenkathete 2,1 (vgl. Abb. 14)
konstruieren; die beiderseitig ver-
lingerte Hypotenuse ist die Tan-
gente in P; an die Kurve. Fiir den
Punkt P, (2; 5,6) von f(x) mit dem
Anstieg ¥’ = — 1,5 kann die Tan-
gente mit Hilfe der Ankathete 1
und der Gegenkathete — 1,5 (oder
wegen groferer Zeichengenauigkeit
auch aus der Ankathete 2 und der
Gegenkathete —3) gezeichnet
werden.

4 y
fgT=1"1x)<0
;.
1

y=ftx)
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Das Dreieck mit der Ankathete 1 bezeichnen wir als Steigungsdreieck. In jedem
Punkte der Kurve 1Bt sich ein Steigungsdreieck zeichnen; die Liinge seiner Gegen-
kathete hiingt von der Lage des Punktes ab. Ist f' (z) positiv, so ist die Gegenkathete
in der Richtung der positiven Ordinatenachse anzutragen, ist f'(z) negativ, so ist
die Gegenkathete in der Richtung der negativen Ordinatenachse zu zeichnen. Der
Winkel 7 ist der Steigungswinkel der Tangente.

11. Extremwerte

Wir sehen, dafl der Punkt H (1; 6,4) in der Abbildung 14 héher liegt als die von
uns berechneten, ihm benachbarten Kurvenpunkte (0; 5,4) und (2; 5,6). Entspre-
chend liegt der Punkt 7' (7; —4,4) niedriger als die von uns berechneten Kurven-
punkte. Da wir nicht alle Punkte der Kurve berechnen konnen, ist es zuniichst noch
ungewiB, ob H wirklich der hochste beziehungsweise 7' wirklich der tiefste Punkt
seiner Umgebung ist. Dabei verstehen wir unter Umgebung ein passend gewiihltes
Intervall, das zz = 1 beziehungsweise xp = 7 enthilt.

Der Punkt H ist sicher der hichste Punkt seiner Umgebung, wenn fiir seine Ab-
szisse xg die Beziehung f(x) < f(xg) gilt, wobei z jeden Wert in dieser Umgebung
von xg annehmen kann. Entsprechend ist der Punkt 7' sicher der tiefste Punkt
seiner Umgebung, wenn fiir seine Abszisse zp die Beziehung f(z) > f(xp) gilt.

Ist der Punkt H der hichste Punkt seiner Umgebung, so sagen wir, die Funk-
tion hat an der zu diesem Punkte gehérigen Abszisse xz ein Maximum. Ent-
sprechend sagen wir, daB an der Abszisse @y des Punktes T ein Minimum vor-
liegt, wenn der Punkt der tiefste Punkt seiner Umgebung ist. Maxima und
Minima werden auch gemeinsam als Extrema bezeichnet.

Wir definieren allgemein: Die Funktion f(z) hat an der Stelle mit der Abszisse zp
ein Maximum, wenn 4
f(x) < f(xp) ist,

wobei 2 jeden Wert zwischen 2z — h und 2z + h annehmen kann. Dabei bedeutet &
eine passend gewihlte, mitunter sehr kleine, positive Zahl.

Entsprechend hat die Funktion f(z) an der Stelle zg ein Minimum, wenn ein %
gefunden werden kann, so daB fiir jedes zwischen xz — h und 2z + gelegene z gilt

f(x) > f(xg).

Unser Beispiel zeigt, daB der Punkt H nur mit seiner Umgebung verglichen wird;
aulerhalb dieser Umgebung gibt es Punkte, die hoher liegen, zum Beispiel der
Punkt P, (11; 16,4). Das Maximum besteht also nur relativ zu seiner Umgebung.
Entsprechendes gilt fiir den Punkt 7. Hier liegt der Punkt Py (—2; — 4,4) genau
so tief wie der Punkt 7. Dieses veranlaBt uns, die Extrema genauer relative
Extrema zu nennen.

In der Abbildung 17 sind die Tangenten an den Stellen der Extrema parallel zur
Abszissenachse, das heiBt, ihr Anstieg f' (xg) ist gleich Null. Wir vermuten, daf} fir
alle Extrema gilt:

f'(xg) = 0.

Um die Richtigkeit dieser Vermutung zu beweisen, stellen wir zunichst eine Vor-
betrachtung an. Ist an der Stelle z, die Ableitung f (x,) > 0, so hat die Tangente



Extremwerte 29

an der Stelle z, einen positiven Anstieg. Die Tangente ist als Grenzlage von Se-
kanten definiert; das heiBt, der Anstieg der Tangente ist der Grenzwert der Anstiegs-
mafe der Sekanten. Es muB also um z, einen Bereich geben, in dem alle Sekanten
positiven Anstieg haben. Daraus ergibt sich, daB fiir alle # > x, dieses Bereiches
f(2) > f(xo) ist.

Ist xp die Abszisse eines Maximums und nehmen wir an, da f'(xg) > 0 sei, so
miiiten nach der eben angestellten Vorbetrachtung fiir alle in der Nachbarschaft
liegenden Werte 2 > xz die Funktionswerte f(x) > f(xg) sein. Das aber widerspricht
der Voraussetzung, da bei xz ein Maximum vorliegt. Entsprechend gelangen wir
zum Widerspruch, wenn wir annehmen, daf} f'(zx) < 0 sei. Demnach bleibt fiir f'(xg)
nur der Wert Null iibrig.

Abb. 17

Ein entsprechender indirekter Beweis 18t sich bei Betrachtung eines Minimums
fithren.

Zusammenfassung: Fir jede Abszisse xp eines Extremwertes der Funktion f(x)
muB die erste Ableitung 3’ = f'(x5) den Wert 0 haben.

Wir wollen nun untersuchen, ob aus der Tatsache, daB f'(z,) = 0 ist, auf das Vor-
handensein eines Extremwertes an der Stelle , geschlossen werden kann. Wenn sich
ein Beispiel finden 148t, bei dem f’(x) = O ist, aber an der Stelle x, kein Extrem-
wert vorliegt, so laBt sich der eben bewiesene Lehrsatz nicht umkehren.

Die Funktion y — 2® hat die Ableitung "= 3 2% An der Stelle z,=0 ist ¥’ =0. Die
Funktion f (2) hat aber an der Stelle « = 0 keinen Extremwert, denn fiir alle z <0 ist f (z)
negativ; fiir alle 2 > 0 ist f (2) positiv (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S.50, Abb. 31).

Wir erkennen also, daBl f'(x) = 0 eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines Extremwertes an der Stelle x, darstellt. Wenn an der Stelle , ein Extremwert
vorliegt, muB demnach diese Bedingung erfiillt sein; jedoch kann nicht umgekehrt
aus der Tatsache, daf f'(z,) = O ist, geschlossen werden, daf} ein Extremwert vor-
liegt, da, wie wir eben gesehen haben, f(x;) auch in anderen Fillen gleich Null
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sein kann. Die Bedingung f'(z) = 0 ist demnach zwar notwendig, aber nicht hin-
reichend fiir das Vorhandensein eines Extremwertes an der Stelle Zq-

Um auch eine hinreichende Bedingung zu finden, betrachten wir wieder die Kurven

der Funktion y=f(x) =012®—122%+421x+ 54
und ihrer Ableitung 3’ = f(x) = 0,322 — 2,4z + 2,1.
Wir finden, daB an der Stelle
zg die Kurve y' = f'(2) die
z-Achse schneidet, ihr Anstieg
ist an der Stelle gz negativ.
Da der Anstieg einer Kurve
als deren Ableitung definiert
ist, ist an dieser Stelle die Ab-
leitung von y’, das heifit die
zweite Ableitung der urspriing-
lichen Funktion y =f(x), ne-
gativ. Entsprechend stellen
wir fest, daf} an der Stelle zp
die Kurve f'(z) von negativen
zu positiven Werten iibergeht;
ihr Anstieg ist an der Stelle z,
positiv. An dieser Stelle ist die
Ableitung von y’, das heiBt die
zweite Ableitung der urspriing-
lichen Funktion, positiv.

Die zweite Ableitung hat
den Wert f”(2) = 0,6z — 2,4.
Wir stellen in einem ay-
Koordinatensystem die folgen-
den Funktionen dar (Abb.18):

fl@} =012%—1222 421z 4 54,
f(x) =032 —24x 421,
f(x) =06 —24.

Die gewonnenen Erkenntnisse konnen an dieser Abbildung unmittelbar nach-
gepriift werden. Es ist also festgestellt worden:

1. An der Stelle g liegt ein Maximum vor; dort ist die erste Ableitung f'(zg) = 0

und die zweite Ableitung f”’(xg) < 0.

2. An der Stelle zp liegt ein Minimum vor; dort ist die erste Ableitung f'(zg) = 0

und die zweite Ableitung f” (xg) > 0.

Diese Feststellungen haben wir am betrachteten Beispiel getroffen. Wir miissen uns
nun fragen, ob aus diesem Ergebnis eine hinreichende Bedingung fiir das Eintreten
eines Maximums oder Minimums gefunden werden kann.

Tatséchlich 1aB3t sich beweisen, dafl immer dann an einer Stelle 2, ein Maximum
vorliegt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

£ =0,

7 () < 0.
Diese beiden Bedingungen zusammen ergeben eine hinreichende Bedingung fiir
die Existenz eines Maximums.




Konvexes und konkaves Verhalten einer Kurve 31

Entsprechend 148t sich beweisen, dal immer dann an einer Stelle 2, ein Mini-

mum vorliegt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

flz) =0,

{7 (o) > 0.
Diese beiden Bedingungen zusammen ergeben eine hinreichende Bedingung fiir
die Existenz eines Minimums. Die allgemeinen Beweise lassen sich mit den hier zur
Verfiigung stehenden Mitteln nicht fithren.

Diese Bedingungen erméglichen es uns in vielen Fillen, aus der Untersuchung der ersten und
zweiten Ableitung ein Maximum oder ein Minimum zu bestimmen. Wenn wir die Extremwerte
einer Funktion f(z) bestimmen wollen, verfahren wir folgendermaBen:

Wir bilden die erste Ableitung f* () und untersuchen die Bestimmungsgleichung f’ (2) == 0 auf
reelle Losungen. Sind keine vorhanden, so hat f(z) keine Extrema. Im anderen Falle bilden wir
die zweite Ableitung f” (z); wir setzen die als Losungen von /[’ (z) = 0 gefundenen z-Werte nach-
einander in die zweite Ableitung ein. Ist fiir einen solchen Wert die zweite Ableitung kleiner als
Null, so gehért zu dieser Abszisse ein Maximum ; ist sie groBer als Null, so gehort zu der Abszisse
ein Minimum.

Es kann aber auch bei einer Funktion f(z) der Fall eintreten, daB fiir einen Wert , sowohl
[’ (o) als auch f” (x,) gleich Null sind. In diesem Fall kénnen wir mit dem angegebenen Verfahren
nicht entscheiden, ob an der Stelle x, ein Extremwert vorliegt. Es gibt dann entsprechende
Untersuchungsverfahren, deren Behandlung aber iiber den Stoff der Oberschule hinausgeht. Ein
solcher Fall liegt zum Beispiel bei der Funktion y = 2% vor. Untersuchen Sie y’ und y” an der
Stelle 2, =0 !

Zusammenfassung :

Die Funktion y = f(x) besitzt an einer Stelle & = xp

1. ein Maximum, wenn j' (xg) =0 und f” (xg) < 0 ist,

2. ein Minimum, wenn f' (xg) =0 und " (x) > 0 ist.
Nicht zu entscheiden sind vorliufig diejenigen Sonderfiille, bei denen mit f'(z) = 0
zugleich ' (z) = 0 wird.

12. Konvexes und konkaves Verhalten einer Kurve. Wendepunkte
a) Konvexes und konkaves Verhalten '
Zeichnen wir an die Kurve der Funktion
y=f(z) = 2°

in einem von Null verschiedenen, sonst aber beliebig gewihlten Punkt (z,; y,) die
Tangente, so kann man eine Umgebung von z, derart wihlen, dafl entweder alle
Kurvenpunkte oberhalb oder alle Kurvenpunkte unterhalb der Tangente liegen.
Betrachtet man zum Beispiel den Punkt (4 1; + 1) (vgl. Abb. 19), so liegen alle
Kurvenpunkte oberhalb der Tangente, fiir die gilt —2 < = < co.
Beweis : y =fl@) =&

Yy =f(x) =3z
Die Tangente hat also im Punkt (1; 1) die Steigung -+ 3. Die allgemeine Gleichung
der Geraden lautet y = ma + b (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S. 16);
setzen wir, da bereits die betrachtete Funktion f(x) mit y bezeichnet wurde, in der
Geradengleichung ¢ () fiir y ein und setzen wir m = f’(x,) (Anstieg der Tangente),
so erhalten wir als Gleichung der Tangente

@(x) =3z +b.
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y ) Das Wertepaar 2, = 1; y, = 1muB die Gleichung befriedigen.
Fiir b ergibt sich also die Bedingung
1=38-1+56.
Daraus folgt
b=—2.
Die Gleichung der Tangente an die Kurve y = 2% im
Punkte (1; 1) lautet also
1 @(x) =3z — 2.
Um festzustellen, ob die Punkte oberhalb oder unterhalb
der Tangente liegen, bilden wir die Differenz der Ordinaten
H(# +h) — @ (2 + b):
(L4 B2 —[3-(1 4 k) — 2] = A2(3 + ).
Fir alle 2 4 0 und b > —3 ist diese Differenz positiv,
das heiBt, daB in dieser Umgebung von zy = 41 alle Punkte
der Kurve oberhalb der Tangente liegen.
Fiihren Sie eine entsprechende Betrachtung an der Stelle To=—1
durch!
Wenn in einer passenden Umgebung der Stelle z, der
46 Funktion f(z) alle Punkte der Kurve oberhalb der Tan-
. gente liegen, so sagt man, die Funktion f(x) ist an der
Stelle , von unten (gesehen) konvex (von oben konkav).
Liegen dagegen alle Punkte der Kurve unterhalb der Tangente, so heiB3t sie dort
von unten konkav (von oben konvex).
Analytisch driickt sich der Sachverhalt folgendermaBen aus: Die Tangente an die
Kurve der Funktion y = f(z) hat die Gleichung ¢ (¥) = ma + b. Im Punkte x, hat
die Tangente die Steigung m = f’(x,). Es gilt also

P() =f(20) - x +b.
Da die Tangente durch den Kurvenpunkt (,; f(x)) hindurchgeht, ergibt sich
@(20) = f(xg) = f (%) - x5 + b.
Also ist b = f(x) — f' (%) - 2,
und damit ist die Gleichung der Tangente
P (@) = [ (@) - @ + f(20) — f (o) - 2o
oder P () = f(xo) * (& — ) + ().
Wir setzen x = x, + k und bilden die Differenz D aus f(xo + k) und @ (x, + k):
D = f(ao + k) —[f () - b + f ()]
Ist diese Differenz D fiir alle dem Betrage nach kleinen, von Null verschiedenen %
positiv, so heilt die Funktion von unten konvex oder von oben konkav; ist sie
negativ, so heiBlt die Funktion von unten konkav oder von oben konvex. Gilt sie
nur fiir positive (negative) %, so heifit die Funktion nach rechts (links) hin von unten
konvex oder konkav (je nach dem Vorzeichen der Differenz).
Es gilt der folgende Satz: Existiert in jedem Punkt eines Bereichs die zweite Ab-
leitung der Funktion y =f(x) und ist y’ = 7" (x) positiv (negativ), so ist die
Funktion f(a) an der Stelle xo von unten konvex (von unten konkav).
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Der Beweis dieses Satzes kann mit den zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht
gefiithrt werden.

Als Spezialfall des Satzes ergibt sich: Die Funktion f(z) ist an der Stelle 2,y von
unten konkav, an der Stelle 2, von unten konvex. Vorausgesetzt ist dabei, daB
die erste und die zweite Ableitung an diesen Stellen existieren. Wenn f”(z,) = 0
ist, lassen sich iiber konvexes beziehungsweise konkaves Verhalten der Kurve ohne
weitere Untersuchungen keine Aussagen machen.

b) Wendepunkt. Wendetangent
Wir untersuchen die Funktion y = x3 — z an der Stelle 2, = 0. Die Ableitungen

sind

F0) = —1 ) e e | )
und f7(0) =0. , | : p=rtx | |
Die Gleichung der Tangente lautet hier | i i
pr) = —x; EE T ot o
die Differenz D ergibt sich als ! 1
s @) — @(2) = =% —— > / -

Diese Differenz ist fiir 2 > 0 positiv und fiir |
z < 0 negativ. Daraus erkennen wir, daf fir | B e y==x
jedes z < 0 die Kurve von unten konkav und i
fiir jedes > 0 die Kurve von unten konvex ist.

Am Punkte mit der Abszisse z, =0 wendet f“ ER AT T
sich die Kurve von der einen Seite der Tangente | | [
auf die andere Seite der Tangente. Wir bezeich- L ../ | oSl e |
nen deshalb diesen Punkt als Wendepunkt (vgl. Wb 50

Abb. 20).
Allgemein gilt: Ein Punkt heift Wendepunkt, wenn von seiner Abszisse xjy aus

nach der einen Seite hin die Kurve konkav, nach der anderen Seite hin aber kon~

vex ist. Hat die Funktion f(x) einen Wendepunkt mit der Abszisse xjy, so ist not-

wendigerweise f”(x) = 0.

Beweis:

Angenommen, f”(zy) wiire verschieden von Null, dann miifite je nach dem Vor-
zeichen von f”(ap) die Funktion nach beiden Seiten hin entweder konkav oder
konvex sein. Dies widerspricht aber der Definition des Wendepunktes.

Die notwendige Bedingung f”(zy) = 0 ist jedoch nicht hinreichend fiir die
Existenz eines Wendepunktes, wie das Beispiel y = f(z) = x4 zeigt.

Weisen Sie nach, daB8 die Tangente im Punkte (0; 0) die z-Achse [¢ (z) = 0] ist! Fiir die
Differenz ergibt sich
D={(@)— o) =f(z) = 24.

Sie ist fiir 2 4= 0 stets positiv. Die Kurve ist hier konvex von unten,obgleich f”(0) = 0 ist.

Als eine weitere Bedingung fiir die Existenz eines Wendepunktes gilt f”* (zw) =+ 0.
Die beiden Bedingungen

[ (xw) =0 und 77 (xw) =0

sind zusammen hinreichend. Der Beweis dafiir kann an dieser Stelle nicht gefiihrt
werden.

3 [00914]
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Es konnen aber auch Fille eintreten, bei denen 1"”(%w) = 0 ist und dennoch an der Stelle
zw ein Wendepunkt vorliegt. Die Bedingung [”/(z)==0 ist also keine notwendige. Ist
" (zw) =0, so miissen in jedem Falle weitere Untersuchungen angestellt werden, wenn Aus-
sagen getroffen werden sollen. In der Regel untersucht man dritte und héhere Ableitungen
(falls diese vorhanden sind) nach henden Methoden; die Beweise hierzu gehen aber

iber den Lehrstoff der Oberschule hinaus.

Die Tangente im Wendepunkt heifit Wendetang ; sie durchsetzt die Kurve.

Hat die Funktion f(x) an der Stelle 2y einen Wendepunkt und ist die erste Ab-
leitung f'(zw) =0, so hat die Tangente an die Kurve der Funktion f(z) an der
Stelle zy den Steigungswinkel Null, dasheiBt,sie verliuft parallel zur x-Achse
(horizontal). Einen solchen Wendepunkt nennt man Horizontalwendepunkt.

Nach den Betrachtungen, die in den Abschnitten 10, 11 und 12 durchgefiihrt wur-
den, 1468t sich nunmehr die folgende Zusammenfassung aufstellen:

Bedingungen Folgerung
/() 17(x) 17 (2) f(x)
-+ -+ Anstieg positiv,
von unten konvex;
+ = Anstieg positiv,
von unten konkav;
= + Anstieg negativ,

von unten konvex;
Anstieg negativ,
von unten konkav;

|
|

YN\

0 + Minimum
0 - Maximum
+ 0 +0 Anstieg positiv, Lz 5
Wendepunkt & /
- 0 +0 Anstieg negativ, \\
Wendepunkt . T -
0 0 *0 Horizontalwendepunkt " \"'\
Auigaben
1. Bei den folgenden Funktionen sind Lage und Art der Extremwerte zu bestimmen.
_a) /(z):%zu‘; b) J(2) =2+ 32+ 2
¢) f(z) =6 — 4z — a* d) j(z) =223 — 1522+ 242 — 19
e) f(z) =a® — 22— 42+ 3 ) f(x)=(z—1)(2—2)?

Die Funktionen sowie ihre ersten und zweiten Ableitungen sind graphisch darzustellen:

2. Beweisen Sie, daBeine ganzerationale Funktion zweiten Grades keinenWendepunkthabenkann!
(Anleitung: Was kann man iiber die n-te Ableitung einer ganzen rationalen Funktion n-ten
Grades aussagen ?)

8. Beweisen Sie, daB die notwendige Bedingung /' (xg) = 0 fiir das Vorhandensein eines Extrem-
wertes an der Stelle zp bei einer ganzen rationalen Funktion zweiten Grades zugleich hin-
reichend ist!
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-

. Begriinden Sie, daB es geniigt, fir den Nachweis eines Wendepunktes bei einer ganzen ratio-
nalen Funktion dritten Grades die zweite Ableitung zu untersuchen!

5. Fiir die folgenden Funktionen sind Art und Lage der Extremwerte sowie die Wendepunkte zu
bestimmen.
a) f(z) = 2® — 322 b) f(z) = 2® 4 62% — 152
c) I(I):%—z’-}-lo d) f(z) = 2% — 222+ 11z — 4
€) f(x) =2 — 3222+ 5 1) f(z) = 52° — 27a®
6. Wo liegen die Wendepunkte der folgenden Funktionen?
a) f(a) =23 —522+T2—9 b) f(z) =22 —622+ 924 13
c)[(::):::’_—lgzz’-l-ez——% d) I(z)=x°+-§—z‘——78z’+5z—1
e) I(z)=r’+a:2—%z 1) f(z) = 25— 3023+ 52 — 10

13. Kurvenuntersuchung von ganzen rationalen Funktionen
Wihrend bisher die zu untersuchenden Funktionen nur nach Aufstellung einer

Wertetabelle gezeichnet und damit in ihrem Verlauf verfolgt werden konnten, sind

wir durch Heranziehung der Ableitungen jetzt in der Lage, die Untersuchungen der

Kurve wesentlich zu vereinfachen und dabei exakte Aussagen iiber ihr Verhalten zu

treffen.

Zu einer Kurvenuntersuchung gehoren:

1. die Bestimmung der Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen, das
heifit die Feststellung der Schnittpunkte der Kurve mit der y-Achse und, wenn
méglich, die Feststellung der Schnittpunkte der Kurve mit der z-Achse (Null-
stellen der Funktion); :

. das Verhalten im Unendlichen, das heiBt die Untersuchung, ob sich y fiir ab-
solut unbegrenzt wachsende z-Werte Grenzwerten nihert, beziehungsweise
ob sich wenigstens Aussagen iiber das Verhalten des Vorzeichens von y treffen
lassen;

3. die Bestimmung der ausgezeichneten Punkte, das heiflt der Extrema und der

Wendepunkte ;

4. allgemeine Aussagen iiber den Kurvenverlauf, das heilt positiven oder nega-

tiven Anstieg, konvexes und konkaves Verhalten der Kurve.

wN

1. Beispiel : Untersuchung der Funktion
y =f(x) = (z + 3) (22 — 9z + 12).
Diese ganze rationale Funktion bringen wir in die Form
y = f(x) = 2% — 622 — 152 + 36.
@) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
Wenn der Schnittpunkt mit der y-Achse bestimmt werden soll, ist & = 0 zu setzen.
Es ergibt sich fiir y der Wert 4 36. Die Kurve schneidet die y-Achse bei y = + 36.
Zur Untersuchung, ob die Kurve Schnittpunkte mit der z-Achse hat und wo
diese liegen, muB festgestellt werden, ob Abszissenwerte z,, @, ... existieren,
fiir die sich der Funktionswert  — 0 ergibt. Wir bilden die Bestimmungsgleichung
(z + 3) (¢ — 92+ 12) =0, deren Liosungen z;, , und z, die Abszissen der Kurven-
schnittpunkte mit der z-Achse angeben. .
3%
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Die zwei Gleichungen (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S. 33)
z+3=0 und 22—9x++12=0
haben die Losungen
m=—3 wd zm=g+1]Ba13,

=5 — 238~ 163.

Die Kurve der gegebenen Funktion schneidet die 2-Achse in
x=—3, 2~ 737 und 23 &~ 1,63.

Die Schnittpunkte einer Kurve mit der 2-Achse heifien die Nullstellen der Funktion.
Sie sind Losungen der Bestimmungsgleichung f(x) = 0.

b) Verhalten im Unendlichen

Um das Verhalten der Funktion im Unendlichen zu untersuchen, schitzen wir sie
fir absolut grofie z-Werte ab. Dazu ist es zweckmiBig, die hochste Potenz von z
auszuklammern: 6 15 38

Ha) = a1 —z—a+5)
Wir lassen z zunichst immer groBere Werte annehmen (z — + co). Damit wiichst
auch z® unbegrenzt. Wir verwenden auch dafiir das Zeichen lim und schreiben:
Iim 2= 4 o0.
) z—+00
Fiir den zweiten Faktor ergibt sich der Grenzwert
. [ 15 36
Jm (-2 -a+E) -
woraus hervorgeht, dal die Funktion f(x) fiir # — + oo dasselbe Verhalten zeigt,
wie die Funktion 23 fiir & — + oo, das heiBt f(x) wichst mit 2 — -+ oo iiber alle
Grenzen:
5 6 15 36
Jim a9 1—;—F+F)_+m.

Wir betrachten nunmehr die Funktion f(x) fir 2 — — co. Nimmt negative

Werte von beliebig groBem Absolutbetrage an, so erhalten wir entsprechend

. 7 6 15 36

lim 23= —oo, Im (1—=——=24+Z)=1
Poeelt - o A

und damit

lim 1:3(1—%

Z—— 00

Das Bild der Funktion liegt fiir = — co im dritten Quadranten und fiir z — -+ co
im ersten Quadranten.

15 | 36
—@t )=

¢) Besti g der ausgezeichneten Punkte
Fiir die Bestimmung der Extrema werden die erste und die zweite Ableitung der
Funktion f(z) gebildet:

f(2) = 322 — 12z — 15; {(2) = 62 — 12.
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Fiir Extrema muB ' (zg) = 0 sein. Aus der Bestimmungsgleichung (beachten Sie,
daB 2 nunmehr keine Variable, sondern eine unbekannte, aber bestimmte GroBe ist!)

322 —122—15=0
erhélt man nach Division durch 3
z?— 42 —5=0.

Daraus ergeben sich die Losungen z, =5 und x; = —1 mit den zugehorigen
Ordinaten y, = f(z,) = —64 und y; = f(x;) = 44, die die Koordinaten der Ex-
trema sind, wenn f”(zg) + 0 ist.

Die Untersuchung der zweiten Ableitung f”(z) an den Stellen x, und x; kann die
Entscheidung geben, ob ein Extremwert vorliegt und von welcher Art dieser ist.
Es ist f’(z,) = 30 — 12 =18 > 0; also gehért x, zu einem Minimum der Funk-
tion f(x); weiter ist f’(x;) = —6 — 12 = —18 < 0; also gehort z;, zu einem
Maximum der Funktion f(z). Die Funktion f(x) hat demnach im Punkt (5; — 64)
ein Minimum und im Punkt (—1; 44) ein Maximum.

Wenn an der Stelle ; ein Wendepunkt vorhanden ist, muf3 (vgl. S. 33) f”(z;) =0
sein. Aus der Bestimmungsgleichung 62 — 12 = 0 ergibt sich x5 = 2 mit der zu-
gehérigen Ordinate y,= — 10. Dieser Punkt ist Wendepunkt, wenn () = 0 ist.
Wir untersuchen daher, ob auch die hinreichende Bedingung () == 0 erfillt ist:

fr@) =86,  f"(z)=6+0.

Also ist der Punkt (2; — 10) Wendepunkt der Funktion. Die Wendetangente hat die
Steigung f’ () = — 27.

d) Anstieg, konvexes und konkaves Verhalten der Kurve

AuBer den ausgezeichneten Punkten geben die Untersuchungen iiber den Anstieg
sowie iiber konvexes und konkaves Verhalten der Kurve die Moglichkeit, den allge-
meinen Verlauf der Funktionskurve zu erkennen. Dazu betrachten wir wieder die
erste und die zweite Ableitung der Funktion f(x). Wir erkennen:

Fiir —oo < ¢ < —1ist f() >0 und f”’(x) < 0, das heil3t,der Anstieg ist positiv,
die Kurve ist von unten konkav;

fir —1 < 2 < + 2ist f/(2) < 0 und f”(x) < 0, das heiBit,der Anstieg ist negativ,
die Kurve ist von unten konkav;

fiir +2 < 2 < + 5ist f'(x) < 0 und f”(x) > 0, das heiBlt,der Anstieg ist negativ,
die Kurve ist von unten konvex;

fir +5 < < + oo ist f'(x) > 0 und f’(z) > 0, das heilt,der Anstieg ist positiv,
die Kurve ist von unten konvex.

Die gewonnenen Erkenntnisse sind in der Abbildung 21 verwertet; sie lassen den
ungefihren Kurvenverlauf erkennen, ohne daf} die Kurve punktweise mit Hilfe der
Wertetabelle gezeichnet wurde.

Bei den meisten Kurven wird dieses Untersuchungsverfahren ausreichen. Soll eine
Kurve an gewissen Stellen genauer betrachtet werden, so mufl die Wertetabelle
— manchmal sogar mit Interpolation, zum Beispiel bei genauer Bestimmung der
Nullstellen — zusitzlich herangezogen werden.
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Weitere Ausfithrungen zur Bestimmung von Nullstellen

Da ganze rationale Funktionen sowohlin der Form einer algebraischen Summe als
auch in der Form eines endlichen Produktes gegeben sein kénnen, sind auch zwei
Wege fiir ihre Nullstellenbestimmung vorhanden.

Wenn ganze rationale Funktionen in ihrer additiven Form auftreten, ist die Null-
stellenbestimmung mit den bisherigen Hilfsmitteln im allgemeinen nur moglich, wenn
die Funktion und damit die Bestimmungsgleichung den 2.Grad nicht iibersteigt.
Aus der Lehre der quadratischen Gleichungen ist bekannt, daB zum Beispiel die
Gleichung #? — 22 — 8 =0 mit den Lésungen z; =4 und 2, = — 2 auch in der Form
(z — 4) (x + 2) = 0 geschrieben werden kann. Entsprechend kann eine Gleichung
dritten Grades mit den Lo-
sungen x; = 2; 2, = —3 und
Z3 = — 1 in der Form

(x—2)(z+3)(x+1) =0
oder in der Form

234222 — 52 —6 =0
geschrieben werden. Es laft
sich zeigen, da der Wurzelsatz
von Vieta (vgl. Lehrbuch der
Mathematik, 9. Schuljahr, S. 46
u. 47) erweiterungsfihig ist und
daf im besonderen das absolute
Glied der kubischen Gleichung
das negative Produkt der drei
Losungen ist. Dabei ist zu be-
achten, daf der Koeffizient von
23 in der Normalform der kubi-
schen Gleichung immer gleich 1
ist.

Wird der Satz von Vieta auf
Gleichungen n-ten Grades aus-
gedehnt, so laBt sich beweisen, daf3 das absolute Glied der Gleichung n-ten Grades
das Produkt der » Lésungen der Gleichung ist und das Vorzeichen (—1)» besitat.
Dabei muB wieder beachtet werden, dal der Koeffizient von z* in der Normalform
einer Gleichung n-ten Grades immer gleich 1 ist.

Priifen Sie den Satz von Vieta fiir n = 4; 5; ... nach!

Sind die Lésungen einer Gleichung ganzzahlig, so sind diese in den Faktoren des
absoluten Gliedes enthalten. Um solche Losungen festzustellen, zerlegt man das ab-
solute Glied in Faktoren und priift nach, welche Faktoren die gegebene Gleichung
befriedigen. Wenn z, ein solcher die Gleichung befriedigender Faktor des absolu-
ten Gliedes ist, dividiert man die Gleichung durch (z — ;) und erhilt eine neue,
deren Grad um 1 niedriger ist als der Grad der gegebenen Gleichung. Wenn
alle Losungen ganzzahlig sind, ist es durch Wiederholung dieses Verfahrens
miglich, alle Wurzeln der Gleichung zu gewinnen und diese dann in der Form
(. — =) (x—25) (®—3) ... (x — 2,) = 0 zu schreiben.

Wenn zum Beispiel die Nullstellen der ganzen rationalen Funktion

f(x) =at — 5234522 +52—6

W
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bestimmt werden sollen, das heif3t die Gleichung
xt — 5284522452 —6=0
zu lésen ist, liefert die Zerlegung des absoluten Gliedes — 6 die ganzzahligen Fak-
toren 4= 1; & 2; 4-3; & 6. Durch Probieren stellen wir fest, da zum Beispiel
z; = — 1 die gegebene Gleichung befriedigt, die wir deshalb durch den Wurzel-
faktor x — x; = x + 1 dividieren:
(24 — 52 +52% + 52— 6): (v + 1) = 2® — 622 4 11z — 6.
Die Ausgangsgleichung konnen wir daher schreiben als
(x +1) (2 — 622+ 11z — 6) = 0.
Durch Fortsetzen des Verfahrens gewinnen wir aus der Gleichung
23 — 6224+ 11z —6=0
die weitere Wurzel z, = 3 und erhalten nach der Division
(8 — 622+ 11z —6): (x — 3) = x® — 32 + 2.
Die kubische Gleichung lif3t sich schreiben als
(x—3)(x2—32+2) =0
und die Ausgangsgleichung als
(x+1) (x —3) (x? — 3z +2) =0.
Die restliche quadratische Gleichung z? —'3x + 2 = 0 hat die Losungen z, = 42
und z, = + 1. Es liBt sich somit die gegebene Gleichung in der Form
(x+D(x—3)(z—2)(x—1) =0
und die zugehérige Funktion als
f@)=(x+1)(x—3)(z—2) (x—1)
schreiben.
2. Beispiel: Untersuchung der Funktion

fo) =5 — 5 — 5 +18=.
a) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

Fiir = 0 ergibt sich der Schnittpunkt mit der y-Achse bei y = 0. Fir y =0
ergeben sich die Schnittpunkte mit der x-Achse:

z* - 42® 38a* 2 422 3z
2t 3T 4182=0 oder x(z—T—?+18)=o.
Hieraus folgt fiir # =0 die Lésung 2; = 0 und fir ?—4—?—%4— 18 = 0 die

Nullstelle a,, fiir die gilt —4 < 2, < — 3, wie sich nach Aufstellung der Werte-
tabelle ergibt. Die beiden anderen Losungen der kubischen Gleichung sind keine
reellen Zahlen.

Die Funktion hat Nullstellen bei 2; =0 und bei #, mit —4 < 2, < —3 und
schneidet die y-Achse bei y = 0.

b) Verhalten im Unendlichen
Zur Untersuchung des Verhaltens der Funktion im Unendlichen bilden wir

TR NE
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und erhalten
: ol ; 1 _1
1. lim 2*= + oo, lim e =1

>+ Z->+00

und folglich
lim f(z) = 4 oo

Z—+co
< " 1 4 3 18 1
2. lim a*= 4+ o0 lim (———-——+—=_
Z=»—00 ’ Z—=>—00 4 3z 1'2 1‘ 4

und
lim f(z) = 4 co.
z>—c0
Die Funktion nimmt fiir absolut sehr grofle (positive oder negative) z-Werte sehr
grole positive Werte an. Das Bild der Funktion f(z) liegt fir negative Werte mit
sehr groflen Absolutbetréigen von z im zweiten Quadranten und fiir sehr groBe po-
sitive Werte von z im ersten Quadranten.
c) Extrema und Wendepunkte
Die erste, zweite und dritte Ableitung sind
f'(x) =ad—4a?— 3z 418,
() =3x2—8x— 3,
" (x) = 6z —8.
Um Extrema zu finden, untersuchen wir zunichst die erste Ableitung:
23 — 422 — 32418 =0.
Durch Probieren mit den Faktoren des absoluten Gliedes ergibt sich die Lésung
Ty =—2.
Die kubische Gleichung 148t sich jetzt, wie man sich iiberzeugen kann, schreiben als
(x+2) (22— 62 +9) =0
oder
(x +2) (x — 3)2=0.
Es ergeben sich also die Losungen
T3 = —2, x, =3, x5 =3 °
mit den dazugehérigen Ordinatenwerten
Py== —27% und ¥y, =y, = 24%.
Setzen wir die Abszissenwerte in die zweite Ableitung ein, so ist
f(2) =12 416 —3 =25 > 0,
also gehort 2 zu einem Minimum. Die Funktion f(2) hat ein Minimum im Punkt
(—2;5 —273)
Ferner ist {”(x,;5) =27 — 24 — 3 =0. Ob an der Stelle ,,; ein Extremwert vor-
liegt, kann zunéchst nicht entschieden werden, da zwar die Bedingung f (xg) = 0,

aber nicht die andere Bedingung f”(zg) # O erfiillt ist. Da fiir ,, ; die zweite Ab-
leitung f (x,;;) = 0 ist, ist eine Bedingung des Wendepunktes erfiillt. Durch Unter-
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suchung der dritten Ableitung (vgl. S. 36) stellen wir fest, dafl z,;; die Abszisse
eines Horizontalwendepunktes ist, da f (2,;;) =0 und f”'(%,,;) = 10 = 0 ist. Die
Wendetangente ist eine Parallele zur z-Achse durch den Punkt (3; 24,75). Sie hat
den Anstieg

f (@55 = 0.
Zur Feststellung, ob die Kurve noch weitere Wendepunkte besitzt, untersuchen wir
die Bedingung /" (x) = 0. Aus32% — 82 — 3 =0 ergibt sich 2, =3 und z; = — %
37

mit y, =—6;.
Der erste Wendepunkt W, bei 2= x,.; = 3 ist bereits bekannt. Auch an der
Stelle x, liegt ein Wendepunkt vor, da " (2;) = — 10 = 0 ist. Der zweite Wende-

punkt W, hat die Koordinaten (~ 2 1 — 62

—|; die Wendetangente hat den Anstieg
f 14 3 B e
() = +185.

d) Anstieg, konvewes und kon-
kaves Verhalten der Kurve
Fir —co< z < —2 ist f'(»)
< 0 und f”(z) > 0, das heif}t,
der Anstieg ist negativ, die
Kurve ist von unten konvex;

fiir —2 < z < ——;;ist f(2)>0
und f”’(x) > 0, das heil3t, der
Anstieg ist positiv, die Kurve
ist von unten konvex;

fir —3 < o< 3ist f(&) >0
und f”(x) < 0, das heif3t,der
Anstieg ist positiv, die Kurve
ist von unten konkav;

Abb. 22

fir3<xz< +ooistf(x) >0
und f”(x) > 0, das heiBt,der Anstieg ist positiv, die Kurve ist von unten konvex.

Die gewonnenen Erkenntnisse stimmen mit dem Kurvenbild iiberein, das nach der
Wertetabelle gezeichnet wurde (vgl. Abb. 22).

Aufgaben
Untersuchen Sie den Kurvenverlauf der folgenden Funktionen!
) f@ =22 b) f&) = 4—2z
e)f(z)=a%—22°+ 2 d) fe)=—a*+9z+1
e) f(e) =23+ 8a2+32—7 1) j(#) =a* —322+ 4
B 0 =5 — sz 2ar Di@=E-1E+ -3

i) [(x)=::—z’—4:r+ 16
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14. Extremwertaufgaben

Vorbemerkung: Bei den folgenden Aufgaben handelt es sich stets darum, absolute Extrem-
werte zu finden. Im allgemeinen fallen diese innerhalb der durch die Aufgabe gegebenen Defini-
tionsbereiche mit den relativen Extremwerten zusammen. Wir werden daher stets die relativen
Extrema bestimmen und die gefundenen Ergebnisse an Hand der Aufgabe iiberpriifen. An sich
miiBte stets der Nachweis gefiihrt werden, daB in dem b Definitionsbereich keine griBe-
ren Funktionswerte als beim ermittelten Maximum beziehungsweise keine kleineren Funktions-
werte als beim ermittelten Minimum auftreten. Bei den hier gestellten Aufgaben kann auf
diesen Nachweis verzichtet werden, da bei ihnen im Definitionsbereich immer der relative
Extremwert zugleich auch der absolute Extremwert ist.

1. Beispiel:

Aus einem rechteckigen Blechstiick (16 cm lang und 10 cm breit) soll ein oben
offener Kasten hergestellt werden, indem an den Ecken je ein Quadrat heraus-
geschnitten wird und die Rinder aufgebogen werden. Welche MaBe muf3 der Kasten
erhalten, damit sein Rauminhalt méglichst groB wird ?

Losung:

Da die MaBle und damit der Inhalt des Kastens
von der GrofBe der abgeschnittenen Quadrate
(Abb. 23) abhingig sind, fithren wir die Liinge der
Quadratseite als Verinderliche x (gemessen in em)
ein. Der Inhalt des Kastens betrigt dann in em?3

V= (16 —22) (10 — 22) z.
Fiir die Veriinderliche  unserer Aufgabe gilt der
Abb. 23 Definitionsbereich 0 < z < 5, weil die Seitenlinge

10 der auszuschneidenden Quadrate grofler als 0 und
kleiner als 5= 5 sein muf. Da in dem Ausdruck fiir ¥ auBer der Variablen z nur

Konstanten auftreten, ist ¥ eine Funktion von 2z allein:
V() =42% — 5222 + 160z 0 < z<5).

Hiermit ist die Aufgabe, einen Kasten mit groBtmoglichem Volumen herzustellen,
auf das mathematische Problem zuriickgefiihrt, von der Funktion V (x) das Maximum
zu bestimmen. Wir untersuchen, ob die Funktion im Definitionsbereich ein Maximum
hat.

Wird V(z) geometrisch dargestellt (Abb. 24; stellen Sie die Wertetabelle auf !), so
haben wir auf der Kurve die Punkte zu suchen, in denen die Funktion relativ grofite
Werte besitzt, das heilt die Tangente an der Kurve waagerecht liegt. Da der An-
stieg der Kurve und ihrer Tangente durch V’(x) bestimmt ist, miissen wir die Punkte
suchen, an denen der Anstieg, das heiBt V'(x), den Wert Null hat.

Fir das Maximum der Funktion V() sind die Bedingungen (vgl. S. 31) hin-
reichend : V(@) =0 und V"(z) < 0.

Wir bestimmen:
Vi(z) =122% — 104z + 160,
? V'(z) = 24z — 104.
V' () ist-eine Funktion der Veriinderlichen . Aus ihr sollen die Abszissenwerte der
Extrema bestimmt werden, so daB die Bedingung V’(z) = 0 erfiillt wird, das heift,
es ist die Bestimmungsgleichung 1222 — 1042 + 160 = 0 zu l6sen.
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Die Gleichung hat die Lésungen x; = 2—: und 2, = 2.

Die Losung z, ist hier sinnlos; x; gehort nicht dem oben festgestellten Definitions-
bereich an und hat deshalb fiir unser Problem keine praktische Bedeutung. Fiir die
weitere Untersuchung kommt also nur der Wert x, = 2 in Frage.

Um festzustellen, ob ein Maximum vorliegt, bilden wir
V'’ (x,) =24-2 — 104 =—56 < 0.
Es zeigt sich, daB wir fir
2, =2 das Maximum der +
Funktion V(z) im Definitions- 459} .
bereich erhalten haben. : S !
Der Sinn der Vorbemerkung =100 |/~ |
wird deutlich, wenn man einen : i
anderen  Definitionshereich = %0 ‘l
1
2

~

Vix)=4x'~52x%+160x

wihlt und die Funktion an
der Stelle z, = 10 untersucht. ¢ 1 YrE A 67

Der zugehorige Ordinatenwert  _gp} =

ist y = 400. By /
Zur Herstellung des Kastens =100 = Defintiondgreh

muB also an jeder Ecke des .
Bleches ein Quadrat von 2em =150
Seitenlinge herausgeschnitten

werden. Der Kasten hat dem- Abb. 24

nach die Mafle

12cem X 6 em X 2 cem und das grofite Volumen V =12-6-2 cm?® =144 em3,
2. Beispiel:

Einer Halbkugel vom Radius R ist der gerade Kreiskegel mit dem grofBten Raum-
inhalt so einzubeschreiben, daB die Spitze im Mittelpunkt der Halbkugel liegt und
die Symmetrieachse des Kegels mit der der Halbkugel
iibereinstimmt (Abb. 25).

Lisung: A

Die Formel des Kegelvolumens ist V = ’%—Ib, wenn r
der Grundkreisradius und % die Hohe des Kegels ist. R

Dieser Ausdruck enthiilt zuniichst die beiden unab-

hingigen Variablen 7 und k, und zwar 7 quadratisch, I

h dagegen nur linear. Aus Abbildung 25 ist ersichtlich, Abb. 25

daB mit jeder Anderung von 7 eine Anderung von h

verbunden ist und umgekehrt. Die Beziehung zwischen beiden GroBen ist durch

Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes auf das rechtwinklige Dreieck gegeben:
72 4 h%'= R2.

Um einen Wurzelausdruck zu vermeiden, driicken wir » als Funktion von A aus und

setzen r2 = R? — h? in die Formel des Kegelvolumens ein. Damit erhalten wir fiir

das Volumen V, das in diesem Fall nur noch von der Verinderlichen /4 allein abhingt

und somit eine Funktion von A ist,

V() = 5 (B —13)-h = SR L — T
Der Definitionsbereich der Verinderlichen % ist 0 < k < R.
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Durch Differenzieren erhalten wir
V'(h) = SRt — a2,
V'(h)=—2xnh.
Eine Bedingung fiir das Extremum ist V’(k) = 0; folglich wird

PR _ahe—
3R mwht=0,

also
R2 R
=" und by o= ﬁ:;l/?.
Die Losung hy = —§V§ liegt auBerhalb des Definitionsbereiches und kommt

fiir unser Problem nicht in Frage.
Um festzustellen, ob &, = + g V§ die gesuchte Lsung ist, priifen wir die zweite

Ableit :
eitung V”(hl):—QW'§V§<0-

Also liegt fiir 4, ein Maximum vor.
Der einbeschriebene Kegel hat das gréte Volumen %n R3 ]/5, wenn er den Grund-

kreisradius 7 = g ]/(—i und die Hohe A =§ ]/5 besitzt.

Aufgaben

1. Die Zahl n ist so in zwei Summanden zu zerlegen, daB das Produkt der beiden Zahlen
moglichst groB wird.

a) n =40; b) n=20; €) n=64; d)n=a

2. Es ist die Zahl a) 36; b) 25; ¢) 49; d)a
80 in zwei positive Summanden zu zerlegen, daB deren Produkt méglichst groB ist.

8. Es ist die Zahl 7 derart in zwei Summanden zu zerlegen, dafl die Summe aus den dritten
Potenzen der Summanden ein Minimum ist!

4. Zerlegen Sie die Zahl a) 24; b) 50; ¢) a so in zwei positive Sum den, daB die S der
Quad dieser Sum den einen kleinsten Wert hat!

5. Welches Rechteck hat bei gegebenem Umfang den groBten Inhalt ?

6. Welches unter allen Rechtecken mit dem gleich Umfang u hat die kiirzeste Diagonale ?
Anleitung: Wiihlen Sie das Quadrat der Diagonale als abhiingige Variable!

7. Die groBere Seite a eines Rechtecks ist um den gleichen Betrag zu verkiirzen, um den die
kiirzere Seite b zu verlingern ist. Wie gro ist die Verkiirzung von @ zu nehmen, damit der
Inhalt des Rechtecks einen Héchstwert annimmt ?

8. Auf einem Bauernhof soll ein rechteckiger Hithnerhof mit Drahtgeflecht so eingeziunt wer-
den, daB er
a) frei steht, b) mit einer Seite an eine Mauer angrenzt, ¢) mit zwei Seiten an zwei recht-
winklig aufeinanderstoBende Mauern angrenzt. Welche Fliche kann man giinstigenfalls ab-
grenzen, wenn 100 m Drahtgeflecht zur Verfiigung stehen ?

9. Einem spitzwinkligen Dreieck mit der Grundlinie a und der Héhe hg wird ein auf a stehen-
des Rechteck einbeschrieben. Wie groB ist die Hohe des Rechtecks zu nehmen, damit die
Rechteckfliche am groBten wird ?

Anleitung: Stellen Sie mit Hilfe des Strahl die eine Rechteckseite als Funktion
der anderen dar!
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h htecl

10. Es ist das einem Kreis einb iebene R zu besti das den gréBten Inhalt hat.
Anleitung: Wihlen Sie J2 als abhingige Variable!
11. Einem Halbkreis ist das Rechteck mit dem groBten Inhalt J einzubeschreiben!

Anleitung: Eine Rechtecl liegt auf dem Halbkreisdurchmesser.

¥2. Esist h isen, daB das gleichseitige Dreieck unter allen moglichen gleichschenkligen
Dreiecken mit dem gegebenen Umfang U den griBten Flicheninhalt hat.

13. Bestimmen Sie unter allen Quadraten, die in ein gegebenes Quadrat einbeschrieben werden
konnen, das mit dem kleinsten Inhalt!

QA Aus einem 72 cm langen Draht soll das Kantenmodell eines Quaders von méglichst groSem
Inhalt hergestellt werden, bei welchem
a) die eine Kante doppelt so groB} ist wie eine andere,
b) die eine Kante um 2 cm groBer ist als eine andere.

15. Emer gernden quadratlschen Pyramide (Grundkante a = 10 cm, Héhe h = 12 cm) soll ein

hes Prisma von maéglichst groBer Oberfliche einbeschrieben werden.

16. Die Oberfliche eines Quaders mit quadratischer Grund-
fliche sei O = 600 cm® Welche MaBe miissen die Kanten
haben, wenn das Volumen V ein Maximum sein soll ?

17. Die Summe aus Grund- und Mantelfliche eines (oben
offenen) Zylinders betrage 1000 cm® Wie grof sind bei
maximalem Volumen Radius und Hohe des Zylinders?

18. Von allen Zylindern, die sich einem Kegel vom Radius
7=12 em und der Héhe h =36 cm einbeschreiben
lassen, soll der mit dem gréBten Volumen bestimmt
werden.

19. Aus einem Holzstamm mit kreisférmigem Querschnitt
soll ein Balken von moglichst groBier Tragfihigkeit her-
ausgeschnitten werden. Die Tragfihigkeit ist proportional
der Breite b und dem Quadrat der Hohe &, also 7' = ¢ b h?
(c ist eine Materialkonstante).

20. Von einem gleichseitigen Dreieck sollen die in der Abbildung 26 schrafﬁerten Eckflachen
abgeschnitten werden. Das durch Aufklappen der iiberstehend
gerade Prisma soll den maximalen Rauminhalt erhalten.

Abb. 26

15. Differentiale und Difierential quotient

Auf der Kurve der Funktion y = f(z) liege der Punkt P (z; ). Ein weiterer Punkt
P, der Kurve habe die Abszisse z + Ax; ihr ist die Ordinate y + dy = f(z+ Az)
zugeordnet. Dabei ist Az in bekannter Weise (vgl. Abb. 27) eine von Null verschie-
dene Grofe, die jeden beliebigen, von der Abszisse x unabhiéngigen Wert annehmen
kann. Die Abbildung 27 zeigt, dal 4z die Ankathete des Sekantendreiecks und 4y

Ay

die Gegenkathete oder der Zuwachs der Kurvenordinate ist, so da 5% — =tgo den

Anstieg der Sekante angibt. Nach Durchfiihrung des Grenzuberganges erhalten wir
in tg v =’ (), der ersten Ableitung der Funktion f(x), die Richtung der im Punkte P
an die Kurve gelegten Tangente. Schneidet diese Tangente die Ordinatenlinie des
Punktes P, in @, so entsteht das Tangentendreieck PQ R. Ihm entnehmen wir die

Beziehung tg7 = —Q—g = %
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Die Gegenkathete Q R bezeichnen wir mit dy (sprich:de ypsilon) und nennen sie das
Differential von f(z). Demnach ergibt sich
tgr = d—yz oder dy=tgr-Adzx.

Offensichtlich ist dy sowohl von der Abszisse # des Tangentenberithrungspunktes
als auch vom Abszissenzuwachs Az abhingig. Da
y '17 tg T = f () ist, folgt auch

v
A (@) = ﬂ und dy = f(2)-d=.
¥ P Fir die Funktion y = 2 (Abb. 28) hat die Ab-
Y, /0’—‘ 4y  leitung den Wert 3" = 1. Ihr Differential dy ist daher
/o dy dy=1-Ax. Da y = x ist, kann man fiir dy auch dz
B 4 i setzen und erhilt fiir die Gegenkathete im Tangenten-
- dreieck das Differential
zZ7z
F e dx =1 Ax.
=« _—L—Ax=dx—— " Das GroBenverhéltnis zwischen der Gegenkathete dy
Abb, 27 der allgemeinen Funktion y = f(2),

dy = f(2) - A=,
und der Gegenkathete dz der Funktion y = =,
dx =1- Az,
ist
dy _ f(2)-4z
dz ~ ~ 1-4z =i (e

wenn bei beiden Funktionen dasselbe 42 gewihlt wird.

Der Quotient Ly ist also das Verhiltnis zwischen der Gegen-

dz

r=fty kathete im Tangentendreieck der Funktion y = f(x) und der
/ Gegenkathete im Tangentendreieck der Vergleichsfunktion
/ = w. Dabei sind beide Funktionen an derselben Abszisse z
/ betrachtet worden; die Abszisseninderung Az ist ebenfalls
, '{ in beiden Fillen dieselbe (vgl. Abb.28). Es ist also das
i Differential dy der Funktion y = f(z), kiirzer df(x), das

1Y V=% f'(x)-fache* des Differentials dz der Funktion y = x:

/ dy = f'(2) - dz
;‘, Da nun Az gleich dx ist, kann im Tangentendreieck der
Y Funktion y = f(z) die Strecke Az durch das Differential dx
i der Funktion y = z ersetzt werden. Damit ist die Ableltung
I *  f'(x) das Verhéltnis der leferentla.le dy und dz:
Abb. 28 f ,
f(x) = W

Mit gleichem Recht kann auch in der Abbildung 27 die Bezeichnung Az durch dz
ersetzt werden, und es gilt wieder:

dy=[@dz oder SL_f().

Das Differential dy bezeichnet also den Zuwachs, den die Tangentenordinate erfihrt,
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wenn die Variable 2 um dx vermehrt wird. Das Differential dy hingt also sowohl von
der Abszisse xdes Tangentenberiihrungspunktes als auch vom Abszissenzuwachs dz ab.

Bei den Begriffen der Differentiale ist zu beachten:

1. Das Differential dz ist eine beliebig verinderliche GroBe.

2. Die Anderung der Kurvenordinate Ay ist im allgemeinen von der Anderung der
Tangentenordinate dy verschieden. Beide héingen von der Kurvenstelle, das heift
von der Abszisse 2, und von der Anderung der Abszisse 4z = dx ab.

An einem Beispiel soll das verschiedene Verhalten von 4y und dy gezeigt werden:
Fiir einige Werte Az = dx berechnen wir bei der Funktion f(z) = 2% an dem
Punkt mit der Abszisse z = 1, wo f'(x) = 2 ist, die Zunahmen der Kurven- und
Tangentenordinaten und stellen sie in nachfolgender Tabelle zusammen.

Zuwachs der
dz=dz Kurvenordinate Tangentenordinate
4y =f(z + 4z) —f(2) dy={[(z)dz
10 120 20
1 3 2
0,1 0,21 0,2
0,01 0,0201 0,02
0,001 0.002001 0,002

Wir erkennen: Je kleiner Ax = da gewihlt wird, desto geringere Unterschiede be-
stehen zwischen Ay und dy.

Anwendung:

Beim Messen von Strecken, Winkeln, Temperaturen, elektrischen Gré8en usw. treten selbst
bei groBter Sorgfalt unvermeidbare MeB- und Ablesefehler auf. An Stelle eines exakten Wertes z
erhilt man einen mit einem Fehler 4z behafteten Wert # + Az (4x positiv oder negativ). Im
allgemeinen kann man Schranken angeben, innerhalb deren die MeBwerte liegen miissen.

In den Naturwissenschaften und in der Technik werden aus den beobachteten Werten meist
andere Grofen errechnet, die dann ebenfalls durch die Fehler mehr oder weniger stark beein-
fluBt sind. Die berechneten Griofien y sind also von den gemessenen Werten z abhingig, das
heiBt, ¥ ist eine Funktion von 2, also y = f(2). An Stelle der wirklichen Grofen y werden
sich die fehlerhaften GroBen y + Ay ergeben. Es besteht die Beziehung y + 4y = f(z + 4d=).

Man nennt 4z und 4y die absoluten Fehler. Den absoluten Fehler 4y kann man berechnen
aus 4y = f(z + Ax) — f(2); er entspricht daher dem Ordinatenzuwachs der Funktion.

Bei der Messung der Kantenlinge eines Wiirfels ergebe sich beispielsweise z = 5 cm. Die
Messung sei mit einem Fehler von 4z = 4 0,01 cm behaftet. Um den absoluten Fehler fiir die
GréBe des Rauminhaltes zu gewinnen, berechnen wir 4y = (z + 0,01)3 — 23. Fir £ =5 cm
ergibt sich demnach der absolute Fehler

A4y = + 0,751501 cm® oder Ay = — 0,748501 cm?.
Fiir die Berechnung des Volumens geniigt es in diesem Fall, den Zahlenwert bis zur zweiten
Dezimale genau zu bestimmen; wir runden also
A4y ~ + 0,75 cm?®.

Da bei guten Messungen die Fehler 4z gegeniiber den MeBwerten z klein bleiben, kénnen — wie
oben hehen — die Pq von Az vernachlissigt werden.

4y
Az
/’(z) beliebig wenig, wenn man Az hinreichend klein wahlt. Also schreiben wir:

Nach der Definition der Ableitung ist lim = [’ () . Daher unterscheidet sich ﬂ von
4720 Az

—j—z ~ ['(z) oder Ady= f'(z)dz=f(z)dz=dy.
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Geometrisch bedeutet dies den Ubergang vom Zuwachs Ay der Kurvenordinate zum Zuwachs
dy der Tangentenordinate. Es empfiehlt sich daher, zur Vereinfachung der Fehlerrechnung im
allgemeinen den absoluten Fehler Ay durch dy = f'(z) dz zu ersetzen. Wir wenden dies auf
unser Beispiel an:

f(@)= =8, f(z) =322, dy =3z%dz mit dz = 4 0,01.

Wir erhalten demnach dy = + 0,75.
In unserem Beispiel stimmt der Wert fiir dy mit dem gerundeten Wert fiir 4y iiberein.
Das Verhiltnis absoluter Fehler Ay zu berechneter Grofle y (falls y 4= 0 ist) bezeichnet
man als relativen Fehler, den man hiufig in Prozent angibt; auch hier gilt

4y 89 g S _T® 4.
y Y ¥y @
In unserem Beispiel ist der relative Fehler
dy _ +0,75 .
T T -+ 0,006, das heit + 0,6%.

Wir haben in Abschnitt 4 gelernt: Der Grenziibergang lim % fithrt vom Anstieg
4z—>0

der Sekante zum Anstieg der Tangente und ergibt die Ableitung f’(x) der Funktion
y =f(2):

lim Y —
lm0 A f'(x).

Jetzt haben wir festgestellt: Der Anstieg der T&ngente ist das Verhiiltnis der Diffe-
rentiale dy und d, also der Dlﬂerentlalquotlent dz . Dabei ist die Groe der Diffe-

rentiale ohne Bedeutung, da ihr Verhiltnis wie bei allen dhnlichen Dreiecken immer
das gleiche bleibt:
fla) = —.

Somit geben der Grenzwert lim %und der Diiferentialquotientﬂ dasselbe an
az—>0 4T dz ’

nimlich den Anstieg der Tangente in dem betreffenden Kurvenpunkt.
Es gilt also: Ay _dy
lim

szs0 40 A3

Diese Gleichung ist die Definitionsgleichung von Leibniz. Er gab dem Grenzwert
des Sekantenanstiegs den Namen Differential quotient, schrieb ihn :—Z und deutete

durch die Sprechweise ,,dy nach dz* an, da} bei der Quotientenbildung noch ein
Grenziibergang vorzunehmen ist.
Auch fiir die hoheren Ableitungen fiihrte Leibniz eine entsprechende Schreibweise
ein. dy
aw) 2
dz ~ dw

Da y — 151: 1aBt sich y” auch als schreiben, wenn man den Zu-

Z (sprich: de zwei y
nach de x Quadrat) und nannte — den zweiten Differentialquotienten der Funk-

wachs dx unverandert beibehélt. Hlerfur setzte Leibniz y”

tion y = f(x). Entsprechend schrelbt man
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Aufgaben
1. Berechnen Sie fiir die folgenden Ausdriicke die absoluten Fehler!
a) (14 42)® b) 2+ 4x)? e) (34 dax)t
d) (4 & 42)® e) (3 4+ dz)® f) (2,5 4+ dx)t
Anleitung zu a): Untersuchen Sie die Funktion f(z) = 2* an der Stelle z = 1!

2. Es soll die Fliche y eines Quadrates bestimmt werden. Die M einer Seitenlinge ergab
20 cm: der Fehler dieser Messung betrigt 0,1 cm. Bestimmen Sie den absoluten und den
relativen Fehler der Quadratfliche!

8. Die Kante eines Wiirfels ist zu 4,30 cm mit einem moglichen Fehler von 0,01 cm gemessen
worden. Wieviel kann der absolute Fehler fiir den Rauminhalt des Wiirfels betragen ?

4, Ein MeBzylinder mit dem Grundkreisradius 3 cm ist bis zu der gemessenen Hohe 12 cm mit
Wasser gefiillt. Die Messung kann wegen der Benetzung der Wandung mit einem Fehler von
0,3 cm behaftet sein. Welcher absolute und relative Fehler ist dann bei der Berechnung des
Rauminhaltes moglich ?

16. Anwendung der Differentialrechnung auf die Bewegungslehre

Um Bewegungen untersuchen zu kénnen, messen wir zunichst den in einer Zeit ¢
zuriickgelegten Weg s des bewegten Korpers. Mit Hilfe der Differentialrechnung kon-
nen wir die in der Physik eingefiihrten Begriffe der Geschwindigkeit » und der Be-
schleunigung b mathematisch exakt erfassen.
a) Gleichformige Bewegung

Bewegt sich ein Korper so, daBl der Quotient aus
durchlaufener Strecke und benétigter Zeit immer kon-
stant ist — das heiBt, durchlaufene Strecke und be-
nétigte Zeit sind proportional —, so nennen wir die Be-
wegung gleichformig und den Quotienten die Geschwin-
digkeit des Korpers. Bezeichnet man mit s die Strecke,

mit ¢ die Zeit, so gilt ';:v, wobei v die Geschwindig-

Abb. 29

keit angibt. Schreibt man diese Beziehung in der Form
s — v - t, so erscheint der Weg als lineare Funktion der Zeit, in der geometrischen
Darstellung (Abb. 29) also als Gerade durch den Koordinatenursprung.

In der Abbildung ist der Weg als Funktion der Zeit gezeichnet, das heiBt, fiir gleiche Zeit-
spannen At sind die gleichen Wege As abgetragen. Nachdriicklich wird darauf hingewiesen,
dafB die Abbildung 29 nur die Darstellung einer sich in der Natur
abspielenden Bewegung ist, daB also die Zeit-Weg-Kurve nicht
die Bahnkurve des Korpers ist.

Bei verschiedenen Geschwindigkeiten ist die Zeit-
Weg-Gerade verschieden steil, das heiBt, der Anstieg
der Geraden ist ein MaB fiir die Geschwindigkeit »:

as
tga=v= e
At Zeit
Wird die Geschwindiglkeit in Abbildung 30 als Ordinate
in Abhingigkeit von der Zeit gezeichnet, so ergibt sich, Abb. 30

da die Geschwindigkeit » konstant ist, eine Parallele zur

t-Achse im Abstande ». Da As = v - At gilt, ist die Mafizahl des Weges 4s in diesem
Geschwindigkeitsdiagramm gleich der MaBzahl des Flacheninhalts, den das Rechteck
mit den Seiten» und 4t hat.

4 [00914]
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b) Ungleichformige Bewegung
a) Momentangeschwindigkeit

Gleichférmige Bewegungen kommen in der Natur sehr selten vor, das hei3t, im
allgemeinen ist der Quotient % nicht konstant, sondern er hiingt ab von den Zeit-

punkten der Messung. In diesem Fall nennen wir die Bewegung ungleichfsrmig.

Wir messen von einem bestimmten Zeitpunkt ty an eine Wegstrecke As, die in
der zugehérigen Zeit At zuriickgelegt wird, und bezeichnen nun den Quotienten
4s
at
spanne. Dieser Quotient ist nicht konstant, sondern von tound At abhingig.

Um die Geschwindigkeit exakt zu definieren, verwenden wir immer kleinere
Zeitspannen At und bilden die zugehérigen Quotienten -3—7. Haben diese Quo-
tienten, also die mittleren Geschwindigkeiten, einen Grenzwert, so bezeichnen
wir diesen als die Geschwindigkeit des Kérpers zum
Zeitpunkt t, oder auch als die Momentangeschwindig-
keit v des Korpers zum Zeitpunkt t,.

Es gilt:

als die mittlere Geschwindigkeit v, des Korpers in der betrachteten Zeit-

. Ads
v(ty) = lim —.

o) at—o0 4t
Denkt man diesen Grenziibergang (falls er méglich ist)
in jedem Zeitpunkt ¢ vorgenommen, so erscheint die
Geschwindigkeit » als Funktion der Zeit (vgl. Abb. 31):

Abb. 31 im A8 _ds
. v(t) = lim — ==",
at—o 4t dt
Die M t hwindigkeit » wird also als der erste Differential quotient

des Weges nach der Zeit vdeﬁniert; er ist eine Funktion der Zeit.

DaB dieser Begriff der Geschwindigkeit den bei der gleichformigen Bewegung dargelegten Be-
griff der Geschwindigkeit mit umfaBt, zeigt
ds d(v-1) .

dt—  dt

B) GleichmaBig beschleunigte Bewegung
Betrachten wir zu zwei Zeitpunkten t, und ¢, die Momentangeschwindigkeiten v
und v, eines Koérpers und bilden wir den Ditferenzenquotienten !:’::)‘, 5o kann

analog wie oben der Fall eintreten, daf fiir alle Zeitintervalle ty — ;1 delr Quotient
den gleichen Wert b annimmt:

vy — vy
b= =t

Dann heif3t die Bewegung gleichmiiBig beschleunigt, der Quotient bdie Beschleunigung.

Bewegt sich ein Kérper mit der gleichméBigen Beschleunigung b, so betrigt seine
Geschwindigkeit v = b - ¢, wenn seine Bewegung aus dem Ruhezustand beginnt, das
heiBit zur Zeit t, = 0 auch v, = 0 ist.

In der Abbildung 32 ist die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit dargestellt. Bei
verschiedenen Beschleunigungen ist die Zeit-Geschwindigkeit-Gerade verschieden
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steil; der Anstieg der Geraden ist also ein MaB fiir die Beschleunigung b:

tgﬂ_b_m

Aus dem Physikunterricht ist uns das Zeit-Weg-Gesetz der gleichméBig beschleunigten Be-
wegung,
=Dl Geschwindigkeit
s=—1t,
2 4
< ege oy S ds
bekannt. Da die Geschwindigkeit definiert ist als P’ erkennt fgﬁ=§%’ ity

man, daB die erste Ableitung dieser Funktion 8’=v=>b¢ mit i

der oben gefund Formeliibereinsti t. Man erkennt ferner, i)

b
daB die Formel s = — t* den Inhalt des von der Zeitachse, der

Geraden v und der Ordinate zum Zeitpunkt ¢ gebild Drei- t Zeit
ecks wiedergibt — ein Sachverhalt, der spiter seine Erklirung
findet (Abb. 32).

Abb. 32

d
Wenden wir auch hier wieder die Definition der Geschwindigkeit v =ﬁ an, so finden
wir bestitigt B
a(3 lZ)

=bt.

v=

dt
y) UngleichmdBig beschleunigte Bewegung, Momentanbeschleunigung

Im allgemeinen bewegt sich ein Korper derart, daf sich seine Geschwindigkeit in
gleichen Zeitraumen nicht um gleiche Betrige dndert. Der Korper befindet sich in

ungleichmiiBig beschleunigter Bewegung. Der Quotient %ist jetzt nicht mehr kon-

stant, sondern von der Zeitspanne At und vom Zeitpunkt ¢, abhingig. Man bezeichnet
ihn deshalb als die mittlere Beschleunigung b,, in der betrachteten Zeitspanne.

Um die Beschleunigung exakt zu definieren, verwenden wir immer kleinere
Zeitspannen At und bilden die zugehérigen mittleren Beschleunigungen %
Haben diese fiir 4t — 0 einen Grenzwert, so bezeichnen wir ihn als die Beschleuni-
gung des Korpers zum Zeitpunkt ¢, oder auch als die
Momentanbeschleunigung b des Korpers zum Zeit-
punkt ;. Es gilt:

Geschwindigkeit

Av
b(ty) = hm Tt
Denkt man diesen Grenzubergaug (falls er moglich ist)
in jedem Zeitpunkt ¢ vorgenommen, so erscheint die
Beschleunigung b als Funktion der Zeit (Abb. 33):
_ v dv Zeit
b = lim Z7 =2 Abb. 33
Die Momenlnnbcsch]eumgung b wird als der erste Differentialquotient der Ge-
schwindigkeit nach der Zeit definiert; er ist eine Funktion der Zeit.

Da aber v = % ist, gilt auch

d (d a2
b(!)=ﬂ S)A s

dat) — de”t
Die Momentanbeschleunigung b ist der zweite Differentialquotient des Weges
nach der Zeit.

4%
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Die Definitionen der Begriffe Geschwindigkeit und Beschleunigung mit Hilfe der
Differentialrechnung gestatten eine prazise Erfassung der Bewegungsvorginge, da
sich nur durch die Grenzbetrachtungen der Differentialrechnung die Gesetze der Be-
wegung mit beliebiger Genauigkeit beschreiben lassen.

Als Beispiel erwiihnen wir das Gesetz des freien Falles. Es gilt
—_9p
8= B .,

Da die Geschwindigkeit eines Korpers v = Ifi_s[ ist, finden wir bestétigt

Die Beschleunigung eines Korpers ist b = % , also finden wir bestitigt
d
b=57gt)=yg.

Aufgahen

1. Ein Radfahrer bewegt sich auf einer ebenen LandstraBe mit der Geschwindigkeit » = 18 km/h,
ein Lastkraftwagen auf der gleichen LandstraBe mit » = 54 km/h. Es sind beide Zeit-Weg-
Diagramme zu zeichnen.

2. Zeichnen Sie nach Berechnung des Differentialquoti das Zeit-G windigkeits-Di

12
fiir den senkrechten Wurf eines Balles nach oben: s =w{— g?, (» =20m/s; g =10 m/s?)!
Wie hoch steigt der Ball ?

3. Zeichnen Sie (nach Berechnung des Differentialquotienten das Zeit-Geschwindigkeits-Dia-
gramm fiir den senkrechten Wurf nach unten;

lﬂ
s=vt+g?, (v =5m/s; g = 10m/s?)!

III. Einfiihrung in die Integralrechnung

17. Das bestimmte Integral

Die Berechnung der Flicheninhalte von Dreiecken, Vierecken und regelméafigen
Vielecken ist bekannt.

Den Inhalt eines krummlinig begrenzten, ebenen Flichenstiickes kann man ange-
nihert feststellen, indem man die Figur mit einem quadratischen Netz (durchsich-
tiges Millimeterpapier) iiberdeckt und die innerhalb der Begrenzung liegenden Qua-
drate ziihlt. Zu den Aufgaben der Integralrechnung gehort die Berechnung von
Flichenstiicken, die von Kurven oder Kurventeilen eingeschlossen sind.

Wir beginnen mit einem Beispiel, das planimetrisch nachgepriift werden kann.
1. Beispiel:

Es soll der Inhalt der Fliche bestimmt werden, die von der Geraden y = mz -+ b,
der z-Achse und den Senkrechten zur z-Achse in den Punkten z, =0 und z, = a
eingeschlossen wird (Abb. 34), wobei a, b und m groBer als Null sind. Den Abschnitt
dieser Senkrechten zwischen z-Achse und Kurve bezeichnen wir in Zukunft kurz
als Ordinaten.
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Wir teilen die Strecke O A in n gleiche Teile und berechnen zu den einzelnen Ab-
szissen die Ordinaten:

n

n n n

= | o

a 2a ka (n—1)a na
= = =

. (n—l)a

- =

m—l—b

Berechnen wir die Fliche des Rechtecks
OBCD, so erhalten wir _s b. Entsprechend

lassen sich die Flicheninhalte simtlicher
unter der Geraden m z + bliegenden Recht-
ecke iiber der Strecke OA berechnen, und
wir erhalten als Summe der # Rechtecke die
untere Rechtecksumme Fy:

Fy=2b+2(%m+ )+
+2(Em )
+i((u—1)am+b)

(et o+

etk (m— 1] Abb, 34

K+ 1) g meby
2

n—1
Die Summe [1 4+ 2 4+ -+ +k 4+ -+ + (n — 1)] schreibt man kiirzer als Z k
(sprich: Summe aller % von 1 bis » — 1). Sie laft sich als Summe einer arithmeti-
schen Folge angeben als "—("2——1) (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 10. Schuljahr,
S. 124). Also ergibt sich

a? n(n—1) n—1 a? 1
Fu=(%b)n+(;-,mT) ab+ m =ab+ Em(l—;).
Berechnen wir nunmehr die Fliiche des Rechtecks O BEG, so erhalten wir % (% m +-.b)
und als Summe der entsprechenden n Rechtecke die obere Rechtecksumme Fy:

k
Fo=2(tm+8)+ 2% m )+t 2 (Bt b 44 S (m 4 d)
2
=(%b)n+%,m(1+ 8 s o e oni )

n(n+ 1),

Fiir (1 +2 ++++ + k + -+ - + n) ergibt sich entsprechend ——— ; also wird

F_(-b)n+' mtetD_ 451 & m(1+_)
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Der Inhalt F' der zu berechnenden Trapezfliche OA HD liegt zwischen F, und F,;
es besteht die Ungleichung
F,<F<F,
oder ;
a? 1 a? 1
ab+gm(l—3)<F<ab+ Fm(t+3)-
Der Unterschied zwischen der unteren Rechtecksumme F, und der oberen Recht-
ecksumme F, wird bei zunehmender Verfeinerung der Unterteilung (n — o) be-
liebig klein. Fiir jeden der beiden Grenzwerte
lim (1) wnd  lim (14 1)
n->co o n—>oco n
ergibt sich der Wert 1.
Die linke und die rechte Seite der Ungleichung streben dem gleichen Wert
(ab + g;m) zu; der Wert von F muB} also diesem gleich sein:

F=ab+a;m.

Berechnen wir zur Kontrolle den Flicheninhalt des Trapezes 04 H D nach der For-
mel der Planimetrie, so erhalten wir aus den Seiten 0D = b, AH = ma -+ b und der
Hohe O A = a fiir die Fliche

F=0D:AH'OA _ b+n;a+b
Wir erkennen, dafl die beiden Ergebnisse iibereinstimmen.

Ist in der Funktion y = f(x) =m x + b der Koeffizient m gleich Null, so ist y = b,
das heif3t, die Gerade liegt parallel zur z-Achse. Die von der Kurve der Funktion
y = b, der z-Achse und den Ordinaten zu 2, = 0 und z, = a eingeschlossene Fliiche
hat also die Form eines Rechtecks.

Fiir diesen Fall erhilt der fiir F gefundene Ausdruck (ab + ‘;—zm wegen m = 0

-a=ab+'§m.

den Wert a b. Wir erkennen, daf} er mit der aus der Planimetrie bekannten Flichen-
inhaltsformel des Rechtecks iibereinstimmt.
Entsprechend erhilt man fiir b = 0 als Inhalt der von der Kurve y = mz, der

2

2-Achse und den Ordinaten zu 2; = 0 und «, = a eingeschlossenen Fliche F — % m.
Dieses Ergebnis stimmt wiederum iiberein mit der bekannten Formel fiir den Flichen-
inhalt des Dreiecks.

Fiihren Sie die Herleitungen entsprechend dem Beispiel 1 durch!
2. Beispiel:

Es soll das Flichenstiick berechnet werden, das von der Parabel y = 2 4 3,
der positiven z-Achse und den Ordinaten zu den Abszissen 2, = 0 und z, = a ein-

geschlossen wird (Abb. 35). Wir unterteilen wieder die Strecke OA in n gleiche
Teile und berechnen zu den einzelnen Abszissen die Ordinaten:

x’o . { 2a ka n—1)a na
| B n n n
P e e e ey e
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Die untere Rechtecksumme F, betrigt

el e o s oo

—n3f Sy o '
+7€2+"'+(n—l)2]. e Tl
Wegen
n—1 1
Slie=gnm—1@n—1 |
k=1 °

(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 10. Schul-
jahr, S.128; daselbst » — 1 an Stelle
von n eingesetzt) ergibt sich

F, _3a+a°n(n—1:l§2n—1)

=3a+3(1—%)(2—%).

Die obere Rechtecksumme F, betrigt
entsprechend Abb. 35

O [ EC T S U I =

=n£-3+a—:(12+22+~-+k2+---+n2).

Wegen 2 k2= n (n+ 1) (2n + 1)ergibt sich
_ a’n(n+1)(2n+1) ad 1 i
F,=3a+ 320t 0BatD 3a+5(1+;)(2+;).
Der Flicheninhalt F der von den Strecken DO, 04, AG und dem Parabelbogen
G D eingeschlossenen Fliche liegt zwischen F, und F,:
P, P<F,
oder
a® 1 1 a® 1 1
3a+F(1—7)(2—T)<F<3a+F(l +7)(2+7).
Bei Verfeinerung der Unterteilung der Strecke 04, n — oo, und Benutzung der
Grenzwerte

lim (1:&%):1 und  lim 2:&%):2

fn—>o0 n—>oo0
erhalten wir fiir die Fliche F' den Ausdruck
a? ad®
- 9= &
F—3_a+6- 3a+‘3.
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Wir betrachten jetzt eine stetige!) nicht negative Funktion y = f(z) in einem
Intervall von #, = 0 bis #, = @ mit > 0. Dieses Intervall denken wir uns mittels
der Teilpunkte , %y, . . ., %, - . ., T,y in n gleiche Teilintervalle J, von der Linge

Az =s zerlegt (Abb. 36). Nun suchen wir in jedem Intervall J, das absolute Mini-

mum my, das heiBt den kleinsten Ordinatenwert, und das absolute Maximum M,
das heift den gréBten Or-
dinatenwert der Funk-
tion f(x). Das groBite
Rechteck iiber dem In-
L tervall J,, das ganz un-
terhalb der Kurve liegt,
das untere Rechteck,
hat dann den Flichen-
inhalt  my, - Az, das
kleinste Rechteck, das
] die Kurve einschliet,

7% % das obere Rechteck,
hat den Flicheninhalt
M- Ax. Die Summe
aller unteren Rechtecke
Abb. 36 hat den Wert

=— —

=

2
= Jz'l'fs“
=Ax=Ax| =Ax

n n
Fy=my-Ax+ my- Az~ -+ +my - Az + ---+m,,-Aa:=lZ mydx =3 m,,-%.
=1 E=1
Die Summe aller oberen Rechtecke hat den Wert
n n
Fo=My- Aot My Azt oo+ Myo Azt oot Mo dz= 3 My-Az= 3, My 2.
k=1 E=1

Der Inhalt der von der Kurve, der x-Achse und den Ordinaten zu 0 und a einge-
schlossenen Fliche muB offensichtlich zwischen diesen beiden Werten liegen. Wird
die Unterteilung der Strecke a immer feiner, wiichst also » und damit die Streifen-
zahl iiber alle Grenzen, so strebt Az gegen 0. Existieren dabei fiir die beiden Zahlen-
folgen F, und F, Grenzwerte und sind diese einander gleich, gilt also

n n
lim Y m -Adz= lim 3 M, Az,
4z—>0 k=1 4z—>0 k=1

so heifit dieser gemeinsame Grenzwert der unteren und oberen Rechtecksumme das
bestimmte Integral der Funktion f () zwischen den ,,Grenzen‘* 0 und a. Geometrisch
stellt es den Inhalt der zwischen der Kurve der Funktion f(x), der x-Achse und den
Ordinaten zu 0 und a gelegenen Fliche dar.

Sieht man von der eingangs geforderten Einschrinkung ab, daB y = f(x) nicht nega-
tiv ist, das heiBt, kann die Funktion im betrachteten Intervall auch oder nur negative
Werte annehmen, so 1aBt sich dennoch der Summationsproze8 durchfithren. Zu be-

1) Eine Funktion ist sicher dann stetig, wenn ihr Kurvenbild keine Unterbrechung erleidet.
Diese aus der Anschauung gewonnene Erklirung erfordert noch eine wissenschaftliche Defini-
tion, die iiber den Lehrstoff der Oberschule hinausgeht.
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achten ist jedoch dabei, daB fiir negative Ordinatenwerte das Produkt, welches den
Fliicheninhalt der Rechtecke angibt, ebenfalls negativ wird. Der Flicheninhalt er-
hilt damit ein Vorzeichen (Abb. 37). Falls die Grenzwerte fiir F, und F, auch hier
existieren und einander gleich sind, nennen wir auch diesen gemeinsamen Grenzwert
das bestimmte Integral der Funktion f(z) zwischen den Grenzen 0 und a. Geome-
trisch stellt es wie oben den Inhalt der zwischen der Kurve der Funktion f(x), der
2-Achse und den Ordinaten zu 0 und a gelegenen Fliche dar, wobei die unterhalb
der z-Achse gelegenen Flichenstiicke mit negativem Vorzeichen behaftet sind. Ist
also f(z) im Intervall 0 bis a sowohl negativ als auch positiv, so gibt das bestimmte
Integral eine Differenz an, die aus den Absolutbetréigen der oberhalb und unterhalb
der z-Achse gelegenen Flichenstiicke gebildet ist.

Man kann beweisen, daB fiir alle stetigen Funk- 7
tionen der gemeinsame Grenzwert existiert.

Fiir das bestimmte Integral hat Leibniz das Zeichen

a
f eingefiihrt und geschrieben
0

= f/(z)d:c
0

(sprich: Integral von 0 bis @ f von zde ).

Das Zeichen [ ist ein langgezogenes lateinisches S;
es deutet an, daB ein Summationsprozef3 vorgenom-
men wird. Die Funktion f(z) wird Integrand genannt;
Ound a heiBen die untere und obere Integrationsgrenze. Das Differential dz gibt an,
daB z die Integrationsvariable ist; diese Schreibweise wird spiiter verstidndlich
werden.

Abb. 87

Abb. 38

Wenden wir die neue symbolische Schreibweise auf die bereits durchgerechneten
Beispiele f(z) = b, f(x) = mz, f(z) =mz + b, f(2) = 2* + 3 an, so erhalten wir

a a
dez:ab, medz=92:-m,

a a
f(mx+b)dx=a—2’~m+ub, f(x=+'3)dx =§+3a.
0 0
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Soll nunmehr ein Flichenstiick F zwischen den positiven Integrationsgrenzen
Zo = a und z, = b berechnet werden (Abb. 38), wobei a < b ist, s0 muB man
n n
lim Z M- Az beziehungsweise lim my- Az
420 k=1 dz->0F=1
bilden, symbolisch geschrieben

)
Pt = ,.f f(z) da.
Diese Fliche F} kann als Differenz der Flichen F} und F§ aufgefaBt werden, so daB
b b a
Fo=F—F§ oder [f(z)de= [f(z)de— [ f(z)dx ist.
a 0 0

Zusammenfassung: Der Inhalt des Flichenstiicks, das eingeschlossen wird von der
Kurve der Funktion y = f(x), der 2-Achse und den Ordinaten, die zwei beliebigen,
aber festen Integrationsgrenzen a und b zugeordnet sind, ist durch das bestimmte
Integral der Funktion f(x) zwischen den Grenzen a und b gegeben:

[
F2=ff(:z:)dz.

Dabei wird unter dem Inhalt des Flichenstiicks die Differenz verstanden, die aus den
Absolutbetréigen der oberhalb und unterhalb der z-Achse gelegenen Flichenstiicke
gebildet wird.

Wir haben bisher die unabhiingige Veriinderliche meist mit # bezeichnet. Wir kon-
nen aber auch einen anderen Buchstaben dafiir wihlen, etwa &. Die gegebene Funk-
tion y = f(x) lautet dann y = f(&). Dadurch wird an der Zuordnungsvorschrift f
zwischen der unabhiingigen Variablen und der davon abhingigen Variablen nichts
geiindert. Auch auf die Rechnungen und Grenziibergiinge, die zum bestimmten Inte-
gral gefithrt haben, hat diese Umbenennung der Unabhingigen keinen EinfluB. Es
ist nur zu beachten, daB der Zuwachs von & mit A& bezeichnet wird. Auf den Wert
des Integrals hat es mithin keinen EinfluB, wenn wir schreiben

b
I = [ (& ds.

Mit der gleichen Berechtigung konnen wir auch andere Integrationsvariable ein-

fithren, zum Beispiel : » »

Fo= [f)du oder Fo= [f()ds.
a a

Zusammenfassung: Der Wert des bestimmten Integrals F% ist vom Namen der In-
tegrationsvariablen unabhiingig.

Aufgaben
1. Bestimmen Sie unter Verwendung von untererund oberer Rechtecl medasFlich iick,das
von der Geraden y = mz, der positiven z-Achse und der Ordinate z = a eingeschlossen wird!
1
a) m=2, a=3 b)m=§, a=>5

e)m=06, a=5 d)m=02 a=10
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. Unter Verwendung von unterer und oberer Rechteck ist das Flich ick zu b
das von der Geraden y =m z b, der positiven z-Achse und den Ordinaten zu den Abszissen
z = 0 und z = a eingeschlossen wird.

a) m=2; b=1; a=4 b)m=%; b=2; a=86
1 1
e)m=——=; b=4; a=86 dym=—=; b=3; a=9
2 3
8. Berechnen Sie unter Verwendung von unterer und oberer Rechteck dasFlich iick, das

von der Parabel y = 2% + b, der positiven z-Achse und den Ordinaten zu den Abszissen z = 0
und z = a eingeschlossen wird!

a)b=1; a=3 b) b=2; a=2 ¢)b=0; a=3 d)b=3; a=1

18. Die Flichenfunktion

Der Wert eines bestimmten Integrals der Funktion y = f(z) ist, wie die Her-
leitungen gezeigt haben, von den Integrationsgrenzen abhingig. Betrachten wir

a
in dem Integral J f(x) dz die obere Grenze, die Abszisse a, als verdnderlich, so ist

die Fliche F von dieser Abszisse abhiingig; diese Abszisse wollen wir — wie iiblich —
mit z bezeichnen. Die durch das Integral bestimmte Fliche F ist dann eine Funk-
tion von x (Abb. 39), die zunichst nur fiir 2 > 0 definiert ist. Zur Unterscheidung
der Integrationsgrenze z von der Integrationsvariablen x ist es zweckmiBig, daf
diese anders bezeichnet wird. Da eine Umbenennung der Integrationsvariablen z
zum Beispiel in £ auf den Wert des Integrals ohne EinfluB ist, konnen wir schreiben

z
[ #e2¢ = Fia. .
! /y=llx/
Das Integral ’
H 3

f(x=+3)dx=i‘3—+3u ==

0
stellt die Fliache zwischen der Kurve f(z) = 22 43, = x
der Abszissenachse, der Ordinatenachse und der
festen oberen Grenze x = a dar. Nehmen wir jetzt Abb, 39

die obere Integrationsgrenze als verinderlich an,
so ergibt sich entsprechend bei derselben Funktion mit verénderlicher oberer
Grenze x

[E+nae=5+3a
0

Dieser Ausdruck stellt in der gleichen Weise wieder eine Fliche dar, deren Gréfe von
der oberen Grenze z abhingig, also eine Funktion ist, die wir als Flichenfunktion
F (x) bezeichnen konnen. Die Richtigkeit der Beziehungen

fz<51+3)d5:(§+ 32) — (% + 3a)
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und

z
e ]
[ rnae=(F+34—(5+34
a
ergibt sich aus der Beziehung

b b a
ff(x)dx:éf/(x)d:c—éff(z)dm.

Wir stellen fest: Die entstandenen Integrale, die nur verschiedene untere Integra-
tionsgrenzen besitzen, unterscheiden sich durch eine additive Konstante, die man
Integrationskonstante nennt. Diese Feststellung gilt allgemein.

Die untere Integrationsgrenze beeinfluBt also nur den Wert der Integrationskon-
stanten. Legt man auf die Kenntnis dieser Konstanten keinen Wert, so 1t man die
Grenzen unbezeichnet und schreibt die Flichenfunktion f f(£) dé&; es gilt dann

JH&dE=F(z) + 0,
wobei C die jetzt nicht naher bekannte Integrationskonstante ist. Nunmehr bestehen
keine Bedenken, die Flichenfunktion in der Form

[{@)de=F(2) +C
zu schreiben, wobei C' die Integrationskonstante bedeutet.

19. Beziehung zwischen der Integralrechnung und der Differentialrechnung

Da die Flichenfunktion f f(x) dx eine Funktion F() ist, 1aBt sigh von ihr ein Diffe-
rentialquotient bilden.
Wir wollen nunmehr zeigen, daB F () die Ableitung f(x) hat, daB also gilt

F(z) = f(z).

Dazu stellen wir zunichst eine Zwischenbetrachtung an. Wihlen wir fiir z einen
festen Wert b und bilden wir das Integral

b
afi(f) g,

so stellt dieses — wie bekannt — den Inhalt der von der Kurve der Funktion (&),
der &-Achse und den Ordinaten zu @ und b begrenzten Fliche dar. Dieses Integral
hat einen wohlbestimmten Wert, der sich durch ein’ Rechteck darstellen 1iBt mit
den Seiten (b—a) — der Liinge des Intervalls — und %, einer Ordinate, die offen-
bar zwischen dem kleinsten und dem gréfiten Wert der Funktion f(&) im Intervall

b
a bis b liegt. (Der durch f f(&) d& dargestellte Inhalt muBl zwischen dem kleinsten

a
umbeschriebenen und dem groBten einbeschriebenen Rechteck liegen, deren Hohen
gleich dem absoluten Maximum beziehungsweise dem absoluten Minimum der
Funktion f(£) im Intervall @ bis b sind.) Demnach schneidet die Kurve der Funk-
tion f(£) mindestens einmal die Parallele zur &-Achse im Abstand & (Abb. 40). Diese
Stelle bezeichnen wir mit z,. Fiir sie gilt @ < x, < b. Wir haben also gefunden

b
[1&) de = fz)- (b —a).
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. z
Betrachten wir nunmehr von der Funktion f(x) das Integral f f(§) d& = F(x) und
a

erteilen wir der oberen Grenze einen Zuwachs Az, so ist das Integral

z+d4z
f f(&)dE = F(x+ Ax). Der Flichenzuwachs AF (z) = F(z + Ax) — F(x) ist
offenbar gleich der Differenz

z+4z

z+dz z
af /(s)ds—!i(s)dfz [ Hede.

z+dz

Nach unserer Vorbetrachtung laf3t sich f f(&) d& ersetzen durch f(x,) 4z, wobei
z

z < 7y < (z + Az) ist. Mithin ist
F(z+4dz) —F(2)

F(x+ Ax) — F(2) = f(z,) - A= oder % = if{a)s
Die linke Seite der letzten Gleichung
ist der Differenzenquotient der Flichen- y

funktion F(z). Beim Grenziibergang
Az — 0 geht der Differenzenquotient in
die Ableitung F’(x) der Funktion F () itber;
gleichzeitig geht x, gegen x. Damit wird
die rechte Seite zu f(x). Es ist also

F'(2) = f().

Wir stellen fest: Die Ableitung der Fli- ——a—A-’”—T-a:} 0
chenfunktion F(z) ist die urspriingliche F———0
Funktion f(z), die als Integrand bezeich-
net wurde. Damit erhalten wir die
Zusammenfassung: Die Funktion f(x) integrieren heiBt, eine Funktion F (z) so zu
bestimmen, daB deren Ableitung f(x) ist.

Es gilt demnach:

Abb. 40

F(z) = ff(z) dz
dF(:c)

und

= f(=).
Beispiel:

Aus f(z) = 2® + 3 ergibt sich F(z) = % + 32; dann ist nach den Regeln der
Differentialrechnung

dr(@) _ o
Iz s

Zu y = f(x) gehort als Flichenfunktion F(z) = f f(x)dz. Dann ist wieder
df;z) = f(x). Zu einer gegebenen Funktion f(x) gibt es nur eine allgemeine Flachen-

funktion F (), die aber eine unbestimmte additive Konstante enthélt.

Wie aus der Dxfferentla.lrechnung bekannt ist, haben Funktionen mit einer additiven Kon-
it d Iben Diff ialquoti So ist zum Beispi

f(z“+3)dx=?+sz+0
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die allgemeine Flichenfunktion, da

d (a8

Bocl] -0 e

d.::(B +8x+0) 2* 43
ist. Priifen Sie durch Differentiation die Richtigkeit!

20. Das unbestimmte Integral

Wir haben gesehen, daB die Flichenfunktion F(x) ein Integral ff(x) dx ist, das
eine unbestimmte Konstante C' enthilt. Wegen dieser Konstanten C bezeichnet man
f f(z)dx als unbestimmtes Integral. Gibt man der unbestimmten additiven Kon-
stanten des unbestimmten Integrals einen bestimmten Wert, so heif3t die dadurch
entstandene Funktion F'(z) eine Stammfunktion zu f(x). Da man fiir C beliebig viele
Werte withlen kann, gibt es also zu f(z) beliebig viele Stammfunktionen. Das un-

bestimmte Integral mit seiner unbestimmten
v — - -~ additiven Konstanten verkérpert die Gesamt-
] Y f=xt3 ~ heit aller Stammfunktionen.

| / ] Beweisen Sie aus
i di(z) _ 4

| —_—

’ 7 =1
L!’/x}'—'Zx die Richtigkeit der Beziehung

: / [@) dz = j(2) + C1
g Die Abbildung 41 stellt als Integranden die abgelei-
/ tete Funktion y’ = f'(2) = 2 2 und zwei ihrer Stamm-
funktionen y = f(z) + C dar.

Allgemein gilt: Zu jeder integrierbaren Funk-
i 1y fx)=x2 ! tiox'l f(z) _gibt es ein unhcs.limmles Integral und
: beliebig viele Stammfunktionen:

i d _ i@ de=F@+ 1P @ +Cl=f ().

Bestimmen Sie zur Funktion f(z) = 3 2 mehrere
Abb, 41 Stammfunktionen F(z) und stellen Sie diese gra-
phisch dar!
Wie unterscheiden sich die Kurvenbilder der verschiedenen Stammfunktionen? Welche
gemeinsamen Eigenschaften haben sie ? Vergleichen Sie die Kurvenbilder und die dazugehorigen
Funktionen miteinander!

21. Integration der Funktion f(x) = a®

Nachdem wir festgestellt haben, daf das Integrieren (Ermittlung des unbestimm-
ten Integrals) die Umkehrung des Differenzierens ist, gehen wir bei der Aufstellung
der Rechenregeln fiir die Integralrechnung von denen der Differentialrechnung aus.
Es ist daher bereits moglich, fiir einige Funktionen die unbestimmten Integrale zu
bilden.

Im Falle der ganzen rationalen Funktion ist uns bekannt, daB jede abgeleitete
Funktion den Grad (n — 1) hat, wenn die Ausgangsfunktion n-ten Grades ist. Ist

f(a) = am,

so schlieen wir, dal F(z) den Grad (n 4 1) hat, und setzen daher zunichst
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F(x) = cam+1, wobei ¢ ein noch zu bestimmender Faktor ist. Es gilt also:
F'(x) =c(n + 1)an.
Wenn dieser Ansatz brauchbar ist, muf3
F'(z) = f(x)
sein, das heiBt, es muf gelten
c(n 4+ 1)an = an,

Da diese Gleichung fiir alle z-Werte Giiltigkeit haben soll, mu8 ¢(n + 1) = 1
sein. Daraus folgt 1
ey

am

Setzen wir F(x) = n—ll antl = = +1l , 8o ergibt die Differentiation F”(z) = f(x) = 2™
Da die Ableitung einer beliebigen Konstanten C gleich Null ist, ist auBer der Funktion

F(z) = :"-:11 jede Funktion ::11

+ C eine Stammfunktion von f(z) = ™

Zusammenfassung: Zu der ganzen rationalen Funktion f(z) = 2" existieren un-
endlich viele Stammfunktionen :

" xn+1
fm d.‘t=n—+l+Co

Ist insbesondere n = 0, das heiBt, reduziert sich die Funktion f(z) auf die Kon-
stante 1, so gilt

fmodz=f1dx=0":’1+0=§+0=z+c.

Fiir [1dx schreibt man gewshnlich [d=.

Beispiele:
[#de =%+ alE+e) ==,
[rzdz =75 405 & 5+0) =12
Aufgaben

1 n)fz“d:c b)/zdz ¢) fz’dz d)/zsdz
e)fﬁ:z 1) f7z°dz g)/3z’da: h)f5niz

2. Es sind alle Funktionen /() zu bestimmen, deren erste Ableitung [’(z) gegeben ist.

a) f(z)=22 b) f(x)=5=z e) f(z)=162

z2
~d) ['(z) =62* e) f'(5) =~ 1) [(2) =32t
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22, Integrationsregeln

Besitzt f(z) eine Stammfunktion F(z), gilt also F’'(z) = f(), so hat auch a f(x)
eine Stammfunktion, und es gilt

fa/(z)dx:aff(:u)dx.
Beweis:

Es sei F () eine Stammfunktion zu f(z), das heiBtff(x)d:c = F (). Dann gilt
af/(x) dx=akF(z).
Hieraus folgt durch beiderseitige Differentiation:
d 7
H[aF(x)] =aF'(z) =af(x).
Das bedeutet aber, dafl a F(x) = af f(x) dz eine Stammfunktion der Funktion af (x)
ist oder daB gilt
B aff(@)dz= [[af(®)]dz.

Zusammenfassung: Ein konstanter Faktor kann vor das Integralzeichen gezogen

werden.

Besitzen zwei Funktionen f(x) und g(z) Stammfunktionen, so hat auch ihre
Summe (Differenz) eine Stammfunktion, und es ist

U@ +g@)do= [fx)dzt [g(z)da.

Beweis:
Nach Voraussetzung gilt f/(z) dx=F(z) und fg(x) dx = G(2)
oder f(x) =F(z) und g(z) =& ().

Durch Addition (Subtraktion) ergibt sich
f(x) £ g(x) = F'(z) £G'(2) = d[[F(x)iG(z)]
Das bedeutet aber, [F(z) - G (z)] ist eine Stammfunktion von [f(z) 4 g(«)] oder
F(@) + 6@ = [[(2) £ g(=)] da.
Da nach Voraussetzung F (z) = ff )dz und G(z) = fg(x)dz ist, folgt
JUH@) £g@)dz= [f@)dz+ [g(2)da.
Dieser Beweis lif3t sich in entsprechender Weise fiir endlich viele Summanden fithren.

Zusammenfassung: Das unbestimmte Integral einer Summe (Differenz) von
Funktionen ist gleich der Summe (Differenz) der unbestimmten Integrale dieser
Funktionen.

Beispiele:

0 f(x2—3 dz—fzzdx—f:xdz_fxzdx—3fdx_—-3x+0.

Durch Differentiation wird bestitigt:

d :c-" .
L(E-32 +c)—z2—3

Spezielle Werte fiir ' konnen zum Beispiel €' = + 5 oder C = + 3 sein:
f(x2—3)dx=i;-—3x+5

oder 2
f(x2—3)dx=T—3x+3.

Priifen Sie durch Differentiation die Richtigkeit!
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Der Integrand und zwei seiner Stammfunktionen sind in Abbildung 42 dargestellt.
2. f(325—4:c2+7)dx~f3x5dz—f4x2dx+f7dz
_3frsdx—4fzmx+ 7[dx

=3—6«—4—3-+7T+C’ ;.
fry)=x%3

1 4
=g —5P+ T+ C.

Es sei bemerkt, daBl so viele Integrations-
konstanten entstehen, wie die Summe Glieder
hat. Sie werden zum SchluB in eine einzige
Konstante zusammengefaf3t.

Aufgaben
l.a)f(3+2:r)dz b)f(5—7z+6::’)d:c

c)f(a:—z’)d:c d)f{a+bz+cz’)dz

; 2/ |

N/ ~ntegrand - 2|

o [(fa-z+7)as i
t)f(a..+a1r+agz=+-~+anz")dz —

g)f(l+%z+§-z'+—1:s+%x‘)dz
h)f(:+ 12dz 1 |)f(z2+2)=dz k)f(1+2z+sz2)=dz

2. Bestimmen Sie Funktionen f(z), deren erste Ableitung f'(z) gegeben ist!
a) f'(x) =22 —3 b) f(z)=Ta®—5 ¢) f'(z) =22% — 3z
Q) f(@) =2 —2242—1 e) f(@)=(2—2) (z+3) 1) f(0)=@22—3)Bz—2)(z+1)

23. Auswertung des bestimmten Integrals

b
Das bestimmte Integral ff(x) dx (vgl. Abb.43) gibt den Inhalt der Fliche an, die,
wenn f(z) > 0ist, von dex:l Kurve der Funktion y = f(x), der z-Achse und den Ordi-

naten zu x = a und & = b eingeschlossen wird (vgl. S. 58). Dieser Flicheninhalt ist
als Differenz zweier Flichenstiicke bestimmt worden; es gilt

b b a
ff(a:) dz:Jf(x) dx — dfj(x)dz.

Fiigt man in Abbildung 43 zwischen x = 0 und x = a noch eine Ordinate zu x = m
ein, so ergibt sich

b b a
fl(r)dx='nff(x)dx—7;[f(x)dx, o<m<a<b.

5 [00914]
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Aus dem Integral mit fester unterer und oberer Grenze ist die Differenz zweier Inte-
grale geworden, deren obere Grenzen die alten Grenzen a und b sind, wihrend ihre
unteren Grenzen zwar gleich, aber zwischen 0 und a beliebig wihlbar sind.

z
In Abschnitt 18 ist gezeigt worden, dafl | f(&) d£ = F(x) eine Funktion ist, deren
g

Wert von der oberen Grenze bestimmt wird. Es gilt also

b a
([f(x)dz:F(b) uudoff(x)dz=1r(a).

Die oben eingefiihrte beliebige untere Integrationsgrenze m bewirkt nur die Hinzu-
fiigung einer Integrationskonstanten (vgl. S.60), so daB wir schreiben konnen

Abb. 44

Y
/ =flx)
//E/E/
-
-
L me] f
fe—
b
Abb. 43
y
?Ibl Fla)
= F(a
L
Flb)+C,
Fib)-Fla)
Flo)+€; i Flb)+C,
[}
Fla)+C;
1]
pe- 0 —e i
SR J—

f/(x b+ C
und

[ @) de = Fla) + €
Aus der Gleichung

b b a
ff(a:)dx: f/(:t)dx— ff(x)d,c

folgt nunmehr

fi(xdx~[F(b +01 [F(a) + €]
=F(b)— F(a)

Betrachten Sie diese Zusammenhénge auch an der
Abbildung 44!

Es ist iiblich, die Gleichung auch in der Form

b
[ 1@ de =P @),
zu schreiben.

Zusammenfassung: Man erhilt den Wert eines
bestimmten Integrals einer Funktion f(x) zwi-
schen den Grenzen @ und b, also im Intervall
a < z < b, indem man zuerst ein unbestimmtes
Integral (Stammfunktion) der Funktion f(z)
sucht, an Stelle der Verinderlichen z erst die

obere Grenze, dann die untere Grenze einsetzt und schlieBlich den zweiten Wert

vom ersten subtrahiert.
Beispiel (vgl. Abb. 45):

Wir integrieren zunéchst

[ (@ — z+ 2) da.
+1

z

f(xz_z+2)dx=§_?’+2z+0.
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In dieses unbestimmte Integral werden nacheinander die obere Grenze - 3 und die
untere Grenze -1 eingesetzt. Wir erhalten

+3
23 z2 +3
+[(z2—x+2)dz= -5+ 2ac+0]+Jl

3 3 iz g ,

_[?-?+6+c]_[§4_2_+2+c]

9 . 2
=[9——2-+6+C]—[§—§T‘2—.—C]:S§,
Die Integrationskonstante C, die fiir das unbe-

stimmte Integral bezeichnend ist, fillt bei der
Subtraktion der Ausdriicke in den Klammern weg;
deshalb kann man sie von vornherein bei der
Rechnung unberiicksichtigt lassen.

Das bestimmte Integral hat sich also als ein fester,
bestimmter Zahlwert ergeben. Diese Zahl ist der
Inhalt der Fliche, die zwischen der Kurve der
Funktion f(z) = 22 — z + 2, der z-Achse und den
Ordinaten zu z= 41 und z = + 3 liegt (vgl.
Abb. 45; die Einheit des FlichenmaBes ist ein-
gezeichnet).

Wie im verwendeten Beispiel dient das un-
bestimmte Integral bei den meisten Anwendungen Abb, 45
als Hilfsfunktion zur Ermittlung des bestimmten
Integrals.

Ist a < b < ¢ und bildet man in den Intervallen @ bis b und b bis ¢ die Integrale

b c
f/(z) dx und ff(x) dz,
a b
so gilt auf Grund der geometrischen Deutung des Integralbegriffs

b c c
1@ dz + [f(z) dz = [ f(@) da.

Demzufolge gilt auch 4
aff(:c) dx =nfc)‘(x)dx~f/(x) dz.
Weiterhin ergibt sich
jf(:c) dx =0;
denn fiir ¢ = b ergibt sich
j/(x) dr;}:ff(x)dzzf[(x)d:c.

Durchléuft man bei der Bildung der Rechtecksummen das zwischen @ und b liegende
Intervall (@ < b) von b nach a, so mufl man den 4z das negative Vorzeichen geben.
Es kehren sich also in den Summen die Vorzeichen um. Daher gilt:

a b
bff(x)dx: —“ff(x)d:c.

5%
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Auch dies l&Bt sich aus den obigen Formeln herleiten, denn fiir @ = ¢ ergibt sich

b c e
[Hx)dz = cff(x)dx—bff(x)dz,

b c
cf)‘(:z:)d:t: = —Eff(:c)dx.

Zusammenfassung: Ein bestimmtes Integral bei dem obere und untere Grenze
gleich sind, hat den Wert Null.

Vertauscht man in einem bestimmten Integral die untere und die obere Grenze,
so nimmt das Integral entgegengesetztes Vorzeichen an.

Aufgaben

Ermitteln Sie die Werte der folgenden bestimmten Integrale durch Ausrechnen und vergleichen
Sie sie mit den durch Abzihlen der Quadratmillimeter gefundenen Werten!

4 5 1
a) fxdx f.rldz ) f%’—dz
0 2 0
3 4 5
b) fsz’dz fx“da: fz“dz
b H 3
3 4 2
c)f(2z+1)dz . f(r‘+1)dz f(sz=+2z)dz
1 2 [
4 2 5
@ [@—ati 1 [ = [ vas
0 1 1
wd 9 . -1
e)f(2z+7)dz j(5x+15)dx f‘-‘%‘“j“
5 =2 —4
-5 -1 =3
1) f(70,41:—2)dz f(zH—s)dz f(zﬁ—l)dx
=17 =4 £y
2 3 4
© [(o-nds [ee—9is [ @82 —nas
0 | -2
3 2
h) f(—az—-A)dz f(z’—s)dz (22 —5)dz
d )

0

J

+ 5 0
a_ s L
l)_[(z 5)dz i[( 3224z 4 1)dz 4( 24+ 7dz
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2%. Das Vorzeichen des besti Integrals

a) Flichenstiicke oberhalb und unterhalb der x-Achse

Wir wollen nochmals auf Grund der vorangegangenen Betrachtungen das Vor-
zeichen des Flicheninhalts untersuchen. Liegt das zu betrachtende Stiick der
Kurve der Funktion y = f () im ersten oder zweiten Quadranten (Abb.46), so haben
die Ordinaten f(x) im Intervall @ < 2 < b nicht negative Werte. Da beim Durch-
laufen der z-Achse in positiver Richtung die Az ebenfalls immer positiv sind,
haben die Flicheninhalte m; - 42 bezichungsweise M} - Az der unteren und oberen
Rechtecke (vgl. Abschnitt 17) ebenfalls nicht negatives Vorzeichen. Da beim Grenz-
iibergang zum bestimmten Integral das Vorzeichen nicht beeinflut wird, hat auch’
das bestimmte Integral kein negatives Vorzeichen. Das Integral liefert das Flichen-
stiick mit positivem Vorzeichen (sofern das Integral nicht gleich 0 ist; das kann
aber nur eintreten, wenn die Funktion f(x) = 0 ist).

y=f(x)

Abb. 46 Abb. 47
Beispiel:
=1
[@e+5)de=[a+ 52, =(1—5)— (4 —10)=2.

Stellen Sie die Funktion auf Millimeterpapier graphisch dar und priifen Sie das Ergebnis nach!

Verlduft das zu betrachtende Kurvenstiick unterhalb der z-Achse (Abb. 47), so
sind die Ordinaten f(z) im Intervall @ < @ =< b nicht positiv. Da die 2-Achse wieder
in positiver Richtung durchlaufen wird, also 42 > 0 ist, werden alle Produkte m;. - 4z
und M} - Az nicht positiv. Darum wird nach vollzogenem Grenziibergang auch der
Wert des bestimmten Integrals negativ (falls es nicht gleich 0 ist — vgl. oben). Das
Integral liefert also den Inhalt des Flidchenstiicks mit negativem Vorzeichen.

Beispiele:

[ ;—1,5>dz=["72——1,5 x]i = (}—1,5)_@ +45) =8,

O O T L e e

Stellen Sie die Funktionen auf Millimeterpapie.r dar und priifen Sie die Ergebnisse nach!
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Schneidet im Intervall @ < z < b das Kurvenstiick die z-Achse (Abb. 48) im
Punkt mit der Abszisse x, von oben kommend, so daBl a < z, < biist, so ergibt

Eg
f f(z) d= den Inhalt des Flichenstiicks AED mit positivem Vorzeichen und
a
b
f f(z) d 2 den Inhalt des Flichenstiicks £ BC mit negativem Vorzeichen.
Zg

b
Wird f f(x) dx berechnet, so entsteht die Differenz der oberhalb und unterhalb

a
der z-Achse liegenden Flichenstiicke; im Sonderfall kann es eintreten, daB das Er-
gebnis den Wert 0 hat. Soll dagegen das Flichenstiick zwischen der Kurve und der
2-Achse ermittelt werden, so muf3, wenn zwischen den Integrationsgrenzen eine Null-
stelle der Funktion liegt, fiir jedes Teilintervall die Fliche bestimmt und die Summe
der absoluten Betriige der Teilintegrale genommen werden.

1. Beispiel:

Die Funktion y = f(x) = 2x — 4 hat bei z = 2
eine Nullstelle. Es soll das Flichenstiick zwischen
Kurve und z-Achse innerhalb der Integrations-

grenzen ¥ = — 2 und x =3 bestimmt werden.
Wir bilden die Integrale
+2

[@r—4dz=[a—42]"=_16

-2
und

3
!(21—4)dx=[x‘3—-4x]:= eils
Der gesuchte Flacheninhalt ist

F=|F5|+|F|=|—16] 4+ |+ 1] =17.

3
Dagegen liefertf (2x — 4)do = —15 nicht den gesuchten Flicheninhalt.
—2

Was bedeutet dieses Ergebnis geometrisch ? Stellen Sie die Funktion auf Millimeterpapier
graphisch dar und priifen Sie das Ergebnis nach!

2. Beispiel:
Zur Bestimmung des Flicheninhalts zwischen der Kurve der Funktion
f(#) = 2* — 223 — 522 4 6z

und der 2-Achse innerhalb der Integrationsgrenzen z = — 3 und z = 4 muf§ ge-
schrieben werden
-2 [ 1 3 4
F=| [t@ds +{ [t@dz|+|[f(z)dz +‘lf/(x)dz +|[t@dz |
weil die Funktion f(z) bei x = — 2, 2 = 0, # = 1 und z = 3 Nullstellen hat.
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b
Zusammenfassung: Durch das Integral f f(x) dz erhilt, wenn a < b ist, ein iiber
a

der z-Achse liegendes Flichenstiick das positive, ein unter der z-Achse liegendes
Flichenstiick das negative Vorzeichen. Liegt zwischen den Integrationsgrenzen a
und b eine Nullstelle der Funktion f(z) und soll der Absolutbetrag der Fliche er-
mittelt werden, so muB iiber die Teilintervalle integriert werden.

b) Vertauschung der Integrationsgrenzen. Umlaufsinn

Aus der Festsetzung
b a
[ o) dz=— [f(z1dz

ergibt sich, wenn die Integrations-
grenzen vertauscht werden, eine Um-

a,
[findr>0
b,

2 \ y=f{x)
T4

kehrung des Vorzeichens, das zum b \lL_J/ B
Flicheninhalt gehort. Geometrisch /;(t/ 950
bedeutet das, dal die 4z negative q,

Werte haben und demzufolge die
Produkte m, - Az und M, - Az ihre ALD;49
Vorzeichen umkehren.
Danach hat ein unter der z-Achse gelegenes Flichenstiick positives Vorzeichen,
wenn die obere Integrationsgrenze a kleiner als die untere Integrationsgrenze b ist.

Priifen Sie dies am Beispiel der Funktion f(z) = z° fir @ = — 3 und b = — 1 nach, das heiBt,
bilden Sie das Integral

-3
[ wdat
=1

Zusammenfassung: Legt man dem
Rand des Flichenstiicks einen Um- .
laufsinn bei, so ergibt sich fiir ein o b,
positives Fliachenstiick ein positiver q, /
Umlaufsinn (entgegen dem Uhr- /I{x;dno
zeiger, vgl. Abb. 49), fiir ein ne- b

gatives Flichenstiick ein negativer Abb. 50
Umlaufsinn (mit dem Uhrzeiger,
vgl. Abb. 50).

Aufgahen

1. Berechnen Sie die Werte der folgenden bestimmten Integrale und deuten Sie das Ergebnis an
der graphischen Darstellung!
3
P

a) ‘(2r~—1)dx b) (—08z+2)dx ¢) (2*—4)dzx
] A /

3 2 0
d) f(—z"+4)d:v e) f(z“%—x’A?)d:c 1) f(z“+x’+z+l)liz
0 0 =2
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g)f¢2z+1)¢z h)j(%z+2)d:c+j(172+2)dz‘
-4 1 5

. 8 -5 1 3
l)f(o,ﬁz-mdx-}-f(%z—:i)dx k)f(x—l)dz+ [x;;idz
-2 3 -2 1
2. Die Kurven
a) f(z) =22—9 b) f(x) =22+ 2—2 ¢) f(x) =22+2—6

schneiden die 2-Achse in je zwei Punkten. Berechnen Sie die von dem Parabelbogen und der
-Achse eingeschlossenen Flichen!

3. Die Kurven
a) f(x) =23 —Tz+6 b) f(z) =23 — 222 — 2 2 e) f(x) =2+ 42242 —6

schneiden die 2-Achse in je drei Punkten. Essind die von der Kurve und der z-Achse begrenz-
ten endlichen Flichen zu berechnen.

4, Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktionen
a) f(z) = 24— 13224 36 b) f(z) = 24 — 228 — 1122 + 122
und berechnen Sie die von den Kurven und der 2-Achse begrenzten endlichen Flichen!

6. Die Werte der folgenden bestimmten Integrale sind zu ermitteln und die Ergebnisse zu deuten.

2 2 1

a)fz“da: b)f3x’dz c)f(Zx-i—l)dz
5 4 3
-7 0 2

a) [(—04z—2)da ) qf(z’—z)dz 1) [(—a2+ 4)dz
-5 2 4

6. Wie groB ist das Segment, das von der Parabel y = 22 4- 2 durch die Gerade y = z + 4 ab-
geschnitten wird ?

7. Von einem beliebigen Punkte P, (z;; 7,) der Kurven y = z; y =22, y=2%; ... sind
Lote auf die Koordinatenachsen zu fillen. In welchem Verhiltnis teilen die zugehorigen
Kurven die von diesen Loten und den Achsen gebildeten Rechtecke ?

Welches Gesetz kann aus den Ergebnissen hergeleitet werden ?

. Zeichnen Sie die Kurven y = 10 4 (6 — 22) und y = 10 -+ 2(3 — 22) unter Bestimmung
ihrer Extremwerte und Wendepunkte! In welchen Punkten schneidensich die beiden Kurven ?
Berechnen Sie die von ihnen gemeinsam begrenzte Fliche!

@

IV. Fortsetzung der Differentialrechnung

25. Die Ableitung des Produkts zweier Funktionen

Es sei die Funktion f(2) in der Form y = (523 + 222 — 3) (722 4 2) gegeben, und
es soll deren Differentialquotient bestimmt werden. Die Losung der Aufgabe ist mit
den bisherigen Mitteln (Multiplikation der Klammerausdriicke und Differentiation
der ganzen rationalen Funktion) méglich. Da dieses Verfahren in anderen Fillen
schwieriger und zum Beispiel bei dem Produkt f(x) = z-sinz sogar unméglich ist,
soll im folgenden ein anderer Weg gezeigt werden.

Bezeichnen wir die einzelnen Faktoren, die Funktionen von # sind, mit «(x) und
v(x), so gilt f(z) = u(x) - v(x). Zum Abszissenwert z gehort der Funktionswert
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f(x) = u(x) - v(x) und zu einem anderen Abszissenwert & + Az der Funktionswert
flo+ A2) = u(x + d2) -v(z + 47).
Der Differenzenquotient hat den Wert
,ﬂ _f=z+dz)—f@ _ w(@4Az)-v(@+ Ax) —u(z) - v (7)
A4z~ Az - Ve '
Damit man die Differenzenquotienten der Funktionen u(x) und »(x) erhilt, ist es
zweckmiBig, daBl man im Zahler u(z 4 4 ) - v(x) erst subtrahiert und dann wieder
addiert, wodurch der Wert des Zihlers keine Verinderung erféhrt:
ﬂku(z—i- Az)-v (x4 A7) —u(@+ A2) v (2) fu(@ 4 Az) -0 (2) —u(2) - v (2)
dz Az
Ay v (x4 Az) —v(2) w(z -+ A7) —u(2)
-A—z_u(x—{-Az) v + v () Tz .
Die nunmehr auftretenden Quotienten sind die Differenzenquotienten der Funk-
tionen »(x) und u(x). Wird der Grenziibergang Az —0 vollzogen, so werden aus
den Differenzenquotienten die Differentialquotienten. Gleichzeitig strebt u(z + Ax)
nach u(x). Damit ergibt sich

oder

dy dv du
Euu(x)~ln+v(x)~a—z.

Wir erkennen, da$ fiir das Produkt zweier Funktionen y = u - v die Produktregel

yY=uv +ou

gilt.
Beispiel: y = (5% 4 222 — 3) (Ta? + 2)

u(x) =528 + 222 — 3, v(x) = Ta? + 2.
Die Ableitungen sind

w'(x) = 1522 + 4, v'(x) = 14z,

Damit ergibt sich
Y= (52 + 222 — 3) - 14z + (T2? + 2) (1522 + 42)
= 1752* 4+ 5628 + 302% —34x.
Wird die Funktion y = (523 4 222 — 3) (72? + 2) ausmultipliziert, so erhilt man
die Funktion |y —3525 + 14zt + 102® — 1722 — 6,
die den gleichen Differentialquotienten hat.

Zusammenfassung: Fir die Differentiation des Produktes zweier Funktionen, also
fiir y = u (%) - v(x), gilt die Formel y'= u () - v'(z) + v(x) - w'(x), oder in einprig-
samerer Form g=wv+uv.
Besteht die gegebene Funktion y = f(x) aus drei Faktoren u (), »(z) und w (), gilt
also y = u.- v - w, so laBt sich die gewonnene Regel in folgender Weise verwenden.
Zunichst werden die beiden Faktoren w -v als ein Faktor aufgefaft (wir deuten
dies durch die Klammer an). Es gilt also

y=(u-v)-w, yY=@-v) w+ (u-v) w,
wobei unter (u - )" die Ableitung der Klammer verstanden wird.
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Berechnen wir (u - v)’ ebenfalls mit der Produktregel, so ergibt sich u’- v + u - v,
und wir erhalten schlieBllich
Yy = uvw + wv'w + uow'.
In entsprechender Weise ergibt sich auch die Ableitung eines Produkts aus mehr als
drei Funktionen.
Beispiel:
Bei der Funktion
y =232 + 1) (22 — 4)

sind

u =2zt v=3x+1, w=uz%—4,
Die Ableitungen sind

u =4z, v =3, w = 2z;

damit ergibt sich
y=4dx-Bx+1) (2 —4) +222.3. (22 — 4) + 22%2.(3z + 1) - 22
=30z4 + 828 — 7222 — 16x.
Schreibt man die Ausgangsfunktion nicht in Produktform, sondern ordnet sie nach
fallenden Potenzen von z, so fiihrt die Differentiation zum gleichen Ergebnis.

In besonderen Fiillen kann es vorkommen, daB die Faktoren u, v, . .. unterein-
ander gleich sind. Dann laBt sich die Funktion schreiben als y = [u(x)]*, wobei n
die Anzahl der gleichen Faktoren angibt.

Beispiel:
y= (5224 3)% = (522 + 3) (522 + 3) (522 + 3) (522 + 3).
Wird die Differentiation nach der Produktregel fiir mehrere Funktionen durchgefiihrt,
80 ergibt sich:
Yy =10z (522 + 3) (522 + 3) (522 + 3)
+ (522 + 3) - 10z - (522 + 3) (522 + 3)
+ (522 + 3) (52% 4 3)- 102 - (522 + 3)
+ (522 + 3) (522 + 3) (522 + 3) - 102
y'=4(52% 4 3)%.10=x.
Wenden wir das im Beispiel durchgefithrte Verfahren auf die Funktion y =[u(x)]
an, so erhalten wir entsprechend
y'=[u(@Pt- (@) + [u(@)]*1 - @' (@) + -+« 4 [u(@) - o'(2)
oder, da diese Summe » Summanden enthilt,
y'=mn-[u@)]" ().

Was ergibt sich, wenn die Funktion u(2) = z ist ?

Avufgaben
1. Bilden Sie die erste und die zweite Ableitung der folgenden Produkte nach zwei Verfahren!
a) f@=@+1@-1 b) f(@)=(x—3) (x—4) e) [(z) = (a* +5) (a® — 2?)
d) f(2) = (2 +a) (22 + b) e) f(z) =a%(4z—3) f) f(2) =z (x—5) a2+ 3)
g) f@) =824 22 —4)(r—2) (22 —1) ) f(2) =(1—2)(1—2?) 23
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D 1@ =(%’_'m+z=)("_;’+m+z=) K) f(2) = @ —2)?

D f@) =@—22? m) f(z) = (2*—7)* B2+ 2)
2. Leiten Sie den Differentialquotienten von ¥ = a - f(z) mit der Produktregel ab!

8. Es ist zu untersuchen, an welchen Stellen die folgenden Funktionen Extremwerte und
Wendepunkte besitzen.

a) I(r)=%2<4x—7) b) ;(z)=(%—s) @—1 ) f@) =@z —3)3

26. Die Ableitung der Funktion einer Funktion (mittelbare Funktion)

In der Funktion y = (a#% - b)® kann man das Binom ausrechnen. Es besteht
aber auch die Moglichkeit, diese Funktion in anderer Weise zu betrachten. Die dritte
Potenz ist nicht unmittelbar von der unabhiingigen Verinderlichen z, sondern von
einer Funktion von z, nédmlich von az? + b, gebildet worden. Bezeichnen wir den
Ausdruck a2? 4 b mit 2, also z = ax?® + b, so ist y = 2®, das heilit, z ist eine Funk-
tion der Variablen x; die Variable y ist aber wiederum abhiingig von z und deshalb
eine Funktion einer Funktion von .

Man bezeichnet  in einem solchen Falle als mittelbare Funktion von z. Es ist
zweckmiBig, die Funktion z = az® + b die innere Funktion ¢ (z) und die Funk-
tion y = 2* die @iubere Funktion f(2) zu nennen. In der symbolischen Schreibweise
hat dann die Funktion einer Funktion die Form

y =flp@)].
Im folgenden werden zunéchst nur ganze rationale Funktionen als innere: Funktionen

verwendet. Es sind aber auch andere (algebraische und transzendente) Funktionen
als solche méglich. Das gleiche gilt auch fiir &uflere Funktionen. Es ist zum Beispiel

Yy = 'x[/ax’ +bx+c eine Wurzelfunktion der ganzen rationalen Funktion
ax? + bz + c;
y =log (52% +7) eine logarithmische Funktion der ganzen rationalen
Funktion 52% + T7;
y = etinz eine Exponentialfunktion der trigonometrischen Funk-
tion sinz;
y =lg[tg(3z + 5)] eine logarithmische Funktion der trigonometrischen
tg-Funktion, deren Argument die ganze rationale
Funktion 3z + 5 ist.
Zur Untersuchung der Eigenschaften solcher mittelbarer Funktionen ist es zweck-
miiBig, den Differentialquotienten heranzuziehen. Es soll zuniichst das Beispiel
y = (ax® + bz + ¢)?
betrachtet werden. Fithren wir fiir a2® + bx + ¢ eine neue Verénderliche z ein, so
sind
1. z2=ax?+bx +c, 2. y =iz
Wir erteilen der Variablen z den Zuwachs A x. Dabei wihlen wir 42 so, daB der sich
daraus ergebende Zuwachs Az verschieden von Null ist, um spiiter den Quotienten

Z‘—Zbilden zu konnen. (Da z = ax?® 4+ bz + ¢ eine Parabel darstellt, ist eine ent-
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sprechende Wahl von 4z méglich.) Das von z abhiingige y éndert sich damit urn
Ay. Es gilt dann

3. 2+ dz=a(x+ A2)2 + b(z + d2) + ¢, 4. y+ Ay = (z + 42)3.
Die Differenzenquotienten sind daher

4z _a(z+ Ar)2+b(z+ dz) +c—aa2—bzx—e¢

5 TE T =2az+a-dz+ b;
Ay (42 —28 .
6. —A—z_—m——-3zz+3z Az + (Az)2.

Aus beiden Differenzenquotienten wird der Differenzenquotient j—y durch Multiplika-
tion gewonnen: ®
4 dy 4 a4
7. TZ=TZ'253 —A—z=[3z’+3z~Az+(Az)z]-(2az+a-dz+b).
Durchléuft 4z eine Nullfolge, 4z — 0, so geht Az und damit auch Ay gegen 0.
Wird der Grenziibergang durchgefiihrt, so entstehen aus den Differenzenquotienten
Ay a4z .. . : % dy dz
T und Tz die Differentialquotienten s und Fre
Unter Verwendung des Satzes (3) iiber Grenzwerte (vgl. S. 13) ergibt sich
8 lm 2Y— lim [32+ 32-dz+ (2] Im (2az+ a- Az + b);
225047 4250 420
Ay _ o o =
9. d—x—3z (2az+0b).
Es zeigt sich, daf der gesuchte Differentialquotient das Produkt aus dem Differen-
tialquotienten 32% der #uBleren Funktion y = 23 und dem Differentialquotienten
(2az + b) der inneren Funktion z = ax® +bx + ¢ ist. Setzen wir fiir z den ur-
spriinglichen Wert wieder ein, so erhalten wir

3 _ 3@zt + ba+ o (2az+b).
Wir fithren die Herleitung des Differentialquotienten nunmehr fiir die beliebige

Funktion einer Funktion y = f[¢(x)] durch. Entsprechend dem obigen Beispiel gilt
nun fiir einen beliebigen Kurvenpunkt mit der Abszisse z:

1. z2=¢(), 2. y=1{(2)
und fiir einen Kurvenpunkt mit der Abszisse z + Az
3. z+dz=¢(x+ d2), 4. y+ dy = f(z + 42).

Bei den von uns betrachteten Funktionen ist Az fiir geniigend kleine Az-Werte nie-
mals gleich Null.
Die Differenzenquotienten sind dann

Az g+ 42) — (@) 6. Ay _ [+ 42 —f@)
Az~ Az 2 t Az Az *

Aus beiden Differenzenquotienten wird der Differenzenquotient % als Produkt end-
licher Gréflen gewonnen: -

g AV _ 4y 4o 4y _[e+ 49 —(6) ple 42— g@)

dz — 4z 4z’ Az Az Az
Auf der linken Seite dieser Gleichung steht der Differenzenquotient der zusammen-
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gesetzten Funktion (Funktion von einer Funktion). Auf der rechten Seite steht das
Produkt aus dem Differenzenquotienten der dufieren Funktion und dem Differenzen-
quotienten der inneren Funktion.

Beim Grenziibergang 4z — 0 muf} zwangsliufig auch 4z — 0 streben und damit
wiederum Ay — 0 gehen, so dafl entsteht

8. lim 4% — lim [et+ 49 =103 i, plet+ 45 —el oder
. 42047 420 4z 420 Az

o 4y _dfe) de@), d _di® de(

% =z v dz * et = g =g

Zusammenfassung: Der Differentialquotient der Funktion einer Funktion
= flg(x)] = f(2) ist gleich dem Produkt aus dem Differentialquotienten %

dy(z)
d

der #uBeren Funktion und dem Differentialquotienten der inneren Funktion:

Man bezeichnet diese Regel als Kettenregel.

Fiir mehr als zwei Funktionen, zum Beispiel y = f(2), 2 = @ (u), u = p (), also
_dy dz du
T 4z du'dz’
Es sei darauf hingewiesen, daf die in der Kettenregel auftretenden Faktoren die
Differentialquotienten der ineinandergeschachtelten Funktionen sind.

= f(p[y(x)]), gilt entsprechend g—z

Beispiele:
1. y = (522 4 3)%4 Wird der in der Klammer stehende Ausdruck mit z bezeichnet,
so ist

y==2* mit z2=5x*+ 3,
Yy _ .3 dz
E_42, d—x-—-IOx,
29 .89 42 4.

=iy =428-102.

Wird fiir z der Wert 522 4 3 wieder eingesetzt, so ergibt sich :——Z =4(522+ 3)®-10x.
Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem letzten Beispiel des Abschnittes 25!

2. y=3x—1) (0,6x%+ Tz — 4)3. Wir setzen
uw=3x—1 und v = (0,622 4+ Tz — 4)3;
dann ist «’ =3 und v =3(0,622+ T2z —4)2.(1,224+17)

(mit Anwendung der Kettenregel).
Aus der Produktregel ergibt sich
y'=(0,6a%+Te—4)%-3+4 Bx—1)-3(0,6224 Tz —4)%- (1,224 17)
=3(0,62% 4 T — 4)2(4,222 + 26,8z — 11).

3. y=[u(®)]" Aus y =2" mit z = u(x) folgt
d d ,
—d—g=n~z"—1, d—;=u(x).

Daraus ergibt sich :—: =n-2"1.0/(2) = n-[u(2)]"1 o (2).
Vergleichen Sie dieses Ergebnis mit der letzten Gleichung in Abschnitt 25!
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Aufgaben
1. Bestimmen Sie die erste und die zweite Ableitung der folgenden Funktionen!
a) f(z) = (T2*+5)* b) f(z) = (8 a2 —3) ¢) f(z) = (aa®4-b)3
d) f(z) = (@ —ba?)? e) f(@)=(B+422—2%° 1) f(x)=(aa®+bat+cx+dp
8) f(z) = (5224 8)2 (322 — 6)3 h) f(z) = (T2 — 3)2(§+6 3-41“

i) f(z) = (@an 4 b)" (c 2® 4 b z)m—4
2. Leiten Sie den Differentialquotienten von y = (z™)" mit der Kettenregel ab!

Anleitung: Setzen Sie zm =z

27. Die Ableitung der Wurzelfunktion

3
Um den Differentialquotienten der Funktion y = ]/2_9: zu bestimmen, potenzieren
wir beide Seiten der Funktion; wir erhalten y3 =2z. Jede Seite der Gleichung
fassen wir als Funktion auf; rechts steht eine lineare Funktion von z, links ist Y3
eine Funktion von y, also eine mittelbare Funktion von z. Differenzieren wir die
Funktionen auf jeder Seite der Gleichung, dann miissen die Differentialquotienten
3 3
il%z) =2 und %z%-j—i: 3 4%y’ (nach der

Kettenregel). Es ergibt sich also (unter der Voraussetzung, daB y = VE:—v =+ 0 ist):
1

3y2y'=2 oder y’=2-—3—yz, das heift y'=

ebenfalls gleich sein!). Es ist

3 (3]/27)’

. q—
Entsprechend bestimmen wir den Differentialquotienten der Funktion Y= ]/x Nach
dem Potenzieren erhalten wir 3¢ = z. Dabei ist 3¢ eine Funktion von y, das selbst
wieder eine Funktion von x ist. Durch Differentiation der beiden Seiten dieser Glei-
chung ergibt sich

’ , 1

q-y=l-y’ =1 oder y =Ty
das heifit i

T

7 1
Wird die Funktion y = VZ in der Form y =27 und ihr Differentialquotient in der
Form

= ] ey

xt =11
q

’

y=

Q| -

1
geschrieben, so erkennen wir, daf3 fiir die Ableitung der Funktion y = x7 dieselbe
Formel gilt wie fiir die Ableitung y” = n 2"~ der ganzen rationalen Funktion y=an

In gleicher Weise 1aBt sich der Differentialquotient der Funktion y = li/x_P oder
?

y = 27 bestimmen. Nach dem Potenzieren lautet die Abhingigkeit y? = a?. Die

1) Weisen Sie nach, daB bei gleichen Differentialquoti die Stammfunkti nicht gleich
zu sein brauchen!
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Differentiation auf beiden Seiten der Gleichung nach z ergibt unter Verwendung der
Kettenregel auf der linken Seite

=l . ;__part
q -y ly =p-aP~1 oder ¥ =S
-l e _2
das heiBt y'=§i. ’”; H=§z" 1-(r q),
(+4)
2_1
oder y’=§xq

Wir haben nunmehr bewiesen: Das Bildungsgesetz des Differentialquotienten fiir
die Funktion y = a» 4 G
y=n

gilt fiir ganze und gebrochene positive Exponenten n.

Beispiele:
4
1. 7 5
y= ot =o',
4 3 £,
S N R €9
7-27 .27

Begriinden Sie eingehend jeden Schritt dieses Rechnungsganges!

1 2 2

3 | ~3 5 B —
2. y=i/2r=(2x)3, y=3522 3.2, y=32 3.
Beachten Sie die Kettenregel! Dieses Ergebnis ist mit dem Ergebnis am Anfang dieses Ab-
schnitts zu vergleichen.

3. y=2z|3%z.

3
a) y=2)32*=2(32%?2,

1
Y =23(32Y 2922 =3)3z;

$
2

b) y =232,

1 ol V3=
Y=0@0%2+20-230 2=2]32+32 5> =3)3=.
Geben Sie an, nach welchen Differentiationsverfahren die Ergebnisse in a), b) und c) gewonnen
wurden!
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Aufgaben
1. Bilden Sie die erste und die zweite Ableitung der folgenden Funktionen!
= AT e
M@ = |z b) f(x) = |23 ¢) f(@) =|az?
— 'Z'__I (x) = i_ 1 z) = L
O f@ = |/7 M ek ) f@) T
cd

g) f2) = ) f(2)=V12—2* W f@) =6z

Ja a2

s e T ST o ——
k) f@=)@z+5" 1 fa)=)6s+4@2>—3 m)f@)=@Er—3|7s2—14

2. Einer Kugel mit dem Radius r soll der Zylinder einbeschrieben werden, der die gréBte Man-
telfliche besitzt. Es ist der Radius des Zylinders zu bestimmen.

8. Welche MaBe besitzt der Zylinder mit maximaler Oberfliche, der einer Kugel vom Radius
r =5 cm einbeschrieben wird ?

4. Zum Bau eines an den Stirnwinden offenen Schuppens sollen zwei senkrecht aufzustellende
Bretterwinde mit der Hohe a = 3,5 m durch zwei Wellbleche von der Breite b — 4,65 m ein
Satteldach erhalten. Die Bleche sollen aufien jeweils 15 cm iiberstehen. Welchen Abstand
miissen die senkrechten Winde haben, damit das F: gsvermogen des Schupp am
groBten wird ?

Anleitung: Es ist der groRte Querschnitt der Stirnwand zu berechnen.

6. Welche Gréfe muf die Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks mit gegebener Fliche F
annehmen, wenn der Umfang des Dreiecks am kleinsten werden soll ?

8. Einem Kreis mit dem Halb 7 ist ein gleichschenkliges Dreieck einbeschrieben. Be-
stimmen Sie die Lingen seiner Seiten, wenn der Umfang ein Maximum werden soll!

7. An zwei geraden Strafien, die sich unter einem Winkel von 60° schneiden, liegen die Orte
A4 30 km bzw. B 45 km von der Kreuzung entfernt. Von A fihrt ein Radfahrer mit der Ge-
schwindigkeit ; = 10 km h~* zur Kreuzung. Zur gleichen Zeit startet ein zweiter Radfahrer
von B, der die Geschwindigkeit », = 12 km h-! hat. Wann haben beide Radfahrer den
geringsten Abstand voneinander ?

28. Die Ableitung der reziproken Funktion

Zu der Funktion f(z) = 72* + 3 ist die Funktion g(x) = ﬁ die sogenannte
reziproke Funktion; zwischen beiden besteht also die Beziehung g () :/(—lz).

Um den Differentialquotienten der Funktion y =% zu bestimmen, bilden wir
zuniichst fiir zwei Nachbarpunkte der Kurve mit den Abszissen # + Az und z die

1 1 - 3
TEL A5 und ik Sie ist der Ordinatenzuwachs Ay:

1 1
T+ 42~ f@y
ay=LEICE 2D (ot d2) — fia
Der Differenzenquotient ist dann
4y _ @+ 43) —j(2) 1
Az Az f(z)-j(z + dz) *
Durchléuft 4z eine Nullfolge, 42 — 0, so wird der erste Quotient der rechten Seite

Differenz der Ordinaten

Ady=

1
N i@ Te T an
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zur Ableitung der Funktion f(2), und im Nenner des zweiten Quotienten tritt das
Quadrat der Funktion /‘(:c) auf:

e o D)
f(z)- [/(z)]‘ oder y' = T

Es zeigt sich, dal die Differentiation der reziproken Funktion -5 zuriickgefiihrt

worden ist auf die Differentiation der Funktion f(z). f@
Beispiele:
2

1. Y= 2x+3 . Aus f(z) = 2z + 3 folgt f'(x) = 2 und damit y'= RCrEETE
2. = ——(x — 5) folgt (x) = 3 und damit

1

, 3 __ s
Y __(1*5)2_ (I—b)’.
3

Bilden Sie die Ableitung der Funktion y — 2~ " unter Verwendung der Regel fiir die reziproke
Funktion, wenn f(z) = 2" gesetzt wird! Priifen Sie am Ergebnis, ob die Regel fiir die Ableitung
der Potenzfunktion y = 2™ auch fiir negative Exponenten n gilt!

Zusammenfassung: Die Ableitung der Funktion y = /(—z) ist
[’ (x)

Y= Ty
Das Bildungsgesetz fiir die Ableitung der Funktion y = a"

y =n-a"1

gilt fiir ganze und gebrochene, positive und negative Exponenten n.

29. Die Ableitung des Quotienten zweier Funktionen
u(@)
(-’C)

wenn  (z) nicht identisch Null ist. Schreiben wir diese Funktion als f(x) = u(z) - m
so konnen wir auf sie die Produktregel und dabei auBlerdem fiir den zweiten Faktor

die Regel fiir die reziproke Funktion anwenden. Besitzt u(x) die Ableitung u’(x) und
die Ableitung —

Sind die beiden Funktionen u(x) und () gegeben, so ist ihr Quotient f(z) =

so ergibt sich fiir

V( ) [v( )]" ’
, o'(z)
1@ = 55 0@ + 4@ (— )
_r@ 0@ u@-v@) | v@w@) —u@) @
T o) v(@) [v@P [o@]
Formen wir den Quotienten f(z) :% mit »(z) £ 0 um in f(z) - v(2) = u(x)

und wenden wir bei der Differentiation dieser Gleichung auf der linken Seite die
Produktregel an, so erhalten wir

P— o(2) - f(2) + (@) - ¥/ (@) = o (2).
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Daraus folgt o) = w(@) — f(z) - () o
v(2) ‘

o)

Ersetzen wir hierin f(z) durch 7

, 80 ergibt sich wieder

fla) = w'(2) - v (2) — u(2) - v'(2)

[v@)]?

Beispiele:
1 _z—5

3 y=—.
Wir setzen u(z) = — 5 und v(2) = x; die Differentialquotienten sind dann

w(x) =1, v'(z) = 1.
Damit ergibt sich
, _x-1—1(z—05) 5
y= N~ T EE =

Differenzieren Sie die Funktion y =1 — 5 auch mit den Regeln fiir die Potenzfunktion
oder die reziproke Funktion! €

222 —2248

2. ¥="2s71
u(x) =222 —22+ 3, v(r)=22+1,
w(z)=4zx—2, v(z) =2,
,_(Rz+1) (42 —2) —(21"—2:1:+3)~2_ 4(22+2—2)
s @zt 17 GRS
Zusammenfassung: Fiir die Differentiation des Quotienten zweier Funktionen, also
fir y =%, gilt unter der Voraussetzung, daB v (z) nicht identisch Null ist,
o w(z) v (2) — u(2)v'(2)
y [v@)]?
oder in einprégsamerer Form
, uv—uv
y=—g -

Man bezeichnet diese Regel als Quotientenregel.
Vergleichen Sie den Zahler dieser Form mit der Kurzform der Produktregel auf Seite 73!
2
Im Spezialfall kann u(z) = 1 und v(2) = 29 sein, so dafl
u(x) o il »

/(1‘)=m—-—1=1‘—7
l‘q

ist. Beweisen Sie erneut mit Hilfe der Quotientenregel, daB die Formel y’ = n . 271 fiir y=2"
auch fiir negative (ganze und gebrochene) Exponenten n gilt!

Aufgaben
1, Es ist die erste Ableitung der folgenden Funktionen zu bestimmen.

e b 1@ = oy o f@) =

1
(#*+5) (z —3)
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1 1
d) ’(I)=m e) f(@)=— Di@ =35
1 1 . 5
8 f@) =15 k), [(#)=8ese— 0 @)=
2. Es ist die erste Ableitung der folgenden Funktionen zu bestimmen.
z+1 _8x—d L 2*—38
8) f(#) =o— b) [(@) = — 4 f@)=g—
— 22 _zta _ 24z
d) f(a) = —Tl e),(r)#—az-f—b \]3/(1)—1—"+I,
_ z45 - r—7 5 _at—azt4d
8)/(1‘)—m h) /(x)_—_.z_sr_(_I‘ I)/(I)ﬁ—h_bz‘
3 — 73|83 6\2 At
W o= (375 D10 = (Y o) =
5—2224 428 24 — 23 Bzt 8
“)’(ﬂ—m 0) f(z) = BFa ) [(@)= V —9
24—
Vor—16 0 f@=2tVE §) flo) = —SE 2%
q) /(1)=m 1/,,_ 24Vl fa—1
8. Zwei neu errichtete Werke sollen aus einer geradlinig verlaufenden Hochspannungslei
mit Strom *versorgt werden. An welcher Stelle der Hochspannungsleitung miiflte die ge-
meinsame Transformatorenstation gebaut werden, wenn die S der beiden Leit

von der Transformatorenstation zu den Werken moglichst klein werden soll ?

Das Werk A hat von der Hochspannungsleitung den Abstand 5 km, das Werk B den
Abstand 2 km. Die FuBpunkte der von den Werken auf die Leitung gefillten Lote sind
voneinander 7,2 km entfernt. Es ist eine Skizze zu entwerfen.

4. Von einem Wasserwerk aus soll zu den Wirtschaftsgebiuden einer landwirtschaftlichen Pro-
duktionsgenossenschaft eine Wasserleitung gebaut werden. AuBlerdem soll ein abseits der
Hauptleitung gel Neb hoft der Produkti haft mit Wasser versorgt
werden. Das Gelinde ermdglicht ein geradliniges Verlegen der Leitungen.

Das Nebengehoft ist von der Hauptleitung 1,1 km entfernt; der FuBpunkt des vom
Nebengehoft auf die Hauptleitung gefillten Lotes hat vom Wirtschaftsgebiude die Ent-
fernung 0,6 km. Die Hauptleitung ist 5,5 km lang. Es ist eine Skizze zu entwerfen.

Da ein wesentlicher Teil der anfallenden Arbeiten in Gemeinschaftsarbeit durchgefithrt
wird, werden die Kosten fiir die Hauptleitung auf 28,— DM je Meter, fiir die entlastete
Hauptleitung (von der Abzweigung bis zu den Wirtschaftsgebiuden) auf 23.— DM je
Meter und fiir die Nebenleitung auf 13,— DM je Meter veranschlagt. Es ist zu berechnen,
an welcher Stelle der Hauptleitung die Abzwelgung vorgenommen werden miifite, wenn die
Kosten moglichst niedrig sein sollen.

V. Die gebrochene rationale Funktion

30. Null- und Unendlichkeitsstellen
Die allgemeine Form der gebrochenen rationalen Funktion ist (vgl. Abschnitt 2)

f(z) = g@) _ @+ a7+ a2 4 ... 4 amam
B(@) by F 0,2+ bg2Bf <+ by an ‘
Darin sind die Zéhlerfunktion g(z) und die Nennerfunktion %(x) ganze rationale
Funktionen.

6*
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Die Nullstellen und Unendlichkeitsstellen der gebrochenen rationalen Funktion f(z)
hingen von den Nullstellen und dem Verhalten im Unendlichen der Zéhler- und der
Nennerfunktion ab.

Beispiel:

Die Funktion f(z) = #_x:-w hat die Zihlerfunktion g(x) = 2 — 3 und die
Nennerfunktion & (z) = #® — 7a + 10. Die Zahlerfunktion g (x) wird Null fiir z, = 3.
An dieser Stelle hat die Nennerfunktion 4 (z) den Wert h(x;) = — 2. Die gegebene

Funktion f(z) hat demnach an der Stelle z; = 3 den Wert f(x;) = __12 =0,

Wir nennen x; = 3 eine Nullstelle der gebrochenen rationalen Funktion f(z).

Die Nennerfunktion 4 (x) hat an den Stellen #, = 2 und 2, = 5 den Wert Null. Die
Zihlerfunktion g () ist an diesen Stellen g(z,) = —1 beziehungsweise g(x,) — 2. Die
gegebene Funktion f(x) hat bei Annéherung an die Stellen z, = 2 beziehungsweise
23 = 5 demnach Werte, die iiber alle Grenzen wachsen.

Wir nennen z, = 2 und z; = 5 Unendlichkeitsstellen oder Pole der gebrochenen
rationalen Funktion f(z).

Zusammenfassung: Eine gebrochene rationale Funktion f(zx) :ﬁ hat an der

Stelle , eine Nullstelle, wenn g(z,) = 0 und k(x,) = 0 ist. Sie hat an der Stelle 2
gewil eine Unendlichkeitsstelle (Pol), wenn g(z;) +-0 und A(z;) = 0 ist. Ist an
einer Stelle x, sowohl g(z,) =0 als auch %(x,) = 0, so kann man zunéchst iiber
das Verhalten von f(z) keine Aussage treffen; es muB dann untersucht werden,
ob fiir f(z) an der Stelle z, ein Grenzwert existiert.

31. Verhalten im Unendlichen

Untersuchen wir das Verhalten der gebrochenen rationalen Funktion
f(z) =

fiir absolut sehr grofle Werte der Variablen x, so erkennen wir, daB3 der Absolut-
betrag der Zahlerfunktion g(x) fiir  — 4- oo iiber alle Grenzen wichst. Fiir die Nen-
nerfunktion £ () gilt das gleiche. Wir stellen daher fest, da3 der Wert der gegebenen
Funktion f(x) fiir absolut sehr groBe Abszissen z moch nicht angegeben werden
kann. Zu diesem Zwecke soll eine allgemeine Untersuchung durchgefiihrt werden.

a) Ist in der gebrochenen rationalen Funktion
_ Gt arfaat4-.oapam
) = s e, o b
die Zahlerfunktion von hoherem Grad als die Nennerfunktion, also m > n (unecht
gebrochene rationale Funktion), so dividieren wir Zihler und Nenner durch 2* und
erhalten

z—3
a?—72410

Ay +=0, b, &0,

& )

%_{_ T pr B i
Hay=— b, b, 2
bt b

Fiir # - + oo wiichst im Zihler mindestens das letzte Glied a2 und damit der
ganze Ziahler iiber alle Grenzen, withrend der Nenner den Grenzwert b, annimmt.
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Es ist daher

lim f(z) =4+ o, wobei das Vorzeichen von dem Vorzeichen des Bruches 22 5= ab-
400 hiingts i
lim f(x) = 4-oco, wobei das Vorzeichen nicht nur von dem Vorzeichen des
e Bruches %, sondern auch davon abhingt, ob (m — n) gerade
oder ungerade ist.

b) Ist m < n (echt gebrochene rationale Funktion), so dividieren wir Zéhler und
Nenner durch 2™ und erhalten

“o

xml+xm2+ ++om

fior=

xm—l + = s F-bnan
Fiir # — -+ oo nihert sich der Zihler dem endlichen Wert a,,, wihrend der Nenner
iiber alle Grenzen wichst. Uber das Vorzeichen des Nenners brauchen wir keine Aus-
sage zu machen. Es ist daher
lim f(x) =0.
Z—>400

¢) Ist » = m (unecht gebrochene rationale Funktion), so dividieren wir Ziahler und

Nenner durch 2" und erhalten

a,
= ;. +1n T +y¢—: +ertoa
x
RN R—

Fiir 2 — 4 oo néhert sich der Zihler dem endlichen Wert a,,, der Nenner dem end-
lichen Wert b,,. Es ist daher

hm @)=

z—>x00
Bei den Untersuchungen der Fiille b) bezxehungsweise c) ergibt sich, daB der Funk-
tionswert f(x) dem Wert 0 beziehungsweise dem Wert - zustrebt, wenn die Ver-

#nderliche z absolut sehr groBe Werte annimmt. In der graphischen Darstellung
nihert sich die Kurve im Falle b) immer mehr der x-Achse. Im Falle c) néhert sich

der Funktionswert dem Wert ba_" ,also die Kurve einer Parallelen zur z-Achse im
n
Abstand Z—". Geraden, die neben einer sich ins Unendliche erstreckenden Kurve

n
herlaufen und deren Abstand von der Kurve schlieflich kleiner als jede noch so
kleine Strecke wird, nennt man Asymptoten. Im Falle b) ist dies die 2-Achse, im

Falle ¢) die Parallele dazu im Abstand a—" .

Zusammenfassung: Zur Untersuchung einer gebrochenen rationalen Funktion auf
Unendlichkeitsstellen dividiert man Zahler und Nenner durch die hochste Potenz
von z, die sowohl im Zahler als auch im Nenner enthalten ist; dann fithrt man
den Grenziibergang  — -+ oo durch.
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Beispiele:
1. Wir untersuchen das Verhalten der Funktion

f(:c)=2:% fir z—>-4oco.

Da der Grad m = 3 der Zihlerfunktion grofer ist als der Grad n = 2 der Nenner-
funktion, dividieren wir Zahler und Nenner durch z2 und erhalten

s
fa) =—=2.
145
Es gilt
5
z+-ﬁ z+x—52
lim = + o0, lim 5 = — 0.
3—'>+001+z__7 z—»—ool+_ﬁ

Fiir absolut sehr grole z-Werte nimmt also die Funktion f(x) ebenfalls absolut sehr
grofle Werte an.
2. Wir untersuchen das Verhalten der Funktion
4—8x-+ 222 e
M=y P fir z—>-4oo.
Da der Grad des Zihlers kleiner ist als der Grad des Nenners, dividieren wir Zéihler
und Nenner durch 22 und erhalten

4
=t
fo) = 15—
R
Es gilt
4 3 4 3
lim z =t =0 lim i =0
z—»+ool_l+1_g;— : =—>—°°i—l+l—z_ ’
e B3z

Die Kurve néhert sich asymptotisch der z-Achse.

Uberlegen Sie, ob die Anniherung an die z-Achse durch positive oder negative Funktions-
werte erfolgt!

3. Wir untersuchen das Verhalten der Funktion

222 —5
f(z) = 21

fir z—>-4oo.

=
T dafl lim f(z) = 2 ist.

2400

Nach Division durch z? ergibt sich aus f(z) =

Loy
Die Kurve nihert sich der Geraden, die im Abstand 2 parallel zur z-Achse verliduft.
Diese Gerade ist die Asymptote.

Welche Aussagen lassen sich iiber die Annéherung der Kurve an die Asymptote machen ?
Untersuchen Sie nunmehr selbst das Beispiel zu Anfang dieses Abschnitts!
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32. Kurvenuntersuchungen

Die Kurvenuntersuchungen fiir gebrochene rationale Funktionen erfolgen in der
gleichen Weise wie fiir ganze rationale Funktionen, bei denen die Schnittpunkte der
Kurve mit den Koordinatenachsen, das Verhalten im Unendlichen, die Lage der aus-
gezeichneten Punkte und das allgemeine Verhalten der Kurve behandelt wurden (vgl.
Abschnitt 13). Hinzugefiigt werden noch die Betrachtungen iiber die Unendlich-
keitsstellen (Pole) der Funktion.

1. Beispiel: Y e
Wir untersuchen (vgl. Abb. 51) den Verlauf : 3
der Kurve der Funktion fix, - \ i

(x) 9 \
3 — 2 — 62 B
f(x):-l r2—1 i : \‘»’/

a) Schnittpunkte mit den Achsen 2

Der Schnittpunkt der Kurve mit der y-Achse 4
ergibt sich fir x =0. Wir erhalten y =0. “ |
Die Schnittpunkte der Kurve mit der z-Achse / }
ergeben  sich, wenn die Zahlerfunktion 2 |
g(x) = 2® — 22 — 6z gleich Null gesetzt wird. /i
Dabei muB3 die Nennerfunktion k(x) an den = g _,11 e
Nullstellen von g(z) verschieden von Null sein. /s

Aus der Gleichung 23 — 22 — 62 = 0 oder -2
z (22 — x — 6) = 0 folgt feniln

%, =0, 2 =13 und Ty = —2. // ind ,{';) ¥
Die Nennerfunktion %(z) ist an diesen Stellen e :: - fi
von Null verschieden. Die Nullstellen der Funk- i/ aL;_"T“ﬁ"
tion f(x) liegen also bei den Abszissen z; = 03 / S 1
z, =3 und 23 = —2. Lﬂx’-b’no.‘i} pLAEn

- e

b) Verhalten im Unendlichen R

Um das Verhalten im Unendlichen zu er-
mitteln, wenden wir die Ergebnisse des Ab-
schnittes 31 an. Da der Grad der Nennerfunktion
niedriger ist als der der Zihlerfunktion, miissen Zihler und Nenner durch die
hochste Potenz des Nenners, also durch z dividiert werden. Wir erhalten

Abb. 51

2 —7r—6
f(z) = ——
i z
Aus lim  Z==% _ oo folgt, daB die Kurve der Funktion fr absolut sehr
z—>4o0 1 _

z
groBe 2-Werte Funktionswerte annimmt, die {iber alle Grenzen wachsen.

¢) Lage der ausgezeichneten Punkte

Zur Berechnung der ausgezeichneten Punkte, das heift der Maxima, Minima und
Wendepunkte, benotigen wir die Ableitungen der gegebenen Funktion f(x). Unter
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Verwendung der Quotientenregel (vgl. Abschnitt 29) ergeben sich

2(2®—2224 24 3)

7 a e 2(2®—83224+32—17
I(z)=T_l)—i— sowie j(z)=w.

(z—1)

An den Abszissen der Extremwerte der Funktion f(z) muf} f'(x) gleich Null sein. Da
aber f’(x) wiederum eine gebrochene rationale Funktion ist, brauchen wir nur den
Zahler von {’(x) zu untersuchen und festzustellen, ob an dessen Nullstellen der Nen-
ner verschieden von Null ist. Es besteht daher die Aufgabe, die Gleichung

22— 2224+ 2+3=0

zu l6sen, was auf graphischem Wege geschehen kann.

Fiihren Sie dies als Ubungsaufgabe durch und priifen Sie, ob (z — 1) fir die erhaltenen
Werte von Null verschieden ist! .

Wir stellen die Wertetabelle der Funktion f'(z) auf und geben der Vollstédndigkeit
halber die von f(x) ebenfalls an. Die Werte fiir 2 = + 1 werden durch eine spitere
Betrachtung ermittelt.

oz = 8|= 5 |= 4 |=8 |=2 |=1 | O|+1+ 2|45 |+4 |+ 5

+ 6
Yy ||—12|— 98|— 78/—56|—33|—0,54-6 + 10 |+ 7,5(+ 8,7|4 10,4|+ 12,2
y |[+381]|+20 |+11,2|+45 0 |—2 0 — 8 0 |+8 |+17,5/4 28,8

Aus der Abbildung 51 ergibt sich, daB die Nullstelle fiir f'(2) in der Nahe von z — — 1
liegt. Aus der Tabelleliest man ab, daBeine Wurzel der Gleichung 23 — 222 - » +3=0
zwischen 0 und —1, und zwar sehr nahe bei —1 liegt. Ein Niherungswert ist daher
etwa — 0,9. Unterscheidet sich nun der wahre Wert um die kleine GroBe 6 vom
Néherungswert, so ist 2, = — 0,9 + 6. Es kommt nun darauf an, 6 zu bestimmen.

Es ist
(=09+0)*—2(—09+0)2+(—09+0) +3=0,
— 0,249 + 7,030 — 4,76% + 63 = 0.
Da § klein ist, kénnen die Glieder 62 und 63 vernachlissigt werden (vgl. Abschnitt 3).

Man erhilt dann
7,036 — 0,249 ~ 0,

0~ + 0,035.
Der verbesserte Wert von z, ist demnach

zy = — 0,9 + 0,035 = — 0,865.

Der zugehorige Ordinatenwert ist y, = — 2,03. Wird x, in f’(x) eingesetzt, so er-
gibt sich f”(z,) =1,93 > 0, das heiBt bei z, = — 0,865, Yy = — 2,03 liegt ein
Minimum.

Stellt man die Wertetabelle fiir y"" auf, so erkennt man, daB in der Nihe von
%, = 3 eine Nullstelle von f”(z) liegt. Ein besserer Wert ist z, = 2,82. An der Stelle
z; = 2,82, y; = —1,35 hat die Kurve einen Wendepunkt, da {”"(x;) verschieden
von Null ist.

Priifen Sie dies nach! Am Wendepunkt muf Y’ einen Extremwert haben; priifen Sie auch
dieses an der Kurve (vgl. Abb. 51) und an der Wertetabelle fiir ¥’ nach!
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d) Unendlichkeitsstellen ( Pole)

Zur Bestimmung der Unendlichkeitsstellen miissen die Abszissenwerte gesucht
werden, fiir die die Nennerfunktion A(z) =  — 1 den Wert Null hat und der Zahler
von Null verschieden ist. Aus 2z — 1 = 0 folgt zg = + 1.

Fiir diesen Wert hat der Zihler den Wert — 6. Die Unendlichkeitsstelle der Funk-
tion f(z) liegt demnach beim Abszissenwert -+ 1. Da es wertvoll ist, zu wissen, wie
die Funktion bei # —1 dem Unendlichen zustrebt, sollen zwei Grenzwertbetrach-
tungen vorgenommen werden. Um uns von links der Stelle # = 1 zu nihern, setzen
wir zunéchst fiir « die Zahl 1 — ¢ ein, § > 0, und lassen dann § — 0 streben. Es er-
gibt sich

1 — ) = (1—6)® —(1—0)2—6(1—29)
: (1—06)—1

— 8 2 =
=L§L566:62_25_5+%,

woraus folgt, daf

lim f(1 — &) = lim (62 — 2554+ %) — o0 ist.

8->0 550
Um uns von rechts der Stelle = 1 zu nihern, setzen wir zunéchst fiir « die Zahl
1 + d ein, § > 0, und lassen dann wiederum § — O streben. Es ergibt sich

(40P — (1402 —6(1+0) 4 28—550—6
fl+0) = T - = 5

=r+20-5-3.
woraus folgt, dafl
limf( +8) = 1im(é2 +286—5— %) = —io0 st
50 50
Wir erkennen, dafl bei der Annéherung von links an den Pol z; = + 1 die Funk-
tion f(x) sehr grofle positive Werte annimmt, wihrend sie bei der Annéherung von
rechts negativen Werten von sehr grolem Absolutbetrag zustrebt.

Aus unseren Grenzhetrachtungen ergibt sich also, daB die Funktion f () fiir & — 1
zwei verschiedenen Werten, niamlich + oo und — oo, zustrebt; der Funktionswert
an der Stelle z = 1 ist nicht angebbar. Wird die Kurve in Richtung wachsender
z-Werte durchlaufen, so wird sie bei # = 1 gewissermafien einen Sprung von 4+ oo
nach — oo machen; die Kurve kann also nicht in einem Zuge gezeichnet werden,
sie erleidet eine Unterbrechung. Die Funktion ist an der Stelle x = 1 nicht definiert;
demnach ist sie an dieser Stelle unstetig.

e) Anstieg, konkaves und konvexes Verhalten der Kurve

Aus der Wertetabelle fiir y” ist zu ersehen, daf3 der Anstieg der durch die Funktion
f(x) gegebenen Kurve im Intervall — oo < 2 < — 0,86 an jeder Stelle negativ ist,
im Intervall — 0,86 < 2z < -+ oo dagegen positiv. Im Intervall —co < z < + 1
ist sie, wie aus der Wertetabelle fiir y’” zu entnehmen ist, an jeder Stelle von unten
konvex; im Intervall 1 < x < 2,82 ist sie von unten konkav und im Intervall
2,82 << & < -+ oo wieder von unten konvex.

Beim Uberschreiten der Unstetigkeitsstelle 25 = 1 geht diese Funktion von kon-
vexem zu konkavem Verhalten iiber. An einer Unstetigkeitsstelle erfolgt hiufig der
Wechsel von konkavem zu konvexem Verhalten oder umgekehrt; dennoch kann
nicht gesagt werden, dal} an diesen Stellen ein Wendepunkt vorliege.
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Die Gerade x = 1ist (in Anlehnung an die Betrachtungen im Abschnitt 31) eben-
falls eine Asymptote.

2. Beispiel : i
Wir untersuchen (vgl. Abb. 52) die Funktion f(z) = ; : ;
a) Fiir z) =0 ergibt sich der Schnittpunkt der Kurve mit der y-Achse bei y, =% 3

Die Schnittpunkte der Kurve mit der z-Achse ergeben sich aus der Gleichung
2?2 —1=0als 2, = —1 und 2, = 4 1; da fiir diese Werte die Nennerfunktion
h(x) = 0 ist, liegen die Nullstellen der Funktion f(z) also bei —1 und + 1.

b) Um das Verhalten im Unendlichen zu ermitteln, werden Zéahler und Nenner der
Funktion durch 22 dividiert. Wir erhalten

1
G ——
_rz
< f(2) =
: E
i 4 Aus der Grenzbetrachtung
r 1
3 1y
2 lim =1
T—>+co0 ] i
H——— =
=) T S Y P 2‘. LT BE T folgt, daf si?h die Kurve der Funk-
= | tion f(z) fir absolut sehr groBe
. L - |x=2 Werte dem Wert 1 nihert. Die
- 3 ! Gerade y = 1 ist also eine Asym-
| j ptote der Kurve.
-4 { . —6x
s e ; ; ¢) Aus y = T und
L, - 1824 24 5 .
ol ] t
onse Eip ergibt sich, daf

bei 23 =z, =0 und y:,:yo:%
die Kurve ein Maximum besitzt. Wendepunkte sind nicht vorhanden, da
1822 + 24 = 0 keine reellen Losungen hat. -

d) Die Abszissen der Unendlichkeitsstellen gewinnen wir aus der Gleichung
2?2 — 4 =Oals ¢, = — 2und 2; = -+ 2. Das Kurvenbild (vgl. Abb. 52) zeigt — wie
durch eine Wertetabelle nachgepriift werden kann —, daf die Kurve der Funktion
f(x) bei — 2 und + 2 Unstetigkeitsstellen besitzt. Die Asymptoten haben die Glei-
chungen # = — 2 und x = + 2. Die Kurve besitzt also drei Asymptoten.

e) Fir — oo < 2 < — 2 hat der erste Differentialquotient y’stets positive Werte,
der zweite Differentialquotient ”” (beachten Sie besonders den Nenner !) ebenfalls stets
positive; der Anstieg der Kurve ist also stets positiv, die Kurve ist von unten konvex.

Fir —2 <2< 0ist ¥ >0 und y” <O (der Nenner von y” ist negativ);
der Anstieg der Kurve ist positiv, die Kurve ist von unten konkav.

Fir 0 < 2 < 4 2ist ¥ < 0 und " < 0; der Anstieg der Kurve ist negativ, die
Kurve ist von unten konkav.

Fir +2 < 2 < + oo ist ¥ < 0 und y” > 0; der Anstieg der Kurve ist negativ,
die Kurve ist von unten konvex.
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33. Extremwertaufgaben

Einer Halbkugel mit dem Radius r (Léngeneinheiten) werden Kegel so umbe-
schrieben, daB deren Grundflichen in der Ebene der Grundfliche der Halbkugel
liegen. Es sollen die Mafe des Kegels gefunden werden, der den kleinsten Raum-
inhalt hat.

Die Abbildung 53 zeigt einen Achsenschnitt durch Halbkugel und Kegel. Bei
Rotation um S M entsteht aus dem Dreieck A S B der gesuchte Kegel und aus dem
Halbkreis die gegebene Halbkugel mit dem Radius 7. Die Mantellinien des Kegels
beriihren die Halbkugel in einem Kreis durch 7' parallel zur Grundfléche. Als unab-
hingige Verénderliche x (Lingeneinheiten) soll die Hohe des Kegels eingefiihrt werden,
withrend der Grundkreisradius des Kegels zunéchst mit y bezeichnet wird. Damit
ergibt sich das Volumen des Kegels zu

_1 2.
V—.gny 2

Da bei Veriinderung von z auch y sich abhingig
andert, muB} eine Beziehung zwischen ihnen be-
stehen. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke S 7'M
und SM B (2 gleiche Winkel) folgt

TM:SM=MB:SB
T = y:}/m,
Py =2 (a4 9,

it
e

y=

Fiir z < r wird der Nenner negativ oder Null und auch die geometrische Fragestellung
sinnlos; deshalb betrachten wir die aufzustellende Funktion nur fir x > r. Wird
der Ausdruck fiir 2 in die Volumengleichung ei tzt, so erhalten wir V als
Funktion von' z allein:

g
8
o

V= %n r2

Uberlegen Sie, warum es einfacher ist, in der Volumenformel y* durch z als z durch y* zu
ersetzen!

Das Volumen ist von der Hohe  abhéingig, und da diese Variable nur in dem Bruch

auftritt, geniigt es, die Funktion f(z) = auf ihre Extrema zu untersuchen.

s p—)
Wir bilden deshalb die erste und die zweite Ableitung von f():

28 — 37223 21223 4614z
f@ =G 1"O=—m—mp—

Die Abszissen der Extremwerte miissen Nullstellen der Funktion f'() sein. Da diese
eine gebrochene rationale Funktion ist, geniigt es nach Abschnitt 30 zunichst, die
Zihlerfunktion x4 — 37222 gleich Null zu setzen.

Aus 22(22—3r%) =0 folgt 2150 =0,
Zy;4 = + TV:—L
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Da z,, z, und z, Kleiner als 7 sind, bleibt als mogliche Lésung nur 2, = rV.Tf. Fiir
diesen Wert ist die Nennerfunktion verschieden von Null.

Wegen e Sris+arls r“]/ss-f;ae il L % V§> 0
ergibt sich fiir , ein Minimum des Volumens.

Der Inhalt des gesuchten kleinsten Kegels betrigt V= ; el V:)T (Volumeneinheiten).
Sein Grundkreisradius ist% VE (Lingeneinheiten).

Um die Form des Kegels zu erkennen, konstruieren wir seine Hohe. Sie ist die
Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite 27. Schligt man um C mit 27 als
Radius den Kreis, so schneidet er die Senkrechte MS in Sy (vgl. Abb. 53).

Dann ist Sg die gesuchte Hohe x,. Die von Sg an den Kreis gelegten Tangenten
ergeben mit der Grundlinie des Dreiecks den Achsenschnitt des kleinsten Kegels.

Aufgaben
/l./"' i Sie die Nullstellen der folgenden Funktionen!
l1—2 22— 4243 23— 4z —21
8) y="—p3 b e o) y="pe—
_r+7 _(4z—11) (52 —8) _62+2 42—7
Dy=c A= @r+8@—9 Dy=rr e
_38z(1+422 16z —38 1
By=—p—4 A “92—3 BzLs
2. Besti Sie die Unendlichkei llen der unter 1. angefithrten Funktionen!

,8/- Es sind die Null- und Unendlichkeitsstellen der folgenden Funktionen zu bestimmen.

_ _(Bx—2) (8x+4) _a—dz 4 _ 324212430
Y=o ) Ba—9) Wiy=="—= LR e sy
1 2+ 43418 16z — 4 3
d) y=r—07 e) y=——7"—— )y= v
(x — 3)2 7 2 18z —9
4, Esist zu hen, wie sich die folgendenFunktionen fiir # — + oo und z - — co verhalten.
1 22 —5
8)?/:? b)y=$g_s c)!lzx,,__;a
5 — 23 22 —3 z+8) (t —6) (z — 5
Dp=g= Tr==5 S T
3— 28 _2* 43822492427 _ 245
8 y=7—7 h)y_z‘3+215+4:c+8 Dy=sm—

5. Bilden Sie gebrochene rationale Funktionen, die an den vorgegebenen Stellen a, b, ¢ Nullstellen
und an den Stellen «, B, y Pole haben! Zeichnen Sie die Kurven dieser Funktionen!

a) a=-+414 a=-+1 =—1

b) a=—2 b=+42 a=—1

c) a=0 b=—3 c=-+42 a=—2 B=+1
4 a=0 b=—25 a=+41 B=+2 y=-+3
e) a=+43 b=—3 e=-42 B=—1

f) a=+41 b=+44 a=—2 B=—38 y=+6
g) a=+1 b=-+41 c=+1 a=—1 B=—1
h) a=—2 b=—2 a=12 B=+2 y=-+2

Stellen Sie selbst weitere Aufgaben!
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6. Die folgenden Funktionen sind auf Extremwerte zu untersuchen.

2?4z 44 b)y z—86

y—Z3 “Z@tz—6

7. Untersuchen Sie, ob die Ableitung der Funktion y = % den Wert Null annehmen kann!
Welche Aussage 1aBt sich iiber Extremwerte machen ?

8. Es ist der Kurvenverlauf der folgenden Funktionen zu untersuchen.
2248 e + 3 2 —5246

a) f(z) = Z—_55+6 b) f(2) = e) f(z) = F—1izF30
2% — 27 at—1
) /(-’0)=I’+'—, ) f@=mrsr—3s—6 V /(ljzm
(z—2) (#+3) L (@+3)* f __ =
Ri@=—"F1— b 1@ =G5 i) l(-ri———]“_wl
9. Das Onwmsche Gesetz lautet J = E Es ist die Stromstirke J als Funktion des Wider-

R
standes R fiir die feste Spannung U= 10 Volt graphisch darzustellen. Auch das Bild der
Ableitung ist zu bestimmen und der Zusammenhang der beiden Funktionen zu untersuchen.

n Einem Halbkreis mit dem Radius r ist ein Trapez so einzubeschreiben, daB eine der paralle-
len Seiten der Durchmesser des Halbkreises ist. Berechnen Sie die Linge der anderen parallelen
Seite, wenn der Umfang des Trapezes ein Maximum ist!

VI. Transzendente Funktionen

3%. Die trigonometrischen Funktionen und ihre Ableitungen

Im Lehrbuch der Mathematik fiir das 10. Schuljahr (Abschnitt 7, S. 49) wurde
auf die Bedeutung des Bogenmafes der Winkel hingewiesen. In der folgenden Unter-
suchung der trigonometrischen Funktionen sollen die Winkel grundsétzlich im Bogen-
maf} gemessen werden. Wihrend diese Funktionen bisher vornehmlich fiir trigono-
metrische Rechnungen verwendet wurden, sollen sie jetzt mit Hilfe der Differential-
rechnung untersucht werden.

a) Ableitung der Funktion f(x) = sinz

f(x+ da)
P

Der Differenzenquotient = =16 hat, wenn f(x) =sinz ist, den Wert

Ay sm(a:+A:c)—:ma:
4z = Az

Der Zihler dieses Bruches wird umgeformt. Dann ist
Ay Zcos(z+—) sin—
4z = Az

(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 10. Schuljahr, S. 93).
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Dividiert man Zahler und Nenner durch 2, so ergibt sich

. Az
SlﬂT
Az
Z

A4y Az
E”‘c"s(”"'T

Durchléuft 4z eine Nullfolge (4 —0),so strebt auch % — 0, und es geht der Diffe-
renzenquotient in den Differentialquotienten iiber; wir erhalten
sin —

Az
z _" 2

3—= ]zm cos(x+—) lim

Der erste Grenzwert strebt dem Wert cos z zu, withrend der zweite Grenzwert nach
den Untersuchungen im Abschnitt 3 den Wert 1 hat. Daraus folgt
dy _ dsinx _ -
dr ~ dw 08
b) Ableitung der Funktion f(x) = cosx
Zwischen der sin-Funktion und der cos-Funktion bestehen fiir jedes Argument z
die Beziehungen
cosx = sin(x + ;) und cos (z + %) = —sinz.
Wiederholen Sie den Abschnitt 5¢) im Lehrbuch der Mathematik, 10. Schuljahr, S. 33!

Differenzieren wir die erste Gleichung und beachten, daB die rechte Seite eine Funk-
tion einer Funktion ist (vgl. Abschnitt 26), so erhalten wir

dcosz dr. T n
P =H[Sm(x+i) =cos(x+5)-l
Unter Benutzung der Gleichung cos (:c + ;) = — sinz ergibt sich
dcosx .
dx = —slng.

¢) Ableitung der Funktionen f(x) = tga und f(zx) = ctga
Im Lehrbuch der Mathematik fiir das 10. Schuljahr, S.15 wurde festgestellt, daf3
sinz

tgx = P ctgx =

COS T
sinz

und tgz-ctgwr =1

ist. Wird die erste Gleichung nach der Quotientenregel (vgl. Abschnitt 29) differenziert,
so entsteht
dtgz Co8Z - cos:c—sma:(—sma:)

“dz cos®z
Wegen der Beziehung cos®z + sin%z = 1 ergibt sich

dtge 1
dx ~ cos’z”’
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cos?z -} sin?z
cos®z

Wird dagegen in der Zihler durch den Nenner dividiert, so folgt

'“gx—l+tgz

(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 10. Schuljahr, 8. 17).

Differenzieren wir beide Seiten der Gleichung tgx - ctgz =1 (links nach der Produkt-
regel), so entsteht

dctgz detge ctgx = 1
cos*z “elg L itga =0, dx ~  coslz-tgz sinfe’
Es ist zu untersuchen, ob die Division durch cos®z fiir jeden Wert von z moglich ist. Be-
weisen Sie, daf§ detgz
—= = 2
FEy (1+ ctg?z)
ist!

Zusammenfassung: Die Differentialquotienten der trigonometrischen Funktionen
enthalten wieder trigonometrische Funktionen.
Beispiele:
1. f(x) =sin3z.
Die Ableitung dieser Funktion soll auf zwei Wegen gewonnen werden.
a) Wird fiir f(x) =sinz-sinz - sinz die Produktregel angewendet, so finden wir
f'(x) =cosz-sinx -sinx + sinx - cosx - sinx 4 sinx - sinz - cos
= 3sin%x - cosz.

b) Bei der-Anwendung der Kettenregel ergibt sich, indem man z = sinz setzt, un-
mittelbar , N
f () = 3sin®x - cos .

Priifen Sie, welche der beiden Herleitungen schneller zum Ziele fiihrt!
2. f(x) =3sine—2tgdx

f(x) = 3cosz—w—sf—-4 = 3cosx

=
4z T costdz”
3. f(x) = |/ctgbx

) 1 ( 1 ) - b'l/ctgba: L chtgb:c b-]/cv.gbz
f(x)_z.VCLEbz sin®bz 2ctgbz-sin®bz  2sinbz-cosbr | sin2bz
Aufgaben

1. Bilden Sie die erste und die zweite Ableitung der folgenden Funktionen!
a) f(z) =2sinz — 3cosz b) f(z) =tgx —2cosz e) f[(x)=22-sin 8z
d) f(z) =ctgba e) f(z) =3tg(z+ 1) 1) [(z)=acos%
g) f(z) =sin*z h) f(z) =sinz? i) f(x) = T
k) f(z) = 8 cosa® 1 I(a:)=2tg£2- g m) f(z) = cosz-ctg z
n) fo) = o) f) = ta*z + Btg P i@ =t

54 2cosz ctgz — tgz
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q) f(x) =z -cosz 1) f(z) = ﬁ%’ 8) J(2) = smz:ou
P P T R in? 2 2 €

0 (@) = VTmE T Tonts W) (o) = SEH Sy ) _ HOTL o0

W) f(z) = cosizr —3sin*2z +sinte  x) f(z) ==-tga ¥) f(2) =sin2zcos 3z

2. Es sind die ersten acht Ableitungen von f(z) = sinz zu bilden.

8. Es sind die siebente und die zehnte Ableitung von f(z) = cos z zu bilden.

4. Differenzieren Sie beide Seiten der Gleichung sin2z = 2sinzcosz und deuten Sie das Er-
gebnis (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 10. Schuljahr, S. 56)!

5. Differenzieren Sie beide Seiten der Gleichung cos2x = cos?z —sin? 2 und deuten Sie das
Ergebnis (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 10. Schuljahr, S. 56)!

6. Beide Seiten der Gleichung sin(x + f) = sinx cosf§ + cos« sinfsind nach « (vgl. Lehrbuch
der Mathematik, 10. Schuljahr, 8. 57) zu differenzieren.

n

7. Ersetzen Sie in der Gleichung von Aufgabe 6 den Winkel « durchdenWinkel 2 a,stellen Sie

die neue Gleichung auf und diffe i Sie beide Seiten nach « (vgl. Lehrbuch der Mathe-
matik, 10. Schuljahr, S.57)!

35. Kury hungen der trig trischen Funktionen

i o . a) Untersuchung der Funktion sina

Um die Eigenschaften der Funktion
f(x) =sinz zu untersuchen, bilden wir
die erste Ableitung y’ = cosz und die
zweite Ableitung %’ = —sinz. Wir
stellen alle drei Funktionen in Abbil-
dung 54 graphisch dar.

Die Sinusfunktion hat unendlich viele
Nullstellen bei z =nz, wobei n=0;
+1; 42; ... ist. Sie besitzt keine
Unendlichkeitsstellen und ist stetig.

Die Nullstellen der ersten Ableitung

7 T y’ = cosz liegen (wegen der Periodizi-
//ff"lx)=-,,',,, i N tiit) bei

x=%+n~2n und E=37”—|-n-27t
m=0; £1; +2;...).

Durch Einsetzen dieser Werte in die zweite Ableitung, y”” = — sinz, erkennen wir,
daf} f(x) =sinz

Abb. 54

4

bei zy =g+n: 27 Maxima besitzt, da y” < 0 ist,
bei T = 3?”-1- n - 2 Minima besitzt, da y” > 0ist, (m=0; +£1; +2;...).

Die Wendepunkte der Funktion f(x) = sinx liegen an den Nullstellen der Funktion
y”’= —sinz, also an den Nullstellen der Funktion f(x). Fiir alle ¥ = nz mit
n=0; 4-1; +2;... nimmt die Funktion f(2) = sinz den Wert Null an, wihrend .
ihre dritte Ableitung f”'(2) = —cosz fiir alle diese Werte von Null verschieden
ist. An den Stellen z = 7 hat demnach die Funktion f (z) = sinz ‘Wendepunkte.
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Erliutern Sie die Lage der Nullstellen und
ausgezeichneten Punkte an der Abbildung 54!
Fithren Sie die gleiche Kurvenuntersuchung fiir
f(z) = cosz durch und stellen Sie die verwen-
deten Funktionen graphisch dar.

b) Untersuchung der Funktion tgx

Die Untersuchung der Eigenschaften der
Funktion f(x) = tgx verlangt die Bildung
der ersten Ableitung

s 1
Y = o5z’

der zweiten Ableitung

,,_2sinx 2tgz

cos®z  cos*z

und der dritten Ableitung

ym —o9. 1+ Sztgzz - 2.1+2:in2z
cos costa
3 — 2cos®x

costy

Die Abbildung 55 enthilt die Darstellung
der Funktionen f(x), f'(z) und f”(2), die
unter Verwendung der folgenden Werte- Abb, 55
tabelle gezeichnet worden sind:

ol & [ 2z | 3w 4= | Bx 0 | T8 B0 ) J0w Ly

T |||z | ||| 1 || 12|12
cosz || 1] 007 | 087|071 | 050] 028| 0 |—026 —0,50—0,71|-0,87|—0,97
oz [ 1| 107 | 132 | 200 | 4001480 14,80 4,000 200 1,32 1,07
2tgz | 0| 054 | 1,06 | 2,00 | 346 | 7,46 _7,46| — 3,46|— 2,00|— 1,16|]— 0,54
2tz Jg | 0,58 | 1,53 | 4,00 13,80 | 110 — 110 |— 13,80|— 4,00| — 1,53 — 0,58

Die tg-Funktion hat unendlich viele Nullstellen, und zwar bei
- —=nw mit n=0; +1; £2;...
Sie besitzt unendlich viele Pole bei x =7§' + nw mit n=0; +1; 4-2;... Fir
alle anderen Werte von x ist sie stetig.
Die erste Ableitung 00—812; besitzt keine Nullstellen, weil der Zihler nicht null und

der Nenner nicht unendlich werden kann; deshalb hat die tg-Funktion keine Extrem-
werte. Die Wendepunkte der Funktion f(2) = tg « liegen an den Nullstellen der Funk-

2 , also an den Nullstellen der tg-Funktion, da der Nenner nicht unendlich

-
tion —
cos T

7 [00914]
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werden kann; das heif3t
Ty =nx mit n=0; 4-1; 4-2;...
An allen diesen Stellen ist f/(xy) > 0.

Erliutern Sie die Lage der Nullstellen und Wend kte an der Abbildung 55! Fiihren Sie die
gleiche Kurv h mit Aufstellung einer Wertetabelle und Zeichnung fiir f(z) = ctgz
durch!

36. An dung auf Kreish

Ein Massenpunkt P bewege sich gleichférmig im positiven Drehsinn auf einem
Kreis, durch dessen Mittelpunkt 2/ die Koordinatenachsen gelegt sind (vgl. Abb. 56).
Zur Zeit t = 0 befindet sich Pin P,. Der Radius MP, =7 drehe sich in der Zeit t

b |

um den Winkel . Man nennt o = %” die Winkel-
geschwindigkeit. In der Zeit ¢ iiberstreicht dann der

Y
P Radius den Winkel ¢ = «¢. Wird der Punkt P auf die
\ beiden Koordinatenachsen projiziert, so entstehen die
%a FuBpunkte @ und R. Beim Umlauf des Punktes P fiih-

B X ren die Punkte @ und R eine Hin- und Herbewegung
aus. Sie besitzen vom Ursprung die Entfernungen

MQ ==z und MR = y;
Abb. 56 xr =rcoswt, y =rsinwt.
Aus diesen Wegen der Punkte Q und R kénnen wir, wie bereits in Abschnitt 16

ausgefiihrt wurde, durch Differentiation nach der Zeit ¢ ihre Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen berechnen, nimlich

__dz . _dy
Yy =4 = —rosinot, vy =4 =rocosawt,
dz2
b,=d—:=-—ra)zcoswt =—w?z,
d? .
b,=d—g =—ro’sinnt = —w?y.

Eine derartige geradlinige Bewegung, wie sie die Punkte @ und R ausfithren, bei der
die Beschleunigung proportional zur Entfernung von der Mittellage ist, nennt man
harmonische Bewegung. Da nach dem Newtonschen Grundgesetz der Mechanik
K = mb die Kraft proportional der Beschleunigung ist, muB bei der harmonischen
Bewegung die Kraft der jeweiligen Entfernung des schwingenden Punktes von der
Mittellage proportional sein.

Die Krifte K, = — mw?2z und K, = —mw?y haben die entgegengesetzten Rich-
tungen wie die jeweiligen Entfernungen x und y aus der Mittellage, nach der sie
immer hinweisen. Dies kommt auch durch das auftretende Minuszeichen zum Aus-
druck; die Krifte heiflen deshalb auch riicktreibende Krifte.

Diese Schwingungen sind fiir die verschiedensten Zweige der Physik und Technik
wichtig; sie treten zum Beispiel auf bei den Schwingungen einer Feder, bei Schwin-
gungen, die zu Wellenbewegungen fithren, und bei elektrischen Schwingungen.

Berechnen Sie als Ubung die Zentripetalbeschleunigung b des gleichférmig auf dem Kreise
sich bewegenden Massenpunktes P aus den Komponenten b, und b,!
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Aufgaben

1. Untersuchen Sie die Eigenschaften der Funktion f(2) = cos z und stellen Sie die Kurve der
Funktion mit ihren ersten beiden Ableitungen graphisch dar!

2. U hen Sie die Eij haften der Funktion f(2) = ctga und stellen Sie die Kurve der
Funktion mit ihren ersten beiden Ableitungen graphisch dar!

8. Die Eigenschaften der folgenden Funktionen sind festzustellen.

a) f(z) = cos®z b) f(z) = sin®z
¢) f(x) =sin z cosz d) f(z) =1+sin22

4. Bestimmen Sie den Kurvenverlauf der Funktion f(z) = sin  --sin 2o durch Aufstellen
der Wertetabelle fiir die Funktion und ihre Ableitungen! Untersuchen Sie die Eigenschaf-
ten der Funktion!

5. Bestimmen Sie den Kurvenverlauf der Funktion f(z) = sinz - sin 2z durch Addition der
Funkti erte der Funkti @(x) =sinz und 9 (2) =sin 22! Fiihren Sie das gleiche bei
den Ableitungen durch und untersuchen Sie die Eigenschaften der Funktion!

6. Es sind die folgenden Funktionen wie in den Aufgaben 4 und 5 zu untersuchen.

R S ain P i - ]
a) l(z):sm;-}—sm; b) f(z) =sin2x gsing ¢) f(x) =cos2x 2 sinz
d) f(x) =cos2x+ %sin 2z e) f(@) =sin2x 4 2sinz 1) f(2) = z +sinz
2xt
7
t die Zeit und 7' die Schwingungsdauer ist. Es ist zu bestimmen, wann die Entfernungen aus
der Ruhelage, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung Extremwerte annehmen.

7. Eine freie elastische Schwingung wird durch die Gleichung y = a sin beschrieben, wobei

37. Extremwertaufgaben
1. Beispiel:

Zwischen dem Kurs eines Segelbootes und der Windrichtung liege der Winkel a.
Welchen Winkel miissen die Segel zur Fahrtrichtung erhalten, damit die Windkraft
am besten ausgenutzt wird ?

Aus der Abbildung 57 ist ersichtlich, da} das Segel mit der Fahrtrichtung den
Winkel z bildet, der so gewiihlt werden soll, daf}
die Antriebskraft 7 in der Kursrichtung ein R,
Maximum wird. Von der Windkraft W wirkt
nur die zum Segel senkrechte Komponente, die
Druckkraft D. Von dieser wieder ist nur die Kom- ==

Segel

ponente 7' wirksam, die in der Fahrtrichtung 80°-e+x)C S~Hurs
liegt. P~ ~
Bezeichnet W die GréBe der Windkraft, dann ~Windrichtung 180°- (e )

ist die Druckkraft
D = Wsin[180° — (« + 2)] = Wsin(x + ).
Der Winkel zwischen Antriebskraft 7' und Druckkraft D betrigt 90° — z. Deshalb
ist die Antriebskraft 7'
T = D cos(90° — x) = Wsin(a + ) sina.
Will man das Maximum von 7' bestimmen, so ist es hinreichend, daf} man die Funk-

tion f(x) = sin (¢ + @) - sinz auf ihr Maximum untersucht. Zu diesem Zwecke bilden
wir die erste und die zweite Ableitung von f(z):

f'(x) = sin(ax + ) - cosx + cos(x 4 ) - sinz = sin(a 4 22)

Abb. 57

7*
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(vgl. Lehrbuch der Mathematik, 10. Schuljahr, S. 55),
f’(x) =2 cos(ax + 22).
Da die notwendige Bedingung fiir einen Extremwert f'(x) = 0 ist, ergibt sich
’ sin(a + 22) =0,
woraus folgt
a+22 =0 und «-4 22, = 180°;
man erhilt By = -—%; zy = 90° —%.

Zur Entscheidungv dariiber, ob z; und =z, Extrema ergeben, priifen wir f”(z;; 5):

f'(2) =2ecos(e —a) =2 > 0, das heiBt fiir z; = —% ergibt sich ein Minimumj;
f"(x;) =2 cos (& 4+ 180° —a) = — 2 < 0, das heiBt fiir z, = 90° —; ergibt sich ein
Maximum.

Damit hat auch die Antriebskraft 7' fiir z, = 90° — —;—ihr Maximum. Dieser Fall
tritt ein, wenn das Segel auf der Winkelhalbierenden zwischen Kurs- und Wind-
richtung senkrecht steht.

Diese Losung kann auf die Praxis nur angenéhert angewendet werden, da beriick-
sichtigt werden muB, daB das Segel nicht starr ist.

2. Beispiel:
Mitten tiber einem kreisférmigen Arbeitstisch von 1 m Durchmesser ist eine Lampe

zu befestigen. In welcher Hohe muf} sie angebracht werden, damit die Beleuchtung
eines Arbeitsplatzes am Rande des Tisches am stirksten ist ?

beleuchtete Fliche v, Lichtquelle
N

< U

/<!~I. \\

/ [

(;\/900_ : l
R

|
\\7 LlJ
0.

1m'

o

Abb. 58 Abb. 59

Die Beleuchtungsstirke B einer beleuchteten Fliche (vgl. Abb. 58) wird berechnet
als B =r£, - cosg (Lux), wobei L, gemessen in NK, die Lichtstirke, r in m die Ent-
fernung zwischen Lichtquelle und beleuchteter Fliche und (90° — @) der Winkel
zwischen Lichtstrahlrichtung und beleuchteter Fliache ist.

Eine durch einen Randpunkt R des Arbeitstisches (vgl. Abb. 59) senkrecht zur
Lichtrichtung geneigte Fliche wiirde voll beleuchtet werden. Da jedoch die Arbeits-
flache mit dieser senkrechten Ebene den Winkel ¢ einschlieft, der die gleiche GroBe
hat wie der Winkel zwischen der Vertikalen und der Strahlenrichtung, so kann an
dem Rand des Tisches nur ein Teil des Lichtes wirken. Als unabhéngige Verdnder-

liche wird der Winkel ¢ eingefiihrt. Dann ist r = % (m).
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Die Beleuchtungsstirke ist B = cosg (Lux). Zur Bestlmmung des Ex-

trems von B reicht es aus, das Extrem von f(¢) = sin®g@ cos¢ zu ermitteln.

Lsin? Lsin®g
5

Wir bilden f (@) = 2sing cos?p — sin3p
und f”(p) = 2 cos®p — Tsin2p cosp.
Aus f(p) = 0 ergibt sich sing (2 cos?p — sin?¢@) = 0 mit den Losungen sing, =0,

tgp, = + V2 tgps = — V_ Die erste Losung bedingt ¢, = 0, das heif3t, die Lampe
befindet sich in unendlicher Entfernung iiber dem Tisch. Offensichtlich liegt bei
@, = 0 ein Minimum vor, was sich durch Einsetzen in f”(g) bestitigt. Die dritte

Losung tgps = — |/2 scheidet ebenfalls aus, da ¢ ein spitzer Winkel sein muB.
Aus tgp, = + /2 ergibt sich mit Benutzung der Formeln

und cosp = metll
Vi+tete
(vgl. Lehrbuch der Mathematik fiir das 10. Schuljahr, S.17 mit Abb.17)

sing, = 1/2 5 CoS @y =
P2 P2
V3

=i~

Zur Entscheidung dariiber, ob ein Extremum vorliegt, priifen wir {”(p,):
N s VB 2 Y8 4q4m
V') =2--—T5 5= —s3<o0.

Zur Lésung ¢, gehort also ein Maximum der untersuchten Funktion f(p) und damit
auch der Beleuchtungsstirke B.

Dah=_—"— 1st ergibt sich & = s = 0,25 J/2 & 0,35 (m). Bringt man die Lampe

0,35m hoch uber der Mitte des TlSCK;S von 1m Durchmesser an, so ist die Beleuch-
tung am Arbeitsplatz am stéirksten. Die Lichtstrahlen treffen den Rand der horizon-
talen Tischplatte unter dem Winkel 35°16".

Aufgaben

1. Fiir eine Viehtriinke soll eine oben offene Rinne aus zwei je a cm breiten Brettern so gebaut
werden, daf sie moglichst viel Wasser faBt. Welchen Winkel miissen die Bretter einschliefen ?

2. Zum Bau einer zuniichst seitlich offenen Futterkrippe stehen drei je 0,80 m lange und 0,35 m
breite Bretter fir Boden und Lingswinde zur Verfiigung. Unter welchem Winkel miissen
die Schrigwinde gegen den waagerechten Boden stehen, damit das Fassungsvermégen der
Krippe moglichst groB wird ? Geben Sie das groSte Fassungsvermégen an! Bestimmen Sie
die MaBe der Seitenwinde!

3. Aus vier gleich breiten Brettern ist eine oben offene Rinne so zu bauen, daB die beiden duferen
Bretter senkrecht stehen. Unter welchem Winkel miissen die beiden anderen Bretter zu-
sammenstoBen, damit der Querschnitt der Rinne méglichst gro8 ist ?

4. Der Achsenschnitt eines geraden Kreiskegels ist ein gl kliges Dreieck. Der Offnungs-
winkel 22 des Kegels ist so zu bestimmen, daf der Rauminhalt bei einer Lange der Mantel-
linien s = 12 em ein Maximum wird!

b. Lisen Sie die Aufgabe 4 allgemein fiir die Linge s der Mantellinie!
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6. Es ist das kleinste gleichschenklige Dreieck mit dem gegebenen Inkreisradius 0 zu bestimmen.
Anleitung: Es ist der halbe Basiswinkel als unabhingige Variable zu wihlen.
7. Von allen Kegeln mit derselben Mantelfliche F ist der mit dem groBten Rauminhalt gesucht.

8. Aus einem gegebenen Kreis (Radius r) soll der Kreissektor ausgeschnitten werden, der — zu-
sammengerollt — den Mantel des Kegels mit groBtem Rauminhalt ergibt.

9. Von allen Kegeln mit konstantem Volumen ¥ ist der gesucht, fiir dessen Mantel am wenig-
sten Material verbraucht wird.

38. Funktion, Umkehrfunktion und ihre Ableitungen; inverse Funktion

In der Funktion y = f(z) = 3z — 2 ist 2z die unabhingige und y die abhingige
Variable. Jedem Wert von  ist ein bestimmter Wert von y zugeordnet. Kehren wir
diese Zuordnung der Variablen um, das heiBit, wird y die unabhingige und z die von

y abhiingige Variable, so erhalten wir eine neue Funktion z — o(y) :% y+ %

Diese neue Funktion ¢(y) bezeichnen wir als Umkehriunktion der Funktion f(x).
Wir erkennen, daB in ihr jedem Wert von y genau ein z-Wert zugeordnet ist.

Beide Funktionen f(x) und ¢ (y) geben in der graphischen Darstellung im gleichen
z- und y-Koordinatensystem dasselbe Bild.

Zeichnen Sie die Funktionen im gleichen Koordinatensystem!

Wollen wir zur Funktion y = f () :%ﬂ- + 1, die eine Parabel darstellt, die Um-

kehrfunktion bilden, so miissen wir untersuchen, ob die umgekehrte Zuordnung
existiert und ob sie dann eindeutig ist. Es muB also gepriift werden, ob zu einem

beliebig vorgegebenem y-Wert ein z-Wert existiert, der der Gleichung y :ng S |
geniigt, und ob dieser Wert eindeutig bestimmt ist. Zu dieser Untersuchung 16sen wir
die Gleichung nach x auf und erhalten & = 4 2 Vy — 1. Wir stellen fest:

1. Die Zuordnung existiert nur fiir y-Werte, die groBer oder gleich 1 sind.

2. Allen y-Werten, die gréBer als 1 sind, werden zwei z-Werte zugeordnet.

Diese doppelte Zuordnung ergibt zwei Funktionen @1(y) und @,(y), die definiert
werden durch e V?/_— T g
und ; e=g(y)=—2]y—1, y=1.
Wir erkennen, daB ¢, (y) stets groBer oder gleich Null und @, (y) stets kleiner oder
gleich Null ist. Die Funktion g, (y) ist die Umkehrfunktion der Funktion y= i:- +1

fir 2 =0 (rechte Hilfte der Parabel), die Funktion @3 (y) ist die Umkehrfunktion
derselben Funktion fiir x < 0 (linke Hilfte der Parabel).

Betrachten wir eine der beiden Parabelhilften von Y= f;— + 1, zum Beispiel die

rechte, so erkennen wir weiter, daB fiir wachsende z-Werte auch die Funktions-
werte y stets wachsen; also kann es keine zwei verschiedene z-Werte 2, und 2,
geben, fiir die die Funktion denselben y-Wert annimmt, fir die demnach
y = f(2y) = f(x,) gilt. Daraus folgt, daB jedem y-Wert hochstens ein a-Wert zuge-
ordnet ist. Eine entsprechende Betrachtung kann man fiir die linke Parabelhilfte
anstellen. Dort erkennen wir, daB fiir kleiner werdende z die Funktionswerte
grofler werden.
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Es gilt also fiir die rechte Hélfte:

ist m < @, soist  f(x) < f(@);
fiir die linke Halfte:
ist 2 < s0 ist f(2) > f(xs).

Gilt fiir eine Funktion die erste (zweite) dieser beiden Beziehungen, so heif3t die Funk-
tion wachsend (fallend).

Zusammenfassung: Wachsende (fallende) Funktionen nehmen jeden ihrer Werte
nur einmal an, sind also eindeutig und kénnen daher umgekehrt werden. Bei diesen
Funktionen gilt also in jedem Fall

flx 4+ dz) — f(x) = Ay % 0, wenn Az + 0 ist.

Ist die Ableitung einer Funktion in einem bestimmten Intervall stets positiv
(negativ), so ist die Funktion in diesem Intervall sicher stets wachsend,(fallend).

Im folgenden wollen wir Funktionen nur in den
Intervallen betrachten, in denen die Ableitung
entweder stets positiv oder stets negativ ist.

Zur Funktion y = f(x) mit der unabhangigen
Veriinderlichen z und der davon abhiingigen Ver-
anderlichen y gehort die Umkehrfunktion z = ¢(y)
mit der unabhiingigen Verinderlichen y und der
davon abhingigen Veriinderlichen z. Beide Funk-
tionen werden im ay-Koordinatensystem durch
dieselbe Kurve dargestellt (Abb. 60).

Sind P(x;y) und Py(z +Adx;y + dy) zwei
Punkte auf der Kurve, so gilt

y=[(z) und y+dy = f(z+ ).

Der Differenzenquotient ist der Tangens des
Steigungswinkels der Sekante durch P und P,
(gegen die positive Richtung der ax-Achse, der
Achse der unabhiingigen Verinderlichen):
fz+d2) —f() Ay Abb. 60

Az ~ 4z’

tgo =

Die gleichen Punkte P und P, befriedigen auch die Umkehrfunktion # = ¢(y), so
dal gilt

z=¢(y) und z+dz=gp(y+ dy).
Der Differenzenquotient der Funktion ¢ (y) ist

= _ely+4y) —oey _ 4z
tgo = ——Ay =4y"
Er liefert den Tangens des Steigungswinkels o der Sekante durch P und P, gegen
die positive Richtung der y-Achse, der Achse der unabhingigen Veranderlichen bei
der Umkehrfunktion (vgl. Abb. 60). Zwischen den Winkeln ¢ und  besteht die Be-
ziehung o + & = 90° und daher
= o —_—

tgo = tg(90 o) =ctgo oder tgo= TS

Fithrt man den Grenziibergang P, — P durch, dann geht die Sekante in die Tan-
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gente im Punkt P iiber. Aus den Steigungswinkeln o beziehungsweise g der Sekante
werden die Steigungswinkel 7 beziehungsweise 7 der Tangente, denn es gilt

tgTr = ———, Lhoiw A;) — (@ beziehungsweise  tg7 = lim ———'P y+4y) —9)
Az—>0 4y—>0 dy
Die Komplementwinkelbeziehung bleibt dabei erhalten, so daf3
= 1
tgz = b
gilt; tgz ist der Differentialquotient der Funktion f(x), also —z , und tg7 der
Differentialquotient der Umkehrfunktion ¢ (y), also d— Wir erhalten somit

dz 1
a — dy°
dz

Dieselbe Beziehung erhilt man durch Berechnung. Es wird

¢(y+Ay)—¢(y)=£: Az L. 1
dy 4y fle+da) —f@)  f@+d2) —f@@)°
A4z

Mit Ay — 0 geht auch dx — 0, so dal der Nenner dieses Bruches gegen f'(z) =
geht. Also existiert

Gy ROl dell gk L
4y—>0 4y dy dy _dg :
dx

Der schon in Abschnitt 15 gebrachte Hinweis, dafl g—: ein Quotient ist, gewinnt hier

wieder an Bedeutung. Wir sehen also, daf} die Schreibweise von Leibniz auBBerordent-
lich geschickt gewihlt war.

Zusammenfassung: Besitzt die Funktion y = f(x) eine stets positive (stets nega-
tive) Ableiting y’ = f’(z), so ist sie umkehrbar. Die Umkehrfunktion z = ¢ (y) ist
dann auch differenzierbar, und es gilt:

' =¢'(y) = oder :—;:

Die Ableitungen einer Funktion und ihrer Umkehrfunktion sind zueinander
reziprok.

Betspiele:
l.y=3z—2 x=y§+§,
&y _ g dz _ 1,
dz— dy  8°
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1
2. y=5+1, z=2)y—1=2(y—12,
1
dy _z (TR v PR
b_z, B=rTu—0 =

Beachten Sie, daB Vy—l ::% ist!

In Abbildung 61a ist die Kurve der Funktion y = f(2) in einem 2y-Koordinaten-
system dargestellt. Dabei ist « die unabhiingige und y die abhiingige Variable. Wollen
wir also einen Punkt P (x; y) auf der Kurve gewinnen,so miissen wir zuerst den z-Wert
festlegen (Abb. 61a) und dann in der Ordinatenrichtung um den zugehérigen, durch
die Funktionsgleichung bestimmten y-Wert zur Kurve gehen. Geben wir umgekehrt
den y-Wert vor, so gelangen wir von dem festgelegten Punkt auf der y-Achse zum
Punkt P(y; 2), wenn wir um den y zugeordneten Wert x in der Abszissenrichtung
gehen. Dieser z-Wert ist durch die Funktionsgleichung z = ¢ (y) bestimmt (Abb. 61b).
Wir haben also die Umkehr-
funktion in einem y z-Koor- 4 4
dinatensystem dargestellt,
in dem die Abszissenachse (- x=yly)
vertikal und die Ordinaten- ? ¥ Ply; o
achse horizontal liegen. Da
es aber allgemein iiblich ist, N * / *
die unabhingige Variable
mit z und die abhéingige Va- a b
riable mit y zu bezeichnen,
wechseln wir bei der Um-
kehrfunktion z = @(y) die
Bezeichnungender Variablen,
wodurch wir y = ¢ (x) er-
halten. Das bedeutet, daf
wir in unserem Koordinaten-

system die Bezeichnungen der e
Achsen wechseln (Abb. 61c). y=x /

Wir haben jetzt ein zy- S
Koordinatensystem, bei dem 2 d

die Abszissenachse vertikal Abb, 61
und die Ordinatenachse hori-
zontal liegt. Da man ferner die Abszissenachse gewdhnlich horizontal legt, ver-
tauschen wir nunmehr die Achsen (Abb. 61d). Geometrisch ist dies eine Spiegelung
an der Geraden y = z. Dieser Spiegelung ist jeder Punkt des Koordinatensystems,
also auch die Gesamtheit der Kurvenpunkte y = ¢ (z) unterworfen. Es sei ausdriick-
lich darauf aufmerksam gemacht, daB die Anderung der Variablenbezeichnungen
(Schritt von Abb. 61b zu Abb. 61c) und die Spiegelung (Schritt von Abb. 61c zu
Abb. 61d) keine Anderung der Funktion zur Folge haben, daB vielmehr die Funktion
dieselbe bleibt. Dies kommt auch durch das Beibehalten des Funktionszeichens ¢
zum Ausdruck. Um jedoch die Teilschritte zu unterscheiden, fithren wir fiir y = g (x)
die Bezeichnung inverse Funktion ein.

Wenn wir in der Ausgangsfunktion y = f(x) zuerst die Variablen vertauschen, er-
halten wir x = f(y). Kehren wir nunmehr diese Funktion um, so ergibt sich die
gleiche inverse Funktion y = ¢ ().
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Beispiel: y=f(x) umkehren z=p(y)
vertauschen } vertauschen
z=f(y) umkehren Y= ()

39. Die zyklometrischen Funktionen und ihre Ableitungen

In der Trigonometrie kommt hiufig die Aufgabe vor, zu einem beliebig vorge-
gebenen Winkel » den zugehérigen Sinuswert zu berechnen. Gegeben sei der Winkel

z=30°2 % ; gesucht wird der Sinuswert y = sin% . Die Aufgabe kann allgemein

geschrieben werden als y = sin; hierbei ist der willkiirlich vorgegebene Winkel z
die unabhéngige Verinderliche, der davon abhiingige Sinuswert wird mit y bezeichuet.

Bei goniometrischen Gleichungen besteht die umgekehrte Aufgabe, zu einem ge-
gebenen Sinuswert einen zugehorigen Winkel zu bestimmen. Gegeben sei der Sinus-
wert ¢ = 0,707 . . . (= % VE), gesucht wird der Bogen y, so daB siny =%V_2 ist.
Aus der Definition der Sinusfunktion wissen wir, da@ die zugehérigen y-Werte
gegeben werden durch

y:%—i—?nn und i:¥+2nﬂ mit »=0; 4-1; +2; ...

Diese zweite Aufgabe kann allgemein geschrieben werden als # = siny; hierbei ist 2
der in den Grenzen zwischen —1 und +1, —1 < & < + 1, willkiirlich vorge-
gebene Sinuswert und y der ihm zugeordnete Bogen.

Um die inverse Funktion von y = /() =sin z zu untersuchen, fithren wir zunéchst
die Spiegelung an der Geraden
y=xdurch (Abb.62). Am Bild

2x
y=arc sinx

Abb, 62

erkennen wir, daf} die inverse
Funktion y =¢@(2) nur im
Intervall —1 <2< + 1 defi-
niert ist, da auBerhalb dieses
Intervalls keine Funktions-
werte @(x) existieren. Das
steht mit der analytischen
Deutung im Einklang, denn
die Funktion y =f(z) =sinx
kann keinen Wert annehmen,
dessen Absolutbetrag gréBer
als 1 ist. Wir erkennen weiter
am Bild, daf} durch Spiegelung
der Funktion y =f(z) =sinz
im Definitionsintervall jedem ,
x-Wert unendlich viele y-
Werte zugeordnet sind.
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Eine inverse Funktion kénnen wir aber nur fiir solche Intervalle bilden, in denen
die Funktion f(x) entweder wiichst oder fillt. Wir schneiden also aus der Funktion
n
2,
bilden davon die inverse Funktion. Man schreibt dafiir y = are sinz (sprich: y gleich
arcus sinus z). Dies ist die Abkiirzung von arcus cuius sinus est z, das heif3t der
(Kreis-) Bogen, dessen Sinus (der Wert) z ist.

Die entsprechende Uberlegung kénnen wir an allen Intervallen vornehmen, in
denen die Funktion y = f(2) = sinz entweder nur wichst oder nur fillt. Das aber
sind die Intervalle von der Liinge s, die sich rechts und links an das Grundintervall
fortlaufend anschlieBen. Entsprechend schlieen die zu diesen Intervallen gehérenden
Spiegelungen oben und unten an die Spiegelung der Funktion im Grundintervall an.

Die zum Grundintervall gehérende inverse Funktion nennt man den Hauptwert
des areus sinus. 5

Entsprechende Funktionen gibt es bei den iibrigen trigonometrischen Funktionen;
bei allen wird der (Kreis-) Bogen gesucht. Man nennt sie deshalb Kreisfunktionen oder
zyklometrische Funktionen.

Wir stellen zusammen:

y = f(x) = sinz das Intervall —12[-< x < + 5 heraus, in dem f(z) wichst, und

Trigonometrische Funktionen Zyklometrische Funktionen
y =sinx y = arcsinz (Abb. 62)
Y = Ccosx y =arccosz  (Abb. 63)
y=tgx y = arc tgzx (Abb. 64)
= ctgz y =arcctgz  (Abb. 65).

Aus den Abbildungen 62 bis 65

ist ersichtlich, daB die zyklo- 2;

metrischen Funktionen unend- 'y=arc cosx

lich vieldeutig sind, weil es zu ;

jedem méglichen vorgegebenen //y=x

2-Wert unendlich viele zuge- X .

horige y-Werte gibt. Diese ; //

Vieldeutigkeit hat man ausge- NG Gk

schaltet, indem man #hulich

7
A . ; | - - B BT 3 ]
wie in der Trigonometrie (vgl. i 2 “ / N E e :

e
Lehrbuch  der Mathematik, //
10. Schuljahr, S.35) Haupt- // <

werte festsetzte. Der Werte-
vorrat dieser Hauptwerte mufl } B iR
alle Werte des Grundintervalls i - \ Guch: :
umfassen, aber jeden nur ein- | ! -2zt Pl BREE
mal. Der Bereich der Haupt-
werte ist also

Abb. 63

fir y = arcsinz der Bereich zwischen —% und + %,
fir y = arccosxz der Bereich zwischen 0 und =z,
fir y = arctgx  der Bereich zwischen —; und + %,
fir y = arcctgz der Bereich zwischen 0 und x.

Fiir viele Zwecke ist es notwendig, die Ableitungen der zyklometrischen Funktionen
zu kennen.
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a) Die Ableitung der Funktion y = aresina
Auf Grund der vorangegan-
genen Ausfithrungen 1Bt sich
die Funktion y=arcsinz
auch als  Umkehrfunktion
x =siny schreiben. Der Dif-
ferentialquotient  dieser  tri-
gonometrischen Funktion ist
i :—:=eosy. In Abschnitt 38
wurde festgestellt, daBl zwi-
X schen den Differentialquotien-
ten einer Funktion und ihrer
Umkehrfunktion die reziproke
Beziehung besteht, die sich

dy 1

schreiben 1afit als 9 = I

ay
Daher ist der Differentialquo-
tient der Funktion y = arcsinz

dy 1
Abb. 64 dz = o8y’
Wegen cosy = J/1 — sin%y und siny = z ergibt sich cosy = VT =22 Es folgt:
4y L
iz Y1z’

also N . 1
—are sine = ——.
ax Vi—a2

Im Bereich der Hauptwerte ist die Quadratwurzel positiv zu nehmen.

b) Die Ableitung der
Funktion y = are cosx

Fiir

Y = arc cosx

ergibt sich

dy 1
dr 1/1__zz 4
also
d 1
2 ATCCOST = — —— .
JT—o

Leiten Sie dies her!

Fir den Bereich der
Hauptwerte hat die auf-
tretende Wurzel wieder das
Abb. 65 positive Vorzeichen.
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¢) Die Ableitung der Funktion y = are tga
Fiir y = are tgxschreiben wir wieder die Umkehrfunktion # = tgy, die den Diffe-

rentialquotienten :—y' = cos’ hat. Dann ist :— = cos?y.

Wegen der Beziehung cos’y=m (vgl. Lehrbuch der Mathematik,
10. Schuljahr, 8.17) und tgy==x ergibt sich

cos?y — —L
Y=13=-
Es folgt
Z_yz;,,. also  —=are tge = .
z 1+ 2 dx 1422

"d) Die Ableitung der Funktion y = are etga
Fiir y = arc ctga ergibt sich

ay a i 1
T also zZ=areetgr= TT="
Leiten Sie dies unter Ver dung der Beziel sin?a = 1 -— ab (vgl. Lehrbuch der Mathe-

matik, 10. Schuljahr, S.17)! 1+ctg?a

Zusammenfassung: Die zyklometrischen Funktionen sind wie die trigonometrischen
Funktionen in Kurven darstellbar und gehen aus ihnen durch Spiegelung an der Ge-
raden y = z hervor. Withrend in den Differentialquotienten der trigonometrischen
Funktionen wieder trigonometrische Funktionen auftreten, zeigt sich bei den Diffe-
rentialquotienten der zyklometrischen Funktionen eine derartige Eigenschaft nicht;
in ihnen treten keine trigonometrischen oder zyklometrischen Funktionen auf.

Beispiele:
1. f(x) :arcsin2:c
flay= Vi—ia’
2. flx) =2z -arctgbz,
f(x) =2-arctgbx + 1+bﬁzﬂ'
3. f(x) = arc cos’a z,
"(z) = (2arc cos @ x) « ——o—,
F@) = @arccosas) s—nes
Aufgaben
Es sind die erste und die zweite Ableitung der folgenden Funktionen zu bilden.
a) f(z) =arcsin 42 b) /(z)=arctg% ¢) f(z) =aresin(1 — 2)
d) f(z) = 3arcsinz —Vl— a2 e) f(x) = zarccos2z 1) f(z) = arc cos T
g) f(z)=arc tg +: h) f(«) = arcsin/a® —1 i) f(z) = arc sinz + arc cosz
k) f(2) = Va.rc ctg z 1) f(z) =§W~SiL—l .m) f(z) =8arctg4dz —4darcctg8z

arc cosT + 1
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40. Die Exponentialfunktion, die Logarithmusfunktion und ihre Ableitungen

a) Die Exponentialfunktion ¢® und ihre Umkehrung

Im Lehrbuch der Mathematik fiir das 9. Schuljahr (S. 100) wurde die Exponen-
tialfunktion y = a?(a > 0) eingefithrt. Was a# fiir rationale Werte von z bedeutet,
ist demnach bekannt. Entsprechend muB man a® fiir irrationale Werte von z auf
die Weise erklaren, da3 man zuniichst die Zahl x durch eine rationale Zahl annihert
und mit dieser die Potenz bildet. Man denke sich die irrationale Zahl 2 durch eine
Folge von rationalen Zahlen 7, angenihert (etwa durch eine Folge von endlichen
Dezimalbriichen; Beispiel: z = V2, =1 r=14, r; =141, r, = 1,414,...),
das heilt also lim 7, = . Wir bilden jetzt die Potenzen an; am; an; . .., die wir

n—»0o

simtlich ausrechnen konnen, da die Exponenten rationale Zahlen sind. Man kann
beweisen, dafl die Zahlenfolge a™ (n = 1;2;3;...) einen Grenzwert hat. Fiir
diesen Grenzwert schreiben wir a?. Demnach gilt:
lim rq
lim o™ = a"™>"
n—>co

Da lim r, in speziellen Fillen auch rational sein kann, stimmt diese Festsetzung
n—»co

= a?,

fiir rationale Werte von x mit der urspriinglichen Definition der Exponentialfunktion
y = a® iiberein. Damit ist jeder reellen Zahl x ein Funktionswert y zugeordnet.
Wir haben also die Funktion y = a fiir alle reellen Zahlen x definiert. Die Potenz-
gesetze gelten auch fiir Potenzen mit irrationalen Exponenten. Der Beweis dafiir
wird mit Hilfe der Sitze iiber Grenzwerte von Summen und Produkten gefiihrt.

Weiter 1483t sich beweisen, daB fiir @ > 1 die folgende Behauptung gilt: Ist ,< x,,
so ist @™ < a”. Nach Abschnitt 38 kann demnach die Funktion y = a* umgekehrt
werden. Die Umkehrfunktion nennen wir x = logy, die inverse Funktion ist dann
y =Cogx (x > 0; vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S. 102). Setzt man
a = 10, so erhilt man die dekadischen Logarithmen, die man gewohnlich mit dem
Symbol lg bezeichnet. Die fiir die dekadischen Logarithmen bekannten Rechen-
gesetze konnen nunmehr fiir die Basis a verallgemeinert werden; der Beweis wird
analog dem fiir dekadische Logarithmen gefiihrt (vgl. Lehrbuch der Mathematik,
9. Schuljahr, S. 111).

b) Die Ableitung der Logarithmusfunktion und der Exponentialfunktion
Um die Ableitung f'(x) der Funktion f(z) = 2logx zu bilden, gehen wir vom Diffe-
renzenquotienten aus:
ﬂ _ Clog (x4 Adz) — slogz
dz — Az :
Nach den Logarithmengesetzen ist
%og(x 4+ Ax) — *logx = %log (#) = "log(l + A—IE s
Mithin gilt:
'log(l =+ ﬁ)
dy " z2)_1 = Az
Bmm—a =~y ei+ g

Nun ist (ebenfalls nach den Logarithmengesetzen)

el )=+ 2
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und demnach e
4y _ 1, EEdvr
H_xak)g(l-i" x)z
Will man nun den Grenzi’xbergang Ax - 0 vornehmen, so muf} mau untersuchen,
ob llm “Iog (1 + —)43 existiert. Dazu geniigtes, lim (1 + — “ zu betrachten.

4z

Dle Untersuchung erfordert ]edoeh Hilfsmittel, die uber den Unternchtsstoff der
Oberschule hmausgehen Es sei deshalb ohne Beweis angegeben, daB3 der Grenzwert
existiert. Er ist eine transzendente Zahl, die man mit e bezeichnet: ¢ — 2,71828 .

Durch Einsetzen einiger spezieller, wachsender Werte—— z. B. E—:l 2;3;4;

53 ...3 105 100; 1000; 10000; 100000) kann man mit Ioganthmlscher Rechnung
z

die Anniherung des Ausdrucks (1 + %)“ an e = 2,71828 ... nachweisen. Die

folgende Tabelle gibt diese Anniherung wieder:

z
z Ax\az . z Az \az .
T (1 + T) Differenz e (1 + < Differenz
1 2,0 5 8 | 2,56578... 01988 0w

3 ,01540 ...

2 2,25 0.12037 9 2,58118... 0.01257
3 2,37037... 0’07104"' 10 2,59375... i
4 2,44141 ... 0,04691 100 2,70483 ...
5 2,48832 ... 0'03330 1000 2,71706
6 2,52162 ... 0'02488 10000 2,71824
7 2,54650 ... 0,01928 ... 100000 2,71826 ...

Es ist also

Setzt man in der Funktion y = ”logz fiir @ den Wert e ein, so erhilt man die
Funktion y =¢logz. Die Ableitung y’ ist dann

,__dclogz - 1,
Tt loge .

Nun ist aber %loga = 1 und mithin auch €loge = 1. Daraus folgt:

,_acdoga 1
y =

dx =

d*logz

1 1
Aus i folgt f;dx:‘logx—f-c’.

e
Bildet man das bestimmte Integral f %da:, so ergibt sich (da ¢logl = 0 ist)
{ ;

e
f%dz: [Elogx]: =‘loge —°logl=1—0=1.
i
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e
fldx=l
x
1

ermdoglicht es, die Zahl e mit beliebiger Genauigkeit zu bestimmen. Dazu teilen wir
die Abszisse von x, =1 bis zu einem beliebigen Punkt z, in » gleiche Teile von
der Linge 42 und bilden die untere Rechtecksumme F, sowie die obere Rechteck-

summe F,. Dabei ist 2, =1 4 k- 42 und mithin f(z;) =

Die Beziehung

1 = i
. TTE e Wie man sich
leicht iiberzeugen kann, ist ferner bei der Funktion y=f(z) =-::— der Funktions-

wert f(z,;) das absolute Minimum im %-ten Intervall und der Funktionswert f(z,_,)
das absolute Maximum im k-ten Intervall. Es gilt also:
n

n
F, ‘Zf(zk) dx= 21+L az 4% = 1+A;A:c=2L:_k

k=1 k=1 k=1 4z

n n n
1 1
Fozzf(xb_l)'d:‘::z—l—i—(k—1)-4::'41:2 n

_- =tE=1

und

= i . 1 .
Wir withlen im besonderen 4z = 7 und berechnen die Summen:

stet7t ot R=gtgtitotig

Es zeigt sich, da,B bereits beim achten Summanden die Summe F, groBer als 1 wird;
da aber die Fliche F = 1 fiir gleiche 2-Werte groBer als die Summe F,, ist, mul} die
Zahl e kleiner als zg sein. Da andererseits die Summe F, beim sechsten Summanden
noch kleiner als 1 und die Fliche F/ = 1 fiir gleiche 2-Werte kleiner als die Summe F,
ist, muf} die Zahl e grofer als z; sein. Es gilt also:

Ty <-€ < Ty,

(1+6-4d2)<e< (14 8-42),

' 25 <e<$.
Beim Grenziibergang 4z — 0 strebt sowohl F,, als auch F, gegen F'= 1. Die Zahl e
kann man daher mit beliebiger Genauigkeit annéhern, wenn man nur hinreichend
kleine Werte fiir 4z wiihlt. Tatsichlich erhilt man auf diese Weise e = 2,71828 ...

Bilden wir nun die Ableitung der Funktion y = a?, so gehen wir von der Umkehr-
funktion z = “ogy aus. Es ist

o | dz _ 1,
Y=g = und y—yloge
ay
Mithin ist
dy 1 g __ @
dx 1 cloge loge “loge

Setzen wir wieder a = e, so ergibt sich die Ableitung der Funktion y = e* als

7

= e®.
‘loge
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Wir erkennen, dag die Ableitung y’ der Funktion y = e® gleich der Funktion selbst
ist. Fiir die Funktion y = e* gilt also:

Yy =y.
Diese Eigenschaft und die Tatsache, daB die transzendente Funktion y = “logzals Ab-
leitung die rationale Funktion % hat, machen die Zahl e besonders geeignet als Basis

fiir ein Logarithmensystem. Man bezeichnet deshalb die Logarithmen mit der Basis e
als natiirliche Logarithmen und kiirzt ab lognat (logarithmus naturalis) oder In.
Es ist also:
flogz =Inz.
¢) Der Zusammenhang zwischen Inz und “logax
Nach den Rechengesetzen fiir Logarithmen folgt aus y = a#, wenn man die Glei-
chung auf beiden Seiten logarithmiert
zur Basis e: Iny = z1lna;
zur Basis a: dogy = z%oga =z -1 = z.
Setzt man die zweite Gleichung in die erste Gleichung ein, so erhiilt man
Iny =9dlogy - Ina
und nach Division durch In a
_Iny
dogy = e

Diese beiden Beziehungen erméglichen die Umrechnung des natiirlichen Logarith-
mus in den Logarithmus einer Basis @ und umgekehrt. Insbesondere ist fiir @ — 10
die Moglichkeit gegeben, natiirliche und dekadische Logarithmen umzurechnen:

Iny

Iny =lgy-Inl0, lgy=ln10.

Es ist o 110 =0,4342 ... Man bezeichnet ﬁ mit M und nennt M den Modul der

dekadischen Logarithmen. Demnach ist In 10 = —;7 =2,3025...

Aus ‘logy = % folgt ferner fiir y = e:
Ine 1
loge = e =fa-

Die im Abschnitt b) entwickelten Ableitungen kénnen nunmehr folgendermaBen
geschrieben werden:

y ¥
1
slogz | —-9loge = ———
log z o8 z-lna
1
Inz =
~ T
a
z ————=a%-lna
L dloge
ez e

8 [00914]
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Aufgaben
1. Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen!
a) f(2) =dlogba b) f(&) = loga s
d) f(2) =1In % o) (2] = “log a®
2 f(z)=ln:;2 h) f(2) = clogsinz
K /(@) = (n 28 D @=L
n) f(2)=Inarccosz 0) f@) = ctgxk
a) f(@) = logetg z — ologcosz 1) f(z) =In" c—;zﬂ

2. Differcnzieren Sie die folgenden Funktionen!

a) f(z) =a*® b) f(2)=a=- 28
e) f(z)=Ina® 1) f(z) = ebo
i) f(2) =ze k) f(2) = ¢

¢) f(x)y=Inbz

1) f(z) = clog (az®+ b)
i) f(#) =Insin2z
m) f(z) = (%log 3 z)®

)@ =Inarctg

z4a
z—a

8) f(@ =ln)J1—2%

Oi@=c—a  Hi@=12

9 f(@) = =" W ) =53
1) f(z) ___V P m) f(z) = estn®

%41. Zusammenfassung der Differentiationsregeln

Um einen geschlossenén Uberblick iiber die bisher gewonnenen Ergebnisse zu er-
moéglichen, werden die Differentiationsregeln zusammengestellt. Dabei bedeuten
(), g(2), @ (), u, v, w differenzierbare Funktionen.

Funktion Differentialquotient (Ableitung)

y=c¢ Z—Z =0 1
y=a-/@ LN @
=@ +9@  L—r@+r@ @)
y=1u-v ';—Z=u’u+uv‘ 4)
y=u-v-w Z—Z_=u’vw+uv’w+uuw’ (5)
y=% Z_zzu'v;uv' ©)
- S ‘7>
=7 & =eF &
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Funktion Differentialquotient (Ableitung)
dy 1
=@ (y), — s =— 9)
mit y = f(z) dz — dx
y
d
y=2z" d—f- =n.z"1 (10)
giiltig fiir » ganz und gebrochen,
positiv und negativ
dy &
y=[u@] = @@ (11)
=si 2 P 12
y=sinz dz = 087 (12)
dy 2
= cosz. 4 = —sine (13)
. Y el 2
y=tgz dr—cosx—-l-#tgz (14)
dy 1 3
y=ctgz d—z=—sm—_,——cngz—1 (15)
s dy i §
y=arcsinz E = (16)
dy 1
Yy = arccosz E_—]/l—x’ ()]
dy 1
y = arctgz Pt e (18)
dy b
Yy =arcctgx 7;—71_._12 (19)
dy 1 _ 1
y="logs [ R (20)
dy 1
y=Inz = (21)
dy a*
= =2k =aq°. o
y=a" T Togs a*-Ina (22)
dy
y=¢* = (23)

Es wird darauf hingewiesen, daf3 die Herleitung der Differentiationsregeln (2) bis
(9) sowie (11) sich nicht auf bestimmte Funktionen (z. B. ganze rationale Funk-
tionen) beschriinkt, da diese Regeln fiir allgemeine Funktionen mit dem Grenziiber-
gang zum Differentialquotienten gewonnen wurden. Sie haben also fiir alle differen-

zierbaren (algebraischen und transzendenten) Funktionen Giiltigkeit.

8*
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VII. Weitere Integrationsmethoden
42. Grundintegrale

Im Abschnitt 19 wurde der Zusammenhang der Integralrechnung mit der Diffe-
rentialrechnung geklirt. Danach folgt aus der Gleichung F(x) = f f(x) dx die Be-
ziehung

d[F(z)] _
I =Ha).
Es ist uns daher moglich, Funktionen zu integrieren, die wir als Ableitungen gewisser

anderer Funktionen erkannt haben.
Im Abschnitt 21 wurde gezeigt, dafl

a1

1L+1+0

f Mdr=
. d (2
gilt, da dx(n +1
Da die hier benutzte Differentiationsformel fiir jeden rationalen Exponenten n 4 1
aufler fiir n 4 1 = 0 gilt, ist also diese Integrationsformel fiir alle » = —1 ver-
wendbar. Mit dieser Integrationsformel sind wir in der Lage, alle ganzen Potenz-
funktionen (n = 0, ganz), die gebrochenen Potenzfunktionen (n < —1, ganz) und
die Wurzelfunktionen (n #= — 1, rational) zu integrieren.

C') = g ist.

Im Falle n = —1ist der Integrand f () :—; . Nun wissen wir, daf3 % die Ableitung

der Funktion Inz ist. Ist in der Funktion In 2 die Variable z negativ, so ist, wie
man mit Hilfe der Substltutxon — @ =& nachweisen kann (vgl. S.118), d—ln(T_z) =-li.

Daraus folgt, daf dln |‘”| 1st und mithin

=1n|x|+0.

Ebenso findet man vermittels Bestitigung durch Differentiation weitere Grund-
integrale. Wir erhalten die nebenstehende Tabelle.

In den Formeln (9) und (10) macht sich die Bedeutung der Integrationskon-
stanten C' besonders bemerkbar. Die Integrationskonstante i#ndert sich, wenn
man eine andere Losungsfunktion fiir das betreffende Integral wihlt. Wiirde
man die Integrationskonstante unberiicksichtigt lassen, so ergiibe sich zum Bei-
spiel die Beziehung arc sinz = — arc cos z, withrend in Wirklichkeit die Beziehung

are sin @ - arc cos x =% gilt.

Beweis: Es sei zum Beispiel arcsinz =Z,, arccosx =27, (Z, im Intervall
— % =z, 2, Z, im Intervall 0 < Z, <), das heiit sin Z;, = z, cos Z, = x, also
sin Z, = cos Z,. Daraus folgt, daB} Z; und Z, Komplementwinkel sind, also ist

4 . k4
Zy+ Zy = oder aresin 2 + arccosx = L

das heiflt also

. n
aresin x = —are cos & —1—5.
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[ t@) dz = F(z) + 0 = F(2) + €] = f(z)
1.fxﬂdx=§+o m+—1) d—"z(%Jrc):xn
2. [E—m|z|+C (n]z| 4+ 0) =2
3.fe”dx=ez+0 d.%(ez_}_C):ez
4.fa“dz=l::.a+0 d%(ﬁ—i—(!):a’
5.fsinxdz:—cosx—|-0 d%—(—cosz—',—C):sinm
6. fcosxdx:sinx—l—(] dix(sinx—l— C) = cosz
7.fmds—:$:tgx+0 d—d;(tgx—i-C):ﬁ
.—s;flfz=—ctgx+0 diz(—ctg:c-l—O):m
‘e ety BRere | o
—% 72 (—arccosz + Cy) ==
1o [~ {_ izt R

d%(—arcctgz—l— cy| 1+*

43. Allgemeine Integrationsmethoden

Wir haben bereits bei der Integration der ganzen rationalen Funktion von zwei
allgemeinen Integrationsregeln Gebrauch gemacht (vgl. S. 64):
1. Ein konstanter Faktor bleibt beim Integrieren erhalten, er kann vor das Integral-
zeichen gesetzt werden:
[a-f(x)dz = a- [f(z)da.
2. Eine Summe von endlich vielen Funktionen f(x), g(), . . . wird integriert, indem
man die Summe der Integrale der Summanden bildet:

J#@) + 9@ +--)dz = [j@)dz+ [g@)de+ -

Beide Integrationsregeln lieflen sich aus den entsprechenden Regeln der Differen-
tialrechnung ableiten. Die Anwendung dieser Regeln ist aber praktisch nur dann
méoglich, wenn die Funktionen des Integranden von der Variablen # unmittelbar
abhiingen und die Einzelintegrale uns schon anderweitig (etwa aus einer Sammlung
von Differentialquotienten) bekannt sind. Beide Voraussetzungen sind aber hiufig

: . - : : 1 3
nicht erfiillt. Fiir solche Funktionen wie Inz, tgz, Tl /1 — 22 und andere

Funktionen, die uns héufig in der Mathematik begegnen, konnen wir die Integrale
noch nicht angeben, da wir nicht ohne weiteres wissen, aus welchen Funktionen sie
durch Differentiation hervorgegangen sind. Es muf also unsere nichste Aufgabe
sein, zu untersuchen, ob fiir weitere Funktionen — insbesondere fiir die angegebe-
nen — Stammfunktionen ermittelt werden kénnen.
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Oft ist das Argument der Funktion selbst wieder eine Funktion von . So ist
(2 + 3x)7 eine Potenzfunktion einer linearen Funktion, sin (% + 2| die Sinus-

funktion einer linearen Funktion, e-42'+? die Exponentialfunktion einer quadrati-
schen Funktion. Es kann aber auch der Fall eintreten, dal Funktionen zu integrieren
sind, die zwar einfache Argumente besitzen, die uns aber nicht als Ableitungen

anderer Funktionen bekannt sind — wie etwa logz, aresinz,

1—az%"

Bei den folgenden Betrachtungen wird im allgemeinen die Integrationskonstante C
zur Vereinfachung nicht mehr angefithrt. Es wird aber darauf hingewiesen, daf sie
bei jedem unbestimmten Integral auftritt und deshalb hinzugedacht werden muf}.

a) Substitutionsmethode
Ein Hilfsmittel zur Entwicklung weiterer Integrationsmethoden ist die Einfithrung
einer neuen Verinderlichen in das Integral (Substitution). Ist zum Beispiel der Inte-
grand sind2 cosz vorgelegt und soll das unbestimmte Integral
y= f sin®x cosw da

gebildet werden, so erkennen wir, daf} der Integrand aus zwei Faktoren besteht, von

denen der erste eine mittelbare Funktion f[#(x)] ist mit ¢(x) =sinx, wihrend der

andere die Ableitung t'(z) darstellt. Das vorgelegte Integral 146t sich also in der Form
y= f ?t'dx

schreiben. Nun erinnern wir uns der Kettenregel der Differentialrechnung:

dy _dy at
dz — dt dz°
Wir erkennen, daf} der Integrand eine Struktur hat, die der rechten Seite der Ketten-
regel entspricht; denn es ist

L t', withrend man * als & auffassen kann.
dz dt
Man kann also das Integral
[ tde
ermitteln, indem man das Integral
[ at

bildet. Das eben entwickelte Verfahren nennt man die Substitutionsmethode der
Integralrechnung, weil in den Integranden eine neue Variable ¢ substituiert wird.

Im Beispiel y = [sin®x cos z dz bildet man also das Integral

t* sin &
gt
‘/'tdt_4_ yat

Zusammenfassung: Wenn der Integrand ein Produkt ist, dessen einer Faktor eine
mittelbare Funktion f[¢(2z)] und dessen anderer Faktor die Ableitung t’(z) der

inneren Funktion ist, bildet man das Integral f f(t) dt mit ¢ = ¢(z). Es gilt dann
Jiy vaz= [fH)at.
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Beispiel:
y%d:c; der Integrand ist das Produkt aus der Quadratwurzel der logarith-
mischen Funktion und deren Ableitung.

Substitution: t = Inx, a1 3 mithin ist
dx z

SV o [Vidt= 20 Vim 2tz Vin,
In vielen Fillen kann man die Formel
Sttt @ dz = [ dt
in umgekehrter Richtung verwenden, nimlich dann, wenn ein vorgelegtes unbe-

stimmtes Integral F (z) =ff () d z auszuwerten ist. Wir fiithren durch eine geeignete
Substitution 2 = ¢ (t) eine neue Variable ein. Erhalten wir ein auswertbares un-
bestimmtes Integral f flo®)] ¢ (t)dt =G (t), so 1iBit sich ausG (¢) die Stammfunktion
zu ff(x)dz gewinnen. Es ist
F(x) = ff(n.‘) dx = Gy (2],

wobei 9 (x) die Umkehrfunktion zur Substitution ¢ (t) ist. Man hat sich dabei davon
zu iiberzeugen, ob zu jedem x eindeutig ein Wert ¢ erklirt ist, ob sich also die Sub-
stitution x = @ (f) eindeutig umkehren lifit, das heift, ob die Umkehrfunktion
t = () tatsichlich fiir alle in Frage kommenden Werte von x erkléirt ist. Unter
dieser Voraussetzung ist also

[i@de = [{lp@]-¢'thydt mit t=yp(2)
die entsprechende Substitutionsformel. Ist der Integrand f(x) eine mittelbare Funk-
tion, so setzen wir die innere Funktion, falls sie umkehrbar ist, gleich der neuen Inte-
grationsvariablen ¢ und gewinnen daraus die geeignete Substitution x = ¢ (f).

Beispiele:
1. f (@ + b x)*dx; wir setzen a + bx =t und erhalten daraus die Substitution
1
z=3(t—a)=g()

und deren Ableitung: @'(t) = Z—;—” = % ;

also gilt: [@+bapde=[e-3dt=1-[rdt

_ m+1 N (a+ba:)"+1
bn+1)  b@m+1)
2. [sin(a  + p)d; wirsetzena x + f = tund erhalten daraus die Substitution
1
z=;(t—ﬁ) =o()
und deren Ableitung: @'(t) = % = % ;
also gilt:

fsin(ax-l— ﬁ)dx:—};fsimdt:—%cost: —%-cos(a z+ f).
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b
Wendet man die Substitutionsmethode auf das bestimmte Integral f f(z)dz an,
a

so ist zu beriicksichtigen, daB sich auch die Grenzen des Integrals éndern. Der Inte-
grationsbereich @ < z < b des bestimmten Integrals ist zugleich der Definitions-
bereich der eindeutigen Umkehrfunktion ¢ = g () mit y(a) =t und p(b) = t,.
Variiert z zwischen a und b, so variiert ¢ zwischen ¢, = v (a) und t, = w (b). Also ist

b v(b)=t,
[H@de= [ flpw]le'tdt.
a @)=t

Zweckmifig wird man also die Grenzen erst dann einsetzen, wenn man in das Integral
wieder die urspriingliche Variable eingesetzt hat.

Aus diesen Beispielen erkennen wir, daB die Substitutionsmethode dann gut
anzuwenden ist, wenn zwischen der alten Integrationsvariablen z und der neuen
(Substitutions-) Variablen ¢ ein linearer Zusammenhang besteht.

Nicht immer ist bei einem gegebenen Integranden die Anwendung dieser Regeln
sogleich ersichtlich. Vielmehr bedarf es oft noch einer arithmetischen oder gonio-
metrischen Umformung des Integranden, ehe man die Anwendbarkeit der Sub-
stitutionsmethode erkennt.
Beispiele:

i dx

. . 1 —_
1. f T3 wir formen den Integranden um: ey m.

Nun substituieren wir > 2 — {2, Wir erhalten z — Eé’ s _ 2 B ergibt sich
1 B a = s
dx 12 di 1 i 9z PR
fm = V_§ 3 Fewr _marctgt = E-V:!arctg(EV:!).

2. f tgx dz; esist tgz = ::;:, wir haben also den reziproken Wert der Cosinus-
funktion, multipliziert mit dem negativen Wert ihrer Ableitung, vor uns.

Setzen wir cosz = t, so ist :—i = — sinz, also ‘Z—f = ?:m , somit

(sina sinz 1 dt
[tgx d;z:=jmszdz: T T it= —fT= —In[t|= —In|cosz|.

b) Partielle Integration

Trotz der vielen Anwendungsmaglichkeiten fithrt die Substitutionsmethode nicht
immer zum Ziel. Es sei etwa das Integral f zlnxzdx zubestimmen. Unter den Funk-
tionen in der Tabelle der Grundintegrale kommt dieser Integrand nicht vor. Die Sub-
stitutionsmethode ist aber auch nicht anwendbar, da sich der Integrand nicht als
geeignet zusammengesetzte Funktion auffassen laBt. Fiir sich allein elementar inte-
grierbar wire der erste Faktor 2 des Integranden. Es ist namlich

1 i@ gy .
fxd:t:fx’, da z= E(Ex) ist.

Der Integrand xlnz lifit sich also auch auffassen als das Produkt Inz d—dz (ZL z’).
Fir Integranden dieser Art, das heiBt fiir Integranden, die einen elementar inte-
grierbaren Teil enthalten, 1iBt sich unter Umstiinden eine Losung des ganzen
Integrals angeben.
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Wir erinnern uns der Produktregel der Differentialrechnung
d ) ’
S (uv) = u'v 4+ o',

wobei % und » Funktionen von z waren.
Die Integration ergibt

wo=[u'vde+ fuv’d::
oder fuv'dx:uu—fu’vdx.
Besteht ein Integrand aus zwei Faktoren, von denen der eine elementar integrier-

bar ist, so wird man mit dieser Regel immer dann eine Losung erhalten, wenn das
rechte Integral keine neuen Schwierigkeiten enthilt.

Beispiele:
1. fxlnxdx; wir setzen u = Inz, v = z,
dann ist u’=-1, v=21a,
z 2

Also gilt: fxlnxdx:%x”]nx—%fxdz
1 1
== 2?lnz — T 8
=122z —1).
Priifen Sie das Ergebnis durch Differentiation!
Durch diese Integrationsmethode ist das neue Integral f u'v dz in unserem Bei-
spiel vereinfacht worden. Wir nennen diese Methode partielle Integration. Die An-
wendung dieser Methode setzt demnach die Moglichkeit einer geeigneten Faktoren-

zerlegung des Integranden voraus, so daB man ein zweites Integral erhilt, das
entweder direkt oder mit anderen Methoden zu l6sen ist.

2; farc tgx dw; wir setzen u = arctgz, v =1,

1 st v=
also ¥=1ra =,
Dann ist farctgxdz = x-arctg:c—flifa;,.
Das neue Integral ist durch die Substitution 1 4 22 = ¢ zu lésen. Es ist :—i =2
also gdz _1fdt 1y 10 o
[T =3F=gmt=gma+a,
mithin fa.rctgx dx = x - arctgz — %ln(l + x?).

Es zeigt sich, daB es gelegentlich geniigt, den Faktor 1 als integrierbaren Bestand-
teil abzuspalten.

Manchmal kann man durch gleichzeitige Behandlung zweier éhnlicher Integrale
mit partieller Integration zum Ziel kommen:
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3. Es sei J; = [sin?z dz, Jy = [eos?z da.

In J, setzen wir sinz = u, sinz =’}
also cosx =u’, —cosx=7.
Dann ist J; = —sinzcosz +fcos’x dz

= —sinzcosz + J,

oder Jy — Jy = —sinz cosz. (I)
Ferner ist Jy :fcos’a:dz:f(l —sin?z)de = 2 — J,
oder Ji+Jy= 2. (I1)

Aus den beiden Gleichungen (I) und (II) folgt:
2J, =2z —sinzcosz, Jl.—_-%(z—sin:ccosx);
2J, =2 +sinzcosz, J2=%(x+sina:eosx).

Im allgemeinen fiihrt nur eine Faktorenzerlegung zu brauchbaren Ergebnissen.
Dabei ist es hiufig entscheidend, welcher Faktor als v* gewihlt wird.

Priifen Sie dies am Beispiel ¥ = #sinz durch die folgende Wahl von % und v’:
Lu=az, v’ = sinz; 2. uw =sinz, ==zl

Aufgaben
1 a) | Vzdz b)fz]/ZdJ: e) 42
V=
2, a) fi/;dz b)fi/r-‘dz e)fzi/?dz d) fzil?dz
&ﬂ)fdi h)f'i_” c)f.d_’ )f
V; I/x—’ zi/; zl:z’
Zu den Integranden sind Funktionsskizzen zu entwerfen.
b 2dx Bda: 8dz
v [& ) [ o) a5 f 2
=, = =4, 3
5. a)f:c‘d:c b)f:: 3dx c)fz Sdx d)fz’da:
1 3 3 2 1 = =4
6 a) fgxzdz b)fgzzdz e)sz Sz d)f—%z EFP

Bilden Sie dhnliche Aufgaben!

offde wfE-Be ol
S R Y [ T Py (F

Bringen Sie Integrand und Ergebnis in Quotientenform und leiten Sie eine Rechenregel
daraus ab!

7
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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B R 14 6 .
n)fzzw:sz Lo "’f 3xw+3z = c)fz 121'1

Unter welchen Voraussetzungen laBt sich also auch eine gebrochene rationale Funktion
mit der Tabelle der Grundintegrale integrieren ?

a) f(1+:c)"“d:c b)f\a—bz) c)fsinx~coszdz d) fe“dz
a) fhu:dz b) f:ccos:cd:v c) fa;e’da: d) f(lnz)’dz
— — 3 4
o [y, b) f._——y‘” oy o) fV_I_,_I;FVE s
V= ¥z V=
Die Integranden sind mittels goniometrischer Beziehungen umzuwandeln.
a) f(cosz—l—sinz) dz h)fi;—zdz ¢) f—coszd:c
a) [ (z+sinz)dz b) L_—cosz dz ¢) 2sin'.."—l dz
V= e
a) dz b) (1+—1—-)dz ¢) sinz—; dz
n“x €os® 7, sin®z

a) f(l 4+ ctg?z) da b) f(l St tea)da ¢) f“"gz"”‘“z

sinz - cos®z

Skizzieren Sie den Verlauf der den Integranden zugeordneten Kurven!

a) fi—= aresinz + C; = —are cosz + Cy
]/I—I2

dx
b) f1+12 —arctgy + Cy = —arcctg s+ Cy

1. Welche Beziehung besteht zwischen C; und C,?
2. Es sind die durch die Integranden dargestellten Kurven zu zeichnen.

Bringen Sie die folgenden Integranden und Ergebni in Q form und leiten Sie
eine Regel ab! Vergleichen Sie mit Aufgabe 8! Fa,ssen Sxe beide Ergebnisse zusammen!

. a fvm )fv:_"; o) f—__zvii—za

o35 v [ o 145+ e
2 f(%-}—:r,)da: ) f(zi,+$+%+1)dz o f(zl+%+;ﬁ)h
a) f(v%+v1_—i—;+’i)dz b)f(%—{-bx)dz

a) f(a'+b‘)dz b) f(a'—}—z')dr ©) f(z"+b')dz



23.

27.

30.

81

Die nachf d
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Int 1

sind  auszuwerten.

Es sind graphische Darstellungen des Integranden im Integrationsbereich anzufertigen.

+1

a) fz“"dz

-1

4
e a)if(z?-kziz)dz

3
a) fi/;’—d:c
0

2
a) fi/Fdz
1

1

4
. n)f%d:

0

. a) 7‘(]/;4— i/?)dz

a) [ (vr+sinz)dzx
[ivmae

dx
cos®z

2d

z

“)fT
1

mad

x

f fT
a

a)

S n

+1
b) fﬂmu

2
=
P
b)fo
2
=1
b)f(z’—%)dz
=3
+3
b)fi/?dz
-3
-3
b)f:‘VFdz
3

2
3dx

b) —
V=
i

[+ 17)es
0

b)

leo c\mu

b) [ (sinz + cosz)d=z

12
dx
e) fT
3

1d
h)fTI
1
2

=

Fassen Sie das Ergebnis von f) in Worte!

2sinz -+ %)dr

+1

¢)2- [a2m1ds

100

(n> 0, ganz)

dz

a)

N —in

+1
d) f]/z.u
0

+5

c)fxﬁdx a) f?/?dz
35 -4
2,6 ;]

o | L= d)fi’?
ot z P Yz
27

1
¢) f(l/;—s_)d”
3 V=
¢) [sinzdz
0
7
¢) f(asinz+bcosz)dz
0
8 13
dx dx
o [ o[
2 a
1



Geometrische Anwendungen 125

1
1 a 2 0 Ige Ina
33, a) /e'dz b) fe'da: c) [e=dz d) fe=da: e) fe'dz f) [e':ix
0 0 0 -1 0 0
1 1
34, a) f——e._;e—'dz b)fe”_)”".zx.
[ 0 -

In welcher Beziehung stehen die beiden Integranden zueinander ? Sie dhneln in gewisser Weise
den Kreisfunktionen und heilen Hyperbelfunktionen. Man bezeichnet sie auch mit
e —6=® -

Ginr = Cofz =

(gelesen: sinus hyperbolicus bzw. cosinus hyperbolicus).
Es ist zum Beispiel Coj*z — Sin®z = 1. Zeichnen Sie die Kurven mit Hilfe der Tabelle 15,
Seite 24 in Schiilkes Tafeln!

VIII. Anwendung der Integralrechnung

Bei der Untersuchung der Kurven treten zwei wesentlich verschiedene Gruppen
von geometrischen Eigenschaften beziehungsweise GréBen auf. Die eine Gruppe von
Eigenschaften beschreibt das Verhalten der Kurve im kleinen, das heilt das
Verhalten der Kurve in unmittelbarer Nachbarschaft (Umgebung) eines einzelnen
ihrer Punkte. Die Behandlung dieser Aufgaben gelingt mit Hilfe der Differential-
rechnung und ihres grundlegenden Begriffs, des Differentialquotienten. Eigenschaften
dieser Art sind die Extremwerte einer Kurve, Konvexitit oder Konkavitit, die
Wendepunkte und dhnliches. Die andere Gruppe von Eigenschaften befat sich mit
dem Verhalten der Kurve im groflen, also mit ihrem Gesamtverlauf. Zu dieser
Gruppe gehoren Begriffe wie die von der Kurve teilweise oder ganz begrenzte Fliche,
ihre Bogenlinge usw. Analytisch werden diese der Kurve zugeordneten Gréfen mit
Hilfe der Integralrechnung ermittelt.

Auch auf die Probleme der Mechanik findet die Integralrechnung Anwendung,
zum Beispiel auf die Bewegungslehre, auf die Berechnung der Arbeit, des Trigheits-
momentes und des Schwerpunktes.

Alle in den folgenden Abschnitten zur Ableitung der Formeln durchgefithrten Grenzprozesse
erfordern einen strengen Beweis, fiir den die Hilfsmittel jedoch noch fehlen. Die Formeln sind
auch nicht fiir beliebige Funktionen giiltig. Es lifit sich aber zeigen, daB es geniigt, fiir die
Funktionen die Existenz der Ableitung und deren Stetigkeit vorauszusetzen. Diese Eigen-
schaften haben alle von uns behandelten Funktionen in den betrachteten Intervallen.

44, G trische Anwend

a) Flichenberechnung

Ausgangspunkt der Integraldefinition war der Flacheninhalt (vgl. S.56). Ein
Flichenstiick F, das von einem Kurvenbogen der Funktion y = f(x), von dessen
Endordinaten und dem zugehorigen Stiick der Abszissenachse begrenzt ist, wird
gegeben durch

b
F=[f@)dz, (@a<b).
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Dieser Ausdruck gibt die Summe der mit einem Vorzeichen behafteten Flachenstiicke
an. Werden die einzelnen Summanden errechnet, so i3t sich auch die Summe der
Absolutbetréige ermitteln (vgl. dazu Abschnitt 24).

Im allgemeinen wird man es bei der Flicheninhaltsbestimmung nicht mit derart
. speziell berandeten Flichenstiicken zu tun haben, wie wir sie bei der Definition des
bestimmten Integrals benutzt haben. Die Flichen werden vielmehr allseitig von einer
gekriimmten, sich nicht iiberschneidenden Kurve berandet sein.

Eine Funktion y = f(x), die eine solche geschlossene Randkurve liefert, ist
mindestens zweideutig (vgl. den Kreis 2 4 y2 =% oder y = + |/r2 — 7). Wir
betrachten eine Funktion, die sich in zwei eindeutige Funktionen (vgl. Abb. 66)
y =hx), Y="Ff(2) [f1(2) = fy(x)] zerlegen liBt, deren jede einen Zweig der
Kurve liefert. Die gemeinsamen Punkte der Funk-
tionen sind die Endpunkte z =a und z =b des ge-
meinsamen Definitionsbereichs. Fiir sie gilt

f1(@) = fa(@) und f(b) = f,(b).

Hat man @ und b gefunden, so kann man f(z) in die
Zweige f,(x) und f,(z) zerlegen, und es ist

e e b b b
sl o E F= af fl@) dx — af fol@) dz = ..f [f(x) — fy(2)]dz

Abb, 66 der Flacheninhalt der von der geschlossenen Kurve
y = f(x) berandeten Fliche.

Die Funktion y = 2 + 2% 4- Vl — a? wird durch eine geschlossene, in der oberen
Halbebene gelegene Kurve dargestellt (Abb. 67). Sie ist zweideutig, ihre eindeutigen
Zweige sind f,(z) =2 + 2% + Vl — a? beziehungsweise f,(x) = 2 4 2? — Vl — a?
(wobei fiir die Wurzel der Hauptwert zu nehmen ist). Die Integrationsgrenzen sind
offenbar @ = —1lund b = 1.

Also ist

» K=h_
|

+ +1
F=[ih@ — @)z =2f T2 da

(Substitution: z = sint, % = cost)

45 N
= 2/cosztdl = [t + sintcost]
= = (vgl. S.121),
=S

mit { = arcsinz

SERSE

b) Bogenliinge (Rektifikation der Kurve)

B Die Berechnung der Bogenlinge einer Kurve fiihrt
Abb. 67 ebenfalls auf eine Integration. Der elementare Prozef

beim Ausmessen einer Liinge besteht darin, dal man diese
mit geradlinigen MeBstiben vergleicht. Dies geschieht in der Weise, daB man die
MeBstibe auf der zu messenden Liinge abtriigt und abzihlt, wie oft dieses Verfahren
moglich ist. Will man zu feineren MeBergebnissen kommen, so ist es notig, daBl
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man je nach Bedarf zu immer kiirzeren MeBstdben iibergeht. Entsprechend diesen
anschaulichen Vorstellungen werderi wir auch die Linge einer beliebigen Kurve
definieren.

Wir schreiben der zu untersuchenden Kurve einen geradlinigen Streckenzug (Poly-
gonzug) ein und messen dessen Liinge. Sie ist von der Art des gewihlten Polygons
(etwa seiner Eckenzahl) abhiingig. Wiederholen wir dieses Verfahren beliebig oft,
wobei wir die Anzahl der Ecken der einbeschriebenen Polygone iiber alle Grenzen
wachsen lassen, withrend die lingste Polygonseite gleichzeitig gegen Null strebt, so
werden diese Polygone die Kurve immer besser annihern. Die Linge der Polygon-
ziige strebt dabei einem Grenzwert zu, der ein Maf fiir die Linge der Kurve ist.
Diese Definition der Kurvenlinge enthilt zwei unausgesprochene Voraussetzungen,
namlich 1. daB der betrachtete Grenzwert existiert und 2. daf er von der besonderen
Wahl der Polygonfolge unabhiingig ist. Nur unter diesen Voraussetzungen, deren
Erfiillung wir mit Rektifizierbarkeit einer Kurve bezeichnen, werden wir von der
Linge einer Kurve sprechen konnen. Wir begniigen uns hier mit der Feststellung,
daB alle uns begegnenden Kurven tatstichlich die genannten Voraussetzungen er-
fiillen.

Die Kurve sei gegeben durch die Funktion y = f(2), die wirim Intervalla S # < b
betrachten; ihre Ableitung bezeichnen wir mit y’= f’(x). Das Intervall teilen
wir durch die Punkte ; = a; ,; 23; - - -3 %, = bin n— 1 gleiche Teile der Liange

Ax::_‘: . Uber diesen Teilpunkten des Intervalls mégen die Eckpunkte des

der Kur\; einbeschriebenen Streckenzuges liegen (vgl. Abb. 68). Die Lange L, des
einbeschriebenen Polygons ist dann:

n—1 n—1
L= DM udar + @aur = DT |/1+ (32 4.
k=1 k=1

Da nach Voraussetzung y = f () im ganzen Intervall differenzierbarist, also lim A
dz—>

fiir jedes k existiert und lim L, = s die gesuchte Bogenliinge sein soll, so muf} sich
ergeben: nexes
n—1

s = lim L, = lim 2' %)’.
n—>oco » A;—»Ok n V1+ Az 4z

=/a |/1 + y'%dx.

= : {3
Bei beliebiger verinderlicher oberer Grenze ist s _."'”"'_.l
eine Funktion von x gemif der Beziehung

d

s(x) :f]/l + y'2dx  baw. %: ]/1 + y2. Abb. 68

¢) Volumen eines Rotationskirpers

Die Anwendungen der Integralrechnung erstrecken sich nicht nur auf geometrische
Eigenschaften der Ebene, sondern auch auf solche des Raumes.

Die Funktion y = f(x) sei im Intervall a < x < b stetig und nicht negativ.
Lassen wir die in diesem Intervall unter der Kurve liegende Fliche (Abb. 69)
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um die z-Achse rotieren (angedeutet durch den Doppelquerstrich an der z-Achse),
80 beschreibt sie einen Korper. Er wird seiner Entstehung nach Rotationskirper ge-
nannt. Die erzeugende Kurve, die Profilkurve des Drehkorpers, und die ihr kon-
gruenten Kurven auf dem Drehkérper heifien die Meridiane des Rotationskérpers,
die von den Punkten der Kurve beschriebenen Kreise seine Breitenkreise.

Die Ordinaten in den Endpunkten des Intervalls beschreiben Kreisflichen; sie
sind die Deckflichen des durch die Drehung entstandenen Korperstumpfes.

Ist die rechte Deckfliche durch einen beliebigen Wert 2 bestimmt, so ist der
Inhalt ¥ des Rotationskorpers eine Funktion von z, also V — V(x). Mit einer
Anderung seiner Achsenlinge (* —a) um Az andert sich auch V(z) um einen
Betrag 4 V(). Im Intervall von z bis (x + Ax) hat die Funktion f(x) ein absolutes
Minimum y,, und ein absolutes Maximum yu. In AV 148t sich eine grofite zylin-
drische Scheibe vom Inhalt 7 y;, Az einbeschreiben und um AV eine kleinste vom
Inhalt 7 y3; 42 umbeschreiben. Es gilt also fiir AV die folgende Abschiitzung:

nyﬁle <AV Swy;dx
oder 4

y=fx)

Mit dem Grenziibergang Az - 0 gehen Ym und Yy
gegen den Funktionswert y an der Stelle z, das heifit

aber, lim AF = V’(x) existiert und hat den Wert
= 4z—>0 dz

Tk Vi) =ny.
Hieraus folgt fiir V(x) nach der Definition des un-
bestimmten Integrals

Abb. 69
V(z) = zfyzdx
und damit fiir den Inhalt des Kérpers zwischen # — g und z = b
b
View f yidx.
a
Die Drehung kann selbstversténdlich auch um die y-Achse erfolgen. Die Uber-
legungen sind den vorangegangenen analog. Der Korperinhalt ist jetzt eine Funk-
tion V(y) mit der Eigenschaft
a
V(y) =m-a% also V(y) =x[a?dy bezichungsweise V7 =af 22dy.
c

Liegt x nicht als Funktion von y vor, sondern y als eine Funktion von z, so substi-
tuieren wir y = f(x), das heil3t

b
V=nfa®-f(z)dz mit fl@=c und f(b)—d.
a
Beispiel: )
2 2
a) Der obere Halbbogen der Ellipse ;z- + {? =1 rotiert um die z-Achse:
es ist 32 = Z—z(a’ —a?), oder y= -+ Iai ]/a2 — 22, mithin

+a +a
3
V=az‘/.y9dz =n%-'/(a’—x")dx :[”Z—z(“gz — %xﬂ]ii: %mzb*.
—a —a
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2 2
b) Der rechte Halbbogen der Ellipse ;% + I% =1 rotiert um die y-Achse:

es ist 2% = ‘;A:(b2 — 9?), oder z=-+ %]/bz — %

also V= n]:a’dy = ﬂg—:—_}:sz—-y?)dy = [ﬂ:—:(bzy—%y“):t: = %na"b.
=b 3

Vergleichen Sie die beiden Rotationskérper, die man Rotationsellipsoide nennt! Unter welcher
Bedingung sind sie volumengleich ?

d) Die Mantelfliiche eines Rotationskirpers

DieKurve y = f () liefert bei der Rotation um die x-Achse (Abb.70) eine Rota-
tionsfliche, die Mantelfliche des Rotationskérpers. Wir erkliren (entsprechend den
Verhiltnissen bei der Bestimmung der Bogenlinge) den Flicheninhalt M des Man-
tels durch einen Grenzwert. Der Kurve werde ein Sehnenpolygon einbeschrieben.
Durch Rotation um die z-Achse erzeugt es eine aus Kegelstumpfminteln zusammen-
gesetzte Fliche; ihr Flacheninhalt sei M (n). Lift man die Anzahln der Eckpunkte
des einbeschriebenen Sehnenpolygons iiber alle Grenzen wachsen und dabei gleich-
zeitig alle Sehnenlingen gegen Null streben, so streben die Flacheninhalte 1 (n)
gegen einen Grenzwert lim 3/ (n). Durch diesen Grenzwert definieren wir den Flédchen-

NnN—>00
inhalt M der zur Kurve y = f(z) gehorigen Rotationsfliche: M = lim M (n).
n—>co
Wir berechnen also die einbeschriebene Fliche M (n). Die M (n) aufbauenden
Kegelstumpfméintel lassen sich bestimmen als Produkte aus ihren Seitenlinien
]/(A 7)? + (A yp)? und den Umfingen 27 f(&,) ihrer mittleren Kreisquerschnitte,

wobei #; < & < Ty istund k=1,2,..,n—1
Also gilt fiir die Néiherungsfliche y
n—1
M) = D2x/(&) - Viday + AuF
k=1

= ngﬂs,,) -]/1 +(52) 4.
k=1

Wird die Einteilung des Intervalls immer feiner, 0
strebt also 7 —oco und damit gleichzeitig 4x— 0, so
existiert der Grenzwert

n—1
n - AYE)®
'}ll:;M(n) =A1;202ﬂk=§1 f(&) - |/ 1+ (ﬂ) Az,

b
lim M(n) = I=27rfy- J1+ y2dz.
a

A—>00

und es ist

9 [00914]



130 Anwendung der Integralrechnung

7 d dx 3! " x .
Beachten wir, daB J1+ 32 = d—: oderd—; = m ist, so ergibt sich nach der
Substitution z = z(s) das Integral
. s
M=2x[yds,

wobei y als Funktion y (s) aufzufassen ist.

Beispiel: Mantelfliche des Rotationsparaboloids.

Zo
¥ =2pz; M= 2=rofy~ T+ y2da; ¥y =p, y=1
2 2
14 y2 L7 also y+ =1+ 2=1pCa+ p);

yz
¥ =22 Vp[ Viz ¥ pdz = Sl @a+ »- V22 T3],

2 = Fy——— 2
M=32lp@a+p)- V2w + p—gap
Berechnen Sie das Integral fiir z — V2p y!

Aufgaben

)v'. Von einer Parabel y* = 2px wird durch eine Senkrechte zur Parabelachse im Abstand a
vom Scheitel der Parabel ein Segment abgeschnitten. Welche Abszisse b muB eine Parallele
zur Ordinate in @ haben, damit das zwischen a und b gelegene Flichenstiick der Parabel
gleich dem Parabelsegment ist ?

In Py(xy; yy) ist an die Parabel y2 = 2p 2 eine Tangente gelegt. Wie grof ist das von der
«-Achse, der Tangente (vgl. Abschnitt 12) und dem Parabelbogen berandete Flichenstiick ?
Suchen Sie nach einem gleich groBen Flichenstiick! Welcher Parabelsatz iiber Schnitt von
Tangente und y-Achse ergibt sich daraus ?

8. Die Parabel y* =22 wird von der Geraden y = z — 4 geschnitten. Berechnen Sie das von
“ beiden Kurven ei hl Flich iick!
4. Esist der Inhalt des Einheitskreises mit Hilfe der Integralrechnung zu bestimmen. (Benutzen
Sie die Substitution # = cost !)

6. Bestimmen Sie die GroBe des vom Kreise 22 +4- 2 = 25 und der Parabel yi= % 2 beran-
deten (kleineren) Flichenstiicks! Fertigen Sie eine Zeichnung an!
1
6. Besti: Sie Krei: t und Kreissektor des Einheitskreises, wenn @ = 3 b=1 ist
b

F=2- f ydz)! Wie groB ist der Offnungswinkel des Kreissektors ?
a

2 2
7. Der Inhalt der Ellipse :—2 + Z—z =1 ist zu bestimmen. (Substitution 2 — a-cost.)

8. Die Parabel y*=2pz wird an der Winkelhalbierenden des ersten Quadranten gespiegelt.
Wie groB ist das von beiden Parabeln begrenzte Flichenstiick ?

9. Die kubische Parabel y = az® wird an der Winkelhalbierenden des ersten Quadranten ge-
spiegelt. Wie gro8l ist das von beiden Parabeln begrenzte Flichenstiick ? (Beachten Sie auch
den dritten Quadranten!)

10. Die gleichseitige Hyperbel 2y = 1 wird von der Geraden 8 (z 4 y) = 65 geschnitten. Wie
groB ist der Flicheninhalt des Hyperbelsegmentes ? (Es ist eine Skizze zu entwerfen.)
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11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

0%

ALY
Abb. 71 Abb. 72 Abb. 73

Der Ausdruck y = + Vaz + ]/aa: — 22 stellt je nach der Kombination der Wurzelzeichen
vier verschiedene Kurvenbigen dar. Die Abbildung 71 gibt die vier eindeutigen Funktionen an.
Wie kann man sich jeden Kurvenbogen entstanden denken ? Beweisen Sie durch eine all-
gemeine Uberlegung, daB der Inhalt jedes Blattes der Figur gleich dem des ,,Leitkreises* ist!
Es ist die Bogenformel auf die Neilsche (halbkubische) Parabel y = z |z anzuwenden
(Abb.72).

Bestimmen Sie den Umfang der Astroide (Sternkurve) :r;§ + 9= a§ und vergleichen Sie
ihn mit der Strecke 2a (Abb.73)!

a) Berechnen Sie das Gewicht eines eisernen Zylinders (Wichte 7,86) mit der Hohe k (erzeu-
gende Gerade y = a)!

b) Berechnen Sie den Inhalt eines Kegels mit der Héhe k (erzeugende Gerade y =maz)!
¢) Berechnen Sie den Inhalt des Kegelstumpfes zwischen 2 = 0 und z — 5, wenn die
Gerade y =}z + 3 die erzeugende Mantellinie ist!

Es ist das Volumen des Rotationskorpers zu berechnen, der aus y = e* durch Rotation um
die z-Achse entsteht, fiir z = 0 bis z = 1.

Berechnen Sie das Volumen des durch Rotation um die #-Achse aus der Sinuskurve y = sinz
hervorgehenden Drehkérpers fiir die Grenzen 2 = 0 und z = x!

Zu berechnen ist das Gewicht des von

a) der Parabel y = 2%, b) der Parabel y = 22, ¢) der Parabel y= ﬁ‘ d) der Parabel y — ,,%
erzeugten Rotationskérpers, wenn die Grenzen 0 und z, sind, die Kurve 1. um die a-Achse,
2. um die y-Achse rotiert und die Wichte des Fertigungsmaterials 2,72 ist.

Berechnen Sie das Volumen des von der

2 2 .2
Astroide 2* + y* = a® erzeugten Rotations- Y
korpers (vgl. Aufgabe 13)!

Die Kurve y = % VZ 3 — ) (Abb. 74) hat

eine im Endlichen gelegene Schleife. Be-
stimmen Sie ihren Flicheninhalt 7, ihren
Umfang U, ihr Volumen ¥, bei Rotation um
die z-Achse und ihr Volumen V), bei Rota-
tion um die y-Achse! Abb. 74
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20. a) Die Abbildung 75 zeigt den Achsenschnitt einer Vase, der aus r-—100°—-|

Geraden, Kreishégen und Parabelbdgen zusa tzt  ist. ‘
Die Scheiteltangente der Parabel und die Rotationsachse sind
parallel. Bestimmen Sie in zwei Schritten aus den angegebenen
Ab ihr F ermogen !
b) Ein FaBl kann als Teil eines Rotationsellipsoids aufgefalt
werden. Die Endflichen haben im Lichten einen Durchmesser
von 60 cm. Der Durchmesser der groBten Weite ist 80 cm. Das
FalB ist 1 m lang. Wieviel Liter fallt es?

21. Bestimmen Sie den Flicheninhalt des Mantels fiir den Kegel mit der
Hohe A, der durch Rotation der Geraden y = ma (Erzeugende) 100%
a) um die z-Achse, h) um die y-Achse entsteht! Bestitigen Sie die Abb. 75
stereometrische Formel M = x rs!

22, Es ist der Flicheninhalt des Kegelstumpfmantels zu bestimmen, der durch Rotation der
Erzeugenden y = — }« + 3 um die z-Achse in den Grenzen z =0 und z = 5 entsteht.
Die stereometrische Formel M =z (R 4 1) . s ist zu bestitigen.

23. Berechnen Sie die Oberfliche des durch Rotation aus der Astroide entstandenen Korpers (vgl.
Aufgabe 18)!

’ 45. Physikalische Anwend
a) Schwerpunkthestimmung
Liegen in einer z-y-Ebene n Massenpunkte mit den Massen m, und den Ko-

ordinaten (x;; y,), wobei ¢ = 1; 2; ... ; n ist, so versteht man unter der Gesamt-
masse M des Systems die Summe der Massen aller » Massenpunkte, das heif3t also

M=m;+mg+ -« +m + --- +m,,=2m,.
i=1

Die Koordinaten des Schwerpunktes S, des Punktes, in dem man sich die Gesamt-
masse vereinigt denken kann, seien (&;7). Fiir die statischen Momente des
k-ten Massenpunktes beziiglich der y-Achse be-
ziehungsweise der z-Achse gilt

dy, = my ;3 d,=m.y,.

Somit ergeben sich die statischen Momente des Sy-
stems zu

n n
Dy:Zmle; Dz=§m.y.-
i=1 i=1

Das statische Moment ist aber gleich dem Produkt
aus Gesamtmasse und zugehoriger Schwerpunkts-
koordinate, das heif3t also Dv =¢éM und D, = nM.
Somit ergibt sich

n n
5M=Zm,:c, und 1]M=Zm‘ Yye
i=1 =1

Diese Gleichungen heilen die Momentengleichungen. Ist im besonderen m, = 1
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fiir alle 4, so ist M zahlenmiiBig gleich ». Fiir & und 7 ergeben sich dann die
Zahlengleichungen

n
PR
I n=1

n

Yi

o

n

Das bedeutet also, & und # sind in diesem Falle die arithmetischen Mittel der
Abszissen beziehungsweise Ordinaten der Punkte P, (z; y,).

1. Schwerpunkt einer Fliche

Wir wollen nun iiberlegen, wie wir die Schwerpunktskoordinaten fiir kontinuier-
lich ausgebreitete Massen errechnen kénnen. Wir betrachten die iiber dem Inter-
vall ¢ < & < b gelegene, von der Kurve y = f(z) und den Ordinaten f(a) und f(b) in
den Endpunkten des Intervalls berandete Fliche und denken sie uns gleichmifig
mit Masse von der Dichte x = 1 belegt (Abb. 76). Die Gesamtmasse M ist dann
zahlenmifig gleich dem Flicheninhalt der belegten Fliche, also

b
M=[fx)de,
a
denn es ist M = pu F und p = 1.

In die Fliche wird ein Treppenpolygon einbeschrieben durch Unterteilung der
Intervallinge b — a in n gleiche Teile Az =b_Ta; die Teilpunkte seien z;, = a,
Xy, g, « « -y Tny 1= b. Der Schwerpunkt S; des i-ten Rechteckes liegt auf dem Schnitt-
punkt seiner Diagonalen und hat die Koordinaten & = z; +%A:c, i :% @),

wobei f(z;) das absolute Minimum im i-ten Intervall ist. Die Masse dieses Recht-
eckes ist m; = f(@;) Ax. Der gemeinsame Schwerpunkt aller Rechtecke habe die

Koordinaten & und 7; M sei die Masse der Niherungsfliche des Polygons.
Dann ist nach den Momentengleichungen

n

E.Zn’m‘ =Zn‘ me- &= wif @Az + %ijf(iimx,
i=1 i=1 i=1

i=1

7—72 m; =2"7mi’7]i = ;Z"Z [f(—’i,)]zdz
1

i=1 i= i=1

oder

n
_ Zml@az : SUEPAz

="t Az =
¢ M + 2 & K M

LaBt man nun n - oo, das heilit 4z — O streben, so strebt der Schwerpunkt (E; 0l
der Naherungsfliche gegen eine Grenzlage, die den Schwerpunkt (&; %) der Fliche
n b

darstellt. Ferner strebt die Summe Zm.» =M gegen f f(x)dz,
i=1 a

n b

n b
Zz‘f(ii)dz gegen fzydx und %2[)‘(5.‘)]’411 gegen %fy’dz.

i=1 a i=1 a
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b b
1
fzydz Efyzdz
a a

b
f=p—, =", mit F:ff(z)dx

Wir setzen also

als Koordinaten des Flichenschwerpunktes fest.

Beispiel:
Der Schwerpunkt einer durch die Hauptachse

) halbierten Ellipse ist zu bestimmen (Abb.77).
% f Es isty:+§]/a2—:c3,

o * also

+a
Abb, 77 a) F= | ydx:énab;
+a b +a 9
b) D, = fxyda::;j z/a”—:czdx=~% ]/t—dtzo mit @ — 22 = ¢;
L s e
+a b"+a
c¢) D, :%jy“dx~% a—;f(a”—xz)d:c
—a —a
b? 1 +a 2
=["a2 (az:c~§x3) _a=§ab8
Also ist
Dy, _De 4b
- §=—7=0 und n=F =5
" Die Lage des Schwerpunktes ist also unabhiingig

von der Linge der halbierenden Hauptachse, gilt also
Abb, 78 auch fiir den Kreis mit dem Halbmesser b.

2. Die Guldinschen Regeln

Auch fiir Kurven kann man einen Schwerpunkt angeben. Man denkt sich die
Massen kontinuierlich auf der Kurve verteilt. Dann gelten ebenfalls die Momenten-
gleichungen (vgl. S.132/133).

Bei jedem Rotationskérper besteht ein Zusammenhang zwischen der MaBzahl
seines Inhaltes und der Lage des zur erzeugenden Fliche gehérenden Schwer-
punktes. Entsprechendes gilt fiir Rotationsflichen. Die Beziehungen sind unter
dem Namen Guldinsche Regeln bekannt.

Erste Regel: Die Oberfliiche eines Rotationskorpers ist gleich dem Produkt aus der
Liinge der erzeugenden Kurve und dem vom Kurvenschwerpunkt zuriick-
gelegten Wege.
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Zweite Regel: Das Vol eines Rotationskorpers ist gleich dem Produkt aus dem
Inhalt der erzeugenden Fliche und dem Weg des Flichenschwerpunktes.

1. Die Liinge der rotierenden (erzeugenden) Kurve (Abb. 78) sei !; ihr Schwer-
punkt S habe von der Rotationsachse den Abstand 7. Die Kurve sei durch einen ge-
brochenen Streckenzug mit den Lingen As, angenihert. Dabei sei y, die Ordinate
der Mitte von As;.

Dann gilt nach dem Momentensatz:

n n n n
N A8, =23 Y- A5y oder 2anIAds =32x yp - A8
E=1 k=1 k=1 k=1
Wenn 4s, gegen O strebt, gilt
lim 2‘2nykAsk_f2nyds und lim 27:;72113,_27:7; 3
48, —>0 k=1 45, >0
also

!
27:77~l=f2nyd8.
0

Nach der Inhaltsformel fiir Mantelflichen von Rotationskérpern ist die rechte Seite
die Rotationsflidche, die bei der Drehung um die z-Achse entsteht; also ist

2xn-l=0.
Eine entsprechende Gleichung gilt fiir die Drehung um die y-Achse.

2. Die rotierende Fliche sei F, ihr Schwerpunkt S habe die Koordinaten (£; )
(Abb.79). Wir betrachten ein Flichenelement AF, von der Breite 4. Angenihert
1Bt es sich ersetzen durch das ihm einbeschriebene Rechteck von der Breite Az und
der Héhe ¥, = f (%), wobei f (z;) das absolute Minimum im %-ten Intervall bedeutet.
Im Falle einer stets wachsenden Funktion ist 7, = y, (vgl. Abb. 79); wenn dagegen
die Funktion stets fiillt, ist ¥, = ¥;,,. Der Schwerpunkt S; hat die Koordinaten

Az ¥,
E,,::t,,—l——Z-, ﬂkz%k‘;

y y=ftx)
die in S; vereinigt gedachte Masse ist
Amy =y Az, wenn die Massendichte wieder u =1
ist. Nach dem Momentensatz gilt dann ~
T st
? 1 1
JL — Yk: 'I,I"" 17
= ‘Y dz, ) t
g il P *
e " g =
wenn F die Fliche des Treppenpolygons, 7 die |=——%.
Ordinate ihres Schwerpunktes S ist, oder § b

» 712
271'5-?:22:1-—@? Az. Gl

Lassen wir n - oo, das heiit Az — O streben, so strebt die rechte Seite gegen
b b

f:t y2dz, F gegen F = af y dx, das heifit, 7] strebt gegen eine Grenzlage », die wir
a
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als die Schwerpunktkoordinate der Fliche definieren. Also ist

b
2nr/F=n:fy“dx
a
oder
2nn-F =V.

Meist werden O und V leichter zu berechnen sein als die Schwerpunktkoordinaten.
Dann kénnen die Guldinschen Regeln zur Schwerpunktberechnung dienen.

Beispiel:
Ein Halbkreis rotiert um seinen Durchmesser. Bestimmen Sie die Lage des
Schwerpunktes von Halbkreishogen und Halbkreisfliche !

a) Wir legen den Koordinatenursprung in den Mittelpunkt des Kreises. Der Halb-
kreishogen erzeugt bei der Rotation die Kugeloberfliche O = 4772 Die Abszisse &
seines Schwerpunktes ist aus Symmetriegriinden Null. Fiir seine Ordinate gilt:

2an-1=0 oder 2 -nwr =4mr?, das heiBtr}:%.

b) Die Halbkreisfliche F' = %nr’ erzeugt bei der Rotation die Vollkugel V = %n 78

Der Schwerpunkt der Halbkreisfliche liegt auf der y-Achse, also ist & = 0 fiir 5
ergibt die Guldinsche Regel:

2nn-F=V oder 27:77-%7”3:%7”",
das heift 4r

(vgl. mit der Ellipse).

3. Kirperschwerpunkte
Auch die Schwerpunktsbestimmung der Rotationskorper ist mit einem analogen
Ansatz moglich. Die Kurve der Funktion y = f(x) rotiere um die z-Achse und er-
b

zeuge dabei einen Rotationskorper mit dem Volumen V =z f y*dx. Wir setzen die

a
Massendichte des Korpers wieder zu iz = 1 an; dann ist die Gesamtmasse M des Kor-
pers zahlenmifiggleich V. Aus Symmetriegriindenliegt der Schwerpunkt desRotations-
korpers auf der z-Achse; es ist also nur die Schwerpunktsabszisse & zu bestimmen.

Wir zerlegen den Korper in Scheiben der Dicke Az, deren Masse M = n 2 Az ist,
wobei y = f(%) mit x < T < & + Az ist. Nach dem Momentensatz ist dann
EM = lim D'F-wipdz,
4z—0
das heif3t
3
[zyrdz
E=—.
[y2dz
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Beispiel:

Bestimmung der Schwerpunktlage einer Halbkugel. Die Halbkugel wird durch
die Rotation des vom Kreishogen y = + ]/‘r2 — 2% (0 < « < r), bestimmten Kreis-
quadranten um die z-Achse erzeugt. Also ist

f 1
Jz(r’—x”)d:ﬂ —rt

4
f=——— ==,
J(r2~22)dz '§'ra

b) Berechnung der Arbeit

Wie uns aus dem Physikunterricht bekannt ist, wird zur Uberwindung einer kon-
stanten Kraft K in ihrer Richtung lings des Weges s die Arbeit A = K - s benétigt.
Wir wollen diesen einfachen Fall verallgemeinern. Die Kraft K soll lings des gerad-
linigen Weges s eine Funktion von s sein, K = K (s). Zur Uberwindung lings eines
Wegelementes 4s ist dann eine Arbeit 4 A = K(s) - 4s nétig, wobei K (5) ein ,,mitt-
lerer Wert der Kraft K ist (s < § < s + 45). Im Grenzfall erhilt man fiir die ge-
samte Arbeit

A4=1lm D'44= hm ZK(&)As
48>0
oder

s
A= f K(s)ds.
Beispiel: "

In einem von einer elektrischen Ladung e erzeugten elektrischen Felde herrscht
im Abstand r von der Ladung die elektrische Feldstiirke F—r— Eine zweite
(gleichnamige) elektrische Ladung ¢’ erfihrt in diesem Felde eine AbstoBung
K= —¢-F= —-;%l (Coulombsches Gesetz), wenn die Entfernung der Ladun-

gen r ist. Um die Ladung ¢’ vom Abstand r, auf den Abstand r, (ry<< 7)) vone
zu bringen, ist die Arbeit

notig.

Ist ¢ =1 die Einheitsladung und ist ¢’ =1
aus sehr groBem Abstand (r,— oo) bis auf den
Abstand r, herangefithrt worden, so erfordert dies
die Arbeit

s fl-far=tmef—d) =5

Man nennt diesen Wert das Potential der La-
dung e im Abstand r,. Das Potential P einer

Ladung e im Abstand r ist also P =—

Abb. 80
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8s
Die Formel A = [ K (s) ds gilt auch dann, wenn der Weg s nicht geradlinig, son-

5
dern eine beliebige Kurve ist, vorausgesetzt, da die Richtung der in den Weg-
punkten s erklirten Kraft mit der Tangentenrichtung der Wegkurve zusammenfllt.
Beispiel:

In einer halbkugelférmigen Schale liegt ein Korper vom Gewicht G. Er wird
(reibungslos) in der Schale bewegt. Welche Arbeit ist notig, um ihn lings eines GroB-
kreishogens auf die Hohe des Mittelpunktes zu bringen (Abb.80) ? Die auf den Kérper
wirkende Kraft G zerlegt sich in eine zum Kreis tangentiale Komponente K, die
seine Bewegung bestimmt und die zu iiberwinden ist, und eine (uns hier nicht weiter
interessierende) normale Komponente. Die Lage des Korpers auf der Schale ist
durch die Koordinaten x und y bestimmt. Nun ist K:G = x:7, also K = gx

8 T T

Y R ist, gilt L
Ferner ist = VT4 und, da g* =12 — 22 ist, gilt Tz BT
Also ist

r T
- G T zdz
A:flx(s)ds=/7-x-—zz dx=G/—.
0 0

'/12 = V T
Substituieren wir ¢ fiir 2 — 22, so ergibt sich
"
A== 3t (o] = o
k 0
Das Ergebnis besagt, daBl die Arbeit allein abhéingig ist von dem Hohenunterschied r
zwischen Anfangslage und Endlage des bewegten Kérpers.
Aufgaben

. Berechnen Sie die Schwerpunktkoordinaten eines von der Sinuslinie und der z-Achse ein-
hl Flich i

—

2. Mit Hilfe der Guldinschen Regeln ist die Lage des Schwerpunktes a) des Bogens, b) des
Gesamtumfanges, ¢) der Fliche eines Halbkreises zu berechnen.

3. Bestimmen Sie die Schwerpunktkoordi a) des G fanges, b) der Fliche eines
halben Kreisringes mit den Radien r, und 7,!

4. Von der Parabel y* = 2pa wird durch die Gerade = a ein Segment abgeschnitten. Be-
stimmen Sie die Schwerpunktkoordinaten a) fiir ein Halbsegment, b) fiir das ganze Segment!

5. Ein Kreis mit dem Halbmesser 7 rotiert um eine Gerade seiner Ebene. Der Kreismittelpunkt
hat von der Geraden den Abstand R (R > 7). Volumen und Oberfliche des Rotationskorpers
(Torus) sind zu berechnen.

Anleitung: Bestimmen Sie die Lage des Schwerpunktes der erzeugenden Elemente und be-
nutzen Sie die Guldinschen Regeln!

6. Am Zylinder ist die Schwerpunktformel fiir R ionskorper (erzeugende Gerade y = a)
zu priifen.
7. Bestimmen Sie die Lage des Schwerpunktes fiir einen geraden Kegel, dessen Spitze im Koor-

dinatenursprung liegt und dessen Achse die z-Achse ist, wenn er durch die Gerade y=mz
erzeugt wird und die Héhe k besitzt!



8.

9.

i d

12,

13.

16.
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Bestimmen Sie die Lage des Schwerpunktesfiir einen durch dieGerade y =m 2 +4b (m > 0;6>0)
erzeugten Kegelstumpf mit der Hohe k! (Der erste Grundkreis ist durch z =0 bestimmt.)

Die Ell:pse — + = =1 rotiert um die z-Achse. Es ist die Schwerpunktlage des halben Ro-
tatlomelhpsoxds mlt 0 < z < a zu bestimmen.

Die Parabel y2 = 2px rotiert um die z-Achse. Es ist die Schwerpunktlage fiir das erzeugte
Paraboloid mit der Hohe A& zu bestimmen.

Die Parabel 2 = 22 rotiert um die z-Achse. Auf das sich bis z = 8 erstreckende Paraboloid
wird ein gerader Kegel aufgesetzt mit der Spitze auf der 2-Achse. Die Hohe des Kegels ist
gleich seinem Grundkreisradius. Es ist das Volumen des Kérpers und die Lage seines Schwer-
punktes zu bestimmen.

Bilden Sie die Differenz der in Aufgabe 11 genannten Teilkérper und bestimmen Sie das Vo-
lumen und die Schwerpunktlage des Restkorpers!

Auf der Oberfliche der Erde hat die Fallbeschleunigung den Wert g = 981 cm s~2. Sie dndert
sich mit zunehmender Hohe k iiber der Erdoberfliche. Na.ch dem Gravitationsgesetz ist die

auf einen M: ktm a iibte Anziel mg=f- , wenn M die Masse der Erde,

R ihr Radius und f die Gravitationskonstante ist. In der Hohe h ist die Anziehungskraft

m-g(h)=/~r11?”_(;—';:)é . Daraus folgt filr die Fallbeschleunigung g(k) in beliebiger Hoheh
= — . 108 cm).

g)y=g- (R+ e (R =6,37- 10% cm)

Welche Arbeit ist nétig, um eine Masse m = 1 g (unter Vernachlissigung des Luftwid d

bis zum Abstand D von der Erdoberfliche zu bringen ? Gegen welchen Grenzwert strebt die
Arbeit, wenn D iiber alle Grenzen wiichst ? Dabei ist der EinfluB aller anderen Himmels-
korper auBer acht zu lassen.

Berechnen Sie die Inhalte der von der Kurve y = 23 — 42 und der z-Achse eingeschlossenen
Flichenstiicke und die durch Rotation um die z-Achse d Rotationsvolumina !
Welchen Abstand haben die Schwerpunkte der Flichenstiicke von der 2-Achse ?

Kesselbaunieten haben die Form eines Zylinders mit aufgesetzten Kugelkappen. Wir bezeich-

nen den Durchmesser des Zylinders mit d, die Linge des Zylinders mit [, die Hohe der

Kugelkappe mit & und den Durchmesser der Kugelkappe mit D). Nach den DIN-Vorschriften

stehen die Abmessungen in den nachfolgend angegebenen Verhiltnissen zueinander:
D:d=18:1, h:d=0,7:1, l:d=5:1.

Fertigen Sie die Schnittzeichnung einer solchen Kesselbauniete an und berechnen Sie das Ge-

wicht von 1000 Stiick mit der Léinge ! = 16 mm! Fertigungsmaterial: Eisen mit der Wichte 7,5.

a) Ein kugelformiger Wasserbehilter mit dem Radius r sei bis zur Hohe 2 mit Wasser ge-

fiillt. Es ist die Wassermenge und die Lage des Schwerpunktes der Fliissigkeit zu berech

b) Die Aufgabe a) ist unter der Voraussetzung zu ldsen, daB k der Reihe nach die Werte

1 1 2 3 5 4 3 5 7 a

-7, —1, —7, —7, —7, —7, =7, —7, —7, 27 annimmt!

3 2 3 4 4 3 2 3 4

¢) Die Aufgabe b) ist fiir r = 2,5m zu losen.
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IX. Zusammenstellung der wichtigsten Integrationsregeln

fi(z)dz:["(z)-l—C fdx=z+0
faf(x)dz:aff(x)dz:a[f‘(x) +C

[tt@ +o(@de= [{@ do + [g(z)da

[th@ + fa(@) + -+ + fa(@dz = [h@ do + [f@dz + - + [ o) da
[r@g@dz=t@e@ - i@ @iz

ff(t)t’dx:f/(t)dt; S_v

b b a
ff(z)dx:ff(x)da:fff(z)dz
a 0 0
b b a
f/(x)dz=[/(z)dx7ff(x)dz O<m<a<b
8 .
[i@dz = F@E=F6) - F@)
a b a
[i@az=0;  [i@ds=—[i@)da
a a b

[1@d =F@ - Fa

b
ff(f)d5=f(zo)(b—a) 6< 5 <ib

wb)=t;
fi(z)dx—ff[q)(t)]w(t)dt t=p@; asesb

v@) =t



B. Analytische Geometrie der Ebene

Werden die Eigenschaften geometrischer Gebilde (z. B. Kurven, Flichen, Ebenen)
mit Hilfe rechnerischer (analytischer) Verfahren untersucht, so spricht man von
analytischer Behandlung der Geometrie oder kurz von der analytischen Geometrie.
Wir konnen die Untersuchungen in der Ebene oder im Raume durchfithren. Im
Mathematikunterricht der Oberschule beschrinken wir uns jedoch auf die analytische
Geometrie der Ebene. In den folgenden Abschnitten wird diese Einschrinkung nicht
ausdriicklich erwihnt, sie muf} jedoch beachtet werden.

Zur Durchfithrung der Untersuchungen werden die Punkte der Ebene umkehrbar
eindeutig auf die Menge der in einem geeigneten Bezugssystem méglichen Zahlen-
paare abgebildet, so daf3 jedem Punkt ein und nur ein Zahlenpaar und jedem Zahlen-
paar ein und nur ein Punkt entspricht. Ein derartiges Bezugssystem haben wir be-
reits in der Infinitesimalrechnung als Koordinatensystem kennengelernt, bei dem
jeder Punkt P durch die Koordinaten z und y, also das Zahlenpaar (2 ; y), bestimmt
ist. Aus der Menge aller Punkte wird nun die Gesamtheit der Punkte ausgewihlt,
die den zu untersuchenden Gebilden angehéren. Dazu stellt man eine geeignete
Gleichung auf, der die Wertepaare eines jeden derartigen Punktes geniigen. So ist
zum Beispiel bereits bekannt, da die Gleichung

y=mz 4+ b

eine Gerade darstellt (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S. 15). Jedes zu
einem Punkte auf der Geraden gehdrende Zahlenpaar (= ; y) befriedigt die Gleichung.

Die so erhaltenen Gleichungen geben funktionale Zuordnungen wieder. Aus den
Eigenschaften dieser Funktionen kann man Schliisse auf die Eigenschaften der geo-
metrischen Gebilde ziehen; zum Beispiel kann man die Lage von Kurven zueinander,
die Schnittpunkte und die Winkel zwischen ihnen ermitteln. Da diese Kurven oder
Teile von ihnen in speziellen Fillen die Berandungen von Flachen sein kénnen, ist
es durch derartige Untersuchungen auch méglich, Aussagen iiber Flicheninhalte zu
machen.

In vielen Fillen fithren die analytischen Methoden rascher zum Ziele als die Me-
thoden der synthetischen Geometrie (bei der auf Berechnungen verzichtet wird),
in anderen Fillen liefern sie genauere Ergebnisse als Konstruktionen. Gewisse Gebiete
der Geometrie wurden itberhaupt erst durch analytische Verfahren erschlossen.

Bereits bei altgriechischen Mathematikern,z. B.bei Appolonius von Perge(3.Jh. v.u. Z.),
findet man Methoden, die dem Wesen der analytischen Geometrie entsprechen. Spiter wurdensie
vondem FranzosenPierre Fermat(1601bis 1665) wieder angewandt. Systematisch, exaktundim
wesentlichen erschopfend hat sie der bedeutende franzosische Philosoph und Mathematiker René
Descartes dargestellt (latinisierte Form des Namens: Cartesius), der deshalb als der Schopfer
der analytischen Geometrie bezeichnet wird. Er lebte von 1596 bis 1650. Die Entwicklung dieser
mathematischen Disziplin wurde wesentlich durch den Aufschwung der Astronomie im 16. und
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17.Jahrhundert (Kepler, Kopernikus u.a.) gefordert; andererseits wirkten die neuen mathemati-
schen Hilfsmittel mit ihren vielfiltigen Anwendungsméglichkeiten befruchtend auf die Entwick-
lung einer neuen Mechanik durch Newton. Der Deutsche Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646 bis 1716), der Engléinder Isaac Newton (1643 bis 1727) und der Schweizer Leonhard
Euler (1707 bis 1783) haben die Gedanken von Descartes weiterentwickelt und der analytischen
Geometrie die gegenwiirtige Struktur gegeben.

I. Analytische Geometrie der Geraden

1. Punkt und Strecke

a) Der Punkt im Koordinatensystem

In einer Ebene soll die Lage eines Punktes P eindeutig bestimmt werden.

Wir errichten zwei in der Ebene aufeinander senkrecht stehende Geraden und be-
zeichnen ihren Schnittpunkt mit 0. Dann legen wir die Léingeneinheit fest und tragen
sie vom Punkt O aus (dem Nullpunkt) auf beiden Geraden ab. Nun bezeichnen wir
die eine Achse als z-Achse, die andere als y-Achse. Jede der beiden Achsen besteht
aus einem positiven und einem negativen Strahl mit dem Anfangspunkt 0. Im all-
gemeinen wihlt man die Bezeichnung der Achsen so, wie es die Abbildung 81 zeigt.

B

0 £, x 4
Abb. 81 Abb. 82

Da bei unseren Betrachtungen auch Winkel auftreten, ist es nétig, den positiven
Drehsinn festzulegen. Ein Strahl, der zunéchst mit der positiven z-Achse zusammen-
falle, werde um den Punkt O so gedreht, daB er bei einem Drehwinkel von 90° mit
der positiven y-Achse zur Deckung kommt. Durch diese Bewegung des Strahls
wird der positive Drehsinn in der Ebene bestimmt.

Von dem gegebenen Punkt P aus fillen wir jetzt Lote auf die beiden Achsen
(Abb.82). Thre FuBpunkte P’ und P’ begrenzen auf den Achsen Abschnitte, denen
reelle Zahlen entsprechen. Sie werden mit 2 und y bezeichnet und heiBien die Koordi-
naten des Punktes P. Man schreibt dafiir P(a; y). Auf diese Weise werden jedem
Punkt der Ebene eindeutig zwei Zahlen x und y zugeordnet. Umgekehrt entspricht
jedem Zahlenpaar (z; y) eindeutig ein Punkt.

Man nennt O den Koordinatenanfangspunkt. Die z-Achse nennt man im allge-
meinen Abszissenachse, dic y-Achse Ordinatenachse. Da sich die beiden Achsen
unter einem rechten Winkel schneiden, nennt man dieses System ein rechtwink-
liges Koordinatensystem. Es wird auch als Cartesisches Koordinatensystem be-
zeichnet.
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Man kann die Einschrinkung fallen lassen, daB die beiden Achsen aufeinander
senkrecht stehen. Man erhilt dann ein schiefwinkliges Koordinatensystem. Auch
in diesem Falle wird der Punkt P parallel zu den Achsen projiziert, und die Eindeutig-
keit der Zuordnung von Punkt und Zahlenpaar bleibt erhalten.

b) Die Strecke
Linge einer Strecke. In einem rechtwinkligen # y-Koordinatensystem sei ein
Punkt P durch seine Koordinaten z und y, kurz P(z;y), gegeben. Die Linge der
Strecke OP ist gesucht (Abb. 83). P’ sei die senkrechte Projektion von P auf die
z-Achse. Das Dreieck OP’P ist rechtwinklig. Nach dem Satz des Pythagoras ergibt
sich 0P — 7T,
wobei fiir die Lénge einer Strecke zunéchst nur der Hauptwert der Wurzel Be-
deutung hat.
y

~

~

~

| R

Abb. 83 Abb. 84

Es seien jetzt zwei Punkte, Py(x;;¥,) und P,(z,; y,), gegeben (Abb. 84). Gesucht
ist die Lange der Strecke PP, Die Projektionen der Punkte P, und P, auf die
z-Achse seien @, bzw. @p. Die Parallele zur a-Achse durch P; schneidet P,Q, in R.
Das Dreieck P, RP, ist rechtwinklig. Seine Kathe-
ten sind P, B = @, @, = ¢,—=; und RP,— Y2~ Y d
Nach dem Satz des Pythagoras ergibt sich als ge- P
suchte Lange

PP, = |(x,— x) + (9: — )" 5

Die Herleitung dieser Formel hat nur Giiltigkeit
fiir Punkte im ersten Quadranten; die Formel da- i
gegen ist, wie wir spiiter erkennen werden, fiir jede 0 x
Lage der Punkte P, und P, giiltig.

Richtung einer Strecke. P sei ein Punkt
mit den Koordinaten z und y (Abb. 85). Die Strecke OP werde von O nach P

g |
<

Abb. 85

durchlaufen; damit ist ihr eine Richtung zugeordnet. Man schreibt 0P und spricht :
Strecke von O nach P. e

Unter dem Richtungswinkel ¢ der gerichteten (orientierten) Strecke OP versteht
man denjenigen Winkel, um den man einen beweglichen Strahl mit dem Anfangs-
punkt in O, ausgehend von der positiven z-Achse, im positiven Drehsinn drehen muB,
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bis er mit 0_13 zusammenfallt. Der Richtungswinkel der Strecke O_I.’, das heiBt die

Richtung der Strecke O_i‘ in bezug auf das z;y-Koordinatensystem, kann nun durch
die Koordinaten (z;y) des gegebenen Punktes P bestimmt werden. P’ sei die senk-
rechte Projektion von P auf die z-Achse. In dem rechtwinkligen Dreieck OP’P

5 ;
ist, wenn s die Lange der Strecke OP bedeutet,

cosp == sing =L
? &7 =g

Falls ¢ aus diesen Gleichungen bestimmt wird, soll unter dem Richtungswinkel der

Strecke 0_}= stets der Hauptwert des Winkels, das heilit ein Winkel zwischen 0°
und 360°, verstanden werden.
/¢ Entsprechend kann man auch die Rich-

tung der Strecke P_l_ﬁa in bezug auf das
z; y-Koordinatensystem durch die Koordi-
naten der Endpunkte P, (z;y) und
P,y(w,; y,) ausdriicken (Abb. 86).

Der Richtungswinkel ¢ der gerichteten

S
Strecke P, P, ist derjenige Winkel, um den
man einen Strahl mit dem Anfangspunkt
x in O, von der positiven z-Achse ausgehend,

im positiven Drehsinn drehen muB, bis er

Abb. 86

mit 1?1”, gleichgerichtet ist. Die Parallele
zur z-Achse durch P, schneidet P,@,in R. In dem rechtwinkligen Dreieck P,RP,
ist, wenn s die Linge der Strecke P, P, bedeutet,

Y—Y,
s

cosp = , sing=

Ty — Ty
s

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich eindeutig der Hauptwert des Winkelsg.

¢) Die Koordinaten des Teilpunktes einer Strecke
oy
Der Punkt T'(£; n) teile die Strecke O_I” im Verhﬁ.ltnisg = A. Das Teilverhalt-
Zp
nis A hat einen negativen Wert, wenn 7T auf (5-13 liegt (innere Teilung), dagegen

—
einen positiven Wert, wenn 7' auf der Verlingerung von OP liegt (4uBere Teilung).
Die Koordinaten & und # des Teilpunktes I' sollen durch die Koordinaten (z ; y)
des Punktes P und durch A ausgedriickt werden. Die Projektionen der Punkte P
und 7 auf die z-Achse seien P’ bzw. T’ (Abb. 87). Nach dem Strahlensatz ist

—> —_—
T0_T0 _ —¢t _,
=T
TP TP

Die Proportion gilt auch dann, wenn T' auf der Verlingerung von 0p liegt. In
diesem Falle ist A positiv, da die Strecken gleichgerichtet sind. Man spricht dann
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von #uBerer Teilung und nennt 7 den #uBeren Teilpunkt der Strecke 0P (vgl.
Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S. 174). Aus der letzten Gleichung berech-
nen wir die Abszisse des Teilpunktes 7' als

- Y
& =1_A: und finden in entsprechender

Weise als Ordinate des Teilpunktes 7' P
n= % Der Teilpunkt 7' der Strecke 13

hat also die Koordinaten 2

1

|

|

|

—Aiz, —Ay 1 !

f=1—7; r=—x 0 T 3

Bewegt sich T auf der Verlidngerung von 0p

von P weg, so nihert sich A dem Wert 1. Fiir

A — 1 wachsen & und 7 iiber alle Grenzen.

=

Fir den Mittelpunkt M (z,, ; y,) der Strecke OP hat das Teilverhaltnis den Wert

A= —1,

Die Koordinaten des Mittelpunktes sind

Abb. 87

el gk,
wobei fiir £ und # die Bezeichnungen z,, und y,, gewahlt wurden.
Wir wollen nun die Koordinaten £ und % des Teilpunktes T' einer beliebigen, nicht

notwendig durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Strecke ITIS, durch die
Koordinaten der Endpunkte P,(z;;y,) und P,(w,; y,) und durch das Teilverhalt-

P,
nis 221 _ 2 bestimmen. Wieder istA v
——

bei innerer Teilung negativ, bei dufe-
rer Teilung positiv. Die drei Punkte
P,, P,und T mégen sémtlich dem er-
sten Quadrantenangehoren (Abb.88).
DieProjektionen der Punkte P, P,, T
seien @, Q,, T’. Die Parallele zur
z-Achse durch P, schneide T'7" in R,
die Parallele zur 2-Achse durch 7'
treffe P,@Q, in 8. Die Dreiecke P, R T sy =t

und 7' SP, sind dhnlich. Wir finden f

S
)
-

P— — —

If, AP, 10, Sh=w)
77, 8% 74, ¢
Aus der letzten Gleichung berechnet man die Abszisse des Teilpunktes T zu

A. Abb. 88

fTiin,

1—4
Entsprechend ergibt sich als Ordinate des Teilpunktes 7'
—2
n= yll — lyl.

10 [00914]
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Die Herleitung dieser Formel hat nur Giiltigkeit fiir Punkte im ersten Quadranten;
die Formel dagegen ist, wie wir spiter erkennen werden, fiir jede Lage der Punkte
P,, P, und T giiltig.

Fir A = — 1 erhélt man aus diesen Gleichungen die Koordinaten z,, und y,, des
Punktes M, der die Strecke P, P, halbiert:

x, + .
T R =1
Aus diesen Formeln erkennt man, daf die Koordinaten des Mittelpunktes einer
Strecke die arithmetischen Mittel aus den Koordinaten ihrer Endpunkte sind.

d) Parallelverschiebung des x y-Koordinatensystems

Die Koordinaten des Punktes P in einem rechtwinkligen = y-Koordinatensystem
sollen auf ein neues, parallel zu ihm liegendes
«' y'-Koordinatensystem mit gleicher Achsen-
________ bt OB teilung bezogen werden (Abb. 89). 0’ habe im
toL z y-Koordinatensystem die Koordinaten a

und b. Dann lautet der analytische Ausdruck
T  fir die Parallelverschiebung

I ¥

o'
-
P s

0 *  und kehrt
‘_“__J umgekehr

z=12" +a,
y=y +b

|
|
L
|
!
|
!
|

2=z —a,
Abb. 89 ¥ =y—b.
Wir erkennen jetzt, dal die Formeln fiir die Lange und fiir den Teilpunkt einer
Strecke allgemeingiiltig sind; denn es liBt sich immer eine Parallelverschiebung
des Koordinatensystems so durchfithren, dafl die entsprechenden Punkte im ersten
Quadranten des neuen Koordinatensystems liegen. Dabei bleiben die Differenzen
der entsprechenden Koordinaten unverandert.

e) Der Flicheninhalt eines Dreiecks

Ein Dreieck P,P,P; ist durch die Koordinaten seiner Eckpunkte P,(z; ),
Py(wy3ys), Py(g;ys) bestimmt. Sein Flacheninhalt F soll durch diese Koordinaten
dargestellt werden. Zunichst werde angenom-
’ 2 men, daf die drei Punkte im ersten Quadran-
ten liegen (Abb. 90).

Die Projektionen der Punkte P, P,, P;auf
die z-Achse seien Q;, Q,, Q5. Der Flichenin-
halt F des Dreiecks ergibt sich als Summe aus

4 den Flicheninhalten der Trapeze P,Q,Q,P,
: und P, Q, @y Py, vermindert um -den Flichen-
¢ ; ; inhalt des Trapezes P,Q,Q,P,:
i
: : ’ F=F +F,—F,
| 1
0 2 0, 9, ~ Das erste Trapez hat als parallele Seiten die

Abb. 90 Ordinaten y; und y,, als Hohe die Differenz
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zwischen den Abszissen der Punkte Py und P,, also z, — @3 Sein Flicheninhalt ist
daher

1
Fy ='§‘(yz + ¥s) (T3 — @g).
Entsprechend erhalt man die Flacheninhalte des zweiten und dritten Trapezes
1
F, :"2’(113 + 1) (% — @)
1 1
Fy= ?(yx + o) (T — @) = _?(!/1 + ¥) (71 — 2,).
Somit ergibt sich der Flacheninhalt des Dreiecks P, P, P als
1
= ?[(% + 9) (¥ — @) + (Y2 + Ya) (Ta — 73) + (31 + ¥a) (21— Zp)]
oder
1
F= 7 [ (Y2 — ys) + @2 (ys — ¥1) + @5 (41 — y2)]

Liegen die Punkte P,, P, und Py nicht siimtlich im ersten Quadranten, so ist die
Gleichung dennoch giiltig, wie sich durch Parallelverschiebung beweisen la8t.
Beispiel: Die Eckpunkte des Dreiecks seien P;(2;3), Py(8;5), Py(5;7). Der
Flicheninhalt ist

= 1[2(—2)+ 84+ 5e(— 2] = 5 (—4 + 32— 10)=0.

Vorzeichen desFlicheninhaltes. Beider Berechnung des Flicheninhaltes haben
wir das Dreieck P, P,P; im positiven Sinne umlaufen. Gehen wir jetzt von P, aus
zuerst nach P; und dann nach P,, das heilit, betrachten wir P, als zweiten, P, als
dritten Punkt, so wird dabei das Dreieck im negativen Sinne umlaufen. Der Flichen-
inhalt des Dreiecks P, P3P, ergibt sich fiir unser Zahlenbeispiel zu

:%[2.2 +5.2 +s.(—4)]=%[4+10—32]=—9.

Allgemein hat man, wenn man den Umlaufssinn wechselt, in der Formel fiir den
Fliacheninhalt z, mit 23 bzw. y, mit y; zu vertauschen, und man erhélt als Flichen-
inhalt des Dreiecks P, P3P,

F= L [21 (Y5 — y2) + T3 (y2 — 11) + T2 (g1 — ¥3)]

i
%[— 2y (Y2 — Ya) — Z2(¥s — Y1) — Ta(y1 — ¥2)]

: 1
= _7[11((’/2 — ¥Ys) + %Yy — 1) + 5(y —y2)] = —F.

Man findet also absolut denselben Wert wie vorher, aber mit entgegengesetztem
Vorzeichen.
Zusammenfassung:

In der analytischen Geometrie ist der Flicheninhalt F eines Dreiecks positiv oder
negativ, je nachdem, ob das Dreieck im positiven oder negativen Sinne umlaufen
wird (vgl. Teil A, Infinitesimalrechnung, Abschnitt 24b).

10*
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Aufgaben
1. Die Lénge s der Strecke P, P, ist zu berechnen.
a) Py(1;2), P,(4;6) d) Py(—1; —2), Py(0;8)
b) Py(9;14), Py(4;2) e) P,(0;0), P,(0;8)
¢) Py(3;8), Py(—3;8) f) Py(1,4;33,1) P,(16,4; —2,9)

Tragen Sie die Strecke P, P, in ein Koordinatensystem ein und iiberpriifen Sie das Ergebnis
durch Messung!

= of
Es sind der Richtungs- und der Steigungswinkel der Strecke P, P, in Aufgabe 1 analytisch
und durch Messung zu bestimmen.

9.

3
. Die Koordinaten des Teilpunktes 7', der die Strecke O P mit P(8; —3) im Teilverhiltnis
a) A= —5; b) A =23 teilt, sind zu ermitteln.

w

. Wie lautet die Gleichung der Geraden y = 3z +- 7, wenn das Koordinatensystem der Parallel-
verschiebung z = 2" — 2, y = y’ — 4 unterliegt ?

e

Es ist der Flacheninhalt des Dreiecks zu berechnen, dessen Punkte die folgenden Koordinaten
haben.

a) Py(+1;+1), Py(+5; +4), Py(+3; 1 6)

L

b) Py(+3; +4), Py(— 35+ 4), Py(—3;—4)
¢) Py(=1;—1), Py(—2;+1), Py(+1;—2)
Die Dreiecke sind in einem rechtwinkligen Koordi; ystem zu zeich und die Fliichen-

inhalte durch Ausmessen zu kontrollieren.

2. Die Gerade

a) Die allgemeine Gleichung der Geraden
Gegeben sei die Gleichung
Az + By +C=0,

wobei 4, B und (' zunichst verschieden von Null sein sollen. Die Gleichung 1aBt
sich folgendermaflen umformen:
C

-_4, C
Y=—3" "B

(vgl. dazu Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr, S. 15). Setzt man hierin
_%= m und —%: b, so erkennt man, daB in diesem Fall die Gleichung
Az + By 4 C = 0 die implizite Form der Geradengleichung ist. Umgekehrt
laBt sich auch jede Gleichung y = m« + b umformen in mz — y + b = 0. Damit
ist sie auf die Form 4z 4 By + C' = 0 zuriickgefiihrt.

Man bezeichnet die Gleichung Ax 4+ By + € = 0 als die allgemeine Gleichung
der Geraden. Wir lassen jetzt die oben gemachte Einschrinkung beziiglich der
Koeffizienten fallen. Fiir 4 = 0 ergibt sich eine Parallele zur z-Achse, fir B = 0
eine Parallele zur y-Achse. Es konnen jedoch nicht 4 und B gleichzeitig Null sein,
da in einer Geradengleichung mindestens eine Variable enthalten sein muB. Fir
A = B =0 ist jedoch diese Bedingung nicht erfiillt.
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b) Die Normalform der Geradengleichung

Wie wir gezeigt haben, 148t sich aus der allgemeinen Gleichung der Geraden mit
B == 0 die Gleichung
y=mx-+Db
herleiten (vgl. Abb. 91). Diese Form nennt man die (Cartesische) Normalform der
Geradengleichung (vgl. Lehrbuch der Mathematik, 9. Schuljahr). Dabeiist 1. m = tga
der Anstieg der Geraden und 2. b der Abschnitt auf der y-Achse. Man nennt m auch
den Richtungsfaktor und b die Verschiebung der Geraden.

Beweis zu 1.

VergréBert man die Abszisse um 1 Einheit, so wichst die Ordinate um m Ein-
heiten. Da die Koordinaten senkrecht aufeinanderstehen, ist m die Gegenkathete
im Steigungsdreieck mit der Anka-
thete 1; also_ ist m der Tangens des Y
Steigungswinkels.

Beweis zu 2.

Fiir @, = 0 erhalt man y, = b. Dar-
aus folgt, daBl der Schnittpunkt der
Geraden mit der y-Achse vom Null-

punkt den Abstand b hat. /
o

Ist in der allgemeinen Gleichung 3
A = 0, so ergibt sich fiir die Normal-
form der Geradengleichung m = 0, man
erhilt also y = b. Die Gleichung stellt Abb. 91
geometrisch eine Gerade dar, die par-
allel zur z-Achse im Abstande b verlauft. Fiir den Spezialfall b = 0 fillt die Ge-
rade mit der z-Achse zusammen.

Fiir B = 0 erhilt man 4z + C = 0 und fiir die Normalform 0 = mz + b oder

x =—b; = ¢. Die Gleichung stellt geometrisch eine Gerade dar, die parallel zur

y-Achse im Abstande ¢ verliuft. Fiir den Spezialfall ¢ = 0 fllt die Gerade mit der
y-Achse zusammen.

Ist schlieBlich C = 0, so ergibt sich y = ma fiir die Normalform der Gleichung.
Da die Verschiebung der Geraden Null ist, verlduft die Gerade durch den Nullpunkt.

Fiir den Steigungswinkel « der Geraden y = mz + b gilt:

<"

o

]
4

Ist m = 0, so ist & = 03 die Gerade verlduft parallel zur
a-Achse.

Ist0 <m <1, soist0 <a <45°% in diesen Fillen (m > 0) verlauft

ist m = 1, so ist & — 45°; die Gerade in der Richtung vom

ist m> 1, so ist 45° < & < 90° dritten zum ersten Quadranten.

Fiir m — oo geht & — 90°; die Gerade nihert sich einer Lage

parallel zur y-Achse.
Ist m < —1, so ist 90° <& < 135°;  in diesen Fillen (m < 0) verlduft die
ist m = —1, so ist & = 135°; Gerade in der Richtung vom zweiten
ist —1 <m <0, soist 135° < a < 180°; zum vierten Quadranten.
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¢) Die Punktrichtungsgleichung der Geraden
Wir wollen nun den Fall untersuchen, bei dem die Gerade durch einen festen
Punkt P (2;;y,) und den Steigungswinkel a bestimmt ist (vgl. Abb. 91). Dann gilt
fir jeden von P;(x;y,) verschiedenen Punkt P(w;y) der Geraden:
Y=
W= ZI
Daraus ergibt sich die Punktrichtungsgleichung der Geraden zu

Y — 4= m@ —z)

tga = m.

oder zu
y=mx — mx; + y,.

Vergleicht man diese Form der Gleichung mit der Normalform, so erkennt man,
daB —ma, + y, = b ist. .

Bei der Wahl des Punktes P waren nur die beiden Einschrankungen gemacht
worden, daB er auf der Geraden liegt und nicht mit P, zusammenfillt. Die Abszisse
kann daher jeden Wert im Definitionsbereich und damit die Ordinate y jeden Wert
im Wertevorrat der Funktion annehmen. Deshalb bezeichnet man z und y als variable
Koordinaten und P(x;y) als variablen Punkt.

Die zur Herleitung der Punktrichtungsgleichung notwendige Einschrénkung
P == P, kann nunmehr fallengelassen werden, denn die Koordinaten des Punktes P,
befriedigen die Gleichung.

d) Die Zweipunktegleichung der Geraden

Bekanntlich ist eine Gerade durch zwei feste, nicht zusammenfallende Punkte
Py(2y39,) und Py(zy;y,) bestimmt (vgl. Abb. 92). Fiir jeden von P, und P, ver-
schiedenen Punkt P(z;y) der Geraden gilt auf Grund des Strahlensatzes unter der
Voraussetzung , == ,: :

Y=Y _ Y=Y,
T—x, @®,—x,
Diese Gleichung nennen wir die Zweipunktegleichung der Geraden. Man schreibt

Ys
%y

sie haufig auch in der Form y — y, = —‘Z‘(x — ;). Es ist also
=

y g _E—x) (Y, —y))
Y yl————z._zl
o _Y—Y . Y—Y
y !lx—z,_zlz za_“’lzl’

g=L"Y, B4 (@—2)
Ty — Xy Ty — 2y

|
| =Y, ZaY1 — 1Yy
I ¥ Ty — 2, i z, — 2z,
L T Ya— U
0 T Wir erkennen, da 22—7L —
Pz z, — =,

und N — %Y b
Abb, 92 Ty — @)

ist.
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Sind die Punkte P, und P, so gegeben, daB entweder 2, = @, oder y; = y, ist,
so liegen P; und P, auf einer Parallelen zur y-Achse im Abstand @, bzw. auf einer
Parallelen zur 2-Achse im Abstand y,. Die Gleichung der Geraden lautet dann
z =g, baw. y = y,.

Die zur Herleitung der Zweipunktegleichung notwendige Einschrankung P 4= P,
und P == P, kann nunmehr fallengelassen werden; denn die Koordinaten der Punkte
P, und P, befriedigen die Gleichung.

e) Der geometrische Ort

Definition: Ein geometrischer Ort ist die Gesamtheit aller der Punkte, die einer
gegebenen Bedingung geniigen. -
Beispiel: N

Fiir jeden Punkt auf der Symmetralen zur Strecke. 4B gilt P4 = PB.
Fir jeden nicht auf der Symmetralen liegenden Punkt P gilt PA == P B. Die
Streckensymmetrale (Mittelsenkrechte) ist daher der geometrische Ort aller der

Punkte, bei denen die Abstéinde von den beiden Endpunkten der Strecke einander
gleich sind.

Die von uns behandelten geometrischen Orter sind im allgemeinen Kurven. In
vielen Fallen kann man den geometrischen Ort durch eine Gleichung darstellen.
Ist die Aufgabe gestellt, einen geometrischen Ort zu finden, so kommt es darauf an,
eine Gleichung aufzustellen, der die Wertepaare (z ; ) eines jeden Punktes auf dem
geometrischen Ort geniigen. Dazu nimmt man einen Punkt P(x;y) an, der keine
spezielle Lage haben darf, und stellt fir
seine Koordinaten die Gleichung auf. y
Da P in allgemeiner Lage gewdhlt war,
kann seine Abszisse z alle Werte des Defi-
nitionsintervalls durchlaufen.

Beispiel: v { Pixy)
Gegeben sei die Gerade y = ma + b; NN (5.2)

auf ihr liege ein variabler Punkt P. Ge- N y=mx+b

sucht ist der geometrische Ort aller der R

Punkte, die die Verbindungsstrecken der 0 P

Projektionen von P auf die Achsen hal- I=mysty

bieren (Abb. 93).
Hat der Punkt P die Koordinaten z Abb. 63

und y, so sind die Koordinaten seiner

Projektionen P’(z;0) und P”(0;y.) Der Halbierungspunkt der Verbindungsstrecke

(vgl. Abschnitt 1c) hat dann die Koordinaten

z Yy
b=5 wmd =5
oder Lo
x mzx
£=? und n=—zg—-
Da z = 2§ ist, ergibt sich
b
n=mé+.

Man erkennt, daB der geometrische Ort eine zur gegebenen Geraden parallele Gerade ist.
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Aufgaben
1. Es ist die Gleichung der Gerad f llen, fiir die gegeben ist
a)ym= %, b=3, b) m = — 1, der Abschnitt 5 auf der positiven z-Achse,
¢) m = — 4, der Punkt P,(0; — 1,5) auf der Geraden, d) o =45°b=4,3.

Uberlegen Sie, wie man die Geraden zeichnen kann, ohne die Gleichungen aufzustellen!

2. Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch den Punkt P, verliuft und fiir die
gegeben ist
a) m=2,5, Py(3;4) bym=1, P\(—6;—6)
e)ym=—1,5, P (—8;—9) dym=—1, P (0;0).

Zeichnen Sie die Geraden in ein Koordinatensystem!

3. Die Gleichung der Geraden durch die Punkte P, und P, ist zu bestimmen.
a) Py(+5; +6), Py(+4-7;+8) b) P\(—4;—3), Py(+4;+3)
e) Py(+3;43), Py(—3;43) d) Py(+43;+3), Pyt 3;—38)
e) Py(+3; +3), Py(—3;—3) f) Py(43; —3), Py(—3;4+3)

g) Pi(+1.5;+46),  Py(+20;+43)  h) P(—28;—3,7), Py(—3,7; —28)
. Es ist der geometrische Ort der Punkte zu bestimmen, deren Abstand von den Achsen des

Koordinatensystems

a) eine konstante Summe s, b) eine konstante Differenz d, e¢) ein konstantes Verhiltnis m:n

'S

hat! Durch Zeichnung ist nachzupriifen, ob fiir spezielle Werte die Bedi erfullt ist!

5. Die Geradengleichungen der Aufgabe 2 sind in die all ine Form der Geradengleichung
iiberzufiihren.

6. Die Geradengleichungen der Aufgabe 3 sind in die allgemeine Form der Geradengleichung
tiberzufiithren.

7. Es ist die Gleichung der Geraden zu bestimmen, die durch die Punkte P, (a; 0) und P, (0; b)

verliuft, Geben Sie die Lage der beiden Punkte an und zeichnen Sie die Gerade! Formen Sie
die Gleichung so um, daB auf einer Seite der Gleichung 1 steht! Die so entstandene Form der
Gleichungnennt man Abschnittsgleichung der Geraden- Diese Bezeichnung ist zu begriinden.

8. Fiihren Sie die Geradengleichungen
a) Az 4+ By +C =0, by y=ma+b
in die Abschnittsgleichungen iiber!
Untersuchen Sie diese Gleichungen fiir die Fiille, in denen eine der konstanten GroBen gleich

Null ist! Unter welcher Bedingung ist die Abschnittsgleichung nicht

9. Die folgenden Geradengleichungen sind in die Normalform tiberzufiihren.
a)3z4+4y+5=0 b)—72+4+9y—3=0
¢)—24z—18y+05=0 d)l,4z+43,25y—18=0
0)3,8752—4=0 1)0,14 — 0,1y =0.

10. Wo schneiden die folgenden Geraden die Koordinatenachsen?
a)17z+10y—34=0 b) —9z—85y+17=0
e)y=21z—14 d)y=—117z+7,5

z .,y
953+es=! D st

Der Anstieg der Geraden ist zu bestimmen.
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3. Zwei Geraden
a) Der Schnittpunkt zweier Geraden
Beispiel:
Es soll der Schnittpunkt der beiden Geraden bestimmt werden, die durch die
Gleichungen 3z + y —7 = 0 und 22 — y — 3 = 0 gegeben sind. Da der Schnitt-

punkt P, mit den unbekannten Koordinaten (z,;y,) auf beiden Geraden liegt
(Abb. 94), miissen diese Koordinaten beide Gleichungen befriedigen; es gilt also

32y +y—7=0 und 2z, —y,—3=0.
Dieses Gleichungssystem kann nach den Lésungsverfahren fir Gleichungen mit
zwei Unbekannten gelost werden. Die Losungen z, = 2, y, = 1 sind die Koordi-

naten des Schnittpunktes Py(2;1).
Es seien zwei Geraden durch die Gleichungen

4,24+ B,y+C=0 und 4d,z+ By+ C,=0

gegeben, wobei die Koeffizienten von z und y
vorerst verschieden von Null sein sollen. Die Koor-

dinaten des Schnittpunktes Py(zy;y,) sind die 7]

Losungen der beiden Gleichungen: 5
4 B ¢, =0 ;

und 120 + Biyo + Gy By g, |
dyzy + Byyo + Cy = 0. 9%

Man erhilt dann fir x, und y, die Ausdriicke i
(d4y B, — 4, B))xy = B, C,— B,(, Be

und (4y By — 4y By) yo = 4,0y — 4,C,.

Ist (4 B, — 4, B;) = 0, so sind die Gleichungen

eindeutig losbar. Es existiert also ein Schnitt-
punkt. Aus (4, B, — 4, B;) == 0 folgt

4, By = 4, B,
und wegen B, 5= 0 und B, == 0 weiterhin
'Al A’
A : P
Sind alsodie Richtungsfaktorender beiden Geraden e eSS W
voneinander verschieden, so existiert ein Schnitt- Abb. 94

punkt. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, sind
also die Richtungsfaktoren der beiden Geraden gleich, das heifit, gilt

so gibt es keinen Schnittpunkt; die beiden Geraden laufen parallel oder fallen zu-
sammen.

Fiir den Fall, daB in einer Gleichung odér in beiden Gleichungen einer der beiden
Koeffizienten von z und y gleich Null ist, haben entsprechende Relationen Giiltigkeit.
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b) Der Schnittwinkel zweier Geraden

Sind zwei Geraden g, und g, durch die Gleichungen
y=mx +b  und y = myx + b,

gegeben, so bestimmen m; = tga; und m, = tg a, die Winkel «, und a,, die die
Geraden mit der positiven Richtung der a-Achse bilden. Als Schnittwinkel zweier
Geraden ¢, und g, bezeichnet man den
Winkel, der von der Geraden g, iiber-
strichen wird, wenn man sie im positiven
Drehsinn um den Schnittpunkt bis zur
Deckung mit der Geraden g, dreht. Fiir
9 den Schnittwinkel ¢ der Geraden

v (Abb. 95) ergibt sich dann

P=o03—0y
&y und folglich

= —a,) = Bh—tge
A( &, tgp = tg (0 —ay) = 1+tga -tga,

4 L m,—m
% e S =
Dabei muBl vorausgesetzt werden, daB
Abb. 95 @ == 90° ist. Dieser Fall wird spiter
betrachtet.

¢) Parallele Geraden

Da fiir parallele Geraden a; = &, gilt, ist also auch m; = m,. Umgekehrt kann
man sagen: Gilt fir zwei Geraden mit dem Anstieg m; bzw. m, die Relation
m, = m,, so sind die Geraden parallel.
Beispiel:

Die Geraden 4z —2y + 15 =0 und 62 —3y + 17 = 0 laufen parallel, da fiir
beide Geraden sich derselbe Anstieg m = 2 ergibt.

d) Zwei zueinander senkrechte Geraden
Sind die gegebenen Geraden zueinander senkrecht, so ist @ = 90°. Fiir diesen

Wert ist tg ¢ nicht definiert. Wir bilden deshalb ctg p = l"_j—_L‘mm' Fiirp =90°
1
ist etg @ = 0; mithin gilt !

1 4 my-my=0, my-my= —1
1
oder m = — F,
Beispiel: .
Der Anstieg der Geraden 3z + 5y + 10 = 0 ist m; = — %—

Die Gerade 102 —6y + 11 =0 hat den Anstieg m, = —g—

Die beiden Geraden stehen also aufeinander senkrecht.



Zwei Geraden 155

Aufgaben
1. Der Schnittpunkt der Geraden ist zu bestimmen.
4 2
a)y:%z—l y=——5-z+6? byz+y—2=0 z+3y—10=0

¢)55—2y+10=0 52—Ty—15=0 d)3y—42+13=0 1lz+7y—104=0
€)22—3y+5=0 32—45y+6=0 §)22—3y+5=0 3y—2z+2=0

g)%+%=l 4z—2y—1=0 h)0,82304y—12=0 2z-4+y—3=0
i)y:-i—z—!} y—2z+6%= K)y=mz b %.@.%:1

" Die Rechnungen sind durch Zeichnungen nachzupriifen. Welche Anforderungen an die Ge-
nauigkeit der Zeichnungen kann man stellen ?
2. Die Gleichungen der Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks sind:
y=17—3xz, z=3y—1, r+4+Ty+11=0.
Bestimmen Sie die Koordinaten der Ecken des Dreiecks! Bestimmen Sie die Gleichungen

fiir die Seitenhalbierenden des Dreiecks und deren Schnittpunkt! Die Berechnung ist durch
Konstruktion nachzupriifen.

3. Der Schnittwinkel der Geraden ist zu bestimmen.

3 3
a)yy=—2z+16 y:—gx-{——s- b)2y—z=1 3y=4z+42
¢)3z—y45=0 Te—y—2=0 d)%+%=l %-%:1
4. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind:
a) A(—2;4), B(2;—3), C(3;5)
b) A(—4; —5), B(7;—3), C(3;5)
c) A(—18;0), B(6;0), C(0;18).

Die Winkel des Dreiecks sind zu bestimmen.

5. Die Seiten a, b und ¢ eines Dreiecks werden gebildet von den Geraden
a)8z+43y—83=0, 6z—5y+3=0, z+4y—14=0
b)3z 44y —52=0, 4z—y—6=0, z—5y+8=0
c)419z + 513y 4718 =0, 807z — 629y — 205 =0, 635z 421y —316=0.
Die Koordinaten der Eckpunkte und die Winkel des Dreiecks sind zu bestimmen.

6. Durch den Punkt (3 ; 5) sollen Geraden gezogen werden, die mit der Geraden 2z —3y—7=0
den Winkel 45° bilden. Die Gleichungen der Geraden sind zu bestimmen.
Anleitung: Setzen Sie die gesuchte Gerade nach der Punktrichtungsgleichung an! Benutzen

Sie die Formel fiir den Schnittwinkel und lésen Sie diese nach dem Richtungsfaktor der ge-
suchten Geraden auf! Beachten Sie, daB die Aufgabe zwei Losungen hat!

}./Die Gleichung der Parallelen durch P,(z,; ¥,) zu der gegebenen Geraden g ist zu bestimmen.

a) P,(5;3) 20 —3y—12=0 P (—2;—3) 5z+6y—21=0
¢) P,(2;3) 92 4+10y —80 =0 d) Py(4;—1) 22— y+5=0
) Py(5;7) 224+3y+8=0 f) Py5;+13) 3z—y—2=0

A P(—22)  FH{=1 nPniy) =1
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8. Die Gleichung des Lotes von P,(z,; y,) auf die gegebene Gerade g ist zu bestimmen.
a) P,(2;3) Te—5y—2=0 ) P,(3;5) 6245y —11=0
) Py(—3;4) 10z—9y+11=0 4 P,(5;13) 9z —3y+4+5=0.
9. Gegeben sind die Punkte P,(4;3) und P,(22;6). In welchem Punkt und unter welchem
Winkel muB ein von P, ausgehender Strahl die z-Achse treffen, damit er unter demselben
Winkel nach P, reflektiert wird? Die Aufgabe ist analytisch und durch Konstruktion zu

16sen. (Spiegel g Es ist zu beact daf die Steigungen der Strahlen +m und — m
sind.)

10. Die gleiche Aufgabe ist fiir die Punkte P;(z, ; y,) und Py(z, ; y,) zu losen.

11. Es sind die folgenden Sitze der Planimetrie analytisch zu beweisen:
a) Die Hiohen eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.
b) Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.
¢) Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden in einem Dreieck teilt die Seitenhalbierenden im
Verhiiltnis 2:1.
d) Die Streckensymmetralen eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.
Anleitung: Es ist ein moglichst giinstiges Koordinatensystem festzulegen.

12. Beim Drehen ist die Schnittgeschwindigkeit » (m/min) eine Funktion der Umdrehungszahl
n (1/min) und des Durchmessers d(m) des Werkstiickes gemiB der Formel v =d - x - n.
Durch welche Kurve wird die Funktion bei festem 7 dargestellt ?

a) Es ist in einem d;v-Koordinatensystem die Funktion fiir n, = 30 darzustellen. Die d-A chse
soll Durchmesser von 0 bis 400 mm enthalten, die v-Achse Schnittgeschwindigkeiten von
0 bis 120 m/min.

b) Ebenso sind die Funktionen fir: n, = 37,5; n,=47,5; n,=60; ng="T5; ny=95;
n,=118; ng =150 in demselben Koordinatensystem zu zeichnen.

¢) Beim Schnelldrehen werden hohe Umdrehungszahlen und somit hohe Schnittgeschwin-
digkeiten erreicht. Es ist ein Nomogramm fiir die Umdrehungszahlen n, = 1000;
n, = 1460; ny,= 1500; n, = 2400 aufzustellen. Aus dem Nomogramm soll die Schnitt-
geschwindigkeit fiir n;, d = 350 mm; n,, d = 110mm; n,, d = 320 mm abgelesen werden.

II. Analytische Geometrie des Kreises

4. Der Kreis

Definition: Der Kreis ist der geometrische Ort aller der Punkte, die von einem
festen Punkt den gleichen Abstand haben.

a) Die Mittelpunktsgleichung des Kreises

‘Wir wihlen den festen Punkt M als Mittelpunkt des Kreises so, da3 er mit dem
Koordinatenanfangspunkt O zusammenfillt (Abb. 96). Dann haben alle Punkte des
geometrischen Ortes von O die konstante Entfernung . Es sei P ein beliebiger Punkt
des Kreises. Fillen wir von ihm aus die Lote auf die Achsen, so erhalten wir die
Koordinaten 0@ =  und QP = y des Punktes P. Die Verbindung OP ist gleich r.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt dann:

@+t =g
oder y=L)r—a.
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Wir haben diese Beziehung fiir einen beliebigen Punkt P auf der Peripherie des
Kreises gefunden, sie gilt also fiir alle Punkte des Kreises. Fiir Punkte, die nicht
auf der Peripherie des Kreises liegen, gilt 22 -+ y* 5= #2. Somit stellt die Beziehung

a4yt =1

die Gleichung des Kreises dar. Da der Mittelpunkt des Kreises mit dem Koordinaten-
anfangspunkt zusammenfallt, wird diese Gleichung Mittelpunktsgleichung des Kreises

genannt.

b) Die allgemeine Gleichung des Kreises

Der Mittelpunkt des Kreises mit dem Radius r sei jetzt der Punkt M (c;d) des
Koordinatensystems. Wir nehmen eine Parallelverschicbung des Systems vor, derart,

Y r ¥
7
P v |
| i
I | [ | g
14 !
i '
: 1
0 x Q X \
d '
'
'
)
|
|
]
1
o
o ¢ z
Abb. 96 Abb, 97

daB der Koordinatenanfangspunkt O’ mit dem Mittelpunkt (¢;d) des Kreises zu-
sammenfillt (vgl. Abb. 97). Fir die Koordinatentransformation ergibt sich

¥=z—c Yy =y—d.

Die Mittelpunktsgleichung des Kreises geht dadurch wegen

z? 4y =12
iiber in
(x—ecf + (y—apf =1
Man hezeichnet diese Gleichung als allgemeine Kreisgleichung.

c¢) Die Kreisgleichung als spezielle Form der quadratischen Gleichung

Wir wollen die allgemeine Form der quadratischen Gleichung mit zwei Unbekann-
ten unter bestimmten Bedingungen untersuchen. Weitere Untersuchungen dieser

Gleichung werden in den folgenden Kapiteln durchgefiihrt.

Die allgemeine Form der quadratischen Gleichung mit zwei Unbekannten

lautet:
Aaz? + By* + Cay + Dz + Ey +F=0.
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Ist hierin ¢ = 0 und 4 = B, so erhilt sie die Form
Aa® 4+ Ay* + Dz +Ey +F=0.
Wir setzen 4 =|= 0 voraus, dividieren durch 4 und erhalten
F
Iy —
z + T2+ y* + Vi
Nun bilden wir die quadratischen Erg&nzungen:
D D2 E -~ E? Dt E? F
dtgetinty¥tavtia— st T
D \2 E\2 D*4E2—4AF
(o +5%) + (v +aa) = 02
Diese Relation ist die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt 2/

VLB —f4F ( 24’ 2A)

und dem Radius r = oA , wenn der Wurzelausdruck nicht negativ ist.

Wir erkennen also, dafl die Glelchung
Az*+ Ay +Dx+Ey+F=0

einen Kreis darstellt, wenn die Bedingungen 4 == 0 und D? + E? > 4 AF erfiillt

sind. Man bezeichnet auch diese Gleichung als die allgemeine Gleichung des Kreises,

da sie durch Umformung aus der Gleichung (z —¢)® + (y — d)? = * hervorgeht

und umgekehrt auch in diese iibergefiihrt werden kann.

Aufgaben

-

. Bestimmen Sie die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r und
zeichnen Sie ihn!

a) b) ¢) d) °) 1) g) h)
M 0;0 0;0 0;6 10;0 2;—3 2,5;1,5 —2;—5 3;0
¥ 4 1,732 12 14 5,831 3 b { 3,7
2. Die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt M (r; 0) und dem Radius 7 ist zu bestimmen.
3. Es ist die Gleichung des Kreises zu bestimmen, der durch den Ursprung geht und dessen
Mittelpunkt gegeben ist.
a) M(3:4) b) M (—12;5) ©) M(—1;—17) a) M (4;—13)
¢) M(—3,5;—6) ) M (0;6) €) M (a;a) h) M (05¢)

Der Kreis ist zu zeichnen.

4. Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius des Kreises!
a) 2+ y? =64 b) (2 —3)* 4 (v +1)* =36
c)at4(y—2)2=18 d)2* 44— 102 —4y44=0
e)2*+ y*— 10248y +5=0 f) 2+ 4> — 52—3y—40,5=0
g),;=+y2—16x=0 h)4z* 44y — 8z 448y 499 =0
i) 2+ y+6y= k) y* =10z — a*
l)z’+y’+81+10y+41—0 m)z:4y*46r—4y—3=0.

. Ein Kreis, dessen Mittelpunkt die Koordinaten (1;4) hat, soll durch den Punkt P, (5;6) gehen.
Es ist die Gleichung des Kreises zu bestimmen und der Kreis zu zeichnen.
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5. Kreis und Gerade
a) Die Gleichung der Sekante

Gegeben seien ein Kreis mit dem Radius r und zwei Punkte P,(z,;y,) und
P, (7,3 ys), die auf der Peripherie des Kreises liegen (Abb. 98). Die Punkte P, und
P, bestimmen eine Sekante. Nach Abschnitt I, 2d ist
— Y%
2,

y-n=p—e—a)

die Gleichung der Sekante durch die Punkte P; und P,.
b) Die Gleichung der Tangente
Wir erkennen, daBl in der Sekantengleichung der Bruch
Y2o— %

z, — %,
der Anstieg der Sekante ist. Kommt der Punkt P, auf der Peripherie des Kreises
dem Punkte P, beliebig nahe, so geht die Sekante in die Tangente und der Anstieg

y 4

l 0 T
i h
: 7

G0 1

Abb. 98 Abb. 99

'~

der Sekante in den Anstieg der Tangente iiber (vgl. Abb. 99). Will man den Anstieg
der Tangente an den Kreis im Punkt P; ermitteln, so mul man den Grenziibergang
2, — @, durchfithren. Dazu mufl man einen Ausdruck finden, der den Grenziibergang
ermoglicht. Wir erhalten ihn durch die folgende Uberlegung:
Die Koordinaten der Punkte P; und P, befriedigen die Kreisgleichung. Es gilt
also
g=r—a
und
g=r—a.
Subtrahiert man die erste von der zweiten Gleichung, so erhilt man
= —(m =),
(g2 — ) (g2 + 1) = — (22 — @) (2 + 7),

yzh—ylf___‘zl_"zl

=12 Yoty
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Nunmehr kann der Grenziibergang vorgenommen werden:
lim $=% _ fim (_’-_JFII) —_a
2, T2 T8 gz V2T U

da mit x, - @, auch y, — y, geht.

Damit erhalt die Tangentengleichung die Form

%y

Y%= —y—(x — )
1
oder
" zz +yy = o + 4

Da a} + y} = #? ist, erhalt man schlieSlich

@, + yy, = +*
als Gleichung der Tangente an den Kreis.

Hat die Gleichung des Kreises die allgemeine Form

(@ =0 +(y—dp =1,

so erhalt man durch Parallelverschiebung des Koordinatensystems die allg
Gleichung der Kreistangente im Punkte P;:

@—co(@—e)+@y—ady—d=r.

Eine Tangente vom Punkte Py(x,; y,) aus an den Kreis (z —¢)? + (y — d)2 =12
findet man durch die folgende Uberlegung:

1. Da die Koordinaten z, und y, des Punktes P, die Tangentengleichung befrie-
digen, gilt
(zp—¢) (zy— ¢) + (yo—d) (1 —d) = 7*.

2. Da der Berithrungspunkt P,(z,;y,;) die Kreisgleichung befriedigt, gilt
(3 — 0 + (s — A = 2.

Damit hat man ein quadratisches Gleichungssystem mit zwei Unbekannten gefunden,
dessen Losungen, falls sie vorhanden sind, die Werte 2, und y, ergeben. Zur Auflésung
dieses Systems eliminiert man eine Unbekannte, indem man die lineare Gleichung
nach dieser Unbekannten auflést und den so erhaltenen Ausdruck in die quadratische
Gleichung einsetzt (Einsetzungsverfahren, auch Substitutionsmethode genannt). Es
sind die folgenden Fille zu unterscheiden:

1. Das System hat keine (reelle) Losung. Es existiert kein Beriithrungspunkt und
demnach keine Tangente (der Punkt P, liegt innerhalb des Kreises).

2. Das System hat eine Doppellosung. Es existiert ein Berithrungspunkt und dem-
nach eine Tangente (der Punkt P, liegt auf dem Kreis).

3. Das System hat zwei (reelle) Losungen. Es existieren zwei Beriihrungspunkte und
demnach zwei Tangenten (der Punkt P, liegt auBerhalb des Kreises).
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¢) Schnittpunkte von Kreis und Gerade

Gegeben seien der Kreis
(s =P +(y—dr=n

und die Gerade
y=mz +b.

Die Schnittpunkte der beiden Kurven miissen beide
Gleichungen befriedigen. Es gilt also fiir einen
Schnittpunkt Py (@3 y,):

(By—cf +(p—adP =1
und
= mz; +b.

Dieses Gleichungssystem lost man zweckmiBig
durch Anwendung der Substitutionsmethode. Je
nachdem, ob es keine, eine oder zwei (reelle)
Losungen hat, haben der Kreis und die Gerade
keinen, einen oder zwei gemeinsame Punkte. Im

Abb. 100

ersten Fall schneidet die Gerade den Krels nicht, im zweiten ist sie Tangente

und im dritten Fall Sekante.

Beispiele:
1. Fir den Kreis 2% + 32

=1 und die Gerade y = — 1,52 + 3 (Abb. 100)

erhilt man die folgende Glelchung fir a,:

3,2522 — 9z, + 8=0.

Diese Gleichung hat keine (reellen)
Wurzeln; es ist niamlich

9 —23

NS ]

2. Die Gleichung in =, fiir den Kreis
(z—3)* + (y — 4)* = 2 und die Ge-
rade y = —x + 9 (Abb. 101) ergibt
sich zu

22— 8,4+ 16=0.,

Sie hat die Doppelwurzel «, = 4.

Durch Einsetzen dieses Wertes in eine

der Gleichungen (zweckmiiBig die Ge-

radengleichung) erhéilt man y, = 5.

Die Gerade y = — x + 9ist demnach

Abb. 101

11 [00914)

Tangente an den Kreis im Punkte
P (4;5).
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3. Fiir die Gleichung des Kreises
(z—1)? 4+ (y—2)% = 5% und die
Geradengleichung y = 22 — 2
(Abb. 102) erhalt man durch
die Gleichung

517 —18z, —8 =0
zwei Wertepaare. Die Gerade ist
Sekante des Kreises und schnei-
det diesen in den Punkten
Py(4;6) und P,(—0,4; —2,8).

Aufgaben

1.Die Gleichung des Kreises durch
die  Punkte P (—5;6) und
P,(8;—4), dessen Mittelpunkt
a) auf der z-Achse, b) auf der
y-Achse liegt, ist zu bestimmen.

2. Es ist die Gleichung des Kreises
zu bestimmen, der durch die Punkte
P,(10;9) und P,(4; —5) geht und
dessen Mittelpunkt auf der Ge-
raden 3z — 2y — 17 =0 liegt.

8. Es ist die Gleichung des Kreises durch P, P, und P, zu bestimmen.

Abb. 102

a) b) c) d)
P, (0;0 (—1;2) (0;4) 1;2)
P, (5;0) (3;—6) (10;2) (4;1)
Py (354) (16; —15) (—2;—6) (9;6)

4. Die Gleichungen der Kreise durch P,(1;2) und P,(—3;6) mit dem Radius r = 4 sind auf-
zustellen.

5. Esist zu untersuchen, ob das Viereck  4(—3;0) B(1;8) C(5;6) D(4;—1) ein
Sehnenviereck ist.

6. Es ist die Linge der Sehne zu bestimmen, die der Kreis aus der Geraden ausschneidet. Priifen
Sie durch Konstruktion nach!

a) 2t y:=9 20z — 15y —21 =0

b) 2% 4 y* =36 4r—3y+4+24=0

¢) 2%+ y* = 100 4z4-3y—50=0
7. Die Lage der Geraden zum Kreis ist zu untersuchen.

a) 2%+ y* =89 32413y —89=0

b) 2?4 42+ 42 —6y—3=0 32 —2y—6=0

8. Berechnen Sie die Lingen der Sehnen, die der Kreis 22 + y* — 42 + 8y — 44 = 0 auf den
Achsen ausschneidet!

9. Bestimmen Sie den zum Kreise 422 4 4y* 402 — 28y + 5 =0 konzentrischen Kreis,
der die z-Achse (y-Achse) beriihrt!

10. Die fehlende Koordinate und die Gleichung der Tangente im Punkte P, sind zu bestimmen.
a) Py(2;9,>0) 24y =53
b) Py(—5;y, >0) 2+ y* = 169
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e) Py(8;y, <0) z* 4 y* =100

d) Py(55 y,) 7t + y* =30

e) Py(7; y,) 224 y2—6z—8y4+8=0
1) P,(—2; 9,) 52454 — 9y —38 =0

g) Py(8;yy) 22+ yt—62z4+10y —15=0
h) Py(z;1) 224yt —82—12y £ 27 =0

11. Es ist der Winkel zwisci:en den beiden Tangenten zu bestimmen, die an den Kreis
2*+ y*— 202+ 8y — 53 =0 in den Schnittpunkten mit der Geraden z — y—17=0
gelegt werden. Priifen Sie durch Konstruktion!

12. Es sind die Schnittwinkel des Kreises (z — 6)? 4 (y — 4)? = 100 mit den Koordinatenachsen
zu ermitteln.

13. Vom Punkt P; sind an den Kreis die Tangenten zu legen.

_8) Py(5; —10) 224yt =25 b)Po(-Z%;S%) 2yt =25
€) Py(7;3) 24y =29 d) Py(—8;3) 2+ yt=16
e) Py(—2;5) 224 y*—62—10y +29=0
f) Py(—21;23) 2yt —8z44y—5=0
g) P,(0;10) 24yt —dz 42y —20=0
h) Py(3;5) 2+ yt+4z—1=0.

Die Tangentenliinge (Strecke P, P,, wenn P, der Beriihr
14. Es ist analytisch zu beweisen, daB der Peripheriewinkel im Halbkreis 90° betrigt.

ist) ist zu b

&SP

6. Zwei Kreise
a) Schnittpunkte zweier Kreise
Es seien die beiden Kreise
' (e—ap + (y—bp =1

und

(z—cf + (y—d) = g?
gegeben. Es sollen die Punkte gesucht werden, in denen die Kreise einander schneiden.

Wir nehmen an, daB ein Punkt P,(z,;y,) existiert, der ein Schnittpunkt der

beiden Kreise ist. Dieser Punkt gehort dann beiden Kreisen an, seine Koordinaten
miissen also beiden Gleichungen geniigen. Mithin gilt

(B —a) + (=02 =12
und

(7 — o + (1 — d)* = g2
Wir haben damit ein System quadratischer Gleichungen mit zwei Unbekannten
gefunden. Zur Auflésung subtrahieren wir die zweite Gleichung von der ersten und
erhalten damit eine Gleichung, die nur noch lineare Glieder enthalt. Diese Gleichung
Iésen wir nach y, auf und setzen den so erhaltenen Ausdruck in eine der beiden
Kreisgleichungen ein. Die dadurch entstandene quadratische Gleichung in , hat
entweder keine (reelle) Wurzel, eine Doppelwurzel oder zwei voneinander verschie-
dene (reelle) Wurzeln. Durch Einsetzen von z, in eine der Gleichungen erhalten wir
fir y, ebenfalls keine (reelle) Wurzel, eine Doppelwurzel oder zwei voneinander
verschiedene (reelle) Wurzeln.

11*
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Liegen fiir #, oder ¥, oder fiir zl und y; keine (reellen) Wurzeln vor, so schneiden
die Kreise einander nicht.

Liegen fiir ; und y, Doppelwurzeln vor, so berithren die Kreise einander.

Liegen fiir #; oder y, oder fiir #; und y, zwei voneinander verschiedene (reelle)
Wurzeln vor, so schneiden die Kreise einander.

Sind die beiden Kreise konzentrisch, so gilt ¢ = ¢ und b = d, und die Subtraktion
der beiden Gleichungen fiihrt zu einem Widerspruch. Die Annahme, daf} ein Punkt P,
existiert, der ein Schnittpunkt der beiden Kreise ist, ist also falsch.

Beispiele:
1. Die Kreise 2% + 3% = 72 und 22 4 (y — 11)? = 3% haben keine gemeinsamen
Punkte, schneiden also einander nicht. Fiir #; erhilt man die Gleichung

2205 21
= 181 :t V

2. Zwei zueinander konzentrische Kreise sind
(@ —T)2 + (y —3)* =5 und (z —T)2 + (y — 3)? = 42,
Die Subtraktion fithrt zum Widerspruch.

3. Der Kreis (z —1)? 4 (y — 1)> = 2 hat mit dem Kreis (z — 3) + (y —3)2 =
den Punkt P (0;0) gemein. Dieser Punkt ist offenbar der einzige gemeinsame;
die Gleichung fir @, ergibt sich namlich zu 2} = 0. Somit ist @, = 0 Doppel-
wurzel. Auch fiir y, ergibt sich die Doppelwurzel 0. Die beiden Kreise beriihren
demnach einander im Punkte P (0;0).

4. Fir die Kreise (¢ 4 1)2 4- (y — 2)2 = 25 und (2 — 1)? + (y — 5)? = 2 lautet
die Gleichung in ,:

1322 — 463, + 40 = 0.
: . 3 > 5 3 20 82
Die Kreise schneiden einander in P, (2;6) und in P, (ﬁ ;ﬁ) 5

b) Schnittwinkel zweier Kreise
Unter dem Schnittwinkel zweier Kreise verstehen wir den Winkel, der durch die

Tangenten an die beiden Kreise im Schnittpunkt gebildet wird (Abb. 103).

Es seien die beiden einander schneidenden

Kreise

(2 —aff +(y =B =1

und (@ — ) +(y —d)? = ¢

gegeben; P(z,;y,) sei ein Schnittpunke.

Nach Abschnitt I1, 5b haben die beiden Tan-

genten an die Kreise im Punkte P; die Glei-

chungen
¥ (z—a)(z,—a) + (y—0) (1 —b) = *
(4 7 und

Abb. 103 (z—c¢) (z;—0) + (y—d) (3, — d) = ¢*.
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Durch Umformung in die Normalform erhdlt man daraus

__ m—a_ a@—a)+by—b+r
y=—y—3°% vi—
und
__ m—c_ dm—0+dy—d)+e
U= yl—dz+ y—d '

Dabei wird zunichst vorausgesetzt, daB die Nenner von Null verschieden sind.

die Richtungskoeffizienten

Wir stellen fest, daB — 2L —% — m, 1=

h—0b —d
der beiden Tangenten sind. Nach Abschnitt I, 3b ist tg @ = ﬂm
Schnittwinkel der Tangenten und mithin der Kreise ist. Es gilt also

wobei @ der

rn—a =z —C
p—b y—d _(z—a)(y,—d)— (3, —c)(y, —b)
(@ —a)(z,—¢) (23— a)(z;— o)+ (4, — b) (9, —d)
(1, —0) (1, —a)

tgp =

Wir erkennen, daB diese Gleichung auch fiir die anfangs ausgeschlossenen Fille
giiltig ist. In den Fillen, in denen der Nenner dieses Ausdruckes gleich Null ist,
kann durch eine entsprechende Herleitung ctg ¢ gebildet werden. Es ergibt sich
dann ctg @ = 0, das heiBt, der Schnittwinkel betragt 90°.

In den meisten Fillen ist es zweckmiBiger, m, und m, mit den gegebenen Zahlen-
m, -

werten auszurechnen und in die Formel tg ¢ = e

L einzusetzen, als die letzte
B

Formel fiir tg ¢ zu verwenden.

Da nicht festgelegt ist, welcher der beiden Anstiege mit m, oder my bezeichnet ist,
188t sich von vomherem nicht aussagen, ob man durch diese Rechnung den Schnitt-
winkel oder seinen’Supplementwinkel erhilt. Es muB also noch eine Betrachtung
dariiber angestellt werden, ob ¢ groBler oder kleiner als 90° ist. Die beiden zum
Punkt P, gezogenen Radien r und g bilden mit der Verbindungsgeraden z der Kreis-
mittelpunkte (der Zentralen) ein Dreieck. Der Winkel, unter dem die Radien 7 und g
in diesem Dreieck aufeinanderstofen, ist der Supplementwinkel des Schnittwinkels,
was leicht zu beweisen ist (Abb. 104). Liegt der Schnittpunkt P der beiden Kreise
auf dem Thaleskreis iiber z, so stoBen die Radien senkrecht aufeinander (Abb. 105).

Abb. 104 _ Abb. 105
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Es gilt also in diesem Falle r? 4- 0% = 2% Ist 7, + g, <7+ p, so stoBen 7, und g,
stumpfwinklig aufeinander. In diesem Fall ist auch 7? 4 g? <2 -+ g% Demnach ist
die Beziehung v} + g} <22 ein Kriterium dafiir, daB die Radien unter einem stumpfen
Winkel aufeinanderstoBen und mithin der Schnittwinkel ¢ der beiden Kreise ein
spitzer Winkel ist. Entsprechend kann man schlieBen: Ist 73 + 02> 22 so ist @
ein stumpfer Winkel.

Beispiel:
Wie wir erkannt hatten, ist P, (2;6) ein Schnittpunkt der beiden Kreise

(#+1)* + (y—2)*=25 und (2 —1) +(y —5)*=2. Die Tangenten an
die Kreise in diesem Punkte sind dann (z 4 1)-3 4 (y —2)-4 = 25 und

(2 —1)-1 + (y — 5)-1 =2. Demnach ist der Anstieg der ersten Tangente my = — %
und der Anstieg der zweiten Tangente m,= —1. Fiir den Schnittwinkel p ergibt sich
dann die Beziehung tgp = —% . Wihlt man dagegen m; — — 1 und my= — %,

so erhalt man entsprechend tggp = +%. Es muB also noch festgestellt werden,

welcher von beiden Werten den Schnittwinkel angibt. Die Mittelpunkte der Kreise
sind M; (—1;+2) und M, (+1;+5). Ferner ist #2—=25 und 0® =2 sowie
28 = 22 4 3% Daraus ergibt sich die Ungleichung 25 + 2 > 22 4 32, die Tangenten
schneiden also einander unter einem stumpfen Winkel. Wegen der Beziehung
— tg @ = tg (2 R— @) ergibt sich der Schnittwinkel 171,87°.

Aufgaben

1. Die Lage der beiden Kreise ist zu untersuchen.
8)(z =3 +(y —4)* =2 ) (z =T 4(y—5)? =36
(242 +(y—2=45 (z2—6)*+(y — 152 =4
b)(z+5)* +(y —3)* =25 e)(z—3)*4(y+3)* =18
(2452 +(y—3)*=9 (244 4 (y—4)* =32
e)(z+2)*+(y+2*=9 D(z+3)+(y+2?° =20
(=20 +(y—272=9 (z =35+ (y +9)* =36.

2. Der Schnittwinkel der beiden Kreise 2* 4 y* =16 und 22 + 3 — 102 4+ 16 =0 ist zu be-
rechnen.

3. Berechnen Sie bei den Kreisen in Aufgabe 1, die gemeinsame Punkte haben, die Schnittwinkel!
Priifen Sie die Ergebnisse durch Konstruktion nach!

4. Bei einer Maschine soll mit Hilfe von Reibrollen die Kraft von der treibenden Welle 7, iiber
die Welle W, auf die getriebene Welle W; iibertragen werden. Die treibende Rolle hat einen
Durchmesser ¢, = 300 mm. Der Abstand M, M, betrigt 250 mm. Die Umdrehungszahl in
der Minute sol] bei der Welle W, das Doppelte und bei der Welle W, das Vierfache der Welle
W, betragen. ;

Zu bestimmen sind die Radien der Rollen auf W, und W, sowie die Koordinaten von M,
Berechnen Sie die Hohe des Getriebekastens, wenn seine Grundfliche und seine Deckfliche
parallel verlaufen und der Abstand der Rollen vom Gehduse 2 cm betrigt.

Eine Konstruktionszeichnung ist anzufertigen.

Anleitung: Man wihle M, als Nullpunkt des Koordinatensystems und die Gerade durch M,
und M, als z-Achse.



Analytische Geometrie der Kegelschnitte 167

III. Analytische Geometrie der Kegelschnitte

Dreht man von zwei einander unter einem spitzen Winkel schneidenden Geraden
die eine so um die andere Gerade, dafl der Schnittwinkel ¢ stets derselbe ist, so

Abb. 106

Hyperbel o < 7

Abb. 107

entstehen zwei Kreiskegel mit gemeinsamer Spitze, gemeinsamer Achse und glei-
chem Offnungswinkel (Winkel zwischen Mantellinien, die in einer Ebene mit der
Achse liegen — Abb. 106). Bringt man diesen Doppelkegel mit einer Ebene

zum Schnitt, so werden die
Schnittflachen von Kurven
berandet, die manals Kegel-
schnitte bezeichnet. Die
Form des Kegelschnittes
ist abhingig von der Lage
der Schnittebene zur Ke-
gelachse und zur Kegel-
spitze.

Wir  bezeichnen den
kleinsten Winkel zwischen
der Kegelachse und der
Schnittebene mit & und
betrachten zunéichst die
Fille, bei denen die Kegel-
spitze nicht in der Schnitt-
ebene liegt. Diese Kegel-
schnitte sind Kurven, die

Parabel a=p

Abb, 108

uns von fritheren Untersuchungen her bekannt sind. Ist & <@, so erhalten
wir eine Hyperbel (Abb. 107). Fir o =¢ ergibt sich eine Parabel (Abb. 108)
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Abb. 111

Elljpse ¢ > 14

—————— N\~ —Kesa=F

| Abb. 109

und fiir & > @ eine Ellipse (speziell fira = %

ein Kreis — Abb. 109).

Die Kegelschnitte werden in den folgen-
den Abschnitten als geometrische Orter de-
finiert. Auf den Beweis, da die so definier-
ten Kurven mit den ebenen Schnitten eines
Kreiskegels iibereinstimmen, wollen wir ver-
zichten.

Gehort die Spitze des Kegels der Schnitt-
ebene an, so erhalt man fir a <g@ eine
Schnittfliche, die von einem Geraden-
paar (zwei Mantellinien) begrenzt wird
(Abb. 110). Geht a — @, so strebt der
Winkel zwischen diesen Geraden gegen Null.
Fir o = ¢ fallen die Geraden aufeinander,
das heilt, die Ebene berithrt den Kegel
in einer Geraden (Abb. 111). Ist a > g,
so haben der Kegel und die Ebene nur
noch einen ge-
meinsamen Punkt
(die Kegelspitze —
Abb. 112). Man
bezeichnet diese
,»Schnittes als ent-
artete Kegelschnit-
te. Sie werden bei
den folgenden Be-
trachtungen nicht
behandelt, so daB
unter Kegelschnit-
ten stets die nicht
entarteten Kegel-
schnitte zu ver-
stehen sind.

Abb. 112
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7. Die Ellipse

Definition: Die Ellipse ist der geometrische Ort aller der Punkte, bei denen die
Summe der Abstiinde von zwei festen Punkten stets denselben Wert hat.

Die festen Punkte heiBlen Brennpunkte der Ellipse, ihren Abstand voneinander
bezeichnen wir mit 2e, die konstante Summe mit 2a.

a) Die Gleichung der Ellipse

Die beiden Brennpunkte einer Ellipse seien F, (—e;0) und F, (+ e;0). Ist
P (x; y) ein beliehiger Punkt auf der Ellipse, so gilt auf Grund der Definition (vgl.
Abb. 113)

Vie+ o + ¢ + /(e — 2 + y* = 2a.
Diese Gleichung formen wir um:
VeF P TP =20— Vo= T,
&4 2ex+t a4yt =402 —4a)/E —Zew + 2® + yf + & —2ex + ¥4 4,
4a)/ed —2ew + a® + yf = 4a® —4dez,

a ]/m|~_g/2 =a? —ez,
a® (e —2ex + 2° + y?) = a® —2alew + €222,
a*e® — 2a%ex + a?2? + a?y? = at — 2atew + €222,
JZ(a2 —_—— eZ) + aZyZ p— aﬂ(a’ — 62).
qm die Gleichung weiter zu vereinfachen, setzen wir a® — €2 = b2. Dadurch ergibt
£ b2a? + a*y? = a?b?, ¥

11 y1
Fte=! [~
oder y

y=tlyF—a

Diese drei Formen derselben Glei-
chung bestimmen eine Ellipse, deren Mit-
telpunkt (der Halbierungspunkt der
Strecke F,F,) im Koordinatenursprung
liegt. Man bezeichnet die Gleichung da- Abb, 113
her als Mittelpunktsgleichung der Ellipse.

Transformieren wir das Koordinatensystem durch Parallelverschiebung, so er-
gibt sich analog der Transformation beim Kreis

C

(w—c)2 (y—dy
e e

als eine allgemeine Gleichung der Ellipse, deren Achsen parallel zu den Koordi-
natenachsen verlaufen.
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b) Die Halbachsen der Ellipse. Symmetrieeigenschaften

Es seien F,(— e; 0) und F, (+- e; 0) die Brennpunkte einer Ellipse und P, (0; + y,)
sowie P, (0; — y;) zwei Punkte auf ihr (Abb. 114). Die Gleichung der Ellipse ist

g
ata=1
Da @, = O ist, erhdlt man fir + y, den Wert b. Ferner gilt

y F,0 =0F, =e
und

7P, + BT, = 2a.
2 N Da F, und F, auf der 2-Achse symmetrisch zur
A L A y-Achse liegen und P, ein Punkt auf der y-Achse
A 0 3 ¥ ist, folgt aus der letzten Gleichung

F\ P, = P,F, = a.

3 Aus diesen Beziehungen 1Bt sich die Gleichung

@ — ¢ — B2

Abb, 114
aufstellen. Diese Gleichung war die Definitions-

gleichung fiir & (vgl. Abschnitt III, 7a).

Eine entsprechende Betrachtung kann man fiir den Punkt P, durchfithren. Man
erhilt — y; = — b. Jede Sehne durch den Mittelpunkt einer Ellipse bezeichnet
man als Durchmesser der Ellipse. Da P;, O und P, auf einer Geraden liegen (der
y-Achse) und O der Mittelpunkt der Ellipse ist, ist P,P, = 2b ein Durchmesser
der Ellipse, und zwar der kleinste. Man bezeichnet deshalb b als die kleine Halb-
achse (Nebenachse).

Wir betrachten jetzt die auf der Ellipse liegenden Punkte Py(+ 24;0) und
P,(— 23;0). Durch Einsetzen des Wertes y; = 0 in die Ellipsengleichung erhalt
man fiir 4 23 den Wert -+ a. Dieses Ergebnis erhalt man auch durch die folgende
Uberlegung: Es ist

F,0—0F, =
und demnach
2¢+2F,P; = 2a
oder
e+ F,Py = a.

Eine entsprechende Betrachtung kann man fiir den Punkt P, durchfithren. Da
Py, O und P, auf einer Geraden liegen und O der Mittelpunkt der Ellipse ist, ist
PP, = 2a ein weiterer Durchmesser der Ellipse, und zwar der groBte. Man be-
zeichnet ihn als groBe Halbachse (Hauptachse).

Ist die Ellipse nicht in der Mittelpunktslage gegeben, so smd diese Ausfiihrungen
unter Beriicksichtigung der erforderlichen Transformation ebenfalls giiltig, da sich
jede Ellipse durch eine geeignete Koordinatentransformation in die Mittelpunkts-
lage iiberfithren laBt.
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Aus der Gleichung y = + % }/a® — a2 folgt, daB die Ellipse in Mittelpunktslage
symmetrisch in bezug auf beide Koordinatenachsen ist; denn fiir jeden Wert von
ergeben sich innerhalb des Definitionsbereiches zwei nur durch das Vorzeichen unter-
schiedene Werte von y, und fir zwei nur durch das Vorzeichen unterschiedene
Werte von  erhélt man denselben y-Wert. Wie aus der Gleichung zu erkennen ist,
existieren y-Werte nur fiir | z| < a; alle diese Werte bleiben endlich.

Bei einer Parallelverschiecbung der Ellipse unterliegen auch die Symmetrie-
achsen der Transformation. In den vorangegangenen Betrachtungen war voraus-
gesetzt, dafl die Brennpunkte F; und F, auf der z-Achse symmetrisch zur y-Achse
liegen. Es kann auch der Fall eintreten, daBl die Brennpunkte F, und F, auf der
y-Achse symmetrisch zur z-Achse liegen. Behilt man die Bezeichnungen der Halb-
achsen bei (a groBe, b kleine Halbachse), so ergibt sich durch eine entsprechende Her-
leitung als Gleichung der Ellipse

22 2
wHa=1

mit @ > b. Bezeichnet man dagegen die auf der z-Achse liegende Halbachse mit a,
die auf der y-Achse liegende mit b, so erhalt man

22 y!
atuE=1

mit a < b. Dementsprechend gilt dann b* —e? — a?. Bei den folgenden Betrach-
tungen wird die Hauptachse stets mit 2 a bezeichnet.

¢) Konstruktion der Ellipse

Fir die Konstruktion einer Ellipse seien die Stiicke @ und e gegeben.

Der Abstand der beiden Brennpunkte ist durch 2e bestimmt. Man nimmt auf
einer Strecke von der Liange 2a einen beliebigen Teilpunkt 7 so an, daBl die Strecke
in zwei Teilstrecken g und & mit ¢ > a —e
zerlegt wird. Dann schligt man um F; den
Kreis mit ¢ und um F, den Kreis mit %
(Abb. 115). Die Schnittpunkte der beiden
Kreise sind Ellipsenpunkte.

Beweis: Ein Schnittpunkt sei P;. Dann ist
F,P, + P,F, =g + h = 2a.

Entsprechend gilt fiir den zweiten Schnitt-
punkt P,
F\P, + PFy =g + b =2a.

Durch immer neue Wahl von 7T kann
man auf diese Art beliebig viele Ellipsen-
punkte konstruieren. Zum Beispiel kann Abb. 115
man wegen der Symmetrieeigenschaften
der Ellipse auch um F, den Kreis mit ¢ und um F; den Kreis mit % schlagen.

Da die drei GroBen a, b und e ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse a
bestimmen (vgl. Abschnitt III, 7b), kann man die Konstruktion immer ausfithren,
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wenn zwei dieser GroBen gegeben sind. Sind zum Beispiel b und e gegeben, so findet
man «a als Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten e und b.
Bedingung fiir die Konstruierbarkeit der Ellipse ist a > e.

d) Die lineare Exzentrizitit der Ellipse

Den Wert F,0 — O F, = e bezeichnet man als die lineare Exzentrizitiit der Ellipse.
Aus der Beziehung @2
folgt, daf} a gegen b strebt, wenn e gegen Null geht. Es ist leicht einzusehen (und
an der Gleichung der Ellipse nachzuweisen), daB sich damit die Form der Ellipse
immer mehr der Form des Kreises nihert. Fiir ¢ = 0 fallen die beiden Brennpunkte
der Ellipse in einem Punkt zusammen. Damit ergibt sich der Kreis als Spezialfall

der Ellipse mit Py Sy
Aufgaben
1. Es ist die Mittelpunktsgleichung der folgenden Ellipsen zu bestimmen:
a) a=10, b= 6; b) a=15, b=12; ¢) a= 4,5, b= 3;
d) a=12, b=13; e)a= 3, b= 5; f) a=10, ¢e= 8;
g) a=20, e=16; hyb=12, ¢=16; i) b=15, 6=25.

Geben Sie die Koordinaten der Scheitel und die der Brennpunkte an!

2. Bestimmen Sie die Gleichung der Ellipse, die durch die Punkte P, und P, geht! Der
Mittelpunkt der Ellipse liege im Koordinatenursprung.
8) Py(4;2), Py(1;4) b) P,(—3,6; —3,2), P,(4,8; —2,4)
¢) P,(3;24), Py(—4;1,8) d) P,(3;25), P,(1,4; 30)

Geben Sie die Koordinaten der Scheitel und die der Brennpunkte an!

3. Einem Rechteck mit den Seiten 16 cm und 7,2 cm ist die Ellipse umbeschrieben, deren Brenn-
punkte in den Mittelpunkten der kleineren Seiten liegen. Es ist die Gleichung der Ellipse zu
bestimmen.

4. Die Halbachsen der Ellipse sind zu bestimmen.

a) 22+ 4 y2 =64 b) 9 2% + 16 y2 = 324
) 25 22 + 16 y2 = 400 d) 64 22 4 225 y2 — 14400
Geben Sie die Koordinaten der Scheitel und die der Brennpunkte an!

'

6. Der Mittelpunkt einer Ellipse sei M. Ihre Hauptachsen liegen parallel zu den Koordinaten-
achsen. Es ist die Ellipsengleichung zu bestimmen. :
a) M(2;3), a=5, b=3 b) M(—2;3), a=35, b=3
¢) M(0;3), a=52, b=32 d) M(4;7), a="1, b=7
e) M(5;0), a=5, b=2 1) M(—5;2), a=5, b=4
g) M(—5;—17), a=4, b=9 h) M(0;0), a=6, b=8

8. Die Halbachsen der Ellipse sind zu bestimmen.
€322+ yt— 62— 6=0
¥)42* 49y + 18y +8=0
)9z + 25y + 722 — 50y — 56 =0
d) 92+ 16y — 362 — 128y + 148 =0
}jz*+2y’+2z—6y—23=0
1) 252° + 4y® — 2002 — 40y + 400 =0.
Geben Sie die Koordinaten des Mittelpunktes, die der Scheitel und die der Brennpunkte an!
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7. Es ist mit Hilfe der Differentialrechnung zu beweisen, daB 2 b der kleinste Durchmesser der
Ellipse ist.
Anleitung: Man nehme einen variablen Punkt P auf der Ellipse an und stelle das Quadrat der
Strecke OP als Funktion von z dar.

8. Neuere Messungen sowjetischer Geodéiten haben ergeben, daB der Erda or kein Kreis,
sondern eine Ellipse ist. Nach diesen Messungen betrégt der mittlere Aquatorradius 6 378 245m.
Die Differenz zwischen der groBen und der kleinen Halbachse ist 213 m. Wie groB ist die
lineare Exzentrizitit?

8. Die Hyperbel
Definition: Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller der Punkte, bei denen die
Differenz der Abstéinde von zwei festen Punkten stets denselben Wert hat.

Die festen Punkte heilen Brennpunkte der Hyperbel, ihren Abstand voneinander
bezeichnen wir mit 2e, die konstante Differenz mit 2a.

a) Die Gleichung der Hyperbel

Die beiden Brennpunkte der Hyperbel seien F,(—e;0) und F,(+4- e;0). Ist
P(z; y) ein beliebiger Punkt auf der Hyperbel, so gilt auf Grund der Definition
(vgl. Abb. 116)

Y
Vet + ¢ —VE—o + ¢ = 2.
Durch zweimaliges Quadrieren (vgl. Abschnitt F,
III, 7a) erhilt man daraus nach Umformung: i
z2 (eﬁ A az) — a? y's’ — a2 (82_ a2)‘ y
Nunmehr setzen wir
et — a? = b2 7 / ] \__F T
Dadurch ergibt sich . i
BRa? —aty? = atl?,
o
@
oder
)
y= i;l/it2 —al, . Abb. 116

Diese drei Formen derselben Gleichung heiflen Mittelpunktsgleichung der Hyperbel
(vgl. Abschnitt III, 7a). Transformieren wir das Koordinatensystem durch Parallel-
verschiebung, so ergibt sich analog den Transformationen bei Kreis und Ellipse

(x—e) (y—dp_,
a? b2

als eine allgemeine Gleichung der Hyperbel, deren Achsen parallel zu den Koordi-
natenachsen verlaufen.
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b) Konstruktion der Hyperhel
Es seien F; und F, die Brennpunkte der Hyperhel
z? y!
FE—1
Gesucht sei ein beliebiger Hyperbelﬁunkt P,
Man schligt um einen der beiden Brennpunkte — etwa F; — den Kreis mit dem
Radius 24. Von Fj aus legt man die Tangenten an den Kreis, die diesen in den Punk-
ten T; und T, berithren. Sodann verbindet

¥ man einen beliehigen Punkt @ auf dem kleine-
ren Bogen zwischen T} und 7, mit ¥, und F,.
Auf Q_Fz errichtet man die Mittelsenkrechte.
Der Schnittpunkt derselben mit der Verlange-
i rung von ¥, Q ist ein Hyperbelpunkt P.
2 Ny A Beweis:
Fir jeden so konstruierten Punkt P gilt
- I = (Abb. 117) o
/ PQ = PF,.
Demnach ist
* PF,— PQ =QF,,
PF, — PF,=2a.
AbB, 117 Durch Wiederholung der Konstruktion kann

man bei stets anderem @ beliebig viele
Punkte des einen Hyperbelastes konstruieren. Liegt @ auf dem groBeren Bogen
zwischen T und Ty, so erhélt man fir jede Lage von Q einen Punkt auf dem anderen
Ast der Hyperbel.
c¢) Die Achsen und die Scheitelpunkte der Hyperbel

Nahert sich der Punkt @ der Geraden durch F, und F,, so nihert sich der Punkt P
ebenfalls dieser Geraden. Liegt @ auf dieser Geraden, so halbiert der Punkt P, die

Strecke QF, (Abb. 118). Es gelten dann die folgen-
den Beziehungen:

PP, + PF, = 2¢
7P, — P,F, = 2a.

—

Durch Subtraktion beider Gleichungen erhalt

% = man
P F,=¢—a.
Wir bezeichnen nun den Halbierungspunkt der
Strecke Fy F, mit 0. Da F,0 = OF, = e ist, folgt
0P, = OF, — P,F, = a.

Abb. 118 Durch entsprechende Konstruktion kann man

\Q‘

v,
>v
5 |5 9
—~="%
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den Hyperbelpunkt P, auf der Geraden F, F, bestimmen. Es gilt auch hier
0P, = a.

Man bezeichnet P, P, = 2a als Hauptachse der Hyperbel. Als Nebenachse bezeichnet
man die zu P, P, in O senkrecht stehende Gerade. Sie schneidet die Hyperbel nicht.

Entfernt sich der Punkt @ von der Geraden F, F,, so wird der Winkel, unter dem
sich die durch F; und @ bestimmte Gerade und die Mittelsenkrechte auf @ F, schnei-
den, immer kleiner; der Punkt P entfernt sich sowohl von der Hauptachse als auch
von der Nebenachse. Fillt schlieBlich @ mit T, oder 7, zusammen, so verlaufen
die beiden Geraden parallel, es existiert kein Schnittpunkt P im Endlichen.

Die Konstruktion der Hyperbelpunkte kann sowohl von F, als auch von F, aus
durchgefithrt werden. Daraus folgt, daB die Hyperbel aus zwei getrennten Teilen
(Asten) besteht, die sich von P, und P, aus beiderseits ins Unendliche erstrecken. Die
Punkte P, und P, bezeichnet man als die Scheitelpunkte der Hyperbel.

Bei der Hyperbel

A i

@ B
fallt die Hauptachse mit der z-Achse zusammen, bei der Hyperbel

y? z2
ammE=!

fallt die Hauptachse mit der y-Achse zusammen. Der Beweis dafiir ergibt sich aus
der Herleitung der Hyperbelgleichung.

14
d) Asymptoten der Hyperbel
Wir bringen die Gerade y = ma mit der Hy-
perbel 3?22 — a?y® = @®b* zum Schnitt. Dadurch
erhalten wir
Ba® —aPm?a? = aPl?
b
oder
22 (0 — a®m?) = a®b?, - -
o4t
T HVE—am
Wir erkennen, daB die Existenz der Schnittpunkte
bei festem @ und b von der GréBe m abhiangt
(Abb. 119). Fir
b
|m| <<
gilt Abb. 119
atm? < b%;

der Wurzelausdruck ist positiv, es existieren zwei Schnittpunkte. Fiir
b
|m| > —
a
gilt
a®m? S bz;

der Wurzelausdruck ist negativ, es existieren keine Schnittpunkte.
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Strebt |m| von unten gegen Tb’-, so strebt a?m? — b2, der Wurzelausdruck strebt,
da @ und b ungleich Null sind, gegen Null und damit # — 4 co. Die Geraden
y = £+ ma gehen damit in die Grenzlagen y = + % z iiber. Man bezeichnet diese
Geraden als Asymptoten der Hyperbel

b*a? —aly? = a?b2.
e) Lineare Exzentrizitiit

Auch bei der Hyperbel bezeichnet man analog der Ellipse den Wert F;0 = O_F2 =e
als die lineare Exzentrizitidt. Zum Unterschied zur Ellipse, bei der stets a > e ist,
gilt bei der Hyperbel e > a. Da a eine positive GroBe ist, kann demnach e niemals |
gleich Null sein.

Ist in der Hyperbelgleichung

- b
a® = b? oder, da b? = e —a? ist, a = ?[/2, so spricht man von einer gleichseitigen
Hyperbel. Thre Asymptoten genfigen der Gleichung
y=+=z.

t) Die Elllpsen- und die Hyperbelgleichung als spezielle Form der quadratischen
Gleichung

In der allgemeinen Form der quadratischen Gleichung (vgl. Abschnitt II, 4c)
Aa* +By? +Coxy+Da +Ey+F=0
seien die Koeffizienten 4 und B verschieden von Null, und C sei gleich Null.
Wir dividieren die Gleichung
Aa? +~By*+Dax+Ey+F=0
durch 4 B und erhalten "/

F
B 7+ a5°+ 415 AB Y= 4B
Durch quadratische Ergiinzung ergibt sich
z2 E? D2B + E*A — 4 ABF
S+ tiapt o+ Yt am = FWEy J

(z+‘ﬁ)2 ("""ﬁ)a _ DB+ B —4ABF
7tz 1A

Ist die rechte Seite dieser Gleichung verschieden von Null, so erhélt man

2 2
B rd)
24 75 el
D8 + A —44ABF + DB § A —44BF —
145 TAB

Sind in dieser Gleichung beide Nenner positiv, so stellt sie eine Ellipse dar, deren
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Achsen parallel zu den Koordinatenachsen liegen; ist einer der Nenner positiv, der
andere negativ, so handelt es sich um eine Hyperbel. Der Mittelpunkt des Kegel-

schnittes hat die Koordinaten M (—%; -—;,i .
Aufgaben
1. Es ist die Gleichung der Hyperbel zu bestimmen, fiir die gegeben ist:
a)a=4, b=3; b)a=2, b=3;
e)a=3, b=2; d)a=23, b=2;
e)b=5, e=8; Ha=4, e=25.

Die Hauptachse falle mit der z-Achse und der Mittelpunkt mit dem Nullpunkt des Koordi-
natensystems zusammen. Geben Sie die Koordinaten der Scheitel und die der Brennpunkte an!

2. Es ist die Gleichung der Hyperbel zu bestimmen, die durch die Punkte P, und P, geht. Der
Mittelpunkt liege im Koordinatenursprung.
a) P,(5;3) P,(8; —10) b) P,(8;10V2) P,(4; — 5V3)
1 1
or(usg) A(1gi—1) 4) P, (5;0) P,(1;2V6)

Geben Sie die Koordinaten der Scheitel und der Brennpunkte an! Die Hyperbel ist zu kon-
struieren.

3. Die Halbachsen der folgenden Hyperbeln sind zu bestimmen.

o s
8) 5z — 1= b) 522 — 4y =20
€)182 — 2252 =1 4)102® — 152 =3

Die Koordinaten der Scheitel und die der B:
zu konstruieren.

punkte sind geben. Die Hyperbeln sind

4. Es ist die Gleichung der Hyperbel zu bestimmen, fiir die gegeben ist:
a) M(5;4), a=38, b=5; b) M(2; 5), a=4, b="1;
e) M(5; —4), a=1, b=10; d) M(—2;-3), a=1,
Die Hauptachse liege zur z-Achse parallel.

5. Bestimmen Sie die Halbachsen der folgenden Hyperbeln!

a)92®—16y*— 90z — 64y +17=0 b) 252% — 64 y* — 3002 — 256 y — 956 =0
€) 2162 —144y* — 722 — T2y —5=0 d)a®—y*—2z7—4y—T=0
Geben Sie die Koordi des Mittelpunk die der Scheitel und die der Brennpunkte an!

6. Es sind fiir die Hyperbeln in a) Aufgabe 1a, b) Aufgabe 3a, ¢). Aufgabe 5a, d) Aufgabe 5d
die Gleichungen der Asymptoten zu bestimmen.

9. Die Parabel
Definition: Die Parabel ist der geometrische Ort aller der Punkte, bei denen der
Abstand von einem festen Punkt gleich dem Abstand von einer festen Geraden ist.

Der feste Punkt heilt Brennpunkt der Parabel, seinen Abstand von der Geraden
bezeichnen wir mit p. Die Gerade heit Leitlinie der Parabel.

12 [00914]
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a) Die Konstruktion der Parabel

Gegeben seien der Brennpunkt F und die Leitlinie / einer Parabel (Abb. 120).
Gesucht sei ein beliebiger Parabelpunkt P. Auf Grund der Definition ergibt sich
die folgende Konstruktionsmethode:

Man schligt um F einen Kreis mit dem Radius » 2 5 und zieht zu 7 in der Halb-

ebene, der F angehort, eine Parallele im Abstand r. Die Schmttpunkte der Parallelen
mit dem Kreis sind Parabelpunkte P.
Bewets:
Nach Konstruktion ist der Abstand des Punktes P von I gleich PF.
Eine weitere Konstruktionsmethode findet man durch die folgende Uberlegung.
Man withlt auf  einen beliebigen Punkt Lund errichtet auf L F die Mittelsenkrechte.

Durch L ziecht man zu DF die Parallele. Der
4 7 Schnittpunkt dieser Parallelen mit der Mittel-

senkrechten ist ein Parabelpunkt P,
B
} Bewets:
t 5 PL— PF.

Nach Konstruktion ist PL= PF.

Durch immer neue Wahl von v bzw. L kann
man bei beiden Methoden beliebig viele Pa-
rabelpunkte konstruieren. Samtliche Parabel-
punkte liegen in der Halbebene, der F angehort.

o Bl £ n
7 Beweis:
y AN

Angenommen, ein Parabelpunkt P lige in der
Halbebene, der F nicht angehort. Dann wire
sein Abstand von [ stets kleiner als der Abstand
PF. Das widerspricht aber der Definition der
Parabel.

‘Wie man an der ersten Konstruktion leicht er-
kennt, liegen alle Parabelpunkte symmetrisch zur

Abb. 120 Geraden durch D und F. Diese Gerade heilt
daher Achse der Parabel.

Fillt man von F auf / das Lot mit dem FuBpunkt D, so ist der Halbierungspunkt
dieses Lotes ein Parabelpunkt P; (Abb. 120).

Bewers:

Es ist _F_Pl: Px_D

Diesen Punkt P, auf dem Lot F D bezeichnet man als Scheitel der Parabel. Die
Strecke

r——

FD=1p
heiBt Halbparameter der Parabel.
b) Die Gleichung der Parabel

Wir legen die Parabel so in ein z ; y-Koordinatensystem, daB der Scheitel mit dem
Ursprung O und die Achse der Parabel mit der z-Achse zusammenfallen (Scheitel-

unktslage). Dann hat der Brennpunkt F (Abb. 121) die Koordinaten (42 ;0).
P! 4 D)
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Ist P ein beliebiger Punkt der Parabel, L der FuBpunkt des von P auf die Leit-
linie gefallten Lotes und B der FuBpunkt des von P auf die a-Achse gefillten Lotes,
so ist

0B=& und PB=y ' !
Ferner ist (ﬁ:% und F—=P—=a}+-’2l s
=== e = = L
AuBerdem ist FB=0B—O0F =z —%. Dar-- 7 '
aus folgt ,/ ’
L e /
= 2N (z - l)z = 2z /
d.'l %+ V(SD + 2) ) & V P //
oder o of IF g ¥
¥ =2px. o] _,_]
Diese Gleichung bezeichnet man als Scheitelglei- 4
chung der Parabel. An ihr erkennt man: -
1. Ist © =0, so ist auch y = 0; die Parabel geht
durch den Ursprung.
2. Fiir negative Werte von z ergibt sich kein
Wert fiir y; die Parabel existiert nur fiir Abb, 121

z=0.

3. Fiir jeden Wert von # > 0 erhilt man zwei nur durch das Vorzeichen unter-
schiedene Werte von y; die Parabel liegt symmetrisch zur z-Achse.

4. Fir o - oo geht y — + co.

Bei diesen Betrachtungen zu Punkt 2 bis 4 war p > 0 vorausgesetzt. Ist p <0,
so kommt man zu entsprechenden Ergebnissen. Die Parabel liegt dann im zweiten
und dritten Quadranten.

Auch die Gleichung

x*=2py
stellt eine Parabel in Scheitelpunktslage dar. Wir erkennen, daB in ihr die Variablen
vertauscht sind. Geometrisch bedeutet das, daf die Parabel y* = 2pa an der Ge-
raden y = z gespiegelt wurde. Die Parabel 22 = 2py liegt fiir p > 0 im ersten und
zweiten Quadranten, fiir p <O im dritten und vierten Quadranten. Thre Achse
fallt mit der y-Achse zusammen.

Liegt der Scheitelpunkt der Parabel nicht im Ursprung, ist aber die Achse parallel
zu einer der Koordinatenachsen, so kann man durch eine Parallelverschiebung die
Parabel in Scheitelpunktslage bringen. An Stelle der Koordinaten z und y treten
dann die Koordinaten (z — ¢) und (y — d). Die Parabelgleichung geht damit in die
Form

y— @ =2p(@— o
oder — entsprechend —

(@—of =2p(y—a)
iiber.

Gelten in der allgemeinen quadratischen Gleichung
Aa®* + By* +Caey+Dax+Ey +F=0

die Relationen A=0, B0, C=0 und D0,
so stellt die Gleichung eine Parabel dar.
12%
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Beweis:
Nach der getroffenen Voraussetzung gilt:
By*+ Dz + Ey + F =0,

D _E | F
2 k
v+petgytE=0

E D r
v tFY  TTEE
Durch quadratische Ergéinzung ergibt sich
E E? D F B
V+Fvtim- B F T Iim

E \2 D F B
(v+27) =—F(=+ 5 7o)
Diese Gleichung ist aber die allgemeine Gleichung einer Parabel, deren Achse parallel
zur z-Achse liegt.
Ebenso stellt die allgemeine quadratische Gleichung eine Parabel dar, wenn 4 == 0,
B =0, C=0und E == 0 sind. Der Beweis wird entsprechend gefithrt. In diesem
Fall liegt die Parabelachse parallel zur y-Achse.

Aufgaben
1. Es ist die Scheitelgleichung der Parabel zu bestimmen, bei der die Achse
a) die z-Achse und 2p = 5, b) die z-Achse und 2p = 4,5,
¢) die z-Achse und 2p = — 6, d) die z-Achse und 2p = — 10,
e) die y-Achse und 2p = 4,67, f) die y-Achse und 2p = 25,
g) die y-Achse und 2p = — 3,5, h) die y-Achse und 2p = — 12 ist.

Die Koordinaten des Brennpunktes und die Gleichung der Leitlinie sind anzugeben.

2. Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel mit
a) der Achse y = - 3, der Abszisse des Scheitels @ = 2 und dem Halbparameter p = 4;
b) der Achse y = — 5, der Abszisse des Scheitels a = 4 und dem Halbparameter p = 3,5;
¢) der Achse z = +- 5, der Ordinate des Scheitels b = 3 und dem Halbparameter p =2,2;
d) der Achse = — 3, der Ordinate des Scheitels b = — 8 und dem Halbparameter p = 3,21

Geben Sie die Koordi des Brennpunktes an!

3. Die Parabel y* = 2pz soll durch den Punkt P; mit den Koordinaten
a) (2;4) b) (1,2; —3) e)(4;4) d)(4; —8)
e)(—4;2) 1) (2;25) 8)(2;3) h) (—25; —10)

gehen. Der Halbparameter ist zu bestimmen.

4. Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel,
a) die durch den Punkt (7; 4) geht, die Achse y = 8 und die Scheitelabszisse a = 3 hat;
b) die durch den Punkt (5; — 5) geht, die Achse y = + 3 und die Scheitelabszisse a = — 3 hat;
¢) die durch den Punkt (—11; 4) geht, die Achse # = — 5 und die Scheitelordinate b = — 2
hat; 2
d) die den Halbparameter p = 5, die Achse y = 5 und die Scheitelabszisse a = 4 hat.
Die Koordi des B punktes sind geben. Die Parabel ist zu konstruieren.
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5. Es ist die Gleichung der Parabel zu bestimmen, deren Achse der z-Achse parallel ist und die
durch die Punkte

a)(—3:1), (2;4), (—6;—2) b)(23;—15), (8;—2), (7;1)
€)(9;10), (9;—2), (3;4) 4)(7;2), (14;4), (17;12)
geht. i

Die Koordinaten des Brennpunktes sind anzugeben. Die Parabel ist zu konstruieren.

>

. Es ist die Gleichung der Parabel zu bestimmen, deren Achse der y-Achse parallel ist und die
durch die Punkte
a)(—3;—2), 3;1), (9;10) b)(—2;4), (16;4), (1;—1)
geht.

10. Die Scheitelgleichung der Kegelschnitte

Die Mittelpunktsgleichungen von Ellipse und Hyperbel weisen eine bemerkens-
werte Ahnlichkeit auf. Dagegen 1aBt sich fiir die Parabel keine Mittelpunktsgleichung
aufstellen. Es soll nun untersucht werden, ob sich fiir die Ellipse und die Hyperbel
eine Darstellungsform finden 1aBt, die der Parabelgleichung entspricht. Diese Unter-
suchung werde zunichst an der Ellipse durchgefiihrt. Man transformiert die Ellipse

z2 y? Yl
atHE=1
durch Parallelverschiebung in Scheitelpunktslage (linker
Scheitel im Nullpunkt) und erhilt damit
(g—ap o 2
=y LY 9 .
o a2 oo F f T

oder — nach y? aufgelost —

2
Ersetzt man in diesem Ausdruck % durch p, so erhalt man

y==2p,;_%zx, Abb. 122

DaB die Festsetzung % = p sinnvoll ist, ergibt sich aus der folgenden Betrachtung:

Auf Grund der Definition der Parabel ist die Sehne, die im Brennpunkt senkrecht
auf der Achse steht, gleich 2p(Abb. 122). Errichtet man im Brennpunkt F, der Ellipse
ebenfalls die Senkrechte und sind Py;; Schnittpunkte dieser Senkrechten mit der
Ellipse, so ist

F,Py=1y und F P,=y,.
Die Punkte Pj;; haben die gleiche Abszisse ;5 = — e. Setzen wir diesen Wert in
die Ellipsengleichung y = + % /a® — 2? ein, so erhalten wir
b
Yo = j:; /a? — é2.
Da aber ¥ — ¢® = b? ist, ergibt sich

b2 b2
W=7 und h=—1-
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Es ist also 2 p auch bei der Ellipse die Linge der Sehne, die im Brennpunkt senk-
recht auf der Achse steht (vgl. Abb. 123).
Die Gleichung des Kreises in Scheitellage ist
(z—12+g2=19
oder
Yy =2rz —a?, .
Die Liange der im Mittelpunkt (Brennpunkt des Kreises) senkrecht auf der Achse
stehenden Sehne ist 27. Demnach gilt p = r und mithin

y yP=2pax — 2.
Diese Gleichung zeigt uns wieder, daB
p der Kreis ein Spezialfall der Ellipse ist
b= | (mit Z = lund demnachr = p = a.
4

= 7 ! = == Durch eine analoge Betrachtung findet
! ? man als Scheitelgleichung der Hyperbel

4 (rechter Scheitel im Nullpunkt)

Yy =2px+ % xt.

Abb, 123 Auch hier ist 2p die Lange der im Brenn-
punkt senkrecht stehenden Sehne, wie sich
durch eine entsprechende Herleitung ergibt.
Wir erkennen, daf die Scheitelgleichungen aller Kegelschnitte auf dieselbe Grund-
form

y=2pxF % «?
zuriickgehen. Steht in diesem Ausdruck das negative Rechenzeichen, so ist der Kegel-
schnitt eine Ellipse. Ist% = 0, so ist der Kegelschnitt eine Parabel. Fiir das posi-

tive Rechenzeichen ergibt sich eine Hyperbel. Man bezeichnet 2p als den Parameter
des Kegelschnittes. Der bei der Einfiihrung der Parabel verwendete Ausdruck
Halbparameter fiir p findet damit seine Erklarung.

Aufgaben
1. Stellen Sie die Mittelpunkts- und die Scheitelgleichung der Ellipse auf, fiir die gegeben ist:
a)a=3, b=86, b)b=1,5, p=0,75,
e)a=4, p=1, d)a=5, e=3.
2. Stellen Sie die Mittelpunkts- und die Scheitelgleichung der Hyperbel auf, fiir die gegeben ist:
a)b=16, p=1.28, b)a=S8, e=10,
e)a=32, p=256, d)e=153, b=5,.

3. Die Mittelpunkts- und die Scheitelgleichung des Kreises mit
a)r=35, b) r =37, e)r =48, d)yr=1
sind aufzustellen.
4.In einem Kegelschnitt sei a = p. Es ist die Art des Kegelschnittes zu bestimmen.

5. Es sind die Hyperbel 2* — y* =1 und der Kreis 2® 4 y* = ¢? zum Schnitt zu bringen, wobei
e die lineare Exzentrizitit der Hyperbel sei.
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11. Kegelschnitt und Gerade
a) Die Gleichung der Sekante )

Eine Gerade ist durch zwei Punkte eindeutig bestimmt. Soll durch zwei Punkte
eines Kegelschnittes eine Sekante gelegt werden, so miissen diese beiden Punkte ge-
geben sein. Die Gleichung der Sekante kann dann als die Zweipunktegleichung der
Geraden aufgestellt werden (vgl. Abschnitt I, 2d). Sind P, (z,;¥,) und P, (z,;y,) zwei
Punkte eines Kegelschnittes, so ergibt sich also die Gleichung der Sekante zu

em _Y—%
y .‘Il—z’

—2 (2 — 7).

1

Diese Uberlegung hat fiir alle Kegelschnitte Giiltigkeit.

b) Die Gleichung der Tangente

LifBt man den Punkt P, gegen den Punkt P, gehen, so geht z, —» z, und Yo > Yy-
Die Sekante durch P, und P, geht damit in eine Grenzlage iiber und wird somit zur
Tangente (vgl. Teil A Infinitesimalrechnung, S. 17). Bei diesem Grenziibergang gehen
Zihler und Nenner des Anstiegs gegen Null. Will man die Gleichung der Tangente
aufstellen, so muf3 man fiir den Anstieg der Sekante einen Ausdruck finden, der den
Grenziibergang ermoglicht.

1. Die Gleichung der Tangente an eine Ellipse
Soll an die Ellipse

22y
wtmE=1
im Punkte P, (z;;y,) die Tangente gelegt werden, so findet man deren Anstieg durch

die folgende hberlegung:
Die Koordinaten des Punktes P; befriedigen die Gleichung der Ellipse; es gilt also

zz yZ
u_:+b—;:l.

Ist Py(y3y,) der zweite Schnittpunkt einer Sekante durch P, so gilt entsprechend
23 . ¥
A PR
Durch Subtraktion der Gleichungen erhilt man
22— 22 2 — 42
zalrl_,’_yzb.!l\:O.
Wir formen diese Gleichung um:

S50 — @) (2 ) + % (¥a— 93) (9o + ) = O,

3 (00— 90 (4 + 93) = — (2 — ) (2 + )

Yo=Y _ _ B zp+ta

Ty— @ Yty
Damit hat man fiir den Anstieg der Sekante einen Ausdruck gefunden, bei dem man
den Grenziibergang vornehmen kann:

lim %= _ i (_”_'.m)=_ﬂ

— 2 .
2 T8 gz \ @ Yyt Uy aty,
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Diesen Wert setzt man in die Sekantengleichung ein. Man erhalt:

bl
y—n=—g (e — ).
Damit ist die Gleichung der Tangente gefunden. Im allgemeinén formt man diese
Gleichung um:
Ay —ay = —Boo, + B,

By + aty y = bPad 4 a?yt.

Es ist
Bl + @y = a®P?,
also folgt
Yz, + a?y y, = a?b?
oder

X 4 YU
= t=1

2. Die Gleichung der Tangente an die Hyperbel

Auf dieselbe Weise 1t sich die Gleichung der Tangente an die Hyperbel herleiten.
Es ist lediglich auf den Vorzeichenwechsel gegeniiber der Ellipsengleichung zu achten.
Man erhilt auf diese Weise als Gleichung der Tangente:

VPre,—ay y, = a®b?
oder
A

a? b
Wir erkennen: Die Struktur der Tangentengleichung entspricht bei Ellipse und Hy-
perbel der Struktur der betreffenden Kurvengleichung. Die bei den Kurvengleichun-
gen festgestellte bemerkenswerte Ahnlichkeit trifft auch auf die Tangentengleichun-
gen zu.

A= 1.

3. Die Gleichung der Tangente an die Parabel

Die Gleichung der Tangente an die Parabel erhalt man durch eine analoge Betrach-
tung. Die Punkte P, und P, seien Punkte der Parabel. Es gelten also die Beziehungen

Yi=2p =,
Y5 =2p 7.
Durch Subtraktion erhilt man
Yo— ¥ =2p(z— ),
(Y2— 1) (%2 + 1) = 2p (23— 7y),
Y2 — % 2p

Ty—2 Yty
Nun wird der Grenziibergang vorgenommen:
2p _p

lim =% _ jim =
P B R e T

Man setzt diesen Wert in die Sekantengleichung ein und erhalt

— =L — ).
Yy—Hh o (z— =)
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Dieser Ausdruck kann wie folgt umgeformt werden:
Yh— Y =pr—pay,
Y =pr—pa+y.

Wegen
. ¥ =2pm
ergibt sich
Y9 =pr—pa+ 2pzy,
also

yy = p(x+ ).
Auch diese Tangentengleichung entspricht der Struktur der zugehérigen Kurven-
gleichung. Man kann diese nimlich in der Form y.y — (2 + ) schreiben.
4. Die Tangenten der Kegelschnitte bei Parallelverschiebung
Sind die Kegelschnitte derart parallel verschoben, daB die Transformation
2’=a—¢ und y =y—d
durchzufiihren ist, so nehmen die Tangentengleichungen die folgenden Formen an:
fiir die Ellipse

(Z—c)(®,—c)  (y—a)(y, —d)
a’l o5 Yy bﬂyl =1,

fiir die Hyperbel

E—c)(x—e) (y—d)(y,—d) _ 1
a? bt = %
fiir die Parabel

y—a)(y —d)=p(x+x,—2¢).
5. Die von einem Punkte aus an einen Kegelschnitt gelegte Tangente

Die Gleichung der durch den beliebigen Punkt Py(y5,) gelegten Kegelschnitts-
tangente findet man durch die folgende Uberlegung (vgl. Abb. 124):
1. Die Koordinaten des Punk-
tes P, miissen der Tangenten-
gleichung des Kegelschnitts ge-
niigen.
2. Ferner miissen die Koordi-
naten desBeriithrungspunktes P,
die Kurvengleichung befrie-
digen.
Aus diesen beiden Bedingungen
erhilt man ein quadratisches
Gleichungssystem mit zwei Un- T
bekannten, dessen Losung die
Koordinaten des Beriithrungs-
punktes ergibt. Hat das System
keine Losung, so gibt es von P,
aus keine Tangente an die Kurve; hat das System eine Losung, so existiert eine Tan-
gente an die Kurve, das heiBt, P, fallt mit P; zusammen und liegt auf der Kurve. Er-
hilt man schlieBlich zwei Losungen, so gibt es von P, aus zwei Tangenten an den
Kegelschnitt.
13 [00914]

o f =

SO

Abb. 124
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¢) Die Beriihrungssekante

Unter der Berithrungssekante versteht man die Gerade, die durch die Berithrungs-
punkte zweier Tangenten desselben Kegelschnittes verlduft (vgl. Abb.124). Sind die
Tangenten parallel (was bei der Parabel ausgeschlossen ist), so ist der Abschnitt zwi-
schen den beiden Tangenten, die Berithrungssehne, ein Durchmesser des Kegel-
schnitts.

Die Gleichung der Berithrungssekante erhilt man, indem man die Berithrungs-
punkte ermittelt und mit diesen Punkten die Zweipunktegleichung der Geraden auf-
stellt. Die Lange der Berithrungssehne ergibt sich nach dem Lehrsatz des Pytha-

goras zu e
U=V — o) + (4 — %)

wenn , ; y, und %, ; y, die Koordinaten der Beriihrungspunkte P, und P, sind.

Aufgaben
1. Es sind die Koordi der Schnittpunkte von Ellipse und Gerade zu bestimmen.
a) 2244y =16 3z—y+2=0
SR 106 —9y—75=0
36 " 25
¢) 52+ 242 =40 z— y— 10=0
d) 2522 + 3657 = 900 524 6y— 30=0
e) 642 + 36y = 2304 4z— 3y— 24=0
f) 162® 4 25y* = 400 4z— S5y— 4=0
g) 42+ y =100 22— y— =0
h) 92?4 25y = 900 324+35y—150=0

®

Es sind die Schnittpunkte der Ellipse 2522 4 49y® + 1502 — 196y — 799 =0 mit den
Koordinatenachsen zu bestimmen.

. Die Schnittpunkte der Ellipse 92*+4y*—182—24y 4 9=0 mit der Geraden
3z—2y—3=0 sind zu bestimmen.

w

2 2
4. Geben Sie die Bedingungen an, fir die die Ellipse % +% = 1 mit der Geraden
Az + By -+ C =0 zwei, einen oder keinen Punkt gemeinsam hat!

. Bestimmen Sie fiir die Ellipse z* + 4 y* = 64 die Liinge der Sehne, die durch die Mittelpunkte
der positiven Halbachsen geht!

o

6. Es ist zu untersuchen, welche Lage die Ellipse und die Gerade zueinander haben.
a) 362 4100y =25 182 +40y —25=0
b) 32® 4+ 5y* =30 z—5y+5=0
e) 252* + 16 y* = 400 5z2+3y—25=0

2 2
. Fiir die Ellipse :—1 + Z—g =1 sind die Gleichungen der Tangenten zu bestimmen, die den Sehnen

durch die Scheitelpunkte parallel laufen.

-

@

. Die Ellipse 92 + 16 y* = 144 und die Gerade  — y = b sind gegeben. Bestimmen Sie den
Wert b so, daB die Gerade die Ellipse beriihrt!

®

An die Ellipse 2* + 4 y*=100 sind in den Punkten P,(8; > 0) und P,(6; > 0) die Tangen-
ten gelegt. Es sind deren Schnittpunkt P; und der Inhalt des Dreiecks P, P, Py zu bestimmen.
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10. Die Schnittwinkel der folgenden Kurven sind zu bestimmen.

a) 25y® — 482 =0 9% 4 25y% =225
b) 922 4 442 =100 82+ 9y* =176
e) 9y* =16z 229yt =225
d) 224 y*—Ty46=0 2t 44yt =20
ottt ol 524yt =36
&) gt os— 4y =
11. Die Gleichungen der Tangenten von P, (5;8) aus an die Ellipse 92® 4 25y* = 225 sind
aufzustellen.

12. Bestimmen Sie die Gleichungen der Tangenten, die von P (—1;6) aus an die Ellipse
922425y — 722 4 150y 4 144 = 0 gezogen werden kénnen!

\
13.Von dem Punkt (16—3— 5 0) aus sind an die Ellipse ;-= 100 +49—1 die beiden Tangenten
gezogen. Ihr Schnittwinkel ist zu berechnen.

14. Die Koordinaten der Schnittpunkte der Hyperbel mit der Geraden sind zu bestimmen.

a) 2 —4y* =144 11z —14y—108 =0

b) 2* — y* =64 9z —Ty—48=0

e) 92 —4y* =36 6z —3y—8=0

d) 252% — 9y? =225 252412y —45=0

e) z? —4yt= 20 —y+4+3=0

1) 922 — 2542 =225 247+ 35y +60=0

15. Untersuchen Sie, welche Lage Hyperbel und Gerade zueinander haben!

22 yi

2) 381! ot g+1=0
22 2

b) gr—55=1 F-igt1=0

e) 2* —y* =64 5z—3y+432=0

d) 162 — 55> =80 4z—y+1=0

16. Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Hyperbel 92° — 4y* — 18z — 16 y + 29 = 0 mit der
Geraden z + y — 2 =0!
17. Die Schnittpunkte der Hyperbel 16 2* — 25y® 4 642 — 336 = 0 mit der z-Achse sind zu
ermitteln. Untersuchen Sie auch die Lage der Hyperbel zur y-Achse!
— 2 2
18. Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Hyperbel (—2—6—3)— — (1—;—2)‘
203 —21y — 162 =0!

=1 mit der Geraden

19. Zu bestimmen sind die Schnittpunkte der Hyperbel 1822 — y? 4 122 = 0 mit der Geraden
3z—y—6=0.

2
20. Welches sind die Bedingungen fiir r und s, fiir die die Hyperbel % = ﬁ =1 mit der Ge-
raden i-}- l =1 zwel, einen oder keinen Schnittpu.nkt hat?
21. Bestimmen Sie fiir die Hyperbel 2.y 1 die Gleichungen der Tangenten, die parallel

81

a2, _= 1
der Geraden ) + 5 1 laufen!

13*
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2 2
22. Bestimmen Sie fiir den Punkt (—10; >0) derHyperbeI:—s — % =1 die Gleichungen der Tan-
gente!
2 2
23. Bestimmen Sie fiir die Hyperbel -:—4 —%=l die Gleichung der Tangenten, die auf der

Geraden 24 z + 25y — 75 = 0 senkrecht stehen!

24. Schnittpunkte und Schnittwinkel der Kurven sind zu berechnen.

a)92® —16y* =144 S5yt=122 b)42* —9y* =36 Sat=24y
iy B i et —10y°=15 o 4yt =101
g g= BT yar—10g = L
2yt

e)?—2—5-=1 924 9y* =25 )22+ y*=25 y=uz

Berechnen Sie die Linge der gemeinsamen Sehne!

25. Die gleichseitige Hyperbel mit der Achse 2a und der Kreis mit dem Radius 2a sind kon-
zentrisch. Schnittpunkte und Schnittwinkel sind zu bestimmen!

26. Die Gleich der Asymp sind fiir die folgenden Hyperbeln zu bestimmen,
——1’3—1 b .z_z_l’—] f_z_yz_l 2522 — 1 -
a) T8 ) 9 i e) 30 36— d) 252 — 144 y* = 3600
27. Die Schnittpunkte der Parabel mit der Geraden sind zu bestimmen!
a) y* =62 6z— y—12=0 b) =4z 3z—5y+25=0
¢) y* =18z 3z—4y+24=0 d) y* =18z 3z—4y+16=0
0) ¥t =24z 62—5y+25=0 1)22*+162+y-+34=0 %—I—ys+1=o
In den folgenden Aufgaben sei A der Scheitelpunkt der Parabel.
g) A(7;—14), F(7;—13,75) z+4+y—13=0

h) A(12; —6), F(9;—6) 22+3y—18=0

28. Die Lage der Geraden zur Parabel ist zu untersuchen.
a) y*=l4z z—y+8=0 b) y* =122 3z—2y+4=0
o) =12z 224y=0 d) y* =5z 5z —12y+436=0
e)z?=14y 4z+8y+T7=0 f)2z2 =11y z+4+2y4-4=0

29. Bestimmen Sie die Gleichung derjenigen Tangente an die Parabel y* = 16 z, die der Geraden
a)z—2y—14=0, b)%—%:l, e)z42y—4=0

parallel lauft!

30. Die Gleichung der im Punkt P, an die Parabel gelegten Tangente ist zu bestimmen.

a) P,(2,5; — 5) yr=10z b) P,(1,75; 3,5) yr="1z

€) Py(1,5;3) y* =6z L @) Py(5;<0) (y—5r="(z+2)
e) Py(—8; yy) y*+3z+4y—8=0

f) Py(,;1,375) 22 —6z—10y—11=0

31. Es sind die Tangenten vom Punkte P, aus an die Parabel zu legen.
a) Py(3;5) y=Véz b) Py(—1;—1), =z
e) Py(—2,75; —3) 2*=3y+43 d) Py(1,4;1,4) yP+3y=2z+43
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32. Schnittpunkt und Schnittwinkel der in den Punkten P, und P, an die Parabel gelegten Tan-
genten sind zu bestimmen.
a) Py(2;>0) Py(85>0) y* =182
b) Py(4;<0) P,(16; >0) 4y*—252=0
e) Pi(>0;5) P,(<0;0,8) 52*— 16y =0.

33.Die A‘bbildung 125 zeigt die Skizze fiir eine Kanalbriicke mit einigen MaBangaben. Der

Bogen stellt eine Parabel dar.
Es sollen eine Zeichnung angefertigt und die Lingen der Streben berechnet werden.
p

3 5 1
g o 10m
Q 0 & fs 1 Q2 0
% 4 % G @ G % 9 &
= 10m /- 10m 10m 10r 10m JOm—]
/ 6om N |
f
Abb, 125
Anleitung: Wihlen Sie zuniichst ein Koordi ystem (welche ist die giinstigste Lage?),

stellen Sie dann die Gleichung der Parabel auf!

12. Herleitung optischer Gesetze mit Hilfe der analytischen Geometrie

Bei der Untersuchung des Strahlenganges am parabolischen Hohlspiegel geht man
in der Regel von parallel einfallenden Strahlen aus. Wir wollen jedoch auf analyti-
schem Wege untersuchen, wie Brennstrahlen bei einem parabolischen Hohlspiegel

reflektiert werden.
Der Achsenschnitt eines solchen Spiegels geniigt der Gleichung y? = 2pz. Der

Brennpunkt hat die Koordinaten (%, 0) , der Re- y
flexionspunkt sei P(z;y).
Der Anstieg der Tangente ist m, = % , der P (4
o —_ Yy 2y
Anstieg des Brennstrahls m, = T i
Ty e
Wir bezeichnen den Schnittwinkel mit ¢ (Abb.126).
2y ya F &
@ _ o my—my 22 —p Y
Es ist tg‘P—l_,_mlm' m Spy
(2z—p)y
2t —2pz+p?
_ 2z—ply
T @z—plyt+2py°
2z—py Abb. 126
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Dabei miissen die Stellen # =0 und = =—g— zunéichst ausgeschlossen werden.
Unter diesen Einschréinkungen folgt
2y'—2pz4p?  2y42—2pz4p?
tgp = y Vi e al P P

T 2zy—py+2py  2zy+py

Nun ist 2 = 2pz, also

ipr—2pz+p* 2pax+p* pQRatp)_p
2zy+py 2zy+py yQRa+p) oy’

tgp =

(Es ist stets >0, wenn p >0 ist und & <0, wenn p <0 ist. Daher gilt stets
2z +p=0).

‘Will man nun den Anstieg m, des reflektierten Strahles ermitteln, der die Tangente
unter dem gleichen Winkel ¢ schneidet (Abb. 126), so setzt man in die Gleichung

My — My

8P =T, m,

den Wert % fiir tg @ und den Wert 2_ my als Anstieg der Tangente ein. Lost
man die Gleichung nach mg auf, so erhilt man damit den gesuchten Anstieg:

tg @ + tg @ mymg = my — my
mg +-tg @ mymg = my — tg @
mg(l +tg@-my) =m —tge

R

Da 1+ ”—’2 1, also von Null verschieden ist, ergibt sich mg=0. .
¥ =
Der Brennstrahl wird also parallel zur z-Achse reflektiert.

Ist = 0, so ist P der Scheitelpunkt der Parabel. Die Tangente steht im
Scheitelpunkt senkrecht auf der Achse. Der Brennstrahl fallt mit der Achse zu-

sammen und wird in sich selbst reflektiert. Ist x =%, so ist y = p, und der
Brennstrahl steht senkrecht auf der Achse. Fiir den Anstieg der Tangente ergibt sich
m, = 1. Demnach schneidet die Tangente den Brennstrahl unter einem Winkel
von 45°. Auch in diesem Fall wird also der Brennstrahl parallel zur Achse reflek-
tiert.

Damit haben wir allgemein bewiesen: Beim paraholischen Hohlspiegel werden
vom Brennpunkt ausgehende Strahlen parallel zur Achse des Spiegels reflektiert.

Dieses auf analytischem Wege gewonnene Ergebnis stimmt mit den in der Physik
experimentell gewonnenen Erkenntnissen iiberein.
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Aufgaben

1. Es ist nachzuweisen, daB beim sphirischen Hohlspiegel alle Mittelpunktsstrahlen in sich selbst
reflektiert werden.

IS

. In der Physik wird als Brennpunkt des sphirischen Hohlspiegels der Halbierungspunkt zwi-
schen Scheitelpunkt und Mittelpunkt des Hohlspiegels bezeichnet.
Der Winkel zwischen Achse und Radius zum Reflexionspunkt sei ¢. Es ist nachzuweisen, da8
bei parallel einfallenden Strahlen der Abstand zwischen dem Schnittpunkt des reflektierten
Strahls mit der Achse und dem Brennpunkt eine Funktion des Winkels ¢ ist. Fir welche
Winkel g ist der Abstand kleiner als 0,001 7, so daB er praktisch vernachlissigt werden kann ?

Anleitung: Es ist die Gleichung des reflektierten Strahls aufzustellen und der Schnittpunkt mit
der Spiegelachse zu bestimmen. Die Abszisse des Reflexionspunktes ist sodann trig

trisch auszudriicken. Fir z gilt nach der gegebenen Bedingung 2y — h < 2 < #p + h, wo-
bei z, die Abszisse des Brennpunktes und £ = 0,001 ist.

IV. Polarkoordinaten

13. Zusammenhang zwischen Cartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten

Bisher wurden die Kegelschnitte in einem rechtwinkligen z y-Koordinatensystem
(Cartesisches Koordinatensystem) dar-
gestellt. Es gibt jedoch noch andere Mog-
lichkeiten zur Festlegung von Punkten in
der Ebene. Zum Beispiel ist jeder vom
Ursprung verschiedene Punkt in der
Ebene eindeutig bestimmt durch Angabe
seines Abstandes von einem festen Punkt, -
dem Ursprung des Systems, und der
Richtung, unter der er von diesem Punkt
aus gesehen wird. Zur Festlegung der
Richtung benétigt man eine Bezugs-
gerade, die durch den Ursprung geht.
Ein derartiges System nennt man Polar-
koordinatensystem (Abb. 127), den
Ursprung O Pol des Systems und die
Bezugsgerade Achse des Systems. Ist P

o
ein Punkt der Ebene, so heiit O P Ra-
diusvektor des Punktes P, der Winkel Abb. 127

zwischen Radiusvektor und Achse Ano-

malie oder Abweichung. Radiusvektor und Anomalie sind die Polarkoordinaten.
Zur Festlegung eines solchen Polarkoordinatensystems treffen wir die folgenden
Festsetzungen:

Der Pol liege im Ursprung eines rechtwinkligen 2 y-Koordinatensystems, die Achse
falle mit der positiven z-Achse zusammen, die Anomalie werde im positiven Dreh-
sinn (entgegen dem Uhrzeiger) im Bogenmaf gemessen. Wir bezeichnen den Radius-
vektor mit r und die Anomalie mit . Dann bestehen zwischen den Cartesischen
Koordinaten z;y des Punktes P (P = 0) und den Polarkoordinaten ;7 desselben
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y Punktes P die folgenden Beziehungen (vgl. Abb. 128):
[ Z=rcosp und y=rsing
| oder
-t G
% i 1 und, da tgp = % ist,
0 x—] z y z
i s @ = arc tg?=arc ctg.T.

Diese Beziechungen erméglichen die Umrechnung Cartesischer Koordinaten in Polar-
koordinaten und umgekehrt.

Aufgaben
1. Transformieren Sie die folgenden Punkte von einem Cartesischen Koordinatensystem in ein
Polarkoordinatensystem!
a) P(3;4) b) P(7;2) ¢) P(—3;5) d) P(2,5; —1,8) e) P(—0,75; — 0,5)
2. Ubertragen Sie die folgenden Punkte von einem Polarkoordinatensystem in ein rechtwinkliges
Koordinatensystem!

a)P(i,;-;s) b)P(%;]O) c)P(%ﬂ) a) P(0;3).

14. Die Geradengleichung in Polarkoordinaten

Gegeben sei eine Gerade in allgemeiner Lage in einem Polarkoordinatensystem.
Ihr Abstand vom Ursprung sei d, der Winkel zwischen der Achse des Systems
und dem vom Ursprung auf die Gerade gefillten Lote sei f. Ist P ein beliebiger
Punkt der Geraden, O P = r und ¢ der Winkel zwischen der Achse und 1, so gilt

- d
T s (F—g)

Da g als Variable grofer als § werden kann, ist es moglich, daB die Differenz (8 — @)
negativ. wird. Dies bleibt aber ohne EinfluB auf die Gleichung, da stets
cos (— &) = cos o ist. .

Wird ¢ als die unabhingige Variable angenommen, so ist r eindeutig bestimmt, und
es gilt fiir den Definitionsbereich

k4
—g<B-9<+3%.
LA
2
und (f — @) > + %‘ist cos (B — @) negativ, das heif}t, r wird negativ. Geometrisch

hat dies keinen Sinn; analytisch bedeutet es, daB die Richtung von s umgekehrt
wird.

Fiir (ﬁ—qy)—»:}:%ge}lt cos (f — @) — 0 und mithin 7 — oco. Fiir (8 —¢) < —

Die Gleichung r = 2

d 3 .
=) kann auch in der Form r - cos (8 — @) = d geschrie-
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ben werden. Diese Form ist auch sinnvoll fir den Spezialfall, daB die Gerade durch
den Ursprung verliuft, das heifit also, daB d = 0 ist. Es gilt dann

rcos(f —@)=0.

Diese Relation hat nur Giltigkeit fiir cos (8 — @) = O und r == 0 (r = 0 ist aus-
geschlossen — vgl. Abschnitt IV, 13). Das bedeutet aber, da

b—p==13%
oder
k22
p=FF3

ist. Fir diese Werte kann r jeden Wert annehmen. Die Gleichung der Geraden
durch den Ursprung ist daher

p=FF%
oder — allgemeiner —
¢=c,

wobei ¢ eine Konstante, der Winkel zwischen der Geraden und der Achse des
Systems, ist.

15. Die Kegelschnittsgleichungen in Polarkoordinaten

Gesucht sei der geometrische Ort aller der Punkte, bei denen der Abstand von
einem gegebenen Punkt F, zum Abstand von
einer gegebenen Geraden / in einem festen, ge-
gebenen Verhaltnis ¢ = 0 steht. Wir fillen von
F, auf I das Lot. Der FuBBpunkt sei L. Die Ver-
lingerung von LF, iiber F, hinaus sei die Achse,
Fy= 0 der Pol ecines Polarkoordinatensystems.
Ist P ein Punkt auf dem gesuchten geometri-
schen Ort, so ist PF; = PO = r der Radius-
vektor. Die Abweichung ist @. Ferner be-
zeichnen wir mit L, den FuBpunkt des von P
auf / und mit @ den FuBpunkt des von P auf
die Achse gefillten Lotes (vgl. Abb. 129).

Auf Grund der Definition des geometrischen Abb. 120
Ortes gilt

T T T

e= = =

PL, 7ﬁ'}+m_L_F,+rcoszp’

L_Fle—}—ercosqz:r.
Demnach gilt e
LF e =r(1 —ecosg).
Ist e cosp == 1, so gilt
LT«

':l—scosqa'
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Bezeichnet man nun F, als den Brennpunkt des geometrischen Ortes und definiert
man den Halbparameter p des geometrischen Ortes analog zu den Kegelschnitten
als die halbe Linge der im Brennpunkt senkrecht auf der Achse stehenden Sehne,

so ist r fir p = % (oder fiir p = 322) gleich p. Fiir diese Werte von ¢ wird cosp = 0.

y Es gilt demnach
! —
: p=r=LF e
| e
! Mankannalsodie Gleichungr = L B
| 1—s&cosg
! in der Form
T E X - Y
: 2 Kl p=ryrrym
| schreiben.
1 Wir wollen nunmehr die Gleichung
__ P : s
Sy N i6H rechtwinkliges
Abb. 130 2 y-Koordinatensystem  transformieren,

dessen z-Achse mit der Achse des Polar-

koordinatensystems zusammenfallt und dessen Ursprung ein Schnittpunkt des geo-
metrischen Ortes mit der Achse ist (Abb. 130). Zu diesem Zwecke ermitteln wir zu-

P
146"
Da ¢ = 0 vorausgesetzt war, existiert dieser Wert fiir # immer, welchen zulidssigen
Wert die GroBe & auch annimmt. Fiir ¢ = 0 dagegen ergibt sich cos ¢ = 1; wir
sehen, daB bei ¢ = 1 kein Radiusvektor fiir ¢ = 0 existiert.

Nunmehr transformieren wir die Gleichung: Es ist

nichst die Schnittpunkte. Fiir g = v erhalten wir cos p = —1 und mithin r =

I_lp
P _ . +s
& — g — 08P oder cosp = ————.
Daraus folgt
P
r= 5
P
1= (o)
- —- P \=
r s(z I-H) P
oder
r=p+s(z—l_’;_2).

Quadrieren wir die Gleichung, so erhalten wir

g — 2 __P iy 2\
)
Ferner ist auf' Grund des pythagoreischen Lehrsatzes
g oo BUNS
P

wobei beachtet werden muB, daB r hier keine Konstante, sondern eine von z ab-
hingige Variable ist.
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Durch Einsetzen ergibt sich

1+4¢

P= 3+2pe(z———£—) +e’(z—

Bringt man die rechte Seite auf den Nenner (1 + ¢)?, so erhilt man:

yg=P’(1+B)’+2P5(I+SZ—P)(1+2)+8’(2+=z—p)'—(z+”‘—ﬂ)'

a+er

yz=p’(l+26—1—5’)+2pe(z+ez—p+ez+s’z—zp)

(1+4e)?
+

195

e2(224-e2at+p2+2e2?— 2epr—2p2)— (22t 6222 4 p2 2622 —2epx —2p2)
s

(1+4ep

P =p'+ 2ep?+ 2p?42epa+ 2e2pr —2ep*+ 262 pr4 265 pa — 262 p g2 - g'2?

(1+¢)
g erpt4 2632 —28%pr —262pr — 2 — 2 —p? —2e2°4 2epr4-2pa
s

(1+4e)
po .1+2e+s’ .e‘+2e’—2z——l
¥=2r0 rE T T e
Nun ist——l+2s+e!—(1+e)z— und

T+er  T4er

g2 —26—1_ (2—1)(1+e)? _

(1+4e)? (1+4e)?
Somit ergibt sich schlieBlich

¥ =2px — (1 — e?)a?.

Setzen wir in dieser Gleichung
— P
=(l=8)=F=s

so erkennen wir, da3 die Gleichung

P=2pr— (1— ?)a?
mit der in dem Abschnitt ITI, 10 hergeleiteten Gleichung
y=2psFLa

4
identisch ist. Aus — (1 — &) = F % folgt dann

ek ==L = 3
1+e=FL, a=1FL,

b2
a

P
Wegen S

ergibt sich

b2 W bt
e=|/1 le/ R

Nun ist a® T 8% = €% Also gilt

(2 —1) = — (1—&?).




196 Polarkoordinaten

wobei das positive Vorzeichen der Wurzel zu wihlen ist, da ¢ = 0 vorausgesetzt ist.
Gilt unter der Wurzel das negative Rechenzeichen, das heilit also, ist der Kegel-

2
schnitt eine Ellipse, so ist ¢ < 1. Dabei ist% = % nach Definition stets kleiner als 1,
da @ > b vorausgesetzt war. Fiir den Kreis, also —:— =1, ist ¢ = 0. Gilt das positive

Rechenzeichen, ist also der Kegelschnitt eine Hyperbel, so ist ¢ > 1. Strebt% -0,

liegt also eine Parabel vor, so gilt ¢ = 1. Wir erkennen daran, da8 in der allgemeinen
Kegelschnittsgleichung

yr=2px — (1 —¢&)a?

der Wert von ¢ fiir die Art des Kegelschnittes entscheidend ist. Man nennt ¢ die
numerische Exzentrizitit des Kegelschnitts.

Da wir die Scheitelgleichung der Kegelschnitte in Cartesischen Koordinaten aus
der Gleichung

P

LS 1—¢&cosg

hergeleitet haben, ist letztere die Gleichung eines Kegelschnittes in Polarkoordinaten.
Wir bezeichnen sie als Polargleichung der Kegelschnitte. Ein Kegelschnitt 148t sich
demnach auch definieren als der geometrische Ort aller der Punkte, bei denen das Ver-
haltnis der Absténde von einem festen Punkt (einem Brennpunkt) und einer festen
Geraden (der zugehérigen Leitlinie) den konstanten Wert & hat.

Aufgaben
1. Die Art der folgenden Kegelschnitte ist zu ermittel
___26cosg - cos @ -
8) mi= — 1,5 cos2g b) r= — 2 cos? @ e) r=6cosp
17
d)r=62i§:; e) 724-2rcosp —8=0 ) r?sinp —r(8sing + 6cosp) +28 =0

Anleitung: Transformieren Sie zunichst die Kurven in ein Cartesisches Koordinatensystem!

2. Die Ellipse 16 22 + 25 y* = 1600 ist in Polarkoordinaten zu transformieren.

Anl : Verschieben Sie zuniichst die Ellipse in Scheitellage und ermitteln Sie dann p und ¢!
3. Der Keg r=7 T050mp ist in Car Koordinaten zu transformieren.
. 3 ot e e P . .
4. Der Keg =7 g S ist in einem rechtwinkligen z y-Koordinatensystem in

Mittelpunktslage darzustellen.

5. Gegeben seien eine Gerade g und auf ihr ein Punkt O. Gesucht ist der g ische Ort
aller der Punkte P, bei denen PO gleich dem Bogen zwischen g und der Geraden durch P
und O ist. Der geometrische Ort ist
a) in Cartesischen Koordinaten,

b) in Polarkoordinaten
darzustellen. Welche Darstellung ist einfacher ?

¢) Es sind einige spezielle Punkte des geometrischen Ortes in den Koordinatensystemen
festzulegen. Die Kurve ist néiherungsweise zu zeichnen. Sie heiBt Archimedische Spirale.



C. Kombinatorik

I. Einfiihrung in die Kombinatorik

Wir wollen zunichst an einigen Beispielen erlautern, um welches Teilgebiet der
Mathematik es sich bei der Kombinatorik handelt.

1. Beispiel:

In welchen voneinander verschiedenen Anordnungen kénnen sich drei Personen
4, Bund C nebeneinander aufstellen?

Zwei Personen 4 und B kénnen in der Reihenfolge oder Anordnung 4B oder BA
stehen. Von drei Personen kann jede einmal an erster Stelle stehen, wihrend die
beiden anderen ihre Stellung je einmal wechseln kénnen. Damit ergeben sich ins-
gesamt die folgenden 6 Anordnungen:

ABC BAC CAB
ACB BCA CBA.
2. Beispiel:

In welchen verschiedenen Verbindungen kénnen sich fiinf Personen 4, B, C, D, E
in Gruppen zu je drei Personen aufstellen, wenn auf ihre Reihenfolge keine Riick-
sicht genommen wird ?

Es ergeben sich folgende 10 Verbindungen:

4BC ACD BCD CDE.
ABD ACE BCE
ABE ADE BDE

3. Beispiel:

In welchen voneinander verschiedenen Reihenfolgen (Anordnungen) kénnen sich
fiinf Personen 4, B, C, D, E in Gruppen zu je drei Personen aufstellen?

Mit 4 an erster Stelle finden wir 12 Aufstellungen

4ABC ABE ACE
ACB AEB AEC
ABD ACD ADE
ADB ADC AED

und entsprechend je 12 Aufstellungen mit B, C, D bzw. E an erster Stelle, also ins-
gesamt 60 Aufstellungen.

In jedem der Beispiele ist nach der Anzahl der verschiedenen Zusammenstellungen
gefragt, die sich nach bestimmten, jedoch von Fall zu Fall wechselnden Bedingungen
bilden lassen. Mit Hilfe der Kombinatorik kann man aus einer wohlabgegrenzten
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Menge von Dingen die Anzahl aller Zusammenstellungen von Dingen dieser Menge
finden, die nach gewissen Voraussetzungen ausfiihrbar oder wenigstens denkbar sind.
Dabei kénnen die Voraussetzungen stets genau angegeben werden, aber von Fall zu
Fall verschieden sein. Die Anzahl der Zusammenstellungen soll durch einen méglichst
einfachen mathematischen Ausdruck dargestellt werden. Zuweilen muB jedoch noch
der Weg angegeben werden, auf dem die moglichen Zusammenstellungen gebildet
und gesetzméBig geordnet werden konnen.

Erklirung 1: Jedes einzelne der Dinge, die in einer Aufgabe der Kombinatorik be-
trachtet werden, heifit Element.

Die Elemente werden durch Buchstaben (4, B, ..., a, b, ...) oder durch Ziffern
(L, 2,...,9, 0) bezeichnet.

Erklirung 2: Zusammenstellungen, z. B. aus den Elementen a b ¢ d, werden als
verschieden angesehen, wenn sie
a) nicht genau die gleichen Elemente enthalten (z. B. abdund a b ¢);

b) gleiche Elemente enthalten, diese aber nicht in gleicher Anzahl (z.B.a abec ¢
undabbcc).

Erkldrung 3: Zusammenstellungen (z. B. aus den Elementen a b ¢ d), die aus den
gleichen Elementen bei gleicher Haufigkeit, aber verschiedener Reihenfolge dieser
Elemente bestehen (z. B. @ b b c und b a ¢ b), gelten als gleich, wenn man die Anord-
nung nicht beriicksichtigt, als ungleich, wenn man die Anordnung beriicksichtigt (vgl.
Beispiel 3).

1. Permutationen

Erklirung: Tst eine endliche Anzahl von Elementen gegeben, so nennt man jede
Zusammenstellung simtlicher gegebener Elemente in irgendeiner Anordnung
eine Permutation der gegebenen Elemente. Zwei verschiedene Permutationen der
gleichen Elemente unterscheiden sich durch die Anordnungen der Elemente.

Im Einfithrungsbeispiel 1 handelt es sich um Permutationen.

1. Grundaufgabe:

Es ist die Anzahl der Permutationen von n voneinander verschiedenen Elementen
zu bestimmen.
Ist ein Element 1 vorhanden, so gibt es nur eine Anordnung. Thre Anzahl ist somit
j
Sind zwei Elemente 1 und 2 gegeben, so gibt es die Permutationen

12 und 21.

Ihre Anzahl betrigt
2=1.2
Sind drei Elemente 1, 2 und 3 gegeben, so gibt es die Permutationen
123 213 312
132 231 321.

Thre Anzahl betrigt
6 = 1-2-3 (vgl. Einfithrungsbeispiel 1).
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Aus vier Elementen 1, 2, 3 und 4 bildet man die Permutationen

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321
mit der Anzahl
24 —=1.2.3-4.

Wir vermuten: Die Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Elementen ist

gleich dem Produkt

1.2.3.....n. I
Beweis:

‘Wir nehmen an, da8 die Anzahl der Permutationen von » Elementen

1.2.3-...:(n—1)n
ist.
Fiir n=1; 2; 3; 4 Elemente ist diese Formel sicher richtig.
Wir miissen nun zeigen, da3 die Formel auch fiir n + 1 Elemente gilt, wenn sie fiir
n Elemente Giiltigkeit hat. Sind namlich (n + 1) verschiedene Elemente gegeben,
so kann man die Permutationen in (n + 1) Arten einteilen, indem man jedesmal die
mit dem gleichen Element beginnenden Permutationen zu einer Art vereinigt. Die
Permutationen jeder einzelnen Art erhalt man dadurch, daf man auf das die Art
kennzeichnende Element alle Permutationen der iibrigen Elemente folgen 148t. Die
Anzahl dieser Permutationen ist jedesmal gleich der Anzahl der Permutationen von
n verschiedenen Elementen, also nach der Annahme gleich 1-2-3. ... .n. Folglich
enthalten die (n + 1) verschiedenen Arten zusammen

1.2.3. ... - n(n+1)

Permutationen.

Da der Satz fiir ein bestimmtes #, in unserem Falle n = 4, Elemente richtig ist,
folgt, daB er fiir jedes folgende n ebenfalls gilt.

Erlduterung: Wir hatten in unserem Beispiel die Permutationen fiir n = 4 auf-
gestellt und bewiesen, daf ihre Anzahl 24 = 1-2.3-4 betrigt. Fir (2 + 1) = 5 kann
man nun (n + 1) = 5 verschiedene Gruppen bilden, indem man jedesmal die mit
dem gleichen Element beginnenden Permutationen zu einer Art vereinigt. Dann blei-
ben auBer dem Anfangselement jedesmal noch n — 4 Elemente iibrig, mit denen sich,
wie nachgewiesen, je 1-2.3-4 = 24 Permutationen bilden lassen. Wir haben mithin
5-1-2.3.4 Permutationen erhalten.

Als Beispiel sei noch eine der erwihnten 5 Gruppen angefiihrt, niamlich die dritte
Gruppe:

3 1245 3 2145 3 4125 3 5124
3 1254 3 2154 3 4152 3 5142
3 1425 3 2415 3 4215 3 5214
3 1452 3 2451 3 4251 " 35241
31524 32514 3 4512 3 5412

3 1542 3 2541 3 4521 3 5421.
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Das Beweisverfahren, das hier erstmalig angewendet wurde, nennt man Schlu8 von
n auf (n + 1) oder Beweis durch vollstindige Induktion.

Der Schlufl von n auf (» 4 1), ein unentbehrliches Hilfsmittel der Mathematik,
wird angewendet, wenn ein Satz oder ein Gesetz etwa aus den Anfangswerten (wie
im vorliegenden Fall) schon bekannt ist und seine Allgemeingiiltigkeit bewiesen wer-
den soll. Er wird auf die folgende Weise durchgefiihrt:

1. Wir nehmen an, daf der Satz fiir irgendein n Giiltigkeit hat.

2. Wir beweisen, da8 er unter dieser Voraussetzung auch fiir die nichstfolgende An-
zahl n + 1 gilt. Damit ist bewiesen, daf} er unter dieser Voraussetzung fiir jedes
folgende n gilt.

3. Es muB nun noch bewiesen werden, daB die getroffene Voraussetzung richtig ist,
das heiBt, die Richtigkeit des Satzes muB fiir ein bestimmtes n nachgewiesen wer-
den. Ist der Satz fiir n = 1 richtig, so folgt, daB er fiir jedes beliebige = gilt.

Die zunichst noch unbekannte Anzahl der Permutationen P, kann aber auch auf
folgendem Wege gefunden werden. Beim SchluB von # auf (n 4 1) haben wir die
Beziehung

Prpy=(m+1)P, (0]
erkannt. Direkt haben wir festgestellt:

Ist n irgendeine oberhalb von 1 gelegene ganze Zahl, so gelten wegen (1) die Glei-
chungen

P=1
P,=2P,

Py, =3P, 2

Py y=(n—1P,_,
P,=nP,,.
Multiplizieren wir die Gleichungen miteinander, so erhalten wir
PPyt Py Pa=128 .. c(n—1)nP Py Py oo o Py,
und damit nach Division durch P,-P,.Py. .. .. P,_,
P,=1.2.3..... (n—1)n. 3)=()
Dieses Verfahren wird als Rekursionsverfahren und die Formel (1) als Rekursions-
formel bezeichnet. Die letzte der Formeln (2) gibt die GroBe von P, an, wenn :
schon bekannt ist. In dieser Weise erhalten wir beim Zuriickgehen bis zu dem be-
kannten Anfangswert P; die Méglichkeit, P, selbst zu bestimmen.
Erkldrung: Das Produkt der n ersten ganzen positiven Zahlen wird durch den Aus-
druck n! (sprich » Fakultit) dargestellt, so daB gilt

1.2.3-...-(n —1)n=m!
Die Formel (I) kann demnach kiirzer geschrieben werden:
P,=n! 1)

Die Kurzzeichen 0! und 1! bedeuten beide nach Definition die'Zahl 1.
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Bemerkung: Das Zeichen n! gilt weder fiir negative noch fiir gebrochene Zahlen .

Sind mehrere verschiedene Elemente gegeben, so ist zwischen ihnen sehr oft von
vornherein eine bestimmte Reihenfolge festgesetzt, z. B. durch die Bezeichnung der
Elemente mit den Ziffern 1, 2, 3, ... oder durch die Buchstaben g, b, ¢, ... oder
auch durch andere Vorschriften. Eine solche Anordnung heiBt die natiirliche An-
ordnung. In ihr ist das Element 2 héher als das Element 1 oder das Element a
niedriger als das Element b, wenn b in der natiirlichen Anordnung hinter a steht.

Ist nun eine endliche Anzahl verschiedener Elemente gegeben, zwischen denen
eine solche natiirliche Anordnung besteht, so lassen sich die aus diesen Elementen
gebildeten Permutationen ebenfalls anordnen. In dieser Anordnung steht von zwei
verschiedenen Permutationen stets diejenige voran, deren erstes Element das niedri-
gere ist. Sind jedoch die ersten beiden Elemente gleich, so steht diejenige voran,
deren zweites Element das niedrigere ist usf. Diese Anordnung von Permutationen
nennt man lexikographische Anordnung, da die Permutationen wie Wérter in einem
Worterbuch aufeinanderfolgen. So sind beispielsweise die Permutationen der Ele-
mente 1, 2, 3, 4 bei der Losung der 1. Grundaufgabe lexikographisch geordnet. Zur
Aufstellung einer lexikographischen Anordnung geht man von der natiirlichen An-
ordnung aus. Man vertauscht zunichst die letzten beiden Glieder. Die weiteren An-
ordnungen findet man nach der folgenden Regel: Man sucht in der letzten Permu-
tation von hinten nach vorn fortschreitend das erste Element, das niedriger ist als
ein hinter ihm stehendes, und ersetzt dieses Element durch das nichsthohere unter
den ihm folgenden. Die ihm vorangehenden Glieder 148t man unveréindert, wihrend
die restlichen Elemente in der natiirlichen Anordnung folgen.

2. Grundaufgabe:

Es seien n Elemente gegeben, unter denen o Elemente einer ersten Art, § Ele-
mente einer zweiten Art, y Elemente einer dritten Art enthalten sind. Die Anzahl
der Permutationen ist zu bestimmen.

Es seien die Elemente
aa bbb ccece
mit a=2 fp=3 y=>5 gegeben.

Bringt man an den gleichen Elementen unterscheidende Merkmale, etwa Indizes,
an, so erhdlt man 10 verschiedene Elemente

Gy Gp by by by €1 CyC3€4C5

mit 10! Permutationen. Nimmt man an den ersten El ten die unterscheidend
Merkmale fort, so fallen stets je zwei Permutationen in eine zusammen, also z. B.

by ¢y ay by by a5 05 ¢4 05
und by ey ay b, ¢, b5 0y 404 5,
da @ =a,=a Iist.
Fir die Elemente aaby bybye coegc,cy
ist daher die Anzahl der Permutationen

10!
ore
14 [00914]
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Nimmt man die Unterscheidungen der Elemente b fort, so fallen 3! Permutationen
entsprechend der eben durchgefiihrten Uberlegung heraus, namlich die, in denen die
Elemente b, b, by untereinander vertauschbar werden. Fiir die Elemente

aabbbecyeze, ey
ist daher die Anzahl der Permutationen
10!

21.31°
‘Werden nun noch die unterscheidenden Merkmale der El te ¢ fortgenc
so fallen 5! Permutationen heraus. Fiir die Elemente
aabbbeccce

ist daher die Anzahl der Permutationen
: 10!
21.31.51°
Allgemein gilt: Die Anzahl der Permutationen mit Wiederholung gleicher Elemente
betrigt -

!
aleaglennes Zml (@¢y+ag+ -+ +a,=mn). (II)

Dieser Ausdruck in Bruchform ist stets eine ganze Zahl, da die Anzahl der Permu-
tationen nur ganzzahlig sein kann.

2. Kombinationen

Erklirung 1: Werden aus n Elementen % Elemente herausgegriffen (k <,
kund n ganzzahlig) und in irgendeiner Anordnung nebeneinandergestellt, so nennen
wir diese Anordnung eine Kombination k-ter Ordnung oder %-ter Klasse. In den
Einfithrungsbeispielen 2 und 3 haben wir solche Kombinationen kennengelernt.

Erklirung 2: Beriicksichtigt man bei zwei Kombinationen gleicher Elemente die
Anordnung, so spricht man von Kombinationen mit Beriicksichtigung der Anordnung
(Beispiel 3) oder von Variationen, sonst von Kombinationen ohne Beriicksichtigung
der Anordnung (Beispiel 2) oder einfach von Kombinationen. Zwei Zusammenstel-
lungen gleicher Elemente in verschiedener Anordnung stellen also zwei verschiedene
Variationen, aber die gleiche Kombination dar.

Erklirung 3: Treten in Variationen bzw. in Kombinationen nur verschiedene
Elemente auf, so spricht man von Variationen bzw. von Kombinationen ohne Wieder-
holung (Beispiel 2 und 3), sonst von Variationen bzw. von Kombinationen mit Wieder-
holung.

a) Variationen und Kombinationen ohne Wiederholung

Grundaufgabe:

Gegeben ist eine positive ganze Zahl & < n. Die Anzahl der Variationen bzw. der
Kombinationen %-ter Ordnung von = verschiedenen Elementen soll bestimmt
werden.

Loésung der Grundaufgabe fiir Variationen
Die Variationen zur ersten Klasse der n verschiedenen Elemente 1, 2, - -+, n stim-
men mit diesen Elementen iiberein. Thre Anzahl ist n. Die Variationen derselben
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Elemente zur zweiten Klasse sind
12 13 14 v 1n
21 23 24 s 2n

nl n2 n3 n(n—1).
(Lies: eins zwei, eins drei, ..., eins n, usw.)

In den Zeilen stehen (n — 1) Variationen nebeneinander und in den Spalten n Va-
riationen untereinander. Thre Anzahl ist n (n —1). Die Glieder 11, 22, ..., nn
treten bei dieser Aufgabe nicht auf, da eine Wiederholung der Elemente in den
einzelnen Gliedern nicht gestattet ist. So folgt zum Beispiel auf 4 3 das Glied 4 5.

Die Variationen zur dritten Klasse sind

123 124 127

132 134 13n

1n2 1n3 oee 1n(n—1)

213 214 21n
ar—11 n@n—12 a(n—1)(n—2)

Die Variationen in gleichen Zeilen haben gleiche Anfangselemente. Sie unterscheiden
sich nur durch die an letzter Stelle stehenden Elemente. Da weder die an erster
noch die an zweiter Stelle stehende Ziffer wiederholt werden darf, enthélt jede Zeile
mithin (n — 2) Variationen.
Wie die Aufstellung erkennen liBt, stehen in jeder Spalte n-(n — 1) Variationen.
Infolgedessen erhalten wir insgesamt n- (n— 1)-(n— 2) Variationen zur dritten Klasse.
Allgemein gilt: Die Anzahl der Variationen zur k-ten Klasse betréigt bei n ver-
schiedenen Elementen:
ne(n—1)(n—2)...-(n— [k—1]). (I11)
Die Richtigkeit dieser Aussage laBt sich durch vollsténdige Induktion beweisen.

Losung der Grundaufgabe fiir Kombinationen

Bei der Untersuchung iiber die Anzahl der méglichen Kombinationen stiitzen wir
uns auf die Untersuchung iiber die Anzahl der méglichen Variationen.

Wenn wir die Kombinationen der 5 Elemente 1, 2, 3, 4, 5 zur zweiten Klasse a) mit
und b) ohne Beriicksichtigung der Anordnung betrachten, so erhalten wir

im Fall a) (Variationen) und im Fall b) (Kombinationen)

12 13 14 15 12 13 14 15
21 23 24 25 23 24 25
31 32 34 35 34 35
41 42 43 45 45

51 52 53 54
14
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Nach (III) sind es im Fallea) 5 - 4 = 20 Variationen; im Falle b) z&hlen wir 10 Kom-
binationen. Bezeichnen wir die Anzahl der Kombinationen von 5 Elementen zur
zweiten Klasse ohne Wiederholung mit j,, so erkennen wir die Beziehung

2. oy =5-4

oder
5.4
Z5e =13-

Bilden wir aus denselben Elementen die Kombinationen zur dritten Klasse, so
erhalten wir

im Falle a) und im Falle b)

123 124 125 123 124 125
132 134 135 134 135
142 143 145 145

152 153 154
213 214 215
231 234 35 234 235
241 243 245 245
251 253 254
312 314 315
321 324 325
341 342 343
351 352 3854 354
412 413 415

451 452 453
512 523 514

541 542 543
Nach (III) sind es im Falle a) 5-4.3 = 60 Variationen, wihrend wir im Falle
b) 10 Kombinationen zihlen. Bezeichnen wir die Anzahl der Kombinationen von
5 Elementen zur dritten Klasse mit @54, so erkennen wir die Beziehung
5.4.3
6z53=5-4.3  oder Tos =133
Unmittelbar erkennen wir, daf3 die Anzahl der Variationen bzw. der Kombinationen
von 5 Elementen zur ersten Klasse 5 betraigt und daB diese die Elemente selbst sind,
es ist also x5, = 5.
Die Zahl der Kombinationen von 5 Elementen zur vierten Klasse 148t sich leicht
ermitteln; es sind die 5 Kombinationen
1234 1235 1245 1345 2345,
wihrend nach (III) die Anzahl der Variationen von 5 Elementen zur vierten Klasse
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5-4.3.2=120 betragt. Damit erkennen wir die Beziehung z;, — 5. Es ist aber
5-24 = 120, so daB folgt

5-4-3-2

24 25,=5-4-3-2 oder T =T53.2

Zur finften Klasse gibt es aus 5 Elementen ohne Wiederholung nur eine Kombi-
nation, aber 5-4.3.2.1=120 Variationen. Es ist also z;; =1 und damit

120 25, = 5-4-3-2.1 oder 5, — %

Zusammenstellung der Kombinationen aus 5 Elementen zur

ersten Klasse: 1.y, =5 Ty = % =5
zweiten Klasse: 1.2, =5.4 Typ = _1_3 —-10
dritten Klasse: 1.2.3 Tyg =5.4.3 Tgy= ::'% 10
vierten Klasse: 1:2-3-4x5, =05.4.3.2 x“=%§:i = 5
 finften Klasse: 1-2.3-4.5x;;,=5-4.3.2.1 z"x"=f:;:§:i:;= 1.

Allgemein gilt: Die Anzahl der Kombinationen von n verschiedenen Elementen
zur k-ten Klasse ist gegeben durch

nn—1)(n—2) ... (n—[k—1])
1-2.3-...k i

(IV)

Auf den Beweis fiir die Richtigkeit der Aussage (IV) soll wegen seiner Schwierigkeit

hier verzichtet werden.

n(n—1)(n—2)--
1.2.3. .

Fir den Bruch '(:”k_ [k_l]), der uns noch hiufig begegnen

wird, fithren wir das Kurzzeichen (2) — sprich n iiber & — ein.
Erklarung: Ist n eine beliebige, & dagegen eine natiirliche Zahl, so ist

n(n—l)(n-2)-~-(n—[k—1])= (n)
1.2.3. ...k k]

O]

Dabei bedeutet : einen Bruch, dessen Nenner das Produkt der ersten % ganzen
positiven Zahlen (also %!) und dessen Zéhler ebenfalls ein Produkt von % Faktoren
ist, von denen der erste gleich n und jeder folgende um eine Einheit kleiner ist als
der vorhergehende.

Beispiele: 5\ _54_ .o 6\ _6.5.4
P (5) =25 =10; (3)=Tas—20
Definition: Das Kurzzeichen (8) bedeutet stets die Zahl 1, insbesondere gilt
O
auch ( 0) =1

Das Kurzzeichen (;‘) ist stets die Zahl n. Die Zahl k im Nenner ist, abgesehen

von der besonderen Festsetzung fiir die 0, stets eine positive ganze Zahl. Die Zahl n
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unterliegt keiner Beschrinkung und kann negative und nicht ganzzahlige Werte
annehmen.

Beispiele:
-6 _(—(—8(T _ _
( 3) - 1.2-3 = =35
3 3 1 5
(x) _ila)la)_s
3/ 1.2:3 T 18
Eigenschaften des Kurzzeichens(Z):
1. Wenn n eine nicht negative ganze Zahl) und % groBer als = ist, so gilt
n —
: ()=0- ®)
Beispiel fir n=>5,k="1T:
5.4.3.2.1.0(— 1)
1.2.3-4.5-6-7

Im Zahler tritt stets der Faktor 0 auf.
2. Wenn n und k nicht negative ganze Zahlen sind und % nicht groBer als » ist, so ist
! . n! _( n
(2)=momm=l 4 6
Bewets:

Es seien n und & posiﬁve ganze Zahlen und » gréBer als %, dann kann man

nl 1.2.3... k(b 1) oo (n—[k+ 1) (n—k)(n—[k—1])- ... -(n —1)-m
El(n—k)1 1.2:3- ... «(k—1)-k-1.2:3- ... «(n—k)

dadurch vereinfachen, dafl man den Bruch entweder mit (» — k)! kiirzt und damit

(Z) erhélt, oder mit %! kiirzt und damit (ﬂ i k) erhiilt. Von den im Zahler stehenden

n Faktoren werden beim zweiten Kiirzen die ersten & Faktoren gestrichen. Im Nena
ner hatten wir aber ebenfalls & + (n — k) = n Faktoren. Folglich haben Zahler
und Nenner nach dem Kiirzen gleiche Faktorenzahl. Im Zahler ist der grofite
Faktor n, jeder folgende ist stets um 1 kleiner als der vorhergehende, wihrend im
Nenner der Wert (n — k)! stehenbleibt. Nach (4) hat dann aber der so gekiirzte

Bruch den Wert (”Zk) .

Ist k¥ = 0 oder sind % und n beide gleich 0, so setzt man fiir (:) in Ubereinstim-
mung mit (6) stets den Wert 1 fest.

3. Es gilt stets
() +Grd)=GE) %)

1) Das heiBt, n ist eine positive ganze Zahl oder Null.
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Beweis:
Fiir jede positive Zahl % gilt
( n )= an—1)(n—2) . (n—[k—1))(n—k) _ (n)n—k
k41 1-.2:3- ... k- (k+ 1) k) EF1
und damit

(3)+ 63 =)0+ 0= (2)iH
A (n+1)n-(n—l)-(n—2)~...~(n—[k+1])= n 41
1.2-3. ... k-(kF1) (k+l)'
Speziell ergibt sich fiir £ =0

n n\_ (n41
(6)+ (o) = (641)
1 + n =mn-+1.

Anmerkung: Es seien n Elemente gegeben, aus denen die Kombinationen zur
k-ten Klasse gebildet werden sollen. Ihre Anzahl sei @, ;. Multiplizieren wir diese
Zahl mit der Anzahl der Anordnungen, in die ¥ Elemente gebracht werden kénnen,
also mit k!, so gibt das Produkt die Anzahl der Variationen von n Elementen zur
k-ten Klasse. Es ist

klzy,=nn—1)(n—2)-.- (n —[k—1])

oder
zne=(2)-
b) Variationen und Kombinationen mit Wiederholung
Grundaufgabe:

Es sei k eine positivesganze Zahl kleiner als n. Die Anzahl der Kombinationeﬁ
k-ter Ordnung von n verschiedenen, unbeschrinkt wiederholbaren Elementen soll
ermittelt werden, und zwar die Anzahl

a) der Variationen,
b) der Kombinationen.
Losung der Grundaufgabe fiir Variationen

Aus n Elementen 1, 2, 3, ... lassen sich n Variationen erster Klasse bilden. Thre
Anzahl betrigt n.
Zur zweiten Klasse lassen sich mit Wiederholung folgende Variationen bilden:
11 12 13 ‘e 1n
21 22 23 cen 2n

nl n2 n3 v nn.
In jeder Zeile und in jeder Spalte stehen n Variationen, so daB insgesamt n - n = n?
Variationen méglich sind.
Allgemein gilt: Die Anzahl der Variationen k-ter Ordnung von n verschiedenen,
unbeschrinkt oft wiederholbaren Elementen ist gleich
nk. (V)
Der Beweis kann durch vollstindige Induktion erfolgen.
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Losung der Grundaufgabe fiir Kombinationen
Soll die Anordnung nicht beriicksichtigt werden, so erhalten wir in der zweiten
Klasse folgende Kombinationen mit unbeschrankter Wiederholung
11 12 13 oes 1n
22 23 cee 2n
33 e 3n

nn
Wir sehen, daB die Anzahl der Kombinationen in der ersten Zeile n betrégt, in der
zweiten (n — 1) usw., insgesamt also
nt+(n—1)+(n—2)+... +1,
die Summe der n ersten natiirlichen Zahlen, die wir als
n(n+41)
2

kennengelernt hatten (vgl. Lehrbuch der Mathematik fiir das 10. Schuljahr, S. 124).
Hierfiir kénnen wir auch

(n+ l)'n= (n+l)
1.2 2
schreiben.

Allgemein gilt: Die Anzahl der Kombinationen %-ter Ordnung von n verschiedenen,
unbeschrénkt oft wiederholbaren Elementen ist gleich

(n +’l: - 1) V1)

Der Beweis dieses Satzes geht iiber den Lehrstoff der Oberschule hinaus.

Aufgaben
1. Esistn! firn=1,2,3,...,12 zu berechnen.
2. Wieviel verschiedene Anordnungen kénnen aus den El 1, 1, 2, 3 gebildet werden ?
Stellen Sie diese in lexikographischer Anordnung zusammen!

8. Wieviel verschiedene Anordnungen sind unter 6 Elementen mdglich, wenn sich unter ihnen
a)2, b)3, e¢)4, d)S5 gleiche Elemente befinden ?

4. Bilden Sie alle Variationen und alle Kombinati ohne Wiederholung zur iten Klasse
aus den Elementen 1, 2, 3, 4, 5 (lexikographische Anordnung).
Priifen Sie die Ergebnisse durch Berechnung der Anzahl!

5. Bilden Sie alle Variati und alle Kombinati mit Wiederholung zur zweiten Klasse
der Elemente 1, 2, 3, 4, 5 (lexikographische Anordnung).
Priifen Sie die Ergebnisse durch Berechnung der Anzahl!

6. Wieviel Variati und Kombinati zur dritten Klasse sind bei 5 Elementen moglich
a) ohne Wiederholung, b) mit Wiederholung ?

7. Wieviel Kombinationen zur vierten Klasse sind bei 5 Elementen moglich, wenn die Bedin-
gungen der Aufgabe 6 vorausgesetzt werden ?
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8. Es ist (;) &) fir w8, k=0, 1, <+, 5 b} ficn="T,E=0,1,3, -+, 7 su berechnen,

9. Weisen Sie die Richtigkeit der Gleichung ( : ) = (ﬂ i k) fiir 8)n—6,k=2, b) firn =10,
k = 3 nach!

10. Weisen Sie die Richtigkeit der Gleichung (Z) + (k-':- 1) = (Zi :) a) firn = 5,

k=2, b)firn="17, k=3 nach!

. 4 5 6 7 8 9 10! S
11. Es ist (4) b (4) i (4) + (4)+ (4) + (4)=(5) zu bestétigen.
12. Wieviel verschiedene Zi llungen von je 4 Buchstaben kann man aus den 25 Buch-

staben des Alphabets bilden, wenn ein und derselbe Buchstabe in jeder Zusam 11
mehrmals auftreten darf ?

13. Das Morsealphabet besteht aus zwei verschiedenen Elementen, Punkt und Strich. Wieviel
Zeichen lassen sich aus diesen Elementen bilden, wenn ein Zeichen nicht mehr als 5 Elemente
besitzt ?

14. Eine Selbstwihl-Fernsprechanlage arbeitet mit 5-stelligen Ziffernfolgen, die aus den Ziffern
1,2,3,...,9,0 gebildet werden. Wieviel Anschliisse kann die Anlage aufnehmen, wenn alle mit 0
beginnenden 5-stelligen Ziffernfolgen fiir Anschliisse nicht verwendet werden und die zwei-
stelligen mit 0 beginnenden Ziffernfolgen fiir Amts- und Sonderanschliisse (z. B Auskunft,
Notruf) vorgesehen sind ?

15. Wieviel dreiziffrige Zahlen, in denen keine Ziffer sich wiederholt, kann man mit den Ziffern
1,2,3,...,8,9 bilden?

16. Wieviel dreiziffrige Zahlen, in denen dieselbe Ziffer wiederholt auftreten kann, kann man
mit den Ziffern 1, 2, 3, ..., 8, 9 bilden ?

17. Wieviel gerade Linien gibt es, die je zwei von a) 5, b) 6, ¢) n Punkten verbinden ?
18. In wieviel Punkten kénnen sich a) 3, b) 4, ¢) 5, d) n Gerade hdchstens schneiden ?

19. a) Wieviel Ecken und b) wieviel Diagonalen und Diagonalpunkte hat ein ebenes vollstin-
diges n-Seit ?
¢) Ubertragen Sie die allgemeine Formel 1. auf das vollsténdige 4-Seit, 2. auf das vollstindige
5-Seit, 3. auf das vollstindige 6-Seit!

20. a) Wieviel Seiten und b) wieviel Diagonalpunkte und Diagonalen hat ein ebenes vollstindiges
n-Eck ?
¢) Ubertragen Sie die allgemeine Formel 1. auf das vollsténdige 4-Eck, 2. auf das vollstindige
5-Eck, 3. auf das vollstindige 6-Eck!

3

21. In einer Ebene seien n Punkte gegeben. Es sei n gleich 4, und es werde voraus-
gesetzt, daB keine 3 dieser Punkte auf ein und derselben Geraden und keine 4 auf ein und
demselben Kreis liegen. Dann bestimmen je 3 der Punkte einen Kreis. Wieviel verschiedene
Kreise werden so erhalten ?

Essei a)n =4, b)n=>5, ¢) n = 6. Geben Sie an, wieviel Kreise jeweils moglich sind!

22. Wieviel Wiirfe, die verschiedene Augenzahlen ergeben, sind a) mitzwei, b) mit drei Wiirfeln
moglich ?

23. Wieviel Wiirfe, bei denen die Wiirfel ungleiche Augenzahl -geben, sind a) mit zwei,
b) mit drei Wiirfeln méglich ? £
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II. Der binomische Lehrsatz fiir ganze (positivé) Exponenten

Eine Summe aus zwei Summanden, das heiBlt ein Ausdruck der Form a + b,
wird ein Binom genannt. Wir haben gelernt, daB fiir beliebige Werte von a und b
die Gleichungen

(a + b)? = a® + 2ab + 82,
(a +0)°=a®+3a?b +3ab® + b3

(a +b)*=a* +4a°b + 6420 +4ab® + bt

gelten. Hohere Potenzen kénnen wir durch Multiplikation der vorhergehenden
Potenz mit a + b berechnen. So ist zum Beispiel
(6 + b = (a + b (a +1b)
=a% +4a'b + 6a30® + 4a2b® + abt
+ a'b + 4d30 + 6a%1® +4dabt + b
=a® +5a%b + 10a*H* 4 10a20® + 5abt + b5,

und

An dieses Ergebnis kénnen wir sofort die Berechnung von (@ -+ b)® anschlieBen und
so schlieflich zu jeder vorgeschriebenen Potenz fortschreiten.

Wir erkennen, daf8 die Entwicklung (a + b)* alle Glieder enthalt, deren Expo-
nenten die Summe » besitzen, also

a"b?, a1, om0, ..., a"TRBE, ..., a1 B™Y, QOO0

Es handelt sich jetzt darum, die noch unbekannten Koeffizienten zu bestimmen.

Ordnen wir die bisher bekannten Koeffizienten in Zeilen, so erhalten wir die als
Pascalsches Dreieck bezeichnete Anordnung, in der jede Zahl innerhalb des Randes
gleich der Summe der beiden dariiberstehenden Zahlen ist.

(a +b)° 1

(a + byt 11

(a + b)? 1 2 1

(a + b 1 3 3 1

(a + bt 1 4 6 4 1
(a + b)s 1 510 10 5 1

Die Bestimmung einer vorgeschriebenen Potenz ist jetzt noch an die Kenntnis aller
vorhergehenden Potenzen gebunden. Unsere Aufgabe ist aber nur dann gelést, wenn
wir alle Koeffizienten zu jedem Wert a"—*%* unmittelbar aus n und % angeben
konnen.

In der Kombinatorik hatten wir die GréBe

(n _nn—1(n—2) ... (n—[k—1])
k)— 123 ...k

kennengelernt. Wenn wir diese Zahlen (Z fiir n =4 und n = 5 auswerten, so er-

halten wir bei Beachtung von (Z) = (” i k)
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(6)=v ()=« (5)=13=o (5)=(3)=+ ()=
und
e M el

(5)-. (5)=5 (§)=z4=o. 3
o7 = ) (Bt (2w, 2wk () )

Wir nehmen daher an, daf
ist. Die Richtigkeit der Aussage beweisen wir durch die vollstandige Induktion.

>

(=]

Bewezs:
Die Gleichung (I) ist richtig fir n = 1.
Wenn der binomische Lehrsatz fiir n = k richtig ist, so gilt

(a+ k= (g)ak+(ll°)ak_1b+ +(k£l)abk—l+(’;)bg.

Multiplizieren wir beide Seiten mit @ + b, so erhalten wir firr die Potenz (@ + b)¥+!
die Summe

(6w () @ (ot oot 2 ) ot () o

+(E) ot (F)amrwe+ (E et (F ) e ()

Bl () (8= P2l ()=,

da nach (I, 7) (:) - (Ll 1) = (Zii) ist und weiter die Gleichungen

(’(‘;) :1___(74:—:)-1) sowie <II;)=1= (I;_T_D gelten.

Daraus ergibt sich
@+ bt = (T e () ot (Yot
+ (T av+ (311 e

Fiir n =k -+ 1 erhalten wir also die Gleichung (1), was zu beweisen war.
Die in dem binomischen Lehrsatz auftretenden Zahlenkoeffizienten

(&) () () (2)

heiBen deshalb Binomialkoeffizienten. Wir hatten sie, ohne diese Bezeichnung ein-
gufiihren, bereits in der Kombinatorik kennengelernt.
In Kurzform schreiben wir den binomischen Lehrsatz als

(a4 b= f (%) an-vor (1

=0
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Setzt man in Gleichung (I) a = b = 1, so erhalt man
== (5 (1) (2) 404 (). »
Setzt man ¢ =1, b= — 1, so erhalt man
A—1r=0=0=(g)=(})+(3) -+ (2). @
Aus (1) und (2) folgt durch Addition i
rer= a5 ]
Daraus ergibt sich
Forma () (3] (1)
Durch Subtraktion erhalt man aus (1) und (2)

roo a1+ (3)+ 3]

== 1) (5 (2]

() {24+ [ 4o

Die Gleichungen (1) bis (4) gelten fiir jeden positiven ganzzahligen Wert von .

Daraus ergibt sich

w3

Demnach ist

Aufgaben
1. Stellen Sie den binomischen Lehrsatz fiir (¢ — b)® auf!
2. Wie heiBt das 5. Glied in der Entwicklung
a) (a+ ), b) (e —b)*?
3. Wie heiBen die Koeffizienten von a*b® und von a®b7 in der Entwicklung (a 4 b)*?

4. Wie heiBen die gréBten Koeffizi in der Entwicklung
a) (a + ), b) (a +b)0?

5. Berechnen Sie mit Hilfe des bi ischen Lek auf 6 Dezimalstellen genau
a) 1,170, b) 1,011, ¢) 1,001, d) 1,022, '

e) 0,90, 1) 0,98, g) 0,9971°, h) 0,9995%1
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