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Lineare Funktionen und Gleichungen
Potenzfunktionen (Exponent ganzzahlig)
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Erlduterungen zur Arbeit mit diesem Buch

Das Randregister auf dem AuBenrand der Seiten dient dem bequemen und schnellen
Auffinden der Kapitel. Auf dem Vorsatz finden Sie hierzu eine Ubersicht iiber die einzelnen
Kapitel. Der Lehrteil gliedert sich in die Kapitel A bis F, der Aufgabenteil in die Kapitel
a bis f. Dabei enthilt zum Beispiel das Kapitel b die Aufgaben fiir das Kapitel B im Lehr-
teil.

Jedes Kapitel ist durch stchenuberscllnﬁen und durch eine fortlaufende Numerierung
mit schwarzen halbfe Ziffern in Lerneinh un lied

Innerhalb der Lernemhelten werden die Beispiele, Ubungen und Definitionen durch
folgende Marken gek

| | Beispiele,

o Ubungen,

» Definitionen und Sitze.

Durch die Ziffern in den Marken werden auch die Ubungen, Beispiele und Siitze nume-
riert.

Simtliche Numerierungen werden jeweils durch ein Kapitel fortlaufend gefiihrt. Zu
Beginn eines jeden Kapitels beginnen dann alle Numerierungen von neuem. Hinweise
auf Lerneinheiten, Beispiele usw. werden im laufenden Text mit dem Buchstaben des
betreffenden Kapitels

Zum Beispiel :

Lerneinheit C 11 ist die Lerneinheit 11 des Kapitels C,
Beispiel D 5 ist das Beispiel 5 im Kapitel D,

Ubung A 13 ist die Ubung 13 im Kapitel A.

d B Yiedert: Nebheneinand hende Aufgab
t: D

Die Aufgaben wurden f¢ en
wie zum Beispiel die Aufgaben a 87 und a 88, behandeln ]ewells das gleiche malheman-
sche Problem und sind im all d b

vom itsgrad. Die Aufg; -
stellungen, die sich unmittelbar iiber den einzelnen Aufgaben iiber die ganze Brcnte der
jeweiligen Seite erstrecken, beziehen sich dann auf belde Aufgabengruppen

Mit kursiver Numerierung wurden i die sich auf
manchen Seiten des Aufgabenteils jeweils unten beﬁnden Bei diesen Aufgaben ist der
Schwierigkeitsgrad im all i héher als bei den normalen, nur halbfett numerier-
ten Aufgaben.




Mit einer Formel, einer Gleichung. kénnen ganz verschiedene Erscheinungen
der Wirklichkeit in wesentlichen Merkmalen erfaf3t werden. So kann man mit
Hilfe der Gleichung ¥ 1h die Volumina aller pyramiden- oder kegel-
formigen Korper berechnen, ganz gleichgiiltig, ob es sich um die berithmte
Cheopspyramide, um ein kegelformiges Drehteil oder um diesen Schiitt-
kegel handelt.
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Mengenbegriff
1

,-Dadurch, daB das Denken vom Konkreten zum Abstrakten aufsteigt, ent-
fernt es sich ... nicht von der Wahrheit, sondern es kommt ihr niher. Die Ab-
straktion der ,Materie‘, des ,Naturgesetzes‘, die Abstraktion des ,Wertes usw.,
mit einem Wort alle wissenschaftlichen ... Abstraktionen spiegeln die Natur tiefer,
getreuer, vollstindiger wider.*

LENIN:
Aus dem philosophischen Nachlaf.
Dietz Verlag, Berlin 1961, S. 89.

Diese Gedanken Lenins treffen auch auf die Mathematik zu, einer Wissenschaft,
die in hohem Grade abstrahiert.

In Natur und Technik begegnen uns kegel- und pyramidenartige Gebilde in gro-
Ber Vielfalt. Indem wir von Farbe, Material und anderen Eigenschaften absehen,
gelangen wir zu mathematischen Kérpern, die nur in unserem Denken existieren.
Wir abstrahieren nun weiter von der Anzahl der Ecken der Grundfliche, vom
Verhiltnis einer Seitenkante zur Hohe usw. und gelangen zu einer Klasse von

Kérpern, deren Volumen mit Hilfe der Formel ¥V = %A «h berechnet werden
kann.

Wir machen mit Hilfe der Gleichung V = = Ah eine Feststellung iiber die Menge
aller Pyramiden und Kegel. 3

Der mathematische Begriff Menge unterscheidet sich von der Bedeutung des
Wortes ,,Menge® in der Umgangssprache. Man spricht z. B. von einer Menge
Menschen, die auf einer Kundgebung waren, und meint, daB sehr viele Menschen
dort gewesen seien. Man spricht davon, daB sich mit einer bestimmten Menge
Wasserstoff nur eine bestimmte Menge Sauerstoff zu Wasser verbindet und
meint damit Quantititsbeziehungen zwischen den sich verbindenden Stoffen.




b In der Mathematik versteht man unter einer Menge die gedankliche Zusammen-

O

ng und wohl hied Objekte der Realitit oder des
Denkens. Diese Objekte werden El der Menge g

a) C sei die Menge der Chormitglieder einer Klasse.

b) E sei die Menge der natiirlichen Zahlen, die groBer als 7 und kleiner als 9
sind.

¢) R sei die Menge der Schiiler einer 9. Klasse, die iiber keine russischen Sprach-
kenntnisse verfiigen.

d) N sei die Menge der natiirlichen Zahlen.

€) P sei die Menge der Primzahlen.

f) Z sei die Menge aller durch 2 teilbaren natiirlichen Zahlen, die kleiner sind
als 10.

g) K sei die Menge aller Punkte einer Ebene, die von einem gegebenen Punkt P
dieser Ebene gleichen Abstand haben.

h) L sei die Menge aller méglichen Kombinationen, die man erhilt, wenn man
aus den Zahlen 1 bis 90 je fiinf Zahlen auswihlt.

Die Menge P im Beispiel 1 enthiilt die Zahl 2. Wir sagen: ,,2 ist Element von P*

und schreiben 2 € P. Die Menge P enthilt nicht die Zahl 4. Wir sagen: ,,4 ist

nicht Element von P* und schreiben 4 € P.

Die Menge Z besteht aus den Zahlen 0, 2, 4, 6, 8. Wir schreiben dafiir auch
={0,2,4,6,8}.

Die Menge E enthilt nur ein Element, die Zahl 8. Wir nennen solche Mengen

Einermengen. Wir schreiben: E = (8}.

Die Menge R enthilt im allgemeinen kein Element. Wir sagen in solchen Fiillen:

,.Die Menge ist leer* bzw. ,,Es handelt sich um die leere Menge*.

Die Menge P ist in der Menge N enthalten, denn jede Primzahl ist eine natiir«

liche Zahl. Man sagt P ist eine Teilmenge von N und schreibt: P C N.!

Bilden Sie alle Teilmengen von M = {2, 4, 6}!

Bemerkung: Die Menge M selbst wird auch als Teilmenge hi men

Um den Unterschied zu den echten Teilmengen hervorzuheben, wird sie als
hte Teil bezeichnet. Legt man nicht von vornherein fest, daf eine

echte Teilmenge X von M gemeint ist, schreibt man X C M.

Zwei Mengen, die genau dieselben Elemente enthalten, nennt man gleich.

Weisen Sie die Gleichheit der folgenden Mengen M, und M, nach! M, sei die
Menge aller durch 10 teilbaren natiirlichen Zahlen. M, sei die Menge aller natiir-
lichen Zahlen, die sowohl durch 2 als auch durch 5 teilbar sind.

Mengen, die gleich viele Elemente besitzen, lassen sich umkehrbar eindeutig
aufeinander abbilden. Das bedeutet: Jedem Element der einen Menge wird genau
ein Element der anderen Menge zugeordnet und umgekehrt jedem Element der
anderen Menge wird genau ein Element der ersten Menge zugeordnet (Bild Al).
Man kann also ohne zu ziihlen feststellen, ob zwei gegebene Mengen gleich viele
Elemente haben oder nicht.

—_—
1 Die Menge der natiirlichen Zahlen wird kiinftig stets mit ,,N* bezeichnet.
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Der

Al

Bild A 2: U; i ige Z g von S und Muttern. é

Ubertragen Sie das Bild A3 auf ein
Blatt Papier, und vergleichen Sie mittels
umkehrbar  eindeutiger ~ Zuordnung,
welche von je zwei benachbarten Mengen
mehr Elemente hat!

Aufgaben a 1 bis 4

Variablenbegriff
2

DEFINITION: Eine Variable ist ein Zeichen fiir ein beliebiges Element einer vor-
gegebenen Menge. Diese Menge wird als Variabilititsbereich dieser Variablen
bezeichnet.

Mit Hilfe von Variablen lassen sich auf der Grundlage des vorgegebenen Varia-
bilitétsbereichs Mengen bilden.

a) Die geraden natiirlichen Zahlen haben die Form 2 - n, n € N.

b) Die ungeraden natiirlichen Zahlen haben die Form 2n + 1, n € N.

¢) Die natiirlichen Zahlen, die bei Division durch 3 den Rest 2 lassen, haben die
Form3n 4 2, n€ N.



Mit Hilfe von Variablen lassen sich GesetzmiBigkeiten fiir Zahlen und Natur-
gesetze iibersichtlich darstellen.

a) Fiir alle Zahlen a, b, c gilt: a- (b +¢)=a-b+a-c.
b) Fiir den elektrischen Widerstand eines Leiters aus Kupfer gilt
1 Q mm?
R=p—,0= _
0 = 0=0,017 —

Mit Hilfe von Variablen lassen sich Problemstellungen, bei denen Bezichungen
zwischen Zahlen die entscheidende Rolle spielen, iibersichtlich fixieren und ratio-
nell lsen.

Durch a - b kann man sehr verschiedenartige Begriffshildungen erfassen.

a b a-b

Flacheninhalt
des Rechtecks

Linge der Seite
eines Rechtecks

Liinge der Seite
eines Rechtecks

durchschnittlicher Lohn

7 2 Gesamtlohn
fir einen Arbeitstag

Anzahl der Arbeitstage

durchschnittliche Ge- in der Fahrzeit

Fahrzeit

schwindigkeit eines Autos

zuriickgelegter Weg

Elektrische Stromstirke in
einem Gleichstromkreis

Elektrischer Widerstand
in diesem Kreis

Elektrische Spannung

Leistung

Zeitspanne, wiihrend der

Arbeit

diese Leistung besteht

An diesem Beispiel wird eine wesentliche Seite der Mathematik deutlich. Durch
Abstraktion vom Konkret-Gegenstindlichen der Realitit gelangt man zum
mathematisch Wesentlichen, das den verschiedensten praktischen Sachverhalten
gemeinsam ist. Dieses mathematisch Wesentliche wird mit Hilfe der mathe-
matischen Zeichen schriftlich fixiert.

Zur Bezeichnung von Summen, Differenzen, Produkten und Quotienten wurden
die Variablen (groBe und kleine lateinische und griechische Buchstaben), die
Ziffern, die Zeichen fiir die Rechenoperationen und verschiedene Arten von
Klammern aneinandergereiht. Dies geschieht wie bei der Schriftsprache, bei der
aus Buchstaben und Satzzeichen Worter und Sitze gebildet werden.

3; 547; %; 6—2)-8 a+b; b-e; (x+y)-2z; a[2x(c—d)]

Die Ziffern, die Variablen und solche Aneinanderreihungen wie im Beispiel A 5
heilen Terme.

Aufgaben a 5 bis 9



Die natiirlichen Zahlen

3

Wir fassen alle Mengen, die gleich viele Elemente wie eine gegebene Menge
besitzen, zu einer Klasse zusammen. Jede solche Klasse heiflt eine natiirliche

Zahl.

Eine dieser Klassen, niimlich die natiirliche Zahl 2, enthilt z. B. folgende Mengen:
Die Menge der Messer einer Schere,

At
die Menge der Pole einer elektri-
schen Batterie,
die Menge der Rider eines Fahr-
rades.

In dieser Klasse befinden sich auch die im Bild A4 dargestellten Mengen von
Zeichen.

Bei dieser Klassenbildung interessiert uns also an jeder Menge nur die Anzahl
ihrer Elemente.

Die Bezeichnung der Klassen, also der natiirlichen Zahlen, erfolgt durch Zahl-
worter und Zahlzeichen (Ziffern). Wir miissen immer streng zwischen dem Zeichen
und dem Bezeichneten unterscheiden.

Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen. Sie werden durch die Zeichen ,,0%,
1%, 5,2%, ,,3%, ... bezeichnet.

Ordnung: DEFINITION: Von zwei natiirlichen Zahlen a, b ist a kleiner als b
(in Zeichen a << b) genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl x mit x = 0 gibt,
fiir die gilt: @ + x = b (Bild A5). LaBt man auch die Gleichheit der beiden zu
vergleichenden Zahlen a und b zu, so schreibt man a = b.

0 1 2 3 & 5

L s . L L L

0+1=1 1+1=2 2+4+1=3 3+1=4 4+1=5

Rechenoperationen: Im Bereich der natiirlichen Zahlen sind die Addition und
die Multiplikation uneingeschrinkt ausfithrbar.
Dic Multiplikation lit sich auf die Addition zuriickfiihren.

3:5=5+5+5 Ergebnis: 3-5 =15

3 Summanden 5

Beziiglich der Addition ist 0 und beziiglich der Multiplikation ist 1 das neutrale
Element.

a)5+0=5; a+t+0=a b)5:-1=5; a-1l=a
Subtraktion und Division sind die Umkehroperationen von Addition bzw. Mul-

tiplikation, d. h., fiir alle Zahlen @, b gilt (unter der Voraussetzung, daf} die
Umkehroperation ausfiihrbar ist):

(¢+b—b=a (a—b+b=a (a-b)y:b=a (a:b)-b=a




DEFINITION: Die Zahl x, die der Gleichung a@ 4 x = b geniigt, heilit Differenz
aus b und @ und wird durch b — a bezeichnet. Die Subtraktion ist eindeutig aus-
fiihrbar genau dann, wenn a < b ist. b heiBt Minuend, a hei3t Subtrahend.

DEFINITION: Die Zahl x, die der Gleichung a - x = b geniigt, heifit Quotient
aus b und @ und wird mit b : @ bezeichnet. Die Division ist eindeutig ausfithrbar
genau dann, wenn b ein Vielfaches von a und a == 0 ist. b heiBt Dividend, a heiBt
Divisor.

@ a) Warum ist es notwendig, in dieser Definition die Einschrinkung zu machen,
daB der Divisor ungleich Null sein muf}?
b) Weisen Sie nach, daB3 30: 7 im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht gebildet
werden kann!

SATZ: Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b, ¢ gilt:

Addition Multiplikation
Kommutativitit a+b=b+a a-b=b-a
Assoziativitit (@+b)+c=a+(@b+c) (a-b)y-c=a-(b-c)
Distributivitit a(b+c)=a-b+a-c

Monotonie der Addition und Multiplikation beziiglich der Ordnungs- und Gleich-

heitsrelation
Wenn gilt: so gilt:
a<b atc<b+c a-c<b-c;c>0
a=>»b at+c=b+ec a-c=b-¢c

Aufgaben a 10 bis 22

Der Zahlenbereich der gebrochenen Zahlen
4

@ Welche der Gleichungen sind im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht lsbar?
a)5:x=50 b)7-x=18 ¢)25+x=30 d)174+x=15

Um die Division unbeschrinkt ausfiihrbar zu machen, wird ein neuer Zahlen-
bereich konstruiert, der Bereich der gebrochenen Zahlen.

b DEFINITION: Ein Bruch ist ein geordnetes Paar natiirlicher Zahlen a, b,

(b 4 0), das in der Form %

Dabei heifit ¢ Zihler und b Nenner des Bruches.

geschrieben wird.

10



Die Briiche spiegeln, bezogen auf praktische Probleme, gewisse Quantititen

wider: Teile und Vielfache der Teile einer bestimmten Einheit (%— m, Z kg).

Briiche, die durch Erweitern oder Kiirzen auseinander hervorgehen, spiegeln
jeweils gleiche Quantititen wider, z. B.

1 2 3 4 n
TTET W

Es ist deshalb sinnvoll, diese als gleichwertig (dquivalent) anzusehen.

DEFINITION: Zwei Briiche % und % heiBen dquivalent genau dann, wenn sie

durch Kiirzen oder Erweitern auseinander hervorgehen'..

SATZ: Die Briiche % und id sind dquivalent genau dann, wenn gilt:a-d =5 c.

DEFINITION: Eine gebrochene Zahl ist die Klasse aller Briiche —, die mit
einem gegebenen Bruch équivalent sind.

Zur Bezeichnung der gebrochenen Zahl kann man irgendeinen Bruch der Klasse
(einen Repriisentanten) benutzen. Es ist oft zweckmiBig, denjenigen Bruch der
Klasse zu wiihlen, der sich nicht mehr kiirzen laBt.

Ordnung: DEFINITION: % < % genau dann, wenn a-d << ¢ b. Entsprechend

dieser Definition ldBt sich jeder gebrochenen Zahl genau ein Punkt des Zahlen-
strahls zuordnen (Bild A 6). Dagegen ist aber nicht jedem Punkt des Zahlenstrahls
eine gebrochene Zahl zugeordnet.

~s )
[
Nl
<l
<o b

Rech;:nopemtionen: Bei der Definition der Rechenoperationen lit man sich von
folgenden Zielen leiten:

1. Die Division soll unbeschrinkt ausfithrbar sein.

2. Subtraktion und Division sollen Umkehroperationen von Addition bzw.
Multiplikation sein.

3. Die GesetzmiBigkeiten fiir die Rechenoperationen (Kommutativitit usw.)
sollen im neuen Bereich gelten.

1Das Wort ,oder wird in der Mathematik in dem Sinme benutzt, daB auch beides zutreffen kann,

in unserem Falle also auch Erweitern und Kiirzen gleichermaBen.
,wGenau dann* ist die Kurzform fiir ,,dann und nur dann*.
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4. Die natiirlichen Zahlen sowie die Rechenoperationen mit ihnen sollen im
neuen Bereich enthalten sein.

DEFINITION: Gebrochene Zahlen werden addiert, indem man in der je-
weiligen Klasse Briiche mit gleichem Nenner sucht, diese nach der Vorschrift
a b a-+b

—_—t—=

n n n
der neue Bruch liegt.

addiert und zur entsprechenden Klasse iibergeht, in der

Es ist die Summe %—i— % zu bilden (Bild A 7).

+

A7

Wir suchen in den Klassen der beiden gebrochenen Zahlen Briiche mit einheit-
lichem Nenner und addieren diese:

9 .10 19
FE TS P

Wir gehen zur Klasse iiber, in der der neue Bruch liegt.

Weisen Sie nach, daB die Klasse %,%,%, .
der Addition im Bereich der gebrochenen Zahlen ist!

} das neutrale Element beziiglich

Analog der Definition der Addition werden die anderen Rechenoperationen
definiert.

Subtraktion _a.7£: &—b iéi

n n n n n
Multiplikation %.%= ‘;; ba0; d+0
Divisi a ¢ a d b+0;c+0;
s DA e d=+0

SATZ: Die Division ist unbeschriinkt ausfiihrbar, ausgenommen die Division
durch Null.

12



Beweis: Es seien % und % (% =+ 0) zwei gebrochene Zahlen. Dann ist auf Grund

der Definition der Division gebrochener Zahlen

a ¢ _ad_a-d
b°d b ¢ bec

Damit ist die Division gebrochener Zahlen auf die Multiplikation natiirlicher
Zahlen zuriickgefiihrt, die unbeschrinkt ausfiihrbar ist.

6

SATZ: Der Bereich der natiirlichen Zahlen ist ein Teilbereich der gebrochenen
Zabhlen.

Unter Benutzung des Zeichens ,,R*« fiir die Menge der gebrochenen Zahlen gilt:
NCR*.

Ohne einen Beweis zu fithren, machen wir uns den Satz A 5 an Beispielen klar.
Die natiirliche Zahl 3 wird der gebrochenen Zahl% zugeordnet.

Die natiirliche Zahl 25 wird der gebrochenen Zahl 2—15 zugeordnet.

Jede natiirliche Zahl @ wird der entsprechenden gebrochenen Zahl % zugeordnet.

Beim Vergleichen und beim Rechnen verhalten sich die Zahlen in dem einen
Bereich wie die ihnen zugeordneten in dem anderen.

AT<9  B)345=38

T I I
bl
T°T T T

Wenn wir in Zukunft von natiirlichen Zahlen sprechen, so betrachten wir sie

stets als Teilbereich der gebrochenen Zahlen. Aus dieser Zuordnung a<—>% er-

gibt sich, daB wir sie nach Belieben mit Hilfe der alten Bezeichnungen (a) oder
mit Hilfe der neuen (%) darstellen kénnen.

Fiir manche Rechnungen ist es vorteilhaft, die natiirlichen Zahlen in der Bruch-
schreibweise darzustellen.
41 4.1 4

932 3.2 32 6 4.3_31 4
5 15 15 5 77 73 7.3 21
Im Bereich der gebrochenen Zahlen ist jetzt auch die Division natiirlicher Zah-
len uneingeschriinkt ausfiihrbar:
3 3 1 3-1
= 3 S

4 3
Boi3=cit

4 3
3:4= R e o

13




Diese fiir natiirliche Zahlen beweisbare Tatsache wird als Vereinbarung fiir die
Schreibweise von Quotienten auf alle gebrochenen Zahlen a und b mit der Ein-

schrinkung b == 0 iibertragen: a: b= %.

ZUSAMMENFASSUNG :

Im Bereich der gebrochenen Zahlen sind Addition, Multiplikation und
Division (auBler durch Null) unbeschrinkt ausfiihrbar.

Die Subtraktion @ — b ist ausfiihrbar genau dann, wenn b < a ist.

Die natiirlichen Zahlen bilden einen Teilbereich der gebrochenen Zahlen.
Die fiir den Bereich der natiirlichen Zahlen angefiihrten Gesetze der
Rechenoperationen gelten auch im Bereich der gebrochenen Zahlen.

Aufgaben a 23 bis 43

Der Zahlenbereich der rationalen Zahlen
7

Um die Subtraktion unbeschrinkt ausfithrbar zu machen, wird ein Zahlenbereich
konstruiert, der als Teilbereich den Bereich der gebrochenen Zahlen umfaft.
Differenzen gebrochener Zahlen: Die Differenz a — b ist zuniichst nur definiert

fiir gebrochene Zahlen @ und b mit b < a. Dagegen ist z.B. 3 —5, 0 —;.
% — .g nicht definiert. Durch Differenzen @ — b ohne Einschrinkung kénnen

gewisse praktische Sachverhalte sinnvoll widergespiegelt werden.

E Bei einer Stahlwelle sei als NennmaB fiir den Durchmesser d, = 40,0 mm vor-
geseh Die tatsiichlichen Werte der Durchmesser zweier Werkstiicke seien
d, = 40,1 mm und d, = 39,8 mm. Definieren wir die Abweichung des IstmaBes
vom NennmaB als [d — d], so erhalten wir fiir die beiden genannten Fille die
Abweichungen [40,1 — 40,0] und [39,8 — 40,0].

Durch diese Differenzen wird einerseits der absolute Wert der Abweichung
(0,1 mm und 0,2 mm) zum Ausdruck gebracht, andererseits geht aus ihnen her-
vor, ob die Abweichung entweder auf einem zu kleinen MaB oder auf einem zu
groBen MaB beruht. Im ersten Fall steht die groBere Zahl an zweiter, im zwei-
ten an erster Stelle des Zahlenpaares.

Differenzen werden zum Aufbau des neuen Zahlenbereichs benutzt.

D DEFINITION: Eine Differenz ist ein geordnetes Paar gebrochener Zahlen a, b,
das in der Form [a — b] geschrieben wird.
DEFINITION: Zwei Differenzen [a — b] und [¢ — d] heiBen #quivalent genau
dann, wenn gilt: a +d =b + ¢.
Im Bild A 8 wird das auf geometrische Art veranschaulicht.

14



b at+d r
(a-b] Lo]| H 5

7 .

—— b bee C

d

A8

DEFINITION: Eine rationale Zahl ist die Klasse aller Differenzen [a — b] (a, b
sind gebrochene Zahlen), die mit einer gegebenen Differenz iiquivalent sind.

ﬂ){[3—7], [%—1—21] [0 — 4] }

b) ,[5 —5], [% —%], [15 — 1,5], [0 — 0], }

) |[6—2L [8 — 4], [?—%},[4-0}, }

Es gibt genau eine Klasse, die die Differenz [0 — 0] enthilt. Diese Klasse besitat
die Eigenschaft der Null. Deshalb erhilt diese Klasse auch das Zeichen 0. In
jeder anderen Klasse gibt es genau eine Differenz, die die gebrochene Zahl 0 an
erster oder zweiter Stelle enthilt. Diese Differenz wird zur Bezeichnung der
ganzen Klasse ausgewiihlt und ihrerseits noch kiirzer bezeichnet:

[0—g] = —g [g— 0] = +s-

Die Variable g bezeichnet hierbei eine beliebige von Null verschiedene gebrochene
Zahl.

Die Zeichen ,,—* und ,,+* bei den Bezeichnungen fiir die rationalen Zahlen
.»—g" und ,,+g* werden Vorzeichen der rationalen Zahlen genannt. Sie sind zu
unterscheiden von den Operationszeichen fiir die Subtraktion und die Addition.
Um keine Verwechslungen eintreten zu lassen, werden die Bezeichnungen fiir
die rationalen Zahlen mitunter auch folgendermaBen gewihlt: (—g) und (+g).

8

Rationale Zahlen der Form (-+g) nennen wir positiv und rationale Zahlen der
Form (—g) negativ, wobei wiederum g die Bezeichnung fiir irgendeine von Null
verschiedene gebrochene Zahl ist.

Legt man fest, daB fiir Variablen a, b, c, ... beliebige rationale Zahlen eingesetzt
werden konnen, so kann z. B. die Variable a entweder eine positive rationale
Zahl oder eine negative rationale Zahl oder die rationale Zahl 0 bedeuten.
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Rationale Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, heilen zu-
einander entgegengesetzt. Die Zahl 0 ist zu sich selbst entgegengesetzt. Ist r
irgendeine rationale Zahl, so wird die entgegengesetzte Zahl von r durch —r be-
zeichnet.

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen r gilt: — (—r) =r

a) — (+3)=—3 b)— (- %) = +% ¢) — (—4,3) = +43

DEFINITION: Der absolute Betrag einer rationalen Zahl (in Zeichen |a|) ist
eine nichtnegative rationale Zahl, die nach folgender Vorschrift gebildet wird:
Ista> 0, soist |a| = a.

Ista =0, soist |a| = 0.

Ist a << 0, so ist |a| = —a.

a)|+2 =42 b)[—32 =—(=32) =432 ¢)[0|=0

SATZ: Einander entgegengesetzte Zahlen haben den gleichen Betrag.
Ordnung: Die rationalen Zahlen werden durch folgende DEFINITION geordnet.

1. Die Zahl 0 ist kleiner als jede positive rationale Zahl und groBer als jede nega-
tive rationale Zahl.

2. Jede negative rationale Zahl ist kleiner als jede positive rationale Zahl.

3. Von je zwei positiven rationalen Zahlen ist dicjenige grofer, deren Betrag
grofer ist.

4. Von je zwei negativen rationalen Zahlen ist diejenige groBer, deren Betrag
kleiner ist.

Diese Anordnung der rationalen Zahlen lit sich auf der Zahlengeraden veran-
schaulichen (Bild A 9).

A9

Rechenoperationen: Bei der Definition der Rechenoperationen it man sich
wieder von folgenden Zielen leiten:

1. Die Subtraktion soll unbeschrinkt ausfiihrbar sein.

2. Subtraktion und Division sollen Umkehroperationen von Addition bzw.
Multiplikation sein.

3. Die GesetzmiBigkeiten fiir die Rechenoperationen (Kommutativitit usw.)
sollen im neuen Bereich gelten.

4. Die gebrochenen Zahlen sollen im neuen Bereich enthalten sein.

Ohne auf Beweise einzugehen, stellen wir hier die Ergebnisse zusammen.

Da die Rechenoperationen so definiert werden, dafl die 4. Forderung erfiillt ist,
existiert im Bereich der rationalen Zahlen ein Teilbereich, in dem genauso gerech-
net wird wie im Bereich der gebrochenen Zahlen.

16



Wir ordnen jeder gebrochenen Zahl die entsprechende rationale Zahl zu, z. B.
der gebrochenen Zahl 3,5 die rationale Zahl (-3,5). Der gebrochenen Zahl 0
wird die rationale Zahl 0 zugeordnet. Wir ordnen also dem Bereich dergebrochenen
Zahlen den Teilbereich der nichtnegativen rationalen Zahlen zu.

Nichtnegative rationale Zahlen werden also genauso addiert bzw. multipliziert
wie die zugeordneten gebrochenen Zahlen. Das trifft auch auf die Subtraktion
(falls diese im Bereich der gebrochenen Zahlen ausfiihrbar ist) und auf die Divi-
sion zu.

ook YRR
(+3)+(+3)=(+3) (e~ (+x)

Da sich die nichtnegativen Zahlen ,,rechnerisch® nicht von den gebrochenen
Zahlen unterscheiden, kann man die alten Bezeichnungen auf die nichtnegativen
rationalen Zahlen iibertragen.

Man kann vom Bereich der gebrochenen Zahlen als einem Teilbereich der ratio-
nalen Zahlen sprechen.

Da die natiirlichen Zahlen ein Teilbereich der gebrochenen Zahlen sind, diese
ihrerseits Teilbereich der rationalen Zahlen, sind folglich die natiirlichen Zahlen
auch Teilbereich der rationalen Zahlen.

Rechenregeln fiir die Addition:

Nichtnegative rationale Zahlen werden genauso addiert wie die zugeordneten
gebrochenen Zahlen.

Zwei negative rationale Zahlen werden addiert, indem wir die absoluten Betriige
addieren und dann zur entgegengesetzten Zahl iibergehen.

(=5)+(=3.2) = —(5+3.2) = —8,2

Zweci rationale Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden addiert, indem wir
den kleineren Betrag vom groferen subtrahieren. Falls der dem Betrage nach

groBere Summand negativ ist, gehen wir dann noch zur entgegengesetzten Zahl
iiber.

a) (—2) +5=5—-2=3
b) (—7) +5=—(7T—5)=—2
) (—5)+5=0

Rechenregeln fiir die Subtraktion:

Auf Grund der 2. Forderung wird die Subtraktion als Umkehroperation der
Addition definiert.

SATZ: Die Subtraktion ist im Bereich der rationalen Zahlen unbeschrinkt aus-
fiihrbar. Fiir alle rationalen Zahlen a, b gilt:

a—b=a+ (—b).

Eine rationale Zahl wird subtrahiert, indem man die entgegengesetzte Zahl
addiert.

2 [000951] i g




a)7—3=4 b) —T—3=—T+(=3)=—(1+3)
10

)T—(=3)=T+(H3)=7+3 &) —-7—(=3) = -7+ (+3)
=10 =—(1-3)=—4

10

Rechenregeln fiir die Multiplikation

Nichtnegative rationale Zahlen werden genauso multipliziert wie die zugeordne-
ten gebrochenen Zahlen.

Zwei negative rationale Zahlen werden multipliziert, indem wir die absoluten
Betriige multiplizieren.

(=3):(=5)=3-5=15

Zwei rationale Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden multipliziert, indem
wir die absoluten Betriige multiplizieren und dann zur entgegengesetzten Zahl
iibergehen.

(—3)-5=—(3:5)=—15

DEFINITION: Zwei rationale Zahlen a und b heiBen zueinander reziprok genau
dann, wenn ihr Produkt gleich 1ist:a-b = 1.

1 1
a)3 undi, denn 3 i 1
T 5 7 5 75 35
B g und o demn (— ) (—7) = +(577) =+ =1
Rechenregeln fiir die Division:
Auf Grund der 2. Forderung wird die Division als Umkehroperation der Multi-

plikation definiert. 1
Hieraus folgt, daB sich die reziproke Zahl einer Zahl a in der Form — darstellen
a !

14B8t, denn die reziproke Zahl zu a ist laut Definition Lésung der Gleichung
a-x=1.

SATZ: Die Division ist im Bereich der rationalen Zahlen (auBer durch Null)
unbeschrinkt ausfiihrbar.

Fiir alle rationalen Zahlen @, b (b &= 0) gilt: a:b=a- %

Durch eine rationale Zahl wird dividiert, indem man mit der entsprechenden
reziproken Zahl multipliziert.

W3:5=3 B) (35 (=5 = (=3 (- 3)
bl
) 3:(-5):3-(-%):-(3%) 3 (-3):5:(4)-%: —(3-%)
3 3
=77 =73
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Der Bereich der ganzen Zahlen ist der Teilbereich der rationalen Zahlen, der aus
den Zahlen ..., —4, —3, —2, —1,0, 1, 2, 3, 4, ... besteht.

Im Bereich der ganzen Zahlen sind die Addition, die Subtraktion und die Multi-
plikation uneingeschrinkt ausfiihrbar.

Die Menge der rationalen Zahlen wird mit R bezeichnet, die Menge der ganzen
Zahlen mit G.

Aufgaben a 44 bis 59

Uberblick iiber den Aufbau der Zahlenbereiche

¢

&

|

Monotonie

@

11

Addieren Sie auf beiden Seiten der folgenden Ungleichungen die danebenstehen-
den Zahlen, und untersuchen Sie, ob die Ergebnisse in der gleichen Relation
stehen oder nicht!

a)3<5 l6 b)%<g ~_%
)05 < 1,2 I 34 H1>-_1 I 4
) 15> 107 l 22 f)—4<715 ‘ _%
g —6<—25 |5 B)3> 15 | —8

2% 19




Monotoniegesetz der Addition
Fiir alle rationalen Zahlen a, b, x gilt:

Wemna < b,soa+ x < b+ x(unde — x< b — x).

Man kann auf beiden Seiten einer Ungleichung die gleiche Zahl addieren bhzw.
von beiden Seiten die gleiche Zahl subtrahieren, ohne daB das Relationszeichen
in der Ungleichung geindert werden muf. Den Beweis fithren wir hier nicht.

Multiplizieren Sie beide Seiten der folgenden Ungleichungen mit den daneben-
stehenden Zahlen, und untersuchen Sie, ob die Ergebnisse in der gleichen Relation
stehen oder nicht!

- 4 1
a)3 <5 lﬁ ll)§<3 I——g
¢)3<5 | —6 H-1<0 | -3
1 1 1
05> ‘? f) —4< —2 I E

Monotoniegesetz der Multiplikation

Fiir alle rationalen Zahlen a, b, x gilt:

Wenn x>0 und a<< b, soist a-x<< b-x (und 1<£).
x x

Wenn x << Ound a < b,soista- x> b-x (und%>%).
Man kann beide Seiten einer Ungleichung mit der gleichen positiven Zahl multi-
plizieren bzw. durch die gleiche positive Zahl dividieren, ohne daB das Relations-
zeichen in der Ungleichung geindert werden muf.

Fiihrt man diese Operationen mit einer negativen Zahl aus, so muB3 das Rela-
tionszeichen < in > bzw. > in <C veriindert werden.

Den Beweis fithren wir nicht.

SATZ: Im Bereich der rationalen Zahlen liegen die Zahlen beziiglich der Ord-
nungsrelation ,,dicht®, d. h., zwischen je zwei Zahlen liegt eine! weitere Zahl.?

Beweis: Es seien @ und b (a << b) zwei rationale Zahlen. Wir behaupten, da8 das
a+t+b

arithmetische Mittel eine solche im Satz geforderte Zahl ist, die zwischen

b
a und b liegt, fiir die also gilt @ < %< b
Aus a < b folgt auf Grund des Monotoniegesetzes der Multiplikation:

a b
T %
Auf Grund des Monotoniegesetzes der Addition rationaler Zahlen

1 Im mathematischen Sprachgebrauch wird ,.ein" im Sinne von ,,mindestens ein* benutzt. Meint man ,ein und kein
weiteres®, so mub man sagen ,,genau ein'.

2 Man kann sich leicht iiberlegen, dal diese gleie tig damit ist, daB zwischen je zwei Zahlen beliebig
viele weitere Zahlen licgen.
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folgt weiter: oder auch:

a a a b a b b b
3te<3t3 TTe<zt3%

Fiir beide Ungleichungen schreiben wir:

a a _a b b b
gresgtgezty

a< atd < b.
2
at+b . . ; gen owm g .
Da 3 wieder eine rationale Zahl ist, ist die Behauptung bewiesen.

Addition und Subtraktion von Summen
12

Klammern diirfen weggelassen werden, wenn sie eine Summe einschlieBen, die
selbst als Summand auftritt, weil auf Grund der Assoziativitit der Addition das
Ergebnis von der Reihenfolge der Addition unabhiingig ist.

(a+b)+c=a+b+c at+((b+c)y=a+b+c

Werden mehr als zwei Zahlen sowohl durch Addition als auch durch Subtrak-
tion verkniipft, so kann man durch Anwendung der Regel fiir die Subtraktion
rationaler Zahlen a — b = a + (—b) die gegebene Aufgabe auf Summen zuriick-
fiihren.

(@a+b)—c=(@+b+(—c)=a+b+(—c)=a+b—c
a+b—c=a+[b+(—c)]=a+b+(—c)=a+b—c

(a+b)—c=a+b—c at+(b—c)=a+b—c

SchlieBen die Klammern den Subtrahenden einer Differenz ein, so mufl man beim
Weglassen der Klammern die Vorzeichen bei den Gliedern in der Klammer
wechseln. Hierbei wird noch die Vereinbarung getroffen, daB man ein Plus-
zeichen vor eine Zahl setzen darf.

a—(b+c)=a—b—c a—(b—c)=a—-b+c
a—(—b+c)=a+b—-c a—(—b—c)=a+b+c

Wir begriinden hier nur die erste der vier Gleichungen, nimlich

a—(b+c)=a—b—c.
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Entsprechend der Definition der Subtraktion als Umkehroperation der Addition
geniigt die Differenz @ — (b + ¢) der Gleichung

b+c¢)+x=a.
Es ist zu zeigen, daBl auch @ — b — ¢ dieser Gleichung geniigt. Auf Grund der
bisher g hten Feststellungen iiber das Weglassen von Klammern und die

Unabhiingigkeit des Ergebnisses von der Reihenfolge der Ausfithrung der Ad-
dition bzw. Subtraktion gilt:

b+ec)+@—b—c)=b+ct+a—b—c
=b—b+c—c+a
=0+4+0+4a

GbG+c)+(@a—b—c)=a

Zusammenfassend konnen wir folgende Vereinbarung fiir die Zeichen + und —
vor einer Klammer treffen:

b Wenn vor einer KI ein Pluszeichen steht, so kann die Klammer weg-
gelassen werden.
‘Wenn vor einer Kl ein Min ichen steht, so muBf man beim Auflésen der
Klammer die Plus- und Mi ichen in der Kl in die entgegeng
verindern.

Aufgaben a 60 bis 63

Ausklammern und Ausmultiplizieren
13

Zur kiirzeren Formulierung weiterer Vereinbarungen bezeichnen wir kiinftig die
Addition und die Subtraktion als Rechenoperationen erster Stufe und die Multi-
plikation und Division als Rechenoperationen zweiter Stufe.

Weiterhin wird vereinbart, daB die Operationen zweiter Stufe stirker binden
als die Operationen erster Stufe, d.h., daB zum Beispiel in @ + b-c die Mul-
tiplikation zuerst auszufithren ist. Soll von dieser Vereinbarung abgewichen
werden, so bedient man sich wieder der Klammern.

a+b-c; (a+b)c; a-b—c;a-(b—c)
Mit Hilfe des Distributionsgesetzes kénnen wir die Klammern beseitigen.
b Fiir alle rationalen Zahlen a, b, c gilt:

Ausmultiplizieren
—

a(b + ¢) = ab + ac

—
Ausklammern

Man multipliziert eine Summe mit einer Zahl, indem man jeden Summanden mit
dieser Zahl multipliziert.
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— 2a (3b — 5¢) = (—2a) - 3b —(—2a) * 5¢
= —6ab — (— 10ac)
= —6ab + 10ac

Durch mehrmaliges Anwenden des Distributionsgesetzes lassen sich auch Summen
mit mehr als zwei Summanden in dieser Weise mit einer Zahl multiplizieren.

a-retd=a[b+e+d
=a-(b+c)+a-d
= ab + ac + ad

In den folgenden Summen werden jeweils gemeinsame Faktoren ausgeklammert.

a)3-at+xa=(3+4x)a b) 3x—3=(-3)x+(—3)'1=(=3)-(x+1)
1 1

c) 4y+?xy+ay:(4+?x+a)~y

Die Terme 2ab, 5ab, Tab unterscheiden sich nur durch die Koeffizienten, die bei ab
stehen. Solche Summanden lassen sich in folgender Weise zusammenfassen:

a) 2ab + 5ab + Tab = (2 + 5 + 7) - ab = 14ab
b)57a+3b—;b+3a=(57+3)a+<3—%)b=60a—;b

Aufgaben a 64 bis 69

Multiplikation von Summen

P

B @

14

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢, d gilt:

Ausmultiplizieren

(a+b)(c+d) = ac + ad + bec + bd
- ————
Ausklammern

Man multipliziert zwei Summen miteinander, indem man jeden Summand der
einen Klammer mit jedem S d der and Kl multipliziert.

Beweis: (a + b) - (¢ + d) = a(c + d) + b(c + d)
= ac + ad + be -+ bd
Geben Sie Erliuterungen zu den Veranschaulichungen im Bild A 11!

Es ist auszumultiplizieren

a)(x+y)(c—d)=xc —xd + yc — yd
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Veranschaulichung der Jdentitdt (a+b) (c+d) =ac+ ad+be+bd
- — — o

Nach lexikographischer Anordnung! lautet das Ergebnis:
cx+ ¢y —dx — dy
b) (—4 + 3y —a) 2a + 4 — 2y) = —8a — 16 + 8y + 6ay + 12y — 6y*
—2a® — 4a + 2ay
= —12a — 16 + 20y +8ay — 6y% — 2a?
Lexikographisch geordnet: —2a® — 12a + 8ay — 6y2 + 20y — 16
Es ist auszuklammern:
a) 3a — 6am + 8bmn — 4bn = 3a(1 — 2m) — 4bn (1 — 2m)
= (1 — 2m) - (3a — 4bn)
Probe: (1 — 2m) - (3a — 4bn) = 3a — 4bn — 6am -+ 8bmn
b) 45r3s® — 39r2%s% — 75r%s 4 65rs% 4~ 33rs — 55
= 3rs(15r%s — 13rs® 4 11) — 5(15r% — 13rs% 4 11)
= (3rs — 5) (15r% — 15rs® + 11)

Man kann die Regel fiir die Multiplikation zweier Summen auf die Multiplikation
von mehr als zwei Summen iibertragen.

(4 + B) (a4 b) (« + f) = (da + Ab 4 Ba + Bb) (x + f)
= Aax + Abx + Bax + Bbx + Aaf + Abf + Baf + Bbp
Aufgaben a 70 bis 77

Die binomischen Formeln

P

15

SATZ: Fiir alle Zahlen a, b gilt:

(a + b)? = a® + 2ab + b
(a+b) (a—b) =a®— b

1 Die lexik i A d erfolgt H
a) In jedem Glied werden die vorkommenden Variablen in der Reil des Alphaby

b) Die Glieder werden nach den vorkommenden Variablen in der Reihenfolge des Alphabets geordnet.
<) Alle Glieder mit der gleichen Variablen werden nach fallenden Potenzen dieser Variablen geordnet.
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®

a) Beweisen Sie diese Formeln!

b) Weisen Sie durch ein Zahlenbeispiel nach, daB nicht fiir alle Zahlenpaare (a, b)
gilt: (a + b)® = a® + b?, und untersuchen Sie, fiir welche Zahlenpaare die
Gleichung erfiillt ist!

Die Berechnung des Quadrats einer Differenz kann auf die Formel fiir das Qua-
drat einer Summe zuriickgefithrt werden:

(—yP =[x+ (=P =2+ 22 (—y) + (—y)*=2" — 22y +*

1 b 1 \2 1 1 10
a) (?x + Sy) = (31) +2 g 5y + (5y)* = Exz + 5% + 25y2

(a +b)?=a> +2:'a 'b+0b
b) (3a — 2,5b)> = (3a)® 4 2 - 3a - (—2,5b) + (—2,5b)* = 9a® — 15ab + 6,25b*
(a+ b2 =a* +2'a- b + b
¢) (5x + 3a) (5x — 3a) = (5x)* — (3a)* = 254% — 9a®
(a+b) (a—b) = a* — b
Aufgaben a 78 bis 84

Die quadratische Ergéinzung

®

16

Formen Sie folgende Summen in Produkte aus zwei Summen um, indem Sie die
bi ischen Formeln a den!

a) p® — 2pg +¢* b) %,2 —16 c) 25 — a®

d) 2—95- - %x + 2% e) 92 4 6ax + a? f) 6422 + 16bx + b2

Terme, die sich in die Form (a + b)? bzw. (a — b)? bringen lassen, bezeichnen
wir als vollstindige Quadrate.

Manchmal ist es notwendig, Terme zu vollstindigen Quadraten zu erginzen,
man sagt, die quadratische Ergiinzung zu bilden.

Der Term a? + 6a soll so erginzt werden, dal ein vollstindiges Quadrat ent-
steht.

Wir vergleichen den vorli d

g Term mit der Struktur eines vollstindigen

Quadrats:
a2 + 6a

-
a®+2-a'b+b?=(a+ b)
03+£.2_3¢+%2=(a+3)2

Die quadratische Erganzung ist also b> = 3> =9.
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Die Pascalsche Figur

®

17

Berechnen Sie méglichst zweckmiBig (a + b)" firn = 3,n = 4,n =5, n = 6!

‘Wenn man gleichartige Summanden zusammenfaBt und lexikographisch anord-
net, dann erkennt man ein Bildungsgesetz fiir die Koeffizienten dieser Terme
in a oder b.

a+t+b 1 1

(a+ by 1 2 1

(a+ by 1 3 3 1

(a + byt 1 4 6 4 1

(a+ b)® 1 5 10 10 5 1
(a+b)° 1 6 15 20 15 6 1

Nach seinem Entdecker wird dieses Bildungsgesetz Pascarsche Figur genannt.

Aufgaben a 85 bis 102

Erweitern und Kiirzen

P

18

Vereinbarung: Wird ein Quotient mit einem Bruchstrich als Divisionszeichen
geschrieben, so bezeichnen wir diese Darstellung des Quotienten auch als Bruch,
den Dividenden als Zihler und den Divisor als Nenner des Bruches.

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, e (b & 0, e = 0) gilt:

Erweitern
——
a_ a-e
b b-e
Kiirzen
3 3 3
S S S
5 5 5 T 5y
Zy '4—}’ 4 Z4y
20ax _ 20x-a _a
)4-0bx_ 20x-2b  2b
5 S5a:1 1
)25ab—5a'56 ~ 5b



Division einer Summe durch eine Zahl
19

b SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢, x (x 5 0) gilt:

(a+b+c)yix=asx+b:xtc:x

in anderer Schreibweise :

a+b+c
%

+

a|o

a
=24
x

w|e

Eine Summe wird durch eine Zahl ‘dividiert, indem jeder Summand durch diese
Zahl dividiert wird.
3ab 12a 15a2
E] a) (3ab + 12a + 15¢%) : 3a = B0 -+ 34 + 7
_3a-b 3a-4  3a-5a
3a:1 " 3a-1 3a-1
b 4

Sa
=3I 7T I

=b +4 + 5a
b) (24xy — 21y%) : (=3y) = [24xy + (—21y*)]: (—3y)

_ 2wy —21y2
— 3y — 3y
_ 8 —Ty
—1 -1
= —8x+ Ty

@ Fiihren Sie die Proben selbst aus!
Aufgaben a 103 bis 106

Division von Summen durch Summen
20

[=] (64 4 Tx +2): (3x +2) = 20 + 1
— (622 + 4x)
3x+ 2

—(Bx+2)
0

Probe: (3x +2) - (2x + 1) = 6x2 4 3x + 4x 4 2 = 62%  Tx 4 2
27




Das Wesentliche des im Beispiel 35 gezeigten Verfahrens kann man in Form einer
Vorschrift (eines Algorithmus) ausdriicken.

a) Wir suchen ein Glied [64%] des Dividenden, das durch ein Glied [3x] des
Divisors ,,teilbar* ist!:

3x - 2x

(62%) : (3x) = 31

= 2%.

b) Wir bilden das Produkt aus dem unter a) erhaltenen Quotienten [2x] und
dem Divisor [3x + 2]:

(3x + 2) - (2x) = 6a2% + 4.
¢) Wir subtrahieren dieses Produkt vom Dividenden:
(622 + Tx + 2) — (622 + 4x) = 3x + 2.

Es sind nun zwei Fille méglich:

Fall 1: Die Differenz ist gleich Null.

Fall 2: Die Differenz ist ungleich Null (wie in unserem Beispiel).

Im Fall 1 ist die Aufgabe gelgst. Im Fall 2 kann das Verfahren im Zyklus a) bis

c) fortgesetzt werden. Nun kénnen wiederum zwei Fille eintreten:

Fall 2.1.: Nach endlich vielen Schritten ist die Differenz gleich Null (wie in
unserem Beispiel).

Fall 2.2.: Das Verfahren bricht nicht ab, weil die Differenz nie gleich Null wird.
In diesem Fall wird das Verfahren an einer Stelle abgebrochen, bei
der sichtbar wird, daB ein weiteres Anwenden des Algorithmus zu kei-
nem Ende fiihrt. In diesem Fall sprechen wir von ,,Division mit Rest*.

a) (3ab — 3a — 4b + 4): (3a — 4) (Beispiel zu Fall 2.1.)

1. Lisungsweg
|

(|3ab|—3a—4b+4):(3a—4)=b—1
—(3ab — 4b)
0—3a+0 +4
—( —3a +4) Probe:
0 (Ba—4)-(b—1)=3ab—3a —4b+ 4

2. Losungsweg

[
(3ab—3a—4b+4): (3a—4)=—1+b
—( —3a  +4)
3ab+ 0 —4b+ 0

—(Bab —4b )
0

1 Natiirlich ist im Bereich der rationalen Zahlen die Division (auBer durch Null) unbeschrinkt ausfithrbar. ,, Teilbar
bedeutet hier, daB die Variable x nicht im Nenner cines Bruches stehen soll,
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Der

b) (a® — b%) : (@ — b) = a® + ab + b (Beispiel zu Fall 2.1.)

—(a® — a%b)
a*h — b®
—(a%b — ab?)
ab® — b®
— (ab® — b®)
0

Berechnen Sie auch (a" — b"): (@ — b) fiir n = 4 und n = 5!

Beispiel zu Fall 2.2.:
2
2 3 -
(Bx2+8x+6):(3x+2)=x+ 2+ P
— (322 4 2x)
6x + 6
—(6x+4)
2
Probe: (3x +2)(x+2) +2=322+6x+2x -4 +2=3x2+8x 6
Aufgaben a 107 bis 111

g.g.T.und das k. g. V.
21

Wir suchen gemeinsame Teiler der Zahlen 56 und 84.

Es sind dies die Zahlen: 1;2; 4; 7; 14; 28.

Unter allen gemeinsamen Teilern der Zahlen 56 und 84 ist die Zahl 28 der gréfte
gemeinsame Teiler, der g. g. T.

Schneller liBt sich der grofite gemeinsame Teiler nach folgendem Algorithmus
ermitteln:

56=2-2:-2-7=23-7 Wir suchen von den Potenzen mit glei-
84—=2-2.3-7=22.3-7 cher Basis, die in allen Zerlegungen auf-
g8 Ts 92.7 — 28 treten, die mit dem kleinsten Exponen-

ten heraus.!

Wir iibertragen das Verfahren sinngemiB auf beliebige Terme.
a) Es soll der groBte gemeinsame Teiler von 12a%c¢ und 4ab% ermittelt werden.

12a%bc = 22-3-a%-b-¢
dab’c =2%-a-b*-c
g.gT.:2% a-b-c=4abc

1 Dabei betrachten wir die Primfaktoren 3 und 7 als Potenzen 3! bzw. 71,
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b) Es ist der g. g. T. von 9a* — 12ab + 4b%, 9a® — 4b* und 3a — 2b gesucht.
9a® — 12ab + 4b* = (3a — 2b)?

9a® — 4b% = (3a + 2b) (3a — 2b)
3a —2b =3a—2b
g g T.: 3a — 2b

Wir suchen gemeinsame Vielfache der Zahlen 6, 8 und 12.

Es sind dies die Zahlen: 24;48; 72; ...; 24n; ... mit n > 0 und n natiirlich.
Unter allen gemeinsamen Vielfachen der Zahlen 6, 8 und 12 ist die Zahl 24 das
kleinste gemeinsame Vielfache, das k. g. V. Schneller 1Bt sich das k. g. V. nach
folgendem Algorithmus ermitteln:

6=2-3 =2-3
8=9.2.-29—28 Wir suchen von den Potenzen mit
12 —=2-2:3=292-3 gleicher Basis jeweils die mit dem

m groBten Exponenten heraus.!

Wir iibertragen das Verfahren sinngemif} auf beliebige Terme.

a) Es soll das k. g. V. von 3a®b, 12ab* und 8abc ermittelt werden.
3a%b=3-a*-b
12ab2 =22-3-a- b2
8abc=2%-a-b-c
m - ¢ = 24a?b’%
b) Es soll das k. g. V. von a* — b% und a® + 2ab + b? ermittelt werden.
a® — b® = (a + b) (@ — b)
a® + 2ab + b = (a + b) (a + b)
k.g. V.: = (a+ b)(a+ b)(a—b)

Aufgaben a 112 bis 127

Addition und Subtraktion von Quotienten

22

Beim Aufbau des Bereichs der gebrochenen Zahlen in der Lerneinheit A4 haben
wir die Rechenoperationen mit den gebrochenen Zahlen %, % , ... kennengelernt.
Dabei bedeuteten a, b, ¢, d, ... natiirliche Zahlen.

Stehen aber im Zihler und Nenner rationale Zahlen, so muf} gezeigt werden, dafl
die fiir Briiche (geordnete Paare natiirlicher Zahlen) definierten Rechenvor-
schriften als Gesetze fiir das Rechnen mit Quotienten rationaler Zahlen gelten.
Wir gehen auf die Beweise nicht ein.

1 Auch hier gilt die FuBnote von S. 29.
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b SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢ (¢ 5 0) gilt:

1+£=a+b_ a b a—b

c c c c c c

Quotienten werden addiert (bzw. subtrahiert), indem man sie gleichnamig macht,
die Zihler addiert (bzw. subtrahiert) und den gemeinsamen Nenner beibehiilt.

Das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner von Briichen bezeichnet man als
Hauptnenner dieser Briiche.

b 3 b+3
R PI FR T
—3 5b —3-c 5b —3c¢ + 5b
Dt T T w
N
156 20b*
Ermittlung des Hauptnenners:
156 = 3-5-b
20b% = 22-5- b2

HN: 22-3-5- b2 = 60b%
8a 3 8a - 4b 3-3 32ab — 9

156 2062 60b? 602 6052
Aufgaben a 128 bis 136

Multiplikation von Quotienten

23

b SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢, d (b &= 0, d = 0) gilt:

a c a*'c

b d b-d

Quotienten werden multipliziert, indem man die Zihler und die Nenner mitein-
ander multipliziert.

W o 5 a c
Vor dem Ausmultiplizieren werden die einzelnen Quotienten — bzw. — nach

Moglichkeit gekiirzt. b d
2x 6xy  2x-6xy 2x-2x _ 4x?
2) 3y sz 3y-z  z T s

nd
Sm “Bm "1 5m-1 1
Aufgaben a 137 bis 142
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Division von Quotienten

P

24

SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢, d (b =0, c %= 0, d = 0) gilt:

o

e
|8

<.
5

Durch einen Quotienten wird dividiert, indem man mit dem Reziproken dieses
Quotienten multipliziert.

a ax a 20  a-20 P_x p x q qx
B)E'W;g atx 5-a%x  ax by __T'?_T ;_?
)x af.0_=x 1 z-1 x
)—ia=—:i—=—+—= =—

y y 1 y a y-a ay

Beweisen Sie

P._19 P 9 p P
1: ===, b) (—1): == —=, =:i(-1)=-—-=1!
a) g P ) (—1) 5 = ©) - (=1) 9
Aufgaben a 143 bis 148
Doppelbriiche
25

Verwendet man als Divisionszeichen nur den Bruchstrich, so kénnen sogenannte
Doppelbriiche entstehen.

byx:l =%
z Y
z

a b
n)?:?

n|o-|w|=

a%b
20x a®h  35ab a?h  T5x a?h - T5x a3 3a

®) 35ab ~ T0x' Tox — Z0x Foab  20x Foab 4T =3
T5x

1 a 2 a a-+2
" ts 3ty 3 _a+2 4 20a+2)
) a 4 a a4 2 a—+4 a-+4
I+ 7t3 3

Aufgaben a 149 und 150
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Vergleichen rationaler Zahlen
26

Entsprechend der Definition der Ordnungsrelation gilt fiir je zwei rationale
Zahlen a, b (a = b) genau einer der beiden Fille @ << b oder a > b.

Um von zwei gegebenen Zahlen zu entscheiden, welcher Fall zutrifft, kann man
die Differenz beider Zahlen bilden. Aus dem Monotoniegesetz folgt nimlich
unmittelbar folgende Tatsache: a << b genau dann, wenn a — b << 0.

@ a) Die Zahlen % und %sind zu vergleichen.
2 4 2 o e 2 4, " .2 4
TTE= T Die Dlﬁ‘erenz—s— -5 ist negativ, also ist §< 5

b) Die Zahlen —% und —% sind zu vergleichen.

(—i) — (—i) = —2— . Die Differenz —-é — (—i) ist positiv, also ist

3 5 15 5
2 4
B Gl &

2 4
c) =i und 5 sind zu vergleichen.

Entsprechend der Definition der Ordnungsrelation ist jede negative Zahl

2
kleiner als jede positive Zahl, also ist —§< 5

@ Stellen Sie fiir folgende Zahlenpaare [a; b] zuerst fest, welche der Relationen
a < b oder @ >> b gilt! Bilden Sie dann die Reziproken %und %, und stellen Sie

1 1 1 1
= =2 s — oilt!
fest, ob = < i oder — > i gilt!

[4:7)s [ 73 3]s =35 =20 [~ g5 — 3] (=s:20s 1 -1

Bei dieser Ubung kommt folgende GesetzmiiBigkeit zum Ausdruck:

1. Haben zwei Zahlen a, b gleiches Vorzeichen, so indert sich beim Ubergang
zu ihren Reziproken die Ordnungsrelation (aus << wird > und umgekehrt).

2. Haben zwei Zahlen a, b unterschiedliches Vorzeichen, so bleibt die Ordnungs-
relation beim Ubergang zu ihren reziproken Zahlen erhalten.

Diese GesetzmaBigkeit ldB3t sich noch in anderer Weise ausdriicken:

ﬁ) SATZ: Fiir alle rationalen Zahlen a, b (a 5 0, b = 0) gilt:

LIst a- b> 0, s0 folgt aus a << b die Ungleichung i > %.
a

1
2.Ist @ - b < 0, so folgt aus a < b die Ungleichung — < %.
a
Bei der Formulierung des Satzes wurden die folg Tatsachen ausgenutzt:
a-b >0 genau dann, wenn @ > 0 und b > 0 oder << 0 und b < 0,
a - b <0 genau dann, wenn @ > 0 und b << 0 oder @ << 0 und b > 0.

d
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Auflineare Funktionen st58t man bei der Untersuchung zahlreicher Probleme
in Natur und Technik. Hierzu gehéren zum Beispiel alle Vorgiinge, denen
Proportionalitit zugrunde liegt. Ein Kraftfahrer fihrt auf der Autobahn
haufig lange Strecken mit anniéihernd konstanter Geschwindigkeit v. In
diesem Fall ist der zuriickgelegte Weg s eine lineare Funktion der Fahr-
Zeitt: s =ot.
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Der Funktionsbegriff
1

In der Praxis gibt es viele Sachverhalte, denen folgendes gemeinsam ist: Jedem
Element einer Menge X wird genau ein Element einer Menge Y zugeordnet.
Hierbei kénnen X und Y gemeinsame Elemente enthalten.

a) Die nachstehende Tabelle enthilt den Beginn einer Aufstellung, aus der die

1
Fahrpreise fiir Riickfahrkarten bei 33—3-% ErmiBigung fiir die 2. Klasse der

Deutschen Reichsbahn bei gewissen Entfernungen entnommen werden kénnen.

Entfernung in km 1bis3| 4 S 6 7 8 9 10
Preis in MDN 0,40 | 0,50 | 0,60 | 0,70 | 0,80 | 0,90 | 1,00 | 1,10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
1,20 | 1,30 | 1,40 | 1,50 | 1,60 1,80 1,90 | 2,00 | 2,20 | 2,20 |2,40 |2,40

Menge X: Entfernungen von 1 km bis 22 km (mit ganzzahliger Maf3zahl)
Menge Y: Die zugehorigen Fahrpreise in MDN
Hier gibt eine Tabelle die Zuordnung der Elemente von X zu denen von Y

an.

3*
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b) Mit Hilfe der Gleichung s = gtz (g = 9,81%) kann zu jeder in Sekunden

gemessenen Zeitspanne ¢ die in dieser Zeit beim freien Fall im Vakuum zuriick-
gelegte Wegstrecke s in Metern berechnet werden.
Menge X: Die Zeitspannen in einem bestimmten Beobachtungszeitraum
Menge Y: Gewisse Liangen
Hier gibt eine Gleichung die Zuordnung der Elemente von X zu denen von
Y an.

€) Manchmal werden in der Praxis Kurven zur graphischen Veranschaulichung
gewisser Zusammenhinge vorgegeben. So wurden z. B. durch Messungen
Durchschnittswerte ermittelt, die die Beschreibung des Laktationsverlaufs!
einer 4000-1-Kuh durch die im Bild B1 dargestellte Zeichnung erméglichen.

Milch in kg

0 60 720 80 240 300
Laktationstage B1

Auf Grund dieser graphischen Darstellung kann ein Viehziichter zu jedem
gewiinschten Zeitpunkt nach Laktationsbeginn die zugehérige Milchmenge
ablesen und Vergleiche mit den Leistungen seiner Kiihe vornehmen.

Menge X: Diese 300 Ablesetage

Menge Y': Die diesen Tagen bei der Ablesung zugeordneten Milchmengen
Hier gibt eine graphische Darstellung die Zuordnung der Elemente von X zu
denen von Y an.

Mathematisch wesentlich ist an diesen Sachverhalten folgendes:

1. Den Elementen der Menge X werden die Elemente von Y eindeutig zugeordnet,
d.h.,jedem Element der Menge X ist genau ein Element der Menge Y zugeordnet.
Die Richtung der Zuordnung wird durch Pfeile zum Ausdruck gebracht oder
durch die Reihenfolge, in der die Elemente stehen.

=N [x15 %]

In allen geordneten Paaren tritt jedes Element von X (also jedes Element an
erster Stelle des Paares) genau einmal auf. Andernfalls wiirden einem gewissen
Element von X zwei Elemente von Y zugeordnet sein.

1)

Diese wesentlichen Eigenschaften werden im Funktionsbegriff erfaBt.

1 Als Lakta‘ionsperiode bezeichnet man den Zeitraum, in dem Milch abgesondert wird. Bei der Kuh erstreckt sich
die Laktationsperiode durchschnittlich itber 300 Tage,
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DEFINITION: Eine Funktion ist eine Menge geordneter Paare [x; y], die man er-
hiilt, wenn jedem Element einer Menge X (x € X) genau ein Element einer Menge
Y(y € Y) zugeordnet wird.

Die Menge X heiit Definitionsbereich der Funktion. Die Elemente von X heifien
Argumente.

Die Menge Y heifit Wertevorrat der Funktion. Die Elemente von Y heiflen
Funktionswerte.

Es gibt mehrere Moglichkeiten der Darstellung von Funktionen. Hierzu gehsren
Wertetabellen, graphische Darstellungen, Gleichungen und Wortvorschriften.
Die einzelnen Moglichkeiten weisen Vorteile und Nachteile auf. Deshalb benutzt
man oft mehrere Darstellungsformen gleichzeitig.

Funktionen mit Gleichungen der Form y = mx
2

Das mathematisch Wesentliche der folgenden Sachverhalte liegt darin, daB die
Veriinderung des Funktionswertes proportional zur Verinderung des Arguments

erfolgt.

a) s =v-t; v = const. Der zuriickgelegte Weg ist proportional
der Zeit.

b) U=R-I; R = const. Die Spannung an den Enden eines strom-
durchflossenen Leiters ist proportional
der Stromstirke I.

¢©)R= (%) +l; A = const. Der elektrische Widerstand eines Drah-

0 = const. tes ist proportional seiner Linge.
o: spezifischer Widerstand.

Es handelt sich um drei lineare Funktionen, die siamtlich durch Gleichungen der
Form

y =m-x(m = const.)

dargestellt werden kénnen.

Statt ,,Funktionen mit Gleichungen der Form y — mx* werden wir der Ein-
fachheit wegen sagen: ,,die Funktionen y = ma*. Entsprechend sagen wir statt
»die Funktion mit der Gleichung y = 5x* kiinftig nur ,,die Funktion y = 5x*.
Natiirlich muf zwischen den folgenden Begriffen streng unterschieden werden:
Die Funktion f ist eine gewisse Menge geordneter Paare [x;y].

Die Gleichung y = f(x) ist eine Zuordnungsvorschrift, mit deren Hilfe man die
Paare ermitteln kann.

Der Funktionswert an einer Stelle x, ist eine Zahl, die mit y, oder f(x,) be-
zeichnet wird.

Die graphische Darstellung jeder der Funktionen y — mx ist eine Gerade.

Die Gerade geht durch die Punkte P(0; 0) und P(1; m), denn die Koordinaten
dieser Punkte geniigen der Funktionsgleichung: 0 = m - 0; m = m - 1. Fiir den
Fall m = 0 fillt die Gerade mit der x-Achse zusammen (Bild B2).

Durch das rechtwinklige Dreieck mit den Katheten der Linge m bzw. 1 ist die
Neigung der Geraden gegen die x-Achse festgelegt. Dabei ist zu beachten, daf3
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@(l-m)

B2

die Gerade im Fall m > 0 steigt und im Fall m < 0 fallt. Das genannte recht-
winklige Dreieck nennt man Steigungsdreieck der Geraden, der Parameter m
heiBt Anstieg der Geraden.

Man kann als Steigungsdreieck jedoch auch jedes andere rechtwinklige Drei-
eck benutzen, dessen Katheten sich wie m : 1 verhalten.

Die Ebene wird durch die Koordinatenachsen und die Geraden, die zu den
Gleichungen y = x und y = —x gehéren, in vier Teilmengen 1, 2, 3, 4 zerlegt

(Bild B3).

Untersuchen Sie, in welchen Gebieten die Bilder der Funktionen mit folgenden
Gleichungen liegen!*

1
a)y=—;—x b)y=—§x e)y=—2x d)y=28x e)y=—5x f)y=05x

Aufgaben b 1 bis 3

1 Wenn keine Einschriinkungen vorgenommen werden, sollen Definitionsbereich und Wertevorrat jeweils als unbe-
grenzt vorausgesetzt werden,
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Funktionen mit Gleichungen der Form y = mx + b
3

Setzen wir in der Gleichung y = mx + b fiir b = 0, so erhalten wir die linearen
Funktionen y = mx.

Umgekehrt erhalten wir den Funktionswert y, = mx, + b zu irgendeinem Argu-
ment x,, indem wir zu mx, die Zahl b addieren. Graphisch bedeutet das
(Bild B4) eine Verschiebung des Punktes Py(x,; mxy) um b Einheiten in der
positiven Richtung der y-Achse, wenn b>> 0 ist, und um |b| Einheiten in der
negativen Richtung der y-Achse, wenn b << 0 ist.

B4

@ Beweisen Sie, daB die Funktiony = mx -+ b die y-Achse im Punkt P(0; b) schneidet!

In der Gleichung y = mx + b sind m und b auch Variable, aber sie unterscheiden
sich in ihrer Bedeutung von den Variablen x und y.

Die sogenannten Parameter m und b sind frei wihlbar. Wir sprechen deshalb
von den Funktionen y = mx + b. Stellt man sich m und b in einem bestimmten
Zusammenhange beliebig, aber fest gewihlt vor, so spricht man von der Funktion
y=mx + b.

Wiihlen wir beispielsweise b = 2, so erhalten wir y = mx 4 2 mit nur einem
Parameter, nimlich m. Lassen wir nun m variieren, so erhalten wir die Schar
aller Geraden durch den Punkt P(0; 2) (Bild B5).
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1
‘Wihlen wir m = T und lassen b variieren, so erhalten wir eine Schar paralleler

1
Geraden mit dem Anstieg m = o (Bild B6).

m Die Gleichung s =v -t + s, kann zur Bestimmung der Entfernung benutzt
werden, die ein mit konstanter Geschwindigkeit sich bewegender Kérper von
einem bestimmten Punkt P, zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ besitzt. s, ist
dabei die Entfernung, die er zum Zeitpunkt ¢t = 0 von diesem Punkt bereits
besaB. In diesem Beispiel sind v und s, Parameter.

Ist v = const. und wird s, variiert, so bedeutet das, daB sich irgendwelche Kor-
per mit gleicher Geschwindigkeit, aber verschiedenem Ausgangspunkt beziiglich
P, auf einer geradlinigen Strecke bewegen. Graphisch wird dieser Sachverhalt
durch die Schar paralleler Halbgeraden dargestellt (Bild B7). DaB die Geraden
einander nicht schneiden, driickt den Sachverhalt aus, daB sich zwei verschie-
dene Kaorper bei gleicher Geschwindigkeit nie einholen, sondern sich in gleichem
Abstand zueinander bewegen.

Ist s, = const. und wird der Parameter v veriindert, so bedeutet das, daB sich
irgendwelche Kérper vom gleichen Anfangspunkt, aber mit unterschiedlicher
Geschwindigkeit auf einer geradlinigen Strecke bewegen.

Graphisch wird dieser Sachverhalt durch die Schar von Halbgeraden mit dem
gemeinsamen Anfangspunkt Py(0; s,) dargestellt (Bild B8).

Je linger die Bewegung der Kérper dauert, desto groBer werden die Entfer-
nungen der Kérper voneinander. Dieser Umstand schligt sich im Bild so nieder,
daf} die Halbgeraden auseinanderstreben.

s 5
S,
Sty S
R
0 t
S=vt+s, s=vt+s,
v=const.; 5,20 S = const.; v>0
B7 B8

Aufgaben b 4 bis 6

Die Bilder linearer Funktionen
4

Zum Nachweis, daB das Bild einer lincaren Funktion eine Gerade ist, miissen
folgende Siitze bewiesen werden:

b SATZ 1: Die einer Funktion y = mx entsprechenden Punkte der Ebene liegen
auf einer Geraden durch den Koordinatenanfangspunkt,
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SATZ 2: Alle Punkte einer Geraden durch den Koordinatenanfangspunkt (auler
der y-Achse) sind Bilder einer linearen Funktion y = max.

Der Satz 1 allein reicht nicht aus. Er wiirde noch die Maglichkeit offenlassen,
daB durch die geordneten Paare der Funktion y = mx nicht alle Punkte der
Geraden erfaB8t werden.

Der Satz 2 allein reicht ebenfalls nicht aus. Er wiirde noch die Méglichkeit offen-
lassen, daB auch noch Bildpunkte der linearen Funktion auBerhalb der Geraden
liegen.

Ergt die Sitze 1 und 2 zusammengenommen berechtigen zu der Behauptung,
daB das Bild der Funktion y = mx eine Gerade ist.

Beuweis fiir Satz 1: Die Punkte P, (0; 0) und P, (1; m) sind Bildpunkte der Funk-
tion y = mx.

Wir zeigen, daB die Gerade durch diese beiden Punkte die Behauptung des Satzes
erfiillt, daB also auch alle weiteren Bildpunkte der Funktion auf dieser Geraden
liegen.

Bilgd B9: Wir withlen einen Fall, in dem m positiv ist.! Sei P, (x,; ¥,) ein beliebiger
Bildpunkt der Funktion mit positiven Koordinaten®. Fiir seine Koordinaten
gilt

Yo — .
%, B9

N

m B(Xoiyo)

i R(tm)
/0,0)

0 1 X X

4 ]

Die Dreiecke OBP, und 0AP; sind folglich dhnlich, denn sie stimmen im rechten
Winkel und im Verhiltnis der anliegenden Seiten iiberein.

PoB _ % P4 0

0B %o 04 1
Also sind auch die Winkel AOP; und BOP, gleich, d. h., die Seite OP, liegt auf
O_Po, und das bedeutet, daBl 0, P, und P, auf einer Geraden liegen.
Da P, irgendein Bildpunkt der Funktion war, ist die Behauptung bewiesen,
daB alle Bildpunkte auf der genannten Geraden liegen.
Beuweis fiir Satz 2: Es sei g eine Gerade durch den Koordinatenanfangspunkt, die
nicht identisch mit der y-Achse ist. Die y-Koordinate des Punktes mit der
x-Koordinate 1 bezeichnen wir mit m.
Sei P, (xy3 y,) irgendein anderer Punkt der Geraden. Wir wihlen wie beim Be-
weis von Satz 1 den Fall, daB die gegebene Gerade steigt und der beliebige Punkt
P, im ersten Quadranten liegt. Bei vollstindigem Beweis miissen selbst-

1 Ist m negativ, verliuft der Beweis analog.
* Fir cinen belicbigen Punkt des dritten Quadranten verliiuft die Uberlegung analog.

41




verstindlich alle anderen Fille auch v
noch untersucht werden.

Auf Grund des Strahlensatzes gilt Plxo; yo)
(Bild B10):
N_ % m 2y 5
m 1

m

Yo = m* %o

d.h., die Koordinaten irgendeines Punk-
tes der Geraden geniigen der Gleichung

y = mx.

Der Schnittpunkt mit der x- Achse P,(xy; 0):
Fiir alle Punkte der x-Achse ist die y-Koordinate gleich Null. Also finden wir das

Argument x,, dem der Funktionswert y, = 0 zugeordnet ist, indem wir in
der Gleichung fiir y die Zahl 0 einsetzen: 0 = mx, + b.

X

Der Schnittpunkt mit der y-Achse P,(0;y,):

Fiir alle Punkte der y-Achse ist die x-Koordinate gleich Null. Also finden wir den
Funktionswert y,, der dem Argument x, = 0 zugeordnet ist, indem wir in
der Gleichung fiir x die Zahl 0 einsetzen: y, = m -0 + b.

Aufgaben b 7 bis 15

Kongruenztransformationen
5

Bewegen ‘sich alle Punkte einer Ebene auf zueinander parallelen Geraden im
gleichen Richtungssinn um eine gleich lange Strecke, so sprechen wir von einer
Verschiebung der Ebene. Zur Festlegung einer Verschiebung wird ein Pfeil an-
gegeben, der mit seiner Linge, seiner Richtung und seiner Pfeilspitze die Ver-
schiebungsweite sowie die Verschiebungsrichtung mit Richtungssinn angibt.
Wir werden nun Bilder von linearen Funktionen y = mx -+ b in der Ebene ver-
schieben. Dabei werden wir untersuchen, wie solche Verschicbungen in den
Gleichungen der zugehérigen Funktionen zum Ausdruck kommen.

@ Verschieben Sie die Gerade, die zur Funktion y = 2x 4 5 gehért
a) um 2 Einheiten in der positiven Richtung der y-Achse,
b) um 3 Einheiten in der negativen Richtung der y-Achse!

‘Wie heilen die Gleichungen der Funktionen, die durch die neuen Geraden dar-
gestellt werden? Welchen EinfluB hat eine Verschiebung in Richtung der
y-Achse auf die Gleichung linearer Funktionen?

Bei Spiegelungen an einer Geraden liegen das Urbild und das Bild symmetrisch
zu einer Geraden, der Symmetrieachse.

Verschiebungen und Spiegelungen bezeichnet man als Kongruenztransformatio-
nen, denn sie liefern kongruente Bilder von den Urbildern. Die Bilder B11 und
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B12 zeigen die Spiegelung der Bilder von Funktionen mit Gleichungen der Form
y = mx und y = mx + b an der x-Achse bzw. an der y-Achse.

SATZ: Wird eine Gerade, die durch den Koordinatenursprung geht, an einer
Koordi hse gespiegelt, so indert sich in der zugehérigen Funktionsgleick

das Vorzeichen von m.

-

@ a) Beweisen Sie diesen Satz an Hand des Bildes B11!

B11
Spiegelung der Geraden y=2x '
an der x-Achse o an der y-Achse
v 7
\\ 5 P \r r/ ERE
\
\ 5)
Nt At
\ )
\ 922
77
N A X ' -1YN 1 ‘x
\ \
L I \
2, & \\
1A \
4 \ T y ¢

b) Uberlegen Sie an Hand des Bildes B12, wie die Spiegelung einer beliebigen
Geraden an einer Koordinatenachse in der zugehérigen Funktionsgleichung

zum Ausdruck kommt! 5ide

~ . Spiegelung der Geraden y=15x+2
. an der x-Achse pg‘ y i (e

an der y-Achse o
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Wir werden nun Geraden, die durch ¥y
den Ursprung gehen, an der Geraden

mit der Gleichung y = x spiegeln
(Bild B13).

b SATZ: Die Anstiege zweier Geraden,
die zur Geraden mit der Gleichung 7
y = x symmetrisch liegen, sind zu-
einander reziprok.

Beweis: Wir wihlen fiir den Beweis
den Fall m > 0. Fiir den Fall m < 0
verliduft der Beweis analog.

Die Gerade y = mx mdge bei Spiege-
lung an der Geraden y = x in die 0 7 X
Gerade mit der Gleichung y = m'x B13

iibergehen (Bild B13).

Bei dieser Spiegelung geht der Punkt P (1;m) in den Punkt P’ (m; 1) iiber. Den
Anstieg der Geraden, die durch P’ (m; 1) geht, kann man aus den Koordinaten
dieses Punktes berechnen, nimlich als Quotient aus der y- und der x-Koordi-

P(1;m)
m

nate von P'(m;1): m' = -1—
m

Also heiit die Gleichung der spiegelbildlichen Geraden y — lx.
m

Aufgaben b 16 bis 23

Lineare Gleichungen und Ungleichungen

6

Die Zeichen ,,<<*, ,,=*, ,,>* heilen Relationszeichen.

Verbinden wir zwei Terme durch das Relationszeichen ,,=*, so erhalten wir eine
Gleichung, verbinden wir zwei Terme durch eins der Relationszeichen ,,< * oder
5>, so erhalten wir eine Ungleichung.

Gleichungen und Ungleichungen, in denen keine Variablen auftreten, kénnen
entweder wahre oder falsche Aussagen sein. Enthalten Gleichungen und Un-
gleichungen Variablen, so sprechen wir von Aussageformen, weil sie zwar die
Form von Aussagen haben, aber erst durch Einsetzen von Zahlzeichen fiir die
Variablen in Aussagen iibergehen.

@ Setzen Sie in folgenden Aussageformen fiir das Zeichen ,,x* das Zeichen ,,3* und

fiir das Zeichen ,,y* das Zeichen ,,0 ein! Entscheiden Sie, ob eine wahre oder
eine falsche Aussage entsteht!

a)x'y=0 b)3-2+y<5 e)y:x<4+x

Die Menge siimtlicher Losungen einer Gleichung bzw. Ungleichung heift Lésungs-
menge dieser Gleichung bzw. Ungleichung.
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a) Die Zahl 5 ist Losung der Gleichung

(x—5)(x+3)=0,

denn (5 — 5) (5 + 3) = 0 ist eine wahre Aussage.
b) Die Zahl 4 ist keine Lésung dieser Gleichung,

denn (4 — 5) (4 + 3) = 0 ist eine falsche Aussage,

weil (4 — 5) (4 4 3) gleich —7 ist und nicht gleich Null.
Wird eine Gleichung bzw. Ungleichung so umgeformt, da sich dabei die Li-
sungsmenge nicht éndert, dann ist die Losungsmenge der umgeformten Gleichung
bzw. Ungleichung auch Lésungsmenge der Ausgangsgleichung bzw. Ausgangs-
ungleichung.
Solche Umformungen nennt man dquivalente Umfor Gleichungen bzw.

g
Ungleichungen, die durch solche idquivalenten Umformungen auseinander her-
vorgehen, nennt man #iquivalente Gleich bzw. Ungleicl

mng

a)2x =4  Die Zahl 2 ist Lésung, denn 2 - 2 = 4 ist wahr.

23] - [T

Die Addition von 3 auf beiden Seiten fiihrt auf eine dquivalente Gleichung, denn
auch hier ist 2 die einzige Losung. Es gilt 2.2 + 3 = 4 + 3.

1 1

2et x—2 =4 x—2

1
Die Addition von 3 auf beiden Seiten fiihrt auf eine nicht dquivalente Glei-

x —

chung. Da

3 fiir x = 2 nicht definiert ist, ist x = 2 auch nicht Losung dieser
x—
Gleichung. Die Losungsmenge hat sich verindert.

b) 2x < 5 Die Losungsmenge besteht aus allen Zahlen, die kleiner sind als 2,5.

[ 4]<s

Die Multiplikation von 4 auf nur einer Seite fithrt auf eine nicht dquivalente

Ungleichung. Die Lésungsmenge besteht hier aus allen Zahlen, die kleiner als il
sind. x = 2 gehort zum Beispiel nicht mehr dazu. 8

%[ 4]<s

Die Multiplikation mit 4 auf beiden Seiten fiihrt auf eine #quivalente Ungleichung.
2[- (=8> 5[~ (=)

Die Multiplikation von (—4) auf beiden Seiten macht die Umkehrung des Rela-

tionszeichens erforderlich, wenn eine dquivalente Ungleichung gebildet werden
soll.
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Regeln fiir die dquivalente Umformung von Gleichungen und Ungleichungen

Gleichung Ungleichung

Addition bzw. Subtraktion einer Zahl auf belden Seiten oder eines Terms, der im Varia-
bilitatsbereich der Variablen der gegeb Gleich oder Ungleich definiert ist.

Multiplikation beider Seiten mit einer von | Multiplikation beider Seiten mit einer posi-

Null verschiedenen Zahl tiven Zahl
oder oder
Division beider Seiten durch eine von | Division beider Seiten durch eine positive
Null verschiedene Zahl. Zahl.
Bei Multiplikation beider Seiten mit einer
negativen
oder

Division durch eine negative Zahl ist die
Richtung der Ungleichung zu andern.

Bei Verwendung beliebiger Terme zur Multiplikation oder Division beider Seiten
miissen zusitzliche Uberlegungen angestellt werden, wie folgendes Beispiel zeigt:
Die folgenden Gleichungen sind nicht dquivalent

I a2=4 (II) 2%(x + 3) = 4(x 4 3)
Gleichung II geht aus Gleichung I durch Multiplikation mit (x + 3) hervor. Die

Lisungsmenge von Gleichung I ist {2; —2} und die Lésungsmenge von Glei-
chung II {2; —2; —3}.

Das Isolieren einer Variablen
7

heliehi, s

Brmgt man eine lineare Gl ng durch aquivalente Umformungen
auf eine Form, in der diese Variable nur noch auf einer Seite, und zwar allein
vorkommt, so hat man diese Variable isoliert.

E| In der Gleichung

5(x+3)=4 | c(x+b=a
ist die Variable x durch die Addition
mit 3 | mit b

verkniipft. Das Ergebnis dieser Verkniipfung
@+3) | &+b)
ist durch die Multiplikation
mit 5 | mit ¢

verkniipft.
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Die Zuriickfithrung einer Gleichung auf die Form x = z kann in der Weise
erfolgen, daBB man in umgekehrter Reihenfolge durch Anwenden der jeweils zu-
treffenden Umkehroperation Schritt fiir Schritt zu einfacheren Formen der
Gleichung iibergeht.

1. Die Verkniipfung durch die Multiplikation wird durch deren Umkehropera-
tion, also die Division, geldst. Folglich werden beide Seiten der Gleichung

durch 5 | durch ¢
dividiert.
5:(x+3) 4 c'(x+b) a
5 5 c T e
4 a
x+3=€ x+b=?

2. Die additive Verkniipfung wird durch die Umkehroperation der Addition,
also die Subtraktion, gelést, indem auf beiden Seiten

3 | b
subtrahiert wird.
4 a
(x+3)—3=€—3 (x+b)—b=?—b
11 a—be
x=—— x=

c

@ Formen Sie nach dem gleichen Prinzip die folgenden Clelchungen aqulvalent
um bis zur Form x = z, indem Sie jeweils ein Zahlenbeispiel und den all
Fall parallel behandeln!

D

a)x+b=a;x+6=—3 b)%:a;%:S
c)——c—a,——OS——IS d)xcj=u;$=6

Aufgaben b 24 bis 27

Die Probe

Wenn wir nur dquivalente Umformungen vornehmen, ist die Losung der letzten
Gleichung auch Losung der Ausgangsgleichung. Die im folgenden behandelte
Probe ist also bei dquivalenten Ubergingen kein mathematisches Erfordernis,
sondern erfiillt den Zweck, Rechenfehler aufzudecken. Deshalb wird sie stets
durchgefiihrt.

Durch die Probe wird iiberpriift, ob die Gleichung in eine wahre Aussage iiber-
geht, wenn fiir x die berechnete Zahl eingesetzt wird.

E Die Gleichung 1 — 5x = 15 + 11x mége umgeformt worden sein in die Glei-

7
h =——.
chung x 3
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Es ist zu iiberpriifen, ob

7 7
=5 (—%|=154+11:(——
L5 —g) =142 (—)
eine wahre Aussage ist.
Da man das nicht sofort erkennen kann, werden beide Seiten getrennt fiir sich
ausgerechnet, bis man die Gleichheit der rechten und der linken Seite bestitigt
findet. Anderenfalls stellt die Gleichung eine falsche Aussage dar.

Rechte Seite: 1 —s-(_l) =14 33| Linke Seite: 15+ 11-( )— Tasts
8 8 8 3
8435 120 — 77
8 =78
5 3
-8 Y

Die rechte Seite ist gleich der linken Seite, also ist

T 7
1_5-(_§)=15+11-(—§)
1
eine wahre Aussage, d. h., die Zahl oy ist Losung der gegebenen Gleichung.

Im folgenden wird an einem Beispiel die Form dargelegt, in der man die Losung
einer Gleichung schriftlich darstellen kann.

Auf der rechten Seite der Gleichung wird angedeutet, welche Operationen auf
beiden Seiten der Gleichung vorgenommen werden.

] 7x—14 Probe:
e a il b T0-1 o
Te— 14 =4z + 16 |— 4= s 0+
3x — 14 =16 |+ 14 -1,
3x = 30 |:3 T
x =10 56
S =Uu
14 =14
14 =14 ist wahr, also ist x =10 Lssung.
Aufgaben b 28 bis 39
Anwendungsaufgaben

9

4 kg 30% iger Schwefelsiure sollen durch Zugabe von 96 % iger Schwefelsiure auf
einen Schwefelsidureanteil von 80% gebracht werden. Wieviel 96 % ige Schwefel-
siure ist hierfiir erforderlich?
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a) Lisungsansatz:

Wir verdeutlichen die Bedingungen dieser Aufgabe durch eine Zeichnung.

30% 0%
gegeben: [ H,50, V7 07 77 kg 30%ige Siure
6% 4%
[ HoS04 Y 96%ige Séure
H0
80% 2%
gefordert: [ H,80, Vi 80%ige Saure

Die Menge der erhaltenen 809

% igen Schwefelsiure besteht aus der Summe der

Mengen der 30% igen, also 4 kg, und der unbekannten Menge x kg der 96% igen

Séure.

Die Anteile an H,SO, und an H,0 miissen wir ebenfalls addieren.

Menge Verhiltnis: Sdure~Wasser Anteil Hp0, Anteil KO
(in kg) % % (inkg) . (in /ry)
4 (B, 7 W0 A] h 4T
%%
x - H,50, E X m x5
8% zo%
(%) FuSll VHM e ()2
Wir haben zwei Lésungsmoglichkeiten.
Anteil H,SO, Auteil H,0
30 96
100 T* 100 — ¢+ 9100 100 s 100 +oqpg =B+ g 100

Damit ist das prakmche Problem in das mathematische uhergefuhrt diese

Gleichung zu lsen.

b) Lésung des mathematischen Problems:

30
4- +x (4+x)W| 100
4. 30+x 96—(4+x) 80
120 + 96x = 320 + 80x | —80x
120 + 16x = 320 | —120
16x = 200 | : 16
200
* =T
25
* =75
Probe:
30 25 96 25\ 80
'W+T'W=(4+T)W

8
L2412 =@+125) 55
13,2 = 13,2

4 [000951)

4- 1700+x =(4+x) 0| 100
4- 70+x 4 =(4+x)-20
280 + 4x =80 + 20x | —20x
280 — 16x = 80 | —280
—16x = —200 | :(—16)
200
* =716
25
* =7
Probe:
70 25 4 25\ 20
“To0. T‘W=( +T)'W
2,8 + 0,5 = 16,5+ 0,2
33 =133
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¢) Losung des praktischen Problems:

(Das Ergebnis des mathematischen Problems muB jetzt entsprechend dem Lo-
sungsansatz auf die praktische Aufgabenstellung bezogen werden.)
Es sind 12,5 kg 96 % ige Schwefelsiure erforderlich.

d) Kritische Einschiitzung des Ergebnisses:

Wir iiberpriifen das Ergebnis am Sachverhalt. In diesem Fall miissen wir unter-
suchen, ob in der gemischten Siure tatsichlich 80% H,SO, enthalten sind, wie
gefordert wurde.

Die Gesamtmenge betrigt 4 kg + 12,5 kg = 16,5 kg.
In 4 kg 30%iger Siure ist TS(% +4kg = 1,2 kg H,S0,.

6
In 12,5 kg 96 % iger Siure ist 1900 - 12,5 kg = 12 kg H,80,.
Also sind in der erhaltenen Siure 13,2 kg H,SO,,

E
132 5 66 2 4_ 8
dh =gy =5"33=35 100 %
2

Fiir den zweiten Losungsweg wird die Uberpriifung entsprechend durchgefiihrt.

Aufgaben b 44 bis 62

Lasen von Ungleichungen

10

Ungleichungen werden nach den gleichen Prinzipien wie Gleichungen gelost.
Dabei sind die Regeln fiir die dquivalente Umformung von Ungleichungen
(siche Lerneinheit B6) zu beachten.

5x+2<3x—4 |—3x

24 2< —4 |—2
2x << —6 |: 2
x<< —3

Ergebnis: Die Losungsmenge besteht aus allen Zahlen, die kleiner sind als —3.

Aufgaben b 40 bis 43



Graphische Losung von linearen Gleichungen

und Ungleichungen mit einer Variablen

[®]

1

Fiir welche Zahlen x ist
a)2x —3>0, b)2x —3 =0, ¢)2x —3<<0?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die graphische Darstellung der
Funktion mit der Gleichung y = 2x — 3 (Bild B14).

@ ®
J

®

. Y V=2x-3 Y
L Y=2x-3, L T
2x,-3 B -
i A | i
£
* 23l | % X oz X
i

B14
Zur Beantwortung der Frage a) untersuchen wir, fiir welche x-Werte die

y-Werte groBer als 0 sind, d. h., fiir welche x-Werte die Gerade oberhalb der
x-Achse verlduft.

Zur Beantwortung der Frage b) untersuchen wir, an welcher Stelle x = x, die
Gerade die x-Achse schneidet.

Zur Beantwortung der Frage ¢) untersuchen wir, fiir welche x-Werte die Gerade
unterhalb der x-Achse verlduft.

n)Fiirx>%ist2x——3> 0.

h)Fﬁrx:%ist2x—3=0.
. 3,
c) Furx<§-1st2x—3<0.

Uberpriifen Sie das graphisch ermittelte Ergebnis rechnerisch!
Aufgaben b 63 bis 66
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Systeme linearer Gleichungen

[

12

Es sollen die Durchmesser einer zweistufigen Riemenscheibe bestimmt werden.
Der Durchmesser der groBeren Scheibe soll 6 cm gréBer sein als der kleinere, und
die Durchmesser sollen das Verhiltnis 4 : 5 besitzen (Bild B15).

a) Problemdiskussion und

Lésungsansatz:
1. Bedingung: d, — d; = 6 (I)
2. Bedingung: d,:d; = 5:4 (II)

Forderung: Es ist ein Zahlenpaar [d;; dy]
zu bestimmen, das beide Bedingungen
gleichzeitig erfiillt.

b) Lisung des mathematischen
Problems:

Man kann durch systematisches Pro-
bieren solch einZahlenpaar zu bestimmen
versuchen. (Aus der 1. Bedingung folgt,
daB d, groBer sein muB als 6, da
sonst d; gleich Null oder negativ
wiirde.)

dy—d, =6
g [ 7 [ es| 10 | .l [ ...[30 [ ...] e [ez
4 |1 |2,s a | a2 | | o2a | L.] 55 |6
dy:d,=5:4
4 | s 10 |15 | ... 30| ... 7
4 | 4 8 | 12| ... 2] ... s6 .

N

Ein Zahlenpaar, das sowohl der ersten als auch der zweiten Bedingung geniigt,
ist [24; 30]. Es gibt kein weiteres Zahlenpaar, das beiden Bedingungen geniigt.
Graphische Losung: Die beiden Bedingungen werden als Gleichungen von Funk-
tionen betrachtet und d, als Argument und d, als Funktionswert der zugehori-
gen Funktionen aufgefafit.

() dy=d, +6
(1) dy = 1,25 d,

Jedem Punkt der Ebene entspricht ein Zahlenpaar [d,; d,]. Wir beschrinken uns
auf positive Zahlen (Bild B16).
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Den Punkten, die auf der Geraden I lie- @,
gen, entsprechen die Zahlenpaare[d,;d,],  pf-———————————
fiir die gilt: d, — d; = 6. Den Punkten,
die auf der Geraden IT liegen, ent-  25f (Ddy=d; +6
sprechen die Zahlenpaare [d, ; d,], fiir die

gilt: dy:d; = 5:4. Also entspricht dem 20|
Schnittpunkt beider Geraden, da er so-

P(24;30)

wohl ein Punkt der Geraden I als auch, 75|} _P(§M) 1) dy=125¢;
ein Punkt der Geraden II ist, das Zahlen-
paar, das beiden Bedingungen geniigt. P(8;70)

Wir entnehmen der Zeichnung das Zah-
lenpaar [24;30] als Lésung des Problems.

¢) Lisung des pruklisc)wn Problems: L . . A
Die gesuchte Stufenscheibe mufl die g g 8 non 2 25 30 d
Durchmesser 24 cm und 30 cm besitzen. B16

d) Kritische Einschitzung des Ergebnisses:

Wir fithren die Kontrolle am Sachverhalt durch.
Die Differenz der Durchmesser betrigt 30 cm — 24 cm = 6 cm, das Verhaltnis

30 5
der Durchmesser ist A
Das System von Bedmgungen( ) und (IT) wird als Gleich bezeichnet.

Die allgemeine Form eines Systems von zwei Gleichungen mit zwe1 Variablen x, y
1st:

ax + by =¢

ax + by = ¢,

Hierbei sind a,, b, ¢; und a,, b,, ¢, Variable fiir beliebige, aber fiir ein bestimm-
tes Gleichungssystem fest gewihlte Zahlen, also Parameter.

Das Gleichungssystem losen heifit, alle Zahlenpaare [x;y] zu bestimmen, fiir
die beide Gleichungen in wahre Aussagen iibergehen.

Die Lésungsmenge linearer Gleichungssysteme von zwei Gleichungen mit zwei
Variablen enthilt entweder ein Element (Fall I), d. h. ein Zahlenpaar [x;y],
oder unendlich viele Elemente (Fall IT) oder gar kein Element (Fall III).

Bei der graphischen Liosung entsprechen diesen drei Fillen folgende Lagen der
beiden zugehérigen Geraden:

Fall I: Die Geraden schneiden einander in einem Punkt.

Fall IT: Die Geraden fallen zusammen.

Fall I11: Die Geraden liegen parallel zueinander, fallen aber nicht zusammen.

Im Fall II besteht das Gleichungssystem aus zwei zueinander idquivalenten
Gleichungen.

Bilden Sie Gleichungssysteme, indem Sie in der allgemeinen Form die Parameter
folgendermaflen wihlen!

a b, L1 ay by €2
a) 3| @ 3 -1 2 —8
b) —6 4 8 —3 2 —8
¢) 50 2 2 15| 6 6
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Das

Stellen Sie die zusammengehorenden Gleichungen jeweils gemeinsam in einem
Koordinatensystem graphisch dar! Entscheiden Sie, welcher der drei Fille von
Gleichungssystemen vorliegt! Entnehmen Sie den Zeichnungen die Losung des
Gleichungssystems, und iiberzeugen Sie sich .von der Richtigkeit der Losung
durch Einsetzen in beide Gleichungen!

Aufgaben b 67 bis 71

Einsetzungsverfahren
13

Die Verfahren zur rechnerischen Losung von Gleichungssystemen zielen darauf
ab, das System auf eine Gleichung mit einer Variablen zu reduzieren.
Gegeben sei das Gleichungssystem
My—x=6
(IT) y =125x
Angenommen, wir hitten schon eine Losung [x,; y;] gefunden. Dann sind die
Gleichungen
Iy, —x,=6 und (II')y, = 1,25x;

wahre Aussagen. Wir diirfen folglich in der Gleichung (I') y, durch 1,25 x, er-
setzen. Also ist

1,252y —x;, =6
0,25x, =6
x =24

Aus Gleichung (IT') ergibt sich
¥, =1,25-24 = 30.
Ob das Zahlenpaar [24; 30] tatsiichlich eine Losung des Gleichungssystems ist,
wird durch die Probe nachgepriift.
Probe: (I) 30 —24 =6 ist eine wahre Aussage
(I1) 30 = 1,25 - 24 ist eine wahre Aussage
Im allgemeinen muB man erst eine der Variablen in einer der beiden Gleichungen
durch #quivalente Umformungen isolieren, um das Einsetzungsverfahren an-
wenden zu konnen.
Das folgende Gleichungssystem ist zu losen:
I 4x+6y=—1
(II) 10x + 2y = —9
Wir isolieren x durch dquivalente Umformung in der zweiten Gleichung.
(Il') 10x + 2y = —9 | —2y
10x = —9 —2y | :10
x=—02y — 0,9
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Damit erhalten wir das zum obigen System #quivalente Gleichungssystem
(I) 4x+ 6y = —1
(Ir') x=—02y — 09

Dieses System wird nach dem Einsetzungsverfahren gelsst. Fiir x wird in der
ersten Gleichung der entsprechende Term der zweiten Gleichung eingesetat.

Man braucht nicht immer die Variable selbst zu isolieren, sondern kann auch
gewisse ,,Vielfache einer Variablen® isolieren, falls solche in beiden Gleichungen
auftreten.

(I) 6x + 9y =123
(I1) 6x + 4y = 18 <> (I) 6x =78 — dy
(IT') in (T) (78 — 4y) + 9y = 123

78 4 5y = 123
S5y = 45
gi= 9

Bestimmen von x:

y =9 einsetzen in (II')

6x =178 —4-9

6x = 42

x=1

Probe: Gleichung I Gleichung IT

6:7+9-9=123 6:-7+4-9=178
123 =123 8 =18

Aufgaben b 72 und 73

Additions- und Subtraktionsverfahren

14

Die Grundlage fiir das folgende Losungsverfahren bildet der Satz:
Wenn 4 =B
und C=D
soistA+C=B+D
und A—C=B—D
Beweis: A =B Cc=D*
A+ C=B+C \ C + B = D + B (Monotoniegesetz)
B + C =D + B (Kommutativitit)

A+ C=D+B (Transitivitit)
A+ C=B+D (Kommutativitiit)
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@ Formulieren Sie den Satz in Worten, und geben Sie die Erlauterungen zum
Beweis!

El Das folgende Gleichungssystem soll gelsst werden.

Tx + 3y = 127
4x + 3y = 97

Die linke Seite der zweiten Gleichung wird von der linken Seite der ersten Glei-
chung subtrahiert und die rechte Seite der zweiten Gleichung von der rechten
Seite der ersten. Dabei wird der Koeffizient von ¥ gleich Null, und wir erhalten
eine Gleichung mit einer Variablen, nimlich x.

(I) 7x + 3y =127 Bestimmen von y:
(IT) 4x + 3y = 97 Einsetzen von x = 10 in die Gleichung (I):
(I) — (11) 3x = 30 7-10 + 3y =127

x= 10 3y = 57
y= 19
Im folgenden Beispiel werden beide Gleichungen mit je einer Zahl multipliziert.
2r+3s= 40 |-2 Bestimmen von s:
3r+2s= 3 |3 Einsetzen von r = 5 in die Gleichung
(I) 4r+6s= 80 2r + 3s = 40
(II)  9r + 6s =105 2.5+ 35 =40
(I) = () —5r+0 = —25 | :(=5) 3s =30
r= 5 s =10
Probe: Gleichung I: Gleichung IT:
2:5+3-10=40 3:54+2:10=35
40 = 40 35=35

Aufgaben b 74 bis 98

Gleichungssysteme mit drei Variablen
15

@ Stellen Sie die Funktionen mit folgenden Gleichungen in einem einzigen Koordi-
natensystem graphisch dar!

f@=—gx 8 fl—x+l fi)=—3x—3

Uberlegen Sie an Hand der Zeich g, ob das Gleichungssystem, das aus den
drei Gleichungen dieser Ubung besteht, eine Losung besitzt!
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Bei einem System linearer Gleichungen mit drei Variablen kann eine eindeutige
Losung nur gewonnen werden, wenn drei Gleichungen vorhanden sind, die nicht
untereinander dquivalent sind.

Bei der rechnerischen Losung mufl wieder das gegebene Gleichungssystem durch
Eliminieren zweier Variablen auf eine Gleichung mit einer Variablen gebracht
werden.

Das folgende Gleichungssystem ist zu lésen:
1) 4x—2y+ z=11
(2) —2x +3z=71
(3) —3y—2z2= 0

Wir lsen Gleichung (3) nach y auf:

@)y =—2s

und setzen den fiir y erhaltenen Term in (1) ein
1) dx —2 ~(—%z) +z=11.

Z; mit Gleichung (2) ergibt das ein System aus zwei Gleichungen mit'
zwei Variablen. (Die Variable y ist eliminiert worden.)

(1") 4« + 35= 11
(@) —2x+ 3z = 7 [-2
(1") 4x + %z =11
(2") —4x+6z=14
any+@e)o+ —Z;z =25
Damit ist auch die Variable x eliminiert, und aus der linearen Gleichung in z

14Bt sich diese Variable bestimmen: z = 3. Durch Einsetzen von z = 3 in die
Gleichungen (2) und (3) lassen sich x bzw. y berechnen.

—2x+3-3= 17 -3y—2-3= 0
—2x = —2 —3y = 6
x= 1 y =-—2

Die gesuchte Losungist x =1; y = —2; 2 = 3.1
Die Probe muB} nun natiirlich an allen drei Gleichungen dnrchgefuhrt werden.

Gleichung (1) Gleichung (2) Gleichung (3)
4:-1—-2-(—2)+3=11 —2:143:3=1 —-3:(—2)—-2:3=0
44+4+4+3=11 —249=1 6—6=0
11=11 1=1 0=0

Aufgaben b 99 bis 104

1 Man kann die Losung auch als ,,g ipel“ (1; —2; 3) schreib
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Granaten beschreiben nach dem Abschufl eine ballistische Kurve, deren
Weite und Hohe unter anderem auch vom Abschuflwinkel abhiingen. Wiirde

nicht der Luftwiderstand den Flug beeinflussen, so wire die Bahn eine
Parabel. Die Bilder spezieller Potenzfunktionen sind ebenfalls Parabeln.
GeschoBBbahnen kénnen mit Hilfe von Funktionen mathematisch erfaBit
und die Einschlagstellen also vorausberechnet werden.
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Potenzen a~* mit k > 0, ganzzahlig

Potenzbegriff
1

DEFINITION: o™ Seea..a (n = 2, natiirlich; a beliebig reell)
n Faktoren a

a” heifit Potenz, a heiBt Basis, n heift Exponent.

a) Warum muB in der Definition der Potenz die Einschrinkung n = 2 gelten?
b) Berechnen Sie (—1)~ fiir n € {2, 3, ..., 10}, und iiberlegen Sie, welche Gesetz-
miBigkeit vorliegt!
¢) Zeigen Sie durch Riickgang auf die Definition, daB folgendes gilt:
(=1 =1 und (—1)*7*!= —1(n = 1, natiirlich),

und formulieren Sie diese GesetzmiBigkeiten in Worten!

Untersuchen Sie, ob folgende Potenzen positiv oder negativ sind, indem Sie
zunichst jeweils ein Zahlenbeispiel bilden und dann eine allgemeingiiltige SchluB-
folgerung anschlieBen!

a)a* (a>> 0; ngerade) ¢) y* (y<0; x gerade)
b) x¢ (x < 0; a ungerade) d) m* (m > 0; z ungerade)
Das Potenzieren bezeichnet man als Rech ion dritter Stufe.

P
Im Unterschied zur Addition und zur Multiplikation ist jedoch die Potenzierung
weder kommutativ noch assoziativ. Es ist im allgemeinen a® == b4 und (a?)c == a(t°) .
Aufgaben c 1 bis 10
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Potenzfunktionen mit den Gleichungen y = x* und y = x*

®

2

a) Bilden Sie alle geordneten Paare [x;y], die durch folgende Vorschrift fest-
gelegt sind: y =a%;2€{—2; —15; —1; —05; 0; 0,5; 1; 1,5; 2}!
Stellen Sie die durch diese Menge geordneter Paare festgelegte Funktion
graphisch dar, indem Sie fiir die Einheiten auf den Koordinatenachsen je-
weils 2 em withlen!

b) Verbinden Sie die gezeichneten Punkte mit Hilfe des Lineals, und weisen Sie
nach, daB der so entstandene Streckenzug nicht das Bild der Funktion y = x2
fiir belmblﬂe Argumente x ist!

Bestimmen Sie dazu weitere Zahlenpaare (z. B. fiir x = —-l und x = +—1-) s
und stellen Sie diese in der gleichen 4 4
Zeichnung graphisch dar!

¢) Wie verlauft das Bild der Funktion J
y = 2% in der Umgebung des Koordi-
natenanfangspunktes?
2
X,
Fiihren Sie fiir die Funktion y = x® die  8(-x,;x%) 2 B lixd)

gleiche Untersuchung wie fiir die Funk-
tion y = &2 in Ubung 3 durch!

Das Bild der Funktion y = x? ist symme-
trisch beziiglich der y-Achse (Bild C1).

Beweis: Wir miissen zeigen, dal zu ein-

=X, X X
ander entgegengesetzten Argumenten E2Y 0 0 01
und —x, die gleichen Funktionswerte
gehoren. y
Die Funktionswerte erhalten wir ent- X 3
0 A(xe1 %)

sprechend der Gleichung y = x?, indem
wir die x-Werte jeweils quadrieren, also

x> xp3 —%— (—x)2 = g

Das Bild der Funktion y = & ist zentral-
symmetrisch beziiglich des Koordinaten-
anfangspunktes (Bild C2).

Beweis: Wir miissen zeigen, daBl zu
einander entgegengesetzten Argumenten % 7
x, und —x, auch einander entgegenge-
setzte Funktionswerte gehoren.

Die Funktionswerte erhalten wir ent-
sprechend der Gleichung y = 3, indem
wir die x-Werte in die dritte Potenz er-
heben, also

X X

x> X3 —%— (—%)* = —(x)™

x5 und —(x,)® sind einander entgegenge- Bl -

setzte Zahlen.

Aufgaben c 11 bis 14 3 o2
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Potenzfunktionen mit Gleichungen der Form y = x" (n = 2;
n natirliche Zahl)

3

@ Formulieren Sie die Symmetrieeigenschaften fiir die Bilder der Funktionen
y = a" (n = 2, natiirlich) (Bild C3)!

Symmetrie beziiglich der y-Achse liegt vor, wenn zu einander entgegengesetzten
Argumenten x und —x gleiche Funktionswerte f(x) baw. f(—x) gehéren:
f(x) = f(—=).

Alle Potenzfunktionen mit geradem Exponenten geniigen dieser Bedingung.
Beweis: Es ist f(x) = x", f(—x) = (—=)"

Da n als gerade Zahl vorausgesetzt wurde, ist

(—x)" = an, also ist f(—x) = f(x).

Zentralsymmetrie beziiglich des Koordi gspunktes liegt vor, wenn die
Funktionswerte f(x) und f(—x) von einander entgegengesetzten Argumenten x
und —x ebenfalls einander entgegengesetzt sind, d. h., wenn gilt

f(==) = —f(2).

Alle Potenzfunktionen mit ungeradem Exponenten geniigen dieser Bedingung.
Beweis: f(—x) = (—x)", f(x) = x"

Da n als ungerade Zahl vorausgesetzt ist, gilt

(—2)" = —(a"), also st f(—x) = —f(x).

£,

P> DEFINITION:

1. Eine Funktion mit der Gleichung y = f(x) heiBt gerade genau dann, wenn
gilt: f(x) = f(—2).
2. Eine Funktion mit der Gleichung y = f(x) heiBt ungerade genau dann,

wenn gilt: f(—x) = —f(x).

Hinweis: Es gibt auch Funktionen, die weder gerade noch ungerade sind.

ZUSAMMENFASSUNG:

. 3 Symmetrieeigenschaft der
Bedeichriing Bedingung Bilder der Funktionen
. SO Achsensymmetrie beziiglich der
gerade Funktion f(—=x) =f(x) y-Achse
- N Zentralsymmetrie beziiglich des
ungerads Funktion fle0) =@ Koordinatenursprungs

Aufgaben c 15 bis 19
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Der Begriff ,,Intervall*

b

4

DEFINITION: Die Menge der reellen Zahlen, die zwischen zwei gegeb
Zahlen a und b liegen (a < b), heift Intervall.

Dabei werden beziiglich der Zugehérigkeit der Endpunkte folgende Bezeich-
nungen benutzt.

1. a und b gehs bgeschl
zur Menge Intervall aszsb oder ¢a,b)
2. Entweder a oder b halboffenes a = x<b oder <a,b)
ehort zur Menge Intervall a< x =b oder (a, b)
& 4
3. Weder a noch b offenes
gehoren zur Menge Intervall a<x<b oder (a,b)

Zu den Intervallen im weiteren Sinne zihlt man die folgenden Zahlenmengen:

Gelegentlich
Die Menge aller Zahlen x beliebig reell schreibt man auch
=L 2L F00
—, die kleiner sind als b x<b —oLx<b
—, die kleiner oder gleich b sind x=b —o<x=b
—, die gréBer sind als a x>a alx< oo
—, die groBer oder gleich a sind x=a a<x< +oo

In den Punkten P(1;1), P(0;0) und P(—1;1) bzw. P(—1; —1) schneiden die
Kurven, die Bilder der Potenzfunktionen y = x” (n =2, ganzzahlig) sind, ein-
ander (vgl. Bild C3).

Uberzeugen Sie sich an Hand der graphischen Darstellung im Bild C3 von fol-
genden GesetzmiBigkeiten!

Beziechung zwischen den Funktionswerten der Potenzfunk-
Intervall A ;

tionen zu gleichen Argumenten
— o0 =] f_itir gerade Funktioqen BLAL BB

fiir ungerade Funktionen x® > x5 > 27 > 2 > ...
~1<x< 0 fiir gerade Funktionen x> xf > a8 >8> ...

fiir ungerade Funktionen 2% < % < 27 < 2% < ...
0<x<1 fiir alle Funktionen 2T S > al S
1<x< fiir alle Funktionen BB ALSL ...
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Potenzfunktionen (Exponent n ganzzahlig, >17)

Definitionsbereich: oo <x < +oo
Wertevorrat: 05y<+oo

Definitionsbereich: -eo<x <+eo
Wertevorrat: -oo <y <+oo

(o

@ Entscheiden Sie, welches der Zeichen << und > zwischen den folgenden Potenzen
stehen muf}!

a) (%)s (;)m b) (_%)“, (5%)7 ¢) (—12)10, (—12)

v o4 (4 o4

Aufgaben c 20 bis 24

Monotonie von Funktionen
5

Es soll untersucht werden, wie sich bei kontinuierlichem Anwachsen des Argu-
ments x der Funktionswert y verdndert.

b DEFINITION: Eine Funktion mit der Gleichung y = f(x) heifit in einem Inter-
vall monoton genau dann, wenn fiir je zwei Argumente x,, x,(x, < x,) des
Intervalls stets gilt: entweder

f(x,) < f(x,) (monoton wachsend) oder f(x,) > f(x,) (monoton fallend).
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E] a) Die ungeraden Potenzfunktionen haben das Intervall — co < x< +ooals
Monotonieintervalll (monoton wachsend).

b) Die geraden Potenzfunktionen haben die Monotonieintervalle — oo <x=<0
(monoton fallend) und 0 < x << + oo (monoton wachsend) (Bilder C4 und 5).

 Gorade Pofenzfunktionen | Ungaradeﬁbfanzfunlmaﬂan :
Y
J Ye
M
A L) 4 -
X %
s
J2
X
0 X -, i
+o0>y 20 - —oe<x3() =
x> x 0 X1 5%
(y filt) (X wichst) " -
Osy<+oo OSx<too
X xe Kok dy i
(y wichst] (% wichst)

Entnehmen Sie den Bildern C6 bis C8 die Monotonieintervalle sowie Definitions-
bereich und Wertevorrat der zugehérigen Funktionen!

@ Zeichnen Sie jeweils in ein gemeinsames Koordinatensystem die Bilder der

folgenden Funktionen!

a)y=2a% y=2243; y=2a2—-2
b)y=2%y=2—15; y =234+ 2,7

Geben Sie den Definitionshereich, den Wertevorrat und Monotonieintervalle an!

@ Erldutern Sie, wie man die Bilder der Funktionen y = x" + e aus den Bildern

der Funktionen y = x” gewinnen kann!

1 Das heiBt: Im ganzen Intervall — 00 < x < + 00 wiichst die Funktion monoton.
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Die Funktionen mit Gleichungen der Form y = ax"
6

Viele in der Praxis auftretende Funktionen haben Gleichungen der Form y = axn,
wobei a jeweils eine von Null verschiedene Konstante ist.

El y = ax* y a x n Sachverhalt

G=y-a G Y a 3 Gewicht G eines Wiirfels aus einem
Stoff mit der Wichte y in Abhingigkeit
von der Kantenlinge a

B i g Weg s, den ein frei fallender Korper
s=5t $ 1 2 | " | 2| in Abhingigkeit von der Fallzeit ¢
zuriicklegt
v 17,8 v in b 3 Volumen ¥ einer Kugel in Abhingigkeit
— 3" 3 vom Radius r

@ Aus der graphischen Darstellung einer gewissen MeBreihe wird vermutet, daf3
die untersuchte physikalische GesetzmiBigkeit durch eine quadratische Funktion
mit einer Gleichung y = ax? erfaBt wird. Bestimmen Sie aus den ausgewiihlten
MeBwertepaaren [x; y]:

[0,805 0,97], [1,50; 3,42], [2,40; 8,76]
den Parameter a!

@ Im Bild C9 sind die Funktionen ¥y =a-x%* und im Bild C10 die Funktionen

11
y = a- 2 fiir die Werte —2, —1, 53 1,2 des Parameters a graphisch
dargestellt.

Uberzeugen Sie sich an Hand dieser Darstellungen von folgender Tatsache:
Das Bild der Funktion y = a - x geht aus dem Bild der Funktion y = x" durch
Streckung (wenn |a| > 1) oder Stauchung (wenn |a| < 1) hervor.

Ist <0, so muB auBerdem eine Spiegelung an der x-Achse vorgenommen
werden.
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cy c1o

Aufgaben ¢ 32 bis 38

Rechnen mit Potenzen

7

Summen von Potenzen, die sowohl in den Basen als auch in den Exponenten
iibereinstimmen, konnen vereinfacht werden.

[3] a)a® + a° + 6x5 — 325 = 5a° b) 5x% — 324 4 2ab = 227 + 2a®

Potenzen, die in den Basen oder in den Exponenten iibereinstimmen, kénnen
folgendermafien multipliziert oder dividiert werden:

b Die Potenzgesetze:

Fiir alle Zahlen a, b, a == 0, b = 0 und alle natiirlichen Zahlen m, n(n = 2,
m = 2) gilt:
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@ Gibt es natiirliche Zahlen m, n, fiir die die Gleichung (a™)" = a(™") erfiillt ist?

gleiche Basis gleicher Exponent

Multiplikation am.ar =am+n an.bn = (a.b)n
m n a\n
Division 2 —am—nmzn42) == (3)

Potenzierung: (a™)" = a™'n = (an)m

Durch die folgenden Beispicle wird die Giiltigkeit einiger Potenzgesetze fiir
Spezialfille gezeigt. Der Beweis fiir den allgemeinen Fall kann erst spiter ge-
fiihrt werden. :

a) (a')-(@®) =(a-a-a-a)-(a-a-a)=a-a-a-a-a-a-a=d

4 Faktoren a

b) (@) (b) (- a-b-a

5 Faktoren a

3 Faktoren a 7 Faktoren a

ca)-(b-b-b-b-b) = (ab) (ab) (ab) (ab) (ab) = (ab)
5 Faktoren b 5 Faktoren (ab)
¢) (a¥)® = (a) (a*) (a*) = (aaaa) (aaaa) (aaaa) = a3 = a2

3 Faktoren a*

4.3 Faktoren a

Warum ist bei dem Gesetz iiber die Division von Potenzen mit gleicher Basis die
Einschrinkung m = n + 2 notwendig?

Das Rechnen mit Potenzen gleicher Basis wird auf das Rechnen mit den Ex-
ponenten in der nichstniedrigen Stufe zuriickgefiihrt.

Rechnen mit den Expo-

Rechnen mit Potenzen

nenten

Produkt (2. Stufe)

Summe (1. Stufe)
m-+n

(@™) - (a") = am+n
Quotient (2. Stufe)
am

— =ann

an

Differenz (1. Stufe)
m—n

Potenz (3. Stufe)

(@)t = am-n

Produkt (2. Stufe)
m:+*n
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Fiir das Rechnen mit Potenzen wird folgendes festgelegt:

Diese Festlegung ist notwendig, weil sonst zwei Mbglich-
keiten der Berechnung von a”" bestiinden, deren Ergebnisse
im allgemeinen voneinander verschieden sind, nimlich (am)"
und die in der Definition angegebene Moglichkeit a(m").

(1) am"

(2) Die Rechenoperation 3. Stufe bindet stiirker als die Rechenoperationen 1. und
2. Stufe.

[5] a)5a* =5 - (a) und nicht gleich (5a)*
b) a + b® = a + (b°) und nicht gleich (a + b)®
Aufgaben ¢ 39 bis 54

Erweiterung des Potenzbegriffs auf a° und d'
9

Fiir a® und a! sollen sinnvolle Definitionen gefunden werden. Sinnvoll ist eine
Festsetzung in diesem Zusammenhang dann, wenn die Potenzgesetze auch auf
die um a° und a! erweiterte Menge der Potenzen zutreffen.

Es muB nun der Nachweis erbracht werden, daB die Giiltigkeit der Potenzgesetze
gewiihrleistet ist. Als Beispiel wird das Gesetz iiber die Multiplikation von
Potenzen mit gleicher Basis bewiesen.

SATZ: Fiir alle Zahlen a, b(a == 0, b 5= 0) und alle natiirlichen Zahlen m, n gilt:
am - an — gmtn,

Beweis: Die Menge der Potenzen mit natiirlichem Exponenten kann in zwei
Teilmengen M, und M, zerlegt werden:

M, : Menge der Potenzen mit Exponenten n = 2,

M, = {a% a'}.

Die Aufgabe, die Behauptung a - " = @"*" fiir alle méglichen Potenzen a™
und a” zu beweisen, kann nunmehr in vier Teilaufgaben zerlegt werden:

Fall 1: @™ und a” sind beide aus M; (d.h. m = 2;n = 2),

Fall 2: @™ und a” sind beide aus M, (d. h. m € {0,1}; n € {0,1}),
Fall 3: @™ ist aus M, und a" ist aus M, (d. h. m = 2; n € {0,1}),
Fall 4: am ist aus M,, und a" ist aus M, (d. h. m € {0,1}; n = 2).

Fall 1: Dieser Fall ist in der Lerneinheit C7 behandelt worden und wird nun-
mehr als giiltig vorausgesetzt.
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Fall 2: Es sind die folgenden vier Fille zu unterscheiden:

21 m=0:n=0; 22m=0;n=1;
23 m=1;n=0; 24m=1;n=1

Auf Grund der Kommutativitat der Multiplikation sind die Fille 2.2 und 2.3
nicht voneinander verschieden, und es geniigt, den Fall 2.2 zu beweisen.

2.1 2.2 (2.3) 2.4
m=0;n=0 m=0;n=1 m=1n=1
Behauptung a®- @ = a®*o a’-al =a'*! al-al =al'tl
linke Seite a-a®=1:1=1| a"-al=1-a=a| al-al =aa=a®
rechte Seite a0 =a"=1 adtl=gl=gqg a1l = q?

Fall 3 und Fall 4: Diese beiden Fille sind auf Grund der Kommutativitit der
Multiplikation nicht voneinander verschieden, so dal es geniigt, den Fall 3 zu

beweisen.
3.1 3.2
m=2;n=0 m=2;n=1
Behauptung am.a® = am*0 am- gl = am+1
. 5 a*-a'=(a-a-...ra)ra=a-a-...-a
linke Seite a™-a®=gm":1=a" ( )
'm Faktoren m + 1 Faktoren
. a"*l=g-a-.. a
rechte Seite an+l = g ——
(m + 1 Faktoren)

Die Einschrinkung bei der Definition von a°, daB a nicht gleich Null sein darf,
bedeutet, daB 0° nicht definiert wird. Die Definition 0° = 1 wire nédmlich nicht
sinnvoll, weil die Potcnzgesetze fiir diesen Fall nicht gelten wiirden, wie folgende
Uberlegung zeigt. Es miite dann némlich gelten
0 0
== ==,
1=10°==0 F=0
Das ist ein Widerspruch zu der Tatsache, da3 %- nicht definiert ist. 0: 0 ist be-

kanntlich deshalb nicht definiert, weil die Gleichung 0-x = 0 alle Zahlen als
Losung besitzt und somit nicht eindeutig lésbar ist, was von einer Rechen-
operation jedoch gefordert wird.

@ Weisen Sie nach, daB die Definition a® = 0, @ = 1 nicht sinnvoll wire!
Aufgaben ¢ 55 bis 58
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Erweiterung des Potenzbegriffs auf Potenzen a—* mit k>0,
k ganzzahlig

10

Leitgedanke fiir die Definition von Potenzen mit negativen ganzzahligen Expo-
nenten ist wiederum, daB die Potenzgesetze auch fiir die um diese neu definierten
Potenzen erweiterte Menge der Potenzen (mit ganzzahligen Exponenten) gelten.
Folgende Uberlegung fiihrt zu einer Méglichkeit fiir die Formulierung der Defi-
nition.

@ a1 1

Es ist einerseits — = —— = —_,
@ @@ @

Andererseits wiirde die formale Anwendung des Potenzgesetzes fiir die Division

3 3
. . . a a

von Potenzen mit gleicher Basis auf — ergeben: — = a3-5 = ¢-2,
ab a®

Es bietet sich die Definition a2 l):f% an, d. h. fiir beliebige negative Exponenten:

1 s
a"\']):e[F (k> 0, ganzzahlig, a =+ 0)
1 1 1 1
-9 —_— =29 —3)-2 = =
a)2 % b) e 2! ¢) (—3) =79
a® %
ﬂ)a’-b‘5=F e)F=x3~x5=x"

Damit kénnen nunmehr alle ganzen Zahlen ohne Einschrinkung als Exponenten
auftreten. Es muB jedoch noch der Nachweis erbracht werden, daB die Giiltig-
keit der Potenzgesetze gewiihrleistet ist.

Als Beispiel wird das Gesetz iiber die Potenzierung einer Potenz bewiesen.
SATZ: Fiir alle Zahlen a(a == 0) und alle ganzen Zahlen m und n gilt:

am)" = qm'n,

Beweis :

Wir fiihren den Beweis durch eine vollstindige Fallunterscheidung. Folgende
Fille werden unterschieden:

Falll:m=>0; n>0, Fall2: m=0; n< 0;

Fall3: m< 0; n>0, Fall4: m< 0; n< 0.

Fall 1: Dieser Fall wurde in der Lerncinheit C9 behandelt und wird nunmehr als

giiltig vorausgesetzt. Auf diesen Fall werden die anderen drei Fille
zuriickgefiihrt.

Fall2: m = 0und n < 0

Um diesen Fall auf den Fall 1 zuriickfiihren zn konnen, schreiben wir die nega-
tive ganze Zahl n in der Form n = —k, wobei k eine positive ganze Zahl bedeu-
tet. Es seialsom = 0 und n = —k (k> 0).
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(am)yr = (am)~k  Substitution n = —k

i ] auf Grund der Definition der Potenz mit negativem Expo-
= T{amF  menten
1 — .
=— auf Grund des Potenzgesetzes fiir nichtnegative Exponenten
@ m>0,k>0
=a-m)  auf Grund der Definition der Potenz mit negativem Expo-
nenten

= gn(-®)  auf Grund der Vorzeichenregel fiir die Multiplikation

(am)y =am'n Substitution n = —k
Fall 3 Fall 4
m<0;n=0 m<0;nl0
m=—k(k>0) m= —k(k>0),
n=—ppP>0
(e = (a7 (am) = (a7*)? Substitution
_ Ay Definition der Potenz mit nega-
~\a* tivem Exponenten
1
1\ =TT B Definition der Potenz mit ne-
=\& (-T) gativem Exponenten
a
_ 1
= _ln_ T Potenzgesetz (Quotienten)
@ @
_ 1
= 1 | Potenzgesetz (Potenzen)
P —
a
= a*'? Division von Zahlen
= g-(kn) Definition der Potenz
= al-®)n = al®)(-7) Vorzeichenregel
(@™ = am" (am)yt =am " Substitution

Da durch die vier Fille insgesamt alle moglichen Fille erfaBt werden, und da fiir
jeden der vier Fille die Behauptung (a™)" = am" bewiesen wurde, gilt die Be-
hauptung fiir alle ganzzahligen Exponenten.

Aufgaben ¢ 59 bis 69
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Das Rechnen mit physikalischen GréBen

1

Eine physikalische GroBenangabe besteht aus einer Zahl und einer Einheit.

Physikalische Gréfe MaBzahl Einheit
Liénge a=5m=51m 5 1m
Zeit t = 25min = 25+ 1 min 25 1 min
Masse m=3kg=3-1kg 3 l1kg

Eine solche GréBenangabe wird formal als Produkt aus MaBzahl und Einheit
aufgefaBt.
Die Bezeichnungen fiir die Einheiten von i phy Gréflen
werden entsprechend der formelmiBigen Deﬁmtlou dleser GroBen aus den
Einheiten der GrundgréBen zusammengesetat.

Lalicoh,

Geschwindigkeit v bei einer gleichférmigen Bewegung: v = %.

‘Esist die Geschwindigkeit eines Radfahrers zu ermitteln, der in 3 Stunden (t =3h)

den Weg s = 60 km zuriicklegt.!
60km  60-1km 60 1km

s
7T~ "3n ~ "3-1h 3 1h "
Fiir llk}:n schreibt man 1% oder 1 km - h-1,

Die Geschwindigkeit des Radfahrers betrigt also: v = 20 km h-1,

Auf Grund der Tatsache, daB die zusammengesetzten Einheiten hinsichtlich
der Einheiten der GrundgréBen die gleiche Struktur aufweisen wie die For-
meln, die zur Berechnung der physikalischen GréBen dienen, kann man mit
ihnen wie mit Variablen ,,rechnen®, und es ergibt sich immer die richtige Ein-
heit fiir die zu berechnende physikalische GroBe.

Ein Aufklirungsflugzeug iiberfliegt eine gegnerische Fahrzeugkolonne in Marsch-
richtung in 1 min 12 s und in entgegengesetzter Richtung in 52 s. Die Geschwin-
digkeit des Flugzeugs betrigt v = 400 km h-1,

Wie lang ist die Kolonne, wenn deren Bewegung als gleichférmig angenommen
wird?

Problemdiskussion und Lésungsansatz fithren auf die Formel zur Berech-
nung der Linge s der Kolonne:

oyt
4 e .

1 Da die gung des Radfah i lich nicht gleis ig ist, wird hier eine durchschnittliche Geschwindigkeit.

berechnet, die der n.ar.hm im Idealfall einer gleichformigen Bewegung hiitte.

8=
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Es ist zweckmiBig, die gegebenen GroBen zunichst so umzuformen, daB ein-
heitliche Einheiten der GrundgréBen vorliegen (man sagt, ,,die Einheiten werden

zugeschnitten®).
v = 400 km h-?

5 72
t1=lmm125—725—mh

52
1, =528 = 3600 h
Dann werden die GréBen eingesetzt und Zahlen- und Einheitenrechnung ge-
trennt voneinander durchgefiihrt.

72 52

By 2A0kmb o ek
Tyt 72 52
3600 " T 3600 "

800 - 72 - 52

__ 3600 - 3600 1 kmh-'hh
124 h
3600
Uberschlag:

=800'72-52.1km 800-72'52~103-10"5~10=10

124 - 3600 124 - 3600 102-5-103

s =6,7km Vergleich: 6,7 ~ 10

Ergebnis: Die Marschkolonne hat die Linge s = 6,7 km.
Aufgaben c 70 bis 75

Die Abtrennung von Zehnerpotenzen
12

Man kann jede rationale Zahl @ (a > 0) in der Form
a=a,-10? [a, rational (1 < a, < 10), ¢ ganzzahlig]

darstellen.
E a ag - 107 a, q
a) 253 2,53+ 102 2,53 2
b) 0,023 2,3-102 2,3 —2
c) 10000 1-10¢ 1 4
d) 0,001 1-10-2 1 -3
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®

Diese Schreibweise dient in Naturwissenschaft und Technik zur Darstellung von
GréBen mit sehr groBer oder sehr kleiner MaBzahl (Vgl. Vorsitze fiir Mafein-
heiten im Tafelwerk, Mathematik-Physik-Chemie, Seite 69!)

a) Masse der Erde: 5,98 - 10* kg

b) Durchmesser eines Wasserstoffatoms: 1,07 - 1078 cm
¢) Lichtgeschwindigkeit: 2,99792 - 10 cm s™*

d) Ruhmasse eines Elektrons: 9,108 - 107* g

Berechnungen in den Naturwissenschaften und in der Technik werden durch
Anwendung dieser Schreibweise iibersichtlicher.

Es ist die mittlere Dichte der Erde zu bestimmen.
Das Volumen der Erde betriigt 1,08 - 1012 km?, die Masse betrigt 5,98 - 10* kg.

_m_ 598-10%kg 1 km? = (10° cm)?
e= T T 108 100 km? = 10% cm?
_ 598-10%-10%g
T 71,0810 105 cm? 598 6
508108 g Uberschlag: N N 6
1,08 - 10% cm? Vergleich: 55~ 6
g
5.5..5.,
o~ 55 P

Ergebnis: Die mittlere Dichte der Erde betriigt rund 5,5 g - em™3,

Fiir das Rechnen mit Hilfe des Rechenstabs ist diese Schreibweise eine wesent-
liche Hilfe.

0,0312 3,12-10-2
2 0 e .10-4
15300 RO 1,53 - 10% 36-10
3,12 3,6
= 31230 92, 10-1.10-
1,53 Uberschlag:
3,12-3,6 3-4
=17,34-10-10 = N =
s ™™g ¢
Vergleich: 7,34 ~ 6

Die Darstellung von Zahlen durch die Abtrennung von Zehnerpotenzen wird
auch zur Bestimmung der Gréfenordnung einer Zahl benutzt.

Bestimmen Sie zu folgenden Zahlen die am niichsten gelegenen Zehnerpotenzen!
a) 34102 b)5,7-10" ¢) 2,810 d)5.2-10-°

DEFINITION: Eine Zahl a liegt in der GréBenordnung von 107 genau dann,
wenn 109 die am niichsten gelegene Zehnerpotenz ist.
Die Zahl 5-107 liegt in der GréBenordnung von 109+1,

Bei der praktischen Bestimmung der GréBenordnung einer Zahl ist also fol-
gendermafBen zu verfahren:

Liegt die Zahl in der Form a,- 107 (1 < a, < 10) vor, so wird a, durch 10 er-
setzt, wenn a, = 5 ist und durch 1, wenn a, < 5 ist.

Die dann verbleibende Zehnerpotenz ist die GroBenordnung.
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GréBenordnung | Begriindung
a) | 6,3-10% 102“‘. 6,3-10% ~ 10-10% = 10%
b) | 2,710 101 2,7-10% ~ 1-101% =101
c) [ 3,4-10712 10-12 3,4-102~ 1-10712 =10-12
d) [ 59-101 1 59-107' ~10:101 =1
e) 5-10-3 102 5-10-% ~ 10-10-% =102
f) [53-105Q 18Q=1MQ| 53-105 ~10-10° =108

Aufgaben c 76 bis 85

Die Darstellung von Zahlen mit Hilfe von Positionssystemen

13

Jeder endliche Dezimalbruch ist eine Summe aus Vielfachen von Potenzen der
Zahl 10 mit ganzzahligen Exponenten.

4 0 3
532,403 =500 30 -2 +% ‘i 10

=5-10243-1014+2-10°4 4-10-1 4 0-10-24 3-10-3

Das Wesen des dekadischen Positionssystems liegt darin, daB die Grundziffern 0,
1,2,3,4,5, 6,7, 8,9 die Vielfachheit derjenigen Zehnerpotenz bezeichnen, die
durch die Stellung (Position) der Grundziffer eindeutig festgelegt ist.
Die Vorteile dieses Systems bestehen darin, dal man relativ leicht rechnen und
beliebig groe Zahlen bezeichnen kann.
Diese Merkmale werden in der Gegeniiberstellung zum System der rémischen
Zahlzeichen besonders deutlich. Dort werden mit Hilfe der Grundziffern

I=1 X=10 C =100 M = 1000

V=5 L =50 D =500
alle iibrigen Zahlzeichen auf der Grundlage der Addition oder Subtraktion der
zugehorigen Zahlen gewonnen.
1=0L2=NI=I14+0L3=II=1I+1+1
4=IV=V-1;5=V; 6=VI=V 41
444 = (500 — 100) 4 (50 — 10) 4 (5 — 1) = CDXLIV
Es gibt kein Verfahren dafiir, wie man aus den genannten Grundziffern Zahl-

zeichen zur Bezeichnung beliebig grofler Zahlen gewinnen kann. Das schriftliche
Rechnen ist sehr schwierig.
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DaB das romische Zahlzeichensystem durch das arabische abgelést wurde und
sich letzteres international durchgesetzt hat, liegt in der schwerfilligen Hand-
habung des romischen Zahlzeichensystems begriindet. Das System entsprach
nicht mehr den Bediirfnissen der Praxis (Wirtschaft, Wissenschaft).

Jede natiirliche Zahl, die groBer als 1 ist, kann als Basis fiir ein Positionssystem
benutzt werden.

Stets gilt es, eine gegebene Zahl in eine Summe von Vielfachen der Potenzen
dieser Basiszahl zu zerlegen und die Koeffizienten in der entsprechenden Reihen-
folge anzuordnen. Fiir das Zweiersystem (Dualsystem) ist die Tabelle der Po-
tenzen der 2 Grundlage fiir die Zerlegung.

w Mw L e |8 s | m |~ ] =] =] =8 ]
n 1 1 1 1 1
2n 1 |2 |4 |8 [16]32 2 T |7 1l% |63
a) 37 = 32 + 4 +1
i + 4
3.100 +7-100= 1-2840-2040-2341-2240-211-20
A
} { { { {
3 The =01 0 0 1 0 1],
1 1
b) 6,625 = 4 2 +E .|.i
i i 4 |
6-100+6+10-142:10-24+5-10-8= 1-2241:214-0-2041-2-14-0-2-21-2-3
§ (R S R R
[6, 6 2 5L =[1 1 0, 1 0 1],

Wir erkennen, daB als Koeffizienten der Zerlegung nach Zweierpotenzen nur
0 und 1 vorkommen.

Das Rechnen im Dualsystem ist leichter, allerdings auch zeit- und platzauf-
wendiger.

|

a) 2l 10101 h)zl-lﬁ 10101 - 1110
+ldest 1110 21 10101
35<> 100011 84 10101

204 101010
100100110

Auf der Grundlage des Dualsystems ist der Einsatz von Rechenautomaten
méoglich. Die beiden Ziffern 1 und 0 kénnen als zwei entgegengesetzte elektrische
Zustinde (Spannung vorhanden — keine Spannung vorhanden) realisiert werden.
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Potenzfunktionen mit Gleichungen der Form y = x" (n <1,
n ganzzahlig)

14

Das Bild der Funktion y = x! ist uns als Spezialfall der linearen Funktionen
mit Gleichungen der Form y = mx fiir m = 1 bekannt.

@ Wie verliuft das Bild der Funktion y = x! im gesamten Definitionsbereich
dieser Funktion? Welchen Verlauf hat das Bild der Funktion fiir — co << x << 0
und 0 < x << co? Welche besonderen Eigenschaften hat diese Kurve?

Das Bild der Funktion f(x) = 1 d. h. f(x) = 1 (x 5= 0), ist die Parallele zur
x-Achse im Abstand 1, die allerdings an der Stelle x = 0 eine Liicke hat, da 0°
nicht definiert ist. Wir bilden nun durch Erweiterung folgendermaBen eine neue
Funktion:

a9, falls x & 0
FB =11, falls = = 0.

Das Bild dieser Funktion f)(x) ist nun lickenlos.

Wir betrachten nun mit Hilfe der Bilder C11 und C12 den Kurvenverlauf der

Bilder der Funktionen y = x" (n =< —1, ganzzahlig). Diese Kurven heiBen

Hyperbeln.

1. Hyperbeln bestehen aus zwei Teilen, den Hyperbelisten.

2. Die Funktionen y = x7" (n gerade, n > 0) sind gerade Funktionen, die Funk-
tionen y = x7" (n ungerade, n > 0) sind ungerade Funktionen.

Potenzfunktionen (Exponent n ganzzahlig, n < 0)

5

V=X

A (%1)

Definitionsbereich: -eo<x<0 und 0<x<+oo

Definitionsbereich: - eo<x<0 und O<x<+eeo

Wertevorrat: ~co<y<0 und O<y<+oo Wertevorrat: 0<y < + o=

7



Begriinden Sie die Feststellungen im Punkt 2!

3. Gerade Funktionen liegen axialsymmetrisch zur Ordinatenachse, ungerade
liegen zentralsymmetrisch zum Koordinatenursprung (Bilder C13 bis C16).

4. Die Bilder aller geraden Funktionen dieses Typs gehen durch die Punkte
P(—1;1) und P(1; 1), die aller ungeraden durch die Punkte P(—1; —1) und
P(1;1).

5. Die Hyperbeln vom Typ y = x™ (n > 0, ganzzahlig) gehen nicht durch den
Koordinatenursprung. Die Ordinatenachse ist Asymptote.

Untersuchung der Monotonieverhdltnisse
15

Aus den Bildern C13, C14, C15 und C16 kénnen wir die folgenden Gesetz-
miBigkeiten fiir Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten entnehmen.
‘Wir betrachten dabei nur positive Argumente.

Fiir Potenzfunktionen mit positiven Exponenten (z. B. n = 1, n = 2) gilt:
Je groBer x, desto grofler y und je kleiner x, desto kleiner y, d. h., aus x; < x,
folgt y; < y,-

Die Funktionen sind im Intervall 0 < x << + oo monoton wachsend.

Fiir Potenzfunktionen mit negativen Exponenten (z. B. n = —1, n = —2) gilt:
Je groBer x, desto kleiner y und je kleiner x, desto gréBler y, d. h. aus x; < x,
folgt y, > y,.

Die Funktionen sind im Intervall 0 < x << + oo monoton fallend.
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Die Anndherung an die Stelle x =0
16

a) Untersuchen Sie fiir die Funktionen mit den Gleichungen
y=zxY y=ux93 y=2x5 sowie y=2x2 y=2x4, y=x"0

das Verhalten bei Anniherung an das Argument 0, indem Sie Wertetafeln
't d A t — l . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 . l .
mi en tgumen en x = 13 10 H 100 H m s —1; —E H —W 5

1
—_—— !
1000 aufstellen
b) Untersuchen Sie fiir dieselben Funktionen das Verhalten fiir dem Betrage

nach sehr groBe Argumente, indem Sie Wertetafeln mit den Argumenten
x=1;10;100; 1000; —1; —10; —100; —1000 aufstellen!

Fiir wachsende x > 0 und fallende x < 0 nihern sich die Hyperbeln immer mehr
der x-Achse. Fiir wachsende x im Intervall —1 < x < 0 und fiir fallende x im
Intervall 0 << x << +1 nithern sich die Hyperbeln immer mehr der y-Achse
(Bilder C11 und C12).

Bestimmen Sie die Monotonieintervalle der geraden und der ungeraden Potenz-
funktionen!
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Die Kurvenschar mit Gleichune ** Form y = x" (n be-
liebig ganzzahlig)

17

Damit wir erkennen, welchen EinfluB der ganzzahlige Parameter n in der Glei-
chung y = 2" auf die Gestalt der Kurve hat, betrachten wir die zu den Expo-
nenten n € {—4, —3, —2, —1,0, 1,2, 3,4} gehérenden Kurven in einem gemein-
samen Koordinatensystem (Bild C17).

n=3 n=2
Y i o d
[N i/ nel
Ny
\|\: Tl
il //
e/
W
W
\Q /
N n=0
4 AN n=-1
e NN NSt s
T 1 2l X
-1k y-x"
I \\
/ \
\
) \
/ |
1
|
[

Bei n = —1 liegt der Fall der indirekten Proportionalitit vor, bei n =1 der
Fall der direkten Proportionalitit.

Erldutern Sie, welchen Einflul der Exponent auf den Verlauf der Kurven hat,
die zu den Funktionsgleichungen y = x" gehoren!

Potenzfunktionen mit Gleichungen der Form y = a - 2" (a > 0; n beliebig ganz-
zahlig) treten uns in zahlreichen physikalischen Gesetzen gegeniiber.

pr=10_.. 2

Der Widerstand R eines Drahtes der Linge I und mit dem spezifischen Wider-
stand p ist indirekt proportional dem Querschnitt 4

(man schreibt dafiir auch
]
R I)'
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Wird beispielsweise der Quex lie Hiilfte verringert,so wird der Wider-
stand doppelt so groB.

k-m, -m,
b pa b

(k-my- - =
Die Kraft F, mit der sich zwei Massen m, und m, gegenseitig anziehen, ist
umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung r der Massen von-

1
einander. (F ~ —2)
r

(k ist eine Konstante, die Gravitatiouskonstante)
Wird beispielsweise der Abstand der Massen verdoppelt, so sinkt die Kraft-
wirkung auf den vierten Teil ab.
@ Formulieren Sie an Hand der folgenden Tabelle, wie sich die Verinderung des
Arguments auf die Verinderung des Funktionswertes bei den Funktionen

y=236-2>und y = ;3\:—2 auswirkt!

= 36
y = 36x2 e -
Verinde- x y Verinde- |[x |y Verinde-
rung des rung des rung des
Argiments f‘v::;tsions- 5::'::?"“5'
2 144 9 9
[ ¢ 4
.9 7
4 576 = 144 - 4 i || 2ps= -
2 144 9 9
EI iz P
6 | 1206—144-9 6 [1=5
6 1296 6 1
C D 2 D 5
[:2] 1296 2 2
3 324 = < 3 b1k Ij
6 | 1296 e s
(2] C ms | D[ 3
2 | m=—— 3 |gais

Aufgaben ¢ 86 und 93
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Bei der Projektion von Dias verringert sich die Helligkeit der Bilder auf der
Projektionswand je weiter wir den Bildschirm vom Projektor abriicken.
Die Beleuchtungsstiirke nimmt im Quadrat der Entfernung von der Licht-
quelle ab. Dieses Gesetz kann mit Hilfe einer Potenzfunktion vom Typ
y = ax~? dargestellt werden.



D. Potenzfunktionen (Exponent rational)

Seite Seite
83  Zur Wiederholung 98 Multiplikation und Division von
85 Intervallschachtelungen ‘Wurzeln — Radizieren von Produkten
89 Gleichwertigkeit von Intervall- und Quotienten
schachtelungen 99 P ieren und Radizieren von
90 Unendliche Dezimalbriiche Wurzeln — Radizieren von Potenzen
99 Rationalmachen des Nenners
92 Definition der Wurzel 100 Wurzelfunktionen
94 Potenzen mit rationalen 102 Eineindeutige Funktionen
Exponenten . 104 Umkehrfunktionen
96 Rechenregeln fiir Potenzen 106 Umkehrung der Potenzfunktionen
mit rationalen Exponenten 106 Bilder zueinander inverser Funk-
97 Addition und Subtraktion von Wurzeln tionen

Zur Wiederholung
1

Die Gleichung x* = 2 ist im Bereich der rationalen Zahlen nicht lgsbar.

Beweis: Wir fiihren den Beweis indirekt, das heiBt, wir nehmen an, es gibe eine
rationale Zahl x, die die Gleichung x* = 2 erfiillt. Fiir diese Zahl x existiert nach
Annahme eine Darstellung:

x= % » (p» q ganzzahlig und g == 0).

Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung folgt

@) p* = 2¢*

Wir denken uns die Zahlen p? und 2¢? in Primfaktoren zerlegt. Der Primfaktor 2
mége in der Primzahlzerlegung von p m-mal (m = 0, 1, 2, ...) und in der Prim-
zahlzerlegung von g n-mal (n = 0, 1, 2, ...) vorkommen. Dann wiirde der Prim-
faktor 2 auf der linken Seite der Gleichung (1) 2m-mal und auf der rechten Seite
(2n + 1)-mal auftreten. Da

2m 4 2n + 1 (m, n natiirliche Zahlen)

ist, wiirde der Primfaktor 2 in den Primzahlzerlegungen von p? und 2¢? in ver-
schiedener Anzahl auftreten. Das ist aber nicht méglich, denn es kann gezeigt
werden, daB sich jede natiirliche Zahl eindeutig in Primfaktoren zerlegen laBt.
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Die Annahme, es gibe eine rationale Zahl, die Losung der Gleichung x? = 2 ist,
ist damit widerlegt.

Es lassen sich beliebig viele andere Gleichungen angeben, die im Bereich der
rationalen Zahlen nicht lésbar sind.

Die Tatsache, daB es keine rationale Zahl x gibt, fiir die x? = 2 gilt, bedeutet
geometrisch: Es existieren Strecken, die nicht mit d 1t MalB g
werden konnen. Solche Strecken heiBen inkommensurable Strecken. Das Bild D1
zeigt ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck, dessen Katheten die Liinge 1

haben. Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC hat die MaBzahl% .Dannist4- % =2

die MaBzahl des Flicheninhalts des Quadrates ABDE. Hitte nun die Quadrat-
seite bzw. die Hypotenuse AB bei der verwendeten Lingeneinheit (die Kathete
des Dreiecks ist die Einheitsstrecke) eine rationale Zahl x als MaBzahl ihrer Linge,
so miiBte fiir diese rationale Zahl x gelten:

B=2,
D
£ 8 B
A
A 1 P 2
D1 D2

Wir wissen aber bereits, daB diese Gleichung keine rationale Lsung hat. Die
Kathete und die Hypotenuse des Dreiecks ABC besitzen demnach kein gemein-
sames MaB, sie sind inkommensurabel. Wiirde man sich auf die rationalen Zahlen
beschriinken, so kénnte man der Hypotenuse des gegebenen Dreiecks keine MafB-
zahl fiir ihre Linge zuordnen.

Die Bildpunkte der rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden nennen wir ratio-
nale Punkte. Wir behaupten nun, daB auf der Zahlengeraden auch ,,nichtrationale
Punkte*, das heiBt Punkte, denen keine rationale Zahl zugeordnet werden kann,
existieren. Wir zeichnen iiber der Einheitsstrecke der Zahlengeraden das eben
betrachtete rechtwinklig-gleichschenklige Dreieck, so daf8 die Kathete AC mit
der Einheitsstrecke 01 zusammenfillt (Bild D2). Um den Punkt O zeichnen
wir mit dem Radius AB den Kreis, der die Zahlengerade in P schneidet. Wie
wir schon wissen, hat die Linge der Strecke OP = AB keine rationale MaBzahl.
Folglich kann dem Punkt P keine rationale Zahl zugeordnet werden. Deswegen
wollen wir den Punkt P einen nichtrationalen Punkt nennen.
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Man kann zeigen, daB auf der Zahlengeraden unendlich viele nichtrationale
Punkte liegen. Das ist insofern erstaunlich, als wir gelernt haben, daB die ratio-
nalen Punkte auf der Zahlengeraden iiberall dicht liegen. Man nennt die nicht-
rationalen Punkte der Zahlengeraden auch Liicken.

Aufgaben d 1 und 2

Intervallschachtelungen

2

Wollen wir jedem Punkt der Zahlengeraden eine Zahl zuordnen, so miissen wir
den Zahlbereich nochmals erweitern. Diese Erweiterung zum Bereich der reellen
Zahlen soll in den folgenden Lerneinheiten skizziert werden. Es gibt keine ratio-
nale Zahl x, fiir die x> = 2 gilt. Wir kénnen aber rationale Niherungswerte an-
geben, deren Quadrate sich von der Zahl 2 beliebig wenig unterscheiden.
Geometrisch bedeutet das, da wir rationale Punkte angeben konnen, die dem
Punkt P in Bild D2 beliebig nahekommen. Aus dem Bild D2 entnehmen wir,
daB der nichtrationale Punkt P zwischen den rationalen Punkten 1 und 2 liegt.
Wir betrachten das abgeschlossene Intervall I, = (1;2) in der Menge der ratio-
nalen Zahlen. Wir verstehen also hier! unter dem Intervall {a; by mit a < b die
Menge aller rationalen Zahlen x, fiir die a < x < b gilt. Als Liinge des Intervalls
bezeichnet man die Differenz d = b — a.

Das Intervall I, = (1;2) zerlegen wir in die 10 gleich langen Teilintervalle

<L,0; L1, <1,1; 1,2}, ..., <1,8; 1,9), <1,9; 2,0>

und suchen dasjenige Intervall I, = {ay; b,), fiir das a< 2 < b3 gilt. Es ist
dies das Intervall (1,4; 1,5) mit der Linge d, = 0,1; denn es ist

142 =196 <2< 2,25 = 1,52,

Teilen wir I, abermals in 10 gleich lange Teilintervalle, so erhalten wir die Inter-
valle

(1405 1,415, <1,415 1,425, ..., <1,48; 1,49, (1,49; 1,50>

Unter diesen Intervallen suchen wir dasjenige Intervall I, = {ay; b;) heraus,
fiir das a§ << 2 << b2 gilt und erhalten I; = (1,41; 1,42) mit der Linged, = 0,01;

denn es ist
1,412 =1,9981 < 2 < 2,0164 — 1,422 <1; 2)

5 ) 22, 422, s 15
Das Verfahren 1iBt sich beliebig weit (1415 1,42)
fortsetzen, ohne daB es abbricht. Nach 1) <1414, 1,415)

weiteren Schritten erhalten wir die
nebenstehende Intervallfolge. (1.4142; 1,4143)
(1,41421; 1,41422)

Das ,,usw.* soll hier bedeuten: Wenn (1,414213; 14142185

man noch so viele Intervalle berechnet

hat, so kann man immer noch belie- usw.
*Auch bei den im folgenden behandel I 1l h ren handelt es sich stets um Intervalle im

Bereich der rationalen Zahlen.
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big viele weitere Intervalle ermitteln, ohne jemals fertig zu werden. Die Inter-
valle der Folge wurden so gewihlt, daBl jedes Intervall das folgende umfaft.
Die Lingen der Intervalle sind der Reihe nach:

1 1 1 1 1 1

L. 76" 100 7000’ 10000 100000 ° 1000000 """

Da das beschriebene Verfahren nie abbricht, werden die Intervallingen kleiner
1
als jede der Zahlen o n=0,1,2,3,...).

Durch die Enden jedes Intervalls ist ein Paar von Niherungslosungen der Glei-
chung 22 = 2 bestimmt. Der Fehler der Naherungswerte a, und b, (n = 1,2,3,...)
ist kleiner als die Linge d,, = b, — a,, des Intervalls {a,; b,).

Die Veranschaulichung auf der Zahlengeraden zeigt, daB der nichtrationale
Punkt P des Bildes D2 auf jedem Stiick der Zahlengeraden liegt, das durch die
rationalen Punkte a, und b, abgegrenzt wird. Wir erhalten auf der Zahlen-
geraden eine Folge ineinanderliegender oder ,ineinandergeschachtelter* Inter-
valle, die sich auf den Punkt P ,,zusammenziehen* (Bild D 3). Deswegen wollen
wir sagen:

Die konstruierte Intervallfolge (1) besti den nichtrationalen Punkt P, oder
durch die ineinandergeschachtelten Intervalle wird der Punkt P bestimmt.

\\\
s

1w 142

T4k P 7475
D3

DEFINITION: Unter einer Intervallschachtel v ht man eine Folge von
abgeschlossenen Intervallen

LI, I, I, ..

die folzenden Bedi -

B

1. Jedes Intervall umfafit das folgende
LOIL, DL OIL,0D...

2. Mit wachsendem n werden die Lingen der Intervalle I, kleiner als jede der
Zahlen

1 1 1
*70° 100° 1000° "7

1
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Bezeichnet man die Intervalle I, I,, I, I,, ..., I,, ... der Folge der Reihe nach mit
{ay3 by, <53 byys g3 bydy <ag; byds .s @3 by) ..o

so gilt fiir die rationalen Zahlen a, und b,,:

<< ;<< ., . . S0, ShSh<b,< b,

Das Zeichen ,,<‘ wurde gesetzt, weil zwei oder mehrere aufeinanderfolgende
Intervalle ein gemeinsames Ende haben kénnen. Die Intervallschachtelung, die
durch die rationalen Zahlen @, und b, erzeugt wird, wollen wir mit ,,(a,/b,)*
bezeichnen.

Wir wollen der Kiirze wegen auch die Veranschaulichung eines Intervalls bzw.
einer Intervallschachtelung auf der Zahlengeraden ein Intervall bzw. eine Inter-
vallschachtelung nennen. DaB durch jede Intervallschachtelung ein Punkt auf
der Zahlengeraden bestimmt wird, ist anschaulich einleuchtend. Deshalb fordern
wir, daB der folgende Grundsatz gilt.

GRUNDSATZ: Jede Intervallschachtel besti auf der Zahlengerad
genau einen Punkt.

Es 148t sich auch umgekehrt zu jedem Punkt der Zahlengeraden eine Intervall-
schachtelung angeben, die diesen Punkt bestimmt.

Tlechachtel

g fiir den rationalen Punkt 0,3 angegeben

Es soll eine Interv
werden.
Die Intervallfolge
<05 1)
<0,3; 0,4>
(2) <0,33; 0,34)
€0,333; 0,334)
<0,3333; 0,3334)

usw.

stellt eine Intervallschachtelung dar, durch die der rationale Punkt 0,3 bestimmt
wird (Bild D4).

0
I 1 1 A - 1 1 1 1 1 Z

g3 03 04

L J

& ‘ 434
D4
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DI 4

Begriinden Sie, daB8 die Folge (2) eine Intervallschachtelung ist!

Da der rationale Punkt 0,3 allen Intervallen der Folge (2) angehort, kénnen wir
auch schreiben:

0<03<1
0,3< 0,3< 04
0,33 < 0,3< 0,34
0,333 < 0,3 < 0,334
0,3333 < 0,3 < 0,3334
usw.

Wir sagen in diesem Falle:
Die Intervallschachtelung (2) bestimmt die rationale Zahl 0,3.

SATZ: Jede rationale Zahl lifit sich durch eine Intervallschachtel b

8

Es soll eine Intervallschachtelung fiir die Zahl 3 angegeben werden.
Die Intervallfolge

2; &
2,9; 3,15
(3)  <2,99; 3,015
¢2,999; 3,001>
¢2,9999; 3,0001

usw.

stellt eine Intervallschachtelung (a,/b,) dar, durch die die rationale Zahl 3 be-
stimmt wird ; denn fiir alle n gilt

L i,
Weisen Sie nach, daB8 der Strecke

OP = 0Q im Bild D5 keine rationale
MaBzahl fiir ihre Linge zugeordnet
werden kann, wenn die Strecke e
Einheitsstrecke ist (a =e)! Geben
Sie eine Intervallschachtelung an,
durch die der Punkt @ bestimmt
wird! Nehmen Sie als erstes Inter-
vall I, =(2;3), und gewinnen
Sie jedes folgende Intervall durch 7 . 7 70

s»Zehnteilung® des vorhergehenden!
D5

ZUSAMMENFASSUNG:

Jede rationale Zahl 1iBt sich durch eine Intervallschachtelung bestimmen.
Jede Intervallschachtelung, ganz gleich, ob sie eine rationale Zahl be-
stimmt oder nicht, bestimmt eindeutig auf der Zahlengeraden einen Punkt.
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Gleichwertigkeit von Intervallschachtelungen
4

Der nichtrationale Punkt P im Bild D2 148t sich nicht nur durch eine einzige
Intervallschachtelung bestimmen. Die folgende Intervallschachtelung bestimmt
ebenfalls diesen Punkt.

m Wir halbieren das Intervall I} = (1;2) und betrachten dasjenige Teilintervall
{ay; by, fiir das
a’ <2< by
gilt. Wir erhalten das Intervall I, = (1,0;1,5); denn es ist
1,02<< 2 << 1,52
Das Intervall I, wird abermals halbiert und das Intervall I = {aj; b} so
bestimmt, daB
at <2< by?
gilt. Man erhilt I, = (1,25; 1,50); denn es ist
1,25% = 1,5625 < 2 < 2,2500 = 1,502,

Auch dieses Verfahren 148t sich beliebig weit fortsetzen. Man erhilt so die Inter-
vallfolge

a; 2
1,0; 1,55
{1,25; 1,505
<1,375; 1,500)
4)  (1,3750; 1,4375)
<1,40625; 1,43750>
{1,406250; 1,421875>
(1,4140625; 1,4218750)

usw.

Auch die Folge (4) stellt eine Intervallschachtelung dar. Die Veranschaulichung
auf der Zahlengeraden zeigt, daB sich diese Schachtelung nicht so schnell wie
die Folge (1), schlieBlich aber auch auf den Punkt P zusammenzieht (Bild D6).
Jeder Punkt der Zahlengeraden lifit sich durch unendlich viele Intervall-
schachtelungen bestimmen. Alle Inlervallschachteluugen, die sich auf denselben
Punkt zusammenziehen, nennen wir gleichwertig oder iquivalent.!

.7,
JZ
1 125 1375 l5 2
JREA
J
P

D6
* Die Aquivalenz zweier htel 1dBt sich auch rein arithmetisch definieren.
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Die Intervallfolgen (1) und (4) sind dquivalente Intervallschachtelungen.

N ok

Alle mit einer geg Interv htelung dquivalenten Schachtelungen
fassen wir zu einer Klasse zusammen. Zwei verschiedene Klassen konnen dann
nicht dieselbe Intervallschachtelung enthalten, da jede Schachtelung nur in
einer Klasse vorkommt.

SATZ: Jedem Punkt der Zahlengeraden liBt sich umkehrbar eindeutig eine Klasse

gleichwertiger Inter lung

Da jedem Punkt der Zahlengeraden eine Klasse dquivalenter Intervallschachte-
lungen umkehrbar eindeutig zugeordnet werden kann, wird die Zahlengerade
liickenlos erfaBt. Diese Klassen bilden den Bereich der reellen Zahlen.

DEFINITION: Eine reelle Zahl ist die Klasse aller Intervallschachtelungen, die

mit einer besti Intervallschachtelung gleichwertig sind.

Die Menge der Intervallschachtelungen, die sich auf den nichtrationalen Punkt P
im Bild D2 zusammenziehen, ist eine reelle Zahl a, von der man nachweisen
kann, daB a® = 2 gilt. Wir bezeichnen diese Zahl a mit ,,\/2“.

Entsprechend ist die Menge der Intervallschachtelungen, die sich auf den nicht-
rationalen Punkt Q (Bild D 5) zusammenziehen, eine reelle Zahl. Diese reelle Zahl
bezeichnen wir mit ,,\/5“.

Bestimmt eine Intervallschachtelung eine rationale Zahl, so nennen wir die
Klasse, der diese Schachtelung angehért, eine rationale reelle Zahl. Alle anderen
Klassen heiBlen irrationale reelle Zahlen. Jeder rationalen Zahl entspricht dann
genau eine rationale reelle Zahl und umgekehrt.

Die Ordnung und die Rechenoperationen im Bereich der reellen Zahlen werden
so definiert, daB sich die rationalen reellen Zahlen beim Vergleichen und Rechnen
wie die ihnen zugeordneten rationalen Zahlen verhalten. Deshalb kénnen wir
die rationalen reellen Zahlen durch die rationalen Zahlen ersetzen.

SATZ: Die Menge der reellen Zahlen enthiilt als Teilmenge die Menge der ratio-
nalen Zahlen.
Aufgaben d 3 bis 7

Unendliche Dezimalbriiche

5

Die in der Lerneinheit D2 angegebene Intervallschachtelung (1) ist bereits durch
die linken Enden (oder auch durch die rechten Enden) eindeutig bestimmt.
Diese linken Enden liefern die Ziffern einer Dezimalentwicklung, die wir als Be-

zeichnung der reellen Zahl \/2 ansehen kénnen. Die mit

1,414 213 562 373 095 048 801 688 7...
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beginnende Dezimalentwicklung ist ein unendlicher nichtperiodi cher Dezimal
bruch, der nur eine abgekiirzte Schreibweise der betrachteten Schachtelung ist.
Analog erhilt man fiir jede irrationale Zahl a einen unendlichen nichtperiodischen
Dezimalbruch, indem man die Schachtelung betrachtet, die man durch fortge-
setzte Zehnteilung desjenigen Intervalls (g; g + 1) (g ganzzahlig) erhilt, fiir das
g<a<g+1 gilt.

Jede rationale Zahl 148t sich durch einen unendlichen periodischen Dezimalbruch
darstellen.

a) % = 0,3333... b) 3 = 3,0000... ¢) 5,32 = 5,320000... d) i—i =0,675675...

Die Dezimalbriiche 5,320000 ... und 5,319999 ... stellen dieselbe rationale Zahl
dar (vgl. Ubung D 3b). Um Eindeutigkeit zu erzielen, schlieBen wir eine der
beiden Darstellungsméglichkeiten — und zwar die zweite — aus. Wir wollen stets
verlangen, daB in einer Dezimalbruchdarstellung von keiner Stelle an alle Ziffern
simtlich gleich 9 sind. Somit gilt:

SATZ: Jede reelle Zahl liBt sich auf genau eine Weise durch einen unendlichen
Dezimalbruch darstellen.
Umgekehrt stellt auch jeder unendliche Dezimalbruch genau eine reelle Zahl dar.

a) Geben Sie fiir die reelle Zahl, die durch den Dezimalbruch 0,5151151115 ...
dargestellt wird, eine Intervallschachtelung an!

b) Schreiben Sie die Dezimalbriiche 5,320 und 5,319 als Intervallschachtelungen!
Veranschaulichen Sie diese Intervallschachtelungen auf der Zahlengeraden!
Uberlegen Sie sich, daB diese Schachtelungen dquivalent sind! Betrachten Sie
von beiden Schachtelungen nur die linken Enden!

Als Variablen fiir reelle Zahlen wihlen wir kleine lateinische Buchstaben. Die
Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit ,, P,

Auf eine Definition der Ordnung und der Rechenoperationen sowie auf den
Nachweis der Rechengesetze verzichten wir hier.

Beim numerischen Rechnen arbeitet man mit den rationalen Niih g ten
a, und b, der durch die Intervallschachtelung (a,/b,) besti reellen Zahl.
Ersetzt man die beiden durch Addition, Multiplikation, Subtraktion und Division
zu verkniipfenden reellen Zahlen durch hinlinglich gute Niherungswerte, so
kann man das Resultat der Verkniipfung mit jeder gewiinschten Genauigkeit
erhalten.

So ist beispielsweise
J2+/5~ 1414 + 2,236 = 3,650
oder
V2 ++/5 ~ 1,4142 4 2,2360 = 3,6502.
Fiir das Rechnen mit reellen Zahlen gelten folgende Gesetze:
1. Fiir zwei beliebige reelle Zahlen a und b gilt entweder
a<b oder a=b oder a>b.
9. Im Bereich der reellen Zahlen sind die Addition und die Multiplikation stets

eindeutig ausfiihrbar. Beide Operationen sind kommutativ und assoziativ:
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at+b=b+a eb=b-a

at+(b+ec)=(a+b)+c a-(brcy=(a-b)-c
Es gelten die Monotoniegesetze: Aus a << b folgt
atc<b+tec | a-c<b-c fir ¢>0.

Die Multiplikation ist beziiglich der Addition distributiv:
ab+c)=a-b+a-c.

3. Fiir das Rechnen mit den Zahlen 0 und 1 gilt:
a+0=a | al=a

4. Die Gleichung a +- x = b hat stets eine cindeutig bestimmte reelle Losung.
Diese lautet x = b — a.
Die Gleichung a-x=» hat fiir @ 4= 0 stets eine eindeutig bestimmte reelle

b
Losung. Diese lautet x = =

AuBerdem gelten alle anderen uns schon vom Rechnen mit rationalen Zahlen
bekannten Eigenschaften auch fiir das Rechnen mit reellen Zahlen, wie die
»»Vorzeichenregeln® fiir die Multiplikation sowie die Tatsache, daB ein Produkt
zweier reeller Zahlen genau dann Null ist, wenn wenigstens ein Faktor Null ist.
Ferner sei noch folgende Eigenschaft erwihnt: Ist n>> 0 eine natiirliche Zahl
und sind @ und b positive reelle Zahlen, so folgt aus a = b stets an = bn,

ZUSAMMENFASSUNG:

Die rationalen Zahlen und die irrationalen Zahlen bilden zusammen den
Bereich der reellen Zahlen P.

Eine reelle Zahl ist die Klasse aller Intervallschachtelungcu, die mit einer
bestimmten Intervallschachtelung gleichwertig sind.

Reelle Zahlen kénnen durch unendliche Dezimalbriiche dargestellt werden.
Die irrationalen Zahlen werden dabei durch nichtperiodische Dezimal-
briiche dargestellt.

Irrationale Zahlen kénnen beim Rechnen durch rationale Zahlen angenihert
werden.

Aufgaben d 8 bis 14

Definition der Wurzel

E

6

Es gibt genau eine positive reelle Zahl b, fiir die b3 = 2 gilt.
Beweis: Wir haben zu zeigen, daBl es

1. eine positive Zahl b mit b*> = 2 gibt,
2. auch nur eine positive Zahl b mit der verlangten Eigenschaft gibt.
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Noch ehe wir wissen, ob eine positive Zahl b existiert, fiir die b* = 2 gilt, konnen
wir bereits zeigen, daB es, wenn es iiberhaupt eine gibt, auch nur eine geben kann.
'Wir nehmen an, es gibe zwei verschiedene positive Zahlen b, und b,, fiir die gilt:

(%) b} =b3=2.

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, es sei
by < by.

Dann gilt aber

b3 < b}

im Widerspruch zu (*). Damit ist durch einen indirekten Beweis gezeigt worden,
daB es nur eine positive Zahl mit der obengenannten Eigenschaft gibt.
Die Existenz einer reellen Zahl b, fiir die b® = 2 gilt, zeigen wir, indem wir eine
Intervallschachtelung fiir die Zahl b angeben. Wir behaupten, die Zahl b, die
durch die Intervallschachtelung
1; 2)
1.2; 1,3)
<1,25; 1,26)
(5) <1,259; 1,260)
¢1,2599; 1,2600>
<1,25992; 1,25993)
usw.
dargestellt wird, geniigt der Gleichung b® = 2. Die dritte Potenz der Zahl b er-
halten wir durch die Intervallschachtelung
as 8
<1,728; 2,197)
{1,953125; 2,000376)
¢1,995616979; 2,000376000>
¢1,999899757799; 2,000376000000)
¢1,999995000191488; 2,000042622521647)

usw.

Diese Intervallschachtelung bestimmt die Zahl 2.
Zeigen Sie, daB genau eine positive reelle Zahl b existiert, fiir die b* = 2 gilt!

Allgemein gilt der folgende Satz, den wir ohne Beweis mitteilen:

SATZ: Ist a eine nichtnegative reelle Zahl und n eine positive ganze Zahl, so
existiert stets genau eine nichtnegative reelle Zahl b, fiir die b = a gilt.

Die nach Satz 8 eindeutig bestimmte Zahl b nennt man die n-te Wurzel aus ¢ und
bezeichnet sie mit ,,"\/ a't

DEFINITION: ./ a (a = 0; n positiv ganzzahlig) st diejenige nichtnegative reelle
Zahl b, fiir die b” = a gilt.
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Man nennt die nichtnegative reelle Zahl a den Radikanden und die positive
ganze Zahl n den Wurzelexponenten. Die Operation, die den Zahlen n und a die

Zahl b = w zuordnet, heiBt Radizi oder Wi lziek

Nach Definition 9 ist
(a =0, n positiv ganzzahlig).

Begriinden Sie, warum das Radizieren eine Umkchrung des Potenzierens ist!
Fiir welche Exponenten n und fiir welche Basen a ist diese Formulierung nur
sinnvoll ?

Es ist

a) 3/0,125 = 0,5, denn 0,5% = 0,125 y L . ( 1 )s =
b)%/81 =3, demn 3¢—81 227 2) 32
d) Vi =1, denn 1" =1 (n positiv ganzzahlig)

e) '{/(_) =0, denn 0" = 0 (n positiv ganzzahlig)

f)v; =a, denn a' =a

Es ist

\/3'_5=3 und \/@z .

Da eine Wurzel stets eine nichtnegative Zahl ist, gilt beispielsweise:

@ =lals Vat = |2f; YE—yf = |x —5].
Aufgaben d 15 bis 20

Potenzen mit rationalen Exponenten

vV ®

7

3/; ist nach Definition D9 diejenige nichtnegative Zahl b, fiir die b®= a? gilt.
Beweisen Sie, daB gilt: i/u2 = 6\/a‘ = i/a“ = l\z/a“!
SATZ: Ist a>> 0 und sind m, n und ¢ ganze Zahlen mit n > 0 und ¢ > 0, so ist

Beweis: Wir setzen VF =b und "W =b,
wobei b und b, positive Zahlen sind. Dann ist

(1) »=a™ und (2) b = a™-.

Potenzieren wir die Gleichung (1) mit ¢, so erhalten wir
3) b = ame.

Aus (2) und (3) folgt

by = bre,
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Da b, und b positive Zahlen sind, folgt

b, =b.

[Wire nimlich b, = b (b, > 03 b>> 0), so wiire auch b3° 4= b"]. Damit ist der
Satz 10 bewiesen.

— — 8 1 i — —
a) 2= 1) \/(%) =\/7 o) YB=1/a_2
Der Satz 10 kann auch folgendermaBen formuliert werden:
Wenn LS 1, 50 '{/a_'" = (/; (a> 0; m, n, u, v ganzzahlig; n> 0; v > 0)
n v

Fiir das Zeichen ,,'{/5“ fithren wir ein neues Zeichen ein, das die Abhingigkeit

der Zahl Uu_'" von dem Verhltnis —— der Exponenten erkennen la8t.
n

DEFINITION: Ist @ > 0 und sind m und n ganze Zahlen mit n > 0, so setzt man

m 1 -
a® = (a’"): - :/am

Nach dieser Definition ist a” diejenige positive Zahl b, fiir die b» = am gilt.
Es ist:

a™ = b genau dann, wenn b = a™.

m

Wir nennen die Zahl a® eine Potenz mit rationalem Exponenten. Somit haben

wir Potenzen fiir jeden rationalen Exponenten definiert. Ist der Expouent s

positiv, kann die Basis @ auch Null sein, denn es ist 4
m

0 =3/om=0 (m> 0).

Fiir m = 1 erhilt man aus der Definition 11 den Spezialfall

1
= —
n

a” ="/a | (a= 0 und n positiv ganzzahlig).

m
TIst n ein Teiler von m, so stellta™ eine Potenz mit ganzzahligem Exponenten dar.
In diesem Falle kann a — wie uns bereits bekannt ist — eine beliebige reelle Zahl
mit Ausnahme von Null sein.

4 - 1i=3 12 718 — = A
a)57=35 b)(—2—> 7;(7)7=\/(E) =Um ¢ Ysi=53
R
Aus Satz 10 folgt insbesondere, daB @™ nicht von dem speziellen Bruch ab-

hingig ist, der als Reprisentant des rationalen Exponenten L gewiihlt wurde.

Beispielsweise ist L
d e 8

a’ =a® =a% =a!

4 6 8

2
(@=0), a 3—-g6=qg%9=g 12 (a>0).

Sl
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Rechenregeln fiir Potenzen mit rationalen Exponenten

Die Potenzgesetze gelten auch fiir das Rechnen mit Potenzen mit rationalen
Exponenten.

b SATZ: Sind a und b positive reelle Zahlen, m,n, p und g ganze Zahlen und n
und q positiv, so ist:

m P m. P i |, dom m m\p  mp
M|a™ a7=a" 1| (@)|a" b =(a-b)" | (3) (a")‘l:a"v
Ferner gilt:

,1 m. 1 m m P
W|a =@y =L | & Wenn7<§,suisza:§a;mmzl.

ar

Sind die Exponenten— und £ positiv, so gelten die Regeln (1) bis (3) auch fiir
a =0 oder b=0.
Beweis zu (3): Wir setzen

m mp P np

a”™ =a" =u(u>0) und u7=u"_'1=v(v>0).

Dann ist u"? = a"? und v™ = u"p.

Aus diesen Gleichungen folgt v = a™».
4]
Daraus erhilt man mit v = u?

P \ng
u? =a™mp.,

m
Mit u = a” erhilt man

o

Dann ist aber (aT)T =am.
@ Beweisen Sie die Regel (2)!
Anleitung: Setzen Sie " =u (u> 0) und b” =v(v>0)!
Beweis zu (4): Es ist
m -m 1
- - — 1L
n—=g ® = (g = [-—\7 =
a " =a = (a-™) ( = )n

Nach Regel (2) gilt:

m m m m

a’ - (a»l)T = (a- afx);_. =17 =1.

96



Aus dieser Gleichung folgt

i -
(@) = % bzw. a " = lm
an an

1\14 1\L5

Zeigen Sie, daB gilt a) 314 < 315; b) (3) > (?) !

Anleitung: Fiihren Sie den Nachweis indirekt!

ERNES i,
a)3%.37.30 =37

1 1
Pl
3 6

c|_

=3

2
(3

ola

e

I
)" =a?=4a%(a=0)

1
4

L2 2
e)(p q ) P =ptq®(p>0;9>0)

e

Aufgaben d 21 bis 36

Addition und Subtraktion von Wurzeln

9

Da die Multiplikation reeller Zahlen beziiglich der Addition distributiv ist, konnen
wir gewisse Summen, in denen Wurzeln als Summanden auftreten, vereinfachen.

a) Es ist ein Niherungswert mit einer Genauigkeit von drei Dezimalstellen fiir
die Summe

s=2245,3—-8/2—-2/3

zu berechnen.
Es ist

2/2+5/3-8/2-2/3=2-8)/2+(5—-2)/3=—6/2+3/3
s A —6-1,4142 + 31,7321 = —8,4852 + 5,1963 = —3,2889

Man erhilt
s~ —3,289.

b)33Yx+4Yx—5Yx=YxB+4—5 =2Yx (x=0)

Durch Addition und Subtraktion lassen sich nur Wurzeln mit gleichen Wurzel-
exponenten und gleichen Radikanden zusammenfassen.

Aufgaben d 37 bis 40
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Multiplikation und Division von Wurzeln — Radizieren von
Produkten und Quotienten

10

Die folgenden Beispiele zeigen, dal wir Produkte und Quotienten von Wurzeln
berechnen kénnen,indem wir die Wurzeln als Potenzen mit rationalen Exponenten
schreiben und danach die Potenzgesetze anwenden.

E] n)\/é-
b)/a-

(@=0;5>0)
Fiir verschiedene Aufgaben ist es zweckmiBig, die Regeln fiir Potenzen mit

rationalen Exponenten in der Wurzelschreibweise zu formulieren. So erhiilt man
aus der Regel (2) des Satzes D12 fiir m = 1:

(29)

Entsprechend gilt:

(b) Ye= |2 (@z0;b>0)

Wie erhilt man aus der Regel (2) des Satzes D12 die Regel (2b)?

BYO)

Mit den Regeln (2a) und (2b) kénnen wir die Aufgaben aus dem Beispiel D 13
kiirzer wie folgt losen:

a)\/3-/12=1/36=6 bJVa-Ya=Ya-ta=ta @=0)
\/a
i/b

E a)i/Zazb \/4ab2 \/2a 44155 8a%°® _ 2ab

9c? T 3¢

\/— (@=0; b>0)

952 3 ) 27¢3 3¢
(@=0;06=0;¢>0)

b)(\/ﬂ—\/@)g(\/ﬂ)zf?x/?:'\/5+(\/5)’
=243y —2/6xy (x=0;y=0)
Aufgaben d 41 bis 49
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Potenzieren und Radizieren von Wurzeln — Radizieren von
Potenzen

11

Aus der Regel (3) des Satzes D12 erhélt man fiir m = p = 1:

(et it
bzw.

@3a)

und firm =q=1:

1\p P
a"| =an

bzw.
(3b) G)P \/aP (a>0)
YV B=ViE=\2 1) ’w?= 35/
V3 3=Yo3 =Y P1=Vi2i=/3 Y =Ymomp

3/ 2% 13 3/ 3/
e)\/a”—\ B=\a~a2=a2\/a2
3

3=y 3 3
anders: \/a= = /azfa2 /az

VVa=Va="Ya

Ve = Var=Ula; Ya¥i=1/a"" @1 0)

Aufgaben d 50 bis 53

Rationalmachen des Nenners

12

Die Berechnung von Niherungswerten fiir die Zahl j ( \/2 “1’4514_2)

laBt sich vereinfachen, wenn man den Bruch —— mit v /2 erweitert:

5 _ 542 542 ocsum,
\/2 . \/2 2
Durch das Erweitern haben wir einen Bruch erhalten, dessen Nenner rational
5
NG

e 99

ist. Wir sagen deshalb: Wir haben den Nenner des Bruches rational gemacht.



Die Nenner folgender Briiche sind rational zu machen.

\/7 + \/ . Durch Erweitern mit \/7 + \/g erhilt man:

VT VE

VI+Vs _ WTHVE 142345 12423
NI N W v R 2
=6++/35
b) 5?5 . Diesen Bruch erweitern wir mit i/ 24;
v —
5 _ 5-yY2 5.2 550
v

2 Y2 Yn o 2

— (a> 0) ist so zu erweitern, dall im Nenner des erweiterten
a

Bruches kein Wurzelzeichen auftritt.

1 \/a \/a

Vo JaJa e

Wir sagen auch hier: Wir haben den Nenner des Bruches
obwohl\/a auch eine rationale Zahl sein kann. \/
Kommen im Nenner eines Bruches Wurzelzeichen vor, so sprechen wir ganz all-
gemein vom Rationalmachen des Nenners, wenn es gelingt, durch Erweitern
einen Bruch zu erhalten, dessen Nenner keine Wurzelzeichen enthilt.

Der Bruch

1
= rational gemacht,
a

\/b \/c(b>0 c=0;bc)

Durch Erweitern mit \/E + \/; erhilt man:

a(\/b++/e) a(y/b+ /o)

Wr—JOWb+Ja  b—¢

Aufgaben d 54 und 55

Wurzelfunktionen

13

Nach Satz D8 existiert zu jeder nichtnegativen reellen Zahl x genau eine nicht-
negative reelle Zahl y, fiir die y = \/x gilt. Demzufolge kénnen wir fiir x > 0
die Menge f aller geordneten Paare

[%y] = [xV/4]

bilden. Da zu jedem x = 0 genau eine Zahly = \/; existiert, ist feine Funktion.
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Diese Funktion f ist eine nichtrationale Funktion. Thre Gleichung lautet:

y=\/; (x=0) oder f(x)=\/x (x=0).

Die Funktion f(x) = /x ist fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen definiert. Thr
Wertevorrat enthilt alle nichtnegativen reellen Zahlen.
Sind x, und x, zwei positive Zahlen, fiir die x; << x, gilt, so ist

Va <.

Beweis: Wir nehmen an, es gelte fiir 0 << x; < x,
Va z V5.

Da /, und \/x, positive Zahlen sind, folgt:
VE' zm b xmzx

im Widerspruch zu x, << x,.

AuBerdem ist f(0) = \/6 =0.

Die Funktion f(x) = /x ist also im gesamten Definitionsbereich eine monoton
wachsende Funktion.

Stellen Sie eine Wertetafel fiir die Funktion y = \/; fiir das Intervall 0 < x< 9
bei ganzzahligem x auf!

Das Bild D7 zeigt das Bild der Funktion y = \/; in dem Intervall 0 < x < 9.
Die Kurve verliuft nur im ersten Quadranten und steigt stindig.

l/////TMF

y

~]

0 1

D7

X

Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = —\/; (x = 0)im Intervall 0 < x < 9!

Analog kénnen wir fiir jede positive ganze Zahl n die Menge aller geordneten
Paare [x; \/x] bilden, wenn «x eine nichtnegative Zahl ist. Fiir jede ganze Zahl
n = 2 erhalten wir eine irrationale Funktion:

1
y=A x=x" (x=0).

Stellen Sie eine Wertetafel fiir die Funktion y = i/; (x = 0) fiir das Intervall
0 < x < 9 auf, und zeichnen Sie das Bild der Funktion in diesem Intervall!

Beweisen Sie, daBl y = :{/x eine monoton wachsende Funktion ist!
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Wir vergleichen die Bilder der Funktionen
1

1
y= xZ (x=0) und y=x?

(x = 0) miteinander (Bild D 8)!

Wurzelfunktionen y=¥x

Definitionsbereich: 0= x <oo Wertevorrat: 0= y < oo

Ist x> 1, so gilt i x <l \/.v und
. o 8 . B 5
ist 0 << x << 1, so gilt \V &> \/x (siche Regel (5) im Satz D 12).

Fiir die Argumente 0 und 1 stimmen die Werte beider Funktionen iiberein.

Aufgaben d 56 und 57

Eineindeutige Funktionen

14

Es sei f eine Funktion mit dem Definitionsbereich M, und dem Wertevorrat M,.
Zu jedem Element x des Definitionsbereiches M, gibt es genau ein Element y
des Wertevorrats M,, so daB [x;y] € f gilt. Aus x; = x, folgt also stets
fla) = flxy). '

Bei der Funktion f(x) = 2x + 3 (Bild D9) existiert auch umgekehrt zu jedem
Funktionswert y genau ein Argument x, so daf3 [x5 y] € f; gilt. Bei der Funktion
fo(x) = 2% (Bild D10) gibt es dagegen zu jedem Funktionswert v mit Ausnahme
von y = 0 zwei verschiedene Argumente x; und x,, so da gilt [x15¥] € f und

[ ¥] € fo- So ist beispielsweise f,(2) = f,(—2) = 4.

b DEFINITION: Eine Funktion f heiBt eineindeutig genau dann, wenn aus
S(x,) = f(x,) stets x, = x, folgt. y
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Die Funktion f(x) = 2x -+ 3 ist eine eineindeutige Funktion. Schrinken wir die
Funktion fy(x) = x? (x reell) auf die Teilmenge der nicht negativen reellen Zahlen
ein, so erhalten wir die eineindeutige Funktion f(x) = 2% mit x = 0.1

Vi
Y
= 2
X,=-2 X2
A . L i &
2 X 2 X
D9 D10

SATZ: Jede monotone Funktion f ist eineindeutig.

Beweis: Wir nehmen an, f sei eine monoton wachsende Funktion. Es mége
gelten: (1) f(x;) = f(x,)-

Wir haben zu zeigen, daB dann auch x, = x, ist. Wire nun x, 4 x,, so miiite
entweder x; < x, oder x; > x, gelten. Da f monoton wiichst, wiire dann entweder
f(x) < f(x) oder f(x;) > f(x,) im Widerspruch zur Gleichung (1). Also folgt aus
f(x,) = f(x,) stets x; = x,, womit die Eineindeutigkeit gezeigt ist.

Fiihren Sie den Beweis fiir den Fall, daBl f eine monoton abnehmende Funktion
ist!

Tst f eine eineindeutige Funktion, so schneidet jede Parallele zur x-Achse das Bild
der Funktion in héchstens einem Punkt.

Welche der Funktionen

1
a)y=1% b)y=xt c)y=|x, d)y=2> (x=0)
sind eineindeutig?

1 Die Funktionen f, und f sind nicht identisch, denn f ist nur eine Teilmenge von f.
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Umkehrfunktionen

15

Gegeben sei die Funktion
7= =3 =31, 0s30, 34| 22 )

mit dem Definitionsbereich M, — {—3; 0; %; 2} und dem Wertevorrat
M, = {—3;3;4;7}. Da f eine eineindeutige Funktion ist, ist auch

F= {[—3; —3], [3: 0], [4;%], [7s 2]]

eine Funktion. Die Funktion f erhalten wir, wenn wir die durch die Funktion 7
vermittelte Zuordnung umkehren, d. h., wenn wir in jedem geordneten Paar
[%; y]. das zu f gehort, die Zahlen x und y miteinander vertauschen.

Demnach gilt:

Ist [x5 y] € f, so ist [y; x] € fund ist [y; x] € f; so ist [x; ¥] €f.

Also:

[; %] € f genau dann, wenn [x; y] € f.

Die Funktionswerte der Funktion f sind die Argumente der Funktion £
und die Argumente der Funktion f sind die Funktionswerte der Funktion f
Die Funktion fhat also als Definitionsbereich die Menge M, und als Wertevorrat
die Menge M,. Die Gleichung fiir die Funktion f lautet: y=2x+ 3 mit
x € {—3; 0; %; 2}. Die Funktion f laBt sich ebenfalls durch diese Gleichung

(implizit) darstellen. Doch ist es zweckmiBig, die Gleichung fiir die Funktion I
in der expliziten Form anzugeben:

1
v=75(—3) ye{=3:3;4;7).
Eineindeutige Funktionen nennt man auch umkehrbare Funktionen.

Gegeben sei die eineindeutige Funktion f(x) = #2, (x = 0). Die Tabelle (1) ent-

B

halt einige geordnete Paare [x; y] der Funktion f.

=0 2 1225 J7 5.
@ =
ylo £ 14 625 7 35.

Wir vertauschen die Zahlen in diesen Paaren miteinander:

y[0 — 1 4 625 7 25...
4

@ .

x|0 —

1225 J7 5

Auch die durch die zweite Tabelle dargestellte Menge f von geordneten Paaren
[y; «] ist eine Funktion, die sich durch die Gleichung f(y) = Vy(r= 0) dar-
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v

stellen liBt; denn zu jeder nichtnegativen reellen Zahl y existiert genau eine
nichtnegative reelle Zahl x, fiir die x = \/y gilt. Das geordnete Paar

ial=[yivyl (=0

gehirt genau dann zur Funktion f, wenn das geordnete Paar

[v;y] =[x; 2%, (x=0)

zur Funktion f gehort.

DEFINITION: Unter der Umkehrfunktion oder inversen Funktion f zu einer ein-

eindeutigen Funktion f mit dem Definitionsbereich M, und dem Wertevorrat M,
versteht man die Menge aller und nur der geordneten Paare [y; x|, fiir die [x: y| € f

gilt (x€M,, y€ M,). f hat den Definitionsbereich M, und den Wertevorrat M, .

Ist eine eineindeutige Funktion f durch eine Gleichung
y=f@®

dargestellt, so erhilt man die explizite Form

& =J0)

der Gleichung ihrer Umkehrfunktion f, indem man die Gleichung y = f(x) nach x
auflést, falls diese Auflosung moglich ist.
Da es iiblich ist, die Argumente einer Funktion mit ,,x* und die Funktionswerte

mit ,,y* zu bezeichnen, wollen wir in der Gleichung x =f_(y) die Variablen um-
benennen. Dadurch erhalten wir die Gleichung

¥ =f@).

Durch die Umbenennung der Variablen wird die Funktion nicht geiindert, denn
die Zuordnung, die durch eine gegebene Funktion vermittelt wird, hingt nicht
von der Wahl der Bezeichnung der Variablen ab. So ist beispielsweise die Menge
aller geordneten Paare

[yi vyl =0

identisch mit dep Menge aller geordneten Paare

[usval, @=0); [x:4/x], &= 0).

Oder: Die Funktionen

y=3x—5, (vreell); u=3v—5, (vreell; x=3y—5, (yreell)

sind identisch, da sie die gleichen geordneten Paare enthalten.

a) Bilden Sie zu der Funktion f im Beispiel 20 die Umkehrfunktion f 1
b) Uberlegen Sie sich, daB stets folgender Satz gilt:

SATZ: Die zu f inverse Funktion j-' ist die urspriingliche Funktion f.
Man sagt deshalb auch: Die Funktionen f und f sind zueinander invers.

Aufgaben d 58 bis 61
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Umkehrung der Potenzfunktionen

16

Zu der Funktion

gehort als Umkehr-
funktion die Funktion

bzw. nach Umbenennung
der Variablen

y=21% (x=0)
y=2% (x<0)
y=2x% (x=20)
y=2%(x=0)

:\/ys (y=0)
=Ny (y=20)

7%, =0

===y (y=0)

RRRH

y=+/x (x=0)
y~7\/x, (x=0)
y—\/x,/(x—\ﬁ)
y=—3V-x =0

Die Potenzfunktionen y = x” mit positiven ganzzahligen Exponenten sind fiir
x= 0 (fir x < 0) monoton und damit umkehrbar. Zu jeder Funktion y — x*
(n positiv ganz) existiert somit fiir x = 0 (fiir x < 0) die Umkehrfunktion:

fioy=an Dcﬁ).liliuns- Wertevor- | 7 Deﬁflilions- - \V”[e\v“}r.
bereich von | rat von f bereich von f | rat von f
a)n=2m y=0 y= \/ =0 y=0
y=0 \/x x=0 =0
b)n=2m+1 y=0 y—\/x x=0 =0
y=0 \/~x x=0 y=0

Die in der Tabelle aufgefithrten Funktionen f und f sind zueinander invers.

Bilder zueinander inverser Funktionen

17

Aufgaben d 62 bis 65

Das Bild einer eineindeutigen Funktion
y = f(x) veranschaulicht zugleich den
Verlauf ihrer Umkehrfunktion x = f(y),
wenn man es auf die y-Achse als Argu-
mentachse bezieht.
Kurve stellt dann zwei verschiedene ff)
Funktionen dar (Bild D 11). ;
Durch die Umbenennung der Variablen,
d. h., durch den Ubergang von x = f(y)
zu y = f(x) ist es moglich, die Bilder
beider Funktionen — wie es iiblich ist —

Ein und dieselbe

D11

R <

(Flez);)

(a; f(a) Labidd

auf die x-Achse zu beziehen. a
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Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen y = 2%, (x = 0) und y = \/x. (x=0)
zusammen mit dem Bild der Funktion y = x in dasselbe Koordinatensystem!
Vergleichen Sie die Bilder der Funktionen y = 22 und y = y/x miteinander!

Fiihren Sie dieselbe Aufgabe fiir die folgenden Funktionen durch!

y=2% (x<0) und y:—i/jx, (x<0)

SATZ: Die Bilder zweier zueinander inverser Funktionen y = f(x) und y :j‘(x)
liegen axialsymmetrisch zur Geraden y = x.

Beweis: Es ist P(a; b) ein Punkt des Bildes der Funktion f genau dann, wenn
P(b; a) ein Punkt des Bildes der Funktion fist. Es sei nun P(a; b) ein beliebiger
Punkt des Bildes von f. Wir haben zu zeigen, daB8 die Punkte P(a; b) und P(b; a)
axialsymmetrisch zur Geraden y = x liegen.

Fiihren Sie den Beweis fiir den Fall, dal @ 4= b ist! Warum geniigt diese Ein-
schrinkung?

Aus Satz 17 folgt: Spiegelt man das Bild einer umkehrbaren Funktion f an der

Geraden y = x, so erhilt man das Bild der zu ihr inversen Funkliouf_.u

Erkliren Sie die Bilder D 12a bis c!

@ Y

Das Bild D 13 zeigt, wie man aus dem
Bild einer linearen Funktion y = mx + b,
(m == 0) das Bild der zu ihr inversen
5 1 b .
Funktion y = — x — — gewinnen
m m
kann. Xy

Erlautern Sie die Abbildung!

Aufgabe d 66 D13
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Kérper unterschiedlicher Form und Zusammensetzung fallen unterschied-
lich schnell zur Erde; denn die Luft beeinflut den Fall. Auf dem Mond, der
keine Atmosphiire besitzt, wird das Fallen nicht behindert, es kann durch die
quadratische Funktion s = 0,5gt® beschrieben werden. Eine weiche Lan-
dung auf dem Mond, die erstmalig dem sowjetischen Raumkérper ,,Luna 9%
gelang, kann deshalb nicht mit dem Fallschirm unterstiitzt werden.
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115 Funktionen mit Gleichungen 134 Systeme quadratischer Gleichungen
der Form y = ax® + bx + ¢ 135 Zur Geschichte der Algebra

Wiederholung

1

Die Funktion f(x) = a? ist eine spezielle Potenzfunktion (vgl. die Lerneinheiten
C2 und 3).

a) Die Funktion f(x) = a2 ist fiir alle reellen Zahlen definiert. Thr Wertevorrat
ist die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen; denn fiir jede reelle Zahl x
gilt x2 = 0, und andererseits ist jede nichtnegative reelle Zahl Funktionswert
der Funktion, da jede solche Zahl das Quadrat mindestens einer reellen Zahl
1st.

b) Der kleinste Funktionswert der Funktion ist f(0) = 0.

¢) Fiir x < 0 fallt die Funktion monoton, fiir x = 0 wiichst sie monoton.

d) f(x) = a? ist eine gerade Funktion, denn es gilt stets f(—x) = f(x).

Das Bild der Funktion f(x) = a? in einem rechtwinkligen kartesischen Koordi-
natensystem mit gleicher Achsenteilung (Bild E 1) nennt man Normalparabel.
Die Parabel ist axialsymmetrisch zur y-Achse. Die Symmetrieachse der Parabel
nennt man kiirzer die Achse der Parabel. Den Schnittpunkt der Parabel mit ihrer
Achse nennt man den Scheitel der Parabel. Der Scheitel der Normalparabel ist
der tiefste Kurvenpunkt. Er liegt im Koordinatenanfangspunkt. Wir werden im
folgenden der Einfachheit halber von der Normalparabel oder von der Parabel
y = a? sprechen, wenn wir das Bild der Funktion y = x* meinen.

Stellen Sie die wichtigsten Eigenschaften der Funktion y = —a? (x reell) zu-
sammen, und beschreiben Sie den Verlauf des Bildes der Funktion! Vergleichen
Sie das Bild mit der Parabel y = x2!
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®

Fertigen Sie von der Normalparabel
eine Schablone an! Wiihlen Sie als
Einheit 1 ¢cm! ¥

Normalparabel  y =x*

Wir nennen die Funktion y = x? eine
quadratische Funktion oder eine
Funktion zweiten Grades, weil in der
Gleichung .,y = x** das Argument x
in der zweiten Potenz vorkommt. An-
dere Beispiele fiir quadratische Funk-

"
~_

tionen sind: \:

y=a2—3, y=22+5, : \

y =32+ 4x—71, : o y,

y=—lx2+ix—\/5, /|
2 5 il 7

wobei x eine beliebige reelle Zahl ist. Bl

DEFINITION: Eine Funktion f heifit eine Funktion zweiten Grades, wenn es reelle
Zahlen a, b, ¢ mit a == 0 gibt, so daB fiir alle Argumente x gilt:
f(x) = ax® + bx + ¢t

Es heilen:

y = ax® 4 bx 4 ¢ die allgemeine Form der Gleichung einer quadratischen Funk-
tion,

ax?; bx; ¢ (in dieser Reihenfolge) das quadratische, das lineare, das ab-
solute Glied der Gleichung,

a, b und c sind Parameter, die belichige Werte annehmen kénnen mit der Aus-

nahme, dal @ nicht Null sein darf.?

Fiir welche Koeffizienten a, b und ¢ erhiilt man aus der lig i Form folgend

Spezialfille: y = 2%, y = x? e, y = ax?, (a & 0)?

Aufgaben e 1 bis 7

Funktionen mit Gleichungen der Form y = (x + d)2, (d reell)

®

2

a) Stellen Sie Wertetafeln fiir die Funktionenf,(x) = (x — 3)2undfy(x) = (x + 4)2
auf, und zeichnen Sie die Bilder dieser Funktionen sowie das Bild der Funk-
tion f(x) = x? in dasselbe Koordinatensystem! (Zeichnen Sie das Bild der
Funktion f; im Intervall 0 < x < 6 und das Bild der Funktion f, im Intervall
T<x= 1Y)

* Der Definitionsbereich ist die Menge der recllen Zahlen oder eine Teilmenge dieser Menge.
2Vl die iiber ter in der L heit B 31
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b) Welchen Argumenten wird durch die Funktion a) f(x) = a2,
B) fix) = (x — 3)* der Funktionswert 4 zugeordnet? (Entnehmen Sie die
Argumente aus der Wertetafel!)

Es sei x, ein belichiges Argument. Der Funktionswert der Funktion f(x) = x*
an dieser Stelle ist f(x;) = x7. Den gleichen Funktionswert erhalten wir bei der
Funktion fi(x) = (x — 3)?* fiir das Argument x; + 3, denn es ist

fila+3) = (o +3 -3 =2k

Fiir die Bilder dieser Funktionen bedeutet das: Das Bild der Funktion
fi(x) = (x — 3)% ist der Parabel y = x* kongruent. Man erhilt dieses Bild, indem
man die Parabel y = x? um drei Einheiten in der positiven Richtung der x-Achse
verschiebt. Tm Bild E 2 sind fiir einige Punkte der Parahel y = x% die Pfeile
eingezeichnet, die zu dieser Verschiebung gehoren.

Der Scheitel der Parabel y = (x — 3)? ist der Punkt S mit den Koordinaten
xy =3 und y5 = 0.

y=lx+d)?

Stellen Sie die wichtigsten Eigenschaften der Funktion fi(x) = (x — 3)* zu-
sammen!

Allgemein gilt fiir jede quadratische Funktion f(x) = (x + d)?, (d reell):

Fiir cin beliebiges Argument x, hat die Funktion y = x® den Funktionswert
v, = a3. Den gleichen Funktionswert haben alle Fllnktlonlen fx) = (x + d)?
fiir das Argument x, — d; denn es ist (x; —d + d)? = 3.

Daraus folgt:

Die Bilder der Funktionen f(x) = (x + d)2, (d reell) sind Parabeln, die der Normal-
parabel kongruent sind. Die Scheitelkoordinaten der Parabeln sind x; = —d
und yg = 0. Die Achsen der Parabeln sind die Geraden x = —d. Man erhilt
die Parabeln y = (x + d)* durch Verschiebung der Parabel y = x? um |l!‘ Ein-
heiten parallel zur x-Achse. Die Verschiebung erfolgt in der positiven (nega-
tiven) Richtung der x-Achse, wenn d < 0 (d > 0) ist.
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Jede Funktion f(x) = (x + d)? hat als kleinsten Funktionswert f(—d) = 0. Der
Wertevorrat jeder solchen Funktion enthilt alle nichtnegativen reellen Zahlen.
Alle diese Funktionen fallen fiir x < —d und wachsen fiir x = —d monoton.

a) Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = x® — 3x 4 2,25, nachdem Sie d er-
mittelt haben!

b) Wie erhalt man die Gleichung y = (x + d)? aus der allgemeinen Form?
Aufgaben e 8 und 9

Funktionen mit Gleichungen der Formy = (x + d)*+e (d, e reell)

@
®

3

Wie erhilt man die Bilder der Funktionen y = x2 + e, (e reell) aus der Parabel
y = a%?

Stellen Sie Wertetafeln fiir die Funktionen

fil®) = (x — 3 — 2 und fy() = (v + 4 + 3

auf, und zeichnen Sie die Bilder dieser Funktionen sowie die Bilder der Funktionen
Jo(x) = (x —3)* und fy(x) = (x 4 4)

in dasselbe Koordinatensystem!

ye(x+d)?+e

Fiir jedes Argument x ist der Yo
Funktionswert der Funktion f(x) B
=(x —3)*—2 um 2 kleiner als der
Funktionswert der Funktion fy(x)
= (x — 3)% Demnach ist f;(3) = —2
der kleinste Funktionswert der Funk-
tion f;. Der Wertevorrat von f; ent-
hilt alle reellen Zahlen y, fiir die
y = —2 gilt. Das Bild der Funktion
fi erhalten wir durch Verschiebung
der Parabel y = (x — 3)* um zwei
Einheiten in der negativen Richtung
der y-Achse. Daraus folgt: Das Bild
der Funktion f; ist eine Parabel, die
der Normalparabel kongruent ist. Der
Scheitel S dieser Parabel hat die Ko-
ordinaten xg = 3 und yg = —2. Thre
Achse fillt mit der Achse der Para-
bel y = (x — 3) zusammen (Bild E 3).
Demnach erhalten wir das Bild der
Funktion f, indem wir die Parabel
y = x* nacheinander um drei Einheiten in der positiven Richtung der x-Achse
und dann um zwei Einheiten in der negativen Richtung der y-Achse ver-
schieben.

3o

Definitionsbereich: oo <x < +oo
Wertevorrat: e sy<+eo  Scheitel: §(-d;e)

B3
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Allgemein gilt fiir jede Funktion f(x) = (x + d)* + e, (d, e reell):

Die Bilder dieser Funktionen sind Parabeln, die der Parabel y = x* kongruent
sind. Die Scheitelkoordinaten sind xg = —d und y; = e. Die Achsen der Parabeln
sind der y-Achse parallel und schneiden die x-Achse bei xg = —d.

Jede solche Funktion hat einen kleinsten Funktionswert, nimlich f(—d) = e.
Der Wertevorrat enthiilt stets alle reellen Zahlen y, fiir die y = e gilt. Jede Funk-
tion f(x) = (x + d)? + e fallt fiir x < —d und wiichst fiir x = —d monoton.

Aufgaben e 10 bis 13

Nullistellen quadratischer Funktionen

»

O]
2

4

DEFINITION: Ein Arg x, ist Nullstelle einer Funktion f genau dann,
wenn gilt f(x,) = 0.

Ist x, eine reelle! Nullstelle der Funktion f, so schneidet oder berithrt das Bild
der Funktion f an der Stelle x; die x-Achse.

Aus dem Bild E 3 ist zu entnehmen, daB die Funktion fi(x) = (x — 3)* — 2
zwei reelle Nullstellen hat. Aus der Zeichnung erhilt man fiir diese Nullstellen
x, und x, die Niherungswerte x; ~ 1,6 baw. x, ~ 4,4.

Wihrend jede lineare Funktion y = mx - b fiir m == 0 genau eine Nullstelle hat,
konnen quadratische Funktionen auch zwei Nullstellen haben.

Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = (x + 1,5)2 — 2,8, und ermitteln Sie
Niherungswerte fiir die Nullstellen der Funktion!

SATZ: Eine Funktion y = (x + d)? + e, (d, e reell) hat genau dann reelle
Nullstellen, wenn e < 0 ist.

Beweisen Sie Satz E 3!
Aufgaben e 14 bis 20

Funktionen mit Gleichungen der Form y = x* + px + q, (p, q reell)

Die Funktion

W)y=(x—3p—2

ist mit der Funktion

@Qy=a2—6x+17

identisch, denn es ist (x — 3)2 —2 = 2% — 6x + 7.

T Reelle Nullstelle heiBt Nullstelle im Bereich der reellen Zahlen. Es gibt noch einen umfassenderen Zahlenbereich, in

dem jede quadratische Funktion Nullstellen hat!
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Die Gleichung (1) erméglicht u. a. das sofortige Ablesen der Koordinaten des
Scheitels der Parabel y = (x — 3)* — 2, nimlich S (3; —2).

Jede quadratische Funktion y = (x + d)? + e, (d, e reell) 1Bt sich in der Form
y = x* + px -+ ¢, (p, ¢ reell) darstellen, wenn man

2d=p und d*+4e=gq

setzt. Die Gleichung ,,y = 2? 4 px 4 ¢ heiBit die Normalform der quadratischen
Funktionen. Ist eine quadratische Funktion in der Normalform gegeben, so kann
man sie stets durch eine Gleichung der Form f(x) = (x + d)? + e darstellen,
indem man p = 2d und g = d® 4- e setzt. Man kann aber auch zu 2® + px die
quadratische Erginzung bilden (vgl. Lerneinheit A 16) und diese auf der rechten
Seite der Gleichung y = x® 4+ px + ¢ addieren und subtrahieren. Nach der
zuletzt genannten Methode erhiilt man:

y=a"+prtg=x+px+

2
E-Flig

p"ﬁ“

bzw.
(st 2} (2 _ )
r=(+5) - (5-9)
Aus diesen Betrachtungen folgt:
Jede quadratische Funktiony = 2% 4 px + ¢, (p, q reell) hat als Bild eine Parabel,

die der Parabel y = x? kongruent ist. Die Koordinaten des Scheitels S einer
solchen Parabel sind

2
x5 = ——121 und yg = _<PT_ ).
Weiter gilt:

Jede Funktion y = x% + px + ¢, (p, ¢ reell) nimmt an der Stelle xg = — i

2
2

ihren kleinsten Funktionswert ys=q — -P;— an. Fir 2 < — -g— fallen alle

diese Funktionen monoton, und fiir x > —-—Iziwachsen sie monoton.

Die Nullstellen der Funktion f(x) = 42 + 5x + 4 sind niherungsweise aus dem
Bild zu ermitteln.

a) Wir bestimmen die Koordinaten des Scheitels S der Parabel y =22+ 5x 4.
Es ist

p=>5 und g=4.

Dann gilt

P8 = =B )__(2_1_6)__2
#=—g=—g wd rs= (4 N==\7"7)" "1
Also



b) Wir zeichnen die Parabel 5
y =2+ 5x+ 4 y=xt+px+q
Wir lesen aus der Zeichnung (Bild

E4) die Abszissen der Schnittpunkte Y
der Parabel mit der x-Achse ab:
2~ —4 und x,~ —1. /

Berechnet man die Funktionswerte
fiir die abgelesenen Niiherungswerte,
so erhilt man f(—4) = f(—1) =0,

so daB wir sagen kénnen: Die Null-

stellen der Funktion ’
f(x) = 2?4 5x + 4 sind \ /
% =—4 und x,=—1. L

e/ X
Analog zum Satz E3 gilt: Y /

b SATZ: Eine Funktion y = 22+ px +¢q
(p» q reell) hat genau dann reelle Null-

p?
stellen, wenn gilt 3 ¢ =0.

Aufgaben e 21 bis 40

Funktionen mit Gleichungen der Form y = ax* + bx + c,
(a b, c reell, a + 0)
6

@ Wie entstehen die Bilder der Funktionen y = ax® mit a == 0 und a == 1 aus der
Parabel y = x2? Hinweis: Fiihren Sie folgende Fallunterscheldung durch:
a)a>1, b)0<a<l, e¢)a<<0! (Vgl. Sie mit der Lerneinheit C6!)

Fiir welche a haben die Funktionen einen kleinsten und fiir welche a einen gréBten
Funktionswert?

Die Bilder der Funktionen f(x) = ax? (a == 0) heilen auch fiir @ 5= 1 Parabeln.
Jede quadratische Funktion

1) f(x) =ax*+bx+c, (a=0)
1aBt sich auch durch

fx)=a (x"‘ + %x + %) bzw. durch
(2) f(x)=a(x*+ px+4q) mit p =% und ¢ = —2— darstellen.
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Setzen wir

(3) g(x) =2%+ px+q, sogilt

) f() = ag®), (a+0).

Die Bilder der Funktionen (3) sind Parabeln, die der Normalparabel kongruent
sind. Thre Scheitel haben die Koordinaten

p__ b __ (P _ b c\_  b*—dac
T 2, = (4 q>——(raa—:)—“—4.;i-'

Statt (4) kénnen wir auch schreiben:

sy =af(x+ =) - "—;4—]

Es sei nun f(x) = a-g(x), (a 4 0) eine beliebige quadratische Funktion. Fiir
ein beliebiges Argument x erhalten wir den Funktionswert dieser Funktion, in-
dem wir den zu diesem Argument gehiérenden Funktionswert der Funktion g
mit a multiplizieren. Damit wissen wir auch, wie wir das Bild der Funktion faus
dem bereits vorliegenden Bild der Funktion g erhalten:

Ist > 1, so werden alle Ordinaten der zur Funktion g gehérenden Parabel
im Verhiltnis @: 1 in Richtung der y-Achse gestreckt. Man erhilt eine Parabel,
die steiler verlduft als die Normalparabel.

Ist 0 << @ << 1, so werden alle Ordinaten der zur Funktion g gehérenden Parabel
im Verhiltnis a: 1 in Richtung der y-Achse gestaucht. Man erhilt eine Parabel,
die flacher verliuft als die Normalparabel.

Ist @ < 0, so wird nach der Streckung bzw. Stauchung der zur Funktion g ge-
hérenden Parabel noch eine Spiegelung an der x-Achse durchgefiihrt. Die Bilder
der Funktionen g und f haben die gleiche Achse, nimlich die Gerade

xg= —

SR e
=3 2"
. . 1 13 . .
Das Bild der Funktion f(x) = — o x4+ 4x — — st zu zeichnen.

1. Wir formen die Funktionsgleichung wie folgt um:

f(;):——},—(ﬁ — 8x 4 13) = —%(xz—Sx—‘r 16 — 16 + 13)

F) = — 5l — 47 —3].

2. a) Wir zeichnen das Bild der Funktion g(x) = (x — 4)> — 3 mit Hilfe der
Schablone.
b) Alle Ordinaten der Parabel y = (x — 4)> — 3 werden im Verhiltnis 1:2
gestaucht (d. h.: sie werden halbiert).
¢) Die so erhaltene Parabel wird an der x-Achse gespiegelt (Bild E 5).

Jede quadratische Funktion f(x) = ax® + bx + ¢, (a, b, c, reell; a == 0) hat als
Bild eine Parabel, die ciner gestreckten oder gestauchten Normalparabel kon-

b
gruent ist. Der Scheitel S dieser Parabel hat die Koordinaten x5 = — o und
2 a
ys= — b_#c_. Die Achse der Parabel ist die Parallele zur y-Achse, die die
a
x-Achse an der Stelle xg schneidet. Wegen f(0) = ¢ schneidet die Parabel die
y-Achse im Punkt c.
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yeax®+bx+c = a[x* px+q]
¥ \
\ /

\\ \ y=3lbe-4-3)] I.

N
\f
~

()
™
>

\\
>
>

3

Es

Jede Funktion f(x) = ax? 4 bx + ¢, (a, b, ¢ reell; a = 0) hat fiir @ > 0, (a < 0)

an der Stelle xy = ——2—einen kleinsten (groBten) Funktionswert. Ist a > 0,
a
b
(a < 0), so nimmt die Funktion fiir x < — 54 Monoton ab (monoton zu) und fiir

b
= —5g Mmonoton zu (monoton ab).
a

Zeigen Sie, daB quadratische Funktionen y = ax? + bx + ¢, (a, b, ¢ reell; a = 0)
genau dann reelle Nullstellen haben, wenn b2 — 4ac = 0 ist!

Ein Kérper, der zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Anfangsgeschwindigkeit v, hat, bewege
sich mit konstanter Beschleunigung a auf einer geradlinigen Bahn. Fiir den zum
Zeitpunkt ¢ zuriickgelegten Weg s(t) gilt

s(t) = gzz + o, (£=0),

wenn der Weg s von dem Punkt aus gemessen wird, ar dem der Korper zum
Zeitpunkt t = 0 gewesen ist. (Reibung und Luftwiderstard werden nicht beriick-
sichtigt.) Stellen wir den Zusammenhang zwischen der Zeit ¢ und dem Weg s
graphisch dar, so erhalten wir ein Stiick einer Parabel.

Zeichnen Sie das Bild der Funktion s(f) = % 12+ vt fiir das Intervall 0s gzg 10s

fiir vy=10ms™ und a =5ms™2! Wihlen Sie geeignete Einheiten' auf der
t- und s-Achse!

Aufgaben e 41 bis 44
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Quadratische Gleichungen

7

Wir suchen reelle Zahlen x, fiir die

NDE—3)@+1)=0

gilt. Da ein Produkt zweier reeller Zahlen genau dann gleich Null ist, wenn
(mindestens) einer der beiden Faktoren gleich Null ist, konnen wir sagen:

Es ist (x — 3) (x + 1) = 0 genau dann, wenn x — 3 = 0 oder x + 1 = 0.
Oder:

Es ist (x — 3) (x + 1) = 0 genau dann, wenn x = 3 oder x = —1. Die Gleichung
(D) (s —3) (x+1)=0

ist also dquivalent mit

(II) x =3 oder x = —1.

Das heiBt: Fiir eine beliebige Zahl x ist entweder sowohl (I) als auch (II) wahr
oder es ist sowohl (1) als auch (I1) falsch. Die Zahlen 3 und —1 sind die einzigen
Zahlen, die die Gleichung (1) erfiillen.

Wegen (¥ —3)(x + 1) =2® —2x — 3 nennen wir die Gleichung (1) eine
quad ichung oder eine Gleichung iten Grades. Wir haben also die
quadratische Gleichung x? — 2x — 3 = 0 gelost. Thre Losungen sind x = 3 und
x=—1.

ische Gl

® Uberzeugen Sie sich, daB es genal; eine reelle Zahl x gibt, fiir die (x 4 2)2= 0
gilt!
Tratischen Gleick

Die all, ine Form der mit einer Variablen lautet:
q g

=)

® (o w40,

Der Variabilititsbereich der Variablen x soll im folgenden stets die Menge der
reellen Zahlen sein. Dividiert man die Gleichung (2) durch a, (a == 0), so erhilt
man die Normalform der quadratischen Gleichung.

b
3) 224+ px+q=0 mit p=— und q=£
a a

Die Gleichungen (2) und (3) sind Zquivalent, ihre Lésungsmengen sind dem-
zufolge identisch.

Eine quadratische Gleichung erhilt man u. a., wenn man die Nullstellen einer
quadratischen Funktion

4) f(x) =ax®+bx+c¢, (a=0)

bzw.

G) f@=x+ps+a (p=%;q=i)

a

berechnen soll. Die Funktionen (4) und (5), die in der Regel nicht gleich sind,
(sie sind nur dann identisch, wenn a = 1 ist) haben die gleichen Nullstellen, da
die Gleichungen (2) und (3) dquivalent sind.

1 Wir denken uns die Parameter a, b und c fiir den Augenblick fest gewihlt.
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So haben beispielsweise die Funktionen fund g im Beispiel 2 die gleichen Null-
stellen (vgl. Bild E5).

Hat eine quadratische Gleichung die Form

(x —x) (x — x) =0, (x;, x, reell),

s0 kann man ihre Losungen sofort ablesen: Die Gleichung (x — x,) (x — x,) =0 |
hat die Losungen x = x; und x = x,.

Es ist im folgenden das Ziel, die quadratische Gleichung 2® 4 px 4 ¢ =0,
(p, q reell) zu losen, indem wir die Summe x? 4 px + ¢ in ein Produkt aus zwei
linearen Faktoren (x — x,) und (x — x,); (%, x, reell) verwandeln.

Wir miissen feststellen, wann eine solche Zerlegung in lineare Faktoren méglich
ist, und ein Verfahren erarbeiten, das die gewiinschte Zerlegung liefert. Die Losung
der Gleichung 2% + px + ¢ = 0 ist also gleichbedeutend mit der Aufgabe, die
Summe %%+ px + q in ein Produkt aus zwei linearen Faktoren x — x; und
x — x, zu zerlegen.

In den Lerneinheiten E 8 und E9 werden zunichst einige Spezialfille behandelt.

Die Gleichung x* + ¢ = 0, (q reell)

® e

Aus der Normalform der quadratischen Gleichung 2 + px + ¢ = 0 erhilt man
fiir p = 0 die Gleichung x2 4 g = 0, (g reell). Diese Gleichung nennt man rein=
quadratische Gleichung.

Die Gleichung x2 — 9 = 0 kénnen wir dquivalent umformen in

() (& —3) (x+3)=0.

Durch diese Umformung ist die Summe x2 — 9 in ein Produkt aus zwei linearen
Faktoren zerlegt worden.

Aus (4) liest man die Losungen ab: x =3 und x = —3. Man bezeichnet die
Losungen mit ,x,“ und ,.x,° (die Reihenfolge ist willkiirlich) und schreibt:
x, = 33 x, = —3 oder kiirzer: x,;, = 43 (gelesen: x eins/zwei gleich plus bzw.
minus drei).

Welche Losung hat die Gleichung x = 0?

Warum hat die Gleichung x2 + 9 = 0 keine reellen Lésungen?

Die Gleichung 22 — 9 = 0 kann man auch folgendermafen losen:

Es ist 22 — 9 = 0 dquivalent mit: af=9,

Diese Gleichung ist dquivalent mit: \/;2 = \/6 &

bzw. mit: || =3. "

Demnach hat die Gleichung 22 — 9 = 0 die Losungen: x; = 3 und x, = —3.

SATZ: Die Gleichung x* + g = 0 hat genau dann reelle Losungen, wenn g < 0
ist.

1 Allgemein gilt: Sind a und b nicht negative Zahlen, so ist dic Gleichung a = b &quivalent mit ya = Jb.
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Es sei also ¢ < 0. Wir setzen ¢ = —r, (r = 0) und erhalten:

()22 —r=0.

Wegen r = \/; . \/; ist (5) dquivalent mit

(6) (x—\/;) (x+\/r)= 0.

Die Gleichung (6) hat die Losungen: x, i\/; und x, = ——\/; Mit r = —gq,

(—g = 0) folgt: x, = \/—q und x, = —\/——q.

SATZ: Die Gleichung x* 4 g = 0 hat fiir q < 0 genau zwei reelle Losungen,

niimlich x; = \/—_q und x; = —\/—_q

Ist ¢ = 0, hat die Gleichung die Lésung x = 0.

a) Losen Sie die Gleichung x? + ¢ = 0, (¢ < 0) nach dem auf Seite 119, unten
gezeigten Verfahren!

b) Wie miissen die Zahlen a und ¢ beschaffen sein, damit die Gleichung
ax? + ¢ =0, (a == 0) reelle Losungen hat?

a) (2x + 6)2 + (4x — 3)2 =125
4a + 24x + 36 + 1622 —24x +9 — 125 = 0
a2—4= 0
(x+2)(x—2)="0

= 2 xy= -2

x+a x—a 34
ta x—a_

x—a ' x+a 15°

b) (x4=a; x = —a; a=0)

Durch édquivalente Umformungen erhilt man:
15(x + a)? + 15(x — a)? = 34(x® — a?)
15(x® + 2ax + a?) + 15(x® — 2ax + a?) = 34x® — 34a2

—4x? = —64a®
x? = 16a®
[ = 4]a]

x =4a x,= —4a
Wir kontrollieren die Richtigkeit der Rechnung mit Hilfe der Probe.
4a+a 4a—a 5a 3a_ 5 3 34

5y =4a,. (a:s:0): 4a —a 4a+a_ﬂ 5a 3 5 15
—4a+a —4a — a —3a —5a 3 5 34
=y, 6+0: St R ST s TI~E

Aufgaben e 45 bis 58
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Die Gleichung x* + px = 0, (p reell)
9

Aus der Normalform x% 4 px + ¢ = 0 erhilt man fiir ¢ =0 die Gleichung
a2 4 px = 0, (p reell). "

Die Gleichung x* \/'_Ix = 0 kénnen wir dquivalent umformen in x(x 4 \/7) =0.
Diese Gleichung hat die Losungen x; = 0 und x, = —\/i

Entsprechend verfahren wir bei der Losung der Gleichung

x2 4 px=0.
Wir formen #dquivalent um in
x(x+ p)=10

und erhalten die Losungen
%, =0; xp= —p.

b SATZ: Die Gleichung x> 4+ px = 0, (p reell) hat genau zwei reelle Lésungen,
niimlich x; = 0 und x» = —p.

[5] In einem rechtwinkligen Dreieck sei die Hypotenuse 2 ¢m linger als die groere
Kathete, diese wiederum sei 2 cm linger als die kleinere Kathete. Wie lang sind
die Dreiecksseiten?

Die MaBzahl der Linge der groBeren Kathete werde mit x bezeichnet. Dann
erhalten wir fiir die MaBzahl der Linge
der Hypotenuse: x4+ 2
der kleineren Kathete: x—2.
Ansatz: Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
a4 (x —2)2=(x + 2)%
Diese Gleichung formen wir wie folgt um:
x4 4t —dx+4d=2a2+4x+ 4
x2—8x=0
x(x — 8) = 0.

Die Lisungen der Gleichung sind:

=0 und x,=8.
Die Losung x, = 0 scheidet aus, da die MaBzahl der Linge einer Dreiecksseite
nicht Null sein kann. Demnach ist x, = 8 die MaBzahl der Linge der groferen
Kathete.
Ergebnis:
Linge der Hypotenuse: 10 cm
Linge der groferen Kathete: 8 cm
Linge der kleineren Kathete: 6 cm
Probe: Es ist 62 4 82 = 36 + 64 = 100 = 102
Aufgaben e 59 und 60
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Die Gleichung x* + px + ¢ =0, (p, q reell)
10

Gegeben sei die Gleichung
(1) 22—2x—3=0. 3
Wir bilden die quadratische Ergéinzung zu x> — 2x und erhalten 1. Durch Addi-

tion und Subtraktion der quadratischen Erginzung auf der linken Seite der
Gleichung (1) erhalten wir die zu (1) dquivalente Gleichung

22—2x4+1—1—-3=0
und somit
(2) (x—1)2—4=0.
Unter Verwendung von a* — b2 = (a — b) (a + b) laBt sich (2) dquivalent um-
formen in

[ —1) —2][(x— 1) +2] =0
bzw. in
B) (x—3)(x+1)=0.
Da wir aus der Gleichung (3) die Losungen ablesen kénnen, ist durch die Um-
wandlung der Summe x* — 2x — 3 in das Produkt (x — 3) (x + 1) die gegebene
Gleichung bereits gelost. Die Losungen sind

%, =3 und x, = —1.
Wir kénnen die Gleichung x2 — 2x — 3 = 0 noch nach einer anderen Methode
losen. Die Gleichung (2) ist auch dquivalent mit

4) (x—1)32=4.

Die Gleichung (4) ist dquivalent mit:
(5) |x—1]=2.

Nun ist

x—1, wenn x>1
—(x—1), wenn x<1.

o1 =

Es sei Es sei
a)lx—1=x—1. b)|x — 1| = —(x — 1).
Nach (5) ist dann Nach (5) ist dann
x—1=2 —(x—1)=2

und somit x, = 3. und somit x, = —1.

Gegeben sei die Gleichung

x2 —6x+9=0.

Da die linke Seite der Gleichung bereits ,,ein vollstindiges Quadrat* ist, kénnen
wir schreiben

(x—3)(x—3)=0.

Aus dieser Gleichung erkennt man, daB nur die Zahl x = 3 die Gleichung erfiillt,
denn fiir jede reelle Zahl x = 3 gilt (x — 3)® 5= 0. Die Gleichung hat also die
Losung x = 3.
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Da in der Zerlegung der Summe 22 — 6x + 9 in Linearfaktoren der Linear-
faktor (x — 3) zweimal auftritt, wollen wir verabreden zu sagen: Die Zahl 3 ist
eine zweifache Losung der Gleichung x* — 6x + 9 = 0. Dabei soll eine zweifache
Losung doppelt gezihlt werden, so da wir dann sagen:

Die Gleichung x? — 6x + 9 = 0 hat zwei gleiche reelle Losungen, némlich

X =1x,=3.

Allgemein verabreden wir:

Eine Zahl x, heiBt eine zweifache Losung der Gleichung x* 4 px 4 g = 0, wenn
gilt 22 + px+ g = (x — )"

1

2

Die quadratische Erganzung zu 2* + px ist—{;— (vgl. Lerneinheit E5).
Dann ist die Gleichung

(W) =*+px+q=0

dquivalent mit

2 2
@) x2+px+l;——%+q=0

bzw. mit
BY_[E =
(3)(x+ 2) (4 )‘_o.
P2
Wir setzenT—-q=Dnnd erhalten

) (x+%)2—D=0.

Ist D = 0, so gilt Dz\/B.\/B_’

so daB wir unter Verwendung von a® — b* = (a — b) (a + b) die Gleichung (4)
dquivalent umformen kénnen in

) [(x s %) _V/B] [(x + %) P JB] —0, (D=0).
Schreibt man (5) noch in der Form
B S

so kann man die Losungen der Gleichung aus (6) sofort ablesen:

xl=—%+J5 und x3=—%—\/5, (D=0).

P2 P2
Setzt man fiir D wieder 1 ein (T —q= 0), 80 ist

-l B S Jy ..
xy= 2-|—\/4 ¢ und x,= ) \/4 q.
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Dafiir schreibt man oft kiirzer:
2

(7)"1/2:—%:‘: 2 1

(7) heiBt die allg, ine Losungsformel der quadratischen Gleick

2
x2—|—px—|—q=0,(PT—qg0).

2
Ist—i——q:O,sogiltxl=x2=—

ro|y

Die Gleichung hat dann eine zweifache Lsung,

12

Wir haben festgestellt:
2

IslpT — ¢ =0, so hat die Gleichung 2* + px + g = 0 reelle Lésungen.
Es gilt auch umgekehrt: Hat die Gleichung 2 + px + g = 0 reelle Lésungen, so
o IP°

£ _a>0
ist g=0
Diese Aussage ist gleichbedeutend mit:

2 2

Gilt nicht PT —q=0,d. h,,ist PT —q<<0, s0 hat die Gleichung x2 +px+q=0
keine reellen Lésungen.
DaB diese Aussage wahr ist, erkennt man sofort aus der Gleichung (3); denn fiir

2
”T — ¢ < 0 gilt fiir jede reelle Zahl x

2y (2 _
(x %+ 2) (4 q) > 0.
Damit erhalten wir:

SATZ: Die Gleichung x% + px + q = 0 hat genau dann reelle Lésungen, wenn
2
PT — g = 0 ist. Thre Lésungen sind dann

P p? _ P )
—rtyrmemd =T

2
]stPT — q = 0, so hat die Gleichung die Losungen x; = x, = —%.

*1

2
MannenntD:%—qdieBink' i ! der Gleichung x2 + px + ¢ = 0.

1 discriminare (lat.), trennen.
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ZUSAMMENFASSUNG
Die Gleichung 2% + px + ¢ = 0, (p, g reell) hat fiir
D > 0 zwei verschiedene reelle Losungen:

P P P p*
%= —'2—+\/I— q xz=—§—\/I—99
D = 0 eine zweifache reelle Losung

—gy=_2PL
X=Xy = P
D < 0 keine reelle Losungen.

Aus der Herleitung der Lésungsformel entnehmen wir:

Ist pT“ — g = 0, so gibt es genau zwei reelle Zahlen x, und %y, so daB gilt:

B prtg=(r— ) —x)

Gibt es umgekehrt zwei reelle Zahlen x, und x,, so da§

B4 prtg=(x—2x)(x—x)

gilt, so hat die Gleichung x* + px + g = 0 reelle Losungen.

Nach Satz E8 gilt daninz —q=0.

Wir kénnen nunmehr formulieren:

SATZ: Die Summe x%+ px -+ q liBt sich genau dann in Linearfaktoren

zerlegen, wenn p_ —q=0 ist: 2+ pr+4g=(x—2x)(@E—2x) mit

)2
xllz——_:t\/l__q

IstT—q=0, gilt x2+px+q=(x+§>(x+§).

Die Nullstellen der Funktion y = 22 — 2x — 3 sind zu berechnen!
Die Nullstellen der Funktion y = x* — 2x — 3 sind die Losungen der Gleichung
a2 —2x —3=0.

Esistp=—2,£ =—1 und ¢=-3.

2
2 2
=g+ T ===y 5
=14+1+3 =1-1+3
xn=3 Xy = —1
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Probe fiir x, = 3:
32-2-3—-3=0
9—6—-3=0

Probe fiir x, = —1:
(—1)2—2(-1)—3=0

142—-3=0

Ergebnis: Die Funktion f(x) = 2? — 2x — 3 hat die Nullstellen

% =3 und x,= —1.

xz—ﬁ\/ix—3=0

Um die Normalform zu erhalten, dividieren wir die Gleichung durch 3:

2—2/2x—1=0.

Esist p=—2/2, £=—/2, ¢=-1.

2
N
=V2+V2+1

x1=\/§+\/§w3,146
Prabeﬂirxl=\/i+\/§
3(/2+/3)— 61/2(/2 ++/3)—3

=0
64+66+9—12—66—3=0

PZ
L T
=:/2—/2F1

x=+2—+/3~ —0318
Probefﬁrx2=\/§—\/.§
A2—V3p—6y2(V2—y/3)-3

=0
6—6/6+9—12+66—3=0
Aufgaben e 61 bis 68

Weitere Beispiele und Anwendungen

13

a—b

—+ =2 (x=0,x+b, a=+0,asb b+0).

x—b
Multiplikation mit x(x — b):
a(x — b) + x(a — b) = 2x(x — b).

Auflésen der Klammern und Zusammenfassen:

ax —ab 4 ax — bx = 2x® — 2bx
—@Qa+bx+ab=0
Normalform: x* — 2k bx “_b=
2 2
2 b b
Esist: p=— a2-|- und q_a_
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ENO)

o . _2a+b 4a® 4 4ab + b 8ab
misp=—] + TR T
_2a+b 4a® — 4ab + b2
T4 e 16
_%a+b, [2a—by
=3 i\/ i
_2a+b  |2a—} x_2u+b_[2a—b[
WESE T w L S
1. Fall: |2a — b| =2a — b 1. Fall: |2a — b| =2a — b
2a +b  2a—b 2a +b 2a—b b
=gty =0 WMETLT T T2
2. Fall: |2a — b| = —(2a — b) 2. Fall: [2a — b| = —(2a — b)
% +4+b 2—b b %2 +b —(2a—b)
I e
Ist 2a — b == 0, hat die Gleichung die Losungen x, —=a und x2=;.
Ist 2a — b = 0, hat die Gleichung die Losung x1=x2=2a:_b=a=;

Fiihren Sie die Probe zum Beispiel 8 durch!

Die Summe x* 4- 6x — 7 ist in Linearfaktoren zu zerlegen.
a) Wir ermitteln die Zerlegung mit Hilfe der quadratischen Erginzung:
X+ 6x—T=2a2+6x+9—9—7T=(x+3)2—16

=[x+ 3) —4][(x + 3) + 4]

=@x—1)(x+7)
b) Wir lésen die Gleichung

R4 6r—T=0: xp=—3+.9+7
xn=1; x,=—17

Dann.ist a2t 6x—T=(x—1)(x+7)
Ein Kérper wird mit der Anfangsgeschwindigkeit v, = 60 m s™! senkrecht nach
oben geschleudert. In welcher Zeit erreicht er die Hohe a) s = 100 m,
b) s== 180 m? (Der Luftwiderstand wird nicht beriicksichtigt; g ~ 10 ms2)

Lésung: Fiir den senkrechten Wurf nach oben mit der Anfangsgeschwindigkeit v,
gilt:

(1) s =yt — gzﬂ, t=0).
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Die Anfangsgeschwindigkeit v, und die Erdbeschleunigung g sind gegebene Kon-
stanten. Wir sollen zu einem vorgegebenen s die zugehirige Zeit t berechnen. Wir
bringen die Gleichung (1) zunichst auf die Normalform:

%t’—vnl—l-s:()

2.
Esistp = —251’ und q=§.

Dann ist
2

vy vy 2gs v,
t=24 [———=—"4 vy — 2gs

g Ng¢ & & Ve
Einsetzen:

60 ms-1 1 ===

= 25-2 __92. -2,

b= ks /3600 m%-2 — 210 ms-2-100 m

— ; 25 -2 25 -2
=65t To—si /3600 m?s -2 —2000 m?

il
l=6s~_}zm-40ms“=65i4s

4, =108; t,=2s

b)tyy = (i—gi %\/3600 —3600)5
L=t = 6s

Setzt man die gefundenen Ergebnisse in die Gleichung (1) ein, so erhilt man die
Hohe s = 100 m bzw. s = 180 m.

Der Korper erreicht erstmalig nach 2 Sekunden die Hohe s = 100 m. Nach
6 Sekunden erreicht er die groBtmogliche Hohe (Steighohe) s = 180 m. Das er-
gibt sich aus der Formel v = v, — gt fiir die Geschwindigkeit beim senkrechten
Wurf nach oben, denn nach 6 Sekunden hat der Kérper die Geschwindigkeit
v=0ms"L, d.h.: er hat den héchsten Punkt der Bahn erreicht. Danach be-
wegt er sich im freien Fall zuriick zur Abwurfstelle und erreicht nach insgesamt
10 Sekunden wiederum die Hohe s = 100 m.

Der Korper erreicht jede Hohe s, fiir die 2 gs < vj gilt, genau zweimal. Die
Hohe s, fir die 2gs = v gilt, ist die groBtmogliche Hohe (Steighihe), die der
Korper erreicht. Ist v << 2gs, hat die Gleichung (1) keine reellen Losungen,
d. h., eine Hohe s mit vy << 2gs erreicht der Korper nicht.

Aufgaben e 69 bis 106
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Wourzelsatz von VIETA

®

14

Bestimmen Sie die Losungen x, und x, der Gleichungen
1

1 75
2 —0: x2 cqptiam A 2 — 0!
& 9x + 14 =0; x le 12_0 und « 3\/2::4,-470.

Bilden Sie jeweils x; + x, und x, * x,, und vergleichen Sie die Ergebnisse mit
den Koeffizienten der Gleichung!

2
FiirPT—qg 0 gilt:
2 prtg=(x—x)(x — %),

2 [H2
wobeix,:—%-}-\/%-—q und xg=—-%— PT—qist.

Wegen
(2 — 2) (v — xp) = 2% — 2% — 2% + K%y = 2% — (% + %) X + 2%,
gilt fiir jede reelle Zahl x

2
Btprtg=st—(m+m)atas (F—q20).
Aus dieser Gleichung erhalten wir durch Vergleichen der Koeffizienten auf der
linken und der rechten Seite:
%+ x%=—p und x-x,=4q.
‘Wir haben gezeigt:
Sind x, und x, die Lésungen der Gleichung
2

2+ px+q=0, (PT—qQO),sogiltx,+x3= —p und x;-x,=gq.
Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes:
Ist x; + x, = —p und x, - x, = ¢, so sind die Zahlen x, und x, die Losungen der

2
Gleichung x2 4 px + q =0, (PT —q= 0).

Beweis: Es ist 2% + px + ¢ = 2% — (%; + %) x 4 x,%, (nach Voraussetzung).
Die Zahlen x, und «x, erfiillen die Gleichung

a2 — (% + %) 2 + 2,2, =0,

wovon man sich durch Einsetzen in die Gleichung iiberzeugen kann:

2} — (%, + ) % + 12 = 4] — 2] — 3, + 171, =0

x5 — (% + %) % + 2% = 2f — 12 — 2F + 22, = 0.

Da eine quadratische Gleichung hichstens zwei Losungen haben kann, sind x,
und x, in der Tat die Losungen der Gleichung

% +px+q=0.

Damit erhalten wir den
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Wurzelsatz! von VieTa? Die Zahlen x, und x, sind dann und nur dann die Lé-

2
sungen der Gleichung x® + px + g =0, <pT —q = 0), wenn gilt

X +x=—p und =x-x3=gq.

Mit Hilfe des Vieraschen Wurzelsatzes kénnen wir zu vorgegebenen Zahlen x,
und x, die Normalform der quadratischen Gleichung angeben, die die Zahlen x,
und x, als Lésungen hat.

Wie heiBt die Normalform der quadratischen Gleichung mit den Losungen
=342 und x,=3—./2?

Lisung:

Es istxl+xz=3+\/§+3—\/§=6=—p

und %, %, =(3+/2) (3 —/2) =9 —2=7=4.

Dic Normalform der quadratischen Gleichung mit den Lésungen x, = 3 -+ /2
und x, =3 — \/é lautet

x2—6x+7=0.

Geben Sie noch drei quadratische Gleichungen mit den Lisungen x, = 3 + \/i
und x, :3*\/5 an!

Hat man eine in der Normalform gegebene quadratische Gleichung gelést, so
kann nach dem Vieraschen Wurzelsatz die Probe durchgefithrt werden.

Mit Hilfe des Wurzelsatzes von VIETA ist nachzupriifen, ob

6
% = 2 um/l %y = — — die Losungen der Gleichung x2 | ix — i = 0 sind.

3 7 21 1

Lisung:

. s . s 4 4 .
Die Koeffizienten der Gleichung sind p = 2—1-und 7=—= Die gleichen Ko-
effizienten erhalten wir nach dem Satz von Viera:

=2 6__4__ .
wtm=g g g H
2 6 4
aa=g(-7)=-7=¢

Aufgaben e 107 und 108
* Man neont die Losungen einer Gleichung auch ,, Wurzeln der Gleichung®, Beachten Sie: Der Begriff ,, Wurzel einer

Gleichung'* darf nicht mit dem Begriff ,, Wurzel aus einer nichtnegativen Zahl"* verwechselt werden.
* Francois Viéte, franzdsischer Mathematiker, 1540-1603.
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Zeichnerische Lésung quadratischer Gleichungen

15

Die Nullstellen einer quadratischen Funktion

2
My=2*+px+g (—};—*qz())

sind die Lésungen der Gleichung
(2)2*+ px+q=0.

Umgek;:zhrt sind die Losungen der Gleichung (2) im Falle (-E— —q= 0) die Null-
stellen der entsprechenden Funktion (1). 4

Eine zweifache Losung der Gleichung (2) wollen wir auch eine zweifache Null-
stelle der entsprechenden Funktion (1) nennen. Ist x, eine zweifache Wurzel der
Gleichung (2), so beriihrt die Parabel y = a2 4 px + ¢ an der Stelle x; die
x-Achse. Denn wenn x; eine zweifache Losung von (2) ist, so gilt

2+ pr+ g =(x — %)% y
Die Parabel y = (x — x;)* hat mit
der x-Achse nur den Scheitel S (x,; 0)
gemeinsam.

Wir erhalten Niherungswerte fiir die
Lésungen einer quadratischen Glei- \ \

chung, indem wir das Bild der ent-
sprechenden quadratischen Funktion
zeichnen und aus der Zeichnung die

Abszissen der gemeinsamen Punkte \ J
von Parabel und x-Achse ablesen. \ \ \ 7
|

Die Gleichungen \ \ \ / ]’
(1) x2—5x+%—0;

<

2) x2—5x+£45—=0; \ \ / /

‘ \ (5:(25:2)
3) x2-5x+§=0 1
sind zeichnerisch zu lésen. \ \ / Z
Wir zeichnen die Bilder der Funk- 0 1 ’-5}(2,5;0} X
tionen (Bild E 6)

) = =5 /
25
O
\_/

folx) = 22— 5x+ % 5(25;-3)

E6
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Die Scheitel der zu zeichnenden Parabeln sind die Punkte

5 5 5
S, (E’ —3); 52(5; 0); s“(E; +2).

Ergebnis: Die Gleichung (1) hat die Losungen x;, ~ 0,8 und x, ~ 4,2. Die Glei-

chung (2) hat die zweifache Losung x = 5 Die Gleichung (3) hat keine reellen
Lésungen.

Wir ergéinzen die in der Lerneinheit E12 (Zusammenfassung) mit Hilfe der Dis-
kriminante durchgefiihrte Fallunterscheidung beziiglich der Losungen einer qua-
dratischen Gleichung durch die folgende Ubersicht.

p* p? Gleichung

D=—4——q y5=—<T—q) Parabel y = a2 4 px 4 q 2 + px + q = 0 hat

o schneidet die x-Achse in z hied 1L
- g>0[ys<0 zwei verschiedenen gL neaciisdenomectie

4 Punkten Losungen
p? _ e . eine zweifache reelle
5= 0|ys=0 beriihrt die x-Achse Lisung

" : :
pT —g<0|ys>0 f;cirl?:]de‘ dio x-Achse keine reellen Losungen

16

Die Abszissen der Schnittpunkte der Bilder der beiden Funktionen f;(x) = x% und
folx) = — %x + 3 sind zu hestimmel;. Das Bild E 7 zeigt die Bilder der Funk-
tionen f; und f,. Die Zahlen —2 und 3 sind diejenigen Argumente x, fiir die die
Funktionswerte der Funktionen f; und f, iibereinstimmen, d. h., es sind die-

1
jenigen Argumente x, fiir die gilt: x2 = —?x + 3 bzw. a2 %x —3=0.

3
Das heifit aber: Die Zahlen —2 undE sind die Losungen der quadratischen

Gleichung x? + %x — 3 = 0. Die Gleichung

224 px+q=0, (p,qreell) istiquivalent mit x®= —px —q.

Das bedeutet: Diejenigen Zahlen x, fiir die x® 4 px + ¢ = 0 gilt, sind auch
diejenigen Zahlen x, fiir die x> = —px — ¢ gilt, und es sind auch diejenigen
Argumente x, fiir die die Funktionen

flx) =2 und fy(x) = —px —q
gleiche Funktionswerte haben.
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Jr
yex
= v —zlx*d
M
L 1 1 1
=2 0 +5 x

E7
Die Losungen der Gleichung
. /P
a? 4+ px 4+ q=0, (qugo)
sind die Abszissen der Schnittpunkte
der Parabel y = a2 mit der Geraden
y=—px—gq.
Dieses Verfahren erweist sich beson-
ders dann als zweckmiBig, wenn
mehrere quadratische Gleichungen
niherungsweise zu lésen sind. Man
braucht die Parabel y = x2 nur einmal
zu zeichnen und kann dann mit Hilfe
dieser Parabel mehrere quadratische
Gleichungen lésen, indem man die
entsprechenden Geraden in dasselbe
Koordinatensystem einzeichnet.
Die Geraden y = —px — q kénnen
" beziiglich der Parabel y = x2 folgende
Lagen einnehmen:

‘ Y=2x+3

y=2x-1

-1

Die Gerade y = — px — g

Die Gleichung x2 ++ px + ¢ = 0 hat

schneidet die Parabel
y = 2% in zwei Punkten

zwei verschiedene reelle

Lésungen

beriihrt die Parabel y = x?

eine zweifache reelle Losung

hat keinen Punkt mit der Parabel
y = x% gemeinsam

keine reellen Lésungen

Das Bild E8 zeigt die zeichnerische Losung der Gleichungen x* — 2x — 3 = 0,
22 —2x+1=0 und x®—2x+ 5=0 nach dem beschriebenen Verfahren.

Aufgaben e 109 bis 117
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Systeme quadratischer Gleichungen

17

Die Summe der Quadrate zweier Zahlen x und y betrigt 26. Die Differenz dieser
Quadrate ist 6. Wie heiBlen die Zahlen?
Nach der Aufgabenstellung erhalten wir das folgende System quadratischer Glei-
chungen :

(I) 2%+ y2 =26

(II) 22 — y* = 6.

Jedes Zahlenpaar [x;y] aus reellen Zahlen x und y, das beide Gleichungen des
Systems erfiillt, heilt eine Losung des gegebenen Systems (Vgl. Lerneinheit
B 12).

Unter der Voraussetzung, daf} reelle Losungen existieren, kénnen wir die bei
der Losung linearer Gleichungssysteme angewendeten Verfahren auch bei der
Lésung quadratischer Gleichungssysteme anwenden. Addieren wir die Glei-
chungen (I) und (II), so erhalten wir:

222 = 32.

Diese Gleichung hat die Losungen
x=4 und x= —4.

Durch Einsetzen in die Gleichung (I) erhilt man fiir

a)x =4: b) x = —4:
16 4+y2 =26 164y =26
y==+/10 y==+10
Die Losung ge L des geg Gleichungssystems ist demnach

L ={[4;/10], [4; —/10], [—4;/10], [—4; —/10]}.

Die angegebenen vier Zahlenpaare erfiillen beide Gleichungen des Systems. Die
Zahlen, die die in der Aufgabe gestellten Bedingungen erfiillen, sind

x =4 %, =4 xg=—4 x=—1
1=V10 yo=—v10 y=4y10 y=—J10.

Als weiteres Beispiel betrachten wir noch ein System aus einer quadratischen
und einer linearen Gleichung.

Einer Kugel ist ein Zylinder einbeschrieben. Der Radius R der Kugel hat eine
Linge von 30 ¢cm. Der Achsenschnitt des Zylinders hat einen Umfang von
168 cm. Radius r und Héhe h des Zylinders sind zu bestimmen.

Das Bild E 9 zeigt einen Achsenschnitt der beiden Korper.

Die gegebenen Gréfien wurden in der Einheit cm angegeben. Also werden wir als
Ergebnisse fiir r und h ebenfalls GroBen mit der Einheit cm erhalten. (Wir rech-
nen in diesem Beispiel nur mit den MaBzahlen, benutzen als Variablen aber die
Zeichen ,,*“ und ,,h*".)

Esist (I) 4r2 + h% = 3600
(I1) 4r + 2h= 168.
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Zur

Die Gleichung (II) ist dquivalent mit
(ITa) h = 84 — 2r. Wenden wir das
Einsetzungsverfahren an, so erhalten
wir die Gleichung: r> —42r 432 =0
mit den Losungen r, = 24; r, = 18.

Durch Einsetzen von ry bzw. r, in die
Gleichung (IIa) erhalten wir:

hy = 365 hy = 48.

Die Probe zeigt, daB8 beide Losungs-

paare der Aufgabenstellung geniigen.
Man erhiilt das Ergebnis

r,=24cm; h) = 36 cm und

r, = 18 cm; hy = 48 cm. =

Geschichte der Algebra

60cm

2r

Wer heute das Wort ,,Mathematik* hort, denkt ganz unwillkiirlich an Formeln. In der Tat
scheint es selbstverstiindlich zu sein, daB ein Mathematikbuch auf den ersten Blick an den
darin enthaltenen Formeln zu erkennen ist. Aber es ist eigentlich noch gar nicht so lange
her, namlich erst reichlich 300 Jahre, daB spezielle Symbole in grofem Umfang in der
Mathematik verwendet werden, um die Rechentitigkeit zu erleichtern und ihr eine groflere

Ubersichtlichkeit zu verleihen.

Bild E 10: Origi der angefii Hau-Aufgab
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Vor der Herausarbeitung einer mathematischen F prache muBlten die M hen die
entsprechenden Rechenoperationen mit Hilfe von Wortern der Umgangssprache aus-
driicken. Einige Beispicle aus der Friihzeit der Mathematik zeigen recht deutlich, daB
eigentlich ebenso gerechnet wurde wie heute und nur die Variablen fehlten.

In der dgyptischen Mathematik hatten die ten Hau-Recl groBe Bedeu-
tung. Hau heifit soviel wie Haufen oder Menge und vertrat die Stelle unserer Variablen,
fiir die wir meist x wihlen. Die folgende Hau-Aufgabe, die auf eine lineare Gleichung mit
einer Variablen fiihrt, stammt aus einem mathematischen Papyrus aus der Zeit um
1700 v. u. Z.

Eigentlicher Text in deutscher Ubersetzung model;nc .
Schreibweise
. 1
Form der Berechnung eines Haufens, gerechnet 1 — mal zu- 1
sammen mit 4. Er ist gekommen bis 10. Der Haufe nun nennt ! 2T aE=o
sich?
Berechne Du die Grofle dieser 10 iiber dieser 4. Es entstcht 6. 10-4=6
. 1 2 3 2
Rechne Du mit 1 —-, um zu finden 1. Es entsteht —. lie-=—
2 3 2 3
2
Berechne Du — von diesen 6. Es entsteht 4. Siehe: 4 6+ 3= 4
nennt sich. Du hast richtig gefunden. x=4

Die babylonische Mathematik, insbeson-
dere die Algebra, hatte schon einen hohen
Entwicklungsstand erreicht. In Mesopo-
tamien war die Landwirtschaft auf
kiinstliche Bewiisserung angewiesen. Da-
her findet man hiufig Berechnungen des
Flicheninhalts von Feldern. Das folgende
Beispiel zur babylonischen Algebra
stammt aus dem 3. Jahrtausend v. u. Z.
und fiihrt auf eine quadratische Glei-
chung.

ssLinge und Breite habeich multipliziert
und so habe ich die Fliche errichtet.
Wiederum: was immer die Liinge iiber
die Breite hinausgeht, habe ich mit der
Summe von Linge und meiner Breite
multipliziert und dann habe ich meine
Fliche hinzugefiigt und es macht 1,
13, 20. Wiederum: Liinge und Breite

habe ich addiert. Es macht 1,40. Bild E 11: Keilschri mit Flii g
Die Zahl gaben sind im Sex imalsystem ht. Also bed
13 20

2 40 2
3,200 =1+ — =1— = — =1
1,13,20 =14 60+ _19 und 1,40 1+ 60 13.

607

136



Die MaBzahl der gesuchten Linge bezeichne man mit x, die MaBzahl der gesuchten Breite
mit y. Dann erhilt man durch Ubertragung der Aufgabe in die moderne Schreibweise

2 2
die Gleichungen (x —y)(x +y) +xy = 1-9— und x +y=1 3 Lost man die zweite

. 2
Gleichung nach y auf, so erhilt man y = 1 53— Man setzt in die erste Gleichung ein

und erhilt nach Umformen die quadratische Gleichung x* — 5x + 9 =0. Die ersten An-
siitze einer algebraischen Zeichenschrift finden sich schon in der babylonischen Mathe-
matik und dann erst wieder in der spitgriechischen Mathematik, besonders bei DioPHAN-
T0S VON ALEXANDRIA. Er hat ein umfangreiches Buch mit dem Titel Arithmetica ge-
schrieben, das zum groBten Teil erhalten geblieben ist. Es enthilt feste Bezeichnungen
fiir die Potenzen x, %, ..., x5, ein festes Zeichen fiir die Subtraktion sowie die Abkiirzung &
die er immer als Gleichheitszeichen verwendete. Man weif3 nicht genau, wann D10PHANTOS
gelebt hat, wahrscheinlich um 250 u. Z., aber iiber seine personlichen Lebensumstinde
wissen wir durch das folgende Gedicht recht genau Bescheid:

,.Hier dies Grabmal deckt DiopnaNTOS. Schaut das Wunder!

Durch des Entschlafenen Kunst lehret sein Alter der Stein.

Knabe zu sein gewiihrte ihm Gott ein Sechstel des Lebens;

Noch ein Zwélftel dazu, sproBt’ auf der Wange der Bart;

Dazu ein Siebentel noch, da schloB er das Biindnis der Ehc,

Nach fiinf Jahren entsprang aus der Verbindung ein Sohn.

Wehe, das Kind, das vielgeliebte, die Hilfte der Jahre

Hatt’ es des Vaters erreicht, als es dem Schicksal erlag.

Drauf vier Jahre hindurch durch der GréBen Betrachtung den Kummer
Von sich scheuchend auch er kam an das irdische Ziel.*

Wie alt ist demnach DiopHaNTOS geworden?

Die arabischen Gelehrten iibersetzten um 900 auch die Arithmetica in ihre Sprache. Zu-
gleich lernten sie Teile der hochentwickelten indischen und der schon sehr alten chinesi-
schen Mathematik kennen, weil mit diesen Lindern ein ausgedehnter Handel betrieben
wurde.

1

Die folgende Aufgabe aus einer ch Arithmetik des dritten Jahrtausends

vou. Z.

,,Man nimmt an, man hitte in einem Kifig eine Anzahl Kaninchen und Fasanen bei-
sammen, im ganzen 35 Kopfe und 94 Fiile. Wieviel sind von jeder Art vorhanden?"

B d bed de chinesische Mathematiker waren Liv Hur (um 263 u.Z.) und
L1 Yeu (1178—1265), die Biicher verfaBten, in denen das Auflésen von Gleichungen ge-
lehrt wurde.

Ein groBer Teil der alten indischen Textaufgaben ist besonders anmutig. So heilt es in
der Aufgabensammlung Krénung des Systems des indischen Mathematikers BHASKARA
(1114—118522):

1 1
,,Von einem Schwarm Bienen 163t 5 sich auf einer Kadombabliite, 3 auf einer Silindha-

bliite nieder. Der 3fache Unterschied der beiden Zahlen flog nach den Bliiten einer
Kutaja, eine Biene blieb iibrig, welche in der Luft hin- und herschwebte, gleichzeitig

durch den lieblichen Duft einer Jasmine und eines Pandamus. Sage mir
die Anzahl der Bienen.*

Die arabischen Mathematiker kniipften an die indische und die griechische Mathematik an
und entwickelten sie weiter. Thr besonderes Interesse galt der Algebra, da die Araber

3 ¢ ist der erste Buchstabe des griechischen Wortes (60t , d. i. gleich.
2 Die Jahreszahl mit einem Fragezeichen ist nicht sicher bekannt.
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einen groBangelegten Handel mit der ganzen ihnen bekannten Welt unterhielten. Auch das
Wort ,,Algebra® stammt aus dem Arabischen. Der Astronom und Mathematiker Ai-
HwArazymi (gest. um 840) hatte ein Rechenbuch mit.dem Titel .,Hisab aljabr walmuqa-
balah*, d. i. Buch iiber die Ergdnzung und das Hiniiberschaffen, geschrieben. Aus waljabr*
(Ergiéinzung) wurde bei den curopiischen Gelehrten spiter Algebra. Da dieses Buch schr
viele neue Rechenverfahren zum Lésen von Gleichungen enthielt, wurde der Verfasser zum
Symbol des geschickten Rechnens iiberhaupt. Auf diese Weise ist das in der Mathematik
so hiufige Wort Algorithmus, d. h. Rechenverfahren, entstanden. In diesem Buch ver-
mittelt :\L-ijﬁn-\zmi alles das, was fiir die Menschen bei der Nachfolge und beim Ver-
miichtnis, beim Aufteilen des Vermégens und bei Gerichtsprozessen sowie in allen ihren
Wechselbezichungen, beim Vermessen des Bodens und beim Anlegen von Kanilen, in der
Geometrie und bei verschiedenen anderen Fragen stiindig notwendig ist.*

Wihrend arabische Kultur und Wissenschaft in hoher Bliite standen, wurde durch den
Einflul des herrschenden Religionsdogmas, des Katholizi in Europa die Entwicklung
der Wissenschaften erschwert. Erst im 15. und 16. Jahrhundert begannen sich in Europa
die Wissenschaften zu entwickeln. Uber Spanien und Sizilien wurden die Europier mit den
Ergebnissen der arabischen Mathematik bekannt. Deshalb heiBen die eigentlich aus Indien
stammenden Ziffern heute noch arabische Ziffern, denn sie kamen durch Vermittlung der
Araber nach Europa.

Im 15. und 16. Jahrhundert wurde der Warenaustausch immer mehr durch die Geldwirt-
schaft ersetzt. Handel und Industrie entwickelten sich. Die sprunghafte Verstirkung des
Geldumlaufs machte die Umrechnung der unterschiedlichen Wihrungseinheiten ineinander
nétig. Zins- und Zinseszins mufiten berechnet und die Buchhaltung muBte ibersichtlich
gestaltet werden. Uberall in Europa gab es Rechenmeister, die fiir alle méglichen Auftrag-
geber derartige Rechnungen durchfithrten

und die dann auch Lehrbiicher schrieben, aus mbammlrm.
denen man die schwierige Kunst des Rechnens .
erlernen konnte. Von den deutschen Rechen- ‘Btb‘fauﬁO

meistern ist ADAM RiEs (1492—1559) am be-
rithmtesten geworden. Ineinem seiner Rechen-
biicher stellt er z. B. die nebenstehende Auf- ® p
gabe. Dabei bedeutet,.fl* die Wihrungseinheit e > 2
1 Gulden, und ein .,ort** bedeutet ein Viertel. ’jt‘&:

S

)
Immer mehr nahm der Handel und damit @ ) N

die Rechentiitigkeit zu. Um sich die Schreib-
und Rechenarbeit zu erleichtern, gingen die
Rechenmeister dazu iiber, Abkiirzungen fiir
hiufig wiederkchrende mathematische Aus-
driicke zu verwenden. Anfangs wihlte jeder
Abkiirzungen nach eigenem Geschmack. Zum 3“1“/“'““ at 100. f7. dafiir wil er 100.
Beispiel kiirzte der Italiener Luca Paciovr W(ﬂim tauffen 7 nemiidy / Ochfens
(1445—1514) das Wort,,piu*-. welches plus be- Selyrocin/ Katder/ vnd Sciffen boft cin Ochig
deutet, durch p ab und benutzte m fiir meno 4 g cin Schocin anderthalben f;. cin Kalb
als Zeichen der Subtraktion. Diese Schreib- cinen halben f2. vnd ¢in Seif cin ort von cinent
weise hat sich nicht durchgesetzt. Die heute ft. tote viel fol evjeglicher haben filedicroo. f 2
verwendeten -+ und — treten zum erstenmal Mache nach) den vorigen/madh eines jeglicher
gedruckt 1489 in einem Buch des deutschen lnﬂmwémm/bcﬁgkid)cnbic100- f(,vnbfcﬁ_
Rechenmeisters JonANN WIDMANN (geb. um  g(gpann alfo:

1460) auf, das den Titel Behende und hubsche

Rechenung auf allen kauffmannschafft trigt. ': 15
5
Das heute gebriuchliche Gleichheitszeichen 100 400
= empfahl der Englinder RoBerT RECORDE 2 1
(1510?—1558), der von Beruf Arzt war. Aber 1
es dauerte noch mehr als 100 Jahre, ehe sich ’ Multfe

dl.cses Flclchhcllszcwhen durchsetzte. war Bild E 12: Eine Seite aus einem Rechenbuch vop
Niederlinder SIMON STEVIN (1548—1620), ein A, Rigs. Sie enthilt cine Vichkauf-Aufgabe.
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Ingenieur, der an hervorragender Stelle den Befreiungskampf der Niederlande gegen die
Spanier unterstiitzte, fiihrte den Wurzelhaken mit nebengesetztem Exponenten cin, also

bedeutete z. B. «/® die dritte Wurzel. Die heutige Schreibweise, den Wurzelexponenten
Y 4 P!

in die Offnung des Winkelhakens einzufiigen, also 3\/ fiir die dritte Wurzel zu schreiben,
wurde von dem hollindischen Mathematiker ALBERT GIRARD (1595—1632) vorgeschlagen.
Der franzosische Philosoph und Mathematiker Rent DescarTes (1596 —1650), der lange
Zeit aus Furcht vor der katholischen Kirche im protestantischen Holland lebte, fihrte
schlieBlich 1637 den Querstrich am Wurzelzeichen ein, um den Radikanden genau kenn-
zeichnen zu kénnen. Der bedeutendste Algebraiker jener Periode war der Franzose
Frangois Vikte (1540—1603), der als Jurist in hohen Staatsimtern titig war. Einige
Zeit stand er beim franzésischen Konig in Ungnade und beschiftigte sich wihrenddessen
mit der Mathematik. Er lieB sich von dem Gedanken leiten, daf eine durchgiingige Ver-
wendung von Buchstaben die Ubersichtlichkeit der mathematischen Rechnungen wesent-
lich erhohen kénnte und verwendete die Vokale a, e, i. ... fiir die Variablen und die Kon-
sonanten b, d, g, ... fiir Konstanten. Zugleich machte er von eckigen, geschweiften und
runden Klammern Gebrauch. Wegen der zu groBien Anzahl von Symbolen fanden aber
Vieras Vorschlige nicht die Zustimmung seiner Zeitgenossen.

Von DESCARTES stammt die heutige Potenzschreibweise a®, b* usw., d. h. die Vereinbarung,
die Exponenten halbhoch rechts neben die Basis zu schreiben. Auch das rechtwinklige
Koordinatensystem ist nach DESCARTES genannt, obwohl er selbst nur eine Achse benutzt
hat.

Bild E 13: FRANCOIS VIETE (1540—1603) Bild E 14: RENE DESCARTES (1596 —1650)
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Exponentialfunktionen begegnen uns bei Wachstums- und bei Zerfalls-
prozessen, in der Natur, Wirtschaft und Gesellschaft. Hierzu gehoren — das
Wachstum einer Hefekultur auf einem Nihrboden, das Wachstum eines
Waldbestandes, wenn man von auBergewdhnlichen Bedingungen (Wald-
brand, Windbruch, Schéadlingsbefall) absieht, — das Ansteigen der Be-
vélkerungszahl der Erde, der Zerfall eines radioaktiven Elements.



F. Exponential- und Logarithmusfunktionen
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Rechnens
Einfihrung
1
2 5 2 1
Fiir welche rationale Zahl x gilt 27 = —??
1 1 =il ) X
Es ist——=-—=2 %. Somit erhalten wir die Gleichung 22 =2 2, aus
\/ 2 273 1
der wir die Losung x = — > sofort ablesen kénnen.

@ Liésen Sie folgende Gleichungen!
a)3c =81 b)10-=1000000 ¢)10°=0,001 d)2-=3/1
Es gibt keine rationale Zahl , fiir die 107 = 3 gilt.

Beweis (indirekt): Wir nehmen an, es gibe eine rationale Zahll, (p> q ganz-
zahlig; ¢ > 0), fiir die 1

L2,
(1)109 =3
ist. Durch P ieren der Gleichung (1) mit g erhalten wir
(2) 10p = 39.

Da 37 wegen g > 0 eine natiirliche Zahl ist, mu8 auch 107 eine natiirliche Zahl
sein. Zerlegen wir die Zahl 10 in Primfaktoren, so folgt

(3) 27+ 5p = 34.
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Jede natiirliche Zahl ist eindeutig in Primfaktoren zerlegbar. Daher erhilt man
aus (3) nur fiir p = ¢ = 0 eine wahre Aussage. p = ¢ = 0 widerspricht aber der
Voraussetzung, so daB8 die Annahme, es giibe eine rationale Zahl x mit 10= = 3,
widerlegt ist.

Zeigen Sie, daB die Gleichungen a) 10* =2, b) 2% = 5 keine rationalen Losungen
haben!

Die folgende Tabelle enthilt die Potenzen der Zahl 2 fiir die natiirlichen Ex-
ponenten n = 0 bis n = 20.

n of1]2 | 3|a s 6 |7 |8 [o Jwo [11 [12 |13
2 |12 faa 16|32 ]es]128 ] 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 8192
n 14 15 16 17 | 18 19 20

an lo3st | 32768 | 65536 | 131072 | 202144 | 524288 | 1048576

Mit Hilfe dieser Tabelle lassen sich gewisse numerische Rechnungen sehr einfach
ausfiihren.

a) 256 - 2048 — 28+ 211 — 219 — 524288
b) 1048576 : 65536 — 220: 218 — 21 — 16
¢) 1282 = (27)2 = 214 — 16384
d)3/262144 = 3/ 218 = 20 — 64

Bilden Sie weitere Aufgaben mit solchen Zahlen, die in der Tabelle enthalten
sind, und lésen Sie diese wie im Beispiel 1!

Die Anzahl der Aufgaben, die wir nach der angegebenen Methode lssen kénnen,
ist beschrinkt, denn zwischen den in der Tabelle enthaltenen Zahlen bestehen
groBe Liicken. Wir kénnen aber zwischen zwei beliebige aufeinanderfolgende
Zahlen der Tabelle beliebig viele weitere zwischenschalten, wenn wir auch ratio-
nale Exponenten aufnehmen. Kénnten wir jede positive reelle Zahl als Potenz
mit der Basis 2 darstellen, so lieBen sich mit diesen Zahlen die Operationen
Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren und Radizieren so ausfiihren, wie es im
Beispiel 1 gezeigt wurde.

Aus der Ubung 2 entnehmen wir, daBl sich nicht jede positive reelle Zahl als
Potenz von 2 mit einem rationalen Exponenten darstellen li3t. Deshalb erweitern
wir den Potenzbegriff abermals, indem wir auch irrationale Exponenten zu-
lassen.

Die eben angestellten Uberlegungen gelten nicht nur fiir die Basis 2. Tabellen
wie die oben angefiihrte lassen sich auch fiir andere Basen aufstellen und ent-
sprechend verfeinern.

Aufgaben f 1 und 2
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Potenzen mit irrationalen Exponenten

2

Die Gleichung 10 = 3 hat keine rationale Losung. Man kann jedoch rationale
Zahlen x so bestimmen, daB sich die Potenzen 107 beliebig wenig von der Zahl 3
unterscheiden. So ist:

100 =1 <3< 10 =10t
1004~ 2,51189 < 3 < 3,16228 ~ 10°°
10047 & 2,95121 < 3 < 3,01995 ~ 10048
100477 & 2,99916 < 3 << 3,00608 ~ 10047
1004771 & 2,99985 < 3 << 3,00054 ~ 1004772
10947712 & 2,99999 < 3 << 3,00006 ~ 10047713

usw.

(Ein Verfahren zur Berechnung dieser Potenzen soll hier nicht angegeben
werden.) Die Folge

;1)
{0,4; 0,5>
{0,47; 0,48)
(1) <0,477;0.478)
(0,4771; 0,4772)
€0,47712; 0,47713)

usw.

ist eine Intervallschachtelung, durch die die (irrationale) reelle Zahl r = 0,47712...
bestimmt ist. Auch die Folge

1005 10%)
{10045 1005)
<100_41 3 100445>
(2) <100.477: 100,4TB>
£100.4771; 1004772
<100,477 12; 100,477 18>

usw.

ist eine Intervallschachtelung, denn sie hat die in der Definition D 1 genannten
Eigenschaften.

Bis auf 10° und 10! sind alle Intervallenden der Folge (2) irrationale Zahlen.
Wir haben demnach eine Intervallschachtelung mit irrationalen Zahlen als Inter-
vallenden durchgefithrt. Durch diese Intervallschachtelung wird die reelle Zahl
10" mit dem irrationalen Exponenten r = 0,47712 ... definiert, und es gilt

10r = 3.

Jede Intervallschachtelung (a,/b,), die durch die reellen Zahlen a, und b,
(n = 1,2, ...) erzeugt wird, bestimmt eindeutig eine reelle Zahl.
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E 372 jst diejenige reelle Zahl, die durch | Unter Benutzungrationaler Niherungs-
folgende Intervallschachtelung be- | werte fiir die Intervallenden erhalten
stimmt wird : wir:

(31; 32 359
(314 315 {4,65554; 5,19615)
(3141, 3Lazy {4,70697; 4,75896)
{3L414; 31.415% {4,72770; 4,73289)
(3u4142; 31,0143y (4,72874; 4,72926)
(3ua421; 314122 <{4,72879; 4,72884)
(344213, 3414214 {4,72880; 4,72881)

usw. usw.

Demnach ist 3V2 = 4,72880 ...

Ist b eine beliebige reelle Zahl und a eine beliebige positive reelle Zahl, so kann
man stets die Potenz a” durch eine Intervallschachtelung definieren. Die all-
gemeine Definition soll hier nicht angegeben werden.

Fiir die-Potenzen mit reellen Exponenten gelten ebenfalls — wie hier ohne Beweis
mitgeteilt werden soll — die Potenzgesetze.

» SATZ: Sind a und b beliebige positive reelle Zahlen und r und s beliebige reelle
Zahlen, so ist:

(1) @ - a* =a"** (2) @+ b" = (ab)r 3) (@) =a"
4) a"’—i (5) Wenn r < s, soist @’ < a* fira = 1.
( T a Ist r = s, 50 gilt " = a°*.

EI a) 3Vi8. 3va2 — 3VIB+V32 _ 3ava+ava _ g7v2 b) 55733 —53.5-Y3_ 53-v3

o) (V572 = /51 Y = /5 Vi6 — /5" — 25

Definition des Logarithmus
3

Es gibt genau eine Zahl x, fiir die 10* = 3 gilt.

DaB es eine Zahl x, die der Gleichung 107 = 3 geniigt, gibt, wurde bereits ge-
zeigt. Wir zeigen noch, daB es hachstens eine Zahl x mit 10* = 3 gibt. Wir neh-
men an, es gibe zwei verschiedene Zahlen x, und x, mit

(1) 10 = 10= = 3.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei x, << x,. Dann gilt aber nach
Satz F 1 (5)
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107 < 10+

im Widerspruch zu (1). Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt.

SATZ: Jede Gleichung a* = b, (e > 0; a 5= 15 b > 0) hat genau eine reelle
Lésung.

Der Beweis dieses Satzes soll hier nicht gefiihrt werden.

Die nach Satz F 2 eindeutig bestimmte Zahl x nennt man den Logarithmus von
b zur Basis a und bezeichnet sie mit ,,log, b*“.

DEFINITION: log, b, (b > 0; a>> 05 a = 1) ist diejenige reelle Zahl c, fiir die
a¢ = b gilt.
Die positive Zahl b heiit der zum Logarithmus ¢ und zur Basis a gehérende
Numerus. Die Operation, die den Zahlen @ und b die Zahl ¢ = log, b zuordnet,
heilt Logarithmieren.
Nach Definition 3 ist

agt =pb |, (a>0; a==1; b> 0).
Die Gleichungen
a®=0b und c=log,b, (a>0;a=1;b>0)

sind dquivalent, d. h., es ist ¢ = log, b genau dann, wenn a¢ = b.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Potenzieren und Logarithmieren?

Die Logarithmen positiver Zahlen mit der Basis 10 heiflen dekadische Logarith-
men oder Briggssche! Logarithmen. Statt ,,log,, b* schreibt man kiirzer ,,lg b*.

a) log, 128 = 7, denn 27 = 128 b) log,4,72880... = \/2, denn 32 = 4,72880...
¢) 13100 = 2, denn 10> = 100 d)lg3 = 0,47712 ..., denn 10047712... — 3

1 f—
a) Schreiben Sie die Gleichungen ) 25 =32, f) 102 = \/10 in der Form
¢ = log, b!
b) Schreiben Sie die Gleichungen o) log; 81 = 4, 8) Ig 1 = 0 in der Form a® = b!
SATZ:Ist a > 1 undsind b, , b, reelle Zahlen mit b, < b,, so giltlog, b, <_ log,b,.

Beweis: Es sei
(1) by =a% und b,=a%.
Nach Voraussetzung gilt: (2) @ < a®. Dann ist auch (3) ¢; << ¢,.

Wire nimlich ¢, < ¢;, so miiite nach Satz 1 (5) a** < a gelten im Wider-
spruch zu (2). Aus (1) und (3) folgt

log, b, << log, b,.

1 HENRY BRIGGS (1561—1630), ein engli iker, ( i 1620 eine Tafel mit dekadischen Log-
arithmen.
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Fiir jede positive Basis a = 1 gilt

Aus Satz 4 folgt fiir jede Basis a > 1:
Wenn 0 << b< 1, soist log, b<< 0. Wenn b > 1, so ist log, b > 0.

Die Logarithmen aller positiven reellen Zahlen zu einer vorgegebenen Basis a,
(a>> 0; a == 1) bilden ein Logarithmensystem.
Aufgaben f 3 bis 8

Eigenschaften der dekadischen Logarithmen

4

Wenn wir kiinftig im Zusammenhang mit Logarithmen keine Basis angeben,
so sind stets dekadische Logarithmen gemeint.

@ Geben Sie die Logarithmen der Zahlen 10" an, wenn m eine ganze Zahl zwischen
—5 und +5 ist!

Ist k eine ganze Zahl, so gilt stets Ig 10" = k.

Ganzzahlige Logarithmen haben nur diejenigen Zahlen, die Potenzen von 10 mit

ganzzahligen Exponenten sind. Die Logarithmen aller anderen rationalen positi-

ven Zahlen sind irrational. Fiir gewisse irrationale Zahlen erhalten wir rationale
1

Logarithmen, z. B.:lg/10 = 5

Jede positive reelle Zahl 1aBt sich eindeutig als Produkt aus einer reellen Zahl r

mit 1 < r< 10 und einer Potenz 10* mit ganzzahligem Exponenten k dar-

stellen (vgl. Lerneinheit C 12). So ist beispielsweise

3754.79 = 3,75479 - 10% 0,0375479 = 3,75479 - 10-2,
[F] Esistlg6,85 = 0,8357, d. h., es ist 6,85 = 10085571),

Dann gilt

68,5 = 6,85+ 101 = 100:8357. 101 = 1018357
685 = 6,85 102 = 100:8357. 102 = 1028357
6850 = 6,85 10% = 1008357 . 103 = 1038357
68500 = 6,8510% = 1008%7.]10% = 1048357
0,685 = 6,85 - 10-1 = 1008357 . ]0-1 = ]00:8357-1

0,0685 = 6,85 - 10-2 = 100:8357 - 10-2 = 1(0-8357-2
0,00685 = 6,85 - 10-3 = 100:8357 . 10-3 = 100-857-3
0,000685 = 6,85 - 10-1 = 100:8357 - 10-4 — 1(0-8357-4

10,8357 ist ein Nil fifr den irrati L il von 6,85. miiBten wir eif
schreiben: 1g 6,85 =~ 0,8357 bzw. 6,85 ~ 1008887,

146



O 4

Aus diesen Gleichungen erhalten wir die Logarithmen der angegebenen Zahlen,
die wir in folgender Tabelle zusammenstellen :

m e Das Beispiel zeigt: Wenn wir den Logarithmus

der Zahl 6,85 schon kennen, so kennen wir

6.85 0,8357 auch die Logarithmen der Zahlen 6,85 - 10,

68.5 1,8357 wobei k eine ganze Zahl ist. Ferner erkennt

685 2,8357 man, daBl es unzweckmiBig wire, die Diffe-

6850 3,8357 renzen 0,8357-1; 0,8357-2 usw. auszurechnen.

68500 4,8357

0,685 0,8357-1
0,0685 0,8357-2
0,00685 0.8357-3
0,000685 0,8357-4

SATZ: Es sei r eine positive Zahl mit 1 < r < 10 und Ig r = m. Ist k eine be-
liebige ganze Zahl, so ist

Ig(r-10% = m + k.

Beweis: Nach Voraussetzung ist Igr = m, d. h., es gilt r = 107, Dann ist
r+ 10k =10m- 10 = 10m+*, d.h.: lg(r-10%)=m + k.

Man nennt die ganze Zahl k die Kennzahl und die Zahl m die Mantisse des Log-
arithmus von r - 10,

x Igx Kennzahl *| Mantisse

685 2,8357 2 0,8357
6,85 0,8357 0 0,8357
0,00685 0,8357 — 3| —3 0,8357

Satz: Ist 1< r<<10,s0ist 0 < Igr << 1.

Begriinden Sie Satz 6, und geben Sie Intervalle an, in denen die Logarithmen der
Zahlen x mit

2) 10 < x< 100, b)100 < x<< 1000, €) 0,1 < x<1, d)0,01 < x< 0,1

liegen!

ZUSAMMENFASSUNG

(1) Unterscheiden sich zwei positive Zahlen nur um einen Faktor 10" (k
ganzzahlig), so haben ihre Logarithmen gleiche Mantissen.

(2) Ist x = 1, so ist die Kennzahl des Logarithmus von x um 1 kleiner als
die Anzahl der Stellen, die in der Dezimalbruchdarstellung von x vor dem
Komma stehen.

(3) Ist 0 << x << 1,0 ist die Kennzahl des Logarithmus von x negativ. Thr
Betrag ist gleich der Anzahl der Nullen, die in der Dezimalbruchdarstellung
von x links vor der ersten von Null verschiedenen Ziffer — einschlieflich
der Null vor dem Komma - stehen.
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Berechnung dekadischer Logarithmen

Unsere Betrachtungen in der Lerneinheit F4 haben gezeigt, dafl wir die deka-
dischen Logarithmen aller positiven Zahlen erhalten, wenn uns die dekadischen
Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 (oder auch der Zahlen von 10* bis 10"+,
k ganzzahlig) bekannt sind. Man braucht also nur die Logarithmen der Zahlen
von 1 bis 10 zu berechnen. Nun ist zwar — wie wir in der Lerneinheit F2 gesehen
haben - die Berechnung der Logarithmen auf el tarem Wege moglich, aber
doch mit erheblichem Rechenaufwand verbunden. Man berechnet die Logarith-
men daher mit Hilfsmitteln, die hier nicht zur Verfiigung stehen. Wir wollen
jedoch noch an einem Beispiel zeigen, wie man durch sinnvolle Abschiitzungen
Logarithmen elementar berechnen kann.

Es ist Ig 2 zu berechnen!

Es ist
100 <21 <10t
103 <210 < 104
(1) 10% < 2100 < 103

10801 < 21000 < 10302
103010 < 210000 < 108011

usw.

Potenzieren wir die Doppelunglei-

1
chungen der Folge (1) mit 1 bzw. 0

bzw.

..., 50 erhalten wir

100
100 <2< 10t
1093 < 2.< 1004

(2) 10030 < 2 < 10081
100.301 < 2 < 100.302
1003010 = 9 ~ ](0:3011

usw.

Es gilt also 1g 2 = 0,3010 ...

Die Folge (2) stellt eine Intervall-
schachtelung dar, durch die die Zahl 2
bestimmt wird. Dann ist aber die
Folge
<0; 1)

(03 04

€0,30; 0,31>
€0,301; 0,302
€0,3010; 0,3011)

usw.

eine Intervallschachtelung fiir die
Zahl Ig 2.

In unserer Logarithmentafel sind die Mantissen der dekadischen Logarithmen
der Zahlen von 100 bis 1099 mit vier Dezimalstellen ohne Angabe der Null vor

dem Komma aufgefiihrt.

a) Aufsuchen des Logarithmus zu einem vorgegebenen Numerus:

Ig 60,4 = 1,7810; 1g 6040 = 3,7810.

b) Aufsuchen des Numerus zu einem vorgegebenen Logarithmus:

g x = 1,7896, dann ist x = 61,6;
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Vervollstindigen Sie die folgenden Tabellen!

a) | x 33,9 4750 8,711 15 0,346 0,00054 | 99100

Igx

b) | Igx 3.9330 0,8993 1,5911 2,1367 0,3729-4 | 0,8156-2 | 0,7243

x

Die in der Tafel tabellierten Mantissen (mit Ausnahme der zu 100 und 1000 ge-
hirenden) sind Niherungswerte irrationaler Zahlen. Der Betrag des Fehlers
eines solchen Niherungswertes ist aber nicht groBer als eine halbe Einheit der
letzten Dezimalstelle. So bedeutet 1g 8,02 = 0,9042:

0,90415 < 1g 8,02 < 0,90425.

Aufgaben f 9 bis 20

Lineare Interpolation

6

Unter gewissen Bedingungen ist es zulissig, eine gegebene Funktion f in einem
kleinen Intervall, in dem f iiberall definiert ist, niherungsweise durch eine
lineare Funktion zu ersetzen, ohne dabei einen wesentlichen Fehler zu machen.
Man kann dann aus zwei bekannten benachbarten Funktionswerten dieser Funk-
tion einen ,,Zwischenwert* niherungsweise berechnen.

Eine Funktion f sei in einem Intervall (x,;x,) definiert. Die Funktionswerte
f(x,) und f(x,) seien bekannt. Es ist ein Niherungswert fiir den Funktions-
wert f(x*), (x; < x* < x,) zu berechnen. Ersetzen wir die gegebene Funktion fim
Intervall (x;x,> niherungsweise durch eine lineare Funktion (Bild F 1), so
gilt nach dem Strahlensatz

Ay ¥y—n Y y=flx)

e e Daraus folgt ” » =5 -
- * —x,) Ay . y

Ny=mn +—Txl—,und es ist Ay

y ~y*=f*). N

Dieses Verfahren heit lineare Inter-

polation.

Die Differenzen zwischen zwei aufein-

anderfolgenden Mantissen fiir mehrere

aufeinanderfolgende Zeilen der Log-

arithmentafel sind annihernd konstant. 0 X x* X X

Das heiBit: In einem kleinen Intervall Ax

diirfen wir annehmen, daB der Zuwachs 5,
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vonlg x dem Zuwachs von x proportional ist. Deswegen ist es zulissig, das Verfahren
der linearen Interpolation anzuwenden!, um auch fiir Zahlen mit vier geltenden
Ziffern Niherungswerte fiir ihre Logarithmen zu berechnen.

Danach fiihrt die Ermittlung eines Niherungswertes fiir lg 7,127 beispielsweise
auf folgende Rechnung:

1g 7,12 = 0,8525 < 1g 7,127 < 0,8531 = 1g 7,13.
Nach den oben verwendeten Bezeichnungen ist

%, ="T,12 x,=17,13 Ax = x, — 2 = 0,01
y1 = 08525 y,=0,8531 Ay =y, —y, = 0,0006
x* = 17,127 x* — x; = 0,007
Die Formel (1) liefert ‘

0,007 - 0,0006 70,0006
S 0,8525 + 35 —

y = 0,8525 + 0,00042 ~ 0,8525 + 0,0004 = 0,8529.

y* ~y = 0,8525 +

Folglich erhilt man Ig 7,127 = 0,8529.

Zur Vereinfachung der Formel (1) setzen wir y— y, = 1_;4 und erhalten:
de (x* — x;) Ay - 104

- Ax
Ay - 10* = D ist stets eine ganze Zahl, die wir Tafeldifferenz nennen.

x*—x n )
i l—o,wobel n eine der natiirlichen Zahlen von 1 bis 9

ist, und zwar diejenige, die durch die vierte geltende Ziffer des Numerus bezeichnet
wird. Damit erhalten wir

Aullerdem ist stets

D-n
@ d=—|
: ) v
Wir runden d auf eine ganze Zahl d’ und erhalten y =y, + T

Es ist ein Niherungswert fiir Ig 473,8 zu bestimmen.

1g 473 = 2,6749

1g474 =2,6758 D=9;n=28

PR -
1010

1g 473,8 = 2,6749 -} 0,0007

1g473,8 = 2,6756

Es sei ein Logarithmus gegeben, dessen Mantisse nicht in der Tafel steht. Durch
Umkehrung des eben durchgefiihrten Verfahrens kénnen wir einen Numerus mit
vier geltenden Ziffern angeben.

12~17

* In der Lerneinheit F 11 werden wir sehen, daB die Menge aller geordneten Paare [x; lg ] mit x > 0 eine Funktion ist.
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" Aus (2) folgt

® n=L 2|

E Gegeben ist 1g x = 0,8827.
Es ist 0,8825 — 1g 7,63 < Ig x < lg 7,64 = 0,8831.

In diesem Falle ist

D=6;d=2,
2-10 20 -
=——= ~ 3.
also n 5 3 3.3
Wir erhalten
x = T7,633.

Der Fehler eines durch lineare Interpolation berechneten Logarithmus bzw.

Numerus ist groBer als der Fehler eines Logarithmus bzw. Numerus, den wir der

Tafel unmittelbar entnehmen kénnen, denn

1. D ist fehlerhaft, da die in der Tafel angegebenen Mantissen nur Niherungswerte
sind,

2. die Annahme des linearen Anwachsens der Logarithmen trifft nur annihernd

zu,

durch das Runden von d bzw. n auf eine ganze Zahl entsteht eine weitere Un-

genauigkeit.

Die lineare Interpolation 1iBt sich auch in anderen Tafeln (Tafel der Quadrat-

zahlen, Tafel der Quadratwurzeln, Tafel der Kubikzahlen u. a.) anwenden.

o

Aufgaben f 21 bis 32

Proportionalitéit der Logarithmensysteme

7

Das dekadische Logarithmensystem verdankt seine Vorzugsstellung der Tat-
sache, daB man die Logarithmen fiir alle positiven Zahlen, die sich nur um einen
Faktor 10%, (k ga hlig) unterscheiden, aus einem Tafelwert bestimmen kann.
Prinzipiell kann jede positive Zahl a == 1 als Basis eines Logarithmensystems
verwendet werden. Zwischen zwei verschiedenen Logarithmensystemen be-
stehen Bezichungen, die die Berechnung der Logarithmen des einen Systems aus
denen des anderen erméglichen. Wir setzen voraus, dal uns die Logarithmen aller
positiven reellen Zahlen mit der Basis a, (@ > 0; a == 1) bekannt sind. Es soll der
Logarithmus einer beliebigen positiven reellen Zahl ¢ zur Basis b, (b>0;b=1)
berechnet werden. Es sei

log,c = o, log,c = f, log, b=y,
das heifit, es ist
We=a=b und (2)b=a".
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Setzt man in (1) b = a?, erhilt man

(3) a* = (a7)f = avP.

Aus (3) folgt f = ;i baw.

@) log, ¢ = l'°g°c

(a,6>0;a,b=1; c> 0).

og. b

Die Gleichung (4) besagt, daB die Logarithmen ein und derselben positiven
Zahl ¢ aus zwei verschiedenen Logarithmensystemen einander proportional sind.
Man hat alle Logarithmen des Systems mit der Basis @ mit dem konstanten

Faktor zu multiplizieren, um die entsprechenden Logarithmen des Systems

1
log, b

mit der Basis b zu erhalten. Aus (4) folgt speziell fiir ¢ = a

|Iog,.a-log,b=1 (a,6>0; a,b 4 1).

Insbesondere kénnen wir aus den dekadischen Logarithmen die Logarithmen fiir
jede andere Basis berechnen. Setzt man in (4) @ = 10, so erhiilt man

®) logbc=:§§ (6>0;b+1; c>0).

E Es ist logg 7 zu berechnen.
lg7 08451

=gz~ o ~ V77

Nach (5) gilt logg 7
Aufgaben f 33 und 34

Exponentialfunktionen

Da zu jeder reellen Zahl x genau eine reelle Zahl 27 existiert, ist die Menge f aller
geordneten Paare [x; 27], (x reell) eine Funktion, die durch die Gleichung

y=2% oder f(x) =27 (xreell)

dargestellt werden kann. Die nichtrationale Funktion f nennen wir eine Ex-
ponentialfunktion. Sie ist fiir alle reellen Zahlen definiert. Fiir jede reelle Zahl x ist
27 positiv. Andererseits existiert nach Satz F2 zu jeder positiven reellen Zahl y
genau eine reelle Zahl x mit 27 = y. Demnach ist der Wertevorrat von f die Menge
der positiven reellen Zahlen. Das Bild der Funktion f verliuft also nur im ersten
und zweiten Quadranten. Gemeinsame Punkte mit der x-Achse gibt es nicht, da f
keine Nullstellen hat. Wegen f(0) = 1 schneidet das Bild der Funktion f die
y-Achse im Punkt P(0; 1). Nach Satz F1 (5) gilt:

Wenn x, << x,, 80 ist 271 < 271,
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Das bedeutet: f ist eine monoton wachsende Funktion. Da nun alle positiven
reellen Zahlen Funktionswerte der Funktion f sind, folgt: Mit wachsendem x
werden die Funktionswerte der Funktion f gréBer als jede noch so groBe reelle
Zahl, z. B. werden sie groBer als jede der Zahlen 10", (n eine natiirliche Zahl). Ist
x, eine beliebige reelle Zahl, so gilt

1
fle) =27 und f(—x)=2"= 94

Das heiBt: Die Funktionswerte zweier Argumente, die sich nur durch das Vor-

zeichen unterscheiden, sind zueinander reziprok. Demnach werden die Funktions-
. s . 1

werte von f fiir negative Argumente kleiner als jede der Zahlen T Das Bild

der Funktion f nihert sich also mit abnehmendem x asymptotisch der negativen

x-Achse (Bild F 2). Man erhiilt eine zusammenhingende Kurve, die iiberall ,,nach

unten gewdlbt* ist.

|

—

0 7 X

F2

Welcher formale Unterschied besteht zwischen den Funktionen y = 2¢ und
¥y =%

z
Auch fi(x) = (%) ist eine Exponentialfunktion, die fiir alle reellen Zahlen x defi-

niert ist und deren Wertevorrat die Menge der positiven reellen Zahlen ist.
Fiir ein beliebiges Argument x; stimmt der Funktionswert der Funktion

filx) = (%)z mit dem Funktionswert der Funktion f(x) = 27 an der Stelle —x,

iiberein, denn es ist

filay) = % =2 = f(—x).




1\
Wie erhilt man das Bild der Funktion f, = <?) aus dem Bild der Funktion
f(x) = 277 Zeichnen Sie das Bild der Funktion f, im Intervall (—4; 4)!

Wenn a eine positive reelle Zahl ist, ist a® fiir jede reelle Zahl x definiert. Dem-
nach erhalten wir fiir jede positive reelle Zahl a eine Exponentialfunktion

f(x) =a*, (a>0),

die fiir alle reellen Zahlen x definiert ist. Der Wertevorrat jeder Exponential-
funktion f(x) = a*, (a > 0; a == 1) enthilt alle positiven reellen Zahlen. Fiir alle
diese Funktionen gilt

f0)=a"=1.

Wegen a® - a™ = a™*%, (a > 0; x,, x,reell) gilt fiir alle Exponentialfunktionen
f(x) = a* das sogenannte Additionstheorem

[Fx0) -f(x2) = f(x1 + 2) .

Ist a > 1, so folgt aus x, << x, stets a” < a®:. Deshalb sind alle Funktionen
f(x) = a* mit a>> 1 monoton wachsende Funktionen. Mit zunehmendem x werden
) : 1
die Funktionswerte grofler als jede noch so groBe reelle Zahl. Wegen @+ — —
pr
(a > 0) werden die Funktionswerte fiir negative Argumente kleiner als jede noch

y=a% (a>0)

Definitionsbereich : —oo < x < +00 Wertevorrat: O<y < +oo

Fs
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so kleine positive reelle Zahl. Das Bild jeder Funktion f(x) = @, (a > 1) nihert

sich mit abnehmendem x asymptotisch der x-Achse.

Je groBer die Basis a, (@ > 1) einer Exponentialfunktion ist, desto steiler ver-

lauft das Bild dieser Funktion fiir positive Argumente und desto ,,schneller*

schmiegt sich die Kurve fiir negative Argumente an die x-Achse an.

Ist a eine fest vorgegebene positive Zahl, so liegen die Bilder der Funktionen

z z
y= (l) und y = a® wegen (;) = a% axialsymmetrisch zur y-Achse (Bild F 3).
a

Deswegen brauchen wir die Funktionen y = a* mit 0 << @ << 1 nicht gesondert
1

zu untersuchen; denn fiir jede Basis @ mit 0 << a << 1 gilt — > 1, und die Expo-
a

nentialfunktionen mit Basen, die groBer als 1 sind, sind uns bereits bekannt.

@ Geben Sie die wichtigsten Eigenschaften der Funktionen f(x) = a*mit 0 << a<C 1
an!

Anwendungen von Exponentialfunktionen

10

Exponentialfunktionen haben fiir die Physik, fiir die Biologie (Wachstums-
prozesse) und fiir die Wirtschaft groBe Bedeutung.

E a) Der Zusammenhang zwischen dem Luftdruck p und der Hohe h (gemessen in
km) wird durch die folgende Exponentialfunktion dargestellt.

1
P = poa* (p0 = 760 Torr, a ~ o,aszam)

b) Ein Kérper mit der Anfangstemperatur T, kiihle sich in der Zeit ¢ in einem
Medium konstanter Temperatur auf die Temperatur T ab. Nach NEwToN
gilt
T=Tye;

dabei ist e = 2,71828 ... eine irrationale Zahl, und a ist eine Konstante, die
von der Oberflichenbeschaffenheit des Korpers, seiner Wirmeleitfihigkeit
und seiner Wirmekapazitiit abhiingig ist.

¢) Der biologische WachstumsprozeB (z. B. Holzbestand eines Waldes) 1aBt sich
unter vereinfachten Bedingungen durch die Exponentialfunktion.

p— at
m = mge

darstellen. Darin ist m, die zum Zeitpunkt t = 0 vorhandene Stoffmenge, e die
im Beispiel b) erwihnte irrationale Zahl, a eine fiir den WachstumsprozeB
des betreffenden Stoffes charakteristische Konstante und m die zu einem
beliebigen Zeitpunkt ¢ vorhandene Stoffmenge.

Aufgaben f 35 bis 38
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Logarithmusfunktionen

1

@ Gegeben sei die Menge f aller geordneten Paare [x; log, x], (x > 0).
a) Begriinden Sie, warum die Menge f eine Funktion ist!

b) Stellen Sie eine Wertetafel fiir die Funktion fauf, und zeichnen Sie das Bild der
Funktion im Intervall 0 << x < 10!
Anleitung: Berechnen Sie niherungsweise einige Funktionswerte unter Ver-

1
wendung der Formel log, x = li—: mit Hilfe des Rechenstabes!

¢) Beschreiben Sie den Verlauf der Kurve!

Die Funktion y = log, x, (x> 0) nennen wir eine Logarithmusfunktion.

In der Lerneinheit F8 wurde gezeigt, daB die Funktion f(x) = 22 monoton ist.
Demnach ist f eine eineindeutige Funktion und somit umkehrbar. Die zu fin-
verse Funktion f erhalten wir, indem wir in jedem geordneten Paar [x; y], das zu of
gehort, die Zahlen x und y miteinander vertauschen. Die Funktion fist die Menge
aller geordneten Paare [x; y], fiir die gilt

y = 2%, (x,yreell; y > 0).
Die Funktion fist die Menge aller geordneten Paare [y; «], fiir die gilt
x =log, y, (x,yreell; y > 0).

Die Gleichung fiir die Funktion f lautet demnach fly) = log, y, (y > 0). Durch
Umbenennung der Variablen erhilt man die Gleichung

f@) =logyx, (x> 0).

Das ist aber die in der Ubung 12 untersuchte Funktion. Demnach erhalten wir:
Die Funktionen

f(x) = 2%, (xreell) und f-(x) = log, x, (x reell; x> 0)

sind zueinander invers. Wir erhalten das Bild der Funktion f durch Spiegelung
des Bildes der Funktion f an der Geraden y = «x (Bild F 4).

Jede Exponentialfunktion f(x) = a*, (a>> 0; a = 1) ist monoton und damit
umkehrbar. Fiir eine fest vorgegebene Basis a, (a> 0; a == 1) gehort zu der
Exponentialfunktion f(x) = a* als inverse Funktion die Logarithmusfunktion
j(x) = log, x, (x > 0). Nach Satz D15 ist auch f(x) = a* die inverse Funktion
zu f(x) = log, x. Das gilt fiir jede positive Basis a == 1, so daB wir sagen konnen:
Exponentialfunktionen f(x) = a* und Logarithmusfunktionen f(x) = log, «,
(x> 0), die die gleiche Basis a, (a > 0; a =+ 1) haben, sind zueinander invers.

Wir erhalten demnach das Bild einer jeden Logarithmusfunktion f(x) = log, x,
indem wir das Bild der entsprechenden Exponentialfunktion f(x) = a* an der
Geraden y = x spiegeln.
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F4

Die Logarithmusfunktionen y = log, x sind nur fiir positive reelle Zahlen defi-
niert und haben als Wertevorrat die Menge der reellen Zahlen. Ista> 1,
so wachsen die Funktionen monoton; ihre Funktionswerte sind fiir Argumente
x> 1, (0 < x < 1) positiv (negativ). Die Bilder der Funktionen y = log, x ver-
laufen nur im ersten und vierten Quadranten und schneiden die x-Achse an der
Stelle x — 1, denn es ist log, 1 = 0. Fiir @ > 1 schmiegen sich die Kurven mit
abnehmendem x, (x > 0) an die negative y-Achse.

Aufgaben f 39 bis 44

Logarithmengesetze
12

Mit Hilfe der Logarithmentafel kinnen wir jede positive reelle Zahl als Potenz
mit der Basis 10 darstellen, so daB wir Produkte, Quotienten und Potenzen
positiver reeller Zahlen ,,logarithmisch® berechnen konnen.

Aus der Logarithmentafel entnehmen wir:
g 7 = 0,8451, Ig 13 = 1,1139, 1g 91 = 1,9590.
Dann gilt:
7.13 — 100:8851 . JOL113 — ](08451+1,1130 — (L9590 — 9],

Daraus folgt
Ig (7-13) = 1g 91 = 1,9590 = 1g 7 + Ig 13.
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Die Berechnung des Produktes 7 .13 wird zuriickgefiihrt auf die Addition der
Logarithmen der Faktoren 7 und 13.

. 946
Der Quotient 505

>

ist mit Hilfe von Logarithmen zu berechnen!

Es ist

94,6 1019759
595 10v7
94,6

95— 1,59

= 101.9759-1,7745 — 100.2014

SATZ: Sind x, und x, positive reelle Zahlen und ist a eine positive von 1 verschie-
dene reelle Zahl, so gilt:

(1) log, (x1x2) = log, xy + log,x, (2) log, ? = log, x; — log, x>

3) log, x{ = rlog, x; (rreell).
8a Xy 8

Beweis: Es sei

log %, =b; und log,x;=b, d.h. x,=a" und 2= ah,
Dann ist:

(') %, * x5 = ab - abs = ghitha,

also log, (%, * %) =b, + b, = log, x, + log, x,.

by
Ferner ist: (2') H_ a_b =ah - at = ghb,
x, ah
also log‘,xﬁ = by — by = log, x, — log, x,.
2

Ferner ist:
(3) 5 = (@) = a™,
also log, x] = rb, = r log, x;.

Fiir den Logarithmus eines Produktes aus endlich vielen positiven Faktoren
x], xz’ ) x” gilt

log, (x; - %+ -+ * ) = log, x; + log, %, + +++ + log, «,,.

Aus (3) erhilt man speziell fiir r = l, (n positiv ganz):
n

T
log. v x; = :log, x|

a)1g(7-3/7) =3lg7+§lg7=¥lg7
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52.13 ( 1
= lg7+—lgll)
7- 3 3
w-\Ju —»
c)2logau+—loga(u—v)—-logav—loga \/_
%
@w>0v>0;u>v;a>0;a=%1)
100
ﬂ)2—lﬂ2a—lg100—lg25——lg %5 =lg4

Aufgaben f 45 und 46

Beispiele fiir logarithmische Berechnungen

13

(Anmerkung: Die in den Beispielen 16 bis 20 gegeb Zahlen sind ,,genaue®
Zahlen, d. h., es handelt sich nicht um Zahlen, die durch Runden entstanden
sind und nicht um MaBzahlen gemessener Groflen.)

Multiplizieren
x = 5,73-0,28 - 15,84 n Ign
Igx = 1g 5,73 + 1g 0,28 + 1g 15,84 5,13 0,7562
x=2542 0,28 0,4472-1
15,84 1,1998
x 2,4052-1
x 1,4052
Dividieren
7,26 n Ign
17 —_—
=12 i E -
7,26 0,8609
lgx =1g 7,26 —1g 0,49 0,49 0,6902-1
=148 x 0,1707 +1
. x 1,1707
T 2,424 n Ign
79,148 |
1 -1
x = 0,265 2,424 0,3845
9,148 0,9613
(Anmerkung: Es ist 0,3845 = 1,3845 — 1) x 0,4232-1
Potenzieren
[®] x=o8 n lgn
lgx =415 0,877 0,877 0,9430-1
x = 0,5916 x 3,7720-4
x 0,7720-1
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Radizieren

a)x = i/ﬁﬁ n Ign
1
]g — = Ig 632 632 2,8007
x 0,5601
x = 3,632
b) x = 3/0.798 n Ign
x = 0,9275 2 =)
0,798 0,9020-1
x 0,9673-1
Zusammengesetzte Aufgaben
25,72-119 n Ign
ayx="0
/2870 25,7 1,4099 |- 2
1 +95.72. —
Wir setzen: 25,7+ 119 = p,, 2870 34579 | - %
/2870 = p,.
Dann ist: g p, = 21g 25,7 + 1g 119 25,72 2,8198
1 119 2,0755
Ig p, = —1g 2870
EPy=g'e P 4,8953
lgx =lgp, —lgp, 2/2870 = p, 1,1526
Ergebnis: x = 5530
x 3,7427
o 767+ /50200 70,14 n Ign
= (—21,7)° 1
Wir setzen: 50200 4,7007 || - T
= 21,7
/50200 70,14 =p,, 1,3365 || - 3
(2L =p,. /50200 1,5669
p1 = 2587 70,14 1,8459
76,7 4 p, = 2663,7 ~ 2664 - 34128
Ergebnis: x = —0,2606 1 3
2664 3,4255
21,73 4,0095
%] 0,4160-1

Beim numerischen Rechnen mit Hilfe von Logarithmen erhilt man fiir die ge-
suchten Ergebnisse stets nur Niherungswerte. Die Genauigkeit dieser Niiherungs-
werte ist um so groBer, je mehr Dezimalstellen die tabellierten Mantissen in der
benutzten Logarithmentafel haben. So erhilt man beispielsweise fiir das Produkt

50,21 - 42,54 = 2135,9334 mit Hilfe einer
vierstelligen Tafel: 2136

finfstelligen Tafel:  2135,9
siebenstelligen Tafel: 2135,933.
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Mit der uns zur Verfiigung stehenden vierstelligen Tafel erhilt man im allgemeinen
Ergebnisse mit vier geltenden Ziffern, wobei allerdings die vierte Ziffer meist
nicht mehr zuverlissig ist.

Aufgaben 47 bis 65

Rechnen mit Né&herungswerten

14

In der Praxis hat man hauptsiichlich Rechnungen auszufiihren, bei denen die
Eingabewerte Nitherungswerte sind, d. h., es handelt sich um gerundete Zahlen
(z. B. \/2 ~ 1,414) oder um Maflzahlen gemessener Grofen [z. B.l = (4,74 0,05) cm].
Bei solchen Rechnungen erhilt man sowieso — auch wenn nicht logarithmisch
gerechnet wird — nur Niherungswerte fiir die Resultate.

Es ist 2,287 - 1,384 = 3,165208.
a) Runden wir die Faktoren auf drei geltende Ziffern, so erhilt man

2,29 - 1,38 = 3,1602.
b) Rundet man auf zwei geltende Ziffern, so gilt:

2,3:-14 =3,22.
Man erkennt, daB im Fall a) die beiden letzten Grundziffern von 3,1602 villig
sinnlos sind. Das Ergebnis wird daher nur mit drei geltenden Ziffern angegeben:
3,16. Im Fall b) gibt man das Ergebnis nur mit zwei geltenden Ziffern an: 3
Beim Rechnen mit Niherungswerten mufl unbedingt beachtet werden, daB im
Resultat keine sinnlosen Ziffern beibehalten werden und damit eine Genauig-
keit vorgetiuscht wird, die gar nicht vorhanden ist.
Unter den wesentlichen oder geltenden Ziffern eines Niherungswertes versteht
man alle Grundziffern dieser Zahl mit Ausnahme der Nullen, die links von der
ersten von Null verschiedenen Grundziffer stehen und derjenigen Nullen rechts,
die an Stelle unbekannter oder vernachlissigter Grundziffern geschrieben werden.

22

a) Die Zahlen 3,1 bzw. 3,14 bzw. 3,1416 sind Niherungswerte fiir die Zahl z
mit zwei bzw. drei bzw. fiinf geltenden Ziffern.

b) Die Einwohnerzahl der DDR betriigt etwa 17000000. Diese Zahl hat zwei
geltende Ziffern. Man schreibt deswegen:
17 - 108 oder 17 Millionen.

¢) Runden wir die Zahl 738,54 auf Hunderter, so erhalten wir die Zahl 700 mit
einer geltenden Ziffer. Man schreibt besser: 7 - 102

d) Die Kérpertemperatur eines Menschen, gemessen mit einem Fieberthermo-
meter, dessen Skale in Zehntel Grad unterteilt ist, betrage 37,0 °C. Diese Zahl
hat drei geltende Ziffern.

Fiithrt man eine Rechnung mit Niherungswerten verschiedener Genauigkeits-
stufen durch, so ist fiir die Genauigkeit des Resultates stets der Niherungswert
mit der geringsten Genauigkeit maBgebend. Hat ein Niherungswert n zuver-
lassige geltende Ziffern, so ist es nicht sinnvoll, im Resultat einer Rechnung
mit diesem Niherungswert mehr als n wesentliche Ziffern anzugeben. Vor der
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Rechnung kann man die genaueren Eingabewerte so runden, daB sie nur eine
wesentliche Ziffer mehr haben als der Niherungswert mit der geringsten Anzahl
wesentlicher Ziffern. Fiir das Rechnen mit Niherungswerten wollen wir uns
folgende Regeln! merken, die hier nur mitgeteilt werden sollen:

1. Bei der Addition und Subtraktion von Naherungswerten gibt man im Resultat
nur so viele Dezimalstellen an, wie in dem Eingabewert mit der kleinsten Anzahl
von Dezimalstellen vorhanden sind.?

2. Beim Multiplizieren und Dividieren von Niherungswerten gibt man im Er-
gebnis nur so viele geltende Ziffern an, wie in dem Eingabewert mit der ge-
ringsten Anzahl geltende Ziffern vorhanden sind.

3. Beim Potenzieren und Radizieren mit den Exponenten 2 oder 3 behilt
man im Ergebnis so viele geltende Ziffern bei, wie in der gegebenen Basis bzw.
in dem gegebenen Radikanden zuverlissige geltende Ziffern vorhanden sind.

4. Ist das Ergebnis einer Rechnung mit Niherungswerten nur ein Zwischen-
ergebnis, mit dem weitere Rechenoperationen auszufiihren sind, so wird bei
dem Zwischenergebnis eine Ziffer mehr beriicksichtigt als durch die Regeln 1
bis 3 angegeben wird. Im Endergebnis wird die letzte Ziffer dann weggelassen.

5. Soll man bei einer Rechenoperation 2. oder 3. Stufe einen Niherungswert mit
n geltenden Ziffern berechnen, so mufi man von den Eingabewerten n + 1
geltende Ziffern kennen.

Um z. B. den Flicheninhalt eines Kreises mit vier geltenden Ziffern angeben
zu konnen, mul man fiir 7 den Naherungswert 3,1416 nehmen. Soll man den

2. s g s i
mit drei wesentlichen Ziffern angeben, so berechnet man den

Quotienten " =
¢ 1414 . @ s

Quotienten 1733 Wit vier geltenden Ziffern und rundet danach auf drei
geltende Ziffern.

a) 2,000 - 4,000 = 8,000 e)3,723-18 =67

b) 2,62 -4,03 = 10,6 f) 3,723 - 1,80 = 6,70

¢) 2,620 - 4,030 = 10,56 g) 3,723 - 1,800 = 6,701

d) 1,802 = 3,24 h) /3,24 = 1,80

Die Masse eines 113 m langen Kupferdrahtes betrigt 1031 g. Die Dichte des
Kupfers ist p = 8,93 g cm™3. Welchen Durchmesser hat der Draht?

Es ist:

(1) m =V, L ® V=T
Zuschneiden der MaBeinheiten:

m=1031g; 0 =8,93g-cm3; h =113 m = 11300 cm
Aus (1) und (2) erhalten wir

1 Vgl.: Enzyklopiidie der ik, Band 1, S. 374, Berlin 1954,
* Diese Regel liBt sich ebenfalls auf der Grund) der i Ziffern
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n n lgn
m=p Idzh g

- 2 -2
de \/ 4m 4124 3,6153
“\ onh
8,93 0,9509
d=\/ ] 4-1031¢g n 0,4971 | (++)
8,93g-cm=3.7-11300 cm 11300 4,0531
= \/ 4124 T Nenner 5,5011
8,93 - - 11300 i
Radikand 0,1142-2 | - -
0,114 0,0571-1

Das Ergebnis wird mit drei geltenden Ziffern angegeben. Da die Zahl 4124 nur
eine geltende Ziffer mehr hat als die Zahlen 8,93 und 11300, ist es sinnvoll, den
Logarithmus von 4124 durch lineare Interpolation zu ermitteln. Man erhalt das
Ergebnis

d = 0,114 cm = 1,14 mm

Die logarithmische Skale

15

Eine Funktion kann man auch durch eine Skale darstellen. Fiir eine gegebene
Funktion f gewinnt man eine solche geradlinige Skale, indem man nach Wahl
einer Einheitsstrecke die Funktionswerte f(x) von einem festgelegten Anfangs-
punkt auf einer Geraden abtrigt und an die so erhaltenen Punkte die Argu-
mente x schreibt. Das Bild F 5 zeigt einen Abschnitt der Skale fiir die Funktion
y = 2, bei der die Einheitsstrecke 1 cm lang ist. Zum Vergleich ist ein Abschnitt
der Skale fiir die Funktion y = x mit der gleichen Einheitsstrecke angegeben.

B

005 1 15 2 25 3

Das Bild F 6 zeigt den Abschnitt einer Skale fiir die Funktion y = lg x fiir die
Argumente x mit 1< x< 10. Als Einheitsstrecke dieser logarithmischen
Skale wurde eine Strecke von 10 cm Linge angenommen. Wegen Ig 1 = 0 baw.
Ig 10 = 1 sind Anfangs- bzw. Endpunkt der Einheitsstrecke mit 1 bzw. 10 be-
zeichnet. Jeder Zahl x mit 1 < x < 10 ist eine Strecke mit dem Anfangspunkt 1
zugeordnet. Der Endpunkt dieser Strecke ist (10 - Ig ) em vom Anfangspunkt der
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Skale entfernt. Jede Strecke mit dem Anfangspunkt 1 und einem Endpunkt x,
der zwischen 1 und 10 liegt, stellt den Logarithmus einer Zahlx mit 1 < x=10

dar.

1000
0778
0699
0602
0477
0301 I
1 2 3 4 5§ 6 1 8 4w
¥

@ Fertigen Sie cine Skale fiir die Funktion y = Ig x fiir das Intervall 1 < x < 10
an, in dem Sie als Einheitsstrecke eine Strecke von 25 cm Liinge withlen! Mar-
kieren Sie auch die Teilstriche fiir die Argumente 1,15 1,2; 1,3; --; 1,91

Die im Bild F 6 dargestellte Skale 1aBt sich nach rechts und links fortsetzen.
Erweitert man die Skale, indem man beispielsweise fiir die Argumente 20, 30,
«, 100 die Teilstriche einzeichnet, so erhilt man ein weiteres Teilstiick der un-
endlich langen logarithmischen Skale, das dem schon gezeichneten kongruent ist.

Erldutern Sie, warum man den im Bild F 6 dargestellten Abschnitt der logarith-
mischen Skale auch als Abschnitt fir die Argumente x mit 105 < x < 104+
(k ganz) ansehen kann!

Der Rechenstab
16

@ Lésen Sie folgende Aufgaben mit Hilfe des Rechenstabes!
a) 1,37-4,62 b)7-40,8 ¢) 725:441 d)3,34:5,07 e) 842 f) \/0,655

Der Rechenstab besteht aus einem System logarithmischer Skalen, die auf dem
Stabkérper bzw. der Zunge mit groBer Genauigkeit aufgetragen sind. Die
Skalen A und B bzw. C und D sind kongruent. Als Einheitsstrecke fiir die Skalen C
und D wird meist eine Strecke mit der Linge 25 cm gewihlt. Die Einheitsstrecke
fiir die Skalen A und B hat dann eine Linge von 12,5 cm. Uber der Skale A

befindet sich die Skale K, deren Einheitsstrecke eine Linge von B%cm hat,

wenn die Liinge der Einheitsstrecke der Skale C 25 cm betrigt.

Warum sind die Strecken von 2 bis 4 bzw. von 4 bis 8 genauso lang wie die Strecke
von 1 bis 2?
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e 5

.3‘ u.m"

Stabkorper

Fi1
Das Multiplizieren bzw. Dividieren mit Hilfe des Rechenstabes beruht auf den
%
Formeln Ig (x, * x,) = lg x; 4 lg x, baw. IgT' =lgx —lgx,.
%3

Das Addieren bzw. Subtrahieren von Logarithmen wird mit dem Rechenstab
geometrisch ausgefiihrt.

Aufgabe: x = 1,57 - 4,35

a) C 1 iiber D 157;
b) unter C 435 auf D ablesen: 683

Ergebnis: x ~ 6,83

Das Bild F 8 veranschaulicht die zur Losung der Aufgabe erforderliche Ein-
stellung. Die MaBzahlen der Strecken a bzw. b sind unter Beriicksichtigung der
Einheitsstrecke 1g 1,57 bzw. lg 4,35. Die MafBzahl der Strecke a -+ b ist dann

1g 1,57 + g 4,35 = g (1,57 - 4.35).

435 0

Dieselbe Einstellung erméglicht die Losung der Aufgabe
6,83:4,35 ~ 1.57.

Veranschaulichen Sie entsprechend an Hand der Aufgabe 2,75 - 6,24 die ,,Multi-
plikation mit Riickschlag®!
Deuten Sie an Ihrer Zeichnung folgende Rechnung:

lgx = lg 624 — (Ig10 — 1g2,75) = 1g 62,4 — 1z 10 + 1g 2,75
62.4
=g ’]_0 1 1g2,75 = Ig 6,24 + 1g 2,75 = Ig (6,24 - 2,75).

Beriicksichtigen Sie die Uberlegungen der Ubung 14!




Die fiir die Skalen D und A verwendeten Einheitsstrecken verhalten sich wie 2 : 1.
Demnach ist die Strecke fiir lg a> = 2 1g a auf der Skale A genauso lang wie die
Strecke fiir 1g @ auf der Skale D. Uber jeder Zahl a auf der Skale D steht also auf
der Skale A das Quadrat dieser Zahl.

@ Vergleichen Sie die Skalen D und K miteinander, und erliutern Sie, wie man
mit diesen beiden Skalen Kubikzahlen bzw. Kubikwurzeln berechnen kann!

Berechnung zusammengesetzter Aufgaben

17

Ein Produkt aus mehreren Faktoren wird schrittweise berechnet. Die Zwischen-
ergebnisse werden mit dem Liuferstrich markiert, bis man die Zunge fiir die
niichste Berechnung eingestellt hat.

/ =
/315 - 404 6-4-10% 6-4
A= —m— b hlag: — ——— — — . =
E Aufgabe: x 0206 123 Uberschlag 30T 1. 10° 3 10 =80

Wir berechnen x mit Hilfe des Rechenstabs, indem wir abwechselnd dividieren
und multiplizieren.

a) Lauferstrich iiber A 315 (wegen \/31,5 ~ 6 steht der Lauferstrich zwischen
den mit 30 und 40 bezeichneten Punkten der Skale A);

b) C 296 unter (festgehaltenem) Lauferstrich (nicht ablesen);

c) Liuferstrich iiber C 404 (nicht ablesen);

d) C 123 unter Lauferstrich;

e) Unter C 1 ablesen: D 622.

Aus dem Uberschlag entnehmen wir die GréBenordnung.

Ergebnis: x ~62,2

Die Genauigkeit eines mit dem Rechenstab gewonnenen Ergebnisses entspricht
der Genauigkeit einer dreistelligen Logarithmentafel. Bei allen Rechnungen, die
mit dem Stab ausgefiihrt werden, erhilt man die Ergebnisse mit drei wesent-
lichen Ziffern. So wird beispielsweise statt der Aufgabe 1,2 -4,012 mit dem
Rechenstab gerechnet: 1,20 - 4,01 = 4,81. Die ersten beiden Ziffern lassen sich
stets genau einstellen bzw. ablesen. Auf den Skalen C und D kann man fiir die
Zahlen zwischen 1 - 104 und 2 - 10% (k ganz) die ersten drei Ziffern genau einstellen
bzw. ablesen. Die nichste Ziffer wird jeweils geschitzt. Das Schitzen der letzten
Ziffer entspricht der linearen Interpolation, da man hierbei nicht beriicksichtigt,
daB die Teilstriche nach rechts enger aufeinander folgen. Auf den Skalen C und D
ist die Ablesegenauigkeit groBer als auf den Skalen A und B. Eine logarithmische
Skale ist so beschaffen, daB der prozentuale Ablesefehler im wesentlichen an
allen Stellen gleich groB ist.

Aufgaben f 66 bis 81
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Zur Geschichte des logarithmischen Rechnens

Die Geschichte des logarithmischen Rechnens zeigt auBerordentlich eindrucksvoll, wie die
Entwicklung der Mathematik durch gesellschaftliche Bediirfnisse vorangetrieben wird.
Urspriinglich schien nichts anderes als eine interessante Zahlenspielerei vorzuliegen, wenn
man die arithmetische Folge

0,1,2,3,4,5, ...
mit der geometrischen Folge
1, a, a2, @3, a4, @’ ...

verglich und eine Beziehung zwischen dem Produkt zweier Glieder der unteren Folge und
der Summe der dariiberliegenden Glieder der oberen Folge erkannte.

Der Deutsche MICHAEL STIFEL (1486 oder 1487—1567) schwiirmte in seinem bedeutenden
algebraischen Werk Arithmetica integra (Gesamte Arithmetik, 1539) von den Beziechungen
beider Reihen. Er brachte zum Ausdruck, daB man ,,cin ganz neues Buch iiber die wunder-
baren Eigenschaften dieser Zahlen schreiben konnte®. STIFEL hatte auch erkannt, dal
jeweils das Subtrahieren dem Dividieren, das Multiplizi dem Potenzi und das
Dividieren dem Radizieren entspricht. Somit waren eigentlich seit STIFEL die theoretischen
Grundlagen des logarit} hen Rech d

Den AnstoB fiir die praktische Auswertung dieser Erkenntnisse gab die Trigonometrie.
Tm 16. Jahrhundert nahm die praktische Astronomie eine schwungvolle Entwicklung, da
die Hochseeschiffahrt nach neu entdeckten Liindern bedeutende astronomische und trigo-
nometrische Kenntnisse erforderte. Die ischen Bereck waren jedoch
auBerordentlich miihsam, da fortgesetat Multiplikationen und Divisionen mit Zahlen
groBer Stellenzahl (némlich den Si ten verschied Winkel) vor 1 waren.
Vor diesen Problemen stand auch der Schweizer JosT BURGI (1552—1632), ein Uhrmacher
und Mechaniker, der sich in unermiidlicher selbstindiger Arbeit bis zur Stellung eines
Astronomen an der damals fiihrenden Sternwarte in Kassel emporgearbeitet hatte. Bei der
Suche nach Methoden der Vereinfachung seiner beruflichen Rechenarbeit gelang es ihm,
unter Ausnutzung der bereits bekannten theoretischen Grundlagen, eine erste Logarithmen-
tafel aufzustellen. Hierzu interpolierte er nach einem geschickten Verfahren fortgesetzt
eine arithmetische und eine entsprechende geometrische Folge. Dabei ergab sich genau-
genommen eine Tafel der Antilogarithmen, da nicht wie in unseren heutigen Tafeln als
Numeri die Reihe der ganzen Zahlen gewihlt war, sondern die Logarithmen gleichmaBig

1
vor

wuchsen.
Biirc1 berechnete seine Tafel in auBerordentlich angestrengter Arbeit in den Jahren von
1603 bis 1611. Da er sich als wi haftlicher Auf iter fithlte und nur ungeniigend

die Gelehrtensprache der damaligen Zeit, das Latein, beherrschte, scheute er sich vor einer
Versffentlichung seines Werkes. Erst im Jahre 1620, nachdem BURGI seinen Wohnsitz
nach Prag verlegt hatte und dort in freundschaftlichen Beziehungen zu dem anerkannten
Astronomen JoHANNES KEPLER stand, erschienen die Tafeln unter dem Titel Arithmetische
und geometrische Progref3-Tabulen, leider unter sehr ungliicklichen Umstinden. Im Jahre
1620 wurde Prag im Verlaufe der Kriegshandlungen des DreiBigjihrigen Krieges einge-
nommen und gebrandschatzt. Dabei wurde auch fast die gesamte Auflage der Progref3-
Tabulen zerstort.

Die Bedingungen fiir die Entwicklung der Wissenschaften wurden in Mitteleuropa und be-
sonders in Deutschland durch den DreiBigjihrigen Krieg ganz auBerordentlich ungiinstig.
So konnten sich auch BUrc1s Tafeln trotz der Empfehlung KEPLERs nicht durchsetzen.
Durch sein Zogern hatte sich BURGI um den Ruhm der ersten Veroffentlichung von Log-
arithmentafeln gebracht. Im Jahre 1614 waren in Schottland, in Edinburgh, schon Log-
arithmentafeln gedruckt worden, und zwar unter dem Titel Mirifici logarithmorum canonis
descriptio (Beschreibung einer Tafel wunderbarer Rechnungszahlen). Hier tritt zum ersten-

1 1b

| hl, O \! d t.

mal das Wort ,,Logarithmus* auf, das soviel wie R x
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Bild F 9: JouN NEPER

Der Verfasser war der schottische Mathematiker Joun NEPER (1550—1617). Er war im

Grunde von derselben Fragestellung ausgegangen wie BUrc1, hatte aber ein anderes Ver-

fahren zur Berechnung der Logarithmen angewendet und war daher auch auf eine andere

Basis des Logarithmensystems gekommen. Den Logarithmen BiRrcis lag, wenn man sich

modern ausdriickt, die Basis 1,000110000 — 271846 ... ~ e zugrunde, denen NEPERS eine
1

zu — proportionale Basis. NEPERS Tafel enthielt die siebenstelligen Logarithmen der nach
e

Minuten fortschreitenden Sinus und Kosinus und die zugehérigen Differenzen, d. h. den
log tan x. NEPERS Tafeln fanden, zunichst vor allem in England, aber spiiter auch auf dem
Festland eine begeisterte Aufnahme unter den Fachgelehrten. Die Umwandlung der zu-
néichst noch schwer zu iiberblickenden neuartigen Zahlen in ein Handwerkszeug der Praxis
erfolgte durch HENRY BRicGs (1561—1630). Er war Professor am Gresham-College in
London, einer Spezialschule zur Ausbildung von Kaufleuten und s»Seeoffizieren Seiner
Majestit des Britischen Konigs™, die auf ihre Art Englands Aufstieg zur fiihrenden Kolo-
nialmacht der Welt unterstiitzte. Nach einigen Diskussionen einigten sich Brices und
NEPER, der bald darauf starb, auf die vereinfachenden Annahmen log 1 = Oundlog 10 =1,
d. h. auf den Ubergang zu dekadischen Logarithmen. Dann machte sich BR1ccs mit Feuer-
eifer an die Berechnung der Tafeln, die von 1617 an in Teilen 14stellig erschienen. Von nun
an war der Siegeszug der Logarithmen nicht mehr aufzuhalten.

In der Folgezeit wurden neue und bessere Methoden zur Tafelberechnung entwickelt.
Sie beruhen auf der Verwendung unendlicher Reihen, einem Hilfsmittel der héheren Mathe-
matik. Auch die theoretische Einsicht wurde vertieft. Aber erst dem Genie des grofen
schweizerischen Mathematikers LEoNnARD EULER (1707—1783) verdankt man die Ein-
sicht, daf3 das Logarithmieren eine zweite Umkehrung des Potenzierens ist,
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Aufgaben

Seite
169 4) Rechnen mit Variablen
185 b) Lineare Funktionen und Gleichungen

196 c) Potenzfunktionen, Exponent ganzzahlig
205 d) Potenzfunktionen, Exponent rational
211 e) Quadratische Funktionen und Gleichungen
220 f) Exponential- und Logarithmusfunktionen
a) Rechnen mit Variablen
1. Geben Sie die Menge der natiirlichen Zah- 2. Geben Sie die Menge der natiirlichen Zah-
len an, die len an, die
a) kleiner als 3 sind, a) groBer als 10 und kleiner als 11 sind,
b) durch 3 teilbar und kleiner als 10 sind, b) nicht durch 3 teilbar und kleiner als 10
sind,
¢) gleich ihrem Nachfolger sind! ¢) keinen Vorgiinger haben!

Formulieren Sie jeweils eine Bildungsvorschrift fiir die nachstehend gegebenen Mengen in Worten!

3.a) M, = {0;7;14; 21; ...; 70} 4.a) M, = {0;1;2;3;...;10}
b) M, ={1;3;5:7;9} b) M, = {2;4;8;16;32; ...}
©) My = {1;8;15;22; ...} ©) M, = {7; 71; 7173 1177}
d) M, = {0;1;4;9;...; 100} d) M, = {0;1;8;27;64; 125; ...}

Welche geometrischen Gebilde werden durch die folgenden Definitionen beschrieben?

5. a) Die Menge aller Punkte einer Ebene, die 6. a) Die Menge aller Punkte einer Ebene, die
von einem festen Punkt dieser Ebene von einer Geraden in dieser Ebene glei-
gleich weit entfernt sind. chen Abstand haben.

b) Die Menge aller Punkte, die von einer b) Die Menge aller Punkte, die von einem
Geraden gleichen Abstand haben. festen Punkt gleich weit entfernt sind.

1. In einer Klasse haben 11 Schiiler ein Fahrrad und 12 Schiiler eine Luftmatratze. Was kann
man iiber die Anzahl der Schiiler dieser Klasse aussagen?

2. In ciner Klasse sind 11 Rett und zwei Nichtschwi . Was kann man iiber

die Anzahl der Schiiler dieser Klasse aussagen?

1
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7. Definieren Sie die Mittelsenkrechte auf 8. Definieren Sie die Winkelhalbierende eines
einer gegebenen Strecke mit Hilfe des gegebenen Winkels mit Hilfe des Mengen-
Mengenbegriffs! begriffs!

a

9. a) Deuten Sie Tals Geschwindigkeit, als Leistung, als Durchschnittsertrag einer landwirtschaft-
lichen Kultur, als Arbeitsproduktivitit, indem Sie die Variablen entsprechend konkreti-
sieren !

a-b
an!

b) Geben Sie entsprechende konkrete Deutungen fiir

In den nachfolgenden Termen sind die verwendeten Variablen siamtlich Zeichen fiir natiirliche
Zahlen.

Bestimmen Sie den jeweiligen Variabilititsbereich fiir diese Variablen so, daB auch die Terme
natiirliche Zahlen darstellen!

Geben Sie dann fiir jeden Term seinen Vorgénger und seinen Nachfolger an!

10. a)n b)a—3 ¢)2a—17 1l.a)x + 5 b) 2n ¢)2a—1)
d)2n+1 e)2n—1 f)n? d)5(x —1) e)5(1 —x) f)2—3n
12. Welche natiirliche Zahl ist um - 13. Welche natiirliche Zahl ist um
a)3, b)a, ¢)2b—1 groBerals a)2, b)x, ¢)2b—1 Kkleinerals
100; 0; a; 2b — 1; Tb; a — 10; 1 — 2b? 100; 05 a; 2b+ 15 2b; 1 — 2b; 100 — x?

Mit Hilfe von Variablen und durch Angabe ihres Variabilititsbereiches sind nachstehend Teil-
mengen der Menge der natiirlichen Zahlen gegeben. Beschreiben Sie diese Mengen durch Angabe
ihrer Elemente!

Beispiel: n? 4 n — 1 mit n € {1;2;3;...; 10}
Losung: M = {1;5;11;19;29;41;55; 71; 89; 109}

14.a) n* — n mit n €{1;3;5; 7} 15.a) n-(n + 1) mit n €{1;2;3;...;10}
b) (n + 2)(n — 2) mit n €{2;3;...;10} b)n® — 8 mit n €{3;4;5;6;...; 9}
¢) n® — 1 mit n €{1;10; 100; 1000} ¢) 2(2n — 1) mit n € {11; 13; 17; 19}
d)n® —n® —n mit n €{5;6;7;8;9;10} d) (x + 2)® mit x € {2;3;4;...; 7}
€) 5x — 2y mit x € {1;5;10} und e) 2(x — y) mit x €{10; 9; 8} und
¥y €{0,1; 2} y€{8;7}
Beschreiben Sie die folgenden M natiirlicher Zahlen mit Hilfe von Variablen!
Beispiel: M = {25 7;12; 17; 22} Lésung: 5n + 2 mit n €{0; 1;2; 3; 4}
16.a) M, = {0; 3; 6; ...; 15} 17.a) M, = {1;3;5;7; 9}
b) M, = {0; 2; 4; 6; 8} b) M, = {4;9; 14;19; 24; 29; ...}
) M; = {2; 5385 11; } ©) My = {1;3; 9; 27; 81; 243; ...}
d) M, = {2; 4; 8; 163 32; ...} d) M, = {0; 1; 8; 27; 64; 125}
e) M; = {0;1;4;9;16; ...} e) My = {0;1;4;9;16; 25}
f) Mg = {3; 7; 11; 15; 19} f) My = {0; 1; 16; 81; 625}

3. Geben Sie die Menge aller Primzahlen an, die auch gerade Zahlen sind!

4. Geben Sie drei natiirliche Zahlen an, die sowohl der Menge der Quadratzahlen als auch der
Menge der Kubikzahlen angehoren!
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18. Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen x bzw. Zahlenpaare [x,y], fiir die folgende Aussage-
formen in wahre Aussagen iibergehen!

a)d-x<12 B)(x+1)(x—2)=0 )(x+y)(x—y) =0

Fiir welche natiirlichen Zahlen x gilt folgendes?

19.2)9 < x < 21 B)5<x<6 20.a)5 < x< T B)2x+1<9
¢) 2 < 11 d)x < 3x )B=3x—2=<113d)x+7T>T+x
e)x—12<2x —21 e)x =3x— 10 = 2x
f)5<2x+3=<3x—2 g)90<x*<100 f) < x g x*=x

Fiir welche x € N werden die folgenden Aussageformen zu wahren Aussagen?

2l.a)x+5=5+x b)x+5=2 22, a) 3x = 111 b)3x =5
)x+5=x—5 drtrx=x—2% ) Tx—5=2x+5 d)7x=1
ex+x=5+5 f)Tx+5=25—5 e)1x=1 ) I(x—2)=2(x—17)
g) 7x = 2x 4 5x g)(x—2):(x+2)=1:2
h)x:5=26:65 h) (x — 2): (x + 4) = x: (x + 10)
i)x+0=x kK)x:1=x )x—0==x kK)x'1l==x

23, Priifen Sie nach, welche der vier Briiche dquivalent sind!

27 b) 54 ) 15 a0 18
= == )= Sy
O Pw 9% On
Welche der drei Bezichungen >, <, = gilt jeweils zwischen den nachfolgend gel Paaren
gebrochener Zahlen?
3 4 4 5 35 15 1 14 13 14 15
2Ma) o — b)—:— == i) ye B @i
95y W3iT 26w VTig Wi Vi m
22 32 32 28 3 9 5 25
) -3 o5 = d)—; ) i
A VTim 9T
5. Begriinden Sie unter Verwendung von Gesetzen fiir Rechenoperationen, dafl aus

a)3 < 5 folgt 7<9, b) 3 < 5 folgt 300 < 500, ¢) 20 > 10 folgt 50 > 40,
d) 30 > 10 folgt 100 > 50, ) aus 20 > 10 nicht folgt 0 > 0!

6. Zeigen Sie, daf3
a) Die S von vier derfolgenden natiirlichen Zahlen eine gerade Zahl,
b) die Differenz aus einer natiirlichen Zahl und der nichstkleineren eine ungerade Zahl,
¢) das Quadrat einer ungerad Zahl eine de und das Quadrat aus einer geraden Zahl

eine gerade Zahl,
d) die Summe aus fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
«) gerade ist, wenn die kleinste Zahl gerade,
B) ungerade ist, wenn die grofite Zahl ungerade,
¢) das Produkt zweier geraden Zahlen gerade,
f) das Produkt zweier ungeraden Zahlen ungerade,
g) das Produkt einer g

d d

und einer Zahl gerade ist!
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Ordnen Sie die in einer Zeile angegebenen gebrochenen Zahlen nach der GroBe!

26. Beginnen Sie jeweils mit der kleinsten 27. Beginnen Sie jeweils mit der groBten
Zahl! Zahl!
r 5 10 33 33 3 4 2 1 3 1 5
a) —, ., sy = — a) —, —, —, —, —, —
3 14 32 100 99° 8 75 4 6 1 9
b) 44 33 22 99 66 77 b) 6 5 5 5 5
55 44" 33° 1000 77 88 65" 60 50 55° 70
) 3 63 99 63 54 60 ) 9 14 20 12 5
D5 W05 T30 1100 90 100 RO R T TR VY

Konstruieren Sie eine gebrochene Zahl, die zwischen den nachfolgend angegebenen Paaren ge-
brochener Zahlen liegt!

3 4 7 8 3 3 9 1
28.a) —; — b) —; — 29.8) —; — b)) ——; —
Vit P VT Y Too00 Too
5 125 625 T s
I T Vi T B0 V300 w0

30. Konstruieren Sie jeweils drei gebrochene Zahlen, die zwischen den in Aufgabe 28 angegebenen
Paaren von gebrochenen Zahlen liegen!

Fiir welche natiirlichen Zahlen n werden die folgenden A formen zu wahren A gen?

3 n 3 n 3 n 5 n 5 n 5 n
La) e s Baa W) 32.8)— < B g
Ra)7<5 W7i-% 9775 V9<w Pi~w ?%>®

Welche der folgenden Aufgaben haben im Bereich der gebrochenen Zahlen keine Lésung? Be-
stimmen Sie die Lésungen fiir alle anderen Aufgaben! (In diesen Aufgaben gilt: a == 0; a, b, ¢ € N)

5 9 5 9 5 9 9 5 9 5 9 5
A e Byt )i 3.a)——— b)—— )—:>
BaTts Do-oT 9 Vo Moo 9gig
b c b b ¢ 3 2 2 3 3 _2
Dot =S P ) [ T G | S
Ists 9535 Dy Vz—3F 955 By

Lésen Sie die folgenden Aufgaben, und schreiben Sie das Ergebnis als gemeinen Bruch und als
Dezimalbruch!

5 3 .5 3 _3 5 79 1 9 9 1
)t o By ) s 36.a) — +— b)—— i S5
Bayztg -5 957 Vgty Wy-g dg—3
79 79 9 1 5 3 5 3 3 s
—— t— f)—:— d) —-— —— f) —:—
V33 957 Dy ) 9 7y Dgig
sm ] 1 y2 1,3 8 L 3.4.1 1 4 3
Wt TT Wytgtyoy BOgtgtg O TR
5 1 1 noo12 19 1 115 71 3 1 6
2 2 el g o8 e et D
V=37 Ymta-—w-7 It —m Vg=gt+3
5 /2 1 12 NI
e)ﬁ—<?_7)+(7_‘§) R T VIR
5 03 1 3 017 2 2
e e ) Y R R
B2 (3’8 o) Yt tsts
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39.:)%-2 b)6'% C)T c 40.5)15% l:)4ri 5 c)l—?%%
2T TT T R R
a)% % b)%:% 42.-)% l b)1— %
N I

43.

4.

Geben Sie fiir die folgenden Gleichungen alle Losungen im Bereich der gebrochenen Zahlen an!
5
a)3x —2=11 lt)Sy—3=2(-?y+7) ¢)3+x=2 d)N(x—5)=5(x—17)

x+37x—3

€)

5 3

1
f)x:8=2x:16 g)6(x—2):?x—1 h)3+2y=15

1
——x

)3 —2 =
i) y Bl

15 k)x-x=% ) a(x— 1) =

Die folgende Tabelle gibt die in Millimeter gemessenen Nenn- bzw. IstmaBe von Werkstiicken
wieder. Geben Sie die Abweichungen entsprechend dem Beispiel an!

Nr Nennmal Istmaf} Abweichung Absoluter Wert | Richtung der
: d, d [d —dy) der Abweichung | Abweichung

1 150 153 [153—150] 3 2u grod

2 275 278

3 480 483

4 320 318

5 1200 1198

. Stellen Sie fest, welche der nachstehend angegebenen rationalen Zahlen in ein und derselben

Klasse liegen!
7
143

21
39

1 35 49
D+ D025 -2 D )tz Do

~

®

. Welche der drel Beznehungen Sy gllt zwnschen den natiirlichen Zahlen a und b, (b + 0)
in den f und Ungl
a+1 a a-+1 a a1
— b) — = e L e
“) 7T 3 e T 27 <3h1
d a 1 a a—1 f) a = bl
=y Sy O B

Welche Eigenschaften haben zwei gebrochene Zahlen, a) deren Produkt, b) deren Quotient 1
ist?
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46. Ordnen Sie die fulgendeu Zahlen der Gréfle nach! Beginnen Sie mit der groBten!

7 8 9 5 2 1
; ; b) - —; - —— — =+ = 0,3 ——
°)+ twity Wegtowi e YTt =g
1 110 1
) +08; 4095 — i — + ; +— ) =32 +—3 42285 — =i —033

47. Ordnen Sie die Betriige der in Aufgabe 46 angegebenen rationalen Zahlen! Beginnen Sie mit
dem kleinsten Betrag!

48.a) (+4.2) — (-+3) b)0 — (+3) 49. a) (—%)_(_%) B) (4+5) — (—=7)
962 - (1) (-3):(+3) I -1 +2)i(-5)
Iy 0(—7):cn di  0(+2):(+1)

50.|a+b+c (o b4 0) a+bkc'a~b+c a—b—"%

a)a=—2;b=+43;c=—4 b)a=—12;b=0;c=—8
3 1 3

=——ib=——jc=+4— da=+428l;b=+1;c=

Ne=—3 3 =t We=F kel

e)a= +02; b= —0,5; c = —0,04

5L @a+b)-c (afb)'c|(a+b):c (@a—b):c a-b-c

I

Setzen Sie fiir die Variablen die in Aufgabe 50 genannten Zahlen ein!

1 1
52, —a —b — — a+b a—b b—a
a b
5 11
Wa=frib=—— Bla=—002b=—00t ¢ a=+210;b= 455
12 5 11
. 1 = —132; b= —2, =———;b=
d)a 5 +12 e)a 3, 5 f)a m 0
1 .
s)a=+1;b=_T h)a=033; b=—1 i)a=—1;b=+1

9. Fiir zwei rationale Zahlen a und b soll jeweils gelten a)0 < a<b, b)a<b<0,
€)a <0< b Welche Bezichungen gelten jeweils zwischen ihren Betriigen?
10. Es seia) |a| <|b|, b)|a|=|[b, ¢)|a|>|b| mita€R und bER.

«) Welche der drei Beziehungen >, <, = gilt dann jeweils zwischen a und b?
B) Warum ist es nicht notwendig, die Aufgabe 10c) noch gesondert zu l6sen, wenn die Auf-
gabe 10a) bereits gelost ist?
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53.

[ as a:b bia | Ja+b | [a—bf la-b|

Setzen Sie fiir die Variablen die in Aufgabe 52 genannten Zahlen ein!

$4.0) (+5) + (=T) + 9+ (1) ) {2 TRy (OO ()
AT M A
S ol
56.8) (—2)- (+3)- (+5)- (=7) 57, 2) (10,2) - 8- (—1,7) - (—125)
w(-3)-(+ 1) (-35) (-3) B) (—8,59) (+1000.2)- 0 - (—7777,1)
W RE N

59.

o[[-2)+ (-] =)

Die Summe zweier von Null verschiedener rationaler Zahlen sei 0.
Bestimmen Sie den Quotienten dieser beiden rationalen Zahlen!

1

~

12.

13.

1

15.

»

. Der Quotient zweier rationaler Zahlen sei a) +1, b) —L

Bestimmen Sie fiir jeden der beiden Fille

«) die Summe, @) die Differenz, y) das Produkt dieser beiden rationalen Zahlen!

Das Produkt zweier rationaler Zahlen a und b sei a) +1, b) —1, ¢) 0.

Bestimmen Sie fiir jeden der drei Fille

«) die Summe a + b, ) die Differenz a— b, y) den Quotienten % dieser beiden rationalen
Zahlen!

Welche Bedingung muB erfiillt sein, damit die Aufgabe cy) immer losbar ist?
Zeigen Sie, daB fiir die rationalen Zahlen r und s gilt:
a)aus 0 < r < s folgt r* < s% b)aus r<s<0 folgt r2>s?!
Es sei x < 0 < y. Fiir welche rationalen Zahlen x und y gilt:
a)x?<y? b)at=y* c) 22 > y2?
Fiir welche rationalen Zahlen x gelten folgende Gleichungen bzw. Ungleichungen?
a)x* > x b) x* =x DERE
d) 2> |x[ e B=|x f) x2<‘x|
2> —x hx?=—x D2PI—x

Ermitteln Sie alle x, fiir die diese Gleich bzw. Ungleick zu wahren Aussagen
werden!
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Fassen Sie die folgenden Terme so weit wie méglich zusammen !
60. 2) 75a — (12a — 8b) — (6b — da) 61, a) 1552 — (1202 — 352)
-+ (8002 + 70d2 — 40d)

x x y x y 1
b) 90 82 78n) — (16, 104 b) —+(— ~—)— — =4
) 90m -+ (82m + 78n) — (16n -+ 104m) (Tt ) - (%)
62. Gegeben sind die Summen 63. Gegeben sind die Summen
S, =3p — 49 + 5r, S =pP—q¢—-r—-1,
S;=—2p+3qg—4r—1, S, = —3p? + 4% — 5r4,
1 1 1 2 3 5 5 3
Sg=—p—— — —. Sy=—p—— —r——.
SRy Ty LT A

Bilden Sie die folgenden Terme, und fassen Sie jeweils soweit wie moglich zusammen!

a)S,+S, b)S, —8, ©)S,—S, d)S,— 25,
3 4
938, =4S, DS —=5, S+, B2 45,

64. Zeigen Sie, daB fiir alle rationalen Zahlen x,y, z gilt:
DE—y—)—(—s—®)—(—x—y)=3r—y—s
b) 2 —y' —z— xx —y) + ¥y — 2) + 2 = y(x — yz)
c)(a—b)A(b—c)-gL(c—u)—(—a—2b+2c)=a
d) ab%® — (a*b% — a®be?) — abc(a®c — ab?® + be?) = 0

Formen Sie die folgenden Produkte in Summen um!

65. a) po Vo[l + »(t; — ;)] 66. a) 3[4 — (2a + 3)]
b) 5(c — 2d) 2ab b) 3x2[By — 4(6x — 2y)]
¢) ¢(0,4ac — 0,6bc) 5ab €) 8r%(—2s — 3r)- 12,55
d) Unter welcher Bedingung ist das Pro- d) Welche Zahl mu8 man in Aufgabe a)
dukt in a) gleich p, - ¥,? fiir a einsetzen, damit das Produkt

gleich 0, 1, 100 wird?

Klammern Sie gemeinsame Faktoren aus, und iiberpriifen Sie Ihr Ergebnis, indem Sie wieder
ausmultiplizieren!

67.a) —4x + xy 68.a) (—1)-y + 3yx
2
b)?a-f-Za b)x+a-x
¢) 2ab + 3abx — aby ¢) —x —xy
d) 9a%?* — 6a% — 3ab® + 12ab d) 25pq* — 35p% — 25pq + 35p

69. a) 15725t — 18rs%2 + 33rst® — 27r%s2%2
4 2 6 8
B) < abc — — gt - — athet — — abe
¢) 0,2m?n? — 0,6m?n + 0,8mn® — 1,2mn

176



Gegeben sind die folgenden S

1 1

"o Tom
Berechnen Sie die folgenden Produkte, und fassen Sie soweit wie méglich zusammen!

1
S, =2u+1; S,=m?n— 30m; Sa=—0,04z—%; S;=2u—1; S,

70.2)S,-S, b)S,-S, ¢)S;-S, 7.2)S,-S; b)S,-S, ¢ S,-S,
Formen Sie die folgenden Produkte in S um, und fassen Sie dabei so weit wie méglich
zusammen !
2 4
72. a) (a—b)-(3x—?y) 73. a) (l—y)-(? -+ a)
b) L Tx 4 2 b) (4x + 3 L + 4
)(—a+?) (—-x ?y) X+ y )(gu x )
1 1 1
¢)(3+=x)(a—2b—c) c)(3a5—20b+a)-<—-—+—>
\3¢®  2ab  a
) fu—@2b+)] b+ (a—¢)] d) (5r% — 5rs?) (5rs% — 5r%) ” [a<0]

74. a) [2x — 4(y + 32)]* [Ty — 3(x — 42)] b) [m® — 5n(n — 2m)] - [2n2 + 3m(4n — 3m)]

Formen Sie folgende Summen durch Ausklammern gemeinsamer Faktoren in Produkte um!

1 1 1
75. a) 54x%yz — 108xy% — 36xyz? 76. a) T nhd? -+ T ahd} + = ah?
b) —28rs — 77rt — 84ru — 91rv b) ¥, + Vyyde
¢) 45mn? — 15mn + 135m?n2 — 105m*n ) po¥s + PoVo¥ts — peVorty
5 hd? 4 hdd—i-lnhdz d)ag® —a
) g s+ g i gy ahd d
77.a) (a — b) 3x — 2y) — (b — a) (4x — 3y) — (—a + b) (—7x + 5y)

b) 3(2x — 5) —Su(dy — 3) +2u(2x — 5) + (4y — 3) +-3u(2x — 5) —4(4y — 3)

16. Jede der drei Kanten a, b, ¢ eines Quaders wird um die Linge d, (d < a; d <bjd<c)in
einem Fall verlangert und im anderen Fall verkiirzt. Ist — verglichen mit dem urspriinglichen
Quader — die Volumenzunahme bei Verlingerung der Kanten oder die Volumenabnahme bei
Verkiirzung der Kanten groBer?

17. Zeigen Sie, daB
a)fir a>b und ¢>d gilt (a —b)-(c —d) >0,
b)fira>b und c¢<d gilt (a—b):(c—d)<0,
¢) fir aZb und ¢ = d gilt (a — b)- (c — d) = 0!

18. Es seien a, b, c, d reelle Zahlen. Untersuchen Sie, welche Beziehungen zwischen a und b bzw.
zwischen ¢ und d gelten, wenn gilt

a)(@+b)(c+d)>0, b)(@+b)(c+d) =0, e)(a+b)(c+d)<o!
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Wenden Sie auf folgende Terme die binomischen Formeln an!

8. 8) (4 + a) b) (b — 3y 79.8) 3x — 4y)?  b)(—3 —2)?
6 3\2 2 2
QO+ G—n DA 9(ge-5) ®(ze+03)
I+ DE-1) o(3r-38)
80. a) (x + 3y)? b) (r —2)? 81. a) (x — 2y)* b) (3 + s)*
1 3 3 3 6 \?
) (7 o n) 4 (—?x + 2y) ) (=5a+ 0,3 d) (o,os i _1.0_)
&) (12mn — Llnmy:  f) 3L, — L)? € (2430  f)(—25ab— 0,2)
g) (14ab — 13a) (14ab + 13a) g) (O,ZZ 4+ %) (0,2: - %)
Rech Sie die folgenden Aufgal oglichst vorteilhaft im Kopf!
82.a) 382 b)71* ¢)58:62 d)104-96 83. a) 522 b) 162 ¢)52-48 d)55?2
&) 852 )18 g)103 k)87 €)38-62 f)76! g)dd®  h)99*

84. Fassen Sie so weit wie moglich zusammen!
a) (3x — 49 + (dy + 327 — 2% — &) (3x — 4y)
b) (O,Sa 3. i)z 4 (L; - o,:'.)z + <ia == i)z — (L3a — 1,7
2 5 5 2
) (25 + 35b)2 — (35 — 25b)2 + (25 + 35b) (35b — 25)

Formen Sie die folgenden Terme in Summen um!

85.a) (a = b b) (a £ b 86.8) (£ — )" b) (v — ) (x +y)
©) (a+bp d)(atb) ¢) (a -+ by — (a -+ b)a?
Bestimmen Sie die quadratische Ergi zu folgenden S !
1
87.a)x® +2cx b)y*+ 3y ¢)b*>—5b M.a)xz—?x b) 22—z c)r’—i:—r
2
d) ¢+ ?c e) 2%+ 2x f) a®x® — 2ax d) 252% 4 10x e) x® — 4x  f) 62® — 12x

19. Fiir welche rationalen Zahlen x und y ist
a)xy —3x+3y—9=0, b)xy —3x 43y —9=09?
20. Zeigen Sie, daB fiir alle rationalen Zahlen x und y gilt:
a)x? —6x+9=0, b)a?+8x+17>0, ) —a®+ 20x—101<0,

2 9s2 25
it — by +5° 20, @)= — 4+ 6>0, P —xt >0l

178



Formen Sie folgende Terme nach Méglichkeit in ein Produkt um!
89.2) a — 2ab — b? 90. a) 2 — y?
b) a® — 3a%b + 3ab® — b® b) x* + 428 + 622 + 4x + 1

2
c¢) mt — 2m*n® + nt  d) 2’4 62% 4 12x 4 8 c) x® — 12x + 36 d)x3+px+pT

Ermitteln Sie die quadratische Ergi fiir die folgenden S !
91. a) x* — 6x b) 2 — x 92. a) x® — 5x h)x’—%x
BYEE l_’:) d) a2 — 15x €) A — 2x d) 22 + 1000x
& &
) da®+a f) a? + 144ab e) l4da* —ab  f) 1'—6 oy
g) 0,0225p2 — 3¢ h) 812 + 9x ) 0,7 — 4,2r h) 9x2 — 8lx
a5 i) 2552 — 25x
Formen Sie die folgenden S zu einer S aus einem vollstindigen Quadrat und einem
3\? 11 2
Restglied um! Beispiel: 22 — 3x 4 5= a? — 3x 4 (——) +—=(x— —3— + i
2 4 2 4
93.a)x>+2x+5 b)a®+4bx+ec 94.a)x* —2x —5 b)a®—bx—c
¢) a® + 2ab — b* d) 5m® — 5mn + 5n2 e)x2+px+q d)x*—px+gq
e)x®+ 2xy +y f)9Im?+ 6m—2 e) 4x® + 8x + 8 f) a%?® — abc

Korrigieren Sie die folgenden Summen durch Hinzunahme eines weiteren Summanden so, daB
ein vollstindiges Quadrat entsteht!

95. a) 169 + 252* b) x%y? + 22 96, a) —169 — 2522  b) r® + 16s%
m? n? % 4
—_ ¥ - d) 0,0225 b 0,81 ,04¢2
c) 5 - 556 ) a® + c) =+ 0,04c¢

97. Setzen Siein (a + b)*bzw.(a + b)-(a —b) a)b=a, b)b=2a, ¢)b= —2a, d)b=%!

98. Beweisen Sie (a + b+ ¢)* =(—a — b —¢)?

99. Formen Sie folgende Quadrate in Summen um!
a)(@a+b+c? b)@x—3y+4z? ) (—2x+ 3y — 4z)?

100. Formen Sie die folgenden Potenzen in Summen um!

a) (a — b)" mit n €{3,4,5,6} b)(—2x -+ y)" mit n€{3,4,5,6}
) (r — 5)" mit n€{3,4,5,6}

21. Welchen kleinsten Wert kénnen die folgenden Terme jeweils h ? (Die vork d
Variablen bedeuten simtlich rationale Zahlen.)

a)a® —2ab —4a+ b+ 4b+4 b)rt—4rds 4 6r%s® —4rs® st e)rt—2r2 4+ 2
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101. Welchen kleinsten Wert kénnen die 102. Welchen grofiten Wert kénnen die
fol

folgenden Terme jeweils annehmen, wenn denTerme jeweils )} wenn
x eine reelle Zahl ist? x eine reelle Zahl ist?
1 1 i | 1
DEr9e=9 Blig)(stg)  DE-96te bx+ 3)(F-4)
1 1 1 1
o=3)(-3) o (-+-3)(--3)
1 1
) (x+7) (x—f) d) —3(2x + 3) 2x — 3)
e)a®—2x+5 f)x? —2x—5 e) (—3x +4)(3x — 4)
103. Der Term 104. Der Term
24xy — 21y® — 3y ist durch —a? + 20ab — 6a2b? + 3ab? ist durch
a)3 b)—3 c)3y d)—3y a)2 b)a ¢)a d)a® ¢)ah
) 10y zu dividieren. f) 4a%® g) 100a%? zu dividieren.
105. a) (ab% + a*bc — abc? + 4abc) : abe 106. a) (ax* — a’xy + ax? + axy): ax
N a%b? + ab® — ab b) m?n + 2mn - mn2
ab mn
rst -+ 2rs? — 4st® 4 s 182r%% — 104rs
¢)——MMM — ) ———
2s 13rs
1 55x%y2 — 121a2y2 -+ 132,
@ (10p% + 12pq — 4pg) - —— o ZL e Lty
4pq 11a%y

22. Das arithmetische Mittel m, zweier positiver rationaler Zahlen a und b wird durch die Glei-

b G
chung m, = 2 ; > das geometrische Mittel mg dieser beiden Zahlen durch die Gleichung

mg= \/E definiert. Beweisen Sie folgenden Satz: Das arithmetische Mittel zweier positiver
rationaler Zahlen ist mindestens gleich dem geometrischen Mittel dieser beiden Zahlen!

23. Zeigen Sie, daB fiir m = {2; 3; 4; 5; 6} die Bezichung (1 +x)* > 1 + mx gilt, wenn x == 0
und x > —1ist!

24. Die Liinge der Seite eines Quadrates wird gemessen. Der ermittelte Wert a sei mit einem
Fehler Aa behaftet. Sodann wird der Flicheninhalt 4 des Quadrates nach der Formel A — a?
berechnet.

a) Wie groB ist dann der Fehler A4 beim Flicheninhalt?

b) Zeigen Sie, daB das Ergebnis fiir den Flicheninhalt mindestens einen doppelt so grofien
prozentualen Fehler enthiilt, wie der prozentuale Fehler fiir die Seitenlinge des Quadrates
betriigt!

25. Untersuchen Sie entsprechend in Aufgabe 24

a) die Oberfliche; b) das Volumen eines Wiirfels!

26. Wie konnen Sie die Formel in Aufgabe 23 zur Vereinfachung der Lésung der Aufgaben 24
und 25 einsetzen?
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107. a) (2% + 2x + 2): (x + 1) 108. a) (ab + b® + ac + be — a): (a + b)
b) (x® + 2x + a): (x 4 1) b) (a® — 2ab + 2a + b + 2b + 1):
(@—b+1)

¢) (a® — b%):(a —b) ¢) (a* — b*):(a —b) /

Nachstehend sind jeweils zwei Summen gegeben. Die erste ist durch die zweite zu dividieren.

109.'a) ¢3 — 8cd?® + 8d%; ¢ — 2d 110. a) 27r%® — 15rs — 2; 3rs + 2
b) xt — Tx® + 7a% + 11x 4 20; x — 5 b) m® + 2,Imn — n?; 5n 4 2m
81 16 3 2 ut vt u? v?
e WAl I, | S N B B
R R R TR A UL
jd) —at —x2— 1522 —x 41 d) 10a* — 21a® — 16a® + 15a;
5a% 4 2a — 3

111. a) (125x® — 150x2 + 60x — 8): (25x® — 20x -+ 4)
b) (x° — 5x* + 10x® — 102 4 5x — 1): (x® — 3x® 4 3x — 1)
c) (922 + 4y* + 1 — 12xy + 6x — 4y): (1 — 2y + 3x)
d) (274 -—I—s‘) :(ir—ls)
16 - 256 2 4

e) (3x® — x%y + xy® — 3y°): (x —y) f) (8x® — 27y®): (2x — 3y)

27. Zwei natiirliche Zahlen a und b seien durch dieselbe natiirliche Zahl ¢ teilbar. Zeigen Sie,
dafl dann auch a) die Summe, b) das Produkt, ¢) die Differenz (wenn sie eine natiirliche
Zahl ist) dieser Zahlen durch ¢ teilbar sind!

28. Es seien a, b, ¢, d natiirliche Zahlen mit b 5= 0 und d = 0. Vergleichen Sie die beiden Quo-
tienten = und % miteinander, und stellen Sie fest, welche zusitzlichen Bedingungen gelten

= ist!
— ist!
b

b)

iis damit a ) a > c

miissen, dami — & — =— —S—

< a %773

29. Es seien a und b natiirliche Zahlen mit b 5= 0 und a < b. Vergleichen Sie jeweils die beiden
nachstehend angegebenen Quotienten!

a a+1 a a—1
2l a1 b) — —_—
a)bund P )b“nd T —1 G=+1)
1 -1
c) :il und :_1,(1»#1) cl)% und :TT, (n natiirliche Zahl)
e)-a— wd 2= mit n < a, natiirlich
b b—n

f) Welche allgemeinen GesetzmiBigkeiten ergeben sich aus d) und e) fiir echte Briiche?

Formulieren Sie diese in Worten!
g) Untersuchen Sie, ob es entsprechende GesetzmiBigkeiten fiir unechte Briiche gibt! For-

mulieren Sie solche als Ungleichungen und in Worten!
30. Welche Beziehungen zwischen a und b erhilt man aus

a«f-n=1, h)n—n:i’ c)n—}—nzag
b+n b

) b—n b b—n b
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Bestimmen Sie jeweils den g.g.T. und das k.g.V.!
112.2) 20;35; 15 b) 25; 30; 40
€) 2605 390; 65 d) 195; 130; 110
e) 165; 440; 495
114. a) abc; ab’c; a®bc®  b)abe?; a?h2c?; ac?
(a, b, ¢ sind untereinander teiler-

fremde natiirliche Zahlen)

Bestimmen Sie

113. a) 21; 42; 210 b) 210; 126; 420
©) 105;35; 175 d) 210; 315; 36
e) 60; 24; 48

115. a) a%yz; xy%; xyz®  b) xyz; xy; xz

(x, y, z sind untereinander teiler-

fremde natiirliche Zahlen)

Teiler und
116. a) r3s%; r’st®  b) rs%?; r2s%?

117. a) a + b; a® — b%; a® + 2ab -+ b

¢) 63m?n; 21mn?

Vielfache!
d) 42m®n?; 84 mn

b) 4p* — 9¢%; 4p? — 12pq + 9¢%; 9¢* + 12pq + 4p?

€)x—y; y —a% 2 — 2xy + 3% 2+ 2xy + y?

Jeder der folgenden Briiche ist so zu erweitern, daB sich das danebenstehende Produkt als er-
weiterter Nenner ergibt. Geben Sie die erweiterten Briiche an!

15ab a+b 3m 13
118. 3 112bc b ; 85rst 119. ; 10m®n? b, ;a2 —
Risvre © )7 85 95 e
1
2 15
¢) ; 16p% — 4q €) ——; 121a® — 22a + 1
,_ 9 lla—1
LAY
" e g o= 3%+ 0,5)
——— 4u® —4u _—
tu—2 g =05 0 GF 1 0)
Kiirzen Sie soweit wie méglich!
242p? Eod a8 60a® — 30b2
120. b) — 121.a) — b) ——
y 33pq x5 2 3 ) 12a — 6b
) Ta — 14b ) 81x? — 162x + 81
R k 27x — 27
Ermitteln Sie ein gemeinsames Vielfaches der Nenner!
2y 1 1
122.8) —; 2 ; 1 128.a) — ; —;
VG ®) Tsat 5o 20
1 1 1 1 b) a b ¢ d
15x * 2?2’ 12y * 30xy x—y,x+y’x—z’x+z
1 b i 1 a—b 3 2a — 3b
) — —— i ——; ——— 0)_;_—;—;
a a+1 a+2 a+3 2 Sy—2z 5y—2
4
2y — 5z
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Schreiben Sie die folgenden Quotienten als Briiche, und kiirzen Sie soweit wie moglich!

124. a) (—r2 — 2rs — s3): (r + 5)
b) (@ — b)*: (b — a)
¢) (25 — 4x%)%: (10x + 25)

125, a) (x — 1): (2 — 2x)
b) (422 — 25): (2% + 5)
¢) (5p — 39)*: (3p — 59)

Vergleichen Sie folgende Paare von Briich i der!
(Alle vork den Variablen bed natiirliche Zahlen, verschieden von Null.)
a 2a a b x 11x s st
126. a) — und — b) — und — 127.a) — _— — —
8) 3wl ) 5 " T )y uwd o Bgremd o
b —b — ==
S a+ xad a o 2x —y x—2y
a—b a+b 2x+y x4 2
Formen Sie folgende Quoti in S um!
Rb b]l - 2b1 2
gy DA e, 129, 0) 2 EY D
ab xy
2 bi! - 2b2 l1— 2.
b) a®h —)— a @ b) 2xy + x?y?
abe xy
)a‘—{~2cb—{-b2 )25—20:c~l-acz
¢)—M— )————
ab 50x2
4x2 — 12 9; 16r% — 40 3
a X xy + 9y 0 T 40rs + 25s
2x — 3y 8r — 10s
: 4x2 4 12xy + 992 492 — 121y2
) i e s W o
20x + 30y e 21x + 33y
S5s+r b+g 2s — t a—b
f) —— f
. ) s & bg ) 2t & ab
1) R,R; + RR; + RiRy B) 3(5x + 2y) — 4(5x — 2y)
R\R,R, 2522 — 4y
Formen Sie die folgenden Summen in Quotienten um!
a® b? 2 ¢ 1 1 1
130.8) — — — B) — e 131.a) — + — b) — + x*
&) oy ) —+3 -)g+b )t
2x 5x—1 -1 1 1
D) e e ) o+ =
4y + 5 10y 8 R, R,
2 3 5 9 5 4
9 v v S 2 S5 4
u—v u-+4v u m-+n m n
20c 19¢ c 5 1 9 m? — 1lmn
132.a) —— — _— 133.a) — - — — —— +——
‘)0—3 c——4+c—5 a)4m 6n 8mn+12mn(m—n)
— 45 —11 18s 4+ 1 17, 5
b) Ts —1 s 18 =+ by 13— m_
15r — 30t 5r — 10t r—2t 3m+1 1,5m + 0,5
) Ty S5x @ 3 o 1 T 1 + 1 + 1
Y COPRNIG . BU [70% T RNE O B I S PNl
S4xy  xyt+y xy R, R, Ry R,

183




4m 4+ n 21 2m — 5n 22m® + 29n3
134. a) E8 - =
(m — n)? m+4n (m — n)? m? — n?
b Sy — 1z 14y 4 92 2y — 22 1322 — 11y2
) 2y + 2y% - 3yz? — 353 4y*z + 4yz? 6y%z — 6yz?
Zeigen Sic, daB folgende Gleichungen gelten!
6s — 3 12 + 4 b:
185, 20 1244 136.a) 22
10 b
4m® — 9 4m? -+ 12m 4 9 x xy + y%
b) = by — — =~~~ . _,
4m* — 12m - 9 4m? —9 y ¥
4 1
 Enic SR e)p(l—;)+1=p
a 3 a 3n s u% 4 15m
.a) —+— b)2—-— 15m- — 138.a) —-— b) —- 3
137.8) 1 ) 5 b c.l i Sn 2) ur?®  rs? ) P 7 9 Sn "
4 2vy Az 13m®  21mn? b
19.0) 25 4 2y dy M0.a) L 2Py a b e
bxy 18mz 3yz  5a% 14n®  39m2n X y z
13xy 15ac  48bz ) 3rs 15m®n
) o 2w 300y @ ? Smin?  6rs
PR S S (x+y) 142, a) i
-®, a+b a-l—b x+y LT & a—b a+b
1 a—1 3x—2 S5y+42
i, D=5 7 By —— " T
Saxy =ty Ug=—ple+D ) Ty T4 T3
1 1 1 1 5a —2b 54r — 3,6s x 2
R Bt | Y e — 2 " p(E
e)<a+b) (c+d) 9 6r —4s  5,5a —2,2b )(_y )
a’x ax  a%? 1 7  35x
43.a) —: —— b)) —:— 144.a) —: b) —: ——
4 °) 20 ) 7 oy Vi YW
) L 12p°  6p?
23 "5 167 11,59
145. a) 27x3 8lx2y ~36m~p —0,18m 146. 2) 9abc » —0,39 . 2,6rs
lﬁy2 8y 1, T13d 752df 9abc 8 0,25r  —7,522
15a% 4,5x 26abe 8,1s
: J 10bc) 4 27 _—
TP 2 ©) 39ay | (T10ke) &) (—27rs):
13 1 I 3
17, a) (—65ab): 2% ) 5213 148. a) (—145m) : — h)( ) tlgx

1
1l1—a: (-7
) ll--a:(=Ta)
3
& 14323y 6y
25 4 5
e) (—25rs): s
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4p — 3q . 21a% 4xy?
8p + 9q a+b 20xy? a—b
149. b 150.a) ——— b) ——
D et o8 ) ) S5 ) e,
16p® + 18pq a® — 2a + b? 152y (a® + b%)
a+b a® — 2ab + b*
) —am - an ) a® + 2ab - b?
) L @ — b2
a+b
31. Off 'ht].ih'lt?—i—z—z 2 34+ —=3 3 4+4*4 4
. Offensichtlich gi =7 =35 A

a) Formulieren Sie diese GesetzmiBigkeiten mit Hilfe von Variablen!

b) Zeigen Sie, daB die in a) gefundene Gleichung immer gilt!

Gilt auch L L
¢) Gilt auc! n_n——i-l_" aEL

32. Von drei parallel geschalteten Widerstinden, an denen die Gleichspannung U anliegt, ist der
zweite doppelt so groB wie der erste und der dritte doppelt so groB wie der zweite.

a) Der kleinste Widerstand sei R, b) der groBte Widerstand sei R.

Berechnen Sie fiir beide Fille die Gesamtwiderstinde, die Gesamtstromstirken und die

Zweigstromstirken !

b) Lineare Funktionen und Gleichungen

1. Ordnen Sie jedem Element der Menge
X ={1;2; 4} genau ein Element derMenge

%,
V1
Y= {l; 55 T} nach der Vorschrift
1 b 1 \
Ay=— by=_xml
Bestimmen Sie die Menge der geordneten
Zahlenpaare!

3. Der Definitionsbereich einer Funktion sei

x¥ 1.0. 1. 1. 3. +2
— _?s El +?7 + ’ +?) }:

2. Ordnen Sie jedem Element der Menge
X ={1; 3; 9) genau ein Element der Menge

1 1
Y = {?, 55 1} nach der Vorschrift

x 1
a)yz? b)y:;zu!

Bestimmen Sie die Menge der geordneten
Zahlenpaare!

Man erhilt die Funktionswerte, indem man die Argumente

a) quadriert und dann durch 3 dividiert, b) durch 3 dividiert und dann quadriert.

Stellen Sie die so gegebene Funktion als Menge geordneter Zahl

und graphisch dar!

re, durch eine Gleich
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4.

s

al

Gegeben sei die Funktion

Zahlen sind mit 0 < x =< 20!

a) 4y 4 x = 20,

b) x + 3y = 30.

Bestimmen Sie die Menge der geordneten Zahlenpaare [x;y], in denen x und y natiirliche

Stellen Sie die Funktion graphisch dar! Bestimmen Sie den Wertevorrat der Funktion!

Eine Drahtspirale von 100 mm Linge
dehnt sich bei Belastung so aus, daB das
Verhiltnis der ausgeiibten Kraft za der
dadurch hervorgerufenen Lingenausdeh-
P
mm
die Gesamtlinge I der Spirale, wenn eine
Belastung P von 10 p (20 p, 30 p, 50 p,
60 p) erfolgt! Geben Sie die Funktion an
a) durch dic Menge der geordneten Paare
[B: 1,
b) durch die Zuordnungsvorschrift in
Form einer Gleichung!

2
nung stets—3- betriigt. Bestimmen Sic

kar

6. Nachdem ein Auto 8 km vom Abfahrtsort

h

entfernt ist, fihrt es mit gleichbleibender
Geschwindigkeit v = 60 km/h. Wie grof3 ist
die Entfernung s vom Abfahrtsort, nach-
dem es t = 10 (20, 30, 40, 50) Minuten mit
gleichbleibender Geschwindigkeit gefahren
ist? Geben Sie die Funktion an

a) durch die Menge der geordneten Paare

[t; 5],
b) durch die Zuordnungsvorschrift in Form
einer Gleichung!

Koordi

Stellen Sie in einem rechtwi

den folgenden Gleichungen graphisch dar!

ystem die Funktionen mit

1 1
a)y=?x+5 b)2y=x—3 c)y—;x:O d)2y +8=x

1
Ogy=—x—1 Dy+3=0 Oy+3k=5 y=—(6x+3)

Vergleichen Sie die Bilder der Funktionen! Welche gleichen Eigenschaften und welche unter-
schiedlichen haben sie? Wie ist das aus den Gleichungen der Funktionen erkennbar?

Welche Geradenschar wird durch die Bilder der folgenden Funktionen dargestellt?

y=—-2x+k

9.y =ax—24

10. Welche Gleichungen haben die linearen Funktionen, deren Bilder Geraden mit dem Anstieg

11.

3
a) + 5 b) —5 sind, die die y-Achse joweils in den Punkten schneiden, deren y-Koordinaten 3,

12.a)y=x—16

b)y=—5x+2

4 3
dy=—zv—c Dy=26

l, —5 sind?
2
Stellen Sie die folgenden linearen Funktionen graphisch dar!
1 1

= -2 b =— ==

a)y =3x )y S st
3

c)y=—?x d)y=-14

5 5

1. Suchen Sie zwei Vorschriften, die jedem Element der Menge

186

1 1
M, = {0; T; ?; 1; 2} genau ein Element aus der Menge

1 1 1 3 3
My=10; —3 —3 —i —s 1j —
1674727 4 2

a) Geben Sie die beiden Zuordnungsvorschriften und die M

5
525 —3 4
2

zuordnen!

gen geordneter Zahl re an!

b) Sind die von Ihnen gebildeten Funktionen lineare Funktionen?



13. Bestimmen Sie den Wertevorrat der in den Aufgaben 11 und 12 angegebenen Funktionen
fiir folgende Definitionsbereiche

a)0 <n <5, nnatiirliche Zahl, b) —2 <g <4, g ganze Zahl!
Von einer linearen Funktion ist die folgende Wertetabelle gegeben. Zeichnen Sie das Bild der

Funktion! Geben Sie die Gleichung der linearen Funktion an, die durch die Wertetabelle be-
stimmt ist!

x | —4 +4 +16 x | -1 +2 +5
14. 15.
y | -9 -3 +6 y | +s —4 =13
Verschieben Sie die Geraden, die zu den hstehenden Funktionsgleict gehoren, um 3;
1
—Z;T; 0,8 Einheiten in Richtung der positiven y-Achse! Wie heilen die Gleichungen der Funk-

tionen, die durch diese Geraden dargestellt werden? Wo schneiden diese Geraden die heiden
Koordinatenachsen?

lﬁ.n)y:—%x-l—Z b) —Ty =3x 4 14 17.a) 11x + 1ly =0 b)y=2x+1

Untersuchen Sie, ob die nachfolgenden Paare von Funktionsgleichungen zu Geraden gehéren,
die symmetrisch zu den Koordinatenachsen liegen! Geben Sie die Symmetrieachse jeweils an!

1
18.:)y:4x;y=—zx 19.a)y =3x; y = —3x
i .
h)y:&x;y:—?x b)y =5x; y = —4x
)y=—2x+3;y=+2x+3 y=3x+1ly=—3x+1
1 3 1 3
d)y=7x—?;y=—7x+? Dy=x—2;y=—x+2
Gehd folgende Paare von Gleict zu Geraden, die symmetrisch zur Geraden mit der
Gleichung y = x liegen?
1
20. a) y =2x; y =?x 2l.a)y = —0,25x; y = 4x
2 3
b)y =02x; y = —5x b)y=—§x;y=—7x
3 4 ) 2 1
=_x;y=— )y=—2x; y= ——
o)y 4x y 3x y X3y 2::

2. Auf einer Geraden mit der Gleichung y = mx + b sollen die Punkte P,(x,; y,) und Py(x,;y,)
Jo bestimmen kann!
x, —

liegen. Beweisen Sie, daB man m mit Hilfe der Gleichung m =

3. Die Geradenschar y = mx mit 1 < m < oo wird
a) an der x-Achse, b) an der y-Achse, ¢) an der Geraden y = x gespiegelt.

Zwischen welchen Zahlen liegen die Richtungsfaktoren der Funktionen, deren Bilder die
Geradenscharen sind, die durch die Spiegelungen entstanden sind?

4. Wie kénnen Sie ohne Umformung der Gleichung und ohne Aufstellen einer Wertetabelle die
Funktionen mit den Gleichungen

1 .
a) x = 3y + > b) x = ay + b graphisch darstellen?
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Die Funktionen mit den nachstehenden Gleich

sind graphisch d istellen!

Geben Sie die sechs Gleichungen der Funktionen an, deren Bilder durch Spiegelungen der erhaltenen
Geraden jeweils an der x-Achse, an der y-Achse und an der Geraden ¥ = x entstehen?

22.a)y = —2x b)Sy —x=0

23.a)3y =9x b)Sy +x=0

Untersuchen Sie, ob die nachstehenden Zahlen bzw. Zahlenpaare jeweils Losung der daneben-

hendan Cleiah

bzw. Ungleich
24.a)x =7; 5x — 40 = —5

g sind!

b)x:%;(5x+8)-3>20
e) [x;y] =[—2;5]; 5y + 10x =5

Untersuchen Sie, ob bei folgenden Gleich

bzw. Ungleich

25.&)0:—%; Sa4+1=a—1
b)y = —4; 15y < 3y
=0
Ol =[] @@t

die beiden nebeneinander

g

stehenden dquivalent sind, und begriinden Sie Ihre Aussage!

26.a)7x +1=2x+5;5x+-1=35
b)%+1=4;x+1=36
) Tx —5 < 17; Tx < 22
d) —6x < 12; x < —2
x 3x 1; 26> —5
L

Losen Sie folgende Gleich bzw. Ungleich

27.a)8x — 27+ 2x =2 — x; 8x 4 3x =25
b)6x +27=9;2x+9=3
€) 6x>9; 2x >3
)8 — 26 < 36; —4 +x< —18

1—x
e) 3 <41—2x<12

1

28.a) 3 — (5x + 8) = 6x — (15 4 x)

(o352 -o( )

€) 2¢ — (3 + 4x) = 9 — (10x — 1)

213 s @)
x—3
1 1

5
e R R

29, a)

x—2 _x+6

x_3~x+4,(x=#3;x4=—4)

©)

1
Ma)b+71<1 BB+ >N
¢)7—a<ll d) 3a < Sa

33.a)6x —9<3x—17

1—x x x
h)—3 <4 e)1+?>?—l
4 k+1*1 kE—1 1
)5 —+3<—3 3

188

s (405 x5 —1)

b) 4(17x + 8) + 3(9 — 6x) = 5x — 4(6x — 9)

et {22

f) (x + 1) — 5(3x — 7) = 50

7 1 3
M.B)E—E=?_21 (x 4 0)
1 1
VemtE T Rrn
(x =05 x = —4)
x4+ 1 x4+ 3
9 x4+ 5 +x—1 =%
(x+—=5;x=1)
1
32.a) 6x — 5 <13 b)7+?a<9
)8 —x>27 d) 8b > 10b

34.a)24x — 15 < 18x + 1

Bp1-2 <4 T Pl i

) _?< c _?> 3
b b1 1 b

Ay e o e

D3 5T 3



35. Bilden Sie drei verschiedene Gleichungen der Form

ax + b
= d, die alle die Losung x = 10

besitzen!
Ermitteln Sie die jeweiligen Lo x der folgenden Gleich !
36.a)b+x=a b)ax+t+b=c 37.a)ym—x=n b)i—b=c
a
x b
e)—+s=0 a)a_7x=o c)ax=bx+c d)p:x=gq:r
r
x4 a
€ m(x — n) = plx +0) 9 —a

Lésen Sie die folgenden Gleichungen fiir jede der vorkommenden Variablen!

—d b- d-
39.a)a=b-c(d—e) b)a=_2_°+ i

b ¢
38.n)a=?(c+d) b)a=b-
1 1 1
) —=—+— ¢a=>b(l+c-d)
a b c

Liosen Sie die folgenden Ungleichungen!

. )4- T S a )2 i 1
. a) — —=x ca) —x — — < —
a sx <4 'a 3:\: 4<2x
) -
B)——Z>2a—2) b)z—:—0>2(7_x)
€) (x — 1) < 9(x + 2) ¢) 2,5(1 — 4x) > 2,5x — 10
x x 3—x 5—=x
d)—+3<4—— d —_—
)4+ < 3 ) 5 > 3
x+3 x—4 x x
SRR e —>5——
V=g <% NI=FS—3
Ermitteln Sie die Lo x der folgenden Ungleich !

Geben Sie an, in welchem Zahlenberelch die von Ihnen ausgefithrten Umformungen noch dqui-
valent waren!

42.a)a+x<b b)ax+b>c 43.a)b—x<a b)ax —b>c¢
¢)ax+b>bx+a d)i—b<c ¢)ax—b<a—bx d)u—%>c
a
5. Welche Lo x haben die folgenden Gleichungen?

a)xta=a—x b)x—a=a—=x )x+a=a-+x

d)mx+n=nx+m emx—n=nx—m f)mexfn=mx—n

6. Geben Sie die Losungen x im Bereich der natiirlichen Zahlen fiir nachstehende Gleichungen an,
wenn a eine natiirliche Zahl ist!

a)at+x=5 b)x+3a=10 ¢)3x+a=6 d)3x+3a=a
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Ermitteln Sie die durch folgende Bedingungen festgelegten Zahlen!

44. a) Das Fiinffache einer Zahl ist gleich der
um 3 vermehrten Hilfte dieser Zahl.

b) Die Summe dreier aufeinanderfolgen-
der natiirlicher Zahlen ist gleich 30.

¢) Die Differenz aus dem Fiinffachen und
dem Doppelten einer Zahl ist gleich

der um — verminderten Zahl.

2

Formulieren Sie Textaufgaben, zu deren Lésung fi Igende Gl g ,

46. a)

x4 3 x—1
4 9

b) 8(x — 3) + 5 = 3(2x + 1)

48. Der Gesamtwiderstand zweier parallel-
geschalteter Widerstinde betrigt 20000 €.
Der eine Widerstand betrigt 100 k Q,
wie grof ist der andere?

50. Fiir die Rodung eines 23,5 ha groBen
Kartoffelschlages einer LPG mit einer
Vollerntemaschine wiren bei rationell-
stem Einsatz der Maschine 14 Arbeits-
stunden zu planen. Wie lange dauert die
Rodung der Kartoffeln, wenn gleich-
zeitig noch eine zweite Vollerntemaschine
eingesetzt wird, deren Leistung bei vollem
Einsatz aber um 25% geringer als die der
anderen ist?

52. Auf der Autobahn fihrt ein PKW mit

leichbleibend, Geschwindigkeit von

ki
v, = 80 Tm In welcher Zeit hat ihn ein

anderer eingeholt, der 10 Minuten spiter
abgefahren ist und mit einer Durch-
km
schnittsgeschwindigkeit von v, = 90 W
z N
fihrt?

54. 41 96 %ige Schwefelsiure werden in ein
Gefil mit 21 Wasser gegeben. Wieviel-
prozentig ist die entstandene Saure?

56. a Liter einer p,-prozentigen Losung wer-
den mit p,-prozentiger Losung vermischt,
so daB eine p-prozentige Losung ent-
steht. Wieviel Liter p,-prozentige Losung
sind zuzufiigen?
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45. a) Die Summe aus zwei aufeinanderfol-

genden Zahlen ist um 7 grofBer als 14.

b) Die Hiilfte einer Zahl, vergréBert um 2,

ist doppelt so groB wie die um 1 ver-
minderte Zahl.

2
¢) Eine um 3 verkleinerte Zahl ist drei-
mal so grof3 wie ihr Doppeltes.

ick f 11t werden miissen!

x x
#1.0) L +3=2—1

b1 Z =3
e

49. Von drei parallelgeschalteten Wider-
sténden ist der zweite doppelt so grof wie
der erste, der dritte doppelt so groff wie
der zweite. Wie grof8 sind die drei Wider-
stande zu withlen, damit der Gesamtwider-
stand 14 Q betragt?

51 Eine drei Mitglieder zihlende Melker-
brigade hat fiir die im sozialistischen Wett-
bewerb erzielte Mehrproduktion eine
Priamie von 185 MDN erhalten. Die Pri-
mie soll nach dem Leistungsprinzip ver-
teilt werden, indem die von den einzelnen
Melkern im Wettbewerb erzielten Punkt-
zahlen zugrunde gelegt werden, namlich
300 bzw. 450 bzw. 360 Punkte. Wieviel
MDN erhalten die einzelnen Melker?

53. Ein Autobushat vor einem spiiter abgefah-
renen PK'W einen Vorsprung von 3,5 km.
Der PKW holt den Bus 5km vom Ab-
fahrtsort entfernt ein. Wie verhalten sich
die Durchschnittsgeschwindigkei der
beiden Fahrzeuge?

55. Wieviel Liter 42%ige Saure sind 21
10 %iger Siure zuzusetzen, damit 30 %ige
Séure entsteht?

57. a Liter p,-prozentige Losung werden mit
b Litern p,-prozentiger Lésung vermischt.
Wievielprozentig ist die entstandene Li-
sung?



58. 1140 %ige Salzsiure ist mit Wasser so zu 59. 31 70 %ige Séure sind mit 12 %iger Séure

verdiinnen, daB eine Fliissigkeit ent- so zu mischen, daB eine Fliissigkeit ent-
steht, die mehr als 6% Salzsiiure enthalt. steht, die weniger als 30% der Siure ent-
In wieviel Liter Wasser darf man den hilt. Wieviel Liter der 12%igen Saure
einen Liter Siure geben? muB man zusetzen?

60. Der Umfang eines gleichschenkligen Drei- 61, In einem rechtwinkligen Dreieck ist die
ecks betragt 67,6 cm. Ein Schenkel ist eine Kathete 5 cm lang. Die Hypotenuse
4 em kleiner als die Grundlinie. Wie lang ist 3 cm lidnger als die andere Kathete.

sind die Seiten des Dreiecks? Welchen Flicheninhalt hat das Dreieck?

62. Elektromagnetische Wellen breiten sich mit einer Geschwindigkeit von rund 300000 km/s

aus. Der Hohenfunkmesser eines Flugzeugs sendet Wellen aus, die an der Erdoberfliche re-
flektiert werden. Von der A d bis zum Empfang der an der Erdoberfliche reflektierten
elektromagnetischen Wellen vergehe eine Zeit von 0,000004 s. In welcher Hohe fliegt das
Flugzeug?

Lésen Sie die folgenden Gleich und Ungleichungen graphisch!
1
63.a)3x +4=0 h)—2—x—-3>0 64.a)10x —2=0 Db)2x+4<0
3x+4>0 10x—2>0
3x+4<0 ¢ —4x+4+3>0 10x—2<0 ¢) —6x—9<0
65.a)2x + 1>« 66.a) —3x +4>x+6
B)2x+3>3x—2 b) —6x +4<dx—2
1 I
c);x—2<—l c)—3—x—2>+l
Ermitteln Sie graphisch die Losungen folgender Gleic ysteme! Uberpriifen Sie stets die
Richtigkeit der ermittelten Losungen!
67.a)y=x—1 b)y=2x+2 68.a) y =2x + 4 b)x=2y+1
y=3—x y=—;—x—l y=4x—2 x=4y —5
)x—y=1 d)y+x=3 )2y —x=0 d)x + 5y =23
3x+y=1 x—y=1 4y +3=x x+y=15
d Y
e)3x—2y=0 I)?—i»?:l e)23x — 19y =5 f)4x+3y=15
6y —10x —3 =0 y=2x 26 —y=35
_— Yy x
—4+—=—=0
2 3

N

Es sind 910 dt Diingemittel aus Giiterwagen der Reichsbahn zu entladen. Dazu stehen ent-
weder 5 LKW mit je 36,4 dt Ladefahigkeit oder 7 Traktorenziige mit je 65 dt Ladefahigkeit
zur Verfiigung. Ein LKW benétigt fiir Hin- und Riickfahrt, Be- und Entladung zusammen
50 Mi ein Trak g 120 Mi Mit welchen Fal gen laBt sich

a) am schnellsten entladen,

b) am billigsten entladen, wenn einmal gleicher Stundenlohn fiir LKW- und Traktorenfahrer,
ein andermal gleicher Lohn fiir jeden Tonnenkilometer gezahlt wird?
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Stellen Sie jeweils die beiden durch Gleichungen gegebenen Funktionen graphisch in einem
Koordinatensystem dar!

Verwenden Sie diese Darstellungen zur Lésung der folgenden Gleichungssy !
Bestimmen Sie die Losungen jedes Gleict ystems!
69.2a) 5y =2x =1 b) 6x — 3y =15 70.a) 2x — 5y =6 b)2x 4 3y =12
Sy +2x =14 2x—y=>5 Sy —2x=6 x—y=1
¢)y=15x ¢) 8y + 5x = 20
x = 1,5y 16y +x=4

71. Begriinden Sie an Hand der graphischen Darstellung von Aufgabe 69,*warum drei charakte-
ristische Fille bei der Losung eines linearen Gleichungssystems mit zwei Variablen auftreten
und wodurch sie bedingt sind!

Lésen Sie die folgenden Gleich ysteme mit Hilfe des Einsetzungsverfahrens!
72. a) 3x + 4y = 253 b)x =3y —2 73.a)8x — Ty = 85 b) 6x — 4y = 24
y=5x x =25y —12 x =3y x=y+2
c) Ty =2x d)x + y =54 ©)y=3x—17 d) y:x=1:4
ldy —4x =0 x 2 y=2x—12 y+x=100
b
Lésen Sie die folgenden Gleich ysteme mit Hilfe des Additions- und Subtraktionsverfahrens!
1 4
.a)3x+y=9 b) 6x + 5y =8 75.a) 6x+ 4y =4 h)3x+?_y=?
22 —y=—1 x—2y=13 —6x — 2y =4

— %= —
2x+y 6

€) 0,4x + 03y = 6 ©) Sy + 2x =11
1,2x — 2y = 760 Ty — 3¢ =27
Wilen Sie zur Lésung der folgenden Gleich gssysteme das rationellste Verfahren!
76.a)x+y=1 - b) 8x — 15y = —3 Ma)3x—y=1 b) 8 —5x= o0
—y=3 3 2x—y=4 —8y — 5x = 8
r-y=3 Top g x—y y =55 =80
2
7
c) u=v+? dx+3y=1 c) 3x=15—2y
14u = 1120 3y =11 —2x 9x — 10y = 21
e)18a — 7b =2 1 d)a+1=—-2 €22y —4 =1z
a=b+H —5a=38+0b 3y +3=2z
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78. a) 3x — 10 = 5y
6x — 20 = 5y

B Syt
x V= 2

15 5
L
x ‘4'y
3
c) 5(x—-3)—24y=5(x——§)
5« 4+7=0

d) 15(x + 2) — 20y = 50
20(x — 3) — 40(y — x) = —20

1 1 3
Vgrozo =7
1( 1 9
=y

£01

38 2
’19.-)7—;\:=y+T
38 — 7x =10(y — 1)

10
b)2r4+ —=1
s
r+ 1 _ 1
T 2

©) 1(x—y)+12(y —x) =1
(x—2):y=1:4

d) 5(x + 2) —3(y + 1) =23
(x—2)+ 5y —1)=19

) 1 2
) — =—oow-—
x4y 3x+1
1 2
2¢+1 _?7

Gleich !

Ermitteln Sie die Losungen [x;y] der
80.a)x+y=a

x—y=b
b) ax + by = 0

x4+ y=5
¢)ax+by=1

bx +ay=1

82. Die Summe zweier Zahlen ist 52. Die Dif-
ferenz aus dem Dreifachen der einen und
dem Fiinffachen der anderen ist 100.
Welche Zahlen erfiillen die Bedingungen?

Y
8l.a)x+y=a—b
x—y=5b
b)ax +by=c¢c
x+y=0
c)ax+ay=m
x— y=n
83. Die Summe aus dem Dreifachen einer
Zahl und dem Achtfachen einer anderen
ist 310. Die Summe aus dem dritten Teil
der ersten und dem achten Teil der zwei-

ten ist 10. Fiir welche beiden Zahlen gilt
dies?

i

Wie erkennt man bei einem gegeb

a) daB die Losungsmenge kein Element,

Gleict Y mit zwei Variablen,

b) daB die Losungsmenge unendlich viele Elemente enthilt?

©

ax+by=c

max + mby ='¢

a) fiir c = 0 b) fiir ¢ & 0!

Bestimmen Sie die Lo des Glei

mit a$0;b+0; m+=0

ystems

10. Es seien in Aufgabe 80. a) die Variablen a und b natiirliche Zahlen. Welche Bedingungen miis-
sen gelten, damit die Elemente der Losungsmenge auch natiirliche Zahlen sind?

13 [000951]
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84,

$6.

89.

91.

93.

95.

Eine zweistellige Zahl hat als Quersumme
10. Schreibt man die beiden Ziffern in
umgekehrter Reihenfolge, so wird die
Zahl dadurch weder groBer noch kleiner.
Fiir welche zweistellige Zahl gilt dies?

Auf einer GroBbaustelle werden tiglich
62 W. lad mit i 480 t
Beton angeliefert. Einige Fahrzeuge wer-
den mit 6 t, die anderen mit 10 t Beton
beladen. Wieviel Ladungen von jeder

85. Die Quersumme einer zweistelligen Zahl

ist 10. Schreibt man die beiden Ziffern in
umgekehrter Reihenfolge, so entsteht
eine um 36 kleinere Zahl als die urspriing-
liche. Fiir welche zweistellige Zahl trifft
dies zu?

+ 87, Ein Giiterzug transportiert mit insgesamt

38 Wagen 730t Braunkohlenbriketts.
Einige Wagen sind mit 15 t, die anderen
mit 20 t Briketts beladen. Wieviel Wagen
von jeder Art sind es?

Art sind es tiglich?

In einem chemischen Betricb sollen aus einer 96%igen und einer 70%igen Schwefelsiure
a) 5 t einer 84 %igen, b) 3 t einer 50 %igen

sind dazu erforderlich?

Schwefelsiure hergestellt werden. Welche A g

Ein Panzer der Nationalen Volksarmee hat einen Weg von 230 km zuriickgelegt. Im urspriing-
lich vollen Kraftstofftank befinden sich noch 40 |. Kénnte der Kraftstoffverbrauch je 100 km
um 15 | eingeschriinkt werden, so wiirde dieser Panzer einen Aktionsradius von 270 km haben.
Wie gro ist das Fassungsvermégen des Tanks? Wieviel Kraftstoff wird fiir 100 km ver-

braucht?

Ein Kraftwagen fihrt auf der Strecke 4B miteiner D

hschnittsgeschwindigkeitv, = 50 km/h.

Gleichzeitig fihrt ihm ein anderer PK'W mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit v, = T0km/h

entgegen von B nach A. Die Entfernung 4B betrigt a) 90 km, b) 108 km. Nach wieviel Mi-
nuten Fahrzeit treffen sie sich? Wieviel Kilometer ist der Treffpunkt von A entfernt?

Ein Feuerloschteich enthilt 135 m® Was-
ser. Bei einem Einsatz entnimmt eine
Motorspritze 750 1- min~. Wann ist der
Teich leergepumpt, wenn 30 min nach der
ersten Motorspritze noch eine zweite mit
einer Leistung von 5001 - min~! zusitz-
lich eingesetzt wird und die erste Pumpe
zwischendurch einmal 10 min ausfallt?

Auf einem 15 ha groBlen Getreideschlag
eines volkseigenen Gutes arbeiten ein
Mahdrescher 5'/, h und gleichzeitig ein
Mihbinder, der eine halbe Stunde friiher
als der Mihdrescher begonnen hat. Eine
Nachmessung ergibt, da3 der Mahbinder
12% der Fliche gemiht hat. Berechnen
Sie die Stundenleistungen beider Ma-
schinen!

Eine MessingguBlegierung von 35 kg ent-
hilt 12 kg mehr Kupfer als Zink und
auBlerdem 1 kg Blei. Wieviel Kilogramm
Kupfer und wieviel Kilogramm Zink ent-
hédt die Legierung?
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92.In der gleichen Zeit umrunden zwei

Freunde die 400 m lange Aschenbahn
eines Sportplatzes zwei- bzw. dreimal.
Laufen sie von einem Punkt dieser
Aschenbahn gleichzeitig in ent
setzter Richtung los, so begegnen sie sich
alle 40s. Mit welcher Geschwindigkeit
laufen die beiden Freunde?

94. Aus der Antike wurde uns iiberliefert:

ARCHIMEDES (287-212 v.u.Z.) priifte
einen goldenen Kranz des Konigs Hiero
VONSYRAKUS. Erfandsein Gewicht zu9kp
und in Wasser eingetaucht zu 8,375kp.
Aus reinem Gold hitte er im Wasser
8,5 kp, aus reinem Silber hiitte er im Was-
ser 8,125 kp gewogen. Wieviel Prozent
Silber war in dem Kranz, wenn man an-
nimmt, daB3 er auBer Gold nur Silber ent-
hielt?

96. Ein zylinderformiger Kessel von 3m

Hohe und 190 em Durchmesser ist zu
einem Drittel mit einer 25%igen Am-
moniaklésung gefiillt. Wieviel Liter einer
18 %igen Ammoniaklésung muBl man zu-
geben, um eine 24 %ige Losung zu erhal-
ten?



97, Ein ganz mit Quec‘l;smié (oug = 13,6 8- 98, In einem Stromkreis, in dem zwei Wider-

em-3) gefiilltes und verschlossenes Gefil stinde parallel geschaltet sind, sei die
aus GuBeisen (gy, = 7,2g-cm~?), das Gesamtstromstirke 3 A. Welche Strom-
beim Eintauchen in Wasser 20 kg Was- stirke wird in den Verzweigungen ge-
ser verdringt, hat eine Masse von 250 kg. messen, wenn sich die Widerstinde wie
Wie groB ist die Masse des Quecksilbers, 2:3 verhalten?
wie groB die des Gefiifles?
99.a)x+y+z=10 100.a) x + y =21
x4+y—z=0 y+z=15
x—y+z= 4 x+z=12
b)6x+ y+2:=4 b) 10x + 3y + 6z=0
x—10y —2:=1 45x — 6y + 60z =1
Sx— 2+ z=5 S5x— 6y — 24z =1
= _ = - —_—e e
5 10 17 1
x4 —y+—z=064 =—y—6
c)2x+3y+4z ©)x 37
y=z—1
=—x—8
7%
dHx+y=a
y+z=b
x+z=¢
101. Wie lang sind die Seiten eines Dreiecks, 102, Drei Bagger unterschiedlicher Forder-
wenn zwei Seiten jeweils zusammen leistung schaffen eine A hachtungs-
9 cm bzw. 12 cm bzw. 13 cm lang sind? arbeit in 10 Tagen. Die beiden kleinsten

Bagger hiitten zusammen 20 Tage dazu
benotigt, die beiden groBeren zusammen
12 Tage. Wie groB ist die Tagesleistung
von jedem der drei Bagger?

103. Drei Zahlen verhalten sich wie 2:3:4 und 104, Die Innenwinkel eines Dreiecks ver-
ihre Summe betrigt 36. Fiir welche Zah- halten sich wie 5:6:7. Berechnen Sie
len gilt dies? diese!

11. Ein Aufklirungsflugzeug iiberfliegt eine gegnerisch Fahrzeugkol in Marschrichtung in

1min 125 und in entgegengesetzter Richtung in 52s. Wie lang ist die Fahrzeugkolonne
und welche Geschwindigkeit hat diese, wenn das Flugzeug die Kolonne mit einer gleichbleiben-
den Geschwindigkeit von vy = 400 km iiberfliegt?

12. In welchen Fillen hat ein lineares Gleichungssystem mit drei Variablen als Losungsmenge
die leere Menge und wann besitzt die Lo dlich viele El ?

13. Eine dreistellige Zahl sei teilbar durch 9 und durch 11. Wenn man ihre erste und letzte Ziffer

2
vertauscht, so erhilt man 9 der urspriinglichen Zahl. Fiir welche dreistellige Zahl gilt das?
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<) Potenzfunktionen (Exponent ganzzahlig)

Schreiben Sie folgende Produkte als Potenzen!
1 1 1

1L.a)2:2-2-2 b)35-35-35 28)5:5:5:5:5.5 B
2
) ( = ) ( B (=2)(-2 2)-(—2)- (=2 2
9 (=2) () (-3) (%) 9 (1) (=2)-(=2) - (~)
d)c-crcrecrcrcc e)(x-y)(x-y) db-b-b-b-b ek -m-k-k-m-k
) (m — n) (m —'n) (m — n) £)r-h):-(r-h)
Schreiben Sie folgende Potenzen als Produkte!
3\¢ 1\®
3.2) 3% b) 6,5 ) (—7) 4.a) 45 b) (?) ¢) (—6)?
d) 62 e) (m-n)t f) (—k) d) n® e) (m + n)? f) (—a)®
g (a+b+cf h)(x—yp 8)(a+2) h)(p—g)
Berechnen Sie! .
1
5.3) (=2  B)(=25)7 c) (—0.2) 6.a) (—3)*  Bb) (—?) ¢) —5t
d) —32 e) (—ay ) —(—2) d) (k) €) — (+258 f) + (—6)
1\4
O+ W () ® — (=1 h) — (13
Sind die folgenden Potenzen, in denen n eine natiirliche Zahl (n = 2) ist, positiv oder negativ?
7.a) (—1)*" b) (—2)n-1 8.a) a®-* fiir @ >0 und
€) (—ap"*! fiir a>0 und a < 0, a rational
a <0, a rational b) (—apntt ¢) — (—1)n2
9. Berechnen Sie a” mit 10. Berechnen Sie a® mit
a€{—3; —1;1;3;5} und a€{—2;-1;1;2) und
n€{2;4} bzw. n€{3;5)! n €{2;3;6; 7}!
1. Schreiben Sie in eine Tabelle mit zwei Eingiingen die Elemente a der Menge

2 2 2
die Elemente n der Menge N = {2; 3; 4; 5)!

a) Berechnen Sie die Potenzen a”!

3 1 1 3
A=l—3:——: =1 ——;0; —; 1; 5+ 3¢ und

b) Bestimmen Sie in der Tabelle die Teilmengen der positiven und die der negativen Potenz-
werte, und geben Sie diese Teilmengen unter Verwendung der mathematischen Symbolik
moglichst kurz an!

¢) Geben Sie die Menge aller Zahlenpaare [a; n] an, fiir die gilt:

Lar=1, 2.—-1<a*"<0, 3.a"=0!
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11. Gegeben ist eine Funktion durch die
Gleichung y = x* mit dem Definitions-

12. Gegeben ist eine Funktion durch die
Gleichung y = x* mit dem Definitions-

bereich bereich
3 3 1 3 3 1
D= —i =l = ——3 D=1-2; ——; -1 ——; ——;
[ T2 T4 2 [ 2 4 2’
1 1 3 3 1 1 1, 3 3
——;0'—'— —315 520 ——3 00— —i—3; 1 —;3 2t
4 4’2" 4 2 4 4’24 2

Zeichnen Sie das Bild dieser Funktion! Zeichnen Sie das Bild dieser Funktion!

13. Von verschiedenen Wiirfeln sind die Seitenlingen a bekannt. Bestimmen Sie die Volumina ¥V
dieser Wiirfel in Kubikzentimeter und in Kubikmeter!

a)a, =2,00m b)a;,=3cm c¢)a;=35dm d)ae,=100m e)a; =12cm

14. Stellen Sie das Volumen von Wiirfeln in Abhingigkeit von den Seitenlingen graphisch dar!
Tragen Sie dazu auf der Abszissenachse die Seitenlingen und auf der Ordinatenachse die
Volumina ab!

Bestimmen Sie zu fiinf selt dhlten Seitenla
gewihlten Volumina die Sellen]angen‘

die Vol und zu fiinf selbst-

15. Zeichnen Sie die Bilder folgender Funktionen! Wihlen Sie jeweils als Definitionsbereich alle
Zahlen zwischen a = —2 und b = +2 einschlieBlich a = —2 und b = +2!

Ay=2 hy=5 oy—o dy—s

e) Untersuchen Sie die Symmetrieeigenschaften dieser Funktionen!

Untersuchen Sie mit Hilfe der Bedingungen f(—x)
Funktionen gerade oder ungerade sind!

16.a)y =2 b)y=a2®

= f(x) und f(—x) = —f(x), ob die folgenden

1
17.a)y =« b)y = —,x#:O
)y=—2 d)y=x2+5 y=—x d)y=x-3

Stellen Sie fiir die folgenden Funktionen durch Symmetrieuntersuchungen an ihren Bildern fest,
ob sie gerade oder ungerade sind!

18.a)y ==x* b)y =(—x)®
) x|—3|—1]0]1|3

19.a)y=2° b)y= —a?
¢) x| —2|—1]0|1]2

20. Beschreiben Sie folgende Intervalle mit Worten!

a)0<=a<l1
) -1<x=0 )0=y< +oo

b) -20=z2=< -1 ¢ —-1<k<0
f) —oo<x< +00

2. Unt hen Sie, ob die fol
sind!

Funktionen fiir — 00 < x < 400 gerade oder ungerade

1
a)y=|x‘ b)y:-x—z,(xf}:O) y=x—6 d)y=3> ey=x*+1 f)y=2

3. Untersuchen Sie, ob die Bilder der Funktionen mit Gleichungen der Form y=a+a,

(a rational) gemeinsame Punkte besitzen!
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21. Fiir welche Zahlen x gilt:
2>z, =222 b)BP>SxB=x3<x )3 > P =1 82

Zum Bestimmen der Zahlen bzw. Intervalle konnen Sie die Bilder der Funktionen y = x;
y = x*; y = x® benutzen.

22. Geben Sie die Menge A aller ganzen Zahlen a an, fiir die gilt:
a) —3<a<+7 b)l<a<5 ¢)—-2<a<l!

Bestimmen Sie ecinige rationale Zahlen b aus den folgenden Intervallen!

4 1
d) —2<b< +3 e)%gbg D03<bs—

3
Bestimmen Sie zu folgenden Funktionen, die durch ihre Gleich und den Definitionsbereich
gegeben sind, jeweils den Wertevorrat!
2% a)y=2x+1 mit 0=x<+ o0 24.a)y=2* mit —co<x< + 00
b)y=2 mit —oco<x< + 00 b)y=2* mit —2<x=< 43
) V=d® mit 0<a=<10 )y=x" mit —1<x<0

Welches Monotonieverhalten zeigen die Funktionen mit folgenden Gleichungen in den ange-
gebenen Intervallen?

25.a)y = 2% (—oo < x < + o) 26.a)y=—x%, (—1=x=<1)
b)y = —2% (-0 < x < 4 ) byy=2, (0<x<1)
y=x(-1=x=1) y=x4 (—-1=x=<1)
dHy=x(-1=x=1) dy=2,(-1=x=1)

Geben Sie auch zu jeder Funktion den Wertevorrat an!

gleichen Sie je zwei d hende Potenzen auf Grund der Kenntnis des Monotonie-
verhaltens der Potenzfunktionen !
2\ (1)® 2\ 3\ 2\ 1\
La) (=) 5 (= B) (=37 (=47 28.a) (——) ;i (—=) B)(—=):(=
2“)(3) (3) SNy °)< 5) ( 5) )( 3) <3>
1\8 3\¢ 6\° 1\2 /3\¢ 1\6 /2\5
——i(=55) D(z)sLLE =]l =) il=
°’( ) ( 12) )(5> °’(2) (4) d’(a) (3)
©) 0% (1) o) — (=3 —(1

Zeichnen Sie die Bilder der folgenden Funktionen mit dem Definitionsbereich —2 = x < +2
jeweils in dasselbe Koordinatensystem!

2.a)y=2% y=2"+2; y=22—25 30.a)y =%+ e; e €{—3; —0,5; 1; 1,5}
b)y=x5y=2—2;y=x"+3 b)y =a® —b; b € {—2; 0; 2,5; 6}
y=ay=x"+15y=x—1 c)y:x‘+c;c€[—l;0;0,5;2}

Geben Sie zu jeder Funktion Definitionsbereich, Wertevorrat und Monotonieintervalle an!
(Benutzen Sie zum Zeichnen nach Méglichkeit Schablonen!)
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31. Verschieben Sie die Bilder der Funktionen a) y = x, b) y = 22, ¢) y = x? jeweils um 1 (2, 4)
Einheiten in der positiven Richtung der y-Achse! Fiihren Sie die Verschiebungen dann
3

"7 ) Einheiten in der negativen Richtung der y-Achse aus!
Geben Sie fiir alle so entstandenen Funktionen die Gleichungen an!

um 1(3

Zeichnen Sie die Bilder folgender Funktionen in dasselbe Koordi y ! (De! b h:
—2 < x < +2) Geben Sie jeweils die Monotonieintervalle an!
32.a)y=23x* Db)y=2a? 33.a) y = 2x° b)y =2a®
1 1 1
dy=# dy=—7# Iy=—g¥ Dy=—s*
1 3

e)y=—x f)y=—2a? e)y=?x“ f)y=——?x’
Spiegeln Sie die Bilder der folgenden Funktionen an der x-Achse und an der y-Achse!
Geben Sie die Gleick der so entstand Funktionen an!

1 1 2

3.a)y=2x* b)y=7x2 c)y=_?x¢ 35.a)y =x* b)y=243 c)y=—?x’

36. In einer MeBreihe wurde die elektrische Leistung eines Gleichstromkreises in Abhéngigkeit
von der Spannung untersucht:

U(in V) lZ I4 |6 |8 '10 |12 I14 |16 |18 |20

P(in W) [o1 [o3s]o9 |15 | 255 |36 |50 |64 |80 |10

a) Tragen Sie die MeBwerte in ein U,P-Koordi y ein, und zeich Sie die Kurve!
U auf der Abszi hse, Leistung P auf der Ordinatenachse)

b) Besummen Sie aus einigen MeBwertpaaren (U; P) den Proportionalitatsfaktor ™ dieser
Funktion ( Gleichung P = % TR\t

¢) Wie groB ist der Widerstand (in £2), der bei diesem Versuch benutzt wurde?

3

S

. Stellen Sie das Volumen ¥ von Pyramiden mit quadratischer Grundfliche in Abhingigkeit
von der Seitenlinge a der Grundfliche graphisch dar! Berechnen Sie dazu fiir die gleichbleibende
Hohe h einige Paare [¥; a], und tragen Sie diese in ein ¥,a-Koordinatensystem ein!

a)h=3;0<a<5 b)h=1;0<a und V<30

(h und a in em; ¥ in em®)

£

. Spiegeln Sie die Bilder folgender Funktionen:
a)y = 2x% + 2, (—o0 < x < +00) an der x-Achse,
b)y = 222 — 2, (—o0 < x < +00) an der x-Achse,

)y=22+1 (0 =x< +0o0) an der x-Achse,
Dy=x—1,0=x< +x) an der x-Achse,
e)y=2% (0 = x< +o0) an der Geraden y = x!

Stellen Sie die Gleichungen der zu den Spiegelbildern gehorenden Funktionen auf! Bestimmen
Sie zu diesen Funktionen den Definitionsbereich und den Wertevorrat!
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38. Das Weg-Zeit-Gesetz des freien Falls lautet :

8= % - 1% (s ist der zuriickgelegte Weg in Metern;; ¢ ist die Fallzeit in Sekunden; £=9,81ms2
ist die Fallbeschleunigung).

a) Stellen Sie dieses Gesetz graphisch dar!

b) Bestimmen Sie das Intervall aus dem Definitionsbereich von t, fiir das 50 < s <100 gilt!

Bemerkung: Wenn nicht anders angegeben, gilt fiir die Aufgaben 39 bis 69: Alle Basen sind ratio-
nale Zahlen. Jeder auftretende Divisor bzw. Nenner eines Bruches ist von Null verschieden.

Aufgaben 39 bis 54: Alle Exponenten sind natiirliche Zahlen (groBer als 2).
Aufgaben 55 bis 69: Alle Exponenten sind ganze Zahlen.

Basis und Exponent sind nicht gleichzeitig Null.

Berechnen Sie fiir jede der folgenden Aufgaben die jeweiligen Potenzwerte!

b) (—4)*- (—4)

c)<%)a-(%)6 d)5-5-5-52

) T9t2

39. ) 32 39

41 a) (%)2 62 b)(—5)- (%)3 ©) (24
d) (4 & %)’ e) (—2)t- % f) 8°: 45
o (g

Berect Sie bzw. vereinf:

3 4

43.a) x°x° b) a%a' ¢) ?b“ 0 sz

d) (—x)'x? ) (—x)%*

1 3

f) ?uzb‘c‘ . Ia“b‘cz

g x—1p (x—1)

h) aZmgm i) cZm-ncan-m
45. a) a*: a® b) 51 514

©) (12x%): (3,6x8) d) (—x%): 22

e) (—x)°: x? f) x": 2% (m = 4)

g) 10%-2:102; (a = 1)

h) 2P*59 ; 29-p-2
Fassen Sie zu einer Potenz zusammen!
47. a) x*-y2- 22 b)a'-b'-(c + d)

ke (a — by

c)m’-F d)m%afl)s

200

hen Sie weitgehend!

40.a) 75: 7%

c) 138 T
(=2)(=2) (=2)(-2) 5
Y —= — %
111
42. a) 123: 43 b)SZ:W G)F:ﬁ

194 1\
o — e)(Sl-F) £) (—1)- 25

DESR BEY Do

44. a) m®m® b) y8y* ¢) (—;v‘) (—%v‘)
d) (—2%) «* e) (—2%) (—«*)
f) 7,24a%2 - 82,30%2
g) (a — b)ic(a — b)*c”
h) x"xdn i) rdktiys-2k
46. a) x5: x3 b) 5% : p13
©) (1,8m®%): (5,4m?) d) (—x): «®
e) x°: (—x?) f)a":a* (n=5)
g) 57+ ; 5%
h) a?r-s*1: g7=3;(r = 1)

48. a) a%%? b) l: ’
n
9TV ey
(+ o)t T



Fassen Sie die folgenden Terme zu einer Potenz und vereinfachen Sie die Basis!

49 178 232 b a® \3 [ 4b%\? 50 152 112 b 4b*\* [ a \*
03 D (5 () 0w () ()
@p'q'y® (30'p%)°
ey < oy
P ieren Sie die folgenden P !
1 \2
51.a) (m2)* b) (0,3 m®-n?)? 52.a) (@®* b) (;p‘)
5x%\3 4a2\2
o) Gnteyr iy (n2 4] d) <W) 9 nmy (1)

Berechnen Sie folgende Summen!

53.a) 52 + 652 — 10 - 52 54.a)30 — 534+ 7-38
B)2-32— 3.2 —2-(—3) B)2-(—4)t —5(—3) —2-4
) (1,3b — 0,4)° ¢) (15a — 0,2)°

55. Zeigen Sie, daf3 die Definition a' = 1; (a reell) dem Per inzip wid icht! Benutzen
Sie dazu das Potenzgesetz (a™)" = a™'"; (a reell, a &= 1)!

56. Zeigen Sie, daB die Definition a® = 0; (a rational, a == 0) nicht sinnvoll ist!
Benutzen Sie dazu das Potenzgesetz @™ - a" = a™*"!

57. Bestimmen Sie die Potenzwerte folgender Potenzen!

a)200 B)5° c) 1t d)100° e) (—6)°
(=3)° .
£) (—b)’; (b= 0) g) =y h) 22-5° i) (=5)° - (=5)
58. Vereinfachen Sie folgende Quotienten!
a)x®:x® b)a™tl:am; (m =0) e) 3xmt: 3™ (m = —1)
27a™  9at
d : (TxPy? —_— i
) 021%9): (1) ©) St
Formen Sie die folgenden Terme so um, dali keine P mit negativen Exp auftreten!
3
59. a) 5-5 B)xt ©15¢ cEN W.a)4 b (—bE )
@
1 iirli 5 1)3
d) =3 e) = (k natiirlich) d) a™ e) (671)
1 1
0H— 1. p-3 0= 4. -4
) o= g)d Vo Oty
m=3 1| e - 1
h) — i) =i ; (a natiirlich) h) 1-® i) =y

5. Ordnen Sie die folgenden Potenzen nach ihrer GroBe!
292, 222, (23)2; 9%

6. Geben Sie die groBte Zahl an, die sich durch dreimalige Verwendung der Ziffer ,,3** darstellen
laBt!
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61. Beweisen Sie die Giiltigkeit des Potenzgesetzes a™ - a" — am+" fiir ganzzahliges m und n!
(Die Giiltigkeit dieses Potenzgesetzes fiir natiirliche m und n wird vorausgesetzt.) Fiihren
Sie dazu eine vollstindige Fallunterscheidung durch!

62. Beweisen Sie die Giiltigkeit des Potenzgesetzes a” - b" — (ab)* fiir n ganzzahlig!

Berechnen bzw. vereinfachen Sie!

5 9
63.a) 5-3:125 b) ?z“ . ?z"
T
c) —x2:0,4x2
8

d) 400a%" - 0,08a-5"

64.2) 108-3-* b)r-3.43
) kx -z

d) 4b%-5 - 3b-1c5

65. a) alt1 . ph-1. ook gk p-k o gkl p) (2% - 3x1) - (322 — 2x1)

66. a) (—5)3: (—5)°8
b) a: a?

1 3
? (7#):(77)
d) (,12/:—1 . ,sn): (qzuﬂ . ,.-an)
9a.95.910-a

€. 92a-3

8.0 @) b (1—”;)'

D@ (-
e) (ris’)=3 f) %

Verwenden Sie beim Losen der folgenden Auf;

67. a) (—41°): (—4)12
b) cb:ctt
©) (1,49'%): (3,5¢%)

d) (am—-x . b—ll) : (aln - p2n. C‘)
x—2a-4
)

69.3) (592 b) (%x"’)—l
ofiey

I@tvp

a? — b?)-1

) (3-%)°

den Rechenstab!

70. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit eines
frei fallenden Kérpers nach 2,5 s
(g=9,81m.s?)!

72, Berechnen Sie den Bremsweg eines Mo-
torrades, wenn die Verzégerung beim
Bremsen 4 m s=2 betrigt und das Motor-

2
rad mit 60 km h-! fuhr! (s =350 ist

hier die Verzégerung)

71. Bestimmen Sie die Beschleunigung eines
Fahrzeuges, das nach 6s seine Ge-
schwindigkeit von 40 km h-! erreichte!
(v=a-t)

73. Wieviel Sekunden braucht ein D-Zug
beim Anfahren, um auf die Geschwindig-
keit von 80 km h~! zu kommen?
(v=a-t; a=0,25ms-2)

7. Welche Bedingungen miissen fiir die Variablen in den folgenden Termen gelten, wenn die
Basen rationale und die Exponenten natiirliche Zahlen (groBer als 2) sein sollen?

N rm o (x‘y)"'

m-5 e
o= s O GT R
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74. Bestimmen Sie den elektrischen Wider- 75, Wieviel Kilogramm wiegt ein Stahlrohr,

stand einer Kupferfreileitung mit einem dessen Linge 3000 mm, dessen AufBen-
Querschnitt von 12 mm? und einer Liange durchmesser 5,5 cm und dessen Wand-
von 150 m! dicke 2 mm betragen?
1
(R=p¢" - = 0,0155 2 mm?m~") (@ =1,85g " cm™®)
Schreiben Sie folgende Zahlen in der Form a, * 10 mit a rational, 1 < a, < 10 und g ganzzahlig!
76. a) 2421 b) 35040000 c) 0,238 77. a) 23,41 b) 0,0205- ¢) 0,001
d) 0,000048 €) 43800 £) 400 ) 0,00005 ) 34165  £) 4000300
Schreiben Sie ohne abgetrennte Zehnerpotenzen !
78.a)7- 10° b)5-10- ¢)2,73- 10¢ 79.a) 4,6+ 102 b) 34310~ ¢) 6,42+ 10°
d)9,834-107 e)6- 1040 f)8,42-10! d)8,3-10° e)4,2- 10-2  £)3,2-10°
80. Vereinfachen Sie die Schreibweise folgender Zahlen durch Benutzen der Schreibweise mit
Zehnerpotenzen!

a) In 22,41 Sauerstoff unter Normalbedingungen befinden sich
602 400000000000000000000 Molekiile.
b) Ein Molekiil Wasser (H,0) hat eine Masse von 0,00000000000000000000002988 g
¢) Die elektrische Elementarladung betragt 0,0000000000000000001602 C.
d) Die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne betrdgt 149500000000 m.

81. Zwei quadratische Metallplatten mit einer Seitenlinge von 15 cm stehen sich in Luft (Ab-
stand d — 2,5 mm) gegeniiber. Wie groB ist die Kapazitat dieser Anordnung?

8,86 A
( = ‘T’OT g,~7; g~l; A— Flacheninhalt einer Platte in ecm?; d — Abstand der
Platten in mm; C — Kapazitit in F). B Sie den Reck b!

Driicken Sie die folgenden MaBangaben mit Hilfe der genormten Vorsitze aus!

82.a) 105t b) 10°t 83.a)10°A b)10°m
)10t d)10°A ¢)10-2p d)10-°1
Berechnen Sie mit Hilfe des Rechenstabes!
1310
84. a) 7350 - 172000 b) 0,00041 - 230 85.2) 0,00643 0,72 b) ——
72170 0,093 691
d) 3,88 e) 1650 D, ) =——=
Vg DE ) 538 0,0485
£)0,00532  g) 0,00008352 ) 0818 £) 57,2 - 0,000081
) 0, 8) 0, 0,00053 1240,
0,00038 672
h) ——— i) ——-321 3702 h) 1180002 i) 0,00622
) ot D 05 & ) b

8. Beweisen Sie den Satz:
Fiir alle rationalen Zahlen a und b, (a & 0;b + 0) und alle ganzen Zahlen n gilt:
an - b" = (a - b)", wenn die Giiltigkeit dieses Satzes fiir n = 2 nachgewiesen wurde. Fiihren
Sie dazu eine genaue Falluntersuchung durch!
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86.

87.

Zeichnen Sie in ein R,I-Koordinatensystem das Bild der Funktion I — Lj- (I — Stromstiirke,
U = 220 V, R — Widerstand) fiir 0 < R < 1000 Q! R

Geben Sie den Wertevorrat fiir I an!

Charakterisieren Sie das Verhalten der Stromstiirke bei steigendem Widerstand! Geben Sie
das Intervall an, fiir das 0 < I < 6 A gilt!

Der spezifische Widerstand in einem Gleichstromkreis kann durch folgende Gleichung be-
schrieben werden!

m?
» I Liinge des Leiters in m, A Querschnitt des

1
R=p i (g spezifischer Widerstand in

Leiters in mmz).

Zeichnen Sie das Querschnitts-Widerstands-Diagramm fiir

Q- mm?
a) op, = O,IOT; L=02m (l=1m; I, =10 m),

Q-

2
b) gc, = 0,0155 L =05m (y=2m; I, — 20 m)

m;

m
Q- mm?

) oy = 0,024T 50 =003m (I, =3 m; I; = 30 m)!

Wiihlen Sie dazu geeig: Koordi inheiten! Benutzen Sie den Rechenstab!

Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen y=2x"mit n €{—1; —2; —3; —4} in dasselbe
Koordinatensystem!

Untersuchen Sie die Symmetrieverhiltnisse dieser Funktionen an Hand ihrer Bilder!
Geben Sie an, welche dieser Funktionen gerade und welche ungerade sind!

Geben Sie die Intervalle an, in denen die Funktionen monoton steigen bzw. monoton fallen!

89. Stellen Sie fiir die Funktionen y = x-1, y=2x% y=2x9und y = x~* Wertetafeln mit
€1—10%; —10%; —50; —1; L. L. L i ! ! 1; 102
x €1 —10% —10%; —50; s el 102’+I_03,+I_O"W' H H
5-10%; 10°}
auf!
a) Welche Feststellungen kénnen Sie fiir alle aufgefiihrten Funktionen treffen, wenn
1. x dem absoluten Betrag nach groB3 wird,
2. x dem absoluten Betrag nach klein wird?
b) Welche SchluBfolgerungen ergeben sich aus a) fiir die Bilder der Funktionen?
¢) Was konnen Sie iiber die Zahlenpaare [—1;y] und [1; y] aussagen?
90. Entscheiden Sie mit Hilfe der Kriterien f(—x) = f(x) bzw. f(—x) = —f(x), ob die folgenden
Funktionen gerade oder ungerade sind!
1
a)y=x3% b)y= yr )y=x"4 d)y=x10
9. Stellen Sie folgende Zahlen im Dualsystem dar!
a) 4 b)16 ¢) 7 d) 23
€) 49 f) 56 g)65 h)1024
10. Berechnen Sie das Produkt folgender Zahlen im Dualsystem!

) 100101 -101 b) 11001-100 <) 37-46 d) 256 - 64
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91. Zeichnen Sie das Bild der Funktion y = x" (—o0 < 2 < 0; 0 < x < +o0)!

Geben Sie den Wertevorrat an!
Untersuchen Sie, ob diese Funktion gerade oder ungerade ist!

92. Spiegeln Sie die Bilder der Funktionen y = 71, y — x~2 und y = x72 (jeweils —5 < x < 0;
0 < x = +5) an der y-Achse und an der x-Achse' Ste]]en Sie die Gleichungen der zu den Spie-
gelbildern gehérenden Funktionen auf!

93. a) Zeichnen Sie die Bilder der Potenzfunktionen y = x"; n € {—4; —3; —2; —1; 2; 3; 4}

in dasselbe Koordinatensystem!

b) Zeichnen Sie zusiitzlich die Bilder der Funktionen y = x! und y = x° in dieses Koordi-
natensystem !
Beachten Sie den Definitionsbereich der Funktion y = 20!

¢) Untersuchen Sie die Bilder dieser Funktionen
— auf gemeinsame Punkte,
— auf die Symmetrieverhiltnisse,
— auf das Monotonieverhalten,
— auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede im Definitionsbereich und im Wertevorrat!

11. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen a)y = a-x71, (—oo < 2 < 0; 0 < x < o0),

1
b)y=a 22 (0 <2< 0;0< x < 0) c)y=;+a,(—oo<x<0;0<x<co)
[jeweils mit a€{3; 0,5; —1; —2}]!

Geben Sie zu jeder Funktion den Wertevorrat an!

d) Potenzfunktionen (Exponent rational)

1. Beweisen Sie, dal die Gleichung a) x* = 6, b) x® = 10 keine rationale Losung hat!

2. Wenden Sie die gleiche Beweisfiihrung an, um festzustellen, ob die Gleichung x? = 9 eine
rationale Lésung hat oder nicht!

Geben Sie eine Intervallschachtelung an!

3.a)5 b)0,7 4.a)7 b)0,6

——— fiir die Losung der Gleichung

1
5. Geben Sie eine Intervallschachtelung (a,/b,) mit d, = STT=%

a) x* = 3,b) x® = 7 an!

6. Geben Sie eine andere Intervallschachtelung (c,/d,) durch Halbieren der Intervalle fiir die
nichtrationalen Zahlen der Aufgabe 5 an! Priifen Sie die Aquivalenz der beiden Intervall-
schachtelungen (a,/b,) und (c,/d,)!

7.Bilden Sie éiquivalente Intervallschachtelungen fiir die rationalen Zahlen der Aufgaben 3 und 4!

Berechnen Sie die Summe und das Produkt der folgenden reellen Zahlen!

8.a)/3 und /8 b)32 wd 35 9.2)/7 und /6 b)3Y3 und Y2

205




Geben Sie fiir folgende reelle Zahlen unendliche Dezimalbriiche auf vier Dezimalstellen an!
10.a) /3 b) Y5 1.a) /7 b)Y3

12. Bestimmen Sie niiherungsweise die Liinge der Diagonale eines Rechtecks, dessen Seiten
a=2cmund b = 3 cm lang sind!

13. Bestimmen Sie niherungsweise die Linge der Raumdiagonale eines Wiirfels, dessen Kanten
a = 20 mm lang sind!

14. Wie lang ist die Kante eines Wiirfels, dessen Volumen 20 cm?® betriigt?

Radizieren Sie! Begriinden Sie wie im Beispiel D 7!

15.a) \/64 b) 327 <) 3/810000 16.2) /49 b)3/256  ©) 3/216000
Radizieren Sie!

17.0) /(=7 B) 32 ) Ydi(aganr) 18.2) (5 b)— 1T <) (—Top

Ermitteln Sie unter Verwendung der Wurzeltafeln oder des Rechenstabes rationale Niherungs-
werte fiir folgende Wurzeln! Uberschlagen Sie das Ergebnis!

19.2) \/285 D) \/4372 ) /65000 20, a) \/7 B) /63  ¢)+/3850
9039 o005 04 /0950 ¢ o008 Y6
8§28 ) 856 8 3/7000  h) /0,053

21. Erweitern Sie die Wurzel auf den Wurzelexponenten n!
a)/FEn=6 B)YF n=12 )Y n=10 ) e%n=28;(a>0,rel)

22. Erweitern Sie die folgenden Wurzelpaare so, daB sie den gleichen Wurzelexp besi !
a) J(’ und i/g b) :/1—72 und lg/ﬁ c) i/; und i/a_‘; (a > 0, reell)
d) :/E und (/;; (a, breell; a,b =0; n,q,r =2 und natiirlich)

23. Bringen Sie folgende Wurzeln jeweils auf den kleinstméglichen Wurzelexponenten!
a) /3 B) 'Y (areell) ) *URH; (k> 0, reell) ) 'Y/170
Schreiben Sie die folgenden Wurzeln als Potenzen mit rationalen Exponenten!

24.2)3Y5  b) Y3 0 6 25.2)3  B)Y3 ¢) om

Schreiben Sie folgende Potenzen als Wurzeln!

A L = 3 3 &l
26.a) 37 b)63 )57 27.a) 4% b)38 ¢)7 8
1 1
d) ai-; (a = 0, reell) d)rs; (r =0, reell; s = 2, natiirlich)
1. Welche reellen Zahlen werden durch folgende Intervallschachtel bestimmt ?

-)(1—%/”%) }‘)(niz/nil) C)(nil/%)
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Wenn im folgenden nicht anders angegeben, sind alle Basen positiv reell und alle Exponenten
rational.

28. Formen Sie die folgenden Terme so um, daB sie nur positive Exponenten enthalten!

1 2 1 “F -
- g3 - I 2 3
a)6 3 b)4 5 e)a’ E) (T) P
TS
Wenden Sie auf die folgenden Terme die entsprechenden P gesetze an und vereinfachen Sie
weitgehend !
1 1
Ly L 1\ 1\3 1, & .
29.a)5% . 57 h)(—?) ~(—?) 30.a) 6365 b) kD -kD
a4 4 5 4 r 8 r 2 3 2 3
e)na-n"“na d)a7~a2-n“‘ ,,),,7.,,14.“2 d)xn.xzn;
(n = 2; natiirlich)
4 4 3 i 3 3
11 T = =
o 1\7 7 = 1\8 /24)\8
31.a) 23 30 b)(— (=27 32.2) 65 -55 b)(— (_)
6 8 9
2 2 2 2
% X 1\% 5 T g\ _,L ek
b2.42 (=) :(— —) (= d)5 4:10 4
o o (5] () o
Lya 2ys 1\2 TR ana Ay
33. a) (52)3 b) (92)5 ©) (x5)5 34.-)(7“)3 b)(35)7 e)(an)m
35. Zeigen Sie, daB gilt:
1 1
L E | 1\7 1\6 2 -2
95T, mase<asn o) >(3). DIT>M
36. Beweisen Sie das P
m
an RO
= =a" 9 fiir a positiv reell; m, n, p, q ganz und n, g = 2!
atl

Im folgenden sollen alle Radikanden positive reelle Zahlen sein.

Berechnen Sie die folgenden S ! Geben Sie das Ergebnis auf drei Stellen nach dem Komma
an!

37.a)5/3+123—-64/3 38.2)7./5 —15./5+6/5
b)3\/§+%\/5—4\/§ B)4/3+6/6—3/3
)139+439-63 )4Y5+1Y5+23Ys8

Addieren Sie die folgenden Wurzeln!

39.a) 8,/a+5./a—17/a 40. 2) 5./b — 3./b + 20,/b
b) 4x/b — Sy+/b + 62/b b) 43r +53Yr — 63
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Berechnen Sie die folgenden Produkte und Quotienten!

42.0) 32535
©) 4/x- 3y

e J10: /10 )

M--)\/—\/Iﬂ b)\/ €) S —

b) J12-36
a) \/bs \/u‘b
o
25

Jr‘

\/ Yy

\/aa 3
Vs OV
x

41.a) /16 /9 b) Y17-3/3
o) Vu-Yur- 3wt @) Yater Yot
— i 40
e) i/lS 3 :/2 f) \3/
4 2 =T 53
43.a) l%- [;'7- b)ﬁ c)-s\f":
\/ab2 \/ua
e
DRCRNNCET
Vereinfachen Sie die folgenden Wurzeln unter Benutzung der Regeln
" wngi "[a_Ys,
‘/n-b=\/a~\/b bzw. T \/b

45.a) 3/160000 1b)2/0,00004

— 2
c) z/ 81x3 d) :2:
Berech Sie die folgenden S

47.) 2,/12 + 5./3 4 10,/75 — 5,/243
€) 4,/15 + 2,/240 — 3,/135 + 5,/60
48. 1) (5,/3 — 4,/27 4 2,/81) \/3
b) (16 — 5\/2) (2/2 — 3)

Vereinfachen Sie die folgenden Terme!

s0.0) (V5)) BB o (3)°
O (Ya)? &) o™ (n ganz)

Radizieren Sie!

s20y/J16 WYY 9YYm
Oz 9Yafe DYJa
ONKF

46. a) 3/162 b)

1

490000
3
16bc
) \/2255%% d) sd:
'

bzw. Produkte! Vereinfachen Sie weitgehend!

b) (239 +33/2) (23/2 + 53/3)

49.2) (2/5 + 3/2) (/5 + 3,/2)

b) (2¢/3 — 4,/6)*

O (yfou — 5y/i)*

5La) (V3) BmYE o Y—3m
o B)E o (YA

$8.9) /o1 DY Jizs 9 e
VYYE 9YsYm DY

N a0

2. Unter welchen Bedingungen sind jeweils die folgenden Wurzeln definiert?

a)\b b)Y—a c)\/g Dy 9Ji—a HDYB—2 gYsz—4

3. Formen Sie die folgenden Terme um!

a) x-y Yamti.ym

b) \Jax? + ba?- \Jay? — by

bl

c)\/a~b-c-(x\/;—y\/l;—z\/;)

an!

Geben Sie fiir alle auft den V;
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In den folgenden Termen soll der Nenner rational gemacht werden.
1 1 2 1 1
54.n)$ b)ﬁ c)\/; ﬁl)-ﬁ b’ﬁ c) \/_
) \/l ) = f) =L a) 2L 'e) el f)
10 2 2-./8 3./5 2,/18 *

56. Zeichnen und spiegeln Sie die Bilder der Funktionen y = \/; undy = 3/;, (jeweils 0 < x <10)
an der x-Achse!

Geben Sie die Gleichungen sowie den Definitionsbereich und den Wertevorrat dieser durch die
Spiegelbilder entstandenen Funktionen an!

= 3
57. Zeigen Sie, dafB3 die Funktioneny = \/x und y = \/; monoton wachsen! Geben Sie die Mono-
tonieintervalle an!

Untersuchen Sie, ob die Elemente der Menge A eindeutig den Elementen der Menge B zugeordnet
sind!

SB.n)A‘—2|0|1|3 59.a)AIO|1 |2 I3|4

B | -1 | 3 | 5 | 9 Blo |1 4 9 16
und | und | und | und
—1| —4|—-9]|-16

b) (Bild d1) b) (Bild d2)

Untersuchen Sie, ob die im folgenden gegebenen Funktionen eineindeutig sind!

60. a) y = 3x;(—o0 < x < +00) 6l. a) y = 22%; (—0c0 < x < +00)
b)x|»1|0|1‘1,5|3 b) x]—2|0,5 |0|1|3
y| 2{7- 2|2 |2 y|—8|0,125|0|1|27

©) f={[—3; 10], [-1,5; 3.25],

2
={|-2;—|, [—3;1],
e ” 3] L ! [—1; 2], [2; 5), [3; 10]}

5] wafe-)

4. Machen Sie in den folgenden Quotienten die Nenner rational!
1 2 6.7 Jx x>0
) b) = <) = a9 H -
3—42 3+4/6 8+3./7 ax+byfx \ax+by/x 4 0
lo+12 J2 3\/3+4f

1
)8+\/IT) )\/2+\/§ s\/a—z\/o h»)\/§+\/3_\/§
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62. Vertauschen Sie in den unter 60 und 61b) und c) gegebenen Funktionen die Zahlen in den
Zahlenpaaren! Entscheiden Sie, ob die jeweils bildete Menge von Zahlenp wieder
eine Funktion ist!

63. Bestimmen Sie zu jeder der folgenden Funktionen die inverse Funktion!

a)fi= {[—2; —%] [-1; -2], [0; —%” b) fi = {{0; 21, [1; 3], [3; 111, [4; 18]}

11
9% = (-2 321, 1502, [-5+ 5 0 ol
d) f, = {[0; —1], [1; 0], [8; 1]; [27; 2]}

Geben Sie zu jeder der folgenden Funktionen die inverse Funktion an! Bestimmen Sie zu jeder
inversen Funktion den Wertevorrat!

1
64.a) y =3x — 1, (—oo < x < +00) ﬁ.l)y:?x+3,(—oo<x<+oo)
b)y =+/2:, (—c0 <2< +o0) b)y ==, (0 < x < +o)
e)y=2% (—o0o<x<0) )y =052, (0 < x < +0o0)
Dy =3x 0=x< + ) Hy=—3x 0=2< +o0)

66. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen aus Aufgabe 64 und 65 im Intervall —4 <x < 44!
Spiegeln Sie diese Bilder an der Geraden y = x, und bestimmen Sie somit das Bild der in-
versen Funktion!

b

Zeichnen Sie die Bilder folgender Funktionen mit Hilfe einer Wertetafel!

a)y=./x—1 b)y=.x+3 c)yz\/;_:+2 d)y::/;—Z

Geben Sie jeweils den groBtméglichen Definitionsbereich und den zugehérigen Wertevorrat an!
Spiegeln Sie die Bilder der in Aufgabe 5 angegebenen Funktionen an der x-Achse!
Geben Sie die Gleichungen der durch die Spiegelbilder dargestellten Funktionen an!

S

Soll ein Luftschutzbunker noch sicheren Schutz vor ciner x kp schweren Sprengladung ge-

wilhren, dann muf} die M drke dm so L sein, daB gilt: d =a i/;. aist eine Kon-
stante, die bei Eisenbeton 0,15, bei Beton 0,20 und bei Ziegelmauerwerk 0,50 betrigt.

a) Wie stark miissen die Winde eines Luftschutzbunkers aus Eisenbeton gemacht werden,
wenn er gegen 500-kp-Sprengbomt Schutz gewih soll?

b) Gegen welche Sprengladungen gewiihrt ein Bunker aus Beton Schutz, wenn die Winde
2,0 m dick sind ?

N

Die Reichweite E (in km) einer FunkmeBstation wird gewéhnlich nach der Formel

E=3,57(VH, + VH,)

berechnet. (Dabei wird nur die Kriimmung der Erdoberfliche beriicksichtigt.) Es bedeuten
H, (in m): Hohe der Empfangsantenne und H, (in m): Héhe des Flugzeuges.

In welcher Entfernung kénnte ein Flugzeug aufgefaBt werden, das 1650 m hoch fliegt, wenn
sich die Funkmefstation 5 m iiber der Erde befindet?

o

Begriinden Sie, warum zu folgenden Funktionen im Definitionsbereich keine inverse Funktion
gebildet werden kann!

a)y=22% (—2=<x=+2) b)y=4x, (—oo<x< + )
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e) Quadratische Funktionen und Gleichungen

Ermitteln Sie die Quadrate folgender Zahlen!

La)l7 b)120 ¢35 d)350 2.a)13 b)140 ¢)75 ) 750
e) 35 f) i g) L h) 0,01 e) 7,5 f) —1— g) L h) 0,001
2 20 3 30
3.a)024 B)—3 ¢ —19 d) —05 4.2)022 b)—4 ¢ —17 d)—03
e) ——3— f) —l g) —3,3  h) —200 e) ——3— f) —l g) —4,6 h) —300
74 3 8 2

5. Zu jeder der Zahlen in den Aufgaben 1 bis 4 gibt es eine zweite, deren Quadrat dem Quadrat
der obenstehenden Zahl gleich ist. Geben Sie diese Zahlen an!

6. Welcher Zusammenhang besteht
a) zwischen der Fliche und der Seitenlinge eines Quadrates,
b) zwischen der Fliche und dem Umfang eines Kreises?

7. Welcher Zusammenhang besteht

a) zwischen der Fliche und dem Durchmesser eines Kreises,
b) zwischen der Fliche und der Diagonale eines Quadrates?

Das Bild der Funktion y = 2?ist um k Einheiten parallel zur x-Achse erst in der positiven Rich-
tung und dann in der negativen Richtung zu verschicben. Zeichnen Sie die Bilder, und geben
Sie die Gleichungen der Funktionen an!

8.a)k=2 b)k=5 ¢ k=08 9.a)k=3 B)k=05 c)k=4/2

Das Bild der Funktion y = a2 ist um k Einheiten parallel zur y-Achse erst in der positiven Rich-
tung und dann in der negativen Richtung zu verschieben. Zeichnen Sie die Bilder, und geben Sie
die Gleichungen der Funktionen an!

10.a)k=2 Byk=5 ¢ k=08 Wa)k=3 b)k=05 e)k=1/2

Die folgenden Punkte sind Scheitel von Parabeln mit Gleichungen vom Typ y = x* 4 e oder
y = (x + d)* (d, e reell). Geben Sie die Gleichungen der Funktionen an!

12.a) S(0;5) b) S(05 —4) «¢) S(1;0) 13. a) S(0; —0,25) b)S(—3;0) €)S(—1;0)

Stellen Sie die folgenden Funktionen graphisch dar! Geben Sie fiir die Funktionen eventuell vor-
handene Nullstellen sowie fiir die Bilder den Schnittpunkt mit der y-Achse und den Scheitel an!

Mayy=x—7 By==2+/5 15.a)y =22 —9 b)y=x"+%
3 1 - 13
ay=#+o dy=s-—— Ay=2+3 Yy=2-—
16.a)y=22—18 b)y=2+/27 1Ma)y=22—19 b)y==+./18
2\ 1\2
dy=—=—15 d)y=;’—(?) O y—2—25 d)_y=x'—(T)
18.5) y = 2 + 0,52 19.2)y = —x2 — 1,22
b)y=—2*+2 b)y = —2* + (—=1,2)*
R €)y=—x+38
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20. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen
a) der Aufgabe 18

belsohabl

b) der Aufgabe 19

in ein kar

mit Hilfe der Normalp

Stellen Sie die folgenden Funktionen graphisch dar,

der x-Achse und die Scheitel an!
2la)y—22—9 b)y = — 6,25
)y==x*—1225 d)y=x2—0,81

Boa)y=(x—22 by=(x+5p
Ay =(—04p y=—G+1p
25.a)y =22 —4x 4
b)y = x® 4 3x 4 2,25
1
e)y:ﬁ—x—f—z

25
27.ﬂ)y=—x‘-’+5x—T

5 - 1
N5 .
)y 2" " 16

©)y = x* — 0,2x + 0,01

29. Ermitteln Sie fiir die Bilder der Funktionen a

isches Koordi ystem!
und geben Sie fiir diese die Schnittpunkte mit

22.a)y =22 —4 b)y =x2—225
)y=2—025 d)y—=x—1,44

Ha)y=(x—3 b)y=(x+4
)y =@E+09? &)y=—(x—3)p

26.a) y =2 - dx + 4
b)y = 2% — 3x 4 2,25

1
= 52 — —_—
©)y=x b

9
28.a)y=—x"+3x—7

1 1
b)y—= —a8 4 —x—
)y ¥ e

)y = —x% — 0,2x — 0,01

) in Aufgabe 25, b) in Aufgabe 27, c) in Auf-

gabe 28 die Schnittpunkte mit der y-Achse!

30. Begriinden Sie, warum die Funktionen in Aufgabe 27 jeweils genau eine Nullstelle haben!

Geben Sie fiir die folgenden Funktionen eventuell vorhandene Nullstell an! Zeick Sie die
zugehérigen Bilder, und geben Sie jeweils den Schnittpunkt mit der y-Achse und den Scheitel an!

Sla)y=(x+2?2—3
My=(—5-
3\2
c)y:(x—I)ﬁ—l,B
33.a)y=—(x—22—-3

B)y=—(x+32+8
)y=22—4x—5

3B.a)y=a>+Tx—2
b) y =a% — 5. 2
)y = —x—T
)y=—x2+6x—5
212

32a)y=(x—22—2
B)y = (x — 4f + 3,5
Dy = (et 158~ 1

Ma)y = —c—52—4

b)y=—(x+2p2+5
e)y =2+ 6x+8

36.a)y =22 —3x + 2
10
b)y=x9—7x+T

)y=—a2+5x—1



37. Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen in den Aufgaben a) 31, b) 33 und ¢) 35 jeweils in ein
rechtwinkliges Koordinatensystem!

38. Welche Ordinaten miissen die Punkte Py(—2; y,;) bzw. Py(1,5; y,) haben, damit sie auf dem
Bild der Funktionen von Aufgabe 34 liegen?
Bestimmen Sie die Ordinaten rechnerisch und grafisch!

Die folgenden Punkte sind Scheitel von Parabeln mit Gleichungen vom Typ y = %% + px + q3
(g, p reell). Geben Sie die Gleichungen der Funktionen an!

39. a) S(—%; —3) b) S(S; -%) 40. a) S(—4; - %) b) 5(0,6; —0,6)
©) S(—%; %) d) S(—1,2; 2,4) c) S(—2; —2) d) S(2;2)

41. Zeichnen Sie in je ein rechtwinkliges Koordinatensystem
a) die Gerade y = x, b) den Kreis mit dem Radius r = 3 cm und dem Mittelpunkt M (0; 0),
¢) die Normalparabel y = x?!
‘Wihlen Sie einige Punkte auf den Bildern, und zeichnen Sie zu diesen die entsprechenden

Punkte mit doppelt so groler (halb so groBer) Ordinate bei gleicher Abszisse! Welche geome-
trische Figurwird durch die so g Punkte festgelegt! Zeich Sie diese Figuren!

Stellen Sie in einem rechtwinkligen Koordi y folgende Funktionen graphisch dar!

42.a)y =2 b)y=3a® c)y=—05x2 d)y= —3x> e)y=(3x)? f)y:%x’
43.a)y=(x+5" b)y=@2x+5* ey=2(x+5)0
1 2 1
dy=(g=+5] Oy=ge+

44, Stellen Sie die folgenden Funktionen in einem Koordinatensystem dar!

y=A@)=2*+3; y=folx)=2x+3;

¥ =fa(x)=%x2+ 3; y=filx)=—22*+3;

1
y=fix)= ___é_xa +3

Ermitteln Sie die Zahlen, deren Quadrat folgendermaBen lautet!

4 225 36 180

Ba5 By O %) 144 b o)

d) 0,04 e)0,4225 f)0,0289 4) 625 ) 0,0036 f) 0.9025
47.2)0,256 b)9r2  ¢) 0,01p? 48.a)441 b)16m® ¢)7

a5 €2 f)a ) 17 €3 06
Bestimmen Sie die Kantenlingen der Quadrate mit folgenden Flicheninhalten!
49.2)441m?  b)0,8lcm? ) 1 km? 50.a)0,0144m? b) I mm? c) 10 mm?

d)10km?  e) 8lha £) 8,1 ha d)36a e)36a f)036a

Zerlegen Sie die folgenden Gleichungen in je zwei lineare Faktoren, und bestimmen Sie die Lésun-
. gen der Gleichungen! Machen Sie in jedem Fall die Probe!

213




121

5l.a)2?—576=0 b)a?—1296=0 BEa)x2— 129 =0 B — =0
225
9at——2 =0 )22 = 0,016 ©) 2% = 0,09 d) % = 0,0004
Q2L 17T=0 f)32—12=0 x+9=0 f)5:2—45=0
Lésen Sie die folgenden Gleick und hen Sie jeweils die Probe!
x2 4
B.a) 326 — 800 =0 ) ——125=0 54,2) 122 — 75 = 0 1,)0,4(::2—?):0
«* r s <2 8 288
Z _lm=0; - =0; L 91=0 o —
c)m 6m )ax = c)3 7=0 )gx’ 76 []
(m +0) (s 0;r+0)
,)sz_L=0; f)ax® +b=0; e)mix—n?=0; f)ax®—b=0;
s s
(s0;r0) (a+0) (m = 0) (a=0)
55.a) (x—4)(x+4) =0 56.a) (x + 11)2 — 121x — 0
9
b) (x— T2+ lx=0 M te—5=0
5 x+ 25 13+«
34 =0 —
) xisk Tx—3 9 x+9 47 — x
x+3 x—3 x+a x—a 2(a® + 1)
d el d PR A
)x—3+x+3 0 v )x—a+x+u 1—a

Die folgenden Gleichungen sollen fiir die halbfett gedruckten Variablen gelost werden.
57.a)a® + b2=132 b)a®+b*—c2=0 58.a)a* —c*=0b> D)2+ 3xy=0

)y —2px=0 c) 24% = b? + a®

Losen Sie die folgenden Gleick und hen Sie jeweils die Probe!
59.a) x? — 5x =0 b) a4 5x=0 60. a) x> — 4x =0 b)x*+42x=0
5
c)x2+7x=0 d)3,5x2+%x=0 )2 —bx=10 d) a(x® — bx) =0
i 6 3 1
_ s ; -3 = —x=
€5 (x+3\ T3 (x+= —3) e)4x‘+3x 0
6l.a)x® —4x—12=0 62.a) x> —8x+15=10
b) x4+ 3x—18=0 b)x2—5x—12=0
9 13
c)x‘+5x+7=0 d) (5 — x)=—24 e)x’+4x+—5—=0 d) 2(4 —x)=—15
1 1 2 2
= —=2 1 = — —=3 1
dr=ggT DTt Rk P D=t
1 1
—_———2=0 B-—=1=0
B — o 8) 5%
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63.

15 25 15 9

e 6ha)xt — — x b — =
DA T T LA e e
24 18
b)x’——s-x—1=0 lr)x’+-5—x—l=0
) —2x+4 0,75 =0 ¢)x?—4x+3,75=0
d)x®+ x— 156 =0 d)x®4x—182 =0
) x4 23x + 120 = 0 €) a1+ 12x — 58 =0
275 45
— —=0 fx? ——2x—1=0
02— 1224 — ) T
Welche der Aufgaben unter 61 bis 64 haben a) rationale, b) irrationale, ¢) keine rationalen

oder irrationalen Losungen?
Wie kénnen Sie die Frage beantworten, ohne vorher die Losungen der Gleichungen ermittelt
zu haben?

Lésen Sie die folgenden Gleichungen!

66.

68.

69.

70.

71

7

3.

4.

5.

76.

1.

a)x® —2x —24=0 67.a)x® —4x—5=0

B)a® 4+ 2x—24=0 B F 44 —5=0

) a+3a+2=0 )25 —6=0
d)x*—5x+6=0 d)a* —3a—4=0
em+m—6=0 e)r2+2r—8=0

fa?—3x=4 g)x2+3x=10 f)x+x—2=0 g)at—l2x=—27
h)s® =35+ 42 i)13=r*—12r h)z2=z+30 i)48 = y* — 8y
a)a®+px+q=0

fiir p = —6 und +5 < q < +10, (g ganzzahlig)
b)x*+px+qg=0
fiir p = +6 und +5 < q < 410, (q ganzzahlig)

Das Produkt aus dem vierten Teil und dem fiinften Teil einer Zahl ist 500. Welche Zahlen
erfiillen diese Bedingung?

Die Summe aus dem Quadrat einer negativen Zahl und 79 ist gleich 200.

Wie heif3t die Zahl?

Das Quadrat aus der Summe des Reziproken einer Zahl und der Zahl 3 ist 36.
Wie heifit die Zahl?

. Wenn man das Quadrat gewisser Zahlen um 12 vermindert, so erhilt man das Vierfache dieser

Zahlen. Wieviel solcher Zahlen gibt es, und welche Zahlen sind das?

Zerlegen Sie 1000 so in zwei Zahlen, daB die S ihrer Quad oglichst klein wird! Wie
heiBen diese beiden Zahlen?

Zerlegen Sie 1000 so in zwei Zahlen, daB die Summe ihrer Quadrate moglichst groB wird!
‘Wie heiflen diese beiden Zahlen?

Das 10000fache einer Zahl ist gleich dem Quadrat dieser Zahl.
Welche Zahlen haben diese Eigenschaft?

Um welche Zahl muB man jeden Faktor des Produktes 47 - 53 vermehren, damit das Produkt
gleich 1840 ist?

In einem gleichseitigen Dreieck seien die Seiten mit a bezeichnet. Wie lang ist die Strecke von
einem Eckpunkt bis zum Mittelpunkt des Dreiecks?
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s beschriel leich

78. Der Radius eines Kreises sei r. Wie lang ist eine Seite des
Dreiecks?
79. Die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks betrage 1 m. Wie lang ist jede Seite des Dreiecks?

&

80. Welche Hohe muB ein gleichseitiges Dreieck haben, dessen Umfang 1 m betragen soll?

81. Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks sollen sich wie 3 : 4 verhalten. Wie lang sind sie zu
zeichnen, wenn die Hypotenuse 5,5 cm lang ist?

82. In cinem gleichschenkligen Dreieck verhilt sich die Basis zur Hohe wie 5 : 6.
Welchen Umfang hat dieses Dreieck, wenn die Liinge eines Schenkels 1040 mm betréigt?

83. Die Forderanlage eines Schachtes hat 1350 m Tiefe. Das Anfahren des Forderkorbes soll mit
gleichmiBiger Beschleunigung @ von 0,9m-s~? stattfinden, die gleichférmige Fahrt mit einer
Geschwindigkeit von 18m-s~1, das Auslaufen mit einer Verzégerung von 0,6m-s~2. Bestim-
men Sie
a) die Zeitdauer der beschleunigten Fahrt,

b) die Zeitdauer der verzogerten Fahrt,
¢) die wihrend jedes Bewe bschni
d) in Prozenten der Gesamthéhe,
e) die Gesamtdauer eines Hubes,
f) das Weg-Zeit- und das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm

Federhéhen in Metern und

P
tes zur

84. Eine ovale Radrennbahn hat eine Linge von 360m. Bei einem Verfolgungsrennen ist der
Verfolger um 2m-s-1 schneller als der Verfolgte, so daB er fiir eine Runde 2s weniger be-
notigt. Nach wieviel Runden holt der Verfolger den Verfolgten ein, wenn sie mit 180m Ab-
stand gestartet worden sind ?

85. Um welche Strecke muBl man die Seite a eines Quadrates verlingern, um ein Quadrat mit
a) doppeltem, b) dreifachem, ¢) vierfachem Flicheninhalt zu erhalten?

86. Um welche Strecke muBl man die Seite a eines gleichseitigen Dreiecks verlingern, um ein
gleichseitiges Dreieck mit
a) doppeltem, b) dreifachem, ¢) neunfachem Flicheninhalt zu erhalten?

87. Wie groB3 ist die Fliche eines Rechtecks, dessen eine Seite um 2,5 em kiirzer ist als die andere
und dessen Diagonale 12,5 cm lang ist?

88. Der Umfang eines Rechtecks betrigt 37 m, sein Flichéninhalt 85 m2. Wie lang sind die Seiten?

89. Die parallelen Seiten des ein- und umbeschriebenen Quadrates eines Kreises haben 5 cm Ab-
stand voneinander. Wie groB ist der Durchmesser dieses Kreises?

90. Bestimmen Sie den Radius desjenigen Kreises, dessen 16 em lange Sehnen vom Kreismittel-
punkt einen Abstand von 3,5 cm haben!

91. Die Differenz der MaBzahlen der Flicheninhalte zweier Quadrate betrigt 11, die Differenz
der MafBlzahlen der Seitenlingen dieser Quadrate betrigt 1. Wie lang sind die Seiten der beiden
Quadrate?

92. Die Summe der MaBzahlen der Flicheninhalte zweier Kreise betrigt 15,70, die Differenz der
MaBzahlen der Radien dieser Kreise betriigt 1. Wie lang sind die Radien der beiden Kreise?

'

93. Uber eine Kugel mit einem Radius von 10 cm wird ein Kegelmantel gestiilpt, der mit der Ku-
gel einen Beriihrungskreis bildet.

Wie groB ist der Abstand der Kegelspitze von der Kugel, wenn der Beriihrungskreis von der
Kegelspitze 12 cm entfernt ist?

94. Einer Kugel mit einem Radius von 10 cm ist ein Zylinder mit quadratischem Querschnitt
einbeschrieben. Wie groB} ist das Volumen des Zylinders?

95. Zwei Widerstinde sollen hintereinandergeschaltet einen Gesamtwiderstand von 50 Q) (8 Q)
und parallelgeschaltet einen Gesamtwiderstand von 12 Q (1,875 Q) ergeben. Wie grofB sind
die Einzelwiderstinde jeweils zu wihlen?

96. Ein geschlossener Gleichstromkreis wird mit 21 Volt (48 V) betrieben. VergroBert man den
Widerstand um 1,4 Q (auf das Doppelte), so sinkt die Stromstirke um 0,5 Ampere (3 A). Wie
grof sind jeweils urspriinglicher Widerstand und urspriingliche Stromstirke?
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97. In einer Montagehalle bewegt sich der Laufkran mit einer Geschwindigkeit v,, = 0,75 m-s-1,
Seine Laufkatze bewegt sich rechtwinklig dazu mit einer Geschwindigkeit v, = 0,9 m - s1,
Die Last wird dabei gehoben mit der Geschwindigkeit v, = 0,3 m * s71,

Wie groB ist die relative Geschwindigkeit a) der Laufkatze in bezug auf die Montagehalle,
b) der Last in bezug auf den Laufkran, ¢) der Last in bezug auf die Montagehalle?

98, Ein Flugzeugpropeller mit dem Durchmesser d = 4,00 m dreht sich mit einer Geschwindig-
keit n = 3000 e Welche Geschwindigkeit besitzen die Spitzen des Propellers,

a) wenn sich der Propeller bei stillstehendem Flugzeug dreht,
b) wenn das Flugzeug eine Geschwindigkeit v, = 100 m - s~! besitzt,
¢) wenn das Flugzeug eine Geschwindigkeit v, = 200 m - s besitat?

99. Zwei rechtwinklig in einem Punkt angreifende Krifte verhalten sich wie 1: 2.
Wie groB sind die Krifte, wenn die resultierende Kraft 1 Mp betrigt?

100. Ein Flugzeug hat in bezug auf die umgebende Luft eine Geschwindigkeit von 320 km . h-1
(450 km - h~'). Es wird durch einen rechtwinklig angreifenden Wind um 15 km - h-=?
(25 km - h~1) seitlich abgetrieben.
Um welchen Betrag indert sich dadurch die Geschwindigkeit des Fl ges in bezug auf
den Erdboden?

101. Mit welcher Geschwindigkeit muf ein Pfeil senkrecht nach oben geschossen werden, wenn
er eine Hohe von 61,25 m erreichen soll? Wie lange fliegt der Pfeil bis zum héchsten Punkt,
wie lange insgesamt?

Hinweis: Der Luftwiderstand soll unberiicksichtigt bleiben; g = 9,8 m - s2,

102. Der Brunnen auf der ehemaligen Festung Kénigstein ist 320,7 m tief. Welche Zeit vergeht
vom Loslassen eines frei fallenden Steines am Brunnenrand bis zu seinem Aufschlag?
Hinweis: Der Luftwiderstand soll unberiicksichtigt bleiben; g = 9,8 m - s72,

103, Vergleichen Sie die kinetische Energie folgender Kérper!

a) Hammer: m = 0,3 kg; v=3m-s7,

b) Fahrrad: m = 100 kg; v=>5m-s7,

¢) Personenauto: m = 1300 kg v=40km - h1,
d) Personenauto: m = 1300 kg; v=80km-h1,
e) Giiterzug: m = 8-10%kg; v = 30 km - h™1,
f) Flugzeug: m=6-10"kg; v = 800 km - h~1,
g) Schiff: m=1-10"kg; v=230km-hL
Anleitung: W, = %v’

104. Welche Fallgeschwindigkeit v mufl ein Hammer mit dem Gewicht P = 40 kp besitzen,
damit seine kinetische Energie W, = 200 kpm betrigt?

m
Anleitung: Wy, = o vy m= ? entsprechend dem Newtonschen Gesetz F =m - a.

1. In der Kraftfahrzeugtechnik wird fiir den Bremsweg w (in m) folgende ,,Faustformel (das
ist eine niherungsweise richtige Formel) benutat:

w = (0,1 - v)% Darin bedeutet v die Geschwindigkeit des Kraftfahrzeuges in km - h-1,

a) Wie lang ist der Bremsweg w, wenn
v =603 70; 80; 90; 100; 110 km - h~! betriigt?

b) Zwischen dem Auftauchen eines Hindernisses und der Reaktion des Fahrers, d. h. der
Betitigung der Bremsen, vérgeht eine gewisse Zeit, ,,Schrecksekunde' genannt. Das be-
deutet, daB das Fahrzeug wihrend der ,,Schrecksekunde* mit unverminderter Geschwin-
digkeit weiterfihrt. Die Schrecksekunde sei 0,25 s.

Wie weit muB das Fahrzeug im Moment der Wahrnehmung des Hindernisses bei den in a)
b Geschwindigkei vom Hindernis entfernt sein, damit ein Zusammenstof3
vermieden wird ?
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105. Die Tragfihigkeit des Eises auf Gewissern mit SiiBwasser kann fiir Kettenfahrzeuge nach
der Formel F; = 10° - h? niherungsweise berechnet werden.
Die Stiirke h des Eises wird in m und das Gewicht F; des Fahrzeuges in kp angegeben.
a) Wie stark mufl die Eisdecke eines Gewiissers mindestens sein, damit es ein 50000 kp
schwerer Panzer iiberwinden kann?
b) Die Eisdecke eines Gewiissers ist 0,35 m dick. Wie schwer darf hochstens ein Kettenfahr-
zeug sein, damit es dieses Eis befahren kann?

106. Bei einem Schuf} senkrecht nach oben erleidet das GeschoB in jeder Sekunde einen Geschwin-
digkeitsverlust von 9,8 m s='. (Der Luftwiderstand ist dabei nicht beriicksichtigt.) Die
Abgangsgeschwindigkeit soll v, = 490 m s~! betragen.

a) Man gebe die Folge der Geschwindigkeiten von Sekunde zu Sekunde an!
b) Nach wieviel Sekunden wiirde das Geschof8 den Gipfelpunkt erreichen?
¢) Welche Geschwindigkeit besitzt das GeschoB nach 37 s?

Wie lautet jeweils die Normalform der quadratischen Gleich mit den folgenden Lo ?
107.a) x; = —5; x, =3 108.a) x; = 7; x, = —4
b) x, =3; x,=—5 b)x, = —4; %= —17
€)x;=5; x,=—3 ) x, =22; x,=8
3 4 3 5
Po=—Fim=—F Du=im=—
1 1
e)x1=?;x2=—7 e)xlzo;x2=__?
f)x, =a; x,=—a f)a,=m; ay=—m
On=2Ln=1 g) t, = 0,30; t, = —0,05
Lésen Sie die folgenden Gleick graphisch, und fiihren Sie die Probe rechnerisch durch!
109.2)x2 - x—6=10 | 10.a)x2 —x—3=0
b)x*—2x4+1=0 b)x* 4+ 2x—5=0
e)x®—3x+4+4=0 e)x®+2x+4=0"
2 —dx—5=0 D —3x—4=0
e)x*+2x+5=0 e)x?—4x+3=0
1 1 3
2 _x—2=0 )t —x— ——0
f) ekl VB e
2. Stellen Sie in je einem geeigneten rechtwinkligen kartesischen Koordi ystem die folgen-
den Funktionen mit Hilfe der Normalparabelschablone graphisch dar!
a) y = 0,01x? + 0,63x — 0,9 b) y = 25022 + 5x
1 4 15
€y = 04-10% £ 028 10% — 0,6 100 ) y=Joxt - tox o
e) y = 29,63x* — 25,80x — 30,38 f) y = 0,478x* — 0,936x + 0,022

Welche Form haben die Gleichungen von quadratischen Funktionen, deren Scheitelpunkte
auf dem Bild der Funktion mit der folgenden Gleichung liegen?

a)y=—x b)y=x e)y=—x+5 d)y=x+n ey=mx+n

I
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Berech Sie die Nullstellen der folgenden quadratischen Funktionen!

27
11l.a)y = x® + 7x 4 12 h)y#ﬁx“ x+1 ¢) y = a®%* + 3ax + 2
1 2
Hy=202—rx—1 ey=a"—17 f)y=(x—?)
23 1
8)y = (x — 0,4) h)y=—x’+5s——4- Dy=#+2+—=
4 2
k)y =2 — 0,5x + 1,2 l)y=—x’+7x—? m)y=—x’—?x—!
112.a) y = 2% + 9x 4 20 113.a) y = ax® — 2bx — ¢ b)y =20 4 x — 12
b) y = 622 — 44z + 70 _ 10\ 3 1
y=2—5 °)y"(” ’3_) V=gt =gty
d)y = (x+ 1,8) 5 1

1 e)y=2"—03x+18 fly=—2——x——
e)y=x+4x+? 6 6

Byt p e
=— E R
¥ 27Ty
Lésen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen!
114.a) 32 — 1lx —4 =0 b) 121x% — 462x — 256 = 0 c) 49b® = 42b — g

3
DE+Yx+A—nCx+)=—7

o D) o+ e 2)= -2

2x — 14 x—1 x—m m
—_— —5; 3 =1; —m; a—
x+5 x—3 e+ x$)8)x+m+2x—m 1(::4: mx=i=2)
115. Besti Sie die Beschleunig a (in m - s72) fiir die folgenden Fak ge bzw. Fl ge!

Stellen Sie fiir jedes Fahrzeug bzw. Flugzeug die nach dem Anfahren zuriickgelegte Strecke s
als Funktion der Zeit ¢t dar!

Stellen Sie die Funktion in geeigneten Koordinaten zeichnerisch dar!

Antriebskraft Masse Fahrzeug bzw.
P (in kp) m (in kg) Flugzeug
4500 6800 MIG 17
2 x 3950 10000 MIG 19
2 X 6750 70000 Tu 104
20000 800000 Giiterzug
80 1300 PKW
220 5000 LKW

a
Anleitung: P=m-a; s =7:’
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116. Auf einer StraBenkreuzung stehen sich ein PKW (Linge: 438 cm) und ein LKW (Linge:
735 cm) in einem Abstand von 18 m gegeniiber.
Bei griinem Licht fahren beide gleichzeitig los (apgyw = 2,4 m + s=2; argw = 0,8 m - 572),
a) Stellen Sie den Bewegungsablauf des Anfahrens und Begegnens beider Fahrzeuge in
einem Weg-Zeit-Koordinatensystem dar!

b) Ermitteln Sie zeichnerisch Ort und Zeit des Nebeneinanderbefindens beider Fal uge!
117. Ein 480 m langer Giiterzug durchfihrt mit konstanter Geschwindigkeit v = 12 m * s~! einen
Bahnhof.

Ein 180 m langer D-Zug beginnt in diesem Augenblick (20 Sekundén nach diesem Augenblick;

20 Sekunden vor diesem Augenblick) mit einer Beschleunigung @ = 0,2 m - s~2 seine Fahrt

(mit gleichem Richtungssinn wie der Giiterzug), in dem sich die Spitzen beider Ziige neben-

einander befinden.

a) Stellen Sie den Bewegungsablauf in einem Weg-Zeit-Koordinatensystem dar!

b) Ermitteln Sie zeichnerisch Ort und Zeitpunkt des Nebeneinanderbefindens von Zug-
spitzen und Zugenden.

¢) Ermitteln Sie die Strecke und die Zeitd des Vorbeifal der D-Zug-Spitze, des
D-Zug-Endes, des D-Zuges am Giiterzug!

4. Lssen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen!

a) x2 — 13,5x + 0,7 = 0 b) x* — 0,478 - 10%x + 0,355 - 105 = 0

€) x2 + 0,62-102x 4 0,58 - 10~ = 0  d) 1,085 - 10-1x2 + 2,191 - 10-1x — 1,05-10-1 =
5. Losen Sie die folgenden Gleich graphisch!

Machen Sie die Probe mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes!

3 3
a)12x2+x—1=0 b)9%2—1=0 c)—8x2~ ~x—3=0 d)10a®+ 10a +12 =0
4

f) Exponential- und Logarithmusfunktionen

Lésen Sie folgende Gleichungen!

1
La)2r=512 b)2r=3/8 20 2= b) 22 =231
1 z
€25=1  d)10== 10000 <) (?) =64 d)10°=0,1
€) 10% = 0,000001 €) 107 = 3/10000

Berechnen Sie! Begriinden. Sie in jedem Falle das Ergebnis unter Verwendung der iquivalen-
ten Gleich in P hreil !

weise!

3. a) log, 8 b) logg 2 c) log,, 1000 4.a)log; 81  b)logs, 3 ) loge.,%
d) logy00 10 ) log, 128  f) ]o.gz % d) log% 27 e)log, 0,5 f) log, 0,125
5.a) log, 243 b) log, SLI ¢) log, 1024 6. a) log; 0,11 ... b) log; Fls
d) log, % ¢) log; 0,008 €) log;o 10000000 d) log, (49-2)
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7. a) 21088 b) 5los 1

8.

.) 3log, 13 b) 7log, 7

Ermitteln Sie folgende Logarithmen, und begriinden Sie die Ergebnisse!

9.a)1g10000  b) Ig 0,001 10. a) Ig 100 b) Ig 0,00001

) lg/10  d)lg 3/1000 ) lgy100  a)lg /100

Benutzen Sie im folgenden die Tafel der vierstelligen Logarithmen!

11. a) Igl b) Ig 66 ¢) Ig 100 12, a) 1g 37 b) Ig 89 c)lg10
d)lg33 e)lgss  f)Ig0,10 d)lg54 € lg025 f)lgl
@) 1g550 h)lg 41000 €)1 7100 k) Ig 28000000

13.2)1g0.28  b)1g0,0003 ¢)lg72,3 14.2) 1g 00041 b)lg 0,584  c) Ig 321000
d)lg0,00321 e)lgl28  f) lg 538000 d)1g0,302  e)lg3as  £)lg2,03
g) lg 0,32 h) lg 54,4 g) lg 7,59 h) Iz 0,000437

15.a) Ig 13,4 b)Ig1,25 ¢)1z0,00432  16.a)lg37,7  b)Ig894 c)lg0,0517
d) Ig 0,298 €) Ig 0,0000707 d) 1z 80000 ) lg 821
£) 10,000372  g) lg 1,01 £)1g0,123  g)lg 0,0987

17. a)lg x = 0,1523 b)lgx=0,8785 — 1 18.a)lgx = 27810 b)lgx — 0,0453 — 3

¢) lg x = 1,9031
e)lgx=09415 — 1

d) lg x = 3,7372
f) Ig x = 4,6730

19. a) Ig x = 0,4654 — 6
b) lg x = 0,3324 — 5
¢) Iz x = 8,6385
d) lg x = 0,02160 — 1

€) Ig x = 7,9294 £) Ig x = 1,1553

21.a)1g3,579  b)lg 50340
¢)1g0,5723  d)Ig0,002038
e)1g0,01528 f) g 28,28

20.

22,

¢) lgx=0,9004 d)lgx= 08261 —4
e)lgx=0,03019 f)Ilgx= 29818
a)lgx = 0,5092 — 2
b) Ig x = 0,4900

d) g x = 0,6964 — 3
e) Ig x = 0,4425 — 10
f) lgx = 0,0792 — 4

¢) Ig x = 54871

a) Ig 821,3 b) Ig 20,02
) 1g0,0004807 d) Ig 0,07543
€) Ig 310,4 f) Ig 0,03050

1. Gibt es jeweils eine rationale Zahl x, fiir die die folgenden Gleichungen gelten?

ZI
a)97 =27 b)37=6 ¢)87=32 d)57=2 e)(?):0,064 £) 10% = 200

Hinweis: Losen Sie diese Aufgabe, indem Sie entweder diese Zahl bestimmen oder indem
Sie zeigen, dal} es eine solche Zahl nicht gibt!

2. Uberpriifen Sie folgende Gleichungen!
a) 5V, 5vi2 L g3-vI3

d) 256¥7: 8¥° = 47

b) gvF. gVi _ g8.vT

) (SJE)J'I : (SJo)s/f =

1

o) 5VF; 57T _ 5i8

9evVE eV
£ 25775 — 5E-5
Va5 =
5



23. a) Ig 27450 b) 13 10030 24. a) Ig 190500 b) 1g 0,01407

¢) 1g 20830000 d) g 0,0001013 ¢) Ig 30,71 d) 1g 0,109
) I 0,002704  f) Ig 5038 €) I 0,00002049 f) Ig 5299000

Bestimmen Sie x in den folgenden Gleich (vier geltende Ziffern fiir x)!

25. a) Ig x = 3,4305 b)lgx=0,8930 —3 26.a)lgx=0,5360 b)lgx—0,0900— 2
c) lgx = 1,5619 d) lg x = 2,3170 c)lgx=5,6005 d)lgx =0,5031 —4
€)lgx=08145 —2 f)lgx = 2,7524 e lgx=0,6991 —5 f)lgx= 05125

27. a) Ig x = 1,0249 28.a)lgx =0,9120 — 1
b) Ig x = 4,6000 b) lg x = 0,5085 — 3
) lgx=0,6563 d)Igx=0,6489 — 2 ¢) Ig x = 3,1630 d)Ig x = 5,0410
e)lgx=4,01368 f)lgx=0,3680 — 4 e)lgx=02570 —2 f)lgx=1,2730

29.a)lgx = 0,0162 — 1 30. a) Ig x = 3,0141
b) Ig x = 0,1137 — 11 b) Ig x = 2,2399
) lgx=0,0900 —4 d)lgx = 4,3691 ) lgx =10,6500 d)Ig x = 0,1580

Ermitteln Sie x (fiinf geltende Ziffern)!

31.a)lg1,0254 =x  b)I1g100,25 = x 32.a)1g 1,0047 = x b) 1g 103580 = x
¢) lgx =1,00050 d)lgx=0,01299 c) lgx=10,03609 —1 d)Ilgx=2,02301
€) 15 0,0010947 = x €) I 0,010768 — x
f) g x = 0,03400 — 2 £) lg x = 0,04089 — 3

Berechnen Sie mit Hilfe der dekadischen Logarithmen!

33.a) log, 3 b) log, 14 34. a) log, 9 b) log, 6
¢) log; 2 d) log, 0,473 c) log, 28 d) log, 0,0573
e) log; 571 f) logy, 10 e) log, 6561 £) log,, 20
g) logi 8  h)log; 3125 g) logi 0,125 h) log; 12,6
2 2

Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen mit den folgenden Gleichungen jeweils fiir einen geeig-
neten Definitionsbereich!

35.a) y =37 b)y = —a® 36.a) y =10 b)y= —10%
ar=(3) or=-oss 9y—1= dr-—(5)
3 10® 10
Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen mit den folgenden Gleich im Definitionsbereich
—2 < x < +2 in einundd Iben Koordi ystem!
Begriinden Sie das Ergebnis mit Hilfe der Potenzgesetze!
37. y = 227; y = 47; 38. y = 327 y = (37)%;
1\-= 1 1 1\-*=
- S
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Die Funktionen mit den Gleichungen y = 2% und y = log, x wurden im folgenden in besonderen
Koordi dar,

ysts
Erliutern Sie die Darstellung und begriinden Sie, warum das Bild jeweils ein Geradenabschnitt
ist!

39. (Bild £1) 40. (Bild £2)
Y Y
7 4
o— el oI
4 2
2 7
) 0

0 1 2 3 4 X 7 2 4 8 % X

Zeichnen Sie die Bilder der Funktionen mit den folgenden Gleichungen jeweils fiir einen geeigne-
ten Definitionsbereich!

4l.a) y = log, x b) y = —loggx 42.a)y=Igx b)y=—lgx
y=Ilgx—2 d)y={(gx)’ )y=Ilgx+2 d)y=2Igx

43. Skizzieren Sie die Bilder der Funktionen

a) f(x) = log, x, b)f(x) = log, 2%, ¢) f(x) = logg x®
in einunddemselben Koordinatensystem! Begriinden Sie das gefundene Ergebnis mit Hilfe
der Potenzgesetze!

44. a) Vergleichen Sie die Bilder der Funktionen f(x) = Ig (x*) und f(x) = (Ig x)*!
b) Ermitteln Sie zu den in den Aufgaben «) 35, §) 37, y) 41, 6) 42 angegebenen Funktionen

jeweils die zugehérige inverse Funktion!

Berechnen Sie x aus folgenden Gleichungen!

45.a)lgx =Ig4 +1g25 46.a)lgx =1g5 +1g20
b)lgx =lg2+1g2+1gs b)lgx =lg3 +4+1g3 +1g5
c¢)lgx =1g90 —1g30 ¢)lgx =1g120 —Ig 30
d) log, x = log, 8 + log, 128 d) log, x = log, 16 -+ log, 32
e) log, x = log, 32 — log, 16 e) log, x = log, 64 — log, 8
f)lgx =Ig51 —Igl7 f)lgx =Ilg36 —Igl2
glgx =3-1g8 h)lgx=5-1g2 g)lgx =5-1g3
i)lgx :%-15256 h)lg x “%lgli& i)lgx =%lg2
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Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Produkte!

Hinweis: Bestimmen Sie die vierte Ziffer im Produkt nur dann, wenn jeder Faktor mindestens

vierziffrig gegeben ist!

47.a) 3,81 -17,8 b) 0,51 - 23
¢) 0,0257 - 3410 d) 0,702 - 0,0578
e) 631-70800  f) 0,1304 - 5,288

4

e

. a) 5,28 7,41- 9,99  b) 755 - 602 - 830
¢) 0,00265 - 0,341 - 0,0827
d) 39,42 - 5,783 - 210,8
€) 0,8311 - 0,01074 - 0,08718

48. 1) 25,3 - 4,27 b) 0,66 - 29
¢) 35200 0,0622 d) 0,683 - 0,0405
€) 28390300  f£) 0,1176 - 7,827

50. a) 3,64 - 2,55 - 8,62  b) 583 - 456 - 850
¢) 0,00435 - 0,0131 - 0,878
d) 85,32 - 6,100 - 346,3
e) 0,02091 - 0,06627 - 0,3492

51. a) 23,7 - 0,0875 - 1,05 - 0,543  b) 124 - 5,38 - 0,0277 - 0,741 - 0,000318
¢) 27,5+ 2,03 0,0785 - 0,439  d) 142 - 3,59 - 0,000162 - 0,506 - 0,0923

Vervollstindigen Sie folgende Gleichungen!

52.a)lg - =lga+1gb 53.a)lg - =1g6+1g5+1g4

m m m
b)lgm:lgT-}—lg... h)]g-<.=lgT+lg7

c) log; 5000 = log, - + log, 25 €) logygy 121 = log, -+ + logyge 11

3b 3b
d) log, - = log, r + log, 2r d) log, = logaT + log, ...

Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Quotienten!

54. a) 53100: 72,3 b) 2,37: 0,476 55. a) 72,3: 501 b) 0,575: 0,233

) 0,854:0,703  d) L ) 0,608: 87900 d il

©) B0, 0,00503 . ) 393
82200 0,0572 0,00708 0,488

€ f) —— e) —_
0,0242 0,0000504 9770 5,23

g) 0,0719: 821 h) 21,86 : 0,0003544 g) 0,2718: 44,44  h) 0,005072: 1,099

Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Potenzen!

56.a) 1527  b) 1013* ¢) 1,051 57.a) 0,5837 b)18,6* ¢) 103,58
) 0,025 ¢) 0,999 £) 0,000708° d) 0,033 ) 1,1117  £) 0,0008265
) 103,412 h) 78,038 g2  h)95,080

3. Bestimmen Sie jeweils die Basis a des Logarithmensystems!
a)log,8 =3 b)log,8=103 c)log,8=1,5 d)log,b=2

4. Berechnen Sie !
a)lg10-1g9-1g8-1g7-1g6-lg5-1g4-1g3-1g2-1g1
b) logy log, 8 — log, logy 9 ) 2 logg 36 + 3 log, 49 ) 4°%82
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Berechnen Sie logarithmisch die folgenden Wurzeln!
58.a) 35 b Y0 Y7 59. ) 3/4.6

€) 3/0,01012

b) 328600 ) ‘Y10
d) /829000
£) 3/0,005107

) /5670000  e) 3/0,07350

£) 21,0080  g) \/0,0002905

) ‘Y1000
Bestimmen Sie x in den folgenden Gleichungen!

60. a) Ig x = 1g 2000 — 1g 25 6l.a)lgl44 =1gx —1g5

b)lgm:lg:—lg—’;— b)lgl3 =lg26 —lg=x

¢) log, z * = log, x — log, 2*

d) logg x = log; 781 — logy 11

¢) log, x = log, 4m — log, 2m
d) logs 2 = log; 20000 — logs x

1 1 1
e)lg3=?lgx f)lgx=?lg243 e) log; 2 = x - log; 128 f)lgx=?lgn

1
g) logg x = logg 10000 g lgx= = Ig 17
_ &
b) /0241  ¢) 853003
8
f) 154,3%

62. a) 313, 63.2)35 BT

O 3o1a o Yo 6 Y120

<) 3/0,0000417

d) /0005188 €) /853

Berechnen Sie mit Hilfe der dekadischen Logarithmen!

64. a) log; 8 b) logy, 0,0213 65.a) log, 0,3 b) log; 0,1296
c) log,, 3810 d) log, 0,0027 c) log, 10,24  d) log, ; 38,4
e) log, ; 0,0625 f) log, 999 e) log; 520,8 f) log; 0,371

Berechnen Sie die folgenden Terme mit Hilfe des Rechenstabs und mit Hilfe der Logarithmen-
tafel!

23,4+ 0,827 50000 - 0,237 567 811 13,8 - 548 - 2000
66. a) 67. a)
0,0573 1802 5,67 5.21-304
447+ 0,0522 - 3,01 0,2448 - 0,7599 - 0,000 5281
) o311 174 9 261,7- 3,571
218 - 0,00403 - 53,8 21,8 - 154 - 1001
52,82 - 0,781 8,72 - 0,104 - 0,00782
o 0,0005997 - 0,66 o 000548 gy 13820000
13,8247 12,1+ 0,369 - 0,2084 2,09 - 33,80 100 - 50,0 - 27,6
0, ay 0728 114 SIZ0-060 (o o 238505304 532 - 82,7 - 1024
0.973 1,280 T, 0,537 63,4
0,11+ 18,4 - 0,053 74 82200 0,587 - 0,000243 - 2,58
) 5352 0,781 135 - 702 ) 722 - 458
g Lot 0502 7913622 - 3,8 17000 - 28,4

0,358

1,286 - 0,75 - 60 14,2 - 34,00 - 0,020
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70. Bei welchen Aufgaben aus 68. und 69. geniigt Stabgenauigkeit, bei welchen nicht? Begriinden
Sie Ihre Antwort!

71. Die chemische Analyse von 212,4 g Braunkohle ergab:
Wasser 110,7g; Asche 8,9g; C 63,2 g H57g; 0205g; N0,8S5 g; S2,55g.
Rechnen Sie die angegebenen Massen in Prozent (in Tonnen) um! Bestimmen Sie den Anteil

(in Tonnen) der verschiedenen Bestandteile an der Ladung eines Kohlenzuges von
1500 Tonnen!

72. Vervollstindigen Sie die f Igende Tabelle!
) = g
] 5 . é . 8 o
PR 5
Planet —EEFEE E *E‘EE é_—g 5 'g:l?
2z =] 28w 5 < £.2
Ea g 5 Ed= <3 = £a
108 km Jahre km - 51 10% km Erde =1 g'cm—?
Merkur 57,9 0,24 4,8 0,05
Venus 108,2 0,62 12,4 0,81
Erde 149.6 1,00 12,8 1,00 5,52
Mars 227,9 1,88 6,8 0,11
Jupiter 778,3 13,1 142,8 318
Saturn 1428 9,6 120,8 95,2
Uranus 2872 6,8 47,6 14,6
Neptun 4498 5,4 44,6 17,2
Pluto 5910 4,7 14,4 0,9

78. Vervollstindigen Sie die folgende Tabelle, die Angaben iiber den Zusammenhang von Span-
nung, Stromstirke, Leistung, Arbeit und den Kosten der elektrischen Arbeit enthilt!
(1 kWh 2 0,08 MDN)

Geriit Spannung | Strom- Leistung Zeit Arbeit Preis
U stirke
N t w P
(in Volt) (in (in Watt) (in h) (in (in
Ampere) kWh) MDN)
Gliihlampe 220 40 6
Motor 380 5,5+ 108 2
Tauchsieder 220 1000 0,2
Heizkorper 220 750 i 1,00
Gliihlampe 24 4,15 10
f Radiogerit 220 120 5
Kochherd 220 2,4-10% 30
Sicherung 220 10 1
Trafo-
Station 6108 1-108 1
Trafo-
Station 220 1-108 1
Kraftwerk 6-10°% 4,5-108 24
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74. Fiir Stahlkugeln mit den folgenden Durchmessern ist zu bestimmen, wieviel Kugeln die
Masse von 1 kg ergeben.
Bestimmen Sie danach fiir 1kg Stahlkugeln eines jeden Durchmessers das Verhiltnis von
der Oberfliche aller Kugeln zur Masse dieser Kugeln (in em? - g=)!
Stellen Sie dieses Verhiltnis als Funktion des Durchmessers in einem geeigneten Koordinaten-
system dar!

d = 2,2mm; 2,4; 2,6; 2,8; 3,05 3,2; 3,4; 3,65 3,8; 4,05 4,2; 44! (ope = 1,8g - cm™3)

75. Bei der Bestandsaufnal iiber vorhand Kupfer- und Aluminiumdraht wurde die fol-
gende Tabelle zusammengestellt.
Rolle Durchmesser Querschnitt Anzahl der Material
Nr. der Rolle des Drahtes ‘Windungen Cu/Al
auf der Rolle
d (in m) A (in mm?) n

1 1,20 10 84 Cu

2 1,05 10 37 Cu

3 0,55 4 430 Cu

4 1,35 6 22 Cu

5 1,35 15 205 Cu

6 0,40 1,5 30 Cu

7 1,50 25 80 Al

8 1,45 25 45 Al

9 1,20 16 135 Al

Berechnen Sie
a) die Linge des Kupferdrahtes insgesamt, b) die Linge des Aluminiumdrahtes i
c) die Masse des Kupferdrahtes, . d) die Masse des Aluminiumdrahtes!

76. Bestimmen Sie die Oberfliche, das Volumen und die Masse der Sonne!
Sonnendurchmesser: 1,392 - 101 em; Mittlere Dichte: 1,41 g - cm™3

77. Bestimmen Sie die Oberfliche, das Volumen und die Masse der Erde (unter Annahme einer
Kugelgestalt)!
Erdradius: 6,371221266 - 10 cm; Mittlere Dichte: 5,52g - cm™?

78. Bestimmen Sie die Oberfliche, das Volumen und die mittlere Dichte des Mondes!
Durchmesser: 3,476 - 108 cm; Masse: 7,35 10% g

79. Salzsaure mit einer Dichte von g = 1,15 g - cm™2 soll in kugelférmige Behalter mit 70,2 cm
Innendurchmesser gefiillt werden.

a) Wieviel Salzsiure faBt ein Behalter?
b) Wieviel Behilter werden benétigt, um 2,48 t Salzsdure abzufiillen?

80. Fiir einen Tieftauchversuch soll eine Hohlkugel aus Stahl verwendet werden.
Innendurchmesser: 1658 mm; Wandstirke: 37 mm; ~ Dichte des Stahls: 7,845 g - em™3
Wie groB ist der Auftrieb (in kp) dieser Hohlkugel in Meereswasser mit einer Dichte

= 1,027 g em™3?

81. Bestimmen Sie das Verhiltnis von Masse zu Oberfliche (in-g * cm~?) bei Hohlzylindern aus
Hartporzellan (o = 2,35 g - em™%)!

AuBendurchmesser D: 3,5 cm; 6,4 cm; 4 cm;
Innendurchmesser d: 1,75 cm; 3,2 cm; 3 cm; Hohe h: 3,5cm; 4,8cm; 3cem
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Natiirliche Zahlen A3
Gebrochene Zahlen A4
Rationale Zahlen A7
Ganze Zahlen A0
Reelle Zahlen D4
Rechenoperatione | l l
Addition Subtraktion A3 A5 Al 0%
i I
Multiplikation Division A3 A5 Ao D5
Rechenoperatione
Potenzieren Radizieren Potenzieren Potenzieren Logarithmieren
(Exp. ganz) (Exp. ratio) (Exp. irrat.)
C7 bis 10 0§ D8 bis 11 £2 F3 und 72
Def > 7,67 Def. > D3 Det > D71 Defb F 3
Sitze > 05 Sitze b D 12 Sitze b F1 Sitze b F 7
Rechnerische Losung Zeichnerische Lasung
Lineare Gleichungen B7 Lineare Gleichungen B 11
Lineare Gleichungs - Lineare Gleichungs-
systeme B72 bis 75 systeme 812
Quadratische Gleichungen ET1 und 72 Quadratische Gleichungen Els
(Quadratische Gleichungssysteme £ 17 Lineare Ungleichungen B 77 [—
Lineare Ungleichungen 81 ~
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: ]

Quadrafische
Funktionen E7

Lineare
Funktionen B2

Jntervall
C4 und D2

Umkehr-
funktionen D75

Potenzfunktionen €2 und 073

Exponentialfunktionen '

F8 | | Logarithmusfunktionen  F 11

e

\\\

Darstellungsformen
Wertetabellen
Gleichungen
Graphische Darstellungen
Lineare Gleichungen B&
Lineare Gleichungssysteme 812 p—s-1 Kongruenztranstormationen.  BS :
Quadratische Gleichungen E7 Verschiebungen
Quadratische Gleichungssysteme — E 17 Spiegelungen
Ungleichungen Streckung cs
Lineare Ungleichungen Stauchung c6
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Register

absoluter Betrag A Seite 16
absolutes Glied E Seite 110
Achse der Parabel E Seite 109
Additionsverfahren B Seite 55
Additionstheorem F Seite 154
Anstieg B Seite 38
dquivalente

— Briiche A Seite 11

— Differenzen A Seite 15

— Gleichungen B Seite 45

— Intervallschachtelungen D Seite 90

— Umformungen B Seite 45, 54

— Ungleichungen B Seite 45
Argument B Seite 37
Assoziativitit A Seite 10
Asymptote C Seite 78; F Seite 155
ausklammern A Seite 22, 23
ausmultiplizieren A Seite 22, 23
Aussageform B Seite 44
Axialsymmetrie C Seite 61, 78;

D Seite 107 (P 17); F Seite 155

Basis (Potenz) C Seite 59
binomische Formeln A Seite 24
Briggssche Logarithmen F Seite 145

Definitionsbereich B Seite 37
dekadische Logarithmen F Seite 145
Dezimalbriiche D Seite 90

direkte Proportionalitiit C Seite 80
Diskriminante E Seite 125, 132
Distributivitit A Seite 10
Doppelbriiche A Seite 32
Dualsystem C Seite 76
eineindeutig D Seite 102 (p 13)
Einheiten C Seite 72
Einsetzungsverfahren B Seite 54
Exponent C Seite 59
Exponentialfunktion F Seite 152

Funktion B Seite 35£. (p» 1)
— swert B Seite 37
-, gerade C Seite 61 (P 2), 77
-, inverse D Seite 105 (p» 15)
—, lineare B Seite 40
-, quadratische D Seite 110
-, ungerade C Seite 61 (P 2), 77
Darstellung einer — B Seite 37

Exponentialfunktion F Seite 152, 156
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Logarithmusfunktion F Seite 156
Potenzfunktion C Seite 60, 65, 77

ganze Zahlen A Seite 19
gebrochene Zahlen A Seite 10
geordnetes Paar
(Briiche) A Seite 10
(Differenz) A Seite 14
(Funktion) B Seite 36
gerade Funktion C Seite 61 (p» 2), 77
Gleichungen B Seite 37
-, lineare B Seite 44
-, quadratische E Seite 118
Gleichungssysteme
-, lineare (mit 2 Variablen) B Seite 52
-, lineare (mit 3 Variablen) B Seite 52
-, quadratische E Seite 134
graphische Darstellung B Seite 36
GroBenordnung C Seite 74
groBter gemeinsamer Teiler A Seite 29

Hyperbel C Seite 77

indirekte Proportionalitit C Seite 80
inkommensurable Strecken D Seite 84
interpolieren F Seite 149
Intervall C Seite 62, D Seite 85
— folge D Seite 85
~ schachtelung D Seite 85 (B 1), 90;
F Seite 143, 148
inverse Funktion D Seite 105 (p» 15);
F Seite 156
isolieren B Seite 46

Kennzahl F Seite 147
Klasse A Seite 5

kleinstes gemeinsames Vielfaches A Seite 30

Kommutativitit A Seite 10
Kongruenztransformation B Seite 42

lexikographische Anordnung A Seite 25
lineare Gleichungen B Seite 44

— Gleichungssysteme B Seite 52

— Interpolation F Seite 149
Linearfaktoren E Seite 119, 125
lineares Glied E Seite 110
Lésung (zweifache) E Seite 123
Losungsmenge B Seite 44
Logarithmen F Seite 144

~ gesetze F Seite 158 (B 7)

— system F Seite 146



logarithmische Skale F Seite 163
Logarithmusfunktion F Seite 156
Liicken D Seite 85

Mantisse F Seite 147
Mengen A Seite 5 (B 1)
Einermenge A Seite 6
leere Menge A Seite 6
Losungsmenge B Seite 44
Teilmenge A Seite 6
Monotonie A Seite 19
— gesetz der Addition A Seite 20 (p» 8)
— gesetz der Multiplikation A Seite 20
»9
- von Funktionen C Seite 63, 78;
D Seite 103 (P 14)

Naherungswerte F Seite 161

natiirliche Zahlen A Seite 9

Neper F Seite 168

neutrales Element A Seite 9

Newton F Seite 155

nichtrationale Punkte D Seite 84

Normalparabel E Seite 109

Nullstellen linearer Funktionen B Seite 42
- quadratischer Funktionen E Seite 113,

131
Numerus F Seite 145

Ordnung
— gebrochener Zahlen A Seite 11
— natiirlicher Zahlen A Seite 9
— rationaler Zahlen A Seite 16

Parameter B Seite 38, 39; C Seite 65, 80;
E Seite 110
Pascalsche Figur A Seite 26
physikalische GroBen C Seite 72
Positionssysteme C Seite 75
Potenzen C Seite 59 (P 1)
— mitirrationalen Exponenten F Seite 142,
143
Potenzbegriffserweiterungen € Seite 68, 70
(B 6, 7); D Seite 95 (B 11)
Potenzfunktionen C Seite 60, 65, 77
Potenzfunktionen (Umkehrung) D Seite 106
Potenzgesetze C Seite 66 (P> 5); D Seite 96
(B> 12); F Seite 144 (B 1)
Rechnen mit Potenzen C Seite 66 (B> 5);
D Scite 96 (B 12)
Zehnerpotenzen C Seite 73
Primfaktoren A Seite 29; D Seite 83
Probe B Seite 47
Proportionalitiit C Seite 80
— der Logarithmensysteme F Seite 151

quadratische Erginzung A Seite 25;
E Seite 114

quadratische Funktion E Seite 110
quadratische Gleichung E Seite 118
quadratische Gleichungssysteme E Seite 134
quadratisches Glied E Seite 110

Radikand D Seite 94
radizieren D Seite 94
rationale Punkte D Seite 84

— Zahlen A Seite 14; D Seite 88
rationalmachen D Seite 99
Rechenstab F Seite 164, 165
reelle Zahlen D Seite 85, 90 (p» 5)
Relationszeichen B Seite 44
romische Zahlzeichen C Seite 75

Schar B Seite 39; C Seite 66
Scheitel (der Parabel) E Seite 109
Spiegelung B Seite 42; E Seite 116; F
Seite 156
Stauchung C Seite 65; E Seite 116
Steigungsdreieck B Seite 38
Streckung C Seite 65; E Seite 116
Symmetrie C Seite 61
- achse B Seite 42
Systeme
— linearer Gleichungen B Seite 52
- quadratischer Gleichungen E Seite 134

Tafeldifferenz F Seite 150
Teilbereich A Seite 13, 19
Term A Seite 8

Umkehrfunktion D Seite 104
Bild der Umkehrfunktion D Seite 106
»15)
unendliche Dezimalbriiche D Seite 90
ungerade Funktion C Seite 61 (P 2), 77
Ungleichungen B Seite 44, 50

Variable A Seite 7 (B> 2)
Variabilititsbereich A Seite 7 (B> 2)
Verschiebung B Seite 42

Vieta E Seite 139

Vietascher Wurzelsatz E Seite 129 (p» 9)
vollstindiges Quadrat A Seite 25
Vorzeichen A Seite 15

Wachstum F Seite 155
Wertevorrat B Seite 35, 37
Wurzel D Seite 93 (P 9)
— exponent D Seite 94
— funktion D Seite 100
- satz E Seite 129 (P 9)
— ziehen D Seite 94

Zehnerpotenzen C Seite 73
Zentralsymmetrie C Seite 61, 78
Zweiersystem C Seite 76
Zweifache Losung E Seite 123
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Bild E 10: Reproduktion aus W. W. Struve: Mathematischer Papyrus des Staatlichen Museums der schonen Kinste in
Moskau. Berlin 1930.

Bild E 11: Rep ion aus 0. N : ische Keilschri Dritter Teil. Ergi Berlin 1937.
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