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Vorbemerkung zur 7., durchgeschenen Auflage

Infolge der gesellschaftlichen Entwicklung in unserer Deutschen
Demokratischen Republik, insbesondere durch die stiirmische Aufwirts-
entwicklung unserer Volkswirtschaft, sind viele Aufgaben iiberholt. Zum
Beispiel wurden die Lohne durch mehrere Verordnungen wesentlich er-
hoht. Das Realeinkommen der Werktitigen erhohte sich weiter dadurch,
daB seit dem Erscheinen der 1. Auflage dicses Lehrbuches die Preise fiir
Lebensmittel und Industriewaren zum Teil mehrfach wesentlich gesenkt
wurden und Senkungen der Lohnsteuer erfolgten.

Aus diesem Grunde war es notwendig, einige Aufgaben auf den
Sciten 74 und 91 abzuindern. Der Abschnitt ,,B. Volkswirtschaftliches
Rechnen* und das Kapitel 27, die ebenfalls derartige Aufgaben in groBer
Zahl enthielten, konnten gestrichen werden, da der in den genannten
Kapiteln enthaltene Lehrstoff nach dem geltenden Lehrplan nicht mehr
behandelt wird.

Damit die bisherigen Auflagen neben dieser Ausgabe weiter be-
nutzt werden kénnen, wurden Kapitelnummern, Seiten- und Abbildungs-
angaben nicht geindert.



A. Zur Wiederholung und Ubung

L. Grundrechenarten / Bruchrechnung / Prozentrechnung

1. Addition und Subtraktion

1. a) 56 943 + 74 802 + 21 314 + 6705 + 19 832 + 97691
b) 2314408 + 6934 617 + 32569 + 314708 + 19271 485 + 29493
e) 125314492 4 684 307 986 + 2513094 + 56 789 + 15 356 941
d) 513462 + 8306 + 1005708 + 36 456 + 245 931 + 6 789 357
e) 98234628 + 9573009 + 827653 + 14 597 358 + 82 394 + 169 985
f) 4009003 + 856474 + 5387002 + 41 957 + 3 428 + 6909 872
g) 368104923 + 14583929 + 5587 293 + 46 154 329 + 7 568 321

2, Addiere die Zahlen der Spalten a bis e!
Addiere die Zahlen der Zeilen I bis VI!

a b c d e

I 6432 985 437 620 | 45083 615 344 822 49 521 332

11 827 203 8370920 | 64246794 | 5047823 320 864

111 5963 287 14 321 3579135 153 692 7531 420

v 15 247 579 802 28 003 909 85 057 342 537

v 321 968 6 304 627 5728 097 43 512 9876 543

VI 8203 624 391 423 569 864 | 8666 787 213 579
3.a) 5678923 b) 48506 003 c) 2638914 d) 8234508
— 896092 — 42897987 — 1809956 — 6135287
e) 9407803 f) 56320287 g) 4567890 h) 4298003
— 6298994 — 41910695 — 3958203 — 3900987

4.a) 16234508 — 2603516 — 4583006 — 4 321765 — 1008 093
b) 65030407 — 6284 975 — 1357987 — 5684 237 — 8248673
€) 74986392 — 4580623 — 5 802705 — 6532108 — 4310014



Grundrechenarten / Bruchrechnung / Prozentrechnung
d) 81516314 — 5831672 — 916528 — 2317778 — 862413
e) 5613209 — 384 561 — 962309 — 1506218 — 2516413
f) 6789023 — 478293 — 3 614 507 — 298 937 — 957 264

5. Subtrahiere in den einzelnen Zeilen von den Zahlen der Spalten a bis ¢
jede Zahl der Spalten I bis III!

a b [ I II IIL
6 289 405 14 532141 | 39458162 || 5831217 | 3519711 | 6288306
7923 081 26798 586 | 46140730 || 7922092 | 5357 821 956 483
4567809 | 43929803 | 79008000 (| 3211007 [ 2616734 | 1121211
5083 274 54 757260 | 10000000 || 2316989 | 5082396 603 482

2. Multiplikation und Division

¢) 83045.675
f) 61234.572
i) 75597. 843
m) 42262798

1.a) 56832 - 694
d) 72341 - 567
g) 94723.295
k) 81650 - 783

b) 72341. 994
¢) 90284. 375
h) 62354. 464
1) 81266 - 632

2,a) 92645321
d) 56082 - 149
g) 37902 618
k) 11201 - 821

3.a) 56994568
d) 9.203 - 1645
g) 8270 - 5691
k) 5003 - 1457

4. Multipliziere in den einzelnen Zeilen die Zahlen der Spalten a bis ¢ mit

b) 743518 . 731
¢) 293470 - 137
h) 803564 - 719

¢) 583347 - 641
f) 692018 .125
i) 932441 - 513

1) 211119 - 164

b)
e)

7451 -6234
1101 - 3256

h) 8203 -5003
1) 62172708

jeder Zahl der Spalten I bis III!

m) 551372 - 918
¢) 31418156
f) 8345.4003
i) 6758 - 5309

m) 7359 - 8270

a b ¢ 1 | o 111
67 258 121 441 567 987 561 187 324
43210 516 357 123 456 432 503 630
78 003 297 634 654 321 93 264 721
57 876 999 878 807 905 163 4 186




5.2) 65143
d) 21.49.8
g) 55678 -9

G.a) 78234:
d) 284314:2
g) 500600
k) 83576:

12

4
0

141

16
64
82

Briche und Dezimalbriiche

h) 45811 -
€) 627-42.
h) 233.61-

b) 30004 :
¢) 61508:
h) 62745:
1) 700000 :

13 €) 629141 .45
45 f) 468. 24.68
85 i) 304. 27.51
72 ¢) 123916: 43
304 f) 284 314:283
68 i) 517009 : 103
341 m) 904 652: 798

7. Dividiere in den einzelnen Zeilen die Zahlen der Spalten a bis ¢ durch
jede Zahl der Spalten I bis 111!

a b I II III
98 765 100 000 3 962 000 83 123 615
43 210 300 000 6317415 43 414 342
35764 784 062 8 000 000 41 516 705
82 403 516 536 9 215 304 82 817 603
8.a) (562 + 131) - (217 — 198) b) (374 — 98) - 76

¢) (582 — 176) - (823 — 774)
¢) 41 (823 — 567)

) (897 + 926) : (976 — 583)
i) 76 - (514 + 231)

1) 582: (960 — 842)

lLa) 92473
e) 31+52
i) 55-32
n) 7511—3134

2.a) 185478
¢) 46%—9%
i)o7s 452
n) 472 — 5%

d) (927 — 488) - (213 + 569)

f) 53 (274 — 56)

h) 932: (583 — 498)
k) (745 + 932) - (821 — 143)

3. Briiche und Dezimalbriiche

1 5
b) 85+ T¢
1 5
1) 16-é+ 7%
9 3
k) 472 — 262

0 15i— 73
7 3
b) 914 63
11 7
f) 55— 3%
8 ]
k)46% — 5%
9 11
0) 742 41

¢) 10 + 123
9) 85+ 55
1) 531 — 461
P 75— 6%
¢) 150+ 3%
9 55— 17
271+ 5%
p)323—21r

m) 65 - (997 — 123)

d) 41’15+42§
h) 564 — 171
m) 191 112

8 1
q) 83— 7'6-
9 85— 55
h) 87— 5%
m) 46} — 422

3 9
q) 923 4250
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1 5 1 4

3.2) 81455 3, 22
)13 497+ 65153
5 -3 5 1

e) 925 +75—10%— 2%
=11 5 1 8
9)47,—6.— T3+ 185
4a) (35+55) (67 -23)

0 (05— 22):(63+7)
o) (45,+83) (35-1%)
) (85— 25): (33 +143)

Grundrechenarten / Bruchrechnung / Prozentrechnung

b) 165 — 82 +62 11
18i— 9%+3%2—11
1)483_16E_5 o+ 65
h) 3702162 +7% 5

b) (85—57) (65—43)
O (o5 +83): (9% -2
f) (71—21‘0):(51 +43\

h) (lso+ 515) (2 i 210)

5.a) 6,424 + 16,9024 — 3,85 — 26,9 — 2,082 + 6,3 + 7,4
b) 293,8 — 26,35 — 14,009 + 2,0 708 + 3,02 945 — 3,15
¢) 141,09 — 6,0023 — 4,856 — 5,83 4 2,34 + 1,806 — 7,9
d) 224,5683 — 16,402 — 141,003 + 18,64 — 0,9 — 5,23 408
e) 623,5 — 121,45 — 14,568 — 19,34 702 — 8,1 + 16,234

6. Addiere a) die Zahlen der Spalten a bis e, b) die Zahlen der Zeilen

I bis 1V, ¢) die Summen der Spalten, d) die Summen der Zeilen!

a b c d e
I 82,946 581,5 964,580 3 19,002 46,458
1I 7,20 8,16 16,43 45,97 31,0629
111 5,582 3 0,345 6 7,029 1 4,037 89 8,297
v 46,32 35,709 8 213,562 8,964 23,85
7.a) 84623 b) 19,083 - 41 ¢) 17,48 -65
d) 2,645 .97 e) 19,246 1) 4,0203 - 58
g) 1,081 - 73 h) 3,456 - 81 i) 43,56 - 21
k) 0,0923 - 69 1) 3,242 m) 0,099 - 23
8.a) 21.0,7459 b) 55-2,1 e) 81-7,84
d) 190,019 ¢) 32.0,0032 f) 76 - 7,006
g) 42-4,2 h) 46 -0,046 i) 433,043
k) 93-3,0903 1) 715-7,5 m) 830,83




Prozentrechnung / Promillerechnung 11

9.2) 16,3 - 27,4 b) 41,82 -0,268 ¢) 36,08 - 5,1
d) 3,14 -6,29 ¢) 25,86 -2,8 f) 53,04 - 3,04
g) 72,451 - 7,4 h) 5,6 -8,3457 i) 36,495 -0,45
k) 92,039 - 0,009 3 1) 11,11 1,1 m) 8,2021-1,22
10. a) 672,3:12 b) 19,5:15 ¢) 2,734:18
d) 463:16 €) 9,458:14 f) 62,745: 8
g) 0,04:9 h) 3,021:21 i) 56,234: 24
k) 6,2:32 1) 5,05:15 m) 12,6: 24
11.2a) 6,2:0,9 b) 7,2:0,08 ¢) 16,3:0,16
d) 14,759: 2,8 ¢) 15,34:6,1 f) 19,5:0,018
g) 2,6:0,0026 h) 8,003:1,5 i) 7,6:1,02
k) 5,7:0,019 1) 1,9: 0,57 m) 4,8:0,082
12.2) 084 +32  b) 2 +074 e)+—062 ) 89-—232
) 782 ni-019 9) 1:0,25 h) 6,4: 2
N 7 3 5.
i) o +87 k) 4,6 — L 992 m) > :0,7

13.2) (5+07)-08 b)(88—21)-04 ) (63—1)-43
d) (94 —28)-56 ¢ (8;—T4)(5+71) D(BW+I)(3-1)
9) (76—21):08 h)46:(9,2—7%) i) (117 +34)-(20%-17,5)
k) (11 -65):(93—87) 1) (5]—49):04 m)100: (3} —275)

4. Prozentrechnung / Promillerechnung

1. a) 6% von 340DM b) 7% von920kg e¢) 8% von 740kg
d) 5% , 2562ha ) 3)% , 258m 1) 91% , 8101
9) 7% » 974dz  h) 54% ,, 96hl i) 83% ,, 934¢DM
k) 9% ,, 141DM 1) 6!% , 519a m)61% , 90kl

n) 2% 66kg ©) 83% ., 45kp p) 4% . 216g
2. a) 25% von 450 DM b) 20% von 955kg ¢) 33.% von 741 km

d) 10% %62t e) 6:% , 3361 ) 15% 928 DM

9) 12;% ,, 448hl h) 667% , 459a i) 80% 568 hl

k) 167% , 3%6kp 1) 8!% , 252DMm) 37.% ,, 636ha



12 Grundrechenarten / Bruchrechnung / Prozentrechnung

3. a) 2309% von 640 DM h) 3109 von 862hl  ¢) 560% von 711
d) 510% , 980kg e) 750% ,, T4+DM f) 480% ,, 190kp
g) 120% ,, 120g h) 160% ,, 240kg i) 3509 530 DM
k) 240%, ,, 720dz 1) 4309% ,, 86t m) 1109, 260 1
n) 300% , 64hl o) 215% ,, 450 DM p) 2309, 40 ha

4.a) 8% von 9432DM b) 6}% von 6kg e) 5,5% von 82,931
d) 1,3% ,, 8004ha ¢) 59% ,, 1830DM f) 41% 15,6 dz
9) 9’:% » 242kp h) 6!% ,, 98ha i) 128% , 940DM
k) 2,3% ,, 16,5t 1) 4,6% 135DM m) 1% , 325ha
n) 7%, 2351 o) 21% , 94t p) 32% , 1240 DM

Wieviel 9 sind

3.4a) 36 DM von 180 DM b) 9,2 kg von 36,8 kg
¢) 30ha ,, 620ha d) 45h1 ,, 300hl
¢) 8,4dz ,, 60dz f) 40p ,, 150p
g) 90DM ,, 150 DM h) 5hl ,» 700h1
i) 30DM ,, 40DM k) 96t ,, 320t
6. 2) 320 DM von 200 DM h) 600 DM von 500 DM
¢) 84kg 60 kg d) 160DM ,, 120 DM
¢) 900DM ,, 500 DM f) 74ha 30 ha
g) 900 hl 240 hl h) 450dz 240dz
i) 62p 20 p k) 360t » 160t2
Berechne den Grundwert!
7.a) 6% 2=39kg b) 4}% = 181l €) 5,% 227,50dz
d) 5% £42DM e) 3;% £ 20ha i) 1;% 225 DM
g) 41% =24dz h) 51% 225,50 DM i) 3,19% =18,6hl

k) 2;%228,251(3 l)11%28,75dz m) 1;%;7,&

8.2) 4% £ 1260DM b) 8% =672t ¢) 11% 2£5,25hl
d) 1% = 8kp ) 21% =2025kg 1) 2% 26lig
g) 3% =1203kp h) 15% £4,65hl i) 1% =12,6kg
k) 80% = 132DM 1) 98% =400DM m) 72% =300t
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9. Bestimme den Grundwert!

Vermchrung Vermchrter Wert Verminderung | Verminderter Wert
a) 129% 336 hl g 15% 340 kg

b) 75% 560 DM h) 279, 58¢ hi

c) 15% 471,50 dz i) 41% 200,6 ¢

d) 11% 200,90 kg k) 6% 164,5 DM

e) 149 T2 t N 3% 79,76 dz

f) 39% 250,20 DM m) 169 420 DM

10. a) 4%, von 9200DM

€) 9,5%0 »
¢) 2,4% »
9) 95%0 »
) 32%0 »
1) 310,
n) 9;'0/00 »”
P) 82%0 »
l') 5 ; 0/ "

b) 6! O/oo von 18 400 dz

7200kl ) sz loo » 1550011
13 200 DM f) 1,8% ,, 5400t
16 000 DM h) 6,1%, ,, 14000hl
28 300 hl k) 6,4%, ,, 4000t
24 400 kg m) 119, ,, 3100kl
8100 kp 0) 0,9%, ,, 8300DM
900 kg ) 0,7%, ,, 8800kl
6200 5) 0,15%, 200DM

11. Wieviel ¢/g sind

a) 32 DM von 64000 DM

e¢) 9 ,,
e) 79 ,,
g) 120 ,,
i) 240 ,,
1) 45 ,,
n) 50 ,,
p) 50 ,,

2

”

»

»

2

13 500

9000
26 000
12000
22500
42 000

2200

b) 41 DM von 16 400 DM

» d) 51 ,, 72000 ,,
» f) 195 ,, 8000 ,,
3 h) 8 , ,, 90000 ,,
»» k) 16 ,, , 32000 ,,
» m) 38 ,, 17000 ,,
» o) 6 , 3900 ,,
s q) 21 ,, 4200 ,, ?

12, Bestimme den Grundwert!
a) 8%, 2= 164kg
d) 6%, =132hl
9) 4%, 2128t
k) 219/,2 550 DM
n) 3,5%g 2 17,5dz

b) 6,6% 2264kl ) 4,5%, 2 18kg
¢) 5,5% 2 27,50 DM f) 0,8%, 2 2,64 DM
h) 2%, 206t i) 0,4%, 2 0,08 hl
1) 9%, 2495kg m) 2,6%, =1,3dz
0) 110'00:2,713 p) 12%, = 37,20 DM
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5. Zinsrechnung
Wieviel Zinsen ergeben
1.a) 560 DM zu 3%, in 8 Mon. b) 940 DM zu 23 % in 7 Mon.
c) 980 » » 2;% 2 ’i‘ J‘ d) 2380 2 » 3’1% 2 ; J‘
) 140 ,, ,, 12%,, 6Mon. f) 4509 ,, ,, 2% » 11 Mon.
g) 510 ,, ,, 2% , 5Mon. h) 6348 ,, ,, 8% ,1J.
i) 750 , 5 14%,, 3 J. k) 162 , ,, 325%, 1J.
2.2) 3940 DM zu 2% in 1 J. b) 4703DMzu 1} % in % J.
€) 502 , , 2,%, 7TMon. d) 558 ,, ,, 31%,, 1Mon.
e) 985 , ,, 3%, f) 6491 ,, ,, 28%,, 11 Mon.

9) 4230 , 3% ,5Mon. h) T, ,2'%, LU
i) 78, ,, 1%, 1Mon. k) 290 ,, ,, 2,8%, 2Mon.

3.a) 6230DMzu 2} %in 63Tg.  b) 3000 DM zu 3% in 26 Tg.
¢) 9174 ,, ,, 3% , 45Tg. d) 9200 ,, ,, 2:%, 1Ts
e) 800 , ,27%, 16Tg. ) 60, , 129%,108Tg.
g) 5130 ,, ,, 13%,125Tg. h) 230, , 18% , 66Tg.
i) 85, ,»3,%,%Te. k) 25, , 24%, 73Tg?

4. Bei welchem Zinsfu3 ergeben
a) 2980 DMin ) J. 44,70 DM Zinsen
b) 3600 ,, ,, 3 J. 2250
e) 7100 ,, , 1J. 5325 ,
d) 6600 , , 1Mon. 1L,00 ,,
¢) 480 ,, ,, 2Mon. L60 ,,

f) 1800 ,, ,, 2Mon. 11,25 ?
5. Welche Einlage bringt auf der Sparkasse, die die Einlagen zu 39%,
verzinst,
a) in 7 Mon. 1,47 DM Zinsen b) in 1 Mon. 1,50 DM Zinsen
¢) , 2 Mon.12,00 4, 2 J. 1440 ,,
¢, 1J. 540 , f) ,, 56 Mon. 6,— ,,
g9) » 2Mon. 0,60 ,, h) , 17 54—,

i) ,, 5Mon. 3,— ,, k) ,, 5 Mon. 4,50 ,, ?
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6. In welcher Zeit ergeben

a) 500 DM zu 2% 2,50 DM Zinsen
b) 500 ,, . 2'% 9— ,,

e) 600 ,, , 219% 375 ,,

d) 210 ,, , 3% 405,

e) 900 ,, ,, 31% 17,20 ,,

f) 950 ,, ,, 3.,%1545 ,,

g) 450 ,, ,, 2% 4,66

h) 320 ,, ,, 24% 1,92 ,,

i) 380, ,, 31% 247,

k) 60 ,, , 1,8% 0,09 ,, ?

7. In welcher Zeit wachsen

a) 400 DM bei 3% auf 403,— DM an

b) 630 » 24% ,, 637,80 ,,

e) 920 ,, 21% , 924,60 ,,

d) 240 ,, ,, 1,5% , 240,30 ,,

¢) 860 ,, , 31%, 87505 ,

f) 900 ,, ., 3%% ,» 910,50 ,,

q) 540 ,, ., 2% , 547,20 ,, ?

8. Berechne die Zinsen und das Guthaben am Jahresende! ZinsfuB 39,.
31.12. Guthaben aus dem Vorjahr: 190,— DM; 15.2. Einzahlung:
370,— DM; 23. 4. Abhebung: 280,— DM; 5. 6. Abhebung: 200,— D);
14. 8. Einzahlung: 160,— DM; 7. 10. Einzahlung: 170,— DM; 5. 12. Ab-
hebung: 300,— DM.

9. SchlieBe das Konto eines Sparbuches unter Beriicksichtigung von 39%,
Zinsen zum Jahresende ab! Guthaben aus dem Vorjahr: 260,— DM;
16. 1. Einzahlung: 120,— DM; 5. 3. Einzahlung: 70,— DM; 14. 4. Ein-
zahlung: 110,— DM; 2.5. Abhcbung: 90,— DM; 15. 6. Abhebung:
140,— DM; 2. 8. Einzahlung: 40,— DMM; 18. 10. Abhcbung: 100,— DM;.
6. 11. Einzahlung: 30,— DM; 15. 12. Abhcebung: 60,— DM.



C. Arithmetik

VL Verbindung der 4 Grundrechenarten
mit relativen Zahlen

17. Multiplikation von Summen
Die Aufgabe 74 - 53 kann man so 16sen:
7453 = (70 + 4) - 53 ="70-53 +4-53
=170-(50 + 3) + 4 - (50 + 3)
=(70+4).(504+3)="70-50 4+70-3 +4-50 +4-3.
‘Bestimme das Ergebnis! Vergleiche damit Abb.10a!
: =

° a-d I b-d N 3
T(a+bie+dr| 1%
o a-c l b-c '?
l P

a a b — b

1| (a+b)(c-d) ||
1

] b—
Abb. 10 d

-Setze fiir die bestimmten Zahlen die allgemeinen Zahlen a, b, ¢ und d ein!

Abb. 102 bisd veranschaulicht geometrisch die Ergebnisse der folgenden
Aufgaben:

L(a+10):(c+4d)
2.(@a—0) - (c+ 4
3.(a+b) (c—a)
4. (@a--b)-(c —ad)

|l

(@a+b)-c+(a+b)-d=ac+bc+ad+bd
(@a—0b)-c+(@a—b)-d=ac—bec+ad—bd
(a+b)-c—(@a+b)-d=ac+bec—ad—bd
(@a—b):-c—(a—b-d=ac —bc—ad +bd
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Man multipliziert zwei mehrgliedrige Ausdriicke miteinander, indem man jedes
Glied des einen mit jedem Glied des anderen multipliziert und die Summe aller
Teilprodukte bildet. Die Teilprodukte erhalten bei gleichen Vorzeichen der Fak-
toren das Pl ichen, bei ungleichen das Minuszeichen.
(a+b):(c+d)y=ac+bc+ad+bd
(@a+b).(c—d)y=ac+bc—ad-—-bd
(a—b):(c+d)y=ac—bc+ad—->bd
(a—b).(c—d)=ac—bc—ad+bd

Aufgaben

1.a) 73m —5n) + 6(4n —5m) 4+ 2(7Tm 4 3n)
b) 3(2a —11) —17a —4(5b — 8a) 4 19b
e) 8z(3z—5y) —5y(2x—Ty) 4+ 6x(llz —9y) —Ty(4z — 3y)
d) (Gm —Tr)dm —(3m —8r)6r — (Tr—2m)6m 4 (5m —r)3r

2.a) (1043)-(3046) b) (40 —2)- (70 +3) ¢) (100 — 3) - (60 —2)

D@+3) 0+5 e @+2 -7 HO—2 (+49
g) (5a—3)-(4b—8) h) (m+3)-(3m —10) i) (28 —¢) - (5f —39)

3.a) (2a 4 5b)(Ta+ 4b) b) (5z +3y)(6z —5y)
e) (97 —7s)(27 4 55) d) 8p—39)(5p —7q)
e) (z +3y +2)(2z—1y) f) 9a +7b)(4a —b +30)

4.a) (2a —3b —5¢)(4a —5b +T¢c) b) (3a + 5b — 2¢)(a + 4b — T¢)
©) 5z —2y+T2)(3z —4y—22) d) (3p+ 89+ 5n)(Tp —29 —17)

5.a) (@ 4+ 1)(a + 2)(a — 3) b) (a +2)(a + 3)(a +4)
e) (@ —1)(a — 2)(a —3) d) 2z + 1)(3z — 1)(z + 3)
e) (5z 4+ 3)(4zx + 5)(6z —5) f) (Tm —5)(8 —6n)(3m + 9n)

Anmerkung: Man berechnet die Produkte, indem man zuerst z wei Faktoren
miteinander und dann das Ergebnis mit dem dritten Faktor multipliziert.

6. Was ergibt
a) (8a + 5) - (3a — 4), und was ergibt 8a 4+ 5-3a — 4
b) (2z 4 3) - (z + 4), und was ergibt 2z 43 .2 44?2
7. Berechne den Wert folgender Zahlenausdriicke auf zwei Arten! Setze

die gegebenen Werte einmal vor, das andere Mal nach dem Ausmul-
tiplizieren der Klammerausdriicke (Aufldsen der Klammern) ein:

a) (222 — 13z —5)(2z —3) firz =4
b) (402 —5a —11)(—3a + 5) fira = —1

100505-10]
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e) (—3y2+5y —6)(y* —3y+7) firy=—2

d) (—u® 4+ 3u2 4 Tu —3)(2u* —5) fiiru = —3

e) (—2a +5)(—3a+2)—(—5a+4)(—3a+1)fira=2

f) 6v2 —3v+T7)(—v+3) —(—3v>+Tv—2)(—4v +5) fir v =31

18. Wichtige Multiplikationsformeln

Berechne nach der Regel im Abschnitt 17 die Werte der Klammerausdriicke
(50 +3) - (50 +3); (50— 3): (50 — 3); (50 + 3) - (50 — 3)!
Lése rechnerisch die Aufgaben:
@+b-@+b); @—b-(@a—b; (@+b-(@—b!
Schreibe, soweit moglich, Aufgaben und Teilprodukte als Potenzen!

]
ab ! 21: <
C(a¥D) )
a = a-b bE

|

le—1(a-b)—=

! L
L (a+b)@-b)

_ ol p =4
(04 ) ———&]

Abb.11a bis czeigt die zeichnerische Lésungdieser Aufgaben. Weise daran die
Richtigkeit der Rechnung nach! Fiihre die Zeichnungen mit bestimmten

Zahlen auf Millimeterpapier aus!
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L. (a+b)2=a%4 2ab+ b2
II. (a—b)2=a2%— 2ab+ b2
L. (a+b). (a— b)=a%— b2

Sprich die Formeln auch in Form von Sitzen aus!
Lies die Formeln von rechts nach links und merke auch die Umkehrungen!

Aufgaben

1. a) (c + d)? b) (m + n)2 e) (p +5)% d) (7 4 a)? e) (z + 4)*
@Ba+be g le—d h)G—o2 i)(p—12° k) @m—4p

1) (10a —4b)? m) (u+4 ) -(uw —v) n) (y+2)-(y—2)
0) (c—58)-(c+5) p)(r+15)-(r—15) q) (20—a)- (204 a)

2.a) (¢ + y)? b) 3z + 2y ¢) (Ta +9b)2  d) (1,2a +0,9b)
e) (b — o) f) Gz —7)2 g) (9a —10b) h) (3a —}b)p

@+yle—y k) Ba+5b@Ba—5h) 1) (Te—11y) (T2 +11y)
3.a) 2 —%a2 b)Za+9? ¢ (03c—0132 d) (0,92 —25y)
e) (Ja +3b2 1) (1,2a +3,5b)(1,2a —3,5b) 9) (@4 b+ op

Goa)(@+b)2+(@—b2 b)(u+ov)?—(u—o)p
e)(z—p):—(z+y? d)(m+n?+(m—nP—(m+n)- (m—mn)
e) (a+b)-(a—b) —(a+Db)*+(a —b)
5.a) (Ta —5b)(9a + 2b) + (4a + 11b)(a — 5b) + (5a — 9b)?
b) 5z(3,2z — 1,8y) + (0,8z — 1,5y)(1,22 4 0,6y) — (1,4z — 5y)?
¢) (9a + 8b)2 — (9a — 8b)2 + (9a + 8b)(9a — 8)
6. Aus welchen Produkten sind folgende Ausdriicke entstanden:

a) u? + 2uv + v* b) m2 —2mn + n? e) p> —¢q?
d)a2+4+6a+9 e) m2 — 36 f) 2 —10c + 25
g) 4m2 + 12mn + 9n? h) 2522 — 60zy 4 36y2 i) 49c2 — 814d2?
7.a) (@ + 2)(a —3)(a +4) b) (z —1)(z —2)(z + 3)
¢) (z —a)(z —b)(z —c) d) 3z —3)(3z +7)(6z —5)
©) Bz +5)(Tz—5) @2z +1) 1) (a+b)(a+b)(a+b)
8.2) (z —y)° b) (@a+5° e (c—6°  d)(2a+3bp

e) (5z —2y)° f) @ —3ap® 9) (4a—1p

9. Berechne unter Anwendung der Formel (a 4 b)2:
212; 342; 422; 512; 632; 722; 852; 942; 1022; 1532; 2552; 3032; 540°!
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10. Berechne mit Hilfe der Formel (a — b)2:
292; 382; 492; 592; 682; 782; 892; 992; 107?; 1482; 1982; 3962; 9952!
11. Berechne mit Hilfe der Formel (a + b)(a — b):
27.33; 36-44; 42-58; 58 -62; 69-71; 84 -96; 104.116; 248.252!
12. Berechne 452! Wieviel ist dann 44 - 46; 47 -43; 41.49?
13. Bereéhne 872! Wie grof8 ist dann 85 - 89; 82 - 92; 86 - 882

14, Die Kreuzmethode zur Multiplikation beliebiger zweistel.
liger Zahlen. Berechne (Z 4 E)(z + ¢), wobei Z und z Zehner, E und ¢
Einer bedeuten. Schreibe die Klammern noch einmal untereinander und
erklire die folgenden Rechnungen! (Beginne mit den Einern!)

Z+E 20 + 6 26
z+e 30 4+ 4 oder kiirzer 34
Ee+4(Ez+Ze) 6-4+(6-30 +20-4) 884
+Z2 +20-30
Rechne: '
1.E-e 6.4 = 24, schreibe 4, merke 2
22E-2+Z-¢6-3+2-4=26,... +2 =28, 8, 2
3.Z-2 2.3 =6,...+2= 8, 8
Lose folgende Aufgaben nach der Kreuzmethode:
a) 23 - 34 b) 45 - 56 ¢) 87-91 d) 64 .76
e) 58 - 63 f) 84 . 37 g) 26 - 41 h) 53 - 67!

19. Gleichungen mit Multiplikationsklammern

Beispiel: 4(18 —52) — 123z —T7) =152 — 16) — 6(z + 14)
Auflésen der Klammern 72 — 20z — 36x+ 84 = 302 — 240 — 6x — 84
Ordnen.............. — 20z —36x —30x+ 6x=—240 — 84 — 72 — 84
Zusammenfassen ...................iel — 80x= —480

Teilen durch den Faktor vonz .............. z=6

Mache die Probe!
Aufgaben

1.a) 4(z + 9) = 56 b) 7(z —3) =35 ¢)3z4+1=4(9 —2)
d) 13z —2(4zx —5) =66 — 3z e) 5(2z 4+ 7) =9(2z —5)
f) 22z +1) = 11(17 — 32)
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g) 83z —2) — Tz =13z + 5(12 —3z)
h) 7(3z 4+ 6) + 5(x —3) =11 — 4(17 —42)
i) 8(2z —5) +3(2z +3)=6(8 —z) —2z 471

2.a) 8(2z — 17) = 24 b) 25(9 + 3z) = 5z + 285
e) 3(2—1z) =242 — 32) d) 4z + 18 = 2(z 4 13)
e) 82z —14)=(9+1z)6 f) 6z —7)6 = 3(z—5)
g) 6(z —5) =2(10 — 2z) h) 8z —17T=(z—4)3
i) 22z —51) = (z + 4}) 3 k) 78z +2}) =@ +2)11

3.a) 2,53z — 4) = (10 — 2,5z) 2 b) 133z + 5) = 1}z 4 12}
e) 3,12z + 5) = 2(2,1z + 17,25) d) 33(6 + 32) = (z + 1}) 5
e) 5}z — 1) = (T— 12 2
f) 4,542 — 6}) = 2(8z + 11 -15)

g) 42z —3)+ 34z + 2) =2(z 4+ 16) — 2

h) 53z —7) + 4(6 — ) =4 + 3(z + 20) — 2z

i) 9 —5)+34+58)=T(z—2) —3z+1

k) 6(6x — 6) + 5(5 — 52) = 3(4z + 5) + 2(3 + z) — 4z

4da)z+)E+3) =@+ )+
b) (2 +11)(z —9) =(z + 3)(z —T)
¢)(z +4)(z —9) —13 = (z —5)(z —7)
d) (z—35)(z +6) = (z + 3)(z —6) + 20
e) 3z —5)2z +5) = (z + 1)(6z —4)

5.a) (z +3)2=(z+2?2+15
b) (z +3)* + (¢ —2)2 = (z + 4)% + (¢ —5)?
e) (¢ —5+(z—9=(z—22+(z—3)*+3
d) 3z —7)2 + (4z —5)2 = (5z —T7)2 — 11
e) 3z —5)2 — (22 +3)2=5(z —2)(z +2) —6
6. a) VergroBert man eine Zahl um 8 und multipliziert darauf die Summe
mit 4, so erhiilt man 52, Wie heiBt die Zahl ?
b) Vermindert man eine Zahl um 6 und multipliziert die Differenz mit 9
so erhilt man 27. Berechne die Zahl!

7. Zwei Zahlen betragen zusammen 15. Multipliziert man die erste mit 4,
die zweite mit 7 und addiert die Produkte, so erhilt man 78. Wie
heiBen die beiden Zahlen ?

Anlecitung: Die erste Zahl ist z, die zweite (15— z).
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8. Beim Aufbau der Turnhalle in Neuendorf helfen zwei Klassen beim Zu-
bringen (Treiben) der Ziegelsteine. Sie stehen miteinander im Wett.
bewerb. Am ersten Tage tragen sie zusammen 7 500 Steine, am niichsten
Tag 17900. Die erste Klasse hat dabei 2mal soviel und die zweite
Klasse 3mal soviel wie am Vortage getragen. Wieviel Steine hat jede
der Klassen am ersten und am zweiter Tage getragen ?

9. Am ersten Tage eines Klassenwettbewerbs wurde der Schiiler Erich
Fischer gefragt, wieviel Pluspunkte er bekommen habe. Scherzhaft
sagte er: ,,Wenn ihr zu der Zahl meiner Pluspunkte noch 9 hinzuzihlt,
die Summe mit 9 malnehmt, so sind es 9 Pluspunkte mehr als 99.
Nun rechnet euch aus, wieviel Pluspunkte ich erhalten habe!*

10. Eine Autoreparaturwerkstatt reparierte in einem Monat insgesamt
240 Autos und Motorrider ; zusammen hatten die Fahrzeuge 780 Rider.
Wieviel Motorrider sind repariert worden ?

11. Die Konsum-Genossenschaft Sommerfeld bezog zusammen 2 500 Fla-
schen Apfelsaft und Vierfruchtmost. Sie zahlte dafiir 3 050, — DM. Wie-
viel Flaschen Apfelsaft und wieviel Flaschen Vierfruchtmost wurden
bezogen, wenn fiir eine Flasche Apfelsaft 1,40 DM und fiir eine Flasche
Vierfruchtmost 1,10 DM gezahlt werden muBten ?

12, Ein Vater ist jetzt 58, sein Sohn 28 Jahre alt. Vor wieviel Jahren war
der Vater viermal so alt wie sein Sohn?

13. Die Liinge eines Rechtecks ist um 6 cm gréBer als seine Breite. Verlangert
man Linge und Breite dieses Rechtecks um je 4 cm, so nimmt sein
Flacheninhalt um 72 ¢cm?zu. Berechne Linge und Breite des Rechtecks!

20, Vermischte Aufgaben

1. Vereinfache durch Zusammenfassen deruntereinanderstehenden GréBen!

a) 4+ 9z + 8y— z—"Tv b) —8a+4 b—12¢— d
— 4z 4+ Ty+8z— v + *a—5b— 3c47d
+ z—12y— 32450 +9a+5b% c—4d
+5z+ 6y—T7z+8v —3a+8b+ 9¢— 5d

2,a) 10u + (11v— 9w) — (Tu +9v — 8w) — (Bu + 2v 4+ 5w)
b) 43z — 29y — 14z — (192 + 21y — 22) — (6z 4+ 11y — 132)
€) 247 — (6s — 57) — [Ts — (67 + 55) — (47 + 35) — 97]

d) 7,2a — (5,3b + 3,1¢) — [5a— (1,60 4 4,8¢) — 4b] +¢
e) 3}z — [(4y + 2}z — §a) + 421 — 31y + 242

Anmerkung: Lose bei Doppelklammern erst die inneren Klammern auf!
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3.8) 522 — Ty) +6(5y — 22) — 3(4z + Ty)
b) (124 — 3v)4u — (11v —6u)5v + (Tv — 3u)8v — (Yu + 2v)7v
e) 7a(0,5a — 0,3b) + 9b(0,4b — 0,7a) — 3,4(4a% — 9ab + 2b2)
d) 3r(2}4r — %s) — 2s(4}r — 13t) 4+ 5¢(24r — 3}s)

4.a) 9z + Ty)(8z— 5y) + (4z — 11y)(122 — 5y)
b) (6p—59)2p—39) — (8p—T9)(4p— 59 — (9p— ¢)(2¢— 5p)
e) (3a —4b— 5¢)(4a +5b— 3¢) — (Ta + b— 2¢)(2a — 3b +¢)
d) (5z +6y)2— (3z— Ty)* + (42— 5y)(4z + 5y)
€e) 3z — T)2— (52— 2)* — (6z + 7)(7 — 61)

5. Lose folgende Gleichungen:
a) 53z +11) —4(5 + 22) = T(2c— 7) + 21
b) 15(2¢ — 16) — 6(z + 14) = 4(18 — 5 7) — 12(3z — )
¢) (17 — 32)(10 + 12z) + (9z — 17) (42— 25) = 0
d) (z+ 92— (g — 42 =(z + 7)* + 4(z+ 10) — (z — 2)?
) (52— 17)* + (92 — 4)* = 6(37 — 4)(37 + 4) + 13(2z — 5)° + 13!

6. Beachte den Unterschied von:
a) 2aund a?, b) 3aund a?,
¢) a® + b, a® + b2 (a + b)? und (a +b)2,
d) a2 — b, a®> — b2, (a — b)? und (a — b)2!
Setze a =6, b = 4!

7. a) Die Summe dreier Zahlen ist 154. Die zweite Zahl ist um 4 gr58er als
das Dreifache der ersten und die dritte um 12 kleiner als das Fiinffache
der ersten. Wie heien die Zahlen?

b) Die Summe von vier aufeinanderfolgenden Zahlen betrigt 178. Be-
rechne diese Zahlen!

8. a) Die Zehnerziffer einer zweistelligen Zahl ist a, die Einerziffer b. Driicke
die Zahl durch a und b aus!

b) Die Quersumme einer zweistelligen Zahl ist 13. Subtrahiert man von
dieser Zahl 27, so erhilt man eine zweistellige Zahl mit denselben Ziffern
in umgekehrter Folge. Suche die Zahl!

¢) Die Quersumme einer zweistelligen Zahl ist 9. Multipliziert man die
Zahl mit 5 und subtrahiert vom Produkt 9, so erhidlt man eine zwei-
stellige Zahl mit denselben Ziffern in umgekehrter Folge. Wie heiBt die
Zahl?
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9. Die Schiiler einer Klasse kaufen gemeinsam einen Schlagball. Gibt
jeder Schiiler 25 Pf, so bleiben 95 Pf iibrig, gibt aber jeder 15 Pf, so
fehlen 1,15 DM an dem zu zahlenden Preis. Wieviel Schiiler sind in der
Klasse, und wieviel DM kostet der Ball 2

10. In einer GieBerei fertigen zwei GieBer zusammen 280 GuBstiicke. Der
erste GieBer stellt 50 Stiicke mehr her als der zweite. Wieviel Stiicke
gieBt jeder?

11.In einer Steinkohlengrube wurden an zwei Tagen zusammen 4 800t
Steinkohle gefordert. Am ersten Tage wurden 300t weniger als am
zweiten gefordert. Wie gro waren die Férdermengen der einzelnen Tage ?

12, Am drittén und vierten Tage férderte die Grube zusammen 5 600t, und
zwar am vierten 800 t mehr als am dritten. Wie groB waren die Forder-
mengen des dritten und des vierten Tages ?

13. Fiir den Bau eines Bauerngehoftes hatten sich 5 Bauern fiir die An-
fuhr der Ziegelsteine bereit erklart. Jeder sollte die gleiche Anzahl von
Fuhren durchfiibren. Da das Gespann des ersten Bauern anderweitig
benétigt wurde, muBte jeder der vier anderen 3 Fuhren mehr durchfiihren
als sonst notig gewesen wiren. Wieviel Fuhren waren insgesamt not-
wendig ?

14, Unter die Preistriger eines Wettbewerbs sollen 360,— DM so geteilt
werden, daB der zweite Preistrager 36, — DM mehr erhilt als der dritte
und der erste 36,— DM mehr als der zweite. Wieviel DM erhilt jeder ?

15. Unter die besten drei Aktivistengruppen wird eine Primie von1800,— DM
verteilt, und zwar so, da} die erste Gruppe 120,— DM mehr als die zweite
und die dritte Gruppe 180,—DM weniger als die zweite erhélt. Nimm
die Verteilung vor!

16. Jemand erhdlt beim Wechseln eines Hundertmarkscheines Zehnmark-
scheine und Fiinfmarkscheine, im ganzen 16 Stick.

17. Ein Chemiker will 100 cm? einer wiBrigen Salzlésung von der Dichte
1,5.g/em? so verdiinnen, daB er eine Losung von der Dichte 1,2 g/fem3
erhilt. Wieviel em® Wasser mu@ er hinzufiigen ?

18. 5 kg einer Saure von der Dichte 1,8 g/em? sollen mit Wasser so ver-
dinnt werden, daf} die verdiinnte Sdure die Dichte 1,2 g/fcm?® hat.
Wieviel Gramm Wasser mufl man zusetzen ?
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VII. Faktorenzerlegung
Bruchrechnung mit allgemeinen Zahlen

21. Ausklammern

Aufgaben, in denen ein Produkt aus mehreren Faktoren durch eine Zahl
oder durch ein Produkt mehrerer Faktoren geteilt werden soll, werden mit
Hilfe des Bruchstriches gelost.

1. 48130 "0 4 13

T1200 T 1 =52

Beispie

48 - 130

Warum kann man bei der Aufgabe —i%0 nicht mit 120 kiirzen? Man

erkennt: Nur dann, wenn Zahler und Nenner Produkte sind, die gleiche
Faktoren enthalten, kann man den Bruch kiirzen.

Dies gilt auch fiir das Rechnen mit allgemeinen Zahlen.

. 10ab, 12ab. 18ab+12b,
Kiirze: a0 apd 6 -

Warum darf man die ersten beiden Briiche ohne weiteres kiirzen, den
letzten aber erst nach der Umformung ?

Um auch diesen kiirzen zu kénnen, verwandelt man die Summe (18ab+12b)
in das Produkt 6b(3a + 2). Die Aufgabe lautet also in verinderter Form

6b(3a+2) .
66’

durch Kiirzen erhilt man als Ergebnis 3a + 2.

Einen mehrgliedrigen Ausdruck, dessen Summanden einen Faktor gemeinsam
haben, kann man als Produkt schreiben, indem man den gemeinsamen Faktor
ausklammert.

abtac=a®+c¢) ab—ac=a(b-—o¢)
abt+ac—ad=a(b+c—d

Beachte besonders: ab+a=ab+a-1=a(b+1)!
Beispiele: a) 12a?b— 9ab*=3ab(4a — 3b)
b) ab+ac—a=a(b+c—1)
o alz+y) +bz+y) =(z+1y) (a+d)
d) ab—ac+b* —bec=alb—c)+bb—c)=(b—c) (a+b)
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Aufgaben

Schreibe folgende mehrgliedrige Ausdriicke als Produlkte :
1.a) 6a + 6b b) 7a 4 4a e) 52— 5y d) ab + ac

e) 10m —Tm f) mz — nz g) am —an h) 39a — 399
2,a) 5a +a b) 9z — = e)m +am d) 4r —4

e)zy + < flay—a g) ab? 4 b2 h) am — a2
3.a) 9a + 6b b) 25m — 15n ¢) 48z 460y d) 35ab — 49z

e) 12zy + 182 ) 15r —10s  g) 12a>— 6a  h) 30a%b — 40ad?
4.a) 40 + 60 + 8¢ b) 15m + 10n + 250 ¢) ab + az — ad

d) 18z — 30y — 12z  €)5,6a +7,2b—4c 1) 4l — Ty + 62
5.a) 25ab + 30ac — 15ad b) 16 mz — 40my + 32mz

e) 21 m® — 49mn 4 35mo d) 65a2bc + 39ab2c — 26abc?
6.a) m(z 4+ y) + n(z +y) b) 2a(m — 3) — 5b(m — 3)

¢) 5zy(3a—b) —4rw(Ba—b) d) 4rs(a— 5) — 9st(a — 5)
e) a(r + ) — b(r +s) —c(r +3)
f)3z(p—q) —4y(p— q) +52(p—q)

7.a) ac + ad + be 4 bd b) ab 4 ac + bd + cd
e) pr— ps +qr—gs d)am —an—bm 4 bn
e) 8az — 12bz — 20ay + 30by  {) 60a°b— 45ab + 36a2c— 27ac
g) 30am — 150 — 24bm 4 12b  h) 5622 — 40zy + 6322 — 45y2

8.a) a? + 2ab + b2 b) a2 — 2zy + 2 ¢) a® 4+ 8a + 16

d) m2— 10mn 4 25n° e¢) a®> — 2a 41 i) 2 — ldzy + 4942

g) 9a% + 24ab 4 16b* h) 252 — 60zy + 362 i) 64c* +80cd + 2542
9.a) a2 — b? b) z* — 32 e) 4z — 9y?

d) 49m? — 64n? e) 25¢2 — 8142 f) 4002 — 90042
10. a) a2 + 8a + 15 b) a®> — 9a + 20 e) m2 + 10m + 21

d) 22— 5z + 4 e) 10a2— 11ab + b2 f) 1822 + 9zy 4 2!

11. Multiplikation von zweistelligen Zahlen mit gleichem
Zehner, besonders von solchen, deren Einer zusammen wieder einen
vollen Zehner ergeben (23 und 27, 66 und 64 usw.). Nenne die Zehner-



Formverinderung der Briiche 55

zahl Z und die beiden Einerzahlen E und e! Schreibe die Aufgabe mit
zwei Multiplikationsklammern und multipliziere aus! In dem Ergebnis
klammere Z aus und beachte, dal E 4 ¢ = 10 ist!

Gib die Rechenregel durch Stichworte wieder und rechne danach:
a)33-37 Db)46-44 ¢ 72-78 d)95-95 e) 33 [) 75!
g) Bilde selbst 10 weitere Aufgaben!

h) Untersuche, ob sich das Verfahren auch fiir andere zweistellige Paare
von Zahlen mit gleichem Zehner eignet!

22, Formveriinderung der Briiche.
Erweitern, Kiirzen, Gleichnamigmachen von Briichen

Lése folgende Aufgaben:
2:5; 1:8; b:5; c:d!
Schreibe folgende Aufgaben in Bruchform und stelle das Vorzeichen des Er-
gebnisses durch Anwenden der Regeln iiber das Teilen relativer Zahlen fest:
(Fa):(+b); (—a):(=b); (+a):(—=b); (—a):(+D)!

1. Jede Divisionsaufgabe mit bestimmten oder allgemeinen Zahlen kann als
Bruch geschrieben werden.
a
D
2. Haben Ziihler und Nenner eines Bruches gleiche Vorzeichen, dann hat
der Bruch einen positiven, haben Ziahler und Nenner entgegengesetzte
YVorzeichen, dann hat der Bruch einen negativen Werl.
3.Man erweitert einen Bruch, indem man Zihler und Nenner mit
derselben Zahl multipliziert.
a_am
b bm
4. Man kiirzt einen Bruch, indem man Zihler und Nenner durch dieselbe
Zahl dividiert.

a:b=

am_ a
bm b

5. Der Hauptnenner ungleichnamiger Briiche ist das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache der einzelnen Nenner.

Beispiele: a) —2=4 2%, “2__ %2
eispiele )—y v +y‘ 7\ ]
a mma, a+b:zz(at+bd)
b)—b——ﬁ’ a—b  z(a—b) (3]
¢ ab it a a® 4 ab _a(a+Db) iaatb
V5o =7  a—ab_ alc—0 c—b
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a ad c be
d) +=bd und =5
6 ale—b) a a(a+b)
at+b a*—0b und a—b (5]
a+b, a®—b, a b
€) 3b ’ Bab ; 3(a - b)? S Ta% + 4ab? (5]
F"k;::e;:‘::: zf""g Erweiterungsfaktoren Erweiterter Zahler
3b =38b 2%2.a-(a+b)? 22.g-(a+ b3
8ab =2.8ab 2-(a+b)? 2-(a+b)?-(a2—b)
3@+b? =3(@-+bp 22.ab 22. g%
4a2b + 4ab?=22.ab- (a4 b) 3.(a+b) 3-(a+0b)-b
Hauptnenner: 22-3 . ab - (a + b)? = 12ab(a + b)?
a+b_ dala4 b a?—b _ 2(a4 b2(a2—d)
3b ~ 12ab(atb)? 8ab ~ 12ab(a = h)?
a _ 4a2b b _ _8(a+Db)b
8(a+ b)2 ~ 12ab(a 4+ b)? 4a%b+4 4ab?~ 12ab(a+ )
Aufgaben
1. Bestimme das Vorzeichen folgender Briiche:
+5, —e. =5z, +3b, —24b, —9zyz,  +5ab,
—6’ b —Ty Fi¢’ F6bcd’ —buvw —3rs
2. Erweitere mit 5; (— 3); a; (—2b); 4a?; (a+ b); (42— 3y) folgende
Briiché:
z 1 a 3_1.‘ a + b 2¢ 3z+ 1Ty,
a)5 b) b c)T d)5y e) f):c-f-y ) 4z =5 "
3. Bringe
a) % auf den Nenner 24 bh) —Z— auf den Nenner 56
4 z =
¢) - ab d) - 45
5z 3a 2))2
e) By 36zy f) TE 84 a2l
9 ;% 40a2b? h) 65';:; » 35z%yz
) atbd 2 p2 2 42_ 9 2
i) e l.a®—b 2, a*—2ab+ b
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k) ::z auf den Nenner 1. 22+ 2zy + y*
p =¥ 1. 2502 — 1642
m) 3:—4__828 1. 972 — 452
n) 54’:’;" 1. 1672 —9
4. Kiirze folgende Briiche:
a) 2 b) _% ¢ 22 91 e)
I~ WL b k& D

2. 72—

y2

2. 1672 4 247 4 9!

57

2. 25a° — 40ab + 1602

2. 972 — 1275 + 42

12ab abe

9b D 5 bed
2yt 10x2y°2,
8y m) 2508 yz?

5. Verwandle in folgenden Briichen Zihler und Nenner in Produkte und

kiirze dann:
DL wEEE o almin oo
okth 0EFE 0RH wain
').z’-iz- z—l-yz-;i_; k) u*—(—lz?.:bb-z{- b2 b a’ﬁlz_a—‘{- 1 m) 5a+ °b

6. Mache folgende Briiche gleichnamig:
a)% und-1—72 b)% und% c)% undi% d)sz unds?y
e)% un«:lsl f)% und5—3y 9)1i und% h)a—' und%
i)f’—zundi—i’ k) 3 und 2 I)—und o m) 3% una ¥
n)4_3_'__7_b und% ‘”%2;1 nd ?b_i
p)az—ib—2 und # q)z:_y und z-y-y
')r-l;-lﬁ und );f_;’z und $’+z2:5+ 5
Y b(aa—b); u(u:-b) und a‘ibz “)ziy; x-1|/-y und #y)"'
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23. Addition und Subtraktion von Briichen

Allgemein gilt fiir die Addition und Subtraktion von Briichen:

£i£= aib
c— ¢ c
a ¢ ad_, bec ad+4be
a c_ad_ be adt
b—d™ b il) bd
.o 3a —4b 5a — ’b 3a— 4h — (50 —8b)
Beispiele: a) - = o
_ 3a — 4b— 5a + 8b _ —2a4-4b 2(2b—a) _ 2b—a
- 2z - 2z -2z T 1
4T 2z 20z — 68z 14z
b - =" =71
a—2b 2 a+b
) s “2ab + «—b  «@®—ab
Fakt,orenvzerlegung Erweiterungsfaktor Erweiterte Ziahler
der Nenner
2ab = 2ab (a—0b) (@ — 2b)(a — b) = a®—3ab 4 2b2
a—b =1(a—b) 2ab 2.2ab = 4ab
a?—ab=al@a—0b) 2 b (a 4+ b)-2b = 2ab+ 2h2
Hauptnenner: Zshler des Ergebnisses:
2ab(a —b) a@a—b 1 a>—ab=a(a—b)
2ab(a—0b) ~ 2b
Aufgaben
a b b c z Y z r s t
Layg+7  WMg—5 O9p+tup—u Dyt+g—3
=,y L m_=» ryw_ =
Oty Doty 955 MT+T—3
Ty | Yz st vw a b 4 Pq
2a)F+ s Do+ Ogty =5
u+b b z+y Y v—w W 3a+2b 3b
*) 3 3 ) z ) =tz h) c 3
a+b  a—b at+bh a—b a—b a+b
3.0) z + z h) —— Tz ) y Y
d) "s(t—l ) ;“LT_»“_) 31—3,1/

.

[ a
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7a 9a 6a 13a 17a 1la 15a
b))t 6 e s T A T
20— 3b , 564 —6b 4b—3a 2b
O+~ ——35
7z —8y 12x—13y 14z4 15y 21z — 7y
D —F— "% —— 3 T o
7z -+ 5y 3y —4z 2z 4+ y 7y — 3z
©) 1_ !+ Ja: t+t—- yz
5.8) 52—_}-_;,1/ :::33; ) 7m—-3n _ 5m—4n
Y T~y m—+4n m+4n
3a+5b a—4b 5a—7Tb 7a—2b
©) “+b  «+b atb + a+b
4 24 day+y®:  3zy—2x:4 4y 224 222 —3zy
z—y zT—y z—y
z T b m m 3a 4a d 3p 4p d
ba)7+5 U 95 +7 Dyt g-3
b 1 z 2 9 z 2 a 1.
g+ Ns—3 Dio—z7 Wats-g
3a 4a 7z 5z 3z T T
7.8)?—7 b)T - c)—s——? d)?+2x
Sa 4r 3r r Ta 4a 3a
ea—3 DNg+3— % 97— 5~ 1wte
4a 7b  3a b 3a  5b a 2b
hE+E"w—% Dg+s—1t7
3 4 .5 [} 25 13 c d
Bayz+5 Mo —3 )T % -5
3a | 5b 10z 4y 15m  3n 12a 11
© T Wi Vo tm b
3 5 7 4 3 4 5 2 3.,
Sa)ot+tm Wa-m O9ntm-n V5ol
a c 3a 2¢ a c P r q
9%~ Dty Datgm b o—v+=<
124 3ac  7ab 3y 5z 2z
Voot~ Vet~
1 2 3 a b c m 1 n
0.a) -+5+5 bo—a+7 Ot =%
3m 5n 5 2 3 8a 6a
Vizy 5z O aweaw T we e
2a+3b 3a—7b 11z — 4y 14z + 3y
a)————5 b) — 7y
6r+ 5w 2w+ 3v a+5b  3a-+8b
°) 4r + 3w -1 42— 3a 4b
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1 3 2 7 3

12'a)a:+./ —y b)a-—b—a+b c)a+b-'—5
z a b 3z 2z
d)z—z+a:+y e)y—}-b—y—b )<~’—b’_a+b

13.2) 3 +1 n2_s c)%+3 d)%—l e)%—a

—b)2
DZ_.pl @Dy myeyOTH

24, Multiplikation und Division von Briichen

Eine Grube fordert jihrlich a t Kohle. Wie groB ist die Férderung a) in 1,
b) in 7, ¢) in £ Monaten ?

Driicke die Anzahl der Monate als Teile des Jahres aus! Rechne:

1 a
a)—vona oder a - BT=1
7 a
b) 15 von a, d.h. a- 1= oder TR -1
a a a a a a a-7
_'7=E+Té+_+i‘2'+1_2+_2+ﬁ=’1§'
a a-z
z z Al |
c) 12 von a, d.h. a. 12 oder T T2

Der b-te Teil der geforderten Kohle wird an die Bergleute zum Eigenver-
brauch abgegeben. Wie gro8 ist diese Menge in a) 1, b) 7, ¢) z Monaten?

Jetzt ist zu rechnen:

a 1 a a:b a
a)—l—z.b oder 1 = b_l—_—12
a 7 (@ -7):b a-7
) b oder b 12 12~ 12-b
az. ¢ z (@-7):b_ a.z
) g b oder 3o T TR S

Setze fiir @ und b zuniichst bestimmte Zahlen, z.B. a = 60 000, b = 10,
ein und rechne! Schreibe das Ergebnis in allgemeinen Zahlen! Stelle durch
die Probe die Richtigkeit der Rechnung fest!

Stelle nach diesem Beispiel Formeln mit allgemeinen Zahlen fiir das
Teilen durch Briiche auf!

Weil sich der Wert eines Quotienten nicht dndert, wenn Dividend und
Divisor mit derselben Zahl multipliziert werden, entsteht aus

a: ci durch Erweitern mit ¢ die Form (a-¢):b = -">

c

k
aus : 2 durch Erweitern mit d die Form (gég) te= Z—d

IR
aul
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In entsprechender Weise lassen sich auch die iibrigen Regeln der Bruch-
rechnung durch allgemeine Zahlen ausdriicken.

b ab b _ac
A o o— == — Q==
c c c b
e ._ac a.._9
T 5" T be
a ¢ _ac a ¢ _ad
b'd-bd b'd@ be
o s , 5a-18ab? 102
Beispiele: 1. 2”,‘ - 18ab2= =T = aw
2 l4(u+b)' 7c? 14(a +—b) 72 98¢
: 5¢ @—bt T sc(a®—0b?)  5(u—Db)
lBab‘ op _ _18ab® 312
3 e 100 =5 e = 5ae
4 9mn  12n_ 9mn-(m—mn) _ 3m
*10m—n) " m—n _ 10(m—n)-12n —EO__
Aufgaben
l.a)%-Z b) 2.9 -8 di.m 05
2
D13 gg-15 BT Dirse k2Et.g,
3z - 7ab 5b
2.a) ;- 36 h)—xll2y ¢) lszy'5zy d) 36ay - -2
3ab 13uv o Tzy 2 1lab 2
e)dzy- 322 f) T5h -5ab g)m 18abe? h) 5z ygz-25.r yz
25zy X 3a
3-a)m 32y(z + y) b)W 35a(a +b)
z 7z‘l 912 7z
c)( ——-—) 12zy2 d)( 4y,-—@)'4zy
5 8 3a 10 422 3zy ém 2bc
ha) 7 MEoa ) 5y 1 ) 55 " 2ra
e) z 1) Sa.ﬁz‘llb az bz cy ) Sed 5¢d  24no  42ef
E; 3 4 Ty 9a bJ ac zz 8mn  35de 1lop
+b 4 c d u4v u—ov 15a 6 9
58) Tn' 5 b)a—}—b.a-—b c)u—v utv d)( F)‘H
1 z z 2a 5a 3z 9a 10b
6a) 1.2 b+ow O3y 9 (ﬂ) c)(ﬁ—y) n e o
5zy 24a? 7az 3¢y . szy.S_a‘ 1.1 1
) T6ab " Tyt b) 85y 5ac  V2ab Ty S

3 [00803-10]
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(1 1 1 1 T 2\ (¥ _ w
2a) (g+3) (c+3) D(E+)(E-7)
z T\ 3a  7z)\ (4b z a)\?
8.0 (3 +a)(e—3) W (G- oG+
Yy _ 2\ 24 1y noP\(m»_7
d)(z y) e)(z 2) f)(n+q)(n q)
9.a) > :3 b) 210 ©)%:a a2
e) % :4a o) l?” :8y g) 94—';’ :3a h) 162p 1. : 18p¢q
10.2) % :ad b) 322 - 3ab o) 27 15rs
522 7 24 —
) 522 (—say) o) “;T ta+d) 02D 06a(@—yy
1.a (lSa’b 12ab2 9a2b’) 3ab b) (10121;2 + 851:21:’) : (— 6ay)
25min 30m’n2 11722y | 9lzy) |
12. a) ( ).5mn b)( wab T 1c ).l3a:y
8 d 30 2p? 2 2
(s 0= ) o o (LR
4 8 15 21 a 1 z T m-+n_m
l3.a)?).1—5 b Tim C)T"b— d);.? e) TR
) St z?y? zy 9 928 3z h) 52u%vt  39utv? i) 1im?n  55mnd
uet up 10zz° 5z 1522 ° 302 18p%g* " 72p%

1 1 1 2 b 8z
M.a)l.; b)3.? c)a.; d)z.? e)a.T f)l2z.3—

Y
15a. 8zy . 1292¢ 10uv
2 . 2 Pk 2 . 2 .
g) 25a2: h) 822yz: o i) 187s2: s k) 25u f o
1.1 a b 5a 2a S5zy 7z 8az 10bz
l5.a)—.§- b)?g ) Sab’ 3be )m'_ﬂcy
1 42ty 2zy? ) 2abe Sa’b’ ) 42min  28mn?
) Guns Quv?’ 3udy 5zyz " 15yz 1lab ~ 3302
a  bec, 2a\ a 2ac 11  2b\ 4a
16.2) (5 + 3 + 74) 5 ")(W'E—ﬂ)-ﬁ
[ 3a2 2ab  5by\. a 3zy 4z 5y\ 5by
) (355~ seo— 5uz) 'z O (205 — 50— 13) fon
4ab  Baz a—b _ab 28 (a®*—b?) , 35(a+b)
7.8 ey M5 ) 27(z + ) =~ 18(zE—y?)

(a+b) a+b Tty P 5y+ 5z 20y + 202
18, a) @—Db2 a—> b)z—y (z—y? ©) 8y—8z 16y — 16z
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3a 9a\  3a 21p%q 24pq®  3pq
19. T T s —_ ==
9.2) (u; + 20b) s (2szyﬂ 35z’y) 5oy
e) (1321‘1/322 06229324 ) 1223228

117a2b3¢ct 104a4b3¢2 | " 13a3b3c®
2 a 2 6z a ab
3 3 Y uv T—y T—y
20. a) E b) - e) - d) v e) — f) B
6 be i u zty at—qy?
1 36 w v 1 1 1 a b
i wr_2* — at o a_2
T—y @ . ou u « b b b a
LS b s W U R sl S S
pro—y zy u? a b b b @

25. Gleichungen mit Briichen

7 3 5 4

eh 12; 7-4; 7 5 5~5z!

Man erkennt: Multipliziert man einen Bruch mit seinem Nenner, so erhilt
man als Produkt den Zihler des Bruches.

Diese Erkenntnis benutzen wir, um das Losen von Gleichungen mit Briichen
zu vereinfachen.

Bei diesen Gleichungen kommt es darauf an, die Briiche vor dem Ordnen
zu beseitigen.

Es soll die Gleichung gel6st werden

z—13_z 417
R
Mit welcher Zahl muBl man die Gleichung multiplizieren, damit die linke
Seite ganzzahlig wird; mit welcher Zahl, damit .auBlerdem der Nenner
anf der rechten Seite wegfillt?

Rechne g— .8;

| In einer Gleichung werden als Summanden auftretende Briiche dadurch be-
1 seitigt, dat man die Gleichung mit dem Hauptnenner der Briiche multipliziert.

Beispiele:
1 s—13_a+1

: 3 8
Der Hauptnenner ist 24.
Beseitigung der Nenner 8(z—13)=3(z+7)
Auflésen der Klammern ............coovvnen.. .. 8z —104 =3z + 21
(0] % F1 =3 + N AU 8z —3r=21+4+104
Zusammenfassen.............. 5= 125
Teilen durch den Faktorvon z ..................... ... z=25

Mache die Probe!
3‘
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9 16 1
) 3z+1 9
Der Hauptnenner ist 9(z + 1).
Beseitigung der Nenner .........ccooveinni oo, 48 =1T(z +1)
Division dUrch T..vvvnnevenneeneeineeeineeeeeeneeanis Leop
Ordnen mit Vertauschung der Seiten .................... T = 478 -1
x=6%—l
~ 6
T =5=
Mache die Probe!
Aufgaben
Lo i=2 ni_s e 32 =1 L) Ay
z = z = 24z _ z2_z_
De—3=1Dg+b=2 gr+g=1 MI_Z_10
4 5 12 18
2.aj?=2 b)7=4 c)?+l= d)?—3=5
3 4 8 2 11 10 8 7
=g -—g=5 Ogtg-—5=2
. 3z 2z 1 5z 4z 1
)+ =35 b5 -o=2%
z z z 5z 3 2z
“g-7t+tg=3 DT +e-F==
3z 4z 2z 3z 5z .
B Mt R Tl
6 [} b 7 53 5 7 25 17 2
falo -t Tnte Di-wenwr e
z z z I z F4 T
de=7-sgtegtw-wte="*
- 2r—41 T —4 6z4-7 5r—3
5. a) 3 + 5 =9 b) — 3 =3
6z+43 3z—1 5—17z 66 — 5z
) 22— 10 93272 4y = +5
T —8 52—3 3z—5 r—7 zz—2 zz—8 z—29
ba)——+——="% D= 3

r+3 z—1 3r—2 - 2r—4 r+ 4 2r—9 3r— 11
: p— d) —— + =" —

5 7 -7 5
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La)————— =53
b) 4(235—2z) _ 5(11.1;-}- n _ 2(5:9—2) —-n
e)4_|_3(:c——12) =2(13—9)_z—6—6 z-:o
3(8c+5 24z—7) _5z+19  5(6z— 19)
——F— = - 1 + 32
5z4+7_ 7 9r — 4 8 13.z;+3_15
8a) i w b eri=7% ) eFi=%
2%—z_ 3 32z —27 3 17z 42 _ 18
d) z+3 4 ) 52+3 2 h 23z —8 19
10 6 16 22 14
Y0) i =53 " =2z+3 ©) 3z—1 3z+1
d) 180 240 ¢) 150 225 ) 224 105
z+4+4 ~ 3z—3 z—4 T4 4 5242 38r—3
r+5 _z+2 z—8 z—2 z+7_2.1:+8
10.2) 75 =7 b) o=3 =379 ) 56— 21
3r—5 6r — 11 6x—36 3z — 14 z—10_ z—5
Vi %= ®D@m—ni— =1 f =r—1
121'+3 24z — 9 z+20_ z42 3(z—2) 6z—1
11.2) —3 10z —11 b) 86—z 20—z ) z+2 2241
7::+5 3z+2_ 4c—7 _ 8z—5 _ z4+3_ 2241
)25 10 €)== ) eFi= e+
l2.a)%=b )%= c)%—b=c d)a—%=c
a b 2a a b
e)?—b=c f)a - =¢ g)a——T_b h);——;:
4a 8b 1 3c—z 5
13.2) 3u—z=5 b) %z—b 2 )z+50=?
1 1
d)%—%:F-p? &) o+ =m+4n t)-f——r=%—a
1_ 1 1 _ o S(z—a)
9)?—;4-? h)b—z a:—a—o i z+a =1

14. Um welchen gleichen Betrag muBl man Zihler und Nenner von % ver-

mehren, damit der Bruch den Wert % annimmt ?

15. Ein Bruch mit dem Wert % geht dadurch in seinen Kehrwert iiber, da8
man den Zihler um 18 vermehrt. Wie heiBt er ?
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26. Anwendungen der Gleichungen mit Briichen

Beispiel: Wieviel Minuten nach 2 Uhr stehen die Zeiger einer Uhr genau
iibereinander ?
1. Vorldufige Antwort: Die Zeiger stehen z Minuten nach 2 Uhr iiber-
einander.
2. Aufstellen der Gleichung: Um 2 Uhr bilden die beiden Zeiger der
Uhr einen Winkel von 60°. Der groBe Zeiger iiberstreicht in ciner Minute 6°,
der kleine Zeiger in einer Minute 4°. z Minuten nach 2 Uhr steht der
groBe Zeiger um 6°- z von der 12 entfernt, der kleine Zciger aber um
60° + 3°- . Da sich die Zeiger in diesem Augenblick decken sollen, miissen
beide Winkel gleich sein, also gilt 6 - £ = 60 + % - =.
3.Losen der Gleichung: 5} -z =60

60 .2

11
10
T = lOﬁ

4. Endgiiltige Antwort: Die Zeiger stehen 10:? Minuten nach 2 Uhr
iibereinander.

5.Probe: 10:—':Minuten nach 2Uhr steht der groBe Zeiger um 6°- 10 ;g = 65;"’1°

5¢c

von 12 entfernt, der kleine Zeiger um 60° + %‘“ 101—2 = 65>°; also decken

die Zeiger einander.

Aufgaben

1. Wieviel Minuten nach a) 1, b) 3, ¢) 5, d) 8, e) 10 Uhr stehen die beiden
Zeiger einer Uhr zum erstenmal iibereinander ?

2. Wieviel Minuten nach a) 12, b) 3, ¢) 8, d) 6, ¢) 11 Uhr bilden die Zeiger
einer Uhr zum erstenmal einen gestreckten Winkel ?

3. Wieviel Minuten nach a) 2, b) 4, ¢) 7, d) 8, ¢) 10 Uhr bilden die Zeiger
einer Uhr zum erstenmal einen rechten Winkel ?

4. Zwei Radfahrer fuhren sich von Berlin und Leipzig aus entgegen. Wann
trafen sie sich, wenn der erste 14 und der andere 18% Std. Fahrzeit fiir
die ganze Strecke notig hatte und beide um 5.00 Uhr abfuhren ?

5. Ein Kraftpostwagen, der auf der Autobahn mit einer Geschwindigkeit
von 53 km/h fiihrt, wird von einem Personenkraftwagen, der 30 Min.
spiter abgefahren war und eine Geschwindigkeit von 78 km/h hat,
tiberholt. In welcher Entfernung vom Abfahrtsort tritt dies ein?
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6. Ein Lastkraftwagen wird 1 Std. und 25 Min. nach seinem Aufbruch von
einem Personenkraftwagen eingeholt, der 30 Min. spiter vom gleichen
Ort abfuhr. Die Geschwindigkeit des Personenkraftwagens ist 18 km/h
grofer als die des Lastkraftwagens.

a) Welche Geschwindigkeiten haben beide Wagen ?
b) Welche Wegstrecke durchfuhren sie ?

7. Ein Schwimmbecken wird durch zwei Pumpen gefiillt. Die eine Pumpe
fiillt das Becken allein in 8 Stunden, die andere in 12 Stundep. In wieviel
Stunden ist das leere Becken gefiillt, wenn beide Pumpen gleichzeitig
wirken ?

8. Zum Fiillen eines Wasserbehilters dienen 3 Réhren. Die eine Rohre fiillt
den Behilter allein in 45, die zweite in 36 und die dritte in 60 Minuten.
In wieviel Minuten fiillen die 3 Rohren gemeinsam den Behilter ?

9. Die Felder cines volkseigenen Gutes werden mit Hilfe eines 20-PS-
Schleppers in 18 Tagen gepfliigt. Der neu angeschaffte Traktor von
30 PS wiirde es in 12 Tagen schaffen. In wieviel Tagen wird das Um-
pfliigen der Felder unter Einsatz beider Traktoren bewiltigt ?

10. Der beste Miher eines volkseigenen Gutes méht eine Wiese in 12 Stun-
den, ein anderer wiirde dazu 15 Stunden nétig haben. In wieviel Stun-
den wiirden beide gemeinsam die Arbeit schaffen ?

VIIL. Proportionen

28. Der Verhiiltnishegriff

Ein FuBginger legt durchschnittlich 5 km, ein Radfahrer 12 km in der
Stunde zuriick. Man kann die beiden Geschwindigkeiten miteinander ver-
gleichen, indem man z. B. feststellt, daB der Radfahrer in 1 Std. 7km
mehr zuriicklegt als der FuBBginger. Die beiden Geschwindigkeiten kénnen
auch dadurch miteinander verglichen werden, dal man ihr Verhiiltnis angibt.
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Man sagt dann: Die Geschwindigkeiten des FuBgingers und des Radfahrers
verhalten sich wie 5: 12.

Das Verhiiltnis der Geschwindigkeiten eines Radfahrers und eines Motor-
radfahrers ist 12 : 57. Was bedeutet das? Das Verhiltnis 12 : 57 kann auch
dargestellt werden durch 4: 19. Gib an, welche Uberlegung zu dieser Um.
formung des urspriinglichen Verhaltnisses 12 : 57 gefiihrt hat!

Erklarungen:

Jedes Verhiltnis besteht aus zwei Gliedern. Man nennt sie erstes und
zweites Glied oder Vorder-und Hinterglied.

Das Verhiltnis zweier Zahlen 1i8t sich als Bruch darstellen, dessen Wert
den Wert dbs Verhiiltnisses angibt. Zihler und Nenner des Bruches heiBen
in diesem Fall Glieder des Verhéltnisses.

Der Wert eines Verhiltnisses bleibt unverindert, wenn man seine Glieder mit
derselben Zahl multipliziert oder durch dieselhe Zahl dividiert.

Beispiele: 1. 3: 4=9:12
2. 20:15=4:3

Aufgaben
Welche Werte haben folgende Verhiltnisse:
1.a) 12:18 b) 15:20 e) 27:36 d) 4:28
e) 39:52 f) 132: 156 g) 225 : 300 h) 42:168
i) 77:99 k) 45:75 1) 36:180 m) 45: 81
2.a) 4a:7a b) 6z: 18z ¢) 8c:16¢
d) 25a:75a e) 12zy:48zy f) 14e:49e¢
g) 16¢: 28f h) 0,5:2,5 i)3,5:28
k) 14,4a:4,8b 1) 6,5z:1,3y m) 7,2zy: 3,222y

3.a2) 32m:48m
d) 135 kg: 45 kg
g) 96 hl: 168 hl

b) 18 DM : 81 DM
e) 26 DM : 39 DM
h) 35 DM : 21 DM

4. Bilde ein Verhiiltnis aus den Gré8en:

a) 6 m und 12 cm

d) 95a und 5 ha

a) 36: 27
d) 77: 55
g) 216:132

b) 48 Pf und 2,40 DM
e) 17cm und 5m

b) 39: 26
e) 81:36
h) 72:45

e) 39 km:91 km
f)66 m:22 m
i) 25 kg :325kg?

¢) 32 Tg. und 24 Std.
f) 9 Dtzd. und 11 Stck.!

5. Driicke folgende Verhéltnisse durch die kleinsten ganzen Zahlen aus:

¢) 48: 36
f) 169: 91
i) 108 : 144!
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6. Erweitere folgende Verhdltnisse mit 2 (4; 12; 15):

a) 6: 17 b) 6: 37 e)19: 14

d) 121:15 e) 8:15 f)46: 3

g 9:11 h) 125:126 i) 37: 121!

7. Driicke folgende Verhiltnisse in kleinsten ganzen Zahlen aus:

a) 2.7 4,10 e) 1:1 q) L:1
12°12 ni 1°2 3° 7
5.5 5,4 2.5 5.3

© 3% Hes 9 5% b g7

i) 2;:22 k) 3:4% 1)3%:3% m) 3,2 : 4,8!

29, Proportionen

Welchen Wert haben die Verhiltnisse 3: 6 und 4 : 82 Zwei Verhiltnisse,
die denselben Wert haben, kann man einander gleichsetzen, z.B.
3:6 = 4:8. In allgemeinen Zahlen:

a:b=c:d. .
Man kann die Gleichung 2:5 = 6:z als Quotientengleichung
(Bruchgleichung) -:_:-:- = ® schreiben. Aus der Produktengleichung

5.6
fOlgt z=aT
z = 15.

Erkldrung:

Setzt man zwei Verhiltnisse, die denselben Wert haben, einander gleich,
80 entstcht eine Verhiltnisgleichung (Proportion) aus vier Gliedern.

Anstatt mehr als zwei Verhiltnisse mit demselben Wert durch Gleich-
heitszcichen miteinander zu verbinden, z.B. 4:5 = 8:10 = 12:15,
pflegt man die Form 4:8:12 =5:10:15 zu schreiben. Eine solche
Gleichung nennt man eine fortlaufende Proportion. Sind die Innen- oder
AuBenglieder einer Proportion einander gleich (z. B. 4: 8 = 8:16), so be-
zcichnet man die gleichen Innen- oder AuBenglieder als mittlere Proportionale
der beiden anderen Glieder.

In jeder Proportion aus vier Gliedern ist das Produkt der AuBenglieder gleich
dem Produkt der Innenglieder.

Aufgaben
1. Bilde durch Vertauschen von Gliedern néue Proportionen aus:
a)4:8=2:4 b)12:16 = 6: 8 e) 5:15 =20:60
d)1:3=9:27 e) 5:25=10:50 f) 6a:9b =18a:27b

gla:b=1c:d h) 5a:3b=60:44d iyab:c=e:tg!
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2, a) Wieviel viergliedrige Proportionen lassen sich aus der fortlaufenden
Proportion 1:2:3 = 7:14: 21 bilden?
b) Bilde selbst sechs-, acht- und zehngliedrige fortlaufende Proportio-
nen! Man erhiilt die Glieder der rechten Seite, indem man alle Glieder
der linken Seite mit demselben Faktor multipliziert.

¢) Bilde fortlaufende Proportionen aus den folgenden gleichen Verhilt-
nissen:
.. .91 . 98- 0 14 24 32
5:7; 15:21; 20:28; 5 2 3 1)
3. Schreibe als Bruchgleichung:
a) 15:45=20:60 b)6:9=18:27 e) 5a:3b=6a:70
d)64:0=32:b e) 25z:3y ="Tzx:2 f) zy:z="5a:b!

4. Bilde die Produktengleichung fiir:

a)2:3=8:12 b) 4:7=16:28 e)9:11 =45:55
d) 12:116 =15:20 e)21:14 =36:24 f) 125:50 = 25:10
g) 14a:12b = 28a:24b h)3:1=1}:1
i)§:3=1%:1} k) 0,15:0,05 = 0,45: 0,15
1) 7a:35e = 28a: 140e m) 11/:3e=1f:al
5. Bestimme die Unbekannte aus:
a)3:z=6:12 b) 8:z =16:48 e)z:10=12:24
d)z:9=11:33 e)z:14 =50:70 f)3:4=18:z
g)26:32=52:2 h) 9:17 =z:51 i)5:6=z:144
k) 46:61 = z: 305 1)28:19=140:2 m) z:18 = 54:108
%.a)3:8=2:24 b)5:9=25:z2 €)1,5:75=2:30
d)z:7=4:14 e)z:105 ="7:21 f)0,3:2=18:9
g)2,7:2=28,1:24,3 ' h)a:b==z:¢
iyz:a=0b:c¢ kym:n=o0:2
)piz=g:r m)z:f=s:t!

7. Suche zu drei aufeinanderfolgenden Gliedern einer Verhiltnisgleichung
das vierte Glied (die 4. Proportionale):
a) 10,12und 6 b) 8, 12und 32 ¢) 25,30und 50
d) 7,14, 70 e 21, 63 42 1) 100,50 250
g) 25,35 ,, 70 h) 81, 45 162 i) 49,84 , 170
k) 144, 60 ,, 252 1) 180,324 ,, 120 m) 9,6, 13,2und 13,6
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8.a)8:4=(z+16):z b) z:(105 — z) = 16:24
e)z:(r+2)=3:5 d) (z +4):2=51:34
e)z:(r+3)=28:35 f)(z—3):z=4:17
g)4:3=(63—12):2 h) 49:35 =z: (z — 12)
i)8:5=27412):¢z k) 51:34 =z:(25 — )

1) 25:15 = (56 — 3z): z m) 68:51 = (20 + 2z):4z
n) 63:45 = (31 — 22):3z 0)24:8=(88 +42):5z
pP) 25:15 = (62 — 7z): 2z q) 36:12 = (120 + 11z2): 7z
r)63: (44 —2z)=91:z s) 38:2 =16: (z — 33)!

30. Anwendungen

Aus 8 dz Leinsamen gewinnt man 95,2 1 reines O1. Wieviel 1 01 gewinnt man
aus 5 dz ? Frither haben wir solche Aufgaben durch einen Dreisatz gelost, jetzt
wollen wir sie durch Aufstellen einer Verhiltnisgleichung lésen. Die ge-
wonnenen Mengen Ol stchen in demselben Verhiltnis wie die Mengen des
Leinsamens.

Wenn man die unbekannte Menge Ol mit z bezeichnet, so kann man tol-
gende Verhiltnisgleichung aufstellen:

8:5=295,2:z oder in Bruchform: =
Vergleiche die Briiche mit den Zahlen des Ansatzes! Was ergibt sich also?

8 Schiiler graben ein Beet des Schulgartens in 24 Std. um. In wieviel Std.
haben 5 Schiiler die-Arbeit geschafft? Die Arbeitszeiten stehen im um-
gekehrten Verhiltnis zu den Schiilerzahlen, also 8:5 = z:2} oder in

8 =z
Bruchform — = 78
Der Ansatz der Aufgabe heilt:
8 Schiiler graben 2} Std.
5 » » T

8 _952

Daraus folgt die Verhiltnisgleichung

8 =z
T2
Aufgaben

1. In einer Maschinenfabrik steht eine Arbeitsgruppe im Leistungslohn.
Sie erhilt fiir die Anfertigung von 72 gleichartigen Maschinenteilen
330,40 DM Lohn. Wie hoch ist der Lohn fiir die Anfertigung von a) 96,
b) 45, ¢) 26 Maschinenteilen ?
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2. Ein GieBereifacharbeiter erhilt fir den GuB von 1800 kg 48,— DM
Lohn. Wie hoch ist der Lohn fiir den G=:8 von 2250 kg ?

3. Ein volkseigenes Gut erntet auf 18 ha 318 dz Roggen. Wieviel erntet
es bei gleichen Ertragsbedingungen auf 7 ha ?

4. Fiir jeden in der Kaolin-Industrie Beschiftigten betrug im Jahre 1946
die durchschnittliche Leistung 3,9 t, 1949 4,5 t. Wieviel t konnte 1949
ein Werk erzeugen, das im Jahre 1946 730 t erzeugte und seine Be-
schiiftigtenzahl nicht geindert hatte ?

5. Jede Arbeiterin einer Strumpffabrik stellte in einem Vierteljahr durch-
schnittlich 522 Paar Striimpfe her. Durch technische Verbesserungen und
durch die Einfithrung des Leistungslohnes stieg die Leistung im ver-
gleichbaren Zeitraum des nichsten Jahres auf 912 Paar. Wie groB ist
gegenwirtig der Wert der Produktion einer Mitarbeiterin, wenn er vor
der Leistungssteigerung 901,— D) betrug ?

2

6. Ein Dachpappenwerk steigerte seine Erzeugung je Arbeiter von 1362 m?
monatlich im nachsten Jahr auf 1788 m?. Wie gro3 war die durchschnitt-
liche Lohnsteigerung, wenn nur Leistungslohn gezahlt wurde, der im
ersten halben Monat 178,— DM je Arbeiter betrug ?

7.6 Arbeiter erhielten (bei gleichem Stundenlohn und gleicher Arbeits-
zeit) zusammen wochentlich 345,60 DM Lohn.
a) Wieviel DM waren an 11 Arbeiter zu zahlen ?
b) Wie groB war der Stundenlohn, wenn die wochentliche Arbeitszeit
48 Stunden betrug ?

8. Aus 12 kg Hanf kann ein Seil von 316,8 m Linge hergestellt werden.
Wieviel m Seil von gleicher Stirke erhilt man aus 35 kg Hanf?

9. Die Hallische Sole ist 21,6%,ig. Wieviel kg Salz gewinnt man aus
4250 (7800; 12500) kg dieser Sole ?

10. Fiir die Herstellung von 1760 Konservendosen benétigt man 126,3 m?
WeiBlblech. Wieviel Blech ist zur Anfertigung von 9624 Dosen nétig ?

11. Das Bruttogewicht einer Warensendung betrigt 180 kg, das Netto-
gewicht 174.6 kg. Wieviel %, betragt die Tara ?

12, Eine Radfahrerin legt eine Wegstrecke in 3 Std. zuriick. Wie lange
braucht ein Kraftfahrer fiir die gleiche Strecke, wenn sich ihre Ge-
schwindigkeiten wie 1 : 4 verhalten ?

13. Ein D-Zug erreicht bei einer Geschwindigkeit von 64 km/h sein Ziel
in 4} Std. Wie lange braucht ein Personenzug zu derselben Strecke,
wenn sich ihre Geschwindigkeiten wie 3:5 verhalten ?
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14. Mit seinem Auto erreicht A. ein 300 km entferntes Ziel am Tage in 6 Std.
Die Geschwindigkeit bei der Riickfahrt wiihrend der Nacht verhilt sich
zur Geschwindigkeit bei der Hinfahrt wie 4 : 5. Wie lange dauert die
Riickfahrt ¢

15. Fiir einen StraBenbau werden die Kosten in Hohe von 178 360 DM von
zwei Gemeinden mit 2450 und 3 920 Einwohnern im Verhiltnis ihrer
Einwohnerzahlen aufgebracht.

16. EinFuBginger und ein Radfahrer verlassen zu gleicher Zeit Neustadt. Thre
Geschwindigkeiten verhalten sich wie 1 : 3. Der FuBgiinger legt stiindlich
4,5 km zuriick. Wie gro8 ist der Vorsprung des Radfahrers nach 3} Std. ?

17. Durch einen 2 m langen Hebebaum soll ein Sandsteinquader, der 250 kp
wiegt, gehoben werden. Der Lastarm sei 20 cm lang. Wieviel kp Kraft
sind erforderlich, wenn der Hebebaum a) als zweiseitiger, b) als einseitiger
Hebel gebraucht wird und die Kraft jedesmal am Ende wirkt?

18. Der Hebel eines Sicherheitsventils ist 40 cm lang. Am Ende des
Hebels ist ein Gewicht von 5 kp befestigt. Welcho Kraft driickt auf
das Ventil, wenn es 8 cm vom Drehpunkt des Hebels entfernt ist?

19. Zwei Personen tragen an einer Stange einen Korb mit einem Gewicht
von 100kp so, daB der Abstand des Korbes von dem Stérkeren £ der
ganzen Stangenlédnge betrigt. Wieviel kp hat jeder zu tragen, wenn
das Gewicht der Stange unberiicksichtigt bleibt ?

20. Auf einer Wippe sitzt 2 m vom Drehpunkt entfernt ein Junge, dessen
Gewicht 48 kp betriigt. Auf der anderen Seite, 2,40 m vom Drehpunkt
entfernt, sitzt seine Schwester. Wieviel wiegt sie, wenn die Wippe im
Gleichgewicht ist ?

21. Zwei Jungen, von denen der eine 52 kp, der andere 39 kp wiegt, legen ein
Brett iiber einen Balken, um es als Wippe zu benutzen. Der schwerere’
Junge sitzt 1,50 m vom Balken entfernt. In welche Entfernung vom
Balken muB sich der andere Junge setzen, wenn die Wippe im Gleich-
gewicht sein soll ¢

22, Welche Kraft ist aufzuwenden, und auf welchem Weg wirkt sie, wenn
120 kp 1 m hoch gehoben werden ? Es werden angewandt a) ein gleich-
armiger Hebel, b) ein ungleicharmiger Hebel, dessen Kraftarm dreimal
so lang wie der Lastarm ist, ¢) ein einseitiger Hebel, dessen Kraftarm
sechsmal so lang wie der Lastarm ist, d) eine feste Rolle, e) eine lose
Rolle.
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IX. Funktion und graphische Darstellung

31. Bildliche Darstellung von Beobachtungsreihen

Die Korperlinge eines Kindes wurde an jedem Geburtstag gemessen.
Aus den Werten der einzelnen Jahre ergab sich die folgende Zusammen-
stellung:

Lebensalter in Jahren: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Liinge in cm: 75 85 93 97 103 111 121 125 128 130 135 140

Stelle die Liingen durch Strecken in zlo der natiirlichen GréBe dar! Zeichne

diese Strecken in gleichen Abstiinden als Senkrechte auf einer waagerechten
Geraden nebeneinander und schreibe unter jede Strecke das zugehérige
Lebensalter! Vergleiche Zeichnung und Tafel nach der Ubersichtlichkeit!
In welchen Punkten der waagerechten Geraden muB} man sich die senk-
rechten Strecken gezeichnet denken, um dic Lénge des Kindes auch fiir
zwischen den Geburtstagen lie-

gende Tage anzugeben ? wn —r - -

Zeichne die Linie, die die End- #3117 T T PR T
punkte aller dieser Senkrechten [ ,!' | N il L
verbinden wiirde! Lies an der : ATH Hi 1 H
so gewonnenen ,,Schaulinie die L f {

GroBe des Kindes ab fiir das
Alter von 1} Jahren, 74 Jahren,
53 Jahren! [&
Zeitlich veriinderliche Vorginge |
konnen durch eine Schaulinie |
dargestellt werden. Zu diesem |z
Zweck gibt man auf einer waage- o
rechten Geraden den Zeitpunkt 5 6 7 8 9 10 1 12
derBeobachtunganundzeichnet | - _ lebensjahr  J
in diesem Punkt eine zur waage- Abb. 12

rechten Geraden senkrechte

Strecke, deren Linge der beobachteten GroBe entspricht (Abb.12). Die
Verbindungslinie der Endpunkte aller dieser Strecken liefert ein Schaubild
der Beobachtungsreihe.

1

Aufgaben

1. An einem Novembertag wurde die Lufttemperatur alle zwei Stunden
am Thermometer abgelesen und folgende Tafel aufgestellt:

Uhrzeit 024 (6|8 10| 12] 14 18 | 1820|2224

Temperatur  [6,2°(4,4°(4,0°/5,8°|8,0°|10.4°11,8°[12.8°|11,4°(9,6°|8,4°(7,8°|7,0°
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a) Zeichne auf Millimeterpapier von einem Punkt aus eine waagerechte
Gerade als Zeitachse und eine senkrechte als Temperaturachse (1em &
28td., 1em &2 °)! Bestimme die Endpunkte der Temperaturstrecken, die
zu den angegebenen Zeiten gehoren, ohne die Strecken selbst zu ziehen!
Verbinde die aufeinanderfolgenden Endpunkte geradlinig miteinander!
b) Lege in einer zweiten Zeichnung durch die Endpunkte freihéindig eine
krumme Linie (Temperaturkurve)?)! Warum gibt diese Kurve den wirk-
lichen Temperaturverlauf besser wieder als der Streckenzug?

¢) Lies an der Temperaturkurve die Temperaturenum 1,3, 5...;0.30, 1.30,
2.30... Uhrab! Wann zeigte das Thermometer andiesem Tage 8°, 10°,12° %

2. An einem Orte betrugen die Niederschlige eines Jahres: im Januar
43,6 mm; im Februar 39,7 mm: im Mérz 54,2 mm; im April 41,1 mm;
im Mai 60,9 mm; im Juni 37 mm, im Juli 54,4 mm;im August 21,2 mm;
im September 31,9 mm; im Oktober 62,5 mm; im November 52,9 mm;
im Dezember 9,3 mm.

a) Wie groB ist die durchschnittliche monatliche Niederschlagsmenge ?
b) Gib den Unterschied zwischen der groften und geringsten Nieder-
schlagsmenge, die Schwankungsbreite, in %, der durchschnittlichen
monatlichen Niederschlagsmenge an!

¢) Berechne die durchschnittliche monatliche Abweichung vom Monats.
mittel in % des Monatsmittels!

d) Zeichne die Niederschlagskurve!

3. Die folgende Tafel gibt AufschluB iiber die Zahl der Gewittertage in
einer Stadt Norddeutschlands wihrend der Jahre 1887 bis 1919.

Jahre | Gewittertage| Jahre |Gewittertage Jahre | Gewittertage
1887 12 1398 13 1909 19
1888 14 1899 19 1910 28
1889 19 1900 15 1911 13
1890 26 1901 19 1912 22
1891 27 1902 15 1913 15
1892 18 1903 . 13 1914 18
1893 18 1904 17 1915 17
1894 21 1905 18 1918 9
1895 33 1906 12 1917 18
1896 23 1907 17 1918 20
1897 13 1908 37 1919 7

a) Wieviel Gewittertage kommen im Durchschnitt auf ein Jahr?
b) Zeichne die Kurve der Gewittertage!

1) linea curva (lat.) : die gekrimmte Linie,
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e) Gib die Schwankungs- [« T T
breite in % des nach Auf- Zf[ | | | | | :
gabe a) errechneten Jahres-  /5°
durchschnitts an!
d)Berechnediedurchschnitt- |
liche jihrliche Abwegichung *
vom nach Aufgabe a) er- -
mittelten Durchschnitt in %, |
dieses Durchschnitts! x

4. Aus Abb.13 ist die durch- &
schnittliche monatlicheTem- ;.
peratur fiir Dresden abzu-
lesen.

a) Wie groB ist die Schwan-
kungsbreite der Temperatur-
kurve ?
b)Berechnediedurchschnitt- B
liche Jahrestemperatur und Abb.13

die Abweichungen der Mo-

natstemperatur in %, der durchschnittlichen Jahrestemperatur!

5. Abb. 14 zeigt cinen Aussohnitt aus der Fieberkurve eines Kranken. Die
Temperatur wurde téglich morgens und abends gemessen.

Name:__ euittee, ferbordd ——- geboren: 21226 _ Beruf oo Datum 22687
[Monatstag | 236. | 26 | 256 | 266. | 276 | 286. | 296 |306. [ 1.7 127 [ 37 | &7
khei 1 2 3 4 5 | 6 7 1 & 9 T | 7 2
Montag | Dien: Mitty 9] Freitag | Samstag; Sonmtag| Montag | Dienstag. Mit oy Freitag
Lform| — — |ZForm| — — — - i = —
. tosit]| — [Vt | — | — | — = = | = — | = —
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Abb.14
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a) Welche Bedeutung kommt der Fieberkurve zu %
b) Entnimm der Fieberkurve, wie hoch die Temperatur an jedem Krank-
heitstag war, und stelle eine Zahlentafel folgendermaBen auf:

Krankheitstag

morgens
mittags
abends

¢) Wie groB ist die tégliche Steigerung und die Schwankung von Tag zu
Tag, die aus den Abendtemperaturen abgelesen werden ?

d) Entnimm der gestrichelten Pulsschlagkurve, wie hoch der Puls an
jedem Krankheitstag war!

e) Welches ist die hochste und welches ist die tiefste Zahl der gemessenen
Pulsschlige, und am wievielten Krankheitstage treten sie auf?

6. Bei einem anderen Kranken wurden von Beginn der Krankheit an fol-
gende Korpertemperaturen zweimal téiglich gemessen:

Tag 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 | 12

morgens | 38,2 |38,4(37,2(38,6|38,838,1{37,4|36,8|37,2(37,5|37,2| 36,9
abends 39,3 (39,138,939,7(40,139,5|39,1|39,4|39,5|39,2|39,0]|38,2

Zeichne die Kurve der Korpertemperaturen! Vergleiche Abb. 14!

7. Veranschauliche durch eine Kurve das Wachsen eines Roggenhalmes,
das Anfang Mai beobachtet wurde!

Tag 1|2 s]s|s]e]7|s]o|w|n|
Hohe des
Sprosses |12,2[14,3]15,6|18,1|20,4|23,2| 26,6 |20.8| 31,4 34,0 [ 37,2 40,5
(in cm)

(1 cm der Zeichnung £ 1 Tag, 0,3cm £ 1 cm Wachstum; wihle auf
dem senkrechten Zahlenstrahl 10 cm SproBhéhe als Ausgangspunkt!)

32, Funktionen

Wie groB ist a) der Umfang « und b) der Flicheninhalt y eines Quadrats mit
der Seite z = 1; 2; 3; 4; 5cm?

Wie berechnet man die Werte von % und y aus den zugehérigen Werten
von z? Stelle die Werte iibersichtlich in einer ,,Wertetafel“ zusammen und
zeichne die Schaulinien!

4 [00805-10]
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2.

3.

Funktion und graphische Darstellung

. Hiingt eine verinderliche GroBe y von einer anderen GréBe z so ab, dafl

zu jedem Wert von z ein Wert von y gehort, dann nennt man y eine
Funktion von z.

. Die Zuordnung zwischen y und z kann oft durch eine Rechenvorschrift

angegeben werden, die die Form einer Gleichung hat und Funktions-
gleichung heilt,

Aufgaben

. Der in einer Stunde zuriickgelegte Weg betrigt im Durchschnitt

bei gewshnlicher Fahrt bei rascher Fahrt
mit einem Fahrrad 12 km 15 km
mit einem Kraftrad 30 km 40 km
Wie lautet die Funktionsgleichung fiir den in der Zeit z Stunden zuriick-
gelegten Weg y km!

a) Stelledie Zinsen y DM, die ein Kapital von 500 DMim Laufe von z Mo-
naten bei einer Verzinsung von 3%, bringt, als Funktion der Zeit durch
eine Funktionsgleichung dar! '

b) Stelle die Zinsen y, die ein Kapital zim Laufe von § Jahren bei einer
Verzinsung von 3%, bringt, als Funktion des Kapitals dar!

¢) Stelle die Zinsen y DM, die ein Kapital von 500 DM im Laufe von
£ Jahren bei einer Verzinsung von % bringt, als Funktion des Zins-
fuBles dar!

a) Stelle den Winkel y an der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks
als Funktion des Basisyinkels z dar!

b) Stelle den Basiswinkel y eines gleichschenkligen Dreiecks als Funktion
des Winkels z an der Spitze dar!

4. Stelle den spitzen Winkel y eines rechtwinkligen Dreiecks als Funktion

5.

6.

des zweiten spitzen Winkels z dar!

Fiir das Wickeln eines Elektromagneten erhielt eine Wicklerin —,76 DM.
Stelle den Lohn y als Funktion der Produktionsmenge z dar!

Ein Behilter enthilt 20 1 Wasser. Um 12 Uhr wird eine Abfluiréhre ge-
offnet, durch die in jeder Sekunde } 1 Wasser abflieBt.

a) Stelle eine Funktionsgleichung auf, die die Abhéingigkeit der noch im
Behilter befindlichen Wassermenge y (y in Litern) von der seit 12 Uhr

* verflossenen Zeit z angibt (zin Sekunden)!

b) Priife, ob man fiir  den Wert 50 oder auch negative Werte einsetzen
kann!

¢) Auf welchen Bereich muBl man hier die Werte von z beschrinken ?
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7. Die Liinge eines Messingdrahtes wiichst bei jeder Temperaturzunahme

von 1°C um HloTo seiner Liinge bei 0° C. Ein solcher Draht sei bei 0° C

20 m lang. Driicke seine Liinge als Funktion der Temperatur aus!

33. Bildliche Darstellung von Funktionen

Berechne den Wert der Funktion y = {22+ 4z + 1 fir die Werte
=4 1; + 2; 4+ 3; + 4; -5 und stelle die gefundenen Werte in einer
Wertetafel zusammen. Zeichne wie bei der bildlichen Darstellung von Be-
obachtungsreihen ein Schaubild der Funktion fiir die in der Tafel zusam-
mengestellten Werte!

Bei der bildlichen Darstellung von Funktionen unter Benutzung einzelner
Wertepaare verfihrt man wie bei der Veranschaulichung von Beobachtungs-
reihen. Zur eindeutigen Bestimmung der Lage eines Punktes der Ebene er-
richtet man im Nullpunkt der Zahlengeraden die Senkrechte und erhilt so
ein Achsenkreuz, das die Ebene in 4 Felder (Quadranten) teilt (Abb.15).
Die Zahlengerade heifit z-Achse oder Abszissenachse?), die Senkrechte
y-Achseoder Ordinatenachse?2). Beide Geraden bezeichnet man mit dem
gemeinsamen Namen Koordinatenachsen?).

A4

2049 104/4)

Ordinatenachse

-X +X
Abszissenachse 5 4 -

; X
2 -1 +7 +2 1+3 +4 +5 +6 +7

) 4(+/-) -3f "}é,‘s‘l/-z,n

=Y
Abb. 15 Abb. 16

Die Lage eines Punktes der Ebene ist durch seine Abstiinde von den Achsen
bestimmt. Die Vorzeichen dieser Abstinde lassen das Feld erkennen, in
dem der Punkt liegt. Der Abstand des Punktes von der y-Achse heift

1) abscindere (lat.): abschneiden.
2) ordinére (lat.): zuordnen.
3) coordinére (lat.): zusammenstellen.

4x
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seine Abszisse (z), der Abstand von der z-Achse seine Ordinate (y), die
Zahlen z und y nennt man die Koordinaten (Netzzahlen) des Punktes (z; y)

(Abb. 16).

Ist y der Wert einer Funktion, der sich zu einem willkiirlich gewihlten
Wert z ergibt, so kénnen zusammengehorende Werte fiir z und y iber-
sichtlich in einer Wertetafel zusammengestellt werden, in der

WN -O|x
VN »nw|x

die z-Werte der Grofe nach geordnet sind. Abb. 16a zeigt das
Muster der Wertetafel fiir die Funktion y = 2z + 3. Anschau-
licher wirkt ihre bildliche Darstellung. In ein Achsenkreuz
zeichnet man jeden z-Wert als Abszisse, den dazugehérigen
y-Wert als Ordinate eines Punktes ein und erhilt so eine Reihe

von Punkten. Denkt man sich jedesmal den Ubergang von

. einem z-Wert zu dem ihm in der Wertetafel folgenden nicht

Abb.16a  wie in der Tafel durch einen Sprung ausgefiihrt, sondern durch

allmihliche Verinderung erfolgend, so geht der zugehérige

y-Wert in seinen Nachbarwert iber. Der Ordinatenendpunkt beschreibt
dabei eine Kurve, die als das Bild der Funktion bezeichnet wird.

Beispiel: Die Menge des Wasserdampfes, die
1 m® Luft héchstens aufnehmen kann, ist eine

Funktion der Temperatur.

Menge
Wertetafel: Temperatur (z) des Wasserdampfes ()
—10° 2,1g
— 5° 32¢g
0° 48¢g
+ 5° 6,8¢g
+ 10° 94¢g
+ 15° 128¢g
+ 20° 17,3¢g
Die Kurve der Funktion zeigt Abb. 17.
Aufgaben

g

=

N

4

o &

P4

*

~N

10°-57 00 +5° +10°+15°+2
Abb.17

1. Bestimme in einem auf Millimeterpapier gezeichneten Achsenkreuz die

Lage folgender Punkte:

a) (3;6) b) (—2;+3) e)(—4;—35) d)(1;—3) e)(—4;4)

HE;—13) 9 (-1;3

h) (5,2 6,3)

)(—26;—-11)

k) (1,8;—35) D(+1,2;—47 m)(—43;24) n)(—13;-48)!

2. Zeichne beliebige Punkte in ein Achsenkreuz und bestimme jedesmal

ihre Koordinaten!
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3. Stelle fiir folgende Funktionen Wertetafeln zusammen und zeichne jede
Schaulinie in einem rechtwinkligen Achsenkreuz:

a)y==z2 b)y=%z e)y=z+1 d)yy=2z—3
2 4 8 5
y=— fHy=— 9)Yy=_-— hy=:75

i)y=22 k)y=052 1) y=05224+2 m)y=0,8z2— 3!

34. Die lineare Funktion y =mx

Die Angabe, die Wichte des Eisens ist 7,8 p/cm3, bedeutet, daBl der Quotient
aus demGewicht des Eisens und seinem Rauminhalt unveriinderlich 7,8 p, em?
ist. Bezeichnet man das Gewicht des Eisens mit y, den Rauminhalt, den es

einnimmt, mit z, so erhdlt man —Z— = 7,8 oder y = 7,8z als Gleichung

zwischen Rauminhalt und Gewicht des Eisens. Stelle eine Wertetafel dieser
Funktion auf und zeichne die Funktionskurve! Stelle die Gleichungen zwi-
schen Rauminhalt und Gewicht anderer Kérper auf: Aluminium (Wichte
2,7 p/em?), Wasser (Wichte 1 p/em3), Kork (Wichte 0,24 p/cm3)!

Erkliarung: Ist das Verhiltnis zweier veriinderlicher GréBen konstant, ist
z.B. % = m, so folgt y = mz. Die feste Zahl m heiBt Verhiltniszahl oder

Proportionalititsfaktor. Die Funktion y = m z ist eine lineare Funktion.

Das Bild der Funkﬁon y=mx ist eine Gerade, die durch den Nullpunkt
geht. Die GriBe m ist das MaB fiir den Anstieg der Geraden.

Ist m = my; und m;> 0, so steigt die Gerade, ist m = my und my< 0,
so fillt sie mit wachsendem z (Abb. 18). .
Das Zeichen > bedeutet ,,groBer als«, 4
das Zeichen < dagegen ,.kleiner als«.

Aufgaben

1.a) Durch wieviel Punkte ist eine
Gerade bestimmt ? .
b) Wieviel Funktionswerte der line-
aren Funktion y = mz braucht
man also nur zu bestimmen, um
ihre Schaulinie zu zeichnen? Abb.18

*X
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2, Zeichne das Bild folgender Funktionen:

ayy=z b) y =3z
e)y=—=z f)y=—4z

(z) dar und zeichne das Bild der
Funktion!

4. Die Steilheit einer Béschung wird
bestimmt durch das Verhiltnis
von Dammhéhe zur Boschungs-
breite (Abb. 19). Stelle fiir das

e)y=iz d) y =24z

g)y=3cz h) y = — 1,8z!
3.1In 2,4 kg Messing sind 0,8 kg Zink enthalten; das andere Metall ist
Kupfer. a) Stelle das Verhiltnis Zink : Kupfer fest! b) Stelle die fiir die
Herstellung des Messings nétige Menge Zink (y) als Funktion des Kupfers

Boschungs-

breite o |Dammkrone Abb.19

160
ot
Qﬁsd‘ Baschungs-

'
€
§
winkel S

2
<

Dammsohle

Verhiltnis 1:1,5 (1:2; 1:2,5) die Dammhéhe als eine Funktion
der Boschungsbreite dar und zeichne das Bild der Funktion!

5. Neuerdings wird der Luftdruck

statt in mm Quecksilbersiule (y)
in Millibar (x) angegeben. 750 mm
Quecksilbersiule  entsprechen
1000 Millibar.
Stelle die Hohe der Quecksilber-
siule als Funktion der Millibar
dar und zeichne das Bild der
Funktion!

35. Die allgemeine lineare
Funktion y=mx +b

DerTemperaturbereich zwischendem
Gefrierpunkt und dem Siedepunkt
des Wassers ist beim Celsiusthermo-
meterinl100, beimFahrenheitthermo-
meter in 180 Teile geteilt. Wieviel
Fahrenheitgrade entsprechen daher
1°C? Der Gefrierpunkt des Wassers
wird bei der Fahrenheitskala mit 32°
bezeichnet. Welche Funktionsglei-
chung besteht daher zwischen den
Fahrenheitgraden y und den Celsius-
graden z? Zeichne diese Funktion!
Vergleiche das Bild dieser Funk-
tion mit dem Schaubild fiir y = § z!

v

[

i

'?4._) 1

SNSEEy
S
-

Abb. 20
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Das Bild der Funktion y = mx 4 b ist eine Gerade mit dem Anstieg m; b be-
zeichnet den auf der y - Achse durch die Gerade entstehenden Abschnitt (Abb. 20).

Aufgaben

1. Entwirf die Wertetafel und zeichne das Bild folgender Funktionen:
a)y=x+2 b)y=2z—5 ¢ y=3z+5 d)y=—4%z+3l!

2, Zeichne die Bilder der Funktionen:
y=2x+3; y=2z+5; y=2z— 17!
Vergleiche die Richtung dieser drei Geraden miteinander!
Von welcher GroBe hiingt die Lage der Geraden ab?

3. Zeichne die Bilder der Funktionen:
y=2z+3; y=3z+3; y=4z+3; y=%z 43!

Durch welchen Punkt der y-Achse gehen die vier Geraden ? Welche GroBe
ist hierfiir maBgebend ?

4. Leite- aus der Gleichung 2z + y = 14 eine Gleichung von der Form
y=maz + b ab! (Entwickle y als eine Funktion von z!) Stelle die
Wertetafel und das Bild der Funktion her!

5. Entwickle aus der Gleichung 3z — 2y = 5 die Veriinderliche y als Funk-
tionder Verinderlichen z und stelle Wertetafel und Bild der Funktionher!

6. Bestimme, ohne y als Funktion von z zu entwickeln, einige ganzzahlige
Wertepaare von z und y, die der Funktionsgleichung 3z — 2y = 5 ge-
niigen! Zeichne das Bild der Funktion und vergleiche es mit dem nach
Aufg. 5 gezeichneten!

7. Eine Funktion lautet: y = 5z — 2. Versuche, ohne eine Wertetafel her-
zustellen, den Verlauf der Geraden anzugeben!

8. Gib ohne Herstellung der Wertetafel den Verlauf der Bilder folgender
Funktionen an:

a)y=—2z+3 b)y=6z+4 ¢)y=—z d)yy=-—17
e)y=—Tz—5 f)z=0 gz=—2¢4 h)y=+zl
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X. Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten

36. Zeichnerische Losung der Gleichungen 1. Grades
mit zwei Unbekannten

Die Differenz zweier Zahlen betrigt 1. Wie heiBen diese Zahlen ? Bezeichne
die groere der Zahlen mit z, die kleinere mit y und stelle ihren Zusammen-
hang durch eine Gleichung dar; stelle eine Wertetafel fiir Zahlenpaare auf,
die der Gleichung geniigen!

Eine Gleichung zwischen zwei Unbekannten reicht also zu deren Bestim-
mung nicht aus. Zwischen den beiden Unbekannten muB noch eine andere
Beziehung bestehen. So kann man in der oben angefiihrten Aufgabe z.B.
festsetzen, daB das Doppelte der kleineren Zahl um 2 mehr als die gréBere
Zahl ergeben soll. Stelle die Gleichung auf!

Zur eindeutigen Bestimmung zweier Unbekannten a und y sind zwei verschie-
dene Gleichungen nétig, die einander nicht widersprechen und voneinander
unabhiingig sind.

y
Zeichnerische Lésung:
Die Schaubilder der beiden 3 ]
Gleichungen sind zwei Gera-
den; in dasselbe Achsenkreuz 2 2
gezeichnet, sind die Koordina- 2
ten des Schnittpunktes beider 1 $
Geraden die Losung beider 7
Gleichungen (Abb. 21).
B [ 2 4
Abb. 21
Aufgaben
Lése die folgenden Gleichungen durch Zeichnung:
l.z+y=8 2.z—2y=0 3.2z —y=14
y =3z z4y =3 y=c—2
4.2+2y=6 5.4+ y=0 G.lz—y =4}
z—3y=1 3z+2y=>5 2z +3y="17
7.y=2z—2 8.y=— ¢z +43 9. 4dz=Ty+2

y=5z— 11 y=3z+1} 122 =25y —2
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10.9y =5z + 2 11.21z =9y — 3 1242 -7y =8
3y =29 — 4z 3z =31-—5y Ty=3z + 1!

13. Zeichne das Schaubild der Funktionsgleichung 2z + 5y = 10! Fiir
welchen Wert von z schneidet die Gerade die z-Achse, und fiir welchen
Wert von y schneidet sie die y-Achse ?

14. Bringe die in Aufgabe 13 gegebene Funktionsgleichung auf die Form
% + 1—2’ = 1! Wie erkennt man nun sofort, in welchen Punkten die
Gerade die beiden Achsen schneidet ?

15. Bringe die Gleichung
a)2z+3y=12 b)4zx—3y=12 ¢)3z—5y=15 d)5z+2y=20
auf die Form % + % =1 und zeichne dann das Bild der Gleichung!

37. Rechnerische Lisung der Gleichungen 1. Grades
mit zwei Unbekannten

a) Das Einsetzungsverfahren

Man 16st eine Gleichung nach einer Unbekannten auf und setzt den gefun-
denen Ausdruck an Stelledieser Unbekannten in die andere Gleichungein. Da-
durch erhiilt man eine neue Gleichung mit nur einer Unbekannten.

Beispiel: Lz—2y=4

IL. 2z + 5y =35
Man erhilt aus I: z=4+2y
Fiir z wird in II (4 4 2 y) eingesetazt:

LI 2(4 +2y) + 5y =35
8+4y +5y=235

9y =217
y=3
z=446
z =10
Probe: 10—2.-3=4

2:-1045-3=35
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b) Das Gleichsetzungsverfahren

Man 16st beide Gleichungen nach derselben Unbekannten auf und setzt die
gefundenen Ausdriicke einander gleich.

Beispiel: L8r—3y=10 ¢="12F%

IL5z+2y=39 z=222"%

IIL 19 4- 3y — 39 — 2y
8 5

5(19 + 3y) = 8 (39 — 2)
95 + 15y = 312 — 16y

3ly =217
y=1
_ 19421
T="3
z=35
Probe: 8:6—3.7=19

5:64+2-7=39

c) Das Additionsverfahren

Zuerst werden beide Gleichungen so umgeformt, daB auf einer Seite nur
zwei Glieder stehen, die die Unbekannten enthalten, auf der anderen Seite
nur bekannte Zahlen vorkommen. Dann gestaltet man die Gleichungen
durch Multiplikation so um, daB bei einer der beiden Unbekannten in
beiden Gleichungen gleiche Koeffizienten mit entgegengesetztem Vor-
zeichen entstehen. Durch Addition der linken Seiten und der rechten Seiten
beider Gleichungen erhilt man eine Gleichung mit einer Unbekannten.

Beispiel: L3z+4+7y= 27|-5
I.2z—5y=—11]|-7

Durch Multiplikation der Gleichung I mit 5 und der Gleichung II mit 7

erhilt man
III. 15z + 35y = 135

IV. 14z — 35y = — 77

Die Addition der Gleichungen III und IV ergibt
: V. 20z =58

=2
p——
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Nach Einsetzen in Gleichung I erhilt man

3.247y=21
Ty =21
y=3

Probe: 3.-24+17.-3=27
2.2—-5.3=—11

Multipliziere Gleichung I mit 2 und Gleichung II mit (— 3) und 18se da-

durch die Aufgabe!

Aufgaben

1. Lose die Gleichungen der Aufgaben 1 bis 12 in Abschn. 36 rechnerisch!

2, 5z—2y=19 3.8z 49y =93 4.16z + 11y =33
152 =31 — Ty 8z — 5y =23 43y — 48z = 38
5.a)z +y=21 byz—y= 8 ¢)z+4+5y=29 d)4z+y =31

z—y=11 z+y=20 z4+3y=19 2z—y=11
6.a) 7Tz —5y=11 b) 5z + Ty =50 ¢) 2z 4+ 2y =32

3z +5y=19 9z + 14y = 97 22 —3y= 2
d)12z—13y= 9 e¢)8z— 5y= 49 f) 13z — 11y = 2

17y — 4z=235 Tz + 15y =101 16z + 9y =25

7.a2) 39z — 38y =1

b) 69z—51y=0

e) 152 — 3y =123

9z — 57Ty =4 115z + 34y =17 2z + 11y = 62

d) 7Tz —9y =11 e) 6z + 11y = 96 fy z—3y= 0
5z + 8y =80 Tz— 3y=17 11z — 2y = 62

8.a) 3z + 13y =19 b) 4z + 5y =31 e)2z43y=—21
52— 2y= 8 6y —5z=—2 50 —4y=5
d)8z—9y=2 e) 10z 4+Ty=99 f) 5z + 2y =22

Ty—5z=1 6y—Tz= 1 3y—1llz=—4

9.2)z+13=9y+9

y— 5=21—z

e)d4z+11=42—y
17+ y= 642z

byz+24=y+18
y+ 5=35—=2

d)3z4+17=11y +6
4y — 11 =38 — 3z
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10.a) 0,5z — 1,9 =03y —1 b) 0,16 = 0,53 — 0,7z — 0,6y
256 —03y=03z— 14 0,13 + 0,5y = 0,59 — 0,9z
e)122z—3y)—T(z + y) =84
9(5z — 8y) =8(3z— 5y + 21) + 696
d) 2z +3y— 7):(bz—2y+ 4)=3:4
(Te—9y +15): (4 — 5y +12)=2:5

1l.a) z +y =33 b)yz—y=6 e)z:y=9:11

T:y=26:5 T:y=4:3 (z—6):(y +6)=3:5
2a)X _2y=1 n2-¥=4 Y1

z _ _H_ z 4y _

?—y—-O 3z 3 = T3 = 10
Bal-2-1 nZ¥i¥_n 324 v_53

z _ 2y 3z | 2y _ 11y 10r 4,1

=3 3 T3 =1 5 3 - M3
14.8) 152 —2y =1 b) 27z +26y=88 ¢)0,16z—0,11y=1

25z —3y=26 09z + 2,2y = 4,4 0,19z — 0,11y =1

T 3 z 3 r—3 2 7—22x 3
B.a)y=71 Dy=% Vyri=3 Vs5=g=3

z+3 _ 4 z42 z+1_ 3 e

¥¥3= 5 7= =1 y—2— 2 y—z=t

5 LT z+2y41 B3
18.8) s =gy Pa—yri=2 9m3=57—3

7 5 Sz—y+1_ g 38 20

8z2—2 6—y z—y+3 21—2z ~ 20—3y
17.0) 241 _vEE_2EZ0 g 30t B2 gg

—3 —3 2z —3 4z—3

18. Die Summe zweier Zahlen betriigt 34, ihre Differenz 28. Wie gro8 ist
jede von ihnen ?

19. Die Summe zweier Zahlen betrigt 25. Sie verhalten sich wie 2 : 3. Wie
groB ist jede von ihnen?

20. Die Differenz zweier Zahlen betriigt 7. Sie verhalten sich wie 6 : 5. Wie
groB ist jede von ihnen?
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21, Zwei Zahlen verhalten sich wie 5: 7. Vermehrt man beide Zahlen um 3,
so verhalten sich die entstandenen Zahlen wie 3 : 4. Wie groB sind die
urspriinglichen Zahlen ?

22, Die Summe zweier Zahlen betrigt 350. Dividiert man die erste durch
die zweite, so erhilt man 8 zum Quotienten und 8 zum Rest. Wie
heiBen die Zahlen?

23. Ein Bruch erhiilt den Wert §, wenn man seinen Zihler und seinen Nenner
je um 2 vermindert; dagegen erhilt er den Wert 4, wenn man den Zihler
um 1 vermindert und den Nenner um 2 vermehrt.

24. Welcher Bruch erhiilt den Wert £, wenn man Zihler und Nenner um 3
vermindert, dagegen den Wert §, wenn man Zihler und Nenner um 4
vermindert ?

38. Angewandte Aufgahen

1. Zur Finanzierung eines Sonderauftrages wurde einem Betrieb ein lang-
fristiger Kredit gewiihrt. fir den jihrlich 1680.— DM Zinsen zu zahlen
waren. Wire der ZinsfuB} } 9, hoher gewesen. so hitte der Zins 240,— DM
mehr betragen.

a) Wie groB war der Kredit ? b) Wie groB war der Zinsfuf3 ?

2. Zum Ausbau seines Gehoftes erhielt ein Bauer ein Darlehen, fiir das er
jihrlich 50, - DM Zinsen zahlte. Wire der ZinsfuB@ }9, groBer gewe-
sen, so hitten 56,25 DM Zinsen aufgewendet werden miissen.

a) Wie groB war das Darlehen ? h) Wie grof war der ZinsfuB ?

3. Ein Darlehen tragt jihrlich ¢ DM Zinsen. Wiirde es um p9, héher aus-
geliehen, so wiirden d DM Zinsen mehr einkommen. Wie grof8 sind
Darlehen und ZinsfuB ¢

4. Ein Einfamilienhaus war mit zwei Hypotheken in Hohe von 5000,— DM
und 3000,— DM belastet, die zu verschiedenen ZinsfiiBen zu verzinsen
waren. Die Zinsen betrugen 385,— DM jahrlich. Die Hypotheken wur-
den spiiter von der Sparkasse iibernommen, die einen einheitlichen er-
miBigten Zinsful festsetzte, so daB sich die Zinsen um 65,— DM im
Jahr ermifigten.

a) Wie groB3 war der neue Zinsfuf ?

b) Wie groB waren die fritheren ZinsfiiBe, wenn die erste Hypothek von
5000,— DM um }%, hoher zu verzinsen war als die zweite Hypothek ?
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5. Fiir einen Kredit waren jihrlich 135,— DM Zinsen zu zahlen. Wenn
der ZinsfuB um 19, herabgesetzt wird, ermaBigen sich die Zinsen um
7,50 DM.

a) Wie hoch ist der Kredit ? b) Wie hoch ist der Zinsful3 ¢

6. Zwei Kredite von insgesamt 6 500 DM wurden zu 249, bzw. 3%, ver-
zinst. Der zweite Kredit erfordert jihrlich 25 DM weniger Zinsen als
der erste. Wie groB ist jeder Kreditbetrag ?

7. Zwei Darlehen iiber 800,— DM und 1 200,— DM, von denen das erste
drei Monate spiter fillig war als das zweite, wurden vorzeitig zuriick-
gezahlt. Dabei sparte der Kreditnehmer bei jedem Darlehen 27,— DM
Zins.

a) Wie hoch war der ZinsfuB, der fiir beide Darlehen einheitlich fest-
gesetzt war ?
b) Nach wieviel Monaten wire das erste Darlehen fillig gewesen ?

8. Zwei Fuhrleute A. und B. hatten es iibernommen, die Steine zum Bau
einer StraBe in 12 Tagen anzufahren. Nach 8 Tagen muBte jedoch B.
aufhoren, da eines seiner Pferde erkrankt war. In wieviel Tagen hitte
jeder Fuhrmann die Steine allein herbeigefahren, wenn A. nach dem
Ausscheiden von B. noch 7 Tage zu tun hatte?

9. Wenn ein Autobus auf der Fahrt von A nachB inder Stunde 5 km mehr
zuriicklegt, als seiner fahrplanmiBigen Geschwindigkeit entspricht, so
kommt er in B 20 Minuten zu frith an. Fihrt er dagegen in der Stunde
5 km weniger, so verspitet er sich um 25 Minuten. Wie weit ist A von
B entfernt, und wieviel km/h betrigt die fahrplanmiBige Geschwin-
digkeit des Autobusses ?

10. Ein Tagebau férderte im Januar und Februar zusammen 310 000 t Roh-
braunkohle. Im Januar forderte er 32 000t weniger als im Februar.
Wieviel forderte er in den einzelnen Monaten ?

11.In einem Wettbewerb der achten Klassen errangen die Madchen
76 Punkte mehr als die Jungen und damit  der insgesamt erreichten
Punktzahl. Welche Punktzahl erreichten a) die Méadchen, b) die Jungen ?

12. Die Produktionsauflage einer Maschinenfabrik lag um 40 Maschinen
héher als die Produktion des Vorjahrs und wurde um } iibererfiillt, wo-
durch eine Produktion erreicht wurde, die 609, iiber der des Vorjahres
lag. Wie groB war a) die Vorjahrsproduktion, b) die Produktions-
auflage des neuen Jahres ?
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13. Mischt man zwei Sorten Farben, von denen 1kg 1,30 DM bzw.
1,60 DM kostet, so stellt sich der Preis fiir 1 kg der Mischung auf 1,50 DM.
Er wiirde sich aber nur auf 1,40 DM stellen, wenn von der geringeren
Sorte 8 kg mehr und von der besseren 14 kg weniger genommen wiirden.
Wieviel kg von jeder Sorte werden zu der ersten Mischung genommen ?

14. Werden 1,4 kg Silber mit 3,5 kg einer zweiten Sorte legiert, so entsteht
Silber mit dem Feingehalt 825. Werden dagegen 3,2 kg der ersten und
2,4 kg der zweiten Sorte legiert, so hat das Silber den Feingehalt 775.
‘Welchen Feingehalt hat jede der beiden Sorten?

15. In einem Dreieck ist die Summe der Winkel & und B 91°, ihre Differenz
betriigt 37°. Wie gro8 ist jeder Winkel ?

16. In einem Rechteck betriigt die Summe der beiden anstoBenden Seiten
105,1 cm; ihre Differenz ist 43,5 cm. Wie lang sind die Seiten?

17. Der Umfang eines Rechtecks ist 1,59 m. Die eine Seite ist 25 cm linger
als die andere. Wie lang sind die Sciten?

18. Die Mittellinie eines Trapezes mift 67 cm, der Unterschied der Grund-
seiten betriigt 24 cm. Wie lang ist jede?

19. Wenn man die beiden Seiten eines Rechtecks um je 1 cm verlingert,
wiichst der Flicheninhalt des Rechtecks um 10 em2. Verkiirzt man die
kiirzere Seite um 1 cm, so wird der Flicheninhalt um 5 cm? kleiner.
Wie lang sind die Seiten des Rechtecks ?

20. Verlingert man in einem Rechteck die kleinere Seite um 4 cm und ver-
kiirzt die grofere um 3 cm, so entsteht ein Quadrat, dessen Flichen-
inhalt um 21 cm? groBer ist als die Fliche des Rechtecks. Wie gro8 sind
dessen Seiten?

21. Die Flicheninhalte zweier Rechtecke von gleicher Hohe verhalten sich
wie 9 zu 11. Thre Umfénge, die sich wie 20 zu 23 verhalten, sind zu-
sammen 172 cm lang. Wie groB sind die Seiten des ersten Rechtecks ?

22, Verlingert man in einem Dreieck eine Seite um 7 cm und die zu ihr
gehorige Hohe um 2 cm, so wiichst sein Flicheninhalt um 117 em2. Ver-
lingert man dagegen die Seite um 1 cm und die Héhe um 4 cm, so
wiichst der Flicheninhalt nur um 53 cm2. Wie gro8 ist die Seite und
die zu ihr gehorige Hohe ?

23. Die Differenz der Flicheninhalte zweier Quadrate ist 180 m?; die Summe
ihrer Umfinge betrigt 120 m. Wie lang sind die Seiten?



D. Geometrie

XI. Fliichenberechnung und FLichenverwandlung

39. Berechnung von Rechteck und Quadrat

Zeichne Rechtecke, fiir die jede Seite eine ganze Anzahl von Zentimetern
mifit!

Schneide aug starkem Papier Quadratzentimeter aus und bedecke mit ihnen
mehrere durch die gezeichneten Rechtecke begrenzte Flichen! Wie groB8
ist jedesmal der Flicheninhalt ?

Zeichne ein ,,Quadratnetz mit einem Parallelenabstand von 1cm auf Paus-
papier, d.h. stelle einen ,,Raster* her und bedecke damit eine Postkarte,
eine Seite des Tagebuches, den Deckel des Halterkastens usw.! Zihle die
Fliche in cm? aus (Abb. 22)! Kann man in jedem Falle den Flicheninhalt
genau angeben ?

In derselben Weise 1a8t sich angenéhert die GroBe einer durch eine beliebige
ebene Figur abgegrenzten Fliche ermitteln.

In Abb. 23 kann man die Zahl der Einheitsquadrate angeben, die ganz
innerhalb der Fliche liegen. Zihle ein zweites Mal die von den Grenzlinien
der Fliche durchschnittenen Quadrate hinzu! Suche den Mittelwert! Er
gibt ungefahr den Inhalt des Dreiecks an.

Abb. 22

Abb. 23

Der Inhalt einer Fliche wird gewdhnlich nicht ausgeziihlt, sondern nach
einer Formel berechnet.

Die Flicheneinheit ist das Quadratmeter (m?). Zum Messen grofer
oder kleiner Flichen werden Vielfache oder Teile des Quadratmeters be-
nutzt.
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Der Flicheninhalt eines Rechtecks mit den Seiten @ und b ist ab.?)
F=ab

Der Flicheninhalt eines Quadrats iiber der Seite a ist a2.
F =a?

Aufgaben

1. Die Scite eincs Quadrats mifit a) 37 cm, b) 68,9 cm, ¢) 95,87 cm,
d) 57 mm. Wie groBl sind Umfang und Inhalt?

2. Liinge und Breite eines Rechtecks werden gemessen mit a) 54 cm und
19 em, b) 3,80 m und 69 cm, ¢) 548 m und 236 m, d) 17 cm und 38 mm.
Wie grof} sind Umfang und Inhalt?

3. Der Fliicheninhalt eines Quadrats soll aus seinem Umfang, der a) 64 m,
b) 180 cm, ¢) 42 m, d) 630 m, ¢) 1 376 m lang ist, berechnet werden.

4. Wie groB ist der Flicheninhalt eines Rechtecks mit den Sciten a) 4,5 und
3,5m, b) 52,2 und 37,9 em, ¢) 78,5 und 52,6 cm, d) 246,8 und 23,75 m?

5. Ein Rechteck hat einen Flicheninhalt von 884 (1462; 618,75;915,9) cm2,
und eine seiner Seiten ist 34 (43; 27,5; 32,25) cm lang. Wie lang ist die
andere Scite?

6. Ein Rechteck hat einen Umfang von 199,5 (813,6) cm, seine Seiten
unterscheiden sich.um 12,5 (43,2) em. a) Wie lang ist jede Seite ? h) Wie
groB ist der Flicheninhalt?

7. Der Boden eines quadratischen Zimmers von 6,25 m Seitenlinge wird
mit Olfarbe gestrichen. Der Maler berechnet 1 m2 Anstrich mit 1,15 DM.
Wieviel DM kann der Maler fiir seine Arbeit fordern ?

8. Ein quadratischer Garten wurde zum Preise von 1,75 DM fiir 1 m? ge-
kauft. Als bald darauf die Umziunung erneuert werden muflte, kostete
diese 660 D), wobei das Meter mit 3,75 DM berechnet wurde. Wieviel
DM hat der Garten gekostet ?

9, Beim Verkauf ciner Baustelle, die die Gestalt eines Rechtecks mit den
Seiten a = 36,10 m und b == 65,70 m besitzt, wurde 1 m? mit 13,75 DM
berechnet. Wie teuer war dic Baustelle?

10. Fiir cine Baustelle von rechteckiger Gestalt, die 33,70 m breit und
57,60 m tief ist, wurden 48 528 DM bezahlt. Wieviel DM kostet 1 m2?

1) Vorausgesetzt, daB beide Strecken in gleichen Einheiten gemessen sind.

5 [00%05-10)
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11. In einem Neubau sind 72 Fenster zu verglasen. Jedes Fenster hat vier
rechteckige Scheiben von 50 cm Breite und 130 cm bzw. 60 cm Hohe.
1 m? Fensterglas kostet 16 DM. Wieviel DM kostet das Glas der Fenster
des Neubaues ?

12, Ein Wohnzimmer von 5,80 m Liinge und 4,75 m Breite wird tape-

ziert. Bei der Berechnung sind Tiren und Fenster nicht zu beriick-
sichtigen. 1 Rolle Tapete (50 cm breit) liefert

zweimal die Zimmerhohe und kostet 0,98 D)M. o50m

Die erforderliche Borte stellt sich auf 11 Pf

fiir das Meter, und der Tapezierer fordert fiir

seine Arbeit 12 DM. Wievicl DM kostet das

Tapezieren des Zimmers ?
13. Fiir die Vorratskammer ist zum Schutz gegen =

Fliegen im Sommer ein Holzrahmen mit Draht-

geflecht nétig. Wieviel m Latten und wieviel m?

Drahtgeflecht miissen beschafft werden? (Ent-

nimm die MaBe der Abb. 24!)

Beachte die ,,BemaBung* in der Zeichnung! "__:l‘:bz_’

Abb. 24
Veranschauliche durch Zeichnung die Richtigkeit DieMaBzahlen fiir waage-
de Glichungn o, S, e
14.a) ab + ac=a(b + ) rechten Strecken so, daB
b— =' b—o¢ sie von rechts lcsl:tu‘l:

b) a ac = a( ) sind. Der ,.MaBpfeil
15.0) (0 + Do+ @) = ac Fbobad bod Gk b L

b) (@ + b)(c —d) = ac + be — ad — bd! bemaBenden Strecke an.

40. Berechnung von Parallelogramm und Dreieck

Stelle aus Stiiben oder Pappstreifen (GliedermaBstab) ein Gelenkparallelo-
gramm her! Gib ihm zuniichst die Form eines Rechtecks; verkleinere einen
Winkel allmihlich bis auf 0°; wie veriindert sich dabei der Abstand zweier
gegeniiberliegender Seiten (die Hohe)? Ziihle den Fiicheninhalt aus, wenn
die Hohe nur noch }; 4; 1 der urspriinglichen Héohe betriigt! Wie indert
sich dabei der Fliicheninhalt ? Wovon ist er also abhiingig ? Weshalb kann der
Inhalt eines Parallelogramms nicht aus den beiden Seiten allein berechnet
werden ?

Erkliarung: Der Abstand zweier gegeniiberliegender Seiten eines Parallelo-
gramms heilt Hohe und eine der zugehérigen Seiten Grundlinie des Par-
allelogramms (Abb 25a, b).
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ha b f»

a
Abb. 25a Abb. 25b

1. Der Filidcheninhalt eines Parallelogramms ist gleich dem Produkt aus der
Grundlinie und der zugehdrigen Héhe.
F= g- h
2. Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus einer
Seite und der zu ihr gehodrigen Héhe.
F=2:t

Beweis zu Satz 1 (Abb. 26):
Die Dreiecke 4 4'D und B B’ C stimmen in folgenden Stiicken iiberein:
A'D = B'C als Hohe des Parallelogramms,
X AAD = < BB C als Rechte,
AD = BC als Gegenseiten im Parallelogramm.
Folglich ist A 44'D= A BB'C nach ssw, und 4’ B'CD ist ein Rechteck,

dessen Flicheninhalt gleich ist dem Flicheninhalt des Parallelogramms
A BCD. Daraus folgt tiir das Parallelogramm F = g . I.
4

Abb. 26 Abb. 27

Beweis zu Satz 2 (Abb. 27):

Zum Beweis zieht man durch B und C die Parallelen zu den gegeniiber-
liegenden Seiten. Ihr Schnittpunkt ist D. Dann ist

<X DCB = < A4 BC (Wechselwinkel)
X CBD= X ACB( )
BC = BC
Also ist A 4 BC = A BC D nach wsw und die Fliche von A 4 BC die Hilfte
der Fliche des Parallelogramms 4 BDC. Daraus folgt F = 5771'
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Aufgaben
1. Wie gro8 ist der Flicheninhalt eines Parallelogramms fiir
a) g =24cm h=19cm h) g =36cm h=12,5cm
¢)g=4,5m h=24m d)g=385cem h=227cm

e)g=1425em L =824cm f)¢g=45cm h =137 cm
g) g=2827m h=1728m h)g="75cm h=54cm?

2, Zeichne ein Parallelogramm aus den beiden Seiten @ = 6 cm; b = 4 em,
die einen Winkel von 60° einschlieBen! Bestimme die beiden Héhen und
berechne den Flicheninhalt auf zweierlei Art! Vergleiche die beiden Er-
gebnisse!

3. Wic groB ist die,Grundlinie eines Parallelogramms fiir
a) I'= 5162 cm? und h = 58 cm
b) F= 652851 cm? wund & =753cm
e) F = 55957,5 m? und h=675m
d) F= 282,8540m? und h= 4,73 m?

4. Zeichne cin Dreieck aus ¢ = 11 em, b = 8 em und ¢ = 6 cm und be-
stimme die Lingen der drei Hohen aus der Zeichnung! Berechne den
Inhalt aus jeder Dreiecksseite und der dazugehérigen Hohe und ver-
gleiche die Ergebnisse! Sprich das Ergebnis der Untersuchung in
einem Satz aus!

5. Zeichne cin Dreieck aus a = 6 ecm; b = 8 cm; ¢ = 9 cm! Zeichne die
drei Héhen und berechne den Flicheninhalt auf dreierlei Art! Vergleiche
die Ergebnisse!

6. Berechne den Flicheninhalt eines Dreiecks nach folgenden Angaben:
a) b) e) d) e) f)
¢=15cm 64 cm 27,4 cm 7,28 m 36,7 cm 2,775 m
h, = 22 cm 55 cm 22,5 cm 87,5 m 44,8 cm 3,808 m!

7. Wie groB ist die Hohe h, des Dreiecks fiir
a) F= 354m?> unde= 15m
b) F= 22l m? ¢c= 065m
e) F = 142,35 cm? ¢c=32,5cm
d) F = 530,55 cm? ¢c=324cm?
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8. Entwickle eine Formel fiir die Inhaltsherechnung des rechtwinkligen
Dreiecks! (Bezeichne die Seiten, die den rechtenWinkel einschlieBen, mit
a und b!) Bestimme die Fliche F cines rechtwinkligen Dreiecks, wenn

’
a) a =48cmund b = 76,9 cm b) a = 238 m und b = 485,5 m ist!

9. Ein Gartengrundstiick hat die Form eines Parallelogramms. Die Seiten a
und b messen 52 m und 29 m und bilden einen Winkel von 72°. Zeichne
die Fliche im MaBstab 1:3500; entnimm der Zeichnung das fchlende
MaB " Berechne a) die GroBe des Gartens, i
b) den Kaufpreis, wenn 1 m? mit 2,85 DM
bezahlt wird!

10. Die Gicbelseite eines einstockigen Hauses 4
sollte einen Kalkanstrich erhalten; 1 m? ko-
stete 0,68 DM. Berechne mit Hilfe der in
Abb. 28 angegebenen MalBe, wieviel DM der
Kalkanstrich kostete!

86m

S4m —-—]

.1Im Winkel zweier:Strafien, die einandcy, i 63m

rechtwinklig- kreuzen, liegt, def Acker des e _ Abb. 28
Bauern G. Er hat die Form eines Dreiecks;

die Eckpunkte liegen vom Kreuzpunkt 128 m und 89 m entfernt. Er
wird als Baustelle benotigt. Dafiir echiilt G. in anderer Lage einen recht-
eckigen Acker, der an der Strae 20 m breit ist. Berechne seine Liinge!

1

(=

41. Berechnung von Trapez, unregelmiiBigem Viereck und Vieleck

Der Flicheninhalt eines Trapezes ist gleich dem Produkt aus Mittellinie
und Héhe. wte
F=——-h oder F=m-h

Beweis (Abb. 29): Zcichnet man im Trapez 4 B(' D die Mittellinie EF und
legt GH parallel zu A D durch E, so hat das Parallclogramm 4GHD den
gleichen Inhalt wic das Trapez;

denn es ist A GBE = A HCE. Dpo——r ¢ ——=i(C H
Die Grundlinie (4 G) des Parallelo-

ms ist gleich BF = <t
gramms ist gle 5 r -

Folglich ist der Inhalt des Trapezes e
F = ﬂ'.‘: - h 5
3 .

Abb.29 pf— 3 —\B
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Ein unregelmiBiges Viereck wird berechnet, indem man es durch eine Dia-
gonale in Dreiecke zerlegt. Die Dreieckszerlegung kann man auch bei jedem
beliebigen Vieleck anwenden. Beschreibe das Verfahren nach Abb. 30!

c

|
!
I
!
1

mf-———-->m

N

e e L
A By T TH G & D
! [}
F |
C [}
1
A |
1
B E
Abb, 30 Abb. 31

Abb. 31 zeigt die Inhaltsberechnung eines Vielecks nach dem Trapezver-
fahren. Man zeichnet im Vieleck eine Diagonale und fillt von den iibrigen
Ecken die Lote darauf. Dadurch wird das Vieleck in Trapeze und recht-
winklige Dreiecke zerlegt, die einzeln berechnet werden konnen.

Aufgaben
1. Leite die Formel fiir den Flicheninhalt des Trapezes noch auf zwei
andere Weisen ab (Abb. 29):
a) Verlingere AB iiber B hinaus um CD bis G und verbinde G mit D!

b) Verlingere 4B wie bei @) und CD iiber C hinaus um 4B bis H und
verbinde H mit G!

2, Wie groB ist der Flicheninhalt eines Trapezes fiir

a) b) ) d) e) f) 9)
a=13em 25em  54em 127em 79m 845m 3597Tm
¢c= 9cm 19 cm 46 cm 73 cm 58 m 3,6Tm 19,48 m
h=16cm 15cm 33ecm 59em  37m  4,53m 23,75 m?

3. Wie groB sind Umfang und Fiicheninhalt des a) in Abb. 30, b) in Abb. 31
gezeichneten Vielecks ? Greife die Strecken mit dem Stechzirkel ab und
gib ihre Liingen auf mm genau an!
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4. Jede der sechs Scheiben einer StraBenlaterne ist ein Trapez. Die par-
allelen Seiten sind 24 und 12 cm lang. Die Hohe betrigt 37,5 cm.

a) Wieviel m? Glas sind zu einer Laterne erforderlich ?

b) Fiir eine StraBe sind 64 Laternen nétig. Man rechnet beim Glas auf
Bruch und Abfall 74%. Wieviel m? Glas sind fiir die Laternen nétig?

5. Die Traufenlinien eines aus zwei gleichen Trapezen und zwei gleichen
Dreiecken bestehenden Daches (Walmdach, Draufsicht Abb. 32) sind
30,6 m bzw. 19,5m und seine Firstseite ist 22,8 m lang. Die Hohen der
Trapeze betragen 11,06 m und die Hohen
der Dreiecke 6,5 m. Das Dach soll neu ge-
deckt werden. Wie grof ist die Gesamtfliche,
die zu decken ist?

6. Ein Girtner hat ein trapezférmiges Stiick
Ackerland, dessen parallele Seiten 28,75 bzw.
15,45 m lang und 112,5 m voneinander ent-
fernt sind, fiir 68 DM jihrlich gepachtet
und fir die Umziunung 62,50 DM ausgegeben. Wie groB8 ist sein
Reinertrag im ersten Jahr, wenn 1 m? durchschnittlich einen Ertrag von
1,20 DM lieferte ¢

Abb. 32

7. Ein Bauplatz hat die Gestalt eines Vierecks, und seine groBere Diago-
nale ist 55,4 m lang. Die Ecken der zweiten Diagonale sind von der
ersten 16,2 bzw. 21,8 m entfernt. 1 m? des Platzes kostet 7,50 DM. Wie
teuer ist der Bauplatz ?

8. Ein Stiick Land hat die Form eines Vierecks. Seine groBere Diago-
nale ist 26,5 m lang und von den Endpunkten der anderen Diagonale
8,25 bzw. 7,35 m entfernt. Bestimme die GroBe!

9, Ein Feldmesser hat ein Wiesengrundstiick 4 BC D E F G H (Abb. 33)
zu vermessen. Er verfibrt nach dem Trapezverfahren. Auf der ab-
gesteckten Standlinie AE = 85 m miBt
er von A aus die Entfernungen der Fuf-
punkte der Senkrechten; er bezeichnet sie
als Rechtswerte. Die Lingen der Senk-
rechten (BB, CC,; usw.) nennt er Hoch-
werte. Berechne mit Hilfe der in die Zeich-
nung eingetragenen MaBe den Flicheninhalt
der Wiese!
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42, Verwandlung geradlinig begrenzter Flichen

Zwei Felder liegen zwischen zwei Wegen und grenzen so aneinander, wie es
Abb. 34 zeigt. Die Bauern M. und N.
kommen iiberein, die gebrochene Grenz-
linie durch eine geradlinige sozu ersetzen,
daB keiner Nachteil erleidet. Gibin einer
Skizze an, welche Losungen moglichsind!
Verbinde 4 mit B und ziche durch C die
Parallele zu 4 B! Welche Teilfliche muB
einc andere Gestalt erhalten?

\
Erklirung: Eine Fliche verwandeln ZZZZZZ2777777227Z
heiBt, ihr eine andere Gestalt geben, Abb. 34
ohne den Flicheninhalt zu verindern.

Das Zeichen fiir flichengleich ist =; unterscheide deckungsgleich (=) und
flichengleich (=)!

Dreiecke (Parallelogramme) sind flichengleich, wenn sie gleiche Grund-
linie und gleiche ILéh e haben.

Beweis: In Abb. 35 ist zu 4 B im Abstand &, die Parallele gezogen, auf ihr
liegen die Eckpunkte Cy, C,, C3, C, Csder iiber 4 B gezeichneten Dreiecle ;
dann ist h., = h = h,3= h.y = h,5. Der Inhalt dieser iiber der Grund-
seite 4 B = ¢ gezeichneten Dreiecke ist 3¢ - b,y = 3¢ -hy=1%c-hg=13%c-h,
=4ic-hs.

[ C 04 C
7 7 ¥
/,/ 'll /./
7/ / 7
I
I
/
B
Abb. 35 Abb. 36

Beweis: Der Inhalt der in Abb. 36 iiber der Seite 4 B = a gezeichneten
Parallelogramme ist a - k, wobei h = AD = BC ist.

Zieht man in einem Parallelogramm durch einen beliebigen Punkt einer Diago-
nalen die Parallelen zu den Seiten, so sind die von der Diagonalen nicht ge-
schnittenen Parallelogramme flichengleich; sie heifen Erginzungsparallelo-
gramme.
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Beweis (Abb. 37): Es ist
AABC=A ADC,

desgleichen A AIE =~ A AFE

und A EGC =~ EHC.

Vermindert man das Dreieck 4 BC um die /
Dreiecke A IE und EGC und das Dreieck Abb. 37
ADC um die Dreiecke AFE und EHC, so bleiben die flichengleichen
Parallelogramme I BGE und FEH D iibrig.

Aufgaben

1. Weise nach, dal in Abb. 37 a) die Parallelogramme A BGF und AIHD,
b) die Parallelogramme I BC H und FGC D flichengleich sind !

2, Zeichne ein Dreieck ABC aus a = 7,8 cm, b = 3,6 cm und ¢ = 7,6 cm!
Verwandle es unter Beibehaltung der Seite ¢ a) in ein gleichschenkliges
Dreieck ABC,, b) in ein rechtwinkliges
Dreieck ABC,, in dem 8, = Rist!

3. Verwandledas Dreieck 4 B C unter Bei-
behaltung des Winkels « in ein anderes
Dreieck 4 B,C,,das die gegebene Grund-
seite ¢, hat!

Anleitung (Abb.38): Trage auf 4B
die Strecke 4 B, = ¢, ab, verbinde B,
mit C, ziehe die Parallele zu B,C
durch B, welche die Verlingerung von
AC in C; schneidet! Weise nach, da A AB,C, = A ABC ist!

4. Fithre Aufg. 3 fiir den Fall durch, daB ¢, groBer als ¢ ist!

Anleitung: Der Punkt B, liegt auf der Verlingerung von 4 B; zcichne nach
der Anleitung zu Aufg. 3!

5.Zeichne A ABC aus a = 4,9 cm,
b=3,6cm und ¢ = 5,8 cm! Verwandle
es unter Beibehaltung der Seite b in
ein anderes, von dem gegeben ist
a) ¢, = 6,7cm, b) a = 5,7 cm,
€) s, = 5,2 cm!

6. Verwandle A ABC (a = 3,2 cm,
b = 4,6 cm, ¢ = 5,8 cm)inein anderes,
dessen Hohe i, a) 3,8 cm, h) 1,9 cm
betrigt! (S. Abb. 39!)
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7. Verwandle ein Dreieck in ein Parallelogramm
(Rechteck) a) mit gleicher Grundlinie, b) mit
gleicher Hohe! (Vergleiche die Abb.40 und 41!)

8. Verwandle das Viereck 4 BCD unter Bei-
behaltung der Seite a und des Winkels & in ein
Dreieck (Abb. 42)!

9. Verwandle ein Fiinfeckin ein Dreieck ! (Mehrere
Losungen!)

10. Erklidre Abb. 43! Zeichne fiinf Dreiecke, deren
Hohen gleich sind, und verwandle sie a) in ein
einziges Dreieck, b) in ein einziges Rechteck!

[4

Abb. 43

11. Zeichne ein Parallelogramm aus a = 6,2 cm,
b =4,5cm und a = 48°! Verwandle es unter
Beibehaltung der Seite a a) in ein

c
1
1
!

AR

A B
Abb. 40

F_C

Abb. 42

Rechteck,b)ineinanderes Parallelo-  °
gramm, in dem &, = 65° ist!

12, Verwandleein Parallelogrammunter £

Beibehaltung einer Seite und eines

Winkels in ein Dreieck! 4

13. Verwandle ein Rechteck in ein

Abb. 44

anderes, von dem eine Seite gegeben ist! (Verwende Erginzungs.

parallelogramme!)

14. a) Verwandle ein Quadrat 4 BC D in ein Rechteck, von dem eine Seite

gegeben ist! Verfahre nach Abb. 44!

b) LaB in der Zeichnung Punkt H auf der Geraden DC wandern!
Welche Folgen hat es fiir die Form des Rechtecks ? Verfolge den Weg

des Punktes F! *

15, Verwandle ein Parallelogramm unter Beibehaltung des Winkels « in ein

anderes, von dem gegeben ist a) a,, b) b,!
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16. Verwandle ein Parallelogramm mit den Seiten a und b a) in ein anderes
mit den Seiten a, und by, b) in einen Rhombus mit der Seite a,, €) in ein
Dreieck, das die gleiche Hohe hat, d) in ein Dreieck, das die gleiche
Grundseite hat!

17. Verwandle ein Trapez a) in ein Dreieck, b) in ein Parallelogramm,
¢) in ein Rechteck!

18. Zeichne ein regelmiBiges Sechseck (Achteck, Zwolfeck) und verwandle
es a) in ein Dreieck, b) in ein Rechteck! Beachte, dal die Teildreiecke
gleiche Hohen haben!

19. Beim Zuschneiden ist ein dreieckiger Stoffrest iibriggeblieben, zwei seiner
Seiten messen 90 bzw. 65 cm und bilden einen Winkel von 75°. Es soll
eine rechteckige Stoffbahn daraus geniiht werden, die 90 cm lang ist.
An Hand einer Zeichnung im MaBstab 1: 10 ist zu iiberlegen, wie der
Stoff zugeschnitten und die Teile zusammengeniht werden miissen. Die
MaBe sind der Zeichnung zu entnehmen.

20. Beim Anfertigen von Vorhiingen sind zwei gleiche trapezférmige Stoff-
reste libriggeblieben. Es messen nach den Be-
zeichrungen in Abb. 45 4B = 130 cm; 0 ¢
CD =96 cm; I =60cm und der Win-
kel » = 68°. Aus beiden Resten soll eine h
rechteckige Bahn von gleicher Breite her- o«
gestellt werden. In welcher Weise ist das A 8
moglich ? (Skizze!) Abb. 45

21, Der Acker des Bauern G. schiebt sich in das Grundstiick des Bauern Str.,
so daB von dessen Besitz auf der StraBenseite ein dreieckiges Stiick ab-
getrennt wird. Da hierdurch die Bearbeitung sehr erschwert wird, wollen
sie einen Tausch so vornchmen, daBl G. das Dreieck an der StraBe und
Str. dafiir einen Streifen an der gegeniiberliegenden Seite erhilt (Abb.46).
Lésedie Aufgabe durch eine Zeichnung!

22, Zwei Nachbargiirten bilden zusam-
men ein groBes Rechteck von 53 m
Linge und 16 m Breite. Die Grenz-
linie verliuft aber schrig, und zwar
von Meter 23,7 an der einen Liings-
seite bis  zum Meter 34,5 an der an-
deren Liingsseite. Die Grenze soll
rechtwinklig gelegt werden. Lose die
Aufgabe durch eine Zeichnung im
Mafstab 1: 500!
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23. DieGrenzezweier aneinanderstoBen- 4
der Grundstiicke (Abb. 47) ist eine
gebrochene Linie. Zur Erleichterung
der Bodenbestellung kommen die
Nachbarn iiberein, die Grenze von C
aus geradlinig zu fithren. Lose die
Aufgabe durch eine Zeichnung!

43. Der Lehrsatz des Pythagoras

Zeichne ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, errichte iiber den
Schenkeln und der Grundlinie die Quadrate und ziehe in den Quadraten
die Diagonalen, wie Abb. 48a zeigt!
Vergleichedieentstandenen Dreiecke mit-
einander! Vergleiche den Flicheninhalt

a?

________________ »

N c?

s \ Abb, 4823 Abb. 48b

beider Kathetenquadrate mit dem des Hypotenusenquadrats! Zeichne ecin
rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a = 3 c¢m und b =4 cm! MiB die
Linge der Hypotenuse! Zeichne iiber jeder Seite das Quadrat und zerlege es
in Quadratzentimeter! Zihle die Inhalte beider Kathetenquadrate zusam-
men und vergleiche die Summe mit dem Inhalt des Hypotenusenquadrats!

Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der Hypotenuse gleich der
Summe der Quadrate iiber den beiden Katheten (Lehrsatz des Pythagoras).
c2=a%+ b* (Abb.48h)

Beweis (Abb.49): Man zeichnet
zweimal ein Quadrat mit der Seite
a+b und legt in jedes von ihnen
vier rechtwinklige Dreiccke mitden
Katheten a und b und den Hypo-
tenusen ¢, wie es Abb. 49 zeigt.
Der Inhalt dieser vier Dreiecke ist

4~‘f;b=2ab.
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Die im ersten Falle von den Hypotenusen, im zweiten Falle von den
Katheten abgegrenzten Vierecke sind gleichseitig und rechtwinklig, sind
also Quadrate mit den Seiten ¢, b und a. Dann ist der Inhalt

des ersten Quadrats F = ¢® + 2ab,

des zweiten » F=a2+ b2+ 2ab
¢t + 2ab = u* 4 b2+ 2ab
¢ =a*+ b2,
Aufgaben

1. a) Beweise den Satz des Pythagoras unter Benutzung der Formel fiir
(@ — b)2 nach Abb. 50!

\
le—a-b —
—-1 s
(] a
(3
Abb 50 Abb. 51

b) Lege vier kongruente rechtwinklige Dreiecke nach Art der Abb. 51
zusammen ! Weise nach, daB3 dabei zwei Quadrate entstehen miissen, be-
rechne das frei bleibende innere Quadrat aus den Katheten a und b und
driicke den Inhalt des groBen Quadrats durch die in ihm enthaltenen
Teile aus! Benutze diese Uberlegungen zu einem neuen Beweis fiir den
Satz des Pythagoras! '

¢) Berechneden Flicheninhalt des Trapezes (Abb. 52) 1. als Summe der
Teildreiecke, 2. als Trapez! Benutze wieder die Teilergebnisse zum Be-
weis des pythagoreischen Satzes!

2, Zeichne zwei Quadrate und dann ein
drittes, das gleich der Summe der
beiden Quadrate ist!

3. Zeichne zwei Quadrate mit den Seiten
a) a; =3cm und a, =4,5cm
b) a; = 2,8 cm und a, = 3,5cm b a
e) a;, =1,8cmund g, = 3,6 cm Abb. 52

und dazu das Quadrat, das gleich der Summe der beiden gegebenen
Quadrate ist!
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4, Zeichne ein Quadrat, das gleich der Summe von s
a) 3, b) 4, ¢) 6, d) 7 Quadraten mit den Seiten s,,
S5, 83.. . ist! Abb. 53 zeigt eine praktische Losung 8% 3
dieser Aufgabe.

5. Zeichne ein Quadrat mit der Seite a = 2 cm und
daneben Quadrate, die doppelt, dreimal, viermal,
fiinfmal, sechsmal so groB sind! Mi} deren Seiten
und vergleiche!

£l

6. Es ist anzunehmen, da8 schon die alten Agypter
einen rechten Winkel mit Hilfe eines Seiles ab-
steckten, das durch Knoten in Teile von 3, 4 und
5 Liingeneinheiten zerlegt war. Fiihre den Versuch
auf dem Schulhof mit einer 3m + 4m + 5m

Kbb. 53
langen Schnur aus und begriinde das Verfahren!

7. Versuche weitere rechtwinklige Dreiecke zu finden, deren Seiten
durch ganze Zahlen ausgedriickt werden konnen (pythagoreische Drei-
ecke)!

Anleitung: Die Schenkel eines rechten Winkels werden, vom Scheitelpunkt be-

ginnend, mit Zentimetereinteilung versehen und als Katheten betrachtet; die
Hypotenuse kann mit dem Zirkel abgegriffen werden.

8. a) Man nennt positive ganze Zahlen a, b und ¢, durch die die Gleichung

a? + b2 = c2 befriedigt wird, pythagoreische Zahlen. 3,4 und 5sind
z.B. pythagoreische Zahlen. Weise nach, daB auch 37, 4n und 5n
pythagoreische Zahlen sind, wenn n irgendeine positive ganze Zahl ist.
b) Man hat gefunden, daB sich pythagoreische Zahlen auf folgende Art
ergeben: .
Sind m und n zwei beliebige positive ganze Zahlen, so-liefern die Aus.
driicke 2mn, m® — n2 und m? 4 n? pythagoreische Zahlen. Stelle eine
Tabelle pythagoreischer Zahlen auf, in der z. B. m und n alle Zahlen
von 1 bis 10 durchlaufen!
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XII. Quadratzahlen und Quadratwurzeln

%44. Das Quadrieren der Zahlen

Wie groB ist der Flicheninhalt eines Quadrats, dessen Seite 5 cm (9 cm,
30 m, 700 m) mift?

Jedes Produkt aus zwei gleichen Faktoren 148t sich als Flicheninhalt eines
Quadrats auffassen.

Man schreibt 8 - 8 = 82= 64 und nennt 64 die zweite Potenz oder das Qua-
drat der Grundzahl 8.

Welche Formeln kann man benutzen, um zwei- und mehrstellige Zahlen
ins Quadrat zu erheben ?

Erklarung: Eine Zahl quadrieren heilt, ihre zweite Potenz oder ihr Qua-
drat bestimmen.

Aufgaben

1. Wie groB sind die Quadrate folgender Zahlen:
a) 26 b) 37 e) 43 d) 47 ¢) 56 f) 68
g) 0,1 h) 8,3 i)0,94 k)0,013 1) % m) :_;Z
2. Quadriere die folgenden Zahlen nach Zcrlegen in geeignete Faktoren,
wie z.B. 632 = 32.212 =90 .44]1 = 4 410 — 441 = 3 969:
a) 272 b) 332 e) 352 d) 362 e) 562!

3. Zeige die Richtigkeit der Formel
(a+b+c)2=a*+2ab+ b* 4+ 2ac + 2bcH ¢?!

4. Berechne folgende Quadrate
a) 1252 h) 4322 ¢) 6832 d) 7452 e) 8762 f) 9892 ¢) 5692 h) 7942
nach der Formel fiir das Quadrat einer dreigliedrigen Summe! Schreibe
jeweils die Teilprodukte untereinander und beachte, welche Stelle von
dem einzelnen Teilprodukt beeinflut wird!

5.Esist (a +1)2=a%2+2a +1=a>+a + (a + 1), demnach

212 = (20 + 1)2 = 202 4 20 + 21.

Berechne cbenso a) 312; 412;...; 912, b) 1012; 2012; 8012; 9012!
6. Esist (a— 12 =a2— 2a + 1 =a2— a— (a — 1), demnach

192 = (20 — 1)2 = 202 — 20 — 19 = 361.

Berechne ebenso a) 292; 392; .. .;99% h) 1992; 2992; . . .; 9992!
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7. Esist 252 = (20452 =202 +2-5-20 + 52 =20-20 4 10 - 20 + 32
=20 - 30 + 52
Berechne entsprechend 352; 452; . . .; 952!

8. Es ist a2 = (a + b)(a — b) + b?; begriinde die Formel!

9. Benutze die Formel der Aufgabe 8, um Quadratzahlen nach folgendem
Beispiel zu berechnen:
1072 = 114 - 100 4 49 = 11449

a) 1032 b) 1972 ¢) 206* d) 307* e) 4982 {) 9992 g) 542 h) 482!

45. Die Quadrattafel

Um das Berechnen der Quadrate zu ersparen, hat man die Quadratzahlen
in Tafeln zusammengestellt. So enthiilt die hier beigefiigte Quadrattafel die
Quadrate der Zahlen 1,00 bis 9,99. Jeweils die beiden ersten Ziffern der
Zahlen 1,00 bis 9,99 stehen in der linken Spalte, die letzte Ziffer stcht in
der ersten Zeile. Das Quadrat der Zahl 1,23 z. B. steht im Schnittpunkt
der zu 1,2 gehorenden Zeile mit der zur Endziffer 3 gehorenden Spalte. Die
Differenz zweier aufeinanderfolgender Quadratzahlen heiBt Tafeldifferenz
(D). In der mit D iiberschricbenen Spalte steht die Tafeldifferenz zwischen
der letzten Quadratzahl einer Zeile und der ersten der folgenden Zeile.

Aufsuchen von Quadratzahlen

I. Die Quadratzahl jeder zweistelligen Zahl ist in der Tafel genau, die jeder
dreistelligen Zahl niherungsweise angegeben.

Beispiele:

1.6,72 = 44,89 3. 45,62 = 4,562 - 102 =~ 20,79 - 100 =~ 2079

2.4,562~ 20,79  4.456% = 4,56 - 1002 = 20,79 - 10000 =~ 207 900
5.0,4562 = 4,562: 102 =~ 20,79 : 100 =~ 0,2079

II. Die Quadratzahl einer vierstelligen Zahl ist nicht ohne weiteres der Tafel
zu entnchmen. Sie kann aus den Quadratzahlen der benachbarten drei-
stelligen Zahlen angenihert berechnet werden und liegt zwischen den be-
nachbarten Quadratzahlen. Das Verfahren zur Berechnung von Zwischen-
werten wird Interpolation (Zwischenschaltung) genannt.

Beispiel: Wie groB ist 3,568%?
Nach der Tafel ist 3,56 (= 3,560%) =~ 12,67 und 3,572 (= 3,570%) = 12,74.
Wenn die Grundzahl 3,560 um 10 Tausendstel (10 Einheiten der letzten

Dezimale) wiichst, nimmt ihr Quadrat um 7 Hurdertstel (7 Einheiten der
letzten Dezimale) zu.
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Der Wert fiir 3,568° liegt zwischen 12,67 und 12,74. Zur Vereinfachung
nimmt man nun an, daB die Quadratzahlen innerhalb des kleinen Zahlen-
bereiches im selben Verhiltnis wie die Grundzahlen wachsen.

Den Zwischenwert berechnet man durch folgende Schliisse:

Wiichst die Grundzah! um 10 Einheiten, so wichst ihr Quadrat um 7 Ein-
heiten.

Wiichst die Grundzahl um 1 Einheit, so wichst ihr Quadrat um 3 Em-
heiten.

Wiichst die Grundzahl um 8 Einheiten, so wichst ihr Quadrat um * To 8 Fin-
heiten.

Aufgaben

1. Berechne a) die Quadrate der Zahlen 1 bis 20,
b) die Quadrate der reinen Zehnerzahlen!

2, Rechne und schreibe die Ergebnisse tabellarisch untereinander!
a) 12; 22; .. .; 92 b) 102; 202; . . .; 902; 992
¢) 1002; 2002; . . .; 9002; 9992
d) 10002; 20002; . . .; 9000%; 99992
e) 0,12;0,2%; .. .; 0,92 f) 0,012; 0,022; .. .; 0,992
g) 0,0012; 0,0022; 0,0432; 0,0872; 0,0382; 0,999%

3. Leite aus den Beispielen der Aufgabe 2 folgende Regeln ab:

a) Das Quadrat einer 1stelligen Zahl ist 1- oder 2stellig.
Das Quadrat einer 2stelligen Zahl ist 3- oder 4stellig usw.

b) Das Quadrat eines Dezimalbruches hat doppelt soviel Stellen hinter
dem Komma wie die Grundzahl.
4. Berechne in jeder folgenden Aufgabe das Quadrat der ersten Zahl und
leite von diesem die iibrigen ab:
a) 152; 1502; 1,52; 1 5002; 0,15%; 0,0152; 150002
b) 632; 0,632; 6302; 6,32; 0,0632; 6 300; 63 000?;
e) 872; 8700%; 0,0872; 87 0002; 8,7%; 8702; 0,87;
d) 3542; 3,54%; 3 5402; 35,42; 354002; 0,354°; 354 0002!

6 [vo305-10]
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Quadratzahlen von 1,00

1|2|345|6 NIENERE

N
o

°
-
>
=3
S
-
°
[
S
-
>
=
S

1,061 | 1,082 | 1,103 | 1,124 | 1,145 | 1,166 | 1,188 | 22
1,210 | 1,232 | 1,254 | 1,277 | 1,300 | 1,323 | 1,346 | 1,369 | 1,392 | 1,416 | 24
1,440 ( 1,464 | 1,488 1,513 | 1,538 | 1,563 | 1,588 | 1,613 | 1,638 | 1,664 | 26
1,769 | 1,796 1,823 | 1,850 | 1,877 | 1,904 | 1,932 | 28
1,960 | 1,988 [ 2,016 | 2,045 | 2,074 | 2,103 | 2,132 | 2,161 { 2,190 | 2,220 | 30

2,250 | 2,280 | 2,310 | 2,341 | 2,372 | 2,403 | 2,434 | 2,465 | 2,496 | 2,528 | 32
2,560 2,592 | 2,624 | 2,657 | 2,690 | 2,723 | 2,756 | 2,789 | 2,822 | 2,856 | 34
2,993 | 3,028 | 3,063 | 3,098 | 3,133 | 3,168 | 3,204 | 36
3,240 3,276 | 3,312 | 3,349 | 3,386 | 3,423 | 3,460 | 3,497 | 3,534 | 3,572 | 38
3,610 | 3,648 | 3,686 | 3,725 | 3,764 | 3,803 | 3,842 | 3,881 | 3,920 | 3,960 | 40

4,000 | 4,040 | 4,080 | 4,121 | 4,162 | 4,203 | 4,244 | 4,285 | 4,326 | 4,368 | 42
4,410 | 4,452 | 4,494 | 4,537 | 4,580 | 4,623 | 4,666 | 4,709 | 4,752 | 4,796 | 44
4,973 | 5,018 | 5,063 | 5,108 | 5,153 | 5,198 | 5,244 | 46
5,290 | 5,336 | 5,382 | 5,429 | 5,476 | 5,523 | 5,570 | 5,617 | 5,664 | 5,712 | 48
5,760 | 5,808 | 5,856 | 5,905 | 5,954 | 6,003 | 6,052 | 6,101 | 6,150 | 6,200 | 50

6,250 | 6,300 | 6,350 | 6,401 | 6,452 | 6,503 | 6,554 | 6,605 | 6,656 | 6,708 [ 52
6,760 | 6,812 | 6,864 | 6,917 [ 6,970 | 7,023 | 7,076 | 7,129 | 7,182 | 7,236 | 54
7,453 | 7,508 | 7,563 | 7,618 | 7,673 | 7,728 | 7,734 | 56
7.840 ! 7,896 | 7,952 | 8,009 | 8,066 ; 8,123 | 8,180 | 8,237 | 8,204 | 8,352 | 58
8,410 | 8,468 | 8,526 | 8,585 | 8,644 | 8,703 | 8,762 | 8,821 | 8,880 | 8,940 | 60

9,000 | 9,060 | 9,120 | 9,181 | 9,242 | 9,303 | 9,364 | 9,425 | 9,486 | 9,548 | 62
9,610 9,672 | 9,734 | 9,797 | 9,860 | 9,923 | 9,986 | 10,05 | 10,11 | 10,18
10,43 | 10,50 | 10,56 | 10,63 | 10,69 | 10,76 | 10,82
10,89 | 10,96 | 11,02 | 11,09 | 11,16 | 11,22 | 11,29 | 11,36 | 11,42 | 11,49
11,56 | 11,63 | 11,70 | 11,76 | 11,83 | 11,90 | 11,97 | 12,04 | 12,11 | 12,18

12,25 12,32 | 12,39 | 12,46 | 12,53 | 12,60 | 12,67 | 12,74 | 12,82 | 12,89
12,96 | 13,03 | 13,10 | 13,18 | 13,25 | 13,32 | 13,40 | 13,47 | 13,54 | 13,62
13,91 | 13,99 | 14,08 | 14,14 | 14,21 | 14,20 | 14,36
14,44 | 14,52 | 14,59 | 14,67 | 14,75 14,82 | 14,90 | 14,98 | 15,05 | 15,13
15,29 | 15,37 | 15,44 | 15,52 | 15,60 | 15,68 | 15,76 | 15,84 [ 15,92

6

7

7

7

7

7

8

8

8
16,00 | 16,08 | 16,16 | 16,24 | 16,32 | 16,40 | 16,48 | 16,56 | 16,865 | 16,73 | 8
16,89 | 16,97 17,06 | 17,14 | 17,22 | 17,31 | 17.39 | 17,47 | 17,56 | 8
9

9

9

9

9

10

10

10
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17,64 | 17,72 17,81 | 17,89 | 17,98 | 18,06 | 18,15 | 18,23 | 18,32 | 18,40
18,49 | 18,58 | 18,66 | 18,75 | 18,84 | 18,92 | 19,01 | 19,10 | 19,18 | 19,27
19,36 | 19,45 | 19,54 | 19,62 | 19,71 | 19,80 | 19,89 | 19,98 | 20,07 | 20,16

20,25 | 20,34 | 20,43 | 20,52 | 20,61 | 20,70 | 20,79 | 20,88 | 20,98 | 21,07
21,16 | 21,25 | 21,34 | 21,44 | 21,53 | 21,62 | 21,72 | 21,81 | 21,90 | 22,00
22,37 | 22,47 | 22,56 | 22,68 | 22,75 | 22,85 | 22,94
23,04 | 23,14 3 | 23,33 | 23,43 | 23,52 | 23,62 | 23,72 | 23,81 | 23,91
24,01 | 24,11 724,21 | 24,30 | 24,40 | 24,50 { 24,60 | 24,70 | 24,80 | 24,90

25,00 | 25,10 | 25,20 | 25,30 | 25,40 | 25,50 | 25,60 | 25,70 | 25,81 | 25,91 | 10
26,01 | 26,11 | 26,21 | 26,32 | 26,42 | 26,52 | 26,63 | 26,73 | 26,83 | 26,94 | 10
27,04 | 27,14 | 27,25 | 27,35 | 27,46 | 27,56 | 27,867 | 27,77 | 27,88 | 27,98 | 11
28,09 | 28,20 | 28,30 | 28,41 | 28,52 | 28,62 | 28,73 | 28,84 | 22,94 | 20,05 | 11
29,16 | 29,27 | 29,38 | 29,48 | 29,59 | 29,70 | 29,81 | 29,92 | 30,03 | 30,14 | 11
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6,0
6,1
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8,6
8,7
6,8
6.9

2
°

7,1

PP

LCOLPOL POOLP PPPPP® PPPPE NN NNN
DZTNOY PN =D DPNOU RRN=O ©DRXIDO » N

20,25
31,36
32,49
33,64
34,81

36,00
37,21
38,44
39,69
40,96

42,25
43,56
44,89
46,24
47,61

49,00
50,41
51,84
53,29
54,76

56,25
57,76
59.29
60,84
62,41

64,00
65,61
87,24
68,89

70,56

72,25
73,06
75,69
77,44
79,21

81,00
82,81
84,64
86,49
88,36

90,25
92,16
94,09
96,04
98,01

30,36
31,47
32,60
33,76
34,93

36,12
37,33
38,56
39,82
41,09

42,38
43,69
45,02
46,38
47,75

49,14
50,55
51,98
53,44
54,91

56,40
57,91
59,44
61,00
62,57

64,16
85,77
67,4C
69,06
70,73

72,42
74M3
75,

77,62
79,39

81,18
82,99
84,82
86,68
88,55

00,44
92,35
94,28
96,24
98,21

30,47
31,58
32.72
33,87
35,05

36,24
37,45
38,690
39,94
41,22

42,51
43,82
45,16
46,51
47,89

49,28
50,69
52,13
53,58
55,06
56,55
58,08
59,60
61,15
62,73

64,32
65,93
67,57
69,22
70,90

72,59
74,30
76,04
77,79
79,57

81,36
83,17
85,01
86,86
88,74

90,63
92,54
94,48
06,43
98,41

30,58 | 30,69
31,70 | 31,81
32,83 | 32,95
33,99 | 34,11
35,16 | 35,28

36,36 | 36,48
37,58 | 37,70
38,81 | 38,94
40,07 | 40,20
41,34 | 41,47

42,64 | 42,77
43,06 | 44,09
45,29 | 45,43
46,65 | 46,79
48,02 | 48,16

49,42 | 49,56
50,84 | 50,98
52,27 | 52,42
53,73 | 53,88
55,20 | 55,35

56,70 | 56,85
58,22 | 58,37
59,75 | 59,91
61,31 | 61,47
62,88 | 63,04

64,48 | 64,64
66,10 | 66,26
67,73 | 67,90
69,39 | 69,56
71,06 | 71,23

72,76 | 72,93
74,48 | 74,65
76,21 | 76,39
77,97 | 78,15
79,74 | 79,92

81,54 | 81,72
83,36 | 83,54
85,19 | 85,38
87,05 | 87,24
88,92 | 89,11

90,82 | 91,01
92,74 | 92,93
94,67 | 94,87
96,63 | 96,83
98,60 | 98,80

30,80
31,92
33,06
34,22
35,40

36,60
37,82
39,068
40,32
41,60

42,90
44,22
45,56
46,92
48,30

49.70
51,12
52,56
54,02
55,50

57,00
58,52
60,06
61,62
63,20

64,80
66,42
68,06
69,72
71,40

73,10
74,82
76,56
78,32
80,10

81,00
83,72
85,56
87,42
89,30

91,20
93,12
95,08
97,02

31,02
32,15
33,29
34,46
35,64

36,84
38,07
39,31
40,58
41,86

43,16
44,49
45,88
47,20
48,58

49,98
51,41
52,85
54,32
55,80

57,30
58,83
60,37
61,94
63,52

65,12
66,75
68,39
70,06
71,74

73,44
75,17
76,91
78,68
80,46

82,26
84,09
85,93
87,80
89,68

91,58
93,51
95,45
97,42
99,40

31,14
32,26
33,41
34,57
35,76

36,97
38,19
39,44
40,70
41,99

43,30
44,62
45,97
47,33
48,72

50,13
51,55
53,00
54,46
55,95

57,46
58,98
60,53
62,09
63,68

65,29
66,91
68,56
70,22
71,91

73,62
75,34
77,09
78,85
80,64

82,45
84,27
86,12
87,98
89,87

91,78
93,70
95,65
97,61
99,60

31,25
32,38
33,52
34,69
35,88

37,09
38,32
39,56
40,83
42,12

43,43
44,76
46,10
47,47
48,86

50,27
51,70
53,14
54,61
56,10

57,61
59,14
60,68
62,25
63,84

65,45
67,08
68,72
70,39
72,08
73,79
75,52
77,26

79,03

80,82

82,83
84,46
86,30
88,17
90,06

91,97
93,90
95,84
97,81
99,80

11
11
12
12
12

12
12
13
13
13

13

14
14
14

14

15
15
15

15
15
16
16
16

16
16
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5. Bestimme mit Hilfe der Quadrattafel die Werte
a) 1,42; 2,72; 5,82; 9,62; 7,42; 2,3%; 4,12; 8,72, 6,32
b) 1,832; 2,952; 6,742; 8,882; 5,972; 2,172; 3,44*; 5,13"; 9,192
¢) 232; 392; 872; 562; 99%; 422; 18%; 472; 63?; 75°
d) 2452; 7682; 3752; 9392; 4172; 142°; 3282; 4963; 857+; 5212
e) 65,32; 79,22; 45,92; 91,82; 50,72; 83,4%; 26,72; 44 4°; 63,32
f) 0,7322; 0,3942; 0,0862; 0,5092; 0,0572; 0,8732; 0,0742; 0,7712!

6.a) 3,784 b) 5,972 ¢) 8,659 d) 7,587
¢) 86,45 f) 39,492 g) 439,62 h) 0,739 42
i) 6,753 k) 96,782 1) 653,32 m) 9,4762!

7. Wie hoch ist der Kaufpreis fiir eine quadratische Baustelle, deren Seite
37,5 m miBt, wenn 1 m? mit 5,60 DM bezahlt wird ?

46. Die Quadratwurzel

Wie groB ist der Umfang eines quadratischeaGadtens'wdn 784 m? Flichen-
inhalt ?

Will man die Aufgabe l6sen, so mul man zuerst berechnen, wie lang die
Seite des Quadrats ist. Es muBl die Grundzahl gesucht werden, die, mit
sich selbst multipliziert, die Quadratzahl 784 ergibt. Nun ist 28.28 = 784;
man nennt die Grundzahl 28 die Quadratwurzel aus 784 und schreibt
28 = J/784.

Eine Seite des Gartens miBt also 28 m, der Umfang 4 - 28 m = 112 m.
Erkldrung: Unter der Quadratwurzel aus einer Zahl a versteht man die-

jenige Zahl, deren Quadrat gleich der gegebenen Zah! a ist. Die gegebene
Zah) a hei3t Radikand?).

Beispiel: 9 ist die Quadratwurzel aus 81; man schreibt 9 = ]/ﬁ 81 ist
der Radikand.

Die Quadratwurzel aus einer 1- oder 2stelligen Quadratzahl ist 1stellig.
Die Quadratwurzel aus einer 3- oder 4stelligen Quadratzahl ist 2 stellig.
Die Quadratwurzel aus einer 5- oder 6stelligen Quadratzahl ist 3 stellig.

Die Quadratwurzel aus 3- und 4stelligen Zahlen

Beispiel: Die Quadratwurzel aus 4 096 soll berechnet werden.

1) radix (lat.): Wurzel.
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Man teilt die Zahl von rechts nach links in a b
Gruppen zu je 2 Stellen. Die Quadratwurzel Y4096 = 60 + 4

muB 2stellig werden, also Zehner und Einer
enthalten, die man mit a und b bezeichnet. In

a?= 36 00

4096 ist 3 600 als groBtes Zehnerquadrat ent- 496:120 (2a)
halten. Da 602 = 3 600 ist, ist a = 60. Der Rest 2ab = 480

496 ist die Summe von 2ab und b2 Im Ver-

héltnis zu 2 abist b2 klein und wird zunichst ver- 16
nachlissigt. Man findet die Einer (b),indem man = 16
496 durch 2a (= 120) dividiert. 2ab (= 480) 0

wird von 496 subtrahiert, der Rest 16 ist b2.

Die folgenden Beispiele zeigen, wie das Verfahren abgekiirzt werden kann:

y40'96 = E

at= 36
T49:12
2ab= 48
16
= 16
0

1/% = 64
a?= 36 =
T49]6: 12J4
2ab + b= 496
0

Erklire und begriinde beide Verfahren!

Die Quadratwurzel aus 5- und mehrstelligen Zahlen

Beispiel: Die Quadratwurzel
aus 556 516 soll berechnet
werden.

Die Einteilung in Gruppen zu je
2 Stellen von rechts nach links
zeigt, daB die Wurzel 3stellig
wird. Man bezeichnet die Hun-
derter, Zehner und Einer mit
a, b und ¢. Das nichstniedere
Hundertquadrat ist 490 000.
Den Rest 66 516 dividiert man
durch 2a (= 1400) und er-
hilt so b (= 40). Es miissen
2ab und b2 (letzteres nicht
vergessen!) subtrahiert werden.

a b c
556516 = 700 + 40 + 6
a?= 49 00 00
7665 16: 1400 (2a)
2ab = 56000
10516
2= 1600
'8916: 1480 (2(a + b))
2(a +b)e= 8880
36
2= 36
0

Um ¢ zu erhalten, dividiert man den Rest 8 916 durch 2(a + b) = 1480;
2(a + b)c = 8880. Der Rest 36 ist das Einerquadrat (vgl. Abb. 54).
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Erklire und begriinde auch die folgenden abgekiirzten Rechenweisen:

V5565’16 = 746

(a+d)c c2

Y55'6516 = 746
49

ab b2 766:14
56

105
16

891:148
888

36

36

Abb. 54 0

ab
(a+b)c

a?

o
o
¥

49

" 60/5 : 14J4
576
891/6: 148/6
8916

0

Bei Quadratzahlen mit mehr als 6 Stellen wird das Verfahren in gleicher

Weise fortgesetzt.

Aufgaben
Wie gro8 ist die Quadratwurzel aus
1.a) 4 b) 1 c) 16
f) 25 g) 36 h) 81
1) 256 m) 196 n) 289
2.a) 900 b) 2500 e) 3600
f) 14400 g) 4900 h) 22500
3.a) % b) & ) 123
1 19
155 9) 35 h) 63°

4. a) a? b) a2b? e) 224 2zy + y?

Berechne die folgenden Quadratwurzeln:

d 49
i) 121
o) 169
d) 16900
i) 62500
1
d) 75
i) 122

e) 64
k) 144
p) 324

e) 19600
k) 12100

9
e) 5%

k) 32

d) 9a + 24ab + 16b22

5. a) 1576 b) 841 e) Y1225
€) Y8649 1) 3249 9) 17056
i) 17569 k) Y9409 1)-y1849

6.a) y15129 b) y27889 ¢) 7328329
€) 1357 476 f) y77284 g) 1308025
i) y17161 k) 88209 1) Y246 016

n) Y494 209 o) Y370 881 p) 7638401

d) Y3844
h) 19025
m) 76241
d) /524 176
b) /619636
m) 994009
q) V331776



Die Quadratwurzel aus Dezimalbriichen / Irrationale Zahlen 117

7. a) /390 625 b) 1559 504 ¢) 7863 041 d) y/495 616

e) /603729 f) Y71 321 g) V165 649 h) /788 544
i) Y313 600 k) 1589 824 1) Y820 836 m) 978 121!
Anwendungen

8. Ein quadratformiger Bauplatz kostet 5 880 DM, wenn 1 m? mit 7,50 DM
bezahlt wird. Wie lang ist die Seite des Bauplatzes ?

9. Jemand verkaufte ein quadratisches Grundstiick fiir 720 DM. Wie gro8
war die Seitenlinge des Grundstiicks, wenn er fiir 1 m2 5 DM erhielt ?

41. Die Quadratwurzel aus Dezimalbriichen
Irrationale Zahlen

Die Quadratwurzelaus Dezimalbriichenund gemischten Zahlen.
Wieviel Stellen rechts vom Komma haben die Quadrate der Zehntel, Hun-
dertstel und Tausendstel ? Wieviel Stellen muBB demnach die Quadratwurzel
aus einem 2-, 4-, 6-, 8stelligen Dezimalbruch besitzen, der eine Quadrat-
zahl ist ? (Vergleiche Aufg. 2 und 3 in Abschn. 45!)

Beispiele:  }/0,23°91'21 = 0,489 V7645225 = 27,65
791 : 8|8 364:4[7
704 329
8721:96/9 3552 : 54|6
8721 3276
0 27625 : 552|5
27625
0

Bei Dezimalbriichen teilt man vom Komma aus nach rechts, bei ge-
mischten Zahlen, die als Dezimalbriiche geschrieben sind, vom Komma
aus nach links und rechts Gruppen zu je 2 Stellen ab.

Irrationale Zahlen
Die Quadratwurzel aus 5 soll bestimmt werden.
1. /5 kann keine ganze Zahl sein, denn 22 < 5 < 32,

2. J5 kann keine gemischte Zahl sein, denn gemischte Zahlen ergeben mit
sich selbst multipliziert wieder gemischte Zahlen.
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3. ]/5 kann gezeichnet werden (Abb.55), aber
weder eine ganze Zahl noch ein unechter
Bruch gibt ihren Wert an, und auf jedem
noch so fein unterteilten MaBstab kann die

- 4cm?
Linge der Strecke, die }'5 darstellt, daher
nur angeniihert abgelesen werden. 1em2
Zahlen, die wie |'5 weder ganze Zahlen noch 3 A

Briiche sind, nennt man irrationale!) Zahlen.
Ganze Zahlen und Briiche sind rationale
Zahlen. Sscm2

4. Wil man den Niherungswert fiir eine
Quadratwurzel berechnen, auch wenn die
Woaurzel eine irrationale Zahl ist, so wendet
man das fiir ganze Zahlen und Dezimal- Abb. 55
briiche geiibte Verfahren an. Je nach der
verlangten Genauigkeit bricht man die Rechnung ab, wenn man 2, 3, 4
oder mehr Stellen nach dem Komma erhalten hat.

Beispiele:
a) V7 = 2,6457 =~ 2,646 =~ 2,65 b) 0,60 = 0,77459 ~ 0,7746 = 0,775
4 49
300: 4/6 1100 : 14(7
276 1029
2400 : 524 7100 : 1544
2096 6176
30400 : 528/5 92400 : 1548|5
26425 77425
397500 : 5290|7 1497500 : 15490|9
370349 1394181
Aufgaben

1. a) 10,49 bh) 12,25 ©) 12,56  d) 16,25 e) 10,0625
f) Y144 g) /0,014¢ 1) yI21 i) 10,0121 k) 70,0004

2.a) 10,0676 b) 10,1624 ¢) 10,8836  d) 0,5184
e) 10,6124 1) 10,027889  ¢) 10082369 h) 0,390625

i) /0,640636 k) 10435621 1) 0,023459 m) }0,423876

1) irrationdlis (lat.): kein Verhiltnis besitzend.
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a) 10,89 b) /457,96 ¢) YIS 1041  d) }13,205956
e) V5 745,64 f) 735,440 g) V65,4481  h) }/548,0281

a) /36869184 b) 1/33,790969  ¢) }709469,29 d) 9 531,6169
e) 149079,9716 ) Y2816,4249 g) 77,951241 h) }/231101,3329

a) |2 b) 13 e) V7 d) y38 e) 196
f) 1360 g) V1262  h) Y8BT i) YE30 k) Y7115
1) Y352,3 m) y0,01823 n) J0,9 o) J0,0725  p) y1i4

oy oY% 9l ol wlg

Anleitung: Verwandle die gemeinen Briiche in Dezimalbriiche!

48. Aufsuchen von Quadratwurzeln in der Quadrattafel

. Ist die Quadratzahl in der Tafel enthalten, so kann man die Quadrat-

wurzel ohne weiteres ablesen.

Beispiele:

a) Y7921 =89 b) 29,92 = 5,47

¢) Y575,2 = /5,712 - 100 = ¥/5,712 - 100 = 2,39 - 10 = 23,9
d) 10,5402 = }/54,02: 100 = 54,02: Y100 = 7,35:10 = 0,735

. Ist die Quadratzahl nicht in der Tafel enthalten, so sucht man die zur

nichstniederen Quadratzahl gehorige dreiziffrige Zahl. Die vierte Ziffer
dieser Zahl bestimmt man durch Zwischenschalten mit Hilfe eines Drei-
satzes.

a) Y90

Die niichstniedere Quadratzahl ist 89,87; die nichsthéhere 90,06; die
Tafeldifferenz (D) betrigt 19 Einheiten ihrer letzten Dezimale. Man
liest ab: /89,87 = 9,48 und schlieBt:

Wiichst die Quadratzahl um 19 Einheiten, so wichst die Wurzel um
10 Einheiten.

Wiichst die Quadratzahl um 1 Einheit, so wichst die Wurzel um :—g Ein-
heiten.

Wiichst die Quadratzahl um 13 Einheiten, so wichst die Wurzel um

10-13 . o .
o Einheiten. 10.13 16

Y90 = 9,48 + 0,007 = 9,487
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b) Y3964
3964 = /39,64 - 100 = }/39,64 - 1100

1/39,56 = 6,29; Nebenrechnung: Lﬂé—s = 6133 ~6
139,64 = 6,29 + 0,006 = 6,296
Y3964 = 6,296 - 10 = 62,96
Aufgaben
1. a) 15,905 b) 162,73 ¢) /3842 d) Y9643
e) 03552 1) 0,0392 g) V187500  h) 0,003956
i) 158560 k) y0,7797 1) 0,08352 m) }/717400
2.a) /36,9 b) 80,75 ¢) 73,085 d) Y9456
e) V55,28 1) 15790 9) /04854 h) Y3125
i) 892500 k) 70,001994 1) y0,0002345 m) y0,01857

3. Das WeiBlen der Decke einer quadratischen Kiiche kostete 12,46 DM.
Wie groB war die Seitenlinge der Decke, wenn der Maler fiir 1 m?
0,68 DM berechnet hatte ?

4. Weise nach, daB nach dem Lehrsatz des Pythagoras fiir die Seiten eines

rechtwinkligen Dreiecks folgende Gleichungen bestehen:
¢ =YVa:+ b2 a=Jez— b2 b=y — a?

5. Berechne in einem rechtwinkligen Dreieck die dritte Seite und den
Flicheninhalt, wenn gegeben sind:
a) a= 8cm b) a=35cm e) b="T75cm

b=15cm ¢=37cm ¢=128m!

6. In einem rechtwinkligen Dreieck ist F' = 2 425,6 cm?; die Seite a miBt
64 cm. Wie groB ist der Umfang?

7. Berechne fiir ein gleichschenkliges Dreieck mit der Grundseite ¢
a) den Umfang U aus ¢ = 18 cm und h, = 27 cm,
b) . und F aus ¢ = 45cm und a = 89 cm,
e) cund F aus a = 17,5 m und h, = 14,8 m!

8. Die Seite eines gleichseitigen Dreiecks mift a) 12cm, b) 37 em, ¢) 9,84 m.
Berechne die Héhe und den Flicheninhalt!

Anleitung (Abb. 56):

2 2 3
Es ist ht= q?— (g) =a’—%=3Ta- h=l/3—ii=gl/;.
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9. Wielangsind die Diagonalen a) eines Quadra- c
tes mit der Seite a =29 cm, b) eines Rechtecks
mit den Seiten a = 25,4 cm und b=19,3cm?

10. Die Diagonale eines quadratischen Platzes
ist 184 m lang. Wie groB sind Umfang und
Fliche des Platzes ?

11. Die Diagonalen eincs Rhombus messen

e=424cm und f=352cm. a) Wie lang ~ —g—"
ist die Seite des Rhombus ? b) Wie groB ist Abb. 56
der Flicheninhalt ?

12. Der Durchmesser eines Kreises ist 16 ¢cm lang; parallel zu ihm legt man
in Abstinden von 2 zu 2 cm Sehnen in den Kreis. Berechne ihre Lingen!

49. Anwendungen

1. Der FuBboden einer Waschkiiche soll mit Fliesen belegt werden. Es
werden 350 Stiick einer Sorte bestellt, die 24 em lang und 15 cm breit
sind. Da die Ziegelei sie nicht vorritig hat, werden Mauersteine von
25 em Liinge und 12 cm Breite genommen. Wieviel Mauersteine miissen
angefahren werden ?

2. Die Wiinde einer Kiiche sollen 1,35 m hoch mit Kacheln bekleidet
werden. Die Kiiche ist 4,25 m lang und 3,60 m breit. Die Eingangstiirist
1,10 m und die Tiir zur Speisekammer 0,70 m breit. Die Kacheln sind
quadratisch, die Seite miBt 15 cm. Wieviel Kacheln sind nétig ?

3. Die Punkte 4 und B (Abb. 57) liegen auf zwei StraBen, die einander
rechtwinklig schneiden; sie sollen durch einen Weg verbunden werden.
Wegen eines dazwischenliegenden Gehélzes kann die
Strecke 4 B nicht gemessen werden.

Man miBit 4C zu 550 m und BC zu 380 m. Be.
rechne 4 B!

4. Eine 8,5 m lange Leiter wird so an eine Hauswand
gestellt, daB ihr FuB 3,20 m absteht. Wie hoch
reicht die Leiter an der Wand hinauf ?

5. Die Giebelseite eines Hauses, die der Wetterseite Abb. 57
zugekehrt ist, muB neu verputzt werden. Der Dach-
giebel ist ein gleichseitiges Dreieck. Entnimm die MaBle der Abb. 58
und berechne die Kosten des Verputzens, wenn 1 m? 6,40 DM kostet!
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6. Ein Garten in Form eines gleichschenkligen Trapezes
hat die parallelen Sciten a = 59,5 m bzw. ¢ = 45,5 m
und die Breite h = 24 m. Der Garten soll mit einem
schmiedeeisernen Gitter eingezdunt werden, von dem
das Meter mit 14,40 DM berechnet wird. Wie teuer ist
die Unrziiupung ?

7. Eine Telegraphenstange ist durch ein Drahtseil be-
festigt, dessen Verankerung in der Erde vom TFuB-
punkt der Stange 7,50 m entfernt ist. Bis zur Draht-
befestigung betriigt die Hohe der Stange schitzungs-
weise 6 m. Wie lang ist das Drahtseil ?

8. Ein Junge 1Bt einen Drachen steigen, so hoch es sein
87 m langer Bindfaden zuld8it. Sein Freund, der 50 m
von ihm entfernt steht, sieht den Drachen senkrecht

81m

Abb. 58

-———5,45 m—

iiber sich. Welche Héhe iiber dem Erdboden hat der Drachen erreicht ?

(Der Durchhang der Drachenschnur wird vernachlassigt.)

9. Bei einer Flurbereinigung erhélt der Bauer Schade fiir zwei auseinander-
liegende rechteckige Ackerflichen in anderer Lage einen gleich groBen,
quadratischen Ackerplan. Der erste Acker ist 24 m breit und 165 m
lang, der zweite 35 m breit und 140 m lang. Wie lang muB die Seite des

neuen Ackerplanes abgesteckt werden ?

10. An eine 12 m lange Hauswand wird ein Schuppen
mit einem einfachen Pultdach gebaut. Berechne
nach den MaBen in Abb. 59,

a) wie lang die schriig verlaufende
Dachkante wird,

—
F=

b) wieviel m? Bretter zum Bedecken
des Daches erforderlich sind!

3
o

11. Wie groB sind bei dem Dachbinder in
Abb. 60 die Firsthéhe und die Sparren-
lingen, wenn @ = b = ¢ = 1,5 m ist?

12, Ein Turmdach soll mit Dachziegeln neu
gedeckt werden. Die Turmspitze hat die
Form einer quadratischen Pyramide;
sie ist 14,2 m hoch, die Grundkante
miBt 8,6 m. Berechne: Wie groB sind
a) eine Seitenkante, b) die Hohe einer

3 —]
N
£ W

7

Sm

Abb. 59

Abb. 60
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Dachfliche, ¢) die gesamte Dachfliche?
d) Wie hoch werden die Kosten, wenn der
Preis fiir 1 m2? 7,85 DM betrigt ?
Anleitung: Abb.61 zeigt den Weg der Losung.
Schneide aus einer Kartoffel ein Modell der Turm-
spitze und fithre die entsprechenden Schnitte aus!
13. Erika fertigt drei quadratische Decken, deren
Seiten 40 cm lang sind, und umgibt sie mit
einer Spitze, von der 1m 1,45 DM kostet.
Sie will dazu passend noch drei Decken
von gleicher Form, aber mit doppelt so groBer
Fliche herstellen. Wieviel DM kostet die
Spitze a) fiir die ersten drei, b) fiir die letzten J
drei Decken ? Abb. 61

14. Ein Schiff ist von Helgoland 8,5 sm (1 sm = 1,852 km) entfernt und will
bei geradliniger Fahrt in einem Abstand von 4 sm an der Insel vorbei-
kommen. Wie gro8 ist seine Geschwindigkeit, wenn es nach 1} Std. an
Helgoland vorbeikommt ?

15. Ein Schiff kam nach einer 13stiindigen geradlinigen Fahrt in einem Ab-
stand von 4,3 sm an dem Warnemiinder Leuchtturm vorbei und hatte
stiindlich 4,75 sm zuriickgelegt. Wie weit war das Schiff urspriinglich
vom Warnemiinder Leuchtturm entfernt ?

16. Ein Schiff war von dem Leuchtturm auf Wangeroog 14,3 sm entfernt
und kam bei einer (geradlinigen) Fahrt von 5,25 Knoten (5,25 Knoten
= Geschwindigkeit von 5,25 sm in der Stunde) nach 2 Std. 40 Min. an
dem Turm vorbei. In welcher Entfernung
kam das Schiff an dem Turm vorbei ?

17. Um Meerestiefen zu messen, wird das offo
Echolot benutzt (Abb. 62). Der Schall-
erreger befindet sich in S, der Schall-
empfinger in E. Die Schiffsbreite betrigt
b = 18 m (15 m). Der Schall pflanzt sich
in Meerwasser mit einer Geschwindigkeit
von 1510 m/s fort. Withrend der Zeitmes-
sung ruht das Schiff.

a) Berechne Wassertiefen fiir einen Zeit-
unterschied ¢=0,05; 0,08; 0,1 s!
b) Berechne fiir dieselben Zeitunterschiede
die Wassertiefen, wenn die Schiffsbreite
vernachlissigt wird! Vergleiche !
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XIII. Der Rechenstab

50. Der Aufbau des Rechenstabes

Setze folgende Zahlenreihen nach rechts fort:
0,2,4,6,8,... und 1,2,4,8,16,32,...!

Wir kénnen die erste Zahlenreihe veranschaulichen, indem wir auf der
Zahlenachse mit Zweicrschritten nach rechts schreiten (Abb. 63). Jedem
Schritt entspricht die Addition

L ) . e . von 2.
0 2 4 6 8 7 72 Dasselbe Voranschreiten auf
Abb. 63 der Zahlenachse konnen wir

aber auch deuten durch die
Testsetzung, daB jedem Zweierschritt eine Multiplikation mit 2 entsprechen
soll. Wir miissen dann die Punkte auf der Zahlenachse wie in Abb. 64 be-
ziffern.
Warum beginnt die ,,Additionsachse* (Abb. 63) mit Null, die ,,Multiplika-
tionsachse* (Abb. 64) dagegen mit 1?2
Wie 16st man mit zwei

cgencinander verschieb- F p ” - L v L

lg)a%en Additionsstiben die 2 ¢ ¢ 7 b &
Aufgaben 2 +2; 2 +4; Abb. 64
4 4+6;8—4;6—2?
Wie kann man mit zwei gegeneinander verschiebbaren Multiplikations-
stiilben die Aufgaben 2-2;2-4;4-4;16:2; 16:4 16sen?
Man kann jede der obigen Multiplikationsaufgaben als Produkt von Prim-
faktoren schreiben,z.B. 4 -4 = 2.2 .2.2 = 22. 22, Welche Faktoren kom-
men in diesen Aufgaben vor? Unser Multiplikationsstab gestattet nur die
Multiplikation von Potenzen der 2. Fertige zwei entsprechende Stibe an
fiir die Multiplikation von Potenzen der 3 und l6se mit ihnea folgende Auf-
gaben: 3-3;3-9;3-27; 27:9!
Die Einteilung auf unseren Multiplikationsstiben soll nun verfeinert werden.
Wir betrachten den Zweierstab. Welche Zahl steht in der Mitte zwischen
a) 1 und 64, b) 1 und 16, ¢) 1 und 4, d) 1 und 2? Welche neuen Teilstriche
gewinnt man durch Ausfithrung der Rechnungen a) 2-1,41, b) 4-1,41 usw.?
Durch die Proportion 1:z = z:4 findet man die mittlere Proportionale
von 1 und 4. Wo findet man sie auf dem Multiplikationsstab?
Zu welchen Zahlen gelangt man durch weiteres Halbieren der durch Multi-
plikation der Zweierpotenzen mit 1,41 entstandenen Strecken?
Man hat Stibe hergestellt, mit denen es méglich ist, alle Multiplikations-
und Divisionsaufgaben fiir ganze und gebrochene Zahlen bis auf die ersten 3.
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geltenden Ziffern zu l6sen, indem man die diesen Zahlen zugeordneten
Strecken addiert oder subtrahiert. Solche Rechenstibe benutzen vor allem
Techniker, Ingenieure, Statistiker und Wissenschaftler. Die Begriindung
der in den folgenden Abschnitten mitgeteilten Vorschriften fiir das Rechnen
mit diesen Rechenstiiben wird spiter nachgeholt.

Die Rechenstiibe (Abb. 65) bestehen aus einem Stabkorper S, dessen
Mitte ein in der Lingsrichtung beweglicher Schieber Z (Zunge) einnimmt.
Ein beweglicher Laufer L mit einem feinen Strich gestattet das Einstellen
und Festhalten bestimmter Punkte. Es sind 4 Teilungen A, B, C und D
vorhanden, von denen je zwei, nimlich A und B einerseits und C und D
andererseits, einander gleich sind.

) L z
\ S /1 i b [l | o el ) 4 M b i g e 4 il bt Pl idd 15 ]/
' Alxl 1y u,; AR ‘} il Blohpbt i i sl /
Z f .v,rllf':n.‘ T\rli THETH ad
F,Pmlllle(lw;.allylgui‘;{\\ i "‘H""Jm'i ™
| =S

Abb. 65

Diese Teilungen werden auch Leitern genannt. An einer bestimmten Stelle
kénnen fiir mit 1 beginnende Ziffernfolgen die ersten 4, fiir die iibrigen die
ersten 3 Ziffern abgelesen werden. In Abb. 65 steht der Liuferstrich iiber
3,6 der Leiter D. Zu dieser Einstellung gehérende Zahlwerte sind 3,60;
36,0; 360; 0,360; 0,0360 usw. Der Rechenstab zeigt nicht, an welcher Stelle
der durch den Teilstrich angegebenen Zahl das Komma steht. Einfache
Multiplikationen und Divisionen werden meist mit den Leitern C und D
durchgefiihrt.

Aufgaben

1. a) Wieviel bedeutet auf D (und O) ein Teilstrich zwischen 1 und 2,
2 und 4, 4 und 10?

b) Beantworte dieselben Fragen fiir A (und B)!

2, a) Stelle den Léuferstrich auf D nacheinander auf die Teilstriche fiir
2,5;4,4;1,9; 8,3; 1,64; 3,74; 5,25; 9,65; 2,42; 1,37!
b) Stelle den Léuferstrich auf D nacheinander an die Stellen 2,35; 3,23;
1,835; 5,175; 2,2; 2,02; 4,5; 4,05; 1,3; 10,3!

3. Stelle den Lauferstrich auf A an folgende Stellen, wobei z. B. zwischen 3
und 30 genau zu unterscheiden ist: 1,73; 17,3; 43,5; 28,75; 5,55; 7,05;
31,5; 3,15; 16,08 !
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51. Einfache Multiplikation und Division mit dem Rechenstab

a) Multiplikation

Beispiel: 2.3 =6 (Abb. 66)

Einstellen: 1 auf C (C1) iiber 2 auf D (D 2); Léuferstrich auf C 3.
Ablesen: Auf D unter C 3.

[a_ 1
8 4 3
[ —— |
[D 17——"2 |‘ |
Einstellen Ablesen
Abb. 66

b) Division

Beispiel: 8:4 =2 (Abb. 67)

Einstellen: C 4 iiber D 8; Liuferstrich auf C 1.
Ablesen:  Auf D unter C 1.

[a ]
E l

1 4

i = =

1 5 'y ]
P i
Ablesen Einstellen
Abb. 67

Schiitze vor jeder Benutzung des Rechenstabes das Ergebnis durch Uberschlags-
rechnung ab, um festzustellen, wohin das Komma zu setzen ist!

Aufgaben
1. Multipliziere auf den Leitern C und D:
a) 1,8-3,5 b)24-1,5 €) 4,15 1,47 d) 2,62 - 3,16
¢) 5,65 - 1,56 f) 20,1-0,21 g) 0,405-0,102  h) 1,6-19,3
i) 1,64-0,25 k) 1,64 -7,2 1) 2,65 - 3,17 m) 5.28 - 11,74
n) 531,74 0} 110,8-0,086  p) 22,1-0,43 q) 42,5.0,38!
2. Dividiere auf den Leitern C und D:
a) 4:1,725 D) 6,3:3,48 ¢) 384:23 d) 61:0,147
¢) 67,4:0445 ) 17:1,32 g) 7,6:29 h) 70:3.25

i) 4,08:18,4 k) 0,7:4,61 1)28:31 m) 4,9 : 1,03!
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3. Berechne die folgenden Quotienten:
)24 435 718 py 578 13 815
13,6 13,6 13,6 4,92 4,92 4,92

52. Multiplikation und Division mit Riickschlag

Liegt die Ablesemarke nicht mehr im Bereich der Teilung D, so wird
Punkt 10 (in Abb.65 die rechts stehende 1) der Teilung C an Stelle von
Punkt 1 (in Abb.65 die links stehende 1) als Einstell- bzw. Ablesemarke
verwendet. Die Zunge wird im Falle der Multiplikation nach links ,,durch-
geschoben‘‘; man nennt das einen Riickschlag.

Beispiel 1 (Multiplikation): 5 -4 = 20 (Abb. 68)

Einstellen: C10 iiber D 5 (dadurch wird der eine Faktor durch 10 dividiert,
an den Ziffern des Ergebnisses also nichts geindert); Laufer-
strich auf C 4.

Ablesen: Auf D unter C 4.

[A ]
84 “ 2 |
(1= = |
I D? lz _ls J
| —
Ablesen Einstellen
Abb. 68

Beispiel 2 (Division): 30:6 =35
Einstellen: C 6 iiber D 3; Liuferstrich auf C 10.

Ablesen: Auf D unter C 10 (dadurch wird der Quotient mit 10 multipli-
ziert, an den Ziffern also nichts geindert).

Aufgaben

1. Multipliziere auf den Leitern C und D:
a) 1,64 - 655 h) 42,4 - 0,52 ¢) 508 - 0,39 d) 30,7 - 0,094
e) 375 - 382 f) 7,45-0,306 ¢) 1,63-0,843 h) 4,2.27
i) 531,74 k) 3,35 - 34,5 1) 3,04 -42,75 m) 813-0,141
n) 111 - 95,5 0) 4,31.3,5 p) 5,27.0,29 q) 8,02.1,98!

2. Berechne folgende Produkte mit dem Rechenstab:
a) 5,2-0,83.1,76 b) 17,45 -8,6 . 0,84 e) 7,65 -4,24-165
d) 0,368 - 6,75 - 3,34 e) 22,8.0,374 - 5,67  f) 124,2.0,94 - 3,72!

T  [00805-10]
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3. Dividiere auf den Leitern C und D:
a) 5:6,55 b) 168:4,4
e) 3,08:51,4 f) 638:87,5
i) 4,08:55,5 k) 22,1:0,0366

4. Berechne die folgenden Quotienten:

¢) 13:0,625
g) 23,5:75
1) 35,4 : 0,895

d) 17:4,35
h) 5,4:725
m) 18,4 : 0,426!

a) 3,21 4,23 6,78 b) 3,82 4,64 7,15 °) 5 495 2,74
2 8,27 8,27 0,743 0,743 0,743 2,7 32,7 32,7
d 82,4 3,92 13.16 ) 7,08 6,39 .19 f) 22 43,8 67,8
) 14,25 14,25 14,25 4,25 4,25 4,25 51,6 51,6 51,6

53. Verbindung von Multiplikation und Division
Beispiel: 6—;3 = 4,5 (Abb. 69)

Einstellen: C 4 iiber D 6; Lauferstrich auf C 3.
Ablesen:  Auf D unter C 3.

Fiihre die Division vor der Multiplikation aus! Man kommt dabei, sofern die
Zunge nicht durchgeschoben werden muB, mit einer Einstellung aus.

[ 1
B 17 3 4
c_F i
o_k 55 ]
P ——————-
Ablesen Einstellen
Abb. 69
Aufgaben
2,40.6,3 2,40 2,40 - 1,57 86 - 0.12 86 - 0,72
La) == =55 63 b 55 )5 Vs
.042): 24.1,75): 6,3 g) 269728 4 56585
e) (32,4 -0,42): 6,3 0 (324-1,75):63 g) 20 200 ) 220

4,55 - 1,935 - 3.87
2,98 - 6,44
d) 57.8 - 0,021 - 63,5
6,14 - 0,321
) 36,8 - 4,63 - 27,9
130- 51,1

2.a)

b) 26,3 - 0,985 - 0,‘3_0_3
7,77 153
2,34-2,01-1.84
) 0,385 - 9,23
h) 0,735 - 3,84 - 12,05
1,875 - 6,94

) 3,42.4,2-1,43

1,195 - 2,06

1.53 - 203 - 0.139
) ——————

65,4 - 0,53

i) 0,134.2,58.21.3
1,45.7,82
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54. Losung von Proportionen mit dem Rechenstah

1. a) Stelle den Schieber so weit nach rechts, daBl die 1 der Leiter B unter
der 3 der Leiter A steht! Welche Zahl steht dann unter dem Teilstrich
6, 15, 30, 60 usw. der Leiter A?

b) Bilde den Quotienten je zweier untereinanderstehender Zahlen! Was
erhiilt man? Bilde daraus eine groBere Zahl von Verhiltnisgleichungen!

c) Fiihre dhnliche Versuche mit anderen Einstellungen des Schiebers
durch! Welche aligemeine Regel folgt aus dem Ergebnis ?

N

. Fiihre die entsprechenden Untersuchungen wie in Aufg. 1 auch fiir die
Leitern C und D durch!

w

. Lose mit Hilfe derin Aufg.1 gefundenen Regel die folgenden Gleichungen:
a)4:3="7:2z b)25:38=97:2 c)4,7:14 =13,9:z!

55. Quadrieren und Quadratwurzelzichen

Wiihrend die Teilungen A und B die Zahlen von 1 bis 100 umfassen, ent-
halten die Teilungen C und D nur die Zahlen 1 bis 10. Jede Zahl der Tei-
lung A oder B ist auf den Teilungen C und D in doppeltem Abstand vom
Anfangspunkt zu suchen. Stellt man den Lauferstrich z.B. auf D 3, so
zeigt er oben auf diejenige Zahl, die auf D doppelt so weit von 1 entfernt
ist wie 3. Das ist die Zahl 9. Welche Zahl steht auf der Teilung A iiber D 4;
D6;D7;D8;D9; D1,5; D2,5; Da? Zu welchen Rechnungen wird man
daher die Teilungen A und D verwenden?

Wie der Rechenstab zum Quadrieren verwendet wird, zeigt Abb. 70.

Die Bestimmung der Quadratwurzel geschieht nach dem umge-
kehrten Verfahren. Dabei ist

MI?M zu beachten, daB alle Radi-
2 T 700 kanden mit ungerader Stellen-
v 1:0 + zahl auf der ersten Hilfte
¢ ) ] der Teilung A, alle Radi-
0 s 0 kanden mit gerader Stellen-
] zahl auf der zweiten Hilfte
fl”m”::bb 7 der Teilung A einzustellen

sind.
Beispiele: 164 =2,53; 6f=8; 1225 =15; }225 =4,74.

Um Fehler zu vermeiden, schitze in jedem Falle die 1.Ziffer der Wurzel
vor dem Einstellen ab!

7*
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Aufgaben
1. Berechne:
a) 1,912 b) 27,22 ¢) 3662 d) 0,905 e) 11,42 f) 392 g) 22,82
h) 1342 i) 16,12 k) 1,842 1) 0,208 m) 3462 n) 0,4252 o) 60,52
p) 14,492 q) 189,72 1) 2472 s) 69,62  t) 3,0632 u) 4,292 v) 0,5342!
2, Bestimme:
a) Y256 b) V31 1335 d) 135 V4B V5 ¢) {13
h) Y124 §) Y128 k) Y134 1) Y152 m) V164 n) Y198 o) Y24
PYEE OYIE DYET 9 VIZE 1 156 u) YBE v)y365
w) VLI %) 55 y) V52 1) 135!

X1V. Aus der Kreislehre

56. Sehnen

Abb. 71 stellt einep Mauerbogen dar. Die mit sp gekennzeichnete Strecke
bezeichnet man als Spannweite, die mit h bezeichnete Strecke als Bogen-,
Stich- oder Pfeilhohe. Der ,,Stichbogen* der Mauersfinung ist aus einem
Kreis entstanden. Abb. 72 zeigt, wie man den Mittelpunkt des Kreises findet.
Wie heiBen die Strecken, die dem

Kreisin Abb.73 eingezeichnet sind ? % —
Radius, Sehnenlinge oder Spann- L A"
weite und Stichhohe-sind vonein- \ s =
ander abhiingig. Untersuche die Ab- Sp ]
hiingigkeit! \

\

Abb.71

D

Abb. 72 Abb. 73
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Erklarung: Die Verbindungsstrecke zweier Punkte des Kreisumfanges
heilt Sehne. Jede durch den Kreismittelpunkt gehende Sehne heiBt Durch-
messer.

1. Durchmesser sind groBte Sehnen eines Kreises.

2, Jeder Durchmesser ist Symmetrieachse des Kreises.

3. Die Symmetrieachse der Sehne eines Kreises geht durch den Kreismittel-
punkt (Abb. 73).

4. Gleiche Sehnen eines Kreises haben gleichen Abstand vom Mittelpunkt.

Beweis zu Satz 1 (Abb. 74a):
Der Abstand M E der Schne 4 B vom Kreismittelpunkt M ist kleiner als
der Abstand MF der Sehne C D, es gilt also
ME<MF und ME | AB, MF | CD.
In den rechtwinkligen Dreiecken 4 EM und CF M ist
AE?=1*— MFE* und CF?=12— MF?
und wegen ME* < MF?
AE*> CF*, AE>CF, 24E>2.CF.
Weil 2-AE=AB, 2-CF=CD,
ergibt sich AB> CD.

Von zwei ungleichen Sehnen ist die dem Mittelpunkt niiher liegende die
groBere. Den kleinsten Mittelpunktsabstand (Null!) hat der Durchmesser.
Er ist daher die groBte Sehne.

Beweis zu Satz 4 (Abb. 74b):

Aus AB=CD und ME | AB, MF | CD
folgt AE=EB und CF=FD,
d.h. AE =CF,
mithin NAAEM = ACFM,
daher ME = MF.
_— Abb. 74b
Aufgaben

1. Bestimme den Mittelpunkt eines Kreises, der mit Hilfe einer Tasse, eines
Tellers u.a. gezeichnet wurde!

2. MiB, wie groB3 in Abb. 71 die Spannweite und die Pfeilhéhe sind! Zeichne
im MaBstab 2:1 das Stichbogenfenster und suche zuerst den Mittel-
punkt des zugehérigen Kreises als Schnittpunkt zweier Achsen!
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3. Zeichne ein Flachbogenfenster mit 150 cm Spannweite und } Pfeilhthe
(d.i. % der Spannweite)! (MaBstab beifiigen; MaBe eintragen!)

4. Zeichne ein Kreisbogenfenster (Halbkreis) mit 120 cm Spannweite!
(MaBstab beifiigen; MaBe eintragen!)

5. Zeichne einen holzernen Kleiderbiigel mit Steg, der die Gestalt eines
Kreisabschnittes (Kreisbogen mit zugehériger Sehne) besitzt!

6. Zeichne einen Kreis, der durch die Punkte 4 und B geht und dessen
Mittelpunkt auf einer (nicht auf 4 B senkrechten) Geraden g liegt!

7. Zeichne Kreise mit dem Radius r =5 cm, die durch zwei gegebene,
6 cm voneinander entfernte Punkte 4 und B gehen!

8. Ziehe durch den Punkt 4 innerhalb eines Kreises eine Sehne so, daB
sie durch den Punkt 4 halbiert wird!

9. Zeichne einen Kreis, der durch drei nicht in einer Geraden liegende
Punkte geht!

57. Sekanten und Tangenten

In Abb.75 ist eine beliebige Gerade um einen Punkt P gedreht worden.
Gib an, in wieviel Punkten jede Gerade den Kreis schneidet, und vergleiche
die Lage der Schnittpunkte der Geraden im Laufe der Drehung! Welche
besondere Lage hat die Gerade, wenn sie durch Punkt C bzw. ¢ geht ?

In Abb. 76 ist eine Gerade parallel zu sich selbst verschoben. Gib in jeder
Lage der Geraden die Symmetrieachse der von der Geraden durch den Kreis
abgeschnittenen Sehne an!

Al A
T T

.1 O S N N S B A |
e ] &N
8, By
B:\J B,
/ ’
RNy i\
Abb. 75 Abb.76

Was ergibt sich, wenn beide Schnittpunkte zusammenfallen ? Wie veriindert
sich der Abstand der Geraden vom Kreismittelpunkt, wenn sie sich dieser
Grenzlage nihert ?
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Bezeichne die Lage der Riemen zu den
Riidern der Dreschmaschine (Abb.77)
bzw. der Kette zu Zahnkranz und
Kettenrad des Fahrrades (Abb. 78)!

Erklirungen:

\
Eine Gerade, die den Kreis in zwei Punkten schneidet, heit Schneidende
oder Sekante?).
Eine Gerade, die den Kreis beriihrt, heiBt Berithrende oder Tangente?).
Der Radius zum Beriithrungspunkt heiBt Berithrungsradius,

1. Die Tangente steht auf dem Beriihrungsradius senkrecht.

2. Von einem Punkt auBlerhalb eines Kreises konnen zwei Tangenten an den
Kreis gezeichnet werden. Ihre Tangentenabschnitte sind gleich; die Beriih-
rungssehne und der von den Tangenten gebildete Winkel werden durch die
Verbindungsstrecke des Mittelpunktes mit dem Punkt (Zentrale) halbiert.

Jeder Durchmesser, auch der
in seiner Verlingerung durch P
gehende, ist Symmetrieachse
fiir den Kreis. Also gibt es zu
einer durch P gehenden Tan-
gente eine ihr symmetrische.

Beweis zu Satz 2 (Abb. 79): 4
1
1
I
!
|
'
|

Bestimmungslinie:

Dic in cinem Punkt auf einer
Geraden errichtete Senkrechte ist die Bestimmungslinie fiir die Mittelpunkte
aller Kreise, die dic Gerade in diesem Punkt beriihren.

L

Aufgahen

1.Zeichne an einen Kreis in einem Punkt des Umfangs die
Tangente!
Ausfithrung: Zeichne den Beriihrungsradius und errichte auf ihm im
Beriihrungspunkt die Senkrechte!

1) secare (lat.): schneiden. 2) tangere (lat.): berithren.
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2. Zeichne von einem Punkt
P aullerhalb eines ge-
gebenen Kreises an ihn
diebeidenTangentenund
begriinde die Konstruk-
tion!

Ausfithrung (Abb.80):

Schlage um den Mittelpunkt
M des gegebenen Kreises mit
seinem doppelten Radius und
um den Punkt P mit dem
Radius M P Kreise, die ein-
ander in D und D’ schneiden!
Zeichne die gesuchten Tangenten als Symmetrieachsen zu M Dund MD’!

Abb. 80

3. Zeichne einen Kreis, der zwei gegebene Parallelen beriihrt und durch
einen gegebenen Punkt 4 a) auf einer der Parallelen, b) zwischen den
Parallelen geht!

4. Zeichne einen Kreis, der die Gerade g in dem Punkt A4 beriihrt und
durch den (nicht auf g liegenden) Punkt E geht!

5. Um M sei ein Kreis mit dem Radius r = 3 cm gezeichnet.
a) Zeichne an den Kreis Tangenten, die zu einer gegebenen Geraden g
parallel laufen!
b) Zcichne an den Kreis Tangenten, die mit einer gegebenen Geraden g
den Winkel a = 45° bilden!
¢) Beschreibe in den Kreis ein Quadrat!

6. Zeichne Kreise (r = 2 cm), die zwei einander schneidende Geraden
g, und g, beriihren!

7. Zeichne Kreise, die zwei einander schneidende Geraden g, und g,
beriihren, und zwar eine von ihnen in einem gegebenen Punkt P!

8. Den Mittelpunkt kreisformiger Querschnitte
von Biichsen, Rundhélzern usw. finden die
Handwerker durch einen Mittelpunktssucher
(Abb. 81).

a) Stelle einensolchen Mittelpunktssucher her!
b) Wie wird er benutzt, um den Mittelpunkt
eines Kreises zu finden ?

¢) Diirfen die Schenkel des Winkelhakens einen
beliecbigen Winkel miteinander bilden ?
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9. Ein Schienenstrang von 1,435 m Spurweite muB seine Richtung um 120°
andern. Fertige eine maBstéibliche Zeichnung fiir den Fall, daB die beiden
Richtungen durch einen Kreisbogen vom Kriimmungsradius r = 600 m
zu verbinden sind (Abb. 82)!

58. Peripherie- und Zentriwinkel

Stelle ein Modell her, wie es Abb. 83 zeigt! Bringe den Winkel in verschiedene
Lagen! Bezeichne die Punkte, auf die der Scheitelpunkt fillt! Auf was
fiir einer Linie scheinen die Punkte zu
liegen? Priife das Ergebnis auch fiir
andere Winkel !

Erklirungen:

Der Winkel, den die Radien eines
Kreises einschlieBen, heit Mittel-
punktswinkel (Zentriwinkel; <X 4 M B,
Abb. 84). Zu jedem Kreisbogen gehort
ein Zentriwinkel.

Zwei von einem Punkt des Kreises aus-
gehende Sehnen bilden einen Umfangs-
winkel  (Peripherie-
wirnkel; <X ACB,
Abb. 84). Ein Peri-
pheriewinkel steht
auf dem Bogen, der
zwischen seinen
Schenkeln liegt.

Der Winkel, den eine
Tangente und eine
von ihrem Beriih-
rungspunkt aus ge-
zogene Sehne bilden, A 8
heiBt Sehnentangen- Abb. 84
tenwinkel (X BA T,

Abb. 85).

Abb. 83

[
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1. Jeder Peripheriewinkel eines Kreises ist halb so groB wie der Zentriwinkel,
der mit jhm auf demselben Bogen steht.

2, Peripheriewinkel auf demselben Bogen eines Kreises sind gleich (als Folge-
rung von 1).

3. Der Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein rechter Winkel (Satz des Thales;
als Folgerung von 1).

4. Jeder Schnentangentenwinkel ist gleich dem Peripheriewinkel iiber dem
zwischen seinen Schenkeln liegenden Bogen.

Anleitung fiir den Beweis zu Satz 1: Alle Peripheriewinkel, die mit
einem Zentriwinkel auf demselben Bogen stehen, lassen sich zu drei Gruppen
zusammenfassen:
a) Der Mittelpunkt des Kreises liegt auf einem der Schenkel des Peripherie-
winkels (Abb. 86a).
b) Der Mittelpunkt des Kreises liegt zwischen den Schenkeln des Peripherie-
winkels (Abb. 86b).
4

D
Abb.86a Abb.86b

¢) Der Mittelpunkt des Kreises liegt auBerhalb der Schenkel des Peripherie-
winkels (Abb. 86¢).

Im Falle a) ist der Zentriwinkel AuBenwinkel
an der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks,
in dem der Peripheriewinkel ein Winkel an
der Grundlinic ist.

Im Falle b) ist der Zentriwinkel gleich der
Summe zweier AuBenwinkel an der Spitze
zweier gleichschenkliger Dreiecke.

Im Falle ¢) ist der Zentriwinkel gleich dem
Unterschied zweier AuBenwinkel an der Spitze
zweier gleichschenkliger Dreiecke.
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Anleitung fiir den Beweis zu Satz 3
(Abb. 87): Da der Zentriwinkel im Halb-
kreis 180° ist, ist der Peripheriewinkel 90°
(als Folgerung von 1).

Ein weiterer Beweis:
a+a+p+p=180°(A 4B0),
Abb. 87 also a+ﬂ= X ACB= 90°.

Anleitung fiir den Beweis zu Satz 4 (Abb. 88 bis 90): Der Durchmesser
BE ermdoglicht es, die Eigenschaften der Tangente auszunutzen. Gehe von
der Gleichheit der rechten Winkel ABE und BDE aus!

E

Abb. 89 Abb. 90

Aufgaben

1. Zeichne in _einen Kreis mit dem Radius 7 = 4,5 cm a) einen spitzen,
b) einen rechten, ¢) einen stumpfen Zentriwinkel! Zeichne zu jedem
Zentriwinkel mehrere zugehorige Peripheriewinkel und iiberzeuge dich
durch Messen von ihrer Gleichheit!

2. Zeichne einen Kreis mit dem Radius r = 3,2 cm und in ihn eine 5,5 cm
lange Sehne!

a) Beweise Satz 1 fiir den Periphericwinkel, der auf dem gréBeren Bogen
steht! (Benutze den Durchmesser, dessen Lage durch den Scheitelpunkt
bestimmt ist!)

b) Stelle fest, in welcher Beziehung dieser Peripheriewinkel zu dem iiber
dem kleineren Bogen (Erginzungsbogen) steht!

¢) Sprich das Ergebnis in einem Satz aus!
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3. Bestimme die Linge der Sehne, die in einem Kreis mit dem Radius
r = 4 cm zu dem Peripheriewinkel « = 30° gehért!

4. Zeichne Dreiecke aus dem Radius des umbeschriebenen Kreises r = 4 cm
und a) y = 60°; b, = 5em, b) y = 75°; s, = 4,8 cm!

59. Der Kreis als Bestimmungslinie

1. Der Kreis mit dem Durchmesser A B ist die Bestimmungslinie fiir die
Scheitel aller rechten Winkel, deren Schenkel durch A und B gehen.

2, Der Kreisbogen, der eine Strecke 1 B als Sehne und den Winkel y als Peri-
pheriewinkel faBt, ist die Bestimmungslinie fiir die Scheitel aller Winkel von
der gegebenen Grifle -, deren Schenkel durch -1 und B gehen (Abb.91).

Beweis (Abb. 92): Riickt der Scheitel-
punkt C eines iiber einer Sehne 4 B
stehenden Winkels ACB vom Umfang
ins Innere des Kreises (C,), so wird der
Winkel groBer, riickt er nach auen (C),
so wird er kleiner, denn nach dem Satz

vom AuBenwinkel ist

X AC,B = Xy + < (,BC,

also X AC,B > Iy,
und X AC,B= <y — X CBC,,
also L ACD < Xy.

‘0\ Abb. 01

Zeichnet man iiber der Sehne 4 Beines Kreises nach derselben Seite mehrere
Peripheriewinkel (Abb. 91), so sind nach Satz 2 (S.136) alle Peripheriewinkel

Gy

Abb. 92

iber dem Bogen 4 B einander gleich, ihre
GroBe sei y. Nach der vorangegangenen
Foststellung liegen die Scheitel aller
Winkel, die gréler als y sind, innerhalb
des Kreises und die Scheitel aller Winkel,
die kleiner als y sind, auBerhalb des
Kreises. Also liegen auf dem Kreisbogen,
der iiber der Sehne A B nach dieser Seite
geht, nur die Scheitel aller Winkel, die
gleich y sind.
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Aufgaben
1.Zeichne den Kreisbogen, der iiber der Strecke 4B als Sehne
den Winkel y als Peripheriewinkel faBt!
Ausfithrung (Abb.91): Trage an 4B in 4 <X BAU =y an! Der
Mittelpunkt M des gesuchten Kreises ist der Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten von 4 B und der Senkrechten auf 4 U in 4.

Zeicheniibungen

2. Benutze den Satz des Thales, um die Hohen eines Dreiecks zu zeichnen!

3. Benutze den Satz des Thales, um von einem Punkt auBerhalb eines
Kreises die Tangenten an den Kreis zu zeichnen!

4. Zeichne Dreiecke aus a) ¢ =5cm; y =175°; h,=3cm, b) ¢c =6 cm;
y =60°; 5, =4 cm!

5. Bestimme im Innern eines spitzwinkligen Dreiecks einen Punkt P, von
dem aus alle Seiten unter demselben Winkel gesehen werden!

Anwendungen
6. Sieht der Scemann drei Landmarken 4, B und C (insbesondere Leucht-
tiirme) und kennt er ihre Lage und ihre Entfernungen voncinander aus
der Karte, so kann er durch zwei Winkelmessungen « und g den eigenen
Standort durch Zeichnung finden. Untersuche, ob die Losung immer
méglich ist bzw. ob das Ergebnis eindeutig ist!

Gesichtswinkel
fir AB  fir BC
a) AB=6,5km BC =46km X ABC=120° Y& =69° f=40°
b) AB=56km BC=64km X ABC =130° Ya =52° f=54°
e) AB=38km BC =41km < ABC =145° X« =36° 8 =60°

Beispiele:

7. Bestimme den, in Aufgabe 6 gesuchten Standort auf folgende Weise:
1. Zeichne die beiden Winkel « 1nd 8 so auf Pauspapier, daB sie cinen
Schenkel und den Scheitelpunkt gemeinsam haben (Spinne des See-
manns)!

2. Schiebe das Blatt iiber der Zeichnung mit den drei Punkten 4, B und
C so lange hin und her, bis jeder der drei Winkelschenkel durch einen
der drei Punkte geht! Vergleiche die Losungen der Aufgaben 6 und 7
miteinander!

Dieses Verfahren, den eigenen Standort durch Anschneiden bekannter
Punkte, also nur durch Winkelmessungen zu finden, heiBt ,,Riickwirts
einschneiden«.
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60. Verwandlung eines Rechtecks in ein Quadrat
(Anwendung des Thaleskreises)

Abb. 93 zeigt eine andere Art, ein 2 c__F A8
gegebenes Quadrat in ein Rechteck
zu verwandeln, als die Aufgabe 14a ¢
in Abschn. 42 verlangt.

Beschreibe nach Abb. 94, wie ein
Quadrat in ein Parallelogramm mit N
derselben Grundlinie und Héhe ver- £ A

wandelt werden kann! Auch wenn MF
man sich die Seite ']} in ihrer
eigenen Richtung belicbig verschoben denkt, ent- 2,
steht immer ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC.

Wird das Parallelogramm 4 BFE um 90° um 4 g4
als Drehpunkt gedreht, so kommt es in die Lage
A B F'( (Abb.93). Giban, wie das diesem Parallelo-
gramm gleiche Rechteck 4 B'KH Abb.93
hergestellt worden ist!

Das Quadrat 4CDE hat als Seite P

die Kathete 4Cdes rechtwink- ~ e
ligen Dreiecks 4 BC, das Recht- ] e
eck A B K H den zur Kathete 4C e yd
gehorenden Hypotenusenabschnitt ,// e

AH als eine, die Linge der Hypo- | .~ ~
tenuse 4 B als andere Seite. A Abb. 94

1.Der Kathetensatz:

Das Quadrat iiber einer Kathete eines rechtwinkligen Drejecks ist flichen-
gleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und dem zur Kathete gehirenden
Hypotenusenabschnitt (Lehrsatz des Euklid).

at=c.p b2:=c-.q

Anleitungfiirden Beweis (Abb. 93): Weise nach, daB CH | A4 Bsteht!
Parallelogramm 4 BF I ist flichengleich dem Quadrat 4CDE (b*) und dem
Rechteck AHK B’ (c- q).

Wende den Lehrsatz des Pythagoras auf das rechtwinklige Teildreieck
ADC an, das durch Zeichnung der Héhe im rechtwinkligen Dreieck 4 BC
entsteht (Abb. 95). Suche ein Rechteck, das dem Quadrat iiber der Hohe
C D flichengleich ist!
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2. Der Hohensatz:
Das Quadrat iiber der Hohe eines rechtwinkligen Drejecks ist flichengleich
dem Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten.

. hi=p.q

Beweis (Abb. 95):
h=b—q =cq— ¢
B=qlc—9q=p-9q
Ein Rechteck 1lifit sich sowohl nach dem
Kathetensatz wie nach dem Hohensatz in
ein Quadrat verwandeln.

Aufgaben

1. Beweise den Lehrsatz des Pythagoras
mit Hilfe des Kathetensatzes!

Zeicheniibungen 6

2. Verwandle mit Hilfe des Kathetensatzes ein Quadrat mit der Seite 4 cmin
ein Rechteck, von dem eine Seite a) 6,5cm, h) 5,2cm, ¢) 2,8cm langist!

3. Verwandle ein Rechteck mit den Seiten a und bin ein Quadrat:
a)a=4 cm b=17 cm b) a =25¢cm b=48cm
e)a=18cm b.=6,5cm d) a=:81cm b=59cm!
Anleitung: 1. Losung: Die lingere Seite des Rechtecks wird Hypotenuse und
die kiirzere Hypotenusenabschnitt eines rechtwinkligen Dreiecks. Die iiber
dem Hypotenusenabschnitt liegzende Kathete ist Seite des gesuchten Quadrats.
2. Losung: Die beiden Rechteckseiten werden Hypotenusenabschnitte eines recht-
winkligen Dreiecks. Seine Hohe ist Seite des gesuchten Quadrats. In beiden
Fillen wird der Scheitelpunkt des rechten Winkels bestimmt 1. durch den Halb-
kreis iiber der Hypotenuse, 2. durch die Senkrechte im Endpunkt des Hypotenusen-
abschnitts.

4. Zeichne ein Quadrat, das a) doppelt, b) dreimal, ¢) fiinfmal so gro8 ist
wie das Quadrat mit der Seite 2,5 cm!

5. Die Seite eines Quadrats mifit 7,5 cm. Zeichne das Quadrat, das a) halb
so groB ist wie das gegebene, b) den dritten, ¢) den fiinften Teil des ge-
gebenen betrigt!

6. Verwandle a) ein Dreieck, b) einen Rhombus, ¢) ein Trapezin ein Quadrat!

7. Zeichne ein Quadrat, das gleich der Differenz zweier gegebener Quadrate
ist!
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8. Zeichne ein Quadrat mit dem Fliacheninhalt
a) 20 cm? b) 29 cm? ¢) 34 cm? d) 41 cm?
e) 12 cm? f) 21 cm? g) 27 cm? h) 33 cm?!
Anleitung: Zerlege die Zahlen in Summen oder Differenzen von Quadratzahlen

oder in geeignete Faktoren, z.B. 60 = 82—2%; 47 =72—12-—12 bzw.
524 324 324 22;54 =6-9!

Anwendungen

9. Infolge einer Flurbereinigung wird ein 28 m langes und 17 m breites
Gemiiseland gegen ein gleich groBes quadratisches getauscht. Einer
Zeichnung im MaBstab 1:500 soll entnommen werden, wie lang eine
Seite des quadratischen Stiickes Gemiiseland sein muB.

61. Berechnung des Kreisumfanges

Weise an Abb. 96 nach, daB der Umfang eines
Kreises grofer als 67 = 3d und kleiner als 8r = 4d
ist, also zwischen 3d und 4d liegt!

MiB an walzen- oder kegelférmigen Gegenstinden
(Topfen, Biichsen, Teilen des Fahrrades) Durch-

messer und Umfang eincs Kreises und priife, wie-

vielmal der Durchmesser im Umfang enthalten ist!

Vergleiche die aus verschiedenen Messungen stam-

menden Quotienten aus Umfang und Durchmesscr
miteinander!

Zeichne einen Kreis um M mit r =6 cm und in ihn und um ihn das regel-
miiBige Sechseck! Vergleiche den Umfang des Kreises mit den Umfiingen
des eingeschriebenen und umbeschriebenen Sechsecks! Verdopple nun die
Seitenzahl, so daB das regelmiBige eingeschriebene bzw. umbeschricbene
Zwolfeck entsteht! Vergleiche wieder die drei Umfangslinien! Beachte auch
AbDb.97!

Zeichne einen Kreis von 5 cm Radius und darin einen Durchmesser; nimm
dann cine kleine Strecke, etwa } em, in den Zirkel (Stechzirkel) und unter-
suche, wievielmal sich dicsc Strecke als Sehne in den Kreis einzeichnen und
wievielmal sie sich auf dem Durch-
messer abtragen liBt! In welchem
Verhiiltnis stchen Kreisumfang und
Kreisdurchmesser ungefihr zuein-
ander ?

Wenn man den Umfang eines Kreises
durch scinen Durchmesser teilt, er-
hilt man immer dieselbe Zahl, die
zwischen 3 und 4 liegt ; man bezeich-

Abb. 96
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net sie mit dem griechischen Buchstaben z (sprich ,,Pi®“); die Zahl ist
ein unendlicher, nicht periodischer Dezimalbruch: » = 3,141 59265 . ..
In den meisten Fillen begniigt man sich mit den Nitherungswerten 3,14;
3,141 6 oder 3}. Zur Ermittlung der Zahl 7 sind mathematische Hilfs-
mittel erforderlich, die erst spiiter zur Verfiigung stehen.

1. Der Quotient aus Umfang und Durchmesser hat bei allen Kreisen denselben
Wert; er wird mit & bezeichnet.

u u
— oder —=n=314

d 29
2. Ein Kreis mit dem Radius » hat den Umfang
u=2xnr,

3. Die Liinge b eines Kreishogens ist ebensoolt in dem Kreisumfang enthalten
wie sein mltriwinkel a in 360°.

2xr 360
T a

=2 e — et

Es ist daher b=2=xnr 360 ="""T50"
Aufgaben

1. Berechne den Umfang eines Kreises, wenn
a) d = 9cm (21 em; 38,5 cm; 78 cm; 2,52 m),
b) r = 8 em (56 cm; 1,69 m; 54,6 m; 185 m) ist!
In welchem Fall wird man mit 34 rechnen ?

2, Wie groB ist a) der Durchmesser, h) der Radius eines Kreises, dessen
Umfang 25,12 cm (84,78 ecm; 187 em; 737,9 m; 1000 m) mift?

3. Wie gro8 ist in einem Kreis mit dem Radius r = 14 cm ein Bogen, der
zu dem Zentriwinkel

a) a = 60° b) « = 45°
€)a= 36° d) a = 24°
e) o = 144° f) « = 225°
g) o = 168° h) a = 17°
i) a = 59° k)a = 63°

gehort ?

4. Bercchne den Zentriwinkel a, dessen Bogen gleich dem Radius des
Kreises ist!

8 [00805-10]
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Anwendungen

5. Ein Tischler soll einen kreisformigen Tisch fiir 8 Personen anfertigen.
Wie gro mufl er den Durchmesser nehmen, wenn auf jede Person
80 cm gerechnet werden ?

6.a) MiB den Durchmesser der Riider eines Fahrrades! Wieviel Um-
drchungen machen sic auf ciner 45 km langen Strecke ?
b) Fiihre die Berechnung fiir den Fall durch, da d = 73 cm ist!

7. Der Durchmesser des Triebrades einer Personenzuglokomotive miBt
1,75 m.
a) Welche Strecke legt die Lokomotive bei 100 Umdrehungen zuriick ?
b) Wie oft dreht sich das Triebrad bei einer Fahrt von Berlin nach
Wittenberg (95 km) ?

8. Der Durchmesser von Réhren wird in der Technik in mm angegeben.
Gas- und Wasserleitungsrohre haben u.a. folgende duBere Rohrdurch-
messer: 56; 118; 274; 429; 738; 1256. Berechne jedesmal den Umfang
des Rohres!

9. Wie groB ist der Durchmesser, wenn a) ein Wagenrad einen Umfang von
3,77 m, h) ein Baum cinen Umfang von 2,35 m, ¢) das Abfallrohr ciner
Regenrinne einen Umfang von 47,1 ecm, d) e¢in Zylipder einen Umfang
von 2,83 m hat?

10. Der Bauklempner schneidet aus einer 2 m langen und 1 m breiten Blech-
tafel sechs Rohrmiintel parallel zur kiirzeren Seite fiir dic Fallrohre
der Regenrinnen. Vom Umfang jedes Mantels gehen 1,5 em fiir die Lot-
naht ab. Wie groB ist der Durchmesser eines Rohres ?

11. Ein Stiick Blech soll zu Wellblech, dessen Querschnitt sich aus anein-
andergefiigten Halbkreisen mit dem Radius r = 2 (3; 3,5; 4; 5) cm zu-
sammensetzt, geformt werden.

a) Fertige dazu eine Zeichnung an und berechne (r =2cm), wieviel m
glattes Blech man zu 1 m Wellblech braucht!

b) Untersuche, ob man an Blech spart, wenn man der Rechnung einen
anderen der angefiihrten Radien zugrunde legt!

¢) Fiihre die Rechnung auch mit allgemeinen Zahlen durch!

12. a) Die Liinge des Erdiiquators wird mit rund 40 000 km angegeben.
Berechne daraus den Radius der Erde!
b) Wie groB ist die Geschwindigkeit (in m/s) eines Ortes am Aquator
infolge der Umdrehung der Erde um ihre eigene Achse ?
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¢) Um die Erdkugel lings des Aquators sei ein Band gelegt! Man will
das Band so lang machen, daB es iiberall einen Meter von der Erdober-
fliche absteht. Um wieviel Meter muB es zu diesem Zweck verlingert
werden ¢

13. Berechne auf einem Liingenkreis
a) den Bogen, der zum Zentriwinkel 1° (1') gehort,
b) den Zentriwinkel, der zu einer geographischen Meile (7420 m) gehort
(Radius der Erdkugel 7 = 6 370 km),
e) den Radius der Erdkugel, der zu einer Seemeile (1852 m) gehért
(eine Seemeile entspricht einer Bogenminute)!

62. Berechnung des Kreisinhaltes

Bestimme den Inhalt des Kreises in Abb. 98 durch Auszihlen der
Quadrate, die ganz innerhalb des Kreises liegen ; beim zweitenmal zéhle auch
die Quadrate mit, die von der Kreislinie durchschnitten werden! MiB nach,
wie vicle der klcinen Quadrate in 1 em?enthalten sind, und vergleiche die fiir
den Inhalt des Kreises gefun-
denen Niherungswerte mit dem

InhaltdesQuadratesiiberseinem LT -
Radius! Zeichne auf Millimeter- A BN
papier Kreise mit verschiedenen W N
Halbmessern (1 cm; 2 cm; 7/

3,2 em), ermittle die angeniiher-
ten Flicheninhalte der Kreise
und gib jedesmal das Verhiiltnis
aus dem Flicheninhalt und dem

Quadrat iiber dem entsprechen- .

den Radius an! Schneide aus \

einem Stiick Pappe einen Kreis N v,
mit der Léngeneinheit 1 dm N

Radius aus und ebenso ein S pd

Quadrat mit derselben Liingen-
einheit | Wiige beide Stiicke recht
sorgfiiltig und berechne, wicviel- Abb. 98

mal so schwer die Kreisscheibe

ist als das Quadrat! (Bei einem dieser Versuche ergeben sich die Gewichte
60 p und 19 p, also ist 3,16 die ,, Verhiiltniszahl* beider Gewichte.) Genau
sovielmal ist die Fliche des Einheitsquadrates in der Fliche des Einheits-
kreises enthalten. Diese Verhiltniszahl ist ein Niherungswert fiir die Zahl 7.

Die Fliche des Einheitskreises ist rund 3,14 Flicheneinheiten groS.
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Schneide nun aus demselben Material Kreise mit dem Radius 2dm, 3dm
usw. aus und bestimme ihre Gewichte! Vergleiche die Ergebnisse mit dem
Gewicht des Einheitskreises! Man findet: Ist der Radius doppelt so groB,
so ist das Gewicht 4mal so groB, ist der Radius 3mal so grof3 wie der des
Einheitskreises, so ist das Gewicht 9mal so gro8 wie das des Einheits-
kreises; dic Gewichte nchmen also mit dem Quadrat des Radius zu, das-
selbe muB auch fiir die Fliichen/inhalte gelten, d. h.:

Die Kreisinhalte nehmen, verglichen mit dem Inhalt des Ein-
heitskreises, wie die Quadrate ihrer Radien zu.

Da der Kreis mit dem Radius der Lingeneinheit den Inhalt z hat, so ist 272
der Inhalt des Kreises mit dem Radius 7.

1. Ein Kreis mit dem Radius  hat den Flicheninhalt F = zx»>.
2. Der Flicheninhalt A eines Kreisausschnittes mit dem Zentriwinkel a ist
(21

2
A=agxnr ‘360"

Der Flicheninhalt eines Kreisausschilittes ist

B o L vy
A =nr =2 "Tm=—2" b.

Inwiefern erinnert diese Formel an die fiir
den Inhalt eines Dreiecks?

Anleitung fiir den Beweis zu Satz 2
(Abb.99): Der Flicheninhalt eines Kreisaus-
schnittes steht zum Flicheninhalt des Kreises
in demselben Verhiltnis wie sein Bogen b zum
Kreisumfang u oder wie scin Zentriwinkel a
zu 360°.

A:x®=0b:u oder A:ar>= x:360° Abb. 99

Aufgaben

1. Berechne den Flicheninhalt eines Kreises mit dem Radius
a)r="Tem, b) r=35¢cm, ¢) r =4,2cm, d) r = 5,6 cm, ¢) r = 18 mm!

2. Der Durchmesser eines Kreises betrigt a) d =12cm, b) d = 16 cm,
e¢) d=27cm, d) d =45m, ¢) d =32 mm. Berechne den Flichen-
inhalt!

3. Berechne den Flicheninhalt eines Kreises mit dem Umfang von
a) 1,56 m, b)325m, ¢)187cm, d)2m, e)56,6cm, f)12,56m,
g) 345,40 m!
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4. Ein Quadrat und ein Kreis haben den gleichen Umfang von 110 cm.
Welche Fliche ist groBer ?

5. Zwei Kreise mit demselben Mittelpunkt und ungleichen Radien begrenzen
einen Kreisring. Der Unterschied der beiden Radien heiBt Breite des
Ringes. Wie groB ist der Flicheninhalt des Kreisringes mit den Radien
a)r, = 9oem, 7, = 7cm, b) 7, = 12cm, 7, = 9cm, ¢) r, = 1,6 em,
r,=14cm?
d) Entwickle eine Formel fiir den Flicheninhalt des Kreisringes!

6. Berechne den Flicheninhalt eines Kreisausschnittes, wenn folgende
Stiicke gegeben sind :
a) Radius r = 25 cm, Zentriwinkel & = 60°

b)
¢)
d)
e)
f)
9)

r=32cm, a= 172°
r =16 cm, a= 39°
r = 40 cm, ' a = 112°
r = 56 cm, Bogen b = 88 cm
r = 62 cm, b=57cm
r=18cm, b =39 cm!

7. Zeichne drei Kreise, deren Radien 2 cm, 4 cm und 6 cm messen! Be-
rechne a) die Umfinge, b) die Inhalte der Kreise und vergleiche die
Ergebnisse!

8. Der Stamm einer alten Eiche im Park von Muskau in der Lausitz hat

einen Umfang von 7,85 m. Berechne seinen Querschnitt!

9. Die Seite einer quadratischen Marmorplatte mit 89 em. Aus ihr wird
die groBte Kreisfliche als Tischplatte ausgeschnitten. Berechne a) die
Tischfliche, b) den Abfall!

10. Ein Wasserleitungsrohr aus GrauguB hat einen Umfang von 248 cmund
eine Wandstéirke von 2 cm. Wie groB ist sein metallischer Querschnitt?

11. Beschaffe die MaBe der wirklichen GroBe des in Abb.100 gezeichneten

Verkehrszeichens und berechne die GroBe des weiBen Krei-

ses und des roten Randes!

12. Eine Zugstange aus Stahl hat einen Umfang von 9,60 cm.
Die hochste zulissige Zugkraft fiir 1 cm? Querschnitt betrigt
825 kp. Wieviel kp darf der auf die Stange ausgeiibte Zug

héchstens betragen ?

Abb. 100
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13. Abb. 101 zeigt die Hochsprung- e m—o
anlage eines Sportplatzes, die aus ~ 3
einer rechteckigen Sprunggrube N 7
und einem Anlauffeld besteht.

a) Zeichne die Anlage im MaB- 0
stab 1:100!

b) Entnimm der Zeichnung die
fehlenden MaBe, insbesondere
den Zentriwinkel, und berechne
die Fliiche der Sprunggrube, die
Anlauffliche und die Gesamt-
fliche der Anlage! Abb. 101

XV. Berechnung und Darstellung einfacher Korper

63. Wiirfel und Quader

Stelle das Pappmodell eines nach oben aufklappbaren Wiirfels her, dessen
Kante 5 cm lang ist! Wieviel Wiirfel von 1em? Inhalt bedecken den
Boden einmal? Wieviel solcher Schichten miissen iibereinandergelegt
werden, um den ganzen Wiirfel auszufiillen?

Stelle das Pappmodell eines Quaders her, dessen Kanten 5 cm, 4 cm und
3 cm lang sind und stelle wie beim Wiirfel fest, wieviel Kubikzentimeter
notig sind, um den Quader auszufiillen!

Bestimme die Oberflichen von Wiirfel und Quader!

Erklérungen:

1. Den Rauminhalt eines Korpers gibt die Anzahl der Einheitswiirfel an,
mit denen er ausgefiillywerden kann.

2. Der Rauminhalt eines Korpers wird gew6hn- i
lich nicht durch Einheitswiirfel ausgezihlt, H
sondern nach einer For- |

mel berechnet. !

|
1
i
'

3. Die Einheit der Raum-
maBc ist das Kubik-
meter (m3).

Zum Messen groler oder
klciner Rauminhalte ver- eanir iy A Ny
wendet man Vielfache . .
oder Teile des Kubik- a
meters. Abb. 102 Abb. 103

U
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1. Der Rauminhalt eines Wiirfels mit der Kante a (Abb.102) ist
V=a.a.a=ad’
2. Der Rauminhalt eines Rechtkants (Quaders) mit den Kanten a, b, ¢

(Abb.103) ist
V=a«b.c=abec.

3. Die Oberfliche eines Wiirfels mit der Kante a ist
0= 602.
4. Die Oberfliche eines Rechtkants (Quaders) mit den Kanten a, b und c ist
O=2@b+ be+ac).

Aufgaben
A Berechne Oberfliche und Rauminhalt fiir Wiirfel mit folgenden Kanten-
lingen: a) 12cm b) 7 mm e) 35m d) 1,3dm!

2, Berechne Oberfliche und Rauminhalt fiir Rechtkante mit folgenden
Kantenlingen:

a b ¢

a) 25 cm 12 ecm 17 cm

.b) 36 cm 45 cm & em
c) 2m 0,8 m 1,5m
d) 5dm 20 em 4dm

3. Berechne in folgender Zusammenstellung, die Kantenlingen und Raum-
inhalte von Rechtkanten enthilt, die fehlenden GroBen:

Liange « | Breite b ’ Hohe ¢ i RauminhaltV’

a) 5cm 4 cm 3 cm

b) 3cem 4 cm 96 cm®

c)| 153m 4,7m 89,8875m3
d) 2,5dm 0,3dm 15,75 dm?®

4. Berechne Rauminhalt und Gewicht (Rauminhalt mal Wichte) von
Rechtkanten nach folgenden Angaben:

Lingea Breite b Hohe I Werkstoff Wichte
a) | 29cm 1,3cm 0,7 cm Blei 11,36 p'em®
b) 41 cm 23 cms 19 em Aluminium 2,5 p/em?
c) 25 cm 4 cm 0,75 cm GrauguB 7,2 p'em?®
d) | 85 cm 42 cm 7cm Granit 2,7 p'em?®
e) 1,2 m 0,80 m 12 em Sandstein 2,3 p'em?®
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5. In folgender Ubersicht sind die Kantenlingen und Gewichte von Wiir-
feln aus verschiedenem Material zusammengestellt. Ermittle die ver-
wendeten Werkstoffe!

Kantenlinge Gewicht
a) 12 ¢m 12,442 kp
b) 4cm 727p
c) 25 cm 39,083 kp
d) 30 cm 72,9 kp
e) 33 cm 82,655 kp

6. a) Ein Klassenzimmer ist 11,35 m lang, 7,25 m breit und 4,10 m hoch.
Wie gro8 ist sein Rauminhalt ?

b) MiB das Klassenzimmer aus und bestimme seinen Rauminhalt!

7. Aus einer rechteckigen WeiBblechtafel mit den Kanten a =- 53 cm,
b = 76 cm soll ein oben offener Kasten hergestellt werden. Um Werk-
stoff zu sparen, wird die Blechtafel so eingeteilt, dal
nichts abfillt (Abb. 104, MaBstab 1:10). Die abge-
schnittenen Schmalseiten werden eingel6tet.

a) Wie hoch wird der Kasten? (Blechstirke ver-
nachlissigen!)
b) Welchen Rauminhalt hat er?

8. Ein quaderformiger Kachelofen steht auf einem 20 cm
hohen Sockel und hat einschlieBlich des Sockels die
folgenden AusmaBe: 200 cm - 80 cm - 48 em. Auf einer
Schmalseiteist zum Warmhalten von Geschirrund dgl.
ein Hohlraum von 30 ¢cm Breite, 40 cm Tiefeund 25 cm Abb. 104
Hohe eingelassen.

a) Wie gro8 ist die Wirmfliche des Ofens 1. ohne, 2. mit Beriicksichti-
gung des Hohlraumes ? (Nach unten in den Sockel hinein findet keine
Wiirmeabgabe statt.)

h) Welchen Rauminhalt hat der Ofen mit und ohne Hohlraum ?

9. Die Ladekiisten (Pritschen) einiger gebriuchlicher deutscher Lastkraft.
wagen haben folgende AusmaBe:

Pritschenlinge 40 m 44m 50 m
Pritschenbreite 2,05 m 2,3m 2,35 m
Wandhéhe 0,47 m 0,465 m 0,5 m
Nutzlast 3000 kp 3500 kp 6000 kp

a) Berechne fiir jeden Wagen das Fassungsvermogen der Kiisten!
b) Priife nach, ob bei einer Beladung mit Sand (Wichte 2,1 p/em3) oder
mit Schlacke (Wichte 0,7 p/em?) die zulissige Ladegrenze erreicht wird
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oder nicht, und gib an, wieviel m® von jedem dieser Stoffe hichstens ge-
laden werden diirfen!

10. Ein Ziegelstein nach DN 105) ist 25 em lang, 12 em breit, 6,5 cm hoch
(Wichte 1,8 pfem3).
a) Welchen Rauminhalt, welches Gewicht hat er?
b) Wieviel Ziegelsteine konnte ein Lastkraftwagen (Aufg.9) héchstens
laden?

11. Ein Ziegclstein nach DIN 105 neu hat als Vollziegel die NormmaBe
24 cm lang, 11,5 em breit, 7.1 ¢m hoch. Die NormmaBe sind abgeleitet
aus dem RichtmaB, das sich aus den MaBen von Ziegelstein und Fuge
zusammensetzt. Es ist 25 cm lang, 12,5 cm breit und 8,3 em hoch.
a) Welchen Rauminhalt, welches Gewicht hat der neue Ziegelstein?
b) Wieviel Zicgelsteine (nach dem neuen RichtmaB) gehen auf 1 m,
wenn sie 1. der Linge, 2. der Breite nach nebeneinander-, 8. der Hohe
nach iibereinanderliegen ?

e) Wieviel Stiick gehen auf 1 m* nach der neuen Normung?
d) Wieviel Stiick gehen auf 1 m? nach der alten Normung, wenn die
RichtmaBe 26 x 13 x 7,7 betragen ?

12, Gehsteigplatten aus Granit sind 75 cm lang, 60 cm breit und 10 cm
hoch. 1 m? des Gesteins wiegt 2 800 kp. Wieviel Platten kann jeder
Wagen nach den Angaben in Aufg. 9 laden ?

13. GroBe Pflastersteine aus Granit sind 20 em lang, 15 cm breit und 13 cm
hoch. Wieviel Steine kann jeder Wagen aus Aufg.9 laden ?

14. Zum Bau von Baracken sollen quaderférmige Holz-
balken von 4,5 m Liinge, 20 cm Breite und 15 cm Hohe
verladen werden, 1 cm3 des Holzes wiegt 0,7 p. Wieviel
Balken kann jeder Wagen aus Aufg. 9 laden, wenn bei
den kleineren Wagen die Riickwand heruntergeklappt
wird ?

64. Kantige Siiulen / Zylinder

Abb. 105 zeigt kantige Siulen. Zeichne die Endflichen
dieser kantigen Siulen! Zeichne ihre Scitenflichen!
Zerschneide eincn Quader aus Plastilin in der
Richtung einer Diagonale der Grundfliche! Ver-
gleiche den Rauminhalt ciner der entstandenen
Siiulen mit dem des urspriinglichen Quaders!
Zerlege auch dic Endflichen der kantigen Siulen
durch Diagonalen in Dreiecke!

1) DIN: Kennzeichen fiir die Arbeiten des Deutschen X
Normenausschusses. 105: Nummer des Normblattes (alt). Abb.105
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Erklirungen:
Kantige Saulen haben als Grund- und Deckfliche deckungsgleiche
Vielecke. Die Seitenflichen der kantigen Siulen sind Rechtecke.

Zylinder (Rundsiulen) haben als Grund- und Deckfliche deckungs-
gleiche Kreisflichen; die Seitenfliche oder der Mantel l:iBt sich
in ein Rechteck abwickeln.

1. Eine gerade Sidule mit der Grundfliche G und der Hohe I hat den Raum-
inhalt
V=G-.h.

7

Beweis: a) Fiir eine dreiscitige Siule mit einem rechtwinkligen Dreieck
als Grundfliche (Abb. 106):
Die gegebene Siule wird mit einer dazu deckungsgleichen zusammengesetzt
zu einem Quader.
Dannist Quaderinhalt == Quadergrundfliche mal Quaderhéhe,
also Siuleninhalt = halber Quaderinhalt

= halbe Quadergrundfliiche mal Quaderhéhe

= Siulengrundfliche mal Siulenhohe.

Abb. 108

Entsprechend verliuft
der Beweis

b) fiir eine beliebige ge-

rade dreiseitige Sdule
(Abb. 107),

Abb. 107
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c¢) fiir eine belichige ge- 0

rade Situle (Abb. 108): =

Abb. 108

2, Der gerade Zylinder mit dem Grundkreisradius » und der Hohe h hat den
Rauminhalt
V=mnrth.

Da der Zylinder mit belichiger Genauigkeit durch kantige Siulen geniigend
hoher Kantenzahl ersetzt werden kann, ergibt sich auch hier der Rauminhalt,
indem man die Grundfliiche mit der Hohe multipliziert.

3. Die Oberfliiche des geraden Zylinders mit dem Grundkreisradius » und der
Hahe h ist
O=2znr(r+4+nh).

Ny e

Abh.109



154 Berechnung und Darstellung einfacher Kérper

Beweis (Abb.109): Durch Abrollen des Mantels entsteht ein Rechteck,
dessen Linge gleich dem Umfang des Grundkreises, also 27, und dessen
Breite gleich der Hohe h des Zylinders ist. Der Inhalt ist also gleich 2z rh.
Zur Mantelfliche 2z h miissen die beiden Kreisflichen 2572 addiert werden:
2xrh 4 212 = 2xr(r + k).

Aufgaben

1. Die Grundfliche einer dreiseitigen Siule ist ein rechtwinkliges Dreieck
mit den Katheten 4 cm und 3 cm, ihre Hohe betriigt 20 cm. Berechne
ihre Oberfliche und ihren Rauminhalt!

2, Berechne a) den Mantel (d.i. die Summe
der Seitenflichen), b) die Oberfliche, :
¢) den Rauminhalt der in Abb.110 dar- i
gestellten regelmiiBigen Sechskantsiule, :

deren MaBe in e¢m in der Zeichnung an-
gegeben sind.

Anleitung: Zerlege die Grundfliche in 4 ....... R
6 deckungsgleiche Dreiecke und berechne deren 1
Hohe!

¢ —
. a) bis ¢) Fiihre dieselbe Aufgabe fiir die Abb. 110
in Abb. 111 wiedergegebene regelmiBige -
fiinfseitige Siule durch! Die angegebenen ; T
Zahlen bedeuten wieder die wahren MaBe :
in em.
Anleitung: Zeichne die Grundfliche in :
wahrer GroBe aus 5 deckungsgleichen Drei- ' «
ecken und entnimm der Zeichnung die Dreiecks-
héhe!

4. Ein Rechteck mit den Seiten a und b wird
um die Seite @ gedreht. Wie gro8 sind
Rauminhalt und Oberfliche der entstan-
denen Rundsiiule ?
a)a=9cm; b="7cm 5 —
h)a=15cm; b= 18cm Abb.111

8

5. Um wieviel cm3 éindert sich der Rauminhalt, wenn das Rechteck (Aufg. 4)
um die Seite b gedreht wird ?

€. Wird ein Rechteck um seine groBere Seite gedreht, so entsteht eine
Rundsiule, deren Grundfliiche den Umfang U = 44 cm hat. Wie gro8
ist die Oberfliche der Rundsiule, wenn sich die Seiten um 3 cm unter-
scheiden ?
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7. Die Giebelseite eines Daches ist ein gleichseitiges Dreieck.
a) Die Lénge der Dreiecksseite betrage 10 m und die Liinge des Daches
15 m. Fertige eine mafBgerechte Zeichnung (1 : 200) von der Stirnfliche
und einer Seitenfliche des Daches!
b) Wie groB ist die Fliche des Daches, die mit Ziegeln gedeckt werden
muf} ?
¢) Welchen Luftraum umschlieBt das Dach ?

8. Die Sprunglatte, die beim Hochsprung benutzt wird, hat als Grundfliiche
ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seite 30 mm lang ist. Die Sprunglatte
ist 4 m lang. Wie schwer ist sie, wenn 1 cm?® des Holzes 0,79 p wiegt ?

9. Abb. 112 zeigt die Quer-

schnitte a) des Dortmund-
Ems-Kanals vor der Erweite-
rung, b) des Dortmund-Ems-
Kanals nach der Vergréle-
rung, ¢) des Ems-Weser-
Kanals. Fliicheninhalt des
Kanalquerschnittes:
a) 103,9 m?, h) 109,0 m?
¢) 81,5 m> Berechne die Was-
sermengen bei einer Kanal-
linge von 120 m!

Abb. 112

10. Nach den Wettkampfbestimmungen ist fiir SteinstoBen cin vierkantiges
Woaurfgeriit von 15 kp Gewicht vorgeschrieben. Es wird beispiclsweise ein
Quader aus GuBstahl verwendet, der 15 cm lang, 10 cm breit und 13cm
hoch ist. Wieviel p wiegt 1 cm3 GuBstahl ?

11. Ein Giebelzelt wird aus quadratischen Zelt-
bahnen hergestellt (Abb.113). Eine quadratische
Zeltbahn ist 1,60 m lang. Wieviel m? Zeltstoff
werden fiir das Zelt verwendet und wieviel m3
Luftraum stehen zur Verfiigung, wenn die vor-
dere Fliiche des Zeltes 1,28 m2 groB ist ?

Abb.113

12. Eine Lieferung eichener Eisenbahnschwellen umfait 1 200 ,,Zwischen-
schwellen¢, die 2,5 m lang, 25 cm breit und 16 cm hoch sind, und
180 ,,StoBschwellen<, die 30 cm breit sind und in den iibrigen MaBlen
mit den Zwischenschwellen iibereinstimmen. Wieviel Giiterwagen sind
fiir die Beforderung der Schwellen nétig, wenn 1 m? Eichenholz eine
Masse von 900 kg hat und ein Giiterwagen mit 15 t beladen wird ?
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13. Bis zu welcher Hohe fiillt ein Liter Wasser ein Gefiil von der Form einer
Rundsiiule, wenn der Halbmesser des Grundkreises 4 em betrigt ?

14, Ein MeBzylinder soll in ecm3 eingeteilt werden ; die Teilstriche sollen 2 mm
voneinander entfernt sein. Wie gro8 muf bei der Herstellung der lichte
Durchmesser gemacht werden ?

15. Nach der Eichordnung sollen HohlmafBle bis zum Eichstrich doppelt so
hoch wie weit sein. In welcher Hohe muB deshalb der Eichstrich ¢ines
FiinflitermafBes angebracht sein?

16. Um den Durchmesser eines Haarrohrchens zu bestimmen, wurden 150 mg
Quecksilber hineingebracht (Dichte = 13,6 g/cm?®). Der entstandene
Quecksilberfaden war 9 mm lang. Berechne den Durchmesser des Haar-
rohrchens!

17. Ein rechteckiges Stiick Blech mit den Seiten a = 20 cm und b = 45 cm
wird zum Mantel einer Rundsiule zusammengebogen. Bei welchem der
beiden moglichen Fille erhilt man den gréBeren Hohlraum? (Rechne
1 em auf den Falz!)

65, Pyramide /| Kegel

1. Versuche einen Wiirtel aus Ton, Kitt oder Plastilin nach Art von Abb.114
durch Schnitte in drei deckungsgleiche Pyramiden zu zerlegen!
a) Durch welche Eckpunkte gehen die einzelnen Schnittebenen ? Welche
Gerade ist ihnen gemeinsam ?
b) Gib die entstandenen Pyramiden an, schreibe an die Eckpunkte in
Abb. 114 die Buchstaben! Vergleiche die Pyramiden hinsichtlich ihrer
GroBe miteinander und mit dem Wiirfel!
Wiige sie ab! Welche Vermutungen ergeben sich ?

Abb. 114
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2. VersuchsmiBige Bpestimmung des Rauminhalts. Zeichne auf
diinne Pappe das Netz einer geraden quadratischen Pyramide mit der
Grundkante a = 5 cm und der Héhe i = 4 ¢m und das Netz einer qua-
dratischen Siiule mit gleicher Grundkante und Hohe (beide ohne Grund-
fliche)! Fertige aus beiden Netzen Modelle an, die an der Grundfliche
offen sind! Fiille die Pyramide bis zum Rand mit trockenem Sand und
entleere sie in die quadratische Siule! Wie oft liit sich dies ausfiihren?

3. Fertige eine Hyazinthentiite und dazu das Modell einer Rundsiiule mit
derselben Grundfliche und Héhe an! Fiihre den Versuch der Auigabe 2
fiir Kegel und Rundsiule aus!

1. Der Rauminhalt einer Pyramide ist eimsDrittel des Rauminhaltes eines Prismas
von gleicher Grundfliche und Héhe.

V=1G.h

‘8, Der Rauminhalt eines geraden Kreiskegels mit dem Grundkreisradius = und

der Héohe h ist 1
V=Fnr2h.

Bemerkung: DaB nach diesen Formeln der richtice Wert des Rauminhalts be-
rechnet werden kann, wird hier nur durch die Erfahrung bestitigt. Die Aufstellung
der Formel erfordert weitere mathematische Kenntnisse als bis jetzt erarbeitet
worden sind

Andeutung des Beweises (Abb.115): Ein ge-
rader Kreiskegel kann als eine gerade Pyramide
mit der Grundfliiche 72 und der Héhe h ange-
sehen werden.

-

Abb.115

3. Der Mantel eines geraden Kegels mit dem Radius des Grundkreises r und
der Mantellinie s hat den Fliicheninhalt

M= xnrs.
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Beweis (Abb. 116a bis d): Die Abwicklung des Kegelmantels liefert einen
Kreisausschnitt. Dabei ist der Radius ¢ des Kreisausschnittes gleich der
Mantellinie s, der Bogen b des Kreisausschnittes gleich dem Grundkreis-
umfang 2 des Kegels. Also ergibt sich nach Abschn. 62 fiir den Flichen-
inhalt des Kreisausschnittes

M=>bo 2amr-s

B)

=Jrs.

Abb.116a—¢

4. Die Oberfliche eines geraden Kreiskegels mit dem Radius des Grundkreises 7
und der Mantellinie s hat den I'licheninhalt
O=nr>f ars=xnr(r+s).

Aufgaben

1. Ein Turm, der die Gestalt ciner quadratischen Siiule hat, endigt in einer
quadratischen Pyramide. Sein Umfang miBt 12 m, die Scitenhéhe des
Daches 5,75 m.

a) Stelle durch ecine maBstibliche Zeichnung die Héhe der Turmspitze
fest und priife das Ergebnis durch Rechnung nach!

b) Wieviel DM kostet das Decken des Daches, wenn fiir 1 m? Schiefer-
dach 7,50 DM zu zahlen sind ?

2. Die Cheopspyramide bei Giseh (s. Lehrbuch der Mathematik fiir die
Grundschule, 6. Schuljahr II, 8. 31!) hat als Grundfliche ein Quadrat
mit einer Seitenldnge von 233 m: sic ist 145 m hoch.

Berechne a) die Hohe eines Seitendreiecks, h) die Léinge einer Seiten-
kante, e) ihren Rauminhalt!
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3. Ein Zelt, das am Boden 11 m Umfang hat, hat die Gestalt einer quadra-
tischen Pyramide. Seine Hohe betrigt 1,60 m. Berechne den Luftraum,
den das Zelt umschlieBt!

4. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b wird um die Ka-
thete a gedreht. Wie groB sind Oberfliche und Rauminhalt des ent-
stehenden Kegels ?
a)a= 8cm; b=6cm b)a=24cm; b="Tcm
e)a=15cm; b =8cm d)a=40cm; b=9cm

5. Ein Quadrat wird um eine seiner Diagonalen gedreht. Wie gro8 ist der
Rauminhalt des entstehenden Doppelkegels, wenn die Quadratseite
9 cm lang ist?

6. Der abgerollte Mantel eines geraden Kegels ist ein Kreisausschnitt mit
der Fliche M = 150 cm? und dem Mittelpunktswinkel a = 60°. Wie
groB ist der Rauminhalt des Kegels ?

7. Zeichne einen Kreis mit dem Radius » = 10 em! Schneide einen Halb-
kreis heraus und formeihn zu einem Kegel! Wie groBistsein Rauminhalt ?

8. Das kegelférmige Dach eines Eiskellers hat 4 m Radius in der Traufe bei
3 m Héhe. Es erhilt eine 25 cm starke Eindeckung von Stroh. Wieviel
m? Stroh sind zur Eindeckung nétig ?

9. Auf einen kreisrunden Turm mit 11 m Umfang ist ein 6 m hohes kegel-
formiges Dach gesetzt und mit Blech beschlagen worden. Fiir 1 m? werden
einschlieBlich Arbeitslohn 5,60 DM berechnet. Wie teuer wurde das Dach ?

10. Aus einem Marmorkegel (Wic'hte 2,84 p/em?3) mit der Hohe h = 21 cm und
der Mantellinie s = 29 cm ist ein Kegel von gleicher Grundfliiche und
der Hohe b’ =7 cm ausgebohrt und der Raum mit Blei gefiillt worden
(Wichte = 11,35 p/ecm3). Wie schwer ist nun der Kegel geworden ?

11. Genormte Trichter haben einen Offnungswinkel von 60°und eine Trichter-
weite von#,5.cm; 7 cm; 10 cm; 25 cm. Wieviel cm?3 kénnen in die Trich-
ter hineingefiillt werden ?

66. Inhalt und Oberfléiche der Kugel

Vergleiche eine Glasmurmel, einen Ball, eine Kegelkugel usw. miteinander!
Durch welches Bestimmungsstiick unterscheiden sich Kugeln voneinander ?
Oberfliiche und Rauminhalt der Kugel sind also nur von der GréBe des Kugel-
radius abhingig.

MiB den Durchmesser einer Glasmurmel, stelle ihren Rauminhalt durch
Hineinlegen in einen MeBzylinder fest! Vergleiche den Rauminhalt mit
dem eines Wiirfels, dessen Kante gleich dem Radius der Glasmurmel ist!

9 [00805-10]
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Fiille einen Schopfloffel, der die Form einer Halbkugel hat, mit Wasser aus
einem MeBzylinder! Vergleiche den Rauminhalt des Schopfléffels wieder
mit dem Rauminhalt des Wiirfels, dessen Kante gleich dem Radius des
Schopiloffels ist!

1. Der Rauminhalt einer Kugel mit dem Radius # ist
=4 a3
V= F .
2. Die Oberfliche einer Kugel mit dem Radius = ist
O=s4mnre,

Versuch zur Bestimmung des Rauminhaltes der Kugel:

Stelle aus Pappe einen Zylinder und einen Kegel her, die dieselbe Grund-
fliche wie ein halbkugelférmiger Schopfloffel und den Radius der Grund-
fliche zur Hohe haben (Abb. 117)! Fiille den Kegel mit trockenem Sand und
untersuche, wie oft der Inhalt des Kegels in die Rundsiiule und in den Schépf-
loffel entleert werden kann! Der Versuch zeigt zwischen den Rauminhalten

Abb.117
der drei Korper die Beziehung: Rauminhalt der Halbkugel = Raum-
inhalt der Rundsdule — Rauminhalt des Kegels.
Bemerkung: Zum Beweis dieser Beziehungen sind Hilfsmittel erforderlich, die jetzt
noch nicht zur Verfigung stehen.
Da der Rauminhalt der Rundsdule 772 - ¢ oder #7® und der Rauminhalt
des Kegels gleich ixr?.r oder 4zr® ist, so erhilt man fiir den Raum-

inhalt der Halbkugel 212, Fiir die Vollkugel er-
gibt sich damit V = 4

Beweis zu Satz2: Denkt man sich der Kugel
einen Kérper mitnebenen Flicheneinbeschrieben
und verbindet alle Ecken dieses Korpers mit dem
Mittelpunkt der Kugel, so entstehen n Pyra-
miden mit den Héhen h,y, ky, b, . . . h, und den
Grundflichen ¢,, g,, g3, - . - go (Abb. 118). Fiir
den Rauminhalt dieses Korpers erhilt man
391l + g.hy + gshat - - - 4 gu ). Mit wachsen-
dem 7 nihern sich die Hohen unbegrenzt dem Abb.118
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Wert r und die Summe der n Grundfliichen der Pyramiden unbegrenzt der
Oberfliche O der Kugel. Fiir den Rauminhalt der Kugel darf daher ge-
setzt werden .

Far=
Daraus folgt fiir die Oberfliche

O =4nr.

Aufgaben

1. Eine Kugel hat den Radius a) r = 15,4 cm, b) r = 32,5 cm. Wie gro
ist ihre Oberfléiche ?

2, Eine Kugel hat die Oberfliiche a) O = 616 cm?, b) O = 55,44 cm2. Wie
groB ist ihr Rauminhalt ? (Fiir z benutze den Niherungswert % 1)

3. Ein eiserner Wasserbehiilter besteht aus einem Zylinder, der unten durch
eine Halbkugel abgeschlossen ist. Der zylindrische Teil des Behilters
ist 1,8 m hoch, sein Grundkreis hat 2 m Durchmesser (lichte Weite).
a) Wieviel hl Wasser faBt dieser Behiilter ?

b) Wie groB ist die Benetzungsfliche des Behilters ?

4. Ein gefiillter Ballon hat einen Radius r = 2,1 m. Wieviel m3 Gas
miissen zu seiner Fiillung entwickelt werden ?

5. Ein kreisrunder Turm von 11 m Umfang ist durch ein halbkugelférmiges
Dach abgeschlossen. Die Halbkugel wird mit Zinkblech belegt. 1 m2
kostet einschlieBlich Arbeitslohn 5,75 DM. Wieviel DM kostet das Be-
legen des Daches ?

6. Bei einem im MaBstab 1:100 gehaltenen Modell eines Planetariums
hat die halbkugeliormlge Kuppel den Umfang des Grundkreises
4 = 39 cm. Berechne den wirklichen Durchmesser der Kuppel!

7. Wie gro8 ist die Oberfliche und welches Gewicht besitzt ein® Kugel aus
a) Buchsbaumholz (Wichte 1,15 p/em?) mit dem Halbmesser r = 40 cm,

b) Sandstein ( 2,8 ,, )., 2 r=19,,
c) MeSSing ( 8,40 4 ) s ” r=6,,
d) Elfenbein ( 192 ), w 7= 5,2

8. Die beiden Eingangspfeiler eines Gartentores sind durch Sandstein-
kugeln abgeschlossen. Die Herstellung der Oberflichen beider Sandstein-
kugeln kostet 8,48 DM, wenn 1 m? mit 15 DM berechnet wird. Jede

9a [00805-10}
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Kugel wurde aus einem Wiirfel gearbeitet, dessen Kante gleich dem
Durchmesser der Kugel ist. 1 m3® Sandstein kostet 82 DM.

a) Wie groB ist der Durchmesser einer Sandsteinkugel ?

b) Wieviel DM kostet jede Kugel ?

¢) Wie groB war der Abfall bei der Herstellung jeder Kugel

9. Aus einem Holzwiirfel mit der Kante a = 28 cm wird eine Kugel so ge-
dreht, daB der Abfall moglichst gering wird. Wieviel em?® betrug der
Abfall ?

10. a) Wieviel Kugeln mit dem Durchmesser 2 7 =3cm konnen aus einem
Bleirohr von 1,8 m Liinge, 3 cm Wandstirke und 9 cm innerem Durch-
messer hergestellt werden, wenn beim Schmelzen 4%, verlorengehen ?

b) Wie schwer ist jede Kugel, wenn die Wichte des Bleis 11,35 p/cm?ist ?

11. Die zum KugelstoBen verwendete Kugel wiegt 7,25 kp und hat einen
Umfang von 391 mm, wenn sie aus Stahl besteht. Enthilt sie eine Blei-
fiillung, so betrigt der Umfang 346 mm. Der Stahlmantel dieser Kugel
ist rund 7 mm dick. Die Wichte des Bleis betriigt 11,35 p/cm3.

a) Berechne den Durchmesser der Stahlkugel und die Wichte des Stahls!
b) Berechne den Durchmesser der Kugel mit Bleifiillung!

¢) Berechne das Gewicht des Stahlmantels und der Bleifiillung dieser
Kugel!

12. Ein Schlagball hat ein Gewicht von 90 p und einen Umfang von 22 cm.
Berechne den Durchmesser und die Wichte des Balles!

13. Der Radiusder Erde wird mit 6 370km angegeben. Berechne,unterder Vor-
aussetzung, daB die Erde eine vollstandige Kugel ist, a) den Umfang eines
Lingenkreises der Erdkugel, b) ihre Oberfliche, ¢) ihren Rauminhalt!

14. Vergleiche Oberfliche und Rauminhalt des Mondes mit den bei der Erde
berechneten GroBen, wenn sein Durchmesser mit 3 476 km bestimmt
wurde!*

15. Der Radius der Sonne betrigt 695 400 km,

a) Bestimme ihren Rauminhalt!
b) Wieviel Erdkugeln konnte man aus dem Rauminhalt der Sonnenkugel
formen ?

16. Ein groBer Schulglobus hat 84 cm Durchmesser. In welchem Verhiltnis
stehen a) die Oberflichen, b) die Inhalte des Globusses und der Erd-
kugel zueinander ¢
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67. Darstellung von Korpern in schiefer Parallelprojektion

Hilt man das Drahtmodell eines Quaders so in das Sonnenlicht, daB zwei
seiner Flichen waagerecht und zwei andere parallel zu einer Bildwand
liegen, so entstcht ein Schattenbild des
Quaders (Abb. 119). Wie éindert sich das
Schattenbild, wenn der Quader bei unver-
iinderter Lage der Bildwand gedreht, ge-
hoben oder gesenkt wird ?

Das Schattenbild eines Korpers (hervor-
gerufen durch parallele Lichtstrahlen,
die schriig auf die Bildebene fallen) heift
Schrighild des Korpers (schiefe Parallelpro-
jektion1)). Abb, 119

Fiir jede schiefe Parallelprojektion gelten folgende Siitze:

1. Jede Gerade gibt als Bild wieder eine Gerade, wenn sie nicht in der Richtung
der Lichtstrahlen verliuft (Abb.120a).

2. Parallele Geraden liefern als Bilder parallele Geraden.

3. Strecken, die der Bildebene parallel sind, behalten in der Projektion ihre
natiirliche Grie.

4. Strecken, die auf der Bildebene senkrecht stehen, werden durch die Projektion
verkiirzt oder verlingert. Ihre Bilder sind unter demselben Winkel a gegen
die Waagerechte geneigt und in demselben Verhiltnis @ verkleinert oder ver-
groBert. <Ce¢ nennt man den Verzerrungswinkel, ¢ das Verzerrungsver-
hiltnis.

[l
8 //,’\’a’/
Abb.120a Abb. 120 b

Zu Satz2 (Abb.120b): Die parallelen Ebenen 434’ B’ und CDC'D
werden von jeder Schnittebene, also auch von der Bildebene,in parallelen
Geraden geschnitten.

1) proicere (lies: projicere) (lat.): hinwerfen.
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Zu Satz 3 (Abb.120c): 4 BB’A4’ ist ein Parallelogramm.

Zu Satz4 (Abb.120d): a) Die
Schenkel der Winkel mit den
Scheiteln 4, C und E sind
je drei Parallele, die Winkel
liegen daher in parallelen
Ebenen, die die Bildebene in
den parallelen Geraden 4’ B,
C’'D und E’'F schneiden.
—

A _=

Abb. 120¢

Abb.120d

b) AABA, ACDC’ und A EFE’ haben die gleiche Gestalt, da sie auler

im rechten Winkel auch in dem Winkel g iibereinstimmen. Bezeichnet man

mit ! die Linge der zur Bildebene senkrechten Strecken und mit b die .

Linge ihrer Bilder, so ist in allen Dreiecken
b

=7

Aufgaben

1. Veranschauliche die Siitze 1 bis 4, indem als Bildebene ein Buchdeckel
und als schattengebende Gerade Bleistifte benutzt werden!

2, Unter welcher Bedingung.

zeigen Rechteck, Trapez,
gleichschenkliges Dreieck
als Projektion die in
Abb. 121a und b darge-
stellte Form? o und g sind
anzugeben!

3. a) Zeichne das Schriighild
eines Wiirfels mit der Kan-
tenlédnge a = 5,6 cmso, dal
zwei  gegeniiberliegende
Flichen der Bildebene par-
allel sind! & = 45° ¢ =4}.

Abb.121a

Abb.121b
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b) Zeichne das Schriigbild des Wiirfels der Aufgabe a) so, daB vier
seiner Flichen um 45° gegen die Bildebene geneigt sind! o = 30°;
g=1

Anleitung: Suche die durch gegeniiberliegende Kanten gehende Fliche auf, die

der Bildebene parallel ist, und zeichne sie in natiirlicher GréBe! Zeichne dann das
Bild der senkrecht auf ihr stehenden Flichen!

4. Es ist die Projektion .
einer Kreisscheibe zu
zeichnen, deren Ebene
senkrecht zur Bildebe-
ne liegt! Abb.121¢soll
als Anleitung dienen.
o« und g dieses Bildes
sind anzugeben!

Abb.121¢

5. Zeichne das Schrighild eines Quaders mit den Kanten a = 5cm;
b=4cm; ¢ = 6cm so, dafi

a) zwei gegeniiberliegende Flichen der Bildebene parallel sind,

b) zwei gegeniiberliegende Kanten in einer Ebene licgen, die der Bild-
ebene parallel ist! Wihle Verzerrungswinkel und VerzerrungsmaBstab
beliebig!

6. Zeichne das Schriigbild einer quadratischen Platte (¢ = b = 6cm;
¢ = 2 cm) mit quadratischem Durchbruch (a’= 2,5 cm) in der Mitte,
dessen Kanten den Plattenkanten parallel laufen! a = 45°; ¢ = 3.

7. Zeichne das Schrigbild einer Sechskantschrauben-

mutter (ohne Gewindebohrung), Schliisselweite

s=2,2cm (Abb.122), Hohe 1,5¢cm, o = 45°; ¢ =3,

so daB — —
a) die Sechsecke der Bildebene parallel sind,

b) zwei parallele Seitenflichen der Bildebene parallel

sind!

8. Zeichne das Schriigbild eines Viererzeltes aus 4 drei- ¢
eckigen Zeltbahnen (Léinge = Breite = 3,20 m; Hohe Abb. 122

= 1 m) im MaBstab 1: 50 so, daB zwei gegeniiber-

liegende Grundkanten der Bildebene parallel sind! o = 30°; ¢ = 1.

Anleitung: Der Aufbau der Pyramide erfolgt von der liegenden Grundfliche aus,
im Mittelpunkt der Grundfliche wird die senkrechte Achse errichtet und die Pyra-
midenhohe auf ihr abgetragen. Die Verbindungsstrecken der Spitze mit den
Ecken der Grundfliche ergeben die Pyramidenform.
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9. Zeichne das Schriigbild einer Riemenscheibe
mit einem Durchmesser von 30 cm und einer
Breite von 8cm im MaBstab 1:5, wenn die
Kreisflichen waagerechtliegen; s =45°;g=14!

10. Zeichne das Schriigbild einer senk-
rechten Rundsiule mit dem Grund-
kreisradius r = 2,5 cm und der Héhe
h=6cm (a =30° g=4§!

11. Zeichne das Schriighild eines ge-

raden Kreiskegels mit r = 4 ecm = 7
und b = 3 cm! o = 45°; ¢ =} i S——
(Abb. 123). Abb. 123

68. Die senkrechte Parallelprojcktion

Ein Haus mit Satteldach ist = 15 m lang, b = 10,5 m breit, in der Front
hy=4,2m und im Giebel k, = 7,5 m hoch. Die Abb. 124 zeigt scine senk-
rechte Eintafelprojektion. Das Bild entsteht durch Projektionsstrahlen, die
senkrecht auf die als Projektionstafel dienende Grundebene des Hauses
treffen. Die Zeichnung ist hier im MaBstab 1 : 300 ausgefiihrt. In ihr fillt
z.B. das mit E’ bezeichnete Bild des oberen Endpunktes E der senkrechten
Hauskante 4 E auf A, deshalb kann die Liinge dieser Kante aus dem Bild

u — U
A-E' D-H' H®
ol K \¥
g
15 18m C=G
1 8=F' t
Abb. 124 — h;

nicht festgestellt werden. Dasselbe gilt fiir alle zur Grundebene senkrecht
stehenden Kanten. Die Absténde, die nicht in der Tafelebene liegende
Punkte von dieser haben, werden gewdhnlich durch einen neben das Bild
gezeichneten HéhenmaBstab angegeben. Der zu Abb.124 gehérende Hohen-
maBstab enthiilt den aus der Zeichnung ermittelten Béschungswinkel « des
Grates g. Beschreibe, wie der Winkel & gefunden worden ist!

Zeichne die Abb. 124 ins Heft, ziehe etwa 1cm oberhalb zu der geraden
Linie AD eine Parallele UV und entwirf auf dem Zeichenblatt iiber UV
die Vorderansicht des Hauses!
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Bildtafel T,

Bildtafel T,

o) 0—{xn
N

Die Abb. 125 zeigt als A BCDS’ die senk-
: rechteEintafel projektioneinergeradenPyra.
—a—-iC mide mit der quadratischen Grundfliche
) ABCD und der Spitze 8. Warum kann
 Bick - man aus dieser Eintafelprojektion allein
richtung Blick - nicht die Hohe der Pyramide erkennen ?

4 richtung Zu ciner vollstindigen senkrechten Eintafel-
projektion gehort der HéhenmaBstab, der
Abb. 125 auch zur Darstellung der Boschungswinkel

verwendet wird.
Ist von einer quadratischen Pyramide entweder der Boschungswinkel «
der Seitenfliche oder der Boschungswinkel 8 der Seitenkante bekannt, so
kann die PyramidenhShe A hergestellt werden. Beschreibe den Gang der

Konstruktion!

Die Vorderansicht der Pyramide hingt von der Blickrichtung ab. Die
Abb. 125 zeigt zwei solche Ansichten. Sie entstehen ebenfalls durch senk-
rechte Parallelprojektion. Das eine Mal ist die Zeichentafel parallel zum
Mittelschnitt EF .S, das andere Mal parallel zum Diagonalschnitt ACS der
Pyramide auf die Gerade UV bzw. X ¥ der Grundebene gestellt. Weil in
Abb. 125 auf demselber Zeichenblatt drei Bilder der Pyramide gezeichnet
sind, erscheint jeder Pyramidenpunkt mehrfach. Ein Punkt und seine
Bilder werden mit demselben Buchstaben bezeichnet. Die besondere Bedeu-
tung wird durch Indizes zum Ausdruck gebracht, die den Buchstaben an-
gehingt werden. Beschreibe die Konstruktionen! Welche Buchstaben hitte
man an die mit E” und F” bezeichneten Punkte noch schreiben konnen ?

Welche Bedeutungen haben die Winkel « und 2
Der fiir die senkrechte Eintafelprojektion nétige HohenmaBstab wird
iiberfliissig, wenn von einem Gegenstand zwei senkrechte Parallelprojek-
tionen auf zwei zueinander rechtwinkligen Tafeln vorliegen. Man spricht
dann von der senkrechten Zweitafelprojektion. Die beiden Bildtafeln 7', und
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Abb. 127

T, schneiden einander in
der Projektionsachse z. Ge-
wéhnlich wird die eine Bild-
tafel T, als waagerechte
(horizontale) Ebene ange-
nommen. Sie wird deshalb
GrundriBtafel genannt,und
das auf ihr liegende Bild
heiBt das GrundriBhild oder
kurz der GrundriB des dar-
gestellten Gegenstands. Die
andere Bildtafel 7', heift
dann AufriBtafel, das zuge-
horige Bild AufriBbild oder
AufriB des Gegenstands.
Die auf die beiden Tafeln
kommenden Bilderzeichnet
man auf dasselbe Zeichen-
blatt; die beiden Tafcln
werden dazu um die Pro-
jektionsachse so weit ge-
dreht, bis beide in eine
gemeinsame Zeichenebene
umgelegt sind.

Die das Bild entwerfenden
Projektionsstrahlen stehen
auf der betreffenden Bild-
tafel senkrecht (Abb. 126.
127).

Jeder Gegenstand(PunktP,
Strecke s usw.) hat zwei
Bilder oder Projektionen.
Der Punkt P ergibt als
GrundriBbild P’ und als
AufriBbild P", s gibt &
unds”.

Ist das Bild einer Gegen-
standskante in einer Pro-
jektionsrichtung sichtbar,
so wird es als Vollinie ge-
zeichnet ;ist dieKante un-
sichtbar, weil sie von dem
Gegenstand verdeckt ist,
wird das Bild als Strich-
linie gezeichnet.
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Fiir die senkrechte Zweitafelprojektion gelten folgende Sitze (Abb.126, 127):

1. Die AufriSbilder aller Punkte, die in der GrundriBtafel liegen, fallen in die
Projektionsachse (A, B”).
Die GrundriBbilder aller Punkte, die in der Aufrifitafel liegen, fallen in die
Projektionsachse.

2. Die beiden Bilder eines Punktes liegen nach der Umlegung der Tafeln auf
einer Senkrechten zur Projektionsachse und werden durch eine diinne Strich-
linie verbunden (E’ E” usw.).

3. Jede Gerade hat zu Bildern wieder gerade Linien, sofern sie nicht in der‘
Richtung der Bildstrahlen verlduft (z.B. FI und BF).

4. Parallele Geraden haben zu Bildern parallele (oder zusammenfallende) Ge-
raden (FI1iGK; HE | FG).

5. Die AufriBbilder horizontaler Geraden, die nicht auf der AufriBtafel senkrecht .
stehen, laufen zur Projektionsachse parallel (FG). Die Grundrifibilder der
zur AufriBtafel parallelen Geraden, die nicht auf der GrundriBtafel senkrecht
stehen, laufen zur Projektionsachse parallel.

6. Die Projektionen von Strecken, die einer Bildtafel parallel laufen, behalten
in dieser Tafel ihre natiirliche Liinge, die in der anderen Tafel liegenden
Projektionen erscheinen verkiirzt (FG = F'G’ == F'G").

Aufgaben

1.a) Zeichne nach Abb. 126, 127 die Projektionen der Hauskanten BF,
F@, FI in besonderen Bildern!
b) Verlingere die Kanten FG und FI bis zu den Punkten, in denen sie
die Bildtafeln durchsto8en; man nennt diese Punkte die Spurpunkte
der Geraden. Wir bezeichnen den Spurpunkt inder Grund-

rifitafel mit H, den in der AufriBtafel mit V. !P'
2, Zeichne a) die Dachfliche FGKI, b) die Giebel im
fliche ABFIE, ¢) die Hauswand BCGF in der Zwei-
tafelprojektion! —_—
in
3.a) Wie hoch liegt der in Abb. 128 dargestellte Punkt P ip
iiber der Tafel 7', und wie weit liegt er vor der Tafel 7'y? P(m,n)
b) Zeichne die Projektionen der folgenden Punkte, wenn Abb. 128

die erste Zahl den Abstand iiber der Tafel T}, die zweite
den vor der Tafel T'; in cm angibt! 4 (3; 2), B (2; 3),C (4; 4), D (0; 5),
E (3;0).
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4. Stelle zu den Abb. 129 bis 136 mit Hilfe von Bleistiften oder Streich-
hélzern die Lagen der Punkte und Strecken im Raume dar!

N
aNCE g
P P HeH' : s
> N P’ P’}
Abb. 129 Abb. 130 Abb. 131 Abb. 132

5. a) Zeichne die Bilder der Strecke s = 4 B, wenn 4 (5;4) und B(3;2)
und ¢’ = 7 cm lang sind!
b) Wiihle auf s einen beliebigen Punkt P und lege durch ihn eine beliebige
Strecke t = CD!
¢) Lege durch P eine Strecke u parallel zu T,!

o
on
LA A'AC‘
g . #
b

i
Abb.133 Abb. 134 Abb. 135 Abb.136

6.a) Warum liegen die in Abb. 137 dargestellten Strecken 4B und CD
nicht in einer Ebene ?
b) Nenne in Abb. 126, 127 zwei Strecken, die nicht
in einer Ebene liegen! Zeichne ihre Projektionen,
verlingere sie und zeige, daB ihre Bilder dem in
Abb. 137 dargestellten Falle entsprechen!

7. Zeichne a) einen Quader, b) einen Wiirfel, ¢) ein
dreiseitiges Prisma in beliebiger Stellung in Zwei-
tafelprojektion, wenn die Grundfliche in der Ta-
fel T, liegt!

Abb.137

8. Zeichne 1. eine stehende, 2. eine liegende a) dreikantige, b) kreisrunde
Séule!

9. Zeichne einen geraden Kreiskegel, dessen Achse senkrecht a) zu T,
b) zu T, steht!
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10. Erklire die Abb. 138 bis 143!

- ———— ..

Abb.139
!

Abb. 140

g
Abb. 141 Abb. 142 Abb. 143

69. Anwendungen aus der Technik

1. Der Trog eines Schiffshebewerkes hat eine Liinge von 85 m, eine Breite
von 12 m, eine Wassertiefe von 2,50 m.

a) Welchen Raum nimmt die Wassermenge ein; wie schwer ist sie

b) Die gesamte Eisenkonstruktion des Troges wiegt 1 600 t. Wie schwer
ist der mit Wasser gefiillte Trog ?

¢) Wie schwer ist der Trog, wenn ein Schiff von 1 000 t Gewicht einge-
fahren ist ? (Denke an die Wasserverdriingung!)

10 [003503-10)
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2, Ein anderes Schiffshebewerk hat einen Trog mit einer Breite von12,50m,
einer Linge von 85 m. Seine Wassertiefe betriigt 2,50 m.
a) Wieviel Wasser faBt der Trog ?
b) Das Gewicht des leeren Troges und der Stahltriiger, auf denen er
ruht, ist ebenso groB wie das Gewicht seiner Wasserfiillung. Welche Last
wird bei jedem Aufstieg des Troges gehoben ?

3. Abb. 144 zeigt die Quer-
schnitte von gleich-
schenkligem  Winkel-
stahl (@), ungleich-
schenkligem  Winkel-
stahl(b)und 1-Stahl (c).
Die Fliche des Quer-
schnittes ist bei () 26,2 cm?; bei (b) 33,2 em?; bei (c) 14,5 cm?. Wie schwer
ist ein solcher Profilstahl von 4 m Liinge, wenn 1 cm? Stahl 7,85 p wiegt ¢

4. Ein Badeofen in Form einer Rundsiiule, der 2221 faBt, hat einen Durch-*
messer von 50 cin. Das im Innern befindliche Rauchrohr hat einen
Durchmesser von 12 em. Wie hoch ist der Badeofen, und wicviel Blech war
zu seiner Herstellung notig, wenn fiir den Falz 59, gerechnet werden ?

Abb. 144

5. Ein Wagenrad von 8cm Breite erhilt einen Reifen aus Flachstahl
(Wichte = 7,85 p/cm3), wodurch der Durchmesser von 30 auf 32 cm ver-
groBert wird. Berechne die durch den Reifen entstandene Gewichts-
zunahme!

6. Das Gewicht éiner Kreisscheibe (Durchmesser d = 20 cm), soll durch
Ausbohren von vier kreisférmigen Lochern um £ verringert werden.
Berechne den Durchmesser der Lécher!

7. Der Mantel eines 16 m hohen und 24 m weiten (iuBere Weite!) Gas-
behilters wird mit Mennige grundiert und dann dreimal mit Olfarbe ge-
strichen. 1 m? wird mit 1,15 DM berechnet. Bestimme die Kosten fiir
den Anstrich!

8. Ein Wasserleitungsrohr aus GrauguB ist 5,25 m lang und besitzt einen
Umfang von 2,20 m. Es wicgt 1 220kp. Die Wichte des Eisensist 7,25 p/fcm3.
Wie dick ist die Wand des Rohres ?

9. Wieviel kp Kupfer sind zur Herstellung eines 8500 km langen Leitungs-
drahtes erforderlich, wenn er einen Durchmesser von 1 mm (1,2 mm;
0,8 mm) besitzen soll und die Wichte des Kupfers 8,9 p/em3 ist ?

10. Fiir das Gehiiuse einer kleinen Gleichstromdynamomaschine hat man

ein Stahlrohrstiick von 102/87 mm Durchmesser und 80 mm Liinge nétig.
Berechne das Gewicht des Rohrstiickes! (Wichte des Stahls s. Aufg. 3!)
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11. Bei den verschiedenen Motoren der Verbrennungskraftmaschinen gibt es

12,

13.

14.

10*

Erfahrungswerte fiir das Verhiltnis K =

Hubraum
Zylinderdurch messer

. Berechne

den Hubraum fiir Zylinderdurchmesser von 4 (5; 7; 9,5) cm nachder Tafel !

Motorart K
Dicselmotoren ... 1,30 bis 1,70
Ottomotoren . ... 1,10 ,, 1,45

Ein Griinfuttersilo ist ein kreisrunder séulenformi-
ger Behilter, der zum Einsiuern von Viehfutter
dient. Er ist # = 13,5 m hoch und hat eine innere,
,lichte* Weite von 6 m. Wieviel m® vermag er
zu fassen? Abb. 145.

Das Walmdach eines Hauses von @ = 25 m Breite
und b = 14 m Tiefe ist unter dem Neigungswinkel
o = 60° gegen alle Seiten aufgesetzt.

a) Stelle durch eine maBstabliche Zeichnung die
Hohe des Daches fest!

b) Zerlege den Dachraum durch zwei Ebenen,
die senkrecht zum Dachfirst durch dessen End-
punkte gelegt werden, in Korper mit bekannten
Inhaltsformeln und berechne den Rauminhalt des
Daches!

Abb. 145

¢) Zeichne 1. die senkrechte Eintafelprojektion, 2. die Zweitafelprojek-

tion des Walmdaches in geeignetem MaBstab!

Ein Walmdach hat die in Abb. 146 an-
gegebenen MaBe in Metern.
a) Zerlege mit Hilfe von zwei geeigneten

Schnittebenen den Dachraum in Kérper,
fiir die Formeln bekannt sind, und be- 6
rechne den Rauminhalt des Daches! ‘o
b) Zeichne 1.die senkrechte Eintafel-
(=4

projektion, 2. die Zweitafelprojektion
des Walmdaches und bestimme daraus
die Hohen der Dachflichen!

Abb. 146

¢) Berechne die Flichenhohen und vergleiche die Ergebnisse mit den

durch die Zeichnung gefundenen Werten!

d) Berechne, wie groB die mit Ziegeln zu deckenden Dachflichen sind!
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15. Zerlege den in Abb. 147 1
in Zweitafelprojektion |
dargestellten Sandhau- ;
fen durch geeignete
Schnittebenen in solche
Raumteile, deren In-
haltsformeln  bekannt T
sind, und berechne, wie-
viel m3 Sand in ihm %
lagern! l

16. Ein Topf aus WeiBblech 8
hat unten 13 cm, oben
8 cm lichte Weite. Seine 12
innen gemessene riums- Abb. 147
liche Hohe ist 12,5 cm.
a) Zeichne den Topf in Zweitafelprojektion! Erginze die AufriBlzeich-
nung zu einem gleichschenkligen Dreieck und miB die Verlingerung der
Hoheaus! Sieist die Hohedes,, Ergéinzungskegels‘. re12
b) Berechne mit Hilfe der Hohe des Ergénzungs-
kegels den Rauminhalt, den der Topf faBt!

17. Der in Abb. 148 dargestellte Viertelkreisring lif3t

sich zum Mantel eines Kegelstumpfes formen und
ist der Zuschnitt zum Mantel eines Bechers.
a) Berechne die Durchmesser seines Grund- und
seines Detkkreises!
b) Zeichne mit Hilfe der berechne- Abb. 148
ten Durchmesserlingen den Achsen- )
schnitt des Kegelstumpfes und miB
seine Hohe aus!

1,50 |-

Mabstab 1:2

¢) Berechne diese Hohe mit Hilfe der NN T
Durchmesserléngen ! \\&'\{4 % -@-

18. Erklire die Zweitafelprojektion der
in Abb.149 dargestellten festen Rolle
mit Schere!

a) Wie stehen hier die Bildtafeln ?

b) Aus wieviel Einzelteilen besteht
die Schere, und welche MaBe haben
sie? Y Abb.1gg b

QR
AN

2

d
i

27
Y
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19. Eine  freitragende steinerne
Treppe besteht aus mehreren Stu-
fen, deren unterste als ,,Antritt‘
einen rechtwinkligen Querschnitt
hat, withrend die anderen Stufen
ein rechtwinkliges Dreieck zum
Querschnitt haben (Abb. 150).
Der waagerechte Teil der Stufe
heiBt ,,Auftritt* b, der senkrechte
Teil heilt ,,Steigung* h. Das giin-
stigste Steigungsverhiltnis wird
allgemein aus der Erfahrungs-
formel 2k + b = 62 cm berechnet.
a) Berechne die Steigung % der
Treppe fiir einen 30 cm breiten
Auftritt! Wieviel Stufen sind
nétig, wenn die Treppe 1,44 m
hoch {fiihren soll, und welche
waagerechte Weite benotigt man fiir diese Treppe ?

b) Zeichne die Seitenansicht der Treppe, wenn eine einfache Lagerung
der Stufen angenommen wird, bei der die Stufen mit den Kanten an-
einanderstoBen, und entnimm der Zeichnung den Anstiegswinkel!

¢) Die wirkliche Lagerung ist aus Abb. 151 zu ersehen. Berechne die
Lénge der Strecke 2 und den Flacheninhalt des Querschnitts der Stein-
stufe sowie deren Gewicht, wenn die Treppe 1 m breit und die Wichte des
Steines 2,1 p/em3 ist!

Abb. 151

20. Bei einer Wendeltreppe
haben die Steinstufen
die in Abb. 152 darge-
stellte Form. Mit den
schraffierten  Flichen
liegen sie aufeinander.
Die Hohe der Stufen Abb.152
betriigt 30 cm.

a) Wieviel Stufen kommen auf eine volle Umdrehung ?

b) Um wieviel Meter ist man bei einer vollen Umdrehung gestiegen ?

¢) Wieviel volle Umdrehungen mu83 man ausfithren, und wieviel Stufen
sind nétig, weltn der Turm 76 m hoch ist ?

d) Stelle die AnstiegsmaBe der Treppe fiir ihre beiden Rinder zeich.
nerisch dar und mi8 die Anstiegswinkel!




176 Aus der Ahnlichkeitslehre

XVI. Aus der Ahnlichkeitslehre
70, Verhiiltnis zweier Strecken und Teilverhiltnis

Abb. 153 veranschaulicht, welche Strecken ein FuBginger (a), ein Reiter (b)
und ein Kraftradfahrer (c) in einer Stunde zuriicklegen. Lies aus der Zeich-
nung ab, in welchem

Verhiiltnis die Strecken 0 ——+——6km

zueinander stehen! Wo- b et 15 kM

durch erleichtert die ¢ 27km
Zeichnung diese Fest- Abb. 153

stellung ¢ : .

Gib an, in welchen Verhiltnissen die Hebel HF und ED der in Abb.154
dargestellten Dezimalwaage geteilt sind!

Erkldrungen:

Das Verhiiltnis zweier Strecken ist gleich dem Verhéltnis ihrer MaBzahlen.
Das gemeinsame MaB der beiden Strecken ist dic Strecke, die in beiden
gleichzeitig enthalten ist.

Liegt ein Punkt C auf einer H
Strecke 4 B so, daB sich die
Entfernungen des Punktes C

von den Endpunkten 4 und B

der Strecke wie p:q ver-
halten, so sagt man, der pagkg
Punkt teile die Strecke im
Verhiiltnis p: q.

Esgibtauch Strecken ohneein
gemeinschaftliches MaB. Die
Diagonale des Einheitsqua-
drates z. B. hat die Linge 2, die Quadratseite die Liinge 1. Y2 ist eine ir-
rationale Zahl. Daher haben die Diagonale und die Seite eines Quadrates
kein gemeinsames MaB, sie sind inkommensurabel?).

Abb. 154

Avufgaben
1. a) Rechne nach Abb. 153 aus, in welcher Zeit FuBginger, Reiter und
Kraftfahrer 1 km zuriicklegen!
b) Gib an, in welchem Verhiltnis die Strecken zueinander stehen!
¢) Fertige eine Zeichnung so, daB die Verhiltnisse an ihr abzulesen sind!
2, Zeichne je zwei Streckenpaare mit den Verhiltnissen a) 2:5, b) 4:3,
€) 7:5,d)3:1, ¢) 2}:33!
3. Zeichne mehrere Streckenpaare und bestimme die Streckenverhiltnisse!
Gib die Liinge der Strecken a) auf 1 ¢cm, b) auf 1 mm genau an!

1) in- (lat. Vorsilbe): un-, mensura (lat.) : MaB, also unvergleichbar.
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4. Ziehe in einem Dreieck zu einer Seite eine Parallele und mif auf jeder
der beiden anderen Seiten die Streckenverhiltnisse der entstandenen
Abschnitte!

5. Zeichne eine Strecke 4B von 12 em Linge und teile sie durch einen
zwischen den Endpunkten gelegenen Teilpunkt so, daB sich die Teil-
strecken wie a) 7:5, b) 1:11, e) 5:19, d) 17:7, e) 5:3 verhalten!

71. Strahlensiitze

Zum Putzen von Schaufenstern wird ecine spitz zulaufende Leiter be-
nutzt (Abb. 156). Zeichne sie in der Draufsicht!
Vergleiche die Entfernungen der Stangen in der
Zeichnung mit den Entfernungen der Leitersprossen!
In Abb. 155 erkennt man Fernsprechleitungen lings
einer Eisenbahnstrecke. )

Wie verlaufen die Linien in Wirklichkeit und wie
in der Zeichnung?

Abb. 155 Abb. 156

Parallelensatz: Teilt man eine Strecke AB in n gleiche Teile und legt durch
die Endpunkte der Teilstrecken Parallelen, so begrenzen diese auf jedem
durch /1 oder B gelegten Strahl n gleiche Abschnitte (Abb.157).

Jede Parallele durch die zwischen 4 und
B liegenden Teilpunkte ist Mittellinie
in einem durch die Zeichnung ent-
standenen Trapez.

Bemerkung: Durch die Parallelen
wird also die Teilung der Strecke 4 B
auf die durch 4 (oder B) gehenden
Strahlen iibertragen. Abb. 157
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Erster Strahlensatz: Werden von einem Punkt ausgehende Strahlen durch
Parallelen geschnitten; so verhalten sich zwei Abschnitte auf einem Strahl wie
die entsprechenden Abschnitte auf jedem anderen (Abb.158 und 159).

In Abb.158 schnei-
den zwei Parallelen
die von S ausgehen-
den Strahlen in 4,
B, A’ und B’. Der
Abschnitt S4 ist
27 mm (p mm) und
der Abschnitt 4 B
18 mm (q mm) lang.
Demnach  verhilt
sich S4 zu 4 B wie
3:2 (p:gq). Teilt
man S 4in 3 (p) und 4 B in 2 (q) gleiche Teile und legt durch die Teilpunkte
Parallelen zu den schon gezeichneten Parallelen, so werden auf dem anderen
Strahl ebensoviel Teilabschnitte erzeugt. Sie sind etwas kiirzer, aber nach
dem Parallelensatz untereinander gleich, Die Abschnitte S4’ und 4'B’
verhalten sich ebenfalls wie 3:2 (p: g).

Es ist S4:4B =3:2(p:q)
S4: 4B =3:2(p:q),

folglichist SA4 :4B =SA4': 4B

Fiihre den Beweis nach Abb. 159!

\ /
Abb. 158 Abb. 159

$

A A
Man kann die letzte Verhiltnisgleichung mehr-
fach umformen; weise nach, dal z.B. folgende
Umformungen richtig sind :
) .
SA4:S4 =AB: A'B Y e

AB:S4 = A'B:8S4'.

Zweiter Strahlensatz: Werden zwei von einem Punkt ausgehende Strahlen
durch Parallelen geschnitten, so verhalten sich die Abschnitte auf zwei Parallelen
wie die vom Ausgangspunkt der Strahlen bis zu diesen Parallelen reichenden
Abschnitte eines Strahles (Abb.160).

Zieht man 4D|| S B/, so verhilt sich

DB : BB =8S4:S8B;
da aber DB = 44 ist,
so folgt A4 :BB=8S4:8B
und entsprechend 44 : BB =8S4:SB.
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Aufgaben

1. Zeichne zu drei gegebenen
Streckena,bundceine vierte
Strecke zso,daBa:b =c:zgilt!
Anleitung: Abb. 161 zeigt, wie
man die Aufgabenachdem1.Strah-
lensatz losen kann. Ordne die
Strecken auch anders an! Lose
die Aufgabe auch mit Hilfe des
2. Strahlensatzes!

Anmerkung: Die gesuchte Strecke

wird als 4. Proportionale zu a,b und ¢
bezeichnet.

(z.B.5:3)!

S

|
l

Q

gl -~ Abb. 161

. Teile die Strecke 4B durch einen Punkt C im Verhdltnis p:q

Ausfithrung (Abb.162): Man zieht durch 4 und B in einer beliebigen
Richtung Parallelen, trigt auf diesen von 4 aus p (5) gleiche Teile,
von B aus nach der anderen Seite g (3) gleiche Teile ab und verbindet
die Endpunkte der letzten Teilstrecken miteinander.

3. Teile in einem Dreieck, dessen
Seiten 6cm, 7cm und 8 cm lang
sind, die groBte Seite im Ver-
hiltnis 3:5 und zeichne durch
den Teilungspunkt die Parallele
zu der kleinsten Seite! Berechne
a) die Abschnitte auf der mittleren
Seite,

b) die Liinge der Parallelen und
mif dann nach!

4. Zeichne eine beliebig lange Strecke
und teile sie im Verhéltnis
a)4:5 b) 3:8
d)11:6 e) m:n!

e)7:4

pf‘;}

3,

Abb. 162

5. Benutze eine Heftseite mit Linien, um eine gegebene Strecke in n (3, 4,
5, ...) gleiche Teile zu teilen! Begriinde das Verfahren!

6. Teile die Fliche eines Drciecks durch eine Gerade von einer Ecke ausin
zwei Teile, die sich wie 3 : 4 verhalten!
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72. Anwendungen der Strahlensiitze

1. a) MiB Linge und Breite von Briefmarken aus! Zeichne die Fliche einer
Marke vergroBert aus Strecken, die sich zu den urspriinglichen wie 3: 5
verhalten, ohnederen MaBzahlen zu berechnen! Abb.163 zeigt die Lésung.

b S

- AN
a Abbh. 163 5 | ar I’y

b) Gib an, in welchem Verhiiltnis der Flacheninhalt bei der VergroBerung
der Seiten gewachsen ist!

2. Verkleinere entsprechend eine Postkarte (DIN A 6) im Verhiltnis 8 : 3!

3. Zumschnellen VergréBern und Verkleinern einzelner Streckenist ein Dop-
pelzirkel (Proportionalzirkel) hergestellt worden, wie ihn Abb.164 zeigt.
a) Beschreibe den
Zirkel und er-
klire, wie er an-
gewendet wird! gl
b) Fertige  aus Abb. 164
schmalen Papp-
streifen oder Holzschienen das Modell eines solchen Zirkels und be-
festige die Streifen so aufeinander, daB eine VergroBerung 3 :1 entsteht!
¢) Benutze den hergestellten Doppelzirkel zum VergroBern und Ver-
kleinern von Quadraten, Rechtecken, Dreiecken und anderen Flichen,
die du zeichnest!

4.a) Abb. 165 zeigt eine aus dem
Physikunterricht bekannte Loch-
kamera. Stelle durch Versuche
fest, wie stark die Lochkamera
verkleinert! Bestimme die Ver-
kleinerung im Bild! Abb. 185

A
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b) Der Durchmesser von Eiskri-
stallen schwankt etwa zwi-
schen 0,005 mm und 2 mm. Die
Abb.166a und b zcigen photo-
graphische Aufnahmen von Eis-
kristallen, die im Verhiltnis
1:100 vergrofiert sind. Wie grofl
sind die groSten Durchmesser
dieser Eiskristalle in Wirklich-
keit ?

5. Der Fiihlhebel (Abb.167) dient
zum Messen geringer Dicken. Gib
auf Grund des Bildes an, wie
groB die geringste Dicke ist, die
noch gcmessen werden kann,
wenn sich b:a =1:10 verhilt!

6. Auf Karten und Winkelmessern findet man einen verjiingten MaBstab
(Abb. 168).
a) Stelle fest, welcher Strahlensatz Anwendung findet!
b) In welcher Weise wachsen die Lingen der Parallelen zwischen
den Strahlen ? Beachte, daB3

Abb. 168 im MaBstab 2:1 — —)
gezeichnet wurde! H—)
¢) Wie lang ist die untere Zavem \
eingezeichnete Strecke? i —)
d) Fiithre Messungen mitdem  w3s3s T 5 —
verjiingten MaBstab auf Abb. 168

Wanderkarten aus!

7. Nach dem Portugiesen Pe-
dro Nunes (1542) ist der
héiufig angewendete Nonius
benannt (Abb. 169). Ist er
z. B. 9 mm lang und in 10
gleiche Abschnitte geteilt,
so ist ein Teil - mm lang.
Trifft der Teilstrich 0 des
Nonius auf cinen Millimeter-
strich des MaBstabes der
Schieblchre, so ist dasselbe
beim Teilstrich 10 des ALb. 169




182 Aus der Ahnlichkeitslehre

Noniusfestzustellen. Erfiillt der Teilstrich 1 des Nonius diese Bedingung,so
ist der Teilstrich 0 um J5 mm weitergeriickt. Es konnen also Zehntelmilli-
meter abgelesen werden. Was ist bei der in Abb.169 gezeichneten Einstel-
lung abzulesen ? Verwende den Nonius bei Messungen mit der Schieblehre!

8. Die Entfernung zweier Masten einer Hochspannungsleitung, die schrig
iiber einen Kanal
fiihrt, soll durch
Aufstellen  von — — .
Fluchtstiben und ~ RN e
Streckenmessun- - | “ep~ " T W o©
gennach Abb.170 ’
ermittelt werden.
Beschreibe und

begriinde das Ver-
fahren!
Beispiele:
a b c
a) 21m18m 9m A a 5 v “
b) 24m20m 12 m Abb. 170 “

9. Lose die folgenden Gleichungen durch Zeichnung auf:

4 3 3 5
3=z Wi=3
e) 5z =28 f)az =10 g) az = b? h) az = 3b2!

73. Ahnlichkeit und Xhnlichkeitssatz

Stelle fest, welche Vielecke in Abb. 171 einander dhnlich sind und welche
nicht! Versuche durch Messungen die Griinde fiir die Ahnlichkeit und fiir

die Unihnlichkeit zu

finden!

Erklirungen: Drei-

ecke und Vielecke hei-

Ben #hnlich, wenn sie

in gleichliegenden Win- = 3

keln und im Verhilt- ¢
nis aller entsprechenden

Seiten iibereinstimmen. Ahnliche Flichen haben die gleiche Gestalt.
Das Zeichen fiir dhnlich ist ~1).

Abb.171

1) Das Zeichen fiir ahnlich war urspriinglich ein umgelegtes S (lat. similis : &hnlich).



Ahnlichkeit und Ahnlichkeitssatz 183

Bezeichnet m den Wert des Verhiiltnisses entsprechender Seiten in dhnlichen
Vielecken, so ist das Ahnlichkeitsverhiltnis m gleichbedeutend mit dem
von frither her bekannten MaBstab der Zeichnung. m gibt die lineare
VergréBerung (Verkleinerung) an.

Jede Parallele zu einer Seite eines Dreiecks schneidet von diesem ein ihm #hn-
liches Dreieck ab.

AnleitungfiirdenBeweis(Abb.172):

Weise nach, daB8 die Winkel gleich
sind und daB entsprechende Seiten
das gleiche Verhiltnis haben (Strahlen-
sitze)!

Abb.172

Ahnlichkeitssatz: Stimmen zwei Dreiecke in der GroBe zweier Winkel iiber-
ein, so sind sie dhnlich.

AnleitungfiirdenBeweis
(Abb.173): Verschiebt man
A ABC so auf A ABC,
daB <Xy’ auf Xy fillt, so er-
hiltes die neue Lage 4" B” C.
Dannist4” B”||4 B(warum ?).
Daraus ergibt sich nach obi-
gem Satz die Verhiltnis-
gleichheit aller entsprechen-
den Seiten.

Abb. 178

Aufgaben

1. Welche Eigenschaften haben a) flichengleiche Dreiecke, b) dhnliche
Dreiecke, ¢) deckungsgleiche Dreiecke ? Wie kommen diese Unterschiede
in den Zeichen fiir die Gleichheit usw. zum Ausdruck?

2. Nenne Dreiecke und Vierecke, die einander immer éhnlich sind!

3. In welchen Fillen sind a) gleichschenklige Dreiecke, b) rechtwinklige
Dreiecke, ¢) Parallelogramme, d) Rhomben, e) Rechtecke einander
dhnlich ?

4. Vergleiche Kreise verschiedener GroBe in bezug auf die Ahnlichkeit mit-
einander!
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5. Zeichne Dreiecke, die in zwei Winkeln iibereinstimmen:
a)a =75%f=40° b)a=60°%y=>57° ¢) B =100 y =45°!
6. Abb.174 zeigt einen ,,Storch-
schnabel, der zur Vergro-
Berung oderVerkleinerung von
Zeichnungen benutzt wird.
Punkt P wird festgehalten,
der Stift in F folgt den Um-
rissen einer Zeichnung. Dann
zeichnet der Schreibstift in
Z die verkleinerte ihnliche
Figur.
a) Fertige ein Modell des
Storchschnabels an und iibe
das VergroBSern und Verkleinern an geeigneten Vorlagen!
b) Weise nach, daB die von den Stiften F und Z beschriebenen Zeich-
nungen dhunliche Vielecke sind !

¢) Wovon hiingt das VergroBerungsverhiltnis m ab?

7. Bei der in Abb.175 abgebildeten Form des Storchschnabels 1Bt sich der
Stab S nach dem verlangten MaBstab verschieben. Wird A festgehalten,
so kann man einen der Stifte in Bund C
als Fithrungsstift, den anderen als Zeichen-
stift benutzen.

a) Erklire den Gebrauch dieses Storch-
schnabels und stelle den MaBstab m der
Verkleinerung (VergroBerung) fest!
b) Wie dndert sich der MafBstab, wenn an
die Stelle von 4 der Punkt C tritt?

8. Zeige, daB jedes rechtwinklige Dreieck
durch die Hohe so in zwei Dreiecke zer-
legt wird, da8 a) jedes Teildreieck dem ganzen Dreieck und b) beide
Teildreiecke einander dhnlich sind!

9. Zeichne zu folgenden Stiicken die mittlere Proportionale:
a) 3 cm und 5 cm, b) 4 cm und 6 cm, ¢) 5cm und 7 cm!

Die Vorlagen zu den Abbildungen stammen von Photo Haecker, Rathenow (77,
Rathenower Dreschmaschinenfabrik VEB); K. Knoch. Schneekristallformen. Natur-
wissenschaften 18 (1930), Heft 11, S. 244 bis 246 (166); von der Bildstelle des volks-
eigenen Verlages Volk und Wissen (6, 7, 8, 9, 78, 155, 156).






