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Erstes Kapitel

Vorstufe der Geometrie

§ 1. Strecken, Strahlen, Geraden

Messen und Schiitzen von Strecken

1. Stelle dir einen MaBstab von etwa 20 cm Lénge durch Falten
blattes her. Trage die cm und in einen der cm die mm ein.

eines Papier-

2. MiB a) die Linge, b) die Breite, ¢) die Dicke dieser Aufgabensammlung.

3. Von der untenstehenden Strecke 4 B (Fig. 1) ist die Léinge

in mm a) zu

schiitzen, b) mit dem MaBstab zu messen, ¢) der Fehler zwischen Messung

und Schitzung festzustellen. !)

4. Fig. 2 stellt ein Stiick eines ZollmaBstabes dar. Schiitze und
miB, wie lang ein Zoll in Millimetern ist.

5. Schitze und mill a) die Linge eines noch nicht angespitzten
(gewdhnlichen Schul-) Bleistiftes, b) die drei Kanten einer
Streichholzschachtel, ¢) Linge und Breite eines grofien
Schreibbogens, d) Linge und Breite eines Quartheftes.

6. Schiitze erst und mill dann mit dem Metermall a) die Hohe
eines Tisches, b) die Hohe der Sitzfliche eines Stuhles,
c) Lénge und Breite deines Wohnzimmers, d) Héhe und
Breite der Tiir zu deinem Schlafzimmer.

7. Stelle die durchschnittliche Linge fest a) eines Schrittes,

b) einer Klafter (Raum zwischen

B den Fingerspitzen der ausge-

breiteten Arme), c) deines FubBles,

d) einer groBen Spanne (Raum

zwischen der Spitze des Daumens

und des kleinen Fingers bei ge-

i spreizter Hand), e) einer kleinen
Fig. 1 Spanne (Raum zwischen der
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Fig. 2

1) Am besten legt man hier und in dhnlichen anderen Fillen eine Tabelle folgender

Gestalt an:

Geogenstand geschiitzt gemessen ’

Fehler

|



2 Vorstufe der Geometrie

[8—15

Spitze des Daumens und des Zeigefingers, beide moglichst voneinander-
gespreizt). Mif die Léinge f) deines kleinen Fingers, g) des Nagels an deinem

kleinen Finger, h) deines Unterarmes mit ausgestreckter Hand.

8. Schiitze und stelle durch Schritte (Aufg. 7) fest a) die Linge deines Wohn-

hauses, b) die Breite der StraBe, in der du wohnst.

9. Man sagt, ein Mensch klaftere so viel, als er hoch ist. Stelle bei dir den Unter-

schied von Klafter und Hohe in cm fest.

10. Schitze und miB (Fig. 3) den Unterschied a) zwischen den Strecken 1 und 2,
b) zwischen den Strecken 2 und 3. (Die Begrenzungen sind nicht mitzu-
rechnen.) Welche optische Tauschung ergibt sich daraus ? ¢) Schitze und

miB in der Fig. 4 den Unterschied zwischen
der waagerechten Strecke a und der lot-

rechten b.
prd ~
~ ’ 7
N - e
- 2 ~

~ —
S <<

Fig. 3

——e e
Fig. 4

11. Zeichne erst nach AugenmaB (Lineal ohne Zentimetereinteilung), dann mit
Verwendung eines Maf3stabes Strecken von a) 4 cm, b) 1cm, ¢) 7 cm,
~d) 53 cm, ) 4mm, f) 6,4 cm, g) 1,2dm. Stelle jedesmal den Fehler fest.

12. Zeichne Lange, Breite und Hohe einer Streichholzschachtel in dein Heft
a) nach der Erinnerung, b) nach AugenmaB, c¢) nach MaB. Stelle die Unter-

schiede zwischen a) und c¢) und zwischen b)
und c) fest. ’

13. Zeichne zwei Punkte 4 und B und schiitze
ihren Abstand; verbinde sie durch eine
Strecke und miB dann deren Liinge. Wie
grof} ist der Fehler der Schitzung ?

14. Stelle die Léngen der Seiten des Dreiecks 4 BC
in nebenstehender Fig.5 nach Augenmaf
und mit dem MaBstab fest und trage das
Ergebnis in eine Tabelle ein.

15. Zeichne eine beliebige Strecke ¢ und danach
a) nach Augenmal, b) unter Benutzung des
MaBstabes eine zweite Strecke, die ebenso

A

Fig.5

8

lang ist. ¢) Lose die Aufgabe ohne MaBstab nur mit einem Lineal und

einem Stechzirkel.



16—32] § 1. Strecken, Strahlen, Geraden 3

Antragen (Addieren) von Strecken

16. Auf einer Strecke 4 B a) liegt ein Punkt C, b) liegen zwei Punkte M und N
Wie heiflen die Teilstrecken ? (Zeichnung!)

17. Zeichne eine Strecke von 3 cm und eine andere von 4 cm. Zeichne jetzt
a) nach AugenmaB, b) ohne Mafstab, aber mit Verwendung des Stech-
zirkels eine Strecke, die so lang ist wie beide zusammen.

18. Zeichne die Summe zweier Strecken von 2 cm und 3 cm.

19. Trage an eine Strecke von 4,5 cm eine zweite von 2,5 cm Linge an. Auf
wieviel Weisen kann das geschehen ?

20. Verlingere die Strecke A B iiber B hinaus um sich selbst.

21. Verlingere eine Strecke 4 B, die die Liinge 2,5 cm hat, iiber 4 hinaus um
sich selbst bis C und iiber B hinaus um sich selbst bis D. Wie groBist CD ?

22. Zeichne zwei beliebige Strecken @ und b und konstruiere (mit Lineal und
Stechzirkel) die Strecken a) a+ b, b) b+ a.

23. Verlingere eine Strecke a) von 4 ¢cm beiderseits um 2,5 cm, b) von @ em
beiderseits um b em. Wie groB ist in jedem Falle die ganze Strecke ?

24. Trage auf einer lingeren Strecke erst nach Augenma8, dann mit dem Stech-
zirkel 3 cm, 4 cm und 5 cm auf. Stelle nachtriglich mit dem MaBstab fest,
welchen Fehler du begangen hast.

25. Gegeben sind drei beliebige Strecken @, b und ¢. a) Zeichne die Strecke
a+ b+ ¢. b) Zeige, daB du zu dem gleichen Ergebnis kommst, wenn du
die Strecken b, ¢ und @ oder auch ¢, a
und b nacheinander antrigst. 0

26. Zeichne eine Strecke, die gleich dem
Umfange a) des Dreiecks ABC in
Fig. 5, b) des nebenstehenden Vierecks
(Fig. 6) ist. 4

27. Zeichne den Umrif deines Aufgaben-
heftes in dein mathematisches Heft und
stelle dann seine Gesamtlinge fest.

28. Wie lang sind alle Kanten einer Streich- ]
holzschachtel zusammen ? Fig. 6 B

Abtragen (Subtrahieren) von Strecken

29. Von einer Strecke von 6,5 cm Linge ist eine Strecke von 2,5 cm Linge ab-
zuziehen (benutze den Stechzirkel). Auf wieviel Weisen ist das méglich? Wie
lang ist die Strecke, die jedesmal iibrigbleibt ?

30. Zeichne zwei Strecken @ und b und konstruiere dann ihre Differenz a — b.
Wann ist das nicht moglich 2

31. Gegeben sind drei Strecken a, b und ¢. Zeichne a) a+b—¢,b)a — b+ ¢,
¢) a — b — ¢. Wann sind die Aufgaben nicht losbar ?

32. Wieviel Streichholzschachteln kann man mit ihrer langen Seite an dem lan-
gen Rand eines Quartblattes hintereinanderreihen ¢ (Nicht ausprobieren ;
du hast nur eine Streichholzschachtel zur Verfiigung!)



4 Vorstufe der Geometrie [33—42

33. Wie oft kann man die Hohe einer Streichholzschachtel auf einer Strecke von
10 cm abtragen ? (Zeichnung.)

Aﬁwendung

34. Ein mechanis ches Verfahren zur Addition zweier Zahlen la8t sich mit zwei
Meterstiben, die genaue Millimeterteilung haben, folgendermafien bewerk-
stelligen. Es soll 123 und 144 addiert werden. Man legt (vgl. Fig. 7) Meter-

| 12i3 267\

RN

Fig. 7

stab II an Meterstab I so an, dafl der Nullstrich von II genau unter 12,3
von [ fillt. Dann liegt iiber 14,4 von IT auf I das gewiinschte Ergebnis 26,7.
Addiere auf diese Weise!):
a) 1174 197 b) 19,8+ 12,9 ¢) 2,154 1,87
d) 93+ 256 e) 75+ 258 f) 0,68+ 2,77
35. Welche Grenzen sind der in der vorangehenden Aufgabe genannten Me-
thode a) hinsichtlich des Ergebnisses (bei Benutzung von Stiben, die genau
1 m lang sind!), b) hinsichtlich der Summanden gesetzt ? ¢) Wie kann man
nach der Methode auch drei und mehr Summanden addieren ?
36. Bestimme nach dem in der Aufg. 34 entwickelten Verfahren die Diffe-

renzen:
a) 297 — 119 b) 235 — 119 c) 2,89 — 1,97
d) 188— 93 e) 21,8—123 f) 1,78 — 0,84

Vervielfiltigen von Strecken

37. Stelle die Héhe einer Streichholzschachtel durch eine Strecke dar. Wie hoch
sind a) 2, }) 3 Streichholzschachteln? (Zeichnung erst nach Augenmalf}, dann
mit dem Stechzirkel. Stelle jeweilig den Fehler fest!)

38. Zeichne die Dicke dieses Buches als Strecke in dein Heft. Wie dick sind
10 Biicher ? (Prebe in der Klasse!)

39. Gegeben ist eine kleine Strecke s. Zeichne erst nach AugenmaB, dann mit
Benutzung des Stechzirkels a) 4s, b) 6s.

40. Gegeben sind zwei kleine (warum klein ?) Strecken p und q. Zeichne
a) 2p+ 3¢, b) 3p+ 2¢ erst nach AugenmaB, dann mit dem Stechzirkel.
41. Gegeben sind zwei kleine Strecken u und v, wo  groBer als v ist. Zeichne
a) 3u— 2v, b) 4u — 3v erst nach Augenmal, dann mit dem Stechzirkel.
Teilen von Strecken

42. Gegeben ist eine Strecke von 4 em Léingé. Halbiere sie nach Augenmaf} und
nachher mit dem Stechzirkel. Wie gro3 war der Fehler ?

1) Die Kenntnis der Addition und Subtraktion von Dezimalbriichen wird vorausgesetat.



43—59] § 1. Strecken, Strahlen, Geraden 5

43. Gegoben ist eine beliebige Strecke. Halbiere sie erst nach AugenmaB, dann
mit dem Stechzirkel, dann mit dem MaBstab. Welches Verfahren ist am
praktischsten ?

44. Ein Streifen Papier ist erst nach Augenmaf}, dann durch Falten zu halbieren.

45. Wie kann man die Mitte einer Tischkante mit Hilfe eines Fadens finden?

46. Eine Strecke von a) 9 cm, b) 11 cm ist mit dem Stechzirkel in drei gleiche
Teile zu teilen.

47. Wie kann man die Lénge eines Zimmers mit Hilfe eines Fadens in vier
gleiche Teile teilen ? Fiihre das im Wohnzimmer aus.

48. Eine durch einen Papierstreifen gegebene Strecke von 22 cm Linge ist
durch Falten in vier Teile zu teilen.

49. Teile eine beliebige Strecke erst nach AugenmaB, dann mit dem Stech-
zirkel a) in 4, b) in 5, ¢) in 6 Teile.

50. Bezeichne auf einer Strecke von a) 10 cm, b) 12 cm nach Augenmal die
Hilfte, ein Drittel, zwei Drittel, ein Viertel, drei Viertel. Wie folgen die
Punkte aufeinander ?

51. Stelle von einer beliebigen Strecke mit dem Stechzirkel a) £, b) £,¢) 2, d) %
dar und iiberzeuge dich durch Ausmessung und Rechnung, ob es stimmt.

Punkt und Strecke

52. Ziehe von einem Punkt 4 aus Strecken von der Lénge 3 cm. Auf wieviel
verschiedene Weisen ist das moglich ?

53. Lege durch einen Punkt A eine Strecke von 3 cm, d. h. ziehe eine Strecke
so, daBl A auf ihr liegt. Auf wieviel verschiedene Weisen ist das moglich ?

54. Lege durch einen Punkt 4 eine Strecke von 4 cm so, daBl 4 die Strecke
halbiert. Auf wieviel verschiedene Weisen ist das moglich ?

55. Gegeben sind zwei Punkte 4 und B. Wieviel Strecken 4 B gibt es ? Gibt es
immer eine Strecke, wo auch immer die Punkte 4 und B liegen mégen?

56. Zwischen a) 3, b) 4 Pfiihlen sollen Wischeleinen gespannt werden. Wieviel
Leinen lassen sich hochstens spannen ? (Erliutere die Aufgabe durch eine
Zeichnung!) Wie muf} man die Pfiihle aufstellen, damit man alle méglichen
Leinen auch wirklich spannen kann ?

57. Gegeben sind a) drei Punkte 4, B, C, b) vier Punkte 4, B, C, D in der
Zeichenebene. Wieviel Strecken kann man zwischen ihnen ziehen, und wie
heiBen sie ? Welche Lage diirfen die Punkte nicht haben, damit die Hochst-
zahl der Geraden erreicht werde ?

58. Gegeben sind drei Punkte 4, B und C in der Zeichenebene und ein Punkt
iiber der Zeichenebene. Wieviel Strecken kann man zwischen diesen vier
Punkten ziehen? (Fertige ein Modell aus vier aufgeweichten Erbsen und
der gehorigen Anzahl angespitzter Streichholzer an.)

Gerade, krumme, gebrochene Linien

59. Lege eine Anzahl Bohnen (Steinchen) in eine gerade Linie. Wieviel
Bohnen kann man ganz beliebig legen ?



6 Vorstufe der Geometrie [60—75

60..Eine Strecke ist durch zwei Fluchtstibe 4 und B (s. Fig. 8) auf dem Felde
bezeichnet. Das Bandmal reicht nicht aus, um die Strecke auszumessen.
Man will deshalb einen dritten Fluchtstab C zwischenschalten. -

‘Wie macht man das ?

61. Zwei Punkte sollen durch eine Strecke verbunden werden. Man
hat aber kein Lineal, das ausreicht. Wie kann man die Aufgabe
16sen ?

62. Wie kann man die Aufg. 61 l6sen auch in dem Falle, wo die
beiden Punkte nicht in einer Zeichenebene liegen (z. B. auf
verschiedenen Seiten einer Stralle) ? <

25 mm

63. Lege eine Anzahl Bohnen (Steinchen) so, daB sie eine krumme
Linie anzeigen. Wieviel Bohnen kann man jetzt ganz beliebig
legen ?

64. Lege einen Faden in eine krumme Linie, spanne ihn dann ge-
rade. In welchem Falle sind die Enden am weitesten vonein-
ander entfernt ?

65. Man hilt eine Kette an ihren Enden fest. Wann bildet sie eine 777,
gerade, wann eine krumme Linie ? _F:; s

66. Ziehe eine krumme Linie. Schitze ihre Linge und mi} sie
dann, indem du einen Faden nimmst, der sich dieser Linie anschmiegt und
dessen Linge dann am MaBstab festgestellt wird.

67. Verbinde zwei Punkte durch eine Strecke und durch mehrere krumme
Linien. Stelle erst durch Schitzung, dann durch Messung die Linge aller
dieser Linien fest. Welche ist die kiirzeste ?

68. Verbinde zwei Punkte durch einen gebrochenen Streckenzug, der aus
a) zwei, b) drei, ¢) fiinf Strecken besteht.

69. Verkinde zwei Punkte durch eine Strecke und durch mehrere gebrochene
Streckenziige. Stelle erst durch Schitzung, dann durch Messung die Liinge
aller dieser gebrochenen Streckenziige fest. Welche-Beobachtung machst du?

70. Untersuche, welche Linien geschlossen sein konnen, welche nicht. Es sind
auch gebrochene Streckenziige zu beriicksichtigen.

71. Untersuche, ob es auller Strecken und krummen Linien und solchen, die
daraus zusammengesetzt sind (zeichne einige Beispiele dafiir!), noch andere
Formen von Linien gibt. )

72. Zeichne einen gebrochenen Streckenzug auf eine Streichholzschachtel, in-
dem du dabei verschiedene Flichen der Schachtel benutzt. Untersuche, ob
der Streckenzug geschlossen sein kann.

73. Ziehe Linien auf einer Kugel (Ball, Globus). Welche Arten (gerade, ge-
brochene, krumme) sind méglich % )

74. Ziehe Linien auf einer Walze (Lampenzylinder, runder Bleistift, gerolltes
Papierblatt). Welche Arten (gerade, gebrochene, krumme) sind méglich?

75. Ziehe Linien auf einer Streichholzschachtel (Zigarrenkiste). Welche Arten
(gerade, gebrochene, krumme) sind maglich?
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76. Jemand hat mit einem Lineal die Punkte 4 und B durch eine Strecke a ver-
bunden. Er legt das Lineal um und zieht wieder die Strecke 4 B. Was
folgt aus der Tatsache, daB die beiden Linien 4 B sich nicht decken ? Gib
danach ein Verfahren zur Priifung eines Lineals an.

Strahl und Gerade

77. Verlingere eine Strecke iiber einen ihrer Endpunkte hinaus. Wie weit ist
das tatsichlich moglich ? Wie weit kann man sich die Verlingerung denken?

78. Zeichne von einem Punkte A aus mehrere Strahlen.

79. Gegeben sind zwei Punkte 4 und B. a) Ziehe den Strahl, der 4 zum An-

fangspunkt hat und durch B geht. b) Ziehe den Strahl, der B zum Anfangs-

" punkt hat und durch 4 geht. Lings welcher Strecke fallen beide Strahlen
zusammen ?

80. Verliingere eine Strecke iiber ihre beiden Endpunkte hinaus. Wie weit ist
das tatsichlich moglich? Wie weit kann man sich die Verlingerung denken?

81. Gegeben sind zwei Punkte 4 und B. a) Ziehe die Geraden, die durch 4
und B gehen. Wieviel gibt es ? b) Ziehe die Strahlen, die durch 4 und B
gehen. Wieviel gibt es? Wodurch unterscheiden sich die verschiedenen
Strahlen ?

_ 82. Gegeben sind drei Punkte 4, B und C. Wihle die Lage der Punkte nach
AugenmaB so, daB man durch sie nur eine Gerade legen kann. (Zeichnung !)

*83. Gegeben sind drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen. Wieviel Ge-
raden kann man durch sie legen ? (Zeichnung!) Wodurch unterscheidet sich
diese Figur von einem Dreieck, das aus drei Punkten und ihren Verbindungs-
strecken gebildet wird ?

*84. Gegeben sind in der Zeichenebene vier Punkte 4, B, C und D. a) Wieviel
Geraden kann man durch sie legen, vorausgesetzt, da nicht irgend drei
Punkte in einer Geraden liegen:? b) Wieviel Geraden werden es, wenn
irgendwelche drei Punkte, etwa 4, B und C, in einer Geraden liegen ?

85. Gib an, wieviel Begrenzungspunkte a) eine Strecke, b) ein Strahl, ¢) eine
Gerade hat.

86. Welche von den drei Gebilden: Strecke, Strahl und Gerade kommen in
deiner Umgebung vor ? (Beispiele!)
87. Durch wieviel Punkte ist eine Gerade bestimmt ?

88. Zeige an Gegenbeispielen, daB Strahl und Strecke nicht durch zwei ihrer
Punkte bestimmt sind, wenn diese Punkte ganz beliebig liegen.

89. Zeige, daB eine Strecke durch zwei Punkte bestimmt ist, die nicht irgendwo
beliebig auf der Strecke liegen, sondern eine ganz bestimmte Bedeutung
haben. Welche ?

90. Ein Strahl soll durch zwei Punkte bestimmt sein; was fiir ein Punkt muf
dann der eine von ihnen sein?
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§ 2. Quadrat, Rechteck, Rhombus

Waagerechte und lotrechte Geraden

1. Zeichne in dein Heft a) eine Anzahl waagerechter (horizontaler),
b) eine Anzahl lotrechter (vertikaler) Strecken.

2. Halte dein Heft so, daB die beiden Arten nach Aufg. 1 gezeichneter Ge-
raden waagerecht sind. Wie muBl man das Heft halten, damit von lot-
rechten Geraden die Rede sein kann ?

3. Zeichne in dein Heft eine Anzahl verschieden geneigter schriger Strecken.

4. Zeichne in dein Heft eine Gerade und halte jetzt das Heft so, daB sie
a) waagerecht, b) lotrecht, ¢) schrag liegt.

5. Kann man auf einer geneigten Tischplatte a) waagerechte, b) lotrechte Ge-
raden ziehen ? (Beispiele!)

6. Gib die Kanten deines Heftes an, die als waagerechte und die als lotrechte
Geraden anzusehen sind.

7. Wie muf} die Klassentafel angebracht sein, damit man von waagerechten
und lotrechten Geraden auf ihr sprechen kann ?

8. Verfertige dir aus einem Faden und einem schweren kleinen Gegenstand ein
Senkblei. Zeige, wie der Maurermeister das Senkblei benutzt.

9. a) Fertige dir (wenn nicht aus Holz, so aus Pappe) "
eine Setzwaage der nebenstehenden Art (Fig. 9).
‘'b) Man kann, wie es in alten Zeiten geschah, der
Setzwaage auch die Gestalt eines grofen lateini-
schen A geben. Wo muBl man auf dem Querbalken
einen Strich angeben, iiber dem das an der Spitze
befestigte Senkblei stehen muf}, wenn die Setz- Fig. 9
wage auf einer waagerechten Fliche steht?

10. Die Fig. 10 bis 12 zeigen ein Verfahren, wie man mit einem Senkblei und
einem Lineal eine waagerechte Linie herstellen kann. Durch eine Heft-
zwecke wird an einer Kante das Senkblei befestigt und der Faden, wie
Fig. 10 zeigt, tiber die eine rechtwinklige Ecke des Lineals gelegt. Wie kann

e ol
@
Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12

man jetzt erkennen, ob die obere Linealkante waagerecht (Fig. 10) liegt
oder nicht (Fig. 11 und 12) ?

11. Wie kann man sich am einfachsten eine Fliche verschaffen, in der alle
Geraden waagerecht sind?
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12. Mache eine Skizze von der nebenstehend abgebildeten Kanalwaage (Fig.13)
und gib an, welches die durch die Wasserhthe in den Rohren angegebene
horizontale Gerade ist.

13. a) Halte ein Zeichendreieck (Winkel-
scheit) so, dafl eine Seite waagerecht, die
andere lotrecht liegt. Kénnen dabei alle drei
Seiten als waagerechte Geraden gewihlt
werden oder zwei oder nur eine? b) Wie
kann man an einem Zeichendreieck ein
Senkblei so anbringen, daB man den Appa-
rat jetzt zum Priifen lotrechter und waage-
rechter Strecken benutzen kann? Stelle dir
einen solchen Apparat aus Pappe her.

Fig. 13

Rechter Winkel

14. Zeichne einen waagerechten und einen lotrechten Strahl, die den Endpunkt
gemeinsam haben (einen rechten Winkel).

15. Priife, ob das Zeichendreieck einen rechten Winkel anzeigt, indem du ein
Senkblei in ein Gefal mit Wasser haltst und daran das Dreieck in geeig-
neter Weise anlegst.

16. Zeichne nach AugenmaB eine waagerechte und eine lotrechte Gerade in dein
Heft. Wieviel rechte Winkel entstehen ? Priife mit dem Zeichendreieck, ob
die rechten Winkel genau sind.

17. Zeichne a) an einen waagerechten, b) an einen lotrechten Strahl mit dem
Zeichendreieck einen rechten Winkel.

18. Zeichne einen rechten Winkel an einen schrigen Strahl. Auf wieviel Weisen
ist das maoglich ?

19. Zeichne a) an eine waagerechte, b) an eine lotrechte Gerade in einem ge-
gebenen Punkte der Geraden einen rechten Winkel. Auf wieviel Weisen ist
das moglich? Wieviel rechte Winkel entstehen jedesmal?

20. Der eine Schenkel eines rechten Winkels wird iiber den Scheitelpunkt
hinaus verlingert. Priife mit dem Zeichendreieck, ob der neue Winkel, der
entstanden ist, auch ein rechter ist.

Senkrechte Geraden

21. Gegeben ist eine beliebige Gerade. Ziehe durch einen ihrer Punkte a) nach
AugenmaB, b) unter Verwendung des Zeichendreiecks eine Senkrechte.

22. Errichte in einem Punkte einer Geraden eine Senkrechte. Auf wieviel
Weisen ist das moglich ?

23. Fille von einem Punkte auf eine Gerade eine Senkrechte. Wieviel Senk-
rechten gibt es ?

24. Verbinde einen Punkt P mit verschiedenen Punkten einer Geraden durch
Strecken. a) MiB diese Strecken und stelle fest, welche die kiirzeste ist.
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b) Untersuche, welche die kiirzeste ist, die man iiberhaupt ziehen kann.
¢) Bezeichne in deinem Heft einen Punkt und ermittle seine Abstéinde von
den Seiten des Blattes.

Anwendungen

25. Stelle fest, wieviel rechte Winkel an einem Quartblatt auftreten. Sind sie
genau?

26. Stelle fest, wieviel rechte Winkel an einer Zigarrenkiste auftreten, und unter-
suche, ob die rechten Winkel genau sind.

27. Nenne aus deiner Umgebung Beispiele, wo rechte Winkel auftreten.

28. Beantworte aus der Erinnerung, ob a) die Blattstiele senkrecht zum Zweig,
b) die Stangen eines aufgespannten Schirmes senkrecht zum Stock, ¢) die
Sprossen einer Leiter senkrecht zu den Holmen (Seitenstangen) stehen.
Entwirf in jedem Falle eine kleine Skizze.

29. Nenne aus deiner Umgebung Beispiele von rechten Winkeln, wo die Schen-
kel waagerecht und lotrecht gerichtet sind, und andere, wo das nicht der
Fall ist.

30. Der groBie Zeiger einer Uhr steht auf 12. Wo kann der kleine Zeiger stehen,
‘wenn beide Zeiger einen rechten Winkel bilden sollen ?

31. Der groBe Zeiger einer Uhr steht auf 6. Kann dann der kleine Zeiger einer
richtiggehenden Uhr mit dem grofen einen rechten Winkel bilden?

32. Zeichne unter Verwendung des Zeichendreiecks eine Windrose, die die vier
Himmelsrichtungen angibt.

Parallele Geraden

33. Gib auf einer Geraden zwei Punkte P und @ an und errichte in ihnen auf
dieser Geraden Senkrechte. Untersuche, ob die beiden Senkrechten sich
schneiden.

34. Nenne Gebrauchs- und Ziergegenstéinde mit parallelen (gleichgerichteten)
Geraden.

35. Zeichne parallele Geraden a) nach AugenmaB, b) mit Hilfe des Lineals und
des Zeichendreiecks, das an dem Lineal entlang gleitet.

36. Zeige Parallele a) an einem Quartblatt, b) an einem Lineal, ¢) an einem
kantigen Bleistift, d) an einer Zigarrenkiste. Gib jedesmal an, wieviel
Kanten des betreffenden Gegenstandes gleichzeitig parallel sind.

37. Gib einen Punkt in deinem Heft an. Zeichne zu den Seiten des Quart-
blattes parallele Geraden durch den Punkt (nach Augenmaf, doch unter
Verwendung des Lineals). Achte darauf, wie man solches Zeichnen von
Parallelen am praktischsten einrichtet.

38. Gegeben ist eine Gerade und ein Punkt, der nicht auf der Geraden liegt.
Zeichne a) nach Augenmaf}, b) mit Lineal und Zeichendreieck durch den

. Punkt zu der Geraden eine Parallele. Wieviel gibt es?

39. Untersuche mit dem MaBstab den Abstand zweier paralleler Geraden an
verschiedenen Stellen. Was beobachtest du?
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40. Stelle die Spurweiten der Eisenbahnschienen mit dem MaBstab fest und
entwirf in deinem Heft eine Skizze von Eisenbahnschienen und -schwellen,
in die die Spurweite eingetragen wird.

41. Wieviel Schnittpunkte sind vorhanden a) bei zwei Parallelen und einer sie
schneidenden Geraden, b) bei vier Geraden, die zu je zwei parallel sind,
¢) bei drei Parallelen und einer sie schneidenden Geraden? (Zeichnung!)

20

Fig. 14

.

i

Fig. 15 Fig. 16

42. In Fig. 14 und 15 sind zwei Linien von einer groBen Anzahl von Strahlen
iiberdeckt. Untersuche nach Augenmal und durch Messung, was das fiir
Linien sind und ob sie parallel sind oder nicht (optische T4uschung).

43. Beschreibe den Verlauf der in Fig. 16 durch Schraffuren iiberdeckten
Strecken nach dem blofen Anblick und nach genauerer Untersuchung
(optische Téuschung).

Quadrat

44. Errichte auf einer 5 cm langen Strecke in den Endpunkten nach einer Seite
Senkrechten. Mache sie je 5 cm lang und verbinde die Endpunkte durch eine
Strecke (Quadrat). Stelle durch Messung die Liinge dieser zuletzt ge-
zeichneten Strecke fest.

45. Zeichne Quadrate mit den Seiten a) 3 ¢m, b) 4 cm, ¢) 8 em.

46. Zeichne erst eine beliebige Strecke und dann ein Quadrat, das diese Strecke
zur Seite hat. '

47. Zeichne ein Quadrat, das auf einer Ecke steht (d. h. dessen Seiten nicht lot-
recht und waagerecht sind).

48. Beschreibe ein Quadrat mit den Ecken A, B, C und D im Hinblick auf die
Lage seiner Seiten.

49. Nenne Gebrauchsgegenstinde deiner Umgebung, die Quadrate aufweisen.



12 Vorstufe der Geometrie [50—69

50. Zeichne ein beliebiges Quadrat und dann (ohne Verwendung des MaB-
stabes) ein zweites, das ebenso groB ist wie das erste.

51. Wann sind zwei Quadrate gleich grof3 ?

52. Was 148t sich iiber die GroBe a) der Seiten, b) der Winkel eines beliebigen
Quadrates sagen? (Uberzeuge dich durch Messung!)

53. Wie gro8 ist der Umfang eines Quadrates von a) 4 cm, b) 5 cm, ¢) 1 km,
d) a Seitenlinge ?

Wiirfel

54. Stelle ein Wiirfelmodell aus (aufgeweichten) Erbsen und angespitzten
Streichhélzern oder dgl. her.

55. Gib die Zahl a) der Flichen, b) der Ecken, ¢) der Kanten eines Wiirfels an
und beschreibe genau ihre Lage, wenn der Wiirfel vor dir steht (benutze zur
Beschreibung die Worte vorn — hinten, oben — unten, rechts — links).

56. Welche Aussage liBt sich iiber die GroBe der Wiirfelkanten machen ?

57. Gib an, welche Kanten parallel verlaufen zu der Kante des Wiirfels, die von
vorn rechts oben nach hinten rechts oben verlduft.

58. Gib an, welche Kanten senkrecht stehen zu der Kante des Wiirfels, die von
vorn links oben nach vorn rechts oben verliuft.

59. Gib an, welche Kanten parallel verlaufen zu der Kante des Wiirfels, die von
vorn links oben nach vorn links unten verlduft.

60. Gib an, welche Kanten senkrecht stehen zu der Kante des Wiirfels, die von
hinten links unten nach hinten rechts unten verlduft.

61. Zihle die Kanten auf, die windschief zu der Kante‘sind, die von vorn
links unten nach vorn rechts unten verliuft, d. h. die zu der genannten
Kante weder parallel sind, noch mit ihr einen Endpunkt gemeinsam haben.

62. Nenne die Kanten, die zu der von vorn links unten nach hinten links
unten verlaufenden Kante windschief sind.

63. Von wieviel Quadraten wird ein Wiirfel begrenzt? Stelle ihn moglichst
praktisch auf und benenne die Quadrate nach ihrer Lage.

64. Gib an, wieviel Quadrate mindestens, wieviel héchstens beim Betrachten
eines Wiirfels gleichzeitig zu iibersehen sind.

65. Zeichne alle Begrenzungsflichen eines Wiirfels (Netz des Wiirfels).

66. Zeichne das Netz eines Wiirfels von 4 cm? Seitenfliche auf starkes Papier.
Schneide es aus, falte es und stelle ein Wiirfelmodell her.

67. Wann sind zwei Wiirfel gleich gro?
Fliiche des Quadrates

68. a) Zeichne einen Quadratzentimeter. b) Zeichne einen Quadratdezimeter
und zerlege ihn in Quadratzentimeter.

69. Gib die Seitenlinge der FlichenmafBle Ar und Hektar an.
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70. Zeichne auf quadriertes Papier T T
eines Rechenheftes Quadrate,
deren Seiten a) 2, b) 3, ¢) + Ein- H
heiten lang sind. Wieviel Qua- =4
drate mit der Einheit als Seite 3
liegen jeweilig in dem Quadrat ?

71.') Die nebenstehende Fig. 17 gibt 1Y =
ein Stiick Millimeterpapier wie- = reer
der. Zeichne auf solchem Milli- i
meterpapier ein Quadrat mit der F
Seite a) 1,5cm, b) 3,4cm,
¢) 22mm und stelle jedesmal ;
mdglichst praktisch fest, wieviel H 1

Quadratmillimeter das Quadrat [ 3 ;

enthilt. e B e e ey

72. Schiitze die Fliche des in Fig. 16 EE3E 2R S RN
(S.11) als Umgrenzung gezeich- Fig. 17
neten Quadrates, miB dann die Seite aus, berechne den Inhalt und notiere
den gemachten Schétzungsfehler.

73. Zeichne ein Quadrat, dessen Flicheninhalt a) 25 cm?, b) 64 cm?, ¢) 121 cm?
ist.

Rauminhalt des Wiirfels

74. Wieviel Kubikzentimeter hat ein Kubikdezimeter ?

75.1) Ein Wiirfel hat eine Kante von a) 2 cm, b) 3 cm, ¢) 5cm, d) 12 cm,
e) 8 min, f) 0,15 m. Wie groB ist sein Inhalt ?

76. Wie groB ist die Kante eines Wiirfels, dessen Inhalt a) 64 cm3, b) 216 cm?
ist?

Linien im Quadrat

77. Schneide ein Quadrat aus Papier aus und falte es von einer Ecke zur
gegeniiberliegenden. Was beobachtest du?

T

1

i3t T T
T

1T s ai

as: as nans

78. Ziehe eine Diagonale in einem Quadrat, d. h. die Verbindungsstrecke
zweier gegeniiberliegenden Ecken. Was fiir Figuren entstehen ?

79. Was 4Bt sich iiber die Linge der Diagonale eines Quadrates, verglichen mit
der Seite, sagen? ) N

80. Ziehe in einem Quadrat die beiden Diagonalen. a) Was ist iiber ihre GroSe
zu sagen? b) Welche Lage haben die beiden Diagonalen zueinander?

81. Halbiere die Sciten eines Quadrates und. verbinde die gegeniiberliegenden
Seitenmitten. Was fiir Figuren entstehen dann?

82. Halbiere die Seiten eines Quadrates und verbinde die aufeinanderfolgenden
Seitenmitten. Untersuche mit MaBstab und Zeichendreieck, was fiir eine
Figur im Innern des Quadrates entsteht.

1) In Aufg. 71 und 75 ist bei einzelnen Werten, falls Dezimalrechnung nicht voraus-
zusetzen ist, erst eine Umwandlung der MaBe vorzunehmen.

Geometrie, 8.—5. 2
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[83—89

83. a)—d) Zeichne auf quadriertem Papier Zusammenstellungen ;ron quadra-
tischen Fliesen nach den Mustern der Fig. 18. ) Entwirf selbst andere

quadratische Motive.

84. Beschrei®e die nebenstehenden Zierformen (Fig. 19) a) Kreuz, b) Schrig-
kreuz schriftlich so genau, daB8 jemand sie lediglich nach deiner Beschrei-

- X

Fig. 19

bung wieder zeichnen kann. c¢) Zeichne in ein Quadrat die nebenstehende
Fig. 20 (ein von den Astrologen des Mittelalters bei der Aufzeichnung der

,,Hiuser des Himmels, d. h. der Sternbilder des Tier-

kreises, viel benutztes Bild); beschreibe sie. 0 NI

85. Die Figuren 21 und 22 geben die Eisenfachwerke zweier [yy
Briicken von 20 bis 30 m Spannweite wieder. a) Zeichne
die erste der Briicken in dein Heft, doch so, daB3 sie aus /
8 Quadraten aufgebaut ist, deren Seitenliinge 2 cm ist.

Deute auch an, wo der Fahrdamm liegt. b) Zeichne die y NSy

i
Vi

zweite der Briicken in dein Heft, doch so, daB sie aus
7 Quadraten aufgebaut ist, deren Seitenlinge 2 cm ist.
Deute auch hier die Lage des Fahrdammes an.

Fig. 20

86. Schraffiere ein Quadrat a) waagerecht, b) senkrecht und beobachte, welche
Wirkung eine solche Schraffur fiir die oberflichliche Betrachtung der Figur

hat.

1 Fig 21

: _I ) Fig. 22

Rechteck

87. Errichte auf einer 6 cm langen Strecke in den Endpunkten Senkrechten
nach einer Seite. Mach diese je 4 om lang und verbinde die Endpunkte durch

eine Strecke (Rechteck).

88. Untersuche, welche Aussagen sich iiber die Seiten und Winkel des Recht-

ecks machen lassen.
89. Beschreibe ein Rechteck nach Lage und GréBe seiner Seiten.
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90. Zeichne ein Rechteck mit den zwei anliegenden Seiten:

a) 3cm und 4 cm b) 2 cm und 7 em ¢) 3,5 cm und 4,5 cm
d) 1,3cmund 62mm  e) 11 ecm und 8 mm f) 3mm und 5 ecm

91. Zeichne eine Reihe von Rechtecken, die alle eine Seite von 3 cm haben,
withrend die anliegende Seite nacheinander 1 cm, 2 cm, 3 cm, 4 cm, 6 cm,
10 cm wird.

92. Gegeben sind zwei beliebige Strecken a und b. Zeichne ein Rechteck, das
@ und b zu Seiten hat. )

93. Nenne aus deiner Umgebung Gebrauchsgegenstinde, die Rechtecke auf-
weisen, und entwirf verkleinerte Skizzen von ihnen.

94. Zeichne ein beliebiges Rechteck und ein zweites, das ebenso groB ist wie
das erste.

95. Wann haben zwei Rechtecke gleiche GroBe und Gestalt ?
96. a)—f) Wie groB ist der Umfang der in Aufg. 90 genannten Rechtecke ?

97. Ein rechteckiges Zimmer von 5 m Liénge und 3,40 m Breite soll tapeziert
werden. Wieviel Tapetenborte zum AbschluB der Tapete unter der Decke
ist notwendig ?

98. Ein rechteckiges Feld von 14 m Breite und 32 m Linge soll mit einem
Stacheldrahtzaun umhegt werden. Die Stangen stehen jeweilig in 2 m
Abstand; der Stacheldraht wird dreifach gezogen. Wieviel Stangen (auf-
passen!) und wieviel Meter Stacheldraht braucht man ?

99. Wieviel Arten von Rechtecken gibt es an einer Streichholzschachtel ?

100. Bestimme von jeder Art von Rechtecken der Streichholzschachtel die
Linge der Seiten und zeichne ein Abbild in dein Heft.

101. Wieviel Arten von Rechtecken gibt es an einem Ziegelstein ? Bestimme
von einem Rechteck jeder Art den Umfang.

Quader

102. Beschreibe die Lage der Kanten eines Quaders. Stelle dir dazu ein Kan-
tenmodell aus Erbsen und Stéiben her.

103. Gib an, welche Kanten des Quaders parallel verlaufen zu der Kante des
Quaders, die (bei entsprechender Stellung des Quaders) a) von vorn links
oben nach hinten links oben, b) von hinten links oben nach hinten rechts
oben verliuft. ’

104. Gib an, welche Kanten des Quaders senkrecht stehen zu der Kante des.
Quaders, die (bei entsprechender Stellung des Quaders) a) von hinten
links oben nach hinten rechts oben, b) von vorn rechts unten nach vorn
links unten verliduft.

105. Gib an, welche Kanten des Quaders (bei entsprechender Stellung) wind-
schief zu der Kante liegen, die a) von vorn rechts oben nach hinten rechts
oben, b) von vorn rechts oben nach vorn links oben verlduft.

2*
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106. Gib an, welche Kante des Quaders parallel zu der von hinten links oben
nach hinten rechts oben verlaufenden Kante und senkrecht zu der von
hinten links oben nach vorn links oben verlaufenden Kante liegt.

107. Zeichne alle Begrenzungsflichen einer Streichholzschachtel so, daBl sie
miteinander in Zusammenhang stehen (Netz des Quaders).

108. a) Zeichne das Netz eines Quaders, von dem drei aneinanderstoBende
Kanten die Lingen 3cm, 4 cm und 5 cm haben, auf starkes Papier.
b) Schneide das Netz aus, falte es zu einem Quadermodell zusammen.

109. Zeichne das Netz einer quadratischen Siule, die eine Grundkante von
3 cm und eine Seitenkante von 10 cm hat, und fertige daraus ein Modell
des Korpers.

110. Beschreibe, wie die folgenden Quaderformen kiinstlich hergestellt werden:
a) Ziegelstein, b) Holzklotz, ¢) Seifenstiick, d) Streichholzschachtel
(Innen- und AuBenteil), e) Zigarrenkiste.

111. Wann haben zwei Quader gleiche Gestalt und GrofBe ?

Fliiche des Rechtecks

112.') Bestimme durch Auszéhlung der Quadratzentimeter und Quadratmilli-
meter oder durch Uberlegung, welchen Flacheninhalt ein auf Milli-
meterpapier gezeichnetes Rechteck besitzt mit den Seiten:

a) 3 cm und 4 cm b) 2 cm und 7 em ¢) 3cm und 8 cm
d) 25 mm und 35 mm  e) 28 mm und 32 mm f) 8 mm und 17 mm
g) 28cmund 42cm h) 1,9 em und 2,1 cm i) 4,1 cm und 1,5 cm

113. Wie groB ist der Inhalt a) eines GroBfoliobogens, b) eines Quartblattes
(GroéBe deines Heftes) in em??

114. Wie grof} ist der Flicheninhalt a) einer Postkarte, b) der Marke auf der
Postkarte? (Schitze erst, dann miB die Seiten aus!)

115.1) Wie groB ist der Flicheninhalt eines rechteckigen Stiickes Gartenland,
das 17,5 m lang und 12.3 m breit ist? .

116. Zeichne ein Rechteck, dessen Inhalt a) 18 cm?, b) 24 cm?, ¢) 9 cm? ist,
wihrend die eine Seite 6 cm lang ist. Rechne in jedem Falle erst die andere
Seite aus.

117. Wie groB ist die Oberfliche einer Streichholzschachtel und zwar der eigent-
lichen Schachtel und der Hiille?

118. Wieviel em? Holz braucht man fiir eine Zigarrenkiste a) ohne, b) mit
Deckel, wenn sie 10 cm hoch, 13 em breit, 24 cm lang sein soll?

1) Wenn die Dezimalbruchrechnung noch nicht bekannt ist, sind die MaBeinheiten
erst in geeigneter Weise zu wechseln.



119—128] § 2. Quadrat, Rechteck, Rhombus 17

Linien im Rechteck

119. Ziehe in einem Rechteck eine Diagonale. Was fiir Figuren entstehen?

120. Ziehe in einem Rechteck die beiden Diagonalen. Was ist iiber ihre Lange
zu sagen? Was fiir Figuren entstehen!

121. Halbiere die Seiten eines Rechtecks und verbinde die Mitten der Gegen-
seiten. Was fiir Figuren entstehen?

Fig. 23

25

122. Zeichne rechteckige Leisten nach den obenstehenden Motiven Fig. 23 a,
b und c.

123. Zeichne Leisten nach den obenstehenden Andeutungen Fig. 24 @ und b.

124. Entwirf selbst eine Anzahl rechteckicer Leisten.

<>

[} b [
Fig. 25

a Fig. 24

125. Beschreibe schriftlich die obenstehenden Zierformen Fig. 25 a bis ¢ so
genau, daB jemand sie lediglich nach delner ey .
Beschreibung wieder zelchneu kann. 4 g % ?

Symmetrie

126. Die beigefiigte Klexographie (Fig. 26) ist
in der Weise entstanden, da3 auf ein vor-
her mit einem Kniff versehenes Blatt regel-
los Tintenklexe gemacht sind. Das Blatt ist
dann gefaltet, die Klexe sind breit gedriickt
worden. a) Stelle fest, wo der Kniff lag.
b) Fertige selbst eine Klexographie an.
(Aber Vorsicht!)

127. Stelle durch Falten eines Blattes ein Qua-
drat her.

128. Fig. 27 zeigt ein Blatt, das dreimal gefaltet,
dann am Rande mehrfach eingekerbt und
wieder entfaltet ist. a) Wieviel Symmetrie-
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achsen hat die Figur? b) Stelle dir in der, gleichen Weise eine Figur mit
mehreren Symmetrieachsen her?

Fig. 27

129. Wieviel Symmetrieachsen hat ein Quadrat? Zeichne die Achsen in das
Quadrat ein, schneide es aus und iiberzeuge dich, ob die symmetrischen
Hilften jeweils sich decken.

130. Stelle dieselben Untersuchungen wie in Aufg. 129 fiir ein Rechteck an.

131. Auf ein Blatt sind zwei parallele Geraden gezeichnet. Falte es so, daB die
beiden Parallelen aufeinanderfallen. Wo liegt der Kniff (die Symmetrie-
achse)?

132. Nenne symmetrische Figuren aus deiner Umgebung, mache eine Skizze
von ihnen und zeichne die Symmetrieachse ein.

133. Falte ein Papierblatt und bezeichne mit der Stecknadel einen Punkt.
Klappe das Blatt auf und verbinde die beiden Stecknadelstiche durch eine
Strecke. a) Was lalt sich iiber die Lage dieser Verbindungsstrecke zur
Symmetrieachse sagen? b) Was ist iiber die Abschnitte zu sagen, in die
die Strecke durch die Achse geteilt wird ? (Benutze Stechzirkel und Zei-
chendreieck zu der Untersuchung.)

134. Du kennst einen Punkt und die Symmetrieachse. Bestimme den zu dem
ersten symmetrischen Punkt erst durch Falten (Stecknadel!), dann ohne
Falten mit Zeichendreieck und Stechzirkel.
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Rhombus

135. Halbiere die Seiten eines beliebigen Rechtecks, verbinde die Mitten der

: Reihe nach miteinander. Die Figur, die im Innern des Rechtecks entsteht,
ist ein Rhombus (vgl. Fig. 25a).

136. Untersuche a) die Seiten, b) die Winkel eines Rhombus. Was ist von ihnen
auszusagen ?

137. Zwei Strecken stehen senkrecht aufeinander und halbieren einander. Ver-
binde die Endpunkte der Strecken und zeige, dal du einen Rhombus
erhiiltst.

138. Welche von den dir bekannten Figuren ist auch ein Rhombus ?

139. Beschreibe einen Rhombus (schriftlich!).

140. Zeichne verschiedene Rhomben, deren Seiten séimtlich 4 em lang sind.
Untersuche, ob sie alle gleiche Gestalt haben. )

141. Nenne Gegenstiinde, an denen als Verzierung Rhomben aufireten.

142, Zeichne die Diagonalen eines Rhombus. Welche Lage haben sie zu-
einander ?

143. Gib die Symmetrieachsen eines Rhombus an. Hat das Rechteck, das
Quadrat mehr ?

144. Zeichne einen Rhombus mit seinen Diagonalen und einen anderen, der
gleiche Gestalt und Grofe hat.

145. Wann haben zwei Rhomben gleiche Gestalt und GroBle (achte auf die
Diagonalen!) ¢

146. Untersuche an einem Modell, wie sich die Gestalt eines Rhombus mit einer
waagerechten und einer lotrechten Diagonale dndert, wenn a) die waage-
rechte Diagonale erst linger, dann kiirzer wird, wihrend die lotrechte ihre
GrdBe beibehilt, b) wenn die lotrechte Diagonale erst linger, dann kiirzer
wird, withrend die waagerechte Diagonale ihre GréBe beibehilt.

§ 3. Kreis und Winkel

Kreis

1. a) Beschreibe, wie der Girtner den UmriB eines runden Beetes findet.
b) Drehe eine Strecke von 5 cm Lénge um einen Endpunkt. Was fiir eine
Linie beschreibt der andere Endpunkt ? (Benutze als Strecke einen Faden
oder einen Streifen Papier.)

2. Schlage mit dem Zirkel mehrere verschieden groBe Kreise.

3. Ein Strahl drehe sich um seinen Endpunkt. Was fiir eine Linie beschreibt
dabei jeder Punkt, wenn man den Strahl einmal ganz herumdreht ?

4, Erklire auf verschiedene Weise (schriftlich), wie man sich einen Kreis
entstanden denken kann.

5. Schlage einen Kreis mit dem Radius a) r=2cm, b) r=4cm,
¢) r= 6 cm. MiB jedesmal den Durchmesser. Was beobachtest du ?
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6. Wie kann man a) aus dem Radius den Durchmesser, b) aus dem Durch-
messer den Radius eines Kreises finden ? Bilde selbst Beispiele.

7. Schlage eineri Kreis und nachher einen zweiten, der ebenso groB ist. Wann
sind zwei Kreise gleich grof ?

8. Zeichne in einen Kreis a) mehrere Radien, b) mehrere Durchmesser. Was
beobachtest du ?

9. Zeichne einen Kreis aus freier Hand, indem du erst einige Punkte nach
Augenmaf angibst, die von dem zukiinftigen Mittelpunkt gleichen Ab-
stand haben.

10. Suche von einem Kreis, dessen Mittelpunkt verloren gegangen ist, nach
Augenmall den Mittelpunkt. Mache dann die Probe, ob es — ungefihr —
stimmt.

11. Bestimme erst durch Schitzung, dann durch Messung mit dem MaBstab den
Durchmesser folgender Kreise: a) eines Zehnpfenm"stucl\es b) des Quer-
schnittes eines runden Bleistiftes, c) der Offnumz eines Wasserglases,
d) der Offnung deines Hutes (ist das ein genauer Kreis ?), e) des Rades an
einem Fahrrad. Berechne im Falle a) bis ¢) den Radius und zeichne einen
gleich groBen Kreis in dein Heft.

12. Ein Stein wird fest an eine Schnur gebunden und dann um das andere
Ende der Schnur herumgewirbelt. Wie groB ist der Durchmesser des Kreises,
den der Stein beschreibt ?

13. Nenne Gegenstiinde deiner Umgebung, an denen Kreise aultreten. Schiitze
fiir jeden dieser Kreise ungefihr den

Radius
14. Nenne Gegenstiinde, die, wenn sie be- OO
wegt werden, Kreise beschreiben. Schitze
in jedem Falle den Durchmesser des be- O O O OOO
schriebenen Kreises. : O O
15. In der Fig. 28 kommen Kreise von ver- O
schiedenen Groflen vor. Untersuche die O
Durchmesser mit dem MaBstab. kig. 28

Walze (Zylinder)

16. Wie stellt man eine Walze (Zylinder) her a) aus Holz, b) aus Plastilina,
Kuchenteig, Wachs ?

17. Schiitze und miB zur Nachpriifung der Schiitzung die Héhe folgender
Walzen: a) eines runden Bleistiftes, b) eines Wasserglases, ¢) eines Zebn-
pfennigstiickes.

18. Was fiir ein Korper entsteht, wenn man a) ein Quadrat, b) ein Rechteck
um eine Seite ganz herum dreht ? Was fiir Linien beschreiben die nicht fest-
gehaltenen Eckpunkte?

19. Wie findet man die Achse der Walze? Wiihle als Beispiel einen runden
Bleistift. '

20. Zeichne einen Achsenschnitt a) des Bleistiftes, b) des Zehnpfennig-
stiickes, ¢) des Wasserglases.
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21. a) Stelle eine Walze aus einem rechteckigen Blatt Papier durch Biegen des
Blattes und Zusammenkleben der Seiten her. b) Kann man auch aus einem
‘Quadrat, aus einem Rhombus auf diese Art eine Walze herstellen ?

22. a) Haben die beiden Walzen, die man durch Umbiegen eines Rechtecks
herstellen kann, gleiche Gestalt? b) Beantworte dieselbe Frage fiir das
Quadrat.

23. Denke dir den Mantel einer Walze, und zwar a) eines Bleistiftes, b) eines
Wasserglases, ¢) eines Zehnpfennigstiickes in eine Ebene abgerollt. Was
fiir eine Figur enusteht? Zeichne sie im Falle a) und ¢) nach den Ausmes-
sungen des Korpers in dein Heft.

24. Von was fiir Flichen wird eine Walze begrenzt ?

25. Wann haben zwei Walzen gleiche Gestalt und GrofBe ?

26. Wie muB man einen Schnitt durch eine Walze legen, damit als Querschnitt
a) ein Kreis, b) ein Rechteck erscheint?

27. Sieh schrig auf den oberen kreisformigen Rand eines Wasserglases und
zeichne die Form, in der jetzt der Rand erscheint.

28. Halte einen Draht- oder Holzreifen ins Sonnenlicht und beschreibe die ver-
schiedenen Gestalten, die der Schatten haben kann.

29. Ist jeder Schnitt durch eine Walze ein Kreis oder ein Rechteck?

30. Was fiir ein Kérper entsteht, wenn man einen Kreis um einen Durchmesser
dreht?’

Kugel

31. Wie stellt man eine Kugel her a) aus Blei, b) aus Schnee (Plastilin, Wachs),
¢) aus Holz?

32. Schneide eine Kugel mit einem Messer durch (Apfel!). Was fiir einen Quer-
schnitt hat die Kugel?

33. Schiitze und miB den Durchmesser verschiedener Kugeln, die du aus deiner
Umgebung kennst; trage das Ergebnis ins Heft ein.

34. Wann sind zwei Kugeln gleich groB3?

35. Kann man die Oberfliche einer Kugel auch in eine Ebene bringen wie den

Mantel einer Walze ? (Versuche es mit einem Gummiball, einer Apfelsinen-
schale oder dgl.)

36. Nenne Kérper a) mit nur ebenen, b) mit ebenen und gekriitmmten, ¢) mit
abwickelbaren, d) mit nicht abwickelbaren Flichen.

37. Nenne Korper mit a) nur geraden Kanten, b) mit krummen Kanten,
¢) ohne irgendwelche Kanten.

Kreisfiguren

38. Zeichne einen Kreis und einen Punkt a) im Innern, k) auf dem Umfang
(der Peripherie), ¢) aulerhalb des Kreises. Mifl den Abstand des Punktes
vom Mittelpunkt.
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39. Was liBt sich iiber den Abstand eines Punktes vom Mittelpunkt eines
Kreises aussagen, wenn dieser Punkt a) innerhalb, b) auf dem Umfang,
c) auBlerhalb des Kreises liegt ?

40. Untersuche, wie man den Kreis falten kann, so daBl beide Teile einander
decken; mit anderen Worten: Wieviel Symmetrieachsen hat ein Kreis?

41. Zeichne einen Halbkreis.

42. Zeichne in einen Kreis zwei aufeinander senkrecht stehende Durchmesser.

43. Zeichne einen Viertelkreis.

44. Gegeben ist ein Kreis. Ziehe eine Gerade, 'die a) den Kreis schneidet (in
wieviel Punkten?), b) den Kreis beriihrt, ¢) nicht durch den Kreis geht.

45.'a) bis e) Beschreibe die untenstehenden Fig. 29 bis 33 so genau, daB es auf
Grund der Beschreibung méglich ist, die Figuren wieder herzustellen.

L

Fig. zv Fig. 30 Fig: 31 Fig. 32

46. a) Zeichne zwei Kreise mit gleichem Mittelpunkt und mit den Radien 3 cm
und 5 em. b) Wie weit kann ich den Kreis mit kleinerem Radius im Innern
des groBen noch verschieben, ohne daf er aus ihm heraustritt (Versuch mit
zwel ausgeschnittenen Kreisen)?

c
g, 33 Fig. 34

47. Zeichne zweiKreise,die sich schneiden. In wieviel Punkten schneiden siesich 2

48. Zeichne die beiden Riider eines Fahrrades. Welche Punkte der Rider (die
natiirlich still stehen miissen) sind einander am niichsten, welche smd am
weitesten voneinander entfernt ?
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49. a) bis ¢) Beschreibe die Fig. 34a bis ¢, d) die Fig. 35, e) die Fig. 36 (achte
auf die Hilfslinien, die sichtbar sind). Zeichne die Figuren in dein Heft, doch
so, daB die Radien der auftretenden Kreise doppelt so gro3 wie hier im Lehr-
buch sind.

Fig. 35 Fig. 36

50. Entwirf selbst eine Anzahl Sternfiguren.
51. Entwirf eine Anzahl Bandverzierungen, die den Kreis oder Teile davon
benutzen.

Der Winkel
52. Zeichne ein Kreuz der vier Windrichtungen. Welchen Winkel bilden die
) Windrichtungen a) S mit O, b) N mit W?

53. Welchen Winkel legt der groBe Zeiger einer Uhr in 15 Minuten zuriick ?

54. Welchen Winkel bilden die beiden Zeiger einer Uhr um 3 Uhr?

55. Fertige ein Modell einer Uhr mit zwei Zeigern, die getrennt voneinander

. beweglich sind. Der eine Zeiger steht auf 12, der andere auf a) 2 Uhr,
b) 6 Uhr, ¢) 5 Uhr, d) 9 Uhr, e) 7 Uhr, f) 10 Uhr. Wieviel Grad schlieBen
die Zeiger, als Schenkel eines Winkels betrachtet, ein?

56. Welchen Winkel bilden groBer und kleiner Zeiger einer genau gehenden
Uhr um a) 1 Uhr, b) 4 Uhr, ¢) 7 Uhr, d) 9 Uhr, e) 10 Uhr, f) 12 Uhr?

57. Wieviel Grad legt der groBe Zeiger einer Uhr zuriick in a) 30 Minuten,
b) 15 Minuten, ¢) 45 Minuten, d) 20 Minuten, e) 35 Minuten, f) 22 Minuten,
g) 1 Minute ?

58. Wieviel Grad legt der kleine Zeiger einer Uhr zuriick in a) 4 Stunden,
b) 9 Stunden, ¢) 11 Stunden, d) 4} Stunden, e) 7} Stunden, f) 1 Stunde,
g) 30 Minuten, h) 20 Minuten, i) 40 Minuten, k) 35 Minuten ?

59. Zeichne eine Windrose. — Welchen Winkel bilden die Windrichtungen
a) NO mit O, b) NW mit O, ¢) NO mit SW, d) N mit NW, e¢) N mit SW?

60. Stelle fest, wieviel Speichen a) ein Wagenrad, b) ein Fahrrad (sieh dir
aber das Rad genau an!) hat. Wie gro8 ist der Winkel zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Speichen ?

61. Zeichne mit Hilfe des Winkelmessers ein Zahnrad mit a) 24, b) 30 Zihnen.

62. Zeichne einen Winkel, schiitze seine Gréfie, miB ihn mit dem Winkelmesser
und notiere den Schitzungsfehler.

63. Zeichne einen spitzen Winkel von a) 309, b) 509, ¢) 80°, d) 45° erst nach
Augenmal}, dann unter Verwendung des Winkelmessers. Stelle in jedem
Falle die Grofle des Fehlers fest.

64. Zeichne einen rechten Winkel erst nach AugenmaB, dann unter Ver-
wendung des Winkelmessers. Stelle den Fehler fest.
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65. Zeichne einen stumpfen Winkel von a) 100°, b) 170°, ¢) 130°, d) 140°
erst nach AugenmaB, dann unter Verwendung des Winkelmessers. Stelle
in jedem Falle den Fehler fest.

66. Wieviel volle Grad hat ein spitzer Winkel im Hochstfalle ?

67. Ist ein stumpfer Winkel von 91° der kleinste stumpfe Winkel, den es iiber-
haupt gibt, oder gibt es noch kleinere ? Wenn ja, nenne Beispiele.

68. Schiitze die Neigung des Daches auf dem Schulhaus und zeichne den Winkel
in dein Heft.

69.") Schitze die Neigung der --------c..v..n straBe und zeichne den
Winkel in dein Heft. )
70.!) Schitze die Neigung des Abhanges des --------.- berges und zeichne

den Winkel in dein Heft.
71. Schitze, wie hoch heute nachmittag um 3 Uhr die Sonne steht.

72. Zeichne einen beliebigen spitzen Winkel ¢ und mit Lineal und Winkel-
messer einen ihm gleichen.

73. Zeichne einen beliebigen stumpfen Winkel 8 und mit Lineal und Winkel-
messer einen ihm gleichen.

74. Zeichne a) einen gestreckten, b)einen iiberstumpfen Winkel, ¢) einen
Winkel von 3 rechten.

75. Zwei Geraden schneiden sich. a) Schitze die GroBe aller Winkel, die dabei
entstehen. b) Mif} die Winkel mit dem Winkelmesser; welche Beziehung
besteht zwischen den Winkeln ? ¢) Wie groB sind alle Winkel zusammen, wie
grof} je zwei Nachbarwinkel zusammen %

76. Die drei Winkel «, # und y des Dreiecks 4 BC, das in Fig. 5 (8. 2) darge-
stellt ist, sind a) zu schitzen, b) mit dem Winkelmesser zu messen. Schreibe
in dein Heft die Winkel mit-drei Buchstaben.

77. Die vier Winkel «, f, 7 und § des in Fig. 6 (S. 3) dargestellten Vierecks
A BC D sind a) zu schiitzen, b) mit dem Winkelmesser zu messen. Schreibe
in dein Heft die Winkel mit drei Buchstaben.

78. Ziehe in einem Quadrat A BCD die Diagonale AC. Wie grof sind die
Winkel, die 4C mit den Quadratseiten bildet ?

79. Ziche in einem Rechteck mit den Seiten 3 cm und 4 em die Diagonalen und
stelle fest, unter welchen Winkeln sie sich schneiden.

80. Jemand macht eine Wanderung, die in der Fig. 37 auf Seite 25 in ver-
kleinertem MaBstabe wiedergegeben ist. Nenne die Winkel, um die er sich
in den Punkten 4, B, . . . F drehen muB; schiitze und miB ihre Grof3e.

81. Fig. 38 zeigt einen neuen Ausschnitt aus einem Stadtbebauungsplan.
Stelle fest, unter welchem Winkel die schmalere Stralle die breitere schneidet.

1) Der offene Raum ist vom Schiiler in der Schule nach Angabe des Lehrers auszu-
fiillen.
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82. a) Zeichne zwei Winkel von 30°. Die Schenkel des einen Winkels mache
3 cm, die des anderen 7 cm lang. Welcher Winkel ist groBer? b) Worauf
kommt es beim Messen und Vergleichen der GréBe von Winkeln an?

8

Fig. 37 Fig. 38

83. Zeichne einen spitzen und einen rechten Winkel. a) Welcher ist kleiner?
b) Erklire danach, was ein spitzer Winkel ist.

84. Zeichne einen stumpfen, einen rechten, einen gestreckten Winkel. a) Wel-
cher ist groBler als der stumpfe, welcher kleiner ? b) Erklire danach, was ein
stumpfer Winkel ist.

85. Zeichne einen iiberstumpfen und einen gestreckten Winkel. a) Welcher ist
groBer ? b) Erklire danach;, was ein iiberstumpfer Winkel ist.

Addieren und Subtrahieren von Winkeln

86. Zeichne einen Strahl und trage in seinem Endpunkt mit dem Winkelmesser
einen Winkel von a) 30°, b) 509, ¢) 115 an. Auf wieviel Weisen kann man
das jedesmal tun?

87. Zeichne einen Winkel von 30° und trage erst nach Augenma8, dann mit dem
Winkelmesser an einen seiner Schenkel einen Winkel von 40° an. Uberzeuge
dich, ob der Winkel, der jetzt die Summe der beiden Winkel angibt, tat-
siichlicki 700 ist.

88. Zeichne zwei Winkel von

a) 45° und 20° b) 30° und 45°
¢) 50° und 60° d) 75° und 85°
und addiere sie erst nach Augenma@, dann mit dem Winkelmesser.

89. Zeichne zwei beliebige (spitze) Winkel & und § und addiere sie erst nach
Augenma8, dann mit dem Winkelmesser. Stelle den Schétzungsfehler fest.

90. Auf wieviel verschiedene Weisen ist die Addition zweier Winkel x und g
moglich ?

91. Zeichne zwei Winkel, die zusammen a) 90°, b) 1809, ¢) 130° betragen. Der
eine Winkel ist « ; wie groB ist jedesmal der andere Winkel ?

92, Zeichne zwei Winkel mit einem gemeinschaftlichen Schenlkel, deren Summe
a) ein rechter, b) ein gestreckter Winkel ist. Was ist iiber die nicht gemein-
schaftlichen Schenkel zu sagen ?
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93. Zeichne zwei Winkel o und f. a) Schitze, welcher der gréBere ist und um
wieviel dieser groBer als der kleinere ist. b) Mil beide Winkel und berechne
die Differenz. ¢) Ziehe den einen Winkel vom anderen mit Lineal und
Winkelmesser ab.

94. Zeichne zwei Winkel mit einem gemeinschaftlichen Schenkel, deren Diffe-
renz a) 90°, b) 30°, ¢) 1200 ist. Der eine, kleinere Winkel seia ; wie grol
ist in jedem Falle der andere?

95. a) Um wieviel Grad weicht auf einer richtiggehenden Uhr der groBe
Zeiger um 3 Uhr 30 Minuten von der 12-Uhr-Stellung ab. b) Uni wieviel
weicht der kleine Zeiger um 3 Uhr von der 12-Uhr-Stellung ab? ¢) Um
wieviel weicht der kleine Zeiger um 3 Uhr 30 von der 12-Uhr-Stellung ab?
d) Welchen Winkel bilden um 3 Uhr 30 groBer und kleiner Zeiger der Uhr ?

96. Stelle erst fest, welche Stellung die beiden Zeiger der Uhr zur Richtung
nach der 12 haben, und dann, welchen Winkel die beiden Zeiger mit-
einander bilden, um

a) 4h 30m b) ™ 30m c) 9n 30m d) 120 30
) 3b 20m £f) 5b 40m g) 60 20m h) 10n 20m
i) 20 1sm k) 4n 45m 1) 6h 45m m) T 15m
n) 10b 15m o) 12 45m p) 9n 45m q In10m

Vervielfiltigen und Teilen von Winkeln

97. Zeichne einen spitzen Winkel « und verdoppele ihn a) nach AugenmaB,
b) mit dem Winkelmesser. (Fehler?)

98. Zeichne einen Winkel von 30° und verdreifache ihn. Siehe zu, ob du wirk-
lich einen rechten Winkel erhiltst.

99. Gegeben sind zwei (kleine) spitze Winkel « und 8. Zeichne a) a - 28,
20 + B, ¢) 2x + 28. ‘
100. Gegeben ist ein Winkel von a) 90°, b) 60°, c) 120°, d) 459. Teile ihn in
zwei Hélften erst nach AugenmaB, dann mit dem Stechzirkel.

101. Zeichne einen beliebigen a) spitzen, b) stumpfen Winkel und halbiere ihn
mit dem Stechzirkel. Untersuche mit dem Winkelmesser das Ergebnis.

102. Zeichne a) ein Quadrat, b) ein Rechteck und untersuche, ob eine Diago-
nale die Winkel der Ecken, die sie verbindet, halbiert oder nicht.

103. Zeichne einen beliebigen a) spitzen, b).stumpfen Winkel und teile ihn mit
dem Stechzirkel in drei gleiche Teile. MiB mit dem Winkelmesser nach, ob
es stimmt. ¢) Teile einen gegebenen Winkel in vier gleiche Teile. Wie
macht man das am besten?

104. Zeichne, ausgehend von einem rechten Winkel, einen Winkel von a) 459,
b) 2210, ¢) 309, d) 50°, €) 15°.

105. Teile einen Kreis mit Hilfe des Winkelmessers in a) vier, b) fiinf, ¢) sechs
gleiche Teile. Benutze die so geteilten Kreise, um Sternfiguren einzu-
zeichnen.
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106. Gegeben ist ein Kreis. Zeichne mit dem Zeichendreieck zwei aufeinander
senkrecht stehende Durchmesser. Teile jeden Viertelkreis in drei gleiche
Teile (Modell des Zifferblattes einer Uhr).

107. Welches ist die Symmetrieachse eines Winkels? Zeichne sie!

Drehung von ebenen Figuren
108. Welche von den folgenden Figuren hat einen Mittelpunkt: Quadr&t Recht-
eck, Rhombus, Kreis? Zelchne ihn!

109. Drehe ein Quadrat um seinen Mittelpunkt. Um- welchen Winkel muft
du drehen, bis zum ersten Male urspriingliche und neue Lage zur Deckung
kommen? (Fiihre das mit einem ausgeschnittenen Quadrat wirklich aus.)

110. Drehe a) ein Rechteck, b) einen Rhombus um seinen Mittelpunkt. Nach
welcher Drehung tritt zum ersten Male Deckung mit der Anfangslage ein?

111. Zwischen zwei parallelen Geraden liegt ein Punkt, um den die aus den bei-
den Geraden gebildete Figur gedreht wird. Wo muf} der Punkt liegen, da-
mit Deckung mit der Anfangslage schon nach einer Drehung um 180°
eintritt ?

112. Welche Beobachtung macht man, wenn ein Kreis um seinen Mittelpunkt
gedreht wird ?

113. Ein Winkel wird um seinen Scheitelpunkt gedreht. Zeichne den Winkel
nach einer Drehung von a) 180°, b) 909, ¢) 270°, d) 309, e) 60°.

§ 4. Das Dreieck
Arten des Dreiecks

1. Wihle drei Punkte auf dem Zeichenblatt, nenne sie 4, B und C. a) Wieviel
Verbindungsstrecken zwischen den drei Punkten gibt es? b) Wie heilt das
von den Punkten gebildete Dreieck?

2. Wie heiflen die Seiten und Winkel a) eines Dreiecks 4 BC, b) eines Dreiecks
LMN?

3. Wann ist es nicht mdoglich, ein Dreieck zu zeichnen, das drei gegebene
Punkte zu Ecken hat (Figur)?

4, Zeichne drei Geraden und schraffiere das durch sie bestimmte Dreieck.
5. Unter welchen Umstéinden wird durch drei Geraden keinDreieck bestimmt ?
6. Nenne in deiner Umgebung Gegenstinde, an denen Dreiecke vorkommen.

7. Zeichne ein Dreieck, an dem alle Winkel spitz sind. Schétze und mif3 die
Winkel.

8. Untersuehe, ob es moglich ist, ein Dreleck a) mit einem rechten Winkel,
b) mit einem stumpfen Winkel, ¢) mit zwei rechten, d) mit zwei stumpfen,
€) mit drei rechten, f) mit drei stumpfen Winkeln zu zeichnen.

9. Zeichne verschiedene Formen rechtwinkliger Dreiecke.
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10. Zeichne verschiedene Formen stumpfwinkliger Dreiecke.

11. Zeige, wo an den Pyramiden, wie sie die Agypter bauten, Dreiecke
auftreten. Was ist iiber die Seiten dieser Dreiecke zu sagen

12. Zeichne a) nach Augenmal, b) mit Lineal und Stechzirkel ein gleich-
schenkliges Dreieck.

13. Zeichne verschiedene Formen gleichschenkliger Dreiecke.

14. Zeichne a) nach AugenmaQ, b) mit Lineal und Zirkel mehrere gleichsei-
tige Dreiecke.

15. Untersuche, welche von den nachfolgend genannten Dreiecksformen mog-
lich, welche unméglich sind: a) spitzwinklige Dreiecke, die ungleichseitig,
b) die gleichschenklig, ¢) die gleichseitig sind; d) rechtwinklige Dreiecke,
die ungleichseitig, e) gleichschenklig, f) gleichseitig sind ; g) stumpfwinklige
Dreiecke, die ungleichseitig, h) gleichschenklig, i) gleichseitig sind.

Das symmetrische Dreieck

16. Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck 4 BC mit der Spitze 4. Nenne die
Schenkel, die Basis, den Winkel an der Spitze, die Basiswinkel.

17. Schneide ein gleichschenkliges Dreieck aus Papier aus und bestimme durch
Falten die Symmetrieachse.

18. Was ist iiber die Winkel zu sagen, in die die Symmetrieachse den Winkel an
der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks teilt? Begriinde das Ergebnis
der Untersuchung.

19. Was ist iiber die Teilstrecken zu sagen, in die die Symmetrieachse die Basis

~ eines gleichschenkligen Dreiecks teilt? Begriinde das Ergebnis der Unter-
suchung.

20. Was ist iiber den Winkel zu sagen, unter dem die Symmetrieachse eines
gleichschenkligen Dreiecks die Basis schneidet? Begriinde das Ergebnis
der Untersuchung. Bei welchem Apparat, den du kennengelernt hast, wird
das Ergebnis benutzt?

21. Was ist iiber die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks zu sagen?

22. Untersuche, ob a) die Basiswinkel, b) die Winkel an der Spitze gleich-
schenkliger Dreiecke auch rechte oder stumpfe sein kénnen.

23. Zeichne den UmriB eines Dachgiebels, bei dem der Winkel an der Spitze
a) ein stumpfer, b) ein rechter, ¢) ein spitzer ist. Nenne Gebiude, an denen
solche Giebel auftreten.

24. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck und zeige, da8 alle Winkel gleich sind.
Bestimme ihre GroBe.

25. Wieviel Symmetrieachsen hat ein gleichseitiges Dreieck? Bestimme sie
durch Falten.

26. Fig. 39 zeigt das Fachwerk einer Briicke. Zeichne es noch einmal in dein
Heft, jedoch aus nur 9 gleichseitigen Dreiecken mit der Seitenléinge 2 cm
zusammengesetzt.
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27. a) Uber einem Quadrat, b) iiber
einem gleichseitigen Dreieck ist AA/\A/V\
einePyramide mit lauter gleich- y
seitigen Dreiecken als Begren- '93 Fig. 39 ?”
zungsflichen errichtet.  Be-
stimme die Anzahl der Flichen, Kanten und Ecken der Korper.

28. Stelle aus einem ausgeschnittenen gleichseitigen Dreieck unter Benutzung
der Symmetrieachsen das Netz einer dreiseitigen Pyramide durch Falten
her.

Das rechtwinklige Dreieck

29, Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC, dessen rechter Winkel beim
Punkte C liegt. Nenne die Hypotenuse und die Katheten.

30. Untersuche, unter welchen Umstiinden ein rechtwinkliges Dreieck symme-

trisch ist.
31. Bestimme alle Winkel eines rechtwinklig-gleichschenkligen Drei-
ecks. .

32. Ein Quadrat wird a) durch eine, b) durch zwei Diagonalen in Dreiecke zer-
legt. Untersuche die Gestalt der Dreiecke.

33. Stelle ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck durch Falten her.

34. Ein Rechteck wird a) durch eine, b) durch zwei Diagonalen in Dreiecke zer-
legt. Untersuche die Gestalt der Dreiecke.

35. Stelle ein rechtwinkliges Dreieck mit ungleichen Katheten durch Falten her.

36. Ein Rhombus wird a) durch eine, b) durch zwei Diagonalen in Dreiecke
zerlegt. Untersuche die Gestalt der Dreiecke.

37. Ergiinze a) ein rechtwinkliges Dreieck zu einem Rechteck, b) ein gleich-
sehenl\lmes Dreieck zu einem Rhombus, ¢) ein rechtwmkllg gleichschenk-
liges Dreieck zu einem Quadrat.

38. Drehe ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten 3 cm und 4 em um die
eine Kathete als Achse. Wie groB3 ist die Héhe, wie groB der Radius des
Grundkreises in dem entstehenden Kegel?

39. Ein Kegel ist durch Drehung eines rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks
mit der Kathete 5 cm entstanden. Zeichne einen Achsenschnitt.

40. Zeichne einen Achsenschnitt zu dem nach Aufg. 38 entstandenen Kegel.

41. Um welche Gerade muf3 man ein gleichschenkliges Dreieck drehen, um einen
Kegel zu erhalten?

42. Drehe a) ein Quadrat, b) einen Rhombus um eine Diagonale. Was fiir
ein Korper entsteht dann ?

43. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, das a) die Katheten 3 cm und 4 em hat,
das b) eine Kathete von 3,5 cm hat und einen dieser Kathete anliegenden
‘Winkel von 50°.

44. Zeichne ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck, dessen Kathete 3,8 cm
lang ist. Untersuche, ob man noch ein anderes Stiick vorschreiben kann.

Geometrie. 3.—5. 3
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Zweites Kapitel

Geraden und Winkel
§ 5. Nebenwinkel und Scheitelwinkel

Supplementwinkel und Komplementwinkel

1. Von zwei Winkeln ist der eine der Supplementwinkel des anderen, wenn
die Summe beider 180° ist. Wie groB ist der Supplementwinkel eines
Winkels von a) 30°, b) 45°, ¢) 89°, d) 130°?

2. Zwei Supplementwinkel sind gleich gro8. Wie gro8 sind sie ?

3. Von zwei Supplementwinkeln ist der eine doppelt so groB wie der andere.
Wie gro8 sind sie?

4. Von zwei Supplementwinkeln ist der eine a) o, b) 180° —«, ¢) 90° —q.
Wie groB ist der andere?

5. Zeichne einen beliebigen Winkel und einen Supplementwinkel von ihm.
Gibt es noch mehr Supplementwinkel ? Wie viele ?

6. Von zwei Winkeln ist der eine der Komplementwinkel des anderen,
wenn die Summe beider 90° ist. Wie gro8 ist der Komplementwinkel eines
Winkels von a) 10°, b) 45°, ¢) 85°%

7. Zwei Komplementwinkel sind gleich groB. Wie groB sind sie ?

8. Von zwei Komplementwinkeln ist der eine doppelt so gro8 wie der andere.
Wie gro8 sind sie?

9. Von zwei Komplementwinkeln ist der eine a) &, b) 90° —«, ¢) 45 +-«,
d) 45° — x. Wie gro8} ist der andere?

10. Zeichne einen beliebigen Winkel und einen Komplementwinkel von ihm.
Gibt es noch mehr Komplementwinkel ? Wie viele ?

11. Von welchen Winkeln nur gibt es a) Komplementwinkel, b) Supplement-
winkel? Nenne Winkel, zu denen es keine Komplementwinkel, keine Sup-
plementwinkel gibt.

Nebenwinkel

12. Verlingere den einen Schenkel eines Winkels von 60° iiber den Scheitel-
punkt hinaus. Die Verlingerung bildet mit dem anderen Schenkel einen
neuen Winkel. Wie grof3 ist er?

13. Wie entsteht ein Nebenwinkel?
14. Wieviel Nebenwinkel besitzt ein Winkel? (Zeichnung!)

15. Zeige mit einer Skizze, wie bei einem Buch beim Umblittern, an einer Tiir
beim Offnen Nebenwinkel auftreten. Nenne andere Beispiele.

16. Nenne in der Fig. 40 Nebenwinkel von a)«, b) 6, ¢) u, d) ¢, €) 2, f) 9.
17. Zeichne zu den Winkeln «, f und y eines Dreiecks je einen Nebenwinkel
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18. Fertige dir ein Modell eines Paares von Nebenwinkeln mit beweglichem
gemeinschaftlichem Schenkel.

19. « und B sind Nebenwinkel. Wie groB ist §, wenn a) 149, b) 38°, ¢) 130°,
d) 819, e) 1689, f) 48° 30’, g) 113° 30 ist ?

20. x und B sind Nebenwinkel. o durchliuft nacheinander die Winkel 10°, 20°,
309, . . . bis 1700°. Stelle in einer Tabelle die zugehérigen Werte von a und
B zusammen.

21. « und B sind Nebenwinkel. a) Wie
andert sichx, wenn f zunimmt?
b) Wie éndert sich 8, wenn x zu-
nimmt ? ¢) Wie édndert sich f,
wennx abnimmt?

22. Wie groB ist der Nebenwinkel
eines Winkels a) «, b) 180° —x,
¢) x+ 90°, d) B — 909 (wo 8> 90°
ist), €) 90° + »?

23.x und B sind Nebenwinkel.
Welche Gleichung besteht zwi-
schenx und f?

24. Was ist iiber die GroBe des
Nebenwinkels a) eines spitzen,
b) eines stumpfen, c) eines rechten Fig. 40
Winkels zu sagen?

25. Welchen Winkel kann man als Nebenwinkel eines gestreckten Winkels an-
sehen ?

26. Welcher Satz gilt iiber die Summe zweier Nebenwinkel? Begriinde ihn.

27. Sprich den Satz iiber die Nebenwinkel aus, indem du den Begriff Supple-
mentwinkel benutzt.

28. Was ist iiber die Grofle der beiden Nebenwinkel zu sagen, die ein Winkel
besitzt ? (Zeichnung!)

29. Gegeben ist ein beliebiger Winkel x. Konstruiere ohne Winkelmesser mit
dem Lineal den Winkel (180° —a).

30. Zwei Nebenwinkel sind gleich. Wie gro8 ist jeder von ihnen?

31. Von zwei Nebenwinkeln ist der eine halb so gro wie der andere. Wie gro
sind sie?

32. Von zwei Nebenwinkeln ist der eine dreimal so groB wie der andere. Wie
groB sind beide?

33. Zwei Winkel haben gleich groBe Nebenwinkel. Was folgt daraus fiir die
Winkel selbst ?

34.In der Fig. 41 sind die beiden Nebenwinkel AOC und BOC durch die
Strahlen OD und OE halbiert. Es sei ¢ AOC = 40°. Berechne nach-
einander: < COB, < DOC, < COE, < DOE.

3*
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35. Zeichne eine Figur wie zu Aufgabe 34, wobei jedoch a) <x A0C = 120°,
b) 809, ¢) 70° ist. Berechne in jedem Falle den Winkel zwischen den Hal-
bierungslinien der beiden Nebenwinkel. Fasse das Ergebnis in Worte.

36. Nimm an, der Winkel A0 C habe den beliebigen Wert o, und untersuche, ob
du dann zu dem gleichen Ergebnis wie in Aufg. 34 und 35 kommst.

37. Beweise, dall die Halbierungslinien zweier Nebenwinkel senkrecht aufein-
ander stehen.

Scheitelwinkel

38. Zwei Geraden schneiden einander. Von den Winkeln, die dabei entstehen,
ist der eine a) 459, b) 309, ¢) 90°, d) 609, e) 10°, £) 57° 30", g) 125°, h) 117°,
i) 175 45". Berechne in jedem Falle alle anderen Winkel und stelle das Er-
gebnis in einer Tabelle zusammen.

13
7}
€ xX\\/ o
& £
A 0 8
Fig. 41 Fig. 42

39. Die beiden Schenkel eines Winkelsx werden iiber den Scheitelpunkt hinaus
verlingert. Dabei entstehen drei neue Winkel. Bezeichne als den Scheitel-
winkel den, der nicht einer der beiden Nebenwinkel ist.

40. Nenne in der Fig. 40 den Scheitelwinkel von a) «, b) x, ¢) .

41. Nenne in der Fig. 42 den Scheitelwinkel von a) «, b) 8, ¢) 9, d) n,€)y.
42. Zeichne zu den Winkeln «, f und y eines Dreiecks die Scheitelwinkel.

43. Wie entsteht ein Scheitelwinkel durch Zeichnung, durch Drehung?

44. Zeige mit einer Skizze, wo a) an einem Kreuzweg, b) an einer Schere
Scheitelwinkel auftreten.

45. Nenne aus deiner Umgebung andere Beispiele von Scheitelwinkeln.
46. Fertige ein Modell von Scheitelwinkeln mit beweglichen Schenkeln an.

47. Von den Winkeln, die beim Schnitt zweier um den Scheitelpunkt beweg-
lichen Geraden entstehen, durchliuft der eine die Werte 59,159,259, .. .1750,
Welche Werte durchliuft der zugehérige Scheiteiwinkel ? (Tabelle!)

48. Was ist iiber die GroBe von Scheitelwinkeln zu sagen ?

49. a) Suche zu den Scheitelwinkeln« und y, die beim Schnitt zweier Geraden
entstehen, einen gemeinsamen Nebenwinkel (Figur!) b) Was folgt aus der
Tatsache, daB zwei Winkel gleichgroe Nebenwinkel haben ?
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50. In Fig. 43 ist der Winkelx gegeben. a) Berechne erst den mit x bezeichneten
Winkel (Nebenwinkel des ersten), dann den mit 8 bezeichneten (Nebenwinkel
von ).

51. Zeige durch Drehung einer Geraden um

einen ihrer Punkte, da8 Scheitélwinkel
gleich sind. x

52. Zwei Geraden schneiden sich. Ein Winkel B
ist ein rechter. Was ist von den drei :
anderen zu sagen ?

X

Fig. 43

53. Gegeben ist ein Winkel « und sein ¢
Scheitelwinkel B. Beide werden halbiert. Was ist iiber die von den Halbie-
rungslinien gebildeten Winkel zu sagen ?

54. Zwei Geraden schneiden sich unter beliebigem Winkel. Alle vier Winkel, die
entstanden sind, werden halbiert. Was fiir eine Figur bilden die Halbie-
rungsgeraden ?

55. Wieviel Symmetrieachsen hat ein Paar sich schneidender Geraden, und wie
liegen sie?

56. Wann hat ein Paar Nebenwinkel eine Symmetrieachse ?

Winkel und zugehériger iiberstumpfer Winkel

57. Zeichne einen Winkel von 45°. Welcher Winkel ergéinzt ihn zu 360°?

58. Gegeben ist ein Winkel von a) 60°, b) 539, ¢) 135°, d) «. Wie groB ist in
jedem Falle der tiberstumpfe Winkel, der ihn zu einem Vollwinkel erginzt ?

59. Ein Winkel und der ihn zu einem Vollwinkel erginzende Winkel sind gleich.
Wie grof} sind sie?

60. Ein Winkel ist halb so grol wie der ihn zu einem Vollwinkel erginzende
Winkel. Wie grol sind beide Winkel?

Praktische Anwendungen

61. Fig. 44 stellt eine Mauerecke im GrundriB dar. Den Winkel, den die beiden
Mauerflichen miteinander bilden, kann man, da er
im Innern des Mauerwerkes liegt, nicht messen. a) Man
legt Stibe an und miBt den Scheitelwinkel (Skizze).
b) Wie kann man auch mit Hilfe von Nebenwinkeln
zum Ziel kommen ?

62. Mi in der gleichen Weise wie in Aufg. 61 den
Winkel, der gebildet wird a) von den Flichen einer
verschlossenen Zigarrenkiste, b) eines abgeschrig-
ten Pultdeckels.

63. Probiere, ob der rechte Winkel deines Zeichendreiecks richtig ist, indem du
feststellst, ob er mit seinem Nebenwinkel iibereinstimmt.

Fig. 44
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64. Fig. 45 zeigt den Querschnitt eines Bahndammes. Wie kann man den
Boschungswinkel an einer Stelle 4 mit Hilfe eines Senkbleis feststellen ?

65. Auf vielen Winkelmessern stehen bei den einzelnen Teilstrichen zwei
Zahlen. Erklire die Be-
deutung und praktische
Verwendung dieser Tat-
sache.

66. Fig.46zeigteinen Strecken-
zug, wie ihn der Feld-
messer durch Fluchtstibe
im Geldnde festlegt. MiB in cm die Strezkenlingen und in den Punkten (1),
(2), (28) bis (4) die mit 8, B,, P, B3, Bs bezeichneten Winkel, indem du

Fig. 45

Fig. 46

gegebenenfalls erst statt der Winkel selbst diejenigen miBt, die sie zu 360°
erginzen.

Geometrische Uberlegungen

67. Was ist der Scheitelwinkel eines Scheitelwinkels? Sprich einen Satz dar-
iiber aus.

68. Was ist der Nebenwinkel eines Nebenwinkels eines Winkels? (Entweder —
oder!) Sprich einen Satz dariiber aus.

69. Drei Geraden schneiden einander in drei Punkten (vgl. Fig. 40). Suche alle
Beziehungen zwischen den dabei auftretenden Winkeln zusammenzustellen,
soweit sie sich aus den Uberlegungen des vorliegenden Paragraphen er-
geben.

70. Drei Geraden gehen durch einen Punkt. Wieviel Winkel sind in der Figur
vorhanden ? (Achte auch auf die aus zwei oder mehr Teilwinkeln zusammen-
gesetzten Winkel!) Welche Beziehungen bestehen zwischen den Winkeln ?
Suche Ordnung in die groBe Zahl der Beziehungen zu bringen.

71. Untersuche, ob aus dem Satz: Nebenwinkel sind Supplementwinkel, auch
folgt: Supplementwinkel sind Nebenwinkel.

72. Die Summe und die Differenz zweier Winkel ist gegeben. Wie kann man
daraus die Winkel selber finden ?

73. Im Scheitelpunkt eines Winkels sind auf den Schenkeln Senkrechte er-
richtet. In welcher Beziehung steht der von den Senkrechten gebildete
Winkel zu dem gegebenen? Achte auf die verschiedenen méglichen Fille!
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§ 6. Winkel an Parallelen

Gegenwinkel, Wechselwinkel, entgegengesetzt liegende Winkel

1. Zwei Geraden g, und g, werden von einer Geraden ¢ geschnitten (Fig. 47).
Bezeichne die dabei auftretenden Winkel (nicht die Winkel am Schnitt
punkt von g; mit g,!) und stelle eine Liste aller zwischen den ‘Winkeln
geltenden Beziehungen auf. Wieviel Gleichungen liefern die Scheitelwinkel,
wieviel die Nebenwinkel ¢

t \
x\ B
9, JY\
e\8
g
2 &K

Fig. 47 Fig. 48

2. Nenne bei den von der Geraden ¢ geschnittenen Geraden g, und g, a) alle
Paare von Gegenwinkeln, b) alle Paare von Wechselwinkeln, c) alle
Paare von entgegengesetzt liegenden Winkeln.

Beziehungen zwischen den Winkeln an Parallelen

3. Zwei Parallen g, und g, werden von einer dritten Geraden ¢ geschnitten.
Die dabei entstehenden Winkel sind, so wie es Fig. 48 zeigt, mit« bis 7 be-
zeichnet. Nenne a) den Gegenwinkel zu y, b) den Wechselwinkel zu ¥,
c) den entgegengesetzt liegenden Winkel zu ¢, d) den Gegenwinkel zu ¢,
e) den Wechselwinlkel zu ¢, f) den entgegengesetzt liegenden Winkel zu .

4. In der Fig. 48 sei « gleich a) 30°, b) 45, ¢) 60°, d) 90°, e) 120°. Zeichne
die zugehdrige Figur mit genauem MaBl und stelle durch Rechnung oder
- MaB die Grolle der anderen Winkel fest.

5. Der Winkel « in Fig. 48 durchlaufe die Werte 5°, 15°, 259, .. . 175°. (Fertige
ein Modell mit beweglicher Geraden ¢ an.) Stelle in einer Tabelle die Werte
zusammen, die dann die Winkel 3, . . . & durchlaufen.

6. Nenne die simtlichen Winkel, die a)x, b) y, ¢) ¢, d) 5 gleich sind.

7. Nenne die sémtlichen Winkel, die a) §, b) 6, ¢) ¢, d) & zu zwei Rechten
erginzen.

8. Stelle die Gleichungen fiir Gegenwinkel an geschnittenen Parallelen auf.
9. Stelle alle Gleichungen fiir Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen auf.

10. Gib alle Gleichungen an, die zwischen entgegengesetzt liegenden Winkeln
an geschnittenen Parallelen herrschen.
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11. (Parallelensatz.) Sprich einen Satz aus iiber a) die Gegenwinkel, b) die
Wechselwinkel, ¢) die entgegengesetzt liegenden Winkel an geschnittenen
Parallelen.

12. Beweise a) den Satz von den Wechselwinkeln an Parallelen auf Grund der
Sitze tiber Gegenwinkel und Scheitelwinkel, b) den Satz von den entgegen-
gesetzt liegenden Winkeln auf Grund der Sitze iiber Gegenwinkel und
Nebenwinkel.

13. Wann sind entgegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen

CNEFHZL

Fig. 49

14. Zwei Geraden g, und g, bilden mit einer Geraden ¢ gleiche entgegengesetzt
liegende Winkel. Folgt daraus, dall g, und g, parallel sind? (Mache Ver-
suche mit entsprechenden Figuren.)

15. Wie lassen sich (Fig. 48) a) durch den Winkel «, b) durch den Winkel 8,
¢) durch den Winkel ¢} die jeweilig sieben anderen ausdriicken?

16. Stelle dir gréBere Zeichnungen der beigefiigten (Fig. 49) stilisierten Buch-
staben a bis f her; wasist iiber die an ihnen auftretenden gleichen und ein-
ander zu 1809 erginzenden Winkel
zu sagen?

17. Suche in Fig. 50 a) zu x Wechsel- 7 x
winkel, b) zu y entgegengesetzt
liegende Winkel, ¢) zu f Wechsel- A
winkel.

18. Gib an, welche Winkel in Fig. 51, die
den Schnitt zweier Parallelenpaare darstellt, a) dem Winkel « gleich sind,
b) zu » Supplementwinkel sind. Fiige in jedem Falle die Begriindung
hinzu.

Fig. 50

Parallelenkonstruktion

19. Gegeben seien eine Gerade g; und ein Punkt P. Durch P soll zu g, die
Parallele gezogen werden. Lege irgendeine Gerade t durch P, die ¢, in @
schneidet. Wie kann man jetzt aus den Winkeln bei @ die Lage von g,
finden ?

20. Ziehe durch einen Punkt zu einer Geraden die Parallele, indem du dabei
a) Gegenwinkel, b) Wechselwinkel, ¢) entgegengesetzt liegende Winkel
benutzt. Beschreibe jede der drei Konstruktionen. Welche erscheint dir am
zweckméBigsten? Welche ist jedenfalls unpraktisch?
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21. Der Zeichner zeichnet Parallelen mit Lineal und Zeichendreieck, so wie es
Fig. 52 andeutet. Das Lineal wird festgehalten, das Dreieck so weit am
Lineal entlang geschoben, bis die lingste Seite durch P geht. Fiihre diese

Fig. 51 Fig. 52

Konstruktion selbst aus. Welche Winkel an geschnittenen Parallelen wer-
den dabei benutzt?

22. Gegeben ist eine Gerade. Ziehe a) im Abstande von 4 cm, b) im gegebenen
Abstand a Parallelen zu der Geraden. Wieviel gibt es ?

23. Gegeben sind zwei Parallelen. Ziehe diejenige Parallele, die den Abstand
beider halbiert.

24. Gegeben sind zwei Parallelen. Ziehe eine Parallele, die von der einen noch
einmal soweit entfernt ist wie von der anderen. Wieviel gibt es?

Winkel mit paarweise parallelen Schenkeln

25. Zeichne zwei Strahlen, die a) gleich gerichtet parallel, b) entgegengesetzt
gerichtet parallel sind.

26. Es sind zwei Winkel mit parallelen, gleichgerichteten Schenkeln gegeben
(vgl. Fig. 33). Der eine Winkel liegt ganz innerhalb des anderen. a) MiB3 die
beiden Winkel; was beobachtest du? b) Ziehe durch
die Scheitelpunkte eine Gerade und beweise durch
zweimalige Anwendung des Parallelensatzes, daBl die
beiden Winkel gleich sind. ¢) Verlingere den einen
Schenkel iiber den Scheitelpunkt hinaus bis zum
Schnitt mit dem anderen Schenkel des anderen Win-
kels und beweise so den Satz.

27. Fiihre den Beweis fiir die Tatsache, daB zwei Winkel
mit paarweise parallelen und gleich gerichteten Schen-
keln gleich sind, auch in dem Fall, daB der eine Winkel Fig. 53
nicht ganz im Innern des andern liegt.

28. Untersuche, wie es mit Winkeln steht, von denen a) ein Schenkelpaar gleich
gerichtet, das andere entgegengesetzt gerichtet ist, b) beide Schenkelpaare
entgegengesetzt gerichtet sind.
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Praktische Anwendungen

29, Wenn man mit einem Zeichendreieck auf einer Geraden eine Senkrechte
errichtet, so pflegt man eine Zeichnung, wie sie Tig. 54 andeutet, zu er-

Fig. 54 Fig. 55

halten, in der der Winkel in der Nihe des Scheitelpunktes ‘ungenau ist.
(Woran Ilegt das?) Ein besseres Verfahren ist durch die Fig. 55 angedeutet.
a) Was setzt diese Konstrul;
tion beim Zeichendreieck vor-
aus? b) Welcher Parallelen-
satz wird angewandt? c¢) Er-
richte in einem Punkte einer
Geraden die  Senkrechte.
Fig. 56 d) Fiille auf diese Weise von
einem Punkte auf die Gerade
die Senkrechte.

30. Fig. 56 zeigt eine einfache Schublehre,um Dicken von |
Stibenu.dgl. zumessen. a) Beschreibe die Benutzung.

b) Welche Eigenschaft von Parallelen
N wird hier benutzt ?

| Fig. 57
i

31. Die Fig. 57 zeigt, wie ein Zeichner mit Lineal und Zeichendreieck eine Senk-

rechte zieht. a) Welcher Parallelensatz wird dabei benutzt (suche erst die

c———
N
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Parallelen und die von ihnen geschnittene Gerade!)? b) Ist die Konstruk-
tion nur mit einem Dreieck von der Gestalt, wie es die Figur zeigt, oder
auch mit anderen Dreiecken ausfithrbar? ¢) Errichte in dieser Weise in
einem Punkt auf einer Geraden die Senkrechte. d) Fille in dieser Weise von
einem Punkt auf eine Gerade die Senkrechte.

32. Die Fig. 58 zeigt ein anderes Verfahren des Zeichners, mit Lineal und
Zeichendreieck eine Senkrechte zu ziehen. Beantworte die Fragen a) bis d)
der Aufg. 31 fiir diese Art der Konstruktion.

Fig. 59

33. Fig. 59 zeigt den Querschnitt einer Treppe. Durch welche Winkel wird die
Steigung der Treppe gemessen? Warum sind diese Winkel alle gleich ?

Uberlegungen

34. Zwei Winkel haben solche Lage zueinander, daB ihre Schenkel paarweis
aufeinander senkrecht stehen. Untersuche, was iiber ihre GroBe zu sagen ist
(ziehe erst durch den Scheitel des einen Winkels-Parallelen zu den Schenkeln
des anderen).

Drittes Kapitel
Das Dreieck
§ 7. Seiten und Winkel des Dreiecks

Voriibungen?)

1. Zeichne ein Dreieck 4 BC. Gib an, a) welche Seiten man a, b, ¢, b) welche
Winkel mana, f, 7 nennt.

2. Benenne, ohne eine Figur zu zeichnen, mit einem Buchstaben die folgenden
Stiicke des Dreiecks A BC:a) A B,b) <X ABC,c) X BCA,d)AC,e) I CAB.

3. In einem Dreieck 4 BC werden a) die Punkte 4 und B vertauscht, b) die
Punkte B und C vertauscht. Gib an, welche Seiten und Winkel ihre Be-
nennung beibehalten.

4. In einem Dreieck wird eine (zyklische) Vertauschung der Eckenbezeich-
nung vorgenommen: Punkt 4 bekommt die Bezeichnung B, B bekommt
die Bezeichnung C und C bekommt die Bezeichnung 4. Was wird a) aus
den Seiten 4 B, CA?b) Was wird aus den Winkeln A BC, BCA, ACB?

5. Die umstehenden Dreiecke stimmen in der Eckenbezeichnung, nicht aber
in der Reihenfolge iiberein. Gehe so um das Dreieck herum, daB du die
Fliche a) zur Linken, b) zur Rechten hast. Welches ist die Reihenfolge
der Stiicke (Seiten und Winkel) bei Fig. 60, welches bei Fig. 61?

1) Wiederholungen aus dem § 4.
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[ 8

8 ¢ Fig. 61

Fig. 60

6. Zeichne ein Dreieck aus den Seiten @, b und ¢, wo

a) a= 4 cm b=5cm ¢=6cm
b) a=5cm b=6cm ¢="Tcm

ist. Die Konstruktion ist ein erstes Mal mit a, ein zweites Mal mit b, ein
drittes Mal mit ¢ zu beginnen.

7. Welche Arten von Dreiecken unterscheidet man im Hinblick auf die Seiten-
lingen?

Seiten des Dreiecks
8. Versuche ein Dreieck zu konstruieren aus den Seiten

a) a= 4 cm b=>5cm ¢="Tcm
b) a=4cm b=4cm ¢="Tcm
c¢) a=4cm b=3cm ¢="Tcm
d) a=4cm b=2cm ¢="Tcm

In welchen Fillen ist die Konstruktion ausfiihrbar, in welchen nicht
(Grund!) ? Untersuche, ob es etwas ausmacht, mit welcher Seite man die
Konstruktion beginnt ?

9. Untersuche, unter welchen Umstinden aus den Strecken @, b und ¢ ein
Dreieck konstruiert werden kann.

10. Zeige, daB in einem Dreieck mit den Seiten a, b und ¢
b+c>a ist.
11. Stelle entsprechende Ungleichungen fir ¢ 4 a und fiir @ 4 b auf.

12. Sprich das in Aufg.10 und 11 gefundene Gesetz fiir die Seiten eines Dreiecks
in Worten aus.

13. Schreibe die drei Ungleichungen zwischen den Dreiecksseiten mit Be-
nutzung des Zeichens < (kleiner als).

14. Beurteile auf Grund des Satzes der Aufg. 12, ob die folgenden Konstruk-
tionen ausfiihrbar sind (ohne daB du an die Ausfilhrung selbst gehst):

a) a= 43cm b= 3,8cm ¢= 5,5cm
b) a= 6,5cm b= 25cm ¢c= 35cm
¢)a= 6 cm b= 43cm c= 17cm
d) a=17,3cm b= 12,2 cm ¢c= 4,lcm

e) a= 23,8 cm b=138cm c¢=33,8cm
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15. Ein Dreieck soll aus a= 5 c¢cm, b= 2 cm, ¢= 2,5 cm konstruiert werden.
Beginne die Konstruktion mit @, schlage dann den Kreis mit b und zeige,
daf die Konstruktion unméglich ist, weil die Ungleichung

a—-b<c
nicht erfiillt ist (vgl. Ergebnis zu Aufg. 13).
16. Stelle entsprechende Ungleichungen fiir b — ¢ und fiir ¢ — @ auf.

17. Fasse das in Aufg. 15 gefundene Gesetz fiir die Seiten eines Dreiecks in
einen Satz.

18. Schreibe die drei in Aufg. 15 und 16 gefundenen Ungleichungen zwischen
den Dreiecksseiten mit Benutzung des Zeichens >.

19.a, b und ¢ sind die Seiten eines Dreiecks. SchlieBe a) die Seite a, b) die
Seite b, ¢) die Seite ¢ in ihre obere und untere Grenze ein.

20. In einem Dreieck sind zwei Seiten

a) 5 cmund 6 cm  b) 2,5cm und 10 cm
¢) 75cmund 7.6cm  d) 1 cm und 11 em
e) 175km und 75km f) 4 m und 4m

Gib die Grenzen an, zwischen denen die dritte Seite liegen kann.

21. MiB an dem Dreieck Fig. 5 die Seiten und untersuche, ob a) die Seite a,
b) die Seite b, ¢) die Seite ¢ wirklich zwischen den vorgeschriebenen Grenzen
liegt.

22. Das Dreieck 4 BC sei gleichschenklig mit der Spitze 4, d. h. es sei b= c.
Stelle die Ungleichungen a) fiir die Basis a, b) fiir einen Schenkel auf.

23. Das Dreieck 4 BC sei gleichseitig, d. h. es seien alle Seiten gleich, etwa
gleich a. Welche Gestalt nehmen in diesem Falle die Ungleichungen fiir
die Seiten an? Aullere dich iiber das Ergebnis der Untersuchung.

Winkel im Dreieck
24. Mi} in dem Dreieck Fig. 5 die Winkel a, fund y
und berechne die Winkelsummea + £+ y.

25.MiB in dem nebenstehenden (Fig. 62) gleich-
schenkligen Dreieck die Winkel und berechne
ihre Summe. Fig. 62

26. Die Schenkel eines Winkels werden von einer Ge-
raden geschnitten. Gib dieser Geraden verschiedene Lagen und mif die
Summe der Winkel, die sie mit den Schenkeln — nach dem Scheitelpunkt
zu — bildet. Welche Tatsache fiillt auf ?

27. Versuche, Dreiecke zu zeichnen mit folgenden Winkeln:
a) =700 p=80° y= 50°
b) &« = 70° p=80° y=40°
¢) o= "T0° = 80° y= 300
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d) o= 1700 = 800 y= 200
e) o = 50° p= 500 y="70°
f) a = 50° B= 500 y= 800
g) o = 50° p= 500 y=50°
h) o = 700 p="100° y="70°
i) o = 100° = 900 7= 200

Welche dieser Dreiecke sind konstruierbar, welche nicht (gib gegebenenfalls
an, warum die Konstruktion nicht moglich ist)?

28. Lege Papier in drei Lagen iibereinander, schneide ein Dreieck mit den be-
liebigen Winkelnx, f und y in 3 Exemplaren aus. Lege jetzt <« des ersten,
< B des zweiten, < y des dritten aneinander. Was beobachtest du?

A

:.a .
Bleo<y Y

. A
B D c B
Fig. 63 Fig. 64

29. Schneide ein Dreieck aus Papier aus, reille die Ecken ab und lege die ab”
gerissenen Winkel aneinander. Was beobachtest du ?

30. Falte ein Dreieck in der Weise, wie es die obenstehende Fig. 63 angibt.
Was laB8t der Versuch iiber die Winkelsumme des Dreiecks vermuten?

AuBlenwinkel

31. Verliingere eine Dreiecksseite iiber einen ihrer Endpunkte hinaus; der ent-
stehende Winkel heifit ein AuBenwinkel des Dreiecks (im Gegensatz zu
den Innenwinkeln). Wieviel AuBenwinkel hat ein Dreieck ?

32. a) Ein Dreieck hat die Innenwinkel « = 50°, f= 60°, y = 70°. Berechne
alle AuBenwinkel. b) Bestimme die AuBenwinkel des in Fig.5 darge-
stellten Dreiecks, nachdem du die Innenwinkel gemessen hast.

33. Welche Beziehung besteht zwischen einem AuBenwinkel und dem zu-
gehorigen Innenwinkel ?

34. Wann ist ein Innenwinkel gleich seinem AuBenwinkel?

35. Warum sind je zwei an dem gleichen Dreieckspunkt gelegene AuBenwinkel
gleich ?

36. (Verfahren von Thibaut.) Denke dir einen Wanderer, der das A 4 BC
umwandert von einem beliebigen Punkte auf einer Seite an (Fig. 64).
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a) An welchen Stellen dndert er seine Richtung? b) Gib an, um welchen
Winkel er an diesen Stellen seine Richtung éndert? ¢) Wenn der Wanderer
am Ausgangspunkt seiner Wanderung angekommen ist, hat er seine ur-
spriingliche Richtung. Um wieviel hat er sich insgesamt gedreht? d) Was
1Bt sich aus dieser Uberlegung fiir die Summe der AuBenwinke] (gemeint
sind drei verschiedenen Ecken anliegende AuBlenwinkel) sagen ?

Winkelsatz

37. a) Was 148t sich iiber die Summe der drei Innenwinkel und der zugehérigen
AuBenwinkel aussagen? b) Was folgt daraus und aus dem Befund von
Aufg. 36 fiir die Summe der Innenwinkel allein ?

38. Gegeben ist ein Dreieck A BC. Trage < f an A B in 4 nach auBen und
Xy an AC in 4 nach auBen an. a) Zeige, daB die freien Schenkel eine
Gerade bilden. b) Wie liegt diese Gerade?

39. Gegeben ist ein Dreieck A BC. Ziehe durch 4 zu BC die Parallele= X Y.
a) Beweise jetzt, dall die Winkel bei A mit den Dreieckswinkeln iiberein-
stimmen. b) Beweise den Satz:

Die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks betriigt zwei Rechte.

40. Gegeben ist ein Dreieck 4 BC. Trage f§ an A B in A nach auBer an und
an den freien Schenkel in 4 wieder nach auBlen auch y. Zeige, a) daB der
freie Schenkel von f parallel BC
ist, b) daB der freie Schenkel von y A
in die Verldngerung von A4 C fillt.

41. Entwickle aus Aufg. 40 einen neuen
Beweis des Satzes von der Winkel-
summe im Dreieck.

42.1) Fille von einem Punkt im Inneren
des Dreiecks die Senkrechten auf die
Seiten (Fig. 65). Es mogen von ihnen g
die Winkel a’, 8’ und ' gebildet wer- Fig. 65
den. Dann ist & +a’= 2 R usf. Leite
daraus einen Beweis fiir den Satz von der Winkelsumme im Dreieck ab.

43. Wie groB ist im A 4 BC der Winkel x, wenn man kennt:

a) f= 40° y="70° b) g= T10 y= 280
c) f=107° y=18° d) = 33° y=113°
e) f= 31°40" y=83°45 f) f=102°31" yp= 45°47'?

44. Es ist ein Dreieckswinkel o = 70°. f durchliuft die Werte 10°, 20°. ..

 Welche Werte nimmt y an? Stelle das Ergebnis in einer Tabelle dar.

45. Gegeben ist ein Dreieck 4 BC. Drehe den durch die Seite 4 B gegebenen
Strahl um seinen Endpunkt 4. Dann éndern sich « und §. In welcher Be-

1) Hier wird die Losung der Aufg. 34 von § 6 vorausgesetzt.
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ziehung stehen die Anderungen zueinander? Welches ist die Grenzlage, in
der ein Dreieck nicht mehr entsteht ? (Modell!)

46. Von einem Dreieck sind zwei Winkel &« und § gegeben. Konstruiere den
Winkel y. Welcher Bedingung miissen « und g geniigen, damit iiberhaupt
ein Dreieck moglich ist ?

47. Wie grof3 ist a) der Winkel x eines Dreiecks ausgedriickt durch § und y,
b) der Winkel f ausgedriickt durch « und y, ¢) der Winkel y ausgedriickt
durch « und f?

Begriinde die Richtigkeit folgender Sitze:

48. In einem Dreieck kann héchstens ein Winkel stumpf sein.

49. In einem Dreieck kann hochstens ein Winkel ein rechter sein.

50. In einem Dreieck kann keinl Winkel iiberstumpf sein.

51. Sind in zwei Dreiecken zwei Winkel gleich, dann stimmen die Dreiecke
auch in dem dritten Winkel iiberein.

52. Sind in einem Dreieck zwei Winkel gleich, so kénnen sie weder rechte noch
stumpfe sein.

53. In einem Dreieck sind zwei Winkel gleich, x = f. a) Konstruiere y, wenn
o gegeben ist. b) Konstruiere «, wenn y gegeben ist.

54.In einem Dreieck sind zwei Winkel gleich, « = 8. Driicke a) y durch a,
b) & durch y aus.

55. In einem Dreieck sind zwei Winkel gleich. Der dritte durchliuft die Werte
109, 209, . .. (bis?). Welche Werte durchlaufen dann die einander gleichen
Winkel ? Stelle eine Tabelle auf.

56. In einem Dreieck sind zwei Winkel gleich. Sie durchlaufen die Winkel 109,
200 . .. (bis?). Welche Werte durchldauft dann der dritte Winkel? Stelle
eine Tabelle auf.

57. In einem Dreieck sind alle Winkel gleich. Wie groB ist dann jeder?

58. Teile die Dreiecke a) nach der Grofe der Winkel, b) nach der Gleichheit
der Winkel ein. Zeichne von jeder Dreiecksgattung ein Beispiel.

59. Zeichne a) ein spitzwinkliges, b) ein rechtwinkliges, ¢) ein stumpfwinkliges
Dreieck, dessen einer Winkel 60° ist.

60. Berechne die Winkel eines Dreiecks, das rechtwinklig ist und zwei gleiche
Winkel hat. Zeichne ein solches Dreieck.

61. Bestimme die Summe der spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks.

62. In einem Dreieck ist & = § und y doppelt so gro wie o. Wie groB sind
die Winkel ?

63. In einem Dreieck ist f doppelt so groB wie «, y dreimal so gro8 wie «.
Wie gro8 sind die Winkel ?

64.In einem a) gleichwinkligen Dreieck, b) rechtwinkligen Dreieck, dessen
spitze Winkel gleich sind (2 Fille), ist ein Winkel in drei gleiche Teile
geteilt. Berechne die Winkel der drei Teildreiecke. .
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Die AuBlenwinkel des Dreiecks

65. Beweise, daB ein AuBenwinkel eines Dreiecks gleich der Summe der Innen-
winkel ist, die nicht Nebenwinkel von ihm sind.

66. Beweise, dal} ein AuBenwinkel eines Dreiecks groBer ist als jeder der Innen-
winkel, die nicht Nebenwinkel von ihm sind.

67. In einem Dreieck ist der AuBenwinkel o’ (d. h. der AuBenwinkel von «)
110°. Wie groB sind die Innenwinkel x und #, wenn y = 40° ist?

68.In einem Dreieck ist der AuBenwinkel a’= 100°. Der Innenwinkel g
durchliuft die Werte 109, 20°, ... (bis?). Welche Werte durchlauft y?
Stelle eine Tabelle auf.

69. In einem Dreieck ist « = f. Der AuBenwinkel des Winkels y durchliuft
die Werte 109, 209, ... (bis?). Welche Werte durchliuft dabei « ? Stelle
eine Tabelle auf. Erldutere einige Fille durch Zeichnungen.

70. Ein Dreieck hat lauter gleiche AuBen-
winkel. Wie groB sind sie? Was ist das
fiir ein Dreieck ?

71. Ein rechtwinkliges Dreieck hat einen A
spitzen Winkel von a) 40°, b) 309, ¢) &.
Wie groB sind die drei AuBenwinkel?

72. Wie groB sind die AuBenwinkel eines
rechtwinkligen Dreiecks mit zwei glei-
chen Winkeln?

Fig. 66

73. Wieviel AuBenwinkel eines Dreiecks
konnen ihren Innenwinkeln gleich sein? x

74. Mit der nach rechts gerichteten hori-
zontalen Geraden z bildet die Gerade g,
nach oben den Winkel a, die Gerade g,
nach oben den Winkel 8 (Fig. 66). Unter
welchem Winkel schneiden sich die bei-

den Geraden ? (Gib den spitzen und den
stumpfen Winkel an.) ﬁy \<
75. Drei Geraden schneiden sich unter den

Winkeln &, 8 und y, wobei die Winkel Fig. 67

gemeint sind, die die Fig. 67 angibt.

a) Welcher Satz gilt iiber die drei Winkel? b) Was wird aus dem
Satz, wenn die drei Geraden durch einen Punkt gehen?

Geometrie. 8.—5. 4



46 Das Dreieck [16—84

76. Vier Geraden schneiden sich (Fig. 68) in den sechs Punkten 4, B, C, D, E
und F. Die spitzen Winkel bei 4, B und C seiena, 8 und 3. Berechne die
Winkel bei D, E und F. Beispiel:
o= 37°%, f="T0° y= 520

Uberlegungen

77. Leite den Satz, daB jede Dreiecks-
seite groBer ist als die Differenz der
beiden anderen, unmittelbar rech-
nerisch aus dem Satz ab, daB jede
Dreiecksseite kleiner als die Summe
der beiden andern ist.

78. Wie kann man den Satz, daBl eine 8 91
Seite kleiner als die Summe der bei- Fig. 68
den andern ist, von Dreiecken auf
Vierecke verallgemeinern ?
79. Auf welche geometrische Tatsache gehen alle Beweise fiir den Satz von
der Winkelsumme im Dreieck, wenn man sie genau zergliedert, zuriick ?
80.") Auf folgende Weise will jemand nachweisen, dal die Winkelsumme im
Dreieck 2 R ist: Die Winkelsumme sei z. Verbindet man einen Punkt im
Innern des Dreiecks mit den Ecken, so ist die Winkelsumme aller drei
dann vorhandenen Dreiecke 3z; die Summe der Winkel um den Punkt
herum ist 4 R, mithin ist
3z—4R=2x.
Daraus folgt z= 2 R. Hier ist die Parallelenlehre nicht benutzt worden.
Der Beweis ist also falsch. Wo steckt der Fehler?

81.') Mache das Thibautsche Verfahren, die Summe
der AuBenwinkel zu vier Rechten zu bestimmen
(Aufg. 36), zu einem strengen, indem du Par-

allelen benutzt. Was ist dann zu dem Beweis zu / \
sagen?
82. Nimm mit einem Lineal die in Fig. 69 ange-
deunteten Verschiebungen und Drehungen vor
und leite damit die Winkelsumme des Drei- Fig. 69

ecks ab.

83. Untersuche, wieviel von den sechs AuBenwinkeln eines Dreiecks min-
destens, wieviel hochstens stumpf sind.

84. Zwei Winkel liegen so, daB die Schenkel paarweise aufeinander senkrecht
stehen. Was 1484 sich fiber die GroBe der Winkel sagen ? Beachte alle mog-
lichen Félle. (Wiederholung der Aufg. 34 in § 6; jetzt darf aber bei der
Untersuchung aach der Satz von der Winkelsumme im Dreieck benutzt
werden.)

1) Schwierigere Aufgabe.
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85. Wenn man auf dem Umfang eines Kreises den Radius sechsmal mit dem
Zirkel abtrigt, so kommt man auf den Ausgangspunkt zuriick. Man erhilt
ein gleichseitiges Sechseck. Begriinde das.

86. Untersuche, unter welchem Winkel sich die Winkelhalbierenden a) der
beiden spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks, b) zweier Winkel
eines beliebigen Dreiecks schneiden.

87.1) Uber den Katheten und der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks
werden rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke errichtet, iiber den Kathe-
ten nach auBen, iber der Hypotenuse nach innen. Welche Aussagen
lassen sich iiber die gegenseitige Lage der drei Spitzen dieser Dreiecke
machen ?

Praktische Anwendungen
88. Von den Punkten 4 und B einer angenihert geradlinigen LandstraBe wird
ein Kirchturm K anvisiert (Fig. 70). Die Visier-
richtungen schlieBen mit der Richtung der

LandstraBe a) die Winkel 5330 und 4739, b) die 4
Winkel« und f ein. Unter welchem Sehwinkel =
erscheint die Strecke A B von K aus (d. h. wie
groB ist der Winkel 4 K B)?

89. Von der Spitze A eines Turmes erscheint die V4
Breite eines Flusses BC unter dem Winkel g
o = 131°%. Das eine Ufer des Flusses (Punkt B) .
ist unzuginglich. Der Erhebungswinkel y, d. h. Fig. 70
die Steigung der Richtung C A gegen die Hori-
zontale, ist 329 Wie grol} ist der Er-
hebungswinkel §= 4 BC? ’

90. Um Erhebungswinkel zu messen,
fertige dir folgendenWinkelmeBapparat
an (Fig. 71): Auf einem halbkreisfor-

Z)
migen Winkelmesser wird im Mittel- ‘f%
punkt mit Wachs ein Lot befestigt. =§
Nun visiert man lings der Kante des =§§
Winkelmessers. Durch welchen Winkel, e..g
den das Lot anzeigt, wird der Er- ‘ ’

hebungswinkel o gemessen? MiBl mit
dem Apparat einige Erhebungswinkel!

91. Wie kann man den in Aufg. 90 be-
schriebenen Apparat zum Messen von
Tiefenwinkeln benutzen? Stelle sol- ®
che Messungen an! Fig. 71

92, Fig. 72 zeigt einen zum Messen von
Hohenwinkeln benutzbaren Quadranten. Untersuche an der Figur, durch
welchen Winkel der Hohenwinkel gemessen wird.

1) Schwierigere Aufgabe.
4*
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93. Gib an, wie man mit dem in Fig. 72 dargestellten oder einem nach ihm
gearbeiteten Quadranten Tiefenwinkel messen kann, und begriinde die
Richtigkeit des Verfahrens.

94.Um die Steigung einer
Fliche (den Winkel & in
deruntenstehenden Fig.73)
zu messen, kann man etwa
mit dem in Fig. 71 dar-
gestellten Apparat, den
man noch in geeigneter
Weise fiir den besonderen
Zweck zurichtet, den Win-
kel § messen. Untersuche,
wie f und & zusammen-
héngen.

95. Mit einem genauen Winkel-
meBapparat sind die drei
Winkel eines Dreiecks auf
dem Felde in folgender
Weise bestimmt worden:

o= 92019" 37"

B— 68027 17" _
y= 19013 30".

Fig. 72

Stelle fest, wie grof3 der
Fehler ist, verteile den Feh-
ler gleichmiBig auf alle Ablesungen. Wie heillen dann die korrigierten
Winkelwerte ?

96. Man hat auf einem Grundstiick (Fig. 74) gemessen <{ &;= 43° und
<X By=52°0. ManweiBl,dafl X BAD=1R, {CBA=1Rist. a)Berechne

L6, Ly,- b)Ist <0, bestimmt?
A

Fig. 73

97. Man will einen Winkel messen, dessen Scheitelpunkt nicht zugiinglich ist.
Man kann nur den Scheitelpunkt lings der Schenkel anvisieren. Wie kann
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man trotzdem die GroéBe des Winkels bestimmen ¢ Beispiele: die Winkel
und # in der Fig. 75.

Fig. 75 Fig. 76

98. P, und P, sind Punkte an zwei Mauern. Um die Strecke P, und P, ab-
zustecken, sollen Zwischenpunkte eingeschaltet werden. Ein unmittelbares
Visieren ist aber nicht méglich, da man nicht A
hinter die Mauern treten kann. Man wihlt zu-
nichst einen Punkt 4 in der Néhe der ver-
muteten Geraden (Fig. 76), steckt B auf der Ge-
raden 4 P,, C auf der Geraden B P,, D auf der
Geraden C P, usf. Beweise (AuSenwinkelsatz),
-daB die Winkel bei A4, B, C, ... sich immer

mehr 2 R nihern. 8 r
Fig. 77

3

Aus der Geschichte der G trie

99. Aus Euklids Elementen (wahrscheinlich um 300 v. Chr.) 1. Buch, 21:
,,Wenn man einen Punkt im Innern eines Dreiecks mit den Endpunkten
einer Seite verbindet, so ist die Summe der beiden Verbindungsstrecken
kleiner als die Summe der beiden anderen Seiten, sie schlieBen aber einen
groBeren Winkel ein.”* a) Fiihre selbst den Beweis (vgl. Fig. 77Y). b) Gilt
nun auch der Satz, dall ein gebrochener, von einem zum anderen End-
punkt einer Dreiecksseite gehender Streckenzug im Innern des Dreiecks
kleiner ist als die Summe der beiden anderen Seiten?

100. GauB (1777—1855, Gottingen) fand (Brief an Olbers vom 29. 1. 1822)
als Fehler der Winkelsumme im gréfiten von ihm gemessenen Dreieck,
das vom Hohehagen bei Géttingen, Brocken und Inselsberg gebildet wird,
— 9,56 (das Minuszeichen besagt, dall dieser Wert von 1800 abzuziehen ist).
Wieviel Prozent betriigt also der Unterschied zwischen beobachtetem und
wirklichem Wert ?

1) Die Figuren zu Aufgaben von Euklid und anderen griechischen Autoren sind den
Originalausgaben entnommen. In ihnen sind die Punkte mit grofen griechischen Buch-
staben bezeichnet worden.
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§ 8. Symmetrische und unsymmetrische Dreiecke.

Die Grundkonstruktionen
Axiale Symmetrie?)

1. Untersuche, welche der grofien lateinischen Buchstaben (in steiler Druck-
schrift) axialsymmetrisch sind. Welche Buchstaben haben keine, welche
eine, welche zwei Symmetrieachsen?

2. Nenne Worte, die, in lateinischer Druckschrift geschrieben, axialsymme-
trisch sind (beriicksichtige auch waagerechte Symmetrieachsen!).

3. Welche der Ziffern 0,1, . . . bis 9 haben Symmetrieachsen und welches ist
deren Lage?

4. Bestimme die Symmetrieachse a) von zwei Punkten, b) von einem Punkt
und einer Geraden, ¢) von zwei Geraden (welche moglichen Fille ?).

5. Bestimme die Lage der Symmetrieachse eines Kreises und einer Geraden,
die a) den Kreis schneidet, b) den Kreis nicht schneidet.

6. Bestimme die Symmetrieachse von zwei sich schneidenden Kreisen a) mit
gleichen, b) mit ungleichen Radien. Bestimme die Symmetrieachse von
zwei sich nicht schneidenden Kreisen, ¢) von denen
der eine ganz innerhalb des anderen liegt, d) von
denen der eine auflerhalb des anderen liegt. A

7. Gegeben ist ein Punkt P, und eine Symmetrieachse a.
Bestimme den zu P; in bezug auf @ symmetrischen
Punkt P,. Welche Punkte fallen mit den ihnen sym-
metrischen zusammen ?

8. Gegeben ist eine Gerade g; und eine Symmetrie-
achse @, die a) g, parallel ist, b) g, schneidet. Be- A 8 4
stimme die zu g, in bezug auf @ symmetrische Ge-
rade g,.

9. Gegeben sind eine Achse a und zwei zueinander sym-
metrische Punkte P, und P, (Fig.78). Verbinde einen
Punkt A der Achse mit P, und P, und zeige durch
Umklappen, dal a) P,4A = P,4 ist, b) ‘daB die
Winkel, die P;4 und P2A mit der Symmemeachse bxlden gleich sind.

10. Zeige, a) daB die Verbindungsstrecke zweier symmetrischer Punkte durch
die Symmetrieachse halbiert wird, b) dal sie senkrecht zur Symmetrie-
achse steht.

11. Verbinde zwei symmetrische Punkte P, und P, mit den Punkten 4 und B
der Symmetrieachse. Zeige, dal <t AP, B= < AP,B ist.

12. Auf einer Seite einer Geraden a liegen die Punkte P, und P,. Suche auf a
einen 'Punkt A so,daBl Py 4 und P, 4 mit a gleiche Winkel bilden.

13. Spiegele ein beliebiges Dreieck an einer Geraden, a) die das Dreieck nicht
durchsetzt, b) die das Dreieck schneidet.

Fig. 78

1) Zum Teil Wiederholungen von § 2, Aufg. 126{f.
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14. a) Spiegele ein spitzwinkliges Dreieck A BC' an den Seiten a, b und ¢ und
nenne die neu entstehenden Punkte 4’, B’ und C’. Was ist iiber die Lage
von A4’ zu a, BB zu b, CC’ zu ¢ zu sagen?

b) Welche Gestalt nimmt die Figur an, wenn das

Ausgangsdreieck stumpfwinklig ist ?
15. Fig. 79 zeigt drei Dreiecke, und zwar ein gleich-
seitiges, ein rechtwinklig-gleichschenkliges und

ein halbes gleichseitiges. a) Zeige, wie man durch

fortgesetzte Spiegelung an den Seiten des Drel-

ecks und der entstehenden neuen zu einer voll- - Fig. 79
stiindigen Uberdeckung der Ebene kommt.

b) Zeichne in das Ausgangsdreieck irgendeinen

beliebigen dicken Strich ein und siehe zu, auf was fiir Figuren man bei der
fortgesetzten Spiegelung kommt (Kaleidoskop).

Symmetrische Dreiecke

16. In einem gleichschenkligen Dreieck ist die Basis ebenso lang wie ein
Schenkel. Der Umfang ist 60 cm. Wie groB sind die Seiten?

17. In einem gleichschenkligen Dreieck sind die Schenkel a) doppelt, b) drei-
mal so grofl wie die Basis. Der Umfang ist 70 ecm. Wie grof sind die Seiten ?

18. Halbiere den Winkel an der Spitze A eines gleichschenkligen Dreiecks 4 BC.
a) Zeige, daB die Eckpunkte B und C in bezug auf die Halbierungslinie
symmetrisch liegen. b) Zeige, daB die Basis von der Winkelhalbierenden
halbiert wird. ¢) Zeige, daf} die Winkelhalbierende senkrecht auf der Basis
steht. d) Warum geht die Winkelhalbierende durch die Mitte der Basis?

19. Beweise durch Symmetriebetrachtung, dal im glelchschenkllaen Dreieck
die Basiswinkel gleich sind, m. a. W. daB Dreiecke mit zwei gleichen Seiten
auch Dreiecke mlt zwei gleichen Winkeln sind.

20. Wie groB sind die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks, wenn der
Winkel an der Spitze a) 349, b) 759, ¢) 900, d) 309, e) x betrigt?

21. Wie groB ist der Winkel an der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks,
wenn einer der Basiswinkel a) 359, b) 769, ¢) 45°, d) x betrigt?

22. Ziehe die Mittelsenkrechte zur Basis eines Dreiecks, das zwei gleiche
Winkel hat. Zeige durch Symmetriebetrachtung, dafl sich die beiden an-
deren Dreiecksseiten auf der Achse schneiden. Beweise damit, daB ein
Dreieck mit zwei gleichen Winkeln auch gleichschenklig ist.

23. Zeige, dal a) ein gleichseitiges Dreieck gleichwinklig, b) ein gleichwinkliges
Dreieck gleichseitig ist.

24. Konstruiere und bestimme die Winkel a) eines gleichseitigen, b) eines gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreiecks.

25. Konstruiere auf Grund der Tatsache, dafl die Winkel im gleichseitigen Drei-
eck 60° betragen, mit Zirkel und Lineal einen Winkel von 60°.
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26. Driicke den AuBenwinkel des Winkels an der Spitze eines gleichschenkligen
Dreiecks durch einen Basiswinkel aus.

27. Wie andert sich die Gestalt eines gleichschenkligen Dreiecks, wenn die Basis
GroBe und Lage beibehilt (welche Bahn beschreibt die Spitze ?), wihrend
a) der Basiswinkel zunimmt, b) die Schenkellinge abnimmt (bis zu welchem
Wert 7).

28. Wie dndert sich die Gestalt eines gleichschenkligen Dreiecks, wenn der
Winkel an der Spitze Grofie und Lage beibehilt, wihrend a) die Schenkel
wachsen, b) die Basis abnimmt? (Lage der verschiedenen Basen zu-
einander!)

29. Wie indert sich die Gestalt eines gleichschenkligen Dreiecks, wenn der eine
Basiswinkel unverindert seine Lage und Grofle beibehilt? (Lage der an-
deren Schenkel zueinander!)

Der Rhombus

30. Spiegle ein gleichschenkliges Dreieck an seiner Basis. Zeige, daB die ent-
stehende Figur ein Rhombus ist.

31. Gegeben ist ein Rhombus. Gib an, auf wieviel verschiedene Weisen der
Rhombus durch Spiegelung gleichschenkliger Dreiecke an der Basis ent-
standen sein kann.

32. Welches gleichschenklige Dreieck fiihrt durch Spiegelung an der Basis auf
das Quadrat? (Figur!)

33. Welche Winkel hat ein Rhombus, der durch Spiegelung eines gleichseitigen
Dreiecks an einer Seite entstanden ist?

34. Ziehe im Rhombus die Diagonalen. Wie dndert sich die Gestalt (verfolge
es an einigen Beispielen), wenn die eine Diagonale bei gleichbleibender
anderen a) an Liinge zunimmt, b) an Linge abnimmt?

Beweise a) durch Symmetriebetrachtungen, b) dadurch, dal du auf die
Entstehung aus dem gleichschenkligen Dreieck zuriickgehst, die folgenden
Sitze:

35. Im Rhombus halbieren die Diagonalen einander.

36. Im Rhombus stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander.

37. Im Rhombus halbieren die Diagonalen die Winkel.

Streckenhalbierung und Mittelsenkrechte

38. Konstruiere iiber einer Strecke als einer Diagonale einen beliebigen Rhom-
bus (d. h. nach beiden Seiten mit gleichen Schenkeln gleichschenklige
Dreiecke) und ziche die andere Diagonale. a) Welche Sitze gelten dann? —
Benutze die Konstruktion, um b) eine gegebene Strecke mit Zirkel und
Lineal zu halbieren, ¢) um zu einer gegebenen Strecke mit Zirkel und Lineal
die Mittelsenkrechte zu ziehen.



39—51] §8. Symmetrische und unsymmetrische Dreiecke. Die Grundkonstruktionen 53

39. Halbiere eine Strecke a) nach Augenmaf, b) mit dem MaBstab, ¢) mit dem
Stechzirkel, d) mit Zirkel und Lineal (Aufg. 38) und beurteile die vier Ver-
fahren hinsichtlich der Genauigkeit, der Schnelligkeit der Ausfithrung und
der bei der Durchfiihrung benutzten Hilfsmittel.

40. Halbiere die drei Seiten eines Dreiecks und verbinde die Seitenmitten.
Welche Tatsache lif3t sich aus der Anschauung vermuten ?

41. Halbiere die Seiten a) eines Quadrates, 'b) eines Rechtecks und verbinde
die Seitenmitten der Reihe nach. Welche Tatsache 148t sich aus der An-
schauung vermuten ?

42. Errichte auf einer Rechtecksseite die Mittelsenkrechte. Warum steht sie
auch auf der Gegenseite senkrecht ?

43. Die Verbindungsstrecke eines Eckpunlktes eines Dreiecks mit der Mitte der
Gegenseite heifit Seitenhalbierende (Mittellinie). Konstruiere die
drei Seitenhalbierenden s,, s, und s, a) eines spitzwinkligen, b) eines
stumpfwinkligen Dreiecks. Welche Beobachtung machst du?

44, Konstruiere die drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks. Welche Beobachtung
machst du?

45. Untersuche, ob sich die Mittelsenkrechten eines Rhombus in einem Punkte
schneiden.

46. Eine Strecke, die mit Zirkel und Lineal halbiert werden soll, liegt nahe dem
unteren Rande des Zeichenblattes und ihm ungeféhr parallel. a) Wie kann
man sich da helfen 2 b) Durch welche Figur wird der Hilfsrhombus in diesem
Falle ersetzt ?

Fillen der Senkrechten

47. Gegeben ist eine Gerade und ein Punkt auBerhalb der Geraden. a) Kon-
struiere einen beliebigen Rhombus so, dafl der gegebene Punkt eine Ecke,
die gegebene Gerade eine Diagonale wird. Ziehe dann die andere Diagonale.
Was gilt iiber die Lage der beiden Diagonalen ¢ b) Benutze die Konstruktion,
um von einem Punkte auf eine Gerade mit Zirkel und Lineal die Senkrechte
zu fillen.

48. Gegeben ist eine Gerade und ein Punkt aullerhalb der Geraden. Fille von
dem Punkt auf die Gerade die Senkrechte a) nach Augenmal (mit dem
Lineal), b) mit dem Zeichendreieck, ¢) mit Zirkel und Lineal. Beurteile die
drei Losungen der Aufgabe hinsichtlich der Genauigkeit und der Schnellig-
keit der Ausfiihrung.

49. Warum kann man von einem Punkte auf eine Gerade nur eine Senkrechte
fillen? (Nimm an, es giibe zwei, und erértere die Winkel in dem von den
zwei Senkrechten und der Geraden gebildeten Dreieck.)

50. Fille von einer Ecke eines spitzwinkligen Dreiecks die Senkrechte auf die
Gegenseite (die Hohe).

51. Konstruiere mit Zirkel und Lineal ein rechtwinkliges Dreieck mit den
Katheten 3 em und 4 em.
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52. Fille von der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks auf die Basis die Hohe
(moglichst einfach!).

53. Fille vom Scheitel eines spitzen Winkels in einem stumpfwinkligen Dreieck
die Hohe auf die Gegenseite. i

54. Konstruiere a) in einem spitzwinkligen, b) in einem stumpiwinkligen, ¢) in
einem rechtwinkligen Dreieck die drei Hohen &, &, und &,. Welche Beob-
achtung machst du?

55. Errichte iiber einer Strecke nach beiden Seiten gleichschenklige Dreiecke
von verschiedener Hohe. Was ist iiber die Lage der Verbindungsgeraden der
Spitzen zur Basis zu sagen?

56. Eine Gerade, auf die mit Zirkel und Lineal von einem gegebenen Punkt eine
Senkrechte gefillt werden soll, liegt am Rande des Zeichenblattes, so dal
auf der anderen Seite wenig Platz ist. Wie kann man sich da helfen? (Vgl.
Aufg. 55.) '

57. Errichte iiber einer Strecke nach der gleichen Seite gleichschenklige Drei-
ecke von verschiedener Hohe. a) Was ist iiber die durch die beiden Spitzen
gelegte Gerade zu sagen? b) Benutze die Figur zur Losung der Aufg. 56.
¢) Benutze sie zur Losung der Aufg. 46.

-58. Konstruiere mit Zirkel und Lineal einen Winkel von a) 90°, b) 270°.

59. Konstruiere mit Hilfe eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks einen
Winkel a) von 45°, b) von 135°.

Errichten einer Senkrechten

60. Gegeben ist eine Gerade und ein Punkt auf ihr. a) Zeichne einen Rhombus
so, daB3 die Gerade Diagonale, der gegebene Punkt Diagonalenschnittpunkt
wird. Ziehe dann die andere Diagonale. Was gilt iiber die Lage der beiden
Diagonalen? b) Benutze die Konstruktion, um in einem Punkte einer Ge-
raden auf ihr mit Zirkel und Lineal die Senkrechte zu errichten.

61. Errichte auf einer Geraden in einem ihrer Punkte die Senkrechte a) nach
AugenmaB, b) mit dem Zeichendreieck, ¢) mit Zirkel und Lineal: Beurteile
die drei Losungen der Aufgabe hinsichtlich der Genauigkeit und der Schnel-
ligkeit der Ausfithrung.

62. Wieviel Senkrechten kann man in einem Punkte einet Geraden auf der Ge-
raden errichten ?

63. Konstruiere mit Zirkel und Lineal a) ein Quadrat, dessen Seite die Liinge
@ = 4 cm hat, b) ein Rechteck mit den Seiten 3 cm und 4 e¢m, ¢) ein recht-
winklig-gleichschenkliges Dreieck mit der Kathete 4,5 cm, d) ein recht-
winkliges Dreieck mit den Katheten 3 em und 5 ¢m

Halbieren eines Winkels

64. Gegeben ist ein spitzer Winkel. a) Zeichne einen Rhombus, in dessen einer
Ecke dieser Winkel liegt, und ziehe die durch die Ecke gehende Diagonale.
Welche Lage hat diese zu dem Winkel? b) Benutze die Konstruktion, um
einen spitzen Winkel zu halbieren.
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65. Halbiere einen beliebigen stumpfen Winkel.

66. Gilt die Konstruktion der Winkelhalbierenden auch fiir iiberstumpfe
Winkel ?

67. Halbiere einen Winkel von a) 90°, b) 60°, ¢) 120°, d) 180°, e) 2709, f) 2409,
g) 300°.

68. Konstruiere mit Zirkel und Lineal folgende Winkel:

a) 459 b) 30° ) 15 d) 22,50
e) 1350 f) 1200 g) 105 b) 165°
i) 750 k) 112,5° 1) 1500 m) 127,59

69. a) Konstruiere mit moglichster Beschrinkung der Hilfslinien einen rechten
Winkel in der Weise, daf3 du an einen Winkel von 600 einen Winkel von 30¢
antrégst. (Nur Zirkel und Lineal benutzen!) b) Wann empfiehlt sich diese
Konstruktion ? )

70. Stelle Reihen von Winkeln zusammen, die mit Zirkel und Lineal konstruier-
bar sind, indem du a) von 60°, b) von 45° ausgehst.

71. a) Konstruiere einen rechten Winkel, indem du einen gestreckten halbierst.
b) Mit welcher anderen Grundkonstruktion féllt diese Konstruktion zu-
sammen ?

72. Konstruiere eine Windrose.

73. Gegeben ist ein beliebiger Winkel«. Konstruiere a) %, b) 3, ¢) 3.

74. a) Konstruiere in einem Dreieck die Winkelhalbierende eines Winkels.
b) Untersuche an verschiedenen Beispielen, ob die Winkelhalbierende die
Gegenseite halbiert.

75. Konstruiere die drei Winkelhalbierenden a) eines gleichseitigen, b) eines
gleichschenkligen, ¢) eines spitzwinkligen, d) eines stumpfwinkligen Drei-
ecks. Welche Beobachtung machst du?

8
Zusammenfassung der Grundkonstruktionen /l\
76. Die in Aufg. 38, 47, 60 und 64 angegebenen 4 \|M ¢

vier Grundkonstruktionen konnen aufgefalit
‘werden als Konstruktionen eines Rhombus, bei
denen in den einzelnen Fillen an verschiedenen
Stellen begonnen wird, und bei denen nachher
nur einzelne Stiicke benutzt werden. Wieder-
hole alle Konstruktionen noch einmal, indem du in einer Tabelle mit folgen-
dem Kopf fiir jede Konstruktion den Gang der Handlung durch Angabe der
Stiicke in nebenstehender Fig. 80 andeutest (ein Beispiel ist ausgefiihrt):

b
Fig. 30

_ Gegebene Punkte, Nﬁcheinander gefundene
Art der Aufgabe Strecken und Winkel Punkte, Strecken, Winkel

Strecke halbieren A,C B,D,M
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Unsymmetrische Dreiecke

77. Zeichne ein Dreieck A BC, in dem AC > A B ist, und schneide es aus
(Fig.81). Konstruiere die Winkelhalbierende des Winkels «, 4 D, und klappe
A ADBum AD um. Beweise, a)da <t ABD=AB'D
ist, b) da B’ auf AC liegt, ¢) daBl <¢ 4 B’ D und damit A
auch f > y ist.

78. Untersuche den Satz (Aufg. 77): Der grofleren Seite eines

Dreiecks liegt der gréflere Winkel gegeniiber, am recht-
winkligen Dreieck.

8
79. Zeige, daB man auch sagen kann: Der groBten Seite 8 0

eines Dreiecks liegt der groBte Winkel gegeniiber.
80. Kann man auch den Satz so aussprechen: Der kleineren Fig. 81 ¢

Seite eines Dreiecks liegt der kleinere Winkel gegeniiber ?

81. Zeige, daB die Seite, die in einem stumpfwinkligen Dreieck dem stumpfen
Winkel gegeniiberliegt, die groBte ist.

82. (Begriff der Umkehrungeines Satzes): Esliege der Satz vor: Ein Mann,
der in Berlin wohnt, ist ein Mann, der in Deutschland wohnt. a) Was ist
die Voraussetzung? Was ist die Behauptung?b) Bilde die Umkehrung
des Satzes. Ist sie richtig? Was ist jetzt Voraussetzung? Was Behauptung ¢
¢) Bilde Sitze aus dem téiglichen Leben, die umkehrbar sind, d) bilde solche,
die man nicht umkehren darf.

83. a) Wie lautet die Umkehrung des Satzes: Ein gleichschenkliges Dreieck hat
gleiche Basiswinkel? Ist sie richtig? b) Untersuche genau das Verhiiltnis
von’ Voraussetzung und Behauptung bei Satz und Umkehrung.

84. Stelle die gleiche Untersuchung wie in Aufg. 83 an fiir den Satz: Die Seite,
die dem stumpfen Winkel eines Dreiecks gegeniiberliegt, ist die grofte.

85. Wie lautet die Umkehrung des Satzes: Der grofleren Seite eines Dreiecks
liegt der groBere Winkel gegeniiber ? Beweise ihn.

86. Beweise, dall die kiirzeste Verbindung eines Punktes mit einer Geraden
durch die Senkrechte von dem Punkt auf die Gerade gegeben ist (Abstand
des Punktes von der Geraden).

Der Satz von Thales

87. In einem Kreis mit dem Mittelpunkt M sei ein Durchmesser 4 B gezogen.
Ein beliebiger Punkt P des Umfanges sei mit 4, B und M verbunden.
a) Wags ist iiber die Dreiecke M 4 P und M B P zusagen?b) Essei <t 4 M P
= 30°. Berechne dann nacheinander <t APM, < PMB, X MPB,
schliefllich <t 4 P B. ¢) Fiihre dieselbe Rechnung durch, wenn < 4 M P
den beliebigen Wert o hat. d) Fasse das Ergebnis in einem Satz (Satz von
Thales). .

88. Beweise, daB im rechtwinkligen Dreieck die vom rechten Winkel ausgehende
Seitenhalbierende (Mittellinie) gleich der Hélfte der Hypotenuse ist.
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89. a) Im Endpunkt einer Strecke ist unter Benutzung des Satzes von Thales
die Senkrechite zu errichten. b) Von einem Punkt ist auf eine Gerade unter
Benutzung des Satzes von Thales die Senkrechte zu fillen.

90. Wie kannst du auf den Satz von Thales ein ,,Examen normae“ (wie z. B.
Jungius [1688] sagt), d. h. eine Probe auf die Richtigkeit eines rechten
Winkelhakens oder -dreiecks, griinden ?

Vermischte Konstruktionen

91. Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite ¢ = 3 c¢m.

92, Konstruiere ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck a) aus der Kathete
a= b= 3 cm, b) aus der Hypotenuse ¢= 5 cm.

93. Von einem Quadrat ist die Diagonale e= 7 cm gegeben. Konstruiere es.

94.1) In einem Dreieck ist zu der Seite a eine Parallele so zu ziehen, daB sie
ebenso lang ist wie die zwischen den Parallelen liegenden Stiicke der Seiten
b und ¢ zusammen.

95, Teile mit Zirkel und Lineal a) einen Winkel von 180°, b) einen solchen
von 909, ¢) einen Winkel von 45° in drei gleiche Teile. d) Mache den
Versuch auch bei einem Winkel von 60°. (Genaue Probe mit dem Winkel-
messer!)

96. Gegeben ist eine Gerade und ein Punkt. Von dem Punkt soll nach der Ge-
raden eine Strecke gezogen werden, die mit der Geraden einen Winkel von
a) 60°, b) « einschlieBt. (Konstruktion mit und ohne Verwendung einer
Parallelen.)

97. Stelle a) von einem Winkel von 1359 b) von einem beliebig gegebenen
Winkel o« den vierten Teil dar. Vermeide alle unnétigen Hilfslinien!

Projektion

98. Man projiziert einen Punkt P auf eine Gerade a, indem man von P auf ¢
die Senkrechte PQ fillt. PQ heifit die Projizierende, @ die Projektion
von P auf a. a) Projiziere die Ecken eines spitzwinkligen Dreiecks auf die
Gegenseiten (definiere die Begriffe Hohe und Hohenfupunkt im Dreieck
unter Verwendung der Begriffe Projektion und Projizierende). b) Ent-
spricht jedem gegebenen Punkte eine und nur eine Projektion auf eine ge-
gebene Gerade? ¢) Entspricht jeder Projektion @ nur ein Punkt P, der
auf die gegebene Gerade projiziert wird ¢

99. Projiziere eine Strecke P, P, auf eine Gerade a. Beachte insbesondere den
Fall, daB P; oder P, ein Punkt auf a selbst ist. Wann ist die Projektion
einer Strecke auf eine Gerade nicht eine Strecke, sondern ein Punkt?

1) Etwas schwierigere Aufgabe.
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100. a) Projiziere die Seiten @ und b eines Dreiecks 4 BC auf die Seite c.
b) Welcher Satz 148¢ sich iiber die Projektionen zweier Dreiecksseiten auf
die dritte aussprechen?

101. a) Von welcher GréBe ist die Linge der Projektion einer Strecke auf eine
Gerade abhiingig, wenn die Linge der Strecke selbst ungedndert bleibt ?
b) Bei welcher Lage erreicht die Projektion einer gegebenen Strecke ihren
grofiten, bei welcher ihren kleinsten Wert

Geometrische Uberlegungen

102. Wir haben bisher immer gefunden (vgl. z. B. Fig. 27), daB in einer Figur,
die mehr als zwei Symmetrieachsen hat, siimtliche Achsen durch einen
Punkt gehen. Untersuche das genauer.

103. Zwei Geraden sind gegeben. Zeichne die Winkelhalbierende des einen der
von ihnen gebildeten Winkel, ohne daB der Schnittpunkt beider zuging-
lich ist (er mége z. B. nicht mehr auf dem Zeichenblatt liegen).

104. Wenn man ein Dreieck an einer Seite spiegelt und die beiden Spitzen ver-
bindet, so entstehen zwei gleichschenklige Dreiecke. Untersuche die Figur,
die man Deltoid oder auch Drachen nennt, fiir verschiedene Fille,
indem du den einen der der Symmetrieachse anliegenden Dreieckswinkel
sich dndern laf3t.

105. Was 148t sich iiber die Halbierungslinie des AuBenwinkels an der Spitze
eines gleichschenkligen Dreiecks sagen ?

106. Eine Winkelhalbierende in einem ungleichseitigen Dreieck teilt die Gegen-
seite in ungleiche Stiicke. Untersuche, ob sich eine Aussage dariiber
machen liBt, wo der grolere Abschnitt liegt.

107. Untersuche, wie groB die aus dem rechten Winkel gefiillte Hohe eines
gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks ist.

108. Welche Aussage 1Bt sich iiber die Seiten eines rechtwinkligen Dreieckes
machen, dessen einer Winkel 309 ist?

109. In einem rechtwinkligen Dreieck, dessen einer spitzer Winkela ist, ist vom
Scheitel des rechten Winkels auf die Hypotenuse die Hohe geféllt. Unter-
suche die Winkel der beiden Dreiecke, in die die Hohe das gegebene Dreieck
zerlegt.

110. Es seien zwei sich schneidende Kreise mit gleichem Radius gegeben. Die
Mittelpunkte der Kreise seien M, und M,, die Schnittpunkte 4 und B.
a) Untersuche die Symmetrieverhiltnisse der Figur. b) Suche Sitze iiber
die Figur aufzustellen.

111. Kniipfe an den in Aufg. 110 behandelten Doppelkreis die vier Grund-
konstruktionen an.

Praktische Anwendungen

112, Um die Héhe eines Gegenstandes zu messen, kann man folgendermaBen
verfahren (Fig.82). Man geht so weit von dem Gegenstand 4 B ab, dafl
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beim Visieren der Hypotenuse eines gleichschenklig-rechtwinkligen Drei-
ecks, dessen eine Kathete horizontal, dessen andere Kathete vertikal liegt,
die Spitze 4 in der Blickrichtung erscheint. Ist C der gefundene Standort,
-C" der Ort des Auges des Beobachters

und B'C'||BC, so ist BC= B'4. N
Berechne die Hohe A B, wenn sich \
ergeben hat BC'= 17,3 m und wenn N
die Hohe des Auges iiber der Ebene A
(C'C) 1,3 m ist. \

113. Erklire, wie man die in Aufg. 112 auf N
ein vertikales, gleichschenklig-recht- N\
winkliges Dreieck angewandte Me-
thode fiir die Feststellung der Linge
unmittelbar nicht meBbarer horizon- g’
taler Strecken im Felde ver- 8

wenden kann. Gib ein Beispiel. /77277

114. In der Nihe der Ortschaften 4 und 8 ¥ig. 82

geht eine — angenihert geradlinige —

Bahnstrecke voriiber. Man will eine Haltestelle anlegen, die von beiden
Ortschaften gleich weit entfernt ist. a) Wie kann man diesen Punkt auf der
Karte zeichnerisch finden ¢ b) Ist die Konstruktion auch ausfiihrbar, wenn
beide Ortschaften zu verschiedenen Seiten der Bahnstrecke liegen?
¢) Gilt die Konstruktion praktisch auch dann, wenn die Bahnstrecke an
jener Stelle nicht geradlinig verlduft? Kann es dann mehrere Losungen
und unter ihnen wieder eine giinstigste geben?

115. In einer kleinen Ortschaft liegen zwei Brunnen A und B. Gib die Grenze-
zwischen dem Gebiet an, in dem man vorziehen wird, nach 4 zu gehen.
und dem, in dem man lieber nach B geht.

Fig. 83 =

116. Fig. 83 zeigt einen ,,Dachbinder”, d.h. ein Fachwerk als Triger eines
Daches. Beachte, dal} eines der Dreieckspaare gleichseitig ist. Die beider-
seits anschlieenden Dreiecke sind gleichschenklig. Auf Grund dieser Tat-
sache sind alle an dem Dachbinder auftretenden Winkel zu berechnen.
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Aus der Geschichte der Geometrie
117. Euklids Elemente, Buch I, 7: ,,Wenn iiber einer Geraden 4 B nach der-
selben Seite die Dreiecke AI'B und AA B gezeichnet sind, so kann nicht
gleichzeitig AI'= A4 und BI'= B4 sein.“?) Fithre r
den Beweis. (Fig.84.) 4
118. Euklids Elemente, Buch I, 16 (in der Fassung einer
Euklidiibersetzung von Pirkenstein von 1694):
,sWann in einem Triangel die zwey Winckeln einander
gleich seynd | so werden auch die zwo Seiten | welche 4 8
die gleichen Winckeln unterspannen | einander gleich Fic. 84
seyn. — Bewei. Ob zwar dise Vorgab aufl der ©
Vorhergehenden fiir eine Warheit konte angenommen werden: so méchte
dannoch einer einwerffen | daB eine von denen zwo Seiten gesetzt | als wie
A B < wiire | als die Seiten CB...“ Und nun wird ein indirekter Beweis
des Satzes (vgl. Aufg. 22) gegeben. Fiihre selbst einen indirekten Beweis.
119. Euklids Elemente, Buch I, 12 (vgl. Fig. 85): ,,Auf eine gegebene Gerade
von einem nicht auf ihr liegenden Punkt eine Senkrechte zu fillen. — Es
sei A B die gegebene Gerade, der nicht auf b4
ihr liegende Punkt I". .. Dann nehme man
auf der anderen Seite der Geraden 4 Beinen
beliebigen Punkt 4 und beschreibe um I"
als Mittelpunkt mit dem Radius I'4 einen

Kreis EZH. Die Strecke EH ist dann zu A 8
halbieren durch @ und es sind die Geraden H ) 73
T'H,I'O, I'E zu ziehen. Ich behaupte, daB \/A/'

dann I'® die Senkrechte zur Geraden A B Fig. 85

durch I' ist.“ Fithre den Beweis fiir die
Richtigkeit dieser Konstruktion. Vergleiche diese Konstruktion Euklids
mit der uns bekannten.

120. Euklids Elemente, Buch IV, 10 (in der Fassung einer Euklidiibersetzung
von Pirkenstein von 1694): ,Einen zwey gleichseitigen (= gleich-
schenkligen) Triangel zu machen | dessen jeder Winckel insonderheit bey
der Basis | zweymahlen so groB seye | als der iibrige dritte Winckel bev
dem Schpitz. — Berechne die Winkel und zeichne das Dreieck mit Hilfe
des Winkelmessers; Euklid verlangt an der angegebenen Stelle eine Zeich-
nung mit Zirkel und Lineal.

121. (Ausdem Tractatus Quadrantis des Robertus Anglicus, deutsche Uber-
setzung aus dem Jahre 1477): ,,Du solt baiten (= abwarten), bis die sunn
(= Sonne) wirt jn der hochin 45 staffel (= Grad), so ist der schatt ain
yetlichen dings dem ding gleich. dan mif} den schatten, so hastu die hichin
des dings.” Erliutere das Verfahren.

122, In alten Lehrbiichern der ,geometria practica®, der praktischen Geo-
metrie, findet man folgendes Verfahren zur Hohenbestimmung: Der Beob-

1) Der Wortlaut ist bei Euklid etwas anders. Wir schlieBen uns gleich an die beigefiigte
Figur an.
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achter legt sich am Fulle eines Stabes, der Augenhéhe hat, lang auf den
Boden und wechselt so lange seine Stellung, bis Auge, Stabspitze und
Hohenpunkt in einer Geraden liegen. Erldutere das Verfahren ausfiihr-
licher durch eine Zeichnung.

Aus Daniel Schwenters Geometriae practicae novae (1618):

123. , Mit dem kurtzen Lineal a vngefehr eine lange lini ziehen so gantz recht.*
D. h. man soll eine lange Linie gerade mit einem kurzen Lineal ziehen. Be-
nutzung des Zirkels ist gestattet.

124, ,So eine Lini so lang | vnd man den Circel (weil er zu klein) iiber die
helffte der Lini nicht kénnt aufthun | alsdann die Lini in zwei theil zu
theilen. i

§ 9. Kongruenz der Dreiecke

Homologe Stiicke
1. Gegeben sind zwei Dreiecke 4 BC und A’ B’C’. Beide sind deckungsgleich
oder kongruent, d. h. man kann A’ B'C" so auf 4 BC legen, daB sie sich
decken. Es falle 4" auf 4, B’ auf B, C" auf C. a) Nenne die zu a,a’, ¢, b,
L ABC homologen Stiicke. b) Zeichne in A A BC die Stiicke A, wg,
s, und in A A’ B’C’ die ihnen homologen.')
2.Es ist A ABC=~ A DEF, und zwar so, daB beim Aufeinanderlegen D
auf A, I auf B, F auf C fillt. Nenne (erst mit, dann ohne Figur) die homo-
logen Stiicke zu a) AB, b) X BCA4,¢) < ABC, d) BC.
3. P, und P, sind symmetrisch in bezug auf die Gerade a (Fig. 78). Punkt 4
auf @ wird mit P, und P, verbunden, P, P, schneidet die Symmetrieachse
in B. Dann ist aus Symmetriegriinden A 4 P, B deckungsgleich A 4 P, B.
Nenne die homologen Stiicke zu a) <t PyA B,b) P, 4,¢) P, B,d) <L A BP,,
e) L AP,B. :
" 4. Ein Dreieck 4 BC wird an der Seite BC gespiegelt; der Gegenpunkt von
A ist A'.'Wie heiBlen a) die Paare homologer Seiten, b) die Paare homologer
Winkel ?

Der erste Kongruenzfall

5. Konstruiere ein Dreieck aus b= 3,5 cm, ¢= 4,5 cm, « = 60°. Beginne die
Konstruktion a) mit b, b) mit ¢, €¢) mit o. Beurteile die drei Moglich-
keiten.

6. b und ¢ seien beliebig vorgegebene Strecken, n sei ein beliebig gegebener
(spitzer, rechter oder stumpfer) Winkel. Zeichne das Dreieck und unter-
suche, a) ob immer ein Dreieck konstruierbar ist, b) wieviel gestaltlich ver-
schiedene Dreiecke moglich sind.

7. Konstruiere eine Anzahl Dreiecke a) mit den Seiten b= 3 em, ¢= 5 cm,
b) mit der ‘Seite ¢= 5 cm und dem Winkel ~ = 43°. Untersuche in beiden
Fillen, wieviel gestaltlich verschiedene Dreiecke méglich sind.

1) h,ist die Hohe auf a, w, die Winkelhalbierende des Winlels «, s, die Seitenhalbierende
der Seite a.
Geometrie. 3.—b5. 5
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8. Konstruiere eine Anzahl Dreiecke aus b= 3 cm, 6= 5 cm, &« = 45°. Zeige
durch Aufeinanderlegen, daB sie kongruent sind (Dreiecke vorher aus-
schneiden!).

9. Konstruiere ein Dreieck aus?) a) a, b, y, b) a, f, ¢.

10, Was folgt aus dem ersten Kongruenzsatz fiir die Kongruenz a) von recht-
winkligen, b) von gleichschenkligen, ¢) von rechtwinklig-gleichschenkligen
d) von gleichseitigen Dreiecken ¢

>

11. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck aus den Katheten @ und b.

12. Konstruiere ein gleichschenlkliges Dreieck aus dem Winkel an der Spitze o
und dem Schenkel b.

13. Konstruiere ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck, a) dessen Kathete b
b) dessen Hypotenuse ¢ ist.

14. Es ist A ABC~ A’ B’C’. Man zieht in beiden Dreiecken die Seiten-
halbierende 4 D bzw. A’D’. a) Beweise, dall die Seitenhalbierenden gleich
lang sind. b) Beweise, daBl die Winkel, die 4 D mit den Seiten @, b und ¢
bildet, entsprechend gleich sind den Winkeln, die 4’ D’ mit den Seiten o,
b’, ¢ bildet.

H

Der zweite Kongruenzfall

15. Konstruiere ein Dreieck aus @ = 5 cm, = 60°, v = 439, Beginne die Kon-
struktion a) mit @, b) mit §, ¢) mit y. Beurteile die drei Moglichkeiten.

16. a sei eine beliebige Strecke, f und y seien beliebige Winkel. a) Untersuche,
unter welchen Bedingungen aus den drei Stiicken ein Dreieck konstruiert
werden kann. b) Stelle fest, wieviel gestaltlich verschiedene Dreiecke mog-
lich sind (wenn iiberhaupt Dreiecke maoglich sind).

17. Konstruiere eine Anzahl Dreiecke aus a = 7,5 cm, = 459, y = 30°. Zeige
durch Aufeinanderlegen, dal} sie kongruent sind (vorher ausschneiden!).
Zeige auch durch genaue Uberlegung, dal man die Dreiecke zur Deckung
bringen kann.

18. Konstruiere ein Dreieck aus a) b,«, y; b) ¢,x, B.

19. Es ist ein Dreieck aus ¢ = 5 cm, §= 600, & —'459 zu konstruieren. a) Be-
rechne erst y und konstruiere dann das Dreieck. b) Konstruiere y und kon-
struiere danach das Dreieck. ¢) Konstruiere das Dreieck, ohne da8 du y
vorher berechnest oder konstruierst (Parallele!).

20. Konstruiere ein Dreieck aus

a)b, B,y b) b, B, c) ¢,x,y

1) Wenn fiir die gegebenen Stiicke keine Zahlenwerte angegeben sind, so ist bei der
Konstruktion von Stiicken von beliebiger Grofe auszugehen, die durch Zeichnung ge-
geben sind.
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21. a) Sprich den zweiten Fall des zweiten Kongruenzsatzes in Worten aus.
b) Fasse beide Fille des zweiten Kongruenzsatzes in einem Satz zusammen.

22, Was folgt aus dem zweiten Kongruenzsatz insbesondere fiir die Kongruenz
a) von rechtwinkligen, b) von gleichschenkligen Dreiecken ?

23 Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck aus einer Kathete und a) dem an-
liegenden, b) dem gevenuberllegenden Winkel.

24. Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck, von dem die Basis und a) ein
Basiswinkel, b) der Winkel an der Spitze gegeben ist.

25. Gegeben sind zwei kongruente Dreiecke 4 BC und 4’ B’ C". Ziehe in beiden
die Winkelhalbierende A D bzw. A'D’. Beweise, a) dal beide gleich lang
sind, b) daBl die Abschnitte, in die BC von D geteilt wird, entsprechend
gleich sind den Abschnitten, in die B’C” von D’ geteilt wird.

26. Gegeben sind zwei kongruente Dreiecke A BC und 4’ B'(". Ziehe in beiden
die Héhen A D bzw. A4’ D’. Beweise, a) daB beide gleich lang sind, b) da8
die Hohenabschnitte auf BC entsprechend gleich sind denen auf B’'C".

Der dritte Kongruenzfall

27. Konstruiere ein Dreieck aus a= 4,5 em, b= 5,5 cm, ¢= 5 cm.

28. a, b und ¢ seien beliebige Strecken. Gib an, ob immer die Konstruktion -
eines Dreiecks aus ihnen moglich ist, wenn nicht, welche Bedingungen
zwischen @, b und c¢ erfiillt sein miissen.

29, a, b und ¢ seien drei Strecken derart, daB aus ihnen ein Dreieck konstruiert
werden kann. Stelle fest, wieviel Dreiecke verschiedener Gestalt daraus
konstruiert werden kénnen. Untersuche insbesondere, ob man auf ver-
schiedene Dreiecke kommt, wenn man die Konstruktion einmal mit a, das
andere Mal mit b oder schlieilich mit ¢ beginnt.

30. Versuche dhnlich wie im Falle der beiden ersten Kongruenzsitze den Nach-
weis dafiir, dafl zwei in den drei Seiten iibereinstimmende Dreiecke kon-
gruent sind, durch einen Deckungsbeweis zu erbringen. Warum versagt
dieses Verfahren hier?

31. Lege zwei in den drei Seiten iibereinstimmende Dreiecke mit den gréBten
Seiten aneinander, und zwar so, dal die freien Spitzen auf verschiedene
Seiten der gemeinschaftlichen Dreiecksseite und daB beide Dreiecke sym-
metrisch zueinander liegen. a) Verbinde die Spitzen und zeige, da8 die Ver-
bindungsstrecke die gemeinschaftliche Seite schneidet. b) Wende auf die
gleichschenkligen Dreiecke, die entstehen, den Satz vom Basiswinkel an.
¢) Folgere daraus, dal die Winkel an den freien Spitzen gleich sind. d) Wie
148t sich jetzt daraus die Kongruenz der beiden Dreiecke beweisen ?

Welche besondere Form nimmt der dritte Kongruenzsatz

32. fiir gleichschenklige,

33. fiir gleichseitige Dreiecke an?
5
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34. Ist der Beweis in der Weise von Aufg. 31 auch zu erbringen, wenn man die
in symmetrische Lage gebrachten Dreiecke nicht mit der gréBten Seite
aneinanderlegt ? Was wird dadurch méglicherweise anders?

35. Einen gegebenen Winkel trigt man an einen Strahl an, indem man dem
gegebenen Winkel einen Kreisbogen einzeichnet und einen gleichen Kreis-
bogen an den Strahl antrigt. Nun trigt man dabei aber mit dem Zirkel
eigentlich nicht den Kreisbogen, sondern die zugehérige Sehne an. Beweise
die Richtigkeit des Verfahrens durch Kongruenzbetrachtung.

Der vierte Kongruenzfall

36. Konstruiere ein Dreieck aus @ = 7 em, b= 4 em, x = 69°. Untersuche, mit
welchen Stiicken man die Konstruktion beginnen kann und welches Ver-
fahren das praktischste ist.

37. Konstruiere ein Dreieck aus a = 4 cm, b= 7 cm,x = 60°, Was beobachtest
du?

38. Konstruiere (in einer Figur) Dreiecke, in denen b= 4 cm und « = 60° fest
bleibt, wihrend a) a von 7 auf 8, auf 9 wichst, L) von 7 auf 6, auf 5, auf 3
auf 2, auf 1 abnimmt. Was ist iiber die Anzahl der Losungen zu sagen?

39. Beweise dhnlich wie den dritten Kongruenzsatz auch den vierten durch An-
einanderlegen zweier Dreiecke in symmetrischer Weise.

40. Dreieck aus a) a,b, B, wo b > aist;
b) b, ¢, B, wo b > ¢ ist,
¢) a, ¢y, Wo ¢ > aist.

41. Gilt der vierte Kongruenzsatz auch dann, wenn von einer gréBeren Seite
nicht die Rede ist, wenn vielmehr die beiden gegebenen Seiten gleich sind ?

42, Was folgt aus dem vierten Koﬁgruenzsatz fiir das rechtwinklige Dreieck ?

43. Bei der Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Seiten und dem der kleineren
von ihnen gegeniiberliegenden Winkel mégen zwei Dreiecke entstehen.
Zeige, daBl dann die der groferen Seite gegeniiberliegenden Winkel sich zu
zwei rechten erginzen.

Zusammenfassung der vier Kongruenzsiitze

44. Stelle fest, ob mit den Kongruenzsitzen SSS, SWS, WSW und SWW,
SsW (wo 8§ eine Seite, W einen Winkel, s eine kleinere Seite bedeutet, und
durch die Nebeneinanderstellung die gegenseitige Lage der Stiicke ange-
deutet wird) alle moglichen Fille erschopft sind.

45. Stelle alle Kongruenzsitze zusammen a) fiir rechtwinklige, b) fiir gleich-
schenklige Dreiecke.

46. Sprich alle Kongruenzsiitze a) fiir gleichseitige, b) fiir rechtwinklig-gleich-
schenklige Dreiecke aus.

47. Welche Dreiecke sind a) durch drei, b) durch zwei voneinander unabhin-
gige Stiicke bestimmt? ¢) Bei welchen Dreiecken geniigt die Angabe eines
Stiickes?
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Vermischte Aufgaben

48. Gegeben sind zwei kongruente Dreiecke. Beweise die Gleichheit entspre-
chender Winkel, die a) von Seitenhalbierenden, b) von Héhen, ¢) von
Winkelhalbierenden gebildet sind.

Beweise mit Hilfe von Kongruenzsiitzen die folgenden, z. T. schon aus
§ 8 bekannten Sitze iiber das gleichschenklige Dreieck:

49. Die Hohe von der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks auf die Basts ist
auch Winkelhalbierende, Seitenhalbierende und Mittelsenkrechte.

50. Die Halbierende des Winkels an der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks
ist auch Seitenhalbierende, Hohe und Mittelsenkrechte.

51. Die zur Basis eines gleichschenkligen Dreiecks gehorige Seitenhalbierende
ist auch Winkelhalbierende, Hohe und Mittelsenkrechte.

52. Die Mittelsenkrechte der Basis eines gleichschenkligen Dreiecks geht durch
die Spitze und halbiert den Winkel an der Spitze.

53. Die Hohen auf die Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks sind gleich.
54. Ein Dreieck ist gleichschenklig, wenn zwei Héhen gleich sind.

55. Die Seitenhalbierenden nach den Schenkeln ®ines gleichschenkligen Drei-
ecks sind gleich.

56. Ein Dreieck ist gleichschenklig, wenn zwei Seitenhalbierende gleich sind.

57. Konstruiere ein Dreieck aus

"a) a, b, b) a, b,y €) b, ¢,
d) a,x, e) b,a; f f) ¢,a, B
58. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck (der rechte Winkel liegt bei C) aus
a) a, b b) b,¢ ¢)a, B
d) a,a e) b« f) ¢, B

59. Konstruiere ein gleichscheunkliges Dreieck (die Spitze liegt bei 4) aus
dab  Bep Jax  dba  ebp by

Dreieckskonstruktionen mit Teildreiecken

60. Dreieck aus a, s, und b. a) Zeichne ein beliebiges Dreieck und bezeichne
darin die drei gegebenen Stiicke. Suche ein Teildreieck, das nach einem
der Kongruenzfiille zu konstruieren ist. b) Konstruiere jetzt erst das Teil-
dreieck, dann die noch fehlenden Stiicke. ¢) Untersuche, ob die Konstruk-
tion immer ausfithrbar ist oder ob zwischen den gegebenen Stiicken be-
sondere Bedingungen erfiillt sein miissen.
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61. Konstruiere Dreiecke aus den folgenden Stiicken und gib jeweilig an, unter
welchen Umstéinden die Konstruktion ausfuhrbar ist, und ob sie ein- oder
mehrdeutig ist?):

2 4,05, b) o, % B.5, ©) @5, %7
d) b’ Sps {“ e) b; Sy {sbc t‘) b) Sny {sbb
g) 8. L S.¢ LS, a h) ¢, b, Ls, ¢ i) ¢c,a, xs,0

62. Konstruiere Dreiecke aus den folgenden Stiicken und beurteile die Aus-
fithrbarkeit und Eindeutigkeit:

a) W,,x,C b) ws, 8, ¢ e) w,y,0
d) w,, f,¢ e) wy, ¥, @ f) w,,0,b
g) W, ﬁ>'}’ ]’) w‘?a /3:7 i) w,y,o(,ﬁ

63. Konstruiere Dreiecke aus den folgenden Stiicken und beurteile die Aus-
fithrbarkeit und Eindeutigkeit:

a) ha’ ﬂrb b) ha’ 0:7 c) hbr 7: ﬂ
d) by, 0, B €) by, b, f) by, a, B
g kq» B, v h) A, «, Y i) huf",'}’

64. Die Abschnitte BD und DC, in die die Dreiecksseite a durch die Hohe
h,= AD geteilt wird, séien p und ¢ genannt (Seéitenprojektionen).
Konstruiere Dreiecke aus:

a) p, ¢, b b) p,q,¢ ¢)pq B
d) p,q.y e p,qh, f) p,
8) ¢k, B b)) p, Ry, b i) ¢, k¢

65. Warum sind die folgenden Konstruktionen von Dreiecken im allgemeinen
nicht ausfiithrbar?

a) p,q, a; b) p, by, B; ¢) hy, q, v; d) rechtwinkliges Dreieck aus ¢, s,.

66. Konstruiere die folgenden Dreiecke (um die Losung zu finden, suche erst ein
geignetes Teildreieck):

a) Sa!ha’a’ b) sa’hnib c) ‘sbahb’c

d) smhua e) w(l’ h¢3a f) w(l)h b

g) Wy, hy, b) ws, bys € D) w,h,a
67. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck aus (rechter Winkel bei C):

a) b, a b) kg, ) h,, B

L) Wys B €) w,, f) w,, &

g) w,, b h) s, a i) s, b

1) & ab, wo a und b irgendwelche Geraden, Strahlen oder Strecken sind, bedeutet:
Winkel zwischen a und b. Entstehen mechrere verschiedene Winkel, so sei der spitze
gemeint.
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68. Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck (Spitze bei 4) aus:

a) h,, a b) A, & c) h,,b
d) 2, 8 e) by, a f) b, a
g) hb!b h) ’W{g,(x i) hc,c

Dreieckskonstruktionen mit Seitensumme und Seitendifferenz

69. Zeichne ein Dreieck 4 BC, verlingere A C iiber 4 hinaus um 4 B bis D und
ziehe BD. a) Was fiir ein Dreieck ist A BD ? Berechne seine Winkel aus den
Winkeln des Dreiecks 4 BC. b) Wie kann man A 4 BC finden, wenn
A BCD bekannt ist 2 ¢) Wie groB ist C.D und ¢ €D B, ausgedriickt durch
Stiicke des Dreiecks 4 BC'?

70. Konstruiere unter Verwendung der eben (Aufg. 69) angestellten Uber-
legung ein Dreieck aus:

a) b+c,a,y b) b+c¢,a,x e) bt+c,a, B
d) at+b,x, f e) b+oc,a,y f) b+c,a,h,
g) b+, a,h, b) a+c¢, b, h, i) b+¢, by o
k) b+¢,a, B a+tb kB m) a+ ¢, b«

71. Zeichne ein Dreieck 4 BC. Es sei AC > 4 B. Trage A B auf AC von A bis
D ab und ziehe BD. a) Was fiir ein Dreieck ist 4 B.D? Berechne seine Win-
kel aus den Winkeln des Dreiecks 4 BC. b) Wie kann man A 4 BC finden,
wenn A BCD bekannt ist ? ¢) Wie groB ist CD und <x CD B, ausgedriickt
durch Stiicke des Dreiecks A BC'?

72. Konstruiere unter Verwendung der eben (Aufg.71) angestellten Uber-
legung ein Dreieck aus (die auftretenden Differenzen sollen positiv sein):

a)yb—c,a,y b) b—c,a,x ¢) b—c,u,f
d) a—b,x, p e) b—c,x,y f) b—c,a,h,
g) b—c,ah, h)a—c b, b, i) b—c b,
k) b—o¢,a,  bDa—bk,p m) a—¢, b«

73. a) bis m) Lose die Aufgaben 72 a) bis m) unter der Voraussetzung, daB
die auftretenden Differenzen negativ sind, daB also beispielsweise in den
Aufgaben a, b, ¢, e, f, g, 1, kist: b < ¢ usf.

74. Konstruiere ein Dreieck aus

a) a+b+c,x, 8 b) a+b+c h,, y e)a+b+te h,u

Geometrische Urter

75. a) Auf welchen Linien liegen die Punkte, die von einer gegebenen Geraden
gegebenen Abstand haben? b) Zeige, dal alle Punkte der eben gefundenen
Linien der vorgeschriebenen Bedingung geniigen.

76. Gegeben ist eine Gerade a. Bestimme auf einer zweiten Geraden & die
Punkte, die von der Geraden a den gegebenen Abstand ¢ haben. Erortere
die Ausfiihrbarkeit und die Zahl der Losungen.
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77. a) Gegeben sind zwei Geraden a und b. Bestimme die Punkte, die von der
Geraden a den gegebenen Abstand p, von der Geraden b den gegebenen
Abstand g haben. b) Wihle insbesondere p= ¢. ¢) Wieviel Punkte gibt es
in jedem Falle?

78. a) Auf welcher Linie liegen die Punkte, die von einem gegebenen Punkte
gegebenen Abstand haben? b) Zeige, daB alle Punkte der gefundenen Linie
der vorgeschriebenen Bedingung geniigen.

79. Gegeben ist eine Gerade a und ein Punkt P. a) Gesucht werden die Punkte,
die von & den gegebenen Abstand p, von P den gegebenen Abstand g haben.
b) Wiikle insbesondere p= q. ¢) Erértere, wann die Aufgabe ausfilhrbar
ist und wieviel Losungen sie hat.

80. Konstruiere ein Dreieck aus:
a) a, h,, by b) b, h,, by €) ¢, by, b,
d)‘x’hmhc e) ﬁ’ haahc f) Vs ha:hb

81. a) Welches ist der geometrische Ort der Punkte, die von zwei gegebenen,
nicht parallelen Geraden gleichen Abstand haben ? b) Zeige, daB3 alle Punkte
der gefundenen Linien die vorgeschriebene Bedingung erfiillen.

82. Gegeben sind drei Geraden a, b und ¢, von denen keine zwei parallel sind.
Gesucht sind die Punkte, die von @ und b gleichen Abstand, von ¢ den
gegebenen Abstand p haben. (Gilt die Konstruktion auch, wenn die Ge-
raden durch einen Punkt gehen?)

83. Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden ¢ und b und ein Punkt P.
Gesucht sind die Punkte, die von @ und b gleichen Abstand und von P den
gegebenen Abstand p haben.

84. Welches ist der geometrische Ort der Punkte, die von zwei parallelen
Geraden gleichen Abstand haben ?

85. Gegeben sind zwei parallele Geraden @ und b und eine dritte Gerade ¢, die
die ersten schneidet. a) Gesucht sind die Punkte, die von den Parallelen a
und b gleichen, von ¢ den gegebenen Abstand p haben. b) Gesucht sind die
Punkte, die von allen drei Geraden den gleichen Abstand haben.

86. Gegeben sind zwei parallele Geraden @ und b und ein Punkt P. a) Gesucht
sind die Punkte, die von den Parallelen @ und & gleichen, von P den ge-
gebenen Abstand p haben. b) Wann ist kein solcher Punkt vorhanden?
¢) Gesucht werden die Punkte, die von den Parallelen und dem Punkt
gleichen Abstand haben. d) Wann ist kein solcher Punkt vorhanden?

87. a) Welches ist der geometrische Ort der Punkte, die von zwei Punkten
gleichen Abstand haben? b) Zeige, dall alle Punkte der eben gefundenen
Linie die vorgeschriebene Bedingung erfiilvn.

88. Gegeben sind zwei Punkte P, und P, und ein dritter Punkt Q. a) Gesucht
werden die Punkte, die von beiden Punkten gleichen Abstand und von dem
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dritten Punkt den gegebenen Abstand p haben. b) Wie steht es mit der Aus-
fithrbarkeit der Konstruktion ?

89. Gegeben sind zwei Punkte P, und P, und eine Gerade a. Gesucht werden
die Punkte, die von den beiden Punkten gleiche Entfernung haben und
a) von der Geraden den gegebenen Abstand p haben, b) auf der gegebenen
Geraden liegen. Erortere jedesmal die Ausfithrbarkeit der Konstruktion.

90. Gegeben sind die Punkte P, und P,. Gesucht wird der geometrische Ort der
Scheitelpunkte rechter Winkel, deren Schenkel durch P; und P, gehen (vgl.
§ 8, Aufg. 87).

91. Gegeben sind zwei Punkte P; und P,. Gesucht werden die Punkte @, fiir
die < P,Q P, ein rechter und P,Q= P,Q ist.

92. Gegeben sind drei Punkte P;, P,, P,. Gesucht werden Punkte @ derart,
daB <X P,Q P,und <X P,Q P, beide rechte sind. Erortere die Ausfiihrbarkeit
der Konstruktion.

93. Gegeben ist die Strecke 4 B. Von welchen von dieser Strecke um die ge-
gebene Strecke p entfernten Punkten @ aus erscheint die Strecke unter
einem rechten Winkel ?

94. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck (rechter Winkel bei C) aus a) ¢, &,;
b)p,q.

Vermischte Konstruktionen, die mit Hilfe geometrischer Orter zu lisen sind

95. Welcher Punkt einer Dreiecksseite ist von den beiden andern Seiten gleich-
weit entfernt?

96. a) Welcher Punkt auf einer Dreiecksseite oder auf ihrer Verlingerung ist
von dem gegeniiberliegenden Dreieckspunkt und dem einen Endpunkt der
Seite selbst gleichweit entfernt? b) Wann ist ein solcher Punkt nicht vor-
handen?

97. Gegeben ist ein Winkel und zwischen den Schenkeln des Winkels ein Punkt P.
Lege durch P eine Gerade, die auf den,Schenkeln gleiche Stiicke ab-
schneidet. Erértere die Aufgabe, wenn der Punkt P nicht innerhalb der
Schenkel des Winkels liegt.

98. Gegeben ist ein Winkel und zwischen den Schenkeln des Winkels ein Punkt P.
a) Durch P ist eine Gerade so zu legen, dal von den beiden auf der Ge-
raden durch Punkt und Schenkel herausgeschnittenen Strecken die eine

" gleich dem anliegenden Abschnitt auf dem Schenkel ist. b) Ercrtere die
Anzahl der Losungen. ¢) Untersuche, was aus der Aufgabe wird, wenn der
Punkt P nicht zwischen den Schenkeln des Winkels liegt.

99. a) Cegeben sind zwei Punkte P; und P, und zwei Geraden @, und a,.
Gesucht werden die Punkte, die von P, und P, und ebenso von den Ge-
raden @, und a, gleichen Abstand haben. b) Wann hat die Aufgabe keine
Losung?
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Praktische Anwendungen?)

100. Um die Breite eines Flusses oder eine andere nicht unmittelbar begehbare
Strecke zu messen, wird folgende Regel angegeben: Man stellt sich an das
Ufer des Flusses; es wird von ihm vorausgesetzt, daf} es eben ist. Man hebt
den Arm so weit, daBl die Daumenspitze und der gegeniiberliegende Ufer-
rand in einer Richtung liegen. Dann wendet man sich (chne Arm und
Daumen in ihrer Lage zu verindern) nach rechts oder links, merkt sich
den Punkt, auf den jetzt die Daumenspitze scheinbar hinweist. Dis Stretke
bis hin zu diesem Punkt schreitet man ab und hat die FluBbreite. Erklire,
worauf diese Regel beruht.

101. Die Strecke 4 B ist wegen eines dazwischenliegenden Sees nicht unmittel-
bar meBbar (Fig. 86). Um ihre Linge festzustellen, kann man so verfahren:
Man wihlt einen Punkt P im Geliinde so, dafl die Strecken 4 P und B P

. mefbar sind. Man verlingert B P iiber P um sich selbst bis B’ und 4 P
iber P um sich selbst bis A4’. Dann ist A’ B’ gleich der gesuchten Linge.
a) Beweise das. b) Wie kann man verfahren, wenn man an die Stelle des
Absteckens des zur Messung geeigneten Dreiecks eine Zeichnung in ver-
kleinertem Malstabe treten lif3t ?

102. Nimm an, zwischen 4 und B befinde sich ein Berg, so dafi man nicht im-
stande ist, B von A aus anzuvisieren. Man will die Richtung von 4 nach B
— etwa, um einen Tunnel zu bauen oder um einen moglichst kurzen Ver-
bindungsweg anzulegen — abstecken. Wie kann man da in &hnlicher Weise
(a) auf dem Felde, b) auf dem Zeichenblatt) wie bei Aufg. 101 verfahren?

103. Fig. 87 zeigt in Skizze ein einfaches ,,Hangewerk*, wie es etwa bei Briicken
benutzt wird. Es ist bekannt die Linge des Grundbalkens (24 B= 10 m)
und die Balkenlinge 4 C= 3 m. Durch eine Zeichnung ist die Léinge des
Balkens BC und der Winkel A BC zu finden, unter dem der Balken C B
in den Balken B A einzusetzen ist.

1) Die Mechrzah! der hier gegebenen Aufgaben erhilt erst ihre rechte Beaeutung, wenn
durch wirkliche Messungen in der Umgegend der Schule ganz bestimmte zahlenniiBige
Beispicle durchgefithrt werden. — Nicht wenige der Aufgaben gehdren, genau genommen,
der Ahnlichkeitslehre an, wenn man niamlich beachtet, daB8 die Figur im Heft in anderen
Maflen gezeichnet wird, als sie die Figur in der Wirklichkeit besitzt. Wenn in dieser Hin-
sicht Bedenken bestehen, so verschiche man die Aufgabe bis zur Ahnlichkeitslehre. Un-
mittelbar der Kongruenzlehre gehoren an Aufg. 100, 101a, 102a, 106a.
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104. Fig. 88 gibt die Skizze eines doppelten Hingewerks, wie es bei Briicken
zwischen 12 m und 14 m Spannweite benutzt wird. Konstruiere aus den
gegebenen Groflen die fehlenden Balkenlingen.
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105. Fig. 89 gibt ein ,doppeltes Sprengewerk wieder, das gleichfalls beim
Briickenbau (Spannweite 10 m bis 14 m) Verwendung findet. Gegeben ist
die Spannweite 12 m, der Mittelbalken ist 4 der Spannweite lang, die An-
satzstelle darf wegen des Wasserspiegels nur 3 m unter der Briickenfliche
liegen. Konstruiere die Linge der Seitenstreben und die Winkel, unter
denen sie ansetzen.
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106. Rechus von einer zwischen den Punkten 4 und B angenihert geradlinigen
Landstrafe liegt ein Kirchturm K (Fig.90). Die Messung der Entfernung des
Kirchturms von der Landstrafle
ist wegen eines dazwischen her
flieBenden Flusses unmittelbar
nicht moglich. Welche Stiicke
kann man an der Landstrale ,
messen, um die Lage von K
a) durch geeignete Stiicke, die
man auf der linken, der Feld-
messung zuginglichen Seite der
LandstraBe absteckt, b) durch
Zeichnung in verkleinertem
MalBstabe bestimmen zu kén-

. nen?

107. An den Ufermauern des Rheins
sind beiderseits in Abstinden
von 100m weithinsichtbar weille
Striche angebracht (Fig. 91).
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Um die Rheinbreiten an einer Stelie zu bestimmen, beobachtet man an
dem einen Ufer an der Stelle 4, wo sich ein solcher Strich befindet,
unter welchem Winkel die gegeniiberliegende Strecke BC von 100 m
erscheint. Bestimme durch Zeichnung die Breite, wenn der beobachtete
Winkel o = 259 ist.

108. Man kann die Breite des Rheins auch in der Weise bestimmen, da man
von einem Punkte C, der 100 m von B entfernt ist, den B gegeniiber-
liegenden Punkt 4 anvisiert. Der Winkel zwischen 4 C und BC sei 63°.
Bestimme auf Grund dieser Beobachtung die FluBBbreite durch Zeichnung.

109. Nimm an, der A gegeniiberliegende Punkt B ist wegen eines Gebiisches
am Ufer nicht erkennbar. Es sind jedoch zwei neben B liegende Punkte,
etwa C und D oder C und E, sichtbar. Wie ist die in Aufg. 108 entwickelte
Methode auf diesen Fall auszudehnen ?

110. In den Aufg. 107 bis 109 ist angenommen worden, 'da beiderseits vom
Flusse Marken in Abstdnden von 100 m angebracht sind. Wie kann man
bei.der Bestimmung der Breite des Flusses verfahren, wenn solche Marken
nicht vorhanden sind? Voraussetzung ist, dal man beide Ufer betreten
kann. :

111. Um die Breite eines Flusses zu messen, kann man am gegeniiberliegenden
Ufer eine Stange von bekannter Lénge aufstellen und den Erhebungs-
winkel ihrer Spitze bestimmen. Daraus 148t sich dann die Breite durch
Zeichnung finden. Erliutere das Verfahren.

112. Ist das jenseitige Ufer nicht zugénglich, so kann man etwa von einem am
zuginglichen FluBufer stehenden Hause aus von einem Punkte, dessen
Erhebung iiber dem Wasserspiegel bekannt ist, das gegeniiberliegende
FluBufer anvisieren und den Tiefenwinkel feststellen. Wie laft sich aus
diesen Grofen die FluBbreite zeichnerisch finden ?

113. Um die Hohe einer Mauer zu bestimmen, hat man folgende Messungen vor-
genommen: Man hat aus einer Entfernung a = 4,85 m die Mauerkrénung
anvisiert und einen Erhebungswinkel von 43° gefunden. Wie lif}t sich die
Mauerhohe durch Zeichnung (MaBstab 1 m = 1 cm) bestimmen ?

114. Wie éndert sich das Ergebnis
(Aufg. 113), wenn man beachtet,
daB das Auge des Beobachters
beim Anvisieren 1,4 m hoch war ?

115. Um die Héhe kb eines Berges
(oder eines Gegenstandes, dessen
Full nicht zuginglich ist) zu
messen (Fig. 92), steckt man # B
in Richtung auf die Bergspitze Fig. 92
eine Strecke 4 B ab so, daf} die
Bergspitze von 4 und B aus sichtbar ist. Dann miBt man die Erhebungs-
winkel & bei 4 und B bei B. a) Fertige eine Zeichnung in geeignetem Maf-
stabe unterder Annahme: A B= 300 m, o = 24°, = 27°. b) Unter welchem
Winkel wiirde die Strecke 4 B vom Gipfel des Berges aus erscheinen?
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116. Um festzustellen, wie hoch ein Fenster iiber der StraBe liegt, miBt man von
der Stube aus die Fensterhhe und von der gegeniiberliegenden Strafen-
seite aus die Erhebungswinkel des oberen und unteren Fensterrandes. Er-
liutere das Verfahren an einer Zeichnung.

117. Man will die Héhe der Sonne messen, d. h. den Winkel, unter dem die
Sonnenstrahlen auf die horizontale Ebene auftreffen. Man beobachtet, daf3
eine Fahnenstange von 5,35 m Liinge einen Schatten von 4,85 m Linge
wirft. Bestimme danach durch eine Zeichnung in verkleinertem MaBstabe
den gesuchten Winkel.

Geometrische Uberlegungen

118. (Erster Inkongruenzsatz.) Zwei Dreiecke stimmen in zwei Seiten,
nicht aber in den eingeschlossenen Winkeln iiberein. Zeige, da8 das Dreieck
mit dem groBeren Winkel auch die gréBere dritte Seite hat.

119. (Zweiter Inkongruenzsatz.) Formuliere die Umkehrung des ersten
Inkongruenzsatzes und beweise sie.

120. Gegeben ist ein Dreieck. Die Seiten werden halbiert und die Halbierungs-
punkte der Reihe nach miteinander verbunden. Was 148t sich iiber die so
entstandene Figur sagen?

121. Zwei parallele gleichlange Strecken werden iiber Kreuz miteinander ver-
bunden. a) Welche Aussage 148t sich iiber die

Verbindungsstrecken machen? b) Benutze die A__g@ b 8
Figur zur Herleitung eines Verfahrens, mit Zirkel
und Lineal Parallelenkonstruktionen auszufiihren. a

122. Im Dreieck 4 BC ist A B iiber 4 hinaus um 4 C
bis D, AC iiber A hinaus um BA bis E ver-
lingert. Was ist iiber die Geraden BE und CD zu
sagen ? ]

123. Die beiden Winkelhalbierenden der Dreiecks-
winkela und f mogen sich in O schneiden. Durch
O wird die Parallele zu ¢ gezogen. Untersuche, ob
du etwas iiber ihre Linge aussagen kannst.

124. Die Seite A B eines Quadrates 4 BC'D ist in zwei Teile geteilt; dem
Punkte 4 liege die Teilstrecke a an. Man tréigt @ von B auf BC, von C auf
CD, von D auf DA ab und verbindet die Teilpunkte der Reihe nach.
Untersuche, was fiir eine Figur entsteht.

¢ ¢
Fig. 93~

125. Stelle eine entsprecheride Untersuchung wie in Aufg. 124 fiir ein gleich-
seitiges Dreieck an. ’

126. Untersuche, was aus den in Aufgabe 124 und 125 erorterten Figuren wird,
wenn ¢ > A4 B ist, d. h., wenn der Teilpunkt auf den Verliingerungen der
Quadrat- bzw. Dreiecksseiten liegt.

127, Trage auf dem Umfang des Kreises sechsmal den Radius (als Sehne) ab
und verbinde die Teilpunkte, indem-du jedesmal einen iiberspringst. So
entsteht ein Hexagramm. Untersuche das Hexagramm.
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128. Untersuche, wo in dem folgenden Trugschluf der Fehler steckt:
Jedes Dreieck ist gleichschenklig. Es sei 4 BC irgendein Dreieck;
dann konstruiere man die Winkelhalbierende des Winkels bei 4 und die
Mittelsenkrechte der Seite BC,

die Mitte von BC'sei D (Fig. 94). A
Beide Geraden werden sich
schneiden, es sei denn, dall sie
parallel sind; im letzteren Falle
A
8 0 c
F £
£ 3
8 j 4 M
Fig. 94 Fig. 95

wire das Dreieck aber bereits gleichschenklig, und wir kénnten uns
den weiteren Beweis ersparen. Der Schnittpunkt der Geraden sei /.
Wir betrachten zundchst den Fall, dafl dieser Punkt M innerhalb des
Dreiecks liegt. Wir fillen von'M auf 4 B und 4 C die Senkrechten MF
und M E. Dann ist

1) NAFM~ ANAEM,

(2) AMDB=A\MDC.

Aus (1) folgt MF= ME, aus (2) M B= M C, folglich ist auch

@) AMBF~AMCE.

Aus (1) folgt AF =AE, aus (3) FB=EC. Addiert man diese Glei.
chungen, so ergibt sich entsprechend unsere Behauptung A B= AC.

Sollten sich die Winkelhalbierende und die Mittelsenkrechte nicht inner-
halb des Dreiecks schneiden, sondern auBerhalb , so lassen sich an der Hand
der Figur 95 dieselben Schliisse durchfiihren wie eben, nur dafl am SchluB
die beiden Gleichungen nicht zu addieren, sondern zu subtrahieren sind.

Riiumliche Betrachtungen

129. Beweise durch Kongruenzbetrachtungen die Gleichheit der Kérperdiago-
nalen a) im Wiirfel, b) im Quader; *c) konstruiere die Korperdiagonale
und *d) den Winkel zwischen ihr und einer anstolenden Kante.
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130. a) Die dgyptischen Pyramiden haben eine quadratische Grundfliche, die
Spitze liegt senkrecht tber der Mitte dieser Grundfliche. Die Seitenkanten
sind durch die Verbindungsstrecken der Spitze mit den Quadratecken
gebildet. Stelle dir ein Modell einer Pyramide her. Untersuche die durch
zwel gegeniiberliegende Seitenkanten gelegten Schnitte; untersuche die
Seitenflichen. b) Die Spitze einer dreiseiticen Pyramide mit gleichseitiger
Grundfliche liegt iiber der Mitte der Grundfliche. Untersuche den Korper.

*131. a) Unterrichte dich {iber die Gestalt von Pultdach, Satteldach, Zeltdach,
Walmdach und untersuche sie nither. b) Lege geeignete Schnitte durch
diese Korper und konstruiere sie.

132. Untersuche einen Kegel, dessen Achsenschnitt a) ein gleichseitiges, b) ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck ist.

Aus der Geschichte der Geometrie

133. Euklids Elemente, Buch I, 5: ,,Im gleichschenkligen Dreieck sind die
Basiswinkel gleich und, wenn man die Schenlel verlingert, sind auch die
Winkel unterhalb der Basis gleich (Fig. 96). — Es sei A BI" das gleich-
schenklige Dreieck und A B=AI'. AB und AT sollen
verlingert werden um B4 und I'E. Ich behaupte, es ist
JIABI'= < AT'B und < I'BA= < BI'E. Man nehme
nimlich auf B4 irgendwo den Punkt Z, und von AE
schneide man AH = AZ ab und ziehe ZI"und BH.* Den
jetzt folgenden Beweis dafiir, daB zunichst << I'BZ
= < BI'H ist, fithre selbst.

134. Euklid beweist in den Elementen (Buch I, 8) den dritten
Kongruenzsatz mit Hilfe des in § 8 Aufg. 119 genannten 4
Satzes. Fiihre diesen Beweis. Fig. 96

135. Aus Schwenters Erquickstunden (1686): ,,Ein distants zweyer Ort so
nicht gar weit von einander gelegen | vnd man von einem zum andern
nicht gehen kan | mit einem Hut vngefehr zu méssen.”* ,,Gesetzt du soltest
missen die Breite eines Wassers | vnnd héittest kein Geometrisches In-
strument bey dir | woltest aber mit deim Hut | die Breite des Wassers
‘miissen: So stelle dich an das Vier | ziehe den Stulp deB Huts an den
Kopif | daB er vnter sich hange | vnd bewege dein Kopff iiber sich oder
vnter sich | so lang | bi du an dem Stulp hin das ende des Wassers
ersehest ; darnach hdlte den Kopff fein still | treh dich umb | sihe wider
an den Spulp hinauff die Erde | vnnd wo sich dein radius darauff endet |
laB ein Zeichen stecken | mif} die distants von dir zum zeichen | so wirst
du die Braite des Wassers ziemlich genew haben.” Warum?

Aus Christian Freiherrn v. Wolff, Auszug aus den Anfangsgriinden aller
mathematischen Wissenschaften, 1713:

136. ,,Mit einer bloBen Schnure oder Kette einen Winkel auf dem Felde von
einem Orte auf den andern zu tragen.” — Gib selbst eine Losung.
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137. ,,Die Weite zweyer Oerter zu messen, zu deren einem B man nur kommen
kan. — Stecket nach Gefallen einen Stab in £ und traget die Linie BF
dergestalt zurlicke, daB der Stab C mit E und B in eine Linie kommet.
Machet einen Winckel in C, der so groB ist wie der Winekel B. Endlich
gehet mit dem Stabe D so weit zuriicke, bis er mit C' und F, ingleichen
mit E und 4 in einer Linie stehet. So ist die Linie CD der Linie 4 B
gleich.” a) Fithre den Beweis. b) Der Verf. fiigt hinzu: ,,\Wenn man die
Breite eines Flusses messen wolte und kénte die Linie BE an dem Ufer
nicht zuriicke tragen; so stecket man den Stab B so weit vom Ufer weg
als einem beliebet. Alsdenn wird die Linie CD um so viel breiter als der
FluB, um wieviel der Stab B von dem Ufer weggeriicket worden.*‘ Fiihre
auch hier den Beweis.

Viertes Kapitel

Das Viereck

§ 10. Das allgemeine Viereck
Begriff des Vierecks

1. Wann ist durch vier Punkte ein ebenes Viereck bestimmt ?

2. Zeichne ein Viereck mit vier konvexen Ecken. Wie liegen in einem solchen
Viereck die Diagonalen ?

3. a) Wieviel einspringende Ecken kann ein Viereck haben? b) Wie liegen
in einem Viereck mit einspringenden Ecken die Diagonalen ?

4. a) Zeichne ein iiberschlagenes Viereck. b) Wie liegen in einem iiber-
schlagenen Viereck die Diagonalen?

5.a) Bei welchen Arten von Vielecken schneiden sich die Diagonalen im
Inneren, bei welchen Arten auBerhalb des Vierecks? b) Konnen die Dia-
gonalen auch parallel sein ?

6. Gegeben sind vier beliebige Punkte der Ebene, von denen keine drei in
einer Geraden liegen. Wieviel Vierecke lassen sich aus Verbindungsstrecken
der gegebenen Punkte finden?

7. Gegeben sind a) irgend drei nicht in gerader Linie liegende Punkte, b) irgend
vier nicht zu dreien in gerader Linie liegende Punkte. Die Punkte werden
der Reihe nach miteinander verbunden. Untersuche, ob es a) Dreiecke,
b) Vierecke gibt, die nicht in einer Ebene liegen.

8. Gegeben sind vier Geraden in einer Ebene. a) Wieviel Vierecke sind durch
sie bestimmt ? b) Wann sind keine Vierecke durch sie bestimmt ?

9. Bilde ein Viereck aus Stiben mit Scharniergelenken (Pappstreifen, mit
Punzen verbunden, oder dgl.) an den Ecken. a) Ist ein Viereck mit be-
stimmten Seitenlingen starr? b) Ist ein entsprechendes Dreieck starr?
¢) Wie kann man ein Viereck starr machen? (Fachwerk.)
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Der Winkel im Viereck?)

10. Bestimme die Summe der Innenwinkel im Viereck dadurch, daB du das
Viereck durch eine Diagonale in zwei Dreiecke zerlegst.

11. Verbinde einen Punkt im Innern des Vierecks mit den vier Ecken. Wieviel
Dreiecke entstehen? Wie grol} ist die Winkelsumme aller Dreiecke? Wie
groB ist die Summe der Viereckswinkel?

12. Fiihre die Uberlegung der Aufg. 11 durch, wenn der Punkt, der mit den
Ecken des Vierecks verbunden wird, aulerhalb des Vierecks liegt.

13. Lasse den Punkt, der mit den Ecken des Vierecks verbunden wird, a) auf
eine Seite, b) in eine Vierecksecke fallen. Wie gestalten sich die Uberlegun-
gen dann?

14. Bestimme die Summe der AuBenwinkel des Vierecks nach dem Verfahren von
Thibaut (vgl. § 7, Aufg. 36). Wie groBist die Summe der Innen- und AuBen-
winkel zusammen, wie grof3 dieder Innenwinkel allein?

15. Fiihre den Beweis fiir den Satz von der Winkelsumme
im Viereck, indem du etwa mit einem Lineal die in
der Fig. 97 angegebenen Verschiebungen und Dre-
hungen ausfiihrst. :

16. In einem Viereck ist:

a)a = =y = 90°; gesucht d.

b) & = 709, f= 809, y = 90°; gesucht 4.

¢)a = f=100° und y = §; gesucht y.

d)a =y, f=0,a = 50°; gesucht B, y, 6.

e)x =f=2R,a=y, f=45% gesuchtx, y, 4.

f) x =y, f=180° — 4. Was kann noch gegeben sein ?

Fig. 97

17. Bestimme die Winkelsumme in einem Viereck mit einspringender Ecke.
Welche Beweismethoden sind geeignet, welche nicht?

18. Versuche die Winkelsumme in einem {iberschlagenen Viereck zu bestimmen.

19. Ist bei den Beweisen fiir die Winkelsumme im Viereck vorausgesetzt, da
die Vierecke eben sind, oder gilt der Satz auch fiir riumliche Vierecke?

Konstruktionen
In einem Viereck A BCD werden genannt 4 B=a, BC=1b, CD=c,
DA=d, AC=¢, BD=f.
20. Konstruiere ein Viereck aus
a) a,b,¢c,d, e b) a,¢,d, B, e e) be,d,x,f
d) a,b,d, v, f e) a,bn,y,e £) a,b,¢,a,¢
21. Wieviel Stiicke kann man in einem Viereck beliebig geben ?

22, Gib an, welche Bedingungen erfiillt sein miissen zwischen folgenden Stiicken
eines beliebigen Vierecks:

a) «, B,y und & b) a,bund e ¢) a,dund f

1) Wo nichts anderes gesagt wird, wird das Viereck konvex vorausgesetzt.
Geometrie. 8. —5. 6
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Praktische Anwendung

23. Fig. 98 zeigt eine Lageskizze. Die Entfernung
PC ist zu bestimmen, ohne dal P von C aus
sichtbar ist. Man steckt die Punkte 4 und B
so ab, daB AC, BC meBbar sind und daB
die Winkel «, f, ¥ durch Visieren gefunden
werden konnen. Fiihre die Konstruktion auf
dem Papier (im MaBstab 1:10000) durch,
wenn gefunden ist: e¢= 350 m, b= 400 m,
o= 55° f=48°, y=125° Fig. 98

Die Winkelsumme im Vieleck

24. Bestimme die Summe der Innenwinkel in einem konvexen a) Fiinfeck,
b) Sechseck, ¢) Achteck nach verschiedenen Methoden.

25. Gib einen allgemeinen Ausdruck fiir die Summe der Winkel in einem n-Eck
an und berechne ihn fiir n= 10, n= 17.

26. a) Berechne die Winkelsumme eines Pentagramms (Fig. 99), d. h. die
Summe der Winkel an den fiinf Ecken; *b) gib auch alle anderen Winkel an.

Fig. 99 Fig. 100

27. a) Wie groB ist die Summe der Innenwinkel eines Siebensterns (Fig.100)?
*b) Gib die GroBe aller anderen in der Figur auftretenden Winkel an.
28. Wie grofl sind die Innenwinkel eines nicht iiberschlagenen gleichwinkligen
a) 5-Ecks, b) 6-Ecks, c) n-Ecks, *d)—*f) wie grof} die AuBlenwinkel?

Geometrische Uberlegungen

29, Welche regelméBigen Vielecke kénnen um einen Punkt herum so angeordnet
werden, daf} sie einander nicht iiberdecken und keine Liicken lassen (Par-
kettmuster) ? )

30. a) Untersuche, unter welchen Umsténden zwei Vierecke kongruent sind.
b) Stelle eine Anzahl von Kongruenzsitzen fiir das Viereck auf (als Stiicke
sollen in Betracht kommen die Seiten, Winkel und Diagonalen des Vierecks).

*31. Durch einen Endpunkt 4 des Vierecks zieht man die Parallele zu einer der
beiden nicht durch 4 gehenden Seiten. Beweise an der Hand dieser Figur
auf Grund vonParallelensitzen den Satz von der Winkelsumme des Vierecks.

*32. Gib obere und untere Grenzen fiir die Summe der Diagonalen eines Vier-
ecks an.
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Riumliche Betrachtungen

*33. Untersuche den Begriff der Kongruenz bei a) Wiirfeln, b) Quadern.

84. Untersuche die Schnitte durch ein a) gerades, b) schiefes vierseitiges
Prisma.

35. Durch die Mitte eines Wiirfels wird ein Schnitt gelegt, der zwei aneinander-
stoBende Wiirfelkanten halbiert. Untersuche die Schnittfigur.

36. Untersuche die bei regelméBigen a) fiinfseitigen, b) sechsseitigen Prismen
auftretenden Korperdiagonalen.

§ 11. Trapez und Parallelogramm

Das Trapez

1. Welche Bedingung muB erfiillt sein, damit ein Viereck ein Trapez ist?

2. Wie kann ich mir ein Trapez a) aus einem Viereck, b) aus einem Dreieck ent-
standen denken ?

3. Wie kann ich ein Trapez zu einem Dreieck erginzen ?

4. 8) Zeichne ein gleichschenkliges Trapez. b) Wie kann ich mir ein gleich-
schenkliges Trapez aus einem gleichschenkligen Dreieck entstanden denken ?
¢) Wie kann ich ein gleichschenkliges Trapez zu einem gleichschenkligen
Dreieck ergéinzen?

5. a) Zeichne ein rechtwinkliges Trapez. b) Wie kann ich mir ein recht-
winkliges Trapez aus einem rechtwinkligen Dreieck entstanden denken?
¢) Wie kann ich ein rechtwinkliges Trapez zu einem rechtwinkligen Dreieck
erginzen ?

6. Welche Arten von Trapezen sind axialsymmetrisch ¢ Konstruiere die Sym-
metrieachse.

7. Kann es auch a) Trapeze mit einspringenden Ecken, b) iiberschlagene
Trapeze geben ? (Grund.)

8. Welche Beziehungen bestehen zwischen den Winkeln a) eines beliebigen,
b) eines rechtwinkligen, ¢) eines gleichschenkligen Trapezes ?

9. In einem Trapez mégen die Winkel « und § der einen, » und ¢ der anderen
Parallelen anliegen. Es ist gegeben:

a) a = 509 f= 459 Berechne y und 6.
b) & = 1300 f=150° Berechne y und é.
¢) y=140° d= 60° Berechne o« und 8.
d)a=4¢ B= 1700 Berechne o,  und 4.
e)a=_} y=100° Berechne n, 8, 4.

10. In einem gleichschenkligen Trapez durchléuft ein Winkel die Werte 109, 20°,
... 170°, Stelle in einer Tabelle zusammen, welche Werte gleichzeitig die
anderen Winkel durchlaufen.

11. In einem beliebigen Trapez behilt der Winkela den Wert a) 60°, b) 110°
bei. f durchlauft die Werte 109, 209, ... 1709, Stelle in einer Tabelle zu-
sammen, welche Werte gleichzeitig die Winkel o und § durchlaufen.

6*
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12. Zeige, daB ein Trapez, in dem die Winkel an einer der Parallelen gleich sind,
gleichschenklig ist.

13. Unter welchen Umsténden sind in einem Trapez die Diagonalen gleich?

14. Verbinde in einem gleichschenkligen Trapez die Mitten der parallelen Seiten.
Was 1408t sich iiber die Lage der Geraden sagen?

15. Verbinde in einem Trapez die Mitten der nicht parallelen Seiten a) Was
148t sich iiber die Lage dieser Geraden sagen? b) Driicke die Linge dieser
Mittellinie des Trapezes durch die beiden Parallelen ¢ und ¢ aus.?)

16. Ein Trapez ist aus Stiben gebildet, die in den Ecken durch Scharniere ver-
bunden sind. Ist das Trapez beweglich oder stabil, wenn dafiir gesorgt wird,
daB tatsiichlich die beiden parallelen Seiten parallel bleiben ?

Konstruktion von Trapezen

17. Konstruiere ein Trapez aus (die parallelen Seiten sind & und ¢, die Diago-
nalen AC= e, BD = f, der Parallelenabstand 4):

a) a,b,¢, B b) a,b, ¢,y c) a,b,¢c¢
d) ayb:d)e e) a,c,e,ﬂ f) “,d,e,y
g a b, p h) ¢, d,x, y i) a,0, B,

18. Konstruiere ein gleichschenkliges Trapez aus (die parallelen Seiten sind a
und ¢, so daf b und d gleich lang sind):

a) a, b, f b) a,b,¢ c) a,d,é

19. Konstruiere ein rechtwinkliges Trapez aus (die rechten Winkel liegen bei B
und 0):

a) a,b, ¢ b) a,b,« c)a,d,d
20, Wieviel voneinander unabhingige Stiicke sind erforderlich, um a) ein he..
liebiges, b) ein gleichschenkliges, ¢) ein recht- 0 ¢

winkliges Trapez zu konstruieren?
21. Nenne Stiicke im Trapez, die voneinander
abhiingig sind.

22. In einem Trapez 4 BCD (Fig. 101) mit den 4
parallelen Seiten a und ¢ sei a > ¢. Ziehe
durch D zu BC die Parallele. Sie schneide 4 B in E. Wie groB ist AE?

£ 8
Fig. 101

23. Konstruiere ein Trapez aus (itberall ist @ > ¢ vorausgesetzt):
a)ya—c,d, e h by a—c, b, f ) a—c,n, B e
d) a-!"(.'»,c\',ﬁ,h e) a’+c)o‘1b:h f) a/—!—('/,ﬁ,d,h

1) Zum Nachweis dieser Beziehung sind die Uberlegungen in Aufg. 24f. zu benutzen.
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Das Parallelogramm

24. Unter welchen Umstinden ist ein Viereck ein Parallelogramm ?

25. Die Winkel eines Parallelogramms seiena, f, ¢, . Mache eine Aussage itber
die Winkel, indem du die Tatsache benutzt, dal das Parallelogramm a) ein
Viereck, b) ein Trapez, ¢) in doppelter Weise ein Trapez ist.

26. Welcher Unterschied und welche Ubereinstimmung besteht zwischen Par-
allelogramm und gleichschenkligem Trapez?

Winkel im Parallelogramm

27. Mache eine Aussage iiber die Gegenwinkel im Parallelogramm, indem du
a) einen dritten Parallelogrammwinkel, b) den Auflenwinkel eines dritten
Parallelogrammwinkels zu Hilfe nimmst. ¢) Ziehe eine Diagonale und be-
weise den Satz iiber die Gegenwinkel aus der Kongruenz der entstehenden
Dreiecke. '

28. Ein Winke! eines Parallelogramms ist a) 639 b) 113°, ¢) ¢. Wie groB sind
die anderen ?

29, Fin Winkelx eines Parallelogramms durchliuft die Werte 109, 209, ... 170°,
Stelle in einer Tabelle zusammen, welche Werte dabei die anderen drei
Winkel durchlaufen.

30. Es bestehen insgesamt sechs Gleichungen zwischen zwei der Winkel des
Parallelogramms. (Warum ?) Stelle sie zusammen.

31, Fertige ein Modell eines in den Ecken beweglichen Parallelogramms. Welche
Bewegungsmoglichkeiten sind vorhanden?

32. Unter welchem Winkel schneiden sich die Hohen eines Parallelogramms,
dessen einer Winkel « ist ?

Seiten im Parallelogramm

33. Ziehe in einem Parallelogramm eine Diagonale und beweise durch Kon-
gruenzbetrachtung, daBl im Parallelogramm die Gegenseiten gleich sind.

34. Gegeben ist ein Viereck, in dem die Gegenseiten paarweise gleich sind. Be-
weise, daB das Viereck ein Parallelogramm ist (eine Diagonale als Hilfslinie).

35. Gegeben ist ein Viereck, in dem ein Paar Gegenseiten gleich und parallel ist.
Beweise, dall das Viereck ein Parallelogramm ist (eine Diagonale als Hilfs-

linie).

36. Konstruiere ein Parallelogramm aus
a) a,b,x b) a, b, B c)ab,e
d) a b, f e) a,0,f f) a,f,¢e

Diagonalen im Parallelogramm

37. Ziehe in einem Parallelogramm die beiden Diagonalen und untersuche, ob
sie gleich lang sein miissen und ob sie gleich lang sein konnen.

38. Ziehe in einem Parallelogramm die Diagonalen und beweise, dal sie sich
gegenseitig halbieren.
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39. Gegeben ist ein Viereck, in dem die Diagonalen einander halbieren. Unter-
suche, ob das Viereck ein Parallelogramm ist.

40. Konstruiere ein Parallelogramm aus e, f, < ef.

41. Ein Parallelogramm behilt die Seitenlingen bei, dndert aber die Winkel.
Andert sich die Léange der Diagonalen oder nicht? (Zeichnung!)

42. Ein Parallelogramm behilt die Linge der Diagonalen bei, indert aber den
Winkel zwischen den Diagonalen. Andern sich die Seiten des Parallelo-
gramms ?

Das Parallelogramm als zentralsymmetrische Figur

43. Gegeben ist ein Punkt O und ein Punkt P. Verbinde P mit O und verlingere
PO iiber O hinaus um sich selbst bis Q. P und @ heilen in bezug auf O
zentralsymmetrisch; O heiBt das Zentrum der Symmetrie. Nenne
zentralsymmetrische Buchstaben und Ziffern.

44, Um wieviel Grad mufl man den Strahl O P um O drehen, damit P mit dem
ihm zentralsymmetrischen Punkt @ zusammenfallt ?

45. Gegeben ist eine Gerade und auBerhalb der Geraden ein Punkt O. Suche die
zu der Geraden in bezug auf O zentralsymmetrische Gerade.

46. a) Welche Vereinfachung erfihrt die Losung der Aufg. 45, wenn O auf der
Geraden liegt. b) Suche zu einem Winkel die in bezug auf den Scheitel-
punkt zentralsymmetrische Figur.

47. P, und P, mégen in bezug auf O zentralsymmetrisch liegen. Zeige, da
P, P, von O halbiert wird.

48. Zeige, daB in einer zentralsymmetrischen Figur die Verbindungsstrecken
entsprechender Punkte alle durch einen Punkt, das Zentrum der Symme-
trie, gehen und von diesem Punkt halbiert werden.

49. Gegeben sind ein Punkt O und eine Figur. Man konstruiert zu der Figur die
in bezug auf O zentralsymmetrische. Zu der Figur, die man erhilt, kon-
struiert man wieder die in bezug auf O zentralsymmetrische. Was ist das
Ergebnis ?

50. Untersuche, welche von den im folgenden genannten Figuren zentral-
symmetrisch sind. Bei denen, die es sind, trage in eine Zeichnung das Zen-
trum der Symmetrie ein:

a) Kreis, b) gleichschenkliges Dreieck,
¢) rechtwinkliges Dreieck, d) beliebiges Dreieck,

e) Quadrat, f) Rechteck,

g) Parallelogramm, h) Pentagramm,

i) Trapez, k) beliebiges Viereck.

51. Suche das Zentrum der Symmetrie bei den folgenden Figuren: a) zwei sich
schneidende Geraden, b) zwei parallele Geraden, ¢) eine Gerade, d) ein
Paar paralleler Geraden, das von einer dritten Geraden geschnitten wird.

52. Konstruiere zu einem Dreieck dasjenige, das zentralsymmetrisch a) in bezug
auf einen Eckpunkt, b) in bezug auf die Mitte einer Seite liegt.
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53. Beweise a) die Gleichheit der Gegenseiten, b) die Gleichheit der Gegen-
winkel im Parallelogramm, indem du das eine der durch eine Diagonale

gebildeten Dreiecke um das Symmetriezentrum des Parallelogramms um
180° drehst.

54. Beweise, daBl aus jeder durch den Schnittpunkt der beiden Diagonalen
eines Parallelogramms gelegten Geraden durch das Parallelogramm Strecken
herausgeschnitten werden, die durch jenen Schnittpunkt halbiert werden.

Konstruktionen von Parallelogrammen

55. Konstruiere ein Parallelogramm aus:
a) b,e, f b) a,e, < ef c) a, b, e
d) ¢ ke, f €) € kg, B £) by, e, f

56. Wieviel voneinander unabhéingige Stiicke kann man fiir die Konstruktion
eines Parallelogramms vorschreiben ?

57. Es seien a, b, ¢, d, o, B, 7, 0 die Seiten und Winkel eines Parallelogramms.
Welche Stiicke sind voneinander abhéngig? Gib, soweit moglich, die Ab-
héngigkeit in Gestalt von Gleichungen.

58. Konstruiere zu einer Geraden @ durch einen Punkt P die Parallele, indem
du eine Strecke auf der Geraden als Seite und P als einen Eckpunkt eines
Parallelogramms wahist. Die mit Zirkel und Lineal konstruierte Gegen-
seite ist dann die gesuchte Parallele.

59. Beurteile, welche von den Parallelenkonstruktionen, diejenige, die den Satz
vom Parallelogramm benutzt, oder diejenigen, die auf den Siitzen vom
Schnitt eines Parallelenpaares mit einer Geraden beruhen, die zweck-
méBigeren sind. — Wiederhole die vom Zeichner angewandten Methoden.

Konstruktionen mit Hilfe von Parallelogrammen

60. Um eine Strecke 4 B in drei Teile zu teilen, hat man (Fig. 102) in 4 einen
Strahl angetragen und auf ihm dreimal die beliebige Strecke m abgetragen.
Den letzten Endpunkt ver-
bindet man mit B und zieht
durch die anderen Endpunkte
Parallelen zu der Verbin-
dungsstrecke. Die Parallelen
schneiden dann aus der
Strecke die gesuchten Teil-
punkte heraus. a) Beweise die i %
Kongruenz der schraffierten Fig. 102
Dreiecke. b) Bewsise, daB s
die nicht schraffierten Figuren Parallelogramme sind. ¢) Beweise die
Richtigkeit der Konstruktion.

61. Teile nach der in Aufg. 60 entwickelten Methode eine gegebene Strecke in
a) fiinf, b) sieben Teile.
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62. Um bei der Losung der Aufg. 61 das Konstruieren der Parallelen zu ver-
einfachen, kann man (Fig. 103) in B nach unten unter gleichem Winkel wie
in 4 nach oben einen freien Schenkel antragen
und auf dem die gleichen Abschnitte auftra-
gen. a) Begriinde das Verfahren. — Teile so
eine Strecke in b) sechs, ¢) neun Teile. —
Wann verdient dasVerfahren in Aufg. 62 vor
dem in Aufg. 60 den Vorzug?

63. In einem Schreibheft befinden sich parallele
Linien in gleichem Abstand. Wie kann man
mit Benutzung dieser Linien eine gegebene
Strecke in 5, 6, 7, . . . Teile teilen? — Unter
welchen Umsténden ist das Verfahren nicht
anwendbar ?

Fig. 103

64. Gegeben ist ein Dreieck 4 BC und eine Strecke s, die a) kleiner, b) groBer
als BC ist. s ist parallel BC zwischen die Schenkel des Winkels o einzu-
schieben. Lose die Aufgabe erst durch tatsichliches Einschieben und Aus-
probieren mit dem Lineal, dann mit Zirkel und Lineal.

65. Verlingere im A A BC die Seitenhalbierende 4.D um sich selbst iiber D
hinaus bis A’. a) Zeige, dal 4 BA’C ein Parallelogramm ist. b) Welches
sind die Winkel, die Seiten und die Diagonalen des Parallelogramms, aus-
gedriickt durch Stiicke des Dreiecks ?

66. Benutze die Uberlegungen von Aufg. 65, um folgende Dreieckskonstruk-
tionen zu lésen:

a) b, ¢, s, b) a,b,s, ¢) a,c, 8,
d) a, scsy e) b)sa1“ f) a, 'sb:ﬁ
g) ¢, hcr S h) a, ha: Sy i) a, hb: S

67. Zwei Geraden haben einen unzuginglichen, d. h. nicht auf das Zeichen-
blatt fallenden Schnittpunkt. Bestimme den Winkel zwischen den beiden
Geraden.

Geometrische Uberlegungen

68. Verbinde die Seitenmitten eines Dreiecks. Zeige, dall dann mehrere, ein-
ander z. T. iiberdeckende Parallelogramme auftreten. Was folgt daraus
fiir die Verbindungsstrecke zweier Seitenmitten im Dreieck ¢

69. a) Verbinde in einem Parallelogramm die Mitten gegeniiberliegender Seiten.
Was fiir Figuren entstehen? b) Was fiir Figuren entstehen, wenn man die
Seitenmitten der Reihe nach verbindet ?

70. Untersuche, unter welchen Umstinden Parallelogramme kongruent sind.

71. Zeige, daBl im Parallelogramm der grofieren Diagonale der groBere Winkel
gegeniiberliegt, und kehre diesen Satz um.
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72,
73.

74.

75.

Gib einige Fille an, unter welchen Bedingungen Trapeze kongruent sind.

Wenn man durch den Mittelpunkt einer der nicht parallelen Seiten eines
Trapezes die Parallele zu den parallelen Seiten zieht, so halbiert diese Seite
auch die andere nicht parallele Seite. Untersuche, ob dieser Satz sich dahin
erweitern 1aBt, daB man die erste, nicht parallele Seite in drei, vier oder
irgend wie viele Teile teilt und nun Parallelen zu den parallelen Seiten
durch diese Teilpunkte zieht.

Man findet auBer den schon genannten Methoden zum Zeichnen von Par-
allelen auch die in der Fig. 104 angedeutete. Untersuche, ob diese Kon-
struktion den Bedingungen, die wir an ,,Konstruktionen mit Zirkel und
Lineal* stellen, geniigt.

Eine andere Parallelenkonstruktion ist die folgende (Fig. 105): Um einen
beliebigen Punkt P der gegebenen Geraden schligt man einen Kreis, der die

Fig. 104 Fig. 105

Gerade in 4 und B trifft. Um 4 und B schligt man mit gleicher Zirkel-
offnung Kreisbogen, die auf dem vorher gezeichneten Kreis die Punkte C
und D (entsprechend zwei Punkte auf der anderen Seite von 4 B) heraus-
schneiden. Die Gerade durch C D ist parallel zu 4 B. a) Beweise das. b) Mu3
man beim zweiten Male die Zirkel6ffnung beibehalten oder kann man sie
auch #ndern und was ist praktischer? ¢) Ist dieses Verfahren eine ,,Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal* ? d) Andere die Konstruktion so um, daB sie
brauchbar ist, um durch einen Punkt zu einer Geraden die Parallele zu
ziehen.

Riiumliche Betrachtungen

76.

7.

Wenn man von einer Pyramide durch eine Ebene parallel zur Grundfliche
die Spitze abschneidet, bleibt ein Pyramidenstumpf iibrig. a) Unter-
suche die Seitenflichen dieses Korpers. — Der Pyramidenstumpf ist aus
einer quadratischen Pyramide entstanden. Die Grundfliche hat die Kante a,
die Deckfliche die Kante b. *b) Konstruiere, *c) berechne den Mittelschnitt
des Stumpfes.

Wenn man von einem Kegel durch eine Ebene parallel zur Grundfléche die
Spitze abschneidet, bleibt ein Kegelstump{ iibrig. Untersuche die Achsen-
schnitte dieses Korpers.
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Praktische Anwendungen

78. a) Fig. 106 stellt eine einfache Briefwaage dar, b) Fig. 107 das Konstruk-
tionsschema der sog. Robervalschen Tafelwaage. Erldutere, wie in beiden
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Fig. 106 Fig. 108

Fillen die Forderung, dafl die Schalen bei der Bewegung der Waage hori-
zontal bleiben, erfiillt ist.

79. Fig. 108 zeigt ein Parallelenlineal, wie es heute, ebenso wie in élteren Zeiten,
viel gebraucht wird. Auf welchem Satz
beruht der Apparat. Stelle dir ein

Modell (Pappe oder Holz) her. NN - P
~ -
80. In der nebenstehenden Fig. 109 ist ein SO i
dreigeschossiges  Biicherregal  ohne =

Riickwand im Querschnitt dargestellt.
Das seitliche Hin- und Herwackeln das
bei altersschwachen Regalen eintritt,
kann man dadurch beseitigen, da man
iiber Kreuz auf der Riickwand zwei
Latten festnagelt, so wie esin der Figur U Fig. 109
in gestrichelter Zeichnung angedeutet .
ist. Welcher Satz kommt da zur Anwendung ? Sind beide Latten notwendig?
81. Erortere, welche Gestalten das Turngerit, das man Trapez nennt, in Ruhe
und Bewegung annehmen kann. Warum bleibt die Trapezstange stets hori-
zontal?

§ 12. Rechteck, Rhombus, Quadrat
Das Rechteck

1. Unter welchen Umsténden ist a) ein Parallelogramm, b) ein rechtwinkliges
Trapez, ¢) ein gleichschenkliges Trapez, d) ein allgemeines Viereck ein
Rechteck ?

2. Beweise, daf in einem Parallelogramm, in dem ein Winkel ein rechter ist,
alle Winkel rechte sind.

3. Sprich die fiir das Parallelogramm geltenden Sitze a) iiber Gegenseiten,
b) iiber Diagonalen fiir das Rechteck aus.
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4. Welche Aussage laBit sich iiber die Diagonalen des Rechtecks machen, die
beim Parallelogramm nicht gemacht werden kann ?

5. Bestimme das Zentrum der Symmetrie beim Rechteck.

6. Durch wie viele Stiicke ist ein Rechteck bestimmt (Grund)?

7. Konstruiere ein Rechteck (aneinanderstoBende Seiten @ und b, Diagonale ¢)
aus:
a) a, e b) e, < ef c¢)atb,e

8. Berechne die Seiten eines Rechtecks, dessen eine Seite um 3 cm groBer ist
als die andere, wihrend der Umfang 54 cm betrigt.

9. Berechne die Seiten eines Rechtecks mit dem Umfang 42 c¢m, in dem eine
Seite doppelt so gro8} ist wie eine andere.

10. Zeichne auf quadriertes Papier zwei aufeinander senkrechte Achsen. Die
waagerechte sei als x-Achse, die dazu senkrechte als y-Achse bezeichnet.
a) Gib einzelne Punkte an, die von der z-Achse einen Abstand von 3 cm
haben; welches ist der geometrische Ort dieser Punkte? b) Gib Punkte an,
die von der y-Achse einen Abstand von 2,5 em haben; welches ist der geo-
metrische Ort dieser Punkte? ¢) Gib Punkte an, die von beiden Achsen
gleichen Abstand haben; welches ist der geometrische Ort dieser Punkte ?

11. Bestimme Punkte mit den Koordinaten:
a) r=2, y=3 b) =35, y="1
)r=2], y=4 & 2=3},  y=34

12. Ein Punkt P hat von den Achsen die Abstéinde a und b. Wie grof sind die
Abstéinde der FuBpunkte der von P auf die Achsen gefillten Senkrechten
vom Schnittpunkt der Achsen ?

Der Rhombus

13. Unter welchen Umstéinden ist a) ein Parallelogramm, b) ein Viereck ein
Rhombus ?

14. Sprich die fiir das Parallelogramm geltenden Sitze iiber die Diagonalen
fiir den Rhombus aus.

15. Welche Sitze lassen sich iiber die Diagonalen des Rhombus aussprechen,
die fiir Parallelogramme im allgemeinen nicht gelten (vgl. § 11, Aufg. 38)?

16. Durch wieviel Stiicke ist ein Rhombus bestimmt? (Grund!)

17. Konstruiere einen Rhombus aus (Seite a, Diagonalen e, f):
a) a,x b) e, f e)o,e

18. Berechne die Winkel eines Rhombus, wenn der eine doppelt so groB ist wie
der andere. Welche besonderen Eigenschaften hat dieser Rhombus?

19. Einem a) gleichschenkligen, b) beliebigen Dreieck ist ein Rhombus so einzu-

- zeichnen, daf} der eine Rhombuswinkel a) mit dem Winkel an der Spitze des

gleichschenkligen Dreiecks, b) mit einem Winkel zusammenfillt; die gegen-
iiberliegende Rhombusecke soll auf die Gegenseite des Dreiecks fallen.
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20. Gegeben sind eine Gerade und ein Punkt auBerhalb der Geraden. Ziehe
durch den Punkt zu der Geraden die Parallele, indem du den Punkt zu der
Ecke eines Rhombus machst, dessen eine Seite auf der gegebenen Geraden
liegt. Welche Konstruktion ist einfacher, diese oder diejenige, die statt des
Rhombus ein Parallelogramm benutzt (vgl. § 11, Aufg. 58)?

Das Quadrat

21. Unter welchen Umstéiinden ist a) ein Rechteck, b) ein Rhombus, ¢) ein
Parallelogramm, d) ein Viereck ein Quadrat?

22. Sprich die fiir das Rechteck und die fiir den Rhombus geltenden Sitze iiber
die Diagonalen fiir das Quadrat aus; was folgt durch Zusammenziehung
beider Aussagen?

23. Durch wieviel Stiicke ist ein Quadrat bestimmt ?

24. Konstruiere ein Quadrat a) aus seiner Diagonale, b) aus der Summe von
Seite und Diagonale, ¢) aus der Differenz von Diagonale und Seite.

25. Einem rechtwinkligen Dreieck ist ein Quadrat einzuschreiben, dessen einer
Winkel in den rechten Winkel fallt, wihrend die Gegenecke auf der Hypo-
tenuse liegt.

Riickblick auf die verschiedenen Arten von Vierecken

26. Teile die Vierecke ein a) hinsichtlich der Parallelitit von Gegenseiten,
b) hinsichtlich der Gleichheit von Gegenseiten, ¢) hinsichtlich der Gleich-
heit von Gegenwinkeln, d) hinsichtlich der Gleichheit von anliegenden
Winkeln.

27. Untersuche, um was fiir ein Viereck es sich handelt, wenn a) alle Seiten
gleich sind, b) alle Winkel gleich sind, ¢) die Diagonalen einander halbieren,
d) die Diagonalen senkrecht aufeinander stehen, e) ein Paar Gegenwinkel
gleich ist, ) ein Paar Gegenseiten gleich ist, g) ein Paar Anseiten gleich ist,
h) ein Paar Anwinkel gleich ist.

28. Stelle alle die Seiten, Winkel und Diagonalen heranziehenden Kriterien
zusammen dafiir, da} ein Viereck a) ein Trapez, b) ein Parallelogramm,
¢) ein Rechteck, d) ein Rhombus, e) ein Quadrat ist.

29. Welche Bedingungen gelten a) fiir die Seiten, b) fiir die Winkel, ¢) fiir die
Diagonalen im Trapez, Parallelogramm, Rechteck, Rhombus und Quadrat ?

Geometrische Uberlegungen

30. Zwei Punkte auf den Gegenseiten eines Quadrates werden durch eine
Strecke verbunden, und senkrecht zu dieser Strecke wird eine beliebige das
andere Paar Gegenseiten schneidende Senkrechte gezogen. Was lafBt sich
iiber die zwischen den Gegenseiten liegende Strecke dieser Senkrechten
sagen?

81. Ziche in einem Rechteck die Diagonalen und untersuche, welche Aussagen
sich iiber die Winkel machen lassen, in die die Diagonalen die rechten Winkel
teilen.
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32. Zeige, daBl imRhombus der Diagonalenschnittpunkt von allen Seiten gleich-
weit entfernt ist.

33. Drehe a) ein Parallelogramm, b) einen Rhombus, ¢) ein Rechteck um das
Zentrum der Symmetrie. Nach welcher Drehung tritt zum ersten Male
Deckung ein?

34. Gib die Bedingungen fiir die Kongruenz a) von Rechtecken, b) von Rhom-
ben, ¢) von Quadraten an. Als Stiicke mégen auBer Seiten und Winkeln
auch Diagonalen in Betracht gezogen werden.

35. In einem Viereck sind die anliegenden Seiten paarweise gleich (Deltoid).
Sprich Sitze iiber die Diagonalen dieser Art von Vierecken aus.

36. Fithre die Losung der vier Fundamentalaufgaben (Strecke und Winkel
halbieren, Senkrechte errichten und fillen) auf das Deltoid (Aufg. 35)
zuriick.

37. Gegeben ist ein Wiirfel. Lege durch lhn einen Diagonalschnitt, in dem eine
Korperdiagonale liegt. Konstruiere den Diagonalschnitt und dann die Kor-
perdiagonale, wenn die Wiirfelseite gegeben ist.

38. Konstruiere in der Ebene die Korperdiagonale eines Quaders mit den Kan-
ten @, b und c.

39. Die Seitenmitten eines Vierecks werden der Reihe nach miteinander ver-
bunden. Untersuche, was sich iiber das so entstehende, dem ersten einbe-
schriebene Viereck sagen liBt, insbesondere auch, wenn das Ausgangs-
viereck von besonderer Art ist.

40. Die Winkelhalbierenden eines Vierecks schliefen ein Viereck ein. Unter-
suche, ob sich bei manchen Vierecken iiber dieses von den Winkelhalbieren-
den gebildete Viereck etwas Besonders aussagen laGt.

Praktische Anwendungen

41. Ein von. Feldmessern angewandtes Verfahren, um die nicht unmittelbar
meBbare Entfernung zweier zuginglicher Punkte 4 und B zu bestimmen,
ist das folgende (I‘lg 110): Man geht unter rechtem Winkel von der Rich-
tung A B nach C
so weit, daB man
jetzt ohne Hinder-
nis parallel der
Richtung 4 B wei-
tergehenkann und
zwar his D so weit,
daB man, unter Fig. 110
rechtem Winkel
abbiegend, auf B st6Bt. Dann ist A B= CD. Untersuche, ob man statt
des Rechtecks auch eine andere Vierecksart benutzen kann. MuB B von
A aus sichtbar sein?

42. Fig. 111 zeigt eine FeldmeBaufnahme. Die Fluchtstibe sollen eine in € zu
A B senkrechte Gerade markieren. Das unmittelbare Abstecken hindert aber
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FETPRn | G
ein bei C stehendes Haus H. Die Figur zeigt - '
die Umgehung. Beweise, dal F K | A Bist. x !
. (Das Nivellieren). Um den Hohenunter- !
schied zwischen den Punkten 4 und B FowE

festzustellen, schaltet man zwischen beide

Punkte geniigend Punkte Wy, W,, ... ein § '
derart, daB man zwischen 4 und W;, dann H \ 1
zwischen W, und W,, W, und W, usf. bis \ ‘

B mit Hilfe einer Wasserwaage oder einer :

Libelle den Hohenunterschied an der MeS- ===~ =2 — TR T
stange unmittelbar durch Visieren von Fig. 111

einem Ort zum anderen feststellen kann. &

Erliutere an der Fig. 112, welche Gré8en man messen muf}, wie man aus
ihnenden gesuchten Héhenunterschied findet und wie
man die Richtigkeit des Verfahrens beweisen kann.

Fig. 113 zeigt

" eine Messung %
des  Hohen- J *
unterschiedes J, % W W,
zwischen den WWW
Punktend und # 4
B in einer i ! Fig. 112

Skizze, in die 4

die Ablesungen an den Fluchtstiben eingetragen sind (die Angaben sind
inm und mm gemacht). Berechne den Hohenunterschied.

Es soll festgestellt werden, wieviel Baume auf
einer schrig abfallenden Halde, deren Querschnitt in
Fig. 114 AB
ist, gepflanzt J 2894 3
werden kén- g 2722 2
nen. Da- die 4 d 01601 W;
Biume senk- Z Ws

recht in die 7 i
Hohe wach- A

sen, ist fir . .
ihren Abstand die Projektion C B auf die Horizontale maBgebend. Zeige,
daB man OB durch Addition der mit der MeBlatte zu bestimmenden
Strecken 4D, GE, HF findet.

3011

Fig. 113
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46. Ein abschiissiges Sttick Land soll geebnet werden. Man stellt in 4 und B
MeBstangen auf (Fig. 115). CD sei eine mit der Wasserwaage bestimmte
Horizontale. Wie kann man dann zunichst den Punkt E so béstimmen, daf
eine Schnur 4 E auch horizontal ist? Man trigt j 7
nun, der Lage dieser Schnur folgend, in der
Gegend von 4 Erde ab. Wie kann man jetzt ver-
fahren, um nach groBerer Abtragung eine neue,
zum Erkennen der Horizontalen notwendige
Schnur FG' zu spannen? In der Praxis schiebt
man die erst in der Lage 4 £, dann in der Lage
F @& gespannte Schnur mit fortschreitender Ab-
tragung immer weiter nach unten.

47. Eine Niirnberger Schere wird von gleich langen Holzern gebildet, die
etwa so, wie es Fig. 116 zeigt, aneinander gesetzt sind. Die Kreuzungs-

stellen sind aber in Gegensatz zur Fig. 116 genau die Mitten der Stibe
(s. Fig. 222). Beweise, dall die Kreuzungsstellen Geraden beschreiben,
wenn die Schere gedffnet oder ge-
schlossen wird (Geradfithrung).

48.Bei der in Fig. 116 dargestellten
Niirnberger Schere, die als Kinder-
spielzeug, an den &uBleren Ecken
mit Piippchen oder dgl. besetzt, ver-
wandt wird, sind die Kreuzungs-
stellen nicht genau in der Mitte ge-
wihlt. Dann treten an die Stelle der
beweglichen Rhomben bewegliche
Deltoide. Verfolge mit schematischen
Zeichnungen die Lageverdnderung
der Schere beim Auf- und Zuklappen
und erkldre insbesondere die in
Fig. 117 und Fig. 118 dargestellten
Lagen.
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Finftes Kapitel
Der Kreis

§ 13. Punkt und Kreis, Gerade und Kreis

Begriff des Kreises
1. a) Definiere den Kreis als geometrischen Ort. b) Was ist der Unterschied
von Kreis und Kugel?
2. Definiere den Kreis durch eine Bewegung eines geometrischen Gebildes.

3. Untersuche, ob man mit der Schieblehre (Fig. 56) feststellen kann, ob eine
kreisférmige Fliche wirklich ein Kreis ist.

4. Welche Eigenschaft des Kreises benutzt man, wenn man sich bei der Zeich-
nung des Zirkels bedient? Gib Methoden an, wie man Kreise ohne Zirkel
zeichnen kann.

5. Man hat einen Kreis gezeichnet und hat den Radius noch ,,im Zirkel*, es
ist aber der Mittelpunkt nicht mehr erkennbar. Wie findet man ihn wieder ?
(Konstruktion.)

6. Der Radius eines Kreises wird kleiner und kleiner. Welcher Figur nithert
sich dann der Kreis immer mehr und mehr?

7. Gib an, unter welchen Bedingungen zwei Kreise kongruent sind.

Punkt und Kreis
8. Gegeben sind ein Punkt P und ein Kreis mit dem Radius 7 und dem Mittel-
punkt M. Untersuche die Zentrale PM und gib an, wann P innerhalb,
wann P auflerhalb des Kreises liegt, wann P auf dem Kreisumfang liegt.
9. Gegeben sind ein Punkt P und ein Kreis mit dem Mittelpunkt 3f und dem
Radius 7. Konstruiere die lingste und die kiirzeste Entfernung des Punktes
P von der Kreisperipherie. Der Punkt P liegt a) aullerhalb, b) innerhalb
des Kreises.

10. Gegeben ist ein Punkt P a)innerhalb, b) auBerhalb eines Kreises mit dem
Radius 7 und dem Mittelpunkt M. P hat von M den Abstand a. Berechne
die lingste und die kiirzeste Entfernung des Punktes P von der Kreis-
peripherie.

Gerade und Kreis

11. Gegeben ist eine Gerade g und ein Kreis mit dem Radius r und dem Mittel-
punkt M. Fille von M auf g die Senkrechte und untersuche, wann die Ge-
rade den Kreis schneidet, berithrt oder nicht schneidet.

12. Welche Lage hat eine Gerade, deren Abstand vom Mittelpunkt Null ist 2

13. Was ist der Unterschied a) von Sekante und Tangente, b) von Sehne
und Sekante, ¢) von Durchmesser und Zentrale?
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14. Gegeben sind ein Kreis und eine Gerade, die den Kreis a) schneidet, b) be-
rithrt, ¢) nicht schneidet. Konstruiere in jedem Falle die Symmetrieachse.

15. Gegeben sind ein Kreis und eine Gerade. Die Gerade wird parallel zu sich
verschoben. Verfolge die Figur bei dieser Lagenverinderung und gib fiir
einige besondere Lagen Zeichnungen.

16. Gegeben sind ein Kreis und eine Sekante. Die Sekante wird um einen ihrer
Punkte gedreht, der a) innerhalb des Kreises, b) auBerhalb des Kreises,
¢) auf dem Kreisumfang liegt. Beschreibe die Bewegung, achte besonders
auf die Schnittpunkte mit dem Kreis und gib fiir einige besondere Lagen
Zeichnungen.

17. Gegeben sind ein Kreis mit dem festen Mittelpunkt M und eine Gerade,
die den Kreis a) schneidet, b) nicht schneidet. Beschreibe die Verinde-
rungen, die an der Figur vor sich gehen, wenn der Radius des Kreises zu-
nimmt oder abnimmt. Zeichne einige besondere Fille.

Kreissehnen

18. Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius . Welches ist die obere, welches
die untere Grenze fiir die Liinge einer Sehne dieses Kreises?

19. Gegeben ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Unter-
suche, wie sich die Léinge der Sehne éndert, wenn sie a) parallel zu sich ver-
schoben, b) um einen ihrer Endpunkte gedreht wird.

20. Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius 5 cm. Zeichne einen Durchmesser
und verschiebe ihn parallel zu sich um 1cm, 2 cm, 3 em, 4 cm, 5 cm.
Stelle durch Messung die zugehérigen Sehnenlingen fest (Tabelle).

21. Die Endpunkte einer Kreissehne sind mit dem Mittelpunkt verbunden.
Welches ist die Symmetrieachse dieser Figur ?

Beweise a) durch Symmetriebetrachtung, b) durch Kongruenzbetrachtung
folgende Sétze:

22. Der Mittelpunkt des Kreises liegt auf der Mittelsenkrechten der Sehne.

23. Die Verbindungsgerade von Kreismittelpunkt und Sehnenmitte steht senk-
recht auf der Sehne.

24. Die Senkrechte, die man vom Kreismittelpunkt auf die Sehne fillt, halbiert
die Sehne.

25. Fasse die Sitze 22 bis 24 in einen einzigen zusammen.

26. a) Gegeben sind zwei Punkte P, und P,. Konstruiere Kreise, die durch P,
und P, gehen. b) Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller
Kreise, die durch zwei Punkte gehen?

27. Gegeben sind zwei Punkte P; und P,. Konstruiere den Kreis durch P,
und P,, der den Radius » hat. Welche Bedingung mu8 r erfiillen ?

28. Ein Kreis ist zu konstruieren, der eine gegebene Strecke 4 B zur Sehne hat,
und dessen Mittelpunkt auf einer gegebenen Geraden liegt.

Geometrie. 8.—5. 7
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29. Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius 7= 3 cm. In den Kreis sollen Sehnen
von a) 2 cm, b) 4 cm Lénge gelegt werden.

30. a) Beweise: In einem Kreise haben Sehnen gleicher Liinge gleichen Ab-
stand vom Mittelpunkt. b) Formuliere und beweise die Umkehrung.

31. Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Sehnen eines
Kreises, die gleiche Linge besitzen ?

32. Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r und in ihm ein Durchmesser.
Konstruiere die Sehne, deren Linge b ist, und die a) senkrecht, b) parallel
zu dem gegebenen Durchmesser liegt.

33. In einen Kreis sind zwei Sehnen von den Lingen s, und s, gelegt. Es sei
8 > $,. Was folgt iiber die Abstinde der Sehnen vom Mittelpunkt ?

34. Zwei Sehnen eines Kreises haben vom Mittelpunkt die Abstinde a, und a,.
Es ist @, > a,. Was ist iiber die Linge der Sehnen zu sagen?

35. Lege durch einen Punkt im Innern des Kreises Sehnen. Welches ist die
groBte, welches die kleinste? (Konstruiere sie!)

36. Suche den geometrischen Ort der Mitten einer Schar paralleler Sehnen.
(Beweis ?)

Tangente

37. Definiere die Tangente als Grenzlage der Sekante (warum nicht der Sehne ?).
Die Sekante ist a) parallel zur urspriinglichen Lage zu verschieben, b) um
einen Schnittpunkt mit dem Kreis zu drehen
(Fig. 119). ¢) Kommt es auf den Verschiebungs-
sinn bzw. den Drehungssinn an?

38. Gegeben ist ein Kreis und eine Tangente.

Untersuche die Symmetrieverhiltnisse (Kon-

struktion der Symmetrieachse).

Beweise die folgenden Siitze a) mit Symmetrie-

betrachtungen, b) mit Hilfe von Satzen tber

die Senkrechten, ¢) indem du die Tangente als

Grenzlage der Sekante auffaf8t und die Sehnen- Fig. 119
siitze anwendest:

39. Der Mittelpunkt des Kreises liegt auf der im Beriihrungspunkt auf der
Tangente errichteten Senkrechten.

40. Die Verbindungsgerade von Kreismittelpunkt und Beriihrungspunkt steht
senkrecht auf der Tangente.

41. Die Senkrechte vom Mittelpunkt auf die Tangente trifft diese im Beriih-
rungspunkt.

42, Fasse die Sitze 39 bis 41 in einen einzigen zusammen.

43. Gegeben sind ein Kreis und ein Punkt seines Umfanges. Ziehe die Tangente
in diesem Punkt an den Kreis.

44, Gegeben sind eine Gerade und ein Punkt auf ihr. Konstruiere Kreise, die
die Gerade in dem Punkt beriihren,
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45. Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die eine
Gerade in einem bestimmten ihrer Punkte beriihren ?

46. Gegeben sind eine Gerade g, ein Punkt P, auf ihr und ein zweiter beliebiger
Punkt P,. Durch P, und P, ist der Kreis zu legen, der ¢ beriihrt.

47. Gegeben sind ein Kreis und a) eine Sekante, b) eine den Kreis nicht schnei-
dende Gerade. Konstruiere die Tangenten, die der gegebenen Geraden
parallel sind.

48. Gegeben sind ein Kreisbogen, dessen zugehoriger Mittelpunkt unzuging-
lich ist, und auf ihm ein Punkt. Ziehe die Tangente in diesem Punkt an den
Kreisbogen.

49. Gegeben sind ein Kreis und eine Gerade. Konstruiere die Tangente, die
a) zu der gegebenen Geraden senkrecht steht, b) mit der gegebenen Ge-
raden den vorgeschriebenen Winkel & bildet.

Tangentenpaar

50. Von einem Punkte P auBerhalb eines Kreises sind an den Kreis die Tan-
genten zu ziehen. a) Beachte, daB (Fig. 120) M T, P ein rechter Winkel ist,
und benutze den Lehrsatz von 7,

Thales. b) Schlage um 3/ einen

zweiten Kreis mit doppelt so

groflem Radius und um P mit

M P einen Kreis. Dann ist die

Tangente als Symmetrieachse

zu bestimmen. Von welcher M
Figur?

51. Von Psind an den Kreis um M
die Tangenten PT, und PT,
gelegt. a) Beschreibe das Vier-

eck MT,PT, b) Untersuche .
die Symmetrieverhéltnisse die- Fig. 120
ser Figur.

Beweise a) durch Symmetriebetrachtung, b) durch Anwendung von Drei-
eckskongruenzsiitzen, ¢) an der Hand von Sitzen iiber das Deltoid (§ 12,
Aufg. 35) die folgenden Sitze:

52. Der Winkel zwischen zwei von einem Punkt an einen Kreis gelegten Tan-
genten wird durch die Zentrale halbiert.

53. Die von einem Punkt an einen Kreis gelegten Tangenten (genauer die
Strecken von diesem Punkt bis zum Beriihrungspunkt) sind gleich.
54. Es sei in der Fig. 120 <t 7, PT,= . Wie groB ist <t T\ M T,?

55. Untersuche, wie sich in Fig. 120 der Winkel zwischen den beiden Tangenten
und der zugehorige Winkel Ty M T, &ndert, wenn sich P auf der Zentralen
dem Mittelpunkt M néhert.

56. Ziehe in Fig. 120 die Beriithrungssehne 7', 7,. Wie dndert sich die Lage
und Lénge der Berithrungssehne, wenn sich die Entfernung P M andert?
T*
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57. Gegeben ist ein Kreis und ein Durchmesser. Auf der Verlingerung des
Durchmessers sind Punkte so zu bestimmen, daf von ihnen aus der Kreis
unter dem Winkel a) 60°, b) 90°, ¢) 120°, d) x erscheint (d. h.da8 < T, PT,
in der Fig. 120 die vorgeschriebene GroBe hat).

58. Gegeben ist ein Kreis und ein Durchmesser. Auf der Verlingerung des
Durchmessers sind Punkte (wieviel gibt es?) zu bestimmen derart, da die
von ihnen an den Kreis gelegten Tangenten a) die gegebene Léinge ¢ haben,
b) gleich dem Radius, ¢) gleich der Berithrungssehne sind. :

59. Gegeben ist ein Paar sich schneidender Geraden. Welches ist der geome-
trische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, die die beiden Geraden gleich-
zeitig beriihren ?

60. Gegeben ist ein Paar sich schneidender Geraden. Es sind die Kreise zu
konstruieren, die die gegebenen Geraden beriihren und a) durch den Punkt
P der einen Geraden gehen, b) den Radius » haben, ¢) die gegebene Be-
rithrungssehne s haben.

Praktische Anwendungen

61. Konstruiere mit gegebenem Radius r a) die bei Gesimsverzierungen vielfach

gebrauchte Karnieslinie (Fig. 121), b) einen Eselsriicken (Fig. 122),
wie er sich hiufig an (goti-
schen) Bauwerken findet.
In welcher Weise sind in
diesen Figuren Kreishdgen

aneinandergesetzt !
OO O O O——0
, A A A 6, 8 &
Fig. 121 Fig. 122 rig. 123

62, Zeichne als oberen AbschluB} einer rechteckigen Fensteroffnung einen Kreis-
bogen, dessen zugehériger Mittelpunktswinkel a) 60°, b) 909, ¢) 1809 ist.

63. Konstruiere iiber der Strecke A B (Fig.123) a) einen gleichseitigen
Spitzbogen (Kreismittelpunkte in 4 und B), b) einen gedriickten
Spitzbogen (Kreismittelpunkte in den Punkten 4, und B, die man
durch Viertelung von A B findet), ¢) einen iiberhéhten Spitzbogen
(Kreismittelpunkte in den Punkten 4, und B,, die man durch beiderseitige
Verlidngerung von 4 B um ein Viertel findet).

64. Konstruiere iiber A B einen ,,gedriickten Bogen* nach folgender Vor-
schrift. ¢ und D mégen A B in drei Teile teilen. Schlage um € und D mit
4 A B Kreisbogen. Errichte iiber 0D nach der entgegengesetzten Seite ein
gleichseitiges Dreieck mit der Spitze £ und verbinde die béiden ersten
Kreisbogen durch einen Kreisbogen mit dem Radius £ 4 B um E.

65. Die Fig. 124, 125 und 126 zeigen einfache Korbbogenkonstruktionen
a) der Ellipse (vgl. Aufg. 64), b) des Ovals, ¢) einer Spirale. Beschreibe die
Konstruktionen und fithre sie mit gegebenem Radius aus.
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66. Die Lage einer Eisenbahnlinie ist festzulegen an der Stelle, wo sie aus der

durch die Gerade ¢, angegebenen Richtung in die gegen g, um den Winkel 57°
abweichende Richtung g, iibergeht (Fig.127).
Der Kriimmungsradius
der Strecke beim Uber-
gang aus der einen in
die andere Richtung
soll 600 m betragen.
Skizze und Konstruk-
tionimVerhiiltnis100m
=1lcm.

Fig. 124 Fig. 125

67. Mit Riicksicht auf eine Bahnhofsanlage soll eine neue Bahnstrecke 2, die

eine alte Strecke 1 unter dem Winkel von 30° schneiden wiirde, fiir eine

s
(N ,
rd
../ 3
Fig. 126 Fig. 127
. \ \\\ -
E\_,_,___._._A_W{.\_,.\.\_._l
Fig. 128 AN
2

lingere Strecke dieser parallel gelegt werden. Dadurch ist eine Fithrung, wie
sie die Skizze Fig. 128 angibt, bedingt. Zeichne die Geleisfiihrung im MaB-
stab 100m =1 cm unter
Zugrundelegung  eines
Kriimmungsradius von
500 m an den beiden
Stellen.

68. Fig. 129 zeigt die Skizze

einer Weganlage. Zwei Z%//W /WW

nach § gerichtete Wege — wald, Wasser, Hucer vdier =, ..

andere Unzugénglichkeit v’
oder Bahnstrecken sol- i

len durch einen Kreis- Fig. 129
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69. Um den Mittelpunkt von Kreisen (Bal-

Der Kreis [69—71

bogen von dem gegebenen Radius r verbunden werden. Der Punkt § ist
aber fiir die Absteckung und Abmessung auf dem Felde nicht zuginglich.
Wie sind in diesem Falle die Ansatz.
stellen 7' und 7', des Kreisbogens und
dieser selbst zu bestimmen ?

ken, Stimmen u. dgl) zu finden, be-
nutzen Handwerker einen Winkelhaken,
dem eine Leiste aufgenagelt ist, deren eine
Kante Winkelhalbierende des rechten
Winkels ist (Fig. 130). a) Wie kann man
mit einem solchen Instrument den Mittel-
punkt bestimmen (Satz, daBl die Zentrale
Winkelhalbierende des Winkels zwischen
zwei Tangenten ist)? b) Stelle dir ein Fig. 130

Modell des Apparates her. ¢) MuBl der

Winkelhaken einen Rechten einschlieBen, oder kdonnte es auch ein anderer
Winkel sein ?

70. Fig. 131 gibt eine schematische Darstellung der Ubertragung einer rotieren-

71

den Bewegung in eine geradlinige Hin- und Herbewegung. Der Radius 1 4

sei 7, die Liinge der Pleuelstange A B sei p. a) In welcher Lage hat die Be-
wegung ,,tote Punkte’‘? b) Welchen Abstand hat B von M in den toten
Punkten?

In Fig. 132 stellt N ein p !/

Nivellierinstrument dar. Im %~ 7~/

Punkt A steckt eine MeB- \\ //

stange, die von dem Nivellier-

instrument aus anvisiert wird. (i
a) Wie bewegt sich ein Punkt P A .

der MeBstange, wenn diese Fig. 132

mit der Spitze in A bleibt,

aber seitlich (in der Visierebene) bewegt wird? b) Wie kann man die
ausgezeichnete Stellung, in der die Stange vertikal ist, beim Visieren
sofort erkennen ?
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Geometrische Uberlegungen
72, Inwiefern kann man die Gerade als einen Grenzfall des Kreises auffassen ?

73. Wieviel Kreise kann man um einen gegebenen Kreis herumlegen, die den
gleichen Radius haben und den gegebenen und jedesmal ihre Nachbarkreise
beriihren ¢ Bleibt eine Liicke ?

74. a) Was ist iiber die Kreisbogen zwischen parallelen Sehnen zu sagen?
b) Welche Tatsache ergibt sich daraus, wenn die eine Sekante zur Tangente
wird ?

75. Was ist iiber gleich lange Sehnen eines Kreises zu sagen, die sich schneiden ?

76. Parallele Geraden kann man einmal durch den Begriff der Verschiebung,
zum anderen durch den Begriff des gleichen Abstandes erkliren. Unter-
suche, ob beide Arten der Erklirung auch beim Kreis zu ein und demselben
Begriff paralleler Kreise fithren oder ob etwas Verschiedenes heraus-

springt.

Aus der Geschichte der G rie

77. Euklids Elemente, III. Buch, 4. ,,Wenn zwei Sehnen, die nicht durch den
Mittelpunkt gehen, einander schneiden, konnen sie sich nicht gegenseitig
halbieren. Beweise den Satz. A

78. Ebenda, III. Buch, 17. ,,Von einem gegebenen Punkte ist » l‘
an einen gegebenen Kreis eine Tangente zu ziehen. — Es V’q
sei A der gegebene Punkt, BI'A der gegebene Kreis. Von
A ist also an den Kreis BI'A eine Tangente zu ziehen.
Man nehme den Kreismittelpunkt E, ziehe AL und be-
schreibe um E mit dem Radius £A den Kreis AZH . Man H
errichte in 4 auf £4 die Senkrechte AZ, ziehe £Z und Tiz. 193
AB. Ich behaupte, es ist dann von A an den Kreis ©
BI'A die Tangente A B gezogen* (Fig. 133). Beweise die Richtigkeit der
Konstruktion.

§ 14. Winkel und Kreis
Winkel am Kreis

1. Gegeben ist ein Winkel. Zeichne einen Kreis so, da der Scheitelpunkt
a) in den Kreismittelpunkt (Zentriwinkel), b) auf den Kreisumfang fallt
(Peripheriewinkel), ¢) dal die Schenkel des Winkels Sekanten werden,
d) daB die Schenkel des Winkels Tangenten werden, e) daBl der Scheitel-
punkt auf den Kreisumfang fallt und der eine Schenkel gleichzeitig Tan-
gente wird (Sehnentangentenwinkel).

2. Zeichne a) einen Halbkreis, b) einen Quadranten, c) einen Sextanten,
d) einen Oktanten eines Kreises. Wie grof} ist in jedem Falle der von den
begrenzenden Radien gebildete Zentriwinkel?

3. Gegeben sind ein Kreis und auf dem Umfang zwei Punkte P, und P,.
Zeichne a) den zugehorigen Zentriwinkel, b) drei zugehorige Peripherie-
winkel, ¢) die zugehorigen Sehnentangentenwinkel (wieviel gibt es?).
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4. Gegeben ist ein Zentriwinkel. Zeichne a) einen Peripheriewinkel iiber dem
gleichen Bogen, b) den zugehorigen Sehnentangentenwinkel.

5. Gegeben ist ein Peripheriewinkel. Zeichne a) den zugehérigen Zentriwinkel,
b) den zugehérigen Sehnentangentenwinkel.

6. Gegeben sind zwei Punkte P; und P,. Konstruiere die durch P, und P,
gehenden Kreise, die einen gegebenen Winkel x zum Zentriwinkel hahen,

Sehnentangentenwinkel, Zentriwinkel und Kreis von Thales

7. Gegeben ist ein Kreis und eine Sehne. Konstruiere in den Endpunkten der
Sehne die Tangenten. a) Beweise, dal die beiden Sehnentangentenwinkel
gleich sind. — Der Sehnentangentenwinkel sei . b) Berechne den zu der
Sehne gehorigen Zentriwinkel. ¢) Sprich die Beziehung zwischen Sehnen-
tangentenwinkel und Zentriwinkel in einem Satz aus.

8. Was wird aus der Beziehung, die in Aufg. 7 gefunden ist, wenn die Beriih-
rungssehne zum Durchmesser geworden ist ?

9, Gib an, wie sich a) der Zentriwinkel, b) der Sehnentangentenwinkel indert,
wenn die zugehorige Sehne groBer oder kleiner wird bei gleichbleibendem
Radius.

10. (Wiederholung): Sprich den Satz von Thales unter Verwendung des Be-
griffes Peripheriewinkel aus und beweise ihn.

11. Gegeben ist ein Kreis mit dem Durchmesser 4 B und ein Punkt P. Zeige,
a) daBl L AP B > 90° ist, wenn P innerhalb des Kreises liegt, b) daB
<X APB < 90°ist, wenn P auBerhalb des Kreises liegt.

12. Gegeben ist eine Strecke PQ. Welches ist der geometrische Ort der Scheitel-
punkte von rechten Winkeln, deren Schenkel durch P und @ gehen (der
geometrische Ort der Punkte, von denen aus gesehen PQ unter einem rech-
ten Winkel erscheint) ?

Zentriwinkel und Peripheriewinkel

13. Verlingere den einen Schenkel eines Zentriwinkels iiber den Scheitelpunkt
hinaus bis zum Schnitt mit dem Kreisumfang. Diesen Punkt nimm zum
Scheitelpunkt eines Peripheriewinkels, der iiber dem gleichen Bogen steht,
wie der Zentriwinkel. Berechne diesen Peripheriewinkel, wenn der Zentri-
winkel o ist.

14. In einem Kreis sind iiber einem Bogen 4 B ein Zentriwinkel und ein Peri-
pheriewinkel konstruiert. Der Scheitel des Zentriwinkels liege a) zwischen,
b) nicht zwischen den Schenkeln des Peripheriewinkels. Beweise durch
zweimalige Anwendung der eben (Aufg. 13) abgeleiteten Beziehung: der
Zentriwinkel ist doppelt so groll wie der Peripheriewinkel
iiber dem gleichen Bogen.

15. Untersuche, ob der Satz, der die Beziehung zwischen Zentriwinkel und
Peripheriewinkel angibt, auch gilt, wenn der Zentriwinkel iiberstumpf wird.
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16. Der Zentriwinkel eines Kreises durchliuft die Werte 10°, 20° . . . bis 350°.
Welche Winkel durchliuft der zugehorige Peripheriewinkel ? Stelle die Ab-
hiingigkeit in einer Tabelle dar.

17. Welche Beziehung besteht zwischen einem Sehnentangentenmnkel und den
zu der Sehne gehorigen Peripheriewinkeln ?

18. Was wird aus dem Peripheriewinkel, wenn der Scheitel in den einen End-
punkt der zugehdrigen Sehne riickt? Zeige, daB so der Satz vom Sehnen-
tangentenwinkel als ein besonderer Fall des Satzes vom Peripheriewinkel
aufgefalt werden kann.

19. Uber einer Sehne sind zwei Peripheriewinkel nach verschiedenen Seiten ge-
zeichnet. Was gilt iiber die Summe beider? (Vgl. §15, Aufg. 22.)

20. Wie groB sind zwei gleiche Peripheriewinkel, die iiber entgegengesetzten
Bogen stehen ?

21. Von zwei Peripheriewinkeln zu verschiedenen Seiten einer Sehne ist der eine
doppelt so groB wie der andere. Wie grof} sind sie?

22. Welcher Peripheriewinkel ist gleich dem Zentriwinkel iiber dem entgegen-
gesetzten Bogen.

Konstruktionen mit dem Ortsbogen

23. Gegeben ist eine Strecke 4 B und ein Winkel «. a) Konstruiere den auf der
Mittelsenkrechten von A4 B liegenden Punkt P, von dem aus 4 B unter dem
Winkel « erscheint. b) Suche den Mittelpunkt des durch 4, B und P
gehenden Kreises. ¢) Beweise, daB jeder Winkel AQ P = o ist, wenn sein
Scheitelpunkt @ auf dem Kreis liegt.

24. Konstruiere in der Weise der Aufg. 23 den Kreis, der die gegebene Strecke
A B=5cm als Sehne und den Winkel a) 609, b) 459, ¢) 120°, d) & als
Peripheriewinkel falt.

25. Gegeben ist eine Strecke 4 B und ein Winkel . Es soll der Kreis, der iiber
A B als Sehne o als Peripheriewinkel faflt, in der Weise gefunden werden,
daB man gleich den Mittelpunkt des Kreises mit Hilfe des bekannten Zentri-
winkels bestimmt.

26. Gegeben ist eine Strecke A B und ein Winkel. Es soll der Kreis, der iiber
A B als Sehne « als Peripheriewinkel fafit, in der Weise gefunden werden,
daB man erst die Lage einer Tangente an den gesuchten Kreis und dann den
Mittelpunkt konstruiert.

27. Beurteile, welches von den drei in Aufg. 24, 25 und 26 gegebenen Verfahren
zur Konstruktion des Ortsbogens das zweckmiBigste ist.

28. Gegeben sind eine Strecke 4 B und der Kreis, der iiber 4 B als Sehne den
Winkel « als Peripheriewinkel faBt. Ein Punkt P liege a) innerhalb,
b) aulerhalb des Kreisbogens. Vergleiche den Winkel 4 P B mit «.

29. Konstruiere ein Dreieck aus:

a) a,h,,x b) a, s,,x €) ¢, 8,
d) 8, %, e) ho, $us Y f) 8g5 X, ﬂ
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30. a) Auf einer Geraden sind zwei Strecken @ und b gegeben. Konstruiere die
Punkte, von denen aus ¢ unter dem gegebenen Winkel «, b unter dem ge-
gebenen Winkel f erscheint. b) Lise die Aufgabe fiir den Fall, daB o und b
irgendwo in der Ebene liegen. Erortere die Ausfiihrbarkeit der Konstruk-
tion.

31. Gegeben ist ein Dreieck. Konstruiere den Punkt im Innern des Dreiecks,
von dem aus alle Seiten unter gleichem Winkel erscheinen.

Praktische Anwendungen

32. Um praktisch zu untersuchen, ob tatsichlich der geometrische Ort fiir die
Scheitelpunkte gleicher Winkel, deren Schenkel durch zwei gegebene Punkte
gehen, ein Kreis ist, schlage man zwei
Nigel in ein Brett und bewege nun ein
Dreieck zwischen beiden Nigeln so, dafl
die Schenkel eines der Dreieckswinkel (in
der Fig. 134 der von 90°) an den Nigeln
gleiten. Verfolge die Wanderung des
Scheitelpunktes.

33. Schneide in diinne Pappe einen Spalt und
schiebe einen Winkel aus Pappe hindurch,
um #hnlich wie in Aufg. 32 zu bestitigen, daB der geometrische Ort der
Scheitelpunkte ein Kreis ist.

34. (Zweikreismethode.) Um auf einer Karte den augenblicklichen Standort
festzustellen, beobachtet man, unter welchem Winkel zwei bekannte

Fig. 134




35—38,1-3] § 15. Dreieck und Kreis, Viereck und Kreis 103

Strecken erscheinen. Dann schléigt man auf der Karte iiber den bekannten
Strecken die Ortskreise und findet den Standort als Schnittpunkt der
Kreise. Beispiel: Man beobachtet von einem Punkte, daf} die Strecke 4 B
(4 ist ein trigonometrischer Punkt, B ein einzeln stehender Baum) aus dem
beigefiigten Ausschnitt eines MeBtischblattes (Fig. 135) unter dem Winkel
799, die Strecke BC (C ist eine Wegkreuzung) unter dem Winkel 100°
erscheint. Wo befindet sich der Beobachter? (Achte auf die Mehrdeutig-
keit.)

Geometrische Uberlegungen

35. Bei welchen Vierecksarten gibt es einen.(oder mehrere ) Punkt, von dem
aus alle Seiten unter gleichem Winkel erscheinen ?

36. (Wie man ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln konstruiert.)
Zwei Kreise mit den Mittelpunkten M, und M, schneiden sich; ein Schnitt-
punkt ist A. Ziehe die Durchmesser 4 4, und 4 A4,, verbinde 4, und 4,.
Die andern Schnittpunkte mit den Kreisen seien B, und B,. Dann sind nach
dem Satz von Thales 4 B, 4, und 4 B, 4, rechte Winkel. A 4 B, B, hat also
zwei rechte Winkel. Wo steckt der Fehler?

37. Der Mittelpunkt des Umkreises eines Dreiecks A BC sei M. a) Beweise, dal
<X BM A= 2x usw. ist. b) Da die Summe der Winkel um M herum 4 R ist,
muB a + B+ y= 2 R sein. Ist das ein Beweis fiir den Satz von der Summe
der Innenwinkel im Dreieck

38. Wenn man einen Winkel mit dem Winkelmesser miBt, so macht man den
Winkel zum Zentriwinkel eines Kreises und liest an dessen Umfang die Grad.
zahl ab. Untersuche, in welcher Weise die Messung fehlerhaft wird, wenn
Scheitelpunkt und Kreismittelpunkt nicht zusammentfallen, wenn vielmehr
der Kreismittelpunkt, wie es bei fliichtiger Ablesung leicht geschieht, auf
derr einen Schenkel oder dessen Verlingerung fillt.

§ 15. Dreieck und Kreis, Viereck und Kreis

Umkreis und Inkreis des Dreiecks

1. Konstruiere den Umkreis a) eines spitzwinkligen, b) eines stumpfwink-
ligen, ¢) eines rechtwinkligen Dreiecks (Beziehung zuin Satz von Thales!).
Was ist in jedem Falle {iber die Lage des Mittelpunktes zu sagen ?

2. Sprich auf Grund der Konstruktion bei Aufg. 1 einen Satz iiber die Mittel-
senkrechten des Dreiecks aus.

3. Konstruiere ein Dreieck aus (r bedeutet den Radius des Umkreises):
a) b,c,r b) a,h,, r c) by, r

d)a, B, r e) ¢, 7,8, ) x, 8,7
g) &, 7,8, h) x, r R, i) a, r, h,
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4. Zeige, daB die drei Stiicke a,c, r (ebenso b, 8, r und ¢, y, 7) voneinander ak-
héingig sind, so daB, wenn zwei gegeben, das dritte gefunden werden kann.

5. Benutze die eben (Aufg.4) gefundene Tatsache, um folgende Dreiecks-
konstruktionen auf einfachere zuriickzufiihren. Gegeben ist:
a)atb,r, B b) a—b, r,x e)atb,r,y
d) ba+ B, r e) a,x— B, r f) bao — B, r

6. Die Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Seiten und dem der kleineren

Seite gegeniiberliegenden Winkel fithrt unter Umsténden auf zwei gestalt-
lich verschiedene Dreiecke. Zeige, dafBl beide den gleichen Umkreis haben.

7. Konstruiere den Inkreis eines Dreiecks, Was ist iiber die Lage des Mittel-
punktes zu sagen ?

8. Sprich auf Grund der Konstruktion von Aufg. 7 einen Satz iiber die Winkel-
halbierenden eines Dreiecks aus.

9. Konstruiere ein Dreieck aus (¢ bedeutet den Radius des Inkreises):

a) 6,0 b) b, 7,0 DN
d) hhs wﬁ: e e) ﬂr 0s ha f) ﬂ: o, hc

Die Ankreise eines Dreiseits

10. Drei Geraden, die nicht durch einen Punkt gehen und auch nicht alle drei
oder zu je zwei parallel sind, bilden ein Dreiseit. Zeichne ein Dreiseit und
mache den Unterschied von Dreiseit und Dreieck klar.

11. a) Konstruiere die simtlichen Kreise, die alle drei Seiten eines Dreiseits
gleichzeitig beriihren. b) Uberlege, wie die Konstruktion der Mittelpunkte
aller Ankreise mit mdglichst wenig Hilfslinien auszufithren ist.

12. Konstruiere ein Dreieck aus (o,, 0, und g, bezeichnen die Radien  der den
Seiten a, b und ¢ anliegenden Ankreise):

a) 6,a, 0, b) b, 7, ¢, 9 a, b e
d) /33 Vs Qs e) &5 05 0q ‘) Qbihb,wﬁ

13. In ein Dreieck A BC sind der Inkreis mit dem Mittelpunkt O und die An-
kreise mit den Mittelpunkten O, (der Seite a anliegend), 0, und O, einzu-
zeichnen. Die Berithrungspunkte seien D, D,, D,, D, auf der Seite a, E,
E,, E,, E, auf der Seite b, schlieilich F, F,, F,, F, auf der Seite ¢. (Die
Figur ist im folgenden als Ankreisfigur bezeichnet.)
In den folgenden Aufgaben sind die Bezeichnungen von Aufg. 13 benutat,

14. Beweise:
a) FF,=EE, b) FF,= DD,
¢) BD,= BF, d) CE=CD
e) Stelle andere Gleichungen an der Ankreisfigur auf.
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15. a) Beweise, dall AF,+ AE, gleich dem Umfang des Dreiecks ist. b) Setze
_a+b4c
="

8
und beweise, daB AF,= s ist. ¢) Gib alle anderen Strecken in der Ankreis-
figur an, die die Liinge s haben.

16. a) Beweise, dafl FF,+ EE,=2B
und deshalb FF,=EE,=a
ist. b) Wie groB ist DD,, EE,, FF,?

17. Wie grofl ist a) D,D,, b) E E_, ¢) F F,?

18. Berechne die Léinge folgender Stiicke:

a) AF b) CD ¢) BF
d) AF, e) CD, f) BF,
g) FF, h) DD, i) EE,
19. Gib Stiicke an, die die folgende Linge haben:
a) s b) s—a c)s—b
d) s—¢ e) a f) b
20. Konstruiere Dreiecke aus
a) a,x, W, b) s, 0, 0, €) s—a,u,w,
d) s—b,0,, B e) s_c,ﬂ’wﬂ f) s—a, 0,y

21. Berechne im rechtwinkligen Dreieck den Radius a) des Inkreises, b) des
Hypotenusenankreises.

Sehnenviereck

22, Zeichne im Sehnenviereck 4 BCD die Diagonale AC und die zuge-
horigen Zentriwinkel. Was gilt iiber die Summe der beiden Peripherie-
winkel 4 BC und 4 DC iiber der Sehne 4C'?

23. Beweise den Satz, daB im Sehnenviereck
die Summe der Gegenwinkel 2 R be- \
tri gt —mit anderen Worten,dafl die Summen
der Gegenwinkel gleich sind — a) mit Hilfe
der Uberlegungen von Aufg. 22, b) indem du
die Gleichheit der in Fig. 136 mit gleichen
Zeichen versehenen Winkel nachweist und
daraus Schliisse ziehst. Z

24. Formuliere und beweise die Umkehrung des
Satzes vom Sehnenviereck ?

25. Welche Parallelogramme sind Sehnenvier-
ecke?

26. Welche Trapeze sind Sehnenvierecke ? Fig. 136



106 Der Kreis [27—37

27. Was ist von einem Sehnenviereck zu sagen, in dem a) ein Paar Gegenseiten,
b) beide Paare von Gegenseiten parallel sind, ¢) in dem zwei Gegenseiten
cleich, d) zwei Anseiten gleich, e) alle Seiten gleich sind ?

28. Von einem Punkte P sind an einen Kreis mit dem Mittelpunkt M die
Tangenten P 7T, und P T, gelegt. Beweise, daB sich um PT, M T, ein Kreis
beschreiben 1if3t.

29.In einem beliebigen Viereck bilden die Winkelhalbierenden ein Viereck.
Untersuche, was fiir ein Viereck das ist.

30. Konstruiere ein Sehnenviereck aus:

a) a,b,c, 7 by b,¢c,y, r c)a,B,cr
d) a,b,f, B e) a,d,o, 9 f) a,x, B, f
Tangentenviereck

31. Stelle fiir das Tangentenviereck A BCD in Fig. 137, bei dem die Be-
rithrungspunkte der Reihe nach mit E, F, G und H bezeichnet sind, die vier
Gleichungen auf, die aus der Gleichheit der 8
von einem Punkt an einen Kreis gelegten
Tangenten folgen. Ordne die Gleichungen so £
an, daB durch Addition der linken Seiten die
Summe der Gegenseiten entsteht. Was steht
dann auf der rechten Seite ?

32. Formuliere und beweise die Umkehrung des
Satzes vom Tangentenviereck. £

33. Welche Parallelogramme sind Tangentenvier-
ecke?

34. Konstruiereein Tangentenviereck aus (Radius
des Inkreises ist g):

a) a,b,a, § b) a,b,¢, 8

c) a,b,c e d) b,8,0,0
Fig. 137

e)a’ﬂ’y’e f)b’c’ﬂ)g ]g

35. Einem gleichseitigen Dreieck sind drei Kreise einzuschreiben derart, dal
jeder die beiden anderen und zwei Dreiecksseiten beriihrt.

o

G

Feuerbachscher Kreis (Neunpunktekreis)

36. Zeichne die Ankreisfigur des Dreiecks 4 BC (Aufg. 13) und betrachte das
von den Mittelpunkten der drei Ankreise gebildete Dreieck 0,0,0,. a) Was
fiir Linien sind 0,4, O, B, 0.C in diesem Dreieck? b) Beweise, daf} die
Hohen des Dreiecks die Winkelhalbierenden des FuBpunktsdreiecks sind.
¢) Beweise, daB die AuBenwinkel des FuBipunktsdreiecks von den Dreiecks-
seiten halbiert werden. d) Beweise, dall die Hohen eines Dreiecks sich in
einem Punkte schneiden.

37. Welche Rolle spielen die Hohen eines Dreiecks in seinem Fupunkts-
dreieck ?
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38. Beweise an der Ankreisfigur: a) der Kreis um O BCO, hat die Mitte von
00, zum Mittelpunkt. b) Es sei M, dieser Mittelpunkt. Beweise dann, daf}
2.4 BO,C= < BM,C ist. ¢) Berechne <t BM,C aus A BO,C.
d) Zeige, dafl nach der Umkehrung des Sehnenviereckssatzes M, auf dem
Umkreis von 4 BC liegt.

Beweise folgende Sitze:

39. Der Kreis, dessen Durchmesser der obere Abschnitt einer Dreieckshohe,
d. h. der der Dreiecksecke anliegende ist, geht durch die FuBpunkte der
beiden anderen Hohen.

40. Der Kreis, dessen Durchmesser eine Dreiecksseite ist, geht durch die Hohen-
fuBpunkte auf den beiden anderen Dreiecksseiten.

41. Der Umkreis des HohenfuBpunktsdreiecks halbiert die oberen Hohen-
abschnitte.

42. Der Umkreis des HéhenfuBBpunktsdreiecks halbiert die Dreiecksseiten.

43. Der Kreis, der die Seiten eines Dreiecks halbiert, geht auch durch die Héhen-
fuBpunkte und durch die Mitten der oberen Hohenabschnitte.

44. Erértere die Umkehrungen des in Aufg. 43 ausgesprochenen Satzes vom
Neunpunktekreis.

Dualitiit zwischen Punkt und Gerade

45, Zwei Punkte bestimmen eine Gerade. Welcher Satz ist diesem dual ent-
sprechend (ersetze Punkt durch Gerade, Gerade durch Punkt)?

46. Nenne die den folgenden geometrischen Begriffen dual zugeordneten:
a) Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten, b) Halbierende eines Win-
kels, ¢) Schnittpunkt einer Anzahl von Geraden (Strahlenbiischel).

47. Untersuche, ob eine Dualitit zwischen den Eigenschaften einer Winkel-
halbierenden und einer Mittelsenkrechten besteht.

48. Untersiche, ob eine Dualitiit zwischen den Eigenschaften des einem Dreieck
umgeschriebenen und des einem Dreiseit eingeschriebenen Kreises besteht.

49. Erortere die zwischen den Sitzen vom Sehnen- und Tangentenviereck be-
stehende Dualitiit. Vgl. auch die beiden in Aufg. 23b und 31 gegebenen
Beweise miteinander.

Geometrische Uberlegungen

50. Von einem Punkt sind an einen Kreis die Tangenten konstruiert. Eine
dritte bewegliche Tangente bildet mit den beiden ersten ein Dreieck. Unter-
suche den Umfang dieser Dreiecke.

51. Das Dreieck kann angesehen werden als der Grenzfall eines Sehnen-
vierecks, bei dem zwei Eckpunkte beliebig nahe aneinander geriickt sind.
Was fiir ein Satz folgt aus der Anwendung des Sehnenvierecks fiir das
Dreieck ?

52. Fasse das Drejeck als Grenzfall eines Tangentenvierecks auf. Welcher Satz
ergibt sich daraus fiir das Dreieck ?
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53. a) Untersuche die Anderung der Ankreisfigur, wenn die — vorher ausge-
schalteten — Sonderfille eintreten, wenn also die Geraden durch einen
Punkt gehen oder alle oder zum Teil einander parallel sind. b) Wie lang sind
die Ankreisradien des gleichseitigen Dreiecks?

54. Untersuche, wann die Verbindungsstrecke des Inkreismittelpunktes mit
dem Mittelpunkt eines Ankreises auf einer Dreiecksseite senkrecht steht.

55. Gegeben ist ein Quadrat. Durch dessen Mittelpunkt ist irgendein Paar
zueinander senkrecht stehender Geraden gelegt, durch die das Quadrat
in vier Teilfiguren zerlegt wird. Untersuche, was iiber diese Teilfiguren und
ihre Umkreise zu sagen ist.

56. Einem Kreis ist ein Sehnenviereck eingeschrieben und aulerdem ein Tan-
gentenviereck derart umgeschrieben, dafl die Berithrungspunkte der Tan-
genten die Ecken des Sehnenvierecks sind. Untersuche, bei welchen be-
sonderen Gestalten des Sehnenvierecks sich besondere Aussagen iiber das
Tangentenviereck machen lassen.

57. Untersuche, was iiber iiberschlagene Sehnenvierecke zu sagen ist.

58. Untersuche, was iiber Tangentenvierecke mit einer einspringenden Ecke
(Berithrungspunkt auf der Verlingerung der Seiten) zu sagen ist.

59. Was ist a) iiber die Dreiecke, b) iiber die Vierecke zu sagen, bei denen die
Muttelpunkte von Umkreis und Inkreis zusammenfallen ?

60. Einem Kreis ist ein 2n-Eck a) eingeschrieben, b) umgeschrieben. Unter-
suche, ob sich den Sitzen iiber Sehnenviereck und Tangentenviereck ent-
sprechende Aussagen auch fiir diese Figuren machen lassen.

Aus der Geschichte der Geometrie

61. Euklids Elemente (Buch IV,2) in der Fassung von Pirkenstein:
,»In einem vorgegebenen Zirckel einen Triangel einzuschreiben | dessen
drey Winckel insonderheit gleich seynd / dreyen andern Winckeln / eines
andern vorgegebenen Triangels.” Lose die Aufgabe! (Sehnentangenten-
winkel!)

62. Euklids Elemente (Buch IV,3) in der Fassung von Pirkenstein:
,,Umb einen vorgegebenen Zirckel einen Triangel zu schreiben [ dessen
drey Winckel insonderheit gleich seynd / andern dreyen Winckeln insonder-
heit [ eines andern vorgegebenen Triangels. Lose die Aufgabe.

63. Aus Schwenters Geometriae practicae novae (1618): ,Wann die drey
fiirgegebene punct etwa zu nahend bey einander gegeben wiirden | oder
aber | fast nach einer rechten lini | mehr punct zu finden | die in die circum-
ferentz fallen deB Circels | so umb die drey fiirgegebenen punct soll be-
schrieben werden.*
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§ 16. Kreis und Kreis
Kreisscharen
1. a) Zeichne eine Schar von Kreisen mit gleichem Mittelpunkt, aber ver-
schiedenem Radius (konzentrische Kreise). b) Zeichne einen Kreisring.
Durch wieviel GréBen ist er bestimmt ?

2. Zeichne eine Schar von Kreisen mit gleichem Radius, die alle durch einen
Punkt gehen. Wo liegen die Mittelpunkte ?

3. Zeichne eine Schar von Kreisen mit verschiedenem Radius, die durch zwei
Punkte gehen. Wo liegen die Mittelpunkte ?

4. Zeichne eine Schar von Kreisen mit verschiedenem Radius, die eine Gerade
in einem gegebenen Punkte berithren. Wo liegen die Mittelpunkte ?

5. Zeichne eine Schar von Kreisen mit gleichem Radius, die eine Gerade be-
riihren. Wo liegen die Mittelpunkte ?

6. Zeichne eine Schar von Kreisen, die zwei sich schneidende Geraden be-
rithren. Wo liegen die Mittelpunkte?

7. Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r. Der Mittelpunkt wandert und
gleichzeitig a) wichst, b) nimmt der Radius in gleichem Mafle ab. Zeichne
die Kreisschar. (Wellenbewegung.)

8. Lose die Aufg. 7, wenn der Mittelpunkt a) schneller, b) langsamer fort-
schreitet, als der Radius zu--bzw. abnimmt.

Gegenseitige Lage zweier Kreise
9. Ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r ist gegeben. Ein

anderer Kreis mit dem Radius r, bewegt sich auf einer Geraden, die durch
M geht. Verfolge die verschiedenen Lagen, insbesondere achte auf die
Schnittpunkte der beiden Kreise und die vorhandenen Grenzfiille. Es sei
a)yr>nr,b)r<n,e)r=r.

10. Lose die Aufg. 9 fiir den Fall, daB der zweite Kreis sich nicht auf einer
Zentralen, sondern auf einer beliebigen Sekanten des ersten bewegt.

11. Lose die Aufg. 9 fiir den Fall, da der zweite Kreis-sich auf einer Geraden
bewegt, die den ersten Kreis nicht schneidet. Unterscheide verschiedene
Fille im Hinblick auf die GroBe der Radien.

12. Zeige, daB sich zwei Kreise nicht so schneiden kénnen, daB sich ihre Um-
fange gegenseitig halbieren.

13. Gegeben sind zwei sich nicht schneidende Kreise mit den Radien  und 7,
und dem Zentralabstand M M, = a. Wihrend r konstant bleibt, moge r,
stetig wachsen. Gib an, welche Beziehung zwischen @, r und r, besteht,
wenn a) der zweite Kreis den ersten von auBlen beriihrt, b) wenn der erste
den zweiten von innen beriihrt.

14. Zwei Krei-se beriihren sich (innerlich oder duBerlich). a) Zeige, daBl der Be-
rithrungspunkt auf der gemeinschaftlichen Zentralen liegt. b) Was wird aus
feometrie. 3.—5. 8
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der beim Schnitt der Kreise vorhandenen Beriihrungssehne bzw. der zu-
gehorigen Sekante im Falle der Beriihrung?

Winkel zweier Kreise

15. Unter dem Winkel, unter dem sich zwei Kurven schneiden, versteht man
den Winkel zwischen den im Schnittpunkt an die beiden Kurven gelegten
Tangenten. Zwei Kreisbogen schneiden sich unter a) 90°, b) 30°, ¢) 135°
(Zeichnung!). Wie grof} ist der Winkel zwischen den zum Schnittpunkt
gehorigen Radien?

16. Beweise, daB sich zwei Kreise zweimal unter gleichem Winkel schneiden.

17. Konstruiere Kreispaare, die sich unter einem Winkel von a) 90°, b) 30°,
¢) 60° schneiden.

18. Gegeben ist ein Kreis und ein Punkt auf seinem Umfang. Konstruiere
Kreise, die den gegebenen Kreis in dem angegebenen Punkt unter Winkeln
von a) 909 b) 459 schneiden. Untersuche, ob die Aufgabe eindeutig he-
stimmt ist.

19. Gegeben ist ein Kreis, auf ihm ein Punkt P und a) auBerhalb, b) innerhalb
des Kreises ein Punkt @; gesucht ist ein Kreis, der den gegebenen in P
unter einem gegebenen Winkel o schneidet, und der durch @ geht.

20. Gegeben ist ein Kreis, auf ihm ein Punkt P und eine beliebige, nicht durch P
gehende Gerade g. Konstruiere den Kreis, der den gegebenen in P unter
einem gegebenen Winkel o schneidet, und der g beriihrt.

Gemeinschaftliche Tangenten

21. An zwei Kreise mit den Mittelpunkten M, und M, ist eine gemeinschaftliche
duflere Tangente T', 7T, gelegt. Was fiir ein Viereck ist M, T, T, M,, und
welche Stiicke sind in ihm als bekannt anzusehen ? Nimm an, a) die beiden
Kreise schneiden sich nicht, b) die beiden Kreise schneiden sich.

22. Verschiebe in der zu Aufg. 21 gezeichneten Figur T, T, parallel zu sich, bis
die Strecke durch den Mittelpunkt des kleineren Kreises geht. Dann zerfillt
das Viereck M;T,T,M, in ein Rechteck und ein Dreieck. Gib an, welche
Stiicke in dem Dreieck bekannt sind.

23. Konstruiere die gemeinschaftliche dulere Tangente 7, T, an zwei Kreise,
indem du erst ein rechtwinkliges Dreieck iiber dem Abstand der Mittel-
punkte der beiden Kreise konstruierst und dann 7', und 7.

24. Fiihre die Konstruktion der duBeren gemeinschaftlichen Tangente fiir den
Fall durch, daB beide Kreise sich duBerlich beriihren.

25. Was wird aus der Konstruktion der #ufleren gemeinschaftlichen Tan-
gente, a) wenn der eine Kreis den anderen innerlich beriihrt, b) wenn der
eine Kreis ganz innerhalb des anderen liegt, ¢) wenn beide Kreise gleichen
Radius haben?

26. Zeichne zwei Kreise und die beid en gemeinschaftlichen duBleren Tangenten.
Thr Schnittpunkt sei P. Nimm noch die gemeinschaftliche Zentrale hinzu.
a) Sprich Sitze iiber die Figur aus. b) Was wird aus diesen Sétzen, wenn die
beiden #uBeren Tangenten in eine einzige verschmelzen?
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27,

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

36.

37.

Gegeben sind zwei Kreise, die sich nicht schneiden und die verschiedenen
Radius haben. Was ist von dem Schnitt der gemeinschaftlichen duBeren
Tangenten zu sagen, wenn der Kreis mit kleinerem Radius néiiher und niher
an den groBeren herankommt, ihn schneidet, ihn schlieBlich innerlich be-
rihrt ?

Gegeben sind zwei Kreise, die sich nicht schneiden und die gleichen Radius
haben. Beantworte dieselben Fragen wie in Aufg. 27.

Gegeben sind zwei Kreise, die sich nicht schneiden. Wie wandert der Schnitt-
punkt der gemeinschaftlichen duBeren Tangenten, wenn der Radius des
einen Kreises bei festliegendem Mittelpunkt a) groBer und groBer, b) kleiner
und kleiner und schlieBlich Null wird ?

An zwei sich nicht schneidende Kreise mit den Mittelpunkten 3/, und ¥,
ist eine gemeinschaftliche innere Tangente 7', T, gelegt. Untersuche, was
an die Stelle des Trapezes im Falle der duleren Tangente getreten ist, und
was in der betreffenden Figur bekannt ist.

Verschiebe in der zu Aufg. 30 gezeichneten Figur T, T, parallel zu sich, bis
die Strecke durch den Mittelpunkt des kleineren Kreises geht. Dadurch ent-
steht ein konstruierbares Dreieck. Was kennt man in ihm ?

Benutze die Uberlegung von Aufg. 31, um die gemeinschaftliche innere
Tangente zweier Kreise zu konstruieren, die sich nicht schneiden.

Was wird aus der Konstruktion der gemeinschaftlichen inneren Tangente,
wenn a) die Kreise sich #uBerlich berithren, b) die Kreise sich schneiden,
¢) ein Kreis ganz inserhalb des anderen liegt ?

Zeichne zwei sich nicht schneidende Kreise und die beiden gemeinschaft-
lichen inneren Tangenten. Thr Schnittpunkt sei P. Nimm noch die gemein-
schaftliche Zentrale hinzu. a) Sprich Sitze iiber die Figur aus. b) Was wird
aus diesen Sitzen, wenn die beiden inneren Tangenten in eine einzige ver-
schmelzen ?

. Gegeben sind zwei Kreise, die sich nicht schneiden und die verschiedenen

Radius haben. Was ist von dem Schnitt der gemeinschaftlichen inneren
Tangenten zu sagen, wenn die Kreise sich bei unveréindertem Radius all-
mihlich niithern, bis sie sich (von auBen) beriihren?

Gegeben sind zwei Kreise mit gleichem Radius, die sich nicht schneiden.
Die Kreise nihern sich bis zur Berithrung. Wie bewegt sich der Schnitt-
punkt der gemeinschaftlichen inneren Tangenten? Welcher Satz ist iiber
den Schnitt der gemeinschaftlichen inneren Tangenten von Kreisen mit
gleichem Radius auszusprechen ?

Gegeben sind zwei Kreise, die sich nicht schneiden. Wie wandert der
Schnittpunkt der gemeinschaftlichen inneren Tangenten, wenn der Radius
des einen Kreises bei festbleibendem Mittelpunkt a) groBer und groBer,
b) kleiner und kleiner und schliellich Null wird ?

|*
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38. Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r,. Welches ist der geometrische Ort
der Mittelpunkte derjenigen Kreise mit dem Radius », (wobei a) 7, > 7,,
b) 7, < 7, ist), die den ersten Kreis von innen beriihren ?

39. Beantworte die Frage der Aufg. 38, wenn es sich um duflere Berithrung
handelt.

Geometrische Uberlegungen

40. Gegeben sind zwei Kreise. Suche die Punkte, von denen aus beide unter
dem gleichen Winkel erscheinen. Erortere die moglichen Fiille.

41. Gegeben sind zwei a) sich nicht schneidende, b) sich schneidende Kreise.
Stelle die Bedingungen fest, die fiir die Umfangspunkte kleinster und groB-
ter Entfernung gelten.

42. Untersuche die Figur eines Dreiseits mit seinen Ankreisen und seinem In-
kreis mit Riicksicht auf die gemeinschaftlichen Tangenten und Zentralen.

43. Gegeben sind zwei Kreise mit den Radien 7, und 7, und dem Mittelpunkts-
abstand @. Wann schneiden sich die Kreise, wann schneiden sie sich nicht,
wann beriihren sie sich innerlich, wann &uflerlich ?

44. Gegeben sind drei Punkte. Konstruiere drei Kreise, die sich in den gegebenen
Punkten beriihren. (Erortere alle moglichen Fille.)

45. Zwei Kreise schneiden sich in den Punkten M und N. Lege durch M und
durch N beliebige Doppelsehnen, deren andere Schnittpunkte mit den
Kreisen 4, B, C und D heillen mégen. a) Was fiir ein Viereck ist A BCD?
b) Was wird aus der Figur, wenn die beiden Kreise,
statt sich zu schneiden, sich beriihren?

46. Fig. 138 zeigt Teile zweier Kreisringe. Beurteile ihre
Grofe auf Grund blofler Anschauung und auf Grund
genauer Messung. Versuche herauszubekommen, was
entscheidend ist fiir diese optische Tauschung.

47. Welche Lage haben innere und #uBlere gemeinschaft-
liche Tangenten, wenn einer der beiden Kreise in eine
Gerade ausartet ?
Fig. 138
Praktische Anwendungen

48. Zwei Riemenscheiben von 0,75 m und 0,30 m Radius und einem Abstand
(der Mittelpunkte) von 2m sind durch einen Riemen ohne Ende mit-
einander verbunden. Gib eine Zeichnung in verkleinertem Mafstabe von
der Riemenfiihrung a) fiir den Fall, dall beide Scheiben gleichen, b) fiir
den Fall, daB sie entgegengesetzten Drehungssinn haben sollen.

*49, Nimmt man die Bahn der Venus, der Erde und des Mars angenéhert kreis-
formig an, so ist der Radius der Venusbahn ungefihr 0,72, derjenige der
Marsbahn ungefihr 1,52, wenn der Radius der Erdbahn = 1 gesetzt wird.
Berechne den Abstand a) der Venus, b) des Mars von der Erde bei Erdnéhe
und bei Erdferne.
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*50. Gib eine Konstruktionsskizze des Fahrrades mit Gestell und Zahnrad-
ibertragung.

*51. Fig. 139 zeigt die Skizze eines gotischen Kirchenfensters. Untersuche die
Figur und konstruiere sie in doppeltem MaBstab. Gib insbesondere Lage
und Radius des kleinen vollstindigen Kreises an.

*52, Fig. 140 zeigt die Skizze eines einfachen MaBwerkes. Untersuche die Figur
und konstruiere sie in doppeltem Mafistab.

*53, Fig. 141 zeigt einen einfachen Triger mit Kreisverzierung. Konstruiere
den Triger in dreifachem Mafistabe.

Riiumliche Betrachtungen

*54, a) Untersuche, wann Schnitte durch einen Zylin-
der Kreise sind. b) Gegeben ist ein gerader Kreis-
kegel. Parallel zur Grundfliche sind 5 Schnitte in
gleichem Abstand zu legen und auf die Grund-
flache zu projizieren. ¢) Das Gleiche ist mit einer
Halbkugel zu tun.

Fig. 139

Fig. 141

55. Bei einem Kugellager ist die zylindrische Achse eines Rades von beweg-
lichen Kugeln umgeben. a) Welchen Weg beschreiben die Mittelpunkte der
Kugeln? (Zeichnung!) b) Welche Gestalt mufl man der Umbhiillung (der
Schale) geben?

*56. Zwei Kugeln K; und K, vom Radius ;=2 und 7,=1 und der Ent-
fernung ! sind gegeben. Konstruiere Kern- und Halbschatten in einem
Zentralschnitt (d. h. in einer Ebene, die durch die Mittelpunkte der beiden
Kugeln geht a) unter der Annahme, daf K,, b) unter der Annahme, daB
K, die andere Kugel beleuchtet.

Aus der Geschichte der Geometrie

Aus Schwenters Geometriae practicae novae (1618)?!):

*57. ,,Zu zweyen vngleichen Circeln | so einander berithren | den dritten vn-
gleichen dessen semidiameter bekannt | zu finden | die beyde gegebene
anriihrend.* ’

*58. ,,So zwey Circeltriimmer (= Kreisbogen) oder zween Circel innwendig
einander beriihren | wie der Punct defl anriihrens zu finden.*

1) Achte auf die Bezeichnungen.
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Sechstes Kapitel

Flichenlehre?)

§ 17. Flichenherechnung von Quadrat, Rechteck,
Parallelogramm, Dreieck und Trapez

Quadrat und Rechteck

1. Zeichne a) ein Quadratdezimeter (dm?), b) ein Quadratzentimeter (cm?),
¢) ein Quadratmillimeter (mm?).

2. Gib an:

a) Wieviel Quadratdezimeter hat ein Quadratmeter?

b) Wieviel Quadratmillimeter hat ein Quadratzentimeter?
¢) Wieviel Quadratmillimeter hat ein Quadratdezimeter?
d) Wieviel Quadratzentimeter hat ein Quadratmeter ?

e) Wieviel Quadratmeter hat ein Quadratkilometer?

f) Wieviel Quadratmeter hat ein Hektar?

g) Wieviel Quadratmeter hat ein Ar?

3. Wie groB ist der Flicheninhalt eines Quadrats von a) 3 ¢m, b) 7,1 em,
¢) 133 m d) @ cm Seitenlinge, ) von 10 em, f) 17,2 cm, g) % cm Umfang?

4. Die Seite eines Quadrates nimmt zu in der Reihe 1, 2, 3, ... Wie wachst
der Fliacheninhalt des Quadrates?

5. Wie gro8 ist die Seite eines Quadrates, dessen Flicheninhalt a) 0,81 m?,
b) 1,69 cm?, ¢) 10 cm?, d) 2 cm?, e) a em? ist?

6. Es ist eine Rute a) in Ddanemark == 10 FuBl = 3,139 m, b) in England
= 5% Yard = 5,029 m, ¢) in Nordamerika = 5 Yard = 4,572 m, d) im
Rheinland = 12 Full = 3,766 m. Wie groB ist in jedem dieser Fille eine
Quadratrute, wie groB ein QuadratfuB in unserem dezimalen MafBsystem ?

7. Ein Quadratkilometer hat ungefihr 400 Morgen. Wie lang ist die Seite
eines quadratischen Feldes von der Fliche eines Morgens ?

8. Berechne den Inhalt eines Rechtecks mit den Seiten:

a) 7cm und 13 cm b) 5m und 12m ¢) 1,3 cm und 2,5 em
d) 73 m und 3} m e) 0,03mund 0,09m . f) 30emund 3 m
g) 1,5 cm und 3 mm h) a cm und b em

9. Schétze, miB und berechne folgende Flichen: a) Quartblatt, b) Postkarte,
¢) Briefmarke, d) die verschiedenen Begrenzungsfliichen einer Streichholz-
schachtel, e) die GroBe eines Blattes in diesem Buch, f) die GroBe des
Schriftsatzes in diesem Buch.

1) Es empfiehlt sich, im AnschluB an die Flichenlehre den Inhalt von § 36 und 37 zu
behandeln, soweit er sich auf Kérperberechnung hezieht.
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10. Berechne a) eine rechteckige Wiese von 87,5 m Linge und 25,7 m Breite,
b) den FuBboden eines Zimmers von 5,25 m Lénge und 4,20 m Breite,
¢) die Fliche eines Tisches von 1,39 m Linge und 0,83 m Breite.

11. a) Ein Rechteck hat die Seite @ und den Flicheninhalt f. Wie groB ist
die andere Seite? b) Beispiel: f= 3,14 m?, ¢ = 0,52 m.

12. a) Der Umfang eines Rechtecks ist , der Inhalt f. Wie groB sind die Seiten ?
b) Beispiel: w= 26,4 cm, f= 32 cm2

13. Wie gro8 ist die Seite eines Quadrates, das flichengleich einem Rechteck
mit den Seiten 0,9 em und 3,6 cm ist?

14. Gib die Oberfliche a) eines Wiirfels mit der Kante @, b) einer quadratischen
Siiule mit der Grundkante @ und der Héhe %, ¢) eines Quaders mit den
Kanten a, b und ¢ an.

Beispiele von Kalkulationen

15. Ein Turnplatz von 35 m Linge und 13,5 m Breite soll ,befestigt®, d. h.
festgestampft und mit Kies usw. versehen werden. Ein Angebot lautet auf
1150 RM. Was ist da anf das m? fiir Material, Anfuhr, Arbeit usw. gerechnet
worden ?

16. Fiir eine auf 850 Schiiler im Maximum berechnete Schule ist ein recht-
eckiger Schulplatz vorgesehen, dessen Tiefe — von der Strale aus ge-
rechnet — 27 m ist. Wie lang muB8 man den Platz nehmen, damit auf den
einzelnen Schiiler mindestens 2,5 m? kommen ?

17. in den Diinen an der Ostsee kauft jemand ein Grundstiick. Das Quadrat-
meter kostet 0,75 RM. Der rechteckige Platz ist 115 m tief. Wie lang kann
die Strandseite sein, wenn 2000 RM {fiir den Kauf angesetzt sind ?

18. Ein Platz von 83,4 m Linge und 42,8 m Breite ist zu pflastern. Was kostet
das, wenn 12,35 RM fiir das Quadratmeter in Ansatz gebracht werden?

19. Wie hoch stellt sich das Chaussieren einer Chaussee von 12,6 km Linge,
deren Fahrdamm 7,9 m breit ist? Das Quadratmeter soll mit 5,68 RM
veranschlagt sein,

20. In einem Park sind 265 m Wege von 1,3 m Breite zu befestigen. Ein Vor-
anschlag setzt dafiir 1300 RM an. Wie ist da das Quadratmeter gerechnet ?

*21. Ein Zimmer von 5,2 m Linge, 4,8 m Breite und 4,2 m Héhe ist bis zu 1,2 m
mit einem Olanstrich, das m? zu 2,60 RM, dariiber mit einem Kalkanstrich,
das m? zu 1,40 RM versehen. Was kostet das?

Q0T+ -->
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22. a) bis e) Die Fig. 142—146 sind Querschnittskizzen von eisernen Trigern.
Berechne auf Grund der eingezeichneten MaBe (in mm) in jedem der Fille
den Querschnitt.

DR 7 SRR

S YT

Fig. 147

Fig. 145

23. Auf eine Kartoffelstaude rechnet man etwa 2000 cm? Bodenfliche. Wieviel
Kartoifeln kann man also auf einen rechteckigen Acker von 15,5 m Linge
und 9,5 m Breite setzen?

Das Parallelogramm

24. Gegeben ist ein Parallelogramm A BCD (siehe Fig. 147). Verwandle das
Parallelogramm in der Weise in ein flichengleiches Rechteck, daB du
A EBC auf der einen Seite wegnimmst und dafiir das ihm kongruente
FAD ansetzt. Wann entstehen Schwierigkeiten bei diesem Verfahren?

35. Nimm die Verwandlung eines Parallelogramms in ein Rechteck in der
Weise vor (Fig. 148). daB du das Parallelogramm durch eine zu einem

Seitenpaar senkrechte Gerade in

zwei Teile I und II zerschneidest,

die in der Gestalt II und I’ an-

einander gelegt ein Rechteck er.

geben. Geht das immer?

E A B

Fig. 148 Kig. 149

26. Nimm die Verwandlung des Parallelogramms in ein Rechteck auch in dem
Falle vor, wo die von dem Endpunkt der einen Seite gefillte Senkrechte
nur die Verlingerung der Gegenseite trifft (wie z. B. in Fig. 149).

27. Es sei a eine Seite eines Parallelogramms und %, die zugehérige Héhe, d. b,
der Abstand dieser Seite von ihrer Gegenseite. Zeige, daB dann fiir den
Flicheninhalt des Parallelogramms die Formel gilt:

f=a-h,

28. Zeige, daB die Formel fiir den Tnhalt eines Rechtecks nur ein besonderer
Fall der Formel fiir das Parallelogramm ist.
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29. Berechne den Flicheninhalt eines Parallelogramms, von dem gegeben ist:

30.

31.

32.

a) a=5cm, h,=3cm b) c=7cm, h,=4cm
¢) a=52cm, h,= 10,8 cm’ d) 5=3,7cm, hy=4,1lcm
e) a=3}m, h,=1}m f) d=3,73m, h,=188m

In einem Parallelogramm
ist a) a=15cm, b="Tem,
h,=6cm. Wie grof ist &, ?

b) Es ist allgemein ge- a

geben a, b und h,. Be- d
rechne %,

.In einem Parallelogramm [~ P
ist a) a=25cm, h,= {: 9 h

72 cm, h,= 54 cm. Wie 1
groB ist b? Es ist allge-
mein gegeben a, kg, hy;
berechne b. Fig. 150

Berechne die Flichen-
inhalte der in der nebenstehenden Fig. 150 eingetragenen Parallelogramme
a bis & in Flidcheneinheiten der mit dargestellten Quadrateinteilung.

Das Dreieck

33.

34.

35.

a) Zerlege ein Rechteck mit den Seiten a und & durch eine Diagonale in
zwei rechtwinklige Dreiecke. b) Erginze ein rechtwinkliges Dreieck mit den
Katheten ¢ und b zu einem Rechteck von doppeltem Inhalt.

Beweise, daB, wenn'a und b die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks
sind, dessen Fliicheninhalt
a-b .

f= - st
Berechne den Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten
a) 3 cm und 4 cm b) 5 cm und 12 em
¢) tmund {m d) 0,75 m und 7,5 m
e) 0,1 m und 0,01 m f) 1,243 m und 7,281 m

36. a) In einem Dreieck sei von einem Eckpunkt auf die Gegenseite das Lot

gefillt, ihr FuBpunkt lege auf der Gegenseite (Fig.151). Erginze die beiden

-==7
/
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rechtwinkligen Teildreiecke zu Rechtecken. b) Beweise die Formel fiir
die Dreiecksfliichen:
ash

a

1=

37. Zeige, daBl die Formel von Aufg.36 auch gilt, wenn der HéhenfuBpunkt D
auf die Verlingerung von BC iiber B oder C hinaus fillt.

38. Ergiinze das Dreieck A BC durch Parallelen zu einem Parallelogramm
von doppeltem Flicheninhalt und leite daraus die Formel der Aufg. 36 ab.

39. Fig. 152 zeigt ein Parallelogramm und ein schraffiertes Dreieck mit gleicher
Grundlinie und Héhe. Ziehe durch die Endpunkte der Grundlinie des
Dreiecks Parallelen zu den Gegenseiten und weise an der so entstehenden
Figur nach, da das Parallelogramm den doppelten Inhalt des Dreiecks hat,

40. Ein Dreieck und ein Parallelogramm mit gleicher Grundlinie und Héhe
sind gegeben. Zeige an der Hand einer der Fig. 151 ahnlichen Figur, dal
das Parallelogramm den doppelten Inhalt des Dreiecks hat.

41. Berechne den Inhalt eines Dreiecks aus:

a) a=34cm, h,=2,6cm;
b) b=2im, hy=2}m;
¢) a="T5¢cm, h,=59cm;
d) c=T4m, h,="T7m

42. In einem Dreieck ist

a) gegeben = 14,57m, b= 18m, h,= 10,53 m; gesucht k,;

b) gegeben a= 22,81 m, c¢= 20m, h,= 12,81 m; gesucht /,;

c) gegeben a= 30,17m, h,= 1588 m, h,=5m; gesucht ¢;

d) gegeben b= 0,13 m, ¢=1023m, A,=0,11m; gesuchth,;

e) gegebena= 3,18m, b= 2,62m, f=6,34m?; gesuchth, und &,.
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43. a) bis I) Berechne die Flicheninhalte der in die Quadrateinteilung Fig. 153
eingezeichneten Dreiecke a) bis1) in Flicheneinheiten der benutzten Teilung,

44, Ein Haus ist vom Boden bis zum Dachrand 8,5 m, bis zum Dachfirst 15,5 m
hoch und 9.5 m breit. Wieviel m2 mift eine Giebelfliche ¢

Das Trapez

45. In einem Trapez seien ¢ und b die beiden parallelen Seiten, & die Hohe
(der Parallelenabstand). Ziehe eine Diagonale und berechne den Inhslt des
Trapezes als Summe der

Dreiecke.
46. Lege an das Trapez in der
Welse ein kongruentes Tra-

pez, wie es Fl“ 154 zeigt.
Beweise, dal} die Gesamt- Fig. 164

figur ein Parallelogramm ist; berechne den Inhalt erst des Parallelogramms,
dann des Trapezes.

47. Ziehe im Trapez die Mittelparallele und durch einen ihrer Endpunkte die
Parallele zu der gegeniiberliegenden Trapezseite. Mit Benutzung der in der

a
Fig. 155 Fig. 156

Fig. 155 mit 1 und 2 bezeichneten kongruenten Dreiecke leite dann die In-
haltsformel ab.

48. Gib an der Hand der Fig. 156 einen Beweis fiir die Inhaltsformel des
Trapezes

i= a + b .
49. Berechne den Inhalt eines Trapezes, von dem gegeben ist :
a) a= 5cm b= 9cm h= 4cm
b)a= 12m b= 0,85m h= 35cm
¢) a=1538m b=12.02m h= 855m

50. Leite aus der Inhaltsformel fiir das Trapez diejenige fiir das Dreieck ab,
indem du eine Parallele des Trapezes Null werden liBt. Ist auch dann der
Inhalt gleich dem Produkt aus Hohe und Mittelparallele (d.h. Verbindungs-
strecke der Seitenmitten)? '

51. Eine trapezformige Fensterbank soll aus einer Kalksteinplatte herausge-
schnitten werden. Sie ist vorn 1,25 m, hinten 1,05 m lang und 0,30 m breit.
Welchen Flicheninhalt hat die Platte?
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52. Ein Bild wird gerahmt. Die Seiten des Bildes sind 1,25 m und 0,95 m, die
suBeren Rahmenlidngen 1,47 m und 1,17 m. Berechne die Rahmenfliche
als Summe von vier Trapezen.

53. Der Giebel eines Hauses ist oben durch
ein Querdach abgeschrigt. Die Mafe S135mi
sind der Skizze Fig. 157 zu entnehmen.
Berechne die Giebelfliche.

Funktionsbetrachtungen

54. Wie stellt sich a) der Flicheninhalt des
Quadrates, *b) die Oberfliche eines Wiir-
fels als Funktion der Seite dar? Stelle
die Funktionen graphisch dar.

55. Wie stellt sich a) der Flacheninhalt des
Rechtecks als Funktion einer Seite dar,

-.---.Iam- PR -
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wenn die andere konstant bleibt, *b) die Yig. 157

Oberfliche einer quddratischen Séule mit

konstanter Grundfliche aber verdnderlicher Hohe, *¢) die Oberfliche einer
quadratischen S#ule mit verinderlicher Grundfliche aber konstanter Hohe ¢
Graphische Darstellung.

56. Wie stellt sich der Flicheninhalt des Dreiecks als Funktion a) einer Seite
bei konstant gehaltener zugehériger Hohe, b) einer Héhe bei konstant ge-
haltener zugehoriger Seite dar? Graphische Darstellung.

57. Wie stellt sich der Flicheninhalt des Trapezes dar als Funktion der Hihe bei
konstant gehaltener Mittellinie? Graphische Darstellung.

58. Wie stellt sich der Flicheninhalt des Trapezes dar als Funktion einer der
parallelen Seiten, wihrend die andere parallele Seite und die Héhe konstant
bleibt ¢ Graphische Darstellung.

59. Wie stellt sich die Seite des Quadrates dar als Funktion des Flicheninhaltes?
Graphische Darstellung.

60. Wie stellt sich eine Seite des Rechtecks dar als Funktion des Flicheninhalts,
wenn die andere Seite konstant bleibt? Graphische Darstellung.

61. Wie stellt sich eine Seite des Dreiecks dar als Funktion der zugehérigen
Hohe und des Flicheninhalts?

62. Wie stellt sich die Hohe des Trapezes dar als Funktion der Mittelparallele
und des Flicheninhalts ?

63. Wie stellt sich die eine parallele Seité des Trapezes als Funktion der anderen
und der Hohe dar? '

Geometrische Uberlegungen

64. Ein Dreieck kann man auf dreifache Weise zu einem Rechteck (Aufg. 36)
oder einem Parallelogramm (Aufg. 38) erginzen. Warum erhilt man trotz-
dem alle Male den gleichen Inhalt?
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65. Stelle die folgenden Formeln durch Flichen geometrischer Figuren dar:

a) (@a+b=0a?+ 2ab+ b2

b) (@—b)2=a?—2ab+ b2

¢) (a+ b) (@— b) = a®— b?

d) (a+b+e)?=at+b2+ct42ab+ 2ac+ 2be

66. Zeige, daBl die Wahl der Einheitsmalle (cm, dm) fiir die Richtigkeit der
Flachenberechnung nicht ins Gewicht fillt, wohl aber, dafl alle gemessenen
Strecken in der gleichen Einheit ausgedriickt werden.

67. Vergleiche Dreiecke mit gleicher Grundlinie und a) gleicher anliegender
Seite, b) gleichem der Grundlinie gegeniiberliegenden Winkel hinsichtlich
ihres Flicheninhalts. Wann erreicht der Flicheninhalt einen Hochstwert ¢

68. Bei der Messung von Grundlinie und Héohe a) eines Rechtecks, b) eines
Parallelogramms, c) eines Dreiecks sind kleine Fehler im Héchstbetrage
von n und v gemacht. Stelle den grofitmaoglichen Fehler im Ergebnis der
Tlichenberechnung rechnerisch und geometrisch dar.

69. Zeige, daB es immer moglich ist, durch gesteigerte Genauigkeit in der An-
gabe der Ausgangswerte den bei der Flichenberechnung auftretenden
Fehler unter eine vorgeschriebene Gréfle herabzudriicken.

70. Gegeben sind zwei Dreiecke von gleicher Grundlinie und Héhe. Versuche
einen Zerlegungsheweis fiir die Flichengleichheit der beiden Dreiecke, d. h.
untersuche, ob du das eine Dreieck so in Teilfiguren zerlegen kannst, da
sie, anders zusammengefiigt, das andere Dreieck bilden.

71. Gegeben sind ein Rechteck und ein flichengleiches Quadrat. Zerlege beide
Figuren in Teilstiicke derart, dal jedem Teilstiick des Rechtecks ein kon-
gruentes Teilstiick des Quadrates entspricht. Versuche mit moglichst we-
nigen Teilstiicken auszukommen.

Aus der Geschichte der G rie

72. Aus einer mittelalterlichen Miinchener Handschrift: ,,Idem ager est
longum pedum CCXL, cuius latitudo ignoratur, sed in eo dispositae sunt
arbores inter quinos pedes singulae crassae pedum duorum DXXV.
(Ein Acker ist 240 FuB lang, seine Breite ist unbekannt. Es stehen aber auf
ihm im Abstand von jedesmal 5 FuB 525 zwei FuB dicke Biitume.) Berechne
die Breite des. Ackers.

73. Aus dem Liber Embadorum des Abraham bar Chijja Savasorda
(1116) nach der lateinischen Ubersetzung von Plato von Tivoli: ,.Es ist
ein Rhombus gegeben, dessen Inhalt 96 ist, und das als eine der beiden
Diagonalen 16 enthiilt. Wie groB wird die andere Diagonale sein ?*
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N\

§ 18. Flichenberechnung
beliebiger ebener Figuren

N\ \\
\
A

Inhalt des Vierecks

\

1. Gegebenist ein beliebigesVier-
eck ABCD. Fille die Lote
BB, und DD, auf die Diago-
nale A C. Wie groB ist dann der
Flicheninhalt des Vierecks?

2. Berechne ein Vieleck aus den
durch Messung gefundenen
Stiicken?) (Bezeichnung wiein
Aufg. 1):

a) AC=Tcm

BB,=3cm DD;=5cm
b) AC=12T5m

BB, =680m DD, =435m
¢) AC=1245m
BB,=133,8m DD;=853m

N

3. Gib an, ob die in Aufg.1 ge-
gebene Berechnungsmethode
sich auch empfiehlt, wenn man

ey VI

eine besondere Art von Vier- Z 5 4
ecken(Parallelogramm,Rhom- Z /gg% ‘{ ()
bus, Trapez usw.) vor sich hat. /’ //l’ ////‘
4. Gib an, welche Gestalt die in %2
Aufg.1 gegebene Berechnungs- y
methode annimmt bei Vier-
ecken, deren Diagonalen senk- 5
recht aufeinander stehen. S /
5. Einem Viereck werde ein ° =

Rechteck in der Weise umge-
schrieben, daB dessen eines
Seitenpaar parallel einer Dia-
gonale des Vierecks ist. In
welcher Beziehung stehen In-
halt des Rechtecks und In-
halt des Vierecks?

/
N\

1) Sind die Vierecke aus diesen
Stiicken konstruierbar ?
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Inhalt des Vielecks. Dreiecksmethode

6. Durch wieviel Diagonalen (Mindestzahl) liBt sich a) ein Fiinfeck, b) ein
Sechseck, ¢) ein Zehneck, d) ein #-Eck in Dreiecke zerlegen ?

7. Man kann den Flicheninhalt eines Vielecks berechnen, wenn man es in
Dreiecke zerlegt und deren Inhalte bestimmt. Zeichne a) ein Fiinfeck,
b) ein Sechseck, ¢) ein Zehneck, d) ein beliebiges n-Eck, konstruiere die
notigen Hilfslinien und bezeichne diejenigen, die auszumessen sind. Achte
darauf, daB die Zahl der zu messenden Strecken méglichst klein wird.

8. Fig. 158 zeigt einen Grundstiicksplan (MaBstab 1 : 500; esist ein Ausschnitt
aus dem Ortsplan von Stuttgart). Fertige zunéichsteine Kopie derim folgen-
den erwiihnten Grundstiicke in gleichem MaBstab. a) Zerlege das Eckgrund-
stiick 7 in moglichst zweckméBiger Weise in Teilfiguren, di¢ leicht mefbar
sind. Mif} die nétigen Strecken und berechne den Flicheninhalt des ganzen
Grundstiicks und des darin bebauten Teiles. b) Beantworte dieselbe Frage
fiir das Grundstiick 33, ¢) fiir den bebauten Teil des Grundstiicks 31.

9. Gegeben ist ein Tangentenviereck. Ver-
binde den Mittelpunkt des Inkreises mit den
Ecken desVierecks und zeige, dafl der Flichen-
inhalt

f= 0+s

ist, wo o der Radius des Inkreises,
s=%{a+b+c-t+d)
der halbe Umfang ist.

10. Beweise, .daB die Formel in Aufg. 9 auch gilt
a) fiirr Dreiecke, b) fiir alle Tangentenvielecke.

11. a) Das Quadrat, b) den Rhombus kann man
als Tangentenviereck auffassen. Zeige, daBl die
auf diesem Wege erhaltenen Inhaltsformeln iiber- Fig. 159
einstimmen mit den sonst bekannten.

12. a) Leite an der Hand der Fig. 159 fiir den Inhalt des Dreiecks die Formel

f==-(b+c—a) ab.

b) Beweise die Formeln:
f=20a:(s—a)
I=0b:(s —b)
1=0c-(s—o)
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Inhalt des Vieltcks. — Trapezmethode

13. Fig. 160 zeigt einen in Millimeterpapier eingetragenen Streckenzug. Be-

rechne die zwischen Strecke, z-Achse und den Ordinaten 4 4, und BB,
liegende Fliche als Summe von Trapezen. Die nétigen GroBen sind aus der
Zeichnung abzulesen.

e
T
i
+
+ yasnae

Fig. 160

14. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks 4 BC sind

15.

a) 4 =(23) B=(74) C = (6,5)

b) 4 = (21, 4,5) B = (6,7, 6,4) C = (55, 17,8)
¢) A =(ay, a9 B = (b, b,) C= (0, 0)
d) 4 =(0,0) B = (b, by) C = (g, ¢,)
e) A= (0,0) B =(0,qa) C = (b, 0)

Zeichne in jedem Falle das Dreieck
und berechne den Inhalt nach der
Trapezmethode.

Berechne den Inhalt der um-
stehenden Fliche (Fig.161), in-
dem du die Begrenzungen a) auf
eine die Fliche durchsetzende
Gerade (etwa ¢;), b) auf eine
auflerhalb der Flidche verlaufende
Gerade (etwa ¢,) projizierst und
die nétigen Stiicke ausmift. Fig. 161




16—20] §18. Flichenberechnung beliebiger ebener Figuren 125
16. Tig. 162,

17. Fig. 163,

18. Fig. 164 geben Aufnahmepline

Inhalt beliebig krummlinig begrenz-
ter Flichen

19. Bestimme den Inhalt der um-

20.

von Grundstiicken mit einge-
schriebenen Meterzahlen (achte
darauf, wie die Meterzahlen an-
geschrieben sind). Berechne den
Flicheninhalt.

stehend auf Millimeterpapier
gezeichneten Figur 165 (Umrif3
eines Sees), indem du feststellst
a) die Anzahl a der ganz inner-
halb der Fliche liegenden Qua-
dratmillimeter (am besten erst
die ganzen Quadratzentimeter,
dann erst die noch nicht, be-
riicksichtigten =~ Quadratmilli- Fig. 163

meter), b) die Anzahl b der von

der Umgrenzung durchsetzten Quadratmillimeter. Der Flicheninhalt ist

dann angendhert a % . Wihle selbst ein weiteres Beispiel aus.

W5
Y e
PSSR S : BN
a s‘ ------------------- ~N B
LW 3
Fig. 164

Bestimme den Inhalt eines Kreises vom Radius 10 em. Man withlt zweck-
miBig einen Kreisquadranten, zihlt erst die ganzen cm?, dann die iibrigen
mm? aus und multipliziert das Ergebnis mit 4. Noch praktischer ist es,
nur ein Kreisachtel auszuzahlen.

Geometrie. $.—5. 9
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21. Um eine beliebige krumm- THE
linig begrenzte Fliche aus-
zumessen, legt man durch
sie eine Schar von paralle-
len Geraden und ersetzt
dann die Fliche durch eine
Schar von Trapezen, die
Umgrenzung also durch
einen Streckenzug, indem
man die Krimmung zwi-
schen zwei Schnittpunkten
aufeinander folgender Ge- feites:
raden unberiicksichtigt :
1aBt. a) Fithre die Methode :
an einem selbstgewihlten
Beispiel durch, etwa der Fliche eines Sees, die du am besten von der Land-
karte gleich auf Millimeterpapier iibertrigst. b) Welcher Vorteil entspringt
daraus, daB man die Abstéinde der parallelen Geraden gleich wihlt ?

22, Wenn die ihrem Flicheninhalt nach zu bestimmende Fliche nicht zuging-
lich ist {(z. B. auf dem Felde die Fliche eines Sees), so umgibt man die Fliche
mit einem ausmefBbaren geschlossenen Streckenzug und miBt von da aus mit
der Trapezmethode die Flichen zwischen Streckenzug und Flichenbegren-
zung. Zeichne selbst ein Beispiel und mif} die Fliche méglichst zweck-
miBig aus.

23. Eine sehr rohe Methode zur Bestimmung des Flicheninhalts ist die: Man
iibertrigt die zu messende Fliche auf Papier von moglichst gleichmiBiger
Dicke, schneidet die Fliche aus und wiegt sie (Briefwaage!). Daneben wiegt
man auch die Flicheneinheit. a) Stelle auf diese Art den Flicheninhalt
eines Kreises von 10 cm Radius fest (als Vergleichstlache nimm ein Quadrat
von 10 em Seitenlinge. b) Beurteile die Genauigkeit dieses Verfahrens,
indem du z. B. priifst, ob ein Dreieck halb so viel wiegt wie das zugehorige
Parallelogramm. i

24. Um die in einem Flusse in einer gewissen Zeit durch den Querschnitt flie-
Bende Wassermenge zu berechnen, mull man die Stromung und den Quer-
schnitt kennen. Der FluB sei
an der betreffenden Stelle
27,5 m breit, man stellt durch
Lotung von 5 zu 5 m fest (vgl. N S 2 10 15 20 2525

Fig. 165

den iiberhthten Querschnltt in
Fig.166): 2m; 2,2m; 2,5m;
3,5m; 2,7m. Berechne den
Querschnitt nach der Trapez-
methode.

Aus der Geschichte der G trie

25. Heron behandelt in seinen Geometrica die folgende Aufgabe: ,,Es sei ein
nicht rechtwinkliges Parallelogramm, dessen grofiere Linge = 32 FuB, die
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andere = 30 FuB, 32+ 30=62, }.62= 31. Und die Breite = 18 Fu8,
die andere = 16 FuB}, 184-16=234, 1 . 34=17, 17 . 31 =527; so viel FuB
ist der Rauminhalt.” Untersuche, a) was Heron hier unter einem ,,nicht
rechtwinkligen Parallelogramm® versteht, b) welche allgemeine Néherungs-
formel hier von Heron benutzt wird, ¢) ob diese Niherungsformel richtig
ist oder nicht, insbesondere fiir welche Arten von Vierecken etwa sie genau
stimmen wiirde.

§ 19. Flichenvergleichung, Flichenverwandlung,
Flichenteilung

1. Zeige a) arithmetisch, b) geometrisch an der Hand der Fig. 167 (das schraf-
fierte Dreieck an der einen Seite ist wegzunehmen und an der anderen anzu-
setzen), ¢) geometrisch an der Hand der Fig. 168 (von den kongruenten
Trapezen A B'C’D und A’ BC D’ wird das Trapez B B’C’C abgezogen), dal
Parallelogramme von gleicher Grundlinie und Hohe flichengleich sind.

Fig. 167 Fig. 168

2. Ein Parallelogramm ist in ein flichengleiches Rechteck zu verwandeln.

3. Ein Parallelogramm ist in ein anderes mit gleicher Grundlinie und Hohe
zu verwandeln, in dem aullerdem vorgeschrieben ist a) ein Winkel, b) eine
Diagonale, c¢) eine Seite, die nicht Grund-
linie ist. '

4. (Satz vom Gnomon.) Durch einen beliebi-
gen Punkt Pder Diagonale A C eines Parallelo-
gramms 4 BCD sind Parallelen zu den Sei-
ten gezogen (Fig.169). Die Schnitte mit den
Seiten seien bei der Parallelen zu 4 B die 4 E D
Punkte E und F, bei den Parallelen zu 4D Fig. 169 °
die Punkte ¢ und H. a) Beweise, dall die
schraffierten Parallelogramme flichengleich sind. b) Zeichne. die Figur fiir
ein Rechteck. ¢) Zeichne die Figur fiir ein Quadrat (warum ist da der Satz
trivial ?).

5. Ein gegebenes Parallelogramm ist in ein.anderes zu verwandeln, von dem
vorgeschrieben sind:

a) a, b b) a,x c) a, e
6. Ein Parallelogramm ist durch Parallelen zu einer Seite in a) zwei, b) drei,

¢) vier gleiche Teile zu teilen.
9*
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7. Ein Parallelogramm ist durch eine Parallele zu einer Seite so zu teilen,
daB der eine Teil a) den doppelten, b) den dreifachen Flicheninhalt des
anderen hat.

Verwandlung und Teilung von Dreiccken

8. Zeige a) arithmetisch, b) geometrisch, dal ein Parallelogramm doppelt so
groB ist wie ein Dreieck von gleicher Grundlinie und gleicher Hohe. -

9. Zeige, dafl Dreiecke von gleicher Grundlinie und Héhe gleich sind.

10. Suche den geometrischen Ort der Spitzen von Dreiecken gleichen Flichen-
inhalts und gleicher Grundlinie. ‘

11. Ein Dreieck ist in ein flichengleiches, rechtwinkliges (mit gleicher Grund-
linie) zu verwandeln. Wieviel Losungen sind moglich ¢

12. Ein Dreieck ist in ein flichengleiches, gleichschenkliges mit gleicher Grund-
linie zu verwandeln.

13. Verwandele ein Dreieck unter Beibehaltung der Grundlinie @ in ein flichen-
gleiches andere, von dem vorgeschrieben ist:
a) b b) ¢ B
d) s, e) a f) r
14. Ein Dreieck ist durch zweimalige Verschiebung in ein flichengleiches zu
verwandeln, von dem gegeben ist:
a) a, b b) a,o
d) ¢, B €) a,s,
15. Verwandele-ein Dreieck 4 BC unter
Beibehaltung des Winkels y (durch
Teilverschiebung) in ein flichen-
gleiches, von dem ein neuer Eck-
- punkt der gegebene Punkt P auf
a) AC (Fig. 170), by auf BC ist.
16. Verwandele ein Dreieck unter Bei-

behaltung des Winkels ¢y in ein
flichengleiches, wenn gegeben ist:
aya | b)b c) h, Fig. 170

17. Teile ein Dreieck von einer Ecke aus in a) drei, b) vier, ¢) fiinf gleiche Teile.

18. Teile ein Dreieck von einer Ecke aus so in zwei Teile, daB der eine a) doppelt,
b) dreimal so groB ist wie der andere.

19. Teile ein Parallelogramm von einer Ecke aus in a) vier, b) sechs, ¢) drei,
d) fiinf gleiche Teile.

20. Teile ein Parallelogramm durch eine die eine Ecke durchsetzende Gerade so,
daB der eine Teil doppelt so groB ist wie der andere. '

21. Teile a) ein gleichschenkliges, b) ein rechtwinkliges, ¢) ein beliebiges Trapez
in drei flichengleiche Teile.
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Verwandlung von Vierecken und Vielecken in Dreiecke und umgekehrt

22, Beweise: Ein Parallelogramm ist flichengleich einem Dreieck a) von glei-
cher Hohe und doppelter Grundlinie, b) von gleicher Grundlinie und dop-
pelter Hohe. .

23. a) Verwandle ein Dreieck in ein Rechteck mit
gleicher Grundlinie. b) Stelle dir nach Fig.171
ein bewegliches Modell fiir eine solche Ver- 7 NN
wandlung her (D, und D, sind die Drehpunkte). 0, D,

24. a) Verwandle ein Dreieck in ein Rechteck mit |
gleicher Hohe. b) Konstruiere auch fiir diesen l
Fall ein bewegliches Modell. y

25. Verwandle ein Dreieck in ein Rechteck, a) mit Fig. 171
gegebener Seite, b) mit gegebener Diagonale.

26. Verwandle ein Parallelogramm in ein Dreieck mit gleicher Grundlinie und
a) einem gegebenen Winkel, b) einer gegebenen Selte

27. Verwandle ein Parallelogramm in a) ein gleichschenkliges, b) em recht-
winkliges Dreieck unter Belbehaltunw einer Seite.

28. Verwandle ein Dreieck a) in ein gleichschenkliges, b) in ein rechtwinkliges
Trapez unter Beibehaltung der Grundlinie.

29. Gegeben ist ein beliebiges Viereck. Ziehe eine Dmgonale und verwandle
das eine Teildreieck in ein anderes derart, dal} es mit dem anderen Teil-
dreieck zusammen ein einziges Dreieck bildet.

30. Verwandle ein beliebiges Viereck in ein flichengleiches Rechteck, dessen
eine Seite vorgeschrieben ist.

31. Verwandle a) ein beliebiges Fiinfeck, b) ein beliebiges Sechseck in ein Drei-
eck. €) Diirfen die Vielecke auch einspringende Ecken haben?

32. Verwandle zwei Dreiecke in ein einziges flichengleiches Dreieck. — Ist die
Aufgabe eindeutig?

33. Konstruiere ein Dreieck mit der Seite a, das flichepgleich ist der Differenz
der Flichen zweier beliebiger gegebener Dreiecke.

Geometrische Uberlegungen

34.In einem Trapez 4 BCD sind die Diago-
nalen gezogen; sie schneiden sich in O
(Fig.172). a) Beweise,dal die Dreiecke 0.4 D
und O BC flichengleich sind. b) Untersuche,
wie man diese Tatsache zur Verwandlung von
Dreiecken unter Beibehaltung eines Winkels
benutzen kann. ¢) Beachte, daf die Tatsache
bereits in Fig. 170 benutzt ist; inwiefern?

35. Versuche, Sitze iiber die Flichengleichheit von Trapezen zu formulieren.

36. Ein Viereck werde durch die Diagonalen in vier Dreiecke geteilt. Unter-
suche, was iiber die Flichen dieser Dreiecke zu sagen ist, wenn das Viereck
von besonderer Art ist (z. B. Rechteck, Rhombus usw.).

Fig. 172
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Aus der Geschichte der G trie

37. Euklids Elemente (Buch 11, 7): ,,Wenn man eine Strecke irgendwie teilt,
so wird das Quadrat iiber der ganzen Strecke vermehrt um das Quadrat der
einen Teilstrecke gleich dem doppelten Rechteck aus der ganzen Strecke
und der eben genannten Teilstrecke, vermehrt um das Quadrat der anderen
Teilstrecke.” Schreibe den Satz in eine arithmetische Formel um und be-
weise ihn arithmetisch und geometrisch.

38. Ebenda (Buch II, 8): ,,Wenn man eine Strecke irgendwie tellt so wird
das vierfache Rechteck aus der ganzen Strecke und der einen Teilstrecke,
vermehrt um das Quadrat der anderen Teilstrecke, gleich dem Quadrat,
das iiber der um die zuerst genannte Teil:
strecke verlingerten ganzen Strecke kon- _J

struiert ist.” Schreibe den Satz in eine arith-
metische Formel um und beweise ihn arith-
metisch und geometrisch.

39. Ebenda (Buch II, 9): ,Wenn man eine
Strecke in zwei gleiche und in zwei ungleiche
Teile teilt, so ist die Summe der Quadrate
iiber den ungleichen Teilen doppelt so grof3
als das Quadrat iiber der Hilfte (der ganzen
Strecke) zysammen mit dem Quadrat iber
der Strecke, die zwischen den beiden Teil-
punkten gelegen ist.“ Schreibe den Satz in
eine arithmetische Formel um und beweise
ihn arithmetisch und geometrisch.

40. Aristoteles (384—322 v. Chr.) sagt in seiner Metaphysik, die Pytha-
goreer hitten die Quadratzahlen gebildet, indem sie die Gnomonen all-
méhlich zur Einheit zufiigten. Erklire diesen Ausspruch an der Hand der
Fig. 173 und zeige, dafl es sich, arithmetisch gesprochen, um die Sum-
mierung

Fig. 173

143+54+...4+2n—1)=n2 handelt.

§ 20. Der pythagoreische Lehrsatz

Der euklidische Beweis des Lehrsatzes

1. Errichte iiber den Katheten und iiber der Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks die Quadrate. a) Ziehe (Fig. 174) die Gerade DO, Das Dreieck
D BC drehe um den Punkt B um einen Winkel von 90°. Welche Lage
nimmt es dann ein? b) Beweise, dafl das Dreieck in der ersten Lage die
Hiilfte des Kathetenquadrates ist. ¢) Beweise, daB das Dreieck in der
zweiten Lage die Hilfte des von der Hypotenuse und der Kathetenprojek-
tion gebildeten Rechtecks ist. d) Beweise vollstéindigden Satz von Euklid:
Das Quadrat iiber einer Kathete im rechtwinkligen Dreieck
ist flachengleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und der
zugehoérigen Kathetenprojektion.
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2. Tn der Fig. 175 ist das Vergleichsdreieck durch ein Parallelogramm ersetzt.
Fiihre den Beweis des eben genannten Satzes mit dieser Hilfsfigur.

3. In der Fig. 176 ist das eine Kathetenquadrat nach innen umgeklappt. Dann

ist eine Drehung des Hilfsdreiecks nicht erst nétig. a) Beweise, dafl die
Verlingerung von FG durch D geht;
b) fiihre den Beweis des Satzes der Aufg.1
mit dieser Hilfsfigur.

Fig. 174 Fig. 175 Fig. 176

4. Wende den Lehrsatz von Euklid auf beide Kathetenquadrate an und be-
weise so den Lehrsatz von Pythagoras: Imrechtwinkligen Dreieck
ist die Summe der Kathetenquadrate flichengleich dem Hy-
potenusenquadrat.

Zerlegungsbeweise des Satzes. — Additionsheweise

5. (Epsteinscher Beweis.) In der Fig. 177 ist das Hypotenusenquadrat
in acht Dreiecke zerlegt, ebenso sind die beiden Kathetenquadrate zerlegt
und zwar so, daB die gleichen Dreiecke wie bei der Zerlegung des Hypo-
tenusenquadrates
auftreten. a) Zeich-
ne eine Figur, zer-
schneide sie und 8 ,
fithre die Zerlegung 3 6 LTS
praktisch aus. 4 e f D
b) Welche Form
nimmt dieser Zer- P NN

~

legungsbeweis an, . I

wenn das Dreieck 6

rechtwinklig-gleich- 5 7

schenklig ist ? s \[—
6. In der Fig. 178 ist =~

eine einfachere und
sebr symmetrische Fig. 177 Fig. 178
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Zerteilung des Hypotenusenquadrates angegeben; die Teilfiguren sind dies-
mal Vierecke. a) Stelle ein Modell der Zerlegung her. b) Konstruiere die
Zerlegung fiir den Fall eines rechtwinklig-gleichschenkligen Dreieck:.
¢) Versuche, ob die Zerlegung auch ausfuhrbar ist, wenn man als Schnitt-
punkt O der Teilgeraden in dem einen Ka-
thetenquadrat nlcht den Mittelpunkt, son-
3 dern einen anderen geeigneten Punkt im

--» Innern des Quadrates wihlt.!)

Fig. 179 Fig. 180

7. Fig. 179 gibt einen Zerlegungsbeweis nach Gutheil?) an. a) Beweise die
Kongruenz der Teildreiecke. b) Untersuche, welche Gestalt der Beweis im
Falle des rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks annimmt.

8. Konstruiere mit Zirkel und Lineal die Zerlegungsfigur von Annairizi
(Fig. 180) und beweise die Kongruenz der einander entsprechenden Stiicke
im Hypotenusenquadrat und in den Kathetenquadraten.

Zerlegungsbeweise des Satzes. — Subtraktionsheweise
9. Wenn man in der Fig. 180 die rechtwinkligen Dreiecke 1 und 2 wegnimmt,
so bleibt das Hypotenusenquadrat tbrig, nimmt man aber die den eben ge-
nannten flichengleichen Dreiecke 3 und 4 weg, so bleibt die Summe der
beiden Kathetenquadrate iibrig. Fertige zu diesem Beweis ein Modell in
der Weise, dall du die Dreiecke, die ihre Lage dndern, um geeignete Ecken
beweglich machst.

10. Zeige, daBl die Fliche A DEFG B4 in der Fig. 182 flichengleich der Flache
AC BHKJ A ist (man zeigt, dal zwel geeignet gewiihlte Hilften von jeder
der beiden Fliachen durch Drehung ineinander iibergefiihrt werden kénnen).
Folgere daraus durch Subtraktion gleicher Stiicke, daB das Hypotenusen-
quadrat flichengleich der Summe der Kathetenquadrate ist.

11. Wenn man von dem die ganze Pythagoras-Figur umschlieBenden Rechteck
(Fig. 183) die schraftierten Flichen und die Rechtecke 7, 5 und 6 abzieht, so

1) Dieser ,,Schaufelradbeweis‘ riihrt von Perigal her.
2) Gutheil, ein junger Mathematiker, ist 1914 gefallen; die Figur zu seinem Beweis
ist etwas anders orientiert, als er es seinerzeit getan.
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erhiilt man die Summe der Kathetenquadrate. Zieht man hingegen aufler
den gleichen Rechtecken 7, 5 und 6 die Kathetenquadrate 9 und 8, sowie
die vier gleichen Dreiecke 1, 2, 3 und 4 ab, so erhilt man das Hypotenusen-
quadrat. Erbringe den Nachweis, daB die in beiden Fillen abgezogenen
Flichenstiicke flichengleich sind.

Fig. 182

Berechnungsweise des Satzes

12. Trage auf den Seiten eines Quadrates, dessen Seitenlinge a + b ist, von
jedem Eckpunkt aus in einer Umdrehungsrichtung die Strecke @ ab und
verbinde die Teilpunkte (Fig. 93). Die Figur, die dann im Innern des groBen
Quadrates entsteht, ist ein Quadrat. Dann ist nach der Figur

(@4 b)2=2ab+ ¢?,

wo ¢ die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten e und b
bedeutet. Wenn man andererseits fiir (@ -+ b)? einen anderen, ihm arith-
metisch gleichwertigen Ausdruck schreibt, 1aBt sich der pythagoreische .
Lehrsatz leicht rechnerisch beweisen.

13. Ein alter chinesischer Beweis verfihrt folgendermafien: In das Hypote-
pusenquadrat wird das rechtwinklige Dreieck viermal hineingelegt und
zwar so, dafl Quadratseite und Hypotenuse aufeinanderfallen. Dann bleibt
in der Mitte ein kleines Viereck frei. a) Was fiir ein Viereck ist es? Wie grol3
ist seine Fliche? b) Driicke das Hypotenusenquadrat lediglich durch die
Katheten @ und b aus; dann erhéltst du die Beziehung :

c? = a® + b

14. Von Fig. 184, deren Entstehung leicht zu erkennen ist, berechne man den
Flicheninhalt einmal als Summe dreier Dreiecke, zum andern als Trapez. .
Durch Gleichsetzen beider Werte erhilt man den pythagoreischen Lehrsatz.

15. Fiihre den in Aufg. 6 angegebenen geometrischen Beweis durch Rechnung.
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Verwandlungsaufgaben

16. Gegeben sind zwei Quadrate @; und @Q,; konstruiere Quadrate von der
GroBe a) Q1+ Qu, b) @1 — @y, €) 2Q;, d) 3Q,.

17. Gegeben sind drei Quadrate @, @,, @;. Konstruiere a) @, Q,+ Q;,
by @+ Q— @5, ) 01— Qo+ @5

18. Gegeben sind die Strecken a, b und ¢. Konstruiere die Strecken a) /a? +- b2,
b) Va?— b? (welche Bedingung muB bestehen?), ¢) Ya?+ b+ c2,
d) Va2 + b2— c? (welche Bedingung mulB bestehen?), e) Va2 — b2+ ¢
(welche Bedingung muB} bestehen ?).

19. Gegeben ist ein Quadrat. Verwandle es in ein flichengleiches Rechteck,
dessen eine Seite die vorgegebene Linge a hat.

20. Verwandle a) ein Parallelogramm, b) ein Trapez, ¢) ein Dreieck, d) ein
beliebiges Viereck, e) ein beliebiges Fiinfeck in ein Quadrat.

Berechnungsaufgaben

21. Wie groB3 ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Ka.
theten:

a) 3cm und 4 cm b) 5 cm und 12 cm
¢) 6 cm und 1,1 cm d) 36 cm und 15 cm
e) 10 cm und 10 cm f) 5 cm und 6 cm

22, Wie gro8 ist die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn die
andere, b, und die Hypotenuse, ¢, gegeben sind :

a) b=7cmund¢=25cm ~ b) b=9cmund ¢=41lcm
¢) b=2cm und ¢= 10,1 cm d) b=5cmund c=10cm?
23. Berechne die Diagonale eines Quadrates mit der Seite a.
24, Berechne die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a.

25. Berechne den Inhalt a) eines gleichseitigen Dreiecks, b) eines regelmiBigen
Sechsecks mit der Seite a.

26. Berechne den Inhalt eines Quadrates mit der Diagonale a) 10 cm, b) d.
27. Berechne die Diagonale eines Rechtecks mit den Seiten:

a) 1,50 m und 0,80 m b) 4,4 cm und 11,7 cm
¢) 12 cm und 25 cm d) aund b
28. Von einem Rechteck ist die Diagonale und eine Seite gegeben; berechne die
andere:
a) 51,4 cm und 6,4 cm b) 48,5 cm und 4,4 ecm
¢) 100 m und 25 m d) dund e

29. Von einem gleichseitigen Dreieck ist die Hohe & gegeben. Berechne die Seite.

- 30. Von dem Punkte 4 eines Dreiecks 4 BC ist auf die Gegenseite die Hohe A
gefillt. Die Gegenseite ist dadurch in die Abschnitte p und ¢ geteilt.
Berechne die Seiten des Dreiecks, wenn & == 12, p=18,2 und ¢=2,2 ist.
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31. In einem Koordinatensystem hat ein Punkt die Koordinaten
a) 15 und 20 b) 1und 24
¢) Tund 8 d) aund b
Berechne in jedem Falle den Abstand des Punktes vom Koordinaten
anfangspunkte.

32. Zwei Punkte 4 und B sind durch ihre Koordinaten z, und y‘1 , sowie z, und
¥y, gegeben. Berechne die Linge der Strecke 4 B.

Koordinaten von 4: Koordinaten von B:
Zy % T2 Y2
a) 12 9 36 16
b) 6 14,8 10,4 3,1
c¢) 2,18 5,14 0,41 1
d) a b c a

33. a) bis r) Berechne den Umfang der in Fig. 153 (S. 118) graphisch gegebenen
‘Dreiecke. :

34. Berechne die Seiten des Dreiecks 4 BC, wenn die Punkte 4, B und C die
folgenden Koordinaten haben:

Koordinaten von A: Koordinaten von B: Koordinaten von C':
5% Y Ty Yo Z3 Ys

a) 13 46 33 6 139 14

L) 131 14 11 36 88 9

o 1 1 7 2 2 7

d) a b c d e f

35. Berechne die Hohe eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen Grundlinie
5,7 ¢cm ist, und dessen Schenkel 9} cm lang sind.

36. Berechne den Inhalt eines gleichschenkligen Dreiecks a) mit der Basis
8 cm und dem Schenkel 5 cm, b) mit der Basis 7 cm und dem Schenkel
10 cm, ¢) mit der Basis a und dem Schenkel b.

87. Die Seiten eines Parallelogramms sind 25 em und 16 cm. Die Projektion
der kleineren auf die groflere ist 12 cm. Wie groB ist der Inhalt des Par-
allelogramms ? -

Kreisbherechnungen

38. Von einem Punkt P ist an einen Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius r eine Tangente gelegt. Wie grol ist das Stiick zwischen P und dem
Beriihrungspunkt, wenn a) der Abstand P M = 13 cm, der Radius 5 em,
b) PM = 25 cm r= T cm, c¢) der Abstcnd a, der Radius r ist ?

39. Welche Entférnung hat ein Punkt von dem Mittelpunkt eines Kreises mit
dem Radius 10 cm, wenn die von ihm an den Kreis gelegte Tangente a) die
Lange 15 em hat, b) gleich dem Radius ist?
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40. In einen Kreis mit dem Radius a) 10 em, b) 7 ist eine Sehne von der Linge
a) 14 cm, b) s gelegt. Welchen Abstand hat sie vom Mittelpunkt ?

41. Die Sehne eines Kreises mit dem Radius a) 5 cm, b) r ist vom Kreismittel-
punkt a) 3 em, b) a entfernt. Wie lang ist sie?

42. Um die Kreisfliche angenéhert nach der Trapezmethode zu berechnen, ver-
fahrt man so: Man teilt einen Kreisquadranten (Fig. 185) in Streifen durch
eine Schar paralleler Sehnen mit gleichem Abstand. Man bestimmt die
Linge der Sehnen und dann in bekannter Weise (vgl. § 18, Aufg. 21) den
Inhalt der einzelnen Streifen. Berechne einen Niherungswert, indem du
von einem Kreis mit 10 cm Radius von 2 zu 2 ecm Sehnen ziehst und die
Rechnung fiir den Kreisquadranten durchfiihrst.

43. Eine Vereinfachung der eben gegebenen Methode deutet die Fig. 186 an.
Dem Kreisquadranten A M C ist ein gleichseitiges Dreieck M C B ein-
beschrieben. Dann stellt 4
der Kreisausschnitt AM B
ein Zwolftel der ganzen
Kreisfliche dar. Filit man
noch von B auf M C das
Lot BD, so ist nach der
Trapezmethode der Strei-
fen ABDM zu berech-
nen; da auch die Fliche
M D B berechenbar ist, er- M 7 r
hilt man dann sofort das
Fig. 185 Kreiszwolftel. a) Fihre Fig. 186
die Berechnung durch fiir
einen Kreis vom Radius 10 cm und laB die parallelen Sehnen einen Ab-
stand von 1cm haben. b) Warum ist das eben angegebene Verfahren
praktischer als das in der vorhergehenden Aufgabe angegebene?

5

Praktische Anwendungen

44, Eine Leiter lehnt an eine Mauer. Sie soll 13,5 m hoch reichen, wihrend
ihr Fufl 2,5 m von der Wand absteht. Wie lang muB} die Leiter sein, um fiir
diesen Zweck brauchbar zu sein?

45. Ein Weg, der fiir eine kartographische Aufnahme vermessen werden soll,
steigh auf 33 m insgesamt 1,60 m an. In die Karte wird nun aber nicht der
Weg selber, sondern seine Projektion auf die Horizontalebene eingetragen.
Wie lang ist diese Projektion, und wie grol der Unterschied zwischen der
wirklichen Weglidnge und der in die Karte einzutragenden ?

46. Die Spitze eines kegelformigen Daches soll 7,50 m {iber der Grundfliche
liegen, die 5,40 m Durchmesser hat. Wie lang miissen die Dachsparren ge-
macht werden ?

47. Um die Linge einer Strecke 4 B zu bestimmen, die selbst nicht unmittel-
bar meBbar ist, deren Endpunkte aber zuginglich sind, wéhlt man einen
Standpunkt P, von dem aus die Strecke unter einem rechten Winkel er-
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48.

49,

50.

51.

52.

33.

54.

scheint (die Bestimmung eines solchen Punktes liBt sich mit Hilfe eines
Winkelspiegels ausfiihren). Dann milt man die Entfernung dieses Punktes
von den Endpunkten der Strecke und findet die Léinge der Strecke selbst
durch Rechnung. Das Verfahren ist von Bedeutung, wenn Punkt 4 von B
aus nicht sichtbar ist. Beispiel: Die gemessenen Entfernungen seien 212 m
und 342 m.

Es sei die Linge einer unmittelbar nicht meBbaren Strecke A4 B festzu-
stellen, bei der man 4 von B aus anvisieren kann. Dann stecke man in B
zu A B einen rechten Winkel ab und wihle auf dem freien Schenkel den
Punkt C so, dal CA unmittelbar meBbar ist. Berechne A B. Beispiel:
DBC=265m, AC= 288 m.

Wie weit mufl man eine Doppelleifér am Fule auseinandersetzen, um eine
Hohe von 3,5 m zu erreichen, wenn die Leiter selbst 4 m mifit?

Wie weit kann man (bei Annahme ebener Umgebung, also z. B. auf dem
Wasser) aus einer Hohe von a) 1000 m, b) 100 m, ¢) 10 m sehen? Zu be-
stimmen ist die Lange der Tangente an die Erdfliche von jenem Punkte aus.
Der Erdradius ist 6370 km.

(Eine Aufgabe aus einer englischen Schulpriifung.) Eine Spinne auf einem
Flur sieht an der drei Full entfernten Wand eine Fliege. Wenn sie stracks
nach der Mauer hinkriecht, dann drei FuB3 hinauflduft und dann sieben Fu
nach rechts waagerecht geht, wird sie die
Fliege erreichen. Wie groBl ist die direkte
Lintfernung der Spinne von der Fliege ¢

16
|

N
Der Tischler stellt an Leisten und dgl. eine
,,Fase' her, indem er (mit Hobel und Feile)
eine Kante abschrigt. Stelle fest, um wieviel
die Fliche einer 1 m langen Leiste, deren
Querschnitt Fig. 187 zeigt, durch Anbringung
der Fase abgenommen hat.

Fig. 187

Ein Gebdude von 20m Linge ist mit einem
Pultdach gedeckt.” Aus dem in Fig. 188 ge-
zeichneten Querschnitt sind die Querdimen-
sionen zu entnehmen. Wie groB ist die Dach-
fliche ?

Ein Haus von 23 m Liinge und 9 m Tiefe ist
mit einem Satteldach versehen. Es miBit von
unten bis zum Dachrand 7,5 m, bis zum First f=——— 2m ———
des  Daches 14,5m. a) Wie grol sind die )
Dachflichen? b) Auf dem Dach soll ein Blitz- Fig. 188
ableiter angebracht werden, dessen Spitze
den First um 3 m iiberragt. Der Blitzableiter wird auf kiirzestem Wege
iiber das Dach an der Hauswand zum Erdboden und 1 m in diesen hinein-
gefiihrt. Wie lang ist er?

7m
[~—&m ——l
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55. Fig. 189 zeigt den Querschnitt eines zweigliedrigen Séige- oder Sheddaches.
Die Licht6ffnungen sind in der steilen, immer nach Norden gerichteten
Dachfliche angebracht. Fiir die Beleuch-
tung ergibt sich die Notwendigkeit einer
Breite der Lichtwand von 1,50 m. Der
ganze Shedraum soll 17,5 m breit werden
und ein siebengliedriges Dach tragen. Wie
breit werden die schwach geneigten Dach-
flichen? .

56. Berechne die Lingen der fir den Dachbinder in Fig. 83 (S. 59) notigen
Eisenstangen unter der Annahme, dal} die Seite des in dem Fachwerk auf-
tretenden gleichseitigen Dreiecks 3 m ist.

Fig. 189

Pythagoreische Zahlentripel

57. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck aus den Katheten 3 cm und 4 em.
MiB und berechne die Hypotenuse.

58. Benutze die Tatsache, dall 3, 4, 5 ein pythagoreisches Zahlentripel ist, zu
einer Fadenkonstruktion des rechten Winkels mit Hilfe eines Fadens von
3+ 4 4 5 Lingeneinheiten (vgl. auch Aufg. 76 und 82).

59. Zeige, daBl auch 3n, 4n und 57, wo » irgendeine positive ganze Zahl be-
deutet, ein pythagoreisches Tripel ist.

60. Zeige, daB die drei Zahlen x=uv,

2z =

u? 4 o2
2

ein pythagoreisches Zahlentripel bilden. Welche Werte durchlaufen dabei
~ wund v?
61. Stelle eine Tabelle teilerfremder pythagoreischer Zahlentripel zusammen.
62. Zeige, dafl man durch Multiplikation der Zahlen eines teilerfremden Tripels
mit positiven ganzen Zahlen eine unendlich groBe Schar pythagorelscher
Zahlentripel finden kann.
63. Beweise, daBl die Zahl teilerfremder pythagoreischer Zahlentripel unendlich
groB ist.

Funktionsbetracht

64. Stelle die Hypotenuse als Funktion einer Kathete bei konstant gehaltener
anderer Kathete dar.

65. Gib eine graphische Darstellung der Funktion, die die Hypotenuse als Funk-
tion einer Kathete darstellt, wihrend die andere Kathete den Wert 4 hat.
Durch welche Punkte mit ganzzahligen Koordinaten geht die Kurve?

66. Stelle die eine Kathete als Funktion der Hypotenuse dar, wihrend die
andere Kathete konstant bleibt.
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67. Gib eine graphische Darstellung der Funktion, die die eine Kathete als
Funktion der Hypotenuse darstellt, wihrend die andere Kathete den Wert 4
beibehilt. Durch welche Punkte mit ganzzahligen Koordinaten geht die
Kurve?

68. Zeige, daBl die beiden in den Aufg. 65 und 67 erhaltenen Kurven symme-
trisch in bezug auf die Winkelhalbierende des Koordinatensystems sind.

69. Stelle die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks als Funktion der
anderen bei konstant bleibender Hypotenuse dar.

70. Gib eine graphische Darstellung fiir die Funktion, die die eine Kathete als
Funktion der anderen darstellt, wenn die Hypotenuse den konstanten Wert
5 hat. Durch welche ganzzahligen Punkte geht die Kurve?

Geometrische Uberlegungen

71. Man kann als Grad der Einfachheit eines Zerlegungsbeweises die Anzahl
der bei der Zerlegung benutzten Dreiecke ansehen. Bei der Zerlegung auf-
tretende Vierecke miissen dabei natiirlich erst in Dreiecke zerlegt werden,
ebenso Fiinfecke usf. Untersuche die dir bekannten Zerlegungsbeweise des
pythagoreischen Lehrsatzes in dieser Hinsicht.

72. Man errichtet iiber den Seiten des rechtwinkligen Dreiecks nicht Quadrate,
sondern gleichseitige Dreiecke ; gilt ein dem pythagoreischen entsprechender
Satz auch dann?

73. Formuliere und beweise 'die Umkehrung des pythagoreischen Lehrsatzes.

74. Verbinde in der Figur zum pythagoreischen Lehrsatz (alle Quadrate nach
aullen gezeichnet) die Ecken benachbarter Quadrate durch Strecken. Dann
entstehen, von diesen Verbindungsstrecken und den Quadratseiten be-
grenzt, drei Dreiecke. Untersuche, was sich iiber deren Flicheninhalt aus.
sagen laBt.

75. An der Mauer lehnt ein Meterstab. Er gleitet an ihr herab. Welche Kurve
beschreibt die Mitte des Meterstabes ? ,

Aus der Geschichte der Geometrie

76. Aus Proclos (412—485 n. Chr.): ,,Es werden auch einige Methoden mit-
geteilt, solche Dreiecke zu finden, deren eine man auf Platon, die andere
welche von ungeraden Zahlen ausgeht, auf Pythagoras zuriickfithrt. Man
nimmt nidmlich die gegebene ungerade Zahl als die kleinere Kathete an; von
dem Quadrate derselben die Einheit subtrahiert und der Rest halbiert, gibt
die gréBere Kathete; zu dieser die Einheit addiert, gibt die Hypotenuse.
Man nimmt z. B. 3. Von dem Quadrat 9 nimmt man die Einheit hinweg
und halbiert den Rest 8, was 4 gibt. Dazu addiert man wiederum die Ein-
heit, was 5 macht, und es wird somit das rechtwinklige Dreieck gefunden,
was zu Seiten die Werte 3, 4 und 5 hat.” a) Berechne andere Zahlentripel
nach dieser Vorschrift. b) Beweise die Richtigkeit des Verfahrens. ¢) Gibt
die Vorschrift alle pythagoreischen Zahlentripel ?

77. Aus einer Miinchener Handschrift des 15. Jahrhunderts: ,,Item
scala 20 pedum iuxta aquam latidudinis 10 pedum producitur ad murum
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iuxta aquam: queritur, ad quantam altitudinem se extendit. (Eine Leiter
von 20 FuB lehnt {iber ein 10 FuB breites Gewisser an eine dicht am Wasser
stehende Mauer. Gefragt wird, wie hoch sie reicht.)

Aus dem Liber Embadorum des Abraham bar Chijja Savasorda (1116)
nach einer lateinischen Ubersetzung von Plato von Tivoli:

78. ,,Wenn man in einem Rechteck das Quadrat des Unterschiedes zwischen
den beiden Seiten dem doppelten Inhalte hinzutiigt, so ist die Summe dem
Quadrate der Diagonale gleich.* Beweise das und lose danach die folgenden
Aufgaben: .

79. ,,Wenn in einem Rechteck, dessen Diagonale 10 Ellen betrigt, die Linge
die Breite um 2 ubertrifft, -wieviel Ellen betriigt dann die Linge, wieviel
" die Breite, und wieviel Quadratellen der Flacheninhalt

80. ,,Wieviel Ellen wird die Seite eines Rhombus enthalten, dessen eine Diago-
nale 16, die andere aber 12 Ellen umfaf3t ?*

81. L. Junius Moderatus Columella gibt in seinem Buche De re rustica
(62 n. Chr.?) u. a. folgende MaBanweisung, die auf Heron zuriickgeht: ,,Ein
gleichseitiges Dreieck von der Seite 300 hat die Fliche ﬂ)i + ﬂ)— = 39000.¢
Welcher Nitherungswert ist hier zugrunde gelegt ?

Aus Schwenters Erquickstunden (1636):

82. ,,Eine leiter 20 schuch lang | leinet an einem Thurm 16 schuch hoch |
steht vnten von dem Thurn 12 schuch | nun so die Leiter ein schuch weiter
von dem Thurn angeleinet wird | ist die Frag wieviel schuch hoch von
der Erden sie den Thurn beriithren wiirde.*

83. ,,Es stehn zween Biume auff ebnem Felde | der eine ist hoch 30 schuch |
der ander 40. Stehen voneinander 50, solche fallen mit den gipffeln zu-
sam | ist die frag | wie weit von beeden gipffeln auif die Erde 2

§ 21. Weitere geometrisch-algebraische Anwendungen
des pythagoreischen Lehrsatzes

Erweiterungen des pythagoreischen Lehrsatzes

1. Es seien @ und b zwei Seiten eines spitzwinkligen Drexe(ks und p die Pro-
jektion von a auf b, ¢ die Projektion von b auf a (Fig. 190). a) Beweise dann
in genau derselben Weise wie im Euklidischen Beweis des pythagoreischen
Lehrsatzes, daB das Rechteck aus @ und ¢ flichengleich dem Rechteck aus b
und p ist. b) Unter welchen Umstinden geht dieser Satz in den Satz von
Euklid iiber (vgl. § 20 Aufg. 1)?

2. Errichte tiber den Seiten eines spitzwinkligen Dreiecks Quadrate und zer-
lege jedes von ihnen in zwei Rechtecke, deren cine Seite die Quadratseite,
deren andere eine Seitenprojektion ist. Untersuche, welche Rechtecke nach
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dem eben abgeleiteten Satz gleich sind, und folgere daraus den Satz: In
jedem spitzwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber einer
Seite gleich der Summe der Quadrate iiber den beiden an-
deren Seiten, vermindert um
das doppelte Rechteck aus,
einer dieser Seiten und der
Projektion der anderen auf Fig. 190
sie.

3. Untersuche, ob der Satz auch im =
stumpfwinkligen Dreieck gilt ; unter- e
scheide dabei den Fall, daBl die —————p
Seite, um deren Quadrat es sich 5 <
handelt, einem spitzen oder einem
stumpfen Winkel gegeniiberliegt.

4. Sprich die Umkehrung des pythagoreischen Lehr- “
satzes aus und beweise sie jetzt mit Benutzung ®p”
der in Aufg. 2 und 3 abgeleiteten Sitze.

5. Beweise den allgemeinen pythagoreischen Lehr- r’//%/
satz auf arithmetischem Wege, indem du a) in
einem spitzwinkligen, b) in einem stumpfwink-
ligen Dreieck eine Hohe ziehst, die eine Hohen-
projektion p nennst (wie groB ist dann die andere?) und nun nach dem
pythagoreischen Lehrsatz das Quadrat iiber der Hohe auf zwei verschie-
dene Weisen durch die Dreiecksseiten und p ausdriickst. Durch Gleich-
setzung erhilt man eine Beziehung zwischen den Seiten und p.

6. (Satz von Pappus.) Gegeben ist ein Dreieck A BC. Uber der einen Seite
ist ein Parallelogramm errichtet, dessen zwei freie Ecken 4’ und B’ auBer-
halb des Dreiecks liegen mdgen. Verschiebe jetzt Dreieck 4 BC so, dal
es in die Lage 4’ B'C’ kommt. a) Zeige durch einen Subtraktionsbeweis,
daB das konstruierte Parallelogramm flichengleich den beiden Parallelo-
grammen AA'C’C und BB'C'C ist. b) An die Seite dieser beiden Par-
allelogramme kann man auch flichengleiche Rechtecke setzen. Sprich
dann den Satz aus.

7. Zeige, daf} der pythagoreische Lehrsatz ein besonderer Fall des Lehrsatzes
von Pappus ist.

8. Lise die Gleichungen, die zwischen den Seiten eines Dreiecks (erst eines
spitzwinkligen, dann eines stumpfwinkligen) und je einer Seitenprojektion
bestehen, nach dieser Seitenprojektion auf. Wie lauten die Ausdriicke fiir
die sechs Seitenprojektionen eines Dreiecks ?

9. Gegeben ist ein Dreieck mit den Seiten 13 em, 14 cm und 15 cm. Berechne
die sechs Seitenprojektionen des Dreiecks.

10. Berechne von dem in Aufg. 9 genannten Dreieck den Inhalt.
Geometrie. 3.—5. 10
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. . . . . . < h, . .
11. Ein Dreieck hat die Seiten a, b, ¢. Setze in f= a_.)_z_ fir h, den Wert
Vb% — p? ein und fiir p den in Aufa. 8 erhaltenen. Verwandle den Ausdruck
unter dem Wurzelzeichen in ein PProdukt aus vier Faktoren und leite so die
heronische Inhaltsformel ab,

f=Vs(s—a)(s=0b)(s - ¢),

wo s der halbe Umfang des Dreiecks ist (§ 18, Nr. 9).

Berechnungen und Konstruktionen

12. In einem gleichschenkliven Dreieck ist die Basis gleich der Hohe. Wie gro
ist a) der Schenkel, b) der Inhalt des Dreiecks, ausgedriickt durch die Basis
des Dreiecks?

13. Wie groB} ist die Raumdiagonale a) eines Wiirfels mit der Kante a, b) eines
Quaders mit den Kanten a, b und ¢. ¢) Wie groB ist die Hohe einer drei-
seitizen Pyramide mit lauter gleichen Kanten a (Tetraeder)?

14. Einem Kreis mit dem Radius r ist ein Quadrat einbeschrieben. Wie gro$3
ist die Seite des Quadrats?

15. Wie grof} sind die I'lichen der Dreiecke, in die ein regelmiiliges Sechseck
mit der Seite a durch die von einem Eckpunkt ausgehenden Diagonalen
geteilt wird ?

16. In einem Kreis ist ein gleichseitiges Dreieck eingezeichnet und ein zweites,
dessen Seiten dem ersten paarweis paralle! sind (ein Hexagramm). Berechne
a) den Radius des Inkreises dieses Hexagramms, b) den Radius des durch
die einspringenden Ecken des Hexagramms gehenden Kreises.

17. Berechne unter Beachtung der Tatsache, dall der Inhalt des Dreiecks auch
durch eine der Formeln

f=e 5= 05— a)=0,(s—b)=0,(s—0)

gegeben ist, a) den Radius des Inkreises, b) die Radien der Ankreise eines
Dreiecks mit den Seiten a= 9,2 cm, b= 39 cm, ¢= 8,5 cm.

18. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse 9,49 m, die eine
Kathete 8,51 m. Wie grof ist der Flicheninhalt des Dreiecks?

19. Berechne a) die Seite, b) die Hohe, ¢) den Umkreisradius eines gleich-
seitigen Dreiecks, dessen Inhalt 1 dm?ist. d) Konstruiere ein gleichseitiges
Dreieck, das einem gegebenen Quadrat fliichengleich ist.

20. a) Berechne die Seite und damit den Umkreisradius eines regelmiiBigen
Sechsecks, dessen Inhalt 1 dm? ist. b) Konstruiere ein regelmilliges Sechs-
eck, das einem gegebenen Quadrat flichengleich ist.

21.') Ein Quadrat mit der Seitenléinge a ist gegeben. Die Ecken sind so abzu-
schneiden, daBl die Restfigur ein gleichseitiges Achteck bildet. Wie grof} ist

1) Die Aufgaben fiihren auf quadratische Gleichungen.
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a) die Seite, b) der Inhalt des Achtecks? ¢) Konstruiere das Achteck, wenn
das Quadrat gegeben ist.

22.') Einem Quadrat mit der Seite a ist ein gleichseitiges Dreieck in der Weise
eingeschrieben, dal} beide eine Ecke gemeinsam haben und dal} die beiden
anderen Ecken des Dreiecks auf den beiden in der ersten Ecke nicht
aneinanderstolenden Seiten liegen. a) Berechne die Seite des gleichseitigen
Dreiecks aus der Quadratseite. b) Konstruiere das gleichseitigze Dreieck,
wenn das Quadrat gegeben ist. ¢) Berechne die Seite des Quadrates aus der
Dreiecksseite. d) Konstruiere das Quadrat, wenn das gleichseitige Dreieck
gegeben ist.

Praktische Anwendungen

23. Fig. 191 zeigt ein romanisches Motiv. Der Radius des dullersten Kreises
sei R. Berechne den Radius des kleinen Vollkreises.

24. Fig. 192 zeigt das MaBwerk eines gotischen Kirchenfensters (Christuskirche
in Frankfurt a. M., nach Gerlach). Die groien Bogen sind gedriickte; es ist

Fig. 191 Fig. 192

beispielsweise €' der Mittelpunkt des rechten Bogens. Alle anderen Bogen
sind gleichseitig. a) Berechne zuniéichst den Radius der beiden unteren Voll-
kreise. b) Zur Berechnung des Radius z des unpaaren Kreises um Z beachte,
daB BZ und die Verlingerung von CZ durch Berithrungspunkte des Kreises
um Z geht. Driicke DZ aus den beiden Drei-
ecken DCZ und DBZ aus und berechne aus
der sich ergebenden Gleichung 2. '

25. Fig. 193 zeigt ein MaBwerk, das sich z. B. am
Rathaus in Braunschweig findet (nach Ger-
lach). Berechne den Radius des Vollkreises,
wenn die Kiimpferlinie (die Fensterbreite) ge-
geben ist.

Geometrische Uberlegungen

26. Untersuche, wie sich der Beweis des Satzes
von Pappus gestaltet, wenn die Parallelo-
gramme iiber den Dreiecksseiten nicht die in Aufg.6 angegebene Lage haben,
sondern alle nach innen oder zum Teil nach innen, zum Teil nach auflen fallen.

1) Die Aufgaben fiihren auf quadratische Gleichungen.
10%
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27. Entwickle Ausdriicke fiir die Héhen der Dreiecke, wenn die Seiten be-
kannt sind. .
Anleitung: Der verallgemeinerte pythagoreische Lehrsatz gibt die Mog-
lichkeit, die Abschnitte, in die die Hohe die Gegenseite teilt, zu berechnen.
Dann ist aber die Hohe mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes aus einem
dieser Abschnitte und der anliegenden Seite zu berechnen.

28. Entwickle eine Formel fiir den Trapezinhalt, ausgedriickt durch die vier’
Seiten.
Anleitung: Schnelde durch eine Parallele zu einer der nichtparallelen Seiten
des Trape/es ein Dreieck ab. Zeige dann, indem du fiir die Trapezhohe so-
wohl aus dem Trapez wie aus dem Dreieck einen Ausdruck aufstellst, dal3
man die Trapezfliche erhiilt, wenn man die Dreiecksfliche mlt ——— + mulh
pliziert. Die Dreiecksfliche werte nach der heronischen Formel aus.

29. Entwickle Ausdriicke a) fiir die Seitenhalbierenden, b) fiir die Winlkel-
halbierenden der Dreiecke, wenn die Seiten bekannt sind.

Siebentes Kapitel
Ahnlichkeitslehre”

§ 22. Der erste Strahlensatz
Verhiiltnis und Proportion?)

1. Gib Zahlen an, die im Verhéltnis a) 1:2, b) 2:3, ¢) 5:100, d) 12: 36,
e) m : n stehen.

2. Welche Verinderungen kann man mit den Zahlen m und »n vornehmen, ohne
daB das Verhiltnis m : » sich dndert?

3. Essei a: b= c:d. Welche anderen Propcrtionen folgen daraus lediglich
durch Umstellung der Glieder ?

4. Bilde die Produktengleichung der Proportion

ab=c:d.

5. Bilde alle moglichen Proportionen aus der Produktengleichung
x-y=m-n.

6. Zerlege die fortlaufende Proportion

abicid=un:vix:y
in einfache Proportionen.
7. Welche Proportionen lassen sich bilden aus der fortlaufenden Porportion
a:u=b:v=crr=d:y!?

1) Es empfichlt sich, im AnschluB an die Ahnlichkeitslehre den Inhalt von §38 zu
behandeln, soweit er sich auf Kérperberechnung bezieht.
2) Zur Wiederholung arithmetischer Begriffe.
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8.Wenn a: b= ¢:d ist, so 14t sich ein Proportionalititsfaktor? (Ver-
héltniszahl) so bestimmen, da3

a=1-¢

b=t-d
ist. Bestimme ihn fiir folgende Proportionen:
a) 3: 4=12:16 b)2:7=14:49
¢)10:156= 2: 3 d)a:b= c¢:d

9. Bestimme den Proportionalitiatsfaktor fiir die fortlaufenden Proportionen
a) 1:2:3=23:6:9 b) 2:3:4=4:6:8
10. Zeige, daB aus der Proportion
azb=c:d
durch korrespondierende Addition oder Subtraktion die Proportion
(@+bd):b=(c4d):d

folgt. Nenne andere ihnliche Folgerungen aus der gegebenen Proportion.

(Innere) Teilung einer Strecke

11. Teile eine Strecke von 12 em im Verhéltnis
a) 1:2 b) 1:3 c) 5:1 d) 5:7

12. Teile eine gegebene Strecke im Verhéltnis
a) 1:2 b) 2:3 c) 3:4 d) 1:3

13. Eine Strecke ist a) im Verhéltnis 2: 3, b) im Verhiltnis 4:9, ¢) im Ver-
hiiltnis m : n geteilt (m und n positive ganze Zahlen). In welchem Verhiltnis
steht der kleinere, in welchem der gréBere Teil zum Ganzen?

14. Eine Streécke ist im Verhiltnis m : n geteilt, wo m und n positive ganze
Zahlen sind. Wie éndert der Teilpunkt seine Lage, wenn a) m zunimmt,
withrend n konstant bleibt, b) n» zunimmt, wihrend m konstant bleibt?

15. In welchem Verhiltnis teilt der Punkt a) 50, b) 30,
¢) 85, d) 1, e) 75 einen mit den Zentimeterzahlen /
versehenen Meterstab ?

16. Zwei Personen gehen aus 18 km Entfernung ein-

ander entgegen; der eine legt stiindlich 4 kmy, der 1 X
andere 5 km zuriick. Wo treffen sie sich?
Der erste Teil des Strahlensatzes / Fig. 194 \

17. (Wiederholung.) Eine Schar von Parallelen
gleichen Abstandes werde von einer Geraden geschnitten (Fig. 194). Be-
weise, daf} die zwischen den Parallelen liegenden Stiicke auf der Geraden
gleich sind und daB das zutrifft, welche Gerade man auch als Schnittgerade
wihlt.
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18. (Erster Teil des ersten Strahlensatzes.) Die Schenkel eines Winkels
werden von zwei Geraden g; und g, geschnitten. Das Teilverhiltnis') auf
dem einen Schenkel sei m : n. a) Beweise dann mit Hilfe einer Parallelen-
schar, daBl auch auf dem andern Schen-
kel das Teilverhiiltnis m:n herrscht
(Fig. 195). b) Stelle eine Proportion
zwischen den Teilstrecken auf den Schen-
keln auf.

19. Untersuche, welches die geometrische Be-
deutung der Tatsache ist, dal man aus
einer Proportion durch Vertauschung von
Gliedern neue erhalten kann (Fig. 195).

20. Wende das Gesetz der korrespondieren- /h
den Addition auf die Proportion

Sdy:d, A= SB: BB,

Fig. 195

(Fig. 195) an. Welches ist die geometrische Seite der Tatsache?

21, Wihle in der Zeichnung (Fig. 195) zum Strahlensatz a) Sd, =258,
b) S4,=38B,, ¢) S4,= 71] SBy, d) mSA4, = nS B,. Wie groB ist in
jedem Falle der Proportionalititsfaktor in der Proportion

Sd;:4,4,= 8B,: B, B,?

22, Die beiden parallelen Geraden, die die Schenkel eines Winkeis durchsetzen,
mogen nicht auf der gleichen Seite vom Scheitelpunkt aus liegen, sondern
auf verschiedenen. Untersuche, ob man den ersten Teil des ersten Strahlen-
satzes auf diesen ausdehnen kann.

23. Stelle an einem Schenkelpaar die Proportion
a) 1:2=2:4 b) 2:3=4:6
dar unter Zugrundelegung eines geeigneten MafBstabes.

24, Die Schenkel eines Winkel mégen a) von drei Parallelen, b) von einer Schar
paralleler Geraden geschnitten werden. Suche auch in diesem Falle Pro-
portionen auf.

25. Ubertrage das laufende Verhiltnis a : b : ¢ : d der Teilstrecken auf einer be-
liebigen Geraden durch Parallelprojektion auf eine andere Gerade.

26. Durch Parallelprojektion wird das laufende Verhiltnis a:b:¢ :d der Teil-
strecken auf einer beliebigen Geraden auf eine dieser ersten parallele Gerade
iibertragen. Was ist dann von den neuen Teilstrecken zu sagen?

27. Ein Strahlenbiischel it dem Scheitel S wird von zwei Parallelen g, und
¢» geschnitten (Fig. 196). Gib die Proportionen zwischen den auf den einzel-
nen Strahlen entstehenden Abschnitten an. '

1) Es wird angenommen, dal} das Teilverhiltnis kommensurabel ist.
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28.

29.

30.
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Formuliere den ersten Teil des ersten Strahlensatzes, indem du beriick-
sichtigst, daB an die Stelle zweier paralleler Geraden eine Parallelenschar,
an die Stelle eines Winkels mit zwei
Schenkeln ein Strahlenbiischel treten
kann.

Ein Punkt S hat von einer Geraden
g, den Abstand p, von einer der ersten
parallelen Geraden g, den Abstand
q. Ein Strahl mit dem Endpunkt S
dreht sich um S, und es werden auf
ihm durch die Schnittpunkte X,
und X, auf g, und ¢, die Strecken .
SX, = x, 8X, = y abgeschnitten. Welcher Gleichung gehorchen = und y,
ganz gleichgiiltig, welche Lage der Strahl einnimmt?

Fig. 196

(UmkehrungdeserstenTeilesdesersten Strahlensatzes.) Beweise
indirekt, daB zwei Geraden, die auf den Schenkeln eines Winkels entspre-
chende verhiltnisgleiche Abschnitte abschneiden, parallel sind.

Konstruktionsaufgaben

31

32.

33.

34.

35.

Teile eine gegebene Strecke (innerlich) im Verhiiltnis a) 2:3, b) 3:2,
e)4:1,d)y1:2:4, €)1:2:3:4, f)a:b, g)a:b:¢, wenn a, b und ¢ ge-
eebene Strecken sind.

a)—g) Berechne in jedem Falle der Aufg. 31 a) bis g) die Liinge der einzelnen
Teilstrecken, wenn die ganze gegebene Strecke s ist.

Konstruiere mit Hilfe des ersten Teiles des Strahlensatzes die unbekannte
Strecke x, wenn verlangt ist:

a) 1:2=3:x by a:b=c¢c:2

)a:b=b:x dy atb==x:c¢

e) via=b:c fa:x=1b:c

@) (e+byra=bhb:x h) (@«—b):b=a:zx

dabei sind in jedem Falle @, b und ¢ gegebene Strecken.

Konstruiere mit. Hilfe des ersten Teiles des Strahlensatzes die unbekannten
Strecken x und y, wenn verlangt ist:

ay a:h:e=d:x:y by a:b=c:a=d:y

) a:bie=w:d:y d)arx=b:c=d:y

dabei sind in jedem Falle a, b, ¢ und d gegebene Strecken.

Lose geometrisch (a, b und ¢ sind gegebene Strecken, x ist gesucht) die
Gleichungen:

a) axr=be b) ax= b2

c) ar=bla+c) d) az=b(a—¢)
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36. Ein Rechteck mit den Seiten @ und b ist in ein flichengleiches zu ver-
wandeln, dessen eine Seite ¢ ist. (Bestimme die fehlende Seite rechnerisch
und geometrisch.)

37. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten @ und b ist in ein flichen-
gleiches zu verwandeln, dessen eine Kathete s ist. (Bestimme die fehlende
Kathete rechnerisch und geometrisch.)

38. Von einem Dreieck sind @, b und %, bekannt. Bestimme (geometrisch durch
Konstruktion und arithmetisch durch Rechnung) #,.

Zweiter Teil des ersten Strahlensatzes

39. Der Winkel mit dem Scheitel S sei durch die parallelen Geraden 4, B, und
A, B, geschnitten (Fig. 197). Ziehe durch B, zu S 4, die Parallele B, C, und
stelle jetzt eine Proportion auf, die mit 4, B,
: A, B, oder, was dasselbe ist, mit 4,C, : 4, B,
beginnt.

40. Es sei A, der Mittelpunkt von S4,. In wel-
chem Verhiltnis stehen A4, B, und 4, B, zu-
einander?

41. Untersuche, ob der zweite Teil des ersten
Strahlensatzes auch gilt, wenn die beiden / o R\

Parallelen auf verschiedenen Seiten des
Scheitelpunktes liegen. Fig. 197 \

42. Die Schenkel eines Winkels mégen a) von drei Parallelen, b) von einer Schar
paralleler Geraden geschnitten werden. Dehne den zweiten Teil des ersten
Strahlensatzes auf diese Fille aus.

43. Ein Strahlenbiischel (Fig. 196) mit dem Scheitel S wird von zwei Parallelen
g, und g, geschnitten. Entsprechende Schnittpunkte seien 4, und A,,
B, und B,, C; und C, usf. Beweise die Proportion

‘ A, B,: B,C,= 4, B,: B,C,.

44. Ubertrage das fortlaufende Verhiltnis @ : b: ¢ : d der Teilstrecken auf einer
beliebigen Geraden durch Zentralprojektion (d.h. mit Hilfe eines
Strahlenbiischels) auf eine beliebige, der ersten parallele Gerade.

45. Lose die Aufg. 44, doch mit der Bestimmung, daB die erste, ¢ entsprechende
Teilstrecke auf der neuen Parallelen vorgeschriebene GroBe hat.

46. Teile eine gegebene Strecke 4 B durch Zentralprojektion in a) 3, b) 5,
¢) 7 gleiche Teile.

47. Formuliere den zweiten Teil des ersten Strahlensatzes, indem du beriick-
sichtigst, daB an die Stelle zweier paralleler Geraden eine Parallelenschar,
an die Stelle eines Winkels mit zwei Schenkeln ein Strahlenbiischel treten
kann.

48. (Umkehrungdeszweiten Teilesdesersten Strahlensatzes.) Unter-
suche, ob es eine Umkehrung des zweiten Teiles des ersten Strahlensatzes
gibt.
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Konstruktionsaufgaben

49. Gegeben ist eine Strecke 4 B von 10 em Linge; auf ihrer Verlingerung iiber
A4 hinaus liegt, von 4 um 5 em entfernt, der Punkt C. In welchem Ver-
hiltnis stehen dle Strecken CA und C B?

50. (AuBere Teilun g.) Bestimme auf den Verlingerungen der gegebenen
Strecke A B einen Punkt C so, dafl

a) AC: BC=1:2 b) AC: BC=2:3
¢) AC: BC=2:1 d) AC:BC=-3:2 ist.

51. Zwei Wanderer, von denen der eine stiindlich 4 km, der andere 5 km zuriick-
legt, gehen auf einer durch die 7 km voneinander entfernten Orte 4 und B
fithrenden StraBe in einer Richtung, der eine von 4, der andere von B aus.
Wo holt der eine den anderen ein?

52. Teile eine Strecke innerlich und &uBerlich im Verhiltnis a) 2:5, b) 1:4,
¢) 3:7,d) m:n, wom und n als Strecken gegeben sind.

53. Eine dreiseitige Pyramide wird von einer Ebene so geschnitten, daB alle ihre
Seitenkanten im Verhiltnis 2:3 geteilt werden. Zeichne die Lage der
Schnittebene in irgendeine Darstellung des Kérpers ein.

54. Zwei Geraden schneiden sich in einem unzuginglichen, nicht auf dem Zei-
chenblatt liegenden Punkte. Konstruiere mit Hilfe des ersten Strahlen-
satzes Geraden, die durch diesen Punkt gehen.

55. In einem Dreieck A BC ist die Seite BC zu halbieren unter der Voraus-

" setzung, dafl B und C unzuginglich sind. Es sei der Punkt 4 a) zugénglich,
b) auch unzugénglich. Fithre die Konstruktion mit Hilfe des ersten Strahlen-
satzes aus.

Praktische Anwendung

56. Eine Karte hat den Mafstab 1: 100000; man mif}t auf der Karte eine Ent-
fernung zu 6,7 cm ab. Wie groB ist sie in Wirklichkeit ?

57. Die Meftischblitter (vgl. z. B. Fig. 135) sind im MaBstab 1:25000 ge-
zeichnet. Wie grofl ist eine Strecke, die auf der Landkarte 17,5 ¢m lang ist ?

58. Zeichne a) fiir die Karte 1 : 100000, b) fiir das MeBtischblatt einen MaBstab
(d. h. eine Strecke, an deren Skala die ihnen in Wirklichkeit entsprechenden
Strecken angeschrieben sind).

59. Zeichne einen MaBstab zu Karten, die in folgendem Malstab gezeichnet
sind: a) 1:200000, b) 1:100000, ¢) 1:4000, d) 1:500 (z. B. Fig. 158).

60. Ein Relief ist im MaBstalb 1:10000 hergestellt, die Berge sind auBerdem
vierfach iiberhsht. Wie hoch iiber Normalniveau muBl in dem Relief ein

Berg a) von 85m, b) von 750 m, ¢) von 2850 m dargestellt werden ? Zeichne
einen Mafistab fiir die Berghohen.

61. Fig. 198 zeigt einen ,,verjiingten MaBstab®. Greife an dem verjiingten
Mafistab mit dem Steckzirkel a) 1,5, b) 2,3, ¢) 1,05, d) 1,33, e) 2,78, f) 3,45
Einheiten ab und zeichne diese Strecken. g) Stelle dir selbst einen ver-
jlingten Mafstab her, bei dem du als Einheit 1 em wihlst.
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62. Wie kann man mit dem verjiingten MaBstab eine beliebige in den Zirkel ge-
nommene Strecke auf Hundertstel der Einheit messen ? Mif3 in dieser Weise
einige Strecken in Einheiten des in Fig. 198 wiedergegebenen MaBstabes.

Fig. 198

63. Gib die Begriindung fiir die Benutzung des verjiingten Malistabes.

64. Fig. 199 zeigt einen Proportionalzirkel (die Schraube ist je nach der ge-
wiinschten VergroBerung zu verstellen.) Man greift eine Strecke 4 B mit
dem kiirzeren Ende ab und hat nun in dem anderen Spitzenabstand die
Strecke A’ B’ = m - A B, wo m den Proportionalitatsfaktor angibt. a) Wie
kann man den Proportionalzirkel zum Verkleinern benutzen ? b) Bestimme
(angenithert) den Proportionalititsfaktor bei dem in Fig. 199 dargestellten

Ay -_@Q

o Q

Fig. 199

Modell. ¢) Tst es notwendig. daB die beiden Schenkel des Proportional-
zirkels gleich lang sind? d) Tn Georgij Galgemayrs deB Circkels Schreg-
meB ete. (1635) wird der ,.Proportional-Circkel* ausfiihrlich beschrieben
und in verschiedenster Weise angewandt. Galgemayr gibt auch Beispiele
aus der Regeldetri, z. B. ,.Item 16. Pfund kosten 10. alb. (= WeiBlpfennig)
was kosten 24. Pfund.* Wie ist der Proportionzlzirkel fiir solche Zwecke
nutzbar zu machen?

65. Die Stellschraube eines Proportionalzirkels ist mit einer Einteilung ver-
sehen, die die Ablesung der VergroBerung (die Grofle m in Aufg. 64) ge-
stattet. Gilt die Teilung noch, wenn hier die Spitzen abbrechen und neu

=

@ =T = ﬁ

Fig. 200

nachgeschliffen werden? Fig. 200 zeigt die Seitenansicht einer anderen
Form. Welchen Vorteil bietet sie, wenn hier die Spitzen abbrechen und
nachgeschliﬂen werden ¢

|mnmmuu|| O L1
16 17 s dg 2 2[1 22 23 e 5 25 27 ZU

A Fig. 201
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66. Iig. 201 zeigt das Modell eines Nonius. a) Fertige ein Modell aus steifem
Pdplel b) Erklire die Benutzung.

67. In Fig. 202 ist ein Fiihlhebel dargestellt, der zur Messung geringer Dicken
dient. Erklire und begriinde seine Verwendung.

68. Um die Hohe eines Gegenstandes festzustellen, dessen FuB zugiinglich ist,
stellt man (Fig. 203) zwei Stangen in Richtung auf den Gegenstand so auf,
daf die Stangenspitzen 4, C und P in einer Richtung liegen. Man miBt die
Liinge der beiden Stangen, ihren -\bstand voneinander und von dem Fuf}
des Gegenstandes. a) Wie ist

jetzt die gfesuchte Hohe zu ‘v/

finden ? b) Versuche, nach die-

sem Prinzip einen handlichen /

Apparat zu bauen.

AF Fig. 202
p
,;
’
;
’
4
4
4
/
4
p R
C /
4
4
E D 7]
Fig. 203 Fig. 204

69. U die nicht unmittelbar meBbare gegenseitige Entfernung zweier Orte A
und B zu messen, withlt man einen Punkt C so, dafl von ihm aus 4 und B
erreichbar sind (Fig. 204). Man trigt auf C'4 von (' aus einen bestimmten
Bruchteil der Strecke, etwa -} A, bis 4, ab: ebenso verfiihrt man auf BC
und erhilt B;. Die Strecke 4,8, wird gemessen. Es sei 4, B, =123 m
gefunden. Berechne 4 B.

70. Die Strecke A B ist wegen eines Gebiisches nicht absteckbar (Fig. 203).
Man kann aber an dem Gebiisch vorbei die Strecke 4 D abstecken, wobei D
so gewihlt ist, dal BD auf A D senkrecht steht. Die Figur zeigt nun, wie
jetzt ein Abstecken moglich ist. a) Erklire und begriinde das Verfahren.

B
)

4 L L d__¢
X, X; X.i X’t 4

Fig. 205
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[71—74

b) Die Entfernungen zwischen A und x,, 2, und =, usf. bis x, und D seien
gleich groB. Wie gro} sind die Strecken ¥,, ¥,, y; und y,, ausgedriickt

durch b? ¢) Ist es not-

kann man gegebenen-
falls bei anderem Win- \

wendig, dall <t BDA =
ein rechter ist? Wie \,—/'/r/
]
\\
N

kel verfahren ?
71. Fig. 206 zeigt einen J

verkleinert zu werden,

mit einem Quadrat-
netz iiberzogen ist;

Fig. 207 zeigt dann
denselben Plan in ver-

[
Gebéudeplan, der, um \ A

kleinertem Mafstab.
a) Untersuche, in wel- \ \ N
chem MaBstab der
Plan verkleinert ist. \ \ \
b) Stelle ausgehend
von Fig. 206 einen \ \
Plan im dreifachen —
MaBstabe her. \Cu::;/://
. "1 [ -
72.Um eine ,,Damm- —— ——
béschung® oder eine J/_/_/-/
,Einschnitt- =]
b.iischung“ anzulegen, Fig. 206
gibt man die ge- ’
wiinschte Steigung durch eine Latte an zwei
Pflscken an (Fig. 208 und 209). Es sei vor- =T
geschrieben die Boschung 1:14. Man wihlt |
a) 60 cm, b) 80 cm als Abstand der Pflscke. \r‘1 NI
In welcher Hohe muB man die Latte an die | T N
beiden Pflscke schlagen? \ N |
Ny
73. Mit einer einfachen Lochkamera ohne Linse \\\\ \ \\‘55’1'{{&“\\ ay
wird eine Aufnahme gemacht. Eine 12 m hohe LB — i
Fahnenstange erscheint auf dem Bilde, das 1B T
15 cm hinter der Offnung aufgenommen ist, = ==
8 em hoch. Wie weit entfernt von der Fah- 1 _4:/
nenstange war die Kamera aufgestellt ? == l

74. Man beobachtet, daB die Linge des erhobenen

Fig. 207

Daumens der ausgestreckten rechten Hand sich scheinbar deckt mit einer
Telegraphenstange in einiger Entfernung. Wie kann man eine solche Be-

obachtung zur Entfernungsschitzung benutzen ?
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Geometrische Uberlegungen

75. Untersuche, ob der erste Strahlensatz auch gilt, wenn das Verhiltnis der
dabei auftretenden Strecken nicht genau, sondern immer nur mit ge-
wiinschter Genauigkeit sich als Bruch darstellen lat. Beispiele: Die ge-
gebene Strecke @ ist innerlich und duBerlich im Verhiiltnis a) von Seite

Fig. 208 Fig. 209

und Diagonale eines Quadrates, b) von Seite und Héhe eines gleichseitigen
Dreiecks zu teilen. ¢) Die Diagonale eines gegebenen Rechtecks ist im Ver-
hiltnis der Rechtecksseiten zu teilen.

76. Beweise, dafl die Diagonalen im Trapez einander in gleichem Verhiltnis
schneiden. In welchem ? ‘ '

77. Wie groB ist die Verbindungsstrecke der Diagonalenmitten eines Trapezes?
78. Line Pyramide wird parallel zur Grundfliche von einer Ebene geschnitten.
Beweise, daB} alle Seitenkanten im gleichen Verhéltnis geteilt werden.

79. Fig. 210 zeigt ein Rechteck mit den Seiten 5 und 13, dessen Inhalt also 65
Quadrateinheiten zihlt, in vier Teile zerschnitten,
die so, wie Fig. 211 es andeutet, zusammengelegt,
ein Quadrat mit der Seite 8, also vom Inhalt 64 /

ergeben. Es
wird hier al- | =1
so scheinbar /

} 65 = 64. ]

Priife die Fi- /

I~ . .

WL JI \ gur an der B L’

’ Hand deser-

Fig. 210 sten Strah- Fig. 211
lensatzes.

80. In einem Kreis mit dem Radius 7 liegt ein kleinerer mit dem Radius a) _r)_ s

b) r;, der ihn von innen im Punkte P beriihrt. Untersuche, was iiber die
durch P gehenden Sehnen zu sagen ist.
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Aufgaben aus alter Zeit

81. Aus Herons Dioptra (Aufg. VILI). ,Wenn zwei Punkte, der eine bei
unserm Standort, der andere in der Ferne, gegeben sind, ihren Abstand in
horizontaler Ebene zu finden, ohne sich dem Punkte in der Ferne zu nithern
(Fig. 212). — Ls seien 4 und B die gegebenen Punkte, und zwar liege .4
bei unserm Standpunkt, B in der Ferne, die Dioptra aber mit dem Halb-
Ikreis bei A. Man drehe nun das Visierlineal auf der groBen Kreisscheibe so
lange, bis B sichtbar wird. Ich trete sodann nach dem anderen Teile des
Visierlineals herum, drehe den Halbkreis, wiihrend die iibrigen Teile des
Instruments unbeweglich bleiben, und bestimme nach unserer Seite zu den
Punkt C, der mit AB auf einer und derselben Geraden liegt. Dann ziehe ich
zu BC von A aus vermittels der Dioptra die Gerade 4 D und von (' aus ver-
mittels der Dioptra eine andere Gerade CE und nehme auf ihr einen be-
liebigen Punkt E. Ich setze darauf die Dioptra nach £ um und stelle das
Visierlineal so, daf} der Punkt B durch dasselbe sichtbar ist, und nehme auf
AD einen anderen Punkt D an, der auf der Geraden BE liegt. Es verhiilt

sich also
CE.:dD=CB: BA."

Nimm an, es sei das Verhéltnis CE: AD=4, und AC== 13,5 m. Be-
stimme dann die Entfernung 4 B.

8 Fig. 212

82. Aus Herons Dioptra
(Aufg. X1V): ,,Wenn 7
ein Graben gegeben ist, Fie. 213
seine Tiefe zu bestim-
men, d.h. die Linge der Senkrechten, die von dem Punkt in der Tiefe auf
die durch uns gelegte horizontale Ebene oder auch auf die durch einen
anderen Punkt gelegte horizontale Ebene gezogen wird.*

Heron beschreibt nun die aus der beigegebenen Fig. 213 ersichtliche Kon-
struktion im Felde und mit NP: PQ =4, A0=a, QO = b. Berechne
die gesuchte GroBe, wenn @ = 32m, b= 6,5 m ist.

83. Aus Schwenters Geometriae practicae novae (1618): ,,So sich zwo
.Linien also einander durchschneidend | das sie sich weit miteinander
schleiffen | vnd also der punct del durchschnids gantz vnkenntlich:
solchen Geometricé zu finden. )

84. Aus G. Ph. Harsdorffers Erquickstunden (1651): ,,Wenn auf zweyen
Thiirn | deren jeder 1000 Schritt hoch | eine Schnur gespannet wiirde | ist die
Frage | wieviel die Schnur kiirtzer | wann sie auf der Erden von einem zu
dem andern gezogen wiirde.” (Setze 1 Schritt = § m! Erdradius 6370 km.)
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§ 23. Ahnlichkeit von Dreiecken

Die Ahnlichkeitssiitze
1. Untersuche, welche Beziehungen a) zwischen den Winkeln, b) zwischen den
Seiten zweier Dreiecke von gleicher Gestalt bestehen (ihnliche Dreiecke).

2, Zeige, dal man die Verhéltnisgleichheit zweier Seiten @ und b bzw. ¢’ und
b in ihnlichen Dreiecken ebenso durch die Proportion a:a’=5:b" wie
durch die Proportion @ : b==a’: b’ zum Ausdruck bringen kann. Erliutere
die geometrische Bedeutung des Proportionalititsfaktors.

3. Gegeben ist ein Dreieck 4 BC. Zu B( ist a) im Innern, b) aullerhalb des
Dreiecks auf der gleichen Seite von 4 aus gesehen wie B(, ¢) auf der an-
deren Seite von A4 eine Parallele gezogen, die auf den beiden andern Seiten
oder ihren Verlingerungen die Punkte B’ und €’ herausschneidet. Beweise,

dal} die ])lelecl\e ABC und AB'(’, die sich in Ahnlichkeitslage be-
finden, in allen Winkeln und im V erhaltms gleichliegender Seiten {iberein-
stimmen, daB sie also dhnlich sind.

4. (Erster Ahnlichkeitssatz.) Zwei Dreiecke stimmen in einem Winkel
und im Verhiltnis der beiden anliegenden Seiten iiberein. Zeige, dafl man sie
in Ahnlichkeitslage bringen kann, daB$ sie also ihnlich sind.

5.(Zweiter Ahnlichkeitssatz.) Zwei Dreiecke stimmen in zwei Winkeln
iiberein. Zeige, daB man sie in Ahnlichkeitslage bringen kann, daB sie also
dhnlich sind.

6.(Dritter Ahnlichkeitssatz.) a) Formuliere den dem dritten Kongruenz-
satz entsprechenden Al}_nlichkeitsratz. b) Beweise ihn durch den Nachweis,
daB beide Dreiecke in Ahnlichkeitslage gebracht werden kénnen.

7. (Vierter Ahnlichkeitssatz.) a) Formuliere den dem vierten Kongruenz-
satz entsprechenden Ahnlichkeitssatz. b) Beweise ihn durch den \achwels
daB beide Dreiecke in Ahnlichkeitslage gebracht werden konnen.

8. Stelle Ahnlichkeitssiitze aul a) fiir gleichschenklige, b) fiir rechtwinklige

Dreiecke.
9. Wann =ind a) gleichseitige, b) rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke
dhnlich?

10. Beweise. daB in ihnlichen Dreiecken a) gleichliezende Seitenhalbierende,
b) gleichliegende Hohen, ¢) gleichliegende Winkelhalbierende, d) die Radien
der Umkreise, e) die Radien der Inkreise, f) die Radien der Ankreise,
g) iiberhaupt die Verbindungsstrecken entsprechender Punkte sich ver-
halten wie zwei gleichliegende Seiten.

Konstruktionsaufgaben

11. Gegeben ist ein Dreieck. Konstruiere ein ihm éhnliches, in dem vorge-
schrieben ist:
a) a b) %, ) s
d) r e) w, f) o
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12. Gegeben ist ein Dreieck, gesucht ein ihm dhnliches. Welche Stiicke darf man
noch vorschreiben ? Welche Stiicke darf man nicht wiihlen, wenn die Auf-
gabe bestimmt sein soll?

13. In den folgenden Aufgaben ist zunichst ein dem gesuchten ihnliches Drei-
eck zu konstruieren, dann das gesuchte selbst. Gegeben ist:

a)a:b:c, s, b) a:b:c, wy e)a:b:c, k,
d) o, B ke e) B, 7 s f)a,y, wy

g) bic.a, b, h)a:c,ﬁ,u-y iya:b, s,
k) b:c,y,w, Da:ca,h, m) a:b, B, x,

14. In den folgenden Aufgaben ist zunichst ein Teildreieck aufzusuchen, zu dem
erst ein dhnliches konstruiert werden kann. Dann ist das gesuchte Dreieck
zu finden. Gegeben ist:

a)ya:b:s,, ¢ k) b:s,, v, a e)a:c:s,. h,
d) b:uw,,w,a e) c:uw,,n,hy, f) ¢c:uw,, . h
g b:h,, a B h)c:h,,ab iyc:h, b
15. Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck aus (Spitze bei 4)!):
aya:b, b, b) a:b, h, c) a:h, s,
d) a, s, e) B, k. £) 2, uy
16. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck aus (rechter Winkel bei €):
a) a:b, h, by a:b, s, c) a:b, w,
D) a, s, ) B, wg fa:ch,

Fliicheninhalt iihnlicher Dreiecke

17. Tm Dreieck A BC ist zu BC die Parallele B'C’ gezogen, die die Seiten 4 B
und A C halbiert. In welchem Verhiltnis stehen die Flicheninhalte der Drei-
ecke ABC und AB’'C'? (Untersuche, in wieviel dem Dreieck 4 B'C”
kongruente Dreiecke sich A\ A BC zerlegen 1afit.)

18. Im Dreieck 4 BC'ist zu BC eine Parallele B’ C’ gezogenso,daB 4 B'= 14 B
ist. In welchem Verhiltnis stehen die Flicheninhalte der Dreiecke A B(
und 4 B’C’? (Untersuche, in wieviel dem Dreieck 4 B’ kongruente Drei-
ecke sich A 4 BC zerlegen laB3t.)

19. Im Dreieck 4 BC ist zu BC eine Parallele B'C’ gezogen so, dall 4 B’: 4 B
im Verhéltnis
a)1:3 b) 2:3 c) 3:2
d) 2:1 e)m:n,m<n fym:n,m>n
steht. In welchem Verhiltnis stehen die Flacheninhalte der Dreiecke 4 B'C’
:md ABC?

1) Auch hier soll erst ein &hnliches Dreieck konstruiert werden, dann das gesuchte selbst.
Uberlege aber, wie man die Aufgaben auch anders 18sen kann.



20—29] § 23. Ahnlichkeit von Dreiecken T 157

20. Vom Dreieck 4 BC ist durch eine Parallele zur Seite BC ein Dreieck 4 B'C’
abzuschneiden so, daB die Fliche des abgeschnittenen Dreiecks sich zu der
des ganzen Dreiecks verhilt wie:

a) 1:4 b) 1.9 c) 4:9
d) 4:25 e) 1:2 f) 2:3
Konstruiere die Parallele. )
21. Ein Dreieck hat die Seite @ und die zugehorige Hohe h,. In einem ihm &hn-

lichen Dreieck sind die entsprechenden Stiicke o’ und h . Beweise, dal smh
die Flicheninhalte der beiden Dreiecke wie a?: a2 verhalten

22. Ein Dreieck mit der Seite ¢ = 5 cm und der zugehérigen Hohe b, = 3,5 cm
ist ahnlich einem Dreieck, dessen a entsprechende Seite a’ = 3 cm ist. Wie
groB sind die Flichen beider Dreiecke ¢

23. Beweise, daf die Flicheninhalte dhnlicher Dreiecke sich verhalten wie die
Quadrate irgendwelcher entsprechender Strecken im Dreieck.

24. Die Flichen zweier Dreiecke verhalten sich wie m:n. In welchem Ver-
héltnis stehen entsprechende Seiten ?
Beweise die folgenden Sétze:

25. Die Flichen zweier Dreiecke, die in einer Seite iibereinstimmen, verhalten
sich wie die zu diesen Seiten gehorigen Hohen.

26.-Die Flichen zweier Dreiecke, die in einer Hohe iibereinstimmen, verhalten
sich wie die zu diesen Héhen gehorigen Seiten.

27. Die Flichen zweier Dreiecke, die in einem Winkel iibereinstimmen, ver-
halten sich wie die Rechtecke (Produkte) aus den den Winkeln anliegenden
Seiten.

Neue Begriindung des pythagoreischen Lehrsatzes

28. Errichte iiber den Katheten und itber der Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks ahnliche Dreiecke. Die Dreiecke iiber den Katheten mégen die
Flicheninhalte f; und f,, das Dreieck iiber der Hypotenuse mag den Fliichen-
inhalt f; haben. Beweise mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes, daB

fl +f2=fa

ist. (Welche Bedingung muB fiir die drei dhnlichen Dreiecke genau ge-
nommen noch ausdriicklich angegeben werden ?)

29. a) Beweis'e, daB, wenn D der FuBpunkt der Héhe von € auf die Hypotenuse
ist, A ABC, AN ADC und A BDC ahnlich sind. Beweise daraus (4 die
Hohe, p und ¢ die Hypotenusenabschnitte):

b) ®=p.q,
c) a®=p-ec,
d) b =gq-ec.
Geometrie. 3.—5. 11
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,30. Beweise aus den Formeln c) und d) der Aufg. 29 den pythagoreischen Lehr-
'+ satz.

31. Klappe A DAC wm AC, A DBC um BC und A CAB um A B herum.
Folgere aus der Ahnlichkeit der drei iiber den Katheten und der Hypotenuse
stehenden Dreiecke mit den Flichen f;, f, und f, unter Hinzunahme der Tat-
sache, daB} f; + f, = f; ist, den pythagoreischen Lehrsatz.

Praktische Anwen‘dungen
32. Von 4 soll nach B eine gerade Verbindung hergestellt werden, die einen

-dazwischen liegenden Berg in einem Tunnel durchsetzt. (Benutze Fig. 204
S. 151). Man wihlt einen Punkt C so, daB AC und BC zuginglich sind,

trigt auf 4 C von C aus -};A C ab bis 4, ebenso auf BC von C aus % BC

bis B’. a) Wie kann man jetzt die Richtung, in der die Verbindungsstrecke
von B aus einzuschlagen ist, finden? b) Miissen, um das Verfahren an-
‘wenden zu konnen, 4, B und C in gleicher Héhe iiber dem Meeresspiegel
liegen ?

33. Konstruiere die Steigung einer Treppe, deren Schwellen 12 cm hoch und
30 cm breit sind.

34. Die hochste zulissige Steigung bei Adhésionsbahnen ist 1: 25 (fiir Neben-
strecken). Wie groB ist die Steigung, ausgedriickt durch den Steigungs-
winkel ? Konstruiere ein entsprechendes Dreieck und mifl dann den Winkel!

35. Bei Winkelschitzungen im Gelinde ist die Benutzung des ,,Faustwinkels‘
zu empfehlen. Der Gesichtswinkel der geballten, ausgestreckten Faust be-
trigt etwa 10°. a) Stelle durch Messung und Zeichnung fest, ob das zu-
trifft. b) Untersuche den Gesichtswinkel, der der gespreizten Hand ent-
spricht.

36. Um die Hohe eines Turmes zu bestimmen, miit man seinen Schatten
(73 m) und gleichzeitig den Schatten s einer senkrecht stehenden Stange
von bekannter Linge I. Es sei s= 2,45 m, I= 1,88 m. Wie hoch ist der
Turm?

37. Um die Héhe der Sonne zeichnerisch zu bestimmen, stellt man fest, daf3
eine Stange von 12,5m Linge einen Schatten von 23,5 m Lénge wirft.
Konstruiere die Hohe der Sonne.

38. Beweise, daB bei Mallstabsinderung in einer Figur (z. B. in Fig. 206 u. 207)
die Abbildung winkeltreu ist, d. h. da irgendein Winkel 4 BC in der
Vorlage dem ihm in der Verkleinerung oder VergréBerung entsprechenden
Winkel A’ B’C’ gleich ist.

39. Um die Hohe eines Sternes festzustellen, beobachtet der Astronom vielfach
den Stern in einem horizontalen Quecksilberspiegel und stellt fest, unter
welchem Winkel er das Fernrohr neigen muf. a) Erlautere das Verfahren
und gib die physikalische Begriindung. b) Wie kann man das Verfahren
bei Beobachtung mit bloBem Auge so ausbauen, daB man die Hohe von
Gegenstinden bestimmen kann?
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40. Line sehr praktische Methode zur Entfernungsmessung ist die folgende.
Den Daumen der ausgestreckten Hand visiert man erst mit dem rechten,
dann mit dem linken Auge an. An dem 8
Gegenstand, dessen Entfernung man ab- el
schiitzen will, etwa einem Haus, schitzt -
man dann auf Grund der Kenntnisse, die -
man von den Gegenstinden hat, die Aross
Strecke zwischen den beiden Punkten, Aoh T
die bei den beiden Beobachtungen vom S~
Daumen verdeckt wurden. Diese Strecke Fig. 214 ~~
multipliziert man mit 10 und hat die
gewiinschte Entfernung. Beispiel (Fig. 214): 4, und A4, seien die Augen,
D der vorgestreckte Daumen. Bei der Beobachtung mit 4, decken sich D
und B;, bei der Beobachtung mit A, decken sich D und B,. Man weil} aus
Erfahrung, da8 B, B, etwa 15 m lang ist (etwa die Linge eines miiBig
groBen Hauses). Dann ist die Entfernung 150 m. Erklire diese iiber-
raschende Methode und erprobe sie im Freien.

Geometrische Uberlegungen

41. Sprich Ahnlichkeitssitze aus a) fir Quadrate, b) fiir Kreise, ¢) fiir Recht-
ecke, d) fiir Rhomben, e) fiir Parallelogramme, ebenso fiir Dreiecke, indem
du auch f) Hohen, g) Seitenhalbierende, h) Winkelhalbierende als Stiicke
(neben Seiten und Winkeln) benutzt.

42. Untersuche, in welchem Verhiltnis Grundfliche und Deckfléiche eines Pyra-
midenstumpfes stehen.

43. Gegeben ist ein Parallelogramm. Es soll durch eine Gerade ein dem ge-
gebenen &hnliches Parallelogramm abgeschnitten werden.

44, Die Gesellschaft ,,Briicke hat Rechtecke in ganz bestimmten GréB8en als
allgemeines Normalformat vorgeschlagen, die so beschaffen sind, daBl die
Hilften den Ganzen éhnlich sind. a) In welchem Verhiltnis stehen die
Seiten dieser Rechtecke? b) Stelle eine Reihe von GroBenformaten auf,
von 1 cm als der kleineren Seite des ersten Rechtecks ausgehend, von denen
jede GroBe das Doppelte der vorhergehenden ist.

45. Untersuche, wieviel Stiicke man vorschreiben kann, wenn ein einem vor-
gelegten éhnliches a) Dreieck, b) Viereck (verschiedene Fille!) konstruiert
werden soll. :

46. Einem rechtwinkligen
Dreieck ist ein Quadrat
einbeschrieben, wie es
a) Fig. 215 zeigt. Driicke ‘
die Quadratseite durch Fig. 216
die Kathetenabschnitte
aus. b) Das Quadrat ist in der Weise eingeschrieben, wie es Fig. 216 zeigt.
Driicke die Quadratseite durch die Hypotenusenabschnitte aus. ¢) Berechne
die Quadratseite, wenn es sich um ein in der Art des Falles b) eingeschrie-
benes Quadrat in einem beliebigen spitzwinkligen Dreieck handelt.

11*
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47. Gegeben ist ein Quadrat und ein Dreieck. Dem Quadrat ist ein dem ge-
gebenen dhnliches Dreieck in der Weise von Fig. 216 umzuschreiben.

Aus der Geschichte der Geometrie

48. Aus Diogenes Laértios (um 200 n. Chr.): ,,Hieronymos berichtet, er
(Thales) habe die Pyramiden gemessen mittelst des Schattens, indem er
beobachtete, wenn (der unsrige) mit uns von gleicher Grofle ist.” Erklire
die Methode und ihre Schwierigkeit bei der Anwendung gerade auf Pyra-
miden.

49. Aus Plutarch: Niloxenos spricht mit Thales iiber den Konig Amasis:
,,Obschon er dich auch um anderer Dinge willen bewundert, so schitzt er
doch iiber Alles die Messung der Pyramiden, daf du néimlich ohne alle Miihe
und ohne eines Instrumentes zu bediirfen, indem du nur den Stock in den
Endpunkt des Schattens stellst, den die Pyramide wirft, aus den durch die
Beriihrung des Sonnenstrahls entstehenden zwei Dreiecken zeigest, dal der
eine Schatten zum andern das nidmliche Verhiltnis hat, wie die Pyramide
zum Stock‘. Erklire die Methode (vgl. Aufg. 36).

50. Aus dem Liber Assumptorum von Archimedes: ,,Wenn sich zwei
Kreise beriithren wie (in Fig. 217) AE B und CED in E, und Durchmesser
von ihnen, wie A B und C D parallel sind, und wenn man die beiden Punkte
B und D mit E verbindet, so wird E D B eine Gerade. Beweise den Satz
und untersuche ihn fiir den Fall duBerer Berithrung der Kreise.

51. Levi ben Gerson (T 1344) beschreibt in einer als Handschrift erhaltenen

Abhandlung ein Instrument, das er relovator secretorum nennt, und das
. spiter als Jakobsstab viel benutzt wurde.
Auf einer MeBstange 4 B ist senkrecht dazu
ein auf der Stange verschiebbarer Staban-

¢ . gebracht von bekannter Linge (Fig. 218).
3 .
{ 4
A I
F H 8
A B
Fig. 217 Fig. 218 D

Es sei etwa die Hohe eines Turmes zu messen. Dann schiebt man CD so,
daB AC in die Blickrichtung nach der Spitze, AD in die Blickrichtung
nach dem FuB} des Turmes fillt. a) Suche die beiden ihnlichen Dreiecke
auf, die die Berechnung der Turmhdohe gestatten. b) Wie kann man bei
bekannter Turmhéhe die Entfernung bestimmen? ¢) Fertige selbst ein
Modell.
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§ 24. Proportionen im Dreieck

Die Seitenhalbierenden

1. Ziehe im Dreieck 4 BC' die zwei Seiterhalbierenden BE und CF und die
Verbindungsstrecke der Seitenmitten EF. Untersuche mit Hilfe von Ahn-
lichkeitsbetrachtungen, in welchem Verhidltnis die Seitenhalbierenden
einander schneiden.

2. Beweise, daB die drei Seitenhalbierenden sich in einem Punkte schneiden.

3. Es seien AD, BE und CF die Seitenhalbierenden. Beweise, daf} jede von
ihnen die Dreiecksfliche halbiert.

4. Konstruiere ein Dreieck aus (achte auf ein Teildreieck!):
a) a, &, S, b) b, s,, s, €) Sa» Spy <L (Sqs Sp)
d) @ Sq5 Sp e) ba Sas Sy f) }'/wsb:sc

5. Konstruiere ein Dreieck aus s,, 3, S

6. Konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck aus (Spitze bei 4) h,, s,.

Die Héhen
7. Beweise a) durch Ahnlichkeitsbetrachtungen, b) arithmetisch auf Grund der
Formeln fiir den Dreiecksinhalt, dal die Héhen eines Dreiecks sich um-
gekehrt verhalten wie die Seiten. )
8. Bestimme bei den folgenden Dreieckskonstruktionen erst ein Stiick als
vierte Proportionale zu den gegebenen, um dann das Dreieck selbst zu
konstruieren. Gegeben ist:

a) a, h,:hy, B b) b, hy: 1y, B ¢) a, by hy, 7
9. Konstruiere ein Dreieck aus:

a) bya:hy,s, b) b,a:hy, ¢) b,h,:hy, s,

d) a,a, hy: b, e) a,hy, hy:h, £) by, by, by

10. Formuliere einen Satz iiber die Seiten und zugehérigen Hohen im Par-
allelogramm und beweise ihn.

Die Winkeihalbierenden

11. Verlingere in A A BC die Seite AC fiber A hinaus um 4 B bis D. a) Be-
weise, dal BD der Winkelhalbierenden w, parallel ist. b) Beweise, daB sich
die Abschnitte der Winkelhalbierenden auf einer Seite verhalten wie die
anliegenden Seiten.

12. Leite einen entsprechenden Satz wie fiir die Winkelhalbierende des Innen-
winkels eines Dreiecks auch fiir die Winkelhalbierende des AuBenwinkels ab.

13. Im Dreieck A BC sei A D die Winkelhalbierende des Innenwinkels «, die
des zugehérigen AuBenwinkels sei 4 D', wo D und D’ auf der Seite a liegen.
a) Zeige, daBl 4 auf dem Kreis liegt, der D D’ zum Durchmesser hat (Kreis
von Apollonius). b) Welches ist der geometrische Ort der Spitzen von
Dreiecken, fiir die die Seite @ und das Seitenverhiltnis b : ¢ vorgeschrieben
ist ? ‘
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14. Welche Gestalt nimmt der Kreis von Apollonius an, wenn das vorgeschrie-
bene Seitenverhiltnis 1 ist (welcher Art ist dann das Dreieck?)?

15. Eine Strecke 4 B ist durch den Punkt C in wwei Teilstrecken geteilt. Kon-
struiere den geometrischen Ort der Punkte, von denen aus die beiden Teil-
strecken unter gleichem Winkel erscheinen.

16. Gegeben sind die Punkte P, P, und P;. Gesucht sind die Punkte, deren
Abstiande von P; und P, sich verhalten wie m : » und die a) von P, den Ab-
stand @, b) von P, und P; den gleichen Abstand, ¢) von P; und P; Ab-
stinde haben, die im Verhéltnis a : b stehen.

17. Gegeben sind zwei Punkte P; und P,. Gesucht sind die Punkte, deren Ab-
stéinde von P; und P, sich verhalten wie m : n und die a) von einer Geraden
g den Abstand a, b) von der durch P, und P, gelegten Geraden und einer
zweiten Geraden g gleichen Abstand, ¢) von zwei Geraden g, und g, gleichen
Abstand haben.

18. Konstruiere ein Dreieck aus:

a) a,b:c, b) a,b:¢c, R, ¢) ba:c,s,
d) bya:c, r e)a:c, 7, f f) a,b:c, w,

19. Eine Strecke 4 B ist durch die Punkte C' und D in‘drei ungleiche Teile
geteilt. Bestimme die Punkte, von denen aus die Teilstrecken unter dem
gleichen Winkel erscheinen. (Achte besonders darauf, wann die Konstruk-
tion ausfiihrbar ist, wann nicht.)

20. Bestimme auf den Seiten eines Vierecks die Punkte, von denen aus die
Abschnitte auf einer Diagonale unter gleichem Winkel erscheinen.

21. Bestimme auf zwei Seiten eines Dreiecks die Punkte, von denen aus die
Seitenprojektionen auf der dritten Seite unter gleichem Winkel erscheinen.

Geometrische Uberlegungen

22. Untersuche, ob sich die Tatsache, daB3 im gleichseitigen Dreieck die Hohen,
Winkelhalbierenden und Seitenhalbierenden gleich lang sind, umkehren
1aBt.

23. Beweise: a) die oberen Abschnitte zweier Dreieckshohen verhalten sich um-
gekehrt wie die unteren; b) eine Seitenprojektion im Dreieck verhilt sich
zur zugehorigen Hohe, wie deren unteérer Abschnitt zur anderen Seiten-
projektion.

24. In A A BC seien die Seitenhalbierenden A D, BE und CF gezogen. a) Be-
weise, da} diese Linien auch in A DEF Seitenhalbierende sind. b) Setze
das Verfahren fort und leite daraus einen Beweis dafiir ab, daB die Seiten-
halbierenden sich in einem Punkte schneiden.

25. Untersuche, was sich iiber die Flichen der sechs Dreiecke sagen 1id8t, in die
ein Dreieck durch die drei Seitenhalbierenden geteilt wird.

26. Gegeben sind ein Punkt P und zwei Geraden mit unzugéinglichem Schnitt-
punkt. Konstruiere die von P nach jenem Schnittpunkt gehende Gerade
auf Grund des Satzes, daB die Dreieckshohen durch einen Punkt gehen.
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27. Mit Anwendung des Satzes, daB die Hohen eines Dreiecks durch einen Punkt
gehen, ist von dem unzuginglichen Schnittpunkt zweier Geraden auf eine
dritte Gerade die Senkrechte zu fillen. Die Schnittpunkte der dritten Ge-
raden mit den beiden anderen seien a) zugénglich, b) unzuginglich.

Praktische Aufgaben:

28. Ein Dreieck ist aus gleichméaBiger Pappe geschnitten und wird an einer Ecke
aufgehingt. a) Warum fillt dann die Vertikale mit der Seitenhalbierenden
des Dreiecks von jener Ecke aus zusammen ¢ b) Beweise, dafl der Schnitt-
punkt der Seitenhalbierenden der Schwerpunkt des Dreiecks ist.

29. Im Punkte 4, 1,50 m iiber dem Boden, befindet sich das Auge eines Be-
obachters. Dieser betrachtet eine 10 m entfernte Plakattafel. Dort ist a) in
seiner Augenhdhe, b) in einer Hohe von 3 m iiber dem Erdboden in 1 m
groBen Buchstaben eine Inschrift angebracht worden. Eine zweite In-
schrift soll dariiber angebracht werden. Wie groB muBl man die Buchstaben
wihlen, damit sie gleich groB erscheinen (d. h. unter gleichem Gesichts-
winkel), wie die der unteren Zeile (Zeichnerische Bestimmung)?

§ 25. Figuren in Ahnlichkeitslage
Perspektive Lage

1. Gegeben ist eine Gerade g, . Die Punkte der Geraden sind durch ein Strahlen-
biischel mit dem Augenpunkt S auf eine zweite Gerade g, perspektivisch
bezogen (Fig. 219). Zeichne eine Reihe
von einander entsprechenden Punkten,
wenn gegeben sind a) g;,g,und 8, b) ¢,, ¢,
und die einander entsprechenden Punkte-
paare P, und P, sowie @, und @,.

2. Welche Gestalt nimmt das Strahlen-
biischel an, wenn der Augenpunkt ins
Unendlichferne riickt ?

3. Zeichne a) zwei Dreiecke, b) zwei Vier-
ecke, c¢) drei Dreiecke, die zueinander
perspektivisch liegen, d. h. bei denen
die Verbindungsgeraden entsprechender Fig. 219
Ecken durch einen Punkt gehen.

4. Zeichne a) zwei Dreiecke, b) zwei Quadrate, die zueinander perspektivisch

liegen, doch so, dal das Zentrum der Perspektive unendlich fern ist.

5. Zeichne zwei Dreiecke, die zueinander perspektivisch liegen, doch so, da8
das Zentrum der Perspektive a) zwischen den beiden Dreiecken, b) inner-
halb der beiden Dreiecke liegt.

6. Zeichne ein Dreieck und sein HohenfuBBpunktsdreieck. Zeige, daB beide per-
spektivisch zueinander liegen (spitzwinkliges und stumpfwinkliges Dreieck).

7. Zwei parallele Geraden sind perspektivisch aufeinander bezogen. Was 1i8t
sich iiber einander entsprechende Abschnitte aussagen?
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Dreiecke in Ahnlichkeitslage

8. Zwei Dreiecke 4, B, C, und 4, B,C, mogen perspektivisch zueinander liegen,
d.h. A4, 4,, BB, und C,C;, oder ihre Verlingerungen schneiden sich in
einem Punkte S. Aulerdem aber seien die einander entsprechenden Dreiecks-
seiten einander parallel. Beweise, dall a) entsprechende Winkel der Drei-
ecke gleich, b) entsprechende Seiten im gleichen Verhiltnis stehen, mit
anderen Worten, daB die Dreiecke dhnlich sind.

9. Gegeben sind zwei dhnliche Dreiecke. Beweise, dal man sie in eine solche
Lage bringen kann, daf} sie in perspektiver Lage zueinander sind (Ahn-
lichkeitslage?)).

10. Zeichne zwei dhnliche Dreiecke in Ahnlichkeitslage und zwar so, daB der
Ahnlichkeitspunkt (das Zentrum der Perspektivitiit) a) auf ein und der-
zelben Seite von den beiden Dreiecken, b) zwischen den beiden Dreiecken
c) im Innern der beiden Dreiecke, d) in einer Ecke eines Dreiecks, e) auf
einer Seite eines Dreiecks liegt. f) Welchen besonderen Fall der Ahnlich-
keitslage haben wir bei der Ableltung der Ahnlichkeitssitze (§ 23) benutzt ?

11. Zwei dhnliche Dreiecke liegen so, dall entsprechende Seiten parallel sind.
Beweise, dafl die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken durch einen
Punkt gehen.

12. Wie éndert sich die Lage des Ahnlichkeitspunktes, wenn man das eine der
beiden dhnlichen Dreiecke parallel zu sich verschiebt ?

13. Der Ahnlichkeitspunkt zweier im Endlichen liegender dhnlicher Dreiecke
in Ahnlichkeitslage liegt im Unendlichfernen, mit anderen Worten die
"Strahlen des Strahlenbiischels sind parallel. Was ist iiber die dhnlichen
Dreiecke zu sagen ? (Zeichnung.)

14. Untersuche, in welchen Fillen der Ahnhchkeltspunkt zweier #hnlicher
Dreiecke zwischen den Dreiecken liegt (innerer Ahnlichkeitspunkt),
in welchen Fillen auf ein und derselben Seite von beiden Dreiecken aus
gesehen (auBerer Ahnlichkeitspunkt).

15. Zwei Dreiecke sind kongruent und liegen symmetrisch zueinander. Wo liegt
der innere Ahnlichkeitspunkt ?

16. Zeige, daB ein Dreieck und das aus den Seitenmitten gebildete in Ahnlich-
keitslage liegen, daB also die Seitenhalbierenden des Dreiecks durch einen
Punkt gehen

17. (Eulersche Gerade.) a) Zeige, dal} der Mlttelpunkt des Umbkreises eines
Dreiecks A BC zugleich Hohenschnlttpunkt des aus den Seitenmitten
gebildeten Dreiecks ist, dal also Mittelpunkt des Umkreises und Héhen-
schnittpunkt des Dreiecks entsprechende Punkte zweier Dreiecke in Ahn-
lichkeitslage sind. b) Warum muB also die Verbindungsgerade von Umkreis-
Mittelpunkt M und Héhenschnittpunkt H durch den Schnittpunkt S der
Seitenhalbierenden gehen ? c) Wie grof ist SM : SH?

1) Was frither im § 23 Ahnlichkeitslage genannt wurde, ist ein Sonderfall des hier be
nutzten allgemeineren Begriffes, nimlich der in Aufg 10 unter d) genannte.
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Vierecke und Vielecke in Ahnlichkeitslage

18. Gegeben ist a) ein Viereck, b) ein Fiinfeck, ¢) ein beliebiges Vieleck.
Zeichne ein dem gegebenen ihnliches Vieleck in Ahnlichkeitslage derart,
daB das Seitenverhéltnis zwischen beiden 1: 2 ist.

19. a) bis ¢) dasselbe wie Aufg. 18; vorgeschriebenes Verhéltnis 3 :1.

20. a) bis ¢) dasselbe wie Aufg. 18; vorgeschriebenes Verhiltnis 2 : 3.

21. Beweise, daB sich in #hnlichen Vielecken a) gleichliegende Diagonalen,
b) allgemein irgendwelche gleichliegenden Strecken wie gleichliegende
Seiten verhalten.

.22, Beweise, daBl sich bei dhnlichen Vielecken a) die Umfénge wie gleich-
liegende, Seiten, b) die Flicheninhalte wie die Quadrate gleichliegender
Selten verhalten.

23. Unfersuche, ob die Umfinge des einem Kreise emgeschrlebenen und des
einem Kreise umgeschriebenen Quadrates sich verhalten wie die Diagonalen.

24. Bringe ein regelmafiges Sechseck, das einem Kreis mit dem Radius r ein-
geschrieben ist, in Ahnlichkeitslage zu dem diesem Kreis umgeschriebenen
Sechseck. a) Berechne den Umfang des eingeschriebenen Sechsecks. b) Be-
rechne danach den Umfang des umgeschriebenen Sechsecks.

25. Um einem Dreieck 4 BC ein Quadrat einzuschreiben, kann man verfahren,
wie Fig. 220 es andeutet, in der das schraffierte Quadrat gesucht ist.
a) Erldutere das Verfahren. Warum ist die eingeschriebene Figur wirklich
ein Quadrat ? b) Einem Dreieck ist ein gleichseitiges Dreieck einzuschreiben,
dessen Ecken auf den drei Dreiecksseiten liegen. ¢) Einem Dreieck ist ein
Rechteck mit vorgeschriebenem Seitenverhiltnis einzuschreiben. d) Ist es
notwendig, bei der Konstruktion die der gesuchten #hnliche Figur gerade
einer Dreiecksseite anzuschreiben, oder geniigt es, irgendeine andere Ahn-

Lchkeltslage zu wihlen ?
A
A B

Fig. 220 Fig. 221

Praktische Anwendungen

26. Fig. 221 zeigt einen Storchschnabel oder Pantographen. Punkt 4
wird festgehalten, mit dem Stift in Punkt B folgt man einer Figur, dann
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beschreibt ein Schreibstift in C die der gegebenen éhnliche in vergroBertem
MaBstab. a) Untersuche, in welchem MaBstabe die Figur vergroBert wird.
b) Wie kann man den eben beschriebenen Storchschnabel zur Verkleinerung
benutzen? ¢) Beweise, da8 die von B und C beschriebenen Figuren sich in
Ahnlichkeitslage befinden.

27. Fig. 222 zeigt éinen Teil einer Niirnberger Schere (vgl. § 12, Aufg. 47).
Beweise, daB, wenn Punkt 1 festgehalten wird und irgendeiner der Punkte

2,3,4,5 . . .eine Figur beschreibt, alle anderen Punkte Figuren beschreiben,
die zu der ersten in Ahnlichkeitslage sind.

28. Fig. 223 zeigt eine andere Form des Storchschnabels. (Eine genauere Aus-
fithrung fir die Praxis gibt Fig. 224 wieder.) Der Stab s ist je nach der ge-
wiinschten Vergroflerung verschiebbar.
Die Punkte A4, B und C liegen auf der
Diagonalen. Wenn A4 festgehalten wird,
kann, je nachdem, ob es sich um Ver-
groferung oder Verkleinerung handelt,
B oder C firr den Fiihrungsstift, je-
weilig der andere fiir den Zeichenstift
dienen. ‘a) Begriinde die Verwendbar-
keit. b) Untersuche, ob man auch B
festhalten kann, so daB also 4 und B
beweglich sind.
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29. (Hauptaufgabe beim MeBtischverfahren.) Im Felde liegt eine auf dem

30.

MeBtisch (d. h. einer horizontalen Zeichenfliche) darzustellende Fliche (in
Fig. 225 das schraffierte Viereck). Man stellt den Apparat in I auf und
legt dort die Richtungen nach den Ecken der Figur von einem Punkte A4

Fig. 225

auf dem MeBtisch aus fest. Dann stellt man den Apparat in IT auf. Die.neue
Lage des Punktes 4 sei A’. B wihlt man so, dal 4’ B in die Richtung 4 B

fillt. Es sei A’ B= % A B. Nun visiert man von B aus nach den Ecken

der aufzunehmenden Figur. Durch die Schnittpunkte entsprechender
Strahlen, die von der MeBtischaufnahme von 4 und B aus herriihren, ist
auf dem MeBtisch eine der Figur im Felde #hnliche Figur bestimmt.
a) Begriinde die Richtigkeit des Verfahrens. b) In welchem MaBstab ist
die Figur verkleinert ¢ ¢) Wiederhole das Verfahren an irgendeiner anderen
Figur. d) Fithre das Verfahren durch, wenn es sich um eine Figur handelt,
deren Begrenzung den 0
MeBtisch allseitig um- L
gibt. e) Gib eine Dar-
stellung fiir den Fall,
daB man den MeBtisch
heide Male in Eck-
punkten der aufzu-
nehmenden Fliche aufstellen
kann, daB also 4 und B Eck- 5
punkte der Figur sind.

o Fig. 226

Die unzugénéliche Enffqrnung
PQ ist nach folgender Methode
zu bestimmen (Fig. 226). Man
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wihlt zwei zugingliche Hilfspunkte A und B, bestimmt 4’S= IWAS’
B'S= - BS. Dann bestimmt man @' auf'SQ so, daf BQ’ paraliél BQ

ist. Ebenso findet man P’. Wie ist nun PQ zu finden? Erértere im ein-
zelnen, welche Annahmen iiber die Sichtbarkeit der Zeichen usf. zu
machen sind.

Geometrische Uberlegungen

31. Zwei Kreise besitzen zwei Ahnlichkeitspunkte, einen inneren und einen
guBeren. a) Warum gibt es bei den Vielecken im allgemeinen nur einen,
beim Kreis zwei Ahnlichkeitspunkte? b) Stelle fest, ob einander ent-
sprechende (d.h. in Ahnlichkeitslage -befindliche) Kadien von Kreisen
parallel sind. ¢) Untersuche, ob es auch gewisse Vielecke mit innerem und
iiuBerem Ahnlichkeitspunkt gibt.

32. Dehne den fiir dhnliche Dreiecke iiber Katheten und Hypotenuse aus-
gesprochenen pythagoreischen Lehrsatz (§ 23 Aufg. 28) aus auf beliebige
éhnliche Vielecke, in denen die Katheten und die Hypotenuse entspre.
chende Stiicke sind.

33. Zwei Geraden haben einen unzugénglichen Schnittpunkt. Durch einen ge-
gebenen Punkt P ist die Gerade zu legen, die durch diesen’ Schnittpunkt
geht. (Mache P zum Eckpunkt eines Dreiecks, dessen andere Ecken auf
den gegebenen Geraden liegen, und benutze ein zweites Dreieck in Ahn-
lichkeitslage.)

34. Zwei Kreise werden dullerlich von einem dritten Kreis beriihrt. Untersuche,
was sich iiber die Lage der Berithrungssehne diesés Kreises sagen la8t.

35. Drei dhnliche Figuren I, II und IIT sind so gelegen, daB sich I zu IT und I
zu I1I in Ahnlichkeitslage befindet. LaBt sich iiber die Lage von II und III
. etwas sagen? Was kann man iiber die Ahnlichkeitspunkte aussagen?

36. (Satz von Monge.) Von drei Kreisen, die sich nicht schneiden, sollen alle
inneren und #uBeren Ahnlichkeitspunkte gefunden werden. a) Was ist
iiber deren Lage zu sagen? b) Erortere den Fall, daB von den Kreisen sich
zwei oder auch alle drei schneiden.

§ 26. Der zweite Strahlensatz

Der zweite Strahlensatz
1. Die Schenkel eines Winkels mit dem Scheitelpunkt § werden von einem,
Kreis geschnitten und zwar so, dal § auBerhalb des Kreises liegt. Verbinde
die Schnittpunkte iiber Kreuz und leite mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre
eine Beziehung zwischen den Abschnitten auf den beiden Schenkeln ab.
2. Die Schenkel eines Winkels mit dem Scheitelpunkt S und ihre Verlinge-
rungen iiber S hinaus werden von einem Kreis geschnitten und zwar so,
daB § innerhalb des Kreises liegt. Leite eine Beziehung zwischen den Ab-
schnitten auf den Schenkeln ab.
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3. (Zweiter Strahlensatz.) Ein Strahlenbiischel wird von einem Kreis
geschnitten. Beweise den Satz, daB das Produkt der Abschnitte auf den
einzelnen Strahlen, gemessen vom Strahlenmittelpunkt aus, einen festen
Wert hat (die Potenz des Strahlenmittelpunktes in bezug auf den Kreis).

4. Formuliere den zweiten Strahlensatz in geometrischer Form als eine Glei-
chung zwischen Flichen.

5. Was wird aus dem zweiten Strahlensatz, wenn der Strahlenmittelpunkt
auf den Kreisumfang fallt ?

6. Greife aus dem Strahlenbiischel, dessen Scheitel auBerhalb des Kreises
liegt, zwei Strahlen heraus, von denen der eine eine Sekante, der andere
eine Tangente ist.  a) Welcher besondere Satz 1aBt sich da aussprechen ?
Gib einen Beweis fiir diesen Sonderfall.

7. Greife aus dem Strahlenbiischel, dessen Scheitel innerhalb des Kreises
liegt, zwei Geraden so heraus, daB die eine Sehne vom Scheitelpunkt hal-
biert wird. a) Welcher besondere Satz 1aBt sich da aussprechen? b) Gib
einen Beweis fiir diesen Sonderfall. ¢) Auf welchen von friiher her bekannten
Fall sto8t man, wenn man den zweiten Strahl in die Richtung des Kreis-
durchmessers fallen 146t ?

8. Suche mit Hilfe des zweiten Strahlensatzes zu den Strecken a, b und ¢ die
vierte Proportionale (zwei verschiedene Methoden).

9. Verwandle unter Benutzung des zweiten Strahlensatzes a) ein Rechteck
in ein Quadrat, b) ein Quadrat in ein Rechteck, dessen eine Seite gegeben
ist, ¢) ein Rechteck in ein anderes, dessen eine Seite gegeben ist.

Die mittlere Proportionale

10. Konstruiere a) mit Hilfe des rechtwinkligen Dreiecks, b) mit Hilfe des
zweiten Strahlensatzes diemittlere Proportionale (dasgeometrische
Mittel) zweier gegebener Strecken (verschiedene Losungsmethoden).

11. Gegeben sind zwei Strecken @ und b. Berechne und konstruiere die mittlere
Proportionale zwischen @ - b und @ — b.

12. Gegeben ist eine Strecke a. Konstruiere und berechne die mittlere Propor-
tionale zwischen

a) a und 2a, b) @ und 3a, ¢) a und %~

13. Lose geometrisch (mit Zirkel und Lineal) die folgenden Gleichungen (x ist
die gesuchte Grofle, ¢ und b sind die als Strecken gegebenen Grofen):

a) 22 =ab, b) 2% = 2a?, c) 22=3a?
[~ a o a
d) ’»”='2—1/3, . e) z=5V3, f) 3’—;2=»

g) 22= a? — b2, h)az= 2b2, i) 2ax= b
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14. Duirch einen Punkt im Innern eines Kreises ist eine Sehne zu legen, die
in diesem Punkte halbiert wird.

15. Durch einen Punkt im Innern eines Kreises ist eine Sehne zu legen, die
durch diesen Punkt im Verhiltnis m : n geteilt wird.

Einige besondere Fiille des Beriihrungsproblems von Apollonius

16. Wiederhole die Aufgaben a) den Kreis zu zeichnen, der durch drei Punkte
P,, P,, P, geht, b) die Kreise zu zeichnen, die drei Geraden g¢,, ¢,, ¢,
beriihren.

17. Zeichne den Kreis, der durch zwei Punkte P;, P, geht und eine Gerade g,
beriihrt. (Anwendung des zweiten Strahlensatzes.)

18. Zeichne den Kreis, der durch einen Punkt P, geht und zwei Geraden g,
und g, beriihrt. (Bestimme durch Symmetriebetrachtung einen zweiten
Punkt P,, durch den der Kreis geht, und wende dann das Verfahren in
Aufg. 17 an.)

19. Zeichne die Kreise, die durch zwei Punkte P, und P, gehen und einen
Kreis um M, beriihren. — Anleitung: Zeichne einen beliebigen Kreis durch
die beiden Punkte P, und P,, der den anderen Kreis um M, in @, und Q,
schneidet. Bestimme durch P, P, und @,Q, einen Strahlenmittelpunkt, von
dem aus die Tangente an den gegebenen und gleichzeitig den gesuchten
-Kreis gelegt wird.

20. Zeichne die Kreise, die zwei Geraden g, und g, und einen Kreis um M,
berithren. (Man sucht nicht diesen Kreis, sondern den, der durch 3, geht,
und der statt der Geraden
g, und g, zwei leicht be-
stimmbare Parallelen zuihnen
beriihrt.) -

A

21. Zeichne die Kreise, die einen
Punkt P,, eine Gerade g, und
einen Kreis um M, beriihren.
(Analysisfigur 227: X sei
Mittelpunkt des gesuchten
Kreises. XY und A B seien
zu g, senkrecht. A4Y geht
durch den Beriihrungspunkt
der beiden Kreise. Um BCY D g
148t sich ein Kreis beschrei- Y ¢ !
ben. Dann ist AB- AC=A4D-AY=AP,-AP,, woraus P, bestimm-
bar ist.)

22. Zeichne die Kreise, die eine Gerade g; und zwei Kreise um M, und M, be-
rithren. (Zuriickfithrung auf Aufg. 21, indem statt des gesuchten ein ihm
konzentrischer konstruiert wird, der etwa durch Jf; geht.)
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Der ptolemiiische Lehrsatz

23. Gegeben ist ein Sehnenviereck 4 BCD. Ziehe eine Diagonale, etwa BD,
und trage <L BDC an die Seite AD an. Der freie Schenkel schneidet die
andere Diagonale 4 C in E. a) Suche in der entstandenen Figur zwei &hn-
liche Dreiecke und leite daraus ab, daf}

BC-AD=DB-AE

ist. b) Stelle eine dhnliche Beziehung fiir DB+ EC her. ¢) Beweise den
Satz: Das aus den Diagonalen gebildete Rechteck ist gleich der Summe
der aus den einander gegeniiberliegenden Seiten gebildeten Rechtecke.!)

24. Welche Gestalt nimmt der ptolemiische Lehrsatz a) fiir das Rechteclk,
b) fiir das gleichschenklige Trapez an ¢
Algebraisch-geometrische Konstruktionen

25. Bei den folgenden Dreieckskonstruktionen ist aus den gegebenen drei’
Stiicken zuniichst ein viertes zu bestimmen (durch Gleichsetzung zweier
Inhaltsausdriicke) und mit dessen Hilfe dann die Dreieckskonstruktion

auszufiihren:

a) a) ha’ Q ' b) 81 hC’ Q c) c) }bcl S)

d) b: hbx Qv e) a, b— G, Obs f) Q, S, 0q-
26. Von einem Dreieck ist der Flicheninhalt gegeben und

a) b, 0, b) &,, 0, ¢) s, kg,

dys—a, b, e)s—b,8, ) s,.0,

Der goldene Schnitt (stetige Teilung)

27. (Teilung nach dem goldenen Schnitt.) Zeichne einen Kreis mit dem
Durchmesser d und in einem beliebigen Punkte des Umfanges eine Tan-
gente von der Lange d. Von diesem Endpunkt ziehe die Zentrale des
Kreises. Welche Strecke ist dann so geteilt, dafl ihr groBerer Abschnitt
mittlere Proportionale zwischen der ganzen Strecke und dem kleineren
Abschnitt ist ?

28. Eine Strecke von a) 1 dm, b) von a e¢m sei nach dem goldenen Schnitt ge-
teilt. Berechne die Linge des gréBeren Teilabschnittes.

29. Um eine vorgegebene Strecke @ nach derh goldenen Schnitt zu teilen,
zeichne einen Kreis, dessen Durchmesser o ist, und der die Strecke in
einem Endpunkt beriihrt. Dann findet sich auf der Zentralen vom anderen
Endpunkt aus eine nach dem goldenen Schnitt geteilte Strecke. Ubertrage
das Teilverhiltnis durch Parallelen auf die gegebene Strecke a.

1) So ist- der Wortlaut des Satzes in Ptoleméus’ Handbuch der Astronomie (um
150 n. Chr.).
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30. Beweise, daf die Teilung der Strecke 4 B nach dem goldenen Schnitt
(Fig. 228) auch in der Weise vergenommen werden kann, dafl der kleinere
Abschnitt der Sekante BE auf
BA von B aus abgetragen
wird.

31. Zeige, daB die Teilung einer
Strecke nach dem goldenen
Schnitt auch mit einem Kreise
von beliebigem Durchmesser
vorgenommen werden kann,
wenn nur statt der Zentrale
eine Sekante gewihlt wird,
deren Sehne gleich der zu tei-
lenden Strecke ist.

32. Eine Strecke ist so zu verlingern, daB die ganze Strecke nach dem goldenen
Schnitt geteilt ist. Wieviel Losungen hat die Aufgabe?

33. Konstruiere eine Strecke derart, daB ihre Teilstrecken a, b und ¢ folgenden
Bedingungen geniigen: b ist groferer Abschnitt der nach dem goldenen
Schnitt geteilten Strecke a- b, ¢ ist groBerer Abschnitt der nach dem
goldenen Schnitt geteilten Strecke a4- b+ c.

34. Konstruiere eine Reihe von Strecken derart, daBl, angefangen von einer
Strecke 1 em, jede folgende groBerer Abschnitt der nach dem goldenen
Schnitt geteilten, aus ihr und allen vorhergehenden zusammengesetzten
Strecke ist.

Praktische Anwendungen

35. Man will ein rechteckiges Format einrichten, derart, daB die eine Seite
der groBere Abschnitt der nach dem goldenen Schnitt geteilten anderen
Seite ist. Stelle in irgendeinem MaBstabe eine Vorlage her.

36. Zeichne ein Kreuz, bei dem der Querbalken den Lingsbalken nach dem
goldenen Schnitt teilt und selbst gleich dem gréBeren Abschnitt ist. Ver-
gleiche diese Kreuzform mit anderen.

37. Berechne die Weite der Aussicht nach dem Meere a) vom Vesuv (1300 m),
b) vom Atna (3279), ¢) vom Pic von Teneriffa (3730).

38. Wie hoch miifite ein Turm sein, von dem aus man 25 km weit sehen kann ?
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§ 27. Berechnung und Konstruktion regelmaBiger Vielecke

Allgemeines iiber regelmiiBige Vielecke

1.

Ein regelméBiges Vieleck ist ein solches, in dem alle Seiten und alle
Winkel gleich sind. Untersuche, ob ein n-Eck, in dem a) alle Winkel,
b) alle Seiten gleich sind, ein regelmiBiges ist (die Fille n==3, 4, 5. ..
sind durchzugehen).

. Berechne die Winkel eines regelmiBigen a) Dreiecks, b) Vierecks, ¢) Fiinf-

ecks, d) Sechsecks, e) Achtecks, f) Zehnecks, g) Zwolfecks, h) n-Ecks.

. Beweise, daf} einem regelmifligen Vieleck ein Kreis umgeschrieben werden

kann (zeige, dall die Mittelsenkrechten dreier nebeneinander liegender
Seiten durch einen Punkt gehen).

. Beweise, daB einem regelmifigen Vieleck ein Kreis eingeschrieben werden

kann (zeige, daf die Winkelhalbierenden dreier nebeneinander liegender

Winkel durch einen Punkt gehen). .
. Berechne den Zentriwinkel eines Teildreiecks (Bestimmungsdreiecks) vom

regelméBigen a) Dreieck, b) Viereck, ¢) Fiinfeck, d) Sechseclk, e) Achteck,
f) Zehneck, g) Zwolfeck, h) n-Eck.

. Welche Beziehung besteht zwischen den Zentriwinkeln, die zu den Seiten

des regelmifligen Dreiecks, Fiinfecks und Fiinfzehnecks gehoren?

7. Welche Beziehung besteht zwischen dem Zentriwinkel der Seite eines regei-

méfBigen n-Ecks und dem Auflenwinkel des n-Ecks?

Konstruktion regelmiBiger Vielecke

8.

9.

10.

11

12.

Finem Kreis ist ein regelméBiges a) Sechseck, b) Zwdilfeck, ¢) Dreieck,
d) Hexagramm (zwei entgegengesetzt parallele Dreiecke) einzuschreiben.

Einem Kreis ist ein regelmiBiges a) Sechseck, b) Zwdolfeck, ¢) Dreieck,
d) Hexagramm umzuschreiben.

Ls ist ein regelméiBiges a) Sechseck, b) Zwélfeck aus einer Seite zu kon-
struieren.

Einem Kreis ist ein regelmiBiges a) Viereck, b) Achteck, ¢) Sechzehneck
einzuschreiben.

Einem Kreis ist ein regelmiBiges a) Viereck, b) Achteck, ¢) Sechzehnecic
umzuschreiben.

13. Es ist ein regelmiiBiges a) Achteck, b) Sechzehneck aus einer Seite zu kon-

struieren.

14. Zeichme ein Teildreieck des regelmiBigen Zehnecks. Halbiere den einen

Basiswinkel und untersuche die beiden Dreiecke, in die das Dreieck dann
zerfiillt.

Geometrie. 3.— 5. 12
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15. Beweise durch Ahnlichkeitsbetrachtung des in Aufg. 14 zerlegten Zehneck-
teildreiecks, daBl die Zehnecksseite der gréBere Abschnitt des nach dem
goldenen Schnitt geteilten Radius des Umkreises ist.

16. Einem Kreis ist ein regelmiBiges Zehneck einzuschreiben.

17. Einem Kreisist ein regelmifiges a) Fiinfeck, b) Zwanzigeck einzuschreiben.

18. Einem Kreis ist ein regelmifliges a) Zehneck, b) Fiinfeck, ¢) Zwanzigeck
umzuschreiben.

19. Konstruiere ein regelmaBiges a) Zehneck, b) Fiinfeck aus einer Seite a.

20. Zeichne einem Kreise ein regelmifiges Pentagramm ein.

21. Konstruiere ein einem gegebenen Kreis eingeschriebenes Tiinfzehneck,
indem du a) die Beziehung } — % = £, b) die Beziehung } — =%
benutzt.

22, Konstruiere ein regelmiBiges a) Sechseck, b) Fiinfeck, ¢) Zehneck, wenn
die Liange einer kleinsten Diagonale gegeben ist.

Berechnung der Seite eines regelmiiiigen Vielecks

23. (Gleichung zwischen s, und s,,.) Es sei 4 B eine Seite s, des regelmiBigen
eingeschriebenen n.Ecks. Fille von dem Kreismittelpunkt aul 4 B die
Héhe M D, deren Verlingerung den Kreis in C schneidet. Dann ist 4C
die Seite s,, des 2n-Ecks. a) Driicke M D durch r und s,, DC durch s,
und s,, aus. b) Addiere beide Ausdriicke und setze fiir M D - D(C den
Wert r ein. ¢) Leite daraus die Formel

Su =V7@r — YArt 5.5

ab. d) Driicke umgekehrt s, durch s,, aus.

24. Berechne, ausgehend von der Sechseckseite, die Seite des regelméBigen
a) Zwolfecks, b) Vierundzwanzigecks als Funktion des Radius.

25, Wie gro8 ist der Umfang des einem Kreis von dem Radius #= 10 e¢m ein-
geschriebenen a)-Zwoélfecks, b) Vierundzwanzigecks ?

26. Berechne, ausgehend vom Quadrat, die Seite des regelmaBigen a) Achtecks,
b) Sechzehnecks als Funktion des Radius.

27. Wie groB} ist der Umfang des einem Kreis mit dem Radius r = 10 ¢m ein-
geschriebenen a) Vierecks, b) Achtecks, ¢) Sechzehnecks?

28. Berechne die Seite des einem Kreis mit dem Radius r eingeschriebenen
regelmiBligen a) Zehnecks, b) Fiinfecks, ¢) Zwanzigecks.

29, Wie groB} ist der Umfang des einem Kreis mit dem Radius r = 10 cm ein-
geschriebenen a) Fiinfecks, b) Zehnecks, ¢) Zwanzigecks ?

30. Gegeben ist die Seite a eines regelmiigen a) Vierecks, b) Achtecks,
¢) Zwolfecks, d) Zehnecks, e) Fiinfecks. Berechne den Radius des Umkreises.

31. Gegeben ist der Radius r des einem regelmiBigen a) Fiinfeck, b) Zehneck,

¢) Sechseck, d) Zwolfeck, e) Achteck umgeschriebenen Kreises. Berechne
alle Diagonalen (verschiedener GroBe).
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32. Berechne den Radius des einem regelmiBigen a) Dreieck, b) Viereck,
c) Fiinfeck, d) Sechseck, e) Achteck, f) Zehneck, g) Zwolieck eingeschrie-
benen Kreises als Funktion des Umkreisradius.

33. a) bis g) Berechne fiir die in Aufg. 32 genannten regelmifligen Vielecke
den Inkreisradius als Funktion der Seite.

34. Es sei r, der Radius des Umbkreises, g, der Radius des Inkreises eines regel-
méBigen n-Ecks mit der Seite s,. Ist dann ¢, die Seite des dem Sehnen-
vieleck entsprechenden regelmiBigen Tangentenvielecks, so ist #, aus 7,,
0, und s, zu berechnen. Welchen allgemeinen Ausdruck erhilt man?

35. Berechne die Seite eines regelmiiBigen, einem Kreise mit dem Radius o
umgeschriebenen a) Vierecks, b) Achtecks, ¢) Sechzehnecks, d) Sechsecks,
e) Dreiecks, f) Zwolfecks, g) Fiinfecks, h) Zehnecks.

36. a) bis h) Berechne fiir die in Aufg. 35 genannten regelmiBigen Vielecke
den Umfang, wenn der Radius des eingeschriebenen Kreises ¢ = 10 em ist.

87. Berechne den Radius des einem regelmilligen a) Viereck, b) Achteck,
¢) Sechseck, d) Dreieck, e) Zwdlfeck, f) Fiinfeck, g) Zehneck eingeschrie-
benen Kreises, wenn die Vielecksseite a ist.

Berechnung des Flicheninhaltes des regelmiBigen Vielecks

38. Einem Kreis mit dem Radius r ist ein beliebiges Tangentenvieleck mit dem
Umfange » umgeschrieben ; beweise, dafl der Flicheninhalt

u-r

2

ist (vgl- §18, Aufg. 9 und 10).

39. Berechne den Flicheninhalt eines regelmifigen a) Vierecks, b) Sechsecks,
¢) Dreiecks, d) Fiinfecks, e) Zehnecks, das einem Kreise mit dem Radius
umgeschrieben ist.

40. Berechne den Flicheninhalt eines regelmifiigen a) Vierecks, b) Sechsecks,
¢) Dreiecks, d) Fiinfecks, e) Zehnecks, das einem Kreise mit dem Radius
eingeschrieben ist.

41. Einem Kreise ist ein regelméBiges n-Eck mit der Seite s, eingeschrieben
und ein regelmiBiges n-Eck mit der Seite ¢, umgeschrieben. In welchem
Verhiltnis stehen die Flicheninhalte beider Vielecke ?

42, Berechne den Flichenstreifen, der zwischen dem einem Kreis mit dem
Radius r eingeschriebenen und dem ihm umgeschriebenen a) Quadrat,
b) gleichseitigen Dreieck, ¢) regelmiBigen Sechseck liegt.

Geometrische Uberlegungen
43. Zeige, daB man ein regelméBiges Vieleck a) der Dreier-Reihe (Dreieck,
Sechseck, . . .), b) der Viererreihe (Viereck, Achteck, . ..) aus irgendeiner

bestimmten Diagonale konstruieren kann. .
12*
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44. Zeige, daB diejenigen regelmiBigen Vielecke mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar sind, deren Zentriwinkel konstruierbar sind und umgekehrt.

45. Welches ist der kleinste ganzzahlige Winkel (das soll heillen, die Zahl der
Grade soll eine ganze Zahl sein), den du konstruieren kannst ?

46. Zeige, daB man alle Winkel, die Vielfache von 9° sind, mit Zirkel und
Lineal in drei gleiche Teile teilen kann.

47. Suche Siitze iiber die Abschnitte auf den Seiten eines regelmiBigen Penta.-
gramms zu entwickeln.

48. Als Niherungskonstruktion fiir die Seite eines dem Kreise eingeschriebenen
n-Ecks wird die folgende angegeben: Einen Durchmesser A B teilt man in
n Teile und errichtet iiber 4 B ein gleichseitiges Dreieck. Die Verbindungs-
strecke des zweiten Teilpunktes auf 4 B mit C' schneidet in ihrer Ver-
lingerung die Peripherie in D. 4 D ist dann die n-Ecksseite. Untersuche die
Nitherungskonstruktion fiir den Fall a)y n=4,b)n=5,¢) n=6,d) n=T.

49, Untersuche, a) ob jedes eingeschriebene Vieleck mit gleichen Seiten, b) jedes
eingeschriebene Vieleck mit gleichen Winkeln, ¢) jedes umgeschriebene
Vieleck mit gleichen Seiten, d) jedes umgeschriebene Vieleck mit gleichen
Winkeln regelmiBig ist. Wo die Antwort nein lautet, stelle einen neuen
Satz auf.

Aus der Geschichte der G trie

50. Bei Leonardoda Vinei (1452—1519) findet sich folgende Figur (Fig. 229).
In einem beliebigen Punkte A eines Kreises um M wird mit dem Radius
ein Bogen B M C geschlagen und mit der gleichen Zirkel6ffnung um B ein

Bogen MDA. Die Verlingerung der

B Strecke M D iiber D hinaus trifft den

Kreis in E. An der Figur treten die zum
regelméfligen Dreieck, Sechseck, Acht-
eck, Zwolfeck, Vierund-
zwanzigeck gehorigen
Kreisbogen auf. Wo?

8

Az 4 E
Fig. 229 Fig. 230 Fig. 231

$1. In Euklids Elementen (Buch IV, 15) wird die Aufgabe: ,,Einem gegebenen
Kreis ein gleichseitig-gleichwinkliges Sechseck einzuschreiben, mit einem
einzigen Hilfskreis gelost.“ Fig. 230 zeigt die entstandene Figur, bei der
auBer bei dem Schlagen des einen Hilfskreises nur das Lineal henutat ist.
Beschreibe die Euklidische Konstruktion.
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52. Aus Ptolemius’ Handbuch der Astronomie (um 150 n. Chr.): ,,Es sei
(Fig. 231) ABI ein Halbkreis auf dem Durchmesser A 4" um das Zen-
trum A. Von 4 aus ziehe man A B rechtwinklig zu 4 I" und halbiere AT
in Punkt E. Dann ziehe man die Verbindungslinie E B, trage ihr gleich
E Z ab und verbinde Z mit B durch eine Gerade. Meine Behauptung
geht dahin: 1. ZA ist die Seite des (eingeschriebenen Zehnecks, 2. BZ
ist die Seite des (eingeschriebenen) Fiinfecks.” Beweise das arithmetisch
und geometrisch.

Aus Diirers Underweysung der messung | mit dem zirckel vii richtscheyt
in Linien ebnen vnnd gantzen corporen . . . (1525):

53. (Fig. 232) ,Nyn will ich durch den vorigen Dryangel (ein gleichseitiges
Dreieck ist gemeint, das dem Kreis eingeschrieben ist) vnd auB seiner be-
schreibung durch einen gemeinen Weg | den man von behendigkeyt wege |
in der arbeyvt braucht ein siben eck mache | ich thue im also | ich zeuch
ein gerade lini aufl dem Centrit . @ . in den punckten . 2. so schneidt sich
die seytten des dryangels :
.1.3. in der mitt von ein-
ander in den selben punckte
setz ich ein . b. so geet die
leng .1.b.siben mal herum |
wie- das oben in der figur
angetzeigt . . . ist." Unter-
suche, ob die Teilung ge-
nau — demonstrative, wie
Diirer sagt — oder nur ange-
nihert — mechanice nennt
das Diirer — richtig ist.!) Fig. 232 Tig. 233

54. (Fig. 233) ,.Ein neun eck ist durch ein dryangel zu finden | also | Reif
auB einem Centrum . a . ein groBe zirckellini | darein reil mit vnuerruck-
tem zirckel | drey fischs blcsen | der obern ende an der zirckellini sey . b .
der andern end auf den seyten sey . ¢ . d. Darnach reiB in der 6bern fisch-
blosen | ein aufrechte gerade lini . b . a . dise lini teil mit zweyen punckte
.1.2. indrey gleiche felt | also das 2. der negst punckt beym . a . sey |
vnnd far durch den punckten . 2. mit einer geraden zwerch lini zu glei-
chen winckeln . b .a vnd wo sie die blosen lini zu beden seyten durch-
schneidet, da setz .e . f. Darnach nym ein zirckel | setz jn mit dem ein
fuB | in das Centrii . a . vnd den andern in den punckten .e . vnd reiB
durch das . f. zuring herumb | ein zirckellini so geet die leng .e.f. zu
neun mal in disem zirckelri8 herum | solchs hab ich hernach aufgeryssen.*
a) Untersuche, ob diese Konstruktion ,,demonstrative oder nur ,,mecha-
nice‘ richtig ist. b) Einem gegebenen Kreis ist ein regelméiBiges Neuneck
einzuschreiben. ¢) Ein regelmiBiges Neuneck ist zu konstruieren, wenn
die Seite gegeben ist.

1) Die Figuren schliefien sich in der Bezeichnungsweise Diirer an, sind aber nach dem
Original neu gezeichnet. '
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55. ,,80 ich bald ein eylf eck in ein zirckel reyssen eill | nym ich ein vierteyl
von des zirckels diameter vnd erleng in [verlingere ihn um] ein acht teyl
aull im selbs | vnd far mit diser leng herumb im
zirckel das tryt beileuftig ein | also das es sich
Mechanice | aber nit demonstratiue findet |

56. (Fig. 234) ,,Weyter so ich behend ein . 13 . eck
soll machen | so rei ich aull einem Centrum . a
. ein zirckellini. Darnach rei8} ich ein halbenn dia-
meter . @ . b vnd schneid den mit einem punckten
.d . in der mit von einander vnd brauch die leng
¢.d.zu .13 . malen im zirckel herum | ist aber
auch mechanice vnd nit demonstratiue.*

§ 28. Umfang und Inhalt des Kreises

Der Kreisumfang

1. Zeige, daBl der Kreis als Grenzlage der regelmafBigen Sehnenvielecke mit
wachsender Seitenzahl angesehen werden kann.

2. Beweise, daB der Umfang eines regelmiBigen Sehnenvielecks mit Zunahme
der Seitenzahl auch zunimmt.

3. Zeige, daB der Kreis als Grenzlage der regelmifigen Tangentenvielecke
mit wachsender Seitenzahl angesehen werden kann.

4. Beweise, dafl der Umfang eines regelmifigen’ Tangentenvielecks mit Zu-
nahme der Seitenzahl abnimmt.

3. Untersuche praktisch, bei welcher Seitenzahl eines regelmiBigen Sehnen-
vielecks und eines regelmiBigen Tangentenvielecks sich beide von dem
Kreis dem Augenschein nach nicht mehr unterscheiden, wenn der Radius
des Kreises 10 em ist und die Strichbreite jedenfalls groBer als 1 mm ist?

6. Gib obere und untere Grenzen fiir den Umfang des Kreises an, wenn du
dazu das regelmiBige um- und eingeschriebene a) Dreieck, b) Viereck,
¢) Sechseck, d) Zwolfeck, e) Vierundzwanzigeck benutzt.

7. Gib ein Verfahren an, den Umfang eines Kreises mit beliebig vorgeschrie.
bener Genauiglkeit zu berechnen.

8. Bestimme durch Abrollen eines Kreises lings einer Geraden — etwa eines
Fiinfmarkstiickes — das Verhdltnis von Durchmesser und Umfang des
Kreises experimentell.

" 9. Stelle a) den Umfang des Kreises als Funktion des Radius, b) den Durch-
messer als Funktion des Umfangs graphisch dar.

10. Fiir = sind folgende Niherungswerte in Bruchform angegeben worden:
a) 3L (Archimedes), b) 3 (Diirer), ¢) 31} (Archimedes), d) 31
(Adrian Anthonisz [Endsilbe z= zoon= Sohn], aber auch bei dem
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Chinesen Tschu-Kong), ) 3. (Ptolemiius). Vergleiche in jedem Falle

den auf fiinf Dezimalen zu berechnenden Naherungswert mit
= 3,14159265 . . .
11. Der Unifang eines Kreises mit dem Radius 1 m isf nach den in Aufg. 10

a) bis e) angegebenen Niherungswerten zu berechnen, und es ist die Ab-
weichung vom genauen fiinfstelligen Wert anzugeben.

12. Der Umfang eines Kreises, dessen Radius 7= 5 cm ist, soll berechnet
werden unter Benutzung folgender Niherungswerte: a) /10 (Brahma-

qupta), B) Y2+V3, ) 4V3(Y5—1), &) 3+ 4 V2, ) 18+ 718
- (Vieta). A
13. Gib eine Niherungskon-
struktion fir den Umfang
eines Kreises mit dem Radius 1
auf Grund des altindischen
Niherungswertes = =110 (7 ¢
als Hypotenuse eines geeig- >
netenrechtwinkligen Dreiecks).

14, Gib eine Niaherungskonstruk-
tion fiir den Kreisumfang auf
Grund des altiigyptischen
Niherungswertes (Achmes) Fig. 235
7w ~ (P an. & '

15. Gib eine Niherungskonstruktion fiir den Kreisumfang auf Grund des
Niherungswertes a) 7 ~ V2+V3,b) 1= 3+ 472 (Welche Bedeutung
haben 32 und 33 im Kreis mit dem Radius 1?)

16. Gib eine Niherungskonstruktion fix den Kreisumfang auf Grund
des - Niherungswertes

8

FVE0E-D. (Be —r
achte, daB %(1/37 1)
i isseite ist!
die Zehnecksseite ist!) " 3 — —
17.1) Stelle fest, welche Ge-
nauigkeit die folgende Fig. 236

Niherungskonstruktion

von Kochansky (1685) hat (Fig. 235): 4 B ist ein Durchmesser, BF ist
gleich dem Radius, die Mittelsenkrechte von BF schneidet die Tangente
in B im Puankt D, DE ist= 3BC. AB ist der Niherungswert fiir den
halben Umfang.

18. Stelle fest, welche Genauigkeit die folgende Néaherungskonstruktion von
Pioche (1818) hat (Fig.236): AB | AC. CD=2r. CE|| AB. DF= DE.
FG=2r. AH= ${r. Dannist HG ~ 27r.

1) Vgl. auch die in Aufg. 76 angegebene Niherungskonstruktion von Diirer!
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19. Stelle fest, wie groB der Fehler hiochstens ist, wenn man bei der Berech-
nung des Kreises, dessen Radius 1 km ist, einen Wert von z benutzt, der
auf a) 0,001, b) 0,0002, ¢) 0,000001 genau ist. (Den genauen Wert von
auf 24 Stellen merke dir an der Hand des folgenden Verschens von Wein-
meister, bei dem die Buchstabenzahl der Worte die Dezimalziffern angibt :

Wie, o! dies ©

Macht ernstlich so vielen viele Miih’!

Lernt immerhin, Jinglinge, leichte Verselein,
Wie so zum Beispiel dies diirfte zu merken sein.)

Berechnungsaufgaben
20, Berechne den Umfang des Kreises mit dem Radius
a) 25 cm b) 238 m ¢) 0,85 m;

mit dem Durchmesser
d) 74 cm e) 167 m f) 0,05 m.

21. Ein Kreis soll einen Umfang von
a) 75 ecm b) 1 m ¢) a cm
haben. Wie groB ist sein Radius?

22. Welchen Weg beschreibt an einem Tage die Spitze a) des groBen Zeigers
einer Turmuhr, der 2,5 m lang ist, b) des kleinen Sekundenzeigers einer
Taschenuhr, der 0,8 cm lang ist?

23. Wieviel Drehungen macht ein Fahrrad auf einer 1km langen Strecke ?
Stelle den Durchmesser des Fahrrades selbst fest.

24, Ein Baumstamm hat einen Umfang von 2,53 m. Wie groB ist sein Durch-
messer ?

25, Wieviel Umdrehungen in der Minute macht das Rad eines Eisenbahn-
wagens, das einen Durchmesser von 0.85 m hat, wenn der Zug 80 km in
der Stunde zuriicklegt ?

26. Wie lang ist der Aquator der Erde (Erdradius R = 6370 km)? Etliutere
das Ergebnis!

27. Welchen Weg legt irgendein Punkt des Erdiquators infolge der Achsen-
drehung der Erde in 1 sec zuriick ?

28. Welchen Weg legt die Erde bei ihrer Bewegung um die Sonne in 1 sec
zuriick ¢ (Die Erdbahn ist kreisformig anzunehmen, der Bahnhalbmesser
150000000 km.)

29, Man denke sich um den Erdiquator einen Strick gelegt. Es bleiben, wenn
man fest anzieht, noch 6 m tbrig. Man soll nun den Strick {iberall gleich-
maBig lockern, so daB er iiberall gleich weit von der Erdoberfliche absteht.
Wie groB ist dieser Abstand ?
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30. Ein Turm ist ebenso hoch, wie er an Umfang mit. Der Durchmesser ist
12 m. Wie hoch ist er? Zeichne in verkleinertem MaBstabe einen Achsen-
sehnitt.

Der Kreisinhalt

31. Zerlege die Kreisfliche durch Radien in % gleiche Kreisausschnitte.
Ordne diese Kreisausschnitte so an, wie es Fig. 237 zeigt. a) Welcher
Figur nihert sich die Fliche mit wachsender Zahl der Kreisausschnitte
immer mehr? b) Berechne den Inhalt der Grenzfigur.

32. Zeige, dafl man aus dem Ausdruck

_m-Sy,-@
="t

fiir den Inhalt eines dem Kreise ein-
geschriebenen regelmiBigen n-Ecks
mit der Seite s, und dem Inkreis-
radius p, bei wachsendem » die Grenze

w.r

=—3

Fig. 237

erhiillt, wo u der Kreisumfang ist.
33. Leite aus der Formel fiir den Kreisumfang die Formel fiir den Kreisinhalt

f=ar
ab.

34. Driicke den Inhalt des Kreises durch den Durchmesser aus.
35. Stelle den Inhalt des Kreises a) als Funktion des Radius, b) als Funktion
des Durchmessers graphisch dar.

Berechnungsaufgaben

36. Berechne den Inhalt eines Kreises mit dem Radius

a) 35 cm b) 157 cm ¢) 0,88 m;
mit dem Durchmesser
d) 62 cm e) 128 em f) 0,65 m.

37. Wie gro8 ist der Radius des Kreises mit dem Inhalt
a) 177 cm? b) 1 m? c) acm??
38. Berechne den Umfang eines Kreises mit dem Flicheninhalt
a) 12 cm? b) 1 cm? c) a cm?.
39. Berechne den Inhalt eines Kreises mit dem Umfang

a) 7Tcm b) 1m ¢) acm.
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40. Berechne den Querschnitt eines Baumes, dessen Umfang 2,75 m ist.

41. Eine runde Glasrohre soll 1 em? Querschnitt haben. Wie gro mufl man
ihre lichte Weite wihlen?

42, Aus einem Baumstamm von dem Umfang 1,12 m soll ein moglichst groBer
Balken mit quadratischem Querschnitt geschnitten werden. Wie groB ist
der Querschnitt des Balkens ?-

43. (Ndherungskonstruktion von Baader, 1880.) Auf einem Durch-
messer A B des Kreises sei AF = } A B. In B und F werden auf 4 B Senk-
rechten nach einer Seite errichtet. Die Senkrechte in B ist BC= AF.
AC schneidet die Senkrechte in F in D. F D wird um AF iiber D heraus
bis E verlingert. Dann ist das Quadrat iiber BE angenihert flichen-
gleich dem Kreisinhalt. — Berechne den Inhalt des Quadrates genau und
untersuche den Grad der Anniherung.

Kreisausschnitt, Kreisabschnitt, Kreisring

44, Berechne die Linge des in einem Kreis mit dem Radius r= 45 cm zu dem
Zentriwinkel a) 30°, b) 45°, ¢) 48°, d) 1329, e) 13° 30’ gehorigen Kreis-
bhogens.

45. Berechne die Linge des zu dem Bogen a) r, b) 2r, ¢) % eines Kreises vom
Radius r gehérigen Zentriwinkels.

46. Das Einsetzen eines dritten Fluchtstabes zwischen zwei vorhandene so,
daB alle drei in gerader Linie stehen, kann der Feldmesser mit bloBem
Auge bei einer Distanz von 100 m auf 1 em genau vornehmen. Wie grof3
ist also die grofitmogliche Winkelabweichung der Geraden 4C und 4 B,
wenn der Stab C gerade in die Mitte von A B gesetzt wird? (Fasse die
Abweichung von 1 em als Kreisbogen eines Kreises mit dem Radius 50 m
auf!)

47. Berechne die Liinge eines Meridiangrades, wenn der Erdradius mit 6370 km
angesetzt wird.

48. Kapstadt und Danzig liegen auf demselben Meridian (184° 6.). Die Breite
von Kapstadt ist 33954 s., die von Danzig 54°21’ n. Wie erol} ist ihre
Entfernung (Erdradius B = 6370 km).

49. Berechne den Inhalt eines Kreisausschnittes, wenn gegeben ist (o be-
deutet den zugehorigen Zentriwinkel, @ den zugehorigen Kreishogen):

a)r =5cm, a = 135°%; byr =175 m, a=72% c)r, a;
d) r = 0,55 m, a=1m; e) r=125m, a= 3,75; f) r, a;
g)a=Tcm, a = 459; h)a=1m, o = 60°; i) a, A,

50. Zur Darstellung des Verhiltnisses zweier Grofen benutzt man vielfach
Kreisausschnitte. Stelle das Verhéltnis von Erde und Wasser (~ 3:7) auf
der Erde durch Kreisausschnitte des Vollkreises dar.
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51. Berechne den Inhalt eines Kreisabschnittes, wenn gegeben ist (2 Bogen-
linge, & zugehoriger Zentriwinkel, s zugehorige Sehne):

a)r=12cm, x=60°% b)r=0,5m, az%m; c)r,s:]/72~r.
52. Berechne den Inhalt eines Kreisringes. r, sei der Radius des gréferen,
r, der des kleineren Kreises.

53. Stelle den Inhalt eines Kreisringes als Trapez dar (nicht mit Zirkel und
Lineal, sondern algebraisch).

54. Stelle den Inhalt eines Kreisringes als Kreis dar (bestimme den Radius
dieses Kreises rechnerisch und geometrisch).

55. a) Um einen Kreis, b) in einen Kreis ist ein Kreisring zu legen, der flichen-
gleich einem gegebenen Kreis ist.

56. Gegeben sind zwei Kreisfliichen k; und %,. Stelle als Kreis (mit Zirkel und
Lineal) dar: a) ky + ky, b) ky — ky (es sei ky > k), ¢) 2k.

Kreishogenzweiecke und -dreieck

57. Fig. 238 zeigt ein Kreisbogendreieck und liBt seine Entstehung erkennen.
Berechne den Inhalt. Gegeben ist der Radius des groBeren Kreises.

A

Fig. 238 Fig. 239 Fig. 240 Fig. 241

58. Die Strecke A B werde durch C halbiert.Uber 4 B, 4C und C B werden
nach der gleichen Seite Halbkreise geschla gen (Fig. 240). a) Berechne die
schraffierte Fliche; b) vergleiche den gro-

Ben Halbkreisbogen mit den beiden kleinen.

59. Zwei Kreise von gleichem Radius schneiden
sich so, dal die Peripherie des einen durch
den Mittelpunkt des andern geht (Fig. 239).
Berechne das gemeinsame Fliachenstiick.

60. Berechne die von den Viertelkreisen in den
Ecken eines Quadrates in dessen Innern
freigelassene Figur (in Fig. 241 schraffiert).

61. Berechne den Flidcheninhalt der in Fig. 242 ,
dargestellten vier Mondchen. Fig. 242
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62. Nimm an, die Halbkreise iiber den Quadratseiten in Fig. 242 seien statt
nach auBen nach innen konstruiert. Berechne dann den Inhalt der vier,
diesen Halbkreisen gemeinsamen Stiicke.

63. (Sog. Méndchen des Hippokrates.) a) Vergleiche den Inhalt der
Méndchen iiber den Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks (Fig. 243) mit
diesem Dreieck selbst. b) Hippokrates selbst quadriert das Méndchen nur
im Falle des rechtwinklig-gleichschenkligen
Dreiecks. Untersuche diesen Fall (vgl. Aufg. 43).

64. Uber den Katheten und der Hypotenuse eines.
rechtwinklicen Dreiecks werden Kreisviertel-
bogen konstruiert und zwar iiber den Katheten
nach innen, iiber der Hypotenuse nach auflen.
Vergleiche den Inhalt des entstehenden Kreis-
bogendreiecks (Pelekoid) mit dem rechtwink- Fig. 243
ligen Dreieck.

Geometrische Uberlegungen

65. Eine Strecke a werde in n gleiche Teile geteilt. Abwechselnd nach der einen
oder anderen Seite werden Halbkreise gezeichnet. Zeige, daB die Linge
der so entstehenden Wellenlinie unabhéingig von der Anzahl »n der Teile
ist. (Vgl. Fig. 35.)

66. Ein Ring sei flichengleich dem in seinem Innern ausgesparten Kreis.
Untersuche, was sich iiber die Radien des Ringes aussagen lif3t.

67. Der Radius eines Kreises wird bis auf einen Hochstfehler o genau gemessen.
Welches wiire der groBtmogliche Fehler bei der Umfangs- und bei der
Fliachenberechnung?

68. Eine praktische Niherungsformel fiir den Inhalt eines Kreisabschnittes
ist f~ 4sh, wosdie Linge der Sehne, hdie ,,Pfeilnche®, d. h. den grofiten
Abstand des Bogens von der Sehne bedeutet. (Statt des Kreishogens ist
ein Parabelbogen angenommen!) Weise nach, dal} es sich hier nur um eine
Naherungsmethode handelt, und untersuche, wann dieses Verfahren gute
und schlechte Anniherung gibt.

69. Eine Niherungsformel fiir den Kreisbogen ist
8 h?
ba~s4 35

wo s die Liinge der Sehne, % die Pfeilhdhe bedeutet. Untersuche die mit
dieser Formel zu erzielende Anniiherung.

Aus der Geschichte der G rie

70. Aus Euklids Elementen, Buch VI, 33: ,In gleichen Kreisen stehen die
Zentriwinke] ebenso wie die Peripheriewinkel im Verhéltnis der zugehorigen
Kreisbogen. Beweise den Satz.
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71. Kreisquadratur von Bryson. Nach Joh. Philoponus.!) ,Der Kreis,
sagt er, ist groBer als jedes ihm eingeschriebene Vieleck, kleiner als jedes
umgeschriebene. Es soll nun, gibt er an, innerhalb des Kreises ein einge-
schriebenes und auBerhalb desselben ein umgeschriebenes gezeichnet wer-
den. Dann ist ein Vieleck, welches zwischen dem ein- und umgeschriebenen
konstruiert wird, kleiner als das umgeschriebene und gréfier als das ein-
geschriebene, Kreis und Zwischenvieleck sind beide kleiner als das um-
geschriebene und beide grofler als das eingeschriebene. Was aber groBer
als dasselbe und kleiner als dasselbe ist, ist gleich. Also ist der Kreis gleich
diesem Zwischenvieleck. Wir wissen aber, daf} es méglich ist, ein zu jedem
gegebenen Vielecke gleiches Quadrat zu - konstruieren.” Wo steckt der

Fehler in dieser Uberlegung ?

Aus dem Liber Assumptorum von Archimedes:

72.,,Es sei 4 BC ein Halbkreis. Uber dem Durchmesser 4C sind zwei Halb-
kreise A D und DC gezeichnet und D B senkrecht zu .4 C. So entsteht eine

8

c 0 A
Fig. 244

Figur, die Archimedes Arbelos
nennt. Sie ist flichengleich dem
Kreise, dessen Durchmesser die Hohe
DB ist* (Fig. 244). Beweise den Satz.

73..Wenn in und um ein Quadrat ein
Kreis gezeichnet wird, hat der um-
geschriebene Kreis die doppelte
Tliche des eingeschriebenen.‘

74. Fig. 245 zeigt die Figur, die Archi-
medes Salinon nennt. Uber GF als
Durchmesser ist noch ein Kreis ge-
zeichnet. Vergleiche dessen Inhalt
mit dem des Salinons.

75. Aus Diirers Underweysung der

G

a
./

‘
N

Fig. 245

a‘ea ] ay,

Fig. 246

messung (1525) (Fig. 246): ,,Von néten wer zuwisen quadratura circuli |
das ist | die vergleychnus eines cirkels | vnnd eines quadrates | also das

1) Johannes Philoponus ist cin Kommentator des Aristoteles etwa in der crsten

Hiilfte des 6. Jahrhunderts n. Chr.
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76.

77.

78.

79.
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eins als vil inhielt als dz ander | aber soliches ist noch nit von den ge-
lerten demonstrirt. Mechanice | aber das ist beyleyfig | also das es im
werck nit | oder gar ein kleyns felt | mag dise vergleynif also gémacht
werden. ReyB eir fierung (= Quadrat) vii teyl den ortstrich (= Diago-
nale) in zehen teyl | vnd reyB demach ein circkelril des Diameter sol
achtteyl haben | wie die quadratur zechne hat | wie ich das vnden hab
aufgerissen.”” Welcher Néherungswert fiir = liegt dieser Konstruktion
zugrunde ?

Aus Daniel Schwenters Erquickstunden (1636): ,,Sempronius hatte eine
Rohre eines Daumens dick Wasser | von einem 6ffentlichen Brunnen |
weil ihme aber solche zu seinem HauBhalten zu wenig Wasser gab { langet
er bey der Obrigkeit an | ihme noch so viel zu geben | welchés ihme ver-
williget | drauff nam er ein Réhren derer diameter 2 Daumen grof3 ! be-
thorte also die Obrigkeit | vorgebend | nun hidtte er zweymahl so viel
Wassers als zuvor.” Welcher Durchmesser wire richtig gewesen ?

Aus G.Ph. Harsdérffers Erquickstunden (1651): ,Wann ein Mann
6 Schuhe hoch | die Welt umbraiset | ist die Frag wieviel der Kopff mehr
wiige (= Weg) | thut | als die Fiisse.”

Aus Georgi Galgemayrs deB Circkels SchregmafB usw. (1655):.,,1tem |
einer kaufft ein Wasser fiir ein Thaler | welches ihm in einer Rihrin wird
fiir die Thiir geleitet | welcher diameter ist A. B. als er nun einen Brunnen
darauB zugerichtet | begehret sein Nachbawer | dal er ihme darauB fiir
einen Weiflpfenning Wasser in einem Rohrlin wolle lassen zukommen |
doch in gleichem Kauff gegen der grossen Rohren | so er fiir einen Thaler
erkaufft. Ist die Frag | wie groB der diameter seyn miisse? Dieweil der
Thaler 32. Alb. (= Weiipfennig) gilt.” Berechne und konstruiere den ge-
suchten Durchmesser, wenn 4 B gegeben ist.

Aus der ,,Geometrischen Gallerie” in Tobias Beutels , Lust-Garten™
(1685):

.,Item | so in kiinstlichen Uhrwercken oder andern Maschinen etliche Rider
gegen einander einzutheilen | und man ein Rad hitte | dessen Diameter
2, Elle hielte | ist die Frage | wenn dieses 8. mahl herum gelauffen |
und man ains dagegen machen wolte | welches indessen 10. mal herum
lauffen solte | wie gro8 dieses in seinem Diametro seyn miisse %"

. ,,Jtem man ldsset in den Nieder-LauBnitzer Wildern zu etlich hunder

Piquen tiichtig Holtz fillen | und solche Piquen-Stangen gleicher Dicke
zurichten | solche in etliche Bund zusammenbinden | auffladen und an-
fiihren: Wenn man nun in einem Strick 5. Ellen lang 100. Stiick einbindet |
wie viel Stiick kann man in einem Strick binden von 10. Ellen lang?‘



Achtes Kapitel

Einfiihrung in die ebene Trigonometrie

§ 29. Einfithrung der trigonometrischen Funktionen
spitzer Winkel
-Der Sinus

1. Zeichne zwei rechtwinklige Dreiecke, das eine mit der Hypotenuse
4,B, = 4 cm, das andere mit der Hypotenuse 4,B; = 6 cm. In beiden soll
ay = ay = 60° sein, MiB} in beiden Iiillen die Gegenkathete B,C, bzw. B,C,,
und bestimme die Quotienten BC: vnd 2G| Warum sind beide gleich?

A,B, 4,B,

2, Beweise mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre, da8 in einem rechtwinkligen Drei-
eck der Sinus eines spitzen Winkels ¢, d. h. der Quotient aus Gegenkathete
und Hypotenuse, unabhiingig von der GroBe der Seiten, abhingig allein
von q ist. N

3. Bestimme durch Zeichnung {Benutzung des Winkelmessers ist gestattet!)
und Messung: a) sin 10°, b) sin 20°, ¢€) sin 30°, d) sin40°, e) sin45°, f) sin 50°,
g) sin 60°, h) sin 70°, i) sin 80°.

Anmerk. 1: Wie richtet man die Zeichnung mdglichst praktisch ein, d. h.
so, dafl man bei der Bestimmung aller Werte a) bis i) méglichst wenig
Linien braucht?

Anmerk. 2: In welchen der neun Fille 148t sich die Zeichnung allein mit
Zirkel und Lineal, also ohne Winkelmesser, herstellen ?

4. Benutze die Ergebnisse von Aufg. 3 zur Herstellung einer graphischen Dar-
stellung der Sinusfunktion. (Wéhle den Maflstab auf der y-Achse in ge-
eigneter Weise !)

b

(Interpolation.) Es ist sin 30° = 0,500, sin 31° = 0,515. Ersetze die
Sinuskurve zwischen 30° und 31° durch eine Gerade und berechne unter
dieser Annahme 30°10°, 30°20°, 30° 30’, 30°40’, 30°50". (Nachpriifung
in einer vierstelligen Tafel.)

6. Bestimme entweder durch Zeichnung oder mit Hilfe der graphischen Dar-
stellung (Aufg. 4)

a) sin 15°, b) sin 48°, c) sin 63°,

d) sin 85°, e) sin 27°, f) sin 72°,

Welches der beiden Verfahren ist praktischer?
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7. Bestimme durch Zeichnung rechtwinkliger Dreiecke den Winkel, dessen
Sinus den Wert hat: .
a) 0.1, b) 0.3, c) 0.3,
d) i, e) %, f) 0.9.

8. Bestimme an der graphischen Darstellung der Sinusfunktion. (Aufg. 4) den
Winkel, dessen Sinus den Wert hat:

a) 0,7, b) 0,35, c) ¥,
d) 2, e) 0,22, f) 0.87.

9. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, in dem ein Winkel a) 45°, b) 30 .
¢) 60° ist. Berechne den Sinus (driicke die Gegenkathete durch die Hypo-
tenuse aus').

10. Welchen Wert wird man a) sin 0¢, b) sin 90° beilegen ? (Grund !)

11. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, in dem der eine spitze Winkel 18
ist. Berechne a) sin 18°. b) sin 72°.

12. Schlage i der Tafel der natiirlichen trigonometrischen Funktionen auf?):

a) sin 13°, b) sin 37°, ¢) sin 68 .

d) sin 85°, e) sin 24°, f) sin 76°.

g) sin 15.5°, h) sin 28.3°, i) sin 77.8°,
k) sin 41,7°, 1) sin 48,8°, m) sin 83.1°,
n) sin 23,75°, o) sin 34.87°, p) sin 57.28°,
q) sin 68,23°, r) sin 79,77°, s) sin 87,887,
t) sin 22° 40’, u) sin 83° 50, v) sin 577 45,
w) sin 35° 17, x) sin 77°52’, y) sin 437 24",

13. Schlage in der Tafel der natiirlichen trigonometrischen Funktionen auf?):

a) sin 147, b) sin 39°, ¢) sin 71°,

d) sin 84°, e) sin 31°, f) sin 77°,

g) sin 13° 30", h) sin 38° 40/, i) sin 77° 25,

k) sin 25° 47, ) sin 67° 22/, m) sin 3° 7',

n) sin 17° 47" 307, o) sin 28° 13’ 50", p) sin 78° 32" 43",
q) sin 4°22' 17", r) sin 7°29’ 58", s) sin 11° 42" 33",
t) sin 15.6°, u) sin 78,9°, v) sin 83.85".

w) sin 22.38°, x) sin 45.24°, y) sin 57.83 .

1) Vierstellige Tafel.
2) Fiinfstellige Tafel oder zunichst Abkiirzung der gegebenen Werte so, daB cine vier-
stellige Tafel benutzt werden kann.
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14. Schlage in der Tafel der natiirlichen trigonometrischen Funktionen den
Winkel a auf, dessen Sinus ist!):

a) 0,2924, b) 0,6018, ¢) 0,8746,
d) 04772, e) 0,3007, f) 0,2136,
g) 0,6406, h) 0,8307, i) 0,8923,
k) 0,4775, 1) 0,6400, m) 0,6060.
15. Schlage in der Tafel den Winkel a auf, dessen Sinus ist?):
a) 0,12187, b) 0,48481, c) 0,89879,
d) 0,38268, e) 0,61795, f) 0,84495,
g) 0,98610, h) 0,99967, i) 0,60525,
k) 0,84388, 1) 0,29850, m) 0,09390.
16. Berechne die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks,swenn gegeben ist:
a) a = 50°, ¢=29cm, b) a =47°48', . ¢=1345m,
¢) f=387°, ¢=212m, d) p =13°22" 30", c=112m.

17. Berechne den Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn gegeben ist
(Hypotenuse ist c):

a) ¢=5cm, a=4cm, b) ¢ =5 cm, b = 3cm,

€) ¢=15Tm, a=935m, d) ¢ = 2,850 km, b = 0,930 km.
18. Berechne die Hypotenuse ¢ eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn gegeben ist:

a) a=213m, a=43°45, b)b=171km, B =35°17,

¢) a=0,713km, §=175° d) b=5m, a=15°

Der Kosinus -

19. Zeichne eine Anzahl rechtwinkliger Dreiecke, die in einem spitzen Winkel a
iibereinstimmen. Bestimme in ihnen den Quotienten aus Ankathete des
Winkels a und Hypotenuse. Was ist das Ergebnis ¢

20. Beweise mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre, daB in einem rechtwinkligen Drei-
eck der Kosinus eines spitzen Winkels a, d. h. der Quotient aus Ankathete
und Hypotenuse, unabhingig von der Grofe der Seiten, abhiingig allein
von q ist.

21. Untersuche, ob die in Aufg. 20 behauptete Unabhéingigkeit von den Seiten
auch dann vorhanden ist, wenn es sich um ein beliebiges, nicht um ein
rechtwinkliges Dreieck handelt und wenn an Stelle der Ankathete und der
Hypotenuse die beiden dem Winkel anliegenden Seiten treten.

1) Vierstellige Tafel.

2) Fiinfstellige Tafel oder zundchst Abkiirzung der gegebenen Werte so, daf eine vier-
stellige Tafel benutzt werden kann.

Geometrie. 3.—5. 13
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22. Bestimme durch Zeichnung (Benutzung des Winkelmessers ist gestattet !)
und Messung:

a) cos 10°, b) cos 20°, ¢) cos 30°,
d) cos 40°, e) cos 45°, f) cos 50°,
g) cos 60°, h) cos 70°, i) cos 80°.

Anmerk. 1: Wie richtet man die Zeichnung maoglichst praktisch ein, d. h.
so, daB man bei der Bestimmung aller Werte a) bis i) moglichst wenig
Linien braucht?

Anmerk. 2: In welchen der neun Fille 1iBt sich die Zeichnung allein mit
Zirkel und Lineal, also ohne Winkelmesser, herstellen ?

23. Benutze die Ergebnisse von Aufg. 22 zur Herstellung einer graphischen
Darstellung der Kosinusfunktion. (Wihle den Malstab auf der y-Achse
in geeigneter Weise!) :

24, (Interpolation.) Es ist cos 59° = 0,5150, cos 60° = 0,5000. Ersetze die
Kosinuskurve zwischen 59° und 60° durch eine Gerade und berechne unter
dieser Annahme den Kosinus von 59° 10°; 59° 20"; 59° 30"; 59° 40’; 59° 50'.
(Nachpriifung in einer vierstelligen Tafel !)

25. Bestimme entweder durch Zeichnung oder mit Hilfe der graphischen Dar-
stellung (Aufg. 23):

a) cos 16°, b) cos 47°, ¢) cos 64°,
d) cos 54°, e) cos 26°, f) cos 73°.

26. Bestimme durch Zeichnung rechtwinkliger Dreiecke den Winkel, dessen Ko-
sinus den Wert hat:

a) 0,1, b) 08, c) 0,5,
d) i, e) 4, f) 3.

27. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, in dem ein Winkel a) 45°, b) 30°,
¢) 60° ist. Berechne den Kosinus in diesen Fillen.

28. Welchen Wert wird man a) cos 0°, b) cos 90° beilegen? (Grund !)

29, Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, in dem der eine spitze Winkel 18°
ist. Berechne a) cos 18°, b) cos 72°.

*30. a) bis y) Schlage in der Tafel') der natiirlichen trigonometrischen Funk-
tionen die Kosinus der Winkel auf, deren Sinus in Aufg. 12 a) bis y) ver-
langt wurden. .

31. a) bis y) Schlage in der Tafel?) der natiirlichen trigonometrischen Funk-
tionen die Kosinus der Winkel auf, deren Sinus in Aufg. 13 a) bis y) ver-
langt wurden.

1) Vierstellige Tafel.
2) Fiinfstellige Tafel oder zunachst Abkiirzung der gegebenen Werte so, daf eine vier-
stellige Tafel benutzt werden kann,



32—43] § 29. Einfithrung der trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel 191

32. a) bis m) Schlage in der Tafel!) den Winkel a auf, dessen Kosinus den in
Aufg. 14 a) bis m) angegebenen Wert hat.

33. a) bis m) Schlage in der Tafel?) den Winkel a auf, dessen Kosinus den in
Aufg. 15 a) bis m) angegebenen Wert hat.

34. a) bis d) Berechne die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks mit Hilfe

der Kosinusfunktion, wenn von dem Dreieck die in Aufg. 16 a) bis d) ge-
gebenen Stiicke bekannt sind.’

35. a) bis d) Berechne die Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks mit Hilfe der
Kosinusfunktion, wenn von dem Dreieck die in Aufg. 17 a) bis d) ge-
gebenen Stiicke bekannt sind.

36. a) bis d) Untersuche, bei welchen der vier Aufg. 18 a) bis d) sich die An-
wendung der Kosinusfunktion empfiehlt, und fithre in diesen Fillen die
Berechnung durch.

Beziehungen zwischen Sinus- und Kosinusfunktion

37. a) a und f seien die spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks. Beweise,

dalB sin a = cos 8,
cos a = sin f ist.
b) Beweise, daB
I. sin @ = cos (90° — a),
1L cos @ = sin (90° — a)

ist. (Erkldre den Namen Kosinus = complementi sinus!)

38. Erklire, warum sich die trigonometrischen Tafeln auf Winkel von 0° bis
45° beschriinken kénnen.

39. Beschreibe und vergleiche den Verlauf der Sinuskurve und der Kosinus-
kurve.

40, In welchem Punkte schneiden sich Sinus- und Kosinuskurve?

41. a) Wie 1Bt sich aus dem Verlauf der Sinuskurve derjenige der Kosinus-
kurve zeichnerisch finden? b) Wie 1Bt sich aus dem Verlauf der Sinus-
und der Kosinuskurve von 0° bis 45° der gesamte Verlauf der Sinus- und
der Kosinuskurve zeichnerisch finden ?

42, Zeige durch Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes auf das recht-
winklige Dreieck, dessen einer Winkel a ist, daB
sina + cos?a =1 ist.

43. a) Gegeben ist sin a; berechne cos a. b) Gegeben ist cos a; berechne sin a.

1) Vierstellige Tafel.
2) Fiinfstellige Tafel oder zunachst Abkiirzung der gegebenen Werte so, daf eine vier-
stellige Tafel benutzt werden kann.
13*
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44. Gegeben ist sin a =
a) 1, b) 4, ¢) (V5 -1);
berechne cos a.

45. Gegeben ist cos a =
a) &, b) §, o V24 V3,

berechne sin a.

Der Tangens

46. Zeichne eine Anzahl rechtwinkliger Dreiecke, die in einem spitzen Winkel a
iiberginstimmen. Bestimme in ihnen den Quotienten aus Gegenkathete
und Ankathete. Was ist das Ergebnis?

47. Beweise mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre, daB in einem rechtwinkligen Drei-
eck der Tangens eines spitzen Winkels, d. h. der Quotient aus Gegenkathete
und Ankathete, unabhingig von der GroBe der Seiten, abhiingig allein von
a ist.

48. Bestimme an einer moglichst zweckmiéBig eingerichteten Zeichnung nach-
einander durch Messung die Werte tg 10°, tg 20°, . ... tg 80°.

49. Benutze die Ergebnisse der Aufg. 48 zur graphischen Darstellung der Tan-
gensfunktion.

50. Bestimme durch Interpolation an der Tangenskurve

a) tgl5°, b) tg 33°, ¢) tg 57°.

51. Konstruiere die Winkel, deren Tangens die folgenden Werte haben:
a) 4, b) 3, ¢) 1,5,
a 2, e) 3, f) V2.

52. Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, in dem ein Winkel a) 45 °; b) 30°,
c) 60° ist. Berechne den Tangens in diesen Fallen.

53. Welchen Wert wird man a) tg 0°, b) tg 90° beilegen? (Grund !)

54. Berechne a) tg18°, b) tg72°.

55. a) bis y) Schlage in der Tafel der natiirlichen trigonometrischen Funk-
tionen!) die Tangens der Winkel auf, deren Sinus in Aufg. 12 a) bis y)
verlangt wurden.

56. a) bis y) Schlage in der Tafel der natiirlichen trigonometrischen Funk.

tionen?) die Tangens der Winkel auf, deren Sinus in Aufg. 12 a) bis y)
verlangt wurden.

1) Vierstellige Tafel.
2) Fiinfstellige Tafel oder zunachst Abkiirzung der gegebenen Werte so, daB eine vier
stellige Tafel benutzt werden kann.
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57. Schlage in der Tafel!) den Winkel a auf, dessen Tangens folgenden Wert

hat:

a) 0,0875, b) 0,2867, ¢) 0,9511,
d) 0,9925, e) 0,1495, f) 0,3346,
g) 1,8561, h) 0,3100, i) 1,8940,
k) 2,5826, 1) 3,4150, m) 5,2200.

58. Schlage in der Tafel?) den Winkel a auf, dessen Tangens den folgenden
Wert hat:

a) 0,12278, b) 0,55431, c) 0,62487,
d) 2,05030, e) 6,31375, f) 0,09335,
g) 1,85462, h) 2,62791, i) 7,77035,
k) 0,31000, 1) 3,41500, m) 5,22000.

59. Berechne die Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks aus den Katheten:
a) a = 3 cm, b=4cm, b) ¢ =57,5m, b=433m,
¢) a=100m, b =43,34m, d) ¢ =0,173m, b = 0,838 m.

60. Berechne die zweite Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, von dem ge-
geben ist:
a) a = 34,5 cm, a = 60°, b) b=3,180km, £ =475°,
c) a=18345km, §=33°1740",d) b=0,343m, a=22°2830".

Beziehungen zwischen der Sinusfunktion, der Kosinusfunktion und der Tangens-
funktion

61. a) Zeige auf Grund der Definition trigonometrischer Funktionen von Win-
keln des rechtwinkligen Dreiecks, dafl

sin @

tga:cosa

ist. b) Gilt die Beziehung auch, wenn a die Werte 0° und 90° annimmt?

62. Vergleiche den Verlauf der Tangenskurve mit dem der Sinuskurve. Schnei-
den sich die Kurven? Welchen Punkt haben sie gemeinsam %

63. Gegeben ist a) sin a, b) cos a. Berechne tg .
64. Gegeben ist tg a. Berechne a) sin a, b) cos a.

65. a) bis ¢) Berechne aus den in Aufg. 44 gegebenen Werten fiir sin a die
zugehorigen Werte von tg a.

66. a) bis ¢) Berechne aus den in Aufg. 45 gegebenen Werten fiir cos a die
zugehorigen Werte von tg a.

1) Vierstellige Tafel.
2) Fiinfstellige Tafel oder zunachst Abkiirzung der gegebenen Werte so, daB eine vier-
stellige Tafel benutzt werden kann.
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67. Gegeben ist tg a =
a) 1’ b) !"r C) V—g‘

Berechne sin o und cos a.

Der Kotangens

68. Beweise mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre, daB in einem rechtwinkligen Drei-
eck der Kotangens eines spitzen Winkels a, d. h. der Quotient aus An-
kathete und Gegenkathete, unabhiingig von der Grofle der Seiten, abhéingig
allein von a ist.

69. Bestimme durch Zeichnung oder auf anderem Wege

a) cotg 10°, b) cotg 20°, c) cotg 30°,
d) cotg 40°, e) cotg 45°, f) cotg 50°,
g) cotg 60°, h) cotg 70°, i) cotg 80°.

70. Stelle die Funktion y = cotg 2 auf Grund der Ergebnisse von Aufg. 69
a) bis i) graphisch dar.

71. Bestimme durch Interpolation an der Kotangenskurve

a) cotg 25°, b) cotg 57°, ¢) cotg 78°.
72. Konstruiere die Winkel, deren Kotangens die folgenden Werte hat:

a) s b) 3, ) 2,5,

d) 4, e) 0,8, f) V3.

73.Berechne a) cotg 45°, b) cotg 60°, ¢) cotg 30°.

74. Welchen Wert wird man a) cotg 0°, b) cotg 90° beilegen ?

75.a) bis y) Schlage in der Tafel der natiirlichen trigonometrischen Funk.
tionen’) den Kotangens der in Aufg. 12 a) bis y) genannten Winkel auf.

76. a) bis y) Schlage in der Tafel?) den Kotangens der in Aufg. 13 a) bis y)
genannten Winkel auf.

77. a) bis m) Schlage in der Tafel’) die Winkel auf, deren Kotangens die in
Aufg. 57 a) bis m) genannten Werte hat.

78. a) bis m) Schlage in der Tafel?) die Winkel auf, deren Kotangens die in
Aufg. 58 a) bis m) genannten Werte hat.

79. a) bis d) Fiihre die Berechnungsaufgaben 59 a) bis d) mit Hilfe der Ko-
tangensfunktion aus.

80. a) bis d) Fiihre die Berechnungsaufgaben 60 a) bis d) mit Hilfe der Ko-
tangensfunktion aus.

‘1) Vierstellige Tafel.
2) Finfstellige Tafel oder zuerst Abkiirzung der gegebenen Werte so, daB eine vier-
stellige Tafel benutzt werden kann. :
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Die Bezichungen des Kotangens zu den anderen trigonometrischen Funktionen
81. Zeige auf Grund der Definition trigonometrischer Funktionen von Winkeln
des rechtwinkligen Dreiecks, dafl

cos a .
a) colga=——o, b) tga-cotga=1 ist.

c) Untersuche, ob diese Beziehung auch gilt, wenn a die Werte 0° oder
90° annimmt.

82. Vergleiche den Verlauf der Kotzlmgenskurve a) mit dem der Tangenskurve,
b) mit dem der Kosinuskurve. Welchen Punkt haben sie gemeinsam ¢

83. a) Zeige, wie man durch Spiegelung die Kotangenskurve aus der Tangens-
kurve gewinnen kann und umgekehrt. b) Beweise an der graphischen Dar-
stellung und auf Grund der Definition, daBl

cotge = 1g (90° — ),
tg ¢ = cotg (90° — a) ist,
84. Gegeben ist a) sin a, b) cos a, ¢) tg a. Berechne cotg a.

85. a) bis ¢) Berechne aus den in Aﬁfg. 44 gegebenen Werten fiir sin o die
zugehorigen Werte von cotg a.

86. a) bis ¢) Berechne aus den in Aufg. 45 fiir cos a gegebenen Werten cotg a.
87. Gegeben ist tg a =
.a) b) ¢) V2 -1;
berechne daraus cotg a.
88. Gegeben ist cotg a =
a) 1, b) 4, ) V2 —1;

berechne daraus tg a, sin a und cos a.

Uberlegungen

89. Untersuche, ob mit den vier trigonometrischen Funktionen sin, cos, tg und
cotg die Zahl der im rechtwinkligen Dreieck moghchen Winkelfunktionen®
erschopft ist, wenn man-sich auf Quotienten zweier Seiten beschrankt.

90. Untersuche an Zahlenbeispielen oder an der Hand geometrischer Uber-
legungen, ob fiir irgendeine der trigonometrischen Funktionen

a) f(z+y) = [(z) -+ f(y),

b) f(2z) = 2f(x) st
91. Recht praktisch ist die Gedéchtnisregel
sin 0°=110=0,
6in 30° = 1 VT =1,
sin45° =112,
sin 60° = 4 V3,

§in 90° = 1 V4 = 1.
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Untersuche, ob die Regel der Ausdruck eines allgemeinen Gesetzes oder
gewissermaBen zufallig ist.

92. Ist der Satz: Wenn a + f§ = 90° ist, dann ist

sin a = cos 3,

tg a = cotg 8,
umkehrbar ?

93. Beweise, dafl sin? @ — cos® a = sin® a — cos? a
ist und bilde selbst dhnliche Beziehungen.

94. Wenn man die durch den pythagoreischen Lehrsatz gegebene Gleichung
a2 +- b2 = c? statt durch ¢? durch a2 oder b2 dividiert, kommt man auf eine
andere Beziehung zwischen den trigonometrischen Funktionen. Auf welche ¢

Praktische Anwendungen

Beim Ubergang eines - Lichtstrahles aus einem ersten in ein zweites
Medium gilt zwischen Einfallswinkel a und Brechungswinkel g die
Gleichung .
s a _
np="
95. Konstruiere fiir n = # Luft—Wasser) a) a, wenn f§ gegeben, b) f, wenn
a gegeben ist.

96. Konstruiere fiir n = # (Luft—Glas) a) a, wenn § gegeben, b) f, wenn a
gegeben ist.

97. Zeige, daBl a = 0 auch § = 0 zur Folge hat.

98. Konstruiere den Grenzwinkel, d. h. den Winkel, bei dem totale Reflexion
eintritt, a) fiir das Brechungsverhiltnis 4, b) fiir 3.

§ 30. Die Berechnung des rechtwinkligen und des
gleichschenkligen Dreiecks

Die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen!)

1. Schlage in der Tafel die Winkel a auf, deren Logarithmus-Sinus ist:

a) 9,6570 — 10, b) 9,9437 — 10, ¢) 8,8436 — 10,
d) 9,7960 — 10, €) 9,9101 — 10, £) 9,9727 — 10,
g) 9,6821 — 10, h) 9,4809 — 10, i) 9,9900 — 10,
k) 9,2580 — 10, 1) 8,7800 — 10, m) 9,8875 — 10,
n) 9,9995 — 10, o) logiV2, p) log4 V'3

1) Es bleibt dem Lehrer iiberlassen, an welcher Stelle er die Logarithmen der trigono-
metrischen Funktion einfiihrt. Die Aufgaben 21ff. sind auch ohne Logarithmen zu l3sen,
wenn man sich etwa auf drei Stellen beschréankt und abgekiirzt rechnet.
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2. Schlage in der Tafel auf:
a‘) log sin 23°,
d) log sin 7,3°,
g) log sin 12° 40',
k) log sin 21,28°,
n) log sin 18° 35’,

b) log sin 41°,

e) log sin 28,9°,
h) log sin 38° 20/,
1) log sin 48,71°,
o) logsin 53° 38,
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¢) logsin 77°,
f) logsin 45,5°,
i) log sin 83° 50,
m) log sin 73,92°,
p) log sin 13°18".

3. a)—p) Schlage in der Tafel die Winkel « auf, deren Logarithmus-
Kosinus den in Aufg. 1 a)—p angegebenen Wert hat.

4. a)—p) Schlage in der Tafel den log cos der Winkel auf, die in Aufg. 2

a) — p) genannt sind.

5. Schlage in der Tafel die Winkel auf, deren Logarithmus-Tangens ist:

a) 9,2887 — 10,
d) 9,8208 — 10,
-g) 0,1268,
k) 0,0001,

b) 0,1387,
€) 9,9909 — 10,
h) 0,6560,
1) 0,0707,

¢) 1,1554,
£) 0,5600,
i) 9,4410 — 10,
m) 1,9200.

6. a)—p) Schlage in der Tafel den log tg der Winkel auf, die in Aufg. 2 a)—p)

genannt sind.

7.a)—m) Schlage in der Tafel die Winkel auf, deren Logarithmus-Ko-
tangens in Aufg. 5 a)—m) genannt ist.

8. a)—p) Schlage in der Tafel den log cotg der Winkel auf, die in Aufg. 2

a)—p) genannt sind.

9.1) Schlage in der Tafel den Winkel a auf, dessen Logarithmus-Sinus

ist:
a) 9,44034 — 10,
d) 9,62049 — 10,
g) 9,50542 — 10,
k) 9,77570 — 10,
n) 9,97654 — 10,
10. Schlage in der Tafel auf:
a) log sin 24°,
d) log sin 13° 50’,
g) logsin 17° 42,
k) logsin 19,5°,
n) log sin 11° 15" 45",
q) log sin 22° 13’ 41",
t) logsin 5° 22" 28",

b) 9,92514 — 10,
e) 8,68627 — 10,
h) 9,95018 — 10,
1) 8,96299 — 10,
0) 9,30272 — 10,

b) log sin 43°,
e) logsin 53° 10’,
h) logsin 35° 17/,
1) log sin 31,6°,
o) log sin 35° 48’ 30",
r) log sin 47° 33" 12,
u) log sin 8° 49’ 27",

¢) 9,18461 — 10,
£) 9,99877 — 10,
i) 9,81312 — 10,
m) 8,83725 — 10,
p) 887871 -- 10.

¢) log sin 84°,
) log sin 82° 40/,
i) logsin 77° 42,
m) log sin 63° 2/,
p) logsin 72° 25’ 15"
8) log sin 69° 53’ 43"
v) log sin 2° 5" 12",

1) Aufg. 9—16 setzen fiinfstellige Zahlen voraus, oder aber die Werte sind erst abzu.
kiirzen, ehe vierstellige Logarithmen angewandt werden.
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11.

a)—p) Schlage in der Tafel die Winkel a auf, deren Logarithmus-
Kosinus den in Aufg. 9 a)—p) angegebenen Wert hat.

12. a)—v) Schlage in der Tafel den log cos der Winkel auf, die in Aufg. 10

13.

14.

15.

16.

‘17,

18.

19

20.

a)—v) genannt sind.

Schlage in der Tafel die Winkel auf, deren Logarithmus-Tangens
ist:

a) 9,14780 — 10, b) 9,79579 — 10, c) 0,18748,

d) 9,85647 — 10, e) 0,15989, f) 9,61901 — 10,

g) 9,34640 — 10, h) 9,34100 — 10, i) 9,75420 — 10,

k) 0,18888, ) 0,06222, m) 0,06300 — 10.
a)—v) Schlage in der Tafel den log tg der Winkel auf, die in Aufg. 10

a)—v) genannt sind.

a)—v) Schlage in der Tafel den Logarithmus-Kotangens der
Winkel auf, die in Aufg. 10 a)—v) genannt sind.

a)—m) Schlage in der Tafel die Winkel auf, deren log cotg in Aufg. 13
a)—m) genannt ist.

Stelle fest, ob die logarithmisch errechneten Ausdriicke
a) log sin 30°, b) log tg 45°, ¢) log cos 30°,
d) log sin 60°, e) log tg 30°, £) log cotg 30°

mit den der Tafel zu entnehmenden iibereinstimmen.

Welche Gleichungen gelten a) zwischen log tg a und log cotg a, b) zwischen
logsina, logcosa und logtga, e) zwischen logsina, logcosa und
log cotg a? Gib in jedem Falle fiir die gefundene Beziehung aus der Tafel
ein paar Beispiele an.

. Gib eine ungeféihre graphische Darstellung vom Verlauf der Funktionen

a) y = logsin z, b) y = log cos x, ¢) y = log tg x, d) y = log cotg 2. Be-
achte dabei, daBl die Logarithmen der Form 9,1713 — 10 erst in negative
Zahlen umzuschreiben sind.

Fiir welche Winkel éindert sich a) log sin, b) log cos, ¢) log tg, d) log coty
am stiirksten, fiir welche am schwichsten ? Mit anderen Worten: Wo sind
die Differenzen aufeinanderfolgender Logarithmen grofer, wo kleiner?

Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks

2L In einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben a) die beiden Katheten

a und b, b) eine Kathete a und die Hypotenuse ¢, ¢) ein spitzer Winkel a
und die Hypotenuse c, d) ein spitzer Winkel a und die Gegenkathete a,
e) ein spitzer Winkel a und die Ankathete 4. In jedem Falle sind die feh-
lenden Stiicke zu berechnen. Untersuche, wie man maoglichst schnell zum
Ziel kommt.
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22, Rechtwinkliges Dreieck (rechter Winkel bei C) aus:

a) ¢ =332cm, k= 134cm, b) b= 513m, h = 428m,
¢) b=13,68m, f=3,33m2 d) ¢c=223cm," h. = 17,8 em,
e) ¢=258m, f= 213,25 m?, f) a =153 cm, Ss = 18,4 cm.

23. Von einem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten 12 em und 5 cm ge-
geben. Berechne a) die Hohe, b) die Kathetenprojektionen, ¢) die Seiten-
halbierenden, d) die Halbierungslinien der beiden spitzen Winkel.

24. Rechteck aus (e Diagonale, r Umkreis):

a) a=1231m, e=1785m, b) a=25cm, r=19cm.
Die Rechnung ist ohne Benutzung des pythagoreischen Lehrsatzes auszu-
fithren.

25. Wenn y = mz + n die Gleichung einer Geraden ist, so bedeutet darin m
die ,,Steigung’‘ der Geraden, d. h. den Tangens des Winkels, den die nach
oben gerichtete Gerade mit der nach rechts gerichteten xz-Achse bildet.
Berechne den Winkel fiir die folgenden Geraden:

a) y =z, by y=2-2, ¢) y=2z+43,
Hy=2-3, e y=5+2 f) y=>5iz+6.
26. Wie lautet die Gleichung einer Geraden durch den Nullpunkt, die mit der

z-Achse den Winkel a) 30°, b) 60°, ¢) 45° bildet ?
. Die Gleichung einer Geraden, die auf der positiven z-Achse die Strecke a

(vom Nullpunkt aus gerechnet), auf der positiven y-Achse die Strecke b
abschneidet, ist

[ ]
=1

x y_
aty=1L

Bestimme die Winkel der Geraden mit den beiden Achsen, wenn die Glei-
chung lautet:

ayz+y=1 B Iri-1; gf+Ei-1.

Praktische Anwendungen

28. Um die Hohe einer Hauswand zu messen, wird in 18 m Abstand von der
- Wand der Dachrand anvisiert. Man findet 39,2°. Wie hoch ist die Haus-
wand ? (Beriicksichtige, daBl die Augenhéohe bei der Beobachtung 1,5 m ist.)
29, Wie hoch steht die Sonne, wenn eine Fahnenstange von 15 m Héhe einen
Schatten von 23,7 m wirft?
30. Lose § 23, Aufg. 37 trigonometrisch. .
31. Ein Baum wirft bei einer Sonnenhéhe von 43,8° einen Schatten von 30,5 m
Liinge. Wie hoch ist er?
32. Wie lang ist der Schatten des Obelisk von Luksor auf dem Pariser Con-
cordienplatz bei einer Sonnenhshe von 35° 45'? (Hohe 22,83 m.)
33. Ein an der Spitze eines Mastes befestigtes Tau von 20 m Linge bildet, seit-
wiirts zur Erde gespannt, mit dem Erdboden einen Winkel von 64,3°. Wie
hoch ist der Mast ?
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34.
35.
36.
37.

38.

39.

41.

42.

Ein Schulhaus mit Satteldach ist 25 m lang und 14 m breit. Bestimme die
Griéfe der Dachfliche, wenn ihr Neigungswinkel 50° ist.

Eine Bahnstrecke hat ein Gefille a) 1 :300; b) 1 :210; ¢) 1 : 180. Wie
groB ist der Neigungswinkel gegen die Horizontale ?

Eine Zahnradbahn hat eine Neigung von 23°. Wie gro8 ist das Gefille
der Bahn?

Die Granitschwellen, die fiir eine Treppe benutzt werden, sind 25c¢m breit
und 15 cm hoch. Welche Neigung muB man dem Treppengelinder geben ?
Fig. 247 zeigt den Querschnitt mesp -->------v-nuan- R —
eines Kanals mit eingeschriebe- " i

nen Maflen. a) Wie groB ist der
Querschnitt der auszuhebenden e
Erdmasse? b) Wie groB ist der ~ fe-eeeso---
Querschnitt der Wassermenge
bei 4 m hohem Wasserstande?
Berechne den durchschnittlichen Neigungswinkel des in Fig. 113 darge-
stellten Abhanges auf Grund der eingetragenen Messungsergebnisse. Die
Abstiinde zwischen zwei MeBstangen sind jeweils 5 m.

Um das FlieBen eines Gletschers nachzuweisen, werden zu beiden Seiten
des Gletschers im Fels zwei Marken A und B in 157,5 m Abstand ange-
geben; die Verbindungsstrecke der beiden Marken liegt senkrecht zur Fluf-
richtung. In der Verbindungsgeraden der beiden Marken, 53,5 m von 4
entfernt, wird eine dritte Marke C auf dem Eise angebracht. Nach einiger
Zeit beobachtet man, daBl C vorgeriickt ist, derart, da < CAB = 1° 54’
ist. a) Um wieviel ist C vorgeriickt? b) Man macht eine Kontrollmessung,
indem man < A4 BC bestimmt. Welchen Wert muR man da erhalten?
Unter welchem Sehwinkel erscheint ein ausgewachsener Mensch von 1,80 m
bei a) 25 m, b) 250 m, ¢) 2,5 km Entfernung? Der Beobachter steht auf
der gleichen Horizontalebene mit dem Beobachteten. Untersuche zuvor,
ob es theoretisch und praktisch etwas ausmacht, wo der Augenpunkt des
Beobachters liegt.

Fig. 247

Ein (nicht selbstleuchtender) Gegenstand ist im allgemeinen noch erkenn-
bar, wenn der Sehwinkel
grofer als § Minuten
ist. Untersuche, welche
wirkliche Grole ein
Gegenstand in a) 1m,
b) 1km, ¢) in Mond- ™ -
ferne (384000 km), Fig. 248

d) in Sonnenferne (149 Mill. km) haben miifite, um noch gesehen zu werden.

43. Berechne den Querschnitt des in Fig. 248 mit eingeschriebenen Maflen dar-
gestellten Bahndammes.
44. Berechne die Linge des Breitenkreises deines Wohnortes; ¢ = . .... 1)

Der Radius der Erde ist im Mittel 6370 km.

1) Yom Schiiler selbst auszufiillen.
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45. In welcher Breite ist der Radius des Breitenkreises gleich a) dem halben
Erdradius, b) einem Drittel des Erdradius?

46. Der Pico de Teyde auf Teneriffa ist 3730 m hoch. Wie weit ist ein Schiff
von ihm entfernt, wenn der Gipfel von ihm aus gesehen unter einem Winkel
von 6° iiber dem Horizont erscheint? (Von der Kriimmung der Meeres-
fliche ist abzusehen.)

47. Ein Blitz leuchtet 29° 30" iiber dem Horizont auf. Den Donner hért man
4 Sekunden nach der Blitzerscheinung. Wie hoch liegt die Entladungsstelle
iiber dem Horizont? (Schallgeschwindigkeit 330 m pro sec.)

48. Auf einer um 25° gegen die Horizontale geneigten Ebene ruht ein Gewicht
von 255 kg. Welchen Druck iibt es auf die Unterlage aus?

49. Auf einer Bahnstrecke, die eine Neigung 1 : 120 hat, steht ein D-Zug, der
mit Lokomotive ein Gewicht von 325 000 kg hat. Wie gro8 ist die durch
die Neigung der Strecke gegebene Druckverringerung ?

50. Ein Lichtstrahl quert unter einem Winkel von a) 25°, b) 75° eine 2,7 cm
dicke Glasplatte. Wie grof} ist die Parallelverschiebung, die er dabei er-
féhrt ? (Brechungsquotient 1,7.)

51. Der scheinbare Durchmesser sowohl der Sonne wie des Mondes ist ungefahr
32'. Berechne danach den wahren Durchmesser dieser Himmelskérper,
wenn als Entfernung der Sonne im Mittel 149 000 000 km, als Entfernung
des Mondes 384 000 km angesetzt wird.

52. Unter welchem scheinbaren Durchmesser wiirde die Erde (Radius 6370 km)
von a) der Sonne, b) von dem Monde aus gesehen werden (Entfernungen
siehe Aufg. 52)?

53. Die Sternwarten Altona und Géttingen liegen auf gleichem Meridian, ihr
Breitenunterschied ist 2°0’ 57"”. In dem Augenblick, in dem der Mond
durch den Meridian geht, wird seine Erhebung tiber dem Horizont in Got-
tingen zu 58° 42’ 2", in Altona zu 56° 39’ 25" bestimmt. (In beiden Fillen
steht der Mond natiirlich im Siiden!) Berechne daraus die Entfernung des
Mondes von der Erde.

Gleichschenkliges Dreieck und Rhombus

54. Zerlege das gleichschenklige Dreieck in zwei rechtwinklige und zeige, dalj
dadurch die Berechnung der Stiicke des gleichschenkligen Dreiecks aus
irgend zwei gegebenen (zwei Seiten oder eine Seite und ein Winkel) mog-
lich ist. Auch dann, wenn ein stumpfer Winkel auftritt ?

55. Gleichschenkliges Dreieck (Spitze bei A) aus:

a) a= Tocm, b= 8cm; by a=175cm, §

e) a=223cm, a= 65°30"; d) a=4831m, « 5

e) b=179cm, a=108°36'; f) b= 98lm, f= 75°5¢;

g) a=228cm, h,= 173 cm; h)  =1981m, h,= 17,18 m;

i) f=17°30", h,= 12,5cm; k) e=953m, h = 73,8cm;

) f=450cem? k= 4lcm; m) f=513cm? h = 234cm.
56. Zerlege den Rhombus in vier rechtwinklige Dreiecke und driicke durch die

Seite und einen Winkel a) die Diagonalen, b) den Flicheninhalt, ¢) den
Radius des Inkreises des Rhombus aus.
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57. Rhombus aus (Diagonale AC =e, BD = {):
a) a= 5S5cm, a=70° b) e=135cm, a=112°36
¢) e=15cm, f=16cm, d) a =63°54", Inh. = 1000 m2.

Aufgaben am Kreis

58. In einen Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne von der Linge s gelegt.
Wie grof3 ist a) der zugehorige Zentriwinkel, b) der zugehorige Bogen,
c) der zugehorige Kreisausschnitt, d) der zugehérige Kreisabschnitt ? Bei-
spiel: r =10 cm, s = 13 cm.

59. Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r. Wie gro8 ist die Sehne, die zu dem
Zentriwinkel a gehort ? Beispiel: r = 7,5 em, a = 57° 36".

60. Der Peripheriewinkel iiber der Sehne eines Kreises mit dem Radiusr = 5 cm
ist 72°. Wie groB ist die Sehne?

61. In einem Kreise steht iiber einer Sehne von 3 em ein Peripheriewinkel von
35°. Wie grof} ist der Radius dieses Kreises?

62, Wie groB ist a) der Zentriwinkel der Seite eines regelmiBigen n-Ecks, b) die
Seite eines régelmifBigen n-Ecks, ¢) der Inhalt eines regelmiBigen n-Ecks,
wenn der Radius des Umkreises r ist ?

63. Einem Kreis mit dem Radius r = 10 cm ist ein regelméfBiges a) Dreieck,
b) Sechseck, ¢) Viereck, d) Fiinfeck, e) Achteck, f) Neuneck, g) Zehneck,
h) Siebeneck, i) Zwolfeck, k) Fiinfzehneck, 1) Pentagramm, m) ein regel-
méfBiger Siebenstern (vgl. Fig. 100) eingeschrieben. Berechne in jedem
Falle Seite, Umfang, Inkreisradius und Inhalt des n-Ecks.

64. Wie groB} ist a) die Seite, b) der Inhalt eines regelmiBigen n-Ecks, wenn
der Radius des Inkreises p ist ?

65. a)—m) Berechne Seite, Umfang, Umkreisradius und Inhalt der in Aufg.
63 a)—m) genannten regelmiBigen Vielecke, wenn diese einem Kreis mit
dem Radius r = 12 em umgeschrieben sind.

66. Berechne die simtlichen Diagonalen des regelmifligen a) Siebenecks,
b) Neunecks mit der Seite a. Beispiel: a = 2,5 em.

67. An einen Kreis mit dem Radius » werden von einem Punkte P, der vom
Kreismittelpunkt den Abstand a hat, die Tangenten gelegt. Berechne a) die
Linge der Tangenten (von P bis zum Beriihrungspunkt), b) den Winkel
zwischen den beiden Tangenten, ¢) die Linge der Beriihrungssehne. Bei-
spiel: r =4 cm, a =5 cm.

68. Von einem Punkte P sind an einen Kreis zwei 12 cm lange Tangenten gelegt.
Wie weit ist P vom Mittelpunkt entfernt, wenn a) der Kreisradius 5 em
ist, b) der Winkel zwischen den Tangenten 45° ist, ¢) die Berithrungssehne
10 em lang ist?

69. In einen Kreis mit dem Radius 8 ¢m ist eine Sehne von 12 em Léinge gelegt.
Wie lang sind die in den Endpunkten der Sehne an den Kreis gelegten
Tangenten (vom Berithrungspunkt bis zum Schnittpunkt), und unter
welchem Winkel schneiden sie sich ?

70. Zwei Kreise mit den Radien 10 cm und 12 em schneiden sich unter einer
Sehne von 11 em. a) Wie groB ist der Mittelpunktsabstand ? b) Wie groB3
sind die durch die zwei Kreise gegebenen Kreiszweiecke ?



71-71,1] §31. Das allgemeine Dreieck 203

71. Zwei Kreisscheiben mit den Radien 0,45 m und 0,17 m sind durch einen
Treibriemen ohne Ende verbunden. Wie lang mufl der Treibriemen sein,
wenn der Abstand der Scheibenmittelpunkte 5,50 m ist? a) Die Riemen
sind gekreuzt, b) sind nicht gekreuzt.

72. Zwei Strafien stoBen geradlinig in einem Winkel a aufeinander. Sie werden
an der Stelle des Treffpunktes durch einen Kreisbogen vom Radius r er-
setzt. Wie groB ist die dadurch bewirkte Abkiirzung? Beispiel: ¢ = 105°,
r = 500 m.

Aus der Geschichte der Trigonometrie

73. Aristarch von Samos (um 270 v. Chr.) berechnete das Verhiltnis der
Mondentfernung zur Sonnenentfernung, indem er beim ersten Viertel des
Mondes den Winkel zwischen der Richtung nach dem Sonnenmittelpunkt
und der Richtung nach dem Mondmittelpunkt feststellte. Erklire die Me-
thode. Welche trigonometrische Funktion kommt zur Anwendung?

74. Die Griechen rechneten statt mit dem Sinus mit der Sehne (chorda). crd a
bezeichne die Liinge der Sehne, die im Kreis mit dem Radius 1 zu dem
Zentriwinkel @ gehort. Driicke dann a) crd @ durch den Sinus, b) sin §
durch die Sehne aus.

75. Al Battani (um 900 n. Chr. in Bagdad) behandelte die umbra extensa,
die Liinge des Schattens, den ein vertikaler Stab von der Linge 1 auf eine
horizontale Ebene wirft, und die umbra versa, die Linge des Schattens,
den ein horizontaler Stab von der Linge 1 auf eine senkrecht zu ihm ste-
hende, also vertikale Ebene wirft. Welche trigonometrischen Funktionen
hat er damit benutzt?

76. Der chinesische Kaiser Tschu-Kong (1100 v. Chr.) soll die Linge des
Schattens eines senkrechten Stabes von 8 Malleinheiten am Mittag des
lingsten Tages zu 1,54 Einheiten, am Mittag des kiirzesten Tages zu 13,12
Einheiten gefunden haben. Wie groB sind die entsprechenden Sonnenhéhen,
und wie groB ist die Schiefe der Ekliptik (d. h. die Hilfte der Differenz
beider Sonnenhshen) ?

77. Plinius (23—79 n. Chr.) berichtet, daB am Tage der Tag- und Nachtgleiche
zur Mittagszeit der Schatten eines senkrechten Stabes in Alexandrien die
halbe Linge des Stabes gehabt habe, in Rom hingegen um # kiirzer als der
ganze Stab sei. a) Berechne fiir beide Félle die Sonnenhéhe. b) Das Kom-
plement der Sonnenhéhe an diesem Tage ist die Breite des Ortes. Wie grof3
ist also nach diesen Beobachtungen die Breite von Alexandrien und von
Rom? (Priife das Ergebnis auf der Karte!) ¢) Plinius gibt auch eine Mes-
sung fir Ankona an. Dort soll der Schatten um 4 linger als der Stab ge-
wesen sein. Rechne diese Beobachtung durch und beurteile das Ergebnis.

§ 31. Das allgemeine Dreieck
Sinussatz fiir spitzwinklige Dreiecke
1. Gegeben ist ein Dreieck A BC mit den spitzen Winkeln § und y. Driicke die
Hohe h, zweimal durch Seiten und Winkel aus. Beweise durch Gleich-
setzung beider Ausdriicke den Sinussatz:
b:c=sinf :siny.



204 Einfihrung in die ebene Trigonometrie [2—8

2. Beweise wie in Aufg. 1
a:b:c=sina:sinf:siny.

Warum folgt der Satz sofort aus der-Ableitung in Aufg. 1? Welche Voraus-
setzungen sind zunéchst iiber a, § und y zu machen ?

3. Zeige, daB der Sinussatz auch dann noch gilt, wenn irgendeiner der Winkel
ein rechter ist.

4. Von einem spitzwinkligen Dreieck ist

gegeben: - gesucht: _ gegeben: gesucht:
a) a,qa,f, b; b) b, 8,9, c;
c) a,b,aq, B; d) a,c,p, a;
e) a, B, v, b, c.

In jedem Falle ist nur der Ausdruck fiir das gesuchte Stiick hinzuschreiben.

5. Berechne ein Dreieck aus:

a) a = 8,6 cm, a = 48,6°, p = 58,4°;

b) a =63 cm, f = 53,8°, y = 67,2°;

¢) b=10cm, a = 50°, g = 60°;

d) b=0,38m, a=47°5¢, y =59°12';

e) ¢ =173 cm, a="T7°34", f=43°17;

f) ¢ = 0,238 km, a = 83° 35" 30", y =27°38'15".

Kosinussatz fiir spitzwinklige Dreiecke

6. Driicke in dem Dreieck A BC, das die spitzen Winkel § und y hat, das Qua-
drat der Hohe h, zweimal mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes aus
(fithre fiir den einen Abschnitt auf der Seite a die Bezeichnung p ein, wie
groB ist dann der andere?) und setze beide Ausdriicke gleich. Wie lautet
die so erhaltene Beziehung zwischen den Seiten und einer Seitenprojektion
im Dreieck ?

7. Ersetze in dem nach Aufg. 6 gefundenen Ausdruck oder in dem verallge-
meinerten pythagoreischen Lehrsatz (§ 21, Aufg. 2) die darin auftretende
Seitenprojektion durch eine Seite und eine Winkelfunktion und beweise so
den Kosinussatz:

b =a?+ c¢* — 2accosf,
8. a) Fiihre auch fiir die Formeln
a*=0b%*4c®—-2bccosa,
ct=a?+b*—2abcosy,
die ja sofort aus dem Satz Aufg. 7 folgen, die Herleitung vollstindig durch.

b) Wo ist in der Ableitung des Kosinussatzes benutzt worden, daB der in
ihm auftretende Winkel spitz ist ?
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9. Welche Gestalt nimmt der Kosinussatz an, wenn der Winkel, der in ihm
auftritt, ein rechter wird ?
10. Lése die Formeln des Kosinussatzes nach cos a, cos §, cos y auf.
11. Von einem spitzwinkligen Dreieck ist

gegeben:  gesucht: gegeben: gesucht:
a) a,b,7, c; b) a,c, B, b;
e) b, ¢ a, a; d) a,b,¢, a, B, y.
In jedem Falle sind nur die Ausdriicke fiir die gesuchten Stiicke hinzu-
schreiben.

12. Berechne Dreiecke aus:

a) a =18,5cm, b =19,4 cm, y ="18°%

b) b= 4cm, ¢c= 5cm, a = 60°;

¢) a =109 cm, ¢ = 10,2 cm, B =179°17 40";
d) ¢ =13 cm, b =14 cm, ¢ =15cm.

Erweiterung des Sinusbegriffes fiir stumpfe Winkel

13. Gegeben ist ein Dreieck ABC, dessen Winkel # stumpf ist. Driicke die
Hohe h, wie bei der Ableitung des Sinussatzes zweimal in den entstan-
denen rechtwinkligen Dreiecken aus, wobei jetzt aber sin (180° — f) an
Stelle von sin § auftritt. Zeige, dal wieder der Sinussatz gilt, wenn man

sin (180°— ) =sin 8
setzt.

14. Fasse die Definitionsgleichung des Sinus fiir stumpfe Winkel in Worte.
15. Bestimme folgende Werte (von Aufg. e) an mit Hilfe der Tafel!):

a) sin 135°, b) sin 120°, ¢) sin 150°,

d) sin 180°, e) sin 170°, f) sin 145°,

g) sin 163°, h) sin 105,3°, i) sin 161,8°,

k) sin 117° 30, 1) sin 93° 45, m) sin 155° 33,

n) sin 122° 35’ 13", o) sin 178° 12" 47", p) sin 151° 39’ 56".

16. Setze die graphische Darstellung der Sinusfunktion fiir stumpfe Winkel
fort, wobei du die Sinuskurve fir spitze Winkel benutzst.

17. Welche Symmetrieverhiltnisse zeigt die Sinuskurve im Bereich von 0° bis
180°?

18. Beweise den Sinussatz fiir beliebige, also auch stumpfwinklige Dreiecke.
19. Gib die beiden Winkel a an, fiir die sin a ist:.
a) 4, b) 0, e) 1V, 4 1713, e 4, £) 0,3.

20. Gegeben ist ein Achsenkreuz und ein Kreis mit dem Radius r, dessen Mittel-
punkt O der Koordinatenanfangspunkt ist (Fig. 249). Ist P ein Punkt des
Geometrie. 3.—5. 14
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Kreises, a der Winkel zwischen OP und der positiven z-Achse und @ der

FuBpunkt des Lotes von P auf die z-Achse, so definiert man den Sinus des

Winkels a als das Verhéltnis der Proji- Y

zierenden PQ zum Radius. Zeige, da8 diese

Definition des Sinus am Kreise mit den

fritheren iibereinstimmt. (Zeichne die Lage P

von P, wenn a = 120°, 135°, 150° ist.)
21. Es ist sin @ = sin 8, wo e und § irgend- [

welche Winkel < 2R sind. Was ist {iber a ) 0
und f zu sagen?

22. ¢, # und y sind die Winkel eines Dreiecks.
Driicke sin y durch a und § aus.

Formeln fiir den Inhalt des Dreiecks
23. Ersetze in der Formel
f=t%a-h Fig. 249

fiir den Inhalt des Dreiecks h, durch einen Ausdruck, der eine Seite und
einen Winkel des Dreiecks enthilt. Auf wieviel Weisen ist das moglich ?

24. Beweise die drei Inhaltsformeln (achte auch auf stumpfwinklige Dreiecke!):

+b .
I =aTsmy,
IT. 7=%"sin g,
b-c .
I11. =——sina.

25. Zeige, daB die Inhalte von Dreiecken, die in einem Winkel iibereinstimmen,
sich wie die Rechtecke aus den anliegenden Seiten verhalten (vgl. §23,
Aufg. 27)."

26. Zeige, daB Dreiecke, die in zwei Seiten iibereinstimmen und deren einge-
schlossene Winkel sich zu zwei Rechten erginzen, gleichen Inhalt haben.

27, Ersetze in der Inhaltsformel I in Aufg. 24 die Seite b nach dem Sinussatz
durch einen Ausdruck, der a enthiilt, und beweise so die Formel I und
ebenso die ihr entsprechenden Formeln IT und III:

__a*sinf .siny
L I=—%@ma
_ b*sin a.sin y
II. f= __2—sin—-ﬂ_ ’
__cisina.sinf
III. = Ty
28. Berechne den Inhalt der folgenden Dreiecke:
a) a =12 cm, =15 cm, y = 60°;

b) b =n, c=%V§-n, a = 30°;
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¢) a="1255m, ¢ = 288,3m, f = 113° 36';
d) ¢ =10cm, a = 135°, p=30°;

e) b="7131m, B ="734°, y ="18,7°

f) ¢=100m, a = 85,34°, f ="19,81°

29, Bestimme den Proportionalititsfaktor in
a:b:c=sina:sinf :siny
durch folgende Uberlegung. Zeichne den Umkreis des a) spitzwinklig,

b) stumpfwinklig angenommenen Dreiecks. Fille vom Mittelpunkt auf die
Seite a die Senkrechte und zeige, dal3

I. a=2r.sina,
und ebenso II. b=2r.sing,
I c=2r.siny

ist. €) Entwickle mit Hilfe der eben gefundenen Formeln einen neuen Be-
weis des Sinussatzes.

Die iibrigen Funktionen fiir stumpfe Winkel

Der Kosinus

30. Fiihre die Uberlegungen, die zum Beweis des Kosinussatzes gefiihrt haben
(Aufg. 6 und 7), fiir den Fall durch, da8 der in der Formel auftretende
Winkel stumpf ist. Zeige, dal dann cos (180° — f) auftritt, und daB der
Kosinussatz weiter gilt, wenn man

cos f = — cos (180° — )
definiert.
31. Fasse die Definitionsgleichung des Kosinus fiir sstumpfe Winkel in Worte.

32. Gib auf Grund der Definitionsgleichung folgende Werte an (von e) an mit
Hilfe der Tafel):

a) cos 135°, b) cos 120°, ¢) cos 150°,
d) cos 180°, e) cos 108°, f) cos 162°,
g) cos 177°, h) cos 122,7°, i) cos 95,2°,
k) cos 101° 36, 1) cos 125° 54/, m) cos 179° 43",

33. Setze die graphische Darstellung der Kosinusfunktion fiir stumpfe Winkel
fort, indem du dabei die Kosinuskurve fiir spitze Winkel benutzst.

34. Welche Symmetrieverhiltnisse zeigt die Kosinuskurve im Bereich von 0°
bis 180°?

35. Gib den Winkel a an, fiir den cos a ist:
a) —+4, b) 0, ©) —iV?2,

d —1, e) —1V73, f) — 4.
14%
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36. Es ist ein Achsenkreuz gegeben usf. wie in Aufg. 20 (Fig. 249). Man defi-
niert den Kosinus des Winkels a als das Verhiltnis der Projektion 0@ zum
Radius. a) Wie kommt hier bei den stumpfen Winkeln das negative Vor-
zeichen zum Ausdruck ? b) Zeige, daBl diese Definition am Kreise mit den
fritheren Definitionen iibereinstimmt.

37. Es ist cos @ = cos 8, wo a und f irgendwelche Winkel < 2R sind. Was ist
iiber ¢ und § zu sagen?

38. @, f und y sind die Winkel eines Dreiecks. Driicke cos y durch ¢ und § aus.

39. Untersuche, ob die folgende Formel auch fiir stumpfe Winkel a gilt:

sin?a 4 cos?2a = 1.

Tangens und Kotangens

40. Wie muBl man iber das Vorzeichen von tga und cotga fiir stumpfe
Winkel a verfiigen, wenn die Gleichungen

to a _sina
© " " cosa’
cos a
cotg a = —
sin @

erhalten bleiben sollen ¢

41. Gib eine graphische Darstellung a) der Tangensfunktion, b) der Kotangens-
funktion auch fir stumpfe Winkel. Achte auf den Sprung bei 90°.

42. Bestimme die folgenden Werte:
a) tg 135°, b) cotg 180°, ¢) cotg 135°, d) tg 120°, e) tg 150°, f) cotg 150°.

43. g, f und y sind die Winkel eines Dreiecks; driicke a) tg a, b) cotg a durch
und y aus.

44. Was folgt aus a) tg a = tg f, b) cotga = cotg f fiir die Winkel a und f
selbst, wenn sie kleiner als 2R vorausgesetzt werden?

45. Was ist iiber die Werte tg 90° und cotg 90° zu sagen?

Weitere Dreieckssiitze!)

46. Mollweidesche Formel.) a) Verlingere im Dreieck 4 BC die Seite
iiber A hinaus um ¢ bis D und gib die Seiten und Winkel von ADBC an.
b) Wende auf dieses Dreieck den Sinussatz an und beweise so:

b=y
I bte 7T

' a sin 3

2
47.(Mollweidesche Formel.) Beweise in gleicher Weise wie in Aufg. 47
mit Hilfe eines Dreiecks, das statt b 4+ ¢ die Strecke b — ¢ als Seite
enthilt, )

L P—=Y
I b—c__sm 2
) ¢ - COS-E- -
2

1) Nach Bedarf durchzunehmen.
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48. a) Stelle andere Mollweidesche Formeln auf. b) Verwandle die Moll-
weideschen Formeln so, da3 der dritte Winkel des Dreiecks nicht auftritt.

49. Leite aus den Mollweideschen Formeln I und II (Aufg. 47 u. 48) durch
Division den Tangenssatz ab:

B+~
b+c BT
=3
L - y
50. a) Leite an der Ankreisfigur (vgl. § 15, Aufg. 13) die Beziehung
a___¢
8y =5—

her. b) Beweise die anderen entsprechenden Formeln. ¢) Beweise ebenso

die Beziehung

2 _%

2 s

51. Leite aus den beiden Formeln (§ 18, Aufg. 9 und 10, und § 21, Aufg. 11)
F=Vs(s—a)(s—b)(s—e),

tg

F=p: s
zusammen mit der ersten Gleichung in Aufg. 51 fir tg% einen Wert ab,
der lediglich die Seiten enthilt. — Stelle entsprechende Formeln fiir tg%

und tg %— auf.

Die vier Fundamentalfille

52. Von einem Dreieck sind gegeben a) zwei Seiten und der eingeschlossene
Winkel, b) eine Seite und zwei Winkel, ¢) drei Seiten, d) zwei Seiten und
ein der einen gegeniiberliegender Winkel (!). Stelle in jedem Falle die For-
meln auf, die zur Berechnung der fehlenden Seiten und Winkel sowie des
Inhalts fithren. Achte auf die Mehrdeutigkeit der Losungen und darauf,
daB die Berechnung moglichst praktisch ist.

53. Gib Mittel und Wege an, wie man bei den vier Fundamentalfillen eine
moglichst zweckmiBige Probe auf die Richtigkeit der Losung anstellt.

54. Dreieck aus:

a) a=2,73m, b=396m, y =54,7°;
b) a = 3,185 km, ¢ = 2,833 km, B = 87°52';
¢) b =0,708 km, a=1234°, y = 33,6°;
d) c=85Tm, o = 103° 48/, y =17°2¢4;
e) a=29m, b=>52m, ¢c="T5m;
f) a = 5,3 cm, b="178cm, ¢=6,5cm;
g b=>5734m, ¢=51,81m, B = T4,4°;
h) a = 2,814 km, b = 4,284 km, B =112,7°;
i) a = 3,147 km, b = 5,831 km, a = 10,8°,
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Vermischte Dreiecksber

55. Berechne in einem Dreieck, von dem

-]

a =17 cm, b= 12 cm, o = 58° 36’
gegeben ist, a) die Hohen, b) die Winkelhalbierenden, ¢) die Seitenhalbie-
renden.
56. Berechne in einem Dreieck, von dem
a=92cm, b = 8,5 cm, ¢=39cm

gegeben ist, die Radien a) des Inkreises, b) des Umkreises.
57. Berechne in eineni Dreieck, von dem
a=67° b=12cm, y="172°

gegeben ist, die Abschnitte, in die die Winkelhalbierenden ihre Gegen-
seiten teilen.

58. Berechne in einem Dreieck, von dem
b=4.8cm, a = 114° 54’
gegeben ist, die Winkel zwischen den Seitenhalbierenden.

a=6,3cm,

59. Berechne ein Dreieck aus (Doppellésungen?):

a) a=6,555m, = 17,04 m, sy = 6,895 m;
b) a=85°15, f=161°30, wg = 6,75 m;
¢) a=176cm, w, = 10,75 cm, y=64°24";
d) h,=231m, hp = 3,065 m, a = 103° 27’ 36";
e) a=234,1m, h, = 157,25 m, Ss = 252,4 m;
f) b=90,8cm, y = 39°45, X b s =106°12;
g) h= 85,3 cm, hy = 90,7 cmg y="T1°31";
h) h.=11,14 cm, wg = 5,58 cm, f=111°18";
i) bic = 0,9588, a = 50,42°, hs =276 m;
k) h, = 87,5 cm, s, = 1134 cm, f=51°48';
) ¢=19,12m, $a = 20,88 m, sy = 15,22 m;
m) s,=138,1m, sp=104,3m, = 145 m;
n) c¢=23,64m, se=11,28m, a = 63,72°;
0) a=3;36m, hy = 3,29 m, h,= 2,03 m;
P b=21,96m, ¢=14,70m, © r=11,26m;
q) a=945cm, r =536 cm, B =40°;
r) a=5612m, b+ c=105,04 m, a=63°;
s)a+b=31,38 cm; c=18,92 cm; a—f=36°54;



60—70] § 31. Das allgemeine Dreieck 211

t) a= 36,26 cm; b= 32,40 cm; f=397,8 qem;
u) a= 84,75 cm; p=41°6"; f=1174 qem;
v) a=109°30'; f=38°29; f=449,6 qm;
w) a=50612cm; sa= 1,612 cm; f=4192 qem;
x) hy = 48,36 cm; s = 51,48 em; f=1572,3 gem.

.60. a) In einem Dreieck verhalten sich die Seiten wie 2 : 3 : 4. Bestimme die

Winkel des Dreiecks. b) In einem Dreieck ist das Verhéltnis zweier Seiten
1: 2, der eingeschlossene Winkel zihlt 60°. Wie gro8 sind die beiden andern
Winkel?

61. Berechne Seiten und Winkel eines Dreiecks, in dem gegebenista:b=2:3,
c=10cm und § = 45°,

62. Berechne den Radius des Umbkreises der beiden Dreiecke mit den Seiten 13,
14, 15 und 13, 4, 15.

Vierecksberechnungen

63. Berechne a) die Diagonalen, b) den Inhalt eines Parallelogramms mit
den Seiten 3,75 cm und 5,38 cm und dem eingeschlossenen Winkel 75°.
64. Ein Parallelogramm hat die Seiten 5 cm und 8 cm. Die eine Diagonale ist

7 cm. Wie groB ist die andere?

65. Von einem Parallelogramm sind die Diagonalen 11,5 cm und 17,2 em und
der Winkel, den sie bilden, 57°, bekannt. Berechne Seiten, Winkel und In-
halt.

66. Ein Trapez hat die Seiten ¢=18cm, b =10cm, ¢=4,2cm und d =
14,6 cm. Berechne die Winkel und den Inhalt. (Berechne erst ein Teil-
dreieck!) Die parallelen Seiten sind a und c.

Héhenmessung

67. Um die Hohe eines Berges zu messen, wird eine 113 m lange Standlinie ab-
gesteckt, deren Richtung genau auf die Bergspitze hinweist. An den Enden
der Standlinie werden die Erhebungswinkel 24° 17’ und 19° 48’ gemessen.
Wie hoch ist der Berg?

68. Von der Plattform eines Turmes aus wird das untere und das obere Ende
einer auf dem Erdboden stehenden 14 m hohen Fahnenstange anvisiert. Die
beiden Tiefenwinkel sind 22,52 und 28,5°. Wie hoch ist die Plattform und
wie weit steht die Fahnenstange von dem Turm ab?

69. Um die Hohe eines Gebaudes zu messen, wird auf der hochsten Erhebung
eine 5 m lange, vertikale Meflstange angebracht und deren unteres und
oberes Ende vom Erdboden aus anvisiert. Die abgelesenen Erhebungswin-
kel sind 61° und 67°. Wie hoch ist das Gebdude?

70. Auf einem Turme steht ein' 2,87 m hohes Kreuz. Mit einem Winkelfernrohr,
dessen Drehachse 1,51 m iiber dem Erdboden steht, werden Spitze und Full
des Kreuzes anvisiert. Dabei liest man die Winkel 33° und 30° 30" ab. Wie
hoch ist der Turm?
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71, Die eine Wand eines Turmes triigt das Zifferblatt einer Uhr. Ein Beobachter
steht 27,25 m von dieser Wand entfernt auf der Erde. Er erblickt den Mittel-
punkt der Uhr unter einem Erhebungswinkel von 43° 30". Unter welchem
Winkel erscheint ihm der 1,20 m lange groBle Zeiger, wenn er a) auf 12,
b) auf 6 steht?

72. Von den Ringmauern der ehemaligen Feste Konigstein aus beobachtet man
die beiden Elbufer unter Tiefenwinkeln von 31,8° und 25,4°. Der FluB8 hat
an jener Stelle eine Breite von 121 m. Wie hoch liegt die Beobachtungsstelle.
iiber dem Spiegel der Elbe?

73. 4,21 m iiber einem Wasserspiegel liegt der Drehpunkt eines WinkelmeB-
apparates, mit dem man die Spitze eines Turmes und ihren Spiegelpunkt
im Wasser anschneidet. Man findet den Erhebungswinkel 55° 57’ und den
Tiefenwinkel 58°9’. Wie hoch ist der Turm?

Aus der Mechanik

74. a) Berechne die GroBe der Resultierenden zweier Krifte (allgemein Vekto-
ren), die im gleichen Punkte angreifen und den Winkel a bilden. b) Welche
Form nimmt der Ausdruck an, wenn im besonderen a = 0°, 180°, 90° wird ?

75. Im Punkte P greifen die Krifte a, b und ¢ an; der Winkel zwischen ¢ und &
ist a, zwischen b und c ist . Alle drei Kriifte liegen in einer Ebene. Berechne
die Resultierende.

76. In einem Punkt greifen zwei Krifte p, = 7,5 kg und p, = 11,2 kg an, deren
Richtungen miteinander den Winkel 60° bilden. Welche Winkel bildet die
Resultierende mit den beiden Kréften?

77, Zwei Krifte p, = 10 kg und p, = 14 kg, die in einem Punkte angreifen,
sollen durch eine Kraft p; = 18 kg ersetzt werden. a) Ist das im allgemeinen
mdglich, wenn der Winkel zwischen p, und p, gegeben ist? b) Berechne die
Winkel zwischen p; und p, und zwischen p, und p;.

Triangulation

78. Fig. 250 zeigt schematisch, wie bei einer Triangulierung das Land von Drei-
ecksnetzen verschiedener Ordnung iiberzogen wird. a) Greife zwei Punkte
erster Ordnung heraus, die durch eine als bekannt anzusehende Basis ver-
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bunden sind, und zeige, wie von da aus lediglich auf Grund von Winkel-
beobachtungen die andern Punkte rechnerisch bestimmt werden kénnen.
b) Gib einige Proben an, die die Priifung der Genauigkeit gestatten. ¢) Zeige
an Beispielen, wie man von Punkten erster Ordnung ausgehend die Lage
von Punkten zweiter Ordnung errechnen kann.

79. Fig. 251, die einem Brief von Gaufl an Olbers vom 10. Juni 1821 ent-
nommen ist, zeigt den Plan zu einer von der Gottinger Sternwarte und dem
zugehorigen Meridianzeichen ausgehenden Triangulation. Nimm die Strecke
Sternwarte Meridianzeichen als Ausgangsbasis an und zeige, durch welche
Beobachtungen man zu den Punkten: Brocken, Inselsberg und Herkules
(bei Kassel) kommen kann.

80. Die Basis BC eines Dreiecks A BC wird zu 117,58 m gemessen, die Winkel
B und p ergeben sich zu 73° 32’ 45" und 81° 17’ 15", Berechne AB und AC.

81. Ein Punkt D wird an das eben bezeichnete AABC dadurch angeschlossen,
daB die Winkel DAB = 54°25' 35" und DBA = 63° 51 40" gemessen
werden. a) Berechne DA und DB. b) Berechne
auf zweifache Weise DC. (Zwei Fille je nach der Wellenberg
Tage von D.) .

82. Bei einer Landvermessung wurde eine Basis PQ
von 170 m abgesteckt. Dann wurde ein Punkt 4
angeschlossen durch die Winkel <4 PQ = 74,24°
und <AQP = 35,81°, ein Punkt B durch die
Winkel <BPA = 42,34° und < BAP = 74,63°,
ein Punkt C durch die Winkel <CAB = 75,08°
und < CBA = 46,42°. Berechne die Strecken
a) AP, b) AB, ¢) BC, d8) BP, e¢) BQ, f) CP.

83. Bei einer Landvermessung wird eine Kette von
5 Dreiecken aneinandergereiht, es seien die Drei-
ecke 1. PQA, 2.QAB,3. ABC,4. ACD, 5. CDE.
Gegeben ist die Basis PQ = 685,35 m, gesucht
(ohne Zwischenrechnung!) DE. Gemessen wer-
den alle Dreieckswinkel. In der folgenden Ta-
belle bedeutet der erste Winkel eines Dreiecks
denjenigen Winkel, der an der an erster Stelle
genannten Dreiecksecke liegt, entsprechend beim zweiten und drittenWinkel.

*Inselsberg

Fig. 251

APQA: 75° 23" 40", 50° 30" 20", 54° 6 07
AQAB: 65° 35" 40", 68°51" 07, 45° 33 20"
ANABC: 59° 48’ 30", 50° 7' 30", 70° 4" 07,
ANACD: 39° 42’ 50", 72°15' 107, 68° 2 0"
NACDE: 47° 28’ 50", 83°12" 20", 49° 18’ 50",

Zeichne zuniichst einen Lageplan. (Nach Hammer.)

Uberlegungen

84. Beurteile die zur Berechnung der Dreiecke dienenden Sitze a) hinsichtlich
ibrer praktischen Verwendbarkeit, wenn logarithmisch gerechnet wird,
b) hinsichtlich der Eindeutigkeit der Ergebnisse.



214 Darstellung raumlicher Gebilde in einer Zeichenebene [85—89, 1

85. Bringe die Tatsache, daB eine Dreiecksseite die Summe £
der Projektionen der beiden anderen auf sie ist, in
einén trigonometrischen Satz.

86. Stelle eine Beziehung zwischen den Quadraten iiber A

den Seiten eines Parallelogramms und den Quadraten
iiber seinen Diagonalen her.
87. Folgender TrugschluB fiihrt zu dem Ergebnis, da8 alle

Dreiecke gleichschenklig sind: Man verlingert die & ¢
Seiten b und ¢ des Dreiecks ABC (Fig. 252) iiber A
hinaus, und zwar ¢ um b bis D und b um ¢ bis E. Aus dem Sinussatz, ange-
wandt auf die Dreiecke BCE und BCD, folgt dann

sin (B4 a) = 21°

Fig. 252

4 1
-sint a,

+ =

bte

sin (y+4%a) = ssinta.

2
Hieraus ergibt sich sin (8+ % a) = sin (y + } a),
also g=y.

88. Die Aufgabe: Wie weit kann ein Mensch (Augenhohe 2 =150 m) am
Meeresstrand sehen, fithrt, wenn man den Winkel ¢ des zugehorigen
Zentriwinkels durch den Erdradius R und & ausdriickt, zu der Beziehung

cosp = R—R——h Die Logarithmentafel gibt nun dafiir gar keinen Wert an,

weil R und R + & sich nur auBerordentlich wenig unterscheiden. Uberlege,
wie man durch Einfithrung von sin ¢ den Wert genauer berechnen kann.

89. Wenn von einem Dreieck zwei Seiten und der der kleineren gegeniiber-
liegende Winkel gegeben sind, so erhilt man zwei, eine oder keine Losung.
Untersuche an geeigneten Beispielen, wie die einzelnen Fille bei der tri-
gonometrischen Berechnung zum Ausdruck kommen.

Neuntes Kapitel

Darstellung riumlicher Gebilde
in einer Zeichenebene

§ 32. Punkt und Gerade

Darstellung des Punktes

1. Uber einer quadratischen Fliiche ist ein Zeltdach errichtet, d. h. ein pyrami-
denférmiger Korper, dessen Spitze liber der Mitte der Grundfliche liegt.
Entwirf ein Bild des Daches, indem du die Grundfliche als Zeichenebene
benutzt und die Spitze senkrecht auf sie projizierst. Die Hohe der Spitze iiber
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der Zeichenebene (die ,,Kote*) gib durch eine neben die Zeichnung gesetzte
Strecke (Abstandsstrecke) an.

2. Uber einer rechteckigen Fliiche ist a) ein Pultdach, b) ein Satteldach, ¢) ein
Walmdach errichtet. Entwirf ein Bild der Dicher, bezogen auf die Dach-
grundfliche als Zeichenebene unter Beifiigung der notwendigen Abstands-
strecken. — Erkundige dich nétigenfalls, wie die genannten Arten von
Dichern aussehen.

3. Eine Pyramide mit dreieckiger Grundfliche steht auf der Zeichenebene.
Zeichne ihr Bild, indem du neben ihrer Projektion auf die Zeichenebene noch
die Hohe der Spitze iiber der Zeichenebene durch eine Strecke angibst.

Strecken

4. Lege durch das Zeltdach einen Schnitt, der zwei gegeniiberliegende Seiten-

kanten (Grate) trifft. Konstruiere mit seiner Hilfe die Linge der Seiten-
,kanten.

5. Von einer im Eintafelbild gegebenen Pyramide mit dreieckiger Grundflache
sind die Seitenkanten in wahrer Linge zu konstruieren.

6. Ein Satteldach ist durch Eintafelbild gegeben ; konstruiere a) die Firstlinge,
b) die Grate.

7. Auf einer quadratischen Siule sitzt ein Zeltdach auf. Entwirf von dem
Turm ein Eintafelbild und konstruiere die Lénge der Grate des Daches.

8. Ein Punkt ist durch Projektion und Abstandsstrecke gegeben. Konstruiere
seinen wahren Abstand von einem beliebigen anderen Punkte der Zeichen-
ebene. (Liénge einer von der Spitze einer Stange irgendwohin gespannten
Schnur).

9. Zwei Punkte sind durch Projektion und Abstandsstrecke gegeben. a) Kon-
struiere die Linge der durch sie begrenzten Strecke. b) Welche Besonderheit
tritt ein, wenn die Strecke senkrecht zur Zeichenebene steht?

10. Ein Zeltdach ist a) iiber einem Quadrat, b) iiber einem gleichseitigen Drei-
eck, ¢) iiber einem regelmiBigen Sechseck zu konstruieren, fiir das die Linge
der Grate vorgeschrieben ist. Konstruiere die Abstandsstrecke der Dach-
spitze.

11. Konstruiere die Hohe eines Kegels (gib die Abstandsstrecke der Spitze an),
dessen Grundfliche und Seitenlinie gegeben ist.

12. Von einem durch Eintafelprojektion gegebenen a) Zeltdach mit quadrati-
scher Grundfliche, b) beliebigem dreiseitigem Dach sind die Seitenflichen in
wahrer Grofle zu konstruieren.

13. a) Von einem Satteldach, b) von einem Walmdach, das durch Eintafel-
projektion gegeben ist, sind die Seitenflichen zu konstruieren.

14. Konstruiere a) von einem Zeltdach, b) von einer Pyramide mit beliebiger
dreiseitiger Grundfliche, ¢) von einer regelmilligen sechsseitigen Pyramide,
wobei in jedem TFalle ein Eintafelbild vorausgesetzt ist, die Neigungen der
Seitenkanten gegen die Zeichenebene.
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Geraden

15. Gegeben sind zwei Punkte durch Projektion und Hohe iiber der Zeichen-
ebene. Lege durch sie eine Gerade und bestimme a) den Punkt, in dem die
Gerade die Zeichenebene durchsetzt (Spurpunkt), b) die Neigung der Ge-
raden gegen die Zeichenebene. ¢) Welche Besonderheit tritt ein, wenn die
Gerade senkrecht zur Zeichenebene steht.

16. Auf irgendeiner der Flichen eines drei- oder vierseitigen Daches ist irgend-
eine Gerade gezogen. Was 1iB3t sich iiber die Lage ihres Spurpunktes sagen? -

17. Ein Satteldach oder Walmdach hat a) einen zur Zeichenebene parallelen,
b) geneigten First. Was 146t sich iiber den Spurpunkt des Firstes sagen?

Vermischte Aufgaben

18. Von einer durch Eintafeldarstellung gegebenen Pyramide ist durch eine
Ebene, die die Seitenkanten halbiert, die obere Spitze abzuschneiden.

19. Gegeben ist eine Gerade durch zwei ihrer Punkte. Auf ihr ist ein Punkt zu
bestimmen, der eine gegebene Hohe iiber der Zeichenebene hat.

20. Eine Strecke ist gegeben, deren Endpunkte die Abstéinde 3 cm und 8 cm von
der Zeichenebene besitzen. Auf der Strecke sind die Punkte mit den Koten
4, 5, 6, 7 cm einzuzeichnen.

21. Gegeben ist ein Punkt durch Projektion und Abstandsstrecke und in der Zei-
chenebene eine Gerade, die durch die Projektion des Punktes geht. Es ist
durch den Punkt eine Gerade zu legen, die mit der Zeichenebene den Nei-
gungswinkel a) 45°, b) 30° hat, und die in der Zeichenebene gelegene Ge-
rade schneidet. Der Spurpunkt der Geraden und ein beliebiger dritter
Punkt der Geraden ist zu zeichnen.

22, Gegeben ist eine Strecke durch jhre Projektion und durch die Abstands-
strecken ihrer Endpunkte. a) Auf der Projektion, b) auf der Verlingerung
der Projektion liegt ein Punkt. Welche Abstandsstrecke hat der Punkt auf
der Strecke oder ihrer Verlingerung, der jenen Punkt als Projektion hat?

23. Ein Dreieck ist durch die Lage der Projektionen seiner Eckpunkte in der
Zeichenebene und durch die Hohen der Eckpunkte iiber der Ebene gegeben.
Konstruiere a) die Linge der Dreiecksseiten und danach die wahre Grole
des Dreiecks, b) die Neigungen der drei Dreiecksseiten gegen die Tafelebene.
¢) Konstruiere die Hohe des Schwerpunktes des Dreiecks iiber der Zeichen-
ebene.

Uberlegungen

24, Wir nahmen bisher die Abstandsstrecken (bzw. die Koten der Punkte) stets
als positive Werte an. Untersuche, wie es mit der Ausdehnung des Begriffes
auf negative Werte steht und wie sich dann die Konstruktion der wahren
Linge von Strecken und ihrer Neigung gegen die Zeichenebene gestaltet,
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25. Untersuche a) die Projektionen paralleler Geraden und b) die Geraden,
deren Projektionen parallel sind.

26. Untersuche, wie man erkennt, ob zwei Geraden, deren Projektionen sich
schneiden, sich wirklich schneiden oder windschief sind.

§ 33. Ebene Fliichen
Neigungswinkel

1. a) Ein Tetraeder, b) ein halbes Oktaeder, ¢) ein beliebiges Zeltdach mit
quadratischer Grundfliche steht auf der Zeichenebene. Bestimme im Falle
a) und b) erst noch die Abstandsstrecke der Spitze. Die Seitenflichen sind
um die Grundkanten in die Zeichenebene herumzuklappen. Zeichne in jedem
Falle die Figur, die entsteht (Netz). Welchen Weg beschreibt die Projektion
der Spitze beim Umklappen.

2. Konstruiere in einer Seitenfliche irgendeiner auf der Zeichenebene stehen-
den Pyramide die Senkrechte auf die Grundkante (die Fallinie) und be-
stimme den Winkel, den sie mit ihrer Projektion bildet — den Neigungs-
winkel der Fliche gegen die Zeichenebene.

8. Gegeben ist in der Zeichenebene ein Dreieck und in dessen Innern ein Punkt.
In einer durch eine Abstandsstrecke gegebenen Hohe iiber diesem Punkt
liegt die Spitze einer Pyramide, die das Dreieck zur Grundfliche hat. Kon-
struiere die Neigungswinkel aller drei Seitenflichen gegen die Zeichen-
fliche.

4. Gegeben ist ein Satteldach. Konstruiere die Fallinien. Was ist iiber sie zu
sagen?

5. Zeige, dall man immer den gleichen Neigungswinkel zwischen einer Ebene
und der Zeichenebene erhilt, welche Fallinie man auch benutzt.

6. Uber einem gegebenen Rechteck ist a) ein Satteldach, b) ein Pultdach von
vorgeschriebener Neigung a zu konstruieren (a ist durch Zeichnung ge-
geben). Bestimme die Abstandsstrecken der Punkte der Firstlinie.

7.a) Von dem in Fig. 248 im Querschnitt mit eingezeichneten MaBen dar-
gestellten Bahndamm, b) von dem in Fig. 247 dargestellten Kanalquer-
schnitt ist eine Eintafeldarstellung zu konstruieren.

8. Wie sehen die Fallinien von Ebenen aus, die a) senkrecht, b) waagerecht
zur Zeichenebene stehen?

Spur einer Ebene

9, Die Schnittgerade von Ebene und Zeichenebene heit Spur. Zeige, daB
alle in der Ebene liegenden Geraden, soweit sie nicht zur Zeichenebene
parallel sind, ihre Spurpunkte in der Ebenenspur haben.

10. Eine Ebene ist durch ein Dreieck gegeben, von dem a) ein Punkt, b) kein
Punkt in der Zeichenebene liegt. Konstruiere die Spurgerade der Ebene.
11. Entwirf die Eintafeldarstellung eines Obelisken, d. h. eines Pyramiden-
stumpfes mit quadratischer Grundfliche, auf dessen kleinere Grundfliche
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eine Pyramide aufgesetzt ist. Bestimme maoglichst einfach die Spurgeraden
der Pyramidenseitenflichen.

12. Ein Kriippelwalmdach entsteht aus einem Satteldach, wenn die Firstenden
durch ebene Flichen, die jedoch nicht wie beim Walmdach bis zur Traufe
herabreichen, schrig abgeschnitten werden. Bestimme die Spuren dieser
Dreiecksflichen.

13. Zeige, dafl die Fallinien einer Ebene senkrecht zur Spurgeraden liegen.

14. Gegeben ist eine Gerade in der Zeichenebene; konstruiere Punkte der
beiden Ebenen, die durch die Gerade gehen und vorgeschriebene Neigung
haben.

15. Ein Satteldach iiber gegebenem Rechteck mit vorgeschriebenem Neigungs-
winkel a ist a) zu einem Walmdach, b) zu einem Kriippelwalmdach, dessen
Abschnittsflichen in halber Giebelhihe ansetzen, umzukonstruieren, wobei
die neuen Dachflichen den gleichen Neigungswinkel a haben sollen.

Spurparallelen oder Hohenlinien

16. Unter einer Hohenlinie versteht man eine solche in einer Fliche gelegene
Linie, deren Punkte alle die gleiche Hohe iiber der Zeichenebene haben.
Zeige an der Eintafeldarstellung a) eines Satteldaches, b) eines Walm-
daches eine Hohenlinie.

17. Zeige, daB die Hohenlinien und nur ciese ihren Projektionen parallel sind.

18. Gegeben ist a) eine dreiseitige Pyramide, b) ein Walmdach. Durch einen
beliebigen Punkt einer Seitenkante sollen in den Dachflichen gelegene
Hohenlinien gezogen werden und zu einem Héhenlinienzug rund um den
Kérper herum vervollstindigt werden.

19. Warum nennt man die Hohenlinien einer Ebene auch Spurparallelen?

20. Welche Lage haben Fallinien und H¢henlinien einer Ebene zueinander?

21. Gegeben ist in Eintafeldarstellung a) irgendein Dach, b) eine beliebige
Pyramide. In die Seitenflichen ist eine Schar von fiinf dquidistanten Hohen-
linien einzutragen.

22. Beweise, daf dquidistante Hohenlinien einer Ebene auch gleiche Hohen-
unterschiede haben.

23. Was ist itber die Spurparallelen a) waagerecht, b) senkrecht zur Zeichen-
ebene stehender Ebenen zu sagen?

24. Eine Ebene ist durch drei ihrer Punkte gegeben. a) Durch, die drei Punkte
sind Spurparallelen zu ziehen. — b) Durch irgendeinen Punkt des Drei-
ecksumfanges, ¢) des Dreiecksinnern ist die Spurparallele zu ziehen.

25. Wie steht es mit den Projektionen der Hohenlinien von Ebenen, die
a) senkrecht, b) parallel zur Zeichenebene sind.

26. Untersuche, ob a) Hdohenlinien, b) Projektionen von Héhenlinien einer
Ebene sich schneiden kénnen.

Schnitt zweier Ebenen

27. Zeige am Bilde a) einer Pyramide, b) eines Daches, daB sich Linien gleicher
Hohe in zwei sich schneidenden Ebenen in der Durchschnittsgeraden treffen.
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28, Ein Dach mit beliebig vorgeschriebener drejeckiger Grundfliche hat lauter
Dachflichen mit dem gegebenen Neigungswinkel a. Konstruiere das Dach.
Anmerk. Zeige und benutze die Tatsache, daBl die Projektion der Durch-
schnittsgeraden zweier Ebenen mit gleicher Neigung gegen die Zeichenebene
die Winkelhalbierende zwischen den Spuren der Ebenen ist.

29. Von zwei aneinanderstoBenden Dachflichen eines rechteckigen Walm-
daches sind ihre Spuren,und ihre beiden Neigungswinkel (a # f) gegeben.
Die Projektion des Grates ist zu konstruieren; die anderen Grate folgen
durch Symmetrie.

Anmerk. Es geniigt, zwei Spurparallelen von gleicher Hohe iiber der Zei-
chenebene zum Schnitt zu bringen.

30. Von einem dreiseitigen Dach sind aufler der Grundfliche die drei Neigungs-
winkel a, f§ und y gegeben. Die Spitze ist zu konstruieren.

Vermischte Aufgaben

31. a) Ein Wiirfel, b) ein Quader sind in mdglichst einfacher Lage in Eintafel-
projektion gegeben. Konstruiere eine Kérperdiagonale, ihre wahre Linge,
ihre Winkel mit den Kanten, ihren Neigungswinkel gegen die Zeichenebene.

32. Eine Ebene ist durch drei ihrer Punkte in Eintafeldarstellung gegeben. Von
einem vierten Punkte kennt man die Projektion. Bestimme seine Abstands-
strecke. Erértere den Fall, daf die Projektionen der drei Punkte in emer
Geraden liegen.

33. Zwei durch je drei Punkte gegebene Ebenen sind zum Schnitt zu bringen.

Uberlegungen

34. Untersuche die Eintafeldarstellung eines Mansardendaches.

35. Wie sieht die Eintafeldarstellung eines ansteigenden, in einer ebenen Fliche
aufgeschiitteten Dammes aus?

36. Wie sieht die Eintafeldarstellung eines horizontalen Weges in einem gleich-
méBig ansteigenden Gelinde aus, wenn der Weg senkrecht zu den Héhen-
linien verlduft?

37. Eine Gerade steht senkrecht zu einer Ebene. Untersuche das Eintafelbild
dieser rdumlichen Figur.

38. Eine Gerade ist durch zwei ihrer Punkte, eine Ebene durch d:el ihrer
Punkte gegeben. Der DurchstoBungspunkt ist zu konstruieren.

§ 34. Gekriimmte Flichen

Béschungskirper

1. Uber einer horizontalen rechteckigen Grundfliche ist ein Boschungskorper
errichtet, dessen Querschnitt a) ein gleichschenkliges Dreieck mit dem
Basiswinkel 45°, b) ein Halbkreis, ¢) irgendein Kreisabschnitt ist, der je-
doch kleiner als ein Halbkreis ist. Konstruiere fiir alle drei Dimme jeweils
eine Schar Hohenlinien von gleichem Héhenunterschied und vergleiche sie
miteinander.

2. In einer ebenen Fliche ist ein Graben gezogen, dessen Querschnitt a) ein
gleichschenkliges Dreieck, b) ein gleichschenkliges Trapez, ¢) ein Halb-
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kreis ist. Gib eine Eintafeldarstellung des Grabens mit eingezeichneten
Hohenlinien gleichen Niveauunterschiedes.

3. Uber einer ebenen Fliche erhebt sich ein Boschungskegel, entstanden etwa
dadurch, daf Sand oder Kies oder dgl. aufgeschiittet ist. Gib eine Eintafel-
darstellung mit eingezeichneten Hohenlinjen und eingezeichneten Seiten.
linien. :

4. Von einem Boschungskegel ist der durch das Aufschiittungsmaterial be-
dingte Neigungswinkel und der Grundkreisradius bekannt. Bestimme die
Spitzenhohe.

5. Von einem .Boschungskegel ist Spitzenhéhe und Grundkreisdurchmesser
bekannt. Bestimme den Neigungswinkel.

6. In eine Ebene ist durch eine Sprengung ein kegelférmiger Krater einge-
graben. Gib eine Eintafeldarstellung mit eingezeichneten Hohenlinien und
Seitenlinien.

7. Von einem Sprengkrater ist der durch das Bodenmaterial bedingte Nei-
gungswinkel und die durch die Sprengladung bedingte Spitzentiefe gegeben.
Konstruiere den Kraterdurchmesser.

8. Auf der Zeichenebene ruht eine Halbkugel. Gib eine Eintafeldarstellung
mit Héhenlinien gleichen Niveauunterschiedes und vergleiche das Bild mit
demjenigen eines Kegels gleicher Grundfliche und Héhe.

Tangentialebenen

9, An einen Boschungskegel ist die Tangentialebene gelegt, die den Kegel in
einer gegebenen Seitenlinie beriihrt. Zeichne die Spur der Tangential-
ebene und zeige, dafl die Seitenlinie Fallinie der Ebene ist.

Verwende die in Aufg. 9 gegebene Konstruktion zur Losung folgender Auf-
gaben: )

10. Gegeben ist ein Punkt durch Projektion und Abstandsstrecke. Es ist durch
ihn eine Ebene zu legen, deren Spur von dem Punkt vorgeschriebenen Ab-
stand hat und einer gegebenen in der Zeichenebene liegenden Geraden
parallel lauft.

11. Gegeben ist ein Punkt durch Projektion und Abstandsstrecke. Es ist durch
ihn eine Ebene zu legen, die vorgeschriebenen Neigungswinkel hat und
deren Spur zu einer gegebenen, in der Zeichenebene liegenden Geraden
senkrecht steht.

Uberlegungen

12. Eine Halde (von Schutt, Schlacke oder Abraumgestein) entsteht dadurch,
daB man von einer die Punkte P, und P,, die durch Projektion und Ab-
standsstrecke gegeben sind, verbindenden Strecke allseitig das Material
herabschiittet. Die Halde ist also der Raum, den die Boschungskegel aller
Punkte der Strecke einnehmen. Entwirf von der Halde ein Eintafelbild mit
Héhenlinien unter der Annahme, da a) P, und P, gleiche, b) verschie-
dene Hohe iiber der Bildebene haben und daB ¢) einer der Punkte in der
Ebene selbst liegt. In jedem Falle ist der Boschungswinkel a gegeben.
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13. Eine Halde entsteht als Summe der Boschungskegel einer horizontalen, in
ihrem Abstande von der Bodenfliche bekannten a) rechteckigen, b) be-
liebig dreieckigen Fliche. Entwirf von der Halde ein Eintafelbild mit
Hohenlinien. Der Béschungswinkel a ist gegeben.

14.1) Untersuche, wie man den Rauminhalt a) der in Aufg. 12a, b) der in Aufg,
13a beschriebenen Halde berechnen kann.

15. Lege durch das in Fig. 135 wiedergegebene Gelinde eine Reihe von Profilen.

Zehntes Kapitel
Einfiihrung in die Stereometrie

§ 35. Wiirfel und Quader

Riumliche Darstellungen des Wiirfels

1. Beschreibe einen Wiirfel a) hinsichtlich der Anzahl, b) der Gestalt, ¢) der
GroBe der auftretenden Kanten und Flichen.

2. Beschreibe eine Wiirfelecke.

3. Stelle ein Kantenmodell des Wiirfels (aus Stiben) her.

4. Zeichne das N etz eines Wiirfels mit der Kantenlinge 2 cm, wobei du ver-
schiedene Moglichkeiten des Zusammenhanges der Seitenflichen beriick-
sichtigst. Schraffiere in jedem Netz diejenigen beiden Flichen, die du als
Grund- und als Deckfliche ansiehst.

5. Zeichne das Netz eines Wiirfels auf starkes Papier und setze geeignete’
Klebefalze an. Dann stelle ein Fliéchenmodell des Wiirfels her.

6. Stelle ein korperliches Modell des Wiirfels (aus Plastilin, Kartoffel oder dgl.)
her und lege einen Diagonalschnitt durch den Korper. Wieviel ver-
schiedene Diagonalschnitte sind moglich? Ritze in den Diagonalschnitt
eine Kérperdiagonale ein.

7. Deute in einem Kantenmodell (Aufg. 3) des Wiirfels alle Raumdiago-
nalen durch Faden an. Wieviel sind es?

8. Ziehe auf der Oberfliche eines Flichenmodells (Aufg. 5) vom Wiirfel alle
Flichendiagonalen. Wieviel sind es?

9. Beweise an einem geeigneten Modell die Gleichheit a) aller Flichendiago-
nalen, b) aller Raumdiagonalen des Wiirfels.

Ebene Darstellung des Wiirfels

10. Gib in dem umstehenden ebenen Bild eines Wiirfels (Fig. 253) die Kanten
und ihren Verlauf (z. B. A B verlauft von vorn oben links nach . . .) in einer
Tabelle an.

1) Die Berechnung einfacher Korperformen wird hier vorausgesetzt.
Geometrie. 3.—5. 15
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11. Untersuche, welche Wiirfelkanten in dem Schrégbild in wirklicher GroBe
und welche in Verkiirzung erscheinen.

12. Untersuche, auf welchen Teil der wirklichen Linge die verkiirzt gezeich-
neten Kanten verkleinert sind. Welche Lage haben alle im Bilde verkiirzt
gezeichneten Kanten des rdumlichen Wiirfels
zur Zeichenebene? b 4

13. Untersuche, welche Wiirfelkanten im Schrighild
des Wiirfels dieselbe Richtung haben wie im
ridumlichen Wiirfel, also nur parallel verschoben 4 8
sind.

14. Untersuche, welche Lage die verkiirzt gezeich-
neten Kanten in der Zeichnung und im réum-
lichen Wiirfel (in bezug auf die Zeichenebene) H
haben.

15. Zeichne einen Wiirfel mit der Kante 4 cm als
Schrigbild, wobei die Verkiirzung % ist, 4
Wiih{‘end der Neigungswinkel fier in Verkiirzung Fig. 253
gezeichneten Kanten gegen die nach rechts ge-
richtete Horizontale a) 0°, b) 30°, ¢) 45°, d) 60°, e) 90°, f) 120°, g) 135°,
h) 150°, i) 180° ist. Gib an, welche dieser verschiedenen Abbildungen die
beste Anschauung von dem Wiirfel gibt.

16. a) bis i) Lose die Aufg. 15 fiir den Fall, daB die Verkiirzung der zur Zeichen-
ebene senkrechten Kanten % ist. _

17. Zeichne einen Wiirfel mit einer Kante von 3 cm im Schréghild, wobei der
Verzerrungswinkel 30° und die Verkiirzung nacheinander a) i,
b) #, ¢) %, d) % e)i, f)1, g) 2 ist. Welche Zeichnungen sind am
schnellsten auszufithren, welche geben die beste Anschauung vom Wiirfel?

18. a) bis g) Lose die Aufg. 17 fiir den Fall eines Verzerrungswinkels von 45°,

19. Zeichne einen Wiirfel in schriager Parallelprojektion (4, 45°) und zeichne
die Flichendiagonalen hinein.

20. Zeichne einen Wiirfel in schrager Parallelprojektion (4, 30°) und zeichne
die Korperdiagonalen hinein.

21. Projiziere einen Wiirfel mit der Kante 3 cm auf seine Grundebene durch
Strahlen, die senkrecht zu dieser Ebene stehen. Wie sieht der Grundrif
aus?

22. Projiziere einen Wiirfel mit der Kante 3 cm auf eine seiner Seitenflichen
durch Strahlen, die senkrecht zu dieser Ebene stehen. Wie sieht der Auf-
riB aus? '

23. In Fig. 254 ist ein Wiirfel in GrundriB und AufriB} gezeichnet. Zeichne in
gleicher Weise einen ebenso orientierten Wiirfel mit der Kante 4 ecm in
Grundril und Aufrif und trage in beide Projektionsbilder die Lage der
8 Wiirfelecken durch Buchstaben oder Ziffern ein.

24. Zeichne einen Wiirfel von 5 cm Kantenldnge in Grundrif und Aufrif und
trage a) die simtlichen Flichendiagonalen, b) die simtlichen Raumdiago-

nalen in die Projektionen ein.
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25. Zeichne einen Wiirfel von 3 cm Kantenlinge in Grundri und Aufri und
trage die Lage eines Diagonalschnittes in die Projektionen ein.

26. Ein Wiirfel steht auf der GrundriBebene so, dafl eine Kante parallel der
(Projektions-)Achse ist und 1 cm von ihr absteht. Zeichne das Bild des
Wiirfels, wenn seine Kantenlinge 3,5 cm betriigt.

27. Zeichne den in Aufg. 26 genannten Wiirfel, nachdem du ihn ganz in den
von Grundrif- und Aufrilebene gebildeten Winkel hineingeschoben hast.

Fig. 254 Fig. 255

28, Ein Wiirfel mit Kanten von 4 em Linge steht auf
der Grundriebene schrig zur Achse. Zeichne Grund-
ri} und AufriB von ihm.

29. Beschreibe genau die Lage des a) in Fig. 255, b) in
Fig. 256 in Grundrifl und AufriB dargestellten Wiir-

fels in bezug auf die Projektionsebenen.

30. Gegeben ist die Lénge der Flichendiagonalen eines
Wiirfels. Konstruiere a) ein Schriighild, b) eine
Grundrif-AufriBdarstellung des Wiirfels.

31. Gegeben ist die Lange der Raumdiagonalen eines
Wiirfels. Konstruiere a) ein Schriighild, b) "eine
Grundrif-AufriBdarstellung des Wiirfels.

Fig. 256
Berechnung des Wiirfels

32, Berechne die Oberfliche eines Wiirfels, wenn die Kanten die Linge a) 5 cm,
b) 17 cm, ¢) 1,4 m, d) § m, e) 0,13 m, f) 2,4 cm haben. g) Zeige, daB sich
fiir die Oberfliche eines Wiirfels mit der Kante a ergibt

O =6a2

33. Berechne den Inhalt eines Wiirfels, wenn die Kanten die Linge a) 4 cm,
b) 19 cm, ¢) 1,1 em, d) §m, e) 0,35 m, f) 1,34 cm haben. g) Zeige, daBl
sich fiir den Rauminhalt eines Wiirfels mit der Kante a ergibt

V=al.
15%
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34. a) Wieviel cm® hat ein dm3? b) Wieviel cm? hat ein m3?
¢) Wieviel | hat ein m3? d) Wieviel hl hat ein m3?
€) Wieviel mm? hat ein cm3? f) Wieviel mm? hat ein dm?3?

g) Wieviel mm3 hat ein m3?

35. Berechne die Flichendiagonalen eines Wiirfels mit der Kantenlénge a) 1 cm,
b) 3cm, ¢) 13cm, d) 1,5m, e) a.

36. a) bis e) Berechne die GroBe des Diagonalschnittes eines Wiirfels mit den
in Aufg. 35 genannten Kanten.

37. Berechne die Korperdiagonale eines Wiirfels mit den Kanten a) 7 cm, b) 1 m,
¢) 36cm, d) 14 m, e) a.

38. Berechne die Kante eines Wiirfels, dessen Oberfliche a) 144 cm?, b) 1 m?,
c) f ist.

39. Berechne Inhalt und Kérperdiagonale eines Wiirfels, dessen Oberfliche
a) 217 cm?, b) 1dm?, ¢) f ist.

40. Berechne Kante und Oberfliche eines Wiirfels mit dem Inhalt a) 729 em3,
b) 1,728 m3, ¢) 2 m3, d) a. ¢) Wie grol muf} die Kante eines hohlen Wiirfels
sein, dessen Inhalt a) 11, b) 1 hl fal3t?

41. Berechne Oberfliche und Volumen eines Wiirfels, wenn gegeben ist a) die
Korperdiagonale, b) die Flichendiagonale, ¢) der Diagonalschnitt.

Praktische Al;wenﬂungeu

42, Wie schwer ist ein Wiirfel von der Seitenlinge 35 cm a) aus Kork (spez.
Gewicht 0,24), b) aus Silber (spez. Gewicht 10,47), ¢) aus Gold (spez.
Gewicht 19 26)

43. Wie groB ist ein Wiirfel a) von Kork (spez. Gew. 0,24), b) von Blei (spez.
Gew. 11,44), ¢) von Gold (spez. Gew. 19,26), d) von Alummlum (spez. Gew.
2,59), der 1 dz wiegt?

Funktionalbetrachtungen

44. Stelle a) die Oberfliche, b) den Inhalt, ¢) die Linge der Flichendiagonale,
d) die Linge der Raumdiagonale (in verschiedenen Farben in einem
rechtwinkligen Koordinatensystem) graphisch dar.

Die folgenden Aufgaben sind, soweit nicht anders angegeben, rechnerisch
und auf Grund graphischer Betrachtungen zu beantworten:

45. Die Oberfliche eines Wiirfels mit der Kante a soll ohne Anderung der Ge-
stalt verdoppelt werden. a) Wie groB ist die Kante des neuen Wiirfels?
b) Konstruiere die Kante des neuen Wiirfels mit Zirkel und Lineal, wenn
die des alten gegeben ist.

46. Der Inhalt eines Wiirfels mit der Kante a soll ohne Anderung der Gestalt

© verdoppelt werden. a) Wie gro8 ist die Kante des neuen Wiirfels? b) Er-
ortere, welche Schwierigkeiten auftreten, wenn man die neue Kante aus
der alten mit Zirkel und Lineal konstruieren will.
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47. a) Die Kanten, b) die Kérperdiagonalen, ¢) die Oberflichen zweier Wiirfel
stehen im Verhéltnis m : n. In welchem Verhéltnis stehen die Inhalte?

48. a) Die Inhalte, b) die Oberflichen, ¢) die Kérperdiagonalen zweier Wiirfel
stehen im Verhéltnis m : n. In welchem Verhiltnis stehen die Kanten?

Riumliche Darstellung des Quaders

49. Be‘schreibe einen Quader a) hinsichtlich der Zahi, b) der Gestalt, ¢) der
GroBe der auftretenden Kanten und Fliachen.

50. Beschreibe eine Quaderecke (Zahl und gegenseitige Lage der von der Ecke
ausgehenden Kanten).

51. Stelle ein Kantenmodell des Quaders (aus Stédben) her.

52, Zeichne das N etz eines Quaders mit den Kanten 3 cm, 4 em, 5 cm. Beriick-
sichtige dabei die verschiedenen Moglichkeiten fiir den Zusammenhang der
Seitenflichen. Schraffiere in jedem Netz diejenigen beiden Flichen, die du
als Grund- und als Deckfliche ansiehst.

53. Zeichne das Netz eines Quaders mit drei verschiedenen Kanten und setze
geeignete Klebefalze an. Dann stelleein Flachenmodell des Quaders her.

54. Stelle ein korperliches Modell eines Quaders (aus Plastilin, Kartoffel oder
dgl.) her.

55. Zeichne auf einem Flichenmodell des Quaders (Aufg. 53) alle Flichen-
diagonalen ein. a) Wieviel sind es? b) Was ist iiber ihre Linge zu sagen?

56. Deute in einem Kantenmodell des Quaders alle Raumdiagonalen durch
Tiden an. a) Wieviel sind es? b) Was ist iiber ihre Linge zu sagen?

57. Lege Diagonalschnitte durch den Kérper. Was ist iiber deren Gestalt und
GroBe zu sagen?

58. Beweise, daB sich die Kérperdiagonalen alle in einem Punkte schneiden.

59. Konstruiere nach den einer fertigen Streichholzschachtel entnommenen
MaBen Netze (mit Klebefalzen) fiir die beiden Teile der Streichholzschachtel.

60. MiB die drei Ausdehnungen a) eines Kalenderblockes, b) dieses Buches ohne
die Pappschalen und bestimme danach die drei Ausdehnungen eines ein-
zelnen Blattes.

Ebene Darstellung des Quaders

61. Zeichne ein Bild des Quaders mit den Kanten 3 ¢m, 4 em, 5 em in schriger
Parallelprojektion (4, 45°) so, da3 a) das Rechteck mit den Kanten 3 cm,
4 cm, b) das Rechteck mit den Kanten 4 cm, 5 cm, ¢) das Rechteck mit
den Kanten 3 em, 5 cm der Grundfliche ist.

62. Mify die Kanten einer Streichholzschachtel und stelle dann die Schachtel
in schriger Parallelprojektion (4, 30°) dar.

63. Stelle eine Zigarrenkiste im Mafistab 1 : 3 in schriger Parallelprojektion
dar, Wiihle die Projektion so, dal das Bild méglichst anschaulich wird.
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64. Stelle eine quadratische Sdule (Seite der Grundfliche 4,8 cm, Héhe 8 cm)
in schriger Parallelprojektion (4, 30°) dar.

65. Zeichne einen Quader in Grundril und AufriB. Der Quader steht mit einem
Rechteck, das die Seiten 4 em und 2,5 em hat, auf der Grundri3ebene; die
4 cm lange Kante ist parallel der Achse und 1 em von ihr entfernt. Die Hohe
des Quaders ist 3,5 cm.

66. Stelle einen Ziegelstein in moglichst zweckmiBiger Lage im MaBstab 1 : 4
in GrundriB und AufriBf dar.

67. Ein Quader mit den Kanten ¢ = 3,2 cm, b = 4,8 cm, ¢ = 6,4 cm steht so
mit dem aus b und ¢ gebildeten Rechteck auf der GrundriBebene, da die
Diagonale der Grundfliche (wie lang ist sie?) der Achse parallel und 5 cm
von ihr entfernt liegt. Zeichne den Quader in Grund- und Aufri@.

68. Eine quadratische Séule, deren Grundfliche 20,25 cm?, deren Héhe 7 em
ist, ist moglichst praktisch in Grundril und Aufrif darzustellen.

69. In einem Quader mit den Kanten 3 cm, 4 c¢m, 5 cm sind die Korperdiago-
nalen zu zeichnen. Der Quader ist a) in schriiger Parallelprojektion (4,
30°), b) in GrundriB und Aufrif} zu zeichnen.

70. Konstruiere erst Grundrifl und AufriB}, dann ein Schriighild von einem
Quader, wenn gegeben ist (Kanten a, b, ¢; d, die Diagonale des Rechtecks
mit den Seiten b und ¢, d, die des Rechtecks aus a und ¢, dy die des Recht-
ecks aus ¢ und b; di die Korperdiagonale):

a) a,b,dy; b) a, b, di; €) dy, dy, b;
d) a, ds, di; e) dy, dy, dy; f) d,, dy, ds.

Berechnung des Quaders

71. Berechne die Oberfliche eines Quaders, wenn die Kanten die folgenden
Lingen haben:

a) 7cm, 8 cm, 10 cm; b) 24 cm, 3% cm, 5% cm;
¢) 1,156 m, 0,87 m, 0,75 m; d) a,b,¢;
e) a, 2a, 3a; f) a, a, b (quadratische Séule).

72. Zeichne in einen Quader mit den Kanten 2 ¢cm, 3 cm und 4 cm, der in
schriiger Parallelprojektion (3,45°) dargestellt ist, die den Inhalt des Qua-
ders zusammensetzenden Kubikzentimeter ein.

73. Berechne den Inhalt eines Quaders, wenn die Kanten die folgenden Lingen
haben:

a) 5cm, 7 cm, 9 cm; b) 3t em, 54 em, 7§ cm;
¢) 1,03 m, 2,45 m, 0,67 m; d) a,b,¢;
e) a, 2a, %; f) a, a, b (quadratische Siule).

74. a) bis f) Berechne von den in Aufg. 73 a) bis f) genannten Quadern die
simtlichen Flichendiagonalen.

75. Zeige arithmetisch (durch Rechnung), daB die Korperdiagonalen eines
Quaders simtlich gleich sind.
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76. a) bis f) Berechne von den in Aufg. 71 a) bis f) genannten Quadern die Kor-
perdiagonalen.

In.den folgenden Aufgaben bedeuten a, b und ¢ die Kanten, d, die Diago-
nale des von b und ¢ gebildeten, d, die Diagonale des von a und ¢ gebil-
deten, d, die Diagonale des von a und b gebildeten Rechtecks, d, die Kor-
perdiagonale, O die Oberfliche, V den Inhalt '

Gegeben: Gesucht: -
7. a, b, d; a) ¢; b) V.
78. a, b, dy; a) ¢; b) O.
79. a, b, dy; a) dg; b) d..
80. dy, dgy di; a) a,b,c; b) d..
81. a, b, V; a) c; b) O.
82. a,b,0; a) ¢; b) V.

83, Die Kanten eines Quaders verhalten sich wie 4 : 5 : 6. Die Oberfliche ist
592 cm?2. Wie groB sind die Kanten?

84. a) Die Oberfliche, b) der Inhalt eines Quaders mit den Kanten a, b und ¢
soll ohne Anderung der Gestalt (d.h. hier des Kantenverhiltnisses) ver--
doppelt werden. Wie groB sind die neuen Kanten zu wihlen?

85. Die entsprechenden Kanten zweier Quader stehen im Verhdltnis m : n,
d.h.esista, : ay =05, : b, =¢, : ¢, =m : n, wenn qay, by, c; die Kanten des
ersten, a,, by, ¢, die Kanten des zweiten Quaders sind. In welchem Ver-
hiltnis stehen a) die Oberflichen, b) die Inhalte der beiden Quader?

Praktische Anwendungen

86, MiB die Kanten eines Ziegelsteines und berechne, wieviel Ziegelsteine auf
einen km? gehen.

87. Wie schwer ist a) ein Goldklumpen (spez. Gewicht 19,26), b) ein Korkstiick
(spez. Gewicht 0,24) von der GroBe einer Streichholzschachtel?

88. In einem Schulgebéude sind Klassenzimmer mit 45 m? und 62 m? Grund-
fliche und 4,20 m Héhe. Die groflen Zimmer sind fiir Klassen bis zu 50, die
kleinen fiir Klassen bis zu 30 Schiilern bestimmt. Wieviel m?® Luft kommen
auf jeden Schiiler in beiden Zimmerarten im Mindestfall?

89. a) Wie groB ist der Raum eines Zimmers von 7,45 m Lénge, 5,50 m Breite
und 4,25 m Hohe? b) Wieviel Schiiler kénnen darin unterrichtet werden,
wenn auf jede Person 5 m? Luftraum gerechnet wird? ‘

90. Die Aula einer Schule ist 24 m lang, 11 m breit und 7,50 m hoch. Wieviel
wiegt die in der Aula befindliche Luftmenge? Spez. Gewicht der Luft
0,001293.

91. Eine Marmorplatte ist 1,30 m lang, 0,80 m breit und 4 em dick. Wie schwer
ist sie? Spez. Gewicht des Marmors 2,65.
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92, Die Goldschliger sind imstande, 1 mm? Gold durch Himmern in eine Gold-
haut von 100 cm? zu verwandeln. Wie dick ist eine solche Goldhaut?

93. Ein quadratisches Stiick Eisenblech mit 10,5 cm Seitenlinge wiegt 53 g.
Das spez. Gewicht ist 7,8. Wie dick ist das Blech?

94, Ein fiir den Bau benutzter quaderférmig zugehaunener Sandsteinklotz hat
folgende drei Ausmessungen: 0,85 m, 0,43 m, 0,35 m. Wie schwer ist er?
(Spez. Gewicht 2,35.)

95. Ein Balken soll 10} m lang, 20 cm dick und ebenso breit sein. Wieviel wird
er schwerer, wenn man ihn aus Buchenholz statt aus Tannenholz wihlt?
(Spez. Gewicht von Buchenholz 0,75, von Tannenholz 0,56.)

96. Die Abmessungen eines quaderférmigen Kastens sollen sich wie 1:2:3

verhalten. Wie grof} miissen die Kanten sein, wenn der Kasten 1 m? fassen
soll? ’

Trigonometrische Berechnungen

97. Bestimme den Winkel, den die Korperdiagonale eines Wiirfels a) mit den
Kanten, b) mit den Flichen bildet.

98. Bestimme die Winkel, die eine Korperdiagonale eines Quaders mit den
Kanten a, b und ¢ bildet. Beispiel: ¢ = 2 em, b = 3 cm, d = 4 em.

99. Zeige, daf die Summe der Quadrate der Kosinus der drei Winkel, die die
Korperdiagonale eines Quaders mit den drei Kanten bildet, den Wert 1 hat.

100. Leite aus der in Aufg. 99 gefundenen Beziehung eine Gleichung fiir den
Winkel zwischen Kante und Kérperdiagonale des Wiirfels ab.

101. Berechne die Winkel, die eine Korperdiagonale eines Quaders mit den
Kanten 4 cm, 5 cm und 6 cm mit den drei in einem ihrer Endpunkte zu-
sammenstoBenden Fliachen bildet.

102. Berechne fiir die schriige Parallelprojektion a) %, 45°, b) 1, 60°, ¢) 4,
90° den Winkel, den die projizierenden Strahlen mit der Projektion bilden.

Geometrische Uberlegungen

103. Bringe das assoziative Gesetz der Mul-
tiplikation
a-(b-c)y=(a-d)-c

usf. in Beziehung zur Formel fiir den
Quaderinhalt.

104. Aus einem rechteckigen Blech mit den
Seiten 8 cm und 12 cm werden an den
Ecken Quadrate mit der Seite a her- Pig. 257
ausgeschnitten. Dann wird das Blech
langs der in Fig. 257 punktiert gezeichneten Strecken zu einem oben offe-
nen Kasten umgebogen. Verfolge, wie sich der Inhalt dieses Kastens
éndert, wenn g nacheinander die Werte 1 em, 2 em usf. (bis?) durchliuft.
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105. Eine gefiillte Streichholzdose ist ein Quader, in dem sich andere Quader
mit meist quadratischer Grundfliche befinden. Stelle die AusmaBe fest
und erértere die Zahl der Streichhdlzer in einer Dose in theoretischer und
praktischer Hinsicht.

106. Gib eine geometrische Veranschaulichung der Formeln
(a + b)3 = a® 4 3a% + 3ab® + b3,
(a — b)® = a® — 3a%h 4 3ab® — b3,

§ 36. Das Prisma

Das Netz des geraden Prismas

1. Fertige ein Kantenmodell eines geraden Prismas an, dessen Grundfliche
a) ein gleichseitiges, b) ein rechtwinkliges Dreieck ist.

2. a) Zeichne das Netz eines geraden Prismas von der Héhe 2 = 7 cm, dessen
Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite 3 cm ist. b) Stelle aus
dem Netz ein Flichenmodell her.

3. a) Zeichne das Netz eines geraden Prismas von der Hohe 2 cm, dessen
Grundfliche ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten 3 em und 4 cm
ist. b) Stelle danach ein Flichenmodell her.

4, a) Zeichne das Netz eines geraden Prismas von der Hohe 8 cm, dessen
Grundfliche ein regelmifliges Sechseck mit der Seite 2 em ist. b) Stelle
danach ein Flichenmodell her.

5. Das Netz eines geraden dreiseitigen Prismas mit der Héhe &, dessen Grund-
fliche die Seiten a, b und ¢ und die Winkel a,  und 4 hat, ist zu zeichnen,
wenn gegeben ist:

a) a,b,¢c,h; b) a,b,9,h; c) a, B,y k.

6. Das Netz eines vierseitigen, geraden Prismas ist zu zeichnen, wenn die
Hohe h gegeben ist, und wenn die Grundfliche a) ein Parallelogramm mit
den Seiten @ und b und einem Winkel a, b) ein Rhombus mit den Seiten a
und einem Winkel a, ¢) ein beliebiges Viereck mit den Seiten a, b, ¢, d und
einem Winkel a ist.

7. Das Netz eines geraden Prismas mit der Hohe £ ist zu zeichnen, dessen
Grundfliche a) ein regelmiBiges Fiinfeck, b) ein regelmiBiges Achteck
mit der Seite a ist.

8. Beweise, daB die Seitenfléchen eines geraden Prismas Rechtecke sind.
9. Zeige, dafl Grundfliche und Deckfliche eines Prismas kongruent sind.

10. Beschreibe einen ebenen Schnitt durch das Prisma, der a) parallel zu einer
Seitenkante, b) parallel zu der Grundfliche gelegt ist.
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Das Schriigbild des geraden Prismas

11. Ein Quadrat mit der Seite a = 5 cm liegt senkrecht zur Bildfliche und eine
Seite des Quadrats ist ihr parallel. Stelle das Quadrat in schriiger Parallel-
projektion dar (3, 45°).

12. Stelle ein senkrecht zur Bildebene gelegenes, mit einer Seite in der Bild-
ebene liegendes Rechteck mit den Seiten 4 cm und 6 cm in schriiger Parallel-
projektion dar: a) %, 45°, b) £, 60°.

13. a) Ein Quadrat, das senkrecht zur Bildebene liegt, und zwar mit einer
Diagonale in der Bildebene, ist in schréiger Parallelprojektion (4, 60°) dar-
zustellen. Ebenso b) ein gleichschenkliges Dreieck, das mit der Hohe, ¢) ein
beliebiges Dreieck, das mit einer Seitenhalbierenden, d) ein Rhombus, der
mit einer Diagonale in der Bildebene liegt.

14. Zusatzfragen zu Aufg. 13: Zu a) Was {iir eine Figur entsteht in der Zeichen-
ebene? Zu b) Was fiir eine Gerade ist die Schnittgerade von Bild- und Ge-
genstandsebene in der Figur der Bildebene? Zu ¢) Ist die Schnittgerade von
Bild- und Gegenstandsebene wieder Seitenhalbierende im Bilddreieck? Zu
d) Was fiir eine Figur entsteht in der Zeichenebene?

15. Zeichne ein beliebiges Dreieck und in der Dreiecksebene eine Gerade, die
a) das Dreieck schneidet, b) das Dreieck nicht schneidet. Drehe das Dreieck
um die Gerade als Achse um 90° und entwirf jetzt von dem Dreieck in der
neuen Lage ein Schrighild in der urspriinglichen Ebene.

16. Lose die Aufg. 15 fiir ein beliebiges Viereck.

17. a) Ein gleichseitiges Dreieck, b) ein Quadrat, ¢) ein regelmiBiges Sechseck,
dessen Ebene senkrecht zur Bildebene liegt, soll in je zwei verschiedenen
Lagen in schriger Parallelprojektion dargestellt werden.

18. Ein gerades Prisma von der Hohe & = 6 cm mit einem gleichseitigen Dreieck
als Grundfliche (Seitenlinge @ = 3 cm) ist in schréiger Parallelprojektion
(%, 30°) darzustellen und zwar a) so, daB eine Grundkante parallel, b) so,
daf} eine Grundkante senkrecht zur Bildebene steht. Die Grundfliche des
Prismas liegt senkrecht zur Bildebene.

19. Zeichne das Schrigbild eines Wiirfels so, dal eine Diagonalebene der Bild-
ebene parallel ist.

20. Ein gerades Prisma, dessen Grundfliche a) ein Rechteck mit den Seiten a
und b, b) ein Parallelogramm mit den Seiten ¢ und » und dem Winkel a,
¢) ein regelmifliges Sechseck ist, ist in schriiger Parallelprojektion darzu-
stellen.

21, a) bis ¢) Von den dreiseitigen Prismen, deren Netze in Aufg. 5 a) bis c) kon-
struiert wurden, sind Schrégbilder zu entwerfen.

22. Zeige, dafl Grund- und Deckfliche eines in schriiger Parallelprojektion dar-
gestellten Prismas auch in der Zeichnung durch kongruente Figuren wieder-
gegeben werden.
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23. Von einem Prisma, dessen Seitenkanten parallel zur Bildebene stehen, kennt
man die Hohe und das Schrigbild der Grundfliche. Zeige, dafl dann das
vollstindige Schrigbild konstruiert werden kann.

GrundriB und AufriB des geraden Prismas

24. Ein gerades Prisma mit der Hohe 2 = 7 ¢m, dessen Grundfliche ein gleich-
seitiges Dreieck mit der Seite a ist, steht auf der GrundriBebene. Zeichne
GrundriBl und Aufril, wenn das Prisma so steht, dall eine Grundkante
a) parallel der Achse, b) senkrecht zur Achse, ¢) schrig zur Achse, und
zwar um 45° geneigt liegt.

25. a) bis ¢) Konstruiere Grundril und AufriB der Prismen, deren Netze in
Aufg. 5a) bis c) gezeichnet wurden. Beschreibe in jedem Falle vollstéindig
die Lage, in der du die Prismen gezeichnet hast.

26. Ein gerades Prisma, dessen Grundfliche a) ein regelmiBiges Sechseck,
b) ein regelmifiges Fiinfeck ist, ist in GrundriB und Aufrif} in mdoglichst
zweckmiBiger Lage zu zeichnen. Gegeben Sechseckseite bzw. Fiinfeckseite
a = 3 cm, Prismenhohe & = 2 cm.

27. Ein gerades Prisma, dessen Grundfliche a) ein gleichseitiges Dreieck, b) ein
regelméBiges Sechseck ist, liegt mit einer Seitenfliche so auf der GrundriB-
ebene, daB die Seitenkanten des Prismas der Achse parallel sind. Zeichne
den Korper in GrundriB und Aufril. Zeichne den SeitenriB3.

Darstellung des schiefen Prismas

28. a) Von einem schiefen Prisma, dessen Grundfléche ein Quadrat ist, stelle
ein Kantenmodell her. b) Entsprechende Ecken zweier kongruenter Qua-
drate verbinde durch gleichlange Schniire, dann hast du ein bewegliches
Prismenmodell. — Wie miissen die Quadrate liegen, damit tatsichlich ein
schiefes Prisma durch das Modell dargestellt wird?

29. Untersuche die Gestalt der Seitenflichen des schiefen Prismas mit quadra-
tischer Grundfliche. Wann sind zwei Flichen Rechtecke, wann alle Paral-
lelogramme?

30. Sind auch beim schiefen Prisma Grund- und Deckfliche kongruent? (Grund.)

31. Ein schiefes Prisma hat ein Quadrat mit der Seite 4 cm als Grundfliche.
Zwei von den Seitenflichen sind Parallelogramme mit einem Winkel von
60°, die beiden andern sind Rechtecke. Die Hohe des Prismas betrigt 6 cm.
Zeichne ein Netz des Prismas.

32. Zeichne das in Aufg. 31 genannte schiefe Prisma in geelgneter Lage in
schriiger Parallelprojektion (&, 45°).

33. Zeichne ein beliebig geneigtes Prisma, dessen Grundfliche a) ein gleich-
seitiges Dreieck, b) ein regelméBliges Sechseck ist, in GrundriB und AufriB.

Berechnung des geraden Prismas

34. Berechne den Mantel (d. h. die Summe der Seitenflichen) eines geraden
Prismas mit der Hohe h und a) mit einer dreiseitigen Grundfliche (gegeben
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die Seiten a, b und ¢), b) mit einem Parallelogramm als Grundfliche (ge-
geben die Seiten a, b), ¢) mit einem regelmaBigen Sechseck mit der Seite a
als Grundfliche.

35. a) Zeige, dal der Mantel eines geraden Prismas mit der Hohe A, dessen
Grundfliche den Umfang u hat,

M=h.u
ist. b) Untersuche, ob die Formel auch fiir das schiefwinklige Prisma gilt.

36. Berechne die O berilé cheeinesdreiseitigen Prismas mit der Hshe h=5 cm,
wenn die Grundfliche a) ein gleichseitiges Dreieck mit der Kante 3 cm ist,
b) die Kanten a =13 cm, b = 14 ¢m, ¢ = 15 cm hat, c) eine Seite 2 = 5 cm
und die zugehorige Dreieckshohe 4 em hat.

37. a) Berechne den Rauminhalt eines geraden Prismas von der Hohe %,
dessen Grundfliche ein Rechteck mit den Seiten @ und b ist. b) Zeige, daB
allgemein der Inhalt V von geraden Prismen

V=g-h
ist, wo g den Inhalt der Grundfliche angibt.

38. a) bis ¢) Berechne von den in Aufg. 36 genannten dreiseitigen Prismen den
Rauminhalt.

39. Die MaBle des Querschnittes a) eines T-Eisens, b) eines Doppel- T -Eisens
sind aus den Fig. 143 und 145 zu entnehmen. Wie schwer ist eine Schiene
von 4 m Léinge (spez. Gewicht des Eisens 74)?

40. Wie groB ist der Bodenraum einer Scheune mit Giebeldach von 16,5 m
Linge, 11,2 m Breite und 4,5 m Hohe?

41. Ein rechteckiger Platz 35 m X 12,5 m ist in der Richtung der lingeren
Seite geneigt, so daB die eine kiirzere Seite 65 cm hoher liegt als die andere.
Der Platz soll horizontal gemacht werden. Wieviel m? Erde sind abzufah-
ren, wenn man den Platz so hoch legt, wie die untere kiirzere Seite?

Berechnung des schiefen Prismas

42. Berechne die Oberfliche des schiefen Prismas, das in Fig. 258 im MaBstab
1:5 in GrundriB und AufriB dargestellt ist.

43. In Fig. 259 ist ein schiefes Prisma mit der Hohe & durch Ebenen, die in
gleichem Abstand parallel zur Grundfliche liegen, geschnitten, und die
Teilkorper sind durch Quader mit gleicher Grundfliche und Hohe ersetzt.
a) Gib an Stelle des Schriigbildes eine Darstellung in Grundrifl und Aufri.
b) Was ist iiber dén Querschnitt zu sagen; wie groB ist die Hohe der Teil-
kérper, wenn es deren n gibt?

44. Entwirf von dem treppenférmig aussehenden Korper, der in Fig. 259 nicht
in schriger Parallelprojektion (sondern in Zentralperspektive) dargestellt
ist, ein Schriigbild.
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Fig. 258 Fig. 259

45. Berechne a) den Inhalt eines Teilkorpers, b) daraus den Inhalt des ganzen
Treppenkorpers.

46. Untersuche, ob der Inhalt des Treppenkérpers sich dndert, wenn die Zahl
der Teilkorper (der Stufen) wichst oder abnimmt.

47. Die Zahl der Teilkérper wichst unbegrenzt. Welchem Korper nihert sich
dann der Treppenkorper mehr und mehr?

48. Beweise mit Hilfe der in Aufg. 43 bis 47 angestellten Uberlegung, daB auch
der Inhalt des schiefen Prismas

V=g.h

ist, wo h die Hohe, g die Grundfliche ist.

Trigonemetrische Berechnungen

49. Eine gerade quadratische Séule wird von einer Ebene geschnitten, die mit
den Seitenkanten den Winkel a bildet. Berechne den Querschnitt, wenn die
Grundkante a ist. Beisp. a = 30°, a = 4,5 cm.

50. Ein gerades Prisma von der Hohe % hat ein Dreieck zur Grundfliche, von
dem zwei Seiten ¢ und # und der eingeschlossene Winkel y gegeben sind.
Berechne a) den Inhalt, b) die Oberfliche des Prismas. Beisp. k = 17,3 em,
a=47cem, b=353cm,y=>53°30".

51. Um wieviel wird der Schwerpunkt a) einer geraden quadratischen Siule,
b) eines geraden Prismas mit gleichseitigem Dreieck als Grundfliche ge-
hoben, bis der Kérper beim Umkippen iiber eine Grundkante umf{illt? (Sta-
bilitdt eines Tisches!) Beisp. 2 = 10 em, Grundkante ¢ = 4 cm.

§ 37. Die Pyramide

Riiumliche Darstellung und Netz der Pyramide

1. Stelle ein Kantenmodell einer Pyramide mit gleichen Seitenkanten her,
deren Grundfliche ein Quadrat ist.

" 2. Baue sechs Streichhélzer so zu einer Pyramide (Tetraeder) zusammen,
daB aus den sechs Streichhdlzern vier gleichseitige Dreiecke gebildet werden.
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3. Konstruiere das Modell einer sechsseitigen Doppelpyramide, indem du in
der Mitte eines regelmiBigen Sechsecks eine Senkrechte (Stricknadel oder
dgl.) errichtest und deren beide Enden mit den Ecken des Sechsecks ver-
bindest.

4. Konstruiere das Kantenmodell einer Doppelpyramide, indem du iiber'den
beiden Seiten eines Quadrates eine Pyramide errichtest, deren Seitenfléichen
gleichseitige Dreiecke sind (Oktaeder).

5. Beschreibe die Seiten, Flichen und Ecken a) des Tetraeders, b) der regel-
miBigen vierseitigen Pyramide, ¢) der regelmaBigen sechsseitigen Pyramide.

6. Konstruiere das Netz einer Pyramide mit quadratischer Grundfliche,
deren simtliche Kanten 4 c¢m lang sind. Setze Klebefalze an und stelle ein
Flichenmodell der Pyramide her.

7. Konstruiere das Netz eines Tetraeders mit der Kante 5 cm. Stelle damit ein
Flichenmodell her.

8. Das Netz einer Pyramide, deren Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck mit
der Grundkante 4 cm ist, und deren Seitenkanten simtlich a) 6 cm, b) 3 cm
sind, ist in verschiedenen Zusammenhingen zu zeichnen.

9. Konstruiere das Netz einer Pyramide, deren Spitze senkrecht iiber der
Mitte eines regelmiBigen Fiinfecks steht (Fiinfeckseite 3 cm, Seitenkante
6 cm).

10. Konstruiere das Netz einer Pyramide, deren Grundfliche ein rechtwinklig-
gleichschenkliges Dreieck mit der Kathete 4 cm ist und deren Spitze 7 cm
senkrecht iiber dem Scheitel des rechten Winkels liegt. Stelle ein Flichen-
modell des Korpers her. — Kann man aus zwei dieser Korper ein Prisma
zusammenbauen ? '

11. Konstruiere das Netz einer Pyramide, deren Grundfliche ein Quadrat mit
der Seite 3 cm ist, und deren Spitze 5 cm senkrecht iiber der einen Quadrat-
ecke liegt. Stelle ein Flichenmodell des Kérpers her.

12. Konstruiere mit Fiden in einem Kantenmodell einer quadratischen Pyra-
mide die Hohe.

13. Beweise, daBl in Pyramiden mit a) einem Dreieck, b) einem Quadrat,
¢) einem Rechteck, d) einem Sehnenviereck, e) einem regelmiBigen n-Eck
als Grundfliche, deren Spitzen in allen Fallen itber der Mitte des Um-
kreises liegen, die Seitenkanten gleich sind.

14, Eine Pyramide ist so gebaut, daB die Grundfliche einen Umkreis besitzt,

und daB die Spitze senkrecht iiber der Mitte dieses Umbkreises liegt.

a) Untersuche, was iiber die Neigung der Seitenkanten gegen die Grundfliche

zu sagen ist (mit anderen Worten, iiber den Winkel zwischen einer Seiten-

_ kante und ihrer Projektion auf der Grundfliche). b) Gib Fille an, in denen

eine solche Pyramide, wenn man sie auf die Grundfliche setzt, umfallen
wiirde.

15. Eine Pyramide ist so gebaut, dafl die Grundfliche einen Inkreis besitzt, und
daB die Spitze senkrecht iiber der Mitte dieses Inkreises liegt. Untersuche,
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was iiber die Neigung der Seitenflichen gegen die Grundfliche zu sagen ist
(mit andern Worten, iiber den Winkel zwischen der Hohe einer Seitenfliche
und deren Projektion auf die Grundfliche).

16. a) Kann eine gerade Pyramide mit quadratischer Grundfliche an der Spitze
stumpfe Winkel haben ¢ b) Welche gleichseitigen Pyramiden kénnen stumpfe
und rechte Winkel an der Spitze haben?

17. a) Kénnen in einer Pyramide mit regelméBiger sechsseitiger Grundfliche
die Seitenkanten gleich den Grundkanten sein? Was ist die untere Grenze
fiir die Seitenkante einer geraden Pyramide, deren Grundfliche b) ein
Quadrat, ¢) ein gleichseitiges Dreieck, d) ein regelmiBiges Fiinfeck, e) ein
regulires n-Eck ist?

18. Eine dreiseitige, eine vierseitige und eine sechsseitige Pyramide werden auf
eine Seitenfliche gelegt. Welcher Korper lat sich wieder als Pyramide mit
der fritheren Seitenfliche als Grundfliche ansehen?

19. Eine dreiseitige Pyramide mit regelméiBiger Grundfliche wird auf eine
Seitenfliche gelegt. Welche Bedingung muB erfiillt sein, damit die Pyramide
auch in der neuen Lage eine gerade ist, d. h. daB die Spitze iiber der Mitte
der Grundfliche liegt?

20. Gegeben ist eine quadratische Pyramide. a) Die Seite der Grundfliche ist
4 cm, die Hohe ist 6 cm. b) Die Grundkante der Pyramide ist a, die Seiten-
kante b. Zeichne einen ebenen Schnitt durch die Pyramide, der die Hohe
und eine Seitenkante enthélt.

21. Gegeben ist ein Tetraeder mit der Seite a = 5 cm. Konstruiere einen ebenen
Schnitt durch das Tetraeder, der die Hohe und eine Kante enthilt. Welcher
Winkel gibt die Neigung der Kante gegen die Grundfliche an (vgl.
Aufg. 14)?

22. Gegeben ist eine Pyramide, deren Spitze 5 cm iiber der Mitte eines regel-
méfigen Sechsecks mit der Seite 3 cm liegt. Zeichne einen ebenen Schnitt
durch die Pyramide, der die Hohe enthélt und a) zwei Seitenkanten ent-
hilt, b) durch die Mitte zweier gegeniiberliegender Grundkanten geht.
Deute im Falle b) den Neigungswinkel der Seitenflichen gegen die Grund-
fliche an (vgl. Aufg. 15).

23. Wie indert sich die Gestalt einer Pyramide (Kanten und Flichen), wenn
sich die Spitze auf einer Senkrechten zur Grundebene bewegt?

24. Wie dndert sich die Gestalt einer Pyramide, wenn sich die Spitze in einer
zur Grundebene parallelen Ebene bewegt?

25. Konstruiere das Netz einer dreiseitigen Pyramide, deren Spitze iiber der
Mitte des Umkreises liegt, wenn gegeben ist (a, b, ¢ Seiten, a, §, y Winkel des
Grunddreiecks, k Hohe, s Seitenkante der Pyramide, ¢ Neigungswinkel der
Seitenkante gegen die Grundfléche):

a) a,b, ¢, h; b) a,b,¢,s; c) a,b,c, ;

d) a,b,9, k; e) a,f,7,5; f) a, 8, ¢, 9.
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26. Konstruiere das Netz einer quadratischen Pyramide, deren Spitze liber dem
Mittelpunkt des Quadrates liegt, wenn gegeben ist (a Seite des Quadrates,
k Hohe, s Seitenkante der Pyramide, ¢ Winkel zwischen Seitenkante und
Grundfliche oder Quadratdiagonale, @ Winkel zwischen a und s):

a) a,h; b) a,s; ¢) a,p; d) ¢, a.

27. Konstruiere das Netz einer Pyramide mit rechteckiger Grundfliche, deren
Spitze iiber dem Mittelpunkt des Rechtecks liegt, wenn gegeben ist (2 und b
Seiten des Rechtecks, sonst wie in Aufg. 26):

a) a,b,k; b) a,b,s; c) a,b, .

Ebene Darstellung der Pyramide

28. Konstruiere in schriiger Parallelprojektion das Bild einer Pyramide, deren
Hohe 6 em ist, wihrend die Grundfliche a) ein Quadrat mit den Seiten
4 cm, b) ein Rechteck mit den Seiten 3 cm und 5 cm, ¢) ein gleichseitiges
Dreieck mit der Seite 2 cm, d) ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten
4 cm und 5 cm ist. Die Spitze der Pyramide steht immer senkrecht iiber der
Mitte des Umbkreises der Grundfliche.

29. Konstruiere in schriger Parallelprojektion das Bild a) eines Tetraeders mit
der Seite 5 cm, b) eines Oktaeders mit der Seite 5 cm.

30. Konstruiere in schriger Parallelprojektion das Bild einer Pyramide, deren
Grundfliche a) ein Quadrat mit der Seite 5 cm, b) ein beliebiges Dreieck
ist, und deren Spitze 4 cm senkrecht iiber einer Ecke der Grundfliche
liegt.

31. Gegeben ist eine Pyramide mit quadratischer Grundfliche, deren simtliche
Kanten gleichlang sind (halbes Oktaeder). Die Pyramide ist auf eine Seiten-
fliche zu legen und in dieser Lage im Schrigbild (3, 60°) zu zeichnen.

32. In Grundrif} und Aufrif} ist eine Pyramide zu zeichnen, die mit ihrer Grund-
fliche auf der GrundriBebene steht derart, dal eine Grundkante parallel der
Achse ist. Gegeben ist die Héhe k = 5 em und als Grundfliche a) ein Qua-
drat mit den Seiten 4 cm, b) ein Rechteck mit den Seiten 3,5 cm und 4,5 c¢m,
¢) ein regelmiBiges Sechseck mit der Seite 2 cm, d) ein gleichseitiges Drei-
eck mit der Seite 3 cm. Die Spitze liegt in allen Fillen senkrecht {iber der
Mitte der Grundflache.

33. a) bis d) Lose die Aufg. 32 a) bis d) unter den gleichen Annahmen, nur soll
die Spitze senkrecht iiber einer der Ecken der Grundfliche liegen.

34. a) bis d) Lose die Aufg. 32 a) bis d) unter den gleichen Annahmen, nur soll
statt der Hohe die Seitenkante 5 cm sein.

35. a) bis d) Lose die Aufg. 32 a) bis d) unter den gleichen Annahmen, nur soll
nicht eine (bzw. zwei) Grundkanten parallel der Achse sein, sondern sie soll
mit ihr einen gegebenen Winkel bilden.

36. Zeichne a) ein Tetraeder, b) ein Oktaeder in Grundril und AufriB3.



$7—46] § 37. Die Pyramide 237

Berechnung der Pyramide

Strecken und Flichen

37. Berechne die Hohe einer Oktaederhilfte, deren Seitenkante a ist.
38. Wie groB ist die Hohe eines Tetraeders mit der Kante a?

39. Uber einem regelmiBigen Sechseck mit der Seite a ist eine Pyramide er-
richtet, deren Spitze & iiber der Grundfliche liegt. Berechne die Seiten-
kante. (Beispiel ¢ = 4,5 cm, h = 6 cm.)

40, Uber einem rechtwinkligen Dreieck (Katheten a und b) ist eine Pyramide
errichtet, deren Spitze um . a) iiber dem Scheitel des rechten Winkels,
b) iiber der Hypotenusenmitte liegt. Berechne die fehlenden Kanten (Beisp.
a="75cm, b= 10 cm, h = 10 cm).

41, Berechne die Oberfliche a) eines Tetraeders mit der Kante a (Beispiel a =
1 dm), b) eines Oktaeders mit der Kante a (Beisp. ¢ = 5 em), ¢) einer Pyra-
mide, deren Grundfliache ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a ist, und
deren Spitze um & iiber der Mitte der Grundfliche liegt (Beisp. ¢ = 4 ¢m,
h =5 cm), d) einer Pyramide, deren Grundfliche ein Rechteck mit den
Seiten a und b ist und deren Héhe (die Spitze liegt senkrecht iiber der Mitte
des Rechtecks) & ist (Beispiel a =7 em, b = 5 cm, 2 = 12 cm).

42. Eine quadratische Pyramide wird von einer Ebene parallel zur Grundfliche
so geschnitten, daf die Hohe halbiert wird. Zeichne die Pyramide mit
Schnittfliche a) in schriger Parallelprojektion, b) in GrundriB und AufriB.

43. Gib fiir die in Aufg. 42 dargestellte Pyramide an, in wélchem Verhiltnis
a) die Abschnitte auf den Seitenkanten, b) die Seiten von Grund- und
Schnittfliche, ¢) die Inhalte von Grund- und Schnittfliche stehen.

44. a) bis ¢) Beantworte die Fragen der Aufg. 43, wenn die Pyramidenhéhe
von der Schnittebene im Verhiltnis 1: n (die Abschnitte von der Spitze ab
gerechnet), d) bis f) im Verhaltnis m: n geteilt wird.

45, Von einer beliebigen Pyramide soll durch eine Ebene parallel zur Grund-
fliche eine kleinere abgeschnitten werden, deren Grundfliche a) die Hilfte,

b) ein Drittel, ¢) —71"- der urspriinglichen Grundflicheist. In welchem Abstand
von der Spitze ist der Schnitt zu fithren?

Inbalt

46. Zeichne eine quadratische Pyramide mit der Grundkante 4 cm und der
Héhe 6 cm a) in schriiger Parallelprojektion, b) inGrundri und Aufri3. Durch
Ebenen parallel zur Grundfliche im Abstande von 1 em zerlege die Pyramide
in Schichten (und eine Spitze). ¢) Berechne die Schnitt{lichen. d) Ersetze
die Pyramide durch einen Prismensatz derart, dal du tiber jeder Schnitt-
fliche ein Prisma von der Hohe 1 cm errichtest. e) Berechne den Inhalt
dieses Stufenkérpers.

Geometrie. 3.—5. 16
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47. Fiihre die in Aufg. 46 angegebene Rechnung fiir eine Pyramide mit der
Grundfléiche f und der Hohe & durch, wobei die Anzahl der Treppenstufen
jetzt n ist.)

48. a) Zeige, daBl der Inhalt des in Aufg. 46 und 47 beschriebenen Treppen-
korpers sich mit wachsender Stufenzahl dem Inhalt der Pyramide nihert.
b) Berechne den Inhalt der Pyramide, indem du in dem in Aufg. 47 ge-
fundenen Wert zur Grenze n — oo iibergehst.

49. a) Zeichne irgend zwei Pyramiden von gleich grofer, aber verschieden ge-
stalteter Grundfliche und gleicher Hohe. b) Ersetze sie durch Treppen-
kérper in der in Aufg. 46 und 47 angegebenen Weise und beweise, daf3 bei
gleicher Stufenzahl die beiden Treppenkorper gleichen Inhalt haben. ¢) Be-
weise auf diese Weise, dafl Pyramiden von gleicher Grundfliche und Hohe
inhaltsgleich sind.

50. Zeichne ein gerades Prisma a) in schriger Parallelprojektion, b) in Grund-
ri und AufriB und zerlege es durch ebene Schnitte in drei Pyramiden. Weise
nach, daB je zwei dieser Pyramiden in Grundflache und Hohe iiberein-
stimmen, daB also alle drei inhaltsgleich sind. (Sind sie auch kongruent?)

51. Fiihre Aufg. 50 fiir ein schiefes dreiseitiges Prisma aus.

52. Gegeben ist eine beliebige dreiseitige Pyramide a) in schriiger Parallel-
projektion, b) in Grundrif und Aufri. Erginze sie zu einem Prisma, das
den dreifachen Inhalt hat.

53. Beweise, daB fiir den Inhalt V jeder Pyramide mit der Grundfliche g und
der Hohe £ die Formel gilt:

1
V=Tg-h.

54. Berechne den Inhalt a) eines Tetraeders mit der Kante a (Beisp. @ = 10 c¢m),
b) eines Oktaeders mit der Kante a (Beisp. @ = 10 cm), ¢) einer dreiseitigen
Pyramide mit den Grundkanten a, b und ¢ und der Héhe % (Beisp. a = 13 cm,
b= 14 cm, ¢=15cm, h =18 cm), d) einer Pyramide mit quadratischer
Grundfliche, deren Seite a ist, und mit gleichen Seitenkanten s (Beisp.
a="1,5cm, s =10 cm).

55. Berechne den Inhalt einer Pyramide, deren Spitze senkrecht iiber der Mitte
des regelmiBigen n-Ecks liegt, das die Grundfliche bildet. Gegeben ist (a ist
die Grundkante, s die Seitenkante, & die Hohe):

a) n=4, a=2,5cm, h="Tcm;
b) n=3, s= 14,43 cm, h = 13,002 cm;

1) Hier ist ein geschlossener Ausdruck fiir die Summe der n ersten Quadratzahlen zu

benutzen: )
TP LT L TN ,

Ist dieser Ausdruck nicht bekannt, dann ist die Ableitung des Ergebnisses von Aufg. 53 in
den Aufg. 46 bis 49 durch die in Aufg. 50 bis 52 angestellte Uberlegung zu ersetzen.
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¢) n=_§, a=19,43 cm, h= 3342 cm;
d) n=12, a = 4,06 cm, s=9,75 em.

56. Eine Pyramide wird durch eine zur Grundfliche parallele Ebene geschnitten,
die die Hohe a) halbiert, b) im Verhéltnis m: n (die Abschnitte werden von
der Spitze an gerechnet) teilt. In welchem Verhéltnis stehen die Inhalte der
abgeschnittenen und der ganzen Pyramide zueinander?

Trigonometrische Berechnungen

57. Uber einem gleichseitigen Dreieck mit der Grundkante a ist eine Pyramide
von der Hiohe h errichtet. Die Spitze liegt iiber der Mitte der Grundfliche.
a) Berechne die Héhen der Dreiecke, die die Seitenflichen bilden. b) Be-
rechne die Neigungswinkel dieser Dreieckshohen gegen die Grundfliche.
¢) Berechne die Neigungswinkel der Seitenkante gegen die Grundfliche.
Beisp. # = 6 cm, a = 4 cm.

58. Berechne die Neigung einer Seitenkante gegen die Grundfliche a) beim
Tetraeder, b) beim Oktaeder.

59. Der Neigungswinkel der Seitenflichen bei den #gyptischen Pyramiden ist
ungefihr 52°. a) Wie hoch ist unter Zugrundelegung dieses Winkels eine
Pyramide von 135 m Linge der Grundkante? b) Von welcher Grundfliche
muBten die Agypter bei einer Anlage einer 95 m hohen Pyramide ausgehen?

60. Berechne die Oberfliche einer dreiseitigen Pyramide, deren drei Seiten.
kanten die Linge 16 cm haben, wihrend die drei Grundkanten 13 cm,
14 cm und 15 em lang sind. 2

61. Berechne den Inhalt einer dreiseitigen Pyramide
mit den Grundkanten b und ¢, die den Winkel a
einschliefen, und der Hohe h. Beisp. b = 8 cm,
c=12cm, a = 30° k=15 cm.

62. Berechne Oberfliche und Inhalt einer Pyramide
mit rechteckiger Grundfliche (Seiten: ¢ = 13,5 em,
b = 18 cm), deren simtliche Seitenkanten gegen die
Grundfliche den Neigungswinkel 76° 20" haben.

63. Um die Hohe % eines Gegenstandes CD mit un.
zugiinglichem Ful} zu bestimmen (Fig. 260), wird die Standlinie AB ge-
messen (13,85 cm); bei A werden die Winkel a (63°45’) und @’ (70° 30"),
bei B wird der Winkel # (58° 15’) gemessen. a) Berechne k. b) Wie kann
man durch Messung des Winkels 8’ eine Kontrolle ausiiben?

Praktische Anwendungen

64. Die Cheopspyramide hat eine quadratische Grundfliche von 233 m Seiten-
linge und eine Hohe von 148 m. a) Wie groB3 ist jede der vier Seitenflichen?
b) Wie gro8 ist das Gewicht der Steinmasse, wenn das spezifische Gewicht
des Steines, aus dem sie gebaut ist, zu 21 angenommen wird? ¢) Unter wel-
chem Winkel sind die Seitenkanten gegen die Grundfliche geneigt? d) Priife

16*
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die in Aufg. 59 aufgestellte Behauptung, dafl der Neigungswinkel der Seiten-
flichen gegen die Grundfliche etwa 52° sei. e) Genaue (aber wohl iiber-
trieben genaue) Werte fiir die Grundkante und die Héhe der Cheopspyra-
mide sind 763,810 englische Fuf und 486,256 englische Full (nach einem
Roman von Eyth). Untersuche, ob wirklich, wie behauptet wird, der qua-
dratische Umfang der Grundfliche gleich dem Umfang eines Kreises ist, der
die Hohe zum Radius hat. f) Der Tangens des Winkels, den eine Seitenkante
mit der Diagonale der Grundfliche bildet, soll 0,9 sein. Wie weit trifft das zu?

65. Ein Turm hat ein regelméBiges Sechseck zum Querschnitt. Wie groB ist die
Fliche des Turmdaches, wenn die Seite des Sechsecks 2,10 m lang, die
Gratsparren (= Seitenkanten) 12 m lang sind?

66. Ein Turm mit quadratischem GrundriB soll oben ein flaches, mit Schiefer
zu deckendes AbschluBdach erhalten. Die Grundkante ist 4,5 m, die Hohe
der Dachspitze iiber den Grundkanten soll 2,5 m werden. a) Wie lang sind
die Gratsparren zu wihlen? b) Wie groB ist die Dachfliche?

67. Begriinde das optische Gesetz, dafl die Beleuchtungsstiirke paralleler Ebe-
nenteile umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung von der
Lichtquelle ist.

Geometrische Uberlegungen

68. Um den Inhalt einer dreiseitigen Pyramide zu finden, war ein dreiseitiges
Prisma in drei raumgleiche Pyramiden zerlegt worden. Versuche in #hn-
licher Weise einen Wiirfel in drei inhaltsgleiche Pyramiden zu zerlegen.

69. Untersuche, ob, und wenn ja, in welchem Verhiltnis sich die Hohen eines
Tetraeders schneiden.

70. An einem Wiirfel werden alle Kanten halbiert und die Ecken durch Ebenen,
die durch die Mitten dreier in einer Ecke aneinanderstoBender Kanten gehen,
abgeschnitten. Wie groB ist der Inhalt des Restkorpers? (Vergleich mit der
entsprechenden ebenen Figur!)

71. Die Grundfliche einer Pyramide ist ein Sehnenvieleck, die Spitze liegt senk-
recht iiber der Mitte des umgeschriebenen Kreises. Zeige, dal dann die
Seitenkanten gleich sind, und untersuche, ob der Satz umkehrbar ist.

72. Denke dir die Kanten eines Prismas und einer Pyramide beweglich (viel-
leicht mit Kugelgelenken) aneinandergefiigt. Welche Kérper sind dann starr
(nicht deformierbar)? Wie kann man die nicht starren Pyramiden, wie die
nicht starren Prismen durch Einfiigung neuer Stébe starr machen? (Rdum-
liches Fachwerk.)

Aus der Geschichte der Geometrie

Aus dem sog. 15. Buch von Euklids Elementen, das wahrscheinlich um
530 n. Chr. von Isidorus verfaB3t wurde:

73. Einem gegebenen Wiirfel ist ein Tetraeder einzuschreiben.
74. Einem gegebenen Tetraeder ist ein Oktaeder einzuschreiben.
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75. Einem gegebenen Wiirfel ist ein Oktaeder einzuschreiben.

76. Eine Scherzfrage aus Daniel Schwenters Erquickstunden (1636): ,,Ein
Tetraétron oder Corpus so von vier gleichseitigen Trianglen beschlossen |
also zu werffen | daB die Spitz vnter sich | die Flich aber iiber sich (= oben)
stehe.*

§ 38. Zylinder und Kegel

Darstellung des Zylinders

1. Zeichne das Netz eines geraden Zylinders. Setze Klebefalze an und fertige
ein Flichenmodell.

2, Zeichne GrundriB und Aufril eines geraden Zylinders, dessen Grundkreis-
radius 2 cm und dessen Héhe 6 cm ist: a) der Zylinder steht auf der Grund-
riBebene (Achse senkrecht zur Grundrilebene); b) der Zylinder liegt auf der
GrundriBebene (Achse senkrecht zur Aufriebene).

3. Zeichne einen Zylinder, dessen Achsenschnitt ein Quadrat mit der Seite
a = 3,5 cm ist, in GrundriB und AufriB.

4. Ein Kreis, dessen Fliche senkrecht zur Bildebene liegt, ist in schriiger Par-
allelprojektion darzustellen: a) %, 90°, b) 4, 45°, c) $,,60°. Was fiir eine
Figur entsteht in der Ebene?

5. Ein gerader Zylinder mit dem Grundkreisradius r und der Héhe k4 ist in
schriger Parallelprojektion darzustellen. Es sei
a) r=3cm, h="7cm; b) r=3cm, h=1cm;
¢) r=05cm, h="Tecm; d) 2r=h=6cm.

6. Warum {fillt der zur Bildebene parallele Achsenschnitt nur im Falle der
,.geraden Draufsicht™ (m, 90°) in den Umri} der Darstellung?

Berechnung des Zylinders

7. Rolle den Mantel eines geraden Zylinders mit dem Radius r und der Héhe &
in die Ebene ab und beweise, daB der Mantel
M=2zarh ist.
8. Berechne den Mantel eines geraden Zylinders, von dem gegeben ist:
a) r=25cm, h = 23 cm; b) r = 3 mm, h=2,15m.
9. Ein Rechteck mit den Seiten a) 3 cm und 4 em, b) 15,3 cm und 23,8 cm,

¢) mund n rotiert einmal um die eine, das andere Mal um die andere Seite als -
Achse. In welchem Verhiltnis stehen die Méntel der entstehenden Zylinder?

10. Berechne den Mantel eines Zylinders mit quadratischem Achsenschnitt
(Quadratseite a).

11. Beweise, daB die Oberfléche eines geraden Zylinders ist
O =2nr(r+ h).
12. a) und b) Berechne die Oberfliche der in Aufg. 8 genannten Zylinder.
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13. a) bis ¢) Beantworte die Frage in Aufg. 9 fiir die Oberfliche der Zylinder.

14. Berechne die Oberfliche eines Zylinders mit quadratischem Achsenschnitt
(Quadratseite a).

15. Beweise, daB der Rauminhalt eines geraden Zylinders ist
V=nrth.
16. a) und b) Berechne das Volumen der in Aufg. 8 genannten Zylinder.

17. In der Technik pflegt man in den Formeln fiir den Zylinder an Stelle des
Radius den leichter meBbaren Durchmesser d = 2r zu benutzen. Schreibe
die Formeln fiir M, O und V dementsprechend um.

18. Von einem Zylinder ist

gegeben: . gesucht:
a) M =1m? h =10 cm; r,0,V;
b) M =126 cm?, r=3,25cm; k0, V;
¢) O=10cm? r=1cm; Ry M, V;
d) 0=1m? h=2r; r,h, M, V;
e) M =1ms 0 =2m? rh,V;
f) V=1m3, r=12cm; h, M,0;
g) V=100dm3(=1hl), 2r:h=2:3; - "k, O.

Praktische Anwendungen

19. Ein zylinderférmiger Papierkorb soll aus dickem Linoleum hergestellt wer-
den. Linoleum wird in der Breite von 66 cm benutzt, das Meter kostet
4,50 RM. Der Papierkorb soll 66 cm hoch sein und 30 em Durchmesser
haben. Wie groB ist der Materialpreis, wenn die Pappe fiir den Boden mit
20 Pf. in Anrechnung gebracht wird?

20. Ein zylinderférmiger Gasometer soll 3000 m® Gas fassen und 10 m hoch
werden. a) Wie groB3 ist der Durchmesser zu wahlen? b) Wie gro8 ist die aus
Eisenplatten herzustellende Oberfliche (d. h. die Mantelfliche und die obere
Deckfléche)? .

21. Ein zylindrisches Litergefal soll quadratischen Achsenschnitt erhalten,
Wie groB sind die Ausmessungen zu wihlen?

22. Aus einer quadratischen Séule von der Hohe %, deren Grundkante a ist,. ist
ein Zylinder mit moglichst grofem Querschnitt herauszuschneiden. Wieviel
betriigt der Abfall? (Beisp. h = 3,75 m, ¢ = 20 cm.)

23. Wieviel wiegt das laufende Meter geschmiedetes Rundeisen (d. s. zylindri-
sche Eisenstibe) von 4,5 cm Dicke (spez. Gewicht 7,79)%

24. Wieviel wiegt das laufende Meter Bleirohr (spez. Gewicht 11,44) von 3,1 cm
lichter Weite und 11,3 cm duBerem Umfang?

25, Wieviel wiegt das laufende Meter eines guBeisernen Wasserrohres (spez.
Gewicht 7,24) von 55 cm (duBerem) Durchmesser und 1 cm Wandstirke?
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26. a) Was wiegen 500 m Kupferdraht von 3 mm Stirke? b) Wieviel Meter
Draht kommen auf 1 kg? (Spez. Gewicht 8,79.)

27. Wieviel Weinkorke von 3,9 em Linge und 2,3 ecm Dicke wiegen 1 kg? (Spez.
Gewicht 0,24.)

28. Ein Glasbliser zieht a) eine 35 m lange Glasréhre von 15 mm lichter Weite,
b) eine 45 m lange Glasrohre von 8 mm lichter Weite aus. Wieviel Liter
Luft gebraucht er zum Blasen der Réhre? ¢), d) Wieviel Glas braucht er in
jedem Falle, wenn die Wandstirke beide Male 1 mm ist?

Darstellung des Kegels

29. Wickle den Mantel eines geraden Kreiskegels in die Ebene ab. Gib an, welche
Figur entgteht.

30. Zeichne das Netz eines geraden Kreiskegels. Setze Klebefalze an und fertige
ein Flichenmodell an. .

31. Zeichne GrundriB und Aufrif§ eines geraden Kegels, dessen Grundkreis den
Radius 2 em hat, und dessen Hohe 5 cm ist. Der Kegel stehe mit der Grund-
fliche auf der GrundriBebene.

32. Zeichne einen geraden Kreiskegz] mit dem Radius » = 2,5 cm und der Hohe
h=6cm in schriger Parallelprojektion und zwar a) %, 90°, b) %, 45°,
c) %, 60°.

33. Zeichne a) im GrundriBl und AufriB, b) in schriiger Parallelperspektive einen
geraden Kreiskegel, dessen Achsenschnitt ein gleichseitiges Dreieck ist.

34. Fillt bei irgendeiner Art schriger Parallelprojektion der zur Bildebene par-
allele Achsenschnitt eines geraden Kreiskegels in den Umrif der Zeichnung?

Berechnung des Kegels
35. Beweise die Formel
M=nrs
fiir den Mantel eines geraden Kreiskegels (r Radius des Grundkreises, s
Seitenlinie).
36. Fiihre in die Formel fiir den Kegelmantel an Stelle der Seitenlinie s die
Hohe £ ein.

37. Berechne den Zentriwinkel a des Kreisausschnittes, der durch Abrollen des
Kegelmantels entsteht. Gegeben sind a) Radius des Grundkreises r und
Seitenlinie s, b) Radius des Grundkreises r und Héhe .

38. Leite fiir die Oberfliche des Kegels die Formel

' O=xnr(r+4s) ab.

39. Berechne Mantel und Oberfliche eines geraden Kreiskegels, von dem ge-
geben ist:

a) r= 3om, =10 cm; b) r=6cm, k= 8cm;
¢) r=13cm, h=12cm; d) s=2r=10cm.
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40. Leite durch Grenziibergang aus der Formel fiir die Pyramide die folgende
Formel fiir den Inbalt eines geraden Kreiskegels ab:

1
—_ 2
V= 3 h.

41. a) bis d) Berechne den Inhalt der in Aufg. 39 a) bis d) gegebenen geraden
Kreiskegel.

42. Ein rechtwinkliges Dreigck mit den Katheten 15 em und 20 e¢m rotiert ein-
mal um die eine, das andere Mal um die andere Kathete. In welchem Ver-
hiltnis stehen a) die Mantel, b) die Oberflichen, ¢) die Inhalte der entste-
henden Kegel? d) bis f) Beantworte dieselben Fragen fiir ein gleichseitiges
Dreieck mit der Seite a.

43. Ein Dreieck mit den Seiten ¢ = 13 cm, b = 14 cm, ¢ = 15 em ‘rotiert a) um
die Seite a, b) um die Seite b, ¢) um die Seite c. Berechne in jedem Falle
Oberfliclre und Inhalt des entstehenden Doppelkegels.

44. Ein gleichschenkliges Trapez mit den parallelen Seiten 10 em und 4 cm und
der Hohe 8 em rotiert um die grofiere der parallelen Seiten. Berechne Ober-
fliche und Inhalt des entstehenden Rotationskdrpers.

45. Von einem geraden Kreiskegel ist

gegeben: gesucht:
a) h=1734cm, s = 19,48 cm; M,0,V;
b) h=12,180cm, r=>5/71cm; M,0,V;
c¢) M = 44,01 cm?, s = 5,175 cm; o,V;
) M =1474 cm?, 0 = 2244 cm?; b

46. Ein Kreisausschnitt, dessen Zentriwinkel a) 180°, b) 90°, ¢) 120°, &) 270°,
und dessen Radius 10 cm ist, wird zum Mantel eines Kegels gemacht. Wie
groB ist der Rauminhalt dieses Kegels?

Trigonometrische Berechnungen

47, Ein rechtwinkliges Dreieck mit der Kathete 2 = 10 ¢cm und dem gegeniiber-
liegenden Winkel a) 45°, b) 30°, ¢) 60°, d) 72°, ) a rotiert um die Kathete b,
Berechne Mantel und Inhalt des entstehenden Kegels.

48. Berechne den Offnungswinkel eines geraden Kreiskegels, wenn gegeben ist
a) s=>5cm, h=4cm; b) r =10 cm, h =12 cm;
¢) s=13cm, h =12 cm.

49. Ein Kreisausschnitt mit dem Zentriwinkel a) 180°, b) 90°, ¢) 270°, d) 135°,

e) o wird zu einem Kegelmantel aufgerollt. Wie grof} ist der Offnungswmkel
des Kegels?

50. Welche Neigung haben die Seitenlinien eines geraden Kreiskegels gegen die
Grundfliche, dessen Hohe dreimal so gro8 ist wie der Radius des Grund-
kreises?
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51. Die Seitenlinien eines geraden Kreiskegels sind um 65° 30’ gegen die Grund-
fliche geneigt und 13 em lang. Berechne Mantel und Rauminhalt des Kegels.

52. Der Offnungswinkel eines geraden Kreiskegels ist 135°, die Hohe betrigt
4,2 cm. Wie groB sind Oberfliche und Rauminhalt?

Praktische Anwendungen

53. a) Ein Trichter (ohne Abfluirohr) hat oben eine Weite von 9,4 cm und eine
Tiefe von 4,63 cm. Wieviel cm? faBt er? b) Wieviel Blech ist zur Herstellung
des Trichters nétig, wenn noch unten ein 5 cm langes, 1 cm weites Ausfluf}-
rohr angesetzt wird?

54. Einem Turm von kreisformigem Grundri}, der einen Umfang von 35,5 m
hat, soll ein kegelférmiges Dach von 25 m Hohe aufgesetzt werden. a) Wie
lang mufl man die Sparren wihlen? b) Wie groB ist die Dachfliche?

Geometrische Uberlegungen
55. Welche der Formeln fiir den geraden Kreiszylinder

M = 27rh, V =nrth
und fiir den geraden Kreiskegel
M = nrs, V = t7nrth

gelten auch fiir schiefe Korper?

56. Stelle Formeln fiir den Inhalt von Zylindern und Kegeln auf, deren Grund-
fliche nicht gerade ein Kreis ist.

57. Bei einem geraden Kreiszylinder haben wir die fiinf Gré8en r, k, M, 0, V
- kennengelernt. Untersuche, durch wieviele von ihnen der Zylinder bestimmt
ist und gehe in allen moglichen Fillen die Bestimmung der fehlenden Stiicke
durch. .
58. Stelle die Uberlegung der Aufg. 57 fiir den geraden Kreiskegel an, wobei als
sechstes Stiick noch die Seitenkante s hinzugefiigt wird.

59. Untersuche a) beim geraden Kreiszylinder, b) beim geraden Kreiskegel die
Gestalt der nicht zur Achse senkrechten Querschnitte.

Aus der Geschichte der Stereometrie

Die folgenden Sitze aus der Schrift ,,Uber Kugel und Zylinder” von Archi.-
medes (287—212 v. Chr.) sind an der Hand unserer Formeln zu bestitigen:

60. ,,Der Mantel eines jeden geraden Zylinders ist gleich einem Kreise, dessen
Radius die mittlere Proportionale zu der Seitenlinie des Zylinders und dem
Durchmesser seiner Grundfliche ist.*

61. ,,Der Mantel eines jeden geraden Kegels ist gleich einem Kreise, dessen Ra-
dius die mittlere Proportionale zu der Seitenlinie des Kegels und dem Radius
des Grundkreises ist.*

62. ,,Der Mantel eines jeden geraden Kegels verhilt sich zu seiner Grundfliche
wie die Seitenlinie des Kegels zum Radius der Grundfliche.*
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63. ,,Wenn zwei gerade Kegel gegeben sind, und der Mantel des einen Kegels
der Grundfliche des anderen gleich ist, wihrend das von der Mitte der
Grundfliche (des ersten Kegels) auf die Seitenlinie gefillte Lot der Hohe
(des anderen Kegels) gleich ist, so sind die Kegel gleich.*

Beweise die folgenden Sitze aus dem 12. Buch der Elemente von Euklid
(in der Fassung der Euklidiibersetzung von Pirkenstein von 16941)):

64. ,Wann eine Waltze mit einer Fliche | so denen gegeniiberstehenden
Basen Parallel ist | durchschnitten wird: | so werden sich die Waltzen-Stiicke
gegeneinander verhalten | gleich wie ihre Achse.

65. ,,Die Waltze und Kogeln | welche gleiche Bases haben | verhalten sich
gegeneinander | als wie ihre Hohe.*

66. ,,Gleiche Waltze | und Kégeln haben ihre Bases und Hohe Widerkehrlich
geproportionirter: und welche ihre Bases | und Hohe widerkehrlich ge-
proportionirter haben | seynd einander gleich,

67. Aus der ,,Geometrischen Gallerie“ in Tobias Beutels ,Lustgarten‘
(1685): ,Item | ein Mann 1Bt sich ein: Zelt verfertigen 8. Ellen per-
pendiculariter in der Mitten hoch | und unten in seinem Diameter der
Rundung auff der Erden 12. Ellen | braucht dazu Zwillich 1} Elle breit i
ist die Frage | wie viel er deBen darzu bediirffen werde?*

§ 39. Pyramidenstumpf und Kegelstumpf

Darstellung des Pyramidenstumpfes

1. Stelle ein Kantenmodell eines Pyramidenstumpfes her, dessen Grundfliche
ein Quadrat ist. ‘

2. Zeichne das Netz eines Pyramidenstumpfes, dessen parallele Flichen
a) gleichseitige Dreiecke von 5 cm und 3 cm Seitenlinge, b) Quadrate von
4 cm und 2 em Seitenlinge sind, wihrend die Seitenkanten simtlich 4 em
sind.

3. a) bis b) Fiihre die Konstruktion der Netze-der in Aufg. 2 genannten Pyra-
midenstumpife aus, wenn statt der Liinge der Seitenkanten die Hohe des
Pyramidenstumpfes gegeben ist (A = 3 cm). Die Mitte der Deckfliche soll
senkrecht iiber der Mitte der Grundfliche liegen.

4. Zeichne den Pyramidenstumpf a) der Aufg. 3 a), b) der Aufg. 2 b}in Grund
rif} und Aufri}.

5. Zeichne den Pyramidenstumpf a) der Aufg. 3 b), b) der Aufg. 2 a) in schré-
ger Parallelprojektion (3, 45°). :

6. Wie éindert sich die Gestalt eines Pyramidenstumpfes, bei dem die Mitte der
Deckfliche senkrecht iiber der Mitte der Grundfliche liegt, wenn a) die
Deckflidche parallel zur Anfangslage so verschoben wird, daB ihre Punkte
zur Grundfliche senkrechte Bahnen beschreiben, b) wenn die Deckfliche

1) Achte auf die Verdeutschungen der Fachausdriicke.
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in ihrer Ebene parallel zur Anfangslage verschoben wird? ¢) Behilt man
einen Pyramidenstumpf, wenn sich die obere Deckfliche um ihren Mittei-
punkt in ihrer Ebene dreht?

Darstellung des Kegelstumpfes
7. Welche Figur mufl man a) um eine ihrer Seiten, b) um ihre Symmetrieachse
rotieren lassen, um einen geraden Kreiskegelstumpf!) zu erhalten?
8. Zeichne das Netz einesKegelstumpfes, dessen Grund- und Deckfliichen Kreise
mit dem Radius 2,5 em und 1,5 cm sind, und dessen Seitenlinie 4 cm ist.
9. Zeichne das Netz eines Kegelstumpfes, dessen Radien 4,5 cm und 1,5 cm
sind und dessen Hohe 4 cm ist.
10, Zeichne den Kegelstumpf a) der Aufg. 9, b) der Aufg. 8 in GrundriB3 und
Aufril.

11. Zeichne den Kegelstumpf a) der Aufg. 9, b) der Aufg. 8 in schriiger Parallel-
projektion (entweder %, 45° oder ¥, 60°).

Berechnung des Pyramidenstumpfes und des Kegelstumpfes

Oberfliche und Mantel

12. Von einem Pyramidenstumpf mit quadratischer Grundfliche sind gegeben
die Seiten @, = 10,5 cm und a, = 4,5 cm der parallelen Flichen und die
Hohe k= 4 em (die Mitte der oberen Fliche liegt senkrecht iiber der Mitte
der unteren). Berechne die Oberfliche des Kérpers.

13. Von einem Pyramidenstumpf mit quadratischer Grundfliche sind gegeben
die Seiten a, = 17,8 cm und @, = 1,8 cm und die Seitenkante s = 12,8 cm.
Berechne die Oberfliche des Kaorpers.

14. Rolle den Mantel des geraden Kegelstumpfes in die Ebene ab und leite fiir

ihn die Formel
M=nas(r, +1,)

ab, wo s die Seitenlinie, r, und r, die Radien bezeichnen.

15. Berechne den Zentriwinkel, der zu dem Kreisringausschnitt gehort, den der
Mantel eines Kegelstumpfes von der Seitenlinge s und den Radien r, und
r, bildet. '

16. Welche Beziehung besteht zwischen den Radien, der Hohe und der Seiten-

. linie eines Kegelstumpfes?

17. Gib eine Formel fiir die Oberfliche des Kegelstumpfes an, ausgedriickt
durch s, r; und r,.

18. Gib Formeln fiir a) den Mantel, b) die Oberfliche des Kegelstumpfes an, die
auBer den Radien r, und r, die Héhe k des Kegelstumpfes enthalten.

19, Berechne Mantel und Oberfliche eines geraden Kegelstumpfes aus:
a) r, = 0,425 m, ry=0,275m, s= 31,83 cm;
b) r; = 8,35 cm, ry = 5,35 cm, h =12 cm.

1) Wo nichts anderes gesagt, schreiben wir statt ,,gerader Kreiskegelstumpf* in Zu-
kunft einfach ,,Kegelstumpf“.
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"Inhalt

20. (Wiederholung.) Es sei z die Héhe der Erginzungspyramide oder des Er-
ginzungskegels, & die Hohe des Stumpfes, G die groBere, g die kleinere Deck-
fliche. Beweise, dal

z:(e+h)=Vg:VG ist.

21. Fasse den Inhalt des Pyramidenstumpfes als Differenz der Vollpyramide
und der Erginzungspyramide auf, beseitige in dem Ausdruck an der Hand
der in Aufg. 20 abgeleiteten Proportion x und leite so die Formel fiir den
Inhalt des Pyramidenstumpfes ab:

=3h(6+VGg+g).

22, Leite a) ebenso wie in'Aufg. 21, b) indem du den Kegelstumpf als Grenze
eines Pyramidenstumpfes ansiehst, die Formel fiir den Inhalt des Kegel-
stumpfes ab

V= -731h(r12 + ryr, 41,2,
23. Berechne den Inhalt a) des in Aufg. 12 genannten, b) des in Aufg. 13 ge-
nannten Pyramidenstumpfes mit quadratischer Grundfliche.

24, Grundfliche und Deckfliche eines Pyramidenstumpfes sind .gleiehseitige
Dreiecke mit den Seiten 12,5 cm und 7,5 cm. Die Hohe ist 10 em. Berechne
den Inhalt.

25. a) und b) Berechne den Inhalt der in Aufg. 19 gegebenen Kegelstumpfe.
26. Von einem Kegelstumpf ist

gegeben: gesucht:
a) r;=1539cm, r,=4266cm, V=38688m? h, M;
b) ryir,=2:5, V=18825cm? h=>5,665cm; rory M.

27. a) Ein Kegelstumpf mit den Radien r, und r, und der Héhe %, b) ein qua-
dratischer Pyramidenstumpf mit den Seiten a und & und der Hohe £ ist
durch eine Parallele zur Grundfliche zu halbieren. Berechne Lage und
GroBe des Querschnittes.

Trigonometrische Berechnungen

28. Berechne von dem in Aufg. 12 gegebenen Pyramidenstumpf a) die Neigung
der Seitenflichen gegen die Grundfliche, b) die Neigung der Seitenkanten
gegen die Grundflache, ¢) die Winkel der Trapeze, die die Seitenflichen
bilden. )

29. Berechne von dem in Aufg. 13 gegebenen Pyramidenstumpf a) die Neigung
der Seitenkanten gegen die Grundfliche, b) die Neigung der Seitenflichen
gegen die Grundfliche, ¢) die Winkel der Trapeze, die die Seitenflichen
bilden.
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30. Wie grof3 ist det Neigungswinkel der Seitenlinien eines Kegelstumpfes gegen
die Grundfliche, wenn gegeben ist a) r; = 13 em, r, = 7,5 cm, & = 5,5 cm,
b) ry=124cm, r, =84 cm, s=4,8cm?

81. Von éinem Kegelstumpf sind die Radien r, = 25 cm und r, = 12 em und
der Neigungswinkel der Seitenlinien gegen die Grundfliche a = 75° ge-
geben. Berechne Mantel und Inhalt des Kegelstumpfes.

Niiherungsformeln

32. Eine Niherungsformel fiir den Pyramiden- und fiir den Kegelstumpf gibt
als MaB des Inhalts das Produkt aus Hohe und Mittelschnitt. Sprich das
a) fiir einen quadratischen Pyramidenstumpf, b) fiir den Kegelstumpf in
einer Formel aus.

83. Stelle den Fehler fest, den man bei Anwendung der eben (Aufg. 32) ge-
nannten Néherungsformel begeht, a) bei einem Kegelstumpf mit den Radien
9 cm und 10 em und der Hohe 5 cm, b) bei einem Pyramidenstumpf mit
quadratischer Grundfliche (Seiten a und b) und der Héhe A.

84. Einen Kegel kann man als Kegelstumpf, eine Pyramide als Pyramiden-
stumpf ansehen, dessen Deck{liche zu Null geworden ist. Stelle fest, welchen
Wert die Néherungsformel von Aufg. 32 fiir diesen Fall angibt und welches
also der Fehler ist.

35. Einen Zylinder kann man als Kegelstumpf, ein Prisma als Pyramiden-
stumpf ansehen, dessen Deckfliche und Grundfliche gleich sind. Erértere
die Niherungsformel von Aufg. 32 fiir diesen Fall.

86. Eine andere Naherungsformel gibt fiir den Inhalt Ges Pyramiden- und
Kegelstumpfes das Produkt aus Héhe und arithmetischem Mittel der beiden
Deckflichen an. Sprich die Regel in einer Formel aus.

87. Stelle den Fehler fest, den man bei Anwendung dieser zweiten Niherungs-
formel (Aufg. 36) begeht a) bei einem Kegelstumpf mit den Radien 9 cm
und 10 cm und der Héhe 5 em, b) bei einem Pyramidenstumpf mit quadra-
tischer Grundfliche (Seiten a und b) und der Héhe . ¢) Vergleiche die Er-
gebnisse mit den in Aufg. 33 bei der ersten Niherungsformel gewonnenen.

88. Beantworte die Frage in Aufg. 34 fiir die zweite Niherungsformel.

39. Beantworte die Frage in Aufg. 35 fiir die zweite Naherungsformel.

40. Untersuche, in welchem Verhiltnis die Fehler stehen, die man bei Anwen-
dung der beiden Niaherungsformeln auf Pyramiden- und Kegelstumpf be-
geht.

41. Ein FaB kann man in roher Anniherung als Summe zweier Kegelstumpfe
berechnen, die mit ihren Grundflichen aneinanderstofien. Zur Berechnung
kann man a) die genaue Formel, b) die erste Naherungsformel (Aufg. 32),
¢) die zweite Néherungsformel (Aufg. 36) benutzen. Gib in allen drei Fillen
zundchst die Formel fiir die Spundweite S (= Durchmesser in der FaBmitte),
die Bodenweite B (= Durchmesser an den FaBenden) und FaBlinge [ an
und fiihre sodann die Rechnung fiir § = 80 ¢cm, B = 70 cm, [ = 110 cm
durch.
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42. Die Lambert sche Néiherungsformel (1765) fiir die Berechnung eines Fas-
ses beriicksichtigt auch die Wolbung. Sie lautet
V&l (284 B?).
Berechne fiir das in Aufg. 41 angefiihrte Beispiel die Abweichungen von den
dort genannten drei Néherungsformeln.

Praktische Anwendungen

43. Wie schwer ist ein Kork, der die Gestalt eines Kegelstumpfes hat, und
3,5 cm lang, oben 2,1 cm, unten 1,3 cm dick ist? (Spez. Gew. 0,24).

44. Ein Eimer aus Holzfaserstoff von { cm Dicke hat oben einen Umfang von
95 ¢m, unten von 73 cm und eine Seitenlinie von 27 ¢cm; simtliche MaBe
sind auBen genommen. Berechne, wieviel Liter Wasser er faBt, wenn er
a) bis zum Rande gefiillt ist, b) wenn das Wasser 5 cm vom oberen Rand
absteht.

45. Der Schornstein einer Hiitte ist 140 m hoch, hat unten eine lichte Weite
von 5,25 m und 1,50 m Wanddicke, oben 2,50 m lichte Weite und 0,25 m
Wanddicke. Berechne a) den Inhalt des Mauerwerkes unter der (nicht genau
zutreffenden) Annahme, daB die Abnahme der Dicke von unten bis oben
gleichmiBig erfolgt, b) den Gesamtdruck auf die Fundamente, wenn als
spez. Gewicht des Mauerwerkes 1,75 angenommen wird.

46. Berechne die Zahl der Festmeter (= Kubikmeter Holz mit Rinde) a) bei
einem ‘Stammende von 14 m Linge und 170 ¢m mittlerem Umfang, b) bei
einem Stammende von 12,5 m Linge und einer Stammdicke (Durchmesser)
unten 66 cm, oben 52 cm, ¢) bei einem Stammende von 25 m Linge, das
unten einen Umfang von 2,35 m, oben von 0,75 m hat. In allen Fillen sind
die Niherungsformen zu verwenden.

47. Ein Kohlenkasten aus Blech hat die Gestalt eines Pyramidenstumpfes mit
quadratischem Querschnitt. Er ist 54 cm hoch, die oberen Kanten sind

.15 em, die unteren 32 cm lang. a) Wieviel 1 Kohlen fafit er? b) Wieviel
Blech erfordert er zu seiner Herstellung (er ist natiirlich oben offen)?

48. Ein Wagenkasten ist &hnlich gestaltet wie ein Pyramidenstumpf mit recht.
eckiger Grundfliche, nur sind zwei Seitenflichen parallel zueinander. Die
Innenmafe sind unten 1,2 m X 2,9 m, oben-1,7 m X 2,9 m, die Tiefe ist 0,9 m.
a) Wie grof3 ist der Rauminhalt? (Wende eine der fiir den Pyramidenstumpf
abgeleiteten Naherungsformel an.) b) Wieviel Doppelzentner Kartoffeln
gehen in den Wagen, wenn man als Gewicht von 11 Kartoffeln { kg an-
nimmt.?

Geometrische Uberlegungen

49. Welche Formeln fiir den Mantel, die Oberfliche und den Inhalt des Kegel-
stumpfes, fiir den Inhalt des Pyramidenstumpfes gelten fiir schiefe ebenso
wie fiir gerade Stumpfe? Erértere bei den Formeln, die nicht erhalten blei-
ben, die auftretenden Schwierigkeiten.

50. Wie steht es mit der Anwendung der Néherungsformeln (Aufg. 32 und 36)
bei schiefen Pyramiden- und Kegelstumpfen?



51—53, 1—17] § 40. Kugel 9251

Aus der Geschichte der Geometrie

51. Der folgende Satz aus der Schrift ,,Uber Kugel und Zylinder* von Archi-
medes (287—212 v. Chr.) ist zu beweisen:
,»Schneidet man einen geraden Kegel mit einer zur Grundfldche parallelen
Ebene, so ist der Teil des Kegelmantels zwischen den parallelen Ebenen
gleich einem Kreise, dessen Radius die mittlere Proportionale ist zu dem
Teil der Seitenlinie des Kegels, der zwischen die parallelen Ebenen fillt, und
der Strecke, die gleich der Summe der Radien der in den Parallelebenen
liegenden Kreise ist.*
Lose die folgenden Aufgaben aus Herons Vermessungslehre, Buch III,
durch Rechnung:

52. ,,Es sei eine Pyramide, die eine Basis A BI'A von beliebiger Form hat und
zur Spitze den Punkt E. Es sei gegeben eine Seite derselben AE = 5 und
die Aufgabe sei, sie mit einer der Basis parallelen Ebene so zu schneiden,
daB die an der Spitze abgeschnittene Pyramide beispielsweise viermal so
groB sei als der iibrigbleibende Korper.*

53. ,,Es sei ein Kegelstumpf gegeben, den man in einem gegebenen Verhiltnis
teilen soll. Seine Basis sei der Kreis A B, seine obere AbschluBfliche der
Kreis AE und die Aufgabe sei, ihn durch eine der Basis parallele Ebene so
zu teilen, dal der Abschnitt an der oberen AbschluBlfliche viermal so groB
ist als der iibrigbleibende.*

§ 40. Kugel

Darstellung der Kugel

1. a) Welche ebene Figur muB man um eine Begrenzungslinie, b) welche ebene
Figur um eine Symmetrieachse rotieren lassen, um eine Kugel zu erhalten?

2. Untersuche ebene Schnitte durch eine Kugel. a) Was ist iiber ihre Gestalt
zu sagen? b) Unter welchen Umsténden sind die Schnitte gleich groB?

3. Zeige, daB man die Kugeloberfliche nur angenihert (wie? — Globus) in die
Ebene abwickeln kann.

4. Stelle eine Kugel im Grundrifl und Aufril dar.

5. Eine Kugel wird durch eine Ebene a) parallel zur GrundriBebene, b) par-
allel zur AufriBBebene geschnitten. Zeichne den Querschnitt in die GrundriB-
Aufriidarstellung ein.

6. Stelle eine Kugel (Radius 5 cm) in schriiger Parallelprojektion dar, indem
du zunéichst in gleichen Abstinden horizontale Schnitte legst, diese in
schriger Parallelprojektion (¥, 60°) darstellst und den UmriB der Kugel
als Umhiillende der Bildellipsen zeichnest.

7. Was fiir eine Figur ist der Umri8 einer in schriger Parallelprojektion dar-
gestellten Kugel (Grund!)?



252 Einfiihrung in die Stereometrie [8—15

8. Zeichne in moglichst praktischer Lage a) einen Kugelabschnitt, b) eine
Kugelzone, ¢) einen Kugelaussehnitt im Grundril und Aufrif
und in den gleichen MaBen in schriger Parallelprojektion.

Berechnung der Kugel

9, Denke auf der Kugel Lingen- und Breitenkreise wie auf der Erdkugel ein-
gezeichnet. Die Ecken jedes Vierecks (sind es nur Vierecke?) verbinde mit
dem Mittelpunkt. Zeige, dal durch Summation aller pyramidenihnlichen
Teilkorper, je groBer ihre Zahl wird, um so genauer die Gleichung

1
= ?r <0
gilt, wo V der Inhalt, O die Oberfliche, r der Radius der Kugel ist.
A
—
=
L]
t
-
i
Az
Fig. 261 Fig. 262

10. (Archimedischer Beweis.) Fig. 261 zeigt ein Quadrat mit Diagonale
und eingeschriebenem Kreisquadranten. Zeichne die durch Rotation um
AlAs entstehenden Rotationskérper a) in schriiger P&ra,llelpro]ektlon
b) in GrundriB und AufriB.

11. Lege in beliebigem Abstand & parallel zur Grundfliche einen ebenen Schnitt
durch die Rotationskérper und zeichne den Querschnitt a) in wirklicher
GroBe (also’im GrundriB), b) in schriger Parallelprojektion.

12. Beweise, dall der Querschnitt durch die Halbkugel flichengleich dem Kreis-
ring ist, der aus dem Restkorper von Zylinder und Kegel ausgeschnitten
wird (Halbkugel, Zylinder und Kegel sind so entstanden, wie es Aufg. 10
angibt).

13. Beweise aus dem Ergebnis der Aufg. 12 die Gleichung -

. 4
=37 3
fiir den Inhalt der Kugel.
14. Leite aus den Gleichungen der Aufg. 13 und 9 fiir die Kugeloberflache die

Formel ab
O =4nr.

15. Lege durch eine Halbkugel in gleichen Abstinden parallel zur Grundfliche
eine Ebenenschar. Die entstehenden Kugelzonen ersetze durch Kegel-



16—28] § 40. Kugel 253

stumpfe. In Fig.-262 sind von einem dieser Kegelstumpfe die Radien g, und
o, der Deckflichen, die Hohe & und die Seitenlinie s gezeichnet. a) Beweise,
daBl

e—lgg’:v=h:s
ist, wo v der Abstand des Kugelmittelpunktes von s ist. b) Driicke jetzt den
Kegelstumpfmantel statt durch g,, g, und s durch % und v aus. ¢) Beweise,
daB man durch Addition aller Kegelstumpfmiintel fiir die gesamte Kugel
erhilt O = 4 #r%, wenn man beriicksichtigt, daB, je kleiner % wird, um so
mehr v sich r néhert. d) Leite jetzt, von dem Ausdruck fiir O ausgehend, die
Formel fiir V ab.

16. Sprich die Formeln fiir Oberfliche und Inhalt der Kugel statt fiir den Ra-
dius fiir den Durchmesser der Kugel aus. ’

17. Berechne den Inhalt einer Kugel mit dem Radius 10 em.

18. Welchen Radius hat eine Kugel, deren Inhalt 11 ist?

19. Welchen Durchmesser hat eine Kugel, deren Oberfliche ein Quadratmeter
ist?

20. In welchem Verhiiltnis stehen die Inhalte und die Oberflichen zweier Ku-
geln, deren Radien sich a) wie 1: 2, b) wie m: n verhalten?

21. In welchem Verhiiltnis stehen die Radien und die Oberflichen zweier Ku-
geln, deren Inhalt sich a) wie 1: 2, b) wie m: n verhalten?

22. Gegeben sind zwei Kugeln mit dem Radius r; und r,. Wie gro8 ist a) eine
Kugel, die den gleichen Rauminhalt, b) eine Kugel, die die gleiche Ober-
fliche hat, wie die beiden gegebenen zusammen?

23. a) Gegeben ist ein Wiirfel. In welchem Verhiltnis stehen die Oberflichen
der drei Kugeln, von denen die eine von den Wiirfelebenen, die zweite von
den Wiirfelkanten beriihrt wird, wihrend die dritte durch die Wiirfelecken
geht. b) Beantworte dieselbe Frage fiir ein Tetraeder, ¢) fiir ein Oktaeder.

24. Eine Kugel und a) ein Wiirfel, b) ein Zylinder mit quadratischem Achsen-
schnitt haben gleiche Oberfliche. In welchem Verhiltnis stehen die Inhalte
der beiden Korper?

25. Eine Kugel und a) ein Wiirfel, b) ein Zylinder mit quadratischem Achsen-
schnitt haben gleichen Inhalt. In welchem Verhiltnis stehen die Oberflachen
der beiden Korper?

26. Einer Halbkugel ist eine Kugel eingeschrieben, die in der Mitte des Halb-
kreises ruht und die Halbkugel beriihrt. Wie groB ist der Restkorper?

27. Einer Kugel ist ein Wiirfel eingeschrieben. Den Wiirfelflichen sind gerade
Pyramiden aufgesetzt, deren Spitzen in der Kugeloberfliche liegen. a) Wie
groB ist der Rauminhalt des Kérpers? b) Zeichne den Korper in Grundrif3
und AufriB oder in schriger Parallelprojektion.

28. Einer Halbkugel ist der grote Kegel eingeschrieben, also der gerade Kegel,
der die gleiche Grundfliche wie die Halbkugel hat, und dessen Hohe gleich
dem Radius ist. Berechne Oberfliche und Inhalt des Restkorpers, der ent-
steht, wenn man diesen Kegel aus der Halbkugel herausschneidet.
Geometrie. 8.—5. 17
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29. Aus einer Halbkugel wird ein auf der Grundfliche stehender gerader Zylin-
der mit quadratischem Achsenschnitt herausgebohrt, dessen Achse durch
die Mitte der Grundfliche geht. a) Zeichne den Restkérper in Grundriff und
Aufri. b) Berechne den Inhalt des Restkorpers.

30. Stelle a) die Oberiliche, b) den Inhalt einer Kugel graphisch dar als Funk-
tion des Radius (geeigneter MaBstab).

31. Einem Kegel mit gleichseitigem Achsenschnitt ist eine Kugel eingeschrie-
ben, eine andere umgeschrieben. In welchem Verhaltnis stehen a) die Ober-
flichen, b) die Inhalte der Kugeln?

32. Einem Zylinder mit quadratischem Achsenschnitt ist eine Kugel einge-
schrieben, eine andere umgeschrieben. In welchem Verhiltnis stehen a) die
Oberflichen, b) die Inhalte der Kugeln?

Prakiische Anwendungen
33. Wie schwer wire eine Korkkugel vom Radius 1 m (spez. Gewicht 0,24)t

34. Welchen Durchmesser hat eine Goldkugel, die einen Zentner (= 50 kg)
wiegt (spez. Gewicht 19,3)¢

35. Welchen Durchmesser und welche Oberfliche hat ein Freiballon, der
1500 m?® falit?

36. a) Wie groB ist die Oberfliche eines ,,Heuers (in anderen Gegenden ,,Klik-
kers®, einer ,,Murmelkugel‘)? Schitze erst, mi} dann den Durchmesser und
berechne. b) Was kostet das Vergolden einer Kirchturmkugel vom Radius
22 ¢cm, wenn der Quadratzentimeter auf 15 Pf.. kommt.

37. a) Wie grofB3 ist die Oberfliche der Erde, wenn sie als Kugel mit dem Radius
6370 km betrachtet wird? b) Um wieviel groBer ist die Oberfliche, wenn der
Erdradius statt 6370 km die Lénge 6377 km hat?

38. Das Pantheon in Rom ist in seinem Hauptteil ein Zylinder und eine diesem
Zylinder aufgesetzte Halbkugel. Durchmesser des Zylinders und Hohe des
Bauwerkes sind gleich, und zwar 43,5 m. Wie gro8 ist (von Nischen und dem
,~Auge® oben abgesehen) die Innenfliche?

39. Eine Wandnische hat die Gestalt eines halben Kreiszylinders von der Héhe
6 m und dem Radius 2 m, dem eine Viertelkugel aufgesetzt ist. Zeichne die
Nische in GrundriBl und Aufril und berechne ihre Wandfliche.

40. Eine guBeiserne Kugel ist 1,5 cm dick und hat einen duBeren Umfang von
16,9 cm. Wie schwer ist sie? (Spez. Gewicht des GuBeisens 7,24.)

41. Aus einem Tropfen Seifelésung, dessen Gestalt als Kugel mit $ cm Durch-
messer angenommen werde, wird eine Seifenblase geblasen, die einen Durch-
messer von 10 cm hat. a) Wie dick ist die Fliissigkeitsschicht, die die Seifen-
blase bildet? b) Um wieviel muB3 der Durchmesser grofier werden, wenn die
Fliissigkeitsschicht nur noch halb so dick sein soll?
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Kugelabschnitt, Kugelausschnitt, Kugelkappe, Kugelzone
42, Fiihre die Uberlegung im Archimedischen Beweis (Aufg. 10-—12) fiir einen
Kugelabschnitt durch und beweise, daB sein Inhalt
V——rzhz(.’}r—h) ist.

43. Fithre an Stelle des Kugelradius r den Radius ¢ des den Kugelabschnitt
begrenzenden Kreises ein und beweise so die Formel

V= sah@ett ).
44. Berechne einen Kugelabschnit} ausr =4 cmunda) k=1 cm,b) k=2 cm,
¢) h=3cm.

45. Berechne den Inhalt des Kugelabschnittes, dessen Grundkreisradius die
Hilfte des Kugelradius ist.

46. Berechne die Inhalte der beiden Kugelabschnitte, die entstehen, wenn ein
Kugeldurchmesser durch eine zu ihm senkrechte Ebene im Verhaltnis
a) 1:3, b) 1: 2 geteilt wird.

47. Berechne einen Kugelabschnitt, dessen Héhe % = 3,1 em, dessen Grund-
kreisdurchmesser d = 11,4 cm ist.

48. Zeige, daB man durch geeignete Wahl von % aus der Formel fiir den Kugel-
abschnitt die fiir die Halbkugel und fiir die ganze Kugel erhalt.

49, Fasse den Kugelausschnitt als Summe von Kugelabschmtt und Kegel
auf und leite so die Inhaltsformel ab
2
= Y wr2h.
50. Berechne den Kugelausschnitt, der zu dem a) in Aufg. 44a), b) in Aufg. 45,
¢) in Aufg. 47 genannten Kugelabschnitt gehort.

51. Zeige, daBl man bei geeigneter Wahl von % aus der Formel fiir den Kugel-
ausschnitt die fiir die Halbkugel gewinnt.

52. Leite mit Hilfe der Beziehung V=3}r0 die Formel fiir die Kugelkappe ab:

O=2nrh.
53. Berechne eine Kugelkappe aus (g ist der Radius des Grenzkreises):
a) r=10cm, k= 5cm; b) r=15cm, o =12 cm;

¢) p=48cm, k=32 cm.

54. Fasse eine Kugelzone als Differenz zweier Kugelkappen auf und leite so
die Formel
O=2zrh ab.
55. Zeige, dal man aus der Formel fiir die Kugelzone als besonderen Fall die
fiir die Kugelkappe und die fiir die ganze Kugelfliche herauslesen kann.
56. Berechne eine Kugelzone, wenn gegeben ist & = r = 7,83 em.
17*
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57. Eine Halbkugel ist durch eine Ebene parallel zur Grundfliche so zu schnei-
den, daB sich die abgeschnittene Kugelkappe zur verbleibenden Kugelzone
wie 1: 2 verhilt. Wie ist der Schnitt zu legen?

58. Stelle a) die Kugelzone (oder Kugelkappe), b) den Inhalt des Kugelaus-
schnittes, ¢) den Inhalt des Kugelabschnittes als Funktion der Hohe £ bei
gleichbleibendem Radius r dar. (Fiir die konstant gehaltenen GroBen sind
zweckmiBige Werte anzunehmen.)

Trig ische Berech

59. Wie groB ist der Offnungswinkel eines Kugelausschmttes wenn der Kugel-
radius 7 = 7,5 cm und die Hohe & = 2,5 cm gegeben ist?

60. Von einem Kugelausschnitt ist der Offnungswinkel a) a = 120°, b) a =90°
gegeben. Berechne den Inhalt des Kugelausschnittes und die Oberfliche der
zugehorigen Kugelkappe, wenn der Kugelradius r = 10 cm ist.

61. Das Volum eines Kugelausschnittes ist ein Drittel der ganzen Kugel. Wie
groB ist der Offnungswinkel?

Praktische Anwendungen

62. Berechne den Radius a) des 30., b) des 45. Breitenkreises, ¢) des Breiten-
kreises deines Wohnortes. d) Welcher Breitenkreis ist halb so lang wie
der Aquator?

63. Wie groB3 ist a) eine kalte, b) eine gemifBigte, ¢) die heille Zone der Erde?

64. Eine plankonvexe Linse aus Flintglas (spez. Gewicht 3,33) soll einen Durch-
messer von 12 em haben und der Radius der konvexen Fliche soll 23,4 em
sein. a) Wieviel cm® Glas braucht man zu ihrer Herstellung? b) Wie schwer
ist sie?

65. Eine bikonvexe Linse, die beiderseits gleich gekriimmt ist, hat in der Mitte
eine Dicke von 23 mm und einen Durchmesser von 30 cm. Wie groB ist
a) ihr Gewicht (spez. Gew. 3,33), b) ihre Oberfliche?

66. Eine Holzkugel von 11,1 em Durchmesser taucht 6,9 em tief in Wasser ein.
a) Wie grof ist die unbenetzte Fliche? b) Wie groB ist das spezifische Ge-
wicht der Kugel?

67. Aus einer Kugel mit dem Radius r = 5 cm ist ein Zylinder vom Radius
@ = 4 cm so herausgebohrt, daB seine Achse gerade durch den Kugelmittel-
punkt geht. Berechne a) die Oberfliche, b) den Inhalt des dabei entstehen
den Restkorpers.

68. Wie groB ist die Kugelkappe der Erde, die man vom Pic von Teneriffa
(3730 m) iiberblickt?

69. Eine Kugel vom Radius r wird von einer punktférmigen Lichtquelle be-
leuchtet, deren Abstand vom Kugelmittelpunkt a) 27, b) & - r ist. In wel-
chem Verhéltnis stehen beleuchtete und unbeleuchtete Kugelkappe?

Riickblick auf die Berechnungsformeln der Kérper

70. Zeige, daB die Formeln a) fiir die Oberflichen, b) fiir die Rauminhalte von
Quader, Prisma, Pyramide, Zylinder, Kegel, Pyramidenstumpf, Kegel-
stumpf, Kugel die gleiche Dimension haben. Welche?
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71. Wann sind a) Zylinder, b) Kegel, ¢) Kugeln kongruent?

72. Wann sind a) Prismen, b) Pyramiden, ¢) Zylinder, d) Kegel, ¢) Kugeln,
f) Kugelkappen éhnlich?

73. In zwei dhnlichen Korpern verhalten sich homologe Strecken wie m: n. In
welchem Verhéltnis stehen a) die Oberflichen, b) die Rauminhalte?

74. Die Oberflichen zweier &hnlicher Korper verhalten sich wie m: n. In wel-
chem Verhiltnis stehen a) homologe Strecken, b) die Rauminhalte?

75. Die Rauminhalte zweier ahnlicher Korper verhalten sich wie m:n. In
welchem Verhiltnis stehen a) homologe Strecken, b) homologe Flichen?

76. Nenne Formen von a) Quadern, b) Pyramiden, ¢) Zylindern, d) Kegeln,
die ohne weitere Bedingungen &hnlich sind.

77. Es sei die Oberfliche oder der Rauminhalt eines Kérpers nur von einer
einzigen Strecke z (etwa der Kante beim Wiirfel, dem Radius bei der Ku-
gel) abhiingig. Zeige an Beispielen, daB dann O = k22, V = k,a? ist, wo k,
und %, Konstanten sind. (Gib die Konstanten fiir einige Korper an!)

78. a) Ein Wiirfel, b) ein Zylinder mit quadratischem Achsenschnitt, ¢) eine
Kugel aus irgendeinem Metall im Gewicht von 1 kg wird erst in 10, dann
in 100, dann in 1000 Kérper der gleichen Art umgegossen. Wie groB ist in
jedem Falle die Oberfliche aller Korper? Welche Strecke fiillen die Korper
in jedem Falle aus, wenn man sie aneinanderreiht?

Aus der Geschichte der Geometrie

79. Untersuche, ob der Ausdruck, den Aryabhatta (geb. 476 n. Chr.) fiir den
Inhalt der Kugel angibt, namlich das Produkt aus der Fliche des groBten
Kreises und der Quadratwurzel daraus, ein Naherungswert oder ein fal-
scher Wert ist.

80. Priife in gleicher Weise die Angabe von Beha Eddin (1547—1622), da§

der Kugelinhalt (i-i d)3 oder, mit 7 geschrieben, (%1)3 sei.

81. Priife in gleicher Weise die Angabe, die sich in einem Brief von Adelbold
von Utrecht an Gerbert, den nachmaligen Papst Sylvester ( 1003), fin-
det, daB von dem Kubus des Durchmessers $ abgezogen, mit anderen Wor-
ten also, 31 dieses Kubus zu nehmen sei, damit man den Kugelinhalt erhalte.

Aus der Schrift ,,Uber Kugel und Zylinder von Archimedes (287—212
v.Chr.):
82. ., Jede Kugel ist gleich dem Vierfachen des Kegels, dessen Grundfliche

gleich dem groBSten Kreise und dessen Héhe gleich dem Radius der Kugel
ist.” Zeige, dafl dieser Satz sich aus unseren Formeln ergibt.

83. ,,Die Kugelkappe ist gleich einem Kreise, dessen Radius gleich dem Ab-
stand des Scheitels der Kalotte von einem Punkte des Grundkreises ist.
Zeige die Ubereinstimmung mit unserer Formel.
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Anhang

Die grofien und kleinen griechischen Buchstaben -
A, a = a, alpha I,. =1, icta P,o'=r, rho
B, =0, beta K, x =k, kappa Z, 0 =s, sigma
I,y =g, gamma A, A =1, lambda T,7=t, tau
A, 6 =d, delta M, p = m, my Y, v =1y, ypsilon
E, ¢ =&, &psilon N, v =n, ny @, ¢ = ph, phi
Z,{ =z, zéta EfE=x,xi X, y = ch, chi
H,n=8%, &a 0, 0 = §, omikron Y, p = ps, psi
0@, & = th, théta I,z =p, pi 2, w = 5, 6méga



Geometrischer Leitfaden

§ 1. Geraden und Winkel

Strahl und Strecke

1. Erkliirung. Ein Strahl ist ein von einem Punkt begrenztes Stiick einer

Geraden.

Wihrend sich also die Gerade nach beiden Seiten beliebig weit erstreckt,
erstreckt sich der Strahl nur nach einer Seite beliebig weit. Der Punkt, der
ihn auf der anderen Seite begrenzt, heilt Anfangspunkt.

2. Erklirung. Eine Strecke ist ein von zwei Punkten begrenztes Stiick einer
Geraden. Die beiden begrenzenden Punkte heiflen die Endpunkte der
Strecke.

Zwischen zwei Punkten gibt es nur eine einzige Strecke, und diese ist kiirzer
als jeder zwischen den beiden Endpunkten gezogene gebrochene Streckenzug.

8. Messung von Strecken. Eine Strecke wird dadurch gemessen, da8 man fest-
stellt, wie oft eine Einheit auf ihr abgetragen werden kann. Als Einheit
nimmt man je nach der Linge der Strecke mm (Millimeter), cm (Zenti-
meter), dm (Dezimeter), m (Meter), km (Kilometer). Ein Meter sollte
urspriinglich der 10000000. Teil des Erdquadranten sein, d. h. des vom
Pol bis zum Aquator reichenden Stiickes eines Erdmeridians. Genauer gesagt
ist es der Abstand zweier Striche, die auf einem im internationalen MaB-
und Gewichtsbiiro in Paris niedergelegten Metallmafstab mit einem
Diamanten eingeritzt sind. 1 dm ist der zehnte, 1 em der hundertste, 1 mm
der tausendste Teil des Meters, 1 km ist das Tausendfache des Meters.

Winkel

4. Erklirung. Ein Winkel ist eine Figur, die aus zwei Strahlen mit gemein-
samem Anfangpunkt gebildet wird. Die beiden Strahlen heiflen Schenkel,
der gemeinsame Ausgangspunkt heilt Scheitel des Winkels.

Das Zeichen fiir Winkel ist <.

Ein Winkel entsteht, wenn man einen Strahl um seinen Anfangspunkt
dreht. Anfangs- und Endlage des Strahles sind dann die Schenkel des
Winkels. '
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5. Erklirung. Ein Vollwinkel entsteht, wenn man einen Strahl so lange um
seinen Anfangspunkt dreht, bis er zum ersten Male in seine Anfangslage zurtick-
kehrt. Die Hilfte eines Vollwinkels nennt man einen gestreckten Winkel.
Den vierten Teil eines Vollwinkels nennt man einen rechten Winkel.
Man teilt einen Vollwinkel auch in 360 gleiche Teile; diese heilen Grade.
Das Zeichen fiir Grad ist °.

Der rechte Winkel hat z. B. 90°, der gestreckte 180°.

Erklirung. Winkel, die kleiner als ein rechter sind, heiflen spitze Winkel;
Winkel, die groBer als ein rechter und kleiner als ein gestreckter sind, heiBen
stumpfe Winkel. Winkel, die grofer als ein gestreckter sind, heiflen iiber-
stumpfe Winkel.

Nebenwinkel und Scheitelwinkel

6. Erklirung. Nebenwinkel entstehen, wenn man den einen Schenkel eines
Winkels iiber den Scheitelpunkt hinaus verlingert, d. h. zu einer Geraden
erginzt. Zwei Winkel sind also Nebenwinkel, wenn sie den Schenkel
gemeinsam haben und wenn die anderen Schenkel eine Gerade bilden.

Nebenwinkelsatz. Die Summe zweier Nebenwinkel betragt 180°. Die
beiden Nebenwinkel bilden nimlich zusammen einen gestreckten Winkel.

Folgerung. Sind zwei Nebenwinkel gleich, so ist jeder ein rechter.

7. Erklirung. Scheitelwinkel entstehen, wenn man beide Schenkel eines
Winkels tiber den Scheitelpunkt hinaus ver-. ¢
lingert oder wenn man eine Gerade um einen
ihrer Punkte dreht. Scheitelwinkel sind also
Winkel, bei denen die Schenkel des einen die
Verlingerungen der Schenkel des anderen
sind. Schneiden sich zwei Geraden, so ent-

Fig. 1 Fig.2 ,

stehen zwei Paare von Scheitelwinkeln. In der Fig. 1 sind die Winkel a und 8
Scheitelwinkel und ebenso die Winkel » und 4.
Scheitelwinkelsatz. Scheitelwinkel sind gleich. _
Denke ich sie mir ndmlich durch Drehung einer Geraden um einen Punkt
entstanden, so entstehen beide Winkel durch die gleiche Drehung.
Folgerung. Schneiden sich zwei Geraden so, dafl zwei durch den Schnittpunkt
begrenzte Strahlen einen rechten Winkel bilden, so sind alle vier Winkel,
die entstehen, rechte. Der eine ist nidmlich ein rechter als Scheitelwinkel
des gegebenen, die beiden anderen sind es als Nebenwinkel des gegebenen.
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Man sagt in diesem Falle, die Geraden stehen senkrecht aufeinander, die
eine Gerade ist eine Senkrechte auf der anderen.

Das Zeichen fiir senkrecht ist 1. |

In Fig. 2 ist z. B. AB 1L CD.

Gegenwinkel, Wechselwinkel, entgegengesetzt liegende Winkel

8. Erklirung. Werden zwei Geraden von einer dritten geschnitten (Fig. 3),
so entstehen, wenn wir von dem Schnittpunkt der beiden ersten Geraden
absehen, insgesamt acht Winkel. Man nennt

a) Winkel, die auf gleichen Seiten der schneidenden und der geschnittenen
Geraden liegen, gleichliegende Winkel
oder Gegenwinkel;

in der Fig. 3 sind z. B. a und & Gegenwinkel; o
b) Winkel, die auf verschiedenen Seiten der 3 p
schneidenden und der geschnittenen Ge- %

raden liegen, Wechselwinkel;

in der Fig. 3 sind z. B. y und ¢ oder ¢ und 5
Wechselwinkel ; £\%

¢) Winkel, die auf gleichen Seiten der . ~\n
schneidenden und auf verschiedenen Seiten Fig. 3

der geschnittenen Geraden liegen, ent-

gegengesetzt liegende Winkel;

in der Fig. 3 sind z. B. y und { oder a und 9 entgegengesetzt liegende Winkel.

Parallele Geraden

9, Erklirung. Wenn man einen Winkel lings des einen Schenkels verschiebt,
go bilden die anderen Schenkel mit ihren Verlangerungen parallele Ge-
raden (Parallelen).

Parallelen schneiden 'sich nicht, so weit man sie auch verlingert. Ist eine
Gerade gegeben und ein Punkt, der nicht auf ihr liegt, so kann man durch
diesen Punkt immer eine und nur eine Parallele zu der Geraden ziehen.
Sind die Geraden g, und g, parallel, so schreibt man das g, | g.

10. Parallelensatz. 1. Wenn zwei Parallelen von einer dritten Geraden
geschnitten werden, so sind die Gegenwinkel gleich,

Ich kann mir nidmlich die Parallelen durch Verschieben des einen Winkels
in seinen Gegenwinkel entstanden denken (Fig. 4).

2. Wenn zwei Parallelen von einer dritten Geraden ge-
schnitten werden, so sind die Wechselwinkel gleich.
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Es ist beispielsweise (Fig.4) a =& als Gegenwinkel,
a =y als Scheitelwinkel,
folglich sind die Wechselwinkel ¢ und 9 gleich.

3. Wenn zwei Parallelen von einer dritten Geraden ge-
schnitten werden, so betrigt die Summe zweier entgegen-
gesetzt liegenden Winkel

zwei rechte.

Es ist beispielsweise (Fig. 4)

a=¢ als Gegenwinkel, 6“
a - 0 = 180° als Nebenwinkel;
folglich betriigt auch die Summe der

Winkel ¢ und § zwei rechte. e/s

Umkehrung des Parallelensatzes. '\7 7
1. Werden zwei Geraden Fig.4 -
von einer dritten Geraden
so geschnitten, daBl ein Paar Gegenwinkel gleich ist, so
sind die geschnittenen Geraden parallel:

B
g

Zwei Parallelen konnen nimlich durch Verschieben eines Winkels lings
eines seiner Schenkel entstanden-gedacht werden (Fig. 4).

2. Werden zwei Geraden von einer dritten Geraden so ge-
schnitten, dall ein Paar Wechselwinkel gleich ist, so sind
die geschnittenen Geraden parallel.

Ist némlich etwa in Fig. 4 der Winkel = ¢, so ist, weil 6 und f als Scheitel-
winkel gleich sind, auch { = f. Es sind also auch zwei Gegenwinkel an
den geschnittenen Geraden gleich; mithin sind die Geraden nach dem
Vorangehenden parallel.
3. Werden zwei Geraden von einer dritten Geraden so ge-
schnitten, dafl zwei entgegengesetzt liegende Winkel sich
zu zwei rechten erginzen, so sind die geschnittgnen Ge-
raden parallel.

Ist namlich etwa in Fig. 4 6 +¢& = 1807,

_so ist, weil 0 und a Nebenwinkel sind, auch

6 - a = 180°.
Es ist also 0+e=6+a,
und mithin g =a.

Es sind also auch zwei Gegenwinkel an den geschnittenen Geraden gleich;
mithin sind die Geraden nach dem Vorhergehenden parallel.
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§ 2. Das Dreieck
Begriff des Dreiecks

1. Erklirung. Ein Dreieck ist eine Figur, die aus drei Punkten, die nicht
in einer Geraden liegen, und ihren Verbindungsstrecken gebildet wird.
Die drei Punkte heilen die Ecken des Dreiecks, die drei Strecken die
Seiten des Dreiecks, die Winkel zwischen den Strecken die Winkel
(genauer die Innenwinkel) des Dreiecks.

Zur Bezeichnung des Dreiecks benutzt man das Zeichen A. Ein Dreieck
mit den Ecken A, B und C schreibt man also AABC. .
Wenn nichts anderes gesagt wird, bedeutet a den Winkel BAC, § den
Winkel ABC, y den Winkel AC B, a die Seite BC, b die Seite AC, ¢ die
Séite AB. ’

Seiten des Dreiecks

2. Seitensatz. Im Dreieck ist die Summe zweier Seiten groBer als
die dritte. .

Es ist im A ABC z. B. der Weg von A nach B auf der Strecke ¢ kiirzer

als der Weg auf dem Streckenzug iiber B, weil die Strecke eine kiirzere

Verbindung zwischen zwei Punkten ist als irgendein Streckenzug (§ 1, Nr. 2).

Folgerung. Im Dreieck ist die Differenz zweier Seiten kleiner als die dritte.

Winkel des Dreiecks
3. Winkelsatz. Im Dreieck ist die Summe der Winkel 180°.

Beweis. Zieht man zu BC durch A die Parallele MN, dann ist (Fig. 5)
X MAB gleich dem Innenwinkel f des Dreiecks als Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen. Aus dem
gleichen Grunde ist XNAC gleich p A
dem Innenwinkel p. Da aber die )

Winkel MAB, BAC = a, NAC zu-
sammen einen gestreckten Winkel
bilden, ist auch die Summe aller drei
Innenwinkel ¢, f und y gleich 180°.

Folgerung. Ein Dreieck kann nicht mehr
als einen stumpfen Winkel, nicht 8 ¢
mehr als einen rechten Winkel haben. TFig. 5
Die beiden anderen Winkel sind spitz.

4, Einteilung der Dreiecke nach den Winkeln. Ein Dreieck mit drei spitzen
Winkeln heiflt spitzwinklig, ein Dreieck mit einem rechten Winkel heiBlt
rechtwinklig, ein Dreieck mit einem stumpfen Winkel heilt stumpf-
winklig.

Erkldrung. Im rechtwinkligen Dreieck heift die dem rechten Winkel gegeniiber-
liegende Seite Hypotenuse, die beiden anderen Seiten heilen Katheten.

Folgerung. Die Summe der spitzen Winkel im rechtwinkligen Dreieck ist 90°.
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5. Erklirung. Verlingert man eine Dreiecksseite iiber eine Ecke hinaus, so
entsteht ein AuBSenwinkel.

6. AuBenwinkelsatz. Ein AuBenwinkel eines Dreiecks ist gleich der
Summe der beiden ihm nicht anliegenden Innenwinkel.
Beweis. Als Nebenwinkel sind ein Innenwinkel und der zugehérige AuBen-
winkel zusammen 180° groB3; es ist etwa, wenn a’ der dem Innenwinkel a
anliegende Auflenwinkel ist,
a+ a = 180°.

Andererseits sind alle drei Innenwinkel zusammen auch gleich 180° nach
dem Winkelsatz.
Es ist also atd =a+f+y,
mithin a =p+y.

Folgerung. Ein AuBenwinkel eines Dreiecks ist grofler als jeder der beiden
ihm nicht anliegenden Innenwinkel.

Axialsymietrische Dreiecke

7. Erklirung. Eine ebene Figur heillt axialsymmetrisch, wenn man durch
Umklappen um eine in der Ebene gelegene Gerade den einen Teil der Figur
mit dem anderen zur Deckung bringen kann. Die Gerade heifit die Symme.
trieachse der Figur.

8. Satz. Im symmetrischen Dreieck sind zwei Seiten und zwei Win.
kel gleich; die Symmetrieachsehalbiert dendritten Winkel
und dessen Gegenseite und steht auf ihr senkrecht.

Beweis. Ist A BC das symmetrische Dreieck (Fig. 6), so muBl die Symmetrie-

achse durch eine Ecke des Dreiecks gehen. Wire das niamlich nicht der
Fall, so ligen auf der einen Seite der Geraden zwei Eckpunkte des Drei-
ecks, auf der anderen lige einer. Dann wire es un-
moglich, dal die beiden Teile der Figur zur Deckung
kommen. Die Moglichkeit, da} alle drei Ecken auf LA
einer Seite der Geraden liegen, scheidet erst recht
aus.

Die Symmetrieachse gehe also durch eine Ecke, etwa
durch A4 ; sie schneide die gegeniiberliegende Seite im
Punkte D. Dann fillt beim Umklappen A auf A,
D auf D und Punkt B auf C. Mithin ist AB = AC,

SABD = < ACD, ¥ BAD = <CAD, BD = ¢D. % 2 ¢
X ADB = < ADC. Aus der Gleichheit der letzten
beiden Winkel, die zugleich Nebenwinkel sind, folgt Fig. 6

aber (§ 1, Nr. 6, Folgerung) AD 1 BC.
9. Satz. Ein Dreieck ist symmetrisch, wenn in ihm zwei Seiten oder
zwei Winkel gleich sind.

Beweis. 1. Ist im Dreieck A BC (Fig. 6) AB = AC, dann betrachte man die
Winkelhalbierende des Winkels BAC als Symmetrieachse. Beim Um-
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klappen fillt A auf A, D, der Schnittpunkt der Symmetrieachse mit der
Gegenseite, auf D, AB wegen der Gleichheit von <BAD und «XCAD
in die Richtung von AC und wegen der Gleichheit der Seiten AB und AC
auch B auf C. Das Dreieck ist also symmetrisch.

2. Ist im Dreieck ABC (Fig. 6) <<ABC = X ACB, dann betrachte man
die Mittelsenkrechte von B(C als Symmetrieachse. Der Schnitt der Sym-
metrieachse mit BC sei D. Klappt man den einen Teil der Figur um die
Symmetrieachse herum, so fillt D auf D, B auf C und wegen der Gleich-
heit der Winkel BA in die Richtung von CA. Der Schritt von AB mit
der Symmetrieachse ist also der gleiche, wie der Schnitt von AC mit der
Symmetrieachse. Das heiflt aber, die Symmetrieachse geht durch den
Punkt 4.

10. Erklirung. Das symmetrische Dreieck heifit auch gleichschenkliges
Dreieck. Die gleichen Seiten heilen die Schenkel, die Seite, die von
der Symmetrieachse geschnitten wird, heiBt die Basis. Der Winkel, der
von der Symmetrieachse durchsetzt wird. heifit der Winkel an der
Spitze, die beiden anderen Winkel heifen Basiswinkel.

Unter Verwendung dieser Begriffe wollen wir die beiden wichtigsten Tat-
sachen aus den Sétzen in Nr.8 und Nr. 9 noch einmal aussprechen:

Satz1. Im gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel gleich.

Satz 2. Sind in einem Dreieck die Basiswinkel gleich, soist es gleich-
schenklig.

Folgerung 1. Der AuBlenwinkel an der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks
ist doppelt so groB wie jeder Basiswinkel.

Folgerung 2. Ein gleichsejtiges Dreieck hat drei Symmetrieachsen. Alle Winkel
eines gleichseitigen Dreiecks sind gleich und zwar betrigt jeder 60°.

Unsymmetrische Dreiecke

11. Satz. Im Dreieck liegt der groBeren Seite der groBere Winkel
gegeniiber.

Beweis (Fig. 7). Es sei AC > AB. Dann ziehe man die Winkelhalbierende
durch A, die die Gegenseite in D schneidet. Klappt man jetzt ABD um
AD herum, so fillt B auf AC, weil ja < BAD = X CAD ist. und zwar
zwischen A und C; seine Lage sei B’. Nach dem

AuBenwinkelsatz ist dann im Dreieck' B'DC A
XAB'D > ¢ ACB,
und, da S AB'D = <ABD ist, B,
auch XABC > < ACB. c = Y]
12, Satz. Im Dreieck liegt dem gréBeren Win. Fig. 7

kel die groBere Seite gegeniiber.

Beweis. Im Dreieck ABC sei f§ > p. Dann ist zunichst unméglich, daB AC
= AR ist, denn dann wire ja f§ =y (Nr.9). Es kann aber .auch nicht
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AB > AC sein, denn dann wire nach Nr. 10 y > f. Also bleibt nur die
Moglichkeit iibrig, dal AC > AB ist.

Folgerung 1. Im rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse die groBte Seite.

Folgerung 2 und Erklirung. Von allen Strecken, die einen Punkt mit Punkten

13.

einer Geraden verbinden, ist die Senkrechte von dem Punkt auf die
Gerade die kiirzeste. Diese kiirzeste Strecke nennt man den Abstand
des Punktes von der Geraden.

Kongruenz der Dreiecke

Erklirung. Zwei Figuren heifien kongruent, wenn sie zu vollstindiger
Deckung gebracht werden kénnen.

Die Kongruenz zweier Dreiecke kann man also nachweisen, indem man
zeigt, daBl sie so aufeinander gelegt werden kénnen, daB die Ecken auf-
einanderfallen. Man kann den Nachweis fiir die Kongruenz auch dadurch
erbringen, dal man die Dreiecke in symmetrische Lage bringt; von dieser
Lage fiihrt némlich das Umklappen um die Symmetrieachse zur Deckung.
Die Stiicke (Seiten, Winkel), die bei der Deckung aufeinanderfallen, heiBen
homologe (gleichliegende) Stiicke.

Das Zeichen fiir kongruent ist =2,

14. Erster Kongruenzsatz. Dreiecke, die in zwei Seiten und dem ein-

Beweis (Fig. 8). Wenn in den Dreiecken ABC n

geschlossenen Winkel iibereinstimmen, sind kongruent.

und A’'B'C'’a=a',b =b und y =y ist, A
dann kann ich AA’B’C’ so auf ANABC
legen, dafl ' auf y fallt und zwar der
Schenkel C'A’ in die Richtung von CA.
Dann fallt A’ auf A, weil C'A’ =CA 8 c 8 ¢
ist, und B’ auf B, weil C'B’'=CB ist. Fig. 8

Die Dreiecke decken sich also.

15. Zweiter Kongruenzsatz. Dreiecke, diein einer Seite und zwei gleich-

liegenden Winkeln {ibereinstimmen, sind kongruent.

Beweis. Wir beweisen zuniichst, daB8 Dreiecke, die in einer Seite und den

anliegenden Winkeln iibereinstimmen, kongruent sind. Wenn (Fig. 8) in
den Dreiecken ABC und A’'B'C’' a =a', f = und y =9’ ist, so kann
man AA'B'C’ so auf AABC legen, daBl B’ auf B und ¢’ auf C {fillt.
A’'B’ fillt in die Richtung von AB und A’C’ fallt in die Richtung von
AC wegen der Gleichheit der Winkel. Folglich fallt auch A’ auf A.

Stimmen die Dreiecke in einer Seite, einem anliegenden und dem gegen-
iiberliegenden Winkel iiberein, ist etwa ¢ =a’, § =§" und a =d/, so
148t sich zunidchst zeigen, dal auch y. = 9’ ist. Da néimlich die Summe
der Winkel jedes Dreiecks den Wert 180° hat, stimmen Dreiecke, die in
zwei Winkeln iibereinstimmen, auch in den dritten Winkeln iiberein.
Die Dreiecke sind deshalb nach dem ersten Teil dieses Beweises kongruent.
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16. Dritter Kongruenzsatz. Dreiecke, die in den drei Seiten iiberein-
stimmen, sind kongruent.

Beweis (Fig. 9). Es sei BC die grofite Seite des Dreiecks. Ich legedann A A’B'C’

so an AABC, daBl B' auf B, C’ ‘auf C fillt und ziehe AA’. Sollten die

Dreiecke stumpfwinklig sein, so liegt der stumpfe Winkel jedenfalls beim

A A

B c

Fig. 9 Fig. 10

A
Punkt 4 (Nr. 10); keinesfalls liegt ein stumpfer Winkel beim Punkt B
oder C. AA’ schneidet also BC. Dann sind ABAA’ und ACAA’ gleich-
schenklig, mithin
< BAA' = < BA'A,
SCAA' = SCA'A.
Durch Addition folgt daraus a =4d'.

Es ist also ABA’C >~ ABAC und BACA' eine symmetrische Figur mit
der Symmetrieachse BC. Damit ist die Kongruenz der Dreiecke ABC
und A’'B’'C’ bewiesen (Nr. 15).

17. Vierter Kongruenzsatz. Dreiecke, die in zwei Seiten und dem der
groleren von ihnen gegeniiberliegenden Winkel iiberein-
stimmen, sind kongruent.

Beweis (Fig. 9 u. 10). Es sei BC die gréBere, AC die kleinere der beiden Seiten
von AABC, deren Gleichheit mit den entsprechenden Seiten des Drei-
ecks A’B’C’ bekannt ist. Dann kann § nur spitz sein, y aber kann spitz
oder stumpf sein. Man legt AA'B’C’ so an AABC; dal B’ auf B und
C’ auf C fallt. Die Verbindungsstrecke AA’ schneidet dann, je nachdem
y ein spitzer oder stumpfer Winkel ist, BC oder die Verlingerung von
BC iiber C hinaus. ACAA’ ist gleichschenklig, weil CA = CA’ ist.
Folglich ist SCAA"= X CA'A.

Nun ist aber <CAB = 4 CA'B,

mithin ist, wie sich in dem Falle, daBl y spitz ist, durch Subtraktion, in
dem Falle, daB 9 stumpf ist, durch Addition beider Gleichungen ergibt,
< BAA'= < BA'A.

Daraus folgt (Nr.9), daB auch BAA’ ein gleichschenkliges Dreieck ist,
also BA = BA'. AABC und AA’'BC sind also nach dem 1. oder 3. Kon-
gruenzsatz kongruent, und damit ist die Kongruenz von AABC und
AA'B'C' bewiesen.
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§ 3. Das Viereck

Das allgemeine Viereck

1. Erklirung. Ein Viereck ist eine Figur, die entsteht, wenn man vier Punkte,
die in einer Ebene liegen, von denen aber keine drei in einer Geraden liegen,
der Reihe nach miteinander verbindet.

Die Punkte heiBen die Ecken, die Verbindungsstrecken die Seiten des
Vierecks; je zwei aufeinanderstoBende Seiten schlieBen einen Vierecks-
winkel ein. Man unterscheidet iiberschlagene Vierecke, bei denen zwei
nicht in einer Ecke aneinanderstoBende Seiten sich schneiden, und nicht
iiberschlagene Vierecke. Es ist im folgenden angenommen worden, dal}
das Viereck nicht iiberschlagen ist. (Vgl. auch die Erklirung Nr. 3.)

Die Verbindungsstrecken gegeniiberliegender Ecken eines Vierecks heiflen
Diagonalen. .

2. Winkelsatz. Die Summe der Winkel im Viereck betrigt 360°.

Beweis. Zieht man eine das Viereck durchsetzende Diagonale, so entstehen
zwei Dreiecke. Die Summe der sechs Winkel der beiden Dreiecke ist die
gleiche wie die Summe der vier Winkel des Vierecks. Mithin ist die Summe
der Viereckswinkel nach dem Winkelsatz des Dreiecks 180° - 2, d. h. 360°.

Erklirung. Ist in einem Viereck ein Winkel iiberstumpf, so heilt das Vier-
eck eingebuchtet.

Das Trapez

3. Erklirung. Ein Viereck, in dem ein Paar Gegenseiten parallel ist, heif3t
Trapez.

4. Winkelsatz. Im Trapez ist die Summe der beiden Winkel, die einer
der nicht parallelen Seiten anliegen, 180°.

Beweis. Entgegengesetzt liegende Winkel an Parallelen ergéinzen sich zu 180°
(§1, Nr. 10). ’
Das Parallelogramm

5. Erkliirung. Ein Viereck, in dem die Gegenseiten paarweise parallel sind,
heit Parallelogramm.

6. Winkelsatz. Im Parallelogramm sind die gegeniiberliegenden Win-
kel gleich,

Beweis. Als entgegengesetzt liegende Winkel an Parallelen, die von einer
Geraden geschnitten werden (§ 1, Nr. 10), werden zwei gegeniiberliegende
Winkel von jedem der beiden anderen Viereckswinkel zu 180° erginzt und
sind deshalb gleich.

7. Seitensatz. Im Parallelogramm sind die Gegenseiten gleich.

Beweis. Zieht man eine Diagonale, dann entstehen zwei Dreiecke (Fig. 11),
die nach dem zweiten Kongruenzsatz kongruent sind. AuBler der gemein-
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samen Diagonale sind néamlich auch die Winkel gleich, wie wieder der Satz
iiber den Schnitt zweier Parallelen mit einer Geraden zeigt. Als homologe
Stiicke sind dann die Gegenseiten des Parallelogramms gleich.

8. Diagonalensatz. Im Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen.

Beweis. Zieht man zwei Diagonalen (Fig. 12), so entstehen vier Dreieclke.
Je zwei gegeniiberliegende Dreiecke sind nach dem zweiten Kongluem
satz kongruent. Die Gleichheit der Winkel kann man wie oben (\r 7)
nachweisen, aufler-

dem sind ja im
Parallelogrammdie
Gegenseiten gleich.
Ist also etwa

AABO = NCDO,

so sind als homo-
loge Stiicke A0 Fig. 11 Fig. 12
und CO gleich und ebenso BO und DO.

9. Erklirung. Eine ebene Figur heilt zentralsymmetrisch, wenn man sie
so um einen Punkt drehen kann, daB sie nach einer Drehung um 180° mit
sich selbst zur Deckung kommt.

Der Drehpunkt heiBt das Zentrum der Symmetrie.
Unter Benutzung dieser Begriffe kann man die bisherigen Sitze iiber das
Parallelogramm (Nr. 6 bis 8) in der folgenden Form zusammenfassen:

Satz. Das Parallelogramm ist zentralsymmetrisch in bezug auf den
Schnittpunkt der Diagonalen.

10. Umkehrung der Parallelogrammsiitze. Ein Viereck ist ein Parallelo-
gramm,
a) wenn die gegeniiberliegenden Winkel gleich sind,
b) wenn die Gegenseiten gleich sind,
¢) wenn ein Paar Gegenseiten gleich und parallel ist,
d) wenn die Diagonalen sich halbieren.

Beweis. a) Es seien a, f, y, 8 die vier Winkel des Vierecks und ¢ = 9, § = 4.
Dann ist nach dem Winkelsatz des Vierecks a 4 f +y + 6 = 360° und
also 2a -+ 28 = 360° und a 4 f = 180°. Nach der Umkehrung des Par-
allelensatzes (§ 1, Nr. 11) folgt aber daraus zunéchst, dal ein Paar Gegen-
seiten parallel ist. In gleicher Weise liBt sich zeigen, daBl a 4 § = 180°
ist; diese Gleichung liefert ebenso den Nachweis dafiir, daB auch das
andere Paar Gegenseiten parallel ist.

b) Zieht man eine Diagonale (Fig.11), so entstehen zwei Dreiecke, die
nach dem dritten Kongruenzsatz kongruent sind. Daraus folgt dann, dafl
als homologe Stiicke die Winkel gleich sind. Wieder zeigt jetzt die Um-
kehrung des Parallelensatzes, dal die Gegenseiten paarweise parallel sind.
¢) Zieht man eine Diagonale (Fig. 11), so sind die entstehenden Dreicke
diesmal nach dem ersten Kongruenzsatz kongruent. Dal} auch das andere
Paar Gegenseiten parallel ist, folgt jetzt wie im Falle b).

Geometrie. 3.—5. "8
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d) Die beiden Diagonalen zerlegen das Viereck in vier Dreiecke (Fig. 12),
von denen je zwei gegeniiberliegende nach dem ersten Kongruenzsatz
kongruent sind. Die Gleichheit der homologen Winkel erweist dann wieder,
dafl die Gegenseiten paarweise parallel sind.

Die Mittellinie im Trapez

- 11. Erklérung. Die Verbindungsstrecke der Mitten der nichtparallelen Seiten
eines Trapezes heifit die Mittellinie des Trapezes.

Satz. Die Mittellinie eines Trapezesist den beiden parallelen Seiten
parallel.

Beweis. Sind E und F die Mitten der nicht- A B e
parallelen Seiten AD und BC eines Tra- ~7
pezes ABCD (Fig. 13), so zieht man
durch F die Parallele zu AD, die die eine Z
der parallelen Seiten und die Verlingerung
der anderen in G und H trifft. AGHD g T N
ist ein Parallelogramm, also AE, die Fig. 13
Hiilfte von AD, gleich GF, der Hélfte von
GH. Mithin ist auch AGFE ein Parallelogramm und deshalb AG | EF.

12, Satz. Die Mittellinie eines Trapezes ist gleich der halben Summe
der beiden parallelen Seiten.

Beweis. Im vorangehenden Beweis war gefunden worden, daB AGFE ein
Parallelogramm ist (Fig. 13). Das gleiche 148t sich ebenso von EFH D

beweisen.
So ergibt sich EF = AG = AB + BG,
EF =DH =DC — HC.
Durch Addition erhélt man 2EF = AB -CD + BG — HC.
Nun ist ABFG= ACFH, also BG = CH. Mithin wird
EF =4(AB + DC).

Das Rechteck

13. Erklirung. Ein Rechteck ist ein Parallelogramm, in dem alle Winkel
rechte sind. — Es geniigt zu sagen, dall ein Win-
kel ein rechter ist, denn dann miissen es nach
den Sitzen vom Parallelogramm auch die an-
deren sein.

A B
j !Mjl[mivgt\-\

g

> 1#&_‘ !
Satz. Im Rechteck sind die Diagonalen gleich. = >
Beweis. Zieht man im Rechteck ABCD die Dia- g ¢
gonalen AC und BD, so sind die Dreiecke ABD Fig. 14

und ACD (Fig. 14) kongruent nach dem ersten
Kongruenzsatz. Als homologe Stiicke sind mithin AC und BD gleich.
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Der Rhombus

14. Eckliirung. Ein Rhombus ist ein Viereck, in dem alle Seiten gleich sind.
Satz. Im Rhombus stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander
und halbieren die Rhombuswinkel.

A
Beweis. Schneiden sich die Diagonalen AC und BD des
Rhombus ABCD im Punkt O, so sind zwei neben- ‘k
einander liegende Teildreiecke, z. B. AOD und AOB, 2 B
kongruent nach dem dritten Kongruenzsatz (Fig. 15). ‘V
Es ist- nimlich AO = A0, AD = AB und, da der
Rhombus ein Parallelogramm ist (Nr. 10), nach dem 4
Diagonalensatz des Parallelogramms DO = BO. Mit- Fig. 15.
hin sind als homologe Stiicke die Winkel DOA und
BOA gleich und, da sie gleichzeitig Nebenwinkel sind, beide rechte. Aus der
Kongruenz der beiden Dreiecke folgt gleichzeitig, da < DAO = < BAO
ist, mit anderen Worten, daB A0 den Winkel DA B des Rhombus halbiert.

Das Quadrat

15. Erklirung. Ein Quadrat ist ein Viereck, das lauter gleiche Seiten und
lauter rechte Winkel hat.

Folgerung. Ein Quadrat ist zugleich Rechteck und Rhombus, seine Diagonalen
sind also gleich, stehen senkrecht aufeinander und halbieren den Quadrat-
winkel.

§ 4. Der Kreis

Kreis und Punkt

1. Erklirung. Wenn in der Ebene eine Strecke um den einen Endpunkt ge-
dreht wird, beschreibt der andere Endpunkt einen Kreis.
Will man die Kreislinie von der von ihr begrenzten Fliche unterscheiden,
so spricht man im ersten Falle von Kreisumfang oder Peripherie, im
zweiten Falle von Kreisfliche. Der Punkt, von dem alle Punkte der
Peripherie gleichen Abstand haben, heiBt der Mittelpunkt des Kreises.
Eine Strecke, die einen Punkt der Peripherie mit dem Mittelpunkt ver-
bindet, heiit Radius (Halbmesser).
Nach der Erklirung des Kreises sind alle Radien eines Kreises gleich.
Der Abstand eines Punktes innerhalb des Kreises vom Mittelpunkt des
Kreises ist kleiner, der Abstand eines Punktes auBerhalb des Kreises vom
Mittelpunkt des Kreises grofer als der Radius.
Der Winkel zwischen zwei Radien heiit Zentriwinkel (Mittelpunkts-
winkel); ein von zwei Punkten der Peripherie begrenztes Stiick heiBt
Kreisbogen;dasvonzweiRadien und dem einen der beiden zugehérigen
Kreisbogen begrenzte Stiick der Kreisfliche heiflt Kreisausschnitt.

18*
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Kreis und Sehne

2. Erklirung, Eine Gerade und ein Kreis haben entweder zwei Punkte gemein-
sam, oder sie berithren sich (haben einen Punkt gemeinsam), oder sie haben
keinen Punkt gemeinsam.

Sind zwei Schnittpunkte vorhanden, so heiBt die Gerade eine Sekante;
eine durch den Mittelpunkt gehende Sekante heift auch Zentrale. Die
zwischen den Schnittpunkten einer Sekante mit einem Kreise liegende
Strecke heit Sehne, eine durch den Mittelpunkt gehende Sehne
heilt Durchmesser. Der Durchmesser ist doppelt so gro wie der
Radius.

Haben Gerade und Kreis einen Punkt gemeinsam, so heifit die Gerade
eine Tangente; der Punkt, in dem sich Kreis und Gerade beriihren, ist
der Berithrungspunkt. Man kann die Tangente als Grenzlage der Se-
kante auffassen, wenn deren zwei Schnittpunkte mit dem Kreis immer
niher und niher zusammenriicken.

Das von einer Sehne und dem einen der beiden zugehérigen Kreisbogen
begrenzte Stiick der Kreisfliche heilit Kreisabschnitt.

3. Erkldrung. Ist der Abstand einer Geraden vom Kreismittelpunkt kleiner
als der Radius, so ist die Gerade eine Sekante und umgekehrt.

Hat ndmlich die Gerade Punkte, deren Abstand vom Mittelpunkt kleiner
als der Radius ist, dann liegt sie zum Teil innerhalb des Kreises und muf§
ihn deshalb schneiden. Ist andererseits eine Gerade Sekante, so liegen
die Punkte der Geraden innerhalb des Kreises; der Abstand dieser
Punkte vom Mittelpunkt ist also kiirzer als der Radius des Kreises,
mithin ist auch der Abstand der Sekanten vom Mittelpunkt kleiner als
der Radius.

4. Satz. Die von einem Kreis und einer Sehne gebildete Figur ist
axialsymmetrisch., Die Symmetrieachse geht durch den
Mittelpunktdes Kreises,durchden Mittelpunktder Sehne,
steht auf der Sehne senkrecht und halbiert den zur Sehne
gehorenden Zentriwinkel.

Beweis. Verbindet man die Endpunkte der Sehne mit dem Mittelpunkt des
Kreises, so entsteht ein symmetrisches Dreieck, auf das die Sitze von
§ 2, Nr. 7, 8 anwendbar sind. - )

Folgerung. Die Mittelsenkrechte einer Kreissehne geht durch den Kreis-
mittelpunkt.

5. Satz. 1. In einem Kreise haben Sehnen gleicher Linge gleichen
Abstand vom Mittelpunkt.

2. Sehnen eines Kreises, die gleichen Abstand vom Mittel-
punkt haben, sind gleich lang.
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Beweis. 1. Sind (Fig. 16) AB und CD die gleichlangen Sehnen, M E und

MF die den Abstand messenden Senkrechten vom Mittelpunkt 3 auf die
Sehnen, so ist AMAE == AMDF nach dem vierten Kongruenzsatz. Mit-
hin ist ME = MF.
2. Ist umgekehrt ME = MF, so kann man die Kongruenz der gleichen
Dreiecke wieder aus dem vierten Kongruenzsatz folgern und jetzt AE = DF
finden, wonach dann auch
AB =CD ist.

5

Fig. 16 Fig. 17

Kreis und Tangente

6. Satz. Die von einem Kreis und einer Tangente gebildete Figur
ist axialsymmetrisch. Die Symmetrieachse geht durch den
Mittelpunkt des Kreises, durch den Berithrungspunkt und
steht auf der Tangente senkrecht.

Beweis. Der Satz folgt aus Nr. 4, wenn man die Tangente als Grenzlage der
Sekante auffaBt.

Folgerung. Die im Endpunkt eines Radius auf diesem errichtete Senkrechte
ist Tangente an den Kreis.

7. Satz. Die Figur, die von einem Kreis und den von einem Punkte
auflerhalb des Kreises an diesen gelegten Tangenten ge-
bildet wird, ist axialsymmetrisch. Die Symmetrieachse
ist die durch den Schnittpunkt der Tangenten gelegte
Zentrale.

Beweis (Fig. 17). Sind T, und 7, die Berithrungspunkte der von dem Punkt P
an den Kreis um M gelegten Tangenten, so ist nach dem vierten Kongruenz-
satz APT M= APT,M.

Folgerung 1. Die Winkelhalbierende des von zwei Kreistangenten gebildeten
Winkels geht durch den Kreismittelpunkt.

Folgerung 2. Legt man von einem Punkte an einen Kreis die beiden Tan-
genten, so sind die beiden Strecken von dem Punkt bis zu den Beriihrungs-
punkten gleich.
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Kreis und Winkel

8. Erklirung. Ein Winkel, dessen Scheitelpunkt auf der Peripherie eines
Kreises liegt, heiBit Peripheriewinkel, wenn die Schenkel Sekanten sind,
er heilt Sehnentangentenwinkel, wenn ein Schenkel Sekante, der
andere Tangente ist.

Satz vom Peripheriewinkel. Der Zentriwinkel ist doppelt so groBl wie

der Peripheriewinkel iiber dem gleichen Bogen.

Beweis. 1. Fall (Fig. 18). Es sei AP B ein Peripheriewinkel und der Mittel-
punkt M des Kreises liege auf einem der Schenkel, etwa auf PA. Dann
ist AM P B gleichschenklig, also (nach §2, Nr. 9, Folgerungl) <xAMB
=2. JAPB.

A B 4 B
v
Fig. 18 Fig. 19

2. Fall (Fig. 19). Liegt der Mittelpunkt }/ des Kreises zwischen den Schen-
keln des Peripheriewinkels, so ziehe man 3 P. Dieser Strahl treffe den
Kreisbogen in C.

Nach dem 1. Fall ist dann
SAMC =2-XAPC
< BMC=2-<BPC,

und durch Addition erhilt man
SAMB=2.<APB.

3. Fall (Fig. 20). Liegt M nicht zwischen
den Schenkeln des Peripheriewinkels, sondern
auBerhalb, so verfihrt man genau so wie im
2. Falle, nur hat man statt der Summe die Fig. 20
Differenz der beiden Winkel zu nehmen. .
Folgerung 1. Peripheriewinkel iiber gleichem Bogen sind gleich.

Folgerung 2 (Satz von Thales). Der Peripheriewinkel iiber dem Halb-
kreis ist ein rechter.

9. Satz vom Sehnentangentenwinkel. Der Sehnentangentenwinkel ist
gleich dem Peripheriewinkel iiber dem zugehorigen Kreis-
bogen.
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Beweis. Der Satz folgt aus dem vorangehenden, wenn man nachweist, dall
der Sehnentangentenwinkel gleich dem halben Zentriwinkel iber dem
zugehorigen Kreisbogen ist. Ist (Fig. 21)
C M die durch den Kreismittelpunkt gehende
Mittelsenkrechte der Sehne AB und NAB
der Sehnentangentenwinkel, dann erginzt
< M A B sowohl den Sehnentangentenwinkel
wie den Winkel AM C zu einem rechten. s
ist also <x AMC, der die Hilfte des Zentri-
winkels und damit gleich dem Peripherie-
winkel iiber AB ist, gleich dem Sehnen-
tangentenwinkel.

Bemerkung. LéBt man den Scheitelpunkt P
eines Peripheriewinkels auf der Peripherie
wandern, bis er mit dem einen Endpunkt
(etwa A) der zum- Peripheriewinkel ge-
horenden Sehne AB zusammenfillt, dann wird aus dem Peripherie-
winkel ein Sehnentangentenwinkel. Der Satz vom Sehnentangentenwinkel
ist also ein Grenzfall des Satzes vom Peripheriewinkel.

Kreis und Dreieck

10. Satz. Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punkte, dem Mittelpunkt des Umkreises.

Beweis. Die Dreiecksseiten werden Sehnen des Kreises. Dessen Mittelpunkt
liegt also nach Nr.4, Folgerung, auf den Mittelsenkrechten aller drei
Seiten. Der Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten hat von allen drei
Ecken gleichen Abstand, gehort also auch der dritten Mittelsenkrechten
an. Es gehen also alle drei Mittelsenkrechten durch einen Punkt.

11. Satz. Die Hoéhen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte,
dem Hohenpunkt.

Beweis. Zieht man durch die Ecken eines Dreiecks die Parallelen zu den
Gegenseiten, so entsteht ein neues Dreieck, dessen Mittelsenkrechten die
Héhen des urspriinglichen sind. Da die Mittelsenkrechten des neuen Drei-
ecks sich in einem Punkt schneiden, tun es auch die Hohen des urspriing-
lichen.

12, Satz. Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punkte, dem Mittelpunkte des Inkreises.

Beweis. Die Dreiecksseiten werden Tangenten des Kreises. Der Mittelpunkt
des Inkreises liegt also nach Nr.7, Folgerung 1, auf den Halbierenden
aller drei Dreieckswinkel. Der Schnittpunkt zweier Winkelhalbierenden
hat von allen drei Seiten gleichen Abstand, gehért also auch der dritten
Winkelhalbierenden an. Es gehen also alle drei Winkelhalbierenden durch
einen Punkt.
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13. Satz. Die Halbierende des Innenwinkels eines Dreiecks und der
beiden AuBenwinkel, die nicht Nebenwinkel von ihm sind,
schneiden sich in einem Punkte, dem Mittelpunkt eines
der drei Ankreise.

Beweis. Ein Ankreis hat eine Dreiecksseite und die Verlingerungen der beiden
anderen zu Tangenten (Fig. 22). Sein Mittelpunkt liegt nach Nr. 7, Fol-
gerung 1, auf einer Winkelhalbierenden und gleichzeitig auf den Hal-
bierenden der beiden diesem Dreieckswinkel nicht anliegenden Aufen-
winkel. Der Schnittpunkt zweier dieser Halbierenden ist von allen drei
Seiten gleichweit entfernt und gehort deshalb
der dritten Halbierenden an. Es gehen also
alle drei Halbierenden durch einen Punkt.

14. Satz. Die Strecke von einer Ecke eines
Dreiecks bis zum Beriithrungs-
punkt des Ankreises mit der Ge-
genseite ist gleichdem halben Um-
fang des Dreiecks. Die Strecke
von einer Eckedes Dreicks biszum
Beriihrungspunkt des Inkreises
ist gleich der Differenz aus dem
halben Umfang und der Gegen-
seite.

Beweis (Fig. 22).-Sind D, E, F die Beriihrungspunkte des Inkreises mit den
Seiten BC, AC und AB des Dreiecks A BC, und sind I, E', F’ die ent-
sprechenden Beriihrungspunkte des Ankreises an BC, dann ist AE’ = AF’
und AE = AF (Nr.17, Folgerung 2) und deshalb EE’' = FF'. Weiter ist
(wieder nach Nr. 7, Folgerung 2)

FF'+ EE'= BD)'+ BD +CD'+ CD = 2BC
und nach dem oben Bewiesenen also
FF'= EE'= BC.

Nennt man den halben Umfang des Dreiecks s, setzt also

s:a+g+c,
dann ist AF'+ AE'= AB + BD'+4 CD'+ AC = 2s,
mithin AF' = AE' =35
und AF = AF' —FF' =5 —a.

Kreis und Viereck

15. Erklirung. Ein Viereck, dessen Seiten Sehnen eines Kreises sind, heiBt
Sehnenviereck. :

Satz vom Sehnenviereck. Im Sehnenviereck betrigt die Summe der
gegeniiberliegenden Winkel 180°.
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Beweis. Ist (Fig. 23) M der Mittelpunkt des Umkreises des Sehnenvierecks

ABCD, so verbinde man # mit B und D, dann ist nach dem Peripherie-
winkelsatz der Zentriwinkel BM D das Doppelte des einen Vierecks-
winkels, etwa von a. Der andere, den eben genannten zu 360° erginzende
Zentriwinkel BM D ist dann das Doppelte des a gegeniiberliegenden
Winkels y. Es ist also

20 + 2y = 360°

und {folglich a4y =180°
Dann ist auch g 4 ¢ = 180°.

Umkehrung. Betrigt in einem Viereck die Summe der gegeniiber-

liegenden Winkel 180°, dann ist es ein Sehnenviereck.

Beweis (Fig. 24). Durch die Ecken A, B, C eines Vierecks A BCD 1Bt sich

16. Erklirung. Ein Viereck, dessen Seiten B

Satz vom Tangentenviereck. Im Tangenten-

Beweis (Fig. 25). Sind E, F, G, H die Be-

immer ein Kreis legen. Dieser schneidet die Vierecksseite 4D entweder in
einem Punkte D; zwischen
A und D oder auf der Ver-
lingerung von AD iiber D
hinaus in einem Punkte D,
oder schlieBlich in D selbst.
D Tm ersten Fall ist nach der
Voraussetzung § + 6 = 180°
und nach dem Satz vom
Sehnenviereckf + < AD,C
= 1802 also < AD,C = 4.
Das ist nicht moglich, da Fig. 24
nach dem AuBenwinkelsatz
im ACDD,<AD,C > ¢ ist. Im zweiten Falle ergibe sich ebenso
% AD,C = §, wihrend aus dem AuBenwinkelsatz folgt, dal < AD,C > 6
ist. Es bleibt also nur der dritte Fall iibrig, daB8 der Kreis auch durch
den Punkt D geht.

Tangenten eines Kreises sind, heilt Tangen-
tenviereck.

viereck ist die Summe zweier
Gegenseiten gleich der Summe
der beiden anderen. H

rithrungspunkte der Seiten AB, BC, CD
und DA des Tangentenvierecks mit dem ein-
geschriebenen Kreis, dann ist (Nr. 7, Folge-
rung 2) » G

AE = AH, BE = BF, CF = CG, DG = DH. Fig. 25
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Tolglich ist
AB+CD=AE+EB+CG+G@D=AH-+FB+CF+DH=AD+ BC.
Umkehrung. Ist in einem Viereck die Summe zweier Gegenseiten
gleich der Summe der beiden anderen, so ist es ein Tan-
gentenviereck.

Beweis (Fig. 26). Dem durch die Seiten AB, BC und €D bestimmten Dreieck
l1aBt sich immer ein Kreis einschreiben. Wenn man dann von 4 an diesen
Kreis eine zweite Tangente legt, so schneidet
diese die Seite C' D entweder in einem Punkte 4
D, zwischen C und D oder in einem Punkte
D, auf der Verlingerung von CD iiber D
hinaus oder im Punkte D selbst. Im letzten
Falle fillt also die Tangente mit der vierten
Vierecksseite zusammen. Nach der Voraus-
setzung ist

AB 4+ CD = BC + DA.
Nach dem Satz vom Tangentenviereck ist
im ersten Falle Fig. 26
AB 4+ CD, = BC 4 D/A;
subtrahiert man diese Gleichung von der obigen, so erhilt man
CD —-CD,=DA — DA
oder DA=DD,+ D, A.
Das ist nach dem Seitensatz des Dreiecks unmoglich.
Im zweiten Falle erhilt man
AB—+CD,= BC+4-D,A.
Subtrahiert man von dieser Gleichung die oberste, so erhilt man
CD,—CD=D,A— DA
oder D,A=DD,+ AD.

Das ist wieder nach dem Seitensatz des Dreiecks unmoglich. Es bleibt
within nur die dritte Moglichkeit offen; dann ist aber ABCD ein Tan-
gentenviereck.

B

Kreis und Kreis

17. Exklirung. Zwei Kreise haben entweder gar keinen oder einen oder zwei
Punkte gemeinsam. Haben sie einen Punkt gemeinsam, so nennt man
diesen den Berithtungspunkt. Haben sie zwei Punkte gemeinsam,
so ist die Verbindungsstrecke beider Punkte eine beiden Kreisen ge-
meinsame Sehne.

Satz. Die aus zwei sich schneidenden Kreisen gebildete
Figur ist axialsymmetrisch. Die Symmetrieachse
geht durch die beiden Mittelpunkte und ist Mittel-
senkrechte auf der den beiden Kreisen gemeinsamen
Sehne.
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Beweis. Verbindet man die Schnittpunkte 4 und B der beiden Kreise mit
deren Mittelpunkten M, und M,, so ist AAM M,~ A BM,M,. Das
Viereck ist also symmetrisch mit der gemeinsamen Zentrale als Achse.

18. Satz. Die aus zwei sich berithrenden Kreisen gebildete
Figur ist axialsymmetrisch. Die Symmetrieachse
geht durch die beiden Mittelpunkte und den Beriih-
rungspunkt und steht auf der gemeinsamen Tan-
gente senkrecht.

Beweis. Lige der Beriihrungspunkt der beiden Kreise nicht auf der gemein-
samen Zentralen, so giibe es nach dem Lehrsatz in Nr. 17 symmetrisch
zur Zentralen zwei Schnittpunkte.

§ 5. Geometrische Orter

1. Erklirung. Unter dem geometrischen Ort eines Punktes versteht man
diejenige Linie oder diejenigen Linien. denen alle Punkte angehéren, die
einer gestellten Bedingung geniigen, und keine anderen.

2. Aus der Erklirung des Kreises folgt:

Satz. Der geometrische Ort fiir die Punkte, die von einem festen
Punkte P die Entfernungr haben, ist der Kreis mit dem
Radiusr um P.

Aus der Tatsache, daB Parallelen iiberall gleichen Abstand haben, folgt:

Satz. Der geometrische Ort fiir die Punkte, die von einer festen
Geraden g die Entfernung a haben, ist das Parallelenpaar
beiderseits von g im Abstand e von g.

3. Durch zwei geometrische Orter ist im allgemeinen die Lage eines Punktes

fest bestimmt.

Beispiel. Gesucht werden die Punkte, die von einem gegebenen Punkte P
vorgeschriebene Entfernungr und gleichzeitig von einer gegebenen Ge-
raden g vorgeschriebenen Abstand a haben.

Wegen der ersten Forderung liegt der Punkt auf dem Kreis mit » um P,

wegen der zweiten Forderung auf dem im Abstand a zu g gezogenen Par-

allelenpaar.

Eine Erorterung der verschiedenen Schnittmoglichkeiten der Ortslinien

liefert fiir die Zahl der Punkte, die den gestellten Bedingungen geniigen,

folgende Fille:

a) Der Kreis hat mit keiner der beiden Parallelen Punkte gemein: Es gibt

iiberhaupt keine Punkte, wie sie gefordert werden.

b) Der Kreis hat mit einer der beiden Parallelen, nicht aber mit der anderen
" Parallelen Punkte gemein: Es gibt zwei Punkte, wenn Schnitt, einen Punkt,

wenn Beriihrung eintritt.

¢) Der Kreis hat mit beiden Parallelen Punkte gemein: Es gibt vier Punkte,

wenn mit beiden Parallelen Schnitt, drei Punkte, wenn mit einer Parallelen

Schnitt, mit der anderen Berithrung, zwei Punkte, wenn mit beiden Par-
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allelen Berithrung eintritt. Das letztere ist dann der Fall, wenn P auf g
liegt und a =r ist.

4. Satz. Der geometrische Ort fiir die Punkte, die von zwei festen
Punkten P, und P, gleiche Entfernunghaben,ist die Mittel-
senkrechte der Strecke P, P,.

Satz. Der geometrische Ort fiir die Punkte, die von zwei sich schnei-
denden Geraden g, und g, gleichen Abstand haben, sind die
beiden Halbierungsgeraden der von g, und g, gebildeten
Winkel.

Satz. Der geometrische Ort fiir die Punkte, die von zwei Parallelen
g, und g, gleichen Abstand haben, ist die Parallele zu g,
und g,, die den Abstand von g und g, halbiert.

Beweis. Im ersten Falle ist die Mittelsenkrechté, im zweiten Falle das Paar
der Winkelhalbierenden, im dritten Falle schlieBlich ist die Mittelparallele
Symmetrieachse der Figur. )

5. Aus der Erklirung des Kreises folgt:

Satz. Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, die
durch einen festen Punkt P gehen und den Radiusr haben,
ist der Kreis um P mit dem Radiusr.

Aus dem Satz, dal die Tangenten eines Kreises senkrecht auf den nach
ihren Berithrungspunkten gezogenen Radien stehen (§ 4, Nr. 6), folgt:

Satz. Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, die
eine feste Geradeg in einem festen Punkte P beriihren, ist
die Senkrechte auf g in P.

Satz, Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, die
eine feste Geradeg beriihren und den Radiusr haben, ist
das Parallelenpaar beiderseits von g im Abstandr.

6. Satz. Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, die
durch zwei feste Punkte P, und P, gehen, ist die Mittel-
senkrechte der Strecke P, P,.

Satz. Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, die
zwei feste Geraden g, und g,, die sich schneiden, beriihren,
sind die beiden Halbierungsgeraden der von g, und g, ge -
bildeten Winkel.

Satz. Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, die
zwei feste parallele Geradeng, und g, berithren, ist die
Parallelezug, und g,, dieden Abstand von g, und g, halbiert.

Beweis. Im ersten Falle ist die Mittelsenkrechte, im zweiten Falle das Paar
der Winkelhalbierenden, im dritten Falle schlieBlich ist die Mittelparallele
Symmetrieachse der Figur.
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7. Satz. Der geometrische Ort fiir die Mitten einer Schar paralleler
Sehnen eines Kreises ist der Durchmesser, der auf der
Schar senkrecht steht.

Beweis. Dieser Durchmesser ist Symmetrieachse der Figur.

Satz. Der geometrische Ort fiir die Mitten einer Schar von Kreis-
sehnen mit vorgeschriebener Linge ist der zu dem ge-
gebenen konzentrische Kreis, der zum Radius den Abstand
einer Sehne der Schar vom Mittelpunkte der Kreise hat.

Beweis. Sehnen gleicher Léinge haben gleichen Abstand vom Mittelpunks

(§ 4, Nr. 5).

8. Aus dem Satz vom Peripheriewinkel (§4, Nr. 8) folgt:

Satz. Der geometrische Ort fiir die Punkte, von denen aus eine
Strecke P, P, unter einem Winkel aerscheint, ist der Kreis-
bogen, der iiber Py P, als Sehnea zum Peripheriewinkel
hat.

Als Sonderfall hieraus oder unmittelbar aus dem Satz von Thales (§ 4,
Nr. 8) ergibt sich:

Satz. Der geometrische Ort fiir die Punkte, von denen aus eine
Strecke P,;P, unter rechtem Winkel erscheint, ist der
Kreis mit dem Durchmesser P, P,.

§ 6. Flichenlehre
Flichenma$§

1. Erklirung. Als Flécheneinheit, mit der die Flichen gemessen werden,

benutzt man das Quadrat, dessen Seiten die Lingeneinheit haben. Den
Lingeneinheiten 1 cm, 1 m, 1 km entsprechen als Flicheneinheiten 1 qem
oder 1 em?, 1qm oder 1 m? 1qkm oder 1 km?. Andere Flicheneinheiten
sind 1 mm2, 1a = 100 m?, 1 ha = 100 a.
Im folgenden ist die Angabe der Lingen- und Flicheneinheiten unter-
blieben; die entwickelten Sitze sind unabhingig von der Wahl der be-
nutzten Binheiten. Wenn von der Linge a einer Strecke oder kurz von der
Strecke a die Rede ist, so gibt @ die MafBlzahl an, die sich bei der Messung
unter Benutzung irgendeiner Léngeneinheit ergibt. Wenn gleichzeitig
andere Liingen b, ¢, . . . auftreten, so wird vorausgesetzt, dal die bei diesen
Mafizahlen zugrunde gelegte Lingeneinheit die gleiche ist, wie bei a. Treten
die MaBzahlen von Lingen in einem Ausdruck fiir eine Fliche auf, so
gehort zu diesem Ausdruck diejenige Flicheneinheit, die der benutzten
Lingeneinheit entspricht. Sind also z. B. die Liingen in cm gemessen, so
ist die zugehérige Flicheneinheit em?

Quadrat und Rechteck

2. Satz, Der Flicheninhalt eines Quadrates ist gleich dem Quadra%
. einer Seite.
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Hat also eine Seite die Linge a, so ist
f=a?.

Beweis. 1. Fall. Es sei a eine ganze Zahl, dann kann man das Quadrat
durch Parallelen zu den Seiten in a Reihen von je « Flicheneinheiten
zerlegen. (In der Fig. 27 ist z. B.a =4, die Langeneinheit ist cm, die
Flicheneinheit also cm?) Die Anzahl der Fliacheneinheiten ist dann
a-a =at
2. Fall. Ist a = L, also die Seitenlinge des Quadrates der p te Teil der
Einheit (p eine ganze Zahl), so fithrt man L der vorhergehenden Einheit

als neue Lingeneinheit ein. Von der zugehérigen kleineren Flicheneinheit
gehen dann p Reihen von
je p auf die urspriingliche
Flicheneinheit, d. h. ins-
gesamt p? Die kleinere
Flacheneinheit ist also der
p?te Teil der urspriing-
lichen. Mithin ist der
Flicheninhalt der klei-
neren Kinheit, gemessen
in der groBeren,

1
Fig. 27 i Fig. 28

3. Fall. Ist a ein Bruch, etwa %, so fithrt man — der fritheren als neue

kleinere Lingeneinheit ein. In der zugehérigen Flicheneinheit milt jetzt
die Fliache ¢* Einheiten. Da aber nach Fall 2 jede der kleineren Einheiten

%der vorhergehenden ist, betrigt der Flicheninhalt, gemessen in der ur-
N 2
spriinglichen Einheit, }% oder (%)2 =a?

4. Fall. Ist a nicht ein Bruch, sondern eine irrationale Zahl, so 1aBt sich a
doch durch einen endlichen Dezimalbruch so genau annihern, dafl das
Quadrat des Niherungswertes mit beliebig vorschreibbarer Genauwl\elt
den Inhalt des Quadrates darstellt.

Satz. Der Flicheninhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkt
aus zwei anstoBenden Seiten.

had

Haben also die Seiten die Lingen e und b, so ist
f=ab. -

Beweis. 1. Fall. Sind a und & ganze Zahlen, so kann man das Rechteck durch
Parallelen zu den Seiten in « Reihen von je b Flicheneinheiten zerlegen.
(In der Fig. 28 ist z. B. ¢ = 3 und b = 4; die Lingeneinheiten sind cm,
die Flicheneinheiten also ¢cm2.} Der Flicheninhalt zihlt dann a - b Flichen-
einheiten.
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8

2. Fall. Sind a und b Briiche, etwa a = % und b = r dann wihlt man

als kleinere Langeneinheit % der vorhergehenden. Gemessen in den zu-

gehorigen Flicheneinheiten (von denen (pr)? auf die Einheit gehen), erhilt
man ¢r Reihen von je ps kleinen Quadraten. Man erhilt also als Flichen-
inhalt, ausgedriickt in den kleineren Einheiten, ¢r - ps; kehrt man zur
fritheren Einheit zuriick, so gibt das

awps_ 48

= =
3. Fall. Sind @ und b oder ist eine der beiden Grofen irrational, so lassen
sie sich durch endliche Dezimalbriiche so genau anniihern, daB das Produkt
der Niherungswerte mit beliebig vorgeschriebener Genauigkeit den Inhalt
des Rechtecks darstellt.

Parallelogramm

4. Satz. Der Flacheninhalt eines Parallelogramms ist gleich dem
Produkt aus einer Seite und der zugehdérigen Héohe.

Ist a eine Seite des Parallelogramms, k, die zugehérige Hohe, so ist
f=ah,.

Beweis (Fig. 29). Ist CE die Hohe h, im Parallelogramm A BC D, so verschiebt
man AECB lings AB so, dal B auf 4 und C
auf D fillt. Die neue Lage von E heiBe F. Dann £.__4 z B
ist FECD ein Rechteck mit dem Flicheninhalt
ah,. Das Rechteck hat die gleiche Fliche wie
das Parallelogramm, mithin ist auch dessen
Fliche ah,. (In der Fig. 29 liegt der Fulpunkt 2 [4
E der Héhe C E auf der Seite A B; er kann ebenso- Fig. 29
gut auch auf der Verlingerung der Seite liegen.)

Folgerung. Parallelogramme, die in einer Seite und der dazugehérigen Hohe
iibereinstimmen, sind flichengleich.

5. Satz. Der Flicheninhalt eines Dreicks ist gleich dem halben Pro-
dukt aus einer Seite und der zugehorigen Hohe.

Ist a eine Seite und %, die zugehérige Hohe, so ist
i= -;- ah,.

Beweis (Fig. 11). Man erginzt das Dreieck ABC durch Parallelen, die man
durch C zu AB und durch A zu BC zieht, zum Parallelogramm ABCD.
Da AADC = AABC ist, hat das Parallelogramm den doppelten Inhalt
des Dreiecks. Nach dem eben (Nr. 4) bewiesenen Satz ist also der Flichen-
inhalt des Dreiecks gleich der Hilfte des Produktes aus Seite und zu-
gehoriger Hohe.

Folgerung 1. Dreiecke, die in einer Seite und der zugehérigen Hohe iiberein-
. stimmen, sind flichengleich.
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Folgerung 2. Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist halb so grof wie der
Fliacheninhalt eines Parallelogramms, das mit ihm in einer Seite und der
zugehorigen Hohe iibereinstimmt.

6. Satz. Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem Produkt
aus dem Radius des Inkreises und dem halben Umfang.

Ist ¢ der Radius des Inkreises, s der halbe Umfang des Dreiecks, so ist

f =p - S
Beweis (Fig. 30). Verbindet man den Mittelpunkt des Inkreises eines Drei-
ecks mit den Ecken, so zerfillt das Dreieck in drei Teildreiecke, die simt-

lich die Héhe g haben, withrend die zugehérige Seite eine der Seiten des
ganzen Dreiecks ist. Es ist also

A
f=ta-o+ib-po+icp
=10(a+b-+c)
=Q.S.
4
B . ¢
Fig. 30 Fig. 31

Satz. Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem Produkt
aus dem Radius eines Ankreises und der Differenz aus
dem halben Umfang des Dreiecks und derjenigen Seite,
der der Kreis anliegt.

Ist g, der Radius des der Seite ¢ anliegenden Ankreises, s der halbe Um-
fang, so ist
f=¢ (s —a)

Beweis (Fig. 31). Verbindet man den Mittelpunkt O, des der Seite a anliegenden
Kreises mit den Ecken des Dreiecks ABC, dann kann man die Fliche
des Dreiecks darstellen durch

f= AOAB + NO,AC — NO,BC.

Die Hohe aller drei Teildreiecke ist g,, der Radius des Ankreises; die zu-
gehorigen Seiten sind die Seiten des Dreiecks. Man erhilt also
f=1%b-0a+%c 0. —ta- g
=%t-0.(b+c—a)

=Qa(8_a)
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Trapez

7. Satz. Der Fldcheninhalt eines Trapezes ist gleich dem Produkt
aus der halben Summe der beiden parallelen Seiten und
dem Parallelenabstand.

Sind @ und ¢ die beiden parallelen Seiten, % der Parallelenabstand, dann ist

i=%En

Beweis (Fig. 32). Man zieht im Trapez ABCD die Diagonals AC, dann ist
der Inhalt von AABC gleich % ah und
derInhalt von AAC D gleich{ ch. Durch
Addition beider Werte erhélt man den

Ausdruck fiir den Inhalt des Trapezes. c
Folgerung. Der Flicheninhalt eines Tra- ¥
pezes ist gleich dem Produkt aus der
Mittelparallele und dem Parallelen-  F
abstand (§ 3, Nr. 12).
B \7
4 B
0 [sd y/ J £
Fig. 32 Fig. 33

Der pythagoreische Lehrsatz

8. Erklirung. Féllt man im rechtwinkligen Drejeck vom Scheitelpunkt des
rechten Winkels das Lot auf die Hypotenuse, so zerfillt die Hypotenuse
in zwei Hypotenusenabschnitte.

Lehrsatz von Euklid. Das Quadrat iiber einer Kathete eines recht-
winkligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der Hy-
potenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt.

Ist a die Lange der Kathete, p die Linge des der Kathete a anliegenden
Hypotenusenabschnittes und ¢ die Hypotenuse, dann ist

a?=pec.

Beweis (Fig. 33). Das iiber der Kathete BC des rechtwinkligen Dreiecks 4 BC
errichtete Quadrat BFGC ist doppelt so gro wie das Dreieck BFA, das
gleiche Grundlinie und gleiche Hohe mit ihm hat (Nr.5, Folgerung 2).
Dreht man dieses Dreieck um B um 90° so kommt es in die Lage BCD.
Der Flicheninhalt dieses Dreiecks ist aber die Hélfte des Rechtecks BHJ D,
das mit {hm gleiche Grundlinie und Hohe hat. Mithin ist das Quadrat BFGC
flachengleich mit dem Rechteck BHJ D.

Geometrie. 3.—5. 19
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9, Lehrsatz von Pythagoras. Die Summe der Quadrate iiber den Ka-
theten eines rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem Qua-
drat iiber der Hypotenuse.

Sind @ und b die Liingen der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, ¢ die
Linge der Hypotenuse, dann ist
a? + b? = ¢2.

Beweis (Fig. 33). Nach dem Lehrsatz von Euklid ist das eine Katheten-
quadrat gleich einem Rechteck, das von der Hypotenuse und dem der
Kathete anliegenden Hypotenusenabschnitt gebildet wird. Das entspre-
chende gilt von der anderen Kathete. Die beiden Rechtecke bilden aber
zusammen das Hypotenusenquadrat.

Die heronische Dreiecksformel

10. Heronische Dreiecksformel. Ist s der halbe Umfang des Dreiecks, so
ist der Flacheninhalt des Dreiecks
} f=Vs(s—a)(s—b)(s—ec)
Beweis. Es sei A D die Hohe ki, des Dreiecks 4 BC, und B.D habe die Linge p.
Dann ist nach dem pythagoreischen Lehrsatz im A A BD
hy = ch___pzzl/ (C+ P) (C—P)
Aus A ADC ergibt sich, wenn f ein spitzer Winkel ist (Fig. 34),
b= he + (a— p)?

= h*+ a? —2ap 4 p*
oder, wenn man aus A ABD p*=c*—h?

einsetzt, b*=a?—2ap+ c? und daraus
_ it = b“. A A
- 2a
Ist B ein stumpfer
Winkel (Fig. 35), so o,
erhiilt man auf glei-
a-p
chem Wege Py . 7 > — -
uﬂ + 02 — bﬂ . )
P=—""5;, Fig. 34 Fig. 35

Setzt man das in den obigen Wert von h, ein, so folgt in beiden Fillen

=V [o+2Ee=T) - 2he=h),

2a

=g V@ T o — 9 G —[a—cp),
und wenn man jeden Faktor unter dem Wurzelzeichen noch einmal zerlegt,

=gtV G@d ot @b GFe—oG—ato.
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Fiihrt man hier den halben Umfang s ein, so folgt fiir die Hohe des Dreiecks

h,.:%]/s(s—a) (8—b)(s—c).

Fiir den Flicheninhalt erhilt man dann, indem man diesen Wert in die
Formel = %ah, einsetzt,

f=Vss—a)(s—b)(s—c).

§ 7. Ahnlichkeitslehre

Der erste Strahlensatz

1. Erklirung. Das Verhiltnis der MaBzahlen zweier in irgendeiner Einheit ge-
messenen Strecken nennt man Streckenverhéltnis oder Verhéltnis der
beiden Strecken.

Ist P ein Punkt der Strecke A B, so hat das Streckenverhiltnis P4 : PB
einen bestimmten Wert, der, wenn P von A nach B wandert, von 0 bis oo
wichst. Ist P der Halbierungspunkt von 4 B, dann ist das Streckenver-
hiltnis 1. Umgekehrt gehort zu jedem Wert des Streckenverhiltnisses
PA: PB eine und nur eine Lage des Punktes P; sind also P und Q zwei
Punkte der Strecke A B und haben PA: PB und QA :QB den gleichen
Wert, so fillt P auf Q. Haben die Streckenverhiltnisse ¢ : b und ¢ : d gleichen
Wert, ist also

a:b=c:d,

so bilden die vier MaBzahlen a, b, ¢ und d eine Proportion. Auf eine
solche Gleichung von Streckenverhiltnissen sind also die Gesetze der Pro-
portionslehre anwendbar.

2. Erster Strahlensatz, erster Teil. Werden die Schenkel eines Winkels
von zwei Parallelen geschnitten, so ist das Streckenver-
hiltnis auf dem einén Schenkel

gleich dem entsprechenden auf i
dem andern. ) S
|
|
|
|
]

Schneiden die Parallelen g, und g, die Schenkel &

eines Winkels mit dem Scheitelpunkt S in den

Punkten A4,, B, und A4,, B,, dann ist

SA;: AjA,=8B,: BB,
gz

oder  SA,:8A,=S8B,:SB,. 4, Tig. % By
Beweis. 1. Fall (Fig. 36). Das Streckenverhiltnis SA4,: A, 4, habe den ratio-

nalen Wert m:n, d. h. es gibt eine Lingeneinheit, von der m auf S4,,

n auf A A, fallen. Durch alle Teilpunkte werden Parallelen zu g, und g,

gezogen. Dann entstehen auch auf dem anderen Schemkel lauter gleiche

Abschnitte, und zwar m auf S B, und » auf B, B,. Also ist das Strecken-
verhiltnis auf dem anderen Schenkel gleichfalls m : n.

19*
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2. Fall. Ist ein gemeinsames MaB fiir die Strecken SA; und A4; A4, nicht
vorhanden, ist also das Streckenverhéltnis ein irrationaler Wert, so lillt es
sich doch mit beliebiger Genauigkeit durch einen rationalen Bruch annéihern.
Von diesem Néherungswert gilt dann das in Fall 1 Bewiesene.

Bemerkung. Der Satz gilt in gleicher Weise, wenn die eine Parallele die
Verléingerungen der Schenkel des Winkels iiber den Scheitelpunkt hinaus
schneidet.

3. Exster Strahlensatz, erster Teil, Umkehrung, Werden die Schenkel eines
Winkels von zwei Geraden so geschnitten, daB das
Streckenverhdltnis auf den beiden Schenkeln gleich ist,
so sind die Geraden parallel.

Beweis (Fig. 36). Es sei SA4,: 4,4, =8B,: BBy =m:n, und dabei sei
A, B, nicht parallel A, B,. Dann konnte man durch A, zu A, B, die Parallele
ziehen, die § B, etwa in B, schneiden wiirde. Nach dem ersten Teil des
ersten Strahlensatzes wiire dann

i SA;:AjAy =SBy : B/ B,.
So wiirde man erhalten SB;: BB, =SB, : B/'B,.
Das ist nur mdoglich, wenn B, und B," zusammenfallen.

4. Erster Strahlensatz, zweiter Teil. Werden die Schenkel eines Winkels
von zwei Parallelen geschnitten, so ist das Verhiltnis
der beiden Parallelstrecken das gleiche wie das Verhéltnis
der zugehorigen vom Scheitel aus gemessenen Abschnitte
auf einem Schenkel.

Schneiden die Parallelen g, und g, die Schenkel eines Winkels mit dem
Scheitelpunkt S in. den Punkten A,, B, und A4,, B,, dann ist

A B: AyBy = S8B,:8DB,.

Beweis (Fig. 37). Zieht man durch B, zu S4,
die Parallele, die A, B, in C, schneidet, dann
ist nach dem ersten Teil des ersten Strah-
lensatzes

SB,:SBy = A,Cy: Ay By

. oder, da A4,B,C,A, ein Parallelogramm ist
und also A, B, = A,C,,

SBy:SB,=A;B;: A,B,. . Fig. 37

5. Erklirang. Ein Strahlenbiischel ist eine Schar von Geraden, die durch
einen Punkt gehen. Der Punkt heiflt der Scheitel des Strahlenbiischels.
Unter Benutzung dieses Begriffes lassen sich die beiden Teile des ersten
Strahlensatzes in folgender allgemeinerer Form zusammenfassend aus-
sprechen:



§ 7. Ahnlichkeitslehre 31

Erster Strahlensatz. Wird ein Strahlenbiischel von einer Parallelen-
schar geschnitten, so stehen entsprechende Abschnitte
auf verschiedenen Strahlen in gleichem Verhaltnis, und
entsprechende Abschnitte auf verschiedenen Parallelen
verhalten sich wie die zugehérigen, vom Scheitel aus ge-
messenen Abschnitte auf einem Strahl.

Ahnlichkeit von Dreiecken

6. Erklirung. Vielecke heiflen dahnlich, wenn ihre Winkel der Reihe nach
gleich und ihre Seiten in gleicher Reihenfolge das gleiche Streckenverhéltnis
haben. Das Zeichen fiir dhnlich ist ~.

Ist also AABC~ AA'B'C', so ist
SABC= X ABC, $BCA= X B'CA", xCAB= £ (C'A'B;
und AB:A'B'=BC:BC =CA:CA,
oder, was dasselbe bedeutet,

AB:BC:CA=A'B'":B'C':C'4".
Wie bei kongruenten Figuren spricht man auch bei dhnlichen von homo-
logen Stiicken.

Wir setzen zunéchst fest (vgl. aber § 8 Nr. 2): Dreiecke befinden sich in
Ahnlichkeitslage, wenn sie mit einem Winkel einander decken, wihrend
die gegeniiberliegenden Seiten parallel sind (Fig. 38).

Satz. Ahnliche Dreiecke lassen sich stets A
in Ahnlichkeitslage bringen.

Beweis. Es sei A ABC ~ A A'B'C’. Dann trage
man A’ B’ von A aus auf AB bis B, und A'C’
von A aus auf AC bis C; ab und ziehe B,C,. 4 G
Da AA'B'C'>=AABC; nach dem ersten
Kongruenzsatz ist, liBit sich A 4'B'C’ in die
Lage A B,C, bringen. Da aber B ¢

AB,B:AB=AC,: AC Fig. 38

ist, ist nach der Umkehrung des ersten Strahlensatzes I, C, | BC; die
Dreiecke A BC und A B,C, befinden sich also in Ahnlichkeitslage.

Umkehrung. Dreiecke, die in Ahnlichkeitslage gebracht werden
kénnen, sind dhnlich. .

Beweis. Die beiden Dreiecke stimmen nach dem Parallelensatz in allen drei
Winkeln iiberein, und nach dem ersten Strahlensatz ist das Streckenver-
hiltnis homologer Seiten das gleiche.
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7. Ahnlichkeitssiitze fiir das Dreieck. Dreiecke sind dhnlich, wenn sie
ibereinstimmen

a) in dem Verhéltnis zweier Seiten und dem von ihnen eingeschlosse-
nen Winkel,

b) in zwei Winkeln,"

¢) in dem Verhéltnis der drei Seiten,

d) in dem Verhiltnis zweier Seiten und dem der groBeren von ihnen
gegeniiberliegenden Winkel.

Beweis (Fig. 38). a) Legt man die beiden Dreiecke mit dem Winkel, den sie
gemeinezm haben, aufeinander, und zwar so, da entsprechende Schenkel
aufeinanderfallen, dann sind die diesem Winkel gegeniiberliegenden Seiten
parallel nach der Umkehrung des ersten Teiles des Strahlensatzes. Die Drei-
ecke befinden sich also in Ahnlichkeitslage.

b) Legt man die beiden Dreiecke mit dem einen der beiden gemeinsamen

Winkel aufeinander, und zwar so, dafl homologe Schenkel aufeinanderfallen,

so sind die gegeniiberliegenden Seiten nach der Umkehrung des Parallelen-

satzes parallel. Die Dreiecke befinden sich also in Ahnlichkeitslage.

¢) Es seien A BC und A’ B'C’ die beiden Dreiecke. Man triigt A’ B’ von A

aus auf A B bis B, ab und A’C’ von A aus auf AC bis C, uns zieht B,C,.

Es war '
A'B:AB=A'C": AC,

danach ist auch AB;:AB=AC,: AC,

mithin ist nach der Umkehrung des ersten Teiles des ersten Strahlensatzes
B,C, || BC. Es ist also jetzt

B,C,: BC=AB,: AB.
Andererseits war B'C':BC=A"B':AB.
Da A B, und A’ B’ gleich sind, sind es auch die Streckenverhiltnisse4 B,: A B
und A’'B’': AB; es ist also

B,C,: BC=PBC"BC,
d. h. aber, esist B,C, = B'C’. Damitist gezeigt,dal A A’'B'C’ ~ AAB,C,
nach dem dritten Kongruenzsatz ist. Wir haben also mit unserer Konstruk-
tion A A'B'C’ und A A BC in Ahnlichkeitslage gebracht.
d) Es seien ABC und A'B'C’ die vorgelegten Dreiecke, und es sei in
ihnen f = f" und

' A'B:AB=A'C": AC, AC > AB.

Man triigt A’ B’ auf 4 B von A bis By und A’C’" auf AC von A4 bis C, ab,
dann ist auch

AB :AB=AC,: AC
und deshalb nach der Umkehrung des ersten Teiles des ersten Strahlen-
satzes B,C, || BC. Demnach ist < AB,C;=f=f und AAB,C, ~
A A'B'C’ nach dem vierten Kongruenzsatz. Wir haben also mit unserer
Konstruktion A A’ B'C’ mit A A BC in Ahnlichkeitslage gebracht.
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8. Satz. Die Flicheninhalte dhnlicher Dreiecke verhalten sich wie

die Quadrate homologer Seiten.

Beweis. Sind BC und B’'C’ homologe Seiten, AD und A’D’ die zugehérigen
homologen Hohen zweier dhnlicher Dreiecke, dann sind die Dreiecke A DB
und A’ D’ B’ dhnlich, also AD: A’ D' = ¢: ¢’. Andererseitsist auch BC: B'C’
= c¢:¢. Mithin ist

f:/=@(A4AD - BC): B AD' - B'(C') =¢%: ¢

Proportionalitiit im rechtwinkligen Dreieck

9. Erklirung. Unter der Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks versteht
man die zum rechten Winkel gehorige Hohe (Fig. 39).

Ist a:b =1>5:c, so heiBt, wie aus der Arith-

metik bekannt, b die mittlere Propor- 4
tionale von a und ¢. Da die zu der Pro-
portion gehérige Produktengleichung b? = ac b 4 &

lautet, kann man auch in geometrischer
Fassung sagen, das Quadrat iiber der Strecke
b sei gleich dem Rechteck aus den Strecken A= q 8

e und c. Fig. 39

Satz. Die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks ist mittlere Propor-
tionale zwischen den Hypotenusenabschnitten.

Ist & die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks, und sind p und ¢ die Hypo-
tenusenabschnitte, dann ist
h?=pgq.

Beweis (Fig. 39). Der Fubpunkt der Héhe von C auf die Hypotenuse A B
gei D, dann sind die Dreiecke ADC und BDC éhnlich, weil sie in den
Winkeln iibereinstimmen. Mithin ist

g:h="h:p.
Satz. Eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist mittlere
Proportionale zwischen der Hypotenuse und dem an-
liegenden Hypotenusenabschnitt.

Ist p der der Kathete a anliegende Abschnitt der Hypotenuse ¢ eines recht-
winkligen Dreiecks, dann ist

at=pe.
Beweis (Fig. 39). Der FuBpunkt der Héhe von C auf die Hypotenuse 4 B

sei D, dann sind die Dreiecke BDC und A BC &hnlich, weil sie in den
Winkeln iibereinstimmen. Mithin ist

pia=a:c.

Dieser Satz ist nur eine andere Fassung des Lehrsatzes von Euklid (§ 6,
Nr. 8).
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Proportionen im Dreieck

10. Satz von den Seitenhalbierenden. Die Seitenhalbierenden eines
Dreiecks teilen sich im Verh#ltnis 1:2 und schneiden
sich in einem Punkte, dem Schwerpunkt.

Beweis (Fig. 40). Es seien BE und CF Seitenhalbierende, die sich in § schnei-
den. Dann ist nach der Umkehrung des ersten Strahlensatzes EF parallel
A und halb so grof§
wie BC. Die Drei- A
.ecke SBC und
SEF sind in Ahn- Z
¥ £ lichkeitslage und
also dhnlich, mit-
hin ist

B D c FS: §C = ES:
sp=rg. % b ¢
Fig. 40 BC=1:2. Fig. 41

Die dritte Seitenhalbierende A D schneidet BE nach dem, was eben be-
wiesen, gleichfalls im Verhéltnis 1: 2. Da es aber nur einen Punkt auf BE
gibt, der diesem Streckenverhiltnis entspricht, eben den Punkt S, geht
auch die dritte Seitenhalbierende durch .

11. Satz von den Hohen. Die Hohen eines Dreiecks verhalten sich
umgekehrt wie die zugehorigen Seiten.
Beweis (Fig. 41). Ist A D die zu a gehorige Hohe h,, BE die zu b gehorige k,,
so sind die Dreiecke A DC und BEC ihnlich, weil sie in zwei Winkeln
iibereinstimmen. Mithin verhélt sich

arb="hy:h,.
Dieser Satz folgt arithmetisch auch unmittelbar aus § 6, Nr. 5.

12. Erkliirung. Wenn ein Punkt P auf einer Strecke A B liegt, so wollen wir
in Zukunft sagen, daBl er A B innerlich teilt. Die Teile (Abschnitte), die
wir immer mit ihren Endpunkten so benennen wollen, daf} der Teilpunkt
vorangeht, sind PA und PB. Liegt P auf der Verlingerung von A B
itber A oder B hinaus, so sagt man, P teilt die Strecke &uBerlich. Die
Teile (Abschnitte) sind PA und PB. Liegt P auf der Verlingerung von
A B iiber B hinaus und entfernt sich weiter und weiter von B, so nimmt
das Streckenverhiltnis PA: PB von oo bis 1 ab. Liegt P auf der Ver-
lingerung von A B iiber A hinaus und nihert sich A, dann nimmt das
Streckenverhéltnis PA: PB von 1 bis 0 ab. Jedem Wert des Strecken-
verhéltnisses entspricht auch bei der duBeren Teilung eine und nur eine
Lage von P.

13. Satz von den Winkelhalbierenden. Die Halbierungslinie eines Innen-
winkels im Dreieck teilt die Gegenseite innerlich, die
eines AuBlenwinkels &ulBerlich im Verhéltnis der beiden
anderen Seiten.
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Beweis (Fig. 42). a) Zieht man zu der Winkelhalbierenden A D des Drei-
ecks ABC durch B die Parallele, die die Verlingerung von AC in E
schneidet, so ist nach dem Parallelensatz
YABE=4BAD wd ¥BEA=<4DAC, &
und weil A D Winkelhalbierende ist, sind zu-
nichst < BAD und << DAC und damit auch
<EBA und < BEA gleich. AABE ist also
gleichschenklig und BA = EA. Nach dem
ersten Strahlensatz ist ’

DC:DB=AC:AE
und deshalb auch DC:DB=AC:AB.

b) (Fig. 43a und b). Zieht man zu der
Winkelhalbierenden A D’ des AuBenwinkels BAC’ des Dreiecks A BC
durch B die Parallele, die AC in E schneidet, so ist nach dem Paral-
lelensatz < ABE = <BAD wnd <BEA = <D'AC’, und weil AD"*
Halbierende des Auflenwinkels ist, sind zuniichst < BAD’ und
< D'AC’ und damit auch <EBA und XBEA gleich. ANABE ist

also gleichschenklig und A B = AE. Nach dem ersten Strahlensatz ist
zunéchst

'

i
'
1
1
1
1
1
B D [
Tig. 42

D'C:D'B=AC:AE
und deshalb auch D'C:D'B=AC:AB.

Bei diesem Verhiltnis ist es gleichgiiltig, ob man die Lageverhiltnisse
von Fig. 43a oder b zugrunde legt.

Der zweite Strahlensatz

14. Sehnensatz. Schneiden sich zwei Sehnen innerhalb oder auBer-
halb eines Kreises, so ist das Produkt der Abschnitte auf

der einen Sehne gleich dem Produkt der Abschnitte auf
der anderen Sehne.
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Beweis (Fig. 44 und 45). Sind A, B, und A,B, die Sehnen, die sich in §
schneiden, dann ziehen wir A, B, und A4, B,; nach dem Peripheriewinkel-

3,

Fig. 44 Fig. 45

satz ist XA;ByA,= <A, B,A, und <BA,B, = < B,A,B,. Mithin
ist nach dem zweiten Ahnlichkeitssatz ASB;A4, ~ ASB,A,. Daraus
folgt aber

SA4,:SB,=84,:5B,

oder SA,-8B,=S54,-SB,.

15. Sekanten-Tangentensatz. Jede Tangente teilt eine Sekante an den
Kreis so, daBl der Tangentenabschnitt mittlere Propor-
tionale zwischen den Sekantenabschnitten ist.

Beweis (Fig. 46). Der Satz ist ein Grenzfall des vorhergehenden, wenn nim-
lich der Schnittpunkst der Sehnen auBerhalb des Kreises liegt und die
eine Sekante in eine Tangente iibergeht. Ist das etwa der erste der Schenkel
des Winkels von eben, so fillt also A; und B, in den Beriihrungspunkt,
etwa A, zusammen. Die beiden Dreiecke, die jetzt verglichen werden,
sind S 4 A, und SAB,, und um die Ahnlichkeit nach dem zweiten Ahn-
lichkeitsgesetz zu beweisen, ist an Stelle des Peripheriewinkelsatzes der
Sehnentangentensatz zu benutzen. Dann folgt

SA2=S4,-SB,.

Verallgemeinert man den Sehnensatz, indem man an die Stelle zweier
Sehnen ein Geradenbiischel setzt, dann erhilt man den

Zweiten Strahlensatz. Werden die Geraden eines Geradenbiischels
von einem Kreis geschnitten, wobei der Scheitelpunkt
des Biischels in dem Kreise oder auBBerhalb des Kreises
liegen kann, dann ist das Produkt der beiden Teilstrecken
auf jeder Kreissehne eine konstante Grofe.

Erkliirung., Man nennt das Produkt der beiden Teilstrecken auf jeder Kreis-
sehne die Potenz des Punktes (d. h. des Scheitelpunktes des Geraden-
biischels) in bezug auf den Kreis. )
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Bemerkung. Benutzt man Strecken mit Vorzeichen, so sind in dem Falle, wo
der Punkt auBerhalb des Kreises liegt, die Teilstrecken gleichgerichtet, in
dem Falle, wo der Punkt innerhalb des Kreises liegt, entgegengesetzt ge-
richtet. Die Potenz eines Punktes auBerhalb eines Kreises ist also, wenn

F [3
Fig. 46 Fig. 47

wir gerichtete Strecken benutzen, positiv, die Potenz eines Punktes inner-
halb des Kreises ist negativ. Liegt der Punkt auf dem Kreise selbst, dann
hat die Potenz den Wert 0.

Goldener Schnitt

16. Erklirung. Eine Strecke heiBt stetig oder nach dem goldenen Schnitt
geteilt, wenn der groBere Abschnitt mittlere Proportionale zwischen dem
kleineren Abschnitt und der Strecke ist.

Satz. In einem rechtwinkligen Dreieck, in dem die eine Kathete
gleich der Halfte der anderen ist, ist die Differenz der
Hypotenuse und der kleineren Kathete gleich dem gréBe-
ren Abschnitt der nach dem goldenen Schnitt geteilten
anderen Kathete.

Beweis (Fig. 47). Im rechtwinkligen Dreieck A BC sei die Kathete BC gleich
dem Doppelten der Kathete AC, also BC =2 AC, dann schlage man
um A mit AC als Radius den Kreis, der A B in D und die Verlingerung
von A B in E schneidet. Nach dem Tangenten-Sekantensatz ist dann

BE:BC=BC:BD
oder, da BC = DE ist,
BE:DE=DE:BD,

d.h. es ist BE durch D nach dem goldenen Schnitt geteilt. Nach der
Proportionenlehre ist also auch

(BE—DE): DE = (DE — BD): BD,
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d. h. es ist, da BE — DE = BD ist, B.D mittlere Proportionale zwischen
DE und DE — BD. Setzt man wieder an die Stelle von DE die gleich-
groBe Kathete BC, so ist gezeigt, dal BD der grofere Abschnitt der
nach dem goldenen Schnitt geteilten Strecke BC ist.

Folgerung. Trigt man BD von B aus auf BC bis E ab, dann ist BC durch
nach dem goldenen Schnitt geteilt.

§ 8. Vielecke und Kreis
Winkel im Vieleck

1. Erklirung. Verbindet man »n in einer Ebene liegende Punkte, von denen
keine drei in einer Geraden liegen, der Reihe nach durch Strecken, so ent-
steht ein Vieleck (rn-Eck). Die Punkte heilen Ecken, die Verbindungs-
strecken Seiten, die von zwei aufeinanderfolgenden Seiten eingeschlossenen
Winkel Winkel des Vielecks. Ein Vieleck heifit iiberschlagen, wenn
irgendwelche Seiten andere Seiten innerlich teilen.

Wir setzen im folgenden, wenn nichts anderes gesagt ist, ein Vieleck als
eben und nicht iiberschlagen voraus.

Ein ebenes, nicht iiberschlagenes Vieleck heifit konvex, wenn keiner seiner
Winkel iiberstumpf ist.

Winkelsatz. Die Summe der Winkel im konvexen n-Eck ist 2n — 4
rechte.

Beweis. Verbindet man einen Punkt im Innern des n-Ecks mit den Ecken,
so entstehen 7 Dreiecke. Die Summe der Winkel aller dieser Dreiecke ist
2n rechte. Die Winkelsumme des Vielecks erhilt man, wenn man hiervon
die Winkel um den angenommenen Punkt herum abzieht; das sind 4 rechte.
Mithin ist die Summe der Winkel im n-Eck 2n — 4 rechte.

Erklirung. Ein Viereck, das lauter gleiche Seiten und lauter gleiche Winkel
hat, heifit regelmaBig.

Folgerung. Die Winkel eines regelmaBigen konvexen n-Ecks zihlen alle 2 — —f;
rechte.

Vielecke in Abnlichkeitslage

2. Erklirung. Zwei Vielecke befinden sich in Ahnlichkeitslage, wenn
die Seiten paarweise parallel sind und wenn die Verbindungsgeraden
entsprechender Punkte durch einen Punkt, den Ahnlichkeitspunkt,
gehen.

In §7 Nr. 6ff. haben wir als Ahnlichkeitslage zweier Dreiecke einen be-
sonderen Fall vorgenommen, den nimlich, bei dem der Ahnlichkeitspunkt
gleichzeitig Eckpunkt der beiden Dreiecke ist.
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Satz. Ahnliche Vielecke lassen sich stets in Ahnlichkeitslage brin-
gen.

Beweis (Fig. 48). Es seien AB und A'B’, BC und B'C’, CD und C'D’ usf.
homologe Seiten zweier dhnlicher Vielecke ABCD ... und A'B'C'D' .. ..
Dann kann man die Vielecke stets ,
so legen, dal AB | A’B’ und 4
BC |l B'C’ ist, weil wegen der 4
Ahnlichkeit der Vielecke <A BC )
= X A'B'C’ ist. Dann wird, weil £

> BCD = < B'C'D ist, auch S D /8 8
CD I C'D usf.; es liegen also o'
alle homologen Seiten parallel. ¢

Es sei nun § der Schnittpunkt Fic. 48 ¢

von AA’ und BB'. Dann geht s

auch CC’ durch §. Angenommen némlich, SC trife B'C’ nicht in (',
sondern in C”, dann wire nach dem ersten Strahlensatz SB:SB =
BC:B'C’. Andererseits ist aber SB:SB =AB:A'B, und da
AB: A'B'=BC: B'(C' ist, auch SB:SB = BC: B C'. Mithin miiBte
BC:B'C'= B(C:B'(C" sein, das ist aber nur méglich, wenn €’ auf C’
fillt. Ebenso 1aBt sich nachweisen, daB DD’ durch § geht usf.

Umkehrung. Vielecke, die in Ahnlichkeitslage gebracht werden
koénnen, sind dhnlich.

Beweis (Fig. 48). Es sei S der Ahnlichkeitspunkt der beiden Vielecke A BCD ...
und A’B'C'D’ ..., und es seien die Seiten AB und A’B’, BC und B'C’,
CD und C'D' usf. parallel. Winkel mit parallelen und gleichgerichteten
Schenkeln sind gleich, wie man mit Hilfe des Parallelensatzes beweisen
kann. Homologe Winkel der Vielecke sind also gleich. Ist ferner beispiels-
weise SA : SA'= m: n, so ist nach dem ersten Strahlensatz auch SB: S B’
=m:n,SC:SC'=m:nusf. und alsoauch AB: A’'B'=m:n, BC: B'C’
= m:n usf. Die Vielecke stimmen also in den Winkeln iiberein, und die
Seiten stehen im gleichen Verhiltnis. Mithin sind die Vielecke dhnlich.

3. Satz. Die Flicheninhalte dhnlicher Vielecke verhalten sich wie
die Quadrate homologer Seiten.

Beweis. Bringt man die Vielecke in Ahnlichkeitslage und zerlegt sie durch
homologe Diagonalen in Teildreiecke, so verhalten sich nach dem ersten
Strahlensatz auch die Diagonalen wie homologe Seiten und die Flichen-
inhalte gleichliegender Teildreiecke wie die Quadrate homologer Seiten.
Mithin verhalten sich auch die Flicheninhalte der ganzen Vielecke wie
die Quadrate homologer Seiten.

Konstruktion regelmiBiger Vielecke

4. Satz. Einem regelméaBigen Vieleck 148¢% sich ein Kreis umschrei-
ben und ein Kreis einschreiben.
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Beweis (Fig. 49). Es seien AB, BC, CD drei aufeinanderfolgende Seiten
eines regelmifligen Vielecks. Die in dem Mittelpunkt £ von A B errichtete
Senkrechte schneidet die in dem Mittelpunkt F von
BC errichtete Senkrechte in dem Punkte 3. Dann
ist MA= MB und MB = MC; der mit M4 um M
geschlagene Kreis geht alsodurch Bund €. Da <A BM
= SCBM ist, ist BM Winkelhalbierende, und da & M
XABC= <« BCDund < M BC = < MC Bist, ist auch
C M Winkelhalbjerende von < BCD. Die Mitte von CD

sei G. Dann ist GM Mittelsenkrechte von CD. Die c__
Dreiecke MCF und MCG sind namlich nach dem ¢
ersten Kongruenzsatz kongruent. Es ist also wie MFC Fig. 49

auch MGC ein rechter Winkel. Mithin ist M C = M D;

der um M mit AM geschlagene Kreis geht also auch durch D. Gleiches
148t sich fiir jeden weiteren Eckpunkt des regelmiBigen Vielecks beweisen.
Das Vieleck ist also ein Sehnenvieleck; es hat einen Umkreis.

Aus der Kongruenz der Dreiecke M BE und M BF, dann 3 CF und M CG
folgt aber auch, daB die Mittelsenkrechten ME, MF, MG usf. simtlich
gleich werden, daB also ein Kreis um M mit M E durch E, F, G usf. geht
und die Vielecksseiten zu Tangenten hat. Das Vieleck ist also auch ein
Tangentenvieleck; es hat einen Inkreis.

Erklirung. Unter dem Teildreieck eines regelmifligen Vielecks versteht
man das gleichschenklige Dreieck, das von einer Seite des Vielecks und
dem Mittelpunkt des Umbkreises bestimmt wird.

Unter dem Zentriwinkel eines regelmiBigen Vielecks versteht man den
Winkel an der Spitze des Teildreiecks.

Satz. Der Zentriwinkel eines regelmdBigen n-Ecks zahlt —:— rechte;

er erginzt den Vieleckswinkel zu zwei rechten.

Beweis. Um den Mittelpunkt des Umkreises des regelmiBigen n-Ecks herum
liegen n gleichgroBe Zentriwinkel; jeder z&hlt also % rechte. Der Vielecks-

winkel zihlt 2—% rechte (Nr. 1). Vieleckswinkel und Zentriwinkel er-
ginzen sich also zu zwei rechten.

5. Konstruktion der regelméBigen Vielecke der Dreier-, Vierer-
und Fiinferreihe. Ein regelmifiges n-Eck gehért der Dreier-, Vierer-
oder Fiinferreihe an, wenn n von der Form 27 .3, 2.4 oder 2° .5 ist.
Dabei ist p eine Zahl der Reihe 0, 1, 2, 3 usf.

Hat man nachgewiesen, dal ein regelméiBiges Vieleck einer Reihe mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist, dann sind auch alle anderen Angehérigen
der Reihe konstruierbar, da sie aus dem konstruierten Vieleck durch Hal-
bieren oder Verdoppeln des Zentriwinkels gewonnen werden konnen.

Aus der Dreierreihe greifen wir das regelméBige Sechseck heraus. Da
der Zentriwinkel 4 rechte oder 60° zahlt, ist das Teildreieck in diesem Falle
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gleichseitig, die Sechsecksseite also gleich dem Radius des Umkreises. Da-
mit ist jedes regelmiBige Vieleck der Dreierreihe konstruierbar.

Aus der Viererreihe greifen wir das Quadrat heraus. Da der Zentri-
winkel § rechte oder 90° betriigt, ist das Teildreieck in diesem Falle recht-
winklig-gleichschenklig; die Quadratselte ist also gleich der Hypotenuse
eines rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks, dessen Katheten gleich dem
Umbkreisradius sind.

Aus* der Fiinferreihe greifen wir das Zehneck heraus. Da der Zentri-
winkel {5 rechte oder 36° betragt ist das Teildreieck in diesem Talle ein
gleichschenkliges Dreieck mit einem Winkel von 36° an

der Spitze (Fig. 50). Zieht man die Winkelhalbierende M

des einen Basiswinkels, etwa MAB, die MB in C
schneidet, dann ist ACMA gleichschenklig, weil die .
Basiswinkel gleich sind, also ist MC =AC. <xACB
ist gleich 72°, also ebenso groB wie <A BC; es ist
also auch AABC gleichschenklig und obendrein
AMA B éhnlich. Mithin ist

MB:AB=AC:CB.

Da MC = AC = AB ist, so heilt das: die Zehnecks-
seite ist der groBere Abschnitt desnach dem goldenen
Schnitt geteilten Umkreisradius. Damit ist jedes regel. 4
méBige Vieleck der Fiinferreihe konstruierbar (vgl. § 7, Fig. 50

Nr. 16). .

Wir haben gezeigt, daB bei den regelméBigen Vielecken der Dreier-, Vierer-
und Fiinferreihe die Seite konstruierbar ist, wenn der Radius des Um-
kreises gegeben ist. Es ist umgekehrt auch der Radius des Umkreises und
damit das Vieleck selbst konstruierbar, wenn die Lénge der Seiten vor-
geschrieben ist.

Man kann die Konstruktion eines regelmiBigen n-Ecks auch so auffassen,

daB sie uns die Moglichkeijt gibt, einen Winkel von % rechten zu kon-

struieren. Danach ist aber auch jedes regelméifige Vieleck einer der drei
Reihen konstruierbar, wenn der Radius des eingeschriebenen Kreises ge-
geben ist; umgekehrt ist der Radius des eingeschriebenen Kreises und da-
mit das Vieleck selber konstruierbar, wenn die Seite des regelmiBigen
Tangentenvielecks gegeben ist.

Berechnung regelméBiger Vielecke
6. Satz. Ist s, die Seite des einem Kreise mit dem Radius r ein-
geschriebenen regelmaBigen n-Ecks, sy, die Seite des
dem gleichen Kreis eingeschriebenen regelméBigen 2n-
Ecks, dann ist

)
s;-,,,:rt 2—V4—%~

Beweis (Fig. 51). Es sei A B eine Seite des dem Kreis um M eingeschriebenen
regelméBigen n-Ecks, M D sei die Hohe des Teildreiecks, und die Verlénge-
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rung von MD iiber D hinaus schneide den Kreis- M
bogen, der zu A B gehort, in C. AC ist dann eine
Seite des 2n-Ecks. Aus AMDA ergibt sich

MD = L 72 — (%")2 = %V‘lrz — 8n2.

Aus AADC ergibt sich A -
2
o= s, — (?) Fig. 51
und also, da DC=r—MD ist,
Ve — (o =r—tvar—er.
Quadriert man beiderseits, dann folgt
85— (%)2 =14 —(?)2 —rVar @
oder Sy, = Vore —rvVar sz,

S Vo T

7.Berechnung der regelmiafBigen Vielecke der Dreier-, Vierer- und
Finferreihe. Hat man nachgewiesen, da8l von einem regelmiBigen Vieleck
einer der drei Reihen die Seite als Funktion des Umkreisradius ausgedriickt
werden kann, dann sind auf Grund der in Nr. 6 abgeleiteten Formel auch
alle anderen regelmifigen Vielecke dieser Reihe durch den Radius aus-
driickbar.
Aus der Dreierreihe greifen wir das Sechseck heraus. Hier ist

Sg=1r.

Von hier aus lifit sich jedes andere regelmiflige Vieleck der Dreierreihe
berechnen.
Aus der Viererreihe greifen wir das Quadrat heraus. Das Teildreieck ist
in diesem Falle rechtwinklig-gleichschenklig, und seine Katheten sind gleich
dem Umbkreisradius. Mithin ist -

s4=1/;--2.

Aus der Finferreihe greifen wir das Zehneck heraus. Da die Zehnecks-
seite gleich dem groBeren Abschnitt des nach dem goldenen Schnitt ge-
teilten Umkreisradius ist, hat man fiir sie die Proportion

TS0 = S19: (r—S3).
Daraus folgt s’ =rt—rsy,

2 —
Slo+rsl.0_r23

Ty 3
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Von den beiden Wurzeln kommt nur das positive Vorzeichen in Frage, da
die Lénge der Strecke nicht negativ ist, mithin ist

S10 ’“'5‘ (V5 —1).

8. Bezieh zwischen den Umfingen der regelmangen Sehnen- und Tan-

gentenvxelecke. Ist u,der UmfangeinesregelmiBigen Sehnen-
n-Ecks, U, der Umfang des entsprechenden regelmifBigen
Tangenten-Ecks, dann ist

el T E

Beweis (Fig. 52). Ist A B eine Seite eines regelmifBigen, dem Kreis mit dem
Mittelpunkt A und dem Radius r eingeschriebenen n-Ecks, M
dann ist die Hohe & des Teildreiecks

Verlingert man die Hohe des Teildreiecks bis zum Schnitt C g
mit dem Kreis und zieht durch diesen Punkt zu AB die g~ ¢ 5
Parallele, die die Verlingerungen von MA und M B in A’ Fig. 52

und B’ schneidet, dann ist A’ B’ die Seite des zu dem

Kreise gehorenden Tangenten-n-Ecks. Da AMAB ~ AMA'B' ist, erhilt
man fiir die Seite S, des Tangenten-n-Ecks die Proportion

8, 2

Spisn=MC :MC=r: fl/1 e

Es ist also

und wenn ich beiderseits mit » multlphzlere,

e

Folgerung, Lift sich die Seite des einem Kreise eingeschriebenen regelmifBigen
n-Ecks berechnen, dann ist das auch fiir die Seite des entsprechenden
regelmiBigen Tangenten-n-Ecks méglich.

9. Inhalt der regelmiifligen Seh und Tangentenvielecke. Ist u, der Um-
fang eines regelmifligen Sehnen-n-Ecks, U, der Umfang
des entsprechenden regelmiBigen Tangenten-n-Ecks,dann

ist der Flicheninhalt des Sehnenvie]ecks

Ul
f = l/ 1— 4,,2:

der Flicheninhalt des Tangentenvielecks

U, r
F,= R

Geometrie. 3.—5. 20
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Beweis. Durch Summation der Flacheninhalte der Teildreiecke ergibt sich
beide Male der Inhalt des Vielecks als halbes Produkt aus dem Umfang
des Vielecks und der Hohe des Teildreiecks.

Kreisberechnung

10. Archimedisches Verfahren zur Berechnung des Kreisumfanges.
Die Lange der Kreisperipherie u liegt zwischen dem Umfang u, eines
regelmiiBigen Sehnenecks und dem Umfang U, des entsprechenden regel-
miBigen Tangentenvielecks. Es ist also

U, <u<U,
oder, wenn wir den Wert aus Nr. 8 einsetzen, auch

=
l—m U,.<’M< U,..

Je groBer n wird, je kleiner also s, wird, desto mehr nihert sich die Qua-
dratwurzel dem Wert 1. Auch arithmatisch sieht man also, wie die Grenzen,
in die u eingeschlossen wird, mit wachsendem n immer niher aneinander-
riicken.

Man fithrt fiir die Zahl, mit der man den Kreisdurchmesser multiplizieren
muf}, um den Umfang zu erhalten, das Zeichen 7 ein.

Satz vom Kreisumfang. Der Umfang des Kreises mit dem Radius r ist
u=2mnr
Fir m liefert das archimedische Verfahren Werte von beliebig vorzu-
schreibender Genauigkeit, man hat nur in der Berechnung der Seiten von
regelmiBigen Vielecken in der Dreier-, Vierer- oder Fiinferreihe zu geniigend
hohem n fortzuschreiten. Viel benutzte Naherungswerte sind die folgenden:
7~ 3,
=314,
7= 3,1416.
'11. Satz vom Kreisinhalt. Der Inhalt des Kreises mit dem Radius r ist
f=mnr
Beweis, Der Inhalt des Kreises liegt zwischen dem Inhalt des eingeschriebenen
und dem des umgeschriebenen regelmiligen n-Ecks. Es ist also
fo<f<Fa
oder unter Verwendung der in Nr.9 abgeleiteten Ausdriicke

u,,‘rl/ 8,2 U,-r
g/ I—ge<i<=

Wird die Anzahl n der Seiten des Vielecks grofier und groler, dann nihern

sich u, und U, immer mehr dem Kreisumfang u, die Quadratwurzel

strebt immer mehr dem Wert 1 zu. Fiir beliebig grofies n erhilt man also
f__u~r__27tr~r__

Z = —_ 2
) ) Tre.
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12. Kreishogen und Kreisansschnitt. Der zum Zentriwinkel a gehérige
Kreisbogen & hat die Linge
_ aar
1800
der zum Zentriwinkel @ und zum Kreisbogen b gehorige
Kreisausschnitt hat den Flicheninhalt
_mar* _ br
I=%w =7
Dabei ist vorausgesetzt, daBl a in Graden gemessen ist.
Beweis. 1. Der Kreisbogen, der zum Zentriwinkel a gehort, verhiilt sich zum
ganzen Kreisumfang, wie a zu 360°. Es ist also
b:2nr=a:360°,
_2mar _ mar
T 3609 T 1800
2. Der Kreisausschnitt, der zum Zentriwinkel a gehért, verhilt sich zur
ganzen Kreisiliche wie a zu 360°. Es ist also

fimrt=a:360°,
nar?
f= o0

- Fithrt man in diesen Ausdruck den eben abgeleiteten Wert von b ein, so
erhilt man
f= ber,
2
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RaummaBl

1. Erklirung. Als Raumeinheit, mit der Rauminhalte gemessen werden,
benutzt man den Wiirfel, dessen Kanten die Léngeneinheit haben. Der
Lingeneinheit 1 cm und 1 m entsprechen als Raumeinheiten 1 cem oder
1cm® und 1cbm oder 1md.

In den Sitzen und Formeln dieses Abschnittes unterbleibt die Angabe der
Lingen-, Flichen- und Raumeinheiten. (Vgl. §6, Nr.1.) Die Sitze sind
unabhingig von der Wahl der Einheiten. Wenn von der Linge a einer
Strecke oder kurz von der Strecke a die Rede ist, so gibt a die MaBzahl
an, die sich bei der Messung unter Benutzung irgendeiner Lingeneinheit
ergibt. Wenn gleichzeitig andere Lingen b, ¢ . .. in dem Ausdruck, um den
es sich handelt, auftreten, so wird vorausgesetzt, daBl die bei diesen Maf3-
zahlen zugrunde liegende Lingeneinheit die gleiche ist wie eben bei a.
Treten die MaBzahlen von Lingen in Ausdriicken fiir Flichen und fiir
Rayminhalte auf oder treten die MaBzahlen von Flichen in Ausdriicken

1) Es empfiehlt sich, Nr. 1 bis 10 bereits nach der Flichenlehre, Nr. 11 bis 13 nach
der Ahnlichkeitslehre zu behandeln.
20*
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fiir Rauminhalte auf, so gehoren zu den MaBzahlen der Flichen- und Raum-
inhalte diejenigen Einheiten, die den benutzten Lingen- und Flichen-
einheiten entsprechen. Sind also z. B. die Léiingen in dem Ausdruck fiir
einen Rauminhalt in ecm gemessen, so gehort zu dem Rauminhalt als Ein-
heit ¢cm?; sind die Flichen in dem Ausdruck fiir einen Rauminhalt in m?
gemessen, dann miissen gleichzeitig die etwa auftretenden Lingen in m
gemessen sein, und zu dem Rauminhalt gehért als Einheit m?3.

Wiirfel
2. Satz. Ist a die Kante eines Wiirfels, so ist die Linge der Kérper-
diagonale N
d=aV3.

Beweis (Fig. 53). Die Korperdiagonale d ist Hypotenuse in einem rechtwink-
ligen Dreieck, dessen eine Kathete eine Kante a, dessen andere Kathete
eine Flichendiagonale ist. Deren Linge ist, als Dia-
gonale eines Quadrates mit der Seite «a, V2. aq.
Mithin ist nach dem pythagoreischen Lehrsatz

#=a4 (V2. a) =30, \‘\\ a
d=al3. @ b
3. Satz. Ist a die Kante eines Wiirfels, so ist ’a/’l/:zz/’/‘
die Oberfliche —
0 =6a" Fig. 53

Beweis. Die Oberfliche des Wiirfels besteht aus sechs Quadraten. Jedes hat
den Inhalt a2

4. Satz. Ist a die Kante eines Wiirfels, so ist der Rauminhalt
V =ad.

Beweis. 1. Fall. Es sei die auf irgendeine Einheit bezogene MafBzahl a eine
ganze Zahl. Dann 148t sich der Wiirfel durch parallele Ebenen zu einer
der Seitenflichen in a Schichten zerlegen, von denen jede die Hohe 1, die
Linge a und die Breite a hat. Eine solche Schicht kann ich in a Reihen
von Raumeinheiten zerlegen; jede Reihe ziihlt « Raumeinheiten, die ganze
Schicht also a2. Die Anzahl der Raumeinheiten, aus denen sich der ganze
Wiirfel aufbauen 1id8t, ist also a-a-a = a3.

2. Fall. Ist die Kantenlinge des Wiirfels der pte Teil der Liingeneinheit

(p eine ganze Zahl), also a = ip, so fiihrt man - der urspriinglichen Léngen-

einheit als neue, kleinere Lingeneinheit ein. Von der zu der neuen Lingen-
einheit gehorigen Raumeinheit gehen dann nach Fall 1 auf die zu der
urspriinglichen Léngeneinheit gehérende Raumeinheit p3. Mithin ist der
Rauminhalt der kleineren Einheit, gemessen in der urspriinglichen,
L) o

P \p
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3. Fall. Ist a ein Bruch, etwa ——q—, so fithrt man % der urspriinglichen als

neue Lingeneinheit ein. In der zugehérigen neuen Raumeinheit miBt jetzt
der ganze Wiirfel ¢® Einheiten. Da aber der Rauminhalt jeder der kleineren

Raumeinheiten, gemessen in der urspriinglichen, (Fall 2) L ist, so ist der
Rauminhalt des Wiirfels, gemessen in der der urspriinglichen Liingeneinheit
entsprechenden Raumeinheit, qﬂ (—}3 =d5.

4, Fall. Ist a nicht ein Bruch, sondern eine irrationale Zall, so liBt sich a
doch durch einen endlichen Dezimalbruch so genau annihern, dall die
dritte Potenz des Niherungswertes mit beliebig vorgeschriebener Genauig-
keit den Inhalt des Wiirfels darstellt.

Quader

5. Satz. Sind a, b, ¢ die Kanten eines Quaders, so ist die Korper-
diagonale
d=Va® + b2 + &

Beweis (Fig. 54). Die Korperdiagonale d ist
Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck, e
dessen Kathete eine der Kanten, etwa a ist.
Die andere Kathete ist dann Flichendiago-
nale, und zwar eines Rechtecks mit den |/ Y
Kanten b und ¢, also 5% & ¢% Mithin ist nach b
dem pythagoreischen Lehrsatz Fio. 54

d?=a - (VI F )2 = a2 + b2 + ¢2.
. Satz. Sind a, b und ¢ die Kanten eines Quaders, so ist die Ober-
fliche
. " O0=2ab+2ac+2bc=2(ab+ac+be).
Beweis (Fig. 54). Die Oberfliche eines Quaders besteht aus sechs Rechtecken,

von denen je zwei gleich sind. Die Flicheninhalte der einzelnen Rechtecke
sind ab, ac und be.

-

7. Satz. Sind a, b und ¢ die Kanten eines Quaders, so ist der Raum-
inhalt
V=abec.

Beweis. 1. Fall. Sind @, b und ¢ ganze Zahlen, dann 1iBt sich der Quader
durch parallele Ebenen zu einer der Seitenflichen in a Schichten zerlegen.
Jede von ihnen hat die Hohe 1, die Linge b und die Breite c. Eine solche
Schicht besteht also aus 6 Reihen von je ¢ Raumeinheiten. Die Anzah] der
Raumeinheiten, aus denen sich der ganze Quader aufbauen lit, ist also abc.

2. Fall. Sind «, b und ¢ Briiche, etwa a = —:—, b= %, c= %, dann wihle

man als kleinere Léngeneinheit prm der urspriinglichen. In dieser neuen
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Einheit gemessen zihlt die erste Kante gru, die zweite psu, die dritte
prv Einheiten. Der Inhalt des Quaders, gemessen in der der neuen Lingen-
einheit entsprechenden Raumeinheit, ist also (nach Fall 1) gru - psu - pro.
1

ru)
der urspriinglichen Raumeinheit gemessene Rauminhalt ist also

Jede der neuen Raumeinheiten ist gleich

der urspriinglichen. Der in

V=

(pru)® ~ prow r r wu
3. Fall. Sind a, b und ¢ oder auch nur eine oder zwei dieser MaBzahlen
irrational, so lassen sie sich durch endliche Dezimalbriiche so genau an-
néhern, dafl das Produkt der Niherungswerte mit beliebig vorgeschriebener
Genauigkeit den Inhalt des Quaders darstellt.

Prisma

8. Erkliirung. Ein Prisma wird begrenzt von zwei kongruenten, in parallelen
Ebenen liegenden Vielecken (den beiden Grundflichen), deren homologe
Seiten parallel sind, und soviel durch je zwei homologe parallele Seiten be-
stimmten Seitenflichen, als die Vielecke Seiten haben.

Ein Prisma heit gerade, wenn alle Seitenflichen Rechtecke sind; es heilit
schief, wenn das nicht der Fall ist, wenn also mindestens einige Parallelo-
gramme sind. Unter der Hohe des Prismas versteht man den Abstand der
beiden Grundflichen.

Unter dem Mantel des Prismas versteht man die Summe aller Seiten-
flachen. ’

Eine Ebene, die parallel zu den Grundflichen des Prismas liegt, schneidet
das Prisma in einer Figur, die den Grundflichen kongruent ist.

9. Grundsatz von Cavalieri, Kann man zwei Korper so zwischen zwei
parallele Ebenen legen, daBl jede dritte, zu den beiden
anderen parallele Ebene die Korper in zwei fldchen-
gleichen Figuren schneidet, dann sind die beiden Kérper
raumgleich.

Wir betrachten zunichst zwei besondere Fille dieses Grundsatzes ausfiihr-
lich. Spiter (Nr. 12, 26) werden wir noch andere Fille kennenlernen.

1. Fall. Wir vergleichen ein Quader mit einem geraden Prisma von gleicher
Hohe und einer beliebigen Grundfliche, die aber flichengleich der recht-
eckigen Grundfliche des Quaders ist. Hier treffen die Voraussetzungen des
Cavalierischen Grundsatzes zu. Setze ich niimlich beide Korper auf die
gleiche Ebene und schneide sie durch eine dieser parallele Ebene, so schneidet:
diese Ebene sowohl beim Quader wie beim Prisma eine der Grundfliche
flichengleiche Figur heraus, und da die Grundflichen flichengleich sind,
sind es auch die Querschnitte. Die Richtigkeit des Cavalierischen Grund-
satzes kann man sich in diesem Falle in der Weise klar machen, da man
sich beide Korper in Schichten von der Hohe 1 zerschnitten denkt, die
jeweils raumgleich sind.

2. Fall. Wir vergleichen ein gerades Prisma mit einem schiefen Prisma,
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die beide gleiche Hohe und kongruente Grundfliche haben. Hier treffen
wieder die Voraussetzungen des Cavalierischen Grundsatzes zu.

Die Richtiglkeit des Cavalierischen Grundsatzes kann man sich in diesem
Falle durch die folgende Uberlegung klarmachen. Durch n—1 Ebenen par-
allel zu den beiden Grundflichen der beiden auf die gleiche Ebene gestellten
Prismen seien die beiden Karper in gleich dicke Schichten zerschnitten. In
dem schiefen Prisma ersetzt man jede Schicht, die ein schiefes Prisma von
kleinerer Hohe darstellt, durch das gerade Prisma, das mit ihm gleiche
Grundfliche und Héhe hat. Das schiefe Pris-
ma wird damit durch eine Art Treppenkorper
ersetzt (IMig. 55). Dieser Treppenkérper ist
raumgleich dem geraden Prisma, da die ein-
zelnen Stufen den entsprechenden Schichten
des geraden Prismas kongruent sind. Die
Ubereinstimmung bleibt erhalten, wie groB
auch die Anzahl der Stufen gewihlt wird. Je
groBer aber diese Anzahl wird, um so mehr
nihert sich der Treppenkérper dem schiefen
Prisma. Durch einen Treppenkorper mit einer
geniigend groBen Anzahl von Schichten kann Fig. 55

ich das schiefe Prisma mit beliebig vor-

schreibbarer Genauigkeit annéihern. Schiefes und gerades Prisma sind mit-
hin raumgleich.

10. Satz. Der Mantel eines geraden Prismas, das die Hohe 2 und
eine Grundfliche mit dem Umfange u besitzt, ist

M=wu-h.

Beweis. Die Seitenflichen des geraden Prismas sind Rechtecke, die alle in
einer Seite iibereinstimmen, der Hohe des Prismas. Die anderen Seiten
sind der Reihe nach die Seiten der Grundfliche, etwa a, b, ¢, ... n. Es
ist also

M=ah+bh+ ch+---+nh

=(a+b+c+.--nh=uh.

Satz. Der Rauminhalt eines Prismas, das die Hoéhe % und die
Grundfldche g hat, ist '

V=g-h.

Beweis. Ich vergleiche das Prisma mit einem Quader, dessen eine Seitenkante,
etwa a, gleich der Hohe & des Prismas ist, wihrend die zugehérige Grund-
fliche, hier also das Rechteck mit dem Flicheninhalt b¢, gleich dem
Flicheninhalt g des gegebenen Prismas ist. Es ist also a =%, be=g.
Nach dem Grundsatz von Cavalieri (Nr.9) ist dann ‘das Prisma dem
Quadrat raumgleich; und zwar ist das, wenn das Prisma gerade ist, so-
fort aus dem ersten von uns niher betrachteten Falle ersichtlich; wenn

. das Prisma schief ist, vergleiche man es erst mit dem geraden von gleicher
Grundfliche und Hohe, wobei es sich um den zweiten von uns besonders
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besprochenen Fall handelt, dann das gerade Prisma mit dem Quader.
Man erhilt also fiir den Rauminhalt des geraden wie des schiefen Prismas

V=gh.
. Pyramide

11. Erklirung. Eine Pyramide wird begrenzt von einem Vieleck (der Grund-
flache) und soviel durch je eine Vielecksseite und einen Punkt auBerhalb
der Vielecksebene (der Spitze) bestimmten Seitenflichen, als das
Vieleck Seiten hat. Unter der Hohe der Pyramide versteht man den
Abstand der Spitze von der Grundfliche.

Satz. Eine zur Grundfliche parallele Ebene schneidet die Pyra-
mide in einer Figur, die der Grundfliache dhnlich ist. Die
homologen Seiten von Schnittfigur und Grundfliche ver-
halten sich wie die Abstinde der Spitze von der Schnitt-
ebene und von der Grundfliche. Die Schnittfliche ver-
hilt sich zur Grundfliche wie das Quadrat des Abstan-
des der Spitze von der Schnittfliche zum Quadrat der
Pyramidenhohe.

Beweis (Fig. 56). Die Pyramide mit der Spitze § und der Grundfliche
ABCD ... werde von einer zur Grundfliche parallelen Ebene geschnitten
und die Durchschnittsfigur sei A'B'C'D’... Von
S sei auf die Grundfliche die Hohe SH gefillt, die
die Schnittebene in f/’ durchsetzt. Nach dem ersten
Strahlensatz ist dann beispielsweise

AB:A'B=84:854’

und nach dem gleichen Satz

SA:SA'=SH:SH’,
mithin AB:A'B=81:5I".
Das gleiche gilt von allen anderen Vielecksseiten,
ebenso aber auch von allen Diagonalen. Daraus folgt
aber die Ahnlichkeit aller gleichliegenden Teildreiecke
und damit auch der Vielecke selbst. Dal} die Flichen
ABCD ... und A'B'C'D’ ... im Verhiltnis SH?: SH'? stehen, - folgt
aus § 8, Nr.3.

12, Satz. Pyramiden, die gleiche Hohe und gleiche Grundfliche
haben, sind raumgleich.

Beweis. Wir wenden den Cavalierischen Grundsatz an. Legen wir irgendeine
zu den Grundflichen parallele Ebene durch die beiden auf eine Ebene
gestellten Pyramiden, dann sind die Querschnitte flichengleich. Sind
némlich g, und g, die beiden flichengleichen Grundflichen der Pyramiden
und g', und g’, die entsprechenden Querschnitte, so ist, wenn & die Hohe
und k' der Abstand der Schnittebene von den Spitzen ist (Nr. 11),

gr:g =h:ly.
Ebenso ist aber auch gy:8,=h2: R0

Fig. 56
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, Aus der Flichengleichheit von g, und g, folgt also auch die Fl&chengleioh-
heit von g’; und g',. Die Voraussetzungen des Cavalierischen Grundsatzes
treffen also zu und damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. Wir haben hier einen neuen, von den bisher niher betrachteten
verschiedenen Fall des Cavalierischen Grundsatzes vor uns. Wir wollen
ihn noch ausfiihrlich klarlegen. Zerlegt man etwa zwei dreiseitige Pyra-
miden, die flichengleiche, aber nicht kongruente Grundflichen besitzen,
durch n—1 parallele Ebenen in n Schichten von gleicher Dicke, dann
sind die Grundflichen entsprechender Schichten flichengleich, wie wir
eben bewiesen haben. Ersetzt man nun jede Schicht durch ein Prisma,
das die gleiche Grundfliche und die gleiche Hohe wie die Schicht hat,
dann werden die beiden Pyramiden durch Treppenkérper ersetzt. Da die
einzelnen Stufen raumgleich sind, sind es auch die beiden Treppenkérper.
Die Treppenkorper gehen aber mit beliebig vorschreibbarer Genauigkeit
in die Pyramiden iiber, wenn man nur die Anzahl n der Schichten geniigend
gro3 nimmt.

13. Satz. Ein dreiseitiges PrismaldBt sich indreiraumgleiche Pyra-
miden zerlegen.

Beweis (Fig. 57). Es sei das dreiseitige Prisma A BCA’ B'C’ vorgelegt. Man
legt einen ebenen Schnitt durch A’, B und
C; er schneidet die dreiseitige Pyramide ¢ .
A’ABC ab. Es bleibt iibrig der Korper
A’ BCC' B', den man als eine vierseitige Pyra- 4 B
mide mit der Spitze bei A’ betrachten kann.
Ein Schnitt A’C’'B zerlegt auch diese vier-
seitige Pyramide in zwei dreiseitige, nimlich
A’B'C’'B und A’'C'BC. Die letzten beiden
Pyramiden sind raumgleich, weil sie flichen-
gleiche Grundfliche und gleiche Hohe haben.
Aber auch die Pyramide A’A BC und die
Pyramide BA'C’' B’, wie ich die zweite auch

schreiben kann, haben gleiche Grundfliche == (’:

und Hghe. Mithin sind alle drei Pyramiden == .

raumgleich. A& 5
Folgerung 1. Jede dreiseitige Pyramide liBt sich Fig. 57

durch Ebenen, die man durch die Ecken des
Korpers parallel zu den gegeniiberliegenden Seitenflichen legt, zu einem
dreiseitigen Prisma ergiinzen, das gleiche Hohe und gleiche Grundfliche
und den dreifachen Rauminhalt hat.
Folgerung 2. Eine dreiseitige Pyramide mit der Grundfliche ¢ und der Hohe A
hat den Rauminhalt
V=1igh.
Satz. Eine Pyramide mit der Grundfliche g und der Hohe % hat
den Rauminhalt
V=1igh.
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Beweis. Ich vergleiche die beliehige Pyramide mit einer dreiseitigen Pyramide,
deren Grundfliche den gleichen Inhalt wie die Grundfliche der gegebenen
Pyramide hat. Fiir den Rauminhalt der- dreiseitigen Pyramide gilt der
Ausdruck

V=1gh,

mithin nach dem in Nr. 12 abgeleiteten Satz auch fiir die beliebige Pyra-
mide, die mit der dreiseitigen gleiche Héhe und flichengleiche Grund-
fliche hat.

Zylinder

14. Erklirung. Ein Zylinder wird begrenzt von zwei in parallelen Ebenen
.liegenden Kreisen mit gleichem Radius, den Grundflichen, und einer
krummen Fliche, dem Mantel, die beide verbindet.

Der Abstand der beiden Kreise heilt die Hohe des Zylinders, die Ver-
bindungsstrecke der Mittelpunkte der beiden Kreise die Achse, eine Par-
allele zur Achse durch einen Punkt des Umfanges des Grundkreises eine
Seitenlinie. Der Zylindermantel ist so beschaffen, daB durch jeden
seiner Punkte eine und nur eine Seitenlinie geht; er liBt sich in eine
Ebene abwickeln.

Ein Zylinder heiBt gerade, wenn die Achse senkrecht auf der Grundlinie
steht. Im andern Falle heift er schief.

15. Satz. Ein gerader Zylinder mit dem Radius r und der Hohe %
hat den Mantel

M = 2nrh
und die Oberfliche O =2=ar (r + h).

Beweis. Rollt man den Mantel des Zylinders in die Ebene ab, so erhilt man
ein Rechteck; dessen eine Seite ist gleich der Hohe des Zylinders, die
andere ist gleich dem Umfang des Grundkreises, hat also die Linge 2zr.
Der Mantel hat danach den Flicheninhalt 2zrh.

Nimmt man zum Mantel noch die beiden Grundkreise hinzu, dann erhilt
man die Oberfliche. Jeder Grundkreis hat den Flicheninhalt 7r?; mit-
hin ist
O=2nrh+2nr:=2nr(r+h).
16. Satz. Der Rauminhalt eines Zylinders mit dem Radius r und
der Hohe h ist
V = @rth.

Beweis. Man kann den geraden ebenso wie den schiefen Zylinder mit beliebig
vorschreibbarer Genauigkeit durch ein Prisma annihern, dessen Grund-
fliiche ein regelmiBiges Vieleck mit geniigend groBer Seitenzahl ist. Dessen
Rauminhalt ist aber gh, wenn g die Grundfliche ist. An die Stelle der
Grundfliche des Prismas tritt beim Zylinder der Kreisinhalt 7r2. Mithin
erhilt man als Wert fiir den Rauminhalt des Zylinders

V=mnrth.
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Kegel

17. Erklirung. Ein Kegel wird begrenzt von einem Kreis (der Grundfliache)
und einer krummen Fliche (dem Mantel), die einen Punkt auBerhalb der
Ebene der Grundfliache (die Spitze des Kegels) mit der Grundiliche ver-
bindet. Den Abstand der Spitze von der Grundfléiche nennt man die Hohe
des Kegels, die Verbindungsstrecke der Spitze mit dem Mittelpunkt des
Grundkreises die Achse, die Verbindungsstrecken der Spitze des Kegels
mit Punkten des Grundkreises Seitenlinien. Der Kegelmantel ist so be-
schaffen, daB durch jeden seiner Punkte, ausgenommen die Spitze des
Kegels, eine und nur eine Seitenlinie -geht; er liflt sich in eine Ebene ab-
wickeln.

Steht die Achse des Kegels senkrecht auf der Grundfliche, dann heifit
der Kegel gerade, im anderen Falle heifit er schief. Beim geraden Kegel
sind alle Seitenlinien gleich lang.

18. Satz. Ein gerader Kegel mit dem Radius r und der Seiten-

linie s hat den Mantel
M = qrs
und die Oberfliche O =ar (r + s).

Beweis. Rollt man den Mantel des geraden Kegels in die Ebene ab, dann er-
hiilt man einen Kreisausschnitt, dessen Radius s ist und dessen Bogen
gleich dem Umfangs des Grundkreises ist, also gleich 2xr. Es ist also der
Flachemnhalt des Mantels (§ 8, Nr. 12)

M=ts-2nr=mrs.
Fiigt man zum Mantel die Grundfliche, deren Flicheninhalt 7272 ist, hinzu,
so erhilt man fiir die Oberfliche
O=arr+ars=ar(r+s).
19, Satz. Der Rauminhalt eines Kegels mit dem Radius r und der
Hohe h ist
V =} mh.

Beweis. Man kann den geraden ebenso wie den schiefen Kegel mit beliebig
vorschreibbarer Genauigkeit durch eine Pyramide annéhern, deren Grund-
fliche ein regelméBiges Vieleck mit geniigend groBer Seitenzahl ist. Der
Rauminhalt dieser Pyramide ist gk, wenn g die Grundfliche angibt. An
die Stelle der Grundfliche der Pyramide tritt beim Kegel der Kreis-
inhalt 7r®. Mithin erhilt man als Wert fiir den Rauminhalt des Kegels

V= {zmrh.

Pyramidenstumpf und Kegelstumpf

20. Erklarung. Schneidet man eine Pyramide (die Vollpvramide) durch
eine zur Grundfliche paral]e]e Ebene, so zerfillt sie in einen Pyramiden-
stumpf und die Erginzungspyramide dieses Stumpfes.

Schneidet man einen Kegel (den Vollkegel) durch eine zur Grundfliche
parallele Ebene, so zerfillt er in einen Kegelstumpf und den Ergén-
zungskegel dieses Stumpfes.
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21.
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Den Abstand der Schnittebene von der Grundfliche nennt man die Hohe
des Pyramidenstumpfes oder des Kegelstumpfes. Die zur Grundfliche
parallele Fliche heiit Deckfliche. Unter den Seitenkanten eines
Pyramidenstumpfes versteht man diejenigen Kanten, die von der Deck-
fliche zur Grundfliche verlaufen. Unter der Seitenlinie eines Kegel-
stumpfes versteht man den Teil der Seitenlinie des Vollkegels, der zwischen
Grundfliche und Deckfliche liegt. Ein Kegelstumpf heilt gerade, wenn
der zugehorige Vollkegel gerade ist.

Satz. Ist G die Grundfliché, g die Deckfliche eines Pyramiden-
stumpfes von der Hohe &, dann ist

V=ih(G+VG g+g).

Beweis. 2 sei die Hohe der Erginzungspyramide, dann ist (Nr. 11)

22,

VG:Vg=(z+h):z,
z-VE=VE(z+h),
z-(VG—Vg)=h-Vg,
Vyg-h
r=—=——="
Veé—Vy
Der Rauminhalt des Pyramidenstumpfes wird also
V=iG-(z+h)—ig- x,
={Gh+4$2(G—y)

! 1 hl/g_(G—g)
=3Gh+ 5 Vo—ve
=IGh+3rVe (VG+Vyg)
=4 G+VC g +g).

folglich ist

Satz. Der Mantel eines geraden Kegelstumpfes, der R zum
Radius der Grundfliche, r zum Radius der Deckfliche
und s zur Seitenlinie hat, ist

M=mns (R + 7).

Beweis. Rollt man den Mantel eines Kegelstumpfes in die Ebene ab, dann

erhiilt man den Ausschnitt eines Kreisringes, den man als Differenz zweier
Kreisausschnitte ansehen kann; der eine riihrt vom Vollkegel, der andere
vom Erginzungskegel her. Es ist danach, wenn z die Seitenlinie des Er-
ginzungskegels ist,
M=n(s+ 2)R—nzr=nsR+nz(R—r).

Nun gilt aber nach dem ersten Strahlensatz die Proportion

Rir=(z+s):z,

Rx=rx+rs,

z(R—r)=rs.

Mithin ist M=ns(R+r).
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23. Satz. Der Rauminhalt eines Kegelstumpfes von der Hohe &,
der R zum Radius der Grundfliche, r zum Radius der
Deckflache hat, ist

V=4nh(R*+ Rr 4 1?).
Beweis. Den Rauminhalt eines Kegelstumpfes kann man mit beliebig vor-
geschriebener Genauigkeit durch den Rauminhalt eines Pyramiden-
stumpfes anndhern, dessen Grundfliche ein regelmiBiges Vieleck mit

geniigend grofler Seitenzahl ist. Fiir ihn gilt also auch die Formel fiir den
Inhalt des Pyramidenstumpfes, wobei

G=nR* und g=amr
einzufiihren ist. Mithin ist
V=3h(zR2+VaRk:-art+ ar),
V=14m h(R*+ Rr+r?.

Kugel

24. Erklirung. Die Gesamtheit der Punkte im Raum, die von einem festen
Punkte gleiche Entfernung haben, bildet die Oberfliche einer Kugel. Der
feste Punkt im Innern der Kugelfliche heit der Mittelpunkt der Kugel,
die Strecke, die den Mittelpunkt mit -einem Punkte der Oberfliche ver-
bindet, der Radius der Kugel.
Die Strecke, die von der Kugeloberfliche aus einer durch den Mittelpunkt
gehenden Geraden geschnitten wird, heit Durchmesser. Ein Durch-
messer der Kugel ist doppelt so grol wie der Radius.
Eine Ebene schneidet die Kugeloberfliche in einem Kreise. Der Radius
dieses Kreises ist am grofiten, nimlich gleich dem Radius der Kugel, wenn
die Ebene durch den Mittelpunkt der Kugel geht. Der Kreis heilt dann
ein groBter Kugelkreis. Eine durch den Mittelpunkt gehende Ebene
teilt die Kugel in zwei Halbkugeln.

25, Satz. Zwischen der Oberfliche O und dem Rauminhalt V der
Kugel mit dem Radius r besteht die Beziehung

V= %T'O.

Beweis. Durch die beiden Endpunkte (Pole) eines Durchmessers der Kugel
lege man eine Schar groBter Kugelkreise (Meridiane). Senkrecht zum
Durchmesser lege man eine zweite Schar von Kugelkreisen (Breitenkreisen).
Die Kugeloberfliche wird dann zerschnitten in Vierecke, die als Begrenzung
je zwei Meridiane und zwei Breitenkreise haben. Nur um die Pole herum
treten Dreiecke auf. Wenn man die Ecken der Dreiecke und Vierecke mit
dem Kugelmittelpunkt verbindet, entstehen pyramidenférmige Korper,
deren Spitzen alle im Kugelmittelpunkte liegen, wihrend die Grundflichen,
die freilich nicht eben sind, die Kugeloberfliche vollstéindig iiberdecken.
Je groBer die Anzahl der Meridiane und Breitenkreise wird, um so mehr
nihern sich diese pyramidenformigen Korper wirklichen Pyramiden mit
der Hohe r. Bezeichnen wir mit V,, V,, ... V, die Rauminhalte der pyra-
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midenférmigen Kérper, mit 0y, O,, ... O, ihre Grundflichen, dann gilt
angenihert, aber mit vorschreibbarer Genauigkeit
V,=ir-0y, Vo=14r-0,, ... Va=4r:0Oa.

Addiert man nun diese Gleichungen, so erhiilt man
Vit Vot o4 Va=45r(0y + 0+ -+ 4 0,)

oder, wenn man nur n geniigend gro8 wihlt, mit beliebiger Genauigkeit

V=ir.0.
26. Satz. Der Rauminhalt der Kugel mit dem Radius r ist
V=jim3

Beweis. LiBt man (Fig. 58) ein Quadrat A BCD, dessen Seiten die Liinge r
haben, sich um eine Seite, etwa um A B, drehen, so beschreibt sein Umfang
die Oberfliche eines Zylinders von der Héhe r
und dem Grundkreisradius r. Eine Diagonale
BD des Quadrates beschreibt bei dieser Dre-
hung den Mantel eines Kegels von der Héhe r
und dem Grundkreisradius r. Ein dem Quadrat
eingeschriebener Kreisquadrant A C beschreibt
eine Halbkugel vom Radius r. a
Durch den eben beschriebenen Drehkérper (oder
besser durch die Gesamtheit der drei Dreh- g
korper) legt man im Abstande a die zur Grund- Fig. 58
fliche parallele Ebene. Diese schneidet den
Zylinder, die Halbkugel und den Kegel je in einem Kreis. Der Radius
des Zylinderschnittes sei M R, der Radius des Halbkugelschnittes 3/ Q, der
Radius des Kegelschnittes sei M/ P. Dann ist

a

MR=r,
MP=a,
weil M PB ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck ist,
MOQ=Vr—a,

weil A MQ B ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse r ist.

Wir weisen nun nach, daBl die Halbkugel raumgleich dem Restkorper ist,
der entsteht, wenn aus dem Zylinder der Kegel herausgeschnitten wird.
Den Nachweis liefern wir auf Grund des Cavalierischen Grundsatzes, indem
wir feststellen, daB die in dem beliebigen Abstande a parallel der Grund-
fliche gefiihrten Querschnitte durch die Halbkugel und den Restkérper
gleich sind. Der Querschnitt durch die Halbkugel ist ein Kreis mit demn
Radius MQ und mit dem Flicheninhalt

fi =t —a.

Der Querschnitt durch den Restkorper ist ein Kreisring. Der Radius des
duBeren Kreises ist M R, der Radius des inneren M P; es ist also

=ar*—ma® = n(r* — a?).
2
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In der Tat sind beide Querschnitte flichengleich und damit Halbkugel
und Restkorper raumgleich. Der Rauminhalt des Restkorpers ergibt sich
als Differenz des Zylinders und des Kegels:
V =nr*—inrt =3inre.
V' ist also auch der Rauminhalt der Halbkugel.
Die Vollkugel hat mithin den Rauminhalt
V=inr.

Bemerkung. Der Cavalierische Grundsatz ist hier auf Korper angewendet
worden, die nicht ausschlieBlich von Ebenen begrenzt sind. Ahnlich wie
in dem in Nr. 12 behandelten besonderen Falle kann man den Nachweis
fiir die Richtigkeit des Cavalierischen Grundsatzes fiir unsere Korper
fithren, indem man sie in gleichdicke Schichten zerlegt und diese durch
Zylinder im Falle der Halbkugel, durch Hohlzylinder im Falle des Rest-
korpers von Zylinder und Kegel ersetzt. Dann stimmen beide Korper
schichtweise iiberein, und bei geniigend groBer Anzahl von Schichten
konnen die urspriinglichen' Korper durch die Treppenkoérper mit beliebig
vorschreibbarer Genauiglkeit angenihert werden.

27. Satz. Die Oberfliche der Kugel mit dem Radius r ist
O =4nr
Beweis. Wir haben gezeigt (Nr. 25), daB zwischen der Oberfliche O und dem
Rauminhalt V der Kugel die Beziehung
V' =14ro0
gilt. Setzt man den oben fiir den Rauminhalt gefundenen Wert fiir V ein,
dann erhilt man aus
fmrd =4r0
0 =4nra.

Teile des Kugelraumes und der Kugelfliiche

28. Erklirung. Ein beliebiger ebener Schnitt teilt die Kugel in zwei Kugel-
abschnitte. Unter der Hohe des Kugelabschnittes versteht man den Teil
des auf der Schnittebene senkrecht stehenden Durchmessers, der von der
Schnittebene und der Oberfliche des Kugelabschnittes begrenzt wird.
Den Teil der Kugsloberfliche, der den Kugelabschnitt begrenzt, nennt man
Kugelkappe. Unter der Hohe einer Kugelkappe versteht man die Hohe
des zugehorigen Kugelabschnittes.

Der Teil der Kugeloberfliche, der zwischen zwei parallelen, die Kugel
schneidenden Ebenen liegt, heilt Kugelzone. Unter der Hohe der
Kugelzone versteht man den Abstand der beiden parallelen Ebenen, die
die Zone begrenzen. Wenn man einen Kugelabschnitt, dessen Hohe kleiner
als der Kugelradius ist, durch den Kegel ergiinzt, der die Schnittfliche
des Kugelabschnittes zur Grundfliche, den Kugelmittelpunkt zur Spitze
hat, dann erhiilt man einen Kugelausschnitt. Ebenso erhilt man einen
Kugelausschnitt, wenn man aus einem Kegelabschnitt, dessen Hohe groBer
als der Kugelradius ist, den Kegel herausschneidet, der die Schnittfliche
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‘des Kugelabschnittes zur Grundfliche, den Kugelmittelpunkt zur Spitze
hat. Unter der Hohe eines Kugelausschnittes versteht man die Hohe des
zugehorigen Kugelabschnittes.

29, Satz. Der Rauminhalt eines Kugelabschnittes mit der Héhe £ ist

V=:inh*@r—h),
wenn r der Radius der Kugel ist.

Beweis. Die Uberlegungen in Nr. 26 gelten auch, wenn es sich nicht um eine
Halbkugel, sondern um einen Kugelabschnitt handelt. Es sei . die Hohe
des Kugelabschnittes (Fig. 59). Der Restkorper ent-
steht in diesem Falle, indem man aus einem Zylinder,
der die Hohe & und den Grundkreisradius r hat, einen
Kegelstumpf herausschneidet, dessen Hohe gleich- #
falls & ist. Der Radius der groleren Declfliche ist r, b
der Radius der Grundfliche ist r— k. Es ergibt sich
also fiir den Rauminhalt des Kegelstumpfes

Vi=imh(@?+ rir—~R]+ [r— 113,
Vi=§mh(h® —3rh 4 3r?). Fig. 59
Danach ist der Inhalt des Restkorpers und damit der des Kugelabschnittes
V=arth— imh(h®—3rh + 3r®) = izh*(3r —h).
Bei dieser Ableitung ist h < r vorausgesetzt. Die Formel gilt aber auch

fir h>r. Ist B =2r —h, so gilt der Satz jedenfalls fiir den Kugel-
abschnitt mit der Hohe %', der den Rauminhalt V' habe. Dann ist

V=iar—V,
wo Vi=im@r—n)2@r—[2r—h]) =3m(4r*—3rh2 4 h3) ist.
Mithin ist V =4ar? —im(4r3 —3rk® + 13) = {ah*(3r —h).
30. Satz. Der Rauminhalteines Kugelausschnittes vonder Hohe kist
V=3n1h,

wenn r der Radius der Kugel ist.
Beweis. Der Rauminhalt des Kugelabschnittes ist
Vy=4zmh*(3r —h).
Dazu tritt der Rauminhalt V, des Kegels, dessen Hohe r — & ist. Fiir den
Radius ¢ der Grundfliche ergibt sich nach dem pythagoreischen Lehrsatz
(vgl. Fig. 59)
*=r*—(r—h?=2rh—h
Es ist also  Vy,= iz @rh—h*)(r—h)
= {7 (2rth — 3rh® 4 h%).
Folglich ist V= V;+ Vo, =4n(3rh*—h®+ 2r°h — 3rhz 4 13)
= inrth.
Bei dieser Ableitung wird h < r vorausgesetzt. Ist h >r, dann ist die
Hohe des Kegels, der vom Kugelabschnitt abzuziehen ist, 2 — r. Dann ist
V=V,—7V,,
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wobei aber V, = 4nm(2rh —h?)(h—r) = § 7 (3rh* — 2r:h — h3)
ist. Das Ergebnis fiir V ist das gleiche. ’

31. Satz. Die Fliche einer Kugelkappe von der Héhe & und ebenso
die Fliche einer Kugelzone von der Héhe & ist

O=2nrh,
wenn r der Radius der Kugel ist.

Beweis. Die in Nr. 25 angestellte Uberlegung gilt auch, wenn es sich nicht um
die ganze Kugel und ihre Oberfliche handelt, sondern um eine Kugelkappe
und den zugehérigen Kugelausschnitt. Es ist also in

V=14ro
fiir V der Rauminhalt des zugehérigen Kugelausschnittes einzusetzen. Aus
imrth = 4r0
folgt 0 =2arh.

Eine Kugelzone von der Hohe k kann man als Differenz zweier Kugel-
kappen ansehen, von denen die eine die Héhe z, die andere die Hohe
z + hhat. Wenn der ersten die Oberfliche O, , der zweiten die Oberfliche O,
zukommt, dann ist
0=0,—0,=2ar(z+ h)—2nrz
0 =2nrh.

§ 10. Efnfiihrung in die Trigonometrie

Die trigonometrischen Funktionen im rechtwinkligen Dreieck

ot

. Erklirung. Im rechtwinkligen Dreieck ist der Sinus eines Winkels der
Quotient aus Gegenkathete und Hypotenuse, der Kosinus eines Winkels
der Quotient aus Ankathete und Hypotenuse, der Tangens eines Winkels
der Quotient aus Gegenkathete und Ankathete, der Kotangens eines
Winkels der Quotient aus Ankathete und Gegenkathete.

In dem bei C rechtwinkligen Dreieck (Fig. 60) ist also

. a s b
sina=—, Slﬂﬂ:-;—, B
cosa=£, cos f=2, ¢
4 c a
— 0 el
tga=, tgf=7, 4 - ]
_ b g8 ' Fig. 60
cotg a=—-, cot}.ﬂ_g.

Alle rechtwinkligen Dreiecke mit gleichem Winkel a oder f§ sind ihnlich;
die Werte der trigonometrischen Funktionen sind deshalb nur von der
GroBe der Winkel abhiingig.

Alle vier trigonometrischen Funktionen sind Quotienten zweier Strecken;
sie sind also unbenannte Zahlen.

Geometrie. 3.—5. 21
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2. Graphische Darstellung. Durch Konstruktion und Messung kann man die
Werte der trigonometrischen Funktionen mit beliebiger Genauigkeit be-
stimmen. Fig. 61 und 62 geben graphische Darstellungen des Verlaufes der
Funktionen fiir Werte von 0° bis 90°.

Fir die Grenzwerte 0° und 90°, fiir die es genau genommen kein recht-
winkliges Dreieck gibt, setzt man zweckmiBigerweise, wie die graphischen
Darstellungen zeigen, fest:
sin0° = 0, cos0° =1, tg0° =0, cotg0’ = co,
sin90° =1, c0s90° =0, tg90° = oo, cotg90° = 0.
Der Sinus und der Tangens steigen, der Kosinus und der Kotangens fallen,

wenn der Winkel von 0 bis 90° steigt. Sinus und Kosinus bleiben zwischen
0 und 1, Tangens und Kotangens zwischen 0 und oo.
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3. Wurzelausdriicke fiir einige Werte trig igcher Funktionen. Im recht-

winklig-gleichschenkligen Dreieck ist die Hypotenuse ¥ 2, wenn die Katheten
die Lénge 1 haben. Mithin ist
sind5° =13,  cos45°=14V2, tg45°=1  cotgd5° =1
Im rechtwinkligen Dreieck, in dem der eine spitze Winkel 30° ist, der andere
60° ist, habe die Hypotenuse die Linge 1; dann hat eine Kathete die
Linge 4, die andere die Linge 4¥/3. Mithin ist
21*
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§in30° = 4, 0s30° = 1V3, tg30° =4i¥3, cotg30°=1V3,
sin60° := 1¥'3,  c0s60° = 3, tg60° =3,  cotgb0° = {¥3.
4. Beziehungen zwischen den trig ischen Funktionen eines Winkels.
Es ist
(1) sin’e¢ + cos’aq =1,
sin a
(2 tga =00
COS'I
3) cotga = sma’
(4) tga - cotga = 1.

Beweis. 1. Nach dem pythagoreischen Lehrsatz ist im rechtwinkligen Dreieck
mit der Hypotenuse ¢ -
@+ b =¢2,

und wenn man durch ¢? dividiert,

(22

Setzt man an die Stelle der Quotienten die trigonometrischen Funktionen,
so erhélt man die obige Gleichung (1).

2. und 3. Es ist

I
ool
]

B
a
8|
I
ola]e]o

Setzt man wieder an ‘die Stelle der Quotienten die trigonometrischen
Funktionen, so erhilt man die Formeln (2) und (3).
4. Die Richtigkeit der Formel ergibt sich durch Multiplikation der Formeln
(2) und (3)."

5. Bezieh zwischen den trig trischen Funktionen der beiden spltzen
Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks. Sind a und f§ die spitzen Winkel eines
rechtwinkligen Dreiecks, so ist

sina = cosf, cosa = sin 3,

tga = cotgf, cotga = tgf.
Beweis. Die Richtigkeit folgt sofort, wenn man an die Stelle der Funktionen
die Quotienten der Dreiecksseiten einsetzt.
Da zwischen a und § die Beziehung a + § = 90° besteht, nehmen die
Formeln auch die Gestalt an:

sing = cos (90° — «),

cosa = sin (90° — a),

tga = cotg (90° — a),
cotga = tg (90° — a).
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6. Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks. Im rechtwinkligen Dreieck 4 BC
mit dem rechten Winkel bei C seien gegeben

1. die Hypotenuse ¢ und eine Kathete a; dann ist

sin a =

3

NE)

cosﬁ:% oder f=90°— aq;
2. die beiden Katheten; dann ist
tga:%, tgﬂ:% oder f=90°— q;

3. die Hypotenuse und einer der spitzen Winkel, etwa a, dann ist
a = csina, b= ccosa;
4. eine Kathete ¢ und der gegeniiberliegende Winkel a, dann ist

a a

T tga’ ~ sina’
5. eine Kathete a und der anliegende Winkel §, dann ist
-_2_ c=-2_.
" cotgp’’ ~ cosp
Die trigonometrischen Funktionen stumpfer.Winkel

7. Erklirung. Die Definition der trigonometrischen Funktionen stumpfer
Winkel wird durch die folgenden Gleichungen auf den Begriff der trigono-
metrischen Funktionen spitzer Winkel zuriickgefiihrt:

sin « = sin (180° — &),
cosg = — cos (180° — a),
tga = — tg (180° — a),
cotg @ = — cotg (180° — «).

Es ist also der Sinus eines Winkels gleich dem positiven Wert des Sinus,
der Kosinus, Tangens, Kotangens gleich dem negativen Wert des Kosinus,
Tangens, Kotangens seines Nebenwinkels.

Folgerung. Es ist sin (90° 4 a) = cosa,
cos(90° 4 a) = — sina,
tg(90° + a) = — cotga,
cotg(90° 4+ a) = — tga.
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8. Graphische Darstellung. Setzt man auf Grund der Erklirungen in Nr. 7 die
graphische Darstellung der trigonometrischen Funktionen von 90° bis 180°
fort, dann erhilt man die Fig. 63 und 64.

Die Sinuskurve ist axialsymmetrisch in bezug auf eine in dem Abstande, der
dem Winkel 90° entspricht, zur y-Achse gezogene Parallele. Alle anderen
drei Kurven sind zentralsymmetrisch in bezug auf den eben genannten
Punkt der z-Achse. Die Tangenskurve springt bei 90° von 4 oo nach — co.

Siitze iiber das schiefwinklige Dreieck

9. Sinussatz. Im Dreieck ist
a:b:c=sing:sinf:siny.
Beweis. Filllt man im Dreieck A BC die Hohe A D, so ergeben sich aus den

beiden Dreiecken, die dann entstehen, fiir die Héhe &, zwei Ausdriicke.
Setzt man sie gleich, so erhilt man, wenn f und y spitz sind (Fig. 34),

csinf = bsiny,

wenn dagegen einer der Winkel § oder y stumpf ist, etwa f (Fig. 35),
¢sin(180° — f) = b siny.
Da nach der Erklirung der trigonometrischen Funktionen fiir stumpfe
Winkel
sin(180° — f) = sin B

ist, hat man auch im zweiten Fall

csinf = bsiny.

Sieht man diese Gleichung als Produktengleichung einer Proportion an,
dann folgt
b:c=sinf:siny.

Das ist der Sinussatz fiir eines der Winkelpaare.



§ 10. Einfilhrung in die Trigonometrie 65

\ |
\ [
2|\ /
\ 1/
\[/
+1
X
0 307 457 60° | 9° 120°135°150° | /160°
\\ i //
-7 ;
/1\
[ 1\
-2
N \
[ \
I !
Fig. 64
10. Kosinussatz. Im Dreieck ist
(1) a?=0"+c*—2bccosa,
(2) b2=a’+ c* —2accosf,
3) ¢ =a’+ b® — 2abcosy.

Beweis. Es /genﬁgt, eine der drei Formeln zu beweisen. Fiir die Hohe k, des
Dreiecks A BC erhilt man, wenn man den der Seite ¢ anliegenden Ab-
schnitt auf der Seite a mit p bezeichnet,

ho? = ¢ — %,
und wenn f spitz ist (Fig. 34),
he* = b*— (a — p)?,
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wenn dagegen f stumpf ist (Fig. 35),
he* = b* — (a + p)*.
Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke erhélt man bei spitzem Winkel g
¢—pr=0—a’+ 2ap—p?
bei stumpfem Winkel § hingegen
¢ —p?*=0b*—a*— 2ap —p2

Beachtet man, daB sich aus dem rechtwinkligen Teildreieck bei spitzem
Winkel g
p=ccosf,
bei stumpfem Winkel
p = ccos(180° — f) = — c cosf
ergibt, so erhélt man in beiden Fillen, wenn man noch p? weghebt,
¢ =b*— a4 2accosf

oder b? = a® 4 ¢ — 2ac cosf.
Folgerung. Es ist

(1) cosa = ﬂ{;T—f ,

(2) cosf = ﬁ# ,

(3) cosy = %b:f

11. Inhaltsformeln. Im Dreieck ist der Flicheninhalt

0] =labsiny,
(2) = tacsing,
(3) = ibesina.

Beweis. Es geniigt, eine der Formeln zu beweisen. Fiir die Hohe &, ergibt sich
aus dem Teildreieck im TFalle eines spitzen Winkels 8 (Fig. 34)

h, = csinf,
im Falle eines stumpfen Winkels § (Fig. 35)
hs = ¢sin(180° — f) = csinf.
Setzt man diesen Wert in die Formel fiir den Inhalt des Dreiecks
f=1tah,

ein, so erhilt man die erste der obigeﬁ Formeln.



§ 10. Einfithrung in die Trigonometrie 67

12. Satz. Ist r der Radius des Umkreises eines Dreiecks, so ist

(1) a=2rsina,
(2) b=2rsing,
(3) ¢c=2rsiny.

Beweis (Fig. 65). Es geniigt, eine der Formeln abzuleiten. Verbindet man den
Mittelpunkt M des Umkreises mit den Punkten B und C des Dreiecks A BC
und fillt von M auf BC die Senkrechte M D,
dann ist < B M D nach dem Peripheriewinkelsatz
gleich a. Aus dem Dreieck A/ BD ergibt sich also

¢ = rsina
5=
a

oder

13. Die vier Hauptfille der Dreiecksherechnung.

= 2r sina.

a) Dreieck aus a, b, y. Der Kosinussatz liefert
die Seite ¢. a und § sind nach dem Sinussatz zu
finden.

b) Dreieck aus a, f und . Da auch a bekannt
ist, lassen sich nach dem Sinussatz die fehlenden Seiten berechnen.

Fig. 65

¢) Dreieck aus a, b und c¢. Zwei Winkel liefert der Kosinussatz.

d) Dreieck aus a, b und a. Der Sinussatz liefert zunéchst 8. Dann ist auch y
bekannt, und wieder gibt der Sinussatz die fehlende Seite c.

Bemerkung. Wird der Sinussatz zur Bestimmung eines Winkels angewandt, so
liefert er einen spitzen und einen stumpfen Winkel. Es ist jeweils aus-
driicklich zu entscheiden, ob zwei Winkel moglich sind (Fall, in dem die
einschrinkende Bedingung des vierten Kongruenzsatzes nicht erfiillt ist)
oder ob nur ein Winkel in Frage kommt, und zwar welcher.

Bei der Anwendung des Kosinussatzes fillt ins Gewicht, daB er sich schlecht
fiir logarithmische Rechnung eignet.
Weiterfithrende Formeln zur Berechnung schiefwinkliger Dreiecke

14. Mollweidesche Formeln. Im Dreieck ist

B—y a—p
1) P_ig _ cos _2 3 a + b _ 008—2
( - = — 3 =5
SIII? Blﬂ?
a—y . f—y
R u+c_cos 3 . b—ec sin 3
( ) b [} ( ) a =_Ty
8N — 00!—2—
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. a—y . a—§
3) a—c_sm 2 ©) a—b_sm 2 )
2 [ B’ c 2
005—2— cos )

Beweis. 1. (Fig. 66). Wir beweisen zuniichst eine der drei ersten Formeln.
Verlingert man die Seite AC des Dreiecks A BC iiber A hinaus um ¢
bis D, dann ist A A BD gleichschenklig und nach dem AuBenwinkelsatz

$CDB=% und{CBD=ﬂ+%=2ﬂ;'a 2

_ B+ (1800 —y)
2

~fR

= 90° 1+ ﬂ—;i' . Wendet man

den Sinussatz auf A CBD an, so ergibt sich @
B— )') B—vy
0 LA
b+c sm(QO =+ _cos 3 B ¢
a . a - sin & )
sin in & Fig. 66

2. (Fig. 67.) Wir wollen aus der zweiten Gruppe Mollweidescher Formeln
die vierte beweisen und nehmen an, es sei § > y. Triigt man A B auf AC
von A bis D ab, dann ist A ABD gleiuh- A

schenklig, mithin ¢ ADB = 90° — 2 s o~
<ICDB=90°+?und < CDB p
1 O
=p— (o0 —g) = =L 909
¢
B—180°+(180°—3) p—v 8 .
= =3 Fig. 67
Wendet man den Sinussatz auf A CBD an, so ergibt sich
. B—v . p—
b—o¢ _ sin B) sin ﬂ—z‘z

sin (900 + i) B cos % )
ﬂ+7

Folgerung. Da z. B. % =90°— ist, lassen sich die Formeln (1) und (4)

auch in der Form

btc 2
a Bty
2

aussprechen.
15. Tangenssatz. Im Dreieck ist

b
0 Bee=

b—e_ "
a smﬂ;r
%ﬁiy
=
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atvy

o a+c_uz 2
@ e =—=,
lg-—z

n4 8

5 atd '3
@ a—b=- =3
2

Beweis. Auf Grund der Mollweideschen Formeln findet man (vgl. Nr. 13,
Folgerung)

bte b—y Bty Bty
2 =

o
+
)
Q
‘ ©

o
|
S}
o~
|
o
=S
=
|
™
|
<

Folgerung. Fiihrt man an die Stelle der halben Winkelsumme den halben
dritten Winkel ein, dann nimmt der Tangenssatz die Gestalt an:

cotg %

5=y usf.
2

b+c
e
c tg

16. Satz. Ist p der Radius des Inkreises eines Dreiecks, dann ist

a__ @ P, 3
@ 8y =y
; B _ _e
(@) tg 5 =25, - A
Yy __¢@
Beweis. (Fig. 68.) Ist E der Beriihrungspunkt des In- & (2

krgises (Mittelpunkt O) mit der Dreiecksseite A 13, Fig. 68
dann ist in dem rechtwinkligen Dreieck AEO

die Seite AE =s—a (§4,Nr. 14) und & EAQ = 3, mithin

e
8—a’

a
tg?=

Halbwinkel. Ist s der halbe Umfang eines Dreiecks, dannist

a_1/s=b(s—0)
@ ey =V e
H_]/(s—u)(s—(')
@ gy = s(s—0b) °*
v_l/(s—a)(s—h)
@ gy = s(s—ec)
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Beweis. Aus der heronischen Formel fiir den Inhalt des Dreiecks (§ 5. Nr. 10)
f=Vsis—a)(s—1b)(s—c)
und der anderen Inhaltsformel (§ 6, Nr. 6)
f=e-s
folgt fiir den Radius g des Inkreises

[ _)e=at=ht—a

e=—é—= 3

Setzt man diesen Wert von g in die im vorangehenden Satz entwickelte

Formel fiir tg— ein, so erhilt man

(s—b)(s—¢)
NN (= =)

s(s—a)

17. Noch einmal der erste und dritte Hauptfall der Dreiecksherechnung. Wenn
man auch die in Nr. 13ff. entwickelten Dreieckssitze zur Verfiigung hat,
lassen sich unter Vermeidung des fiir logarithmische Rechnung unzweck-
miiBigen Kosinussatzes und des bei der Winkelberechnung zwei Werte
liefernden Sinussatzes die folgenden Rechnungsgiinge einschlagen:

a) Dreieck aus a, b, y. Mit y ist auch a;ﬂ

bekannt. Der Tangenssatz

liefert auch 2—
Mollweideschen Formeln.

£ und damit o und p. Die fehlende Seite liefert eine der

b) Dreieck aus a,d und c. Die Winkel liefert der Halbwinkelsatz.



