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AUFGABENSAMMLUNG

Erstes Kapitel

Ebene Trigonometrie?)

§ 1. Die trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel

Die Funktionen

1. a) Zeichne zwei rechtwinklige Dreiecke von verschiedener Gré8e mit dem-
selben spitzen Winkel a. Vergleiche den Wert der Seitenverhaltnisse in
beiden Dreiecken. b) Andere den Winkel a. Wie andern sich dann die
Werte der Seitenverhéltnisse ?

2. Wieviel Seitenverhiltnisse lassen sich in einem rechtwinkligen Dreieok.
aus den drei Seiten bilden ?

3. Was versteht man unter a) sin a, b) cos @, ¢) tga, d) ctga?

4. Zeichne in einem rechtwinkligen Dreieck 4 BC die Héhe CD. Driicke sin a,
cos a, tg @, ctga aus durch zwei Seiten a) des Dreiecks ABC, b) des
Dreiecks ACD, ¢) des Dreiecks BCD; d) bis f) die entsprechenden Aufgaben
fiir den Winkel 8. — Stelle irgend zwei Seiten des ganzen Dreiecks oder
eines Teildreiecks zu Seitenverhiltnissen zusammen und driicke sie aus als
Funktionen g) des Winkels e, h) des Winkels .

6. Bestimme durch Zeiochnung (Winkelmesser gestattet) und Messung die
Werte der Sinusfunktion fiir folgende Winkel: a) 10°, b) 209, ¢) 30°,
d) 409, e) 45°, 1) 50°, g) 60°, h) 709, i) 80°.

6. a) Benutze die Ergebnisse der Aufgabe 5 zur Herstellung einer graphisohen
Darstellung der Sinusfunktion. b) Besohreibe den Verlauf der Sinus-
funktion.

7.Entnimm der graphischen Darstellung (Aufg.6) die Werte der Sinus-
funktion fiir folgende Winkel: a) 15°, b) 429, ¢) 63°, d) 76°. Priife die
Ergebnisse durch Zeichnung von rechtwinkligen Dreiecken nach.

8. Stelle aus der graphischen Darstellung oder durch Zeichnung eines recht-
winkligen Dreieoks die Winkel fest, deren Sinusfunktion folgende Werte
hat: a) 0,1, b) 0,6, ¢) 0,35, d) 1, e) Z.

9. bis 12. Lose die den Aufgaben 5 bis 8 entsprechenden Aufgaben fiir die
Kosinusfunktion.

1) Die Paragraphen 1 bigs 3 dienen der Wiederholung und kdnnen unter
Umstinden iberschlagen werden, es sei denn, daB der Stoff noch nicht be-
handelt ist.
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13. bis 15. Lose die den Aufgaben 5 bis 7 entsprechenden Aufgaben fiir die
Tangensfunktion.

16, Fiir welohe Winkel hat die Tangensfunktion den Wert a) 0,1, b) 0,7,
e)1,d) 1,3, e)12 1) 212

17. bis 20. Lose die den Aufgaben 5 bis 7 und 16 entsprechenden Aufgaben
fiir die Kotangensfunktion.

21. Bereohne aus geeigneten Dreiecken die Werte der vier Funktionen fiir
8) 45°, b) 609, ¢) 30°. Vergleiche die Ergebnisse mitden durch Zeichnung
gefundenen Werten.

22. Welche Werte wird man den trigonometrischen Funktionen beilegen:
a) fiir 0°, b) fiir 90° ? (Grund ?)

Beziehungen zwischen den Funktionen

23.8) o und B seien die spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks. Be-
weise folgende Formeln:

sin a = cos 3, tg a = ctg B,
cos ¢ = 8gin §, etg a =tg B.
b) Beweise folgende Formeln:
sin a = cos (90° — a), tg a =ctg (90° — a),
cos a = sin (90° — a), ctg @ =tg (90° — a).

24, Was ergibt sich aus den Formeln 23b) fiir den Verlauf a) der Sinus- und
Kosinuskurve, b) der Tangens- und Kotangenskurve ! — Fiir welchen
Winkel miissen ¢) Sinus- und Kosinusfunktion, d) Tangens- und Kotangens.
funktion -iibereinstimmen ? e) Vergleiohe die in Aufgabe 21 errechneten
Funktionswerte von 30° und von 60°.

28. a) Zeige mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes, da
sin2 a 4 cos2 a =1
ist. b) Driicke sin a durch cos a, ¢) cos a durch sin ¢ aus,

26. Gegeben ist sin « gleich a) 2, b) 4, ¢) 0,2, d) 1 (Y5 —1). Berechne cos a.
27, Gegeben ist cos & gleich a) %, b) 3, ¢) 0,7, d) £ VT}@ Berechne sin a.
28. Zeige, daB tga-ctga=1 ist.

29. Driicke a) tg a durch ctga, b) ctga durch tga aus.

30. Gegeben ist tg a gleich a) §, b) 2, ¢) 2,5, d) ﬁ + 1. Berechne ctg a.
31. Gegeben ist ctg a gleich a) 1, b) 7, ¢) 0,27, d) Y2 — 1. Berechne tg a.
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32. Beweise an der Hand eines rechtwinkligen Dreiecks folgende Formeln:

sin a €os a
a)tga':'couz’ ") ctga=sma.

33. Driicke a) tg @ nur durch sin @, b) tg @ nur durch cos @, ¢) ctg a nur
duroh sin @, d) ctg @ nur durch cos a aus.

34. Gegeben ist sin a gleich a) §, b) 1%, ¢) 0,2, d) 0,6. Berechne tg « und ctg «.
35. Gegeben ist cos e gleich a) %, b) 7, ¢) 0,3,d) 0,1. Berechne tg « und ctg «.

36. Leite neue Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen her,
indem du die Gleichung a? + b = ¢? (pythagoreischer Lehrsatz) durch
a? bzw. durch 4 dividierst.

37. Gegeben ist tg a gleich a) 1, b) 3, ¢) 4. Berechne sin ¢ und cos a.
38. Gegeben ist ctga gleich a) 1, b) {%, ¢) 7. Berechne sin ¢ und cos a.

Benutzung vierstelliger Tafeln

Die natiirlichen Werte der trigonometrischen Funktionen

Schlage auf

39.a) sin 15°, b) sin 239, ¢) sin 46°, d) sin 789,

e) ocos 14° f) cos 549, g) cos 659, h) oos 86°,

i) tgi2e, K) tg34° ) tg6se, m) tg77°

n) ctg 23°, 0) ctg489, p) otg 529, q) ctg 86°.
40.3) sin15°30, b) sin68°20, «¢) sin43°40, d) sin 74930,
e) €0s34°10', f) cos45°10°, g) cos78°20, h) oos 86° 40,

) tgleo20, k) tg58020Y, 1) tg76°50, m) tg82°10’,
n) ctg12°50°, o) ctg14°30’, p) ctg66°50, q) ctg74°40".
41. 8) sin25°12, b) sin44°14/, ¢) sin 66° 36, d) sin 57038,
€ tg24937 ) tg58024', g tg62°16, h) tg73°48,

i) 00s14°17, k) cos53°23, 1) cos74°56’, m) oos 66052,
n) otg13°27, o) ctg23°14’, p) ctg48°37, q) ctg 73042,
r) sin 14,59, §) cos 23,69, t) ‘tg64,7°, u) ctg 81,29,

v) 8in74,25% W) cos 23,149, x) tg 27,759, y) ctg84,33°,

Suche den Winkel &, wenn gegeben ist
42, sin agleich a) 0,2588,  b) 0,9397, ¢) 0,7716, d) 0,4014;

cos agleich ¢) 0,9703, f) 0,3584, g 09853,  h) 0,6134;
tgagleich i) 0,1763, k) 2,747, 1) 0,3378,  m) 1,780;
ctg agleich  n) 0,8693, 0) 8,144, P 1,117, q) 0,2062.

43. sin agleich  a) 0,286,  b) 0,9412, ¢) 0,1955,  d) 0,784,
o) 0,9142, 1) 0,9726, g) 0,8376,  h) 0,9935.
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44. cosa gleich  a) 0,9290,
¢) 0,8609,
46. tga gleich a) 0,2912,
e) 4,120,
46. ctga gleich a) 0,4084,
e) 1,362,

b) 0,9386,

¢) 0,2266, d) 0,8120,
f) 0,7000,  g) 0,9505, h) 0,8015.
b) 0,7056,  ¢) 0,950, 4y 1,077,
f) 2,326, g) 1,3254, h) 0,360.
b) 0,2357,  ¢) 2,579, d) 3,657,
f) 2,225, g) 49,000, h) 0,0020,

Die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen

47. Schlage in der Tafel auf
a) Igsin 22°,
d) 1g sin 629,
g) lg sin 66° 27,
k) Ilg cos 54°,
n) lg cos 43° 16,
q) lg cos 80,4°,
48. Schlage auf
a) g tg 149,
d) lgtg 72°,
g) lgtg 84°13’,
k) Ig ctg 73°,
1) Ig ctg 22,5°,
q) lg ctg 62,55°.
49. Schlage auf
a) lgsin 24016’ 127,
d) lgsin 75° 55’ 46",
g) lgsin 46° 14,9,
60. Schlage auf
a) lg cos 43046 ‘24",
d) lg cos 47° 23" 37,
g) lg cos 86° 14,7,
61. Schlage auf
a) lg tg 12016’ 42",
d) Igtg 23° 24’ 25",
g) lgtg 16°18,4,

b) Ig sin 439,
e) lgsin 33°28’,
h) Igsin 44°44’,
I) 1g cos 86°,
0) Ig cos 22° 37,

b) lg tg 48°,

0) lg tg 17° 56",
h) Ig tg 16°42’,
1) Igctg 16°,
0) lg ctg 49,30,

b) Igsin 26° 14’ 54,
e) Igsin 14°25,5°,
h), Ig sin 72° 4,2,

b) lg cos 52° 46’ 36",
e) Ig cos 16°17,2',
h) Ig cos 22° 22,3,

b) Ig tg 43°37' 30",
e) Igtg24°12,3,
h) Ig tg 88°52,4', "

c) lg sin 549,

1) lgsin 44°16°,

i) lg cos 26°,
m) Ig cos 369,

p) lg cos 46,259,

c) lg tg 23°,
f) 1g tg 72023,
i) lg ctg 289,
m) lg ctg 44012,
p, lg ctg 54x9°:

¢) lg sin 549 14’ 43",
1) Igsin 349 22,2,
i) Ig sin 849 54,6",

¢) lg cos 80° 40’ 12,
f) Ig cos 25°24,3,
i) Ig cos 53°24,3".

c) g tg 82024’ 24",
f) Igtg 42°4,9',
i) 1gtg 62°14,9'.
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52. Schlage auf
a) lg ctg 16° 42’ 30", b) Ig ctg 28° 38" 48", c) Ig ctg 52° 24’ 24",
d) Ig ctg 76° 56’ 56", e) Igctg43°24, f) lg ctg 88°5,6',
g) lgctg 45°0,2', h) Ig ctg 87° 2,5, i) lgctg 3°3,3".

53. Bestimme den Winkel «, wenn gegeben ist
lgsinagleich a) 9,5019—10, b) 9,7476-10, ¢) 9,9500—10,
d) 9,6321-10, e) 9,9721-10, f) 8,9403-10,
lg cos a gleich  g) 9,9640—10, h) 9,9849-10, i) 9,3521-10,
k) 9,6387—-10, 1) 8,9816—10, m) 8,6097—10;
lgtgagleich n) 9,8453—10, o) 94281—10, p) 9,2463-10,
q) 10,4746—10, r) 10,6252—10, s) 11,0580—10;
lg ctg agleich  t) 10571910, u) 10,8003—10, V) 9,4853—10,
w) 9,6329—10, x) 11,2806-—-10, y) 8,8446-—10.
54, Bestimme den Winkel &, wenn gegeben ist
lgsin o gleich  a) 9,3606—10, b) 9,8222-10, ¢) 9,8687—10,
d) 9,5600—10, e) 9,3345—10, f) 8,3520—10;
lgcos agleich g) 9,3600—10, h) 9,5712-10, i) 8864110,
k) 89120—10, 1) 9,8643—10, m) 9,8232-10,
lgtgagleich m) 9,3774—10. o) 9,7055—10, p) 9,8267—10,
q) 10,1554—10, 1) 10,2366—10,  5) 10,2688—10;
lgotg agleich t) 10,2292—-10, uw) 11,3467-10, v) 9,0025—10,
W) 94802—10, x) 9,7064—10, y) 10,3198—10.

Benutzung fiinfstelliger Tafeln.
Die natiirlichen Werte der trigonometrischen Funktionen
B5. bis 57. Dieselben Aufgaben wie 39. bis 41.

58. Suche den Winkel «, wenn gegeben ist
sin a gleich  a) 0,34202, b) 0,56641, c¢) 0,91822, d) 0,95882;
cos a gleich  e) 0,96593, f) 0,71325, g) 0,63608, h) 0,09874;
tg a gleich i) 0,12278, k) 0,96586, 1) 1,3764, m) 4,4494;
ctg o gleich  n) 1,1918, o) 3,2709, p) 0,31210, q) 0,17033.
59. Suche den Winkel &, wenn gegeben ist sin « gleich
a) 0,44750, b) 0,56521, c¢) 0,93899, d) 0,95804,
e) 0,10700, f) 0,97524, g) 0,71019, h) 0,67422.
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60. Suche den Winkel &, wenn gegeben ist cos a gleich

a) 0,93939, b) 0,83541, ¢) 0,89206, d) 0,14726,

e) 0,96843, f) 0,19202, g) 0,07500, h) 0,99234.
61. Suche den Winkel &, wenn gegeben ist tg a gleich

a) 0,17213, b) 0,25397, €) 2,4243, d) 0,28800,

e) 1,0125, f) 2,3245, g) 0,2924, h) 3,0276.
62. Suche den Winkel &, wenn gegeben ist ctg a gleich

a) 2,2727, b) 0,17093, ¢) 0,41013, d) 0,19255,

e) 6,4465, f) 0,12305, g) 0,99777, h) 1,3535.

Die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen
63. bis 68. Dieselben Aufgaben wie 47. bis 52.

69. Bestimme den Winkel &, wenn gegeben ist
Igsin a gleich a) 9,08589—10, b) 9,23967—10, ¢) 9,99379—10,
d) 9,99968—10, e) 7,94084—10, f) 9,99962—10;
lgcosagleich g) 9,99894—10, h) 9,96403—10, i) 9,57978—10,
k) 9,46800—10, 1) 8,94317—10, m) 8,77097—10;
lgtg agleich n) 9,08914—10, o) 10,85220—10, p) 10,63664— 10,
q) 9,33731-10, 1) 9,35931—10, s) 11,05227—10;
Ig ctg o gleich  t) 10,80020—10, u) 10,04556—10, v) 9,53697—10,
w) 9,89255—-10, x) 11,72331-10, y) 11,47921—10.
70. Bestimme den Winkel «, wenn gegeben ist
lgsin a gleich a) 9,33862—10, b) 9,77922-10, ¢) 9,95362—10,
d) 9,29224—10, e) 8,36114—10, f) 9,99679—10;
Ig cos a gleich g) 9,95176—10, h) 9,86440—10, i) 9,75892—10,
k) 9,19522-10, 1) 9,86662—10, m) 9,98266—10;
Ig tgagleich n) 9,34298—10, o) .9,74263—10, p) 10,60012—10,
q) 9,94002—10, r) 9,25012—10, s) 11,70698—10;
Igctg a gleich t) 10,65624—10, u) 10,38268—10, v) 9,15548—10,
w) 9,96873-10, x) 10,43215—10, y) 11,25633—10.

Vierstellige und fiinfstellige Tafeln
71. Stelle fest, ob die logarithmisch errechneten Ausdriicke
a) lg sin 30°, b) Ig tg 45°, ¢) Ig cos 309,
d) lgsin 60°, e) lg tg 30°, f) Ig ctg 30°
mit den aus der Tafel zu entnehmenden iibereinstimmen.
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72. Welche Gleichungen gelten a) zwischen lg tg « und Ig ctg &, b) zwischen
lgsina, lgcosa und lg tga, ¢) zwischen lg sina, Ig cosa und
lg ctg «? Gib in diesem Falle fiir die gefundene Beziehung aus der Tafel
ein paar Beispiele an.

73. Gib eine ungefihre graphische Darstellung vom Verlauf der Funktionen
a) y=Igsinz, b) y=Igcosz, ¢)y=Igtgx, d) y=Igctgaz.
Beachte dabei, dal die Logarithmen der Form 9,1713 —10 erst in negative
Zahlen umzuschreiben sind.

74. In der Umgebung welcher Winkel &ndert sich a) Ig sin, b) lg cos, ¢) Ig tg,
d) lg ctg am stéirksten, am schwichsten? Mit anderen Worten: Wo sind
die Differenzen aufeinanderfolgender Logarithmen grofBer, wo kleiner?

§ 2. Berechnung des rechtwinkligen und des
gleichschenkligen Dreiecks

Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks

1. In einem rechtwinkligen Dreieck sind gegeben a) die beiden Katheten a
und b, b) eine Kathete a und die Hypotenuse ¢, ¢) ein spitzer Winkel « und
die Hypotenuse ¢, d) ein spitzer Winkel « und die Gegenkathete a, €) ein
spitzer Winkel a und die Ankathete b. In jedem Falle sind die fehlenden
Stiicke zu berechnen. Untersuche, wie man moglichst schnell zum Ziel
kommt.

2. Berechne ein rechtwinkliges Dreieck (rechter Winkel bei C, p Projektion
von a, ¢ Projektion von b auf die Hypotenuse) aus

a) a=24m, b=1,6m; b) $=0,152m, a =0,345m;
¢) a=4,2cm, ¢=25,7cm; d) b =4,5cm, ¢ =>53mm,;

e) a=16°24, ¢ =23,4m; f) ¢="7425m, B =88°14;

g) b=4435m, f=24°36"; h) a =3145m, a =48,3°%

i) a =472cm, B =53°175"; k) b =142 m, a =24,5%
) he =14,2cm, b =175cm; m) k. =0,75 m, B =24°3";

n) a=1752m, p=13,45m; 0) ¢=10m, p=8m;
p) p=94m, a =46°13"; q) ¢=14,1m, t = 40,23 m?;
r) f=425m? a=16°17"; 8) a =243m, f =170,45 m2,

3. Berechne (ohne Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes) ein Rechteck
(e Diagonale, r Umkreisradius) aus

a) a =66m, e=103m; b) r =242 m, b =20,2m;
¢) f =824m2 a=142m; d) XCAB =129, f =16,24 m?,
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4. Wenn y =mz 4 n die Gleichung einer Geraden ist, so bedeutet darin m
den Anstieg der Geraden, d. h. den Tangens des Winkels, den dic Ge-
rade mit der nach rechts gerichteten z-Achse bildet. Bereclme den kael
fiir die folgenden Geraden :

a) y=gz, b) y=2z—2, ¢) y=2z+43,
d)y=%_l, o)y=.§+2, 1) y =5}z +6.

5. Wie lautet die Gleichung einer Geraden durch den Nullpunkt, die mit der
z-Achse den Winkel a) 30°, b) 60°, ¢) 45° bildet?

6. Die Gleichung einer Geraden, die auf der positiven z-Achse die Strecke a
(vom Nullpunkt aus gerechnet), auf der positiven y-Achse die Strecke b
abschneidet, ist

z Yy

sty="1
Bestimme die Winkel der Geraden mit den beiden Achsen, wenn die
Gleichung lautet

8) z+y=1, b) =1.

YY)

+ =1) c) +

Q|
(ST
w|w

Praktische Anwendungen

7.Um die Hohe einer Hauswand zu messen, wird in 18 m Abstand von der
Wand der Dachrand angezielt. Man findet 39,2°. Wie hoch ist die Haus-
wand ? (Beriicksichtige, dafl die Augenhohe bei der Beobachtung 1,5 m ist.)
8. Wie hoch steht die Sonne, wenn eine Fahnenstange von 15 m Hohe einen
Schatten von 23,7 m wirft?
9. Eine senkrechte Stange von 12,5 m Linge wirft einen Schatten von 23,3 m
Linge. Wie hoch steht die Sonne?
10. Ein Baum wirft bei einer Sonnenhéhe von 43,8° cinen Schatten von
30,5 m Linge. Wie hoch ist der Baum?
11. Wie lang ist der Schatten des Obelisken von Luksor auf dem Pariser Concor-
dienplatz bei einer Sonnenhdhe von 35°45'? (Hohe des Obelisken 22,83 m.)
12. Ein an der Spitze eines Mastes befestigtes Tau von 20 m Lange bildet, seit-
wiirts zur Erde gespannt, mit dem Erdboden einen Winkel von 64,3°. Wie
hoch ist der Mast? (Der ,,Durchhang* des Taues bleibt unberiicksichtigt.)
13. Ein Schulhaus mit Satteldach ist 25 m lang und 14 m breit. Bestimme
die GréBe der Dachfliche, wenn ibr Neigungswinkel 500 ist.
14. Eine Bahnstrecke hat ein Gefille a) 1:300, b) 1:210, ¢) 1:180. Wie
groB ist der Neigungswinkel gegen die Horizontale?
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16. Eine Zahnradbahn hat eine Neigung von 239,. Wie gro8 ist der Neigungs-
winkel der Bahn ?

16. Die Granitschwellen, die fiir eine Treppe benutzt werden, sind’' 25 cm breit
und 15 om hoch. Welche Neigung muB8 man dem Treppengelinder geben ?

17. Fig. 1 zeigt den Querschnitt eines Kanals mit eingeschriebenen MaBen.
a) Wie groB ist der Querschnitt der auszuhebenden Erdmasse ¢ b) Wie
groB ist der Querschnitt
der Wassermenge  bei
4 m hohem Wasserstande %

18. Berechnedendurchschnitt-
lichen Neigungswinkel des
in Fig. 113 des Buches
fir Klasse 7—9 dargestellten Abhanges auf Grund der eingetragenen
Messungsergebnisse.

19. Um das FlieBen eines Gletschers nachzuweisen, werden zu beiden Seiten
des Gletschers im Fels zwei Marken 4 und Bin 157,6 m Abstand angegeben;
die Verbindungsstrecke der beiden Marken liegt senkrecht zur FluBrich-
tung. In der Verbindungsgeraden der beiden Marken, 53,6 m von 4 ent-
fernt, wird eine dritte Marke C auf dem Eise angebracht. Nach einiger Zeit
beobachtet man, daB C vorgeriickt ist, derart, daB {CA B=1°54'ist.
a) Um wieviel ist C vorgeriickt ? b) Man macht eine Kontrollmessung,
indem man <A BC bestimmt. Welchen Wert mul man da erhalten ?

20. Unter welchem Gesichtswinkel erscheint ein Mensch von 1,80 m GréBe
bei a) 25 m, b) 250m, ¢) 2,5 km Entfernung? Der Beobachter steht
auf der gleichen Horizontalebene mit dem Beobachteten. Untersuche
zuvor, ob es theoretisch und praktisch etwas ausmacht, wo der Augen-
punkt des Beobachters liegt.

21. Ein (nicht selbstleuchtender) Gegenstand ist im. allgemeinen noch er-
kennbar, wenn der Gesichtswinkel gréBer als £ Minuten ist. Untersuche,
‘welche wirkliche Grofe ein Gegenstand in a) 1 m, b) 1km, ¢) in Mond-
ferne (384000 km), d) in Sonnenferne (149 Mill. km) haben miiite, um
noch gesehen zu werden. .

22. Berechne den Quersohnitt des in Fig. 2 mit eingeschriebenen MaBen
dargestellten Bahndammes.

23. a) Berechne die Linge des
Breitenkreises deines Wohn-
ortes; ¢ = 1), Der Ra-
dius der Erde ist im' Mittel
6370 km — In welcher
Breite ist der Radius des Breitenkreises gleich b) dem halben Erdradius,
¢) einem Drittel des Erdradius ?

1) Von dem Schiiler selbst auszufiillen.
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24, Auf einer um 25° gegen die Horizontale geneigten Ebene ruht ein Gewicht
von 255 kg. Welchen Druck iibt es auf die Unterlage aus ?

25. Auf einer Bahnstrecke, die eine Neigung von 1:120 hat, steht
ein D-Zug, der mit Lokomotive ein Gewicht von 325000 kg hat.
Wie grof ist die durch die Neigung der Strecke gegebeme Druck-
verringerung ?

26. Ein Lichtstrahl quert unter einem Winkel von a) 25°, b) 75° eine 2,7 cm
dioke Glasplatte. Wie grofl ist die Parallelverschiebung, die er dabei
erfihrt ? (Brechungsquotient 1,7.)

27. Der soheinbare Durchmesser sowohl der Sonne wie des Mondes ist ungefihr
32’, Berechne danach den wahren Durchmesser dieser Himmelskérper,
wenn als Entfernung der Sonne im Mittel 149000000 km, als Entfernung
des Mondes 384000 km angesetzt wird.

28. Unter welohem scheinbaren Durchmesser wiirde die Erde (Radius 6370km)
a) von der Sonne, b) von dem Monde aus gesehen werden ? (Entfernungen
siehe Aufg. 27.)

29. Die Sternwarten Altona und Gottingen liegen auf gleichem Meridian, ihr
Breitenunterschied ist 2°0’ 57””. In dem Augenblick, in dem der Mond
durch den Meridian geht, wird seine Erhebung iiber dem Horizont in
Gottingen zu 58°42' 27, in Altona zu 56°39’ 25" bestimmt. (In beiden
Fillen steht der Mond natiirlich im Siiden!) Berechne daraus die Ent-
fernung des Mondes von der Erde,

Gleichschenkliges Dreieck und Rhombus

80. Zerlege das gleichschenklige Dreieck in zwei rechtwinklige und zeige, da8
dadurch die Berechnung der Stiicke des gleichschenkligen Dreiecks aus
irgend zwei gegebenen (zwei Seiten oder eine Seite und ein Winkel) moglich
ist. Auch dann, wenn ein stumpfer Winkel auftritt ?

31. Berechne die fehlenden Seiten und Winkel eines gleichschenkligen Dreiecks
(Spitze bei A4), von dem gegeben ist

8) a="7ocm, b=8cm; b) a=17,5cm, B =235048";
¢) a=223cm, «a=65°30"; d) ¢=48,31m, a=168° 24';
e) b=179cm, «=108°30; 1) 6=9,81m, B="15°54;
g) a=228cm, k=173 cm; h) 6=19,81 m, he=17,18 m;
i) B=17°30', hg=12,5¢cm; k) a=95,3 m, hy =173,8 cm;

) f=450cm? h,=4,1cm: m) f=2513 cm?, hs = 23,4 cm.
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32, Zerlege den Rhombus in vier rechtwinklige Dreiecke und driicke durch
die Seite und einen Winkel a) die Diagonalen, b) den Flicheninhalt,
¢) den Radius des Inkreises des Rhombus aus.

33. Berechne die fehlenden Seiten, Winkel und Diagonalen eines Rhombus
(Diagonale AC=¢; BD ={) aus

a) a= 5cm, a="70°; b) e=135cm, a=112°36";
¢) e=15cm, f=16 cm; d) a =63°54’, Inh. = 1000 m?,

Aufgaben am Kreis

34, In einen Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne von der Lange s gelegt.
Wie groB ist 8) der zugehorige Zentriwinkel, b) der zugehérige Bogen,
¢) der zugehorige Kreisausschnitt, d) der zugehérige Kreisabschnitt ?
Beispiel: r=10 cm, s =13 cm.

36. a) Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r. Wie groB ist die Sehne, die zum
Zentriwinkel e gehort ? Beispiel: r =17,6 cm, a =57°36". b) Ein Zirkel
hat einen eisernen Kreisquadranten, der mit dem einen Schenkel
fest verbunden ist, wihrend der andere Schenkel an ihm vorbei-
gleitet. Auf dem Kreisbogen soll eine Skala eingeritzt werden,
in der Weise, daB man bei irgendeiner Stellung des Zirkels
in A (Fig.3) den Abstand der Spitzen in om ablesen kann.
Gegeben ist die Lange der Zirkelschenkel 30 cm.

36. Der Peripheriewinkel iiber der Sehne eines Kreises mit dem
Radius r=>5cm ist 72° Wie gro8 ist die Sehne ?

37. In einem Kreise steht iiber einer Sehne von 3 cm ein Peripherie- Fig. 3.
winkel von 35°. Wie groB ist der Radius dieses Kreises ?

38. Wie groB ist a) der Zentriwinkel der Seite eines regelmaBigen n-Ecks,
b) die Seite eines regelmiaBigen n-Eoks, ¢) der Inhalt eines regelmiBigen
n-Ecks, wenn der Radius des Umkreises 7 ist ?

39. Einem Kreis mit dem Radius r =10 cm ist ein regelmaBiges a) Dreieck,
b) Sechseck, ¢) Viereck, d) Fiinfeck, ) Achteck, f) Neuneok, g) Zehneok,
h) Siebeneck, i) Zwolfeck, k) Fiinfzehneck, 1) Pentagramm, m) ein regel-
méBiger Siebenstern eingeschrieben. Berechne in jedem Falle Seite,
Umfang, Inkreisradius und Inhalt des n-Ecks.

40. Wie grof ist a) die Seite, b) der Inhalt eines regelmiBigen n-Ecks, wenn
der Radius des Inkreises g ist ?

41. a)—m) Berechne Seite, Umfang, Umkreisradius und Inhalt der in Aufg.
39a)—m) genannten regelmiBigen Figuren, wenn diese einem Kreis mit
dem Radius ¢ =12 om umgeschrieben sind.



16 Erstes Kapitel. Ebene Trigonometrie

42, Berechne die simtlichen Diagonalen des regelméBigen a) Siebenecks,
b) Neunecks mit der Seite a. Beispiel: a = 2,5 cm.

43, An einen Kreis mit dem Radius r werden von einem Punkte P, der vom
Kreismittelpunkt den Abstand a hat, die Tangenten gelegt. Berechne
a) die Lange der Tangenten (von P bis zum Beriihrungspunkt), b) den
Winkel zwischen den beiden Tangenten, ¢) die Linge der Berithrungs-
sehne. Beispiel: r =4 cm, a =25 cm.

44. Von einem Punkte P sind an einen Kreis zwei 12 om lange Tangenten
gelegt. Wie weit ist P vom Mittelpunkt entfernt, wenn a) der Kreisiodius
6 om ist, b) der Winkel zwischen den Tangenten 45°ist, ¢) die Berithrungs-
sehne 10 cm lang ist ?

45. In einen Kreis mit dem Radius 8 om ist eine Sehne von 12 om Lénge
gelegt. Wie lang sind die in den Endpunkten der Sehne an den Kreis
gelegten Tangenten (vom Beruhrungspunkt bis zum Schmttpunkt) und
unter welchem Winkel schneiden sie sich ?

46, Zwei Kreise mit den Radien 10 cm und 12 cm schneiden sich unter-einer
Sehne von 11 cm. a) Wie groB ist der Mittelpunktsabstand ? b) Wie groB
sind die durch die zwei Kreise bestimmten Kreiszweiecke ?

47, Zwei Kreisscheiben mit den Radien 0,45 m und 0,17 m sind durch einen
Treibriemen ohne Ende verbunden. Wie lang muB der Treibriemen sein,
wenn der Abstand der Scheibenmittelpunkte 5,50 m ist ? Die Riemen sind
a) gekreuzt, b) nicht gekreuzt.

48. Zwei StraBen stoBen geradlinig in einem Winkel e aufeinander. Sie werden
an der Stelle des Treffpunktes durch einen Kreisbogen vom Radius r er-
setzt. Wie groB ist die dadurch bewirkte Abkiirzung ? Beispiel: & = 105°,
r = 500 m.

Aus der Geschichte der Trigonometrie

49. Aristarch von Samos (um270v.d.Ztr.) berechnete das Verhiltnis der
Mondentfernung zur Sonnenentfernung, indem er beim ersten Viertel des
Mondes den Winkel zwischen der Richtung nach dem Sonnenmittelpunkt
und der Richtung nach dem Mondmittelpunkt feststellte. Erklare die
Methode. Welche trigonometrische Funktion kommt zur. Anwendung ?

50. Die Griechen rechneten statt mit dem Sinus mit der Sehne (chorda).
orda bezeichne die Lange der Sehne, die im Kreis mit dem Radius 1
zu dem Zentriwinkela gehort. Driicke dann 8) orde durch den Sinus,
b) sina durch die Sehne aus.

51. A1 Battni (um 900n.d.Ztr.in Bagdad) behandelte die umbra extenss,
die Lénge des Sohattens, den ein vertikaler Stab von der Linge 1 auf
eine horizontale Flache wirft, und die umbra versa, die Linge des Schat-
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tens, den ein horizontaler Stab von der Lange 1 auf eine senkrecht zu ihm
stehende, also vertikale Fliche wirft. Welohe trigonometrischen Funk-
tionen hat er damit benutzt ?

62. Argachel, mit arabischem Namen Al Zaokali (um 1080 n.d.Ztr.in Toledo),
erfand ein Astrolabium, dessen Riickseite Fig. 4 schematisch wiedergibt,
Aufdem Kreis denke : Sa ’
man sich eine Win- k
Keltoilung in 3600, &/ X Il IPeN
2) Welche Funktion 5
erlaubt dieses In- H
strument abzulesen ?
b) Welche Teilungder by
Quadratgeite wiirde
man heute derjeni- ARAEE

R

S

X
%"‘ ©

gen in 24 Teile vor- b 1 g
7'¢ehen? ¢) Stelle b
r ein handliches Fig. 4.

atodell eines Astrolabiums her, jedoch mit Riicksicht auf unser iibliches
Zahlensystem.

53. Mit dem Astrolabium aufs engste verwandt ist der Quadrant, von dem
TFig. 5 eine von Leonardo Pisano (in der Practica geometriae, 1220) an-
gegebene Form wiedergibt. ge stellt eine Visiereinrichtung vor, von a geht
ein Senkblei aus. a) Vergleiche das Instrument mit dem in Fig. 4 darge-
stellten. b) Welche trigonometrische Funktion kann man an dem Instru-
ment ablesen ? ¢) Zeige, daB man statt des dem Quadranten eingeschrie
benen Quadrates auch éin ihm A
umschriebenes anwenden kann, /D
und stelle dir ein solches Instru-
ment, jedoch mit einer unserem W
heutigen Zahlensystem entspre-
chenden Einteilungder Quadrat-
seite her.

54. Fig. 6 zeigt ein von Peurbach
(1516, Niirnberg) beschriebenes
,,geometrisches Quadrat. Hier
ist die Visierrichtung am beweg-
lichen Schenkel angebracht,
das Lot an einer Seite des i
Quadrates. In der Figur sind g
de 1200 Teile, in die die faoof oo o0 onfiofeos foo o] o0

l)\Qﬂa) 0 maxqa?\(o?\qo?\nar\(as\aaz \lm

2 Ellen langen Quadratseiten € y B
geteilt sind, nur angedeutet. .

Wie kann man hier aus den £ Fig. 6.

Ablesungen den Winkel zwischen Horizontale und Visierrichtung be-

stimmen §
2 [2019]
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bb. Der chinesische Kaiser Tschu-Kong (1100v.d.Ztr.) soll die Lange des
Sohattens eines senkrechten Stabes von 8 MaBeinheiten am Mittag des
langsten Tages zu 1,54 Einheiten, am Mittag des kiirzesten Tages zu
13,12 Einheiten gefunden haben. Wie groB sind die entsprechenden
Sonnenhéhen und wie groB die Schiefe der Ekliptik (d. h. die Hilfte der
Differenz beider Sonnenhéhen) ?

56. Plinius (23—79n.d.Ztr.) berichtet, daB am Tage der Tagundnacht-
gleiche zur Mittagszeit der Schatten eines senkrechten Stabes in Alexan-
drien die halbe Linge des Stabes gehabt habe, in Rom hingegen um %
kiirzer als der ganze Stab sei. a) Berechne fiir beide Fille die Sonnenhéhe.
b) Das Komplement der Mittagssonnenhdhe an diesem Tage ist die Breite
des Ortes. Wie groB ist‘also nach diesen Beobachtungen die Breite von
Alexandrien und die von Rom ? (Priife das Ergebnis auf der Karte!)
¢) Plinius gibt auch eine Messung von Ancona an. Dort soll der Schatten
um 1 linger als der Stab gewesen sein. Reohne diese Beobachtung durch
und beurteile das Ergebnis,

§ 3. Die trigonometrischen Funktionen stumpfer Winkel
Die Berechnung des allgemeinen Dreiecks

Die Funktionen stumpfer Winkel

1. Gegeben ist ein Achsenkreuz (Fig. 7). Um den Mittelpunkt O ist mit dem
Radiusr ein Kreis gesohlagen; P ist ein Punkt der Kreisperipherie, a der
Winkel zwischen der positiven z-Achse und v
OP. Die Projektion von OP auf die z-Achse
sei 0Q. Zeichne die Lage von P und Q fir
gleich a) 60°, b) 120°, ¢) 135°, d) 150°. P

2. Man definiert den Sinus des Winkels a als
das Verhaltnis der Projizierenden PQ zum

Radius, den Kosinus als das Verhiltnis der 0 ¢
Projektion OQ zum Radius, den Tangens
als das Verhiltnis der Projizierenden PQ
zur Projektion 0@, den Kotangens als das
Verhiltnis der Projektion OQ zur Projizie-
renden PQ. Zeige, daB diese Definitionen
mit den bisherigen Definitionen fiir spitze
Winkel dibereinstimmen. Fig. 7.

3. Liegt Q auf der negativen Seite der 2-Achse, so nimmt man die Projektion
0Q mit negativem Vorzeichen. Welches Vorzeichen erhalten demnach die
Funktionen fiir Winkel, die zwischen 90° und 180° liegen ?
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4. Stelle durch Zeichnung und Messung den Wert der Sinusfunktion fest fiir
a) 1009, b) 1109, ¢) 1200, d) 130°, e) 135°,
1) 1400, g) 1500, h) 1600, i) 170°.

b. Setze danach die graphische Darstellung det Sinusfunktion fiir stumpfe
Winkel fort.

6. Vergleiche die Werte der Sinusfunktion fiir spitze und fiir sstumpfe Winkel
an Hand a) der Kreisfigur, b) der graphischen Darstellung.

7. Zeige allgemein, daB
gin (180° —a) =sin e ist.

8. bis 10. Lose die Aufgaben 4 bis 6 fiir die Kosinusfunktion.
11. bis 13. Lose die Aufgaben 4 bis 6 fiir die Tangensfunktion.

14. bis 16. Lose die Aufgaben 4 bis 6 fiir die Kotangensfunktion.
17. Zeige allgemein, daB

cas (180°—a) = — cosa,
tg (180°—a) =— tga,
etg (180°— o) = — ectga ist.

18, Welche Symmetrieverhiltnisse zeigt a) die Sinusfunktion, h) die Kosinus-
funktion, ¢) die Tangensfunktion, d) die Kotangensfunktion zwischen 0°
und 180°?

19. Was ist iiber die Werte der Funktionen a) bei 90°, b) bei 180° zu sagen?

20. Welche Zahlenwerte durchlauft a) sin e, b) cos a, ¢) tgc, d) ctga, wenn a
die Werte von 0° bis 180° durchlauft?

21. Bestimme mit Hilfe der Beziehungen der Aufgaben 7 und 17 und, soweit
nétig, mit Hilfe der Tafeln fiir die Funktionen der spitzen Winkel

a) sin 1200, b) sin 150°, ¢) sin 1359, d) sin 162°,

e) sin 1789, f) sin 112040°,  g) sin 159°14’,  h) sin 123,49,
i) oos 1359, k) cos 120°, I) cos 1159, m) cos 92°,

n) oos 1249, 0) cos 136°40°, p) oos 172°18',  q) cos 100,5°.

22, Bestimme ebenso )

a) $g1200, b) tg136°, ¢ tg98e, d) tg 1549,
e) tgl1l2e, 1) tg134°50°, g) tg93°38, h) tgl364°,
i) ctg150°, k) ctg 1209, 1) ctg 969, m) ctg 124°,
n) otg 1449, 0) otg152030°, p) ctgll3°1l4’, q) ctg 1352

23. Sprich iiber die Zahl der Losungen in folgenden Gleichungen, wenn a ein
gegebener Zahlenwert, « ein gesuchter Winkel zwischen 0° und 180° ist:

a) sina=a,
P

b) oosa=a,

¢) tga=a,

d) otga=a.
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24, Bestimme, wenn ndtig mit Hilfe der Tafeln, die Winkel @ zwisohen 0° und
180¢, fiir welche ist

sina gleich 8) 0, b)1l, o iy2, a 03773,

e) 0,925 ) —1;
cosa gleich g —1, h) 0, i) —1Y3, k) —0,3665,

1) —0,2868, m) + };
tga gleicoh m)—1, o) 0, p—73 ¢ —o03121,

r) —1,3190, 8) —2;
ctga gleich t) 0, w—o, V) — 1, W) —0,9004,
x) — 1,8040, y) —3.
25. Untersuche, ob die folgenden Formeln auch fiir stumpfe Winkel gelten:

a) sinZa 4 cos’e =1,
b) tga - etga =1,

sin @ cosa
9 Be=toa ¥ ima

26. &, B und y seien die Winkel eines Dreiecks. Driicke durch ¢ und g
8) siny, b) cosy, ) tgy, d) ctgy aus.

Der Sinussatz und seine Anwendungen
27, Beweise fiir das spitzwinklige Dreieck 4 BC, indem du die Hohe h, einmal

durch B, das andere Mal durch y ausdriickst, den Sinussatz

’ b:e=sinf:siny.
28. Zeige, daB der Satz auch gilt, wenn § oder y ein stumpfer Winkel ist.
29. Untersuche, ob der Satz noch gilt, wenn B oder y ein rechter Winkel ist.
30. Beweise durch Erweiterung der Ableitung in Aufgabe 27
atb:c=sina:sin f:siny.
[ .

31. Aus Aufgabe 30 folgt sing —smf —smy’ Bestimme den Propor-

tionalitatsfaktor mit Hilfe einer der beiden folgenden Uberlegungen:

8) Fille vom Mittelpunkt M des Dreiecks 4 BC das Lot auf die Seite a;

b) ziehe in dem Umkreis des Dreiecks A BC den Durchmesser BD und
verbinde D mit C. Beweise, daB

a=2r-gina
ist, und ebenso, daB

b=2r-ginp, c=27r-giny ist.
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¢) Leite aus diesen Formeln den Sinussatz ab,

d) und e) Verfolge die Ableitungen a) und b) auch fiir stumpfwinklige
Dreiecke.

32. Von einem Dreieck ist

gegeben: gesucht: gegeben:  gesucht:
8) ¢, a, y; a; b) a, a, B; b;
) a, b, B; a; d) a, ¢, a; v
e) a, B, v; b, ¢; f) b, v; a, ¢.
In jedem Falle ist der Ausdruck fiir das gesuchte Stiick sofort hinzu-
schreiben.

33. Untersuche bei den Aufgaben 32 die Zahl der Losungen, a) wenn gegeben
sind eine Seite und zwei Winkel, b) wenn gegeben sind zwei Seiten und
ein gegeniiberliegender Winkel. Vergleiche die trigonometrische Berech-
nung mit der geometrischen Konstruksion.

34, Berechne die fehlenden Seiten und Winkel des Dreiccks A BC (achte auf
die Zahl der méglichen Losungen), wenn gegeben ist

a) a=_8,4 cm, a =449, p =569

b) b=17,23 m, a==43,2°, y = 66,8¢;
¢) ¢=1,456 km, a=20°12", B=T4°17";
d) c=142m, a=13,4m, y=24°23";
e) b=>55,6m, a =243 m, B =109°14";
1) a=133,4m, b=128,3 m, B=20025';
g) a=24,5 cm, b=25,9 om, a=17012';
h) c=4,345 km, b= 4,567 km, y=20,5°;

i) ¢c=13,45m, a=44,5m, y=82°17,

Der Kosinussatz und seine Anwendungen

35. 8) In dem spitzwinkligen Dreieck 4 BC sei die Hshe BD gezogen. Die
Strecke 4 D sei gleich p, die Strecke CD also (b—p). Driicke mit Hilfe
des pythagoreischen Lehrsatzes a durch k; und (b—p) und dann h; durch
c und p aus. Beweise so die Beziehung a?=b%+4c2—2bp. b) Wie lautet
die Beziehung, wenn man von C statt von B die Hohe fallt?

86. Driicke in dem nach Aufgabe 35 gefundenen Ausdruck p durch eine Seite
und einen Winkel aus und beweise so den Kosinussatz
a?=h?+4c2— 2 be cosa.

37. Wie gestaltet sich der Beweis (Aufg. 35 und 36), wenn bei B (oder bei C)
ein stumpfer Winkel ist?
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88. Gilt der Satz auch dann, wenn bei A ein rechter Winkel ist? _
89. Zeige, daB der Kosinussatz auch dann gilt, wenn a ein stumpfer Winkel ist.

40, Fithre den Beweis auch fiir die Formeln
b2=a?+ c?— 2ac cos §,
c*=a?+ b*— 2ab cosy.
41. Ldse die Formeln des Kosinussatzes (Aufg.36 und 40) nach a) cosa,
b) cosp, ¢) oosy auf.

42, Von einem Dreieck ist

gegeben : gesucht: gegeben: gesucht:
a) a, b, y; c; b) a, ¢, B; b;
¢ b ¢ a; a; d) a, b, ¢; e, B,y

In jedem Falle sind nur die Ausdriicke fiir die gesuchten Stiicke hinzu-
schreiben.

43. Berechne ein Dreieck aus

a) a=14m, b=12m, y =60°;

b) 6=17,2m, c=14,3m, a="74°20";
¢) a=24,5 cm, ¢ =236,5cm, B =>58°20";
d) a=1242m, b=133,5m, y =102°16’;
e) a=23,56 m, ¢=42,52 m, B =122°18';
f) a=14,5m, b=16,4 m, ¢=132m;
g) a=132,7 km, b=128,6 km, c¢=145,5km;
h) a=13,2 cm, b=6,4 cm, c="17,0o0m;

i) a=24,6m, b=238,2m, ¢=13,9m,

Formeln fiir den Inhalt des Dreiecks

44. a) Ersetze in der Formel fiir den Inhalt des Dreiecks,
f=%a:hs,
hy durch einen Ausdruck, der eine Seite und einen Winkel des Dreiecks
enthilt. Auf wieviel Weisen ist das moglich?

b) Beweise die drei Inhaltsformeln (achte auch auf stumpiwinklige
Dreiecke!):

- b . *C .
L [’=2—2—smy, IL f= Ez_c.smﬂ,

IIL [=b—écsina.
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45. 8) Zeige, daB die Inhalte von Dreiecken, die in einem Winkel {iberein-
stimmen, sich wie Rechtecke aus den anliegenden Seiten verhalten.

b) Zeige, daB Dreiecke, die in zwei Seiten iibereinstimmen und deren ein-
geschlossene Winkel sich zu zwei Rechten ergénzen, gleichen Inhalt haben,

46. Ersetze in der Inhaltsformel I in Aufgabe 44b) die Seite b nach dem Sinus-
satz durch einen Ausdruck, der a enthalt, und beweise so die Formel I
und ebenso die ihr entsprechenden Formeln II und III:

a’sinf - siny
2sina

bisina .siny

Lr= 2sinf °

’ o f=

c*sine - sin g

m f= 2 8in y

47. Berechne den Inhalt der Dreiecke Aufgabe 34a bis 34i, 43a bis 43e,

Vermischte Dreiecksberechnungen

48. Berechne in einem Dreieck, von dem

a=17 cm, b=12 cm, a=58°36’
gegeben ist, a) die Hohen, b) die Winkelhalbjerenden, ¢) die Seitenhal-
bierenden.

49, Berechne in einem Dreieck, von dem
a=9,2 cm, . b=8,5cm, ¢c=39cm
gegeben ist, den Radius a) des Inkreises, b) des Umkreises.

50. Berechne in einem Dreieck, von dem
a=67°, b=12 cm, y="T20

gegeben ist, die Abschnitte, in die die Winkelhalbierenden ihre Gegen.
seiten teilen.

51. Berechne in einem Dreieck, von dem
a=6,3 om, b=48cm, a=114°54’
gegeben ist, die Winkel zwischen den Seitenhalbierenden.

652. Berechne ein Dreieck aus

a) a=6,555m, b=17,04 m, 8, = 6,805 m;

b) a=85°1%5, B=161°30, w3 =6,75m;

¢) a=17,6 cm, w, = 10,75 em, y=164°2¢;

d) hg=2,31m, ks = 3,055 m, a=103°27" 36"”;

e) a=2341m, he = 157,25 m, 8, = 252,4 m.,
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53. In einem Dreieck verhalten sich die Seiten wie 2:3:4. Bestimme die
Winkel des Dreiecks,

84. In einem Dreieck ist das Verhéltnis zweier Seiten 1: 2, der eingeschlossene
Winkel z&hlt 60°. Wie gro8} sind die beiden anderen Winkel?

5. Berechne Seiten und Winkel eines Dreiecks, in dem gegebenista: 4=2:3,
¢=100m und g =45°

Vierecksbherechnungen

56. Berechne &) die Diagonalen, b) den Inhalt eines Parallelogramms mit
den Seiten 3,756 cm und 5,38 cm und dem eingeschlossenen Winkel 75°,

57. Ein Parallelogramm hat die Seiten 5 cm und 8 cm. Die eine Diagonale
ist gleich 7 cm. Wie grof ist die andere?

58. Von einem Parallelogramm sind die Diagonalen 11,5 cm und 17,2 cm
und der Winkel, den sie bilden, 57° bekannt, Berechne Seiten, Winkel
und Inhalt!

59.Ein Trapez hat die Seiten a=42cm, b=10cm, ¢=18cm und
d=14,6 cm. Berechne die Winkel und den Inhalt. (Berechne erst ein
Teildreieck!) Die parallelen Seiten sind ¢ und e.

Héhenmessung

60. Um die Hohe eines Berges zu messen, wird eine 113 m lange horizontale
Standlinie so abgesteokt, dal die sie enthaltende Vertikalebene durch die
Bergspitze geht. An den Enden der Standlinie werden die Erhebungs.
winkel 24°17’ und 19°48’ gemessen. Wie hoch ist der Berg?

61. Von der Plattform eines Turmes aus wird das untere und das obere Ende
einer auf dem Erdboden stehenden 14 m hohen Fahnenstange anvisiert.
Die beiden Tiefenwinkel sind 22,5° und 28,5°. Wie hoch ist die Plattform,
und wie weit steht die Fahnenstange von dem Turm ab?

62. Um die Hohe eines Gebiudes zu messen, wird auf der hchsten Erhebung
eine 5 m lange, vertikale MeBstange angebracht und deren unteres und
oberes Ende vom Erdboden aus anvisiert. Die abgelesenen Erhebungs-
winkel sind 61° und 67° Wie hoch ist das Gebidude?

Triangulation

63. Die Basis BC eines Dreijecks A BC wird zu 117,58 m gemessen, die Winkel
B und y ergeben sich zu 73° 32’ und 81°17’. Berechne AB und AC

64. Ein Punkt D wird an das eben bezeichnete A A BC dadurch angeschlossen,
daB die Winkel DA B=>54°25" und DBA =63°51" gemessen werden.
a) Berechne D4 und DB. b) Berechne auf zweifache Weise DC. (Zwei
Fille je nach der Lage von D.)
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§ 4. Erweiterung des Begriffs der trigonometrischen
Funktionen auf beliebige Winkel

Winkel und Winkelma8

1. Zeige, wie man, von der Entstehung des Winkels durch Drehung eines
Strahles (des Leitstrahles) um seinen Endpunkt ausgehend, von Winkeln

a) iiber 180°, b) iiber 360° sprechen kann (Fig. 7).

2. Vergleiche die beiden mdglichen Drehrichtungen des beweglichen Strahles
bei der Entstehung eines Winkels: Wann nennt man einen Winkel positiv,
wann negativ?

3. Zeichne unter Verwendung eines Pfeiles zur Kennzeichnung der Dreh-
richtung die folgenden Winkel: a) 4 135°, b) — 135°, ¢) - 90°, d) — 90°,
€) -+ 2709, f) — 2700, g) 180°, h) — 1809, i) + 360°, k) — 360°. Die
Anfangslage des Strahles sei einmal horizontal nach rechts gerichtet,dann
horizontal nach links gerichtet, schlieBlich vertikal nach unten (jeder
Winkel ist also dreimal zu zeichnen).

4. Deute die folgenden Winkel (wieder mit Pfeii) an: a) 450°, b) 4109, ¢) 570°,
d) 700°, e) — 310°, ) — 480°, g) — 720°,

5. Wad ist iiber die freien Schenkel der Winkel a) @ und —a, b) 90°+ ¢ und
90°—e, ¢) 180°4-a und 180°—ea, d) ¢ und 360° 4, ¢) ¢ und 360°—a,
f) a+ 180° und —a—180° zu sagen, wenn Scheitelpunkt und Anfangs-
lage des Leitstrahles zusammenfallen ?

6. Zeige, daB alle Winkel von der Form a-}- k¥ - 360°, wo k eine positive oder
negative ganze Zahl ist, zur Deckung gebracht werden konnen.

7. Berechne den Weg, den ein um die Strecke 7 vom Scheitelpunkt entfernter
Punkt zuriicklegt, wenn der Winkel a) 90°, b) 360°, ¢) 45°, d) 720° miBt.

8. Gib die in Aufg. 7a)—d) berechneten GroBen an unter der Voraussetzung,
da8 r=1 ist (BogenmaB).

9, Wir bezeichnen zunichst den Wert des in Graden gemessenen Winkelsa
im Bogenmaf mit arc a®. Wie groB ist

a) arc 360°, b) aroc 90°, ¢) aro45°, d) aro 109,

¢€) are 540°, ) arc 63°, g) arc 1379, h) aro (—159),
i) arec (— 30°), k) arc (— 450°), 1) arc 7209, m) aro1°,

n) arc 7° 30, 0) aro 45, p) .aro 37° 16’ q) aro 16° 48'?

10. Stelle die Funktion y =arc z, wobei z in Graden gemessen wird, in ge-
eignetem MaBstabe graphisch dar.
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11. Rechne in Gradma8 die folgenden in BogenmaB gemessenen Winkel um:

47
DG O D 92m D —fm 9 —3m B, ) -1
k) 0,1, 1) 0,35.

12. Rechne in BogenmaB um a) @, b) a + 90°, ¢) 180°—a, d) —a, wenn « in
GradmaB gegeben ist.

13. Rechne in GradmaB um a) a, b) a+ 2 7, ¢) a— %, d)a+ 1, wenn a im
BogenmaB gegeben ist?). 3

Erweiterung der Funktionsbegriffe auf beliebige Winkel

14, Ersetze in der Definition der trigonometrischen Funktionen spitzer Winkel
Hypotenuse durch Leitstrahl (gemessen vom Scheitelpunkt bis zu einem
beliebigen Punkt des Leitstrahls), Gegenkathete durch Ordinate oder Pro-
jizierende des Leitstrahls, Ankathete durch Abszisse oder Projektion des
Leitstrahls, wobei die Anfangslage des Leitstrahls mit der positiven Rich-
tung der z-Achse zusammenfillt (Fig. 7). Wie lautet dann die Erklarung
des Sinus, des Kosinus, des Tangens, des Kotangens, ausgedehnt auf
beliebige Winkel?

15. Gib die Vorzeichen a) des Sinus, b) des Kosinus, ¢) des Tangens, d) des
Kotangens in den einzelnen Quadranten an, wenn du dabei die Vorzeichen
von Ordinate und Abszisse maBgebend sein 1dBt, wihrend die MaBzahl
des Leitstrahls stets positiv genommen ist. e) Vereinige die Ergebnisse
von &) bis d) in einer Tabelle.

16. Zeige, daB die Erklirungen der trigonometrischen Funktionen firr spitze
(§1) und stumpfe (§ 3) Winkel Sonderfille der allgemeinen Erklirung in
Aufgabe 14 sind.

17. Weloche Werte haben die vier trigonometrischen Funktionen fiir

a) 09, b) 90, ¢) 1800, d) 2700, ¢) 3609,
f) 135°, g) 1209, h) 3009, i) — 309, K) — 1350,
1) 5400, m) 4500, n) 6300, 0) — 7200t

18. Welche Werte haben die vier Funktionen fiir a) _%r, b) im, ) i,
d) 37, ¢ —§m, 1) —%, g —3m

1) In der Folge wird die Funktionsbezeichnung are immer fortgelassen. Ob
also ein Winkel in GradmaB den Wert «, in Bogenma8 den Wert a hat: wir
schreiben sowohl sin « wie sin a. — Dem Zahlenwert o oder a ist zu entnehmen,
welches von den beiden MaBen benutzt ist.
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19. Stelle a) die Sinusfunktion, b) die Kosinusfunktion, ¢) die Tangensfunktion,
d) die Kotangensfunktion fiir die ersten fiinf positiven und die ersten
beiden negativen Quadranten graphisch dar. Als MaBstab auf der z-Achse
wihle das BogenmaB,

20. Wie groB ist die Periode der einzelnen trigonometrischen Funktionen?
21. Gib die Lage aller Symmetrieachsen und aller Symmetriezentren an
a) bei der Sinuskurve, b) bei der Kosinuskurve, ¢) bei der Tangenskurve,

d) bei der Kotangenskurve.

22, Gegeben ist sin a =s. Berechne

8) sin (360°+ a), b) sin (—a), ¢) sin (360°—a),
d) sin (180°4-¢), e) sin (180°— ).

23. Gegeben ist cosa =c. Berechne
a) oos (—a), b) cos (180° 4 a), ¢) cos (180°—a),
d) cos (360°4-a), e) cos (360°—a).

24, Gegeben ist tga =1¢. Berechne
a) tg (—a), b) tg (180°+a). ¢) tg (180°—a),
d) tg (360°+a), e) tg (360°—a).

26, Gegeben ist ctga =k. Berechne
a) otg (—a), b) otg (180°+-a), ¢) otg (180°—a),
d) otg (360°+4-a), e) ctg (360°—a).

26. (Erster Satz der absoluten Betrage.) Es ist
|sine | =|sin B, |oos a|=|cos B},
ltga | =[tg B |, | ctga|=] ctg B,
wenn ) die Differenz, b) die Summe der Winkele und 8 ein ganzes Viel-
faches von 180° ist.!) Beweise das.

27. Bestimme unter Benutzung der trigonometrischen Tafel
a) sin 195°, b) oos 212¢, ¢) tg 1420, d) otg 242°,
) sin 317°, f) cos 2929, g) tg 282°, h) otg 3519,
i) 8in 231°35’, k) obs 197°48’, 1) tg 332015, m) otg 265° 52’
1) Unter | a| (gelesen: absoluter Wert von a) versteht man den Wert a,

wenn a positiv ist, den Wert — a, wenn a negativ ist. |a| ist also stets positiv,
Man kann auch sagen, | a| sei der Wert von a, abgesehen vom Vorzeich
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28. 1) Bestimme die Winkel zwischen 0° und 360°, fiir die die Sinusfunktion
die folgenden Werte hat:

a) 0,4226, b) 0,6018, ¢) 0,5250, d) 0,5480,
e) 0,42262, f) 0,48481, g) 0,38805, h) 0,67200.
29. 1) Bestimme die Winkel zwischen 0° und 3609, fiir die die Kosinusfunktion
die folgenden Werte hat: -
a) 0,8141, b) 0,8660, ¢) 0,9250, d) 0,8800,
e) 0,75741, f) 0,91116, g) 0,86603, h) 0,98010.

30. 1) Bestimme die Winkel zwischen 0° und 3609, fiir die die Tangensfunktion
die folgenden Werte hat:

a) 0,4877, b) 1,8807, ¢) 2,6051, d) 1,3100,
e) 0,10510, 1) 6,31375, g) 3,20406, h) 0,30000.

31.1) Bestimme die Winkel zwischen 0° und 360, fiir die die Kotangens-
funktion die folgenden Werte hat:

8) 0,5317, b) 2,0503 ¢) 1,2203, d) 1,6000,
©) 1,23490, f) 0,70021, g) 4,84300, h) 1,11111,

Die Beziehungen der Winkelfunktionen untereinander

32. Untersuche die Giiltigkeit der folgenden Formeln fiir den erweiterten
Funktionsbegriff:

sina

a) sin®a 4 cos?a =1, b) P
c

33. a) Gelten die Formeln
sinea=cos (90°—a),
cosa=sin (90°—a),
tga=ctg (90°—a),
ctga=tg (90°—a)
auch dann, wenn a ein beliebiger (nicht nur ein spitzer) Winkel ist?
b) Stelle entsprechende Formeln auf, wenn 90° durch 270° ersetzt wird.

=tga, ¢) tga-otga =1,

1) Die Aufgaben a)—d) kommen jeweils fiir vierstelliges, die Aufgaben e)—h)
fir fiinfetelliges Rechnen in Betracht.
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34. (Zweiter Satz der absoluten Betriage.) Es ist
|sine | =|cospl, |cos a| =|sinf,
ltg a| =|otgpl, |ctga|=]|tg Bl

wenn 8) die Summe, b) die Differenz der Winkel a und § ein ungerades
Vielfaches von 90° ist. Beweise das,

Der Wert der Sinusfunktion fiir kleine Winkel

35. Berechne i:—z fir a) 2=0,1, b) 2=0,01, ¢) 2=0,001.

36. In der Fig. 8 ist der Kreisausschnitt B M C grder als das Dreieck M 4 B
und kleiner als das Dreieck MCD. Bringe diese Ungleichungen in eine
andere Form, indem du die auftretenden GroB8en
durch den Radius M C =r und den in Bogenma§8 ge- D
messenen Winkel A M B = x ausdriickst. Leite daraus

cine obere und eine untere Grenze fiir — ab.
sinz

37.Gib auf Grund der Uberlegungen in Nr.36 den
z sin 2
—_ —= M
Grenzwert an, dem a) s ¥ p zustrebt, wenn Y
z sich beliebig dem Wert O nahert.

38. Untersuche mit Hilfe der Tafel der trigonometrischen Fig. 8.
Funktionen, bis zu welchem Winkel, gemessen in
Graden, sine und tge a) bis auf vier Dezimalen, b) bis auf drei Dezi-
malen fibereinstimmen.

39. Gib ohne Tafel angenéherte Werte von a) sin 19, b) sin 49, ¢) sin 0,1° an,

40. Wenn fiir kleine Werte von z angenihert y =sin x und y = z {iberein-
stimmen, so bedeutet das, Sinuskurve und Gerade y = z fallen in der
Nihe von z =0 angenéhert zusammen. Unter welchen Winkeln schneidet
also die Sinuskurve die z-Achse?

(=2
z

41. Welchen Wert nimmt 2= fiir beliebig kleines z an?

42. Wird a) 52;3 , b) thx fiir kleine Werte von z gréBer oder kleiner als 1?
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§ 5. Die Additionstheoreme

Die Additionstheoreme der Sinus- und der Kosinusfunktion

1. In Fig. 9 ist an Strahl OX der Winkel @ und an dessen freien Schenkel der
Winkel § angetragen. Vorausgesetzt wird a < 90°, # < 90° und a--§ < 90°,
04 ist gleich der Einheit gewihlt, 4B 1 0B, 4
AA' 1 OX, BB’ 10X, BC 1 AA’. a) Be-
rechne <C BAC. b) Setze A4’ aus AC und BB’
zusammen und beweise so die Formel B

(1) sin (e+pB) =sina- cosf + cose - sin 8.

¢) Setze 04’ gleich der Differenz von OB’ und ﬁ‘
BC und beweise so die Formel o 7
(2) cos (e +p) = cos a- cosf — sine - sin B. Fig. 9.

2. a) Entwirf eine der eben benutzten analoge Figur fiir die Differenz a— g
zweier Winkel, und zwar unter der Voraussetzung, daB < 90°, < 909,
a>f ist. b) Leite die Formeln her

(3) sin (¢ — f) =sin a-cos § — cosc - sin B,
4) cos (a — ) =cosa-cos f + sin a-sin f.

3. Dehne an der Hand der Fig. 9 unter Beachtung der Vorzeichen der auf-
tretenden Strecken das Additionstheor@ (1), (2) auf den Fall aus, daB
a und B zwar spitz bleiben, daB aber a > 90° ist.

4. (Herleitung des Additionstheorems (1) und (3) aus dem ptole-
miischen Lehrsatz.) a) Im Sehnenvicreck .4 BC D sei A C Durchmesser
(=27), <L CAD = a, <X CAB = f. Dividiere die Formel des ptole-
miischen Lehrsatzes durch (2 7)2 und leite so das Additionstheorem her.
b) Im Sehnenviereck 4 BCD sei A B Durchmesser (=27), X DAB =a,
< C A B=p. Wende die Formel fiir A B- CD an und verfahre wie oben.
¢) Welchen einschrinkenden Bedingungen unterliegen bei diesem Beweis
die Winkel & und £?

5. Fig. 10 zeigt, daB c=a - 0os f + b-cosa ist. a) Driiocke in dieser Gleichung
¢, a und b durch den Radius 7 des Umkreises und Winkelfunktionen aus,
b) Benutze y =180°— (a4 f) und leite so ein ¢
Additionstheorem her. ¢) Welchen einschrinkenden
Bedingungen unterliegen die Winkel a und 8¢

6. Es sei einer der Winkel ¢ und B, etwa a, stumpf, , B
der andere spitz. Fiihre den Winkel a’ =a — 90° b
ein, stelle fiir a’ und B die Additionstheoreme (1) Fig. 10.
und (2) auf und untersuche, ob jetzt auch fiir ¢ und g die Additionstheo-
reme nachweisbar sind.
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7. Weise ebenso die Richtigkeit der Formeln (3) und (4) fiir den Fall nach,
daB einer der beiden Winkel stumpf ist.

8. a) Die Additionstheoreme mogen fiir Winkel & und B gelten, die zwischen
irgendwelchen bestimmten, in Vielfachen des rechten Winkels angebbaren
Grenzen liegen. Weise dann nach, daB die Formeln auch noch fiir und
einen Winkel ¢’ =90°4-a gelten. b) Zeige, daB damit die Additions-
theoreme fiir beliebige positive Winkela und B gelten. ¢) Zeige, daB die
Formeln auch fiir negative Winkel gelten. d) Zeige, daB nach Zulassung
negativer Winkel die Formeln (3) und (4) nur Sonderfille der Formeln
(1) und (2) sind. e) Leite die Formel (2) unmittelbar aus der Formel (1)
her. f) Leite die Formel (4) unmittelbar aus der Formel (3) her.

9. Erprobe die Riohtigkeit der Formeln an den Winkeln a) 60° und 30°,
b) 0° und 45° ¢) 90° und 90°, d) 0° und 8.

10. Bereochne a) sin 76°, b) cos 75° e) sin 15°, d) cos 15° e) sin 105°,
f) cos 165°.

11. Entwickle Formeln fiir a) sin (45°+q), b) cos (45°+a),
¢) sin (45°—a), d) cos (45°—a).
12. Entwickle Formeln fiir a) sin' (e+B+), b) cos (a+-B+y),

¢) sin (a+B—9).

Die Additionstheoreme der Tangens- und Kotangensfunktion

13. Entwickle aus den Additionstheoremen der Sinus- und der Kosinus-
funktion durch Division die folgenden Formeln:

tga 4138

M g (e +p) =1—tga g8’
o) g e—p =50

14. Entwickle Formeln a) fiir ctg (e+p), b) fiir otg (a — B).

15. Berechne aus den dir bekannten Werten der Funktionen fiir 45° und 30°
a) tg 759, b) otg 75°, ¢) tg 159,
d) ectg 15°, o) tg 1659, f) otg 255°,
16. Entwickle Formeln fiir
a) tg (45°+-a), b) tg (45°—a),
¢) ctg (45°+a), d) ctg (46°—a).
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Funktionen von Vielfachen eines Winkels

17. Beweise die Formeln
(1) sin 2a=2sin @ - cos a,
2) cos 2 @ = cos? @ — sin? a.
18. Entwickle entsprechende Formeln fiir
8) tg 2c, b) otg 2a, ¢) sin 3a, d) cos 3a,

19, Beweise die Formeln

o0} sm% ]/I—cosa
@ £=l/l+cosa

20. Entwickle entsprechende Formeln fiir a) tg E’ b) ctg % .

21, Berechne a) sin 22°30°, b) tg15° ¢) cos 67°30°, d) sin 7° 30,
e) otg 37°30".

22. Zeige, daB die trigonometrischen Funktionen aller ganzen Vielfachen von
3°durch Quadratwurzelausdriicke darstellbar sind. Berechne insbesondere

die Funktionen von a) 3° b) 6°, ¢) 9°, d) 120,
Anleitung: 3° = 18° — 15%; 180 — 36

Summen und Differenzen tngonometnscher Funktionen

23. Entwiokle nach dem Additionstheorem sin (24 y) - sin (x— y) und leite

daraus, indem du z+4- y =a, z— y =4 setzt, die Formel

+ﬁ a—p

+ €08 b}

(1) sin @ 4 sin f =2 sin

her. — Leite in dhnlicher Weise die Formeln her:

) sina—sinﬁ=2-cosa;'ﬁ-sina;p,
3) wsa+wsﬂ=2-cosa;ﬂ-cosa;ﬁ,
4) cosa—cosﬂ=—2-sing—;:—ﬂ-sina;ﬁ.

24. Entwickle in der Weise von Aufg. 23 Produkte fiir
8) sina - cosf, b) sine— cosp, ¢) sina-- cose,
d) 1—sina, e) 14 cosp, f) 1—cosp.
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Anwendungen

25. Bereohne unter Beachtung der Tatsache (§4, Aufg.37), daB fir kleine
Winkel sin z & z ist (BogenmaB!), a) sin 31°=sin (30°4-19). b) oos 31°,
¢) sin 299, d) sin 59°, e) cos 46°,

26. Entwickle fiir die Pfeilhthe eines Kreisabschnittes (d. h. fiir den gréBten
Abstand des Kreisbogens von der Sehne) die Formel % = 2 rsinz3
(6 = Zentriwinkel). 4
Anleitung: Beachte Aufg. 19.

27. Bei der Losung der reduzierten Gleichung dritten Grades erhilt man,
wenn der Casus irreducibilis vorliegt, drei Werte der Form a - cosa,

2 2n
a. cos (a + %) und a - cos (a - ?) Es liegt nahe, als Probe auf die

Richtigkeit zu untersuchen, ob die Summe der drei Werte Null ist. Be-
weise, dall diese Probe nichts besagt, weil die Summe auch dann Null
ist, wenn @ und « falsch berechnet sind.

Aus der Geschichte der G trie

Vieta (1540—1603), der als erster die Methoden zur Berechnung von
Dreiecken mit Hilfe aller tngonometnsohen Funktionen systematnsch aus.
gebildet hat, vertffentlichte 1579 einen ,,Canon‘‘ und 1593 ein Buch
,,Uber verschiedene mathematische Aufgaben®.

28. Aus dem ,,Canon*‘: sina=sin (60°+}a) —sin (60°—¢). Beweise die
Formel.

29, Aus den ,,Aufgaben*’; (sina - 8in ) : (sina— sin f) —tg 2 i tg a_ﬂ
Beweise das.

§ 6. Goniometrische Gleichungen )

Algebraische Lisungen
1. Lése die folgenden Gleichungen:

a) sin?p =4, b) costp=
c) tg2p =2, d) ctg?e=

2. Lose die quadratischen Gleichungen
a) sin? @ — 1,1428 -gin ¢ 40,3214 =0,
b) cos? @ — 1,4848 - cos ¢ + 0,4924 =0,
c¢) tg?e—1,2679-tg ¢+ 0,2679 =0,
d) ctg?e —6,6713-ctg ¢ + 65,6713 =0.
1) In den Aufgaben dieses Paragraphen sind alle Ldsungen zu ber@cksich-

tigen, die zwischen 0% und 360° liegen, und nur diese.
s [2019]
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3.In den folgenden Gleichungen sind alle Funktionen durch eine einzige
auszudriicken; dann ist die Gleichung nach dieser Funktion aufzulésen
und der Winkel zu bestimmen:

a) 2-8in?2@p +4-c0s2p =3, b) 3-cos? @ +sin2 ¢ =25,
¢) 2-sin29+Y2-cosp =2, d) 4-00s29 —2-sin ¢ =2,
) a-sin2 @ 4-b-cos®p =0, f) a-gin2@ 4 b-cos? @ =g,
g) a-sin?2@ 4 b-cosp =0, h) a-cos2 ¢ 4+ b-sin ¢ =g,
i) tgz-sin2z =1, k) tg2x 4 4-sin2 2=3,
4, Lase die folgenden Gleichungen:
8) 3sin ¢ =4cos @, b) sin @ 4 2cos ¢ =0,
¢) 5sinp =3tg o, d) 4sinp | 3tgp =0.

5. Lose die Gleichung a - sin ¢ b + cos ¢ = ¢ dadurch, daB du die eine trigo-
nometrische Funktion beseitigst und damit die Aufgabe auf eine quadra-
tische Gleichung zuriickfiihrst.

6. Lose die Gleichung a-sin ¢+ b - cos ¢ = ¢ mit Benutzung eines Hilfs.

winkels v in folgender Weise: Dividiere durch a, fithre tg y = b ein und
multipliziere mit cosp. Was erhélt man fir sin (¢ 4 y)?

7.Lése die Gleichung a-sin @+ b+ cos ¢ =¢ mit Benutzung eines Hilfs-
winkels v, der durch die Gleichung otgw:% eingefiihrt wird,
8. Lose die Gleichungen

a) 4sin @ 4 7 cos ¢ = 6,296, b) 5sin ¢ — 2 cos ¢ =0,488,
¢) 4sin @ + % cos ¢ =0,625, d) 2o0sp — Lsin ¢ =0,258,

Graphische Lésungen

9.a) Um die Gleichung a-cos @ - b-sin ¢ =c¢ graphisch zu 18sen, setze
cos ¢ =z, 8in ¢ = y und bringe den Kreis 22 4 y% =1 zum Schnitt mit
der Geraden az-by=c. b) Untersuche, wann die Gleichung reelle
Losungen hat und wie viele.

10. Lose graphisch die Gleichungen
a) cos ¢ — 2sing =0, b) 6cos @ 4-4sin ¢ =3,
¢) 4sin @ — Tcos p =86, d) cos ¢ +sinp =7} 2.

Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
i sin @ +-siny

.,8np m .
s 4 - —_—— = a.
11. Gegeben is wnp =7 und ¢ + 9 = a. a) Bilde den Wert von sin g—sinp

und forme ihn in ein Produkt um. b) Unter Beachtung dessen, dafl ¢}y
bekannt ist, stelle eine Gleichung fiir ¢ —  auf. Daraus lassen sich bei
gegebenen GroSen m, n und a die unbekannten Winkel berechnen.
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12. Lose die Gleichungen

sing - .
a) Py =0,2242, @+ =325
Sin._.q’ —3 —000-
b) Si!l'P_r' ' 'P—‘gon
Sin ? —_— — — ’
c) pre 0,7018, @ —y =152024',

§ 7. Berechnung von Dreiecken und Vierecken
Halbwinkelsiitze
1. Ersetze in sin % = l/ }—:—c—os—a (vgl. §5 Nr. 19) cos @ durch den Wert,

der sich ausdem Kosinussa,tz ergibt, fithre s =1 (a + b+ ¢) ein und forme
den Ausdruck um in
V (s— b) (8 =

1)

2. Leite in &hnlicher Weise, von cos — = ‘/1 Feosa ausgehend, ab:

a _ l/s (s—a)
2) 008-2——— T

3.a) Leite aus (1) und (2) die Formel

a __l/(s—b) (s—¢)
@ ey = s(s—a)

her. b) Leite die Formel (3) aus den zwei Formeln fiir den Flicheninhalt
(Buch fiir K1. 7—9, § 18, Aufg. 9 und 10, § 21, Aufg. 11)

F =7s(s—a) (8—0b) (s—c),
F=p-s

her, wobei die Formel tg% =3 ia zu beriicksichtigen ist. ¢) Gib eine

Halbwinkelformel fiir den Kotangens an.

4. a) Zeige, daB die Berechnung eines Dreiecks aus den drei Seiten zweock-
maBiger mit den Halbwinkelsitzen als mit dem Kosinussatz geschieht.
b) Welche Halbwinkelformeln filhren am schnellsten zum Ziel #

Mollweidesche Formeln und Tangenssatz
5. 8) Driioke in "%’—' die Seiten durch den Radius des Umkreises und die
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Funktionen der Winkel aus und forme den Zahler auf Grund der in §5
Nr. 23 hergeleiteten Formeln um, so da8 sich die Gleichung ergibt

g B2 B—7>
b4e 208 — €08 ——
) = = .
a B+y a
€08 —5—= sin
b) Leite in gleicher Weise Ausdriicke fiir g —|b-c und %’1 her.
6. 8) Leite in gleicher Weise die Formel her
b—e sinﬂ ;7 sin E%Z’.
(2) = = R
@ sin ¢ -'2' L4 cos -;—

b) Leite in gleicher Weise Ausdriicke fiir a_;—c und a_:_b her. ¢) Beweise

die Formeln (1) und (2) geometrisch (Buch fiir Kl.7—9, § 31, Nr. 47
und 48).

7. Leite aus den Mollweideschen Formeln (1) und (2) durch Division den
Tangenssatz her

B+7
b+4c - i 2

8.8) Zeige, daB die Berechnung eines Dreiecks aus zwei Seciten und dem
eingeschlossenen Winkel zweckméaBiger mit Hilfe der Mollweideschen For-
meln oder des Tangenssatzes als mit dem Kosinussatz geschieht. b) Welche
der in Nr. 5, 6 und 7 entwickelten Formeln fithren am schnellsten zum Ziel?

Anwendungen der Dreieckssiitze
9. Bereohne das Dreieck, von dem gegeben ist (achte auf mehrfache Losungen)

8) a= 28,16, b= 26,22, 80 = 21,58,

b) a==85°21' 36", p=61°31'12", w0, = 6,06,

©) a=103027'36".  hy=21,72, he =36,66,

d) a=14,046, by = 9,435 8 = 15,144,

o) a=11,82, 8, = 5,64, B=9927" 36",
1) a=65,88, c=44,10, r=33,18,

g) b=85,05, a=4002' 24", r=48,24,

b) a=6,26, wp=4,32, y=43°16' 48",

) 6=149, hy =17,84, 8 =6,23,
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k) ¢=3,104, ho = 3,028, & = 2,619,

1) a= 36,26, b=232,40, f=307,8,
m) a=56,5, p=4106 1=512.8,
n) a=109°30’ 36", f=138°28" 12", f=186,8.

10. In einem rechtwinklig-gleichschenkligen Drejeck A BC wird die Hypote-
nuse BC durch den Punkt D im Verhiltnis 1: 2 geteilt. Gib die Tangens-
funktionen der Winkel in den Dreiecken A BD und ACD an!

11: Berechne die Winkel eines Dreiecks mit den Seiten 112, )3 und

10z +vVe

Héhenmessung

12. 15,12 m iiber einem Wagserspiegel liegt der Drehpunkt eines WinkelmeB-
apparates, mit dem man die Spitze eines Turmes und ihren Spiegelpunkt
im Wasser anschneidet. Man findet den Erhebungswinkel 34° 30’ und den
Tiefenwinkel 46°26’. Wie hoch ist der Turm?

13. Auf einem Berge steht ein Turm. Man steckt am Abhang eine Standlinie
A B von 214 m Lange ab, die auf den Turm zugeht und ein Gefélle von
6021’ hat. Die Hohenwinkel der Turmspitze an den Enden der Standlinie
sind 23° 23’ und 36° 27’. a) Wie hooh liegt die Turmspitze iiber den beiden
Endpunkten der Standlinie? b) Wie weit ist der Turm von dem ihm zu-
néohst gelegenen Endpunkt der Standlinie entfernt?

Vorwiirts- und Riickwiirtseinschneiden in der Feldmessung'

14. (Hansensohe Aufgabe: Vorwartseinsohneiden.) Von den Enden 4
und B einer bekannten Basis a werden die Punkte P und Q anvisiert und
dabei die Winkel PAQ=a, Q4 B=f, PBA=y, QBP=0 festgestellt
(Fig. 11). Die Streocke PQ ist zu bestimmen. a) Konstruiere PQ. b) Be-
reohne PQ. ¢) Beispiel: 4 B=3,76km, a=12°30’, =33, y=31° 30",
d=19°. d) In der Fig.11 ist angenommen, daB P und @ auf der gleichen
Seite von 4 B liegen. Uberlege die
Aufgabe fiir den Fall, da die beiden ’ { Az
Punkte auf versohiedenen Seiten
von A B liegen.

Anleitung: 1. Berechne die Winkel
APB und AQB. 2. Berechne AP und
A Q. 3. Berechne nach dem ersten
Kongruenzfall PQ. Fig. 11, Fig. 12.

16. (Hansensohe Aufgabe: Rilockwartseinsohneiden.) Die Entfernung
zweier Punkte PQ ist nicht unmittelbar meBbar; es lassen sich aber von
ihnen aus die Enden 4 und B einer Basis von der bekannten Lange a an-
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visieren (Fig. 12). Pist von Q aussichtbar, es werden die Winkel A P B=a,
BPQ=f, AQP=1y, AQB=0/ festgestellt. a) Konstruiere PQ. b) Be-
rechne PQ. .

Anleitung: 1. Berechne & PAQ und X PBQ. 2. Gib die Summe ¢ + y

der Winkel B4 Q und 4 BP an. 3. Berechne A_Ig einmal, indem du die Quo-
tienten % und % , die nach dem Sinussatz auszuwerten sind, multiplizierst,

dann noch einmal, indem du ebenso B Q zu Hilfe nimmst. 4. Durch Gleich-

setzen beider Werte erhiltst du einen Wert fir :;%. 5.Vgl. § 6, Aufg. 11.
¥y

¢) Beispiel: a= 3,309 km, a= 280 12’, f=57°38', y= 22° 32/, § = 73°49".
d) In der Fig. 12 ist angenommen, daB P und @ auf der gleichen Seite
von A B liegen. Uberlege die Lésung der Aufgabe

fiir den Fall, dafl die beiden Punkte auf verschiede-

nen Seiten von A B liegen.

16. (Snelliussche Aufgabe; Riickwartseinschnei-
den.) Um die Lage eines Punktes P zu bestimmen,
visiert man drei ihrer gegenseitigen Lage nach be- B o F
kannte Punkte 4, Bund C an (Fig. 13). Man kennt
also AB=a, BC=b, L ABC=p, X APB=¢
und < CPB=y. a) Konstruiere Pl b) Berechne ¢
die Strecken A P, BP und CP! Fig. 13.

Anleitung: Die gesuchten Strecken lassen sich berechnen, wenn < BAP =a
und X BCP =y bekannt sind. 1. Bestimme die Summe der Winkel.
2. Driicke B P zweimal durch den Sinussatz aus'und bestimme damit

3. Vgl. §6, Aufg. 11.

sin y’

¢) Beispiel: a=2,75 km, b= 3,18 km, = 1530 30", p=19°, p=23045/,

Niiherungskonstruktionen fiir Winkel- und Kreisteilung

17.Im Kreis um M sind die Radien MA und MB gezogen, sie schlieBen
den Winkel a ein. Die Sehne AB werde durch die Punkte ' und D
in drei gleiche Teile geteilt. a) Zieche CM und DM. b) Errichte auf
ABin C und D Senkrechten; sie mogen den zu & gehérigen Kreis-
bogen in €' und D’ schneiden; ziehe C'M und D'M. — Zeige, daB
durch beide Verfahren eine Dreiteilung des Winkels nur angenihert er-
folgt. Bestimme den Fehler fir a) ¢ =10°, b) a =30° ¢) a =459,
d) a=60° e) a=90°

18. Einem Kreis ist ein gleichseitiges Dreieck eingeschrieben. Die halbe Seite
ist dann, wie im Buch fir K1.7—9, § 27, Nr. 53 nach Diirers ,,Unter-
weysung** angegeben, angenihert er Seite des regelmiBigen Sieben-
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ecks gleich. a) Bestimme den Fehler des Zentriwinkels. b) In einen
Kreis vom Radius 10cm wird die halbe Dreiecksseite sechsmal ein-
getragen; ist die siebente Seite dann zu groB oder zu klein, und wie
groB ist der Fehler?

19. Konstruiert man iiber dem Durchmesser BC eines Kreises ein Dreieck
A BCso,daB A Bgleich der Seite des eingeschriebenen regelmiBigen Sechs-
ecks, AC gleich der des eingeschriebenen Quadrats ist, und triigt ferner
CD=CA auf C Bab,soist AD annihernd gleich der Seite des eingeschrie-
benen regelmiBigen Neunecks. a) Bestimme den Fehler des Zentriwinkels.
b) Bestimme den Fehler der Neunecksseite, wenn der Radius des Kreises
10 cm ist.

20. Bezeichnet man vier aufeinanderfolgende Ecken eines regelméBigen

Sechsecks mit 4, B, C und D, verbindet 4 mit dem Mittelpunkt £
der Diagonale BD und teilt 4E in F so, daB CF =AB ist, so ist EF
annihernd gleich der Seite des regelmiBigen Elfecks mit der Sechs-
ecksseite als Umkreisradius. a) Bestimme den Fehler des Zentriwinkels.
b) Bestimme den Fehler der Elfeoksseite, wenn der Radius des Kreises
10 cm ist.
Bei den folgenden Niherungskonstruktionen fiir regelméBige eingeschrie-
bene n-Ecke ist der Fehler o) des Mittelpunktswinkels, f) der Seite
im Falle eines Kreises von 10 cm Radius zu bestimmen im a) Vier-
eck, b) Fiinfeck, ¢) Sechseck, d) Siebeneck, e) Neuneck, f) Elfeck,
g) Siebzehneck.

21. Es sei BC ein Durchmesser des Kreises, 4 BC ein gleichseitiges Dreieck.

Punkt D wird so auf BC gewihlt, dal BD=2 fC
von A D iiber D hinaus schneide den Kreis in E. Dann ist BE ungefihrdie

gesuchte n-Ecksseite.

ist. Die Verlingerung

22. Es sei BC ein Durchmesser des Kreises mit dem Mittelpunkt 3/, 4 BC ein
gleichseitiges Dreieck. Die Punkte D, und D, seien so auf BC gewihlt, da8

MD1=MD2=LBC ist. Die Verlingerungen von 4D, und AD, iiber
n

D, und D, hinaus schneiden den Kreis in E; und E,. Dann ist E, E, un-
gefihr die gesuchte n-Ecksseite.

23. Es sei BC ein Durchmesser des Kreises mit dem Mittelpunkt A, A M ein
zu BC senkrechter Radius. Man verlingert 2/ 4 um %BC bis 4,, M B

um%BO bis B; und bestimmt D auf BC so, daBl BD=%BC’ ist. A4,B;

schneide den Kreis in zwei Punkten, von denen D, dem Punkte Bam néch-
sten liegt. DD, ist dann ungefahr die gesuchte n-Lcksseite.
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Zweites Kapitel
Stereometrie
§ 8. Geraden und Ebenen im Raum?)

Ebenen im Raum

1. Gib an, wie man Ebenen praktisch herstellt und welches die diesen Her-
stellungsweisen entsprechenden geometrischen Eigenschaften der Ebenen
sind.

2. a) Durch wieviel Punkte, b) durch wieviel Geraden ist eine Ebene bestimmt?
¢) Welche Nebenbedingung muB fiir die Punkte, welche fiir die Geraden
gelten?

3. Gegeben sind 8) 5, b) 10 Punkte im Raum, von denen keine drei in einer
Geraden, keine vier in einer Ebene liegen. Wieviel Ebenen lassen sich durch
sie legen?

4. Gegeben sind a) 4, b) 5, ¢) 10 Punkte im Raum, von denen keine drei
in einer Geraden liegen. Wieviel Geraden lassen sich durch sie legen ?

5. Gegeben sind a) 3, b) 4, ¢) 6, d) n durch einen Punkt gehende Geraden,
von denen keine drei in einer Ebene liegen. Wieviel Ebenen sind durch
diese Geraden bestimmt?

6.t Lege durch eine Gerade eine Schar von Ebenen. Unter welchen Um-
stinden kann eine andere Gerade ganz in einer Ebene der Sohar liegen?

7.1 Durch einen Punkt in einer Ebene wird eine Gerade gelegt. Welche ver-
schiedenen Lagen zwischen Ebene und Gerade sind moglich?

8. a) Beim Wiirfel, b) bei einer Pyramide mit quadratischer Grundfliche sind
@) sich schneidende, ) parallele, y) windschiefe Geraden zu nennen und in
einer Darstellung des Korpers in sohréiger Parallelprojektion zu bezeichnen,

9.1 In einer Ebene ist eine Gerade gegeben; auBerhalb der Geraden liegt
a) in der Ebene, b) auBerhalb der Ebene ein Punkt. Durch diesen werden
Geraden gelegt. Untersuche, welche verschiedenen Lagen diese Geraden
zur ersten Geraden haben konnen.

10. } Besohreibe den Schnitt zweier Ebenen und gib Beispiele von Schnitten
zweier ebener Korperflachen.

11. + Welohe Aussage liBt sich iiber zwei Ebenen machen, die einen Punkt ge-
meinsam haben? (Spitze einer Pyramidel)

12. Wieviel Sohnittgeraden haben im Héchstfall a) 3, b) 4, ¢) 6 Ebenent

1) Alle mit t bezeichneten Aufgaben sind durch Freihandmodelle (Bleistift,
Federhalter u.dgl., Heft, Lineal usf.) vom Schiiler zu erlautern.
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Geraden im Raum

13. 1 Gegeben ist eine Gerade und aufBerhalb von ihr ein Punkt. a) Wieviel
Parallelen durch den Punkt zu der Geraden gibt es? b) Wieviel Lote
kann man von dem Punkt auf die Gerade fillen?

14. 1 Gegeben ist eine Gerade und auf ihr ein Punkt. Wieviel Senkrechten kann
man in dem gegebenen Punkt auf der Geraden errichten?

16. 1 Sind a) alle vertikalen, b) alle horizontalen Geraden parallel? (Von der
Kriimmung der Erde ist zunichst abzusehen.) ¢) Wie fillt die Antwort auf
die Fragen aus, wenn man sich nicht auf die nichste Umgebung des Beob-
achtungspunktes besohrinkt, die Kriimmung der Erde also in Rechnung
ziehen muB?

16. + Untersuche, ob a) zwei vertikale, b) zwei horizontale Geraden windschief
sein konnen.

17. + Wann sind eine horizontale und eine vertikale Gerade windschief, wann
nicht?

18. a) Liegen zwei vertikale Geraden, wenn die Kriimmung der Erde beriick-
siohtigt wird, in einer Ebene oder nicht? (Grund!) — In den Punkten b) des
Erdédquators, ¢) eines Meridians, d) eines Breitenkreises sind die vertikalen
Geraden konstruiert. In was fiir einer Fliche liegen sie? e)—g) In den
eben genannten Punkten sind die nach Norden gerichteten horizontalen
Geraden gezeichnet. In was fiir einer Fliche liegen sie?

19. Stelle zusammen, welche verschiedene gegenseitige Lage im Raum ein-
nehmen konnen: a) zwei Geraden, b) zwei Ebenen, ¢) eine Ebene und ein
Punkt, d) eine Gerade und ein Punkt, e) eine Ebene und eine Gerade.

Senkrechte Geraden und Ebenen

20. t Eine Gerade sohneidet eine Ebene. Zeige, daB es dann stets mindestens
eine in der Ebene liegende Gerade gibt, die auf der Geraden senkrecht steht,

21. Zeige, daB beim geraden Kreiskegel die Achse (Hohe) senkrecht auf allen
Durchmessern des Grundkreises steht.

22. 1 Ein Winkel wird um einen seiner Schenkel gedreht. Untersuche die Fliche,
die der andere Schenkel beschreibt, wenn der Winkel a) spitz, b) stumpf,
¢) ein rechter ist.

23.  Eine Gerade sohneidet eine Ebene und steht senkrecht auf zwei durch den
Schnittpunkt von Gerade und Ebene gehenden und in der Ebene liegenden
Geraden. Beweise, daB sie auch auf jeder anderen durch jenen Schnitt-
punkt gelegten Geraden der Ebene senkrecht steht.
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Anleitung: Trage auf der Geraden beiderseits der Ebene gleiche Stiicke F 4,
und F 4, ab. Eine Gerade in der. Ebene schneide die Senkrechten in Bund C,
die beliebige Gerade in D. Bewecise dann durch Kongruenzbetrachtungen, da
A,D = A,D ist, und folgere daraus die Behauptung des Satzes.

24. t Wieviel Senkrechten kann man in einem Punkte der Ebene auf der Ebene
errichten? (Grund!)

25. T Wieviel Lote kann man von einem Punkte auf eine Ebene fillen?
(Grund!)

26. T Wieviel zu einer Geraden senkrechte Ebenen lassen sich 8) durch einen
Punkt der Geraden, b) durch einen Punkt auBerhalb der Geraden legen?

27. Welohes ist die kiirzeste Entfernung (Abstand) eines Punktes von einer
Ebene? (Grund!)

28. T Bestimme den geometrischen Ort der Punkte (des Raumeé), die a) von
zwei gegebenen Punkten b) von zwei gegebenen Ebenen gleichen Abstand
haben.

29. 1 Wo liegen die Punkte einer Ebene, die von einem Punkte auBerhalb der
Ebene gleichen vorgeschriebenen Abstand haben? — In welchen Fillen
sind solche Punkte iiberhaupt nicht vorhanden?

30. In einer Ebene ist der Ort aller Punkte zu finden, die von zwei auBerhalb
der Ebene gelegenen Punkten gleichweit entfernt sind.

31. t Gegeben sind drei Punlkte, die nicht in einer Geraden liegen. Welches ist
der geometrische Ort der Punkte, die von allen drei Punkten gleichen Ab-
stand haben?

32. Wo liegen im Raum alle Punkte, die von den Seiten eines Dreiecks gleich-
weit entfernt sind?

33. Wo liegen alle Punkte, die von drei gegebenen Ebenen gleichen Abstand
haben?

34. Wo liegen die Punkte, die von drei zu einer Geraden parallelen Ebenen
gleichweit entfernt sind?

35. Woliegen alle Punkte, deren Absténde von drei gegebenen Ebenen gegebene
Verhiltnisse haben? — Wo liegen die Teile des Ortes?

36. Welche Ebenen haben von drei parallelen Geraden gleiche Abstande?

37. Gegeben ist ein Punkt P auBerhalb und ein Punkt Q in einer Ebene. Man
fillt von P das Lot PF auf die Ebene. PF ist 0,5 m, F'Q ist 1,2 m.
Wie gro ist die Entfernung PQ?

38. Von zwei Punkten P und @ sind auf eine Ebene die Lote PF und QG
gefillt. Esist PF = 13,7, QG = 12,2 und FG = 11,2. Wie groB ist PQ?
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Konstruktionen im Raum

Bei der Losung der folgenden Aufgaben Nr. 39 bis 48 wird angenommen,
daB durch drei nicht in gerader Linie liegende Punkte stets eine Zeichen-
ebene gelegt werden kann, in der man nach den Methoden der Planimetrie
Konstruktionen ausfiihren kann. Eine Ebene ist ,,konstruiert‘, wenn man
drei ihrer Punkte kennt, die nicht in einer Geraden liegen.

39. Gegeben sind zwei Punkte. Konstruiere die Ebene, in bezug auf welche
die beiden Punkte symmetrisch liegen.

40. Gegeben ist eine Gerade und ein Punkt auf ihr. Konstruiere die zur Ge-
raden senkrecht stehende Ebene, die durch den gegebenen Punkt geht.

41. Gegeben ist eine Gerade und auBerhalb von ihr ein Punkt. Es ist die dunch
den Punkt gehende, zu der Geraden senkrechte Ebene zu konstruieren.

42. In einem Punkte einer Ebene ist auf der Ebene die Senkrechte zu errichten,

43. Von einem Punkte auBlerhalb einer Ebene ist auf die Ebene das Lot
zu fiillen,

44, Gegeben ist eine Ebene und ein Punkt auBerhalb der Ebene. Gesucht wird
der Punkt, der in bezug auf die Ebene symmetrisch zu dem gegebenen
Punkt liegt.

45. Gegeben sind drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen. Die Punkte
sind zu konstruieren, die von den drei gegebenen Punkten einen gegebenen
Abstand haben.

Bei den folgenden drei Aufgaben sollen Konstruktionen nur in den ge-
gebenen Ebenen erlaubt sein; andere Ebenen diirfen nur fir die Uber-
legung, nicht firr die Ausfithrung benutzt werden:

46. Gegeben sind zwei sich schneidende Ebenen, in der ersten zwei Punkte, in
der zweiten ein Punkt. Man zeichne die Schnittgeraden der durch die
drei Punkte bestimmten Ebene mit den beiden gegebenen Ebenen.

47. Gegeben sind zwei Ebenen, in der ersten die Punkte 4 und B, in der zweiten
die Punkte C und D. Wie kann man entscheiden, ob die Geraden 4C und
BD sich schneiden, parallel oder windschief sind ?

48. Gegeben sind drei sich schneidende Ebenen und in den beiden ersten je
ein Punkt. Man zeichne den Schnittpunkt, den die Verbindungsgerade
dieser beiden Punkte mit der dritten Lbene bildet.

Parallele Geraden und Ebenen
Parallele Geraden

49. + Auf einer Ebene sind zwei Senkrechten errichtet. Zeige, daB sie weder
sich schneiden noch windschief sein kénnen, daB sie also parallel sind!
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50. + Zwei Parallelen werden von einer Ebene geschnitten. Die eine Gerade
steht senkrecht zur Ebene. Zeige,daB auch die andere zu ihr senkrecht ist.

b1. Sind zwei Geraden einer dritten parallel, so sind sie untereinander parallel.
Beweise den Satz a) in der Ebene, b) im Raum.

52. t a) Gegeben ist eine Gerade und ein Punkt auBerhalb von ihr, Konstruiere
die Parallele zu der Geraden durch den Punkt. Wieviel Parallelen gibt
es? b) Zu einer Geraden ist in vorgeschriecbenem Abstand eine Parallele
zu konstruieren. Wieviel Parallelen gibt es?

53. 1 a) Zeige, daB die Projektion einer Strecke auf eine Ebene wieder eine
Strecke ist. b) Welche Ausnahme ist zu machen?

b4. a) Eine Strecke, b) eine Gerade ist auf eine Ebene zu projizieren.

55. Der Schnittpunkt einer Ebene mit einer durch irgend zwei Punkte bestimm-
ten, nicht in ihr liegenden Geraden ist zu konstruieren.

56. T Ein rechtwinkliges Dreieck wird auf eine Ebene projiziert. Wann ist die
Projektion wieder ein rechtwinkliges Dreieck?

37, Lin Dreieck wird mitsamt a) seinen Hohen, b) seinen Winkelhalbierenden,
¢) seinen Seitenhalbierenden auf eine Ebene projiziert. Behalten die Pro-
jektionen der eingezeichneten Linien ihre urspriingliche Bedeutung in der
Projektionsfigur beit

68. t+ Zwei Parallelen werden auf eine Ebene projiziert. Welche Lage halen die
Projektionen zueinander?

Parallele Ebenen

59. Gib an, welche Begrenzungsflachen des Wiirfels parallel sind.
60. f Wie bestimmt man den Abstand zweier paralleler Ebenen?

61. 1 Wieviel zu einer gegebenen Ebene parallele Ebenen lassen sich kon-
struieren, wenn a) der Abstand, b) ein Punkt der Ebene vorgeschrieben ist ?

62. T Zwei parallele Ebenen werden von einer dritten geschnitten., Was laBt
sich iiber die Durchschnittsgeraden sagen?

63. 1 In zwei Punkten einer Geraden werden auf der Geraden senkrechte
Ebenen errichtet. Zeige, daB die beiden Ebenen parallel sind.

64. ¥ Auf der einen von zwei parallelen Ebenen ist eine Senkrechte errichtet.
Zeige,-daBl diese Gerade auch auf der zweiten Ebene senkrecht steht.

65. + Beweise: Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind sie unterein-
ander parallel,
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Ebene und Gerade

66. Gib am Prisma Geraden an, die a) der Grundfliche, b) einer Seitenfliche
parallelsind. ¢) Sind die Geraden in b) nur der einen Seitenfliche parallel

67. 1 Beweise: Jede Gerade in der einen von zwei parallelen Ebenen ist der
anderen Ebene parallel.

68. f Beweise: Ist eine Gerade irgendeiner in einer Ebene liegenden Geraden
parallel, so ist sie zur Ebene parallel.

69. 1 Untersuche, a) ob zwei Geraden, die einer Ebene parallel sind, selbst
parallel sind, b) ob eine Ebene, die einer von zwei parallelen Geraden
parallel ist, auch der anderen parallel ist.

70. Gegeben sind eine Ebene und ein Punkt auBerhalb der Ebene. a) Kon-
struiere eine zur Ebene parallele Gerade durch den Punkt. Wie viele gibt
est b) Konstruiere die zur Ebene parallele Ebene durch den Punkt.

71. Gegeben sind eine Gerade und ein Punkt auBerhalb der Geraden. Kon-
struiere eine zu der Geraden parallele Ebene durch den Punkt. Wie viele
gibt es?

72. Gegeben sind zwei Geraden. Lege durch die eine eine zur andern parallele
Ebene. Erortere die Losung.

Winkel zwischen Geraden, die sich schneiden

73. + Beweise a) fiir die Ebene, b) fiir den Ranm: Sind die Schenkel zweier
Winkel paarweise parallel und gleichgerichtet, so sind die Winkel gleich.

74. + Beweise: Sind die Schenkel zweier Winkel paarweise parallel, so liegen
sie in derselben Ebene oder in parallelen Ebenen.

75. Wag 1aBt sich iiber zwei Winkel sagen, a) deren entsprechende Schenkel
beide parallel und entgegengesetzt gerichtet sind, b) bei dem ein Paar ent-
sprechender Schenkel parallel und gleichgerichtet ist, wihrend das andcre
Paar parallel und entgegengesetzt gerichtet istt

Winkel zwischen Ebene und Gerade

76. 1 Gegeben sind eine Ebene und eine Gerade, die sie schneidet. a) Kon-
struiere den Neigungswinkel der Geraden gegen die Ebene, d.h. den
Winkel zwischen der Geraden und ihrer Projektion. b) Erértere den be-
sonderen Fall, daB die Gerade zu der Ebene senkrecht steht.

77. 1 Der Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene ist Scheitel eines
Strahlenbiischels in der Ebene. a) Zeige, daB die Winkel zwischen den
Strahlen und der Geraden paarweise gleich sind ; b) bestimme den gré8ten
und den kleinsten der auftretenden Winkel. ¢) Welohe besondere Bedeu-
tung hat der Neigungswinkel?
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78. 1 Gib den geometrischen Ort der Geraden an, die durch einen Punkt
a) innerhalb, b) auBerhalb einer Ebene gehen und mit der Ebene einen
vorgeschriebenen Neigungswinkel haben.

79. 1 Gegeben sind eine Ebene und in ihr eine Gerade. Durch einen Punkt
auBerhalb der Ebene soll eine Gerade gelegt werden, die gegen die Ebene
einen vorgeschriebenen Neigungswinkel hat und die Gerade schneidet.

80. t Eine Gerade sohneidet zwei parallele Ebenen. a) Was ist iiber die Nei-
gungswinkel zu sagen? b) LBt sich das Ergebnis von a) umkehren?

81. + Zwei parallele Geraden schneiden eine Ebene. a) Was ist {iber die Nei-
gungswinkel zu sagen? b) LaBt sich das Ergebnis von a) umkehren?

82. Gegeben sind zwei Ebenen A und B, in A ein Punkt 4, in B ein Punkt B.
Auf der Schnittgeraden von A, B ist ein Punkt C zu finden, fiir den a) die
Summe seiner Abstande von 4 und B miglichst klein, b) die Differenz
seiner Abstinde von A und B moglichst grof ist.

Anleitung: Umklappung einer Ebene in die zweite. — Wieviel Losungen
hat jede der beiden Aufgaben?

Trigonometrische Rechnungen

83. Gegeben sind eine Ebene und eine Strecke von der Linge a, die gegen die
Ebene den Neigungswinkel @ hat. Wie lang ist die Projektion der Strecke?
Beispiel: a=17,6 cm, @=45°.

84. Unter welchem Winkel ist eine Strecke gegen eine Ebene geneigt, wenn ihre
Projektion a) die Hilfte, b) ein Drittel der Streckenlinge besitzt? ¢) Be-
rechne die Neigung der projizierenden Strahlen bei der Darstellung in
sohriiger Parallelprojektion fiir die iiblichsten Fille der Darstellung (4,
45° und 4, 60°).

86. Berechne die Winkel, die die Kérperdiagonale a) eines Wiirfels, b) eines
Quaders mit den Kanten 1, 2 und 3 mit den Seitenflichen bildet. ¢) Stelle
im Falle b) eine Gleichung zwischen den Winkeln auf.

86. Uber einem gleichseitigen Dreieck mit der Seitenlinge 4 cm ist eine 6 cm
hohe Pyramide errichtet, deren Spitze iiber der Mitte des Grunddreiecks
liegt. Berechne den Neigungswinkel der Seitenkanten gegen die Grund-
flache.

87. Welche Neigung haben die Seitenlinien eines geraden Kreiskegels gegen
die Grundfliche, wenn die Héhe dreimal so grof ist wie der Durchmesser
des Grundkreises?

88. Die Seitenlinien eines geraden Kreiskegels sind um 65°30' gegen die
Grundfliche geneigt und 13 cm lang. Berechne Mantel und Rauminhalt
des Kegels.

89. Welche Neigung hat die Strecke PQ a) in Aufg. 37, b) in Aufg. 38 gegen
die Ebenet
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‘Winkel zwischen zwei Ebenen

90. + a) Zwei Ebenen schneiden sich. Wieviel Winkel entstehen? b) Erklire
den Begriff Ebenenwinkel unter Benutzung des Ausdruckes Halbebene.

91. 1+ Zwei Halbebenen haben die Grenzgerade gemeinsam. In einem
Punkte dieser Geraden werden in beiden Ebenen Senkrechten auf der
Grenzgeraden errichtet. Beweise, dal die Gré8e des Winkels zwischen
den beiden Senkrechten unabhingig von der Wahl des Punktes auf der
Grenzgeraden ist.

92. Zwei Ebenen sind durch.je drei ihrer Punkte gegeben. Konstruiere die
Durchschnittsgerade der beiden Ebenen.

93. t+ Zwei Ebenen stehen scnkrecht anfeinander, wenn der Winkel zwischen
ihnen ein rechter ist. — Zeige, daB jede Ebene, die man durch eine auf
einer Ebene senkrecht stehende Gerade legt, auf der ersten Ebene senk-
recht steht.

94. + Gegebea sind zwei Punkte in einer Ebene. Konstruiere die zur Ebene
senkrechte Ebene, die durch die beiden Punkte geht.

93. t+ Gegeben sind eine Ebene, ein Punkt in der Ebene und ein anderer auBer-
halb der Ebene. Konstruiere die zur Ebene senkrechte Ebene, die durch
die beiden Punkte geht (Zahl der Losungen ?).

96. + Gegeben sind eine Ebene und zwei Punkte auBerhalb der Ebene. Durch
die Punkte ist eine zur Ebene senkrechte Ebene zu legen (Zahl der
Losungen?).

97. t Gegeben sind zwei Ebenen und ein Punkt: Konstruiere eine zu beiden
Ebenen senkrechte Ebene, die durch den Punkt geht.

98. Welches ist der geometrische Ort der Punkte, die von zwei a) parallelen,
b) gegeneinander geneigten Ebenen gleichen Abstand haben?

99. + Gegeben sind zwei Ebenen und eine Gerade, die in keiner von ihnen
liegt. Auf ihr ist ein Punkt zu bestimmen, der von beiden Ebenen gleichen
Abstand hat.

100. + Gegeben sind zwei Ebenen und ein Punkt auBerhalb von beiden. Durch
den Punkt soll eine Gerade gelegt werden, die mit beiden Ebenen gleiche
Neigung hat.

101. T Gegeben sind zwei Ebenen und ein Punkt auBerhalb von beiden. Durch
den Punkt soll eine Gerade gelegt werden, die beiden Ebenen parallel ist.

102. + Beweise, daB zwei parallele Ebenen mit einer dritten Ebene gleiche
Winkel bilden.

103. + Gegeben sind eine Ebene und 8) ein Punkt, b) eine Gerade auBerhalb
der Ebene. Durch a) den Punkt, b) die Gerade ist eine Ebene zu legen,
die mit der gegebenen Ebene einen vorgeschriebenen Winkel bildet (Zahl
der Losungen?).
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Trigonometrische Rechnungen

104. In einem Quader mit den Kanten a) 1 cm, 2 cm und 3 em, b) @, bund ¢
ist irgendeine der Diagonalebenen herauszugreifen, und ihre Neigungen
gegen die Flichen sind zu bestimmen.

105. Die Spitze einer Pyramide liegt 5 cm iiber der Mitte der quadratischen
Grundfliche mit der Grundkante 4 cm. Bestimme die Neigungen de.
Seitenflachen der Pyramide gegen die Grundfliche.

106. Die Spitze einer Pyramide liegt a om iiber der Mitte der Grundflache, die
ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a om ist. Bestimme die Neigung der
Seitenflachen der Pyramide 8) gegen die Grundfliche, b) gegeneinander.

s 3

Winkel zwischen zwei w hiefen Geraden

107. 1 Gegeben sind zwei windsohiefe Geraden. Ziehe durch einen Punkt im
Raum (er kann auch auf einer der beiden Geraden liegen) Parallelen zu
den Geraden. a) Zeige, daB der Winkel zwischen den beiden Parallelen
unabhéngig von der Lage des Punktes ist. b) Zeige, da8 die Einfithrung
des Winkels windschiefer Geraden in Ubereinstimmung mit dem Winkel-
begriff bei zwei sich sohneidenden Geraden ist. ¢) Gib am Wiirfel Paare
windschiefer Kanten an, die sich unter rechtem Winkel kreuzen.

108. a) Beweise, daB eine zu einer Ebene senkrechte Gerade senkrecht steht zu
allen Geraden in der Ebene. b) Untersuche, ob das Entsprechende auch
von einer zur Ebene parallelen Geraden gilt.

109. Eine Gerade steht senkrecht zu zwei nicht parallelen Geraden einer Ebene.
Beweise, dafl sie zu der Ebene senkrecht steht.

110. Wenn eine Gerade drei nichtparallele Geraden einer Ebene unter gleichen
Winkeln kreuzt, so steht sie auf der Ebene senkrecht. Beweise das.

Andere Aufgaben iiber windschiefe Geraden

111. 1 a) Durch zwei windschiefe Geraden sind zwei parallele Ebenen zu legen,
b) Zeige, daB der Abstand der beiden Ebenen den kiirzesten Abstand der
beiden windschiefen Geraden angibt.

112. 1 Gegeben sind zwei windschiefe Geraden. Konstruiere die Gerade, die auf
beiden senkrecht steht.

113.  Gegeben sind zwei windschiefe Geraden und ein Punkt. Konstruiere die
Ebene, die durch den Punkt geht und beiden Geraden parallel ist.
Beweise die folgenden Sitze 114—117:

114. Duroh einen Punkt geht eine und im allgemeinen nur eine Gerade, die
gwei gegebene windschiefe Geraden schneidet.
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116. Sind drei windschiefe Geraden gegeben, so gibt es eine und nur eine Ge-
rade, die zu einer der drei Geraden paralle]l ist und die beiden anderen
sohneidet. — Inwiefern ist dieser Satz ein Sonderfall des vorigent

116. Es gibt unendlich viele Geraden, die drei gegebene windschiefe Geraden
schneiden.

117, Hat man zwei windschiefe Geraden und eine Ebene, die zu keiner von
ihnen parallel ist, so gibt es unendlich viele Geraden, die zu der Ebene
parallel sind und die beiden Geraden sohneiden.

118. Eine Strecke von gegebener Linge ist so zu legen, daB sie einer gegebenen
Ebene parallel wird und daB ihre Endpunkte auf zwei gegebenen wind-
schiefen Geraden liegen.

119. Eine Strecke von gegebener Liinge soll so gelegt werden, daB sie von zwei
windschiefen Geraden begrenzt wird und mit ihnen gleiche Winkel bildet.

120. Zwischen zwei windschiefe Geraden ist eine gegebene Streoke so zu legen,
daB sie mit einer von ihnen einen gegebenen Winkel bildet.

121. Die Mittelpunkte aller zwischen zwei windschiefen Geraden m&glichen
Verbindungsstrecken liegen in einer Ebene.

122, Die Mitten der Seiten eines windschiefen Vierecks sind die Ecken eines
Parallelogramms.

123. Eine Ebene, die zu zwei Seiten eines windschiefen Vierecks parallel ist,
teilt die beiden anderen in demselben Verhaltnis.

124. Gegeben sind zwei Ebenen und in jeder von ihnen ein Punkt. Man zeichne
den kiirzesten innerhalb der beiden Ebenen verlaufenden Weg von einem
Punkte zum anderen.

Anleitung: Umklappung um die Schnittgerade.

125. In einem Raum von 10 m Lénge, 4 m Breite und 4 m Héhe sitzt an einer
der quadratischen Seitenflichen eine Spinne, und zwar in der Mittellinie
des Quadrates 1 m iiber dem Boden. Auf der gegeniiberliegenden Seiten-
wand sitzt eine Fliege, gleichfalls in der Mittellinie des Quadrates und
32 m iiber dem Boden. Die Spinne kriecht auf kiirzestem Wege zur Fliege.
Welchen Weg muB sie nehment

Vermischte Uberlegungen

126. Durch eine Gerade wird ein Ebenenbiischel gelegt. Untersuche den
Schnitt des Biischels mit einer Ebene.
4 [2019)
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127. Fiihre den Begriff des harmonischen Ebenenbiischels ein und untersuche
seine Beziehung zum harmonischen Strahlenbiischel und zur harmonischen
Punktreihe.

128. Ein ebener Winkel wird von parallelen Ebenen geschnitten. Was a8t sich
iber die Abschnitte auf den Schenkeln sagen?

129. Wie gro8 ist die Mannigfaltigkeit a) der Punkte im Raum, b) der Geraden
durch einen Punkt, ¢) der Ebenen durch eine Gerade, d) der Ebenen durch
einen Punkt, ¢) der Geraden im Raum, f) der Ebenen im Raum?

130. Bestimme alle Symmetrieebenen a) des Wiirfels, b) eines Quaders,
¢) eines geraden Prismas mit regelmiBiger Grundflache.

131. In der Ebene gibt es Symmetrie in bezug auf eine Gerade (axiale Sym-
metrie) und in bezug auf einen Punkt (zentrale Symmetrie). Im Raum
wird also Symmetrie in bezug auf eine Ebene, eine Gerade, einen Punkt
zu unterscheiden sein. Untersuche einige Korper in bezug auf die verschie-
denen Arten der Symmetrie.

Praktische Anwendungen

132. a) Welche Vorteile hat der dreibeinige Schusterschemel vor dem vier-
beinigen Stuhl? b) Warum macht man Stative (fiir photographische
Apparate, Theodoliten usw.) dreibeinig, ¢) warum unsere Tische meist
vierbeinig?

133. Wieviel Scharniere an einem Deckel, Drahtheftungen an einem Heft-
riicken, Angeln an einer Tiir sind notwendig? (Grund!)

134. Warum geniigt an der Tiir ein Riegel, um sie fest zu schlieBen?
135. Wie stellt man fest, daB eine Ebene a) horizontal, b) vertikal ist?

136. Eine Stange wird ins Wasser gehalten. a) Wie stellt man mit einem Winkel-
messer fest, ob sie vertikal steht? b) Wie 16st man die Aufgabe mit Hilfe
des Spiegelbildes?

137. Ein Stiick Karton hat eine gerade Begrenzung. Man knifft eine Senk-
rechte zu der Geraden und stellt den geknifften Karton auf eine Ebene.
Warum ist jetzt die gekniffte Gerade auch senkrecht auf der Ebene?

138. Auf eine Eisenplatte soll eine andere fest aufgenietet werden. Wieviel
Nieten geniigen zur unverschieblichen Befestigung?

139. Zwei Eisenbahnschienen sind durch Schwellen miteinander verbunden,
Es werde angenommen, die Verbindung zwischen Schwelle und Schiene
sei a) scharnierartig, b) nach Art von Kugelgelenken. Kénnen die Schienen
ohne Bruch oder Zerrung in windschiefe Lage gebracht werden?
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Zwei Punkte mit den Hohenangaben 351 m und 287 m sind auf dem MeB-
tischblatt (1:25000) 3,2 cm voneinander entfernt. Gib a) die Entfernung
in Luftlinie, b) die Neigung der Verbindungsstrecke der beiden Punkte an.

Beweise die folgende (von Girndt aufgestellte) Regel zur Berechnung
eines aus verschiedenen Teilflichen zusammengesetzten Daches, die alle
die gleiche Neigung haben: Man multipliziert die iiberdachte Fliche mit
der Lange irgendeines Sparrens und dividiert das Produkt durch die
Projektion dieses Sparrens auf die iiberdachte Fliche. (Trigonometrische
Untersuchung! Vgl. §11, 8.)

In der Geologie ist fiir die Lage einer geneigtca Schicht kennzeichnend das
Streichen, d.h. die Richtung der Durchschnittsgeraden von Schicht-
ebene und Horizontalebene, und der Neigungswinkel. Gib Methoden an,
beide Grolen praktisch zu bestimmen.

Um festzustellen, ob eine Mauerkante lotrecht ist, hilt der Maurer ein
Senkblei daneben und sieht zu, ob beide Geraden iiberall gleichen Ab-
stand haben. Begriinde das Verfahren.

Ein anderes Verfahren, um zu priifen, ob eine Gerade, etwa eine Mauer-
kante oder ein Fluchtstab, lotrecht ist, ist das folgende: Man hilt ein Senk-
blei daneben und stellt durch Visieren fest, ob Gerade und Senkblei sich
decken, d. h. in einer Ebene liegen. Das wiederholt man bei anderer
Lage des Senkbleis ein zweites Mal. Begriinde dieses Verfahren.

Fig. 14 zeigt, wie man zwischen zwei in 4, und B, stehenden Stében, die
so anden Abhingen eines Bergesstehen, daB der eine vom andern aus nicht
zu sehen ist, die Stibe a* und b* ,,einfluchtet’. a) E.kldare die Methode
(vgl. dazu Buch fiir
Kil. 7—9, § 8, Nr. 100).
b) Begriinde, warum
alle vier Stdbe in einer
Ebene liegen, wenn so-
wohl A,b*a* wie B,
a*b* in einer Ebene
liegen.

der Geschichte der
Geometrie

Aus dem 11. Buch von
Euklids Elementen
[in der Ubersetzung?)
von Pirkenstein]:

1) Achte auf die Ver-
schungen!




62 Zwoites Kapitel. Stereometrie

Wann eine gerade Lini auff drey geraden Linien (welche in einem Punct

sioh einander beriihren) bleyrecht stehet; so werden solche drey Linien auff
einer Flache allein liegen, — Beweise das.

§ 9. Korperliche Ecken
Seiten und Winkel der Ecke

1. Beschreibe a) die Ecke eines Wiirfels, b) die Spitze einer sechsseitigen Pyra-
mide, ¢) eine Ecke an der Grundfliche einer vierceitigen Pyramide.
d) Welches ist die Mindestzahl der Kanten und der Seiten einer Ecke?

2. Gib bei einer Eoke des Wiirfels die GroBe a) der einzelnen Seiten, b) der
einzelnen Winkel an.

3. Gib Beispiele von Ecken mit {iberstumpfen a) Seiten, b) Winkeln an (Skizze
oder Modell).

4. Gib Beispiele von Ecken an, bei denen eine Seite andere Seiten sohneidet
(Skizze).

5. Falte aus Papier a) eine konvexe Ecke mit drei, b) mit vier, ¢) mit finf
Seiten, d) eine nichtkonvexe Ecke.

6. Gegeben sind drei Ebenen. Zeige, daB ihre drei Durchschnittsgeraden ent-
weder parallel sind oder durch einen Punkt gehen.

7. Wieviel Eoken bilden drei Ebenen, von denen keine zwei parallel sind?
Vorausgesetzt wird, da8 die Durchschnittsgeraden nicht parallel sind.

8. Zeige, daB a) die Summe zweier Seiten einer dreiseitigen Ecke grofer, b) die
Differenz zweier Seiten kleiner als die dritte Seite ist.

9. Eine dreiseitige Ecke, die zwei gleiche Seiten hat, heiBt gleichschenklig.
a) Gibt es auch hier einen Satz iiber die Basiswinkel? b) LaBt sioh ge-
gebenenfalls das Ergebnis von a) umkehren?

10. Zeige, da8 in einer dreiseitigen Ecke der groSeren Seite der grofiere Winkel
gegeniiberliegt und umgekehrt.

11. Gib eine obere Grenze fiir die Summe der Seiten einer n-seitigen konvexen?)
Ecke an,

12. Gib eine obere und eine untere Grenze fiir die Summe aller Winkel einer
n-seitigen Ecke an.

13. Eine dreiseitige Ecke hat die Seiten a) 60° und 90°, b) 110° und 45°, ¢) a
und b. Zwischen welohen Grenzen liegt die dritte Seite?

1) In Zukunft wird von den Ecken vorausgesetzt, daB sie konvex sind.
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14. Eine dreiseitige Ecke hat die Winkel a) 75° und 60°, b) 100° und 45°, ¢) «
und B. Zwischen welchen Grenzen liegt der dritte Winkel?

15. Welche Pyramiden mit regelmaBiger Grundflache, deren Spitze {iber der
Mitte liegt, konnen an der Spitze stumpfe Winkel haben, welche rechte?

Nebenecke, Scheitelecke, Polarecke

16. Verlangere eine Kante einer dreiseitigen Eoke tiber den Scheitelpunkt hin-
aus. Dann bildet diese Verlingerung mit den beiden anderen Kanten eine
Nebenecke der urspriinglichen Ecke. Gib die Beziehungen a) zwischen
den Seiten, b) zwischen den Winkeln der Ecke und der Nebenecke an.

17. Wieviel versohiedene Nebenecken hat eine dreiseitige Ecke?

18. Die Ecke, die von den Verlingerungen der Kanten einer Ecke liber den
Scheitelpunkt hinaus gebildet wird, heiBt Soheitelecke. Gib die Be-
ziehungen zwischen den Seiten und ebenso zwischen den Winkeln der
Ecke und ihrer Scheitelecke an.

19. Was ist a) iiber die Scheitelecke der Scheitelecke der Ecke, b) iiber eine
Nebeneoke von einer Nebeneoke der Ecke zu sagen?

20. a) Eine dreiseitige Ecke wird an einer Seitenfliche gespiegelt. Worin
stimmen die beiden zueinander symmetrischen Eoken iiberein und worin
unterscheiden sie sich? b) Sind Ecke und Scheitelecke kongruent oder
symmetrisch ?

.

21. Fille von einem Punkt im Innern einer dreiseitigen Ecke die Lote
auf die Seiten. Die von den drei Loten gebildete Ecke heilt Polarecke
der ersten. a) Zeige, daB Seiten und Winkel der Polarecke unabhingig
von der Lage ihres Scheitelpunktes sind. b) Gib die Beziehungen zwischen
den Seiten und Winkeln der Ecke und ihrer Polarecke an. ¢) LaB den
Scheitel der Polarecke auf eine Seitenflicheoder in den Scheitel der Ecke
fallen und untersuche die gegenseitige Beziehung der beiden Ecken bei
dieser Lage. d) Stelle ein Flichenmodell einer dreiseitigen Ecke mit ihrer
Polarecke her.

22. Was ist iiber die Polarecke einer Eoke zu sagen?

Konstruktionen am Netz der Ecke

23. Zeichne das Netz einer dreiseitigen Ecke mit den Seiten a=53°, =659,
¢=90°. Bestimme an dem Netz die drei Winkel der Ecke.

24. Konstruiere eine rechtwinklige dreiseitige Eoke a) aus den beiden Katheten,
b) aus der Hypotenuse und einer Kathete, ¢) aus einer Kathete und dem
gegeniiberliegenden Winkel, d) aus einer Kathete und dem anliegenden
Winkel, e¢) aus der Hypotenuse und dem einen Winkel.

25. Konstruiere eine gleichschenklige dreiseitige Ecke a) aus dem Schenkel
a=> und dem Winkel y (an der Spitze), b) aus dem Winkel y und dem
Basiswinkel, ¢) aus der Basis und dem Basiswinkel,
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26. Zeichne das Netz einer dreiseitigen Ecke zweimal auf Pappe und klappe das
Netz einmal nach der einen, dann nach der anderen Seite zusammen. Was
ist von den beiden Ecken zu sagent

27. Konstruiere eine dreiseitige Ecke a) aus zwei Seiten und dem eingeschlos.
genen Winkel, b) aus den drei Winkeln (benutze die Polarecke!), ¢) aus
einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln (benutze die Polarecke!),
d) aus zwei Seiten und dem Gegenwinkel der einen, ¢) aus zwei Winkeln
und der Gegenseite des einen,

Vermischte Uberlegungen
28, Sprich Sitze iiber die Kongruenz dreiseitiger Ecken aus.

29. Sprich Sitze iiber die Lage der Symmetrieebene einer symmetrischen drei.
seitigen Ecke aus.

30. Fithre die Begriffe Hohe, Seitenhalbierende, Winkelhalbierende, Mittel-
senkrechte bei der dreiseitigen Ecke ein und untersuche, ob sich Beziehun.
gen feststellen lassen, die den Sitzen iiber die ,,merkwiirdigen Punkte* im
Dreieck entsprechen.

31. Erklire den Begriff der regelmaBigen Ecke und sprich Satze iiber sie aus.

82. Leite aus den in Aufgabe 30 gewonnenen Sitzen entsprechende Sitze
iiber dreiseitige Pyramiden her.

§ 10. Der Eulersche Polyedersatz und die regelmiifigen Korper
Polyederformen

1. Ein von Ebenen begrenzter Kérper (Polyeder, Vielflach) ist konvex,
wenn er ganz auf einer Seite jeder Begrenzungsebene liegt. a) Nenne kon-
vexe Polyeder, b) Setze aus zwei Quadern (Streichholzschachteln) nicht-
konvexe Polyeder zusammen. ¢) Was ist iiber die Ecken konvexer Poly-
eder im Gegensatz zu denen nichtkonvexer Polyeder zu sagen?

2. Eine ebene (allseitig begrenzte) Fliche heiBt einfach zusammenhéan-
gend, wenn jeder von irgendeinem Punkte der Begrenzung zu einem
andern solchen Punkte gehende geradlinige Schnitt das Flachenstiick in
zwei getrennte Teile zerlegt. Zeige, a) daB die Kreisfliche einfach zu-
sammenhingend ist, die Kreisringfliche aber nicht, b) daB alle konvexen
Polygone einfach zusammenhiingend sind. ¢) Zeichne mehrfach zusammen.
hingende gesohlossene Flichen. d) Zeichne eine geschlossene Fliche, die
auch nach Anbringung eines Schnittes noch nicht einfach zusammen-
hingend geworden ist. e) Zeichne geschlossene Flichen, die erst durch
irei, durch vier Schnitte einfach zusammenhingend gemacht werden

Onnen.
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3. Bilde aus zwei Quadern (Streichholzschachteln) einen Kérper, der eine
mehrfach zusammenhingende Begrenzungsfliche hat.

4. Ein Korper hat einfachen Zusammenhang (das Geschlecht 0), wenn jeder
ebene Schnitt ihn in zwei Teile trennt. a) Untersuche die dir bekannten
Kérperformen, ob sie vom Geschlecht 0sind oder nicht. b) Fig. 15 zeigt ein

Fig. 15

ringférmiges Polyeder (ein sog. Mazzochio, und zwar nach einer Zeichnung
von Uceelli, einem Maler der Renaissance). Untersuche, ob es das Ge-
schlecht O hat. ¢) Setze aus Streichholzschachtelneinen Kérper zusammen,
der nicht das Geschlecht 0 hat. Wieviel Schachteln brauchst du min-
destens? d) Eine einfache Siulenhalle mit » Siiulen ist auf ihr Geschlecht
hin zu untersuchen.

Der Eulersche Polyedersatz

6. In einem beliebigen nichtiiberschlagenen’ Vieleok sind beliebig viele Diago-
nalen gezogen, in den dadurch entstehenden Teilvielecken sind wieder
Diagonalen gezogen und so fort, soviel man will. Es seischlieBlich in diesem
Vieleoksnetz die Anzahl der Teilvielecke f, die Anzahl der als Seiten
dienenden Strecken k, die Anzahl der als Ecken dicnenden Punkte e.
Dann hat die Invariante

J=e— k<

den Wert 1. a) Beweise das dadurch, daB du nacheinander im Innern
Seiten weglift und jedesmal zeigst, daBl J dabei unverindert bleibt, bis
du beim zuletzt iibrigbleibenden Vieleck siehst, daB J den Wert 1 hat.
b) Beweise das, indem du zunichst das Netz in ein Netz aus lauter Drei-
ecken umwandelst, ohne da8 J sich é#ndert, und dann vom Rande aus ein
Dreieck nach dem andern weglift, wieder ohne dal J sich #éndert.

6. a) Fithre die Uberlegung fiir ein beliebiges einfach zusammenhéngendes,
aus einfach zusammenhingenden Vielecken gebildetes Vielecksnetz durch.
b) Wie erledigt man den Fall des Auftretens mehrfach zusammenhingender
Vielecke?
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7. Ein konvexes Polyeder wird (durch parallele Strahlen oder durch Strahlen,
die von einem Punkte ausgehen) so auf eine Ebene projiziert, dall dabei jede
begrenzende Fliiche, jede begrenzende Kante oder Ecke in der Projektion
auftritt. Gib eine solche Projektion a) fiir den Wiirfel, b) fiir eine Pyramide
an. ¢) Gib fiir den Wiirfel Projektionen an, bei denen Begrenzungsflichen
in Strecken, Kanten in Punkte zusammenschrumpfen. d) Beweise, daB es
immer moglich ist, ein konvexes Polyeder ohne Flachen-, Kanten- und
Eckenverlust in eine Ebene zu projizieren.

8. a) Zeige, daB die Projektion eines konvexen Polyeders sich stets als Uber.
einanderlagerung zweier Vielecksnetze ansehen 1a8t, die in ihrem schein.
baren UmriB iibereinstimmen. b) Was fiir eine Figur ist dieser UmriB?

9. a) Zeige, daB die Invariante J (Aufg. 5) fiir die beiden iibereinanderliegen-
den Vieleoksnetze und damit die Invariante des konvexen Korpers den
Wert 2 hat (Eulerscher Polyedersatz). b) Warum ist es ohne Belang,
daB die UmriBlinie dabei zweimal statt nur einmal gezdhlt wird?

10. Beweise den Eulerschen Polyedersatz in folgender Weise: Aus dem Ober-
flachennetz wird eine Fliche weggenommen. Dadurch wird der Wert der
Invariante des Polyeders um 1 verringert. Jetzt aber bleibt ein einfach zu-
sammenhingendes, aus einfach zusammenhiingenden Vielecken bestehendes
Netz iibrig, dessen Invariante den Wert 1 hat.

11, Beweise den Eulerschen Polyedersatz in folgender Weise: a) Die begrenzen-
den Vielecksflichen werden durch Diagonalen in Dreiecke verwandelt. Wie
andert sich J? b) Ein Punkt im Innern des Polyeders wird mit den Poly-
ederecken verbunden. Damit kann das Polyeder in lauter dreiseitige Pyra-
miden zerteilt werden, Wie éndert sich J? ¢) Eine Pyramide wird heraus-
genommen. Wie dndert sich J? d) Es wird eine zweite, eine dritte Pyra-
mide herausgenommen; wie éndert sich J? ) Welchen Wert hat J fiir die
letzte Pyramide und welchen fiir das ganze Polyeder?

12. Untersuche die Eulersche Invariante bei einem konvexen Kéorperhaufen,
der liickenlos aus lauter konvexen Polyedern zusammengesetzt ist. (Zeige
die Invarianz von e— k- f—r, wo r die Anzahl der Polyeder ist.)

13. Untersuche, welche Anderung die Eulersche Invariante erfihrt, wenn eine
Flache von mehrfachem Zusammenhang ist, wenn also z. B. a) auf eine
Fliche ein zweiter Korper aufgesetzt ist so, daBl die gemeinsame Fliche
ganz innerhalb der Begrenzungsfliche des ersten Kérpers liegt (zwei
Streichholzschachteln!), b) wenn in eine Begrenzungsfliache eines Kérpers
eine von Vieleoken begrenzte Vertiefung eingegraben ist.

14. Untersuche die Eulersche Invariante im Falle eines einfachen Polyeders,
das nicht vom Geschlecht 0 ist, z. B. 8) eines aus vier Streichholzschachteln
gebildeten ringférmigen Korpers, b) eines konvexen Polyeders, das von
einem prismatischen Kanal durchbohrt ist, ¢) des in Fig. 15 abgebildeten
Mazzochio,
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15. Untersuche die Eulersche Invariante fiir den Fall eines konvexen Kérpers,
der in seinem Innern a) einen, b) mehrere von Ebenen begrenzte konvexe
Hohlrdume hat.

Die Platonischen Kérper

16. Die regelmaBigen Korper werden von jeweils einer Art kongruenter regel-
maBiger Vieleoke begrenzt. a) Was fiir Vielecke kommen iiberhaupt nur in
Betracht? (Grund!) — Wieviel Kanten kénnen die Ecken haben, die aus
b) gleiohseitigen Dreiecken, ¢) aus Quadraten, d) aus regelmaBigen Fiinf-
ecken zusammengesetzt werden?

17. Ein Korper wird von gleiohseitigen Dreiecken begrenzt und hat dreiseitige
Eocken. Nimm a) die Anzahl der Ecken, b) die Anzahl der Kanten, ¢) die
Anzahl der Flichen als Unbekannte und berechne nach der Eulerschen
Gleichung jeweils die Anzahlder Ecken, Kanten und Flachen (Tetraeder).

18. Ein Kdrper wird von gleichseitigen Dreiecken begrenzt und hat a) vier-
geitige, b) fiinfseitige Ecken, Berechne auf Grund der Eulerschen Gleichung
die Anzahl der Ecken, Kanten und Flachen (Oktaeder und Ikosaeder).

19. Ein Koérper wird a) von Quadraten, b) von regelméBigen Fiinfecken be-
grenzt und hat dreiseitige Ecken. Berechne auf Grund der Eulerschen
Gleichung die Anzahl der Eoken, Kanten und Flichen (Hexaeder und
Dodekaeder).

Tetraeder und Oktaed

20. Konstruiere ein Tetraeder a) mit der Kante 5 cm in schriger Parallel-
projektion, b) mit der Kante 4 cm in GrundriB und Aufrif.

21. Berechne im Tetraeder a) den Neigungswinkel zweier Seitenflichen, b) den
Winkel einer Kante gegen die Grundfliache, ¢) den Winkel zweier wind-
sohiefer Kanten.

Berechne in einem Tetraeder a) mit der Seite 10 cm, b) mit der Seite
14,36 om, ¢) mit der Seite a:

22.die Hohe einer Seitenfliche,

23. die Tetraederhdhe,

24.den Radius der durch die Ecken gehenden Kugel,
25.den Radius der die Kanten berithrenden Kugel,
26.den Radius der die Flachen berithrenden Kugel,‘
27.die Oberfliche,

28.den Inhalt.

29, Konstruiere ein Oktaeder a) mit der Kante 4 cm in schriger Parallelprojek-
tion, b) mit der Kante 3,6 om in GrundriB und AufriB.
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30. Berechne im Oktaeder den Neigungswinkel zweier Nachbarebenen.
81—36. Beantworte die Fragen 22, 24 bis 28 fiir das Oktaeder.

37. Wie groB ist der Abstand zweier gegeniiberliegender Flachen des Oktaeders?
38, Berechne die Kante eines Tetraeder‘s, dessen Oberfliche 90,04 cm? ist.
39. Berechne die Kante eines Oktaeders, dessen Rauminhalt 11,29 em? ist.

40. Berechne den Abstand zweier windschiefer Kanten eines Tetracders mit
der Kantenlinge a) 10 cm, b) a.

41. Dem Tetraeder ist ein Korper einzuschreiben, dessen Ecken a) die Kanten-
mitten, b) die Flichenmitten sind. Was sind das fiir Kérper? ¢) Berechne
die Kantenlinge und d) den Rauminhalt der Kérper, wenn die Tetraeder-
kante a gegeben ist.

42, Beantworte die gleichen Fragen wie in Aufg. 41 fiir das Oktaeder.

43. Den Seitenilichen a) des Tetraeders, b) des Wiirfels, ¢) des Oktaeders
sind regelmiBige Pyramiden aufgesetzt, deren Spitzen auf der Kuggl
liegen, die dem urspriinglichen Korper umschrieben ist. Berechne die
Kantenlinge und den Inhalt des ncuen Korpers, wenn die Kante @ des
urspriinglichen Korpers gegeben ist.

Vierflach!), Oktaeder und Wiirfel

44, Ein Vierflach ist durch eine Ebene so zu schneiden, daB die Schnittfigur
ein Parallelogramm wird, dessen Seiten ein gegebenes Verhiltnis haben.

45. Ein Tetraeder ist durch eine Ebene so zu schneiden, dafl die Schnittfigur
ein Quadrat wird. (Zeichnung in schiefer Parallelprojektion.) a) Wie
liegen die Ecken des Quadrats auf den geschnittenen Tetraederkanten?
b) Wie liegt die Schnittebene zu den nicht geschnittenen Tetraederkanten?
c) Wieviel Lésungen hat die Aufgabe?

46. Die Schwerpunkte der Flichen eines (beliebigen) Vierflachs bilden ein
neues Vierflach ; beweise, a) daB in diesem die Kanten und Flichen parallel
denen des urspriinglichen Vierflachs sind, b) daB es dem urspriinglichen
Vierflach symmetrisch dhnlich ist, ¢) daB sein Schwerpunkt mit dem des

groBen zusammenfiillt, d) daB sein Inhalt sich zu dem des grofen verhilt
wie 1:27.

47. Unter welchen Winkeln schneiden sich die Hohen eines Tetraeders?

48. Die Hohe eines Vierflachs wird durch eine zur Grundfliche parallele Ebene
im Verhiltnis m:n geteilt; wic verhalten sich die Inhalte der Korperstiicke?

49. Ein Vierflach wird parallel zur Grundfliche in zwei Teile zerschnitten, deren
Rauminhalte sich wie p:g verhalten; wie verhalten sich die Hohen?

1) Im folgenden ist das-,,Vierflach* als belicbiger Vierflichner in Gegensatz
gestellt zu dem ,,Tetraeder benannten regelmiBigen Vierflachner.
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50. Ein Tetraeder wird langs der Hohe und parallel einer Grundkante zer-
spalten, Wie verhalten sich die Rauminhalte der beiden Teile?

51.In einem Tetraeder sollen die Ecken gleichmiBig so weit abgestumpft
werden, daB der Restkorper halb so groBen Inhalt wie der Ausgangskérper
hat. Wie verhilt sich die Oberfliche des neuen Kérpers zu der des alten?

62. Stumpft man die Ecken eines Tetraeders bis auf ein Drittel der Kanten
ab, so entsteht ein neuer Korper; man driicke Inhalt und Oberfliche dieses
Korpers durch seine Kantenlinge aus.

53. Auf einer Ebene liegen drei sich berithrende Kugeln vom Radius 7; mitten
auf diesen drei Kugeln liegt eine vierte gleich groBe. Wie weit ist deren
Mittelpunkt von der Ebene entfernt?

54. Einem Tetraeder soll ein Zylinder mit quadratischem Achsenschnitt ein-
geschrieben werden. Wie groB ist dessen Hohe?

65. Wie verhalten sich in einem Tetraeder die Radien der eingeschriebenen und
umschriebenen Kugel?

56. Beantworte dieselbe Frage fiir a) das Oktaeder, b) den Wiirfel,

67. a) Ein Tetraeder und ein Oktaeder sollen gleiche Oberflache haben; wie
verhalten sich die Rauminhalte? b) Wie verhalten sich die Oberflichen
eines Tetraeders und Oktaeders von gleichem Rauminhalt? Leite die
Losung von b) aus der von a) ohne neue Rechnung her.

68. Ein Tetraeder und ein Oktaeder sollen gleiche Kantenlingen haben; wie
verhalten sich die Oberfiichen der den beiden Kérpern eingeschriebenen
Kugeln?

59. In einem Oktaeder sollen die Ecken gleichmiBig bis auf ein Drittel der
Kanten abgestumpft werden. Driicke den Inhalt des Restkorpers als
Funktion seiner Kantenlinge aus.

60. Ein Oktaeder ist durch eine Ebene so zu schneiden, daB die Schnittfigur ein
regelmiiBiges Sechseck wird (Zeichnung in schiefer Parallelprojektion).
a) Wie liegen die Ecken des Sechsecks auf den geschnittenen Oktaeder-
kanten? b) Wic liegt die Schnittebene zu den nicht geschnittenen Oktaeder-
kanten? ¢) Wieviel Losungen hat die Aufgabe?

61. a) Vom Tetraeder, b) vom Oktaeder, ¢) vom Wiirfel sind alle Ecken durch
Ebenen abgeschnitten, die jeweils durch die Mitten der in einer Ecke zu-
sammenlaufenden Kanten gehen. Stelle die Restkérper in Grundri8 und
AufriB und in schriger Parallelprojektion dar und berechne ihre Inhalte
und Oberflichen. d) Erklire aus der Uberemstlmmung der Ergebnisse
von b) und o) die Entstehung des gemeinsamen Namens Kubooktaeder.
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Ikosaeder und Dodekaeder
62. Zeichne das Netz eines Ikosaeders und stelle danach ein Fl&chenmodell her.

63. a) Zeichne, von einem Wiirfel ausgehend, in dessen Flichen je eine Iko-
gaederkante liegt, ein Ikosaeder in sohriger Parallelprojektion. b) Be-
rechne die Kantenlinge des Ikosaeders, wenn die Wiirfelkante gegeben ist.

64. Zeichne a) in schriger Parallelprojektion, b) in GrundriB und AufriB ein
Ikosaeder mit der Kante a=3 em.

65. Bereohne den Neigungswinkel zweier Nachbarflichen des Ikosaeders.

Berechne von einem Ikosaeder a) mit der Seite 10 cm, b) mit der Seite
13,34 om, ¢) mit der Seite a:

66. den Radius der durch die Ecken gehenden Kugel,

67.den Radius der durch die Kantenmitten gehenden Kugel,

68.den Radius der durch die Flichenmitten gehenden Kugel,

69. die Oberflache,

70.den Inhalt.

71. Zeichne das Netz einesDodekaedersund stelledanach einFlaichenmodell her.

72. a) Zeichne, von einemWiirfel ausgehend, dem dasDodekaeder umschrieben
wird, ein Dodekaeder in schriiger Parallelprojektion. b) Zeichne ein Dodeka-
eder in GrundriB und Aufrif.

73. Zeiche einen Wiirfel in ein Dodekaeder.

74, Berechne die Kante des Dodekaeders, wenn die Kante des ihm eingeschrie-
benen Wiirfels gegeben ist.

76.—79. Beantworte die Fragen 66 bis 70 fiir das Dodekaeder.

80. Die Mitten der Flichen eines a) Ikosaeders, b) Dodekaeders sind die Ecken
eines a) Dodekaeders, b) Ikosaeders. Beweise das und zeichne jeden Korper
mit dem ihm eingeschriebenen,

Vermischte Aufgaben iiber die Platonischen Korper

81, Stelle eine Tabelle auf fiir die Inhalte und Oberflichen aller Platonischen
Korper als Funktion der Kantenlinge.

82. a) Wie verhalten sich nach der Tabelle von Nr. 81 die Oberflachen eines
Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders von gleicher Kantenlinge? b) Ver-
suche andere Beziehungen einfacher Art aus der Tabelle abzulesen. ¢) Er-
ginze die Tabelle durch die Radien der eingeschriebenen und umschriebenen
Kugeln als Funktion der Kantenléinge und lies auch fiir diese einige einfache
Beziehungen ab.
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83. (Satz des Eudoxus.) Ziehe von einer Wiirfelecke aus die Kérperd iagonale
und dje drei Flichendiagonalen, lege durch die Kérperdiagonale nach jeder
der drei Flichendiagonalen eine Ebene und zeige, daB dadurch der Wiirfel
in drei kongruente Pyramiden zerlegt wird (Zeichnung in schiefer Parallel-
projektion und Herstellung des Netzes aller drei Teilpyramiden).
Anmerkung: Inden Ankersteinbaukisten befinden sich solche Teilpyramiden.

84. Die Ecken eines Wiirfels werden so abgestumpft, da8 in jeder Wiirfelflache
ein regelmiBiges Achteck entsteht. Man stelle Oberfliche und Inhalt des
Restkoérpers als Funktion a) seiner Kante, b) acr Wiirfelkante dar.

85. Ein Wiirfel ist durch eine Ebene so zu schneiden, da8 die Schnittfigur ein
regelmiBiges Sechseck wird (Zeichnung in schiefer Parallelprojektion).
a) Woliegen die Ecken des Sechsecks aufden geschnittenen Wiirfelkanten$
b) Welchen Winkel bildet die Schnittebene mit den nicht geschnittenen
Wiirfelkanten? (Nicht berechnen, sondern konstruieren!) ¢) Wieviel Losun-
gen hat die Aufgabe? d) Verlingert man die nicht geschnittenen Wiirfel-
kanten, so trifft jede von ihnen die Schnittebene in einem Punkte; welche
Figur bestimmen diese sechs Punkte? (Rein geometrisch, ohne Rechnung!)

86. Auf jeder der zwdlf Kanten eines Oktaeders bestimme man (zunéchst rech-
nerisch) einen Punkt derart, da8 diese zw6lf Punkte die Ecken eines Iko-
saeders bilden. Wie lassen sich diese Punkte auf Grund der Berechnung
leicht zeichnen?

Vermischte Uberlegungen

87. Den Flichen eines Wiirfels werden nach innen zu die vierseitigen Pyra-
miden aufgesetzt, die ihre Spitze im Mittelpunkt haben. Dann werden die
Pyramiden nach auBlen umgestiilpt. a) Was fiir ein Kérper wird das?
b) Welchen Rauminhalt hat der neue Korper? ¢) Verfahre in dhnlicher
Weise mit anderen Platonischen Kérpern.

88. Welche von den Platonischen Kérpern sind starr, wiirden also, wenn die
Kanten in Gelenken aneinanderstoBen, ohne Versteifung ihre Gestalt bei-
behalten? Wieviel und welche Kérper- oder Flichendiagonalen miifte
man einziehen, um die anderen Kérper starr zu machen?

89. Bestimme Anzahl und Lage der Symmetrieachsen und Symmetrieebenen
bei den verschiedenen Platonischen Korpern.

90. a) Beim Wiirfel, b) beim Oktaeder, ¢) beim Tetraeder werden erst irgend-
welohe zwei, dann irgendwelche drei Begrenzungsflichen ausgezeichnet
(etwa mit Kreide bemalt). Untersuche, ob auch dann noch Symmetrie-
ebenen vorhanden sind, und wenn ja, wie sie liegen,

Aus der Geschichte der Mathematik

Aus dem sog. 14. Buch von Euklids Elementen, das zwischen 200 und
100 v.d.Ztr. von Hypsikles von Alexandria verfalt wurde:
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91. Die fiinfseitige Fliche eines Dodekaeders und die dreiseitige eines Iko-
saeders, die beide der gleichen Kugel eingeschrieben sind, haben den
gleichen Umbkreis.

92. Die Oberfliche des Dodekaeders verhilt sich zur Oberfliche des Ikosaeders
wie die Seite des Wiirfels zur Seite des Tkosaeders.

93. Der Rauminhalt des Dodekaeders verhilt sich zum Rauminhalt des Iko-
saeders wie die Seite des Wiirfels zur Seite des Ikosaeders.

Aus dem sog. 15. Buoh von Euklids Elementen, das wahrscheinlich um
530 n. d. Ztr. von Isidorus verfaBt wurde:

94. Einem gegebenen Wiirfel ist ein Tetraeder einzuschreiben,
95. Einem gegebenen Tetraeder ist ein Oktaeder einzuschreiben.

96. Einem gegebenen Wiirfel ist ein Oktaeder einzuschreiben.
Zusatzfrage: Welchen Bruchteil des Wiirfelinhaltes macht das ein-
gesohriebene Oktaeder aus?

97. Einem gegebenen Oktaeder ist ein Wiirfel einzuschreiben.
Zusatzirage: Einem Wiirfel ist ein Oktaeder und diesem wieder ein
Wiirfel eingezeichnet. Wie verhalten sich Inhalt und Oberfliche des
kleinen Wiirfels zu denen des grofien?

98. Eine Scherzfrage aus Daniel Schwenters Erquickstunden (1636):
,,Bin Tetraéton oder Corpus so von vier gleichseitigen Trianglen be-
schlossen | also zu werffen | daB die Spitz unter sich | die Flich aber
itber sich (=oben) stehn.*

§11. Weiterfiibrung
und Erginzung der Kérperberechnung

Prisma und Pyramide

1. Ein gerades gleichseitiges Prisma von der Hohe h=5 ¢cm hat als Grund-
flachen gleichschenklige Dreiecke mit den Schenkeln a=b=12 cm und der
Basis ¢=10 cm. Durch die Basis der einen Grundfliche und die Spitze
der anderen wird ein Schnitt gelegt. Wie lang sind die Schenkel der
Sohnittfigur, und welchen Flicheninhalt hat sie?

2. Durch eine Grundkante a==6,4 cm eines geraden regelmiBigen dreiseitigen
Prismas wird eine Ebene gelegt, die gegen die Grundfliche unter dem
Winkel a=51°37" geneigt ist., Welchen Inhalt hat die abgeschnittene
Pyramide?

3. Wie groB ist der Rauminhalt eines regelmifBigen zwolfseitigen Prismas,
dessen Grundfliche einem Kreise von r=7 cm Radius eingeschrieben ist
und dessen Hohe A=23 cm betrigt?



§11. Weiterfiihrung und Ergénzung der Kdrperberechnung 63

4. Ein schiefes Prisma hat als Grundfliache ein Dreieck mit den Seiten 13 cm,
14 cm, 15 cm. Seine Seitenkanten sind gegen die Grundfldche unter 30°
geneigt und 32om lang. Wie gro8 ist sein Rauminhalt?

6. Ein Rhomboeder (d.h. von kongruenten Rhomben begrenztes schiefes
Prisma) hat die Kantenlinge a, der spitze Rhombuswinkel ist 60°. Be-
rechne a) die Korperdiagonalen, b) den Neigungswinkel zweier Flichen
gegeneinander.

6. Eine gerade regelmaBig sechsseitige Pyramide von =6 dm Grundkante
hat J=795dm® Rauminhalt. Wie lang ist ihre Hohe?

7. Eine Pyramide hat zur Grundfliche ein Rechteck mit den Seiten 3 em
und 4 cm; die Seitenkanten sind 6,5 cm lang. Wie groB ist der Inhalt
der Pyramide?

8. In einer Pyramide, deren Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck ist, sind
alle Seitenflidchen gegen die Grundfliche unter 60° geneigt. Welchen Teil
der Gesamtoberfliche macht die Grundfliche aus? (Vgl. § 8, Aufg. 141.)

9. In einer regelmiBigen dreiseitizen Pyramide hat eine Seitenfliche einen
n=2mal so groBen Flicheninhalt wie die Grundfliche. Man berechne den
Neigungswinkel der Seitenflichen gegen die Grundfliiche.

'10. Von einer Pyramide wird durch eine zur Grundiliche parallele Ebene der
nte Teil des Rauminhaltes abgeschnitten. In welchem Verhiltnis wird die
Hohe geteilt?

11. Driicke den Rauminhalt eines Tetraeders?) als Funktion seiner Héhe aus.

12. Von einer geraden Pyramide mit quadratischer Grundfliche kennt man
den Inhalt J=137,9 cm® und den Neigungswinkel der Seitenkanten gegen
die Grundfliche a=72°30". Wie lang sind die Seitenkanten?

13. Uber einem Quadrat, dessen Seite a Lingeneinheiten mift, ist cine gerade,
naoh beiden Seiten gleich hohe Doppelpyramide errichtet. Wie hoch mufl
diese sein, damit Inhalt und Oberfliche dieselbe MaBzahl haben? Zeige,
daB a in jedem Falle mehr als.sechs Lingeneinheiten messen muB}, damit
die Aufgabe losbar sei, und berechne A fiir den Sonderfall =10 cm.

14. Ineiner geraden regelmaBigen fiinfseitigen Pyramide ist die Grundkante @
gleioh der Seitenkante s=4 om (Teilpyramide des Ikosaeders). Gesucht ist
der Rauminhalt.

16. Berechne in der fiinfseitigen Pyramide der Aufg. 14 a) den Neigungswinkel
einer Secitenkante gegen die Grundfliche, b) den Neigungswinkel einer
Seitenfliche gegen die Grundflache, ¢) den Neigungswinkel zweier Seiten-
flachen gegeneinander.

1) Zu dem Namen vgl. die FuBnote auf 8. 58.
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16. Man bestimme die Seiten und Winkel der kdrperlichen Ecken, die bei
einem Rhombendodekaeder (§ 10, Nr, 87a) vorkommen. Vergleiche die
Winkel mit dem in Aufg. 5b,

Regelmiiflige Kirper
17. Ein Hohlwiirfel aus GuBeisen (Wichte s, =7,25 g/cm?®) sinkt in See-

wasser (Wichte s, =1,03 g/cm?®) bis zur Hilfte ein. Wie dick ist die
Wandung im Verhiltnis zur Wiirfelkante?

18. Unter welchem Winkel sohneiden sich die Kérperdiagonalen eines Wiirfels?
Vergleiche das Ergebnis mit dem von Aufg.5b und 16.

19. Einem Wiirfel ist ein Tetraeder und ein Oktaeder eingezeichnet. Wie ver-
halten sich die Rauminhalte der drei Kérpert

20. Einer Kugel sind ein Oktaeder und ein Wiirfel eingeschrieben. Wie verhalten
sich die Radien der diesen Korpern eingeschriebenen Kugeln zueinander?
Welcher Satz gilt also?

21. Lose die Aufgabe 20 fiir ein Dodekaeder und Ikosaeder.

22. Einem Dodekaeder ist in bekannter Weise ein Wiirfel eingezeiochnet. Wie
verhalten sich die Rauminhalte beider Kérper?

23. Einer Kugel ist ein Tetraeder eingeschrieben. Beweise, daB die groSte
Kugel, die gleichzeitig die erste Kugel und eine Tetraederfliche beriihrt,
ebenso groB ist wie die dem Tetraeder eingeschriebene Kugel.

24. Einer Kugel ist je ein Tetraeder eingeschrieben und umschrieben. Wie
verhalten sich die Oberflichen der beiden Tetraeder?

25. Berechne den Winkel, den die Hohe eines Tetraeders mit einer der an-
stoBenden Kanten bildet. Vergleiche diesen Winkel mit dem in Aufg. 18
berechneten, '

26. Unter welohem Winkel sind a) zwei Tetraederflichen, b) zwei Oktaeder-
flichen gegeneinander geneigt? ’

27. Wie verhalten sich beim Oktaeder die Radien der eingeschriebenen und
umschriebenen Kugel?

28, In einem Oktaeder von der Kantenlinge asind die drei Ecken einer Seiten-
fliche mit dem Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seitenfliche ver-
bunden. Wie lang sind die Verbindungslinien? Welcher Satz gilt also?

29, Berechne den Neigungswinkel je zweier Seitenflichen bei einem a) Dode-
kaeder, b) Ikosaeder.

30. Wie lang muB die Kante eines Tetraeders sein, wenn bei ihm Inhalt und
Oberflache dieselbe MaBzahl haben sollen?
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Zylinder und Kegel

31. Eine amtliche Ausriistungsvorschrift fiir groBe zylindrische Kochtépfe ent-
halt folgende Angaben:

Inhalt in Durchmessger in mm Hohe in mm
a) 60 400 480
b) 75 460 450
c) 58 520 275

Priife, um wieviel die Angaben der ersten Spalte von denen der beiden
.letzten abweichen, und erliutere die praktische Bedeutung dieser Ab-
weichungen.

32. Ein Zylinder von =15 mm Radius und %=20 ¢cm Héhe aus Kork
(Wichte 8,=0,24 g/cm?®) wird durch eine auf den Grundkreis passende
Halbkugel aus Blei (Wichte 8;=11,4 g/cm3) beschwert. Wie tief sinkt
der Zylinder in Wasser ein?

83. Ein eiserner Kegel (Wichte 8 =7,6 g/cm3) mit dem Grundkreisradius
r=10 cm soll einem Korkzylinder (Wichte s,=0,2 g/cm?) von derselben
Hohe und Achsenlage so eingefiigt werden, dal das Ganze bis zu § der
Hohe in Wasser eintaucht. Wie groB muBl der Radius des Korkzylinders
gewihlt werden? Zusatzfrage: Warum ist iiber die Hohe keine Zahlen-
angabe gemacht worden?

34. Ein Bleizylinder (Wichte 8 =11,4 g/em3) vom Radius 7= 4 cm soll mit
einer konzentrischen zylindrischen Korkhiille (Wichte s,==0,25 g/cm3)
von gleicher Hohe so umgeben werden, dal der Korper in Wasser gerade
schwebt. Wie dick muBl die Korkhiille sein?

35. Von einem dreiseitigen Prisma kennt man den Inhalt J=324,7 om?® und
zwei Winkel der Grundfliche a=41° 29’ und $=173°51". Welchen Inhalt
hat der umschriebene Zylinder?

86. Einem Oktacder sind zwei Zylinder eingeschrieben. Die Umfénge der
Grundkreise deseinen Zylinders gehen durch die Mittelpunkte derOktaeder-
flichen, die des andcren durch die Mittelpunkte von je 4 Kanten. Wie ver-
halten sich die Inhalte der beiden Zylinder?

37.In einem geraden Zylinder, dessen Inhalt J=15,708 cm® gegeben ist,
verhilt sich die Hohe zum Grundkreisdurchmesser wie m: n (5:2). Wie
grof ist die Oberflachet

88. Ein chemischer Trichter (Kegel von gleichseitigem Achsenschnitt) hat ein
Fassungsvermégen von 1 Liter. Wie groB ist die beim Filtrieren hochstens
in Betracht kommende Fliche?

39. Welchen Rauminhalt hat ein Kegel wie in Aufgabe 38 von M = 300 cm?
Mantelfliche?

40. Ein gerader Kegel hat einen Grundkreisradius r=6 cm und einen Mantel
M=188,5 om®, Wieviel betriigt sein Rauminhalt?
5 [2019]
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41. Ein gerader Kegel mit dem Offnungswinkel 2 =102° hat die Hohe
h=92,4 cm. Berechne den Radius der Kugel, die mit dem Kegel gleichen
Inhalt hat.

42. Ein gerader Kegel mit dem Offnungswinkel a =620 28’ 40" hat einen
Grundkreis von p=121 cm Umfang. Wie gro8 ist der Kegelmantelt

43. Ein gerader Kegel hat den Offnungswinkel 2 ¢=146° und die Seitenlinie
8=15,07 cm. Wie gro8 ist sein Rauminhalt?

44. Man berechne die Hohe eines geraden Kegels, dessen Inhalt gleich dem
einer Kugel vom Radius @ und dessen Gesamtoberfliche gleich der einer
Kugel vom Radius b ist.

45. Ein Kegel mit gleichseitigem Achsenschnitt soll mit einem Zylinder mit
quadratischem Achsenschnitt gleiche Oberfliche haben. Wie verhalten sich
die Rauminhalte?

- 46. Ein Kegel mit gleichseitigem Achsenschnitt hat mit einem Zylinder mit
quadratischem Achsenschnitt gleichen Rauminhalt. Wie verhalten sich
a) die Mintel, b) die Oberflichen?

47. Unter welcher Bedingung sind die Mintel eines geraden Zylinders und
eines geraden Kegels von gleichen Grundflichen und Hohen flichengleich?

48. Einer Kugel, deren Inhalt J =974 om? betragt, soll ein gerader Kegel vom
Offnungswinkel a =769 43’ 40"’ eingeschrieben werden. Welchen Inhalt
hat der Kegel?

49. Ein sohiefwinkliges Dreieck dreht sich der Reihe nach um jede seiner drei
Seiten. Beweise, daBl die Inhalte der drei entstehenden Doppelkegel sich
verhalten wie die reziproken Werte der Dreiecksseiten.

50. In einem schiefen Kreiskegel ist die lingste Mantellinie a=23,7 cm gegen
die Grundfliche unter dem Winkel $=29°51' 16" geneigt; der Neigungs-
winkel der kiirzesten Mantellinie gegen die Grundfliche betrigt
a=84°23"20". Wie groB ist der Rauminhalt?

61. Ein Eimer von 27 cm Hohe hat einen Grundkreisradius von 10 cm. Wie
weit mull der obere Radius sein, wenn der Eimer 133 Liter fassen soll?

[n =27')l (Quadr. Gleichung.)

52. Ein gerader Kegel, dessen Grundkreisradius r=17 cm ist und dessen
Mantellinien gegen die Grundfliche unter dem Winkel a=58%56"52"
geneigt sind, soll durch einen zur Grundfliche parallelen Schnitt in
zwei Teile von gleicher Oberfliche zerlegt werden. Wie gro8 ist der Radius
des Schnittkreises?



§11. Weiterfiihrung und Ergénzung der Kérperberechnung 67

§3. Ein Katalog fiir eiserne Kochkessel enthilt folgende MaBangaben:

Inhalt in I Durchmesser in mm Héhe in mm
unten oben
8) 50 465 495 260
b) 60 495 530 270
e¢) 170 520 555 290
d) 80 550 580 295
e) 90 600 635 315
1) 120 650 670 335
g) 160 690 740 380
h) 170 660 750 440
i) 200 795 863 400
k) 210 720 810 470
1) 300 705 720 650

Priife, wie weit die Angaben in der ersten Spalte von denen in den fibrigen
abweichen, und erldutere die praktische Bedeutung der Abweichungen.

4. Ein Trapez wird zuerst um die groBere, dann um die kleinere Grundlinie
gedreht. Die Inhalte der entstehenden Drehkorper verhalten sich wie m:n
(5:4). Wie verhalten sich die Grundlinien des Trapezes?

56. Ein regelmaBiges Zwolfeck von der Seitenlinge a=7,3 cm dreht sich um
eine seiner groBten Symmetrieachsen. Wie groB sind Oberfliche und Inhalt
des entstehenden Korpers?

56. Einem Kegelstumpf vom Inhalt J=87,062 cm? ist je ein regelmaBig sechs-
seitiger gerader Pyramidenstumpf eingesohrieben und umschrieben. Um
wieviel unterscheiden sich die Inhalte der Pyramidenstiimpfe?

§7. Einer quadratischen abgestumpften Pyramide vom Inhalt J ist ein Kegel-
stumpf eingeschrieben und ein anderer umschrieben. Um wieviel unter-
gcheiden sich die Inhalte der Kegelstiimpfe?

58. Aus einem Zylinder vom Grundkreisradius r soll ein Kegelstumpf heraus-
geschnitten werden, der mit dem Zylinder den Grundkreis und die Hohe ge-
meinsam hat. Wie groB muf der Deckkreisradius gewithlt werden, wenn der
Inhalt des Stumpfes halb so groB werden soll wie der des Zylinders?

59. Durch einen geraden Kegel von M =135 wem? Mantelflache wird parallel
zur Grundfliche ein Schnitt von r=6 ¢cm Radius gelegt; die Seitenlinie
des Stumpfes ist s=5 om. Wie gro8 ist der Grundkreisradius? (Quadr,
Gleichung.)

b
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60. Von einem geraden Kegelstumpf kennt man die Grundkreisradien r;=7cm,
ry=4 cm und den Inhalt J=381,59 cm3. Man bherechne den Neigungs-
winkel der Seitenlinien gegen die Grundflichen.

61. Ein Kegelstumpf, von dem man die Héhe A=15,2 em und die Grundkreis-
radien r, = 16,7 cm und r, = 9,1 cm kennt, soll durch einen zu den Grund-
flichen parallelen Sohnitt in zwei rauminhaltsgleiche Teile zerlegt werden,
Wie weit muBl der Schnitt von dem kleineren Grundkreis entfernt sein?

Kugel und Kugelteile

6. Billardkugeln sind in der Regel aus Elfenbein (Wichte 1,9 g/cm3) und
haben einen Durchmesser von 6,5 cm. Wie schwer ist eine solche Kugel?

63. Welchen Rauminhalt hat eine Kugel von 113,1 cm? Oberfliche?

Zusatzfrage: Wie erklirt sich das im ersten Augenblick sonderbar
erscheinende Zahlenergebnis?

64. Die beim Kegelspiel benutzten Kugeln werden fiir gewéhnlich aus
schwerem Pockholz hergestellt. Jemand legt um eine solche Kugel ein
BandmaB und findet den Umfang eines GroBkreises der Kugel zu 53,4 cm.
Die Kugel wiegt 3,345 kg. Wie groB ist die Wichte des Pockholzes?

65. Eine Hohlkugel aus Eisen (Wichte 7,5 g/em3) hat 4 cm AuBendurch-
messer und wiegt 220 g. Wie dick ist ihre Wand?

66. Eine Hohlkugel aus Kupfer (Wichte 8= 8,9 g/cm?), deren AuBlendurch-
messer d=11,2 cm ist, sinkt bis zur Hilfte in Wasser ein. Wie dick ist
ihre Wand?

67. Einer Kugel ist ein Pyramidenwiirfel (d. h. ein Wiirfel, auf dessen Flichen
gleichhohe quadratische Pyramiden aufgesetzt sind) eingeschrieben. Wie
verhalten sich die Inhalte der beiden Korper?

68. Eine Kugel soll derart in einen geraden Zylinder verwandelt werden, da
der Mantel des Zylinders gleich der Oberfliche der Kugel wird. Wie ver-
héalt sich der Grundkreisdurchmesser des Zylinders zur Hohe?

69. In einer quadratischen Pyramide ist die Grundkante a=12 cm und die
Seitenkante 8=10 cm gegeben. Wie groB sind die Radien der einge-
sohriebenen und umschriebenen Kugel?

70, In einer geraden regelmiBigen Pyramide sei die Grundkante mit a, der
Radius des der Grundfliche umschriebenen Kreises mit r, die Seitenkante
mit 8, die Hohe der Pyramide mit A bezeichnet. Wie gro8 ist der Radius
der Kugel, die alle Kanten beriihrt, und wo liegt der Mittelpunkt derKugel?
Bemerkung: Natiirlich diirfen nicht alle der vier genannten GroSen gegeben

werden. Die Bezeichnungen sind nur gewiihlt, damit die gesuchten Ausdriicke
mdglichst kurz hingeschrieben werden kénnen.



§ 11. Weiterfiihrung und Ergnzung der Kdrperberechnung 69

71. Zwei Kugeln von den Radien r; und r, beriihren sich von auBen. Welchen
Rauminhalt hat das zwischen den beiden Kugeln und dem gemeinsamen
Beriihrungskegel gelegene Korperstiiok $

72. Einer Kugel ist ein gerader Kegel umschrieben, dessen Hohe doppelt so
groB wie der Durchmesser der Kugel ist. Wie verhalten sich die Ober-
flichen und Inhalte der beiden Korper?

73. Einer Kugel wird ein gerader Kegel derart eingeschrieben, daB seine Héhe
durch den Mittelpunkt der Kugel stetig geteilt wird. Wie verhalten sich
die Inhalte beider Korper?

74, Vier gleiche Kugeln sind so gelegt, daB jede die drei anderen beriihrt;
eg soll eine fiinfte Kugel ermittelt werden, die alle vier Kugeln beriihrt.
a) Wie viele Losungen hat die Aufgabe? b) Wie verhalten sich die Radien
der gesuchten Kugeln zum Radius der gegebenen? (Quadr. Gl.)

75. Einer Kugel ist ein Tetraeder eingesohrieben. Wie verhalten sich die
beiden Abschnitte, in die eine der Tetraederebenen die Kugel zerlegt $

76. Einem Korkzylinder (Wichte 8, = 0,25 g/cm?) von r, = 15 mm Radius und
hy=20 cm Hohe ist ein auf den Grundkreis passender eiserner Kugel-
abschnitt (Wichte s3="7,5 g/cm3) von hy=9 mm Hohe aufgesetzt. Wie
tief taucht der Gesamtkorper in Wasser ein?

77. Aus einem Kugelabsohnitt soll eine Kugel ausgebohrt werden, deren
Durchmesser die Hohe des Abschnitts ist. Welches Verhaltnis miissen die
beiden Kugelradien haben, wenn die herausgebohrte Kugel ebenso groB
gein soll wie der Restkdrpert

78. Aus einer Kugel vom Radius r=7 cm wird ein gerader Zylinder a) vom
Radius g =5cm, b) von der Hohe h=6cm zentrisch herausgebohrt.
Welchen Inhalt hat der {ibrigbleibende Kugelring?

79. In welchem Kugelabschnitt ist die Kappe doppelt so gro8 wie der Grund-
kreist

80. Eine Kugelkappe soll #n-mal so groB sein wie ihr Grundkreis. Wie verhlt
sich die Hohe zum Kugelradius? Zahlenbeispiel: a) n=4, b) n=1,5.

81.In einem Kugelabschnitt betrigt die Hohe das n-fache des Kugelradius.
Wie verhilt sich die Kappe zum Grundkreis? Zahlenbeispiel: a) n=1,5,
b) n=1,2.

82. Von einem Kugelabschnitt kennt man die Hohe h=5,8 cm und die Kappe
K =109,47 om? Wie groB ist der Rauminhalt?

83. Zwei Kugeln vom Radius r =6 cm durchdringen einander so, daB jede
von ihnen ihren Mittelpunkt auf der Oberfliche der anderen hat. Wie
groB ist der Inhalt des ihnen gemeinsamen Korperstiickes?
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84. Durch eine Halbkugel vom Radius r =4 cm soll parallel zur Grundfliche
ein Schnitt so gelegt werden, daB die beiden entstehenden Teile gleiche
Gesamtoberfliche erhalten, Wie weit ist die Schnittebene vom Kugel-
mittelpunkt entfernt?

85. Eine Halbkugel vom Radius r wird von einem geraden Kegel durch.
drungen, der mit ihr auf derselben Grundfiiche steht und die Héhe 2 r hat.
In welchem Verhéltnis wird die Halbkugelfliche von dem Kegel geteilt?

86. In einem Kugelabschnitt verhilt sich die Haube zum Grundkreis wie 4:3.
Wie groB ist a) der Grundkreis im Vergleich zu einem GroBkreis der
Kugel, b) der Zentriwinkel des zugehorigen Kugelausschnitts?

87.Die Gesamtoberfliche eines Kugelabschnitts soll den vierten Teil der
Kugelfliche ausmachen. Welchen Zentriwinkel hat der zum Abschnitt
gehorige Kugelausschnitt?

88. Bei welchem Kugelausschnitt hat der Abschnitt und der Kegel gleichen
Rauminhalt? Deute das Ergebnis auch mittels der stetigen Teilung.

89. Ein Kugelausschnitt hat den Zentriwinkel 2 a=88°49'50”. Welchen
Teil des Kugelinhalts erfillt er?

90. Fiir welchen Kugelausschnitt ist die Kappe gleich dem Kegelmantel?
Sprich das Ergebnis auch aus als Vergleich zwischen den Inhalten des
Ausschnitts und der ganzen Kugel.

91, Wie groB ist der Zentriwinkel eines Kugelausschnitts, bei dem sich die
Kappe zum Mantel wie m:n (3:5) verhdlt?

92, Ein Kugelausschnitt soll durch eine konzentrische Kugelfliche in zwei
Teile von gleichen Oberflichen und gleichen Inhalten zerlegt werden
konnen, Welchen Zentriwinkel 2 « mu8 der Ausschnitt haben?

93. Ein Kugelausschnitt hat den Inhalt J=589,4 cm® und den Zentriwinkel
2 a=103°37"48". Wie hoch ist der zugehorige Kugelabschnitt?

94, Ein Kreisabschnitt, dessen zugehoriger Zentriwinkel a=41°57" 26" ist,
dreht sich um den zu seiner Schne parallelen Durchmesser 2 r="173,5 cm.
Welchen Inhalt hat der entstehende Drehkérper?

95. Eine Kugelschicht, bei der die Durchmesser der beiden Grundkreise von
dem Kugelmittelpunkte aus unter den Winkeln 2¢ und 28 (¢ > f) gesehen
werden, soll durch eine zu den Grundflichen parallele Ebene in zwei Teile
von gleicher Oberflache zerlegt werden. Unter welchem Winkel ¢ er-
scheint der Durchmesser des Schnittkreises vom Kugelmittelpunkt aus?
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Simpsonsche Regel, Schwerpunktsbestimmungen, Guldinsche Regel

96. Ein Korper habe die Héhe &, seire Grundfliiche sei g, die dazu parallele
Deckfliche gy, sein Mittelschnitt, d. h. der in halber Hohe gefithrte Quer-
schnitt, sei m; ein beliebiger zur Grundfliche paralleler und von ihr um z
entfernter Querschnitt des Korpers habe einen Flicheninhalt

f(z) =a-+4 bx+ ca?+ dad,

wo a, b, ¢, d irgendwelche endlichen, reellen Koeffizienten (einschlieBlich
Nuli) bedeuten sollen. Beweise die Simpsonsche Regel, die besagt, dal
der Rauminhalt dieses Kérpers

2 .
V=ah+b%—+c§+dhz=%(gl+g,+4m) ist,

Andeutung: Zerlege die Hohe h des Kdrpers in n gleiche Teile, errichte tiber
jedem Querschnitt ein Prisma von der Héhei , bilde die Summe der Raum-
n

inhalte aller dieser Prismen (unter Anwendung der Summationsformeln fiir
die Reihen der natiirlichen Zahlen, der Quadratzahlen und Kubikzahlen),
gehe dann zur Grenze n—* o0 iiber.

97. Untersuche einige der schon frither behandelten Korper daraufhin, ob
sie sich nach der Simpsonschen Regel berechnen lassen; ermittle insbe-
sondere den Grad der in Aufg. 96 mit f () bezeichneten ganzen rationalen
Funktion a) bei der Kugel und dem Kugelabschnitt, b) beim Kegel und
Kegelstumpf.

98. Im Prismatoid (Kérperstumpf) ist jeder zur Grundfliche parallel
gefithrte Querschnitt eine Funktion zweiten Grades seines Abstandes von
der Grundfliche. Beweise das, und zeige damit, daB fiir das Prismatoid
die Simpsonsche Regel gilt.

99, Inwiefern kann man jedes Oktaeder als Prismatoid auffassen?

100. Bei einem Prismatoid von der Hohe h = 9,8 om ist die eine Grundfliche
ein Rhombus mit der Seite a = 7,9 erh und einem Winkel 60°. Die zweitc
Grundflicheist in eine Strecke von der Linge aentartet,deren Endpunkte
senkrecht iiber den Endpunkten der kiirzeren Diagonale des Rhombus
liegen. Welchen Inhalt hat das Prismatoid?

101. Durch ein Prismatoid mit den Grundflichen g, und g,, dem Mittelschnittm
und der Héhe 4 soll eine zur Grundfliche parallele Ebene gelegt werden,
die den Stumpf und die Hohe in demselben Verhiltnis teilt, Wie weit
ist die Schnittebene von den Grundfléchen entfernt?
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102. Berechne den Inhalt eines pontonférmigen Kéorpers (d. h. eines Karpers,
der von zwei parallelen rechteckigen Grundflichen und vier trapez-
formigen Seitenflichen begrenzt ist) als Funktion der beiden Grund-
kanten a, b, der beiden Deckkanten a’, b’ und der Héhe h.

103. Bei einem geraden, schief abgeschnittenen dreikantigen Prisma sei
die Lange der parallelen Kanten a, b, ¢; der Flacheninhalt des senkrecht
zu ihnen gefithrten Querschnittes sei g. Beweise mit der Simpsonschen
Regel, dal der Rauminhalt des Prismas gleich } g (a4 b+ c¢) ist.

104, Welohen Inhalt hat der Stumpf eines geraden, schief abgeschnittenen
Prismas? (Benutze den Abstand der Schwerpunkte der beiden Grund-
fldohen.)

105. Berechne den Inhalt eines geraden, schief abgeschnittenen Zylinders
(Sonderfall der Aufg. 104).

106. Bereohne auf Grund der Aufg. 105 den Inhalt eines geraden Zylinder-
hufes. (Unter Huf versteht man einen Zylinderstumpf, dessen Deck{liche
mit der Grundfliche einen Punkt gemein hat.)

107. Zeige durch Betrachtung der Querschnitte, daB folgende Kérper der
Simpsonschen Regel gehorchen, und gib in den Fillen a) und b) den
Rauminhalt der vollstindigen Korper, in den iibrigen Fillen den Raum-
inhalt der Abschnitte an:

a) Gestrecktes Drehellipsoid,

b) Abgeplattetes Drehellipsoid,

¢) Drehparaboloid, begrenzt durch eine Ebene senkrecht zur Drehachse.
Beweise, daB der Paraboloidabschnitt halb so gro8 ist wie der ihm um-
sohriebene gerade Zylinder.

d) Einschaliges Drehhyperboloid, begrenzt durch zwei zur Drehachse senk-
rechte Ebenen. — Sonderfall: Der eine Begrenzungskreis sei der Kehl-
kreis, der andere ein Kreis von doppeltem Flacheninhalt wie der Kehlkreis.

¢) Zweischaliges Drehhyperboloid, begrenzt von einer der beiden Schalen
und einer zur Drehachse senkrechten Ebene. — Sonderfall: Der Ab-
stand der begrenzenden Ebene vom Kérpermittelpunkt werde durch den
Scheitel der Schale halbiert.

1) Lies aus den Sonderfillen von d) und e) eine bemerkenswerte Beziehung
zum Kugelinhalt ab, falls die gedrehte Hyperbel gleichseitig ist.

108. Wo liegt der Schwerpunkt a) einer Strecke, b) eines Parallelogramms,
¢) eines Parallelflachs??)

1) Bei der Ermittlung von Schwerpunkten geometrischer Gebilde (Aufg. 108
bie 131) wird stillschweigend vorausgesetzt, da8 alle in Frage kommenden Strecken,
Flichen und Kdrperstiicke homogen sind.
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109. Zeige, daBl a) bei allen Flachen und Kérpern, die eine Symmetrieachse
oder Symmetrieebene haben, der Schwerpunkt in dieser licgt, b) bei
zentrisch symmetrischen Figuren und Kérpern der Mittelpunkt zugleich
Schwerpunkt ist.

110. Beweise, daB der Schwerpunkt des Umfanges eines Dreiecks der Mittel-
punkt des Feuerbachschen Kreises ist.

111. Zeige, daB bei einem Vierflach der Schwerpunkt der Oberfliche mit dem
Mittelpunkt der durch die Schwerpunkte der Seitenflichen gehenden
Kugel zusammenfallt.

112. Wo liegt der Schwerpunkt 8) einer Dreiecksfliche, b) eines Vierflachs?
113. Wie findet man den Schwerpunkt eines ebenen Vierecks?

114. Wo liegt der Schwerpunkt a) eines Prismas, besonders eines dreiseitigen
Prismas, b) einer beliebigen Pyramide?

115. Beweise mittels des Momentensatzes!) die beiden folgenden Guldin-
schen Regeln: )
a) Die Oberflache eines Korpers, der durch Drehung einer ebenen Figur
um eine in ihrer Ebene liegende (die Figur nicht schneidende) Achse
entsteht, ist gleich dem Produkt aus dem Umfang der Figur und dem
Wege, den der Schwerpunkt des Umfangs zuriicklegt.

b) Der Rauminhalt eines Korpers, der durch Drehung einer geschlossenen
ebenen Figur um eine in ihrer Ebene liegende (die Figur nicht schneidende)
Achse entsteht, ist gleich dem Produkt anus dem Flicheninhalt der Figur
und dem Wege, den der Schwerpunkt der Fliche zuriicklegt.

116. Durch Drehung eines Kreises vom Radius 7 um eine Gerade seiner Ebene,
die vom Mittelpunkt den Abstand a (= r) hat, entstcht ein wulst{ormiger
Korper. Berechne dessen Inhalt und Oberfliche.

117. Ein Halbkreis dreht sich um seinen begrenzenden Durchmesser; gib aut
Grund des dir bekannten Kugelinhalts an, wo der Schwerpunkt der
Halbkreisfliche liegt. Beantworte dieselbe Frage fiir den Schwerpunkt
des Halbkreisbogens.

118. Ermittle auf dieselbe Weise wie in Aufg. 117 den Schwerpunkt eines
a) Kreisbogens, b) Kreisausschnitts, ¢) Kreisabschnitts,

119. Wo liegt der (Flachen-)Sochwerpunkt bei einer a) Kugelkappe, b) Kugel-
zone? (Andeutung: Zerlegung durch Parallelkreise.)

1) Unter Schwerpunktsmoment einer Masse in bezug auf eine Ebene (Gerade)
versteht man das Produkt aus der Masse und dem Abstand ihres Schwerpunktes
von der Ebene (Geraden), Der Momentensatz heit: Das Schwerpunktsmoment

einer zusammengesetzten Masse ist gleich der Summe der Schwerpunktsmomente
ihrer Teile,
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120. Ermittle den Schwerpunkt einer halben Ellipsenflache, die a) von der
groBen Achse, b) von der kleinen Achse begrenzt wird.
Beachte beim Aussprechen des Ergebnisses, dal die Lage des Schwerpunktes
von der Linge der begrenzenden Achse véllig unabhiingig ist, dal also z. B.
alle Halbellipsen,die in der ,,Pfeilhdhe‘ iibereinstimmen, denselben Fliachen-
schwerpunkt haben.

121. Wo liegt hiernach der Sohwerpunkt eines Ellipsenquadranten?

122. Ein Parabelausschnitt werde von der Parabelachse und einer dazu senk-
rechten Sehne begrenzt. Wie weit ist der Schwerpunkt des Ausschnittes
von der Parabelachse entfernt?

123. Wo liegt der Sohwerpunkt eines Kugelausschnitts?

Anleitung: Zerlege den Kugelausschnitt in Pyramiden, die den Kugelmittel-
punkt als gemeinsame Spitze haben.

124. Ein regelméBiges Sechseck dreht sich um eine seiner Seiten a. Man be-
rechne Oberfliche und Inhalt des entstehenden Drehkérpers.

125. Ein Kreis vom Radius 7 dreht sich um eine seiner Tangenten. Wie groB
ist der Hohlraum, der zwischen dem entstehenden Wulst und einer der
beiden zur Drehachse senkrechten Tangentialebenen des Korpers ein-
geschlossen ist ? — Vgl. Aufg. 116.

126. Ein Dreieck 4 BC, dessen Héhe auf 4 B bekannt (=) ist, dreht sich
um eine Gerade seiner Ebene PQ Il A B. Wie weit mufl PQ von 4 B ent-
fernt sein, wenn der durch Drehung um P@Q erzeugte Korper viermal so
groBen Inhalt haben soll wie der durch Drehung um A4 B erzeugte?

127. Ein Dreieck, von dem die Seite ¢=25,7 cm und die Winkel f="74°32'29"
und y=38°47" 11" gegeben sind, dreht sich um die Seite a. Wie groB
sind Oberfliche und Inhalt des entstehenden Korpers?

128. Ein Rechteck mit den Seiten a=6 ¢cm und =8 cm wird um eine Achse
gedreht, die durch eine Ecke parallel zu der nicht durch diese Ecke ge-
henden Diagonale gelegt ist. Wie groB ist die Oberfliche und der Inhalt
des entstehenden Drehkorpers?

129. Bestimme mittels der Guldinschen Regel den Schwerpunkt a) des Um-
fangs, b) der Fliche eines Dreiecks, und vergleiche die Ergebnisse mit
denen von Aufg. 110 und 112a.

130. Ermittele ebenso, wie weit in einem Trapez, dessen parallele Seiten a
und e voneinander um % entfernt sind, der Flichenschwerpunkt von den
Grundlinien entfernt ist. Wo liegt der Schwerpunkt auferdem noch?

131. Bestimme den Sohwerpunkt a) der Flache, b) des Umfangs eines Fiin{-
ecks, das man erhilt, wenn man ein regelméBiges Sechseck von der
Seite a langs einer kurzen Symmetrielinie zerschneidet.
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Vermischte Aufgaben

132. Beweise, daB ein Wiirfel auf 24 verschiedene Arten mit sich selbst zur

Deckung gebracht werden kann (d. h. daB, wenn man seine Flachen durch
Zahlen oder Farben voheinander unterscheidet, 24 verschiedene Lagen
des Wiirfels denkbar sind, bei denen das Haupt-Symmetrieachsenkreuz
dieselbe Lage hat).

133. Duroh vier beliebige Punkte des Raumes ist eine Kugel zu legen (oder

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

einem Vierflach ist eine Kugel zu umschreiben).

Der Durchmesser einer massiven Kuge] ist zu bestimmen a) theoretisch,
b) praktisch,

Wie kann man durch zwei Punkte einer massiven Kugel den GroBkreis
legen, d. h. a) weitere Punkte des GroBkreises zeichnen, b) den Pol des
GroBkreises finden ? (Beides bei wiederholterAnwendung desTasterzirkels.)

Wird ein dreifach rechtwinkliges Dreikant von einer Ebene geschnitten,
so ist der Hohenschnittpunkt des Schnittdreiecks die Projektion der
Dreikantspitze auf die schneidende Ebene. Beweise das.

Auf den Kanten eines dreifach rechtwinkligen Dreikants sind vom Scheitel
aus drei Strecken abgemessen, die sich wie m: n:p (2:3:4) verhalten.
Welche Neigung hat die durch die drei Endpunkte gehende Ebene gegen
die drei Ebenen des Dreikants?

In einem halbregelmiBigen Vierflach sind die Seitenflichen paarweise
kongruent und gleichschenklig; bei dem einen Paar ist die gemeinsame
Grundlinie 2a, bei dem anderen 2b, alle Schenkel sind gleich ¢. Man
bestimme Inhalt und Oberfliche des Korpers und die Neigungswinkel
zwischen den kongruenten Dreiecken.

Wie groB ist der Inhalt eines Prismatoids, dessen Grundflichen zwei
Quadrate mit der Seite @ und dessen Seitenflichen gleichseitige Dreiecke
sind?

Man berechne Inhalt und Oberfliche eines Korpers, der durch Drehung
eines regelmiBigen Sechsecks von der Seite a um einen seiner griBSten
Durchmesser entsteht. Ferner ermittle man Hoéhe und Rauminhalt der-
jenigen Kugelschicht, deren Zone dieselbe Oberfliche wie der Dreh-
korper hat, unter der Annahme, daB die beiden Grundkreise der Kugel-
schicht gleich sind und daB der Radius der Kugel gleich a ist.

Ein Kreisabschnitt, dessen Sehne gleich dem Radius r ist, dreht sich um
eine Achse, die der Sehne parallel ist und von der Kuppe des Kreisbogens
die (iiber den Kreismittelpunkt hinaus zu messende) Entfernung 2 r hat.
Welchen Rauminhalt hat der entstehende Umdrehungskérper?
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142. Welcher gerade Kegel kann durch eine Ebene parallel zum Grundkreis
in zwei Teile zerlegt werden, die sowohl in den Rauminhalten wie auch
in den Oberflichen iibereinstimmen $

143. Eine Kugel, deren GroBkreis a =73 cm Umfang hat, schwimmt im Wasser
g0, daB sie mehrals zur Hilfte eintaucht und der von der Wasseroberfliche
benetzte Kugelkreis =48 ¢cm Umfang hat. Wie schwer ist die Kugel?

144.1) Von einer geraden quadratischen Pyramide kennt man den Inhalt
J=1280 ¢cm3 und den Flacheninhalt einer Seitenfliche {=136 cm2, Wie
lang sind die Grundkante und die Hohe der Pyramide?

145. Von einem geraden Kreiszylinder kennt man den Inhalt J=4 dm? und
die Oberfliche F=15dm? Man berechne Grundkreisradius und Hohe.

146, Wie groB ist der Grundkreisradius r und die Héhe % eines geraden Zy-
linders, der mit einem Wiirfel von der Kantenlinge ! gleiche Oberfliche
und gleichen Inhalt hat?

147. Ein gerader Kegel. hat den Inhalt J=1007 ¢cm3 und den Mantel
M =065 & cm?, Grundkreisradius, Hohe und Seitenlinie sind zu ermitteln.

148. Ein gerader Kegel von 0=177,84 om? Oberfliche wird durch eine Ebene
parallel zum Grundkreis geschnitten. Der Radius des Schnittkreises ist
r=1,58 cm, die Seitenlinie des Stumpfes s=7,54 cm lang. Wie groB
ist die Oberfliche des Stumpfes?

149. Durch einen geraden Kegel von s=2dm Seitenlinie wird parallel zur
Grundfliche ein Schnitt von r=1 dm Radius gefiihrt. Die Oberfliche des
entstehenden Stumpfes ist 0 =8 7 dm2 Wie lang ist die Seitenlinie?

150. Eine Halbkugel vom Radius r soll durch eine zum Grundkreis parallele
Ebene halbiert werden. Wie weit muB der Schnittkreis von der Grund-
fliche entfernt sein?

Andeutung: Man dividiere die Ansatzgleichung durch 72.%)

151. Welche Hihe hat ein Kugelabschnitt, dessen Inhalt a) 4, b) $, ¢) 3 von
dem der Kugel ist? *

152. Wie tief sinkt eine Kugel vom Radius r und der Wichte s, in eine Fliissig-
keit von der Wichte s, ein? — Zahlenbeispiele: a) Silber (s,= 10,474 g/cm3)
in Quecksilber (s,=13,596 g/cm3), b) Blei (s,=11,445 g/em3) in
Quecksilber (s,= 13,596 g/cm3), ¢) Holz (s, =0,5736 g/cm?) in Wasser
(s,=1g/cm3).

163. Wie hoch stehen 500 g Wasser in einer Hohlkugel von 10 cm Innen-
halbmesser?

1) Die Aufgaben 144 bis 158 fithren auf Gleichungen 3. Grades.

2) Dieser kleine Kunstgriff ist bei vielen der folgenden Aufgaben anzuwenden,
damit einfachero Gleichungen entstehen.
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164. Einem geraden Kegel vom Grundkreisradius r und der Hohe A soll ein
gerader Zylinder eingeschrieben werden, dessen Inhalt { von dem des
Kegels betrigt.

155. Einer Kugel vom Radius r wird ein gerader Kreiszylinder eingeschrieben,

dessen Inhalt % des Kugelinhalts ist. Man berechne Hohe und Grund-
kreisradius des Zylinders.

166. Einer Kugel ist ein gerader Kegel einzuschreiben, der a) }, b) §, ¢) 3
des Kugelraums erfiillt, Wie hooch wird der Kegel?

1567. Einer Kugel vom Radius r=6 om soll man einen geraden Kegel von
J =167 cm?® Rauminhalt so einsohreiben, dal die Kegelspitze im Kugel-
mittelpunkt liegt. Wie groB sind Hohe und Grundkreisradius des Kegelst

158. Welcher zylindrisch durchbohrte Kugelring ist gleich der Summe der
beiden beim Durchbohren abfallenden Kugelabschnitte?

Drittes Kapitél

Darstellende Geometrie
(Senkrechte Projektion auf zwei zueinander senkrechte Ebenen.)

Vorbemerkung iiber die Bezeichnungen

Fiir Punkte, Geraden, Strecken, Winkel usw. gelten die in der ebenen Geo-
metrie iiblichen Bezcichnungen; Ebenen werden mit groBen griechischen Buch-
staben bezeichnet, insbesondere die erste Projektionsebene (GrundriBebene) mit
m,, die zweite Projektionsebene (AufriBebene, Vertikalebene) mit Il,, die dritte
Projektionsebene (SeitenriBebene, KreuzriBebene) mit /7,. Risse werden durch
obere Indizes angedeutet; z. B. hat ein Punkt P den Grundri P, den Aufri} P,
den Kreuzri P’”’. Spuren werden durch untere Indizes bezeichnet; z. B. hat eine
Gerade g die Spuren G, G,, G, eine Ebene E die Spuren e,, €, €.

Die Koordinaten (z, y, z) eines Punktes im Raume werden in folgender Reihen-
folge festgelegt: 2

Der Abstand eines Punktes P von der

KreuzriBebene, also die Strecke P P’ z
AufriBebene, v e . PP’ ;heillt { v
GrundriBebene, ., ,, » PP z,

Positive Richtungen sind (vgl. Fig. 16):
fir die z nach rechts,

»w w» ¥ s vOrn,
s » 8 5 oOben;

z. B. liegt der Punkt (7, — 4, — 1) rechts hinten
unten.

Die Kreuzrilebene und alles, was mit ihr zusammenhiéingt, wird nur selten
benutzt.
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Bei der Ausfithrung der Zeichnungen wird stets die vordere GrundriBebene
um die Projektionsachee (d. h. um die Schnittgerade von IT, und I1,) in die untere
AufriBebene hineingeklappt gedacht.

Fiir die Beriicksichtigung der Sichtbarkeitsverhéltnisse gilt die Verabredung,
daB alle vorkommenden Flichen (einschlieBSlich der Projektionsebenen) undurch-
sichtig gedacht werden. Die projizierenden Strahlen gelten als Schstrahlen aus
einem unendlich fernen Auge, das fiir den GrundriB iiber IT,, fur den Aufri3 vor I7,
zudenkenist. Sichtbares wird voll ausgezogen, Unsichtbares gestrichelt dargestellt.

§ 12. Grundaufgaben

Darstellung von Punkten

1. Beweise, dafl Grundri und AufriB eines Punktes stets autf einer ,,Ord-
nungslinie” (d.h. auf einer Senkrechten zur Projektionsachse) liegen.

2. Gib der Reihe nach an, in welchen Quadranten oder Grenzebenen die
Punkte 4, B...J in der Fig. 17 liegen.

3. Welcher Punkt der Fig. 17 liegt a) im 4. Quadranten, b) in der vorderen
Horizontalebene, ¢) in der
unteren Vertikalebene, d) l .
auf der Projektionsachse?

4.Lies die Koordinaten der N
Punkte 4...J in Fig. 17 A"
ab,

1

b.Zeichne der Reihe nach
Punkte mit den Koordinaten
a) (0, 6, 1), b) (3, 0, &),
c) (8, —3, —4),
d) (1, 2, 0), e) (6, —1, 4),
t) (4x 0: _3)1 g) (5! 45 '—2);
h) (2, —5,0),1i) (7,0,0);
gib an, in welchen Qua-
dranten oder Grenzebenen

sie liegen, und beschreibe ihre Lage auch mit den Worten vorn, hinten,
oben, unten.

ﬁ-

x{\

_f

.
Yy

n
x

O-cmeaan
)

)
D)
&
q

e

Fig. 17.

6.a) Wo liegen die Aufrisse aller Punkte der Horizontalebene? b) Wo liegen
die Grundrisse aller Punkte der Vertikalebene?

7. Wo liegen die Punkte des Raumes, die von IT; und IT, gleichen Abstand
haben?
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8. Welohe Quadranten halbiert die Ebene, fiir deren Punkte a) y=z¢,
b) y= —z ist?

9. Besohreibe die Lage der Risse aller Punkte a) der ersten, b) der zweiten
Halbierungsebene (vgl. Aufg. 8).
Darstellung von Geraden

10. Von einer Geraden sind zwei Punkte 4 und B durch ihre Koordinaten
gegeben:

A B A B
a) (1, 3, —2) (5, 2, —3), b) 2, 3,0) (6, —1, 4),
¢ (1,2, —3) (6,4, 3), d) 2, —2,1) (5, —3, —1),
e) (2,3, —3) (6, 2, —2), @1, —4,2) (7, —2, —3).

Zeichne die Risse der Geraden.
11. In welcher ausgezeichneten Ebene liegt die in Aufg. 10e genannte Gerade?

12. Eine Gerade ist durch zwei Punkte 4, B gegeben:
A B 4 B

a) (1, 4 3) (2 2 1), by 1, 1) (5, 3, 3),
ey (1, 3 1) (5, 1, 1) d @ 4 1) 6 1, 4),
e) (1, —6, 4) (5, —1, 2), na 1, 3 (5, —2, —1),
g 2, —1, —5) (6, —4, —1), h) (3, —1, —2) (7, —3, —86),
i) (2, —5, —3) 6, —1, —1), k) (2, 3, 2 (7, —1, —4),
) (2, 6, —4) 5, 3, —2), m) (1, 2 3 3, 2 1
n@6 3 1) (1, 6 3, o( 6 3 (5 3 1),
p) 8 —4, 2) (2, 1, 6), Q 1, =5 2 (7, -1, —2).
Ermittele die Spuren der Geraden.

13. Welche Sonderlagen haben die in Aufg. 120, h und ! gegebenen Geraden?
Zeichne andere Geraden in @hnlichen Sonderlagen.

14. Woran erkennt man a) eine Parallele zur Grundriebene, b) eine Parallele
zur Aufrilebene, ¢) eine Senkrechte zur GrundriBebene, d) eine Senkrechte
zur Aufrilebene, ¢) eine Parallele zur Projektionsachse?

15. Wie liegen Grundri und AufriB einer Geraden, die die Projektionsachse
senkrecht kreuzt?

16. Eine Gerade g ist durch ihre Spuren G, und @, gegeben:
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e G é é,

8) (5, 30 (20 9, b) (1, 40 (60, 2,
¢ (5, —3,0 (1,0 —2), 4 (2, —4,0) (1,0, 3),
o) (1, —3,0) (6,0, —4), (1, —40 (0 1,
g6 380 (1,0 —4), b) (2, 3,0 (7,0 —2).

Man zeichne die Risse der Geraden g.

Darstellung ebener Flichenstiicke

17. Ein Dreieck A BC ist durch die Koordinaten seiner Ecken gegeben. Man
zeiohne die Risse des Dreiecks.

A B (o)
a) (1, 6 3 4, 2, 9 (6, 4, 2),
b) (0, 4, 4) 2, 5 6) (5, 2, 3),
(3, 1, 2 (6, 3, 0 1, 4, -1,
d) (71 1: 2) (4: _l: —"1) (2’ 2: 1):
e (2, 4 2) 4, 3 6 6, 1, 1)
wie liegt die Ebene dieses Dreiecks zu IT,?
na 2 b @3 5 9 T 1, 2
wie liegt die Dreiecksebene zu IT,?
g2 3 3 4, 5 9 T 2 2y
in welcher ausgezeichneten Ebene liegt das Dreieck ?
h) (1, =2, 2) (3, —6, 6 (T, —4, 4);

wie liegt die Ebene dieses Dreiecks zur Ebene des vorigen ?

18. a)—h) Man denke sich fiir einen Augenblick die Dreiecke der Aufg. 17
ausgeschnitten aus einem Heftdeckel, der auf der AuBenseite blau, aut
der Innenseite weiB ist. Untersuche dann, ob im GrundriB und Aufri8
gleiche oder verschiedene Farben sichtbar wiren.’

19. Sprich das Ergebnis der Aufg. 18 allgemein fiir jede ebene Figur aus und
benutze dabei den Begriff ,,Umlaufssinn®,

20. Man zeichne ein Vierflach 4 BCD aus den Koordinaten seiner Ecken:

4 B c D
a) (1, 3, 4) 3,4, 1) 4, 1, 3) 2, 3, 2),
b) (2, 4, 3) 4, 1, 1) 3, 6, 8) (7, 2, 4),
e) (2, 5, 5) 4,1, 0) (6, 4, 6) (1, 2, 2).

Welches ist die vorderste Ecke? Welches ist die oberste Kante? Erdrtere
die Sichtbarkeitsverhiltnisse,
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21. Ein gleichseitiges Dreieck von der Seitenlange 3 om ist darzustellen; die
Dreiecksebene sei parallel IT,, die unterste Ecke falle in den Punkt (1,
1, 2), und die durch diese Ecke gehende Dreieckshthe stehe senkrecht
zu I1,.

22, Zeiohne ein gleichseitiges Dreieck, dessen Ebene senkrecht zu IT, steht
und von dem eine Seite paralle] a) zur Projektionsachse, b) zu I7; ist.

Die Wahl der anderen Bestimmungsstiicke (Seitenliinge, Neigungswinkel der
Dreiecksebene gegen I1,,Lage der Spitze oder einer Grundecke usw.) iét vom
Lehrer oder Schiiler zu treffen, z. B. im Falle b): Die Spitze zeigt nach unten
und hat die Koordinaten (5, 2, 1), die Seitenlénge betriigt 4 cm (Einheiten), die
Dreiecksebene bildet mit I7, einen Winkel von 45°.

23. Lose dieselbe Aufgabe wie Nr. 22, wobei IT, an die Stelle von I, treten soll.

24. Zeichne ein Quadrat von vorgeschriebener Seitenlinge in verachiedenen
Sonderlagen.

25. Von einem Kreise kennt man den Mittelpunkt M= (3, 3, 1) und den
Radius r=2 cm. Stelle den Kreis dar unter der Voraussetzung, daB die
Ebene des Kreises a) parallel I7,, b) parallel I, ist.

26. Von einem Parallelogramm A BCD kennt man die Koordinaten dreier
aufeinanderfolgender Ecken A4, B, C (Zahlenbeispiele sind aus Aufg. 17
und 20 zu wihlen). Man zeichne die Risse des Parallelogramms (Ge-
nauigkeitsprobe : Diagonalenschnittpunkt).

27. Man zeiochne ein sohiefes Parallelflach, von dem die Endpunkte dreier in
einer Ecke zusammenstoBenden Kanten 4B, AC, AD gegeben sind
(MaBe beliebig).

28. Von einer schiefen vierseitigen Pyramide, deren Grundfliche ein Parallelo-
gramm ist, kennt man drei Ecken der Grundfliche und die Spitze. Man
zeichne die Risse der Pyramide (MaBe beliebig).

29. Von einem schiefen dreiseitigen Prisma kennt man die Grundflache 4 BC

und den der Ecke 4 entsprechenden Punkt D der Deckfliche. Man zeichne
die Risse des Prismas.

Darstellung unbegrenzter Ebenen

30. Was versteht man unter den Spuren einer Ebene?
Benutze den Satz:,,Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen ihre Spuren

in den gleichnamigen Spuren der Ebene‘‘ zur Losung der folgenden Auf-
gaben 31 bis 34:

31. Eine Ebene ist durch drei Punkte 4, B, C gegeben; man zeichne ihre
Spuren,
6 [2019]
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A B C A B c
a) (4,0,2) (7,1,5) (9,7,0), b) (3,17, 6) (7,2, 0) (9, 5, 2),
c) (1,6 3) (63, 1) (3 6,1) d) 3,1,3 626 (8171,
e) (2,1, 7) (9,3,2) (4,6, 1), 1) (1, 2, 4) (3, 3,6) (6 1, 2).

(Deute das Ergebnis der Aufgabe {.)

Andere Zahlenbeispiele kdnnen aus Aufgabe 17 entnommen werden.

32. Welche Genauigkeitsprobe steht bei Aufgabe 31 zur Verfiigung?

Andeutung: Konstruktion mittels zweier Seiten des Dreiecks 4 BC, Prii-
fung an den Spuren der dritten.

" 33. Wie kann man mittels desselben Gedankenganges wie in Aufg. 32 die
Spuren der Ebene auch dann noch finden, wenn einige Geradenspuren
nicht mehr auf das Zeiochenblatt fallen?

34, Ein Vierflach hat die Ecken 4= (5, 5, 2), B=(8, 9, 9), C=(10, 3, 9),
D=(11, 6, 5). Man ermittele die Horizontalspuren der Flichen.

Einfachste Aufgaben iiber die wahre GriBe von Strecken und Winkeln

35. Beweise: Die wahre Gréfe einer Strecke ist Hypotenuse eines rechtwink-
ligen Dreiecks, dessen eine Kathete der Grundri8 der Strecke und dessen
andere Kathete der Unterschied der Hohenkoten ihrer Endpunkte ist.

36. Sprich denselben Satz fiir den AufriB der Strecke und die Tiefenabstinde
der Endpunkte aus.

37. Eine Strecke A B ist durch ihre Endpunkte 4 = (2, 1, 2), B=(7, 3, b)
gegeben. Bestimme die wahre Linge der Strecke durch Umlegen des
Trapezes a) AA’B'B um A’B’ in die Horizontalebene, b) 44"'B”’B um
A"B" in die Vertikalebene.

38. Wie lassen sich diese Konstruktionen (Aufg. 37) mittels der Satze in
Nr. 35 und 36 auf kleinerem Raum ausfiihren?

39. Beweise: Alles, was parallel zu einer RiBebene liegt, bildet sich auf dieser
in wahrer Gré8e ab.

40, Drehe das Trapez 4A4’'B’'B (siehe Aufg. 37) um 4A’. Welchen Weg be-
sohreibt der Punkt B im Raum? Wie bildet sich dieser Weg ab a) im
GrundriB, b) im AufriB?

41. Drehe dasselbe Trapez 44’B'B um AA’ oder BB’ so lange, bis es parallel
zur AufriBebene liegt. a) Beschreibe Lage und Linge des Grundrisses.
b) Bestimme nach Aufg. 39 die wahre GroBe der Strecke 4B,

42. Bestimme die wahre Lange von 4B durch Drehen des Trapezes A4” BB
um 44" oder BB", bis es parallel zur GrundriBebene wird.
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43. Inwiefern sind die Konstruktionen in Aufg. 41 und 42 zeichnerisch emp-
fehlenswerter als die Konstruktionen in Aufg. 37 und 38, die doch auf
denselben Sitzen beruhen?

44. Durch die Konstruktionen in Aufg. 37 und 38 sind die Neigungswinkel
der Strecke 4 B gegen die beiden RiBebenen (kurz:die,,Tafelneigungen*
der Strecke 4B) ohne weiteres mitbestimmt. Wo liegen diese Winkel in
der Zeichnung?

45. Lies die Tafelneigungen von 4B auch aus Aufg. 41 und 42 ab.

46. Bestimme die wahre Lange und die Tafelneigungen der Strecke PQ, wenn
gegeben sind:

P Q P Q
(2 2 1) (6 4 4), b@a 3 1) (G 1 5),
¢ (2, —4, 2) (6,—1, M @ 1, 1) -2 2.

47. a)— q) Lése dieselbe Aufgabe fiir eine Strecke 4B, deren Endpunkte die
in Aufg. 12 angegebenen Koordinaten haben.

48. Das von den RiBebenen begrenzte Stiick einer Geraden (also die Streoke
zwischen den Spuren) heifle das ,,Hauptstiick der Geraden. — Be-
stimme die wahre Linge des Hauptstiicks der in Aufg. 16 gegebenen Ge-
raden und die Tafelneigungen der Geraden.

49. In welchen Sonderlagen der Geraden wird das Hauptstiick unendlich groB?

50. Wie ermittelt man das Hauptstiick einer durch zwei Punkte 4, B gegebenen
Geraden, wenn diese die Projektionsachse senkrecht kreuzt ? Zahlenbeispiel :
A= (2,1, 4), B=(2, 3, 1). Bilde andere Zahlenbeispiels {iir solche Lagen
und bestimme in jedem einzelnen Falle die wahre GroBe des Hauptstiicks,
die Lage der Spuren und die Tafelneigungen der Geraden.

51. a) Gib an, wie man die in Aufg. 37, 38, 41 und 42 ausgefiihrten Konstruk-
tionen benutzen kann zur Losung der Aufgabe: Auf einer durch ihre Risse
gegebenen Geraden von einem ihrer Punkte aus eine Strecke von gegebener
Linge I abzutragen. b) Wie viele Losungen hat diese Aufgabe? ¢) Bilde
Zahlenbeispiele (etwa in Anlehnung an Aufg. 12 oder 17) und erdrtere
jedesmal die ZweckmiBigkeit der Losungsart (z. B. ob Umlegung oder
Drehung, ob GrundriBebene oder AufriBebene bevorzugt werden soll usw.).
d) Zeige, welche Abinderungen die Konstruktionen erleiden, wenn die
Gerade eine Sonderlage hat.

52. Zwei sich schneidende Geraden g und & sind durch ihren Schnittpunkt
8= (5, 4, 5) und durch ihre Horizontalspuren ¢, =(2, 3,0)und H,=(9, 1, 0)
gegeben. Lege das Dreieck G;SH, um G, H, in die Horizontalebene um.
Welchen Weg beschreibt der Punkt S? Wie sieht der Grundril dieses
Weges aus? Wie ermittelt man den wahren Abstand des Punktes S vcn
G,H,? Bestimme auf diese Weise die wahre GroBe des Winkels zwischen
g und A.
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53. Ermittle auf dieselbe Weise die wahre GroBe der Winkel des Dreiecks 4 BC
in Aufg. 17.

Andeutung: Wenn die Spuren der Dreiecksseiten selbst nicht zugénglich sind,
8o legt man durch einen beliebig, aber geschickt gewithlten Punkt des Raumes
Parallelen zu diesen Dreiecksseiten go,da die Spuren dieser Hilfsparallelen
(und zwar je nach den Lageverhiltnissen entweder die Horizontalspuren oder
die Vertikalspuren) noch in das Zeichenblatt fallen.

64. a)—c) Ermittle ebenso die wahre GroBe der Winkel, die je zwei Kanten
des Vierflachs A BCD in Aufg. 20 miteinander bilden,

§ 13. Gegenseitige Lage der Grundgebilde
Gegenseitige Lage von Punkten, Geraden und Ebenen
1. Woran erkennt man, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt?

2. Durch einen gegebenen Punkt ist eine beliebige Gerade zu legen, die eine
gegebene Gerade sohneidet.

3. Durch einen gegebenen Punkt soll a) parallel IT,, b) parallel IT, eine Ge-
rade gelegt werden, die eine gegebene Gerade g schneidet. (Zahlenbeispiele
sind vom Schiiler selbst zu wiihlen.)

4. Beweise: Zwei Geraden schneiden oder kreuzen sich, je nachdem die
Sohnittpunkte gleichnamiger Risse auf einer Ordnungslinie liegen oder
nicht. — Erleidet der Satz eine Ausnahme, wenn beide Geraden die
Projektionsachse senkrecht kreuzen?

b. Zeichne zwei beliebige, windschiefe Geraden g, k, und gib an, welche der
beiden Geraden a) oben, b) vorn gelegen ist.

Andeutung zu 8): Es gibt einen und nur einen vertikalen Strahl, der so-
wohl g als auch A schneidet; es ist der Strahl, dessen Grundrif3 der Schnitt von
g und &’ ist. (Wie sieht der AufriB dieses Strahles aus?) Man blicke lings
dieses Strahles aus einem weit iiber IT, gelegenen Punkte; der Aufrif3 lehrt
dann, auf welche Gerade man zuerst sté0t
(m. a. W. welche Gerade oben gelegen, also

g
beim GrundriB als sichtbar zu zeichnen ist). /
Die Sichtbarkeitsverhéltnisse kann man durch "
passende Unterbrechung des Linienzuges, wie / h

in Fig. 18, andeuten.

6. In Fig. 18 ist die Gerade g oben und hinten

gelegen; entwirf drei andere Figuren, in g~
denen ¢ \/
a) oben und vorn, b) unten und hinten, k'/

¢) unten und vorn liegt. Fig. 18.
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7. Untersuche, ob die Geraden 4 B und PQ

A B P Q
a) (1, 3,3 (7, 1,2 (1, 2,1) (7,4, 4),
b) (1) 4’ 4) (7! 1) l) (1: _1’ 2) (7x 2, 3)’
c) (1, 4,5 (7,0,1) 1 1,2 (17,34

sich schneiden oder windschief sind. Gib im Falle der windschiefen Lage
die Sichtbarkeitsverhaltnisse an.

8. Lose dieselbe Aufgabe fiir je zwei der in § 12, Aufg. 12 gegebenen Geraden.
Beweise die Sitze:

9. Ist eine Ebene senkrecht zu II, (I1,), so ist ihre Vertikal-(Horizontal-)Spur
genkrecht zur Projektionsachse.

10. Untersuche die Umkehrung des vorigen Satzes (Nr.9).

11, Der Satz in Nr. 9 gilt auch noch, wenn man das Wort ,,senkrecht* beide-
mal durch ,,parallel*‘ ersetzt.

12. Untersuche, ob auch hier die Umkehrung gilt.

13. Ist eine Ebene parallel zur Projektionsachse, so sind auch ihre Spuren
parallel zur Projektionsachse.

14. Sprich die Umkehrung des vorigen Satzes (Nr.13) aus und beweise sie,
15. Sind zwei Ebenen parallel, so sind auch ihre gleichnamigen Spuren parallel.

16. Liegt eine Gerade in einer Ebene, so liegen die Spuren der Geraden in den
gleichnamigen Spuren der Ebene.

17, Liegt eine Gerade in einer Ebene und paralle] einer Projektionsebene, so
ist sie parallel der gleichnamigen Spur der Ebene (,,Spurparallele*).

Die Aufgaben 18 bis 23 sind unter verschiedenen Annahmen fiber die Lagen
der gegebenen Elemente zu losen; die bei einigen von ihnen angefiigten
Zahlenbeispiele sollen nur als erster Anhalt dienen.

'18. Gegeben ist eine Ebene durch ihre Spuren und a) der Grundri8, b) der
Aufri8 einer in der Ebene gelegenen Geraden. Man sucht a) den AufriB,
b) den Grundril der Geraden.

19. Gegeben sind die Spuren einer Ebene und a) der GrundriB, b) der AufriB
eines in ihr gelegenen Punktes. Gesucht ist a) der AufriB, b) der Grundri8
des Punktes. — Zahlenbeispiele: Die Spuren der Ebene gehen von

B (56 O meon {53 Ot wa (G5 { 2= % 3}

20. Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden g und & durch ihre Risse.
Gesucht werden die Spuren der duroch sie bestimmten Ebene, wenn a) g
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und & beliebig liegen (s. auch §12, Aufg. 17 und 20), b) g parallel 17, ist
und & beliebig liegt, ¢) g || IT, und & || I1, ist, d) g und h parallel zur Pro-
jektionsachse sind.

21. Gegeben sind eine Gerade g und auBerhalb von ihr ein Punkt P; gesucht
werden die Spuren der durch g und P bestimmten Ebene.

22. Gegeben gind ein Punkt P durch seine Koordinaten, ferner zwei windschiefe
Geraden g und & durch je ein Punktepaar 4, B und C, D. Man lege durch
P eine Ebene parallel zu den Geraden g, b und zeichne die Spuren der
Ebene.

P A B [ . D
a) (6, 1, 3) 4, 4, -1 (8, 3, 4) 5, 2, 6) 8, 6, 3),
b) (8, 2, 2) o 35 3 6, 2,7 6, 3,4 (10, —2, 5),
¢) (7, 4, 3) 4, 6, 5) (7, 7, 8) (7, L, 7 (9, 6 2),
d) (8, 3, 3) 2, —6, 8) (5, 4, 1) 4,9,3 (17, 6,9),
e) (6, 2, 3) 6, 6, 9 9,9, 2 (6,4 1) (11, —1, 5).

23. Zwei windschiefe Geraden g und hsind durch je ein Punktepaar 4, Bund C,
Dgegeben. Durch jede dieser Geraden wird eine Ebene parallel zuranderen
gelegt; die Spuren dieser Ebenen sollen gezeichnet werden,

A B C D
a) (5, 2, 1) 9 1,6 (6 1,5) (9, 5, 2),
b) (6, 2, 5) 9, 5, 1) 10, 1, 2) (6, 6, 1).

Schnitte von Ebenen und Geraden

24. Erklire die Begriffe horizontalprojizierende Ebene und vertikalprojizie-
rende Ebene.

25. Eine Ebene ist durch zwei sich schneidende Geraden g und & gegeben. Von
einer Geraden [, die in der Ebene (g, %) liegen soll, kennt man a) den Grund-
ri}, b) den AufriB. Man ermittle mittels einer a) horizontalprojizierenden
Ebene, b) vertikalprojizierenden Ebene a) den AufriB, b) den Grund-
ri von I

26. Lose dieselbe Aufgabe, wenn die Ebene durch ihre Spuren gegeben ist.

27. Von einem Punkt P, der in einer Ebene (g, %) liegt, kennt man einen Ri8;
man ermittle den anderen.

28, Lose dieselbe Aufgabe, wenn die Ebene durch ihre Spuren gegeben ist,
mittels Spurparallelen, Wie kann man die Genauigkeit der Zeichnung
priifen?

29. Von einem ebenen Vieleck kennt man den einen RiB vollstindig, von dem
anderen drei Ecken; die bei diesem RiB noch fehlenden Ecken sind zu



§13. Gegenseitige Lage der Grundgebilde b:vd

- geichnen. (Beispiel: Fiinfeck A BCDE aus A= (1, 4, 2), B=(4, 5, 1),
C=(1,3 % D=(5,1,4), E=(2, 2, 7.
Andeutung: Diagonalenschnittpunkte, Anwendung von Nr. 4.

80. Ein Dreieck 4 BC ist durch die Koordinaten seiner Ecken bestimmt, ferner
ist eine Gerade g durch zwei Punkte P und @ gegeben. Man ermittle den
Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene des Dreiecks 4 BC, und zwar
mittels einer a) horizontalprojizierenden Ebene, b) vertikalprojizierenden
Ebene. — Die Sichtbarkeitsverhiltnisse sind sorgfaltig zu beachten.
Welche Genauigkeitsprobe steht zur Verfiigung?

Zahlenbeispiele:

4 B c P Q
e) (1, 4, 4) 6,2 3 (7,6 8) 2 81 (51,8),
d (2,1,3 (4,56 (6 2 4) 2,52 (1,117,
e) (2, 3, 4) (5,5 2 (1,21 2,6 6 (7,1,1),
HA,44 (7,6 (7,21 6,1,7 (38, 1)

Weitere Beispiele fiir diese grundlegende Aufgabe sind unter Beriicksichtigung
anderer Lageverhiiltnisse zu bilden, etwa in Anlehnung an die Zahlen in § 12,
Aufg. 17.

31. Eine Ebene ist durch ihre Spuren, eine .Gerade PQ durch ihre Risse ge-
geben. Man ermittle den Schnittpunkst der Geraden und der Ebene mittels
einer a) horizontalprojizierenden Ebene, b) vertikalprojizierenden Ebene.
— Priife die Genauigkeit der Zeichnung mittels Spurparallelen,

Zahlenbeispiele:

Die Spuren der Ebene gehen von

a) [(0, 0, 0) [(5, 0, 4) [(6, 2, 0)
b) 19, 0, 0)f "B \(2! o, 6} nd o, 3, 0)}

3, 3)} ={(4, —2, ——l),
pP= :(411 e=\s 3 5
Andere Beispiele werden dem Schiiler tberlassen, etwa die Untersuchung

des Falles, dal die beiden Spuren der gegebenen Ebene in dieselbe Gerade
fallen u. &.

32. Durch einen Punkt P ist eine Gerade zulegen, die zwei windschiefe Geraden
g und kb schneidet.

33. Parallel einer Geraden ! ist eine Gerade zu legen, die zwei windschiefe
Geraden g und A schneidet. — Untersuche, inwiefern diese Aufgabe nur
ein Sonderfall der vorigen ist.

34. Zwei Ebenen sind durch a) zwei Paare sich schneidender Geraden g, A
und I, m, b) durch ihre Spuren ey, ¢, und f;, f; gegeben. Man zeichne die
Risse der Schnittgeraden.
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Diese Grundaufgabe ist vom Schiiler unter den verschiedensten Annahmen
iiber die Lage der gegebenen Elemente zu lésen, z. B. wiren zu b) folgende
Sonderfille zu behandeln : Die Horizontalspuren der Ebenen sind parallel. Die
Schnittgerade der Ebenen schneidet die Achse. Die Ebenen sind parallel der
Achse. Die eine Ebene enthilt die Achse.

35. Zwei Ebenen E und @ sind durch jhre Spuren e,, e, und £, f, gegeben, doch
80, daB die Spurenschnittpunkte ¢,, f, und e,, f, unzugiinglich sind. Wie kann
man dennoch die Schnittgerade von E und @ ermitteln? — Zahlen-
beispiel:

¢, ¢; gehen von (0, 0, 0) nach (3, 2, 0) und (2, 0, 5),
,11 ti ” ” (7: 0: 0) ” (5) 2) 0) ” (4’ 0; 5);
die Zeichnung ist auf einem Blatte von etwa 7 X 7 Einheiten auszufiihren,

Andeutung: Eine Hilfsebene parallel I7, im Abstande 1, eine andere Hilfs-
ebene parallel I7, im Abstande 2 oder 3.

86. Zwei Dreiecke 4 BC und PQR sind durch die Koordinaten ihrer Ecken

gegeben. Man zeiohne die Schnittlinie der beiden Dreiecksebenen. —
A B c P Q R
1L,1,2 (2,34 421 3,15 43,2 (1,21).

Andere Zahlenbeispiele sind in Anlehnung an Aufg. 30 zu bilden, etwa aus
30f duroch Hinzunahme eines Punktes B = (2, 2, 6) oder auch R = (8, §, 4).
(Beidiesen beiden Beispielen ergeben sich ganz verschiedene Lageverhilt-
nisse, das eine Mal eine volle ,,DurchstoBung‘ eines Dreiecks durch das
andere, das zweite Mal eine ,,Uberschneidung®.)

37. Der Scohnitt zweier Parallelogramme 4 BCD und LM N P ist zu zeichnen,
A B c D L M N P

a) (1,2,3) (2,5,1) (1,4,3) (6,1,6) (1,5,4) (5,0,1) (7,1,2) (3,6,85),
b) 3,3,4) (7,6,5) (8,2,1) (4,1,0) (1,2,2) (2,50) (6,4,2) (5,1, 4).
Sohétze zuerst nach AugenmaB, welche der beiden Aufgaben auf eine volle
DurchstoBung und welche auf eine Uberschneidung fiihrt.

38, Zeichne den Schnitt zweier Dreiecke und eines Fiinfecks nach dem Vor-
bilde von Fig. 19. MaBannahmen sind dem Schiiler freigestellt.

Andeutung: Nimm vom Fiinfeck zunéchst nach AugenmaB8 einen Ri voll-
sténdig und von dem anderen drei Punkte willkiirlich an; dann weiter nach
Aufg. 29.

39. Beweise: Bei jedem ebenen Vieleck liegen die Schnittpunkte von Grundri3
und Aufri der einzelnen Vielecksseiten in einer Geraden; die Risse jedes
Vielecks sind also ,,perspektiv-affin‘‘ zueinander, die genannte Gerade ist
,,Affinitétsachse.?)

Andeutung: Beachte die Fragen in §12, Aufg. 8.
1) Vgl. § 14, Aufg. 7.
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40. Beweise : Ein rechter Winkel, von dem ein Schenke] einer Projektionsebene
parallel lauft, projiziert sich auf diese wieder als Rechter, — Umkehrung.

41. Beweise mittels Nr.40 den Satz:
Steht eine Gerade auf einer Ebene
senkrecht, go stehen die Risse der Ge-
raden auf den gleichnamigen Spuren
der Ebene senkrecht.

42. Von einem Punkte P ist auf eine Ebene
das Lot zu fillen, wenn die Ebene
a) durch ihre Spuren e, e,, b) durch
drei Punkte 4, B, C gegeben ist. —
Auch die wahre Linge des Lotes ist zu
bestimmen. —

Zahlenbeispiel:
("‘} geht durch (0, 0, 0) und

6, 2, 0)

{(5 0, 4)} P=(23,3).

b A=(@3, 1,1, B=(, 3, 2),
C=4,5, 4); P=(51, 5).

43. Warum kann man den Satz in Aufg. 41
zur Lésung der Aufg. 42b auch dann
noch benutzen, wenn die Spuren der Ebene unzugéinglich sind? — Zahlen-
beigpiel:

4=(2,3,2, B=(6,225), C=(811); P=(3, 6 5.

Andeutung: Spurparallelen.

44, Errichte nach der Andeutung in Aufg. 43 auf der Ebene jedes der in § 12,
Aufg. 17 gegebenen Dreiecke die Senkrechte im Schwerpunkte.
Andeutung: Zeige zunéchst, daB die Risse des Dreiecksschwerpunktes die

Schwerpunkte der Dreiecksrisse sind.

45. Auf der Ebene des Dreiecks 4 BC soll im Schwerpunkt die Senkrechte er-
richtet und auf dieser eine Strecke von gegebener Linge vom Schwerpunkt
aus nach beiden Seiten hin abgetragen werden. — Zahlenbeispiel:
A=(3,23), B=(6,3,7), C=(8,7,2); Lange der Strecke: 4 Einheiten,
Andere Zahlenbeispiele wihle der Schiller aus § 12, Aufg. 17 oder § 13,
Aufg. 30.

46. 8) Durch einen Punkt P ist eine Ebene senkrecht zu einer Geraden g zu
legen. b) Von einem Punkt P ist auf eine Gerade g das Lot zu fallen.
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49.

60.
51.

b5.
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Andeutung: Durch P eine Ebene | g.

¢) Der Abstand zweier parallelen, durch ihre Spuren gegebenen Ebenen
ist zu ermitteln.

a) Eine Ebene E ist durch ihre Spuren e,, e, gegeben. Man ermittle die
Neigungswinkel von E gegen die beiden RiBebenen (,,Tafelneigungen®).
Zahlenbeispiele aus Aufg. 19, 31 und 35. b) Wie kann man die Tafel-
neigungen einer ebenen Figur auch dann noch ermitteln, wenn die Spuren
unzuginglich sind? Zahlenbeispiele wihle der Schiiler aus § 12, Aufg. 17.

. a) Durch einen gegebenen Punkt sind in einer gegebenen Ebene die Ge-

raden zu ziehen, die mit /7, den gegebenen Winkela bilden. (Anzahl der
Losungen?) b) Durch eine gegebene Gerade ist eine Ebene zu legen, die
mit IT, den gegebenen Winkela bildet. (Anzahl der Losungen?)

In einer durch ihre Spuren gegebenen Ebene liegt ein Dreieck, von dem
man die Grundrisse seiner Ecken kennt. Zu ermitteln sind a) der Aufrifl
des Dreiecks (Spurparallelen), b) die wahre GroBe des Dreiecks (durch
Umklappung um eine der Ebenenspuren).

Dieselbe Aixfga.be wie Nr. 49 fiir ein ebenes Vieleck.

(Planimetrische Hilfsaufgabe zu Nr. 52.) In Fig. 20 ist ein Kreis mit dem
Mittelpunkt M gezeichnet, in diesem ein fester Durchmesser A B, ein dazu
senkrechter CD, ein beweglicher Kreispunkt X, ferner
das umschriebene Quadrat EFGH, dessen Seitenmitten
A, B, C, Dsind. AX und BX schneiden GD und MD
in P und Q. — a) Beweise, dal PQ || G M ist (Kongruenz,
dann Strahlensatz), b) Bilde die ganze Figur durch Parallel-

projektion (schief oder orthogonal) auf eine Ebene ab; was 4 ':\‘
wird aus dem Kreise und dem Quadrat EFGH ! ¢) Zeige \\: .
' N
L

daraus, wie man eine Ellipse, von der man ein Paar kon-

jugierte Durchmesser oder ein umschriebenes Parallelo- # rd E
gramm mit konjugierten Seitenrichtungen kennt, punkt- .
weise allein mit Hilfe vonSchiebdreiecken konstruieren kann. Fig. 20.

. Dieselbe Aufgabe wie Nr. 49 fiir einen Kreis unter Anwendung von Aufg.51o.

. Beweise, daB der Rif} einer ebenen Figur und ihre Umklappung?) perspektiv-

affin sind in bezug auf die Umklappungsspur als Affinititsachse. (Vgl.
auch Aufg. 39.)

.In einer durch ihre Spuren gegebenen Ebene liegt ein Vieleck, dessen

Umklappung der Lage und Grofle nach gegeben ist. Man zeichne unter
Benutzung von Aufg. 53 die Risse des Vielecks,

Zahlreiche Genauigkeitsproben.
Dieselbe Aufgabe wie Nr. 54 fiir einen Kreis unter Anwendung von Aufg. 51o.

1) Die aus einer ebenen Figur durch Umklappung in eine der Rilebenen ent-

standene neue Figur heiBt kurz ,,dic Umklappung* der ersten Figur.
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6. Von einem Dreieck kennt man die Koordinaten seiner Ecken 4 = (7, 1, 2),
B=1(10, 3, 0), C=(12, 1, 5). Man zeichne den a) Hohenschnittpunkt,
b) Mittelpunkt des umschriebenen Kreises, ¢) Mittelpunkt des einge-
schriebenen Kreises (alles durch Umklappung).

57. Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene ist zu bestimmen,
die a) durch zwei sich schneidende Geraden, b) durch ihre Spuren gegeben
ist. — Zahlenbeispiele aus Aufg. 30 und 31.

Andeutung: Anwendung von Aufg. 42, dann Umklappung oder anderweitige
Bestimmung der wahren GréBe.

58. Der Neigungswinke] zweier Ebenen gegeneinander ist zu bestimmen. —
Zahlenbeispiele nimm etwa aus Aufg. 35 bis 37. Dann auch Sonderlagen.

9. Der kiirzeste Abstand zweier windschiefer Geraden ist zu ermitteln. (An-
wendung von Aufg. 23 und 460.)

Einfithrung neuer Projektionsebenen

60. Fithrt man an Stelle einer RiBlebene, z. B. an Stelle von IT;, eine neue
Ebene II; ein, die auf I, senkrecht steht, wihrend sie gegen II, unter
beliebigem Winkel geneigt ist, so gilt fiir jeden Punkt des Raumes: Der
Abstand des neuen Risses von der neuen Projektionsachse ist gleich dem
Abstande des wegfallenden Risses von der alten Achse. — Beweise das.

61. Fiihre in Fig. 17 eine neue RiBebene | IT, so ein, daB die neue Achse
durch die Punkte (3, 0, 5) und (6, 0, 3) geht, und iibertrage die Grundrisse
der Punkte 4, ...J in die neue Ebene.

62. Zeichne zundachst einen auf I1; stehenden Wiirfel und projiziere ihn dann
auf eine neue Ebene | IT,.

63. Stelle (ebenso wie in Aufg. 62) die anderen regelmiBigen Korper ,,iiber
Eck* dar.

64. (Hilfsaufgabe zu Nr. 65 und 66.) Von einem Punkte P ist auf eine Gerade g
das Lot zu fillen, wenn g parallel zur a) Horizontalebene, b) Vertikalebene
ist. (Anwendung von Aufg. 40.)

65. Von einem Punkte P ist auf eine beliebige Gerade g das Lot zu fillen.
Andeutung: Neue RiBebene parallel g.

66. Der kiirzeste Abstand zweier windschiefer Geraden g und A ist zu ermitteln,

Andeutung: Zunichst erste neue Rilebene parallel g oder k, dann zweite
neue RiBebene senkrecht zur neuen Lage von g oder A.

67. Vergleiche die Konstruktionen in Nr. 59 und 66 hinsichtlich a) raumlicher
Anschaulichkeit, b) zeichnerischer Ausfilhrbarkeit, ¢) Genauigkeit.

68. Lase die Aufg. 58 mittels neuer Rilebenen.
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69. Inwiefern kann man die iibliche Lésung der Aufg. 47 als eine Anwendung
des in Aufg. 60 beschriebenen Verfahrens ansehen?

Andere Anwendungen in § 14, Aufg. 50, 52 und 60.

70. Der Abstand eines Punktes P von einer Ebene E ist zu ermitteln (vgl.
Aufg. 42).
Andeutung: Neue Projektionsebene durch P | Eund | 17,.

71. Die Entfernung eines Punktes P von einer Geraden g ist zu ermitteln
(vgl. Aufg. 46).
Andeutung: Neue RiBebene durch g | I7, oder | I7,.

§ 14. Scl‘meidende und beriihrende Ebenen bei ebenflichigen
und runden Kérpern

Schnitte von Kérpern. Abwicklungen und Durchdringungen

1. Der Schnitt einer auf IT, stehenden, durch Grundfliche und Spitze gege-
benen schiefen Pyramide mit einer auf IJ, senkrechten, durch ihre Spur e,
gegebenen Ebene E ist zu ermitteln. — Gib zunichst an, wie e, zum AufriB
der Pyramide liegen muB, damit die Aufgabe iiberhaupt losbar ist. Er-
mittle die Risse der Schnittfigur a) durch die Schnitte der Pyramidenebenen
mit E (,,Flachenverfahren‘), b) durch die Schnitte der Pyramidenkanten
mit E (,,Kantenverfahren‘’). ¢) Zeichne die wahre GréBe der Schnittfigur,
d) Stelle die Abwicklung (das Netz) der beiden Pyramidenteile her.

o2

. Dieselbe Aufgabe wie Nr. 1 fiir ein auf /7, stehendes schiefes Prisma, von
dem man die Grundfliche sowie Richtung und Lange seiner Seitenkanten
kennt,

3. Ermittle den Schnitt einer auf 77, stehenden schiefen Pyramide mit einer
Geraden g, a) indem du zunéchst nach AugenmaB8, dann durch genaues Kon-
struieren feststellst, in welche Pyramidenflichen die Gerade g eindringt,
b) mittels einer Hilfsgeraden parallel g durch die Spitze der Pyramide (oder
m.a. W. mittels einer Hilfsebene durch g und die Pyramidenspitze).

¢) Wige die Vorziige und Naohteile jedes der beiden Verfahren gegen-
einander ab,

4. Dieselbe Aufgabe wie Nr. 3 fiir ein schiefes Prisma. — Wie liegt in diesem
TFalle die bei Aufg. 3b genannte Hilfsebene, und wo ist jetzt die ,,Pyra-
midenspitze* zu denken?

5. Ermittle a) den Schnitt einer schiefen Pyramide mit einer beliebigen,
durch ihre Spuren e,, e, gegebenen Ebene E, b) die wahre GroBe der
Schnittfigur, ¢) die Abwicklung der beiden Pyramidenteile.

(=21

. Dieselbe Aufgabe wie Nr. 5 fiir ein schiefes Prisma. (Fiir o: Hilfsebene
senkrecht zu den Seitenkanten des Prismas.)
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7. Erlautere an Pyramidenschnitten und Prismenschnitten die Begriffe ,,per-
spektiv-kollinear* und ,,perspektiv-affin‘ (vgl. auch §13, Aufg. 39). Fir
welche Lage des Kollineationszentrums geht die Kollineation in die
Affinitit iiber?

8. Lose die Aufgaben 5 und 6 durch Einfiihrung einer neuen RiBebene 1 E
und &7 oder 1T,

9.1) Zeichne die Durchdringung zweier dreiseitiger Prismen nach den in
Fig. 21 angegebenen Grofen- und Lageverhiltnissen.

10. Die Durchdringung eines dreikantigen Prismas mit einem vierkantigen
Prisma ist auf Grund der aus Fig. 22 abzulesenden Angaben zu zeichnen,

11. Ermittle die Durchdringung einer dreiseitigen Pyramide mit einem drei-
geitigen Prisma nach den Angaben in Fig. 23,

12. Zeichne die Durchdringung eines dreiseitigen Prismas mit einem drei.
seitigen Pyramidenstumpf nach Fig. 24.

13. Die Durchdringung einer vierseitigen und einer fiinfseitigen Pyramide ist

nach den in Fig. 25 dargestellten Lageverhiltnissen zu ermitteln. (Hilfs-
mittel: Ebenenbiischel durch die Spitzen der beiden Pyramiden.)

Fig. 21. Fig. 22.

1) Der Schiiler stelle bei den Aufgaben 9 bis 15 zwei Ubersichtstéfelchen her,
aus denen hervorgeht, durch welche Kanten und Flichen der durchdringenden
Koérper jede einzelne Ecke der Durchdringungsfigur erzeugt wird. Dann ist leicht
zu erkennen, in welcher Reihenfolge die Ecken der Durchdringungsfigur zu ver-
binden sind.
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14. Die Durchdringung einer quadratischen Pyramide mit einer regelmiBig
achtseitigen Pyramide ist zu ermitteln. (MaBe etwa aus Fig, 26.)

Fig. 24.

15. Zeichne das in Tig. 26 abgebildete Denkmal auf Grund der am Rande ge-
machten MaBangaben.
Andere Aufgaben, wie einfache Dachausmittlungen u. dgl., siehe § 15, Nr. 36ff.

Schattenkonstruktionen

16. Erklare die Begriffe Zentralbeleuchtung, Parallelbeleuchtung, Eigen-
schatten, Schlagschatten.

17. Bei Anfertigung technischer Zeichnungen setzt man gewdhnlich (so auch im
folgenden immer) voraus, daB die parallelen Lichtstrahlen derart auffallen,
daB ihre Risse mit der Projektionsachse Winkel von 45° bilden. a) Ver-
gleiche den Verlauf dieses sog. ,,45°Lichtes‘‘ mit der Richtung der von links
oben vorn nach rechts unten hinten verlaufenden Kérperdiagonale eines
Wiirfels in Frontstellung. b) Konstruiere auf Grund dieser Beziehung die
wahre GroBe des Neigungswinkels der,,45°% Lichtstrahlen‘‘ gegen 17, und I7,.

18. a) Wo liegen alle Punkte des Raumes, deren Schatten auf die Projektions-
achse fallen? b) Wann ist der Schatten einer Geraden ein Punkt? ¢) Wann
ist der Schatten eines ebenen Flichenstiickes eine Gerade?
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19. Da die Projektionsebenen als undurchsichtig vorausgesetzt sind (s. S. 78),
8o kann jeder Punkt (abgesehen von dem in Aufg. 18a erwihnten Sonder-
fall) nur auf eine der RiBebenen einen Schatten
werfen. Man konstruiert aber doch meist Hori- 13-+
zontal- und Vertikalschattenl), und zwar deshalb,
weil man dadurch scharfe Genauigkeitsproben ge-
winnt. Beweise, a) da3 Horizontal- und Vertikal-
schatten eines Punktes zwei Ecken eines Quadrates
bilden, dessen andere Ecken auf der Projektions-
achse liegen, b) da8 Horizontal- und Vertikal-
sohatten jeder Geraden sich auf der Projektions-
achse sohneiden. ¢) Sprich die Beziehungen zwi-
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Fig. 26.

schen Horizontal- und Vertikalschatten einer ebenen Figur unter Be-
nutzung des Begriffes ,,Affinitat* aus.

20. a) —0) Man zeichne den Schatten, den die in § 12, Aufg. 17a—h, 21, 31a,
d, e, fernerin § 13, Aufg. 30e und 45 genannten Dreiecke auf die RiBcbenen
werfen.

21. Welchen Schatten werfen die in § 12, Aufg. 26 genannten Parallelogramme
auf die RiBebenent

22. Ermittle den Schatten des in §13, Aufg. 29 genannten Fiinfecks,

1) Dies als kurze Bezeichnung fiir die langere Ausdrucksweise ,,Schlag-
schatten auf die Horizontalebene und Vertikalebene®,
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a), b) Zeichne (n&tigenfalls unter Anwendung von §13, Aufg.51c) den
Schatten des in § 12, Aufg. 25a, b bestimmten Kreises, ferner ¢)—{) den
Sohatten eines parallel I, gelegenen Kreises, dessen Mittelpunkt M und
Radius r gegeben sind:

M r M r
¢) 4, 5, 2) 2, d) 4, 5, 3) 3,
€) (4, 8, 8) 4, f) 4, 8,7) 4.

Andere Aufgaben, z.B. iiber Kreisringe, Abschnitte und Ausschnitte zu bilden,
wird dem Schiiler iiberlassen.

24. a)—d) Die Schatten der in §12, Aufg. 20a bis ¢ und 34 genannten Vier-

26.

26.

flache sind zu zeichnen.

Man zeichne den Schatten eines schiefen Parallelflachs, von dem die End-
punkte dreier in einer Ecke zusammenstoBenden Kanten 4B, AC, 4D
gegeben sind. (Vgl. §12, Aufg. 27.)

Zeichne den Schatten einer mit der Spitze auf IT, stehenden regelmaBig
sechsseitigen Doppelpyramide, wenn die Achse der Doppelpyramide senk-
recht auf II, ist und ein Paar der horizontalen Kanten parallel zur Pro-
jektionsachse liuft. — MaBangaben : Abstand der Pyramidenachse von der
Projektionsachse: 4 cm, Seite des Sechsecks: 3 cm, Lange der Achse der
Doppelpyramide: 10 cm.

27. Ein Dreieck hat die Ecken 4 = (2, 2, 5), B= (1,5,1), C = (4, 4, 3). In

der Ecke B ist auf der Ebene des Dreiecks eine Senkrechte errichtet. Man
ermittle die Schatten!). — Andere Beispiele fiir Dreiecke und Senkrechte
auf diesen sind aus § 13, Aufg. 42b bis 44 zu entnehmen.

28. Von einem ebenen Viereck kennt man die Risse dreier Ecken 4 = (1, 1, 2),

B = (2,3,4),C = (5,4, 3) und den Grundri8 der vierten Ecke D'= (4, 2, 0).
Im Diagonalenschnittpunkt ist auf der Ebene des Vierecks eine Senkrechte
errichtet und auf dieser vom Diagonalenschnittpunkte aus eine Strecke
von der Linge 2 abgetragen. Man zeichne die Schatten.

29. Die Ebene eines Dreiecks ABC wird von einer Geraden P@Q geschnitten.

Man ermittle die Schatten. — Zahlenbeispiel: 4 = (0, 3,4), B = (1, 6, 2),
C=(323);P=(0,21),Q = (3,8,6). — Andere Zahlenbeispiele wihle
der Schiiler aus § 13, Aufg. 30 und 31.

30. Gegeben sind ein Dreieck 4BC und ein Parallelogramm PQRS. Man

zeichne die Schatten. — Zahlenbeispiel: 4 = (0,7,0), B= (2,7, 8), C =

(4,10,0), P=(1,5,2),Q=(4,2,4), R=(628,1), §= (9,5, 4)

1) Darunter sind hier {und im folgenden immer) alle iiberhaupt vorkommen-

den Schatten verstanden, also in unserem Beispiel der Schlagschatten, den die
Senkrechte auf das Dreieck wirft, ferner die Schatten, die die Senkrechte und
das Dreieck auf die (undurchsichtig gedachten) RiBebenen werfen.
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31. Ermittle die Schatten bei der Durchdringung zweier Dreiecke — Zahlen-
beispiele nimm aus § 13, Aufg. 36.

32. Zeichne die Schatten bei der Durchdringung zweier Parallelogramme, —
Zahlenbeispiele wihle aus § 13, Aufg. 37.

33 bis 38. Ermittle die Schatten bei den Durchdringungsaufgaben 1 bis 6.
39 bis 45. Zeichne die Schatten bei den Durchdringungsaufgaben 9 bis 15.

Aufgaben iiber runde Kérper

Die Aufgaben 46 bis 65 sind auch fiir Schattenkonstruktionen geeignet; es
wird empfohlen, die Schatten auch dann zu ermitteln, wenn dies nicht ausdriick-
lich (wie in Aufg. 51, 63b, 56) gefordert ist.

46. Der Grundkreis eines auf II, stehenden geraden Kreiszylinders von be-
liebiger Hohe hat den Mittelpunkt M =(4, 4, 0) und den Radius r=3.
An den Zylinder sollen Berithrungsebenen gelegt werden a) durch einen auf
der Riickseite gelegenen Punkt der Zylinderfliche P= (3, %, %), b) durch
einen auBerhalb gelegenen Punkt @ = (8, 3, 5), ¢) parallel einer Geraden
AB[A=(1, 8, 4), B=(3, 2, 7)].

47. Von einem auf II, stehenden sohiefen Kreiszylinder kennt man den Radius
r =2, den Grundkreismittelpunkt 3 = (3, 3, 0) und den Deckkreismittel-
punkt N = (9, 5, 8). Man lege an den Zylinder Beriihrungsebenen a) durch
einen auf der Zylinderfliche gelegenen Punkt P= (2, ?, 4), b) durch einen
auBerhalb gelegenen Punkt Q= (2, 3, 3), ¢) parallel einer Geraden 4 B
[A4= (6, 3, 3), B= (7, 8,1)]. — d) Ermittle den Schnitt des Zylinders mit
einer Geraden OD [C=(2, 7, 7), D=9, 1, 2)).

48. Der Grundkreis eines schiefen Kreiszylinders liegt in IT,, die Erzeugenden
des Zylinders kreuzen die Projektionsachse rechtwinklig und sind gegen II;
unter 60° geneigt. Man zeichne diejenigen Berithrungsebenen des Zylin-
ders, die gegen II, unter 60° geneigt sind.

49. Ein gerader Kreiszylinder steht auf I7,, der Grundkreis hat den Mittelpunkt
M = (2, 3, 0) und den Radius r =2. Der Zylinder wird von einer Ebene E
geschnitten, deren Spuren {j‘} durch die Punkte (9, 0, 0) und { g’ g’ g;

2 , 0,
hindurchgehen. Man ermittle den AufriB und die wahre GréBe der Schnitt-

ellipse.

60. Drei unbegrenzte parallele Geraden sind Erzeugende eines geraden Kreis-
zylinders. Man zeichne die Risse desjenigen Zylinderkreises, der II; be-
rithrt.

Andeutung: Hilfsebene senkrecht zu den Parallelen, dann horizontalproji-
zierende Ebene durch die Zylinderachse,
7 {2019]
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51. Ein gerader Kreiskegel mit dem Grundkreisradius 2 und der Héhe 6 steht
mit der Spitze nach unten im Punkte (2, 3, 0) senkrecht auf II;. Man
zeichne die Schatten.

52. Ein Dreieck 4 BCist gegeben; ein Kegel mit gleichseitigem Achsenschnitt
ist darzustellen, dessen Grundkreis dem Dreieck 4 BC umschrieben ist.
(Wie viele Losungen hat die Aufgabe, wenn man nicht angibt, ob die Spitze
iiber oder unter der Ebene 4 BC liegen soll?) — Zahlenbeispiele:

A B c
a) (1, 2,2 (3,1,3) (4 2,1) Kegelspitze oberhalbder Ebene A BC
b) (0,6, 2) (22 5 (5 3, 3) ” » .

53. a) Auf einem Kegel seien zwei Punkte P und @ gegeben. Warum gibt es
im allgemeinen nur zwei Parabeln, die auf dem Kegel liegen und durch P
und Q gehen? (Hilfsgerade durch die Kegelspitze parallel PQ.) b) Wie
muB eine Gerade verlaufen, wenn der Schatten, den sie auf einen Kegel
wirft, eine Parabel sein soll?

b4. Ein gerader Kreiskege! hat die Hohe &, sein Grundkreis liegt in IT}, hat den
Radius r und den Mittelpunkt M. Eine durch die Punkte 4 und B be-
stimmte Gerade sohneidet den Kegel in zwei Punkten P und Q. Man er-
mittle diese und zeichne eine auf dem Kegel liegende Parabel, die durch
P und Q hindurchgeht. (Uber die Zahl der Losungen vgl. Aufg. 53a.) —
Zahlenbeispiele:

Boor M A4 B
a) 7 3 (4, 4,0 (1,26 (68 1),
b) 8 3 (450 1,93 83 1).

56. Ein auf IT; stehender gerader Kreiskegel von der Hohe 6, dessen Grund-
kreis den Mittelpunkt M = (3, 3, 0) und den Radius 2 hat, wird von einer

Ebene E geschnitten, deren Spuren ‘:’1} durch die Punkte (7, 0, 0) und
2

{Eg' é’ gg} hindurchgehen. Man ermittle die Risse und die wahre Groe

der Schnittfigur (Ellipse).

Anleitung fiir genasueres Konstruieren: Lege eine Ebene | e, durch die Spitze
des Kegels und ermittle so die parallel zu e, verlaufenden Tangenten der
Schnittellipse (also Streichlinien von E), dann die dazu senkrechten Tangenten
(also Fallinien von E), dann weiter nach § 13, Aufg. 6lc.

66. Ein auf IT, stehender gerader Kreiskegel wird von einer Ebene geschnitten,
die durch den Mittelpunkt der Héhe hindurchgeht und gegen II, unter
45°, gegen IT, unter 60° geneigt ist. Die Schnittfigur (Ellipse) ist zu zeichnen
und der Schatten zu ermitteln, den das oberhalb gelegene Kegelstiick auf
die Schnittebene wirft,
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§7. Ein schiefer Kreickegel hat seine Spitze im Punkte S= (12, 9, 12); der
Grundkreis geht durch die Punkte 4 = (4,7, 2), B= (2,2, 8),C=(7, 2, 3).
Man zeichne die Risse einer Parabel, die auf dem Kegel liegt und durch
A und B hindurchgeht. (Uber die Anzahl der Losungen vgl. Aufg. 563a.)

88. Ein schiefer Kreiskegel (mit Scheitelkegel) steht auf IT;; sein Grundkreis
hat den Mittelpunkt M = (6, 5, 0) und den Radius » = 3,5. Die Spitze des
Kegels (Scheitel des Doppelkegels) liegt in S = (8, 4, 7). Von einer Ebene E,
die der Kegelachse parallel ist, kennt man die Horizontalspur e, durch die
Punkte (0, 0, 0) und (5, 5, 0). Man konstruiere die Risse der Schnittfigur
(Hyperbel), ihre wahre Gestalt und alle wichtigen Bestimmungselemente
(Scheitel, Asymptoten usw.).

9. Ein gerader Kreiskegel steht auf I7,, sein Grundkreisradius ist r = 2, geine
Spitze liegt in = (4, 3, 6). Man zeichne an diesen Kegel Beriihrungs-
ebenen a) durch einen Punkt auf der Kegeltliche, P= (3, 4, ?), b) durch
einen auBerhalb gelegenen Punkt Q = (7, 1, 1), ¢) parallel der Geraden
AB[A=(1,4,2), B=(4,17,7)]. — d) Schneide den Kegel durch eine
Gerade CD[C = (1, 2,5), D=(7, 5, 1)]; zeige, daB die hier benutzte Kon-
struktion (Hilfsgerade || C.D durch S) sowohl beim schiefen Kegel wie auch
beim Zylinder (vgl. Aufg. 47d; wo liegt da die ,,Spitze*?) anwendbar ist.

60. Die Spitze eines Kegels ist der Punkt S= (4, 2, 5), sein Grundkreis geht
durch die Punkte 4 = (3, 4, 11), B=(3, 8, 7) und C=(7, 6, 9). Man
bestimme die Tafelneigungen der Ebenen, die den Kegel lings S4 und
S B beriihren.

61. Eine Kugel hat den Mittelpunkt M = (2, 3, 2) und den Radius 2. Man
untersuche,in welchen Punkten die Kugel von der Geraden PQ geschnitten
wird, wenn a) PQ { IT, und PP=Q = (1, 4, 0), b) PQ L II, und P”
=Q"'=(3, 0, 3) ist.

62. Eine Kugel hat den Mittelpunkt 37 und den Radius . Man bestimme den
Schnitt dieser Kugel mit einer Geraden, die durch zwei Punkte P, @
gegeben ist. — Zahlenbeispiele:

M r P ¢
1,0, 3 (7, 4, 3),
3 4 3,2 2 658 (11,1

63. Eine Kugel ist durchihren Mittelpunkt 3 = (3, 3, 3) und den Radius r=2
gegeben. Man bestimme ihren Schnitt mit der Ebene E, deren Spuren

3,6,0),.
{:;} durch (9, 0, 0) und {22’ 0, 5;} hindurchgehen,

64. An die in Aufg. 63 gegebene Kugel soll durch einen in der oberen Halfte
gelegenen Punkt, dessen GrundriB (4, 4, 0) bekannt ist, die Berithrungs-
ebene gelegt werden.

7.
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65. Von einer Kugel kennt man den Mittelpunkt M = (12, 5, 5) und den
Radius r =4. Diese Kugel soll von einer Ebene E, deren Vertikalspur e
durch die Punkte (7, 0, 4) und (4, 0, 8) gegeben ist, in einem gréBten Kreise
geschnitten werden. Man zeichne die Risse dieses Kreises.

66. Zeichne die Durchdringung a) zweier schiefer Kreiszylinder, b) eines
sohiefen Kreiszylinders und eines sohiefen Kreiskegels, ¢) zweier schiefer
Kreiskegel, und zwar jedesmal unter der Bedingung, daB die Achsen der
beiden Korper sich schneiden. — Untersuche, wann die Durchdringungs-
figur keine doppelt gekriimmte Kurve (Raumkurve) ist, sondern in zwei
Kegelschnitte (Ellipsen) zerfallt.

67. Zeichne den Schnitt eines geraden Kreiszylinders mit einem schiefen
Kreiszylinder, wenn der erste auf II,, der zweite auf II, steht und die
Erzeugenden des zweiten Zylinders parallel zu II, verlaufen, aber so, daB
eine der Erzeugenden den ersten Zylinder beriihrt. — Zeige, dal die
Durchdringungsfigur eine Raumkurve mit Doppelpunkt ist.

68. Ermittle die Durchdringung eines schiefen Kreiszylinders und a) eines
schiefen Prismas, b) einer Pyramide, ¢) eines schiefen Kegels.

69, Zeichne den Schnitt eines schiefen Kreiskegels mit a) einem Prisma,
b) einer Pyramide, ¢) einem schiefen Kreiskegel.

70. Zeige, dall Aufg. 69c die Aufgaben 66a, b, 67, 68c¢ als Sonderfille umfaBt
und daB immer folgende Methode zum Ziele fithrt: Man lege ein Ebenen-
biischel durch die Verbindungslinien der Spitzen beider Kegel. (Wo liegen
diese im Zylinderfall?) Jede Ebene des Biischels, die beide Kegel schneidet,
hat mit ihnen vier Erzeugende gemein; diese Erzeugenden bringt man
paarweise zum Schnitt.

71. Zeichne die Durchdringung einer Kugel mit a) einer Kugel, b) einem Pris-
ma, ¢) einer Pyramide, d) einem geraden Kreiszylinder, €) einem schiefen
Kreiszylinder, f) einem geraden Kreiskegel, g) einem schiefen Kreiskegel.

72. Auf IT, steht ein gerader Kreiszylinder von der Héhe 12, dessen Grundkreis
den Mittelpunkt M = (3, 3, 0) und den Radius r =2 hat. Zeichne auf
diesem Zylinder eine Schraubenlinie von der Ganghédhe 6, die im Punkte
(1, 3, 0) beginnt und a) rechts gewunden, b) links gewunden ist.

73. Lege an die in Aufg. 72 gezeichnete Schraubenlinie in einem beliebigen
Punkte die Tangente.

74. Stelle auf dem in Aufg. 72 angegebenen Zylinder eine Schraubenlinie dar,
deren Neigung a) 45°, b) 30° betrigt.

76. Zeichne mittels der in Aufg.72 bestimmter. Schraubenlinie eine wind-
schiefe Schraubenfliche, deren Erzeugende die Schraubenachse unter
8) 30°, b) 45° schneiden. (Scharfgingige Schraubenfliche.)
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76. Zeichne ebenso eine Schraubenfliche, deren Erzeugende die Schrauben-
aohse reohtwinklig sohneiden. (Flachgingige Schiaubenfliche, Wendel-
flédche.)

77. Beweise: Wenn gerade Kreiszylinder derart durch eine Wendelflache
gelegt werden, daB eine Zylindererzeugende mit der Schraubenachse zu-
sammentfillt, so durchsetzen sie die Wendelfliche in Schraubenlinien, die
halb so groBe Ganghohe haben wie die ,,Leitschraubenlinie*,

§ 15. Vermischte Aufgaben

1. Ein Lichtstrahl A B wird an der Aufrifebene reflektiert; man zeichne
die Risse des reflektierten Strahles. — Zahlenbeispiel: 4=(1, 3, 0),
B=(4, 0, 4). Andere Zahlenbeispiele, auch fiir Spiegelung an II,, withle
selbst aus § 12, Aufg. 10, 12, 16.

2. Von einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypotenuse in IT, liegt, ist
der GrundriBl gegeben. (Der Grundril muB ein stumpfwinkliges Dreieck
sein; warum?) Man ermittle den Aufri und den Neigungswinkel der
Dreiecksebene gegen die Rilebenen.

3. Eine Strecke 4 Bist durch ihre Risse gegeben. Man soll auf der Projektions-
achse einen Punkt finden, der mit 4 und B ein gleichschenkliges Dreieck
bestimmt. — Zahlenbeispiele aus Aufg.1 und §12, Aufg. 10, 12 oder 16.

4. Eine vierseitige Pyramide SA4 BC D ist durch eine Ebene so zu schneiden,
daB die Schnittfigur ein Parallelogramm wird. Die Schnittebene gehe
durch 4. — Zahlenbeispiel: 4= (5, 3, 0), B= (7, 4, 0), C=(9, 2, 0),
D= (6, 1, 0), S=(10, 4, 4).

5. Eine Gerade 4 Bund ein auBerhalb von ihr gelegener Punkt Csind gegeben ;
man zeichne die Risse des gleichseitigen Dreiecks, dessen Spitze C ist und
dessen Basis in die Gerade AB fillt. — Zahlenbeispiele etwa aus §12,
Aufg. 17.

6. Von einem gleichseitigen Dreieck sind zwei Ecken 4= (7, 5, 2) und
B= (4, —2, 7) gegeben; die dritte Ecke C liegt in der Horizontalebene.
Die Risse des Dreiecks sind zu zeichnen,

7. Eine Gerade g und eine Ebene E sind gegeben. Ein Punkt ist zu finden,
der von g die Entfernung a, von E die Entfernung 2¢ und von I, die
Entfernung 3a hat. — In welchem Zusammenhang steht die Aufgabe mit
§ 14, Nr. 47d)?

8. Eine Gerade ist durch zwei ihrer Punkte 4 = (0, 6, 0) und B=(5, 3, 3)
bestimmt. Man zeichne eine Gerade, die in B auf 4 B senkrecht steht
und gegen II, unter 45° geneigt ist.

9. Von dem Grundkreis eines auf IT, stehenden geraden Kreiskegels kennt man
den Mittelpunkt M = (9, 4, 0) und den Radius r = 3. Ferner kennt man

eine Ebene E, deren Spuren ;:‘} durch die Punkte (0,0, 0) und {8‘ g’ g;
2 tIe]
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hindurchgehen. Wie hoch muB der Kegel werden, damit er von der Ebene E
in einer Parabel geschnitten wird ? Die Risse der Parabel sind zu zeichnen.

10. Ein Punkt Pist durch seine Risse, eine Ebene E durch ihre Spuren, dieunter
45° gegen die Achse geneigt sind, gegeben. Eine Gerade ist zu bestimmen,
die durch P geht, gegen II, unter 30° geneigt ist und parallel zu E verlauft.

11. Bestimme in 17, den Punkt, der von drei Punkten 4 = (10, 3 6), B= (5,
2, 0) und C = (2, 8, 3) gleichweit entfernt ist. — In welchem Zusammen-
hange steht diese Anfgabe mit § 14, Nr. 52?

12, Die kleinste Kugel ist zu zeichnen, die zwei windschiefe Geraden 4 B und
CD beriihrt. — Zahlenbeispiel: 4=(0,1,2), B=(8,1,7),C=(0,7,1)
D=8, 3,1). — Vgl. §13, Aufg. 59 und 66.

13. Einem Vierflach 4 BC D ist eine Kugel umzuschreiben. — Zahlenbeispiel:
A=(2,6,3), B=(3,2,7) C=(8,8,9), D=(11, 4, 2).

14. Zwei Punkte 4 = (0, 10, 9) und B=(9, —2, 4) sind gegeben. Der Ort
der Punkte ist darzustellen, die von 4 und B den Abstand d =9 haben.

16. Eine Kugel ist zu zeichnen, von der man den Mittelpunkt M = (5, 3, 3)
und eine Beriihrungsebene E kennt, deren Spuren {2} durch die Punkte

(0,7, 0

(6, 0, 0) und { 00 5

} hindurchgehen.

16. An eine gegebene Kugel ist eine Beriihrungsebene zu legen, die gegen 11,
unter 45°und gegen II, unter 60° geneigt ist. Der Eigenschatten der Kugel
und der Schlagschatten, den sie auf die Berithrungsebene wirft, ist zu
‘zeichnen.

17. Von einer Kugel sind drei Punkte A, B, C eines groBten Kreises gegeben.
Man zeichne die Kugel und ihre Schatten. — Zahlenbeispiel: 4 = (1, 3, 3),
B=(3,5,4), C=(2,6,8).

18. Zwei konzentrische Kugeln mit dem Mittelpunkt M = (5, 6, 12) und den
Radien 5 und 3sind gegeben, ferner eine Ebene E, deren Spuren lz‘ } durch
2

(4,0, 0) und {Eg’ g’ :(;))) ’ hindurchgehen. Man lege an die innere Kugel die
zu E parallelen Beriihrungsebenen und stelle die auf der duSeren Kugel
entstehende Zone dar.

19. Zeichne einen Schubstangenkopf nach irgendeinem leicht zuginglichen
Vorbild (z. B. Lokomotive, Nihmaschine oder dgl.).

20. In einen zylindrischen Turm von 2 m lichter Weite ist eine Wendeltreppe
eingebaut, deren Spindel 50 cm dick ist und deren Stufen je 20 cm hoch
sind. Zeichne diese Wendeltreppe im MaBstab 1: 20 (Anniherung an die
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Wendelfliche, s. § 14, Nr.76) unter der Voraussetzung, daB ein voller
Umlauf um die Spindel a) 10 Stufen, b) 20 Stufen erfordert. -- Ansicht
auch in schiefer Parallelprojektion.

21. Zeichne eine flachgingige Schraube (entstanden durch Schraubenbewegung
eines Rechtecks).

22. Stelle eine soharfgingige Schraube dar (entstanden durch Schrauben-
bewegung eines gleichschenkligen Dreiecks).

A23. Zeichne zu der in Aufg. 21 geforderten Schraube die passende Schrauben.
mutter (lings der Achse durchschnitten, die vordere Halfte beseitigt
gedacht).

24, Dieselbe Aufgabe wie Nr. 23 fiir die in Aufg. 22 genannte Schraube.

25. Die bekannten Bleistiftanschirfer enthalten kegelige Hohlungen von
200 Offnungswinkel; bei den iiblichen sechskantigen Bleistiften ist jede
Kante von ihren Nachbarkanten um 4 mm entfernt. Zeichne die Hyperhi-
bogen, die auf den Seitenflichen eines Bleistiftes beim As-chivrfen ¢it-
stehen. (VergroBere in passendem MaBstabe, etwa 10: i)

26. Zeichne eine Sonnenuhr deines Wohnortes unt-c der Voraussetzung, daB
die schattenauffangende Wand a) horizontal, h) vertikal ist.

27. Zeichne in ein horizontales drehzylindrisches Tonnengewélbe eine dreh-
zylindrische Stichkappe mit horizontaler Achse, doch so, daB sich die Achsen
der beiden Drehzylinder nicht schneiden (vgl. § 14, Nr. 66a),

Kotierte Projektion (Eintafelprojektion)

28. Von einem ebenen Viereck 4 BCD ist der Ri A’B'C"D’ gegeben, ferner
auf einem Hoéhen-(Koten-)MaBstab die Hohen der Ecken 4, B, C. Die Kote
von D ist zu ermitteln.

29. Die Spur eines durch RiB und Eckenkoten gegebenen Dreiecks 4 BC ist
zu bestimmen.

30 Von einem Dreieck 4 BC sind zwei Ecken (4, B) oberhalb, die dritte Ecke
(C) unterhalb der Tafel gegeben. Man bestimme das unterhalb der Tafel
gelegene Stiick des Dreiecks.

31. Der Schaittpunkt einer gegebenen Geraden mit der Ebene eines gegebenen
Dreiecks ist zu_ finden.

32. Eine Ebene ist durch Ril und Eckenkoten eines Dreiecks gegeben. Man
ermittle Streich- und Fallinien der Ebene.

33. Von einer Fbene kernt man die Spur s und einen Punkt P. Man bestimme
a) die (Horizontal-)Neigung der Ibene, b) einen Punkt der in £ auf der
Ebene errichteten Senkrechten.
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34. Zwei Ebenen sind duroh jhre Spuren s,, 8, und ihre Neigungen «,, a, ge-
geben. Man ermittle die Schnittgerade der Ebenen.

36. Uber einem in der Tafel gegebenen beliebigen Dreieck soll ein dreikantiges
Dach gezeichnet werden, dessen Flichen alle gegen die Tafel unter gleichem
Winkel (z B. 45°) geneigt sind. Man bestimme die wahre GroBe der Dach-
flichen und die Kote der Spitze des Daches.

36. Der GrundriB eines Hauses sei rechteckig. a) Wie sicht der Grundri
eines Satteldaches aus, dessen Flichen gleiche Horizontalneigung haben?
b) Zeichne den Grundri8 eines Walmdaches (d. h. eines Daches mit Wasser-
abfluB auch nach den beiden Schmalseiten und mit gleicher Horizontal-
neigung aller Dachflichen) fiir dasselbe Haus.

37. Der GrundriB eines Hauses sei U-formig (Hauptgebaude mit zwei Seiten.
fliigeln), wobei die Breiten der beiden Schenkel (Fliigel) unter sich und
von der Breite des Querstiickes (Hauptgebiudes) verschieden sein sollen,
Verlangt ist die Dachausmittelung fiir den Fall, da das Dach nach allen
Seiten WasserabfluB haben darf und alle Dachflichen gleiche Horizontal-
neigung (etwa 45° haben.

38. Wie dndert sich die Dachausmittelung der Aufg. 37, wenn eine der Wande
an ein Nachbargrundstiick anstéBt, wo ein WasserabfluBl unzulassig ist?
Diese Beschrinkung soll gelten a) fiir die Seitenwand des Hauptgebéudes,
b) fiir die Stirnwand eines der beiden Seitenfliigel, ¢) fiir die Stirnwinde
beider Seitenfliigel.

.89, Andere die Dachausmittelung der Aufg. 37 ab durch die Vorschrift, daB
an einer der Ecken des Hauptgebiudes noch ein achteckiges Tiirmchen
angebracht ist, dessen Dachflichen gegen die Horizontalebene unter 75°
geneigt sind.

40. Bei einer geraden Rampe betrigt die Basislinge Im, die obere Breite
bm, die Steigung c:d, der Béschungswinkel der Seitenwinde a. Man
stelle die Rampe in Grund- und Aufrifl in mehreren Ansichten (Front.
stellung und auch schief gegen die AufriBebene) im MaBstab p: g dar.

l b c:d a p:q
Zahlenbeispiele: a) 15 5 1:7 30° 1:100,
b) 32 6 1:8 450 1:200.

41. Man bestimme den Boschungskorper, der bei vorgeschriebenem Béschungs-
winkel eine gegebene (nicht horizontale) Strecke PQ als First hat.

42, Zeiohne unter Benutzung selbstgewihlter MaBannahmen a) eine Ab-
zweigung von einem waagerechten Damme, b) eine Einschnittb&schung,
¢) einen lings eines Abhangs verlaufenden Weg (die von einem Rande
des Weges auf den anderen Rand gefillten Lote sollen Streichlinien der
Ebene des Weges sein).
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Aufgaben aus der Perspektive

43. Bestimme das perspektivische Bild eines in der Grundebene gelegenen
Punktes.

44. Erklare die Begriffe Spurpunkt und Fluchtpunkt einer Geraden, Spur-
gerade und Fluchtgerade einer Ebene, Augenpunkt, Distanz, Horizontal-
ebene, Horizont.

46. Zeige, daB eine Gerade durch Spur- und Fluchtpunkt im allgemeinen
eindeutig bestimmt ist.

46.3) Warum ist die Spur einer Ebene immer parallel der Fluchtgeraden?
b) Zeige, daB eine Ebene durch Spur- und Fluchtgerade eindeutig be-
stimmt ist.

47, Erértere folgende Sonderlagen einer Geraden: a) der Spurpunkt fallt mit
dem Fluchtpunkt zusammen. b) Mit welchem ausgezeichneten Punkte fallt
der Fluchtpunkt zusammen, wenn die Gerade auf der Bildebene senkrecht
steht? ¢) Welches ist der Ort fiir den Fluchtpunkt der Geraden, wenn diese
gegen die Bildebene unter 45° geneigt ist? d) Ist eine zur Bildebene parallele
Gerade auoh nooh durch Spur- und Fluchtpunkt eindeutig bestimmt?

48. Bilde folgende in der Grundebene gelegenen Figuren ab: a) Quadrat in
Frontlage, b) Quadrat in beliebiger Lage, ¢) Rechteck in Frontlage,
d) Rechteck in beliebiger Lage, ) Schachbrett in Frontlage, f) Schachbrett
in beliebiger Lage, g) Parkettboden aus regelmifligen Sechsecken in
Frontlage, h) beliebig gelegenes Bienenwabenmuster, i) Flichenmuster
nach eigenem Entwurf, k) Teil deines Wohnortes, Schulhof, Gartenanlage
u.dgl. (Anleitung: Einzeichnung eines quadratischen Netzes in Frontlage,
dann weiter nach Aufg.e.)

49. a) Erortere die Konstruktionen, die zur perspektivischen Teilung einer in
der Grundebene gegebenen Strecke fithren. b) Trage in dem Bilde einer
in der Grundebene gelegenen Geraden eine Strecke, deren wahre GrofSle
gegeben ist, nach beiden Seiten hin ab.

50. Zeichne das Bild einer in der Grundebene gelegenen Geraden (Land-
strafe), auf der in gleichen Abstinden gleiche Vertikalen (Telegraphen-
stangen) errichtet sind.

61. Bilde einen Kreis ab, der a) parallel zur Grundebene, b) parallel zur Bild-
ebene, ¢) senkrecht zur Grundebene, aber nicht parallel zur Bildebene
liegt. d)—1) Suche fiir jeden der drei genannten Fille Anwendungen aus
deiner Umgebung und zeichne die entsprechenden Bilder.

62. Gib an, wann das Bild eines Kreises a) wieder ein Kreis, b) eine Ellipse,
¢) eine Hyperbel, d) eine Parabel wird.

53. Bilde einen auf der Grundebene stehenden Wiirfel ab a) in Frontstellung,
b) wenn nur vier Kanten, nioht aber auch zwei Flichen parallel zur Bild-
ebene sind.
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54. Zeige, wie man auf Grund der vorigen Aufgabe auch beliebige Prismen
abbilden kann (Beispiele aus der hiuslichen Umgebung, den Schulrinmen
oder anderen Gebdudeteilen).

5. Zeichne einen Quader, bei dem ein Flachenpaar zur Grundebene parallel
ist, und zwar unter der Voraussetzung, daB das Auge a) auBerhalb des
Quaders gelegen ist (Perspektive eines Hauses), b) im Innern des Quaders
liegt (Zimmeransicht).

56. Bilde einen auf der Grundebene stehenden Drehzylinder (Anschlagsdule
o.4.) ab.

67. Stelle einen Drehkegel perspektivisch dar. Suche Anwendungen aus deiner
Umgebung.

58. a) Bilde eine Kugel perspektivisch ab unter verschiedenen Annahmen iiber
die Lage der Kugel zum Projektionszentrum und zur Bildebene. b) Zeige,
daB das perspektivische Bild einer Kugel eine Ellipse oder Hyperbel ist,
je nachdem alle Erzeugenden des die Kugel berithrenden Sehstrahlenkegels
auf einer Seite oder auf zwei verschiedenen Seiten von der Bildebene
geschnitten werden. ¢) Wie sieht das Bild der Kugel aus, wenn die Bild-
ebene parallel einer Erzeugenden des Sehstrahlenkegels verlduft?

59. Bilde Zusammenstellungen von Drehzylindern, Drehkegeln und Kugeln
ab. (Beispiele: Mittelalterliche Befestigungstiirme oder neuzeitliche Hya-
zinthengléser mit Schutztiiten o. &.)

Aufgaben zur Kartenentwurfslehre

60. Zeichne das Gradnetz einer orthographischen Polar-und Aquatorialkarte
der Erde (d. h. einer Karte, bei der die Erdachse senkrecht zur Horizontal-
ebene gedacht ist) im MaBstab 1:2 . 108 unter der vereinfachenden An-
nahme, daB die zu zeichnenden Meridiane und Parallelkreise einen Bogen-
abstand von 221° haben.

61. Zeichne das in Aufg. 60 bestimmte Gradnetz unter der Voraussetzung, daB
die Erdachse nicht mehr senkrecht zur Horizontalebene, aber noch parallel
zur Vertikalebene liegt.

62. Entwirf das Gradnetz einer Merkatorkarte und gib an, warum die Ab-
bildung nach Merkator keine Projektion in strengem Sinne ist.

63. 2) Zeichne eine stereographische Projektion der Nordpolarlinder im MaB-
stabe 1:2 - 108 unter der Voraussetzung, daBl der Siidpol als Projektions-
zentrum und die Aquatorebene als Bildebene gewihlt wird. h) Beweise,
daB sich bei der stereographischen Projektion jeder auf der Kugel liegende
Kreis wieder als Kreis oder als Gerade abbildet (Hipparch).
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64. Zeichne eine stereographische Projektion zweier Erdhalbkugeln unter der
Voraussetzung, dal der Reihe nach zwei Endpunkte eines Aquatordurch-
messers als Projektionszentren und die zu diesem Durchmesser senkrechte
Meridianebene als Bildebene gewihlt werden.

65. Zeichne eine Karte der Polarlinder in gnomonischer Projektion (d.h.
unter der Annahme, daB der Mittelpunkt der Kugel als Projektionszen-
trum und die im Pol beriihrende Ebene als Bildebene gewihlt wird).

66. Zeichne ein Gradnetz von Europa bei Abbildung auf einen Drehkegel, der
die Erdkugel langs des 40. und 70. Breitenkreises schneidet.

67. Entwirf im MaBstab 1:2-10% ein Gradnetz der von Lambert (1772)
erdachten flichentreuen Abbildung der Erdkugel auf einen Drehzylinder,
der die Erdkugel langs des Aquators beriihrt ; dabei sind die Meridiane und
Breitenkreise in Abstinden von je 10° zu zeichnen.

Anleitung: Fillt man von jedem Punkte P der Kugel auf die Erdachse

das Lot und verlingert es iiber P hinaus, bis es den Zylinder in P trifft,
so ist P das Bild von P,

Viertes Kapitel
Sphiirische Trigonometrie

§ 16. Inbalt des Kugeldreiecks;
Berechnung des rechtwinkligen Kugeldreiecks

Inhalt des Kugelzweiecks und Kugeldreiecks

1. a) Wieviel Kugelzweieoke werden von zwei groBten Kreisen einer Kugel
gebildet? b) Stelle dir ein Modell her fiir den Schnitt zweier Kreise mit
gleichem Radius, die ein Kugelzweieck bilden.

2. Essei aderin Graden gemessene Winkel, den die beiden Seiten eines Kugel-
zweiecks miteinander bilden. Beweise, daB der Inhalt des Kugelzweiecks
_T-a,
="
ist, wenn r der Kugelradius ist.

3. @ ist der in BogenmaB angegebene Winkel eines Kugelzweiecks. Wie gro8
ist dessen Inhalt, wenn der Radius der Kugel r ist?



108 Viertes Kapitel. Sphrisohe Tri trie

4. 3) Wieviel Rugeldreiecke (spharisohe Dreiecke) werden von drei groBten
Kreisen einer Kugel gebildet? b) Stelle dir aus drei Kreisen von gleichem
Radius ein Modell eines Kugeldreiecks her. ¢) Welche Bedingung muB er-
fiillt sein, damit drei groBte Kreise einer Kugel wirklich Kugeldreiecke
bildent ’

6. Unter den Seiten und Winkeln eines Kugeldreiecks versteht man die Seiten
und Winkel der zu dem Kugeldreieck gehorigen Ecke, deren Scheitel im
Mittelpunkt der Kugel liegt. Ubertrage die dir bekannten Sitze iiber die
Seiten und Winkel einer dreiseitigen Ecke auf das Kugeldreieck.

8. Gib Beispiele von Kugeldreiecken a) mit drei spitzen, b) mit drei stumpfen,
¢) mit drei iiberstumpfen Winkeln an.

7. Auf der Kugel sind drei beliebige Punkte angegeben und durch je zwei
von ihnen die groBten Kugelkreise gelegt. Zeige, daB unter den dann ent-
stehenden Kugeldreiecken mindestens eins ist, dessen Seiten und Winkel
samtlich kleiner als zwei rechte sind. (Gibt es Ausnahmen?)

8. Erklire, was man — entsprechend den Definitionen beider Ecke — a) unter
einem Nebendreieck, b) unter dem Scheiteldreieck, ¢) unter dem
Polardreieok eines Kugeldreiecks 4, B,C, versteht, das von drei in 4,, 4,,
B,, B, und O, C, sich schneidenden gréBten Kreisen gebildet wird. Gib in
jedem der unter a) bis o) genannten Fille die zwischen der urspriinglichen
und der neuen Ecke bestehenden Seiten- und Winkelbeziehungen an.

9. a) Wie heiflen die drei Kugelzweiecke, denen das von drei in 4,, 4,, B,,
B,, C,, C;sich schneidenden groBten Kreisen gebildete Kugeldreieck 4, B,C;
gemeinsam angehért? b) Die Winkel des Kugeldreiecks seien a, f und y
(gemessen in Graden). Welochen Inhalt haben die drei eben genannten
Kugelzweiecke? ¢) Um wieviel ist die Summe der drei Kugelzweiecke
groBer als die Halbkugel? d) Man bezeichnet den Wert

e=a 4 f 4y —180°
als sphirischen ExzeB des Kugeldreieoks, Beweise die Formel

_ enr?
T 180

10. Entwickle eine Formel fiir den Inhalt des Kugeldreiecks, wenn dessen
Winkel «, § und y in BogenmaB gegeben sind.

Das rechtwinklige Kugeldreieck

11, Ein Kugeldreieck 4 BC hat einen rechten Winkel . a) Nenne die Hypo-
tenuse und die Katheten. b) Gib ein gleichschenkliges Kugeldreieck an,
dessen Basiswinkel rechte sind. ¢) Nenne ein Kugeldreieck mit drei rechten
Winkeln. d) Beweise,dal die Summe der den Katheten gegeniiberliegenden °
‘Winkel groBer als ein rechter ist.
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12. Dem bei C rechtwinkligen Kugeldreieok 4 BC entspreche eine dreiseitige
Ecke M 4 BC (Fig. 27). a) Lege einen zu M A senkrechten, durch B ge-
henden Schnitt BD E durch die Ecke und be-
weise, daB <X BDE =a und X BED ein B
rechter ist. b) Beweise, da3 A M BD recht-
winklig bei D, A M DE rechtwinklig bei D,

A M BE rechtwinklig bei E ist. ¢

13.a) Ersetze in ocosc =MD: MB (Fig. 27) 4
Zihler und Nenner durch Ausdriicke, in denen o 4
Seiten der Ecke auftreten, und beweise so Fig. 27.

(1) cos ¢ =cosa - cos b.

b) Ersetze in sin @ = BE: BD Zihler und Nenner durch Ausdriicke, in
denen Seiten der Ecke auftreten, und beweise so

. sin @
sin @ =—— oder
sin ¢ B
(2) sing =sinc¢ - sin a.

¢) Stelle eine entsprechende Formel (Schnittebene diesmal senkrecht zn
M B) fiir sinf auf. d) Ersetze in cosa = DE: BD Zihler und Nenner
durch Ausdriicke, in denen Seiten der Ecke auftreten, und forme den
Quotienten um in

(3) cos @ =cos @ - sin .

e) Stelle eine entsprechende Formel fiir cos f§ auf.

14. a) Fiihre in (1) mit Hilfe der Formeln (3) die Winkel ein und leite so die
Formel

(1) ) cosc=ctgea- ctgf
her. b) Fithre in (2) b und B ein und leite so die Formel
(2') sina =ctgf-tgb

her. ¢) Wie heiflt die (2') entsprechende Formel fiir sin ? d) Fiihre in (3)
die Seiten ¢ und b ein und leite so die Formel

3) cosa =ctgc-tgb
her. ¢) Wie heiBt die (3') entsprechende Formel fiir cos f%

15. Zeige, daB die in Aufg. 13 und 14 abgeleiteten zehn Formeln simtlich sich
der folgenden Neperschen Regel unterordnen:

- Im rechtwinkligen Kugeldreieck ist der Kosinus eines Stiickes
gleich dem Produkt der Sinus der nichtanliegenden Stiicke und
gleich dem Produkt der Kotangenten der anliegenden Stiicke;
dabeiist der rechte Winkel nicht mitzuzihlen,und dieKatheten
sind durch ihre Komplemente zu ersetzen.



110 Viertes Kapitel. Sphérische Trigonometrie

16. Von einem rechtwinkligen Kugeldreieck sind
a) b) ¢ d ¢ 0 g hH ) kK ) m
gegeben:a, b a,¢c a,¢c a,b bc e, e, a,a B,b a,b f,a B, a
gesucht: ¢ b a a B a c b e ¢ b e
Es ist jeweils mit einer einzigen Formel zu antworten.

17. Welche Gestalt nehmen die zehn Formeln fir ein Kugeldreieck mit
a) zwei rechten, b) drei rechten Winkeln an?

18. Berechne die fehlenden Seiten und Winkel eines rechtwinkligen Kugel-
dreiecks (y =90°), von dem die folgenden Stiicke gegeben sind:

a) @ = 59°15'39", b —83°27'45"; b) a =48°27'17", ¢ =97°12'54";
©) b=103°4'67", ¢=92037'19"; d)Ya = T1°5'32", & = 83049'2";
o)l)b —135933'10”, § =98°59'7"; 1) a =110019,4/, f = 370233,
g) b= 67044}, @=119028Y; h) ¢=173°239, o =37°49,2;
i) ¢=139%41,6', a =41°187; k) a =23°51,8, B —=86%°3,1".

19. a) Wie fiihrt man mit Hilfe des Palardreiecks die Berechnung eines recht-

seitigen Kugeldreiecks (¢ = 90°) zuriick auf eine solche des rechtwinkligen
Kugeldreiecks? — Berechne die fehlenden Seiten und Winkel eines recht-
seitigen Kugeldreiecks, von dem auBler ¢ = 90° gegeben ist:
b) @ =63°19'24", b =105°44'35"; ¢) a ="74°53'7", a=49°25"12";
d) @ =81°23'51", y =121°49'6"; e) a ="73°19'46", § =89°57'12";
f) @ =126°27,3', B =67°49,8'; g) @ =132°77,7", y =108° 53,9’.
h) Kann man ohne weiteres aus den Angaben b =53°19,2' und 8 =97°48,3’
oder y ="73°42"19" und #=87°18"32" fiir eine rechtseitige Ecke (¢ =90°)
angeben, daB eine Losung nicht moglich ist?

20. a) Was wird man in einem gleiohsohenkligen Kugeldreieck (b=c) als
Basis, was als Schenkelseite bezeichnen? b) Welche Beziehungen bestehen
zwischen den Basiswinkeln und ¢) zwischen einer Schenkelseite und einem
Basiswinkel ?

. Berechne das gleichschenklige Kugeldreieck (b =c) aus
‘Y a) a=143012'28", b =79°54'13"; X) a =120°8'53", B = 62°43'38";

¢) a =60°, b =87022,4"; d) b="18°237, B =57°39,2,
22. Berechne ein rechtwinkliges Kugeldreieck (y =90°) aus

a) a-+ b =184°19" 35" und ¢ =108° 49’ 52";

b) a—b= 38°24" 17" »» c = "79°13" 38";

) c= 670148  » a+p=1230295";
d) c= 72031, » a—f = 42043,5';

1) Beachte hier die Anzahl und Mdglichkeit der Ldsungen! (Weshalb ?)
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e) b+ c=107°24'3" und a =92°047'57";
1) c= 54°13'21” ,, a4 a =83°38'25",

23. a) bis h) Berechne fiir den Kugelradius R =1 die Flicheninhalte der in
Aufg. 18a) bis d), Aufg.19e) und f) und schlieSlich Aufg.21¢) und d)
genannten Dreiecke. N

24. Auf einer Kugel von Radius R =43,7 om ist ein rechtwinkliges Kugel-
dreieck (y = 90°) gezeiohnet, wobei eine Kathete a =128° und deren
Gegenwinkel a =120° betrigt; wie groB ist der Flicheninhalt?

25. a) Was wird man in einem rechtwinkligen Kugeldreieck (y =90°) unter
der Hohe und was unter den Hypotenusenabschnitten verstehen? — Be-
rechne in dem durch a =49°12,7" und b =93°28,2' bestimmten recht-
winkligen Kugeldreieck (y = 90°), b) die Hohe 4 und c¢) die Hypotenusen-
abschnitte p und g¢.

26. Beweise die Formeln (falls y = 909)
8) tga = Ytge'tgp wund b) sinkh= Ytgp- tgq.

27. a) Was versteht man unter einer Hohe eines allgemeinen Kugeldreiecks?
b) Bereohne die Hohe k, eines Kugeldreiecks, das bestimmt wird durch die
Stiicke: @ =109°3,4', b =56°49,7’, @ =84°27,9'. (Brauchst du bei dieser
Ausrechnung die Seite a?) ¢) Berechne in dem eben genannten Drei-
eok die Hohenabsohnitte auf ¢ und dann ¢ selbst. (Brauchst du jetzt die
Seite a?)

28. a) Zwei senkrecht aufeinanderstehende Ebenen E; und E, werden von
einer dritten Ebene Eg so gesohnitten, daB < (E,, E5) =43° und X (E,,
Eg) =85¢ ist; welohe Seiten hat diese rechtwinklige korperliche Ecke?
(Welche Hilfskugel wirst du benutzen, um die Anfgabe an einem recht-
winkligen Kugeldreieok durchzufiihren?) b) Ziehe in der Ebene E, eine
Gerade g, die mit der Sohnittgeraden (E,, E,) — wobei wieder E, senkrecht
auf E, stehen soll — einen Winkel von 45° bildet, und lege durch g eine
dritte Ebene Eg, die gegen E; unter 80° geneigt ist; unter welchem Winkel
ist E5 gegen E, geneigt?

29. Ein rechtwinkliges Aohsenkreuz wird von einer Ebene E so geschnitten;
daB sich die Achsenabschnitte wie 1:2:3 verhalten. a) Unter welchen
Winkeln schneidet die Ebene E die Ebenen des Achsenkreuzes? b) Welche
Winkel hat das in der Ebene E liegende Schnittdreieck?

30. a) Schneide aus Papier einen Kreissektor mit dem Zentriwinkel 250° und
teile ihn durch Kniffen des Papiers vom Zentrum aus so in drei Sektoren,
daB der eine einen Zentriwinkel von 90° hat und die beiden anderen gleich
groB werden. Wie groBsind die Winkel des Kugeldreiecks derdrei Sektoren-
bogen, wenn du aus ihnen eine koérperliche Ecke bildest? b) Berechne
die Winkel eines gleiohseitigen Kugeldreiecks, das du auf &hnliche Weise
aus drei kongruenten Sektoren von je 60° erhiltst. ¢) Was wirst du unter
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dem Umkreisradius # und unter dem Inkreisradius ¢ des eben berechneten
gleiobseitigen Kugeldreiecks verstehen? d) Berechne r, e) berechne o.

31. a) Unter welohem Winkel sind die Seitenflichen einer geraden regelméaBigen
vierseitigen Pyramide gegeneinander geneigt, wenn je Awei benachbarte
Kanten an der Spitze einen Winkel von 25° bilden? (Benutze eine Kugel
um die Spitze als Mittelpunkt.) b) Berechne das Entsprechende fiir eine
ebengolohe fiinfseitige Pyramide, wenn die Kanten an der Spitze einen
Winkel von 30° bilden.

32. a) Was versteht man unter einem regelmiBigen Kugelviereck, Kugel-n-Eck ¢
b) Bereohne den Inkreisradius eines regelmaBigen Kugelsechseoks, wenn
die Sechseckseite 45° betragt.

33. a) Unter welchem Winkel sind bei - »m Tetraeder zwei benachbarte
Seitenflichen gegeneinander geneig! -chne das Entsprechende fiir das
b) Oktaeder, ¢) Dodekaeder und & ..o:aeder.

34. Bei einem regelmiBigen Polyeder stoBen in jeder Ecke p n-Ecke zusammen.
Beweise, daB fiir den Neigungswinkel ¢ zweier zusammenstoBenden n-Ecke
die Formel gilt:

. 8 180° . 180°
8in — = 008 ——:8in —,
2 P n

35. Stelle dir selbst Aufgaben iiber das rechtwinklige Dreieck mit Hilfe der
folgenden Tafel:?)

a b c
a) 49°59'56" 143° 512" 120055 34",
b)  103938'57" 17101857 76930'37",
) 36027’ 43032'31" 54020/,
d) 1270 432" 112048’ 500,
¢) 75027'14" 67048'17" } 18919°43";
) 104°32'46” 112011'43”

o B y
a) 63°15'12" 135033'39" 90,
b) 920 6 171 &' 900,
) 46°59'43" 57059'19" 90°,
d) 1200 350" 900 56°11'56",
9 g 7 3 3 }50030'27"
n | 106056'57" :

1) Aus Laska, Lehrbuch der sphirischen Trigonometrie.
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§ 17. Berechnung des schiefwinkligen Kugeldreiecks

Das allgemeine Kugeldreieck

1. Im Kugeldreieck A BC mit den Seiten a,b,¢ und den Winkeln «, §, y heifit
der zu A B senkrechte, durch C gehende groBte Kugelkreis die Héhe A,
(vgl. §16, Aufg. 27). Schneidet die Hohe die Seite 4 B oder ihre Ver-
lingerung in D, so sind ACD und BCD rechtwinklige Dreiecke. Driicke
C D in beiden Dreiecken durch Seiten und Winkel aus und beweise so den

Sinussatz : sin a:sin f:siny =sina:sin b sinc.

2. Im Kugeldreieok 4 BC treffe die von C auf 4 B gefiillte Hohe h'die Seite
A Bin D, wobei D zwisohen 4 und Bliege. A D werde p genannt, dann ist
DB =c¢— p. a) Driicke cosa in /A CDB aus. h) Ersetze cos h aus

/\ ADC durch Seiten, Winkel und p und wende auf cos (c — p) das
Additionstheorem an. ¢) Leite durch Umformung den

Seitenkosinussatz: cosa =cosb-eosC +sinb -sinc - cosa

her. d) Untersuche, wie sich die Herleitung gestaltet, wenn D auf der
Verlingerung von A B liegt. €) Gib die entsprechenden Formeln fiir
cos b und oos ¢ an. f) Driioke cos @, cos 8 und cosy durch die Seiten des
Kugeldreiecks aus.

3. a) Leite durch Ubergang zum Polardreieck den
Winkelkosinussatz : — cos @ =cos #- cosy — sin #-siny - cos a

her. b) Gib die entsprechenden Formeln fiir cos # und cosy an. ¢) Driicke
00s @, 008 b und cos ¢ durch die Winkel des Kugeldreiecks aus.

4, Setze in sm —= ‘/1 5@ fir cosa den Wert ein, der sich aus dem

Seltenkosmussatz ergxbt, und bringe den Ausdruck auf die Form

Halbwinkelsatz:  sin LA w ,
2 sinb *sinc
wo 8 = a__-l%—j—_c gesetzt ist.

Leite in gleicher Weise Formeln fiir b) sin g, ¢) sin %, d) cos % (gehe

R

sin —

[

dabei von cos— J/l—m aus), e) fiir tg 7= f) fir otgé— ab.

R

COS —

[ U]

8 [2019]
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5. Leite durch Ubergang von der Ecke zur Polarecke Formeln fiir a) sin %,
b) cos%, c) tg% ab (Halbseitensatz).

6. Setze a) in sin (ﬁ + E) =sin - cos 4 =+ cos ‘21 -sin g die aus dem Halb-

22 2 2
winkelsatz sich ergebenden Werte ein und bringe den Ausdruck aufdie Form
a—b
cos ——
o+ B 2 bd
sin —— = e cos o
2

Leite auf diese Weise her die

Mollweideschen Formeln:

. aet+p a—b . e—p . a—b
gin 00§ —— sin 8in
2 2 2 2
b) y = PR c) y = PR
cos 3‘ ©08 —2— cos E s1n E
sl ot ws 2=l gnot?®
2 2 2 2
) — = ) — =)
sin E’ cos E sin 5 sin 'é‘
7. Leite aus den Mollweideschen Formeln her die
Neperschen Analogien:
—b —_ —
tga+ﬁ cos 2 tga B sin < 5
8) 2 - 2 b) 2 — 2
7 a+b’ 7 . at+b’
otg 5 cos — ctg ) sin —
b — — —
tg et cos = B tg a—b sin B
0 2 _ 2 @ 2 _ 2
c a4 B’ c . a+p’
tg ) ©os — tg 3 sin —

8. Eine dreiseitige Ecke habe die drei Seiten g, b, c und entsprechend die drei
Winkel a, 8, y. a) Wieviel von diesen sechs GroBen miissen gegeben sein,
damit man die anderen berechnen kann? b) Wieviel verschiedene Aufgaben
sind hiernach méglich? ¢) Zeige, daB sich alle diese Aufgaben auf folgende
seohs Fille zuriickfithren lassen:I.a, b, ¢; IX. 0, B,y; I1L. a, b,y; IV. a, 8,y;
V.a, b, a; VL a, a, 8.
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9. Berechne die Winkel einer dreiseitigen Ecke aus den drei Seiten (FallI.)

a) @ = 43°25'17", b= 58°49'26", ¢ =82024' 7";
b) a = 67°39'23", b= 47042'38", ¢ =175038'43";
¢) @ =119954'38", b= 89923 4", ¢ =62019'51";
d) o = 93°21'54", b =107016'48", ¢ =59029'33",

10. Berechne die Seiten aus den drei Winkeln (Fall I1.)

8) o = 49°18,3, B = 680215, y = 830427,
b) @ = 83024,2', B = 630197, y = T9954,8';
©) @ =12857,9’, B = 7132,3, y = 98°35,4';
d) o =143° 2,5, B =167°51,4', y =172015,3".

11. Berechne die dritte Seite und deren anliegende Winkel (Fall II1.) aus

a3) o = 43°19'42", b= 79° 4'23", y =108029' 7”;
b) b= 69° 2'18" ¢ =163031'28", @ =150012'36";
) B =140032,2", ¢ =119956,3", a = 97042,6';
d) y = 79°47,8, b= 420198, a =104931,7",

12. Berechne den dritten Winkel und die ihm anliegenden Seiten (Fall IV.) aus

1) a = 93°14'27", B = 31027'28", 3 =82053' 3"
b) ¢ =159031'12"; B= 87° 5'49",  a=57019'28";
) o = 830 9'46", y = 2449'22", b =38031'43";
d) p = 49°15'38", y =138042'18" a =12049'18",

13. Berechne die dritte Seite und die fehlenden Winkel (Fall V.) aus

a) @ =119°24,3, a= 69014,8, b= 420212;
b) b= 42°57,9, ¢ = 510283, y = 47959,1';
) a =131019'32", ¢ =119954'21", o= 72014'28";
d) p = 45°4213", b= 50°43'31", ¢ =142039'52".

Achte hierbei auf die Anzahl und Moglichkeit der Losungen.

14. Berechne den dritten Winkel und die fehlenden Seiten (Fall VI.) aus

a) o =114°19'59", y =173°35'12", a = 55°12'45";
b) a = 84°25'12", a =46°29'57", B = 173052" 4";
c) f =119°48,3", y =61°4,8', ¢ =126°29,3';
d) g = 79°21,9', a =59°33,2, b =103°18,5".

8
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16. a) Berechne in dem nahezu rechtwinkligen Dreieck, von dem man kennt
b =69°24'17", @ =49°28'51"” und y =89°54'17", die fehlenden Stiicke
und vergleiche die Ergebnisse mit denen, die man bei y =90° erhalt.

16. Welche Winkel hat das sphirische Dreieck mit den Seiten a) a =b =¢
=50°%b) a =b=c=60°% ¢) a =b=c=110°? d) Welche Seiten hat
das sphirische Dreieck mit den Winkeln @ =8 =y =60? (!) e) Zwischen
welchen Grenzen kénnen die Seiten und Winkel eines gleichseitigen
sphiirischen Dreiecks liegen ?

17. Von einem Kugeldreieck ist gegeben
a) a -+ ¢ = 2009, b =147°13', B =150° geyucht ist aund c;
b) b—c = 52°43, a =108°27", « =100° gesucht ist b und B;
¢) a+p8 = 83°1¢5, y =107°53, ¢ = 171°6’; gesucht ist a und «;
d) g—y= 92°, a = 45°, a = 53° gesucht ist b und .

18. a)—1) Berechne zu den Aufgaben 9 bis 14 jedesmal von a) die Flichen-
inhalte (Kugelradius R =1). )

19. a) Welche Seiten hat das Kugeldreieck, von dem gegeben ist f = 39°,
y =125°% F =100 om?, falls der Kugelradius 10 cm betrigt? b) Ein Kugel-
dreieck mit dem Flicheninhalt F =500 cm? hat die Winkel o = 83°41’,
B =97°20", y =72°31’; welchen Radius hat die zugehorige Kugel?

20.a) Welchen Inhalt hat ein gleichseitiges sphirisches Dreieck, von dem die
Summe der Seiten halb so gro8 ist wie die Summe der Winkel? (Kubische
Gleichung!) b) Berechne das Entsprechende fiir den Fall, dal die Seiten-
summe nur den dritten Teil der Winkelsumme ausmacht.

21. Ein Kugeldreieck mit den Seiten a =65° b =709, ¢ =80° ist gegeben;
wie groB3 ist a) die Hohe zur Seite a, also kg, b) die Winkelhalbierende des
Winkels B, also wp, und ¢) die Seitenhalbierende der Seite ¢, also s,? —
Wie groB ist der Radius d) @ des Inkreises, €) r des Umkreises? f) Wie
groB ist der als Strecke gemessene Radius @ oder r einer der beiden Kreise
auf einer Kugel mit dem Radius 1?

22. Beweise, dal die Winkelhalbierende w, die gegeniiberliegende Seite ¢ so
in zwei Abschnitte » und v teilt, daB sinu:sinv =sina:sinb, falls u
der Seite @ und v der Seite b anliegt.

23, Versuche einen Satz aufzustellen, der etwas iiber das Verhiltnis der
Hohenabschnitte auf der Gegenseite aussagt.

24. a) Zwei Ebenen E, und E, schneiden einander unter einem Winkel von
60°; eine dritte Ebene Ej3 schneidet E, unter 50° und E, unter 70°. Welcher
Winkel wird auf E; durch E; und E, ausgeschnitten? — In diesen beiden
Ebenen E; und E,[ < (E,E,) = 60°] wird jetzt von einem Punkt P ihrer
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Schnittgeraden g aus je eine Gerade g, und g, in E, und in E, gelegt, so
daB < (gg,) =27°14" und < (gg,) =63°17" ist. b) Welchen Winkel bilden
¢, und g,? ¢) Unter welchem Winkel ist die Schnittgerade g gegen die
Ebene der Geraden g; und g, geneigt?

25. Von einem Punkt im Raum gehen drei Stibe aus, die unter den Winkeln
a =459 b =600 ¢ = 80° gegeneinander geneigt sind; der erste Stab (von
bund cbegrenzt)sei s, =49 om, der zweite 8, = 37 cm, der dritte 8y = 42 om.
Dieses Dreibein wird mit den Enden der Stéibe auf eine waagerechte Ebene
gestellt. a) Unter welchen Winkeln sind die Ebenen der Stibe gegen die
waagerechte Ebene geneigt? b) Wie hoch befindet sich der Scheitel des
Dreibeins iiber der Ebene? ¢) Welchen Rauminhalt hat die so dargestellte
dreiseitige Pyramide?

Ubergang von der sphiirischen zur ebenen Trigonometrie

26. 2) Nimmt man die Seiten.a, b, ¢ eines Kugeldreiecks als sehr klein an,
so wird man mit um so gréBerer Annéherung, je kleiner diese GréBen sind,
ersetzen diirfen:

sing durch @, cosa durch 1 —% und tga durch a;
begriinde das. — Im rechtwigkligen Kugeldreieck (y =90°) gelten fol-
gende Formeln:

b) cos ¢ = cos a - cos b, e)sma_ﬂ, d) cosa=g—b
sin ¢ tge’
tga cosa
= B2 f = _
e) tga ey ) cosc = ctga-ctgf, g) cosa= B

In welche Formeln der ebenen Trigonometrie gehen diese Formeln der
sphirischen Trigonometrie iiber, wenn das Kugeldreieck sehr klein wird?

27.a) In welchen Satz der ebenen Trigonometrie geht fiir ein sphirisches
Dreieck mit kleinen Seiten (vgl. Aufg. 26a) der Sinussatz der spharischen
Trigonometrie .

sin a:sin b =sina:sinf

iiber? — Gib das Entsprechende auch fiir die beiden Kosinussiitze der
sphirischen Trigonometrie an:

b) 00s @ =008 b cos ¢ -} sin b sin ¢ cosa,

) cos @ = —cos f§ cosy +-sinf siny cosa.

d) Tir die halben Winkel eines Kugeldreiecks gelten die Formeln

a /sin (s —b) sin (s— ¢) a ,/SlnS'sin (s—a)
sin — = |, et — _—
2 sin b - sine *2 8inb - sinc



118 Viertes Kapitel. Sphiirische Trigonometrie

wo s =1 (a 4 b + ¢); in welche Formeln der ebenen Trigonometrie gehen
diese fiir ein sphérisches Dreieck mit recht kleinen Seiten iiber? e) Was
wird ‘schlieBlich bei einem solchen Ubergang aus den Mollweideschen
Formeln und Neperschen Analogien der sphirischen Trigonometrie?

Das allgemeine Kugeldreieck auf der Erdoberfliiche
28, a) Zeige, daB die Flichenformel eines Kugeldreiecks (R Kugelradius)

8s—b 8—c

F=4R? arc thtg—s—-tga;a-t,g—-tg_
2R 2R 2 2R

tibergeht in die bekannte Heronische Dreiecksformel der Ebene, wenn
a+b+c
)
b) Bestimme hiernach einmal genau nach der angegebenen und das andere
Mal nach der Heronischen Formel den Dreiecksinhalt, wenn das Kugel-
dreieck auf der Erdkugel (R = 6370 km) die Seiten ¢ = 50 km, b = 60km,
¢ =170 km hat. (Im ersten Fall ist zu beachten, da8 a, b, ¢ als Liingen
gegeben sind; diese GroBen miissen also erst im Bogenmal dargestellt
werden!) Welcher Unterschied ergibt sich? — Wie ist das Ergebnis bei
¢)a =5km, b =06km, ¢ =7km und wie d) bei a =500 km, b = 600km,
¢ =700 km?

29. a) Was kannst du iiber die Winkelsumme a - 8 + y eines Kugeldreiecks
aussagen, wenn sein Flicheninhalt im Vergleich zu demjenigen der ganzen
Kugeloberfliche recht klein ist? b) Fiir solche Dreiecke wird in der Geo-
disie, also auf der Erdoberfliche, statt der Formel (R Kugelradius)

Ry Rn
—_— — 0y ——— . —_— A H o
F= 1800 (e +B+y—1809)= 180° € (e=spharisoher Exze8 des Dreiecks)

die GroBen a, b, ¢ im Vergleich zn R recht klein werden! (a =

die Legendrésche Annéherungsformel (r Umkreisradius)
F=2rsin(a—1¢) sin(f—4¢) .sin (p—}e)

benutzt, wobei man also statt des sphérischen Dreiecks ein ebenes setzt,

dessen Seiten nahezu gleich denen dessphirischen sind. Erklare das niher

und zeige ferner, daB die zweite Formel in eine bekannte der ebenen

Trigonometrie iibergeht, wenn das Dreieck immer kleiner und kleiner
bei endlichem Kugelradius wird.

30. Berechne fiir folgende Kugeldreiecke auf der Erde (R =6370km) je
einmal nach der ersten und einmal nach der zweiten Formel (Aufg. 29b) die
Flacheninhalte und gib die Differenzen der verschiedenen Ergebnisse an:

8) a =52°, p = 61°, y =170°;
b) a =380 3'59", = 56°29'21", y =85%46'46";
¢) o =43057'38", B = 106943'28", y =29019'23",

d) Wie hitte man ohne groBe Rechnung iiberschlagen kénnen, fiir welches
Dreieck die beiden Ergebnisse den kleinsten Unterschied aufweisen?
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31. a) Auf der Erdoberfliche sind zwei Punkte 4, und A, gegeben durch ihre
geographischen Koordinaten @, 4, und @,, 4,. Welche Stiicke kennt man
dann von dem Kugeldreieck 4,4,P, wenn P den Nordpol der Erde
darstellt? b) Die’ Seite 4,4, ist die kiirzeste Entfernung auf der Erd-
oberfliche von 4, nach 4,. Wie laBt sie sich berechnen? — Fiihre diese
Berechnung durch fiir die folgenden Ortspaare (rechne die Peripherie
eines groBten Erdkugelkreises zu 40000 km und runde auf ganze Kilo-
meter ab!):

e) Bonn (4 = 76, @ = 50044"),
Berlin (A, = 13024, @, = 52030°);
d) Bochum (*h, = 793, @, = 51029"),
Dresden (A, = 13%44’, @y =510 3);
) Augsburg (4, = 1054, @, = 4822'),
Leipzig (A, = 12023, @ = 51920,5");
f) Koln (4, = 6%7,5, @, = 50956,5),
Miinchen (2, = 11936’, @, = 48° 8).

MiB die gefundenen Lingen o) bis f) im Atlas nach! Woher rithren die
Unterschiede?

g) Rom —Kapitolsternwarte (4, =12°29'5", @, =41°53'34" N),
Budapest — Sternwarte (1, =19°3'49”, @, =47°29'35" N);
h) Berlin (4, =13024' O, @, =52030' N),
NewYork (1, =73°58' W, @, = 40048’ N);

i) Helgoland, St. Helena, k) Hamburg, Rio de Janeiro. (Entnimm die
Werte @ und 4 fiir diese beiden letzten Aufgaben dem Atlas!)

32. Neapel (1 =14°15' O) hat ungefahr die gleiche Breite wie New York
(A =173°58' W), nidmlich ¢ =40°48' N. a) Ist der durch die beiden Orte
gelegte groBite Kugelkreis nach Norden oder nach Siiden gewtlbt? b) Wel-
ches ist die groBte Breitenabweichung des groften Kugelkreises? ¢) Be.
stimme die Entfernung der beiden Orte auf dem groBten Kugelkreis.

33. Wie weit sind vom Schulort?) (A = @ = )
entfernt:
a) Athen (1 =23%45'0, @ =37°58' N), b) Bordeaux (1 =0°31'W,
@ =44°50" N), ¢) Chikago (1 =87°37" W, ¢ =41°50'N), d) Greenwich
(A =00 @ =51°29' N), e¢) Kap Horn (1 =67°22'W, ¢ =56°2' §),
f) Honolulu (A =157°35" W, @ =21°16' N), g) Apia (A =171%41' W,
@ =13°39" §)?

1) Die Werte sind vom Schiiler einzutragen.
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34.

35.

36.

37.

Fiir die Bestimmung eines Erdbebenherdes mit Hilfe von Seismometer-
aufzeiochnungen ist die Differenz des Weges der Erdbebenwellen auf gera-
dem Wege durch den Erdkérper und auf kiirzestem Wege an der Erdober-
fliche von Wichtigkeit. Stelle diese Wegdifferenz fiir Bremen (4 = 8°49' O,
@ = 53°4,5' N) und Tiflis (4 = 44%5’ O, @ = 41°43' N) fest,

a) In der Nautik kommt es auBer auf die Bestimmung der kiirzesten Ent-
fernung e zwischen zwei Punkten 4, und 4, auf der Erde noch auf den
Kurs der Abfahrt und Ankunft an. Da bedient man sich (auch wegen der
groBeren Genanigkeit) zur Berechnung der Neperschen Analogien. Stelle
danach die nétigen Formeln fiir die beiden Orte 4, (A;, @,) und 4, (1,, @,)
auf. — Berechne die GroBen a, § und e fiir folgende Fille:

b) Honolulu (4, =157°35" W, @, =21°16"N), San Franzisko (1, =122°
24' W, @, =37°48'N); ¢) Montevideo (1, =56°13' W, @, =34°52'§),
Kapstadt (1, =18°25' O, @, = 33954’ 8); d) Jokohama (4, =139°39' O,
@, = 35°27' N), Kap Horn (4, =67°22' W, @, =56°2'S).

Im Jahre 1874 legte man von der Insel Valentia (4,) bei Irland nach Neu-
fundland (4,) ein Kabel; man brauchte 3407 km Kabel. a) Um wieviel
Prozent war die gebrauchte Kabellange groBer als die theoretisch kiir-
zeste Linie (Griinde?), und b) in welcher Richtung laufen die Kabel-
enden ins Meer hinaus? — Tiir die Endpunkte 4; und 4, des Kabels gelten
die Werte .

¢, =51955, @, =47042, A — ], =42059".

Ein Dampfer fihrt von Sandy Hook (1, =72°2' W, @, =40°28' N) auf
einem groBten Kreis nach Kap Lizard (4, =5°12' W, ¢, =49°58' N) mit
einer Stundengeschwindiglkeit von 17,3 Seemeilen (1 sm =1,852 km), die
withrend der ganzen Fahrt beibehalten wird. a) Nach welcher Zeit seit
der Abfahrt und b) wo hat der Dampfer die Hilfte seines Weges zuriick-
gelegt? ¢) Wo befindet er sich nach drei Tagen Fahrt? — Wieviel Stunden
nach der Abfahrt sohneidet der Dampfer d) den Meridian 45°W und
¢) den DBreitenkreis 45° N?

§ 18. Praktische Anwendungen aus der Himmelskunde?)

Die Grundbegriffe der Himmelskoordinaten und.der Zeit

Yorbemerkung. Im folgenden soll bedeuten:

h die Hohe cines Gestirns, T seinen Stundenwinkel,

z seine Zenitdistanz, ¢ den Stundenwinkel des Friihlings-

a sein Azimut, punktes = Sternzeit,

& seine Decklination, MEZ die mitteleuropiiische Zeit,

« seine Relktaszension, ¢ die geographische Breite eines Ortes,
A scine Linge?), A die geographische Linge,

B scine Breite,
Zgl. die Zeitgleichung, w. Z. die wahre Ortszeit.
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Ferner werde in den folgenden Aufgaben gesetzt:

Die Schiefe der Ekliptik ¢ = 23° 27/, der scheinbare Sonnenhalbmesser ¢ = 16,
die Strahlenbrechung im Horizont 7 = 34’, der Erdradius R = 6370 km. Die
biirgerliche Dimmerung rechnet zwischen den Sonnenhéhen 0° und —69, die
astronomische Dammerung zwischen den Sonnenhéhen 0° und — 189,

1.a) Beschreibe die Bahn eines Fixsternes an der Himmelskugel wihrend
eines Tages. b) Erklare die Begriffe Pol (P), Aquator, Poldistanz,
Stundenkreis an der Himmelskugel. ¢) Der Abstand des Parallelkreises
eines Sternes vom Aquator heiBt Deklination (6). Wie miBt man die
Deklination? In welcher Beziehung stehen Poldistanz und Deklination?
d) Derjenige Stundenkreis an der Himmelskugel, dessen Ebene in der
Nordsiidrichtung liegt, heiBt Meridian des Beobachtungsortes. Der
Winkel zwischen einem beliebigen Stundenkreis und dem Meridian heiBt
Stundenwinkel (z): Zeige, daB ecin Fixstern in gleichen Zeiten gleiche
Stundenwinkel beschreibt.

2. Gib Poldistanz und Deklination a) des Polarsternes, b) eines Sternes auf
dem Aquator, ¢) des Siidpoles (P') an. d) Wodurch unterscheiden sich die
Sterne nérdlich und siidlich des Himmelsdquators in ihrer Stellung?
e) Was weiBl man iiber die Deklination eines Sternes, der an einem der
Lage nach gegebenen Ort gerade im Zenit beobachtet wird ?

3. Unter den Koordinaten eines Gestirnes im dquatorialen System versteht
man Stundenwinkel und Deklination. a) Wie &ndern sich diese Koordi-
naten bei den Planeten, dem Mond und der Sonne im Gegensatz zu den
Fixsternen?

4. Welchen Durchmesser hat die Bahn des Polarsternes (6 = 88°48')? Nimm
zum Vergleich den mittleren Monddurchmesser (31°).

6. a) Erklire die Begriffe Horizont, Zenit (Z), Zenitdistanz (z), Nadir
(2'), Hohe (iiber dem Horizont) an der Himmelskugel. b) In welcher Be-
ziehung stehen Zenitdistanz und Héhe (2)? ¢) Wie kann man die Rich-
tung eines Gestirnes festlegen? d) Welches Azimut (a) haben Nord-
punkt (N), Siidpunkt (S), Ostpunkt (O), Westpunkt (W)?

6. a) Was versteht man unter Polhthe? b) Zeige, daB die Polhthe an jedem
Orte gleich der geographischen Breite dieses Ortes ist. ¢) Wie gestaltet
sich diese Beziehung auf der siidlichen Halbkugel der Erde?

7. a) Unter welchem Winkel schneidet der Himmelsidquator den Horizont?
Beantworte dieselbe Frage insbesondere fiir einen Beobachter, der sich
b) in einem Punkt des (Erd-)Aquators, ¢) im Nordpol oder Siidpol be-
findet. d) An welchen Punkten der Erde fallen dquatoriales und horizon-
tales Koordinatensystem zusammen?

1) Viele der Aufgaben dieses Paragraphen lassen sich ebensogut wie durch
Rechnung auch durch Konstruktion 1dsen. Darauf ist Gberall zu achten.

2) Die Linge eines Gestirns kommt nur in den Aufgaben 65—73 vor; eine
Verwechslung mit der (auch mit4 bezeichneten) geographischen Linge des Beob-
achtungsortes ist nicht mdglich.
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8. a) Wie liegen die Sterne, deren ganze Bahn an einem Orte von der geo-
graphischen Breite @ am Himmel sichtbar ist (Zirkumpolarsterne)?
b) Welche Sterne gehen tiglich auf und unter? ¢) Welche Sterne kommen
iiberhaupt nicht iiber den Horizont?

9. Unter welchen Breiten werden die folgenden Sterne Zirkumpolarsterne:
a) Wega in der Leier (0 = 38°42’), b) Kapella im Fuhrmann (§ =45°54’),
¢) der Polarstern (0 =88°48’)? d) Welche Sterne sind am Nordpol
zirkumpolar?

10. Welche Deklination muB die Sonne erreicht haben, damit sie zirkumpolar
ist (Mitternachtssonne) a) am Nordkap (¢ =71°10"), b) in Hammerfest
(¢ =170°39’)? ¢) Bis zu welcher Breite ist iiberhaupt die Erscheinung der
Mitternachtssonne méglich? — Erortere in den drei Fillen auch den
EinfluB der Strahlenbrechung.

11. Den wievielten Teil des Himmels kann man innerhalb 24 Stunden iiber-
blicken a) in Berlin, b) an deinem Wohnort, ¢) am Pol, d) am Aquator?

12. a) Wie weit miite man von Berlin aus nach Siiden gehen, um das Stern-
bild des Siidlichen Kreuzes (8 rund —63°) zu beobachten? b) In welchem
Gebiet der Erde ist der Sirius (6 = —16°15’) nicht sichtbar?

13. Um die Nordsiidrichtung festzustellen, beobachtet man mit einem Theodo-
liten, daB ein Fixstern um 10" die Hohe 40° erreicht, wihrend auf dem
horizontalen Teilkreis der Winkel « = 11957 abgelesen wird. Die gleiche
Hohe hat der Stern abermals um 172 2™ und man liest da den Winkel
p =160°44" ab. Wie liegt die Nordsiidrichtung auf dem Teilkreis?
(Meridianbestimmung nach der Methode der korrespondieren-
den Hohen.)

14. a) Welches ist der hochste und der tiefste Mittagsstand der Sonne in Rom
(p =41°54"), wenn die Neigung des Aquators gegen die Ekliptik 23027
betriigt? b) Welchen tiefsten Stand unter dem Horizont kann die Sonne
in Berlin (¢ =52°30’) erreichen?

15. a) Wie hoch steht die Sonne mittags an deinem Schulort an einem Winter-
tag, fir den die Deklination der Sonne § = —19°25" betrigt? b) Wo
steht die Sonne am 21. Juni 12® mittags hoher, in New York (p =40944")
oder am Aquator?

16. Zu Frithlingsanfang dndert sich die Deklination der Sonne in 1 Stunde
um 1’. XKurz nach ihrem Meridiandurchgang erreicht die Sonne
infolgedessen noch einmal dieselbe Hohe, die sie im Meridian hatte.
Wann ist das? (Berechne die Anderung der Meridianhohe wihrend
1 Minute!)
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‘17. Unter wahrer Ortszeit (=wahrer Sonnenzeit) versteht man den

18.

19.

20.

21.

22.

Stundenwinkel der wirklichen Sonne. Da die wirkliche Sonne in gleichen
Zeiten nicht gleiche Stundenwinkel beschreibt (vgl. Aufg. 1d), filhrt man
eine gedachte Sonne ein, die mittlere Sonne, die diese Eigenschaft auf-
weist und jene Ungleichheiten ausgleicht. a) Warum konnen unsere
Taschenuhren nicht wahre Ortszeit angeben? b) Welche Uhren zeigen
wahre Ortszeit an? ¢) Durch welche Beobachtung erhélt man die wahre
Ortszeit? d) Wo liegen alle Orte auf der Erde, die im selben Augenblick
auch die gleiche wahre (mittlere?) Ortszeit haben?

Unter der Zeitgleiohung (Zgl.) versteht man den Unterschied der
wahren Ortszeit von der mittleren Zeit. a) Stelle den Verlauf der
Zeitgleichung graphisch dar, indem du die Werte von 10 zu 10 Tagen
aus einem Kalender entnimmst! b) Erklédre: Wahre Ortszeit = Mittlere
Ortszeit — Zgl.!

Unter der mitteleuropéischen Zeit (MEZ) versteht man die mittlere
Ortszeit des 15. Meridians. Wie unterscheidet sich a) die Greenwicher Zeit
von der MEZ, b) die mittlere Zeit des 14. Meridians stlicher Lange von
der MEZ? ¢) Wie berechnet man aus der wahren Ortszeit die MEZ und
wie d) die Greenwicher Zeit? e) Welche GroBen miissen bekannt sein,
um zu einer gegebenen MEZ den Stundenwinkel der wahren Sonne fiir
Berlin zu berechnen?

Wie hoch steht die Sonne an deinem Wohnort (¢ = ) mittags
(wahre Ortszeit) 8) am 22. Mirz (6 =0°), b) am 22. Juni (6 = 23°27"),
¢) am 12, November (§ = —17° 28')?

Wie hoch steht die Sonne mittags am 15. Februar (6 = —12°58') in
a) Berlin (p =52°30" N), b) Singapore (p =1°16" N), ¢) Sidney
(p =33°52' S), d) am Nordkap (p =71°10' N)?

a) Man habe auf See mit einem Spiegelsextanten die scheinbare Hohe des
unteren Sonnenrandes gemessen. Welche Berichtigungen miissen ange-
bracht werden, um daraus die wahre Hohe des Sonnenmittelpunktes
zu finden? b) Beantworte ohne trigonometrische Rechnung: Uber
welchem Ort der Erde steht die Sonne zu Frithlingsanfang im Zenit,
wenn sie in Berlin gerade untergeht? ¢) Wie weit ist dieser Ort von
Berlin entfernt?

23.In a) Dresden (A=13°44’0), b) Rostock (1 =12"9" 0), ¢) Karlsruhe

(A =8° 24’ 0) ergibt eine Zeitbestimmung fiir die wahre Ortszeit 9b17 ™
42°, Setze dies in mitteleuropiische Zeit um (Zgl. am Beobaohtungstage
ist —3™ 178).

24, a) Welche Zeit miiBte in Hamburg (1 =10° O) eine Sonnenuhr anzeigen,

wenn es nach MEZ 16b ist und die Zeitgleichung —3™ betragt?
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25.

26.

21.

28.

b) Um 3 Greenwicher Zeit zeigt in Berlin (1=13° 24’ 0) eine Sonnenuhr
3h53m, Wie groB ist demnach die Zeitgleichung?

Ersetzt man die mittlere Sonne (Aufg.17) durch einen Fixstern, so kommt
man zum Begriff der Sternzeit. Wegen der Eigenbewegung der Sonne
und natiirlich auch der mittleren Sonne hat der Sterntag eine um 4™
(genauer 3™ 56%) kiirzere Dauer als der mittlere Sonnentag. ) Driicke
die Lange einer Stunde in Sternzeit aus durch Minuten in Sonnenzeit
= biirgerlicher Zeit. b) Rechne 4® 25™ 13® Sternzeit um in Sonnenzeit!
¢) Welche Sternzeit wird dargestellt durch 18P 53™ 36* Sonnenzeit?
d) Wie kénnte man es moglich machen, daf unsere Taschenubren nach
Sternzeit gehen? e) Geht eine Uhr nach Sternzeit einer gewthnlichen vor
oder nach? (Grund.)

Unter Sternzeit versteht man den Stundenwinkel des Frithlingspunktes
(Schnitt des Aquators mit der Ekliptik). a) Zu welchem Zeitpunkt im
Jahr stimmt die Sternzeit mit der biirgerlichen Zeit iiberein? b) Erklire
folgende Regel zur angeniherten Bestimmung der Sternzeit: Am 20. eines
jeden Monats ist 18" die Sternzeit gleich der doppelten Monatszahl (also
beispielsweise am 20. Nov. ist sie 2-112=22}).

In den Nautischen Jahrbiichern hat man fiir jeden Tag des Jahres den
Unterschied zwisohen Sternzeit und biirgerlicher Zeit fiir 12" mittags nach
Greenwicher Zeit berechnet und findet diese Angabe unter der Rubrik:
Rektaszension der mittleren Sonne im mittleren Greenwicher Mittag. Dabei
versteht man unter Rektaszension (=gerade Aufsteigung) eines Sternes
(hier des Mittelpunktes der mittleren Sonne) den auf dem Aquator ge-
messenen Abstand des I'rithlingspunktes von dem durch den Stern gelegten
Stundenkreis, der im umgekehrten Sinn wie der Stundenwinkel (also in
der Richtung von Westen iiber Siiden nach Osten) gezihlt wird. a) Inwie-
fern ist ein Stern am Himmel durch Deklination () und Rektaszension (a)
ebenso fest bestimmt wie ein Ort auf der Erde durch Breite und Linge?
b) Weshalb darf man sagen, die Rektaszension eines Sternes gibt die Stern-
zeit an, um welche er spiter kulminiert als der Irithlingspunkt? ¢) Zeige,
daB der Unterschied zwischen mittlerer Sunnenzeit und Sternzeit zu jedem
Zeitpunkt gleich der Rektaszension der mittleren Sonne ist. d) Erklire,
daB die Rektaszension der mittleren Sonne im mittleren Greenwicher
Mittag die Zeit angibt, die eine Sternnhr in Greenwich angeben miifite
in dem Augenblick, in dem eine nach Greenwicher biirgerlicher Zeit
gehende Uhr gerade 12 zeigt.

Wie kann man a) aus der MEZ die Sternzeit berechnen und wie umgekehrt
b) aus der Sternzeit die MEZ? ¢) Weshalb ist der Unterschied, den die
Sternulr an einem Ort des 15. Meridians anzeigt, gegeuiiber der gewdhn-
lichen Uhr noch um 10°® kleiner, als es im Nautischen Jahrbuch fu.r den
Greenwicher mittleren Mittag angegeben ist?
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29. a) Beschreibe am Himmel den Winkel, durch den die wahre Ortszeit ange-

geben wird. — Um sich am Himmel eine Vorstellung von der Sternzeit
machen zu kénnen, muB man bedenken, daB der Friih-
lingspunkt auf dem Himmelsmeridian liegt, der vom Pol
awischen y und d des GroBen Baren (dritter und vierter
Stern) etwas niher an d verlduft, und zwar in der ent-
gegengesetzten Richtung; Sternzeit O ist es, wenn der
Frithlingspunkt kulminiert. Vergleiche die nebenste-
hende Figur 28. b) Wie groB ist die augenblickliche
Sternzeit, wenn diese Linie am Himmel — wir rech-
nen sie angenihert vom Polarstern aus — genau nach
oben (nach Siiden) verliuft? ¢) Wie muB diese Linie
(wir konnen sie den Zeiger der Himmelsuhr = Stern- *,
zeituhr nennen) verlaufen, wenn es nach Sternzeit
6h, 12h 18b jgt? Fig. 28.

~e

30. a) Ube dich abends am Sternhimmel im Ablesen der Sternzeit an dieser

Himmelsuhr. b) Inwiefern kann man nun auch umgekehrt jederzeit bei
bekannter Sternzeit die Stellung des GrofSen Biren bestimmen?

81. a) Durch ahnliche Betrachtungen wie in Aufg. 29 kann man auch die

32.

33.

Breitenbestimmung eines Ortes etwas genauer als in Aufg. 6 ausfiihren,
Merke, da8 der Pol etwa 70’ vom Polarstern absteht, und zwar vom Polar-
stern aus in Richtung nach dem 6. Stern { (Mizar) des Grofien Biiren,
8. Fig. 28. b) Welche Korrektion ist also an der gemessenen Polarsternhshe
anzubringen, wenn jene Linie genan nach unten zeigt? ¢) Wie muf diese
Linie verlaufen, wenn die Hohe des Polarsterns genau die geographische
Breite angeben soll? d) Ube dich im Schétzen der Korrektion fiir beliebige
Lagen! (Im Nautischen Jahrbuch sind diese Korrektionen berechnet!)

Gib noch einmal zur Wiederholung die Definition der in der Vorbemerkung
erwiahnten GroBen 1, z, a, 6, a, 7, 3, MEZ an.

Erliutere durch Zeichnungen die GroBen a) k, zund a, b) dund 7, ¢) J, a
und ?. d) Welche Gleichung besteht zwischen 7, 9, a? (Zeichnung!)

Das Aufgangsdreieck, Morgen- und Abendweite

34.

Wenn ein Gestirn @ auf- oder untergeht, ist seine Lage durch den Schnitt-
punkt seiner Bahn mit dem Horizont gegeben. P scider Pol, & der Nord-
punkt. a) Zeige, daB das Aufgangsdreieck GN P rechtwinklig ist.
b) Deute die Stiicke des Aufgangsdreiecks. ¢) Kann das Aufgangsdreieck
zwei rechte Winkel haben?

. Gib an, welche Grofen sich mit Hilfe des Aufgangsdreiecks bestimmen

lassen, wenn als Gestirn die Sonne gewihlt wird und a) die Breite des
Beobachtungsortes und die Deklination der Sonne, b) die Breite des Be-
obachtungsortes und entweder Zeit oder Ort des Untergangs bekannt ist.
¢) Wie laBt sich das Aufgangsdreieck zur Bestimmung der Breite ausnutzen?
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36. Berechnel), wo (Azimut ?) und wann (wahre Ortszeit?) am lingsten Tag die
Sonne (J =23°27’) auf- und untergeht in a) Berlin (¢ =52°30" N),
b) Dresden (9 =561°3'N), ¢) Hammerfest (¢ = 70°39'N), d) Wien
(p =48°14' N), ¢) Kairo (p =30°7" N), 1) Buenos Aires (p = 34°34'S),
g) St. Helena (¢ =50°50" S), h) in deinem Schulort (¢ = 1%)?

37. a)— h) Lose die entsprechenden Aufgaben fiir den kiirzesten Tag (§ = — 23°
27'). ‘
38.a)—h) Lose die entsprechenden Aufgaben fiir § =15°.

39. a)—¢) Lose dieselben Aufg. 36 bis 38 nochmals fiir deinen Schulort unter
Beriicksichtigung der Strahlenbrechung und des Sonnendurchmessers
(s. die Vorbemerkung!).

40. a)—h) Wie lange dauert der kiirzeste und wie lange der lingste Tag an
den in Aufg. 36 genannten Orten?

41. a)—d) Berechne fiir deinen Wohnort zu Friihlings-, Sommer-, Herbst-
und Winterbeginn die Morgenweite (d. h. den Abstand der aufgehenden
Sonne vom Ostpunkt des Horizonts) und Abendweite der Sonne (d.h.
den Abstand der untergehenden Sonne vom Westpunkt des Horizonts)

42, Unter welchem Winkel schneidet die Sonnenbahn den Horizont a) am
1 Marz (0 = —8°) in Berlin, b) am langsten Tag in Wien, ¢) am kiirzesten
Tag in deinem Wohnort? (Benutze die in Aufg. 36 angegebenen Breiten.)

43. a) Wann und wo geht der Sirius (0 = —16°36) in Hamburg (9 =5334'N)
auf und unter, wenn er 22% 29™ kulminiert? — Berechne das Ent-
sprechende fiir b) Spika (0 = —10°42’) und Kapstadt (¢ = 33°54’ S);
Kulmination 20 53™; ¢). fiir Rigel (§ = —8°18’), Berlin (¢ = 52° 30’ N),
Kulmination 19h13™.

44. Auf welchem Breitenkreis liegt der Ort, fiir den a) die Wega (0 = 38°43’)
untergeht in NW, b) Regulus (6 = 12°22') aufgeht in ONO? ¢) und d) unter
welchen Breiten werden die eben genannten Sterne Zirkumpolarsterne?

45. a) Welche Breite miissen Orte der nordlichen Halbkugel haben, an denen
man einen Stern (y Crucis: 0 = —56°38’) des Siidlichen Kreuzes gerade
noeh am Horizont sieht? (Vgl. Aufg. 12a.) b) Berechne entsprechend den
Breitenkreis der siidlichen Halbkugel, auf dem man den Polarstern (0 =
-4-88052') gerade noch am Horizont sehen kann.

46. In welcher Hohe kulminiert die Sonne, wenn sie fiir a) Berlin (¢ = 520
30’ N) in WNW, b) Kopenhagen (¢ =55°4'N) in WSW, ¢) Kap Horn
(p =56°2"S) in N 65° zu W untergeht? d) bis f) Berechne die dazu-
gehorigen Tageslingen.
1) Wenn nichts anderes bemerkt ist, soll in diesen Aufgaben von der Strahlen-
brechung-abgesehen werden; fiir die Sonne soll ebenso der Sonnenmittelpunkt ge-

nommen werden.
2) Ist vom Schiiler suszufiillen.
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47. Unter welcher Breite hat die Sonne a) bei der Deklination d = 2123’ die
Morgenweite 28°13’ nordl., b) bei 0 = —14°49’ die Morgenweite 18°8’
stdl. ?

48. Unter welcher nordlichen Breite betrigt die Dauer des lingsten Tages
(0 = +-23°27') 20 Stunden a) ohne, b) mit Beriicksichtigung der Strahlen-
brechung (s =34'). ¢) Unter welcher Breite betrigt der kiirzeste Tag
10 Stunden?

49. a) Bei welcher Deklination der Sonne kann man am Nordkap (¢ = 71°10'N)
die Mitternachtssonne sehen? (Vgl. Aufg. 10a). b) Wie lange dauert (un-
gefihr) die Polarnacht auf Spitzbergen (¢ =80°N)? Nimm an, daB sich
die Sonne in der Ekliptik mit konstanter Geschwindigkeit bewegt!) ¢) Auf
welchem Parallelkreis dauert fiir 0 = 4-23°27' die astronomische, d) die
biirgerliche Démmerung gerade die ganze Nacht durch? (S. die Vorbemkg.)

50. Am 6. November (8 der Sonne = —15°54') erscheint anuf dem Fuchsturm
bei Jena der Aussichtsturm des Schneekopfes bei Ilmenau im Rahmen der
untergehenden Sonne unter einem Azimut, das von WSW um 3° 16’ nach
S abweioht. Berechne danach die geographische Breite des Fuchsturmes.

61. An einem Tage im August soll, von Leipzig aus gesehen, der Brocken
vor der untergehenden Sonne erscheinen. Bestimme in deinem Atlas
diese Richtung, ferner die geographische Breite Leipzigs und berechne
fiir jenen Tag die Deklination § der Sonne.

52. a) Ein Beobachter auf dem Kénigsstuhl auf Riigen (¢ =54°35’ N, Hohe
iiber dem Meere 133 m) sieht die Sonne um 4P 10™aufgehen. Wieviel
spiiter geht sje fiir einen Beobachter am Meeresstrand auf? b) In Miinchen
(¢ = 48°8’ N) beobachtete man an einem Tage (Deklination der Sonne
0 =12°30’), daB eine im Zenit stehende Zirruswolke noch 25™ nach
Sonnenuntergang beleuchtet wurde. Wie hoch war die Wolke?

Das Poldreieck am ersten Vertikal

63. An einem Orte steht die Sonne 72 6™ wahrer Ortszeit genau im Osten,
und zwar in einer Hohe von 27°42’. a) Welches ist die Breite des Ortes,
b) welche Deklination hat da die Sonne, und ¢) in welcher Hohe steht
die Sonne im Siiden?

b4. a)—c) Beantworte dieselben Fragen (Aufg.53) fiir einen anderen Ort,
wenn die Zeitdifferenz zwischen Kulmination und Oststellung gerade
5 Stunden betrigt und die Sonne im Osten noch 23°11’ hoch steht.

56. Wann (wahre Ortszeit?) und in welcher Hohe steht die Sonne am lingsten
Tag (0 = -}-23°27") genau westlich in a) Berlin (¢ =52°30'N), b) New
York (p=40°46'N), ¢) Kairo (p =30°7'N)?
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66. In welcher Hohe steht die Sonne genau a) stlich in London (¢ = 52°N)
um ein Viertel nach 7 (w. Z.), b) westlich in Neapel (p = 40°50'N)
170 32 (w. Z.).

67. Zu welcher Zeit (w. Z.) und bei welcher Deklination passiert die Sonne den
ersten Vertikal in Helsinki (¢ =60°10"N) in einer Héhe von 27°16'?

58. Um die Breite seines Schulortes und fiir den Beobachtungstag die Sonnen-
deklination iiberschligig zu bestimmen, stellte ein Schiiler einen 17,3 cm
langen, angespitzten Bleistift senkrecht auf eine horizontale Ebene und
mal darauf morgens, als die Sonne genau im Osten stand, den Schatten des
Stiftes zu 40,5 cm. Den Zeitpunkt dieser Ostweststellung des Schattens
notierte er sich und wartete, bis der Schatten genau einen rechten Winkel
beschrieben hatte; dieser Zeitpunkt war 5 Std. 14 Min. spiiter gekommen.
a) Berechne die Breite des betreffenden Ortes und b) die Deklination der
Sonne am Beobachtungstag. e) Der Schiiler hatte auch noch den Schatten
des Stiftes in der Nordsiidstellung gemessen; wie lang war der Schatten?
d) Wie gestaltet sich die Berechnung von § und ¢, wenn die Linge des
nach W und N fallenden Schattens gemessen wird?

9. Zwischen der Siid- und Weststellung von Pollux (0 == +428°13’) liegen
4 Std. und 27 Min. a) Auf welchem Breitenkreis wurde beobachtet?
b) In welchen Hohen befand sich der Stern in beiden Stellungen iiber
dem Horizont? .

60. a) Berechne die Hohe eines Sternes mit der Deklination d =8°45’ bei
seinem Durchgang durch den ersten Vertikal in Berlin (p = 52°30'N).
b) Unter welcher Breite erscheint Kigel (§ = —8°18’) genau im Westen
14038’ iiber dem Horizont?

Das Poldreieck am Sechsuhrkreis

61. Welche Deklination hat die Sonne, wenn sie a) in Berlin (p = 52030’ N)
um 6 Uhr (w.Z.) in einer StraBe mit der Richtung W 61° S keinen
Schatten wirft, und b) wie hoch steht sie dann am Himmel?

62.In welcher Richtung sieht man die Sonne in Miinchen (p =48°8’ N),
wenn sie um 62 (w. Z.) 131° hoch steht?

63. a) In welcher Hohe und b) in welcher Richtung steht an deinem Schulort
die Sonne, wenn sie am lingsten (kiirzesten) Tag (0 = 1 23°27’) gerade
den Sechsuhrkreis schneidet?

64. Unter welcher Breite und in welcher Richtung steht Arkturus (8 = +19°
* 87’) im Sechsuhrkreis in einer Hohe von 13° 7'¢

Das rechtwinklige Dreieck zwischen Aquator und Ekliptik

65. Wie man einen Stern durch die dquatorialen Koordinaten « und & be-
stimmen kann, so kann man ihn auch durch die ekliptikalen Koordinaten
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2 und B, seine astronomische Linge und Breite, bestimmen. a) Definjere
noch einmal Rektaszension und Deklination! b) Beim ekliptikalen System
tritt an Stelle des Himmelspols der Pol der Ekliptik und an Stelle des
Kquators die Ekliptik. Definiere hiernach die Begriffe astronomische
Liénge und Breite eines Sternes.

66. a) Zwischen welochen Grenzen bewegt sich die Rektaszension und Dekli-
nation der Sonne in den verschiedenen Jahreszeiten? b) Beantworte
dieselbe Frage fiir die Linge und Breite der Sonne. ¢) und d) Wo liegen
die Sterne, fiir welche die Deklination und die Breite gleiches Vorzeichen
haben und fiir welche sie verschiedene Vorzeichen haben?

67. Es soll @ und d der Sonne berechnet werden, wenn sie die folgende astro-
nomische Lange hat: a) 49°12; b) 153°47', ¢) 289°35’. d)und e) Wieviel
Tage nach Frithlingsanfang findet das ungefihr statt?

68. Welohe astronomische Liénge hat die Sonne, wenn sie nach Sternzeit
kulminiert um a) 8% 19,3™, b) 13P 42,8™, ¢) 211 8,3™2 d) —f) Welches
gind die zu a) bis o) gehorigen Kulminationshéhen fiir Berlin?

69. Wann kulminiert nach mittlerer Zeit Arkturus (¢=14"12™) an dem
Tage, fiir den die Deklination d der Sonne und die Zeitgleichung (Zgl.) ge-
geben ist zu 8) 0 =15°42', Zgl.=14,7™, b) 0 =—9°21’, Zgl. =54™
¢) 6 =817, Zgl. = —12,3™?

70. Berechne fiir die Tage in der vorigen Aufgabe die mittleren Zeiten der Kul-
mination fiir a) bis ¢) Sirius (¢ =6%41,6™) und d) bis f) Aldebaran
(a=4b 31,2m),

71. Da man den Winkel zwisohen Aquator und Ekliptik & = 23° 27".kennt, da
ferner die Bogen d und B senkrecht auf dem Aquator bzw. der Ekliptik
stehen, so kann man aus den ekliptikalen Koordinaten 4 und B die dqua-
torialen @ und d berechnen und umgekehrt. — Erliutere an einer Zeich-
nung diese Uberga.nge a) fiir einen Stern oberhalb der Ekliptik und des
Aqua.tors, b) fiir einen Stern zwischen der Ekliptik und dem Aquator und
¢) fir einen Stern unterhalb beider.

72. Berechne 4 und g von folgenden Sternen: a) Polarstern (¢ =11 31®,
6 = 488°53), b) Rigel (e =5"10,7™, J = —8°15"), ¢) Wega
(@ =18"343m § — -{38045), d) Gemma (¢ = 15931,3™, & =
260 59').

73. Berechne umgekehrt @ und 6, wenn A und f gegeben sind, zu a) 1 = 215° 49’,
B=-+41°28" b) A=87014", f=—17025, ¢) A=342018', f=33054",
9 [2019]
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Das allgemeine Kugeldreiecck am Himmel (Stern-Pol-Zenit)

74.a) Gib die Bedeutung der einzelnen Stiicke des von einem Gestirn @, dem
Pol P und dem Zenit Z gebildeten spharischen Dreiecks am Himmel an
(s. Fig. 29). — Welches Stiick im Dreieck G PZ
wird gesucht, wenn b) nach der geographischen
Breite, ¢) nach der Beobachtungszeit, d) nach
der Deklination, e¢) nach der Hohe des Ge-
stirns gefragt wird? ) Das Gestirn werfe
auf der Horizontalebene von einem senk-
rechten Stab einen Schatten. Welches Stiick
im Dreieck ist durch die Schattenrichtung be-

stimmt?

75. Wo steht die Sonne a) am 25.Februar (§ = —9° Hon‘mu
25'), b) am 15.Juli (0 =--21°41') um 15b
wahrer Ortszeit an deinem Wohnort (p= )? Fig. 29.

76. Wo steht die Sonne a) am langsten, b) am kiirzesten Tage (unter dem Hori-
zont!) um 6 wahrer Ortszeit in Wilhelmshaven (¢ = 53° 32’ N)?

77, Fiir Leipzig (A = 12023’ O, ¢ = 51°20,5' N) ist der Stand der Sonne am
11. April (6 = 7°59’) 8h 25™ 30° mitteleuropiischer Zeit festzustellen.
Die Zeitgleichung ist + 1% 20°,

78. Der Turm des Ulmer Miinsters wirft am 10. August 10h 254™ mittel-
européischer Zeit einen Schatten von 139 m Linge. Wie hoch ist der
Turm? Linge von Ulm 1 = 10° O, Breite von Ulm ¢ = 48°24’, Dekli-
nation der Sonne -+15%6’, Zeitgleichung 4+ 5,4™.

79. Am 24, Mai 67 40m MEZ ist dio Leipziger StraBe in Berlin véllig schatten-
los. Welche Richtung hat sie? Linge von Berlin 4 = 13°24' O, Breite
von Berlin ¢ = 52°30" N, Deklination der Sonne -+ 20°39’, Zeitgleichung
—3,5m,

80. Am Vormittag eines Augusttages stand in Karlsruhe (1 =8°24' 0O,
@ = 49°.N) der Mittelpunkt der Sonne in OSO in einer Hohe von 37°26',
a) Wie groB war die Deklination an diesem Tage? b) Berechne die
wahre Ortszeit. ¢) Die Zeitgleichung betrug an jenem Tage +-4™ 58,
Gib die mitteleuropéische Zeit an.

81. Bei weloher Sonnendeklination und um wieviel Uhr wahrer Ortszeit wirft
in Rom (p =41°54'N) ein Obelisk von 32m Hohe einen 48 m langen
Schatten nach ONO?

82. Wann (in wahrer Ortszeit) erreichte der Sonnenmittelpunkt am 21. Juni
(6 = -23°27') die Hohe von 10° a) in Hammerfest (¢ =70° 39’ N), b) in
Gotha (¢ = 50° 56’ N), ¢) auf Norderney (¢ = 53°43’ N), d) am Aquator,
e) in Tokio (¢ =35°39'N), f) in Sidney (p = 33°52’ §)%
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83. An einem Ort wird am Vormittag des 8. September (8 = 6° 2’) der Mittel-
punkt der Sonne 47° 20" hoch in SO beobachtet. Gib die wahre Ortszeit
der Beobachtung an.

84.Um 15b 12™ 10 wahrer Ortszeit wird in Wien (¢ = 48°14’ N) die
Sonnenhéhe h=36°28' gemessen; wie groB ist ihre Deklination?

85. Gib allgemein an, wie man bei bekannter Breite eines Ortes a) aus der
Hohe und dem Azimut eines Sternes dessen Deklination und Stunden-
winlel berechnet und b) umgekehrt, wie man aus der Deklination und dem
Stundenwinkel eines Sternes die Hohe des Sternes und sein Azimut findet.

86. a) In Berlin (¢ = 52° 30’ N) beobachtet man Hohe und Azimut der Sonne:
h=232°14' und a=46°28". Wie groB sind Stundenwinkel und Dekli-
nation? b) Man miBt ebenfalls in Berlin Héhe und Azimut eines Sternes:
h=42°17" und a=>51°11". Wie groB ist die Deklination des Sternes,
und wieviel Zeit ist seit seiner Kulmination verflossen?

87. Jemand will am 20. April (e der wahren Sonne = 1P 50™) in Berlin
um 16" den Sirius (0 = —16°35’, @ =6 41™ 30%) beobachten. Wie
muB er das Fernrohr einstellen, wenn die Zeitgleichung — 54° und die
Linge von Berlin 13°24" O betrigt?

88. a) Wo stand die Sonne am 3. Juli 15" 2,7™ in Berlin (1 = 13°24’ O,
@ =52°30" N), wenn & = +23°2’ und die Zeitgleichung -+3,8™ betrigt?
Erklare zuvor die Gleichung
Wahre Ortszeit = Mittl. Greenw. Zt.+ Lingenunterschiedskorrekt.—Zgl.

b) In welcher Hohe wurde am selben Tage 227 44,1™ Denebola
(e =111 44,7, 0 =15°2,8') am westlichen Himmel gesehen, wenn fiir
diese Zeit die Rektaszension der mittleren Sonne in Greenwich 6" 43,3™
betrigt? Erkldre zuvor die Gleichung

v =mittl. Greenw. Zt. + a der mittl. Sonne in Greenwich 4 Lingen-
unterschiedskorrektion — & von Denebola.

Astronomische Orts- und Zeithestimmungen

Vorbemerkung. Unter astronomischen Ortsbestimmungen versteht man
solche Verfahren, die gestatten, aus dem Stand der Gestirne die geogra-
phischen Koordinaten des Beobachtungsortes zu ermitteln. 1st der Beob-

" achtungsort bekannt, so liefert die rechnerische Auswertung der Beob-
achtung den Stundenwinkel 7 (Fig.29) und damit die Ortssternzeit, welche
ihrerseits die mitteleuropiische Zeit festzustellen gestattet.

89. Erklare zur Wiederholung folgende Formeln, in denen 2 die geographische
Liinge eines Ortes ostlich Greenwich ist:
9.
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a) Mittlere Ortszeit = Mittl. Greenwich. Zeit +1-4™,

b ., ., =MEZ + (A—15) - 4™,

c) ' " = Wahre Ortszeit 4 Zeitgleichung,

d) Wahre Ortszeit = Mittlere Ortszeit — Zeitgleichung,,

e) MEZ = Mittlere Ortszeit 4 (15— 1) - 4@,

) MEZ d. Sonnenkulm. = 122 + Zeitgl. 4 (15— ) - 4=,

g) Sternzeit = Stundenwinkel 4 Rektaszension,

b) ' = Mittl. Zeit + Rektasz. der mittl. Sonne,
i) Ortssternzeit = Greenw. Sternzeit 4 -:4%,

= Sternzeit am 15. Meridian 4 (A— 15) - 4™.

90. Von einem Gestirn miBt man bei bekannter Nordsiidlinie das Azimut a und
die Héhe k. a) Leite mit Hilfe des Kosinussatzes fiir das sphérische Dreieck
Gestirn-Pol-Zenit (s. Fig. 29) folgende Formel ab:

sin 0 =sin @ sin A— cos @ cos A cos a.
b) Zeige, daB man diese Gleichung unter Benutzung des Hilfswinkels 1,
wo tg 1P = otg h - cos a, folgenderweise nach der Breite ¢ auflésen kann:

. sin 8 cos P

sin (¢ — ) = e

91. a) Zeige, daB der Sinussatz fiir das sphirische Dreieck Gestirn-Pol-Zenit
zu folgender Formel fiir den Stundenwinkel 7 fithrt:

sing - cos h
cos 0

b) Wie findet man aus dem Stundenwinkel z (Fig. 29) die Ortssternzeit am

Beobachtungsort und wie daraus die mittlere Ortszeit? ¢) Wie findet man

sohlieBlich aus der mittleren Ortszeit die geographische Linge des Beob-

achtungsortes? d) Weshalb kommt also Lingenbestimmung und Zeit-
bestimmung auf dasselbe hinaus?

92. Fiihre die Breiten- und Lingenbereochnung der beiden letzten Aufgaben fiir
den Fall durch, daB das Gestirn die Sonne ist.

93.) Am 3. Juli 15" 2,7® MEZ wurde das Azimut der Sonne gemessen
zu a=64°51" und die Hohe der Sonne zu h=46°4’. An welchem
Ort geschah das, wenn die Zeitgleichung --3,8™ und 4 der Sonne 23°2’
betrug? Rechne in folgender Reihenfolge: 1., 2.t =wahre Ortszeit,
3. Umrechnung von 7 in Stunden und Minuten, 4. mittlere Ortszeit; 6. der
Vergleioh dieser Zeit mit der mittleren Greenwicher Zeit im Augenblick
der Beobachtung liefert den Lingenunterschied gegen den Greenwicher
Meridian.

94. Berechne die Liinge und Breite des Beobachtungsortes, wenn a) MEZ
=102 19™, ¢ = 39° 2’ &stl., h = 42024, 8 = 9940’, Zeitgleichung
=-1m7% b) MEZ=1722™ g=80° ostl, h=21°5%, 8=1206,
Zeitgleichung = +-3™ 3¢,

sin v =

1) Von gréBtem Nutzen wird es sein, wenn die Schiiler an ihrem Schulort
selbst eine solche Bestimmung vornehmen.
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95.1) ) Gib den Gang der Rechnung an fiir die Aufgabe: An einem Ort von
bekannter Lange und Breite wird die Sonne nach Héhe und Azimut ge-
messen; wie kann man daraus die zur Verfiigung stehende Uhr kontrol-
lieren? b) Wie kann man in a) die Uhrkorrektion finden, ohne das Azimut
der Sonne zu benutzen?

96.!) An welchem Orte beobachtete man 21 MEZ den hellsten Stern im
Skorpion (Antares 6 =-—26°14' und «=16" 24,1™) unter der Hohe
von 7°40’ im Azimut von 34° 16’ am westlichen Himmel, wenn im Augen-
blick der Beobaochtung die Rektaszension der Sonne 82 51,4™ war?

Finftes Kapitel
Synthetische Geometrie der Kegelschnitte
§ 19. Planimetrische Hilfssiitze iiber Dreieck, Viereck, Kreis

Pol und Polare. Kreispotenzen

1. (Satz von Menelaus.) Die Seiten eines Dreiecks 4 BC werden von einer
Geraden in den Punkten P, Q und R geschnitten, und zwar liegt P auf BC
oder ihrer Verlingerung, @ auf AC oder ihrer Verlingerung und R auf 4 B
oder ihrer Verlingerung. Auf diese Gerade werden die Lote A4,

A4, CC, BB, © s .

B B,, CC, gefallt. Driicke cc,’ B_Bl' E durch die Seitenabschnitte des
Dreiecks aus und zeige durch Multiplikation, daB

RA-PB-QC=RB-PC-Q4
ist. — Fithre den Beweis fiir den Fall, daB a) alle drei Seiten des Dreiecks
#uBerlich geteilt werden, b) zwei Seiten innerlich, die dritte &uBerlich geteilt
wird. ¢) Untersuche, ob noch andere Fille méglich sind. d) Fasse den Satz
in Worte.

2. Fithre den Beweis fiir den Satz von Menelaus noch einmal mit Hilfe des
ersten Strahlensatzes, doch mit nur einer Hilfslinie, nimlich einer Parallelen
zu einer Dreiecksseite durch die gegeniiberliegende Ecke.

3. Eine Transversale halbiert eine Dreiecksseite. Was ist iiber das Teilungs-
verhiltnis auf den beiden anderen zu sagen?

4. 2) Beweise die Umkehrung des Satzes von Menelaus. b) Welches Beweis-
mittel erhdlt man damit fiir den Nachweis, daB drei Punkte in einer Ge-
raden liegen?

1) Von gréftem Nutzen wird es sein, wenn die Schiiler an ihrem Schulort
selbst eine solche Bestimmung vornehmen.
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5. Der Satz von Desargues lautet: Wenn die Verbindungsgeraden ent-
sprechender Eoken zweier Dreiecke durch einen Punkt gehen,dann liegen die
Schnittpunkte entsprechender Seiten auf einer Geraden. Beweise den Satz.
Anleitung: Die Dreiecke mdgen 4,B,C; und 4, B,C, heien, S mdge der
Schnittpunkt von 4,4,, B, B; und C,C, sein. Wende den Satz von Menelaus
auf die Dreiecke SA4,B,, S4,C,;, S B,C, an.

6. (Satz von Ceva.) Durch einen Punkt O im Innern des Dreiecks 4 BC
werden die drei Ecktransversalen 4 P, BQ und C R gezogen, wo P, Q und
R die Schnittpunkte mit den Gegenseiten sind. a) Wende auf irgend zwei
durch eine Ecktransversale gebildete Teildreiecke den Satz von Menelaus
an. b) Leite aus den so erhaltenen Gleichungen die Beziehung

AR-BP-CQ=AQ-BR-CP ab.
¢) Fasse den Satz in Worte. d) Beweise den Satz von Ceva ohne Riickgang
auf den Satz von Menelaus an Hand der Fig.30: Zeige, daB A A0B
: N\ AOC = BD: DC ist, stelle die heiden andern

entsprechenden Beziehungen auf und leite daraus
die Gleichung des Satzes von Ceva her.

7. Untersuche die Giiltigkeit des Satzes von Ceva in # .
dem Fall, daB der Schnittpunkt der drei Ecktrans- E
versalen a) auBerhalb des Dreiecks liegt, b) unend-
lich fern ist.

A

8. Beweise, daB durch einen Punkt gehen a) die Seiten- Fig. 30.

halbierenden eines Dreiecks, b) die Halbierenden

der drei Innenwinkel, ¢) die Halbierenden eines Innenwinkels und der
beiden ihm nicht anliegenden AuBenwinkel, d) die Hohen (es sind erst
die Hohenschnitte zu berechnen!), e) die Ecktransversalen nach den Be-
rilhrungspunkten des Inkreises, f) die Ecktransversalen nach den Beriih-
rungspunkten eines Ankreises, g) die Ecktransversalen nach den Beriih-
rungspunkten der drei Ankreise mit den (nicht verlangerten) Dreiecksseiten.

9. (Satzvon Pasoal.) Aufeinem Kreise werden der Reihe nach sechs Punkte
A, B, C, D, Eund F angenommen. Wenn dann je zwei aufeinanderfolgende
Punkte durch Strecken verbunden werden, entsteht ein Sehnensechseck.
a) Bringe die drei Paare von Gegenseiten zum Schnitt in den Punkten P,
Q und R. b) Wende auf eines der von drei nicht aneinanderstoBenden
Seiten des Sehnensechsecks gebildeten Dreiecke dreimal den Satz von
Menelaus an, indem du jede der drei anderen Sehnensechsecksseiten als
Transversale benutzt. ¢) Durch Multiplikation der eben gefundenen Glei-
chungen und unter Beachtung des zweiten Strahlensatzes beweise dann
mittels der Umkehrung des Satzes von Menelaus, da8 P, Q und R in einer
Geraden liegen.

10. Wie gestaltet sich der Beweis des Satzes von Pascal, a) wenn ein Paar
Gegenseiten parallel sind, b) wenn zwei Paar Gegenseiten parallel sind
(was gilt dann fir das dritte Paar Gegenseiten?), ¢) wenn ein Paar nicht
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gegeniiberliegender (natiirlich aber auch nicht aneinanderstoBender) Seiten
parallel ist? — Untersuche die Giiltigkeit des Pascalschen Satzes, wenn das
Sehnensechseok d) iiberschlagen ist, ¢) wenn es in zwei dem Kreise einge-
sohriebene Dreiecke ausartet. — Welohe Sitze lassen sich aus dem Pascal-
schen Satz gewinnen, wenn man in verschiedener Weise aus dem Seohseck
f) ein Fiinfeck, g) ein Viereok, h) ein Dreieck werden 1a8t%

Vollstiindiges Vierseit und Viereck

11, Vier Geraden (Seiten) bilden im allgemeinen ein vollstindiges Vierseit.
a) Wieviel Schnittpunkte (Ecken) hat das Vierseit? b) Wélohe einschrin-
kende Bedingung ist iiber die Lage der vier Geraden auszusprechen?
¢) Zwei Ecken, die nicht auf der gleichen Seite des Vierseits liegen, heiBen
Gegenecken, Nenne die Eoken und jeweils ihre Gegenecken. d) Zwei
Gegenecken bestimmen eine Diagonale. Wieviel Diagonalen hat das
Vierseit? e) In wieviel Punkten schneiden sich die Diagonalen?

12. Vier Punkte (Ecken) mit ihren Verbindungsgeraden bildep im allgemeinen
ein vollstandiges Viereok. a) Wieviel Verbindungsgeraden (Seiten) hat
das Viereck? b) Welohe einschrinkende Bedingung ist fiber die Lage der
vier Punkte auszusprechent ¢) Seiten, die keine Ecken gemeinsam haben,
heiBen Gegenseiten. Nenne die Seiten und jeweils ihre Gegenseiten.
d) Zwei Gegenseiten bestimmen einen Diagonalpunkt. Wieviel Diago-
nalpunkte hat das Viereck? e) Wieviel Geraden werden durch die Diagonal-
punkte bestimmt?

13. Auf jeder Diagonale eines vollstandigen Vierseits bilden die beiden Gegen-
eoken und die beiden Schnittpunkte mit den beiden anderen Diagonalen
eine harmonische Punktreihe. Beweise das mit Hilfe der Sitze von Mene-
laus und Ceva.

14. In einem vollstindigen Viereok bilden die beiden duroh einen Diagonal-
punkt gehenden Gegenseiten und die beiden durch die anderen Diagonal-
punkte gehenden Strahlen ein harmonisches Strahlenbiischel. Beweise
den Satz.

Konstruktionen mit dem Lineal allein

Die folgenden Konstruktionen 16 bis 21 sind ohne Benutzung des Zirkels
auszufithren (benutze bei 15 bis 20 die Figur des vollstindigen Vierseits, bei 21
den Pascalschen Satz):

16. Auf einer Geraden sind drei Punkte P, Q, R gegeben ; konstruiere den a) P,
b) @, ¢) R zugeordneten vierten harmonischen Punkt.

16. Zu einem von drei Strahlen eines Biischels ist der zugeordnete harmonische
zu konstruieren.

17, a) Punkte auf der Verlingerung der Strecke PQ sind zu konstruieren, ohne
daB die Strecke verlingert wird. b) Wie kann man auf diese Weise eine
Gerade iiber ein unzugingliches Gebiet hinaus verlingern?
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18. Zwei Geraden sind gegeben, deren Schnittpunkt unzugénglich ist; eine
dritte Gerade ist zu finden,die durch den unzuginglichen Sohnittpunkt geht.

19. Gegeben ist eine Streoke und ihre Mitte. Durch einen beliebigen Punkt ist
zu ihr die Parallele zu ziehen.

20. Gegeben ist eine Strecle und eine beliebige Parallele zu ihr. Die Strecke ist
a) zu halbieren, b) zu verdoppeln.

21. An einen Kreis ist ohne Benutzung des Kreismittelpunktes in einem
Punkt P des Umfanges die Tangente zu konstruieren.

Ahnlichkeitspunkte

22. Gegeben sind zwei Kreise mit den Radien r, und r,, die sich nicht
schneiden. Sie sind stets in Ahnlichkeitslage. 8) Beweise, daB die
Verbmdungsgera,den der Endpunkte gleichgerichteter und entgegengesetz-
ter Radien durch je einen Punkt, den &uBeren und den inneren Ahn-
lichkeitspunkt, gehen. b) Beweise, dal der Abstand der Mittelpunkte
durch die Ahnlmhkeitspunkte harmonisch geteilt wird, und gib das Teilungs-
verhiltnis an, ¢) Zeige, daB auch die gememschaftlxchen Tangenten der
Kreise durch die Ahnlichkeitspunkte der Kreise gehen.

23. Konstruiere auf Grund der Uberlegungen in Aufg. 22 zu zwei Kreisen, die
sich nicht schneiden, a) den #&uBeren, b) den inneren Ahnlichkeitspunkt,
¢) die gemeinschaftlichen Tangenten.

24, Fithre die Uberlegungen der Aufg. 22 durch fiir Kreise, a) die sich schneiden,
b) von denen einer ganz im Innern des andern liegt, ¢) die sich von aufen,
d) die sich von innen beriihren.

25, Wie wandern #uBerer und innerer Ahnlichkeitspunkt zweier Kreise, wenn
diese sich zuniichst nicht schneiden und nun a) der Radius des groBeren
Kreises unverindert bleibt, der des kleineren aber stetig wichst, b) der
Mittelpunkt des groBeren auf der gemeinschaftlichen Zentrale wandert?

26. Durch a) den &uBeren, b) den inneren Ahnlichkeitspunkt zweier Kreise ist
eine Sekante (Ahnllohkeltsstrahl) gelegt. Zeige, daBl die Sekante von
den Kreisen in zwei Paaren von Punkten geschnitten wird, deren Abstinde
vom Ahnlichkeitspunkt im Verhiltnis der Radien stehen. ¢) Untersuche
die Bezichung fir den Fall, daBl die Sekante zur gemeinschaftlichen
Tangente der Kreise wird.

27. (Satz von Monge.) Gegebensind drei Kreise. Zeige, daB die drei &uBeren
Ahnlichkeitspunkte, welche von je zweien der Kreise bestimmt werden, auf
einer Geraden (Ahnlichkeitsachse) liegen.

Anleitung: Wende auf das von den Mittelpunkten der Kreise gebildete Drei-
eck den Satz von Menelaus an. Bestimme vorher die harmonischen Teilverhélt-
nisse auf jeder Dreiecksseite.

28, Zeige, daB auch je zwei innere Ahnhchkextspunkte dreier Kreise mit einem
duBeren Ahnliohkeitspunkt in einer Geraden (Ahnlichkeitsachse)liegen.
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29, Zwei Kreise werden von einem dritten beriihrt. a) Beweise, da8l die durch
die beiden Berithrungspunkte gehende Gerade durch einen Ahnlichkeits-
punkt der beiden Kreise geht. b) Untersuche, wie die Berithrung ist, wenn
die Gerade durch den duBleren Ahnliohkeitspunkt geht, wie sie ist, wenn
die Gerade durch den inneren Ahnlichkeitspunkt geht.

Anleitung: Beachte,daB die Beriihrungspunkte zweicr Kreise auch Ahnlich-
keitspunkte sind.

30. Die beiden Kreise mit den Mittelpunkten M, und 3, haben den &uBeren

Ahnlichkeitspunkt 4 (Fig. 31). Die Zentrale schneidet den einen Kreis in
B; und C;, den an-

dem in B, und Cp D/ N\Ei Dy —~F: .
Eine beliebige Se-

kante von 4 aus B C2

schneidet die Kreise p

in den entsprechenden

Punkten D; und E,

sowie in D, wund :

E,. Beweise, daf8 Fig. 31.

a) B,D,E,C,, b) C,B,D,E,; ein Sehnenviereck ist. ¢) Wende auf die
Sehnenvierecke den Sekantensatz an und leite damit zwei Gleichungen
zwischen den Abschnitten auf der Zentrale und auf der Sekante ab.

Pol und Polare

31. Zwei Punkte, die einen Durchmesser eines Kreises harmonisch teilen,
heiBen konjugierte Pole des Kreises. Untersuche, wie beim Wandern
eines Poles auf seinem Durchmesser sein konjugierter Pol wandert.

32. Errichte in dem einen von zwei konjugierten Polen auf der Zentrale die
Senkrechte (Polare). Wo liegt die Polare a) zu einem Punkte im Kreis-
inneren, b) zu einem Punkte des Kreisumfangs? Wo liegt der Pol ¢) einer
Sekante, d) einer Tangente?

33. Gegeben ist ein"Kreis und ein Pol mit zugehdriger Polare. Durch den Pol
ist eine Sekante gelegt; beweise unter Heranziehung der durch den Pol
gehenden Zentrale und mit Hilfe des Satzes vom vollstindigen Vierseit, dafl
die Sehne, die der Kreis aus der Sekante herausschueidet, durch Pol und
Polare harmonisch geteilt wird.

34. Konstruiere auf Grund der Uberlegungen von Aufg. 33 a) zu einem Pol
die Polare in bezug auf einen Kreis ohne Benutzung des Durchmessers,
b) die Polare eines Punktes in bezug auf einen Punkt,

35. Konstruiere von einem Punkt an einen Kreis die Tangenten nur mit dem
Lineal.

36. Gegeben ist ein Kreis und ein Punkt a) innerhalb, b) auBerhalb des Kreises.
Bestimme den geometrischen Ort der Pole aller durch den Punkt gehenden
Geraden.
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37. Gegeben ist ein Kreis und eine Gerade, die den Kreis a) schneidet, b) nicht
schneidet, ¢) beriihrt. Was ist {jber die Polaren aller Punkte der Geraden
zu sagen?

38. Gegeben ist ein Kreis und eine Gerade. Konstruiere nur mit dem Lineal
den Pol der Geraden.

39. Gegeben ist a) eine harmonisohe Punktreihe, b) ein harmonisches Strahlen-
biischel. Was ist iiber die hierzu in bezug auf einen Kreis polaren Gebilde
zu sagen?

40. (Satz von Brianchon.) Ein Tangentensechseck ist gegeben. Zeichne das
dazu polare Sehnensechseck. Sprich die Tatsache aus, die sich durch Uber-
tragung der Aussagen des Pascalschen Satzes auf das zum Sehnensechseck
polare Tangentensechseck ergibt.

41. Was 1a8t pich aus dem Satz von Brianchon schlieBen, wenn aus dem Tan-
gentensechseck a) ein Tangentenfiinfeck, b) ein Tangentenviereck, ¢) ein
Dreieck wird?

Die Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis

42. Unter der Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis versteht man das
Produkt der beiden Abschnitte, in die der Punkt jede durch ihn gehende
Sekante teilt. Gib die Potenz als Funktion des Mittelpunktabstandes fiir
Punkte a) innerhalb, b) auBerhalb des Kreises an.

43. Gib die Potenz a) des Mittelpunktes, b) eines Punktes des Peripherie,
¢) eines unendlich fernen Punktes in bezug auf einen Kreis an.

44. Zwischen welchen Grenzen liegt die Potenz a) im Innern, b) im AuBen-
bereich eines Kreises?

45. Gegeben ist ein Kreis. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte
einer gegebenen Potenz in bezug auf den Kreis.

Die Potenzlinie zweier Kreise

46. Gegeben sind zwei Kreise mit den Mittelpunkten M, und M, und ein
Punkt P, der in bezug auf beide die gleiche Potenz hat. a) Wie gro8 ist
PM 32— PMJ2? b) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, fiir die
die Differenz der Quadrate der Abstéinde von zwei festen Punkten einen
konstanten Wert hat. — Wie kann man also den geometrischen Ort der
Punkte gleicher Potenz in bezug auf zwei Kreise, die Potenzlinie (Chor-
dale), finden, wenn man ¢) einen Punkt, d) zwei Punkte gleicher Potenz
kennt?

47. Konstruiere die Potenzlinie zweier Kreise, a) die sich schneiden, b) die sich
von auflen beriihren, ¢) die sich von innen beriihren, d) von denen der eine
auBerhalb des andern liegt, ) von denen der eine ganz innerhalb des andern

liegt t
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48. Wie bewegt sich die Potenzlinie zweier Kreise, die sich ausschlieBen, wenn
a) der Mittelpunkt des einen Kreises sich auf der Zentrale bis zum Mittel-
punkt des andern bewegt, b) der Radius des groBeren Kreises unverandert
bleibt, der des kleineren aber wichst?

49. Wie liegt die Potenzlinie a) zweier Kreise mit gleichem Radius, b) zweier
konzentrischer Kreige?

60. Ein kleinerer und ein gréBerer Kreis sind gegeben. a) Welochem der beiden
Mittelpunkte, b) welchem der beiden Umfiinge liegt die Potenzlinie naher?

51. Bestimme die Potenzlinie eines Kreises und eines Punktes a) auBerhalb,
b) innerhalb, o) auf der Peripherie.

52. Bestimme die Potenzlinie a) eines Kreises und einer Geraden, b) zweier
Punkte, ¢) zweier Geraden, die sich schneiden, d) zweier paralleler Geraden,
e) eines Punktes und einer Geraden.

Der Potenzpunkt dreier Kreise

53. Drei Kreise sind gegeben, die sich gegenseitig schneiden. Zeige, daB die drei
Berithrungssehnen durch einen Punkt (den Potenzpunkt) gehen, der in
bezug auf alle drei Kreise gleiche Potenz hat.

54. Beweise, daB die drei Potenzlinien dreier Kreise durch einen Punkt gehen.

56. Konstruiere den Potenzpunkt dreier Kreise, a) die sich gegenseitig aus-
schlieBen, b) von denen zweisich schneiden und auBerhalb des dritten liegen,
¢) von denen zwei sich schneiden und innerhalb des dritten liegen, d) von
denen der erste innerhalb des zweiten, der zweite innerhalb des dritten liegt,
e) die einen Beriihrungspunkt, f) die zwei Berithrungspunkte haben.

66. Konstruiere die Potenzlinie zweier sich ausschlieBender Kreise, indem du sie
mit einem beliebigen dritten Kreis zum Schnitt bringst, wobei der Schnitt
der Beriihrungssehnen den Potenzpunkt der drei, und damit einen Punkt
der Potenzlinie der zwei gegebenen Kreise liefert.

57, Loge die Aufg. 55 unter Benutzung des in Aufg. 56 entwickelten Verfahrens.

58. Gegeben sind zwei Kreise und ein Punkt. Konstruiere ihren Potenzpunkt.
Es liege der Punkt a) auBerhalb beider Kreise, die sich schneiden, b) auBer-
halb beider Kreise, die sich nicht schneiden, ¢) innerhalb eines der beiden
Kreise, die sich schneiden, d) innerhalb eines der beiden Kreise, die sich
nicht schneiden, e) innerhalb beider Kreise, die sich schneiden, f) innerhalb
beider Kreise, die sich nicht schneiden.

59. Gegeben sind zwei Punkte und ein Kreis. Konstruiere ihren Potenzpunkt.
Es liegen a) beide Punkte auBerhalb, b) innerhalb des Kreises; ¢) es liegt
ein Punkt innerhalb, der andere aufBlerhalb des Kreises.

60. Bestimme den Potenzpunkt dreier Punkte.
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61. Bestimme den Potenzpunkt zweier Geraden und a) eines Kreises, b) eines
Punktes.

62. Bestimme den Potenzpunkt dreier Geraden, die sich a) in drei Punkten,
b) in einem Punkte schneiden, ¢) von denen zwei parallel sind, withrend die
dritte die anderen schneidet.

Das Beriihrungsproblem von Apollonius

63. Das Berithrungsproblem von Apollonius lautet: Die Kreise sind
zu zeichnen, die drei gegebene Kreise beriihren. Stelle die verschiedenen
Aufgaben zusammen, die aus diesem Problem hervorgehen, wenn man die
Kreise auch in Punkte (Kreise mit Radius 0) und Geraden (Kreise mit
Radius ) ausarten laft.

64. Wiederhole die Losungen des Problems in folgenden Fillen, wobei die
P Punkte, die g Geraden, die k Kreise bedeuten: a) P,, P,, P3, b) g,
g5 9 ©) Py, Py, gy, 4) gy, 95, Py, €) Py, Py, by, 1) gy, g0 &y, 8) Py,
gy by, h) gy, Ky, k. Achte in allen Fillen besonders auf die Anzahl der
Losungen.

65. Lose das Berithrungsproblem im Falle Py, k,, k; und erdrtere die Anzahl
der Lésungen.

Anleitung: Bestimme den #uBeren Ahnlichkeitspunkt der Kreise und lege
durch ihn und den gegebenen Punkt eine Gerade. Aufihr ist dann ein zweiter
Punkt des gesuchten Kreises zu bestimmen unter Beachtung von Aufg. 29
und 30.

66. Lose das Berithrungsproblem im Fallo k,, k,, k3 durch Riickgang auf das
in Aufg. 65 behandelte Problem und erdrtere die Anzahl der Losungen.

Anleitung: Suche zunachst den Kreis, der dem gesuchten konzentrisch ist,
durch den Mittelpunkt des einen der gegebenen Kreise geht und zwei Kreise
beriihrt, die den beiden anderen gegebenen konzentrisch sind (Aufg. 65).

67. Ein Kreis K, beriihrt zwei Kreise %, und £,, die sich nicht schneiden, und
zwar beide von auBlen. Zu k, und £, ist die Potenzlinie zu konstruieren,
Beweise, dafl der Pol dieser Potenzlinie in bezug aut K, auf der durch die
Beriihrungspunkte gehenden Sekante liegt, daB also mit anderen Worten
die Berithrungssehne Ahnlichkeitsstrahl ist.

68. Untersuche den Satz 67 fiir den Fall, a) daB die Kreise &, und %, sich
schneiden, b) daB die Kreise %, und k, innerlich von K, berithrt werden,
¢) daB K, die Kreise ungleichartig beriihrt.

69. Zwei Kreise k) und k, mogen sich nicht schneiden; sie werden von zwei
anderen Kreisen X, und K, gleichartig berithrt. Dann sind nach Nr. 67
die beiden Beriihrungssekanten Ahnlichkeitsstrahlen. Beweise, daB8 der
Ahnlichkeitspunkt von %, und k, gleiche Potenz in bezug auf K, und K,
hat und deshalb auf deren Potenzlinie liegt.
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70. Untersuche, wie sich die Aussage von Nr. 69 gestaltet a) bei anderer Lage
der Kreise k; und k,, b) bei ungleichartiger Beriihrung,

71. Gegeben seien drei Kreise, k,, k, und k;, die von zwei Kreisen K, und K,
alle gleichartig beriihrt werden. Untersuche, welohe Bedeutung der Potenz-
punkt von ky, k,, ks fiir K;, K, hat.

72. Wie gestaltet sich das :Ergebnis von Nr. 71 bei ungleichartiger Berithrung
der Kreise?

73. Gegeben seien drei Kreise, k,, k;, ks, die von zwei Kreisen K, und K, alle
gleichartig beriihrt werden. Welche Bedeutung hat dann die &uBere Ahn-
lichkeitsachse von k,, k;, k3 fir K, und K,?

74. Untersuche, wie sich das Ergebnis von Nr. 73 bei ungleichartiger
Beriihrung unter Heranziehung der anderen Ahnlichkeitsachsen ge-
staltet.

75. Es seien drei Kreise, k,, k, und k; gegeben; jeder liege ganz auBerhalb der
anderen. Es sind die Kreise K gesucht, die alle drei Kreise k;, %, k; be-
rithren. a) Wieviel Kreise gibt es? Entwirf eine Skizze. b) Gruppiere die
Kreise K in Paare derart, daB auf die Paare die in Nr. 73, 74 gefundenen
Ergebnisse anzuwenden sind. ¢) Was liefern die vier Ahnlichkeitsachsen
von kj, k,, kg fiir die Kreise K? d) Bestimme die Pole jeder Ahnlichkeits-
achse in bezug auf jeden der Kreise k,, k,, k3. ©) Was liefert der Potenz-
punkt der drei Kreise k,, k,, kg fiir die Kreispaare K? 1) Wie lassen sich
aus den Ergebnissen von d) und e) die Beriihrungspunkte der gesuchten
Kreise K finden?

76. Erortere die Losung des Berithrungsproblems fiir den Fall, ) daB jeder
Kreis jeden andern sohneidet, b) daB der erste im zweiten, der zweite im
dritten liegt, ¢) daB zwei getrennt, beide aber im dritten liegen. d) Erértere
selbst andere Fille.

77. Welche Gestalt nimmt die in Aufg. 75 entwickelte Losung an, wenn Aus-
artungen der Kreise in Punkte oder Geraden eintreten, wenn insbesondere
also das Problem zu l6sen ist fiir 8) Py, ky, ko, b) gy, &y, kg, ©) Py, Py, &y,
d) gy, g2, by, ©) Py, gy, Ky 1) Py, Py, Py, 8) g1, 02 93 b) Py, Py, gy,
') P, v v 92’

Geometrische Uberlegungen

78. AuBlere dich im Zusammenhang iiber die uneigentlichen Elemente der
Ebene, die unendlich fernen Punkte und die unendlich ferne Gerade,

79. Erortere Wesen und Bedeutung des Dualitétsprinzips.
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§ 20. Dandelinsche Kugeln und Kegelschnitte

Kegel und Kugel
Dandelinsche Kugeln

1. Gib den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kugeln an, die einen ge-
raden Kreiskegel in einem Kreise beriihren,

2.In welcher Weise kann man den Kegel (Doppelkegel) als geometrischen
Ort gemeinsamer &uBerer (innerer) Tangenten an zwei Kugeln auffassen?
(Sonderfall des Zylinders!)

3. Ein gerader Kreiskegel wird durch eine zur Achse senkrechte Ebene ge-
schnitten. Der halbe Offnungswinkel ist c, der Abstand der Ebene von
der Kegelspitze a. a) Zeige, daB die Durchschnittsfigur ein Kreis ist, und
berechne den Radius. b) Wie bestimmt man die Mittelpunkte der beiden
Dandelinschen Kugeln, die die Ebene in je einem Punkte, den Kegel in
je einem Kreise beriithren? ¢) Berechne die Radien der Dandelinschen
Kugeln. d) Berechne die Radien der Beriihrungskreise. — Zeichne die
Korper mit der Schnittebene e) in sohriger Parallelprojektion, f) in Grund-
ri und Aufrif. —

Beispiele: a=4 cm, a =230 45° 60°,

! Elliptischer Schnitt

'S

. Ein gerader Kreiskegel wird durch eine Ebene geschnitten. Der Winkel
zwischen Acbse und Ebene sei groBer als der halbe Offnungswinkel des
Kegels. a) Beschreibe die Durchschnittsfigur. b) Wie lassen sich die Mittel-
punkte der beiden Dandelinschen Kugeln (Nr. 3) bestimmen? ¢) Die Be-
rithrungspunkte der Schnittebene mit den Dandelinschen Kugeln seien Fy
und F,. Ein Punkt C der Durchschnittsfigur werde mit ihnen verbunden.
Die duroh C gelegte Seitenlinie des Kegels schneide die von den beiden
Dandelinschen Kugeln und dem Xegel erzeugten Beriihrungskreise
in den Punkten 4 und B. Beweise, dal F;C+4 F,C=ABist. — Man
nennt den geometrischen Ort der Punkte, deren Abstinde von zwei
festen Punkten, den Brennpunkten, eine konstante Summe haben, eine
Ellipse.

5. In einer Ebene sind zwei Punkte gegeben, die Brennpunkte einer Ellipse
gein sollen; auBerdem ist die Summe der Abstinde eines Punktes von den
Brennpunkten vorgeschrieben. a) Konstruiere einzelne Punkte der Ellipse.
b) Untersuche die Ellipse auf ihre axiale und zentrale Symmetrie.

6. Wie andert sich die Gestalt der Ellipse, wenn der Neigungswinkel
zwischen Achse und Schnittebene in Aufg. 4 a) vergroBert, b) verkleinert
wird? (Bis zu weclcher Grenze ist die Vergroferung und Verkleinerung
moglich ?)
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Hyperbolischer Schnitt

7. Fithre die Uberlegungen von Aufg. 4 fiir eine Schnittebene durch, bei der
der Winkel mit der Achse kleiner als der halbe Offnungswinkel des Kegels
ist. a) Zeige, daB man hier den Scheitelkegel hinzunehmen muB. b) Wie
untersoheidet sich dieser Fall hinsichtlich der Lage der Dandelinschen
Kugeln von dem in Aufg. 4 behandelten? ¢) Zeige, da8 die Durchschnitts-
figur zwei getrennte Aste hat. d) Beweise, daB hier, je nachdem der Punkt C
auf dem einen oder anderen Ast liegt, F,C— F,C oder F,C— F,C eine
konstante Gré8e ist. — Man nennt den geometrischen Ort der Punkte,
deren Abstinde von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, eine kon-
stante Differenz haben, eine Hyperbel.

8.In einer Ebene sind zwei- Punkte gegeben, die Brennpunkte einer Hy-
perbel sein sollen; weiterhin ist die Differenz der Abstéinde eines Punktes
von den Brennpunkten gegeben. a) Konstruiere einzelne Punkte der
Hyperbel. b) Untersuche die Hyperbel auf ihre axiale und zentrale
Symmetrie.

9. Wie &ndert sich die Gestalt der Hyperbel, wenn der Neigungswinkel zwi-
schen Achse und Schnittebene in Aufg. 7 a) vergroBert, b) verkleinert wird? -
(Bis zu welcher Grenze ist die VergroBerung und Verkleinerung moglich?)

Parabolischer Schnitt

10. Wieviel Seitenlinien des geraden Kreiskegels sind der Schnittebene im Falle
a) eines hiyperbolischen, b) eines elliptischen Schnittes parallel?

11. a) An den Kegel ist eine Tangentialebene gelegt. Was 1aBt sich iiber ihre
Lage zum Kegel sagen? b) Eine Ebene ist parallel zu einer Tangential-
ebene eines geraden Kreiskegels; zeige, daB sie dann auch parallel
ist zu einer, und zwar zu nur einer Seitenlinie des Kegels. ¢) Was ist
iiber den Neigungswinkel der Kegelachse zu einer solchen Ebene zu
sagen?

12. Ein gerader Kreiskegel wird von einer Ebene geschnitten, die einer und nur
einer Seitenlinie parallel ist. Dem Kegel ist die Dandelinsche Kugel ein-
geschrieben, die die Schnittebene in einem Punkte F beriihrt. Die Ebene
in der der Beriihrungskreis von Kegel zu Kugelliegt, schneidet die Schnitt-
ebene in einer Geraden, der Leitlinie. a) Wie liegt diese Gerade zu dem
durch F gehenden Achsenschnitt der Kegels? b) Cseiein Punkt der Durch-
schnittsfigur von Kegel und Ebene. Die durch C gehende Seitenlinie
schneide den Beriihrungskreis in 4. Zeige, dal CF =C4 ist. c) Fille
von C auf die Leitlinie das Lot CL und zeige, daB CL = CA4 und
also auch CF =CL ist. Zum Beweise ist die Seitenlinie heranzuziehen, die
der Schnittebene parallel ist. — Man nennt den geometrischen Ort der
Punkte, die von einer festen Geraden und einem festen Punkte gleiche
Entfernung haben, eine Parabel.
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13. Gegeben sind ein Punkt und eine Gerade. a) Konstruiere in der durch sie
gegebenen Ebene einzelne Punkte der Parabel. b) Untersuche die Parabel
hinsichtlich ihrer Symmetrieeigenschaften.

14. Gibt es bei der Parabel noch eine zweite, die Schnittebene beriihrende
Dandelinsche Kugel?

Zylinder und Kugel .

15. Gib den geometrischen Ort der Mittelpunkte aller Kugeln an, die einen ge-
raden Kreiszylinder in einem Kreise beriihren.

16, An zwei Kugeln von gleichem Radius sind die gemeinsamen &uBeren
Tangenten gelegt. Was fiir eine Fliche bilden die Tangenten?

17. Ein gerader Kreiszylinder wird durch eine Ebene senkrecht zur Achse ge-
schnitten. a) Welchen Abstand haben die Mittelpunkte der beiden Kugeln
voneinander, die den Zylinder in einem Kreise und die Schnittebene in
einem Punkte berithren? — Zeichne Korper und Sehnitt b) in schriger
Parallelprojektion, ¢) in GrundriB und AufriB.

18. Ein gerader Kreiszylinder wird durch eine Ebene geschnitten, die mit der
Achse den Winkel a bildet. a) Beschreibe die Durchschnittsfigur. b) Wie
lassen sich die Mittelpunkte der beiden Dandelinschen Kugeln bestimmen,
die den Zylinder in je einem Kreise und die Schnittebene in je einem Punkte
beriihren? ¢) Die Berithrungspunkte der Schnittebene mit den Dandelin-
schen Kugeln seien Fy und Fy, der Schnitt der Zylinderachse mit der
Ebene sei Z. Was ist iiber die gegenseitige Lage der Punkte F,, F,
und Z zu sagen? d) Wie dndert sich F,F,, wenn a von 90° nach 0°
abnimmt? e) Stelle Zylinder, Schnittebene und Kugeln in GrundriB und
AufriB dar.

19. Ein Punkt C der Durohschnittsfigur von Zylinder und Ebene werde mit
F| und F, verbunden. Die durch C gehende Seitenlinie des Zylinders
schneide die von den beiden Dandelinschen Kugeln und dem Zylinder
erzeugten Berithrungskreise in den Punkten 4 und B. Beweise, da8
F,C+ F,C = AB, mit anderen Worten, da8 die Durchschnittsfigur eine
Ellipse ist.

20. Bestimme die Lage des gréBten und des kleinsten Durchmessers einer
Ellipse (in der Zylinder-Schnittfigur) und gib die Lénge der groBen und
der kleinen Halbachse (der halben Hauptachse und der halben
Nebenachse) an. Gegeben ist der Radius r und der Abstand 2a der
Mittelpunkte der Dandelinschen Kugeln.

21. Welche Gleichung besteht zwischen der groBen Halbachse @, der kleinen
Halbachse b und dem halben Brennpunktsabstand e einer Ellipse?
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22, Eine Ellipse mit den Halbachsen a und b ist durch ebenen Schnitt eines ge-
raden Kreiszylinders entstanden. a) Wie groB ist der kleinste Abstand der
beiden Dandelinschen Kugeln? b) Unter welchem Winkel ist die Schnitt-
ebene gegen die Zylinderachse geneigt?

23. Ein gerader Kreiszylinder mit dem Radius r wird von einer Ebene ge-
schnitten, die mit der Zylinderachse den Winkel a) 45°, b) 609, ¢) a bildet.
Bestimme die Halbachsen und den Brennpunktsabstand der Schnittfigur,

Vermischte Aufgaben

24, Ein gerader Kreiszylinder vom Radius r und der Héhe % werde durch eine
Ebene, die weder Grund- noch Deckflache trifft, in zwei Teilkorper zerlegt.
Setzt man beide wieder mit den Kreisflichen aneinander, so erhilt man
einen schiefen Zylinder mit elliptischer Grundflache. a) Wie hoch ist der
neue Kéorper, wenn die elliptische Grundfliche die Halbachsen a und b hat?
b) Nach dem Cavalierischen Grundsatz erhilt man den Inhalt des neuen
Korpers als Produkt aus Grundfliche und Héhe. Da der Inhalt — der
gleiche wie der des urspriinglichen geraden Zylinders — und die Hohe be-
kannt sind, laB8t sich der Inhalt der Grundfléche, d.h. der Ellipse, be-
rechnen. Tue das.

25. Eine Kugel wird in schrager Parallelprojektion dargestellt, Welche Gestalt
hat ihr UmriB?

26. Ein gerader Kreiszylinder ist duroh eine Ebene sohief abgeschnitten. Der
Mantel wird in eine Ebene abgerollt. Wie sieht die Fliche dann aus?

27. Untersuche die Fille von Aufgabe 4,7, 12, in denen die durch den geraden
Kreiskegel gelegtc Ebene durch die Spitze des Kegels geht.

28. Eine Kugel ruht auf einer Ebene; diese faingt den Schatten der Kugel auf,
der durch eine punktformige, neben der Kugel befindliche Lichtquelle er-
zeugt wird. a) Untersuche, wie bei Verinderung der Lage des leuchtenden
Punktes sich die Form des Kugelschattens éndert. b) Wie kénnte man an
der Hand dieser Uberlegung einen sog. Kegelschnittzirkel konstruieren,
d. h. eine mechanische Vorrichtung, die in kontinuierlichem Zuge einen
Kegelschnitt zu zeichnen gestattet?

29. Wie muB man eine Taschenlampe halten, damit der von ihr beleuchtete
Teil einer Wand von a) einem Kreis, b) einer Ellipse, ¢) einer Parabel,
d) einer Hyperbel begrenzt wird?

30. Aristdaus (vielleicht um 320 v. d. Ztr.) legt die ebenen Schnitte durch
den geraden Kreiskegel stets so, daB sie senkrecht zu einer Seitenlinie
stehen. Wann erhilt er elliptische, wann hyperbolische, wann para-
bolische Schnitte?

10 [2019)
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§ 21. Brennpunktseigenschaften der Kegelschnitte

Definition und Gestalt der Ellipse

Die Ellipse ist der geometrische Ort der Punkte, deren Abstande von zwei
festen Punkten eine konstante Summe haben (§ 20, Nr. 4). — Die beiden festen
Punkte, die Brennpunkte (vgl. Aufg.7), werden im folgenden mit F,, F,,

die konstante Entfernungssumme wird mit 2a bezeichnet; F‘,)F 2 = ¢ heilit die
lineare Exzentrizitit der Ellipse. -

1. 8) Zerlege 2a in zwei Stiicke r,, r3 und zeichne iiber F,Fy ein Dreieck
F,F,C mit den Seiter. 2¢, r,, 7,. Zeige aus der Definition, da8 C ein Punkt
der Ellipse ist. b) In wieviel verschiedenen Lagen zur festen Grundlinie
F\F, a8t sich jedes der Dreiecke Fy F,C zeichnen? ¢) Beschreibe die Sym-
metrieverhiltnisse je zweier dieser Lagen. d) Beweise hiernach, daB die
Ellipse symmetrisch ist 1. in bezug auf die Hauptachse, 2. in bezug auf die
Nebenachse, 3. in bezug auf den Mittelpunkt. —Wie liegt ein Punkt der
Ebene zur Ellipse, wenn die Summe seiner Entfernungen von F, und F,
) groBer, f) kleiner als 2a ist?

2. Was versteht man unter den Hauptscheiteln und Nebenscheiteln der
Ellipset

3. Wie konstruiert man aus F,, F,, 2a die Hauptscheitel und die Neben-
scheitel

4. Bezeiohnet man die kleine Achse der Ellipse mit 2, so ist €2 = a®— b2 Be-
weise dies.

6. Beweise, daB die Ellipse ganz innerhalb des Hauptscheitelkreises und ganz
auBerhalb des Nebensoheitelkreises liegt, oder mit anderen Worten, daB die
groBe Achse der grofite, die kleine Achse der kleinste von allen Ellipsen-
durchmessern ist.

6. Verlidngere F,C iiber C hinaus um F,C bis F’. Beweise, a) daB F’ auf dem
Kreise um F, mit dem Radius 2¢, dem ,,zu F, gehorigen Leitkreise der
Ellipse* liegt, b) daB die Mittelsenkrechte von F, F’ nur den einen Punkt C
mit der Ellipse gemeinsam hat und daher Tangente an diese ist, ¢) daB
die Tangente die (Neben-)Winkel der beiden ,,Brennstrahlen* halbiert.

7. a) Beweise aus den Symmetrieeigenschaften der Mittelsenkrechten, da3
Lichtstrahlen, die von F, ausgehen, an der Ellipse so zuriickgeworfen
werden, daB sie nach F, gelangen, und umgekehrt. b) Begriinde danit die
Berechtigung der Bezeichnung ,,Brennpunkt®,

8. a) Wo liegt der Gegenpunkt des Brennpunktes in bezug auf eine Ellipsen-
tangente? b) Wie liegt der Kreis um C mit dem Radius CF, (oder CF”)
zu dem Leitkreis um F,?

9. Beweise hiernach: Die Ellipse ist der geometrische Ort der Mittelpunkte
aller Kreise, die einen festen Kreis beriihren und durch einen festen Punkt
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im Innern dieses Kreises hindurchgehen. (Der feste Punkt und der Mittel-
punkt des festen Kreises sind die Brennpunkte, der Radius des festen
Kreises ist die groBe Achse der Ellipse.)

Definition und Gestalt der Hyperbel

Die Hyperbel ist der geometrisohe Ort der Punkte, deren Abstinde von
zwei festen Punkten eine konstante Differenz haben. Die konstante Differenz
soll mit 2a bezeichnet werden, alle iibrigen Bezeichnungen sollen dieselben
sein wie bei der Ellipse.

10. a) Verléngere 2a um eine Strecke r; auf eine Linge r,, so da r,— r,
= 2aist, und zeichne iiber F, F, ein Dreieck I'; F,C mit den Seiten 2e, r,, 7.
Zeige aus der Definition, daB C ein Punkt der Hyperbel ist. b) In wieviel
verschiedenen Lagen zur festen Grundlinie F|F, 148t sich jedes der Drei-
ecke F,F,C zeichnen? (Achte darauf, daB in der Definition der Hyperbel
nichts dariiber gesagt ist, in welchem Sinne man die Differenz der Ent-
fernungen zu bilden hat, also ob von F, oder von F, die groBere der beiden
Entfernungen ausgehen soll.) ¢) Zeige, daBl die Symmetrieverhéltnisse bei
der Hyperbel dieselben sind wie bei der Ellipse. d) Wie liegt ein Punkt der
Ebene zur Hyperbel, wenn die Differenz seiner Entfernungen von F, und
F, groBer (kleiner) als 2a ist?

11. a) Was versteht man unter den Scheiteln der Hyperbel? b) Wie kon-
struiert man die Scheitel? ¢) Warum gibt es bei der Hyperbel keine
Nebenscheitel?

12. Beweise, daB die Hyperbel ganz auBerhalb des Scheitelkreises liegt.

13. Die lingere der beiden Strecken CF, und CF, werde um die kiirzere von C
aus verkiirzt bis F'. Beweise, daB fiir die Hyperbel dieselben Sitze gelten
wie die in Aufg. 6a) bis ¢) fiir die Ellipse bewiesenen.

14. Beweise aus den Symmetrieeigenschaften des Mittellotes,daB Lichtstrahlen,
die von F, ausgehen, an der Hyperbel so zuriickgeworfen werden, als
kimen sie ungeknickt aus F, und umgekehrt. (Vgl. Aufg.7.)

15. Beantworte die in Aufg. 8 gestellten Fragen fiir die Hyperbel.

16. Beweise hiernach: Die Hyperbel ist der geometrische Ort der Mittelpunkte
aller Kreige, die einen festen Kreis beriihren und durch einen festen Punkt
auBerhalb dieses Kreises hindurchgehen. (Der feste Punkt und der Mittel-
punkt des festen Kreises sind die Brennpunkte, der Radius des festen
Kreises ist die Hauptachse der Hyperbel.)

17. An den Leitkreis um F, seien von F, die Tangenten gelegt, einer der Be-
rilhrungspunkte sei 7. Beweise, daBl F,T auoh den Scheitelkreis der Hyper-
bel beriihrt.

Andeutung: F, ist duBerer Ahnlichkeitspunkt des Scheitelkreises und Leit-
kreises.
10¢
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18. Der Punkt, in dem F,T' (s. vor. Aufg.) den Scheitelkreis beriihrt, sei U,
der Mittelpunkt der Hyperbel heile O; beweise als Folgerung von Nr. 17,
a) daB OU die Mittelsenkrechte von T'F, ist, b) daB %l T10U, oder mit
anderen Worten, daB der Beriihrungspunkt der Hyperbeltangente O U
im Unendlichen liegt (Asymptoten).

19. Zeige aus der Definition in Nr. 16, daB auf OU ein Hyperbelpunkt, und
zwar ein unendlich ferner, gelegen sein muB.

20. Zeige, daB die Hyperbel zwei Asymptoten hat (zwei Tangenten von F, an
den Leitkreis um F,) und daB sie aus zwei kongruenten Zweigen besteht.
Diskutiere fiir beide Zweige der Kurve den Sinn und das Vorzeichen der in
der Definition der Hyperbel auftretenden Differenz.

21. Definiert man als Linge der Nebenachse 2b das Stiick, das die Asymptoten
auf einer Scheiteltangente abschneiden, so ist €2 =a? - b2. Beweise dies
und leite daraus eine einfache Konstruktion der Asymptoten her.

22. Diskutiere den Sonderfall, daBl die Asymptoten senkrecht zueinander sind
(@ =b, gleichseitige Hyperbel).

Definition und Gestalt der Parabel

Die Parabel ist der geometrische Ort der Punkte, die von einem festen
Punkt und einer festen Geraden gleichweit entfernt sind. Der feste Punkt (F)
heiBt der Brennpunkt, die feste Gerade () die Leitlinie der Parabel, das von F
auf ! gefillte Lot die Achse der Parabel.

23. Warum gibt es nur auf der dem Brennpunkt zugewandten Seite der Leit-
linie Parabelpunkte?

24. Wie konstruiert man den Scheitel der Parabel?

25. Ziehe zu I auf der dem Punkte F' zugewandten Seite im Abstande c¢ die
Parallele und zeichne um F einen Kreis mit dem Radius c. a) Beweise,
daB die Schnittpunkte des Kreises und der Parallelen Parabelpunkte sind.
b) Wie groB muB ¢ mindestens sein, damit sich Schnittpunkte ergeben?

26. Verbinde den Brennpunkt F mit einem beliebigen Punkt F' der Leitlinie [,
ziehe durch F' die Parallele zur Achse und errichte auf FF" die Mittel-
senkrechte. Beweise: a) Der Schnittpunkt C der Parallelen und der
Mittelsenkrechten ist ein Parabelpunkt. b) Die Mittelsenkrechte ist
Tangente der Parabel, der Punkt C ihr Berithrungspunkt.

27. Beweise aus den Symmetrieeigenschaften der Mittelsenkrechten a) dafl
Lichtstrahlen, die von F ausgehen, an der Parabel so zuriickgeworfen
werden, daB sie parallel der Achse laufen, und b) daB Lichtstrahlen, die
parallel der Achse auffallen, an der Parabel so gespiegelt werden, da8 sie
sich in F sammeln (Name ,,Brennpunkt‘),
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28. Wo liegt der Gegenpunkt F' des Brennpunktes F in bezug auf eine Parabel-
tangente?

29. Beweise, daB es bei der Parabel keine zwei Tangenten gibt, die einander
parallel sind.

Andeutung: Beachte Nr. 28.

30. Zeige aus der Definition der Parabel, daB die durch F” gelegte Parallele
zur Achse aufler dem im Endlichen gelegenen Punkt C (siche Aufg. 26)
noch einen anderen, und zwar im Unendlichen gelegenen Punkt mit der
Parabel gemeinsam hat. Wieviel unendlich ferne Punkte hat die Parabel?

31. Wo liegt bei der Parabel der Mittelpunkt, der zweite Scheitel und der
zweite Brennpunkt?

32. Beweise, daB man die Parabel als Grenzform zwischen Ellipse und Hyperbel
auffassen kann, wofern man die Leitlinie der Parabel als Leitkreis mit un-
endlich grofem Radius ansieht. Beachte dabei, daB im Parabelfalle der in
Aufg. 9 und 16 genannte feste Kreis in dem Sinne entartet, dal man nicht
entscheiden kann, ob der feste Punkt innerhalb oder auBerhalb des festen
Kreises liegt.

33. Stelle hiernaclf eine gemeinsame Definition der drei Kurven Ellipse,
Hyperbel und Parabel auf. (Uber den Namen ,Kegelschnitte* vgl. § 20,
Aufg. 4ff.)

Sekanten und Tangenten eines Kegelschnittes

34. Konstruiere nach der in Aufg. 33 verlangten Definition die Schnittpunkte
eines durch Brennpunkt und Leitkreis bestimmten Kegelschnittes mit einer
Geraden g als die Mittelpunkte von Kreisen, welche durch F; gehen und
den Leitkreis um F, beriihren.

Andeutung: Gegenpunkt von F, in bezug auf g sei F’; lege durch F; F’ einen
Hilfskreis, der den Leitkreis in X und Y schneidet. XY und F,F’ schneiden
sich in M, dem Potenzmittelpunkt des Leitkreises, des Hilfskreises und des ge-
suchten Kreises, alsc sind die von M an den Hilfskreis gelegten Tangenten
Potenzlinien des Leitkreises und des gesuchten Kreises.

Wie vereinfacht sich bei der Parabel die Konstruktion?

35. Wie viele Losungen hat die Aufg.34 im allgemeinen? Diskutiere im ein.
zelnen folgende Fille: a) F, und F’ liegen entweder beide innerhalb oder
beide auBlerhalb des Leitkreises. b) Von den Punkten F, und F’ liegt einer
innerhalb, der andere auBerhalb des Leitkreises. ¢) ¥’ liegt auf dem Leit-
kreise.

36. Von welcher Ordnung sind daher die Kegelschnitte?

37, Lege an einen durch Brennpunkt und Leitkreis gegebenen Kegelschnitt von
einem Punkte P aus die Tangenten,
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Andeutung: Lege den Kreis um P durch F,; dieser Kreis schneidet den
Leitkreis um F, (bei der Parabel die Leitlinie) in F”” und F'”. Die Mittel-
senkrechten von F,F” und F,F’” sind Tangenten an den Kegelschnitt, und
zwar sind die Schnittpunkte der Mittelsenkrechten mit F, F” und F,F’” die
Beriihrungspunkte der Tangenten.

38. Wieviel Losungen hat die Aufg. 37 im allgemeinen? — Diskutiere im ein-
zelnen die Fille, wo der Kreis um P durch F, den Leitkreis um F, a) schnei-
det, b) beriihrt oder ¢) gar micht trifft.

39. Von welcher Klasse sind hiernach die Kegelschnittet

Beweise, daB fiir jeden Kegelschnitt folgende Satze ge]teix:

40. Die Brennstrahlen nach den Berithrungspunkten zweier Tangenten bilden
gleiche Winkel mit dem Brennstrahlnach dem Schnittpunkt der Tangenten.

41. Die Brennstrahlen nach dem Schnittpunkt zweier Tangenten bilden mit
den Tangenten gleiche Winkel.

42. Der FuBpunkt des von einem Brennpunkt auf eine Tangente gefillten
Lotes liegt auf dem Scheitelkreise.

43. Das zwischen Beriihrungspunlkt und Hauptachse gelegene Stiick einer Tan-
gente wird vom Scheitelkreise harmonisch geteilt.

44. Das von den beiden Scheiteltangenten be%:enzte Stiick einer Tangente er-
scheint von einem Brennpunkt aus gesehen unter rechtem Winkel und
wird vom Berithrungspunkt und der Hauptachse harmonisch geteilt.

45. Wie lauten die unter 41 bis 44 aufgestellten Sitze in dem besonderen Fall
der Parabel?

Folgende Sitze sind zu beweisen:

46. Der geometrische Ort fiir den Scheitel eines rechten Winkels, dessen Schen-
kel einen Kegelschnitt beriihren, ist ein mit dem Kegelschnitt konzen-
trischer Kreis, im Parabelfalle die Leitlinie. Erortere, wann bei der Hyper-
bel dieser Kreis reell ist,und worin der Kreis entartet, wenn die Hyperbel
gleichseitig ist.

Andeutung: Zuerst Aufg. 41, dann pythagoreischer Lehrsatz; im Parabelfalle
einfacher.

47. Die Strecke zwischen dem Schnittpunkt zweier Parabeltangenten und dem
Brennpunkt ist mittlere Proportionale zu den Brennstrahlen nach den Be-
rithrungspunkten.

Andeutung: Anwendung von Aufg. 40 und 41; éhnliche Dreiecke.

48. (Fiir Ellipse und Hyperbel.) Das Produkt der Abstande einer Tangente von
den beiden Brennpunkten ist konstant (und zwar gleich dem Quadrat der
halben Nebenachse).

49. Die Punkte, in denen eine Hyperbeltangente die Asymptoten schneidet,
liegen mit den Brennpunkten auf einem Kreise.

Andeutung: Anwendung von Aufg. 40 und 41; dann Satz iiber Peripherie-
winkel.
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50. Das Dreieck, das eine Hyperbeltangente mit den Asymptoten bestimmt, hat

bR,

53.

b4.

B5.

56.
b7.

58. ein Brennpunkt, zwei Kurvenpunkte und eine Tangente,

konstanten Flicheninhalt oder m.a. W.: Das Produkt aus den von einer
Hyperbeltangente auf den Asymptotem abgeschnittenen Stiicken ist
konstant. ’

Andeutung: Aufg. 49, dann Sehnensatg.

. Der umgeschriebene Kreis jedes Parabeltangentendreiecks geht durch den

Brennpunkt.

Andeutung: Dreimalige Anwendung von Nr. 42 in der besonderen Form wie
Aufg. 45, dann Umkehrung der Satze iiber Peripheriewinkel.

Der Hohensohnittpunkt jedes Parabeltangentendreiecks liegt auf der
Leitlinie.

Andeutung: Gegenpunkt des Brennpunkts und Héhenschnittpunkts in
bezug auf eine Tangente, dann Trapezsatz und Aufg. 28.

Das auf eine Parabelsehne vom Brennpunkte aus gefillte Lot halbiert die
Projektion der Sehne auf die Leitlinie.

Andeutung: Das Lot ist nach der Definition der Parabel Potenzlinie zweier
Kreise durch den Brennpunkt.

Der durch den Schnittpunkt zweier Parabeltangenten gezogene Durch-
messer halbiert die Beriihrungssehne.

Andeutung: Folgerung von Nr. 53.
b5. bis 72. Von einem Kegelschnitt sind

gegeben: gesucht:

ein Brennpunkt, zwei Tangenten und der Berithrungspunkt auf
einer von diesen,

ein Brennpunkt, zwei Tangenten und ein Kurvenpunkt,
ein Brennpunkt, zwei Kurvenpunkte und die Tangente in

einem von diesen,

der

89.ein Brennpunkt und drei Tangenten, zweite

Brenn-

60.ein Brennpunkt, eine Tangente mit ihrem Berithrungspunkt punkt;

61.

62.

63. ein Brennpunkt, zwei Tangenten und die Richtung der Haupt-

und die Linge der Hauptachse,

ein Brennpunkt, zwei Tangenten und die Linge der Haupt-
achse,

ein Brennpunkt, eine Tangente mit ihrem Beriihrungspunkt
und die Richtung der Hauptachse,

achse;
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gegeben:

64.ein Brennpunkt, ein Scheitel und
ein Kurvenpunkt,

65.ein Brennpunkt, ein Scheitel und
eine Tangente,

66. ein Brennpunkt, eine Scheiteltan-
gente und ein Kurvenpunkt,

67.ein Brennpunkt, eine Scheiteltan-
gente und eine beliebige Tangente,

68. die beiden Scheitel und ein Kurven.
punkt,

69. die beiden Scheitel und eine Tan-
gente;

gegeben:

Geometrie der Kegelschnitte

gesucht:

die Tangenten in den beiden gege-
benen Punkten und der zweite
Brennpunkt,

die Tangente in dem gegebenen
Scheitel, der Berithrungspunkt der
gegebenen Tangente und der zweite
Brennpunkt,

beide Scheitel und der zweite Brenn-
punkt,

die Berithrungspunkte der gegebe-
nen Tangenten und der zweite
Brennpunkt,

die Tangente in dem gegebenen
Punkt,

der Beriihrungspunkt der gegebenen

Tangente;

gesucht:

70. zwei Tangenten, der Mittelpunkt der Kurve und die Lange der

Hauptachse,

71.eine Tangente, der Berithrungspunkt auf dieser, der Mittel-
punkt der Kurve und die Linge der Hauptachse,

die
beiden
Brenn-
punkte.

72. die beiden Scheiteltangenten und zwei andere Tangenten;

73. bis 76. Von einer Hyperbel sind

gegeben:
73.die beiden Asymptoten und die
Lénge der Hauptachse,

74. die beiden Asymptoten und die line-
are Exzentrizitat,

75.die beiden Asymptoten und eine
Tangente,

76.die beiden, Asymptoten und ein
Punkt der Kurve;

77. bis 93. Von einer Parabel sind
gegeben:

77, der Brennpunkt, eine Tangente
und ihr Beriihrungspunkt,

gesucht:
die beiden Brennpunkte,

die Scheitel,

die Brennpunkte und der Beriih-
rungspunkt der gegebenen Tan-
gente,

die Tangente in dem gegebenen

Punkt und die beiden Brennpunkte.

gesucht:

die Leitlinie, die Achse und der
Scheitel,
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78.der Brennpunkt und zwei Tan-
genten,

79. der Brennpunkt und zwei Kurven-
punkte,

80. eine Tangente, die Achse und auf
dieser der Brennpunkt,

81. ein Kurvenpunkt, die Achse und auf
dieser der Brennpunkt,

82.die Leitlinie, eine Tangente und
deren Berithrungspunkt,

83. die Leitlinie und zwei Kurven-
punkte,

84.die Leitlinie und zwei Tangenten,

85.zwei Tangenten und deren Beriih-
rungspunkte,

86. eine Tangente, die Achse und auf
dieser der Scheitel,

87.ein Kurvenpunkt, die Achse und
auf dieser der Scheitel,

88. die Scheiteltangente, eine beliebige
andere Tangente und deren Beriih-
rungspunkt,

89. die Scheitéltangente und zwei
andere Tangenten,

90. die Achse und zwei Tangenten,

91.die Achsenrichtung, zwei Kurven-
punkte und die Tangente in einem
von diesen,

92. drei Tangenten und ein Punkt der
Leitlinie,

93. vier Tangenten;
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die Leitlinie, die Achse und die Be-
rilhrungspunkte der beiden Tan-
genten,

die Leitlinie, der: Scheitel und die
Tangenten in den beiden gegebenen
Punkten,

der Berithrungspunkt der Tangente,
die Leitlinie und der Scheitel,

die Tangente in dem gegebenen
Punkt, die Leitlinie und der Scheitel,

der Brennpunkt und der Scheitel,

der Brennpunkt, der Scheitel und

die Tangenten in den gegebenen
Punkten,

der Brennpunkt,

der Brennpunkt und die Leitlinie,
der Beriihrungspunkt der gegebenen
Tangente und die Leitlinie,

die Tangente in dem gegebenen
Punkt und die Leitlinie,

der Brennpunkt,

der Brennpunkt,

der Brennpunkt, der Scheitel und
der Beriithrungspunkt auf den gege-
benen Tangenten,

der Brennpunkt und die Tangente
in dem zweiten der gegebenen
Punkte,

die Leitlinie und der Brennpunkt,

die Leitlinie und der Brennpunkt.

94, Beweise: Ist in einem gleichschenkligen Dreieck irgendeine Parabel an-
geschrieben, so geht der Brennstrahl nach der Spitze des Dreiecks durch
den Berithrungspunkt der Grundlinie,
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95. Beweise: Der Schnittpunkt zweier beliebiger Tangenten eines Kegel-
schnittes ist Mittelpunkt eines Kreises, der die vier Brennstrahlen nach
den Beriihrungspunkten beriihrt.

§ 22. Die Kegelschnitte als Zentralprojektionen des Kreises

Umkehrung der Dandelinschen Siitze

1. Die Ebene einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel werde von einer beliebigen
Kugel so beriihrt, daf der Beriihrungspunkt mit einem Brennpunkt zu-
sammenfallt; in der durch den Mittelpunkt der Kugel und die Achse der
Kurve gelegten Ebene ziehe man von den Scheiteln der Kurve aus die
beiden noch méglichen Tangenten an die Kugel. Von dem Schnittpunkt
dieser beiden Tangenten aus lege man an die Kugel einen Berithrungs-
kegel. — Es ist zu beweisen, daB der Schnitt dieses Kegels und der ersten
Ebene identisch ist mit der Ausgangskurve.

Andeutung: Die Schnittkurve und die Ausgangskurve fallen mit den Scheiteln
und einem Brennpunkt, also vollstandig, zusammen.

2. Jede Ellipse, Parabel und Hyperbel kann als Zentralprojektion eines
Kreises angesehen werden.

Zeige, daB diese Aussage nur eine andere Fassung des vorigen Satzes ist.

3. Jeder fiir den Kreis giiltige Lehrsatz, der nur von Lagebeziehungen, nicht
von MaBbeziehungen hardelt, ist durch Zentralprojektion ohne weiteres
auch auf die Kegelschnitte iibertragbar. — Uberlege zum Beweise folgende
Fragen: Worin projizieren sich bei dieser Ubertragungsart a) der Kreis,
b) Punkte der Kreisebene, ¢) Geraden der Kreisebene?

4. Gib an, inwiefern die Sitze in Aufg. 1 und 2 Umkehrungen der Aussagen
in §20, Aufg.4. 7 und 12 sind.

5. Die Ebenen der Kreise, lings deren die Dandelinschen Kugeln den Kegel
beriihren, erzeugen in der Ebene jedes Kegelschnittes zwei Geraden, die
(nach dem Muster von §20, Nr.12) Leitlinien des Kegelschnittes ge-
nannt werden. — a) Wo liegt im Parabelfalle die zum zweiten Brennpunkt
gehorige Leitlinie? b) Beweise aus der Dandelinschen Figur, daB die Ab-
stiinde eines Kegelschnittpunktes von einem Brennpunkt und der zugehs-
rigen Leitlinie ein konstantes Verhiltnis ¢ haben und daB dieses Verhiiltnis

sé 1ist, je nachdem die Schnittfigur eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel
ist. (¢ heiBt diec numerische Exzentrizitit des Kegelschnitts.)

6. Beweise aus der Dandelinschen Figur, daf die Hauptachse jeder der drei
Kurven durch einen Brennpunks und die zugehérige Leitlinie harmonisch
geteilt wird.
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7. a) Stellenach Aufg. 5b) eine gemeinsame Definition der Kegelschnitte durch
Brennpunkt und Leitlinie auf. b) Beweise, dafl die so definierten Kurven
mit den durch wirkliches Schneiden des Kegels erzeugten Gebilden iden-
tisch sind.

8. Kegelschnitte mit derselben numerischen Exzentrizitit heilen &hnlich, —
Beweise aus der Dandelinschen Figur: a) Kegelschnitte mit demselben
Achsenverhiltnis sind dhnlich. b) Ebenen, die gegen die Achse eines ge-
raden Kreiskegels gleich geneigt sind, schneiden diesen in ghnlichen Kegel-
schnitten. ¢) Vergleiche auf Grund des in b) ausgesprochenen Satzes die
Asymptotenrichtungen einer Schnitthyperbel mit den Richtungen der
Mantellinien, welche die Parallelebene durch die Spitze des Kegels aus
diesem ausschneidet.

Pol und Polare

9.a) (Wiederholung.) Beweise den Satz: Die Bestimmungslinie der
Punkte, die von einem festen Punkt P durch einen Kreis harmonisch ge-
trennt sind, ist eine Gerade p; diese heiBlt die Polare von P, entsprechend
heiBt P der Pol von p. b) Ubertrage nach Aufg. 3 diesen Satz suf einen
beliebigen Kegelschnitt.

10. Welche Lage hat die Polare, wenn der Pol a) innerhalb des Kegelschnittes,
b) auf dem Kegelschnitt, ¢) auBerhalb des Kegelschnittes liegt?

11, a) Welches ist die Polare des Mittelpunktes? b) Welches ist der Pol der
unendlich fernen Geraden? ¢) Durch welchen Punkt geht die Polare eines
unendlich fernen Punktes? d) Wo liegt der Pol eines Durchmesserst

12. Beweise nach Aufg. 8: Jede Leitlirie eines Kegelschnittes ist die Polare
des zugehorigen Brennpunktes.

13. Beweise: In jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen vollstﬂndigen
Viereck bilden die Nebenecken ein Polardreieck, d. h. ein Dreieck, in dem
jede Ecke Pol zur Gegenseite und jede Seite Polare zur Gegenecke ist.

14. Zeige, daB von jedem Polardrejeck eine Ecke innerhalb und zwei auBerhalb
des Kegelschnitts liegen, also daB zwei Seiten des Polardreiecks den Kegel-
schnitt schneiden, die dritte nicht.

16. Zeichne zu einem Punkte P die Polare in bezug auf einen gezeichnet vor-
liegenden Kegelschnitt mit alleiniger Hilfe des Lineals.

16. Zeichne ebenso an einen gegebenen Kegelschnitt die Tangenten von einem
auBerhalb gelegenen Punkte aus.

17. Beweise:
a) Liegt ein Punkt auf einer Geraden, so geht seine Polare durch den Pol
der Geraden.
b) Geht eine Gerade durch einen Punkt, so liegt ihr Pol auf der Polaren
des Punktes.



156 Fiinftes Kapitel. Synthetische Geometrie der Kegelschnitte

18. Das Nebendreiseit eines einem Kegelschnitt umgeschriebenen vollstindigen
Vierseits ist mit dem Nebendreieck des von den Beriihrungspunkten gebil-
deten vollstindigen Vierecks identisch (oder m.a.W.: Das Viereck und
das Vierseit haben dasselbe Polardreieck), — Beweise das aus Aufg. 13
und 17.

19. Erklarung:

Zwei Punkte heiBen konjugiert in | Zwei Geraden heiflen konjugiert in
bezug auf einen Kegelschnitt, | bezug auf einen Kegelschmtt, wenn
wenn jeder in der Polare des | jede durch den Pol der anderen
anderen liegt. geht.

Zeige auf Grund von Aufg. 11, daB von zwei konfugierten Durchmessern
jeder die zum anderen parallelen Sehnen halbiert.

20. Beweise mittels des vorigen Satzes und Aufg. 15 und 16: a) Die Beriih-
rungssehne eines dufleren Punktes wird von dem durch diesen gehenden
Durchmesser halbiert: b) Die Tangenten in den Endpunkten eines Durch-
messers sind dem konjugierten Durchmesser parallel.

21. Beweise: a) Ist ein Dreieck einem Kegelschnitt eingeschrieben, so wird
jede durch den Pol einer Seite gehende Gerade von den beiden anderen
Seiten in konjugierten Punkten geschnitten. b) Sonderfall: Verbindet
man einen beliebigen Ellipsenpunkt mit den Endpunkten eines beliebigen
Durchmessers, so teilen diese Verbindungslinien den konjugierten Durch-
messer harmonisch. (Warum gilt der Satz nicht auch fiir die Hyperbel?)

22. Zeige: a) Die Diagonalen eines einer Ellipse oder Hyperbel umgeschrie-
benen Parallelogramms sind konjugierte Durchmesser. b) Die Seiten eines
einer Ellipse oder Hyperbel eingeschriebenen Parallelogramms sind kon-
jugierten Durchmessern parallel.

Pascalscher und Brianch her Satz

23. Beweise: In jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen einfachen Sechs-
eck liegen die Schaittpunkte der drei Paar Gegenseiten auf einer Geraden
(Pasocalscher Satz; Pascalsche Gerade).

Andeutung: Man beweist den Satz zunéchst fiir den Kreis (§ 19, Nr. 9). —
Die Ubertragung auf einen beliebigen Kegelschnitt geschieht nach dem Muster
von Aufg. 3.

24. a) Wieviel verschiedene Sechsecke lassen sich aus sechs auf dem Kegel-
sohnitt angenommenen Punkten herstellen? b) Gib an, warum die Pascal-
sche Figur um so iibersichtlicher und gedringter wird, je ,,unsinniger* die
Reihenfolge der sechs Ecken erscheint.

26. Beweise: In jedem einem Kegelschnitt umgeschriebenen einfachen Sechs-
seit gehen die Verbindungslinien der drei Paar Gegenecken durch einen
Punkt (Brianchonscher Satz; Brianchonscher Punkt).

Andeutung: Der Beweis wird am einfachsten wmittels Aufg. 23 und 17 gefiihrt.
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26. Erkliare, warum (im Gegensatz zu Aufg. 24b) die Brianchonsche Figur um
so iibersichtlicher wird, je ,,verniinftiger* die Reihenfolge der sechs Seiten
erscheint.

27. Sprich den Pascalschen Satz fiir folgende Sonderfille aus: a) Zwei Ecken
des Sechsecks sind zusammengefallen (eingeschriebenes Fiinfeck mit
Tangente in einer Ecke), b) zweimal zwei Ecken des Sechsecks sind zu-
sammengefallen (eingeschriebenes Viereck mit Tangenten in zwei Gegen-
ecken oder Nachbarecken), ¢) dreimal zwei Ecken des Sechsecks sind
zusammengefallen (eingeschriebenes Dreieck mit Tangenten in den
Ecken).

28. Sprich den Brianchonschen Satz fiir folgende Sonderfille aus: a) umge-
schriebenes Fiinfseit mit Beriihrungspunkt auf einer Seite, b) umgeschrie-
benes Vierseit mit Berithrungspunkten auf einem Paar Gegenseiten,
¢) umgeschriebenes Dreiseit mit den Berithrungspunkten der drei
Seiten.

29, Von einem Kegelschnitt sind fiinf Punkte C,, Cy, Cs, C,,Csund eine durch
einen von diesen (z. B. durch C;) gehende Gerade g gegeben; man be-
stimme den zweiten auf g gelegenen Kegelschnittpunkt.

Andeutung: Man fat den gesuchten Punkt C; als sechste Ecke eines Pascal-
schen Sochsecks auf und sorgt dafiir, daB die Gerade g (also C; C,) als eine Seite
des Sechsecks auftritt. Die Konstruktion kann
man kurz und zweckmiBig in die nebenstehende
Ubersicht zusammendréngen. Die in der ersten
P Zeilestehenden Buchstaben bezeichnen die Ecken
des Sechsecks in der gewihlten Reihenfolge. Die
drei darunterstehenden Zeilen enthalten je ein Paar Gegenseiten des Sechsecks
mitihren Schnittpunkten 4, B, C (3. Spalte),die auf der Pascalschen Geraden p
gelegen sind (4. Spalte).

30. Von einem Kegelschnitt sind fiinf Tangenten ¢, 1y, t3, #;, ¢; und auf einer

von diesen (z. B. &) ein Punkt P gegeben; man zeichne die zweite durch P
gehende Tangente.

Andeutung: Man faBt die gesuchte Tangente f, als sechste Seite eines
Brianchonschen Sechsseits auf und sorgt dafiir,
daB der gegebene Punkt P (also #4¢t,) als eine Ecke
des Sechsseits erscheint (siehe das nebenstehende
Schemsa). Von den Verbindungslinien der drei
Paar Gegenecken sind zwei (ndmlich a und b)
durch die gegebenen Stiicke bestimmt. Durch den Schnittpunkt von a und b,
den Brianchonschen Punkt B, geht auch die dritte Verbindungslinie ¢, von
der ein Punkt 4, bereits bekannt ist.

31.bis 63. Die folgenden Aufgaben sind mit Hilfe des Pascalschen und
Brianchonschen Satzes zu lésen.

Treten hierbei Tangenten mit ihren Berithrungspunkten auf, so erscheint (im
Falle des Pascalschen Satzes) eine Tangente als Verbindungslinie zweier zu-
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sammenfallender Punkte und (im Falle des Brianchonschen Satzes) ein Be-
rithrungspunkt als Schnittpunkt zweier zusammenfallender Tangenten.

31. bis 39. Von einem Kegelschnitt sind

gegeben:
31. fiinf Punkte,

32. vier Punkte und die Tangente in
einem von ihnen,

33. vier Punkte und die Tangente in
einem von ihnen,

34.drei Punkte und die Tangenten in
zweien von ihnen,

3b. fiinf Tangenten,
36. fiinf Tangenten,

37. vier Tangenten und der Beriih-
rungspunkt auf einer von ihnen,

38. vier Tangenten und der Beriih-
rungspunkt auf einer von ihnen,

39.drei Tangenten und die Beriih-

rungspunkte auf zweien von ihnen;

40. bis 50. Von einer Parabel sind
gegeben:

40.zwei Punkte, die Tangente in

einem von ihnen und die Achsen-
richtung,

41. zwei Punkte, die Tangente in einem
von ihnen und die Achsenrichtung,

42, drei Punkte und die Achsenrich-
tung,

43. vier Tangenten und auf einer von
ihnen ein Punkt P,

4. vier Tangenten,

46. vier Tangenten,
46. vier Tangenten und eine Gerade g,

47. drei Tangenten und die Achsenrich-
tung,

gesucht:
die Tangente in einem von ihnen,

die Tangente in einem anderen der
gegebenen Kurvenpunkte,

ein fiinfter Kurvenpunkt,
die Tangente im dritten Punkte,

der Beriithrungspunkt auf einer von
ihnen,

die zu einer von ihnen parallele Tan-
gente,

der Beriihrungspunkt auf einer an-
deren der gegebenen Tangenten,

eine fiinfte Tangente,

der Beriihrungspunkt auf derdritten
Tangente.

gesucht:

die Tangente in dem zweiten der ge-
gebenen Punkte,

andere Punkte der Parabel,

die Tangenten in den gegebenen
Punkten,

die zweite Tangente durch P,

der Berithrungspunkt auf einer von
ihnen,

die Achsénrichtung,
die parallel g verlaufende Tangente,

eine vierte Tangente und der Be-
rithrungspunkt auf einer der ge-
gebenen,
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48. drei Tangenten und der Beriih-
rungspunkt auf einer von ihnen,

49.zwei Tangenten, der Berithrungs-
punkt auf einer von ihnen und die
Achsenrichtung,

560. zwei Tangenten mit jhren Beriih-
rungspunkten;

61. bis 63. Von einer Hyperbel sind
gegeben:

81.drei Punkte und die Richtungen
der beiden Asymptoten,

52. vier Punkte und die Richtung der
einen Asymptote,

63. die Richtungen der beiden Asym-
ptoten, zwei Punkte und die Tan-
gente in einem von ihnen,

64. drei Punkte und eine Asymptote,

65. zwei Punkte, eine Asymptote und
die Richtung der anderen,

66. die Richtung einer Asymptote, drei
Punkte und die Tangente in einem
von ihnen,

67. die Richtung einer Asymptote, zwei
Punkte und die Tangenten in ihnen,

68. die Asymptoten und ein Punkt,

59. ein Punkt, die Tangente in diesem,
eine Asymptote und die Richtung
der zweiten,

60.drei Tangenten und eine Asym-
ptote,

6l.eine Asymptote, zwei Tangenten
und der Beriihrungspunkt auf einer
von diesen,

eine vierte Tangente und die Achsen-
richtung,

der Beriihrungspunkt auf der zwei-
ten gegebenen Tangente und eine
beliebige dritte Tangente,

eine beliebige dritte Tangente und
die Achsenrichtung.

gesucht:

die beiden Asymptoten und die Tan-
gente in einem der gegebenen
Punkte,

die beiden Asymptoten und die Tan-
gente in einem der gegebenen
Punkte,

die Tangente in dem zweiten der
gegebenen Punkte und die beiden
Asymptoten,

die Tangente in einem der gegebe-
nen Punkte und ein beliebiger vier-
ter Punkt,

die Tangente in einem der gegebe-
nen Punkte und die zweite Asym-
ptote,

die beiden Asymptoten,

andere Punkte der Hyperbel und
die Asymptoten,

andere Punkte der Hyperbel und
die Tangente in dem gegebenen
Punkt,

andere Punkte der Hyperbel und die
zweite Asymptote,

andere Tangenten und der Beriih-
rungspunkt auf einer der gegebenen,

eine dritte Tangente,
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gegeben: gesucht:

62.eine Asymptote, zwei Tangenten | der Berithrungspunkt auf der ande-
und der Berithrungspunkt auf einer | ren der gegebenen Tangenten und
von diesen, die zweite Asymptote,

63.die Asymptoten und eine Tan- | andere Tangenten und der Beriih-
gente; rungspunkt auf der gegebenen.

64. Das von den Asymptoten begrenzte Stiick einer Hyperbeltangente wird
im Berithrungspunkt halbiert. Beweise das a) mittels des Pascalschen
Satzes, b) mittels des Brianchonschen Satzes.

65. Zeige: Jede Hyperbeltangente bestimmt mit den Asymptoten ein Dreieck
von konstantem Inhalt. Vgl. den fritheren Beweis in §21, Aufg. 50.

66. Beweise mittels des Pascalschen Satzes: Auf jeder Hyperbelsekante sind
die zwischen den Asymptoten und der Kurve gelegenen Stiicke gleich.
(Warum ist dieser Satz nicht wie sein in Aufg. 64 genannter Sonderfall
auch mittels des Brianchonschen Satzes beweisbar?)

67. Zeige: Das von drei Parabeltangenten begrenzte Dreieck hat halb so groBen
Flacheninhalt wie das von den Beriihrungspunkten gebildete Dreieck.

68. Beweise mittels Aufg. 20b) und 64: Je zwei konjugierte Hyperbel-
durchmesser bilden mit den Asymptoten ein harmonisches Biischel.

§ 23. Projektive und involutorische Eigenschaften

Erzeugung der Kegelschnitte durch projektive Strahlenbiischel und Punkt-
reihen

1. Was versteht man unter dem Doppelverhéltnis von 8) vier Punkten 4, B,
C, D einer Punktreihe, b) vier Strahlen a, b, ¢, d eines Strahlenbiischels?

2. Beweise, daB der Wert eines Doppelverhiltnisses von vier Punkten (Strah-
len) unverindert bleibt, wenn man die Punkte (Strahlen) jedes Paares oder
auch die Punktepaare (Strahlenpaare) miteinander vertauscht,

3. a) Zeige, daB es nur einen Punkt (Strahl) einer Punktreihe (eines Strahlen-
biischels) gibt, der mit drei anderen Punkten der Punktreihe (Strahlen des
Strahlenbiischels) ein gegebenes Doppelverhaltnis bildet. b) Erdrtere,
welche Werte das Doppelverhiltnis annimmt, wenn man den vierten Punkt
(Strahl) alle mogliohen Lagen annehmen 1aB8t. ¢) Welchen Wert hat das
Doppelverhiltnis von vier harmonischen Punkten (Strahlen)?

4. Gib an, wie man beweisen kann, daB a) vier Strahlen eines Strahlen-
biischels dasselbe Doppelverhiltnis haben wie die vier Punkte, in denen
irgendeine Gerade die Strahlen des Biischels sohneidet, b) vier Punkte
einer Punktreibe dasselbe Doppelverhéltnis haben wie die vier Strahlen,
durch die man die Punkte aus einem beliebigen fiinften Punkte proji-
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zieren kann. c¢) Fasse den Inhalt von a) und b) in die Aussage zusammen,
daB Doppelverhiltnisse durch Projizieren und Schneiden nicht geindert
werden.

5. Wann nennt man zwei Punktreihen (Strahlenbiischel) &) projektiv,
b) perspektiv?

6. Welohes ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB zwei
projektive Punktreihen (Strahlenbiischel) perspektiv liegen?1)

7. Es seien zwei sohiefliegende projektive
Strahlenbiischel | Punktreihen
durch drei Paare entsprechender Elemente gegeben. Zeige, wie man mit
alleiniger Benutzung des Lineals zu jedem vierten
Strahl des einen Strahlenbiischels | Punkt der einen Punktreihe
den entsprechenden
Strahl des anderen Strahlenbiischels | Punkt der anderen Punktreihe
finden kann. — Erliutere dabei den Begriff
Perspektivitatszentrum | Perspektivitatsachse.

8. Es seien zwei projektive Punktreihen auf derselben Geraden (,,Trager)
durch drei Paare entsprechender Punkte gegeben. Wie kann man zu jedem
vierten Punkt der einen Punktreihe den entsprechenden der anderen
finden?

Andoutung: Zeige,daB man durch Projizieren aus zwei verschicdenen Punk-
ten der Ebene diese Aufgabe auf die in Nr. 7 fiir Strahlenbiischel geldste zu-
riickfihren kann.

9. Lose dieselbe Aufgabe wie Nr. 8 fiir zwei projektive Strahlenbiischel mit
demselben Scheitel (,, Triger®).

10.In jedem von zwei schiefliegenden projektiven Strahlenbiischeln soll der
Strahlermittelt werden, welcher der Verbindungslinie der Triger entspricht.

11. Zeichne in jeder von zwei schiefliegenden projektiven Punktreihen den
Punkt, der dem Schnittpunkt der Triger entspricht.

12. Fillt von zwei auf demselben Triger gelegenen projektiven Punktreihen
ein Paar entsprechender Punkte zusammen, so muB noch ein zweites Paar
entsprechender Punkte zusammenfallen. Beweise das und zeige, wie man
das zweite Paar finden kann, wenn das erste Paar und zwei nicht zu-
sammenfallende Paare entsprechender Punkte gegeben sind.

13. Von zwei schiefliegenden projektiven Punktreihen kennt man ein Paar
entsprechender Punkte ynd in jeder Reihe noch den Punkt, der dem
Schnittpunkt der Triger entspricht. Andere Paare entsprechender Punkte
sind zu zeichnen.

1) Projoktive Punktreihen oder Strahlenbiischel, die nicht perspektiv liogen,
sollen im folgenden als ,,schieflicgend* bezeichnet werden, wenn dies der Deut-
lichkeit wegen notig erscheint,

11 120181
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14. Von zwei schiefliegenden projektiven Strahlenbiischeln kennt man ein
Paar entspreohender Strahlen und in jedem Biischel noch den Strahl,
welcher der Verbindungslinie der Triiger entspricht. Man zeichne andere
Paare entsprechender Strahlen.

156. Beweise: a) Die Punkte eines Kegelschnittes werden aus zwei beliebigen
von ihnen durch projektive Strahlenbiischel projiziert. b) Zwei beliebige
Tangenten eines Kegelsohnittes werden von den iibrigen Tangenten in
projektiven Punktreihen geschnitten.

Andeutung: Zu a) Beim Kreise sind diese Biischel kongruent, also sicher
projektiv; weiter nach 4c) und § 22, Aufg. 3.

16. Beweise den Pasocalsohen Satz, indem du bei einem dem Kegelschnitt ein-
geschriebenen Sechseck vier Ecken aus den beiden anderen durch projektive
Strahlenbiischel projizierst und beachtest, daB diese Biischel in zwei per-
spektiven Punktreihen geschnitten werden konnen.

17, Beweise in entsprechender Weise den Satz von Brianchon.

18. Ein harmonisches Biisohel, dessen Triiger auf einem Kegelschnitt liegt,
sohneidet diesen in vier Punkten, die von jedem anderen Punkt des Kegel-
gohnitts wieder durch ein harmonisches Biischel projiziert werden. Woraus
folgt das?

19. Zwei projektive Strahlenbiischel, die denselben Trager haben, sind durch
je drei entsprechende Strahlen gegeben. Zeichne die Doppelstrahlen, d.h.
die Strahlen, in denen je zwei entsprechende Strahlen der beiden Biischel
zusammenfallen. — Erortere die Ausfiihrbarkeit der Konstruktion und
die Anzahl der Ldsungen.

Andeutung: Hilfskreis durch den gemeinsamen Triéger der beiden Biischel.

20. Ermittle in zwei projektiven Punktreihen, die auf demselben Triger ge-
legen und durdh je drei entsprechende Punkte gegeben sind, die Doppel-
punkte.

Andeutung: Projiziere die beiden Punktreihen aus demselben Punkte und
verfahre dann nach Aufg. 19.

21. Beweise, daB die Schnittpunkte einer Geraden und eines Kegelschnitts
nichts anderes sind als die Doppelpunkte der beiden Punktreihen, die auf
dieser Geraden dadurch erzeugt werden, da man die Punkte des Kegel-
sohnitts aus zwei beliebigen von ihnen durch projektive Strahlenbiischel
projiziert.

22. Zeige ebenso, daB die von einem Punkt an einen Kegelschnitt gelegten Tan-
genten Doppelstrahlen zweier Strahlenbiischel mit demselben Tréger sind.

23. Wie kann man Aufg. 21 benutzen zur Konstruktion eines Kegelschnitts
aus vier Punkten und einer Tangente?

24, Benutze Aufg. 22 zur Konstruktion eines Kegelschnitts aus vier Tangenten
und einem Punkt,
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25. a) Was versteht man unter gleichlanfenden und ungleichlaufenden Strahlen-
biischeln? b) Erklire die Begriffe gleichlaufender und ungleichlaufender
Punktreihen durch Zuriickfithrung auf a).

26. a) Warum miissen ungleichlaufende Strahlenbiischel mit demselben Scheitel
stets zwei Doppelstrahlen haben? b) Warum gibt es in zwei ungleich-
laufenden Strahlenbiischeln mit verschiedenen Triigern stets zwei Paare
einander entsprechender paralleler Strahlen?

27. Zeige auf Grund von Aufg. 26b), daB der Ort fiir die Schnittpunkte ent-
sprechender Strahlen zweier schiefliegenden ungleichlaufenden projektiven
Strahlenbiischel eine Hyperbel ist. In welcher Beziehung stehen die
Parallelstrahlen der beiden Biischel zu den Asymptoten der Hyperbel?

28. Bleibt die Seite A B eines Dreiecks 4 BC fest, wihrend die Seiten 4 C und
BC kongruente ungleichlaufende Strahlenbiischel beschreiben, so durch.
lauft die Eoke C eine gleiohseitige Hyperbel, von der 4 B ein Durchmesser
ist. Zeichne die Tangenten dieser Hyperbel in 4 und B und die Winkel
der Asymptoten gegen 4 B.

29. Beweise: Ein beliebiges Bogenstiick der gleichseitigen Hyperbel er-
soheint von den Endpunkten eines Hauptdurchmessers aus unter gleichen
Winkeln.

Involutorische Eigenschaften

80. a) Was versteht man unter einem Kreisbiischel? b) Gib an, welche Kreis-
potenzeigenschaften die Punktepaare haben, die ein solches Kreisbiischel
auf einer beliebigen Geraden bestimmt. — (Die Gesamtheit dieser Punkte-
paare heillt eine involutorische Punktreihe oder eine Punktinvolution.)

81. 8) Was versteht man unter den Doppelpunkten einer (Punkt-)Involution,
und wie findet man sie? b) Beweise, daB je zwei zugeordnete Punkte
einer Involution von den Doppelpunkten harmonisch getrennt werden.
¢) Zeige, wie man aus zwei Punktepaarerr einer Involution beliebig viele
andere zugeordnete Punkte, den Mittelpunkt und die Doppelpunkte, falls
sie reell sind, zeichnen kann.

3

™2

. Beweise : Ein aus vier Punkten einer Involution beliebig gebildetes Doppel-
verhdltnis bleibt seinem Werte nach unverindert, wenn man jeden Punkt
durch den ihm zugeordneten ersetzt.

3

o

. Ein Strahlenbiischel, das eine Gerade in einer involutorischen Reihe
schneidet, heiBt ein involutorisches Strahlenbiischel oder eine Strahlen-
involution. — Beweise: Ein involutorisches Strahlenbiischel schneidet
jede Gerade in einer involutorischen Punktreihe.

34.a) Wie findet man die Doppelstrahlen und die aufeinander senkrechten
Strahlen eines involutorischen Biischels? b) Beweise: In einer Strahlen-
involution werden die Doppelstrahlen (falls solche vorhanden sind) von je
1
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zwei zugeordneten Strahlen harmonisch getrennt. ¢) Zeige: Hat ein in-
volutorisches Biischel mehr als ein rechtwinkliges Strahlenpaar, so sind
alle zugeordneten Strahlen aufeinander senkrecht (,,orthogonale Strahlen-
involution‘‘),

86. Die in bezug auf einen Kegelschnitt konjugierten
Punktepaare einer Geraden | Strahlenpaare eines Biischels
bilden eine Involution. — Beweise das, indem du vorm Kreise ausgehst.

36. a) Beweise: Die konjugierten Durchmesser eines Kegelschnittes bilden ein
involutorisches Biischel, dessen rechtwinkliges Strahlenpaar das Achsen-
kreuz ist. b) Was fiir eine Involution bilden die konjugierten Durchmesser
eines Kreises?

37. Zeige, daB die Doppelstrahlen des in Aufg. 36a)genannten Biischels bei
einer Hyperbel die Asymptoten sind.

38. Beweise, daB die konjugierten Brennpunktssehnen eine orthogonale
Strahleninvolution bilden.

39. a) Beweise: Jede Gerade sohneidet die drei Paar Gegenseiten eines
vollstandigen Vierecks. in einer Involution. b) Zeige, wie man hiernach
in einer durch zwei Punktepaare gegebenen Involution zu jedem be-
liebigen Punkte den zugeordneten mit alleiniger Benutzung des Lineals
finden kann.

40, Beweise: Die drei Punktepaare, in denen eine beliebige Gerade einen Kegel-
schnitt und die zwei Paar Gegenseiten eines ihm eingeschriebenen einfachen
Vierecks schneidet, bilden eine Involution (Satz von Desargues).

41, a) Vergleiche das durch vier Punkte (z. B. durch die Ecken des Vierecks in
Aufg. 40) bestimmte Kegelschnittbiischel mit dem Kreisbiischel in Aufg. 30.
b) Wenn die durch das Kegelschnittbiischel auf der Geraden erzeugte Invo-
lution Doppelpunkte hat,so ist jeder von ihnen Berithrungspunkt eines von
zwei ausgezeichneten Kegelschnitten des Biischels. Beweise das. ¢) Gib
hiernach an, wie man einen Kegelsohnitt zeichnet, der durch vier ge-
gebene Punkte geht und eine gegebene Gerade beriihrt. (Vergl. hiermit
Aufg. 23.)

42. a) Welcher Satz ergibt sich, wenn in dem Viereok der Aufg. 40 zwei Paar
Gegenecken zusammenfallen, also das Viereck in eine (doppelt zudenkende)
Sehne entartet? b) Zeige hiernach, wie man einen Kegelschnitt aus drei
Punkten und zwei Tangenten zeichnen kann.

43. a) Die beiden Tangenten von einem Punkt an einen Kegelschnitt und die
Verbindungslinien des Punktes mit den Gegenecken eines umgeschriebenen
einfachen Vierseits bilden eine Involution. Beweise das und vergleiche das
Ergebnis mit dem Satz in Nr. 40. b) Man bezeichnet die Gesamtheit aller
Kegelschnitte, die vier feste Geraden beriihren, als eine Kegelschnittschar.
Sprich unter Benutzung dieser Bezeichnung einen Satz aus, derdem in 41b)
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genannten entspricht. ¢) Zeige hiernach, wie man einen Kegelschnitt aus
vier Tangenten und einem Punkt zeichnen kann. (Vgl. hiermit Aufg. 24.)

44. a) Welcher Satz ergibt sich, wenn in dem umgeschriebenen Vierseit der
Aufg. 43 zwei Paar Gegenseiten zusammenfallen, also das Vierseit in ein
(doppelt zu denkendes) Tangentenpaar entartet? b) Wie kann man hier-
nach einen Kegelschnitt aus drei Tangenten und zwei Punkten zeichnen?

45 bis 60. Von einem Kegelschnitt sind

gegeben:
45. fiinf Punkte,

46. fiinf Tangenten,

47.drei Punkte und die Lage einer
Symmetrieachse,

48.zwei Tangenten und das Achsen-
kreuz,

49. zwei Punkte und das Achsenkreuz,

gesucht:
die Schnittpunkte mit einer belie-
bigen Geraden, die Tangenten von
einem beliebigen Punkte und (falls
vorhanden) die Asymptoten,

die Scheitel,

die Beriihrungspunkte auf den ge-
gebenen Tangenten,

die Scheitel,

60.drei Punkte und der Mittelpunkt; | die Achsen,

§ 24. Vermischte Aufgaben

Beweise von Lehrsiitzen

1. Verbindet man die Ecken eines Polardreiecks mit einem beliebigen Punkt
des Kegelschnitts, so bildet dieser Punkt mit den drei Punkten, in denen
die Verbindungslinien die Kurve zum zweitenmal schneiden, ein vollstén-
diges Viereck, dessen Nebendreieck das Polardreieck ist.

2. Sprich einen &hnlichen Satz wie Nr.1 iiber die drei Seiten eines Polar-
dreiseits aus, die man mit einer Tangente der Kurve zum Schnitt bringt.

3. Die Asymptoten und die Leitlinien einer Hyperbel schneiden den Soheitel-
kreis in denselben vier Punkten.

4, Die umgeschriebenen Kreise aller aus vier Geraden gebildeten Drejecke
gehen durch einen Punkt, und die Héhenschnittpunkte der Dreiecke liegen
in einer Geraden. (Vgl. § 21, Aufg. 51 und 52.)

B. Bei jedem Tangentendreieck der Parabel bilden die durch die Ecken zu
den Seiten gezogenen Parallelen ein Polardreieck.

6. Bilden drei Parabeltangenten ein gleichseitiges Dreieck, so gehen die
Ecktransversalen nach den Berithrungspunkten durch den Brennpunkt
der Parabel.
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7. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht {ibernommen.

8. Jede einem Dreieck umgeschriebene gleichseitige Hyperbel geht durch den
Hohenschnittpunkt des Dreiecks.

9. 8) ,,Wird ein Kegelschnittbiischel K mit den Grundpunkten 4, B, C, D
durch irgend zwei Geraden g und k, von denen jede durch einen der Grund-
punkte D, C geht, geschnitten, so dreht sich bei Verdnderung des Kegel-
schnitts die Verbindungsgerade z der zweiten Durchschnitte E und F
von g und A mit K um einen festen Punkt C, der mit den iibrigen beiden
Grundpunkten 4, B in einer Geraden liegt‘* (J. Steiner). b) Wie lautet
der entsprechende Satz fiir eine Kegelschnittschar?

10. Die Polaren irgendeines Punktes in
bezug auf ein Kegelschnittbiischel
sohneiden sich in einem Punkte.

Die Pole irgendeiner Geraden in be-
zug auf eine Kegelschnittschar liegen
in einer Geraden.

11. Die Mittelpunkte der Kegelschnitte einer Schar liegen in einer Geraden
(Sonderfall von Nr. 10).

12. Die Mitten der drei Diagonalen eines vollstindigen Vierseits liegen in
einer Geraden. — Inwiefern ist dieser Satz ein Sonderfall von Nr.11%

13.,,Zieht man in einem Kegelschnittbiischel nach irgendeiner Richtung die
Durchmesser, so laufen deren konjugierte alle durch denselben Punkt
(J. Steiner).

14. Die Polaren eines Punktes in bezug | Die Pole einer Geraden in bezug aut
aufeine Kegelschnittscharumhiillen | ein Kegelschnittbiischel liegen auf
einen neuen Kegelschnitt. einem neuen Kegelschnitt.

16. Zwei beliebige Tangenten einer Parabel werden von den iibrigen Tangenten
in dhnlichen Punktreihen geschnitten.

16. Eine involutarische Punktreihe ist projektiv zu derjenigen, die man erhalt,
wenn man jeden Punkt durch den ihm zugeordneten ersetzt.

17. Die Verbindungslinien eines Punktes mit den drei Paar Gegenecken eines
vollstindigen Vierseits bilden ein involutorisches Strahlenbiischel.

18. Auf jeder Seite eines Dreiecks bestimmen die drei Kreise von Apollonius
eine Involution,

Konstruktionen

19. Von einem Kegelschnitt kennt man eine Brennpunktssehne und die in

ihren Endpunkten gelegten Tangenten; man ermittle die Brennpunkte
und die Scheitel,

20. Ein Kegelschnitt liegt gezeichnet vor. Man soll den Pol einer gegebenen
Geraden mit alleiniger Hilfe des Lineals finden,
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21. Man zeichne eine Ellipse, die ein gegebenes Parallelogramm in den Mitten
der Seiten beriihrt.

22. Es ist ein Kegelschnitt zu zeichnen, der die Seiten eines Parallelogramms,
und zwar eine von ihnen in einem bestimmten Punkte, beriihrt. — Wann
ist der gesuchte Kegelschnitt eine Ellipse und wann eine Hyperbel?

23. Von einer Ellipse kennt man die Hauptscheitel und einen Durchmesser der
GroBe und Lage nach., Man ermittle die GroBe und Lage des konjugierten
Durchmessers.

24, Von einer Ellipse ist ein Paar konjugierter Durchmesser gegeben. Man
zeichne die Achsen der Kurve.

25. Eine Parabel ist durch drei Tangenten und einen Punkt gegeben. Gesucht
gind die Berithrungspunkte auf den gegebenen Tangenten, der Scheitel
und die Soheiteltangente.

26. In jeder von zwei schiefliegenden projektiven Punktreihen soll der Punkt
ermittelt werden, der dem unendlich fernen Punkt der anderen Punktreihe
entspricht (,,Fluchtpunkt).

27. Wie 13st man die Aufgabe 26, wenn die Punktreihen auf demselben Triiger
liegen?

28. Welcher Punkt einer involutorischen Punktreihe ist ihrem Mittelpunkt
zugeordnet !

29. Eirie Involution ohne Doppelpunkte kann stets von zwei Punkten aus
durch je eine orthogonale Strahleninvolution projiziert werden. Man
zeichne diese beiden Punkte.

30. Es soll ein Vieleck gezeichnet werden, dessen Ecken auf gegebenen Geraden
liegen und dessen Seiten durch gegebene Punkte gehen.

31. Einem gezeichneten Kegelschnitt soll ein Vieleck eingeschrieben werden,
dessen Seiten durch gegebene Punkte gehen.

32. Einem gezeichneten oder durch fiinf Tangenten bestimmten Kegelschnitt
soll ein Vieleck umgeschrieben werden, dessen Ecken auf gegebenen
Geraden liegen.

33. Von zwei Kegelschnitten kennt man drei gemeinsame Punkte und je zwei
andere Punlkte. Man soll den vierten gemeinsamen Punkt finden.

34. Von zwei Kegelschnitten sind zwei gemeinsame Punkte und drei nicht
gemeinsame Punkte gegeben. Die beiden anderen gemeinsamen Punkte
gollen gezeichnet werden.

36. Durch einen gegebenen Punkt soll eine Gerade gelegt werden, die von
vier beliebig gegebenen Geraden in vier Punkten von gegebenem Doppel-
verhaltnis geschnitten wird.
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36. Auf einer gegebenen Geraden soll ein Punkt gefunden werden, aus dem
vier beliebig gegebene Punkte durch vier Strahlen von gegebenem Doppel-
verhaltnis projiziert werden.

87. Von einem Kegelschnitt sind fiinf Punkte, ferner in der Ebene des Kegel-
schnitts eine beliebige Gerade gegeben. Man zeichne den Pol der gegebenen
Geraden.

88. Von einem Kegelschnitt sind fiinf Tangenten, ferner in der Ebene des
Kegelschnitts ein beliebiger Punkt gegeben, Man zeichne die Polare des
gegebenen Punktes.

39. Von einem Kegelschnitt sind drei Punkte oder drei Tangenten gegeben;
auBerdem wei man, daB eine gegebene Gerade Polare eines gegebenen
Punktes sein soll. Der Kegelschnitt ist zu zeichnen.

40, Von einem Kegelschnitt kennt man den Mittelpunkt und ein Polardreieck;
man zeichne die Schnittpunkte der Kurve mit den durch die Ecken des
Polardreiecks gehenden Durchmessern,

Sechstes Kapitel

Analytische Geometrie

§ 25. Punkt, Strecke, Dreieck
Punkte

1. (Wiederholung.) Zeichne in einem rechtwinkligen Koordinatensystem
fiir das ein geeigneter MaBstab gewihlt ist, die Punkte
8) (1; 3); b) (4; 4); ) (3.2; L,7); d) (1,8;2,8);
) (1; —2); H(—2; 3); 8 (—4; —8); b (3; —3)
) (L7, —0,8); k) (—3,8;,—41); 1) (—21;05); m) (n; —a).

2. Gegeben sind durch Strecken die (positiven) Zahlen a und b. Zeichne in
einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Punkte

a) (a; b); b) (a; a); ¢) (—b; —b);

d) (a; —b); o) (a; —a); ) (—a; b);

g) (—a; —b); b) (@ +b; a —b); i) (a—0b;b6—a);
k) (@ —b; a—0); ) 6 —a; b—a); m) (@ —b; —a—b).

3. Spiegele den Punkt (a; b) a) an der z-Achse, b) an der y-Achse. Welche
Koordinaten hat der neue Punkt?

4. Vertausche die Koordinaten a und b eines Punktes. Welche Lage hat der
neue Punktt
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5. Wie wandert ein Punkt, a) wenn seine z-Koordinate konstant bleibt und
seine y-Koordinate zunimmt, b) wenn seine z-Koordinate abnimmt, wih-
rend die y-Koordinate konstant bleibt?

Strecken

6. Berechne den Abstand der Punkte
a) (3; 4); b) (3; —4);
e) (4; 5); B (—3;7);
i) (0; 3); k) (a; b);

vom Koordinatenanfangspunkt.

o (5; —12); ) (=5; —12);
g) (2; —14); h) (—12; —12);
) (a; —a); ) (a+b; a—b)

7. Berechne die Entfernung der Punkte
a) (1;1) und (4;5);
9 (2;3) w35 2);
¢ (x; y) (T B2)s
g) (a; b) » (e —0b);

8. Berechne die Seitenlingen der Dreiecke, deren Ecken die Koordinatenhaben

a) (11; 46), (31; 6)
b) (0; 0), (44; 0)

¢ (—1; —=1), (&7
d) (9; 0), (—5;0)
o) (a; b), (a; —b)

und
”
”
”»

”»

b) (2; —5) und (—3;7);
d 5;12)  ,,  (—3; —1);
1) (a; b) w (b5 a);

h) (—a; b) ,, (a; —b).

(137; 14);
©; 117);

(3; —5);
(0; 12);
©; —b).

9. Untersuche, welche von den folgenden Dreiecken gleichschenklig sind:

a) (0; 2); (1; —2); (—3; —1);
¢) (6; 2); (2; —2); (4; —4);
¢) (—1; 6); (2; —3); (8; —1).

b) (3; 3); (—1; 1), (1; —1);
d) (2; 3); (4; 1); (4; 5);

10, Untersuche, von welcher besonderen Art die Vierecke sind, deren Ecken

die folgenden Koordinaten haben:
a) (1; 3); (25 1); (55 2); (4; 4);
b) (1: 1); (6; 1); (5; 4); (25 4);

¢) (2; 3); (3; 0); (0; —1); (—1; 2);
d) (1; 6); (4; 1); (1; —3); (=35 1);
e) (a; 0); (0; a); (—a; 0); (0; —a);
D (a; b); (b; a); (—a; b); (b; —a).
11. Gib die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecke an, deren Endpunkte

sind

8) (6; 6) und (2; 2);
¢) (—2; —6) und (—3; 4);

b) (4; 10) und (12; 3);
d) (a; b) und (c; d).
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12. Halbiere den Abstand dee Punktes (z; y) vom Koordinatenanfangspimkt
und gib die Koordinaten dieses Punktes an.

A%, Verlingere die Verbindungsstrecke des Koordinatenanfangspunktes mit
den Punkten ¢f (—3; 2), b) (a; b) nach beiden Seiten um sich selbst.
Welches sind die Koordinaten der Endpunkte ?

14. Halbiere die Seiten a) des Dreiecks (2;7); (1;1); (3; 6), b) eines beliebigen
Dreiecks und zeige, daB das von den Seitenmitten gebildete Dreieck
Seiten hat, die halb so groB wie die Seiten des urspriinglichen Drei-
eoks sind.

16. Bestimme die Lange der Seitenhalbierenden des Drejecks, dessen Ecken
die Koordinaten (1; 1); (7; 2); (2; 7) haben.

16. a) —d) Teile die in Aufg.1la)—d) genannten Strecken «) innerlich im
Verhiiltnis 1: 4, ) innerlich im Verhaltnis 2: 3, ) innerlich im Verhiltnis
m:n, 0) duberlich im Verhdltnis 1:2, &) &uBerlich im Verhiltnis 2:5,
{) duBerlich im Verhiltnis m:n, ) im Verhéltnis 4 und gib jeweils die
Koordinaten des Teilpunktes an.

17. Bestimme die Lage des Schwerpunktes im Dreiecke a) mit den Ecken
(—2; —3), (7; 5) und (3; —8), b) mit den Ecken (z;; y,), (,; y,) und
(235 Ya)-

18. Gib fiir die Neigungswinkel der Strecke mit den Endpunkten
a) (2; 3) und (7; 8); b) (2; 1) und (—1; 4);
©) (7; 8) und (0; 0); d) (215 31) und (25 )
gegen die z-Achse und gegen die y-Achse eine Beziehung an, Im Falle
a) bis ¢) sind die Neigungswinkel zu bestimmen,

Trapez und Dreieck

19. Von den Endpunkten der Strecke a) (2; 1); (7; 5); b) (a;; b))
(as; by) sind Lote auf die z-Achse gefillt. Der Inhalt des von der
Strecke, den Loten und der z-Achse bestimmten Trapezes ist zu be-
rechnen.

20. Ein Streckenzug ist durch die folgenden 'Punkte bestimmt (0; 5);
(1; 7); (3; 3); (5; 8). Wie groB ist das Flichenstiick, das von Strecken-
zug, z-Achse, y-Achse und des Lotes von (5; 8) auf die z-Achse be-
stimmt wird?

21. Berechne den Inhalt des Dreiecks mit den Koordinaten

a) (1: 2); (7; 3); (2; 8); b) (0; 0); (6; 8); (13; 5);
¢) (0; 0); (0; 7); (12; 9); d) (4; 0); (—4; 0);(3; 8);
) (05 0); (25 41); (%as ¥o)s D) (=1 95 (225 ) (255 ¥s)-

22. 2)—e) Bestimme mdglichst praktisch den Inhalt der in Aufg. 9a)—e) ge-
nannten Dreiecke.
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23. a) —1) Bestimme moglichst praktisch den Inhalt der in Aufg. 10a)—f)
genannten Vierecke.

Praktische Anwendungen

In der Geodésie werden die Punkte eines groBeren, als eben angesehenen
Gebietes auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, das etwa so
orientiert ist, daB die positive z-Achse nach Norden gerichtet ist, also in irgend-
einen festen Meridian fillt, wihrend die positive y-Achse nach Osten zeigt.
Es kann aber auch die positive z-Achse nach Siiden zeigen, dann zeigt
die positive y-Achse nach Westen. Wir setzen in Zukunft das erste System
voraus.

24. Worin unterscheiden sich die geodatischen Koordinatensysteme von dem
bisher von uns benutzten Koordinatensystem?
25. Ein Punkt hat die geoditischen Koordinaten
z, =3187,3m; y, =4318,4 m,

a) Liegt er 6stlich oder westlich, ndrdlich oder siidlich vom Nullpunkt des
Koordinatensystems? b) Welchen Winkel bildet die Richtung vom Null-
punkt zu dem Punkt mit der Nordsiidrichtung? ¢) Welchen Abstand hat
der Punkt vom Koordinatenanfangspunkt?

26. Zwei Punkte P, und P,sind mit ihren geodatischen Koordinaten bekannt:
z, =1712,8 m; y, =3183,4 m;
x, = 2874,2 m; y, =5017,2 m.
a) Welcher Punkt liegt mehr nach Osten, welcher mehr nach Norden!
b) Welchen Abstand haben die Punkte voneinander? ¢) Welchen Winkel
macht die Richtung von P; nach P, mit der Nordsiidrichtung?
27. Von einem Punkte P, mit den geodﬁtischen Koordinaten
2, =1381,5 m; 9, =1927,8 m
liegt ein Punkt P, um 564,2 m entfernt. Die Richtung P;P, bildet mit
der Richtung nach Norden einen Winkel von 54°48’. Welohe Koordinaten
hat Punkt P,?
28. Ein Punkt P; mit den geoditischen Koordinaten
z; =1183,7m; y; =28129m
(auf der Plattform eines Turmes) liegt 53,2 m hoher als ein Punkt P, mit
den Koordinaten
zy =1417,1 m; Yy, =2562,6 m.

8) Unter welchem Winkel ist die Verbindungsgerade beider Punkte gegen
die Horizontalebene geneigt?! b) Um wieviel ist die Kartenentfernung
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(d.h. die Projektion auf die Horizontalebene) kiirzer als die wirkliche Ent-
fernung?

29. Bestimme den Inhalt des in Fig. 32 wiedergegebenen Grundstiicks auf
Grund der eingetragenen Mafe.

Geometrische Uberlegungen

30. Bei der analytischen Bestimmung des Tnhaltes von Dreiecken erhilt der
Wert der Fliche ein Vorzeichen. a) Is seien P, @ und R drei Punkte,
Zeige, dafl A PQR und A PRQ ver-

schiedenes Vorzeichen haben. b) Un- 2469"‘;':0‘
tersuche, bei welchem Umlaufungs. 86 84!

sinn der Flédcheninhalt positiv, bei / !
welohem er negativ ist. =7 19,98 2 13,00

31. Gib die Bedingung dafiir an, daB drei '
Punkte (zy; y,), (7y; ¥,) und (zg; ys) '
in einer Geraden liegen. !

32. Entwickle eine Formel fiir den Inhalt 62,09 lb. Joo
eines Vielecks, von dem die Koordi- i
naten der Eckpunkte gegeben sind. L..-- 22,00 .. ¥
Anleitung: Verbinde die Ecken des Viel-
ecks mit dem Koordinatenanfangspunkt viovl, 3t o
und sieh den Fldcheninhalt des Vielecks
als Summe der entstehenden Dreiecks- N
flichen (unter Beachtung des Vor- !
zeichens!) an. '

33.Im Raum kann man die Lage eines !
Punktes durch seine (mit Vorzeichen |
zu nehmenden) Abstinde von drei '
senkrecht zueinander stehenden Ebe- !
nen bestimmen (vgl.das dritte Kapitel).
Entwickle die Formeln fiir die Entfer-
nung zweier durch ihre Raumkoordi-
naten gegebenen Punkte und fiir die
Neigung der durch sie begrenzten
Strecke gegen die Koordinatenebenen.

§ 26. Die Gerade

Die Gleichung der Geraden
Yy =mz +n.
1. (Wiederholung.) Wie lautet die Gleichung der Geraden, die 8) im Ab-
stand a parallel zur z-Achse verliduft, b) im Abstand b parallel zur y-Achse

verliuft, ¢) den Winkel zwischen den beiden Koordinatenachsen halbiert
und durch den ersten Quadranten geht?
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2. Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch den Koordinatenanfangs-
punkt geht und den Richtungsfaktor a) 2, b) 1, ¢) —1, d) —3, e) m hat?
Zeichne die Gerade in den Fillen a) bis d).

3. a) Welche Beziehung besteht zwischen dem Richtungsfaktor einer durch
den Nullpunkt gehenden Geraden und ihrem Neigungswinkel gegen die
z-Achse? b) bis ¢) Berechne fiir die in Aufg. 2 angegebenen ersten vier
Fille die Neigungswinkel,

4. Zeichne die Geraden
8) y=3z, b) y =

w8

) ) y=—2z,
d y=3%= e) y=—4z, f) y =27z,

gy =’%x, wenn m und n durch Strecken gegeben sind.

b. Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch den Nullpunkt geht und
" guBerdem durch den Punkt

a) (3; 4); b) (—2; 5); ¢) ;%)
d) (2,7; 8,1); ) (—1,8; +10,8); D (a; b);
g) (a; —b); b) (a; —a); i) (—a; Ot

6. Wie éindert sich m in der Gleichung einer Geraden y=m z, wenn die Gerade
um den Koordinatenanfangspunkt gedreht wird?

7. Was 1aBt sich aus dem Vorzeichen des Richtungsfaktors erkennen?

8. Eine Gerade hat den Richtungsfaktor 2 und schneidet auf der y-Achse
vom Nullpunkt aus die Strecke a) 1, b) 7, ¢) —5, d) » ab. Wie lautet
die Gleichung der Geraden?

9. Gib die Schnittpunkte der Geraden
a) y=2x+43, ”’y.—_—z—.}, c)y=—;—1,
d) y=—z—2, n[y=—3a:-—3, ) y=mz+n
mit der y-Achse an. Zeichne die Geraden.

10.a) —1) Gib an, unter welchem Winke! die in Aufg.9a)—{) genannten
Geraden die y-Achse schneiden.

11. 8) —{) Bestimme von den in Aufg. 9a) —f) genannten Geraden die Schnitt-
punkte mit der 2-Achse.

12. Stelle fest, ob
a) auf der Geraden y =z —1 der Punkt (7; 6) liegt.
b) 2 " T} Yy =2z—3 ” ”» (1; l) »

O wow o Y=—gtla o, (%0,
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13. Bringe die folgenden linearen Gleichungen auf die Form y =mz 4n:
1
8) 2243y =4, b)g+'g—=z, c)4x+—2=1,

d) az + by =e¢, e) az—by 4 ¢ =0, t)—+——%
14. a) Stelle auf Grund der Gleichungen fest, welche der folgenden Geraden
untereinander parallel sind:

y=3z+42, y=—3z-—2, y =3z —4,
y=2x-+4, y—z =1, y+z="1,
2z 4 3y =4, y=%z—4, y+iz =4,

b) Was ist iiber den Richtungsfaktor paralleler Geraden zu sagen?

16. Welohe Geradenlassen sich nicht durch eine Gleichung der Form y=mz+n
darstellen ?

x Yy _
aty=t

16. Zeige, daB die Gerade mit der Gleichung —2 +% =1 auf der z-Achse die
Strecke a, auf der y-Achse die Strecke b abschneidet.

17. Wie lautet die Gleichung der Geraden, deren Abschnitte auf z- und
y-Achse sind: 8) 2 und 3, b)) —1 und 2, ¢) 5 und —6, d) —4 und —7,
e) aund @, f) a und —a?

18. Zeichne die Geraden mit folgenden Gleichungen (bestimme erst die Ab-
gohnitte auf 2- und y-Achse):

)5 +5=1 nESLoy, gatdoy,
d) 3z %=, e)3z——g-=1, Haty=1,
g z—y=1, h) 2z—2y =1, i)z4+y=1,
k) z—y=2, ) z4y=4%, m) z—y=4.

19. Welche Beziehung besteht zwischen den Konstanten a und b in der Glei-
chungsform -f- + l =1 und dem Richtungsfaktor m der Geraden?

20. In welchen Fillen versagt die Gleichungsform — + Y1y
Y= 4% _
T—a,

Y1 .
=m den Richtungs-
o1 &

21. Zeige, daB die Gerade mit der Gleichung Z:
faktor m hat und durch den Punkt z,, y; geht.
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22. Eine Gerade mit dem Richtungsfaktor a) 2, b) 1, ¢) 1, d) m soll durch
den Punkt (3; 4) gehen. Wie lautet ihre Gleichung? ¢)—h) Gib die Ab-
schnitte der Geraden auf den Koordinatenachsen an.

23. Eine Gerade mit dem Rlchtungsfaktt;r —1 soll durch den Punkt a) (1; 1),
b) (0; 3), ¢) (—2; 0), d) (a; b) gehen. Wie lautet die Gleichung?

24, Durch den Punkt (3; 4) ist zu der Geraden a) y ==z, b) y =—%’
§=4 die Parallele gezogen,

z Y y—
) y=3z44, d) o+ o =1 ¢ —
Wie lautet ihre Gleichung?
25. Welcher Gleichung geniigen alle Geraden eines Biischels mit dem Scheitel-
punkt (a; b)?

% —m?
o1

26. Bei welcher Lage der Geraden versagt die Gleichungsform ::
Y= Yi=¥s
T—> Ty—p
27. a) Eine Gerade gcht durch die Punkte (z;; ;) und (z,; y,). Zeige, daB ihr
Richtungsfaktor den Wert g hat. b) Zeige, daB die Gerade mit

17— %
der Glelchung y= y’ = -ZI_T_Z} durch die Punkte (z,, %) und z,, ¥,) geht.
&2 17— %2
Welche Gerade wird von der Gleichung Y= N, dargestellt?
z—z, —
28. Eine Gerade geht durch die Punkte
8) (2; 3) und (3; 2); B) (1; 4) und (—1; —2);
$ 2 —3) und (—3; 3); M (0; 0) und (a; b);
e) (0; b) und (a; 0); 1) (a; @) und (b; b).

Wie lautet ihre Gleichung? g)—m) Wie groB sind in jedem Falle die
Absochnitte auf den Koordinatenachsen?

29.Ein Dreieck wird gebildet von den Punkten (2;7), (1; 1) und (3; 6). a) Wie
lauten die Gleichungen der Dreiecksseiten? b) Wie lauten die Gleichungen
der Seitenhalbierenden?

x Durch die Gerade — -|— Y —1 und die Koordinatenachsen wird ein

Dreieck bestxmmt er lauten die Gleichungen der drei Seitenhalbierenden
dieses Drejecks?

81. 8) —1) Wie lauten die Gleichungen der Seiten der in § 25, Aufg. 10a)—f)
genannten Vierecke?
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Zwei Geraden
Schnittpunkt

X.Bestimme die Koordinaten des Schnittpunktes von folgenden Geraden-
paaren, soweit sie nicht parallel sind:

8) y=z+3und y=—2—8; b) y=%-—2 und y =—22+5;

z y z .,y . z_ Y y_*_1
c)2+3—1und3+2—1, d)3 4_].und3 3 =L
y 1_. _2_- =-—i =1:
e)x 1—3undx 2 1; Dy 2+3nndy+z-— H

g) y=2z+4und y=22—7T; h) y=mz+nundy=mz-+n,;

— 2 Y_g. — Yy—%
i)y—mz-l-nunda-l-b 1; k)y_ma:+n\md:';_xl 1.

1) Wann haben die Geraden a,z + b,y + ¢; =0und a,z + by ¢, =0
keinen Schnittpunkt?
33. Bestimme die Eckpunkte des Dreiecks, das gebildet wird von den drei

Geraden mit den Gleichungen y=3z—4, y =-§ —1lund y=—22+42.

34, a) —f) Bestimme die Diagonalschnittpunkte der in § 25, Aufg. 10a)—f)
genannten Vierecke.
Winkel

36. (Wiederholung.) Zwei Geraden bilden mit der positiven Richtung der
2-Achse die Winkel a, und ,. Bestimme den Winkel (genauer die Winkel)
zwischen den beiden Geraden.

36. Es sei @ der spitze Winkel zwischen zwei Geraden, die die Richtungs-
faktoren m, und m, haben. Zeige, daB dann

My |

14my - my|

X a)—k) Bestimme den Winkel zwischen den in Aufg. 32a)—k) genannten
Geradenpaaren,

tg Q = ist.

38.a) Zeige durch Untersuchung des in Aufg. 36 genannten Ausdrucks, daB
zwei Geraden mit den Gleichungen y =m; z+n, and y =myz + 0y
senkrecht aufeinander stehen, wenn

1

m; = — —

me
ist. b) Leite diese Beziehung unmittelbar an zwei aufeinander senkrecht
stehenden Geraden im Koordinatensystem her.

89. Der Punkt (2; 3) liegt auf der Geraden mit der Gleichung y =2z—1.
Wie lautet die Gleichung der in dem Punkt auf der Geraden errichteten
Senkrechten ’
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40. Vom Punkt (1; 2) ist auf die Gerade y = 22 + 4 das Lot gefallt. Wie
lautet die Gleichung?

41. Welched ist die Gleichung des Lotes vom Koordinatenanfangspunkt
auf die Gerade % -{—% =17

: Bestimme den Abstand des Nullpunktes von den Geraden mit den Glei-

chungen

x xr i/
Wazty=1, y=—=2+3 o5 +5=1
d y= —y = nZ4+¥a
) y =mz+n, 0) 2—y=a, )a—I-b——.

43. a)—1{) Bestimme den Abstand des Punktes (1; 1) von den in Aufg. 42a)
bis f) genannten Geraden.

44. Welchen Abstand haben die Parallelen y =—;—: +3und y = % — 41

45. Bestimme von dem Dreieck, dessen Eoken die Koordinaten (—1; — 3),
(4; —1) und (5; 8) haben, die Gleichungen a) der drei Mittelsenkrechten,
b) der drei Hohen. ¢) Bestimme den Radius des Umkreises. d)— f) Lose die
gleiche Aufgabe fiir das Dreieck mit den Koordinaten (9;0), (—5; 0), (0;12).

46. Bestimme die Winkel des Dreiecks mit den Ecken (2; 3), (4; 1) und (4; 5).

47. Auf der Geraden y = x - 3 liegt der Punkt (2; 5). Gib die Gleichung der
Geraden an, die in diesem Punkt mit der gegebenen Geraden einen Winkel
von 45° bildet (2 Losungen).

48. Durch den Punkt (3; —1) soll eine Gerade gezogen werden, die die Gerade
2z =y -4 2 unter einem Winkel von 45° schneidet. Wicviel Losungen
gibt est

Die Hessesche Normalform.

49. Vom Koordinatenanfangspunkt ist auf eine Gerade das Lot gefallt.
Der Winkel, den dieses Lot mit der positiven z-Achse bildet, ist @, der
Abstand der Geraden vom Koordinatenanfangspunkt ist p. Zeige, dal dann.

T-cosp Y -sinp—p=0
die Gleichung (Hessesche Normalform) der Geraden ist (die Gerade
soll nicht durch den Koordinatenanfangspunkt gehen). — Der Winkel ¢
sei a) spitz, b) stumpf, ¢) iberstumpf.

50. Bringe die folgenden Gleichungen von Geraden auf die Hessesche Normal-

form:
8) z+y =5, b z—y=2-72,
¢) 4 y=—a, d) 2x 43y =6.

61. Lege durch den Punkt a) (2; 3), b) (2; —3) eine Gerade, die vom\Koor-
dinatenanfangspunkt den Abstand 1 hat.
12 [2019]
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52. Der Koordinatenanfangspunkt sei Mittelpunkt eines regelmiBigen a) Sechs-
ecks mit der Seite a, b) Fiinfecks mit dem Inkreisradius @, ¢) Achtecks
mit dem Umkreisradius r. Ein Eckpunkt liege aufder positiven z-Achse.
Wie heiBlen die Gleichungen der Seiten des regelmiBigen Vielecks?

83. Zur Geraden z:00s @ + ysin ¢ — p =0 sind im Abstand g beiderseits
die Parallelen gezogen. Wie heiflen ihre Gleichungen?

54. Ein Punkt (a; b) hat von der Geraden z-cos @ + ysin @ — p =0 den
Abstand @008 @ + b -sin ¢ — p. Beweise das.

86. Berechne den Abstand .

des Punktes von der Geraden
8) (1; 2) z:c0845° 4 y+sin45°—1 =0,
b) (—1; —1) z4y=1.

56. Berechne im Dreieck 4 (—1; 4), B(3; 1), C (7; 5) unter Benutzung der
Hesseschen Normalform den Abstand des Punktes 4 von der Seite BC (d .h.
die Héhe Ag), ebenso den Abstand der Ecke B von AC, der Ecke C von 4 B.

Uberlegungen
57. Diskutiere die Gleichung az 4 by + ¢ =0 einer Geraden.

68. Die Gleichung einer Geraden werde auf die Form

(1) 4z +by+e =0
gebraoht, die einer zweiten auf die Form
@ ay% + byy + ¢ =0.

8) Was ist {iber die durch Addition und Subtraktion entstehenden Glei-
chungen
®3) @ta)e+ (b tbyy+ite)=0

zu sagen? b) Was ist iiber die geometrische Bedeutung der Gleichung (3)
zu sagen, wenn (1) und (2) Hessesche Normalformen sind ?

69. Man setzt Ay =az+ by +ey,
Ay =ayz + byy + ¢,
Beweise, daf} a) [, 4, + I, 4, = 0 die Gleichung einer durch den Schnitt-
punkt der Geraden 4, = 0 und 4, = 0 gehenden Geraden ist. b) Unter-
suche, welche Bedeutung die Geraden mit den Gleichungen 4,—4,=0
und A, 4 4, =0 haben, wenn 4, und 4, Hessesche Normalformen sind.

¢) Leite eine Bedingung dafiir her, da drei Geraden durch einen Punkt
* gehen.
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60. Beweise analytisch den Satz, daB a) die Seitenhalbierenden, b) die Hohen,
¢) die Mittelsenkrechten, d) die Winkelhalbierenden eines Dreiecks durch
einen Punkt gehen.

Praktische Aufgaben

61. Die geodatischen Koordinaten eines Punktes 4 sind z, =< 7217 m,
y, =+ 2413 m, die eines Punktes B sind z, =8017m, y, =2112m.
Ein Punkt P wird von 4 aus anvisiert; ¢ P4 B wird zu 45°40’ gefunden.
Dann wird P von B aus anvisiert. <C PBA wird zu 69°15’ bestimmt.
Die Koordinaten von P sind zu bestimmen.

62.— 64. Uberlege, wie man die Hansensche Aufgabe, Vorwirtseinschneiden
(§7, Aufg.14), die Hansensche Aufgabe, Riickwirtseinsohneiden (§7,
Aufg. 15), und die Snelliussche Aufgabe (§7, Aufg. 16)

analytisch 16sen kann, wenn die bekannten Punkte A
durch ihre geoditischen Koordinaten gegeben sind. /
/
- ]
—TN -
-
Fig. 33. Fig. 34.

65. Ein bekannter TrugschluB besteht darin, daB man aus den vier Teilen
der Fig. 34 die Fig. 33 zusammensetzt und damit zeigt, dab 64 =65 ist.
Zeige, daB die scheinbare Diagonale in Iig.33 tatsiichlich durch eine
Fliche vom Inhalt 1 zu ersetzen ist.

§ 27. Der Kreis
Gleichung des Kreises

1. Zeige, daB fiir jeden Punkt (z; y) auf der Peripherie eines mit dem Radius ¢
um den Koordinatenanfangspunkt geschlagenen Kreises die Gleichung
o +yl=r
gilt (Mittelpunktsgleichung des Kreises)

2. Zeichne die Kreise mit den Gleichungen o
8) af 42 =25, b) 2+ g2 =10, 9 5+5 =1

3. Wie kommt in der Mittelpunktsgleichung des Kreises a) die axiale Sym-
metrie in bezug auf die beiden Koordinatenachsen, b) die zentrale Sym-
metrie in bezug auf den Koordinatenanfangspunkt zum Ausdruck?

12+
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4. Der Punkt M habe die Koordinaten (a; b). Um M sei mit dem Radius r
ein Kreis geschlagen. Zeige, dal jeder Punkt (z; y) auf der Kreisperipherie
der Gleichung

(x—a)?+ (y—>b)*=1r2 geniigt.

6. Bestimme die Gleichung eines Kreises

mit dem Radius und dem Mittelpunkt
a) 3 4; 5),
b) 13 @; 3),
©) 4 (1; 2),
4 5 (—1;3),
©) 3,5 2; 0)

und zeichne den Kreis in jedem einzelnen Fall.

6. Es sei r eine durch eine Strecke gegebene GréBe. Zeichne einen Kreis mit
dem Radius 7 und gib seine Gleichung an, wenn der Kreis a) die z-Achse
beriihrt und sein Mittelpunkt auf der Geraden z = 4 liegt, b) die y-Achse
beriihrt und sein Mittelpunkt auf der Geraden y = —3 liegt, ¢) z- und
y-Achse beriihrt. (Wieviel Fille?)

7. Wie lautet die Gleichung eines Kreises, der den Punkt (a; b) zum Mittel-
punkt hat und durch den Koordinatenanfangspunkt geht?

8. a) Um den Punkt (a; b) sind zwei konzentrische Kreise mit den Radien r,
und r, gelegt. Wie heiflen ihre Gleichungen? b) Wie erkennt man an den
Gleichungen zweier Kreise, daf sie konzentrisch sind?

9. Gib Mittelpunkt und Radius der Kreise an, deren Gleichungen sind

8) 22+ y* + 22 =3, B) a® 4y 44y =5,
¢) 2 +y*+4z+6y=3, d) 2+ 92— 2y =3,
) 2* 4 y* — 4y =35, )24y —d4z—6y=3,
g @+ ¥+ z=4, h) 2® 4y — 3y =1,
i) a4 y2— 8z 4Ty =40, k) 22+ y* +az =b,
) at4 g2t by =c, m) 22 +y?taz by =c.

Kreis und Punkt

10. Gib die Gleichung des Kreises um den Koordinatenanfangspunkt an, der
duroch den Punkt a) (3; 7), b), (a; b) geht.

11. Bestimme die Gleichung des Kreises, der durch den Koordinatenanfangs-
punkt und die Punkte (2; 3) und (3; 2) geht.
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12. Bestimme die Gleichung des Kreises, der durch die Punkte (7; 1), (5; 5)
und (—2; 4) geht, und gib Radius und Mittelpunkt an.

13. Untersuche, ob das Viereok, das von den Punkten (6; 5), (8; 1), (0; —3),
(—1; 4) gebildet wird, ein Sehnenviereck ist oder nicht.

14. Gib von den Punkten a) (2; 3), b) (3; —3), ¢) (—4; —2), d) (—4; 3)
an, ob sie innerhalb oder auBlerhalb oder auf der Peripherie des Kreises
mit der Gleichung a2 + y? = 20 liegen,

Kreis und Sekante

15. Berechne die beiden Schnittpunkte

des Kreises mit der Geraden
Ta) 22442 =25 z+y=1,
b) 2% 4 y? =9 z—y=2,
c) 22 4 y? =12 z+y=a,
d) 2%+ y? =12 y =mz.

—
o

. Bestimme die Schnittpunkte der Geraden y =mz -+ n mit dem Kreis
a) 22 4 42 =712, b) (z — a)? 4 (y — b)2 =72 und untersuche, wann zwei
Lésungen vorhanden sind (Sekante), wann eine Losung (Tangente), wann
keine Lésung vorhanden ist.

17. a)—d) Berechne die Sehnenmitte beim Schnitt der in Aufg. 15a)—d)
angegebenen Kreise und Sekanten.
Anleitung: Beachte, daB zwischen don Wurzeln #; und z, der Gleichung
23 + az + b = 0 die Beziehung 2, + 2z, = —a besteht.

18. Bestimme die Schnittpunkte (soweit sie vorhanden sind) der folgenden
Kreise mit den Koordinatenachsen

8) (z— 2+ (y— 3)1 =25,b) 22 4 + 22 =3,¢) 2* 4+ 42 + 4y =8.

Kreis und Tangente
19. Wie lautet die Gleichung der im Punkte a) (3; 4), b) (z;; »,) an den Kreis
2% 4 y? =25 gelegten Tangente?
Anleitung: Die Tangente steht senkrecht auf dem zugehdrigen Radius.
20. Es sei (z,; y,) ein Punkt des Kreises 2? 4 y? =12, Zeige, daB dann
T 4y Yy =r
die Gleichung der Tangente in (z,; y,) an den Kreis ist.

21. Es sei (2; y;) ein Punkt des Kreises (x — a)? - (y — b)? =12, Leite die
Gleichung der Tangente in (z;; y,) an den Kreis her.
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22. Wie lautet die Gleichung einer Tangente an den Kreis 22 -+ 32 =8, die

8) der Geraden y=% — 3 parallel ist, b) zur Geraden y =32 —7
senkrecht steht?

23. Vom Punkte (10; 0) sind an den Kreis 224 y? =25 die Tangenten gezogen.
Bestimme a) die Berithrungspunkte, b) die Linge der Beriihrungssehne,
¢) den Winkel zwischen den beiden Tangenten.

24.In den Punkten (6; 8) und (8; 6) sind an den Kreis 22 4 % =100 die
Tangenten gezogen. a) Wo schneiden sie sich? b) Welchen Winkel bilden
sie miteinander?

25. Unter welchen Winkeln schneidet der Kreis (z — 3)% 4 (y — 4)2 = 25 die
Koordinatenachsen ?

26. Gib die Gleichungen der gemeinsamen Tangenten der Kreise 2% + 32 =172
und (z — a)? + y® =r.2an.

Uberlegungen.
27. Entwickle die Lehre von Pol und Polare am Kreis analytisch.

28. Entwickle die Lehre von den Ahnlichkeitspunkten zweier und dreier Kreise
analytisch.

29. Leite den zweiten Strahlensatz (Buch fiir Kl. 7—9, § 26, Nr. 3) analy-
tisoch her.

30. Entwickle die Lehre von der Potenz eines Punktes in bezug auf einen
Kreis, von der Potenzlinie (Chordale) zweier Kreige und dem Potenzpunkt
dreier Kreise analytisch.

§ 28. Koordinatensysteme
Rechtwinklige Koordinatensysteme

Verschiebung ( Translation)

1. Ein Punkt P, habe in bezug auf ein rechtwinkliges z-y-Koordinatensystem
die Koordinaten (zo; ). Das Koordinatensystem wird um a in der Rich-
tung der z-Achse, um b in der Richtung der y-Achse verschoben (a2 und
bsind GréB8en mit Vorzeichen). Zeige, daB dann P, in bezug auf das ver-
sohobene System, das wir als §-7-Koordinatensystem bezeichnen wollen,
die Koordinaten

§o =Ty —a; n =Y —b
hat. — Untersuche zeichnerisch einige Fille, bei denen die Koordinaten
2, Yo des Punktes P, oder die z-y-Koordinaten des neuen Koordinaten-
anfangspunktes auch negative Werte haben.
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2.Gegeben ist die Gerade a) y =22 — 5, b) y =mz + n. Verschiebe das
Koordinatensystem so,daB die Gerade durch den Nullpunkt des neuen Sy-
stems geht, und gib die Gleichung der Geraden im neuen §-7)-System an.

3. Die Eckpunkte eines Dreiecks haben die Koordinaten (1; 1), (3; 3) und
(1; 5). Gib eine solche Translation an, daf die Eckpunkte des Dreiecks
im neuen System mogliohst einfache Koordinaten erhalten,

4. Leite die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt (a; b) und dem
Radius r in der Weise her, daB du ein duroh den Mittelpunkt des Kreises
gehendes Koordinatensystem zu Hilfe nimmst.

b. Zeige, daB der Grad der Gleichung einer Kurve nicht gefindert wird, wenn
man mit dem Koordinatensystem, auf das sie bezogen ist, eine Verschie-
bung vornimmt.

Drehung (Rotation)

6. Ein Punkt P, habe (Fig. 35) in bezug auf ein rechtwinkliges z-y-Koor-
dinatensystem die Koordinaten (z,; ¥,). Das Koordinatensystem wird um
den Winkel  um den Koordinatenanfangs- y
punkt gedreht. In bezug auf das neue 4 1
£.n-System habe der Punkt die Koor- 13
dinaten (&y; 7,). Essei0Q =z, P@=y,,
OR =¢, P R=mn, SR1LPQ und ¢
RT ] 0Q. a) Wie groB ist <X RP,S? S
b) Driicke z, durch &, 74 und @ aus, in-
dem du von 0Q =0T — SR ausgehst; %
¢) driicke y, durch &, 7, und @ aus, indem e T
du von PyQ =PyS+ RT ausgehst; Fig. 35.
d) bestatige damit die Transformations-
gleichungen firr die Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems

T=focosp—n-sing,
ce=f.sin@+$n-cosp.

-3

. Wie lauten die Transformationsgleichungen, wenn die Drehung a) 90°,
b) 180°, ¢) 459, d) 60° betragt?

o]

. Drehe das Koordinatensystem, auf das der Kreis 22 4 y? =172 bezogen
ist, um den beliebigen Winkel @. Wie lautet die transformierte Gleichung?$

9. Zeige, daB durch die Transformation einer Kurvengleichung, die einer
Drehung entspricht, der Grad der Gleichung nicht geiindert wird.

10. Wie lauten die Transformationsgleichungen im Falle einer beliebigen
starren Bewegung des rechtwinkligen Koordinatensystems in der Ebenef
Durch wieviel GroBen wird die Bewegung bestimmt ¢
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Analytische Bestimm ng geometrischer Orter

11. Zeige analytisch, daf der geometrische Ort der Punkte, die von zwei ge-
gebenen Puunkten gleichen Abstand haben, die Mittelsenkrechte ist.

12. Zeige analytisch, daB der geometrische Ort der Punkte, die von zwei gege-
benen Geraden gleichen Abstand haben, die Winkelhalbierenden sind.

13. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, fiir die die Differenz der Qua-
drate der Abstinde von zwei festen Punkten den konstanten Wert a2 hat.

14. Welches ist der geometrische Ort der Punkte, fiir die die Summe der Ab-
stinde von den Schenkeln eines rechten Winkels konstant ist?

15. In einem Dreieck sind von einer Ecke alle mdglichen Verbindungsstrecken
nach den Punkten der gegeniiberliegenden Seite gezogen. Wo liegen die
Mittelpunkte dieser Verbindungsstrecken?

16. Die Schenlkel eines gleichschenkligen Dreiecks werden iiber die Spitzehinaus
um sich selbst verlingert. Welches ist der geometrische Ort der Endpunkte,
wenn das gleichschenklige Dreieck sich bei festbleibender Basis verandert?

17. Einem a) rechtwinkligen, b) belicbigen Dreieck- werden Rechtecke einge-
schrieben. Welches ist der geometrische Ort der Diagonalenschnittpunkte
der Rechtecke?

18. Ein Kreis wird von einer Schar paralleler Sehnen geschnitten. Welches
ist der geometrische Ort der Sehnenmitten?

19. Von einem Punkte des Umfanges eines Kreises aus werden Sehnen ge-
zogen. Welches ist der geometrische Ort a) der Sehnenmittelpunkte,
b) der Punkte, die die Sehnen, von dem gemeinsamen Punkt aus gerechnet,
im Verhiltnis 1:3 teilen?

20. Durch einen Punkt a) auBerhalb, b) innerhalb des Kreises werden Sehnen
durch den Kreis gezogen. Die Abschnitte vomn Punkt bis zum Schnitt
mit dem Kreis werden, vom Punkt aus gerechnet, im Verhiltnis a) 1: 2,
b) 2:3, ¢) m:n geteilt. Welches ist der geometrische Ort der Teilpunkte?

21, An einen Kreis werden Tangenten von der Lange a gelegt. Welches ist
der geometrische Ort ihrer Endpunkte?

22.In einen Kreis werden Sehnen von der Liinge a gelegt. Welches ist der
geometrische Ort ihrer Mittelpunkte?

23. Ein Stab von der Liinge a) 30 cm, b) a lehnt an der Wand und gleitet an
ihr senkrecht herab. Welche Kurve beschreibt der Mittelpunkt des Stabes?

24. Der Stab in Aufg. 23 und seine Projektionen auf Wand und FuBboden
bestimmen ein Dreieck. Welchen Weg beschreibt der Schwerpunkt des
Dreiecks, wenn sich der Stab, wie in Aufg. 23 angegeben, bewegt?
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Schiefwinklige Koordinatensysteme

25. Die X-Achse und die Y-Aohse mdgen den Winkel ¢ miteinander bilden.
Ein Punkt P hat die Koordinaten X, und Y, wenn die durch P, zu den
Koordinatenachsen gezogenen Parallelen vom Nullpunkt aus dieStrecken X
und Y, abschneiden. Zeichne in einem X-Y-System mit dem Winkel ¢
= 60° die Punkte a) (1; 1), b) (2; 7), ¢) (— 3; —4), d) (—2; 5).

26. In einem schiefwinkligen Koordinatensystem, dessen Achsen den Winkel
einsohlieBen, sind die Punkte (a; b) und (c; d) gegeben. Wie groB ist ihre
Entfernung? Beispiel: ¢ =60% a =2, b=3,¢=5,d=1.

27. Eine Gerade schneide auf der X-Achse die Strecke a, auf der Y-Achse die
Strecke b ab. a) Zeige, daB ihre Gleichung in schiefwinkligen Koordinaten
X Y
e tg=t
ist. b) Untersuche, ob noch irgendeine andere Form der Gleichung der
Geraden (§ 26) auch fiir schiefwinklige Systeme gilt.

28. Nimm in einem Dreieck 4 BC die Seiten 4 B und 4C zu Achsen eines
schiefwinkligen Koordinatensystems. a) Wie lauten die Gleichungen der
Seitenhalbierenden durch B und Ct b) Welche Koordinaten hat der
Schwerpunkt ?

29, Ein Punkt Pg hat in bezug auf ein rechtwinkliges 2-y-Koordinatensystem
die Koordinaten (z,; y,), in bezug auf ein schiefwinkliges X - ¥-Koordinaten-
system die Koordinaten (Xy; Y). Die v
x-Achse bildet mit der X-Achse den 14
Winkel @, mit der Y-Achse den Winkel
(Fig. 36). Leite dann ebenso wie in Aufg. 6

die Transformationsgleichungen ab: A
=X cos¢ + Y- cosy,
y=X-sinp 4 Y-rinyp. [ & S/vx
30. Leite als Sonderfall aus den in Aufg. 29 ge- T z

fundenen Gleichungen die Transformations-
gleichungen fiir die Drehung eines recht-
winkligen Koordinatensystems ab. Fig. 36.

31. Welche Gestalt nehmen die Transformationsgleichungen in Aufg. 29 an,
wenn die z-Achse des rechtwinkligen und die X-Achse des schiefwinkligen
Systems zusammenfallen?

Polarkoordinatensystem

32. Ein Punkt Pgseiseiner Lage nach durch den Abstand 7, vom Koordinaten-
anfangspunkt (Radiusvektor) und den Winkel u, zwischen Radiusvektor
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und einer festgelegten Richtung (Argument) gegeben. Zeichne die Punkte
) (1550 ) (23 1809), 0 (36; 60, @) (4 2o (13 2)-

83. Gegeben ist eine Strecke a und ein Winkel a. Konstruiere den Punkt
a) (a; a), b) (a; —a). — Wo liegen die Punkte ¢) (a; e), (a; 2a), (a; 3a),
(a; 4a)? d) (a; a), (2a; a), (3a; a), (4a; a)?

34. Wie lautet in Polarkoordinaten die Gleichung einer durch den Koordi-
natenanfangspunkt gehenden Geraden, die mit der Anfangsrichtung den
Winkel a) 459 b) 90°, ¢) u, einschlieBt?

35. Wie lautet in Polarkoordinaten die Gleichung eines Kreises um den Null-
punkt mit dem Radius a) 2, b) r,?

36. Welche Beziehungen bestehen zwischen den 2-y-Koordinaten eines recht-
winkligen Systems und den r-u-Koordinaten eines Polarsystems, wenn
beide gleichen Nullpunkt haben und die z-Achse des rechtwinkligen mit
der Anfangsrichtung des Polarkoordinatensystems zusammenfallt?

37. Leite die ‘Gleichung a) einer beliebigen Geraden, b) eines Kreises mit dem
Mittelpunkte (r; up) und dem Radius ¢ in Polarkoordinaten.ab.

38. Wie ist ein Polarkoordinatensystem fiir den Raum zu definieren?

§ 29. Kegelschnittgleichungen
Ellipse
1.(Zur Wiederholung.) Zeichne Punkte einer Ellipse auf Grund der
Definition: Die Ellipse ist der geometrische Ort derjenigen Punkte, deren

Abstinde von zwei festen Punkten (den Brennpunkten) konstante
Summe haben (vgl. § 20, Nr. 4).

2. Leite eine Beziehung zwischen der groBen und der kleinen Halbachse der
Ellipse (2 und b) und der linearen Exzentrizitit (e) ab.

3. Von einer Ellipse sind die Brennpunkte und die Endpunkte der groB8en
Achse (Hauptscheitel) gegeben. Bestimme die Endpunkte der kleinen
Achse (Nebenscheitel).

4. Von einer Ellipse sind die vier Soheitel (Endpunkte der groBen und der
kleinen Achse) gegeben. Bestimme die Lage der Brennpunkte.

. Zeichne verschiedene Ellipsen: a) mit gleichbleibender groBer Achse; wie
wandern die Brennpunkte, wenn die kleine Halbachse b von 0 bis a w achst
b) mit festen Brennpunkten; welches ist der kleinste Wert von a; wie
andert sich die Gestalt der Ellipse, wenn a wichst?

8. Welche Koordinaten haben a) die Soheitel, b) die Brennpunkte F, und Fy,
bezogen auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen z-Achse mit der
grofen, dessen y-Achse mut der kleinen Achse der Ellipse zusammenfallt?
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7. (z,; v,) seien die Koordinaten eines Punktes C; der Ellipse, bezogen auf
ein rechtwinkliges Koordinatensystem wie in Aufg. 6. F, und F, seien die
Brennpunkte. a) Welches sind die Gleichungen der Brennstrahlen C,F;
und C,F,? b) Berechne die Entfernungen C,F; und C,F,.

8. Unter einem Scheitelkreis versteht man einen Kreis, der denselben
Mittelpunkt wie die Ellipse hat und durch einen Scheitel geht. Wie heiflen
die Gleichungen der beiden Scheitelkreise?

9. Man erklirt die Ellipse auch als geometrischen Ort der Punkte, die von
einem Kreise, dem Leitkreise, und einem Punkte im Innern des Kreises
gleichen Abstand haben. a) Beweise, daB diese Definition gleichbedeutend
mit der in Aufg. 1 erwiihnten ist. b) Zeige, daB jede Ellipse zwei Leitkreise
hat. ¢) Gib die Gleichungen der Leitkreise an. d) Berechne die Lage der
Schnittpunkte beider Leitkreise.

10. Es gei C ein beliebiger Punkt der Ellipse mit den Brennpunkten F; und F,.

Ein z-y-Koordinatensystem sei durch groBe und kleine Achse bestimmt.
a) Setze dann die Gleichung ¥,C + F,C = 2a in eine Beziehung zwischen
e, a und den Koordinaten z und y von C um. b) Beseitige in diesem Aus-
druck die Quadratwurzeln. ¢) Driicke e durch @ und b aus. d) Bringe die
Gleichung auf die Form (Mittelpunktsgleichung)

a2 oyl

—a-i + F =1,

11. Zeige an der Gleichung der Ellipse a) die axiale Symmetrie in bezug auf
z- und y-Achse, b) die zentrale Symmetrie in bezug auf denKoordinaten-
anfangspunkt, ¢) daB8 die Kurve nur zwischen # =—aund z =+ areellist.

12. Man kann die Ellipse auch erkliren als geometrischen Ort der Punkte, die
die Ordinaten y eines auf seinen Mittelpunkt bezogenen Kreises 2 - y% =12
im Verhiltnis m: n teilen. a) Leite auf diese Weise die Gleichung der
Ellipse her. b) Stelle die Beziehung zu der in Aufg. 10 gefundenen Glei-
chungsform her und gib an, wie der Kreis zur Ellipse liegt.

13. Driicke die Lange der Brennstrahlen, die einem Ellipsenpunkt (z; y) zu-
gehoren, lediglich durch a, e und z aus.

14. Wie lautet die Gleichung einer Ellipse, deren Brennpunkte auf der y-Achse
im Abstande -e und —e vom Nullpunkt liegen, wihrend die z-Achse in
den Punkten 4a und —a geschnitten wird?

16. Wie lautet die Gleichung einer Ellipse, deren Mittelpunkt die Koordinaten
m und » hat, wihrend groBe und kleine Achse 2a und 2b der z- und der
y-Achse des Koordinatensystems parallel sind?

16. Wahle als Koordinatensystem, auf das die Ellipse bezogen ist, die eine
Achse der Ellipse und die Parallele durch einen ihrer Scheitel zur anderen
Achse. Wie lautet dann die Gleichung (Scheitelgleichung) der Ellipse?
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17. Inwiefern ist der Kreis ein Grenzfall der Ellipse?

18. Aus den folgenden Gleichungen von Ellipsen sind groBe und kleine Achse
und Brennpunktsabstand zu bestimmen; die Ellipsen sind im Falle a) bis
f) in Skizze zu zeichnen:

D Z4Lon, o Epago, O 2t +3y7 =1,

2
d) a2 4242 =4, e)2x2+yz=4, 1)2x2+4—9y—=1,
g) ax® 4+ byt =¢, wo a>0, b>0,c>0.

19. a) bis g) Leite die Gleichungen der beiden Leitlinien (vgl. § 22, Nr. 5) der
Ellipsen her, deren Gleichungen in Aufg. 18a) bis g) genannt sind.

20. Gib die Gleichung der Ellipsen an, deren kleine Achse der groSere Ab-
schnitt der stetig geteilten groBen Achse ist, und zeichne ein Beispiel.

2 2
21. Die Ellipse mit der Gleichung % +1b/i =1 geht durch die Punkte (18;
20) und (—24; —15). Wie groB sind ihre Achsen?

22. Untersuche, welche von den folgenden Punkten innerhalb oder auBerhalb
der Ellipse 9 22 + 25 y> =225 liegen: a) (4; 1), b) (4; 2), ¢) (2,7; 2,7),
d) (2; 7).

Hyperbel

23.a) Zeichne Punkte einer Hyperbel, indem du von der Definition der
Hyperbel als des geometrischen Ortes derjenigen Punkte ausgehst, deren
Abstande von zwei festen Punkten (den Brennpunkten) die konstante
Differenz 2a haben (vgl. § 20, Nr. 7). b) Zeige, daB die Hyperbel zwei Aste
hat; gib den Grund dafiir an, ¢) Bestimme insbesondere die Scheitel
der beiden Hyperbeliste.

24, Zeige, daB3 der Abstand der beiden Scheitel einer Hyperbel die GroBe 2a hat.

25. Zeichne verschiedene Hyperbeln a) mit konstantem Scheitelabstand, aber
verdnderlicher Lage der Brennpunkte, b) mit gleichbleibendem Brenn-
punktsabstand, aber verinderlichem Scheitelabstand. ¢) Welche Un-
gleichung zwischen a und e gilt bei der Ellipse, welche bei der Hyperbel?

26. Die Hyperbel wird auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen,
dessen 2-Achse durch die beiden Scheitel geht und dessen y-Achse Mittel-
senkrechte des Scheitelabstandes ist. Ein Punkt C; der Hyperbel habe
die Koordinaten (z,; y,); die Brennpunkte seien F, und F,. a) Wie heilen
die Gleiohungen der Brennstrahlen C,F; und C;F,? b) Wie gro8 sind die
Entfernungen C,F, und C,F,?

27. Wie heiflt die Gleichung des Scheitelkreises der Hyperbel, d.h. des

Kreises, der den gleichen Mittelpunkt wie die Hyperbel hat und durch die
Soheitel geht?
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28. Man erklirt die Hyperbel auch als geometrischen Ort der Punkte, die von
einem Kreise,dem Leitkreise, und einem Punkte auBerhalb des Kreises
gleichen Abstand haben. a) Beweise, daB diese Definition gleichbedeutend
mit der in Aufg. 23 erwiihnten ist; b) zeige, daB jede Hyperbel zwei Leit-
kreise hat; ¢) gib die Gleichungen der Leitkreise an.

29. Fiihre die Linge der imagindren Halbachse b durch die Gleichung
a? - b2 =

ein. a) Konstruiere b, wenn a und e gegeben ist. b) Wie &ndert sich b beiden
Verinderungen der Hyperbelgestalt, wie sie in Aufg. 25 erértert wordensind ?

30. Es sei C ein beliebiger Punkt der Hyperbel mit den Brennpunkten F, und
F,. Ein rechtwinkliges Koordinatensystem sei durch die Verbindungs-
gerade der Brennpunkte und die Mittelsenkrechte dazu bestimmt. a) Setze
die Gleichung F,C — F,C = 2a in eine Beziehung zwischen e und a und
den Koordinaten z und y von C um. b) Beseitige in dem Ausdruck die
Quadratwurzeln. ¢) Driicke e durch @ und b aus. d) Bringe die Gleiochung
auf die Form (Mittelpunktsgleichung)

22 y®
?_F':L

31. a) Untersuche, ob, wie in der Ausgangsgleichung F,C — F,C =2a, so
auch in der Mittelpunktsgleichung der Hyperbel nur ein Ast beriicksichtigt
worden ist. b) Welchen Wert hat F,C — F,C fiir die Punkte des anderen
Hyperbelastes?

32. Zeige an der Gleichung der Hyperbel a) die axiale Symmetrie in bezug
auf die z-Achse (Hauptachse) und die y-Achse (Nebenachse), b) die zen-
trale Symmetrie in bezug auf den Koordinatenanfangspunkt, c) daB die
Kurve zwischen z = —a und z = -}-a imaginir ist. d) daB sich beide
Aste ins Unendliche erstrecken.

33. Wie lautet die Gleichung einer Hyperbel, deren Brennpunkte auf der
y-Achse im Abstande e und —e vom Nullpunkt liegen, wihrend die
Scheitel auf der gleichen Achse die Koordinaten -a und —a haben?

34, Wie lautet die Gleichung einer Hyperbel, deren Mittelpunkt die Koordi-
naten m und n hat, wihrend die Hauptachse der z-Achse parallel ist?

35. Die Hyperbel soll auf ein Koordinatensystem bezogen werden, dessen
Achsen parallel dem urspriinglichen sind, dessen Koordinatenanfangs-
punkt aber in einen der Scheitelpunkte fallt. Wie lautet die Scheitel-
gleichung?

36. a) Erortere die Hyperbel 22 — 32 =a?. b) Wie groB ist der Abstand der
Brennpunkte vom Mittelpunkt? ¢) Wie liegt die Hyperbel y?— a® = a??
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37. Die Hyperbeln mit den folgenden Mittelpunktsgleichungen sind (in Skizze)
zu zeichnen:

2 2 22
a)%—%=1, h g —4s2=1, 222 —342 =1,
d) 322—29y2 =1, 0) 2y —322 =1, 1) 3y2—222=1,
g) 22— y? =4, h) 22 — 2% =9, i) 22— 322 =27

88. Leite die Gleichungen der beiden Leitlinien (vgl. § 22, Nr. 5) der Hyperbeln
her, deren Gleichungen in Aufg. 37a) bis i) genannt sind.
2

39. Die Hyperbel mit der Gleichung %: ——%z =1 geht durch die Punkte

(17; 15) und (10; — 6), Wie groB sind ihre Achsen?
40. Entscheide bei den folgenden Punkten, ob sie zwischen den beiden Asten
2 2
oder innerhalb des rechten oder linken Astes der Hyperbel '§‘z — % =1

liegen: a) (6; 2), b) (4; 3), 0 (—3; —1),
Q) (—4; 1), ¢ (4; 2), 1) (—5; 3).

Parabel

41. Zeichne Punkte einer Parabel, indem du von der Definition der Parabel
als des geometrischen Ortes derjenigen Punkte ausgehst, deren Abstinde
von einer festen Geraden (der Leitlinie) und einem festen Punkte (dem
Brennpunkt) gleich sind (vgl. § 20, Nr. 12). Gib den Punkt der Parabel
an, der der Leitlinie am nachsten liegt (Scheitel der Parabel).

42, Zeichne verschiedene Parabeln mit gleichbleibender Leitlinie, deren Brenn-
punkte alle auf einer Senkrechten zur Leitlinie liegen, und untersuche,
wie die Parabel sich éndert, wenn der Abstand des Brennpunktes von der
Leitlinie wichst.

43. Die Parabel soll auf ein Koordinatensystem bezogen werden, dessen
y-Achse parallel zur Leitlinie durch den Scheitel geht; Nullpunkt ist der
Soheitel der Parabel. Gib die Gleichung der Leitlinie an, wenn der Abstand
des Brennpunktes von der Leitlinie {der halbe Parameter) p ist.

44, (2,; y,) seien die Koordinaten eines Funktes ; der Parabel mit dem Brenn-
punkt F. Ein rechtwinkliges Koordinatensystem habe die Lage wie in
Aufg. 43. a) Welches ist die Gleichung des Brennstrahles C;F? b) Wie
lang ist C,F?

45. Der FuBpunkt der Senkrechten von einem beliebigen Parabelpunkt C auf
die Leitlinie sei L. a) Setze dann die Gleichung C L = CF in eine Beziehung
zwischen den Koordinaten z und y von C und dem Halbparameter p um.
b) Beseitige in dem Ausdruck die Quadratwurzel. ¢) Bringe die Gleichung
auf die Form (Scheitelgleichung)

y*=2pa.
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46. Zeige an der Gleichung der Parabel a) die axiale Symmetrie in bezug auf
die z-Achse; b) zeige, daB bei positivem p die Kurve nur firr die rechte
Halbebene reell ist.

47. Wie lautet die Scheitelgleichung einer Parabel, deren Leitlinie parallel
der z-Achse ist?

48. a) Welche Lage hat eine Parabel y2=2pz, wo p eine negative GroBe
ist? b) Zeige, daB x® =2 py gleiohfalls eine Parabel ist, und gib ihre
Lage an.

49, Zeichne Punkte der folgenden Parabeln:

a) ¥y =2z, b) y* =8z, ¢) ¥ ==z,

2 __ =% = :__ ¥
4 =—3, ) a? =3y, f) s =—3

.

50. Bestimme den Parameter einer Parabel 42 =2 pz, diec durch den Punkt
a) (12; 6), b) (4; 4), ¢) (4; 8), d) (—25; —10) geht.

61. Entsoheide bei den folgenden Punkten, ob sie innerhalb oder auBerhalb der
Parabel y? =12 z liegen: a) (1; 2), b) (1; —3), ¢) (2; 5), d) (4; —7).

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades

62. Nimm mit der Parabel y? =2 pz eine Drehung um den Koordinaten-
anfangspunkt um a) 90°, b) 180°, ¢) 60°, d) 135° vor (§ 28, Aufg. 6). Wie
lautet die Gleichung der gedrehten Parabel?

63. Drehe die gleichseitige Hyperbel z2—y? =a? um a) 90°, b) 45° um den
Mittelpunkt. Wie lautet die Gleichung der gedrehten Hyperbel?

54. Drehe die Ellipse b2 22 + a? 42 = a? b2 um den Mittelpunkt um 45°, Wie
lautet die Gleichung dann?

65.a) Die Ellipse b2 22+ a?y?=a2b? b) die Hyperbel 6222 — a?y? = q202,
¢) die Parabel y2 =2 pz wird um die Strecke m in der Richtung der
z-Achse, um 7 in der Richtung der y-Achse verschoben, aulerdem um den
Winkel a gedreht. Wie lautet die Gleichung des geschobenen und ge-
drehten Kegelschnittes?

66. Beseitige aus der allgemeinen Gleiochung zweiten Grades
ax? + bzy + cy® +dx +ey +1=0
den Faktor a. Wann ist das nicht moglich?
57. Begeitige aus der Gleichung
a) 2 {2y +¢* =19, b) zy =12, ¢) B —zy 42 =1,
d) z +2y+y =16, e) 224 xy =3, f) »*—axy =6
das gemischt-quadratische Glied dadurch, daB du durch die Substitution
g =§-cosa—1-sina, y=_¢ sina 47 oosa
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ein neues Koordinatensystem einfiihrst, wobei der Winkela so gewahlt
wird, daB im neuen System ein Glied mit £ - 7 nicht vorkommt. — Gib da-
nach an, welche Kurven den urspriinglichen Gleichungen entsprechen,
und zeichne sie.

58. Beseitige aus der allgemeinen Gleichung zweiten Grades
2?4azy+by*+cx+dy+e=0

das gemischt-quadratische Glied durch die in Aufg. 57 benutzte Sub-
stitution. Zeige, daB man fiir a die Gleichung

a .
tg2a = i—s erhilt.

59. Untersudhe, aus welchen der nachfolgenden Gleichungen

a) ?+ i +a+y=35, b) 22—yt z 42y =12,

e) 2+ 2 +y=21, d) 22+ —y =48,

ez —yty=5, )z +4=y

die linearen Glieder durch eine Substitution

z=E§4m, y=1n-+n

fortgeschafft werden konnen, aus welchen nicht. In allen Fallen gib
an, welche Kurven den urspriinglichen Gleichungen entsprechen, und
zeichne sie.

60. Untersuche die geometrische Bedeutung der Gleichungen
+3a2tL 2yt =1,
wobei alle vier Vorzeichenkombinationen beriicksichtigt werden,
61. Untersuche die geometrische Bedeutung der Gleichungen
+422+9y* =0,
wobei wieder alle vier Vorzeichenkombinationen beriicksichtigt werden.

62. Diskutiere die geometrische Bedeutung der Gleichung
ax® 4 by =c,
wobei a + 0, b + 0 vorausgesetzt wird.
63. Untersuche die geometrische Bedeutung der Gleichungen 1)
a) 2*+az+by+e=0, b) ¥*+az+by+c=0.
64. Gib zusammenfassend an, welche geometrischen Gebilde durch eine Glei-
ohung zweiten Grades dargestellt werden kénnen,

1) Vgl. vorher Aufg. 59 c)—f).
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65. Zeichne die graphischen Bilder der-folgenden Gleichungen:
8) 222 —3zy+y*+5y—32+42=0,
b) 22+2y—52—3y+6=0, ¢ 222—22y+y*—2244=0,
d) zy— 222+ 72— 3y—3=0, e y>*—2zy+ 42+ 2y—8 =0.

66. Durch wieviel Konstanten ist ein Kegelschnitt in allgemeiner Lage
bestimmt ?

67. Bestimme die Gleichung des Kegelschnitts, der durch folgende fiinf Punkte
geht:
a) (0; 1), (2; 4,2), (5; 5), (8; —2,2), (10; 1);
b) (—-4; 2), (—3; 6), (0; —3), (5; 2), (2; —4);
) (—3; —2), (—1; —3), (0; —5), (2; 3), (5, 0).

68. Wie sieht die Gleichung eines Kegelschnittes aus, der a) durch den Koordi-
natenanfangspunkt geht, b) symmetrisch zur z-Achse ist, ¢) symmetrisch
zur y-Achse ist, d) zur z-Achse und y-Achse gleichzeitig symmetrisch ist,
¢) dessen Achsen den Koordinatenachsen parallel sind.

69. Bestimme Art und Lage der Kegelschnitte mit folgenden Gleichungen:
8) zy — 2y =16, , b)) Tz4 zy 44y —20=0,
) y=2z22— 42+ 1, d) 224 y2—22—5y+4=0,
e) 22— 2zy— 22+4y+24=0, 1) 3z+ 2y 4 3y =9.

70. a)—1) Gib fiir die in Aufg. 69a—f) genannten Kegelschnitte die Gleichun-
gen der Leitlinien an.

71. a) Bei der graphischen Losung der Gleichung 22+ ax+ b =0 werden die
Schnitte der Parabel y =22+ az -+ b mit der z-Achse gesucht. Unter-
suoche die Lage des Scheitelpunktes der Parabel und gib auf Grund der
Lage der Parabel an, wann die Gleichung keine, wann sie eine, wann sie
zwei reelle Wurzeln hat. b) Bei einer anderen graphischen Lésung der
Gleichung 22+ az+ b =0 werden die Schnitte der Parabel y = 22 mit
der Geraden y+ az-+b=0 gesucht. Wann sind zwei Schnittpunkte
vorhanden, wann gibt es einen, wann keinen Schnittpunkt?

Kegelschnitte als g ische Orter

72. Ein Stab von a) 1 m Linge, b) von der Liange a lehnt an einer Wand und
gleitet an ihr senkrecht herab. Welche Kurve beschreibt der Punkt, der
den Stab im Verhdltnis 2:3 teilt?

78. In einen rechten Winkel werden Rechtecke gleichen Flacheninhalts hinein-

geschoben, Auf welcher Kurve liegen die freien vierten Ecken der Recht-
ecke?

18 [2019]
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74. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, fir die das Verhiltnis der
Absténde von einer Geraden und einem Punkt den Wert a) 2:3, b) 3:2,
¢) m:n hat.

76. Dreiecke gleichen Umfanges sind mit ihren gleich langen Grundlinien auf-
einandergelegt. Auf welcher Kurve liegen a) die Spitzen, b) die Schwer-
punkte der Dreiecke?

76. Gegeben ist eine Strecke, gesucht der geometrische Ort der Punkte, fiir die
die Differenz der Quadrate der Abstinde von den Endpunkten den gleichen
Wert hat wie das Quadrat des Abstandes von der Strecke.

77. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, die von zwei gegebenen
Kreisen gleichen Abstand haben (Beriihrungsaufgabe von Apollonius).
Praktische Anwendungen

78. Unter dem Perihel einer Planeten- und Kometenbahn versteht man den
Punkt groBter Sonnennéhe, unter dem Aphel den Punkt groBter Sonnen-

ferne. Von der linearen Exzentrizitit e =} a®— b? unterscheidet
P e - .
man die numerische Exzentrizitit ¢ == Gib die numerische Ex-

zentrizitit und die Bahngleichung der folgenden Planeten an:

a) Merkur b) Venus ¢) Erde d) Mars
Apheldistanz 69,4 108,3 151,1 247,6
Periheldistanz 45,6 106,7 146,2 205,4

e) Jupiter f) Saturn g) Uranus h) Neptun
Apheldistanz ~ 810,6 1497,3 2983,5 4505,5
Periheldistanz 735,6 1338,3 2719,1 4429,6.

Die Lingen sind in Millionen Kilometern gegeben. — Welcher Planet hat
die gréBte und welcher die kleinste numerische Exzentrizitit?

%9. Gib bei folgenden periodischen Kometen die numerische Exzentrizitit und
die Bahngleichung an:

a) Enke b) Biela ¢) Halley
Periheldistanz 0,341 0,879 0,687
Apheldistanz 4,096 6,223 35,224.
Als MaBeinheit ist die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne ge-

nommen,

80. Ein ebener Schnitt durch die Drehachse der Erde ist nach den neuesten
Forschungen von Helmert eine Ellipse mit den Halbachsen 6378388 m
und 6356909 m. Berechne 8) den Abstand der Brennpunkte dieser Ellipse

vom Erdmittelpunks, b) die Abplattung der Erde (a : b)
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81.Leonardo da Vinci wird ein Ellipsenzirkel zugeschrieben, der die Tat-
sache benutzt (Aufg. 72), daB ein Punkt einer zwischen zwei senkrecht zu-
einander stehenden Stiben gleitenden Strecke eine Ellipse beschreibt.
Konstruiere ein Modell eines solchen Zirkels.

82. Konstruiere eine Vorrichtung aus einem Stab und einem Faden von
der Linge 2a, mit deren Hilfe sich eine Hyperbel zeichnen lafit.

83. Konstruiere aus einem Stab, einem an ihm gleitenden rechtwinkligen Drei-
eck und einem Faden eine Vorrichtung zum Zeichnen einer Parabel.

84. Zwischen Gegenstandsweite z und Bildweite y bei einer Linse mit der
Brennweite f besteht die Gleichung

11

v T

Durch welche Kurve wird diese Beziehung graphisch veranschaulicht?

1
;'l‘

Aus der Geschichte der Geometrie

85.In Descartes’ Géométrie (1637) findet sich als erstes Beispiel aus der
analytischen Geometrie die Herleitung der Kurve mit der Gleichung

y2? =cy—%xy+ay—ac.
@, b und ¢ sind positive GroBen. Was ist das fiir eine Kurve ?

86. Auch ein erstes Zahlenbeispiel kommt in der Géométrie von Descartes vor:
Y2 =2y —zy+65z— 2%
Was ist das fiir eine Kurve, und welche Lage hat sie?

§ 30. Kegelschnitt und Gerade
Ellipse und Sekante
1. a) Gib die Schnittpunkte der El)ipse:—: +%: =1 mit der Zentralen
y =mzan. b) Wie groB ist der Durchmesser mit dem Richtungsfaktor m?
2. Bringe die Gerade z + y =4 zum Schnitt mit der Ellipse 3 2% 4 4 y2 = 120.
3. Bestimme die Schnittpunkte der Ellipse:—: +%~: =1 mit der Geraden
x y
3te =k
4. Bestimme die Schnittpunkte der Ellipse :—: + %—: =1 mit der Geraden
y =mz + n und untersuche, wann es zwei Losungen, wann eine, wann

es keine Losung gibt.

13¢



196 Sechstes Kapitel. Analytische Geometrie

2
6. Wie lang ist die Sehne, die die Ellipse :—:-{-% =1 aus der Geraden
—2—: + % =1 herausschneidet?

(=3

. Bestimme die Linge der durch einen Brennpunkt und einen Nebenscheitel
gehenden Sehne.

-2

. Bestimme die Lénge 2 p der durch den Brennpunkt gehenden, zur kleinen
Achse parallelen Sehne (die GroBe heiBt der Parameter der Ellipse).

. Gib eine geometrische Deutung der Beziehung zwischen Parameter, groBer
und kleiner Halbachse.

9. Wie andert sioh die Gestalt einer Ellipse, wenn der Abstand von Brenn.
punkt und zugehérigem Scheitel der groBen Achse konstant bleibt und der
Parameter variiert?

10. Fithre in die Scheitelgleichung (§ 29, Aufg. 16) der Ellipse den Parameter
ein und bringe sie auf die Form

=2pz— 2
y: =2pz a:c’.

11. Ein Strahlenbiischel hat a) den Mittelpunkt, b) einen Scheitel, ¢) einen be.
liebigen Ellipsenpunkt zum Scheitelpunkt. Bestimme den geometrischen
Ort der Mittelpunkte der vom Scheitelpunkt und von der Ellipse begrenzten
Strahlenstiioke.

a

2
12. Die Ellipse :—: + %‘2 =1 wird an der Geraden y = z gespiegelt.
a) Wie lautet die Gleichung der neuen Kurve? bh) In welchen Punkten

schneiden sich beide Kurven? ¢) Wie lang sind die gemeinsamen Durch-
mesger §

Konjugierte Durchmesser der Ellipse

13, Bestimme den geometrischen Ort der Mitten einer Schar paralleler Sehnen
der Ellipse (konjugierte Durchmesser).

14. Esseien m, und m, die Richtungsfaktoren zweier konjugierter Durchmesser
der Ellipse. Zeige, daB dann

m, - m, =—;’ ist,

15. Untersuche, wie sich die Lage des einen von zwei konjugierten Durch-
messern der Ellipse andert, wenn der Richtungsfaktor des andern von
0 bis 4 o wichst.

16. Bereohne den Tangens des Winkels zwischen zwei konjugierten Durch-
messern einer Ellipse, deren einer den Richtungsfaktor m hat, und disku-
tiere die Losung.

17. In einer Ellipse mit den Halbachsen @ und b ist ein Paar konjugierter
Durchmesser gezeichnet. Die Hilfte des einen sei ¢’ und habe den Rich.
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tungsfaktor m, die Hilfte des anderen sei &’. a) Berechne a’? und b2,
b) Beweise, daB QB ot LB st

18. In einer Ellipse sind a’ und b’ die Halften konjugierter Durchmesser. Die
Gleichung der Ellipse ist auf das durch das Paar konjugierter Durchmesser
gegebene sohiefwinklige §-7-Koordinatensystem zu transformieren. Be-
weise, daB die Gleichung die Gestalt

F I

itya b" =1 annimmt.

19. Gegeben ist ein Durchmesser einer durch ihre Halbachsen bestimmten
Ellipse nach Lange oder Richtung. Konstruiere den konjugierten Durch-
messer.

Hyperbel und Sekante

20. a) Gib die Sohnittpunkte der Hyperbel = _ ‘Z—: =1 mit der Zentralen
y =mz an. Wann sind keine Sohnittpunkte vorhanden? Wie groB ist
der Durchmesser mit dem Richtungsfaktor m?

21. Bestimme den Schnittpunkt a) der Hyperbel 92?2 —4y® =36 mit der Ge-

raden z -y =4, b) der Hyperbel - — 7)7 =1 mit der Geraden —+1 =1,
l

¢) der Hyperbel —— =1 mit der Geraden y =mz +n und dxskutxere

die L3sung.

22. Untersuche, wie viele Sohnittpunkte eine Gerade mit einer Hyperbel haben
kann,

23. Wie lang ist die Sehne, die von der Hyperbel z=_ %—2 =1 aus der Geraden
2y =z — 1 herausgeschnitten wird?

24. Im Abstand b ist zur Hauptachse einer Hyperbel = =1die Parallele
gezogen. Wie lang ist die Sehnet

25. Bestimme die Lange 2p der durch einen Brennpunkt gehenden, zur Haupt-
achse senkrechten Sehne (die GroSe heiBt der Parameter der Hyperbel).

26. Gib eine geometrische Deutung der Beziehung zwischen dem Parameter
und den beiden Halbachsen.

27. Fiihre in die Soheitelgleichung der Hyperbel den Parameter ein und bringe
sie auf die Form
y: =2pz +£— z%
28. Vergleiche die Scheitelgleichungen der drei Kegelschnittarten und fithre

aus, inwicfern man die Parabel als Grenze einerseits der Ellipse, anderer-
seits der Hyperbel ansehen kann,
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29. Die Punkte einer Hyperbel werden a) mit dem Mittelpunkt, b) mit einem
Scheitel, ¢) mit einem Brennpunkt verbunden. Bestimme den geometri-
schen Ort der Mitten der Verbindungsstrecken.

Konjugierte Durchmesser der Hyperbel

30. Bestimme den geometrischen Ort der Mitten einer Schar paralleler Sehnen
der Hyperbel (konjugierte Durchmesser).

31. Esseien m, und m, die Richtungsfaktoren zweier konjugierter Durchmesser
der Hyperbel. Zeige, da dann

b2 .
mlmB'—"Eé ist.

32. Untersuche, wie sich die Lage des einen von zwei konjugierten Durch-
messern der Hyperbel éndert, wenn der Richtungsfaktor des anderen von
0 bis 4 o wichst. — Beachte den Unterschied gegen Nr. 15.

33. Berechne den Tangens des Winkels zwischen zwei konjugierten Durchmes-
sern, deren einer den Richtungsfaktor m hat.

34. In einer Hyperbel mit den Halbachsen a und b ist ein Paar konjugierter
Durchmesser gezeichnet. a) Was wird man unter den Langen a’ und &’
dieser Durchmesser verstehen? b) Berechne a’2 und b2, ¢) Beweise, daB

a®— b =a?— b2 st

35. In einer Hyperbel sind &' und &’ die Hélften konjugierter Durchmesser.
Die Gleichung der Hyperbel ist auf das durch das Paar konjugierter Durch-
messer gegebene schiefwinklige &-7-Koordinatensystem zu transformieren.
Beweise, daB die Gleichung die Gestalt

8_n_, immt
? —-W = annimmé,

36. Gegeben ist ein Durchmesser einer durch ihre Halbachgen bestimmten
Hyperbel nach Linge oder Richtung. Konstruiere den konjugierten Durch-
messer.

Parabel und Sekante

37. a) Gib die Schnittpunkte der Parabel 32 = 2p mit der Geraden y =ma
an. b) Wie lang ist die Parabelsehne?

38. Bestimme die Schnittpunkte der Parabel 32 =2pz mit der Geraden
y =mz -+ n und untersuche, wann es zwei Losungen, wann eine, wann
keine Losung gibt.

39. Bestimme die Linge der durch den Brennpunkt parallel zur Leitlinie ge-
legten Sehne.

40. Ein Strahlenbiischel hat den Scheitel der Parabel zum Scheitelpunkt. Be-
stimme den geometrischen Ort der Punlkte, die, vom Scheitelpunkt aus
gerechnet, die Sehnen im Verhiiltnis a) 1:2, b) 2:3, ¢) m:n teilen.
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41, Ein Strahlenbiischel hat den Schnitt von Leitlinie und Hauptachse einer
Parabel zum Scheitelpunkt. Welches ist der geometrische Ort der Mitten
der Sekantenabsohnitte ?

42, Durch den Brennpunkt sind die Strecken nach den Punkten der Parabel
gezogen. Auf welcher Kurve liegen die Punkte, die diese Strecken vom
Brennpunkt aus im Verhéltnis 8) 1:3, b) 1:2 ¢) m:n teilen?

43. Die Parabel 42 = 2pz wird an der Geraden y = x gespiegelt, Bestimme die
Schnittpunkte der neuen Kurve mit der Parabel.

Konjugierte Durchmesser der Parabel

44. Bestimme den geometrischen Ort der Mitten einer Schar paralleler Sehnen
der Parabel.

45. Durch den Beriithrungspunkt einer Parabeltangente wird die Parallele zur
Hauptachse der Parabel gelegt. Beweise, daf3 sie die Schar der zur Tan-
gente parallelen Sehnen halbiert.

46. Die Scheitelgleichung einer Parabel ist von dem rechtwinkligen auf ein
schiefwinkliges Koordinatensystem zu transformieren, dessen Achsen eine
Parallele zur Hauptachse und die Tangente im Schnittpunkt dieser Paral-
lelen mit der Parabel sind. — Setze ' = p + 2a, wo a die 2-Koordinate
des Berithrungspunktes ist, und beweise, daB sich die Gleichung auf die

Form nt =2p’¢  bringen laBt,

Ellipse und Tangente
47. a) Wie lautet die Gleichung einer durch die Punkte (z,; ¥,) und (z;; y,)
2
der Ellipse Z; + % =1 gehenden Sekante? b) Zeige, daB die Sekanten-

gleichung sich auf die Form

-1 0 bringen 148t.

48. 1) Leite die Gleichung der im Punkte (z,; y,) an die Ellipse gelegten Tan-
gente in der Weise her, daB du die beiden Schnittpunkte der Sekante mit
der Ellipse (Nr. 47) zusammenfallen 1a8t. b) Bringe die Tangentengleichung
auf die Form

T, Y- Y
=t =1L

49. Leite die Tangentengleichung der Ellipse mit Hilfe der Differentialrech-
nung her.

2 2
60. Gib die Gleichungen der Scheiteltangenten einer Ellipse ‘% + Z; =1lan.

b1. Zeige, daB die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers der Ellipse dem
konjugierten parallel ist.
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52. In den Punkten z = 4 ¢; y = ? einer Elllpse — + — =1 sind die vier

Tangenten gezeichnet; sie bilden einen Rhombus. Welches ist die Seiten-
lange und der Fliicheninhalt dieses Rhombus?

53. An die Elhpse + 5 _1 sind die Tangenten gezogen, deren Richtungs-

faktoren -+ 1 und — 1sind. a) Wie heiBen die Berithrungspunkte? b) Wel-
ches ist der Inhalt des von diesen Tangenten gebildeten Qua,dmtes'

54. An die Elllpse + be -—l sind parallel zur Geraden — +—— =1 die
Tangenten gezogen Wie heiBen ihre Glemhungen’

55. Vom Punkte (0; a) sind an die Elhpse + b =1 die Tangenten gezogen.
Wie lang ist die Berithrungssehne?

2
66. Im Punkte (z,; y,) der Ellipseg + —‘Z—z =11ist auf der Tangente die Senk-

rechte (Normale) errichtet. a) Gibihre Gleichungan. b) Wo schneidet die
Normale die Koordinatenachsen ?

67. Von welchen Ellipsenpunkten geht die Normale durch einen Brennpunkt?

_ B8. Berechne die Winkel, die die Tangente an die Ellipse mit den beiden nach
dem Berithrungspunkt gezogenen Brennstrahlen bildet, und zeige, daB sie
gleich groB sind.

59. Auf die Tangenten einer Ellipse werden von einem Brennpunkt
Lote gefillt. Bestimme den geometrischen Ort der Fulpunkte dieser
Lote.

60. Berechne das Produkt der Abstande der beiden Brennpunkte einer Ellipse
von einer beliebigen Tangente.

. 2 g2
61. Unter welohem Winkel schneiden sich die Ellipsen %—}-%2— =1 und
22yt
gt 5= 1t

Hyperbel und Tangente
62. a) Wie lautet dle Glelchung einer durch die Punkte (xy: %) und (z;; ¥,)

der Hyperbel =1 gehenden Sekante? b) Zeige, daB die Sekanten-

b“

. . Yy—% _ B z+4mn

gleichung mch auf die Form ez @ pF % brmgen laBt.

63. a) Leite die Gleichung der im Punkte (,; y,) an die Hyperbel gelegten
Tangente in der Weise her, daB du die beiden Schnittpunkte der Sekante
mit der Hyperbel (Nr. 62) zusammenfallen 1at. b) Bringe die Tangenten-
gleichung auf die Form

T @YY

a? b




§ 30. Kegelschnitt und Gerade 201

64. Leite die Tangentengleichung der Hyperbel mit Hilfe der Differential-
rechnung her.

2
65. Gib die Gleichungen der Scheiteltangenten einer Hyperbel ;—: — %z =1lan.
66. Beweise den der Aufg. 51 entsprechenden Satz fiir die Hyperbel.
2 2
67. In den Punkten z =+ ¢; y="1 einer Hyperbel % — ;)/—2 =1 sind die vier
Tangenten gezeichnet; sie bestimmen einen Rhombus. Welches ist die
Seitenlinge und der Flicheninhalt dieses Rhombus?

68. Wie lautet die Gleichung der Tangente im Punkte (z,; y,) der Hyperbel
¥ 2
SHE= 11

2
69. An die Hyperbel%a—‘z—:=l sind parallel zur Geraden y = mz die

Tangenten gezogen. Wie lauten ihre Gleichungen? Diskutiere das Er-
gebnis.

2 2
70. Vom Punkte (0; ) sind an die Hyperbel %ﬂ —-Z—' =1 die Tangenten ge-
zogen. Wie lang ist die Beriihrungssehne?

71. Untersuche, ob die Brennpunkte einer Hyperbel immer auf verschiedenen
_Seiten einer Tangente liegen oder ob sie auch auf der gleichen Seite
liegen kdnnen.

2

2
72.Im Punkte (z,; y,) der Hyperbel %— %’ =1 ist auf der Tangente die

Senkrechte (Normale) errichtet. a) Wie lautet ihre Gleichung? b) Wo
sohneidet die Normale die Koordinatenachsen ?
73. Von welchen Hyperbelpunkten geht die Normale durch einen Brennpunkt?

74. Berechne die Winkel, die die Tangente an die Hyperbel mit den beiden
Brennstrahlen nach dem Berithrungspunkt bildet, und zeige, daB sie gleich
groB sind.

75. Auf die Tangenten einer Hyperbel werden von einem Brennpunkt
Lote geféllt. Bestimme den geometrischen Ort der FuBpunkte dieser
Lote.

Parabel und Tangente

76. a) Wie lautet die Gleichung einer durch die Punkte (zy; y,) und (z,; ,)
der Parabel y2 =2pz gehenden Sekante? b) Zeige, daB die Sekanten.
gleichung sich auf die Form

Y—% __ 2P
T—2 y1+y

77. 8) Leite die Gleichung der im Punkte (xo ; %) an die Parabel gelegten Tan.
gente durch Grenziibergang aus der Sekantengleichung her., b) Bringe die
Tangentengleichung auf die Form

Y-y = p(x+=).

bringen 1a8t,
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78. Leite die Gleichung der Parabeltangente durch Differentiation her.
79. Zeige, daB die y-Achse Scheiteltangente der Para.bel y? =2pz ist.

80. Berechne die Lage der an die Parabel y = m den Punkten mit den

x-Koordinaten + 1, 4= 2, &+ 3, &= 4 gelegten Ta.ngenten und benutze sie
zur Zeichnung der Parabel.

81. Wo schneiden sich die in den Punkten mit der z-Koordinate % an die
Parabel gelegten Tangenten ?

82. An die Parabel y? =2pz ist parallel zur Geraden y = z die Tangente
gelegt. Wie heit ihr Berithrungspunlkt

83.Im Punkte (;; ,) der Parabel y?> = 2pz ist auf der Tangente die Senk-
rechte (Normale)errichtet. a) Wielautet ihre Gleichung? b) Wo schneidet
die Normale die Koordinatenachsen ?

84. Auf die Tangenten einer Parabel werden vom Brennpunkt Lote gefillt.
Bestimme den geometrischen Ort der FuBpunkte dieser Lote.

85. Unter welchem Winkel schneiden sich die Parabeln y? =2pz und
z? =2py?

86. Von einem beliebigen Punkte der Leitlinie sind an die Parabel die Tan-
genten gelegt. a) Welchen Winkel bilden sie miteinander? b) In welchem
Punkte schneidet die Berithrungssehne die Hauptachse ?

Hyperbel und Asymptote
87. a) Leite durch Diskussion des Schnittes der Geraden y =mz mit der Hy-
2
perbel — a _F =1 die Gleichung der Asymptoten her. Konstruiere

die Asymptoten einer Hyperbel, von der b) die Halbachsen a und b, c) die
Brennpunkte und die Halbachse a gegeben sind.

88.2) Welche geomebmsche Bedeutung hat die (imaginire) Halbachse b der
Hyperbel - 35 = 1! — Unter welchem Winkel sind die Asymptoten

einer Hyperbel b) mit den Halbachsen a =3, b =2,4, ¢) mit der halben
Hauptachse a =3,5 und der Exzentrizitit e =4,8 gegen die z-Achse
geneigt ?

89.a) Zeige, daB die gleichseitige Hyperbel dadurch ausgezeichnet ist, daB
ihre Asymptoten senkrecht aufeinander stehen. b) Wie ist der Hyperbel-

gleichung zu entnehmen, ob der Neigungswinkel der Asymptoten gegen
die z-Achse grofer oder kleiner als 45° ist?

90. Leite die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel her, wobei die Asymptoten
als Achsen des Koordinatensystems gewihlt werden.

. Welche Form hat die Gleichung einer Hyperbel, deren Asymptoten einen
Winkel von 120° miteinander bilden %

9

—
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ax + b .

92. Das graphische Bild einer linearen gebrochenen Funktion y = = +d ist
eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten den Koordinatenachsen
parallel sind. Beweise das. — Welche Koordinaten hat der Mittelpunkt
der Hyperbel?

2
93. Diejenige Hyperbel, die mit der Hyperbel —2—:— %2 =1 die Asymptoten

und die Achsenlingen gemeinsam hat, ohne mit ihr zusammenzufallen,
heiBt die konjugierte Hyperbel. Wie lautet ihre Gleichung?

94, Im Punkte (z;; y,) der Hyperbel hat man die Tangente gezeichnet. a) Wie
groB ist der Inhalt des von den Asymptoten und der Tangente begrenzten
Dreiecks? b) In welchem Verhaltnis teilt der Berithrungspunkt das zwi-
schen den Asymptoten liegende Stiick der Tangente?

95. Die auf einer Hyperbelsekante von den Asymptoten und der Kurve be-
grenzten Strecken sind gleich. Beweise das.
Anleitung: Zeige, daB die Mitte der zwischen den Asymptoten liegenden

Strecke mit der Mitte der zwischen den Hyperbelpunkten liegenden Strecke
zusammenfallt.

96. Wie kann man den soeben (Aufg.95) bewiesenen Satz dazu benutzen,
Punkte der Hyperbelin beliebigerZahl zu konstruieren, wenn ein Hyperbel-
punkt und die Asymptoten gegeben sind?

97. a) Die Gleichung der Hyperbel ist auf das von den Asymptoten gebildete,
im allgemeinen schiefwinklige Koordinatensystem zu transformieren.
b) Durch Einfiihrung einer Konstante ¢ ist die Gleichung auf die Form
&+ 7m =¢c? zu bringen; welchen Wert hat ¢?

Praktische Anwendungen

98. Ein prismatisches, mit einer farbigen Fliissigkeit gefiilltes Gefi8 hat
einen Querschnitt, wie ihn Fig. 37 zeigt. Es wird mit der Kante fest
auf den Boden gestellt und nun hin

- und her gekippt. An der Vorderwand —_—
wie an der Riickwand entsteht dann g
als Umhiillende der verschiedenen La- —
gen des Fliissigkeitsspiegels eine Kurve. &
Stelle fest, was fiir eine Kurve € 2 —
das ist. Fig. 37.

99. Beweise, dal vom Brennpunkt eines parabolischen Spiegels ausgehende
Strahlen parallel der Hauptachse reflektiert werden.
Anleitung: Ein ebener Schnitt durch einen parabolischen Spiegel ist
eine Parabel. Die Reflexion in einem Punkte einer Flache ist durch die
Tangentialebene in diesem Punkte bestimmt.

100. Die Ergebnisse der Aufg. 59, 75 und 84 liefern ein praktisches Verfahren,

mit Hilfe eines beweglichen rechten Winkels die Kegelschnitte als um-
hiillende Kurven einer Tangentenschar zu zeichnen. Beweise das.
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Uberlegungen
101. Wenn man in die Tangentengleichung eines Kegelschnittes, etwa in
—:% + %y_! =1, die laufenden Koordinaten fiir die Koordinaten des

Berithrungspunktes setzt, dann erhalt man die Kegelschnittgleichung
(das 1aBt sich als Geddchtnisregel anwenden). Begriinde diese Tatsache.
Gilt das allgemein?

102. Die notwendige und hmrexohende Bedingung dafur daB die Gerade
2.9 _ = Lt
at3s =1 die Elhpse + 1 beriihrt, ist A’+ 1. a) Be-

weise das; wie heifit die entsprechende Bedingung fiir b) Kreis, ¢) Hyper-
bel, d) Parabel?
103. Entwickle die Tangentengleichung im Punkte (z,; y,) a) einer Ellipse
@—pt, y—0*_, il N el
a? b2 - a? b?
¢) einer Parabel (y — ¢q)? =2p (z — 8), d) eines Kegelschnittes
az?+ bxy +cy?+dz 4 ey+f=0.

104. Untersuche die Anzahl a) der Schnittpunkte einer Geraden mit einem
beliebigen Kegelschnitt, b) der Tangenten von einem Punkte an einen
beliebigen Kegelschnitt.

b) einer Hyperbe =1,

105. Wie kann man den Koeffizienten einer beliebigen Kegelschnittgleichung
aa? 4 bzy toy? +detey+[=0
ansehen, welche Art von Kegelschnitten sie darstellt?
106. a) Wihle einen Brennpunkt des Kegelschnitts als Koordinatenanfangs-

punkt, dieHauptachse als Achse eines Polarkoordinatensystems und leite
die Kegelschnittgleichung

— P
l—¢-cosg

ab. b) Diskutiere die Werte von ¢ fiir die einzelnen Kegelschnittarten,
auch fiir Kreis und gleichseitige Hyperbel.

r=

Aus der Geschichte der Geometrie
Das Problem der Wiirfelverdopplung

107, Mendchmus (370v.d.Ztr.) zeigte, daB die Wiirfelverdopplung mit
der Losung der Aufgabe erledigt sei, zwei Strecken z und y (die beiden
mittleren Proportionalen) so zu finden,daB a: 2z =2:y = y: b ist,
wo a und b gegebene Strecken sind. a) Zeige, daB in der Tat 2® =a?b
ist und daB also fiir b =2a der Fall der Wiirfelverdopplung vorliegt.
b) Menéchmus gab eine Lésung des Problems durch Schnitt einer Parabel
y® = bz mit der Parabel 22 =ay. Erklare diese Losung.
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108.Da in Aufg. 107 z - y =ab ist, kann man die Wiirfelverdopplung auch
durch Schnitt einer Hyperbel mit einer Parabel leisten. Erldutere das.

109. Wenn man die in Aufg. 107 genannten Parabelgleichungen addiert, erhalt
man den Kegelschnitt 22 4+ y* =ay + bz. a) Untersuche die Kurve, —
Lose die Aufgabe der Wiirfelverdopplung durch Schnitt dieser Kurve
b) mit einer der Parabeln (Nr.107b), ¢) mit der Hyperbel (Nr. 108).

Das Problem der Dreiteilung des Winkels

110. Pappus (Ende des 4.Jahrh.n.d.Ztr. in Alexandrien) hat verschiedene
Methoden angegeben, das Problem der Dreiteilung des Winkels mit Hilfe
von Hyperbeln zu lésen. Beweise die Richtigkeit des folgenden Ver-
fahrens: Der Schenkel OX des gegebenen spitzen Winkels a sei eine
Asymptote einer beliebigen gleichseitigen Hyperbel mit dem Mittel-
punkt O, deren einer Ast den freien Schenkel von a in 4 schneidet. Von
A aus wird die Strecke 20 4 als Sehne 4 B in die Hyperbel eingetragen;
die Mitte dieser Sehne sei C. Dann ist < COX =1}a.

Anleitung: Beachte Nr. 95.

111. Wenn a gegeben ist, kann man ces e konstruieren, Umgekehrt kann man

a a .
—S—finden, wenn man cos;hat. Nun ist

a a
1) cosa=4-cos’?—3-cos§.

Die Aufgabe der Dreiteilung des Winkels fithrt also auf die Losung der
kubischen Gleichung

2) a=42%—3z.

a) Beweise die Gleichung (1). b) Lose die Gleichung (2) durch Schnitt
einer Parabel mit einer Hyperbel, ¢) durch Schnitt der Parabel

22 = y mit der Kurve y2 — 3 y = —Z— . (Welcher Schnittpunkt ist auBer
acht zu lassen?) d) Durch Addition der beiden Gleichungen in o) erhilt
man die Gleichung 22 4+ 42 —3 y =; z + y. Ldse das Problem durch

Schnitt dieser Kurve mit einer der in c¢) genannten Parabeln,

§ 31. Vermischte Aufgaben
Flicheninhalt

)
1. Berechne den Inhalt der Ellipse mit der Gleichung ; +%2 =1,

2. Von einer Parabel y2 =2pz wird durch die Gerade a) z = %, b)z =a

ein Stiick abgeschnitten; wie gro8 ist der Flicheninhalt des Parabel-
abschnittes

3. Die Parabel y* =2pz wird von der Geraden a) y =muz, b) y =mz 42
geschnitten. Wie groB ist der Inhalt des Parabelabschnittes?
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4. Die Parabel y2 =2px wird an der Geraden y = z gespiegelt; wie gro8
ist das beiden Parabeln gemeinsame Stiick?

5. Von a) einer Hyperbel, b) einer Ellipse wird durch eine Senkrechte zur
Hauptachse a) durch den Brennpunkt, f) im Abstande z =m ein Stiick
abgeschnitten. Wie groB ist sein Inhalt ?

6. Beweise (mdglichst auf mehrere Arten), dal zwei konjugierte Durchmesser
die Ellipse in vier inhaltsgleiche Stiicke teilen.

Lz R . . z Yy . .
. Von der Ellipse = + = 1 wird durch die Gerade " + i 1 ein Stiick

abgeschnitten. a) Bestimme den Inhalt des Abschnittes. b) Berechne ihn
fir @ =17, b =5, ¢c =4, d =2.

8. Beweise: Der Inhalt eines Parabelabschnittes ist 2 von dem Inhalt des
Dreiecks, das die begrenzende Sehne mit den in ihren Endpunkten gelegten
Tangenten bildet.

9. Wie verhilt sich der Inhalt eines von zwei Brennstrahlen gebildeten
Parabelaussohnittes zu dem Inhalt des Fiinfecks, das durch den Brenn.
punkt, die beiden Kurvenpunkte und deren Projektionen auf die Leitlinie
bestimmt wird?

-3

Kriimmungskreis
10. Berechne die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes fiir den Punkt
2
(%, ¥,) 8) einer Parabel y2 =2pz, b) einer Ellipse :—:+% =1, ¢) einer
22 2

Hyperbel =5 — i’g =1

11. Gib die GroBe des Kriimmungsradius a) der Parabel, b) der Ellipse und
¢) der Hyperbel fiir den Punkt (z, y) an. Konstruiere den Kriimmungs-
mittelpunkt d) zu dem Scheitel der Parabel, e) zu den Haupt- und Neben-
scheiteln der Ellipse, 1) zu den Scheiteln der Hyperbel.

12.In der Technik werden die in Aufg.1le) verlangten Kriimmungsmittel-
punkte meist folgendermaBen konstruiert: 4 BC D sei dag der Ellipse um-
schriebene Rechteck, dessen Seiten den Achsen parallel sind. Man fille
von einer Ecke (B) aus auf die durch sie nicht hindurchgehende Diago-
nale (4C) des Rechteckes das Lot. Dieses schneidet aus den Achsen der
Ellipse zwei der gesuchten vier Kriimmungsmittelpunkte aus. — Beweise
die Richtigkeit der Konstruktion.

13. Bestimme den geometrischen Ort der Kriimmungsmittelpunkte a) der Pa-
rabel, b) der Ellipse und ¢) der Hyperbel und zeichne die Orter in jedem
Falle.

Pol und Polare
y?

2 2 22
14. Gegeben ist a) eine Ellipse —':—2 +% =1, b) eine Hyperbel TR 1,*

¢) eine Parabel y2 =2px und ein beliebiger, nicht auf dem Kegelschnitt
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gelegener Punkt P (z;; ). Bestimme den geometrischen Ort der P zu-
geordneten vierten harmonischen Punkte auf den durch P gehenden Kegel-
schnittsehnen (Polare).

15. Entwickle die Gleichung der Polare eines Punktes (2;; ¥,) in bezug auf
den Kegelschnitt a2? +bzy +cy? +dz+ ey +f=0.

16. Zeige analytisch, daB die Polaren der Punkte einer Geraden in bezug auf
einen Kegelschnitt durch einen Punkt, den Pol der Geraden, gehen.

17. Die Tangente ist als Sonderfall der Polaren zu erweisen.

18. Von einem Punkte sind an einen Kegelschnitt die Tangenten gelegt. Zeige
analytisch, daB die Berithrungssehne mit der Polaren jenes Punktes zu-
sammenfillt.

19. Was ist iiber die Polaren der Brennpunkte der Kegelschnitte zu sagen?

20. Bestimme in bezug auf die Ellipse a) 22 4 2y2 =1, b) 7a® 4 9y =25,
¢) 202> —19zxy 4 42y% — 402 — 126y =0 den Pol zu der Geraden
a) z—6y41=0, b) ;+%.—_1, ¢) 192 — 55y 4 134 =0.

21. Bestimme in bezug auf die gleichseitige Hyperbel 3 — 22 =100 die Polare
des Punktes (5; 5).

22. Gegeben ist der Kreis 22 4- 2 =100 und die Parabel y? =20z. Welches
ist der geometrische Ort der Pole wenn a) die Tangenten des Kreises als
Polaren in bezug auf die Parabel, b) die Tangenten der Parabel als Polaren
in bezug auf den Kreis angesehen werden?

23. Gegeben ist der Kreis 22 4 y2 =72 und die Hyperbel 2% — 2 =%, Die
Tangenten des Kreises sind als Polaren der Hyperbel aufzufassen, und der
geometrische Ort der zugehéorigen Pole ist anzugeben.

24. Ermittle die Polare des Punktes (1; 5) in bezug auf den Kegelschnitt, der
durch die Punkte (0; 0), (2; 0), (0; 3), (4; 1) und (3; 4) hindurchgeht,
a) durch Konstruktion (vgl. § 24, Aufg. 37), b) durch Rechnung, ohne die
Punkte selbst zu zeichnen.

25. Es sei ein Kegelschnitt gegeben, der von einer festen Tangente ¢ in 7', von
einer beweglichen Tangente # in 7" beriihrt werde. Der Schnittpunks §
von ¢ und ¢ werde mit einem festen Punkt P in der Ebene des Kegel-
schnittes verbunden; PS schneide 777" in X (so daB also X und S
konjugierte Pole in bezug auf den Kegelschnitt sind). a) Beweise, dafl
X bei der Bewegung von ¢ einen Kegelschnitt beschreibt. b) Wie
liegt dieser Kegelschnitt zu P, zu ¢ und zu dem urspriinglichen Kegel-
schnitt?

26. Beweise: Die Polaren der Punkte eines Kegelschnittes in bezug auf einen
zweiten Kegelschnitt umhiillen einen dritten Kegelschnitt.
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Schnitt zweier Kegelschnitte

27. Der Mittelpunkt einer Ellipse, deren Halbachsen @ =10 und b =7 sind,
ist Brennpunkt einer Parabel, deren Scheitel mit einem Nebenscheitel der
Ellipse zusammenfillt. Die Schnittpunkte der beiden Kurven sind zu
bestimmen.

28. Die Halbaohsen einer Hyperbel sind @ =7 und b =8. Der Mittelpunkt
der Hyperbel ist Brennpunkt einer Parabel, deren Scheitel mit einem
Scheitel der Hyperbel zusammenfallt. Wo schneiden sich die beiden
Kurven?

29. Die Halbachsen einer Hyperbel sind @ =6 und b =15; ihre Achsen fallen
mit den Asymptoten einer gleichseitigen Hyperbel von a; =20 Halb-
achsenlange zusammen. Wo liegen die Schnittpunkte der beiden Kurven?

30. Zwei kongruente, nach entgegengesetzten Seiten gedffnete Parabeln, deren
Parameter 9 ist, sind derart iibereinandergeschoben, daB ihre Leitlinien
den Abstand 10, ihre Achsen den Abstand 3 haben. Wo schneiden sich die
beiden Parabeln ?

31. Zwei Ellipsen haben den gleichen Mittelpunkt und liegen so, daB ihre
groBen Achsen aufeinander senkreoht stehen. Die Halbachsen der einen
Ellipse sind a; =40, b, = 25, die der anderen a3 =52, by =26. Wo liegen
die Sohnittpunkte der beiden Ellipsen?

32. Zwei kongruente Ellipsen, bei denen die groBe Achse doppelt so lang ist
wie die kleine, gind so gelegen, daB die kleine Achse der einen Ellipse sich
mit einer groBen Halbachse der anderen Ellipse deckt, Wo schneiden sich
die beiden Ellipsen?

Kegelschnittsysteme : Kegelschnitthiischel

33. Welches ist der geometrische Ort der Pole einer Geraden in bezug auf
die Parabeln, die die Achse und den Scheitel gemeinsam haben?

34. Zeige, daB die Gleichung
22 y?
FatE—i—!

fiir veranderliches 1 ein System konfokaler Kegelschnitte darstellt.
Untersuche, 8) wann man Ellipsen, wann Hyperbeln erhilt, b) wie es mit
den Schnittpunkten konfokaler Kegelschnitte steht, ¢) gegebenenfalls
unter welchem Winkel sich konfokale Kegelschnitte schneiden.

35. Untersuche die Eigenschaften konfokaler Parabeln.

36. Gegeben ist ein System konfokaler Kegelschnitte und eine Gerade.
Bestimme den geometrischen Ort der Pole, die zu jener Geraden in bezug
auf die Kegelsohnitte gehoren.
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37. a) Die Ellipsen, die durch die Gleichung
a2 oy
a1t !

fiir verschiedene Werte von i dargestellt werden, heiBen &hnlich und
dhnlioh gelegen. Weise die Bereohtigung dieser Bezeichnung nach.
b) Durch welche Gleichungsform werden &hnliche und &hnlich gelegene
Hyperbeln dargestellt ?

38. a) Beweise, daB alle Parabeln untereinander &hnlich sind. b) Wann kann
man zwei Parabeln als &hnlich gelegen bezeichnen?

39. Wieviel Schnittpunkte haben die Kegelschnitte
K= +bhay ey +diz+ey+f=0
und Ky =ay2® + byzy + 63y® + dyz + €y + f; =01 Grund!
40. Zeige, daB K, + AK; = 0 einen Kegelschnitt darstellt, der durch
die Schnittpunkte der Kegelschnitte K, =0 und K, =0 hindurchgeht.

Erlautere die Bezeiohnung Kegelsohnittbiischel und Grundpunkte des
Biischels.

41. Es sei K, =a®+4 y*—25; K, =42+ 25y — 400.
Welches ist der Kegelsohnitt des Biischels K, 4+ 1K, =0, der a) durch
den Punkt (6; 7), b) durch den Punkt (1; 2) geht?

42, Ermittle die Grundpunkte des Biisohels, das durch
K, 22 4+8zy+ y*+4 bz+6y+ 6=0
und K,=T72*— zy+4y*+142z+4565y—21 =0
bestimmt wird. '

Andeutung: Suche die Geradenpaare im Biischel oder m. a. W. stelle die Be-
dingung dafiir auf, daB der Kegelschnitt K, + 1K, = 0 zerfillt.

|l

43. Beweise: a) Die Polaren eines beliebigen Punktes in bezug auf die
Kegelschnitte eines Biisohels schneiden sich in einem Punkte. b) Sprich
den hierzu dualen Satz aus und beweise ihn. (Vgl. § 24, Aufg. 10.)

Projektive Beziehungen

44, Auf der Zahlengeraden sind die Punkte -+1, 44, —9, 48 ge-
zeiohnet, Berechne die Werte der duroh diese vier Punkte bestimmten
Doppelverhiltnisse.

45. Bestimme zu den Punkten 41, -4, — 9 der Zahlengeraden den dem
Punkte - 4 zugeordreten vierten harmonischen Punkt.

46. In einem regelmaBigen Fiinfeck ist eine Ecke mit den vier anderen
verbunden. Berechne die Werte der durch diese vier Strahlen bestimmten
Doppelverhiltnisse.

14 [2019]
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47. Zeige, daB die projektive Verwandtschaft analytisch durch eine lineare
Substitution ausgedriickt wird.

48. Welches ist der analytische Ausdruck fiir die involutorische Lage
dreier Punktepaare derselben Geraden?

49. Es seien @ und L lineare Ausdriicke in z und , also

G+ 4L =0, @+4,L=0, G@+2,L =0, G@+IL=0
vier Strahlen des durch den Schnitt der Geraden @ =0 und L =0 be-
stimniten Strahlenbiischels. Zeige, daB das Doppelverhéltnis der vier
Strahlen den Wert
=29 By —24) o

(lz - ;'3) (Al - 14)
60. Zeige, daB man zwei projektive Strahlenbiischel stets durch Gleichungen
von der Form
Q+iL=0, @G +AL =0
darstellen kann, so daf zwei zu demselben Wert von 1 gehérige Strahlen
der beiden Biischel einander zugeordnet sind.

51. Beweise mittels des vorigen Satzes, daB zwei projektive Strahlen-
biischel eine Kurve 2. Ordnung (2. Grades) erzeugen.

62. Wenn bei zwei projektiven Biischeln der Strahl, der die Triger der
beiden Biischel verbindet, sich selbst entspricht, so zerfallt der durch die
Biischel erzeugte Kegelschnitt in ein Geradenpaar (perspektive Lage).
a) Beweise dies. b) Gib das analytische Kennzeichen der Perspek-
tivitdt an.

83. Zeige, daB jede Gerade durch die Kegelschnitte des Biischels
K, 4+ AK; =0 in den Punktepaaren einer Involution geschnitten wird,

Siitze von Pascal, Brianchon und Carnot
64. In den Gleichungen

(9] E=as®+bzytcyt+dzteytf=0,
(2) K +1pq =0,
3 K + ppr =0

seien p, g, r lineare Ausdriicke in z und y. a) Beweise, daB die durch (1),
(2) und (3) dargestellten Kegelschnitte die Sehne p =0 gemeinsam haben.
b) Wie liegt die Gerade g =0 zu den Kegelschnitten (1) und (2), ebenso
die Gerade r =0 zu den Kegelschnitten (1) und (3)? ¢) Zeige, daB sich
durch Subtraktion von (2) und (3) ein Kegelschnitt ergibt, der in die
beiden Geraden p =0 und 1g — ur =0 zerfallt. d) Beweise so: Wenp
drei Kegelschnitte eine gemeinsame Sehne haben, so schneiden sich die
drei iibrigen Sehnen, die je zwei der Kegelschnitte gemein haben, in einem
Punkte (Pliicker).

66. Folgere aus Aufg.54d) den Pascalschen Satz (§ 22, Aufg. 23), indem
du je ein passendes Seitenpaar des Sechsecks als einen zerfallenen Kegel-
schnitt ansiehst.
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56.Beweise ebenso (oder duroh polare Beziehungen mittels des Pasoal-
sohen Satzes) den Brianchonschen Satz.

87. Ein Kegelschnitt mdge die Seiten eines Dreiecks 4 BC schneiden, und
zwar die Seite BC in &, und a,, die Seite AC in §, und B,, die Seite 4 B
in p, und y,. Beweise, daB

4y, Ay, Boy Bay OB, Chy _ |
By, By, Ca, Cop AB, Af,
ist (Carnotscher Satz).

58. Zeige, daB der Satz von Menelaos (§ 19, Aufg. 1) ein Sonderfall des
Carnotgchen Satzes ist.

89. Beweise die Umkehrung des Carnotschen Satzes.

60. Mittels der Sitze von Carnot und Menelaos soll der Pascalsche Satz be-
wiesen  werden.
Andeutung: Unter den Seiten des Sechsecks wiilhle man drei aus, die nicht
aufeinanderfolgen, aber auch nicht einander gegeniiberliegen (also z. B. die
Seiten 12, 34, 56, wenn das Sechseck 123 456 heiBt); die drei anderen
Sechseckseiten (also in unserem Beispiel die Seiten 16, 2 3, 4 5) werden als
Transversalen betrachtet,die das von den dreiersten Sechseckseiten gebildete
Dreieck schneiden.

Uberlegungen

61. Entwickle die Lehre von den konjugierten Durchmessern aus der Lehre
von Pol und Polare.

62. Einer Ellipse ist ein Parallelogramm eingeschrieben. Untersuche die Be-
deutung der Diagonalen des Parallelogrammes fiir die Ellipse.

63. Was 148t sich iiber das Dreieck aussagen, das von zwei konjugierten
Halbmessern a) einer Ellipse, b) einer Hyperbel bestimmt wird?

64. Leite hieraus Sitze iiber die Flicheninhalte a) eingeschriebener,
b) umgeschriebener Parallelogramme her, bei denen a) die Diagonalen,
b) die Mittellinien (Verbindungen der Seitenmitten) konjugierte Durch-
messer sind.

66. Untersuche das Strahlenbiisohel, das von zwei konjugierten Durchmes-
sern einer Hyperbel und ihren Asymptoten gebildet wird.

66. Erortere den Zusammenhang des Hyperbelflicheninhalts mit der loga-
rithmischen Funktion.

67. Gib eine vergleichende Darstellung der verschiedenen Arten von Kegel-
sohnittdefinitionen.

68. Erdrtere analytisch die Grundlagen verschiedener Arten von Kegelschnitt-
zirkeln.

69. Stelle die Beziehung zwischen der analytischen Geometrie der Kegel-
sohnitte, den Keplersochen Gesetzen und der Newtonschen Gravitatioms-
lebre her.
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LEITFADEN

§ 1. Ebene Trigonometrie

Die trigonometrischen Funktionen beliehiger Winkel

1. Erkl#rung. Man kann einen Winkel durch Drehung eines Strahles um seinen
Endpunkt erzeugen. Den beweglichen Schenkel nennen wir den Leit-
strahl; der Winkel wird dann von der Anfangslage und der Endlage des
Leitstrahls gebildet. Als positiven Drehungssinn bezeichnen wir den-
jenigen, durch den die positive (also im allgemeinen nach rechts gerichtete)
z-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems auf kiirzestem Wege in
die Lage der positiven (also im allgemeinen nach oben gerichteten) y-Achse
gebracht wird. Den entgegengesetzten Drehungssinn, den wir z. B. bei den
Zeigern der Uhr beobachten, bezeichnen wir als negativ. Winkel, die
durch Drehung des Leitstrahls in positivem Sinne entstanden sind, werden
positiv, solche, die durch Drehung in negativem Sinne entstanden sind,
negativ genannt. Da man den Leitstrahl auch iiber die nach einmaliger

- voller Umdrehung wieder erreichte Anfangslage hinaus drehen kann,
spricht man auch von Winkeln iiber 360° und unter —360°. Alle Winkel
a4 k- 360% wo % eine positive oder negative ganze Zahl ist, sind be-
ziiglich ihrer Schenkel deckungsgleich,

Unter dem Bogenma B eines Winkels versteht man die Lange des Kreis.
bogens, den bei der Entstehung des Winkels derjenige Punkt des Leit-
strahls beschreibt, der vom Scheitelpunkt den Abstand 1 hat. Im Ein.
heitskreis miBt also der Kreisbogen den zugehérigen Zentriwinkel in
BogenmaB.

Da hiernach dem Vollwinkel von

3600 der Wert 2z im BogenmaB

entspricht, so ist die GroBe eines

in Graden zu a® gemessenen Win-

a-m . r

180 . Alle Winkel n N

vom BogenmaB a + 2kx, wo k eine |

positive oder negative ganze Zahl " z

ist, sind beziiglich ihrer Schenkel

deckungsgleich.

«<

kelsin Bogenma B

. Erklirung. Ein positiver oder nega-
tiver Winkel a sei durch Drehung
des Leitstrahles entstanden (Fig.1).
Die von einem Punkt des Leitstrahls
und dem Scheitelpunkt begrenzte Strecke r wird auf die Anfangslage proji-
ziert. Die Projektion sei die mit Vorzeichen zu nehmende Strecke m, die
Projizierende die gleichfalls mit Vorzeichen zu nehmende Strecke n. Man

Fig. 1
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versteht dann unter dem Sinus des Winkels a den Quotienten aus der
Projizierenden und der Strecke auf dem Leitstrahl

. n
BIlQ == ===,
r

Unter dem Kosinus versteht man den Quotienten aus der Projektion
und der Strecke auf dem Leitstrahl

m
cosa = —.
r

Unter dem Tangens versteht man den Quotienten aus der Projizierenden
und der Projektion

n
a4 =—.
t‘g m

Unter dem Kotangens schlieBlich versteht man den Quotienten aus der
Projektion und der Projizierenden

cta—-m
g =

Dabei ist also die Projektion in der rechten Halbebene mit positivem, in
der linken mit negativem Vorzeichen, die Projizierende in der oberen
Halbebene mit positivem, in der unteren mit negativem Vorzeichen, die
Strecke r immer absolut zu nehmen.

Uber das Vorzeichen der vier Funktionen in den vier Quadranten gibt
die folgende Tabelle Auskunft:

sin | cos | tg | ctg

1. Quadrant + + + +

2. Quadrant + — - —

3. Quadrant — — + +

4. Quadrant — + — —
In Fig. 2 und 3 sind die vier trigono- e '
metrischen Funktionen fiir den Be- e §. H
reich der ersten vier Quadranten dar- 3y \
gestellt. Dabei ist auf der z-Achse Y \

das BogenmaB aufgetragen. /

2x

TFig. 3
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8. Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen eines Winkels.
Es ist

(1) sin?a 4 cose =1,

sine cosa
& tga= cosa’ otga = sing’
3) tga-ctga =1.

Das folgt aus den Erklarungen in Nr. 2 unter Beriicksichtigung der Vor-
zeichen; insbesondere ergibt sich die Formel (1) aus dem pythagoreischen
Lehrsatz. )

4. Satz der absoluten Betriige. Aus der zur Erklirung der trigonometrischen
Funktionen herangezogenen Figur und aus den graphischen Darstellungen
folgt fiir zwei Winkel a und B, deren Summe oder Differenz ein ganzes
Vielfaches von 1809 ist,

|sina|=|sinB|, |cosa|=/|cosB],

ltea|=[tgh|, |ctga|=]otgh].
Mit Hilfe dieses ersterr Satzes der absoluten Betrige lassen sich die
Funktionswerte eines beliebig groBen Winkels auf Funktionswerte eines
Winkels im ersten Quadranten zuriickfiibren. Auskunft iiber die Vor-
zeichen gibt in jedem einzelnen Falle die graphische Darstellung oder die
Vorzeichentabelle in Nr. 2.
In gleicher Weise findet man (zweiter Satz der absoluten Betrige):
Fiir zwei Winkel a und §, deren Summe oder Differenz ein ungerades
Vielfaches von 909 ist, gilt

|sina|=|cosf|, |cosa|=|sing|,
Itga|=]ctgf], |ctga|=]|tgh].
Auskunft iiber das Vorzeichen gibt wieder in jedem einzelnen Fall die
graphische Darstellung oder die Vorzeichentabelle.

Mit Hilfe des ersten und des zweiten Satzes der absoluten Betrége 18t
sich jeder Funktionswert auf den eines Winkels zwischen 0° und 45°
zuriickfiihren.

Die trig ischen Funkti im rechtwinkligen Dreieck

6. Im rechtwinkligen Dreieck ist der Sinus eines Winkels der Quotient aus
Gegenkathete und Hypotenuse, der Kosinus eines Winkels der Quotient
aus Ankathete und Hypotenuse, der Tangens eines Winkels der Quotient
aus Gegenkathete und Ankathete, der Kotangens eines Winkels der
Quotient aus Ankathete und Gegenkathete.
In dem bei O rechtwinkligen Dreieck (Fig. 4) ist
also
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a b
tga:_b-’ t!ﬁ="'a—9

b a
ctga=T, 0tgﬁ=-3--

. Wurzelausdricke fiir einige Werte trigonometrischer Funktionen. Im recht.

winklig-gleichschenkligen Dreieck ist die Hypotenuse }2, wenn die Ka-
theten die Lange 1 haben. Mithin ist

sind5® = 2 12, cosd5® =12, tg450=1, ctgds®=1.
Im rechtwinkligen Dreieck, in dem der eine spitze Winkel 30°, der andere
600 ist, habe die Hypotenuse die Lange 1; dann hat eine Kathete die
Linge %, die andere die Linge %}/:_3- Mithin ist
8in300 = —;—, c0s30° = % V3,  tg30° =% 3,  ctg30° =13,
8in60% = 1 13, cos60° =1, tg60° = V3, ctg60° = % 3.

Siitze iiber das schiefwinklige Dreieck

7. Sinussatz. Im Dreieck ist

a:b:c=gsina:sinBsiny.

Beweis. Fillt man im Dreieck 4 BC die Hohe A D, so ergeben sich aus den
beiden Dreiecken, die dann entstehen, fiir die Hohe kg zwei Ausdriicke.
Setzt man sie gleich, so erhilt man, wenn 8 und p spitz sind (Fig. 5),

csinf = bsiny,

N

2l _ep i
5 D c D B @ 4

Fig. 5 Fig. 6

wenn einer der Winkel 8 oder y stumpf ist, etwa g (Fig. 87,
¢5in(180° — B) = b siny.
Da nach der Erklirung der trigonometrischen Funktionen fiir stumpfe
Winkel 8in(180° — ) = sinf
ist, hat man auch im zweiten Fall
csinf = b siny.
Sieht man diese Gleichung als Produktengleichung einer Proportion an,
dann folgt b:c =sinf:siny.
Das ist der Sinussatz, ausgesprochen fiir ein Winkelpaer.
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8. Kosinussatz. Im Dreieck ist

1) a® =02+ c®—2bc cosa,
(2) b*=a?4 ¢ —2accosB,
(3) c2=a?+4 b2 —2ab cosy.

Beweis. Es genifigt, eine der drei Formeln zu beweisen. Fiir die Hohe &, des
Dreiecks ABC erhdlt man, wenn man den der Seite ¢ anliegenden Ab-
schnitt auf der Seite a4 mit p bezeichnet,

he?=c® — b,
und wenn B spitz ist (Fig. 5),
hp? = b — (a — p)?,
wenn # stumpf ist (Fig. 8),
ha? = b — (a 4 p)%.
Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke erhilt man bei spitzem Winkel £,
A —p*=b—a? 4 2ap—p},
bei stumpfem Winkel § hingegen
t—p2=0%—at—2ap—p2 ,
Beachtet man, daB sich aus dem einen rechtwinkligen Teildreieck bei
spitzem Winkel g
p=ccosf,
bei stumpfem Winkel 8

p=ccos(180° — f) = —ccosfB
ergibt, so erhalt man in beiden Fillen, wenn man noch p* weghebt,
¢t = bt — a® 4 2ac cosf
oder b® = a? 4 c® — 2ac cosf.

Folgerung. Es ist

b + c?—qa?

(L) c0sa = ————,
a? + c? — b3

@ cosf = —5
a4 b3 — c?

(3) COo8Yy = T .

9. Inhaltsformeln. Im Dreieck ist der Flacheninhalt
o)) f=+fabsiny,
(2) = -;— acsing,

(3) [=—;—bc sina.
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Beweis. Es geniigt, eine der Formeln zu beweisen. Fiir die Hohe ke ergibt
sich aus dem Teildreieck im Falle eines spitzen Winkels g (Fig. 5)
hy =csing,
im Falle eines stumpfen Winkels g (Fig. 6)
hy = ¢ 8in(180° — B) = c sinf.
Setzt man diesen Wert in die Formel fiir den Inhalt des Dreiecks
=gk
ein, 80 erhélt man die zweite der obigen Formeln.

10. Satz. Ist r der Radius des Umkreises
eines Dreiecks, so ist

(1) a=2rsina,
(2) b=2rsing,
(3) c=2rsiny.

Beweis. (Fig.7.) Es geniigt, eine der Formeln abzu-
leiten.Verbindet man den Mittelpunkt M des Um- Fig. 7
kreises mit den Punkten B und C des Dreiecks
ABC und fillt von M auf BC das Lot M D, dann ist SXBMD nach
dem Peripheriewinkelsatz gleich a, wenn a spitz ist (wie in Fig. 7), gleich
180° — @, wenn a stumpf ist. Aus dem Dreieck M BD ergibt sich also

¢ —sina
3 =
oder a = 2rsina.
Weiterfiihrende Formeln zor Berechnung schiefwinkliger Dreiecke
11. Mollweidesche Formeln. Im Dreieck ist

8—7 . B—7
o b+c-cos 5 . b_C—sm 3
) e = I 4 e = ’
81N — €08 —
2
a—y a—7v
ate cos— a—c H0—3
2) = ’ & —_—=—
b slnE- b cos.ﬂ
2 2
a—@ . a—f
a+b Ccos a—b sin

@ =

, (6) =
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Beweis. 1. (Fig. 8.) Wir beweisen zunéchst eine der drei ersten Formeln. Ver-
lingert man die Seite 4C des Dreiecks A BC iiber 4 hinaus um ¢ bis D,
dann ist A ADB gleichschenklig und nach dem 4

AuBenwinkelsatz N
xcpB=2 A
wd 4 0BD=p+2=20%2
B+ (1809 y) -y ¢
= 2 =90° + 2 L4 . Fig. 8

Wendet man den Sinussatz auf ACBD an, so ergibt sich

: 0 ﬂ—"}') ﬂ—y

b+c_mn(90 +———-2 _cos )

a a - a
sin 3 sin 3

2. (Fig. 9.) Wir wollen aus der zweiten Gruppe Mollweidescher Formeln
Formel (4) beweisen und nehmen an, es sei § > y . Trigt man4 Bauf AC
von A4 bis D ab, dann ist A 4 BD gleichschenklig, mithin
<):ADB=90°——%, 40DB=90°+% A

und

qoBD=ﬂ_(9o°—%) =ﬂ-‘—1§°°—+“
_B—180°4(180°—y) f—y B=—TF
o 2 R Fig. 9

Wendet man den Sinussatz auf A CBD an, so ergibt sich

a . 0, @ a
sin (90 +§) cos 3

Folgerung. Da z. B. ;- =900 — v + Y ist, lassen sich die Formeln (1) und (4)

auch in der Form

B—v s B—7
b+c—cos 3 b_C—sm 5
@ cosﬁ;—y ¢ siné—%}:

aussprechen.
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12, Tangenssatz. Im Dreieck ist

8+ry

@ bte_ 8 2
’

b—c mﬁ;“f

a+7

@ a+¢:_t'g 2
a—c tga;-y

a+ 8
@) a+b="g 2 .
a—>b tga—;ﬁ

Bewels. Auf Grund der Mollweideschen Formeln findet man (vgl. Nr.11,
Folgerung)

[ B—y . B+y B+y
b+c__ a _cos 3 sin ) _tg )
b—c b—c —B+y B—y  B—7"

= g sinTg T

Folgerung., Fiihrt man an die Stelle der halben Winkelsumme den halben
dritten Winkel ein, dann nimmt der Tangenssatz die Gestalt an

ctg—
btoc 23 A
= usf.
b—e¢ 4 B—vy
)
13. Satz. Ist ¢ der Radius des Inkreises eines Drei.
ecks, dann ist J
a__o B__o Y _ Pig. 10
By =3 By =73 tg2—s—c'

Beweis. (Fig. 10.) Ist £ der Beruhrungspunkt des Inkreises (Mittelpunkt O)
mit der Dreiecksseite 4B, dann ist in dem rechtwinkligen Dreieck AEO
die Seite AZ = s — a (Buch fiir K1. 7—9, § 4, Nr.14) und {EAO— =

mithin 2’

(4
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14. Halbwinkelsatz. Ist s der halbe Umfang eines Dreiecks, dann ist

a_1/(s=b)(s—c)
(0] tg?_l/_s(_s——r’

8 (s—a)(s—c)
2 tg V T
) wy= |/l BEo,

Beweis. Aus der heronischen Formel fiir den Inhalt des Dreiecks (Buch fiir

Kl. 7—9. §6, Nr. 10)
t=Vs(s —a)(s — b)(s —¢)
und der anderen Inhaltsformel (Buch fiir KI. 79, §6, Nr. 6)
) f=p"s
folgt fiir den Radius g des Inkreises

_r_lm—mw—wu—w
==V

Setzt man diesen Wert von g in die in Nr. 13 entwickelte Formel fiir

tg% ein, 8o erhalt man

a o _1/(8=0b)(s—0)
t'3_2-_'0711_1‘ s(s—a) °

Additionstheoreme
15. Satz. Es ist
1) sin (¢ 4 8) =sina.¢cos@ 4 cosa -sing,
(2) cos(a + ) = cosa-cosf —sina-sing,
(3) sin (@ — B) =sine.cosf — cosa-sing,
4) cos (@ — ) = cosa-cosf 4 sina-sing,
Beweis. a) Wir beweisen zuniichst die Richtigkeit 4
der Formeln (1) und (2) unter der Annahme. k
daB a und B spitze Winkel sind. Der Winkel g
wird an den Winkel & mit dem Scheitel- ’

punkt O angetragen. Auf dem freien Schenkel
wird die Einheitsstrecke 04 =1 abgetragen.

Von A wird auf den gemeinsamen Schenkel

beider Winkel das Lot AB gefillt. Von A° 4 B

und B werden auf den freien Schenkel von a« Fig. 11

die Lote A4’ und BB’ gefillt, schlieBlich von

B auf AA’ das Lot BC. Fig. 11 zeigt den Fall, daB o« + f spitz
ist; fir den Fall, daB & + B stumpf ist, gelten die gleichen Uber-
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legungen unter Beriicksichtigung der Vorzeichen der Strecken. Es ist
X BAC = a. Aus der Figur liest man ab
sin(a 4+ B) =44’ =CA' + AC = BB’ + AC,
und da BB’ =sina:0OB =sina- cosf,
AC =cosa-AB =cosa-sing
ist, so erhalt man sin(a 4 B) = sina - cosf + cosa - sinf.
Ebenso folgt (unter Beriicksichtigung des Streckenvorzeichens)
cos(a + f) =04'=0B'— A'B'= 0B — BC,
und da OB’'=cosa OB = cosa - cosf,
BC =sina- AB =sina - sinf
ist, so erhalt man cos(a -+ ) = cosa - cosf — sina - sinf.
b) Wir beweisen jetzt die Formeln (3) und (4) unter der Annahme, da

a> f und beide Winkel spitz sind. Dann
ist aus Fig. 12, in der wieder 04 =1,

AB1 OB, BB' | OB', AA’ | 04’, AC | BB,
<X CBA = a ist, abzulesen ¢ /
sin(a — f) = AA’ = BB’ — BC,
BB’ =sina-0B =sina- cosf,
BC =cosa- BA =cosa-sinf;
s A
folglich ist 0 —
sin(a — B) = sina - cos§ — cosa - sinf. Fig. 12

Ebenso ergibt sich
cos(a—pf) =04'=0B"+CA,
OB’ = cosa- 0B =cosa- cosf,
CA =sina- BA =sina-sinf;
folglich ist
cos(a — f) =cosa - cosf + sina - sinf.
¢) Um zunéchst die Additionstheoreme (1) und (2) fiir beliebige Winkel
zu beweisen, geniigt der Nachweis, daB, wenn sie fiir die Winkel a und §
gelten, sie auch fiir die Winkel @' = a + 90° und f gelten. Es ist in
der Tat
sin (o' 4 B) =5in(90° 4 a + B) = cos(a + ) = cosa-cosf — sina - sinf
= cos(a’ — 90°) . cosf — sin (a’ — 90°) - sin B
=sgina’ - cosf + cosa’ -sinf,
0os(a’ + f) =co8(90° +a + f) = —sin(a + B) = —sina-cosf — cosa-sinf
= —sin(a’'— 90°) - cosp — cos(a’ — 909) - sinf
= cosa’ - cosf — sina’ - sinp.
In gleicher Weise kann man die Allgemeingiiltigkeit der Formeln (3) und (4)
nachweisen.
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tga 4 tgp
1—-tga-tg8’
tga — tgf8
1+ tga-tgf °

@ tg(a+8) =

2 tg(a—p) =

Beweis. Nach Nr. 15 ist

17,

1

o

_ sin(a+p) sina-cosf +cosa-sinf

tgla+h) = cos(a + f) ~ cosa-cosf —sina-sinB’
Dividiert man hierin Zihler und Nenner durch cosa - cosf und beriick-
. 1., SiDG
sichtigt prwos
In gleicher Weise liefern die Ausdriicke fiir sin(a — 8) und cos(a — )
die zweite Formel.
Setzt man in den Formeln (1) und (2) von Nr. 15 und (1) von Nr. 16
a= f, dann folgt

= tga, %8 = tgf, dannerhilt man die erste Formel.

1) gin2¢ =2.sine.cosa,

(2) cos2a = cos?e — sinZq,
2ige

3 tg2a_l_—-'Tgﬁ'

Ersetzt man in der Formel (2) sin?a durch 1 — cos?a, so folgt
cos2a = 2cos?a — 1 a
und daraus, wenn man noch 2a durch a, also a durch 3 ersetzt,

a ]/1 + cosa
(4) 005-2—= _2—-,

Ersetzt man in der Formel (2) cos?a durch 1 — sin%a, so erhdlt man in

gleicher Weise
5) sin & = |/ Lz cose,
( 2 2

Aus Formel (1) und (3) in Nr. 15 folgt

sin(z + y) 4+ sin(z — y) =2 -sinz. cosy.
Setzt man ¢ + y = a, z — y = § und folglich z = a+ﬂ’ y= a—#f
geht die Gleichung iiber in 2 2

, 50

(1) sina+sinﬁ=2-sina;-6-cosa;5.
In gleicher Weise leitet man her

2) sina—sinﬂ=2-cosa;_5-sinag;ﬂ’

3 cosa+cosﬁ=2-cosa'2|'8-cosagﬂ,

4) eosa—cosﬁ=—2-sina+B-sina—ﬂ.

2 2
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§ 2. Systematische Stereometrie
Punkte, Geraden und Ebenen im Raum

1. Erklirang. Im Raum betrachten wir drei Arten geometrischer Grund-
gebilde: Punkte, Geraden und Ebenen. Durch zwei Punkte des
Raumes ist eine und nur eine Gerade bestimmt. Durch drei nicht in einer
Geraden liegende Punkte ist eine und nur eine Ebene bestimmt.

Eine Gerade, die zwei Punkte mit einer Ebene gemeinsam hat, liegt ganz
in der Ebene. Eine Gerade teilt die Ebene in zwei Halbebenen;die Gerade
heiBt Grenzgerade jeder der beiden
Halbebenen.
Zwei verschiedene Geraden liegen ent-
weder in einer Ebene, oder das ist nicht
der Fall; im letzteren Fall heilen sie
windschief. Wenn sie in einer Ebene
liegen, haben sie entweder keinen Punkt
gemeinsam; dann heiBen sie parallel;
oder aber die Geraden schneiden sich in
einem Punkte. Dann teilen sie die Ebene
in vier Ebenenstiicke. P,
Zwei verschiedene Ebenen haben ent- Fig. 13
weder einen Punkt gemeinsam, dann schnei-
den sie sich in einer Geraden (Durchschnittsgeraden), oder sie haben
keinen Punkt gemeinsam, dann heifen sie parallel.
Eine Ebene und eine nicht in ihr liegende Gerade haben entweder
einen Punkt gemeinsam (den FuBpunkt); sie schneiden sich also in einem
Punkte; oder aber sie haben keinen Punkt gemeinsam, dann heien sie
. parallel.

Senkrechte Geraden und Ebenen
2. 8atz. Wenn eine Gerade senkrecht auf zwei durch ihren FuB-
punkt gehenden Geraden einer Ebene steht, so steht sie
senkrecht auf jeder durch ihren FuBpunkt gehenden Ge-
raden der Ebene.

Bewels. Auf der Geraden werde beiderseits der Ebene vom FuBpunkte F aus
das beliebige Stiick F P, = F P, abgetragen. (Fig. 13.) Es sei P, P; | FA
und P, P, | FB. FC sei ein beliebiger durch F gehender, in der Ebene
AF B liegender Strahl, wobei C als Schnittpunkt des Strahles mit AB
gewihlt sei. Dann ist

A P FA=/ P,FA,
A P FB = A\ P,FB.

Folglich /A PAB =/ P,AB.
Folglich A PAC =N P,AC.
Folglich A P FC =N P,FC,
folglich X P,FC =< P,FC,

also sind beide rechte Winkel.
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Erklirung. Wenn eine Gerade senkrecht steht auf zwei und damit nach dem
eben bewiesenen Satz auf allen durch ihren FuBpunkt gehenden Geraden
einer Ebene, dann heiBt die Gerade senkrecht auf der Ebene und die
Ebene senkrecht auf der Geraden.

3. Satz. Von einem Punkte kann man auf eine Ebene nur ein Lot
fallen.

Beweis. Giibe es von P die beiden Lote PF, und PF,, dann hitte A PF,F,
zwei rechte Winkel.

Satz. In einem Punkte einer Ebene kann man auf ihr nur eine Senk-
rechte errichten.

Beweis. Gibe es im Punkte F der Ebene die beiden Senkrechten F P, und FP,,
dann wiirden diese beiden Geraden in F auf der durch die gegebene Ebene
und die Ebene F P, P; bestimmten Durchschnittsgeraden senkrecht stehen.
Das ist nicht méglich.

Satz. In einem Punkte einer Geraden kann man auf ihr nur eine
senkrechte Ebene errichten.

Beweis. Gibe es zwei Ebenen, so wiirde irgendeine durch die Gerade gelegte
Ebene diese beiden Ebenen in zwei Durchschnittsgeraden schneiden, die
beide im gleichen Punkt senkrecht auf der Geraden stinden. Das ist
nicht moglich.

Folgerung. Die in einem Punkte einer Geraden errichteten Senkrechten liegen
alle in einer Ebene.

Satz. Von einem Punkte kann man auf eine Gerade nur eine senk-
rechte Ebene fdllen.

Beweis. Gibe es durch den Punkt P zu einer Geraden zwei senkrechte Ebenen,
80 wiirde eine durch P und die Gerade gelegte Ebene diese beiden Ebenen
in zwei Geraden, etwa PF, und PF,, schneiden. PF,F; wire dann ein
Dreieck mit zwei rechten Winkeln, P

4, Satz. Die Senkrechten auf einer £

Ebene sind parallel.

Beweis. (Fig. 14.) Die beiden Senk-

rechten PF und P,F, auf einer

Ebene konnen sich nicht schneiden, ( P
denn sonst kénnte man von ihrem il

Schnittpunkt aus auf die Ebene A
zwei Lote fillen. Zum Nachweis,

daB sie parallel sind, geniigt also, Fig. 14

wenn wir zeigen, daB sie in einer
Ebene liegen. In dem FuBpunkte F der einen Senkrechten wird in der
Ebene auf FF, die Senkrechte errichtet. Auf ihr und auf der Senk-
rechten in F', werden die gleichen Strecken FG und F, P, abgetragen. Es ist
A P, F\F = AGFF,, folglich P F = F,Q. Mithin ist

A PFG = AGF, P,
15 (20191
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nach dem 3. Kongruenzsatz. Da aber < P, F,@ ein rechter ist, gilt gleiches
auch von X P, F@. FQ steht also senkrecht auf F| F, P, F und PF; mithin
liegen die drei Geraden und damit auch die beiden Senkrechten F, P,
und FP in einer Ebene.

Satz. Wenn von zwei parallelen Geraden eine senkrecht auf einer

Ebene ist, dann ist es auch die andere.

Beweis. Wire die zweite Gerade nicht senkrecht auf der Ebene, dann lieBe
sich in ihrem FuBpunkte auf der Ebene die Senkrechte errichten. Diese
wire aber nach dem soeben bewiesencn Satz gleichfalls parallel zur ersten
Geraden. Wir hitten also durch einen Punkt zu einer Geraden zwei
Parallelen. Das ist nicht méglich.

5. Satz. Sind zwei Gerade einer dritten parallel, so sind sie unter-
einander parallel.

Beweis. Man legt eine Ebene senkrecht zur dritten Geraden. Dann stehen nach

Nr. 4 auch die beiden andern senkrecht auf der Ebene, sie sind also parallel.

6. Erklirung. Man projiziert einen Punkt auf eine Ebene, indem man
von dem Punkt auf die Ebene das Lot fillt. Der FuBlpunkt des
Lotes heit die Projektion des Punktes, das Lot heilt die
Projizierende. — Unter der Projektion einer Linie auf eine Ebene
versteht man die Figur, die von
den Projektionen der einzelnen 4
Punkte der Linie auf die Ebene B
gebildet wird.

Satz. Die Projektion einer Ge-
raden auf eine Ebene ist
wieder eine Gerade.

Beweis. (Fig.15.) Irgend drei Punkte

der Geraden seien 4, B und C; Ay B, G
ihre Projektionen auf eine Ebene
seien 4,, B, und C,. Dann ist
nachNr.4 A4,|B B,und BB,|CC,. Fig. 15

Die beiden Ebenen ABB A, und

CBB,C, haben dann die Geraden BB, und AC gemeinsam, fallen also
zusammen. Mithin ist auch 4, B, C, eine Gerade.

Bemerkung. Wenn eine Gerade senkrecht auf einer Ebene steht, wird ibre

Projektion auf die Ebene ein Punkt.

Erklirung. Die durch eine Gerade und ihre Projektion auf eine Ebene be-

stimmte Ebene heiBt projizierende Ebene.

Parallele Ebenen
7. Satz. Zwei Ebenen, die auf einer Geraden senkrecht stehen,
sind parallel.
Beweis. Es werde angenommen, die beiden Ebenen waren nicht parallel,
sondern schnitten sich. Dann kénnte man durch einen Punkt der Schnitt-
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geraden und die auf beiden Ebenen senkrechte Gerade cine Ebene legen.

In ihr entstinde dann ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln. Das ist
nicht méoglich.

Satz. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten geschnitten,
8o sind die Durchschnittsgeraden parallel.

Beweis. Da die Durchschnittsgeraden in einer Ebene liegen, sind sie nicht
windschief. Hitten sie einen Punkt gemeinsam, so miiiten ihn auch die

beiden Ebenen gemeinsam haben; da die Ebenen parallel sind, ist das
nicht moglich.

Satz. Ist eine Gerade irgendeiner Geraden in einer Ebene parallel,
dann ist sie der Ebene parallel.

Beweis. Durch die Gerade g, und ihre in der Ebene A liegende Parallele g, 148t
sich eine Ebene B legen. Hiitten die Gerade g, und die Ebene A einen
Schnittpunkt gemein, so miiBte er, da es ja ein Punkt von g, ist, in der
Ebene B liegen, d. h. es miiBite ein Schnitt von g, und g, vorhanden sein.
Das trifft nicht zu, weil g, und g, parallel sind.

Winkel im Raum

8. Satz. Sind die Schenkel zweier Winkel paarweis parallel und
gleichgerichtet, so sind die Winkel gleich.

Boweis. Auf den parallelen Schenkeln der beiden Winkel g, und 8, (Fig. 16)
werden die Strecken B4, = B,4, und B,C, = B,C; abgetragen.
Dann ist 4, B, B,A, ein Par-
allelogramm, mithin B, B,

4 A,A,; ebenso ist C; B, B,C, A
ein Parallelogramm, mithin

B, B, 4t C,C,. Also ist 4,4,

40, C,, d. h. auch 4,C,C,4, By
ist ein Parallelogramm. Folg-

lich ist 4,C,=A4,C,, mithin
AA B C = AA4,B,Cy und

<X A, B,C,= ¥ 4,B,0,.

Satz. Sind die Schenkelzweier B; ¢
Winkel paarweis par- i K i
allel, so liegen sie in Fig. 16 Fig. 17
parallelen Ebenen.

Beweis. (Fig.17.) Man fillt vom Scheitelpunkt B, des Winkels A4, B,C;
auf die Ebene des Winkels 4, B,C, das Lot B, B; und zieht B,4;) B, 4,
und B,C,|B,C,. B;C, steht senkrecht auf B, Bs. Da B;Cs| B,C; und
B,C, | B,C,, ist auch ByCy| B,C,, d.h.auch B,C, L B, B;. Ebenso ist
B,A, | B, B,. Folglich ist B, B; senkrecht auch zur Ebene 4,B.C,,
d. h. aber nach Nr. 7, die Ebenen 4, B, C, und 4, B,C, sind parallel.

16*
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Winkel zwischen Ebene und Gerade

9. Frklirung. Unter dem Winkel einer Geraden mit einer Ebene versteht man
den Winkel zwischen der Geraden und ihrer Projektion auf die Ebene.

Bemerkung. Wenn die Projektion der Geraden ein Punkt ist, steht die Gerade
senkrecht auf der Ebene, der Winkel zwischen Gerade und Ebene ist dann
ein rechter.

Satz. Eine Gerade schneidet parallele Ebenen unter gleichen Nei-

gungswinkeln.

Beweis. Die projizierende Ebene schneidet die parallelen Ebenen in parallelen
Geraden (Nr.7). Die Winkel der Geraden mit den Ebenen sind dann
Gegenwinkel an parallelen Geraden.

Ebenso gilt: Eine Ebene schneidet parallele Geraden unter
gleichen Winkeln.

Winkel zwischen Ebene und Ebene

10. Erkldrung. Wenn zwei Ebenen‘sich schneiden, so entstehen an der Durch-
schnittsgeraden vier Ebenenwinkel. Ein Ebenenwinkel wird gebildet von
zwei Halbebenen mit gemeinsamer Grenzgeraden. Um den Ebenenwinkel
zu messen, errichtet man in einem Punkte der Grenzgeraden in den beiden
Halbebenen Senkrechten. Der Winkel zwischen den beiden Senkrechten,
der (Nr. 8) von der Wahl des Punktes auf der Grenzgeraden unabhingig
ist, gibt die GréBe des Ebenenwinkels an.

Bilden die beiden Ebenen einen rechten Winkel, dann sagt man, sie stehen
senkrecht aufeinander.

Folgerung 1. Steht eine Gerade auf einer Ebene senkrecht, so steht jede durch
die Gerade gelegte Ebene auf der ersten Ebene senkrecht.

Folgerung 2. Steht eine Ebene auf zwei anderen senkrecht, so steht sie auch
auf der Schnittgeraden der beiden senkrecht.

Satz. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten geschnitten,

so sind gleichliegende Ebenenwinkel gleich gro8.

Beweis. Legt man senkrecht zu den beiden Durchschnittsgeraden eine Ebene,
so wird der Satz zuriickgefiihrt auf den Satz von den Gegenwinkeln an
parallelen Geraden.

Windschiefe Geraden

11. Erklirnng. Um den Winkel zweier windschiefer Geraden zu bestimmen,
zieht man durch irgendeinen Punkt des Raumes Parallelen zu den beiden
Geraden. Der Winkel zwischen diesen beiden Parallelen miBt dann den
Winkel zwischen den windschiefen Geraden. Die GriBe des Winkels ist
unabhingig von der Wahl des Punktes im Raum (Nr. 8); insbesondere
kann man den Punkt auf einer der beiden windschiefen Geraden annehmen.

Folgerung 1. Eine Senkrechte auf einer Ebene steht senkrecht auf allen
Geraden in der Ebene.

Folgerung 2. Wenn eine Gerade senkrecht auf zwei nichtparallelen. Geraden
einer Ebene steht, dann steht sie auf der Ebene senkrecht.
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Ecken

12. 8atz. Drei Ebenen schneiden sich entweder in einem Punkte,
oder aber die drei Durchschnittsgeraden sind parallel.

Beweis. Die Durchschnittsgerade der Ebenen A und B sei ¢, der Ebenen B und I’

sei @, der Ebenen A und I sei b. a und b liegen in einer Ebene, namlichin [;
entweder schneiden sie sich also, oder sie sind parallell).
Angenommen, sie schneiden sich in S. Dann liegt der Punkt §, da er auf
a und auf b liegt, gleichzeitig in allen drei Ebenen, er gehért also zu den
Punkten, die in den Ebenen A und B gleichzeitig liegen. Da diese alle der
Durchschnittsgeraden ¢ angehéren, mufl ¢ durch S gehen. Alle drei Geraden
gehen also durch einen Punkt. Es bleibt noch der Fall zu erledigen, daB
all b ist. Dann ist auch allc. Windschief kénnen ndmlich @ und ¢ nicht
sein, da sie in einer Ebene, nimlich in B, liegen. Wenn sie aber einen
Schnittpunkt hétten, so miite nach dem, was wir soeben bewiesen haben,
auch b durch diesen Schnittpunkt gehen. Das widerspricht aber unserer
Annahme allb. Also bleibt nur die Moglichkeit a Il ¢ iibrig.

13. Erklirung. Von einem Punkte des Raumes gehen n Strahlen aus, von
denen keine drei in einer Ebene liegen. Durch je zwei aufeinanderfolgende
Strahlen wird ein Ebenenstiick bestimmt. Die Zahl dieser Ebenenstiicke ist
dann auch n. Das aus den Strahlen und Ebenenstiicken zusammengesetzte
raumliche Gebilde heiBt eine n-seitige Ecke. Der den Strahlen gemein-
same Punkt heiBt Scheitel der Ecke, die Strahlen heiBen Kanten, die
Winkel zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Kanten heilen Seiten, die
Winkel zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Ebcnenstiicken heifen
Winkel der Ecke. :

Wir beschranken uns im folgenden auf konvexe Ecken, d. h. auf solche,
bei denen alle Seiten und Winkel kleiner als zwei Rechte sind, und bei
denen die Ecke ganz auf irgendeiner Seite jedes Ebenenstiickes liegt.

Folgerung. Irgend drei verschiedene nicht parallele Ebenen, deren Durch-
schnittsgeraden nicht parallel sind, bilden acht dreiseitige Ecken.

14. Erkldrung. Die Verlingerungen der Kanten einer Ecke iiber den Scheitel-
punkt hinaus bilden die Scheitelecke der Ecke.

Folgerung. Eine Ecke ist Scheitelecke jhrer Scheitelecke.

Erkldrung. Zwei Ecken, die in allen Seiten und Winkeln {ibereinstimmen,
heien kongruent oder symmetrisch, je nachdem die einander gleichen
Stiicke in gleicher oder in entgegengesetzter Reihe aufeinanderfolgen.

Folgerung. Ecke und Scheitelecke sind symmetrisch,

15. Erklirung. Von einem Punkte im Innenraum einer n-seitigen Ecke werden
die Lote auf die Seiten gefillt (Fig. 18). Die n Lote sind dann Kanten
einer Ecke, die Polarecke der gegebenen Ecke heilit.

1) Auch in dem Falle, daB die drei Durchschnittsgeraden parallel sind, kann
man sagen, sie schneiden sich in einem Punkte, ndmlich in einem unendlich fernen
Punkte.
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Beweis. Die gegebene Ecke habe den Scheitel-
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Die GroBe der Seiten und Winkel der Polarecke ist unabhingig von der
Wahl ihres Scheitelpunktes (Nr. 8). Insbesondere kann man als Scheitel-
punkt der Polarecke auch den Scheitel-
punkt der Ecke selbst wihlen.

ecke.

punkt §; in ihrem Innenraum liege der
Punkt §’. Von §’ sind auf die Seiten der
in Fig. 18 dreiseitig vorausgesetzten Ecke
die Lote §'4’, 8B’ und S8'C’ gefillt.
Wir haben zu beweisen, daB die Kan- Fig.18

ten SA, SB und SC der urspriinglichen

Ecke senkrecht zu den Seitenflichen 8'B’C’, S’A'C’ und S’A’'B’ stehen.
Da S8'B’ ) SAC ist, ist 8'B’ | SA, weil eine Senkrechte zu einer Ebene
senkrecht auf allen Geraden in der Ebene steht; da ferner S'C'} SAB
ist, ist §'C’ L S84, mithin ist S4 1 S§'B’'C’. Entsprechendes gilt von den
Kanten SB und SC.

16. Satz. Ist eine Ecke Polarecke einer anderen, so ergénzen sich

die Seiten der einen und die entsprechenden Winkel der
anderen jeweils zu zwei rechten Winkeln.

Beweis. (Fig. 18.) Die Seitenfliche S’4’B’ moge die entsprechende Kante der

17.

Ecke mit dem Scheitelpunkt S in C schneiden, die Seitenfliche S’'B’'C’
ebenso die entsprechende Kante in 4. Dann miBt im Viereck S A B'C der
Winkel bei S die Seite b der S-Ecke, der Winkel bei B’ den Winkel g’
der S’-Ecke. Da die Winkel SCB’ und S 4 B’ rechte sind, ist b + '= 2 R.
Gleiches gilt von den anderen entsprechenden Seiten und Winkeln.

Planimetrischer Hilfssatz. Wenn in zwei Dreiecken je zwei Seiten gleich,

die eingeschlossenen Winkel aber ungleich sind, so liegt dem groBeren
Winkel die grofere Seite

gegeniiber, und umgekehrt, 4 Az
Beweis. (Fig, 19) Die bei. AN

den Dreiecke 4,B,C, und =

A, B,C, mogen in den Sei-

ten b, =b, und ¢; =c, A

iibereinstimmen; auBerdem B G B,

sei a > ag. Dann ist “

Byt 7 <Batys; es ist ¢/ A

also mindestens einer der
Winkel 8, und y, von
A A,B,C, groBer als der entsprechende von A 4,B,C,. Es sei
B>> B,. Dann lege ich A 4,B,C, so auf A 4,B,C,, daBl 4, auf 4,,
B, auf B, fillt und C, auf C;', wobei es auf die gleiche Seite von 4, B, fallt

wie C, . O2 liegt dann wegen 8, > B, auBerhalb A 4, B C,, 4,0y schneide
B,C, in D,.

Fig. 19
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In A A,D,C, ist A,D, + D,C,> AC,,
in A B,D,C, ist B, D, + D,Cy > B,C,'.
Addiert man beide Ungleichungen, so ist erst recht
AIDI + DIOI’ + 'BlDl + Dlol > AICI + Bloﬂ’l

oder A,C) + B,C,> A,C, + B,Cy,
und da A,Cy = A,C,
und B,C; = B,C,
ist, so folgt -B,C, > B,C,.

Die Umkehrung des Satzes beweist man indirekt.

18. Satz. In der dreiseitigen Ecke ist die Summe zweier Seiten
groBer als die dritte.

Beweis. Hochstens die groBte Scite einer dreiseitigen Ecke kénnte groBer als
die Summe der beiden anderen sein. Es sei g
(Fig. 20) b die groBte Seite der Ecke mit dem
Scheitel 8. Man klappt die Seite ¢ um den
mit b gemeinsamen Schenkel in die Ebene
von b hinein, dann wird ein Punkt B
auf dem freien Schenkel von ¢ in die
Lage B’ kommen. Durch B und B’ legt 4 £
man eine Ebene, die die anderen Kanten B
der Ecke in A und C schneidet. Dann ist
AB=AB und SB=S8B'. Im Dreieck
ist die Differenz zweier Seiten kleiner als die dritte, mithin ist

BC> B'C.
Wendet man den Hilfssatz in Nr.17 auf die zwei in Seiten {ibereinstimmen-
den Dreiecke BSC und B’SC an, so ist
<X BSC> {B'SC,

folglich X ASB+ < BSC> X ASC.

19. Satz. Die Summe der Seiten einer Ecke ist kleiner als vierrechte
Winkel. .

Beweis. Die Kanten der n-seitigen Ecke mit dem Scheitelpunkt S werden durch
eine Ebene in den Punkten 4,, 4,, 4;, ... 4, geschnitten. Dann ent-
stehen bei 4;, 4,, ... A, dreiseitige Ecken. Nach dem Satz in Nr. 18 ist

{ SAAAB + { SAlAn > { AnAlAt'
L84y As + X SA4,> X A,4,4,,

Fig. 20

X844 + L SApdn-1> L An-14n4,.
Da die Summe der Winkel eines n-Ecks (2n — 4) rechte ist, erhilt man
durch Addition der » Ungleichungen
(1) X844, + XS4, 4, + S SA4,4; + £ S4,4, + ...

+ X SA4pA4, + X SApAp-1> (2n — 4) R.
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Nun ist X 84,4, + X 84,4, =2R — X A,84,,
I SA, A, + L SA Ay = 2R — X 4,84,

X 84p4, + L 84,4, = 2R X Aa8A4,.

Addiert man diese n Gleichungen, so erhdlt man fiir die linke Seite der
Ungleichung (1) einen andern Ausdruck; sie geht iiber in

2nR — (L 4,84, + X A, 845+ -+ + X 4,84,)> 2n — 4 R.
Daraus folgt X 4,84,+ < 4,845+ -+ + X 4,84, < 4R.
20. Satz. Die Summe der Winkel einer Ecke ist gré8er als (2n — 4)
rechte.

Beweis. Man konstruiere die Polarecke der vorgelegten Ecke. Ihre Seiten
seien a,, a,, ... a,. Dann ist nach dem soeben bewiesenen Satz (Nr.19)

a, +a;+ -+ an <4R.
Bezeichnet man die Winkel der gegebenen Ecke mit a,, ag, . . . as, dann ist
2, =2R—aqa, a=2R—aqa,, ...0y=2R — a,.
Also wird 2nR — (a, 4+ a3 + - - - + aa) < 4R.
Daraus folgt o+ a+ -+ an>(2n —4) R,

Der Eulersche l;olyedersatz

21. Der Eulersche Satz liir die Ebene. Eine Anzahl konvexer Vielecke
sei lickenlos zu einem Vielecksnetz zusammengesetzt.
Die Anzahl der Ecken des Netzes sei E, die Anzahl der
Seiten K, die der Vielecke F, dann hat die Zahl
J=E—-K+F
den Wert 1.

Bewefs. Wir wollen zunichst alle Vielecke in Dreiecke zerteilen. Wir ziehen
zu diesem Zweck in jedem n-Eck von irgendeiner Ecke aus n — 3 Diago-
nalen. Dabei andert sich der Ausdruck J nicht,
denn die Vermehrung der Vielecke um n — 3 wird
durch die gleichzeitige Vermehrung der Seiten
um n — 3 jeweils ausgeglichen.

Wir nehmen nun, vom Rande aus fortschreitend,
ein Dreieck nach dem andern vom Vielecksnetz
weg. Dabei sind drei Moglichkeiten zu beriick-
sichtigen (Fig. 21):

1. Ein Dreieck hingt mit zwei Seiten am Netz
(Dreieck 1 in der Figur). LaBt man es weg, so wird K um 1 und F um 1
vermindert; J dndert sich nicht.

2. Ein Dreieck hangt mit einer Seite am Netz (z. B. Dreieck 2 in der
Figur). LaBt man es weg, so wird £ um 1, K um 2, F um 1 vermindert;
J andert sich wieder nicht.

Fig. 21
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3. Ein Dreieck hangt mit nur einer Ecke am Netz (z. B. Dreieck 3 in der
Figur). LaBt man es weg, 80 wird £ um 2, K um 3, F um 1 vermindert;
J andert sich auch in diesem Falle nicht.

Nimmt man so ein Dreieck nach dem andern weg, so bleibt zum SchluB
ein letztes iibrig. Fiir dieses hat die Zahl J den Wert 1; mithin hatte J°
auch fiir das urspriingliche Vielecksnetz den Wert 1.

22. Erkldrung. Ein Kérper, der von Ebenen begrenzt wird, heit Polyeder
(Vielflach). Wenn ein Polyeder stets nur auf einer Seite einer jeden ihn
begrenzenden Ebene liegt, heiBt es konvex. Konvexe Polyeder besitzen
nur konvexe Ecken und konvexe Seitenvielecke.

Eulerscher Polyedersatz. Ist £ die Anzahl der Ecken, K die Anzahl
der Kanten, F die Anzahl der Flichen eines konvexen
Polyeders, so hat di¢ Zahl

J=E—K+F
den Wert 2.

Beweis. Projiziert man das Polyeder auf eine Ebene, die zu k&iner Kante und
zu keiner Flache des Polyeders senkrecht steht, so daB also bei der Pro-
jektion keine Ecke, Kante oder Fliche verschwindet, dann erhalt man
zwei im UmriB} des Kérpers zusammenhiangende Vielecksnetze. Der Um-
riB ist ein konvexes Vieleck. Fiir die GréBe von J macht es nichts aus,
daB dieser UmriB zweimal, fiir jedes Vielecksnetz einmal, in Rechnung
gestellt wird, denn dadurch treten gleichviel Ecken und Kanten neu auf.
Nun hat J fiir jedes Netz den Wert 1, fiir beide Netze also und damit
fiir das Polyeder den Wert 2.

Bemerkung 1. Dem Eulerschen Polyedersatz kann man auch, indem man
noch die Anzahl R der Korper einfiihrt, die Gestalt geben

E—K+F—R=1.

In dieser Form gilt er nicht nur fiir den Wert R = 1, sondern fiir einen
beliebigen konvexen Haufen liickenlos aneinanderschlieBender konvexer
Korper.

Bemerkung 2. Der Eulersche Polyedersatz 1aBt sich verallgemeinern auf nicht-
konvexe Kérper; die Grofe J hat dann unter Umstéinden einen anderen
Wert als 1. Man kann den Satz, den wir fiir zwei- und dreidimensionale
Mannigfaltigkeiten ausgesprochen haben, auf den vierdimensionalen und
allgemein n-dimensionalen Raum erweitern.

23. Erklirung. Ein regelmaBiges Polyeder wird von lauter kongruenten
regelmaBigen Vielecken begrenzt und besitzt iiberdies lauter kongruente
regelmiBige Ecken.

Die Arten rcgelmiBiger Polyeder. Um die verschiedenen moglichen regel-
méBigen Polyeder zu bestimmen, gehen wir von dem Satz aus, daB die
Summe der Seitefl einer Ecke kleiner als vier rechte Winkel ist (Nr 19).
Das Polyeder kann begrenzt sein

a) von gleichseitigen Dreiecken. Dann sind die Seiten jeder Ecke samt-
lich 60°. Die Zahl der Seiten jeder Ecke kann dann 3, 4 und 5 sein. Wiren
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6 oder mehr Seiten vorhanden, dann wiirde die Summe der Seiten 4 rechte
Winkel erreichen oder iibersteigen;

b) von Quadraten. Dann kann die Zahl der Seiten jeder Ecke nur 3 sein,
bei 4 oder mehr Seiten wirden 4 rechte Winkel erreicht oder iiberstiegen;

e) von regelmaBigen Fiinfecken. Auch hier kann die Zahl der Seiten
jeder Ecke nur 3 sein. Bei 4 Seiten erhielte man als Seitensumme schon
1080 - 4 = 4320,

RegelmaBige Sechsecke, erst recht regelmaBige Vielecke von noch groBerer
Seitenzahl konnen als Flichen regelmaBiger Polyeder iiberhaupt nicht
auftreten; denn schon beim Sechseck erhialt man als Summe dreier Seiten
jeder Ecke 120° - 3 = 360°.

Wir sind also auf fiinf Arten von regelmaBigen Korpern gestoBen, die
wir jetzt einzeln durchgehen:

1. Dreiseitige Ecken, dreieckige Flichen. Ist E die Anzahl der Ecken, so
ist die Anzahl K der Kanten 3 E, die Anzahl F der Flichen $E. Nun
ist nach dem Eulerschen Polyedersatz

E—-iE+E=2,
mithin E=4, K=6, F=
Der Kérper heiBt ein Tetraeder (regelmaBiges Vierflach).
2. Vierseitige Ecken, dreieckige Flachen. Ist E die Anzahl der Ecken,
dann ist K =3B, F = $E. Also ist

E—2E+3$E=2,
mithin E=6, K=12, F=8.
Der Kérper heiBt ein Oktaeder (regelméBiges Achtflach).
3. Fiinfseitige Ecken, dreieckige Flichen. Ist E die Anzahl der Ecken,
dann ist K = $E, F =3E. Also ist

E— gb +3E=2,
mithin E=12, K=30, F=20.
Der Korper heiit ein Ikosaeder (regelméBiges Zwanzigflach).
4. Dreiseitige Ecken, viereckige Flichen. Ist E die Anzahl der Ecken,
dann ist K = 3E, F =3E. Also ist

E—-3E+3iE=2,
mithin E=8, K=12, F=6.
Der Korper heiBt ein Hexaeder oder Wiirfel.
5. Dreiseitige Ecken, funfecklge Flichen. Ist E dJe Anzah! der Ecken,
dann ist K = —-E‘ F ——E Also ist

E-iE+iE=2,
mithin E=20, K=30, F=12.
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Der Korper heiBt ein Dodekaeder (regelmaBiges Zwoliflach).
Alle fiinf regelmaBigen Korper, deren Moglichkeit eben nachgewiesen ist,
existieren auch und lassen sich z. B. aus dem Netz ibrer Flachen zu-
sammenfalten.

§ 3. Darstellende Geometrie

Grundlegende Konstruktionen und Lehrsitze
Darstellung von Punkten, Geraden und Ebenen

. Die senkrechte (orthogonale) Projektion auf eine Ebene kann als ein be-

sonderer Fall der schiefen Parallelprojektion aufgefa8t werden; in diesem
Sonderfall treffen die abbildenden (,,projizierenden‘‘) Strahlen die Bild-
ebene unter rechtem Winkel. Dic Bilder werden bei der senkrechten Projek-
tion oft weniger anschaulich als bei der schiefen Parallelprojektion; diesem

ih

11,

Fig. 22

Nachteil stehen aber die Vorziige gegeniiber, da8 die orthogonalen Bilder
meist leichter herzustellen sind als die Schriigbilder und daB8 die durch
orthogonale Bilder dargestellten Kérper aus ihren Bildern besonders leicht
aufgebaut werden konnen (vgl. Werkstattzeichnungen, Bauplane u. &.).

Der Eindeutigkeit und ZweckmaBigkeit wegen bildet man raumliche Dinge
meist durch orthogonale Projektion auf zwei, zuweilen auch auf drei
zueinander senkrechte Ebenen ab (vgl. das Schragbild in Fig. 22). Die
beiden ersten (meist allein benutzten) Ebenen I7, und I7, werden Grund-
riBebene und AufriBebene (auch Horizontalebene und Vertikal-
ebene) genannt, ihre Schnittgerade nennt man Projektionsachse; die
dritte Ebene IT; heift SeitenriBebene oder KreuzriBebene. Die drei
Projektionen eines Raumpunktes P auf die drei Ebenen II,, IT,, II,
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(kurz: die Risse eines Raumpunktes P) werden mit P’, P", P"" bezeich-
net; PP’ heiBt der Hohenabstand oder die Kote, PP’ der Tiefenabstand,
PP’ der Seitenabstand des Punktes P.

2. Ist O der Schnittpunkt der drei RiBebenen (Fig. 22), P, der Schnittpunkt
der Ebene P P'P" mit der Projektionsachse O X, so kann man zunéichst
beweisen, da X P'P,0 = L P"P,0 = 1R ist. Da namlich PP’ | 1II,
und PP” | M, so ist X PP'P,=<XPP'Pz:=1R (§2, Nr.2), die
Ebene PP P'P, steht also sowohl auf 17, als auch auf I7, senkrecht
(§ 2, Nr. 10, Folgerung 1), damit auch senkrecht auf ihrer Schnittgeraden,
der Projektionsachse (§ 2, Nr. 10, Folgerung 2), also bildet O P, sowohl
mit P’ P, wie auch mit P’ P, rechte Winkel. — Ist P, der Schnittpunkt
der Ebene PP'P" mit der Achse OY und P, der Schnittpunktder
Ebene P PP’ mit der Achse OZ, so folgt aus dem vorigen: Die Punkte
P, P, P, P" 0, P, Py, P, liegen wie die Ecken eines Quaders.

8. Auf Grund des soeben bewiesenen Satzes kann man die Lage eines Raum-
punktes P auch zahlenméBig durch Koordinaten festlegen, z.B. soll

P=(2, 5, 3) bedeuten, daB OP, =2 =2,0P, =
sein soll. Je nach der riumlichen
Lage des Punktes P kénnen seine

Quadrant

Yy

2z

lal ol S

+

+

| ++

=5,0P,=2=3

Risse iiber oderunter IT; , vor oder
hinter IT,, rechts oder links von
I1, ,in besonderen Fallen auch in
den Projektionsebenen und -ach-
sen liegen; in Ubereinstimmung
mit fritheren Festsetzungen wer-
den die Richtungen nach rechts,
vornund oben als positiv, die ent-

Fig. 23

gegengesetztenalsnegativgerechnet. — Die vier Teile,indieder Raum durch
die beiden HauptriBebenen /7, und I7,zerlegt wird, heiBen Raumviertel oder
Quadranten; sie werden je nach dem Vorzeichen von yund z in der durch
obenstehende Ubersicht erliuternden Weise gezihlt (s. auch Fig. 23).

4, Damit man die Bilder der einzelnen Raumpunkte nicht auf zwei ver-
schiedenen Ebenen (also auch auf zwei verschiedenen Papierbliattern) auf-
zuzeichnen braucht, trifft man nach Monge?) die Verabredung, daB die
Horizontalebene um die Projektionsachse so in die Vertikalebene hinein-
geklappt werden soll, daB der vordere Teil der Horizontalebene mit dem
unteren Teil der Vertikalebene zur Deckung gelangt (s. Fig. 23). Wenn

1) Gaspard Monge, Hauptwerk: Géométrie descriptive, Paris 1798.
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in Zukunft von dem ,,GrundriB‘ eines Punktes die Rede ist, so ist immer
die Lage des Grundrisses nach der Klappung gemeint. Zunichst er-
kennt man, daB GrundriB und AufriB jedes Raumpunktes P stets auf
einer Senkrechten zur Projektionsachse liegen, weil (nach Nr.2) die
V_Vi(r;ke] OP, P’ und OP,P" auch schon vor der Klappung rechte Winkel
sind.

Da solche Senkrechten zur Projektionsachse in Znkunft auBerordentlich
héufig vorkommen, lohnt es sich, fiir sie eine besondere Bezeichnung ein-
zufiihren; sie sollen ,,Ordnungslinien* heiBen?!). Unter Anwendung
dieser Bezeichnung kann man also sagen:

Z BN
™ oA
3 ; 98" ?("
y 3 i
t : 4 i
J B i :
o— 5, & 2 Ix
i P.0 !
! «
4 :
80"
Fig. 24a Fig. 24b

Satz. GrundriB und Aufri jedes Raumpunktes liegen auf einer
Ordnungslinie.

Wenn man auch beide Risse jedes Raumpunktes auf nur einem Blatte
zeichnet, so muBl man sich doch fiir die rdumliche Vorstellung
jedesmal die beiden RiBebenen in senkrechter Lage zueinander denken.
Als Beispiel diene Fig. 24a, die vier in den verschiedenen Quadranten
gelegene Punkte 4, B, C, D im Schrigbilde darstellt; nach der Klap-
pung, also bei der Zeichnung auf einem einzigen Zeichenblatt, ergibt sich
der in Fig. 24b festgehaltene Anblick. Man muB sich fiir alle folgenden
Betrachtungen daran gewshnen, beim Anblick eines Bildes wie in Fig. 24b
immer eine raumliche Lage wie in Fig. 24a vorzustellen, ohne erst ein
Schrigbild zu entwerfen.

6. Bei spiteren Konstruktionen, namentlich bei der Lésung mancher Auf-
gaben, spielen diejenigen Punkte eine besondere Rolle, bei denen Grund-
ri und AufriB gleichen Abstand von der Achse haben. Sind Kaqte und
Tiefenabstand eines Punktes P einander gleich (oder m. a, W. liegen P’
und P symmetrisch in bezug auf die Achse), so liegt der Punkt P in
einer Ebene, die den 1. und 3. Quadranten halbiert (,,erste Halbierungs-
ebene*); unterscheiden sich Kote und Tiefenabstand des Punktes P nur

1) Nach E. Miiller-Wien, der P’ und P” als ,zugeordnete Normalrisse*’ be-
zeichnet. — Man vergleiche auch die Bezeichnung ,,Ordnungslinie* mit dem ver-
wandten Begriff ,,Ordinate‘.
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durch das Vorzeichen [oder m. a. W. fillt P’ mit P"” zusammen?)], so
liegt der Punkt P in einer Ebene, die den 2. und 4. Quadranten halbiert
(,,zweite Halbierungsebene*).
6. Fiir die Abbildung von Geraden gelten die Sitze:
Siitze. 1. Die Risse von Geraden sind im allgemeinen wieder
Geraden. (§2, Nr. 6, Satz und Bemerkung.)
2. Liegt ein Punkt auf einer Geraden, so liegen seine
Risse auf den gleichnamigen Rissen der Geraden, und
umgekehrt.
3. Das Verhiltnis, in dem eine Strecke des Raumes durch
einen ihrer Punkte geteilt wird, bleibt bei der Projek-
tion ungeindert.
(Folgerung aus §2, 4 und Strahlensatz.)
4. Parallele Geraden haben parallele Risse.

5. Ist eine Gerade parallel zur GrundriBebene (AufriB-
ebene), so ist ihr AufriB (GrundriB) parallel zur Achse
und ihr GrundriB (AufriB) parallel zum Urbild.
(Folgerung aus §2, Nr.7, Satz 2.)

6. Steht eine Gerade senkrecht auf II, (II,), so ist ihr
AufriB (GrundriB) senkrecht zur Achse.

7. Zwei Geraden schneiden sich (Fig.25a) oder sie sind
windschief (Fig. 25b), je nachdem die Schnittpunkte ihrer
gleichnamigen Risse auf einer Ordnungslinie liegen oder

nicht (folgt aus Satz 2 dieser Nr.).
7. Die Schnittpunkte einer Geraden g mit den RiBebenen heilen Spuren
der Geraden?); demgemiB unterscheidet man GrundriBspur (@), Aufrif-
1) Hier muB der Anfinger sorgfiltig darauf achten, da8 unter P’, wie in Nr. 4

festgesetzt, der Grundril von P nach der Klappung zu verstehen ist.

2) Man denke etwa an den Eindruck (Spur), den ein Spazierstock (Gerade)
auf einem Feldwege (Ebene) hinterlaBt.
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spur (G,) und Kreuzrispur (@;). Die Aufgabe, von ciner durch ihre
Risse ¢', g’ gegebenen Geraden g die Spuren @, und G, zu er-
mitteln, l16st man folgendermaBen (Fig. 26): Um @, zu finden, beachtet
man, daB alles, was in der Horizontal-
ebene liegt, seinen AufriB in der Achse
hat!). Daher muB auch der Aufriff G,
der gesuchten Grundrifspur @, in der
Achse liegen; er liegt aber auch auf g’
(nach Nr. 6, Satz 2), also auf dem Schnitt-
punkt von g’ mit der Achse. Der Grund-
riB @' der Spur (d. h. auch @, selbst)
liegt dann auf einer durch @&," gehenden
Ordnungslinie (Nr.4) und auf g’ (Nr. 6,
Satz 2). — In entsprechender Weise findet
man auch die Vertikalspur G,.

8. Zur Unterscheidung sichtbarer und un- Fi
sichtbarer Teile trifft man folgende Ver- ig. 28
abredungen:

Alle vorkommenden Flachen (einschlieBlich der RiBebenen) werden als
undurchsichtig vorausgesetzt. Die projizierenden Strahlen gelten als Seh-
strahlen aus einem unendlich fernen Auge, das fiir den GrundriB iiber I7,,
fiir den AufriB vor IT, zu denken ist. Stiicke, die hiernach sichtbar sind,
werden in den Rissen durch voll ausgezogene Linien kenntlich gemacht,
Unsichtbares wird langgestrichelt dargestellt. Hilfslinien (einschlieBlich
der Ordnungslinien) werden kurzgestrichelt oder punktiert.

Auf Grund dieser Festsetzungen sind z. B. in

Fig. 26 die Sichtbarkeitsverhaltnisse folgen- |

dermaBen ermittelt worden: Wegen der Un- ¢
durchsichtigkeit der RiBebenen ist nur das
im ersten Quadranten gelegene Stiick der
Geraden (also hier das Stiick zwischen G,
und @,) sichtbar, daher sind nur die Risse
dieses Stiickes voll ausgezogen.

9. Eine Gerade ist nicht immer so wie in Nr.7
durch ihre beiden Risse eindeutig bestimmt, |
z. B. dann nicht, wenn sie die Achse senk- @
recht kreuzt; in diesem Falle muB man die
Gerade durch zwei Punkte P, Q festlegen
(Fig. 27). Die Bestimmung der Spuren ge-

1) Wenn der Schiiler dies nicht ohne weiteres
an der Orthogonalprojektion verfolgen kann, so
entwerfe er sich erst ein Schragbild oder verfolge
die Lageverhiltnisse an einem einfachen Modell
(Tischplatte oder Pappdeckel als Riebenen, Blei-
stift als Gerade). Allmahlich muB3 er dann ver-
suchen, ohne solche Behelfe auszukommen.
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schieht durch Benutzung der KreuzriBebene oder durch Umklappung des von
der Geraden und ihren beiden Rissen gebildeten Dreiecks in eine der beiden
RiBebenen, wobei jeder Punkt der Dreiecksebene einen Kreis beschreibt,
der sich auf eine der RiBebenen (z. B. wie in Fig. 27 auf die Horizontal-
ebene) als Kreis in wahrer GréBe, auf die andere als Gerade parallel zur
Achse abbildet: Die nach Vollendung der Umklappung erhaltenen Lagen
der Punkte P und @ sind in Fig. 27 mit (P) und (Q) bezeichnet; ihre Ver-
bindungsgerade liefert ohne weiteres die Vertikalspur @,; durch Zuriick-
klappen des Dreiecks findet man dann auch die Horizontalspur @,.
Zur Darstellung ebener Flichenstiicke benutzt man den Satz, daB eine
Ebene durch drei Punkte eindeutig bestimmt ist. Will man also z. B. ein
beliebiges Dreieck darstellen, so kann man die Risse seiner Ecken auf drei
willkiirlich gewdhlten Ordnungslinien ganz beliebig annehmen. Will man
aber ein ebenes Vieleck abbilden, so darf man, wenn der eine RiB beliebig
angenommen ist, von dem anderen nur drei Ecken beliebig wihlen; die
noch fehlenden Ecken sind dann nach Nr. 6, Satz 7 mitbestimmt. Kennt
man z. B. von einem ebenen Fiinfeck A BCDE den GrundriB vollstindig,
ferner von dem AufriB die Ecken 4’, B”, C”, so kann man die noch
fehlenden Punkte D, E" auf folgende Weise finden (Fig. 28): Die Diago-
nalen 4C und BD schneiden sich in dem Punkte P, dessen GrundriB P’
bekannt ist; der AufriB P’ liegt auf der Ordnungslinie durch P’ (Nr. 4)
und auf 4”C" (Nr. 6, Satz 2). Die Verbindungslinie B” P’ bestimmt auf
der durch D’ gehenden Ordnungslinie den Punkt D”’. Ebenso findet man
E” mittels des Diagonalenschnittpunktes Q.%)
A,

m

Fig. 28 Fig. 29

Will man unbegrenzte Ebenen darstellen, so kommt man mit Rissen nicht
aus, sondern muB Spuren benutzen. In Anlehnung an Nr. 7 erklért man:

1) Genauigkeitsproben sind fiir die darstellende Geometrie noch wichtiger als
fiir irgendeinen anderen Zweig der Mathematik. Man kann geradezu sagen: Kon-
struktionen, die keine Genauigkeitsprobe zulassen, sind fiir die darstellende
Geometrie wertlos. — Bei der vorliegenden Konstruktion kénnte man z. B. die
Genauigkeit der Zeichnung an dem Schnitt der Diagonalen BD und CE priifen.
Eine andere Genauigkeitsprobe wird in Nr. 25 gelehrt.
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Unter Spuren einer Ebene versteht man ihre Schnittgeraden mit den
RiBebenen.

Die Ebenenspuren werden, wie schon in Nr. 7 die Geradenspuren, durch
untere Indizes duBerlich kenntlich gemacht; z. B. werden die Spuren einer
Ebene E (vgl. die Skizze in Fig. 29) mit e,, e,, e; bezeichnet ; entsprechend
der Wichtigkeit der beiden HauptriBebenen 7, und I7, benutzt man meist
nur die Spuren e, und e,. Zur Hebung der Anschaulichkeit zeichnet man
meist von e, nur das vorn gelegene und von eg nur das oben gelegene Stiick.

Uber die Lage der Spuren gelten folgende Sitze:

1. Horizontal- und Vertikalspur einer Ebene miissen sich auf der Achse
schneiden (nach §2, Nr.12).

2. Steht eine Ebene senkrecht auf I7,(IT,), so steht ihre Vertikalspur
(Horizontalspur) senkrecht zur Achse.

3. Steht eine Ebene senkrecht auf beiden RiBebenen, so sind beide Spuren
senkrecht zur Achse (und fallen daher nach Satz 1 zusammen).

4. Ist eine Ebene parallel I7,(I1,), so ist ihre Vertikalspur (Horizontal-
spur) parallel zur Achse. — Die andere Spur liegt im Unendlichen.

5. Ist eine Ebene geneigt gegen beide RiBebenen, aber parallel zur Achse,
8o sind beide Spuren parallel zur Achse.

12. Satz. Liegt eine Gerade in einer Ebene,
so liegen die Spuren der Geraden in
den gleichnamigen Spuren der Ebene,
und umgekehrt.

Dieser Satz, dessen Richtigkeit ohne
weiteres einleuchtet, dient zur Konstruk-
tion der Spuren einer Ebene,
von der andere Stiicke (etwa
drei Punkte oder zwei Ge-
raden) gegeben sind. Soll
man z. B. die Spuren der
Ebene eines Dreiecks A BC
ermitteln(Fig.30),s0 braucht
man nur die Spuren zweier
Seiten des Dreiecks aufzu-
suchen. In Fig. 30 ist dies
bei den Seiten BC und AB
geschehen; ihre Spuren sind Fig. 30
A, Ay und C,, C,.Y) Die

Verbindungsgeraden 4,C,

und 4,C, sind die gesuchten Ebenenspuren. —
Zur Priifung der Genauigkeit kann man die Spuren
1) Der Schiiler achte auf die Ausdrucksweise; man spricht z. B. von einem

Punkte 4,, zeichnet aber seine beiden Risse 4,’ und 4,”. Man muI.’f sich 'eben

daran gewohnen, das Raumliche als das Wesentliche, dagegen das Zeichnerische

als das Selbstverstindliche anzusehen.
16 [2019]
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der dritten Dreiecksseite (also in Fig. 30 die Spuren der Seite AC)
benutzen.

18. Eine Ebene ist nur dann durch Horizontal- und Vertikalspur nicht ein-
deutig bestimmt, wenn sie die Achse enthilt, also wenn ihre beiden Spuren
mit der Achse zusammenfallen. In diesem Falle miite man zur voll-
stindigen Bestimmung der Ebene auBler den beiden in die Achse fallen-
den Spuren noch die KreuzriBspur oder einen Punkt der Ebene geben. —
Die Erledigung dieses Sonderfalles, der mit dem in Nr. 9 behandelten ge-
wisse Ahnlichkeiten aufweist, wird dem Schiiler iiberlassen.

Wahre GroBen von Strecken und Winkeln

14. In Nr.1 ist erwiahnt worden, daB die in Orthogonalprojektion dargestellten
Raumgebilde besonders leicht aus ihren Rissen aufgebaut oder wiederher-
gestellt werden kénnen. Diese Tatsache ist wichtig, und die Aufgabe, die
wahre Gestalt und GroBe bildlich dargestellter Raumstiicke zu ermitteln,
kehrt in praktischen Anwendungen der darstellenden Geometrie tausend-
fach wieder. Das nétigt uns, im folgenden wenigstens an den einfachsten
Gebilden ausfiihrlicher zu zeigen, wie man ihre wahre GréBe ermitteln
kann. Wir behandeln zunichst die Aufgabe:

Die wahre GréBe einer durch ihre Risse gegebenen Strecke AB
zu ermitteln.

Man kann das Trapez A BB’A’') um A’'B’ in die Horizontalebene um-
legen, wobei die Punkte 4, B in die Lage 4,, B, kommen (Fig. 31); man
braucht nur zu beachten, daB das Trapez bei 4’ und B’ rechte Winkel

Fig. 31 %, ‘Fig. 32

1) Anders ausgedriickt: Das von den Raumpunkten 4, B und ihren Grund-
rissen 4’, B’ gebildete Trapez.
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hat, und daBB A""A; = 4’ A, und B” B, = B’ B, wird. 4, B, ist dann die
verlangte wahre GroBe der Strecke 4B. Zieht man noch durch 4, die
Parallele zu A’ B’, so ist zugleich der Satz bewiesen (den man auch un-
mittelbar aus der raumlichen Lage hiitte entnehmen kénnen):

Die wahre GroBe einer Strecke ist Hypotenuse eines Drei-
ecks, dessen eine Kathete der GrundriB der Strecke und
dessen andere Kathete die Differenz der Koten ihrer End-
punkte ist.

Mittels dieses Satzes kann man u. U. eine erhebliche Platzersparnis er-
zielen.

Da im allgemeinen kein Grund vorliegt, die Horizontalebene besonders
.zu bevorzugen, kann man natiirlich auch das bei 4"" und B’ rechtwinklige
Trapez A BB”A"” um A’ B” in die Vertikalebene umlegen, so dal AB
in die Lage A°B° kommt (Fig. 31). Um dies zu erreichen, braucht man
nur 4’4, = A" A° und B’ B, = B” B® abzumessen. 4°B° ist dann die
wahre GroBe der Strecke AB. — Fiir die hier benutzte Art der Um-
legung gilt ein Satz, der dem in Nr.14 bewiesenen véllig entspricht; wie
lautet er ?

Durch die in Nr. 14 und 15 ausgefiihrten Konstruktionen sind auch noch,
ohne daB dies verlangt worden wire, die Neigungswinkel der Strecke 4B
gegen die beiden RiBebenen (kurz: die , Tafelneigungen* der Strecke
AB) mitbestimmt: Der Winkel a, zwischen 4,B, und 4’ B’ (Fig. 31) ist
der Neigungswinkel von AB gegen die Horizontalebene, ebenso ist der
Winkel a, zwischen 4°B° und 4" B” der Neigungswinkel von 4B gegen
die Vertikalebene.

Ein anderes Verfahren, die wahre GréBe von 4 B zu ermitteln, beruht auf
der Tatsache, daB alles, was parallel zu einer RiBebene liegt, sich auf diese
in wahrer GroBe abbildet. Man kann z. B. das Trapez A BB'A’ um eine
seiner parallelen Seiten, etwa um A A’ drehen, bis es parallel der Vertikal-
ebene liegt, also bis sein GrundriB als eine durch A’ parallel zur Achse
gezeichnete Strecke erscheint. Bei der Drehung beschreibt B einen Kreis,
der sich auf die GrundriBebene als Kreis mit dem Mittelpunkt 4’ und auf
die AufriBlebene als eine Strecke durch B’’ parallel zur Achse abbildet. In
Fig. 82 ist der Ubersichtlichkeit wegen nur ein Bogen dieses Hilfskreises
gezeichnet; die neue Lage, in die der Punkt B nach der Drehung des
Trapezes gelangt, ist mit B, bezeichnet.!) Die Strecke A’ B’', ist dann
die wahre GroBe von AB.

Statt die in Nr.17 beschriebene Drehung auszufiihren, kann man natiir-
lich auch das Trapez 4 BB’ A" um eine seiner parallelen Seiten, etwa
um A A" drehen, bis es parallel zur GrundriBiebene liegt (Fig. 33). Dar-
iiber, welche Konstruktionsart bei einer praktischen Anwendung gewihlt
wird, entscheidet der zur Verfiigung stehende Platz, die Ubersichtlichkeit
der Zeichnung und die erreichbare Genauigkeit,

1) Vgl. die FuBnote zu Nr. 12.

16*
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19. Die in Nr. 17 und 18 ausgefiihrten Drehungen liefern anch gleichzeitig
noch die Tafelneigungen der Geraden 4 B. Der Winkel der Strecke 4" B,"
gegen die Achse (Fig. 32) ist der Neigungswinkel von 4B gegen die Hori-
zontalebene; der Winkel der Strecke A’ B’, gegen die Achse (Fig. 33) ist
der Neigungswinkel von A4 B gegen die Vertikalebene.

Die in Nr.17 und 18 besprochenen Lésungen der Aufgabe die wahre
GroBe einer Strecke zu bestimmen, beruhen zwar rein theoretisch be-
trachtet auf denselben Sitzen und Tatsachen wie die Konstruktionen in
Nr. 14 und 15, sind abér doch zeichnerisch empfehlenswerter als jene,

Fig. 34

weil sie bei der wirklichen Ausfiihrung auf dem Zeichenblatt mit Rei8
schiene und Schiebdreieck eine geringere Anzahl Hilfskonstruktionen er
fordern als jene (bei Nr.14 zwei rechte Winkel, bei Nr.17 nur einen; bei
Nr. 14 zwei Streckenmessungen, bei Nr. 17 nur eine).

20. Die in Nr. 14, 15, 17, 18 ausgefiihrten Konstruktionen kann man in Ver-
bindung mit Nr. 6, Satz 3 benutzen zur Lésung der Aufgabe:
Auf einer durch ihre Risse gegebenen Geraden von einem ihrer
Punkte aus eine Strecke von gegebener Linge abzutragen.
Man braucht nimlich nur von dem Punkte aus zundchst eine beliebige
Strecke abgetragen zu denken, deren wahre GréBe zu ermitteln und dann
die Risse der beliebig angenommenen Strecke im richtigen Verhaltnis zu
vergréBern oder zu verkleinern.

21. Satz. Ein rechter Winkel, von dem ein Schenkel parallel eine:

RiBebene ist, projiziert sich auf diese wieder als rechter.

Beweis!). Die Schenkel des rechten Winkels seien a und &, sein Scheitel sei C,

der Schenkel @ sci parallel ;. Alle Geraden b, die in C auf a senkrecht

1) Es ist absichtlich keine Figur gezeichnet.
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stehen, liegen in einer Ebene E (§2, Nr. 3, Folgerung), die auf a senk-
recht steht (§ 2, Nr. 2); da aber all 11,, also all a’ (§ 3, Nr. 6, Satz 5), so
ist E auch senkrecht auf a’ (§2, Nr. 4, Satz 2), also bildet a’ mit jeder
Geraden von E, besonders mit der Spur e, (die aber mit 6’ identisch ist),
einen rechten Winkel. Wird der Schenkel a parallel der AufriBebene an-
genommen, 8o bleibt der Beweis, abgesehen von dem Wechsel der Indizes,
ungeéndert.

Fallt der eine Schenkel des rechten Winkels in eine der RiBebenen, so
bleibt der bewiesene Satz immer noch richtig, der Beweis vereinfacht
sich sogar.

Auch der umgekehrte Satz (dessen Beweis hier iibergangen werden soll) gilt :
Wenn sich ein rechter Winkel auf eine der RiBebenen in
wahrer GroBe projiziert, so liuft einer seiner Schenkel par-
allel der RiBebene oder liegt ganz in ihr.

Es seien zwei sich schneidende Geraden a und & durch ihren Schnitt-
punkt § und ihre Horizontalspuren 4, und B, gegeben (Fig. 34); gesucht
wird die wahre Gr6Be des von den beiden Geraden gebildeten
Winkels. Zur Losung dieser Aufgabe legt man das Dreieck 4,8 B, um
A, B, in die Horizontalebene um; dabel beschreibt der Punkt S einen
Kreis. Die Ebene dieses Kreises steht senkrecht auf 4, B, der Radius
des Kreises ist das von S auf A4, B, gefillte Lot, der Mittelpunkt des
Kreises ist der FuBpunkt F dieses Lotes. Nach Nr. 21 ist 8'F | 4, B,,
damit ist F bestimmt; die wahre Lange von SF wird nach Nr.14 als
Hypotenuse S*F des Dreiecks F 8’ 8* gefunden, in dem §*8' = §" S ist.
Trigt man nun noch FS8* auf F§' ab bis S,, so ist 4,'S,B,’ die wahre
GroBe des Winkels 4,8 B,.

Ein besonderer Vorzug der besprochenen Konstruktion ist der, daB sie
auch dann noéch ausfiihrbar ist, wenn die Spuren der Geraden @ und b
nicht mehr auf das Zeichenblatt fallen (was beim praktischen Zeichnen
sehr oft vorkommt). Man braucht dann namlich nur durch einen bequem
gelegenen Punkt des Raumes zu den beiden Geraden a und b Parallelen
zu legen, deren Spuren noch benutzbar sind; die beiden benutzten Hilfs-
parallelen schlieBen nach § 2, Nr. 8, Satz 1 denselben Winkel ein wie die
Geraden a und b.

Gegenseitige Lage der Raumgebilde
Gegenseitige Lage von Punkten, Geraden und Ebenen

Im AnschluB an die in Nr. 6, 11 und 12 bewiesenen einfachen Sitze wer-
den im folgenden Abschnitt (Nr.23 bis 33) die wichtigeren Lageverhalt-
nisse der Raumgebilde behandelt. )

In einer durch ihre Spuren ¢,, ¢, gegebenen Ebene E liegt eine
Gerade g, deren GrundriB g’ man kennt; gesucht ist der Auf-
riB g (Fig. 35 ). Die Spuren @, und @; von g liegen in e, und e, (nach
Nr. 12), G, ist als Schnitt von g’ mit e, bekannt, G," liegt auf der Ord-
nungslinie durch @,’ und auf der Achse; G, ist als Schnitt von g’ mit
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der Achse bekannt, G,” liegt auf der durch G@,’ gehenden Ordnungslinie
und auf e,. Durch G," und G,” ist g"’ bestimmt.

Die in Nr. 23 angegebene Konstruktion 16st auch gleichzeitig die Aufgabe:
In einer durch ihre Spuren e,, e, gegebenen Ebene E liegt ein
Punkt P, dessen GrundriB P’ gegeben ist; gesucht wird der
Aufrifl P” (Fig. 35). Man braucht nur durch den Punkt P eine beliebige
Gerade gezogen zu denken, die in E liegt. Man zieht also durch P’ eine
Gerade g’ und bestimmt g’’ nach Nr. 23; die durch P’ gelegte Ordnungs-
linie schneidet g’* in P’

Statt eine beliebige Gerade g zu wihlen, kann man auch zwei ausgezeich-
nete Sonderlagen benutzen, nimlich die sog. Spurparallelen, d. h. Ge-
raden in der Ebene E parallel zu e, oder zu e,. In Fig. 35 ist z. B. eine
durch P gehende horizontale Spurparallele 2 benutzt. Solche horizontalen
Spurparallelen heiBien auch Streichlinien der Ebene E (vgl. den Schlu8-
satz von Nr. 30).

25.

Da bei praktischen Anwendungen Ebenen nur selten durch ihre Spuren
gegeben sind, werden wir die in Nr. 23 behandelte Aufgabe jetzt auch
noch fiir den allgemeinen Fall I6sen: In einer durch zweisich schnei-
dende Geradena und b bestimmten Ebene liegt eine Geradeg,
von der man einen RiB (z. B. g') kennt; gesucht ist der andere
RiB (g”) (Fig. 36). Da g die beiden Geraden a und b schneidet, so muB
der Schnitt von a” und g’ auf einer durch den Schnitt von a’ und g
gehenden Ordnungslinie und ebenso der Schnitt von b” und g” auf einer
durch den Schnitt von b’ und.g’ gehenden Ordnungslinie liegen (Nr. 6,
Satz 7); dadurch ist g” eindeutig bestimmt.

Die angegebene Konstruktion erlaubt eine zeichnerisch scharfe und sach-
lich wertvolle Genauigkeitsprobe: Bringt man a’ mit a”, b’ mit 4", ¢’
mit g” zum Schnitt in 4, B, @, so miissen diese drei Punkte auf einer
Geraden liegen, denn sie sind nach Nr. 5 nichts anderes als die Schnitt.
punkte der drei Geraden a, b, g mit der ,,2. Halbierungsebene*, und die
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Geradc 4 B @ ist nichts anderes als die Schnittgerade der gegebenen Ebene
(ab) mit jener Halbierungsebene.l)

Man kann die drei Geraden a, b, g auch als Seiten eines (beliebigen)
Dreiecks auffassen und dann iiber die Risse dieses Dreiecks folgendes
aussagen: Entsprechende Seiten der beiden Risse schneiden sich auf einer
Geraden, withrend gleichzeitig entsprechende Ecken auf Parallelen liegen
(namlich auf Ordnungslinien). Das fiihrt uns auf eine neue Beziehung, die
Affinitéat.

Erklirung. Unter affinen Figuren in perspektiver Lage versteht man
solche Figuren, bei denen die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte
(Ecken) parallel laufen (,,Affinitdtsstrahlen‘) und die Schnittpunkte ent-
sprechender Geraden (Seiten) auf einer Geraden (Affinitdtsachse)
liegen. Hiernach kann man also sagen:

Die Risse eines beliebigen Dreiecks (und damit jedes beliebi-
gen Vielecks) sind perspektiv-affin; die Affinitdtsachse ist
die Schnittgerade der Ebene des Dreiecks (Vielecks) mit der
2. Halbierungsebene.

Natiirlich kann man nun auch die in Nr. 24 behandelte Aufgabe fiir den
allgemeinsten Fall l6sen, daB die Ebenen durch zwei sich schneidende
Geraden gegeben ist.

Schnitte von Ebenen und Geraden

26. Wir wenden uns jetzt zur Lé-
sung einer besonders wichtigen,
weil bei praktischen Anwen-
dungen hundertfach wiederkeh-
renden Aufgabe: Den Schnitt-
punkt einer Geraden g und
einer Ebene Ezubestimmen.
Die Ebene sei durch zwei sich
schneidende Geraden oder, was
auf dasselbe hinauskommt, durch
die Ecken eines Dreiecks 4 BC
gegeben (Fig. 37). Der gesuchte |
Schnittpunkt § muB in einer
Geraden liegen, in der irgend-
eine durch g gelegte Hilfsebene
die Ebene E schneidet. Als eine
solche Hilfsebene wihlt man
zweckmiBig eine projizierende
Ebene, z. B. wie in Fig. 37 die

1) Ist die Ebene (ab) gegen die
Halbierungsebene nur wenig geneigt,
so versagt natiirlich diese Genauig-
keitsprobe: dann stehen andere zur
Verfiigung (s. Nr. 10. Fig. 28).
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vertikalprojizierende Ebene von g; diese Hilfsebene schneidet die Drei-
ecksebene in einer Geraden UV, von der man den Aufri8 U” V" kennt,
weil er mit g’ zusammenfillt. Den GrundriB U’V’ ermittelt man nach
Nr. 25. U’ V' schneidet g’ in 8'; 8"’ liegt auf der durch 8’ gehenden Ord-
nungslinie und auf g”'.

Es muB noch ein Wort dariiber gesagt werden, wie in Fig. 37 die Sichtbar-
keitsverhéltnisse ermittelt worden sind. Wir beschéftigen uns zunéchst mit
dem AufriB und stellen fest, ob U’ 8"’ oder V'’S” als sichtbar zu zeichnen
ist. Es gibt einen und nur einen vertikalprojizierenden Strahl, der sowohl g
als auch 4C im Raume schneidet; es ist der Strahl, dessen AufriB der
Punkt U” ist. Wir blicken lings dieses Strahles aus einem weit vor IT,
gelegenen Punkt; der GrundriB lehrt uns, daB wir dabei zuerst auf einen
Punkt von g, dann auf einen Punkt von 4C (nimlich U) treffen, also
liegt das von dem vertikalprojizierenden Strahl getroffene Stiick von g
vor der Dreiecksfliche, wir zeichnen seinen AufriB, d. h. hier besonders
das Stiick U’ S”, als sichtbar. — Eine entsprechende Betrachtung fiihrt
man am Grundri durch.

Ist die Ebene nicht durch drei Punkte, sondern durch ihre Spuren ge-
geben, so bleibt die Konstruktion genau dieselbe, nur fallen einige Punkte

und Geraden, die in Fig. 37 noch ge-
trennt waren, jetzt zusammen, z. B.
fallt (in Fig. 38) €' mit C”, C' 4’ mit
e, C"B" mit e,, C"A” und C'B’
mit der Achse zusammen. — Es wird
dem Schiiler dringend geraten, die
Zeichnung noch einmal besonders zu
entwerfen und auch Sonderlagen zu
beriicksichtigen.

Mittels der in Nr.26 besprochenen
Konstruktion kann man auch die
Schnittgerade zweier Ebenen bestimmen. Wenn z. B. die beiden
Ebenen durch je zwei sich schneidende Geraden a, b und p, g gegeben
sind, so braucht man nur etwa die Gerade a mit der Ebene (pg) und die

¢  Fig 39
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Gerade b mit der Ebene (pg) zum Schnitt zu bringen; die Verbindungs-
linie der beiden Punkte ist dann die gesuchte Schnittgerade.

In Fig. 39 ist die in Rede stehende Aufgabe in der Form behandelt, daB
die Schnittgerade zweier durch ihre Risse gegebenen Dreiecke
ABC und PQR gesucht wird. Als Hilfsebene sind eine horizontalproji-
zierende Ebene durch PQ und eine
vertikalprojizierende Ebene durch
AC benutzt. Die Sichtbarkeitsver-
héltnisse ermittelt man wie bei
Nr. 26.

Der besondere Fall, daB die
Schnittgerade & zweier durch
ihre Spuren gegebenen Ebe-
nen E;und Eygesucht wird, ist in
Fig. 40 erldutert. Die Ldsung be-
ruht auf der aus Nr 12 folgenden
Tatsache, dafl die Spuren von s :
die Schnittpunkte der gleichnami- S, Fig. 40
gen Spuren von E; und E, sind.

Unter allen Geraden, die eine Ebene schneiden, haben die Lote die groBte
Bedeutung, sowohl fiir die Stereometrie wie auch fiir die praktischen An-
wendungen der darstellenden Geometrie. Wir beschiftigen uns daher
etwas genauer mit dem Falle, daBl eine Gerade auf einer Ebene
senkrecht steht. Es sei zunichst die Ebene E durch ihre Spuren e,
und e, gegeben. Eine Gerade g, die auf dieser Ebene senkrecht steht,
kreuzt alle Geraden von E, also auch e, und e, rechtwinklig. Nach Nr. 21
projiziert sich der von e, und g gebildete rechte Winkel auf II,, ebenso
der von e, und ¢ gebildete rechte Winkel auf I7, in wahrer GréBe, d. h. g’
steht auf e;, ebenso g’ auf e, senkrecht. Auch der umgekehrte Gedanken-
gang ist zulissig. Damit ist der Satz bewiesen:
Eine Gerade steht dann und nur dann auf
eincr Ebene senkrecht, wenn ihre Risse
auf den gleichnamigen Spuren der Ebene
senkrecht stehen. In Verbindung mit Nr. 24 5
und 26 kann man jetzt in einem gegebenen Punkte :
auf einer gegebenen Ebene die Senkrechte er-
richten, von einem Punkte auf eine Ebene das Lot
fillen und endlich durch einen Punkt eine Ebene
senkrecht zu einer Geraden legen. Die zeichnerische
Durchfiithrung dieser drei wichtigen Aufgaben wird
dem Schiiler iiberlassen.

S

Wenn die Spuren der Ebene weder gegeben sind noch
iiberhaupt auf das Zeichenblatt fallen, so kann man
den soeben bewiesenen Satz doch noch benutzen.
Soll man z. B. (Fig. 41) auf der Ebene des Drei-
ecks ABC in dem Punkte F die Senkrechte

Fig. 41
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errichten?), so kann man durch eine geeignete Dreiecksecke, etwa durch
B, je eine horizontale und vertikale Spurparallele legen, also z. B.:
man zieht B’ P’ parallel zur Achse bis 4’C”, legt durch P’ die Ordnungs-
linie, die auf 40" den Punkt P bestimmt; dann ist B”’ P” die Rich-
tung der vertikalen Spurparallelen der Dreiecksebene. In entsprechender
Weise findet man die Risse der horizontalen Spurparallelen BQ. Die von
F’ auf B'Q’ und von F" auf B"'Q" gefillten Lote sind die Risse der ge-
suchten Senkrechten.

Mit der besprochenen Konstruktion hat man auch gleichzeitig die Aufgabe
geldst, von einem Punkte auf eine durch ein Geradenpaar gegebene Ebene
das Lot zu fillen oder auch (mit Anwendung von Nr. 14 oder 15) den
Abstand eines Punktes von einer
Ebene zu bestimmen. Soll man den
Abstand eines Punktes P von einer
Geraden g finden, so kann man
durch P eine Ebene | g legen (un-
ter Anwendung von Nr. 28) und
den Schnittpunkt dieser Hilfsebene
mit der Geraden g ermitteln.

Will man die Tafelneigungen
einer durch ihre Spuren gege-
benen Ebene E bestimmen, so

schneidet man E durch projizierende Y : J\L
Ebenen senkrecht zu den Spuren,

z. B. (Fig. 42) durch eine senkrecht NS ’

zu e, gelegte horizontalprojizierende N\ S it
Ebene, die E in U V schneidet. Legt X6 7

man das von den Punkten U, V',V" -7\

gebildete rechtwinklige Dreieck um \  Fig. 42

U’'V’ in die Horizontalebene um,

wobei V" in die Lage V* kommt, so ist der Winkel V' U’ V'* dic gesuchte
Horizontalneigung a, von E. Die Vertikalneigung a, findet man in ent-
sprechender Weise (in Fig. 42 nicht ausgefiihrt).

Wenn die Spuren von E weder gegeben noch zuginglich sind, so kann man
diese Schwierigkeit durch Spurparallelen dhnlich wie in Nr. 29 beseitigen.
Ist W ir%endein (in Fig. 42 nicht gezeichneter) Punkt von e, so ist V' U’
< V'W, in den rechtwinkligen Dreiecken U V'V’ und WV'V" ist also
a; > X V"'"WV'. Daraus folgt: UV hat unter allen durch V gehenden
Geraden von E die groBte Horizontalneigung (das stirkste ,,Gefille);
eine von V aus losgelassene, nur der Erdschwere unterworfene Kugel
wiirde also nach U rollen. Darum bezeichnet man UV (und jede andere
in E liegende und senkrecht zu e, verlaufende Gerade) mit dem Namen

1) Die nach Nr. 24 oder 25 (SchluBsatz) erforderlichen Hilfskonstruktionen,

mittels deren man F” aus F' oder F"’ aus F’ finden kann, sind in Fig. 41 nicht
angegeben, um eine stérende Uberfiille der Linien zu vermeiden.
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Fallinie. Fiir die Geologie und Kartenkunde haben die Fallinien ebenso
wie die in Nr. 24 erwihnten Streichlinien eine besondere Bedeutung.

31. Wir beschiftigen uns jetzt etwas genauer mit der Umklappung, von der

wir die einfachsten Falle (in Nr. 14, 22 und 30) bereits kennengelernt haben.

Erklirung. Eine ebene Figur umklappen, heit: die Ebene, in der sie liegt, so

32.

lange um ihre Horizontal- oder Vertikalspur drehen, bis sie in die Grund-

‘riB- oder AufriBebene fallt.

Wir untersuchen zunéichst, in welche Lage ein Punkt von e,, z. B. der
schon in Fig. 42 benutzte Punkt ¥V gelangt, wenn man die Ebene £ um e,
in die Horizontalebene umklappt. Jeder Punkt von E beschreibt bei der
angegebenen Drehung einen Kreis, dessen Ebene senkrecht auf e, steht.
V beschreibt also einen Kreis, dessen GrundriB in U’ V’ fallt und dessen
Mittelpunkt U’ ist. Der Radius des Kreises ist die (in Nr. 30 nebenbei
schon ermittelte) wahre GroSe von U V; man hat also nur noch U’ V* auf
U’ V'’ oder seiner Yerlingerung von U’ aus abzumessen, um die neue Lage
V, zu erhalten, in die V nach der Klappung fallt.

Man kann V, noch auf andere Weise finden: e, beschreibt namlich bei der
angegebenen Drehung einen Kegelmantel; die Spitze des Kegels liegt in
dem Spurenschnittpunkt E., und die Strecke E; V'’ erscheint nach der
Klappung in ihrer alten GréBe als E; V. — Es ist klar, daB jede der beiden
Konstruktionen zur Priifung der anderen benutzt werden kann.

Statt der schleppenden Ausdrucksweise ,,die aus einer ebenen Figur durch
Umklappung in eine der RiBebenen entstandene neue Figur werden wir
kurz auch sagen ,,die Umklappung der Figur‘; wir bezeichnen also V, als
Umklappung von V.

Wenn man einen nicht in e,, sondern beliebig in E gelegenen Punkt P um-
zuklappen hat, von dem etwa der Grundril P’ gegeben ist, so ermittelt
man zundchst P’ mittels einer Spurparallelen (Fig. 43) und legt durch P
eine zu e, senkrechte horizontalprojizierende Ebene,
die e, in P, schneidet, bestimmt die wahre GréBe
von P, P (d.i. P, P*) und mif}t P, P, = P, P* ab,
dann ist P, die Umklappung von P.

Hat man mehrere in E gelegene Punkte, also aufler
P etwa noch die (in Fig. 43 nicht dargestellten)
Punkte @, R, § ... um e, umzuklappen, so braucht
man die im vorigen angegebene Konstruktion nicht
jedesmal von neuem auszufithren, kann vielmehr
die Zeichnung auBerordentlich vereinfachen. Da
nimlich alle Punkte von e, beim Umklappen un- Fig. 43
bewegt bleiben, so miissen sich entsprechende Ge-

raden des Grundrisses und seiner Umklappung (also etwa P'Q" und ;@)
in einem Punkte von e, (ndmlich in der GrundriBspur von PQ).schneiden;
andererseits liegen aber entsprechende Punkte des Grundrisses und der
Umklappung (also P’ und P,, ebenso @ und @,) auf Parallelen (néimlich
auf Senkrechten zu e,). Also kann man nach Nr. 25 sagen:
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Der Rif einer ebenen Figur und ihre Um- N
klappung sind perspektiv-affin in bezug N

auf die Umklappungsspur als Affinitats.
achse.

Diese Tatsache fiihrt zu einer guten Losung der
Aufgabe: Aus dem Grund-
rifl eines ebenen Vielecks
und den Spuren seiner
Ebene die wahre GroBe
des Vielecks zu ermitteln.
Man braucht namlich nur
einen zweckmiBig gewihl-
ten Punkt von e;, etwa den
Punkt V (Fig. 44), auf die in
Nr. 31 beschriebene Art um-
zuklappen, dann findet man
alle iibrigen Punkte der Um-
klappung und damit auch
die wahre GroBe des Vielecks
durch die affinen Beziehun-
gen. — Der groBe Vorzug die-
ser Konstruktion ist der, daB
zahlreiche Genauigkeitsproben
zur Verfiigung stehen,
Natiirlich kann man mittels
der angegebenen Konstruk-
tion auch umgekehrt die Risse
einer ebenen Figur bestim-
men, wenn ihre Umklappung
und die Spuren der Ebene
gegeben sind.

Bemerkenswert ist, daB bei
den Rissen eines ebenen Viel-
ecks drei Affinitatsachsen auf-
treten, nimlich die beiden Um-
klappungsspuren und die in
Nr. 25 besprochene Schnitt-

gerade der Vielecksebene und
der 2. Halbierungsebene.

Oft kann man Aufgaben be-
sonders einfach und genau
losen durch Einfihrung
neuer RiBebenen, deren
Lage den Anforderungen der
zu lésenden Aufgabe angepaBt
ist. Ersetzt man eine der RiB-
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ebenen, z. B. IT,, durch eine neue Ebene 1T, die auf /7, senkrecht steht, wah-
rend sie gegen /7, unter beliebigem Winkel geneigt ist!), so gilt, wie aus den
Betrachtungen in Nr. 2 und 4 folgt, fiir jeden Punkt des Raumes der Satz:

Der Abstand des neuen Risses von
der neuen Achse ist gleich dem Ab-
stand des wegfallenden Risses von

der alten Achse.
Hat man Kérper in einfachen Stellungen
(also meist recht unanscnaulich) dargestellt,
8o bietet die Einfiihrung neuer Projektions-
ebenen oft ein Mittel dar, recht anschauliche
Bilder zu entwerfen, wie etwa bei den
Rissen IIT und IV des Tetraeders in Fig. 45

und bei dem auf dieselbe Weise entstan-

denen Bilde des Dodekaeders in Fig. 46. Fig. 46
Umgekehrt kann man bei allzu allgemeiner

Lage der Raumgebilde durch Einfiihrung neuer RiBebenen einfache Lage-
verhiiltnisse und damit einfache Konstruktionsméglichkeiten schaffen.
Als lehrreiches Beispiel hierfiir sei die Aufgabe genannt, den kiirzesten
Abstand zweier windschiefen

Geraden zu ermitteln.

Schneidende und beriihrende
Ebenen hei ebenflichigen und
runden Korpern
Schnitte von Kérpern. Abwicklungen
and Durchdringungen

34. Hat man einen ebenen Schnitt
eines von ebenen Flachen be-
grenzten Korpers darzustellen,
so kann man nach dem in Nr. 26
besprochenen Verfahren jede
Kante des Kérpers mit der Ebene
zum Schnitt bringen. Das ist
z. B. in Fig. 47 geschehen, wo
der ebene Schnitt eines regel-
méBig sechskantigen Pyramiden-
stumpfes dargestellt ist; um die
Zeichoung nicht mit Hilfslinien
zu iiberlasten, ist nur bei einer
Seitenkante (a) des Pyramiden-
stumpfes die Hilfskonstruktion
angegeben. Damit das Bild einen

1) Von dieser neuen RiBebene [T, ist also die in Nr. 1 erwihnte Kreuzriebene,
die auf [I; und II, senkrecht steht, nur ein Sonderfall.
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méglichst korperlichen Eindruck erweckt, ist angenommen worden, daf3
der Pyramidenstumpf hohl ist und daB die Deckfliche und die vorderste
Seitenfliche entfernt worden ist, so da man von vorn und oben in den
Stumpf hineinsehen kann.
Das in Nr. 26 behandelte und hier benutzte Verfahren ist zwar immer an-
wendbar, aber zeichnerisch nicht immer befriedigend, weil die Hilfskon-
struktionen uniibersichtlich werden und die Genauigkeit der Zeichnung
leidet, wenn jeder Schnittpunkt
unabhingig vom anderen be-
stimmt wird. Deshalb beschafti-
gen wir uns mit einigen Ldsungs-
arten, bei denen die zwischen
den einzelnen Schnitten be-
stehenden verwandtschaftlichen
Beziehungen benutzt werden.
856. In Fig. 48 ist der Schnitt
einerschiefenPyramidemit
einer Ebene E gezeichnet?).
Die Spitze der Pyramide ist S,
die Grundfliche 4 BCD, die
Schnittfigur EFQH. Von dieser
Schnittfigur ist nur ein Punkt
(E) mittels des in Nr. 34 be-
nutzten Verfahrens ermittelt
worden, die anderen sind durch
die folgende Uberlegung gefun-
den worden:
Die drei Ebenen /7,, E und S4AD
miissen sich in einem Punkte
schneiden; durch diesen Punkt
miissen also die Schnittgeraden je zweier dieser Ebenen
hindurchgehen. Demnach liegt der Schnittpunkt von 4 D
und EH auf e,; er heifie P. Ebenso liegen auf e, der Schnittpunkt @ von
CD und @H und der Schnittpunkt B von BC und FG. Hat man also E,
wie oben angegeben, ermittelt, so fahrt man folgenderma8en fort: 4’'D’
bestimmt P auf e,, PE’ schneidet S'D’ in H’, C'D’ bestimmt @ auf e,,
QH’ schneidet §’'C’ in @ usw. Die Aufrisse der Punkte E, F, @, H
findet man durch Ordnungslinien.
Bezeichnet man 4 und E, Bund F, C und @, D und H als entsprechende
Punkte und beachtet man, daB die vorhin angestellte Uberlegung nicht
blo8 fiir die Grundfliche und die Schnittfigur, sondern ebenso fiir irgend
zwei beliebige Pyramidenschnitte gilt, so kann man sagen: Irgend zwei
ebene Schnitte einer Pyramide haben die Eigenschaft, daB die Verbin-
dungslinien entsprechender Punkte durch einen Punkt (ndmlich die Pyra-

Fig. 48

1) Damit von der Pyramide nicht allzuviel unsichtbar erscheint, ist diesmal
ausnahmsweise angenommen, daB die schneidegde Ebene E durchsichtig sei.
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midenspitze) gehen, wihrend die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf
einer Geraden liegen; zwei ebene Figuren, die diese Eigenschaft haben,
nennt man , kollineare Figuren in perspektiver Lage*, der ausgezeichnete
Punkt, durch den die Verbindungslinien entsprechender Punkte hindurch-
gehen, heiBt Kollineationszentrum, die ausgezeichnete Gerade, auf der
sich entsprechende Geraden schneiden, heiBt Kollineationsachse. Unter
Benutzung dieser Bezeichnungen kann man also sagen:

Die Figuren, die aus einer Pyramide durch irgend zwei Ebenen
herausgeschnitten werden, sind perspektiv-kollinear, das Kol-
lineationszentrum ist die Pyramidenspitze, die Kollineations-
achse ist die Schnittgerade der beiden schneidenden Ebenen.

Bei dieser Aussage handelt es sich um riaumliche Kollineation, da beide
Schnittfiguren in verschiedenen Ebenen liegen. Projiziert man alle Punkte
und Geraden auf eine Ebene (in unserem Beispiel auf 17;), so bleibt die
kollineare Beziehung erhalten; man spricht dann von einer ebenen Kolli-
neation. Diese Beziehung, die wir in Fig. 48 schon benutzt haben, ist von
der raumlichen Kollineation nicht wesensverschieden.

Will man die in Fig. 48 gezeichnete Pyramide ,,abwickeln*, d. h. ihr Netz
zeichnen, so verfihrt man am einfachsten, wenn man die wahren Lingen
der Pyramidenkanten nach Nr. 17 bestimmt ; man wiirde also alle durch S
gehenden Kanten um 8’8 parallel zur Vertikalebene drehen. Man braucht
hierzu nur eine Hilfslinie durch 8"’ parallelzur Achse und so viel Hilfskreise
um §’, wie Pyramidenkanten vorhanden sind. Die wahren Langen der auf
den Pyramidenkanten durch die Punkte E, F usw. abgeschnittenen Stiicke
bestimmt man nicht etwa auf dieselbe Weise, sondern unter Beachtung von
Nr. 6, Satz 3, indem man durch E”, F'’ usf. Parallelen zur Achse zieht.
Die wahre GréBe der Schnittfigur erhélt man entweder schon hieraus oder
durch Umklappung.

Wenn man einen ebenen Schnitt eines geraden oder schiefen Prismas dar-
stellen will, so erkennt man, daB dieselben Uberlegungen wie die in Nr. 35
angestellten zum Ziele fiihren, der einzige Unterschied ist der, daB die Ver-
bindungslinien entsprechender Punkte der beiden Schnittfiguren nicht
mehr wie dort durch einen im Endlichen gelegenen Punkt gehen, sondern
parallel laufen, wihrend entsprechende Geraden sich immer noch auf einer
festen Geraden schneiden. Diese Beziehung ist aber schon in Nr. 25 aus-
fithrlich besprochen worden. Wir sehen also:

Je zwei Schnitte eines Prismas sind perspektiv-affin, die
Affinitatsstrahlen sindden Prismenseitenkanten parallel,die
Affinitatsachseist die den Schnittebenen gemeinsame Schnitt-
gerade.

Zugleich erkennt man: Die Affinitat ist nur ein Sonderfall der
Kollineation; sie entsteht aus dieser, wenn das Kollineationszentrum
ins Unendliche fallt.

Die Aufgabe, ein schiefes Prisma abzuwickeln, filhrt man am besten zuriick
auf die viel einfachere und schon im Buch fiir Kl. 7—9 behandelte Auf-
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gabe, das Netz eines geraden Prismas zu zeichnen. Man fiihrt zunichst
nach Nr. 33 eine neue Projektionsebene parallel zu den Prismenkanten
ein, schneidet dann das Prisma durch irgendeine Ebene senkrecht zu den
Kanten und zerlegt auf diese Weise das schiefe Prisma in zwei gerade,
aber schief abgeschnittene Prismen. Die wahre Grofe des senkrechten
Schnittes ermittelt man durch Drehung nach dem Muster von Nr. 17.

Eine bei praktischen Anwendungen sehr haufig auftretende Aufgabe ist die,
den Schnitt zweier Korper, ihre sog. Durchdringung, zu zeichnen. Wenn
die beiden Kérper von ebenen Flichen begrenzt sind, so fiihrt eines der in
Nr. 26, 33, 35 und 36 besprochenen Verfahren immer zum Ziele. Wenn hier-
nach auch rein theoretisch genommen fiir das Auffinden der einzelnen
Durchdringungspunkte keinerlei Schwierigkeit mehr vorliegt, so merkt man
aber beim praktischen Zeichnen sehr bald, daB, wenn die Schnittfigur nur
einigermaBen kompliziert ist, das Verbinden der aufeinanderfolgenden
Ecken der Schnittfigur nicht ganz einfach wird. Daher zeigen wir jetzt an
einem Beispiel, wie man leicht und sicher feststellen kann, in welcher
Reihenfolge die Ecken der Schnittfigur miteinander zu verbinden sind.

In Fig. 49 ist die Durchdringung einer fiinfkantigen Pyramide mit den
Seitenkanten a, b, ¢, d, e und einer vierkantigen Pyramide mit den Seiten-
kanten p, g, r, s dargestellt. Die auf der Kante a gelegenen Ecken der
Durchdringungsfigur sind mit 1 und 2 bezeichnet, die auf b gelegenen mit
3, 4 usw. Wihrend des Zeichnens hat man dann die Lage der einzelnen
Punkte 1, 2, ... 14 in die untenstehende Ubersicht eingetragen. (Beispiel:
Die Zeichnung lehrt, daB der Punkt 11 auf der Kante p und in der Ebene ab
liegt, also ist er der Schnittpunkt der Ebenen ab, pg und ps, wie in Zeile 11
der Ubersicht eingetragen ist.)

Ecken der Flichen der Ecken der Flichen der
Schnitt- finfkantigen ‘ vierkantigen Schnitt- vier
tigur Pyramide tigur Pyramide
1 } ab, ae ps 8 cd, de qr
2 rs 9 d rq
3 10 e, ae
} ab, be rq re
4 qr 11 ab } " B
5 } be, cd 29 12 ae P
6 qr 13 ab
7 cd, de pq 14 de gr, re

Wir wollen jetzt zeigen, daB man, ohne die Figur anzusehen, aus dieser
Ubersicht feststellen kann, in welcher Reihenfolge die Punkte zu verbinden
sind. Geht man vom Punkte 1 lings der Geraden ab, ps (mit dieser Ab-
kiirzung wollen wir die Schnittgerade der Ebene ab und ps bezeichnen), so
kann man, wie die Zeile 1 lehrt, nur noch auf die Gerade ae, ps stoBen,
Man sucht nun in der Ubersicht eine Zeile, in der noch einmal ae und P8
gleichzeitig vorkommen; das ist Zeile 12, also ist 1 mit 12 zu verbinden.
Da wir soeben auf der Geraden ae, ps nach 12 gelangt sind, bleibt nur
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noch eine Méglichkeit, von dem Punkte 12 weiterzukommen, namlich auf
ae, pg. Wo kommt ae, pg in der Ubersicht schon einmal vor ? Bei Zeile 9.
Also ist 12 mit 9 zu verbinden usf.

Man merkt bei dem beschriebenen Verfahren auch ohne weiteres, ob die
Durchdringungsfigur aus einem einzigen windschiefen Vieleck oder aus
zwei getrennten Linienziigen besteht. Wenn man namlich zum Ausgangs-
punkt 1 zuriickgelangt, ohne daB alle Zeilen der Ubersicht benutzt worden
pind, so ist die Durchdringungsfigur zweiziigig.

Aufgaben iiber runde Kérper
Wir beschiftigen uns im folgenden (Nr.38—40) zunichst mit der Dar-
stellung von Punkten, die auf einem Zylinder, auf einem Kegel und auf
17 (2019)
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einer Kugel gelegen sind. Ein schiefer Kreiszylinder!), der mit seinem
Grundkreis auf /7, steht, ist durch seine beiden Risse gegeben (Fig. 50).
Von einem Punkt C, der auf der Zylinderfliche gelegen sein soll, kennt man
den einen RiB (z. B. C’), gesucht ist der andere (C"'). Da der durch C
gehende horizontalprojizierende Strahl die Zylinderfliiche im allgemeinen
zweimal schneidet, gibt es zwei Punkte C, deren GrundriB C' ist, einen
auf der Oberseite und einen auf der Unterseite des Zylinders; wir stellen,
um die Figur nicht zu verwirren, nur den auf der Oberseite gelegenen Punkt
dar. Wir denken uns durch C eine Mantellinie ¢ gelegt, also durch C" die
Parallele ¢’ zum GrundriB der Erzeugenden gezogen; ¢’ schneidet den
Grundkreis in einem Punkte C,’.
Dieser ist die Horizontalspur der
Mantellinie ¢; durch C,” und die
Richtung des Aufrisses der Mantel-
linien ist auch ¢” bekannt. Der
gesuchte Aufril C" liegt auf c”’
und auf der durch C’ gehenden
Ordnungslinie. — Ware nicht C’
gegeben und C” gesucht, sondern

C" gegeben und C’ gesucht, so hit-
ten wir, um ans Ziel zu gelangen,
den entgegengesetzten Weg wie
hier einschlagen miissen. Man kann
auch sehr leicht die durch den
Punkt C gehende Beriihrungs-
ebene des Zylinders finden.
Diese Ebene streift nimlich den
Zylinder lings der Erzeugenden c,
und ihre Horizontalspur e, ist die
in C! an den Grundkreis gelegte Fig. 50.

Tangente; um die Vertikalspur e,

zu finden, braucht man nur durch C die Parallele & zu der Spur e, zu
legen; die Vertikalspur H, von & ist ein Punkt von e,.

89. Ein schiefer Kreiskegel, der auf I7; steht, ist durch seinen Grundkreis
und die Risse der Spitze S gegeben (Fig. 51). Von einem auf dem Kegel
gelegenen Punkt K ist der eine RiB (z. B. K’) gegeben; gesucht ist der
andere (K"’). Der Eindeutigkeit wegen wollen wir wieder, wie bei Nr. 38,
nur den auf der Oberseite des Kegels gelegenen Punkt ermitteln. Wir legen
durch K eine Mantellinie k; ihr GrundriB %’ ist durch S’ und K’ bestimmt.
Der Schnitt von k' mit dem Grundkreis ist die Horizontalspur K, von k;
die Verbindung von K,” mit S’ gibt k”’. Der gesuchte Aufri} K" liegt
auf & und auf der Ordnungslinie durch K’.

1) Man kann, wenn man will, zwischen dem (begrenzten) ,,Zylinder** und der
(unbegrenzten) ,,Zylinderfliche’* unterscheiden. Der Mantel des Zylinders ist ein
Teil der Zylinderfliche, die Mantellinien sind Teile der geradlinigen Erzeugenden
der Zylinderflache, der Grundkreis ist Leitkurve (Direktrix) der Zylinderflache.
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41,

Auch hier kann man (dhnlich wie in Nr. 38) die durch den Punkt K gehende
Berithrungsebene des Kegels sehr leicht ermitteln. Die in K, an den
Grundkreis gelegte Tangente ist die Horizontalspur e, der Tangentialebene;
einen Punkt der Vertikalspur e, erhilt man, wenn man durch einen Punkt
von k (am einfachsten durch die Spitze § selbst) zur Horizontalspur e, die
Parallele & legt. Deren Vertikalspur H, ist ein Punkt von e,.

Eine Kugel ist durch ihre beiden Risse gegeben (Fig. 52). Von einem anf
der Kugel gelegenen Runkt K kennt man einen Ri8 (z. B. K'); man sucht
den anderen (K'). Man denke sich durch K parallel zu I7, eine Ebene gelegt.
Diese schneidet die Kugel in einem Kreise &, der im Grundri8 als eine Sehne
k', im AufriB als ein Kreis k" erscheint, dessen Durchmesser gleich der

Fig. 51 Fig. 52

Sehne &’ ist. Die durch K’ gehende Ordnungslinie schneidet den Kreis &’
in zwei Punkten K'’ und L”, die beide der gestellten Bedingung geniigen.

Wollte man auch hier wie beim Zylinder und Kegel die Tangentialebene
in K ermitteln, so wiirde man dies am einfachsten durch zwei (in Fig. 52
nicht gezeichnete) Spurparallelen g und % bestimmen, die beide durch K
gehen, also z. B. ¢’ | M'K’, g" parallel zur Achse; A" | M"' K",k parallel
zur Achse.

Die in Nr. 38—40 besprochenen Konstruktionen setzen uns in den Stand,
auch die Schnitte einer gegebenen Geraden g mit einem auf 77, stehenden
schiefen Kreiszylinder oder Kreiskegel oder auch mit einer Kugel
zu bestimmen. Wir iiberlassen dem Leser die zeichnerische Durchfiihrung
dieser Konstruktionen und begniigen uns mit folgenden Andeutungen:
Im Falle des Zylinders kénnte man durch einen beliebigen Punkt von g
die Parallele zu den Erzeugenden des Zylinders (etwa p) ziehen; g und p
bestimmen eine Ebene, deren Horizontalspur den Grundkreis des Zylinders
in zwei Punkten schneidet, durch die man nur noch Mantellinien zu legen
17¢
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braucht. Beim Kegel wiirde man eine Hilfsebene durch g und die Kegel-
spitze S legen. Im Kugelfalle wiirde man am besten nach Nr. 33 eine neue
RiBebene parallel zu g einfilhren oder auch, was auf dasselbe hinaus.
kommt, durch g eine projizierende Ebene legen und den von dieser Ebene
und der Kugel erzeugten Schnittkreis umklappen.

. Wir bestimmen jetzt (Nr. 42—46) die Schnitte eines geraden Kreis-

kegels mit einer beliebigen Ebene E. Wiein § 6 Nr. 1 und 2 genauer
gezeigt wird, ergibt sich als
Schnittgebilde entwedereine
Ellipse oder eine Parabel
oder eine Hyperbel. Diese
Kurven fiihren daher auch
den gemeinsamen Namen
Kegelschnitte. Rein theo-
retisch genommen, konnte
man die Kegelschnitte
punktweise darstellen, in-
dem man die schneidende
Ebene E mit einer hinrei-
chend groBen Anzahl ein-

zelner Mantellinien zum
Schnitt bringt (etwa nach
Nr. 26 oder 34), doch wiirde
sich der schon in Nr. 34 be-
mingelte Ubelstand hier
noch unangenehmer als dort
bemerkbar machen. Wir
werden daher, um genauere
Zeichnungen zu erhalten,
die kollinearen Beziehungen
und auch einige erst in § 6
recht verstindlich werdende
Eigenschaften der Kegel-
schnitte benutzen. Steht der
Kegel, wie in jedem der drei
zu bebandelnden Fille an- Fig. 53

genommen werden soll, auf

11, , so ist aus Symmetriegriinden klar, daB die Hauptachse der Schnittkurve
eine Fallinie der Ebene E ist, und zwar diejenige Fallinie, deren GrundriB
durch den GrundriB der Kegelspitze S hindurchgeht. Legt man also durch 8
senkrecht zu e, eine horizontal-projizierende Ebene, so schneidet diese aus
dem Kegel zwei Mantellinien aus, deren Schnittpunkte mit E die Haupt-
scheite]l 4 und B der Schnittkurve sind (Fig. 53). Die durch A und B
gelegten Horizontalspurparallelen sind die Scheiteltangenten der Kurve.
Der Mittelpunkt O von 4 B ist Mittelpunkt der Kurve. Legt man durch O
eine Ebene parallel zu /7, so schneidet diese aus dem Kegel einen Kreis
heraus. Dieser erscheint im AufriB als die Strecke U” V*'; schligt man mit
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der Hilfte von U” V' um 8’ einen Kreis, s0 hat man damit den Grundri
jenes Schnittkreises; er schneidet die durch O parallel zu e, gelegte Gerade
in den Nebenscheiteln C und D der Kurve!?). Das der Kurve umschriebene
Rechteck, dessen Symmetrielinien 4 B und CD die Achsen der Kurve
sind, erscheint im Aufri als ein der Ellipse umschricbenes Parallelogramm
mit konjugierten Seitenrichtungen. Kennt man aber von einer Ellipse ein
Parallelogramm mit konjugierten Seitenrichtungen oder, was dasselbe
sagt, ein Parallelogramm, dessen Mittellinien konjugierte Durchmesser
sind, so kann man die Ellipse mit hervorragender Genauigkeit zeichnen,
wie im folgenden gezeigt wird.

43. Es sei ein Kreis mit dem Mittelpunkt M gezeichnet (Fig. 54), in diesem ein
fester Durchmesser 4 B, ein dazu senkrechter C D, ein beweglicher Punkt X,
ferner das umschriebene Quadrat EFG H, dessen Seitenmitten 4, B, C, D
sind. 4X und BX schneiden @D und M D in P und Q.

Aus der Kongruenz der Dreiecke BMQ und AGP G, P D F
folgt M@ =GP und hieraus nach der Umkehrung
des Strahlensatzes PQ|G M. Bildet man also die
ganze Figur durch Parallelprojektion (schief oder
orthogonal) auf eine Ebene ab, so erscheinen PQ
und G M wieder als Parallelen, der Kreis als eine
Ellipse und das Quadrat EFGH als ein dieser Ellipse
umschriebenes Parallelogramm mit konjugierten ¢
Seitenrichtungen. Das zeichnerisch Wichtige hierbei Fig. 54

ist, daB man in diesem Parallelogramm die einzelnen

Ellipsenpunkte allein durch Parallelen, also mit Hilfe von Schiebdrei-
ecken konstruieren kann,

44. Ein besonders gutes Hilfsmittel fiir das genaue Zeichnen eines Kurven-
zuges ist die Konstruktion von Tangenten in wichtigen Punkten oder von
Beriihrungspunkten auf wichtigen Tangenten; z. B. sind in Fig. 53 noch
die Punkte der Schnittkurve ermittelt, die auf dem scheinbaren Umrif3
des Aufrisses liegen. Man findet sie am einfachsten, wenn man durch die
Kegelspitze 8 eine Ebene parallel zu I7, legt; diese schneidet E in einer
Vertikalspurparallelen, deren Aufri den UmriB des Kegelaufrisses in den
gesuchten Punkten schneidet. Ein anderes Hilfsmittel, die Genauigkeit
der Zeichnungen mit Hilfe der Tangenteneigenschaften zu erhohen, bietet
die Tatsache, daB nach Nr. 35 zwischen der Schnittfigur und dem Grund-
kreis eine perspektiv-kollineare Beziehung besteht. Soll man also z. B. in
dem Punkte P der Schnittkurve die Tangente zeichnen, so sucht man
zunichst auf dem Grundkreis den Punkt P, auf, der dem Punkte P ent-
spricht, also den Schnittpunkt von P’S’ und dem Grundkreis. Die Tan-
gente in P, und die Tangente in P miissen sich auf e, schneiden, weil

1) Eine gute Genauigkeitsprobe fiir die Konstruktion der Punkte C und D ist
folgende. Legt man durch die Horizoatalspur der Geraden SO zu ¢, die Parallele,
so schneidet diese aus dem Grundkreis zwei Punkte aus, deren Verbindungslinien
mit § durch C und D gehen miissen (in Fig. 53 noch angegeben). Natiirlich hatte
man C und D auch auf diese Weise allein konstruieren kénnen.
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beide in der durch P gehenden
Tangentialebene des Kegels liegen
(sieche Nr. 39); die Konstruktion
ist in Fig. 53 fiir die Punkte P und
Q ausgefiihrt.

In Fig. 55 ist ein gerader Kreis-
kegel dargestellt, der von der
Ebene E in einer Parabel ge-
schnitten wird. Dieser Fall tritt
ein, wenn E zu einer Mantellinie
des Kegels, etwa zu SA parallel
liegt. Dann muB natiirlich e, par-
allel der in 4 an den Grundkreis
gelegten Tangente sein. Fiihrt man
nach Nr. 33 eine neue RiBebene
parallel zu S A4 ein, so erscheint e,
als Parallelezu 8"’ A’". Man kennt
damit den Scheitel B und die bei-
den in der Horizontalebene gele-
genen Punkte C und D der Schnitt-
parabel. Weitere Punkte erhalt
man am einfachsten, wenn man
eine Schar von Hilfsebenen be-
nutzt, die parallel zu IZ, verlaufen.
Diese Ebenen schneiden den Kegel
in Kreisen, die sich auf II, und
II, als Parallelen zur Achse ab-
bilden; der Fortgang der Kon-
struktion ist aus Fig. 55 ohne
weiteres ersichtlich. DaB man auch
hier wieder die in Nr. 44 angege-
benen Hilfsmittel benutzen wird,
versteht sich von selbst.

Wir behandeln nun noch den Fall,
daB der gerade Kreiskegel von
einer Ebene E in einer Hyperbel
geschnitten wird. Dies geschieht,
wenn es auf dem Kegel zwei
Mantellinien gibt, die zu E parallel
sind oder m.a.W., wenn die durch
die Kegelspitze S zu E gelegte
Parallelebene zwei Erzeugende
S Pund SQ aus dem Kegel heraus-
schneidet (Fig. 56). Diese Erzeu-
genden geben zugleich die Asym-
ptotenrichtungen der Schnitt-
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byperbel an. Schneidet die Ebene E aus dem Grundkreise die Sehne NR
und aus dem oberen Begrenzungskreise die Sehne UV heraus, so hat man in
den Punkten N, R, U, V schon vier wichtige Punkte der Hyperbel. Die
Scheitel 4, B der Kurve, die Scheiteltangenten und den Mittelpunkt O
findet man genau wie in Nr. 42. Die Asymptoten der Kurve konnte man
zwar leicht dadurch finden, daB man durch O Parallelen zu S P und SQ
zieht; aber wir wollen nicht unterlassen, noch auf eine hiibsche Kollinea-
tionsbeziehung hinzuweisen, zu der die Asymptoten Anla8 geben. Ent-
sprechende Tangenten der Schnittkurve und des Grundkreises miissen
sich auf ¢, schneiden. Da nun die unendlich fernen Punkte der Schnitt-
hyperbel zu den Punkten P und @ des Grundkreises perspektiv-kollinear
sind, so braucht man nur in P und @ an den Grundkreis die Tangenten
zu legen. Diese schneiden dann e, in je einem Punkte der Asymptoten.
Auch hier wieder kann man, wie schon bei Nr. 42 einmal und in Nr. 45
wiederholt geschehen ist, einzelne Punkte der Schnittkurve finden, indem
man den Kegel durch Hilfsebenen parallel zu I7, schneidet; die Punkte F
und @ in Fig. 56 sind auf diese Weise konstruiert worden.

Wie man den Schnitt einer Kugel mit einer Ebene ermittelt, ist nach
dem Vorhergehenden leicht anzugeben. Die zeichnerische Ausfiihrung
kann dem Leser iberlassen bleiben; es geniigt zu sagen, da man am
einfachsten eine neue RiBebene einfiihrt, die auf den Streichlinien der
schneidenden Ebene senkrecht steht. Der Schnittkreis erscheint dann in
dem neuen RiB als Sehne des Kugelbildes. Ausgezeichnete Punkte, z. B.
die Scheitel und Mittelpunkte der Risse des Schnittkreises, kann man
dann leicht nach dem Muster von Nr. 42 und 46 konstruieren.

Schattenlehre und Perspektive
Schattenlehre

Man kann die Anschaulichkeit darstellend-geometrischer Zeichnungen da-
durch erhéhen, daBl man sich die dargestellten Raumgebilde beleuchtet
vorstellt und ihre Schatten ermittelt. Wir gehen hierbei von folgenden
Voraussetzungen aus:

1. als Lichtquelle dient ein leuchtender Punkt,

2. das Licht pflanzt sich geradlinig fort,

3. alle dargestellten Raumgebilde sind undurchsichtig.

Unter diesen Voraussetzungen wirft ein Punkt P des Raumes, der von
einer Lichtquelle § beleuchtet wird, auf eine Ebene E, einen Schatten P,,
der als Schlagschatten von P auf E, bezeichnet wird; geometrisch ist
er nichts anderes als der Schnittpunkt der Geraden S P mit der Ebene E,.
Fallen die von § ausgehenden Lichtstrahlen auf einen Kérper, z. B. ein
Vielflach, so wird ein Teil der Korperoberfliche beleuchtet, ein anderer
bleibt dunkel. Von diesem dunklen Teile sagt man, er liege im Eigen-
schatten. Die Grenze zwischen dem beleuchteten und dem im Eigen-
schatten liegenden Teile des Korpers ist im allgemeinen ein windschiefes
Vieleck, lings dessen die von S ausgehenden Lichtstrahlen den K&rper
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49.

50.

gerade streifen, also je einen und nur einen Punkt mit ihm gemeinsam
haben. — Wenn man z. B. den in Fig. 57 skizzierten Wiirfel A BCDEFGH
von einem Punkte § der verlingerten Kérperdiagonale G 4 aus beleuchtet,
so sind die drei in A zusammenstoBenden s

Quadrate erhellt, und die drei in G zusammen- .

stoBenden Wiirfelflichen liegen im Eigen-

schatten. Das ,,Streifvieleck* ist in diesem / ‘\

Falle das windschiefe Sechseck BCDHEF. —

Allgemein ist der Schlagschatten des Streifviel-
ecks auf irgendeine Ebene der UmriB desSchlag-
schattens, den das Vielflach auf diese Ebene
wirft. Wenn ein Lichtstrahl einen oder mehrere
Koérper bei ausreichender Verlangerung in mehr
als zwei Punkten schneidet, so liegt der erste
DurchstoBpunkt im Lichte, der 2., 4. usw. im
Eigenschatten, der 3., 5. usw. im Schlagschatten.
Riickt der in Nr. 48 mit S bezeichnete leuch-
tende Punkt in unendliche Entfernung, so
erhilt man Parallelbeleuchtung. Eine be-
merkenswerte Anniherung an diese Beleuch-
tungsart bieten die Sonnenstrahlen.

Bei Ausfithrung technischer Zeichnungen nimmt man meist an, daB die
parallel einfallenden Strahlen eine ganz bestimmte Lage zu den RiBebenen
baben, namlich so, daB GrundriB und AufriB der Lichtstrahlen mit der
Projektionsachse einen Winkel von 45° bilden; die Strahlen haben also
dieselbe Lage wie die von links oben vorn nach rechts unten hinten ver-
laufende Korperdiagonale eines Wiirfels in Front- s

stellung. — Wir setzen im folgenden immer dieses
sogenannte 45°-Licht voraus.

Der Schlagschatten eines Punktes P auf eine der ____._lﬁ____
RiBebenen ist hiernach nichts anderes als die Hori- !

zontal- oder Vertikalspur des durch P gehenden
459% Lichtstrahls, und zwar fillt der Schatten von
P auf diejenige der beiden RiBebenen, der er am
néchsten gelegen ist (Fig. 58).

Ist P von beiden Rifiebenen gleich weit entfernt J,'.'
(und im ersten Quadranten gelegen), so fallt sein )
Schatten auf die Projektionsachse. Fig. 58

Auf Grund der in Nr. 48 und 49 getroffenen Festsetzungen kann man
den Schlagschatten eines Punktes auf eine der RiBebenen nach Nr.7,
ebenso den Schlagschatten auf eine andere Ebene nach Nr. 26 finden.
Da die Projektionsebenen als undurchsichtig vorausgesetzt sind, kann
jeder Punkt (abgesehen von dem in Nr. 49 am Schlusse erwdhnten Sonder-
fall) nur auf eine der RiBebenen Schatten werfen. Man konstruiert aber
doch meist Horizontal- und Vertikalschatten, und zwar deshalb, weil
man dadurch scharfe Genauigkeitsproben gewinnt. Bezeichnet man den

-;.v;..
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Horizontalschatten eines Punktes P mit P, und den Vertikalschatten
mit Py, so folgt aus der in Nr. 49 getroffenen Festsetzung iiber die Lage
der Lichtstrahlen, daB P, und P, P

voneinander und von der Projek-

tionsachse gleich weit entfernt sind
(weil Pg”Py'P,"” und Py PP/
gleichschenklig-rechtwinklige Drei-
ecke sind, die Py’ P,” gemeinsam
haben) oder m. a. W., daB Hori-
zontal- und Vertikalschatten eines
Punktes zwei Ecken eines Quadrates
bilden, dessen andere Ecken auf der
Projektionsachse liegen (Fig. 59).

Zeichnet man also von einer Gera- Fig. 59

den PQden Horizontalschatten P, Q, A
und den Vertikalschatten P,Q, unabhingig voneinander, so missen sich
P/Q,’ und P,’Q,” in einem Punkte der Projektionsachse schneiden.
Dieser Punkt, in dem der Schatten der Geraden PQ geknickt erscheint,

Fig. 60

ist nichts anderes als der Schlagschatten des Schnittpunktes der Ge-
raden PQ mit der ,,ersten Halbierungsebene* (siehe Nr. 5). — Die soeben
aufgestellte Beziehung 18t sich noch in anderer Weise aussprechen. Im
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Horizontal- und Vertikalschatten haben entsprechende Punkte (z. B. P’
und P,” oder @," und @Q,”) parallele Verbindungslinien (ndmlich parallel
der Projektionsachse), und entsprechende Geraden (z.B. P,'Q,’ und
P,"Q,") schneiden sich auf einer Geraden (ndmlich auf der Projektions-
achse). Das ist aber nichts anderes als die am Schlusse von Nr. 25 be-
trachtete Affinitatsbeziehung. Wir kénnen also auch sagen: Horizontal-
und Vertikalschatten sind perspektiv-affin. Die Affinitats-
achse ist die Projektionsachse, und die Affinitatsstrahlen
laufen parallel zu dieser.

Mittels dieser Beziehung kann man die Genauigkeit der Schattenkonstruk-
tionen scharf priifen. Als Beispiel ist in Fig. 60 der Schatten eines Drei-
ecks PQR gezeichnet; dabei sind die Horizontal- und Vertikalschatten
der einzelnen Seiten unabhingig voneinander ermittelt und dann die
Richtigkeit der Zeichnung unter Benutzung der affinen Verwandtschaft
gepriift worden.

Aus der Art unserer Beweisfilhrung ergibt sich, daB die besprochene
Affinitatsbeziehung ganz allgemein (z. B. auch fiir die Schlagschatten
runder Koérper) gilt.

Hitte man z. B. den Schlagschatten einer Kugel zu ermitteln, so kdnnte
man zundchst durch den Mittelpunkt der Kugel senkrecht zur Richtung
des 45° Lichtes eine Ebene legen, die einen GroBkreis der Kugel heraus-
schneidet (dieser ist zugleich das ,,Streifvieleck* im Sinne von Nr. 48).
Dem GroBkreis wiirde man ein Quadrat umschreiben (etwa so, daB zwei
Seiten parallel zur GrundriBebene laufen) und dessen Horizontal- und
Vertikalschatten unabhingig voneinander ermitteln, dann mittels der
angegebenen Affinitatsbeziehung auf Genauigkeit priifen. In die beiden
Parallelogramme, die als Schatten des Quadrates auftreten, hitte man
dann nur noch die Ellipsen einzuzeichnen, welche die Parallelogramm-
seiten in den Mitten beriithren (z. B. nach Nr. 42 und 43).

Perspektive

Um einen Kérper aus einem Zentrum O (Auge) auf eine Bildebene B per-
spektivisch abzubilden, verbindet man jeden Punkt des Kérpers mit O und
bringt die Verbindungslinie zum Schnitt mit B. Benutzt man als Bildebene
eine durchsichtige Zeichenfliche, etwa eine Glasscheibe, und steht der ab-
zubildende Korper hinter der Bildebene, so kann man alle sichtbaren
Begrenzungslinien des Kérpers auf der Glastafel nachzeichnen und so eine
perspektivische Abbildung (kurz ,,Perspektive*) des Korpers erhalten.
Zu beachten ist, daB der Korper aus einem Zentrum projiziert wird und
daB daher auch die Perspektive des Korpers nur dann einen natiirlichen
Eindruck machen kann, wenn sie mit einem Auge betrachtet und dabei
das Auge in die Lage gebracht wird, die das Projektionszentrum hatte.
Wir behandeln zunichst die Ermittelung der Perspektive eines Korpers
nach der sog. Schnittmethode.

Der perspektivisch abzubildende Koérper sei durch Grundri und Aufri
gegeben; in Fig. 61 ist als Beispiel ein Wiirfel gewahlt. Die durch ihre
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Spuren b, und b; gegebene Bildebene B sei senkrecht zur Horizontalebene
und beliebig geneigt zur Vertikalebene; das Projektionszentrum O sei
durch seine beiden Risse gegeben. Um irgendeine Ecke des Wiirfels,
etwa P, auf die Ebene B abzubilden, ermittelt man den Schuitt der
Geraden O P mit B; es sei der Punkt . Verfahrt man so mit allen
Ecken des Wiirfels, so erhilt man die beiden Risse des perspektivischen
Bildes; der Grundri8 fillt ganz in die Horizontalspur b,, der AufriB ist
PO 'R'S"T UV W”. Die wahre Gestalt des Bildes (also die gesuchte
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Perspektive) ist in Fig. 61 nach dem in Nr. 17 angegebenen Verfahren er-
mittelt, namlich durch Drehung des in B gelegenen Bildes um b,; dabei
ist der Ubersichtlichkeit wegen die wahre Groe des Bildes um ein passen-
des Stiick nach rechts parallel verschoben gezeichnet, weil andernfalls
wichtige Linien der Perspektive mit ebensolchen des Aufrisses durch-
einandergelaufen waren.

In Fig. 61 ist vom Auge O noch das Lot O H auf die Bildebene B gefallt.
Der FuBpunkt H dieses Lotes wird Augenpunkt oder Hauptpunkt
genannt. Die Lange O H des Lotes heiBit Distanz (Entfernung des Auges
von der Bildebene). Die durch H parallel zu b, gelegte Gerade % wird
Horizontalgerade, auch kurz Horizont genannt; die Ebene durch O
und % heiBt Horizontebene. Die Ebene, auf der der Wiirfel steht, wird
als Grundebene und ihr Schnitt mit der Bildebene (also hier die Spur b,)
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als Grundlinie bezeichnet. (In Fig. 65 sind dieselben Gebilde noch ein-
mal fiir den Fall dargestellt, daB der abzubildende Kérper nicht durch
seine Risse gegeben ist.)
Zieht man durch O zu den Kanten PQ, RS, TU und VW die Parallele,
so schneidet diese die Bildebene in einem Punkte F des Horizontes A,
der nichts anderes ist als das Bild des unendlich fernen Punktes der ge-
nannten vier Geraden. Da hiernach die Bilder der vier Wiirfelkanten bei
gehoriger Verlingerung durch den Punkt F gehen (nach ibm ,fliehen*),
wird F der Fluchtpunkt der vier parallelen Geraden genannt. Ebenso
schneiden sich die Bilder der parallelen Kanten PS, QR, UV und TW
in einem anderen auf A gelegenen Fluchtpunkte F* (dessen Aufril mit 0"

zusammenfillt),

64. Die soeben erklirten Begriffe kann man zu einem anderen Abbildungs-
verfahren benutzen, das wir des lehrreichen Vergleiches wegen an genau
demsclben Kérper bei genau derselben Lage zur Bildebene durchfiihren
wollen. Irgendeine Kante des Wiirfels, z. B. 77U, wird bis zum Schnitt
mit der Bildebene verlingert. Der erbaltene Punkt X, der Spurpunkt
von TU, ist mit seinem Bilde identisch. Ein weiterer Punkt des Bildes
von T'U ist der Fluchtpunkt F. Um also das Bild von TU zu finden,
braucht man nur noch den Spurpunkt X mit dem Fluchtpunkt F zu ver-
binden. Diese Abbildung einer Geraden durch Spurpunkt und Flucht-

Sa

Fig. 62

punktist in Fig. 62 zunichst fiir
alle in der Grundebene gelegenen
Kanten des Wiirfels durchge-
fihrt. Um eine nicht in der
Grundebene gelegene, aber zu
ihr parallele Gerade, z. B. PQ,
abzubilden, braucht man nur zu
beachten, daB der Spurpunkt von
PQ (er heiBe Y) senkrecht iiber
X liegt und daB die Strecke XY,

. weil sie in der Bildebene liegt,

sich in wahrer GroBe abbildet.
Als Genauigkeitsprobe kann man
z. B. die Tatsache benutzen, daf3
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sich die Bilder der Diagonalen Q@S und UW auf dem Horizonte schneiden
miissen; natiirlich kann man auch prifen, ob die unabhangig von-
einander gefundenen Strecken PI, DU, RV und SW untereinander
parallel sind.

Bemerkenswert ist, daB der in Fig. 61 noch gebrauchte AufriB des Bildes
hier nicht mehr erforderlich ist. Die Perspektive kénnte iibrigens auch in
eine ganz getrennte Figur iibertragen werden.

Noch einfacher als in Nr. 52 und 54 1Bt sich das Bild des Kérpers er-
mitteln, wenn man die Ebene des Papiers, die bisher als AufriBebene ge-
dient hat, nunmehr als Bildebene benutzt und die Grundebene mit allem,

r )4 A F*
RS po

fom e oy
R

K —

w
Fig. 63

was in ihr liegt, ,herabschliagt®. Das muB freilich (damit die Linien des
Grundrisses die des Bildes nicht verwirren) in der Weise geschehen,
daB der Grundri von unten her, nicht wie gewshnlich (vgl. Nr. 1 und 4)
von oben her betrachtet wird. (Fig. 63.) Den Punkt U findet man z. B.
dadurch, daB man die Spuren von TU und UV in der Grundlinie er-
mittelt; es sind die Punkte X und Z. Verbindet man X mit F und Z
mit F*, so bestimmen die beiden Verbindungslinien den Punkt 1. Ahn-
lich findet man das Bild der senkrecht iiber U gelegenen Ecke @, nur hat
man hierbei die Wiirfelkante QU bis an die Bildebene herangeschoben zu
denken, so daB also XY = QU wird. Die Verbindungslinie YF ist ein
Ort fiir 9, ein zweiter ist die Verbindung der Spur von @ R mit F*. Zur
Priifung der Genauigkeit benutzt man hier die Tatsache, daB QU auf
der Grundlinie senkrecht steht.

Die in Nr. 55 ausgefiihrte Konstruktion lehrt zugleich allgemein, wie man
verfahren kann. wenn man in dem perspektivischen Bilde eines in der
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Grundebene gelegenen Punktes @ eine Vertikale von gegebener Linge er-
richten soll.!) Man verbindet den Bildpunkt ®& mit einem der Flucht-
punkte, z. B. mit F, bringt die Verbindungslinie F& zum Schnitt mit
der Grundlinie in L, trigt auf der

in L auf der Grundlinie errichteten .z

Senkrechten die gegebene Linge ab bis Ty

M und zieht M F. Diese Gerade be- 13 l ...... F
grenzt auf der in @ errichteten Senk- ’
rechten ( _LA) die gesuchte Lange &N. o
Man erkennt sogleich, daB die Kon- -G :
struktion auf folgenden beiden Grund-
gedanken beruht: @F und NF sind g
Bilder zweier Parallelen. Die Strecke : .

LM wird, weil sie in der Bildebene Fig. 64

liegt, in wahrer GréBe abgebildet.

Hat man eine in der Perspektive gegebene Vertikale auf der Grundebene
(z. B. die Strecke @N) an andere Stellen des Bildes (z. B. ®,) in gleicher
wahrer Lange zu iibertragen (z. B. perspektivische Darstellung von Tele-
graphenstangen), so kann man nach dem Vorhergehenden so verfahren:
Die Gerade & ®, schneide den Horizont % in F (Fig. 64). Man verbinde F'
mit N und ziehe durch @, zu @N die Parallele. Auf dieser begrenzt FN
die gesuchte Linge ®,N,.

Die in Nr. 55 und 56 angegebenen Konstruktionen leiten zu einer anderen
Abbildungsart iiber, die man als freie Perspektive bezeichnet. In
Fig. 65 sind die in Nr. 53 erklarten Begriffe noch einmal zeichnerisch er-
lautert. Uberdies sind die von O ausgehenden, in der Horizontalebene
gelegenen und gegen die Bildebene unter 45° geneigten Geraden OD,
und O D, dargestellt. Die Punkte D, und D,, die (nach der in Nr. 53 ge-
gebenen Erklirung) nichts anderes sind als die Fluchtpunkte aller zur
Grundebene parallelen und gegen die Bildebene unter 45° geneigten Ge-
raden, heiBen die Distanzpunkte (weil HD, und HD, gleich der
Distanz O H sind). Soll ein Punkt P der Grundebene abgebildet werden,
so kann man durch ihn zwei horizontale Geraden PX, und PX, legen,
die gegen die Bildebene unter 45° geneigt sind. Ihre Fluchtpunkte sind
die Distanzpunkte D, und D,, also bilden sich die Geraden PX, und PX,
als D, X, und D,X, ab. Der Schnitt dieser Geraden ist das Bild P des
Punktes P. Klappt man die Grundebene und die Horizontalebene in dem
durch Pfeile angegebenen Sinne (Fig. 65) in die Bildebene um, so erhilt
man Fig. 66. Darin ist (O) dag ,,umgeklappte Auge‘* und die Gerade D, D,
der Horizont.

Die Benutzung der Distanzpunkte D, und D, ist besonders dann bequem,
wenn ein Korper abzubilden ist, bei dem an irgendwelchen Stellen Qua-
drate in Frontlage eine Rolle spielen (z. B. Schachbrett, Parkettboden-
muster o. &.); hierbei sind dann D, und D, die ,,Diagonalfluchtpunkte‘.
In anderen Féllen kann man den Punkt P der Grundebene natiirlich auch

1) Der Schiiler mége die zugehérige, sehr einfache Zeichnung selbst-entwerfen.



58.

Schattenlehre und Perspektive 59

durch beliebige andere Geraden abbilden, z. B. durch eine unter beliebi-
gem Winkel gegen die Grundebene geneigte Gerade P U, der in der Hori-
zontebene die zu P U parallele Gerade O ¥ entspricht; insbesondere kann
man auch von P auf die Grundlinie das Lot P L fillen, dem in der Hori-
zontebene die Distanz OH entspricht.

Hat man irgendeinen nur rechte Winkel enthaltenden GrundriB (z. B. wie
in Fig. 67 ein Kreuz) abzubilden, ohne daB die Lage des Auges gegeben
ist, so kann man die Fluchtpunkte ¥ und F* der beiden Hauptrichtungen
des Grundrisses beliebig wahlen. Durch die Spuren der einzelnen Grund-

o

Fig. 65 Fig. 66

riBseiten und die beiden Fluchtpunkte F und F* sind dann die Punkte
der Perspektive bestimmt. Die Konstruktion erlaubt eine gute Genauig-
keitsprobe: Da der Winkel FOF* ein rechter ist, so muBl das umgeklappte
Auge (0) auf dem Halbkreis liegen, der FF* als Durchmesser hat, und
die Verbindungslinie jedes GrundriBpunktes mit seiner Perspektive muB
durch (0) gehen. Diese Probe ist in Fig. 67 bei den sieben am weitesten
nach rechts gelegenen Ecken des Kreuzes ausgefiihrt.

Unter den Aufgaben, die fiir die freie Perspektive Bedeutung haben,
wollen wir als eine der einfachsten die perspektivische Teilung einer
Strecke in n gleiche Teile behandeln.

Wir nehmen zunichst an, die zu teilende Strecke PQ liege in einer hori-
zontalen Ebene. Man zieht (Fig. 68) durch einen der Endpunkte, etwa P,
die Parallele zum Horizont, trigt auf ihr von P aus hintereinander n be-
liebige, aber gleiche Strecken ab bis R; die Verbindungslinie @ R schneidet
den Horizont in einem Punkte F, den man nur noch mit den einzelnen
Teilpunkten von PR zu verbinden hat. Die Begriindung der Konstruk-
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tion beruht darauf, daB die auf PR bestimmten Teilungsverhiltnisse
(weil P R parallel zur Bildebene ist) bei der Abbildung ungeéndert bleiben
und daB die durch F nach den einzelnen Teilpunkten von P R laufenden
Geraden Bilder von Parallelen sind.

(/e

Fig. 67

Ist die zu teilende Strecke PQ gegen die Grundebene geneigt, so muB
noch, wenn die Teilung ausfithrbar sein soll, der GrundriB der Strecke
gegeben sein. Man lege durch P die horizontale Ebene und projiziere auf
diese den Punkt @ in Q’. Man teilt dann den Grundri PQ’ in der im
vorigen Absatz beschriebenen Art und zieht durch die erhaltenen Teil-
punkte Vertikalen. Diese teilen PQ in der verlangten Weise.
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Die besprochenen Konstruktionen kénnen auch unmittelbar dazu benutzt
werden, auf dem Bilde einer beliebigen Geraden eine Strecke, deren
wahre Gré8e gegeben ist,
abzutragen.

Ebenso 1Bt sich die Uber-
tragung von Hohen in ein
perspektivisches Bild (in An-
lehnung an Nr. 56) leicht aus-
fiithren.

Wegen der hohen Bedeu-
tung, die den Kegelschnitten
als Zentralprojektionen des
Kreises zukommt (vgl. §6, Fig. 68

Nr. 19 und 20), wollen wir

noch einiges iiber die perspcktivischen Bilder des Kreises an-
tiihren. Man lege durch das Auge zur Bildebene die Parallelebene;
diese schneidet die Grundebene in einer Geraden, die man Verschwin-
dungsgerade nennt. Sie ist dadurch ausgezeichnet, daB alle ihre
Punkte sich im Unendlichen abbilden. Die Verschwindungsgerade ver-
liuft (nach der Klappung) oberhalb der Grundlinie parallel zu ihr,
und zwar in einem Abstande, der gleich der Distanz ist. Hat man
nun einen Kreis der Grundebene abzubilden, so wird die Gestalt
des Bildes wesentlich von der Lage des Kreises zur Verschwindungs-
geraden abhingen. Wie niamlich eine einfache Uberlegung zeigt, ist
das perspektivische Bild eines in der Grundebene gelegenen
Kreises eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem
der Kreis die Verschwindungsgerade meidet, beriihrt oder
schneidet. Zur wirklichen Ausfilhrung der Zeichnung (die hier iiber-
gangen wird, weil sie den Ubungen iiberlassen bleiben kann) um-
hiillt man den Kreis mit passenden Tangenten, die man perspektivisch
abbildet.

Kartenentwurfslehre

Die Aufgabe, die Oberfliche der Erde auf eine andere Fliche abzubilden,
léBt sich in jeder Hinsicht befriedigend nur dann lésen, wenn die Bild-
fliche selbst wieder eine Kugelfliche ist. Denkt man sich namlich in
diesem Falle die Bildkugel mit der Erdkugel in konzentrische Lage ge-
bracht, so wird durch jeden Halbmesser einem Punkte der Erdoberfliche
eindeutig ein Punkt der Bildkugel (Globus) zugeordnet, und jeder Teil
der Erdoberfliche wird so abgebildet, daB Urbild und Abbild einander
in mathematischem Sinne ahnlich sind. Bildet man dagegen die Ober-
fliche der Erde auf irgendeine nichtkugelige Fliache ab, so weicht das
Abbild vom Urbild entweder in den Winkeln oder in den Seitenverhalt-
nissen (vielfach auch in beiden) ab. Den gesetzmiBigen Verlauf der ein-
fachsten unter diesen Abbildungen untersucht die Kartenentwurfs-
lehre, die sich mit der Aufgabe befaBt, die Erdoberfliche oder Teile von
dieser auf eine ebene Fliche abzubilden.

18 [2019]
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Die Lage eines Punktes auf der Erde ist durch scine geographische Lange
und Breite festgelegt (fiir die scheinbare Himmelskugel sind entsprechende
Koordinatensysteme erdacht worden, vgl. § 5, Nr. 6 bis 18). Es geniigt
also in jedem Falle, zu zeigen, wie ein Léngenkreis und ein Breitenkreis

‘abgebildet werden; hierbei wird die Erde als véllig kugelig vorausgesetzt,

also z. B. von der Abplattung (§ 5, Nr. 18) ausdriicklich abgesehen.

Alle im folgenden behandelten Kartennetzentwiirfe lassen sich von einem
einheitlichen Gesichtspunkte aus betrachten. Man lege an den Globus
einen berithrenden Kegel derart, daB die Spitze auf der Verlingerung
der Globusachse liegt, daB also der Kegel die Kugel lings eines Breiten-
kreises berithrt. Wird nun das Globusgradnetz und das darin etwa ein-
gezeichnete Kartenbild auf irgendeine Weise auf den Kegel projiziert,
dieser lings einer Mantellinie aufgeschnitten und in die Ebene ausgebreitet,
so erhilt man eine Kegelprojektion des betreffenden Stiicks der Erd-
oberfliche. LaBt man die Kegelspitze auf der Globusachse wandern, so
ergeben sich die verschiedensten Arten von Kegelprojektionen; unter ihnen
sind zwei Sonderfille bemerkenswert:

a) Riickt die Kegelspitze in den unendlich fernen Punkt der Achse, wird
also der Beriihrungskreis zum Aquator, so erhilt man eine Zylinder-
projektion.

b) Fallt dagegen die Kegelspitze mit einem der beiden Pole zusammen,
wird also der Beriihrungskegel zur Bildebene, so wird aus der allgemeinen
Kegelprojektion eine ,,polstindige Azimutalprojektion‘; sie verdankt
ihren Namen dem Umstande, daB die Ebenen irgend zweier Langenkreise
die Bildebene in Geraden schneiden, die denselben Winkel bilden wie die
Liangenkreise selbst, so daB also am Pol die Azimute auf der Karte mit
den Azimuten auf dem Globus iibereinstimmen. (Niheres iiber den Be-
griff Azimut siehe § 5, Nr. 6.)

Natiirlich lassen sich diese Projektionen noch in der Weise verallgemeinern,
daB man die Kegelachse nicht mit der Globusachse zusammenfallen 1a8t,
sondern beliebig wahlt.

Jede der im vorigen genannten Darstellungsarten, fiir deren Einteilung
bisher allein Gestalt und Lage der Bildfliche maBgebend waren, 1i8t sich
noch abwandeln je nach der Wahl der Projektionsart. Alle wirklichen
Projektionen (d. h. alle raumlichen Abbildungen durch geradlinige Strah-
len) lassen sich als irgendwie geartete Sonderfille der Zentralprojektion
auffassen; wandert das Projektionszentrum — bei festgehaltener Bild-
fliche —, so dndert sich auch die Projektion. Fiir besonders bemerkens-
werte Lagen des Projektionszentrums hat man den dabei erhaltenen Pro-
jektionen besondere Namen gegeben; je nachdem das Projektionszentrum
im Globusmittelpunkt, in einem der Pole oder unendlich fern liegt, spricht
man von gnomonischer (Nr.62), stereographischer (Nr.63) und
orthographischer Projektion (Nr.64). Wir behandeln hier nur einige
wichtige Kartenentwiirfe.

Wir beginnen mit dem Falle, daB die Bildebene den Globus in einem der
Pole beriihrt und daB die projizierenden Strahlen vom Kugelmittelpunkt
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ausgehen. Nach der in Nr. 81 angegebenen Bezeichnungsweise handelt es
sich also um einen polstandigen gnomonischen Azimutalentwurf.
Die Abbildung ist zwar nicht winkeltreu, hat dafiir aber den Vorzug, da8
sie alle kiirzesten Linien der Kugel, also alle GroBkreise (insbesondere
auch die Lingenkreise) als gerade Linien wiedergibt. Die Parallelkreise
werden als konzentrische Kreise abgebildet; die Radien dieser Kreise sind
aus Fig. 69 leicht zu entnehmen, die wegen ihrer Einfachheit keiner
weiteren Erklirung bedarf (der Platzersparnis halber ist sowohl von dem
abzubildenden Hauptmeridian wie
von jedem Parallelkreisbild — in
der umgeklappt gedachten Bild-
ebene — nur ein Quadrant gezeich-
net). Man erkennt sogleich, daB die
Abbildung nur fiir hohe geogra-
phische Breiten brauchbar ist; mit
wachsendem Polabstand nehmendie
Lingen-, Flichen- und Winkelver-
zerrungen rasch zu. Will man Ge-
genden mit geringeren geographi-
schen Breiten in gnomonischer
Azimutalprojektion darstellen, so
muB man als Beriihrungspunkt der
Bildebene nicht den Pol, sondern
einen anderen, passend erscheinen-
den Punkt (ungefihr die Mitte des
darzustellenden Gebietes) wihlen.
Wir wihlen wieder (wie im Anfange
von Nr. 62) als Bildfliche die Ebene,
die in einem der Pole (z. B. dem
Nordpol N) beriihrt; das Projek-
tionszentrum liegt jetzt aber im
entgegengesetzten Pol (also bei-
gpielsweise im Siidpol §). Wir er-
halten dann die sogenannte stereo-
graphische Polarprojektion (Fig. 70)!): sie ist von Hipparch er-
dacht worden, der sie zur Abbildung der Himmelskugel benutzte. Wir zei-
gen zundchst, daB diese Abbildung winkeltreu ist.?) Sind g und % zwei
Tangenten an die Kugel im Punkte P (Figur entbehrlich), ferner S das
Projektionszentrum und 17 die Bildebene, so schneiden die Ebenen Sg und
Shdie Ebene IT und die parallele Tangentialebene I7; (Berithrungspunkt S)
in parallelen Geradenpaaren: g, % in IT und g,, 0, in IZ,. Wegen der

Fig. 69

1) Die Figuren 69 bis 72 sind simtlich fiir einen Kugeldurchmesser 63,7 mm,
also im LangenmaBstab 1: 2 - 108 entworfen; will man sie recht handgreiflich mit-
einander vergleichen, so kann man die vier Figuren zu einer vereinigen; indem
man die vier Quadranten des Meridians passend zu einem vollen Meridian zu-
sammenschiebt.

2)Beweisnach L.Eckhardt - Wien (Zeitschr. f. math. u.nat.Unt., Bd. 58, 8. 325).
18*
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Symmetrie beziiglich der Symmetrieebene der Sehne § Pist X gh = gl
und weiter <g,h, = <gh. Damit ist die Winkeltreue fiir beliebige Kurven.
die in P die Tangenten g und % haben, bewiesen. — Aus dieser Eigenschaft
folgt weiter,daB jeder Kreis der Kugel beiderstereographischen Projek-

tionwiederalsKreisoder
als Gerade abgebildet
wird. Fir jeden Kreis k
der Kugel gibt es namlich
einen Drehkegel — seine
Spitze heiBe M —, der die
Kugel lings & beriihrt. Die
Erzeugehden dieses Kegels
sind Kugeltangenten, die je
eine Tangente von k nor-
mal schneiden. Projiziert
man die Kegelerzeugenden
von 8 auf II, so erhilt
man ein Strahlenbiischel
mit dem Scheitelpunkt I,
der das Bild von M ist.
Das Bild von k¥ muB nun
eine Kurve ! sein, die alle
Strahlen des Biischels M
normal schneidet; ! kann
also nur ein Kreis mit dem
Mittelpunkt It sein.

Trotz dieser Vorziige, die
eine leichte Herstellung
der Kartenbilder ermég-
lichen, ist natiirlich auch die
Brauchbarkeit  stereogra-
phischer Netzentwiirfe be-
grenzt, insbesondere kann
man Gegenden in der Nahe
des Aquators nicht mehr
ohne starke Verzerrungen
auf eine polstindige Bild-
ebene projizieren. Man wihlt
daher in diesem Falle als
Projektionszentrum  einen

S

Punkt des Aquators und als Beriihrungspunkt der Bildebene den dia-
metral gegeniiberliegenden Punkt; diese Art der Abbildung wird als
stereographische Aquatorialprojektion bezeichnet.

64. Projiziert man den Globus aus dem unendlich fernen Punkt der Achse
auf die Aquatorebene oder eine dazu parallele Ebene, so erhélt man die
orthographische Projektion (Fig. 71); sie ist eigentlich nur eine An-
wendung der in Nr. 40 beschriebenen Orthogonalprojektion der Kugel.
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Diese Abbildungsart hat fiir die Herstellung von Erdkarten nur eine sehr
beschrinkte Bedeutung; denn abgesehen von den Polargegenden, die ziem-
lich genau in natiirlichen Verhaltnissen abgebildet werden, erleiden die
iibrigen Gebiete mit zunehmendem Polabstand eine immer peinlicher fiihl-
bar werdende Verzerrung. Dagegen ist die in Rede stehende Abbildungs-
art fiir die Herstellung von Mondkarten hervorragend wertvoll; wir

Fig. 71

sehen ja unseren Trabanten wegen
ssiner recht betrachtlichen Ent-
fernung von der Erde nahezu in
Parallelprojcktion, und da er uns immer dieselbe Seite zuwendet, so er-
scheinen uns die am Rande seines sichtbaren Teiles liegenden Gebiete
nie anders als in der bei der orthographischen Projektion unvermeidlichen
Verzerrung.

Als Beispiel fiir eine unechte (nicht ,,perspektivische‘‘) Projektion, die aber
erdkundlich eine hohe Bedeutung hat, wollen wir die von Lambert(1772)
erdachte flichentreue azimutale Polarprojektion behandeln; sie
geht aus von der Aufgabe, die Kugelzonen, die um den Mittelpunkt des
darzustellenden Gebietes (z. B. den Pol) herum liegen, durch flichengleiche
ebene Kreisringe abzubilden. In anderer Fassung lautet die Aufgabe: Wie
groB ist die Kugelkappe, die man mit der Zirkeloffnung z auf der Kugel
vom Radius 7 zeichnen kann ? Ist & die Héhe der Kappe, so ist nach dem
Kathetensatz (Buch fiir K1. 7—9, § 7, Nr. 9 und §9, Nr.31) 22 =h - 27;
daraus folgt sogleich 723 = 2xrh, d. h. der gesuchte Flicheninhalt ist — un-
abhangig vom Radius der Kugel — gleich dem Inhalt des Kreises vom
Radius z. Um also die gesuchte Azimutalprojektion zu erhalten, braucht
man nur vom Pol aus die zu den einzelnen Bogen des Meridians gehérigen
Sehnen als Radien konzentrischer Kreise zu wihlen (Fig. 72). Da alle so
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§ 4. Sphirische Trigonometrie.

erhaltenen Kreise den entsprechenden Kugelkappen flicheninhaltsgleich
sind, so sind auch die Kreisringe den entsprechenden Kugelzonen flachen-
gleich, und daher stimmen auch die von irgend zwei Radien ausgeschnitte-
nen Teile dieser Kreisringe mit den von den entsprechenden Léngenkreisen
ausgeschnittenen Teilen der Kugelzonen iiberein.

Will man nicht Polargebiete, sondern etwa Aquatorialgegenden abbilden,
8o wihlt man als Mittelpunkt des Netzentwurfes einen Punkt des Aquators
und gelangt ebenso leicht wie vorher zur flachentreuen azimutalen
Aquatorialprojektion. Wegen der recht geringen Winkel- und Langen-
verzerrungen eignet sie sich besonders zur Darstellung der éstlichen und
westlichen Erdhalbkugeln (Planigloben).

§ 4. Sphiirische Trigonometrie
Inhalt des Kugelzweiecks und Kugeldreiecks

. Erklirung. Eine Ebene, die durch den Mittelpunkt einer Kugel geht,

schneidet die Oberfliche der Kugel in einem gréB8ten Kugelkreis.
Zwei durch den Kugelmittelpunkt gehende Ebenen zerlegen die Oberflache
in vier Kugelzweiecke. Ein Kugelzweieck wird also von den Hilften
zweier groften Kreise begrenzt.

Unter dem Winkel eines Kugelzweiecks verstehen wir den Neigungswinkel
der das Zweieck erzeugenden Halbebenen. Diesen Winkel bilden auch die
Tangenten, die man in einem Eckpunkt des Zweiecks an die groSten
Kugelkreise legt.

. Inhalt des Kugelzweiecks. a sei der in Graden gemessene Winkel eines

Kugelzweiecks, f sein Flicheninhalt, dann ist
f:4nr* =a:360,
ant’

mithin f= T
Ist @ in BogenmaB gemessen = «, dann ist
f:4nrt =@a:2xn
f=2ar%

. Erkldrung. Drei durch den Mittelpunkt einer Kugel gehende Ebenen zer-

legen die Oberfliche in acht Kugeldreiecke (spharische Dreiecke).
Ein Kugeldreieck ist also ein von drei gréBten
Kreisen begrenztes Stiick der Kugeloberfliche.
Unter den Seiten und Winkeln des Kugeldreiecks
verstehen wir die Seiten und Winkel der von
den drei Schnittebenen gebildeten, dem Kugel-
dreieck entsprechenden dreiseitigen Ecke.

Fir Winkel und Seiten des Kugeldreiecks gel-
ten also die von der dreiseitigen Ecke aus-
gesprochenen Sitze (§ 2, Nr. 131f.).

Inhalt des Kugeldreiecks. Es sei f die Fldache
eines sphérischen Dreiecks 4 BC, a, # und y Fig. 73
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seien die drei Winkel. Die Durchschnittsgeraden der drei erzeugenden
Ebenen seien 44’, BB’ und CC'. (In der Fig. 73 sind nur die groBten
Kugelkreise gezeichnet, der Umri8 der Kugel fehlt.) Dann ist nach der
in Nr. 2 fir das Kugelzweieck aufgestellten Flichenformel

, _anr?

I+ ACBA'=—,

,_ﬁnr’

14+ AACE ==,

ynr?

f+ AABC = T

Nun ist AABC' = ACA'B;

denn die beiden Dreiecke sind flichengleich, da die zugehérigen Ecken
Scheitelecken sind. Mithin wird

3r+AcBAu+AAOBu+Ache4a+ﬂ+w%§'
Nun ist f+ ACBA' 4+ AACB + ACA'B =2am,

weil die vier Dreiecke zusammen die Oberfliche der Halbkugel bilden;
so wird

2
2f=(a+Bf+y—180) 2T,

f=(a+§+y—180) ;’—8%-

Werden die Winkel in BogenmaB gemessen, dann lautet die Formel
f=@+B+%—mrm

Den Wert e =a+ B + y — 180, wenn das Gradmal,
E=a+f+7-m,

wenn das Bogepmal benutzt wird, nennt man sphérischen Exze8. Als

Formel fiir den Inhalt des sphirischen Dreiecks erhalt man dann

/= 51’;0" (GradmaB),
f=ér (BogenmaB).

Das rechtwinklige sphiirische Drejeck

5. Erklidrung. Ein spharisches Dreieck heit rechtwinklig, wenn ein Winkel
ein rechter ist. Die gegeniiberliegende Seite heiit dann Hypotenuse, die
beiden anliegenden Seiten heiflen Katheten.

Satz. In dem rechtwinkligen sphéirischen Dreieck mit der Hypote-
nuse c ist
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(1) cosC = cosa - cosb;

sina sinb
(2) sing = “ne’ inf = e’
(3) cosa = cosa-sin@, cosB = cosb.sina;
(4) cosc = ctga - etgB;
(5) sina = tgb . ctgB, sinb =tga-ctga;
(6) cosa = tgb - ctge, cosB =tga-. ctge.

Beweis. Von der Ecke B des bei C recht-
winkligen sphéarischen Dreiecks wird (Fig.74)
BE | MC gezogen, dann ist BE, da
die Ebenen MCB und MCA senkrecht
aufeinander stehen, senkrecht zur Ebene
CMA, mithin ist BE | M4. Von B ¥
wird auf MA das Lot BD gefillt. Da
BD | MA und BE | MA, ist auch die
Ebene BDE | M A, mithin ist X BDE =, Fig. 74

a) In dem bei D rechtwinkligen Dreieck DM B ist

MD

wB’

in dem bei D rechtwinkligen Dreieck DM E ist
MD =cosb- ME,

in dem bei £ rechtwinkligen Dreieck EM B ist

CosC =

up=YE,
cosa
Mithin ist
1) cosc = cosa - cosb.
b) In dem bei E rechtwinkligen Dreieck ED B ist
sina = BE
BD .
Aus A EM B folgt BE = BM -sina,
aus ADMB BD = BM - sine.
Mithin ist
(2) sing = Eﬁ
sin¢

In gleicher Weise 1Bt sich die Formel fiir sinf herleiten.

DE
In i -
c) A EDB ist cosa= DB
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Aus A DME folgt DE = MEsinb,
aus ADMB DB = M Bsine;
ME -sinb
Iglich i ==—
folglich ist C08a = 3.

ME sinb . .
Da B = °ose und e = sinf ist, so folgt

(3) cosa = cosa - sinf.
In gleicher Weise 1aBt sich die Formel fiir cosf herleiten.
d) Setzt man in die Formel (1) die sich aus (3) ergebenden Werte

cosa cos
cosa = —— und cosb = — J
sin 8 sina

ein, so erhdlt man
cosa cosf
sinf sina

(4) cosc = = ctga - ctgf.

¢) Setzt man in die erste Formel (2) die aus (3) und (2) folgenden Werte

. cos . sind
sing = —%,  sinc = ey
ein, so erhilt man
. cosf sinb
=— — =1t . .
(5) sing = —> ey gb-ctgf

In gleicher Weise 1a8t sich die Formel fiir sinb herleiten.
1) Setzt man in die erste Formel (3) die aus (1) und (2) folgenden Werte

cosc¢ inf sinb
cosa = — sinf = —
cosb’ sinc
: " cosc sinb
ein, so erhilt man cosq = — - —— =tgb-ctge.
cosb sinc

In gleicker Weise laBt sich die Formel fiir cosf herleiten.
Die fiinf Formeln des Satzes lassen sich folgendermaBen zusammenfassen:
Nepersche Regel. Im rechtwinkligen sphéarischen Dreieck ist der
Kosinus eines Stiickes gleich dem Produkt der Sinus der
nichtanliegenden Stiicke oder gleich dem Produkt der
Kotangenten der anliegenden Stiicke, wenn man den
rechten Winkel nicht mitzidhlt und die Kathcten durch die
Bogen ersetzt, die sie zu 90° erginzen.

Das schiefwinklige sphirische Dreieck

6. Sinussatz. Im spharischen Dreieck verhalten sich die Sinus der
Seiten wie die Sinus der gegeniiberlicgenden Winkel.
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Sind a, b und ¢ die Seiten, a, # und y die Winkel des sphérischen Dreiecks
A BC, dann ist
sina:sinb :sinc =sine :sinf :siny.

Beweis. Von A wird auf BC die Héhe h = A D gefillt (mit anderen Worten:
es wird durch die Kante M4 der Ecke M A BC die zu M BC senkrechte
Ebene gelegt). Dann ist in den rechtwinkligen Dreiecken DA B und DAC

sinf = sinh siny — sinh
" sinc’ Y =gnb’
mithin ist sinf :sin y = sinb: sine.
Damit ist der Satz bewiesen.
7. Seitenkosinussatz. Im sphéirischen Dreieck mit den Seiten a, b und ¢
und den Winkeln a, § und y ist
cosa = cosb . cosc 4 sinb-sinc- cosea,
cosb = cosa - cosc 4 sina-sinc- cosf3,
€osc = cosa- cosd | sina.sinb-cosy.
Beweis. Es geniigt, eine der Formeln zu beweisen. Die Héhe AD =h teilt

die Seite @ in einen Abschnitt BD = p und einen andern CD =& — p.

In AACD ist cosb = cosh - cos(a — p)

oder cosb = cosh - cosa - cosp + cosh - sina - sinp,
Nun ist nach Nr.5 in A ABD
cosp - cosh = cosc
und cosh - sinp = sinc - cosf,
sinp _ cosf

weil - b
sinc  cosh

ist; beide Quotienten sind namlich gleich dem Sinus des Winkels zwischen
cund k. Mithinist cosb = cosa - cosc + sina - sinc - cosf.

8. Winkelkosinussatz. Ersetzt man die dem sphérischen Dreieck 4 BC ent-
sprechende Ecke durch ihre Polarecke mit dem gleichen Scheitel (§ 2,
Nr. 16), so bestimmt diese ein sphérisches Dreieck A’ B’ C’. Zwischen den
Seiten und Winkeln der beiden Ecken bestehen dann die Beziehungen:
) {a+a’=2R; b+ p=2R; c+ y¥=2R;

a'+a=2R; b+ B =2R; ¢+ y=2R.
Nach dem Seitenkosinussatz ist im Dreieck A’ B'C’
cosa’= cosb’- cosc’+- sind’- sin¢’- cosa’;
daraus folgt auf Grund der Gleichungen (1) fiir das Dreieck A BC
— cose = cosf-cosy — sin@ -siny . cosa.
Ebenso ist — cosf = cose-cosy — sina-siny.cosb,
— cosy =cosa-cos@ —sine-sinf - cose.
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Die Halbwinkelsiitze und Halbseitensitze

9. Im spharischen Dreieck mit den Winkeln @, 8, y und den Seiten a, b, ¢
werde
=a+b+c 6__a+ﬂ+y
2 - 2
gesetzt. Dann ist

. a 1/sin(s—2b)-sin(s—c)
@ sy = [’ sinb - sinc ’
, . @ cos8g - cos(c — a) |
™ ing ‘l/ T sinf.siny °
a sins - sm(s—a)
@ sy —l sinb - sinc
@) os 2 _Vcos(a—ﬂ) cos (g — )
*2 sing - siny ;
a sin (8 — b) - sin(8 — ¢)
@ Ly _V sins.sin(s —a) °
., a €08 g - cos (o0 — a)
@) gy =) — cos(6 — B) - cos(c —y) *

Beweis. a) In die Formel (§ 1, Nr. 17 (5))

sina— 1 —cosa
2 2

setzt man fiir cosa den Wert ein, der sich aus dem Seitenkosinussatz ergibt.
Dann erhilt man

inZ 1 <1 cosa‘— cosb - cosc) __1/sinb-sinc4cosb-cosc—cosa
=y g\t sinb - sinc - 2.sinb . sinc !
und dafiir kann man nach § 1, Nr. 15 (4) schreiben

sin 2 — cos (b — ¢) — cosa
2 2.ginb.sinc °

Wendet man auf den Zihler des Radikanden die Formel (4) von § 1, Nr. 18

an, dann folgt
. a 8in(8 — b) - sin(s —¢)
gin— =/ ——— "~
2 sinb - sinc

b) Um die Formel (2) herzuleiten, geht man von (§ 1, Nr. 17 (4))

cosﬁ— 1+4cosa
2 2

aus und erhilt in gleicher Weise wie bei @ unter Anwendung der Formeln (3)
von § 1, Nr. 15 und (4) von § 1, Nr. 18 das gewiinschte Ergebnis.

¢) Die Formel (3) folgt aus der Division von (1) und (2).
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d) Die Formeln (1’), (2') und (3’) lassen sich aus den entsprechenden

Formeln (1), (2) und (3) gewinnen, wenn man von der Ecke zur Polarecke
iibergeht.

Die Mollweideschen Formeln und die Neperschen Analogien

10. Mollweidesche Formeln. Im sphérischen Dreieck mit den Winkeln
a, B, y und den Seiten a, b, ¢ ist

. a+f a—>
(l) sin ) —COST.
- ’
Y e
cos cos =
sin ;ﬁ sm";b
(2) = H
cos L sin-‘i
2 2
a+f a+bd
" cos — €03 —; )
= ’
Y c
smE- WS?
a—§ . a+b
" eos —5 _sm 3
7 ¢
sin 5 sin &

Beweis. Es geniigt, den Beweisgang fiir eine der vier Formeln klarzulegen.
Wir wihlen (1). Es ist

a;_ﬁ=sin (%+%)=sin§ cos—§+cos%1in%.

sin

Hierauf wenden wir die Halbwinkelsitze an und erhalten

sin & -2|-ﬁ _]/sinte— b) sin (s—c)‘l/sins .sin(s — b)

sind - sinc sina - sin¢

n sing- sin(s — a) | /sin(s —a)sin(s — ¢)
sinb - sinc sina - sinc

=sin(ar—b) l/sin(s—c)-sina sin(8 — a) 1 /sing- sin(s — ¢)

sinc sinb . sina + sinc sind - sina
sin (8 — a) + sin(s — b) y
= - ccos .
sinc 2
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Zahler und Nenner werden nach § 1, Nr. 18 (1) und Nr. 17 (1) in Produkte
verwandelt:

2. sini . cosa —
sinZ _Zi- 4 = 2

Y
cos 5.

. C
2 .8in—-cos—

2 2
Daraus folgt die Formel (1).

11. Nepersche Analogien. Im sphirischen Dreieck mit den Winkeln a

B, v und den Seiten a, b, ¢ ist

tga;'p cos 2= 2

2
w ctg% =cosa'2"b;
tg"';‘g sin";b
@ ctg-%- =sina;_b;
a+b a—f
t.g-z— cos 5
tga;b sina;ﬁ
@ tg—;- =sina;3.

Beweis. Die Neperschen Analogien folgen durch Division aus geeigneten Moll-

weideschen Formeln, so z. B. die Formel (1), wenn man die 1. durch die
3. Mollweidesche Formel dividiert.

Berechnung sphiirischer Dreiecke

12. Im Gegensatz zu den ebenen Dreiecken sind bei den Kugeldreiecken sechs

Hauptfille zu unterscheiden, weil hier der fiir das ebene Dreieck geltende
Winkelsatz, nach dem mit zwei Winkeln des Dreiecks bereits der dritte
gegeben ist, nicht zutrifft.

a) Dreieck aus a, b, y. Der Seitenkosinussatz liefert ¢, der Sinussatz dann a
und 8. Fiir die logarithmische Rechnung brauchbarer sind die Neperschen

¢+ 8 1nd =8 und damit a und B.

2 2
¢ erhdlt man dann z. B. durch den Sinussatz.

b) Dreieck aus a, §, c. Die Aufgabe ist derjenigen von a) polar zugeordnet,
man wendet also auch die den eben genannten polar zugeordneten Formeln

Analogien; zwei von ihnen liefern
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an, also etwa den Winkelkosinussatz, um y, den Sinussatz, um e und &
zu finden.

¢) Dreieck aus a, b und ¢. Man kann hier den Seitenkosinussatz benutzen,
um einen der Winkel zu finden, die fehlenden anderen liefert dann der
Sinussatz. Fiir die logarithmische Rechnung brauchbarer sind die Halb-
winkelsétze.

d) Dreieck aus a, # und y. Die Aufgabe ist derjenigen von c) polar zu-
geordnet und entsprechend zu losen.

e) Dreieck gus a, b, a. Der Sinussatz liefert §. Wiahrend man bei den Auf-
gaben a) bis d) zur Not mit dem Sinussatz und den beiden Kosinusséitzen
auskommt, wird man hier, wenn man nicht etwa die Dreieckshéhe als
Hilfsstiick benutzen will, die Neperschen Analogien (oder die Mollweide-
schen Formeln) hinzunehmen. Man kann mit ihnen y und ¢ bestimmen.
1) Dreieck aus a, f, a. Die Aufgabe ist der Aufgabe e) polar zugeprdnet
und wie diese zu lésen.

§ 5. Mathematische Erd- und Himmelskunde
Grundbegriffe

Einem unbefangenen Beobachter erscheint die Erde bei freier Sicht ats
eine flache Scheibe, iiber der sich der Himmel halbkugelig wolbt. Der
scheinbare Schnitt des Himmelsgewdlbes und der Standebene des Beob-
achters heiBt Horizont; der Stand- z
punkt des Beobachters ist der Mittel-

punkt des Horizonts. P
Der Umstand, daB man die weitaus

meisten Sterne immer in derselben An-

ordnung beieinander sieht (Sternbilder), G
hat zu der Vorstellung gefiihrt, sie seien [ __..--- BN
mit dem Himmelsgewolbe fest verbun. ¥{ s
den, daran ,angeheftet (stellae fixae, T W]
Fixsterne). Eine wiederholte Beobach-
tung lehrt, daB das Himmelsgewélbe
mit den scheinbar an ihm befestigten 8
Sternen im Laufe von 24 Stunden eine £
Umdrehung ausfiihrt, wobei viele Sterne VA
zu bestimmter Zeit iiber dem Horizont Fig. 756

erscheinen (,,aufgehen) und nach

einiger Zeit wieder unter dem Horizont verschwinden (,,untergehen*). Die
Hilfte des Horizonts, in der die Aufgangspunkte liegen, heiBt 6stliche
Hilfte, die andere die westliche Hilfte.

. Da man in einer Nacht immer wieder andere Sterne am $stlichen Horizont

erscheinen sieht, so kann der gestirnte Himmel nicht eine Halbkugel sein,
er muf sich unter dem Horizont zu einer ganzen Kugel abrunden. — Bei
der scheinbaren Drehung der Himmelskugel bleiben zwei Punkte fest, die
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man als Himmelspole (P und P’ in Fig. 75) bezeichnet; der in uuseren
Gegenden iiber dem Horizont befindliche Pol heift der Nordpol, der ent-
gegengesetzte Siidpol. Da sich die ganze Sternenwelt um die Verbindungs-
linie der beiden Pole zu drehen scheint, so bezeichnet man die Gerade P P’
auch als Weltachse. Die Projektion der Weltachse auf die Ebene des
Horizonts heiBt Mittagslinie des Beobachtungsortes; ihre Schnittpunkte
mit dem Horizont heiBen Nordpunkt (N) und Siidpunkt (S).

Die Ebene, die auf der Weltachse im Beobachtungspunkt senkrecht steht,
schneidet die Himmelskugel in einem groBten Kreise den man Himmels-
dquator nennt. Die Punkte, in denen der Himmelsdquator den Horizont
schneidet, heiBen Ostpunkt (O) und Westpunkt (W). Ein Stern, der im
Aquator steht, geht im Ostpunkt auf und im Westpunkt unter. Sterne
nérdlich des Aquators gehen zwischen Ostpunkt und Nordpunkt auf und
zwischen Westpunkt und Nordpunkt unter; entsprechend gehen Sterne,
die auf der siidlichen Himmelshalbkugel liegen, zwischen Osten und Siiden
auf und zwischen Westen und Siiden unter.

. Die Beobachtung lehrt, daB der Sehstrahl nach einem (Fix-) Stern im

Laufe eines Tages einen Kegelmantel beschreibt, dessen Achse die Welt-
achse ist. Der Schnitt dieses Kegelmantels mit der Himmelskugel, also die
scheinbare tagliche Bahn des Sternes, ist ein Kreis, der wegen seiner
Lage zum Himmelsiquator als Parallelkreis bezeichnet wird. Schneidet
ein solcher Parallel-
kreis den Horizont,
8o bezeichnet man
den iiber dem Hori-
zontgelegenenBogen
als den Tagbogen,
den unter dem Hori-
zont gelegenen Teil
als Nachtbogen.
Sterne, die einen ent-
weder ganz iiber oder Fig. 76

ganzunter dem Hori-

zont gelegenen Parallelkreis durchlaufen, heiBen Zirkumpolarsterne
(hierzu gehéren z. B. in unseren Gegenden alle Sterne des GroSen Baren).
Fiir einen Beobachter, der am Nordpol oder Siidpol der Erde steht, sind
alle Sterne zirkumpolar.

Die im Beobachtungspunkt auf der Ebene des Horizonts errichtete Senk-
rechte schneidet das Himmelsgewélbe in zwei Punkten, von denen der
iiber dem Horizont gelegene als Zenit (Scheitelpunkt, Z in Fig. 75), der
unter dem Horizont gelegene als Nadir (FuBpunkt, Z’ in Fig. 75) be-
zeichnet wird. Der durch den Zenit und durch die Pole bestimmte gréBte
Kugelkreis heiBt Meridian (Mittagskreis) des Beobachtungsortes; seine
Projektion auf die Ebene des Horizonts ist die Mittagslinie (s. Nr. 2). Zur
praktischen Ermittelung der Mittagslinie bedienten sich schon die alten
Griechen eines Gnomon (Fig. 76).
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GréBte Kugelkreise, die durch Zenit und Nadir hindurchgehen, heifen
Héhenkreise (auch Vertikalkreise oder Scheitelkreise). Der Bogen eines
solchen Kreises von einem seiner Punkte bis zum Horizont heit Hohe
dieses Punktes; mit anderen Worten ist also die Hohe eines Sternes
sein (Bogen-) Abstand vom Horizont (z. B. @H in Fig. 75). Gleich-
bedeutend hiermit ist die Erklarung: die Hohe eines Sternes ist der
Winkel, den der nach dem Sterne gehende Sehstrahl mit dem Horizont
bildet (z. B. XGBH in Fig. 75). Die Zenitdistanz des Sternes, d. h.
der Abstand des Sternes vom Zenit, ist das Komplement der Hohe. —
Der ausgezeichnete Hohenkreis, der durch Ost- und Westpunkt geht,
heiBt der erste Vertikal.

. Kugelkreise, deren Durchmesser die Weltachse ist, heien Stunden-

kreise; der Winkel, den ein solcher Kreis mit dem (Himmels-) Meridian
bildet (z. B. X @ PZ in Fig. 77), heiBt Stundenwinkel, weil man aus
der GroBe dieses Winkels leicht eine Aussage iiber die Zeit herleiten kann,
zu der die Beobachtung stattgefunden hat (der Stundenkreis eines Sternes
fithrt in 24 Stunden eine Drehung um 360° aus, einem Stundenwinkel
von 15Y entspricht also 1 Stunde oder einem Winkel von 1° eine Zeit von
4 Minuten).

Die bisherigen Erérterungen setzen uns in den Stand, einen Punkt der
Himmelskugel seiner Lage nach zu bestimmen; dies geschieht durch eines
der im folgenden behandelten Ko-

Z

ordinatensysteme.
P 4
Azimut und Héhe ¢ A
Die Grundebene des ersten Koordi- olb
natensystems ist die Ebene des Hori- SN

zonts (daher nennt man das System
auch Horizontalsystem). Stern- ¥
hohen iiber dem Horizont werden
als positiv, Sternhéhen unter dem
Horizont als negativ bezeichnet. Da
die Lage eines Sternes durch Fest-
stellung seiner Hohe noch nicht ein-
deutig bestimmt ist (Lage auf einem
»»Hohenparallel*‘), gibt man noch an,
wo der Hébenkreis des Sternes den Fig. 77

Horizont schneidet. Den Schnitt-

punkt legt man fest durch seinen (Bogen-) Abstand von einem willkir-
lichen Anfangspunkt des Horizontes. Als diesen Anfangspunkt wihlen
die Astronomen den Siidpunkt, und zwar rechnen sie den Bogen vom
Siidpunkt aus iiber Westen (also entsprechend dem Drehungssinn des
Uhrzeigers) von 0° bis 360°. Dieser Bogen heiBt Azimut. (Das Azimut
eines Sternes kann m.a.W. auch erklart werden als der Winkel, den der
Hohenkreis des Sternes mit dem [Himmels-] Meridian bildet.)
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Deklination und Stundenwinkel k]

Da sich Héhe und Azimut eines Sternes in jedem Augenblick ndern (Aus-
nahmen gelten nur fiir Beobachtungen an den Polen und am Aquator),
80 benutzt man das Horizontalsystem meist nur zur Angabe des Ortes
einer am Tage beobachteten Erscheinung (etwa eines Kugelblitzes) und
zur Festlegung gewisser Punkte der Erdoberfliche (z. B. einer Bergspitze
von einem Beobachtungspunkt im Tal aus, oder einer bestimmten Stelle
eines Gletschers von einem Punkte eines Berges aus — zur Priifung des
Wanderns der Gletscher). Man beachte, daB das Horizontalsystem von
dem Vorhandensein oder Nichtvorhandensein eines Himmelsgewslbes
vollig unabhéngig ist und allein von der Richtung der Erdschwere abhéngt
— wofern man eine beliebige Vertikalebene, die nicht die Meridianebene
zu sein braucht, als Ausgangsebene fiir die Zahlung des Azimuts benutzt.

. Eine wichtige erdkundliche Anwendung findet die Héhenbeobachtung bei

der genauen Bestimmung der Mittagslinie nach der Methode der
gleichen Hohen. Man stellt das — zunéchst auf einen beliebigen Vertikal-
kreis bezogene — Azimut eines Sternes in irgendeinem Augenblicke fest,
wo er im Aufsteigen begriffen ist, dann wieder in dem Augenblicke, wo
er beim Absteigen dieselbe Hohe erreicht hat wie bei der ersten Beob-
achtung. Aus dem arithmetischen Mittel der beiden Azimute ergibt sich
die Lage des Mittagskreises.

. Der Durchgang eines Sternes durch den Mittagskreis heiBt Kulmination.

Die Hohe des Sternes nimmt bei der oberen Kulmination den gréBten, bei
der unteren den kleinsten Wert an. (Von Sternen, die nicht Zirkumpolar-
sterne sind, kann man nur die obere Kulmination beobachten.) Auch das
Azimut nimmt bei der Kulmination ausgezeichnete Werte an (0°, 180°,
3609).

Deklination und Stundenwinkel

Da die Sterne bei der téglichen Umdrehung der Himmelskugel ihren Ab-
stand vom Aquator beibehalten, empfiehlt es sich, diesen als Grundebene
eines Koordinatensystems zu wihlen. Man bezeichnet den (auf dem
Stundenkreis gemessenen) Abstand eines Sternes vom Aquator als seine
Deklination (sie kann auch erklirt werden als der Neigungswinkel des
nach dem Stern gehenden Sehstrahles gegen die Ebene des Aquators).
Nérdliche Deklinationen rechnen wir als positiv, siidliche als negativ.
Aus ZweckmiBigkeitsgriinden benutzt man zuweilen nicht die Deklination
selbst, sondern den Polabstand des Sternes (also die Erginzung der
Deklination zu 90°). Als zweite Koordinate zur Festlegung des Sternortes
benutzt man den Stundenwinkel (s. Nr. 5). Dieser wird vom siidlichen
Teil des Meridians nach Westen hin (also im Sinne der Drehung des Him-
melsgewdlbes) von 00 bis 3609 gezihlt oder auch (zur Vermeidung der
sonst nétigen Umrechnungen) von 0P bis 242, In Fig. 77 ist der Bogen GQ
die Deklination und < G PS = 7 der Stundenwinkel des Gestirns G.
Auf den Sternwarten wird der Gang der Hauptuhren so verbessert, daB
bei jeder Kulmination eines Sternes die Zeiger der Uhr genau denselben
Stand haben wie bei der vorhergehenden Kulmination desselben Sternes,
19 (2019)
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wobei das Zifferblatt in 24 gleiche Teile geteilt ist. Eine so geregelte Uhr
zeigt Sternzeit (s. Nr. 13); sie geht gegen eine biirgerliche Uhr téglich rund
4 Minuten vor (s. Nr.27). Die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Kulminationen eines Sternes heift ein Sterntag.

Auf jeder Sternwarte ist ein besonderes Fernrohr so aufgestellt, dal es um
eine horizontale, genau von O nach W verlaufende Achse drehbar ist, sich
also nur in der Mittagsebene bewegen kann; ein solches Fernrohr, das nur
zur Beobachtung von Kulminationen dient, heifit Meridianfernrohr.
Mit seiner Hilfe kann man z. B. die Polh6he des Beobachtungsortes aus
einer oberen und der darauffolgenden unteren Kulmination eines (Zirkum-
polar-) Sternes sehr genau ermitteln. So wurden beim Polarstern (a Ursae
minoris) auf der Berliner Universititssternwarte (Babelsberg) am 8. Mai
1916 108 5™ bei der oberen Kulmination und 22B 5™ bei der unteren
Kulmination folgende Héhen gemessen:

h, = 53033 14,7",
hy = 51015’ 34,5".

Als arithmetisches Mittel dieser beiden Werte ergibt sich fiir die Berliner
Sternwarte die Polhohe @ = 52°24’ 24,6".

Am 1. Oktober 1925 1 Uhr bei der oberen Kulmination und 13 Uhr bei
der unteren Kulmination waren die entsprechenden Werte:

k' = 53030 12,2",
Ry = 51018’ 37,07,
also @ = 52024’ 246",

Zuweilen benutzt man noch die ,,Aquatorhohe* SA4 (Fig.77), d.h. die
Hohe des Punktes, in dem der Tagbogen des Aquators den Meridian
schneidet. Der Bogen S4 ist zugleich éin MaB fiir den Neigungswinkel der
Ebene des Aquators gegen die Ebene des Horizonts. Polhéhe und Aquator.
hohe erginzen sich zu 90°.

Zur praktischen Bestimmung der Deklination eines Sternes beobachtet
man ihn bei der Kulmination. Die Differenz aus der Kulminationshéhe
und der Aquatorhohe ist die Deklination; bei Sternen, die zwischen Zenit
und Pol kulminieren, ist die Differenz aus der Kulmlnatlonshohe und der
Polhéhe gleich dem Polabstand des Sternes (Komplement der Deklination).
Bei dem in Nr. 11 genannten Zahlenbeispiel ergibt sich als Poldistanz des
Polarsternes aus dem ersten Wertepaar 1° 8’ 50,1’ und aus dem zweiten
1°5'47,6". — Wie es kommt, daBl der Polarstern in wenig mehr als
10 Jahren seine Deklination merklich (um mehr als 3 Minuten) &ndert,
wird in Nr. 18 besprochen werden.

Von den beiden Koordinaten des Deklination-Stundenwinkel-Systems ist
nur die eine in miBigen Zeitraumen konstant, wihrend die andere sich in
jedem Augenblicke dndert. Will man die Lage eines Sternes zu den iibrigen
Gestirnen so festlegen, daB beide Koordinaten unverinderlich werden, so
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liegt es nahe, neben der Deklination als erster Koordinate den Winkel des
Sternmeridians gegen einen an der Himmelskugel festen (also mit ihr sich
drehenden) Meridian als zweite Koordinate zu benutzen. Dies fiihrt auf
ein neues Koordinatensystem:

Deklination und Rektaszension

Wird ein zur Weltachse paralleler Stab von der Sonne beschienen und der
Schatten, den der Stab wirft, auf einer zum Himmelsiquator parallelen
Ebene aufgefangen, so kann man den Stundenwinkel der Sonne ohne
weiteres ablesen, wofern der Meridian des Beobachtungsortes einmal be-
stimmt worden ist. Man kann auf diese Weise leicht eine Aquatorial-
sonnenuhr anfertigen, deren Zifferblatt in 24 gleiche Teile geteilt ist
(Fig. 78). Der Stab PM P’ hat die Richtung der Weltachse; die Uhr gibt
die wahre Sonnenzeit des Beobachtungsortes an,

Schon eine rohe Messung der Kulminationshéhe der Sonne (etwa mit einem
Pappwinkelmesser oder einem Edlerschen MeBblatt) lehrt, daBl die Sonne
im Winter unter, im Sommer tiber dem Himmelsiquator steht (das Ziffer-
blatt der Aquatorialsonnenuhr wird
also im Winter von unten, im Sommer
von oben her besonnt). Der Punkt, in
dem die Sonne bei ihrem scheinbaren
Lauf am Himmelsgewblbe von der siid-
lichen auf die nérdliche Halbkugel
ibertritt, heiBt Friihlingstagundnacht-

19*
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"gleichenpunkt, auch kurz Frihlingspunkt oder Widderpunkt; der
ihm genau gegeniiberliegende Punkt der Himmelskugel heit Herbst-
punkt (er liegt im Sternbild der Waage). Friihlings- und Herbstpunkt
konnen mit einer gewissen Einschrankung, von der in Nr. 18 die Rede
sein wird, als feste Punkte der Ekliptik betrachtet werden.

Eine nach Sternzeit gehende Uhr zeigt 0" 0™ 02, wenn der Friihlingspunkt
kulminiert.

14. Von dem durch den Friihlingspunkt gehenden Meridian aus miBt man die
Rektaszension (gerade Aufsteigung) eines Sternes, d. h. den Winkel, den
der Meridian des Sternes mit jenem Anfangsmeridian bildet; der Winkel
wird vom Nordpol aus gesehen in mathematisch positivem Sinn von 0°
bis 360° gezihlt. Die Rektaszension kann auch als Bogen auf dem Aquator
vom Friihlingspunkt bis zum Meridian des Sternes gemessen werden.
Vergleicht man den Himmelsiquator mit dem Erdiaquator, den Friihlings-
punktmeridian mit dem Meridian von Greenwich, so entspricht der Dekli-
nation die geographische Breite, der Rektaszension die éstliche geographische
Lénge. Die Rektaszension wird ebenso wie der Stundenwinkel oft in Zeitmal
angegeben; z. B. hatte der Sirius am 1. Januar 1927 die Rektaszension
6h41m 56° (nach der Angabe im letzten Satz von Nr.13 muBte also zu Neu-
jahr 1927 eine nach Sternzeit gehende Uhr 62 41™ 56° zeigen, wenn der Sirius
kulminiert).

Liinge und Breite

16. Trigt man die téglich bei der Kulmination zu beobachtende Deklination
und Rektaszension des Sonnenmittelpunktes in einen Himmelsglobus ein,
so erkennt man, daBl die Sonne im Ver.
laufe von etwas mehr als 365 Tagen unter
den Sternen einen groften Kreis durch-
lauft. Die Alten bezeichneten diesen als
Tierkreis (Zodiakus); heute wird er all-
gemein Ekliptik genannt'). Der wahre
Grund der scheinbaren Wanderung der
Sonne unter den Sternen ist nach unserer
heutigen Uberzeugung der Umlauf der
Erde um die Sonne. Die Erde erscheint
von der Sonne aus gesehen natiirlich in
genau entgegengesetzter Richtung wie die
Sonne von der Erde aus gesehen. Wollte
man also einen Himmelsglobus herstellen,
wie man ihn von der Sonne aus sieht, so
erhielte man bei tiglicher Eintragung des
Standes der Erde im Laufe des Jahres eine Bahn, die mit der Ekliptik
identisch ist; auch der Umlaufssinn wiirde in beiden Fillen iibereinstimmen
(vom Nordpol aus gesehen mathematisch positiv).

1) Man zerlegt die Ekliptik vom Widderpunkte an in zwdlf gleiche Teile. Die
Teilpunkte, Zeichen genannt, filhren die Namen der benachbarten Sternbilder:
Widder T°, Stier %, Zwillinge I[, Krebs €3, Léwe §, Jungfrau 1P, Waage wu,
Skorpion 1, Schiitze A, Steinbock &, Wassermann ==, Fische X.

Fig. 79
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Die Ekliptik ist gegen den Aquator unter einem Winkel von rund 23027
geneigt (Schiefe der Ekliptik); wir sind daher genétigt zu der An-
nahme, daB die Erdachse gegen die Ebene der Erdbahn unter 66° 33
geneigt ist.

16. Fir manche Aufgaben empfiehlt es sich, die Ekliptik zur Grundebene
eines besonderen (des vierten) Koordinatensystems zu wihlen. Legt man
durch ein Gestirn@ einen groBten Kreis senkrecht zur Ekliptik, so heiBt
der Abstand G@U des Sternes von der Ekliptik die Breite des Sternes (8),
der Abstand des FuBpunktes U vom Friihlingspunkt F die Linge (1) des
Sternes (im Sinne des Fortschreitens der Sonne — ,,rechtlaufig gemessen).
Die ekliptischen Koordinaten Breite und Linge entsprechen nicht den
geographischen Koordinaten Breite und Lénge (vgl. hierzu Nr. 14).

Die Lagebeziehungen zwischen Deklination-Rektaszension und Lange-
Breite lat Fig. 79 erkennen.

17. Der Anfangspunkt des ekliptischen Systems (d. h. der Widderpunkt) ist
nicht durch einen hellen Stern ausgezeichnet. Will man die Lage dieses
Punktes ungefihr angeben, so kann man vom Polarstern aus den Haupt-
kreis verfolgen, der durch B Cassiopejae (Fig. 80)

geht. Hierbei kommt man auf einen Stern erster * - *p
GréBe, a Andromedae. Die Bogen vom Polar- . .

stern bis 8 Cassiopejae, von da bis a Andromedae *

und von hier bis zum Widderpunkt sind drei Fig. 80

annihernd gleiche Teile des Kreisquadranten.
Wenn die Sonne vom Widderpunkt aus das erste Viertel der Ekliptik
durchlaufen hat (21. Juni) — mit anderen Worten: wenn ihre Linge 90°
betragt —, so nimmt ihre Deklination, die bis dahin von 0° bis 23° 27"
gewachsen war, wieder ab, die Sonne wendet ihren Lauf dem Aquator
. wieder zu; das Entsprechende geschieht, wenn die Sonne drei Viertel der
Ekliptik durchmessen hat (22. Dezember). Daher heifien die Ekliptik-
punkte, deren Liange 90° und 270° betragt, auch Sonnenwendepunkte
(Solstitien). Die Parallelkreise, die sie am Himmelsgewdlbe beschreiben,
werden als Wendekreise bezeichnet, und zwar je nach dem Sternbilde,
in dem die Sonne dann gerade steht, als Wendekreis des Krebses
(nérdlich) und Wendekreis des Steinbocks (siidlich).

18. Die Bewegung der Sonne in der Ekliptik zeigt noch eine Besonderheit, die
fiir kurzfristige Beobachtungen belanglos ist, aber fiir lingere Zeitriume
von Bedeutung wird. Wir haben bisher immer angenommen, da die Erd-
achse sich selbst parallel bleibt. Diese Annahme trifft aber nur innerhalb
begrenzter Zeitspannen zu. Da nimlich die Erdachse gegen die Ebene der
Erdbahn um einen nennenswerten Winkel geneigt ist und da die Erde
keine vollkommene Kugel ist, sondern eine merkliche Abplattung zeigt?),
so kann die Erdachse ihre Richtung nicht dauernd beibehalten, vielmehr

1) Die halbe Achse des ,,Erdsphéaroids ist 6356,81 km lang, der Radius des
Aquators 6378,37 km; die Erdachse ist also rund 43 km kiirzer als der Aquator-
durchmesser. Die Abplattung des Erdsphéroids betragt 1:295,9.
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sucht sowohl die Anziehung der in der Ebene der Ekliptik stehenden Sonne
als auch die Anziehung des noch niheren Mondes den Aquatorwulst der
Erde in die Ekliptik zu bringen, oder m. a. W. die Erdachse aufzurichten.
Die Folge davon ist nach den Gesetzen der Kreiselbewegung, da8 die Erd-
achse — allerdings in sehr langer Zeit — einen Drehkegel beschreibt, dessen
Achse auf der Ebene der Ekliptik senkrecht steht und dessen halber
Offnungswinkel gleich der Schiefe der Ekliptik ist. Auf unsere Sinne und
MeBinstrumente wirkt diese Bewegung so ein, als ob der Nordpol des
Aquators um den Nordpol der Ekliptik sehr langsam einen Kreis be-
schreibt, dessen sphirischer Radius gleich 23°27' ist. Diese Bewegung
geht, vom Nordpol der Ekliptik aus betrachtet, im Sinne dér Drehung des
Uhrzeigers vor sich, also der scheinbaren jahrlichen Bewegung der Sonne
entgegengesetzt. Hieraus ergibt sich, daB auch jeder Punkt des Aquators
einen zur Ekliptik parallelen Kreis in dem genannten Sinne durchliduft,
so daB sich Friihlings- und Herbstpunkt auf der Ekliptik fortbewegen.
Diese Bewegung heit die Prézession der Tagundnachtgleichen;
ihr zufolge verschieben sich der Friihlings- und Herbstpunkt jéhrlich im
Mittel um 50,2”” der Bewegung der Sonne entgegen. Eine einfache
Dreisatzrechnung lehrt, daB sie zu einem vollen Umlauf rund 26000 Jahre
brauchen. Wéhrend der Friihlingspunkt vor 2300 Jahren im Sternbilde
des Widders lag (daher noch der jetzige Name Widderpunkt), befindet er
sich jetzt im Sternbilde der Fische (nur das ,,Zeichen‘** Widder ist zur
Kennzeichnung des Friihlingspunktes beibehalten worden).

Eine bemerkenswerte Folge der Prizession ist eine scheinbare Verinderung
in der Lage der Sternbilder zur Weltachse; hierfiir seien nur einige Bei-
spiele genannt. Homer sagt in der Ilias (XVIII, 489) von dem Sternbild
des GroBen Baren, daB es sich nie im Okeanos bade; es miissen also um
1000 v.d. Ztr. fiir Griechenland und Kleinasien alle Sterne des GroBen Biren
zirkumpolar gewesen sein, was jetzt fiir jene Breiten nicht mehr der Fall
ist. Das prichtige Sternbild des Siidlichen Kreuzes war vor 5000 Jahren
nicht bloB in unseren Gegenden, sondern sogar in ganz Nordeuropa sicht-
bar, wihrend man jetzt nach Nordafrika reisen muB, um es zu sehen.
Der jetzige Polarstern o ursae minoris, der zu Anfang 1927 eine Deklination
von 889 55’ und eine Rektaszension von 1M 35m 298 hatte, wird infolge der
Prizession dem Pole bis zum Jahre 2100 néher riicken und nur etwa } Grad
von ihm entfernt sein, sich aber dann von ihm so weit entfernen, daf3
andere Sterne (z. B. nach 12000 Jahren der helle Stern Wega in der Leyer)
den Namen Polarstern mehr verdienen werden als er ; zur Zeit Hipparchs,
des Entdeckers der Priizession, war unser jetziger Polarstern um etwa 129
vom Pol entfernt.

In diesem Zusammenhang kann noch eine andere Ursache des Schwankens
der Erdachse erwihnt werden. Da die scheinbare Mondbahn gegen die
Ekliptik um etwa 5° geneigt ist und die — als Knoten bezeichneten —
Schnittpunkte der Mondbahn mit der Ekliptik in etwa 19 Jahren die
ganze Ekliptik durchlaufen, so iibt der Mond eine verinderliche An-
ziehung auf den Aquatorwulst der Erde aus und bringt die Erdachse ins
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Schwanken. Diese Stérung heiBt die Nutation der Erdachse; sie macht
sich dadurch bemerkbar, daB8 die Schiefe der Ekliptik in einer Periode
von rund 19 Jahren kleine Schwankungen aufweist.

Bezichungen zwischen der geographischen Breite des Beobachtungsortes

19.

20.

und den Koordinaten eines Sternes

Die bisher betrachteten astronomischen Bestimmungsstiicke stehen in
enger Beziehung zu den geographischen Koordinaten des Beobachtungs-
punktes. Die wichtigste dieser Beziehungen ist die Gleichheit von
Polhéhe und geographischer Breite; sie 14Bt sich auf zweierlei Arten
erweisen. Fig. 81 stelle einen durch die Ebene des Ortsmeridians gehenden
Schnitt der Himmelskugel dar; B sei die (gegeniiber den AusmaBen des
Fixsternhimmels winzig kleine, punktformig erscheinende) Erde, P der
Himmelspol, Z das Zenit des Beobachtungsortes. Die Ebene der Zeichnung
schneide den Aquator in AA4’, den Horizont in N §. Da die Ebene des
Erdédquators mit der des Himmelsdquators identisch ist und die Zenit-
richtung BZ nichts anderes ist als die Richtung des Erdradius zum
Beobachtungsort,so stellt <t Z BA = § die geographische Breite des Ortes
dar. Die Polhéhe (< P BN) ist aber diesem Winkel gleich, da die Schenkel
der beiden Winkel paarweise aufeinander senkrecht stehen.

>

p

>
Fig. 81
Will man die Erde nicht als verschwindend klein annehmen, so kann man
den Satz, daB die Polhohe gleich der geographischen Breite ist, auf andere
Artbeweisen. InFig.82sei die Ebene der Zeichnung wiederdie des Meridians
des Beobachtungsortes, M der Erdmittelpunkt, AA’ der Durchmesser des
Erdiiquators, B der Beobachtungsort, NS der Schnitt durch die Ebene
des Horizontes, Z das Zenit, P und P’ die Himmelspole, # die geographi-
sche Breite von B, ¢ die Polhthe. Da BP|M P und M P | AM, ferner
ZB| SN, so0ist p =8.

Im Augenblicke der Kulmination eines Gestirns sei & seine Héhe, z sein
Abstand vom Zenit (,,Meridian-Zenit-Distanz¢). Diese beiden Gré8en stehen
in einfachen Beziehungen zu der Deklination des Gestirns und der geogra-
phischen Breite des Beobachtungsortes. In Fig. 83 sei die Ebene der
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Zeichnung wieder die des Meridians, M. der Beobachtungsort (punktformig
gedachte Erde), Z das Zenit, NS die Nordsiidlinie des Horizontes, £Q der
Schnitt durch den Aquator. Fir ein in oberer Kulmination befindliches
Gestirn @ sind dann folgende 6 Fille denkbar:

Ist sowohl die geographische Breite ¢ wie die Deklination 8 nérdlich und fir
ein Gestirn

G 1 EG, - 24,
1{6>¢}, so ist M EZ = b !
Gyle>0 (2) 20, + EG,.

Bei nérdlicher Breite und siidlicher Deklination (Gestirn G;) gilt

(3) LEZ =76y — EG,.
Ist die Breite siidlich und die Deklination nérdlich, so hat man (fiir ein
Gestirn G, in Fig. 84)
4) EZ =276, — EG,.
Ist dagegen die Breite ebenso wie die Deklination siidlich und abgesehen
vom Vorzeichen
>0
d>¢

26, + EG;,

G
}, 8o ist fiir ein Gestirn 0:} EZ = {EG‘ _za,

. Dabei sind bisher alle Bogen ohne Vorzeichen genommen. Rechnet man

jetzt nordliche Breiten als positiv, siidliche als negativ und (wie schon in

N,

4

x M Q
(4
@ 2
G s
£ G
\ Fig. 83 . Fig. 84

Nr. 9 festgesetzt) nirdliche Deklinationen als positiv, sudliche als negativ,
setzt man ferner fest, dal die Meridian.Zenit-Distanz von Z aus nach §
positiv, nach N negativ gerechnet werden soll, so gehen die vorstehenden
8 Gleichungen iiber in die eine

g=z+44d.

Man bemerkt leicht, daB die zuletzt hergeleitete Gleichung fiir den Sonder-
fall 4 = 90° in die unter Nr. 19 aufgestellte Beziehung iibergeht.
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Fiir ein in unterer Kulmination befindliches Gestirn sind zwei Fille zu
unterscheiden: Auf der nérdlichen Erdhalbkugel gilt (fiir ein Gestirn G,,
Fig. 83) NPy =NG, + P,Gy;
auf der siidlichen Halbkugel dagegen hat man (fiir ein Gestirn Gy, Fig. 84)

SPs=8G, + P,Gg,
wobei alle Bogen zunichst in absolutem Betrage gerechnet sind. Fiihrt man
fiir den Polabstand noch die GréBe p und fiir die Hohe im Augenblick der
unteren Kulmination &’ein, so gilt also, abgesehen vom Vorzeichen auf der
nordlichen wie auf der siidlichen Halbkugel, die Beziehung

@ = h'+ p.

Diese Gleichung gilt natirlich nur fiir Zirkumpolarsterne, weil nur diese in
der unteren Kulmination beobachtet werden kénnen. Wie der Anblick der

Figur sogleich lehrt, sind fiir jeden Beobachtungsort nur solche Sterne
zirkumpolar, deren Deklination

6=90°—¢

ist oder m. a. W. deren Deklination mindestens gleich der Aquatorhéhe ist
(Nr. 12).

21, Zahlreiche Beziehungen zwischen den astronomischen Daten eines Gestirns
und der geographischen Breite des Beobachtungsortes ergeben sich aus
dem sog. Aufgangsdreieck; die Ecken
dieses rechtwinkligen Dreiecks sind der
Aufgangspunkt 4 des Gestirns, der sicht-
bare Himmelspol P und (in unseren
Breiten) der Siidpunkt S (Fig. 85). In
diesem Dreieck ist PS =180° — ¢
und P4 = 90° — §; der Stundenwin-
kel T = A PS, der angibt, wieviel Zeit St
vom Aufgang des Gestirns bis zu seiner
Kulmination vergeht, wird nach der
Neperschen Regel (§4, Nr.5) gefun-
den aus

cost = —tge - tgd.
Dieselbe Beziehung hitte man natiir- Fig. 85
lich auch aus dem rechtwinkligen Drei-
eck APN mit der Neperschen Regel oder aus dem rechtseitigen
Dreieck 4 PZ mittels des Seitenkesinussatzes (§ 4, Nr. 7) erhalten kénnen.

Eine Erérterung der hergelelteten Beziehung ist sehr lehrreich: 1. Fiir
& = 0 ergibt sich 7 = 90° oder in ZeitmaB 6". Ein Stern, der im Aquator
steht, braucht also 6 Stunden von seinem Aufgange bis zur Kulmination
und — wegen der Symmetrieverhdltnisse — auch 6 Stunden von der
Kulmination bis zum Untergange (Untergangsdreieck). 2. Ist 6 > 0, so
ist fiir nordliche Breiten cost <0, also 7> 90° der Stern ist deshalb
linger iiber als unter dem Horizont oder m.a.W. sein Tagbogen gréBer



86

22

23.

24.

§ 5. Mathematische Erd- und Himmelskunde

als sein Nachtbogen. 3. Fiir einen Stern mit siidlicher Deklination (§ < 0)
wird in unseren Breiten cost > 0, also 7 ein spitzer Winkel, der Stern ist
also linger unter als iiber dem Horizont. 4. Da cost dem absoluten Be-
trage nach héchstens gleich 1 sein darf, so muB fiir einen Stern, der auf-
und untergeht,

[tgd] = |etgp|,
also |6] <]90° — o]

sein. Gilt hierin das Gleichheitszeichen, so handelt es sich um einen Stern,
der bei seiner Kulmination gerade noch den Horizont beriihrt (z. B. Mitters
nachtssonne fiir Bewohner des Polarkreises). 5. Ist ¢ =0, so folgt (ohne
Riicksicht auf die GréBe von §) cost = 0, also T = 90° (in ZeitmaB 6h);
d. h. fiir einen Beobachter am Aquator sind alle Sterne 12 Stunden iiber
dem Horizont.

Bei Sternen, die nicht im Aquator stehen, also nicht im Ostpunkt auf-
gehen, bezeichnet man den Abstand des Aufgangspunktes vom Ostpunkt
als Morgenweite (m) und ebenso den Abstand des Untergangspunktes
vom Westpunkte als Abendweite. Der Bogen (90° + m) ist eine Ka-
thete des Aufgangsdreiecks (Fig. 85); man hat also nach der Neperschen
Regel

Ist also z. B. fiir nérdliche Breiten § < 0, so ist auch m < 0, d. h. der
Stern geht zwischen Siiden und Osten auf.

Ein fiir praktische Aufgaben aus der Himmelskunde wichtiges sphérisches
Dreieck ist das Poldreieck am ersten Vertikal; seine Ecken sind der
sichtbare Himmelspol P, das Zenit Z und ein Gestirn &, das man wéhrend
seines Durchganges durch den Ost-West-Hohenkreis beobachtet. Der
Stundenwinkel 7 des bei Z rechtwinkligen Dreiecks PZ@ wird nach der
Neperschen Regel gefunden aus
cost =ctge - tgd.

Diese Beziehung erlaubt eine scharfe Bestimmung der Polhthe, wenn
man die Deklination des Sterns aus dem Nautischen Jahrbuch entnehmen
kann und eine nach Sternzeit geregelte Uhr hat (man beobachtet prak-
tisch nicht 7, sondern 27, d.h. die Zeit zwischen dem Durchgang des
Sternes durch den &stlichen Teil des ersten Vertikals und dem Durch-
gang durch den westlichen Teil).

Unter den rechtwinkligen Dreiecken, die mit der Ekliptik in Beziehung
stehen, ‘greifen wir dasjenige heraus, dessen Katheten die Deklination
und Rektaszension a der Sonne sind. Kennt man diese beiden Stiicke
(etwa aus dem Nautischen Jahrbuch), so kann man die Schiefe der Eklip-
tik & (also den der Kathete 6 gegeniiberliegenden Winkel) nach der Neper-
schen Regel berechnen:

otge = sina ctgd.
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In dem betrachteten Dreieck ist die Hypotenuse die Linge (4) der Sonne
in der Ekliptik. Die Nepersche Regel lehrt, daf}

cos) = cosacosd
ist. Die Beachtung der Veranderlichkeit der drei hierin vorkommenden
GroBen fiihrt wieder wie bei den in Nr. 21—23 aufgestellten Gleichungen

zu lehrreichen Ergebnissen, die aber hier nicht weiter verfolgt werden
sollen.

. Wird ein Stern beobachtet, der sich in keiner ausgezeichneten Lage be-

findet, so benutzt man das allgemeinc nautische Dreieck, dessen Ecken
der Stern, der sichtbare Himmelspol und das Zenit des Beobachtungs-
ortes (kurz: Pol, Zenit, Stern) sind. In diesem Dreieck sind die Seiten die
Komplemente der Polhshe, der Sternhéhe und der Deklination. Die Winkel

Zenit

Horizont

Tig. 86 Fig. 87

sind der Stundenwinkel 7 oder sein Supplement, das Azimut a (wegen der
Zshlung vgl. Nr. 6) und der — nur hochst selten benutzte — ,,parallak-
tische Winkel“ PGZ. Die Lageverhiltnisse sind in Fig. 86 dargestellt;
wer eine noch einfachere schematische Darstellung vorzieht, kann sich
eine Zeichnung nach dem Muster von Fig. 87 entwerfen.

Zur Berechnung benutzt man je nach der gestellten Aufgabe die Kosinus-
sitze oder den Sinussatz (§ 4, Nr. 6—8). Diese reichen fiir alle praktisch
vorkommenden Aufgaben aus, wofern man nicht auf Eleganz und Kiirze
der Rechnung oder auf besondere Genauigkeit Wert legt (fiir solche Fille
kommen die Formeln in § 4, Nr. 9—11 in Betracht).

Erwiahnt sei noch, daB die fiir das nautische Dreieck geltenden Gleichungen
die unter Nr.20 bis 23 aufgestellten Beziehungen als Sonderfille ent-
halten; z. B. geht das allgemeine nautische Dreieck fiir A = 0 iiber in das
Aufgangsdreieck, fiir ¢ = 90° in das Poldreieck am ersten Vertikal usw.
Ein Gegenstiick zu dem allgemeinen nautischen Dreieck, das einen Uber-
gang vom Horizontalsystem zum Aquatorialsystem erlaubt, bildet das
allgemeine Dreieck, das Beziehungen zwischen den dquatorialen Koordi-
naten (a und J) eines beliebigen Sternes und seinen ekliptischen Koordi-
naten (4 und B) erschlieBt (der Sonderfall der Sonne ist in Nr.24 be-
handelt worden). Die Ecken dieses allgemeinen Dreiecks sind ein Ge-
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stirn @, ein Himmelspol (etwa der Nordpol P) und einer der beiden
Ekliptikpole (etwa der sichtbare E). Die Stiicke dieses Dreiecks sind
(Fig. 79)
PE=¢, PG=90"—¢, EG=90°—8, IGPE=90°+a,
X PEG =90°—A.
Der Sinussatz liefert  cosfcosA = cosacosd,
der Seitenkosinussatz
sind = cosesinf + sinecosfsini;
man kann also a und é aus B und A berechnen, und umgekehrt.

ZeitmaBe und Zeitrechnung

Die Drehung der Erde um ihre Achse oder, was dasselbe sagt, die schein-
bare Drehung des Fixsternhimmels um die Weltachse vollzieht sich mit
solcher RegelmaBigkeit, dafl irgendwelche erheblichen Ungleichheiten der
Drehungsdauer nicht festgestellt werden konnten, seitdem sich die Mensch-
heit iiberhaupt mit der Zeitmessung befaBt. Ware die Sonne ein Fixstern,
80 hiitte man also in der Zcit zwischen zwei Meridiandurchgingen der
Sonne — oder eines anderen Sternes — eine leicht bestimmbare Zeit-
einheit, ja man brauchte nicht einmal die Meridianebene zu ermitteln, es
wiirde schon geniigen, von einem festen Punkte aus den Voriibergang
eines festen Sternes an einer Mauerkante o.dgl. zu beobachten. Alle
Schwierigkeiten der Zeitmessung und Zeitrechnung beruhen unun darauf,
daB die Sonne kein Fixstern ist, sondern im Laufe eines Jahres die Ekliptik,
und zwar mit wechselnder Geschwindigkeit, durchlauft.
Da die Beobachtung lehrt, daB die Sonne bei der tiglichen Umdrehung
der Himmelskugel stets hinter den Sternen zuriickbleibt (Nr. 15), so ist
ein Sonnentag (d. h. die Zeit von einer Sonnenkulmination bis zu der
darauffolgenden) linger als ein Sterntag, die Stunden einer nach
Sternzeit gehenden Uhr sind also kiirzer als die von einer Sonnenuhr an-
gegebenen. Im Laufe eines Jahres ist die Sonne gegeniiber den Umdrehun-
gen des Fixsternhimmels um einen ganzen Tag zuriick (siche wieder
Nr. 15), es sind also

365 Sonnentage ~ 366 Sterntagen,
ein Sonnentag ist also rund 4 Minuten (genauer 3@ 56%) linger als ein
Sterntag. Wenn man z.B.am 1. Dezember irgendein Sternbild um 20 Uhr
in bestimmter Lage zum Horizont beobachtet, so sieht man am 16. De-
zember dasselbe Sternbild in derselben Lage schon um 19 Uhr.
Denkt man sich am dunklen Himmelsgewilbe den Pol mit irgendeinem
Fixstern (etwa im GrofSlen Biren) durch einen leuchtenden Bogen ver-
bunden, so kénnte man diesen Bogen als den Stundenzeiger einer Uhr
(Sternenuhr) ansehen. Das Zifferblatt dieser Uhr miiBte freilich in 24
(statt wie iiblich in 12) gleiche Teile geteilt werden.
Wie man durch Abzihlung (am Kalender) leicht findet, dauert der Friih-
ling 92 Tage, der Sommer 94, der Herbst 89, der Winter 90 Tage; die
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Sonne durchlauft also dic vier durch den Aquator und die Sonnenwende-
punkte begrenzten Viertel der Ekliptik in ungleichen Zeiten, sie ver-
weilt auf der nordlichen Hilfte der Ekliptik eine Woche langer als
auf der siidlichen. Das liegt, wie wir heute anzunehmen berechtigt sind,
daran, daB sich die Erde bei ihrem Laufe um die Sonne nicht in einer
kreisformigen, sondern in einer elliptischen Bahn bewegt und daB sie —
nach dem 2. Keplerschen Gesetze — in der Sonnennihe (wenn auf der
nérdlichen Halbkugel Winter ist) schneller lauft als in der Sonnenferne.
Schon diese ungleichférmige Bewegung der Sonne innerhalb der Ekliptik
hat eine Ungleichheit der wahren Sonnentage zur Folge; in er-
hohtem MaBe aber ist diese Ungleichheit eine Folge davon, daB die Ekliptik
gegen den Aquator geneigt ist. Dachte man sich namlich durch Halb-
mendm.ne, die von Pol zu Pol gehen, die Punkte der Ekliptik auf den
Aquator projiziert, so erhielte man selbst dann, wenn die tiglichen Kul-
mmatxonspunkte der Sonne auf der Ekliptik gleichméBig verteilt wiren,
in der Nahe der Punkte, die einer Rektaszension von 90° und 270° ent-
sprechen, erheblich groBere Aquatorabschnitte als in der Niahe des Friih-
lings- und Herbstpunktes.

Um den Schwierigkeiten, die mit dieser peinlich fiihlbaren Ungleichheit
der wahren Sonnentage verbunden sind, zu entgehen, hat man den Be-
griff mittlere Sonnenzeit geschaffen?). Auf den Sternwarten sind auBer
den Hauptuhren, die Sternzeit anzeigen, noch andere vortrefflich gebaute
Pendelubren aufgestellt, die folgendermaBen geregelt werden konnen:
Wenn sie am 15. April bei Kulmination des Sonnenmittelpunktes 12 Uhr
zeigten, so stehen die Zeiger im nichsten Jahre am 15. April (also nach-
dem der Stundenzeiger 2 - 365 Umlidufe gemacht hat) bei Kulmination
der Sonne wieder auf 12 Uhr. Eine solche Uhr zeigt mittlere Sonnen-
zeit an. 365 der so definierten mittleren Sonnentage sind, wie man durch
Beobachtung der Kulminationen eines beliebigen Fixsternes feststellen
kann, gleich 3654 23b 59m 5¢ Sternzeit, also ein mittlerer Sonnentag
= 1,002738¢ (oder 24b 3™ 56,6°) Sternzeit?). Hieraus ergibt sich

ein Sterntag = 23 56™ 4,1° mittlerer Zeit.

29. Um die mit der Einfiihrnog einer mittleren Sonnenzeit verbundenen Vor-
stellungen zu erleichtern, denkt man sich eine sog. mittlere Sonne, die
ibre scheinbare Bahn am Himmel wihrend eines Jahres mit einer hin-
sichtlich der Rektaszension véllig gleichférmigen Geschwindigkeit
durchlduft (am einfachsten denkt man sie sich also im Aquator lau-
fend); der Stundenwinkel dieser erdichteten Sonne ist dann die mitt-
lere Sonnenzeit des Ortes oder kurz mittlere Zeit, und der Augen-
blick, in dem diese Sonne durch den oberen Meridian geht, heiBt
mittlerer Mittag.

1) Die mittlere Sonnenzeit wurde 1780 im Kanton Genf, der Heimat der
Uhrenfabrikation, auf Anregung des Astronomen Mallet eingefiihrt; es dauerte
noch 30 Jahre, bis man sich in Berlin der Neuerung anschloB, und weitere 6 Jahre,
bis man sie in Paris einfiihrte.

2) Vgl. Nr. 31
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Der Unterschied ,,mittlere Zeit minus wahre Z«;it“ heiBt Zeitgleichung.
“(Besser spriche man von Zeitausgleichung oder Korrektion, aber der
Name Zeitgleichung hat sich nun einmal allgemein eingebiirgert.)

Fir die gedichtnismaBige Aneignung merke man: ,,Minuend ist mittlere
Zeit*, im ibrigen alphabetische Folge der Anfangsbuchstaben: Mittlere
Zeit, Wahre Zeit, Zeitgleichung.

Welchen Zeitpunkt man als Ausgang fiir die Bewegung der mittleren Sonne
wihlt, ist an sich gleichgiiltig, doch wird man den Tag nicht in eine Jahres-
zeit legen, in der die wahre Sonne ungewéhnlich schnell oder langsam fort-
schreitet. Als ein geeigneter Tag fiir den Beginn des Umlaufs der mittleren
Sonne hat sich der 15. April erwiesen, weil bei Zugrundelegung dieses
Tages die positiven und negativen Werte der Zeitgleichung maglichst
gering ausfallen. Wie die Zeitgleichung im Verlaufe eines Jahres schwankt,
ist aus der graphischen Darstellung in Fig. 88 ersichtlich; wir wollen

+28]

10 4

=

JJan.1.Fon 1.Mirz 1 Aprl Mai Lhun Ly 1 Aug 1 Septd Ot LNow 1.Dez.1Jam. ~

Fig. 88

hier nur die wichtigsten Angaben machen: Das Hauptmaximum trat fiir
das Jahr 1945!) am 11. Februar ein, nimlich +14®, das Hauptmini-
mum am 3. November, nimlich —16™ 22%; ein Nebenmaximum (+6™ 21#)
zeigt sich am 27. Juli, ein Nebenminimum (— 3™ 46°) am 15. Mai. Fiir die
Zwischenwerte kann man die Angaben des Nautischen Jahrbuchs oder
eines guten Kalenders nicht entbehren.

30. Durch die Annahme einer mittleren Sonne ist zwar die Tageslinge fest-
gesetzt, es ist aber noch keine Bestimmung dariiber getroffen, wann der
Tag an irgendeinem Orte zu beginnen hat. Wollte man die Begriffe 12 Uhr
und mittlerer Mittag als gleichbedeutend ansehen, so miiBte jeder Meridian
der Erde eine besondere Zeit haben. Das ist tatsichlich bis zu Anfang
der neunziger Jahre des vorigen Jahrhunderts so gewesen. Erst am 1. April
1893 wurde die mitteleuropéiische Zeit eingefithrt, d. h. es wurde in
Deutschland und einigen angrenzenden Léndern (nach der heutigen
Staatsbezeichnung : Norwegen, Schweden, Dianemark, Luxemburg, Schweiz,

1) Nach dem Nautischen Jahrbuch; wegen der Schaltjahre (s. Nr. 31) ist der
Betrag der Zeitgleichung in den verschiedenen Jahren mcht immer am gleichen
Datum genau der gleiche.
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Ttalien, Tschechoslowakei, Osterreich, Ungarn und Jugoslawien) die
mittlere Zeit des 15. Meridians 6. Gr. (der durch Gérlitz geht) der
Zeitmessung zugrunde gelegt. Da 15° Lingenunterschied einer Stunde
Zeitunterschied entsprechen, gehen alle Uhren, die nach mittel-
europiischer Zeit gestellt sind, eine Stunde vor im Vergleich zur mitt-
leren Ortszeit in Greenwich?).

Will man aus der mittleren Ortszeit die mitteleuropéaische Zeit ermitteln,
8o hat man, wenn A die ostliche Gr. Lange des Ortes in GradmaB ist, zur
mittleren Ortszeit 4 - (15 — 1) Minuten zu addieren; dieser Betrag wird
auch Lingenzeit des Ortes genannt. Es gilt also (in leichtverstandlicher
Abkiirzung) die Beziehung

WZ + ZGl 4+ LZ = MEZ.

Wir haben oben wiederholt den Ausdruck Jahr gebraucht fiir die Zeit,
wihrend der die Sonne einen Umlauf in der Ekliptik vollendet; wir miissen
jetzt diesen Ausdruck noch schérfer fassen. Wir definieren zunichst das
siderische Jahr als den Zeitabschnitt, den die Sonne braucht, um von
einem Stern, bei dem sie gerade steht, bis wieder zu diesem Stern zu
gelangen; es ist gleich

365,25637 Tagen oder 3659 6" 9™ 11* mittlerer Zeit.

Etwas kiirzer ist das tropische Jahr; man versteht darunter den Zeit-
raum, den die Sonneé braucht, um vom Friihlingspunkt bis wieder zum
Friihlingspunkte zu gelangen. Wegen der Prizession der Tagundnacht-
gleichen (siehe Nr. 18) ist das tropische Jahr um so viel kiirzer als das
siderische, wie die mittlere Sonne braucht, um 50,2 Bogensekunden der
Ekliptik zu durchmessen, d. h. 20™ 34® mittlerer Zeit. Das tropische Jahr
umfaBt mithin

365,2422 Tage oder 3651 5 48™ 37° mittlerer Zeit.

Ein biirgerliches Gemeinjahr wird zu 365 Tagen gerechnet und ist damit
um rund % Tag zu kurz; daher wird jedem 4. Jahr ein Tag (29. Februar)
eingeschaltet (Schaltjahr). Doch auch dies geniigt noch nicht, denn
100 Jahre bekdmen bei diesem Schaltverfahren 36525 Tage, wihrend es
nur 36524 Tage sein diirften. Um hierfiir einen Ausgleich zu schaffen,
wird alle 100 Jahre, wenn die Jahreszahl ein Vielfaches von 100 ist, der
Schalttag ausgelassen, so daB auf ein Jahrhundert 36524 Tage kommen.
Auf diese Weise wiirde man aber in 400 Jahren 4 -0,22 Tg., also fast
einen ganzen Tag zuwenig haben, daher wird der Schalttag, wenn die

Jahreszahl durch 400 teilbar ist, wieder eingefiigt.

1) AuBer der mitteleuropdischen Zeit gibt es noch folgende Normalzeiten:

Greenwicher Zeit, osteuropaische (30° 6. L.), japanis¢he (135° 6. L.), ostaustra-
lische (150° 6. L.), ostbrasilianische (456° w. L.), atlantische (60° w. L.) und pazi-
fische Zeit (120° w. L.)
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§ 6. Synthetische Geometrie der Kegelschnitte

Ebene Schnitte eines geraden Kreiskegels

1. In Fig. 89 bis 91 ist ein Drehkegel gezeichnet, der von einer Ebene E ge-
geschnitten wird, und zwar sind drei Fille unterschieden, je nachdem die
durch den Kegelscheitelpunkt M parallel zu E gelegte Ebene keine, zwei
oder eine Erzeugende mit dem Kegel gemein hat. Man legt in den Kegel
zwei Kugeln, die den Kegel in
den Kreisen £, und k, und die
Ebene E in den Punkten F,
und Fy beriihren?). Die Ebene
des zu E senkrechten Achsen.
schnittes wird als Zeichenebene
gewshlt; sie schneidet die
Schnittkurve (in Fig. 89 und 90)
in den auf der Geraden F F,
gelegenen Punkten §,, 8, und
die durch M zu E parallel ge-
legte Ebene in einer Geraden,
welche die Ebenen der Kreise k,
und %, in D, und D, schneidet.
Ist C ein Punkt der Schnitt-
kurve und sind 4,, 4, die
Punkte, in denen die Mantel-
linie M C die Kreise k, und k,
schneidet, so ist C4, = CF,
(als Tangenten von C aus an
die erste Kugel), ebenso C4,
= CF,,alsoim Falle der Fig.89
CF,+ CF,=0CA4,+C4,

=4,4, =8,8,
und .im Falle der Fig. 90
CF, —CF,=CA, —CA4,
=A4,4,=38,8,.
Die Strecke 4,4, oder 8,8, ist aber konstant (sie wird meist mit 2a be-
zeichnet), man hat also gezeigt: die Abstinde des beweglichen Punktes C
von den festen Punkten F, und F, haben im Falle der Fig. 89 eine kon-
stante Summe, im Fall der Fig. 90 eine konstante Differenz. Die Schnitt-
kurve in Fig. 89 bezeichnet man als eine Ellipse, die in Fig. 90 als eine
Hyperbel. Man erklirt nimlich:
Erkidrung. Die Ellipse ist der geometrische Ort der Punkte, deren
Abstinde von zwei festen Punkten eine konstante Summe

Fig. 89'

1) Um die Figuren nicht zu sehr zu belasten, sind die Buchstaben k, und k,
foxl'tgelassen; ferner sind die scheinbaren Umrisse der Hilfskugeln nicht mitge-
zeichnet, sondern nur die Schnittkreise der Hilfskugeln mit der Zeichenebene,
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haben. Die Hyperbel ist der geometrische Ort der Punkte,

deren Abstinde von zwei festen Punkten eine konstante

Differenz haben,
Die beiden Hilfskugeln heiBen nach ihrem Entdecker Dandelinsche
Kugeln. Im Falle der Fig. 91 liegt die zweite Dandelinsche Kugel im
Unendlichen, ebenso auch
die Punkte A4,, F,, D,,
S, daher ist in Fig. 91
bei allen Buchstaben, die
in Fig. 89 und 90 den
Index 1 haben, dieser In-
dex weggelassen. Die Ge-
rade MD, ist jetzt zu
einer Mantellinie gewor-
den, die den Kreis k in D

Fig. 91
schneidet. Die Ebene des Kreises k schneidet die Ebene E in einer
Geraden I, die auf SF senkrecht steht; zieht man noch CB | I, so
muB die Gerade BD in der durch die Parallelen BC und M D be-
stimmten Ebene liegen, also M C in A schneiden, und es folgt aus dem
Strahlensatz CA = C B (weil M A = MD) also (weil CA = CF) auch
CF = CB. Es ist also gezeigt: Der Punkt C ist von dem festen
Punkt F ebenso weit entfernt wie von der festen Geraden I. Die Schnitt-
kurve bezeichnet man als eine Parabel. Man erklirt niamlich:

Erklirung. Die Parabel ist der geometrische Ort der Punkte, die

von einem festen Punkt und einer festen Geraden gleich
weit entfernt sind.
20 [2019]
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2. Wegen ihrer Erzeugungsweise werden die drei Kurven Ellipse, Parabel

und Hyperbel mit dem gemeinsamen Namen Kegelschnitte bezeichnet.
— DaB man fiir sie auch eine gemeinsame planimetrische Definition auf-
stellen kann,-erkennt man in folgender Weise:
Schreidet man in Fig. 89 und 90 die Ebenen der Kreise ¥, und k, mit
der Ebene E in den Geraden !, und [, und zieht man noch CB, 1 I, und
CB, 1 1, so folgt aus dem Strahlensatz CA,:CB, = MA,: MD, =¢,
also auch CF,:CB, =¢, wo ¢ eine konstante Zahl ist (weil M A, als
Tangente von M aus an die erste Dandelinsche Kugel fiir jede Lage des
Punktes C dieselbe Linge hat). Ebenso ist C4,: CB, = MA,: MD, = ¢
und daher auch CF,: C B, = ¢. Bei dem Ellipsenschnitt liegen D, und D,
auBerhalb von k, und k,, beim Hyperbelschnitt innerhalb; deshalb ist
im ersten Falle ¢ <1, im zweiten ¢ > 1. Man kann also sagen:

Erklirung. Ein Kegelschnitt ist der geometrische Ort der Punkte,
deren Abstinde von einem festen Punkte und einer festen
Geraden ein konstantes Verhdltnis haben,und zwar ist der
Kegelschnitt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, jenach-

dem dieses Verhaltnis él ist.

Wir fithren nach einige spiiter oft gebrauchte Bezeichnungen und Ab-
kiirzungen ein: Die festen Punkte F, und F, heiBen Brennpunkte, ihre
halbe Entfernung heit lineare Exzentrizitét und wird mit e be-
zeichnet. Die festen Geraden I, und I, heiBen Leitlinien, das konstante
Verhiltnis ¢ heilt numerische Exzentrizitit.

Ellipse
3. Wir wollen jetzt Eigenschaften jedes der drei Kegelschnitte auf Grund der

in Nr. 1 gegebenen Definitionen herleiten und uns zunichst mit der Ellipse
beschéftigen.

Um die Ellipse punktweise zu kon-
struieren, zerlegt man die konstante
Strecke 2a in zwei Stiicke 7,, r, und
zeichnet iiber F}F, ein Dreieck F,F,C
(Fig. 92) mit den Seiten 2e, 7, und
ry; aus der Definition folgt dann,
daBl C ein Punkt der Ellipse ist. Das Tig. 92

Dreieck kann vier verschiedene Lagen

haben, die in bezug auf die Grundlinie F; F, und deren Mittellot paarweise
symmetrisch sind; also ist die ganze Ellipse symmetrisch in bezug auf

Befestigt man einen Faden von der

unverénderlichen Lénge 2a in den !
beiden festen Punkten F,, F; und fiihrt B

einen Stift so, daB er den Faden stets M
straff gespannt hilt, so beschreibt der

Stift (nach der Definition in Nr. 1) eine

Ellipse (Fadenkonstruktion). (&
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die Verbindungslinie der festen Punkte F,, F, und deren Mittellot. Daraus
folgt, daB die Ellipse auch symmetrisch in bezug auf den Schnittpunkt O
dieser beiden Geraden ist oder m.a.W., da8 jede durch O gehende Sehne
in O halbiert wird, daB also fiir O die Bezeichnung Mittelpunkt der
Ellipse und fiir jede durch O gehende Sehne die Bezeichnung Durch-
messer gerechtfertigt ist. Trigt man von O aus auf der Geraden F,Fy
die Strecke @ bis S, und 8, ab, zeichnet man ferner um F, und F, Kreise
mit a, die sich in N, und N, schneiden, so sind nach der Definition S,, S,
und N,, N, Punkte der Ellipse, und zwar ausgezeichnete Punkte, die
Scheitel. 8; und §, heiien Hauptscheitel, N, und N, Nebenscheitel.
Die Strecke 8,8, heilt Hauptachse, die Strecke N, N, Nebenachse.
Hiernach kann man die Aussagen iiber Symmetrieverhéltnisse zusammen-
fassen in den Satz:

Satz. Die Ellipse ist symmetrisch in bezug auf Hauptachse, Neben-
achse und Mittelpunkt.
Der Kreis, der die Hauptachse zum Durchmesser hat, heit Haupt-
scheitelkreis, der Kreis, der die Nebenachse zum Durchmesser hat,
heiBt Nebenscheitelkreis. Setzt man noch N,N, = 2b, so folgt ans
dem Dreieck F,ON, die Beziehung e? = a? — b2
4. Schneidet CO die Ellipse zum zweiten Male in C’ (in Fig. 92 nicht ge-

zeichnet), so ist CC’'<< OF, + F,C’ (weil jede Dreiecksseite kleiner ist
als die Summe der beiden anderen), da aber CF, = C'F,, so ist

CC'< CF, + CF,,
d.h. C0'< 2a, d.h.:

Satz. Die Hauptachse ist der gréBte von allen Ellipsendurch-
messern; die Ellipse liegt ganz innerhalb des Haupt-
scheitelkreises.

Ahnlich beweist man:

Satz. Die Nebenachse ist der kleinste unter allen Ellipsendurch-
messern; die Ellipse liegt ganz auBerhalb des Neben-
scheitelkreises.

6. Verlingert man F,C um F,C bis F’ (Fig. 92), so folgt aus der Definition
der Ellipse: F,C + CF, =F'C + CF, = F'F, = 2a. Bewegt sich also
der Punkt C auf der Ellipse, so bewegt sich F’ auf einem Kreise um F,
mit 2a. Dieser Kreis heiBt ,,der zu F, gehorige Leitkreis der Ellipse. Sind
F,, F, und 2a gegeben, so kann man jetzt einen Punkt C der Ellipse auf
eine neue Art konstruieren: Man zeichnet um F, den Kreis mit 2a und zieht
einen beliebigen Radius F,F'; die Mittelsenkrechte von F,F"schneidet F,F"
in einem Punkte C der Ellipse. Wiire P irgendein anderer Punkt der Mittel-
senkrechten, so wire PF,+PF,= PF'+ PF,>F'F,,also > 2a, Cist also
der einzige Punkt der Mittelsenkrechten, fiir den CF, + CF, = 2a ist, oder
vonallen Punktender Mittelsenkrechten liegt nur Cauf der Ellipse, m.a.W.:
Die Mittelsenkrechte ist Tangente an die Ellipse (daher in Fig. 92 mit ¢
bezeichnet). Aus den Symmetrieeigenschaften der Mittelsenkrechten folgt

20°
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sogleich, daB die Tangente den Nebenwinkel von F,CF, halbiert oder
mit den Strahlen CF, und CF, gleiche Winkel bildet; also werden Licht-
strahlen, die von F, ausgehen, an der Ellipse in C so zuriickgeworfen,
daB sie nach F, gelangen, und umgekehrt. Daher riihrt der Name Brenn-
punkt fir F, und F, und Brennstrahlen fir CF, und CF,.

6. Die in Nr.5 bewiesene Tatsache, daB die Mittelsenkrechte auf F F’
Tangente an die Ellipse ist, 148t sich auch so aussprechen:

Satz. Der geometrische Ort der symmetrischen Gegenpunkte eines
Brennpunktes in bezug auf alle Tangenten ist der zum
anderen Brennpunkt gehorige Leitkreis.

Beschreibt man um C mit dem Radius CF, einen Kreis, so beriihirt dieser
den Leitkreis um Fy in F'; da F, und der Leitkreis um F, fest, der Punkt C
aber beweglich ist, so kann man sagen:

Satz. Die Ellipse ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte
aller Kreise, die einen festen Kreis (um F,) beriihren und
durch einen festen Punkt (F,) innerhalb dieses festen Kreises
hindurchgehen.

DaB im Ellipsenfalle F, innerhalb des Leitkreises um Fj liegen mu8, folgt
daraus, dal F Fy = 2¢ < 2a ist.

Hyperbel

7. Die Hyperbel 1aBt sich auf Grund ihrer Definition genau so, wie dies in
Nr. 3 fiir die Ellipse gezeigt worden ist, punktweise konstruieren (Fig. 93).
Die Symmetrieeigenschaften der Kurve in bezug auf die beiden Achsen
und den Mittelpunkt gelten
wie bei der Ellipse. Bei der
Hyperbel ist aber a <e, weil
die Differenz zweier Drei-
ecksseiten kleiner ist als die
dritte (2a <2e). Daraus folgt
noch:

Satz. Die Hauptachse ist der
kleinste unter allen
Hyperbeldurchmes-
sern; die Hyperbel
liegt ganzauBerhalb
des (Haupt-) Schei-
telkréises. Neben-
scheitel sind nicht
vorhanden. Fig. 93

Jeder Brennpunktliegt auBerhalb des Leitkreisesum denandern Brennpunkt.

Die Tangente halbiert den inneren Winkel der beiden Brennstrahlen, d. h.
Strahlen, die von dem einen Brennpunkt ausgehen, werden an der Hyperbel
so zuriickgeworfen, als kimen sie vom andern Brennpunkt.

|
O
-3
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8atz. Die Hyperbel ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte

aller Kreise, die einen festen Kreis (um F,) beriihren und
durcheinen festen Punkt (F,) auerhalh dieses festen Kreises
hindurchgehen.

Allgemein gilt wie bei der Ellipse fiir die Konstruktion eines beliebigen
Hyperbelpunktes: Ist F' ein beliebiger Punkt des Leitkreises um Fy, so
schneidet die Mittelsenkrechte von F, F’ den Strahl F,F” in einem Punkte C
der Hyperbel, und die Mittelsenkrechte von F,F" ist Tangente in C.

Hélt man in Fig. 93 die Punkte F, und Fy, den Leitkreis um F, und den
Scheitelkreis fest, it aber 7’ auf dem Leitkreise wandern, bis F . F' zur
Tangente wird, so erhilt man die in Fig. 94 dargestellten Lageverhilt-
nisse; F, F" ist zur Tangente F, T geworden. Aus F,0: F,F, = 1: 2 folgt,
daB F, T'auch den Scheitel- ’
kreis beriibrt; der Beriih-
rungspunkt heifie U, Da
F,T|OU und F,U:UT
=F 0:0F,=1:1ist, so
ist OU Mittelsenkrechte
von F, T. Im vorliegenden
Falle schneidet also F,T'
die Mittelsenkrechte von
F,T in einem unendlich
fernen Punkte der Hyper-
bel, und OU ist Tangente
in diesem unendlich fernen
Punkt.

Erklirung. Tangenten, die eine

Kurve im Unendlichen
berithren, heilen Asym-
ptoten.

Da sich von F, aus zwei Tangenten an den Leitkreis um F, legen lassen,
80 hat die Hyperbel zwei Asymptoten,

Fig. 94

Die Hyperbel besteht aus zwei getrennten Asten; der eine wendet dem
Brennpunkt F,, der andere dem Brennpunkt F; seine hohle Seite zu.
Fiir die Punkte des ersten Astes ist CFy; — CF, = 2a, fiir die Punkte
des anderen CF, — CF, = 2a. Fiir einen Punkt P, der nicht auf der
Hyperbel liegt, ist

| PP, — PFy| S 2a,
je nachdem P auBerbalb oder innerhalb der Hyperbel liegt, oder m. a. W.

je nachdem der dem Punkte P zundchst gelegene Hyperbelast ihm die
gewélbte oder hohle Seite zukehrt.

. Die Scheiteltangente in S, schneide die Asymptoten in V und W (Fig. 94);

dann sind die rechtwinkligen Dreiecke 08,V und OUF, kongruent (weil
08, =0U =a ist), also ist OV = OF, = e. Setat man VW = 2b, so hat
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man die Beziehung e? = a® 4 b2, die der in Nr. 3 fiir die Ellipse bewiesenen
entspricht. Man kann also, obgleich die Hyperbel die Nebenachse nicht
schneidet, doch von einer ,Linge der Nebenachse sprechen; man
versteht darunter das von den Asymptoten begrenzte Stiick der Scheitel-
tangenten.

Parabel

Die Parabel ist am Schlusse von Nr.1 definiert worden; der dabei er-
wihnte feste Punkt F heit Brennpunkt, die feste Gerade ! Leitlinie,
das von F auf I gefillte Lot FL heiBt Achse (Fig. 95). Wenn man zu !
auf der dem Punkte F zugewandten

Seite in beliebigem Abstandé ¢ (> }F L)

die Parallele zieht und um F den
Kreis mit dem Radius ¢ zeichnet, so ,
schneidet der Kreis die Parallele in zwei F
Punkten der Parabel. Diese beiden
Punkte liegen symmetrisch zur Achse,
also ist die ganze Parabel symme-
trisch zur Achse. Der Mittelpunkt 8
von FL ist Scheitel der Parabel. Zieht < I F
man durch irgendeinen Punkt F’ der
Leitlinie zur Achse die Parallele, so
schneidet diese die Mittelsenkrechte von !
FF' in einem Punkte C der Parabel. Ist P

ein anderer (in Fig. 95 nicht gezeichneter)
Punkt der Mittelsenkrechten und P@Q das

von P auf I gefillte Lot, so ist zwar auch

PF = PF', da aber (im rechtwinkligen Fig. 95

Dreieck PQF‘') PF'> PQ ist, so ist

auch PF > PQ, d. h. P liegt auBerhalb der Parabel. Es gibt also auBier C
keinen anderen Punkt P der Mittelsenkrechten, der gleichzeitig ein
Parabelpunkt wire; die Mittelsenkrechte ist also Tangente der Parabel
und C der Beriihrungspunkt.

Aus den Symmetrieeigenschaften der Mittelsenkrechten folgt, daB die
Tangente mit dem Brennstrahl FC und dem Lote CF” gleiche Winkel bildet.
Daher werden Lichtstrahlen, die von F ausgehen, an der Parabel so zuriick-
geworfen, daB sie parallel der Achse laufen; umgekehrt werden Licht-
strahlen, die parallel der Achse auffallen, an der Parabel so gespiegelt,
daB sie sich in F sammeln (daher der Name Brennpunkt).

&,

Die soeben benutzte Symmetriecigenschaft des Mittellotes 1a8t sich auch
aussprechen in der Form:

Satz. Der geometrische Ort der symmetrischen Gegenpunkte des

Brennpunktes in bezug auf alle Tangenten ist die Leit-
linie.
Durchléduft ' diesen Ort ganz, so dreht sich FF' um F und nimmt jede
Richtung einmal, ‘aber nur einmal an, daher nimmt auch das Mittellot
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von FF' jede Richtung einmal und nur einmal an, es gibt also bei der
Parabel keine zwei Tangenten, die einander parallel sind.

Beschreibt man um C mit CF einen Kreis, so beriihrt dieser die Leitlinie.
Man kann also sagen:

Satz. Die Parabel ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte

der Kreise, die durch einen festen Punkt hindurchgehen
und eine feste Gerade beriihren.

12. Aus der Definition der Parabel folgt noch, daBl die durch F’ zur Achse

gezogene Parallele die Parabel auBer in C noch in einem unendlich fernen
Punkte schneiden muB. In der Tat, je weiter man auf F'C einen Punkt
(er heiBle fiir einen Augenblick C’) fortschreiten 1iBt, um so mehr nihert
sich das Verhiltnis C'F: C'F' dem Werte 1; es erreicht diesen Wert,
wenn O’ in den unendlich fernen Punkt der Parabelachse eingeriickt ist.
Dieser unendlich ferne Punkt der Parabel kann gleichzeitig als zweiter
Scheitel, als zweiter Brennpunkt und auch als Mittelpunkt der Kurve
angesehen werden. Deshalb bezeichnet man die Parallelen zur Achse auch
als Durchmesser der Parabel.

Gemeinsame Eigenschaften der drei Kegelschnitte

13. Die in Nr. 6, 7 und 11 hergeleiteten Eigenschaften der Ellipse, Hyperbel

und Parabel lassen sich zusammenfassen, wenn man die Leitlinie der
Parabel als Leitkreis mit unendlich groBem Radius ansieht. Man kann
dann sagen:

Satz. Der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte der Kreise, die

14.

durch einen festen Punkt gehen und einen festen Kreis

beriihren, ist ein Kegelschnitt,
und zwar eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem der feste Punkt inner-
halb oder auBerhalb des festen Kreises liegt, eine Parabel, wenn der feste
Kreis in eine Gerade entartet ist (so daB man nicht entscheiden kann,
ob der feste Punkt innerhalb oder auBerhalb des festen Kreises liegt).
Der feste Kreis ist Leitkreis des Kegelschnitts, der feste Punkt und der
Mittelpunkt des festen Kreises sind Brennpunkte des Kegelschnitts.
Wir betrachten jetzt die Uberginge von einer Kegelschnittart zur anderen.
Wie frither sei F, der feste Punkt und F, der Mittelpunkt des festen
Kreises; ferner sei L einer der Punkte, in denen der Kreis um F, die Ge-
rade F | F, schneidet. Hilt man nicht mehr F, und den Kreis um F,,
sondern nur F, und L fest, wihrend F, die Gerade F, L durchlauft, so
erhilt man eine Ellipse, wenn F, und F, auf derselben Seite von L liegen,
eine Hyperbel, wenn F, und F, auf verschiedenen Seiten von L liegen,
eine Parabel, wenn F, ins Unendliche fallt. ,,In dieser Weise ist also die
Parabel als Verbindungsglied zwischen Ellipse und Hyperbel und als
spezieller Fall beider Arten von Kegelschnitten dargestellt (J. Steiner).

Ein Kegelschnitt sei durch die beiden Brennpunkte F, und F, und den
zu einem von ihnen gehérigen Leitkreis (z. B. durch den Leitkreis um F,)
bestimmt, ferner sei eine Gerade g in der Ebene des Kegelschnitts gegeben.
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15.

Wir wollen zeigen, wie man die Schnittpunkte der Geraden und des
Kegelschnitts ermittelt (Fig. 96). Nach Nr. 13 sind die auf g gesuchten
Punkte die Mittelpunkte von Kreisen, die den Leitkreis um F, berithren
und durch F, gehen. Ist F' der symmetrische Gegenpunkt von F, in
bezug auf g, so miissen die in Rede stehenden Kreise auch durch F* gehen.
Man legt durch F, und F' einen Hilfskreis, der den gegebenen Leitkreis
in X und Y schneidet. Der Schnittpunkt von XY und F, F* sei M. Von M
aus seien an den Leitkreis die Tangenten M 7', und M T, gezogen. Eine
zweimalige Anwendung des Sekantentangentensatzes lehrt, daB in T,
und T'; auch die Kreise um C, und O, durch F, (und F’) den Leitkreis
um F, beriithren miissen; also schneiden
dic Radien Fy T, und F, T, des Leitkreises

Fig. 96

die Gerade g in den gesuchten Punkten C, und C,. Liegt F, im Unendlichen,
handelt es sich also um eine Parabel, so vereinfacht sich die Betrachtung
dadurch, daB der Punkt M auf der Leitlinie liegt. — Die Aufgabe hat
zwei Losungen, wenn F, und F’ entweder beide innerhalb oder beide
auferhalb des Leitkreises liegen,

nur eine Losung (d. h. g beriihrt den Kegelschnitt), wenn F’ auf dem
Leitkreise liegt,

keine Loésung, wenn von den Punkten F, und F’ einer innerhalb, der
andere auBerhalb des Leitkreises liegt.

Da von M aus an den Leitkreis im allgemeinen zwei Tangenten moglich
sind, so hat die Aufgabe im allgemeinen zwei Losungen, d. h. eine Gerade
schneidet einen Kegelschnitt im allgemeinen in zwei Punkten, m.a. W.
die Kegelschnitte sind Kurven zweiter Ordnung.

Wir zeigen jetzt, wie man an den Kegelschnitt von einem Punkt P die
Tangenten findet. Schneidet der um P durch F, gelegte Kreis den
Leitkreis (oder bei der Parabel die Leitlinie) in F,’ und F," (Fig. 97—99),
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so sind die Mittellote von F, F,’und F, F,"” Tangenten an den Kegelschnitt,
und zwar sind die Schnittpunkte der Mittellote mit F,F,’ und F,F,” die
Beriihrungspunkte C, und C; der Tangenten. Es gibt zwei Tangenten,
eine oder keine, je nachdem der Kreis um P den Leitkreis (bei der Parabel
die Leitlinie) schneidet, beriihrt oder meidet, m.a. W. je nachdem der
Punkt P auBerhalb, auf dem Kegelschnitt oder innerhalb gelegen ist. Da
zwei Kreise im allgemeinen zwei Schnittpunkte haben, so hat die Auf-
gabe im allgemeinen zwei Lésungen, m,a. W. die Kegelschnitte sind
Kurven zweiter Klasse,

16. Sind wieder wie in Nr. 15 (Fig. 97—99) F,’ und F,” die symmetrischen
Gegenpunkte von F, in bezug auf die Tangenten ¢, und ¢,, ebenso F,’ und

F," die Gegenpunkte von F; in bezug auf ¢, und {,, so ist bei der Ellipse
und Hyperbel

F,F'=F,F,"(=2a), PF'= PF (= PF),
also A PF,F'= APFyF,", daher & PF,F,'= X PF,F ",
Bei der Parabel liegen F,’ und F,” auf der Leitlinie, und es ist
X PF,C, = PF/C, = PF,"C, = PF,C,.
Es gilt also fiir alle drei Kegelschnitte der

S8atz: Die von einem Brennpunkt nach den Beriihrungspunkten
zweier Tangenten gezogenen Strahlen bilden gleiche
Winkel mit dem Brennstrahl nach dem Schnittpunkt der
Tangenten.

Liegen bei der Hyperbel die Berithrungspunkte auf verschiedenen Asten,
so tritt an die Stelle des einen Brennstrahles seine Verlingerung.
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17. In Fig. 97 und 98 sind noch zwei andere Dreiecke einander kongruent;
weil nimlich bei der Ellipse und Hyperbel PF, = PF,”, PF, = PF,
und F,F\” = F F) (= 2a) ist, so ist A PF,"F, ~ A\ PF F,'. Das erste
dieser Dreiecke kommt aber mit dem zweiten zur Deckung, wenn man es
um den Winkel F'," PF, oder um den Winkel F, PF,’ dreht. Diese beiden
Winkel miissen also gleich sein, daher miissen auch ihre Hilften iiberein-
stimmen, d. h. es muf} sein

<X C,PF, = & C, PF,.

Bei der Parabel ist < F,'PF, =3}F/'PF"
oder F,PF/'—F,PF,=F PF"+ F PF,,
also F,PF’'—2F PF,=F PF".
Dividiert man hier gliedweise durch 2, so folgt

F,PC,—F,PF,=F PC,,
also auch C,PF, =F PC,.
Fiir alle drei Kurvenarten gilt also der

Satz: Die Brennstrahlen nach dem Schnittpunkt zweier Tangenten
bilden mit den Tangenten gleiche Winkel.

Aus diesem Satz und dem in Nr. 16 bewiesenen flie8t eine Fiille neuer Be-
ziehungen, auf die wir hier nicht eingehen konnen, die wir vielmehr den
Ubungen iiberlassen.

18. Bezeichnet man in Fig. 92 und 93 den Schnittpunkt der Strecke F,F’ und
ihres Mittellotes mit D, so ist, weil F, D: F F' =F,0:F F, =1:2 ist,
auch DO: F'F, =1:2, also DO = a, d. h. D liegt auf dem Scheitelkreis.
Bei der Parabel (Fig. 95) ist FD = DF’, aber auch F§ = SL, also
DS|F'L, d.h. D liegt auf der Scheiteltangente. Betrachtet man die
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Scheiteltangente der Parabel als entarteten (Haupt-) Scheitelkreis, so hat
man also fiir alle drei Kurven bewiesen:

Satz. Der FuBpunkt des von einem Brennpunkt auf eine Tangente
gefillten Lotes liegt auf dem Scheitelkreis.

LaBt man den FuBpunkt den ganzen Scheitelkreis durchlaufen, so erhalt
man der Reihe nach alle Tangenten der Kurve, und man kann die soeben
bewiesene Tatsache auch so aussprechen:

Satz. Bewegt sich der Scheitel eines rechten Winkels auf einem
festen Kreise, wihrend einer seiner Schenkel durch einen
festen Punkt geht, so umhiillt der andere Schenkel einen
Kegelschnitt.

Dieser Kegelschnitt ist eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem der feste
Punkt innerhalb oder auBlerhalb des festen Kreises liegt, eine Parabel,
wenn der Kreis zu einer Geraden entartet ist. — Der feste Punkt ist ein
Brennpunkt des Kegelschnitts, der feste Kreis Scheitelkreis.

In Fig. 100 bis 102 sind die drei Kurven auf Grund dieses Satzes als Er-
zeugnis ihrer Tangenten gezeichnet.

Die Kegelschnitte als Zentralprojektionen des Kreises
Umkel ung der D deli b Siitze

19. Wir werden jetzt beweisen, daB die in Nr. 1 aufgestellten Sétze umkehrbar

sind, daB man also jede Ellipse, Parabel und Hyperbel als ebenen Schnitt
eines geraden Kreiskegels darstellen kann.
Die Ebene E der vorgelegten Kurve (Ellipse, Parabel oder Hyperbel)
werde von einer Kugel derart beriihrt, da8 der Beriihrungspunkt mit einem
der Brennpunkte, etwa mit F, zusammenfillt. In der Ebene, die durch
den Kugelmittelpunkt O und die Hauptachse der Kurve bestimmt wird,
ziehe man von den Scheiteln S, und S, der Kurve die beiden noch még-
lichen Tangenten an die Kugel. Von dem Schnittpunkt M dieser beiden
Tangenten legt man an die Kugel einen Beriihrungskegel. Die Kurve, in
der die Ebene E von diesem Kegel geschnitten wird, ist nach Nr. 1 eine
Ellipse, Parabel oder Hyperbel. Diese aber hat mit der Ausgangskurve die
Scheitel und einen Brennpunkt gemeinsam, fillt also ganz mit ibr zu-
sammen.

20. Die soeben bewiesene Tatsache lautet in anderer Fassung:

Satz. Jede Ellipse, Parabel und Hyperbel kann als Zentralpro-
jektion eines Kreises angesehen werden.
Der Mittelpunkt der zentralen Projektion ist die Kegelspitze M; der
Kreis, in dem der von M ausstrahlende gerade Kegel die Kugel beriihrt,
projiziert sich in den vorgelegten Kegelschnitt; Punkte und Geraden der
Kreisebene projizieren sich in Punkte und Geraden der Kegelschnittebene,
Tangenten des Kreises in Tangenten des Kegelschnitts (weil fiir beide die
projizierende Ebene eine Tangentialebene des Kegels ist). Hieraus folgt:
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Satz. Jeder fiir den Kreis giilltige Lehrsatz, der nur von Lagebe-
ziehungen, nicht von MaBbeziehungen handelt, ist durch
Zentralprojektion ohne weiteres auch auf Kegelschnitte
ibertragbar.

Hilfssiitze &iber Dreieck 1 Pascalscher Sats
21, Unter einer Transversale eines Dreiecks versteht man eine Gerade, die
die Seiten des Dreiecks schneidet. Sofern die Transversale nicht durch eine
Ecke des Dreiecks geht, liegen von den drei Schnittpunkten entweder zwei
auf den Seiten selbst und eine auf der Verlingerung der dritten oder alle
drei auf den Verlingerungen der Seiten. Eine durch einen Eckpunkt des
Dreiecks gehende Gerade heit Ecktransversale.

Ist Pein Punkt der Seite BC, so heiBen die Strecken P Bund PC Seiten-
abschnitte, gleichgiiltig ob P zwischen B und C oder auf einer der Ver-
langerungen liegt.

Nicht aneinanderstoBende Seitenabschnitte heiBen solche, die keinen
Endpunkt gemeinsam haben.

22, Satz von Menelaus. Eine Transversale schneidet die Seiten eines
Dreiecksso,daBdie Produkte von jedreinicht aneinander-
stoBenden Seitenabschnitten gleich sind.

Bewels. Eine Transversale des Dreiecks A BC schneide CB in P, AC in Q,
ABin R; von A, B und C werden auf die Trans-
versale die Lote AA’, BB’ und CC' gefillt
(Fig. 103). Dann ist
44 RA BB _PB_ CC _QC
BB~ RB' <C©C' PC’ 44 Q4"
Durch Multiplikation der drei Gleichungen er-
hélt man

R4 PBQC_,
RB PC Q4
oder
RA-PB-QC=RB.PC.0QA. Fig. 103

28. Umkehrung des Satzes von Menelaus. Liegt entweder je ein Punkt auf
zwei Seiten eines Dreiecks und einer auf der Verlingerung der dritten,
oder liegen drei Punkte auf den Verlingerungen der drei Seiten eines
Dreiecks derart, daB die Produkte aus je drei nicht aneinanderstoBen-
((1}6:] Seitenabschnitten gleich sind, dann liegen die drei Punkte in einer

raden.

Beweis. Das Dreieck sei A BC, auf C B liege Punkt P, auf 4C Punkt Q, auf
A B Punkt R so, daB

(09) RA-PB QC=RB-PC QA
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ist. Die Gerade PQ mag A B nicht in R, sondern in R’ treffen, dann ist
nach dem Satz von Menelaus

(2) R'A-PB-QC=RB-PC QA,
Dividiert man (1) durch (2), dann erhalt man

RA _RB

R'A  R'B
oder kA _RA

RB  RB’

R und R’ miissen also zusammenfallen, da auch die einzige noch ver-
bleibénde Moglichkeit, da R die Strecke A4 B innerlich, R’ sie duBerlich
im gleichen Verhaltnis teilt, ausscheidet.

24. Satz von Ceva. Drei Ecktransversalen eines Dreiecks, die durch

einen Punkt gehen, schneiden die Seiten so, daB die Pro-
dukte von je drei nicht anein. A
anderstoBenden Seitenabschnitten
gleich sind.

Beweis. Die Ecktransversalen A P, BQ und CR

26.

mégen durch den Punkt O gehen (Fig. 104). €
Dann ist nach dem Satz von Menelaus (Schnitt
von A A BP mit der Transversale RC) > s

(1) AR.-BC-PO=BR-PC-A40, Fig. 104

und nach dem gleichen Satz (Schnitt von A A PC mit der Transversale BQ)

(2) CQ-A0-PB=AQ -OP-CB.

Das Produkt der Gleichungen (1) und (2) liefert die gesuchte Gleichung.
AR-BP.-CQ=BR.CP.AQ.

Umkehrung des Satzes von Ceva. Liegt je ein Punkt entweder auf den drei
Seiten eines Dreiecks oder auf einer Seite und den Verlingerungen der
beiden andern, und sind die Produkte aus je drei nicht aneinanderstofenden
Seitenabschnitten gleich, dann gehen die durch die drei Punkte bestimmten
Ecktransversalen durch einen Punkt,

Beweis. Im Dreieck 4 BC mége auf BC der Punkt P, auf AC der Punkt @,

auf 4 B der Punkt R so liegen, da8
1) RA-PB-QC=RB -PC-QA

ist. A P und BQ mégen sich in O schneiden, CO moge 4 B in R’ schneiden.
Dann ist nach dem Satz von Ceva

(2) R'A-PB-QC=R'B-PC-QA.
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Dividiert man (1) durch (2), dann erhélt man

RA RB

RATFRB
oder R—A=ﬂ

RB R'B*

R und R’ miissen also zusammenfallen, da auch die Méglichkeit, daB R die
Strecke 4 B innerlich, R’ sie duBerlich im gleichen Verhaltnis teilt, aus-
scheidet.

26. Satz von Pascal. Im Sehnensechseck liegen die drei Schnittpunkte

je zweier Gegenseiten auf einer Geraden.

Beweis. Es sei P der Schnittpunkt der Seiten 4 B und DE, Q der von BC

2

-3

und EF, R der von CD und F A, L der Schnittpunkt von F4 und BC,
M der von BC und ED, N der von ED und F A (Fig. 105). Auf Dreieck
LMN wird dreimal der Satz von Menelaus angewandt, und zwar wird
1. die Seite 4 B, 2. die Seite CD, 3. die Seite EF als Transversalo be-
trachtet. Dann erhilt man

BL-PM-AN=BM. -PN-AL, L
CL-DM-RN=CM. -DN-RL,
QL-EM-FN =QM-EN-FL.
Multipliziert man diese drei Gleichungen und
beriicksichtigt, daB nach
dem Sekantensatz
LB -LC=LA LF,
MD-ME=MC MB,
NF-NA=NE-ND
ist, so erhdlt man
PM-RN-QL
= PN -RL -QM;
nach der Umkehrung des
Satzes von Menelaus liegen
also P, @ und R auf einer » Q P
Geraden, Fig. 105

Hilfssiitze iiber das vollstindige Vierseit

. Erklirungen. Vier Gerade, von denen keine drei durch einen Punkt

gehen, bilden ein vollstandiges Vierseit. Die vier Geraden schneiden
sich in sechs Punkten, den Eckpunkten des vollstandigen Vierseits, die,
wenn keine zwei Geraden parallel sind, im Endlichen liegen. Von den
Eckpunkten liegen je drei in einer Geraden: Ecken, die nicht auf der
gleichen Seite liegen, heiBen Gegenecken. Geraden, die je einen Eck-
punkt mit seiner Gegenecke verbinden, heien Diagonalen. Ein voll-
sténdiges Vierseit hat drei Diagonalen (Fig. 106).
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28. Satz vom vollsifindigen Vierseit. Auf jeder Diagonale des vollstian-

digen Vierseits bilden die beiden Gegenecken und die
Schnitte mit den andern Diagonalen eine harmonische
Punktreihe.

Beweis. (Fig. 106.) Die Diagonale BE des Vierseits 4 BC D EF werde von der

29.

80.

Beweis. Pseider Pol einer Geraden p,

Diagonale AD in P, von der Diagonale CF in Q geschnitten. Wendet man
auf A ABE den Satz von Ceva an, so er-
hilt man

(1) AF-BP-EC=BF-EP-.-AC,

wendet man den Satz von Menelaus an,

so wird

(2) AF-BQ-EC=BF-EQ-AC.

Durch Division erhilt man aus (1) und (2)
BP:BQ=EP:EQ, 7B Pl \F

d.h. B, P, E, Q bilden eine harmonische Fig. 106

Punktreibe. Da ein durch diese Punkte ge-

legtes Strahlenbiischel mit dem Scheitel A harmonisch ist, ist auch die

Punktreihe F RCQ auf der Diagonale FC harmonisch. In gleicher Weise

zeigt das durch F, R, C und @ gelegte harmonische Strahlenbiischel mit

dem Scheitelpunkt B, daB auch die Punktreihe A RDP auf der Dia-

gonale AD harmonisch ist.

Pol und Polare beim Kreis

Erklirungen. Der Durchmesser eines Kreises werde durch zwei Punkte P
und P’ harmonisch geteilt; P und P’ heiflen dann konjugierte Pole des
Kreises.

In P’ werde auf der Geraden PP’ die Senkrechte p errichtet. Dann
heiBt p die Polare des Punktes P, und P heiBt der Pol der Geraden p
in bezug auf den gegebenen Kreis.

InsbesondereistderPoleinerTan- E
gente ihr Beriihrungspunkt, die
Polare eines Punktes des Kreis-
umfanges die in diesem Punkt P
an den Kreis gelegte Tangente. D

-

Satz. Pol und Polare eines
Kreises teilen jede
durch denPol gezogene 4 P’ B I3
Sehne harmonisch.

A B der durch P gehende Durch-
messer, CD eine beliebige durch
P gehende Sehne (Fig.107), AC Fig. 107
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und BD mogen sich in E schneiden; das Lot von £ auf AB
schneidet CD in @, A B in P’. Die Gerade A D ist nach dem Satz von
Thales senkrecht auf E B, und ebenso ist C B senkrecht auf £ A. Es sind
danach E P', AD und BC Héhen des Dreiecks A E B; sie schneiden sich
also in einem Punkte F. A BCDEF ist ein vollstindiges Vierseit mit den
Diagonalen A B, CD und EF. Nach dem Satz vom vollstindigen Vierseit
ist erstlich 4 P’BP eine harmonische Punktreihe, EF also mit der
Polaren p des Punktes P identisch, und weiter ist CQ D P eine harmo-
nische Punktreihe. Damit ist der Satz bewiesen.

Folgerung 1. Die Polare ist der geometrische Ort der vierten dem Pol zu-

Folgerung 2. Durch Grenziibergang

31,

Beweis. Es sei g, die gegebene Gerade

82.

geordneten harmonischen Punkte auf den durch den Pol gehenden Sehnen.
\Q
von der Sekante zur Tangente N
findet man: Die Beriihrungssehne
zweier Tangenten ist Polare zum
Schnittpunkt der Tangenten.

Satz. DiePolarenzudenPunk- c
ten einer Geraden bil-
deneinStrahlenbiischel,
dessen Scheitel der Pol
jener Geraden ist.

A

und Rein beliebiger Punkt auf ihr.
(In der Fig. 108 schneidet g, den
Kreis, und R liegt im Kreis; der
Beweis geht genau so, wenn R nicht
im Kreis liegt und wenn g, den Fig. 108

Kreis nicht schneidet.) 4 B sei der

zu g, senkrechte Durchmesser durch P. AR schneidet den Kreis zum
zweitenmal in D, B R schneidet den Kreis zum zweitenmal in C. 4C und
BD schneiden sich dann nach dem Hohensatz des Dreiecks in einem
Punkte Q der Geraden g,. A BCDQR sind die Ecken eines vollstindigen
Vierseits, dessen eine Diagonale g, ist, wihrend die beiden andern Dia-
gonalen 4 B und DC sich in dem Pole P von g, schneiden. Die Ge-
rade PQ ist dann nach der Folgerung 1 in Nr. 30 Polare zu R, weil
auf ihr sowohl die auf AD wie die anf CB liegenden vierten, B zu-
geordneten Punkte liegen. Wo also auch R auf der Geraden g, liegt, immer
geht die Polare von R durch P, den Pol von g,.

%

Satz. Die Pole aller Geraden eines Biischels liegen auf einer
Geraden, der Polaren des Scheitelpunktes dieses Biischels.

Beweis. P gei der Scheitel des Geradenbiischels (Fig. 108), g, die zu P gehorige

Polare, R P irgendeine Gerade des Biischels, wobei R der Schnittpunkt
dieser Geraden mit g, ist. Der zu g, senkrechte Durchmesser des Kreises sei

+ A B, ein vollstindiges Vierseit mit den Ecken 4 BC D RQ sei konstruiert
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in gleicher Weise wie in Nr. 30. Dann ist der Punkt Q, der auf g, liegt,
der Pol von RP. Welche Gerade R P des Geradenbiischels mit P als
Scheitel man also auch wahlt, immer liegt ihr Pol @ auf g, der Polaren
von P.

83. Satz vonBrianchon.ImTangentensechseck schneidensich die drei
Verbindungsgeraden je zweier Gegenecken in einem
Punkte. :

Beweis. Wenn die Seiten des Tangentensechsecks A BCDEF den Inkreis in
den Punkten L, M, N, O, P, @ beriihren, wobei L auf A4 B liegt usf., dann
ist LM NO PQ ein Sehnensechseck. Nach dem Satz von Pascal liegen der
Schnittpunkt X von LM und OP, Y von M N und PQ, Z von NO und QL
auf einer Geraden. Nun sind die Punkte 4, B, C, D, E, F die Pole der
Seiten des Sehnensechsecks, folglich X, ¥ und Z die Pole der drei Ver-
bindungsgeraden je zweier Gegenecken. Da sie auf einer Geraden liegen,
gehen die drei Verbindungsgeraden durch einen Punkt.

Pol und Polare bei den Kegelschnitten

84. Zu den Satzen, die durch Zentralprojektion nicht in ihrer Giiltigkeit beein-
trichtigt werden, gehoren auch die Sétze iiber harmonische Punkte und
Strahlen; denn esistim Buch fiir K1.7—9,§7, Nr.15 und 16 bewiesen worden,
daB vier harmonische Punkte aus jedem beliebigen Punkt durch vier
harmonische Strahlen projiziert werden und daf vier harmonische Strahlen
durgh jede Gerade in vier harmonischen Punkten geschnitten werden.
Daher 138t sich der in Nr. 30 (Folgerung 1) fiir den Kreis aufgestellte Satz
auf die Kegelschnitte iibertragen. Es gilt also:

Satz. Der geometrische Ort der Punkte,die voneinem festen Punkte
P durch einen Kegelschnitt harmonisch getrennt werden,
ist eine Gerade p. Diese heiBt die Polare von P, entsprechend
heiBt P der Pol von p.

Die in Nr.29—32 iiber die gegenseitige Lage von Pol und Polare be-
wiesenen Sitze gelten auch fiir die Kegelschnitte.

85. Aus dem in Nr. 2 bewiesenen Satze folgt, daB die Hauptachse jedes der
drei Kegelschnitte durch einen Brennpunkt und seine zugehdrige Leitlinie
harmonisch geteilt wird. Dies laBt sich nach Nr. 34 aussprechen in der
Form:

Satz. Jede Leitlinie eines Kegelschnitts ist die Polare des zuge-

hérigen Brennpunktes.
Aus Nr. 30 folgt noch durch Zentralprojektion:

Satz. In jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen vollstindigen
Viereck bilden die Nebenecken ein Polardreieck, d. h. ein
Dreieck,

in dem jede Ecke Pol zur Gegenseite und jede Seite Polare zur Gegenecke
ist. Mittels dieses Satzes kann man zu einem Punkte P die Polare in
bezug auf einen gezeichnet vorliegenden Kegelschnitt und ebenso die von P
ausgehenden Tangenten mit alleiniger Hilfe des Lineals finden.

21 [2019]
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36. Die in Nr. 29 aufgestellten Erklirungen lassen sich auch in der Form
aussprechen:
Zwei Punkte heiBen konjugiertin be-
zug auf einen Kegelschnitt, wenn je- | bezug auf einen Kegelschnitt, wenn
der auf der Polaren des anderen liegt. | jede durch den Pol der anderen geht.
Nun folgt aber aus § 7 des Buches fiir Kl. 7—9, Nr. 15:

Die Polare des Mittelpunktes ist die
unendlich ferne Gerade.

Zwei Geraden heilen konjugiert in

Der Pol eines Durchmessers ist der
unendlich ferne Punkt des konju-
gierten Durchmessers.

Daraus folgt weiter:
Satz. Von zwei konjugierten Durchmessern halbiert jeder die
zum anderen parallelen Sehnen,
und als Sonderfall:

Satz. Die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers sind
dem konjugierten Durchmesser parallel.

Pascalscher und Brianch her Satz

87. Aus dem in Nr. 20 angegebenen Ubertragungsverfahren folgt, daB der in
Nr. 26 fiir den Kreis bewiesene Lehrsatz von Pascal auch fiir die Kegel-
schnitte gilt. Er lautet dann:

Satz von Pascal. In jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen
Sechseck licgen die Schnittpunkte der drei Paar Gegen-
seiten auf einer Geraden.

Wenn also von einem Kegelschnitt 5 Punkte, C,, Cy, C3, C4, Cy, und eine
durch einen von diesen (z. B. durch C;) gehende Gerade g gegeben sind,
80 kann man den zweiten auf g gelegenen Kegelschnittpunkt auf folgende
Weise bestimmen (Fig. 109):

Man faBt den gesuchten Punkt Cy als sechste Ecke eines Pascalschen
Sechsecks auf und sorgt dafiir, daB die Gerade g (also C5C,) als eine
Seite des Sechsecks

auftritt. Die Konstruktion kann
man kurz und zweckmiBig in
die obenstehende Ubersicht zu-
sammendringen. Die in der
ersten Zeile stehenden Buch-
staben bezeichnen die Ecken des Sechsecks in der gewahlten Reihen-
folge. Die drei darunterstehenden Zeilen enthalten je ein Paar Gegenseiten
des Sechsecks mit ihren Schnittpunkten %, B, € (3. Spalte), die auf der
Pascalschen Geraden p gelegen sind (4. Spalte).
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Da bei dieser Konstruktion nur gerade Linien benutzt werden, so kann
man sagen:
Der Kegelschnitt ist durch 5 Punkte eindeutig bestimmt.

Durchlauft der soeben ermittelte Punkt Cy den ganzen Kegelschnitt, so
dreht sich die Pascalsche Gerade p um den Punkt U.

88. Ebenso wie der Pascalsche Satz 1aB8t sich auch der in Nr. 33 bewiesene

Lehrsatz von Brianchon ohne weiteres durch Zentralprojektion auf
Kegelschnitte iibertragen. Es gilt also:

Satz von Brianchon. In jedem einem Kegelschnitt umgeschriebenen

Sechsseit gehen die Verbindungslinien der drei Paar
Gegenecken durch einen Punkt.
Sind also von einem Kegelschnitt 5 Tangenten ¢, t,, #5, £, £; und auf einer
von diesen (z. B. auf #) ein Punkt P gegeben, so kann man die zweite
durch P gehende Tangente auf folgende Weise finden (Fig. 110):
Man faBt die gesuchte Tan-
gente #4 als sechste Seite eines
Brianchonschen Sechsseits auf
und sorgt dafiir, daB der ge-
gebene Punkt P (also #; tg) als
eine Ecke des Sechsseits er-
scheint

(siche das vorstehende Schema). Von den Verbindungslinien der drei Paar
Gegeneckensind zwei (ndmlichaund b) durch die gegebenenTangenten be-
stimmt. Durch den Schnittpunkt von a und b, den Brianchonschen
Punkt B, geht auch die dritte Verbindungslinie ¢, von der ein Punkt #,¢,
bereits bekarnnt ist.

Da bei der Zeichnung nur das Lineal benutzt wird, so folgt:

Satz. Ein Kegelschnitt ist durch 5 Tangenten eindeutig bestimmt.

89.

Wiilzt sich g am Kegelschnitt ab, so durchléduft der Brianchonsche Punkt %8
die Gerade a.

Wie auBerordentlich fruchtbar die Sitze von Pascal und Brianchon sind,
erkennt man erst, wenn man die Sonderfille dieser Satze beriicksichtigt,
die sich ergeben, wenn man von den Ecken des eingeschriebenen Sechsecks
oder den Seiten des umgeschriebenen Sechsseits ein Paar oder mehrere zu-
sammenfallen 1a8t. Mit Riicksicht auf die Kiirze dieses Leitfadens konnen
im folgenden nur einige wenige dieser Sonderfille (Nr. 40—43) zur Sprache
kommen; treten hierbei Tangenten mit ihren Beriihrungspunkten auf, so
erscheint (im Falle des Pascalschen Satzes) eine Tangente als Verbindungs-
linie zweier zusammenfallender Punkte und (im Falle des Brianchonschen
21
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40.

41,

42.

§ 6. Synthetische Geometrie der Kegelschnitte

Satzes) ein Beriihrungspunkt als Schnittpunkt zweier zusammenfallender
Tangenten.

Kennt man von einer Parabel drei Punkte C,, C;, 0, und die Achsen-
richtung, so ist zu beachten, daB mit der Achsenrichtung zwei zusammen-
fallende Parabelpunkte Co, Co ge- Boo B

geben sind, weil die Parabel die un- >
endlich ferne Gerade beriihrt. Soll

man also z. B. in einem der drei im

Endlichen gelegenen Punkte, z. B. (A
inC},dieTangentezeichnen (Fig.111),
80 geschieht dies leicht nach dem
untenstehenden Schema.

0,C,0;| C4Ca Co

0,0, | CCa
C,C; | CaCo
C:Cy | CuC,

[4

\

7 ¢, Con

v A/

Fig. 111

A
%ao
c

Sind von einer Parabel zwei Tangenten ¢, , ¢, mit ihren Beriihrungspunkten
C,, C, gegeben und eine dritte Tangente ¢; gesucht, so kann man unter
Anwendung des Brianchonschen Satzes nach einer der beiden folgenden
Ubersichten

verfahren, und zwar wird man die erste oder die zweite Art wihlen, je
nachdem von der Tangente ¢; ein im Endlichen gelegener Punkt (etwa
auf ¢,) oder ihre Richtung (also ibr
Schnittpunkt mit der als tw er-
scheinenden unendlich fernen Ge-
raden der Ebene) gegeben ist.

Wenn von einer Parabel zwei
Tangenten t,,?; mit ihren Be-
rithrungspunkten C,, Cy gegeben
sind und die Achsenrichtung
gesucht ist, so verfihrt man
am besten in folgender Weise
(Fig. 112):
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Hier erscheinen also a, b, ¢ als zwei Seiten und eine Diagonale eines Par-

allelogramms, von dem die beiden anderen Seiten (¢, ;) und die zweite

Diagonale (C,, C,) gegeben sind. Zugleich ist der Satz bewiesen:

Satz. Der Durchmesser vom Schnittpunktzweier Parabeltangenten
halbiert die Beriihrungssehne.

43. Von einer Hyperbel seien zwei Punkte C,, Cy, eine Asymptote £ und die
Richtung der anderen Asymptote gegeben. Man sucht die zweite
Asymptote £,.

Cao Co O, |03 Ca"Ca’ =
¢Coo
CoCo | Oy Cu’ |®
00, | Co'Cy’ |B
0,0 |Co'Co |Gw

Beachtet man, daB jede Asymptote als Ver-
bindungslinie zweier im Unendlichen gelege-
ner und zusammenfallender Punkte betrach-
tet werden kann (¢, =Cx C», t,=Cx'Cs"),
so fithrt der Pascalsche Satz zu dem ge-
wiinschten Ziele, wenn man die Konstruktion
in die obenstehende Ubersicht bringt. Da
hierbei die auf der Hyperbelsekante C, C; von
den Asymptoten und der Kurve begrenzten
Stiicke (in der Fig. 113 dick ausgezogen) je
gleich AP sind (als gegeniiberliegende Seiten
im Parallelogramm), so ist bewiesen:

Satz. Auf jeder Hyperbelsekante sind die von der Kurve und den
Asymptoten begrenzten Stiicke einander gleich.

Mittels dieses Satzes kann man eine Hyperbel, von der die beiden
Asymptoten und ein Punkt gegeben sind, bequem und genau punktweise
konstruieren. Als Sonderfall des soeben Bewiesenen erscheint der bei
Ubungsaufgaben oft benutzte Satz:

Satz: Das von den Asymptoten begrenzte Stiick einer Hyperbel-
tangente wird im Beriihrungspunkt halbiert.

Fig. 113 ol

Projektive Eigenschaften
Perspektive und projektive Punkireihen und Strahlenbiischel

44, Die Gesamtheit der Punkte, die auf | Die Gesamtheit der in einer Ebene
einer Geraden s liegen, heiBt eine|gelegenen Geraden, die durch einen
Punktreihe; s heilt der Triager|Punkt S gehen, heiit ein Strahlen-
der Punktreihe. biischel; S heiBt der Trager des

Biischels.

Wiihlt man
in der Punktreihe einen Punkt |im Strahlenbiischel einen Strah!
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45.

46.

als Grundelement, so kann man jeden anderen
Punkt der Punktreihe | Strahl des Strahlenbiischels
dadurch festlegen, daB man
die Strecke zwischen ihm und dem |den Winkel zwischen ihm und dem

Grundpunkt Grundstrahl
mift und iiberdies einen bestimmten
Richtungssinn | Umlaufssinn

als positiv und den entgegengesetzten als negativ festsetzt.

Besser noch als die in Nr. 44 angegebene Art der Lagenbestimmung ist die,
statt eines Grundelementes deren zwei festzulegen. Auf dem geradlinigen
Tréger s seien zwei Punkte 4 und B als Grundpunkte gewihlt. Ein dritter
Punkt C (Teilpunkt) bestimmt auf s zwei Strecken (,,Teilstrecken*) C A
und BC; wir bezeichnen nimlich als Teilstrecken die Entfernungen des
Teilpunktes von den Grundpunkten (oder, was dasselbe sagt, von den
Endpunkten der Strecke 4 B), und zwar mit Vorzeichen genommen. Liegt
also C' zwischen 4 und B, so haben CA und C B entgegengesetzte Vor-
zeichen, liegt C auBerhalb der Strecke 4 B, so haben C A und C B gleiche
Vorzeichen; fir jede Lage des Punktes C gilt die Gleichung

BC+ CA=BA oder AB+ BC+ CA =0.

Das Verhiltnis der beiden Teilstrecken, also der Quotient C A4 : C B, wird
als Teilungsverh#ltnis bezeichnet; es ist positiv fiir Punkte aulerhalb
der Strecke 4 B, negativ fiir Punkte zwischen 4 und B. Fiir jede Lage
des Punktes C erhilt das Teilungsverhaltnis einen ganz bestimmten Wert;
umgekehrt gehért auch zu jedem Wert des Teilungsverhéltnisses eindeutig
cin Punkt C. Wihlt man in einem Strahlenbiischel zwei Strahlen a und b
als Grundstrahlen, so bildet ein dritter Strahl ¢ des Biischels mit den
Grundstrahlen die Winkel (ca) und (cb), die wieder mit Vorzeichen
genommen werden. Als das Teilungsverhiltnis kann man diesmal
sin (ca) : sin (cb) erkliren; daB diese Definition zweckmiBig ist, wird
in Nr. 47 deutlich werden.

Projiziert man eine Punktreihe mit dem Trager s aus irgendeinem Punkte S8
der Ebene durch ein Strahlenbiischel, so wird jedem Punkte X der Punkt-
reihe ein Strahl z des Strahlenbiischels zugeordnet, und umgekehrt. Man
bezeichnet = und X als entsprechende Elemente der beiden Tréager und
nennt die Lage, in der sich die Punktreihe und das Strahlenbiischel be-
finden, perspektive Lage; man erklirt also:

Satz. Eine Punktreihe und ein Strahlenbiischel liegen perspektiv,

wenn jeder Strahl des Strahlenbiischels durch den ent-

sprechenden Punkt der Punktreihe geht.
,,Die durch die perspektive Lage beider Gebilde hergestellte eindeutige
Beziehung der Elemente aufeinander kann nun festgehalten werden,
wihrend die perspektive Lage aufgehoben wird (etwa dadurch, daB das
Strahlenbiischel § und die Punktreihe 8 beliebig in der Ebene verschoben
werden), aber die entsprechenden Elemente in irgendeiner Weise, z. B.
durch Bezeichnung mit gleichlautenden Buchstaben, fixiert werden. Die
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auf diese Art von der perspektiven Lage unabhingig gemachte eindeutige
Beziehung der Elemente aufeinander heiBt projektive Beziehung und die
Gebilde selbst projektiv* (J. Steiner). — Wir stellen also die Erklarung
auf:

Erklirung. Eine Punktreihe und ein Strahlenbiischel heiBen projektiv, wenn

47.

sie in perspektive Lage gebracht werden konnen.

Wir untersuchen jetzt, welche Beziehung zwischen den Teilungsverhalt-
nissen von vier Punkten einer Punktreihe 4, B, C, D und den entsprechen-
den vier Strahlen eines Strah-
lenbiischels a, b, ¢, d bestehen
miissen, wenn die Punktreihe
und das Strahlenbiischel pro-
jektiv sein sollen!). Nach der
Definition der projektiven Ge-
bilde miissen sich die Punkt-
reihe und das Strahlenbiischel

in perspektive Lage bringen /4 t‘/ & E\ AN

lassen, wie dies in Fig. 114 ge-

schehen ist. Wenn man fiir einen

Augenblick den Abstand des Fig. 114

Triagers 8§ von dem Trager s

mit & bezeichnet und den Flacheninhalt des Dreiecks SCA doppelt aus-
driickt, so erhilt man

@ 104 .h =380 84 sin(ca).
Ebenso folgt durch doppeltes Ausdriicken des Flicheninhaltes von SCB
) $CB.h =180 8B sin(ch).

Aus (1) und (2) folgt durch Division

3) CA 84 sin(ca)

¢ OB ~ SB sin(ch)”

Auf genau dieselbe Weise erhilt man durch Betrachtung der Dreiecke SD A

und SDB
@ _I_)_:{_ _ S_A sin (da)

1) Sind aus einem Strahlenbiischel drei Strahlen a, b, ¢ und ebenso aus einer

Punktreihe drei Punkte 4, B, C willkiirlich herausgegriffen, so kann man immer
das Strahlenbiischel a, b, ¢ so verschieben, dal es durch die Punkte A, B, C hin-
durchgeht. Man braucht namlich nur iiber 4C den Kreisbogen zu zeichnen, def
den Winkel (ac) als Peripheriewinkel faBt, und ebenso iiber C B den Kreisbogen,
der (cb) zum Peripheriewinkel hat. Den Schnitt S, den die beiden Bogen auler C
noch gemeinsam haben, braucht man nur noch mit 4, B, C zu verbinden. Der
Punkt S ist im allgemeinen eindeutig bestimmt, wenn Richtungssinn der Strecken
und Drehungssinn der Winkel festgelegt sind.
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Aus (3) und (4) erhalt man durch Division
CA DA _sin(ca) sin(da)
CB DB~ sin(ch) sin(db)”

Die auf beiden Seiten dieser Gleichung stehenden Quotienten bezeichnet
man (weil jeder von ihnen ein Verhaltnis zweier Teilungsverhiltnisse ist)
als Doppelverhaltnis und schreibt an Stelle des links stehenden Doppel-
verhéltnisses die kurze Bezeichnung (4 BC D) und an Stelle des rechts-
stehenden Doppelverhiltnisses die Bezeichnung (abcd). Wir kénnen also
sagen:

Satz. Ein Strahlenbiischel und eine Punktreihe sind projektiv,
wenn vier Strahlen des Strahlenbiischels dasselbe Doppel-
verhaltnis haben wie die entsprechenden vier Punkte der
Punktreihe?)

oder in etwas formelhafterer Ausdrucksweise:

Die Punktreihe 4, B, C, D ist projektiv zu dem Strahlenbiischel a, b, ¢, d,
wenn
(ABCD) = (abcd)

ist. — Fir das Doppelverhéltnis von vier Strahlen benutzt man zuweilen
noch eine besondere Schreibweise, nimlich S(4 BC D). Darunter soll das
Doppelverhiltnis der vier Strahlen verstanden werden, durch die 4, B,
C, D aus S projiziert werden.

48. Das Doppelverhiltnis von vier Punkten 4, B, C, D, von denen zwei (etwa
A und B) als Grundpunkte ange- s
sehen werden mogen, ist positiv, wenn C
und D entweder beide innere oder dulere
Teilpunkte sind, dagegen negativ, wenn
der eine von ihnen ein innerer, der
andere ein duberer Teilpunkt ist. Will
man das Doppelverhiltnis von vier

Punkten A4, B, C, D zuriickfiihren auf /A 14 /'\5 2
/

,

ein einfaches Verhiltnis, so kann man

durch B zu SA die Parallele ziehen ,
(Fig.115), die SC und SD in P und @ P
schneidet. Dann gilt (mit Beriicksichti- Fig. 115

gung der Vorzeichen)
CA:CB=8A:PB ud DA:DB=S8A:QB,
also (ABCD)=QB:PB.

1) Man kann die grundlegende Beziehung (4 BC D) = (abcd) auch ohne Be-
nutzung von MaBbeziehungen, wie Inhaltsgleichheit u. &., herleiten, doch haben
wir hier, wo die Mafgeometrie demn Schiiler bereits bekannt ist, darauf verzichtet,
weil ein vollig neuer Aufbau der Geometrie der Lage (ohne Benutzung von MaB-
beziehungen) nahezu soviel Platz erfordern wiirde, wie in diesem Leitfaden fiir die
ganze Geometrie der Kegelschnitte zur Verfiigung stand.
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49, Benutzt man die Sitze iiber die Division zweier Briiche und beachtet man,

daB ein Bruch ungeéndert bleibt, wenn man in Zihler und Nenner das
Vorzeichen andert, so erhdlt man

gi_D_A__'DB‘CB_AC . BC
CB'DB DA CA~ AD BD

oder in abgekiirzter Schreibweise
(ABCD) = (BADC) = (CDAB).

Dasselbe gilt natiirlich auch fiir das Doppelverhiltnis von vier Strahlen;
wir haben also den Satz:

Satz. Der Wert eines Doppelverhéltnisses von vier Punkten (Strah-

len) bleibt ungeédndert, wenn man die Punkte (Strahlen)
jedes Paares oder auch die Punktepaare (Strahlenpaare)
miteinander vertauscht.

50. Hilt man in Fig. 115 die Punkte 4, B, C, P, S fest und 1aB8t den Punkt D

die Punktreihe s ganz durchlaufen, so gehért zu jeder Lage von D ein
und nur ein Punkt @ auf BP, also nimmt (A BCD) jeden Wert von
— oo bis -+ co einmal und nur einmal an, weil in der unter Nr. 48 her-
geleiteten Beziehung die Strecke P B konstant bleibt, wihrend die Strecke
Q@B jeden Wert von — oo bis + oo und jeden nur einmal annimmt. Wir
haben also gezeigt:

Satz. Es gibt einen und nur einen Punkt der Reihe, der mit drei

5

=

anderen Punkten dieser Reihe ein vorgeschriebenes Dop-
pelverhiltnis bildet.

In formelhafter Schreibweise wiirde dieser Satz lauten:

Aus (ABCD) = (ABCD’) folgt D= D'.
Unter allen Werten, die das Doppelverhaltnis (4 BC D) annehmen kann,
spielt derjenige eine besondere Rolle, der erreicht wird, wenn 4, B, C, D
eine harmonische Punktgruppe bilden. In diesem Fall ist (A BCD) = —1,

wie aus §7 des Buches fiir Kl.7—9, Nr. 14 folgt, wenn man die dort
auBer acht gelassenen Vorzeichen jetzt beriicksichtigt.

Erkldrung.

Zwei Punktreihen heiflen projektiv,
wenn sie zu einem und demselben
Strahlenbiischel in perspektive Lage
gebracht werden konnen.

Aus Nr. 47 folgt sogleich:
Ein Strahlenbiischel wird von allen

Geraden in projektiven Punktreihen
geschnitten.

Zwei Strahlenbiischel heiBen projek-
tiv, wenn sie zu einer und derselben
Punktreihe in perspektive Lage ge-
bracht werden kénnen.

Eine Punktreihe wird aus allen Punk-
ten durch projektive Strahlenbiischel
projiziert.

Man kann diese beiden Aussagen auch zusammenfassen in die eine:
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Satz. Der Wert eines Doppelverhaltnisses wird durch Projizieren
und Schneiden nicht gedndert.

Ferner folgt aus Nr. 47 noch:

Zwei projektive Punktreihen|ZweiprojektiveStrahlenbiischel
liegen perspektiv, wenn die Ver- |liegen perspektiv, wenn die
bindungslinien von drei Paaren|Schnittpunkte von drei Paaren ent-
entsprechender Punkte durch einen | sprechender Strahlen auf einer Ge-
Punkt gehen, oder auch, wenn|raden liegen, oder auch, wenn zwei
zwei entsprechende Punkte|entsprechende Strahlen zusam-
zusammenfallen. menfallen.

62. Als Beispiel fiir eine Anwendung der soeben bewiesenen Satze behandeln
wir den Lehrsatz von Desargues (Fig. 116):

Satz. Liegen zwei Dreiecke (4, B,C, und 4,B,C,) in einer Ebene so,
daB die Verbindungslinien entsprechender Ecken (4,4,,
B, B,, C,C,) durch einen Punkt (S) gehen, so liegen die
Schnittpunkte entsprechender Dreiecksseiten (Y, B, €)
auf einer Geraden.

Wenn man die Dreiecke 4, B,C, und 4,B,C, ohne weiteres als Bilder
zweier nicht in einer Ebene gelegenen Dreiecke ansehen diirfte, so wére
die Richtigkeit des Satzes sofort er-
wiesen; er wire dann nichts anderes
als der Ausdruck dafiir, daB die
Schnitte einer dreikantigen Pyramide
perspektiv-kollinear sind (siehe
§ 3, Nr.35). Das Kollineationszen-
trum S wire das Bild der Pyra-
midenspitze, die Kollineationsachse
ABCE wire das Bild der Geraden, die
den beiden Dreiecksebenen gemein-
sam ist. Man kann aber den Satz
auch mittels der in Nr. 51 aufgestellten
Sétze beweisen, ohne rdumliche Be-
trachtungen anzustellen. Der Schnitt- ’
punkt von 4,C, und 4,C, sei B. Be-
zeichnet man die Punkte, die S.B, B, Fig. 118

auf 4,C, und 4,C, bestimmen, mit

D, und D,, so ist (A, BC, D,) = (4,8 C, D,),weil die Punktreihen sogar
perspektiv gelegen sind. Daher ist auch B, (4, B C; Dy) = B, (43 B Cy Dy);
die beiden Biischel B, und B, sind aber perspektiv, weil im Ver-
bindungsstrahl ihrer Triger zwei entsprechende Strahlen (B;D; und
B, D,) zusammenfallen, also liegen die Schnittpunkte entsprechender
Strahlen (namlich erstens der Schnitt von B, C, und B,C, und zwei-
tens der Schunitt von 4, B, und 4, B,) auf einer Geraden, die durch
B geht.
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563. Die soeben ausgesprochenen Sitze kann man benutzen zur Lésung der
Aufgabe:
Von zwei projektiven Punktreihen | Von zwei projektiven Strahlen-
8, und &, sind drei Paare entspre- | biischeln S; und S, kennt man drei
chender Punkte 4,, B,, C, und|Paare entsprechender Strahlen a,, b,,
A,, By, C, gegeben. Zu einem be- |c, und a,, b,, ¢,. Zu einem Strahld, des
liebigen Punkte D, der ersten Reihe
soll der entsprechende Punkt D, der
zweiten Reihe gefunden werden
(Fig. 117).

. i

\\Jf"/
S’

Fig. 117 Fig. 118

Man nehme auf der Verbindungs- |ersten Biischels soll der entsprechende
linie zweier entsprechender Punkte, | Strahl d, des zweiten Biischels ge-
2.B. auf A,A4,, zwei beliebige |zeichnet werden (Fig. 118).

Punkte §,, S, an und projiziere die | Durch den Schnittpunkt zweier ent-
Punkte 4,, B,, C,, D, aus S, |sprechender Strahlen, z.B. der Strah-
durch die Strahlen a,, b, ¢;, d,,|len a, und a,, lege man zwei beliebige
ebenso die Punkte 4,, B,, C3aus S, |-Geraden s, und s,. Die Gerade s,
durch die Strahlen a,, by, ¢y. Der |schneide a,, b, ¢,, 4, in 4,, B,, C,,
Schnitt von &, und b, sei mit B, |D, ; die Gerade s, schneide a,, by, ¢,
der Schnitt von ¢, und ¢, sei mit |in A4,, B,, C,. Die Verbindungslinie
C bezeichnet. Die Biischel S, und | B, B, sei mit b, die Verbindungslinie
S, liegen perspektiv, weil zwei|(, (, sei mit ¢ bezeichnet. Die Punkt-
entsprechende Strahlen @, und |rejhen s, und s, liegen perspektiv, weil
a, zusammenfallen; also liegen |zwei entsprechende Punkte 4, und 4,
die Schnittpunkte entsprechender |zusammenfallen. Also gehen die Ver-
Strahlen in einer Geraden, der |bindungslinienentsprechenderPunkte
Perspektivitdtsachse p (d. h.|durch einen Punkt, das Perspek-
BC). Der Schnitt von d, und p|tivititszentrum P (namlich den
sei D; 8, D schneidet &, in dem ge- | Schnitt von b und ¢). Die Verbin-
suchten Punkt D,. dungslinie D, P schneidet ¢, in D,.
83D, ist der gesuchte Strahl d,.
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Genau in derselben Weise kann man auch, wenn drei gegebene Punkte
A,, B,, C, einer Punktreihe s, drei gegebenen Strahlen a,, b,, ¢, eines
Strahlenbiischels 8, zugeordnet sein sollen, zu jedem Punkt D, der
Punktreihe den zugeordneten Strahl d, des Biischels finden. Man schneidet
nimlich entweder die Strahlen von 8§, durch eine beliebige Gerade s, und
verfihrt dann, wie in Nr. 53 in der linken Spalte angegeben, oder man
projiziert die Punkte von &, aus einem beliebigen Zentrum S, und benutzt
dann das in Nr. 53 in der rechten Spalte dargelegte Verfahren. — Die
in Nr. 50 ausgesprochene Tatsache, daB eine projektive Beziehung durch
drei Paare entsprechender Elemente eindeutig bestimmt ist, macht sich
bei den hier und in Nr. 53 behandelten Konstruktionen darin bemerkbar,
daB nur das Lineal benutzt wird.

Erzeugung der Kegelschnitte durch projektive Strahlenbiischel und Punktreil

Wir werden jetzt zeigen, daBB die Punkte eines Kegelschnittes aus
zwei beliebigen, aber festen Punkten dieses Kegelschnittes
durch projektive Biischel projiziert werden. Sind also 4, B, C, D
vier bewegliche Punkte und 8,, S, zwei beliebige, aber feste Punkte des
Kegelschnitts, so wird behauptet
8,(ABCD) = 8,(ABCD).

Zundchst ist klar, daB der Satz fiir den Kreis gilt, denn hier sind die
Biischel S, und S8, (Fig. 119) wegen des
Satzes iiber die Gleichheit der Peripherie-
winkel sogar kongruent, also sicherlich pro-
jektiv. Da Doppelverhéltnisse durch Pro-
jizieren und Schneiden nicht geindert werden
(Nr. 51), so gilt der Satz nach dem in Nr.20
angegebenen Ubertragungsverfahren auch
fir alle Kreisprojektionen, d. h. fiir die
Kegelschnitte, wie sie in Nr. 1 definiert
sind. Freilich ist damit noch nicht be-
wiesen, daB auch umgekehrt jede Kurve,
die als Erzeugnis projektiver Strahlen-
biischel definiert ist, sich auch als Zentral-
projektion eines Kreises darstellen 1a8t. Wir
konnen hier unter Berufung darauf, daB dieser Beweis in Nr. 58 nach-
geholt werden wird, den Satz aussprechen:

Fig. 119

Satz, Der geometrische Ort fiir die Schnittpunkte entsprechen-

der Strahlen in zwei projektiven Strahlenbiischeln ist ein
Kegelschnitt, der durch die Triager der beiden Biischel
hindurchgeht.
Eine besondere Rolle spielen in diesen Biischeln die Strahlen, die dem
Verbindungsstrahl der beiden Tréiger jeweils entsprechen; riickt D nach S,,
so fallt 8, D mit §,5, zusammen, wihrend der entsprechende Strahl S,D
zur Tangente wird; dasselbe gilt fur den Strahl S,D, wenn D nach S,
riickt. Damit ist gezeigt:
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Die Tangenten in den Trigern der beiden Biischel, die den Kegelschnitt
erzeugen, sind die Strahlen, die der Verbindungslinie der beiden Trager
jeweils im anderen Biischel entsprechen.

Dieser Satz bietet (in Verbindung mit der in Nr. 53 gelehrten Konstruk-
tion) die Moglichkeit, die Tangenten in S, und S, mit dem Lineal allein
zu ziehen.

66. Wir beweisen jetzt das Gegenstiick zu dem in Nr. 55 aufgestellten Satz:

Satz. Zwei beliebige aber feste Tangenten eines (zunichst nach Nr:1
definierten) Kegelschnitts werden von den anderen Tan-
genten dieses Kegelschnitts in projektiven Punktreihen
‘geschnitten.

Die beliebigen aber festen Tan-
genten seien 8, und s, (Fig. 120),
ihre Berithrungspunkte S, und
8;. Andere Tangenten méogen
s, und 8, in 4, und 4,, B, und
B,,C,und C,, D, und D, schnei-
den. Es wird behauptet, daB

(4,B,C,D,) = (4,B,CyD,)

A2 B2C202 S2 s2

ist.
Ist F der eine Brennpunkt, so Fig. 120
folgt aus Nr. 16 sogleich

X A,FA; =B\ FB,=C,FCy= D,FD, =} 8,FS8S,,
wenn jedesmal derselbe Drehungssinn gewihlt wird. Daher sind die
Biischel F(4,B,C,D,) und F(4,B,C,D,) kongruent, also ihre Schnitte
A,, B, C,, D, und A4,, B,, C,, D, sicher projektiv (Nr. 51).
DaB auch umgekehrt das Erzeugnis projektiver Punktreihen ein Kegel-
schnitt der alten Art ist, folgt erst einwandfrei, wenn der in Nr. 55 an-
gekiindigte Beweis in Nr. 58 nachgetragen sein wird; die Umkehrung
lautet: -

Satz. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte in zwei pro-
jektiven Punktreihen beriihren einen Kegelschnitt, zu
dessen Tangenten auch die Triger der beiden Punkt-
reihen gehéren.

Durch dhnliche Betrachtungen wie am Schlusse von Nr. 55 erkennt man
noch: Die Beriihrungspunkte auf den beiden Trigern sind diejenigen
Punkte, die dem Schnittpunkt der Triiger entsprechen.

87. Fiir jeden als Erzeugnis projektiver Strahlenbiischel definier-
ten Kegelschnitt gilt der Pascalsche Lehrsatz.
Beweis. Sind C,, C,, Cy, C4, Cy, Cq sechs Punkte der Kurve (Fig. 121),
80 ist nach der Definition des Kegelschnitts

C3(C,C3CCg) = C(C,C5CCy).
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Jeder Schnitt des Biischels Cj ist also zu jedem Schnitt des Biischels Cy
projektiv?). Die Punkte, in denen C,C; die Strahien C,C; und CyCg
schneidet, seien % und V; die Punkte, in denen C,C, die Strahlen C,C,
und C;C, schneidet, seien U und §&. Dann muB (C,UEC,) = (C,C,AV)
sein. In diesen beiden Punktreihen
fallt aber ein Paar entsprechender
Punkte in C, zusammen, also liegen
die Punktreihen nach Nr. 51 per-
spektiv, daher geht A€ durch den
Schnittpunkt B von U C; und V Cg.
58. Jetzt sind wir in der Lage, den in
Nr.55 in Aussicht gestellten Beweis
zu fiihren. 8, und 8, seien die er-
zeug:enden Biischel des Kegel- Fig. 121
schnittes, O irgendein Punkt der
Kurve, ¢, und ¢, die Tangenten in S, und S;. Man lege durch §, und 8,
einen Kreis, dessen Ebene mit der Ebene des Kegelschnitts nicht zu-
sammenfillt; die Kreistangenten in S, und S, seien ¢," und ¢,'. Die Ebenen
t,t,’ und ¢,¢,’ mdgen sich in a schneiden; die Ebene aC schneide den Kreis
in C" (und einem zweiten, hier nicht benutzten Punkt C”’). CC’ schneide
a in P. Projiziert man aus P die Kurve in die Kreisebene, so werden
auch die erzeugenden Biischel in die Kreisebene abgebildet; sie bleiben
projektiv, und zwar entsprechen sich
¢,/ und 8,8,,
8,0’ und 8,C",
8,8, und t,'.
Dieselben Strahlen entsprechen sich aber auch in den kongruenten Kreis-
biischeln 8, und §,. Da die Projektivitat durch 3 Strahlenpaare eindeutig
bestimmt ist, so sind Kreis und Projektion der Kurve identisch. Die Kurve
ist also ein Kreisbild. Daraus folgt nach Nr. 55, daB zwei beliebige Biischel
als erzeugende angesehen werden kénnen, und daraus nach Nr. 57 der
Pascalsche Satz allgemeingiiltig.
Mit Vorstehendem ist der Nachweis gefiihrt, daB jeder Kegelschnitt,
der als Erzeugnis projektiver Strahlenbiischel definiert ist,
;uch als Zentralprojektion eines Kreises angesehen werden
ann.
Zugleich ist (wegen der Gleichberechtigung von C” und C”’) klar, daB jeder
(schiefe) ,,Kegel zweiter Ordnung* zwei Scharen von Kreisschnitten hat.

1) Damit man die jetzigen Verhéltnisse bequemer
mit den frither behandelten vergleichen kann, seien
hier die sechs Punkte C,, Cy, Cs, C,, Cy, Cg wie frither
zu einem Sechseck zusammengestellt. DaB die im
nebenstehenden Schema auftretenden Punkte %, 8, €
in gerader Linie liegen, wird durch die Betrachtungen
in Nr. 57 von neuem bewiesen.
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59, Sind zwei projektive Strahlenbiischel mit demselben Triger S durch je
drei entsprechende Strahlen gegeben, so kann man leicht die Doppel-
strahlen der beiden Biischel finden, d. h. die Strahlen, in denen je zwei
entsprechende Strahlen zusammenfallen. Man legt durch § einen Kreis,
der die Strahlen des einen Biischels in 4,, B,, C,, D, ..., die des an-
deren in 4,4, By, Oy, D, . . . zum zweitenmal schneidet (Fig. 122). Dann ist

8(4,B,C,D,) = A,(4,B,C,D)),
ebenso S8(A,B,C,D,) = A,(4,B,C,D,),
also sind auch die beiden auf der rechten Seite stehenden Doppelverhilt-
nisse einander gleich. Die Biischel 4, und A4, haben aber den Strahl 4,4,
entsprechend gemein, also sind sie nach Nr. 51 perspektiv, d. h. die Schnitt-
punkte von 4, B, und 4, B, 4,C,und
A,C, usw. liegen in einer Geraden, der
Perspektivitatsachse p. Ein beliebiger
Punkt P auf p bestimmt in den
Biischeln 4, und A, entsprechende
Strahblen; deren Schnittpunkte X, und
X, mit dem Kreise geben dann die
entsprechenden Strahlen SX, und
8X,. Schneidet die Perspektivitits-
achse p den Kreis in @ und R, so
fallen in SQ und SR je zwei ent-
sprechende Strahlen zusammen; dies
sind also die gesuchten Doppelstrahlen.
Zwei projektive Strahlenbiischel mit
«demselben Triager haben also zwei Fig. 122
Doppelstrahlen, einen oder keinen,
je nachdem die Perspektivititsachse p den Hilfskreis schneidet, beriihrt
oder meidet. Mittels des soeben besprochenen Verfahrens kann man auch
die Doppelpunkte zweier auf demselben Triger gelegener Punktreihen
finden. Man braucht nur beide Reihen von einem Punkte § aus zu proji-
zieren und dann die Doppelstrahlen der Strahlenbiischel des Trigers S
zu ermitteln.

Warum die Konstruktion der Doppelstrahlen und Doppelpunkte besondere
Bedeutung hat, ist leicht einzusehen. Die Schnittpunkte einer Geraden
und eines Kegelschnitts sind namlich nichts anderes als die Doppelpunkte
der beiden Punktreihen, die auf dieser Geraden dadurch erzeugt werden,
daB man die Punkte des Kegelschnitts aus zwei beliebigen von ihnen durch
projektive Strahlenbiischel projiziert. Ebenso sind die von einem ge-
gebenen Punkte an einen Kegelschnitt gelegten Tangenten nichts anderes
als die Doppelstrahlen der beiden Strahlenbiischel, die man erhélt, wenn
man aus dem gegebenen Punkte die beiden Punktreihen projiziert, die auf
zwei beliebigen Tangenten des Kegelschnitts durch alle iibrigen aus-
geschnitten werden. )
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§ 7. Analytische Geometrie der Geraden und des Kreises')

Strecke

1. Linge und Neigungswinkel der Strecke. Zwei Punkte P, und P, haben
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Koordinaten z,, y, und
%y, Ys. Die Parallele zur z-Achse durch P, und die Parallele zur y-Achse
durch P, haben den Schnittpunkt Q [vgl. Fig. 1232)], dann ist im recht-
winkligen Dreieck P,Q P, die Kathete P,Q = z, — 2,, die Kathete P,Q
=y, — y,. Nach dem pythagoreischen Lehrsatz ist dann die Lange der
Strecke P, P,

PPy = V(x2— ®1)* + (y2 — y1)*.

Yy
; 1’
- B
P,
/ ‘ : X
P Q P
1 % Q
€] >
Fig. 123 Fig. 124

Fiir den Neigungswinkel ¢ der Strecke gegen die positive z-Achse ®r-
hélt man aus dem gleichen rechtwinkligen Dreieck die Beziehung

_B—n
tgp = z—a"

2. Teilung der Strecke. Die Strecke P, P, werde durch den Punkt P halbiert
(Fig. 124). Die Koordinaten z,, y3 von Py sollen durch diejenigen von P,
und P, bestimmt werden. Zieht man durch P; zu den Koordinatenachsen
Parallelen, die P, Q in Q;, P,Q in R; schneiden, dann ist nach dem ersten
Strahlensatz (Buch fiir K1. 7—9. § 6, Nr. 2) @, Mittelpunkt von P,Q und
Ry Mittelpunkt von P,Q. Mithin ist

_ Ttz
=

T3 3 Ys

_ Y1ty
===

1) Die in diesemn Paragraphen behandelten Tatsachen sind z. T. schon friiher
im geometrischen und arithmetischen Unterricht beriihrt worden; sie werden
trotzdem hier noch einmal im Zusammenhang dargestellt.

2) Zu den Figugen dieses Abschmittes ist zu bemerken, daB sie sich nur auf
irgendeine Lage der auftretenden Elemente in dem Bereiche der vier Quadranten

eines Koordinatensystems beziehen, wihrend die Ausfithrungen fiir alle beliebigen
Lagen gelten.
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Teilt der Punkt Py die Strecke P, P, im Verhiltnis m : n, dann liefert die
gleiche Uberlegung wie eben:
(T3 — ;) : (2, — x5) =m:m,
nr; — nx, =mz, — mz,,
mx 4 ney
m+n

und ebenso ys = %&.

Dreiecksfliche
8. Flicheninhalt des Dreiecks. Das von der Strecke P, Py, der z-Achse und den
Parallelen P, Q, und P,Q, zur y-Achse bestimmte Trapez hat eine Mittel-
Y1+ 9
2

X3 =

parallele von der Linge ; sein Inhalt ist also % (za—2,) (Y2 + 1)

Der Flicheninhalt f eines Dreiecks P, P, Py, dessen Eckpunkte die Koordi-
naten (,; ¥,), (%; ¥.) und (z3; y;) haben, 1Bt

sich (Fig. 125) als algebraische Summe dreier B
Trapeze bestimmen. Es ist
=ty + yo) (2 — ) + (4 + 92) (2, — %) 3

- (.7/2 + yl)(z2 - xl)]

oder nach Umordnung der Glieder &
f=7% (@ (g2 — ys) + 2 (ys — y) & & 0 =
+ @ — )] Fig. 126

Bemerkung. Der eben abgeleitete Ausdruck fiir
den Flacheninhalt des Dreiecks ist nicht ein absoluter Wert, sondern hat
positives oder negatives Vorzeichen. Das Vorzeichen des Flacheninhalts
hangt davon ab, ob die Punkte P,, P, und P, entgegengesetzt dem Dreh.
sinn des Uhrzeigers aufeinanderfolgen (positives Vorzelchen) oder im
gleichen Drehsmn (negatives Vorzeichen).

Gleichung der Geraden

4, Erste Form der Gleichung. P sei ein beliebiger Punkt einer Geraden
(Fig. 126), die auf der y-Achse die (mit Vorzeichen zu nehmende) Strecke n
abschneidet; die Gerade bilde mit der posi- g
tiven z-Achse den Winkel ¢. Der Abschnitt

auf der z-Achse ist dann — E;-— Smd zund

y die Koordinaten von P, dann ist, wo auch
der Punkt auf der Geraden liegen mag,

ox )\ ™ :
vi(et)=n g

oder y=2z tgp + n. Fig. 126
22 [2019)
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Fiihrt man hier noch den Richtungsfaktor m = tgg ein, so erhilt
man als erste Form der Gleichung einer Geraden
y=me+n,

wo m den Richtungsfaktor, n den Abschnitt auf der y-Achse bedeutet.
Bemerkung. Diese Form der Gleichung versagt, wenn m und n beide oo

werden, d. h. wenn die Gerade der y-Achse parallel ist. Die Gleichung

lautet dann, wie man unmittelbar erkennt,

z =a,
wenn a der (mit Vorzeichen zu nehmende) Abstand der Geraden von der
y-Achse ist.

. Zweite Form der Gleichung. Eine Gerade schneide auf den beiden Achsen
die (mit Vorzeichen zu nehmenden) Strecken a (auf der z-Achse) und b

(auf der y-Achse) ab (Fig. 127). Dann ist b = n und 2 = —m. Mithin
nimmt die Gleichung der Geraden die Gestalt an %

oder —_—t==1,

Bemerkung. Diese Form der Gleichung versagt, wenn @ und damit auch b
den Wert 0 hat, wenn also die Gerade durch den Koordinatenanfangs-
punkt geht.

4

l a ~ x
Fig. 127 Fig. 128
6. Dritte Form der Gleichung. Ist P, (z,; y,) ein fester Punkt der Geraden

mit dem Richtungsfaktor m (Fig. 128), P(z; y) ein beliebiger auf der
Geraden beweglicher Punkt, so ist

(1) Y= _
&T—

Ist noch ein zweiter fester Punkt auf der Geraden P,(x,; y,) gegeben,
dann hat der Richtungsfaktor den Wert

Yy — 4
Ya J1=m
P—y

3
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Zwei Geraden 127
mithin ist
@) Y- _Y%— 4,
X— T Ty — Xy
Die erste Gleichung wird man benutzen, wenn man von der Geraden einen

Punkt und den Richtungsfaktor kennt, die zweite, wenn man zwei Punkte
kennt.

. Allgemeine Form der Gleichung. Eine beliebige Funktionsgleichung ersten

Grades zwischen den Veranderlichen z und y 1aBt sich stets auf die Form
i) Az + By + C=0
bringen, wo A, B und C irgendwelche reelle Zahlen sind.
a) Es sei B 4 0, dann kann man die Gleichung durch B dividieren:
man erhilt A C

y=-3*~ 7§
Dem entspricht eine Gerade mit dem Richtungsfaktor — 4 und dem

0 B
Abschnitt B auf der y-Achse.

b) Ist B =0, so laBt sich jedenfalls A4 4+ O voraussetzen (denn sonst
kimen wir auf den trivialen Fall A =0, B =0, C = 0). Ich kann also
durch A4 dividieren und erhalte

d. h. wieder eine Gerade, und zwar eine Parallele zur y-Achse. Das geo-
metrische Bild der Funktionsgleichung (1) ist also in jedem Falle eine
Gerade.

Zwei Geraden

Schnitt zweier Geraden. Es mogen zwei Geraden vorliegen

Az+ By+C,=0,

A,z 4+ Byy + Cg =0.
Ihr Schnittpunkt habe die Koordinaten (z,; y,). Dann geniigen die Ko-
ordinaten des Schnittpunktes beiden Gleichungen gleichzeitig. Man erhilt
also fiir 2, und y, zwei Bestimmungsgleichungen:

4,z + By, + C, =0,

Ayxy + Byy,+ C3 =0.
Daraus folgt (vgl. Arithmetischer Leitfaden, Buch fiir K1.7—9, § 5, Nr. 91f.)

z = C,B, — C, By
o Ale_AzBl,
_ Aloﬂ_olAﬁ
o= B4y — 4, By’

22*
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<>

10.

11.

Der Schnittpunkt fillt ins Unendliche, m. a. W. die Geraden sind parallel,

wenn A, B, = A, B, oder % = % ist, d. h. wenn die Richtungsfaktoren
(Nr. 7) gleich sind. ) 2
. Winkel zweier Geraden. Die Richtungsfaktoren zweier Geraden (Fig. 129)

seien m, und m,, die Neigungswinkel gegen die positive z-Achse ¢, und @,,
der Winkel zwischen den beiden Geraden sei ¢,, dann ist

@, + (180° — g,) + @, = 180°,
Po = P2 — @y-

TSP tgp, —tgp,
Mithin ist ¢, == =l
8% = T tegy - e,
my, — M
oder tg gy = —r 1
EPo = 7 T my -y
Man hat beim Schnitt zweier Geraden zwei
Winkel zu unterscheiden, einen spitzen und einen Fig. 129
stumpfen, es sei denn, daB die Geraden senkrecht
aufeinander stehen. Beide Winkel sind aber Nebenwinkel, und ihre Tan-
gensfunktionen unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen, Versteht
man unter @, den spitzen Winkel, dann ist stets

my; —my

8o = 14+my-my

Parallele und senkrechte Geraden. Sind zwei Geraden parallel, so ist der
Winkel zwischen ihnen 0; aus Nr. 9 folgt dann

m, = m,.
Man erhilt erneut das Ergebnis von Nr. 8, daBl parallele Geraden — wie
sich auch unmittelbar ergibt — gleichen Richtungsfaktor haben.
Stehen zwei Geraden senkrecht aufeinander, so ist g, = 90", tgg, =o0;
der Nenner des Bruches in Nr. 9 hat also den Wert 0. Aus 1 + m, - m, =0
folgt. ’ 1

my=——-:

m,

Zwei Geraden stehen senkrecht aufeinander, wenn der eine Richtungs-
faktor gleich dem reziproken Wert des andern mit entgegengesetztem
Vorzeichen ist.

Hessesche Normalform der Geradengleichung

Auf vine Gerade mit der Gleichung %—}-%:1 ist vom Xoordi-

natenanfangspunkt das Lot gefallt (Fig. 130). Die Linge des
Lotes sei p, der Winkel mit der positiven xz-Achse . Dann ist der



Kreis 129
Abschnitt der Geraden auf der z-Achse

a=-2_, ¥
cosp
der Abschnitt auf der y-Achse
b=-"_.
sing
Die Gleichung der Geraden nimmt die Ge-
stalt an . 4 x
x-cos_qp+y-sm¢=l AN
P P

Fig.
oder T-cosqp + y-sing — p=20. ig. 130

Bei der Ableitung wurde vorausgesetzt, daB die Gerade nicht durch
den Koordinatenanfangspunkt geht.

Es sei ein Punkt P, (z,; y,) auBerhalb der Geraden z - cosp+ y - sing —p
= 0 gegeben. Die durch P, zu der gegebenen Geraden gezogene Parallele
bat die Gleichung ’

z-cosp + y-sing — p, =0,
wenn p, der Abstand der Parallelen vom Nullpunkt ist. Da P, ein Punkt
der Parallelen’ist, hat p, den Wert

z, - cosp + y, -sing.

Der (absolut genommene) Abstand der beiden Geraden und damit auch
der des Punktes P, von.der Geraden ist dann

d=|p, — p|=|z, -cosp + y, -sing — p|.
Man erhilt also den Abstand eines beliebigen Punktes (z,; ,) von einer
Geraden, wenn man seine Koordinaten z, und y, in die linke Seite der
Hesseschen Normalform der Geradengleichung einsetzt.

Kreis
Gleichung des Kreises. Ist r der Radius eines Kreises, dessen Mittelpunkt
im Koordinatenanfangspunkt liegt, so gilt fiir jeden Punkt der Kreis-
peripherie C(z; y) nach dem. pythagoreischen Lehrsatz die Gleichung
x? + yz =12,

Hat der Mittelpunkt des Kreises die Koordinaten ¢ und b, dann erhalt
man ebenso als Gleichung des Kreises

(@— a)t + (y— b)2 =12,

Tangente an den Kreis. (z,; y,) sei ein Punkt der Peripherie eines um den

Koordinatenanfangspunkt beschriebenen Kreises mit dem Radius 7.
Dann ist y=—iiz die Gleichung des durch (z,; y,) gehenden Radius.
(4
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Die in (z,; y,) an den Kreis gelegte Tangente hat deshalb (Nr. 10) den
Richtungsfaktor — ?; die Gleichung der Tangente ist also (Nr. 6)
[

Y=% _ %

z—x Y
oder Y Yo — Yo' =T, — xZ,.
Da 2,2 4 Yt =1

ist, nimmt diese Gleichung auch die Form an:

Tx) + YYo =12.

Verschiebung und Drehung rechtwinkliger Koordinatensysteme

13. Verschiebung des rechtwinkligen Koordinatensystems. Ein rechtwinkliges
z-y-Koordinatensystem werde um die (mit Vorzeichen zu nehmende)
Strecke a nach rechts, um b nach oben verschoben. Zwischen den Koordi-
naten eines beliebigen Punktes P im neuen £-7-System und denen im
alten z-y-System gelten dann (Fig. 131) die Transformationsgleichungen

¢=x—a, n=y-—>.

K

-
[
(— p——d
ke

¥ >3 ol\ Qs

Fig. 131 Fig. 132

Beispiel. Der Kreis mit dem Radius 7, dessen Mittelpunkt in einem z-y-System
die Koordinaten a und b hat, besitzt in einem £-7-System, dessen Koordi-
natenanfangspunkt im Kreismittelpunkt liegt, die Gleichung

£+t =r2
mithin im z-y-System die Gleichung (Nr. 12)
(@ —a) + (y — b =12,

14. Drehung des rechtwinkligen Koordinatensystems. Ein rechtwinkliges Ko-
ordinatensystem werde um den Winkel ¢ um den Koordinatenanfangs-
punkt gedreht. Zwischen den Koordinaten im neuen £-7-System und
denen im alten z-y-System gelten dann die Transformationsgleichungen

*=£.008 —17)-8ing
y=~£-sing +n-cosg.
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In Fig.132 ist PQ=y, 0Q =z, PR=17, OR ={. AuBerdem ist
RS 08, RT) PQ, XTPR = ¢. Dann ist

z=0Q =08 —TR =¢ cosp — 7 - sing,
y=PQ=RS+ PT =¢-sing + 5 - cosg.

Beispiel. Drebt man das z-y-Koordinatensystem, auf das der Kreis mit der

15.

Gleichung z? + y? = r? bezogen ist, um den Winkel ¢, so wird im neuen
&-n-System

(6 -cosp —n-sing)? + (¢ sing + 7 cosp)? = 1,
d. h. 8+ np2=r3

Andere Koordinatensysteme

Schiefwinkliges Koordinatensystem. Es seien zwei Geraden X und ¥ mit
dem Schnittpunkt O gegeben, deren positive Richtungen den beliebigen
Winkel ¢ bilden (Fig. 133). Durch einen
Punkt Pzieht man zu den Geraden Parallelen.
Der Schnittpunkt mit der Geraden X sei @,
derjenige mit der Geraden Y sei R. Unter
den Koordinaten X und Y des Punktes P
in bezug auf dieses (im allgemeinen schief-
winklige) Koordinatensystem versteht man
dann die (mit Vorzeichen zu nehmenden) Fig. 133
Strecken OQ und OR = PQ.

Beispiel. Eine Gerade schneide auf den Achsen eines schiefwinkligen Koordi-

16.

natensystems die Strecken a4 und b ab. Ist dann P(X: Y) ein beliebiger
Punkt der Geraden, dann erhélt man
(Fig. 134)

@—X):Y=a:b,

ab—-bX=aY
oder 5+—Yl=l
a b

als Gleichung der Geraden im schief-
winkligen Koordinatensystem.

Transformation eines rechtwinkligen Fig. 134

in ein schicfwinkliges Koordinaten-

gystem. Der Punkt P habe in bezug auf ein rechtwinkliges z-y-Koordi-
natensystem die Koordinaten z = 0Q und y = PQ (Fig. 135). Ein schief-
winkliges X-¥-Koordinatensystem habe mit dem rechtwinkligen gleichen
Koordinatenanfangspunkt. Der Winkel der z-Achse mit der X-Achse
sei @,, der mit der Y-Achse sei @,. Die Koordinaten des Punktes P in
bezug auf dieses schiefwinklige System seien X =0Q, und Y = PQ,.
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Man ziehe durch @, die Parallele zur z-Achse, die PQ in R, und die Par-
allele zur y-Achse, die die z-Achse in § schneidet. Im Dreieck P RQ), ist
X PQ,R = p,. Man hat

0Q =08 + Q,R,

und PQ = @,8 + PR,
also x= X cosp;+ Y-.cosgy,
y= X-singy + Y-sing,.

Bemerkung. Setzt man hierin ¢, = 90° + ¢,, so wird auch das X-Y-Koordi.
natensystem rechtwinklig; es handelt sich um eine reine Drehung, und
wir finden als Sonderfall die bereits in Nr. 14 abgeleiteten Transforma-
tionsgleichungen. Die Transformation eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems in ein schiefwinkliges, das nicht den gleichen Anfangspunkt hat,
lauft auf den eben behandelten Fall hinaus, wenn man noch eine reine
Translation (Nr.13) hinzunimmt,

k4

¥

P
P
>4
Q
& - R o _
0 SQ = 0 ]
Fig. 135 Fig. 136

17. Polarkoordinatensystem. Es sei ein Strahl mit dem Anfangspunkt O ge-
geben. Ein Punkt P wird mit O verbunden. Dann nennt man die Strecke
r = PO und den Winkel u, den PO mit dem Strahl bildet, die Polar-
koordinaten des Punktes P.

Beispiel. In Polarkoordinaten lautet die Gleichung einer Geraden, die durch
den Koordinatenanfangspunkt O geht und mit dem Strahl den Winkel a,
bildet, « = a,. Die Gleichung eines Kreises um den Koordinatenanfangs-
punkt mit dem Radius r, lautet r = r,.

Transformation eines rechtwinkligen in ein Polarkoordinatensystem. Der
Punkt P habe in bezug auf ein rechtwinkliges z-y-System die Koordi-
naten z =0Q und y = PQ (Fig. 136). Ein Polarkoordinatensystem sei
durch die Richtung der positiven z-Achse und den gleichen Koordinaten-
anfangspunkt bestimmt. Der Punkt P habe die Polarkoordinaten r = PO
und u = < POQ. Dann lauten die Transformationsgleichungen

&=r-cosu,

y=r.ginue.



Beispiel. Die Hessesche Normalform der Gleichung einer Geraden lautet
z-cosg + y sing —p =0.

—

§ 8. Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Ellipsengleichung

Fiithrt man hier Polarkcordinaten ein, so erhilt man
r-cosu-cosg + 7 -sinu sing —~p =10

oder r-cos(u —q) —p=0.
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Ellipsengleichung
. Erklirung. Die Ellipse ist der geometrische Ort der Punkte, deren Ab-
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stinde von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, eine konstante

Summe haben (§6, Nr.1). Der
halbe Abstand der Brennpunkte
heiBt die lineare Exzentrizi-
tat der Ellipse. Die Verbindungs-
strecken eines Ellipsenpunktes mit
den Brennpunkten heifen Brenn-
strahlen des Punktes.

Gleichung der Ellipse. Es seien F,
und F, die beiden Brennpunkte
der Ellipse (Fig.137), F F, sei 2¢;
C sei ein Punkt der Ellipse, der
in bezug auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem mit F,F, als
z-Achse und der Mitte O von F, F,
als Anfangspunkt die Koordinaten

e

ky

C

B

Fig. 137

0Q =z und CQ = y hat. Dann ist nach der Definition der Ellipse die
Summe der Brennstrahlen F,C 4 CF, eine konstante GrioBe, etwa 2a.
Driickt manF,C aus AF,CQ und F,C aus AF,CQ mit Hilfe des pytha-

goreischen Lehrsatzes aus, so erhélt man die Gleichung

Vo' + (e+ 2P + Vo2 + (e — 2)* =2a.
Trennt man die Quadratwurzeln und quadriert, so folgt

P +e?—2ze+ 22 =4a —4ay? + (e+ 2)2 + y® + €2 + 2ex + 2%,
Durch Vereinfachung geht die Gleichung iiber in

zet+a?=a}y:+ (e + z)2.

Quadriert man abermals, so folgt

22¢% 4 27ea? + at = a?(y? + e + 2ez + 22)

oder I’(a: —_ e2) + yﬂaﬂ = a!(aﬁ — 82)

Da CF, + CF,> FF, ist, ist a > e. Man darf also

a? — e = b?
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. Gleichung der Hyperbel. Es seien

§ 8. Analytische Geometrie der Kegelschnitte
setzen. Dividiert man noch die erhaltene Gleichung durch a?b2, so findet
man als Mittelpunktsgleichung der Ellipse

oy

. Erorterung der Ellipsengleichung. Die Ellipse schneidet die z-Achse in

den Punkten +- a, die y-Achse in den Punkten 4- 4. Diese Punkte heiBlen
Scheitel der Ellipse. Es ist a > b; a heift die groBe, b die kleine
Halbachse der Ellipse.

Die Ellipsengleichung andert sich nicht, wenn man +z mit —z oder
+y mit —y vertauscht; die Ellipse ist also axialsymmetrisch in bezug
auf die beiden Koordinatenachsen und zentralsymmetrisch in bezug auf
den Koordinatenanfangspunkt. Man nennt die z-Achse Hauptachse,
die y-Achse Nebenachse, den Koordinatenanfangspunkt Mittelpunkt
der Ellipse.

Wird e = 0, dann ist @ = b, und die Ellipse geht in einen Kreis mit dem
Radius a iiber.

Hyperbelgleichung

Erklirung. Die Hyperbel ist der geometrische Ort der Punkte, deren
Abstande von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, eine konstante
Differenz haben (§ 6, Nr. 1). Der halbe Abstand der Brennpunkte heiBt
die lineare Exzentrizitat der y

Hyperbel. Die Verbindungs-
strecken eines Hyperbelpunktes
mit den Brennpunkten heiBen
Brennstrahlen.

F, und F, die beiden Brenn- 3 T2 ©
punkte der Hyperbel (Fig. 138).
F F, sei 2¢, C sei ein Punkt
der Hyperbel, der in bezug auf
ein rechtwinkliges Koordinaten-
system mit F,F, als z-Achse
und der Mitte O von F,F, als
Anfangspunkt die Koordinaten
0Q = z und CQ = y hat. Dann ist nach der Definition der Hyperbel die
Differenz der Brennstrahlen CF, — CF,, abgesechen vom Vorzeichen,
eine konstante GroBe, etwa + 2a. Driickt man CF, aus AF,CQ und
CF, aus AF,CQ wit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes aus, so erhalt
man die Gleichung

Vo2 + e+ 2 — VyP + (e~ 2)* = & 2a.
Trennt man die Quadratwurzeln und quadriert, so folgt
Pttt 2ex+ 22 =4a® L 4aVy?+ (e —2)2 + Y2 + 2 — ez} 22.

Fig. 138
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Durch Vereinfachung geht die Gleichung iiber in

ze— "=+ ayyy(e—zp.
Quadriert man abermals, so folgt
z%e? — 2zea? + a* = a?(y? + €2 — 2ze + 2?)

oder z2(e3 — a?) — y?a® = a%(e? — a?).
Da |CF, — CF,| < F F, ist, ist a <e. Man darf also
e? — a? = b?

setzen. Dividiert man noch die erhaltene Gleichung durch a2b2, so findet
man als Mittelpunktsgleichung der Hyperbel
x? 1

a? b?

. Erorterung der Hyperbelgleichung. Die Hyperbel schneidet die z-Achse

in den Punkten -4-a. Diese Punkte heifen Scheitel der Hyperbel. Ein
Schnitt der Kurve mit der y-Achse ist nicht vorhanden. Die Hyperbel-
gleichung &ndert sich nicht, wenn man +z mit —z oder +y mit —y
vertauscht ; die Hyperbel ist also axialsymmetrisch in bezug auf die beiden
Koordinatenachsen und zentralsymmetrisch in bezug auf den Koordi-
natenanfangspunkt. Man nennt die z-Achse Hauptachse, die y-Achse
Nebenachse,den Koordinatenanfangspunkt Mittelpunktder Hyperbel.
Wenn @ = b ist, nimmt die Hyperbelgleichung die Form 2? — y* = a?an.
Man nennt eine solche Hyperbel gleichseitig.

Parabelgleichung

. Erkl#rung. Die Parabel ist der geometrische Ort der Punkte, die gleichen

Abstand von einer Geraden, der Leitlinie, und einem Punkte, dem
Brennpunkt, haben (§6, Nr.1). Der Ab- v

stand des Brennpunktes von der Leitlinie
heilt der Halbparameter der Parabel. y (44
Die Verbindungsstrecke eines Parabelpunk-
tes mit dem Brennpunkt heit Brenn-

strahl.
Gleichung der Parabel. Es sei F der Brenn- ] >
punkt der Parabel (Fig.139), FL das o

Lot von F auf die Leitlinies, FL = p;
C sei ein Punkt der Parabel, der in bezug
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem
mit LF als z-Achse und der Mitte O von
LF als Anfangspunkt die Xoordinaten Fig. 139

0Q =2z und CQ =y hat. Wenn dann

CN | NL ist, so ist nach der Definition der Parabel CF =CN . Driickt
man beide Strecken durch z, y und p aus, so erhilt man je nach der
Lage des Parabelpunktes C die Gleichung
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10.

p\? P
2 —— = —
y +(’ 2) 3

[+ (2 )2 —z4+ D
oder l Yy + (2 z x4+ 3 -
Man quadriert und erbilt in jedem Falle
P P
v+ —ept+ o =2ttept T

und durch Vereinfachung als Scheitelgleichung der Parabel
y’3 =2 px.

Erorterung der Parabelgleichung. Die Parabel geht durch den Koordi-
natenanfangspunkt. Dieser Punkt heiit auch Scheitel der Parabel. Die
Parabelgleichung #dndert sich nicht, wenn man 4y mit —y vertauscht;
die Parabel ist also axialsymmetrisch in bezug auf die z-Achse. Man
nennt die x-Achse die Hauptachse der Parabel. Wenn p positiv ist, Liegt
die Parabel ganz in der rechten, ist » negativ, ganz in der linken Halb-
ebene.

Scheitelgleichung der drei Kegelschnitte

Wir hatten in § 6, Nr. 2 gesehen: Ein Kegelschnitt ist der geometrische
Ort der Punkte, deren Abstinde von cinem festen Punkte — es ist das
ein Brennpunkt — und einer festen Geraden, der Leitlinie, ein konstantes
Verhiltnis haben. Wir nennen dieses Verhiltnis die numerische Exzentri-
zitit & und erhalten eine Ellipse, wenn ¢ < 1, eine Hyperbel, wenn ¢ > 1,
eine Parabel, wenn ¢ =1 ist.

C sei der Punkt des Kegelschnittes, C L das Lot von C auf die Leitlinie,
F der Brennpunkt, dann ist CF: CL =¢. Das Lot von F auf die Leit-
linie sei F' M, O sei ein Punkt auf F M derart, daB OF : O M = ¢ ist, dann
ist O ein Punkt des Kegelschnittes. Es sei FM = p’, dann folgt aus

OF:O0M =¢ und OF+O0OM=yp

7 &P
OM =——; F =
14+¢’ 0 T+¢°
Wir wollen nun das rechtwinklige Koordinatensystem, auf das wir den
Kegelschnitt beziehen, so legen, daB8 die Parallele durch O zur Leitlinie
y-Achse wird und die z-Achse durch F geht. Hat jetzt C die Koordi-
naten z und y, so ist

_ 2 __&¥ )2
CF = y+(z <)

CL=
:c+ +

) (

mithin y? +

AN
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Quadriert man die Gleichung und stellt die Glieder um, so ergibt sich

(o= L) c e+ 12

Daraus folgt 4% +2% — :)lﬁ-{—: =222 4 216_:;

oder yr=2ep'x + (2 — 1)23.

TIst ¢ < 1, handelt es sich also um eine Ellipse, dann ist £2'— 1 eine nega-
tive GroBe; setzt man gp’ =p, 1 — g2 == (wobe1 also a den Wert
le_p hat),. so erhilt man die Gleichung

=2pz— L2
Y =2pz PRt

Ist e > 1, handelt es sich also um eine Hyperbel, dann ist 2 — 1 eine

positive GréBe; setzt man wieder ¢p’ = p, jetzt aber &2 — 1 = 2 , 80 er-
héilt man die Gleichung a

, 2_ P
y_2pz+a:c.

Ist schlieBlich ¢ = 1, handelt es sich also um eine Parabel, dann wird
man auf die bereits bekannte Scheitelgleichung der Parabel gefiihrt

y? =2pz.

. Erorterung der allgemeinen Scheitelgleichung. Die in der Scheitelgleichung

von Ellipse und Hyperbel auftretende GroBe a ist die groBe Halbachse,
Setzt man nimlich z = 2a ein, so ergibt sich

. 4g2
y3=2p~2a~—p :a ,

d.h. y =0. Daraus folgt in der Tat, daB 2a die groBe Achse des Kegel-
schnitts ist.

Wir definieren als Halbparameter des Kegelschnittes die Linge der zum
Brennpunkt gehorigen Ordinate. Bei der Parabel wird also 2 = 2p -%,

also der Halbparameter in der Tat p, so daB unsere frither (Nr.7) ge-
gebene Erklirung mit unserer jetzigen in Einklang steht. Um den Halb-
parameter bei Ellipse und Hyperbel zu finden, haben wir etwa in der
Mittelpunktsgleichung P
T A |
b2
fiir x den Wert e einzusetzen und danach y zu bestimmen. Man erhilt
als Wert fir den Halbparameter

p= e
23 [2019]
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Wir weisen nach, daB die in der allgemeinen Scheitelgleichung auftretende
GroBe p der eben definierte Halbparameter ist. Bei der Parabel liegt es
auf der Hand. Im Falle der Ellipse setzen wir in die allgemeine Scheitel-
gleichung fiir z den Wert @ — e ein und miissen dann fiir die zugehérige
Ordinate y den Wert p einsetzen. Man erhilt dann in der Tat die iden-
tische Gleichung

2 __ — _p(a'_'e)’
b2
P=-

Im Falle der Hyperbel ist fiir z der Wert e — a, fiir die zugehérige Ordi-
nate y der Wert p einzusetzen. Man erhilt

p2=2p(e—a)+2—(e;—a)’.
bi
P=7-

‘Wir hatten in Nr. 10 die GréBen e, p und a im Falle der Ellipse durch
die Gleichung 1 — &= % verbunden. Beriicksichtig\t. man den eben ge-
fundenen Wert von p, so ergibt sich daraus

a? — b?

2
&8 =
a?

e
und daraus =

1m Falle der Hyperbel folgt in gleicher Weise aus ¢* — 1 =—E zunichst

ez_“’+b’

a?

und daraus wieder

»
I
8|

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades

In der allgemeinen Gleichung zweiten Grades zwischen den Verinder-
lichen z und y

(1) ax’+bzy+cy’+dx+gy+f=0

seien die Koeffizienten a, b, ¢, d, e, f irgendwelche reelle Zahlen. b sei +0,
dann wollen wir die Substitution

z =¢.cosa — 7 - sina,
y = ¢ -sina + 7 - cosa
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vornehmen und darin a so wihlen, dal der Koeffizient des Gliedes mit &z
den Wert 0 erhalt. Geometrisch gesprochen heifit das: Wir drehen das
z-y-Koordinatensystem, auf das die der Gleichung (1) entsprechende
Kurve bezogen ist, um einen solchen Winkel a, da8 die Kurvengleichung
im neuen £-7-Koordinatensystem kein Glied mit £ - # mehr besitzt.
Es ist
a(f - cosa —n-sina)? 4 b(& - cosa — 7 - sina) (¢ - sina + 7 - cosa)

+ ¢(£ - sina + 7 - cosa)? + d(£ - cosa — 7 - sina)

+ e(é -sina + - cosa) + f =0.
Der Faktor des Gliedes mit £y ist darin =0 zu setzen und liefert damit
die Bestimmungsgleichung fiir a. Es ist

—2a - cosa - sina + b(cos?a — sin%a) + 2¢ - sina - cosa =0,
b-cos2a — (@ — c)sin2a =0,

tgla =

a—c

Daraus ist a stets zu bestimmen.

. Eine allgemeine Gleichung zweiten Grades liBt sich nach Nr. 12 immer

auf die Form
(1) ax? by +cx+dy+e=0
bringen, wo jetzt die Koeffizienten @, b, ¢, d und e wieder irgendwelche
reelle Zahlen sind. Wir setzen a & 0 und b + 0 voraus.
Wir wollen jetzt die Substitution

z=&+m; y=n+n
vornehmen und m und n so wihlen, daB die Koeffizienten der linearen
Glieder in der neuen Gleichung 0 werden. Geometrisch gesprochen heiflt
das: Wir verschieben das z-y-Koordinatensystem, auf das die der Glei-
chung (1) entsprechende Kurve bezogen ist, derart, daB die Kurven-
gleichung im neuen £-7-Koordinatensystem keine linearen Glieder mehr
besitzt.

Esist a(+m2-+on+nt+cé+m)+din+n+e=0.
Der Faktor des Gliedes mit & ist dann gleich 0 zu setzen und liefert die
Bestimmungsgleichung fiir m. Es ist
c
2am+¢=0, m= - 33
Ebenso ist der Faktor des Gliedes mit 7 gleich 0 zu setzen und liefert die
Bestimmungsgleichung fiir n. Es ist
d
- 35
Da a und b von Null verschieden vorausgesetzt waren, sind m und 2 in
jedem Falle endliche GréBen.

23

2bn+4d=0, n=
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Die Gleichung zweiten Grades hat jetzt die Gestalt

(I) az?+ byt =c¢

angenommen, wo @, b und ¢ irgendwelche reelle Zahlen und a und &
von O verschieden sind.

Wenn ¢ =+ 0 ist, liBt es sich stets, gegebenenfalls durch Multiplikation
der Gleichung mit —1, erreichen, daB ¢ positives Vorzeichen hat.

Sind a und b beide positiv, dann stellt (1) eine Ellipse dar.

Haben a und b verschiedenes Vorzeichen, dann stellt (1) eine Hyperbel
dar, haben a und b beide negatives Vorzeichen, dann entspricht der Glei-
chung keine Kurve im reellen Gebiet.

Ist ¢ = 0, so unterscheiden wir zwei Fille. Wenn a und & gleiches Vor-
zeichen haben, entspricht der Gleichung im reellen Gebiet nur der Null.
punkt.

Haben a und b verschiedenes Vorzeichen, ist also etwa a = m? und
—b = n?, so laBt sich die Gleichung in der Form

(mz +ny) - (mz —ny) =0
schreiben und stellt also ein durch den Koordinatenanfangspunkt gehen-

des Geradenpaar y = ;}:% z dar.

Es bleibt noch der Fall zu erledigen (Nr.13), da8 in
1) az+by*+cx+dy+e=0
einer der beiden Koeffizienten a und b Null wird. Wenn beide Null wer-

den, haben wir es mit der Gleichung einer Geraden zu tun. Es sei a =0,
b # 0. Wir dividieren durch b und bringen die Gleichung auf die Form

(2) y*+az4+by+c =0,
Wir fiithren _einé Substitution
' z={+m; y=n+n
ein und bestimmen m und n, so daf in der neuen Gleichung das lineare

Glied mit n und das konstante Glied fortfallt. Der Substitution entspricht
eine Verschiebung des Koordinatensystems. Es ist

n+2nn+ntt+al+am+bn+bn+tc =0,
wir erhalten also die Gleichung

2n 44, =0; 1}:::—-%

und nt+am+bn+t+e =0
3
oder m=_atbntn
ay

wobei noch der Wert fiir # einzusetzen ist. Es ist hierbei notwendig,
a, + 0 vorauszusetzen.
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Dic Gleichung ist jetzt auf die Form

3 Y =kz

gebracht und stellt eine Parabel dar. Sollte £ =0 werden. so ist die

z-Achse das Bild der Gleichung.

In dem noch zu erledigenden Falle a, = 0 der Gleichung (2) wird
y+by+ec =0,

b 1/
v=—3%)/ F-a

stellt also, wenn der Radikand positiv ist, ein zur z-Achse paralleles
Geradenpaar dar.

Genau die gleichen Uberlegungen fiihren zum Ziel, wenn in Gleichung (1)
@ % 0, aber b =0 ist.

Tangentengleichungen?)

16. Gleichung der Ellipsentangente. Um die Gleichung der Tangente in einem
2 3

Punkte (z,; y,) der Ellipse g—, +l% =1 aufzustellen, bestimmen wir zu-
nichst ihren Richtungsfaktor m. Wenn (z,; ,) ein zweiter Punkt der
Ellipse ist, so geht die durch (z,; o) und (z,; y,) gelegte Sekante in die
Tangente iiber, wenn z, = 2, wird. Es ist also der Richtungsfaktor der

T te —
angen m = lim Y= 91,
z—z,T) — T

b2
Nun ist yn’=—;§xaz+bz’

b2
yl= & z,® + b2,

b2
mithin %' — 0t =— (%' — 5%
b2
oder (Ho— 1) (Y + 1) =— o (%o — 2y) (7 + 7).
_ 3
Es wird also Yo y1=_b_2.x°+x1.
Ty — % a® Yo+ %
Geht man darin zur Grenze z, — x, iiber, 8o folgt
=%
m=- a® y,

als Richtungsfaktor der Tangente im Punkte (z,; y,).

1) Es ist in Nr. 16, 17 und 18 zunéchst die Voraussetzung gemacht, da8 die
Differentiation algebraischer Funktionen dem Schiiler nicht bekannt ist. Ist sie
es doch, dann ist der Richtungsfaktor unmittelbar durch Differentiation zu ge-
winnen, wie in jedem der drei Félle kurz angedeutet ist.
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Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn man von der Funktion
b s
y==x-1 a® —o?

an der Stelle (z,; y,) den Differentialquotienten nimmt:

m_(dy)_ 16 —22% ,.__b2%
T\dz/y T 2 ayar g2 T aty,

Auch wenn man die Funktionsgleichung b22? 4 a?y? = a?b? unmittelbar
nach z differenziert, erhilt man dieses Ergebnis. Es wird

2bzx+2a2y-ﬂ=0,

dx

dy b2z

also =
dx aty

Um die Gleichung der Tangente zu erhalten, setzt man den Richtungs-

faktor in die Geradengleichung i{_‘:" =m ein. Dann wird
]
aty,y — a’y,® = —blz,x + bz’

oder, da b%z,% 4 a?y,? = a?bh?

. Ty, Y-Yo__

ist, 7 + T =1.
17. Gleichung der Hyperbeltangente. Den Richtungsfaktor m der im Punkte

2 2
(2,; Yo) an die Hyperbel % - :Z—2 =1 gelegten Tangente bestimmen wir

ebenso wie in Nr. 16. Es ist, wenn (z,; ¥,) ein zweiter Hyperbelpunkt ist,
b2
Yo? = 5102 — b2,
b2 o
¥t = P z,® — 6%

b2
mithin Y —wnt= ;(xo2 —z,?)

und Yo—9 Y mtm,

Durch Grenziibergang x, — x, ergibt sich hieraus der Richtungsfaktor der
Hyperbeitangente
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Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn man von der Funktion
b ——
-4 V2 —
y=z - ya? —a

an der Stelle (z,; y,) den Differentialquotienten nimmt:
d 16 2
m = ( y) = 4 %o
0

dz 2a }/znz—a’,
2
m=t2
a? y,

Kiirzer kann man dies Ergebnis erhalten, wenn man die Funktions-
gleichung b%2* — a®y? = a®b® unmittelbar nach z differenziert. Es wird

d
2b=x_2a'y£ =0,

dy bz
also ic= %y
Als Gleichung der Tangente in (2,; y,) an die Hyperbel erhalt man also
Yo% _Yn
z—1z, a’y,

T-T_ Y Yo
oder A

Gleichung der Parabeltangente. Der Richtungsfaktor der im Punkte (z,: y,)
an die Parabel y? = 2pz gelegten Tangente wird in gleicher Weise be-
stimmt. Ist (z,; y,) ein zweiter Parabelpunkt, also

Yol =2px,,

y]’ =2 Py
Yo— % _ 2p
Ty—% Yot h
Als Richtungsfaktor erhilt man also durch Grenziibergang

dann wird

m=2.
Yo

Zum gleichen Ergebnis kommt man, wenn man von der Funktion
y=+4V2pz an der Stelle (z,; y,) den Differentialquotienten nimmt¢:
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Die Gleichung der Parabeltangente lautet
Y=% _P

T—Z n Yo
oder Y- Yo — Yo*=2ZP — Z,P.
Setzt man hierin gy = 2pz,, so folgt

Y- Yo =p (& + Z).
Die Asymptoten der Hyperbel
19 Gleichung der Hyperbel-Asymptoten. Eine Gerade y = m 2z wird mit der
2 l
Hyperbel z ———l gum Schnitt gebracht. Fiir den Schnittpunkt

pr
(z,; y,) erhilt man
b2z — a?®miz? =a?b?,

ab
Rl g
mabd
Y ==

b —atmd

z, und y, sind reell, wenn 5% > a?m3, sie sind imagindr, wenn 6% < a?m?
ist. Ist b% = a?m?, dann wird 2, = o0, y, = co. Fur diesen Fall wird die

Gerade y = mx zur Asymptote. Es ist m —i—— , mithin lauten die
Gleichungen der beiden Asymptoten

y=—m y=-—z.

Folgerung. Die beiden Asymptotengleichungen lassen sich in eine Gleichung

zl y:
Pl ek

zusammenfassen..

Gleichung der Kegelschnitte in Polarkoordinaten
20. Mittelpunktsgleichung der Ellipse. Fiihrt man in die Ellipsengleichung
e
nach §7, Nr. 17 durch z =r.cosu, y =r.sinu
Polarkoordinaten ein, so erhilt man
b272 cos*u + a*r?sintu = g?b?
a?b?

und daraus -
b2. cos?u + a? sinu
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Darin setzt man sin?s = 1 — cos?x und fithrt e ein; dann folgt
: ” a?b?
T @& e costu
oder, wenn man noch a=% einfithrt (Nr. 11),
b3

b S a—
1 — &2 cos?u

. Mittelpunktsgleichung der Hyperbel. Von der Hyperbelgleichung
z
& n!
ausgehend, kommt man in gleicher Weise wie bei der Ellipse erst auf
” a?b?
= % cos?u — adsin’u
adb?

und _——
e2cos?y —at’

wo jetzt e?= a? 4 b? ist, und nach Einfithrung von e =% auf
b3
= costu—1"
Erorterung der Mittelpunktsgleichungen. Aus der Ellipsengleichung is:.a.b-

zulesen, daB r seinen groBten Wert fiir =00 hat; dann wird r*=

1—¢%
und das liefert r = a. Mit wachsendem % nimmt r ab und erreicht seinen
kleinsten Wert fiir ¥ = 909, dann wird r = b.

Aus der Hyperbelgleichung ist abzulesen, daB r den kleinsten Wert fiir
3

% = 0° annimmt; dann wird r’=ezb_ i und das liefert # =a. Dann
nimmt mit wachsendem % auch r zu. Es erreicht den Wert oo, wenn
b? . cos?u — a?sindu =0
ist, wie man am besten aus der zweiten Gleichung von Nr. 21 ersieht.
Das liefert also die eine Asymptotenrichtung, die durch
tgu = i
a

bestimmt ist (Nr. 19). r bleibt dann bei zunehmendem u imaginar bis zu
dem Winkel, der die andere Asymptotenrichtung durch

b
tgu = -

festlegt, und fillt dann wieder von oo bis auf a; dieser Wert wird
fiir v = 180° erreicht.
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23. Brennpunktsgleichung der Ellipse. Bei der Ableitung der Mittelpunkts-
gleichung der Ellipse im rechtwinkligen Koordinatensystem (Nr. 2) hatte

sich die Beziehung
ayyP+(e+ 2)?=z-e+4a?
ergeben, woraus Vi +(e+ 2)2=¢x+a

folgt. Wir filhren nun ein Polarkoordinatensystem mit dem Brennpunkt
(0; —e) als Anfangspunkt, der positiven 2-Achse als Anfangslage ein.

Dann ist r=VYy* + (e + 2)?
und T=7r.cO8U —e.
Es ergibt sich also r=g(r-cosu—e)+a
und daraus r=2E .
1—¢c-cosu
e b2
Andererseits ist e—ee=a——=—=p,
a

wo p der Halbparameter (Nr.11) ist, so daB sich also die Gleichung

- P
1 —¢-cosu

24. Brennpunktsgleichung der Hyperbel. Bei der Ableitung der Mittelpunkts-.
gleichung der Hyperbel im rechtwinkligen Koordinatensystem (Nr. 5)
hatte sich die Beziehung

+ayy?+ (e —2)2=ze—a?
ergeben, woraus V4 (e—2)2=¢ez—a

folgt. Wir fiihren nun ein Polarkoordinatensystem mit dem Brennpunkt
(0; +e) als Anfangspunkt, der positiven z-Achse als Anfangslage ein.
Dann ist, da wir von r nur den absoluten Wert nehmen,

r=Vy*+(e—2)?

r ergibt.

und z=r-cosu+e.
Es ergibt sich also r=g¢(r-cosute)—a
ce—a
und daraus r=—,
1—¢-cosu
. e? b2
Andererseits ist te—@=——a=—=7p,
a a

so dal sich wieder die Gleichung

P

r= —mMm8—
1 —¢-cosu

ergibt,
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25. Brennpunktsgleichung der Parabel. Wir legen das Polarkoordinatensystem

26.

80, daB Anfangspunkt der Brennpunkt, Anfangslage die positive z-Achse
wird. Dann folgt unmittelbar aus der Definition der Parabel

r=7p-+r- cosu

Vi

und also =
1 —cosu

Auch diese Gleichung stimmt mit den in den vorangehenden Nummern
hergeleiteten Gleichungen iiberein, da ja bei der Parabel ¢ =1 ist. Man
findet also als Brennpunktsgleichung aller drei Kegelschnitte
in Polarkoordinaten

p

r= ——
1—ccosu’

Konjugierte Durchmesser

In § 6, Nr. 36 wurde der Begriff der konjugierten Durchmesser von Kegel-
schnitten eingefiihrt und der Satz bewiesen: Von zwei konjugierten Durch-
messern halbiert jeder die zum andern parallelen Sehnen. Wir wollen hier
auch analytisch zeigen, daB der geometrische Ort der Mitten einer Schar
paralleler Kegelschnittsehnen eine Gerade ist. Eine Ellipse oder Hyperbel
habe die Gleichung

)] 0222 4 a?y? = a?b?,

sie wird geschnitten von einer Schar von Geraden

(2) y=mz+n,

wobei n verdnderlich, m konstant gehalten wird. Die z-Koordinaten der
Schnittpunkte (z,, y,) und (2, y,) sind dann die Wurzeln der Gleichung
(3) b2x? 4 a?(m?z? + 2mnz + n?) = a2b3.

Die Schnittpunkte selbst kommen fiir unsere Aufgabe, die sich mit den
Sehnenmitten beschéftigt, nicht in Betracht, nur die GréBen

pontn L _htu

P 2
Diese Koordinaten der Sehnenmitten lassen sich aber nach dem Lehrsatz
von Vieta sofort aus der quadratischen Gleichung (3) herauslesen. Es wird

mtE a?mn
(4) T=-" _:FbH:aZmz'

nimmt man die Gleichung (2) der Sehne hinzu, so ergibt sich auch
b2n

®) V= Eiam
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Aus (4) und (5) folgt als Gleichung des gesuchten Ortes
bt
Vv=Fan
2
Der Ort ist also ein Durchmesser mit dem Richtungsfaktor :F—f—.
atm

Folgerung. Geht ein Durchmesser durch den Punkt (z,; o), ist also sein Rich.

tungsfaktor m = 2‘5, 8o lautet die Gleichung des konjugierten Durch-
messers %o
T, Y- Y
= +-—b2 =0.

27. Wenn die Parabel mit der Gleichung

(03] Yy =2pz
von einer Schar von Sehnen
(2) y=mz+n

geschnitten wird, so lautet die quadratische Gleichung, die die y-Koordi-
naten der Schnittpunkte gibt,

v
(3 y=m.2_p+"'

man erhilt also fiir die Sehnenmitte den Wert

_Nhtv_p
VY="% T u

Das heiBt aber, die Mitten der Sehnen hahen samtlich die konstante
y-Koordinate -:?, liegen also auf einer Geraden im Abstand % zur
z-Achse. Die Gleichung dieser Geraden ist °

=P
y= -
28. Beziehungen zwischen den Richtungen konjugierter Durchmesser. Ist m,
der Richtungsfaktor eines Ellipsen- oder Hyperbeldurchmessers, dann ist
bl
my="F am,
ist also

der Richtungsfaktor des konjugierten Durchmessers. Es

b2

Daraaus folgt, daB der zu dem konjugierten Durchmesser konjugierte Durch-
messer der urspriingliche Durchmesser ist. Aus der Gleichung folgt weite:,
daB m, und m, bei der Ellipse entgegengesetztes, bei der Hyperbel gleiches
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Vorzeichen besitzen. Konjugierte Durchmesser werden also bei der Ellipse
stets, bei der Hyperbel niemals durch die Hauptachsen getrennt.

Ist bei der Hyperbel m, <-§, schneidet also der erste Durchmesser die
b
Hyperbeliste, dann wird m,> PR d.h. der konjugierte Durchmesser

schneidet die Hyperbel nicht. Die Asymptoten trennen also die konju-

a . a .
gierten Durchmesser. Ist m, =7 % wird auch m, =3 d.h. die

Asymptoten sind sich selbst konjugiert.
Ist o der Winkel zwischen zwei konjugierten Durchmessern einer Ellipse
oder Hyperbel, dann findet man

my—my _ F b —m?ad
1+my-my (a®Fb%)m; °
Aus dieser Beziehung kann man ablesen, wie sich « dndert, wenn sich m,
andert. Ist insbesondere m, = 0, dann wird tga = oo, « also ein rechter
Winkel. Ist andererseits m, = oo, so wird wieder « ein rechter, wie schon
aus der eben ausgesprochenen Wechselseitigkeit der Beziehung konju-
gierter Durchmesser folgt. Die Achsen sind also ein Sonderfall konjugierter
Durchmesser.
Bezichungen zwischen Liingen konjugierter Durchmesser. Es seien im Falle
der Ellipse @, und b, die Hilften konjugierter Durchmesser, @, und g,
die zugehérigen Winkel mit der positiven z-Achse. Dann folgt aus den
Entwicklungen von Nr. 20

tgo =

i azb? o abt
1 T a¥ —e?.cos?g,” ' a?—e.cosi,’
. 1 1
Nun ist cos?p, = THigg —1 T
costgy = 1 _ 1 _ atm,? i
1+tg%p, 14 b atmi4bt
atm,?

Daraus folgt nach einigen Umrechnungen, bei denen e? durch a® — b? er-
setzt wird, ’
a2+ b2 =a+ b

Im Falle der Hyperbel sei a, ein reeller Halbmesser, dann liefert die in
Nr. 21 hergeleitete Formel
2 a?b?
i cos?p, — a?
nach den Erorterungen in Nr. 22 und 28 fiir den konjugierten Halb.
messer 7 einen imagindren Wert. Wenn wir also
a?b%

[ A —
a® — e cos?p,
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3

=3

setzen, so wird b, ein reeller Wert, den wir als Linge des konjugierten
halben Durchmessers bezeichnen wollen. Wie oben folgt dann aus
a?b? a?b?

a12 = 12 =
e? cos?p, — a?

a? — % cos’e,
die Beziehung a?—b?2=aqa%—b%

Gleichungen der Kegelschnitte in schiefwinkligen Koordinaten

. Die Mittelpunktsgleichung der Ellipse und der Hyperbel. Wir beziehen jetzt

die Kegelschnitte auf ein von einem Paar konjugierter Durchmesser ge-
bildetes schiefwinkliges Koordinatensystem. Wir behandeln zunichst
Ellipse und Hyperbel. Wir gehen von der Mittelpunktsgleichung in recht-
winkligen Koordinaten aus:

b2 4+ aty? = a?b?.
Die konjugierten Durchmesser mégen mit der x-Achse die Winkel ¢, und ¢,

bilden. Dann haben wir nach § 7, Nr. 16 die neuen Koordinaten durch die
Transformationsgleichungen

z =X cosp, + Y - cosp,,
y =X sinp, + Y -sing,
einzufiihren. Wir erhalten
(b2 cos?, + a?sin%p ) X2 + (b% cos?p, 4 a? sin%p,) ¥?
+ 2(b% cosg, - cosp, 4 a?sing, - sing,) XY = a? b2,
Der Faktor des dritten Gliedes wird Null, weil man (Nr. 28)

b2
tgg; - tgpa=F
in a?sing, - sing; = F- b2 cosp, - cosp,
umschreiben kann.
Nach Nr.20 und 21 ist 72 @
ach Nr.20 und 2116t 7 = G costu & a? sintu
e 3 2 8 a%b?
mithin ist b2 cos®p, +a -sm2<p1=a_12,
. a?b?
b2 cos?, + a? - sin%g, = >
1
Die Gleichung der Ellipse und Hyperbel nimmt also die Gestalt an

Xz ¥
st

Damit erscheinen die in Nr. 2 und 5 aufgestellten Gleichungen nur als
Sonderfille — vgl. den SchluB von Nr. 28.
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Die Scheitelgleichung der Parabel. Wir beziehen die Parabel auf ein schief-
winkliges Koordinatensystem, das von einer Tangente und der durch ihren
Beriihrungspunkt gehenden Parallelen zur Hauptachse gebildet wird.

Wir hatten in Nr. 27 eine Parabel von einer Schar paralleler Sehnen mit
dem Richtungsfaktor m geschnitten. Es ergab sich, daB die Sehnenmitten
auf einer Parallelen zur Hauptachse lagen. Wir zeigen nun zunichst, da
die Tangente, die man im Schnittpunkt dieser Parallelen mit der Parabel
zieht, gleichfalls den Richtungsfaktor m hat. Wenn (z,, y,) der Schnitt-

punkt ist, so haben wir y,= -1% , also m= 1£ . Andererseits folgt aus der

Yo
Tangentengleichung der Parabel (Nr.18) y -y, = p(z + z,) der gleiche
Richtungsfaktor.

Wir gehen von der Scheitelgleichung in rechtwinkligen Koordinaten aus
y: =2pz,

Wir transformieren das Koordinatensystem zunéchst in ein rechtwinkliges
&-n-System mit (z,; y,) als Anfangspunkt. Dann wird (§ 7, Nr. 13)

(n+ 9o)? =2p(§ + 2,) oder n7®+ 279y, =2p§.

Wir fithren jetzt ein schiefwinkliges X.Y-System ein, dessen eine Achse
die Parallele zur Hauptachse, dessen andere Achse die Tangente ist. Dann
ist in die Transformationsgleichungen (§ 7, Nr. 16) einzusetzen

@, =0; sing, =0; cosp, =1;

tgp, = g; simp,:——#; cos@, =/_——l°—__—b.
Yo Vyo* + p* Vyo? + »*
Yy Yp
Sie lauten also &= X+ L, 9= .
Vyo* + 2 Vyo* + 7
Y2p
Man erhalt ——=2X.
¥o* + p?
2 4 8 ]
Setzt man hierin !—/—op# = M%ﬂ =2z +p=17,

dann lautet die Gleichung Y2 =2p'X.

Man erkennt, daB die gewshnliche Parabelgleichung (Nr. 8) als Sonderfall
der soeben aufgestellten erscheint.

Die Asymptotengleichung der Hyperbel. Wir beziehen die Hyperbel auf
ein im allgemeinen schiefwinkliges Koordinatensystem, das von den beiden
Asymptoten gebildet wird. Damit ein Ast der Hyperbel im ersten Qua-
dranten liegt, nehmen wir als X-Achse die Asymptote mit der Gleichung

b
y=——z als Y-Achse die Asymptote mit der Gleichung y = -z— z. Dann
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erhilt man fiir die Winkel ¢, und @, in den Transformationsgleichungen
(§7, Nr. 16)

b . b a
tgp;, = - sm:pl=:; cosp; = —-:;
b . b a
th2=;; sm¢,=_?; cos¢a=—:.

Die Transformationsgleichungen lauten also

z=—(X+7)=,

b
y=(X—-Y):.

Setzt man das in bia? — a¥y? = a?b?
3
ein, so folgt x-y=%.

Wir haben diese Gleichungsform fiir den Fall, daB die Hyperbel gleich-
seitig ist, bereits im Buch fiir KI. 7—9 bei der Erérterung der Funktion
y = ¢ - z~1 kennengelernt,

- —r——



