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ERSTES KAPITEL

Arithmetische und geometrische Reihen
und thre Anwendungen

§ 1. Arithmetische Reihen 1. Ordnung

Begriff der arithmetischen Reihe

1. Das Anfangsglied einer arithmetischen Reihe heile a, die Differenz d. Welchen
Wert hat das 2. Glied, das 3., das 7., das kte Glied?

2. Sind u, v, w drei aufeinanderfolgende Glieder-einer arithmetischen Reihe, so
ist u—v=v—w, also v=H%. Wie kann man hiernach eine arithmetische
Reihe definieren? (Benutze den Begriff des arithmetischen Mittels.)

3. a) Welche arithmetischen Reihen nennt man steigend, welche fallend? b) Wie
sieht eine Reihe aus, bei der die Differenz d gleich 0 ist?

4. a) Das 1.Glied einer arithmetischen Reihe sei 1, die Differenz 2, die Anzahl
der Glieder 10. Wie heit die Reihe? b) Berechne durch mdoglichst zweck-
méBige Addition die Summe aller Glieder.

6. Die beiden ersten Glieder einer arithmetischen Reihe sind :

a) 1und 2, b) 1 und 3, ¢) 2und 4,
d) Iund -1, e) 1und —2, f) —1lund +1,
g) $und —1, h) —% und +1%, i) 0,1 und —0,2,
Gib jeweilig die nichsten drei Glieder an. k) a und b.

6. In einem in Kahun, siidlich von der Pyramide von Illahun, gefundenen
Papyrusfragment, das in das 2.Jahrtausend v.d. Ztr. gehort, findet sich eine
10gliedrige arithmetische Reihe, deren erste Glieder 134 und 12}} lauten.
Wie heilen die anderen Glieder?»

7. Das Anfangsglied einer Reihe ist 0, die Differenz 5, das letzte Glied 30. Wie
heift die Reihe, wie viele Glieder hat sie, und wie groB ist die Summe aller Glieder?

8. Beantworte dieselben Fragen wie in Aufgabe 7 fiir eine Reihe mit dem An-
fangsglied —10, der Differenz 3, dem letzten Glied 17.

9.a-i) Gib eine graphische Veranschaulichung der in Aufgabe 5a bis i an-
gegebenen arithmetischen Reihen in der Weise, daB du im Punkte 1 der
z-Achse das 1.Glied, im Punkte 2 das 2.Glied, im Punkte 3 das 3. Glied usf.
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(genauer: so viel MaBeinheiten, als jedes Glied anzeigt) senkrecht auftrigst.
Was 1aBt sich iiber die Lage der Endpunkte der die einzelnen Glieder der
Reihe darstellenden Strecken sagen?

10. a) Das 1.Glied einer Reihe ist 3, das 7. ist 6; b) das 1. ist 1, das 5. ist —5.
Bestimme die Zwischenglieder arithmetisch und graphisch.

11. a) Was éndert sich an der Differenz einer Reihe, wenn man die Gliederfolge
umkehrt? b) Wie éndert sich das graphische Bild der Reihe?

Die Summe einer arithmetischen Reihe

12, Eine Reihe, in der das Anfangsglied a, die Differenz d, das Endglied 2 heiit,
soll in umgekehrter Folge geschrieben werden; wie heilt in der neuen Reihe
das Anfangsglied, das 2., das 3., das kte Glied, das Endglied?

13. Man addiere in einer ngliedrigen arithmetischen Reihe das 1. und nte Glied,
dann das 2. und (n— 1)te, allgemein das kte und (n —k + 1) te Glied; welches
Gesetz erkennt man?

14. Unter eine arithmetische Reihe schreibe man gliedweise die aus der ersten
durch Umkehrung der Gliederfolge entstehende Reihe. a) Wie groB ist die
Summe je zweier iibereinanderstehender Glieder? b) Wie kann man hiermit
die Summe der Reihe, d. h. die Sumnre aller Glieder bis zum nten Gliede,
bestimmen?

15. In welcher Weise kann man an der Hand der graphischen Veranschaulichung
der arithmetischen Reihe den Wert der Summe ihrer Glieder durch den
Flicheninhalt einer Figur veranschaulichen? Gib zu der in den Aufgaben 12
bis 14 gewonnenen arithmetischen Ableitung des Summenausdruckes die ent-
sprechende geometrische Ableitung der Summenformel.

16. a) Leite an der Hand der Fig. 1 das von Jamblichus (Anfang des 4. Jahrhun-
derts n.d.Ztr.) gefundene Resultat ab, daB

1424834 4+94+104+9+---+3+241 © © ® © o o o o o o
gleich 102 ist. (Die Punkte sind in Parallelen
zu einer Diagonale zusammenzufassen.)

b) Stelle in gleicher Weise a* als Summe einer
mit 1 beginnenden und wieder mit 1 aufhéren-
den Reihe dar. b
17. a) Zeige an Fig.1 dadurch, daB8 du erst einen
Eckpunkt, dann die ihn umgebenden 3 Punkte,

dann wieder die diese umgebenden 5 Punkte
usf. zusammenfaflt, dal

1+3+5+...+19=102 Fig. 1
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18.

19.

20.

ist. b) Zeige, daB sich allgemein jedes Quadrat einer ganzen Zahl als Summe
einer mit 1 beginnenden Reihe der ungeraden Zahlen darstellen 1iBt. Wie
heiBt die letzte ungerade Zahl der Reihe?

Ist @ das Anfangsglied, d die Differenz, n die Anzahl der Glieder, z das End-
glied und s die Summe der Reihe, so gelten die Formeln:

Lz=a+(rn-—1)d,
moe=(tar

Il s_an+"(n_l) d.

Leite die 3. der vorstehenden Formeln aus den Grundformeln I und IT her.

Stelle fiir die Summe der Reihe eine Formel auf, in der die Anzahl der Glieder,
die Differenz und das Endglied (n, d, z) vorkommen, und leite diese Formel
auf doppelte Weise aus zwei der Formeln I, IT und III der Aufgabe 18 her.

Wieviel GroBen sind notwendig und hinreichend, um eine arithmetische Reihe
vollstindig zu bestimmen? (Grund!)

Von einer arithmetischen Reihe!) sind

gegeben gesucht gegeben gesucht
21. n, z, 8 a, d 26. a, n, s d, z
22, d, z, 8 a, n 27, a, n, z d, s
23. d,n. s a, z 28. a, d, s n, z
24, d,n, 2z a, s 29. a,d,z n, 8
25. a, z, 8 d,n 30. a, d, n 2, 8
31. Warum fiihren Aufgabe 22 und 28 auf quadratische Gleichungen? (Achte auf

32.

33.

die Grundformel II.) Warum geniigt es zu wissen, dal Aufgabe 22 auf eine
quadratische Gleichung fiihrt, um schlieBen zu kénnen, da8 dies auch bei Auf-
gabe 28 zutrifft? (Achte auf die Gleichberechtigung von @ und z; Umkehrbar-
keit einer Reihe.)

Beispiele

Wie heilt die nte ungerade Zahl, und wie grof ist die Summe der ersten
n ungeraden Zahlen? Beispiel n = 202).

Wie heiit die nte gerade Zahl (0 nicht mitgerechnet), und wie groB ist die
Summe der ersten n geraden Zahlen? Beispiel n=24.

1) Zahlenbeispiele hierzu wihle man aus Aufgabe 42 bis 55.
*) Die aligemeine Losung der Aufgaben 32 bis 34 war schon den Pythsgoraem im 6. und 5. Jahrhundert
v.d.Ztr, bekannt. (Nach Theon von Smyrna, um 130 v.d. Ztr.)
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34. Wie groB ist die Summe aller ganzen Zahlen

a) von 1 bis 100, b) allgemein von 1 bis n?
35. Wie groB ist die Summe aller dreiziffrigen Zahlen? )
36. Wie groB ist die Summe aller ungeraden Zahlen von 13 bis 81?
37. Wie groB ist die Summe aller geraden Zahlen von 24 bis 98?
38. Wie groB ist die Summe aller durch 3 teilbaren Zahlen von 3 bis 99?
39. Wie groB ist die Summe aller durch 7 teilbaren Zahlen von 7 bis 343?
40. Wie groB ist die Summe aller durch p teilbaren Zahlen von p bis np?
41. Wie groB ist die Summe aller durch % teilbaren Zahlen von nk bis mk?

Betrachte in jeder der folgenden Aufgaben 42 bis 55 drei der Groflen a, d,
n, z, s als gegeben, die beiden anderen als gesucht. (Vgl. Aufgaben 21 bis 30.)

a d n | oz s a d n z | s
42, 1 12 40 | 469 | 9400 9. 5 —3% | 13 |—37 |—208
43| 2 | 3 | 17 | 50 | 442| 60| —a | 51 | 37 | 188 | 3404
4. 21 —5 | 17 | —59 | —323 6L | —4L | 55 | 20 | 100 | 955
45. |37 | 4 22 | 465 | 99 52. [ 31 I- | 24 | 3¢ | 448
46. | 29 13- | 33 | 77 | 1749 53.| 60 | —1% | 21 | 35 |997
47.| 25 —211 25 | —35|—125 4. | 52 0,4 43 22 |584,8
48. | —19 11 29 23 58 55. | 2,3 1,3 19 | 25,7 | 266

56. Zwischen je 2 Glieder der arithmetischen Reihe 1, 5, 9, 13 usw. sollen 5 Glieder
s0 eingeschaltet werden, dafl wieder eine arithmetische Reihe entsteht (Inter-
polation). a) Wie heiBt die neue Reihe? b) Benutze die graphische Darstellung.

57. Zwischen je 2 Glieder der Reihe 2, 14, 26 usw. sollen 7 Glieder interpoliert
werden. Wie heiBlen diese? (Graphische Darstellung!)

58. Zwischen a und b sollen 7 Gro8en interpoliert werden. a) Wie heiflt die Diffe-
renz der entstehenden Reihe, und wie heiBen die 3 ersten Glieder? — Man
kann die Reihe auch iber b hinaus fortsetzen (Extrapolation). b) Wie heien
die 3 nichsten auf b folgenden Glieder? ¢) Wie heiBt das (n2+n-1)te Glied
der ganzen Reihe?

59. Das 7.Glied einer arithmetischen Reihe heifit 10. Das 17.Glied heiBt 50. Wie
heiBt das 1.Glied und die Differenz der Reihe? a) Arithmetisch, b) graphisch
zu lésen!

60. Das 11.Glied einer arithmetischen Reihe heif3t 47, das 19.Glied 75. Wie heifit
das 283.Glied?
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61. Die Summe des 4. und 7. Gliedes einer arithmetischen Reihe ist 100, die
Summe des 17. und 29.Gliedes ist 800. Wie heilt die Reihe?

62. Die Summe der 37 ersten Glieder einer arithmetischen Reihe ist 888, die
Differenz zwischen dem 13. und 31. Gliede 126. Wie heiBt das 1. Glied und
die Differenz der Reihe?

63. Zwei Reihen sind gegeben: Die eine hat das Anfangsglied 1 und als 7.Glied 4,
die andere hat das Anfangsglied 11 und als 6. Glied 1. Bestimme graphisch,
welches Glied beide Reihen gemeinsam haben (gemeinsam heilt ein in 2 Reihen
vorkommendes Glied, das in beiden Reihen an gleicher Stelle steht).

64.1) Wie groB ist die Anzahl der Glieder und das letzte Glied einer arithmeti-
schen Reihe, deren 1. Glied —7, deren Differenz 3 und deren Summe 430 ist?
(Andere Zahlenbeispiele sind aus der letzten Tabelle — Aufgabe 42 bis 55 — zu
entnehmen.)

65. Das letzte Glied einer arithmetischen Reihe ist 97, die Differenz 3, die Summe
1612. Wie groB ist das 1. Glied und die Anzahl der Glieder? (Andere Zahlen-
beispiele sind aus der letzten Tabelle ~ Aufgabe 42 bis 55 - zu entnehmen.)

66. In einer arithmetischen Reihe von 20 Gliedern ist das Produkt der beiden
mittleren Glieder 725, die Summe des 3. und 12. Gliedes gleich 30. Wie heif3t
das 1.Glied und die Differenz der Reihe?

67. In einer arithmetischen Reihe von 10 Gliedern ist die Summe aller Glieder 65,
die Summe ihrer Quadrate 1165. Wie gro8 ist das Anfangsglied und die
Differenz?

68. In einer arithmetischen Reihe von 14 Gliedern ist dos Produkt des 1. und
letzten Gliedes 276, das Produkt der beiden mittleren Glieder 1326. Wie grof3
ist das Anfangsglied und die Differenz?

69. In einer arithmetischen Reihe von 100 Gliedern ist die Summe aller Glieder
8200, das Produkt der beiden mittleren Glieder 6723. Wie groB ist das
1. Glied und die Differenz?

70. Welche positive ganze Zahl ist gleich der Summe aller vorhergehenden ganzen
Zahlen?

71. Welche positive ganze Zahl ist a) gleich dem 10. Teil, b) gleich dem kten Teil
der Summe aller vorhergehenden ganzen Zahlen?

Anwendungen

72. Wieviel Schlige tut eine Uhr in 24 Stunden, wenn sie nur ganze Stunden
schliagt?

73. Wieviel Schlige tut eine Uhr in 24 Stunden, ‘wenn sie aufler den ganzen
Stunden auch }, 4 und  Stunden (durch 1, 2, 3 Schlige) anzeigt?

1) Die Aufgaben 64 bis 71 fithren auf quadratische Gleichungen.
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74.
75.

76.

.

8.

9.

80.

81.

82.

83.

Aufgabe aus friitheren Auflagen nicht iibernommen.

Ein Angestellter erhilt ein Jahresgehalt von 3000 RM und soll nach Ablauf
jedes Jahres 30 RM Zulage erhalten. a) Wie hoch belduft sich sein Gehalt
nach 10 Jahren? b) Wieviel Gehalt hat er in 10 Jahren insgesamt erhalten?

Ein Angestellter hat ein Jahresgehalt von 3600 RM und erhélt jedes Jahr
eine Zulage von 240 RM. Zugleich wachsen seine Ausgaben. Bis jetzt ist er
mit 3000 RM jihrlich ausgekommen, von nun an verbraucht er in jedem
Jahr 300 RM mehr als im vorhergehenden. In welchem Jahr werden seine
Ausgaben das ganze Gehalt in Anspruch nehmen, und wie hoch ist dann
das Gehalt?

Jemand setzt beim Spiel erst 1 RM und verliert, dann 2 RM, 3 RM usw.,
jedesmal 1 RM mehr. Beim wievielten Spiele erhilt er im Fall des Gewinnes
all sein Geld wieder, wenn die Bank den zehnfachen Satz auszahlt?

Jemand wollte 1000 RM unter 16 Personen in der Weise verteilen, dall jede
folgende immer 5 RM mehr erhielt als die vorhergehende. Wieviel erhielt die
erste und wieviel die letzte?

A macht mit B eine Wette. A will nach einem 6000 Schritt entfernten Orte
hin- und zuriickgehen, bevor B 200 Apfel in einen Korb gesammielt hat. Die
Apfel sollen in einer Reihe liegen, jeder von dem andern einen Schritt ent-
fernt, und sollen einzeln herangeholt und einzeln in den Korb gelegt werden.
Der Korb steht beim 1. Apfel. A soll ebenso schnell gehen wie B. Wer ge-
winnt die Wette?

Aufgaben aus der Physik

Eine Luftpumpe, deren Rezipient 1000 ccm faft, und deren Stiefel einen
freien Rauminhalt von 200 ccm hat, ist zugleich als Kompressionspumpe zu
gebrauchen. Wie stark ist der Druck der komprimierten Luft nach 10 Kolben-
stoBen, wenn anfangs Atmosphirendruck herrschte?

Wieviel KolbenstoBe sind erforderlich, um eine Kompression von 2 Atmo-
sphiiren mit einer Pumpe herbeizufithren, deren Rezipient 1200 cem faBt,
wiithrend der Stiefel (ohne den Raum fiir den Kolben) 150 ccm Rauminhalt hat?

Welche Grofle hat in einer Kompressionspumpe der vom Kolben freigelassene
Raum des Stiefels, wenn das Manometer des Rezipienten, der 0,81 fa3t, nach
10 KolbenstdBen einen Druck von 24 Atmosphéren anzeigt?

Nach den Gesetzen der Physik féllt ein Kérper im luftleeren Raum in der
1. Sekunde ungefihr 4,9 m, in jeder folgenden immer 9,8 m mehr als in
der vorhergehenden. Welchen Raum durchfillt danach ein Kérper in 12 Se-
kunden, und wieviel Meter in der 12. Sekunde?
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84.

85.

86.

87.

88.

89.

91.

Wieviel Meter fillt nach der vorigen Aufgabe ein Kérper in einer halben
Minute, und wieviel in der 30. Sekunde?

In wieviel Sekunden wird unter den in Aufgabe 83 angegebenen Bedingun-
gen ein Korper einen Raum von 490 m durchfallen?

Aufgaben aus alter Zeit

Aus dem Papyrus Rhind des Aehmes (um 1700 v. d. Ztr.):
10 MaB Getreide unter 10 Personen so zu verteilen, da jede folgende Person
+ MaB weniger erhilt als die vorhergehende.

100 Brote sollen an 5 Personen so verteilt werden, daB die Anteile eine arith-
metische Reihe bilden und die beiden geringsten Anteile zusammen - der
Summe der drei anderen Anteile ausmachen. ’

Aus dem (indischen) Rechenbuche von Bakhshali (300 bis 400 n.d. Ztr.?):
Ein Reisender legt am 1.Tage 2 (2,) Wegeeinheiten zuriick, jeden folgenden
Tag 3 (d,) mehr. Ein zweiter Reisender legt am 1.Tage 3 (a,) Wegeeinheiten
zuriick, jeden folgenden Tag 2 (d,) mehr. Wann holt der erste den zweiten ein?
Aus Diophants Schrift iiber die Polygonalzahlen (um 300 n.d.Ztr.):

Beweise folgenden Satz: Sind p, g, r drei aufeinanderfolgende Glieder einer
arithmetischen Reihe, so ist p? 4 8qr=(2¢ +7)%

Aus der Abhandlung ,,Anaphorikos* von Hypsikles (um 170 v.d. Ztr.):

. Beweise, daB3 in einer arithmetischen Reihe von gerader Gliederzahl die Summe

der 2. Hilfte der Glieder die der 1. Hélfte um ein Vielfaches des Quadrats
der halben Gliederzahl iibertrifft.

Nach Heron von Alexandria (1. Jahrh. v.d. Ztr.):

Ein Amphitheater von n Sitzreihen hat in der untersten Reihe a Sitze, in
der obersten Reihe z Sitze. Wieviel Personen faBt das Amphitheater?

§ 2. Arithmetische Reihen héherer Ordnung

Begriff der arithmetischen Reihen hoherer Ordnung
Es sei eine beliebige Reihe
a, b, ¢, d, e usw.

gegeben. Subtrahiert man jedes Glied dieser Reihe von dem darauffolgenden,
8o entsteht eine neue Reihe

b—a, c—b, d—c, e—d usw.,

die man die 1. Differenzenreihe der urspriinglichen Reihe nennt.
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Eine arithmetische Reihe 2. Ordnung ist eine Reihe, deren 1.Differenzenreihe
eine arithmetische Reihe 1.Ordnung ist. Zum Beispiel hat die Reihe
1, 3, 8, 16, 27, ...
als 1. Differenzenreihe:
2, 5, 8, 11,
1. a) Priife in der gleichen Weise, ob die Reihe
—6, —4, 4, 18, 38,
eine arithmetische Reihe 2. Ordnung ist. b) Wie wiirde das 6. Glied dieser
Reihe heilen?

2. Bildet man von der 1.Differenzenreihe abermals die Differenzenreihe, so ent-
steht eine neue Reihe, die man als die 2. Differenzenreihe der urspriinglichen
Reihe bezeichnet. Entsprechend erklirt man die 3., 4., nte Differenzenreihe
der gegebenen Reihe. a) Wie ist die 2. Diffefenzenreihe einer arithmetischen
Reihe 2.0rdnung beschaffen? b) Wie kann man entsprechend der arithmeti-
schen Reihen der 3., 4., nten Ordnung definieren?

3. Kann man bei einer arithmetischen Reihe 2.Ordnung auch von einer 3. und
4. Differenzenreihe sprechen? Welchen Wert wiirden die Glieder dieser Reihe
haben?

4. Wie sehen bei einer arithmetischen Reihe der nten Ordnung die (n+1)te
Differenzenreihe und die folgenden Differenzenreihen aus?

6. Eine arithmetische Reihe 2.Ordnung habe das Anfangsglied a,=7, ihre
1. Differenzenreihe beginne mit a, =5, ihre 2. Differenzenreihe mit a,=3.
Gib an, wie die weiteren Glieder der 2. Differenzenreihe heiBen, und bilde
8 Glieder der Hauptreihe.

6. Fiir eine arithmetische Reihe 3.Ordnung seien bei entsprechender Bezeich-
nung wie in Aufgabe 5 die GroBen ay=1, a, =2, a,=3, a; =4 gegeben. Wie
lauten die 7 ersten Glieder der Reihe?

7. Bilde die 9 ersten Glieder der Reihe 4.Ordnung, fir die a,=1, a,=15,
a,=50, a; =60, ay=24 ist.

8. Von welcher Ordnung sind folgende arithmetische Reihen, und wie heiBen die
néichsten 5 Glieder?

a) —17, —8, +1, +10, +19,
b) —4, —3, 0, 8 24,

¢ 1, —5, —9, —35, +13,

4 8 10, 4, —5, —12, ...

¢) 11, 8, 0, —12, —25, —34, ...
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9. Bilde die Reihe der Quadratzahlen bis zu 102 a) Priife zunéichst an den
Differenzenreihen die Art dieser Reihe. b) Beweise das Ergebnis von a) all-
gemein an drei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen (n — 1)2, n2, (n + 1) oder
P, (p+1)%, (p+2)%

10. Lose die vorige Aufgabe entsprechend fiir die Kubikzahlen.

11. Bilde die ersten 10 Glieder der arithmetischen Reihen, deren allgemeine
Glieder sind :

a)yn—1, b) n2 —1,

0 221, dynt—n+1,
a(n—1(n—2)

) T -

12. Bilde die arithmetische Reihe 2.0rdnung, bei der a,=1, a,=2, a,=1 ist,
und untersuche an Fig.2, mit welchem Rechte man die erhaltenen Zahlen als
Dreieckszahlen bezeichnet. Gib das nte Glied der Reihe an.

Lose dieselbe Aufgabe fiir

% | o )
13.] 1 3 2 (Viereckszahlen, vgl. Fig. 3).
4. 1 4 3 (Fiinfeckszahlen, vgl. Fig. 4).
15.] 1 5 4 (Sechseckszahlen, vgl. Fig. 5).
16.( 1 p—1|p—2 (p-Eckszahlen).
2N Die so erhaltenen Zahlen fiihren auch den gemeinsamen
Phm Namen Polygonalzahlen.
ST
ST . e — e
Fig.2 /'/ \'\, e, \
e N N s \
e ~i \/ . < \/. AN \\
T N Y NN N
R (VAN SN\ S
b I NN S
l~.|_! [ \ \_/ /7
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Summe arithmetischer Reihen hoherer Ordnung
17. Setze in der identischen Gleichung
n—1P3=n>—3n24+3n—1

fiir » der Reihe nach die Werte 1, 2, 3, ..., (n—1), n und addiere die er-
haltenen Gleichungen. Beweise durch passende Umformung des Ergebnisses,
daB
29243 .. =t DCrtD
124224324 ... 4+n2= 133

ist (Archimedes).

18. Zeige in entsprechender Weise unter Benutzung der Formel fiir (» —1)¢, daB
sich fiir die Summe der » ersten Kubikzahlen

18+23+...+n3=[%]2= Q+24 34 +n)
ergibt (Nikomachus, etwa 100 n.d. Ztr.).
19. Setze in dem allgemeinen Gliede einer arithmetischen Reihe 2. Ordnung
2o =A + Bn + Cn?

fiir » der Reihe nach die Werte 1, 2, 3, ..., n, addiere die erhaltenen Glei-
chungen und benutze die in Aufgabe 17 hergeleitete Formel fiir die Summe
der Quadratzahlen; dann erscheint die Summenformel der arithmetischen
Reihen 2. Ordnung?) in folgender Form

$p=UAn+Bn? + Cns.
Driicke die Koeffizienten 2, 8, € durch a,, a,, a, aus!

Anleitung: Die Koeffizienten hingen nur von a,, a,, a, ab, sind also fiir alle Werte von n
konstant. Es geniigt also, fiir » nacheinander 3 verschiedene Werte (etwa 1, 2, 3) und fiir
2, die entsprechenden Werte (a,, ay--a,, a5+ 2a, + a,) zu setzen, um 3 Gleichungen fiir
die 3 Unbekannten %, 8, € zu erhalten.

20. In einer Kegelbahn sind Kugeln in Form einer dreiseitigen Pyramide auf-
geschichtet. In den Seiten der Dreiecke, welche die einzelnen Kugelschichten
bilden, liegen der Reihe nach 1, 2, 3, 4 ... Kugeln, in der Seite der untersten
Schicht » Kugeln. Wieviel Kugeln liegen in jeder einzelnen Schicht, wieviel
in der untersten Schicht, wieviel der Reihe nach in den einzelnen oben ab-
geschnittenen Pyramiden und wieviel in der ganzen Pyramide! (Beispiel:
n=10.)

1) Der crste, der Summenformeln fiir arithmetische Reihen hoherer Ordnung - freilich auf empirischem
Wege - aufstellte, war Jokann Faulhaber von Ulm (Anf. des 17. Jahrh.). Unabhingig von ihm hat Fermat
1636 dic Reihen beliebiger Potenzen der ganzen Zahlen aummicren gelehrt (rit Beweis).
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§ 3. Endliche geometrische Reihen

Begriff der geometrischen Reihe
1. Es sei a das Anfangsglied, ¢ der Quotient einer geometrischen Reihe; wie
lautet das 2., das 3., das 6., das nte Glied? (Beispiel: a =3, ¢=2, n=10.)
2. Wie groB ist der Quotient und das nte Glied der Reihe:
a) 2, 6,18, 54, ...,
by 1, &, %, %, ...,
1, —3, 9, —27, ..2

3. a) Es seien %, v, w drei aufeinanderfolgende Glieder einer geometrischen
Reihe; driicke v durch % und w aus. b) Wie kann man hiernach eine geo-
metrische Reihe definieren?

4. a) Was ist eine steigende, was eine fallende geometrische Reihe? h) Wie ist
eine Reihe beschaffen, bei der =1 ist, ¢) bei der g==—1 ist?

5. Wie éndert sich der Quotient einer Reihe, wenn man ihre Glieder in um-
gekehrter Folge schreibt?

6. Die beiden ersten Glieder einer geometrischen Reihe sind :

a) 1 und 2, b) 1 und 3, ¢) 2und 4,
d) 1und -1, e) 1und —2, f) $und 1,
g) 4 und }, h) 3 und 4, i) 1und 0,1,
Gib jeweilig die 3 nichsten Glieder und k) aund b.

das nte Glied an.

7. Gib eine Veranschaulichung des Wachstums der Glieder einer geometrischen
Reihe in der Weise, daB du im Punkte 1 der z-Achse das 1. Glied, im
Punkte 2 das 2. Glied usf. (genauer: so viel MaBeinheiten, wie jedes Glied
anzeigt) senkrecht auftrigst. Was liBt sich iiber die Lage der Endpunkte der
die einzelnen Glieder der Reihe darstellenden Strecken sagen, wenn a) der
Quotient >1 (Aufgabe 6a, b, ¢, f, h als Beispiel), b) der Quotient ein posi-
tiver echter Bruch (Aufgabe 6g und i als Beispiel), ¢) eine negative Zahl (Auf-
gabe Ge als Beispiel), d) —1 oder +1 ist (Aufgabe 6d)?

Die Summe der geometrischen Reihe

8. a) Welche neue Reihe erhiilt man dadurch, daBl man alle Glieder der in Auf-
gabe 1 bezeichneten Reihe mit ¢ multipliziert? b) Die Summe der urspriing-
lichen ngliedrigen Reihe heile s, welchen Wert hat dann die Summe der
neuen Reihe?
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9. Welche Gleichung fiir s erhilt man, wenn man die Summe der urspriinglichen

10.

11.

22.

Reihe von der Summe der durch die Multiplikation mit ¢ gewonnenen Reihe
abzieht?

Ist a das 1. Glied einer geometrischen Reihe, ¢ der Quotient, z das nte Glied
und s die Summe aller Glieder bis zum nten Glied, so gelten die folgenden

Formeln:
.z=a-q"",

_ gqr—1_ 1—gqn
O.s=a a—1 =a =g’
_g9gz—a a—qz
a1 s = T =T1—q "

a) Leite die Formel III aus den Grundformeln I und II her. b) Welche der
Summenformeln II und III wird man fiir steigende, welche fiir faliende Reihen
anwenden?

Wie viele GroBen sind notwendig und hinreichend, um eine geometrische Reihe
vollstindig zu bestimmen? (Grund!)

Von einer geometrischen Reihe sind

gegeben?) gesucht gegeben gesucht
n, z, § a, q 17. a, n, 8 L4z
q, 2,8 a, n 18. a, n, z q, s
g, m, s a, z 19. a, q, 8 n, z
q, n, 2 a, s 20. a, g,z n, s
a, z, s q, n 21. a, ¢, n 2,8

Die Aufgaben 13 bis 16 und 18 bis 21 fiihren auf einfache algebraische oder
Exponentialgleichungen, dagegen die Aufgaben 12 und 17.auf hohere, mit
elementaren Mitteln im allgemeinen nicht 16sbare Gleichungen. Warum gentigt
es zu wissen, dafl Aufgabe 12 auf eine héhere Gleichung fiihrt, um dasselbe
auch fiir Aufgabe 17 schliefen zu konnen? (Achte auf die Gleichberechtigung
von @ und z; Umkehrbarkeit der Reihe!)

a) Zeige mit Hilfe der Formel IT in Aufgabe 10 (was man sonst auch ohne

- weiteres erkennt), daB in der Reihe

a—a+a—a+a—a-+-—- --
die Summe aller Glieder bis zu einem Gliede mit geradem Stellenzeiger
gleich 0, dagegen bis zu einem ungeradstelligen Gliede gleich a ist.
b) Warum kann man fiir eine Reihe mit lauter gleichen Gliedern die For-
mel II nicht mehr anwenden?

1) Zahlenbeispiele hierzu wihle man aus Aufgabe 23 bis 45,
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Beispiele

Betrachte in jeder der folgenden Aufgaben 23 bis 45 drei der GroBen «, g, h,
2, s als gegeben, die beiden anderen als gesucht. (Vgl. Aufgabe 12 bis 21 und
die Bemerkungen betr. Aufgabe 12 und 17.)

a q n z 8

23, 2 3 15 9565938 14348906
24, 4 5 9 1562500 1953124
25. 1 7 9 5764801 6725601
2. 4 6 1 241864704 290237644
23, 1 —2 19 262144 174763
ag, 1 —2 20 — 524288 — 349525
29, 32 2+ 6 3125 5187
30. 512 2+ 10 1953125 3254867
31 T 3 10 2187 3280+
32 % 2 13 64 1278
33. 2187 + 12 25 651057
34 1024 14 13 132860+ 396532
3. 2187 13 10 291275 109947 &
36. 0,0256 —25 8 —15,625 —11,1534
3. 0,0256 —25 9 39,0625 27,9091
3. 6,25 0,4 7 0,0256 10,3996
39. 25600 0,5 13 6,25 51193,75
10.1) 100 1,04 10 142,33 1200,61
41.1) 500 0.6 17 0,14106 1249,79
42.1) 100 1 31 1,8207 787,26
43.1) 10 i 41 239,67 3017,39
14.2) 2 1,22862 20 100 528,659
15.3) 1 1,33352 25 1000 3995,310

1) Die Werte filr z und s sind abgerundet.
2 [2021)

2) Die Werte fiir ¢ und s sind abgerundet,
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Wie groB ist die Summe der geometrischen Reihen:
46. 2" fa* 14" 2 o a2 x4 1,
47. @10 4 a%b 4 aBb® + - - - 4 b1,
48. a7 — afb +afb® —atb® + — -+ - — b7,
49. a2 — 1% 4 al8b% — al7b? + — -+ 4 b,
50. a + Vatb + Vaib® + -+,
5l a + V@b + Y@ + - +b,
52. Va7 + Vabb + Vaib + -+« + Vo7t

53. In einer geometrischen Reihe von 20 Gliedern ist die Summe der geradstelligen
Glieder gleich a, die Summe der ungeradstelligen gleich 5. Wie heilt das
1. Glied und der Quotient der Reihe?

54. In einer geometrischen Reihe von 40 Gliedern ist die Summe der ersten
20 Glieder gleich a, die Summe der letzten 20 gleich b. Wie groB ist das
1. Glied und der Quotient?

55. In einer geometrischen Reihe von 4 Gliedern ist die Summe des 1. und letzten
Gliedes gleich a, die Summe der mittleren Glieder gleich b. Wie hei3t das
1. Glied und der Quotient?

56. In einer geometfischen Reihe von 3 Gliedern ist die Summe aller Glieder
gleich a, die Summe ihrer Quadrate gleich b. Wie heiBt das 1. Glied und
der Quotient?

57. Wie lautet die Losung der vorigen Aufgabe, wenn die Reihe aus 4 Gliedern.
besteht?

Interpolationen

58. Zwischen je 2 Glieder der geometrischen Reihe 1, 2, 4, 8 usw. ist noch 1 Glied
. einzuschalten, so da wieder eine geometrische Reihe entsteht. Wie lautet die
neue Reihe?

59. Zwischen 1 und 7 sollen 6 Zahlen eingeschaltet werden, so dal eine geo-
metrische Reihe von 8 Gliedern entsteht. Welchen Wert hat der Quotient
der Reihe?

60. Zwischen a8 und 8 sollen 7 Glieder so eingeschaltet werden, daf eine geo-
metrische Reihe entsteht. Wie lautet diese Reihe?

61. Zwischen a und b sollen 5 Glieder so eingeschaltet werden, daB eine geo-
metrische Reihe entsteht. Wie lautet diese Reihe?
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62. Zwischen a und 2a sollen 11 Glieder so eingeschaltet werden, daB eine geo-
metrische Reihe entsteht. (Chromatische Tonleiter bei der gleichschwebenden
Temperatur.)

63. Bestimme das Intervall der Quinte in der gleichschwebenden Temperatur und
vergleiche es mit dem Intervall der reinen Quinte, indem du den 1. Wert
durch den 2. dividierst.

64. Untersuche ebenso das Intervall a) der Quarte, b) der groSen Terz, ¢) der
kleinen Terz, d) der Sexte, ¢) der verminderten Sexte.

65. Welches von den in den beiden letzten Aufgaben genannten Intervallen er-
fahrt durch die gleichschwebende Temperatur die stirkste Verinderung gegen
die reine Stimmung?

66 Bei welchem Intervall wird durch die gleichschwebende Temperatur die Rein-
heit am wenigsten beeintrachtigt?

Anwendungen

67. Nach einem Berichte des arabischen Geschichtsschreibers Ja‘qubi erbat sich
der Erfinder des Schachspiels als Belohnung die Summe der Weizenkérner,
die sich ergibt, wenn man auf das erste Feld des Schachbretts 1 Korn legt,
auf das zweite 2, auf das dritte 4 usw., auf jedes folgende der 64 Felder immer
doppelt soviel als auf das vorhergehende. Das Wievielfache von ihrer wirk-
lichen GroBe miilte die Erdoberfliche haben, um die Weizenmenge zu liefern,
wenn man die Erde als eine vollkommene Kugel von 6370000 m Radius an-
nimmt, deren Oberfliche ein einziges Weizenfeld vorziiglichster Art mit einem
Ertrage von 40 hl auf das Hektar bildete, das hl zu 1600000 K6rner gerechnet?

68. Jemand erzahlt eine Neuigkeit zwei Bekannten, von diesen erziihlt jeder es
wieder zwei Bekannten usw. Man nehme an, daB das Weitererzihlen jeweilig
in der nichsten Viertelstunde geschieht, daB auBerdem die Neuigkeit stets
anderen Menschen, die von ihr nichts wissen, auf diese Weise mitgeteilt wird.
Wann wiirden alle in Gro-London wohnenden 7 Millionen Einwohner die
Neuigkeit wissen, wenn sie frith um 7 Uhr die Runde zu machen beginnt?

69. Durch die Spektralanalyse ist 555055 €ines Milligramms Kochsalz noch mit
Sicherheit nachweisbar. Wie winzig diese Menge ist, soll das Folgende lehren:
Von Steinsalz (Wichte 2,28 g/cm?) ist bei Zimmertemperatur 1 Gewichtsteil
in 2,8 Gewichtsteilen Wasser loslich; von einer so konzentrierten Losung
nehme man 1 em® (d.i. etwa einen halben Fingerhut voll) und mische dies
mit 11 reinen Wassers. Von der Mischung nehme man wieder 1 cm?® und ver-
diinne es noch einmal mit 11 reinen Wassers. Priife, ob bei dieser Verdiinnung
ein Fliissigkeitstropfchen, das man zu etwa 1 mm?® rechnen kann, die oben-
genannte Menge Salz enthilt. Wie oft miite man die Verdiinnung vornehmen,
damit 1 cm?® der Flisssigkeit ungefahr jene kleine Menge Salz enthielte?

2
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70.

Ein Spieler, der 1000 RM bei sich hat, setzt den 10.Teil seiner Barschaft, ver-

" liert, setzt den 10.Teil des ihm verbliebenen Geldes usw.; nachdem er 5mal

1.
7.

3.

74.

5.

76.

P

78.

79.

hintereinander verloren hat, setzt er seine gesamte Barschaft ein und gewann.
Wieviel betrigt sein Gewinn, wenn die Bank den 3fachen Satz auszahlt?

Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

Es erbot sich jemand, 20 groBe Holzblécke zu spalten, wenn ihm als Spalt-
lohn fiir den ersten Block 1 Rpf., fiir den zweiten 2 Rpf., fiir den dritten
4 Rpf. usw., immer fiir jeden Block doppelt soviel als fiir den vorhergehenden,
bezahlt wiirde. Was hétte er im ganzen erhalten, und wieviel durchschnittlich
fiir das Spalten des einzelnen Blocks?

Jemand erklirte sich bereit, 22 abgebrannte Scheunen recht gut wieder auf-
bauen zu lassen, wenn man ihm fiir die erste 1 RM, {fiir die zweite 2 RM, fiir
die dritte 4 RM und so fiir jede folgende doppelt soviel als fiir die vorher-
gehende geben wollte. Konnte man darauf eingehen? Was hitte man ihm im
ganzen zahlen miissen, und wieviel fiir eine Scheune im Durchschnitt?

In einem GeféB sind 20 1 Wein. Jemand fiillt 1 1ab und gieBt dafiir 1 1 Wasser
hinzu, fiillt wieder 11 der Mischung ab und gieBt dafiir 11 Wasser hinzu usw.
Wieviel Liter des urspriinglichen Weins sind noch in dem GefiB, nachdem
10mal abgefiillt worden ist?

Ein GefiB von 501 Inhalt ist mit 80prozentigem Spiritus gefiillt. Wieviel
Liter an reinem Spiritus sind noch in dem GefiB, wenn man 20mal 11der
vorhandenen Flissigkeit ausgeschopit und dafiir jedesmal 11 Wasser hinein-
gegossen hat? (Von den durch die chemischen Vorginge bedingten Volum-
anderungen soll abgesehen werden.)

An 1250 1 80 prozentigen Alkohols wird eine 3malige Verdiinnung in der Weise
vorgenommen, daBl jedesmal die Hilfte der Fliissigkeit abgezanft und durch
Wasser ersetzt wird. Wieviel Liter reinen Alkohols sind zuletzt noch vor-
handen?

Wie groB ist beim Auspumpen die Dichte in dem Rezipienten einer Luftpumpe
nach 20 Kolbenziigen, wenn der Rezipient (nebst dem Verbindungskanal)
80 dm?, der Stiefel, den Raum fiir den Kolben abgerechnet, 6 dm3 hilt und
anfangs im Rezipienten Atmosphérendruck herrschte?

Wie wird das Ergebnis der vorigen Aufgabe, wenn man statt der Zahlen 30, 6
und 20 die allgemeinen Zahlen @, b und » setzt?

Der Rezipient einer Luftpumpe enthalte 40 dm?, der Stiefel (ohne den Raum
fiir den Kolben) 5 dm? Nach wieviel Kolbenziigen wird die Luft im Rezi-
pienten nur noch J; der urspriinglichen Dichte betragen?
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§ 4. Unendliche geometrische Reihen

Die Summe unendlicher geometrischer Reihen

1. Stelle nach Anleitung von Fig.6 eine geometrische Reihe graphisch dar durch
eine Reihe von Treppenstufen, deren Héhe und Breite gleich den einzelnen
Gliedern der Reihe sind, also

A,B =a,
Ay By = 4, B, =aq,
A3By= A, B, =a¢’,

Ap By = ApBy1 =agr1.

2. Beweise, dal die Punkte B), B,, B;, ... B, in einer Geraden, die Punkte
4A,, 4,, 4, ... Ay in einer Geraden liegen.

3. a) Welchen Winkel bildet die B-Gerade gegen A4,B,;? b) Welche trigono-
metrische Beziehung besteht zwischen dem Quotienten der Reihe und dem

Winkel der 4-Geraden gegen 4, B,?
Ay 8

¢

As aq 2 B,y

aq

‘Z Bz
aq

aq

a
Ay By Fig. 6

4. Beschreibe den Verlauf der A-Geraden gegen die B-Gerade (bei wachsender
Gliederzahl der Reihe), a) wenn g ==1 ist, bh) wenn ¢ > 1 ist, ¢) wenn ¢ <1 ist.

6. Projiziere die Punkte B,, B,, ... auf 4, B, in B,, B,, ... und stelle so die
Summe der Reihie durch eine Strecke dar.

6. In welchem der drei in Aufgabe 4 genannten Fille néhert sich die Summe
der Reihe bei unbegrenzt wachsender Gliederzahl einem bestimmten endlichen
Grenzwert?
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7. Erklire an der Figur, warum man eine solche Reihe , konvergent nennt.
8. Definiere (nach Aufgaben 6 und 7) eine konvergente Reihe.

9. Gib unter Benutzung von Aufgabe 4, 7 und 8 an, fiir welche Werte des Quo-
tienten die unendliche geometische Reihe konvergent bzw. divergent ist.
10. Welchem Grenzwerte nihert sich in dem Falle ¢<1 die Potenz ¢", wenn n
unbegrenzt wiichst? (Vgl. die graphische Darstellung der Exponentialfunktion,
7.-9.Schuljahr §43, Aufgabe 7.)

11. Beweise hieraus und aus § 3, Aufgabe 10, Formel II, daB die Summenformel
fiir die unendliche konvergente geometrische Reihe mit dem Anfangsgliede
a und dem Quotienten ¢ lautet:

a

1—q°
12. Driicke a durch s und g aus.
13. Driicke ¢ durch @ und s aus.
14. Wie viele Grofen sind notwendig und hinreichend, um eine unendliche kon-

vergente geometrische Reihe vollstindig zu bestimmen? (Grund!)

Beispiele
15. Berechne die Summe der unendlichen geometrischen Reihe:

1 1\2 13
1+T+(T) + (z) + -1
Betrachte in jeder der folgenden Aufgaben 16 bis 25 zwei der GroBen a, g, 8
als gegeben, die dritte als gesucht.

a q ‘ s a q s
16. 7 % 14 21. 117 —0,3 90
17. 1 -3 . 3 22, 10 0,96 250
18. 5 3 (s 23. 0,88 —0,76 0,5
19. 14 - 10 24, 0,94 0,53 2
20. 12 0,2 15 25, 1,32 -0, 1,2

26. Wie grofl sind Anfangsglied und Quotient der unendlichen konvergenten

1
7=y hat, und welchen Wert
darf y nicht iberschreiten, wenn der vorstehende Bruch als eine solche

Reihensumme darstellbar sein soll?

geometrischen Reihe, deren Summe den Wert

1) Bei dieser Reihe ist zum ersten Male das Problem, eine unendliche Reihe zu summieren, aufgetreten und
von Archimedes (287-212 v.d. Ztr.) bei Gelegenheit der Parabelquadratur gelost worden,
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217.
30.

3L

32.

33.

34.

35.

36.

37,

38.

Beantworte die in Aufgabé 26 gestellten Fragen fiir die Briiche

1 3 . 5
5—+2_y' . 28' m . 29- 3—:—7; .
Wie kann man die Glieder der Reihen

a) x+3a2%+a® 32t + 25 4328 4.+,

b) z + 32>+ 2% 4 2% 325 4228 - ..

zusammenfassen, um zu erkennen, daBl es geometrische Reihen sind? Bestimme
Anfangsglied und Quotienten!

Fasse in der unendlichen Reihe 1+ + 2+ 2%+ -+ je 2 Glieder zusammen

und beweise durch Aussonderung des diesen Gliedern gemeinschaftlichen Fak-

tors die Richtigkeit der Gleichung
14zdattat+--=1+a)1+22+at 4.

Verfahre ebenso mit

a)l4a?faf a8+, b) 144 4o a2 4. ...

Verwandle durch fortgesetzte Anwendung des Verfahrens in Aufgabe 31 und

32a, b die unendliche Reihe 1+ +42®+--- in ein ,;unendliches Produkt‘,
d.h. in ein Produkt von unendlich vielen Faktoren.

Welchen Wert darf  nicht tibersteigen, wenn dieses Produkt einen bestimmten
Wert besitzen soll?

Nenne die Wertgrenze, der sich jeder weitere Faktor des vorstehend erhaltenen
Produkts immer mehr niahert und ndéhern muB.

Verwandle in ein unendliches Produkt die unendliche Reihe
1_x2+x4__9;6+....

Verwandle in unendliche Produkte die unendlichen Reihen

a) 1 4+3u +9u®+27Tud 4. -, h) 1 —2ud +4ub —8u® +—-.-,

Gib fiir beide den Wert an, den u nicht iibersteigen darf, wenn eine solche

Verwandlung méglich sein soll.

Anwcendungen

Aus der Geometrie

Auf dem einen Schenkel eines spitzen Winkels ist vom Scheitel aus die
Strecke a abgetragen. Man fillt von dem Endpunkte von a ein Lot z, auf
den andern Schenkel; dadurch wird von diesem ein Stiick b abgeschnitten.
Von dem Endpunkte von b fillt man ein 2. Lot #, auf @, von dem FuBpunkte
dieses Lotes ein 3. Lot x, auf b usw., immer wieder ein Lot von dem Fuf3-
punkte des letzten Lotes auf den andern Schenkel. Wie gro ist die Summe
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aller Lote %)+, +«,..., die sich in der angegebenen Weise bis in die
Spitze des Winkels fiillen lassen?

39. Wie lautet das Ergebnis der vorigen Aufgabe, wenn die Lote in der angegebe-
nen Weise gefillt werden, aber sonst nichts gesagt ist, als daB das 1. Lot
gleich ¢,, das 2. gleich ¢, sei?

40. Eine Strecke (AB=s in Fig.7) wird um die Hilfte verlidngert, die Verlinge-
rung (BC) wieder um die Halfte usw. Uber allen Strecken werden abwech-
selnd nach verschiedenen Seiten Halb-
kreise gezeichnet. Welches ist die Ge-
samtlinge der geschlingelten Linie?

41. Esist ein gleichseitiges Dreieck mit der 3 5 Qu
Seite @ gegeben. In das Dreieck wird U

ein Kreis beschrieben, in den Kreis
wieder ein gleichseitiges Dreieck, in das
gleichseitige Dreieck wieder ein Kreis usw. bis zum Mittelpunkt. Wie gro8 ist
die Summe der Radien aller dieser Kreise, und wie gro der Flicheninhalt
a) aller Dreiecke, b) aller Kreise?

Fig.7

42. Es ist ein gleichschenkliges Dreieck gegeben. Jeder der Schenkel hat die
Linge a, die Basis die Lange b. In das Dreieck werden mdoglichst viele Kreise
beschrieben, so daB der 1. die Basis und die beiden Schenkel, jeder folgende
den vorhergehenden und die beiden Schenkel beriihrt, bis in die Spitze. Wie
groB ist die Summe der Radien aller dieser Kreise und wie gro8 die Summe
ihrer Flichen?

43. Es ist ein gleichseitiges Dreieck gegeben. Man konstruiert aus den Héhen
dieses Dreiecks ein 2. gleichseitiges Dreieck, aus den Hohen des 2. ein 3. usw.
bis ins Unendliche fort. Wie groB ist die Summe der Flichen aller so kon-
struierten Dreiecke einschlieBlich des gegebenen?

44, Wie lautet das Ergebnis der vorigen Aufgabe, wenn das gegebene Dreieck un-
gleichseitig, sein Flicheninhalt gleich f, und der Inhalt des néichsten aus seinen
Hohen konstruierten Dreiecks gleich f, ist?

45. Einem Kreise vom Radius 7 ist ein Quadrat einbeschrieben, dem Quadrat ein
Kreis, diesem Kreis wieder ein Quadrat usw. bis zum Mittelpunkt fort. Wie
groB ist die Summe der Flichen aller konstruierten Kreise, ausschlieBlich des
gegebenen, und wie groB ist die Summe der Flichen aller Quadrate?

46. Einem Wiirfel von der Kantenlinge a ist eine Kugel einbeschrieben, dieser
wieder ein Wiirfel, diesem eine Kugel usw. Wie gro8 ist a) die Summe aller
Wiirfelinhalte, b) die Summe aller Kugelinhalte? ¢) Was éndert sich an den
Ergebnissen a und b, wenn man den 1. Wiirfel ersetzt durch einen Zylinder
von quadratischem Achsenschnitt (b = 27 = a)?
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47.

48.

49.

50.

51.

52.
63.

66.

56.

b7.

Sophisma des Philosophen Zeno von Elea (um 450 v.d.Ztr.): Achilles verfolgt
eine Schildkréte, die einen Vorsprung von einem Stadium hat, mit einer 12mal
so groBen Geschwindigkeit. Wenn Achilles an die Stelle kommt, wo sich an-
fangs die Schildkréte befand, ist diese inzwischen um & Stedium weiter-
gekrochen; hat Achilles auch diese Stelle erreicht, so ist ihm die Schildki&te
um ; Stadium voraus usw.; Achilles mufl immer erst an den Ort gelangen,
den die Schildkréte schon verlassen hat, er kann sie also nie einholen. Zeige,
worin der TrugschluB liegt, und gib an, wo Achilles die Schildkréte wirklich
einholt.

Eine Strecke s ist so zu teilen, daB die Abschnitte eine unendliche geometrische
Reihe mit dem Quotienten g= —7—:— bilden, wo m <n ist. Beispiel: s=15,
m=2,n=3.

Aus der Arithmetik

a) Stelle den rein periodischen Dezimalbruch 0,2727... als Summe einer un-
endlichen fallenden geometrischen Reihe dar; gib fiir diese das Anfangsglied
und den Quotienten an. — Verfahre entsprechend bei den folgenden Dezimal-
briichen

b) 0,438438..., ¢) 0,06120612..., d) 0,428571428571 ...
Benutze dies Verfahren, um die genannten Briiche in gemeine Briiche zu ver-

wandeln, und leite hieraus die allgemeine Regel fiir die Verwandlung eines
rein periodischen Bruchs in einen Dezimalbruch ab.

Teile den vorperiodischen Dezimalbruch 0,28157157... derart in zwei Teile,
daB der eine als Summe einer unendlichen geometrischen Reihe erscheint, gib
fiir diesen das Anfangsglied und den Quotienten an.

Verfahre entsprechend mit dem Dezimalbruch 0,8174242...

Verwandle unter Benutzung dieses Verfahrens die beiden eben genannten vor-
periodischen Dezimalbriiche in gemeine Briiche.

. Leite hieraus die allgemeine Regel fiir die Verwandlung vorperiodischer Dezi-

malbriiche in gemeine Briiche ab.

Inwiefern laBt sich ein rein periodischer Bruch, z. B. der obengenannte Bruch
0,438438..., als ein periodischer Bruch mit beliebiger Vorperiode auffassen?
Betrachte den Dezimalbruch 0,438438... als vorperiodischen Bruch mit zwei-
stelliger Vorperiode, wende auf ihn die Vorschrift iiber die Verwandlung vor-
periodischer Briiche in gemeine Briiche an und zeige, da das Ergebnis das-
selbe ist wie bei der Behandlung des Bruchs als eines rein periodischen.

Verfahre entsprechend mit dem Bruche 0,142857142857... unter Annahme
einer vierstelligen Vorperiode.
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58. Vergleiche die Nenner der gemeinen Briiche, die man bei der Verwandlung
von vollstindigen, von reinperiodischen und von vorperiodischen Briichen er-
hilt, miteinander und leite daraus die Bedingungen her, von denen es abhiingt,
ob bei der Verwandlung eines gemeinen Bruchs in einen Dezimalbruch ein
vollstindiger, ein reinperiodischer oder ein vorperiodischer Bruch entsteht.

§ 5. Bezichungen zwischen arithmetischen und geometrischen Reihen
Einfache Aufgaben

1. Interpoliere zwischen 1 und 5 drei Glieder, so daB einmal eine arithmetische
Reihe (1.Ordnung), das andere Mal eine geometrische Reihe entsteht, und
vergleiche die entsprechenden Glieder beider Reihen nach ihrer GréBe. (Gra-
phische Darstellung!)

2. Fiihre bei den beiden vorigen Reihen eine Extrapolation iiber 1 und 5 hinaus
um je 3 Glieder aus. Vergleiche die Glieder miteinander und das Ergebnis mit
dem von Aufgabe 1. (Fortsetzung der dort benutzten graphischen Darstellung!)

3. Interpoliere in derselben Weise sowohl in arithmetischer als in geometrischer
Reihe a) zwischen 4 und 13 je 4 Glieder, b) zwischen u und v je &k Glieder.
¢) und d) Extrapoliere in beiden Fillen wie bei Aufgabe 2 und benutze die
graphische Darstellung zur Vergleichung der Glieder.

4. Gibt es arithmetische Reihen 1.Ordnung, die zugleich geometrische Reihen
sind? Wie gro8 miifite d und ¢ in diesem Falle sein? Warum geniigt es, die
ersten 3 Glieder zu untersuchen? Welche Werte kann a dabei haben? (Vgl. die
graphische Darstellung!)

5. Bilde zu der geometrischen Reihe 1, 2, 4, 8 die 1. und 2.Differenzenreihe.
Wie sehen sie aus?

6. Zeige allgemein, mit welchem Rechte man eine unendliche geometrische Reihe
als eine arithmetische Reihe unendlich hoher Ordnung bezeichnen kann.
Welcher Art sind alle hierbei auftretenden Differenzenreihen? Was ist ihnen
gemeinsam? Wodurch unterscheiden sie sich?

7. 3 Zahlen, deren Summe 39 ist, bilden eine geometrische Reihe; vermindert
man die groBte der 3 Zahlen um 9, so entsteht eine arithmetische Reihe
1.0rdnung. Wie heilen die 3 urspriinglichen Zahlen?

8. Was fiir eine Reihe bilden die Logarithmen solcher Zahlen, die in geometri-
scher Reihe aufeinanderfolgen??)

9. Was fiir eine Reihe bilden die Zahlen, deren Logarithmen eine arithmetische
Reihe 1.Ordnung bilden??)

1) Den Parallelismus arithmetischer und geometrischer Reihen erkannten schon vor Neper der Franzose
Chuquet (1484) und die Deutschen Michael Stifel (1544) und Jobst Byrg (1604).
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10.

11.

12.

Anwendungen

Der mittlere Barometerstand eines Ortes ist abhéingig von der Hohe des Ortes
iiber dem Meeresspiegel, und zwar bilden nach den Gesetzen der Physik die
Barometerstidnde verschiedener Orte eine fallende geometrische Reihe, wenn
die Seehéhen der Orte eine steigende arithmetische Reihe bilden. Der Einflul
der Temperatur bleibt dabei unberiicksichtigt. Durch direkte Messungen findet
man, daf der Barometerstand von 760 mm auf 759 mm sinkt, wenn man vom
Meeresspiegel um 10,5 m in die Hohe steigt. Welcher Quotient ergibt sich
daraus fiir die Reihe der Barometerstinde an Orten, die lauter Héhenunter-
schiede von 10,56 m aufweisen?

Um wieviel mufl man sich danach a) von 105 m, b) von 210 m Seehdhe aus
erheben, damit der Barometerstand um 1 m sinkt?

Wie groB ist der mittlere Barometerstand a) in Leipzig (110 m Seehéhe),
b) in Zuoz im Engadin (1470 m; hochstgelegene hohere Lehranstalt der
Schweiz), ¢) auf der Zugspitze (2968 m), d) auf dem Montblanc (4810 m;
héchster Berg Europas)?

18. Welchen Héhenunterschied zeigen 2 Orte, deren mittlere Barometerstiinde

14.

16.

730 mm und 690 mm betragen?

Um wieviel sinkt das Barometer, wenn man sich von 600 m zu einer Hohe
von 1100 m erhebt?

. Wie groB ist die Differenz der mittleren Barometerstinde auf dem Brocken

(1141 m) und der Schneekoppe (1605 m)?
Begriinde nach Aufgabe 10 die Richtigkeit der Formel
H =18400(lg B — Igf),

in der H die Meterzahl des Hohenunterschiedes zweier Orte bezeichnet, an
denen die mittleren Barometerstinde B und g herrschen.

§ 6. Zinseszinsrechnung

—

0
1

Die Grundformel

. a) Was bedeutet die Aussage: Ein Kapital ist zu 3% ausgeliehen? b) des-

gleichen zu 4%, ¢) zu p%?

. Wieviel Zinsen bringen @ Mark zu p% in 1 Jahr?

3. Auf wieviel wiichst ein Kapital a innerhalb 1 Jahres bei % Zinsen an?

4. Mit welchem Faktor hat man also das Kapital zu multiplizieren, um den Wert

nach einjihriger Verzinsung zu erhalten?
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6. Sprich die Antwort auf die vorige Frage noch einmal aus unter Benutzung
der Abkiirzung
P _
I+im=4a
urd der Bezeichnung Zinsfaktor.
6. Wie grof3 ist der Zinsfaktor ¢, wenn p gleich a) 4%, b) 5%, ¢) 5+%, d) 43 %,
) 42%, 1) 61%, g) 43% ist?
7. Wie groB ist der Prozentsatz, wenn der Zinsfaktor ¢ gleich a) 1,05, b) 1,06,
¢) 1,045, d) 1,0475, e) 1,0525, f) 1%, g) 14, h) 1%, i) 2 ist?
8. Beweise, daB ein Kapital @ zu p% nach Ablauf von n Jahren mit den Zinsen
und Zinseszinsen auf
b=agq"
angewachsen ist, wobei ¢ =1 4 %0 ist.
9. Driicke nach der Formel in Aufgabe 8 a) a durch b, » und g, b) ¢ durch b,
a und =, ¢) n durch b, a und g aus.

10. Auf welche Summe wichst ein Kapital von 100 RM durch Hinzufiigen der
Zinsen und Zinseszinsen in 1, 2, 3, 4, ... 10 Jahren an bei a) 3%, b) 31 %,

c) 4%?
11. a-c) Stelle dieses Anwachsen (Aufgabe 10) graphisch dar unter Anwendung eines
" geeigneten MaBistabes und eines zweckmifig gewiihlten Koordinatensystems
(z.B. die Abszissenachse um 100 Einheiten nach unten verschoben gedacht).

Beispiele
12. Ein Kapital von 1500 RM ist zu 4% ausgeliehen. Zu welcher Summe wichst
es mit den Zinsen und Zinseszinsen in 30 Jahren an?

13. Zu welcher Summe wiichst ein Kapital von 3750 RM bei 5% in 20 Jahren an?
Weitere Zahlenbeispiele zur Berechnung des Endkapitals:

a P n a P n
14. 2500 3% 20 17. 100 41 18
15. | 10000 41+ 15 18, 3680 5 7
16. 6450 4 12 19. | 20000 3+ 16

20. Ein Waldbestand vermehrt sich mehrere Jahre hindurch stindig um 4% im
Jahre?). Wieviel m® Holz wird er nach 12 Jahren liefern, wenn er jetzt zu
2 Millionen m? veranschlagt wird?

1) Die Vermehrung des Waldbestandes selbst geht natilrlich stetig vorwirts, die Rechnungeabschliisse dagegen
erfolgen bei Gitern und Forstverwaltungen in jéhrlichen ZwisclLeniaumen.



§ 6.Zinseszinsrechnung 25

21.

Zu welcher Summe wire 1 Pfennig von Christi Geburt an bis zun1 Ende des
Jahres 1900 angewachsen, wenn es moglich wire, daBl sein Wert sich alljihr-
lich um 4% des jeweiligen Betrages vermehrt hitte? Der Wert ist in Erd-
kugeln von reinem Gold anzugeben, es ist dabei das kg Gold zu 2800 RM zu
rechnen; die Wichte des Guldes ist 19,25 g/cm3, der mittlere Erdradius be-
trigt 6370 km.

5. Bringt ein Kapital in 10 Jahren zu 4% mehr Zinsen und Zinseszinsen oder

dasselbe Kapital in 4 Jahren zu 10%?

23. Zu welcher Summe wachsen 25300 RM in 10 Jahren an, wenn die Zinsen

24.
25.

26.

29.

28.

30.
31.

3b.

36.
37.

39.

halbjihrlich zum Kapital geschlagen und halbjihrlich 24 % gerechnet werden?
Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

Wie gro8 ist der Zuwachs von 1000 RM in 10 Jahren bei a) 6% jihrlich,
b) 3% halbjéhrlich, ¢) 1}% vierteljihrlich, d) 4% monatlich, wenn die
Zinsen a) jihrlich, b) halbjihrlich, ¢) vierteljahrlich, d) monatlich zum Kapi-
tal gerechnet werden?

Ein Mann, der sich verpflichtet hat, nach 5 Jahren eine Summe von 10000 RM
zu zahlen, will sich dieser Verpflichtung durch eine sofortige Zahlung ent-
ledigen. Wieviel betrigt diese, wenn 43 % gerechnet werden?

Gib der vorigen Aufgabe eine andere Fassung mittels des Begriffes Diskon-
tierung; sprich das Ergebnis allgemein aus, indem du fiir den Bruch 1 die
Bezeichnung Diskontierungsfaktor benutzt. ?
Diskontiere eine nach 10 Jahren zahlbare Summe von 15000 RM auf die
Gegenwart unter Annahme eines Zinsfufles von 5%.

Weitere Zahlenbeispiele zur Diskontierung von Forderungen:

b | P n b P l n
10000 ] 5% 12 32. | 25000 43 5
18750 ] 5} 4 33, 6200 53 11

5600 \ 6 2 34. 75000 5% 9

Ein Kapital, das zu 4% stand, wuchs in 22 Jahren zu 17000 RM an. Wis
groB3 war es?
Welches Kapital wiichst in 30 Jahren bei 43 % zu 30000 RM an?

Welches Kapital wiichst bei 4% in 10 Jahren zu derselben Summe an, zu
der 8549 RM bei 5% in 7 Jahren anwachsen?

. Welche Verzinsung fiir ein ganzes Jahr ergibt sich, wenn am Ende eines jeden

Monats 4% zum Kapital geschlagen wird?
Zu wieviel Prozent steht ein Kapital, das sich in 20 Jahren verdreifacht?

40. Zu wieviel Prozent steht ein Kapital, das sich in 30 Jahren verfiinffacht?
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41. Ein Wucherer liech jemand 700 RM und lieB sich dafiir einen Wechsel auf
1000 RM, nach 3 Jahren zahlbar, ausstellen. Auf welche Verzinsung liuft das
hinaus?

42. A leiht dem B 25 RM auf 2 Jahre gegen Zins und Zinseszins. Nach 2 Jahren
zahlt B dem A aufler der Schuld 24 RM zuriick. Wieviel Prozent waren ge-
rechnet? (Aus Widmanns Rechenbuch, 1489.)

43. Bei einem industriellen Unternehmen soll von der Schuldenlast alljihrlich ein
bestimmter Prozentsatz abgeschrieben werden, so daB nach 10 Jahren nur
noch % der jetzigen Schuld zu tilgen bleibt. Wieviel Prozent miissen jéhrlich
abgeschrieben werden?

44. In welcher Zeit wachsen 8007 RM bei 4§ % zu 21218 RM an?

45. In welcher Zeit verdoppelt sich ein Kapital bei 3%iger Verzinsung?

Weitere Beispiele zur Berechnung der Zeit:

a b P a b P
46. 16400 30665 32 49. 9560 31000 4
47. | 25000 58914 3 50. 22500 59699 5
48. 9600 33607 43 51. 6000 24623,50 4

52. Ein Erblasser vermacht einer Schule ein Kapital von 7500 RM mit der Be-
stimmung, daB die Zinsen der Stiftung zu Stipendienzwecken benutzt werden
sollen, sobald das Kapital nebst den 4%igen Zinseszinsen auf 10000 RM an-
gewachsen sein wird. Wann kann die Auszahlung der Stipendien beginnen?

53. Durch die Zeitungen ging im Sommer des Jahres 1912 die Nachricht, da der
Stadt Berlin 2000 M vermacht worden seien mit der Bestimmung, daB die
Zinsen und Zinseszinsen so lange zum Kapital geschlagen werden sollten, bis
dieses den Betrag der stidtischen Schulden erreicht hitte. Wie lange (un-
gefihr) hitte man darauf warten miissen, wenn man auf 49, Zinsen rechnen
durfte und die damaligen Schulden der Stadt Berlin (etwa 480 Millionen M)
sich nicht wesentlich &nderten?

54, Am 15. Mai 1926 wurde ein Betrag von 1200 RM bei einer Sparkasse ein-
gezahlt, die 3!/3% Jahreszinsen gab und halbjéhrigen RechnungsabschluB am
30. Juni und 31. Dezember hatte. Wieviel betrug das Guthaben am 7. Sep-
tember 1939, wo es abgehoben wurde?)

1) Es ist zu beachten, daB die Zinsen nicht stetig, sondern nur am Ende gewiszer Zeitriume (z.B. eines ganzen

oder halben Jahres) zum Kapital geschlagen werden, daB also die Formeln der Zinseszinsrechnung immer

nur fiir ganzzahlige Vielfache solcher Zeitriume gelten. Fiir uberachienende Bruchteile dieser Zeitriiume ist
die einfache Zi d Das icht auch den heiten des Geschaftsverkehrs der

Banken; bei diesen erfolgt die Hinzurechnung der Zinsen zum Kapital nur an bestimmten Tagen des

Jahres, meist am 1. Januar und am 1. Juli. Auf die kimeren Zeitriume vor oder nachb diesen Abrecbnungs-
wird die ei he Zi. h g
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55.

b6.

b7.
B8.

Fiir einen Bauernhof bot A 60000 RM bar, B 69500 RM nach 3 Jahren ohne
Zinsen zahlbar, C 72900 RM nach 4 Jahren ohne Zinsen zahlbar. a) Wer
bot am meisten, wenn 5% und Zinseszinsen gerechnet werden? b) Wieviel
bot er mehr als die beiden andern?

Das SchloB zu Benrath bei Diisseldorf ist im Jahre 1911 von der Gemeinde
Benrath fiir 14 Millionen M angekauft worden. Bei Abschlufl des Kaufver-
trages wurde vereinbart, daB der Kaufpreis in 3 gleichen Raten von je
500000 M gezahlt werden sollte, und zwar die 1. nach 1 Jahr ohne Zinsen,
die 2. nach 3 Jahren mit 3%igen Zinsen fiir 2 Jahre, die letzte nach 5 Jahren
mit 3%igen Zinsen fiir 4 Jahre. Wieviel hat die Gemeinde Benrath insgesamt
bar zu bezahlen, a) wenn einfache Zinsen berechnet werden, h) wenn Zinses-
zinsen gezahlt werden? ¢) Man vergleiche zu dem Zeitpunkt der letzten
Zahlung den Wert der geleisteten Zahlungen (a und b) mit dem Werte, auf
den die 1% Millionen M angewachsen wiren, wenn sie bei Abschlul des
Kaufvertrags voll ausbezahlt und 5 Jahre hindurch zu 2% auf Zinseszinsen
gelegt worden wiren.

Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

Es will jemand eine Summe Geldes 20 Jahre hindurch auf Zinsen geben, um
sich nach Ablauf der Zeit durch die Zinsen des erlangten Kapitals eine gewisse
Einnahme zu sichern. Er rechnet auf 5%. Um den wievielten Teil muB er die
Summe vermehren, wenn er nur 4% erhalten kann?

§ 7. Rentenrechnung

—

Vermehrung oder Verminderung des Kapitals am Ende des Jahres

. Was wird aus einem Kapital a, das zu p% auf Zinsen steht, in » Jahren,

wenn am Ende jedes Jahres die Zinsen zum Kapital geschlagen werden und
aulerdem eine konstante Summe r hinzugefiigt oder abgehoben wird?

Anleitung: Denke dir, der Besitzer des Geldes lasse n Jahre lang sein Kapital a bei einer
Bank auf Zinseszinsen stehen und verhandle im iibrigen mit einer anderen Bank, der
er am Ende jedes Jahres den Betrag r entweder einzahlt oder abborgt. Der Gesamtwert
dieser Betrige bildet eine leicht summierbare geometrische Reihe. Beweise so, daB fiir
das Endkapital b die Formel gilt:

n—1
b=aq":tr?1_l N

wobei g=1+ %0 gesetzt ist?).

3) Bei der praktischen Anwendung der Formel ist es niitzlich, in dem fiir b erhaltenen Ausdruck statt des
Nenners ¢—1 seinen Wert 2 einzusetzen. Wie lautet die Gleichung fiir b dann?

100
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3.

6.

7.

9

10.

11.

12.

13.

14.

. Berechne aus dieser Gleichung

a) a als Funktion von b, 2, ¢, 7,

b) » als Funktion von a, b, ¢, 7,

¢) r als Funktion von a, b, 7, q.

d) Warum kann man den Verzinsungsfaktor ¢ (oder den Zinsful p) im all-
gemeinen nicht berechnen?

Was wird aus einem Kapital von 100 RM nach 1, 2, 3, 4 Jahren bei a) 3%,
b) 3%, ¢) 4% Verzinsung, wenn man am Ende jedes Jahres a) 8 RM,
b) 10 RM, ¢) 9 RM hinzufiigt? Stelle das Anwachsen des Kapitals in geeig-
netem MaBstabe graphisch dar.

. Ein Kapital von 1000 RM steht zu 5% Zinsen und wird jéhrlich!) auBer den

Zinsen um 100 RM vermehrt. Wie gro8 ist die Summe nach 10 Jahren?

. Was wird aus einem Kapital von 4500 RM in 12 Jahren, wenn es jéihrlich

auBer den Zinsen um 150 RM vermehrt wird, bei 43 % Zinseszinsen?

Ein Kapital von 10000 RM steht zu 5} % und wird jihrlich auBer den Zinsen
um 300 RM vermehrt. Wie groB8 wird es nach 8 Jahren sein?

Ein Waldbestand wird auf 100000 m3, sein jihrlicher Zuwachs auf 4% ge-
schiitzt. Wieviel wird nach 20 Jahren vorhanden sein, wenn jihrlich 1500 m?
abgeholzt werden?

. Was bleibt von einer Schuld von 40000 RM, die zu 5% steht, nach 10 Jahren

iibrig, wenn jahrlich einschlieBlich der Zinsen 5000 RM bezahlt werden?

Wieviel betrigt nach 8 Jahren der Rest einer Schuld von 4000 RM, die zu
43 % stehen, wenn jihrlich einschlieSlich der Zinsen 500 RM bezahlt werden?

Jemand hat ein Kapital von 8000 RM zu 5}% auf Zinsen und vermehrt es
nach Ablauf jedes Jahres um 400 RM. Nach wieviel Jahren?) ist es auf
50000 RM angewachsen?

Ein Wald, dessen Bestand jetzt zu 20000 m® und dessen Zuwachs jihrlich
auf 6% geschitzt wird, soll in der Art geschont werden, daB er nach 16 Jahren
30000 m?® betriigt. Wieviel kann man jihrlich abholzen?

Jemand hat 3000 RM auf Zinsen zu 4} %. Wieviel muB er jihrlich 24 Jahre
hindurch zulegen, damit er nach Ablauf der Zeit 30000 RM Vermogen hat?

Ein Mann, dem anfiinglich kein Kapital zur Verfiigung steht, legt von seinem
Verdienst alljihriich 200 RM zuriick; wieviel hat er nach a) 10 Jahren,
b) 20 Jahren bei 4% Zinseszinsen? '

Ein Angestellter will von seinem Gehalt jéhrlich 150 RM zu 4% auf Zinsen
legen. Wie groB werden seine Ersparnisse nach 30 Jahren sein?

1) d.h. am Ende jedes Jahres. Ahnliches gilt filr halbjihrlich, monatlich usw.; die Zahlungen geschchen also,
wenn es nicht anders angexeben ist, am Ende des betreffenden Zeitabschuittes.
) Vgl. die FuBnote su § 6, Auigabe 54,
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15. Ein Pichter blieb von seiner Pacht jiahrlich 300 RM schuldig. Wie hoch belief
sich seine Schuld nach 7 Jahren, wenn 44 % gerechnet werden?

16. Jemand erspart jéhrlich 50 RM und legt diese zu 43 % auf Zinsen. Nach wie-
viel Jahren!) wird er ein Vermdgen von 5000 RM zusammen haben?

17. Ein Angestellter erspart von seinem Gehalt 3 Jahre lang je 300 RM, dann
(nach einer Gehaltserhshung) 3 Jahre lang je 400 RM, dann 3 Jahre lang je
500 RM. Wieviel besitzt er nach Ablauf der 9 Jahre, wenn 3% % Zinseszinsen
gerechnet werden?

18. Jemand hinterliBt seinen 5 Kindern ein Vermdgen von 50000 RM, das zu 4 %
auf Zinsen steht. Es werden 6 Jahre hindurch jihrlich 3000 RM fiir die Er-
ziehung der Kinder ausgegeben. Dann wird das Vermogen unter die Kinder
gleichmiBig verteilt. Wieviel kommt auf jedes Kind?

19. Ein Vater zahlt bei der Geburt eines Sohnes auf eine Sparkasse, die 3%
Zinseszinsen gewihrt, 200 RM ein und nimmt sich vor, am Schlusse jedes
Jahres eine feste Summe zuzuzahlen, um dem Sohne mit Ablauf des 20. Jahres
(fiir Berufsausbildung oder dgl.) den Besitz von 3000 RM zu sichern. a) Wieviel
muB der Vater jihrlich zahlen? b) Wie wiirde sich die Zahlung éndern, wenn
die Sparkasse 33 % gewihrte?

20. Ein Erblasser trifft iiber sein Vermdgen von 20000 RM folgende Bestimmung:
Zunichst sollen seine Kinder 10 Jahre hindurch jihrlich 1360 RM haben ; dann
sollen die Zinsen des noch vorhandenen Kapitals fiir die Schulen des Ortes
verwendet werden. Wieviel macht das jihrlich, wenn 4% % gerechnet werden?

21. Von einer zu 5% verzinsten Schuld von 3000 RM werden jiihrlich 100 RM ab-
getragen. a) Wieviel betriigt die Schuld nach 10 Jahren? b) In welchem Sinne
und um wieviel dndert sich das Ergebnis, wenn nur 3% Zinsen gerechnet
werden?

Aufzehrung des Kapitals. Schuldentilgung

22. Ein Kapital wird durch fortgesetzte Abhebung véllig aufgezehrt: a) welcher
Wert ist dann in der Formel in Aufgabe 1 fiir b einzusetzen? Berechne unter
dieser Annahme b) 7, ¢) a, d) n.

23. Jemand hat ein Vermégen von 30000 RM. Wieviel darf er davon jéhrlich ver-
brauchen, wenn das Geld 20 Jahre reichen soll? (p=4%.)

24. Ein Mann, der 50000 RM erbt, legt diese zu 44 % auf Zinseszinsen und ver-
braucht davon alljihrlich 4000 RM. Wie lange wird es dauern?), bis das Kapi-
tal aufgezehrt ist?

25. Jemand, der ein Vermdgen von 16000 RM hat, das ihm 4% Zinsen bringt,
verbraucht davon jihrlich 1000 RM. Nach wieviel Jahren wird er sein Kapital
aufgezehrt haben?

1) Vgl. die FuBnote zu § 8, Aufgabe 64.

8 [2021)
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26. Eine Stadt nahm im Jahre 1912 fiir den Umbau des Realgymnasiums eine
Anleihe von 68000 RM auf, die mit 33 % verzinst und mit 14 % getilgt werden
sollte. Welche Summe muBte hierzu in den Stadthaushaltplan des Jahres 1915
eingesetzt werden, und in welchem Jahre war die Schuld getilgt?

27. Eine Anleihe von 300000 RM wird mit 4% verzinst und mit 1}, getilgt.
Wann wird die Tilgung beendet sein? Stelle einen Tilgungsplan auf, bei dem
die jahrlich zu tilgenden Summen auf ganzzahlige Vielfache von 100 RM ab-
gerundet werden?).

28. Durch eine Anleihe von 450000 RM wird der Jahreshaushalt einer Stadt-
gemeinde mit 22500 RM an Ausgaben fiir Verzinsung und Tilgung be-
lastet. Der ZinsfuB betrigt 33%. Wie hoch stellt sich die Tilgungssumme,
und wie groB ist die Tilgungsfrist? Wie gestaltet sich der Tilgungs-
plan, wenn die Schuldverschreibungen teils auf 1000 RM, teils auf 500 RM
lauten?

29. Jemand hat eine Schuld von 50000 RM zu tilgen, die zu 4% steht. Er
zahlt alle Jahre einschlieBlich der Zinsen 10000 RM ab. Nach wieviel
Jahren hat er die Schuld getilgt, und wieviel hat er im letzten Jahre noch
zu zahlen? )

80. Jemand will eine Schuld von 20000 RM, die er zu 43 % verzinsen muB8, in
8 Jahren abtragen. Wieviel hat er jihrlich mit den Zinsen zu bezahlen?.

81. Wieviel hat jemand jéhrlich mit den Zinsen zu bezahlen, um eine Schuld von
10000 RM, die zu 5% steht, in 6 Jahren zu tilgen?

32. Eine Anleihe von 250000 RM soll bei 33} %iger Verzinsung in 25 Jahren
getilgt werden. a) Wie groB ist die Tilgungsrate zu bemessen? b) Auf welchen
Betrag ist die Anleihe nach 12 Jahren zusammengeschmolzen? ¢) Wann ist
die Anleihe auf die Hélfte ihres Betrages gesunken? d) Wann ist von ihr nur
noch ein Fiinftel zu tilgen?

83. a) Wie groB ist der jihrliche Gesamtaufwand fiir Verzinsung und Tilgung
einer Anleihe von 1000000 RM zu bemessen, die bei Annahme eines Zins-
fuBes von 3% in 40 Jahren getilgt werden soll? b) Wie éindert sich der jihr-
liche Gesamtaufwand, wenn von der Anleihe bei dem angegebenen Zinsful} in
20 Jahren die Hilfte des Betrages getilgt sein soll? ¢) Desgl., wenn bei einem
ZinsfuB von 4% in 40 Jahren drei Viertel getilgt werden sollen?

1) Kleinere Darlehen werden in der Regel an einer einzigen Stelle (z.B. von einer stidtischen oder Kreis-
spa: kasse, von einer Bank oder auch von einem cinzelnen Geldgeber) entnommen; dagegen gibt man fiir
groGere Darlehen (z. B. Staatsanleihen) eine groBe Menge Anteilscheine (Obligationen, Schuldverschreibungen)
im Betrage von 100, 200, 500, 1000 RM aus, Wahrend man im Falle der kicinen Anleihen jeden beliebigen
Tilgungshetrag dem efnzelnen Glaubiger zuriickzahlen kann, ist im Falle der groBen Anleihen eine Tilgung
nur dadurch méglich, daB man eine bestimmte Anuhl Anteilscheine zum Nennbetrage zuriickhauft. Daher
milssen fiir groGere Anleihen b dere Til, 1t werden, bei denen die theoretisch berech-
neten Tilgungssummen bald nach oben, bald nach unten abgerundet werden.
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Yermehrung oder Verminderung des Kapitals am Anfang des Jahres

34. Was wird aus einem Kapital a, das zu p% ausgeliehen ist, nach n Jahren,
wenn am Ende jedes Jahres die Zinsen zum Kapital geschlagen werden und
auBerdem am Anfang jedes Jakres (beginnend mit dem zweiten) eine konstante
Summe 7 hinzugezahlt oder abgehoben wird? Leite die hierfiir giiltige Formel

9" —q

q—1

b=aq"+r
a) aus der Formel in Aufgabe 1, b) unabhingig von dieser her.

356. Wird am Anfang jedes Jahres (auch des ersten) die Summe 7 auf Zinsen ge-

legt, so erhilt man die sog. Sparkassenformel:
=r.g2f=1
b=r-q =1
Leite diese Formel aus der vorigen her.

36. a) A legt am Anfang jedes Jahres, B am Ende jedes Jahres r RM auf Zinsen,
heide n Jahre hindurch und beide zu gleichem ZinsfuB. Wieviel hat A nach
Ablauf der n Jahre mehr als B? b) Zahlenbeispiel: a =100, p=4, n=20.
¢) In welchem MaBe wiichse der Unterschied, wenn die eingezahlten Summen
verdoppelt (allgemein verifacht) wiirden? (Nicht zahlenméfig ausrechnen, nur
iiberlegen!)

37. Wieviel muB jemand a) zu Anfang jedes Jahres, b) am Ende jedes Jahres auf
Zinsen legen, damit er nach Ablauf von 25 Jahren ein Kapital von 25000 RM
hat? (p=4%.)

88. Jemand versichert im Alter von 30 Jahren sein Leben mit 40000 RM und
zahlt zu dem Zwecke zu Anfang jedes Jahres 900 RM bei einer Bank ein. Er
stirbt 56 Jahre alt. Hat die Bank, welche 4% rechnet, gewonnen oder ver-
loren, und wieviel?

39. Dieselbe Aufgabe wie Aufgabe 38 fiir 32 Jahre, 10000 RM, 400 RM, 49 Jahre,
41%.

40. Jemand zahlt 5000 RM bei einer Bank ein, die 4% Zinsen gewiihrt, und fiigt
am Anfang jedes Jahres (vom zweiten an) 500 RM hinzu. Wieviel wird er
nach Ablauf von 15 Jahren besitzen? '

41. Dieselbe Aufgabe fiir a) 10000 RM, 34%, 300 RM, 12 Jahre; b) 3000 RM,
31 %, 400 RM, 20 Jahre.

Vermehrung und Verzinsung in anderen als jihrlichen Zwischenriumen

42. Durch welche GriSen hat man ¢ und » in den Aufgaben 1, 34 und 35 zu er-
setzen, wenn die Verzinsung ehenso wie die Zahlung der konstanten Summe
nicht jiahrlich, sondern a) halbjéhrlich, b) vierteljahrlich, ¢) monatlich erfolgt?

3%
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43. Wie groB ist der Verzinsungsfaktor fiir a) 2%, b) 3%, ¢) 4% bei «) jihr-
licher, B) halbjahrlicher, y) vierteljahrlicher, §) monatlicher Verzinsung?

44, Desgl. fiir a) 23%, b) 31%, ¢) 4} %.

46. Desgl. fiir a) 3%%, b) 3%, ¢) 43%.

46. Wenn die Verzinsung jihrlich erfolgt, die konstante Summe aber a) halbjihr-
lich, b) viecteljébrlich, e) monatlich gezahlt wird, so muB man q ersetzen

durch a) q’}, b) qi, c) qll_’ und 7 durch a).2n, b) 47, ¢) 122. Gib den Grund
hierfiir an, indem du den Begriff ,,Jahr*‘ ersetzt durch ,,Verzinsungsperiode*
und den Begriff Verzinsungsfaktor in entsprechender Weise verallgemeinerst.

47. Gib ebenso die Veriinderungen an, die man in den hergeleiteten Formeln vor-
nehmen muB, wenn die Verzinsung jihrlich erfolgt, die konstante Summe aber
erst alle 2, 3, ..., k Jahre gezahlt wird.

48. Das Steuergesetz enthielt die Bestimmung, daBl die im allgemeinen viertel-
jihrlich prinumerando zu zahlenden Steuern auch auf einmal am Anfang des
Steuerjahres gezahlt werden konnen; ein SteuernachlaB ist dabei aber nicht
vorgesehen. Ein Mann will in dieser Weise seire Steuern, die vierteljihrlich
150 RM betragen, mit 600 RM am Anfange des Jahres bezahlen. Wieviel
wiirde der Staat dabei verdienen a) nach Ablauf eines Jahres, b) wenn es
5 Jahre hintereinander geschieht, ¢) nach 20 Jahren? (Verzinsung zu 4%.)

49. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

50. Jemand zahlt eine Erbschaft von 20000 RM an eine Bank ein, die jihrlich
4% gewiihrt, die Zinsen aber halbjihrlich zuschligt; er verbrauckt in jedem
Halbjahre (und zwar zum ersten Male 6 Monate nach der Einzahlung des
Kapitals) 500 RM. Wieviel wird er nach 20 Jahren noch besitzen?

b1. Ein Mieter hat seinem Hauswirt 10 Jahre lang vierteljihrlich 325 RM Miete
bezahlt. Wieviel hiitte er am Ende der 10 Jahre zahlen miissen, wenn der
Hauswirt ihm die ganze Zeit hindurch die Miete gestundet und 34 9, Zinsen
(bei jihrlichem Zinszuschlag) gerechnet hétte?

bR. Line Gesellschaft, die 100000 RM bei einer Bank zu 43 % (bei jihrlichem
Zinszuschlag) angelegt hat, 1iBt durch diese Bank vierteljihrlich prénume-
rando 1150 RM an die Steuerkasse abfiihren. Wieviel wird nach 10 Jahren ihr
Bankguthaben betragen?

63. Ein Angestellter zahlt jetzt auf eine Sparkasse, die jihrlich 34% gewihrt,
500 RM ein und nimmt sich vor, alle 3 Jahre (gelegentlich der Gehalts-
erhéhungen) 200 RM einzuzahlen. Wie groB wird sein Vermégen nach Ablauf
von 15 Jahren sein?

b4. Jemand will am Ende jedes 5. Jahres 300 RM bei einer Bank einzahlen,
die jéhrlich 4% gibt; wie hoch beliuft sich sein Guthaben unmmittelbar nach
der 4. Einzahlung?
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bb.

56.

67.

b68.

69.

60.

61.

62.

Welcher Betrag muB alle 4 Jahre zinsbar angelegt werden, damit bei einem
ZinsfuB von 3%4% unmittelbar nach der 6.Einzahlung ein Guthaben von
11500 RM vorhanden ist?

Welchen Betrag muB man alle 3 Jahre einzahlen, wenn man bei 4% iger Ver-
zinsung unmittelbar nach der 7.Einzahlung ein Kapital von 13000 RM bei-
sammen haben will?

Wie viele Einzahlungen von 250 RM nach je 4 Jahren muB man leisten, um
bei 3% iger Verzinsung auf 2065 RM zu gelangen?

Renten im engeren Sinne

Wenn jemand regelmiBig am Ende jedes Jahres eine konstante Summe 7 zu
fordern oder zu zahlen hat, so kann er statt dessen auch eine einzige Zahlung a
empfangen oder leisten; die GriBe » heilt Rente oder Kanon, a der Barwert
der Rente oder die Ablosungssumme. Besteht die Zahlungsverpflichtung noch
n Jahre, so gilt die Beziehung

wobei ¢ wieder, wie friiher, eine Abkiirzung fiir (1 + l_g(')) ist. Leite die vor-

stehende Formel her a) aus der Formel in Aufgabe 1, b) unabhiingig von
dieser.

Berechne a) den Barwert, b) die Hohe der Rente, ¢) die Anzahl der Jahre.
d) Warum kann man den ZinsfuB im allgemeinen nicht berechnen?

Soll die Rente unaufhorlich am Ende jedes Jahres gezahlt werden (wie z.B.
bei Stiftungen u.dgl.), so ist der Barwert

=

a=_-7

Leite diese Formel her a) aus der Formel in Aufgabe 58, b) indem du be-
denkst, daB in diesem Falle die Rente gleich den jihrlichen Zinsen der Ab-
losungssumme ist.

Soll die Rente nicht am Ende jedes Jahres, sondern am Anfang jedés Jahres
(auch des ersten) gezahlt werden, so gilt:

q*—1
q—1

aq"=rq

Leite die Formel her a) aus Aufgabe 34, b) aus Aufgabe 58, ¢) unabhingig.

Berechne fiir diesen Fall a, r, n.
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63. Fiir die prinumerando zahlbare ewige Rente gilt die Formel

rq
q—1°

Beweise sie auf mehrere Arten?).

64. Wie groB ist der gegenwirtige Wert einer Jahresrente von 1200 RM auf
10 Jahre, wenn 44 % Zinseszinsen gerechnet werden?

65. Jemand hat eine Jahresrente von 800 RM auf 20 Jahre zu beanspruchen. Mit
welcher Barzahlung kénnte seine Forderung bei 34% Verzinsung ahgelost
werden?

66. Wieviel kann man bei 4% Verzinsung fiir eine Jahresrente von 900 RM
zahlen, die 10 Jahre lang fillig ist?

Vermischte Aufgaben

67. Fiir ein Haus bietet A 30000 RM bar, B 35000 RM nach 3 Jahren, C 33000 RM
in 3 jihrlichen Terminen, jedesmal 11000 RM zu Anfang jedes Jahres. Wer
bot am meisten, wieviel bot er, und wieviel mehr als die andern, wenn 5%
gerechnet. werden?

68. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

69. Jemard besitzt 20000 RM in bar und hat auerdem noch auf 13 Jahre eine
Rente von jihrlich 1075 RM zu beanspruchen, a) Wie hoch muB er sein Ver-
mégen angeben, wenn 4% Zinsen gerechnet werden? b) Wieviel kleiner wire
der Betrag, wenn 3% gerechnet wiirden?

70. Die Bauern eines Dorfes an der Havel hatten die ,,Fischereigerechtigkeit
(Erlaubnis, im Strome zu fischen) fiir die Verpflichtung iibernommen, 30 Jahre
lang einen Kanon von jihrlich 900 RM zu zahlen. Durch welche einmalige
Zahlung konnten sie sich dieser Verpflichtung entledigen? (34%.)

71. Jemand will von seinem Grundstiick einen Kanon ablésen, der noch 50 Jahre
darauf lastet und 450 RM jihrlich betrigt. a) Wieviel muB er dafiir zahlen
bei 4% Verzinsung? b) Welche Summe muB8 er zahlen, wenn er die Ablosung
in zwei gleichen Raten vornehmen will, von denen die eine sogleich, die andere
nach 5 Jahren gezahlt werden soll? (Verzinsung wie bei a.) ¢) Wieviel betriagt
die Zahlung, wenn sie in zwei Raten geleistet werden soll, von denen die
zweite doppelt so grof ist wie die erste? (Zahlungstermine wie bei b.)

72. Zum Bau eines Badehauses in einem See sind 1000 RM erforderlich. Die
Unterhaltungskosten belaufen sich jihrlich auf 100 RM. Wegen des Wellen-
schlages und Eisganges hat man alle 10 Jahre auf einen Neubau zu rechnen.

1) Uber die Verzinsung und Auszahlung zu anderen als j#ihrlichen Terminen vgl. die Fragen zu Aufgabe 42
und 46.
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Ein wie grofles Kapital ist n6tig, eine solche Badeeinrichtung fiir immer zu
erhalten, wenn die Zinsen zu 4% gerechnet werden?

73. Jemand verkauft ein Grundstiick mit der Bedingung, es nach 50 Jahren zu
dem 1%fachen Betrage des urspriinglichen Kaufpreises zuriickzuerwerben.
a) Wie groB ist der Kaufpreis zu bemessen, wenn der jibrliche Nutzungswert
abziiglich der Erhaltungskosten auf 2500 RM gerechnet wird, unter Annahme
eines Zinsfulles von 34%? b) Wie stellt sich der Kaufpreis, wenn der Kauf
auf 99 Jahre geschlossen und der Riickkaufswert auf das Doppelte des gegen-
wirtigen Kaufpreises festgesetzt wird?

74. Aufgabe aus frilheren Auflagen nicht iibernommen.

75. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

76. Bei der Geburt eines Knaben wollen die Eltern so viel Geld auf Zinsen (4% )
legen, daB der Sohn nach Vollendung seines 20.Lebensjahres 4 Jahre hin-
durch zu Anfang jedes Halbjahres 500 RM erhalten kann. Wie groB muf die
eingezahlte Summe sein?

77.Jemand spart 20 Jahre lang jihrlich 600 RM und legt sie auf Zinsen. Wie
lange kann er nach Ablauf der 20 Jahre noch eine Jahresrente von 2400 RM
genieBen, wenn beidemal 5% gerechnet werden?

78. Jemand will 10000 RM, die er auf Zinsen hat, 20 Jahre hindurch jéhrlich um
eine solche Summe 7 vermehren, da er nach Ablauf der 20 Jahre noch
20 Jahre hindurch eine Rente von 3000 RM beziehen kann. Wie groB ist 7 bei
4} % Verzinsung?

%9. Jemand, der 10000 RM auf Zinsen hat, hofft noch 40 Jahre zu leben. Er will
sein Kapital so lange jihrlich um 400 RM vermehren, bis er fiir den Rest
seines Lebens eine Jahresrente von 2000 RM hat. Wieviel Jahre muB er sparen,
wenn 5% gerechnet werden, und wie groB wurde in dieser Zeit das Kapital?

80. Wie dndert sich das Ergebnis der vorigen Aufgabe, wenn sowohl die 400 RM
als auch die 2000 RM in halbjihrlichen Raten (also 2 - 200 RM und 2 - 1000 RM)
gezahlt werden sollen?

81. Eine Rente von 1050 RM, die noch 16 Jahre lduft, soll in eine andere ver-
wandelt!) werden, die 20 Jahre liuft. Wie hoch ist die neue Rente, wenn
beidemal 5% % gerechnet werden?

82. Jemand bezieht auf 25 Jahre eine Jahresrente von 1500 RM, die er in eine
andere Rente von jihrlich 1800 RM umzuwandeln wiinscht. Wie lange kann
er diese beziehen, wenn die Verzinsung beidemal zu 43 % erfolgt?

83. Eine Stadtgemeinde will eine Anleihe von 500000 RM, die mit 4% verzinst
und mit 1% getilgt wird, nach 10jahrigem Bestande in eine Anleihe von 3§ %

1) Bedingung fiir die Umwandlung ist, daB die Barwerte der beiden Renten zur Zeit der Umwandlung die
gleichen sind,
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84.

85.

86.

87.

umwandeln. Wie grol ist die neue Tilgungssumme zu bemessen, wenn die
urspriingliche Tilgungsfrist innegehalten werden soll?

Wie éindert sich in der vorigen Aufgabe die Tilgungsfrist, wenn der jéhrliche
Gesamtaufwand fiir Verzinsung und Tilgung nach der Umwandlung dieselbe
Héhe hat wie vorher?

Eine Anleihe von 800000 RM erfordert fiir Verzinsung und Tilgung einen jihr-
lichen Gesamtaufwand von 36000 RM. Nachdem sie 15 Jahre bestanden hat,
wird beschlossen, die Tilgung dadurch zu beschleunigen, daf jahrlich 40000RM
fir Verzinsung und Tilgung aufgewendet werden. Um wieviel verkiirzt sich
die Tilgungsfrist, wenn der ZinsfuB wihrend der ganzen Zeit 3§ % betrigt?

Eine Anleihe, die zu 4% verzinst und mit 2% getilgt wird, soll, wenn ihr
Betrag auf dic Hilfte zusammengeschmolzen ist, in eine mit 33% zu ver-
zinsende Anleihe umgewandelt werden. Welche Verkiirzung erfiahrt die Til-
gungsfrist, wenn der jihrliche Gesamtaufwand fiir Verzinsung und Tilgung
derselbe bleibt?

Beantworte dieselbe Frage fiir den Fall, daB sich der urspriingliche Zinsfu§
auf 43 %, der neue Zinsful auf 4% , die Tilgungsquote auf 14 % stellt.

ZWEITES KAPITEL

Komplexe Zahlen

§ 8. Voriibungen und einfachste Rechnungen mit imaginiren

und komplexen Zahlen

Einfiihrung der imaginidren Einheit

Bei der Auflésung quadratischer Gleichungen sto8t man hiufig auf Quadrat-
wurzeln aus negativen Zahlen. Die quadratischen Gleichungen wiren in allen
diesen Fillen unlosbar, wenn man sich dabei beruhigen wollte, daB man —a
durch keine der bis dahin bekannten (positiven, negativen, ganzen, gebroche-
nen, rationalen, irrationalen, kurz:) reellen Zahlen ausdriicken kann. Deshalb
fithrt man die imaginiren Zahlen und eine besondere imagindre Einheit V:i
ein, indem man festsetzt, daB der fiir positive Radikanden giiltige Satz

]/E = V; . ﬁauch gelten soll fiir
V=a=V{=1)-a=V—1-Va.
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Bei Benutzung der von Euler (1777) eingefiihrten Abkiirzung
V=1=i

lautet die vorige Gleichung dann:
Y—a=iVa.

Schreibe hiernach die folgenden Wurzeln in méglichst einfacher Form?!);

1.8) }--16, b) ¥—25, ¢) 379, d) 2/—36
2.2) Y—m, b) V=75, ¢) V—¢% d) y=r2.

3.a) V=3, b) ¥—17, ¢) V—4a, d) y=as.

4, a) 1=20, b) y—45, ¢ V-8, d) =25
8.2) V—a®%  b) V—a¥d, o) V—a'y, d) Y—atmysn
6.8) 5Y—12, b) 2} =50, ¢) 3} —s0, 4 ]'m

7. a) |—3d%, b) 2} —18a2b, ¢) Y—32a%%3, d) 1 Y=20a%¢5.

8. Schreibe die Definitionsgleichung é=} —1 in Form einer Potenzgleichung.
953
9. Wie groB ist hiernach: a) 272, b) —5:%, ¢) 0,3:%, d) 17¢>— 1942, e) —%?

Das Rechnen mit imaginiiren Zahlen

10. Aus der Einheit ¢ bildet man alle imaginiren Zahlen auf dieselbe Weise wie
die reellen Zahlen aus der Einheit 1. Inshesondere setzt man fest, daB3 die fiir
die reellen Zahlen aufgestellten Additions- und Subtraktionsgesetze auch fiir
die imaginiren Zahlen gelten sollen. Berechne hiernach:

a)i4itititi, b)3i+di, ¢) i — 2i,
d)yi—i, e) 2i — 3i, Hy+5
8 =5 h) 5~ 3~ i) 0,1i — 1,8i.

Graphische Darstellung der imaginiren Zahlen. Errichte auf der Zahlengeraden,
die bisher zur Darstellung der reellen Zahlen gedient hat, im Nullpunkte eine
Senkrechte und trage auf dieser vom Nullpunkte aus nach beiden Seiten hin
die Einheitsstrecke wiederholt ab. Bezeichne die dadurch erhaltenen Teil-
punkte (vom Nullpunkt anfangend) nach oben mit ¢, 2¢, 31, ..., nach unten
mit —¢, —2¢, —3¢, ... Deute das Addieren einer imaginéiren Einheit als
Aufwiirtsriicken um eine Einheitsstrecke.

1) Die unter Nr.1-7 angegebenen Wurzeln haben ~ wie jede Quadrawurzel ~ zwei durch das Vorzeichen

unterschiedene Werte, Hier soll dieser Un hied nicht beril htigt, vielmehr nur der sog. Hauptwer!
feder Wurzel angegeben werden.
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11. Um wieviel und in welchem Sinne mull man fortschreiten, wenn man gelangen
will a) von 2¢ nach 5¢, b) von 64 nach 4¢, ¢) von 0 nach —347, d) von — 3¢
nach ¢, ¢) von —2¢ nach —61?

12. Welche Strecke liegt zwischen a) —3+¢ und 81, b) —6¢ und 7, ¢) 47 und —41,
d) —5i und —4?

13. Verfolge und priife die in Aufgabe 10 ausgefiihrten Rechnungen am graphi-
schen Bilde.
Fiir die Multiplikation und Division mit imaginéren Zahlen wird festgesetzt,
daB der Faktor ¢ genau so behandelt werden soll wie ein reeller Faktor, nur
daB immer die Bedingung i*=—1 beobachtet wird.

14. Berechne a) 37-2, b)5-2i, ¢)2-(—43), d)(—05)-(—69),

e)3i-4i, f)ai-b, g)a-bi, h) az - be. ’
15. Welchem Zahlengebiete gehort das Produkt zweier Zahlen an, wenn a) beide

Zahlen reell sind, b) die eine Zahl reell, die andere imaginir ist, ¢) beide
imaginér sind?

91 1 61 1 1 N g o
16. Berechne a) 3—:., b) %, c) —Qf, d) ? , ©) 2—2 (erweitere den Bruch mit 1), f) bii'
17. Welchem Zahlengebiete gehort der Quotient zweier Zahlen an, wenn a) beide

Zahlen reell sind, b) die eine Zahl reell, die andere imaginir ist, ¢) beide
Zahlen imaginar sind?

18. Berechne a) 2 - (—51) - (—1) - (—34), b) 24+ 4¢- 5¢-0,14.

19. Wann ist ein Produkt, das mehrere imaginire Faktoren enthilt, reell und
wann imaginar?

20. Welche Potenzen von ¢ sind reell, und welche sind imaginér?
21. Berechne die 10 ersten Potenzen von 3.

22. Beweise, daB a) i*" =1 ist, wobei n eine beliebige positive, ganze Zahl ist,
b) i#*+l=i, ¢) *"*2=—1, d) *"*3=—4. ¢) Sprich die Ergebnisse von
a) bis d) in Form von Sitzen aus.

Berechne
23. a) 412, b) 415, ¢) 1%, d) 74,
24. a) (—i)1, b) (—i)%, ¢) (—i)®, d) (—iys,
26. a) —i10, b) —i%, ¢) —i19, ) —as,

¢) Vergleiche die Ergebnisse der Aufgabe 25 mit denen von Aufgabe 24,

26. ﬂ) 1:4"_2, b) ,i4n—1’ c) i-—4n+5’ d) 1:—12"-
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Bringe lie folgenden Produkte auf moglichst einfache Form:

7. a) Ti-1, b) 3i- 51, ¢) —ai- bi, d) a-bi.
28. a) (—%i) (_% , b) ( (11) (% ¥)’
¢) ai®- bid, d) i- y—dd.
29.0) a) Y—a®- =42, b) Y—4-1—1,
¢ V—a-y—a, 4 Va1 a.
30.a) }'3-1—12, Y 118-1—=1,
o V=15-1—1%, 9127 =L
3L. a) Yab?- Y—alt, b) f—ab-i- J—ab,
o) V—al?- ya®b, O Va8,

32. Berechne unter der Voraussetzung @ > b:
a) Ya—0-1b —a, b Ya—b-Jb—a),
) V@—b*-Yb—ay
Untersuche in jedem der 3 Fille, ob die an‘gegebene Voraussetzung notwendig
oder entbehrlich ist.

83. Berechne —:— , indem du den Bruch a) mit s erweiterst (wie in Aufgabe 16e),
b) mit i* multiplizierst.

Berechne in iihnlieher Weise die folgenden Ausdriicke:

1 1,1 1 1
8.9) 3, b 5 Ity Di—w
ai? ’”)2 ai 22
. ol b ’ = °

36. a) " ) © V= d) =i
ail ],(1—6 a—b
36. 2) b = ©) Vi=a d) i

e) Untersuche, ob man bei den beiden letzten Quotienten angeben muB,
welche der Groflen a, b die kleinere sein soll (vgl. Aufgabe 32).

Das Rechnen mit komplexen Zahlen

87. Zahlen von der Form a + b1 (die also aus einem reellen und einem imagindren
Teile bestehen) heilen komplexe Zahlen. Man rechnet mit solchen Zahlen wie
mit gewohnlichen Summen, insbesondere setzt man fest, dall

@+bi)t(c+di)=atc+ (b+d)i
1) Es ist darauf aufmerksam zu machen, daB man diese Aufgaben nicht lésen darf, indem man zuerst

die Radikanden multipliziert und dann aus dem Produkt die Wurzel auszieht; wenigstens kann man nicht
mehr erwarten, daB der Hauptwert dieser Wurzel eine Losung der Aufgabe ist. Grund?
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sein soll, wobei a, b, ¢, d reelle Zahlen mit beliebigen Vorzeichen sind!). Fasse
die in dieser Gleichung ausgesprochenen beiden Rechenregeln in Worte.

Berechne
38. a) (3 +417) + (2 + 39), b) (2 —3%) + (1 +1),

¢) (=342 +(2—1), d) (3,5 — 0,57) + (1,5 — 2,51).
39. a) (1 +1) — (5 + 31), b) (—2 +3i) — (2 —1),

o) —9)— i +9), d) (=1 —29) — & —39).

40. Gegeben seien die komplexen Zahlen
a)7—1, b) 5 — 34, ¢)2+5i, d)—1-+4i, e)a-+bi.

Beantworte fiir jede dieser Zahlen folgende Fragen: Wieviel muB8 man ad-
dieren (subtrahieren), um den reellen Bestandteil zu erhalten? Wieviel muB
man addieren (subtrahieren), um den imaginiren Bestandteil zu erhalten?

41, Wann ist die Summe zweier komplexer Zahlen a) reell, b) imaginér? ¢) Wel-
chem Zahlengebiete gehort die Summe zweier komplexer Zahlen im all-
gemeinen an?

42. Man nennt zwei komplexe Zahlen einander gleich, wenn die reellen Bestand-
" teile unter sich und die imaginiren Bestandteile unter sich gleich sind; es ist
also a +-bi=c+di, wenn a =c und b=d ist. Zeige, daBl diese Definition im
Einklang ist mit der bei den reellen Zahlen oft benutzten Tatsache, daB die
Differenz zweier gleicher Zahlen gleich Null ist.

Anleitung: Aus der Gleichung a +bi=c¢4-di 1aBt sich durch Addition und Subtraktion
gleicher GroBen die Gleichung @ — ¢ = (d — b)7 herleiten, die aussagt, daB in diesem Falle
eine reelle Zahl gleich einer imagindren GroBe ist. Wo liegen bei der graphischen Dar-
stellung die Bilder aller reellen Zahlen? Wo liegen die Bilder der imaginiren Zahlen?
Wo liegt also das Bild einer Zahl, die zugleich reell und imaginir ist? Folgerung daraus?

43. Graphische Darstellung der komplexen Zahlen. Um die Zahl a 4 b7 abzubilden,
stellt man zundchst die reelle Zahl a auf der gewéhnlichen Zahlengeraden und
dann die inaginire Zahl bt in der friiher (s. Aufgabe 11 bis 13) geiibten Weise
dar. Die so erhaltenen Bildpunkte und der Nullpunkt bestimmen ein Recht-
eck, dessen vierte Ecke als das Bild der Zahl a + bt gedeutet wird. Beschreibe
die graphische Darstellung der komplexen Zahlen, indem du die Begriffe Ab-
szisse und Ordinate benutzt.

44, Untersuche, ob jeder komplexen Zahl ein Punkt der ,,Zahlenebene* eindeutig
entspricht und ob auch das Umgekehrte richtig ist.

1) Dem Schiiler wird die hier getroffene Festsetzung der Rechenregeln b ders verniinftig er
wenn er sie vergleicht mit der Addition und Subtraktion reeller, aber ungleich benannter Zahlen, wenn er
also z.B. Aufgabe 38a vergleicht mit:

(3cm+4g)+(2cm+3g).
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45. Stelle alle in Aufgabe 38 bis 40 vorkommenden komplexen Zahlen graphisch
dar.

46. Veriolge die in Aufgabe 38 und 39 ausgefithrten Additionen und Subtrak-
tionen am graphischen Bilde; priife insbesondere, ob der den vier Fortschrei-
tungsrichtungen (rechts, links; oben, unten) friiher beigelegte Sinn auch jetzt
noch erhalten bleibt.

47. Zwei komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen des imaginiren
Bestandteils unterscheiden, heilen konjugiert komplexe Zahlen. Nenne die
konjugierten Zahlen zu den in Aufgabe 40 genannten.

48. Wie heillen die konjugierten Zahlen zu a) m —ni, b) —p+qi, ¢) —a—bi,
d) 3 —3i, ¢) —0,4 41,242

49. Beschreibe die Lage der Bilder zweier konjugiert komplexer Zahlen bei der
graphischen Darstellung?

60. Addiere zu jeder der in Aufgabe 40 genannten komplexen Zahlen die konju-
gierte.

51. Welchem Zahlengebiete gehort die Summe zweier konjugiert komplexer Zah-
len an?

52. Subtrahiere von jeder der in Aufgabe 48 genannten komplexen Zahlen die
konjugierte.

63. Zu welcher Zahlenart gehort die Differenz zweier konjugiert komplexer
Zahlen?

Fiir die Multiplikation und Division wird die oben aufgestellte Regel bei-
behalten, dal mit komplexen Zahlen wie mit gew¢hnlichen Summen ge-
rechnet werden soll; nur muB hier noch beachtet werden, da8 12 =—1 ist.

Berechne
54.a) 3(2 +1), b) —2(1 +0,34),
¢) §(3 +2i), @) — 5 (1 +2i).
55. 8) (2 + 31) (3 + 59), b) (1 +1) (2 +1),
¢) B+4)(1—1), d) (0,2 + 0,59) (5 + 2i).
56. a) (0,6 -+ 0,54) (0,7 — 0,61), b) (B4212)(5+17:112),
o) (5—2:y7)(6—2i}7), O \V3+iV2)(Y2+iV3).
57. 2) (@ + bi) (¢ + di), b) (z +iy) 22 +1y),
) (p—2¢i)(2p + qi), O (@a—iyb)(—a—2i)0).

68. Welchem Zahlengebiete gehort das Produkt zweier komplexer Zahlen im all-
gemeinen an? Grund!
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72. a)

Berechne

. 8) (3 4 24) (3 — 2i), b) (7 +14) (7 —19),

¢) 1 —i)(1+43), d) (a + bi) (a — bi).

.a) (2+i73)(2—1iV3), b) (3+2i12)(8—2iy2),
o (a+iVb)(e—iV?), &) (Ya+iy0)(Ya—iV0).

. Welchem Zahlengebiete gehort das Produkt zweier konjugiert komplexer
Zahlen an? Grund!

. Zerlege in zwei konjugiert komplexe Faktoren:

a) 2% 4 2, b) m* + 4n?, ¢) 9a* + 1652, d) a2+§,
9r+L,  Drte g a+1, B) 16 +1,
i) 25 +4, K) 5, 1) 37, m) 65.
. Zu welcher Zahlenart gehoren die Potenzen komplexer Zahlen? (Vgl. Auf-
gabe 58.)

Berechne
ca) (L4ir, by A —ip, ¢) (a + biy, d) (4 + 30y,
.a) (24 V3)% b) (5 +3i72),

o (2—iy2) 4 (Ya—iyo)
.a) (@ +bi) + (@ — bi)?, b) (a —f—bi*—(a—bi)‘-’.
La) (1 +1)3, b) Q—ip, Q-+ dy (1 —ap.
8 (5 +573) b (— 3+ 7/53
O34T v (-

o (2T (ST w4 iap - —irap.

Berechne nach dem binomischen Satz (vgl. §15, Aufgabe 5):
a) A+0% B A—00 o (V340

Einen Bruch, dessen Nenner eine komplexe Zahl ist, berechnet man am ein.
fachsten, indem man mit der konjugiert komplexen Zahl erweitert.

Berechne
171 1414 4 — 31
1+2@ L 91 Ll
17 — 61 54 127 63 4 167 56 + 3?;
BN o Rl 953 VYmoe
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4 64 51 3
74.2) ——, b)) ——=, ¢ —, — .
a)1+¢|3 )1+3n’7 )ﬁ—im V243
1—20iV5 5—29iV5 1443 V34412
75. , b —, ¢ =, d) — .
53)7_2;'1/3 )7—3n5 )1—”3 )V:;—ufz‘
m4+nt 1414 1—32
76. a) i’ b) T= ©) (1+,)3
1+ 1—14 1
70 Tt o DiStire O o o
4Vl —2° a+bi  a—bi a+bi a—bi
78'“),—_,‘;/_—_("<1)’ Wiratimn i@ i—ae
"9 )V_+1V— Yy +iVz )V1+a+lV1-—a MT—a+iV1+a
T Vz—ily  Vy—ilz NM+ae—ilT—a MT—a—ill+a
80. Um zu zeigen, dafl die Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl wieder eine

8.
82.
. a) J— 13 4847, b) J8+ 64, ¢) Y—171+367, d) —33 —56:.
84,
85.

86.

87.

komplexe Zahl ist, setzt man zunichst Ya 4 bi=c +d1, quadriert beiderseits

und vergleicht die reellen Bestandteile mltemander und die imaginiren mit-

einander. a) Zeige weiter nach dem Vietaschen Wurzelsatze (7.-9.Schuljahr

§ 37, Aufgabe 170), daB c? und (--d?) Losungen der quadratischen Gleichung
2

?—ar— %— =0 sind. b) Warum ergibt diese Gleichung stets reelle Werte
fiir ¢ und d? (Achte auf die Diskriminante!)

Berechne so

a) 121, b V—1, 0 15 + 121, d) V35 —12i.

a) }21 + 201, b) V63 —16:, ¢) V15 + 81, d) 19 + 40:.

) 1375+ 2i, b)1=075+1, ¢ I3+ 4i+}3—4i.

Berechne (Ya +bi + Va— b4)? und ziehe in der erhaltenen Gleichung auf bei-
den Seiten die Quadratwurzeln aus; beweise so die Richtigkeit der Formel?)

Ya + bi 4 Ya — b2 =V§(Tﬂm.
Beweise auf dhnliche Art die Formel
VaF b —Ya—bi= i) 2@ T 7 —a).
a) Addiere, b) subtrahiere die beiden soeben genannten Formeln und zeige 8o

—_ /V‘:,,_/-z_ ot —
s /Y Ha Va2 - —a
}aj:bz—-l/ ) j;zl/ 5 .

1) Dag I/l +)-3+ l/l— V :3=V_6- ist, hat schon Leibniz (1646-17186) gezeigt,
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88. Berechne nach den Formeln in Aufgabe 85 und 86
a) 8+ 674 Y8 —61, b) 140 + 97 4+ 140 — 91,
¢) V15 +- 81 & Y15 — 83, d) V35 + 12i + /35 — 123.

89.-91. Lose nach der Formel in Aufgabe 87 die Aufgaben 81 bis 83.
92. a) b) Desgl. die Aufgaben 84a und b.

93. Desgl.
8) /2 +2i13, b /7 4304 12.
o |/1—6iy10, Q1 =a (=yo+iva).

Uber die graphische Ermittlung der Quadratwurzel siehe §9, Aufgabe 28.

§ 9. Goniometrische Form der komplexen Zahlen.
Moivrescher Lehrsatz
1. Die komplexe Zahl a + b4 ist bisher durch einen Punkt bildlich dargestellt
worden. Dieser Punkt wurde mit dem Nullpunkt verbunden, die Linge der
Verbindungsstrecke sei . Der Winkel, den sie gegen die horizontale Zahlen-
gerade bildet, sei «; er soll auf die in der Goniometrie iibliche Weise gemessen

werden (d.h. die positiv gerichtete Halfte der horizontalen Zahlengeraden
wird entgegengesetzt dem Bewegungssinn des Uhrzeigers gedreht).

Zeige, daB man unter dieser Voraussetzung jede komplexe Zahl in die gonio-
metrische Form

a+ bi =r(cosx + isinx)
bringen kann, wobei
r= ]/a2 + b!
(dieser Wert wird stets absolut genommen),
a . b
€0sx = —, Sinx =—
r r
ist. r heiBt der Modul (oder absoluter Betrag), « das Argument der komplexen
Zahl.

8. Wie groB ist der Modul und das Argument der Zahlen
a)l+i, b) —1 +1, ¢)i—1, d) V3 +1i1
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3. Desgl. von
a)i—1V3, b) — 5 — 13, ¢ —2, d) 3 +4it1)

4. Bringe auf die goniometrische Form
a) 8 4 151, b) 12 — 514, c) 6 — 51, d) —11 — 33.

6. Beschreibe die graphische Darstellung der komplexen Zahlen durch die
GroBen r und «, indem du den Begriff Polarkoordinaten benutzt.

6. Es ist bei der graphischen Darstellung vielfach zweckmiBig, die komplexen
Zahlen nicht nur wie bisher durch Punkte, sondern auch durch gerichtete
Strecken (,,Vektoren‘‘) abzubilden, nimlich durch Strecken, deren Linge
(durch r) und Richtung (durch a) bestimmt ist. Diese Deutung der komplexen
GroBen als Vektoren erweist sich als besonders anschaulich bei Einfiihrung
der Begriffe Verschiebung (das soll immer bedeuten: Parallelverschiebung)
und Drehung (d.h. Drehung um den Anfangspunkt in dem vorhin fest-
gesetzten Sinne). Beweise, daBl man zwei komplexe Zahlen graphisch addieren
kann, indem man den Vektor der einen verschiebt, bis sein Anfangspunkt auf
den Endpunkt des Vektors der anderen fillt, Wo liegt dann die Summe der
beiden dargestellten Zahlen?

7. Fiihre auf diese Weise die in §8, Aufgabe 38 genannten Additionen graphisch
aus.

8. Vergleiche das Gesetz der Addition von Vektoren mit dem physikalischen
Gesetz vom Parallelogramm der Krifte. Was entspricht a) den Kompo-
nenten, b) der Resultante?

9. Erliutere die Subtraktion komplexer Zahlen durch eine Vektorverschiebung
(s. Aufgabe 6) und vergleiche diese Operationen mit der Zerlegung einer Kraft
in zwei Komponenten. — Welches Stiick des Kriifteparallelogramms entspricht
dabei a) dem Minuendus der Differenz, b) dem Subtrahendus?

10. Fiibre die in § 8, Aufgabe 39 genannten Subtraktionen durch Vektorverschie-
bung aus.

11. Erldutere an Symmetrieeigenschaften des graphischen Bildes, da a) die
Summe zweier konjugiert komplexer Zahlen reell, b) die Differenz zweier
konjugiert komplexer Zahlen rein imaginir ist.

12. Welche der beiden GroBen r und « bleibt ungeiindert, wenn man die kom-
plexe Zahl r(cosa +sina) mit einer reellen Zahl (z. B. 3) multipliziert?

%) Das Argument findet man in diesem Falle und in allen am schnellsten aus der

tga= % (unter sorgféltiger Beachtung der Vorzeichen von a und b).

4 [2021)
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13. Eine komplexe Zahl (z.B. 3 +41) wird mit ¢ multipliziert; in welchem Sinne
und um wieviel unterscheidet sich das Argument des Produkts von dem der
gegebenen komplexen Zahl?

Beachte, daB cos(90° + ) = — sina und sin(90° 4 «) = cosa ist.
14. Wie verdndert sich also die Lage eines Vektors durch Multiplikation mit #?
15. Inwiefern ist dies eine Verallgemeinerung der schon zu Anfang getroffenen

Festsetzung, dal die imaginiren Zahlen auf einer zur urspriinglichen (reellen)
Zahlengeraden senkrechten Geraden abgebildet werden sollen?

16. Stelle fiir jeden der in §8, Aufgabe 55 genannten Ausdriicke jeden Faktor
einzeln und dann das Produkt durch Vektoren dar. Mi8 die Argumente aus;
welche Beziehung erkennst du?

17. Beweise durch Ausfithrung der Multiplikation (und Anwendung der Additions-
sitze {iir sin und cos), dall allgemein gilt:
ry (cosxy + isinay) - ro (cosxg + isinag)
= ryr [c0s (31 + &2) + isin (x1 + x9)].
18. Sprich den in Aufgabe 17 enthaltenen Satz in Worten aus.

19. Deute jede der drei komplexen Zahlen als Vektor und benutze beim Aus-
sprechen des vorigen Satzes auch die Begriffe Drehung und Streckung.

20. Bilde 2(cos30°4-1s5in30°) - 3(cos45° +isin45°), und zwar a) rechnerisch,
b) zeichnerisch.

21. a) b) Desgl. (cos60° 4-isin60°) + 2(cos135° 44sin135°).

22. Eine komplexe Zahl sei durch Multiplikation zweier anderer entstanden. Be-
weise allgemein, daB der Vektor des Produkts und der Vektor des einen Fak-

tors ein Dreieck bestimmen, das dhnlich ist dem Dreieck, welches durch den
Vektor des anderen Faktors und den Vektor 1 bestimmt wird.

23. Fiihre die in §8, Aufgabe 55 geforderten Multiplikationen graphisch mittels
dhnlicher Dreiecke aus.

24. Sprich den in Aufgabe 17 bewiesenen Satz als Divisionssatz aus.
25. Fithre auf Grund dieses Satzes folgende Divisionen graphisch aus:

5 4—3i 3i

priife die Genauigkeit der Zeichnung.

26. Erhebe r(cosa + sina) ins Quadrat (nach Aufgabe 17); wie groB ist a) der
Modul, b) das Argument des Quadrats?
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27. Ermittle graphisch
- 1 ' 2
)5+ B (z+573)-
28. Eine Zahl a b ist durch ihren Vektor gegeben; Va+bi ist graphisch zu
ermitteln.

29. Ermittle so
a) V5 +12i, b) V344, e V3,75 + 213

priife die Genauigkeit der Zeichnung durch Rechnung (vgl. § 8, Aufgabe 87)
und nach Aufgabe 22.

Da die Zahl r(cosa +-isina) sich von der Zahl cosa +¢sina nur durch die
GroBe des Moduls unterscheidet, kann man fiir die Dauer der goniometri-
schen Umformungen den listigen Faktor r beiseite lassen und erst am Ende
der Operationen entweder (rechnerisch) durch einfache Multiplikation oder
(zeichnerisch) durch Vergréflerung in passendem MaBstabe zu den Zahlen mit
dem Modul 7 zuriickkehren. Demgemé8 beschiftigen sich die folgenden Auf-
gaben im wesentlichen mit komplexen Zahlen vom Modul 1.

30. Berechne (cosa + #sina) (cos § + i sin ) (cosy + isiny),
indem du zuniichst die beiden ersten Faktoren (nach Aufgabe 17) zusammen-
faBt und das Ergebnis dann mit dem dritten Faktor multiplizierst.

31. a) Zeige durch das SchluBverfahren der vollstindigen Induktion, daB all-

gemein .. .. ..
(cosa, +isina,) (cosa, 4 ¢ sinx,) . .. (cosan + 4 sinan)

=cos(a; + &g + - - a&n) + ¢sin(a; + a; + - - - an)
ist. b) Sprich diesen Satz in Worten aus.

32. Berechne auf moglichst einfache Weise

a) (cos72° 4 45in72°) (cos18° 4-¢sin18°),
b) (cos15° 4 isin15°) (cos30° + ¢ sin30°),
¢) (c0s20° + 4sin20°) (cos40° -} ¢ 5in40°),

d) (cos15° + ¢sin15°)2.

33. a) (cos15° + 15in15°) (c0s30° + ¢5in30°) (cos45° + isin45°),
b) (cos30° + 78in30°) (cos45° + i sind5°) (cos60° + 7sin60°),
¢) (cos25° + i8in25°) (c0s105° + 4sin105°) (c0s20° 44 sin20°),
d) (cos60° + ¢sin60°)%.

34. Beweise nach Aufgabe 17, daBl zunéchst fiir positive ganzzahlige Werte von n
der Moivresche Satz gilt:

(cosx + isinx)* = cosna + isinna,

4%
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35. Berechne hiermit

36.

81.

38.

39.

40.

41.

12.

a) (cos25° 4 ¢5in25°)°, b) (c0s30° + i sin30°)10, .
¢) (cosd5° + isin45°)7, d) (cos40° + 7sin40°)8,
Beweise folgenden Satz: Erhebt man zwei konjugiert komplexe Zahlen in
dieselbe Potenz, so entstehen wieder konjugiert komplexe Zahlen.
Anleitung: 1) Beachte, daB man fiir cosa — isina auch schreiben kann:
cos (— &) +1 sin(—a);
2) benutze den Moivreschen Satz.
Berechne so
a) (cos36° — 1sin36°)°%, b) (cos60° — ¢sin60°)4,
¢) (cos15° —4sin15°).
a) Wie groB ist [r(cosa +¢sina)]*? b) Sprich die Antwort auch in Form
eines Lehrsatzes aus.
Berechne
2) 141498, b 1—0®, ¢ (Y34+14)° (vgl. §8, Aufgabe 71).
Unter 2" versteht man, wenn die Basis x reell ist, den reziproken Wert
von z"; es wird festgesetzt, daB das auch so bleiben soll, wenn die Basis z
eine komplexe Zah! ist.
Erweitere den Ausdruck

. . 1
- —
(cosa + isine) ™" = 8o T isna)

mit (cosa—isina)* und zeige so, dall der Moivresche Satz auch fiir negative
ganzzahlige Werte von = gilt.

Berechne

a) (cos30° 4 isin30°)7°, b) (cos45° 4 isin45°)73,

¢) (c0s30° — isin30°)7%.

Forme bei c) die Basis nach Aufgabe 36, Anleitung 1, um.

Setze in Nr.34 statt a den Wert —5—, wobei n eine gunze Zahl sein soll. Poten-
ziere die so erhaltene Gleichung mit % (welchem Potenzgesetz muf8 hier ein
erweiterter Giiltigkeitsbereich zugeschrieben werden?) und folgere daraus, da8

der Moivresche Satz auch gilt, wenun der Exponent ein Stammbruch (mit dem
Zéhler 1) ist. b) Beweise aus der Periodizitiil der cos- uad sin-Funktion, da

1 . 360° . 360°
(cosa + tsina)® = cosa+ I; 360 + isina+l; 360
ist, wobei k jede positive oder negative ganze Zahl (einschlieBlich Null) sein
kann.
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43. a) Welche Werte nimmt dio rechte Seite der vorstehenden Gleichung (und
also auch die linke) an fiir k=n,n+1, n+2, ...? b) Vergleiche diese Werte
mit denen, die man fiir k=0, 1, 2, ... erhilt. ¢) Beweise so, daB

1
(coSa + isina)®

nicht mebr und nicht weniger als n verschiedene Werte haben kann.

44. a) Welche Figur bilden die graphischen Bilder dieser » verschiedenen Werte?
b) Beschreibe die Symmetrieverhiltnisse der Figur.

Berechne alle Werte von

45. n) Jc0s60° + 751 60°, b) Vcos135° + ssin135°,

¢) Vcos 30° — ¢sin30°.

46. a) Vcos72° —148in72°, b) 700522"30' + 48in 22° 30’,

c) 100569" —sin69°.

Priife bei den Aufgaben 45 und 46 die Richtigkeit der Ergebnisse am graphi.
schen Bilde (Kiuheitsstrecke passend wéhlen!).

47. a) Warum braucht man den Moivreschen Satz fiir den Fall, daB 7 ein Bruch
von der Form % ist, nicht mehr zu beweisen, wenn man nur die Giiltigkeit

des Potenzgesetzes
2 1
2 = (xP)?
in geeigneter Weise ausdehnt? b) Welche der beiden Grofen p, g entscheidet
iiber die Anzah! der verschiedenen Werte von
LA
(coso + ¢sina)? ?

48. Lose die ,,binomische‘‘ Gleichung 3 —1=0oder 23 =1.

b i ——
Anleitung: z = V1 = Vcos 0° 414 sin 0°; weiter nach der in Aufgabed2b bewiesenen Formel.

49. Gib in allgemeiner Form die Losungen der Gleichung 2"=1 an (nte Ein-

heitswurzeln).
30. Lose die Gleichung z" —a=0.
n_ L n_ 1 1 1
Anleitung: z=Va =a" - V1 =a" (cosO°+|sm0°)" , wobei " den Hauptwert von

;’; bedeutet.

51. Wie viele der nten Einheitswurzeln (vgl. Aufgabe 49) sind reell, wenn n
a) gerade, b) ungerade ist?
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52. Warum sind die komplexen Einheitswurzeln immer paarweise konjugiert?
(Achte darauf, was in Aufgabe 42b geschieht, wenn man auf der rechten
Seite £ durch n —k ersetzt, und vergleiche dann Aufgabe 43a und b.)

53. Erliutere am graphischen Bilde, warum die binomischen Gleichungen auch
Kreisteilungsgleichungen genannt werden.

Ermittle zeichnerisch
8 — 4 8
54.2) V1, b) V-1, ¢ V.
8 — 4 — 5 —
6b. a) V8, b) V —625, ¢) }/ —243.
§—
56. Berechne 11 — 21,
Anleitung: Bringe den Radikanden in die goniometrische Form und multipliziere den
1 1

Hauptwert von r* mit den n Werten, die (cosa+ isinor.)T nach Aufgaben 42b, 43¢ an-
nimmt.

. Berechne

57.2) V=1, b) V3, o) V2435

5S. a) Y9 — 83, b) V=3 -5, ¢) V=3 1iy3.
Gib alle Wurzeln der folgenden binomischen Gleichungen an:

69.a) 28 =1, b) 2® +10=0, c) ¥ =5.

60. a) 28 = 10, b) 28 =2, " ¢) a1 = 10.

6l. ) o® =1, b) 4 =1, gz =213,

62.2) 23 =1+1, b) #* =141, e) x?=1—1.

§10. Wiederholender Aufbau des Zahlensystems
von den natiirlichen bis zu den komplexen Zahlen

1. Nenne die sieben dir bekannten Rechnungsarten.

2. Gib von m+n, m—n, m - n, m:n, m®, n}’;, "logm folgendes an: a) Die
Nanien der auszufithrenden Rechnungsarten, b) die Namen der Ausdriicke,
¢) die Namen der Bestandteile.

3. m und = seien zwei natiirliche (positive und ganze) Zahlen; welche der sieben
in voriger Aufgabe genannten Ausdriicke sind dann sicher auch natiirliche
Zahlen?

4. Warum fiihrt a) das Addieren, b) das Multiplizieren, ¢) das Potenzieren mit
naviirlichen Zahlen stets wieder auf natiirliche Zahlen?
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5. Welche der sieben Rechnungsarten sind einander entgegengesetzt?

6. m und = seien zwei natiirliche Zahlen. Welcher Beschrinkung unterliegt die
Ausfiihrbarkeit der Rechnung, wenn man verlangt, daB a) die Differenz,
b) der Quotient von m und » wieder eine natiirliche Zahl sei?

7. Durch welche Rechnungsart wird man zur Einfilhrung a) der negativen
Zahlen und der Null, b) der gebrochenen Zahlen veranlaft?

8. Warum fiihrt man a) die negativen Zahlen und die Null, b) die gebrochenen

Zahlen ein?

9. Definiere allgemein a) m—n, b) 0, ¢) m:n.

Adcition und Subtraktion
10. Sprich das Gesetz
at+b=b+a
in Worten aus (kommutatives Gesetz der Addition).
11. Sprich das Gesetz
(@+b)dc=a+(b+¢)

in Worten aus (assoziatives Gesetz der Addition).

12. Ist die Gleichung @ —b=—(b —a) der Ausdruck eines Lehrsatzes oder einer

Festsetzung?
13. Desgl. m —m =0.
14. Desgl. (@ +b)—c=a 4 (b—c)=a—(c—b).

15. Stelle die Regeln fiir die Addition und Subtraktion zweier Zahlen m, n auf
und gib an, ob diese Regeln beweisbare Lehrsiitze oder einfache Festsefzungen
sind, wenn m und n a) positive (beachte auch Frage 6a), b) negative, c) rela-

tive Zahlen (mit beliebigen Vorzeichen) sind.

16. Stelle ebenso die Gesetze fiir die Addition und Subtraktion von Klammern

auf.

Multiplikation

17. Was versteht man unter @ - b, wenn a und b natiirliche Zahlen sind?
18. Sprich das Gesetz
a-b=b-a
in Worten aus (kommutalives Gesetz der Multiplikation).

19. Unter welchen Voraussetzungen ist das kommutative Gesetz beweisbar?
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20. Sprich das Gesetz
(@ab)-c=a-(be)
in Worten aus (assoziatives Gesetz der Multiplikation).
21. Unter welchen Voraussetzungen ist das assoziative Gesetz beweisbar?
22. Welche der vier Gesetze
(+0)- (+b)=+ab, (+a)-(=b) =—ab,
(=) (+b)=—ab, (—a)-(=b)=+ab
sind beweisbar? Wie lauten dabei die Voraussetzungen, und welche Gesetze
iiber die Rechnung mit negativen Zahlen muB man zum Beweise benutzen?

Die Beantwortung dieser Fragen ist. wesentlich davon abhingig, wie man die Multi-
plikation allgemein definiert (deswegen ist eine hierauf abzielende Frage vorher absicht-
lich vermieden worden). Man kann sehr wohl sagen, daB alle vier Gesetze Definitionen sind.
Man kann aber auch so sagen: Eine Zahl mit einer positiven Zahl multiplizieren, heiBt,
sie 80 oft als Summand setzen, wie die positive Zahl angibt. Eine Zahl mit einer negativen
Zahl multiplizieren, heiBt, sie zunéchst so oft als Summand setzen, wie der absolute Wert
des Multiplikators angibt, und dann dem Ergebnis das entgegengesetzte Vorzeichen des
Multiplikandus geben.

23. Warum setzt man fest, dal die nicht beweisbaren Gesetze (Aufgabe 22) doch
gelten sollen? (Permanenzprinzip.)

24

Sprich das Permanenzprinzip in Worten aus, indem du die Begriffe ,,wider-
spruchsfrei’ und ,,ausnahmslos‘‘ (cder gleichwertige) benutzt.

25. Zeige, wie man mittels des Permanenzprinzips und des kommutativen Ge-
setzes (Aufgabe 18) von dem ,verniinftigen*‘ Ausdruck (—a) - (4b) zu einer
Definition des nicht ohne weiteres verstindlichen Ausdrucks (+6) - (—a) ge-
langen kann.

Divisien
26. Zeige, wie sich aus der allgemeinen Definition der Division (als Umkehrung

der Multiplikation) und den Gesetzen in Aufgabe 22 die folgenden Regeln
herleiten lassen:

ta_ 8 ta_ _a
ﬂ“"’?: — = b:
—a a —a a
e et

27. a) Wie lauten die Regeln fiir die Multiplikation eines Bruches mit einer ganzen
Zahl und die fiir Division eines Bruches durch eine ganze Zahl? b) Sind das
Lehrsitze oder Festsetzungen?
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28. a) Wie multipliziert man eine ganze Zahl mit einem Bruch? b) Ist das beweis-
bar? ¢) Decke die Beziehungen dieses Gesetzes zu dem kommutativen Gesetz
der Multiplikation auf.

29. Wie kommt man dazu, das Gesetz iiber die Multiplikation zweier Briiche

aufzustellen?

30. Fiir welche Arten von Zahlen m, n ist bis hierher die Operation (das Symbol)
m - n definiert? :

81. a) Wie dividiert man eine ganze Zahl durch einen Bruch? b) LiBt sich das
beweisen? ¢) Zeige im einzelnen, welche Schritte zu diesem Gesetz fiihren.

82. Beantworte dieselben Fragen fiir die Division eines Bruches durch einen an-
deren Bruch.

83. Fiir welche Arten von Zahlen m, n ist bis hierher das Symbol m:n definiert?
34. Wie addiert und subtrahiert man a) gleichnamige, b) ungleichnamige Briiche?

86. Fiir welche Arten von Zahlen m, n sind die Operationen m 4 und m—n
nunmehr definiert?

86. Gib zusammenfassend an, fiir welche Arten von Zahlen die vier Grundrechen-
arten bis hierher definiert sind.
Potenzierung

87. Definiere die Potenz a™.

38. Bei dieser ersten Erklirung der Potenz mull man den Exponenten n als eine
natiirliche Zahl voraussetzen. Warum?

89. Warum braucht iiber a keine einschrinkende Voraussetzung gemacht zu
werden?

40. Zihle die sechs Potenzgesetze auf, die man unter der Voraussetzung, daB die
Exponenten natiirliche Zahlen sind, beweisen kann.

41. Warum definiert man a) a®=1, b) a™*= al_ ?

42. Wenn man negative (aber dabei vorliufig noch ganzzahlice) Exponenten zu.
lift, kann man zwei von den sechs Potenzgesetzen (Aufgabe 40) entbehren.
Nenne die vier unentbehrlichen Potenzgesetze.

43. Warum ist es zweckmiBig, negative Exponenten einzufiihren?
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Radizicrung

4. Definiere Va.
46. Schreibe die Gleichung ’i/; =1 als Potenzgleichung,.

46. Welche Voraussetzung mufl man in ”}/; iiber den Exponenten » machen?
Grund! (Einschriinkende Voraussetzungen iiber den Radikanden a siehe unter
Aufgabe 49 und 50.)

Vasollim folgenden immer den sog. ,,Hauptwert‘‘ der nten Wurzel bedcuten.

47. a) Wievieldeutig ist « aus der Gleichung 2% =@ bestimmt? b) Wodurch unter-
scheiden sich die Losungen? ¢) Schreibe die Losungen mittels des Haupt-
wertes der Quadratwurzel.

48. Wievieldeutig ist « aus der Gleichung x=a" bestimmt? (Beweis mittels des
Moivreschen Lehrsatzes §9, Aufgabe 34 und 56.)

49, Man setzt bei der Definition von ’i/; zuniichst fest, dal a ein beliebiges Vor-
zeichen haben darf, wenn n ungerade ist, daB dagegen a positiv sein soll,
wenn n gerade ist. Warum trifft man diese einschriinkende Festsetzung?
(Siehe Aufgabe 64.)

50. Welchen Beschrinkungen unterliegt die Zahl a, wenn man verlangt, da8 ¥a
a) eine ganze Zahl, b) ein Bruch sein soll?

61. Welche Erweiterung erfihrt das Zahlengebiet, wenn man diese Beschrinkun-
gen fallen 1aBt?

52. Definiere hiernach a) rationale Zahlen, b) irrationale Zahlen.

63. Welche bisher definierten Zahlengebiete werden a) von den rationalen Zahlen,
b) von den irrationalen Zahlen umfaBt?

b4. Beweise auf Grund der Definition der Wurzel die Gesetze
o v s Ve v
Va-fo=fas, +==|s-
Vo b

56. Beachte, daBl diese Gesetze nur fiir die Hauptwerte der Wurzeln (und auch
nur fiir positive Radikanden) gelten. Gib Beispiele dafiir an, dafl die Gesetze
ungiiltig werden, wenn man noch andere Werte auller den Hauptwerten zu-
laBt.

66. Auf welche Zahlengebiete kénnen nunmeh die Definitionen der Operationen
m - n und m : n ausgedehnt werden?
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57.

58.
59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.
67.

68.

69.

70.

1.

Wie kommt man dazu, Wurzeln als Potenzen mit Bruchexponenten aufzu-

Jassen? .

Was versteht man unter a® ?

a) Welche Potenzgesetze bleiben erhalten, wenn man definiert

1 n
e
a® = Ya? n
b) Wie definiert man a™ ?

Warum ist es zweckmiBig, allzemeine Potenzen mit gebrochenen Exponenten
einzufiihren?

Fiir welche Arten Exponenten ist das Symbol a? bis jetzt definiert? (Zihle
der Reihe nach alle Arten auf und bezeichne sie auch mit einem gemeinsamen
Namen.)

Ist p irrational, so hat die Potenz a? unendlich viele Werte. (Beweis mittels
des Moivreschen Satzes.) Solche Potenzen werden daher von der Betrachtung
ausgeschlossen.

Wie werden irrationale Zahlen a) addiert, b) subtrahiert?

Fiir welche verschiedenen Zahlengebiete sind nunmehr die Operationen m +n
und m —n erklirt? (Einzeln aufzihlen und auch mit Namen zusammen-
fassen!)

Warum kann man ]/; mit den bisher definierten Zahlen nicht mehr berech-
nen, wenn a negativ wird?

Welche neuen Zahlen muB man einfithren, wenn man in Va fiir den Radi-
kanden negative Werte zulassen will?

Definiere danach die imaginiren Zahlen.

Welchen gemeinsamen Namen fiihren die positiven, negativen, ganzen und
gebrochenen Zahlen?

Welchen gemeinsamen Namen fithren die rationalen und die irrationalen
Zahlen?

Gib noch einmal zusammenfassend an, durch welche Rechnungsarten und
unter welchen Voraussetzungen man gefiihrt wird auf a) negative, b) ge-
brochene, ¢) irrationale, d) imaginéire Zahlen.

a) Wie bezeichnet man die Einheit der imaginiren Zahlen? b) Wie folgt aus
dieser Definition der Wert von #%? )

Was ist ]/—_47 Sprich das Gesetz ¥ —p =¢Vp in Worten aus. Ist das ein
Lehrsatz oder eine Festsetzung? (Sei nicht leichtsinnig in der ,,Anwendung*
des Gesetzes in Aufgabe 54!)
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72. Wie kann man allgemein a - ¢ definieren?
73. Bilde at + bi, ai— bi, at - bi, % und sprich die Rechenregeln fiir imaginéire
Zahlen aus. Sind diese Regeln beweisbar oder nicht?

74. Fiir welche Arten Zahlen sind jetzt die vier Grundrechnungsarten definiert?
(Einzeln aufziihlen und auch mit gemeinsamem Namen nennen.)

75. Berechne die 10 ersten Potenzen von 1. Welche in der Aufgabe 73 aufgestellten
_Rechenregeln mufl man dazu benutzen?

76. Gib allgemein an, fiir welche Werte von k die Potenz i* den Wert a)i,b) —1,
¢) —i, d) +1 annimmt.

77. Bilde a(bi), ai(b), 5 , 3 - Mub das besonders definiert werden? (Grund!)

78. Was versteht man unter komplexen Zahlen?

79. Welche Beziehung besteht zwischen den quadratischen Gleichungen und
a) rein imaginiren Zahlen, b) komplexen Zahlen?

80. Inwiefern sind die reellen Zahlen und die rein imaginiiren Zahlen Sonderfille
der komplexen Zahlen?

81. Wann heiBlen zwei komplexe Zahlen einander gleich?
82. Bilde (a + b1) 4 (c + di), (@ + bi)— (c + d?); wie definiert man die Addition
und Subtraktion zweier komplexer Zahlen?

83. Fiir welche Arten Summanden ist eine Summe oder Differenz von der Form
z 4+ y nunmehr erklirt?

84. Wann ist a) die Summe, b) die Differenz zweier komplexer Zahlen reell?

85. Wann ist a) die Summe, b) die Differenz zweier komplexer Zahlen rein
imaginir?

86. Wie multipliziert man eine komplexe Zahl a) mit einer reellen, b) mit einer
rein imaginiren, ¢) mit einer komplexen Zahl? Kann man das beweisen oder
muB man das festsetzen? (Grund!)

87. Zu welchem Zahlengebiete gehdren die Potenzen komplexer Zahlen? (Expo-
nenten einstweilen alle ganzzahlig vorausgesetzt; warum?)

88. Was versteht man unter konjugiert komplexen Zahlen? Wie heilen die kon-
jugierten Zahlen zu a) m+ni, b) p—gqi,¢) —3—3i,d) —a+bi?

89. Wann ist das Produkt zweier komplexer Zahlen reell?

90. Wie konnie man hiernach die konjugiert komplexen Zahlen noch definieren?

91. Warum sind die komplexen Wurzeln einer quadratischen Gleichung mit reelley
Koeffizienten stets konjugiert?
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92. Welchen Zahlengebieten darf die Basis a der Potenz a® (bei vorliufig ganz-
zahligem 7) angehéren?

93. Bringe (¢ +1y) in die goniometrische Form und berechne mittels des Mozvre-
1 m

schen Satzes (z +iy).'T und (z+ iy)7.
94. Hierbei muBl mehrfach der Giiltigkeitsbereich der Potenzgesetze erweitert

werden. An welchen Stellen?

95. Fiir welche Exponenten p ist jetzt die Potenz (a 4 b7)? definiert?
Irrationale Zahlen werden aus dem hinter Aufgabe 61 genannten Grunde im
allgemeinen ausgeschlossen!).

96. V;ist bisher definiert fiir reelle Werte von a, die im Falle n =2 auch negativ

sein durften. Zeige, wie man mittels des Moivreschen Satzes den Begriff 'i;
erweitern kann fiir beliebiges ganzzahliges n und fiir beliebige (auch komplexe)
Werte von a.

97. Zeige, daB es zwecklos und iiberfliissig ist, fiir andere Werte von n, etwa fiir

gebrochene Werte, den Begriff i/;noch besonders zu definieren.

Logarithmierung
98. Definiere ®log?.
99. Schreibe die Gleichung %logb=c in Form einer Potenzgleichung.

100. Gib ganzzahlige Werte von z an, die der Gleichung a) (—1)®*=(-1),
b) i*=1 geniigen.

101. Wievielwertig wire also (~Vlog(—1) und ?logi?

102. Bilde weitere Beispiele, aus denen man erkennt, daB es zunichst im Interesse
der Eindeutigkeit erforderlich ist, in dem Ausdruck ®logh sowohl fir @ wie
auch fiir b reelle, und zwar positive Werte vorzuschreiben?).

103. Welchem Zahlengebiete gehort der so definierte Logarithmus an?)?

104. Wie vertréiigt sich die oben (Bemerkung hinter Aufgabe 61) getroffene Fest-
setzung, daBl Potenzen mit irrationalen Exponenten ausgeschlossen werden
sollen, mit der Benutzung der Briggischen Logarithmen, z. B. vor Ig2=2
aus 10°=2? (Benutze den Begriff ,,Hauptwert des Logarithmus*‘!)

) Niheres fiber Potenzen mit komplexen Exponenten in der Reihenlehre, § 85.

) Di¢ Logarithmen komplexer Zahlen kann man lediglichauf Grund unendlicher Reihen d

(Siehe §85.)

%) Uber den Unterschied zwischen algebraischen und d Irrationalzahlen siehe § 23, FuGnote
zu Autg, 27 ff,
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DRITTES KAPITEL

Quadratische Gleichungen

§11. Gleichungen mit einer Unbekannten, die auf quadratische
Gleichungen fiihren

Gleichungen mit einer leicht erkennbaren Wurzel

1. 22 —42=0. 2.x2——;i=3.
3.2°—9x=0. 425~ Z=0.

b a® —4a>—z=0, 6. 2% — 622 — 162 =0.
7.102% +3x = 1122, 8. 523 4 24 = 4322,
9. 28 —1=0. 10. 2® +1=0.

11,28 —2>—24+1=0. 12 28 — 22 +2—1=0.
13, 24 ==1. 14. 23 = a3,

Gleichungen, die in x2 oder x® quadratisch sind

Die folgenden Gleichungen sind durch Einfiihrung einer HilfsgroBe zu 16sen:

15. 2 — 1322 4+ 86 = 0. 16. «* — 2122 = 100.

17, 24— 522 +4=0. 18. 24 4+ 9 = 10a2,

19. (22 — 10) - (2% — 3) = 79. 20. (22 — 5)2 4 (22 — 1)2 = 40,

21. 1024 — 21 = 2°. 22. 624 — 35 = 1122.

23. at + bt + 24 = 2a2b% + 2a%2® 4 2b%22.

24, 24t —a2? +52=0. 25. 24 — 4(a + b)a? +16(a — b)2 =0,
26. x4 — 4 (a® + b?)a? +4a2b® =0, R7. (22 +ax)® +m(2x® +az)=p.
98, o4 — 62° + T2 + 62 — 8 =0. 29. 24 — 229 — 722 + 82 + 12 =0,
30.1) 2 — 923 +8=0. 31. 82% — 21528 — 27 =0.

32. 28 4223 +2=0. 33. a8 — 223 +5=0.

34, 1648 — 25724 +16 =0. 36, (x +28 —4(x+24+13=0.
36. 210 43325 + 32 =:0. 37. 210 — 625 410 =0.

1) In den folgenden Gleichungen sind alle Wurzeln gesucht. (Anwendung der Rechnungen mit komplexen
Zahlen, vgl. §9.)
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Wurzelgleichungen. Exponentialgleichungen. Logarithmengleichungen

Lase durch Einfiihrung einer HilfsgroBe die folgenden Gleichungen:

38.2— 61z +5=0. 39.2410="77z.

40,z + = = 30. 41,z — 3}z =28.

42. (Yz—5)- (Y= —17) =3. 43. (5 — 12)? =2(7 + ¥=).
4.(4—12)-6—1z)=2(71—712). 45.(jz7 =32+ (Jz—2)* =1.
6. (Jr—1P + {2 =]z 41,715 + 52 |2 = 66.

48. Bz — 52 — (56— 32) 3 =52. 49.22 45 — 82 +22* — 8z 7 40.
50, 242 43122 — + 1 =22 +3. 51, 82+1 — 8221 =30,

52. (i—é)”’-k (:—;)1_’= 10. 53, 1751 — 71571

B4, 52(3=D) . 95@+D) = 64 . 1025, B5. Ig(Tz — 9)2 + Ig (3 — 4)? = 2.
56.1g12z —1 +lgjz—9=1.

57.5%=2. 58. "I‘J?f::)l =

Reziproke Gleichungen

59. Substituiere in folgenden Gleichungen x=l und begriinde, warum man sie
reziproke Gleichungen nennt: y
a)axd+b2*+br+a=0, b) azt +ba® +ca:+ bz +a=0,
¢)axd+brt+catca’4brta=0.

Lose die folgenden reziproken Gleichungen:

60. 23 + 222 +2x+1=0. 61. 22 —322—3x+1=0.

62, 23 — 222 422z —1=0. 63.32% —T22 — 70 43=0.

64. 223 — T2+ 72 —2=0. 65. 328 — 1322 4+ 132 — 3 =0.

66. 623 — 19224+ 192 —6=0. 67.62 —Tu2—T2x+6=0.

68. 403 — 2122421z —4=0. 69. 24 — 223 4222 —224+1=0.

70. 224 — 528 4422 —5x+2=0. 71. 224 — 923 4 1422 —9xr 4+ 2=0.
72.224 —a®—622—2+4+2=0. 73.32% — 1623 42622 — 162 +3 = 0.

74,428 — 923 — 2622 —9x+4=0. 75.6a%—252% 3822 —252x4+6=0.
76.22% 4324 — 523 — 5,24+ 32x+2=0.
.22 — Tt 4928 — 922+ T —2=0.
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8.
9.

325 — 7t —102° 41022 4 T2 — 3 =0.
325 —Tat —4a® — 422 —T24+3=0.

80. 625 + 1124 — 3323 — 332>+ 112+ 6=0.

§ 12. Quadratische Gleichungen mit mehreren Unbckannten

Summe oder Differenz und Predukt der Unbekannten sind gegeben

1.1) a) Zeichne die gleichseitize Hyperbel z-y=6. b) Zeichne die Gerade

2.

6.

10.

12.

14.

z+y=>5. ¢) Bestimme die Schnittpunkte. d) Berechne aus z+y=5 eine
der GroBen x oder y und setze ihren Wert in die andere Gleichung ein. Lose
die entstehende quadratische Gleichung. e) Berechne aus z +y =35 den Wert
(x + y)?. Subtrahiere 4 ry und bestimme x—y.

Lése ebenso graphisch und arithmetisch die folgenden Gleichungen:

z+y==6 3ox—y=2 4x—y="1 b.y—x=-3
z-y=2_8. x-y=48. zy = 30. Ty =4.

z—y=>5 T24y=2 8.z—y=% 9.x(l+%)=19
zy = 36. zy =—15. zy=1. zy = 90.

Die folgenden Gleichungen sind arithmetisch zu l6sen:

z+y=a ll.z—y=a
z-y=>b. zy=b.
z+y=2a 13.z2—y=a—->
z.y=a? xy=ab.
z4+ry+y="1 15. 22 — 2y +2y=4
z—zy+y=1. 2z 4+ 2y +2y=6.

Benutze den Vietaschen Wurzelsatz zur Losung folgender Gleichungens

16. 22 — 8z + 15 =0. 17. 22 — 13x +42 = 0.

18. 22 — 22 — 63 =0. 19. 2> — 2 — 3 =0.

20, 22 — 200« -+ 9996 = 0. 2l. 22 — (@ +b)x +ab=0.
22, 22 4+ (a—b)z—ab=0. 23. 22 +px+4q=0.

1) Solange nur eins Gleichung zwischen z und y vorllegt, erscheinen die beiden GriCen ale Varioble: trits
noch eine zweite Gleichung hinzu, 8o erscheinen sie als bestimmie, wenn auch anfangs noch unbekannte Grégen,
Achte auf den Unterschied, aber auch auf das Gemeiusame der Leigen begline.
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24.

26.

28.

30.

Die folgenden Gleichungen

groBen zu l6sen:
z4+y=12

(z—1)-(y—1)=24.

@—8)-(y—6=0
z+y=13.
Yo+ Vy=4
zy=9.
23+ y3 =28
zy =3.

sind arithmetisch durch Einfilhrung von Hilfs-

23. z+y=18
(x—"T)"(y +3)=48.
27.(x—3)-(y—4)=0

4z 43y =36.
2. Yz —Vy=
zy = 36.
3l.23—9*=19
zy =6.

Summe der Quadrate und Produkt der Unbekannten sind gegeben

. a) Zeichne die gleichseitize Hyperbel z - y=6.b) Zeichne den Kreis z? 4 3

=13. ¢) Bestimme die Schnittpunkte der beiden Kurven. d) Berechne aus
224-y*=13 und z+ y=06 die Werte ( + y)? und (z — y)?. Bestimme dann z

und y.

Lgse in dhnlicher Weise arithmetisch und geometrisch folgende Gleichungen:

33 224 y2=5
Ty =2.

35. 22 + y2 =130
zy=63.

37, 2%+ y2 =52
zy =24.

41.

43.

45.

34. 2%  y* =40
zy =12
36. 22 +y2 =44
3ry=4+4.
3. 22+ y*=1,16
Sry=2.

Lése arithmetisch folgende Gleichungen:

L2t yt=a

zy=b.
224 2y="T8
yr—azy="1.
2 4wy + 92 = 5T
2t — 2y + y: =43,
2—zy+y*=239
222 —3xy +2y? =43.
5 [2021]

40. 22 4 y? = 2q?
zy =a?.
2attary=5
Yy —zy=12,
44. 22+ xy + y>=2a
22— 2y + y* =2b,
46. x> + 52y +42="19
22+ 3zy +y2 =59,
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Summe der Quadrate und Summe oder Differenz der Unbekannten sind gegeben
Lose arithmetisch und graphisch folgende Gleichungen:

47, 2® + 2 = 250 48, 2> + > =90
rz—y =4. x4y =12,
49, 2® + 2 =136 50. =% + y>= 100
z+y =16. z—y =2.

Lése arithmetisch — gegebenenfalls durch Einfiihrung von HilfsgréBen - die
Gleichungen:

bl. 22+ y*=a 62. 22+ y*=a
z4y =b. z—y =b.
53. 22 + yt=a? b4. 22+ y2=a
z+y =2a. r—y =
86. z(x +2) +y(y +2)=183 86. z(z +4) +y(y—4) =
z+4+y =117. r—y =1.
67. z4+y=2>58 ‘ BS. x4+ y=100
Vz+Vy=10. Ve+1y=14.
9. Vz+2+Vy+1=4 60.Ver+2—Vy—1=1
r+y=>5. r+y=12.
6L (z+27 4 (y— 22 =13 62. (z — a)? + (y — b)* = a* + 2
r—y=—3. z+y=0.

Differenz der Quadrate und Summe oder Differenz
der Unbekannten sind gegeben

Bestimme graphisch und arithmetisch die Wurzeln der Gleichungen:

63. 22 —y2=17 64, 2% — y>=24
z—y =1, x4y =6.
65, 22 — y>=5 66. 22 — y2 =20
T—y =4. y—zx =1,
Arithmetisch ~ gegebenenfalls durch Einfiihrung von HilfsgréBen - sind zu
losen:
67. 22 — y?=aqa 68. 22 — y:=a
z—y =b. z+y =b.
69. z¥ — y*=a? 90. 22 — y2>=a? — b

zT—y =a. x4y =a—b.
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Y1, (x + 2)> — y* =56
z+y=2.
BV +Vy=12

x—y="12.

Vermischte Beispicle

R(x—12—(y+32=3
z—y=1,
M. Vz—Vy=1

r—y=25,

Lose arithmetisch und graphisch folgende Gleichungen:

75. 2% + 42 =25
xz__yz__: .
W2t — 2 =40
zy =21,
79. 22— y* =5
zy=6.
81. 2% 4 y* =40
x=3y.
83. zy =54
3x=2y.
85. 42 — 3y =24
zy =96.
87. 2% + y*> = 100
z:y=23:4.
89, z:y=9:4
z:12=12:y.
9.z +y=10
2y =2(y +6).

76. 2* 4+ y2 =50
72— y? =--48.
8. 2 — y2 =28
zy =48,
80. 22 — 42 =19
zy =—90,
82. z-y=12
2z 43y =18.
84, a2 4 y2 =50
92 4+ Ty ="10.
86. 3z — 2y =11
224+ yi="T4,
88. 22 — y® =640
riy="T:3.
90. z:y=3:5
z:6=12:y.
R.2z—2y+y+8=0
z+y=10.

Lose arithmetisch die folgenden Gleichungen:

93.222 —3y2=24
2z =3y.
95. 322 —Ty? =84
3z +4+Ty =42.
97. 22 + zu + y* = 343
22—y =21.

99, 2t + 22y — Yt =T(x — y)

22—y =5.
5

M. z(x+ y)=25
2z + 3y =10.
96. 522 +y =3xy
2z —y=0.
98, 22 — 2y +yt =5
22 ~3y=0.
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100. 22 — 52y 4+ y* 4+ 102 4+ 12y =100

22 —3y=1.

102. 22 + y* =130

v _g,

T—y

8 3

5 2

z+1 y-—1°
106. 22 +y=9*+x — 18

z:y=2:3.
108. z-y=a

z_

P .

110, 22—3xy+ y*=-31
222 — 3zy + 2y =43.

112. 522 — 6y +5y* =29
Ta? — 8xy + Ty*=43.

101 7(z +5)* — 9(y +4)> =118

z—y=1.
103. Bz — y) By — 2) =36
z+y_é_
z—y 2°
10 9
105.m+;—1-=5
2 4
z—1 y°
107. 2y 472 =6(22 4 y)
r:y=2:3.
109. 22 + % = a?
z_m
Yy w

1l 224+ 3> —5(x +y) =8
2t 4y —3(x +y) =28.

113. 322 + 11zy + 3y = 207
222 — 3zy +2y2 =14,

114. 23 + 3 =422 — Fzy + 42 =13(z + y).

115. 2 +2y+y =5

2ty +y="1.
117. (22 + ) (x+y)=a
zy(x+y)=>b.

Die allgemeine Gleichung 2. Grades

116. z+4+zy+y =11

2?42ty 4 y? =49,

118. z +y=a(l +zy)

T—y=0b(—u2ay).

119. Beseitige aus der allgemeinen Gleichung 2. Grades
aa? +bxy+cy*+dr4ey+f=0
den Faktor a. Wann ist das nicht méglich?

120. Beseifige aus der Gleichung 2. Grades

2tary+byt4cr+dy+e=0

das Glied azy durch eine Substitution:

z=1'cosa — y'sina,
y = x'sina + ¥’ cosa.

Welche geometrische Bedeutung hat diese Substitution? (Berechne a aus

tg2ua.)



§12, Q i J mit meh Unbek 65

121. Beseitige aus der Gleichung 2. Grades
2+ay+br+cy+d=0
die linearen Glieder durch eine Substitution:
z=2+m,
y=y +n.
Wann ist das nicht moglich?

—
2
™

. Diskutiere die geometrische Bedeutung der Gleichung
22 +ay*=>b.
123. Diskutiere die geometrische Bedeutung der Gleichungen
22+az+by+c=0,
y¥2+ar+by+c=0.
124. Gib zusammenfassend an, welche geometrischen Gebilde durch die Gleichung
ax? +bzxy+cy*+dx+tey+f=0
dargestellt werden konnen.

125. a) Wieviel wesentliche Konstanten kommen in der allgemeinen Gleichung
2.Grades vor? b) Gib den Groflen z und y der Reihe nach verschiedene
Werte, um die Groen a bis e zu bestimmen. ¢) Wieviel solcher Wertepaare
sind notwendig und hinreichend, um die Konstanten a bis e zu bestimmen?

126. Bestimme die Gleichung des Kegelschnitts, der durch folgende 5 Punkte geht;
a) (0; 1), (2; 4,2), (5; 8), (8; —2,2), (10; 1),

b) (—4; 2), (—3;6), (0; —3), (5; 2), (2; —4),
¢) (=3; =2), (=1; =3), (0; =5), (2;3), (5; 0).
Schnitt zweier Kegelschnitte in allgemeiner Lage
127. Der Kegelschnitt
1422 +4xy +5y*+26x— 5y — 102 =0
liegt in Fig.8 gezeichnet vor. a) Priife durch Berechnung méglichst vieler
Punkte die Genauigkeit der Zeichnung!). b) Untersuche auf Grund der in

Aufgabe 120 bis 124 hergeleiteten Kriterien die Gestalt und Lage des Kegel-
schnitts genauer. — ¢) Der Kegelschnitt

522+ 14wy —10y2— 172450y —40=0
) Bw 13t lehrreich, in Fig, 8 einize optische Tauschungen zu beohachten: die Kurven erscheinen bei langerer

Betrachtung an manchen Stellen gehuickt, an auderen beulig; betrachtet man die kigur von der beite, so
erscueiuen andere ,,Kehier*,
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ist ebenfalls in Fig.8 gezeichnet. d) Priife auch bei dieser Kurve die Genauig-
keit der Zeichnung. ¢) Untersuche Gestalt und Lage der Kurve. f) Lies die
Koordinaten der Schnittpunkte beider Kegelschnitte aus der Figur ab. - Es

1

T

Fig. 8

zeigt sich,daB 2 der Schnittpunkte ganzzahlige Koordinaten haben. g) Be-
rechne auf Grund dieser Tatsache die Koordinaten der anderen Schnittpunkte
genauer. (Andeutung: Gleichung 4. Grades, von der 2 Wurzeln bekannt sind.)

128. a) Zeichne die Kegelschnitte 2y —2y =16,
22— 2xy—2x+4y+24=0.
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b) Bestimme aus den beiden Koordinaten der beiden reellen Schnittpunkte
die imaginiren Losungspaare des vorgelegten Gleichungssystems (nach der
bei Aufgabe 127g gemachten Andeutung).

Lése geometrisch und soweit moglich arithmetisch folgende Gleichungen:

129. 22 + 42 —4x 42y 4+1=0 130 22 + 92 + 22+ 2y =15
Tz+2zy+4y—20=0. 3z +zy+3y=9.
131. zy=1 132. 2 —x+4y+2=0
24y +52+5y+6=0. @+ y2—T2z4+2y4+10=0.
133. 222 —dzx+1=y
24+ y2—22—5y+4=0.
134. 22 — 2z + 2 — 2y =9} 135. 22 + 42+ 32 +3y =14
zy=1. r4+2y+y=>5.

Schnitt zweier Kegelschnitte in besonderer Lage

136. Eine Ellipse mit den Halbachsen a=15cm, b=10c¢m wird von einer
Parabel geschnitten, deren Brennpunkt und Scheitel auf derselben Hilfte
der groBen Ellipsenachse liegen, und zwar der Brennpunkt -um 9 cm, der
Scheitel um 13 cm vom Mittelpunkt der Ellipse entfernt. Wo liegen die
Schnittpunkte der beiden Kurven?

137. Dieselbe Ellipse wie in Aufgabe 136 wird von einer gleichseitigen Hyperbel
geschnitten, deren Halbachse 12 cm lang ist und deren Asymptoten mit den
Achsen der Ellipse zusammenfallen. Wo schneiden sich die beiden Kurven?

138. Dieselbe Ellipse wie in Aufgabe 136 wird von einer gleichseitigen Hyperbel
geschnitten, deren Halbachse 3 cm lang ist und deren Asymptoten die Sym-
metrielinien des durch 2 Ellipsenhalbachsen bestimmten Rechtecks sind. Wo
liegen die Schnittpunkte der Kurven?

139. Der Mittelpunkt einer Ellipse, deren Halbachsen a =10 em, =17 cm sind,
ist Brennpunkt einer Parabel, deren Scheitel mit einem Nebenscheitel der
Ellipse zusammenfillt. Die Schnittpunkte der beiden Kurven sind zu be-
stimmen.

140. Die Halbachsen einer Hyperbel sind a=7 cm, =8 em. Der Mittelpunkt
der Hyperbel ist Brennpunkt einer Parabel, deren Scheitel mit einem Scheitel
der Hyperbel zusammentillt. Wo schneiden sich die beiden Kurven?

141. Die Halbachsen einer Hyperbel sind a =6 cm, =15 cm; ihre Achsen fallen
mit den Asymptoten einer gleichseitigen Hyperbel von a,=20 cm Halb-
achsenlénge zusammen. Wo liegen die Schnittpunkte der beiden Kurven?
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142.

143.

144.

145.

147.

148.

Zwei kongruente, nach entgegengesetzten Seiten gedffnete Parabeln, deren
Parameter 9 em betriigt, sind derart iibereinandergeschoben, daB ihre Leit-
linien einen Abstand von 5 cm, ihre Achsen einen solchen von 3 cm haben
Wo schneiden sich die beiden Parabeln?

Zwei konzentrische Ellipsen sind derart gegeneinander gedreht, daB ihre
grofen Achsen aufeinander senkrecht stehen. Die Halbachsen der einen sind
40 cm und 25 em, die der anderen 52 cm und 26 cm lang. Wo liegen die
Schnittpunkte der beiden Ellipsen?

Zwei kongruente Ellipsen, bei denen die groBe Achse doppelt so lang ist wie
die kleine, sind so gelegen, daBl die kleine Achse der einen Ellipse sich mit
einer groBen Halbachse der anderen Ellipse deckt. Wo schneiden sich die
beiden Ellipsen?

Quadratische Gleichungen mit mehr als 2 Unbekannten

Lése arithmetisch folgende Gleichungen:

r(x+y+2)=—15 146. x(x +y +2)=a

y(x+y+2)=10 yx4+y+2)=>b

z(z +y +2)=30. z(x 4y +2z) =c.
2z —4y+2=0
+y—42z=0

(z+1)(+1)=(y—1)(y +6).

Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

149. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht {ibernommen.

160. yz =a, zz2=>, ry=c.

151. Aufgabe aus friiheren Auflagen nicht iibernommen.

162. 2 +y =bu 153. 2 4+ y =2u 154. z:y=y:2
z —y =2u 22 +y?=>5u z 4y +2z2=19
23 4 y® = 185u. 28 4 g% = Tul, 22 4 y* + 22 =133.

166. v +y =17 156. x +y =12 157, Ty =uv
u+v =3 u +v =4 z+4+y=16
z+ut=8 2t 4 ut =34 u+4v=14
y+ =4 ¥t + o2 =50, Z §=4.

158. =2y=24 159. 2+ y=16 160. 2% + 2 =17

uv==~6 w4+ v=12 u? 4+ =13

x+u=14 zy +vv=095 zy +uv=10

y+v=4». zu + yv = 100. zu + yv=14.
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§13. Anwendungen der quadratischen Gleichungen
mit mehreren Unbekannten

Yoriibungen und Aufgaben aus der Arithmetik
1. Das Produkt zweier Zahlen, die sich wie 3:4 verhalten, ist 588; wie heillen
die Zahlen?

2. Zwei Zahlen verhalten sich wie 4:7; die Summe ihrer Quadrate ist 585.
Welche Zahlen sind es?

3. Die Quadrate zweier Zahlen, die sich wie 2:5 verhalten, unterscheiden sich
um 1029. Wie heilen die Zahlen?

4. Zwei Zahlen verhalten sich wie 5:11; das Quadrat der ersten ist um 90 kleiner
als das 15fache der zweiten. Wie heillen die Zahlen?

5. Die Summe zweier Zahlen ist 90, ihr Produkt 2016. Wie heiBen sie?

6. Die Zahl 84 ist in 2 Teile zu zerlegen, deren Produkt 1728 betrigt.

7. Die Zahl 864 ist in 2 Faktoren zu zerlegen, deren Summe gleich 60 ist.

8. Das arithmetische Mittel zweier Zahlen ist 25, ihr geometrisches Mittel 15.
Wie heiflen die Zahlen?

9. Die mittlere Proportionale zweier Zahlen, die sich um 21 unterscheiden,
ist 14. Welche Zahlen sind es?

10. Vermehrt man das Produkt zweier Zahlen um die erste, so erhilt man 300,
vermehrt man es dagegen um die zweite, so erhilt man 304. Wie heilen die
beiden Zahlen?

11. Das Produkt zweier Zahlen ist um 91 gréBer als das 10fache der ersten Zahl
und um 51 groBer als das 10fache der zweiten Zahl. Wie heilen die Zahlen?

12. Die Zahl 100 ist so in 2 Teile zu zerlegen, dall die Summe der Quadrate dieser
Teile 5882 betrigt.

13. Die Differenz zweier Zahlen betriigt 8, die Summe ihrer Quadrate 2210. Wie
heilen sie?

14. Die Zahl 100 ist so in 2 Teile zu zerlegen, dafl das Quadrat des 1.Teils um 10
kleiner ist als das 7fache des 2.Teils.

15. Die Summe zweier Zahlen und die Summe ihrer Quadrate betragen zusammen
686, die Differenz der Zahlen und die Ditferenz ihrer Quadrate zusammen 74,
Wie heiflen die Zahlen?

16. Die Summe der Quadrate zweier Zahlen betrigt 370. Wire die erste Zahl

um 1, die zweite um 3 groBer, so wiire die Summe der Quadrate gleich 500.
Wie heilen die Zahlen?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

4.

25.

26.

217.

28.

Die Summe und das Produkt zweier Zahlen betragen zusammen 1063; das
Produkt der Zahlen ist um 1099 kleiner als die Summe ihrer Quadrate.
Welche Zahlen sind es?

In einer zweiziffrigen Zahl ist die Quersumme um 29 kleiner als das Produkt
der Ziffern und um 72 kleiner als die Summe der Quadrate der Ziffern, Wie
heilit die Zahl?

Eine zweiziffrige Zahl ist 3mal so groB3 wie das Produkt ihrer Ziffern; stellt
man die Ziffern der Zahl um, so erhilt man eine Zahl, die sich zur urspriing-
lichen wie 7:4 verhilt. Wie heillt die Zahl?

Stellt man die Ziffern einer zweiziffrigen Zahl um, so ist die neue Zahl um 18
kleiner als die urspriingliche ; multipliziert man beide Zahlen miteinander, so
erhiilt man 1008. Wie heift die Zahl?

Dividiert man eine zweiziffrige Zahl durch das Produkt ihrer Ziffern, so er-
hilt man 5 als Quotienten und 2 als Rest. Stellt man die Ziffern der Zahl
um und fithrt dann dieselbe Division aus, so erhélt man 2 als Quotienten
und 5 als Rest. Wie heil3t die Zahl?

Eine zweiziffrige Zahl ist um 4 groBer als die Summe der Quadrate ihrer
Ziffern. Schreibt man die Ziffern in umgekehrter Reihenfolge, so ist die neue
Zahl um 6 kleiner als die Summe der Quadrate ihrer Ziffern. Wie heiit die
Zahl?

Welche zweiziffrige Zahl ist um 4 kleiner als die Summe der Quadrate ihrer
Ziffern und um 5 groBer als das doppelte Produkt der Ziffern?

Vermehrt man den Zihler eines Bruches um 6 und vermindert den Nenner
um 2, so ist der neue Bruch doppelt so groB wie der urspriingliche. Wenn
man den Ziihler um 3 vermehrt und den Nenner um 3 vermindert, so geht
der Bruch in seinen Kehrwert iiber. Welcher Bruch ist es?

Zwei Zahlen unterscheiden sich um 7, ihre Kuben um 8071. Wie heilen die
Zahlen?

Die Summe zweier Zahlen ist 50; vermehrt man die erste um 3 und ver-
mindert die zweite um 3, so betragen die Kuben der neuen Zahlen zusammen
35000. Wie heiflen die Zahlen?

Die Zahl 16120 ist so in 2 Teile zu zerlegen, daB die Summe der Kubik-
wurzeln dieser Teile gleich 40 ist.

Die Summe zweier Zahlen ist um 76 groBer als ihr geometrisches Mittel. Die
Quadratwurzel aus der einen Zahl ist um 6 groBer als die Quadratwurzel aus
der anderen. Welche Zahlen sind es?
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29.

30.

Multipliziert man die Summe zweier Zahlen mit der Differenz ihrer Quadrate,
so erhilt man 1296; multipliziert man dagegen die Differenz der Zahlen mit
der Summe ihrer Quadrate, so erhilt man 680. Wie heillen die Zahlen?

Drei Zahlen geben paarweise miteinander multipliziert die Produkte 84, 120,

. 280. Welche Zahlen sind es?

31.

82.

8.

34.

35.

86.

387.

38.

39.

40.

Multipliziert man die Summe dreier Zahlen mit je einer von ihnen, so erhilt
man die Produkte 240, 270, 390. Wie heiflen die Zahlen?

Dividiert man 3 Zahlen, deren Summe 100 ist, der Reihe nach mit 3, 4, 5,
s0 ist die Summe der erhaltenen Quotienten gleich 25. Das Produkt der bei-
den letzten Zahlen ist 24 mal so gro wie das Quadrat der ersten. Welche
Zahlen sind es?

Schreibt man die Ziffern einer dreiziffrigen Zahl in umgekehrter Folge, so er-
scheint eine um 198 kleinere Zahl. Die Summe der Ziffern ist 12, die Summe
ihrer Quadrate 74. a) Wie heift die urspriingliche Zahl? b) Was wiirde sich
an der Losung éndern, wenn im ersten Satze das Wort ,kleinere* durch
,»groBere* ersetzt wiirde? (Nicht rechnen, nur iiberlegen!)

In einer stetigen Propartion z:y = y:z ist die Summe der 3 Glieder 39, die
Summe ihrer Quadrate 741. Wie heift die Proportion?

Multipliziert man von 3 Zahlen die Summe je zweier mit der dritten, so er-
hilt man der Reihe nach 810, 680, 572. Wie heilen die 3 Zahlen?

Von 3 Zahlen ist folgendes bekannt: Subtrahiert man von dem Quadrat je
einer von ihnen das Quadrat der Differenz der beiden anderen, so erhilt man
der Reihe nach 3, 5, 15. Welche Zahlen sind es?

Vier Zahlen geben zu je 3 miteinander multipliziert die Produkte 120, 150,
240, 400. Wie heiBlen die Zahlen?

In einer Proportion ist die Summe der duBeren Glieder gleich 24, die Summe
der inneren gleich 16; die Summe der beiden ersten Glieder ist 3mal so gro8
wie die Summe der beiden letzten. Wie lautet die Proportion?

Vier Zahlen bilden eine Proportion. Die Summe des 1. und 4.Gliedes ist
gleich 22, die Summe des 2. und 3. gleich 13; die Summe der Quadrate der
4 Zahlen ist gleich 493. Wie heiflen die 4 Zahlen?

Aufgaben aus der Planimetrie

In einem Kreise von 13 em Radius soll durch einen 5 cm vom Mittelpunkt
entfernten Punkt eine Sehne von 25 cm Linge gezogen werden. Wie lang sind
ihre Abschnitte?
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41. In einem Kreise von 20 cm Radius ist eine Sehne von 24 em Liinge gezogen.
Welchen Abstand vom Mittelpunkt hat der Schnittpunkt der Geraden, die
den Kreis in den Endpunkten jener Sehne beriihren?

42. Durch 2 konzentrische Kreise von den Radien r=25 em, p=17 em soll
eine Sehne so gelegt werden, dal das in den inneren Kreis fallende Stiick
2 Fiinftel der ganzen Sehnenlinge ausmacht. Wie lang ist die Sehne, und wie
grof ist ihr Abstand vom Mittelpunkt?

43. AuBerhalb eines Kreises von 21 cm Radius liegt ein Punkt, der um 29 cm
vom Mittelpunkt absteht. Von ihm soll nach dem Kreise eine Sekante ge-
zogen werden, deren innerer Abschnitt 9 cm betriigt. Wie lang ist die Sekante?

9‘. Der Umfang eines Rechiecks betriigt 82 cm, die Diagonale 29 cm. Wie lang
sind die Seiten?

45. Die Diagonale eines Rechtecks, dessen Fliche 120 m? betriigt, hat eine Linge
von 17 m. Wie lang sind die Seiten?

46. Die Diagonale eines Rechtecks ist 85 m lang. VergroBert man jede Seite um

2m, so betrigt der Inhalt des neuen Rechtecks 230 m* mehr als der des
fritheren. Wie lang sind die Seiten?

47. Die Fliche eines Rechtecks betrigt 168 m?, der Umfang 62 m. Wie lang sind
die Seiten?

48. Ein Rechteck mit den Seiten 5 cm und 7 em soll in ein anderes verwandelt
werden, dessen Umfang 3mal so grof ist. Wie lang sind die Seiten des neuen
Rechtecks?

49. Die Diagonale eines Rechtecks ist 89 m lang. Wiire jede Seite des Rechtecks
3 m kiirzer, so wire die Diagonale des neuen Rechtecks 4 m kiirzer als die
des alten. Wie lang sind die Seiten?

§0. Die Diagonale eines Rechtecks ist 65 m lang. Wiire die kleinere Seite 17 m
kiirzer, die groBere 7 m linger, so wire die Diagonale des neuen Rechtecks
wicder 65 m lang. Wie lang sind die Seiten?

51. Die Fliche eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse 41 m lang ist,
betriigt 180 m2. Wie lang sind die Katheten?

% In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse 30 em lang, die Hohe
12 cm, Wie lang sind die Hypotenusenabschnitte?

53. Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks hat die Liinge a; die 3 Drei-
ecksseiten bilden eine stetige geometrische Proportion. Wie lang sind die
Hypotenusenabschnitte, und durch welche Konstruktion werden sie bestimmt?

54. In einem Dreieck ist eine Seite 39 m, die Summe der beiden anderen 66 m
lang. Wie lang sind diese beiden Seiten, wenn der von ihnen eingeschlossene
Winkel 60° mifit?



§ 13. Anwendungen der quadratischen Gleich mit meh: Unb 73

55. Auf 2 sich unter 60° schneidenden Geraden liegen die Punkte A und B
31 m voneinander entfernt. Schiebt man den Punkt A 20 m weiter nach dem
Schnittpunkt der Geraden hin, so betréigt die Entfernung zwischen A und B
nur noch 21 m. Wie weit sind A und B vom Schnittpunkt entfernt?

56. Aufgabe aus frilheren Auflagen nicht iibernommen.

67. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht iibernommen.

Aufgaben aus der Stercometrie

é@{ Von den 3 in einer Ecke zusammenstoBenden Kanten eines Quaders, dessen
Gesamtoberfliche 568 cm? betrigt, ist die erste um 4 cm langer als die zweite
und um 4 cm kiirzer als die dritte. Wie lang sind die Kanten?

% Die 3 in einer Ecke zusammenstoenden Kanten eines Quaders verhalten
sich wie 3:4:12. Die Raumidiagonale miit 91 em. Wie lang sind die Kanten?

60. Der Inhalt eines Quaders betrigt 595140 m3. Aus den 3 in einer Ecke
zusammenstoBenden Kanten lif3t sich ein rechtwinkliges Dreicck von 2730 m?
Flicheninhalt zusammensetzen. Wie lang sind die Kanten des Quaders?

61. Ein Quader hat eine Hohe von 12 ecm, eine Raumdiagonale von 13 cm und
einen Inhalt von 144 cm3. Wie lang sind die Grundkanten?

62. Die Gesamtoberfliche eines Quaders betriigt 552 cm?, seine Raumdiagonale
17 cm. Die Summe der 1. und der 2. Kante ist um 13 em groBler als die 3. Kante.
Wie lang sind die Kanten?

88. Der Achsenschnitt eines Zylinders ist ein Rechteck von 26 cm Umfang, die
Oberfliche betrigt 44 7 cm?. Wie groB ist der Rauminhalt?

64. Der Achsenschnitt eines geraden Zylinders, dessen Mantel 220 cm? miBt, hat
einen Umfang von 34 cm. Wie groB sind Hohe und Grundkreisradius des
Zylinders')?

65. Einer Kugel von 25 m Radius soll ein Zylinder eingeschrieben werden, dessen
Mantel 2112 m? betriigt. Wie groB sind Hohe und Grundkreisradius des
Zylinders!)?

66. Einer Kugel von 29 m Radius ist ein Zylinder eingeschrieben, dessen Achsen-
schnitt 164 m Umfang hat. Wie groB sind Hohe und Grundkreisradius? (Wie
wiirde diese Aufgabe in planimetrischer Fassung lauten?)

67. Um einen Zylinder von 9680 cm? Gesamtoberfliche 1a8t sich eine Kugel von
50 cm Radius beschreiben. Wie grol sind Hohe und Grundkreisradius des
Zylinders*)?

1) Fiir = ist hier der Niherungswert 3% zu nehmen.
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68.

69.

70.

71.

72.

3.

4.

76.

7.

8.

79.

80.

81.

82.

In einem geraden Kegel von 3607 cm? Oberfliche verhilt sich der Durch-
messer des Grundkreises zur Seitenlinie wie 10:13. Wie lang sind diese beiden?

Die Seitenlinie eines geraden Kegels ist um 3 em gréBer als der Durchmesser
der Grundfliche; die Oberfliche betrigt 36 z em2. Wie groB sind Mantel und
Rauminhalt?

Die Hohe eines geraden Kegels betrigt 12 cm, der Mantel 1357 cm2. Wie
groB sind Oberfliche und Rauminhalt?

Ein gerader Kegel von 4 cm Hohe hat eine Gesamtoberfliche von 247 cm?2,
Wie groB sind Grundkreisradius und Seitenlinie?

Ein gerader Kegel hat eine Gesamtoberfliiche von 96 z m2 und einen Achsen-
schnitt von 48 m? Flicheninhalt. Wie groB sind Hohe, Grundkreisradius und
Seitenlinie?

In einem geraden Kegelstumpf von 360 7 cm? Oberfliche und 10 cm Seiten-
linie verhalten sich die Grundkreisradien wie 2:1. Wie lang sind sie?

In einem geraden Kegelstumpf von 10 cm Héhe und 390 7z em® Rauminhalt
verhalten sich die Grundkreisradien wie 1:3. Wie lang sind sie?

. Die Summe der Grundkreisradien eines Kegelstumpfes von 21 em Héhe und

2926 m3 Volumen betrigt 13 cm. Wie lang sind diese Radien?)?

In einem geraden Kegelstumpf von- 5 cm Héhe und 140 # em® Rauminhalt
unterscheiden sich die Grundkreisradien um 6 cm. Wie lang sind sie?

Ein Kegelstumpf hat eine Hohe von 12m und ein Volumen von 616 m3.
Wie lang sind seine Grundkreisradien, wenn deren Produkt 15 m? betrigt!)?

Ein gerader Kegelstumpf von 12 cm Hohe und 13 cm Seitenlinie hat 5327 ¢m3
Rauminhalt. Wie lang sind die Grundkreisradien?

Einer Halbkugel von 3 cm Radius soll (nach Fig.9) ein gerader Kegelstumpf
von 81z cm3 Volumen umschrieben werden. Wie lang sind die
Grundkreisradien des Stumpfes? (Zeige zuniichst geometrisch,

dal} die Seitenlinie gleich dem lingeren Grundkreisradius ist!) &l

Wie lang sind die Grundkreisradien eines geraden Kegelstump-
fes, der einer Kugel vom Radius 7 umschrieben ist und ein Fig. 9
anderthalbmal so groBes Volumen besitzt wie diese?

Ein gerader Kegelstumpf, der einer Kugel von 6 cm Radius umschrieben ist,
hat einen Inhalt von 1672 cm3. Wie groB sind Hohe, Grundkreisradien und
Mantel?)?

Ein gerader Kegelstumpf von 6 cm Hohe hat 1827 em® Rauminhalt und
100 # cm? Mantelfliche. Wie lang sind die Grundkreisradien?

1) Fiir # 18t hier der Nidherungswert 3%- zu nehmen.
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83. Die Summe der Grundflichen eines geraden Kegelstumpfes von 3 m Héhe
betrigt 80z m?, der Mantel 60z m?. Wie lang sind die Grundkreisradien?

84. Ein gerader Kegelstumnpf, dessen Achsenschnitt einem Kreise von 157 m?
Fliche umschrieben ist, hat dieselbe Héhe und dasselbe Volumen wie ein
Kegel, dessen Grundkreisradius 7 m lang ist. Wie grof sind Grundkreisradien
und Héhe des Kegelstumpfes?

85. Eine Kugelhaube, deren Grundkreis um 16 em vom Kugelmittelpunkt ab-
steht, miBt 20,020 cm®. Wie lang ist der Kugelradius und wie gro8 die
Hohe der Haube!)?

86. Ein Kugelsektor hat 72 = m3, das zugehdrige Kugelsegment 45 z m® Raum.
inhalt. Wie lang ist der Radius und wie grofl die Hohe des Segments?

87. Eine Kugelschicht von 98 n cm? Gesamtoberfliche liegt zwischen zwei gleich
groBen Kugelkreisen, deren Ebenen 8 cm voneinander entfernt sind. Zu be-
rechnen sind der Kugelradius, der Radius eines Begrenzungskreises, der
Rauminhalt der Schicht und die Fliche der zugehérigen Zone.

88. Wie lang sind die beiden Radien einer Kugelschale, die bei einer Dicke von
3 cm ein Volumen von 792 cm besitzt?!)?

89. Ein Kegel, der eine Hohe von 4 cm und einen Grundkreisradius von 13 cm
hat, soll in eine Kugelschale von 1 em Wandstéirke verwandelt werden. Wie
lang sind deren Radien?

90. Der Metallwert einer silbernen Kugelschale von 5 cm Dicke betriagt 9405 RM.
Wie lang sind ihre Radien, wenn die Wichte des Silbers zu 10,5 g/cm?, der
Wert von 1kg Silber zu 90 RM angenommen wird?

Aufgaben aus der Physik

91. Zwei an einem Punkt angreifende Krifte, die senkrecht zueinander wirken,
verhalten sich wie 2:5; ihre Resultante ist 37,7. Wie groB sind die Krifte?

92. Wie graB sind die Wichten zweier Korper, wenn a kg des ersten und b kg des
zweiten eine Verbindung von der Wichte p, c kg des ersten und d kg des
zweiten eine Verbindung von der Wichte ¢ ergeben?

93. Aufgabe aus fritheren Auflagen nicht ibernommen.

94. Zwei unelastische Kugeln, von denen die eine 12 kg, die andere 8 kg wiegt,
stoBen in genau entgegengesetzter Richtung aufeinander. Bei dem Stof er-
leiden sie einen Energieverlust von 13,5 mkg?). Nach dem Stol bewegen sie

1) Filr = ist hier der Naherungswert 8% zu nehmen,
) Die Fallbeschleunigung ¢ 18t abgerundet gleich 10 m/s* zu setzen.
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95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

sich mit 3 m/s Geschwindigkeit in derselhen Richtung wie anfiinglich die
erste Kugel. Wie grol waren die Geschwindigkeiten der beiden Kugeln vor
dem StoB?

Zwei Driihte setzen bei Hintereinanderschaltung dem elektrischen Strom einen
Widerstand von 5 Ohm, bei Nebeneinanderschaltung einen Widerstand von
1,2 Ohm entgegen. Wie gro8 sind die Widerstinde der einzelnen Dribte?

Zwei Drithte, deren Widerstéinde sich um 1 Ohm unterscheiden, geben bei
Parallelschaltung einen Gesamtwiderstand von 0,375 Ohm. Wie gro8 sind die
Einzelwiderstinde?

Ein Strom von 45Volt Spannung flieBt durch 2 Driihte; die Stromstirke be-
triigt bei Hintereinanderschaltung der Drithte 3 Ampere, bei Nebeneinander-
schaltung 2} Ampere. Wie groB ist der Widerstand jedes Drahtes?

Der Widerstand dreier Driihte betrigt bei Hintereinanderschaltung 168 Ohm,
bei Nebeneinanderschaltung 12 Ohm. Die beiden ersten Drihte geben bei
Nebeneinanderschaltung einen doppelt so groBen Widerstand wie der dritte
Draht allein. Wie groB ist der Widerstand jedes einzelnen Drahtes?

Ein Hohlspiegel von 15 cm Brennweite entwirft von einem auf seiner Achse
gelegenen leuchtenden Punkt ein Bild, das von diesem in der Richtung nach
dem Spiegel zu um 72 cm entfernt ist. Wie groB sind Gegenstandsweite und
Bildweite?

Auf der Achse einer Linse von 24 cm Brennweite liegt ein leuchtender
Punkt; das durch die Linse entworfene Bild dieses Punktes ist von ihm
150 cm entfernt. Wie grol sind Gegenstandsweite und Bildweite?

Auf einen Hohlspiegel von 20 cm Brennweite fillt Licht von einem Punkt
der Achse. Riickt dieser Punkt dem Spiegel um 40 em niher, so entfernt
sich sein Bild um 5 cm vom Spiegel. Wie weit sind beide von diesem ent-
fernt?

Eine Linse von 36 cm Brennweite erzeugt von einem Gegenstande ein Bild,
das sich der Linse um 36 cm niihert, wenn sich der Gegenstand um 18 cm
von ihr entfernt. Wie groB sind Gegenstandsweite und Bildweite?

Zwei Linsen von 15 cm und 40 cm Brennweite haben dieselbe optische
Achse und einen Abstand von 20 ¢cm. Ein leuchtender Punkt ist von der
ersten Linse ebensoweit entfernt wie sein durch die beiden Linsen erzeugtes
Bild von der zweiten. Wie groB ist diese Entfernung?

Zwei Linsen von 24 cm und 12 cm Brennweite haben dieselbe optische
Achse und einen Abstand von 60 cm. Beide Linsen entwerfen von einem
vor der ersten Linse stehenden Gegenstand ein Bild, das von diesem 150 cm
entfernt ist. Man bestimme die Lage des Gegenstandes und des Bildes.
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105. In einem Abstande von 60 em vor einem Hohlspiegel von 24 cm Brennweite
steht eine Linse, deren optische Achse mit der des Hohlspiegels zusammen-
fillt. Von einem leuchtenden Punkte, der sich 30 cm vor dem Spiegel befindet,
wird durch diesen und die Linse zusammen ein Bild erzeugt, das dem Spiegel
um 10 em néher liegt als das Bild, welches von dem leuchtenden Punkte
durch die Linse allein erzeugt wird. Die Brennweite der Linse und die Lage
der beiden Bilder sind zu bestimmen.

VIERTES KAPITEL

Kombinatorik, Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Versicherungsrechnung

§ 14. Kombinatorik

Komplexionen

1. Eine Komplexion ist eine Zusammenstellung von Dingen; die die Kom-
plexionen bildenden Dinge heien Elemente. Bei den Komplexionen kommt es
auf die Elemente, ihre Zahl und ihre Anordnung an. Gib die Elemente an,
aus denen die Komplexion a) aceg, b) otto, c) 1234, d) + — +, e) a By abe,
1) a,, a, ... an besteht. Bilde Komplexionen aus den Elementen g) a, b, ¢, d,
h) z,y,2i) 1,0, 3, k) 4+, —. Bilde Komplexionen aus 1) 4, m) 6 Elementen.
Bilde Komplexionen n) aus den 3 Elementen 41, 0, —1, 0) aus den 5 Ele-
menten 4, B, C, D, E.

. Iis seien 3 Elemente a, b und ¢ gegeben. Gib alle Komplexionen an, die man
aus diesen Elementen bilden kann, und die aus a) 3 Elementen, b) 2 Ele-
menten, ¢) 1 Element bestehen. Dabei sind auch die Komplexionen mitzu-
rechnen, in die ein Element mehrfach eintritt. Komplexionen, die sich durch
die Reihenfolge der Elemente unterscheiden, sind verschieden.

¥

bod

Es seien die 4 Elemente q, b, ¢, d gegeben. a) Bilde alle Komplexionen dieser
Llemente, die aus 2 Elementen bestehen, wobei es auf die Reihenfolge nicht
ankommen soll, und wobei kein Element wiederholt vorkommen soll. b) Bilde
alle Komplexionen dieser Elemente, die aus 3 Elementen bestehen, wobei
Komplexionen mit verschiedener Reihenfolge als verschieden gezéihlt werden,
aber kein Element wiederholt vorkommen soll. ¢) Bilde alle Komplexionen
dieser Elemente, die aus 4 Elementen bestehen, wobei die Reihenfolge der
Elemente nicht beachtet werden soll, aber Wiederholungen der Elemente ge-
stattet sind.

6 [2021)
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Permutationen ohne Wiederholung

4. Unter den Permutationen ohne Wiederholung von n Elementen versteht man
die Komplexionen, die alle n Elemente enthalten, und die sich also nur durch
die Reihenfolge der Elemente unterscheiden. Stelle die verschiedenen Per-
mutationen a) fiir 2 Elemente a, b, b) fiir 3 Elemente a, b, ¢ und ¢) fiir
4 Elemente a, b, ¢, d dar, lexikographisch geordnet.

5. Wie oft lassen sich 2 voneinander verschiedene Elemente permutieren?

6. a) Auf wieviel Arten 1a8t sich bei den 3 voneinander verschiedenen Elementen
a, b, ¢ der 1. Platz besetzen? b) Wieviel Moglichkeiten gibt es dann noch
fiir die Besetzung des 2. und 3.Platzes hinter dem Anfangselement? ¢) Welche
Anzahl ergibt sich hiernach fiir 1ie Permutationen von 3 unteremander ver-
schiedenen Elementen?

7. a) In wieviel Abteilungen lassen sich die Permutationen von 4 Elementen
a, b, ¢, d je nach der Art der Besetzung des 1.Platzes teilen? b) Wieviel Per-
mutationen umfaBt jede dieser Abteilungen, da ja hinter dem Anfangselement
noch 3 Plitze mit 3 voneinander verschiedenen Elementen zu besetzen sind?

8. Gib an, wie man die Zahl der Permutationen a) von 5 Elementen aus denen
von 4 Elementen, b) von 6 Elementen aus denen von 7 Elementen erhélt.

9. Beweise die Formel
P.=n-P.,y,
wo P, die Zahl der Permutationen von » Elementen anzeigt.
10. Bestimmg den Wert von P, dadurch, daB du die Gleichungen
Py =nPp-y,
Pp1=(n— 1) Pp-s,
miteinander multiplizierst.
11, Beweise die Formel
P,=1.2.3.4...(n—1):n
dadurch, daB du ihre Richtigkeit fiir n =1 erweist, ihre Richtigkeit fiir » an-
nimmst und daraus ihre Richtigkeit fiir #» + 1 nachweist (Verfahren der voll-
stindigen Induktion).
Der Ausdruck n!
12. Es werde definiert:
n!=1.2.3.4..-(n—1)-n.
Berechne a) 2!, b) 3!, ¢) 4!, d) 5!, ¢) 6!, f) 7!,
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13. Gib den Ausdruck fir a) (n+1)!, b) (n—1)!, ¢) (n+3)!, d) (2n)},
e) (2n41)! an.

14. Welcher Art darf die Zahl n in dem Ausdruck =! sein?

15. Berechne den Ausdruck %' und leite daraus her, welchen Wert man zweck-

miBigerweise dem zunichst sinnlosen Werte 0! beilegt (Permanenzgesetz).

16. Gib die Produktdarstellung von a) 2(n!) und (22)!, b)?)"}(n!) und (;m)!,
¢) a(rn!) und (an)!, d) 2z — 2! und (2n — 2)!.
Von den folgenden Ausdriicken ist der Wert einmal fiir beliebiges », dann
auch fiir n =4 anzugeben:

17.) (n+ L), b S ©) nltn— 1.

18.2) n(n + 1)[(n — 1)1, b) f:@ﬁ”ﬁr 9 &7 (:L:-)”.'. wtn
oo ba gezi

20. a) (n—i'z)—,, b) E:J_rm: ) EZ if%

M) terne Wammitar O gmmt e
2.9 c—m—ar Datmoar 9 Gem e eEn

Permutationen mit Wiederholung

23. Bei den 6 Elementen a, b, ¢, d, e, f werde die Annahme gemacht, daBl e und f
einander gleich sind. Wieviel von den Permutationen fallen daun miteinander
zusammen und welche?

24. Unter den 6 Elementen a, b, ¢, d, e, f mogen die 3 Elemente d, e, f einander
gleich sein. Wieviel und welche Permutationen fallen jetzt miteinander zu-
sammen?

a) Unter n Elementen mogen p, die bisher voneinander verschieden waren,
einander gleich gesetzt werden. Wieviel Permutationen fallen dann miteinander
zusammen? b) Wodurch muBl man also die GréBe »! dividieren, um die Zahl
der Permutationen von n Elementen zu erhalten, unter denen p einander
gleich sind?

T
ot

26. Zeige, daB die Anzahl der Permutationen von n Elementen, unter denen 7., p
und ¢ gleiche vorkommen,

1) Fiir geradzahliges n.

o+
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27.
28.

29.

30.

Stelle die Permutationen der 3 Elemente a, a, b dar, unter denen 2 gleiche sind.

Stelle die Permutationen der 4 Elemente a) a, a, a, b, b) 0,4, b, ¢, ¢) a,a, b, b
dar.

Stelle die Permutationen der & Elemente a) a, a, a, b, b, b) @, a, a, b, ¢,
¢) a, a, b, b, ¢ dar.

Stelle die Permutationen der 6 Elemente a) a, a, a, a, b, ¢, b) a, a, a, b, b, ¢,
e)a,a,a,bcd d)a,abbcd e)a,ab,cd edar.

Gib die Anzahl der Permutationen fiir die Faktoren folgender Produkte an:

31. a) a®b®, b) a2b2c?, e) ab3cs.
32. a) a%b3¢3, b) miniph, ¢) 25 y5z5.
33. a) adbtcdds, b) abdcdd?, c) a2b4ctds.
34. a) ab>c3died, b) a*b>c?d?e3, c) adb3c3ded.
36. a) a™"1b, b) a™2b2, ¢) a™~8h3,
36. a) a™ 404, b) a®b™2, ¢) a?bm2,
Anwendungen
87. Berechne a) Py, b) Py, ¢) P;5. — Wieviel Nullen hat die Zahl d) P,,,,

38.

) Pyggo

Wieviel verschiedene a) 4stellige Zahlen kann man mit den Ziffern 1, 3, 5, 6,
b) 5stellige Zahlen mit den Ziffern 1, 3, 5, 7, 9 schreiben, wenn jede Ziffer
einmal und nur einmal vorkommen soll?

39. Auf wieviel verschiedene Weisen kann man a) 10, b) 15 Schiiler einer Klasse

40.

41.

1.

setzen?

Auf wieviel verschiedene Weisen lassen sich a) je 2 Pfennigstiicke, Fiinf-
pfennigstiicke, Zehnpfennigstiicke, Fiinfzigpfennigstiicke, b) 3 Fiinf- und
6 Zehnpfennigstiicke in eine Reihe legen?

Eine Gesellschaft besteht aus 6 Paaren. Auf wieviel verschiedene Weisen kann
man sie setzen, wenn man die Paare stets zusammenlif3t?

Variationen ohne Wiederholung

Die aus jedesmal k Elementen bestehenden Komplexionen, die man aus
n Elementen (n > k) bilden kann, nennt man Variationen von n Elementen zur
kten Klasse, und zwar ohne Wiederholung, wenn kein Element mehr als einmal
vorkommt. Wie groB3 ist danach die Anzahl der Variationen von = Ele-
menten zur 1. Klasse?
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43.

44.

46.

47.

48.

49.

50.

b1.

52.

53.

Stelle die Variationen der 2. Klasse ohne Wiederholung zusammen von den
Elementen a) a, b, b) a, b, ¢, ¢) a,b,¢,d, d) a, b, ¢, d,e.

Stelle die Variationen der 3. Klasse ohne Wiederholung zusammen von den
Elementen a) a, b, ¢, b) a, b,¢,d, ¢) a, b, ¢, d,e.

. Stelle die Variationen der 4. Klasse ohne Wiederholung zusammen von den

Elementen a) a, b, ¢, d und b) die ersten 20 von den Elementen a, b, ¢, d, e.

a) Auf wieviel Arten laBt sich bei 7 Elementen, die zu je 2 ohne Wieder-
holung variiert werden sollen, der 1. Platz besetzen? b) Wieviel Besetzungs-
moglichkeiten bleiben dann noch fiir den 2. Platz? ¢) Wieviel Variationen
ohne Wiederholung zu je 2 gibt es demnach fiir 7 Elemente?

Wieviel Variationen 2. Klasse ohne Wiederholung gibt es a) fiir 3, b) fiir 8,
¢) fiir n Elemente?

Es sollen 7 Elemente zu je 3 ohne Wiederholungen variiert werden. a) Auf
wieviel Arten laft sich der 3. Platz besetzen? b) Wieviel Variationen zu je 3
ohne Wiederholungen gibt es demnach fiir 7 Elemente?

Wie groB ist die Anzahl der Variationen 3. Klasse ohne Wiederholung a) von 3,
b) von 8, ¢) von n Elementen?

Welche Anzahl ergibt sich durch Fortsetzung und Verallgemeinerung dieser
Betrachtung fiir die Variationen ohne Wiederholungen a) von 7 Elementen
zu je 4, b) von 7 Elementen zu je 6, ¢) von n Elementen zu je 4?

Beweise die Rekursionsformel
Vi=@m—k+ )P0,

wo V¥ die Variationen von n Llementen zur kten Klasse ohne Wieder-
holungen bezeichnet.

Beweise durch Multiplikation der fiir &, fiir k— 1, fiir £— 2 usw. gebildeten
Rekursionsformeln die Formel
VP =n@m—-1...a—k+1),
(k) __ n!
P =—ar
Beweise die soeben (Aufgabe 52) genannte Formel fiir die Anzahl der Varia-
tionen ohne Wiederholung durch vollstindige Induktion.

Wie oft lassen sich n Elemente zu je » ohne Wiederholungen variieren? Wie
kann man diesen Sonderfall des Variierens mit einem einzigen Worte be-
zeichnen?
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Variationen mit Wiederholung

65. Stelle die Variationen 2. Klasse mit Wiederholung dar von a) a, b, b) a, b, c,
c)a,b,cd d)ya,b,cd,e

56. Stelle die Variationen 3.Klasse dar mit Wiederholung von a) a, b, b) a, b, c,
¢c) a, b, c,d.

67. Gib die Variationen der 4.Klasse von den Elementen a) a, b, b) a, b, ¢ an.

68. Es seien n Elemente zu je k£ mit Wiederholungen zu variieren. a) Auf wieviel
Arten liBt sich der 1.Platz besetzen, b) auf wieviel Arten der 2., ¢) auf wie-
viel der 3., d) auf wieviel der pte Platz?

59. Welche Anzahl ergibt sich hieraus fiir die Variationen mit Wiederholungen
von n Elementen zu je 2, welche fiir die zu je 3, welche fiir die.zu je 5%

60. Beweise die Rekursionsformel
Vwl =n.Vwl=?,
wo Vu® die Variationen von n Elementen zur kten Klasse mit Wiederholungen
bezeichnet.
61. Beweise durch Multiplikation der fiir &, fiir £—1, fiir ¥ —2 usw. gebildeten
Rekursionsformeln die Formel
Vw = n*
62. Gib an, welche Voraussetzungen iiber die Zahlen » und % zu machen sind

a) fiir die Variationen von n Elementen zur kten Klasse ohne Wiederholung,
b) fiir die Variationen von n Elementen zur kten Klasse mit Wiederholung.

Anwendungen
63. Berechne a) V{, b) V2, ¢) V9.
64. Berechne a) V®, b) V;n-l), ¢) Vi,
65. Berechne &) Vul®, b) Vu®, ¢) Vud.
66. Berechne a) Va'®, b) Vuw(*=D, ¢) Vulm,

67. Wieviel verschiedene Variationen 5. Klasse mit Wiederholung gibt es von den
Zahlen 2) 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9, b) 0,2, 4,6, 8?

68. Wieviel verschiedene Variationen 6.Klasse ohne Wiederholung gibt es von
den Zahlen a) 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, b) 1, 3,5, 7, 9?

69. Wieviel Wiirfe (gemeint ist nicht die Augensumme) mit verschiedenen Zahlen
sind beim Werfen a) mit 2, b) mit 3 Wiirfeln moglich?

70. Wieviel Wiirfe sind iiberhaupt beim Werfen a) mit 2, b) mit 3 Wiirfeln mog-
lich?
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71.

73.

74.

75.

76.

7.

8.

79.

80.

Wieviel verschiedene Variationen a) 1., b) 2., ¢) 3., d) 4.Klasse mit Wieder-
holung sind bei den Zeichen -+, — moglich? Wieviel Morsezeichen lieBen sich
aus - und — zusammensetzen, wenn man e) bis zu 3, f) bis zu 4 aufemander-
folgende Zahlen zulaf3t?

Kombinationen ohne Wiederholung

. Die aus jedesmal k Elementen bestehenden Komplexionen, die man aus n Ele-

menten bilden kann, heien Kombinationen von n Elementen zur kten Klasse,
wenn man die Anordnung der Elemente innerhalb der Komplexionen auBler
Betracht 1iBt. Es sind Kombinationen okne Wiederholung, wenn in den Kom-
binationen kein Element wiederholt vorkommt. Bilde danach die Kombina-
tionen ohne Wiederholung a) der 1., b) der 2., ¢) der 3.Klasse von den
3 Elementen a, b, c.

Bilde die Kombinationen ohne Wiederholung a) 2., b) 3., ¢) 4.Klasse von
den Elementen a, b, c, d.

Bilde die Kombinationen ohne Wiederholung a) 1., b) 2., ¢) 3., d) 4.Klasse
der 5 Elemente a, b, ¢, d, e.

Wie grof} ist die Anzahl der Kombinationen ohne Wiederholung von n Ele-
menten a) zur 1., b) zur nten Klasse?

Wieviel Amben (Kombinationen 2.Klasse) ohne Wiederholung sind a) bei 3,
b) bei 4, ¢) bei 5, d) bei 6 Elementen vorhanden?

Wieviel Ternen (Kombinationen 3.Klasse) ohne Wiederholung sind a) bei 3,
b) bei 4, ¢) bei 5, d) bei 6 Elementen vorhanden?

Wieviel Quaternen (Kombinationen 4.Klasse) ohne Wiederholung sind a) bei 4,
b) bei 5, ¢) bei 6 Elementen vorhanden?

Berechne aus der Anzahl der Kombinationen ohne Wiederholung von » Ele-
menten a) der 1.Klasse die der 2., b) der 2.Klasse die der 3., ¢) der 3.Klasse
die der 4. — Achte darauf, daB die neuen Kombinationen auch wirklich ver-
schieden voneinander sind und sich nicht etwa nur durch die Reihenfolge der
Elemente unterscheiden.

Beweise die Rekursionsformel

K n—k-+41 k=1
C¥ =2kt gy,

wo C® die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur kten Klasse
ohne Wiederholung bedeutet.
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81. Beweise durch Multiplikation der fiir &, fiir £k — 1, fiir £ —2 usw. gebildeten
Rekursionsformeln die Formel?)

C(k)__n(n—l)(n-—E)... (n—k+41)
. k! :

82. Beweise die Formel in der vorhergehenden Aufgabe 81 durch vollstindige
Induktion.

83. Es seien die Kombinationen von n Elementen zur kten Klasse ohne Wieder-
holung gebildet. Wieviel Variationen von n Elementen zur kten Klasse ohne
Wiederholung lassen sich aus jeder dieser Kombinationen bilden?

84. Beweise die Gleichung
V=K C.

Kombinationen mit Wiederholung

85. Bilde die Kombinationen mit Wiederholung a) der 1., b) der 2., ¢) der
3.Klasse von den Elementen a, b, c.

86. Bilde die Kombinationen mit Wiederholung a) der 2., b) der 3., ¢) der 4.,
d) der 5.Klasse von den Elementen a, b, ¢, d.

87. Bilde die Kombinationen mit Wiederholung a) der 1., b) der 2., ¢) der
3.Klasse von den Elementen a, b, ¢, d, e.

88. Wie groB ist die Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung von » Ele-
menten a) zur 1., b) zur nten Klasse?

89. Berechne aus der Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung von n Ele-
menten a) der 1.Klasse die der 2., b) der 2.Klasse die der 3., ¢) der 3. Klasse
die der 4. — Achte darauf, daB die neuen Kombinationen auch wirklich ver-
schieden voneinander sind.

90. Beweise die Rekursionsformel

Cwi® =—n+":_1 . Cws."_l),
wo Cw(® die Anzahl der Kombinationen von » Elementen zur kten Klasse
mit Wiederholung bedeutet.

91. a) Beweise durch Multiplikation der fiir k—1, fiir k— 2 usw. gebildeten Re-
kursionsformeln die Formel?)

Cow® ="t +2)...(e4 k1
n oy .

1) Wenn man das Symbol (z einfilhrt, was in § 15, Aufgabe 61f. geschieht, so lautet die Formel kiirzer
(k) n
o =(5)-
*) Benutzt man das Symbol (;‘) . 80 lautet die Formel kiirzer
Q n+k—1
cul = ( i ) .
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92.

93.

b) Zeige, daB man diese Formel auch schreiben kann
(n+k—1)!
=1tk "
Beweise die Formel in der vorstehenden Aufgabe 91 durch vollstindige In-
duktion.

C w,‘."’ =

Gib an, welche Voraussetzungen iiber die Zahlen n und % in den Formeln fiir
die Kombinationen von » Elementen zur kten Klasse a) ohne Wiederholung,
b) mit Wiederholung zu machen sind.

Anwendungen
94. Berechne a) C, b) CP, ¢) CP.
95. Berechne a) C, b) C»=D), ¢) Cr=9),
96. Berechne a) Cuf?, b) Cu®, ¢) Cud.
97. Berechne a) Cw®, b) CwiP=1, ¢) Cwi™.

98.

100.

101.

102.

Ein sphérisches Dreieck ist durch 3 der Stiicke a, b, ¢, «, 8, y bestimmt,
wo a, b und ¢ die Seiten, «, § und y die Winkel bedeuten. Wieviel Berech-
nungsaufgaben lassen sich also aus diesen Stiicken herstellen?

. Ein ebenes Dreieck ist durch 3 der Stiicke a, b, ¢, &, B bestimmt, wo a, b

und ¢ die Seiten, « und g 2 Winkel bedeuten. (Dabei ist die Bestimmung
unter Umsténden nicht eindeutig!) Wieviel Konstruktionsaufgaben
lassen sich daraus bilden? e o

Bei der Blindenschrift werden die Buchstaben durch 1 bis 6 Punkte @ @
bezeichnet, die irgendwie an eine Stelle des beigegebenen Schemas PRPS
(Fig. 10) gesetzt werden. Wieviel verschiedene Zeichen a) aus 1,
b) aus 2, ¢) aus 3, d) aus 4, ¢) aus 5, f) aus 6 Punkten lassen sich
bilden, g) wieviel also insgesamt?

Fig. 10

Beim Kegelspiel werden die Kegel auf ein Feld aufgesetzt, das in Fig. 11
wiedergegeben ist. Wenn irgendeine bestimmte Kegelzahl auf bestimmten
Feldern steht, so nennt man das ein Bild*. Wie
viele ,,Bilder gibt es a) mit 1,”b) mit2, ¢) mit 3,
d) mit 4, e) mit 5, f) mit 6, g) mit 7, h) mit 8,
i) mit 9 Kegeln; k) wieviel also insgesamt, wenn
das Bild mit 0 Kegeln mitgezahlt wird? (Achte
auf die Symmetrie der Ergebnisse!)

Yermischte Aufgaben

Es wollen 10 Personen, die bei einem Wirte tég- °
lich zu Mittag und zu Abend essen, ihn iiberreden, Fig. 11
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103.

104.
105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

116.

117.

ihnen so lange die Bezahlung zu stunden, als sie ihre Plitze wechseln kénnen.
Wieviel Jahre miiite bei einer solchen Verabredung der Wirt auf sein Geld
warten?

Wieviel Gerade gibt es, die je 2 von a) 5, b) €, ¢) » Punkten verbinden,
von denen niemals 3 in einer Geraden liegen?

In wieviel Punkten konnen sich a) 3, b) 5, ¢) n Gerade hochstens schneiden?

Auf wieviel Arten lassen sich 7 Karten unter 2 Personen so verteilen, daf3
die eine 3, die andere 4 erhilt?

Auf wieviel Arten lassen sich 9 Karten unter 3 Personen so verteilen, da3
die erste 2, die zweite 3, die dritte 4 erhalt?

Auf wieviel Arten lassen sich a) 6 Karten unter 3 Personen so verteilen,
daB jede 2 erhilt, b) 12 Karten unter 4 Personen so, daB} jede 3 erhilt?

a) Auf wieviel Arten lassen sich 32 Karten unter 4 Spieler so verteilen, dafl
jeder 8 Karten erhiilt? b) Auf wieviel Arten kann dasselbe mit 52 Karten
geschehen, fiir jeden Spieler 13 Karten?

Auf wieviel Arten ldBt sich ein Produkt aus 2» Faktoren in n andere zer-
legen, jedes zu 2 Faktoren?

Auf wievielfache Weise 1aBt sich ein Produkt aus 2n Faktoren in 2 andere

zerlegen, jedes zu n Faktoren?

Auf wieviel Arten 1iBt sich ein Produkt aus 3n Faktoren in n andere zer-
legen, jedes zu 3 Faktoren?

Auf wieviel Arten liBt sich ein Produkt aus 3n Faktoren in 3 andere zer-
legen, jedes zu n Faktoren?

Wieviel einsilbige Worter gibt es, die aus 2 Konsonanten bestehen und
1 Vokal, der zwischen jenen steht, wenh man 20 Konsonanten und mit den
Umlauten 8 Vokale rechnet?

Wieviel Worter gibt es bei den Annahmen von Aufgabe 113, die mit 2 Vo-
kalen und 4 Konsonanten geschrieben werden, vorausgesetzt, da8 die beiden
Vokale die 2. und die 5. Stelle im Worte einnehmen?

. Wieviel Wiirfe, bei denen alle Wiirfel verschiedene Augenzahl zeigen, lassen

sich mit 3 Wiirfeln tun?

Wieviel Wiirfe, bei denen 2 Wiirfel (aber nur 2) gleiche Augenzahl haben,
lassen sich mit 4 Wiirfeln tun?

Wieviel Wiirfe lassen sich mit 4 Wiirfeln tun, a) bei denen 2 und 2 Wiirfel
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118.

119.

gleiche Augenzahl haben (aber nicht alle 4), b) bei denen 3 (nur 3) Wiirfel
gleiche Augenzahl haben?

Das ,,Internationale Signalbuch‘‘ benutzt 26 Flaggen. Wieviel Signale a) mit
2 Flaggen, b) mit 3 Flaggen, ) mit 4 Flaggen lassen sich festlegen?

Friiher wurden nicht selten wichtige Erfindungen und Entdeckungen, um
die Prioritéit zu wahren, in Anagrammen niedergelegt, die man durch Buch-
stabenvertauschungen unkenntlich machte. So hat Rheita seine Erfindung
des aus 4 konvexen Linsen bestehenden Fernrohrs in das Anagramm convexa,
quattuor gefaBt. Das Anagrathm gab er in der Form cqotunavteuxoar wieder
(nach Hets). Nimm an, jemand wollte durch Ausprobieren das richtige Ana-
gramm finden und machte sich daran, alle Buchstabenvertauschungen durch-
zugehen. Wie lange hétte er damit zu tun gehabt, wenn er in jeder Minute
3 Vertauschungen ausprobierte und jeden Tag 10 Stunden dieser inter-
essanten Arbeit widmete?

§ 15. Der binomische Lehrsatz fiir positive ganze Exponenten

-

Herleitung des binemischen Lehrsatzes

. Gib an, welche aus @ und b als Faktoren gebildeten Produkte beim Aus-

multiplizieren a) von (@ +b) - (@ +b), b) von (a +b)(a +b) (a + b) auftreten,
und wie oft jedes der Produkte auftritt.

. Von dem Produkt

(@+0)(@+b)...(a+b)(@+b),

dessen Faktorenzahl n sei, sollen die einzelnen Faktoren gliedweise miteinander
multipliziert werden. Wie groB ist die Anzahl der Glieder, die a) (n — 1)mal
den Faktor @ und einmal den Faktor b, b) (» — 2) mal den Faktor @ und zwei-
mal den Faktor b enthalten?

. a) Zeige, daB der Ausdruck (a +b)" homogen in bezug auf a und b ist, d. h.

daB in jedem Gliede des (ausmultiplizierten) Aggregates die Summe der Expo-
nenten die gleiche ist. b) Gib die Reihe der Glieder an, abgesehen von ihren
Koeffizienten, mit a®, a®~1b beginnend.

. Gib den zu dem Gliede a) a®~%b3, b) a®b™~3, ¢) a®~*b%, d) a¥b*~* gehorigen

Koeffizienten in der Entwicklung von (a -+b)" an.

Beweise den binomischen Lehrsatz fiir positive ganze Exponenten:
@+br=atna=1b+ 20 grospey 2O gaaps

+eeet+nab"—' 4+ b,



88 Viertes Kapitel: Eombi: ik, Wahrscheinlichkeit 3 Versicher h:

Die Binomialkoeffizienten

6. Es ist das Zeichen fiir Binomialkoeffizienten durch folgende Gleichung de-
finiert

(1’:) =n(u—1)(u—2})‘!...(n-—k+l).

a) Schreibe den binomischen Lehrsatz (Aufgabe 5) mit Benutzung dieser
Schreibweise. b) Zeige, daB

() = Fe=mr

ist. ¢) Welche Voraussetzungen sind iiber die Zahlen # und % in der Defini-

tionsgleichung des Binomialkoeffizienten (Z) zu machen?
Berechne

o). wf. el el
eo (). wi.  of) o)
salfl W o) o)
wa ) wE of) e f)
wa() v o) a(7)

12. Stelle die Binomialkoeffizienten bis zu n =8 als Puscalsches Dreieck dar, be-
ginnend mit

13. Entnimm der axialen Symmetrie des Pascalschen Dreiecks die Gleichung

n n

(k) =2 k)
und beweise sie a) auf Grund der Bruchdefinition des Binomialkoeffizienten,
b) unter Verwendung der Beziehung

n\ _ n!

(k) =Ta—f"
Berechne unter Benutzung dieser Bezichung die folgenden Binomial-
koeffizienten :



§ 15, Der binomische Lehrsatz fiir positive ganze Exponenten 89

Wl . (@ el
o) ol o[ af)
walfl v 9 ef)
wa(2) 0P 0 (E 8 (.

18. Begriinde, warum man

§-

zu setzen hat?).

19. Wie heiBit a) das 7.Glied der Entwicklung von (a 4 b)9, b) das 11. Glied von
(z +¥)'%, ¢) das 8.Glied von (p 4 ¢)°?

20. Wie heiBt a) der 6. und b) der 10. Koeffizient in der 14. Potenz eines Binoms,
wie ¢) der 8. und d) der 18. Koeffizient der 20.Potenz?

21. Wie heilt der rte Koeffizient in den Entwicklungen von a) (a--b)",
b) (a +b6)*", €) (a+b)*""?

22. Wie heifit der Koeffizient a) von a6 b) von a®b? in der Entwicklung von
(@+b)"?

23. Wie heiflt der Koeffizient a) von al?b%, b) von a®b'? in der Entwicklung von
(@+5)92

24. Wie heilt der Koeffizient von a) a?b%, b) a®b5, e¢) a*b® in der Entwicklung
von (a2 +b6)19? Wie der von d) 2°%® und ¢) 2%y in der Entwicklung von
(x+yM

26. Welcke Glieder haben in der Entwicklung von (a +y)" dieselben Koeffi-
zienten wie a) das 5., b) das 7. und ¢) das rte Glied, und wie heiflen diese
Glieder?

26. Welche Glieder haben in der 31.Potenz eines Binoms dieselben Koeffizienten
wie a) das 7., b) das 12., ¢) das 27. Glied, und wie heillen sie?

27. Es sei 4 der 9.Binomialkoeffizient der Entwicklung von (a 4 b)*; wie heiBt
dann der 10. Koeffizient?

28. Die wievielten Koeffizienten sind die beiden gréBten in den Entwicklungen
a) von (a +b)°, b) von (a +b)!3, und wie heilen sie?

29. Welche Koeffizienten sind die groBten in der Entwicklung a) von (a +b)7,
b) von (a +b)", ¢) von (a +b)'%, und wie heillen sie?

1) Diese Fassung der Frage ist nur dann berechtigt, wenn man, wie dies in §14, Aufgabe 16 geschehen ist,
bereits 0] =1 definiert hat. Sonst muB es statt .,zu setzen hat‘‘ heiBen ,,definiert*,
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Beispiele

Entwickle nach dem binomischen Satz:
30. ) (z + a)t, b) (v +0), o) (p + 9.
31.a) (r + 1), b) (= + y)?, e) (u + v)°.
32. a) (@ — )5, b) (t— =), e) (z — a)t.
33.a) (1 + 2)8, b) (1 — 2y, ¢) (1— 8.
34.9) a) (1 +2) +(1—a2), b) (z 4+ 1)7 + (x — 1)7.
35. 2) (1 + 2 + (1 — 2, b) (& +1)° + (= — 1P
36.2) (1 4 2)" — (1 — 27, b) (z + 1) — (z — 1)°.
37.2) (1 + 28 — (1 — 28, b) (z + 1)1 — (¢ — 1)10,
38. a) (@ +b)" +@— by*, b) (a 4 b)* — (a — b)".

Beweis des binomischen Lehrsatzes durch vollstindige Induktion

39. Da (a +b)"=(a+b)® - (a+b) ist, so kann der binomische Satz fiir die 7. Po-
tenz aus dem fiir die 6.Potenz durch Multiplikation sémtlicher Glieder zu-
néchst mit @ und danach mit b unter Zusammenziehung der Glieder, die
gleiche Potenzen von @ und b aufweisen, erhalten werden. a) Wie setzt sich
dabei der 3.Koeffizient von (a-+b)7 aus 2 Koeffizienten von (a +b)¢ zu-
sammen und aus welchen? Aus welchen beiden Koeffizienten von (a +b)®
bildet sich b) der 4.Koeffizient von (a 4 b)?, aus welchen e¢) der 5.?

40. Setze entsprechend a) den 4., b) den 6., ¢) den 9.Koeffizienten fiir (@ 4 b)2
aus 2 Koeffizienten von (a + b)'! zusammen.

41. Zeige das Bildungsgesetz eines Binomialkoeffizienten aus zweien der voran-
gehenden Potenz am Pascalschen Dreieck (Aufgabe 12).

42, Beweise die Formel
n n \ [n+41
(1) + (20 =GT)
durch Riickgang auf die Bruchdefinition der Binomialkoeffizienten.

43. Beweise den binomischen Lehrsatz mittels der Gleichung in Aufgabe 42 durch
vollstandige Induktion.

Aufgaben

Entwickle nach dem binomischen Satz:
44. a) (x — 2y)7, b) Bz + )8, ¢) 2z + 3y).
4. a) (1 + a4, b) (1 — 237, ¢) (1 + 22)p5.

1) In den Aufgaben 34 bis 38 ist nicht erst die ganze Entwicklung der beiden Summanden hinzuschreiben,
sondern gleich das Ergebnis.
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46. 3) (3= +2)%, b) 3z — 3y, c) (22 — y)°.
47. ) (5 — 20)°, b) (5 — %27, ¢) Rz 4+ iyt
8.3) (o4 1), b (5 — ay, 9 (55 -32)".
49.2) (Ya + V8)° + (Ya —10)°, b) (1 4V — (1 —12).
50. ) (a + bi)® + (@ — bi)s, b) (@ + bi)s — (@ — bi)S.
5L a) (1 +4)8 + (1 — 08, b) (1 4 4)° 4+ (1 — 4)°.

52.8) (1 +4)10 — (1 — )10, b) (1 + i1t — (1 — i,

53.2) (3+1:15) +(3—1iy5), b) (3+iV5)7 —(83—iV35).
b4.0) (14813 + (1 —iV3), n(14+iy3)° —(1—iy3).

Berechne (bis auf 4 Dezimalstellen) mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes die
folgenden Zahlenwerte:

55. a) 1,119, b) 1,0229, ¢) 1,00322, d) 1,000727,
56. a) 0,99, b) 0,981, ¢) 0,997, d) 0,9995%,
b7. a) 91 10’ b) (79 11’ c) 51)12 d) 29)13

58. a) (3)°, b) G ©) (363 4 G°.

Berechne (bis auf 6 Dezimalstellen) mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes die
folgenden Zinsfaktoren:,

69. a) 1,044, b) 1,035, e) 1,054, d) 1,038,

60. 2) 1,035, b) 1,033..5,  ¢) 1,0433..7,  d) 1,0466...10
Vermischte Aufgaben

61. Beweise, daBl die Binomialkoeffizienten trotz der Bruchdefinition ganze Zahlen
sind.

62. Leite eine einfache Beziehung fiir die Summe der nten Binomialkoeffizienten
ab, indem du a) in der Entwicklung von (a +b)" einsetzt a=b=1, oder in-
dem du b) von dem Pascalschen Dreieck ausgehst.

63. Setze in der Entwicklung von (@ — b)" ein a=b =1 und bestimme daraus den
Wert der Summe der Binomialkoeffizienten mit alternierendem Vorzeichen.

64. Es moge A die Summe der geradzahligen, B die Summe der ungeradzahligen
Kombinationen ohne Wiederholung von n Elementen sein. Was gilt dann von
A + B und von 4 — B?

65. Beweise, da3
(=G0 +(E)+GE) ++ 62
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ist. Erbringe durch fortgesetzte Zerlegung dieser Art den Nachweis, daB (:)

eine Summe von ganzen Zahlen, also selbst eine ganze Zahl ist (Aufgabe 61).

66. Bei der Einfiihrung des kubischen Ausdehnungskoeffizienten setzt man
1 +at)~1+3at.

Beurteile den Fehler, den man bei £=10° und dem mittleren linearen Aus-
dehnungskoeffizienten a) von Eisen, a=0,000012, b) von Aluminium,
«=0,000023, ¢) von Zink, « = 0,000036, begeht.

§ 16. Wahrscheinlichkeitsrechnung
Definition der Wahrscheinlichkeit

1. Man definiert die mathematische Wahrscheinlichkeit w fiir das Eintreten eines
Ereignisses durch die Gleichung

w—m
=3

wo m die Anzahl der giinstigen, » die Anzahl der moglichen Fille ist. Fasse
diese Definition in Worte! a) Wie gro ist w im Falle der GewiBheit, b) im
Falle der Unmaglichkeit? ¢) Bei welchen Werten von w wird man sagen, das
Eintreten eines Ereignisses sei unwahrscheinlich? d) Wie groB wird w sein,
wenn das Einsetzen eines Ereignisses ebenso wahrscheinlich ist wie das Nicht-
eintreten? '

2. Zeige, daB die Eingrehzung der mathematischen Wahrscheinlichkeit zwischen
0 und 1 aus der an sich willkiirlichen (wenn auch zweckmiBigen) Definition
der Wahrscheinlichkeit folgt. Definiere etwa die Wahrscheinlichkeit durch

% , wo m die Anzahl der giinstigen, m’ die der ungiinstigen Fille ist; wie sind

hier die Werte fiir die Wahrscheinlichkeit a) im Falle der GewiBheit, b) der
Unméoglichkeit, ¢) bei gleicher Wahrscheinlichkeit fiir und wider das Eintreten
des Ereignisses?

8. a) Gib an, wie groB die mathematische Wahrscheinlichkeit w’ dafiir ist, da8
ein Ereignis nicht eintritt, wenn m die Anzahl der fiir das Eintreffen des Er-
eignisses giinstigen Fille, n die Anzahl der moglichen Fille ist. b) Beweise
die Gleichung

w4w =1.

4. Wie éndert sich die Wahrscheinlichkeit a) mit der Zunahme der giinstigen
Fille, b) mit der Abnahme der méglichen Fille, ¢) mit der Zunahme der még-
lichen Fiille, d) mit der Zunahme der ungiinstigen Fille, e) mit der Abnahme
der ungiinstigen Fille?
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Einfache Beispicle

6. Wie groB ist beim Aufwerfen einer Miinze die Wahrscheinlichkeit, Kopf zu
werfen?

6. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel bei einem Wurf a) 6
zu werfen, b) 3 oder 4 zu werfen, ¢) weder 3 noch 4 zu werfen?

9. In einem Kiistchen liegen 4 rote, 8 schwarze und 12 weile Kugeln. Wie gro
ist beim Herausnehmen einer Kugel die Wahrscheinlichkeit, a) eine rote Kugel,
b) eine weiBe, ¢) eine schwarze oder eine weille, d) keine schwarze zu ziehen?

8. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln in gleichzeitigem Wurf
a) zwei 4, b) irgendeinen Pasch, d.h. entweder 1, 1 oder 2, 2 oder 3, 3 usw.,
¢) 4 und 5, d) 1 und 6 zu werfen?

9. a) Untersuche die Wahrscheinlichkeit, daBl bei Wiirfen mit 2 Wiirfeln eine
Augensumme von 2, von 3, von 4 usw. bis 12 auftritt. b) Stelle die Werte
graphisch dar. ¢) Erklire die Symmetrie der Werte.

10. ) Untersuche die Wahrscheinlichkeit, daB bei Wiirfen mit 3 Wiirfeln eine
Augensumme von 3, von 4 usw. bis 18 auftritt, benutze dabei die Symmetrie-
eigenschaft der Werte. b) Stelle die Werte graphisch dar.

11. Eine Miinze wird zweimal nacheinander geworfen. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, a) einmal und nur einmal Kopf zu werfen, b) mindestens ein-
mal Kopf zu werfen, ¢) zweimal Kopf zu werfen?

12. Mit einem Wiirfel wird zweimal nacheinander geworfen. Wie gro8 ist die
Wahrscheinlichkeit, a) einmal und nur einmal 6, b) mindestens einmal 6,
¢) beide Male 6 zu werfen?

Zur Kritik der Wahrscheinlichkeitsrechnung

13. Die folgende Tabelle gibt die von R.Wolf erhaltenen Ergebnisse wieder, der
mit einem roten und einem weilen Wiirfel 20000 Wiirfe gemacht hat.

1 2 3 4 5 6 .
weil
1 547 587 500 462 621 690
2 609 655 497 535 651 684
3 514 540 468 438 587 629
4 462 507 414 413 509 611
5 551 562 499 506 658 672
6 563 598 519 487 609 646

rot

7 12021
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14.

a) Berechne, wie oft jeder Wurf hitte vorkommen miissen; b) stelle eine
Tabelle der Abweichungen auf, ¢) mache (etwa durch farbige Umrandung
und Schraffierungen) diejenigen Kombinationen sichtbar, die von der zu er-
wartenden Zahl nach der einen oder nach der anderen Seite abweichen, hebe
diejenigen hervor, die um mehr als 50 abweichen, und von diesen wieder die,
die um mehr als 100 abweichen. d) Welche Augenkombinationen sind bei
diesen offenbar ,,schlechten‘’ Wiirfeln!) am héufigsten, welche am seltensten?

0. Meifiner machte 1800 Wiirfe mit einem weilen Hornwiirfel und erhielt da-
bei folgende Wurfzahlen:
1 2 3 4 5 6
299 295 303 307 289 307.

Stelle eine Tabelle der Abweichungen von der errechneten Wahrscheinlichkeit
auf.

15. Bei den soeben (Aufgabe 14) genannten 1800 Wiirfen erschien in 293 Fillen

16.

17.

18.

zweimal hintereinander dieselbe Zahl, in 50 Fillen dreimal hintereinander die-
selbe Zahl, in 6 Fillen viermal hintereinander dieselbe Zahl. Wie groB sind die
Abweichungen von den errechneten Wahrscheinlichkeiten dieser ,,Sequenzen‘‘?

Belege mit Beispielen, dal die Angabe der moglichen Fille vielfach mit
Schwierigkeiten verkniipft ist, wenn sie auf Vollstindigkeit Anspruch machen
soll (das ,,Brennen* beim Wiirfeln u. dgl.).

Belege mit Beispielen, da8 die Voraussetzung der Gleichberechtigung aller
moglichen Fille gewisse Forderungen verlangt (z.B. ,,ideale Unordnung‘‘ der
verschiedenfarbigen Kugeln in einer Urne).

Addition und Multiplikation von Wahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines ersten Ereignisses sei w,, die-
jenige fiir das Eintreffen eines anderen Ereignisses sei w,. Zeige durch Riick-
gang auf die Definition der Wahrscheinlichkeit, daB dann die Wahrscheinlich-
keit w dafiir, daB3 entweder das eine oder das andere Ereignis eintrifft,

w = w; + w3 ist.

19. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel a) entweder 1 oder 3

20.

kR

zu werfen, b) entweder 1 oder 3 oder 6 zu werfen?

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne mit 7 weillen, 3 roten
und 5 schwarzen Kugeln a) entweder eine weille oder eine rote, b) entweder
eine weille oder eine schwarze, ¢) entweder eine rote oder eine schwarze zu
ziehen?

lecht* wird man in ‘Wilrfel nennen, z. B. solche, deren Schwerpunkt nicht in der Mitte liegt.
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21.

22.

23.

24.

26.

217,

28.

Sprich das in der Gleichung
W=W + Wy =W+ -+ +wn
niedergelegte Gesetz in Worten aus.

Zeige, daB bei der Addition der Einzelwahrscheinlichkeiten die Summe stets
< 1 sein muB. Wann ist sie 1?

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines Ereignisses sei w,, diejenige
fiir das Eintreffen eines anderen, davon unabhingigen Ereignisses sei w,. Be-
weise durch Riickgang auf die Definition der Wahrscheinlichkeit, da dann
die Wahrscheinlichkeit w dafiir, daB sowohl das erste als auch das zweite Er-
eignis eintritt, :

w= w;- Wy ist.
Sprich die in den Gleichungen
A w=w, - Wy...Wn, b) w = w}

niedergelegten Gesetze in Worten aus.

. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiirfel in 2 Wiirfen a) erst 1

und dann 5, b) erst 5 und dann wieder 5, ¢) erst eine gerade und dann eine
ungerade Zahl zu werfen?

Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne mit 7 weillen, 3 roten
und 5 schwarzen Kugeln a) erst eine rote, dann eine schwarze, b) erst eine
schwarze, dann eine rote, ¢) erst eine weille, dann eine schwarze, d) erst eine
weile und dann wieder eine weile Kugel zu ziehen? In jedem Falle ist die
zuerst gezogene Kugel vor der 2.Ziehung in die Urne zuriickzulegen?).

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne mit 10 weilen, 6 roten
und 4 schwarzen Kugeln a) erst eine rote, dann eine schwarze, b) erst eine
schwarze, dann eine rote, ¢) erst eine weifle, dann eine schwarze, d) erst eine
weile und dann wieder eine weille Kugel zu ziehen? Die zuerst gezogene Kugel
ist nicht wieder in die Urne zuriickzulegen.

Bei den Wetterprognosen ist die Wahrscheinlichkeit fiir die richtige Angabe
der Temperatur %, der Bewélkung %, des Windes #, des Niederschlages §.
Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, daB3 die Wetterprognose mit allen ihren
Angaben das Richtige trifft? — Dabei ist die nicht ganz zutreffende Annahme
zu machen, da8 die 4 GroBen unabhingig voneinander sind.

. Zur Unterscheidung der Fille, in denen die Wahrscheinlichkeiten zu addieren

sind, von denen, in denen sie zu multiplizieren sind, kann die folgende Regel
dienen: Stehen die Ereignisse im Verhéltnis des ,,Sowohl - als auch®, so sind

1) Will man gewissenhaft sein, so miiSte man noch hinzufiigen : Die Kugeln sind nach dem Zuriicklegen durch
Schiitteln erneut in ,,ideale Unordnung* zu bringen.

7*
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die Wahrscheinlichkeiten zu multiplizieren, stehen die Ereignisse im Verhélt-
nis des ,,Entweder — oder*, so sind die Wahrscheinlichkeiten zu addieren. Be-
lege die Regel mit einigen Beispielen aus den Angaben 18 bis 29.

Vermischte Aufgaben

30. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurfe mit 3 Wiirfeln a) 3 un-
gleiche Augenzahlen, b) 3 aufeinanderfolgende Augenzahlen zu werfen?

31. Eine Miinze wird dreimal aufgeworfen. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit,
a) einmal und nur einmal, b) mindestens einmal, ¢) dreimal, d) mindestens
zweimal Kopf zu werfen?

32. D’ Alembert berechnete die Wahrscheinlichkeit, dal bei zweimal aufgeworfener
Miinze mindestens einmal Kopf erscheint, zu %, indem er 3 mégliche Fiille
unterschied: 1. beim ersten Male Kopf, 2. beim ersten Male nicht Kopf,
aber beim zweiten Male, 3. beim ersten und beim zweiten Male Schrift (bzw.
Wappen). Decke den FehlschluB auf und vergleiche den falschen mit dem
richtigen Wert der Wahrscheinlichkeit (siehe Aufgabe 11).

83. Eine Miinze wird nmal aufgeworfen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
a) jedesmal Kopf zu werfen, b) nur einmal Kopf zu werfen, ¢) mindestens
einmal Kopf zu werfen?

34. In ciner Urne sind 12 weille und 8 schwarze Kugeln. Wie groB3 ist bei gleich-
zeitigem Herausnehmen zweier Kugeln die Wahrscheinlichkeit, a) 1 weiBe
und 1 schwarze, b) 2 weille, ¢) 2 schwarze zu fassen? d) Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, bei gleichzeitigem Herausnehmen von 5 Kugeln 3 weile
und 2 schwarze zu fassen?

35. In einer Urne sind 18 weile, 12 schwarze und 6 rote Kugeln. Wie groB ist
bei gleichzeitigem Herausnehmen von 3 Kugeln die Wahrscheinlichkeit,
a) nur weile, b) nur schwarze, ¢) 3 Kugeln von verschiedener Farbe zu
fassen? )

36. In einer Urne sind a weille, b rote und ¢ schwarze Kugeln. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, a) erst 1 weile, dann 1 schwarze, b) hintereinander
2 rote, ¢) hintereinander erst 2 rote, dann 1 schwarze herauszuziehen?

37. In einer Urne sind a weile, b rote und ¢ schwarze Kugeln. Wie gro8 ist die
Wahrscheinlichkeit, bei gleichzeitigem Herausnehmen von 3 Kugeln a) lauter
weille, b) 1 weile, 1 rote und 1 schwarze zu fassen?

38. In einer Urne sind a weille und b schwarze Kugeln. Man greift » Kugeln
heraus. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, daB sich darunter & weille und
B schwarze Kugeln befinden?

39. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dal die letzte Ziffer einer Quadratzahl
a) eine 0, b) eine 1, ¢) eine 2, d) eine 5 ist?
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40. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf die letzte Ziffer einer Kubikzahl

41.

42.

43.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

61.

a) eine 0, b) eine 1, ¢) eine 2 ist?

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB das Produkt zweier Zahlen a) mit 0,
b) mit 3, ¢) mit 5 endet, daB es d) gerade, ¢) ungerade ist?

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da8 das Produkt a) von 3 Zahlen, b) von
5 Zahlen ungerade ist?

In einer Lotterie von 90 Nummern werden 5 Treffer gezogen. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit, a) daB 1 Los gewinnt, b) daB von 2 Losen 1 und
nur 1 Los gewinnt, ¢) daB von 12 Losen mindestens 1 Los gewinnt, d) da
von 12 Losen 3 und nur 3 Lose gewinnen, ¢) dall 5 Lose gewinnen?

A wettet mit B 10 Rpf., in 1 Wurfe mit 2 Wiirfeln 5 oder 6 oder 7 zu werfen.
Wieviel kann B dagegen wagen? (Vgl. Aufgabe 9.)

A wettet mit B, in 1 Wurfe mit 2 Wiirfeln weder 2, noch 3, noch 4, weder 10,
noch 11, noch 12 zu werfen. Wer hat Aussicht, die Wette zu gewinnen? (Vgl.
Aufgabe 9.)

Jemand will in 2 Wiirfen mit 2 Wiirfeln das erste Mal 7 und das zweite Mal 9
werfen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, a) daB mindestens 1 Wurf ge-
lingt, b) daBl beide Wiirfe gelingen, ¢) dal nur der 1.Wurf gelingt, d) daB
beide Wiirfe miBlingen, ¢) daB 1 Wurf (nicht mehr) gelingt?

Wie groB ist bei 2 Wiirfen mit 2 Wiirfeln die Wahrscheinlichkeit, a) einmal 5
und einmal 10 zu werfen, b) entweder einmal 5 oder einmal 10, ¢) weder 5
noch 10 zu werfen?

Wie grof8 ist bei 3 Wiirfen mit 2 Wiirfeln die Wahrscheinlichkeit, a) dreimal
hintereinander 7 zu werfen, b) der Reihe nach 7, 8, 10, ¢) iiberhaupt in einem
der 3 Wiirfe 7, in einem 9, in einem 10 zu werfen?

Jemand will mit 3 Wiirfeln in 3 Wiirfen das erste Mal 8 oder 10, das zweite
Mal 7 oder 13, das dritte Mal 11 oder 14 werfen. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, a) da8 kein Wurf gelingt, b) daB mindestens einer gelingt,
¢) daB nur einer, d) dafl die beiden ersten gelingen, der dritte nicht, e) dal
zwei gelingen, einer nicht, f) daf zwei gelingen oder einer?

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln entweder beim 1.Wurf
12 Augen oder, wenn das miBlingt, beim 2. Wurf einen beliebigen Pasch zu
werfen?

Jemand zieht aus einem Spiel von 32 Karten 2 heraus, steckt sie nicht zuriick
und zieht dann noch einmal 2 Karten heraus. Wie gro8 ist die Wahrschein.
lichkeit, entweder schon das erste Mal oder, wenn das nicht gelingt, das zweite
Mal 2 Bilder zu ziehen?
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Geometrische Wahrscheinlichkeit

52. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, daBl ein auf einem Meterstabe gleitender
Ring sich a) zwischen Ocm und 10 cm, b) zwischen 40 cm-und 60 cm,
¢) zwischen 60 cm und 100 cm befindet?

53. Ein Ball von 5 cm Durchmesser wird gegen ein Drahtgitter mit quadratischen
Maschen von 8 cm Weite geworfen; die Drahtdicke werde vernachlissigt. Wie
grofB ist die Wahrscheinlichkeit, daB der Ball hindurchfliegt? Vorauszusetzen
ist natiirlich, daB beim Wurf nicht gezielt wird. Wieviel Treffer sind daher bei
30 Wiirfen zu erwarten?

b4. Ein Geldstiick — 24 mm Durchmesser - fillt auf ein Schachbrett, dessen
Quadrate eine Seitenlinge von 4 cm haben. Wie groB3 ist die Wahrscheinlich-
keit, daB3 das Geldstiick auf eine Ritze fillt? Auch hier ist Zielen verboten!

85. Ein Fenster ist gegen Steinwiirfe durch ein Drahtgitter mit gleichseitig-sechs-
eckigen Maschen geschiitzt. Die Seiten der Maschen, innen gemessen, haben
eine Linge von 2 cm. Untersuche die Wahrscheinlichkeit dafiir, daBl ein an-
gendhert kugeliger Stein von 3 ecm Durchmesser (ohne Zielen!) hindurchfliegt.

§ 17. Versicherungsrechnung?)
Voriibungen. Sterblichkeitstafeln

Die Versicherungsanstalt, bei der man sich versichert, soll im folgerden als
Versicherer oder Versicherungsgesellschaft, derjenige, der sich versichert, als
Versicherungsnehmer oder Versicherter bezeichnet werden. Die Grundlage der
Lebensversicherungsrechnung bilden die sogenannten Sterblichkeitstafeln; sie
sind teils auf Grund umfassender und regelmifig wiederkehrender Volks-
zéhlungen, teils nach den langjéhrigen Erfahrungen der Lebensversicherungs-
gesellschaften aufgestellt?). Sie gehen von einer bestimmten grofien (im
iibrigen willkiirlich gewihlten) Anzahl Iy gleichaltriger, nimlich njéhriger
Personen aus und geben an, wie viele von diesen das xzte Jahr erleben, die
Anzahl dieser Personen wird mit I; bezeichnet3) und heiBt die Anzahl der
Lebenden des Alters z (Spalte 2 der Tafel auf Seite 100). Man benutzt auch
noch die Differenz

lz — lz41 = d;. (Toten der Sterbetafel)

1) Die Aufgaben dieses Paragraphen (mit alleiniger Ausnahme der Aufgaben 1 bis 6) konnen auch ohne
Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsrechnung gelost werden.

%) Die Lebensversicher llschaf! andere 8terblichkeitstafeln als die Rentenverricherungs-
anstalten. Jede Art Anstalt griindet n&imlich ihre Berechnung auf den fiir die betreffende Apstalt ungiinstigsten
Pall; dieser tritt bei der Lebensversicherung ein, wenn der Versicherte friih stirbt, bei der Rentenversicnerung
dagegen, wenn der Versicherte lange lebt. - Wir gehen auf dicsen Unterschied im folgenden nicht ein, sondern
benutzen nur eine Sterblichkeitstafel,

%) Alle hier b Bezeich iiberein mit denjenigen, die auf dem internationalen KongreB
in London im Jahre 1898 aligemein festgesetzt worden sind.
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sowie die Quotienten
Ps =-l’li (Lebenswahrscheinlichkeit der zjahrigen)

und [/ =-';l (Sterbenswahrscheinlichkeit der zjihrigen).

1. Die Quotienten p, und ¢, haben die Form der mathematischen Wahrschein-
lichkeit (s. § 16). Gib an, inwiefern sie sich dem Wesen nach von dieser
unterscheiden (statistische Wahrscheinlichkeit). Beachte dabei besonders die
Gleichartigkeit der Elemente und Gleichberechtigung der Erscheinungen auf
der einen Seite (gleichfarbige Kugeln, gleichhdufige Wiirfe) und die indivi-
duellen Unterschiede auf der anderen Seite (Abhéingigkeit der Lebensdauer
von dem Gesundheitszustand, der Lebensweise, dem Klima des Aufenthalts-

ortes, dem Beruf usw.).

2. Zeige auf Grund der vorhin angegebenen Definitionen, daB p,+g¢,=1 ist
(vgl. mit dem Satze w 4-w'=1 in § 16, Aufgabe 3).

8. Wie groB ist (auf 3 Dezimalen abgerundet) die Sterbenswahrscheinlichkeit
und Lebenswahrscheinlichkeit fiir Personen im Alter von a) 20, b) 31,
¢) 39, d) 50, ) 57, 1) 65, g) 70, h) 75 Jahren?

4. Gib zunichst schitzungsweise, dann auf Grund rechnerischer Versuche aus
der Sterbetafel an, fiir welches Lebensalter die Sterbenswahrscheinlichkeit
ungefihr a) 5, b) } ist. ¢) Entwirf eine graphische Darstellung der
Lebenswahrscheinlichkeit fiir das Alter von 20, 30, 40, ... 80 Jahren in
geeignetem Malstabe (etwa: Abszissen 1 cm = 10 Jahre; Einheit der Ordi-
naten 10 cm).

6. Beweise, daBl die ,fernere mittlere Lebensdauer” oder ,Lebenserwartung*
des xjahrigen gleich

legr+ laga+ - 4Ly 1 sl
_—1,—_+T ist1).

(Anleitung: Wenn alle Todesfille am Ende des jeweiligen Versicherungsjahres eintreten,
sowiirden, wie leicht zuzeigen, alle [, Personen zusammenl, + 1, 4y + ly 4 3 + *** + ljpo Jahre
durchleben, der einzelne also den /,ten Teil davon. Um wieviel geringer wird dieser Bruch,
wenn man annimmt, daB die Todesfalle nicht erst am Ende, sondern schon in der Mitte
des Jahres eintreten?)

1) Fiir die Versicherungsrechnung ist dieser Begriff der ferneren mittleren ILebensdauver nahezu bedeutungslos
und fithrt leicht zu groben Fehlern, von denen hier nur einer genannt sei: Der augenblickliche Wert einer
beim To le des Versicherungsnehmers filligen Zahlung K (Aufgaben 89 bis 51) ist durchaue nickt identisch mit
dem auf die Gegenwart diskontierten Wert einer Summe K. die nach Ablauf der ferneien mittleren lebens-
dauer des Botrefienden zahlbar ist. Ahnliches gilt auch von dem Begriff der ferneren wahiscl.einlicl.en 1ebens-
dauer (Aufgabe 6). - Wir erwhnen die beiden Begriffe hier nur, um einmal ausdriicklich sagen zu kinuen,
daB es vom praktischen Standpunkt aus sinnlos erscheint. te Verticher ben zu stellen, bei
denen die fernere Lebensdauer des Ver:icherten behannt ist ~ zuwellen fehlt sogar noch die Angabe, ob es sich
um die oder wa inliche Leb: handelt.
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Sterblichkeitstafel der 23 deutschen Gesellschaften fiir normal versicherte Minner
und Frauen mit vollstindiger drztlicher Untersuchung

Diskon- | Summe der Diskon- [ Summe der
A;:.let Aﬁze:hl tierte Zahl| diskontier- Ail::ler Agzthl tierte Zahl| diskontier-
der  |ten Lebens- h, der ten Lebens-
Jahren | Lebenden Lebenden zahlen Jahren | Lebenden Lebenden zahlen
z ls D, N. z l. D, N,
20 100000 50257 ]'03 1224 60 55892 | 7094,6 72808,2
21 99081 48111 980967 61 53916 |6612,3 65713,6
22 98173 46058 932856 62 51878 |6147,3 59101,3
23 97286 44098 886798 63 49781 |5699,3 52954,0
24 96425' | 42230 842700 64 47632 | 5268,8 47254,7
25 95590 40449 800470 65 45435 | 48559 41985.9
26 94774 38747 760021 66 43189 | 4459,7 37130,0
27 93970 37119 721274 67 40887 |4079,3 32670,3
28 93173 35560 684155 68 38532 [3714,3 28591,0
29 92378 34064 648595 69 36133 | 3365,3 24876,7
30 91578 32627 614531 70 33701 | 3032,6 215114
31 90770 31246 581904 71 31249 12716,9 184788
32 89952 29917 550658 72 28794 | 24188 15761,9
33 89121 28639 520741 73 26358 |2139,3 13343,1
34 88280 27409 492102 74 23952 | 1878,2 11203,8
35 87424 26225 464693 5 21592 | 1635,9 9325,6
36 86551 25085 433468 76 19293 | 1412,3 7689,7
37 850662 23988 413383 77 17083 | 1208,3 6277,4
38 84756 22932 389395 78 14930 | 1023,7 5069,1
39 83828 21914 366463 79 | 12998 858,2 4045,4
40 82878 20933 344549 80 11150 711,29 3187.2
41 81903 19987 323616 81 9420 580,61 2475,91
42 80897 19074 303629 82 7821 465,75 1895,30
43 79862 18193 284555 83 6378 366,97 1429,55
44 78799 17344 266362 84 5114 284,30 1062,58
45 77707 16525 249018 85 4034 216,67 778,28
46 76590 15737 232493 86 3138 162,85 561,61
47 75450 14978 216756 87 2423 121,488 398,76
48 74281 14247 201778 88 1857 89,962 277.272
49 73077 13543 187531 89 1415 66,232 187,310
50 71831 12861 1739388 90 1071 121,078
51 70528 12201 161127 91 714 31,635 72,643
52 69166 11561 148926 92 463 19,546 41,008
53 67741 10940 137365 93 275 11,217 21,462
b4 66251 10337,5 126425 94 149 5,872 10,245
65 64695 9753,3 116087,5 95 72 2,742 4,373
56 63074 9187,4 106 334,2 96 30 1,104 1,631
57 61383 8638,7 97146,8 97 11 0,391 0,527
68 59624 81074 88508,1 98 3 0,103 0,136
59 57792 7592,5 80400,7 99 1 0,033 0,033
60 55892 7094,6 72808,2 100 0 0 0
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6.

9.

10.

Wenn l;4+, = % I ist, so bezeichnet man = als die ,,fernere wahrscheinliche
Lebensdauer des xjihrigen. a) Wie groB ist die fernere wahrscheinliche
Lebensdauer eines 68 jihrigen? (Ganzzahlig abrunden!) b) Wie unterscheidet
sich diese von der ferneren mittleren Lebensdauer des 68jihrigen?

Die Voraussetzung firr die Anwendbarkeit der Sterblichkeitstafeln bildet
das Geselz der grofen Zahlen, welches aussagt, da3 eine Reihe von Ereignissen,
deren Eintreten oder Nichteintreten sehr oft beobachtet worden ist, sich
auch weiterhin nach gleichem Zahlenverhiltnis wiederholen wird, solange
sich an den Vorbedingungen nichts éndert. Also wenn z.B. durch viele
Volkszihlungen festgestellt ist, daB in Deutschland die Anzahl der 80 jéhrigen
halb so grof ist wie die Anzahl der 75 jihrigen, so darf angenommen werden,
daB das auch in den néchsten Jahren fiir grofe Bevolkerungsteile (Provinzen,
GrofBstidte) so bleiben wird; es ist aber unzulissig zu folgern, da von den
wenigen 175 jihrigen, die in einer kleinen Stadt wohnen, nach 5 Jahren nur
noch die Hilfte am Leben sein wird.

a) 15 Abiturienten einer Schule, die soeben im Alter von durchschnittlich
20 Jahren die Reifepriifung bestanden haben, gaben sich das Versprechen,
nach 20 Jahren wieder zusammenzukommen. Wie viele von ihnen miifiten
inzwischen sterben, wenn das Gesetz der groBen Zahlen auch in diesem Falle
anwendbar wiire? Beurteile die Zulissigkeit der SchluBweise! b) Warum
findet man in der Sterblichkeitstafel keine 100jihrigen, wihrend man doch
fast alle Monate einmal in der Zeitung lesen kann, daf jemand seinen 100. Ge-
burtstag feiert?

Versicherung auf den Erlebensfall

Die Versicherung heit Kapitalversicherung oder Rentenversicherung, je
nachdem der Versicherer einmal oder wiederholt zu zahlen hat.
Vorschiissige (Prinumerando-) Leibrente. l; Personen, die im Alter von
z Jahren sterben, kaufen sich bei einer Versicherungsgesellschaft ein mit der
Bedingung, daB ihnen sofort sowie am Anfange jedes weiteren Lebensjahres,
das der einzelne erreicht, die Rente 1 ausgezahlt wird.

Welche Zahlungen hat die Versicherungsgesellschaft zu leisten a) sofort,
b) nach Ablauf eines Jahres (beachte, dafl dann nur noch lz4; Versicherte
am Leben sind), ¢) beim Beginn des mten Versicherungsjahres, d) im
ganzen?

Wie éndern sich die Leistungen der Gesellschaft, wenn alljéihrlich nicht die
Rente 1, sondern die Rente r ausgezahlt wird?

Untersuche auf Grund des Gesetzes der groBen Zahlen, ob sich die Leistung
der Gesellschaft gegeniiber jedem einzelnen Versicherungsnehmer #ndert,
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11.

12.

wenn statt der I, Versicherten eine andere grofe Anzahl (z. B. k) Personen
die Versicherung eingeht.

Der ZinsfuB, mit dem die Gesellschaft rechnen muB, sei p, der Zinsfaktor,
1+ %, sei wie frither (§ 6) mit g bezeichnet. Die weitaus meisten Ver-

sicherungsgesellschaften rechnen mit einem Zinsfu von 3%%; dieser ist
auch im folgenden stets zugrunde gelegt, wenn nicht ausdriicklich etwas
anderes bemerkt ist.

Um die gesamte von der Gesellschaft zu iibernehmende Zahlungsverpflich-
tung (s. Aufgabe 8d) bequem ausdriicken zu konnen, diskontiert man alle
Zahlungen auf den gleichen Termin?).

Diskontiere die von der Gesellschaft zu leistenden Zahlungen (Aufgaben 8
und 9) a) auf den Zeitpunkt des Versicherungsbeginns, b) auf den Zeit-
punkt der Geburt der Versicherungsnehmer!

Weil bei der zweiten Art der Diskontierung die Ausdriicke erheblich iiber-
sichtlicher werden als bei der ersten, diskontiert man in der Versicherungs-
mathematik stets auf den Zeitpunkt der Geburt. Fiir die hierbei erhaltenen

Quotienten fithrt man die Abkiirzung ql:-= D, ein und bezeichnet diese

Zahl als die diskontierte Zahl der Lebenden des Alters z (Spalte 3 der Tafel).
Auch die Abkiirzung

Dz + Dzy1+ Dzyz+ -+ + Dijgy = N2
(Summe der diskontierten Lebenszahlen; Spalte 4 der Tafel) ist niitzlich.

Beweise unter Anwendung dieser Bezeichnungen und auf Grund des Er-
gebnisses der Aufgaben 8 und 11b, daB fiir eine jetzt zjihrige Person die
vorschiissige Leibrente 1 den

Barwert %f hat!

Was #ndert sich hieran, wenn die Jahresrente nicht 1, sondern r betragt?
Will sich jemand eine Leibrente kaufen, so miifite er den Barwert der Rente
als Einkaufssumme - ,,einmalige Primie* — bezahlen, wenn die Gesellschaft
keinerlei Verwaltungskosten hétte und auf jeden Gewinn verzichten wollte.
Allgemein wird fiir den theoretischen Teil der Versicherungsrechnung als
Grundsatz angenommen, da3 die Leistungen des Versicherten und des Ver-
sicherers einander gleich sein miissen, wenn die Versicherung ,,billig sein
suil. In Wirklichkeit muB} die Gesellschaft statt der theoretisch berechneten
(,,Netto*“-) Priimie eine hohere (,,Brutto*“-) Primie erheben, die durchschnitt-
lich etwa $ mehr betrigt als jene. Wir begniigen uns hier mit der Berech-
nung der ,,Nettopramien‘.

*) Voritbungen dazu in §6, Aufgaben 27 bis 86,
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14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

22.

23.

24.

26.

Ein 40jihriger Mann will sich eine vorschiissige Leibrente von 1500 RM
sichern; wieviel muB er einzahlen?

Ein soeben verstorbener Vater hat seinem Sohn sein ganzes Vermdgen
vermacht mit der Bedingung, daBl er einer jetzt 58jihrigen Verwandten
eine lebenslingliche Rente von jahrlich 1000 RM (prinumerando) auszahlt.
Der Sohn wiinscht sich dieser Verpflichtung durch eine einmalige Zahlung
zu entledigen; wieviel betrigt diese?

Ein 53jihriger, der eine Erbschaft von 17000 RM gemacht hat, will diese zum
Ankauf einer vorschiissigen Leibrente benutzen; wie hoch wird diese sein?

Welche Leibrente kann man im Alter von 28 Jahren fiir 23000 RM kaufen?

Eine Leibrente, deren Auszahlung nicht sogleich beginnt, heit aufgeschoben.
Beweise (ihnlich wie in Aufgabe 12), dal eine um m Jahre aufgeschobene vor-
schiissige Leibrente vom Betrage r den

Barwert r-N—L'"—"' hat.
x

Welche Einlage hat man zu machen, wenn man im Alter von a) 39, b) 51,
¢) 27 Jahren eine um a) 10, b) 5, ¢) 20 Jahre aufgeschobene vorschiissige
Leibrente von jihrlich a) 1250 RM, b) 2300 RM, ¢) 900 RM kaufen will?

Ein 50jihriger will eine ihm soeben durch Erbschaft zugefallene Summe
von 21500 RM dazu benutzen, sich vom 60. Jahre ab eine vorschiissige
Leibrente zu sichern. Welche Rente kann er erhalten?

Eine nachschiissige (Postnumerando-) Leibrente kann man auch auffassen als
eine um 1 Jahr aufgeschobene vorschiissige Leibrente; wie groB ist also der
Barwert einer solchen Rente a) vom Jahresbetrage 1, b) vom Jahres-
betrage r%

Welche Einkaufssumme muB ein 37jihriger fiir eine nachschiissige Leibrente
von 1750 RM zahlen?

Welche nachschiissige Leibrente kann sich ein 43jihriger fiir 20000 RM
kaufen?

Eine Leibrente, deren Auszahlung héchstens #» Jahre hindurch erfolgen soll,
heilt kurz (oder temporir). Beweise, dal} eine sofort beginnende, auf n Jahre
pranumerando zahlbare kurze Leibrente vom Betrage r den

Ni— Nz4n

D: hat.

Barwert r-

. Wie kann man hieraus das Ergebnis der Aufgabe 12 herleiten?

Wieviel muB ein 47 jihriger einzahlen, der sich bis zu seinem 67. Jahre eine
vorschiissige Leibrente von 1800 RM sichern will?
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Welche Rente kann ein 51jihriger 15 Jahre hindurch prinumerando bei
einer Einkaufssumme von 24000 RM erhalten?

Beweise, daB eine um m Jahre aufgeschobene, auf » Jahre prinumerando
zahlbare kurze Leibrente vom Betrage r den

Nitm—Nzym+4n
D#

Gib den Zusammenhang zwischen diesem Werte und demjenigen in Auf-
gaben 12, 18 und 24 an.

Barwert r- hat.

Ein 44jihriger wiinscht von seinem 55. bis zu seinem 65. Lebensjahre eine
vorschiissige Leibrente von 1200 RM zu beziehen; wieviel muB er jetzt dafiir
einzahlen?

Ein 40jihriger zahlt 27000 RM ein, um von seinem 50. bis zu seinem 65. Le-
bensjahre eine Rente zu beziehen; wie hoch wird diese sein?

Kapitalversicherung auf den Erlebensfall. I, Personen kaufen sich bei einer
Versicherungsanstalt ein mit der Bedingung, dal jedem von ihnen, der nach
n Jahren noch lebt, 1 RM ausgezahlt wird. a) Wie viele sind von den I,
nach » Jahren noch am Leben, wieviel hat also die Anstalt nach » Jahren
auszuzahlen? b) Welchen Barwert hat diese Summe jetzt? ¢) Wieviel
miilte also (nach dem Grundsatz der Gleichheit von Leistung und Gegen-
leistung) jeder der Versicherten jetzt einzahlen? d) Wie dndert sich diese
Zahlung, wenn die Versicherung nicht iiber 1 RM, sondern iiber das Kapital K
abgeschlossen wird?

Erweitere den in Aufgabe 32 erhaltenen Quotienten mit ¢* und beweise so,
daB der zjihrige Versicherungsnehmer die
Dxyn

Ux

einzuzahlen hat, wenn er sich nach n Jahren im Erlebensfalle das Kapital K
sichern will.

Einkaufssumme K-

Wie hoch ist die Einkaufssumme fiir a) x=30, n=25, K=10000,
b) =35, n=20, K=10000 (vgl. mit a; beidemal erhilt der 55jihrige
10000 RM ausgezahlt und doch sind die Einkaufssummen sehr verschieden.
Warum?), ¢) x=41, n=16, K=15000, d) =37, n=13, K=20000.

. Welche Summe mufl man fiir einen 1jihrigen Knaben einzahlen, wenn man

ihm nach 19 Jahren (z. B. zur Berufsausbildung) ein Kapital von 3000 RM
sichern will? Berechne die Zahlen D+, und D, besonders, und zwar diesmal
unter Annahme eines ZinsfuBes von 4% und auf Grund einer Absterbe-
ordnung,- die (nach Florencourt) von l,=10000 ausgeht und ! =7450,
1,,=>5558 angibt.
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36. Man zahlt unter denselben Bedingungen wie in voriger Aufgabe fiir einen
1jihrigen Knaben 2500 RM ein. a) Welches Kapital kann er im Erlebens-
falle im Alter von 20 Jahren erhalten? b) Dieses Kapital soll ihm nicht auf
einmal ausgezahlt, sondern einer Bank iibergeben werden, die ihm 4 Jahre
hindurch zu Anfang jedes Halbjahres die gleiche Summe (etwa zu Studien-
zwecken) auszahlen soll. Wieviel erhilt der junge Mann halbjihrlich, wenn
die Bank ebenso wie die Versicherungsanstalt jihrlich 4% rechnet?

37—38. Rechne die Aufgaben 35 und 36 ohne Benutzung der Sterblichkeits-
tafel und vergleiche die Ergebnisse mit denen von Aufgabe 35 und 36. Wie
ist die starke Abweichung der Ergebnisse zu erkliren?

Versicherung auf Todesfall

39. I, Personen versichern ihr Leben mit der Bedingung, daB bei jedem Todesfall
die Summe K an die Hinterbliebenen des verstorbenen Versicherungsnehmers
ausgezahlt wird. (Es ist bei Todesfallversicherungen allgemein iiblich, am
Ende jedes Versicherungsjahres abzurechnen.)!) Welche Zahlung hat die
Gesellschaft zu leisten a) am Ende des 1. Versicherungsjahres, b) am Ende
des 2. Jahres, ¢) nach Ablauf von m Jahren? d) Wie groB ist die gesamte
Zahlungsverpflichtung der Gesellschaft? ¢) Beweise durch passende Um-
formung, daB fiir den einzelnen Versicherungsnehmer die

l Nz—Nz41
Einkaufssumme K.—— ist.

u‘

40. Wie groB ist die Einkaufssumme, wenn beim Tode des Versicherten an dessen
Hinterbliebene ein Kapital von a) 8000 RM, b) 5000 RM, ¢) 3000 RM,
d) 15000 RM ausgezahlt werden soll und der Versicherte bei Abschlufl der
Versicherung a) 23, b) 32, ¢) 46, d) 52 Jahre alt ist?
Mit niedrigen Todesfallversicherungen befassen sich hauptsiichlich die sog.
Sterbekassen.

41. Welche Summe mufl man im Alter von a) 33, b) 49, ¢) 54, d) 59 Jahren
bei einer Sterbekasse einzahlen, wenn den Hinterbliebenen beim Tode des

Versicherten eine Summe von a) 500 RM, b) 200 RM, ¢) 1000 RM,
d) 750 RM ausgezahlt werden soll?

42. Jemand zahlt im Alter von a) 34, b) 42, ¢) 48 Jahren eine Summe von
a) 300, b) 250, ¢) 400 RM bei einer Sterbekasse ein; wie hoch wird das
Sterbegeld sein?

Todesfallversicherung mit Karenzzeit ist eine solche, bei der der Versicherer
keinerlei Zahlungsverpflichtungen gegen den Versicherten haben soll, wenn

1) Dafiir, daB die Versicherungsgesellschaften bel einem Todesfall sofort urd nicht erst am Ende des Todes-
jahres zahlen, wird bei den einzeluen Piimien ein kleiner Zuschlag erholen.
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dieser innerhalb der ersten m Jahre stirbt. Eine solche Versicherung heiBt
auch aufgeschobene Todesfallversicherung, und jene Frist von m Jahren
heit Karenzzeit oder Probezeit.

43. I; Personen schlielen unter der soeben angegebenen Bedingung eine Lebens-

versicherung auf das Kapital K ab. a) Welche Zahlung hat die Gesellschaft
nach Ablauf des mten Jahres zu leisten? b) Welches ist die Gesamtzahlungs-
verpflichtung des Versicherten? e¢) Welche Zahlungen haben dagegen die
Versicherungsnehmer zu leisten? d) Beweise so, daB fiir den einzelnen
Versicherungsteilnehmer die

1
= Nx4m—Nzpms1

Einkaufssumme K.Z 5 betragt.
x

44. Wie hoch ist die Einkaufssumme fiir eine Lebensversicherung mit a) 2jéhriger,

b) 3jahriger, ¢) 5jihriger Karenzzeit iiber eine Versicherungssumme von
a) 10000 RM, b) 5000 RM, e¢) 7000 RM, wenn der Versicherte beim Kauf
a) 56, b) 48, ¢) 26 Jahre alt ist?

46. Das Einkaufsalter und die Versicherungssumme sei vorgeschrieben. In

welchem Sinne éndert sich mit der Karenzzeit die Einkaufssumme?

46. Ein 34 jéhriger erwirbt fiir 3500 RM eine Todesfallversicherung mit 4 jihriger

Karenzzeit. Welche Summe kann den Hinterbliebenen ausgezahlt werden?
Durch die abgekiirzte Todesfallversicherung wird den Hinterbliebenen eines
jetzt xjihrigen, falls dieser wihrend der nichsten n Jahre stirbt, fiir das
Ende des Todesjahres das Kapital K gesichert.

47. Beweise, daB in diesem Falle die

1
= (Nx—Nzx4n)—(Nx41—Nxtn41)

Einkaufssumme K.Z Do ist.

48. Erértere den Zusammenhang zwischen diesem Werte und denen in Aufgaben 39

und 43. Gib insbesondere auch an, ob der in Aufgabe 47 genannte Wert mit
wachsendem n wichst oder abnimmt.

49. Wieviel mu man im Alter von a) 34, b) 42, ¢) 61 Jahren einzahlen, um

eine Todesfallversicheruing iiber a) 2500 RM, b) 4000 RM, ¢) 9000 RM
abzuschliefen, die a) 15, b) 18, ¢) 4 Jahre liuft?

50. Welches Kapital kann man seinen Hinterbliebenen sichern, wenn man im

Alter von a) 37, b) 41, ¢) 50 Jahren eine a) 20, b) 10, ¢) 6 Jahre laufende
Todesfallversicherung durch Einzahlung von a) 10000 RM, b) 3000 RM,
¢) 7500 RM abschlief3t?

51. Das Einkaufsalter und die Einkaufssumme sei gegeben. In welchem Sinne

#ndert sich das versicherte Kapital mit der Anzahl der Jahre, wihrend deren
die Versicherung gelten soll?
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Gemischte Versicherung

Die beliebteste Art der Versicherung ist diese: Ein zjihriger versichert sein
Leben unter der Bedingung, dal} die Versicherungssumme K im Falle seines
Todes, spiitestens aber nach n Jahren ausgezahlt werden soll. (Gemischie
Versicherung.)

62. Fiir die gemischte Versicherung betrigt die

-;—(N:—N,.;.n)—(Nx+1—Ns+n)

D °
Beweise dies a) auf direktem Wege, b) indem du beachtest, dal die in
Rede stehende Versicherung nichts weiter ist als die Vereinigung einer ab-

gekiirzten Todesfallversicherung mit einer einfachen Kapitalversicherung auf
den Erlebensfall.

63. Zahlenbeispiele fiir die gemischte Versicherung:

Einkaufssumme K-

K z n
a) 2500 34 15
b) 4000 42 18
¢) 9000 61 4

64. Vergleiche die Ergebnisse der vorigen Aufgabe mit denen in Aufgaben 49a,
b, ¢ und gib (unter Beriicksichtigung des bei Aufgabe 52b Gesagten) den
Wert der entsprechenden Erlebensfallversicherung an.

65. Lose die Aufgaben in 34a, b, ¢ fiir den Fall der gemischten Lebensversicherung.

56. Weitere Zahlenbeispiele zur gemischten Lebensversicherung:

K z n
2) 20000 30 20
b) 24000 35 25
¢) 10000 25 30
Jahresprimien

Alle bisherigen Aufgaben hatten zur Voraussetzung, daB die Versicherungen
durch eine einmalige Zahlung gekauft werden. In Wirklichkeit wird aber
nur selten ein Lebensversicherungsvertrag auf Grund einer einmaligen Ein-
lage abgeschlossen; weit hédufiger ist der Fall, da entweder dauernd oder
lingere Zeit hindurch von dem Versicherten an den Versicherer Jahres-
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pramien gezahlt werden. Fiir den Barwert dieser Jahresprimien ist es aber
gleichgiiltig, wer sie leistet oder empfingt; man kann sich also auch die
Rollen des Versicherten und des Versicherers vertauscht denken und dann
erscheint die Jahreszahlung als Leibrente?).

b7. Beweise so, daB allgemein die Jahrespriimie gleich ist dem Quotienten aus
dem Werte der abzuschlieBenden Versicherung und dem Werte derjenigen
. Leibrente, die der Primienzahlung entspricht. Beachte, daB diese Beziehung
sowohl fiir die dauernde wie fiir die abgekiirzte Primienzahlung gilt, die
t Jahre hintereinander erfolgt.

8. Zeige insbesondere. daB die um m Jahre aufgeschobene Leibrente im Betrage
von r (vgl. Aufgabe 18) durch ¢ Jahresprimien von je

Nxzgm

re Nx— Nzt

erkauft werden kann.

59. Die in Aufgabe 19 genannten Renten sollen durch ¢ Jahresprimien erworben
werden. Berechne die Hohe dieser Pramien, wenn ¢ den Wert a) 5, b) 3,
¢) 15 hat.

60. Untersuche, ob die in Nr. 58 angegebene Beziehung auch gilt, wenn ¢ = m ist.

61. Lose die Aufgaben 59 a, b, ¢ fiir den Fall, daB ¢ die in Aufgabe 19 {iir m an-
gegebenen Werte a) 10, b) 5, ¢) 20 hat.

62. Zeige auf Grund der in Aufgabe 57 angegebenen Beziehung, daB die um
m Jahre aufgeschobene, auf n Jahre zahlbare Leibrente (vgl. Aufgabe 28)
durch ¢ Jahrespriimien von je

Nigam—Nxgymen
Nx — Nx 4t

erworben werden kann.

63. Welche Annahme mufl man iiber » machen, wenn man aus dem soeben
angegebenen Werte den in Aufgabe 58 genannten erhalten will?

64. Lose Aufgabe 30 durch ¢ Jahresprimien, wobei ¢ den Wert a) 5, b) 10,
¢) 11 haben soll.

65. Welche Primie muBl ein a) 34, b) 40, ¢) 45 Jahre alter Versicherungs-
nehmer a) 10, b) 7, ¢) 8 Jahre lang zahlen, wenn er von seinem 55. bis
zu seinem 70. Lebensjahre eine Rente von 1500 RM beziehen will?

1) Die Ubcreinstimmung erstreckt sich auch auf die Zahlungstermine; sowohl die Versicherungsprimien als
auch die Leibrenten werden in der Regel prdnumerando gezahlt,
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66. Beweise mit Benutzung von Aufgabe 33, daB die Erlebensfallversicherung

67.

68.

w

69.

70.

1.
72.

3.
4.

iiber ein Kapital K durch ¢ Jahresprimien von je

Dx4n
K- Nz— Nz+1¢

erkauft werden kann.

a) Welchen einfachen Wert erhilt der Nenner dieses Bruches, wenn man
¢t =1 annimmt? b) Welchen Sinn hat diese Annahme? (Vgl. Aufgabe 33.)
¢) Erortere unter der Annahme ¢ = n die Beziehungen zwischen Aufgabe 66
und 24.

Lose Aufgabe 34 durch ¢ Jahresprimien, wobei ¢ den Wert a) 15, b) 10,
¢) 9 haben soll.

a) Lose die Aufgabe 35 durch 10 Jahresprimien, wenn bekannt ist, daB
(unter der dort gemachten Annahme eines ZinsfuBes von 4%) N, = 130474
und N;, = 177140 ist. b) Beachte und erklire die Abweichung gegen das
Ergebnis, zu dem die gewchnliche Rentenrechnung (ohne Benutzung der
Sterblichkeitstafel) fiihrt.

a) Beweise auf Grund von Aufgabe 39, da8 die Versicherung auf den Todes-
fall durch lebenslingliche Jahresprimien von je

-1

erworben werden kann. b) Zeige durch passende Umformung, daB dieser
Wert gleich

1 Nz41 .
7" ist.

Lose die Aufgaben 40a bis d fiir dauernde Priimienzahlung.

Welche Jahrespramien mu man bis an sein Lebensende zahlen, wenn man
im Alter von a) 25, b) 33, ¢) 37, d) 45 Jahren eine Todesfallversicherung
iiber a) 7500 RM, b) 10000 RM, ¢) 6000 RM, d) 4000 RM abschlieBt?

Lose die Aufgaben 4la bis d fiir dauernde Priamienzahlung.

Ein Versicherungsnehmer, der sein Leben im Alter von a) 40, b) 35 Jahren
mit a) 20000 RM, b) 30000 RM gegen lebenslingliche Prémienzahlung
versichert hat, stirbt im a) 55., b) 70. Lebensjahre. Um wieviel und in
welchem Sinne unterscheidet sich die ausgezahlte Versicherungssumme
von dem Betrage, der den Erben zugefallen wire, wenn der Versicherungs-
nehmer die Betrige der Jahresprimien jedesmal bei einer Bank zu 4%
Zinseszinsen angelegt hitte?

8 [20211
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75. Eine Sterbekasse setzt in ihrem Tarife fiir ein Eintrittsalter von a) 20, b) 30,
¢) 40, d) 50, e) 60 Jahren eine Jahresprimie von a) 2,00 RM, b) 2,56 R)M,
c) 3,44 RM, d) 4,92 RM, ¢) 7,64 RM auf je 100 RM Versicherungssumme fest.
Untersuche, um wieviel diese Bruttopramien hoher sind als die theoretisch
berechneten Nettopriamien.

76. Beweise auf Grund von Aufgabe 39, dal die Versicherung auf den Todesfall
durch ¢ Jahrespramien von je

l Nx— Nx41
K-
Nz — Nxge

erworben werden kann.

77. Welchen Wert hat man in Aufgabe 76 fiir ¢ zu setzen, um zu dem Ergehnis
von Aufgabe 70 zu gelangen?

78. Lose die Aufgaben 40 a bis d fiir ¢ Jahresprimien, wobei ¢ den \’\ ert a) 20,
b) 15, ¢) 12, d) 8 haben soll.

79. Lose die Aufgaben 41 a bis d fiir ¢ Jahrespramien, wobei ¢ den Wert a) 17,
b) 16, ¢) 11, d) 6 haben soll.

80. Beweise auf Grund von Aufgabe 43, daB die Todesfallversicherung mit
Karenzzeit durch dauernde Jahresprimien von je

1
= Negm—Nz4ms1
) - —

Nz

erkauft werden kann.
81. Lose die Aufgaben 44 a his c fiir lebenslingliche Jahresprimien.

82. Welche Jahresprimien mul man lebenslinglich zahlen, wenn man im Alter
von a) 25, b) 34, ¢) 45 Jahren eine Todesfallversicherung mit a) 10jihriger,
b) 6jahriger, ¢) 2jihriger Karenzzeit iiber a) 15000 RM, b) 8000 RM,
¢) 10000 RM abschlieBt?

83. Beweise auf Grund von Aufgabe 43, daB die Todesfallversicherung mit
Karenzzeit durch ¢ Jahresprimien von je

1
—Nxgm—Nzgmsi1

K. Nx— Nzt¢

erworben werden kann.
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84.

85.

86.

87.

88.

89.
90.

91.
92.
93.

94.

95.

Lrortere den Zusammenhang zwischen dem vorstehenden Werte und dem
in Aufgabe 80.

Lose die Aufgaben 44 a bis ¢ fiir ¢ Jahrespramien, wobei t den Wert a) 6,
b) 12, ¢) 20 hat.

Lése Aufgabe 82 durch ¢ Jahresprimien, wobei ¢ den Wert- a) 15, b) 11,
¢) 10 haben soll.

Beweise auf Grund von Aufgabe 52, dall die gemischte Versicherung durch
t Jahresprimien von je

L (Ne— Negn) — (Net1—Netn)
K.1
Nz — Nx gt

gekauft werden kann.

Lose die Aufgaben 53 a bis ¢ fiir ¢ Jahrespramien, wenn ¢ den Wert a) 10,
b) 12, ¢) 3 hat.

Desgleichen, wenn ¢ den Wert n hat.

Lose die Aufgabe 34 fiir den Fall einer geimischten Versicherung (vgl. Auf-
gabe 55) durch Zahlung von ¢ Jahresprimien, wobei ¢ (wie in Aufgabe 68)
den Wert a) 15, b) 10, ¢) 9 haben soll.

Desgleichen, wenn ¢ den Wert a) 20, b) 12, ¢) 10 hat.
Desgleichen, wenn ¢ den Wert n hat.

Lose die Aufgaben 56 a bis ¢ durch ¢ Jahresprimien, wobei ¢ den Wert
a) 10, b) 12, ¢) 18 haben soll.

Desgleichen, wenn ¢ den Wert n hat.

Priimienreserve

Ein Versicherungsvertrag, den l; Personen abgeschlossen hatten, sei schon
m Jahre in Giiltigkeit. Man diskontiere auf das (z +m )te Versicherungsjahr
sowohl das, was die Gesellschaft bis dahin empfangen hat, als auch das,
was sie bis dahin gezahlt hat. Die Differenz dieser Betriige heilt die Primien-
reserve der I, Versicherten fiir das mte Versicherungsjahr.

Hitte man im vorigen ebensogut sagen konnen: Man diskontiere auf das
(z + m)te Jahr sowohl die an die Gesellschaft noch zu zahlenden Primien
als auch die von der Gesellschaft noch zu leistenden Zahlungen? Erértere
die Beziehungen der so erhaltenen Differenz zu der vorigen a) dem abso-
luten Betrage nach, b) dem Vorzeichen nach. ¢) Welche Bedeutung hat
eine negative Primienreserve?
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96. Sprich in Worten aus, wie groll ganz allgemein die Primienreserve einer

97.

98.

99.

100.

(irgendwie gearteten) Versicherung, die von I Personen durch einmaligen
Kauf abgeschlossen worden ist, nach mjihriger Versicherungsdauer ist.

Wie gro8 ist hiernach die Primienreserve fiir einen Versicherten, der eine
der in Aufgabe 34 genannten Versicherungen abgeschlossen hat, nach
a) 10jdhriger, b) 8jihriger, ¢) 5jihriger Versicherungsdauer?

Fiir weitere Aufgaben dieser Art konnen Zahlenangaben aus den Aufgaben 14
bis 56 entnommen werden.

Etwas umsténdlicher als in Aufgaben 96 und 97 gestaltet sich die Berechnung
der Priimienreserve fiir den Fall, daB noch Prdmien fillig sind. Beispiel:

Wie groB ist fiir die in Aufgabe 72a genannte Versicherung die Priimien-
reserve nach 5jihriger Versicherungsdauer?

Anleitung: Wieviel betragt die Jahrespramie? Wieviel ist also in den 5 Jahren von allen
Versicherten eingezahlt worden? (Beachte, daBl im 2. Versicherungsjahre nur noch I,
am Leben sind usw.) Wieviel hat die Gesellschaft im Laufe der 5 Jahre ausgezahlt?
Diskontiere diese beiden Betrige auf das 5. Versicherungsjahr. Verteile den Betrag der
Differenz auf die gy noch lebenden Versicherungsnehmer. Mache die Probe, indem du die
von der Gesellschaft noch zu leistenden Zahlungen und die bei ihr noch einzuzahlenden
Préimien auf denselben Termin wie vorher diskontierst.

Wie groB ist fiir die in Aufgabe 82 genannten Versicherungen die Primien-
reserve nach a) 15jéhriger, b) 10jahriger, ¢) 5jihriger Versicherungs-
dauer?

Fiir andere Aufgaben dieser Art konnen Zahlenbéispiele aus den Aufgaben 59
bis 94 ausgewihlt werden.

Ein Mann hat im Alter von z Jahren eine Todesfallversicherung auf das
Kapital K abgeschlossen, kann aber nach m Jahren wegen Geldmangels die
Jahresprimien nicht weiterzahlen und wiinscht daher die Versicherung in
eine primienfreie umzuwandeln. Wie hoch ist in diesem Fall die beim Tode
zu zahlende Versicherungssumme? )

Anleitung: Berechne die Pramienreserve fiir das Ende des mten Versicherungsjahres.
Uberlege, wieviel der jetzt (z-+m)jahrige Mann als Einkaufssumme bezahlen miiBte,
um fiir den Todesfall das Kapital 1 zu versichern. Zeige durch einfachen Regeldetri-
schluB, daB die gesuchte Versicherung me gleich dem Quotienten der beiden vorher-
gehenden Betrage ist.

Fiir weitere Aufgaben dieser Art — auch fiir die Umwandlung von einfachen
Versicherungen in gemischte oder fiir den Riickkauf von Versicherungen
nach mjéhriger Vertragsdauer - konnen Zahlenbeispiele aus den Aufgaben 14
bis 94 entnommen werden.
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FUNFTES KAPITEL

Die rationalen ganzen und gebrochenen Funktionen

_§ 18. Die rationale ganze Funktion 2. Grades

=

Differentiation der ganzen Funktion 2. Grades

Berechne von der Funktion y=2x? den Differenzenquotienten
4y _h—y

Az T, —

und zeige am graphischen Bilde der Funktion seine Bedeutung (Beispiel:
z, = 1,5) . ’

Bestimme den Differenzenquotienten der folgenden Funktionen (in jedem
Falle ist der Nenner z, — & durch Kiirzung des Bruches zu beseitigen):

2y=rx. 3.y =2x.
4. y=azx. by =2nz.
6.y=x-+4. T.y=-3x+2.
S.y:%-i-ﬂ. "9.y=ar+b.

— 922 -z
10. y = 222, 11. T
12. y =ax?. 13. y = 4722,
4.y =2+ 2. 15.y=-g»-—4.
16.y=§+b. 17,y = 22 + z.

=22 — 2 -z e 1
18. y = a2 — 22 + 3. 19. y 4+3 5
20. y =ax?+ bx. 2.y =u*+ax +b.
2. y=ax+bx+ec. 23.,1/:2—:—}—%4-&
24. Von der Funktion y = x® werde der Differenzenquotient gebildet, und zwar

fiir den Punkt mit der Abszisse 2, = 3. Die Abszisse des anderen Punktes z
soll nacheinander die Werte z = 0; 1; 2; 2,9; 2,99; ... annehmen. Zeige
arithmetisch und soweit moglich am graphischen Bilde, welcher Grenze der
Differenzenquotient zustrebt, wenn der Abstand des variablen Punktes von
dem festgehaltenen Punkte kleiner und kleiner wird.
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25/46. Bilde von den in Aufgaben 2 bis 23 genannten Funktionen den Diffe-
rentialquotienten (die Ableitung), indem du, vom Differenzenquotienten aus-
gehend, den Ausdruck

9 lim 42 bildest.
x x

47. (Scherzfrage.) Darf man m == oder in das A oder d we(rheben? (Grund!)

48. Bestimme mit Hilfe des leferentm]quouenten die Winkel, welche bei den

graphischen Bildern der Funktion a) y _ﬁ’ b) 'y =r—(; die nach oben

gerichteten Tangenten in den T'unkten 0, +1, +2, 43, +4, +5, 46
mit der nach rechts gerichteten z-Achse bilden. Benutze diese Angaben zu
einer genaueren Zeichnung des graphischen Bildes der Funktionen.

49/70." Gib fiir die in den Aufgaben 2 bis 23 genannten Funktionen den Tangens
des Winkels an, den die im Punkte a) z =0, b) 2 =+1, ¢) = —3
des graphischen Bildes konstruierte, nach oben gerichtete Tangente mit der
nach rechts gerichteten x-Achse bildet.

Minimum oder Maximum der genzen Funktion 2. Grades

Die folgenden Funktionen sind zusammen mit ihren Differentialquotienten
graphisch darzustellen. Achte darauf, ob Bezichungen besonderer Art
zwischen dem Bilde der Funktion und dem der Ableitung bestehen:

1.y = 22 Roy=224+1.
B.oy=a2—-1. Hy=22+2cx+1.
7.y =x*—6x+6. 76.y=2>4+565x+6.
. y=2"—z—-6. By=at+2—-6

79. Verfolge die Grofe des Tangens des Winkels, den die an die Kurve
y = 2 — 2 im Punkte z konstruierte, nach oben gerichtete Tangente mit
der nach rechts gerichteten z-Achse bildet, wenn man z variiert. a) Welches
ist der absolut kleinste Wert, den dieser Tangens und damit der Winkel
iiberhaupt annimmt, und fiir welchen Wert von x wird er erreicht? b) Wie
heif3t das zugehorige y? Welchem Werte nihert sich der Tangens und welchem
der Winkel, wenn sich » dem Werte ¢) + oo, d) — oo néhert!)? Verfolge
alle diese Dinge arithmetisch und graphisch.

Bestimme das Minimum (den Wert, den die unabhingige, und denjenigen,
den die abhiingige Veriinderliche an der Stelle des Minimums annimmt) bei
folgenden Funktionen:

1) Das ist der @ibliche Ausdruck dafiir, daB z Uber jeden positiven Wert hinauswachst oder jeden negativen
‘Wert unterschreitet,
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80. y = x* 4 2. 81. y'=2* — 3.
2;y=3:t”—l. 83. y = a2+ 3z.
84.y=%2+2z. 85. y =32 — z.
86. y =22+ 32+ 4. 8l.y=12a*— 4z +2.
88.y=2x”—%+4. 89.y=2x2 — 82+ 1.
9o.y=f2_'+x—17. 91. y = 1022 + 10z + 7.
9R.y=(a— 2)2+ (b+ z)- 93. y =(9 — 3a)* — (1 — 22)2,
MUy=@—z)b— ). 95. y = (x +a)(x + b).
96. Welche Beziehungen bestehen zwischen den Koeflizienten
a) der Funktion y==z*4ax+b,
b) der Funktion y=ax?+bz+ec,

97.

98.

100.

wo a (in b) eine positiveZahl ist, und den Koordinaten m und n des Punktes,
in dem die Funktion ihr Minimum erreicht (des Scheitelpunktes der Parabel)?
a) Substituiere in die Funktion
y==a*+azx+b

die neue Variable z’, wo z = z’' + m ist. Welchen Wert muBl man m._er-
teilen, damit in der neuen, nach Potenzen von z' geordneten Funktion das
lineare Glied wegfillt? b) Welche geometrische Bedeutung hat die Parallel-
verschiebung des Koordinatensystems, die der Substitution z = 2’ + m

entspricht, wo m den nach a) bestimmten Wert hat? (Scheitelpunkt! evtl.
Nullstellen!)
Welche Form hat die Funktion 2. Grades y = 2 + az + b, die fiir den
Wert a) 2m =2, b) 2m = —3, ¢€) 2 =0, d) 2w = p ein Minimum hat?
Wie lautet die Funktion 2. Grades

y=a*+azx+0b,
die 8) fiir den Wert 2, =1 ein Minimum besitzt und an dieser Stelle den
Wert y,, = —3 hat, b) fir den Wert z; = 0 ein Minimum besitzt und
hier den Wert y, = —2,5 hat, ¢) fir z» = +1,5 ein Minimum besitzt
und hier den Wert y,, = +2 hat, d) fir 2» = p ein Minimum besitzt
und hier den Wert y,, = g hat?

Untersuche, welche Beziehung zwischen der Diskriminante d der Gleichung
22 4+ ax + b =0 und dem Werte n besteht, den die Funktion

y=2at+az+b
im Minimum erreicht.
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101. Um das Minimum einer Funktion 2. Grades
y=a*t+ax+b

zu finden, kann man so verfahren: Man 16st die Gleichung nach z auf
und setzt die Diskriminante gleich Null. Beweise die Richtigkeit dieses
Verfahrens und verfolge an einer Zeichnung, was fiir eine geometrische
Bedeutung das Verschwinden der Diskriminante hat.

102. Man kann die Gleichung 2* 4+ az 4 b =0 dadurch graphisch l6sen, daB
man die Parabel y = 2* mit der Geraden y + az + & =0 zum Schnitt*
bringt. Welche Ungleichungen oder Gleichungen zwischen ¢ und b miissen
erfiillt sein, wenn Parabel und Gerade a) zwei, b) einen und ¢) keinen
Schnittpunkt haben sollen? Zeige, dal im Falle eines Schnittpunktes die
Gerade Tangente an die Parabel ist.

Untersuche amn graphischen Bilde die Stellen, in denen der Differential-
quotient der folgenden Funktionen Null wird:

2

103.y=——-z:. 104, y = —22° + 3.,
105. y = —a? + 22 — 1. 106.1) y = —aa* +ba +c.
107. y = (8 — 2a)> — (1 — 3x)2 108.") y =(x —a)(b — z).

109. Was kann man iiber die Anzahl der Nullstellen der Funktion
y=—ax*+bx+ec,

wo @ eine positive Zahl ist, aussagen, wenn der Wert des Maximums positiv,
Null, negativ ist? . .

110. Welche Form hat die Funktion 2. Grades
y=-—a*+ax+0,
die fiir den Wert a) @, = +1, b) @, = — 3 ein- Maximum besitzt?
111. Wann hat eine ganze Funktion 2. Grades
=ax?+bxr+c
ein Minimum, wann ein Maximum?

112. Warum liefert das Nullsetzen des Differentialquotienten nicht auch die
Werte, denen die Funktion 2. Grades zustrebt, wenn sich die unabhingige
Variable den Werten 2 = 400 und x = —oo nihert?

113. Hat eine lineare Funktion Maxima oder Minima? (Grund!)

1) Fiir @ und b sind positive Zahlen zu setzen,
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Vermischte Aufgaben zur Differentiation

114, Differenziere den Ausdruck fiir das Quadrat der Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreiecks, ausgedriickt durch die Katheten,
z2=a*+ b
a) bei konstant gehalteflem b nach a, b) bei konstant gehaltenem @ nach b.

115. Differenziere den Ausdruck fiir das Quadrat einer Kathete eines recht-
winkligen Dreiecks, ausgedriickt durch die Hypotenuse ¢ und die andere
Kathete a,

z=¢t —a?
8) bei konstant ge.hnltenem a nach ¢, b) bei konstant gehaltenem ¢ nach a.

116. Differenziere den Ausdruck fiir das Quadrat der Resultierenden zweier
Kriftekomponenten a und b, die in einem Punkte angreifen und den kon-
stanten Winkel ¢ bilden,

y=a*+b*+ 2ab cus ¢
a) bei konstant gehaltenem b nach a, b) bei konstant gehaltenem a nach b.
117. Jemand 16st die Gleichung 2. Grades
2+ 2ax+b=0

in der Weise, daBl er den Ausdruck differenziert und aus 2z + 2a =0
sofort als Wurzel der Gleichung # = —a erhilt. Wo steckt der Fehler?
In den folgenden Aufgaben ist zu benutzen, daB der Differentialquotient
des Weges nach der Zeit die Geschwindigkeit ist. Natiirlich muB dabei
der Weg als Funktion der Zeit bekannt sein.

118. Der Weg eines im luftleeren Raum frei fallenden Korpers ist

1
_ 2
8= 5 gt

Wie groB ist seine Geschwindigkeit a) nach 1, b) nach 2, ¢) nach 3,2 Se-
kunden (g = 9,81, wenn ¢ in.Metern, ¢ in Sekunden gegeben ist)?

119. Der Weg eines mit der Anfangsgeschwindigkeit ¢ senkrecht nach unten
geschleuderten Korpers ist

8=ct +%gt2.

Wie groB ist seine Geschwindigkeit, wenn ¢ = 12,5 m_ pro Sekunde ist,
a) nach 1, b) nach }, ¢) nach 2,5 Sekunden?
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120.

121.

122.

Der Weg eines mit der Anfangsgeschwindigkeit ¢ senkrecht nach oben
geschleuderten Korpers (genauer die Entfernung des Korpers von der
Anfangslage) ist

8=ct— % .
Wie groB ist die Geschwindigkeit des Korpers a) nach 3 Sekunden, b) nach
£ Sekunden? ¢) Vergleiche die Geschwindigkeiten zu den Zeiten % -1,

d<+t,.

un 7 +¢4
Beim schriigen Wurf aufwiirts wird der Weg in 2 Komponenten s, und s,,
die eine in Richtung der Horizontalen, die andere in Richtung der.Verti-
kalen, zerlegt, und es ist, wenn ¢ die Anfangsgeschwindigkeit, « der Ele-
vationswinkel ist,

8; = cl-cosa, a,,=ct-sina—%t’.

Gib a) die Geschwindigkeit v, in der Richtung der Horizontalen, b) die
Geschwindigkeit vy in der Richtung der Vertikalen an.

Aufgaben iiber Maxima und Minima!?)

a) Wie hoch steigt ein mit der Anfangsgeschwindigkeit ¢ senkrecht nach
oben geschleuderter Korper, d. h. fiir welchen Wert von ¢ erreicht die
Entfernung 8 = ¢t — 12 1> des Korpers vom Ausgangspunkt ihr Maximum,

und wie groB ist der Wert des Maximums? (Vgl. Aufgabe 120.) b) Wann
wird beim schrigen Wurf aufwirts der hochste Punkt der Wurfbahn

" erreicht, d. h. fiir welches ¢ wird 8y (Aufgabe 121) ein Maximum?

123.

124.

125.

Man will eine GréBe  ablesen, begeht dabei aber den Fehler f, d. h. man

liest tatsiichlich # — f ab. Macht man n Ablesungen und begeht dabei die

Fehler f,, ... fn, so untersucht man den Ausdruck
y=@E@-—NP+@—f)P+--+(z—fa)

Fiir welchen Wert von z wird diese Funktion ein Minimum?

Eine Strecke von 100 m Linge ist so in 2 Teile zu zerlegen, da das Recht-
eck aus diesen ein Maximum wird.

Zerlege eine Strecke von 24 m Linge so in 2 Teile, daB die Summe der
Quadrate iiber den Teilen moglichst klein wird.

1) Fiir den Fall, dag dle Lehre von den Maximis und Minimis im Zusammenhang behandelt wird, folgt hier
elue Zusammenstellung von Aufgaben dieses Gebietes, die je nach der Art der auftretenden Funktionen in
diesem Bucho verstreut stehen; §18, Aufgaben 122 bis 139; § 19, Aufgaben 42 bis 116; § 22, Aufgaben 45
bis 63; §24, Aufgaben 56 .bis 67; §26, Aufgaben 63 bis 68, 70 bis 85, 110 bis 126; §27, Aufgaben 28 bis 87;
§28, Aufgaben 11 bis 27, 86 bis 68; § 20, Aufgaben 90 bis 99, 142 bis 149, 162 bis 159, 176 bis 182,
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126. In welche Summanden muB8 man eine Zahl a zerlegen, damit deren Produkt
moglichst groB werde?

127. Welches von allen Rechtecken mit gleichem Umfang hat den gro3ten Inhalt?

128. Welches von allen Dreiecken, deren Grundlinie und Hohe die Summe a
haben, hat den grofSten Inhalt, und wie groB ist dieser?

129. Die lange Seite a eines Rechtecks ist um ebensoviel kiirzer wie die kurze b
linger zu machen; wie ist die Gestaltinderung einzurichten, damit der.
Tuhalt des Rechtecks ein Maximum wird? Wie gro8 ist der Inhalt des neuen
Rechtecks, und um wieviel iibertrifft er den Inhalt des alten Rechtecks?
(Vgl. Aufgabe 127.) )

130. Untersuche, fiir welches Dreieck 4 BC mit der Basis a und der zugehérigen

Hohe k der Ausdruck 4 B2 4 AC? ein Minimum wird (als Verinderliche
~wiihle den einen Abschnitt auf der Basis!).

131. Nach dem Kosinussatz gilt fiir eine Dreiecksseite a die Formel
a? = b2 + ¢ — 2bc - cosa,

wo b und ¢ die anderen Dreiecksseiten sind und « der a gegeniiberliegende
Winkel ist. a) Untersuche, wann a® und damit @ einen extremen Wert
annimmt, wenn & und ¢ konstant bleiben, b aber verinderlich ist. b) Ent-
“scheide, ob der Extremwert ein Maximum oder Minimum ist, und gib eine
geometrische Deutung des Ergebnisses.

132. In einem Dreieck mit dem konstanten Winkel « ist die Summe der beiden
anliegenden Seiten 8. Welchen Wert miissen die beiden Seiten haben, damit
der Flicheninhalt ein Maximum wird?

133. Einem Kreise ist das Rechteck gréSten Inhalts einzu-
schreiben.

134. Einem Kreise ist das Rechteck mit dem groBten Um-
fange einzuschreiben.

135. Einem Dreieck ist das griBte einer Seite anliegende
 Rechteck einzuzeichnen (vgl. Fig. 12).

Fig. 12

136. Uber den Seiten eines Rechtecks, dessen Umfang 2s gegeben ist, werden
nach auBlen a) Quadrate, b) gleichseitige Dreiecke errichtet. Wie groB
miissen die Seiten des Rechtecks sein, wenn der Flicheninhalt der ganzen
Figur ein Minimum werden soll? )

137. Gegeben ist der Mittelpunkt M eines Kreises mit verinderlichem Radius,
ferner ein Punkt 4, von dem aus die Tangenten A B und AC an den Kreis
gelegt sind. Wie groB muf3 der Radius sein, damit die Beriihrungssehne BC
moglichst groB wird?
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138. Ein Kegelstumpf hat eine gegebene Héhe 4, und die Summe seiner Grund-
kreisradien ist a. Unter welchen Umsténden ist sein Volumen ein Maximum
und ein Minimum?

139. Aus einem gegebenen Kreise ist das Filter von groBtem Kubikinhalt aus-
zuschneiden; mit anderen Worten: Unter allen Kreisausschnitten von
gleichem Halbmesser ist derjenige gesucht, der den Kegel von grofBtem
Inhalt als Mantel begrenzt.

Anleitung: Wahle als Unbekannte den Zentriwinkel des Kreisausschnittes und unter-
suche nicht das Volumen selbst, sondern das Quadrat des Volumens.

§ 19. Die rationale ganze Funktion 3. Grades

Das Kurvenbild der Funktion

Gib eine graphische Darstellung der folgenden Funktionen 3. Grades durch
Konstruktion einer ausreichenden Anzahl von Punkten:

l.y=2%—4. 2. y=(x— 20>

y=284222— 2 — 2. 4 y=2%+322+3z+1.
b.y=2a*+222 -5z —86. 6. y=2a"—222—2z+42.
. y=2—a24+2—1. 8.y=2+222+ 2+ 2.

Gib die ganzzahligen Grenzen an, zwischen denen die Nullstellen der folgen-
den Funktionen liegen:

9. y=2a%— 222 - 10. 10 y = 2% — 32+ 7.
1. y = 28 — 172 + 100. 12.y=a8 — 9z +5.
13. y=22%— 322 — Tz +5. 4. y=523—Ta*+ 3z +9.
15. a) Berechne von der Funktion y = 2® den Differenzenquotienten
4y _n—y
Az x,—a’

wobei der Nenner z, — « durch Kiirzung des Bruches zu beseitigen ist.
b) Bilde den Differentialquotienten der Funktion y = 2% indem du

2 _ tim 4Y pildest.
4z 4z04%

16. Bestimme den Differentialquotienten a) der Funktion y =23, b) der
Funktion y =li; fiir die Werte 2 =0, z = +1, 2 =+2, 2 = 43 und
berechne die Lage der in diesen Punkten an die Kurve gelegten Tangentén.
Bestimme die Differentialquotienten der folgenden Funktionen:

17, y = 2a9. 18. y = '3

19. y = $mat, 20. y = } 222,
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21,y =aad.

23, y =%+ a2,

26, y = 2% — 12z + 5.

2. y=2a®—2*— 16z + 10.
29. y =2 — 112% — 167 + 98.
3l.y=2a%— 2> —4x 4 4.
B.y=2*+ax>+ bz +ec.

22.y=a‘—:-=.

4. y=aa®+bzx.

26,y =22% — 9a> + 122 — 2.
28. y = a% — 1322 — 642 + 32.
30, y = 2® — 1222 4+ 452 — 10,
3R y=22%+ 32> - 32 — 2.

M. y=ax*+bx+cx+d.

Bestimme die Differentialquotienten folgender Funktionen:

B.y="+=x und y=2—z.
36.y=2°+3 und y=a%— 3.
3.y =22 und y=—223
38. y =528 und

39. y=(x+1)3 und
40, y = (z + 2)* und

4l.y =2a® und y =

Maxima und Minima der Funktion

42. a) Welche Lage hat die Tangente in einem Punkte der Kurve, in dem die
Kurve ein Maximum oder Minimum hat? b) Welche Gleichung ergibt sich
daraus unter Verwendung des Differentialquotienten zur Bestimmung der
Stelle, wo ein Maximum oder Minimum ist? ¢) Ist die nach b gewonnene
notwendige Bedingung hinreichend dafiir, daB ein Maximum oder Minimum

eintritt? (Grund!)

Untersuche bei den folgenden Funktionen, ob Maxima und Minima vor-
handen sind, und wenn sie vorhanden sind, bestimme die zugehérigen Werte
der unabhingigen Variablen und das Maximum und Minimum der Funktion

selbst:
43, y = 3.
45,y = 22% + 22
4. y=(x—1)(x — 2) (x — 3).
9. y=z(22+ 2+ 1).
5Ly =(z— 1)(2% - 1).
83. y=2a%+ 922+ 272 — 5.

4.y =23+ 2.

46. y =223+ 3224+ 3x - T.
48. y =z (x — 1) (2 + 3).
50, y = (. — 1) (22 + 1).
B2.y= (x4 1) (22— 1).
b4,y =23 —62° + 122 + 3.
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55. y = 2 +ax +b. 86. y =2"+aa* +bx.
57, y=(r —a)(x — b)2., 88. y=(x — a)(z — b) (z — ¢).
89. y = (z — a)® + (z — b). 0. y=(z —a)P + (x — b3+ (x — c).

61. Welchen Bedingungen unterliegen die Koeffizienten p und g einer Funktion
3. Grades
y=2x*+pz—g,

wenn die Funktion ein Minimum und ein Maximum fiir
8) zm =13, b) zm=+%, €) Tm = +t
besitzen soll (der positive Wert soll dem Minimum, der negative dem Maxi-
mum entsprechen)?

62. Wie lautet die allgemeine Form einer Funktion 3. Grades

) y=2*+azx*4+bzxr+ec,

(d. h. welchen Bedingungen unterliegen die Koeffizienten a, b und c), die
a) ein Minimum bei Zmin = 2, ein Maximum bei 2max = —3, b) ein Minimum
bei min = +1, ein Maximum bei Zmax = —1, ¢) ein Minimum bei 2w = m,
ein Maximum bel Zpax = # besitzt?

63. Wie lautet die Funktion 3. Grades

y=24azx? + bz +ec,

wenn 8) die Bedingung a der Aufgabe 62 erfiillt ist und die zur Funktion
gehorige Kurve durch deh Nullpunkt geht, b) die Bedingung b der Auf-
gabe 62 erfiillt ist und die Funktion fir z =1 den Wert y =1 erhils,
¢) die Bedingung a der Aufgabe 62 erfiillt ist und der Wert des Minimums 3
ist, d) die Bedingung o der Aufgabe 62 erfiillt ist und das Maximum den
Wert M hat?

Gecmetrische Anwendungen

84. Welcher von allen Kegeln, fiir die die Summe von Grundkreisradius und
Hohe einen gegebenen Wert besitzt, hat das groBte Volumen?

65. Einer gegebenen Kugel ist ein Zylinder mit mdglichst graBem Valumen
einzuschreiben.

66. Einer gegebenen Kugel soll ein gerader Kegel mit méglichst groSem Volumen
eingeschrieben werden.

67. In eine Halbkugel, deren Radius gegeben ist, soll der Kegel von gré8tem
Volumen eingeschrieben werden, der seine Spitze im Mittelpunkt der Grund-
fliche hat.
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68.

69.

70.

71

72.

iner Kugel soll der Kegel von grofitem Volumen eingeschrieben werden,
der seine Spitze in einem gegebenen Punkte P des Kugelinnern hat. (£ sei
gegeben durch seinen Abstand a vom Mittelpunkt der Kugel.) — Lasse im
Ergebnis den Abstand @ von 0 bis r variieren und beachte die Beziehung
zu den Aufgaben 66 und 67.

Ein rechtwinkliges Stiick Pappe ist @ em lang und b em breit. Aus jeder
seiner Ecken soll ein Quadrat so ausgeschnitten werden, dall der -aus dem

Rest zusammengebogene offene Kasten einen mdaglichst groBien Inhalt hat
(Beispiel @ = 25, b = 17). Welche Ausmalle hat der Kasten?

Der 2. Differentialquotient
Stelle die Funktion

y=2o%—3x 42
und ihre erste Ableitung in dem gleichen Achsensystem graphisch dar.
Zeichne diejenigen Teile der Funktion, wo die abgeleitete Funktion fallt,
schwarz, und diejenigen Teile, wo die abgeleitete Funktion steigt, rot.

Untersuche, ob die abgeleitete Funktion dort, wo das Minimum der Funktion
ist, steigt oder fillt. Stelle die gleiche Untersuchung beim Maximum an.

Beweise durch Untersuchung der Tangentenrichtung, daB an der Stelle, wo
die Funktion 3. Grades ein Minimum hat, die zugehérige abgeleitete Funktion
steigt.

Beweise durch Untersuchung der Tangentenrichtung, daB an der Stelle,
wo die Funktion 3. Grudes ein Maximum hat, die zugehorige abgeleitete
Funktion fillt.

a) Bilde von der Funktion
y=2a—3x+2
auch die 2. Ableitung (den 2. Differentialquotienten), d. h. die Ableitung der

‘1. Ableitung. b) Trage das graphische Bild der 2. Ableitung in das nach

Aufgabe 70 hergestellte Bild ein. Welchen Teil dieses Bildes wird man hier
schwarz und welchen rot zu machen haben?

Beweise, daf3 an der Stelle, wo die Funktion ein Minimum hat, die 2. Ab-
leitung positiv ist, und daB an der Stelle, wo die Funktion ein Maximum
hat, die 2. Ableitung negativ ist.

. Welche Eigenschaften hat die Kurve und die graphische Darstellung ihrer

1. Ableitung in dem Punkte, in dem die 2. Ableitung Null ist (Wendepunkt,
Wendetangente)?

Gib von den folgenden Funktionen eine graphische Darstellung und ebenso
von ihren 1. und 2. Ableitungen, und zeige in jedem Falle, daB das
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Vorzeichen der 2. Ableitung dariiber entscheidet, ob die Kurve nach
oben oder unten gekrimmt ist. Was tritt ein, wenn die 2. Ableitung
Null wird?

76. y = 3a2 .y= 22
®y=2+32 -1 Wy=-2+2:-2.

80. y = 3. 81. y = — a3

82. =_’éf. 83.y=—§.

8. y=23+32>+2—1. 8. y=2a%— 22 — 42+ 4.

86, y = 2® + 322 4 32 — 2. 87.y=2a% -3z + 2.

88. y =23+ 32>+ 92 + 2. 89. y = (z — 1)3
90.y=(z—2)2(z+‘2). 9. y=(x—1)(z+ 2)(z — 3).

Bei den folgenden Funktionen ist ohne graphische Veranschaulichung, ledig-
lich durch Diskussion der 1. und 2. Ableitung, die Art der auftretenden
Extremwerte, ob Maximum, Minimum oder keines von beiden, festzustellen.
Die auftretenden Koeffizienten a, b, ¢ sollen positive Zahlen sein.

92. y =ax®+ bz. 9. y=—ax®+bx.
9. y=az® - bz. 95. y=ax® —br+ec.
96. y =ax®+b. 9. y= —ax®+ bx.
98. y =ax® 4 bal 99. y =aa® — bat

Wendepunkt und Wendetangente

Bestimme 8) die Koordinaten des Wendepunktes, b) die Lage der Wende-
tangente (der Richtungsfaktor ist anzugeben!) bei den folgenden Kurven:

100, y = 28 — 2% + 22 + 1. 101.y=§—z2+4x+16.
102, y = 22% — 32 4 25. 103. y =102 — 1522 — 11,
14, y=(z — 1)(x — 7) (x + 5). 105. y = (z — 6) (z + 7) .
106. y = (x — 3)%*(xz — 10). 107. y = (z + 2)%=.

108, y = (z + 1)® + (= — 1)3. 109. y = (22 + 1)® — (z — 2)3.

Bestimme a) die Lage des Wendepunktes, b) den Richtungsfaktor der
Wendetangente bei den Funktionen

110, y=23+ax®* + bx +c.
Hl.y=ax*+ba2+cx+d.
112. y =284+ px+q.
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113.

114.

115.

116.

Teile die Funktionen 3. Grades in 2 Typen ein, von denen der eine keine
Extremwerte (Maximum und Minimum), der andere 2 besitzt. Welche Un-
gleichung ist fiir die Koeffizienten der Funktion
y=o84azt4bz+c
entscheidend? Wie gestalten sich die Verhiltnisse, wenn an die Stelle der
die beiden Typen kennzeichnenden Ungleichungen die Gleichung tritt?
Welche Bedingungen miissen fiir die Koeffizienten der Funktion 3. Grades
y=2*+az*+bzx+c
erfiillt sein, wenn die Funktion bei 8) zp =1, b) 2o =13, ¢) 20 = — §,
d) zp == w einen Wendepunkt haben soll?
Welche Bedingungen miissen fiir die Koeffizienten der Funktion 3. Grades
y=a*+az*+bx+c

erfiillt sein, wenn die Funktion a) bei z, = —1 einen Wendepunkt haben
und wenn die Wendetangente parallel zur z-Achse verlaufen soll; b) wenn
sie bei 2y = — % einen Wendepunkt haben und wenn die Wendetangente
mit der z-Achse einen Winkel von 45° bilden soll? )

Welche Bedingungen miissen fiir die Koeffizienten der Funktion 3. Grades
y=2*+az*+bx+c

erfiillt sein, wenn a) Wendepunkt und Wendetangente den in Aufgabe 115a
ausgesprochenen Bedingungen geniigen und wenn die Funktion im Wende-
punkte den Wert 42 annimmt; b) wenn Wendepunkt und Wendetangente
die in Aufgabe 115b ausgesprochenen Bedingungen erfiillen und wenn die
Kurve durch den Nullpunkt geht?

§ 20. Die Gleichung 3. Grades

bt

Koeffizienten und Wurzeln

. Es sei x, eine reelle oder imaginire Nullstelle der Funktion

y=2"taz*+bz+c,
d. h. der Wert

h=2a+azi+ bz +e
sei gleich Null. a) Bilde y — y, und untersuche diesen Ausdruck auf seine
Teilbarkeit durch z — z,. b) Welchen Grad hat der Quotient ‘Z%Z:?
¢) Zeige, daB3 die Nullstellen des Quotienten auch Nullstellen der Funktion y
sind; gilt auch das Umgekehrte? (Grund!)

9 [2021)
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2. a) Von der Gleichung 23 — 7z + 6 = 0 ist x; = 2 eine Wurzel, b) von der
Gleichung 22® = 5z 4+ 9 ebenso z, = 3; welche Gleichungen hat man weiter
zu losen, um auch die anderen Wurzeln zu {inden? Wie heillen diese?

8. Welcho Produktdarstellung ergibt sich auf Grund der Uberlegung in Auf-
gabe 1 fiir die Funktion 3. Grades, wenn z,, %, und z; Nullstellen sind?

Beweise folgende Sitze:
4, Eine Gleichung 3. Grades kann nicht mehr als 3 Wurzeln haben.

6. Eine rationale ganze Funktion 3. Grades (mit reellen Koeffizienten) hat
mindestens eine reelle Nullstelle. (Untersuche den Wert der Funktion fiir
2= +00 und 2= —co; graphische Darstellung!)

6. Eine Gleichung 3. Grades hat 3 Wurzeln.

7. Eine Gleichung 3. Grades (mit reellen Koeffizienten) hat entweder 3 reelle
oder 1 reelle und 2 imaginire Wurzeln.

8. Hat eine Gleichung 3. Grades (mit reellen Koeffizienten) 2 imaginire Wur-
zeln, so sind diese konjugiert komplex.

Bilde die Gleichungen 3. Grades, die folgende Wurzeln haben (die Ausdriicke
sind nach fallenden Potenzen der Unbekannten zu ordnen!):

9.1, 2, 3. 10.1, 1, —2.

11.2, 3, —5. 12.3, —4, —1.

13.7, +V5, —V5. 4.2, +V-3, —y=3.
15. —8, 0,36, 0,75. 16. 3, 3, —0,75.

17.7, —3}, —4}. 18.3%, —%, —15.

19.3, 144, 1—1. 20. -5, 2+ 15, 2—15.
21.3, =3+V5 8-V 22‘_1,1+il/§ 1-43

2 ’ 2 2 ’ 2
23. Bilde die Gleichung 3. Grades, in der alle 3 Wurzeln a) +5, b) —4,
¢) w sind.

24, Bilde die Gleichung 3. Grades, in der 2 Wurzeln a) @ =z, =10,
b) #; = 2z, =a zusammenfallen, wihrend die 3. Wurzel im Falle
a) z; = —10, im Falle b) 2; = b ist.

25. Zeige, daBl eine Gleichung 3. Grades, die a) 2 reelle Wurzeln @ und b und
1 imaginire Wurzel, etwa 1 + 4, hat, b) 3 imaginire Wurzeln, etwa 1 + 1,
1 — ¢, 1 + 2¢, hat, imaginire Koeffizienten hat.
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26. (Vietascher Wurzelsalz.) Beweise durch Koeffizientenvergleichung die Richtig-
keit folgender Gleichungen zwischen den Koeffizienten @, b und ¢ und den
Wurzeln z,, 2, und z; der Gleichung 3. Grades 2* +ax? 4+ bx 4+ ¢=0:

L x1+ x2 + x3=—a,

1L X1X2 + X1X3 + X2X3 = b,

1L,

X1X2Xx3 = —C.,

27. Wie lauten die 3 Gleichungen der Aufgabe 26, wenn die Gleichung

axd+bat+cx+d=0

vorgelegt wird?

Bilde unter Benutzung der Gleichungen T, IT, TII der Aufgabe 26 die Gleichun-
gen 3. Grades, die folgende Wurzeln haben?):

28.2, 3, 4.
30.2, —3, 4.

32. 41, +1, +1.
34, +1, —1, +1.

36.a, b, c.
38.4, 1, %
40. 2, 13, %.

42.1, 1+ 24, 1 =21,

29, —2, —3, —4.
31. —2, +3, —4.
33. -1, -1, —1.
35. —1, +1, —1.

37.a, —b, c.
39. +4%, -4, +%.
41.2, -1}, %.

43. -2, 144,11,

Aus dem Vietaschen Wurzelsatz folgt, daB eine rationale YWurzel einer
Gleichung 3. Grades mit ganzen Koeffizienten (wofern eine solche iiberhaupt
vorhanden ist) ein Faktor des von z freien Gliedes ist. Benutze diese Tat-
sache, um erst eine Wurzel und dann nach dem in Aufgabe 2 angewandten
Verfahren die anderen Wurzeln zu bestimmen.

4. 23 - 5x=12.

46. 2 — 822+ 132 —6=0.
48. 23 — 622+ 11z — 6 =0.
50. 28 4+ 2x2 — 232+ 6 =0.

62. 2% — 4?4+ 2 —4=0.
b4 2® — a2 — fx 4 ¢ =
56. 62° — 2922 =45 — 53z.

1) Vgl, auch Aufgaben 9 bis 22,
9

45. 28 — 722 4 50=0.

7. 28— 4224+ x4+ 6=0.
49, 28 + 8224 5z — 50 =0.
6l. 2% — 422 — 152 — 42 =0.
53. 2% — 522+ 82 —6=0.
65, 2% — 2§22+ 2§z —1=0.
57.7C + 11z =472 — 623,
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Auch bei den folgenden Gleichungen mit allgemeinen Zahlen ist eine Wurzel
leicht zu finden. Bestimme die anderen:

58. 2 + px =0. 59. 23 4+ ax2 — bxr=0.
60. 2 +ax2—ax—1=0. 6l.ax® +bx—bxr—a=0.
62, 23 4-ax+ax+1=0. 63.aa2® + b2+ bx +a=0.

Die folgenden ganzen Funktionen 3. Grades sind als Produkte linearer
Funktionen darzustellen?):

64. y=2a+4x2+z— 6. 65, y = 2% — 9a° + 262 — 24.
66. y = 2® — 19z 4 30. 67. y = 2% — 122* 4 472 — 60.
68. y =28+ 422+ 4x. 69. y =162% — 162> — z + 1.
70. y = 182% + 452% — 26 4 3. . y=42%— 22— 16z + 4.

. y=2a%+ 2a2? 4 a’x.
B.y=2a+ (b—2a)2+a(e — 2b)x 4 a®b.
.y =23 — ba* — a’z + ab. '

Die reduzierte Form der Gleichung 3. Grades
75. a) Substituiere in die Funktion
y=a*+ax?+bz+c
die neue Verinderliche z', die mit z durch die Gleichung
z=z+m

verbunden ist. b) Bestimme m so, daB in der neuen nach fallenden Potenzen
von z' geordneten Funktion der Koeffizient des quadratischen Gliedes
Null wird.

76. Die reduzierte Form der Gleichung
Btart4+br+c=0
7+ pa’ +¢=0.

Welche Gleichungen bestehen zwischen den Koeffizienten a, b, ¢ und den
Koeffizienten p, gt

heiBe

Verwandle folgende Gleichungen in reduzierte kubische Gleichungen:

7.2 - 322462~ T=0. 78.22% — 122> 4 82 — 19=0.
79. 34522 — 32— 16=0. 80. 528 — T2+ 32— 8=0.
1) Wihrend in den vorhergehenden Gleichungen die GriBe x eine Unbek war, b 2 in den folgend

Funktionen eine Variable. Achte auf den Unterschied von Funktion und Gleichung, von Variable und Un-
bekannte und auf die engen Beziehungen, die zwischen beiden herrschen.
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81.72% + 322 + 10 =0. 82.192% — 1022+ 8 =0.
83. 23 + 3ax® -+ 3bx+c=0. 84, 2% —aat+bx —c=0.
85. a2® + 3ba* +3cx+d=0. 86.a2% — bz 4-cx —d =0.

87. Zeige, daB der zur reduzierten Form der Gleichung fiihrenden Substitution
eine Verschiebung der zugehérigen Kurve entspricht, durch die der Wende-
punkt auf die y-Achse zu liegen kommt.

88. Beweise, daB die der Funktion 3. Grades entsprechende Kurve zentral-
symmetrisch in bezug auf ihren Wendepunkt ist.

89. Welche Gleichungen gelten zwischen den reellen Wurzeln z,, 2, und z, einer
reduzierten Gleichung 2® + pxr + ¢=0?

90. Welche Gleichungen gelten zwischen der reellen Wurzel x, und den imaginiren
Wurzeln 2, = a, + by¢ und 23 = a3 + ;¢ einer reduzierten Gleichung
2+ pr+q=0"?

91. Driicke durch die Koeffizienten @ und b der reduzierten Gleichung

2+ ax +b6=0
die GroBen a) af 4 a3 + 23, b) 2 + 2} + 2, ¢) o} — z,2; aus.
92. 1) Bringe durch die Substitution =% die Gleichung
28 + az?+ b =0

auf die reduzierte Form. b) Untersuche, ob diese Substitution schneller zum
Ziel fiihrt als die in Aufgabe 75 angegebene Substitution. ¢) Bei welchen
Gleichungen 3. Grades fiihrt die in a angegebene Substitution zum Ziel?

Reduziere die folgenden Gleichungen:

93. 23 + 6522 —4=0. 94. 28 + 222 +5=0,
9. 2+ 5 +2=0. 9.2 — % 4+ 6=0.

97. 28+ 2>+ 1=0. 98. 823 — 522 — 8 =0.
99, 23 —ax+0=0. 100. a2® 4 ba* 4+ ¢ = 0.

Die Cardanische Formel
101. Gib die Losungen der Gleichung 2% + pz + ¢ =0 an, wenn a) p =0,
b) ¢ =0 ist.
102. In der reduzierten Form der Gleichung 3. Grades
L «*+ px+q=0
gei p#+ 0 und ¢ + 0. a) Substituiere = + v und zeige, daBl I erfiillt

ist, wenn I w4 ovd=—q,

. uv=—%
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ist. b) Sind die Gleichungen II und III notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir I oder nur hinreichende Bedingungen? ¢) Bestimme aus
II und I1I erst %3 und v3, dann % und v.

103. Mache die Probe darauf, daBl die Gleichung
A4 prtq=0
durch den Ausdruck (Cardanische Formel)

n=V——+V“ +V___/T:?

7

befriedigt wird.

104. a) Welche Ungleichung muf erfiillt sein, wenn die in der Cardanischen
Formel auftretenden Quadratwurzeln reell sein sollen? (Unterscheide die
Fiille p positiv und p negutiv!) b) Welchen Wert erhilt der Ausdruck der
Cardanischen Formel, wenn die Diskriminante der kubischen Gleichung

d=F+4
Null wird?
105. Wie lautet die Diskriminante der noch nicht reduzierten Gleichungen
a) P¥*+axt4br+c=0
b) ax®+ b2+ cx 4 d = 0?
In folgenden Gleichungen ist eine Wurzel nach der Cardanischen Formel

zu bestimmen; die beiden anderen Wurzeln sind durch Division mit z — 2,
zu finden (vgl. Aufgaben 1 u.2):

106. 2% = 3z + 2. 107. 23 =36z 4 91.
108. 2 =9z — 28. 109. 22 + 92+ 26 =0
110. 2% — 18z = 35. 111, 2® — 722 — 280 =0.

112. a) Gib die simtlichen Wurzeln der Gleichung 2* =1 an. b) Zeige, da8
zwischien den komplexen Wurzeln ¢, und ¢, dieser Gleichung (den 3. Einkeits-
wurzeln) folgende Gleichungen bestehen:

L g.e=1,

II' tf = &3,
11 &g =¢.
113. Gib die 3 Wurzeln u,, %,, %; und v,, v, v, der Gleichungen
= »
ul= — — -+ kT

v3=—.g-—]/£+£3 an.

4 u?
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114. a) Welche von den an sich 9 Moglichkeiten w = u, + v4, wo n =1,2,3
ist, kommen mit Riicksicht auf Gleichung III, Aufgabe 102 allein als
Wurzeln der kubischen Gleichung in Betracht? b) Fasse in diesen Aus-
driicken fiir die 2. und 3. Wurzel der kubischen Gleichung

3 s

=1 8
2 3 2 3
O VA YN T - /N O T3

8
— — q- 3 q —_ _112 —’73
xs——sel/ - +V 7+81V'—Tz' T T+ 57

die reellen und die rein imaginiren Teile zusammen.

115—120. Bestimme bei den Aufgaben 106 bis 111 die 2. und 3. Wurzel nach
der in Aufgaben 112 bis 114 angegebenen Methode unmittelbar aus der
Cardanischen Formel.

Lose folgende Gleichungen:

121, 22 =2z + 3. 122. 3 =2 — 7.

123. 28 4+ 52— 4 =0. 124, 2® =42z 4 15.

125. 28 4+ 72 — 8=0. 126. 2% = 26 + GO.

127. 42 — 52 — 6 =0. 128. 723 4 32 — 100 = 0.

129. 1523 4+ 1322 — 2 =0. 130, 11123 = 522 - 4,

131. 23 — 322 442 — 4 =0. ] 132. 523 4+ 1022+ 72— 2=0.

133. 323 + 13224 11z — 14 =0. 134. 2822 — 12622 + 1952 — 139 =0,

Der Casus irreducibilis
135. Die Diskriminante der kubischen Gleichung
P —pr+g=0
sei negativ. (Achte auf die Vorzeicheniinderung gegen Aufgabe 76! Warum
ist sie vorgenommen?) Schreibe die Radikanden der 3. Wurzeln in der
Cardanischen Formel als komplexe Zahlen und zielie die 3. Wurzeln unter
Verwendung des Moivreschen Satzes (vgl. § 9, Aufgabo 34, 42, 43).

136. Zeige so, daB die Wurzeln der kubischen Gleichung mit negativer Dis.
kriminante
x*—px4+q=0
die folgenden sind:

X = 21/. cos :
xg=—21/-.—'00(

x3=—2 —-cos(

o:|€

- 60°),

wle

w) ,
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worin ¢ durch die Gleichung
9

2

€8P = — —— bestimmt ist.

VP_‘E
7

137. Beweise die goniometrische Formel

cosp = 4~cosa-§ - 3~cos%.

138. a) Uberzeuge dich von der Richtigkeit der Gleichung

2V _3p2(r.cosl) -2 =
(r-cosa) 77 |r-cos5) — - cosp=0.

b) Bringe diese Gleichung in Ubereinstimmung mit der kubischen Gleichung
2 —pz+9=0,
indem du
z=r-cos %
setzest und 7 und ¢ geeignet bestimmst. ¢) Welches sind die beiden anderen
Wourzeln der Gleichung? d) Zeige die Ubereinstimmung dieser Losung mit
jener der Aufgabe 136.
Folgende kubische Gleichungen haben 3 reelle Wurzeln, teils rationale,
teils irrationale. Ist die Gleichung nicht in der reduzierten Form gegeben,
so mull die Gleichung erst auf diese Form gebracht werden.

139. 2® — T2 — 6 =0. 140, 28 = 122 + 14.

141. 2% — 192 + 30 = 0. 142. 8 =Tz — 5.

143. 42° — 13z + 6 = 0. 144. 3023 — 6122 + 36 = 0.
145. 823 + 1222 — 42 — 1 =0. 146. 223 — 522 — 132 + 30 = 0.
147. 2748 — 542% + 252 + 1 = 0. 148, 23 — 122 = 16.

149, 23 — 27z = 54. 150. 428 = 27(z + 1).

Yermischte Gleichungen

151. 2% = 37z + 84. 1562. 2® = 45x — 152.
163. a® + 41z = 1000. 154. 2® — 61z 4 180 = 0.
166. 2® = 30z — 20. 156. 2% = 90z 4 341.
157, 28 =31z — 19. 168. 2® = 75z — 250.
169. 2% + 10z — 13 =0. 160. «® = 126« + 559.

161. 23 = 1442 4 728. 162. 2® — 216 + 1241 =0.
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163. a3 + 22 = 357.
165. 2® — 5z = 12.

167. 2° + 322 — Tz = 84.

169. 323 — 222 =12,

171. 202° + 112 = 8.

173. 728 =9z + 5

176. 9% — 612 — 60 = 0.

177, 62% 4+ 522 — 2=0.

179, 28 + 922 + 27x + 26 = 0.
181. 2° — 822 + 192 — 20 =0.
183. 82% — 1822 + 172 — 6 =0.
185. 1022 — 2622 + 13z + 10 = 0.
187. 228 — 2122 + T4z — 85 = 0.
189. 122° — 5242 + 23z + 42 = 0.
191. 42° — 6022 + 309z + 500 =0

Graphische Losungsmethoden

164. 423 — T2 = 87.

166. 2 — 92 +'10=0.

168. 222 + 5 = 36.

170. 823 — 822 =9.

172. 723 4 922 - 2=0.

174.92% — 162+ 15 =0.

176. 172® — 3322 + 11 =0.

178. 102 — 822 4 5 =0.

180. «* — 222 — 11z 4+ 12 =0.
182, 2® — 922 — 22+ 101 = 0.
184. 323 + 1822 4 67z = 914.
186. 928 — 4522 4 34z + 37 =0.
188. 182% — 3622 + 9z + 8 =0.
190. 202® — 9022 4 126z — 63 = 0.

Durch Schnitt einer festgezeichneten Parabel 3. Grades y = 2® mit einer
Geraden bestimme die reellen Wurzeln folgender Gleichungen:

192. 2® 4+ x = 10.
194. 23 — 3z =2.
196, 2® + z = 2.
198. 2+ o=1.
200. z° + 2+ 1=0.
202. Zeige, daBl die Gleichung
Btaxt+br+c=0
durch Schnitt einer Parabel
I y=2*+ax+b
mit der gleichseitigen Hyperbel
II. z-y+¢=0
graphisch gelost wird.

193. 2* — x + 10 =0.

195. 2% — 42 =0.
197. 2 424+ 2=0.
199. 23 — z =1.

201, 2% 422 =1.
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203. Welche Parabel und Hyperbel (vgl. Aufgabe 202) bringt man zum Schnitt,
wenn eine reduzierte Gleichung
B®+pr+g=0
vorgelegt ist?
Lase nach der in den Aufgaben 202 und 203 angegebenen Methode graphisch
die Gleichungen:

204, 2* — z=6. 205. 22 +z+7=0.
206, 2® — 422+ 42 =1. 207. 23 — 422 4+ T2 = 6.
208. 2% + 422 — 122+ 7=0. 209. 28+ 22+ 2 —4=0,
£10. Multipliziert man die vorgelegte Gleichung

2 +pr+g=0

mit z, so erhilt man
A+ pa+qr=0.

Man setze darin
I y=22

addiere und subtrahiere 22, dann erhilt man:
2+y+ga+(p-1y=0

oder II. (x—{-%)z-}-(y_}_T’T—lE)”: q’+(:—l)"

Die Wurzeln der Gleichungen ergeben sich dlso aus den Koordinaten der
Schnittpunkte einer festen Parabel I mit eincm Kreis II. Welches sind
die Koordinaten des Kreismittelpunktes, welches ist der Radius?

Lose nach der in der vorstehenden Aufgabe angegebenen graphischen
Methode die kubischen Gleichungen:

.4+ 2-2=0. 212. * 4+ 624+ 3=0.
213. 2 -6z +3=0. 214. 2 - 132+ 5=0.
215. 2 — 3z —2=0. 216. 22 4+ 5z = 18.

217. Erklire, warum der Kreis in allen Fillen von graphischen Losungen der
eben angegebenen Art durch den Koordinatenanfungspunkt gebs.

§ 21. Anwendungen der kubischen Gleichungen

Aufgaben aus der Geometrie

Planimetrie

1. Von einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hohe & und die Summe s aus der
Hypotenuse und einer Kathete gegeben. Wie lang sind die Seiten des Drci-
ecks? (Zahlenbeispiel: A = 12, 8 = 46,8.)
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2. Von einem gleichschenkligen Dreieck kennt man den Umfang 2s und den
Radius g des eingeschriebenen Kreises. Die Seiten sind zu berechnen.

3. In einem Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ sind 3 durch einen Punkt gehende
Ecktransversalen so zu ziehen, dal 3 nicht aufeinanderfolgende Seiten-
abschnitte gleich werden. (Zahlenbeispiel: a =4, 6 =5, ¢= 6.)

Anleitung: Wende den Lehrsatz von Ceva an!

Steremmetrie

4. In einem rechtwinklizen Quader ist die Summe dreier anstoSender Kanten a,
die Oberfliiche b, der Inhalt ¢. Berechne die Kanten! (Zahlenbeispiel: @ = 12,
b =88, c=48)

Anleitung: Wihle die Kanten als Wurzeln einer kubischen Gleichung, die sich leicht
aufstellen laBt.

5. Ein Rechteck von 34 dm Umfang rotiert um seine kiirzere Mittellinie, der

dadurch entstehende gerade Zylinder hat ein Volumen von 550 dm3. Wie
lang sind die Rechtecksseiten!)?

6. Wie groB sind Hohe und Grundkreisradius eines geraden Zylinders von
385 cm3 Volumen, den ein um eine Mittellinie rotierendes Rechteck von
33 cm Umfang erzeugt?

7. Hohe und Grundkreisradius eines Kegels von 66 cm® Inhalt betragen zu-
sammen 10 cm, wie lang ist jede dieser Linien?

8. Die Héhe eines Kegels, der ein Volumen von 462 dm? besitzt, tibertrifft
den Grundkreisradius um 2 dm. Wie lang sind beide Linien?

9. Wie groB sind Grundkreisradius und Hohe eines geraden Zylinders von
52800 cm?® Inhalt, der einer Kugel von 29 cm Radius eingeschrieben ist?

10. Wie dick ist eine silberne Kugelschale von 2 cm innerem Radius, die 836 g
wiegt, wenn man die Wichte des Silbers zu 10,5 g/cm?® annimmt?

11. Eine goldene Kugelschale, deren Radien zusammen 15 cm betragen, besitzt
einen Metallwert von 115869,60 RM. Die Wichte des Goldes werde zu
19} g/em3, der Wert von 1 kg Gold zu 2800 RM angenommen. Wie grof3
sind die Radien einzeln?

12. Wie tief taucht eine Vollkugel in Wasser ein, wenn ihre Wichte a) den Wert
0,896 g/cm?, b) den Wert 0,84575 g/cm? hat?

13, Wie tief taucht eine Bleikugel (Wichte 11,35 g/cm8) in Quecksilber (Wichte
13,6 g/cm?) ein?

1) In den Aufgaben § bis 14 ist {Qr n der Ndherungswert 8} anzuwenden.
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14. Die beiden Grenzkreise einer Kugelschicht haben Radien von 4 cm und
3 cm, das Volumen der Schicht betrigt 132 ecm® Wie groB8 ist die Héhe der
Schicht und wie groB der Kugelradius?

15. Eine Kugelschale, deren beide Radien 6 cm und 5 cm lang sind, hat dasselbe
Volumen wie die Summe zweier Kugeln, deren Radien sich um 1 ¢cm unter-
scheiden. Welche Linge haben diese Radien?

16. Eine Kugelschale, deren beide Radien eine Summe von 22 cm ergeben, hat
dasselbe Volumen wie die Summe zweier Kugeln von 8 cm und 6 cm Radius.
Welche Dicke hat die Kugelschale?

17. Ein Kugelsegment vom Inhalt v hat den Grundkreisradius a. Wie hoch ist
es und wie groB ist der Kugelradius?

Aufgaben aus der Arithmetik

18. Fiir welchen Exponenten eines Binoms besitzt der 3. Binomialkoeffizient
a) den Wert 10, b) den Wert 567

19. Die Exponenten der Potenzen eines Binoms unterscheiden sich um 4, die
Summe der 3. Binomialkoeffizienten betrigt 36. Welche Exponenten sind
dies?

20. Welche beiden Exponenten eines Binoms geben die Summe 10, wihrend
die 3. Binomialkoeffizienten der beiden Binome sich um 16 unterscheiden?

21. Die Anzahl der Kombinationen einer gewissen Anzahl von Elementen zur
3. Klasse betrigt 455. Wie groB ist die Anzahl der Elemente?

22. 4 Kugeln haben Radien, die. eine arithmetische Reihe von der Differenz
1 cm bilden. Die grofite von diesen Kugeln ist so groll wie die 3 iibrigen zu-
sammengenommen. Wie gro sind die Radien?

23. Die Volumina dreier Kugeln, deren Radien eine arithmetische Reihe von
der Differenz 1 cm bilden, sind zusammen gleich dem Volumen einer Kugel,
deren Radius das Doppelte vom Radius der kleinsten jener 3 Kugeln ist.
Bestimme die Radien.

24. In einer geometrischen Reihe ist das Anfangsglied 8, die Summe der ersten
4 Glieder 65. Wie grof ist der Quotient?

Lose folgende Gleichungssysteme:

2.x+y+z2=2 2.z+y—2z=-1
zy + 2z + yz=—1 —2y+xz+ yz=10
zyz = —2. ryz=S8.

.z +y+2=15 28.2—y+2=0
22 4 gy 42 = 147 2?4yttt =2

zyz =147, zyz=10.
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29.

30.

31.

82.

83.

34.

36.

Aufgaben aus der Physik_

3 Driihte, von denen der erste einen um 1 Ohm groBeren elektrischen Strom-
widerstand aufweist als der zweite, aber einen um 4 Ohm geringeren als der
dritte, geben bei Parallelschaltung einen Gesamtwiderstand von 0,6 Ohm.
Wie groB sind die Widerstinde der einzelnen Driihte?

Die Bahn eines elektrischen Stromes besteht auf einer gewissen Strecke aus
2 Zweigen A und B, von denen der letztere einen um 8 Ohm gréBeren Wider-
stand leistet als der erstere. Erhoht man den Widerstand des Zweiges A
um 2 Ohm, so muB der Widerstand im Zweige B auf den Gesamtwert von
6 Ohm gebracht werden, wenn die Stromstiirke keine Veréinderung erleiden
soll. Wie grof3 sind die Widerstinde beider Zweige und wie groB der der
verzweigten Strecke im ganzen?

Das Bild, das eine Glaslinse von einem leuchtenden Punkte erzeugt, steht
um 3 dm néher an der Linse als der leuchtende Punkt selbst. Nahert sich dieser
der Linse um 2 dm, so erscheint das Bild in einem Abstande von 4 dm von
der Linse. Die urspriingliche Entfernung des leuchtenden Punktes von der
Linse und deren Brennweite sind zu bestimmen.

Aufgaben aus alter Zeit

Das Delische Problem, die Verdoppelung des Wiirfels

Aufeabe des Mendchmus (370 v. d. Ztr.): Zu 2 gegebenen Strecken @ und b
sind 2 mittlere Proportionalen zu finden, also 2 Strecken z und y so, daB

a:x=2:y=y:b

ist. a) Bestimme z. b) Zeige den Zusammenhang mit dem Problem der
Wiirfelverdoppelung. ¢) Lése die Proportion graphisch durch Schnitt zweier
Kegelschnitte.

Beispiel: Der Quader mit den Kanten 8 ¢cm, 56 cm und 2 cm soll durch gleich-
miBige Verlingerung aller Kanten a) verdoppelt, b) verdreifacht werden.
Die Dreiteilung des Winkels

Es sei ein Winkel « gegeben; zeichne im Einheitskreis die Strecke von der
Liinge cosa. Berechne cos%— (vgl. §20, Aufg. 137).

Losung von Descartes (1596—1650). Man bringe die Parabel 2 = z zum
Schnitt mit dem Kreis

=2+ (v+5) =2+ £
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a) Zeige den Zusammenhang der Schnittpunkte mit der Gleichung
y'=3y—4q.
(Vgl. § 20, Aufgabe 210.) b) Lose die Gleichung algebraisch.

Ein Problem von Archimedes (287—212 v.d. Ztr..): Eine Kugel soll durch eine
TEbene derart geschnitten werden, daB die Koérperinhalte der so gebhdelen
Kugelabschnitte in gegebenem Verhiltnis stehen.

86. Zeige den Zusammenhang des Problems mit der Proportion
@—2):b=ct: g
und bestimme z.
87. Lose die Proportion graphisch durch Schnitt einer Parabel
ety
a
und einer Hyperbel
y(a — z) = ba.
Bestitige die Richtigkeit dieser Archimedes zugeschriebenen Lésung.
88. Lose die Proportion graphisch durch Schnitt einer Parabel
2=cy
und einer Hyperbel
y(a — x) = be.
Bestiitige die Richtigkeit dieser arabischen Losung.

89. Beispiel 1: Die Kugel mit dem Radius 36 cm soll durch einen ebenen Schnitt
im Verhiltnis 1 ; 3 geteilt werden.

40. Beispiel 2: Eine Halbkugel mit dem Radius 45 ¢m soll durch Ebenen parallel
zum Grundkreise in 4 gleiche Teile geteilt werden.
Aus Leonardo Pisanos Flos (um 1200).

41. Ut inveniretur cubus numerus qui cum suis duobus quadratis et decem
radicibus in unum collectis essent viginti. (Es soll eine Zahl gefunden werden,
deren Zehnfaches zusammen mit ihrem Kubus und 2 Quadraten gleich 20 ist.)

42. In seiner Coss behandelt Rudolff (1553) _dié Gleichung
2 =102 4+ 20x 4 48
folgendermafBen: Er addiert beiderseits 8
(I) 2+ 8=10a2+ 20z + 56
und dividiert durch z 4 2
22 -2z +4= 10x+%.
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Nun werden die beiden Gleichungen:
(II) a*—2zx=10x
56
(T1I) 4= i3
durch =12 befriedigt; dieser Wert ist also auch eine Wurzel der Gleichung L,

a) Priife das Verfahren auf seine allgemeine Verwendbarkeit. b) Lése die
vorgelegte Gleichung vollstindig.

Tartaglia (1501—1557) wurden 1530 von einem gewissen Zuane de Tonini
da Cui, mit lateinischer Namensform Colla, folgende 2 Aulgaben vorgelegt:

43. Eine Zahl zu finden, welche mit ihrer um 3 vermehrten Quadratwurzel ver-
vielfacht das Produkt & gibt.

44. 3 Zahlen zu finden, von welchen jede folgende um 2 groBer ist als die vorher-
gehende und die als Produkt 1000 geben.

§ 22. Die rationale ganze Funktion 4. Grades
und die Gleichung 4. Grades

Der Verlauf der Funktion 4. Grades

Gib eine graphische Darstellung der folzenden Funktionen 4. Grades (evtl.
verkiirzter MaBstab auf der y-Achse) und achte dabei insbesondere auf die
ganzzahligen Grenzen, zwischen denen die Nullstellen liegen:

Ly=at-2. 2.y =2t - 10.
.y=2at—z. doy=at—2a2-2,
boy=2a*+ 22+ 1. 6.y=2a"4+222—3x—8.
T.y=at—3r2+ 4. 8.y=2¢—19z411.

9. y=a*— 322 -9z —31. 10. y = (z — 1)4

1.y =2t — 22 4+ 322 — 202 — 47.- 12 y=x‘+8z3—30x’—210:c+2'~11.

13. y =% — T2% 4 3322 — 652 + 80.

14. Untersuche den Wert einer rationalen ganzen Funktion
y=azt+ba+cx*+dx+e

a) fiir den Fall @ > 0, b) fiir den Fall @ < 0 hinsichtlich jhres Verhaltens
fir x = +co und 2 = — 0. Was folgt daraus lir die Anzahl der reellen
Nullstellen der JFunktion?
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16. Bestimme erst den Differenzenquotienten g%=:’71-—3’ der Funktion
! -

y = 2* und, wenn du den Nenner z, — z durch Kiirzung weggeschafft
hast, den Differentialquotienten.

Berechne a) den ersten, b) den zweiten, ¢) den dritten Differentialquo-
tienten der folgenden Funktionen:

16. y = 72%. 17, y = 224 4 3222

18. y--~—105 D.y=at—ad+ 22— z+1.

20. y=(z— 1)+ (z+ D4 2l y=(z+ 2)* — (22 + 1)4

2. y=(zx—1)(x—3)(2*+1). 23. y=(z2+ 1) (22— 1).

U y=@+z+1)(@*—2+1). 25. y = (22 — 2) (22 4+ 1).

26. y = axt 2. y=axt+ b

28. y = az —b. 29, _%'—%'
30.y=a2*+a2®+bat4cx+d. 3l.y=az*+ b2+ cax®+dzte.

Bestimme die Maxima und Minima der folgenden Funktionen (d.h. die
Werte der unabhingigen und der abhéingigen Variablen) und gib jeweilig
an, welcher Art der errechnete Extremwert ist:

32 y=at—8. 33 y=a+ 225 — 422+ 5.
M.y=242242_10. 35,y =2t — a2 4 15.

36, y=at— 25— 222 + 42+ 1. 3.y=at— L25— 822+ 4z — 10.
88. y=at— L% — 822 8z — 12. 39. y =2t + 42% + 82* + 8z — 100,
40. y =o' — 622+ 8z + 1. 41, y =t — 1222 — 362+ 8.
Ry=a*—422+ 42— 1. 43, y = a* — 262% 4 48z — 36.

44, y=1a'46§2° — 42® — 96z 4+ 50.

45. Was liBt sich iiber die Anzahl der reellen Extremwerte einer Funktion
4. Grades sagen? (Erliuterung am Kurvenbild!)

46, Bestimme die Maxima und Minima der Funktion
y=at+a2*+bat+czx+d

und gib durch Diskussion der zur Losung filhrenden Gleichung die Un-
gleichungen an, die zwischen den Koeffizienten bestehen, wenn 3 oder 1 reeller
Extremwert vorhanden sind.

47. Wie heiBen die Koeffizienten a, b, ¢, d einer ganzen Funktion 4. Grades
y=22'4+az®+bat+cz+d,
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deren graphisches Bild durch den Nullpunkt geht und die a) fiir die Werte
z=+1,z2=+4+2 und 2= -3, b) fir = -1, 2= -3 und z = +5,
¢) fir 2 =m;, £ =m, und x = m, Extremwerte hat? d) Welche Form
nimmt die Funktion an, wenn m; = m, = m ist, e) wennm; = m, =m; =m
ist?

48.—60. Bestimme die Wendepunkte der in Aufgaben 32 bis 44 genannten
Funktionen 4. Grades, soweit solche vorhanden sind.

61. Was 148t sich iiber die Anzahl der (reellen) Wendepunkte der zu einer Funktion
4, Grades gehorenden Kurve sagen? (Erliuterung am Kurvenbild!)

62. Bestimnie die Wendepunkte der Kurve
y=at+az*+bx?+cx+d

und gib durch Diskussion der zur Losung fithrenden Gleichung die Un-
gleichungen an, die zwischen den Koeffizienten bestehen miissen, damit
(reelle) Wendepunkte vorhanden sind.

63. Welche Bedingungen gelten fiir die Koeffizienten a, b, ¢, d in der Gleichung
einer Kurve

y=a'4+ax*+bat+cx+d,

bei der die Wendepunkte a) bei z = +3 und 2 = —4, b) bei = w, und
z =w,, ¢) bei 2= +w und z = —w liegen?

Koeffizienten und Nullstellen

64. Zeige, daB eine Funktion y = a* 4 a2® + ba® 4 cx + d durch z — =, ohne
Rest teilbar ist, wenn z, eine (reelle oder imaginére) Nullstelle der Funktion
ist, d. h. wenn" '

p=at+azd+bal+tcr, +d=0
ist. (Bilde y — y,!)

65. Welche Produktdarstellung ergibt sich auf Grund der Uberlegungen in der
vorangehenden Aufgabe fiir die Funktion 4. Grades, wenn 2, ,, ; und z,
die Nullstellen der Funktion sind?

66. Beweise die folgenden Sitze:

a) Eine Gleichung 4. Grades kann nicht mehr als 4 Wurzeln haben.

b) Wenn eine Gleichung 4. Grades eine Wurzel hat, so hat sie 4 Wurzeln,
die freilich zum Teil zusammenfallen konnen. (Was heiBt das?)

¢) Eine Gleichung 4. Grades mit reellen Koeffizienten und nicht zusammen-
fallenden Wurzeln besitzt entweder 4 oder 2 oder keine reellen Wurzeln,
niemals aber eine ungerade Anzahl. (Diskussion des Kurvenbildes!)

10 (2021)
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Bilde die Gleichungen 4. Grades, welche folgende Wurzeln haben:

67.1, 2, 3, 4. 68.1,2, —1, —2.
69. —1, +2, +3, —4. 70. +2, +V3.

7L +V5, +if7. 72.1, 2, -}, —-4%.
73.2,3, %, 3. 74. 23, 3%, —14, —23.
75. —0,2, —0,5, 2,2, 3,3. 76.3%, —%, —18, 25.
7. —4, —3,3+ V5. 8. 1+7V2, 31+ 7-1).
79.3(1+i73), +13. go, LIS —1LiVs

81. Bilde die Gleichungen 4. Grades, in der a) 2 Wurzeln 3, 2 Wurzeln —2,
b) 2 Wurzeln p, 2 Wurzeln ¢, ¢) 2 Wurzeln p, eine ¢, eine 7, d) 3 Wurzeln w,
die vierte 1, e) alle Wurzeln —2, f) alle Wurzeln w sind.

82. (Vietascher Wurzelsatz.) Beweise durch Koeffizientenvergleichung die Rich-
tigkeit folgender Gleichungen zwischen den Koeflizienten @, b, ¢ und d und
den Wurzeln z,, #,, #; und z, der Gleichung 4. Grades

HtarP+ba24+cx+4+d=0:

L x1+ %24 23+ x4 = —a,
IL xyxg+ %123+ x1%4 + 2223 + 2223 + 232, = b,
1IN x1x2%3 + %1 x2%4 4+ X1 x3%; + xX2x3%4 = —c,

IV. x1x2x3x4=d.

Aus dem Vietaschen Wurzelsatz folgt, dall eine rationale Wurzel einer
Gleichung 4. Grades, sofern eine solche vorhanden ist, ein Faktor des von
z freien Gliedes ist. Benutze diese Tatsache, um erst eine Wurzel und danach
in geeigneter Weise die iibrigen Wurzeln zu bestimmen:

83. 24 — 32 =6z — 18. 84. 2% — 32 =52 — 18.

856, 2t — 1322 — T2 = 20. 86. 2t — 192 = 32 + Ta2.

87. 24 — 22+ 222 — 224+ 1=0. 88, 2% — 3az® + 3a%2? - @z =0.
89. 2t — 228 + (1 — a?)2? + 2a%2z — a2 = 0.

90. 2% + 22° + (1 — a?) 22 — 2a%zx — a® = 0.

91, 2t — 32° — 3422 + 182 + 168 = 0.

92, 24 +42% — 6224242 — 72=0.

93. 2t +42° — 1122 — 122 4+ 90 =0.

94, 24 — 1322 + 482 — 60 = 0.

9, 2t — G2® + 242 — 16 =0.
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96. 2% + 323 — 522° — 60x + 288 = 0.
97. 24 + Ta® — 132 — 1752 — 300 = 0.
98. x4 — 1728 4+ 9522 — 199 + 120 = 0.
99, x* 4 1923 + 12322 + 305z + 200 = 0.
100, 2* — 223 — 722 4 192 — 10=0.

101. 2% 4 52% + 1222 + 522 — 40 = 0.
102, 2% — 923 + 2022 — 132+ 6 =0.

103, 2t — 1722+ 2 + 20 =0.

104. 224 — 1323 -+ 1622 — 92 + 20 = 0.
105. 32t — 823 — 362> + 25 =0.

106. 621 — 23 — 822 — 142 + 12 =0.

107. 6% — 132% + 202® — 372 4 24 =0.
108. 6% — 2% — 492> 4 552 — 50 =0.
109. 102 + 1728 — 1622 + 22 — 20 =0.
110. 1224 + 52% — 2322 — 52+ 6 =0.
111. 26 2% — 10828 + 32322 — 241z + 60 = 0.
112. 3624 — 722% — 3122 + 672+ 30=0.

Graphische Losung der Gleichungen 4. Grades
113. Substituiere in die Funktion
y=at4ax®+ba*4cx+d

die neue Variable 2’, die mit & durch die Gleichung

z=2"+m

verbunden ist, und bestimme m so, daB in der neuen, nach fallenden Potenzen
von ' geordneten Funktion der Koeffizient des Gliedes 2’® Null wird.

Reduziere in der Weise von Aufgabe 113 die Gleichungen:

114, 28 + 423+ 622+ 42+ 1=0.

115, 2% — 428 4+ 62 — 424+ 1=0.

116. 24 4+ 82+ 2z —1=0.

117, * — 623 + 522 — 22 4+ 2 =0.

118. o* + 4a2® + 6a22® + 4a®x +a*=0.

10*
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119. Zeige, daB sich die (reellen) Wurzeln der reduzierien Gleichung 4. Grades
Htax2+br+c=0
finden lassen als Schnitt der Parabeln
L y==a
c

—_Llyp_08,_¢
IL 2= by by [

120. Zeige, daB sich die (reellen) Wurzeln der reduzierten Gleichung 4. Grades
t4axz4+bx+c=0
finden lassen als Schnitt der festen Parabel
L y=g2°
mit einem Kreise
IL (z—pP+(y—92=r%

wo die Konstanten p, ¢ und r sich aus den Konstanten @, b und ¢ bestimmen
lassen. Gib die Beziehungen an, die zwischen @, b und ¢ einerseits und
p, ¢ und r andererseits herrschen

Lose entweder nach der in Aufgabe 119 oder nach der in Aufgabe 120
angegebenen Methode die Gleichungen

121, 2% — 422 + 52 — 4 = 0. 122. 24 — 22 — 22 — 2 =0.
123. o — 622 — 32 +2 =0, 124, 24 — 522 — 22 + 1 = 0.

§ 23. Die Wurzeln der Gleichung nten Grades

Allgemeines iiber die Nullstellen ganzer Funktionen
1. In dem Ausdruck
y=apa® +a, 2" oo ap1z +an

sei n eine ungerade Zahl. a) Untersuche die Funktion fiir die Grenzen
2=+ oo und £ = — co. b) Was folgt aus dieser Untersuchung (und der
Stetigkeit der Funktion) fiir die Anzahl der reellen Nullstellen einer solchen
Funktion? ¢) Stelle die gleiche Untersuchung fiir den Fall an, dal n gerade
ist; was folgt daraus fiir die Anzahl der reellen Nullstellen einer solchen
Funktion? d) Was laBt sich aus diesen Uberlegungen fiir die Anzahl der
imaginiren Nullstellen einer rationalen ganzen Funktion schlieBen%
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2. Es sei 2, eine Nullstelle der ganzen Funktion nten Grades

ot

y=2"+a, 2" ' 4+ +ap-17 + an,
d. h. es sei
p=2rt+a 2t 4 fap1m 4 ay=0.

Zeige, daB dann y durch # — x; ohne Rest teilbar ist. (Bilde y — ,!)

. a) Beweise, daB eine ganze Funktion nten Grades y = f,(z) als Produkt

darstellbar ist:
/n(x) = (z - xl)/n—l(x)r

wo 2, eine Nullstelle von £, (x) ist, wihrend f, _, eine ganze Funktion (» — 1)ten
Grades ist. b) Beweise, daB eine Nullstelle von f,_;(z) auch eine solche
von f,(z) ist.

. Folgere aus dem Satze, daB die Gleichung nten Grades mindestens eine

Wourzel hat (Fundamentalsatz der Algebra), die folgenden Sitze:

a) Eine ganze Funktion nten Grades hat n Nullstellen (von denen cinzelne
unter Umsténden ,,zusammenfallen* konnen).

b) Eine ganze Funktion nten Grades, deren reelle oder imaginire Nullstellen
%, Ly, . . . Ty sind, 1aBt sich als Produkt von n linearen Faktoren darstellen:
2"+ ajx""l fazx"— 4 oo fai_1x+a,
=@ —2x1)(x —x2) ... (x — xn).
¢) (Vietascher Wurzelsatz.) Zwischen den Wurzeln 2, z,, ...z, einer
Gleichung nten Grades
2"t 2" b g+ an =0
und den Koeffizienten a,, a,, ... a, bestehen die folgenden Gleichungen:
it a2+t X1+ 20 = —ay,
X1%2 + X1 %3+ 0+ 4 X1 % = a3,
x1X2%3 + X1 X%y + + ¢+ + Xn2Xnw1%n = —ag,

X1X2X3 000 Xne)1Xn = (—1)"(!...

. Welche Form hat eine Gleichung nten Grades, deren eine Wurzel Null ist?

Rationale Wurzeln der Gleichung nten Grades

Eine rationalé Wurzel einer Gleichung ist nach dem Vietaschen Wurzelsatz
in demn konstanten Gliede als Faktor enthalten. Bestimme danach und nach
den Uberlegungen der Aufgabe 3 die Wurzeln folgender Gleichungen:
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6.
7.

25 — 2t — 1228 — 5322 4 652 = 0.

2% = 22

8 254322 —4a2—2+1=0.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

23.

2 — b =523+ 522 +4x—4=0.

4t -2 —2224+24+1=0.

25 4 28 — 2728 — 22 + 1462 — 120 = 0.

25 — 5t — 132% + 6522 4 36z — 180 = 0.

Welche Gleichung hat die Wurzeln 1, 2, 3, 4, 5, 6%

Welche Gleichung hat die Wurzeln +1, —1, +2, —2, 43, —3?
Welche Gleichung hat die Wurzeln 1, 2, 4, 8, 16?

Welche Gleichung hat die Wurzeln %, £, &, %, 3?

Welche Gleichung hat die Wurzeln 3, —%, 3, — %, §, —4?
Welche Gleichung 6. Grades hat die Doppelwurzeln 1, 2 und 3?
Welche Gleichung 6. Grades hat die Doppelwurzeln —1, —2, —3?

Eine Gleichung 5. Grades hat die Wurzel 2 dreifach, auerdem die Wurzeln
—5 und +5. Wie heillt sie?

Eine Gleichung 6. Grades hat die Wurzeln +3 und — 3 dreifach. Wie heiBt sie?

. Wenn eine geordnete Gleichung, deren 1. Glied den Koeffizienten 1 hat

und deren Koeffizienten sonst lauter ganze Zahlen sind, nicht in ganzen
Zahlen losbar ist, so konnen die Wurzeln auch keine rationalen Briiche sein.
Hat sie reelle Wurzeln, so sind diese weder ganze Zahlen noch Briiche, sondern
irrational. a) Beweise das! b) Wende den Satz im besonderen auf die
Gleichung 2" — a = 0 an, wo a eine positive ganze Zahl ist.

Imaginiire Wurzeln der Gleichung nten Grades

Es sei p + q¢ eine imaginiire Nullstelle der Funktion

a) y =224 a,x + a,,

b) y=2%+a,2* 4 a,x + a4,

c) y=at+a,2° + a,2® + azx +a,,

d) y=2a"+a, 2"+ + Gp-12 + On.

Beweise, daBB dann auch p — g7 eine Nullstelle der gleichen Funktion ist,
vorausgesetzt, daB die Koeffizienten a,, a,, . . . an reelle Zahlen sind.

e) Was folgt daraus fiir die Anzahl der imaginéren Wurzeln einer Gleichung
nten Grades (vgl. Aufgabe 1)?
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24. Gib den in z quadratischen Faktor an, durch den eine ganze Funktion nten
Grades teilbar ist, wenn a) ¢, b) 144, ¢) 1 — ¢, d) 14+ 24, ¢) 2414,
f) pi, g) »+ qi eine imaginire Nullstelle der Funktion ist.

25. Bestimme die Funktion 4. Grades mit reellen Koeffizienten, die die Null-
stellen a) ¢ und 144¢, b) 14¢ und 1424, ¢) 2+ 4 und 1+ 23,
d) ai und b7, e) a + b7 und ¢ + di besitzt. )

26. Bestimme die Funktion 6. Grades, die die reellen Wurzeln +1 und -1
und die imaginiren 3 4 ¢ und 1 4 37 besitzt.

Algcbraische Zahlen

Unter einer algebraischen Zahl versteht man eine Zahl, die WWurzel einer
Gleichung nten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten ist!). Gib an, welcher
Gleichung die folgenden algebraischen Zahlen geniigen (wo a, b, m und »
ganze Zahlen sind):

2n.4) 2, b+, o n, o,

28. 2) —4, DR 9 -2, o -1
29.9) V2, b V3, 017, d Vn.

30. ) i/m, b 132, o T, d Vam.

3La) V243, b) ¥4 —5, 017—1, 4 ia—s.
32.0) Ya+ |5, b) Va —17b, o Va+13, 9 ja—1s.
33.8) Ya |0, b Ya+0, oVatyb, 4 f/a+ﬁ.
3t.9) Ja+ia, wViat+vs, olva—15 VT‘H—VE
36. 1) i, D144, o a+bi, d) ai.

36.2) Va+iV0, b) Ya—iyb, ¢ Ya+ bi, d) ) Ya—1b-i.

37.%) a) Beweise, dal ein aus ganzen oder rationalen Zahlen durch eine end-
liche Anzahl irgendwelcher Wurzeloperationen gebildeter Ausdruck stets
eine algebraische Zahl ist. b) Sind alle algebraischen Zahlen durch Wurzeln
aus reellen und komplexen rationalen Zahlen in irgendwelcher beliebigen
Anordnung darstellbar?

1) Es gibt auch Zahlen, dle nichtalgebraische Zahlen #ind: der Nachweis daftir, daB eine Zah] nichtalgebralsch
ist, ist im allgemeinen nicht leicht zu filiren. Nichtalgebraische, sog. transzendente Zahlen rind 2z, B die Zahlen
srund e.

) Bel der Beantwortung der Frage b ist der —elementar nicht beweisbare ~ Satz zu benutzen, daB Gleichungen
filnften und hoheren Grades nur in besonderen Fallen durch Wurzelausdriicke luobar sind,
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§ 24. Differentiation rationaler ganzer Funktionen

Der Differentialquoticnt einer Potenz und einer Konstanten

1. Zeige, daB die folgenden beiden Ausdriicke fiir den Differentialquotienten
einer als stetig und differenzierbar vorausgesetzten!) Funktion y = f(2),
nimlich

Lfa) =2 3% _ iy 4% iy 21

x]—x

3
4x—0 >z

e e fledAx) —f(2)
I f"(x) = lim ———r ———
gleichbedeutend sind.

2. Beweise die Differentiationsregel

dan

dx

wo n eine positive ganze Zahl ist, indem du nach der Gleichung I von Aufgabe 1

verfahrst (den Nenner z; — 2 wegschaffen, ehe der Grenziibergang vor-
genommen wird!).

=na"—1,

3. a) Beweise die Differentiationsregel

da

==0
wo a eine Konstante ist. b) Zeige, daB also die Gleichung der Aufgabe 2
auch gilt, wenn n = 0 ist.
¢) Beweise die Differentiationsregel

daf(z) _ , df(x)

dx ~ = d=xz °’

wo a eine Konstante ist.

Bilde den Differentialquotienten von folgenden Funktionen (a und b sind
darin stets Konstanten, » ist eine positive ganze Zahl):

4.3) y =24, b) y =27, ¢) y=am.
b.a) y =345, b)y=§, c)y=-§--x5.
6.2) y = (22)", b y=(3) ¢ y=(@zp.
7.a) y=1, b) y =52, ¢) y=3.718,
8.8) y=a, b) y = 2o, e) y=as

9.a) y=a", b) y = antl, ¢) y=a2""1,

') Diese Vor: wird im fol nicht immer ausdriicklich wiederholt.
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10.

11.

12.
13.
14.

17.

a) y=aaz", b) y—::ll ¢) y=a"‘"_—ll.
a) y= ]/_5- 5, b) y= sm—2~ ", e) y=(n-z%>
Bilde den 1., 2. und 3. Differentialquotienten von:

a) y=2, D y=%, 0 y=2.

a) y=a""1, b) y =aa"t?, c) y:%‘.

@) y=2, b y="20 0 y="5"

Der Differentialquotient einer Summe und einer Differenz

5. Bestimme den Differentialquotienten von

a) y=2a%+ 2% b) y=12a5+ 24, e) y=2"+4 z.

. Beweise die Differentiationsregel

df(x)+e(=)] df(x)_l_dg(x).

dx

Erweitere die Differentiationsregel a) auf eine Differenz, b) auf eine
Summe von 3, ¢) von n Gliedern (n eine positive ganze endliche Zahl).

Bilde den Differentialquotienten folgender Funktionen:

18. y = a™ + 2™ L. 19. y=az" + ba""2 f ca™ 4.
2.y =2+ a, 2" 1+ a,2" 4. - fan-12 + an.
2l.y=aga" +a, 2" 1+ ap2"? - oo auo12 + aa.

Fa "1 2 z? z
By=Stootamt oo teta

" ! 2 z? z
By=titeomteom T Tt
2L y=(1+4 )% 25. y=(1— )5
26. y = (14 )™ 27.y=(a + ba).

28.—37. Bilde von den in den vorstehenden Aufgaben 18—27 genannten Funk-

38.

tionen a) den 2., b) den 3. Differentialquotienten.

Wie lautet a) der nte, b) der (n — l)te, ¢) der (n + 1)te Differential-
quotient einer Funktion nten Grades

y=2a"+a 2"+ +an12 + ay?
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Der Differentialquctient eincs Produktes

. Beweise die Differentiationsregel

dlf(x)-a(®] _ df(x) g(x )+dg(x) @) =F(2)g(x) + &' () -f(x).

dx

Mache die Probe auf die Richtigkeit dieser Regel, indem du die folgenden
Funktionen einmal direkt, das andere Mal von der angegebenen Produkt-
darstellung ausgehend differenzierst:

Ly=2*=1x-2. 4l.y=aa"=a. 2"
Ly=at=x-2"L B.y=22—1=(x+1)(z—1).
Ly=at+4r+4=(x+2)%

y=aA+ 22+ l=(2—x+ 1)+ x4 1).

y=af(z)=a-f(2)

Differenziere die folgenden Funktionen:

.a) y= (254 2% 4 2)} b) y = (a® — a2 4+ 1)2,
Ly=(a"+ 2"+ a2t 12
Ly = (®+Ta2 + 22+ 5) (2 823 — 2722 — 112 + 5).

= (22 — bz + 30%) (2 4 bx 4 $b2).

51.y=(x2+a)(x3+b)(x‘_+c).
B.y=(2—-1) (22 + 24 1) (x> + 1).
63.y=(x*+ax+b)(2*+cx+d): (2 +ex+f).

64.

a) y==2-(2), b) y=2a"-f(x),
¢) y=/[(x)-9(2)-h(2), d) y=1[f(=)]

65. Bilde den a) 3., b) 4, ¢) 5., d) nten Differentialquotienten von

566.

7.

y = f(x) - g(x) und decke den Zusammenhang zwischen dem so erhaltenen
Ausdruck und dem binomischen Lehrsatz auf.

Yermischte Aufgaben
Diskutiere die Kurve
y=( -1y,

d. h. gib ihre Schnitte mit der z-Achse, Maxima und Minima, Wendepunkte
und Wendetangenten an.

Diskutiere die Kurve
= (x® — 1)%.
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8.

69.

60.

61.

62.

63.

66.

66.

67.

Diskutiere die Kurve
y=(a8 -1

Bestimme die Wendepunkte der Kurve

y=a%—302% 45z — 10.
Bestimme die Extremwerte und die Wendepunkte der Kurve

y=3x5— 1524 + 2523 — 152° + 4.
Untersuche, ob die Kurve

y=(a*—x+2) (22— 2x+1)
a) im Punkte =0, b) im Punkte z = +3, ¢) im Punkte x = 1 steigt
oder {fillt.
a) Welches ist die Steigung der Kurve

y=az"+bx+c
im Punkte z =0? b) Wo hat die Kurve einen Wendepunkt, sofern sie
iiberhaupt einen besitzt?

Einem Rotationsellipsoid ist ein gerader Kegel von grofStem Volumen ein-
zuschreiben, der seine Spitze in einem Scheitel des Rotationsellipsoids hat.

Einer Ellipse ist ein groBtes gleichschenkliges Dreieck einzuschreiben, dessen
Spitze in einem Scheitel der Ellipse liegt. (Betrachte das Quadrat des Dreiecks-
inhaltes als Funktion, die du untersuchst.)!)

Einem geraden Kegel soll der gerade Zylinder von grotem Volumen ein-
geschrieben werden.

Einem Rotationsellipsoid soll ein Zylinder groBten Inhaltes eingeschrieben
werden. (Nimm als Funktion, die diskutiert wird, das Quadrat des Inhalts,
um die Wurzel zu vermeiden!)

Innerhalb oder auBerhalb eines Kreises mit dem Radius r ist ein Punkt
gegeben. Welches ist das groBte gleichschenklige Dreieck, das seine Spitze
in dem gegebenen Punkte und seine Basisecken auf dem Kreise hat? (Sonder-
fall: Der gegebene Punkt liegt auf dem Kreise!)

§ 25. Angeniiherte Bestimmung der reellen Wurzeln von Gleichungen

1.

Regula falsi

Gegeben ist eine Funktion y = 2® — 2. a) Bestimme 2 aufeinanderfolgende
ganzzahlige Werte 2, und , der Variabeln derart, dal von den zugehérigen
Funktionswerten y, und y, der eine positiv, der andere negativ ist. b) Ver-

1) Beachte, daB dieses Problem der ebenen Geometrie auf eine Funktion von htherem Grade fiihrt als das
des entsprechenden ré i Probl der Aufgabe 63.
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binde die Punkte (2,,y,) und (z,, y,) der der Funktion entsprechenden
Kurve durch eine Strecke. In welchem Punkte z, schneidet diese Sekante
die 2-Achse? (Anwendung von Ahnlichkeitssitzen!) ¢) Erliutere an der
Tigur, daB dieser Schnittpunkt z; der Sckante und z-Achse dem Schnitt
der Kurve mit der z-Achse niher liegt als gz, oder z,. d) Berechne den
Wert y,, den die Funktion y = «® — 2 fiir diesen Naherungswert x, der
Nullstelle annimmt.

™2

. Gegeben sind eine beliebige Funktion y = f(x) und 2 Werte #; und z, in
der Nihe einer Nullstelle der Funktion so, daB von den Funktionswerten
¥, = f(%,) und y, = f(x;) der eine positiv
und der andere negativ ist (Fig.13). Ver- y
binde wieder in der zugehdorigen graphischen
Darstellung (,, y,) mit (2,, ¥,) und gib fiir
den Schnitt «, der Geraden mit der z-Achse, ry-fix)
der dem Naherungswert der Nullstelle ent-
spricht, einen Ausdruck in z,, %,, ¥,, ¥, an. ys

X2

3. Zeige durch ein Gegenbeispiel, daB fiir die
Funktion y = f(x), fiir die nach Art der
Aufgaben 1 und 2 Niherungswerte berech-
net werden sollen, die Voraussetzung der
Stetigkeit zwischen x;, und z, gebraucht
wird.

V| R >

e A—

Fig. 18

4. Wie kann man durch Fortsetzung des Verfahrens der Aufgaben 1 und 2
eine immer groBere Anniherung an die Nullstelle der Funktion erreichen?
(Erlduterung an der Hand einer graphischen Darstellung!)

Bestimme nach der Regula falsi die reellen Wurzeln der folgenden Glei-
chungen:

6. 23 4 x = 20. 6. 23 4 2% = 100.
.34+ 22 +2=099. 8. 2% =8(x + 3).
9. 23 4 35z + 50 = 1022, 10. 2% + z = 100.
11. 24 4 «® = 1000. 12. 2% + 2% 4- 2® = 88.
13. 24 — 1022 4+ 2 = 61. 14, 25 4 T2 = 3.
15. 27 4+ 5=10x.
Bestimme auch die Wurzeln der folgenden transzendenten Gleichungen:
16. z + gz = 5. 17z — lge = 2.
18. z =20 Ig=. 19. zlgz =17,

20. 2% = 100. 21. )z =4.
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-Newtons Niherungsverfahren
22. Gegeben ist eine Funktion y = 25 — 30. Es sei z, ein Niherungswert der
Nullstelle, %, der zugehérige Funktionswert. (Die Fig. 14 zeigt eine beliebige
Funktion y = f(x), und es ist bei ihr als Naherungswert ein solcher gewiihlt,
fir den die Funktion negativ ist.) Im
Punkte (z,, y,) der zugehérigen graphischen
Darstellung werde die Tangente an die
Kurve gelegt. Der Schnitt der Tangente mit
der z-Achse sei x,. a) Driicke § = x,— z,
durch y, und den Differentialquotienten der

Funktion in z; aus. b) Wie groB ist im a__/5
vorliegenden Falle der bessere Niherungs-

wert %, =2, — 0, wenn du von z; =2

ausgehst? ZpYy

23. Untersuche an verschieden gestalteten Kur- A
ven und an einer festen Kurve bei verschie-
dener Lage des Punktes, in dem die Tangente
gezogen wird, wann der nach Aufgabe 22 Fig. 14
gefundene Néherungswert fiir die Nullstelle
einer Funktion y = f(x) tatsichlich besser ist als der Ausgangswert und
wann nicht.

24. Gib einige Beispiele von Kurven (beschreibe ihre Kriimmungen!), in denen
der zum neuen Niherungswert gehoérige Kurvenpunkt a) auf derselben
Seite der z-Achse liegt wie der Ausgangswert, b) auf der anderen Seite.

25. Wie kann man durch Fortsetzung des in Aufgabe 22 angewandten Ver-
fahrens eine immer groBere Anndherung an die Nullstelle der Funktion
erreichen? Erliutere das an einer Figur und unterscheide dabei die beiden
Fille, daB8 der neue Niherungswert jeweilig auf derselben oder jeweilig auf
der anderen Seite von der wirklichen Nullstelle aus liegt. Sind noch andere
Fille moglich?

Berechne nach dem Newtonschen Verfahren Niaherungswerte fiir die Wurzeln
folgender Gleichungen:

26, 2* — x = 33. 7. 28 — 22 =10.

28, 23 — 2 + v =44. 29. 2822 + 32 = 50.

30. 2 — 2 = 66. 31, 2% — 2% = 555.

Rt 4+ a2+ z=111. 33. 224 — 4234322 - 1=0.

Vermischte Aufgaben

Berechne entweder nach der Regula falsi oder nach der Newtonschen Nihe-
rungsmethode die reellen Wurzeln folgender Gleichungen:
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84. 23 — 622+ 52+ 11 =0. 35, ¥+ a2t =22+ 1.

36. 25 — 322 + 3,09z + 1 =0. 37. 2% — 622 + 4}z 4+ 12 = 0.
38. 24 — 322 — 2o + 2% =

39. 324 — 223 — 2122 — 4z + 11 =0.

40, 102* — 743 — 1522 4+ 22+ 33 = 0.

41. 2 — 8z —1=0. 2254+ 1 —2Pp=4%.

43. 25 + (1 — z)5 =0,17. 44, 27 + (1 — z)7 =0,21.

45. Newton kniipft die Darstellung seiner Losungsmethode an die Gleichung
»-2r—-65=0

an. Er rechnet dann folgendermafen: Ein erster Niaherungswert ist x; = 2.
Setzt man z = 2 + p in die Gleichung ein, so ergibt sich fiir p die Bestim-
mungsgleichung
p*+6p*+10p — 1 =0.
Da p klein ist, so werden die Glieder »° und 6p? vernachlissigt, man erhilt
also fiir p den Wert p = 0,1, und so ist der 2. Niherungswert z, = 2,1.
In dieser Weise wird fortgefahren. Zeige, dall diese scheinbar ganz andere
Form der Losung mit unserer Darstellung der Newtonschen Niherungs-
methode gleichwertig ist.
46. Um sin10° zu berechnen, setze man sin 10°= 2 und wende die Formel an
sin(3a) =3 - sina — 4 - sin®a.
Das liefert, da sin3a bekannt ist, eine Gleichung fiir sin10°, deren Wurzel
angenihert zu berechnen ist.
47. Von einem Kreise ist durch eine Sehne ein Viertel der Fliche abzuschneiden.

Anleitung: Nimm als Zentriwinkel des Einheitskreises den Winkel 2, wo z in BogenmaB
(vgl. §29, Aufgabe 1ff.) zu messen ist.

§ 26. Rationale gebrochene Funktionen

Nullstellen und Unendlichkeitsstellen

Bestimme die Nullstellen der folgenden rationalen gebrochenen Funktionen:

z—1 2 — 4z z—5
]'y:r'-f-l' 2'y_:t:_—,—l' 3'y»:xzazi-l'
@4 2z—-8 =1 _ A |
4'y—_—z’~l . 5.y——x,+;—m2. 6.y—ri+z+2.

z'—2 z?—3
R S y=ofs 1
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9. In welchen Fillen hat eine rationale gebrocﬁene Funktian keine Nullstellent
(Beispiele!)
Untersuche die Nullstellen der folgenden rationalen gebrochenen Funktionen
(oder gib an, warum sie fehlen!):

7 2 +1 2
10.y=m. ll.y=}_,__l. 12.y—m.
z—1 z+1 _r’——4z+3
By=gre-3 Wy=zmm—s B ¥=aisn—s

Bestimme die Unendlichkeitsstellen der folgenden rationalen gebrochenen
Funktionen:

-3 —17 1 1
16. a) y = ——, b) y="—. y=—+-—5-
z—2 . z—=1
18. y=_—3 19.y—xT_«z_2.
2Lz 1 r—z+1
20. yzz—z T 21-:1/:(—;7"—?‘)(—:?:3—).
z’+z+z-

22, Wann hat eine rationale gebrochene Funktion keine Unendlichkeitsstellent
(Beispiele!)
Untersuche, ob Unendlichkeitsstellen bei den folgenden Funktionen vor-
handen sind und, wenn ja, welche:

P — 2z —3

By=g- 24, y=2""%
2+ 3x— 10 2*+ 32 — 10
25.y=x—_;,_z_—4_, 26.y=z,—_+_10—-

Van den folgenden rationalen gebrochenen Funktionen sollen zuerst die Null-
stellen und Unendlichkeitsstellen berechnet werden, dann sollen die Funk-
tionen graphisch dargestellt werden:

27.y=x+1. 28 y=-12, 2. y=_2.
30,y =21, sLy=_22. s2.y=;2.
33.y=§zi?. 34.y=;z:;. 35.y=%1—.
36._1/:%_331;:E 37.y=z,_,—z_z. 38.y=;,_—;f;2:z_

Differentialquotienten. Maxima und Minima

39. Bilde von der Funktion y = 2~! a) den Differenzenquotienten (der im Nenner
auftretende Faktor z, — x ist wegzuschaffen), b) den Differentialquotienten.
40. Welche Lage hat die Tangente an die gleichseitize Hyperbel y = z~* in den
Punkten, deren Abszisse a) 2 =1, b) x=2, ¢) z = —1, d) =} ist?
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Welcher Grenzlage strebt die Richtung zu, wenn die Abszisse sich e) der
Null néhert, f) positiv oder negativ unendlich wird?
Bilde die Differentialquotienten folgender Funktionen:
a 1 a 1
4l.a)y=?, b)y:?. 42.a)y=—z—,+b, b)yz?‘

43. Bestimme den Differentialquotienten der Funktion y = % .
44, Zeige, daB die Differentiationsregel

X paxn—1
4 = nx
auch gilt, wenn n eine negative ganze Zahl ist.

Bilde a) den 1., b) den 2. Differentialquotienten folgender Funktionen:

1 a
45':‘/‘7“;"' 46-‘1/:("’_—1):“_-—1. 47.y=7—|—x.

b L1
8.y=12+2 49.y=ax+—;+%. 80. y =2t — .
5l-y—ao+ B Rk &b~ T RELE - B

52-3]—]“' +2':t“+3';r’+4‘x‘+ +n'1"'

Bestimme die Maxima und Minima der folgenden Funktionen:

53.y =92+ 1. Moy=z+ o 85y =2+ .
86.y=32+2.  BLy="r4 2. 5.y =222,
59. Beweise die Differentiationsregel:
af®
£(®) _ f(2) g(x)—f(2) & (=),
d=x [g(=)]?

Mache die Probe auf die Richtigkeit dieser Regel, indem du die folgenden
Funktionen a) direkt, b) von der angegebenen Quotientendarstellung aus-
gehend differenzierst:
n_ O _ _z—1 _ 2 —1
60. y = ax = 6l.y=a-+1 =1 62. y_x—~1—x,+z+l'
B.y=arifartpoit. . fatapl=""1
64. Differenziere die Funktion
_zt+at+
y= 14 2+ gy

und erklire das Ergebnis.
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Differenziere die folgenden Funktionen:

65.y=

66 y=——T—.

n

a2+ bz + e
Tt byt

2 —a’
z’—a
67.y=m. =
-1 -34... ,
69. y— e+ a4 a4 a2+ a,

Z™ 40,2 4 bz =T 4 - b1 T b

Bestimme die Maxima und Minima folgender Funktionen:

70.y=f—_:_T3
2y=2=%.
74.y=—x2—3"—-;%ﬂ.
76.y=z—,‘_’:%i7—.
7s.y=§:—g};—.
eo.y=%§;—jg.
y=_2 -1
84.y=z—f_—3—%.

Noy=
—73. y=
%.y=
Ny=
7. y=
8l.y=
83.y =

8. y =

2t —5
z—3°

x—2
zt+5°
2?—5z+9
z—5
2z —~5
at—6x+11°
32’ + 6z —1
't —2z+2°
19 + 2z —2°,
15+ 62 + 2%°
9 4
z—1 z—6"
25 9

T—x 33—z

86. Beweise durch Ubergang vom Differenzenquotienten zum Differential-
quotienten die folgende Differentiationsregel: Ls sei y = [(z), wo z = g(z)

ist. Dann ist

dy _df(:) dg(=)
dx '

dx ds

Mache die Probe auf die Richtigkeit dieser Regel, indem du die folgenden
Funktionen differenzierst a) direkt als Funktionen von z, b) als Funk-

tionen einer anderen Funktion:

8.y = = (‘,)",

87. y = (ax)* =a" - a".

1

r—a

89.y =

= (z —a)~1,

9.y =a(z+a)"2.

_ a
Tt

11 [2021)

T

— 1 - -2
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Differenziere die folgenden Funktionen:

92,y = (ax + b)*.
94,y = (22 +az -+ ).

9.y = (22 —1)m.
95. y = (a2n — 1)n.

_ (az + b)»
96. y = (ax + b)* (cx 4 d)™. 97. 4 =T
1 1
98.y—zx—_3—)5. 99.y—m.
Grenzwerte
Bestimme die folgenden Grenzwerte:
L ozt dr—3 B4+z+1
100. a) lmcln_”_"r’ b) hmx+ i
-1 —8
101. a) hm —+m, b) le_t)n —1
x4+ 7 . 2x45
102. a) hm T b):st —-
2+ z+ 10 . 52> —8
103. 1) ,}i‘;—zﬂ—s— ' D Im owra
o2 —1 T |
IM.a)lerllﬁ, b),l,l_.ml Py b
oar—1 R |
105.a):1_’mlﬁ, b):ﬂﬂ—l'
106. a) lim &—=2, b) lim =%
z—a *TC z—g " — Q"
. 2+ 2x—8 . 2?—2x—8
107'a)ll_,nlzz’—31+2’ b)ll__niw
. 2t z—12 . 2242
108. 2) lim 5% ——75> b im e
. 2224 z—1 . 324+ 2z—1
109. a) hml 2 =1 b) zllml W
T—>— —>—

2
Vermischte Aufgaben

Kurvendiskussionen

110. Untersuche, ob die Kurve

_P+1
=y-1

die' Koordinatenachsen schneidet und, wenn ja, unter welchem Winkel.

111. Diskutiere die Kurve
?—2x+3

y=

'+ 22 —3°
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112. Welche Tangenten an die Kurve

—z=1
y_xz+1

sind a) parallel zur z-Achse, b) gegen die z-Achse unter 45° geneigt??)

113. Vergleiche die Kurven

_ %=1 P |
Yy=zx1» ¥=z—1

miteinander (graphische Dﬁrstellung auf Grund ausfiihrlicher Diskussion).

114. Gib eine graphische Darstellung der Funktion

_ z—4
Y=7_3:=3

auf Grund ausfiihrlicher Diskussion.

115. Bestimme die extremen Werte der Funktion:
a? 1
y=Eta—ay
und untersuche, was bei einer Variation von a zu beachten ist.

116. Bestimme Maximum und Minimum der Funktion
a—z
y=aya-
117. a) Diskutiere die Kurve
2 —azy—b*y=0.
b) Gib die Asymptote an. ¢) Vom Koordinatenanfangspunkt lege eine Tan-
gente an die Kurve. Welches sind die Koordinaten des Beriihrungspunktes?

118. Bestimme die Koordinaten des Minimums und des Maximums der Kurve

2 a?
V=tato

119. Lege vom Punkte (+m,sm) die Tangenten an die gleichseitige Hyperbel

Ty =m2
Andere geometrische Aufgaben
120. Welches von allen Rechtecken mit gleichem Inhalt hat den kleinsten Um-
fang? (Vgl. § 18, Aufgabe 127.)

121. Welche Gestalt miilten unsere Miinzen haben, wenn man ihnen ihre
zylindrische Form lieBe, diese aber so abinderte, daB die Abnutzung mog-
lichst gering ist, d. h. daB die Oberfliche moglichst klein ist?

1) Die bei der Lisung auftretende kubische Gleichung ist entweder angen&hert nach den Methoden von §25

oder aber nach §20 zu Iésen.

11*
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Beispiel: Ein Zwanzigmarlistﬁck wog 7,965 g. Das Gold, aus dem es bestand,
hatte 900 Feingehalt. Die Wichte des Goldes ist 19,2 g/cm3, das des
Kupfers 8,5 g/cm3.

122. Ein rechtwinkliger Quader hat das Volumen ¥ und eine Kante a. Wie gro8
muB man die anderen Kanten wihlen, wenn die Oberfliche ein Minimum
werden soll?

123. Es soll ein zylindrisches, oben offenes LitermaB aus méglichst wenig Blech
hergestellt werden. Wie hoch und wie breit mufl das MaB werden?

124. Um eine Kugel mit dem Radius r ist ein Kegel zu beschreiben, so daB
a) der Inhalt, b) der Mantel, ¢) die Oberfliche des Kegels moglichst klein
wird.

Aus der Physik

125. Eine Batterie von n Elementen, deren jedes eine elektromotorische Kraft
von e Volt und einen inneren Widerstand von w; Ohm besitzt, soll bei Vor-
handensein eines édulleren Widerstandes von wy Ohm so in y hinter-
einandergeschaltete Gruppen von je z parallel geschalteten Elementen
eingeteilt werden, da die Stromstirke den groBtmoglichen Wert erhilt.

Beispiel: n =48, w; =%, w, = 3.

SECHSTES KAPITEL

Algebraische Funktionen

§ 27. Algebraische IF'unktionen ; Funktionen von Funktionen ;
unentwickelte Funktionen
Algcbraische Funktionen
1. Was versteht man unter algebraischen Funktionen?

2. Welche der folgenden Funktionen sind algebraisch:

a) y =23 "b) y=x"%, ¢) y==a""%
d) y=1lga, ) y=1Va, f) y="Va-22-3,
1 1 . -
=35> h = = 1 =z—2}z,
6 | A Yy=e—2}=z

y=@+bn)t, py==a m) y=sinz,
n) y= 2%, 0) y=11—tga?
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Gib eine graphische Darsteliung der hierbei genannten algebraischen Funk-
tionen. Ermittle ihre Nullstellen und Unendlichkeitsstellen (rechnerisch und
zeichnerisch). Vergleiche insbesondere die Kurve y = Yz mit der Kurve
y=2%

8. Bilde von der Funktion y = V= a) den Differenzenquotienten (schaffe die
im Nenner auftretende Differenz x; — 2 fort, indem du den Bruch mit der
Summe der im Zihler auftretenden Wurzeln erweiterst), b) den Dilferential-
quotienten. ¢) Vergleiche den erhaltenen Wert mit dem Differential-
quotienten einer gewdhnlichen Potenz. d) Zeige so, dall die Regel fiir die
Differentiation einer Potenz mit ganzzahligem Exponenten (§ 24, Aufgabe 2)
auch noch fiir den Exponenten } gilt. ¢) Beweise dasselbe fiir den Expo-

3 —
nenten %, indem du wie vorher den Differenzenquotienten von } z bildest
3 — P — 3,— .
und den Bruch mit (l'xi + Vrx, + ]/x;) crweiterst.

4. Es sei irgendeine Funktion gegeben. Was versteht man unter ihrer inversen
Funktion (Umkehrung)? Bilde die inversen Funktionen zu a) y =z + a,
b) y=azx, ¢) y=2% d) y=a2’

5. In welcher Beziehung stehen die graphischen Bilder einer Funktion und

ihrer Umkehrung? (Benutze den Begriff der Spiegelung oder auch den der
Umklappung.)

6. Beweise durch Ubergang vom Differenzenquotienten zum Differential-
quotienten den Satz: Ist eine Funktion die Umkehrung einer anderen, so
ist das Produkt ihrer Differentialquotienten gleich 1.

9. Zeige hiermit, daB die Regel fiir die Differentiation einer Potenz mit ganz-
zahligem Exponenten (§ 24, Aufgabe 2),

auch fiir gebrochene Exponenten n gilt.

Differenziere folgende Ausdriicke nach z, indem du zunichst alle Funktionen
als Potenzen von z mit gebrochenen Exponenten ausdriickst:

8.23) Yz, ) ayz, ¢) Vaz.
1 Yo a
o = b =, —_
9-a) Vo ) Vz 9 Yoz
10. 3) |2, RER 0 3]3.
11.3) a | 3, b) njam, o z)/z)z.
0. L _2_ Vz
12. a) ‘“,—,’ b) L ) =
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Funkticnen von Funktionen
13. Zur Wiederholung: Sprich den Satz § 26, Aufgabe 86 in Worten aus. Differen-

ziere auf Grund dieses Satzes folgende Funktionen:

14.2) (24 )% b) (@ +bx)?, ¢) (@ —ba)
16. a) (1 4 «2)3, b) (az*+ by, c) (@a+ba)m
16. ) (a — bad), b) (a+ bz + ca?), °) (1 - %)2
1. _1_ 3’ b 2= 2’ _1__.
1.2) (1 +G) ) (a—§2) )

¢) l/a+—bx.

18.a) V1 + 24, b) Va - =,
19. a) V1 — 2% b) Ya + ba?, €) ——
H—"z

Differenziere nach z (unter Benutzung der Regeln iiber Differentiation
von Produkten und Quotienten):

20.a) (2+452)(1 —3x), b) (a +bx)(m 4+ n2), ¢) 2% (a —223)2,

2z 4 3)* (42 + 5)° =
21. a) (1(3}4':58 L W TS ¢ zlatobz.
22.2) 22 V1-—=, b) x 1= 22, ¢) zla* + b2,
23. a) bis ¢) Bilde von den 3 letzten Funktionen auch den 2. Differential-
quotienten.

Differenziere nach z:
Z’

24.a b) ——
)u+ ) e !
a)a+V‘ ) VITx ) Wtz
a—ix’ 1—2’ O Vaizez
26. ) ——— b) —— 0 —e
2) Pl+z )xVb+oz )lx(2u—z)
Fod z* 28

27.0) [z + Va@+62))%, b)

u+z‘ BETI e R TiTers Y Teeh
Maxima und Minima
Ermittle die Maxima und Minima folgender algzebraischer Funktionen:
28.2) 213 - z, b) z:122 -3
29. ) o 2 — 4, b) z: V2 — 4.
30.a) =+ 13 — 2z, b) 1z 415 - .
3L.a) 2z + V13— 4z, b) 4o — Jz—3.
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; unentwickelte Funktionen

32.a) 2x+l — a2,

33.2) 2z — Vo' — 4z — 23,
34. a) 2x+]/m,
35. a)bx— m,
36. a) ]’%-}—’yaz——x-’,
37.a) Yaz -,

Grenzwerte

b) 2z — Vot — 12.

b) =+ V31 + 22 — 2%
b) 22 — V61 + 162 — 2%
b) 3z 4 Y24z - 54 — 2%
b) Vaz — Yaz - o

b) Tax — 2* 4 =.

Berechne die folgenden Grenzwerte:

. -1
38. a) lim = ,
) z—1 Yz —1

39. a) lim

z—0

Vz—a

Yz—Va’

Voz+1—1Tz—13

Ve=3-1i-z

8 —2—132—2)
Yo+ 1

’
Unentwickelte Funktionen

40. a) lim

z—a

41. a) lim

z—7

42. a) lim

z—>=-1

b) lim z—2
z—>4 z—4"

b lim Y2212
z—>2 lz—2

b) lim _t3z—=
z—3 5—]8x+1

b) lim Je=3

13l —z—2"
b) lim l3—x—l ’(1—:)
z+P3+2z

z—~1

43. a) Wann sagt man, y sei eine unentwickelte (implizite) Funktion von z?
Berechne y direkt (explizite) als Funktion von z aus folgenden Gleichungen:

b) 2+ 56y —322=2,
d) T2 — y*+2xy =322,

¢) xy—4x+6=0,
o zly—y=2.

44. Was versteht man unter der partielien Ableitung einer Funktion f(x, y) nach 2?
45. Wie schreibt man die partielle Ableitung
a) von f(z,y) nach =z, b) von f(z, y) nach y?

46. Bilde die partiellen Ableitungen &) nach z, f) nach y von folgenden

Funktionen:
a) Tz + 2y, b) 32% 4+ 52y, ¢) Tzy+42
d) 12235, 0 % f) 22+ 22y + 2+ 3z +4y+11,
g) zVl+y, b) #*V1 - a? ij Vlz—yxy’
k) ——+ =2
M+y Mtz
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47. Beweise, daB, wenn x und y durch die Gleichung f(z, y) = 0 verbunden
sind, die Beziehung gilt:

of
dy Tx
ax T~ of °
ay

Sprich diesen Satz iiber die Differentiation unentwickelter Funktionen in
Worten aus.

48. Bilde hiernach den Differentialquotienten 3’ aus den Gleichungen:
a) 3z+4y=11, ) =L =1.
Deute die Gleichungen und die firr 3’ erhaltenen Werte geometrisch.

49, Berechne ebenso 3’ aus a) 2® 4 y*> =25 fir x =43, +4, b) ay =24,
fir x = +4, +3, +2. (Geometrische Deutung!)

50. Stelle y aus den vorigen Gleichungen explizite als Funktion von z dar,
dann y’' nach den Regeln in Aufgabe 7 und § 26, Aufgabe 86, und priife so
die Richtigkeit der Ergebnisse von Aufgabe 49. |

51. Bilde 3’ aus folgenden Gleichungen:
) S+ L —1=0, D& — L _1-0.
(Geometrische Deutung!) Probe wie Aufgabe 50. — Welche Art der Differen-
tiation von y ist hierbei die einfachere, die implizite oder die explizite?
2. Bilde 3’ aus: a) y*—2px =0, b) 32— 2px — 77’ 2 =0,
¢) y: — 2px+§x2=0.
63. Zeichne die Tangenten a) an die Kurve
3z —22y+y*—42x—6y+10=0
in den Punkten z =1, 2, 3, 4, b) an die Kurve
922 — 6zy+ 9t — 122 — 40y +4=0

in den Punkten z = -3, -2, —1,0, ..., 8,9. — Zusatzfrage zu a und b:
In welchen Punkten laufen die Tangenten parallel einer der Koordinaten-
achsen? Zusatzfrage zu b: Wird die Kurve von der z-Achse geschnitten,
beriihrt oder gar nicht getroffen?

b54. Bilde y’ aus
az?+bay+cyt+dx+ey+f=0.

In welchen Punkten laufen die Tangenten der Kurven parallel einer der
Koordinatenachsen?
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65. y kann auch noch auf eine andere Weise implizite von z abhiéingen, wenn
nimlich sowohl y als auch z von einer 3. Grolle ¢ abhiingen, etwa z = f(t),
y = @(l), wobei aber ¢ aus diesen beiden Gleichungen nicht eliminiert werden
soll. In diesem IFalle ist

dy

d

o~

oE
LY
]

dt
a) Beweise dies durch Bildung der einzelnen Differenzenquotienten und
Ubergang zu den Differentialquotienten. b) Sprich das Ergebnis in Worten
aus. ¢) Vergleiche diese Regel mit der in § 26, Aufgabe 86 aufgestellten.

56. Differenziere auf Grund dieser Regel y nach z aus den Gleichungen:
y=at+b, xz=ct
Priife das Ergebnis durch Elimination von ¢.

§7. Desgleichen aus
1 1
B) y=1— <=7 by y=32V2, z=4720,
¢) x=a-t, y=>byl—1.

68. a) bis d) Gib eine graphische Darstellung der in Aufgaben 56 und 57 a bis ¢
genannten Funktionen, und zwar bei jeder Funktion in 3 verschiedenen
Farben: 1) z als Funktion von ¢, 2) y als Funktion von ¢, 3) y als Funktion
von z. (Passender Malstab!)

B9. Welche Kurven werden durch 57a und 57c¢ dargestellt? (Beweis durch
Elimination von ¢%.)

60. Soll von y der 2. Dilferentialquotient nach 2 auf Grund der Gleichungen
z=[(l), y=g@() gebildet werden, so gilt die Beziehung:

d?y dx d2x dv
2y de2 'de de de

dx2 dx\3
@)
Beweise dies aus der Gleichung
dy
dy _ dt
dz~ dz’
dt

indem du auf beiden Seiten nach z differenzierst!) und passend umformst.

1) Fe ist fdr den Schiller wichtig, zu bemerken, daB man diese Gleichung deswegen auf beiden Seiten differen-
zieren durf, weil es elne Identitit ist. Vgl. § 29, Aufyaben 121 bis 130,
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61. a) bis ¢) Bilde auf diese Weise die 2. Differentialquotienten von y aus den
in Aufgabe 57 genannten Gleichungen.

62. Bilde y" aus
z=afs, y==%alt— 3.

§ 23. Geometrische Anwendungen,
insbesondere auf die Kriimmung der Kurven

Kriimmung und Kriimmungsmittelpunkt

1. An die Parabel y = 22 sind in zweien ihrer Punkte (z,, ¥,) und (z,, v,) die
Normalen gelegt. Bestimme die Gleichungen dieser Normalen und unter-
suche, welche Grenzwerte (X,, ¥,) die Koordinaten des Schnittpunktes der
beiden Normalen annehmen, wenn der Punkt (z,, y,) sich dem Punkte
(2,, ;) unbegrenzt niihert. Vereinfache die Ausdriicke bis auf die Formen
X, = —4z?% Y, =3y + 1} und ermittle dann die Entfernung R, des
Punktes (X,, ¥;) vom Kurvenpunkte (z,, y,). (Alles in z, oder alles in y,
ausdriicken!) — Der Punkt (X, ¥)) heit der Krimmungsmiitelpunkt, die
Entfernung R, der Krimmungsradius der Kurve fiir den Punkt (z,, y,);
der Kreis, dessen Mittelpunkt der Kriimmungsmittelpunkt und dessen

Radius der Kriimmungsradius ist, heiBt Krimmungskreis, der Wert Fl' wird
die Kriimmung der Kurve an der Stelle (z,, y;) genannt. :

2. Zeige allgemein, daB bei einer Kurve y = f(x) der Kriimmungsmittelpunkt
(X, Y) und der Kriimmungsradius R fiir den Kurvenpunkt (z, y) bestimmt
werden durch die Gleichungen:

19y ot
X =g 0B
L g

1
Y = y‘J‘ +)'
IL R:M:,;'_"l“.,
y

3. Bestimme den Kriimmungsmittelpunkt und den Kriimmungsradius im
Punkte z =1 von folgenden Kurven: a) y =23, b) y=2% ¢) y= a8,
Vz
6. Desgleichen fiir z = 1 bei der Kurve y = 2® — 32% 4 2. Deute das Ergebnis
geometrisch!

4. Desgleichen fir z =1 bei a) y =1z, b) y=17, ¢ y=——

6. Bestimme Kriimmungsmittelpunkt und Kriimmungsradius a) der Kurve
y = 2® — 22* 4+ 3z im Punkte (1; 2), b) der gleichseitigen Hyperbel 2y = 12
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im Punkte (3; 4), ¢) der Parabel y> = 2pz im Punkte = p, d) der Kurve
ay’ =2 im PunLte z=a.

7. Zeige unter Benutzung von § 27, Aufgaben 55 und 60, daB fiir die Kurven
z=f(), y=¢() die bei Aufgabe 2 angegebenen Werte die foigenden
Formen annehmen:

e @24 @ ()
X=2 = p G 6 G
= _Lff 2+ (0% f )__.

Y=r+7gvo—vura

TIN Ry
0 R=-— f ,(”"I'W (¢)2) ; .
SS9 ()—e () f" (1)

8. Bestimme hiernach Krimmungsmittelpunkt und Kriimmungsradius der in

§ 27, Aufgaben 57a—c und G2 angegebenen Kurven.

L

9. Der Kriimmungsradius R ist im allgemeinen wieder eine Funktion von =z,
kann also z. B. auf Maxima und Minima untersucht werden. Die Punkte,
in denen der Kriimmungsradius Extremwerte hat, heilen Scheitel der Kurve,
und zwar Hauptscheitel oder Nebenscheitel, je nachdem der Kriimmungs-
radius ein Minimum oder Maximum hat. a) Wo liegt der (Haupt-) Scheitel
der Parabel

y=ua*+ 224 1?
b) Ermittle (unter Benutzung der Differentiationsregel § 27, Aufcabe 47) die
Kriimmungsradien in den Hauptscheiteln und Nebenscheiteln der Ellipse
y?
w=1
¢) Untersuche auf dieselbe Weise die Scheitel des Kegelschnitts
ax+bxy+cyt+dxtey+=0.
¢) Wie kann man aus dem Ergebnis von ¢) ersehen, wann der Kegelschnitt
eine Ellipse darstellt, wann eine Hyperbel, wann eine Parabel?

10. 2) Wo ist die Kurve 2?y = a® am stiirksten gekrimmt?
b) Desgleichen a?y = 2® (Kurve {iir Anschliisse von Eisenbahngleisen ver-
schiedener Krimmung).
¢) z=atd, y=—;a(l —%t").
Kurvendiskussicnen
Untersuche auf a) Maxima und Minima, b) Wendepunkte, ¢) Kriimmungs-
verhiiltnisse folgende Kurven:

11. y? = a(x — 2b)*(x — b).

12. y2=a(z — )%
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13. > = az® + ba* + cx +d (Kurven, in die sich jede Kurve 3. Ordnung
projizieren lilit).
14. (2® + 9?) (z — 2a) + a®z =0 (Strophoide).

15. 23 — y*(2a — 2) =0 oder 2(x®>+ y*) — 2ay? =0 (Kissoide des Diokles).
16. 23 — ay? =0 (Neilsche Parabel; vgl. mit Nr. 12).

17. 2® 4+ y* — 3azy =0 (Cartesisches Blatt).

18. (x — a)*(2? + y?) = b%2* (Konchoide des Nikomedes).

19. (22 + 9?)? — 2a%(2® — 3?) =0 (Lemniskate).

20. (22 4 3°)* — 2a*(a? — y?) — k* =0 (Cassinische Kurven; vgl. mit vor.).

21, (2 + 922 — (a®x® + b2y°)2 — k* =0 (Spirische Kurven des Perseus).

22. (22 + y2 — 2ax)® — b*(2* 4 y°) — k> =0 (Cartesische Ovale).

23. (22 4 y% — 2a2) — (2 »*) =0 (Kreiskonchoide, Pascalsche
Schnecke; vgl. mit vor.).
24, (22 + y* — 2a2) —a*(22 4+ y*) =0 (Kardioide; vgl. mit vor.).

25. zé +y3 = a§ (Astroide; zeige, dafl die Gleichung der Kurve sich auch in
die Form (22 + y* — a*)® + 27a*2?y*> = O setzen lift).

2 __ ] 2_;_1
26.y=|/%Tl~. 27.y=l/;—_—1-.

28, 29. Zeichne die Tangenten der beiden letzten Kurven in den Punkten
=0, £1, £2, £3.

30. Unter welchen Winkeln schneidet die Kurve 26 die Abszissenachse? (Warum
kann man bei der Kurve 27 nicht dieselbe Frage stellen?)

31. Berechne fiir die Kurve 25 das von den Koordinatenachsen begrenzte Stiick
einer beliebigen Tangente. Benutze das Ergebnis zu einer Umhiillungs-
konstruktion der Kurve.

32. Berechne fiir die Kurve 15 die Linge der Subtangente. (Die Subtangente
erhilt man, wenn man das von dem Berithrungspunkt und der z-Achse
begrenzte Stiick der Tangente auf die 2-Achse projiziert.)

33. Wie lautet fiir die Kurve a*y = x?(a — «) die Gleichung der Wendetangente?

34. Beweise, daB bei der gleichseitigen Hyperbel zy = m? der Kriimmungs-
mittelpunkt die von der Normalen bestimmte Sehne halbiert.

35. Legt man an die Kurve 16 in einem beliebigen ihrer Punkte (z,,y,) die
Tangente, so schneidet diese die Kurve noch einmal; driicke die Koordinaten
dieses Schnittpunktes durch 2, und y, aus.
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37.

8s.

89.

40.

41.

43.

44.

=
o

46.

Maxima und Minima

. Die Parabel 3> = 2pz wird von einem Kreise 22 + y® = 72, dessen Mittel-

punkt der Scheitel der Parabel ist, geschnitten. Welchen Wert muBl r an-
nehmen, damit die Kurven sich unter moglichst grofem Winkel schneiden,
und welches ist dieser groBte Winkel?

a) Es ist zu beweisen, daB die kiirzeste Entfernung eines Punktes von einer
Ellipse auf der durch jenen Punkt gehenden Normalen zu messen ist. b) Des-
gleichen fiir die Parabel, ¢) desgleichen fiir die Hyperbel.

Welches unter allen Rechtecken, die a) einer Ellipse, b) einem Kreise ein-
beschrieben werden konnen, hat den groBten Umfang? (Leite das Ergebnis
von b selbstindig und auch aus dem von a her; vgl. §18, 134.

a) Einer Ellipse ist ein gleichschenkliges, Dreieck derart eingeschrieben, daB
seine Spitze in einem Scheitel der Ellipse liegt. Welche Gestalt muB das
Dreieck haben, damit sein Umfang moglichst gro8 wird? b) Stelle und lose
die entsprechende Aufgaba fiir den Kreis.

Einer Halbellipse, die a) die groBe Achse, b) die kleine Achse der Ellipse
zur Basis hat, ist ein Rechteck von méglichst groBem Umfange einzuschreiben.
¢) Dieselbe Aufgabe fiir den Halbkreis.

Welchen Abstand vom Mittelpunkt eines gegebenen Kreises muB ein Punkt P,
der a) innerhalb, b) aullerhalb des Kreises liegt, a) mindestens, b) hochstens
haben, wenn es eine durch P gehende Sehne geben soll, die in P nach dem
Verhéltnis 2 : 1 a) innerlich, b) &uBerlich geteilt wird?

. In einem Kreise mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r ist ein fester

Durchmesser 4 B gezogen. Durch einen beweglichen Punkt C des Kreises
ist die Sehne CD | A B gelegt und von D auf CM das Lot DE gefiillt.
Bei welcher Lage von C hat das Dreieck CDE den groften Flicheninhalt?

Es sind 2 sich schneidende Kreise gegeben. Durch einen der Schnittpunkte soll
eine Gerade so gelegt werden, dal a) das arithmetische Mittel, b) das geo-
metrische Mittel der in beiden Kreisen entstehenden Sehnen ein Maximum wird.
2 Sehnen eines Kreises 4 B und CD schneiden sich im Punkt O dergestalt,
dab 40 =2%, 00 =2 ist. Welchen Bogenabstand diitfen die Punkte

A und C hochstens haben, damit von diesen Punkten aus solche Sehnen
noch gezogen werden konnen?

. Lose dieselbe Aufgabe fir den Fall, da8 40 =2 4B, 0 =52 ist.

2 konzentrische Kreise haben die Radien » und ¢ (r > p). a) Unter welchen
Wert darf bei gegebenem 7 die Grole von g nicht sinken, wenn es moglich
sein soll, eine Sehne so durch beide Kreise zu legen, dall das in den inneren
Kreis fallende Stiick die Héilfte der ganzen Sehne ist? b) Welches ist bei
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gegebenem p der griBite Wert von 7, fiir den es noch maglich ist, eine Sehne
8o zu ziehen, daB das in den inneren Kreis fallende Stiick 2 Drittel der ganzen
Sehne ausmacht?

47. Beweise, dafl von allen Dreiecken mit gegebener Grundlinie und Hohe das
gleichschenklige den kleinsten Umfang hat.

48. Unter allen rechtwinkligen Dreiecken mit gegebenem Flicheninhalt ist
dasjenige zu bestimmen, das den kleinsten Umfang hat.

49. Welchem von allen geraden Kegeln mit gegebener Seitenlinie 1i8t sich die groBte
Kugel einbeschreiben? Wie kann man die Aufgabe planimetrisch deuten?

50. Es soll ein Eimer in Gestalt eines abgestumpften Kegels hergestellt werden,
so daB bei gegebenem Inhalt ¥V und gegebener Neigung der Seitenlinie ( k )
die Oberfliche des Gefilles moglichst klein wird. Te

51. Einer Halbkugel soll ein gerader Zylinder mit moglichst groBer Oberfliche
eingeschrieben werden.

62. Einer Halbkugel soll ein gerader Kegelstumpf von méglichst kleinem Raum-
inhalt umschrieben werden. ’

63. Wie gro muf} der Radius einer Kugel sein, aus der sich ein Sektor von
gegebenem Volumen und méglichst groBer Gesamtoberfliche herausschneiden
lifit?

54. Einem gegebenen Rechteck soll ein anderes umschrieben werden, dessen
Fliicheninhalt moglichst groB ist.

B5. Zwischen den Schenkeln eines rechten Winkels ist ein Punkt P = (a, b)
gegeben. Es soll durch P eine Gerade so gelegt werden, daB die Schenkel
des rechten Winkels auf ihr ein moglichst kleines Stiick abschneiden. (Prak-
tischer Fall: Durch die 6 m hohe Tir
eines zylindrischen Turmes von a m
Innendurchmesser soll ein Balken ins
Innere gebracht werden. Wie lang darf
er hochstens sein?) X

66. Von A aus fihrt geradlinig nach B ein a
StraBlenbahnwagen mit der konstanten
Geschwindigkeit v, (Fig.15). An welchem
Punkte X von A B muB ein auf dem Wagen stehender Mensch abspringen,
um méglichst schnell einen seitlich der Fahrtrichtung gelegenen Punkt C = (a, b)
zu erreichen, wenn der Mensch nach dem Abspringen mit der konstanten
Geschwindigkeit v, liuft? (Mit anderen Worten: Die Gesamtzeit, die der
Weg AX + XC erfordert, soll ein Minimum sein.)

57. AB sei ein geradliniger Wassergraben, P = (a, b) ein lindliches Spritzen-
haus, Q = (¢, d) ein brennendes Gehoft (Fig. 16). Die leeren Wasserwagen

Fiz. 15
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fahren mit der konstanten Geschwindigkeit » an den Wassergraben heran,
werden dort gefiillt, inzwischen trifft Vorspann ein, wodurch erreicht wird,
daB die Wagen in gefiilltem Zustande ebenso schnell nach @ fahren kénnen
wie vordem in leerem Zustande. An welchem Punkte X des Grabens 4 B
muB die Fiillung vorgenommen werden, wenn der Weg PXQ miglichst
wenig Zeit erfordern soll? (Dcute das Ergebnis als Reflexionsgesetz!)

]

>

o

Fig. 16 Fig. 17

58. A B bedeutet die Grenze zweier verschiedener Gelindearten, z. B. Wiesen-
boden und Sturzacker..Auf dem einen ist der Punkt P = (a, b), auf dem
anderen der Punkt @ = (c,d) gegeben (Fig. 17). Ein Reiter, der auf dem
glatten Wiesenboden mit der Geschwindigkeit v, reiten kann, wihrend er
auf dem Sturzacker nur mit der Geschwindivkeit v, vorwiirts kommt, soll
in kiirzester Zeit eine Nachricht von P nach @ bringen. Wie muf er reiten?
(Wie kann man das Ergebuis auch optisch deuten?)

SIEBENTES KAPITEL

Transzendente Funktionen

§29. Die trigonometrischen Funktionen

BogenmaB

1. Ein Winkel von «° entsteht durch Drehung eines Strahles um seinen End-
punkt. Welchen Weg legt ein Punkt des Strahles zuriick, der vom Scheitel-
punkt a) den Abstand 7, b) den Abstand 1 hat?

Rechne in Bogenmaf} um:
2. a) 3G0°, b) 180°, c) 270°, d) 90°.
3. a) 45°, b) 60°, ¢) 30°, d) 10°.
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4.2) —45° b) 1°, ¢) 22°30, d) 510°.
5. a) a°, b) = - 360°, c) “7 d) n-90°
Rechne in GradmalBl um:

6.a) =, b 3 ¢) —2ax, VI

n 3z Ed bn
9. a) e b) Y c) = d) -5
8.a) 1, b) 2, ¢ 01, d) 10.
9.23) o, b) np, €) ng, d) 2nz.

Graphische Darstellung
10. a) Stelle die Funktion y = sin z graphisch dar (z im BogenmaB!). b) Welches
sind die Nullstellen, ¢) welches ist die Periode der Funktion?
Stelle die Funktion
y=a-sinbz
graphisch dar und gib a) ihre Nullstellen, b) ihre Periode, ¢) die Stellen
ihrer grofiten, d) die Stellen ihrer kleinsten Werte an, wenn gegeben ist:
11.a=1, b=2, 3,4. I2.a=1, b='}, %,i
13.o=1, a=2, 3,4, 14.b=14, a=1%,1%, 1.
15. a) Stelle die Funktion y = cos« graphisch dar (x im BogenmaB!). b) Welches
sind die Nullstellen, ¢) welches ist die Periode der Funktion?
Stelle die Funktion y = a - cos(bx + ¢) graphisch dar und gib a) ihre Null-
stellen, b) ihre Periode, ¢) die Stellen ihrer groten, d) die Stellen ihrer
kleinsten Werte an, wenn gegeben ist:

16.a=2, b=%, c=0. Wa=2 b=2 o=2.
1 : 1 n 1
18.a=—2-, b=+, c=— 19.a_—2-, b=2, c¢=a.

20. a) Stelle die Funktion y = tgx graphisch dar (x im Bogenma8!). b) Welches
sind die Nullstellen, ¢) welches die Unendlichkeitsstellen, d) welches ist die
Periode der Funktion?

21. a) Stelle die Funktion y = ctgz graphisch dar (z im BogenmaB!).
b) Welches sind die Nullstellen, ¢) welches die Unendlichkeitsstellen,
d) welches ist die Periode der Funktion?

22. Gib die Symmetrieachsen a) der Funktion y =sinz, b) der Funktion
y = cosx an.

23. Gib die Lage der Symmetriezentren (Mittelpunkte zentraler Symmetrie)
der Funktionen
a) y =sinax, b) y=a-cosz, ¢) y=tgz, d) y=ctgr an.
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24. Die Sinuskurve soll durch Spiegelung an einer Geraden in die Kosinuskurve
iibergefiihrt werden. Gib die Gleichung einer solchen Geraden an.

25. Die Tangenskurve soll durch Spiegelung an einer Geraden in die Kotangens-
kurve iibergefithrt werden. Gib die Gleichung einer solchen Geraden an.

20. Bei der einfachen Sinusschwingung ist der jeweilige Ausschlag durch die

Funktion -
8 =asinbt

gegeben, wo a der griBte Ausschlag ist, wihrend b der Quotient aus 2x
und der Schwingungsdauer ist; ¢ ist die veriinderliche Zeit. — Stelle die
Sinusschwingung fiir e =1, =1 und @ =}, b = 2 graphisch dar und
addiere beide Kurven graphisch.

27. Zu der Sinusschwingung 8 = asinbt fir a =1, b =1 ist die um a) },
b) 3, ¢) # ihrer Periode verschobene Sinusschwingung fir ¢ = §, b =2,
graphisch zu addieren. ’

28. Einem Grundton mit 2 Oberténen entspricht die Schwingung
8 =asinat + %sin2at + %sin!lat.

Die Schwingung ist durch graphische Addition in geeignetem MaBstabe aus
den Teilschwingungen darzustellen.

29. Zeige durch graphische Darstellung, daB durch Ubereinanderlagerung a) von
3 um je ein Drittel der Periode, b) von 4 um je ein Viertel der Perio le, ¢) von 5
um je ein Fiinftel der Periode gegeneinander verschobenen Sinusschwingungen
derselben Amplitude vollstindige Ausloschungcintritt, mitanderen Worten, da

a) asina+asin(oc +2?T) +asin(a+%') =0,
b) asina + asin (a + %) + asin(« + 7)) + asin (a + 3?") =0,
¢) asina —I—asin(a +2?1) + asin(a +4Tn) -I-asin(a +§53)
. 81 .
< asin (a + ?) = ist.

80. Durch Ubereinanderlagerung zweier in entgegengesetzter Richtung fort-
schreitender Wellen y =sinz entsteht eine stehende Welle. DBestimme
a) graphisch, b) rechnerisch die Periode der Welle. ¢) Berechne die Am-

plitude der stehenden Welle als Funktion des Phasenunterschiedes der beiden
erzeugenden Wellen.

31. Die elektromotorische Kraft eines Wechselstromes sei durch eine Sinuskurve

e =asinat,
die Stromstirke durch
1 =bsinat

12 [2021]
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gegeben. An der Hand von Messungen an der graphischen Darstellung ist
in geeignetem MaBstabe fiir den Effekt des Stromes, das Produkt e- i, die
Kurve zu zeichnen, wenn der Phasenunterschied, d.h. der Abstand ent-

sprechender Nullpunkte der Kurven, a) 0, b) 2, ¢) %, d) Z, ¢) Z
. 6 4 3 2
betréigt.
82. Untersuche die Kurven
a) y=asina 4 bsin2a und D) y=asina+bsin(2a+%)
auf ihre Symmetrieeigenschaften: gib bei Axialsymmetrie die Achsen, bei
Zentralsymmetrie die Symmetriezentren an.
Graphische Losung goniometrischer Gleichungen
Lose graphisch die Gleichungen
33. tgx =z. 34.sinz =z. 35. ctgzr = 2. 36. cosz = z.
Lose graphisch und rechnerisch die folgenden Gleichungen:

Anleitung: Setze cos ¢ =, sina =y und beachte, daBl 22+ y2 =1 ist:

37.4 cosa = 3sina. 38. 6 cosa + 4sina = 3.
39. 4sina =6 + 7 cosa. 40. sina + cosa = 12.
41. cosa — 2sina =0. 42. 3cosa — 2sina =1,
43. 2cosa + 3sina = 3. 44. sina - cosa = §.

45, sina - cosa = § V3. 46. 2sina = cos2a.

Die Differentialquotienten der Funktionen Sinus und Kosinus
47. Berechne 222 fir @) x=0,1, b) =001, ¢) z=0,001.

48. In der Fig. 18 ist der Kreisausschnitt M C B groBer als das Dreieck M 4 B urd
kleiner als das Dreieck M CD. Bringe diese Ungleichungen in eine anders
Form, indem du die auftretenden GroBen durch
den Radius MC = und den in Bogenmal} ge-
messenen Winkel a ausdriickst. Leite daraus eine 8

D

. ™ o
obere und eine untere Grenze fiir T ab.
10 o

49. Gib auf Grund der Uberlegungen in der voran-
gehenden Aufgabe an

) lim -2, b) lim 222, ¢
—o SIDZ z—0 %

50. Untersuche mit Hilfe einer Tafel der trigonometri-
schen Funktionen, bis zu welchem Winkel, ge- Flg. 18
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messen in Graden, sina und tga a) bis auf 4 Dezimalen, b) bis auf 3 Dezi-
malen iibereinstimmen.
Bestimme unter Anwendung der in Aufgabe 49 abgeleiteten Beziehung die
folgenden Grenzwerte:

51. lim sin2x‘ 52. hmw 53. hmsmax
z—»0 % 20 2% z—0 %
sinZ.
54, lim 2507 55. lim §6. lim 25002
z—0 z—0 z—0
sin 1 (x—2)
—_ 3 —_ o — *
b7, lim SRE=®) g gy N2E—2) gy @ T Y
z—z, TT0 zz, TN zz, T
60. lim S —2)
'z—w. -

61. a) Bilde den Differenzenquotienten der Funktion y =sinz und durch
Grenziibergang — unter Benutzung von Aufgabe 49 — den Differential-
quotienten. b) Bilde den Differentialquotienten der Funktion y = sinaz,
indem du vom Differenzenquotienten ausgehst.

62. a) Bilde den Differenzenquotienten der Funktion y = cosz und durch
Grenziibergang den Differentialquotienten (benutze Aufgabe 49). b) Bilde )
den Differentialquotienten der Funktion y = cosaz, indem du vom Diffe-
renzenquotienten ausgehst.

Von den folgenden Funktionen?) sind a) die ersten, b) die zweiten Diffe-
rentialquotienten zu bilden (benutze dabei die Differentiationsregeln fiir
Produkte, Quotienten und Funktionen von Funktionen):

65. y = sin%.
68. y = sin’z.

64. y = sin2z.
67. y.=sin (x—}-%)

63. y = a sinx.

66. y = asinbx.

69. y = sinz. 70. y = sin‘z. 1. y = sin"z.
7%,y =sin*z — 1. 3.y = xsinz. 74.y=8in7x.
T5.y=sin]. 6.y = z-sin27. Ty =
78. y=ﬁ. 79. y = cos?x. 80. y = cos2zx.
81. y = sinx - cosx. 83. y = sin’z + cos?z. 83.y= COI“:.
84.y=£;z. 85.y=%§2—z. 86.y = - cosx.

') Bei bemerkenswerten Ergebnissen der Aufgaben 63 bis 86 gib eine Erklirung!

108
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87. Welche Lage hat die Tangente an die Sinuskurve y = sinz a) im Punkte
z =0, b) im Punkte z = n?

88. Berechne die Lage der Tangente an die Kurve y = sinbz im Punkte z = 0.

89. Bilde den Differentialquotienten der Funktion y = cosz, indem du die
Beziehung a) cosx = sin (1 - 1) , b) cosz = J1 — sin-z benutzt.

2
Ermittle rechnerisch oder zeichnerisch die Maxima und Minima folgender
Funktionen:
. o Z e n
90. y = sin3z. 91.y—51n-3—. 92.y-sm(x+z),
. 1 . 1 . .
93. y = sin (21: - i’) . 94, y =5 sin (%—F?). 95. y =asin(bx + c).
96.y=L:x. 97. y =z sinz.

98. Die Wurfweite bei horizontalem Gelinde ist bei Vernachlissigung des Luft-
widerstandes
_ ¢*sin2a
wo ¢ die Anfangsgeschwindigkeit, a der Erhebungswinkel ist. Bei welchem
Erhebungswinkel ist die Wurfweite am groBten?

99. Der Effekt eines Wechselstroms, dessen elektromotorische Kraft durch
e =asinat und dessen Stromstirke durch ¢ = bsinat gegeben ist (a, b
und « sind Konstanten, ¢ ist die variable Zeit), wird durch das Produkt e - ¢
dargestellt (vgl. Aufgabe 31). Gib die Maxima und Minima des Effektes an,
wenn zwischen e und ¢ keine Phasendifferenz herrschte. (Das Produkt im
Diffcrentialquotienten des Effekts ist erst nach einer bekannten trigonome-
trischen Formel umzuformen.)

100. Bei einer einfachen Schiebersteuerung ist die Bewegung durch das Gesetz
8 =a,sin(bt + ¢;) + a,sin(2b¢ + c,)

gegeben, wo a,, @y, b, ¢, und ¢, Konstanten sind, wihrend ¢ die variable
Zeit bedeutet. Wie grof} ist die Geschwindigkeit ( ) des Schiebers?

Die Dillerentialquotienten der iibrigen trigonometrischen Funktionen

101. Bilde den Differentialquotienten der Funktion y = tgz, indem du von
sinz.

tgx = s s ausgehst
102. Bilde den Differentialquotienten der Funktion y = ctgz, indem du
__cosz 1 oy — n
a) von ctgz = e’ b) von ctgx = s’ €) von ctgx = tg (-—2- - ar)

ausgehst.
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Bilde a) die erste, b) die zweite Ableitung der folgenden Funktionen
(bei bemerkenswerten Ergebnissen gib Erklirungen dafiir!):

103. y = tgx. 104, y = ctgx.
105. y = tg2z. 106. y = tg—..
107. y = tg%. 108. y = ctgne.

in . cos &
8in —- - cos
2

109. y = —— 2 110.y=20052;—l.
111. y = atg(bx +¢). 112. y=actgbx+c).
113. y = a® 4 b* — 2ab cosx. 1. y=rtg 2

115, y = 12922, 116, y = 12002

117. y = sinx — z - cosx. 118. y =sinz - sin(1 — z).
119. y = tgz + ctga. 120, y = 102,

Differenziere beide Seiten folgender identischer Gleichungen:

121. sin%z + cos*z = 1. 122. tgz - ctgr =1.
123. sin2x = 2sinx - cosz. 124. cos2z = cos?z — sinz.
1
125. tg?x:m. 126. ctg22 = 5 (ctgz — tg ).
127. sin3x = 3 sinz — 4 sin’z. 128. cos3x =4 cos®z — 3 cosz.

129. sin5x = 5sinz — 20sin3x + 16sin® 2.

130. cos5x = 5 cosx — 20 cos®x + 16 cosdx.

Vermischte Aufgahen
131. Jemand lost die trigonometrische Gleichung
3sinx 4 cosx =5

dadurch, daB er sie differenziert und dann z aus dem Ergebnis berechnet.
Wo steckt der Fehler?

132. Die harmonische Bewegung ist gegeben durch die Weggleichung
nt
T I
wo a den groBten Ausschlag, ¢ die variable Zeit, 7' die Zeit eines Hin- und

8z = asin —

Herganges bedeutet. Bestimme a) die Geschwindigkeit v, =W' b) die

. d’s,
Beschleunigung bz = 7.
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133. Bestimme a) die Geschwindigkeit vy und b) die Beschleunigung b, der
harmonischen Bewegung
2at
8y=0a-cos 7.
¢) Zeige, daB durch Zusammensetzung dieser Bewegung und derjenigen in
Aufgabe 132 eine Kreisbewegung entsteht. Bestimme d) die Geschwindig-
keit der Bewegung auf diesem Kreise, ¢) die Normalbeschleunigung.

Untersuche, welche von den im folgenden genannten Funktionen die
Differentialgleichung

A= %Y
erfiillen. Gib jeweilig den Wert der Konstanten k an.
134. y =sinz. 135. y = cosz. 136. y = tg=.
137. y = ctge. 138. y =asinx + bcosz. 139. y =sinax.
140, y = cosaz. 141. y =msinaz + m cosax.

Anwendung auf Kurvendiskussionen

Bestimme die Wendepunkte und die Lage der Wendetangenten bei den
folgenden Kurven:

142. y =sinz. 143. y = cosx. 144, y = tgz.

145. y = ctgz. 146. y = asinz. 147. y = cosazx.

148. y = asinbz. 149. y = acosbz.

150. Gib an, welchen Winkel die Tangenten, die man an die Kurven y = sinz
und y =370!oszan den Stellen a) =0, b) 2= -:—, c) x =%, d) z=n,
e) & =5 legt, miteinander bilden.

151. Untersuche, unter welchem Winkel sich die Tangens- und die Kotangens-
kurve schneiden.
Bestimme die Nullstellen, Unendlichkeitsstellen (soweit vorhanden),
Maxima und Minima und gib eine graphische Darstellung folgender Funk-

tionen:
152. y = sinz 4 cosz. 153. y =sinz — }sin2z.
1564. y =sin(z?). 156. z = sin?z,
156.y=sinz-sin(x+%). 157.y=sinx~sin(x+%).

168. y =sinz - sin (x+%) 159.y=sin:c-sin(z+%).



§29. Die trigonometrischen Funktionen 179

160. Die 1. Ableitung a) der Funktion y = tgz, b) der Funktion y = ctgz
ist zu diskutieren und graphisch darzustellen.

161 —168. Bestimme bei den Kurven, die den in Aufgaﬁen 142—149 genannten
Funktionen entsprechen, den Kriimmungsmittelpunkt und den Kriim-
mungsradius in den Punkten

T n 2n bn
a) 2=0, b)z=7, ¢a=73, d)z=75, e z=—F.
Bestimme unter Benutzung der in § 28, Aufgabe 7 abgeleiteten Formeln
den Kriimmungsmittelpunkt und den Kriimmungsradius a) fir ¢ = «,

b) fir t =0, ¢) fir t= % , d) fiir £ =z bei den folgenden Kurven:

169. x = a cost, y = bsint (Ellipse).

170. x = sin2¢, y = sin?¢.

171. z = 2(t — sint), y =1 — cost (Zykloidenart).

172. 2z = a(t — sint), y=a(l — cost) (Galileische Zykloide).

173. z = at — bsint, y =a — bcost (Trochoide, fiir b > a verschlungene

T., fir b < a verkiirzte T., fiir b = a vgl. Aufgabe 172).
174. x = r cost + rtsint, y =rsint — rtcost (Kreisevolvente).

175. x = a - cos®t, y = asin®t (Astroide).

Anwendung auf die Bestimmung von Extremwerten

Aus der Geometrie

176. Wie gro8 muf} der zwischen den gegebenen Seiten @ und b eines Dreiecks
liegende Winkel sein, damit der Flicheninhalt des Dreiecks zu einem
Maximum wird?

177.1) Durch einen Punkt, der zwischen den Schenkeln eines rechten Winkels
liegt, soll eine Gerade so gelegt werden, daB das zwischen die Schenkel
fallende Stiick von ihr ein Minimum werde. Welche Lage hat die Gerade?
Der Punkt hat von den Schenkeln die Abstinde @ und b.

Aus der Physik

178. Uber der Mitte eines runden Tisches (Radius r) hingt eine Lampe. Wie
hoch muBl die Lampe iiber dem Tisch angebracht werden, damit ein am
Rande des Tisches liegendes Buch ein Maximum der Beleuchtung erfahrt?

179. Fiir welchen Erhebungswinkel & ergibt sich die gréte Wurfweite, wenn
der Boden in der Wurfrichtung unter dem Winkel § ansteigt?

%) Vgl. § 28, Aufgabe 56.
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180. Wie hoch miissen zwei 50 m voneinander entfernte Bogenlampen an-
gebracht werden, wenn die in der Mitte zwischen beiden liegeude Stelle
der Strale ein Maximum der Beleuchtung erfahren soll?

181. (Reflexionsgesetz?).) Auf der gleichen Seite einer Geraden seien 2 Punkte
P, und P, gegeben. Auf der Ceraden ist ein Punkt Q so zu bestimmen,
daB P Q+ P,Q ein Minimum wird. Untersuche insbesondere, welche
Aussagen man iber die Winkel machen kann, die die Strahlen P,Q und
P,Q mit der Geraden bilden.

182. (Brechungsgesetz?).) Auf der eincn Seite einer Geraden mdge das Licht sich
mit der Geschwindigkeit ¢, auf der anderen Seite mit der Geschwindigkeit cy
bewegen. Das Licht soll von einem Punkte P, auf der einen Seite ausgehen,
die Gerade in einem Punkt @ schneiden und nach dem Punkte P, auf der
anderen Seite der Geraden gelien. Wie mul} @ liegen, damit der gebrochene

Streckenzug I-’_@—}—Q_E in moglichst kurzer Zeit zuriickgelegt wird?
Achte insbesondere auf die Sinus der VWinkel, die die Strahlen P;Q und
P,Q mit der Geraden bilden.

Fehlerrechnung

183. Zeige, daB, wenn der Beobachtungsfehler 4z ein kleiner Wert ist, der
bei der Bestimmung der Fuuktion y = f(z) gemachte absolute Fehler

dy ist: dy~Adz-f(x).

184. Es ist ein angeniihert rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck mit den
Katheten 1 gegeben, dessen Hypotenuse aber statt

V2 =141421356. ..
1,414141. ..

gezeichnet ist. Um wieviel verkleinert sich der Winlkel?

als

185. Es ist ein Dreieck aus b =7, ¢ =3, a = 60° zu berechnen. Dann ergibt
sich a zu }/3_7. Um wieviel ist a fehlerhaft, wenn

a) 4b= —0,0002, b) 4c=10,001, ¢) da = arcl’= 0,0002909 ist?
186. Es ist tg30°1’ zu berechnen.

Anleitung: Ind tgz ~ prep Az ist costz leicht zu finden und 4 z (BogenmaB!) bekannt.
Damit ist auch dtgz und also tg30°1’ = tg30°+ Atg30° bekannt.

187. Es ist sin45°1’ zu berechnen, wenn }2 = 1,41421356 . .. gegeben ist.

1) Vgl. § 28, Aufgabe 57. %) Vgl. § 28, Aufgabe 58,
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§ 30. Die zyklometrischen Funktionen

Definition der zyklometrischen Funktionen
Die beiden Gleichungen

I. z=siny,

II. y=arcsinz

sind gleichwertig. Bestimme auf Grund dieser Definition die Unbekannte z
oder y in den folgenden Gleichungen (achte dabei besonders auf die Mchr-
deutigkeit der Funktion!):

.y =aresin0. 2. y = arcsinl. 3.%—=arcsinx.
4, 2n-%ucsinx. b. y =arcsin}. 6. y=arcsin(—1).
7.%=arcsinx. 8.—23£=arcsinz. 9. y=arcsin(— }).
10. y = arcsin(— V). 11. y = arcsin}. 12. y =arcsin(—§).
13. y = arcsin0,1. 14. y = arcsin0,9. .
15. In welcher Beziehung stehen y =sinz und y = arcsinz zueinander in

16.
17.

18.
21
24,
21.
30.
33.

306.

39.
42.

45.

geometrischer Hinsicht?

Gib eine graphische Darstellung der Funktion y = arcsinz.
Welche Gleichungen sind gleichbedeutend mit den folgenden

a) y =arccosz, b) y =arctgz, ¢) y =arcetgz?

Bestimme auf Grund der Definitionsgleichungen (Aufgabe 17) 2 oder y in den
folgenden Gleichungen (achte auf die Mehrdeutigkeit der Funktionen!):

y=arctg0. 19. y = arcctg0. 20. y = arc cos0.
y=arccosl. 22. y =arccos}. 23. y =arctgl.

y =arccetg(—1). 25. y =arccos(—$). 26. y=arctglf§.
y=arcctg(—i]/§). 28. y = arctg?2. 29. y =arcctg(—2).
y =arctgl0. 31. y = arcctg(—10). 32. y = arctg0,13.

y =arcctg3,14. 34. 0 =arctgz. 35. 0 = arccosz.
%:arccos:c. 37. ~T?m=arccosz. 38. %:arctgz.
_Tzn=urcctga:. 40. 11z = arctgz. 41. —17n = arcctgz.
1 =arccosx. 43. 1 =arctgz. 44.1 = arcctgz.

—3 =arccosz.
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46. a) Gib eine graphische Darstellung der Funktion y = arc cosz. b) Unter-
suche, in welcher Beziehung die durch diese Funktion gegebene Kurve zu
der Kurve y = arcsinz steht. ¢) Bestimme in der Gleichung

arcsing = arc cosz
die Unbekannte 2 durch die GroBe a.
47. a) Gib eine graphische Darstellung der Funktion y = arctgz. b) Kenn-
zeichne die Eigenschaften, durch die sich diese Funktion von der Funktion
y=arcsinz oder y=arccosx
unterscheidet.
48. a) Gib eine graphische Darstellung der Funktion y = arc ctgz. b) Unter-

suche, in welcher Beziechung diese Kurve zu der Kurve y = arc tgz steht.

49. Untersuche, welche von den Funktionen y=sinx, y = arccosz,
y =arctgz und y = arcctgx a) axial-symmetrisch sind, und welches
die Lage der Symmetrieachsen ist, b) zentral-symmetrisch sind, und welches
die Lage der Symmetriezentren ist. '

Differentiation inverser Funktionen

50. Wiederhole die friiher (§ 27, Aufgabe 6) abgeleitete Differentiationsregel
dy dx

gy 2% _q.

dx dy

51. Stelle eine Funktion y = f(«) graphisch dar, zeichne die Tangente in einem
Punkte der Kurve und nenne die Winkel dieser Tangente mit der a-Achse
und der y-Achse @, und @,. Welche Beziehuug besteht zwischen ¢, und g,,

dy
welche Beziehung also zwischen 72 Y und —g?

Wende die Differentiationsregel auf folgende Paare inverser Funktlonen in
der Weise an, daBl du aus dem als bekannt vorausgesetzten Differential-
quotienten der ersten Funktion den der zweiten bestimmst:

52. y = a2 und y= Ve.

83. y = 2" und y= i/;

bd.y=az+b und y=z:b

8.y = wd  y=—.

6.y =a2+azx+0b und y=-—%i‘/m—b+-‘§.

67.y=z"" und y=17Vz 1
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Differentiaticn der zyklometrischen Funkticnen

Benutze die Regel iiber die Differentiation inverser Funktionen zur Her-
stellung der Differentialquotienten der Funktionen

¢) y =arctgr,

8.

a) y =arcsinz, b) y=arccosz, d) y =arcctgz.

Gib eine graphische Darstellung a) der Funktion y = arcsinz und ihrer
Ableitung, b) der Funktion y = arccosz und ihrer Ableitung, c) der
Funktion y = arc tgz und ihrer Ableitung, d) der Funktion y = arc ctgz
und ihrer Ableitung. e) Erklire an Figuren die in den Formeln

69.

darcsiny _ 1
dz T yT—a2

darccosx . —1

= i

zum Ausdruck kommende Beziehung zwischen den Differentialquotienten
der Funktionen arcsin und arccos. f) Tue das gleiche fiir die in den

Gleichungen
darctgx 1
Tdx 1t a2
darcetgx _ —1
dx =~ 1+4a2

zum Ausdruck kommende Beziehung der Funktionen arctg und arc ctg.

Differenziere die folgenden Funktionen:

60. y = arcsin (2?).
62. y = arcsinnz.
64. y = arcsin(z + 3).
66. y = arc tg%.

1—z
68. y = arctg_—.

70. y = zarcsinz.

arcsinz

.y ="
a + b cosz
4. y = arc COSm.

6l. y = arc cosi;—.
. x

63. y = arc sin—.
65. y = arc cos(z?).
67.y = arc tg}x.

2z
69. y = arc tg7—.
71. y = arcsinz - arc cosz.

7.y =T

76. y = arc tg(x -1+ 2).

Bestimme die 2. Ableitung der Funktionen:

76. y = arcsinz.

78. y = arctgz.
2z

80. y =arctgy—.

77. y = arc cosz.

79. y = arc ctgz.

81. y = arcsin

z
M+at
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Bestimme a) die Wendepunkte und die Lage der Wendetangenten, b) Kriim«
mungsradius und Kriimmungsmittelpunkt der Kurven:
82. y = arcsinz. 83. y = arc cosz.

84. y = arc tgz. 85. y =arc ctgx.

§ 31. Logarithmische Funktion und Exponentialfunktion

Differentiation des Logarithmus

1. Untersuche den Ausdruck (1 -}——11;)” fiir wachsendes n, indem du nach-
einander setzest a) m=1, b) n=10, ¢) n=100, d) »= 1000,
e) n =10000, f) »=100000, g) » =1000000. Die Berechnung ist
logarithmisch durchzufiihren!). Welcher Grenze strebt .der Ausdruck mit

wachsendem # zu?

flz+42) —f(=)
Az

y = %logz. b) Fiihre fiir 42 den Wert % ein und zeige, daBl dem Grenz-

2. a) Bilde den Differenzenquotienten von der Funktion

iibergang von 4z -0 der Grenziibergang n —+ co entspricht. ¢) Bringe den
Differenzenquotienten auf die Form % %log [(l + %)ﬂJ
8. Zeige die Richtigkeit der Formel

d®logx 1
_Tf—= ?.ﬂloge,

e e=lim [ (1 + %) "] bedeutet.

n—>®
Dio Bezichungen der Logarithmen verschiedener Basis zueinander

4. Die natiirlichen Logarithmen, d. h. die Logarithmen mit der Basis e, werden
mit log natz oder kurz Inx bezeichnet. Wie groB ist der Differentialquotient
der Funktion y = lnx?

Gib die Werte folgender natiirlicher Logarithmen an:

6.a) Inl, - b) Ine, ¢) Ine.
1 1
6.a) nVe, b) In=-, ¢) In=.
1 n—
7. a) Ine”, ' b) In 2, ¢) Inje.
1) Bei der benutze die folgenden 10stelligen Logarithmen, die nach Bedarf abzukiirzen sinds
1g1,1 =0,0413926852 1g1.01 =0,0043213738
1g 1,001 = 0,0004340775 1g1,0001 =0,0000434273

1g1,00001 = 0,0000043429 1g1,000001 = 0,0000004348,
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8. Bei den DBriggsschen Logarithmen, d.h. bei den Logarithmen mit der
Basis 10, unterbleibt die Angabe der Basis. Man bezeichnet den Briggsschen
Logarithmus mit Igz. Wie lautet der Differentialquotient der Funlktion
y =lga?

9. Stelle graphisch dar a) y =Igz, b) y =Zogz, ¢) y="logz, d) y=Inz.
Im letzteren Falle benutze den Wert

e=2,7182818284...
auf so viel Stellen, als nétig ist.

10. Stelle die in den Logarithmentafeln gegebene Funktion a) y =lgsinz
zusammen mit der Funktion y =sinz, b) y =Igcosz zusammen mit
y=cosz, e€) ylgtgx zusammen mit y =tgz, d) y=Igctgz zu-
sammen mit y = ctgz graphisch dar. (Achte darauf, daB die Logarithmen
vielfach negativ sind!)

11. Bestimme aus den Gleichungen

y = %logx

z=Inzx
jeweilig # und setze beide Werte gleich. Diese Gleichung logarithmiere
dann (natiirliche Logarithmen!). Zeige, du daraus

a __Inx
logx = e folgt.

Berechne auf Grund dieser Formel unter Benutzung der Konstanten
In10 = 2,302585093 . ..

aus den Briggsschen Logarithmen, die einer Tafel zu entnehmen sind, die
folgenden natiirlichen Logarithmen?):

12. a) In5, b) In2, ¢) Inl0.
13. a) Inl, b) 1n100, ¢) 1n1000.
14.2) In 05, b) o1, ¢) Inl74.
1
15. a) Inz, b) In—, ¢) In2x.
1 4
16. a) Inz?, b) Ing—, ¢) lnga.
17. a) In 9,745, b) In1,388, ¢) In13,22.
18. a) In 27,17, b) 1n 87,78, ¢) In95,]8.

1) Der in der Praxis eingeschlagene Weg ist der umgekehrte. In §35 wird gezeigt, wie man die natiirlichen
Logarithmen berechuen kann, Daraus lassen sich dann die Briggsschen fiuden,
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19. Berechne den Modul M der Briggsschen Logarithmen, d.h. den Faktor,
mit dem man den natiirlichen Logarithmus multiplizieren muB, um den
Briggsschen zu erhalten.

204w, e
ogz =1~
blogz = lh!:—:

ist durch Division die Gleichung

*logx =

1
bmga

+blogx

abzuleiten?).

Berechne auf Grund der in der vorangehenden Aufgabe hergeleiteten
Gleichung folgende Logarithmen unter Benutzung einer Tafel der Briggs-

schen Logarithmen:
21. a) 2og 3,
22. a) Zogl0,
23. a) Slog 10,
24. a) ®log 10,
25. a) 10log 2,75,
26. a) *log 3,148,
27. a) %log 0,1895,

b) Slog 7,
b) slog 10,
b) €log 10,
b) ®log 10,

b) 1%log 17,28,

b) Slog 13,71,
b) 3log 2,018,

Ubungen im Differenzieren
Bilde die erste Ableitung der folgenden Funktionen:

28. y =In(ax).

8Ly =202
Inz

3.y =

37. y = Slog(az + b).

40. y = In;

1+2°
43. y = In(cosx).

46. y = In(Inx).

49. y = In%x.

a z
1) Bezeichnet man *logas mit >’:, 80 ist X =
a

29.y =In=.
32. y =1g(2?).

1
3. y=1g_.
38. y = %log®.

41. y = lnﬁ.
44. y =In(tgx).
47.y=In (tg%)

50. y = “logz - blogx.

C

z

o

a

c) Slog4.

c) ‘4log 10.

¢) log 10.

¢) 1og 10.

¢) 1000l 0,1384.
¢) Slog 28,87.

¢) 7log 0,001415.

30. y =In(a + bz).
33.y==zlgz.

36. y = 2log(z + a).
39. y = "log5.

42, y = In (sinx).
45. y = In(ctgz).
48, y =z (Inx — 1).

slogz
dogz*

bl.y =

X + X, (Analogie mit der Bruchrechnung!)
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52. Welche Lage hat die Tangente an die Kurve y = Inz a) im Schnittpunkte
mit der z-Achse, b) im Punkte z =, ¢) im Punkte z =+, d) im Punkte
z = 10?

53. Welche Lage hat die Tangente an die Kurve y = lgz a) im Schnittpunkte
mit der z-Achse, b) im Punkte x =10, e¢) im Punkte 2 =0,1? d) In
welchem Punkte der Kurve bildet die Tangente mit der z-Achse einen
Winkel von 45°?

64. Welche Lage hat die Tangente an die Kurve y = %logz a) im Schnitt-
punkte mit der z-Achse, b) im Punkte x =a, e¢) im Punkte 2 = a*?

Bilde die 2. Ableitung der folgenden Funktionen:

66. y = Inz. 66. y = “logz. bl.y=2-Inz.
Ir
88. y = In(a?). 59. y =2 60. y = -
61. Beweise durch Untersuchung der 2. Ableitung, daB die Kurve a) y =Inz,

b) y = %logx in ihrem ganzen Verlauf nach der gleichen Seite, und zwar
nach unten, gekrimmt ist.

62. Untersuche, ob die Kurve a) y =Inz, b) y = %ogz im Endlichen ein
Maximum oder Minimum oder Wendepunkte (vgl. Aufgabe 61) besitzt.

63. Diskutiere die Anderung des Kriimmungsradius der Kurve a) y =Inz,
b) y = “log=x.
Die Exponentialfunktion und ihre Differentiation

Die folgenden Funktionen sind graphisch darzustellen:

64. y = 2%, 65. y = 2,5%. 66. y = e®.
z
6l.y =e""% 68. y = e”. 69. y = %%,
PR ot — e—3
70. y=—2—. 71, y= )

72. Die Funktion y = e ist zu differenzieren, indem man sie als inverse Funktion
von y = Inz auffalit.

73. Die Funktion y = a” ist zu differenzieren, indem man sie als inverse Funktion
von y = “logz auffaBt.

Differenziere die folgenden Funktionen:

4.y = €% T.y=ce?. 76. y = a®2.
x

77.y———a_"~. B y=a-e 79. y = ze®.
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80. y = (x — 1)e% 8l.y = (22 — 22 + 2)e*. 82,y = aMe”.
83. y =sinz- €% 84,y =4(ef— e79). 85. y = 3(e*+ e7%).
86. y = 2, 87. y = ¢°%2, 88. y = z-a®
1 e —a -
80.y=7@ —a®. 90.y=51. My=r.
. 1
92 .y=e®. 9.y =a”. 94. y = e **sin(bz + o).

95. y = e*Zcos(bx +

c).

Welches ist die Lage der Tangenten an die folgenden Kurven in dem Schnitt-
punkte der Kurve mit der y-Achse:

96. y = €*.
9.y =a".

97.y=e""%
100. y = €2,

98. y= a®,

101. y = e~ %2,

102. Untersuche, ob die Kurven a) y = €%, b) y =¢7%, ¢) y =€, d) y =a®
(wo a positiv) ein Maximum oder Minimum besitzen.

103. Beweise durch Untersuchung der 2. Ableitung, daB die Kurve a) y = e,
b) y =e€"% ¢) y=e*® in ihrem ganzen Verlauf nach der gleichen Seite,
und zwar nach oben, gekriimmt ist, daB also ein Wendepunkt nicht vor-

handen ist (vgl. 6

1).

104. Diskutiere die Verinderung des Kriimmungsradius der Kurve a) y = e?,
b) y =¢€%%, ¢) y =a*

105. Gib Funktionen an, die die Differentialgleichung

erfiillen.

108. Gib Funktionen an, die. die Differentialgleichung

dy __
II. T = ky
erfiilllen (k eine Konstante).

107. Zeige, daB die Differentialgleichung

III. b

2y

;= Ky

erfiillt wird durch die Funktionen a) y =¥, b) y =b. et

108. Untersuche, welche der Differentialgleichungen I, II und III von der
TFunktion y = a® erfillt wird.
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109. Zeige, daB die Differentialgleichung

110.

111.

112.

113.

114.

d*y
da?

erfiillt wird durch die Funktionen?):

= —a?y

a) Y= eiaz’ b) y= e—iaz’ C) y____:%(eiaz_l_e—iuz)’ d) y= %(eiaz_e—iaz)_
(Vgl. hierzu § 35, Aufgabe 27.)

Vermischte Aufgaben

. 1\n. .
‘Wenn man in (l —+ _1?)" in der Weise zur Grenze n — o iibergeht, dal man

erst in der Klammer den Grenziibergang ausfiihrt und dann im Exponenten,
so erhilt man als Grenzwert 1. Was ist an dieser Schlulweise unzuléissig?

Die Unzulissigkeit folgender Uberlegung ist zu zeigen; 1 +—;ll— ist stets,

wie groB auch » sei, eine Zahl groBer als 1. Da der Grenzwert von a® fiir
n - oo, wenn a eine Zahl groBer als 1 ist, iiber jedes MaB hinauswichst,

go ist der Grenzwert (1 + —71?)" unendlich gro8.

Wenn 1 RM in der Weise auf Zinseszins gelegt wird, daB die Zinsen monat-
lich zum Kapital geschlagen werden, so erhilt man, bei der Annahme von
p% als JahreszinsfuB,

_ _p \m
k= (1 + 12-100)
als Endkapital. a) Wie groB ist das Endkapital bei tiglicher Zinszuschrei-

bung? b) Wie groB ist es, wenn die Zinszuschreibung in jedem Augenblick,
also stetig, erfolgt?

Die Richtung der Tangente an die Kurve

y = ae’”®
im Punkte z;, ¥, ist zu bestimmen.
An die Kettenlinie

z -z

y= % (e° te° )
ist die Tangente a) im Punkte =0, b) im Punkte z = x, gezogen,
Welche Lage hat sie?
. Bestimme und diskutiere die Extremwerte der Kettenlinie

e

y:——i(e%—*—e%x).

1) Potenzen mit imagindren Exponenten sind freilich bisher noch nicht definiert. Das wird im § 35 nachgehoit.

Hier

geniigt es zu sagen, daB die Definition so eingerichtet wird, daB die Rechengesetze auch fir imagindre,

Exponenten erhalten bleiben,

18 [2021]
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116. Die Funktion
y=ae®
ist graphisch darzustellen, und die Lage der Asymptote ist durch Rechnung
zu bestimmen.
117. Der Luftdruck in der Hohe % iiber dem Meeresniveau ist
p=p e,
wo m eine Konstante und p; der Luftdruck im Meeresniveau ist. Freilich
ist vorausgesetzt, dafl die Temperatur der Luft in den verschiedenen Hohen

gleich bleibt. Wie groB ist die Anderung des Druckes mit der Hohe (d. h.
der Differentialquotient des Druckes nach der Hohe)?

118. Ein Schwungrad wird durch Reibung in einer Fliissigkeit gebremst. Ist o
die Winkelgeschwindigkeit des Rades und 7', sein Trigheitsmoment, dem
Widerstand der Flissigkeit proportional, also gleich Fw, so ist, wenn wg
die Winkelgeschwindigkeit zur Zeit ¢ = 0 ist,

¥

-t
—w..e T
w=wg-e .

Wie groB ist die Winkelbeschleunigung, d. h. der Differentialquotient der
Winkelgeschwindigkeit nach der Zeit?

119. Die Gleichung fiir den Ausschlag bei einer geddmpften Schwingung sei
8 =2.e"%3¢.5in3¢,

wo ¢ die variable Zeit ist. Stelle & als Funktion von ¢ graphisch dar und
untersuche die Lage der Maxima und Minima.

ACHTES KAPITEL

Unendliche Reihen.
Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen

§ 32. Konvergenz und Divergenz von unendlichen Reihen

Das Bildungsgesetz der Glieder von Reihen

Wie heiBt in den nachstehenden Folgen von Zahlen a) das mte, b) das
(n — 1)te, ¢) das (n 4 1)te Glied:

1.2, 4, 6, 8, 10,... 2.7, 8, 9, 10, 11,...
3.3, 2, 1, 0, -1, -2,...
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r 111 1111
VI T T TUUTUR 5 T . S T
1 1 1 1 L _

61 3 3 g ogooe VLOV2L08 V4

8.V2, V5, V8, Vi, VH4,...
2 3

[ ]

92
4

1 1
4.5’ 5.6

: : T
1.1, —1, +1, —1, +1,...
1 1 1 1 1
el L 1 _1 1
p). 2p, +3p) 4p’ +5p""
31 1 1 1 1

g2’ 3 gd g5 e

14.8in0, sin’, sinzm, sin>r, sin2z,...

27 2°?

.1 1 1 1 1
L TR A TN T (T

1 1 1 1
l6 11 __3?1 +F, —'7T: +ﬁ’ .o
17.a, a2, a* db, ...

4 18
18. V2, Ve, Va, Ve,

19-—b‘, O O’
x z? z° z*
20.1, ir or 3 40

Gib die ersten 5 Glieder (von n = 1 anfangend) der folgenden Reihen an:

1 1 i
21. >/ 22. Zm 23.;’m.
2. > = 25. > 2. 3.
n n n
(—1)»+2 (=1 -na (= D)radn
27. 2—————m+l) "I 28. ;'— .2, >

n

Die Summe unendlicher Reihen
30. Es sei 8, die Summe der n ersten Glieder. Dann sind 3 Fille moglich:
a) lim 8, existiert nicht, b) lim s, hat den Wert oo, ¢) lim s,

n—>00 n—>0C n—>oC
existiert und hat einen endlichen Wert. Gib fiir jeden der 8 Fille 2 Beispiele
von Reihen an.

13*
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31. Zeige, da8 das Hinzufiigen und Wegnehmen einer endlichen Zahl von Gliedern
endlicher Grofe an der Tatsache der Konvergenz oder Divergenz nichts dndert.

Bilde bei den folgenden konvergenten Reihen die Summen der ersten 2, 3
4 usw. bis 10 Glieder, soweit die Hinzunahme neuer Glieder noch Einflul
auf die ersten 5 Ziffern hat. Beurteile danach, ob die Konvergenz rasch
oder langsam ist:

1 1 1
32‘1+F+2_!+§+%+"'
1 1 1 1
33.1."‘—+'ﬁ‘_?+ﬂ_+"'
341 — (01)*_'_(01)‘ 0.1)¢  (0.1)®

e Tg — o
10° | 105 107 | 10°
35.10 — -+ S — o b — e

36.1—1 L IS,
6 2+? 4+5 +
37. 1 1 1 11 1 1 11

s EtEE T Ty st
__5_{_7?.{._?%_*_...

40.2)—1—3+‘§+§+§+§+
1,1 1 1
419 ,""37-!-'55—72'!—@’“ + -
Zeige an den folgenden Beispielen, da8 eine Reihe von Gliedern niché kon-

vergieren kann, wenn ihre Glieder mit wachsender Gliederzahl zunehmen
oder unverindert bleiben (beachte jedoch Beispiel 471).

2141 4+1 4141414,
1 2 3 4 5 6

B.gtgtgtstestrt -

4, 0,01 + 0,02 + 0,03 + 0,04 + 0,05 4-- -+

45.a 4+ 2a + 3a +4a +5a 4 - -
1! 2! 3! 4! 5!

$boywgtagtygptptest

47.34+24+14+0+4+04+0+04---

1) Nach Poncelet sind ungefihr 50000 Glieder auszurechnen, wenn der Fehler 0,00001 nicht Uibersteigen soll.

) Um 14 richtige Dezimalstellen zu bel muB man nach Kummer mehr als 10 Millionen Giieder be-
riicksichtigen.

" Zur Berechnung aut 26 richtige Dezimalstellen wiren nach Bresse mehr als 1080 Billionen Glieder notig,
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Zeige an den folgenden Reihen, daB nicht jede Reihe mit positiven Gliedern,
die mit wachsender Gliederzahl abnehmen, konvergiert:

48.2 415 +1g+1g+ g+ - ‘

49.1,1 4+ 1,01 + 1,001 4 1,001 4 1,0001 + 1,00001 -+ - - -
50. (@ +b) + (@ + bg) + (@ + bg?) + (@ + bg®) + - -
SL@+8 + (a+3)+{atg)+(a+rg)+

b ‘ b b
82.@+0)+(atg) +(atg) + (@t +s
wo a und b positive GroBen, g eine positive Zahl kleiner als 1 ist.

Zeige an den folgenden Reihen, daB nicht jede Reihe mit positiven Gliedern,
die mit wachsender Gliederzahl gegen Null konvergieren, konvergent istl):

BI+g+ytgty et
M+t y+g gt
.1+ +5+7 gt
%yt ottt
7. Zeige, daBl eine Reihe aus positiven Gliedern
a4 ay+a;+a,+---
konvergiert, wenn eine Reihe
by +by+by+ by + -
konvergiert, und wenn gleichzeitig von einem endlichen = ab
by = ay ist.
58. Zeige, daBl eine Reihe aus positiven Gliedern
a,+ay+a;+a,+ -
divergiert, wenn eine Reihe
by +b,+by+ b+
divergiert, und wenn gleichzeitig von einem endlichen » ab
by < ay ist.

1) In der ersten Reihe ist z.B. das 3, und 4. Glied zusammen gréBer als %, ebenso das 5., 6,, 7. und 8. Glied,
das 9, bis 16, usw,
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Konvergenzkriterium fiir Reihen mit positiven Gliedern

59. Man wisse von einer unendlichen Reijhe mit positiven Gliedern

60.

a,+ayta;ta+---,
daB von einem endlichen n ab

On 41
o 1

ist, wo ¢ eine fest angebbare Zahl kleiner als 1 ist. Dann ist
Qi1 < Gnq,
e < dnQ?
anis < n0°

Vergleiche die gegebene Reihe mit einer anderen, deren Glieder vom
(n + 1)ten an kleiner sind, und die sich als unendliche geometrische Reihe
summieren li8t. Formuliere danach ein Konvergenzkriterium.

Man wisse von einer unendlichen Reihe mit positiven Gliedern
a +ay+azt+a,...,

daB von einem endlichen » ab

Gnt+1

an >4q

ist, wo ¢ eine Zahl groBer als 1 ist. Zeige in &dhnlicher Weise wie nach der
Vorschrift in Aufgabe 59, daB dann die Reihe divergiert.

" Bestimme in den folgenden Reihen

. a, 1
lim Z»+1
nso 98

und entscheide danach, ob die Reihe konvergiert, oder ob sie divergiert, oder
ob eine Entscheidung nach diesem Kriterium nicht méglich ist:

6L0) L4 g +grtgrFart s DI+
62.0) 14+ g+ tart o D) 1+ oo+ e+
1 1 1 1 1 1 1 1
B.)l1+g+gtgts+tn Byimtgatgstaat
1 1 1 1 1
“EtEtEtRTET

65

1 1 1 1
"oz T I T agd TEgs T
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6
1 1.2 9.3
erite e T e e nErn T

wo a eine positive Zahl ist.

Konvergenzkriterium fiir Reihen mit Gliedern, die abwechselnde
Vorzeichen haben

70, Man wisse von einer unendlichen Reihe mit Gliedern abwechselnden Vor-
zeichens (mit anderen Worten von einer alternierenden Reihe)

R R 1 T A
daB die Glieder kleiner und kleiner werden und gegen 0 konvergieren,

d. h. daB Gpsr < G, lim a, =0
n—+00

ist. Zeige, daB dann von einem geniigend groSen n an die Summe der Reihe

zwischen s, und s,41 liegt, wo s, die Summe der ersten n Glieder ist, mit

anderen Worten, daB die Reihe konvergiert?).

71. Zeichne in eine Zahlgerade (MaBstab 1 =1 dm) die Teilsummen, d. h. die
Summen 8, 6,, 83, 84, - .+ -
1 1 1 1

a) der Reihe a=1———2+—3—1+€_+...,
. 1 1 1
b) der Reihe & V2+V3 Tt ein

Entscheide bei den folgenden Reihen, ob sich ihre Konvergenz nach dem
oben (Aufgabe 70) genannten Konvergenzkriterium nachweisen 1a8t:

1 1 1 1
Rl—gt+tg—g+7—+ WBl—-1+4+1-1+41—+4...
1 2 3 4 5 10,10 10 10
Myts—atsost o Wloqtgomtg—+oe

1022 1004 1008 1008
Cl—rt et —+

1) Diese Konvergenzbedingung st hinref: d, aber nicht g,
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wo m eine positive ganze Zahl ist.

1 1 1
W T TR TwE TR T
1
8.1 ez tars —aratars— T oo

wo a eine positive Zahl ist.
. . a . a . a
81. sina — sm7+ sin o — sin o 4 _,
wo a eine positive Zahl ist.
82. cosa — cos% -+ cos% — cosx—;i —

wo a eine positive Zahl ist.

Konvergenz von Potenzreihen

Bei den folgenden Reihen ist zu untersuchen, fiir welche Werte der Variablen
z Konvergenz eintritt (wenn méglich, untersuche auch die Konvergenz fiir
Grenzwerte, bei denen das Konvergenzkriterium versagt!).

2 2
8.1+z+2 ot +att.-. TR INRANE s AN SRR
8.1+ 5 42 2 8B 1o 22t 3a0dat o
B 14+ E o+ S+t 88 1420420 Pt Bat
89.1+ 11z + 212 + 3125+ dlah 4 - -

90.1—z+a2—a®tat— ...
91. 3z — 3222 4 3%2® — 3%a% 4- 3525 — - ..

T A T
(YRR A S AN
%z+w()+m()+y()+m()+
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Vermischte Aufgaben
96. Zeige die Richtigkeit der folgenden Reihensummationen durch Division:

1 9
2) =l rhe -ttt — e,
1
b) 1+,I+xz=1_x+x3—14+x6-—x7+_...’

1
D e R skt RN ILR

97. a) bis ¢) Gib fiir die in Aufgabe 96 genannten Reihen das allgemeine Glied
an und untersuche, fiir welche Werte der Variablen die Reihen konvergieren.

98. Erortere die von Waring (1781) ausgesprochene Tatsache, daBl, wenn man in
die 3 Reihen der Aufgabe 96 fiir « den Wert 1 einsetzt, als Summe der Reihe
1-141—141~1+—--.
sich einmal }, das andere Mal %, das 3. Mal } ergibt.
99. Jacob Bernouilli (1689) leitete eine Summenformel in folgender Weise ab,
wobei ihm ibrigens selbst das Bedenkliche seiner SchluBweise nicht entging :
a a a a
sttt t =5
folglichist

a a a ; a
wrwtmtmt =57
Durch Subtraktion folgt daraus:
a a a a a
Testeas T3 as Tags T TG

Erortere diese SchluBweise!

100. Bernoulli hat folgende Reihensummationen ausgefiihrt:

+1-141—-141—+...=}.
1-1404+1—-1404+ —---=}.
140-14+1—-0—1+—...=%.

Erértere, wie er auf diese unrichtigen Ergebnisse gekommen sein mag.

lOl.Essel 8=1_é+§—i+—”"

damn it o (b ybdto =GR

Folglich ist
s=(A+3+t+--)+G+E+-N-20+1+3+-9)
=Q1+i+i+i+-)—A+2+3+-)=0.

Wo liegt der Fehler in dieser SchluB{olge?



198 Achtes Rapitel: Unendliche Reihen. Entwi g von Funkti in P ik

102. Es sei s=1—}4p—}+—~...

s=2—14f—j+fi—+-.
oder, anders angeordnet,

Ze=l—d+i—t+i—+--,

mithin 25

Dann ist 9

=3.
Wo steckt der Fehler in der SchluBweise?
103. Bestimme den Wert der unendlichen Reihe

1 1 1
f=r3tz3ztzit

indem du das erste Glied als Differenz von 1 und %, das zweite von 3
und 4, das dritte von } und } usw. auffaB8t und dann die Summation aus.
fiihrst.

104. Es ist 1 1 1 5
mtsteatoo=(1-3)+3-%

——

und andererseits
1 1 1 1/1 1
stgstest =g
Wo steckt der Fehler?
105. Fiir die alternierende Reihe

1 1 1 1 1 1 1 1
=gty —gts—gtvy—mpts—+
st lim g, — 0.
ft -0

Trotzdem ist die Reihe divergent, da die Reihe 1 + % + % + .. divergent,
die Reihe + +} +3 4 ... konvergent ist. Wo steckt der Fehler?

§ 33. Der binomische Lehrsatz fiir beliebige Exponenten

Der binomische Lehrsatz fiir positive ganze Exponentent?)
1. In dem Reihenansatz
(At af =ay+a,x+ aga? + az2° + - -+ + aza¥,
wo k eine positive ganze Zahl ist, sind die Koeffizienten Ags Qyy Gy, o .. O

dadurch zu bestimmen, daB nach Bedarf z = 0 gesetzt wird, und daB der
Ausdruck schrittweise differenziert wird [Methode der unbestimmten Koeffi-

1) Vgl. §15,
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zienten!)]. Warum ist ein Glied a, 2", wo » > k ist, nicht mehr vorhanden,
2% also die hochste in der Entwicklung auftretende Potenz?

2. Der Reihenansatz
Q+af=14az+a,2>+ ;2% + - - - + agat
ist einmal zu differenzieren. Links ist fiir (1 4 z)¥*=* der auf Grund des
Reihenansatzes (setze k — 1 an die Stelle von k!) sich ergebende Wert ein-
zusetzen. Durch Vergleichung der Faktoren gleicher Potenzen von z sind
dann die Koeffizienten a,, a,, a;, . .. ax zu bestimmen (Methode der Koeffi-
zientenvergleichung). Begriinde diese Methode! Zeige auch hier, dafl Glieder
héherer Potenz von z als ¥ nicht vorhanden sind.

Binomialkoeffizienten

3. Untersuche. welcher Wert dem durch

(")_ k(hk—1)(k—2):-(k—p+1)

P - 1.2.83.-..p
zunichst fiir positive ganze Zahlen % und p, wo k = p ist, definierten Bi-
nomialkoeffizienten beizulegen sein wird, wenn man die Definition ausdehnt
a) auf positive ganze Zahlen p >k, D) auf negative ganze Zahlen £,
¢) auf gebrochene Zahlen k.
d) Ist eine Erweiterung der Definition auch auf den Fall, dal p eine nega-

tive oder eine gebrochene Zahl ist, angéingig? (Grund!)

¢) Erortere den Fall, daB8 p oder k gleich 0 wird.
Gib den Wert folgender Binomialkoeffizienten an:

v (i) w(i) 9 (3): 9 (3)-
so (). v (5). o (%) v (7)-
oo (. w ) O (s} ) ()
wo (V) w0 (E): o (%) 9 (3"):
s () v () 9 o) o (7).
soll () e e

0.9 (3) w (3). 9 (3): @é

1) Hier wird die Tatsache benutzt, daB die Funktion geniigend oft differenzierbar ist. Diese Forderung ist
nicht fiir alle Funktionen erfullt. Wir beschrianken uns aber in diesem Kapitel auf ,,verniinftige* Funktionen,
bei denen die Forderung erfiillv ist.
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vl ol el
ol v b ()
13. 2) (“ﬁ), b) (‘4 | 0 (—23) d) (-45)
Y R

16.

16.

17.

18.

19.

20.

23.

26.

Untersuche, was aus den beiden fiir positive ganze % geltenden Gesetzen
iiber Binomialkoeffizienten

k k
L (p)z (k—p)’
k ko (k41
I (r)+(p+1\_(p+1) '
wird, wenn fiir £ auch negative und gebrochene Zahlen zugelassen werden.

Der binomische Lehrsatz fiir beliehige Exponenten

Entwickle die Funktion (1 + z)*, wo k eine positive oder negative, ganze
oder gebrochene Zahl ist, schrittweise durch Differentiation (nach der
Methode der unbestimmten Koeffizienten) in eine unendliche Reihel).

Entwickle die Funktion (1 + x)¥, wo k eine positive oder negative, ganze
oder gebrochene Zahl ist, nach der Methode der Koeffizientenvergleichung
in eine unendliche Reihe.

Untersuche die Konvergenz der Reihe
A+ =1+ (7) s+ (5) =+ (5)=*+...

Wie lautet die Reihenentwicklung folgender Funktionen:

1 4,
Y=11% 2. y=7V1 + =. W.oy=1)14+=z.
s
y=— 21 y— J1F 3. 2. y= |z 1.
Y1tz
1 1 b
Y=t 27.y:m. 28. y= V1 +=.

1) Hier und an den entsprechenden Stellen im folgenden wird die Voraussetzung gemacht. daB die Rege! von
der Differentiation einer Summe von endlich viclen Summanden auch anwendbar ist auf eine Summe von

unendlich viclen Summanden. Das ist bei konvergenten Potenzieihen fiir Werte im Innern des Konvergenz-
bereiches immer gestattet,
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1 _ -
29.x:~_3“ . 80. y=(1+2) yT+2. 3L y=]{ + 25
Tz
82.y=_1 . 33, y=—-—. 3. y—= T ==
1—=z Ji—x ’
1 8-
3. ¥ = 36.y=J1 —=. 37 y:sy —.
[
1 -
38. y=— . 39. y= - 40. y = 1 + 2=.
T’x-’«t-—?x—}-l 1+22
1 1 3
41.y=1—+z—2. 42'3/:}’1”‘1' 43.y=1—+-2-,.
M.y=121 2. 45, y = Y1+ 2z 4e.y=V31+ .
x
47 y=VE L. 48. y = Ja¥ F 2. 49.y=m.
1 1
80. y = 77— bl y = ——. b2. y = - .
14+ 1+ T

Von welchem Gliede an werden in den Reihenentwicklungen der nach-
folgenden Funktionen die Glieder kleiner als ihre Vorginger:

. 1 2 _ _ fir z=14%.
53. =17s fir x = 4%. M.oy=)1+4= 3
3 1
Ly=J1 » =3%. . Y= s =3,
55. v + 2z =4 56. y T z=1%
y=V1+2 , e=}. 8. y=—— , z=—}.
V(I +2)?
9. y=i—— » 2=0,l. 60. y= T+ ,, 2=0,1.
(AN

61. Bernoulli schlo aus der Entwicklung

1 B
m=1—2x+3x2—4xs+---,
indem er x = 1 setzte:
1—-243—4+5—4...=1

Decke den Fehler auf!

62. Newton hat in einem Briefe vom 24. Oktober 1676 die Reihe fiir y = JT — 22
angegeben. Auf die Richtigkeit der Entwicklung hat er in zweifacher Weise
die Probe gemacht. Er hat a) die Reihe mit sich selbst vervielfacht, und
er hat b) in der Weise, wie man z. B. aus Dezimalbriichen Wurzeln zieht,
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die Quadratwurzel aus dem algebraischen Ausdruck 1 — 22 gezogen. Wieder-
hole die Rechnungen, die Newton auszufiihren hatte.

63. Zeige, daB man firr kleine x ansetzen darf
) po~1-2, B VTfe~l+2,
T 2
und untersuche die Genauigkeit dieser Niherungsformeln.

Sehmiegungsparabeln

64. a) Von der durch die Funktion y = (1 + «)~! dargestellten Kurve, einer
Hyperbel, sind Mittelpunkt, Asymptoten und danach die Kurveniste zu

zeichnen. b) Zeichne die Gerade y =1 + (_ll)r in die graphische Dar-
stellung ein. ¢) Zeichne die 2. Schmiegungsparabel, indem du zu der nach b
gezeichneten Geraden die Parabel y = (—21) 2% graphisch addierst. d) Zeichne
die 3. Schmiegungsparabel, indem du zu der 2. Schmiegungsparabel die
Parabel y = (_31) z® graphisch addierst. e) Zeichne noch die 4. Schmiegungs-

parabel. f) In welchem Bereiche ist der Ersatz der Kurve durch die Schmie-
gungsparabeln méglich? (Vergleich mit dem Konvergenzbereich.)

65. Zeichne die Kurve y = J'1 + z und ihre ersten 4 Schmiegungsparabeln,
Stelle auf Grund der Zeichnung den Konvergenzbereich fest.

66. Zeichne die ersten 4 Schmiegungsparabeln der Kurve y — T-:_z)z und ver-
schaffe dir von der Funktion selbst ein Kurvenbild durch Punktkonstruktion.

67. Zeichne die Kurve y = a|/ﬁ:;; und ihre ersten 4 Schmiegungsparabeln. In
welchem Gebiet 148t sich die Kurve durch die Schmiegungsparabeln ersetzen?

68. Zeichne die ersten 4 Schmiegungsparabeln a) der Kurve y = Vl—a:
b) der Kurve y = ]/(1 -+ x)2.

Numerische Bestimmung von Wurzeln

Berechne mit Hilfe der Binomialreihe ohne Benutzung von Logarithmen
die folgenden Wurzeln auf 4 Ziffern:

69.2) V11, b) 70,08, ¢) V1,01, d) 109.
70.2) 10,97, b) V1,03, o) 117, d) 137.
71. 1) V65, b) V18, e) 1020, d) V2.

72. a) 10,992, by 11,02, ¢) 11,02, d) '10,98.
¥3.8) VL1, b) Y403, ¢) 1255, d) ¥120.
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Berechne nachstehende Zahlenwerte auf 6 Ziffern:

74. a) ¥1,0001, b) ¥1,001, ¢) V1,01, 4 Y11.
75. a) 10,9999, b) 10,999, ¢) 10,99, a) 10,9.
76.2) /1,000, b) 11,008, o) 1102, d) 10,997.
83— — §— 6 —
77.a) J0,99, b) 70,99, ¢) V0,99, d) 10,99.
78.a) 110, b) V28, ¢) Y10z, d) 1905,
79.a) 18, b) }143, ¢) V253, d) 1959.
80.3) 165, by V511, ¢) 1731, dy }1003.

Berechne auf 5 Stellenl):

8l.2) 12, b) V3, ) 5, d) V7.

82.a) V11, b) V13, ¢) V11, a) 119.

83.a) /2, b V3, ¢) 17, d) V5.

8.a) 1231, b) 1727, o) V131, @) J2190.
Grenzwerte

Die folgenden Grenzwerte sind zunéichst von der Form—g— . Durch Einfithrung

der Reihenentwicklungen liBt sich aber der Grenzwert finden:

—_— — 8 a____
85. lim 1 * 2= -2 86, lim 12—z
z—0 z z—0 &
N Gy 1 T=#
87. lim 1-11-z 88, lim ="t — %
z—0 z 20 z

§ 34. Die Reihen der trigonometrischen Funktionen
und jhrer Umkehrungen

Die Sinusreihe
1. Entwickle die Funktion y =sinz schrittweise durch Differentiation in
eine Reihe.

1) Statt V? in der Form 2 ]/;~ =2 ]/1 - % zu schreiben, kann man auch die vorteilhaftere Umformung

1

:— 25.2= % ]/1+ ‘% oder noch besser —170 }/1—36 wihlen, Xhnliche Umformungen sind auch bei den

weiter folgenden Aufgaben 81 bis 84 méglich.
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2. Entwickle die Funktion y = sinz in der Weise in eine Reihe, daB du fiir
die zunichst unbestimmten Koeffizienten durch zweimalige Differentiation
Rekursionsformeln gewinnst?).

3. Untersuche die Konvergenz der Sinusreihe
. x3 x5 x7
Slnx—x—ﬁ—}—%—!—-ﬂ--}- — e
Entwickle die folgenden Funktionen in eine Reihe, indem du dabei die
Sinusreihe anwendest:

4. y =sin2x. 5. y = sin3wx. 6. y = sin(ax).
7.y=sin-g-. 8.y=sin_%. 9.y=sin—:—.
10. y = sin(x?). 11. y == sin(z 4+ a).

12. Gib eine graphische Darstellung von der Anniherung der Sinuskurve
" a) y=sinz, b) y=bsin(z + a) durch die 4 ersten Schmiegungsparabeln.

Berechne durch Reihenentwicklung (ohne Anwendung von Logarithmen!):

13. ) singg, b) sin {55 ¢) singg.

. . T .
14. a) sm%, b) singes, ¢) sm% .
15. a) sinl0°, b) sin5°, ¢) sin2°.
16. a) sin1° 30, b) sin45’, ¢) sin4° 30"

Der Mac Laurinsche und der Taylorsche Satz

17. Eine Funktion?) f(z) sei durch eine innerhalb eines gewissen Bereiches von z
konvergente Potenzreihe darstellbar:

fx)=ay+ a2+ a2 +azz® +---

Bestimme durch wiederholte Differentiation und Nullsetzung der Variablen
die Koeffizienten a,, a,, a,, . . .

18. Zeige an den Funktionen a) y=-alc—, b) ¥ =]/—1—_, ¢) y=Igx, daB

xz
eine Reihendarstellung der Form (Mac Laurinscher Satz)

F@ =) + 2F O + 5010 + 5570 + -+ + Ra.

1) Hier und in #hnlicher Weise an spateren Stellen wird von dem Satz, daB zwei gleiche Potenzreihen in den
Koeffl ten itbereinstd auch bei unendlichen Potenzreihien Gebrauch gemacht, Dieser Batz ist dadurch
zu beweisen, daB man die beilderseits vorhandenen Glieder gleicher Potenz zusammenfaft vnd schiittweise
differenziert. Dann miissen alle Koeffizicnten der Differenzenreihe Null werden, wie man bei Nulisetzung der
Variablen erfihrt,

%) Von den Funktionen, von denen hier die Rede ist, werden gewisse Voraussetzungen gemacht, z. B. Stetigkelt,
Ditterenzierbarkeit usf. Bs sollen, kurz gesagt, ,,verniinftige* Funktionen sein.
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wo der Rest K, sich mit wachsendem n der Grenze Null nithert, nicht immer
mdglich ist!). Gib die Griinde an! d) Nenne andere Beispiele, in denen die
Reihendarstellung nach MacLaurin versagt.

19. Eine Funktion f(z 4 a) sei durch eine innerhalb eines gewissen Bereiches
von z konvergente Potenzreihe darstellbar:

flx4+a)=A4,+ 4,04 Ay + 4322+ -+
Bestimme durch wiederholte Differentiation und Nullsetzung der Variablen z -
die Koeffizienten 4, 4,, 4,, ...
20. Zeige an den Funktionen a) y = z—i—a, b) y= ——L_ . daB eine Reihen-

Vz—a’
darstellung der Form (Taylorscher Satz)

fe+a)=£@) +30f @ + 57" @+ 30" @)+ -+ Ry,

wo der Rest R, sich mit wachsendem 7n der Grenze Null nihert, nicht immer
mdglich ist. Gib die Griinde an! ¢) Nenne andere Beispiele, in denen die
Reihendarstellung nach Taylor versagt.

21. Gib der Taylorschen Reihe die folgende Gestalt:

x—a

f@=f@+Z5f @+ ET L @)+ Co (@) 4 oo

22. Leite an der Hand der MacLaurinschen Reihe a) die Reihe fiir y = sinz,
b) die Reihe fiir y = cosz ab.

23. Untersuche die Konvergenz?) der Kosinusreihe

x2 x4 x6
cOSx_.l—-z—x+—!-—6—x+—-n

24. Die Reihe fiir cosx ist durch Differentiation der Sinusreihe zu gewinnen.

25. Gib eine graphische Darstellung von der Annéherung der Kosinuskurve
y = cosx durch die 4 ersten Schmiegungsparabeln.

Entwickle in eine Reihe die folgenden Funktionen (benutze dabei die Kosinus-

reihe):
26. y = cos2zx. 27. y = cosazx. 28.y = cos—-,
2.y = cos% . 30. y = cos(x + a). 31. y = cos(z?).

1) Achte in dieser Darstell auf den U ied zwischen #’ (0), das heiBt dem Wert, den f’ (z) filr ¢ =0
annimmt, und dem Differentlalquotienten von 7 (0). :

. ¥) Nach der Aufstellung der Relhe nach MacLaurin gibt dle Untersuchung des Restgliedes Auekunft darfiber,
ob die Reihe konvergiert und die Funktion wirklich darstellt, Die Eonvergenz der Reihe alliin geniigt nicht,
um behaupten zu konnen, daB die Funktion von der Relhe dargestellt wird. Doch sind unsere Beispiele alle
80, daB die als konvergent erwiesene Reihe auch wirklich die Funktion darstellt,

14 [2021)
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32.
36.

Bei den folgenden Funktionen ist zur Reihenentwicklung der MacLaurinsche
Satz zu benutzen; von den Reihen sind die ersten 5 Glieder anzugeben:

y =sinx - cosx. 33. y = sin’x. 34, y = cos?z. 35. y = tgz.

Begriinde, warum in der Umgebung der Stelle 2 =0 eine Potenzreihe fiir
y = ctgz nicht moglich ist.
Berechne durch Reihenentwicklung:

37. a) cosl"—o, b) cosi%, c) cos%.
n k14
38. a) cos%), b) cosias, ¢) cosg=g.
39. a) cosl®, b) cos2°, ¢) cos10°.
40. a) tg3°, b) tg4°, ¢) ctg5°.
41. a) ctg6°, b) ctglo®, ¢) tgl0°.
Grenzwerte

42.

a) Zeige durch Ersatz zweier in konvergenten Reihen in der Nihe von
x = 0 darstellbarer Funktionen f(x) und g(z) durch die nach MacLaurin
bestimmten Reihen, daB

o f(x) _ L0

e = Fm
ist, wenn der Quotient ;]/((%; fiir ¢ = 0 nicht existiert, weil f(z) und g(z)
gleichzeitig 0 werden. b) VWie hat man zu verfahren, wenn f'(0) und g¢'(0)
auch beide Null werden? ¢) bis f) Berechne als Beispiel die schon in § 33
unter Nr. 85 bis 88 gelosten Aufgaben.

8) Zeige in dhnlicher Weise unter Benutzung der Taylorschen Reihe, da8

o =) ()

1 = =

e £ £@
ist, wenn f(a) und g(a) gleichzeitig Null werden. b) Wie hat man zu ver-
fahren, wenn auch f'(a) und g'(a) gleichzeitig Null werden?
Berechne die fo'genden Grenzwerte, a) indem du die Funktionen durch
ihre Reihen ersetzt und mit diesen rechnest, b) indem du — das Verfahren
abkiirzend — die in den Aufgaben 42 und 43 entwickelte Methode benutzi:

.1 —cosz . 1. Bindz . sing —z
44, lim ————. 45, lim ——. 46. lim ——.

z—0 z z—0 SINT z—0

. 8inz — x-.cosx . tgr—= . sinz — sina
47, lim T2, 48. 1im 2%, 49, lim 220G

z—0 c—0 z—a -

. COST — COSaG
50, lim —————,

z—a

z—a
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Die folgenden Formeln aus der sphirischen Trigonometrie sollen in solche
der ebenen Trigonometrie umgesetzt werden, in der Weise, daB der Grenz-
iibergang Kugelradius 7 - oo ausgefillirt wird:

. gina
bl. sina =<nc

™ (rechtwinkliges Dreieck bei y; a, b, ¢ die Seiten).

sind

52. ctga = T (wie 51). 53. cosa = ctgc- tgh (wie 51).
b4. cosc = cosa - cosbh (wie 51).
6b. sina : sin B : siny = sina : sinb: sine (Sinussatz fiir beliebige sphérische
. Dreiecke).
. in(s — b} sin(s — . sy .
56. sm% = m—n(ssﬁb—m;c) (Halbwinkelsatz fiir beliebige Dreiecke).
La—f .a—b
8In 2 8in )
67. ——— =—— (Mollweidesche Formel fiir beliebige Dreiecke),
cos L oin -
2 2
tg ; B win2?
8. ——— =—QT7 (Nepersche Analogie fiir beliebige Dreiecke).
ctg ;— sin 3
69. cosa = cosb - cosc + sinb - sinc- cosa  (Seitenkosinussatz fiir beliebige

Dreiecke).-
cosa + cosf - cosy

- : (Winkelkosinussatz fiir beliebige Dreiecke).
sinf - siny

60. cosa =

Die Reihen fiir die zyklometrischen Funktionen

61. Die Potenzreihe fiir y = arctgz ist in der Weise zu finden. daB die mit
unbestimmten Koelfizienten angesetzte Reihe differenziert, die linke Seite
durch eine Binomialreihe ersetzt wird, und daB die Koeffizienten durch
Koelfizientenvergleichung bestimmt werden.

62. Untersuche, in welchem Bereiche dis Reihe

x x3 x5 x7
arelgr =T — oo

konvergiert.

63. Gib eine graphische Darstellung der Anniherung der Kurve y = arctgz
durch die 4 ersten Schmiegungsparabeln.

64. Erortere die Tatsache, daBl die arc tg-Funktion vieldeutig ist.

65. Entwickle die Funktion y = arcsina in eine Potenzreihe, indem du dabei
die Binomialreihe benutzt.

66. Untersuche die Konvergenz der aroc sin-Reihe.

14¢
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67. Entwickle die Funktion y = arc cosz in eine Potenzreihe, indem du dabei
die Binomialreihe benutzt.

68. Untersuche die Konvergenz der aro cos-Reihe.

Berechnung von 7z

69. Versuche die Berechnung von 7 an der Hand der Reihe fiir die arc tg-Funktion,
wenn darin die Variable 2 = 1 gesetzt wird. Erértere die praktischen Schwie-
rigkeiten bei diesem Vorgehen. '

Beweise die folgenden Gleichungen:

n 1 1 1 1
70.Z=arctg?+arctg§. 71 =4arctg3—arctgm.

T
'y
=arctg%+arctg%—+arctg%. '73.—;i

72 =2aretg~;——{—arctg%.

k24
-
n 1 5
74. = 3arctg 4 + arctggs.
75.—79. Berechne an Hand der in Aufgaben 70 bis 74 hergeleiteten Gleichun-

gen, in die die Reihenentwicklungen einzufiihren sind, —;L numerisch auf

6 Dezimalen.

§ 35. Die Exponentialreihe und die logarithmische Reihe

Die Exponentialreihe

1. Entwickle die Funktion y = e® nach dem MacLaurinschen Satz in eine
Potenzreihe.

2. Untersuche die Konvergenz der Reihe
x x2 x3 x4
=1+t tgrtgpt+-
3. Fiihre den Nachweis, daB die Reihe
i 2 z
s@ =143+ +a+a+o

tatsiichlich die Funktion e? darstellt, in folgender Weise: Zeige durch Unter-
8(x)
o
aber, wie sich aus dem Werte des Quotienten fiir 2 = 0 ergibt, die Kon-
stante 1 ist.

suchung des Differentialquotienten, daf3

zunichst eine Konstante, dann

4. Berechne die GriBe e auf Grund dieser Potenzreihe fiir % auf 6 Dezimalen.

6. Entwickle die Funktion y ==a® nach dem MacLaurinschen Satz in eine
Potenzreihe.



§ 35, Die Exponentialreihe und die logarithmische Reihe 209

6. Untersuche die Konvergenz der Reihe
. LI P T
a*=1+4Ina 1 + Ina 5T
7. Gib eine graphische Darstellung von der Anniherung der Exponentialkurve
y = €® durch die ersten 4 Schmiegungsparabeln.
8. Gib eine Reihenentwicklung fiir die hyperbolischen Funktionen:

* Py ex _|_ e—=
2
=2

a)y=Cinx=eT, b) y = Cojx =

.

¢) Zeige, daBl sich die Funktionen fiir groBe & nur wenig voneinander unter-
scheiden.

9. Definiere die Funktionen y = Sg und y = Ctgz.
Entwickle in eine Reihe und berechne

s - 1
10.a) y = ¢, b) y=Ve, € y=--.
1.2) y = b) y — = }
c8) Y=, )y—y—;, e) y=1Je.
Entwickle die folgenden Funktionen in Reihen:
z
12. y = €2, 13.y=e?. 4. y=e"
z
15. y = er=. 16. y = ¢*". 17. y =e".
18.y = a2 19. y = a®*1, 20. y = a?2.

21. Zeige durch Multiplikation der Reihen, daBl e e¥ = e**¥ ist. -
22, Zeige durch Multiplikation der Reihen, dafl e?- e™¥ = e*~¥ ist.
23. Zeige durch Multiplikation der Reihen, daB - a¥ = a**¥ ist.

.24, Gib eine Reihe fiir 2* an, die nach Potenzen von z lnz fortschreitet.

Imaginire Expcnenten

Unter einer Potenz der Basis e mit imaginirem Exponenten versteht man
den Wert, den die zugehorige Reihe annimmt, wenn man fiir die Variable
jenen Wert setzt. Gib also den Wert an von

25. a) €'?, b) e~%%, ¢) a'?, d) a2,
26. a) ¢, b) €2, ¢) et d) e,

27. Beweise durch Reihenvergleichung die folgenden Formeln, von denen ¢
und d auch unmittelbar aus a und b folgen:

a) €'*=cosx + isinx, b) e—* = cosx — isinx,
eix+e—ix . eix —e~—ix
€) cosx = > d) sinx = .

2i
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28. Beweise die folgenden Gleichungen:

A 2iz 1 +itex

8) 88T = o=y b) ¢ = T4z’
_ 1 1+ itgx

) =gl —

1—idtgz*

29. a) Beweise, daBl ¢#"{ = 1 ist. b) Wenn man unter a™*+*¢ den Wert g™ . gnf
versteht, so ist
e* = e*+ 2nnl’

wo n eine ganze Zahl ist.
80. Beweise auf Grund von Aufgabe 27a und b
a) €% eV = gilzty) b) eiz:eiv = oiz-9),
81. Bringe die Gleichungen des Moirreschen Satzes!):
a) (cosx + isinx)" = cosnx + isinnx,
b) Jeosx + @ sinx = cosx-'—’:- + isin%
auf eine Potenzform.

LiBt man als Argumente der trigonometrischen Funktionen auch imaginire
Zahlen zu, so gelten die folgenden Sitze, die auf Grund der Reihenentwick-
lung zu beweisen sind:

82.sin(tx) = i Cinzx. 33. cos(iz) = Cojz.
85. ctg(ix) = —iCigz.  36. Cof2x — Gin2x = 1.
37. Leite das Additionstheorem der hyperbolischen Funktionen ab:

Gin(x + y) = E€inz - Cofy + €iny - Coj .
88. Leite die Formeln fiir a) Gin(z — g), b) Cof(z + y), ¢) Cof(zx — y) ah.

81. tg(iz) = 13 .

Grenzwerte

Bestimme die folgenden Grenzwerte:

eT — e— =

39, lim © =, 40. lim £ ! 4Llim £8,
20 z-—0 z—1 * T
Y J— l i —l
£2.1m £, 43. lim (e“—l)z. 44.limx(e”——e )
z—a Z~»00 =X
45, lim °%2 = 46, lim =1, @ lim =L,
20 sinx g0 COBT — 1 g0 T —BlLZ

. ef—cosz —z — 2!
. lim ——— "= |

20

) Vgl. §9, Aufgabe 34,

x —sinz
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49. GauB gibt in einem Briefe an Schumacher vom 12. Juni 1831 als Umfang
des Kreises in einer nichteuklidischen Geometrie anl):

r _r
u=nk(e"—e ") .
Zeige, daB fiir k- oo dieser Wert in die bekannte Formel der euklidischen
Geometrie libergeht.

Die logarithmische Reihe

50. Entwickle die Funktion y ==In(l 4+ 2) in eine Reihe, indem du von der
mit unbestimmten Koeffizienten angesetzten Reibe die Ableitung bildest,
dann fiir den Differentialquotienten von In(l + z) die Reihenentwicklung
einsetzt und durch Koeffizientenvergleichung die in der Entwicklung von
In(l + z) auftretenden Koellizienten bestimmst.

81. Entwickle die Funktion y = In(1 + z) nach dem Taylorschen Satz in eine
Reihe.

82. Entwickle die Funktion y = %log(l 4 ) in eine Reihe.

83. Untersuche den Konvergenzbereich der Reihen

x2 8 x

4

8) ln(l+x)=x—-§-+—3——T+—---
. 22 | a8 x|
b) “log(l 4 x) = loge(x—-z—+ =

4. Gib eine graphische Darstellung von der Anniherung der logarithmischen
Kurve y = In(1 + z) durch die ersten 4 Schmiegungsparabeln.

B5. Warum ist der Versuch, die Funktion y = Inz nach dem MacLaurinschen
Satze (also in der Umgebung der Stelle z = 0) in eine Reihe zu entwickeln,
aussichtslos?

Entwickle in unendliche Reihen die folgenden Funktionen und untersuche
jeweilig ihren Konvergenzbereich:

56. y =In(1 — ). 57.y=1n(i——g). 58.y=1n(1+;).
59.y=1n(1+§). 60. y =1n (2 + 2). 6l y =la(n + 2).
82. y =lg(n 4 7). 63. y = log(n + z).

Untersuche die folgenden Grenzwerte:
Kl,_,ﬁ)h"_lizf_)__‘f 7. llfo'_“"_“":il_:i’
Gﬁ'lifﬂ,ln(l +2) : In(l—2) 67.‘1i-'m.ln::ina.

%) Das heiBt {n elner Geometrie, fiir dle dss Parallelenaxiom nicht sutrifft,
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Bcrechnung von Logarithmen

Berechne mit Hilfe der logarithmischen Reihe folgende Logarithmen:

68. a) In1,05, b) In0,9, ¢) Inl1,
€9.a) In0,85, b) In0,95, ¢) In1,03.
70. a) In 1,025, b) 1In0,995, ¢) 1n0,998.

Bei den in den folgenden Aufgaben verlangten Berechnungen Briggsscher
Logarithmen ist der Modul des DBriggsschen Logarithmensystems

M =0,4342045 ...

zu benutzen?'):

71. a) 131,02, b) 120,89, e) Ig,15.
72. a) 1g 101, b) 1299, ¢) 1g1002.
73. a) 1g 0,999, b) 1g0,01024, ¢) lg1,0001.
74.a) 1g111, * b) 1g11,03, ¢) 1g1033.
76. Subtm‘?iere von der Reihe fiir In(1 4 ) die Reihe fiir In(l1 — ) und be-
weise, dal
miix=2(x+§+%+..-) ist.

76. a) Leite aus der in Aufgabe 75 angegebenen Reihe durch eine geeignete
Substitution die Reihe

e 55 )

ab. b) Friher (Aufgabe 55) ist gesagt worden, dal eine Potenzreihe fiir
Inz in der Umgegend von x = O nicht vorhanden sei; wie stimmt das mit
der vorliegenden Reihe zusammen?

77. Untersuche den Konvergenzbereich der in Aufgabe 75 genannten Reihe
1 + :c
fir Ing—

Berechne auf Grund der neuen Reihe:

78.a) In1,01, b) In 0,99, c) Inl1,5.
79.a) In2, | b) In7, ¢) In3.
80.a) In5, b) I}, ¢) In0;75.

1) Vgl. §31, Aufgabe 19,



§35. Die Exponentialreihs und die logarithmische Reihe 213

81. Leite die Reihe
_ 1 11 11
(40 =Inz+ 2[5 + 5 @ E T s @Iy +--]
ab, indem du in der Reihe der Aufgabe 76 die Substitution
1 z—1

2z +1 z+1
ausfiihrst.

82. Untersuche, fiir welchen Bereich von z die Reihe der vorhergehenden
Aufgabe 81 konvergiert.

83. Um wieviel unterscheiden sich die natiirlichen Logarithmen a) von-1und 2,
b) von 10 und 11, ¢) von 100 und 101, d) von 1000 und 1001?

84, Benutze lg2 = 0,30103 und berechne a) Igl7, b) lg3l, ¢) Ig63.
85. Benutze g3 = 0,47712 und berechne a) 1g26, b) 1282, ¢) 1g299, d) 1g301.

86. Bestimme 3 Zahlenfolgen (d. h. je 2 aufeinanderfolgende ganze Zahlen), in
denen als Primfaktoren nur die Zahlen 2, 3 und 5 vorkommen, z. B.:

n, =3 -5, n 4+ 1=2%
ny, = 2%.3, n, + 1 = 5%
n, =24.5, ny, +1=3%

Aus den Reihen fiir g(n, + 1) — lgn,, Ig(n, + 1) — lgn,, lg(ng + 1) — lgn,
gind 3 lineare Gleichungen mit den 3 Unbekannten 1g2, 1g3, 1g5 zu gewinnen,
deren erste z. B. heiBit

1 1
41n2—1n3—ln5=2(ﬁ+m+...),
Diese Gleichungen sind zur Bestimmung der Unbekannten zu benutzen
(nach Kouwalewskt).

87. Bestimme in gleicher Weise wie oben g2, lg3 und Ig7.

88. Bestimme auf Grund der Zahlenfolge 44, 45 aus den natiirlichen Logarithmen
von 2, 3 und 5 den natiirlichen Logarithmus von 11.

89. Gib eine Zahlenfolge an, auf Grund deren man In13 bestimmen kann, und
fithre die Bestimmung aus.

Berechne die folgenden Briggsschen Logarithmen:
90. 8) 1g7, b) 1g8, o) lg13.
91. a) 1g213, b) Ig117, ¢) lg523.
92. a) 1g 719, b) 1g1312, c) lg5425.
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NEUNTES KAPITEL

Intcgralrcchnung

§ 36. Die Integration als Umkehrung der Diffcrentiation

1. a)

2. a)

Der Begriff des unbestimmten Integrals

Die Gleichungen (I) d—z(:—) = F(x)

) f(=x)=[F(x)dx
sind gleichbedeutend!). Die eine ist die Umkehrung der anderen. Schreibe
dementsprechend die folgenden Differentialquotienten in Integrale um:

d(z') d(='%)

= ——: = 9
) — 24, b 20 g, 0 0 =102,
1
d -t
d@z) 32 o . i«
dz = 62, b) dz =92, ) _dx—_xa
1 1
d— d—
?* -2 z 1 d(7z=7) 49
Sa) == = ) =
3 3
2
R LL ) ==
21z 3fa? 3z

Bestimme f(z) in den folgenden Gleichungen, die du zuerst in die entsprechen-
den Dilferentialquotienten umschreibst:

5. a) f/(z)dx:z,
6. a) f/(z)dxzsxz,
7.a) f/(x)dx=x3,
8. a) f/(x)dx=7xf,
0.4) [l@dr=z,
10. a) f/(x)dx:;},

11. a) [zdz={(a),

b) f/(x)dz=7x.
b) ff(x)dz=7x°.
b) ff(x)dx=x7.
b) f/(x)dz=5x.
b) fl(x)dx:x“".
b) f/(x)dzz%.

b) |z*dx = f(z).

1)Vgl. jedoch das sphter iiber die Integrationskonstante Gesagte (Aufgaben 18 bis 21)!
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12.

13.

14.

16.

16.
17.

18.

19.

20.

21

a) f?dz:f(")’ b) f7x‘d:c=/(z).

a) f;,;sdx=f(x), b) f2x1°d:c=/(x).

a) [5dz = f(x), b) fdz=f(x)-

2 [Z 1@, b [L2 =)

0 [Vedz=fo), b [Vzds=1a.

8) (2=, b) [ = ().

Vx Vz"‘
Stelle die Funktionen f,(x) =% fy(x)=2a2+1, fi(z)=2?4+2,

julx) =2% — 1, fi(x) =a®— 2 graphisch dar und zeige, daf bei allen
Kurven an Stellen des gleichen Arguments x die durch Gleichung f'(x) = 22
gegebene Lage der Tangente die gleiche ist.

Zeige, daB f(x) in den folgenden Integralen stets das gleiche ist:

8) [i@dz=a+3, b [f@dz=a +1,

¢) f/(x)dz=x7+1’§, a) f/(x)dz:x’—i—n.

Tue das gleiche bei den folgenden Integralen (a ist eine Konstante):
9 [I@dz=Vz, b [I@dz=1r+7,

o) f/(x)dx=1/5+o,001, d) f/(x)dx=ﬁ+a,

9 [I@dz=Vz+1a, D [i@dz=Vo+L.

Es sei fF(:c)d:t=/;(l'),
und auch fF(z)dx=/2(x)-

a) Schreibe die Ausdriicke in Differentialquotienten um und bilde die
Differenz. b) Bewcise, daB sich f,(x) und f,(r) nur um eine additive Kon-
stante unterscheiden, mit anderen Worten, da8 in

fF(:c)dx:/(:c)

die Funktion f(x) bis auf eine Konstante (Integrationskonstante) bestimmt
ist, daB man also die allgemeine Losung in folgender Form angeben kann:

f F(x)dx =f(x) + c.
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Die Integration einer Potenz

22. a) Beweise die Grundformel
n zn+1
f x"dx = + 1 +ec,
wo ¢ eine Konstante und n eine. beliebige rationale Zahl auBer —1 ist.

b) Darf n auch den Wert Null annehmen? ¢) Erliutere, warum man den
Wert » = —1 ausnimmt.

Berechne folgende Integrale (die Zahl n ist eine Konstunte):

23.8) [wdz, b) fx5d:c, o) [vv2dz.
24. a) f7x“'dx, b) [5atdz, ¢) f12x12dz.
25. a) f%'dx, b) f%’dx, °) fixan‘.
26.a) [vdz, b) f3xd:¢, ) [&da.
27. a) f3dw, b) fdx, ) [ndz.
- "
28.a) [2n*1dz, B [e-tde, 0 f;dx.
29. a) f%, b) fx“dz, ¢) do
30. a) fVde, b) fifzdx Py ﬂ/Eédx.
31.a) [42, b) o [-42
z 2Vx
32.2) [z-nda, b) f—ﬂ—dm, P fzm.
33. a)/’y’ﬁdx, b (2= )f o
Y1
34. Beweise, daB
faf(x) dx = aff(x) dx

ist, wo a eine Konstante ist.

In den folgenden Integralen, die auszuwerten sind, bedeuten » und ¢ Variable,
a, b, ¢ und « Konstanten:

35.a) |axdzx
36. a) fﬁdx,

b) f"T’”’dx

b) f]/adx,

c) Jababdx.

c)
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&9 [45, w [)/2 s, 0 fT/%da:.

38. 8) fVa_xdx, b) f’f’ﬂd‘v, o [-Lds.
J Yaz

39.a) [ar2de, b) fj—_,dt, o [etde.

40. a) [ctsinacdt, b) |cteosadt, ) fs'madt.

Intégrale von Summen
41. Beweise, dal
[(f@ +g@)ds = [frd= + [g()ds
ist, wo f(z) und g(x) integrierbare Funktionen sind.

Berechne folgende Integrale (¢ und b Konstanten!):

42. a) f(x2+1)dz, b) f(x2+ax+b)dz.
43. ) f(x"—l)dz, 1) f(x—{-—a%)dx.
44. 1) f(aﬁ—l—%)dz, b) f(x“-}—%)dx.
$5.0) [(fo+ Vo + 1) da, b [(afem + b7 da.

46.2) f(a°-+a1z+ ay@® -+ - - 4 apat) dz,
b)f(al+%+%++z:)dx
47'f(”"+""’1+"'+x2+x+1)dx.

49. 1) f’”;‘dx, b)f””:t‘dx.

50. 2) f——’”:f”dx, ) fx———-7+::2+7dx.
_ a/'f 3

51. 1) fﬂ—}_ﬁ—ldz, b)f’ﬁﬂzi_ﬂﬂ,“.
Vz Vz

52. a) f(x2+x+1)(x+1)dz, ) [(@2—1) @+ 1)de.
53. a) f(z“+ax+b)2d:t, b) f(:c“+x)’dx.
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Weitere Grundformeln

b4. Beweise die Grundformeln:
a) fsinxdx=—ccsx+c, b) fcosxdx:sinx+c.

Berechne die folgenden Integrale (x und ¢ sind Variable, a, b, T Konstanten):

5. a) f— coszdz, b) fsmz

56. a) f(l —sinz)dz, b) f(smx + cosx)dx.

57. 2) f(a sinz — b cosz)dz, b) f(z — sinz)da

58. a) f(sin:c - zl,) dz, b) f(aﬁ — 2sinz)dz.

59. a)'f(51+5cosx)da:, b) [sinazda.

60. a) [cosazdz, b) [acosbzdz.

6L.a) [asin 2% 1ds, b) [sin>% ¢+ cos 2 1) ae.
62. a) [sinasinzdz, b) [(sin(z + a)dzx.

63. Beweise die Grundformeln:

d d
n)fm:—;=tgx+c, b) f:i%=—ctgx+c.
Berechne die folgenden Integrale:

1 cos’xy — 1
64. a) f(l - siu’x) dz, b) f coszy
65. 1) f1+tcﬂx)dx b) f(l +ct«ﬂx) dz.
66. a)f co8? 7, dx’ b) sin’x . cos’ dz.
sin’z — cos?z 3
67. 2) f sin‘z. costz TT° b)f 'Lu2

68. Bewelse die Grundformeln:
2) — = aresinx 4 ¢; = — arcecosx + cg,

b) fm= aretgx 4 ¢1 = —arcetgx + ¢,

69. Erklire a) durch Differentiation, b) durch Drhuterunw an der graphischen
Darstellung der Kreisfunktion, weshalb

= scheinbar zweiwertig ist.
¢) Tue das gleiche fiir

dx
i a
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70. Gib den Bereich an, auf den man die Variable bei dem Integral
beschrinken wird.

Berechne die folgenden Integrale:

—dz 2 1
o [Z b) f(m—}—m)dz.
3 1 1
72.a)fh_ — Th)da. b)f(p+1+zz—+-l)dz
73. Beweise die Grundformeln:
g) |eedx=e*+c, b) a"dx=%-:a+c,
d
) fo=lnx+c, )f'xlu ="*logx + c.
Berechne die folgenden Integrale:
74. a) f(e‘— sinz) dz, b) f(e'—i— cosz) dz.
, /1 1.1, 1
5. a) f\;+x)dx, b) f(1+;+F+;a)dz.
76. ) f(az+ b dz, b) f(a”-l— ) dz
77.a) [lg10dz, b ﬁgedx.
78.a f“” dz, b) f(ax+£)dz
1 1
79.a)f;+1—+?+;,)dz, b)f + __+ )dz.
1 +z+:t
0-0) [ b [Sre o

§ 37. Fliicheninhalt und bestimmtes Integral

Mechanische Quadraturcn

1. Zeichne auf Millimeterpapier einen Kreisquadranten mit dem Radius
r = 10 cm und bestimme a) die Zahl der Quadratmillimeter, die ganz im
Kreise liegen!), h) die Zahl der Quadratmillimeter, die im Kreise liegen
oder aber von seinem Umfange durchsetzt werden. ¢) Vergleiche das arith-
metische Mittel der nach a und b gefundenen Werte mit dem nach der iib-
lichen Kreisberechnung erhaltenen Wert.

3) Bs ist zu empfehlen, erst die ganzen Quadratzentimel n}
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2. Zeichne auf starkes, mdoglichst gleichméBiges Papier den zu dem Intervall
von x = 0 bis # = x gehorigen Bogen der Sinuskurve (MaBstab 1 = 10 cm)

und bestimme die Griofe der von

der Sinuskurve und der z-Achse #|
begrenzten Fliche in der Weise, 5 Z
daB du das Gewicht des Stiickes ¢
mit dem eines 1 qdm grofien :
Stiickes des betreffenden Papiers
vergleichst. (Briefwaage!) : g
8. Fig. 19 gibt das Indikatordia- i~
gramm  einer Dampfmaschine {
wieder, und zwar die ,theore- '
tische* und die ,indizierte Ar. 7 i 1o 4
[H

beit in einem Bilde. a) Bestimme

die geleistete Arbeit durch geeignete Ausmessung des Flicheninhaltes. b) Be-
stimme den (in der Figur schraffierten) Unterschied waschen »theoretischer®

und ,,indizierter Arbeit?!).

4. Fig. 20 gibt die hypsogra-
phische Kurve der Erdober-
fliche wieder (nach Davis).

Erklire die Figur und stelle +¢
durch mechanische Quadratur +2 100 300
das Verhiltnis des Landvolu- ¢ Meeresspiegel 500.

mens iiber dem Meeresspiegel
und des Wasservolumens fest.

Millionen gkm
Meeresraum
G

-4 Abyssische Tiefe

b. Die folgende Tabelle gibt den -6

Stromverbrauch in einem Elek- -g

trizitdtswerk fiir die einzelnen -10 3 M

Stunden des Tages an: Fig. 20

1Uhr 100 Amp. 7 Uhr 400 Amp. 13 Uhr 650 Amp. 19 Uhr 22350 Amp.

2, 100 . 8 .. 800 .. 14 ,. 800 20 .. 2050 .,

3 . 50 ,, 9 ,, 700 . 15, 800 ,, 21 ., 400

4, 50 10 ,, 750 . 16 ,, 1200 ,, 22 300 .,

5 ,, 100 ,, 11 ,. 750 17 ., 2000 ,, 23 ,, 300 ,,

6 ,. 250 ,, 12 .. 650 18 .. 2450 . 24 150 ,,

') Fig. 21 zeigt (nach Neuendorff) ein
auf photographischem Wege gewon-
nenes Indikatordiagramm. Stelle dir
eine Kopie her und beurteile die Ge-
nauigkeit (in Prozenten), mit der
sich die Arbeit feststellen 1a8t.

Fig. 21
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a) Gib eine graphische Darstellung des Verlaufes in geeignetem MaBstabe.
b) Bestimme durch mechanische Quadratur die Anzahl der Amperestunden.
¢) Beurteile die Genauigkeit der Methode!

»Elementare® Integrationsmethoden

6. Eine Sinuskurve y = sinz ist um die Strecke % in der Richtung der positiven
y-Achse nach oben verschoben. Wie groB ist der Flichéninhalt des von der
urspriinglichen und der verschobenen Kurve sowie von den Ordinaten z = 0
und z = @ begrenzten Stiickes?

Anleitung: Zerlege das Stiick durch Parallelen zur y-Achse in Parallelogramme mit der
Grundseite 4 und der Hohe 4z und untersuche Zh A4z fiir den Fall, daB die Hihe Az
immer kleiner und kleiner wird.

7. Verschiebe eine Parabcl y = a2® um die Strecke b nach unten in Richtung
der y-Achse. Wie groB ist der Flicheninhalt des von den beiden Parabeln,
der Ordinate +m und der Ordinate’ —m begrenzten Stiickes?

8. Zeige, daB der Mantel eines schief abgeschnittenen geraden Kreiszylinders

2nraist, wo r der Radius des Grundkreises, a die Lange der Achse des Zylinder-
stumpfes ist.

Anleitung: Wickle den Mantel in die Zeichenebene ab und bestimme seine Fliche!

9. Eine Ellipse sei in der Weise aus einem Kreise hergestellt, daB die Ordinaten
der einzelnen Kreispunkte a) halbiert werden, b) auf % verkleinert,
¢) auf % vergrofert werden. Zerlege die Ellipsen- und die Kreisfliche in
Streifen, leite eine Beziehung zwischen den Ausdriicken

2ypdx und Sy, Az

her, wo y; und y, einander entsprechende Ordinaten von Kreis und Lllipse
sind, und berechne danach

lim Sy, dz.

4z->0

10. (Cavalierisches Prinzip.) Erliutere den ProzeB, den man bei der Vergleichung

a) eines schiefen und eines geraden Zylinders von gleicher Grundfliche und
Hohe, b) eines schiefen und eines geraden Kegels von gleicher Grundfliche
und Hohe, ¢) eines Kegels und einer Pyramide von gleicher Grundfliche
und Héhe vornimmt.

11. Eine durch den Nullpunk eines rechtwinkligen Koordinatensystems gehende
Gerade habe die Gleichung y = -g— . Berechne den Flicheninhalt des von der

Geraden, der z-Achse und der Geraden & = 10 begrenzten Stiickes a) (genau)
nach der bekannten Dreiecksformel, b) (angenihert) durch den Ausdruck

15 [2021)
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S'yAz, wenn Az =1 cm angenommen wird, ¢) wenn 4z =1 mm ange-
nommen wird, d) wenn Az =0, mm angenommen wird, ) wenn zur
Grenze Az = 0 iibergegangen wird.

12. Fiihre die Uberlegungen der Aufgabe 11 fiir den Fall der durch 2 =a be-
grenzten Geraden y = ma durch, wenn erst Az = % genommen und dann
gur Grenze Az -» 0 bzw. n - oo iibergegangen wird.

13. Berechne das Flichenstiick, das von der Parabel y = 22, der z-Achse und
der Geraden z — 1 begrenzt wird, indem du in dem Ausdruck S'ydz
a) zunichst die Streifenbreite 4z = 0,1, b) dann A4z = 0,01 annimmst
und schlieBlich ¢) zur Grenze Az — 0 iibergehst. Dabei ist die Formel
(vgl. § 2, Aufgabe 17)

124224321 ... _L_nzzn_a(l.*_l\ (2+l)
! ! 3! nj n
anzuwenden.

14. Fithre die Uberlegungen der Aufgabe 13 fiir den Fall der durch z = a be-
grenzten Parabel y = b2? durch, wenn Az = % genommen wird und dann

zur Grenze 4 > 0 bzw. n — co iibergegangen wird.

Fliicheninhalt und Integral

15. Es sei F die Fliche, die begrenzt wird von einer Linie f(z), der z-Achse
und 2 Ordinaten, von dencn die eine, etwa die linke, bei z = a festliege,
wihrend die andere Ordinate x beweglich ist. Dann ist F eine Funktion
von z. Gib diese Funktion an, wenn

a) die Linie eine Gerade parallel zur z-Achse, also y = n, und die Kon-
stanle a =0, b) a=+3, ¢)a=—T7, d) a=p ist,
¢) die Linie eine Gerade y = mz und die Konstante a =0, 1) a = +3,
g) a = n (positiv) ist,
h) die Linie eine Gerade y =mx +n (m und » positiv) und @ =0,
ijya=+43, k) a=+7 ist.

16. Zeige, daB der Quotient aus A", d.h. der Zunahme der Fliche bei einer
Zunahme der Abszisse um 4z, und 4z angenahert f(x) ist.

17. Leite durch Ubergang vom Differenzenquotienten zum Differentialquotienten
die Beziehung

dF
2 = 1)

oder die damit identische Gleichung

F(z) =ff(x)d:¢ ab.
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18. Gib die Linien y = f(x) an, bei denen F als Funktion von z betrachtet,

a) z, by 7z, ¢) a2,

dy 322,

e) 223, f) 510 ist,

19. Zeige, dafl das zwischen den Ordinaten z = & und z = b liegende Flichen-
stiick F' einer Kurve a = f(z) ist

F=F(b)—

Bestimmte Integrale

b
F(e) = f fx)dx.

Die folgenden bestimmten Integrale sind numerisch auszuwerten und die
Ergebnisse sind als Flicheninhalte in entsprechenden graphischen Dar-

stellungen zu deuten:

10
20.a) |dz,
/

2
21. 1) f *dz,
0
4

22.a) [5a%du,
H

2
23. 1) f(%—l)dx
1
1
z(’
2. 8) [{Gd=,
0
n
2

25.a) [cosadz,

[
5

2
26. a) f(cosx + 1)dz,

27, 2) f e

2
dz
28. a) fT'
1

15+

15
b) [xdzx,

0}5
3

b) |x?dzx,

1

1,5'.
b) ff”z—'dx,
1

10
b) f(x +1)(x - 1)d=,

b) dx,

l()\)
n

b) [sinzdz,
0

2z
b) [(sinz + 1)dz,
!

b smz’
T
g
az
L
1

0
c) f% dx.
-2

c) xzdx.

c) f3 dzx.

c) f (322 + 10)da.
101

¢) f5x3d:c.

100

Ed

¢) |asinzdz.
I

2
¢) [(sinz + cosz)dz.
/

c) e’da:.

1
¢) [adz.
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3 3 : 3
29. 2) ofﬁdz, b)ofﬂdx, c)fvxzdx.

30. 1) fll—f’{? b) fyld_% )fd“.
4] 0

31. Erliutere die geometrische Bedeutung der Gleichungen:

b a b ¢ e .
a) ff(x)dx:——';[f(x)dx, b) ff(x)dx+Jf(x)dx=ff(x)dx.

Bei den folgenden bestimmten Integralen achte auf das Vorzeichen der ihnen
im graphischen Bilde entsprechenden Flicheninhalte und untersuche, wie
gegebenenfalls der absolute Wert des Flicheninhaltes zu bestimmen ist,
zumal wenn von ihm ein Teil ein positives, ein anderer ein negatives Vor.

zeichen hat:
-1

—11

82. a) |x%d=, b) [»*dz, c) |x*dzx.
H 1 -1
‘; -5 -3
83.a) [coszdz, b) fx‘dm, c) f(m-{—2)da:.
0 0 ]
[ [ 2
34.a) |sinzdex, b) |2fdx, c) |(—=)d=.
,. { /
7
. ld o
85.2) [222 b [22, ¢) fx5dx.
E 1 -1
.
+1 +2 +3
36.a) |2duw, b) |zdz, c) |2*de.
21 =2 -3
L 2n +£
37.2) [coszdz, b) [sinzdz, c) cos‘z
] 0
—T
8n
Td +1 d +1 2
z z N z
5.9 [ b [ o [iics
-1 -1

n
4
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Beispiele

Berechne die folgenden bestimmten Integrale:

3 +2
39. a) f(3x2+4x+5)d:c, b) f(7:c2—2x+16)dx.
0 -1
-2 -1 ’
40. a) f(x"—3m2+3x—l)dm, b) f(x"’+x2+x+l)dx.
0 +1
10 2
41. a) f(a:‘—x"+x2—3z+l)dx, b) f(sxs—l)dx
01 ]
42. a) f(x"+a1x"“1+a2x"‘9-|—c--+a,,_1x+a,,)da:
0+1
b) fx“dz.
-1
1 +1
43. a) f(x—l)"d:c, b) [axi*tidz,
021 __31 1
dx
4. a) J”‘_ b)lf(?Jr ) de
3 4
45. a) f‘i—f, b) f(%_
3
-1
46: a) fxz dz, b) f(x”—%s)dz.
=3
+5
47. a) fz“ dx, b) f(xz—l—Z—{—%)dw.
1
1
48. a) f(ﬁ+ Vz) az, b [(1z+13) d
09 0
49. a) f(ﬁ—_‘__)dz, b) f(Vx——) z
Vz
1
x T
50. a) (2 + sinz)dx, b) f(a.c—[—bcosx)da:.
9

[']
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2 =
CcOos
6l.8) [(2sinz+——|d=, b) [(asinz + beosz)dx
oo 531 J
2 . 1
62.8) [la+—)dx, b) [(e® + e %)dx
fie+1) f
3
53. a) f(sinz + ¢* 4 cosz)d x, b) f(az + 2 dz
6 ¢

§ 38. Einige weitere Integrationsmethoden)

Ersatz der Variablen durch eine andere mittels einer linearen Substitution
1. Statt der Variablen x werde die Variable y durch die lineare Substitution
y=ax+b

eingefiihrt, wo @ und b Konstanten sind. Zeige, daB dann

Ji@ar=[hwLay=1 [hway

ist, wo f,(y) durch die Substitution aus f(x) entsteht.

Fiihre in die folgenden Integrale eine geeignete neue Variable ein, integriere
und fithre dann wieder die alte Variable ein:

2. 2) f(x+1ﬂda-, b) f(x+11)"—1dx, o) f(ax+b)5dx.
x\n+1

3. ) f(r s b) f(2 — ) f(a—{-—) dx

dz dz

4.2 fz—l’ b) fﬁ——z’ ©) ax-i—b

5.a) [sin(a + z)dz, b) |sin2zdw, ¢) sm?dx.

6.a) |cos(zx —a)dx, b) fcos3zdex, c) cos%dz.

7. a)?) [sin?zdz, b)3) |costzdz, c) cosxj;ldx.

8.a) |sinzcoszdz, b) |e?%dx, c) e® dx.

9.a) [ae**dzx, b) [ab*dz, c) fa,_’_z,.

') Fiir eine erste Einfilhrung in die Integralrechnung sind diese Methoden nicht unbedingt notwendig.
?) Beachte die Formel sin*z = % (1—cos2z).

®) Beachte die Formel cos®z = ; (1+ cos22).
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Die folgenden bestimmten Integrale sind auszuwerten — achte dabei auf
die Anderung der Grenzen bei Einfihrung der neuen Variablen —:
3 T 3
10. a) |sin2zdz, b) |cos3zdz, ¢) [sinaxzdz.
[}
4 10 l.
11. a) fe“dx, b) fal‘“’dx, 9 [@+1rda
0 0 0
3 3 3
T 3— ST
12. 8) f]rx— 1dz, b [Vo—1dz, ¢) fV(x+1)2dz.
H H i

6 1 1
13. a) f]/3x—ldx, b)jyax+bdx, ¢ f}/x—4dz.
5 1] [1]

14. Beweise die Formel

[f@dx=[floN ¢ (Ndy,
wo z = @(y) die Substitution, ¢’ (y) die Ableitung nach y anzeigt.

Berechne
5.9 [z D [ o [as
6.9 [ xfizﬁ)' =2 9 [
17. a) z:ln:c b) ftgxdx, ¢) [costzsinzdx.

18. Es sei g(x) eine gerade Funktion, d.h. g(z) = g(—2). Zeige, daB

b -b
a) fg(x)dz =fg(x)da:

ist, und ferner, daB wegen a

b) ff(x)dx = Zf/(x)d:v
—-a 0

ist. ¢) Gib eine geometrische Erliuterung dieser Formel an der Hand
bestimmter Beispiele.

19. Es sei g(z; )eme ungerade Funktion, d. h.g(—x) = — g(z). a) Zeige, daB dann

fotwaz=

ist. b) Gib eine geometrische Erlauterung der Formel an der Hand be-
stimmter Beispiele.
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Integration rationaler gebrochener Funktionen
Bei den folgenden Integralen ist der Integrand, eine rationale gebrochene

Funktion, erst in Partialbriiche der Form a% + % zu zerlegen!) und
dann ist zu integrieren:

dz dx
0.9 [ty " Jerhers:
2d 4+a)d
21. a) fﬁ b [Erois
zdx dx
22.9) f(2—z)(3+x)’ b) faz—w'
(@ —b)da 2¢4-a+b
B9 e v fm‘m

dx dz
no) [ W [T

Partielle Intcgration

256. Beweise die Formel:

Jf®g@dz=F@=) g — [ @) g ds.

Die folgenden Integrale sind in der Weise zu berechnen, daB der Integrand
als ein Produkt f(x)-g¢'(x) angesehen wird?), wobei dann die Faktoren-
zerlegung so einzurichten ist, daB der Wert des Integrals von f(z)g(x)
angebbar ist.

26.a) |zsinzdz, b) [zcoszdz, c) [re*dx.
27.a) |arcsinzdz, b) jarctgadz, €) fln xdx.
28. a) fa: ceridy, b) [2?lnzd=, e) |z2e?dx.

In den folgenden Fillen kommt man nicht auf ein sofort integrierbares
Integral, sondern muBl weitergehende Uberlegungen anstellen:

29. a)3) [sinzdz, b) ‘/'coszxdx.

Beachte, da8 das Integral a auf das Integral b fihrt, b wieder auf a, und
benutze diese Beziehung bei der Losung.

%) Vgl. 7—9. Schuljahr, § 38, Aufgaben 23 bis 82,
?) Beachte, da8 auch 1 ein Faktor ist!
*) Die Integrale sind schon friiher einmal (Aufgabe 7) auf anderem ‘Wege ausgewertet worden.
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30. a) erZ — a?dz, b) f% Va? — z2dx.
Beacite bei diesen Integralen, die bei der Inhaltsberechnung des Kreises

und der Ellipse auftreten, daB eine Substitution z =r. cosp, wo ¢ die
neue Variable ist, auf ein bereits ausgewertetes Integral fiihrt.

81.a) [e®coszdux, b) |e?sinzdx.
Beachte, dall das Integral a bei geeigneter partieller Integration auf das
Integral b fithrt, b wieder auf a. Benutze diese Beziehung bei der Lisung.
32. a) fe’”sinbxdz, b) fe*#cosbxdz.
Hier gilt dasselbe wie bei der vorangehenden Aufgabs.
Berechne die folgenden bestimmten Integrale:

n 2
83.1) a) [sinzdx, b) |cos?zdx.
0 V]

r a
34.1) a) f]/rz — 22z, b) fg— Va2 — atdz.
° é

z
1 2
35. a) [efcoszdz, b) fe“sinxda:.
o o
36. a) fe“cos“xdx, by ‘/e“sin%da:.
0 0

§39. Anwendungen der Integralrechnung?)

Quadratur von Kurven
Parabeln

1. Das von der Parabel y = a2, der z-Achse und der Geraden x = 10 begrenzte
Flichenstiick ist durch eine Senkrechte zur z-Achse a) zu halbieren, b) im
Verhiltnis m : m : n zu teilen. Welche Lage hat die Senkrechte?

2. In welchem Verhiltnis stehen a) bei der Parabel y = 22, b) bei der Parabel
y = a3 die Flichen der Streifen zwischen Kurve und z-Achse, die zwischen
den Abszissen 0 und 1, 1 und 2, 2 und 3, 3 und 4 usw. liegen?

1) Gib die geometrische Bedeutung an!

%) Bei den mit * bezeichneten Aufgaben wird eine weitergehende Vertrautheit mit den Methoden der Integral-
rechnung vorausgesetzs,
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3. Von der Parabel 32 = 2px wird a) durch die Gerade z =%, b) durch
die Gerade z = a ein Stiick abgeschnitten. Wie gro8 ist sein Flidcheninhalt?

4. Die Parabel 32 = 2px wird an der Geraden y = x gespiegelt. Wie groB ist
das beiden Parabeln gemeinsame Stiick?

5. Die kubische Parabel y = a2® wird an der Geraden y = x gespiegelt. Wie
groB ist das von beiden Parabeln begrenzte Stiick? (Beachte auch den
negativen Ast der Kurve!)

6. Die Parabel y = az® wird von der Geraden y = mx geschmtten. Wie groB
ist der Inhalt der beiden Parabelsegmente?

%. Von der Parabel 2 = 2pz wird durch die Gerade % + —Z— =1, woaundb
positive Zahlen sind, ein Stiick abgeschnitten. Wie groB ist dieses Parabel-
segment? Beispiel: a =b=1, p=2.

8. Die kubische Parabel
a) y=2°—22—5246, b)y=2—32>— 182440, ¢) y=23—492—120
schneidet die z-Achse dreimal. Berechne die Flicheninhalte der beiden
endlichen, von der z-Achse und der Kurve begrenzten Stiicke.

Sinuskurven

9. Ein von der Sinuskurve y = sinz und der z-Achse begrenztes, von z =0
bis * = x reichendes Flichenstiick soll durch eine Senkrechte zur z-Achse
a) im Verhiltnis 1 : 2, b) im Verhiltnis m : n geteilt werden. Welche Lage
hat die Senkrechte?

10. Das von der Kurve y =a cosbz, der y-Achse und der z-Achse von z =0 bis
zum 1. Schnitt der Kurve mit der z-Achse begrenzte Flichenstiick soll durch
eine Parallele zur y-Achse halbiert werden. Welche Lage hat die Senkrechte?

11.1) Gegeben ist das Flichenstiick, das von der z-Achse und einem halben
Wellenzuge der Kurve y = sinaz begrenzt ist. Eine Parallele zur z-Achse
soll so gelegt werden, dafl das von ihr, der z-Achse, der y-Achse und der
Parallelen zur y-Achse durch den 1. Schnittpunkt von Kurve und z-Achse
begrenzte Rechteck der gegebenen Fliche gleich ist. Welchen Abstand hat
die Parallele von der z-Achset?

Kreis, Ellipse, Hyperbel
12.¥ Von dem Kreis

2t =r2

wird durch die Gerade
2 Y
2 t5=L

1) Bine solche Aufgabe spielt bei der Definition der Begriffe Stromstirke und elektromotorische Kraft bel
Wechselstromen eine Rolle,
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wo a und b positive Zahlen kleiner als r sind, ein Stiick abgeschnitten, Be-
stimme den Fliacheninhalt des Segments.

13.* Von der Ellipse
2 y.
=t =1
wird durch die Gerade
zr Yy
cta=1
wo ¢ und d positiv sind und ¢ < a, d < b, ein Stiick abgeschnitten. Bestimme
den Flicheninhalt des Segments.
14.* Der Kreis
24yt =1
und die Ellipse
T tap=1
begrenzen 4 sichelférmige Stiicke. Berechne ihren Flicheninhalt,
15.* Berechne den Inhalt der von den Ellipsen
L2l + ¥ _ 1 und z + ¥ 1
3 4 4 3
begrenzten Sicheln.
16. Die gleichseitige Hyperbel
zy =16
wird von der Geraden
¢+ y=16
geschnitten. Wie groB ist der Flicheninhalt des Hyperbelsegments?
Andere Kurven

17. Berechne den Flicheninhalt des von der Kurve
z* z?
Yy=+= T35
der z-Achse, der Geraden x = @ und der Geraden x = b begrenzten Stiickes.
18. Berechne den Flicheninhalt des von der x-Achse, der y-Achse, der Geraden
2 =a und a) der Kettenlinie
. e! 4 e z
-z
b) der Kettenlinie

T

begrenzten Stiickes.
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Kubatur von Rotationskérpern

19. Beweise, daB der Inhalt des zwischen den Ebenen # = ¢ und z = & liegenden
Stiickes des Rotationskorpers, der durch die Rotation der Kurve ¥ = f(x)
um die z-Achse entsteht,

b
=7zfy2 dx ist.

20. Berechne das Volumen des Rotationskérpers, der durch Rotation der Geraden
y == r um die z-Achse entsteht und zwischen z = 0 und z = & liegt (Zylinder).

21. Berechne das Volumen des von der Geraden y = mx bei Rotation um die
z-Achse erzeugten Korpers zwischen a) z=0und z = % (Kegel), b) zwischen
x=a und x =b (Kegelstumpf). :

22. Eine Parabel a) y =a2?, b) y=as® rotiert um die x-Achse. Berechne
das von der Ebene z == m begrenzte Stiick des Rotationskérpers.

23. Eine Parabel y? = 2px rotiert um die z-Achse. Berechne das von der Ebene
% = h begrenzte Stiick des entstehenden Rotationsparaboloides.

24. Durch Rotation der Kurve y = sinz um die z-Achse entsteht eine unendliche
Reihe von Wulsten. Berechne das Volumen eines dieser Wulste.

5. Die Halbkugel entsteht durch Rotation eines Kreisquadranten um den einen
Radius. Berechne danach den Rauminhalt der Halbkugel.

26. Ein Eotationsellipsoid entsteht dadurch, daB man die etwa oberhalb der
z-Achse liegende Hilfte einer Ellipse um die Hauptachse rotieren 1i8t.
a) Wie groB ist der Rauminhalt eines Rotatiansellipsoides? b) Wie ver-
halten sich die Rauminhalte der beiden Rotationsellipsoide, die entstehen,
wenn eine Ellipse einmal um die groBe, das andere Mal um die kleine Achse
(Sphiroid) rotiert?

27.% Der durch Rotation der Kettenlinie

* z z

e
um die 2-Achse entstehende Kérper, das Katenoid, sei durch den Kehlkreis
(Ebene z = 0) und die Ebene » =  geschnitten. Wie groB} ist der Raum-
inhalt des herausgeschnittenen Stiickes?

28. Eine Hyperbel % - % = 1 rotiere um die 2-Achse. Von dem entstehenden
zweischaligen Rotationshyperboloid soll ein durch die Ebene z = m abge-
schnittenes Stiick seinem Rauminhalt nach bestimmt werden.

2 2
29. Eine Hyperbel %—%: 1 rotiert um die y-Achse; dann entsteht ein

einschaliges Rotationshyperboloid. Bestimme den Rauminhalt des von zwei
Parallelen zum Kehlkreis begrenzten Korperstiickes,
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4
A

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Anwendungen aus der Physik

Weg, Geschwindigkeit, ' Beschleunigung

Benutze in den folgenden Aufgaben die Tatsache, daB die Geschwindigkeit
eines Korpers das Integral der Beschleunigung, der Weg das Integral der
Geschwindigkeit ist, wobei als Variable immer die Zeit zu nehmen ist. Zur
Bestimmung der Integrationskonstanten sind die gegebenen ,,Anfangs-
bedingungen‘‘ heranzuziehen.

Ein senkrecht abwiirts geworfener Korper erfihrt die Beschleunigung g.
a) Wie groB ist seine Geschwindigkeit, wenn seine Anfangsgeschwindigkeit
¢ war? b) Wie groB ist unter der gleichen Voraussetzung der von ihm zuriick-
gelegte Weg, wenn die Zeit von dem Beginn des Falles an rechnet?

Die Beschleunigung eines um eine Ruhelage schwingenden Korpers sei
b— . [2n ¢
= —a-sin (7 ) ,

wo a und 7 Konstanten (charakteristische Beschleunigung und Schwingungs-
zeit) bedeuten. Berechne die Geschwindigkeit des Korpers und die jeweilige
Entfernung von seiner Ruhelage.

Die Beschleunigung, die ein auf einer schiefen Ebene mit dem Steigungs.
winkel g befindlicher Korper infolge der Erdanziehung erfahrt, ist

b=gsing. !

Berechne Geschwindigkeit und Weg, wenn angenommen wird, daf die
Bewegung im Zeitpunkt ¢ = 0 mit einer Anfangsgeschwindigkeit ¢ beginnt.

Arbeit
Die Arbeit, die zur Uberwindung eines in dyn gemessenen Widerstandes &
lings eines Weges von 8 = @ bis & = b erforderlich ist, ist

b
A=fkds.

Berechne die Arbeit, die notig ist, um einen Korper gegen einen konstanten
Widerstand k = c lings der Strecke [ zu bewegen.
Bei der Arbeit gegen elastische Krifte 1i8t sich k = x - 8 ansetzen, wo x
eine Konstante ist. Wie groB ist in Jiesem Falle die bei einer Bewegung gegen
elastische Krifte geleistete Arbeit?
Die Arbeit, die geleistet wird, wenn ein Gas von dem Volumen v, und dem
Druck p, bei gleichbleibender Temperatur auf das Volumen v, gebracht’
wird, ist dem Integral

vldv

v

4]

proportional. Berechne das Integral.
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m, - My

36. Wie groB ist die Arbeit, die gegen die Gravitation k = f ™15
wird (m,; und m, sind die Massen der beiden Korper, r ist ihr Abstand, f eine
Konstante, die Gravitationskonstante), wenn der Abstand des angezogenen
Korpers von dem anziehenden Kérper von r, auf r, vergroBert wird?

geleistet

37. Wie groB3 ist die Arbeit, die gegen die Gravitation geleistet wird, wenn der
angezogene Korper aus der Entfernung » in unendlich weite Entfernung
gebracht wird? (Potential.)

38. Die Hohe & einer iiberall gleich warmen Luftschicht, in der am Grunde der
Barometerstand b, in der Hohe % der Barometerstand b, herrscht, ist

123
wo » eine Konstante ist. Berechne das Integral und vergleiche das Ergebnis
mit der ,.elementaren’ Formel by = by - k*, wo k eine Konstante ist. Welche
Beziehung besteht zwischen k¥ und sx?

Schwerpunkt

39. Bestimme den Schwerpunkt a) des Halbkreises, b) eines Kreisausschnittes,
¢) eines Kreisabschnittes.

40. Wo liegt der Schwerpunkt des den Parabeln y? = 2px und a® = 2py ge-
meinsamen Flichenstiickes (vgl. 4)%

41. Ein Rotationshyperboloid ist durch eine Ebene ahgeschnitten, und eine
Halbkugel ist ihr aufgesetzt. Berechne a) das Volumen und b) den Schwer-
punkt des Korpers.

42. Die Kurve 22 - y = a® rotiert um die z-Achse. Berechne a) das Volumen,
b) den Schwerpunkt des von z =a und der beliebigen Ebene z = z be-
grenzten Rotationskorpers. ¢) bis d) Die Kurve rotiere um die y-Achse.
Beantworte die gleichen Fragen.

43. Die Kurve ay® = 2* rotiert um die y-Achse. Berechne a) das Volumen,
b) den Schwerpunkt des Rotationskérpers.

44. Die Kurve a*y® — a?2* 4- 2% = 0 rotiert um die xz-Achse. Berechne a) das
Volumen, b) den Schwerpunkt des Rotations-
kérpers. (Diskutiere die gezebene Kurve!)

45. Die Kurve a?y? = bad® — 2t rotiert um die

z-Achse. Berechne a) das Volumen, b) den
Schwerpunkt des Rotationskérpers.

46. Aus einer Halbkugel ist ein gerader Kreiszylinder
ausgebohrt, dessen Achse senkrecht auf der
Grundfliche steht und durch den Kugelmittel- Fig. 22

B
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punkt geht. a) Bestimme den Schwerpunkt des Restkorpers. b) Wann liegt
der Schwerpunkt mdglichst hoch?

47, Ein Koérper 04 BCD hat die in Fig. 22 angedeutete Gestalt. Gegeben ist
04 =a,0B="5,0C=c;0ADC ist ein Rechteck. Berechne die Lage des
Schwerpunktes dieses Korpers.

Trégheitsmoment

48. Berechne das Trigheitsmoment einer Rechtecksfliche a) in bezug auf eine
Seite, b) in bezug auf eine Diagonale, ¢) in bezug auf die Verbindungs-
gerade zweier gegeniiberliégender Seitenmitten, d) in bezug
auf eine zur Diagonale in einem ihrer Endpunkte errichtete
Senkrechte.

49. Berechne das Triigheitsmoment einer Wetterfahne, wie sie
Fig. 23 darstellt, in bezug auf ihre Drehachse.

50. Berechne das Trigheitsmoment eines Dreiecks a) in bezug aut
eine Dreiecksseite, b) in bezug auf die zu einer Dreiecksseite
durch die gegeniiberliegende Ecke gezogene Parallele.

B1. Berechne das Trigheitsmoment einer Kreisfliche a) in bezug auf einen
Durchmesser, b) in bezug auf eine Tangente.

52. Berechne das Triigheitsmoment einer Halbkreisfliche a) in bezug auf den
die Halbkreisfliche begrenzenden Durchmesser, b) in bezug auf die zu
diesem Durchmesser parallele Tangente.

53. Berechne das Triigheitsmoment eines Parabelsegmentes a) in bezug auf
die 2-Achse, b) in bezug auf die y-Achse.

B4. Berechne das Triigheitsmoment eines homogenen, geraden Zylinders (Dichte d,
Radiusr, Hohe k) a) in bezug auf eine Achse, b) in bezug auf eine Seitenlinie.

Vermischte Aufgaben

5. Was fiir einen Ausdruck erhilt man, wenn man &) ein unbestimmtes Integral,
b) ein bestimmtes Integral mit den konstanten Grenzen a und b, ¢) ein
bestimmtes Integral mit der konstanten Grenze a und der variablen Grenze
differenziert?

§6. Man kann den natiirlichen Logarithmus als den Wert des Integrals

a
Ina = dz
xz
i
definieren. Zeige am Integral, daB dann das Gesetz
Inab =Ina + Ind gilt.
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7. Entwickle in den folgenden Integralen den Integranden in eine unendliche
Reihe, integriere gliedweise!) und gib so eine neue Ableitung der Reihen
fiir die betreffenden Funktionen:

z z
. dx d
a) arcsmx:fnr_-ﬁ, b) arctgx = Iﬁ
]
Erortere auch die Konvergenz.
58. Die Funktionen a) Si(z) = f s‘—:x— dz (Integralsinus), b) f e~*dzx (von

einem konstanten Faktor abgesechen das ,,GauBsche Fehlerintegral®),

c) f al ; ! dx (mit dem ,,Integrallogarithmus* zusammenhingend),

d) f 1_—:()5—75 dx (mit dem ,,Integralkosinus‘ zusammenhéingend) lassen sich

nicht in elementarer Weise integrieren. Wohl aber kann man leicht Potenz-
reihen fiir sie angeben. Wie heilen diese?

ZEHNTES KAPITEL
Abbildungen durch Funktionen komplexerVerdinderlicher

§40. Die lineare ganze Funktion
Kongruente Abbildung: Verschiehung

-

. Durch die Funktion Z = z + a, wo a eine reelle Zahl ist, wird die komplexe
z-Ebene auf die komplexe Z-Ebene abgebildet. a) Es sei a = 3; bilde die
Punkte 144, 1 —¢, -1 +4, =1 — 4, 0, %y + iy, der z-Ebene auf die
Z-Ebene ab. b) Zeige, daB die Abbildung eineindeutig ist. ¢) Lege die
Z-Ebene auf die z-Ebene, und zwar reelle auf reelle, imaginére auf imaginire
Achse. Wie gehen die Punkte der Z-Ebene aus derjenigen der z-Ebene hervor?
Bemerkung. Es ist zweckmiBig, die den beiden aufeinandergelegten Ebenen
angehorenden Punkte durch verschiedenartige Bezeichnung (etwa durch
schwarze und rote Tinte) und einander entsprechende Punkte durch die
gleiche Buchstabenbezeichnung zu kennzeichnen.

2. Untersuche die Abbildung der in 1a) genannten Punkte der z-Ebene auf die
Z-Ebene durch die Funktion

8) Z=2z+2i, b) Z=2z—2i, ¢) Z=1z-+ai.

') Freilich fehlt der Nachweis, daB das gestattet ist, Man darf in der Tat Potenzreihen unter bestimmter
Voraussetzungen gliedweise integriercen,
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8. Untersuche die Abbildung der z-Ebene auf die Z-Ebene im Falle folgender

Funktionen:
a) Z=z+1+42¢, b)Z=2z+2-—1%,
c)Z_=z—2—3i, d) Z==2z+a+bi.

4. a) Zeige, daB durch die Funktion Z = z 4- ¢, wo ¢ = a + bi eine komplexe
Zahl ist, eine Verschiebung der z-Ebene in die Z-Ebene gegeben ist. Wodurch
ist b) die GroBe, ¢) die Richtung der Verschiebung gegeben?

5. In der 2-Ebene sind 2 Punkte z, + ty,, #3 + ¥y, gegeben. Untersuche,
was fiir die durch die beiden Punkte gegebene Strecke bei der Abbildung
durch eine Funktion Z = z 4 ¢ invariant (unveréindert) bleibt.

8. Stelle eine der Aufgabe 5 entsprechende Untersuchung fiir das aus 3 Punkten
2, + 1Yy, %3+ 1Y, ¥3 + ty; gebildete Dreieck an.

Kongruente Abbildung: Drehung

7. Durch die Funktion Z = ¢z wird die 2-Ebene auf die komplexe Z-Ebene
abgebildet. a) Fiihre das fiir die Punkte 1 4+ 24,1 — 22, —1 424, —1 — 27,
0, x, + ty, aus. b) Wie ist die Abbildung geometrisch zu deuten? ¢) Be-
antworte die gleichen Fragen fiir die Funktion Z = —1z.

8. a) Untersuche die Abbildung durch die Funktion Z = ¢z, wo ¢ die 3. Einheits-
wurzel — % + % V3 ist. b) Wie gestaltet sich die Sachlage, wenn {fiir ¢ die
8. Einheitswurzel — % - —2!- ¥3 gewihlt wird?

9. Es sei ¢, eine mte Einheitswurzel, Wie sieht dann die durch Z = ¢,z gegebene
Abbildung aus?

10. Untersuche, in welchen Fillen eine Funktion Z == cz eine Drehung der
z-Ebene in die Z-Ebene bewirkt und wodurch der Drehungswinkel bestimmt ist.

11. Es sei ¢ = cosp + isinp. Zeige, daB dann die durch Z = cz bewirkte
Drehung durch den Winkel ¢ gekennzeichnet wird.

12. Zeige, daB bei der Abbildung durch eine Funktion Z = (cosg + i sing)z

a) Strecken in ihrer Linge, b) Dreiecke in GroBe und Gestalt, ¢) Winkel
in ihrer GréBe invariant bleiben.

Khnlichkeitstransformation. Streckung

13. Die Funktion Z = az ist vorgelegt, wo a eine von 1 und O verschiedene
reelle Zahl ist. a) Untersuche unter der Annahme a = 2 die durch die
Funktion bewirkte Abbillung an den Punkten 1+, 1 4 2¢, 1 — 2,
-1+ 24, 0, %y, 1Yy, % + $y,. Stelle die gleiche Untersuchung unter der
Annahme b) a=14%, ¢) a = —2 an,

16 [2021)
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14. Wie dndert die Abbildung durch die Funktion Z = az a) den Abstand
eines Punktes xy 4+ iy, vom Koordinatenanfangspunkt, b) den Abstand
zweier Punkte #, + ¢y, und 2, + ty,?

15. Wie werden durch eine Abbildung durch die Funktion Z = az Winkel
veriindert?

16. Zeige, dall durch die Funktlon Z = az ein Dreieck in ein ihm dhnliches
abgebildet wird.

Khnlichkeitstransformation: Drehstreckung

17. Die Funktion Z = cz ist vorgelegt, wo ¢ = b7 ist. Untersuche die Abbildung,
indem du zuerst die z-Ebene durch eine Funktion Z = bz, dann die neue
Ebene durch eine Funktion Z = tZ abbildest.

18. Stelle die gleiche Untersuchung wie in 17 fiir ¢ = r (cosp 4 ¢sing) an,
indem du die eine Abbildung in die 2 Abbildungen Z = rz und Z = (cosp +
tsing)Z zerlegst.

19. Untersuche die Veriinderung a) von Strecken, b) von Dreiecken, €) von
Winkeln durch eine Abbildung, die durch eine Funktion Z = ¢z gegeben ist.
d) Erklire den Namen Drehsireckung.

Die lineare ganze Funktion

20. Zeige, daB die durch die lineare ganze Funktion Z = ¢,z 4 ¢, bewirkte .
Abbildung sich immer auf eine Verschiebung und Drehstreckung zuriick-
fithren lat.

21. Welches sind die Bedingungen dafiir, daB die Funktion Z = ¢,z 4 ¢, a) eine
reine Verschiebung, b) eine reine Drehung, c) eine reine Drehstreckung
darstellt?

22. Ein Dreieck wird mitsamt a) seinen Hohen, b) seinen Seitenhalbierenden,
¢) seinen Winkelhalbierenden durch eine lineare ganze Funktion abgebildet.
Untersuche, ob die abgebildeten Linien ihren Charakter beibehalten.

23. Ein Kreis in der z-Ebene a) mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, b) mit
beliebigem Mittelpunkt wird durch eine lineare ganze Funktion auf eine
Z-Ebene «abgebildet. Wie sieht das Bild aus?

24. In der 2-Ebene befindet sich &) ein quadratisches Netz, dessen Geraden
den beiden Achsen parallel sind, b) ein Polarnetz, d.h. ein System édqui-
distanter konzentrischer Kreise um den Nullpunkt, die von Geraden durch
den Nullpunkt geschnitlen werden. Wie werden diese Liniensysteme durch
die verschiedenen Arten einer linearen ganzen Funktion abgebildet?

25, Zeige, daB die Abbildung durch eine lineare ganze Funkfion eineindeutig ist.
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26. Durch welche Bewegungen wird im Falle a) der Funktion Z =z 4 ¢,
b) der Funktion Z = ¢z, ¢) der Funktion Z = ¢,z + ¢, die Z-Ebene in
die z-Ebene iibergefiihrt?

27. Zcige, daB die Abbildungen durch lineare ganze- Funktionen eine ,,Gruppe®
bilden, d. h. daB zwei nacheinander ausgefiihrte Abbildungen sich durch eine
einzige Abbildung ersetzen lassen.

§ 41. Die lineare gebrochene Funktion

Spiegelung an der reellen Achse _

1. Der Punkt a) a + bi, b) r-(cosp -+ ising) ist an der reellen Achse zun
spiegeln. Wie heillt das Spiegelbild?

2. Spiegele an der reellen Achse a) ein: Gerade, b) einen Kreis, ¢) einen Winkel.
Was bleibt erhalten, was dndert sich? (Achte auf den Drehsinn!)

3. Der Einheitskreis wird an der reellen Achse gespiegelt. Welche Punkte werden
von der Spiegelung nicht betroffen?

4. Untersuche, ob die durch die Spiegelung an der reellen Achse gegebene Ab-
bildung a) eineindeutig ist, b) ob sie Gruppencharakter hat.

Abbildung durch reziproke Radien

. (Hilfssatz.) Von einem Punkte P, auBerhalb eines Kreises mit dem Radius g,
der den Mittelpunktsabstand r, hat, sind die Tangenten an den Kreis gelegt.
Die Berithrungssehne schneidet die durch den Punkt gehende Zentrale in
einem Punkte P, der den Mittelpunktsabstand 7, hat. Dann ist r, Sry = 0%
Beweise das. — Die Abbildung des Punktes P, durch P, heiBt Spiegelung
am Kreis mit dem Radius g.

6. Die Funktion Z =% ist gegeben. Bringe Z und z in die trigonometrische
Form E(cos® + ¢sin®) und r(cosp + ising) und beweise (Moivrescher
Satz), daB R =% und @ = — g ist.

7. Zerlege die durch die Funktion Z = % gegebene Abbildung durch reziproke
Radien in eine. Spiegelung am Einheitskreis und eine Spiegelung an der
reellen Achse. ’

8. Wie werden durch reziproke Radien abgebildet: a) Punkte auBerhalb des
Einheitskreises, b) Punkte innerhalb des Einheitskreises, ¢) Punkte der
oberen, d) Punkte der unteren Halbebene, €) Punkte des Einheitskreises?

9. Welche Punkte bleiben bei der Abbildung durch reziproke Radien in ihrer
Lage ungeindert?

16*
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10. Welche Punkte wird man bei der Abbildung durch reziproke Radien dem
Mittelpunkt des Einheitskreises zuordnen? Wie steht es mit der Einein-
deutigkeit der Abbildung?

11. Es ist a) eine durch den Nullpunkt gehende Gerade, b) eine beliebige Gerade
durch reziproke Radien abzubilden. Wie sieht das Bild aus?

12. Ein Quadrat liegt a) im Innern, b) im AuBeren des Einheitskreises so,
daB sein Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt des Kreises zusammenfillt,
Zeichne die durch Abbildung durch reziproke Radien sich ergebende Figur.

13. a) Es ist ein Kreis durch reziproke Radien abzubilden. b) Wann wird das
Bild eines Kreises eine Gerade?

Die lineare gebrochene Funktion

14. Untersuche die Abbildung, die durch die Funktion Z = % , wo a eine reclle
Zahl ist, bewirkt wird, — Was tritt an die Stelle des Einheitskreises?
Beispiel: a = 9.

15. Untersuche die Abbildung, die durch die Funktion Z = % , wo ¢ eine kom-
plexe Zahl ist, bewirkt wird., Beispiele: a) ¢ =14, b) ¢ = —i,

) cme=—5+213, ) c=3+4i, o) c=1—1i, 1) c=a+bi

16. Untersuche die Abbildung, die durch die Funktion Z — % + ¢ bewirkt wird.
Beispiele: 8) ¢=1, b) c=1%, ¢) c=1—2i, d) c=a4 bi.

17. Beachte, daB aus Z = % folgt z = % , und benutze das, um die Abbhildung

- untersuchen, die durch Z =z-l}-c bewirkt wird. Beispiele: a) ¢= 2,

b) c= —2i, ¢) c=4, d) —2+3i, €) a+ bi.
18. Wie sicht die durch die Funktion 8) 2=~ +¢, b) 2 =270,
__clz-q-c, . . 1 :
¢) Z= arte bewirkte Abbildung aus?

Uberlegungen

19. Untersuche die Frage der Eineindeutigkeit der Abbildung durch die all-
gemeine lineare gebrochene Funktion und achte dabei besonders auf Null-
punkt und unendlich ferne Elemente.

20. Beweise, dal die Abbildung durch reziproke Radien winkeltreu ist.

¢1. Untersuche den Zusammenhang der Abbildung durch reziproke Radien mit
der harmonischen Teilung,
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§ 1. Arithmetische Reihen

Allgemeines iiber mathematische Reihen

1. Eine Reike ist eine gesetzmdfig gebildete Folge von Zahlen. Die Zahlen heiBen
die Glieder der Reihe.
Eine Reihe heifit steigend, wenn jedes Glied groBer ist als das vorhergehende,
sie heiflt fallend, wgnn jedes Glied kleiner ist als das vorhergehende.

Begriff der arithmetischen Reihe 1. Ordnung

Erklirung: Eine arithmetische Reihe (1.0rdnung) ist eine Reihe, bei der die
Differenz je zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant ist.
So ist z. B. die Reihe

4, 7, 10, 13
eine arithmetische Reihe mit der Differenz 3.
Natiirlich mu8 man, um Irrtiimer oder Zweideutigkeiten zu vermeiden, ein
fiir allemal festsetzen, in welchem Sinne man die Differenz bilden will : Minuen-
dus ist irgendein Glied der Reihe, Subtrahendus ist das vorhergehende Glied.
Eine arithmetische Reihe steigt oder fillt, je nachdem die Differenz der Reihe
positiv oder negativ ist.

1

3. Das Anfangsglied einer arithmetischen Reihe heile a, die Differenz d, die An-
zahl der Glieder n; dann'lautet die Reihe in allgemeiner Form

a, a+d, a+2d, ..., a+(n—2)d, a+4(n—1)d.
Bezeichnet man das letzte Glied einer Reihe zur Abkiirzung mit 2, so ist also
1) z=a+ (n—-1)d.

4. Man kann eine arithmetische Reihe auch erkliren als eine Reihe, bei der
jedes Glied um einen konstanten Be@rag (d) groBer ist als das vorhergehende,
Eine frither vielfach iibliche Erklirung, die sich
inhaltlich mit der vorigen und der unter Nr.2
angegebenen deckt, ist diese: Eine arithmetische.
Reihe ist eine Reihe, bei der jedes Glied das arith-
metische Mittel der beiden Nachbarglieder ist. T
(Daher stammt der Name arithmetische Reihe.) H’H

234

Fig.1

b. Fig.1 veranschaulicht die Glieder einer arithme- |,
" tischen Reihe in der Weise, daB im Punkte 1 der —f 7
z-Achse die MaBzahl des 1. Gliedes der Reihe,

im Punkte 2 die MaBzahl des 2. Gliedes usw. als Ordinate aifgetragen ist. Die
Endpunkte der einzelnen Strecken liegen auf einer Geraden, die uns von der

nla
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@) s=an+20=04g
8. Zu einer sehr anschaulichen geometrischen Herleitung

graphischen Darstellung einer ganzen Funktion 1. Grades her bekannt ist
(vgl. 7.-9.Schuljahr, § 6, Nr.7).

Die Differenz d erscheint hier als Anstieg der Geraden; genauer gesagt,
ist der Anstieg der Geraden gleich einem Bruche, dessen Zihler die
Differenz der Reihe und dessen Nenner die gewihlte Einheit ist.

Summe der arithmetischen Reihe 1. Ordnung

. Einen geschlossenen Ausdruck fiir die Summe einer arithmetischen Reihe er-

hilt man am einfachsten, indem man die Reihe einmal in ihrer natiirlichen
Gliederfolge, ein zweites Mal in umgekehrter Folge schreibt; bezeichnet man
die Summe der Reihe mit s, und benutzt man bei Umkehrung der Reihe die
unter Nr.3 eingefiihrte Abkiirzung fiir das Endglied der 1.Reihe, so hat man

s=a-t@+d) -+ +a+@—2)d+[a+@—1)d,
s=z4@—d) 4 +[—(n—2)d]+[z— (n—1)d].

Je zwei iibereinanderstehende Summanden dieser beiden Reihen ergeben als
Summe (@ +2); es sind n solcher Teilsummen vorhanden, also ist

2s=n(a +2), d. h.
2 s=%~(a+z).

Zu demselben Ergebnis wire man auch gekommen, wenn man in der urspriing-
lichen Reihe das 1. und letzte, das 2. und vorletzte, allgemein das kte und
(n—k+1)te Glied addiert hitte; nur hitte man dann den Fall eines gerad-
zahligen n von dem Fall eines ungeradzahligen n getrennt behandeln miissen.

Setzt man in die Formel (2) an Stelle von z nach (1) den Wert a +(n—1)d
ein, so erhilt man

8=5[2a+(n—1)d]

oder in anderer Form

der Summenformel (2) gelangt man, wenn man die
unter Nr.5 gegebene graphische Darstellung ein
wenig abindert: FaBt man die Glieder der Reihe als
Rechtecke von der Breite 1 auf, so ergibt sich ‘als
‘Summe s der Reihe eine treppenférmig begrenzte Fliche (in Fig. 2 schraf-
fiert), die man durch umgekehrtes Aufsetzen einer ebensolchen Fliche zu
einem Rechteck (=2s) von der Héhe a + 2z und der Breite n ergénzen kann;
also ist 28=n(a +2), wie in Nr.6.
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9. Die Grundformeln (1) und (2) stellen Beziehungen zwischen den 5 GréBen a,
d, n, 8, z her. Da durch 2 voneinander unabhingige und widerspruchsfreie
Gleichungen nur 2 Unbekannte bestimmbar sind, miissen 3 der 5 GroBen a,
d, n, 8, z bekannt sein, wenn die arithmetische Reihe bestimmt sein soll.

Interpolation und Extrapolation

10. Bei den praktischen Anwendungen tritt hiufig die Forderung auf, zwischen
2 Glieder einer arithmetischen Reihe andere Glieder derart etnzuschalten, daB
wieder eine arithmetische Reihe entsteht (Inferpolation). Ist d die Differenz
einer Reihe und sollen zwischen 2 Glieder dieser Reihe m neue Glieder inter-

d
m_-f-—f . Der
Beweis kann rechnerisch und graphisch gefithrt werden; wegen des Wertes,

den die Steigung der Geraden bei der graphischen Darstellung einnimmt, ver-
gleiche man die Bemerkung unter Nr.5, Abs.2.

poliert werden, so hat die Differenz der neuen Reihe den Wert

11. Aus irgendeinem Gliede einer arithmetischen Reihe erhilt man das folgende
durch Addition, das vorhergehende durch Subtraktion der Differenz. Setzt
man fest, da3 dieses Bildungsgesetz auch fiir das Anfangs- und Endglied einer
Reihe gelten soll, so hat man damit die Moglichkeit, jede arithmetische Reihe
tiber ihr 1. und letztes Glied hinaus beliebig weit fortzusetzen (Extrapolation).
Bezeichnet man das allgemeine (kte) Glied einer so erweiterten Reihe mit a,
80 ist

=% (@ 4p+ar_yp),
wo p eine beliebige positive ganze Zahl ist. — Man vergleiche hiermit die
Definition der arithmetischen Reihe in Nr.4, Abs.2,

Arithmetische Reihen hoherer Ordnung

12. Es sei eine beliebige Reihe
a, b, ¢, d, e
gegeben. Subtrahiert man jedes Glied dieser Reihe von dem darauffolgenden,
so entsteht eine neue Reihe ’
b—a, ¢c—b, d—¢t, e—d, ...,
die man die I.Differenzenreihe der urspriinglichen Reihe nennt.

Eipe arithmetische Reihe 2.0rdnung ist eine Reihe, deren 1. Differenzenreihe
eine arithmetische Reihe 1.Ordnung ist. Zum Beispiel hat die Reihe

1, 3, 8 16, 21,
als 1. Differenzenreihe
2, 5 8, 11,
13. Bildet man von der 1. Differenzenreihe abermals die D-ifferenzenreihe, so ent-
steht eine neue Reihe, die man als die 2. Differenzenreihe der urspriinglichen



4 Leitfaden fir Arithmetik, Algebra und Analysis

Reihe bezeichnet. Entsprechend erklirt man die 3., 4., kte Differenzenreihe
der gegebenen Reihe.

Eine arithmelische Reihe kter Ordnung ist eine Reihe, deren (k— 1)te Dt//e-
renzenrethe eine arithmetische Reihe 1.O0rdnung ist.

14, Die Reihe der Quadrate der natiirlichen Zahlen bildet eine arithmetische

Reihe 2.0rdnung; das liBt sich allgemein an 3 aufeinanderfolgenden Zahlen
(n—1)2, n?, (n 4 1)? beweisen; die 1. Differenzenreihe 2n—1, 22 -1 ist nim-
lich eine arithmetische Reihe 1.Ordnung.
Ebenso i3t sich zeigen, daB die Reihe der Kubikzahlen eine Reihe 3.0rd-
nung, allgemein die Reihe der kten Potenzen der natiirlichen Zahlen eine
Reihe kter Ordnung bildet.

15. Setzt man in die identische Gleichung

(n—1P3=n*—-3n2+4+3n—1
fiir n der Reihe nach die Werte 1, 2, 3, ..., 7 und addiert die erhaltenen
Gleichungen, so folgt nach einfacher Umformung (Archimedes)
14
) 124224324 .oofn2= Z'ﬂj;_ll;_:ﬂ
Ebenso findet man unter Benutzung der Formel fiir (n—1)4, daB

@ 13+28+33+...+n3=[2_("_2ﬂ]2=(1+2+3+...+,,):
ist (Nikomachus, etwa 100 n. d. Ztr.).

§ 2. Geometrische Reihen. Zinseszins- und Rentenrechnung

Begriff der geometrischen Reihe

1. Erklirung: Eine geometrische Reihe ist eine Reihe, bei der der Quotient je
zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant ist.
So ist z.B. die Reihe
1, 3, 9, 27, 8,
eine geometrische Reihe mit dem Quotienten 3.
Auch hier muBl man (wie bei der Erklirung der arithmetischen Reihe in § 1,
Nr.2) ein fiir allemal festsetzen, in welchem Sinne man den Quotienten bilden will ;
Dividendus ist irgendein Glied in der Reihe, Divisor ist das vorhergehende Glied.
2. Von dem Steigen oder Fallen einer geometrischen Reihe kann man nur spre-
chen, wenn alle Glieder das gleiche Vorzeichen haben, also wenn der Quotient
posiliv ist; doch muBl man auch hier wieder noch je 2 Fille unterscheiden:

a) Eine geometrische Reihe aus lauter positiven Gliedern steigt oder fallt,
je nachdem der Quotient grofer oder kleiner als 1 ist.
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Beispiele: 1, 3, 9, 21, ... steigende Reihe,
1, 0,1 0,01, 0,001, ... fallende Reihe.

b) Eine geometrische Reihe aus lauter negativen Gliedern steigt oder fillt,
je nachdem der Quotient kleiner oder groer als 1 ist. -

Beispiele: —1, —3%, —%, —%, ... steigende Reihe,
-2, —6, —18, —54, ... fallende Reihe,

Geometrische Reihen, bei denen der Quotient negativ ist, bei denen also das
Vorzeichen von Glied zu Glied wechselt, heillen auch alternierende Reihen.

8. Das Anfangsglied einer geometrischen Reihe heifle @, der Quotient g, die An-
zahl der Glieder n; dann lautet die Reihe in allgemeiner Form:

e, a-q, a-¢% ..., a-g""2, a.q""1,

Bezeichnet man das letzte (nte) Glied der Reihe zur Abkiurzung mit 2, so
ist also

1) z=a.q"—1.

4. Man kann eine geometrische Reihe auch erkliren als eine Reihe, bei der jedes

Glied ein bestimmtes Vielfaches (némlich das gfache) des vorhergehenden
Gliedes ist.
Eine andere Erklirung, die sich aber mit der vorigen' und der in Nr.1 ge-
gebenen deckt, ist folgende: Eine geometrische Reihe ist eine Reihe, bei der
jedes Glied das geomietrische Mittel der beiden Nachbarglieder ist (Entstehung
des Namens geometrische Reihe).

5. Die Glieder einer steigenden geometrischen Reihe mit positivem ¢ lassen sich
nach dem Muster van § 1, Nr. 5 graphisch als Strecken darstellen; die End-
punkte der Strecken liegen auf einer Kurve, dem nach oben verzerrten Bilde
der Exponentialfunktion. Man beachte aber, daB es sich hier einstweilen um
getiennte Punkte, nicht um einen zusammenhéngenden Kurvenzug handelt.
Eine zweite, sehr anschauliche Art graphischer Darstellung der Glieder einer
geometrischen Reihe wird in Nr.11 gegeben.

Summe der geometrischen Reihe

6. Um fiir die Summe # einer geometrischen Reihe einen geschlossenen Ausdruck
zu erhalten, multipliziert man alle Glieder der Reihe mit ¢ und subtrahiert
die gegebene Reihe von der neu gewonnenen. Dadurch erhilt man

8qg—8=uaq" —a,
also

_ qn_l_ 1—gqgn
(2) s—a—-———q__l —al_q
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Von diesen beiden Formen wird man die erste oder zweite bevorzugen, je
nachdem g groBer oder kleiner als 1 ist.

Fiihrt man in die Gleichungen (2) an Stelle von ag"~! nach (1) den Wert z
ein, so erhilt man die Summenformeln in der neuen Gestalt

__qz—a _G—qgz
(3) s_q——] —]——q'

Durch die Gleichungen (1) und (2) oder (1) und (3) oder (2) und (3) werden
Beziebungen zwischen den GréBen a, n, g, s, 2z hergestellt. Da man durch
2 voneinander unabhiingige und widerspruchsfreie Gleichungen nur 2 Un-
bekannte berechnen kann, sind zur vollstindigen Bestimmung einer geo-
metrischen Reihe 3 der Grden a, n, g, s, z notwendig und hinreichend.

Interpolation und Extrapclation

. Sollen zwischen 2 Glieder einer geometrischen Reihe, deren 'Quotient q ist,

m andere Glieder so eingeschaltet (interpoliert) werden, dal wieder eine geo-

"metrische Reihe entsteht, so findet man den Quotienten g, der neuen Reihe

10.

durch folgende Uberlegung : Zwei aufeinanderfolgende Glieder der alten Reihe,
etwa ag® und agf*!, bilden Anfangs- und Endglied der neuen Reihe, deren
Gliederzahl m + 2 betrigt, also ist nach Formel (1)

m-+1

a-gt*l =a-gt-gn2-1, d.h ¢ = Ve

. Setzt man fest, daB das Bildungsgesetz der geometrischen Reihe (Nt.1 oder 4)

auch fiir das Anfangs- oder Endglied einer Reihe gelten soll, so 1aBt sich da-
mit jede geometrische Reihe iiber ihr 1. und letztes Glied hinaus beliebig weit
fortsetzen (Extrapolation). Bezeichnet man das allgemeine (kte) Glied einer
so erweiterten Reihe mit a;, so ist

o= Varip Gr-p>
wobei p eine beliebige, positive ganze Zahl ist.

Die Summe unendlicher gecmetrischer Reihen

Vorbemerkung. Eine unendliche Reihe heiit konvergent, wenn sich ihre Summe
mit unbegrenzt wachsender Gliederzahl einem bestimmten, und zwar endlichen
Grenzwerte beliebig anndhert. Vgl. zum Begriff der Konvergenz spiter §12
Die Summenformel (2) in Nr.6 13t sich in folgender Weise schreiben
— " LT
s=y—, —ey

Hierin hingt nur das 2.Glied, das sogenannte Restglied, von der Glieder-
zahl » ab.
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Wir betrachten zuniichst die Fiille, wo ¢ positiv ist.

a) Ist ¢> 1, so wiichst ¢" und damit das Restglied mit unbegrenzt wachsen-
der Gliederzahl selbst iiber alle Grenzen, oder kiirzer ausgedriickt, die Reihe
ist divergent.

b) Fiir ¢g=1 werden alle Glieder der Reihe gleich @, die Summe der Reihe
also unendlich groB3.

¢) Ist dagegen g <1, so nihert sich ¢ und damit das Restglied mit wachsen-
der Gliederzahl dem Grenzwerte 0, und die Summe der konvergenten Reihe
wird . a

8§ =

1—¢

Es sind jetzt noch die Fille zu untersuchen, in denen g negativ ist, etwa
q=—p, wo p eine positive Zahl ist.

a) Ist p>1, so wichst p" und damit der absolute Wert des Restgliedes mit
unbegrenzt wachsender Gliederzahl wieder iiber alle Grenzen, die Summe der
Reihe édndert aber bei jedem Wachstum der Gliederzah! ihr Vorzeichen, ist
also unbestimmd.

b) Ist p=1, also g=—1, so schwankt die Summe der Reihe schon im End-
lichen von Glied zu Glied zwischen den Werten @ und 0 hin und her (oszil-
lierende Reihe).

¢) Ist p<<1, so nihert sich ™ und damit das Restglied mit unbegrenzt wach-
sender Gliederzahl dem Grenzwert 0, die Reihe ist konvergent, ihre Summe
wird wieder

a

8=1_q.

Eine unendliche geometrische Rethe ist konvergent, wenn der Quotient ein positiver
oder negativer echter Bruch ist.

Die Summe der Reihe ist

_ a
J—I_q-

Den absoluten Wert einer GroBe z bezeichnet man oft durch das Symbol | z|.
Bei Anwendung dieser Bezeichnungsweise 14t sich das Schluergebnis auch
so aussprechen: Eine unendliche geometrische Reihe mit dem Quotienten ¢
ist konvergent, wenn |g| <1 ist; die Summe der Reihe ist

a

8=1_q.

11. Eine sehr anschauliche Art, die Begriffe Konvergenz, Divergenz, Summe einer
unendlichen Reihe zu erldutern, ist die folgende: Man stelle nach Fig.3 eine
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geometrische Reihe, deren Quotient als positiv vorausgesetzt werde, durch
eine Reihe von Treppenstufen dar, deren Hohe und Breite gleich den einzelnen
Gliedern der Reihe sind, also

Al .Bl =a

Ay,B, = A,B,=aq

4, B, =A4;B, =g’

Ap By = AnBy_1 =aq"1,

Die Dreiecke B, A, B,, By A, B;, ..., Ba_14y By sind gleichschenklig-recht-
winklig, also ist z.B. die Winkelsumme B, By A, + A4, By A3+ A3 B, B, =45°
+90° 445°=180°, oder die Punkte B,, B,, B; (und ebenso die folgenden

Ay 8.

4

Az PrE Bz

ag

A
2 aq Bz

aq

A— By Fig. 3

Punkte By, ..., By) liegen in einer Geraden, die ‘gegen die Verlingerung von
A, B, unter 45° geneigt ist. In gleicher Weise zeigt man, dal die Punkte
A,, 4g, ..., An in einer Geraden liegen, deren Neigungswinkel ¢ gegen 4, B,
durch die Beziehung tgp =g gegeben ist.

Mit wachsender Gliederzahl konvergieren oder divergieren die beiden Geraden,
je nachdem ¢ = 45°, d.h. je nachdem g = 1 ist. Im Falle ¢ =1 sind die beiden
Geraden parallel.

Projiziert man die Punkte B,, B;, ..., B, auf die Gerade 4, B, in B,, 9B,, ...,
By, so stellt die Strecke A4, die Summe der k ersten Glieder der geometri-
schen Reihe dar. Bezeichnet man im Falle der Konvergenz den Schnittpunks
der A-Geraden und der B-Geraden mit S und seine Projektion auf 4, B,
mit &, so stellt 4;€ die Summe der unendlichen geometrischen Reihe dar.
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12.

13.

Zinseszinsrechnung
Die Grundformel

Aufgabe der Zinseszinsrechnung ist: zu berechnen, auf welchen Betrag ein
Kapital @ nach » Jahren angewachsen ist, wenn alljihrlich die Zinsen zum
Kapital geschlagen und mitverzinst werden.

Ist das Kapital @ zu p9, ausgeliehen, so bringt es in einem Jahre a - -2
Zinsen, ist also nach Ablauf des Jahres auf a + a- —1%-0 =a (l +ﬁ) ange-
wachsen. Der Koeffizient 1+ —1%0 , der sogenannte Zinsfaktor (oder auch Auf-

zinsungsfaktor), tritt im weiteren Verlaufe der Rechnung so hiufig auf, daB
es sich lohnt, fir ihn eine Abkiirzung ¢ einzufiihren; man definiert also den
Zinsfakior ¢ durch die Gleichung

g=1+15

und kann das Ergebnis der ersten Betrachtung so aussprechen: Um den Wert
eines Kapitals nach } jahriger Verzinsung zu erhalten, hat man den Anfangs.
wert des Kapitals mit dem Zinsfaktor ¢ zu multiplizieren.

Am Anfange des 2. Jahres betriigt das Kapital a - ¢, also (nach dem vorigen
Satze) am Ende des 2. Jahres a - g2 Dies ist zugleich der Anfangswert fiir das
3.Zinsjahr, daher hat das Kapital am Ende des 3. Jahres den Wert a - ¢3 usw.,
allgemein am Ende des nten Jahres den Wert a - g*. Bezeichnet man den
Endwert des Kapitals zur Abkiirzung mit b, so hat man als Grundformel
b=a-q".

Man kann den Inhalt der Grundformel auch folgendermaBlen aussprechen:
Die Werte, die ein auf Zinseszinsen stehendes Kapital nach alljéhrlichem Zins-
zuschlag annimmt, bilden eine geometrische Reihe.

Um den Zusammenhang mit der Praxis nicht zu verlieren, mu8 hier bemerkt
werden, daBl die Sparkassen, die ja auch die am JahresschluB nicht abgehobe-

nen Ziisen der eingezahlten Sparbetriige weiter verzinsen, nicht ohne weiteres
nach der soeben hergeleiteten Grundformel rechnen, sondern bestimmte Be-

_schriinkungen festlegen, z.B. daB von einem eingezahlten oder durch Zins.

zuschlag gewachsenen Kapital nur die vollen Mark, nicht aber die iiber-
schieBenden Pfennigbetrige verzinst werden. Das macht bei kleinen Finzah-
lungen unter Umsténden einen nennenswerten Unterschied gegen die Grund-
formel aus.

Will man das Anwachsen eines bestimmten, zahlenmiBig gegebenen Kapitals
graphisch darstellen, so gelangt man fiir einigermafen iibersehbare Zeitraume
nur dann zu einem wirklich anschaulichen Ergebnis, wenn man einen giinstigen
MaBstab und ein zweckméBig gelegenes Koordinatensystem wiéhlt. So ist z. B,
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in Fig. 4 das Anwachsen
eines Kapitals von 100RM,
das zu 59 auf Zinseszin-
sen steht, biszum 15. Zins-  ggp
jahr dargestellt; dabei ist
fiir die Abszissen der MaB-

S au

stab 3 em = 1Jahr, fiir die 10
Ordinaten der MafBstab 150
1 mm=1RM gewihlt
und die Abszissenachse
10cm unterhalb des un- ¥
teren Randes der Zeich-
nung liegend gedacht. 160
Besondere Fille 150
14. Im geschéftlichen Leben
handelt es sich haufig um 24l
die Aufgabe, den augen- .
blicklichen Barwert eines 1%
Kapitals anzugeben, das
nach n Jahren den Wert b
haben wird. Die Grund- 120
formel liefert sofort
. L 110
a=g=b(g) 11
e I 8 9 1011 12 13 14 L5Jakre

1 .
Man nennt — den Diskon-
Fig. 4

tierungsfakior (auch Ab-
ginsungsfakior) und bezeichnet das Rechnungsverfahren als ,,Diskontierung
der nach n Jahren filligen Zahlung b auf den jetzigen Augenblick‘.

15. Soll berechnet werden, zu wieviel Prozent ein Kapital ausgelichen werden
mufl, damit es in » Jahren auf b angewachsen ist, so findet man aus der
Grundformel :

B
p=100( 7—1).

*16. Die Anzahl der Jahre, wihrend deren ein Kapital @ zu p% auf Zinseszinsen
stehen muB, damit es den Wert b erreicht, ist nach der Grundformel
n— lgb — lga .
lgg
Diese Gleichung ist streng genommen nur dann richtig, wenn « sich aus ihr
ganzzahlig ergibt, denn bei der Herleitung der Grundformel ist angenommen .
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17.

18.

worden, daf die Zinsen immer nur am Ende eines vollen Jahres zugeschlagen
werden.

Erfolgt der Zinszuschlag nicht am Ende jedes Jahres, sondern etwa am Ende
jedes mtel Jahres, so braucht man nur den Begriff ,,Jahr' durch den Begriff
,,Verzinsungsperiode* zu ersetzen und den Begriff Zinsfaktor in entsprechen-
der Weise zu verallgemeinern. Es erscheint dann das nach # Jahren vor-
handene Kapital b in der Form

b=agr",
wo —‘l—§—~L- ist
=1 T 100 .

Denkt man sich die Verzinsungsperiode allmihlich verkiirzt, also die Zinsen
nicht bloB vierteljiahrlich oder monatlich oder tiglich, sondern in jedem Augen-
blick zugeschlagen, so kommt man damit auf eine Wertzunahme, wie sie in
der Natur hiufig anzutreffen ist, z. B. bei dem Wachstum eines Waldbestandes.
Der Endwert b ist in diesem Falle nach n Jahren
ar
b=a 6100’

wo e die Basis des natiirlichen Logarithmensystems ist, d.h. der Grenzwert,

dem sich (1 + %)z mit unbegrenzt wachsendem 2 nahert (§11, Nr.9).

Rentenrechnung
Vermehrung oder Verminderung des Kapitals durch regelmdfige Zahlungen

Wenn zu einem Kapital a, das zu p% ausgeliehen ist, am Ende jedes Jahres
nicht bloB die Zinsen zugeschlagen, sondern auBerdem noch eine konstante
Summe 7 hinzugefiigt wird, so kann man den Endwert b, auf den das so ver-
mehrte Kapital nach » Jahren angewachsen ist, folgendermaBlen berechnen:
Man stelle sich vor, der Besitzer des Geldes verhandle mit zwei verschiedenen
Bankhiusern; bei dem einen liBt er sein Kapital @ auf Zinseszinsen stehen,
bei dem anderen zahlt er am Ende jedes Jahres den Betrag r ein. Dann be-
trigt sein Guthaben beim ersten Bankhause nach » Jahren offenbar (nach der
Grundformel in Nr.12) ag®; aus den Betriigen, die er bei der zweiten Bank
eingezahlt hat, ist (nach derselben Grundformel) am Ende des nten Jahres
folgendes geworden:

die erste Zahlung steht (n — 1) Jahre auf Zinseszinsen, hat also den Endwert rgn-1,

» 2weite w (m—2) , » » » QT2
. dritte ,, w (m—38) . » w oom o » TS,
. (n—1)te ,, » 1 Jahr » [P »w T

“w n te ,, » » » » »oow » T
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19.

20.

21.

22.

Der Gesamtwert der Zahlungen ist also gleich der Summe einer ngliedrigen
geometrischen Reihe mit dem Anfangsgliede r und dem Quotienten g, d.h.
der Besitzer des Geldes hat nach n Jahren bei dem zweiten Bankhause ein

-1
Guthaben von rqq T-

Wird die konstante Summe 7 nicht hinzugeftigt, sondern abgehoben, so bleibt
die Betrachtungsweise genau die gleiche, nur erscheint dann die Summe der
geometrischen Reihe nicht mehr als ein Guthaben, sondern als eine Schuld

des Kapitalbesitzers, oder was dasselbe sagt, die GroBe rd =
Falle von dem Werte ag” abzuziehen.

lst in diesem

Endergebnis: Wenn bei einem Kapital @, das zu p% ausgeliehen ist, am Ende
jedes Jahres nicht blof die Zinsen zugeschlagen werden, sondern auflerdem
noch eine konstante Summe r hinzugefiigt oder abgehoben wird, so ist nach
n Jahren der Endwert des Kapitals (Grundformel der Rentenrechnung)

gqn—1

b=agq" :}:rq_l

Durch einfache Umformung liBt sich aus dieser Grundformel der Rentenrech-
nung je eine der GroBen a, n, r leicht ausdriicken, dagegen ist es im all-
gemeinen unmdoglich, den Verzinsungsfaktor ¢ (und damit den Zinsful p) fiir
solche Fille, wo n>> 3 ist, zu berechnen, denn die Gleichung ist in ¢ vom
(n+1)ten Grade. Sind a, b, n, r zahlenmiBig gegeben, so kann man ¢ mittels
irgendeiner Niherungsmethode (§8, Nr.11{f.) berechnen.

Wenn ein Kapital a zu p% n Jahre lang ausgeliehen, der Zinsbetrag am Ende
jedes Jahres zum Kapital geschlagen und auBlerdem am Anfange jedes Jahres
eine konstante Summe 7 hinzugezahlt oder abgehoben wird, so erhilt man
als Endwert des Kapitals nach Ablauf von # Jahren

g =1

b=agq" irq prpy ot

was man entweder aus der Grundformel in Nr.18 oder auch unabhéingig von
ihr, aber mittels des dort benutzten Verfahrens beweisen kann.

Wird am Anfange jedes Jahres (auch des ersten) die Summe r auf Zinsen ge-
legt, 8o erhélt man die Formel (sog. Sparkassenformel)

q"—l

b_rq

Findet die Vermehrung oder Verminderung des Kapitals und die Verzinsung
in anderen als jihrlichen Zwischenrdumen stat¥, etwa alle mtel Jahre, so ver-
fahrt man wie in Nr.17 angegeben.
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23.

24.

P
ot

26.

Aufzehrung des Kapitals. Renten im engeren Sinne. Schuldentilgung

Ein Kapital kann durch alljihrlich wiederkehrende Abhebung einer kon-
stanten Summe 7, die groBer ist als die jihrlichen Zinsen des Kapitals, all-
méhlich vollig aufgezehrt werden. In diesem Falle ergibt die Grundformel in
Nr.18 fiir =0 die Beziehung

g1

q—1"

aqg”=r

Diese Formel ist von besonderer Bedeutung, weil sie, wie die folgenden Be-
trachtungen zeigen werden, einer vielseitigen Deutung fihig ist.

Wenn jemand regelmiBig am Ende jedes Jahres eine konstante Summe r zu
fordern oder zu zahlen hat, so kann er statt dessen auch eine einzige Zahlung a
empfangen oder leisten; je nachdem es sich um eine Empfangsberechtigung
oder aber um eine Zahlungsverpflichtung handelt, heit die GréBe r Rente
oder Kanon, a der Barwert der Rente oder die Ablésungssumme. Besteht die
Zahlungsverpflichtung noch » Jahre, so gilt die Beziechung

aq®=r r—_ 1
q9—1’

also dieselbe wie in Nr.23. Das lifit sich entweder als Sonderfall von Nr.23
oder auch unmittelbar zeigen: Der Empfangsberechtigte kann jede der » Zah-
lungen r sofort nach Empfang bei einem Bankhause oder auf einer Sparkasse
einzahlen und so auf Zinseszinsen legen; die Endwerte dieser n Zahlungen

bilden eine geometrische Reihe (siehe die Aufstellung in Nr.18) und haben
q;__ 11 . Wenn daher diese » Zahlungen fiir den Empfangs-

den Gesamtwert r

berechtigten wirklich ebensoviel wert sein sollen wie der Barwert a, der ihm
gleich am Anfang ausgezahlt worden, also inzwischen mit Zinseszinsen auf ag®
angewachsen wiire, so mufl

-1

qa—1

agt =1
sein.

. Soll die Rente unaufhorlich am Ende jedes Jahres gezahlt werden (wie z.B.

bei Stiftungen, Stipendien u.dgl.), so ist der Barwert

r

ll=q_1.

Dies kann man z.B. aus der Formel in Nr.24 beweisen, indem man zunéchst
auf beiden Seiten durch ¢* dividiert und dann » unbegrenzt wachsen laf3t. -
Man kann aber auch von der Tatsache ausgehen, daB eine unaufhorlich zahl-
bare Rente einfach gleich den Jahreszinsen der Ablésungssumme ist.

Soll die Rente am Anfang jedes Jahres (auch des ersten) gezahlt werden, so ist
n qn —
e =rq9 "1

17 [2021)
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27.

wie man aus Nr.21 oder aus Nr.23 oder auch unabhingig beweisen kann. Fiir
die am Anfange jedes Jahres zahlbare unaufhorliche Rente gilt

rq
q9—1’

a=

was man ebenfalls auf mehrere Arten zeigen kann.

Wegen der Verzinsung und Auszahlung zu anderen als jihrlichen Terminen
vergleiche man die Bemerkung in Nr.22.

Will man eine Anleithe (Schuld) @ durch alljahrliche Zuriickzahlung einer
Summe 7, die groBer ist als die Jahreszinsen der Schuldsumme, allmihlich
tilgen (amortisieren), so gilt wieder die in Nr.23 hergeleitete Beziehung (7%l-
gungsformel)

aq*=r an—1

q—1’

wie man sofort einsieht, wenn man sich in Nr.23 die Rollen des Gliubigers
und Schuldners vertauscht denkt; r heiflt Jahreszahlung (Annuitéit), n T4l-
gungsfrist.
Kleinere Darlehen werden in der Regel an einer einzigen Stelle (z.B. von einer
stidtischen oder Kreissparkasse, von einer Bank, einem VorschuBverein oder
auch von einem einzelnen Geldgeber) entnommen; dagegen gibt man fiir
groBere Darlehen (z.B. Staatsanleihen, stidtische Anleihen, Griindungen von
Aktiengesellschaften) eine groBe Menge Anteilscheine (Obligationen, Schuld-
verschreibungen, Aktien u.dgl.) im Betrage von 100 RM, 200 RM, 500 RM,
1000 RM aus. Wihrend man im Falle der kleinen Darlehen dem Einzelgliu-
biger jeden beliebigen Tilgungsbetrag (z.B. 758,43 RM) zuriickzahlen kann,
ist im Falle der groBen Anleihen eine Tilgung nur dadurch méglich, daBl man
eine bestimmte Anzahl Anleihescheine zum Nennbetrage zuriickkauft. Daher
miissen fiir grofiere Anleihen besondere Tilgungspline aufgestellt werden, bei
denen die theoretisch berechneten Tilgungssummen bald nach oben, bald nach
unten (ndmlich auf Vielfache des kleinsten Nennbetrages, also etwa auf Viel-
fache von 100 RM) abgerundet werden.

§ 3. Komplexe Zahlen

Einfithrung der imaginiren Einheit. Rechnen mit imaginiren Zahlen

. So wie man bis zum 16. Jahrhundert Differenzen, bei denen der Subtrahendus

den Minuendus iiberwog, als ,,unméglich‘* (fictae, falsae) verwarf, so bezeich-
nete man im 18.Jahrhundert Quadratwurzeln aus negativen Zahlen als ,,un-
moglich*, weil man sie durch keine der bis dahin bekannten Zahlen ausdriicken
konnte. Solche Beschrinkungen in der Ausfithrung einfachster Rechnungen
sind aber fiir die mathematische Wissenschaft auf die Dauer unertréiglich und
deuten darauf hin, daB an den Stellen, wo sich die Beschrinkung zeigt, das
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Zahlengebiet durch Einfithrung neuer Zahlen erweitert und damit auch der
Bereich der bis dahin ausfithrbaren Rechenoperationen ausgedehnt werden
kann. Genau so wie die ,,unméglichen‘ Differenzen zur Einfithrung der nega-
tiven Zahlen Veranlassung gaben, so weckte die ,,Unmaéglichkeit’’, Quadrat-
wurzeln aus negativen Zahlen auszuziehen, den Wunsch nach Einfithrung der
imagindren Zahlen und einer besonderen imagindren Einheit V—1; man setzte
fest, daB der fiir positive Radikanden giiltige Satz VEIS: ]/;- }/I; auch gilt
fiir V——a =J(—1 o= ]/-—_1 ]/a— Bei Benutzung der von Euler (1777)
eingefithrten Abkiirzung

) V—1i=i
lautet die letzte Gleichung dann
) J—a=iYe.

Die so definierten Zahlen heiflen smagindre Zahlen im Gegensatz zu den bis-
her bekannten (positiven, negativen, ganzen, gebrochenen, rationalen und
irrationalen) Zahlen, die unter dem Namen reelle Zahlen zusammengefalt
werden.

. Aus der durch die Gleichung (1) definierten Einheit ¢ bildet man alle imagi-

niren Zahlen auf dieselbe Weise wie die reellen Zahlen aus der Einheit 1, in-
dem man zunichst festsetzt, daB die fiir die reellen Zahlen aufgestellten
Additions- und Subtrakiionsgesetze auch fiir die imaginiren Zahlen gelten
sollen, also z.B.

ai +bi=(a+b)i, ai—bi=(@—0b)i, ai—ai=0.

Mit dieser Eigenschaft ist auch zu-

gleich die Moglichkeit gegeben, die Z:
imagindren Zahlen als Punkte einer

Geraden graphisch darzustellen. Man 3i
errichtet auf der Zahlengeraden, die 2i
bisher zur Darstellung der reellen Zah- i

len gedient hat, im Nullpunkte die
Senkrechte und trigt auf dieser vom 9 % =§ -2 -1 Lt 2345
“‘ullpunkte aus nach beiden Seiten hin

die Einheitsstrecke wiederholt ab 1
(Fig. 5). Bezeichnet man die dadurch 1791
erhaltenen Teilpunkte (vom Null- —4i
punkte anfangend) nach oben mit ¢, _si
24, 81, ..., nach unten mit —¢, —21, Fie.s

— 314, ... und deutet das Addieren einer
imaginiren Einheit als Aufwirtsriicken um eine Einheitsstrecke, das Subtra-
hieren einer imaginéren Einheit als Abwirtsriicken um eine Einheitsstrecke,

17
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so hat man damit eine bildliche Darstellung der imaginéiren Zahlen gewonnen,
die der Darstellung der reellen Zahlen auf der ,horizontalen* Zahlengeraden
vollig entspricht.

. Bei der Multiplikation und Division mit imagindren Zahlen muBl neben der

Forderung, daBl der Faktor ¢ rein formal genau so behandelt werden soll wie
ein reeller Faktor, noch immer die Bedingung

2= —1
beachtet werden, die ja nur eine andere Form der Definitionsgleichung (1) ist.
Es ist also z.B. ai - bi = abi®> = —ab. Allgemein gilt dann:
Ein Produkt aus mehreren Faktoren ist reell oder imaginir, je nachdem es
eine gerade oder ungerade Anzahl imaginiirer Faktoren enthilt.

Fiir die Potenzen von ¢ folgt aus den getroffenen Festsetzungen
=1, B=—13, =41, d=i, H=-1 usw.
allgemein 4" =1, r+l=yq, @ri2=_]1  @#rtS—=_

wobei 7 eine beliebige positive Zahl ist.

Die Division wird wie bei reellen Zahlen als Umkehrung der Multiplikation

gedeutet; die rechnerische Auswertung von Briichen mit reellem Zéhler und

imagindrem Nenner geschieht am einfachsten durch Erweiterung mit einer

passenden Potenz von ¢ oder durch Multiplikation mit 44, also z.B.

1 %=L=~—i oder auch —+ =2
i 7 —1 B

Aus t=! = — folgt dann allgemein

i = (=i,

3 , .
=—=¥=—1,
i

wo n eine beliebige, positive oder negative ganze Zahl sein darf.

. Wihrend die Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Potenzie-

rung imaginérer Zahlen, wie die vorigen Betrachtungen zeigten, immer ent-
weder wieder auf imaginéire Zahlen oder auf die schon bekannten reellen Zahlen
fiihren, bildet das Radizieren eine Ausnahme, denn schon die Quadratwurzeln
aus imaginiiren Zahlen fithren auf eine neue Art Zahlen, die aus einem reellen
und einem imagindren Bestandteil zusammengesetzt sind.

Einfiihrung der komplexen Zahlen. Rechnen mit komplexen Zahlen

. Zahlen, die aus einem reellen und einem imaginiren Teile bestehen, heifien

komplexe Zahlen; sie erscheinen in der Form a + b7, wobei @ und b (wie iiber-
haupt im folgenden alle BuchstabengréBen auller i) reelle Zahlen mit be-
liebigen Vorzeichen bedeuten sollen.

Die Zahlen von der Form a + b¢ umfassen alle bisher bekannten Zahlen: Fiir
b=0 erhilt man die reelle Zahl a, dagegen fiir a =0 die imaginire Zahl bs.
Die reellen Zahlen und die imaginidren Zahlen erscheinen also als Sonderfille
der komplexen Zahlen.
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9.

10.

11.

Man rechnet mit den komplexen Zahlen wie mit gewShnlichen Summen, ins-
besondere setzt man fiir die Addition und Subtraktion fest, daf

(@+bi)+(c+di)=atct(bLd)i

sein soll, oder in Worten: Man addiert (oder subtrahiert) komplexe Zahlen,
indem man die reellen Bestandteilv fiir sich und die imaginéren Bestandteile
fiir sich addiert (oder subtrahiert).

Die ZweckmaBigkeit dieser Festsetzung leuchtet besonders ein, wenn man
zum Vergleich die Addition und Subtraktion reeller, aber ungleich benannter
Zahlen heranzieht, also wenn man z.B. die Aufgabe (2 4-5¢) 4 (3 +41) ver-
gleicht mit der Aufgabe (2 cm -5 g) 4-(3 cm 4 4 g), bei der ja niemand im
Zweifel ist, wie man zu verfahren hat.

Von der Gleichheit zweier komplexer Zahlen a 47 und ¢+4d¢ kann man
nur dann sprechen, wenn a=c¢ und b=d ist. In der Tat kann man statt
der Gleichung @ +-bi=c+d¢ auch die Gleichung a —c=(d — b)¢ schreiben,
die aussagt, daB in diesem Falle eine reelle Zahl gleich einer imaginiren
ist.: Das ist aber nur denkbar, wenn beide gleich 0 sind, d. h. wenn a=¢
und b=d ist.

Ein Sonderfall des vorigen ist der, daB eine komplexe Zahl nur gleich 0
sein kann, wenn sowohl der reelle Bestandteil als auch der Faktor des imagi-
niiren Bestandteils verschwindet.

Die bei den reellen und imagindren Zahlen angewandte Art bildlicher Dar-
stellung fithrt auch unmittelbar zu einer graphischen Darstellung der komplexen
Zahlen. Um-die Zahl a 4-b7 abzubilden, stellt man zu-
nichst die reelle Zahl a auf der gewohnlichen Zahlen-
geraden, der ,,Achse des Reellen*, dann die imaginiire F YN I a+bi
Zahl bi (nach Nr.3) auf der ,,Achse des Imaginéiren* !

dar. Die so erhaltenen Bildpunkte und der Nullpunkt ;
bestimmen ein Rechteck, dessen 4.Ecke als das Bild ‘j‘

der Zahl a + b7 gedeutet wird (Fig.6). Mit anderen
Worten: Die Zahl a 4+ b¢ wird durch einen Punkt der
Ebene abgebildet, dessen Abszisse @ und dessen Ordi-
nate b ist.

Durch diese Art der Abbildung ist jeder komplexen
Zahl ein Punkt der ,,Zahlenebene® (und auch umgekehrt: jedem Punkte der
Zahlenebene eine komplexe Zahl) eindeutig zugeordnet.

Fig. 6

Man iberzeugt sich leicht, dall der den 4 Fortschreitungsrichtungen friiher
beigelegte Sinn (nach rechts und oben positiv, nach links und unten negativ)
auch jetzt noch erhalten geblieben und mit den in Nr.9 getroffenen Fest-
setzungen im Einklang ist.
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12. Zwei komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen des imaginéiren
Bestandteils unterscheiden, also Zahlen von der Form a +b¢ und ¢ —bs,
heillen konjugiert komplexe Zahlen; ihre graphischen Bilder liegen sym-
metrisch in bezug auf die Abszissenachse.

13. Fiir die Multiplikation komplexer Zahlen wird die unter Nr. 9 aufgestellte
Regel beibehalten, daf mit komplexen Zahlen wie mit gewShnlichen Summen
gerechnet werden soll, nur daf hier noch die Bedingung $ =—1 hinzukommt;

z.B. ist (a-l—b’t) (c+dt)=(dc—bd)+(bc +ad)@.

Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist also im allgemeinen wieder eine
komplexe Zahl; von den Sonderfillen ist besonders derjenige wichtig, bei dem
das Produkt aus zwei konjugiert'komplexen Faktoren besteht:

(a 4 b1) (@ — bi) = a? + b2,

14. Die Division wird wie bei reellen und rein imaginiren Zahlen (Nr.6) als Um-
kehrung der Multiplikation gedeutet. Rechnerisch wertet man einen Bruch,
dessen Nenner eine komplexe Zahl ist, am einfachsten aus, indem man ihn
mit der konjugiert komplexen Zahl erweitert, z. B.

a+bi ac+hd  bc—ad.
c+di Et & tara’

Der Quotient zweier komplexer Zahlen ist also im allgemeinen wieder eine
komplexe Zahl.

15. Aus Nr.13 folgt noch: Durch Potenzieren einer komplexen Zahl erhilt man
wieder eine komplexe Zahl.
Natiirlich st68t man auch hier, wie bei den Rechnungsarten 1. und 2. Stufe,
héufig auf Fille, in denen das Ergebnis entweder reell oder rein imaginér ist
[z.B. (1 44)? reell, (1 4-7)® rein imaginir]. Das darf uns nicht wundern, denn
nach Nr.8 sind ja reelle und rein imaginire Zahlen nur besondere Fille der
komplexen Zahlen; das Wichtige ist, dal3 man durch die bisher behandelten
Rechnungsarten aus dem Gebiete der komplexen Zahlen nicht herauskommi.

16. Um zu zeigen, dafl auch die Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl wieder
eine komplexe Zahl ist, setzt man zunéchst versuchsweise

a+bi=c+di
und muBl dann zeigen, dal man fiir ¢ und d stets reelle Werte angeben kann,
Aus der angesetzten Gleichung folgt durch Quadrieren
a+bi=c?—d*4 2cdi.
Vergleicht man hierin die reellen Bestandteile miteinander und die imaginiren
miteinander, so erhilt man fiir ¢ und & zwei Gleichungen, die man am besten
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17.

nach ¢? und (—d?) auflést. Es sind dann ¢? und (—d?) Wurzeln der quadra-

tischen Gleichung
2
22 —azx — —l;— =0;

daraus ergeben sich fiir ¢ und d die stets reellen Werte
Va® + b +a Ve + b —a
€= V—_z_ ’ d=)——3—:
d. h.

a1+ b2 @2+ b —
Varri=|lEipte )fleria

Damit ist gezeigt, dafl die Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl wieder
eine komplexe Zahl ist.

Der allgemeine Nachweis, daB jede (nte) Wurzel aus einer komplexen Zahl
wieder eine komplexe Zahl ist, kann erst spéiter (Nr.28) gefiihrt werden; man
muB dabei firr die komplexen Zahlen eine andere Form benutzen, die wir im
folgenden genauer kennenlernen werden.

Goniometrische Form der komplexen Zahlen. Moivrescher Lehrsatz

Die komplexe Zahl @ +b¢ ist bisher (nach Nr.11) durch einen Punkt -
etwa P — bildlich dargestellt worden. Man verbinde P mit dem Koordi-
natenanfangspunkt O (Fig.7); die Linge der
Verbindungsstrecke sei . Der Winkel, den sie
gegen die Achse des Reellen bildet, sei «; er soll
auf die in der Goniometrie iibliche Weise ge-
messen werden (d. h. die positiv gerichtete
Hilfte der horizontalen Zahlengeraden wird
entgegengesetzt dem Bewegungssinn des Uhr-
zeigers gedreht, bis sie mit OF zusammenfillt).
Es wird ferner festgesetzt, dal der Wert

M r=Ya?+b?

stets absolut genommen werden soll.

Fig. 7

Unter diesen Voraussetzungen gelten dann die Beziehungen
a=rcsx, b=rsina
fiir jeden Quadranten, d.h. fiir alle moglichen Vorzeichen von @ und b, und
es wird
2) a 4 bi =r (cosx + isina).
Dies ist die goniometrische Form (auch Normalform) der komplexen Zahl

a—-bi; r heillt der Modul (oder absoluter Betrag), « das Argument der kom-
plexen Zahl,
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18.

19.

Beispiel: ¥V3—: ist auf die Normalform zu bringen. Hier ist a = V3, b= —1;
man findet zunéchst den Modul 7= V]/3_‘ + 12=2, dann das Argument aus

a 1 . . _ 1 _ °
cosa =~ =5 3 und sing =-—- = -—?,also a=330°, d.h.

V3 — i = 2(cos 330° - i sin 330°).

Die Uberfithrung einer komplexen Zahl @ +b¢ in die Form 7(cosa 44 sin )
erscheint graphisch als Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem: statt
der rechtwinkligen Koordinaten a, b des Produktes P sind dessen Polar-
koordinaten r, & eingefiihrt worden.

DaB man jede komplexe Zahl a + b7 auf die Form 7(cos« - ¢ sina) bringen
kann, folgt am einfachsten aus der identischen Gleichung
. b A
bi = |/a2 b2 CL— —_—1].

@t + (Va2+b“+Va2+bzl)
Die in der Klammer stehenden Quotienten konnen stefs als Kosinus und
Sinus eines gewissen Winkels gedeutet werden, weil es echte Briiche sind und
die Summe ihrer Quadrate gleich 1 ist.
Genau genommen ergeben sich aus den Gleichungen fiir sin« und cosa aufler
dem Winkel « noch unzihlig viele andere Argumente, nimlich & +% - 360°,
wo k irgendeine ganze Zahl sein kann. Diese Vieldeutigkeit stért hier nicht,
weil jede Vermehrung des Argumentes um 360° immer wieder nur denselben
Punkt P liefert; an anderer Stelle freilich (vgl. Nr.28) fithrt diese Vieldeutig-
keit zu sehr beachtenswerten Ergebnissen.

Bei der graphischen Darstellung ist es vielfach zweckmiBig, die komplexen
Zahlen nicht nur wie bisher durch Punkte, sondern auch durch gerichtete
Strecken (oder ,,Vektoren'‘) abzubilden, nimlich durch Strecken, deren Linge
(durch 7) und Richtung (durch «) bestimmt ist. Diese Deutung der komplexen
GroBen als Vektoren erweist sich besonders anschaulich bei der Einfiihrung
der Begriffe Verschiebung (das soll immer bedeuten: Parallelverschiebung)
und Drehung (das soll heiBen: Drehung um den Anfangspunkt des betreffen-
den Vektors in dem oben bei Nr.17 festgesetzten Sinne).

In Fig. 8 stellen zunichst die Punkte P, und P, zwei komplexe Zahlen
(@ +b7) und (c+di), der dritte Punkt P die Summe der beiden Zahlen
(@ +¢) + (b -+d)s bildlich dar. Aus der Kongruenz der beiden rechtwinkligen
Dreiecke, deren Hypotenusen OP, und P, P sind, folgt sogleich, daB die
Strecken OP, und P, P parallel und gleich sind, d.h. daBl OP, PP, ein Par-
allelogramm ist.

Deutet man nunmehr die Zahlen nicht mehr als Punkte, sondern als Vek-
toren, sind also die gerichteten Strecken OP, und OP, die Summanden,
OP die Summe der beiden, so folgt aus dem Vorigen:
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Man kann zwei durch Vektoren dargestellte komplexe Zahlen graphisch addieren,
indem man den einen Vektor verschiebt, bis sein Anfangspunkt auf den End-
punkt des zweiten Vektors fillt; die Summe ist dann der Vektor vom Anfangs-
punkt des festgebliebenen Vektors zum Endpunkt des verschobenen Vektors.
Oder mit anderen Worten: Der Vektor der Summe zweier komplexer Zahlen ist
die Diagonale des Parallelogramms, das von den Vektoren der beiden Summanden
bestimmt wird. Die geometrische

r s ,IP Addition komplexer Zahlen 18t
I e ‘ sich also vergleichen mit der Addi-
e i tion von Kriften in der Mechanik
i B
: LB
[z ,Lc'"L
a
Fig. 8 Fig. 9

(Krifteparallelogramm); den Summanden entsprechen die Komponenten, der
Summe entspricht die Resultante der Krifte.

Bei mehr als 2 Summanden tritt an die Stelle des Vektordreiecks OP, P der
Fig.8 ein offenes Vektorvieleck; die Summe aller Vektoren ist dann die letzte,
noch fehlende Seite des Vielecks, niamlich die Verbindungsstrecke vom An-
fangspunkte des festgebliebenen Vektors zum Endpunkt (Pfeilspitze) des
letzten der verschobenen Vektoren. (Siehe die schematische Fig.9.)

20. Ebenso wie die Addition li8t sich auch die Subtraktion komplexer Zahlen
geometrisch als eine Vektorverschiebung deuten. Dabei faft man die Sub-
traktion eines beliebigen Vektors am einfachsten als Addition einer gleich
groBen, aber entgegengesetzt gerichteten Strecke auf.

21. Die Vorziige der goniometrischen Form komplexer Zahlen treten besonders
deutlich hervor bei der Multiplikation und den damit zusammenhiingenden
Rechnungsarten.

Fiir das Produkt zweier komplexer Zahlen, von denen die eine durch r,
und ¢, die zweite durch 7, und a, bestimmt ist, ergibt sich

7,(cosay + isinay) - 75(Cos &y - 7 sina,)
= r,7y[(cosa; cosa, — sina, sina,) 4 4(sina; cosa, - cosa, sinay)]
= r;75[cos (a; + &) + i sin(a; + a)].

Man kann also das Produkt zweier komplexer Zahlen bilden, indem man ihre
Moduln multipliziert und ihre Argumente addiert,
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29
2

23.

4.

[
[

26.

2. Stellt man die komplexen Zahlen durch Vektoren dar, so ist nach dem Vorigen

die Multiplikation als Drehung und Streckung zu deuten.

Diese geometrische Beziehung liBt sich noch .
anders ausdriicken: Es seien in Fig. 10 OP,
und OP, die Vektoren der Faktoren, OP der
Vektor des Produktes, OF der Einheitsvektor;

dannist )\ pop, ~ 4 POE,

weil die Dreiecke iibereinstimmen in dem Ver-
héiltnis zweier Seiten (r,7,: 7,=7;:1) und dem
eingeschlossenen Winkel (a;). Also: Das durch
den Vektor des Produkts und den Vektor eines
Faktors bestimmte Dreieck ist #hnlich dem
durch den Vektor des anderen Faktors und den
Vektor 1 bestimmten Dreieck.

Den in Nr.21 bewiesenen Satz kann man auch
als Divisionssatz aussprechen; dabei erscheint Fig. 10

der Modul des Quotienten als Quotient der Moduln, das Argument des Quo-
tienten als Differenz der Argumente von Dividendus und Divisor.
Geometrisch kann man den Quotienten am einfachsten nach dem Muster von
Nr. 22 mittels &hnlicher Dreiecke finden.

Sind bei dem in Nr.21 bewiesenen Satze die beiden Faktoren gleich, so erhilt
man fiir das Quadrat einer komplexen Zahl

[r(cosa + isina)]? = 7r*(cos2a + ¢sin2«).
Die Umkehrung dieses Satzes erlaubt, die Quadratwurzel aus einer komplexen

Zahl auch graphisch auf einfache Weise zu ermitteln: Der Modul von ]/a + b3
ist mittlere Proportionale zu 1 und dem Modul von @ --b¢, das Argument

von ]/ri—ﬁist halb so gro8 wie das von a 4-b1.

Da die Zahl r(cosa +isina) sich von der Zahl cosa +¢sina nur durch die
GroBe des Moduls unterscheidet, kann man fiir die Dauer der goniometri-
schen Umformungen den listigen Faktor 7 beiseite lassen und erst am Ende -
der Operationen entweder (rechnerisch) durch einfache Multiplikation oder
(zeichnerisch) durch VergroBerung in passendem MaBstabe zu den Zahlen mit
dem Modul 7 zuriickkehren. Demgemi8 beschiftigen sich die folgenden Unter-
suchungen im wesentlichen mit komplexen Zahlen vom Modul L

Wir zeigen zuniichst, dafl der in Nr.21 fiir 2 Faktoren bewiesene Satz fiir
beliebig viele Faktoren gilt. Wir nehmen einmal an, der Satz wire fiir n Fak-
toren schon bewiesen, es gelte also

(cosa; + isina,) (cosa, 4 Esinay) . .. (cosan + ¢ sinay)

=co8(a; 4+ ag -+ +an) +isin(a; + a5+ = +a).
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Die Summe &, &y +- « - + on werde fiir einen Augenblick mit g bezeichnet,
so daB die rechte Seite in der Form cosf +isin g erscheint. Multipliziert man
jetzt noch beiderseits mit einem neuen Faktor, etwa mit

COS Gp+1 + ¢ SN Gp 41,
80 hat man rechts
(cos B + tsinf) (cosan+1 + Sinon41)
zu bilden; das ist aber nach Nr.21 nichts anderes als
cos(f + an+1) + tsin(f + an41)
oder ausfiihrlicher geschrieben
cos(a; + &g+ + tnt ant1) Fisin(a, + oy + o0 an + ant1).

Gilt also der in Rede stehende Satz fiir n Faktoren, so gilt er auch fiir (n 41)
Faktoren; nun ist er aber in Nr.21 fiir 2 Faktoren bewiesen worden, also gilt
er jetzt auch fiir 3, 4, ..., allgemein fiir beliebig viele Faktoren.

Diese Art der Beweisfithrung heiflt der Sckluf von n auf (n+1) oder auch
das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion.

27. Setzt man in dem soeben bewiesenen Satze a; =oay=---
man

= &p =&, SO erhilt
(cosx + isina)™ = cosna + isinnx,

Dieser Satz heillt der Moivresche Lehrsatz!). Da bei unserer Herleitung » die
Anzahl der Faktoren bedeutet, ist der Lehrsatz einstweilen nur fiir positive
ganzzahlige Werte von n bewiesen. Er gilt aber, wie im folgenden gezeigt
werden soll, auch fiir negative und gebrochene Werte von n. Uber das Argu-
ment sind bei unserer Herleitung keinerlei Voraussetzungen gemacht worden,
a kann also ganz beliebige Werte annehmen.

Um zu zeigen, daB der Moivresche Satz auch fiir negative (zuniichst noch
ganzzahlige) Exponenten gilt, muB8 man die fiir reelle Werte der Basis ge-
gebene Definition #~" auch auf komplexe Werte von « ausdehnen, also fest-
setzen, daBl

.. 1
(cosa 4 ¢sina)~"

= (cose + 7 sino)*

) Wir wollen diesen Namen, weil er sich heinend tthar gert hat, hier beibehalt, ob-
gleich Moivre den Satz in der oben mitgeteilten Form nicht gefunden hat. Er hat zwar 2 Gleichungen auf-
estellt:
& 2cosna = (cosa + § sina)® 4 (cosx — § sin )",
2isinna = (cosa + ¢ sina)® — (cosa — ¢ sina)®,

aus denen man den oben bewiesenen Satz leicht erhalten kann, aber Moivre wollte diese beiden Gleichungen,
in denen er auf der rechten Seite die Potenzen nach dem binomischen Satze (s. § 5, Aufgaben 16 bis 19) ent-
wickelt dachte, lediglich dazu benutzen, cosna und sinna durch cosa und sin « auszudriicken. Die wirkliche
Potenzierung elner komplexen Zah! durch Multiplikation des A ts, also der ei 1 Inhalt des
,.Moivreschen Satzes®, ist erst von Euler (1748) gefunden worden.
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28.

gesetzt werden soll. Erweitert man rechts mit (cosx —¢sina)® und beachtet,
daB man wegen der Symmetrieeigenschaften der Funktionen sin und cos
statt cosa —¢sina auch schreiben kann cos(—a) +¢sin(—a), so erhilt man

(cosa +¢sina)™" = cos(—na) +isin(—na).

Damit ist der Moivresche Satz fiir negative ganzzahlige Werte des Expo-
nenten bewiesen. )
Es ist nun noch zu zeigen, dal der Satz auch gilt, wenn % ein Bruch von der

Form & ist, wo p und g positive oder negative Zahlen sein sollen. Zunschst
gilt, weil ¢ ganzzahlig ist,

. q -
(cos%a—}-zsmqﬂa) = cospa 4 ¢sinpa;

es ist aber fiir ganzzahlige Werte von p auch
(cosa + tsina)? = cospa +isinpa.

Da die rechten Seiten der beiden Gleichungen iibereinstimmen, sind auch die
linken Seiten gleich; also gilt

(cosa + tsina)? = (cos% a1 sin% a)q.
Erhebt man beide Seiten dieser Gleichung in die Potenz —ql— und setzt fest,

1
daB die fiir reelle Werte von z aufgestellte Identitit (2?)¢ = z auch fiir kom-
plexe Werte von x bestehen bleiben soll, daB also mit anderen Worten auch
fiir komplexe Basen das Potenzieren und Radizieren mit gleichen Exponenten
sich gegenseitig aufheben sollen, so erhilt man
2
(cosa - isina)? = cos%o‘ + isin-;—,-a .

Damit ist der Satz fiir alle moglichen rationalen Werte von n bewiesen.

Ein besonders wichtiges Anwendungsgebiet des Moivreschen Satzes ist die
Berechnung der nten Wurzeln aus komplexen Zahlen, und zwar erweist sich
hier der Moivresche Satz nicht bloB als ein bequemes Rechenhilfsmittel, son-
dern er lehrt auch auf einfache und durchsichtige Weise eine bemerkenswerte
Eigenschaft der nien Wurzeln erkennen.

Im 7.-9.Schuljabr §9, Nr.2 und 12 ist gezeigt worden, daBl jede Quadrat-
wurzel zweiwertig ist. Mittels des Moivreschen Satzes kann man allgemein
zeigen, daB jede nte Wurzel n verschiedene Werte hat.

Wir beschiftigen uns zunichst mit dem Fall, daB8 der Radikand eine kom-
plexe Zahl vom Modul 1 ist; hierfiir gilt nach Nr.27

r— o L.
Veos a + isina=cos_-+isin_-.
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29.

Da die Werte der Funktionen sin und cos ungeiindert bleiben, wenn man die
Argumente um ein Vielfaches von 360° vermehrt oder vermindert, hat auf
der linken Seite der Gleichung - und folglich auch auf der rechten Seite —
das Argument o dieselbe Berechtigung wie die Argumente von der Form
& +k - 360°, wobei k jede positive oder negative ganze Zahl (einschliefilich 0)
sein darf. Man kann also schreiben

"‘/@—_]_ Teine — cos® + I; 360 + isin® + kn 360 .

Legt man hierin der Zahl k der Reihe nach die Werte 0, 1, 2, ..., (n—1) bei,
so nimmt die rechte Seite der Reihe nach # verschiedene Werte an. Sobald %
groBer wird als n—1, wiederholen sich die Werte; man erhilt namlich fiir
k=mn denselben Wert wie fiir £ =0, ebenso fiir ¥ == 41 denselben Wert wie

fir k=1 usw.

Damit ist gezeigt, daB Jcos« 41 sina nicht mehr und nicht weniger als n ver-
schiedene Werte hat.

Die graphischen Bilder dieser n verschiedenen Werte sind, wenn man fiir die
komplexen Zahlen die Punktdarstellung (Nr.11) gewéhlt hat, die Ecken eines
regelmiBigen n-Ecks, das dem Einheitskreise eingeschrieben ist; stellt man
die komplexen Zahlen durch Vektoren (Nr.19) dar, so erscheinen die n Werte

von ']‘/cosa + ¢sina als die nach den Ecken jenes Vielecks gehenden Radien
des Einheitskreises. Die Figur ist in allen Fallen axial-symmetrisch; ist n
gerade, so ist sie iiberdies noch zentrisch-symmetrisch.

Nach der in Nr.25 gemachten Bemerkung ist jetzt leicht einzusehen, da
auch die nte Wurzel aus einer ganz allgemeinen Zahl a +b¢ (deren Modul
also nicht gleich 1 ist) genau n verschiedene Werte hat. Wie man diese n Werte
zahlenméfBig am einfachsten findet, ist in Nr.31 angegeben.

Wir wollen noch zwei besondere Fille des soeben bewiesenen Satzes kennen-
lernen, die fiir die praktische Berechnung der nten Wurzeln einige Bedeutung
haben.

Wir behandeln zunichst die Aufgabe, die nten Wurzeln aus 1 zu ermitteln
oder die ,,binomische’* Qleichung x™ =1 zu l6sen.

Die Zahl 1 148t sich als Sonderfall der komplexen Zahlen in der Form cos0°
-+ 2 sin0° darstellen, also ist nach Nr.28

k-360° | . . k-360°

"o
VY1 =cos p - ¢sin et

wo k der Reihe nach die Werte 0, 1, 2, ..., (n —1) annehmen soll. Die n ver-

schiedenen Werte von i/TheiBen die nten Einheitswurzeln. Uber die Lage der
graphischen Bilder dieser verschiedenen Einheitswurzeln ist schon in Nr. 28
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einiges gesagt worden; hier kommt als neu hinzu, da8 der eine Eckpunkt des
schon erwiihnten regelméiBigen n-Ecks der Punkt +-1 ist. Daraus folgt, daB,
wenn n gerade ist, also wenn die Figur zentrisch-symmetrisch ist, noch ein
2.Eckpunkt auf der Achse des Reellen gelegen ist, ndmlich der Punkt —1;
im Falle des ungeraden n dagegen, wo die Figur nicht zentrisch-, sondern nur
axial-symmetrisch ist, gibt es keinen 2. Eckpunkt auf der Abszissenachse. Mit
anderen Worten:

Die Gleichung 2™ =1 hat eine oder zwei reelle Losungen, je nachdem n ungerade
oder gerade ist.

In allen Fillen ist aber die Abszissenachse eine Symmetrieachse der Figur,
also gilt der Satz:

Die nichireellen Einheitswurzeln sind paarweise konjugiert komplex.

Dies konnte man natiirlich auch rein rechnerisch erkennen, indem man in der

letzten Gleichung die fiir irgendeinen Wert von k erhaltene Einheitswurzel
vergleicht mit der fiir (n — k) erhaltenen.

Zahlenbeispiel : ’V—l- hat auBer der reellen Wurzel 41 noch die beiden konju-
giert komplexen Losungen — % + -%— Y3 und — % — -12- V3.

k-360° . . k-360°
- + ¢sin "

nach dem Moivreschen Satze auch schreiben kann (cos%—}-isin‘g? )b

[wo £=0,1, 2, ..., (n—1)], so folgt:
Alle nten Einhestswurzeln lassen sich als Potenzen einer einzigen darstellen.

Da man statt der allgemeinen nten Einheitswurzel cos

Zahlenbeispiel: Die 3. Potenz der 5. Einheitswurzel
1 ; o —
T(B=1)+|10+2/3
ist wieder eine 5. Einheitswurzel, nimlich — % (]/g—l- 1) — % V10—2 VE,

Ebenso 148t sich allgemein zeigen: Das Produkt zweier nter Einheitswurzeln
ist wieder eine nte Einheitswurzel.

Amnmerkung. Da die graphischen Bilder der # Einheitswurzeln den Einheits-
kreis vom Punkte 1 anfangend in n gleiche Bogen teilen, so heiBen die bino-
mischen Gleichungen auch Kreisteilungsgleichungen. Es erhebt sich hier die
Frage, in welchen Fillen diese Teilungen geometrisch mit Zirkel und Lineal
ausgefithrt werden konnen. Die Antwort auf diese Frage hat Gauf (1801) ge-
geben: Die Gleichung 2™ =1 ist immer dann und nur dann durch eire sud-
liche Kette quadratischer Gleichungen, also mit Zirkel und Lineal l6sbar,
1. wenn n von der Form 2™, oder 2. wenn n eine Primnzahl von der Form
2@k 4 1 ist, oder 3. wenn n ein Produkt aus einer Potenz von 2 und beliebig
vielen Primfaktoren von der Form 2% {1 ist.
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Ahnlich wie die Berechnung der nten Einheitswurzeln gestaltet sich die Losung

der Gleichung a" = —1, also die Berechnung von "V —1. Man setzt hier
—1 = ¢0s180° -+ i sin180°, so daB

"Vj: cos 2kt 1n)v180 +isin(2k+:l).180 wird,

30. Ein zweiter Sonderfall, der sich nach Nr.28 erledigen 1i8t, ist die Auflésung
der allgemeinen binomischen Gleichung 2" =@, wo @ irgendeine positive Zahl
ist. Man l6st diese Art Gleichungen am einfachsten in folgender Weise: Der

Hauptwert von ’i/;, also derjenige reelle Wert, den man entweder mittels der
Logarithmentafel oder nach irgendeiner Niherungsmethode oder durch Pro-
1

bieren finden kann, werde fiir einen Augenblick mit a® bezeichnet. Dann ist

’ 1 1 o
M= —n - . .. k-360°
z=]/a=¢£.1/f=a_n.(cosk iGO +zsmk—3ni)

[k=0,1,2,...,(n—1).

In dhnlicher Weise 148t sich auch die Gleichung 2" =—a, wo a eine positive
ganze Zahl ist, l6sen.

81. Hat man die allgemeinste binomische Gleichung a® =a + b7 zu lésen, so

bringt man a + b7 zunichst auf die Form r(cos« +¢sina) und hat dann den
1

Hauptwert von 7® der Reihe nach mit den n Werten zu multiplizieren, die
1

(cosa + ¢sin u); nach Nr. 28 annimmt. Den dort auftretenden Ausdruck
o-+k-360° . ., a-+ k-360°
S 7 +isin Py

zerlegen und erhilt schlieBlich

1
L) g - 3 L. k-360° . . k:360°
W—’-bs:_r_ﬁ(cos:-{-zsm;—) (eos——n - 2sin - \

[k=0,1,2,...,(n—1)],

kann man aber nach Nr. 21 in 2 Faktoren

oder in Worten: Man erhdilt alle Werte von ”Va +ﬁ, wenn man einen von thnen
der Reihe nach mit allen niten Einheitswurzeln multipliziert.

Geometrisch gesprochen erfordert die Auflésung einer allgemeinen binomi-
schen Gleichung von der Form 2" =a + b¢ erstens eine Teilung des Winkels «
in n gleiche Teile und zweitens eine Teilung des Kreisumfangs in n gleiche
Bogen. Die geometrische Konstruktion der nten Wurzeln aus einer komplexen
Zahl ist daher mit Zirkel und Lineal nur ausfilhrbar, wenn der Exponent »
von der Form 2™ ist. (Vgl. die Anmerkung in Nr.29.)
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§ 4. Quadratische Gleichungen mit 2 Unbekannten
Grundbegriffe und einfachste Fille
1. Eine Gleichung 2. Grades mit 2 Unbekannten hat im allgemeinsten Falle die

Form ar®+bry+cy?+da+tey+f=0;

sie erhilt also 3 Glieder 2.Grades, 2 lineare Glieder und 1 absolutes Glied.
Zur Berechnung von 2 Unbekannten sind, wie bei den linearen Gleichungen
mit 2 Unbekannten, 2 Gleichungen notwendig und’ hinreichend, die vonein-
ander unabhingig sein miissen und sich nicht widersprechen diirfen. Hahen
beide Gleichungen die oben angegebene allgemeinste Form, so fithrt ihre Lo-
sung auf eine allgemeine Gleichung 4. oder 3. Grades. Wir verschieben die Er-
ledigung dieses Falles auf spiter (vgl. Nr.10) und beschriinken uns zunéchst
auf die Besprechung einiger Fille, in denen die Losung zweier Gleichungen
mit 2 Unbekannten auf neue Gleichungen von hochstens 2. Grades fiihrt.

Ist eine der beiden vorgelegten Gleichungen linear, wihrend die andere die
oben angegebene allgemeinste Form hat, so braucht man nur aus der linearen
Gleichung eine der Unbekannten, etwa y, durch eine lineare Substitution aus-
zudriicken und jhren Wert in die Gleichung 2. Grades einzusetzen. So er-
hilt man eine in z quadratische Gleichung; ihre Losungen setzt man in die
Substitutionsgleichung ein und erhilt die zugehérigen Werte von y.

Zahlenbeispiel: Es seien vorgelegt

1) 22420y + 3y +4x—y—19=0,

2) 3z +2y—T7=0.

Setzt man den aus (2) abzulesenden Wert y = 7—_2—3—5 in (1) ein, so erhilt man
nach einfacher Umformung die Gleichung 2* — 4 +3=0; aus ihr ergibt sich
z, =3, z,=1, und die Substitutionsgleichung liefert y, =—1, y,=2.

Statt der hier benutzten Substitutionsmethode wihlt man in solchen Fillen,
wo die vorgelegten Gleichungen eine besonders einfache Form haben, lieber

andere Methoden, die schneller zum Ziele fithren. Wir behandeln im folgenden
die wichtigsten dieser Sonderfille.

2. Gegeben ist die Summe und das Produkt der Unbekannten, also etwa
x+y=a, z-y=>o.
Quadriert man beide Seiten der 1. Gleichung und subtrahiert dann 4 zy =45,

so erhdlt man (x — y)* und damit auch x—y. Aus x4y und z— y findet
man durch Addition und Subtraktion z und y.

Ist statt der Summe der Unbekannten die Differenz gegeben, so ermittelt
man in entsprechender Weise zunichst die Summe der Unbekannten.
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(]

Noch schéner ist die Losung, die der Vietasche Wurzelsatz (vgl. 7.-9. Schuljahr
§10, Nr.6) erlaubt; nach diesem folgt aus x+y=a und z.y=>, daBl =
und y die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 22 —az +b6=0 sind.
Ist #—y=a, - y=>b gegeben, so schreibt man diese Gleichungen in der
Form z+(—y)=a, - (—y)=—2>b und erhélt dann nach dem Vietaschen
Wurzelsatz « und (—y) als Losungen der quadratischen Gleichung
r*—az—b=0.

Graphisch linft die Losung der beiden vorgelegten Gleichungen auf die Auf-
gabe hinaus, den Schnitt der Geraden £y =a mit der gleichseitigen Hy-
perbel z - y=>5 zu ermitteln.

. Gegeben ist die Summe der Quadrate der Unbekannten und das Produkt der

Unbekannten, also etwa

22+yt=a, =z-y=>b.
Graphisch ergeben sich hier die Losungen als Schnitte eines Kreises mit einer
zu ihm konzentrischen gleichseitigen Hyperbel.
Arithmetisch kann man das Gleichungssystem 15sen, indem man 2xy =26
einmal zur 1. Gleichung addiert, das zweite Mal von ihr subtrahiert. Dadurch
erhilt man (x4 ¥)? und (¥ — y)?, hieraus durch Wurzelziehen z 4y und z — y.
Im ganzen erhiilt man 4 Losungspaare, weil sich aus (z +y)? und (z— ¢)? je
2 Werte fiir 4y und x — y ergeben.
Auch hier li8t sich, wie in Nr. 2, der Vietasche Wurzelsatz mit Vorteil be-
nutzen; aus 2?4 y*=a und 2?y?=b2 erkennt man, daB z? und y* Wurzeln
der quadratischen Gleichung 22 —az 4 b2=0 sind.

. Gegeben ist die Summe der Quadrate der Unbekannten und die Summe oder

Differenz der Unbelkannten, also

e +yt=a, zty=b.
Aus der 2. Gleichung erhiilt man durch Quadrieren eine neue Gleichung, von
der man nur die 1. Gleichung abzuziehen braucht, um 422y und damit zy
zu erhalten. Dadurch ist der vorliegende Fall auf einen der in Nr.2 oder 3
behandelten zuriickgefiihrt.

Graphisch ergeben sich die Wertepaare fiir (x, y) als Schnittpunkte eines
Kreises und einer Geraden.

. Gegeben ist die Differenz der Quadrate der Unbekannten und die Summe

oder Differenz der Unbekannten, z.B.
2—yt=a, xt+y=>b.
Dividiert man die 1.Gleichung durch die 2., so erhélt man ¢ F y = % und

hieraus in Verbindung mit der 2. Gleichung z und y. — (Die Division ist hier
immer erlaubt, abgesehen von dem trivialen Fall, daB @ und & beide 0
sind.)

1R [2021]
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Graphisch handelt es sich hier um den Schnitt einer gleichseitigen Hyperbel
mit einer Geraden.

6. AuBer den bisher besprochener Fillen lassen sich noch einige andere dadurch
erledigen, dal man die gegebenen Gleichungen in geeigneter Weise umformt
und in ihnen gewisse Verbindungen der Unbekannten als neue Unbekannte
einfithrt. Wir werden uns mit dieser Art Aufgaben nicht beschiftigen, weil
ihre Lésung mehr oder weniger auf Kniffe und Kiinsteleien hinausliuft; wir
konnen auf solche Dinge um so eher verzichten, als sich die reellen Losungen
eines Systems von Gleichungen 2. Grades mit zahlenmiBig gegebenen Koeffi-
zienten immer auf graphischem Wege ermitteln lassen. Mit dieser Losungsart
werden wir uns im folgenden noch eingehender befassen; hier sei zum Ab-
schluB des arithmetischen Verfahrens nur noch angemerkt, dafl man bei qua-
dratischen Gleichungen mit 2 Unbekannten am Schlusse der Rechnung zu
priifen hat, wie viele der erhaltenen Wertepaare brauchbar sind; denn da
mehrfach im Laufe der Rechnung Gleichungen dadurch erhalten werden, daB
man gegebene Gleichungen quadriert oder in Hilfsgleichungen Wurzeln zieht,
80 kann es vorkommen, daf3 nicht alle errechneten Losungen der neu erhaltenen
Gleichungen auch Loésungen der urspriinglichen Gleichungen sind. (Vgl. die
Bemerkungen in 7.-9.Schuljahr §10, Nr.7 und 8.)

Die allgemeine Gleichung 2. Grades zwischen 2 Veriinderlichen

7. FaBt man « und y nicht wie bisher als bestimmte, wenn auch anfinglich noch
unbekannte Grofen, sondern als Verdinderliche auf, so stellt in einem recht-
winkligen Koordinatensystem eine Gleichung 2. Grades

(1) azx®+bry+cy:+drx+ey+f=0

eine Kurve dar. Wie diese Kurve gestaltet sein kann, werden wir im folgenden
genauer untersuchen.

Eine Gleichung von der Form (1) a8t .
gich durch eine geeignete Substitution P
so umformen, daB das Glied mit zy
verschwindet. Dreht man nédmlich das X
Koordinatensystem um den Winkel «,
d.h. setzt man (Fig.11) Ch---->

'4

9 x =z cosa — ¥y sina,
@ y=z'sing + ¥y’ cosa, A

Y] SEEE

so erhilt man eine neue Gleichung, in Fig. 11
der das Glied mit 2’ 3’ den Koeffizienten

—2asina cosa + b cos?a — bsin?a -+ 2¢sina cosa
=bcos2a — (@ —¢)sin2a
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erhélt. Wiinscht man also, dal dieser Koeffizient gleich 0 wird, so muBl man
den Winkel & so wihlen, daf3

3) tg2a = Py~

wird. Die Gleichung (1) erscheint dann in der Form
(la) 42240y +De +Ey +f=0,
wiobei

D =dcosa +esina, FE=-ecosa —dsina,
A = acos?a 4 bsina cosa - ¢ sin2ax
=3%[a -|-;: + (@ —c)cos2a + bsin2a«],
C = asin?x — bsina cos« + ¢ cos?a
=4i[fa+4+c—(a—c)cos2a —bsin2a]
ist. Wenn man in den beiden letzten Ausdriicken sin2a und cos2a durch
tg2a ausdriickt und die Beziehung (3) benutzt, so erhilt man

" {A=é(a+c+vm).

C=13(a+c— J(@a— ¢+ b%).

Eine solche Uberfithrung der Gleichung (1) in die Form (1a) ist emmer mog-
lich, denn der Fall, daB der aus (3) erhaltene Winkel « unbestimmt wird, kann
nur eintreten, wenn gleichzeitig =0 und @ ==¢ wird. In diesem Falle ist die
Transformation zwar unausfithrbar, aber auch unnétig, denn dann hat ja die
Gleichung (1) schon von vornherein die Form (1a), nur mit der Besonderheit,
daB A =C ist; die Gleichung stellt in diesem Sonderfall einen Kreis dar.
Geometrisch bedeutet die Transformation der Gleichung (1) in die Form (1a),
daB die Achsen des neuen Koordinatensystems den Symmetrieachsen der
Kurve parallel geworden sind. '
Die Gleichung (1a) 1dBt sich noch weiter vereinfachen durch eine Verschiebung
des Koordinatensystems, d.h. durch eine Substitution

2=z +m,

y =y" +n.
Tudurch bleiben die Koeffizienten der quadratischen Glieder ungeindert, das
Glied mit 2’ erhilt den Koeflizienten 2.4 m + D, das Glicd mit ¢’ den Koeffi-

zienten 2Cn - E. Bringt man diese beiden Koeffizienten zum Verschwinden.
withlt man also

)

E

. _ D _
(6) m= — 5 n=—35,

24°
so nimmt die Gleichung (1a) die Form
(1b) A+ Cy"*+F =0
18+
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an, wobei A und C die in (4) angegebene Bedeutung haben und
F=Am*+Cn®+Dm+En+f ist.

Geometrisch bedeutet die Transformation von (1a) in (1b), daB jetzt die Ko-
ordinatenachsen mit den Symmetrieachsen der Kurve zusammentfallen, so da83
der Mittelpunkt der Kurve Koordinatenanfangspunkt geworden ist. Die Trans-
formation wird unausfithrbar, wenn einer der in (6) angegebenen Werte von m
und 7 unendlich gro8 oder unbestimmt wird. Wir wollen diese Ausnahmefille
vorweg behandeln.

Der Fall, daBB 4 und C gleichzeitig verschwinden, ist undenkbar, weil dann
die Gleichung (la) gar nicht mehr quadratisch wire. Es sind also noch die
Fille zu untersuchen, wo entweder 4 oder C gleich 0 ist. Wenn 4 =0, aber
D + 0 ist, so lautet die Gleichung (1a) jetzt

Cy*+Da' +Ey +1=0;
sie stellt (vgl. 7.—9.Schuljahr § 10, Nr.12{f.) eine Parabel dar, deren Achse
parallel der Abszissenachse verlduft.
Ist A=0und D=0, so hat die Gleichung (1a) die Form

Cy?*+Ey +/=0;

ihre linke Seite ist nach dem Vietaschen Wurzelsatze in zwei lineare Faktoren
zerlegbar, also stellt die Gleichung, wenn sie iiberhaupt reelle Wurzeln hat,
ein Paar zur Abszissenachse paralleler Geraden dar.

Ist C=0, aber E = 0, so erscheint die Gleichung (1a) in der Form
Az*+ D'+ Ey +f=0,

stellt also eine Parabel dar, deren Achse parallel zur Ordinatenachse ist. Wenn
C=0und E=0 ist, so lautet (1a) jetzt

Az + Do’ 4 f=0;

hier 1aBt sich wieder die linke Seite in 2 Linearfaktoren zerlegen, d. h. die
Gleichung stellt ein Paar zur Ordinatenachse paralieler Geraden dar, die unter
Umstiinden auch imaginér sein konnen.

Wir haben also bisher gefunden: Die in (5) und (6) definierte Koordinaten-
transformation, durch welche die Gleichung (1a) in die Form (1b) iibergefiihrt
werden kann, wird unausfiihrbar, wenn die Gleichung (1) eine Parabel oder ein
Paar paralleler Geraden darstellt; man erkennt das Eintreten eines dieser
Fille daran, daB3 eine der Groflen 4 und C verschwindet, oder mit anderen
Worten gesagt, daran, da AC=0 wird. Nach (4) ist aber 4C=4ac—b?,
man kann daher sagen: Die Gleichung (1) stellt eine Parabel oder ein Paar
paralleler Geraden dar, wenn 4 ac — 2 =0 ist.
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Die Fille, in denen 4ac— b2 = 0 ist, oder mit anderen Worten die Fiille, in
denen die Gleichung (1) in die Form (1b) transformiert werden kann, sind
jetzt leicht zu erledigen. Wir diirfen in der Gleichung (1b) den Koeffizienten 4
stets als positiv annehmen (wire er nimlich negativ, so wiirde es geniigen,
die Gleichung gliedweise mit —1 zu multiplizieren); wir brauchen daher nur
noch die beiden Fille C = 0 zu untersuchen.

Ist C>0 und F >0, so hat die Gleichung (1b) keine geometrische Bedeutung,
weil nur imaginidre Werte von = und y der Gleichung geniigen (,,imaginire
Ellipse*‘). Ist C >0 und F =0, so sind =0, y =0-die einzigen reellen Werte,
die der Gleichung geniigen, diese stellt also einen einzelnen Punkt, den Ko-
ordinatenanfang, dar. Ist ¢ >0 und F<0, so erscheint die Gleichung (1b)

in der Form
2® Y _1
rrr=h
4 77

sie stellt also eine reelle Ellipse dar, deren Halbachsen die Werte I/ — % und
l/ - % haben. Ist C=A4, so haben wir den schon bei der Drehung des Ko-

ordinatensystems erwihnten Sonderfall, daBl die Ellipse zu einem Kreise wird.

Ist C<<0, so stellt die Gleichung (1b) eine Hyperbel dar, die im Falle F =0
in ein Paar sich schneidender, nimlich durch den Anfangspunkt gehender
Geraden ausartet.

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Die Gleichung (1) steilt, wenn sie iiber-
haupt eine geometrische Bedeutung hat, eine Eillipse, Parabel oder Hyperbel
dar, je nachdem 4ac—b% positiv, 0 oder negativ ist; unter Umstdnden kann
cie Kurve auch in eine ihrer Grenzformen entarten. In der Geometrie wird
gezeigt, dal man die Ellipse, Parabel und Hyperbel als ebene Schnitte eines
Kreiskegels erhalten kann und daB man daher berechtigt ist, die 3 Kurven
mit dem gemeinsamen Namen ,, Kegelschnitte* zu bezeichnen. Wir kénnen da-
her das Ergebnis unserer Untersuchungen auch so aussprechen:

Satz. Die allgemeine Gleichung 2.Grades zwischen 2 Verinderlichen stellt einen
Kegelschnitt oder eine seiner Grenzformen dar.

. Wir wollen noch untersuchen, wieviel Punkte zur Bestimmung eines all-
gemeinen Kegelschnittes notwendig und hinreichend sind. Dividiert man in
der allgemeinen Gleichung 2. Grades alle Glieder durch einen der vorhandenen
Koeffizienten, etwa durch den Kocffizienten von 22, so nimmt die Gleichung

dieForm  os | poy £ hy? +k +ky + k=0

an. Die Kegelschnittsgleichung enthiilt also 5 wesentliche Konstanten; sie ist
bestimmt, wenn man die 5 Konstanten %, k,, k3, &, ks kennt. Zur Bestim-
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mung dieser 5 Groen sind aber 5 Gleichungen erforderlich, also 5 Werte-
paare (z, y) oder, was dasselbe sagt, 5 Punkte. Wir konnen also sagen: Ein
allgemeiner Kegelschnitt ist Hurch & Punkte bestimmt. Weitere Punkte kann
man dann entweder rechnerisch aus der Gleichung oder zeichnerisch mittels
des Pascalschen Satzes finden. Warum wir diesen rein geometrischen Weg
hier erwihnen, wird sich in Nr.9 zeigen.

Graphische Lisung zweier Gleichungen 2. Grades mit 2 Unbekannten

9. Sind 2 Gleichungen 2. Grades mit 2 Unbekannten in allgemeinster Form

a2 + by +cy*+dix+ey+f,=0,
a4, 2% +byxy + 42 +dor + ey +f, =0,

aber mit zahlenmiBig gegebenen Koeffizienten vorgelegt, so kann man in
beiden Gleichungen die GréBen =, y einstweilen als verdnderlich ansehen. Die
Gleichungen stellen dann, wie in Nr.7 gezeigt, 2 Kegelschnitte dar. Um diese
zu zeichnen, braucht man nur in der iiblichen Weise einer der Verinderlichen,
etwa der GroBe z, der Reihe nach irgendwelche passend erscheinenden (z. B.
ganzzahlige) Werte beizulegen, dann die zugehérigen Werte von y aus der
Kurvengleichung zu berechnen und schlieBlich die so gefundenen Wertepaare

-

Joo 11 &5

Fig. 12
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als Punkte in ein Koordinatennetz einzutragen. Als Beispiel diene die in Fig.12
gegebene graphische Losung des Gleichungspaares

1) 22 +8xy + 2 +52 45y +6=0,
2) Ta*—zy+4y* + 142 +5y—21=0,
Man erhilt hierbei folgende Ubersicht:
Kegelschnitt 1 Kegelschnitt 2
z y z y
-5 0,17 (34,8)
—4 0,08 (26,9) —4 (imag.) (imag.)
-3 0 (19) -3 0 —2
-2 0 ©) —2 1,58 —3,33
—1,5 0,11 (6,89) -1 2 —3,5
—1,11 0,5 3,38 —0,6 1,97 —3,34
-1 1 2 0 1,75 -3
0 -3 -2 0,5 1,28 —2,4
0,6 (—17,89) —1,11 1 V] -1
1 (—12) —1 2 (imag.) (imag.)
2 (—20) -1
3 (—27,4) —1,08

Die in der Figur nicht benutzten Werte sind in der Tabelle eingeklammert,

Verbindet man die in das Koordinatensystem eingezeichneten Punkte frei-
hiindig zu Kurvenziigen, so findet man bald heraus, ob die beiden Kurven
sich schneiden oder nicht, mit anderen Worten, ob die vorgelegten Gleichungen
reelle Losungspaare (z, y) haben oder nicht. Erkennt man etwa nach den
ersten Versuchen, daB die Kegelschnitte keine gemeinsamen Punkte haben,
so0 ist die Fortsetzung des Verfahrens als aussichtslos aufzugeben, denn auf
graphischem Wege kann man keine imaginéiren Wurzeln finden.

Diesem ungiinstigsten Falle steht der giinstigste gegeniiber, daB man schon
aus der Tabelle erkennt, welche Wertepaare (x, y) in beiden Ubersichten vor-
kommen; in unserem Zahlenbeispiel sind es die Wertepaare (—3;0), (—1;2),
(0, _3)1 (15 _1)'

Gewissermallen ein Mittelding zwischen diesen beiden ist der Fall, daB man
beim freihéndigen Verbinden der einzelnen konstruierten Punkte die Schnitt-
punkte der beiden Kegelschnitte schon mit einiger Anniherung zeichnen
kann; man wird dann in der Nihe dieser Stellen noch weitere Punkte zu
finden suchen, um so die Schnittpunkte und damit die Lsungspaare der vor-
gelegten Gleichungen so genau wie notig zu bestimmen. Zur Erreichung dieses
Zieles muB jedes Mittel willkommen sein, man braucht nicht @ngstlich darauf
bedacht zu sein, die Genauigkeit gerade auf rechnerischem Wege soweit wie
moglich zu treiben, denn da das graphische Verfahren ein geometrisches ist,
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so handelt man durchaus folgerichtig, wenn man auch rein geometrische Sitze,
wie etwa den Pascalschen Satz, benutzt. Dieser Satz kann deswegen mit
groBem Vorteil benutzt werden, weil er nicht bloB neue Punkte finden lehrt,
sondern weil er auch erlaubt, in jedem einzelnen Punkte schnell und einfach
ohne Zirkel, mit alleiniger Hilfe des Lineals die Tangente zu konstruieren.
Kennt man die Tangenten, so kann man den Verlauf der Kurve an der be-
treffenden Stelle mit weit groBerer Sicherheit angeben, als wenn man nur die
einzelnen Punkte freihindig oder auch mit einem Kurvenlineal verbindet. -
Eine weitere Moglichkeit, neue Punkte des gesuchten Kegelschnittes zu kon.
struieren, bietet die in Nr.7 gelehrte Transformation auf die Achsenrichtungen
und den Mittelpunkt der Kurve.

10. Um 2 allgemeine Gleichungen 2. Grades mit 2 Unbekannten auf rechnerischem
Wege zu losen, konnte man folgendermafen verfahren. Mittels einer der Glei-
chungen driickt man eine der Unbekannten durch die andere, also etwa y
durch z, aus und setzt den erhaltenen Wert in die 2. Gleichung ein. Dadurch
erhilt man eine neue. Gleichung, die sich, sobald man die Quadratwurzeln auf
die iibliche Weise entfernt, als eine in x biquadratische Gleichung erweist.
Eine solche Gleichung 4. Grades hat 4 reelle oder 2 Paare konjugiert komplexer
Wurzeln (§8, Nr.8), die man graphisch oder mit Anniherungsmethoden
(§ 8, Nr. 11—13) bestimmen kann. Aus den 4 Werten von z ergeben sich dann
vermoge der Substitutionsgleichungauch 4 Werte von y. Wir konunen also sagens

Satz. Zwei allgemeine Gleichungen 2.Grades mit 2 Unbekannien
haben 4 Losungspacre.

Geometrisch gesprochen heiflt dies: Zwei Kegelschnitte haben im allgemeinen
4 Schnittpunlte.

§5. Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Permutationen

1. Eine Komplexion ist eine Aneinanderreibung von Dingen; die Dinge heiBlen
Elemente. Bei den Komplexionen kommt es auf die Elemente, ihre Anzahl
und ihre Anordnung an.
Unter den Permutationen von n Elementen versteht man die Komplexionen,
die alle n Elemente, und zwar jedes nur einmal enthalten. Die Permutationen
von n Elementen unterscheiden sich also nur durch die Anordnung oder
Reihenfolge der Elemente, die auch Glieder der Komplexion heilen.

Beispiel: Die Permutationen der 3 Elemente a, b und ¢ sind
abc, achb, bac, beca, cab, cbha.

Die Anzahl der Permutationen von n Elementen bezeichnen wir mit P,. Es
ist beispielsweise P; =1 und, wie wir eben gesehen haben, P;=86.



§5. Kombinatorik und Wahracheinlichkeifsrech 37

2. Jede der Permutationen von » — 1 Elementen fiihrt auf » Permutationen von
n Elementen, da man das nte Glied vor jedes der = —1 Glieder und hinter
das letzte Glied stellen kann. Man erhilt also die Anzahl der Permutationen
von n Elementen, wenn man die Anzahl der Permutationen von #n —1 Glie-
dern mit # multipliziert:

(1) P.=n-P._y.
Nach der Rekursionsformel (1) ist
P, =nPp

Poy=m—1): Pps
Py_g=(n—2) Ppg

P, =3.P,

P, =2.P

P, =1
Durch Multiplikation aller dieser Gleichungen erhéilt man
2 Po=1-2:3...n—2)(n—1)n

o4

. Man fiihrt fiir das Produkt auf der rechten Seite der Formel (2) das Symbol n}
(gelesen n-Fakultilt) ein, setzt also

n!=1:2:3e:(n—2 (n—1n.

Fiir die Anzahl der Permutationen von n Elementen erhilt man danach dle
Formel

(3) P,=n!.

4. Sind unter den n Elementen, deren Permutationen gebildet werden sollen,
a gleiche, 8o stimmen a! Permutationen miteinander iiberein, werden also
jetzt nur als eine gezihlt. Die Anzahl der Permutationen von n Elementen,

von denen a gleich sind, ist also — . Sind auBerdem noch b Elemente und

noch ¢ weitere Elemente unteremander gleich, so ist die Anzahl der Permuta-
tionen, die wir mit Pwj, bezeichnen wollen,

n!

Pwn = orprar
Variationen?)

8. Die aus jedesmal k& Elementen bestehenden Komplexionen, die man aus n ver-
schiedenen Elementen (n=k) bilden kann, nennt man Variationen von n Ele-
menten zur kien Klasse, und zwar ohne Wiederholung, wenn kein Element in

1) Man kann auch zuerst den Becriff der Kombinationen (Nr. 11) definieren und ihre Anzahl &hnlich wie hier

in Nr.6 die der Variationen bestimmen, Die in Nr, 12 abgeleitete Beziehung liefert dann die Anzahl der
Varfationen,
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8.

irgendeiner der Variationen mehrfach vorkommt. Kofxlplexionen, die aus den
gleichen Elementen bestehen, sich aber durch deren Anordnung unterscheiden,
sind als verschiedene Variationen zu zéhlen.

Beispiel : Sollen aus den 4 Elementen a, b, ¢ und d die Variationen zur 2. Klasse
ohne Wiederholung gebildet werden, so erhélt man

ab, ba, ac, ca, ad, da, be, cb, bd, db, cd, dc.

Die Anzahl der Variationen von # Elementen zur kten Klasse bezeichnen wir
mit V¥, Es ist beispielsweise V(=7 und, wie wir eben gefunden haben,
Ve =12.

Wir leiten zuniichst eine Rekursionsformel fiir die Anzahl V® ab. Es seien
alle Variationen von n Elementen zur (¥ —1)ten Klasse ohne Wiederholung
gebildet. Wir greifen eine von ihnen beliebig heraus. Es gibt noch n —k 41
=[n—(k—1)] Elemente, die in dieser Variation nicht vorkommen. Jedes
dieser n —k +1 Elemente liefert, da wir es vor jedes der k¥ —1 Elemente und
hinter das letzte setzen kénnen, k¥ neue Variationen. Insgesamt entstehen also
k. (n—k+1) neue Variationen zur kten Klasse aus dieser einen Variation
zur (k—1)ten Klasse. Verfihrt man so mit jeder der V¥~ Variationen, so
kommt man auf insgesam$ k- (n—k+1) - V;" ~1) Variatic:en zur kten Klasse.
Dabei ist aber jede Variation zur kten Klasse kmal gezihlt, denn jede von
ihnen kann man auf diese Weise durch Hinzufiigen des 1., des 2., bis hin zum
kten Gliede aus einer Variation (k— 1)ter Klasse entstanden denken. Wir
miissen also die eben erhaltene Anzahl noch durch & dividieren. So ergibt sich

N V¥ =@—k+1).7"D,
Nach der Rekursionsformel (1) ist
V;k) =m—k+1)- V(nlc—l)
VED = (n—k+2) VED
V=@ —k+3). VED

Ve =m-—-1)-¥VP

v =n.
Durch Multiplikation folgt daraus
) VP =nm—1(n—k+2(n—k+1).
Benutzt man die in Nr.3 eingefiihrte Schreibweise, dann erhilt man
@) Ve =
Liegen wieder n verschiedene Elemente vor, und bildet man aus ihnen Kom-

plexionen von je k Elementen unter Beriicksichtigung der Anordnung, liBt
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10.

1.

aber zu, daf die Elemente wiederholt auftreten konnen, dann erhilt man die
Variationen von n Elementen zur kien Klasse mit Wiederholung.

Beisviel: Sollen aus den 4 Elementen a, b, ¢ und d die Variationen zur 2. Klasse
mit Wiederholung gebildet werden, so erhdlt man

aa, ab, ba, ac, ca, ad, da, bb, bc, c¢b, bd, db, cc, cd, dc, dd.
Wir bezeichnen die Anzahl der Variationen von # Elementen zur kten Klasse

mit Wiederholung mit Vw{® . Es ist z.B.Vw{) == und, wie wir eben gefunden
haben, Vu@ =16.

. Greift man irgendeine der aus n Elementen zur (k—1)ten Klasse gebildeten

Variationen mit Wiederholung heraus, so kann man aus ihr dadurch, dafl man
irgendeines der #» Elemente an irgendeiner der £ moglichen Stellen einschaltet,
insgesamt # - k Variationen zur kten Klasse bilden. Aus allen Vw(" D Varia-
tionen zur (k—1)ten Klasse kann man also insgesamt n - & - Vw(" Y Varia-
tionen zur kten Klasse bilden. Diese sind aber nicht alle verschieden. Jede
dieser Variationen zur kten Klasse kann nimlich dadurch aus einer der Varia-
tionen der (kK — 1)ten Klasse entstanden gedacht werden, daB das 1., das 2. usf.
bis zum kten Gliede hinzugefiigt wurde. Die Zahl der verschiedenen Varia-
tionen zur kten Klasse ist also nur gleich dem kten Teil der eben berechneten
Anzahl. So erhalten wir die Rekursionsformel

L Vul? =n.Vwl?,
Bildet man nacheinander

Vuw® =n. Puk-D
n n
V=1 — p . Vyk-2)
n n

Vu@  =n.Vud
Vuld =mn,

dann erhilt man durch Multiplikation

) Vw? =n*.
Kombinationen
Die aus jedesmal k verschiedenen Elementen bestehenden Komplexionen, die

man aus 7 Elementen bilden kann, heiBen Kombinationen von n Elementen zur
kten Klasse ohne Wiederholung, wenn man die Anordnung der Elemente inner-
halb der Komplexion auBler Betracht 1aBt.

Beispiel: Sollen aus den 4 Elementen a, b, ¢ und d die Kombinationen zur
2.Klasse ohne Wiederholung gebildet werden, so erhdlt man

ab, ac, ad, bc, bd, cd.
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12.

13.

14.

Wir bezeichnen die Anzahl der Kombinationen von » Elementen zur kten
Klasse ohne Wiederholung mit C%®). Es ist beispielsweise C(" =7 und, wie wir
eben gefunden haben, C2 =6.

Wir erhalten die Anzahl der Kombinationen von z Elementen zur kten Klasse
ohne Wiederholung aus den Variationen von n Elementen zur kten Klasse
ohne Wiederholung, wenn wir von allen nur durch die Anordnung der k Ele-
mente unterschiedenen Variationen immer nur eine Komplexion herausgreifen.
Die % Elemente kann man auf %! verschiedene Weise anordnen (Nr.3). Mit-
hin ist @ 1o

0,, = 7{—! Vn .
Setzt man in diese Gleichung den in Nr.7 gefundenen Wert fiir die Anzahl
der Variationen ein, dann erhilt man

C'('k)_:n(n—l)---'(n—k-l—l) n!

% SHm—k1"

Liegen wieder n Elemente vor, und bildet man aus ihnen Komplexionen zu
je k Elementen ohne Beriicksichtigung der Anordnung, li3t aber zu, daB die
Elemente auch wiederholt auftreten kénnen, dann erhiilt man die Kombina-
tionen von n Elementen zur kten Klasse mit Wiederholung.

Beispiel: Sollen aus den 4 Elementen a, b, ¢ und d die Kombinationen zur
2.Klasse mit Wiederholung gebildet werden, so erhélt man

aa, ab, ac, ad, bb, be, bd, cc, cd, dd.

Wir bezeichnen die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur kten
Klasse mit Wiederholung mit Cw(®. Es ist z.B. Cw(!) =n und, wie wir eben
gesehen haben, Cw(® =10.

Es seien die simtlichen Kombinationen von n Elementen zur kten Klasse
mit Wiederhoiung gebildet. Die Elemente seien in jeder Komplexion der Reihe
nach geordnet. Wir wollen annehmen, die n Elemente heilen ihrer Reihen-
folge nach a,, a,, ..., as. Dann fithren wir noch (k¥ —1) weitere Elemente
@nil, Gn42, «-, On+k—1 €in. Wir nehmen nun mit jeder der vorliegenden Kom-
plexionen folgende Verinderung vor: Das 1.Element lassen wir unveréndert.
Das 2.Element in jeder Komplexion ersetzen wir durch das auf dieses Ele-
ment in der Reihe a,, a,, ... folgende (also z.B. a, durch a,, a, durch a, usf.).
Das 3.Element in jeder Komplexion ersetzen wir durch das drittfolgende in
der Reihe a,, a,, ... (also z.B. @, durch a4, a, durch g, usf.). Damit fahren
wir fort, bis schlieBlich das letzte Glied jeder Komplexion, also das kte, durch
das auf dieses an kter Stelle in der Reihe a,, a,, ... folgende ersetzt ist. Mehr
als n +k—1 Glieder braucht man dazu nicht. Durch diese Veréinderung der
Komplexionen sind alle Wiederholungen beseitigt worden. Wir sind auf Kom-
binationen okne Wiederholung gekommen, nun aber nicht mehr aus n Ele-
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15.

16.

17.

menten, sondern aus # + % —1 Elementen; es ist auch keine dieser Kombina-
tionen zweimal aufgetreten. Geht man auf dem umgekehrten Wege von den
Kombinationen von n 4k —1 Elementen zur kten Klasse ohne Wiederholung
zu den Kombinationen von n Elementen zur kten Klasse mit Wiederholung
zuriick, so liefert jede Kombination der n+%—1 Elemente ohne Wieder-
holung eine und nur eine Kombination der » Elemente mit Wiederholung. Es
ist also

k) —
Cwn - 0n+k—1 "

Setzt man hierin aus Nr.12 den Ausdruck fir C%®), , ein, so erhilt man

Cw(k)_ nn41) (n+2)eee(nk—1)
T 3 .

Blicken wir noch einmal zuriick auf die Definition der 3 Begriffe: Permuta-
tion, Variation und Kombination. Der wesentliche Unterschied zwischen
ihnen, mag man nun die Wiederholungen beriicksichtigen oder nicht, 148t
sich kurz so kennzeichnen: Permutationen unterscheiden sich nur durch die
Anordnung der Elemente, Kombinationen nur durch die Auswahl der Ele-
mente, Variationen durch Auswohl und Anordnung der Elemente gleichzeitig.

Der binomische Lchrsatz fiir positive ganze Exponenten

Wenn man das Produkt aus n Faktoren
(@+b)(@+b)---(a+b)a+b)

berechnen will, so kann man zunéchst feststellen, dafl die folgenden n +1 Teil-
produkte a®, a®~'b, a" 282, ..., @*b"~2, ab™}, b* und nur diese auftreten.
Wir stellen fest, wie oft jedes dieser Teilprodukte auftritt. a® und ebenso H*
erscheinen nur einmal. a®*~1b erscheint #mal, denn auf » verschiedene Weisen
kann ich aus den » Klammern einen Summanden b herausgreifen. Das Teil-
produkt a"~¥b¥ erscheint so oft, als ich aus den » Klammern £ Summanden b
ohne Riicksicht auf die Reihenfolge herausgreifen kann. Diese Anzahl ist C®.
Mithin ist (binomischer Lehrsatz)

(a4 b)"=a"+CPa"" " b4+CPa" b+ ...
+ G Vab™ b
Als Abkiirzung fiir die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur

kten Klasse ohne Wiederholung fithrt man das Symbol (:) ein [lies: » iiber &].
Es ist also (Nr.12)

(r,:)= n(n—l)(n-—-2’3!...(n_k+1) n!

R ICrEI

wo n und k positive ganze Zahlen sind und » > k ist.
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18.

19.

Unter Benutzung dieses Symbols lautet der binomische Lehrsatz
(@ by =an + (’I‘)an—lb+ (g)an—2b2+---
+ ( " Jabr1 o

n

Die Faktoren (:) nennt man auch Binomialkoeffizienten.

Wir beweisen iiber die Binomialkoeffizienten 2 Sitze: Es ist

(=02
@) (B + (5= G-

Der 1. Satz folgt daraus, daBl sowohl ( :) wie (n j k) durch den Bruch Iﬁ
gegeben ist. Um den 2. Satz zu beweisen, gehen wir von der anderen Bruch-

form aus. Es ist
(n)+( n )_n(n—l)-~-(n—-k+l)+n(n——l)~-(n*k+l)(n~k)

k E4+1 1.2 % 1-2k(k+ 1)
_ar—1.--a—Ek+ [k + 14 (-]
= -2 k(k+ D
_mt+Damr—D---n—k+1) 241
- 1.2 k(k+1) —(k+1)'

(;) hat nach der Erklédrung in Nr.16 keine Bedeutung. Da (:) =1 ist, defi-
nieren wir, damit der 1. unserer Siitze erhalten bleibt,
n n
(o)=(a)=1-
Der 1. der in Nr.18 abgeleiteten Sitze gestatiet uns, den binomischen
Lehrsatz in einer mehr symmetrischen Form zu schreiben. Es ist

@+br=ar+ (;‘) ar1b 4+ (’;) a2 ...
-+ (;) a? bv—2 L (7;) abr14 bn,

Ordnet man die Binomialkoeffizienten in Gestalt des sogenannten Pascalschen
Dreiecks an 11
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20.

21,

s0 gibt der 1.8atz in Nr.18 die Symmetriceigenschaft dieses Zahlendreiecks
in bezug auf die Mittelsenkrechte an.

Der 2. Satz gibt an, wie eine Reihe von Binomialkoeffizienten aus der voran-
gehenden entsteht. Den (k 4-1)ten Binomialkoeffizienten der (n +-1)ten Reihe

(:i }) erhilt man, indem man die links und rechts iiber ihm stehenden Bi-

nomialkoeffizienten der nten Reihe, es sind der kte und der (k 4- 1) te, addiert.

Die mathematische Wahrscheinlichkeit

Als mathematische Wahrscheinlichkeit w fiir das Eintreten eines Ereignisses
definiert man den Wert des Bruches

w m
="

wo m die Anzahl der fiir das Eintreten des Ereignisses giinstigen, n die An-
zahl der iiberhaupt moglichen Fille ist. Um z.B. die Wahrscheinlichkeit fest-
zustellen dafiir, daB man mit einem gewodhnlichen Wiirfel eine gerade Zahl
wirft, dividiert man die Anzahl der giinstigen Fille (das sind die, bei denen
der Wurf 2, 4 oder 6 fillt) durch die Anzahl der iiberhaupt moglichen Fille,
das sind 6. Die Wahrscheinlichkeit ist also 2 oder -,

Es kommt bei der Ausrechnung der Wahrscheinlichkeit sehr darauf an, da
man angibt, was man als iiberhaupt mogliche Fille beriicksichtigt; danach
richtet sich dann die Zahl der giinstigen Fille. In unserem Beispiel ist z.B.
der Fall, daB der Wiirfel auf keine der Seitenflichen fillt, daB er ,brennt*,
nicht als méglicher Fall in Rechnung gezogen worden. Es ist weiter notwendig,
daB die als moglich betrachteten Fille als gleichberechtigt angesehen werden.
Das wiirden sie in unserem Falle z.B. dann nicht sein, wenn der Wiirfel etwa
dadurch gefilscht wire, daB die eine Seite mit Blei ausgelegt und deshalb
schwerer gemacht worden wire. Dann wiirde der Wiirfel auf die so aus-
gezeichnete Seite hiufiger fallen als auf die andere.

Ist das Eintreten des Ereignisses unmoglich, dann ist m =0 und damit w=0.
Ist das Lintreten des Ereignisses gewil3, d.h. tritt das Ereignis in allen {iber-
haupt méglichen Fiéllen ein, dann ist m == und mithin w=1.

Ist w= —7::— die Wahrschelnlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses, dann
ist die Wahrscheinlichkeit w’ dafiir, dal das Ereignis nicht eintritt,
w=1—w,

Von den » méglichen Fillen sind némlich hier n — m giinstige Fille zu zéhlen;
. n—m m
esistalsow =——=1——,
n n

Es ist also wtw =1.
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22.

23.

Ist w, die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines 1.Ereignisses, w, die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines 2., dann ist die Wahrscheinlich-
keit w dafiir, daB} entweder das eine oder das andere Ereignis eintritt,

w= W, + Wy .
Es sei nimlich w, = — ™ und wy = ;— Dann erhilt man durch Kombination

der fiir beide Erem-msse in Betracht kommenden Falle n, « ng mogliche Fille,
von denen m, i, fur das Eintreten des 1., myn, fiir das Eintreten des 2. Ereig-
nisses giinstig sind. Dalfiir, daf} das eine oder das andere Ereignis eintritt, sind
also m, ny +myn, Fille giinstig. Die Wahrscheinlichkeit w ist deshalb

Mt Tt T Ty oy,

1%

Handelt es sich um mehrere Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten w,, w,,
sy Wy, dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eines von ihnen eintritt,

w=w; + Wy -+ + Wn.
Ist w, die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses, w, die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten eines anderen, davon unabhingigen Ereig-
nisses, dann ist die Wahrscheinlichkeit w dafiir, daBl sowohl das eine wie das
andere Ereignis eintritt,

W= W1 W2e.

Es sei nimlich w, = — ™ und wy = —2, dann erhilt man durch Kombination

der fiir beide Erelgmsse in Betracht kommenden Fille insgesamt », - n, még-
my - my
Ny N
delt es sich um mehrere Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten w,, w,, ...,
wn , dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB3 sowohl das 1. wie das 2., 3. usf.
Ereignis eintritt,

liche Fille. Giinstig sind davon m, - m,, mithin ist w = =w,  w,. Han-

W=, Wy...Wn.

§ 6. Versicherungsrechnung?)

1.

Grundbegriffe

Man schliet Versicherungsvertrige ab, um fiir sich oder seine Angehérigen
bei Eintritt eines Schadens eine bestimmte Geldsumme zur Verfiigung zu
haben. Der Schaden kann von zweierlei Art sein, entweder ein solcher, der
eintreten kann, oder ein solcher, der sicher einmal eintreten muf und bei
dem nur der Zeitpunkt des Eintretens ungewill ist. Als Beispiele fir Ver-

1) Der Inhalt dieses Paragraphen, mit alleiniger Ausnahme von Nr. 8, ist auch ohne Kenntnis der Wahre
scheinlichkeitsrechnung verstindlich,
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sicherungen, die sich mit einem moglicherweise eintretenden Schaden befassen,
nennen wir Feuerversicherung, Hagelversicherung, Unfallversicherung. Die
einzige Versicherungsart, die es mit einem notwendig einmal eintretenden
Schaden zu tun hat, ist die Lebensversicherung; sie ist daher auch (ganz ab-
gesehen von ihrer groflen wirtschaftlichen Bedeutung) die einzige Versiche-
rungsart, die ein hohes mathematisches Interesse beanspruchen kann. Aus
diesem Grunde beschrinken wir uns im folgenden auf die Lebensversicherungs-
rechnung.

Die Grundlage der Lebensversicherungsrechnung bilden die sogenannten
Sterblichkeitstafeln; sie sind teils auf Grund umfassender und regelmiBig
wiederkehrender Volkszéihlungen, teils nach den langjihrigen Erfahrungen
der Lebensversicherungsgesellschaften aufgestellt. Die Voraussetzung fiir die
Anwendbarkeit solcher Sterblichkeitstafeln bildet das Gesetz der groflen
Zahlen, welches aussagt, daB eine Reihe von Ereignissen, deren Eintreten
oder Nichteintreten sehr oft beobachtet worden ist, sich auch weiterhin nach
gleichem Zahlenverhiltnis wiederholen wird, solange sich an den Vorbedin-
gungen nichts dndert. Wenn z.B. durch viele Volkszihlungen festgestellt ist,
daB in Deutschland die Anzahl der 80jihrigen ungefihr halb so groB ist wie
die Anzahl der 75jihrigen, so darf angenommen werden, dafl das auch in den
nichsten Jahren fiir grofle Bevolkerungsteile (Provinzen, Grofisididte) so
bleiben wird; es ist aber unzulissig zu folgern, daB von den wenigen 75]ih-
rigen, die in einer kleinen Stadt wohnen, nach 5 Jahren nur noch die Hélfte
am Leben sein wird.

2. Die Sterblichkeitstafeln gehen von einer bestimmten grolen (im iibrigen will-
kiirlich gewihlten) Anzahl I, gleichaltriger, ndmlich = jéhriger Personen aus
und geben an, wie viele von diesen das xte Jahr erleben; die Anzahl dieser
Personen wird mit I bezeichnet und heilt die Anzahl der Lebenden des Alters x
(Spalte 2 der Tafel in § 17 der Aufgabensammlung).

Beispiel: Von 100000 20jihrigen Personen erleben erfahrungsgemaf 91578
das 30.Jahr und 33701 das 70. Jahr.

Nach dem Gesetz der groBen Zahlen kann man mittels eines Regeldetri-
schlusses aus der Sterblichkeitstafel berechnen, wieviel von einer beliebigen,
wenn nur hinreichend groen Anzahl Personen irgendeines Alters ein be-
stimmtes anderes Alter erreichen.

Beispiel: Man gehe von 100000 40jihrigen Personen aus; wie viele von diesen
werden nach 10 Jahren noch am Leben sein? Die Sterblichkeitstafel lehrt,
daB von 82878 40jihrigen Personen erfahrungsgemif 71831 das 50. Jahr er-
reichen, also werden von 100000 40jihrigen Personen nach 10 Jahren noch
100000 - 71831 : 82878, d.h. 86671 Personen am Leben sein.

19 [2021]
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3. AuBer den I; benutzt man zuweilen auch noch die Differenz
lz —lzv1=d; (Toten der Sterbetafel),
sowie die Quotienten

Pz = l’”l:l (Lebenswahrscheinlichkeit der xjihrigen)

und d
Gz = f (Sterbenswahrscheinlichkeit der xjéhrigen).

Die Quotienten p; und ¢, haben die Form der mathematischen Wahrschein-
lichkeiten (§5, Nr.20). Sie unterscheiden sich aber ihrem Wesen nach von
jenen, denn dort handelt es sich um Ereignisse, bei denen man sowohl die
Anzahl der giinstigen Fille als auch die Anzahl aller moglichen Fille von
vornherein genau kennt, hier dagegen handelt es sich um Ereignisse, bei denen
man weder die Anzahl der giinstigen Fille noch die Anzahl aller moglichen
Fille von vornherein kennt. Man muB sich also hier auf Zahlen stiitzen, die
fritheren Erfahrungen entnommen sind, und kann nur annehmen, daB8 die-
selben Erfahrungen auch in Zukunft gemacht werden, solange sich an den
Grundbedingungen nichts éindert (statistische Wahrscheinlichkeit). Ein anders-
gearteter Unterschied ist folgender: Bei der mathematischen Wahrscheinlich-
keit handelt es sich um durchaus gleichartige Elemente und gleichberechtigte
Erscheinungen, hier dagegen um stark ausgeprigte, persénliche Eigentiimlich-
keiten, z. B. Abhiingigkeit der Lebensdauer von dem Gesundheitszustand, der
Lebensweise, dem Klima des Aufenthaltsortes, dem Beruf usw.

So grofl der Wesensunterschied zwischen mathematischer und statistischer
Wahrscheinlichkeit ist, so finden sich doch andererseits rein formal viele
Ahnlichkeiten, z. B. folgt aus den oben gegebenen Definitionen der Satz
Pz +9z =1, der sich mit dem in § 5, Nr.21 bewiesenen Satze w 4w’ =1 ver-
gleichen 148t.

4. Die Versicherungsanstalt, bei der man sich versichert, soll im folgenden als
Versicherer oder Versicherungsgesellschaft, derjenige, der sich versichert, als
Versicherungsnehmer oder Versicherter bezeichnet werden. Der Versicherte zahlt
der Versicherungsgesellschaft eine bestimmte Summe ein, und zwar entweder
einmal (Mise) oder wiederholt (Prdmie); die Versicherungsgesellschaft zahlt
dafiir dem Versicherten zu festgesetzter Zeit eine bestimmte ,,Versicherungs-
summe‘‘ aus, und zwar spricht man hier von Kapstalversicherung oder von
Rentenversicherung, je nachdem der Versicherer einmal oder wiederholt zu
zahlen hat.

Allgemein wird fiir den theoretischen Teil der Versicherungsrechnung als
Grundsatz angenommen, dafl die Leistungen des Versicherten und des Ver-
sicherers einander gleich sein miissen, wenn die Versicherung ,,billig* sein soll.
(Der Gegensatz von ,,billig* wiire hier nicht etwa ,,teuer*, sondern ,,unbillig*.)
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Freilich konnte diese theoretische Forderung der Gleichheit von Leistung und
Gegenleistung praktisch nur dann durchgefiihrt werden, wenn die Gesellschaft
keinerlei Verwaltungskosten hitte und auf jeden Gewinn verzichten wollte.
Da man das keiner Gesellschaft zumuten kann, mu8 statt der theoretisch be-
rechneten (,,Netto’-) Priimie eine hohere (,, Brutto*‘-) Primie erhoben werden,
die durchschnittlich etwa ¢ mehr betriigt als jene. Wir begniigen uns hier mit
der Berechnung der Nettoprimien.

Nach dem Gesetz der groflen Zahlen hat die Forderung, dal die Leistungen
des Versicherers und des Versicherten gleich sein sollen, nur dann einen Sinn,
wenn sich eine hinreichend grofie Anzahl von Versicherungsnehmern gleich-
zeitig an der Versicherung beteiligen. Wie grol diese Anzahl genommen wird,
ist an sich gleichgiiltig, der Bequemlichkeit wegen wéhlt man dafiir die Zahl /;
der Sterblichkeitstafel; also wenn z.B. ein 31jdhriger irgendeine Versicherung
abschlieBen will, so nimmt man an, daB sich alle I;; = 90770 Personen zu den-
selben Bedingungen versichern wie der einzelne.

Versicherung auf den Erlebensfall

5. 1, Personen, die im Alter von z Jahren stehen, kaufen sich bei einer Versiche-
rungsanstalt ein mit der Bedingung, da ihnen sofort sowie am Anfange jedes
weiteren Lebensjahres, das der einzelne erreicht, die Rente 1 ausgezahlt wird.
Eine solche Rente heillt sofort beginnende, vorschiissige (Prinumerando-) Leib-
rente. Nachs den Versicherungsbedingungen hat die Gesellschaft sofort I, nach
einem Jahre Iz41, nach m Jahren ;44 zu zahlen; nach (100 — z) Jahren hért
die Zahlung von selbst auf. Um die gesamte von der Gesellschaft zu iiber-
nehmende Zahlungsverpflichtung bequem ausdriicken zu kénnen, diskontiert
man alle Zahlungen auf den gleichen Termin. Wie man diesen Termin wih!t,
ist zwar an sich gleichgiiltig, doch werden die Rechnungen besonders einfach,
wenn man alle Zahlungen auf das Geburtsjahr der Versicherungsnehmer diskon-
tiert. Diese Art der Diskontierung wird daher in der Versicherungsmathematik
stets angewands.

Der ZinsfuB, mit dem die Gesellschaft rechnen muB, sei p, der Zinsfaktor
1 +%O sei wie friiher (§2, Nr.12) mit ¢ bezeichnet. Die weitaus meisten Ver-

sicherungsgesellschaften rechnen mit einem ZinsfuB von 3§% ; dieser ist auch
im folgenden stets zugrunde gelegt.

Diskontiert man die von der Gesellschaft sogleich zu leistende Zahlung I, auf
das Geburtsjahr der Versicherungsnehmer, so erhilt man al—: . Ausdriicke von

dieser Form kommen in der Versicherungsrechnung so héiufig vor, dafl es
zweckmiBig ist, fiir sie eine besondere Abkiirzung einzufithren; man setzt
El: = D, und bezeichnet dies als die diskontierte Zahl der Lebenden des Alters =
(Spalte 3 der Tafel). Fir die gesamte auf das Geburtsjahr der Versicherungs-

19+
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nehmer diskontierte Zahlungsverpflichtung der Gesellschaft erhélt man eine
Summe, die wir zur Abkiirzung mit Nz bezeichnen wollen, ndmlich

Dz 4 Dgy1+4--- +D99 +D100 = Ng;
man bezeichnet sie als die Summe der diskontierten Lebenszahlen (Spalte 4 der
Tafel). ’
Der durch N, dargestellten Zahlungsverpflichtung der Gesellschaft steht die
Zahlungsverpflichtung der Versicherten gegeniiber. Bezeichnen wir die ein-
malige Zahlung, die jeder Versicherte beim Beginn der Versicherung zu leisten
hat (also den Barwert der Rente 1), mit b, so hat diese Zahlung, wenn man sie

auf das Geburtsjahr diskontiert, den Wert ;7, und da alle I; Personen diese

Zahlung zu leisten haben, so betrigt die gesamte diskontierte Zahlungsver-
l

pflichtung der Versicherten & - q—: =b- D;. Nach dem Grundsatz der Gleich-

heit von Leistung und Gegenleistung muf dieser Wert gleich dem oben be-
rechneten Betrage N sein; also hat die vorschiissige Leibrente 1 den Barwert

b= %—: und daher die vorschiissige Leibrente vom Betrage r den

N’
Barwert r- i

Dies ist also die (Netto-) Einkaufssumme, die der einzelne zjihrige Versiche-
rungsnehmer einzuzahlen hat.

. Eine Leibrente, deren Auszahlung nicht sogleich beginnt, heilit aufgeschoben.

Tiir eine um m Jahre aufgeschobene Rente vom Jahresbetrage 1 ist die dis-
kontierte Zahlungsverpflichtung der Gesellschaft

DI+M +Dz+m+l +e- +D99 +D100 =Nz+m,

withrend die diskontierte Zahlungsverpflichtung aller Versicherten, wenn b
wieder den Barwert der Rente 1 bedeutet, b+ D ist. Aus b+ Dy= N, folgt

N . . .
b= g:" , also hat eine um m Jahre aufgeschobene vorschiissige Leibrente vom

Jahresbetrage r den

N.
Barwert r.—tT

.
x

Eine nachschiissige (Postnumerando-) Leibrente 148t sich auch als eine um

1 Jahr aufgeschobene vorschiissige Leibrente auffassen und erscheint damit
als Sonderfall des vorigen.

. Eine Leibrente, deren Auszahlung héchstens n Jahre hindurch erfolgen soll,

heiBt kurz (oder temporir). Wenn die Zahlung sofort beginnen und nach
n Jahren aufhoren soll, so betrigt die gesamte diskontierte Leistung der Ge-

lischaft
seliseha: Dz+Dz+1+"'+Dz+n—1=N:—Nz+n-
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Mittels der schon in Nr.5 und 6 angewandten SchluBweise erhélt man hieraus
als Barwert einer sofort beginnenden, auf n Jahre vorschiissig zahlbaren
kurzen Leibrente vom Betrage  den
Nx— Nx4n

D. *
Soll die Rente um m Jahre aufgeschoben sein, so hat man im Zihler an Stelle
von z den Wert z +m zu setzen.

Barwert r-

8. I Personen kaufen sich bei einer Versicherungsanstalt ein mit der Bedingung,
daB jeder von ihnen, die nach # Jahren noch lebt, das Kapital K ausgezahlt
wird. Eine solche Versicherung heit Kapitalversicherung auf den Erlebensfall.
Da nach n Jahren noch ;s Versicherungsnehmer am Leben sind, hat die Ge-
sellschaft dann den Betrag K« Iz +a auszuzahlen. Diskontiert man diesen auf
das Geburtsjahr der Versicherten, so erhilt man K. Dzyy, also muf jeder
der I, Versicherungsnehmer als

Einkaufssumme K. D___;)+ -
cd
zahlen.

Versicherung auf den Todesfall

9. I, Personen versichern ihr Leben mit der Bedingung, daB bei jedem Todesfall
der Betrag K an die Hinterbliebenen des verstorbenen Versicherungsnehmers
ausgezahlt wird; man nennt diss Kapitalversicherung auf den Todesfall. Es ist
bei solchen Versicherungen allgemein iiblich, am Ende jedes Versicherungs-
jahres abzurechnenl). Daim 1. Jahre Iz — l;4+1 Todesfille eintreten, hat die Ge-
sellschaft am Ende des 1.Jahres K- (Iz— lz4+1) zu zahlen. Das Geburtsjahr
der Teilnehmer liegt (x +1) Jahre zuriick, also ist der diskontierte Wert der

1. Zahlung % (Iz— lz+1); ebenso ist der diskontierte Wert der 2. Zahlung

—q—ﬁ—z (lz+1— lz+9), allgemein der Wert der mten Zahlung
'q;m (lz+m 1— lz+m)
‘Wenn man alle diese Ausdriicke addiert, die Klammern aufl6st, aus den positiven
1 . .
Gliedern den Faktor — herausnimmt und alles passend zusammenfaBt, so erhilt

man als diskontierten Wert aller von der Gesellschaft zu leistenden Zahlungenx
K l o i l
[ to b ] K[ e+ ]
(Dz+ Dy 4+ 4 Dygy) —K(Dy41+ Daya -+ Dmo)
=X N, — K- Ny = K(?NZ —N,+1).

= N*“IN

1) Dafiir, daB die Versicherungsgesel'schaften bel einem Tcdesfall sofort und nicht erst am Ende des Todes-
jahres zahlen, wird bei den einzelnen Primien ein kleiner Zuschlag erhoben, der hier, wo es sich nur um
Berechnung der Nettowerte handelt, natiirlich auBer Betracht bleibt.
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10.

11.

12.

Als Einkaufssumme, die der einzelne Versicherungsnehmer zu zahlen hat, er-
hilt man also

-i— +— Nz +1
K i .

Eine Todesfallversicherung, bei der die Gesellschaft keinerlei Zahlungsver-
pilichtungen gegen den Versicherten haben soll, wenn dieser innerhalb der
ersten n Jahre stirbt, heillt Todesfallversicherung mit Karenzzeit (auch auf-
geschobene Todesfallversicherung). Auf genau dieselbe Weise wie in Nr.9 be-
weist man, daB in diesem Falle jeder Versicherungsnehmer als

1
—Nzgn—Nxgn41
Finkaufssumme K-1——o—— D

x

zu zahlen hat.

Durch die abgekiirzte Todesfallversicherung wird den Hinterbliebenen eines
jetzt zjihrigen, falls dieser wihrend der ndchsten n Jahre stirbt, fiir das
Ende des Todesjahres das Kapital K gesichert.

Diese Versicherungsart ist leicht mit den beiden in Nr.9 und 10 besprochenen
in Beziehung zu bringen, denn wihrend bei der in Rede stehenden Versiche-
rungsart die Zahlungsverpflichtung der Gesellschaft nur wihrend der ersten
n Jahre besteht, beginnt bei der in Nr.10 behandelten Versicherungsart die
Zahlungspflicht der Gesellschaft gerade nach Ablauf des nten Jahres. Eine
Vereinigung dieser beiden Versicherungsarten wiirde daher auf eine liickenlose
Zahlungsverpflichtung der Gesellschaft wie in Nr.9 fithren. Im vorliegenden
Falle ist also die Einkaufssumme nichts anderes als die Differenz der in Nr.9
und 10 erhaltenen Einkaufssummen, nimlich

1
;(Nx—Nx-}-n)'—(qu- 1—Nz4nyt1)
DS °
Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man natiirlich, wenn man die » Jahres-

leistungen der Gesellschaft unmittelbar berechnet und auf das Geburtsjahr
der Versicherungsnehmer diskontiert.

K-

Gemischte Versicherung

Eine besonders beliebte Versicherungsart ist die sogenannte gemischie Ver-
sicherung, bei der festgesetzt wird, daB die Versicherungssumme K im Falle
des Todes, spitestens aber nach » Jahren ausgezahlt werden soll. Die Ein-
kaufssumme fiir diese Versicherungsart betrdgt

1
5 (Ve —Negn) = (Nei1 —Natn)

K. D= ’




§7. Die rationalen ganzen Funktionen 51

13.

denn die vorliegende Versicherung ist nichts anderes als die Vereinigung einer
abgekiiraten Todesfallversicherung und einer einfachen Kapitalversicherung
auf den Erlebensfall; die Versicherungssumme soll némlich gezahlt werden,
1. wenn der Versicherte im Laufe von n Jahren stirbt, 2. wenn der Versicherte
nach n Jahren noch lebt, also ist das Einkaufsgeld gleich der Summe der in
Nr.11 und 8 hergeleiteten Einkaufssummen.

Jahresprimien

Bisher war immer angenommen worden, daBl die Versicherungen durch eine
einmalige Zahlung gekauft werden. In Wirklichkeit wird aber nur selten ein
Lebensversicherungsvertrag auf Grund einer einmaligen Einlage abgeschlos-
sen; weit hdufiger ist der Fall, dall entweder dauernd oder lingere Zeit hin-
durch von dem Versicherten an den Versicherer Jahrespramien gezahlt werden.
Fiir den Barwert dieser Jahresprimien ist es aber gleichgiiltig, wer sie leistet
oder empfingt; man kann sich also auch die Rollen des Versicherten und des
Versicherers vertauscht denken, und dann erscheint die Jahresleistung als
Leibrente.

Daraus folgt allgemein, dafl die Jahresprimie gleich ist dem Quotienten aus
dem Werte der abzuschlieBenden Versicherung und dem Werte derjenigen Leib-
rente, die der Prémienzahlung entspricht. Da wir fiir diese beiden Werte bei allen
wichtigenVersicherungsarten geschlossene Ausdriicke hergeleitet haben, kénnen
wir auf die Aufstellung besonderer Formeln fiir Jahrespramien hier verzichten.

§ 7. Die rationalen ganzen Funktionen

[

Begrift der rationalen ganzen Funktion

. Wir hatten frither unter anderen die lineare Funktion (7.-9. Schuljahr § 6)

und die quadratische Funktion (7.-9.Schuljahr §10, Nr.12ff.) untersucht.
Beides sind besondere Fille der rationalen ganzen Funktion. Man versteht
darunter eine Funktion der Form

y=aua" + ;2" 4 ;2" 2o S au17 +an.
Darin ist « die unabhingige Verinderliche, ay, a,, ..., a, sind endliche, reelle
Konstanten, » ist eine positive ganze Zahl. n heiBt der Grad der Funktion,

wenn a, %0 ist. Die lineare Funktion ist eine rationale ganze Funktion
1. Grades, die quadratische eine solche 2. Grades.

Yerhalten im Unendlichen

, Es sei @, eine positive Zahl. Wir wollen untersuchen, welche Werte die ratio-

nale ganze Funktion fiir die Grenzen z —~ + o und - — co annimmt. Die
vorgelegte Funktion 1aft sich auch in der Form

y=a(a+ 2+ 3+ + 2+ )

"
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schreiben. Man bestimmt den Grenzwert dieses Produktes, indem man zu-
niichst die Grenzwerte der beiden Faktoren bildet und diese Grenzwerte dann
multipliziert. Wird = - oo, so nimmt¢ der 1. Faktor den Wert -+ oo, der 2. den
endlichen Wert @, an; also ist der Grenzwert, den y fiir # - co erreicht,
gleichfalls 4-oo.

Nimmt z ab und néhert sich der Grenze — oo, dann sind 2 Fille zu unter-
scheiden: Ist n eine gerade Zahl, dann nédhert sich die Funktion dem Wert
~+ 00, ist » eine ungerade Zahl, dann nihert sich die Funktion dem Wert — oo,
Um das nachzuweisen, untersuchen wir zunichst den Wert von a® fiir
z +—oco. Wir kénnen z* als Produkt aus n Faktoren z auffassen. Wird
x - — o0, so wird das Produkt dieser n Faktoren oo oder — oo, je nachdem
n gerade oder ungerade ist. Das gleiche lehrt auch die graphische Darstellung
der Funktion y =" (7.-9.Schuljahr §7, Nr.12).

Wir zerlegen jetzt die rationale ganze Funktion in der gleichen Weise wie oben
in 2 Faktoren. Da der 2. Faktor fiir x - — oo den Wert g, erhélt, so nimmt y
fir # > —oo den Wert 4 o0 oder —oo an, je nachdem n gerade oder un-
gerade ist.

Ist der Faktor a, der hochsten Potenz nicht positiv, sondern negativ, dann
nimmt y fiir £ > 4o den Wert — oo an; ist dagegen x> — oo, so wird y
gleich — oo oder +o0, je nachdem n gerade oder ungerade ist.

Stellt man die rationale ganze Funktion durch eine Kurve graphisch dar,
dann verliuft die Kurve, wenn a, positiv ist, bei einer Funktion geraden
Grades vom positiven Unendlichen zum positiven Unendlichen, bei einer
Funktion ungeraden Grades vom negativen Unendlichen zum positiven Un-
endlichen. Dabei ist hier und im folgenden immer angenommen worden, daB"
das Durchlaufen im Sinne der wachsenden z, also auf der Abszissenachse
von links nach rechts geschieht.

Die graphische Darstellung lehrt weiter, daf die Kurve in ihrem ganzen Ver-
lauf keine Unterbrechungen (Unstetigkeiten) hat und daB sie im Endlichen
frei von Unendlichkeitsstellen ist, d.h. daB sie fiir keinen endlichen Wert von z
den Wert 4+ oo annimmt.

Begriff des Differentialquotienten

. Ein fiir die Beurteilung des Verlaufes einer Kurve wichtiges Hilfsmittel ist der

Begriff der Steigung. Man versteht unter der Steigung einer Kurve in einem
Punkte den Tangens des Winkels zwischen der 2-Achse und der Tangente, die
man in jenem Punkte an die Kurve legt; dabei ist der Winkel so zu messen,
daf die positiv gerichtete Halfte der z-Achse entgegengesetzt dem Bewegungs-
sinn des Uhrzeigers gedreht wird, bis sie erstmalig mit der Tangente zusammen-
fillt. Wir miissen zunéichst angeben, was unter der Tangente in einem Punkte
an eine Kurve zu verstehen ist.
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Wir setzen voraus, es handle sich um einen Punkt im Endlichen. Fig.13 zeigt
eine Kurve und einen Punkt P auf ibhr. Ein 2. Punkt der Kurve in der
Nihe des 1. sei P,. PP, bestimmt dann eine Sekante. Néhert sich jetzt
P, immer mehr dem Punkte P, dann dreht sich die Sekante um den Punkt P,
Die Grenzlage, der die Sekante zustrebt, wenn P, sich P nihert, gibt die

P
0 1

a

Lage der Tangente der Kurve im Punkte P an. Bewegt sich P, iiber P hin-
aus, dann erhalten wir wieder eine Sekante. Die Tangente wird also als Grenz-
lage der Sekante aufgefafit.

Vorausgesetzt ist dabei, daB eine solche Grenzlage iiberhaupt vorhanden ist.
Wir setzen auch die Kurve so gestaltet voraus, daB sich bei der Annéherung
von beiden Seiten an den Punkt P nur eine Grenzlage ergibt. DaBl das nicht
selbstverstdndlich ist, zeigt Fig. 14: Nahert sich P, dem Punkte P, dann er-
hilt man 2 Grenzlagen, je nachdem die Anniherung von der einen oder der
anderen Seite erfolgt.

P

Fig. 13 Fig. 14

4. Wir setzen nun die geometrische Betrachtung in eine analytische Form um.
Die Kurve sei das Bild der Funktion f(z). Der Punkt P habe die Koordi-
naten z und y, fiir y konnen wir auch f(z) setzen. Der Punkt P, habe die
Koordinaten #, und y,. Fiir y, konnen wir auch f(x,) sagen. Ist dann ¢, der
Winkel zwischen der nach rechts gerichteten z-Achse und der Sekante PP,,
dann ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck PP;Q, das man (Fig.13)
erhilt, wenn man die Parallele zur z-Achse durch P zieht,

_PQ_y—y_[z)—f@)
tgp = IiQ _'zi—x_ﬁ’

Rechts steht ein Quotient aus 2 Differenzen ; man gebraucht fiir diesen héufig
auftretenden Ausdruck das Wort Differenzenquotient und schreibt ihn %,

wobei A ein Zeichen fiir den Zuwachs ist, Ay also der Zuwachs von y, A«
der Zuwachs von z; 4 x kann positiv und negativ sein. Es ist dann

4y
tger =5,

Fithren wir den jetzt in Nr.3 beschriebenen Grenziibergang aus, der die
Sekante zur Tangente werden la3t, so erhalten wir auf der einen Seite der
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Gleichung den Tangens des Winkels, den die nach rechts gerichtete z-Achse
mit der Tangente bildet; wir nennen den Winkel . Auf der anderen Seite
der Gleichung ist ein Grenziibergang auszufiihren, den wir entweder mit

lim H—Yy
z]_,,xl——x

lim 4%
4z2—0 z

oder mit

bezeichnen kénnen. Das Symbol lim (lies: Limes) gibt an, daB ein Grenziiber-
gang auszufiihren ist, und die darunterstehende Angabe fiigt hinzu, welcher
Grenzitbergang zu nehmen ist.

Den Grenzwert dieser Differenzenquotienten nennt man den Differential-
guotienten. Man schreibt ihn Z—g (gelesen dy nach dz). Es ist zu beachten,
daB % nicht als ein Quotient, sondern als der Grenzwert eines Quotienten
.anzusehen ist.

Es bleibt bei dieser Erklirung des Differentialquotienten die Frage offen, ob
iiberhaupt die vorgelegte Funktion f(x) fir die in Frage kommenden Punkte
einen Differentialquotienten besitzt. Die Frage erledigt sich fiir uns dadurch,
daB wir fiir die Funktionen, die wir hier behandeln, den Differentialquotienten
durch Rechnung finden werden. Im iibrigen mufl die Bemerkung geniigen,
daf8 es Funktionen gibt, die gar keinen Differentialquotienten besitzen, solche,
die an gewissen Stellen keinen besitzen, und schlieBlich solche, die, wie schon
Fig.14 lehrt, ‘an bestimmten Stellen nicht nur einen Differentialquotienten
besitzen.

Der Wert des Differentialquotienten ist im allgemeinen von der Lage des ge-
wilhlten Punktes abhéngig. Er ist also wieder eine Funktion von z. Man nennt
ihn deshalb auch die abgeleitete Funktion, kurz die Ableitung, und bezeichnet
ihn mit y’ oder f' ().

So haben wir, wenn wir die ganze Reihe verschiedener Schreibweisen noch
einmal vereinigen :

lim =Y — lim Z=tgp=-"=y =[(x).

P Rl R PN 4z

Der Differentialquotient der rationalen ganzen Funktion

. Nach der Erklirung des Differentialquotienten ist im Falle der Funktion y=2"

d . — . "
%Y fim BT i BT

4z 2T~ % g a3

e DR B b SR Tl P

z, —

Nun ist
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wovon man sich durch Ausfithrung der durch den Quotienten angegebenen
Division oder aber auch einfach durch die Probe iiberzeugen kann.

Geht man zur Grenze 2, - z iiber, so nehmen alle # Summanden den gleichen
Wert 2*1 an, man erhilt also

dan
dx

=nax"—1,

In diesem Beweise ist » als positive ganze Zahl = 1 vorausgesetzt.

Mit Hilfe des Differentialquotienten la3t sich fiir jede Parabel y = z* die Lage
der in irgendeinem Punkte an die Kurve gelegten Tangente berechnen. Wir
sehen z.B., daB fiir den Koordinatenanfangspunkt tgeg =0, also ¢ =0 wird;
d.h. die Tangente fillt mit der z-Achse zusammen.

Es sei @ eine Konstante. Die Funktion ¥ =a wird dann graphisch durch eine
Parallele zur z-Achse dargestellt. Der Neigungswinkel dieser ,Kurve* zur
z-Achse ist also 0, die Steigung ebenfalls. Die geometrische Uberlegung zeigt
also, daf3 der Differentialquotient einer Konstanten 0 ist. Das gleiche folgt
auf analytischem Wege; der Differenzenquotient ist nimlich in diesem Falle
Ay a—a
dz = 4z 0.

Mithin ist auch der Grenzwert des Differenzenquotienten, der Differential-

.o d .
quotient H—Z =0; wir haben also

Die beiden in Nr.5 und 6 hergeleiteten Differentiationsformeln zeigen uns den
Weg, von jeder ganzen rationalen Funktion den Differentialquotienten zu be-
stimmen, mit anderen Worten sie zu differenzieren. Wir brauchen nur noch
2 Rechenregeln hinzuzunehmen:

Es seien f(x) und g(z) 2 differenzierbare Funktionen; a sei eine Konstante.
Dann ist

daf(x df (=
o R,
difimy4g®) _df(s) , dg(x)
@ dx = Tdax + dx °

Man kann die Sétze auch abkiirzend so aussprechen:
(1) Einen konstanten Faktor darf man vor das Differentiationszeichen ziehen.

(2) Eine Summe diffcrenziert man gliedweise.
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8.

9.

Beide Sitze beweist man durch Riickgang auf den Differenzenquotienten?):
Es ist

def®) _ yim ai(xl) a/(x) — lim /) — 1)
dz 7>z oz T —2z
=a1im’___—";)—i” =42
und ebenso nz M “
i +g@) __ g 1@ +9(=) — ((2)+ g(2)
dx " m—oz 2 —
5 /(x)—f(l 9{z) — g(=)
= lim [0 =00 4 €02 220
hmi(rl)~/(x)+llm 9(x;) — g(x) d/(x)+d7(1)
n—osz N ze HTF%

Diese beiden Sitze gelten, wie nochmals hervorgehoben sei, nicht nur fiir
rationale Funktionen, sondern fiir Funktionen iiberhaupt, sofern sie iiberhaupt
differenzierbar sind.

Jetzt ist es moglich, die rationale ganze Funktion zu differenzieren. Es sei
Y=ag2"+ 0, 2" 1+ tap12 +an,
dann wird bei Anwendung der in Nr.5, 6, 7 entwickelten Gesetze
¥ =nay2" 14+ (n—1)a,a" 2+ 4 20022 + ap-1.
Beispiele: Die lineare Funktion
y= me 4+ n
hat den konstanten Differentialquotienten y' =m.
Der Differentialquotient der quadratischen Funktion
y=ax?+bxr+tc
ist Yy =2ax +b.
Folgerung: Die Ableitung einer rationalen ganzen Funktion nten Grades ist
eine rationale ganze Funktion (n —1)ten Grades.
Maxima und Minima
Es sei die rationale ganze Funktion 2. Grades vorgelegt:
y=ay2* +a,x +a,.

Das graphische Bild dieser Kurve ist eine Parabel (vgl. 7.- 9.Schuljahr § 10,
Nr.121f.). Wir haben im 7.-9.Schuljahr die Parabel in der Weise konstruiert,

1) Bei diesem Beweils werden ohne weitere Erlauterung die schon friiker (Nr. 2) benutzten Sitze angewandt,
daB der Grenzwert einer Summe gleich der Summe der Grenzwerte der Summanden und daB der Grenzwert
eines Produktes gleich dem Produkt der Grenzwerte der Faktoren ist.
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daB wir einzelne Punkte auf Grund der Funktionsgleichung berechneten. Der
Differentialquotient gibt uns jetzt die Moglichkeit, in jedem solcher Punkte
auch die Lage der Tangente zu berechnen und diese fiir die Zeichnung der
Kurve zu verwerten. Nun haben
fir die Gestalt irgendwelcher
Kurven besonders diejenigen

parallel zur x-Achse liegen. Wir

Tangenten eine Bedeutung, die P ’

haben 3 Fille zu unterscheiden. /
Entweder liegt die Kurve in der

Nihe der Berithrungsstelle der
Tangente unterhalb der Tan-

gente (Fig.15), oder sie liegt
oberhalb der Tangente (Fig. 16), Fig. 15 Fig. 16

oder schlieBlich die Tangente

durchsetzt an dieser Stelle die Kurve. Im 1.Falle sagt man, die Kurve hat an
der betreffenden Stelle ein Maximum, im 2.Falle, sie hat ein Minimum. Mit
dem 3.Falle werden wir uns noch spiter (Nr.10) beschiftigen; er ist uns z.B.
bei der Parabel y=2? begegnet, die im Nullpunkt die x-Achse zur Tangente
hat (7.-9.Schuljahr § 7, Nr.11).

Die rationale ganze Funktion 2. Grades, um die es smh hier handelt, hat, wie
wir vom 7.-9. Schuljahr her wissen, ein Minimum, wenn @, positiv ist. Wie
1aBt sich die Lage des Minimums feststellen? Wir haben diese Aufgabe friiher,
als es sich um die graphische Losung der quadratischen Gleichungen handelte,
fiir den Fall a;=1 schon gelost. Wir lernen jetzt eine neue Lésungsmethode
kennen. An der Stelle des Minimums ist die Tangente parallel zur z-Achse.
Der Neigungswinkel der Tangente gegen die x-Achse ist also 0. Das heifit
aber, der Differentialquotient der Funktion hat fiir diesen Minimumswert den
Wert 0. Nun ist fiir unsere Funktion (Nr.8)

d
E-g=2aox+a1.

Soll der Differentialquotient den Wert O haben, dann ist, wenn wir den ge-
suchten Wert der Variablen x mit 2, bezeichnen,
2xmay +a, =0,

A

2a,"
Fiir diesen Wert also erreicht die Funktion ihr Minimum. Den Wert, den die
Funktion dort erreicht, kann man finden, wenn man 2, in die Funktions-
gleichung einsetzt; es ergibt sich

T =
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10. Wir wollen jetzt ebenso die rationale ganze Funktion 3. Grades

11.

Y=0a,2° +a,2% +a,x +a,
auf ihre Maxima und Minima untersuchen. Wir setzen voraus, a, ist eine posi-

tive Zahl. Um dann diejenigen Kurvenpunkte zu finden, in denen die Tan-
gente der z-Achse parallel ist, setzen wir die Ableitung

Yy =3ayat -+ 2a,x +a,
gleich 0. Wir erhalten fiir die gesuchten Werte am die quadratische Glei-
chung 3,22, + 2a,@m + a; = 0.
Die Gleichung hat entweder 2 reelle oder 2 komplexe Wurzeln. In dem be-
sonderen Falle, wo der Radikand in der Quadratwurzel den Wert O hat, be-
sitzt die Gleichung eine Doppelwurzel.
Es sind also 2 Typen der rationalen ganzen Funktion 3.Grades zu unter-
scheiden. Entweder ist iiberhaupt kein Punkt vorhanden derart, daB die Tan-
gente in ihm parallel zur x-Achse ist; dann ist also weder ein Maximum noch
ein Minimum vorhanden. Beim 2.Typus sind 2 Stellen vorhanden, in denen
die Tangenten der z-Achse parallel laufen. Die graphische Darstellung (siehe
auch Nr.15) zeigt, daB dann ein Maximum und ein Minimum vorhanden ist;
die Kurve erreicht, aus dem negativen Unendlichen kommend, ein Maximum,
fillt dann wieder bis zum Minimum und steigt dann zum positiven Unend-
lichen. In dem besonderen Falle, wo die 1. Ableitung eine Doppelwurzel liefert,
sind Maximum und Minimum zusammengeriickt oder, wenn man will, ver-
schwunden; wir erhalten eine Kurve, bei der in dem errechneten Punkt die
Kurve von der Tangente durchsetzt wird.
Fiir Maximum und Minimum benutzt man den gemeinsamen Namen Extrem-
wert.
Die Betrachtungen an der rationalen ganzen Funktion 3.Grades lehren, daf3
es sich bei den Extremwerten nicht um absolute Maxima und Minima der
Funktion handelt, sondern um relative. Die Kurve erreicht in einem Punkte
ein Maximum oder Minimum, wenn die Nachbarwerte alle kleiner bzw. grofer
sind als der Maximal- bzw. Minimalwert.

Liegt die allgemeine rationale ganze Funktion nten Grades
y=a,2" +a 2" 1+ fap12 +a,
vor, so erhilt man, wenn man die 1. Ableitung 0 setzt,
nagat 4+ (n—1aah 24 L ap-1=0,
mit den reellen Wurzeln dieser Gleichung die Abszissen xn derjenigen Punkte

der zur Funktion gehérigen Kurve, in denen die Tangenten parallel zur
x-Achse sind. Das werden im allgemeinen relative Maxima und Minima sein.
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12.

13.

Ob nicht abweichende Sonderfille vorliegen, und ob es sich an einer Stelle
um ein Maximum oder um ein Minimum handelt, dariiber kann die Unter-
suchung der Nachbarwerte Auskunft geben (vgl. aber Nr.15).

Wendepunkt und Wendetangente
Bildet man von dem Differentialquotienten einer Funktion noch einmal den
Differentialquotienten, so erhilt man den 2.Differentialquotienten oder die
2. Ableitung. Man schreibt ihn :%Z (lies d zwei y nach dz Quadrat), y” (heé
y zwei Strich) oder '/ (x) (lies f zwei Strich z). Ist z.B. die Funktion
y=a,2* 4 a;x +ag
vorgelegt, so ist
Yy =2ay2 +a,
Yy = 2a,.
Differenziert man die 2. Ableitung abermals, so erhilt man den 3. Differential-
quotienten, geschrieben % , ¥’ oder f*'(x). Allgem=in liefert nmalige Diffe.
rentiation den nten Differentialquotienten, geschrieben Z%‘Z , Y™ oder f™ ().
Beispiel: Der 2. Differentialquotient von a® wird n(n.— 1) 2"~2, der nte Diffe-

rentialquotient wird #!. Der (n +1)te und alle folgenden Differentialquotien-
ten einer rationalen ganzen Funktion nten Grades werden 0.

Wir betrachten eine rationale ganze Funktion 3. Grades vom 2. Typus

(N1.10), etwa

1) y=2*—322—2z+3. L l
TH—17

Sie ist in Fig. 17 graphisch dargestellt. Wir verfolgen 3

die Lage der Tangente in einem Punkte, der von 'x\

——t—J Y67

&= — oo bis x = oo auf der Kurve wandert. Die Stei- ) ¥ !
gung der Geraden ist anfangs sehr groB3 und sinkt dann \ ¢ I
bis zu 0; der Punkt erreicht das Maximum. Geht der 3

Punkt iiber das Maximum hinaus, so wird die Steigung X 9 / ] /
weiter geringer, sie hat niamlich einen negativen Wert. / \ . \ / [
Sie nimmt aber nicht unbegrenzt ab, sondern erreicht : /
einen kleinsten Wert und nimmt von da an wieder zu, ‘;1 K3
so daB sie, wenn der Punkt beim Minimum angelangt :I \—_ J \ 7
ist, schon wieder den Wert 0 erreicht hat. Dann steigt

sie weiter, und zwar unbegrenzt. "ﬂ[ M /

Esistleicht,diese Ab-und Zunahmeder Steigung genauer 8
zu verfolgen: Die Steigung der Tangente wird durch die | L
1. Ableitung der Funktion wiedergegeben ; wirstellen also

2) y=3z*—6zx—1 Fig. 17
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14.

graphisch dar, um ein Bild von der Sachlage zu haben. Dabei entsprechen den
Stellen, in denen die Kurve (1) steigt, positive Werte, denjenigen, in denen
die Kurve fillt, negative Werte der Parabel (2). Den Nullwerten der Parabel (2)
entsprechen Maximum und Minimum der Kurve (1); dem tiefsten Wert der
Parabel entspricht diejenige Lage der Tangente, in der die Steigung den klein-
sten Wert hat. Man nennt diese Tangente die Wendetangente, den Punkt, in
dem sie an die Kurve gelegt wird, den Wendepunki.

Um den Wendepunkt einer rationalen ganzen Funktion 3. Grades aufzusuchen,
hat man also das Minimum der 1. Ableitung zu bestimmen; das tut man, in-
dem man die Ableitung der 1. Ableitung - also die 2. Ableitung der urspriing-
lichen Funktion - bildet und ihren Nullwert sucht. In unserem Falle er-
halten wir

3) y' =6x—86.
Ist xy die gesuchte Abszisse des Wendepunktes, so wird

62y —6=0,

Ty =1.

Den Wert, den die Funktion besitzt, erhilt man, wenn man z, in den Funk-
tionsausdruck einsetzt, hier also

Y =0.

Auch die Lage der Wendetangente ist leicht zu bestimmen, man hat nur , =1
in die 1.Ableitung einzusetzen. In unserem Falle ist

Y =tgp = —4.
In die graphische Darstellung (Fig.17) ist auch die 2.Ableitung, die Gerade
y =062 — 6 eingetragen.
Zwischen den graphischen Bildern der untersuchten Funktion und ihren beiden
Ableitungen bestehen folgende Beziehungen: Fiir diejenigen Werte der unab-
hingigen Variablen, in denen die Funktion ihr Maximum und ihr Minimum
erreicht, wird die 1. Ableitung 0; fiir denjenigen Wert, in dem die Kurve eine
Wendetangente hat, hat die 1. Ableitung ein Minimum, die 2. Ableitung den
Wert 0.
Die Uberlegungen von Nr.13 lassen sich in gleicher Weise fiir alle rationalen
ganzen Funktionen 3. Grades

Yy=a,2® +a,2% +a,x +a,
mit positivem Anfangskoeffizienten @, anstellen; ist @, nicht positiv, dann
sind die Abdnderungen leicht zu iibersehen. Wir wollen aber an einem Bei-
spiel zeigen, wie die Dinge liegen, wenn der in Nr.10 erwihnte Sonderfall
eintritt, daB Maximum und Minimum der Kurve zusammenfallen. Es sei die

Funktion 8224 55—3
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vorgelegt. Dann lauten die beiden ersten Ableitungen
Yy =322—6x+3,
y' =6zx—6.
Setzt man die 1. Ableitung 0, so erhilt man hier in der Tat nur eine Wurzel;
325 — 6xm +3=0,
25— 2xm4+1=0,
Tm=1.
Die 2. Ableitung liefert gleichfalls den Wert
Ty=1.

Ist das Zufall? Die Kurve y' =322 —6x 3 stellt eine Parabel dar, die die
2-Achse nicht zweimal schneidet, sondern beriihrt. Der Berithrungspunkt ist
gleichzeitig der Scheitel der Parabel, also ein Minimum. Aus diesem Grunde
muB 3" =0 gleichfalls den Wert z=1 liefern. In diesem Punkte haben wir
eine Wendetargente, die parallel der z-Achse liegt.

15. Die 2. Ableitung leistet fiir die Diskussion der Kurve noch mehr. Wenn wir in
der Umgebung eines Maximums die Anderung der Tangente untersuchen, so
sehen wir, da3 die Steigung abnimmt. wenn der Berithrungspt 1kt sich in der
Richtung der positiven z-Achse bewegt. In der Umgebung eines Minimums
nimmt die Steigung zu. In der Fig.18 ist die Kurve
von — oo iiber das Maximum hin bis zum Wendepunkt
ausgezogen, von dort iiber das Minimum nach + oo
hin gestrichelt. Dem 1.Teil entspricht dex absteigende,
dem 2. der aufsteigende Teil der Parabel, die die 1. Ab-
leitung darstellt (Nr.13). Auch hier ist ausgezogener
und gestrichelter Teil unterschieden. Dem absteigen-
den Teil der Parabel entspricht nun wieder bei der
Geraden, die das Bild der 2.Ableitung ist, der Teil
unterhalb der z-Achse, er ist ausgezogen und damit
von dem gestrichelten Teil oberhalb der z-Achse
unterschieden, der dem aufsteigenden Ast der Parabel
entspricht.

In der Gegend des Minimums hat also die 2. Ableitung
positive, in der Gegend des Maximums negativeWerte.
Das liefert eine brauchbare Regel, um ohne weitere
Untersuchung von Nachbarwerten (Nr.11) zu ent-
scheiden, ob ein Extremwert Maximum oder Minimum ist. Man bildet die
2. Ableitung und setzt den Wert xp ein. Erhilt man einen positiven Wert, so
handelt es sich um ein Minimum, erhélt man einen negativen Wert, so handelt

Fig. 18

20 [2021)
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es sich um ein Maximum. Erhalt man schlieBlich den Wert 0, so tritt ein
Sonderfall ein; bei der rationalen ganzen Funktion 3.Grades kommen wir
dann auf einen Wendepunkt.

16. Wir wollen jetzt unsere Uberlegungen von Nr.13-15 auf rationale ganze Funk-

tionen nten Grades ausdehnen. Es sei vorgelegt die Funktion
Y=0y2" +a,2" 1+t +ap17 +a,

und diese Funktion sei graphisch dargestellt durch die Kurve k. Wir bilden
die 1. Ableitung

¥ =nga" 1+ (n—1a 2" 24+... +ayy.

Die ihr entsprechende Kurve &' hat iiberall da positive Ordinaten, wo das
Bild der gegebenen Funktion steigt, negative, wo & fillt. An den Stellen,
wa k' die 2-Achse schneidet, hat k entweder ein Maximum oder ein Minimum
oder eine zur z-Achse parallele Wendetangente. Ein Maximum tritt auf, wenn
k' die 2-Achse von der positiven zur negativen Seite iibergehend schneidet,
ein Minimum tritt auf, wenn %’ die 2-Achse von der negativen zur positiven
Seite iibergehend schneidet, eine zur z-Achse parallele Wendetangente ist vor-
handen, wenn die z-Achse von &’ so beriithrt wird, daB sie die 2-Achse nicht
schneidet.

Wir nehmen jetzt noch die 2. Ableitung

y'=nn—1a2" 24+ m—1)(n—2)aa" 3+ -+ +2-ap-2
hinzu. Ihr graphisches Bild sei k. Diese Kurve k" spielt jetzt fiir &' die
gleiche Rolle wie &' fiir k. Insbesondere ist ¥’ also positiv, wenn k' steigt,

negativ, wenn &' fillt; k" schneidet oder beriihrt die xz-Achse, wenn %’ ein
Maximum, ein Minimum oder eine zur x-Achse parallele Wendetangente hat.

Daraus folgt zunéchst:

1. Ist an einer Stelle, wo k' die x-Achse schneidet, k’'" negativ, so hat k ein
Maximum, ist &'’ positiv, so hat k ein Minimum.

Um also die Maxima und Minima einer Funktion festzustellen, setzt man die
1. Ableitung 0. Die Werte fiir z, die man dann erhilt, setzt man in die 2. Ab-
leitung ein. Erhilt man fiir einen dieser Werte ein negatives Ergebnis, so
handelt es sich um ein Maximum, erhélt man ein positives Ergebnis, so han-
delt es sich um ein Minimum. Im Fall, in dem auch die 2. Ableitung 0 wird,
bleibt die Sachlage noch unentschieden.

2. Durchsetzt an einer Stelle &' die x-Achse, und zwar ohne sie zur Tangente
zu haben, so hat an dieser Stelle & einen Wendepunkt.

Um also dieWendepunkte einer Funktion festzustellen, setzt man die 2.Ab.
leitung O und untersucht, ob fiir einen solchen Wert auch die 3. Ableitung 0
wird. Ist das nicht der Fall, dann hat man einen Wendepunkt gefunden.
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Den Fall, daB mit der 2. gleichzeitig die 3. Ableitung O werden kann, lassen
wir auBer acht. Es handelt sich dann um Berithrungen héherer Ordnung. Wir
wollen uns in einem solchen Falle mit der Entscheidung auf Grund der Nach-
barwerte begniigen.

Beispiel: Die Funktion

y=2at
hat die Ableitungen ”
y =427,
Y = 1222,
y' =24z,
y@® =24,
y® =0.

Hier werden fiir y=0 die sémtlichen drei ersten Ableitungen 0. Die gra-
phische Darstellung zeigt, dall es sich um ein Minimum handelt, man erhilt
nimlich fiir irgendwelche positiven oder negativen Nachbarwerte von =0
stets fiir y einen positiven Wert. )

§ 8. Gleichungen 3. und nten Grades

Anzahl der Wurzeln einer kubischen Gleichung
1. Eine Qleichung 3.Grades (eine kubische Gleichung) hat die Form
: g 23 -+ a, 2% - ayx + a3 = 0. '

Darin muB a; + 0 vorausgesetzt werden, denn andernfalls wére die Gleichung
nicht wirklich vom 3.Grade. Dividiere ich die Gleichung durch @, und setze

:—‘ =a, :—2 =b, Z—“ =c, dann erhalte ich als Form der Gleichung 3. Grades
0 0 0

(Normalform)

1) xs-l—ax?-l—bx(—l—c:().

Die Wurzeln einer solchen Gleichung 3. Gradeés zu bestimmen, ist gleich-
bedeutend mit der Aufgabe, die Nullstellen der rationalen ganzen Funk-
tion 3.Grades

(2) y=at4az>+bx+c

oder die Schnittpunkte der ihr entsprechenden Kurve mit der z-Achse zu
finden. Da diese Funktion fiir z - —oo den Wert —oo, fiir x - + oo den

Vert +o0o annimmt und dazwischen weder Unstetigkeiten noch Unendlich-
keitsstellen besitzt, hat die Kurve mindestens einen Schnittpunkt mit der
2-Achse, die Funktion mindestens eine Nullstelle. Wir bezeichnen sie mit z,.

20*



64 Leitfaden fiir Arithmetik, Algebra und Analysis

2. Wenn z, eine Wurzel der kubischen Gleichung (1) ist, dann wird

0=a}+aa}+bz +ec.

Subtrahiert man das von der (identischen) Funktionsgleichung (2), so folgt
y=(2*—a}) +a(2® — af) + b(z — zy).

Darin sind die simtlichen Summanden restlos durch (z— ;) teilbar, man

erhdlt y=(z—x)(2®+ 2z, + 2% tazx +ax1$-b).

Die Funktion 1liBt sich also als ein Produkt schreiben, deren einer Faktor

(z — #,) ist, wihrend der andgre quadratisch in = ist.

Ein Produkt wird 0, wenn entweder der eine oder der andere Faktor 0 wird.

Setzen wir den 1.Faktor 0, dann ‘erhalten wir die uns schon bekannte Null-

stelle z; der Funktion. Setzen wir den anderen Faktor 0, so liefert uns das
zwei weitere Nullstellen; wir wollen sie mit z, und z, bezeichnen.

Diese Werte konnen reell oder komplex (und zwar dann konjugiert komplex)
sein. Nach dem Satz von Vieta koénnen wir dem 2.Faktor auch die Gestalt
(x— 2,) - (x — ;) geben.
Wir haben damit folgende Ergebnisse gefunden:
Eine kubische Gleichung hat 3 Wurzeln, und zwar entweder 3 reelle oder
1 reelle und 2 konjugiert komplexe Wurzeln. Sind z,, z, und z, diese Wur-
zeln, dann kann man der so erhaltenen kubischen Gleichung die Form

(z— 3) (@ — ) (x — 25) =0
geben. Kennt man eine Wurzel x; der kubischen Gleichung, so lassen sich die
beiden anderen in der Weise finden, dal man die linke Seite der auf 0 ge-

brachten Gleichung durch (z— =,) dividiert, den quadratischen Ausdruck,
den man dann erhilt, 0 setzt und die Wurzeln der Gleichung bestimmt.

Beispiel: Die Gleichung 2%=1 hat offensichtlich die Wurzel z, =1.
Man erhilt
(2—1):(x—1)=2a2+x+1.

Die Gleichung

2?+r4+1=0
liefert die Wurzeln
1 ¢ 1 -
z=—5+5V3, Ty=—5 —5 V3.

Wir wollen den héufig vorkommenden Wert von 2, mit ¢ bezeichnen, setzen
also

1 .
8=-?+%V§.
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Dann sind also die Wurzeln unserer Gleichﬁng 1, &, €% (Man iiberzeugt sich
durch Rechnung, daB z; das Quadrat von z, ist; vgl. auch § 3, Nr.29.)

8. Zwei rationale ganze Funktionen stimmen nur dann fiir alle Werte der Varia~
blen iiberein, wenn die Koeffizienten gleicher Potenzen der Verinderlichen
itbereinstimmen. Ist namlich etwa

(1) "+ a2 1+ a1z +-an
=byz" + bl‘x“_l 4+ by-1% + ba,
dann ergibt sich, wenn man z=0 einsetzt,
Ay = by
Wenn 2 Funktionen in allen Werten der Variablen iibereinstimmen, dann

stimmen sie auch in den Ableitungen iiberein. Differenziert man beide Seiten
der Gleichung (1) nach z und setzt dann wieder =0, dann erhélt man

ap—-1 = bn_]_ usf.

Wir beseitigen die Produktenform der Gleichung 3. Grades in der Weise, das
wir ausmultiplizieren; dann erhalten wir

Y= — (3 + 2 + %) 8 + (2,2, + 1 25 + 2,%5) T — 2, 2,75,
Vergleichen wir diese Form der Funktion mit der urspriinglichen
y=2a*+aax®+bx+tc,

dann erhalten wir die folgenden Gleichungen zwischen den Wurzeln und den
Koeffizienten einer Gleichung 3.Grades (Saiz von Vieta):

X1+ %2+ x3= —a,
x1 %3+ %153+ x2x3= b,
X1 X9x3= —cC.

Hat eine kubische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizfjnten eine ganzzahlige
Wourzel z,;, 80 muB diese ein Faktor des konstanten Gliedes der Gleichung,
der ganzen Zahl c=—z, - z, %, sein, weil zyz;=2%+ az;+b (vgl. Nr.2)
mit z,, @ und b auch eine ganze Zahl ist.

Um festzustellen, ob eine kubische Gleichung eine ganzzahligze Wurzel hat,
braucht man also nur mit den Faktoren des konstanten Gliedes, und zwar
mit den negativen ebenso wie mit den positiven, die Probe zu machen.

Beispiel: Die Gleichung -

P —4224+24+6=0
kann, wenn sie {iberhaupt eine rationale ganze Wurzel hat, nur eine der fol-
genden Zanlen als Wurzel haben: +1, —1, 42, —2, +3, —3, +6, —86.

Man iiberzeugt sich durch Probieren, da —1 eine Wurzel ist. Die anderen
Wourzeln kann man jetzt auf Grund der Uberlegungen in Nr.2 finden.
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Die reduzierte Form der kubischen Gleichung
Fiihrt man in die Gleichung
2 taxt+bxr+c=0
die neue Unbekannte x, durch die Substitutionsgleichung
T=1xy+m
ein, so erhilt man
(2o +m)® +a(zy +m)® +b(xg+m) +-¢c=0
Man kann jetzt m so bestimmen, daBl in der nach den Potenzen der neuen
Unbekannten geordneten Glelohung das quadratische Glied wegfillt, man
braucht nur
3m+a=
zu setzen und also
m=—%.
Durch die Substitution

a
* —_—
T=% "3

geht also die allgemeine kubische Gleichung in eine Gleichung der Form
2®+pzr+g=0

tiber, wo p und ¢ reelle Zahlen sind und statt , jetzt wieder z geschrieben
ist. Man nennt eine solche Gleichung eine reduzierte kubische Gleichung. Wenn
man in die rationale ganze Funktion

y=2*+ax?+bx+c
eine neue Variable x, mittels der Substitution z=21,— % einfiihrt, so ent-

spricht dieser Transformation geometrisch eine Verschiebung des Koordi-
natensystems, und zwar nach § 7 eine solche Verschiebung, daB der Wende-
punkt der Kurve jetzt auf der y-Achse liegt.

Die Cardanische Formell)
Eine kubische Gleichung sei in der reduzierten Form vorgelegt
2+ pr+g=0 .
Ist ¢=0, dann laBt sich eine Wurzel 2, =0 absondern, und man erhilt fiir

die beiden anderen Wurzeln die Werte z, ="+ V——p, ;= — J— p. Ist hin-
gegen ¢ + 0, aber p=0, so erhilt man als Wurzeln der kubischen Gleichung

8 8 8 —
=Vq, =l —q, =gt J—g¢. Im folgenden setzen wir p = 0 und
¢ + 0 voraus.

) Kann iibergangen werden,



§ 8. Gleichungen 3. und nten Grades 67

Wir setzen den Wurzelwert 2, in der Form
Ty =u+v
an und erhalten dann
w + v+ 3uv(u+v)+putv)+g=0.
Diese Gleichung kann dadurch erfiillt werden, da man
w0 4+g=0
3uv+p=0 setzt.

Aus u3+vs=_q
ps

393 — 2

ucv a7

ergeben sich % und ¢® als Wurzeln der quadratischen Gleichung

3

z2+qz—l—0.

Es ist also —_— - 5
eo-f++E e--1-)5+E
und 3 g —
th= V 2+V4+27' e V”‘%_l/%z"'g_;'
Y ’ o
wee|/=3+)E+5 wme|-4-)E+E.

23 q ¢, P 53 q ¢, 7P
U=e —7+Vz+ﬁ’ U= *?“V{+ﬁ-

Um hieraus z zu erhalten, diirfen wir nicht alle Werte von « und » kombi.
nieren, sondern nur solche, die ein reelles Produkt u - v ergeben. Wir erhalten

also s I
q q® P
o= ]/—? 27'*‘]/__ /I T+&

3

g 9% , P i _4
m=e ||—F+|T+F+e)-5- 4"'27’

3
xs=sgl/—%+l/q +27 +£V 2'— —'+ 27~

Man nennt diese Form der Wurzeln die Cardanische Formel.
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Der Casus irreducibilis?)

8. In den Fillen, wo der Radikand der Quadratwurzel, die Diskriminante, negativ
ist, wird der Radikand der 3.Wurzeln komplex. Wir wollen fiir diesen so-
genannten Casus irreducibilis, der sich nach den Methoden fiir das Radizieren
komplexer GrofSen (§ 3, Nr.28) auch unmittelbar erledigen 1iBt, eine andere
allgemeine Form der Losung ableiten.

Der Casus irreducibilis kann nur eintreten, wenn der Koeffizient des linearen
Gliedes negativ ist (er braucht aber dann nicht immer einzutreten). Wir gehen
deshalb gleich von der Form

»—pr+qg=0
der kubischen Gleichung aus. Wir setzen

3 2
——g—+z %—%=r(costp+zsimp)
und erhalten

B
i
27

z; = r* (cos—+1,sm~) + é(cos v —zsmg)

CosQp =

_1/P.
r=Vyo

Dann wird

(4
x1=2 cos8

Die beiden anderen Wurzeln kann man erhalten, wenn man an die Stelle
von ¢ die Werte ¢ +360° und @ +720° setzt. Dann wird

x3 = 21/%005:Zi3ﬂ 21/%005(% + 120°)
= —2‘/—%‘005 (%- - 60°).

x3 = ZV—cosmm = 21/?005(% + 240°)
= —2V_%_cos(-§- + 60").

Vietascher Wurzelsatz fiir die Gleichungen nten Grades
1. Lme Gleichung nten Grades hat die Form
Aga + A 2+ A2t 2 4o + Apy + An=0.
Darin ist 4,4 0, denn sonst hitten wir es mit einer Gleichung niederen
Grades zu tun. Dividiert man durch 4, und setzt% =a1,—j—: =0y, .y

1) Kann iibergangen werden,
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A, 4, 5 : :
—A—l =an-1, 7 =0n, dann erhilt man als allgeineinste Form der Gleichung

ntgn Grades
1) 2+ a2 b fane1z +an=0.

Die Wurzeln der Gleichung (1) zu bestimmen, ist gleichbedeutend mit der
Aufgabe, die Nullstellen der rationalen ganzen Funktion nten Grades

(2) y=a"+aa" 4.t an1z +an

aufzusuchen. Ist n eine ungerade Zahl, so wird fiir x > — o0 auch y= —oo;
fiir £ - + o0 wird y = +-co (§ 7, Nr.2), die der Funktion entsprechende Kurve
schneidet also mindestens einmal die z-Achse: Es ist mindestens eine reelle
Nullstelle vorhanden. Ist n eine gerade Zahl, so wird sowohl fiir z - —co wie
fiir z - 4 oo der Wert der Funktion y = + o0o. Wir kénnen also nicht schlieBen,
daB mindestens eine Nullstelle vorhanden ist. Ist as eine negative GroBe,
dann nimmt y fiir x=0 einen negativen Wert an: Es sind mindestens zwei
reelle Wurzeln vorhanden. Ist an positiv, so kann man auf diesem Wege die
Existenz einer Nullstelle nicht nachweisen.

Der Fundamentalsatz der Algebra sagt aus, daB jede Gleichung nten Grades (1)
mindestens eine Wurzel besitzt. Das soll nicht heiBlen, daBl immer eine reelle
Wurze! vorhanden ist, es konnen sehr wohl auch nur komplexe Wurzeln vor-
handen sein (z.B. bei der Gleichung 22 +1 ==0). —~ Den Beweis {iir den Funda-
mentalsatz der Algebra kénnen wir hier nicht geben.

Es sei , eine Wurzel der Gleichung nten Grades (1), dann ist also
O0=2alt+aa}t +--+ +ap-12, +an.

Subtrahiert man diese Gleichung von der Funktionsgleichung (2), so folgt
Y= —a}) +ay (2L — &) e b apy (2 — ).

Darin sind siémtliche Summanden durch x— =z, teilbar. Es liBt sich also
die Funktion als Produkt des linearen Ausdrucks (x— ;) und eines zweiten
Ausdrucks darstellen, der in z vom (n—1)ten Grade ist; wir wollen ihn
a* 1 46,2724+« 4+ by_gx + b1 schreiben:

y=(x—z)(@ 1+ b a2 4 s 4 bpgx +bn_i).

Das Ergebnis léBt sich so aussprechen: Ist z, eine Wurzel einer Gleichung
nten Grades, so ist die linke Seite der auf O gebrachten Gleichung restlos
durch (x — ) teilbar.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jetzt die Funktion

h=2""14ba" e H by gx by
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wieder mindestens eine Nullstelle. Eine solche sei #,. Dann ist y, und damit
auch y durch (2 — =,) restlos teilbar. Setzt man das fort, so erhilt man fiir
die Funktion die Produktendarstellung

(3) y=(x—x1)(;'x—xg)-a-(x—x,,_‘) (x — xn)»
Fiir die Gleichung nten Grades folgt hieraus: Eine Gleichung nten Grades hat

n Wurzeln. Dabei ist zu beachten, daB die Wurzelwerte z,, x,, ... nicht alle
verschieden zu sein brauchen. Im iibrigen konnen sie reell oder komplex sein.

. Multipliziert man die Produkte in der Darstellung (3) der Funktion aus, so

erhilt man
y=2a"— (2, + 2y + -+ + Tp_1 + 24) 2!

T+ (2% + 2 25+ - + Tp-12z) 22— 4
+(—1)*xy 2y Xn.
Durch Koeffizientenvergleichung mit der Form (2) der Funktion erhilt man
(vgl. Nr.3, wo auch der besondere Fall der kubischen Gleichung schon er-
ledigt worden ist)
Xt Xt et X+ Xa= —ay,
xyxg+ X1 X3+ 00+ Xy Xn= a3,

X1 X3+ xp=(— 1)"a,.

Wir entnehmen diesem Vietaschen Wurzelsatz das fir die praktische Losung
von Gleichungen wichtige Ergebnis: Hat eine Gleichung nten Grades mit
ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Wurzel ,, so ist diese ein Faktor
des konstanten Gliedes. Aus der Entstehung von b, in Nr.8 folgt nimlich,
daB auBer ay auch by—1 ganzzahlig ist, d.h. a, ist ohne Rest durch #, teilbar.

Komplexe Wurzeln der Gleichung nten Grades

Eine Gleichung nten Grades habe eine nicht reelle Wurzel p; +14g,. Dann ist
(py +tq)" + o (py + ig)" 4o fana (pr+iq) +an=0.

Multipliziert man die Potenzen aus und nimmt alle reellen und alle imaginéiren

Glieder zusammen, dann nimmt die Gleichung die Gestalt P, +1@Q; =0 an,
wo P, und @, reelle GréBen sind. Daraus folgt (§ 3, Nr.10)

P, =0, @=0.
Wir wollen jetzt den Ausdruck
(0 — iq)" + 0y (py — i) + o+ + @1 (py — i) +an
bilden. Multipliziert man ihn aus, so erhilt man P, — ¢Q,, da die Rechnung

genau die gleiche ist wie oben, mit der einzigen Ausnahme, dal + 4 stets
durch — ¢ zu erseizen ist.
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12.

13.

Der Ausdruck wird aber, weil P,=0 und @, =0 ist, selbst 0; mithin ist
(p; — iq,) gleichfalls eine Wurzel der Gleichung.
Die komplexen Wurzeln einer Gleichung nten Grades treten also paarweise
auf; jeder komplexen Wurzel tritt die konjugiert komplexe Zahl zur Seite. -
Eine wesentliche Voraussetzung fiir dieses Ergebnis ist, daB die Koeffizienten
ay, @y, ..., an der Gleichung reelle Zahlen sind.

Angeniiherte Bestimmungen reeller Wurzeln von Gleichungen. Regula falsi

Ls seien z; und x, zwei so gewihlte Werte der unabhingigen Variablen, daB
von den zugehdrigen Werten einer rationalen ganzen Funktion y=f(x), also
f(x,) und f(x,), der eine positiv, der andere negativ ist (Fig. 19). Zwischen
z; und z, liegt eine Nullstelle der Funktion.
Ersetzt man die Kurve zwischen «,, f(2;) und
%y, f(%,) durch die Sekante, die die x-Achse im
Punkte z, schneidet, so hat man nach der Ahn-
lichkeitslehre

@)1 f @] = (2g— 1) 2 (22— ). %%

)
Daraus erhilt man fiic den Niherungswert x, die V
Gleichung ¢

x| - (@ — xy) = | (@) ] - (%9 — 71) —
und daravs ()| 2, + [fa)| 3y
o )+ /=] 7 Fig. 19

Diese Methode heiBt Regula falsi.

Fiir die praktische Benutzung der Regula falsi ist es von Bedeutung, da8 =,
und x, recht nahe der wirklichen Nullstelle liegen. Wenn der Verlauf der
Funktion sich. iibersehen 1iBt, vermeide man, daB zwischen #, und x, noch
ein Maximum oder Minimum liegt.

Die wiederholte Anwendung der Regula falsi gibt die Moglichkeit, die An-
niherung an die Nullstelle immer schirfer zu erreichen.

Die Regula falsi ist nicht auf rationale ganze Funktionen beschrinkt. Es wird
nur vorausgesetzt, daB die Funktion zwischen 2; und =z, keine Unstetig-
keiten besitzt. .

Newtons Niherungsverfahren

Es sei x; ein Wert der Variablen in der Nihe einer Nullstelle der rationalen
ganzen Funktion y=f(x). Im Punkte x,, f(#;) zeichnet man an die Kurve,
die das Bild der Funktion ist, die Tangente. Deren Schnitt mit der z-Achse (%)
gibt dann einen Naherungswert fiir den Nullwert der Funktion. Ist ¢ der
Winkel zwischen Tangente und positiv gerichteter z-Achse, dann ist

=)
et
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*Nun erhalt man tgp, wenn man in die 1. Ableitung von f(x) den Wert 2, der
Variablen einsetzt; wir schreiben das tgg ={f'(x,). Wir erhalten also
f(z)

To = 23— 7(1—1)'
Auch dieses Newtonsche Verfahren ist wiederholt anzuwenden, wenn man
schirfere Annéherung erhalten will. Es ist gleichfalls nicht auf rationale ganze
Funktionen beschriinkt. Das Verfahren versagt u.a., wenn sich zwischen Null-
stelle und Ausgangspunkt noch Maxima oder Minima befinden.

§ 9. Die rationalen gebrochenen Funktionen

[

Verhalten im Endlichen

. Eine rationale gebrochene Funktion hat die Gestalt

= 1@
1) y= 70) ?
wo f(z) und g(x) rationale ganze Funktionen sind. Ist also f(x) vom nten Grade,
g(z) vom mten Grade, so hat die rationale gebrochene Funktion die Form
I R s S T Y
(2) y_box'”+b1x"‘_l+"'+b,,._1-’¢+b.’

wobei a, @y, ..., a, und by, b,, ..., by reelle Zahlen sind.

Die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient zweier rationaler
gebrochener Funktionen sind wieder rationale gebrochene‘Funktionen und
lassen s:ich auf die Form (1) oder (2) bringen.

. Ein Bruch hat den Wert 0, wenn der Zihler 0 wird, wihrend der Nenner

von O verschieden ist, oder wenn der Zahler endlich bleibt, wihrend der
Nenner unendlich wird. Der Bruch hat den Wert oo, wenn der Nenner 0
wird, wihrend der Zihler von O verschieden wird, oder wenn der Adhler un-
endlich wird, withrend der Nenner endlich bleibt.
Man erhilt danach die im Endlichen liegenden Nullstellen der rationalen ge-
brochenen Funktion
f(2)

V=@
wenn man die Nullstellen von f(z) bestimmt und fiir jeden der so erhaltenen
Werte feststellt, obdie Funktion g () einen von O verschiedenen Wert annimmt.

Beispiel: Die Funktion y = :,L_i hat bei x, = — 2 eine Nullstelle.

Man erhilt die im Endlichen liegenden Unendlichkeitsstellen, wenn man die
Nullstellen von g(x) bestimmt und fiir jeden der so erhaltenen Werte fest-
stellt, ob die Funktion f(x) einen von 0 verschiedenen Wert annimmt,
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Beispiel: Die Funktion y = -:—2__‘___—21 hat fiir x;=1 und fiir z,=—1 je eine
Unendlichkeitsstelle.

Es bleiben noch die endlichen Werte der Variablen zu untersuchen, fiir die
gleichzeitig f(x) und g(x) den Wert 0 annimmt. z, sei ein solcher Wert.

Es sei also

Ha))=0; g(z)=0
Dann ist nach § 8, Nr.8 die rationale ganze Funktion f(z) in der Form
fx) = (x — =) f1(2)

darstellbar, wobei f, () eine rationale ganze Funktion ist, deren Grad um 1
niedriger als der von f(z) ist. Das Entsprechende gilt von g(x); es ist etwa

(x) = (z — z;) g, (x).

Zahler und Nenner der rationalen gebrochenen Funktion haben also in diesem
Falle einen gemeinsamen Faktor. Wir heben ihn weg; die Funktion

— f (=)
9:(2)

stimmt mit der urspriinglichen in allen Werten aufler fiir z =z, iiberein.
Wegen der Stetigkeit legen wir auch der urspriinglichen Funktion in z, den
Wert dieser gekiirzten Funktion bei. Sollte sich der Fall wiederholen, da8 die
Funktionen f,(x) und g,(x) fiir irgendeinen Wert von z gleichzeitig ver-
schwinden, so ist ein weiterer gemeinsamer Faktor in Zahler und Nenner vot -
handen, der beseitigt werden kann.

Beispiel: Die Funktion y = a8t sich durch Kiirzen mit (x+1)A

2 + 2z + 1
auf die einfachere Form y = m bringen und hat die Nullstelle z, =1, die
Unendlichkeitsstelle z, = — 1. .

. Die Hochstzahl der Nullstellen einer rationalen gebrochenen Funktion ist
durch den Grad des Zihlers angegeben. Der Zihler kann auch eine Konstante
sein, dann ist keine Nullstelle im Endlichen vorhanden. Fiir die Schnittpunkte
der z-Achse mit dem Kurvenbild der Funktion kommen natiirlich nur die
reellen Nullstellen in Frage.

Die Hochstzahl der Unendlichkeitsstellen einer rationalen gebrochenen Funk-
tion ist durch den Grad des Nenners angegeben. Auch die Unendlichkeits-
stellen kénnen zum Teil oder simtlich komplex werden.

Beispiel: Die Funktion y = —— hat keine Nullstelle und keine reelle Un-
endlichkeitsstelle. :
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4.

Verhalten im Unendlichen

Wir setzen die rationale gebrochene Funktion in der Form

_ Gt a4 ta, 2 4a,
y_boz"'+blx”‘“+'-'+b,,,_lx+b,l

voraus (@ + 0, b, & 0). Wir unterscheiden 3 Fille:

a) Es ist n> m. Wir dividieren Zihler und Nenner durch z™ und erhalten

Qp On
‘zo?‘”_'+“lzn—m—l+"'+zm—1 +z—m
y= .

&y + Ly +a:"‘ 1 +'—‘

Gehen wir hierin zur Grenze - oo iiber, so ergibt sich

lim y = +4oo0,

Z‘—DW
wobei das obere oder untere Vorzeichen zu wihlen ist, je nachdem 2 N posmv
oder negativ ist.
Um den Wert der Funktion fiir # -~ — oo zu untersuchen, unterschelden wir
die Fille
&) n — m ist gerade, dann ist lim y=+4oo,

Z—> -0

B) n— mist ungerade, dann ist lim y = F-o0,
Z—>—00

wobei wieder das obere oder untere Vorzeichen zu wihlen ist, je nachdem 5° b
positiv oder negativ ist.

b) Es sei m>n. Wir dividieren Zihler und Nenner durch #* und erhalten

@y An—1 O
%+‘z‘+"‘+ =1 -I-?
Y= - . T
boa™ " 4 By gm Tl ee xn'”:i +?':.

Gehen wir hierin zur Grenze # - +4-co und zur Grenze # - — oo iiber, so er-
halten wir lim y=0, lim y— 0

z—+ Z—>—00
¢) Es sei schlieflich m =n. Wir dividieren Zahler und Nenner durch 2* = ™
und erhalten’

a, LY
ao+..x.+... pre= 1+_
y: b b .
bt St +—

z Zn—1
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(=

Gehen wir hierin zur Grenze' ¢ - -+ 0o und zur Grenze & + — oo iiber, so er-

halten wir a, a
— % 3 —%
my_bo, hmy—bo.

Z—>—00 z— +00

. Wir setzen jetzt das Ergebnis der analytischen Betrachtung in Nr.4 in die

geometrischen Eigenschaften der Kurve um, die das Bild der rationalen ge-
brochenen Funktion ist.
Im Falle a), bei dem n>m war, erhalten wir eine Kurve, die, je nachdem,

ob n—m gerade oder ungerade ist, und je nach dem Vorzeichen von %"- aus

0
dem positiven oder negativen Unendlichen kommt und in das positive oder
negative Unendliche geht. :

23 .
Beispiel: Die der Funktion y = o entsprechende Kurve kommt aus dem

negativen Unendlichen und geht ins positive Unendliche.

Im Falle b), bei dem m > n war, erhalten wir eine Kurve, die sich nach dem
negativen wie nach dem positiven Unendlichen der 2-Achse anschmiegt, die
z-Achse zur Asymptote hat.

Beispiel: Die der Funktion y= :ﬁ%l entsprechende Kurve.

Im*Falle ¢), bei dem 7 =n war, erhalten wir eine Kurve, die sich nach dem
negativen wie nach dem positiven Unendlichen der Geraden anschmiegt, die

im Abstande % (unter Beriicksichtigung des Vorzeichens) parallel zur z-Achse
B

gezogen wird.

Beispiel: Die der Funktion y = :%: entsprechende Kurve hat die Gerade

y=-+1 zur Asymptote.

Differentiation eines Produktes und eines Quotienten

. Was iiber die Bestimmung der Maxima und Minima, der Wendepunkte und

Wendetangenten bei den rationalen ganzen Funktionen gesagt ist, gilt auch
fiir rationale gebrochene Funktionen. Wir miissen also in der Lage sein, die
Ableitungen rationaler gebrochener Funktionen bilden zu kénnen. Dazu ge-
niigt es, eine Regel fiir die Differentiation eines Quotienten anzugeben. Wir
wollen aber zuvor noch die Differentiation eines Produktes behandeln.

Essel o~ f(2). g(a),

wo f(z) und g(r) differenzierbare Funktionen sind. Dann ist
dy _ [(x)- V(xl)Af(x)'g(I)

P T -z
Ay flr)-g(@) — [ln)-9(x) + (=) - 9(2) — (=) - g(l)
AJ: x, —x

/(III )’1(7)) q(x)+g( fle) = f(= ).

Z, — &
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Geht man beiderseits zur Grenze 4 x — 0 oder z, - z iiber, so erhéilt man

8 —f(=) &' () + g (@) f (2).
7. Es sei

_ 1@
9(z)’

wo f(z) und g(x) differenzierbar sind [z sei so gewihlt, daB g(x) = 0 ist).
Dana ist =) 1@

A4y _gn)  g(x)

dz z, —x

4y _ 1 =) g (@) — g(=y) f(2)

4z g(x)-g(2) n—= !

4y _ 1 @) g(0) — (@) g (x) — g(2) (=) + f(r)a(2)

de g(e) g(2) T, - ’

4y _ 1 R f=z) —f(x) a(zy) — g(2)

5 =i (@ - @ =),

Geht man beiderseits zur Grenze A z - 0 oder x, - & iber, so erhilt man

dy _ g(®)-f (5} —f(x) - &'(x)
dx g(x)? :

8. Wendet man die in Nr.7 entwickelte Regel auf die Funktion

1

—_— -_N —
y=x "=
—nan—1

= (—m e,

an, so erhilt man y'=

L dar . .
Die Regel fiir die Differentiation einer Potenz, 7'%- =na""}, gilt also nicht

nur fiir positive (§ 7, Nr.5), sondern auch fiir negative ganze Exponenten.

§ 10. Algebraische Funktionen

Grundbegriffe und einfachste Sitze

1. Unter algebraischen Operationen versteht man das Addieren, Subtrahieren,
Multiplizieren, Dividieren und das Potenzieren mit rationalen, konstanten
Exponenten. Wenn eine Grofe y aus einer unabhingigen verinderlichen
Grofie = durch eine endliche Anzahl algebraischer Operationen hervorgeht?),
80 nennt man y eine algebraische Funktion von .

Beispiele: 528, (a +bax)*, 278, 1 _'i/;;’ i/x"‘ —a.

1) Auf Fille, in denen efne algebraische Funktion nicht auf diese Weise entsteht. wird hier nicht eingegangen,



#10. Algebraische Funktionen 7

-

1

~

Alle Funktionen, die nicht algebraisch sind, heien transzendente Funktionen
(vgl. §11).

Beispiele: 2%, sinz, Igz.

. Zu jeder Gleichung von der Form y=f(z) kann man sich eine andere Glei-

chung von der Form z =g (y) vorstellen, so dal irgendein Wertepaar (z, y),
das der 1. Gleichung geniigt, auch die 2. Gleichung befriedigt ; vertauscht man
dann in der 2. Gleichung « mit y, so bezeichnet man y= @ () als die inverse
Funktion (Umkehrung) von y = f(x).

Beispiele:
gegebene Funktion l inverse Funktion
y=2t y=1Vz
y=11+22 y=Vz*—1
y=(a+bx)? = @

Die graphischen Bilder einer Funktion und ihrer Umkehrung stehen in einer
sehr einfachen Beziehung zueinander, jedes ist némlich das Spiegeibild des
anderen in bezug auf die Halbierungslinie des 1. und 3. Quadranten der Ko-
ordinatenebene.

Es seien (z,y) und (x+Ax, y+Ay) zwei verschiedene Wertepaare, die
den beiden Gleichungen y = f(«) und z = @ (y) geniigen. Dann gilt die Identitiit
dy 4z _ |
Az Ay '
Geht man hierin vom Differenzenquotienten zum Differentialquotienten iiber,
80 erhilt man
dy . dx

az'ay =1

oder in Worten: Sind zwei Funktionen Umkehrungen voneinander, so ist das
Produkt der beiden Differentialquotienten gleich 1.

Mit Hilfe des soeben bewiesenen Satzes kann man die Giiltigkeit des in § 7,

Nr.5 fiir ganzzahlige Exponenten bewiesenen Satzes auch fiir gebrochene
1

Exponenten nachweisen. Es sei zunichst y=z;, wobei n ganzzahlig ist.

Durch Umkehrung folgt hieraus z=y", also Z—; =ny""1, ferner nach Nr.3

j

x

. dy 1

also dx  ny ' a x T n *

=1

&
R
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6.

Damit ist die in §7, Nr.5 bewiesene Regel zunichst fiir den Fall bewiesen,
daB der Exponent ein Stammbruch ist. Um den Satz auch fiir den Fall zu

beweisen, daBl der Exponent ein Bruch von der Form % ist, stellen wir erst
noch eine allgemeine Betrachtung an.

. Essei y eine differenzierbare Funktion einer Verdnderlichen z, etwa y = f (2), und

z selbst eine differenzierbare Funktion von z, etwa 2= g(z); man sagt dann,
y sei eine Funktion von esner Funktion. LiBt man den Wert von « sich um einen
gewissen Betrag 4 x dndern, so &ndert sich auch z um eine gewisse GroBe A4z
und daher auch y um einen bestimmten Betrag 4 y. Dann gilt die Identitit!)
A_y _ 4y ) Az
dz ~ 4z dz
LaBt man hierin Az und damit auch Az und Ay gegen 0 konvergieren,
so folgt dy dy ds

dx dz dx°

Diesen Satz wenden wir auf den Fall an, daB eine Funktion y=2x" zu diffe-
1

m

renzieren ist. Wir setzen y =2 und z=2". Dann ist nach dem Vorigen

dy - aen alz%)

also dy Y 1 l)m—l
- n

1 —1—-1 m Ln—l
z" = miz® n ="

Damit ist die Regel iiber die Differentiation einer Potenz fiir alle rationalen
Werte des Exponenten bewiesen.

Partielle Differentiationen. Unentwickelte Funktionen

Ist z=f(x, y) eine Funktion von 2 Verinderlichen # und y, so mu8 man ver-
schiedene Arten der Differentiation unterscheiden. Zum Beispiel kann man y
als konstant ansehen und z nur nach x differenzieren oder andererseits z als
konstant betrachten und die Differentiation nur nach y ausfithren. Solche
Differentiation nach einer der beiden Verinderlichen heilt partielle Differen.
tiation, ihr Ergebnis partieller Differentialquotient nach x oder nach y. Um dies
auch in duBerlich erkennbarer Schreibweise anzudeuten, benutzt man fiir
partielle Differentiation ein rundes § im Gegensatz zu dem geraden d der
,stotalen‘ Differentialquotienten. Man schreibt also

af(x:y)= limf(z"‘Axyy)_”x)y)

0z 420 dz
und 21(@,8) _ jy 0y +40) ~ f(2,9)
dy 4y—0 4y :

1) Die Moglichkelt, daB 4z =0 wird, lassen wir auBer acht; sie 138t sich als ,ungefahrlich* erwefsen.
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In der Funktion z=/(z, y) seien jetzt z, y selbst wieder Funktionen einer
Veriénderlichen ; es soll angegeben werden, wie man den (totalen) Differen-
tialquotienten von z nach % findet. Wir beschéftigen uns zunichst mit dem
Differenzenquotienten. So wie zu dem Werte  die Werte , y,-z gehéren, so
mogen zu einem von ihm verschiedenen Werte u, die Werte z,, y;, 2, ge-
héren. Dann ist

—z  Heny) — =9 _ fm, o) — ey + Hx ) — fln, )

U —u U —u %, — U
__ Nz w) — 2, 91) z—x+ffx,y1)—f(z,y) By
- 5 — uy h—Y U —u’

Beéim Grenziibergang erfordert nur der erste der 4 rechtsstehenden Quotienten
einige Uberlegung; dieser Quotient hat ndmlich denselben Grenzwert wie der

— . ., Oflz,

Quotient l_@_,%z(x,y) , d.h. sein Grenzwert ist _fax_xy_) .
Aowid g: _ dftay) _ ofmy) 4z oitny) dy
du du 9z du dy du”

8. Fiir unsere Untersuchungen kommt von dem soeben bewiesenen Satze haupt-
siichlich der Sonderfall z=0 und #==2 in Betracht. Dann erfiillen also z
und y dauernd die Gleichung f(x, ) =0, und y ist eine sogenannte unent-
wickelte Funktion von %, d.h. eine Funktion, deren Abhingigkeit von  nicht
durch einen geschlossenen Ausdruck, sondern eben durch die Gleichung
f(z, y) =0 festgelegt ist. In diesem Falle erscheint der in Nr.7 bewiesene Satz

in der Form f (,5)
of(z,y) , dflz,y) dy dy _ dx
0="0 t75oy & N &gy
. dy
Beispiel: Aus der Ellipsengleichung

b2x? -+ a2y — ath? =0
folgt sofort dy o

dz iyt
Geometrische Anwendungen. Kriimmung

9. An die Kurve y=/{(x) seien in zweien ihrer Punkte (2, 3;) und (z,, ¥,) die
Normalen gelegt. (Unter Normale versteht man die auf einer Tangente in
ihrem Beriihrungspunkte errichtete Senkrechte.) Der Schnittpunkt der beiden
Normalen habe die Koordinaten (X,, Y,). Es soll untersucht werden, welche
Grenzwerte X, und Y, annehmen, wenn sich der Punkt (z,, y,) dem Punkte
(%,, ¥,) unbegrenzt néhert. Die Gleichungen der beiden Normalen lauten

x —x Ty —
(1) Y—h= ly; ’ y“.’/z:zT;"

22 [2021]
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10.

wobei y; (sprich ,,y-Strich, 1“) und y; die Richtungen der in den beiden
Kurvenpunkten gelegten Tangenten bedeuten; die Bildung dieser Ausdriicke
ist so gemeint, daB zuniichst y* gebildet und dann in den Ausdruck fir y' an
Stelle von z der Wert &, bzw. z, eingesetzt wird. Da fir den Schnittpunkt
(X,, ¥,) der beiden Normalen die beiden Gleichungen (1) gleichzeitig gelten,
so folgt aus jhnen durch Subtraktion

z— X, . S X,
Ys A

Y1— Y=

und hieraus durch einfache Umformung

X, — z:1"/9—9;2‘/14‘?/1!!2\( — ¥,)
1= yl .

Addiert und subtrahiert man im Zahler das Glied =, %, so wird

Yilm— o)+ @ —y) Y .7/2
Z'h - .7/1

X, =2 —

oder, wenn man Zihler und Nenner durch z, — z, dividiert,

Yo— U

i+ ="yl

X —g — 270 "

= .
1= ¥ — %
Ty — 2y

Geht man hierin von den Differenzenquotienten zu den Differentialquotienten
tiber, wobei ¥, = ;, Y= ¥:, Y2 = ¥] wird, so erhilt man

o+ 9@
(2a) X =z, —= V7
1
Setzt man dies in die erste der Gleichungen (1) ein, so wird
1+ y®
(2D) Y=y, + —y;:_l‘

Die so bestimmte Grenzlage des Punktes (X, Y,;) heiBt Krimmungsmittel-
punkt.

Aus den in (2) angegebenen Werten kann man ohne weiteres ablesen, daBl der
Kriimmungsmittelpunkt (X, ¥,) vom Kurvenpunkte (z,, %,) die Entfernung
Ry

R, =
1 P

hat. Diese Entfernﬁng heiBt Krimmungsradius, ihr Kehrwert, heiBt Krim-
mung. Der Kreis, dessen Mittelpunkt (X;, ¥;) und dessen Radius R, ist,
heiBt Krimmungskreis. LiBt man den Index 1 der einfacheren Schreibweise
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wegen jetzt wieder fort, so hat man also als Ergebnis, daB der Kriimmungs-
mittelpunkt (X, Y) und der Kriimmungsradius R fiir den Kurvenpunkt (x, y)
bestimmt werden durch die Gleichungen

R = ra +y’2)8.

_ . Q+yYy _ 1452
X=x ——'y,, > Y—-y+ v y

’
An den vorstehenden Ausdriicken ist bemerkenswert, dal %'’ im Nenner auf-
tritt; wird also bei einem (im Endlichen gelegenen) Kurvenpunkte y’ =0, so
wird der Kriimmungsradius unendlich gro8 und umgekehrt. Diese Punkte, in
denen die Kriimmung der Kurve verschwindet, sind uns schon in § 7, Nr.13
begegnet ; es sind die Wendepunkte der Kurve.

§11. Transzendente Funktionen

i

Die trigonometrischen Funktionen

Nullstellen. Unendlichkeitsstellen

. Als MaB des Winkels benutzt man auch die Linge des Bogens im Einheits-

kreis, der den Winkel zum Zentriwinkel hat. Es entspricht also dem Winkel
360° der Bogen 27, und allgemein ist
27
P =360 *
wobei ¢ die BogenmaBzahl eines beliebigen Winkels und & die GradmaBzahl

desselben Winkels ist. Wir setzen im folgenden immer voraus, da die Winkel
im Bogenmall gemessen sind.

Die Stnusfunktion hat unendlich viele Nullstellen. Sie nimmt den Wert 0 fiir -
z=mnm an, wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist.

Die Kosinusfunktion hat unendlich viele Nullstellen. Sie nimmt den Wert O

2 1 . s . :
fir x = n2+ 7 an, wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist.

Die Tangensfunktion hat unendlich viele Nullstellen und unendlich viele Un-
endlichkeitsstellen. Die Nullstellen liegen bei z =nx, die Unendlichkeitsstellen

. 2 1 . o, . .
bei = n2+ 7, wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist.

Die Kotangensfunktion hat unendlich viele Nullstellen und unendlich viele Un-
endlichkeitsstellen. Die Nullstellen liegen bei z = %ﬂﬂ, die Unendlich-
keitsstellen bei 2 = nsw, wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist.
Sinusfunktion und Kosinusfunktion haben die Periode 27, Tangensfunktion

und Kotangensfunktion die Periode z.

22+
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Ableitung

. In der Fig.20 sei X BMC=2, MB=MC=r, dann ist MA=r. cosz,

AB=r-.sinz, DC=r.tgx. Wir setzen voraus, dal der Winkel z positiv
und spitz ist. Der Flicheninhalt des Kreisausschnit- D
tes BMC liegt seiner GroBe nach zwischen den Drei-
ecksflichen BMA und DMC. Man erhilt also die Un-
gleichung

r.cosz-r-sing _r*z _r-r-tgz
— 5 <7 <73 >
s 72 sinz
und wenn man durch den positiven Wert 3 M
dividiert,
1
cosz < —

sinz < cosz

Geht man in dieser Ungleichung zur Grenze z— 0 iiber, so wird lim Q::—x in
die Grenzen -1 und +1 eingeschlossen; es ist also =0

x

—_—=1
z—0 smx
und deshalb auch
lim 522 1,
z—0 z

Diese Tatsache kommt an der Sinuskurve darin zum Ausdruck, daB sich die
Kurve in der Gegend der Nullstelle wie die Gerade y=x verhilt, d. h. die
z-Achse unter einem Winkel von 45° schneidet.

Wir kénnen nun mit Hilfe des in Nr. 2 hergeleiteten Grenzwertes die Ab-
leitungen der trigonometrischen Funktionen bilden. Es sei

y=sinz,
dann ist ntz | 3 —2x . T—
. : - cos -sin gin 2.
Ay _ sing, —sinz 2 2 4+ 2
—_— = = = COo8 .
dz z—2 o — 2 &5 —z

2
Geht man hier zur Grenze A4 z— 0 oder «; - x iiber, dann erhélt man unter
Beriicksichtigung des Ergebnisses von Nr.2

dy
E = COo8Zx.

Es ist also

rr e CosSxe
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4. In gleicher Weise konnen wir die Ableitung von

Y = cosx
finden. Es ist o —a nta
. —_9 gn A% 1
4y __ cosz —cosz 2 sin 2 sin 2
dz = z—z 2 —a
sinB %
s Ttz 2
= —sinS5—. ——,
2 T —
2
Geht man hierin zur Grenze 4 x> 0 oder z; - z fiber, 8o erhilt man
deosx —ginx
dx °

5. Die Ableitungen von y=tgz und y=ctgx lassen sich nach der Regel von
der Differentiation eings Quotienten finden. Es ist

sinz

y=tgz = osz’
z_i_y_ cos’z + sin’z
dz cos’z ’
mithin digs _ 1
dx . cos’x
oder
d tg x

- =1+ tg2x.

Ebenso liefert die Differentiation von

_ __cosz dy _ —sin’z — cos’z
y=°oBr=gn & smz
also detgx _ —1
dx  sinZx
oder det
Z:x = —1-—ectglx.

Die zyklometrischen Funktionen
6. Man definiert die zyklometrische Funktion
y=arcsinz

als Umkehrung der Funktion z=siny. Die beiden zwischen zwei Werten £
und y, bestehenden Gleichungen

Yo =arcsinz, und z,=siny,

sind also gieichbedeutend.
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7.

Man erhilt (nach § 10, Nr.2) die zu einer Kurve inverse Kurve, indem man
die Kurve an der Winkelhalbierenden y = x des Koordinatensystems spiegelt.
Fig. 21 zeigt den Verlauf der arc sin-

Kurve. N
Die Funktion y =arcsinz hat reelle N
Werte nur zwischen +1 und —1. ¥ Ka p

Sie ist unendlich vieldeutig, d. h.
zu einem Werte von 2 gehéren un-
endlich viele Werte der Funktion.

"o
2

Die zyklometrische Funktion 4 “5in 2

Y = arccosx N

wird definiert als die Umkehrung
der Funktion y = cosz. Die arccos- £
Kurve entsteht aus der arcsin-
Kurve durch eine reine Verschie-

bung um % in der Richtung der

negativen y-Achse.
Die zyklometrischen Funktionen

Fig. 21

y=arctgr wund y=arcctgz

werden definiert als Umkehrungen der Funktionen y=tgz und y=ctgz.
Fig. 22 zeigt den Verlauf der arctg-Kurve. Auch diese Funktionen sind un-
endlich vieldeutig, man er-
hilt zu jedem positiven Ll 1]
oder negativen Wert von = % E/
unendlich viele Werte der J ,
Funktion, die sich um /’ ’
ganze Vielfache von =
unterscheiden.

1%

82

Um die Ableitungen der I T T
zyklometrischen Funktio- —
nen zu bilden, gehen wir
von der Differentiations-

Ha

N
K|

regel fiir inverse Funktio- s 7 / 4
nen aus (§ 10, Nr.3) . ¢
%". gﬁ —1., /[
y Fig. 22
Es ist darcsing 1 1
., dz  dsiny  cosy

dy
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Fiihrt man fiir cosy den Wert ¥1 —sin2y ein und setzt £ =siny, so erhilt

man daresinx 1
dx - ¥1— a2 :

Wir haben uns dabei, um Vieldeutigkeit zu vermeiden, auf das Kurvenstiick
n

vom Punkt (—1 , — 7) bis zum Punkt (1, %) beschrankt.
Es ist

darccosz 1 —1
de ~ dcosy  siny’
dy

und wenn man siny durch }1—cos*y ersetzt und darin wieder z=cosy
einfiihrt,

darceosx _ —1
dx yI—a?.

Auch hier haben wir uns mit Riicksicht auf die Vieldeutigkeit auf ein Stiick
der Kurve, und zwar von (1, 0) bis (—1, ) beschrinkt.

Unsere Ergebnisse gestatten aber die Angabe der Lage der Tangente auch fiir
beliebige andere Stiicke der Kurve.

8. Es ist daretge 1 1
dx  dtgy  l+tgly’
dy
within darctgx 1
) dz 1+ a2°
Ebenso erhalten wir
darcetgz 1~ —1
dz~ detgy  l4ctg?y’
dy
mithin darcetgx _  —1
dx  1-a2°
Die logarithmische Funktion
9. Um den Differentialquotienten der Funktion y =log# zu bilden, schreiben wir

den Differenzenquotienten
Ay _ f(z) — [(z)

dx z —z

in der Form"
4y __ fz+da) —{(@)
Az Az :

Im Falle der logarithmischen Funktion wird
Az
Ay _ flog(z + dz) — “logz __ log (] + —x_)

4z Az - A4z
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10.

11.

Wir setzen nun 4z = -2 und haben dann spiter statt des Grenziiberganges

Az~ 0 den anderen n - co vorzunehmen. x soll nicht den Wert co annehmen.

Dann ist . (1 1 1oz (14 1
wufi o), woalied
29 _ lim 2= fim— "
n—00 z n—oc b
n
dy 1ia]
7 = lmlog[(1+ 2]
Man setzt

wobei freilich noch die Frage zu erledigen ist, ob dieser Grenzwert endhch
und bestimmt ist. Dann erhalten wir
d"logx
dx

“loge .

Man kann auf elementarem Wege, indem man etwa der Zahl n sehr grofle
Werte beilegt, Naherungswerte fiir e berechnen. Es ergibt sich

e =2"7182818284...
Von besonderer Bedeutung sind aufler den uns vom 7.-9.Schuljahr her be-
kannten Logarithmen mit der Basis 10, die man statt Ylogz einfacher lgz
schreibt, die Logarithmen, deren Basis e ist. Man nennt sie die natirlichen
Logarithmen und schreibt sie In. Da

Ine=1
ist, ergibt sich némlich bei dieser Basis der Differentialquotient in besonders
einfacher Form:

dinx _ 1

dx = °
Es sei z=Inzx,.
also =€t

Dann erhilt man durch Logarithmieren dieser Gleichung (Basis 10)
lgx=Inx-Ige,

lex

also (1) Inx =ize*

Diese Gleichung zeigt uns, wie wir aus den uns durch die Tabellen bekannten
dekadischen Logarithmen die natiirlichen Logarithmen berechnen konnen.
Wir entnehmen der Gleichung insbesondere die Beziehung

o= .
Ige
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12.

Wir werden § 12, Nr.25 ein Verfahren zur unmittelbaren Berechnung der
natiirlichen Logarithmen kennenlernen. Die dekadischen Logarithmen lassen
sich dann umgekehrt aus den natiirlichen gewinnen. Um das einzusehen, geht
man aus von dem Ansatz

z=lgz,
also z =10,

Dann erhiilt man durch Logarithmieren dieser Gleichung (Basis e)
Inz =1gz-Inl0,
In

x
also (2) Igx = TR

Setzen wir hier #=e, so erhalten wir die mit der eben schon abgeleiteten
identische Formel

1
m .
Wir wollen nun auch noch die Frage beantworten, wie man den Logarithmus
eines Systems mit der beliebigen Basis @ aus den Logarithmen eines Systems
mit der Basis b findet. Ist '

lge =

z2="logz,

also T =a®,

so ergibt sich durch Logarithmieren (Basis b)
blog z = %logz - Ylog a,

1 - _ blogx
mithin (3) elogx = Poga "

Diese Gleichung, von der (1) und (2) besondere Fille sind, vermittelt den
Ubergang von einem Logarithmensystem zu einem beliebigen anderen.
Die Exponentialfunktion

Um die Ableitung der Funktion y=a® zu bilden, benutzen wir wieder die
Umkehrung dieser Funktion, y = *logz. Es ist

dy_ 1 _ v
dz dlogy = doge’
dy
also dax ' a* o1
Ti—; = "_IOF =a*.lna,
denn nach (1) ist
_ ‘loga 1

Ina = =

sloge ~ cloge °
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Ist insbesondere a =e, so wird
dex
dx ¢
Die 1. Ableitung von e (und damit auch jede folgende) wird wieder gleich e®.

§12. Unendliche Reihen. Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen

1.

3.

Die Summe unendlicher Reihen

Zahlenfolgen, deten Gliederzahl unendlich groB ist, heilen unendlich. Wir
setzen die Glieder im allgemeinen reell voraus. Summen von Zahlenfolgen
nennt man Reihen. Da sich nicht alle Glieder einer unendlichen Folge oder
Reihe hinschreiben lassen, muBl das Bildungsgesetz der Glieder bekannt sein.

Beispiel: Das nte Glied der geometrischen Reihe a 4-aq+ag®+ag®+---
hat die Form ag™?! (vgl. § 2, Nr.3).
Das nte Glied einer Folge heilt auch das allgemeine Glied.

. Es sei s, die Summe der » ersten Glieder einer unendlichen Zéhler;folge. Wir

wollen dann den Ausdruck lim s, untersuchen. 3 Fille sind moglich:

n—-0oo
1. Der Grenzausdruck 148t sich {iberhaupt nicht auswerten, er ist unbestimmt.
Beispiel: Die Rethe 1—1+1—141—1+ —... liefert fiir s,, je nachdem n
ungerade oder gerade ist, den Wert 41 oder 0. Ein Grenzwert von s, fiir
n - oo ist also nicht vorhanden.

2. Der Grenzausdruck hat einen bestimmten, endlichen Wert s. Man sagt in
diesem Falle, die Reihe ist konvergent; s heillt ihre Summe.

Beispiel: Die Reihe % 4 25 4 5 4+ hat zur Summe den Wert .
3. Der Grenzausdruck hat zwar einen bestimmien, aber unendlich grofen Wert.
Die Reihe nennt man in diesem Falle divergent.

Beispiel: Divergent ist die Reihe der positiven ganzen Zahlen oder auch eine
Reihe, deren siimtliche Glieder den gleichen konstanten Wert @ haben.

Wir erinnern an ein uns schon von friiher (§ 2, Nr.10) her bekanntes Beispiel
einer unendlichen Reihe, auf das wir im folgenden zuriickgreifen miissen (Nr.6).
Die Summe der n ersten Glieder der geometrischen Reike -

at+agtagd+--Fagtt 4.

. q"— 1 _ 1— /il

=0 —y =0y .

Um festzustellen, unter welchen Umsténden die geometrische Reihe konver-
giert, ist lim s, zu untersuchen. Die Ausfithrungen in § 2, Nr.10 haben ge-

n—oc

zeigt: Die unendliche geometrische Reihe konvergiert, wenn der Quotient g

ist
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zwischen +1 und —1 liegt, sie divergiert, wenn der Quotient den Wert 1 hat
oder groBer als 1 ist, sie ist unbestimmt, wenn der Quotient den Wert —1
hat oder kleiner als —1 ist.

. Es sei eine Reihe mit lauter positiven Gliedern
1) a +ay+as+---
vorgelegt. AuBerdem sei von einer 2. Reihe mit lauter positiven Gliedern
(2) by +by +b;+ -
bekannt, einmal, daf} sie konvergiert, und weiter, daB fiir jedes n
bn = an

ist. Dann konvergiert auch die 1.Reihe. Denn wenn ich schrittweise die
Glieder b durch die entsprechenden Glieder a ersetze, so verkleinert sich da-
durch der positive endliche Wert der Summe (2) oder bleibt héchstens un-
verindert; er bleibt jedenfalls endlich. Die Reihe (1) konvergiert also gleich-
falls. Ein entsprechender Satz gilt iiber die Divergenz der Reihen und liBt
sich durch eine &hnliche Uberlegung beweisen: Es sei eine Reihe mit lauter
positiven Gliedern

ay +a,+a; 4
vorgelegt. Von einer 2. Reihe aus lauter positiven Gliedern

b1 +b2+b'z+
sei bekannt, daB sie divergiert und daB fiir jedes n

by < an
ist. Dann divergiert auch die 1.Reihe.

Wir wollen die Ergebnisse von Nr.4 anwenden auf die Untersuchung der kar-
monischen Reihe

M T ST
Wir vergleichen die Reihe mit der unendlichen Reihe
@ TR TS LS S

Diese letztere Reihe divergiert, denn wenn ich nacheinander das 1., dann die
2 folgenden, dann die 4 folgenden, dann die 8 folgenden usf. Glieder zu-
sammenfasse, so erhalte ich eine Reihe aus lauter Gliedern }. Diese Reihe
divergiert, alsc auch die Reihe (2). Da aber jedes Glied der Reihe (2) kleiner,
hochstens gleich dem entsprechenden Gliede der Reihe (1) ist, divergiert auch
die Reihe (1).

Die harmonische Reihe ist ein Beispiel dafiir, daB die Glieder einer Reihe sehr
wohl dauernd abnehmen konnen, ja daB sie gegen O konvergieren kénnen,
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ohne daB die Reihe selbst konvergiert. Es geniigt also nicht zum Nachweis
der Konvergenz einer Reihe, dal die Glieder sich mit wachsendem n der
Null beliebig nahern.

Konvergenzkriterien

. Fiir die Untersuchung der Konvergenz einer Reihe ist eine endliche Anzahl

zu Anfang stehender Glieder nicht von Belang. Man wisse von einer unend-
lichen Reihe mit lauter positiven Gliedern

0] o +aytagt--,

daB von einem endlichen 7 ab der Quotient

1
u+1

kleiner als eine angebbare

Zahl ¢ ist und daB diese Zahl ¢ kleiner als 1 1st Es ist also (g als eine be-
stimmte positive, nicht verdnderliche Zahl vorausgesetzt)

[P
o 4

Onts3
An 41

<q

Ant3
Cn 2

Aus der Folge dieser Ungleichungen li8t sich eine andere Folge von Un.
gleichungen ableiten:

U1 <<C8p-4q,

Ani2 <an- g%,

Unis <an- g,

Ersetzt man nun in der vorgelegten Reihe (1) von an4+1 an die Glieder durch
die gréBeren Werte, die diese Ungleichungen angeben, dann geht die Reihe (1)
iiber in die Reihe

@) o taytag+-+an g +ang® +ang+---

Kann man noch nachweisen, daf} diese Reihe konvergiert, so konvergiert nach
Nr.4 erst recht die Reihe (1). Die Vergleichsreihe (2) hat aber die Summe

O+ @yt gyl

denn es handelt sich vom nten Gliede an um eine unendliche geometrische
Reihe, die wegen ¢ << 1 konvergiert.

Wir kénnen der Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe mit lauter posi-
tiven Gliedern, die wir damit gefunden haben, auch die Form geben:



§ 12, Unendliche Reihen. it von Funktionen in Potenzreihen 91

Konvergenzkriterium. Eine 'unendlwhe Reihe mit lauter positiven Gliedern
konvergiert, wenn

an 41

lim === <1 1st.

n-»®
7. Die in Nr. 6 entwickelte Bedingung ist hinreichend, d.h. wenn sie erfiillt ist,
konvergiert die Reihe; sie ist aber nicht notwendig, d.h. wenn sie nicht erfiillt
ist, konnte die Reihe doch noch konvergieren.
Der Grenzwert der Quotienten zweier aufeinanderfolgenden Glieder sei grofer
als 1. Dann 1aBt sich also » so angeben, daB von a, an der Quotient Int1

grofer bleibt als eine Zahl ¢, die wieder groBer als 1 ist. Dann kann man in
ahnlicher Weise wie in Nr.6 die Reihe mit einer vom nten Gliede an geo-
metrischen Reihe vergleichen, deren Glieder jeweils kleiner werden als die
entsprechenden der urspriinglichen Reihe, die dann aber divergiert. Erst recht
divergiert mithin nach den Uberlegungen in Nr.4 die vorgelegte Reihe. Wir
haben damit gefunden:
Divergenzkriterium. Eine Reihe mit lauter positiven Gliedern divergiert, wenn
lim ﬂn+1

n—>®

>1 st

Auch dieses Kriterium ist kein notwendiges, sondern nur hinreichend. Es

bleibt nidmlich, sofern lim Zntr uberhaupt existiert!), als 3. Moglichkeit noch
die, daB noo

lim 241 =

n—sco 9n
wird. In diesem Falle 148t sich aus dem Kriterium nicht ersehen, ob die Reihe
konvergiert oder ob sie divergiert.

Ein Beispiel zeige, daB eine splche Reihe tatsichlich konvergieren kann, daf

On+1

also. wirklich hm <1 keine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz

ist. Das allgemeine Glied der Reihe

1 1 1 . 1

Tetsatsset " ® @G-y
es ist also

lim "+ — lim 2n(2n — 1) —1.

nsoo @n now' 2+ 1) (20 + 2)

In+1
1) Auch wenn lim +

nicht existiert, kann die Reihe konvergieren, wie z.B. dle Rethe 3- 41 4 1
n—® 2 8

+ 34+ %+ X 4. zeigt, dle durch Vertauschung von Nachbargliedern aus 1 + 1+dsdsent

: . Int1 P 1 a,
standen ist und konvergiert, obwohl a h 2 und - hselt, lim
existiert. » Liad ]

! also nicht




92

Leitfaden [ir Arithmetik, Algebra und Analysis

DaB die Reihe konvergiert, sieht man auf Grund des gleich in Nr. 8 abzu-

- o . 1 1
lgltend.en Kntenumsr. ein, wenn man En—T1)2x durch o1 o, ersetzt,
die Reihe also schreibt

l—d+d—d+i—d+—-

Diese Reihe konvergiert.

Man hat auch fiir diesen Fall eine Anzahl immer schirfer werdender Kon-
vergenzkriterien entwickelt; auch sie.sind aber alle nur hinreichend, nicht
notwendig. Fiir unsere Zwecke geniigt das in Nr.6 entwickelte Kriterium.

. Neben den Reihen mit positiven Gliedern sind die alternierenden Reihen von

Wichtigkeit, bei denen die Vorzeichen der Glieder abwechseln. Es sei die Reihe
@ —ay a3 —a,+—- (=1 ap +- -

vorgelegt, wo nun a,, @,, ... positive und von einem endlichen Gliede an
stiindig abnehmende Zahlen sind. In diesem Falle lautet ein hinreichendes
Konvergenzkriterium fir die alternierende Reihe
lim e, = 0.
n—>0

Diese Gleichung laBt sich auch so aussprechen: Die Differenz zweier auf-
einanderfolgender Glieder (vgl. § 1, Nr.2) ist von einem endlichen Gliede n
an immer eine negative GroBe, der Ausdruck an —as+1 also stets positiv. Es
sei 8, die Summe der = ersten Glieder, also s,—1 die Summe der n —1 ersten
Glieder. Dann ist die unendliche Reihe

Sn—1 + (@n ~ An+1) + (@n42 — Qnts) -+ -,

wenn 7 iiberdies so gewéhlt ist — man kann das immer so einrichten —, daB ay,
gerade ein Glied mit positivem Vorzeichen ist, entweder konvergent oder
positiv unendlich.

Andererseits a8t sich die Reihe auch schreiben:
Sn = (@n+1 — Gn+2) — (Ants — Anga) — -+ <y

ihre Summe also ist kleiner als die endliche Zahl s,1!). Mithin ist die Reihe
konvergent.

Bemerkung : Wir haben hier zwei aufeinanderfolgende Glieder der Reihe zu-
sammengefa3t. Das gibt AnlaB zu der Bemerkung, dafl es nicht ohne weiteres
erlaubt ist, nicht aufeinanderfolgende Glieder einer konvergenten Reihe zu-
sammenzufassen. Das fiir eine endliche Gliederanzahl giiltige kommutative
Gesetz der Rechenoperationen 1. Stufe gilt nicht fiir alle unendlichen Reihen.

1) Ein strenger Bewels dafiir, daB eine ,beschrinkte** Reihe mit lauter positiven Gliedern konvergiert, ist
hier iibergangen,
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Beispiel: Die Reihe
e ST
ist nach dem soeben entwickelten Konvergenzkriterium konvergent. Die

Summe liegt zwischen 4 und 1, ist also jedenfalls von O verschieden. Wiirde
man auf die Reihe ohne weiteres das kommutative Gesetz anwenden und sie

sobrelbel y (14§ b+ ) —@HE i+,

so konnte man weiter folgern .

s=(+i+t+ )+ E+i+E+ ) —20+1+E+0)
=43+ttt )= +b+i+i4)=0.
Dieses Beispiel zeigt also schon die Unrichtigkeit eines solchen Verfahrens.

Man nennt Reihen, bei denen die Reihenfolge der Glieder geiindert werden
darf, unbedingt konvergente Reihen. Es sind beispielsweise die Reihen mit lauter
positiven Gliedern stets, wenn sie konvergent sind, auch unbedingt konvergent.

. Nicht selten 1iBt sich auch bei einer alternierenden Reihe
a—ay+a,—a, +—---
der Nachweis sehr leicht erbringen, dafl

1) lim 224!

fn—-00 an
ist. Dann folgt zunichst, daB (nach Nr.6) die Reihe mit lauter positiven
Gliedern

a,+ay+a;+a, -

konvergiert. Damit das moglich ist, miissen die Glieder gegen 0 konvergieren,
d.h. es ist
@) lim a5 = 0.

fi—>x
AuBlerdem folgt aus der Bedingung (1), daB die Glieder mit wachsendem,
geniigend groBem n immer kleiner werden. Wenn das aber der Fall ist, kon-
vergiert die alternierende Reihe (Nr.8).
WeiB man von einer Reihe

@ +a+agt+agt---

nicht, ob sie lauter positive oder lauter negative Glieder besitzt oder ob sie
alternierend ist, kann aber nachweisen, da8

On41

lim <1

n—00

ist, dann ist die Reihe jedenfalls konvergent.
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10.

11.

Potenzreihen
Eine Reihe der Form

@y + 0,2 a2+ agad oo fan oo

nennt man eine Potenzreihe, genauer eine nach positiven ganzen Potenzen der
Verinderlichen fortschreitende Reihe. Eine solche Reihe ist als bekarnt an-
zusehen, wenn man das Bildungsgesetz der Koeffizienten a,, a,, a,, ... kennt.
Die unendliche Potenzreihe wird zu einer endlichen, wenn von einem end-
lichen Gliede a,2® an alle folgenden Koeffizienten an+1, @ni2, ... den Wert 0
haben.
Die Frage nach der Konvergenz einer unendlichen Potenzreihe liuft hier auf
die Untersuchung hinaus, fiir welche Werte der Variablen z die Reihe kon-
vergiert. Dabei sind die in Nr.6 bis 9 entwickelten Konvergenzkriterien in
Anwendung zu bringen.
Wir wollen eine beliebige Funktion f(z) durch eine zuniichst endliche Potenz-
reihe anndhern. Wir setzen sie mit unbestimmten Koeffizienten a,, a;, a,,
ceey Gp 80
(1) @ () =@y + 0,2 4 a2 4+ -+ J-an2™.
Die Niherungsfunktion ¢, () sei so beschaffen, daB fiir 2 =0 die gegebene
Funktion f(z) und ¢, (x) selbst sowie die ersten n Ableitungen iiberein-
stimmen. Eine erste notwendige Voraussetzung ist also, daB f(x) jeden-
falls mmal differenzicrbar ist, eine zweite, daB f(z) und ihre n Ab-
leitungen f (), f' (%), ..., ™ () fiir =0 bestimmte endliche Werte haben.
Man bezeichnet diese Werte mit f(0), f' (0), £ (0), ... f™(0).
Setzt man in (1) den Wert =0 ein, so folgt, da ¢,(0) =f(0) sein soll,

a, = {(0).
Differenziert man die identische Beziehung (1),

On(@) =0, + 20,2 + 8a;2% ++++ +nayz" Y,
und setzt wieder z=0, so folgt, da g}, (0) =1’ (0) sein soll,

1

a4y = T .
Differenziert man die Beziehung ein zweites Mal,

Pn(@y=1-2a,+2.3a,% + 3 4a,2% 4+ + (n — 1)na,a™%,
und setzt wieder =0, so folgt, da ¢/, (0)=/"(0) sein soll,

re Y
FO=1-2-a; a=L.
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Durch fortschreitendes Differenzieren erhilt man weiter

Pl =1-2-3 a; a=0C0,
j(")(O)._l 2.3 ... (n—1yn- ap; a,,=’i':T(l9l.

So nimmt die Néherungsfunktion ¢, (x) von f(x) die Gestalt an
. ’ 0 m(Q
gule) =10) + [P 0 + L a2 g 4 L0,

Unter den angegebenen Bedingungen ist die Néherungsfunktion stets ein-
deutig zu finden.

12. Wir wollen eine Anwendung der in Nr.11 abgeleiteten Formel auf eine ratio-

nale ganze Funktion -machen. Die Funktion f(z)=(l+4 )" ist vom nten
Grade. Die bis zur nten Potenz fortschreitende Niherungsfunktion g, (x) ist
also in diesem Falle mit der Funktion f(z) gleichbedeutend. Die Néherungs-
funktion liefert uns also einen Ausdruck, der uns schon als binomischer Satz
in §5, Nr.16 entgegengetreten ist. Es ist

@) =@ + 2 1O =1.
@) =n + 2 F(©O)=n
F(@) = n(n— (1 + 22 1) =nin—1).

[@=nm—1)n—2)1 +2" % f70)=n@®—1)(n—2).

f™@)=nmn—1)...2-1; fM0) =nn—1)...2-1
Mithin ist
U S T U TV

Q42 =14nx+" 57”ﬁ+"““3“—4ﬁ+nn+xm

n(n — l) -1

13. Die Differenz von f(x) und ¢, (x) bezeichnet man als Restglied Ry+1(z). s

ist also

Bnr1(2) = f(2) — @a(2).
Die hiernach aus Nr.11 folgende Gleichung
flx) = f(O)-}-f (U] +f‘)(10) 22 e +f("‘(0) 24 Ruyr (%)

heiBt die Mac Laurinsche Formel.

Ersetzt man in genau der gleichen Weise wie in Nr.11 die Funktion f(z-ta),
wo a eine Konstante ist, durch eine Niherungsfunktion

@n(x) =0y + a2 +a,2? 4+« 4-ana”®,
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14.

so erhilt man, wenn wieder vorausgesetzt wird, daB f(x +a) nmal differen-
zierbar ist und daB die Funktion und ihre » Ableitungen fiir # =0 endliche
bestimmte Werte f(a), f (a), ..., f* (a) annehmen,

’ {a) (m)
gul@) = (@) + 1 o + 150 02 o 10D g,
Venn auch hier durch die Gleichung
Rpyi(x) = f(z + a) — g, (2)
Cas Restglied eingefiihrt wird, erhilt man
(n)
Jl‘(x =f(a) + (ﬂ) PR G (a) 22 oo +L7l_§ﬂ. 2"+ Roy1(x).

Diese Gleichung heifit die Taylorsche Formel. Die Taylorsche Formel niihert
ie Funktion an der Stelle # =a an, die MacLaurinsche an der Stelle x=0.
Die Taylorsche geht in die MacLaurinsche Formel iiber, wenn man a=0
setzt.

Es liegt nahe, zu untersuchen, was aus der MacLaurinschen und der Taylor-
schen Formel wird, wenn man zur Grenze n - o iibergeht. Aus der Nihe-
rungsfunktion wird dann eine unendliche Potenzreihe, wenn wir von dem
Falle einer rationalen ganzen Funktion absehen. Wir miissen folgende Vor-
aussetzungen machen:

1. Die Funktion f(x) muB fiir den Bereich, fiir den die Entwicklung in eine
Potenzreihe gelten soll, iiberall einen bestimmten, endlichen Wert haben;

2. die Funktion f(z) muf} beliebig oft differenzierbar sein;

3. auch die simtlichen Ableitungen miissen fiir den Bereich, fiir den die Ent-
wicklung gelten soll, endliche, bestimmte Werte haben;

4. aber muB
Iim R, =0

n—cc

sein. Trifft alles das zu, dann ist

M feta=f@+5Ra+L2a
und im besonderen Fall ¢ =0
) F@ =0 +5R e+ L0 2y

(1) nennt man die Taylorsche, (2) die Mac Laurinsche Reihe.

Davon, ob die Bedingungen (1) bis (3) erfiillt sind, werden wir uns in jedem
Falle, der uns begegnet, an der Hand unserer Kenntnis von der Funktion
und ihren Ableitungen iiberzeugen koénnen. Schwieriger liegt es mit der Be-
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15.

dingung (4). Man braucht hier geschlossene Ausdriicke fiir das Restglied, in
denen man den Grenziibergang vornehmen kann. Es gibt verschiedene Formen
solcher Restgliedausdriicke. Wir sehen aber hier von Restglieduntersuchungen
ab und beschrinken uns darauf, in den einzelnen Fillen die Konvergenz der
Potenzreihen nachzuweisen. An und fiir sich wére es moglich, da8 das Rest-
glied, obwohl die Reihe konvergiert, in der Grenze nicht verschwindet. Es
muB die Bemerkung geniigen, daf} dieser miBliche Fall bei den Funktionen,
die wir hier in Reihen entwickeln, nicht eintritt.

Die binomische Reihe

Wir haben in Nr.12 fiir (14 )", wo n eine ganze positive Zahl ist, eine end-
liche Potenzreihe entwickelt. Wir stellen jetzt die gleiche Untersuchung fiir
den Fall an, daB3 » keine positive ganze, aber doch eine rationale Zahl ist. Es
ist ebenso wie in Nr.12
@)=+ H0)=1;

f (@) =nd+2% f©0)=n;

['@=nm—-11+2"2% [0 =nn-1);
fB(r)=nn—1)---(n—k+1)A +2)" ¥ PDO)=nn—1).-- - (n—k-+1);
wobei aber jetzt die Reihe der Ableitungen nicht abbricht. Mithin ist nach
der MacLaurinschen Reihe

(1+x),.:l+nx+n(nz!—l)xz_}_n(n--;)!(n—2)xs+_“

+n(n—l)(n—2k)!u~(n—k+ Dm"-}—

Xy

Wir hatten friiher (§5, Nr.17) das Symbol (2‘) durch die Gleichung

(Z) =n(n-— 1)--];!(n—k+l)

definiert, wobei seinerzeit n als positive ganze Zahl vorausgesetzt war. Be-
halten wir diese Definition bei, auch wenn n irgendeine rationale Zahl ist,
dann erhalten wir die

binomische Reihe
A+ x)"=1+ (,l')x+ (;)xs—{— (g)xa-i-u-
23 [2021)
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16. Um den Konvergenzbereich der Reihe festzustellen, bestimmen wir

| im nin—1)-. (n—k+ 1) z*(k — 1)!
Foool B | gl m—1)--(n—k+2)2F 1 k!
. — k41
— lim "("__lz
koo k !

Die Reihe konvergiert also, wenn |x| <1 st, mit anderen Worten, wenn x zwi-
schen +1 und —1 liegt.
Sinus- und Kosinusreihe

17. Um f(x) =sinz in eine Potenzreihe zu entwickeln, stellen wir die Folge der
Ableitungen auf:

f(z) =sinx; f(0)=0
f'(z) = cosx; f0)=1,
f'(x) = —sinz; f'(0)=0

f"' (x) = —cosx; 70y =—
f (x) = sinz; @0y =0,
fiE () =sinx; 490y =0,
f4*+D (z) = cos x; feEED0) =1,
/(4k+2)(1;) = —sin x; f(u+2)(0) 0
f(“ k+38) (x) = —cusx; f(4k+3) (Q)

Also lautet die

Stnusreihe

sinx=x—.—:z!-+;y ot (=1 (2u )'+

18. Um den Konvergenzbereich der Sinusreihe festzustellen, bestimmen wir

z2nt1 . (29 — 1)! . z*

(2n - 1)1a2n1 = lim 2n(2u — 1) =0,

lim | &8 | = 4

n—>00

" n-—>oC n—00

solange z endlich ist. Die Sinusreihe konvergiert also fiir alle endlichen Werte
von .

19. Fiir die Entwicklung von f(z) = cosx geniigt ein Blick auf die Folge der Ab-
leitungen in Nr.17. Man erhilt die
Kosinusreihe . o)

R (e 2
esx=1—gyt+qg—+- o+ D" Tgaoput—

Die Konvergenzuntersuchung fithrt in gleicher Weise wie in Nr.18 zu dem
Ergebnis, daB die Kosinusreihe fiir alle endlichen Werte von z konvergiert.



§ 12, Unendliche Reihen. von Funktionan in Potenzreihen 99

20.

Die Arcustangensreihe und die Berechnung von =

Um f(x) =aretgz in eine Potenzreihe zu entwickeln, stellen wir zuniichst die
Folge der Ableitungen auf:
f(z) =arctgz; f(0)=0,
1 ’
@) =177 FO) =1,
” 2 12
I'@ =y 'O=0
_2@8z—1)

" (x) =@’ £7'(0) =—2;

so kommen wir sehr bald auf verwickelte Ausdriicke. Wir wollen deshalb ein
anderes Verfahren einschlagen. Es sei
arctgr = a, & + a, 22 + @28 =4+« +;

daB namlich das konstante Glied fortfallt, folgt aus arctg0=0. Durch Diffe-
renzieren (vgl. aber unten!) erhiilt man gliedweise
1
1+ 2 =0y + 20,2 + 3a32% + -+
Setzt man links fiir den Ausdruck (1 +?)~! die binomische Reihe ein, so
erhilt man

1)+ (3) e+ (3) o0+ =t 200 4 3aat 4o

Durch Koeffizientenvergleichung, d.h. dadurch, da man die Koeffizienten
gleicher Potenzen von z gleich setzt (vgl. weiter unten), erhilt man, wenn

man beachtet, dall (:l) =1, (—2]) =41, (_3]) =1, ... ist,
=1, =0, a=-%, =0, a=+%,...

Damit erhalten wir die

Arcustangensreihe

Pakian

arctgx:x—-’;—a-+x —_ e (— 1)u+ 1+__.

Zu der Herleitung sind zwei Bemerkungen zu machen. Wir sind auf diesem
kurzen Wege zum Ziel gekommen auf Kosten zweier Rechenverfahren, deren
Berechtigung wir nicht bewiesen haben. Einmal haben wir die Potenzreihe
gliedweise differenziert und damit einen nur fiir eine endliche Anzahl von
Summanden (in § 7, Nr.7) bewiesenen Satz auf eine unendliche Anzahl von
Summanden ausgedehnt. Den Beweis, dall das gestattet ist, miissen wir hier
iibergehen. Das zweite ist die in §7 bereits fiir eine endliche Anzahl von
Gliedern benutzte Methode der Koeffizientenvergleichung. Thre Giiltigkeit

23
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21.

22.

auch bei Potenzreihen 1aBt sich auf den eben erwihnten Satz zuriickfiihren,
Es gelte in einem gewissen Konvergenzbereich, der =0 einschlieBt, die
identische Gleichung

ao+a1x+a2x2+---=b0+blx+b2x2+...,

dann ist @y=0b,, weil die Gleichung auch fiir =0 gilt. Differenziert man
einmal und setzt wieder =0, so folgt a, =b,; differenziert man zweimal, so
folgt @, =05, usf.

Um den Konvergenzbereich der Arcustangensreihe zu bestimmen, unter-
suchen wir
. a 28+l (2n — 1
lim |2 = 3 (—_m; = a2
n—sool n n—»oo( n+1)-a

Die Reihe konvergiert also, wenn % <(1 ist, d.h. wenn x zwischen +1 und
—1 liegt. Fir x =41 und z=—1 konvergiert die Reihe ebenfalls.

Da arctgl = % ist, brauchte man nur x=1 in die Arcustangensreihe einzu-

getzen, um Z— und damit 7 zu erhalten. Die Reihe, die man erhélt, konvergiert

aber sehr schlecht, d. h. man miiBite auBerordentlich viele Glieder bestimmen,
um einen auch nur einigermafBen genauen Wert zu erhalten.

Um schneller konvergierende Reihen zu erhalten, kann man ein Verfahren
einschlagen, das wir an einem besonders schnell zum Ziele fithrenden Fall
zeigen wollen. Es sei

tgu=4%, also wu=arctg},

dann ist
2tgu &
tg2u=l—tg"u_ﬁ
und
_ 2wy _ 120,
v =105y — 119’
weiter sei
t v—i als v—arctoL'
8V =339 0 P=AlClgogg;
dann ist
_ tgdu—tgy N _
tg(4“_”)—f—"—+tg4u~tgv— , alfo 4u—v=arctgl.

Hier mag eine Bemerkung eingeschaltet werden. Es ist nicht bloBer Zufall,
daB tg(4u —v)=1 ist, vielmehr ist, nachdem tgu =} angesetzt worden ist,
der Wert von tgv gerade so gewihlt worden, dal diese Gleichung tg(4u —v)
=1 erfiillt wird. — Es wird nun

7 1 1
= arctgl = 4arctg-g—arctg§§§,



§ 12, Unendliche Reihen. 7 g von Funkti in P ih 101

und wenn man fiir die arctg-Funktionen die Reihen einsetzt:

n 1 1 1 1 1

=tE-wetra—t )~ lm—gmst—)-
Diese Reihen konvergieren rasch und geben schon mit wenigen Gliedern sehr
genaue Néherungswerte von 7.

Die Exponentialreihe

23. Um die Funktion f(z) =¢® in eine Reihe zu entwickeln, wenden wir wieder
unsere alte Methode an. Es ist

f(z)=e"; f0)=¢" =1,
fmy=e5  fO)=1,
(@) =e, I"'(O) = 1,

s e,
So erhalten wir die
Exponentialreihe
DTS AP o L N
Zur Feststellung des Konvergenzbereiches untersuchen wir

z*{n —1)!
n!an-1

Ontl x

n—oc

Hm

n—>00

= lim

n—00

=0,

solange z endlich ist. Die Reihe konvergiert also fiir alle endlichen z. Setzt
man in die Reihe den Wert =1 ein, so erhiilt man mit

e=1+ 14 g+ gr gy o
eine recht gut konvergierende Reihe zur Berechnung von e.
24.In éleicher Weise entwickelt man die Funktion f(z) =a" .2 eine Reihe. Es ist
(=) = a%; j0)=a’=1,
f () =1na.a®; f (0) = Ina,
f'(x) =In%a-a®; f’(0)=Ina,

{®(z) = In*a - a®; f(")(O) In*a,
und so erhiilt man die Reihe
1 1
@=1+"z+ 2"‘ P45 LTI

Auch diese Reihe konvergiert fiir alle endlichen Werte von z; man erkennt
dies durch eine &hnliche Uberlegung wie in Nr.23.
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Die logarithmische Reihe

25. Die Funktion Inz ist ein Beispiel dafiir, daB sich nicht jede Funktion im An-
schluf an den Wert, den sie fiir # =0 annimmt, in eine Rethe entwickeln 148t.
Inz nimmt nimlich fir =0 den Wert —occ an. Wir wollen die Funktion
f(x)=In(142) in eine Reihe entwickeln, kionnten ebensogut aber auch
In(2 + «) oder In(3 4- ) usf. entwickeln.

Es ist
flx) = ln(l+x); f(0)=0
f(x)= m—(1+x)“; fo=1,
@)= (11422 f(0)y=-1,
@) =(=(=2)1+ 273 £7(0) = +21,

f® () = (—=1)(=2) - (= k+1)(1+2)7%; fB(0) = (—1)* ! (k—1)1
Mithin erhalten wir die

logarithmische Reihe
22 | a3

In(l4+x)==x— ,+?—4+—...

Um den Konvergenzbereich zu ermitteln, untersuchen wir

artl.p

(4 1)- 2

nt1
An

= lim

n—oc

lim
"—00

| ==,

Die Reihe konvergiert also, wenn z zwischen +1 und —1 liegt. Ubrigens
konvergiert die Reihe auch noch fiir = 4-1, divergiert aber fiir 2=—1 (vgl.
Nr.5 und 8).

“lo, . .
26. Da Inm=-, g - ist, wie man aus der Formel (3) in §11 erhilt, wenn mau
a {ir b, e fur a, m fiir z setzt, so ist
%logm = “loge - Inm,

und man kann - obwohl das nichts Neues aussagt - fiir ®*log(1 4+ z) die Reihe
binschreiben

adog(l 4 =) :aloge(x-g-;-%s_ +...);
sie hat naturgemil den gleichen Konvergenzbereich, wie die in Nr. 25 her-
geleitete Reihe.

27. Die in Nr.25 hergeleitete logarithmische Reihe ist zur Berechnung von Log-
erithmen, selbst wenn dié Numeri in der Néhe von 1 legen, nicht geeignet,
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da sie schlecht konvergiert. Man gewinnt eine besser konvergierende Reihe
auf folgende Weise. Es ist

4

ml+a=z—5+3 -2+ ...,
In(l—2)=—2—5 —5—F— —-»

Subtrahiert man die zweite Reihe von der ersten und beachtet, da3

1-+2
l1—2

Inl42) —In(l —z)=In

ist, dann erhilt man

RESTR S 2% 208

Fithrt man hier die neue Variable z durch die Substitutionsgleichung

=1tz

# 11—z

ein, so erhiilt man, da

z2—1

zT= T wird,
w2521 5 (S )

Diese Reihe ist zur Berechnung von Logarithmen, deren Numeri in der Nihe
von 1 liegen, sehr gut geeignet. Man denke iibrigens nicht, dafl man in ihr
eine Potenzreihe fiir Inx gewonnen habe, deren Moglichkeit wir oben (Nr.25)
cbgeleugnet hatten. Die Reihe schreitet gar nicht nach Potenzen von z fort.

§ 13. Integralrechnung

Das unbestimmte Integral

1. Es seien f(x) und g(«) zwei Funktionen, von denen g(x) differenzierbar ist.
Dann schreibt man

M [i@)dz=g()
[gelesen Integral f(x) dz], wenn
@) U@ _ f(z)

ist. Die Integration ist also die Umkehrung der Differentiation,

Geometrisch entspricht daher der Integration die Aufgabe, eine Funktion zu
suchen, von der man fiir jeden Punkt die Richtung (der Tangente) kennt.
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2. Da zwei Funktionen g(x) und g(z)4c, die sich nur um eine Konstante ¢
unterscheiden, den gleichen Differentialquotienten haben, so ist das Integral
einer Funktion nur bis auf eine Konstante bestimmt. An Stelle von (1) in
Nr.1 erhalten wir also genauer

[i@dz=g(@) +e,

wo ¢ eine beliebige (reelle) Konstante ist.

Um die geometrische Bedeutung dieser Tatsache zu erkennen, verschieben
wir irgendeine Kurve mit der Gleichung y=g(z) in Richtung der positiven
y-Achse um die Strecke ¢. Die neue Kurve hat die Gleichung y=g(x) +c.
Beide Kurven haben aber fiir gleiche Abszissen die gleiche Steigung. Denn fiir
irgendeinen Wert x haben beide den gleichen Differentialquotienten [wofern
g(z) iberhaupt differenzierbar ist]. Wenn also die Steigung einer Kurve ge-
geben ist, so ist die Kurve selbst dadurch bis auf eine Konstante bestimmt,
xn+1

3.Esist(1) x"dx=n+—1+c,
1
d 9 dn+1__ »
enn (2) e =

In dieser Formel kann » irgendein rationaler Wert sein, mit einziger Aus.
nahme des Wertes n =—1. In diesem Falle ist nimlich die Formel (2) nicht
richtig (vgl. Nr.7).

4. Es ist
(1) fat(@)dz=af}z)dz,

wenn a eine Konstante, | eine integrierbare Funktion ist. Man darf also einen
konstanten Faktor vor das Integralzeichen ziehen. Von der Richtigkeit iiber.
zeugt man sich durch Differentiation.

Es ist

@) [(@ +g@)dz=[fz)dz +[g(z)dz,

wenn f(z) und g(z) integrierbare Funktionen sind; man integriert also eine
Summe, indem man die Summanden einzeln integriert und sie dann addiert.
Wieder iiberzeugt man sich von der Richtigkeit durch Anwendung der ent-
sprechenden Differentiationsregel.

Wir haben jetzt die Moglichkeit, jede rationale ganze Funktion zu integrieren,
Es ist

n+1 z

f(z"+alx"—1-|—... + Apo1 X+ ay)dr = — +a17l- Jeoee

n+1
x?
+ w15+ ax+c.
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b. Setzt man die Ditferentiationsformeln der trigonometrischen Funktionen

(1) i%?:cosx; 2) d;(;”=—sinx;
dtga 1 | detge =1
G “dz  costz’ ) dz ~ sin’z
in Integrationsformeln um, so erhilt man
1) fcosxdx:sinx+c,
(2) fsinxdx:—cosx+c,
023 dx —
© fm =tgx 4+ ¢,
dx
(4) fﬁ?;:—ctgx-{-c.

6. Setzt man die Differentiationsformeln der zyklometrischen Funktioner

darcsin z 1, darccosz _  —1
M dze ji—#’ @) de  ~ I—&
darctgz 1 d arcctg z —1
3 —_— = H —_— =
@) da 1+ 22 &) dz 1+ 2

in Integrationsformeln um, so erhilt man

d .
1,2 _[H—x§= aresinx -4 ¢ = —areeosx + ¢
— X

3,4 f%=arctgx+c=—arcctgx+c.

“ly

DaB man fiir jedes der beiden Integrale zwei
scheinbar verschiedene Losungen erhdlt, ist nur
so zu erklidren, daB sich beide Losungsfunktionen
nur durch Konstanten unterscheiden. In Fig. 23 \
ist z. B. der in Frage kommende Teil der Kurve i ex
y=arcsinz ausgezogen. Der entsprechende Teil
der Kurve y=arccos® ist punktiert, der ent- K
sprechende Teil der Kurve y=—arccosz ge- ,
strichelt gezeichnet. Man sieht, daB ausgezogene .
und gestrichelte Kurven durch eine Verschiebung

I
iy

in der Richtung der y-Achse (um %) ineinander
iibergehen. Fig. 23
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7. Setzt man die Differentiationsformeln der Exponentialfunktion und der log-
arithmischen Funktion

(1) ==

(2) %—a" na;
dinz 1

®) Tz oz

in Integrationsformeln um, so erhilt man

(1) e*dx = e* 4 ¢;
(2) a"dx:ili:-;-—i—c;
(3) d—}—lnx—[—c.

Das bestimmte Integral und der Flicheninhalt

8. Wir wollen die allgemeine Aufgabe l6sen, das Flichenstiick zu bestimmen,
das von einer Kurve mit der Funktionalgleichung y=/(x), der z-Achse und
zwel Ordinaten £ =a und =5 begrenzt wird. Wir fiithren die Rechnung zu-
niichst fiir einen einfachen Fall durch: Die Fliche werde von der Parabel
y=ka?, der z-Achse und der Ordinate z=a begrenzt.

Wir teilen das Flichenstiick in n gleich breite Streifen parallel der y-Achse.
Der Streifen wird ersetzt durch ein Rechteck von der Hohe der kleineren
Grenzordinate, die ganze Fliche damit also durch ein ganz im Innern der
urspriinglichen Fliche liegendes stufenférmiges Flichenstiick. Alle Rechtecke

haben die Breite % , die Hohe des ersten ist 0, die des zweiten & ;_)z’ die
des dritten % (27&)2, die des vierten k (?%\)2, die des letzten k(@)z,

Das stufenférmige Flichenstiick hat also den Flicheninhalt

o= 0 ()7 (2) 4R () (2) 4 R (522 (2),
fn=k%z—(lz+22+32+...+(n_1)2).

" Fir die Summe der Quadrate kann man nach §1, Nr.15 das Produkt
$n(n+1)(2n 1) schreiben. Es ist also

@*n(n +1) 2n + l)
b=k g
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10.

Man erhilt nun die gewiinschte Fliche, wenn man in diesem Ausdruck zur
Grenze n — oo iibergeht. Dann wird
ka®
f=%-
Zum gleichen Grenzwert wire man gekommen, wenn man die Fliche durch
dasjenige stufenformige Flichenstiick ersetzt hitte, das aus Rechtecken. von

jeweils der grofleren Grenzordinate als Hohe gebildet wird, das also das
Fliichenstiick f ganz umschlieBt.

Die Fliache erscheint also hier als Grenzwert einer Summe von Produkten,
den man kurz durch

f=Ilm 3 f(z)d=z

n—>00

andeuten kann, wenn Az die Breite der Streifen ist, withrend f(z) jeweils
die zugehorige Hohe liefert.

Die wirkliche Auswertung dieses Grenzausdruckes wird aber nicht immer so
leicht moglich sein wie in dem vorliegenden Falle.

. Die Flache, die von der Kurve y=/f(x), der z-Achse, der festen Ordinate

x==p und einer verinderlichen Ordinate 2 begrenzt wird, ist eine Funktion
dieser verdinderlichen Ordinate x. Wenn wir diese Funktion mit F(x) be-
zeichnen, so wird F(x+ A4x) die Fliche sein, deren verinderliche Grenz-
ordinate um Az in Richtung der positiven z-Achse verschoben ist. Der
Streifen, um den F(x+ A4 x) den Wert F(x) iibertrifft, ist angendhert ein
Rechteck von der Breite Az und der Hohe f(2). Es ist also

F(x+A2)—F(x)~ Az f(z).

Dividiert man durch A z und geht zur Grenze A4 x —+ 0 ither, dann tritt links
der Differentialquotient von F (x) nach der Variablen z auf; es wird

F (z) = {(=).
Nach Nr.1, 2 kann ich diese Gleichung umschreiben in die Gleichung

f/(z)dx =F(z) +e¢.

Die in Nr.9 hergeleitete Beziehung zwischen der Kurve y={f(z) und dem
Flicheninhalt y =F(z) liBt ganz auBler acht, daB der Flicheninhalt von einer
festen Ordinate x==p an gerechnet werden soll. Die Folge ist das Auftreten
der unbestimmten Konstanten ¢. Wenn der Flicheninhalt von irgendeiner
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11.

ganz beliebigen Ordinate x=p an bis zur beliebigen Ordinate z gerechnet
wird, so erhalte ich, wenn ich diese Grenzen am Integral andeute,

[i@dz=F(@) +¢
?

[gelesen Integral von p bis x f(x) d«], wo jetzt ¢, eine Konstante ist, deren
Wert sich danach bestimmt, wie die Konstante in der Funktion F (x) gewihlt
ist. Es ist dann

b

[H@dz=F@) +¢
und 7a
ff(x)dx =F(a) +¢,.
?

Mithin ist das von @ bis b erstreckte Integral, das dem von z=a bis x=5
erstreckten Flichenstiick entspricht,

b
[i@dz=F@®)—F@).

Man nennt ein solches Integral, bei dem die Grenzen angegeben sind, ein be-
sttmmies Integral. Bei ihm fehlt die beliebige Konstante, die beim unbestimmiten
Integral auftritt.

Das bestimmte Integral liefert stets einen konstanten Wert, der positiv oder
negativ sein kann, Der Flicheninhalt erhilt damit gleichfalls ein Vorzeichen.
Insbesondere ist, wie aus Nr.10 zu ersehen ist,

b

ff(x)dx =—ff(z)dx.
a b

Kommt das Vorzeichen des Flicheninhaltes nicht in Frage, so ist der absolute
Wert des Integrals zu nehmen; dabei ist unter Umstiéinden das Flichenstiick
in Teilstiicke zu zerlegen, die verschiedenes Vorzeichen haben. Allgemein ist
b c b
Jt@ de = [z)da + [f(2) da.
a a <

Beispiel: f cose dz=0; handelt es sich um den absoluten Wert der Fliche, so
n 0

3 P
ist f cosz dxr= 41 und f cosx dz=—1 getrennt zu berechnen. Der absolute
0 n

Wert der Flache ist 2. ®
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§ 14. Funktionen komplexer Veriinderlicher

Die lineare ganze Funktion

1. Es sei zunéichst die Funktion Z=z4-¢ vorgelegt, wo z die komplexe unab-
hingige Verinderliche, c=a + b4 eine komplexe Konstante ist. Dann stellt
sich auch die abhingige Verénderliche Z als komplexe Zahl X +4Y dar. Die
durch die Funktion gegebene Abhingigkeit stellen wir uns in der Weise vor,
daf} wir eine komplexe z-Ebene und eine komplexe Z-Ebene betrachten. Dann
ist jedem Punkte der z-Ebene eindeutig ein Punkt der Z-Ebene zugeordnet,
und zwar besteht zwischen einem Punkte z, -7y, der z-Ebene und dem ihm
entsprechenden Punkte X;+-iY, der Z-Ebene die Beziehung X,=z,+a,
Y, =19, +b. Legt man die Z-Ebene so auf die z-Ebene, dal die X-Achse auf
die z-Achse, die Y-Achse auf die y-Achse fillt, dann kann man die durch die
Funktion Z=z--c¢ gegebene Beziehung durch eine Abbildung der z-Ebene
auf die Z-Ebene darstellen, die eine Verschiebung um @ in Richtung der reellen,
um b in Richtung der imagindren Achse bedeutet, mit anderen Worten um
eine Verschiebung, die durch den Vektor ¢ bestimmt ist.

2. Bei der durch die Funktion Z=2--¢ bewirkten Abbildung werden Strecken
in gleich lange Strecken, Winkel in gleich grofe Winkel, also z.B. Dreiecke
in kongruente Dreiecke iibergefiihrt.

8. In der Funktion Z=e, z sei ¢, =cosa +isina, d.h. eine komplexe Zahl mit
dem absoluten Werte 1. Um die durch diese Funktion gegebene Abbildung
kennenzulernen, stellen wir unabhéingige und abhéngige Veranderliche in tri-
gonometrischer Form dar. Dann ist

R(cos®P+isin®P) = (cosa +isina) - 7(cosp + ¢ sing)
oder nach dem Satz von Moivre
R(cos® +isin®) = r(cos (p + a) + isin (p + o)),

d.h. es ist R=r, ® =g 4 a. Irgendein Punkt der z-Ebene wird also durch
einen Punkt der Z-Ebene dargestellt, der gleichen Radiusvektor, aber ein um «
vermehrtes Argument hat. Mit anderen Worten: Die Abbildung stellt sich als
eine Drehung um den Winkel « dar.

4. Bei der durch die Funktion Z = ¢, 2, wobei | e, | = 1ist, bewirkten Abbildung
werden Strecken in gleich lange Strecken, Winkel in gleich groBe Winkel,
Dreiecke in kongruente Dreiecke iibergefiihrt.

5. In der Funktion Z =az sei @ eine reelle Zahl. Dann erhilt man bei Trennung
der reellen und imaginiren Teile die Bezichungen X =axz, ¥ =ay. Die durch
die Funktion bewirkte Abbildung stellt sich danach, sofern @ positiv ist, als
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10.

eine Streckung imn Verhiltnis 1:a dar, bei der der Nullpunkt unverindert
bleibt. Ist @ negativ, so kommt noch eine Spiegelung jedes Punktes am Null-
punkt hinzu.

. Bei der durch die Funktion Z=az bewirkten Abbildung werden Strecken im

Verhiiltnis 1: |a| vergroBert bzw. verkleinert, Winkel in gleich groBe Winkel
iibergefithrt und Dreiecke in &hnliche Dreiecke transformiert. Man spricht
deshalb auch von einer Ahnlichkeitstransformation.

. Die durch eine allgemeine lineare Funktion Z =¢,z 4, einer komplexen Ver-

#nderlichen gegebene Abbildung der z-Ebene auf die Z-Ebene li3t sich durch
Zusammensetzung der bisher behandelten Transformationen: Verschiebung,
Drehung, Streckung gewinnen. Es sei ¢, =r,(cosg, +% sing,), dann liefert
Z=r,-2 eine Streckung, Z=(cosgp, 41 sing,)z eine Drehung, Z=c¢,z also
eine Drehstreckung. Die Konstante c,==a, 4 b,¢ fiigt noch eine Verschiebung

‘hinzu. Die Streckung erfolgt im Verhiltnis 1: 7, die Drehung um den Win.

kel g,, dic Verschiebung um a, in Richtung der reellen, um b, in Richtung der
imaginéiren Achse. Die durch die lineare. ganze Funktion bewirkte Abbildung
ist hiernach eine Ahnlichkeitstransformation, die im Falle |¢,|=1 in eine
Kongruenztransformation iibergeht.

. Transformationen bilden eine Gruppe, wenn zwei nacheinander ausgefiihrte

Transformationen durch eine einzige gleichartige ersetzt werden kénnen.
Hiernach haben die Verschiebungen, Drehungen und Streckungen Gruppen-
charakter, und die durch eine lineare ganze Funktion bewirkten Ahnlichkeits-
transformationen, ebenso wie ihr Sonderfall der Kongruenztransformation,
bilden eine Gruppe.

Die Abbildung durch reziproke Radien

. (Hiljssatz.) Ein Kreis mit dem Radius g ist gegeben. Von einem auBerhalb

des Kreises gelegenen Punkte P, mit dem Mittelpunktsabstand r, werden die
Tangenten an den Kreis gelegt, sie mogen P, T, und P, T, heiBlen. Man ver-
bindet P;, T, und T, mit dem Kreismittelpunkt M und bezeichnet den
Schnittpunkt von P; M mit der Berithrungssehne T, T, mit P,. Den Mittel-
punktsabstand P, M nennt man 7,. Dann ist #, + r,= g2, wie der Lehrsatz von
Euklid fiir das rechtwinklige Dreieck P; T, M unmittelbar ergibt.

Wenn in dieser Weise ein Punkt P, des KreisiuBern durch einen Punkt P,
des Kreisinnern abgebildet wird oder wenn umgekehrt ein Punkt P, des
Kreisinnern durch einen Punkt P; des Kreisiufiern abgebildet wird, dann
spricht man von einer Spiegelung am Kreise mit dem Radius p.

Ein Punkt a 4 b7 der komplexen Ebene hat den zv ihm konjugierten Punkt
a —bi. Man spricht in diesem Falle von einer Spiegelung an der reellen Achse.
Ist der Punkt in trigonometrischer Formn gegeben r(cosa +¢sina), dann
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nimmt der konjugierte, an der reellen Achse gespiegelte Punkt die Form
r(cosa —1 sina) =17 (cos (—a) 44 sin (—a)) an, d.h. der Radiusvektor bleibt
unveriindert, das Argument éndert das Vorzeichen.

11. Vorgelegt ist die Funktion Z = -:— . Man nennt die durch sie bewirkte Abbil-

dung die Transformation durch reziproke Radien. Bringen wir Z und z in die
trigonometrische Form, so geht die Gleichung
' L. 1
R(COS¢ + 151D¢) = m
nach dem Lehrsatz von Moivre in die Beziehung
R(cos® + isin®) = — (cos(—g) + isin(—g))

iiber. Die Transformation durch reziproke Radien 148t sich also erreichen
durch ein Nacheinander der Transformation R = % oder R-r=1, d.h. einer

Spiegelung am Einheitskreis, und einer Transformation @ = —g¢, d.h. einer
Spiegelung an der reellen Achse.

12. Die Abbildung durch reziproke Radien ist eindeutig, wenn man, zur Beseiti-
gung der einzigen Ausnahme, die Festsetzung trifft, daB dem Nullpunkt der
z-Ebene die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte der Z-Ebene entspricht
und umgekehrt.

13. Um zu sehen, wie die Bilder von Geraden und Kreisen der z-Ebene in der
Z-Ebene aussehen, bilden wir eine in der z-Ebene durch die Beziehung
a(x®*+y?) +bx+cy+d=0 gegebene Linie ab, die im Falle a+0 einen
Kreis, im Falle a =0 eine Gerade darstellt. Aus

1

X4i¥ =

gewinnt man
Xex—Yy=1 und 2zY +yX=0

und damit
—_— X . — Y
ftxyr YT T ETar
Mithin geht die Gleichung in x und y jetzt iiber in
a+bX —cY 4+d(X2+YH)=0,

d.h. in einen Kreis, falls d 40 ist, in eine Gerade, falls d =0 ist. Es wird
also ein nicht durch den Nullpunkt gehender (d-+0) Kreis (a #+ 0) in einen
nicht durch den Nullpunkt gehenden Kreis, ein durch den Nullpunkt gehen-
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der (d=0) Kreis (a % 0) durch eine Gerade, eine nicht durch den Nullpunkt
gehende (d + 0) Gerade (@ =0) durch einen durch den Nullpunkt gehenden
Kreis, eine durch den Nullpunkt gehende (d=0) Gerade (@ =0) durch eine
gleichfalls durch den Nullpunkt gehende Gerade, némlich ihr Spiegelbild an
der reellen Achse, abgebildet.
14. Die linear gebrochene Funktion Z = 2‘—:—-—1_22 1aBt sich, da ¢, % 0 vorausgesetzt
3 4
werden kann - andernfalls handelt es sich um eine lineare ganze Funktion -,
auf die Form Z = & z_j dy bringen. Dabei kann noch d, + d, d; vorausgesetzt
werden, weil sich sonst die Funktion auf Z = d, reduziert. Durch geelgnete Wahl
— te
bringen. Nun 1i8t sich die Funktion Z = als Uberlagerung einer Abblldung

der Konstanten e,, ¢y, e; 1a8t sich die Funktlon auf die Form Z =

durch reziproke Radien und einer Streckung, die Funktion Z = — + e; als
Uberlagerung einer Abbildung durch reziproke Radien und einer Verschlebung,
die Funktion Z = ;
bildung durch reziproke Radien und einer Verschiebung erkliren. Damit wird
die durch die Funktion 2 =2

lagerung von Verschiebungen, Streckungen und Abbildungen durch reziproke

! ” oderz= —;— — e, gleichfalls als Uberlagerung einer Ab-

—- + ¢ gegebene Abbildung als eine Uber-
2

Radien gekennzeichnet.



