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Die Konkurrenz der
Gummibarchen

Eine Plauderei iiber Unter

Wir wollen gemeinsam den Einstieg in cinige

auf x, sind dies alle Preispaare. fir die x,20,
d. h. 4-2p +p.20 gilt. Da das Paar (p,4
(0.0) diese Bezichung offensichtlich erfillt.
erfiillen alle Punkte der durch die Gerade
2p,- 4 erzeugten Halbebene, in der (0.0)

‘alegien

“DM fiir p, und “1000 Stek.” fiir x_ verwen-

et die leichung (vgl. den
Artikel von B. Luderer in alpha 5/90).

In Abb. 1 ist die Menge der “sinnvollen™
Punkte, d. h. die Menge derjenigen Preispaare
hervorgehoben. fiir die gilt:

X,=4-2p,+p,20. x,=6+p,-p,20.p,20.p 0. Drit-

den. Die K hiitten folge die

gut
hinge der Marktwirtschaft versuchen. Dazu
istes wiein vielen Fiillen zunichst giinstig. die
aus der Praxis kommenden Aufgaben so zu
i daB die i klar
und iibersichtlich werden. Aus diesem Grund
wollen wir hier einen Markt untersuchen,
welcher lediglich zwei Produzenten umfaBt
und von auBen unbeeinfluBt ist.
Genau diese Situation liegt in dem kleinen
Stiidtchen Okonohausen vor, wo die beiden
SiiBwarenfabrikanten Kohler und Hoffmann

miteinander konkurrieren. AuBer den gelben
K i dden Hoffma

schen griinen Gummifrischen gibt es nichts
Vergleichbares in den Liiden zu kaufen, und
beide Artikel sind auch sehr beliebt bei der
jiingeren Bevalkerung.

Da das Taschengeld aber immer knapp ist,
hiingt die gekaufte Menge, d. h. die Nachfrage
nach Gummitierchen, sehr vom Preis ab, zu
dem die SiiBigkeiten angeboten werden, Im
Ergebnis von Testkiufen zu unterschiedlichen
Preisen sowie von Befragungen zum even-
tuellen Kaufverhalten gelang s den zwei Pro-
duzenten, diesen Zusammenhang durch die
Gleichungen

2p +p, und )
+p,-p, @)

2u beschreiben. Dabei bezeichnen x, und x,
die pro Monat in O gekauften

Einheit *1000 Stck./DM™.

AuBerdem seien die bei der Produktion der
Gummitierchen entstehenden Kosten als
Funktionen der nachgefragten Mengen be-
kannt (Kostenfunktionen):

K =142x, (bei Fabrikant Kohler). (3
K,=2+x, (bei Fabrikant Hoffmann).  (4)

Fabrikant Kohler (im weiteren F, genannt)
kann nur den Preis p, beei withrend

tens miissen wir den groBten Wert
(Maximum) einer quadratischen Funktion
f(x)=-ax*-bx-c (a>0) bestimmen kénnen. wel-

b v
T da

Welche 6konomischen Kenntnisse
werden benotigt?

cher jedoch im Scheitel S
angenommen wird.

Unternehmer Hoffmann (F,) nur p, festlegen
kann. Die Festlegung des jeweiligen Preises
geschieht dabei in Abhingigkeit vom Preis
des Konkurrenzproduktes oder auch nach
eigenem Guidiinken (aktive Preispolitik).
Wir wollen untersuchen, wie die Preisfestle-
gung (z. B. bei F,) erfolgen muB, damit der
eigene Gewinn so groB wie moglich wird, wie
beide Konkurrenten durch illegale Preisab-
sprachen ihren Gewinn vergriern konnen
und welcher Gewinn bei einer Verschmelzung
beider Firmen (Monopol) entstiinde.

‘Welche mathematischen Kenntnisse
werden bendtigt?

Erstens miissen wir in der Lage sein. eine
Gerade in ein Koordinatensystem einzuzeich-
nen, z.B. die Gerade p,=2p,- 4 ineinp,.p,-Ko-
i (Abb. 1).

Mengen. p, und p, die Preise (je Tite) der
Gummibiirchen bzw. -frosche. Die durch die
Gleichungen gegebenen Funktionen x =f(p,.p,)
heifien Nachfragefunktionen, denn fiir gege-
bene Preise kann die Nachfrage (gekaufte
Menge) direkt ermittelt werden. Der beschrie-
bene Sachverhaltist dabei ganz natiirlich. denn:
Sinkt der Preis des eigenen Produkts. wiichst
die Nachfrage nach diesem, sinkt der Preis des
Konkurrenzprodukts, verringertsichdie Nach-
frage und umgekehrt.

Wir setzen dabei voraus, daB in Okonohausen
obige Nachfragefunktionen exakt gelten. Dies
ist eine weitere Vereinfachung der Problema-
tik, denn in der Realitiit besitzen Nachfrage-
funktionen kompliziertere Strukturen. deren
exakte Ermittlung oft nicht méglich ist. Die
erforderliche Verwendung von Niherungen
hat dann zur Folge. daB die in der Praxis
erzielten Ergebnisse ebenfalls “nur” Niihe-
rungscharakter tragen.

Auf die Angabe von MaBeinheiten verzichten
wirder Kiirze wegen. doch wer will, kann z. B.

4 alpha 1/92

Abb. 1

Fiir alle Preispaare (p,.p,) die auf dieser Gera-
den liegen, gilt nimlich aufgrund der dazuge-
horenden Nachfragefunktion x, = 0.

Zweitens bendtigen wir die Menge der “sinn-
vollen™ Punkie in der p,.p,-Ebene. In bezug

Wir benétigen, nachdem die ge- und
Kostenfunktionen bereits eingefiihrt sind.
auBerdem noch beide Umsatzfunktionen und
beide Gewinnfunktionen. Dabei gilt generell:
Umsatz = verkaufte Menge - Preis,
Gewinn = Umsatz - Kosten.

Konkret bedeutet das also:

J,=x,p,+ G, = UK, fiir Untemnehmer F, und
U.=x.p,. G, = UK, fiir F,.
Zu bemerken wiire, da je nach Betrachtungs-
weise bestimmte GroBen (z. B. p,) als fixiert
gelten, 5o daB z. B. x, sowohl cine Funktion
von p, und p,. als auch eine Funktion von nur
. sein kann, Nunmehr sind wir geriistet, ver-

marktwirt i

anhand der Betrachtung des Okonohausener
Gummitierchenmarktes genauer zu diskutie-
ren.

aftliche S|

Gewinnmaximierung

Die Maximierung seines Gewinns ist fiir jeden
Unternehmer eines seiner natiirlichen Ziele.
Wir unterstellen beiden Fabrikanten eine sol-
che Verhaltensweise und versetzen uns in die
Lage von F,. Angenommen. F, hat seine Preis-
entscheidung p, bereits getroffen, Dann ist fiir
F, der Preis p, cine gegebene Grofe, die er
nicht beeinflussen kann. Er wird deshalb den
Preis p, so festlegen. da dieser Losung der
Extremwertaufgabe

G,(p,) = max, p,20

ist. (Die Bezichung G, (p,) beschreibt hicr den
Gewinn von F, als Funktion des Preises p,)
Unter Verwendung von (2) und (4) erhilt man
Gy(p,)=U(p,)-K,(p,)=X,(p.)p,-K (p,)
+P,P;-(2+6-p+p;)
-p,-T)p~(p,+8).

Der maximale Wert von G,(p,) wird fiir

(P2)ax =5(P1+7)  (©)

angenommen. Die GroBe (p,),
P20

e ASLPOSILIV, da
t. Auf analoge Weise nutzt F . sofern
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F, seinen Preis p, festgelegt hat, die Aufgabe
G,(p,) = max. p,20

zur Ermittlung seines gewinnoptimalen Prei-
sesp,. h (1) und (3)

G (p -8)p-2p49) (7))

wobei nz
2
20

1
(Pr) ey =5 (P2 48) ®

gilt. Die Beziehungen (6) und (8) bzw. ihre
geometrischen Darstellungen (Abb. 2)

Preisabsprache

Konnen die Konkurrenten Kohler und Hoff-
mann ihre Gewinne erhthen, wenn sie, was
allerdings verboten ist. (geheime) Preisab-
sprachen treffen?

Wir nehmen an, F, wihlt einen von p,” ver-
schiedenen Wert p, und unterstellen weiter-
hin, daB F, seinen Gewinn zu maximieren
sucht. Dazu betrachten wir zwei Beispiele:
p, =7 liefert gemii (8) p, = 3.75. Die Gewinne
ergebensichzu G, =5.13und G, = 4. also ein
deutlicher Zuwachs fiir F,. jedoch ein Verlust

P, =6 hingegen zieht p, =3.5 nach sich. was zu
den Gewinnen G, = 3.5 und G fiihrt,
wodurch beide Konkurrenten einen Gewinn-
dem Gleichgewicl

erzielen konnten.
Sprechen sich also die Konkurrenten Kohler
und Hoffmann ab. einen derartigen Punkt zu
wiihlen, kénnen sie beide ihre Gewinnlage

(p,".p.") verbessern. Speziell im

p, 4 fiir F.
© (P} p2)
zuwach:
e
[

Abb. 2

werden Preisreaktionsgeraden genannt. Sie
beschreiben die optimale Wahl des eigenen
Preises bei vorgegebenem Preis des Konkur-
renzproduktes. Hat also F, eine Wahl p, ge-
troffen, so muf F,. um seinen Gewinn zu
maximieren, seinen Preis p, so festlegen, daf
(p,.p.) auf der Geraden (6) liegt
Beide Preisreaktionsgeraden schneiden sich
im Punkt

« = 23 36
(m-n:)—( =5 )
Uberpriift dies! Uberpriii auch, da8 sich fir
(p,"-p.") gemiiB (5) und (7) die Gewinne G, =
231 und G, = 15.16 ergeben.
Im Punkt ( p‘ .p,) liegt ein Markigleichge-
wicht vor, denn beide Konkurrenten haben in
diesem Punkt kein Interesse an Preiserhohun-
gen und Preissenkungen (Strategie der Ge-
winnmaximierung vorausgesetzt). Aul&erdcm

Punkt (p, ., ) hat es F, auch in der Hand, durch
“Geniigsamkeit™ in (p, .p,) zu verbleiben,
vorausgesetzt, F bleibt bei seiner Strategie
der Gewinnmaximierung.
Ist F, jedoch wieder bestrebt. den momentan
bestmésglichen Gewinn zu erzielen. wird er
feststellen miissen. daB sich dieser im Laufe
der Zeit auf das Gleichgewichtsniveau ver-
hlechtert. Di hende Punktfolge (3.5:
6).(3 5).(3.31:5.25).(3.31:5.16)......die
durch abwechselnde Wahl von p, und p, gemiify
(6) und (8) entsteht (und sich (p,".p,") niihert).
istin Abb. 3 dargestellt.

Monopol

Nehmen wir nun an, Herrn Hoffmann wire es
gelungen, das Unternehmen Kohler aufzu-
kaufen. Somit wiirde Herr Hoffmann allein
und ohne Konkur-
renzkampf  die
Preise fiir die gel-
ben Gummibiiren
und die griinen
Gummifrésche

Der Preis ist
gleich Wert plus
Belohnunyg fiir die

festlegen kinnen. ~ GeWIssensbisse
In diesem Fall bei seiner
wire wieder die FestsetzungA

Maximierung des
Gesamigewinns G
=G, +G,eine na-
heliegende Ziel-
stellung, wobei gilt:
42D, p+7p 45p,-17.

D.h.. (mmm quadratische Funktion, die von
2wei Variablen abhiingt, welche nichtnegativ
sind. Zur Bestimmung des Maximums werden

Julian Tuwim

Oft gelangt man aber mit Hilfe der quadrati-
schen Ergiinzung zum Ziel:

2p

+5)?

Gelingt es uns also, nichtnegative Werte p,
und p, s0 zu bestimmen, daf beide Quadrate
Null werden. so haben wir das Maximum von
G gefunden, denn es ¢

G <101 (daquadratische Ausdriicke nicht-
negativ sind).

Somit wird fiir p,=6 und p, =17
101 o5

maximaler Gewinn von

Wir erkennen also, daB das Monopol bei glei-
chen materiellen Gegebenheiten einen we-
sentlich hiheren Gewinn realisieren kann. als
die im Konkurrenzkampf stehenden Unter-
nehmen in ihrer Summe erzielen

Ralf Bnumgart, Dr. Bemd Luderer

wirken die b marktw
Zusammenhinge in solcher Weise auf die
Konkurrenten, daf sich die aktuellen Preise
mit fortschreitender Zeit den Gleichgewichts-
preisen nithern.

Wie das geschieht, zeigt folgendes Beispiel:
Wiihlt F, einen anderen Preis, etwa p, = 3. fiir
seine griinen Gummifrosche, so verkauft F,
entsprechend (8) zum Preis p, = 275. Die
Gewinne betragen hier G, =0.125und G, = 9.5
und sind somit beide niedriger als im Gleich-
gewichtspunkt. F, wird deshalb schnell auf
seine Gerade (6) zuriickkehren, was zu p,=4.88
75) fiihrt. '

Nun wahit F, entsprechend (8) p, = 322, F,
1 usw. In Abb. 2 erkennen wir,
daB sich diese Punktfolge immer mehr dem
Punkt (p,".p,") nihert oder, wie man sagt.
gegen (p,".p,’) konvergiert.

27 lehren / Heft 50

Abb. 3

Natirlich werden auch noch gan andere

isen im K [ be-
obachtet. als das die Strategie der Gewinnma-
ximierung darstellt. Es wire z. B. gut denkbar.
daB F, im Rahmen seiner finanziellen Belast-
barkeiteigene Gewinnverluste in Kauf nimmt,
um den Gewinn von F, so klein wie moglich zu
halten, mit dem Ziel. ihn aus dem Markt zu
dringen. Denn dann wire ja F, alleiniger
Anbicter von Gummitierchen, wozu man auch
F, besitze das Monopol auf dem entspre-
chenden Markt.

ik der T
Universitiit Chemnitz
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Noch eine Konstruktion
im Raum: das Tetraeder

Eine Fortsetzung unserer Faltarbeiten

Im Heft 5/1991 konstruierten wir — bitte lest
iiber diese Moglichkeit nach — einen Wiirfel,
indem wir ein quadratisches Stiick Papier
geeignet falteten und schlieBlich durch Auf-
blasen die rdumliche Figur erhielten. Die
Konstruktionsvorschrift lieferte in gleicher
Weise exakte Ergebnisse, wie man sie bei den
vertrauten Konstruktionen mit Zirkel und
Lineal gewohntist. Insbesondere ein “In-etwa-
Hinbiegen”, d. h. ein Probieren und schritt-
weises Annihern, soll nicht erlaubt sein.

mit Fingerspitzengefiihl und
mathematischen Hintergrund

Den letzten Gedanken wollen wir uns am
Becher verdeutlichen, einer recht einfachen
Faltarbeit, die den meisten bekannt sein diirf-
te. Dazu falten wir ein Stiick

Seiten in kongruenten Dreiecken). Das kon-
nen wir dadurch erreichen. daB die Papierkan-
te BC (samt dem bei C befindlichen rechten
Winkel) auf die Faltkante AB geknickt wird
(Abb. 3).

An der Kante AC wird D mit einem kleinen
Kniff markiertundanschlieBend spielend leicht
der Becher paBgenau fertiggestellt, indem B
auf D gefaltet und A entsprechend dariiber
geschlagen wird. SchlieBlich miissen die bei-
den rechtwinkligen Ecken bei C nach vorn
bzw. hinten umgelegt werden.

1. Welchen Winkel schlieBen die Seiten-
kanten des Bechers mit seiner Boden-
kante ein?

Papier, generell der Ausgangspunkt bei Ori-
gami-Faltarbeiten (Origami: die von Japanern
entwickelte und bis heute gepflegte Papier-
faltkunst), entlang einer der Diagonalen und
legen die Arbeit mit dem rechten Winkel nach
oben auf die feste, glatte Unterlage vor uns.
Nun sind die Enden der Faltkante nach
links bzw. rechts oben so zu
falten, daB die Spitzen auf den
Papierrand treffen und die auf
dem Ausgangsdreieck liegen-
den Papierriinder sowohl genau
iibereinander als auch parallel
zur ersten Faltkante verlaufen
(Abb. 1).

Vollzieht diese wenigen Kniffe
nach, und Ihr werdet sehen, daB
dies erst durch Probieren, noch-
maliges Auffalten usw. in etwa
hinkommt. Wir wollen deshalb
iiberlegen, wie man diejenige
Stelle bestimmen kann, an die
eines der Enden der Faltkante
gelegt werden muB. (Damit wiire
auch der entsprechende Punkt
auf der anderen Papierkante
bestimmt.)

Angenommen, wir hiitten schon
exakt konstruiert. Anhand der
Uberlegungsfigur (Abb. 2) er-
kennen wir, daB EB = ED gelten
muB (gemii dem Ziel der Kon-
struktion).

Abb. 2

Wegen der Parallelitit von AB
und DE sind die Winkel DEC
und ABC Stufenwinkel und

. 90°_
B: ==

damit gleichgro

Fiillen wirvon E auf AB das Lot,
erhalten wir die zwei kong;

cher? (Unlosbar?)

Genug der Voriibungen. Fingerfertigkeit und
Verstindnis dafiir, was unter exakten Papier-
faltkonstruktionen zu verstehen ist, sind er-
worben. Gehen wir also an die in doppeltem
‘Wortsinn knifflige Tetraederkonstruktion.

Wie gewohnlich beginnen wir mit einem
quadratischen Stiick Papier von ca. 20 cm
Kantenldnge und erzeugen durch zwei senk-
recht zueinander verlaufende Talfalten vier
kongruente Teilquadrate. Nun legen wir die
untere linke Ecke straff gehalten um die obere
linke Ecke auf die horizontale Falte. driicken
diese an und entfalten sie wieder (Abb. 4).

3. Weise nach, daB die bei D entstande-
nen Winkel 30° bzw. 60° groB sind!

Analog verfahren wir mit den anderen drei
Ecken B, Cund D: B wirdum C an die Falte EF
gelegt. Cum B sowie D um A ebenfalls an EF,
50 daB ein Zwischenergebnis wie in Abb. 5
entsteht. Mit zwei Talfalten durch G und H.,
die parallel zu AB verlaufen, setzen wir fort.
Die obere 6ffnen wir wieder und klappen die
linke Hiilfte genau iiber die rechte (Abb. 6).

Nun falten wir senkrecht zu GI so, daB die
entstehende Falte durch I verliuft. Mit ande-
ren Worten, wir legen die Falte durch G und 1
genau im Punkt I zusammen, wobei wir so-
wohl nach vorn (Talfalte) als auch nach hinten
(Bergfalte) kniffen. Das erleichtert den viel-
leicht schwierigsten Kniff: Der gesamte. zu-
letzt bewegte obere Teil der Faltarbeit wird
jetzt in einem sogenannten Gegenbruch zwi-
schen Vorder- und Riickseite hineingefaltet
(Abb. 7). Die beiden iibereinanderliegenden
stumpfen Winkel von 120° bei K werden ent-

ten Dreiecke DEC und FBE
(nach Ssw).

Wie kénnte man nun durch eine
einfache Faltung den Punkt D
exakt bestimmen?

Der Abstand der Faltkante AB

von D, der EF betrigt. muB
ebensogroB sein wie die Linge
der Strecke DC (gleichli

lang der 2 ie EF nach vorn
bzw. hinten gefaltet. ebenso die beiden 60°-
Spitzen bei C entlang der benachbarten, schon
vorhandenen Faltlinie. Nun wird Gl nochmals
(nach vorn und hinten) vorgefaltet und an-
schlieBend (Das ist knifflig!) der vordere Teil
nach vorn und der hintere nach hinten jeweils
entlang GI geschlagen (Abb. 8).

Die untere rechte rechtwinklige Ecke wird

alpha 1/92

entlang der Kniffe nach innen
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Abb. 4
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Abb. 9

gebracht (Gegenbruch) und schlieflich die |

trapezférmigen unteren Abschnitte in die Mit-
te der Faltarbeit fest eingesteckt. Fertig! Fer-
tig? Ein Korper war versprochen! Ein kleiner
Puster in die untere Spalte bringt den Kérper in
aller RegelmiiBigkeit zum Vorschein. Bitte
verzagt nicht, wenn der erste Versuch noch
nicht gelang. Geht die Anleitung nochmal in

29  methematik lehren / Heft 50

Ruhe Wort fiir Wort durch und beachtet dabei, | Zum Beweis markieren wir mit einem Filzstift
daB sich die Angaben einzelner Punkte oder | alle Kanten des Kérpers. Sollten zwei Papier-
F: istauf alle Faltteil i di kanten * , dann i
ander Stelle iberei liegen! | nen wir beide, und entfalten den Korper vor-
Steht das Tetraeder vor Euch, kommt wieder | sichtig. Das Ergebnis zeigt Abb, 9.

stiirker die Geometrie ins Spiel: Aus der Losung von Aufgabe | wissen wir
Ist das nun ein Tetraeder oder irgend eine | schon, da die Faltlinien durch die Eckpunkte
dreiseitige Pyramide? A,B.Cund D tatsichlich im Winkel von exakt

alpha 1/92 7



bei G und H, daf} sie alle die
Grofe 60° haben (Winkelsum-
me im Dreieck). Die markierten
Winkel bei Tund L haben diesel-
be Eigenschaft (Winkel an ge-
schnittenen Parallelen). Damit
sind die vier Dreiecke zumin-
destiihnlich( i i

einer der fiinf platonischen Korper, das Te-
traeder.

4. Wie groB ist das Volumen eines Te-
traeders, der aus einem quadratischen
Stiick Papier von 20 cm Kantenliinge
gefaltet wurde?

s :

satz). Deckungsgleich (kon-
gruent) sind sie dariiber hinaus.

denn sie haben alle die gleiche

drates wird fiir einen doppelt o volu-
‘mingsen Tetraeder bendtigt?

A B Hohe G/ | Dr. Christian Werge
R = Die entstandene Figur ist das | Mathematik- und Physiklehrer
Netz eines Tetraeders. Da beim | Assistent im Wissenschaftsbereich Didaktik
60° zur Horizontalen (z. B. zu AB) verlaufen. Falten Kanten aufeil fal-  der Sektion ik der Uni itdil
Daraus folgt fiir die eingezeichneten Winkel | len, ist bewiesen: Unser Werk aus Papier ist | Leipzig
Sisjapaciscliagleriknsi O

néstigt als einziges Arbeitsmittel Papier*.
Von den verschiedenen Grundformen, aus
denen die Figuren entwickelt werden, hat
die sogenannte Vogelgrundform die grofte
Bedeutung. Aus dieser kann auch die wohl
beriihmteste Origamifigur, der Kranich
entwickelt werden. Dieser gilt als Symbol
fiir ein langes Leben und Gesundheit. Der
Glaube, dal das Falten von Tausend Kra-
nichen zur Gesundung fiihrt, war fiir viele
Kinder, die an den Folgen der Atombom-
benabwiirfe auf Hiroshima und Nagasaki
litten, letzte Hoffnung.

Auch heute noch werden Tausend Krani-
che weltweit zur Erhaltung des Friedens
und unserer Umwelt gefaltet.

“Ubrigens gibt es speziell fiir Origamiarbeiten
hergestellie und zugeschnitiene Papiere.

- etk
Ein Buchtip:
Wie Thr den Kranich und andere
‘Tierfiguren falten konnt. findet [hr in

einem kleinen Biindchen der Ravens-
burger Hobbykurse.

8 alpha 1/92
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In den Zeitungen geblittert haben wir
dieses Mal unter dem Blickwinkel Bahn
und Auto. Ein Thema, das Politiker, Ver-
kehrsplaner und Umweltschiitzer sowie
natiirlich die Industrie stark bescl
‘Wenn Ihr so einen interessanten Schnip-
selfindet, auch zu anderen Themen, dann
schneidet ihn doch aus und sendet ihn an
uns! Vergefit aber bitte nicht, die Quelle
anzugeben.

Zeitungsschnipsel

Neues von der Bahn
Die Leipziger Volkszeitung brachte neulich folgende Meldung:

Auf dem Weg zur Deutschen Bahn

Im Vorfeld der Z
und wird das

1g von D her Reichsbahn .
a der DB jetzt fiir beide deut- Schon gewuBt?

Im Jahr 1920 gab es noch ebenso viele
Personenwagen bei der Bahn wie PKW auf
der StraBe. Die Bahn war damals der Haupt-
trager des Giiterverkehrs. Im Jahr 1985
besaB die DB 13531 Personenwagen, in
der Bundesrepublik rollten 26 Millionen
Pkw. Nurein Drittel der Giiter des Fernver-
kehrs wurden mit der Bahn transportiert,
1048 Millionen Personen benutzten die

schen Bahnverwaltungen angewandt. Fiir die Reichsbahn-Loks lauft die
Umnumerierung auf vollen Touren, wie hier im Bahnbetriebswerk Leipzig
Hbf. West. Thomas Schén und Jorg Hauptvogel sind daran beteiligt, den
dort beheimateten 120 E-Loks ihre neuen “Visitenkarten" zu geben, die
fortan eine 1 am Beginn der Baureihenbezeichnung tragen.

Bahn.

Autofahren wird teurer
Das Autofahren wird 1992 wieder teurer.
Wie teuer war eine Autofahrt 1991?

Was das Auto wirklich kostet
Monatsausgaben 1991 fiir einen Golf Cl 1,3
Beispielsrechnung fir einen neu gekauften Wagen,
der 20000 km im Jahr zuriicklagt

und 5 Jahre behalten wird

LVZ-Foto:Pullwitt

Und die letzte Ziffer? Die Leser des Beitra-
ges “Geheimschrift EAN?" aus Heft 6/91
werden es schon ahnen! Es handelt sich um
eine Priifziffer, welche nach folgendem
Verfahren ermittelt wird

Bis zum 31.12.91 sollen die alten RB-
Nummern noch gelten, ab 1.1.92 treten
dann die einen dicken Wilzer umfas-
senden DB-Nummern in Kraft. Das
Prinzip der beiden Nummernsysteme
ist gleich, nur tragen eben zum Beispiel

die E-Loks zukiinftig statt der 2" eine 1 5 50 53
“1” an erster Stelle. Damit haben wir | L1 -2 [1]:2).10:2
das Geheimnis der ersten Zahl geliiftet, | 1+(1+0)+5+0+5+6=18+ 2 =20

was bedeuten aber die anderen 6 Zif-

Die Priifziffer erginzt also die Quersumme
der neuen Ziffern auf die niichste durch 10
teilbare Zahl.

fern?

155053-2
;
| Herstellungsnummer | — Die Prilfziffer der zweiten Loknummer
| der Lok (53. Lok ist etwas verdeckt, ermittle sie selbst
der Baureihe 155)

Nebenausgaben

Welcher ,Fahrpreis” pro Person und pro
Kilometer gehérte 1991 zu einem neuwer-
tigen Golf C1 1,3, der 1991 20000 Kilome-
ter zuriicklegte und dabei stets mit 3 Perso-
nen besetzt war? (Die in der Tabelle ange-
gebenen Monatsausgaben sind weitgehend
unabhiingig von der Zahl der mitfahrenden

Baureihe - Uberlege, ob mittels dieses Prifverfah- | | p020M4ng!
Antriebsart rens die Anderung einer Ziffer, das Ver-
(Dampf-, E- oder tauschen zweier benachbarter Ziffern oder
Diesellok) 2weier beliebiger Ziffern bemerkt wird. In den Zeitungen bliitterten fiir Euch:

Dr. Gabriele Liebau, Leipzig und
Walter Triger, Dibeln.

31
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Guten Morgen! DrauBien haben wir heute
diesen so iiberaus beliebten Nieselregen,
der alle Aktivitit lihmt und uns an das
Haus fesselt. Da ist es nur gut, da wir - die
“Mathematiker” meiner Klasse, Klaus,
berhard,Thrmei
Innen und ich selbst — unser gemeinsames
Problem haben, welches uns die unwirtli-
che Welt vor der Haustiir vergessen lift!

Leser-

“Gibt es auf jedem, irgendwie viereckigen

auf denen eine angestofiene Kugel nachein-
ander jede Bande beriihrt und zum Aus-

Hans gerade seine am Vorabend etwas unkla-
rer formulierte Frage.

(Was alles wir iiber diese Frage bei einem
normal igen Tisch

Mathematik

am Billardtisch (2)

Welchen Weg muf eine Billardkugel rollen,
um an den Ausgangspunkt zuriickzukehren?

also kommen nur solche Vierecke fiir den
Tisch in Frage, deren Eckwinkel diese Bedin-
gung erfiillen!”
“Mm, ungewdhnlich. Das gefillt mir noch
nicht. Ein geometrisches Problem und eine
algebraische Losungsbedingung ..." — horte
ich Hans vor sich hinmurmeln. Aber plétzlich
schlug ersich an die Stim: “Sehnenviereck! ..
Das ist es! ‘Ein Viereck ABCD ist dann und
nur dann einem Kreis einbeschrieben, wenn

Plétzlich lag da ein Blatt von Eber-
hard mitten auf dem Tisch. “Na
und?! Da geht nix: und auBerdem
ist unsere schone Methode im Ei-
mer. Nach drei Spiegelungen ist
[A'B’] nicht zu [AB] parallel!”
(Abb. 2)

Ratlosigkeit breitete sich aus. Wie
sollte man da herauskommen?
Endlich (Lehrer, Lehrer ..!) konnte
ich wieder einmal ‘grundsitzlich®
werden!

“Offensichtlich gibtes sowohl Vie-
recke, die Losungen zulassen, als
auch solche, bei denen wir keine
finden. Wir haben aber bisher auch
noch keinen Beweis dafiir, daB es
auBer den mitunserer ‘Spiegelungs-
methode’ g Losungen

haben, konnt ihr in Heft 6/91 nachlesen.)
SiegesgewiB zeichnete er dabei einen Fall mit
unserer Spiegelungsmethode an die Tafel.
(Abb. 1)

Klaus bemerkte sofort, daB es offenbar einige
Verinderungen gegeniiber dem ‘Normalbil-
lard” geben kann.

“Man kann aber nicht mehr von jedem Platz
auf dem Tisch aus starten, ja, mir kommt es so
vor, als kénnte man die Winkel des Tisches so
wiihlen, daB gar nichts mehr ‘durchkommt’!™
Wohlweislich hatten wir heute Papier und
Bleistift mitgebracht, und wir alle begannen
eifrig zu skizzieren und dies und das zu probie-
ren.

keine weiteren gibt. Ein solcher
Sachverhaltliegt bei Problemen der
Mathematik immer wieder einmal

vor, und man sucht dann nach so- A

genannten ‘Notwendigen Bedin-

gungen fiir eine Lo-

sung!”
“Aha” - Eberhard muBte sich wie-
der ins Spiel bringen, das war er sich cinfach
schuldig — “wir nehmen also an, daB wir eine
Losung gefunden haben und konstruieren
daraus riickwilrts den zugehorigen Tisch, also
etwa so. (Abb. 3)

Im A AEH finden wir
8490°- o +90°- B, also & =

Abb. 2

o +p

und genauso

X)

alpha 1/92

Aber weit und breit
keine besondere geo-
metrische Eigenschaft
des Vlerecks ABCD
in Sicht

“Wieso nicht?” —
Klaus war weniger
Geometer als Alge-
braiker, und er hatte
das sofort gesehen. —
“Es ist doch

a+c=b+d=
a+P+y+8=

360° ~180°.

die Summe seiner Gegenwinkelpaare jeweils
gleich 180° ist'. - Ende des Zitats!”
“Dann haben wir es ja: Auf einem Billardtisch
gibt es genau dann geschlossene Reflexions-
wege, wenn sein Grundri8 ein Sehnenviereck
ist. Klaro.” — Eberhard war wieder obenauf
und freute sich sichtlich: “Wir konnen die
Losung dann auch immer mit unserer Metho-
de bekommen, denn wie Ihr an meiner Skizze
erkennen kisnnt (Abb. 4), ist die Gerade A'B’
immer zu AB parallel, denn zunichst dreht
man AB um den Winkel -6 in Richtung BC,
dann weiter um ¢ +C, 4 -d und schlieBlich um
4+ in die Richtung von A'B", also gilt tat-
siichlich
4(AB: A'B') = bc- d+a—(c+niv(b+d)
=180°- 180° =
So war es auch beim Rechteck!”

Ich war recht froh, da er das Letzte selbst
noch ‘nachgeschoben’ hatte. Eigentlich hatte
ich ihm nimlich schon widersprechen wollen
und miissen, als er aus der zuerst bewiesenen

notwendigen Bedingung (es gibt ... nur dann
cinen geschlossenen Weg ...) einfach eine
ige und hi (es

gibt genau dann cinen geschlossenen Weg ...)
machen wollte!
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Abb. 3

Jetzt war alles im Lot, denn er hatte selbst noch
den konstruktiven Existenzbeweis geliefert,
und damit war die Bedingung auch als hinrei-
chend (... es gibt dann einen geschlossenen
Weg, wenn ...) nachgewiesen. “Wenn ich jetzt
keinen solchen Birenhunger hiitte, konnte ich
glatt noch die Frage stellen, ob die Sache
cigentlich mit einem dreieckigen Tisch genau-
so funktioniert?” — Das war wieder typisch

Hans. Aber auch Klaus lie§ sich nicht lumpen,
indemerauf ‘sein’ Gleichungssystem (X) zeigte
und meinte: “Ein Viereck mit den Winkeln
(20, 2P, 2y, 28) ist dann und nur dann die Lo-
sungim Viereck ABCD mit den Winkeln (3, b,
€.@). wenn (0., B, v, 8) Losungsvektor dieses li-
nearen Gleichungssystems ist! So muB sich
Eberhards Satz auch beweisen und sogar auf
3-,5-, 6- und n-Ecke ausdehnen lassen!”

Nun, wir gehen jetzt zum Mittagessen. Fiihrt
Ihr doch den Disput weiter. Sicher bekommt
Thr noch viel mehr heraus. Wir werden dann
wieder miteinander dariiber sprechen!

Dr. habil. Reinhard Hofmann
Gymnasiallehrer fiir Mathematik, Mitglied
des Redaktionskollegiums der alpha

Teilbarkeit

(Kreuzzahlritsel)

Benutze die Teilbarkeitsregeln!
Probiere nicht mehr als unbedingt nétig!

waagrecht
i

Hans Dieter Drton
Sittichstrafie 26

8440 Straubing

38 groBte durch 4 teilbare
fi ige Zahl mit

8 ar ige Zahl, die

sich allein mit den Ziffern 0 und 6 bilden liBt

5 durch 8 teilbar

9 durch 8 teilbar, hat nur 5 und 6 als Ziffern

10 hat lauter verschiedene gerade Ziffern

11 ist durch 3 teilbar

12 st die kleinste durch 3 teilbare sechsstellige
Zahl mit lauter verschiedenen Ziffern, von
denen keine 0 ist

13 ist durch 8 teilbar und hat nur gerade Ziffern

14 ist ein Vielfaches von 8 und

15 ist nicht durch 3 teilbar

16 ist die kleinste durch 4 teilbare

19

paarweise verschiedenen
geraden Ziffern

39 Kleinste durch 3, 4 und 5
teilbare vierstellige Zahl |24 |23

40 teilbar durch 9 und 25

26

2%

senkrecht
1durch 2 und 3 teilbare

Losung von 6540 < x <
6550
2durch 3 teilbare Zahl.

deren Ziffern mit wach- =

| mit paarweise verschiedenen Ziffern,

von denen keine 0 ist

19 Primzahl

21 Kleinste aus den Ziffern 6, 7 und 8 gebildete
und durch 4 teilbare dreistellige Zahi

22 durch 9 teilbar

24 Quadratzahl

26 griofre durch 3 teilbare siebenstellige Zahl
paarweise verschiedenen Ziffern

29 teilbar durch 3

31 grore aus den Ziffern 4. 6 und 8 gebildete
dreistellige Zahl, die nicht durch 4 teilbar ist

32 hat die Ziffern 3, 4 und 5

34 teilbar durch 3 und 8. hat lauter verschiedene

iffern

36 durch 8 teilbare unter den Zahlen 9144, 9148,
9244 und 9248

37 teilbar durch 8

falls groBer werden

3 teilbar durch 9 39
4 je kleiner der Stellenwert
einer Ziffer dieser Zahl,

desto kleiner die Ziffer
5 kleinste dreistellige Zahl mit paarweise verschie-
lenen Ziffern, die nicht durch 3 teilbar ist
6 kleinste vierstellige Zahl mit lauter gleichen Zif-
fern, die durch 4 teilbar ist
7 durch 3 und 4 teilbar, auBerdem gehoren zu gro-
Beren Stellenwerten groBere Ziffern
8 kleinste durch 9 teilbare sechsstellige Zahl, die
aus den Ziffern 6 und 9 gebildet werden kann
10 hat nur die Ziffern 2 und 6 und ist durch 3 teilbar
2 Vielfaches von 5 und 9
14 hat nur die Ziffern 4 und 8
17 durch 3 teilbar
18 durch 3 teilbar

20 gritte durch 9 teilbare sechsstellige Zahl mit
paarweise verschiedenen Ziffern

23 grosbte durch 4 teilbare sechsstellige Zahl, die
nur die Ziffern 1 und 4 besitzt

25 Kleinste durch 8 und 125 teilbare Zahl

27 teilbar durch 3 und 4

28 teilbar durch 3

30 von oben nach unten und von unten nach oben
gelesen gleich und durch 9 teilbar

33 teilbar durch 3 und 5, nicht aber durch 25

35 Vielfaches von 4 und 25

36 Vielfaches von 2. 3 und 5

38 teilbar durch 2 und 3

33 1k lehren / Heft 50
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Eine Chronologie ausgewdbhlter

2
M Ereignisse iiber Jahrhunderte

408v.1.Z.(?) Eudoxos von Knidos geboren: Astronom. Mathe-
matiker. Geograph, Philosoph, Politiker

1392 Griindung der Universitit Erfurt -in Erfurt wurden Mathe-
matik und Naturwissenschaften besonders gepflegt

1592 Galilei fiihrt in Pisa (1589/92) und Padua (1592/1600)
Versuche iiber die Bewegung auf der schiefen Ebene durch

Eine schr schone Biographie iiber Galilei findet Thr in Band 19 der
Biographien hervorragender Naturwissenschafler, Techniker und Medi-
ziner. von E. Schmutzer und W. Schiitz, erschienen in der BSB B. G
Teubner Verlagsgesellschaft

1617  Erfindung der Neperschen Rechenstiibchen (siehe Text)
1642 Galileo Galilei am 8. Januar gestorben

1667  Gregorius a St. Vincentio am 27. Januar gestorben: Geo-
metrie. Analysis. Astronomie

Stefan Banach

Am 30. 3. 1892 wurde in Krakow der
bedeutende polnische Mathematiker
Stefan Banach geboren. Er stammte
aus einfachsten Verhiltnissen und
wurde von Pflegeeltern aufgezogen.
Banach studierte Ingenieurwissen-
schaften in Lw6w, wobei er sich sei-
nen Lebensunterhalt durch Privatun-
terricht verdienen mufite. In Lwéw
wurde der bekannte Mathematiker H.
Steinhaus (1887 - 1972) auf Banach
aufmerksam und forderte ihn tatkraf-
tig. 1929 wurde Banach Professor in Lwéw. Er gehorte zu den Mit-

der (lm:n.ren] i lysis und zeigte
die i is in vielen anderen Gebie-
ten der Mathematik, z. B. in der Theorie der reellen Funktionen. Da-
neben bewiesen Banachs Lehrbiicher, z. B. iiber Differential- und
(1929), iiber Mechanik (1938), iiber reelle Funk-

1742 Edmond Halley,
Januar gestorben

Astronom und r am 14.

1767  L.Eulers beriihmte .Vollstindige Anleitung zur Algebra”
verfaBt (gedruckt seit 1768)

1842 Christian Doppler entdeckt den ,.Dopplereffekt™
1868
1892

das Element Helium wird in der Sonne entdeckt

tionen (1 95 1) sein groBes Geschick in der Darstellung schwucngs:er
Mitand
Mathematikern zusammen verfaBte Banach auch mathematische
Lehrbiicher fiir den Schulunterricht. Banach starb am 31. 8. 1945 in
Lwow. Seit 1946 verleiht die Polnische Mathematische Gesellschaft
ische Lei inén StefancBanach

fiir

Preis, selt 1972 triéigt ein internationales mathematisches Zentrum

der W

am 30. Miirz Stefan Banach geboren (siehe Text)

den Namen Banachs.

Im Jahre 1617 veroffentlichte der schotti-
sche Edelmann John Neper (1550 - 1617)
eine Schrift mit dem Titel “Rhabdologia...”
(“Lehre vom Stab ..."). In diesem Werk
beschrieb Neper die von ihm erfundenen
vierkantigen Rechenstibchen (Abb. 1).
Diese Rechenstibchen konnten zum Multi-

Abb. 1

Nepersche

Rechenstabchen

Hans-Joachim Igauds, Sudhoff-Institut der Universitiit Leipzig

plizieren und, allerdings mit groBen Schwie-
rigkeiten, auch zum Dividieren ganzer Zahlen
verwendet werden. Auf den Stibchen ist das
kleine Einmaleins verzeichnet (Abb. 2). Fiir
eine einfache Multiplikationsaufgabe mit zwei
Faktoren wurden mindestens zwei Stibchen
bendtigt

Fiir die Rechenaufgabe
49375 - 32 muBte eine Zerle-
ung des zweiten Faktors in

30 + 2 vorgenommen wer-

B

DA A DA DA
fv4) 7V/5

DAPATAAD
81/ /61410

! YAPAD
WAL S

Abb. 2

49375 - 2 = (0)(8+1)(8+0)(6+ )(d+1)(0) =
98750
49375
(Abb.).
Esistnoch die Schwierigkeit zu beriicksich-
tigen, daB (9+2) nicht als eine Ziffer im De-

3=(1)(242) (7+0) (9+2) (1+1) (5)

den. weil nur
49375 - 2 und 49375 - 3 ge-

rechnet werden konnten. Die
zusiitzliche Multiplikation
von 49375 - 3 mit 10 muBte
“im Kopf" vorgenommen
werden. Das Verfahren lief
auf eine mechanische Ver-
vielfachung des ersten Fak-
Die Produkie
ergeben sich in einer “Zick-
zacklinie™:

tors hinaus.

/i ist.

Die Folge (1)(2+2)(7+0)(9+2)(1+1)(5) ist
also in (1)(2+2)(7+D(1)(1+1)(5) = 148125
hreiben. Die beiden Teilerg:
waren nun, unter Beriicksichtigung des oben
erwiihnten Faktors 10. auf die iibliche Art zu
addieren. Diese umstindliche Rechenme-
thode fand bei den Zeitgenossen Lob. Neper
hat seinen Rechenstibchen weniger Bedeu-
tung zugemessen: er lieferte selbst grund-
siitzliche Beitrige zur Entwicklung der Lo-
garithmen (1614, 1619 aus dem NachlaB).

12 alpha 1/92
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WiiBrige Melonen

GroBhiindler Hinterbichler hat am Morgen
100 Zentner Wassermelonen gekauft, die
99 % Wasser enthalten. Diese groBe Menge
muf er im Freien lagern, obwohl es tagsiiber
sehr hei ist. Dadurch nimmt der Wasserge-

Komisches, Kniffliges

und Knackiges

halt der Friichte um 1 % ab. Am Abend will er
sie an Einzelhindler verkaufen

Welche Menge Wassermelonen kann Grof-
hindler Hinterbichler an die Einzelhindler
verkaufen?

aus.: H.-D. Hornschuh, Mehr Mathe mit
Kipfchen, Manz Verlag Miinchen

Meinte der Mathelehrer:
“Mich interessiert nur eins:
was hinten rauskommt.”

Lehrer: “Vier mal vier ist sechzehn,
sechs mal sechs ist sechunddreiBig,
aber was kommt bei dreizehn mal
dreizehn heraus?”

Alphons: “Na das hab ich gern! Die
leichten Fragen selbst beantworten,
und mit den schweren Fragen kom-
men Sie dann zu mir!”

Olympia 2000 in Berlin?

Weny

GemiiB der im Heft 6/91 gestellten Aufgabe
sind die natiirlichen Zahlen von 1 bis 6
anstelle der Buchstaben B, E, R, L. Tund N
so einzusetzen, daf}

B+E+R = R+L+I = [+N =5 gilt.

Wegen

B+E+R+L+I+N = 14243+4+5+6 = 21 gilt
3s = B+E+2R+L+2I4N = 21+R+1,
24=21+142 <35 <21+5+6 = 32 und damit
wegense N 8<s<10.

1. Miglichkeit: s = 8

Wegen s = I+N = 8 muB die Menge {I,N}
entweder gleich (3.5} oder {2,6} sein.
{LN} = (3.5} scheidetaus: Denn dann miiBte
{B.ERL} = {1,2,4,6) gelten und

B+E+R = 8 wiire nicht realisierbar.

Zu {IN} = {2,6} gehtren zwei Losungen:

| Aus (BERL}={1,34.5) und B+E+R =8

folgt L= 5. Weiterhin ergibt sich aus L =5,
Re (1.34).1€ {2.6) undR+L+I=8R=1,
I=2und N =6.Zu s = 8 gehdren die
Losungen

iz

35 &l
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=
S O e =9

2. Moglichkeit: s =9

Jetzt ist (LN} entweder gleich {3,6} oder
{4.5}.

{LN} = {3,6] scheidet aus:

Wegen {B.ERL] = {1,24.5) kénnte dann
nicht B+E+R = 9 gelten.

Zu {LN} = {4.5) gehdren Losungen: Aus
{B.ER,L} = {1,2,3,6} und B+E+R = 9 folgt
L=3.WegenL=3,1¢ {4,5),Re {1,2.6} und
R+L+I = 9 muB entweder I = 4, R = 2 und
N=50der1=5,R = 1und N =4 gelten. Damit
sind vier weitere Losungen ermittelt:

9:Gef)e)
LD
SED

3. und letzte Moglichkeit: s = 10

Aus {LN} = {4,6), {(BERL} = {1235} |
und B+E+R = 10 folgt L= 1. WegenL =1, |
R+L+I=10,Re {2,3,5} undle {4,6) muB
entwederR=3,1=6und N=4 oderR =5,
I=4und N = 6 gelten. Zu s = 10 gehoren 4
Losungen:

Die gestellte Aufgabe hat also insgesamt 10
Losungen.

| Walter Triger, Dibeln
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Vorschrift zum Firben

In der Abbildung sollen einige Felder gefirbt
werden. Die Zahlen in jedem Feld geben an.
wieviel ganzseitig benachbarte Felder ein-
schlieBlich dem eigenen zu firben sind. (So
konnte z. B. im Innern héchstens die Zahl 5
auftreten; namlich, wenn alle benachbarten
Felder und das eigene zu firben sind. In den
Ecken konnte hichstens die Zahl 3 stehen) ...
Wichtig ist. das richtige Ausgangsfeld zu fin-
den, dann wird auch bald die richtige Firbung
gefunden sein.

StR H.-]. Kerber, Neustrelitz

Holzchentricks

Lege die Holzchen so. daB drei gleichgroBe
Quadrate entstehen.

14 alpha 1/92

Komisches, Kniffliges

und Knackiges

Von X nach Y

Du sollst von X iiber 13 Felder nach Y gelan-
gen und zwar nur iiber solche, die Primzahlen
enthalten. Jedes Feld darf dabei nur einmal
benutzt werden. Beim Vorwiirtsschreiten sind
dariiber hinaus nur vertikale und horizontale
Wege erlaubt.

Zur Erinnerung: Eine Primzahl ist nur durch
sich selbst und durch 1 teilbar.

aus: Maximath, Paris

Wie heiBt die Pflanze?

Die 13 Buchstaben des gesuchten Pflanzenna-
mens sind im Bilde auf einem Kreis angeord-
net. Der des h

André Marie Ampeére, der sich unver-
géngliche Verdienste auf dem Gebiet
der Elektrizitatslehre erwarb, war
wahrend seines ganzen Lebens sehr
zerstreut.

Eines Tages nahm er die Einladung
eines Freundes zum Mittagessen an.
Da sich das Mahl etwas verzégerte,
nutzte Ampére die Zeit, um in seinem
Notizbuch eine Formel nachzurech-
nen. Noch ganzin Gedanken hérte er,
daB das Essen aufgetragen wurde,
af einige Bissen und rief dann, indem
erglaubte, zu Hause zu speisen: “Das
Essen ist ja wieder einmal nicht zu
genieBen! Wann wird meine Schwe-
ster endlich einsehen, daB jede Ko-
chin—ehe man sie einstellt - erst eine
Kostprobe ablegen muB!”

nach: Lingmann/Schmiedel: Anekdo-
ten, Episoden, Lebensweisheiten,
Fachbuchverlag Leipzig

Durcheinander
Beim Schreiben sind die Buchstaben durch-
einander geraten. Ordne sie zu sinnvollen

mathematischen Begriffen!

Mumse, Chrub, Sinum, Derage,
Tenoquit, Sulp, Ketmamitha.

Flichenverwandlung

Wortes ist durch Raten oder Probieren zu fin-
den. Ebensoist eine bestimmte natiirliche Zahl
m zu ermitteln. Fiir zwei im gesuchten Pflan-

folgende
(Vorgiinger — Nachfolger) gilt namlich: Im
abgebildeten Buchstabenkreis ist der Nach-
folger stets der m-te Buchstabe im Uhrzeiger-
sinn nach seinem Vorginger.

‘ W. Triger, Disbeln

Zwei zur Figur Fli-
chen sind auf Papier zu zeichnen und auszu-
schneiden. Danach ist jedes von beiden in 3
Teilfliichen zu zerschneiden und die 6 Teile
sind zu einem zum abgebildeten &hnlichen
Flichenstiick aneinander zu legen.

W. Triiger, Disbeln
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Fix nachgedacht

Nummernsalat

Wenn man die beiden Buchstaben und den
Bindestrich in meiner Autonummer wegliBt,
50 lautete sie wie folgt: die 2. Ziffer war das
Doppelte und gleichzeitig das Quadrat der 1
Ziffer,ergowardie 1. Ziffer die Hilfte bzw. die
Quadratwurzel der 2 lnm Die 3. Ziffer war
das Doppelie + | der 2. Ziffer. bzw. das Vier-
fache + 1 der 1. Ziffer. Die 4. Ziffer war gleich
der 2. Ziffer, bzw. das Doppelte bzw. Quadrat
der 1. Ziffer, bzw. die Hilfte - 0.5 der 3. Ziffer
bzw. ein Viertel minus 0,25 der 1. Ziffer.

Welche Autonummer hatte Herr Knabe?

K. H. Knabe, Falken/Werra
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Begriffe gesucht  In der Figur sind 10 e Begriffe versteckt.
| Schiilerin Daniela Simon, Braunsdorf
T|P|O|P|A|S|U|M|M|E
E|P|S|R|T|A|O|IT|K|T|D
A|K|T|O|R|M|S|N|R|D|I
R|S|K|\D|E|I|M|\U|S|I|F
T |E|E|U|\M|A|U|E|E|V|F
O|I |S|K|A|N|T|N|I1|T1|E
S|0|A|T|S|K|A|D|M|D|R
U|S|U|M|M|A|N|D|T|E|E
1 V| I|S|O|R|V|I|R|N|N
K|Qo|U|o|T|1|E T |D|Z
B R|A|H|E|N|D|E|F

Alphons logische Abenteuer (9)

Alphons Freund Berti fand dauernd etwas
“logisch”. Was er denn unter “logisch” verste-
he, fragte Alphons. Wenn das, was gesagt
wird, so Klar sei, daB selbst er, Berti, es sofort
verstehe, bekam er zur Antwort. Da Alphons
davon nicht iiberzeugt schien, fiigte er hinzu,
logisch sei, was so und nicht anders sein knne.
Wenn man Durst hat, dann sucht man etwas
zum Trinken, das sei doch ebenso logisch wie
der Umstand, daB sich Alphons nochmals die
Finger verbrenne, wenn er wieder einen glii-
henden Ofen beriihre.

Auf dem Heimweg kamen Alphons doch
Zweifel an dieser Erkldrung. Sicher, er wiirde
sich erneut die Finger an einem gliihenden
Ofen verbrennen, beriihrte er ihn. Gliihender
Ofenundsseine Berithrung, das sind zusammen
die Ursache fiir verbrannte Finger als Wir-
kung. Untersucht die Logik die Ursache-Wir-
kung-Beziehung? Berti fand die 2
Mitschiilers: “Wenn ich Hunger habe, dann
habe ich Hunger", auch logisch. Ist Hunger die
Ursache fiir Hunger? AuBerdem. so erinnerte
sich Alphons, fand Berti anfangs iiberhaupt
nicht klar, daB das Produkt zweier negativer
ganzer Zahlen eine positive ganze Zahl ist.
Heute findet er das logisch. Dafiir leuchtet ihm
heute nicht ein, was im antiken Griechenland
schon “logisch™ war, némlich daB die Zahl 2
keine rationale Zahl als Wurzel hat.

Vor der Haustiir traf Alphons Nachbars Georg.
der an der hiesigen Universitiit studiert. Al-
phons fragte, ob er sagen konne, was “lo-
gisch™ bedeute. “Nimm an, eine Aussage ist
aus zwei Aussagen als ihren Teilaussagen zu-
2 und die 1
Aussage ist wahr genau dann, wenn minde-
stens eine ihrer Teilaussagen wahr ist. Ist nun
die zusammengesetzte Aussage und eine Tei-
laussage wahr, was kann man dann iiber die
Wahrheitbzw. Falschheit der anderen Teilaus-
sage sagen?” Alphons dachte kurz nach, dann
sagte er: “Sie kann wahr, aber auch falsch sein,
ohne daB sich daraus ein Widerspruch mit den
Voraussetzungen ergibt. Hittest Du aber ge-
sagt, die zusammengesetzte Aussage ist wahr,
eine Teilaussage ist jedoch falsch, dann frei-
lich muB die andere Teilaussage wahr sein.”
Georg klopft Alphons anerkennend auf die
Schulter: “Siehst du, dieses “muB” ist eben das,
was “logisch™ auch meint. In der deutschen
Sprache wird die als Beispiel betrachtete zu-
te Aussage eine Od s
genannt. Du kannst Dir ja einmal uberlegen
welcher Wahrheitsbedingung eine Entweder-
Oder-Aussage unterliegt und was gelten mus,
wenn eine Teilaussage wahr ist.” Das zu tun
versprach Alphons.

Prof. Dr. L. Kreiser
Institut fiir allgemeine Logik der Universitiit
Leipzig
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Den letzten

beiBen die Hunde
Ein pfiffiges Spiel mit Bleistift und Papier

Sicher hat so mancher von Euch in den Pausen
schon einmal Schiffeversenken oder Fiinf-in-
einer-Reihe gespielt. Solche Spiele sind in der
Schule sehr beliebt, weil man zum Spielen nur
ein Blatt Papier und zwei verschiedene Stifte
bendtigt.

Ich méchte Euch ein Spiel vorstellen, wozu
man auch nur ein Blatt Kariertes Papier und
zwei verschiedenfarbige Stifte braucht. Die-
ses Spiel ist fiir zwei Personen gedacht und
heiBt “Den letzten beiBen die Hunde™.

Als Spielplan dient ein 4 x 4 Feld (Abb. 1)
Fortgeschrittene Spieler konnen auch auf
groBeren Spielfeldern spielen. Dawerden Euch
keine Grenzen gesetzt.

Abwechselnd zieht Ihr und Euer Gegner gera-
de Linien, die waagerecht, senkrecht oder
diagonal zwei, drei oder vier Punkte miteinan-
der verbinden. Die Ziige werden immer am
Endpunkt der zuletzt gezeichneten Linie fort-
gesetzt. Jeder Punkt darf nur einmal benutzt
werden und Linien diirfen sich nicht kreuzen.
Derjenige, der die letzte Linie zeichnet, hat
verloren.

DiePunkte werden wie die Feldereines Schach-
brettes bezeichnet, nur der Einfachheit halber
wurden fiir beide Achsen Zahlen benutzt.

Abb. 1 Abb. 2
Das Anfangsfeld heit z. B. (11).
Die Spielaufzeichnung erfolgt dhnlich wie
beim Schach. Dazu ein Beispiel:

A -(32) heiBt, daB Spieler A vom letzten
Endpunkt zum Punkt (32) eine Linie zeichnet.
Zum besseren Verstindnis mochte ich ein
Beispiel erliutern. Die “Endstellung” seht Ihr
in Abb. 2. Die Zugfolge sieht wie folgt aus:
1.A-(44) B-(14)

2.A-(12) B-(23)

Spieler B machte den letzten Zug und hat
verloren.

Damit man das Spiel theoretisch etwas erliu-
tern kann, sind noch einige Begriffe erforder-
lich. Wir nennen jeden Punkt, der noch durch
eine Linie erreichbar ist “frei”. So hatte Spie-
ler B im obigen Beispiel nur noch einen freien

16 alpha 1/92

| Punkt, bevorer den letzten Zug machte. Da Thr
auch noch etwas knobeln sollt, gehe ich nur
auf Zugvarianten ein, wo Spieler A seinen
ersten Zug im Punkt (11) beginnt.

Der Zug von Spieler A ist -(44). Spieler B hat
12 freie Punkte. Da unser Feld symmetrisch
ist, betrachten wir nun die 6 freien Felder der
oberen Bretthiilfte. Nach -(14) zu ziehen, ist
fiir Spieler B ungiinstig, denn Spicler A hat 3
freie Punkte und hat die Moglichkeit so zu
ziehen, daB Spieler B verliert. Fiir den Gewinn
schreiben wir kurz + und fiir den Verlust -. D.
h. unser Beispiel sieht jetzt so au

| A-(44):B-(14): A-(12); B ;
Spieler B kénnte andere Ziige machen, um
nicht zu verlieren. Er kénnte Spieler A 4 freie
Felder lassen, z. B. B -(24). Spieler A hat 4
freie Felder ((23). (12). (13). (14)). Es erfolgt

Abb. 3¢ Abb. 3d
a)A-(23);B-(13): A-

| B)A-(12):B-(13): A -

| ©)A-(13)B-(23/12): A -

d) A-(14): B-(12): A -

D. h. A verliert, wenn er 4 freie Felder hat.
Man konnte sagen, daf der Spieler gewinnt,
welcher dem Gegner 4 freie Felder ligt.
Wenn Spieler B nach A -(44) dem Gegner 5
freie Felder lift, kann Spieler A gewinnen,
indem er Spieler B 4 freie Felder laBt.

Aufgabe 1:
Wie mub Spieler A nach folgenden Ziigen
ziehen, um zu gewinnen?

a) A-(44); B-(34)

b) A -(44); B-(23)

c)A-(44);B-(12)

d)A-(44);B-(13)

Spieler A kann 9 verschiedene Ziige machen,
wobei die Symmetrie unseres Spielfeldes jetzt
beachtet wurde.

A -(22), A -(33). A -(44). A (12), A -(13).
A-(14), A-(23), A-(24). A -(34)

Wie Spieler B jetzt spielen sollte, um zu
gewinnen, miit Thr probieren. Eine Theorie
dazu anzugeben, wiire genauso sinnlos, wie
der Versuch, eine Theorie fiir den sicheren
Gewinn einer
Schachpartie zu fin-
den.

Zum SchluB mochte B
ich noch einen Spe- o
zialfall genaver er-

lautern. Folgende « o o

Ziige wurden durch-
gefiihrt (Abb. 4). Abb. 4
B (12);

B-(13); A-(24); B-(3
Spicler A hat 4 freie Felder und wird deshalb
verlieren. Die folgenden Zugfolgen zeigen,
wie Spicler B zieht, um zu gewinnen (Abb. 5a
-d

Abb. 5a

Abb. 5¢ Abb. 5d

a).. A-(41):B-(21): A -

b) .. A-(42): B (4. -
€) ... A-(43): B -(4 -
d) .. A-(44): B (4] -

Aufgabe 2:
Gebtdie vollstindige Zugfolge von Fall¢) und
d) an!

Alle weiteren Gewinnméglichkeiten solltet
Thr selbst ausprobieren. Dazu wiinsche ich
Euch viel SpaB!

Claudia Erdmann

Claudia Erdmann ist Mathematikstudentin
an der Universitiit Leipzig und wird Euch
auch in den niichsten Heften Spiele vor-
stellen.
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Im Gegensatz zu manch anderen Bereichen
verlief der ZusammenschluB der beiden
Schachverbiinde in Ost und West sehr demo-
kratisch und sachbezogen. Auch im Kinder-
und Ji ich wurde aufeinander zuge-

Erste Gesamtdeutsche

Kinderschach-

meisterschaft U 11

in Schwarzburg (Thiiringen)

Nach Wochen harter Vorbereitung war es dann
soweit: vom 27. Juli bis 4. August bevélkerten
iiber 100 Kinder und ungefihr 55 Betreuer die
Hotels, Pensionen, Jugendherberge und Pri-
iere an der malerischen Schwarza, in

gangen. Beispiel dafiir ist die erste gesamt-
deutsche Meisterschaft der Jungen und Mid-
chen im Schach, die nach dem 1.1.1980 gebo-
ren sind (U 11). Das gab es vorher nur in der
DDR. Entsprechend gespannt sahen Befiir-
worter und Skeptiker auf den Kleinen Ort

der auch Gold gewaschen werden kann. Die
kimpferisch gestimmte Schachjugend aller
Bundeslinder strebte nach anderem Gold. So
ging es von Anfang an heiB her im groBen
Kultursaal des Hotels Schwarzburger Hof.

Fiir ein entsprechendes AuBeres hatte der
ol

Schwarzburg bei den sich die
Ausrichter von Borussia Friedrichsfelde Ber-
lin wegen seiner zentralen Lage und der
stigen gebotenen Bedingungen ausgesucht
hatten. Auch das ein Novum in der bish

r. die Volksbank R it, mit
Spruchbiindern und Fahnen gesorgt. 11 Run-
den im Schweizer System waren angesagt —
eine harte Arbeit. die jedoch durch ein vielfiil-
tiges Freizei von Tischtennis bis Blitz

Meisterschaftsgeschichte, daB ein Ausrichter
in einem anderen Bundesland austrug. Zum
Lohn hatten die Organisatoren mit biirokrati-
schen Hiirden zu kiimpfen, weil sich kein Land
zustindig fiihlte. Aber mit dem nétigen Elan
und dem festen Willen, etwas ganz Besonde-
res zu leisten, wurde gemeinsam mit der deut-
schen Schachjugend an die Arbeit

gangen.

gegen die Betreuer und einer Wanderung zur
steilsten Bergbahn Europas aufgelockert
wurde.

| Von den knapp 100 Teilnehmern waren rund

ein Drittel Miidchen, viele von ihnen machten
den Jungen ernsthaft Konkurrenz. Schon nach
wenigen Runden setzte sich Wilko Stubbe aus
Halle an die Spitze des Turnieres und hielt

Damen im Verbund

Hiufig werden zur lllustration verschiede-
ner mathematischer Begriffe und Aufga-

benstellungen das Schachbrett, die Figuren
und das Spiel selbst benutzt. In der Litera-
tur iiber Logik, Numerische Mathematik.
Kombinatorik. Graphen-, Zahlen- und
Spieltheorie findet man oftmals
Beispiele und Begriffe aus dem

"w
i
i

_
=

Schachspiel. Einen bedeutenden
Platz nimmt das Schach bei der Ent-
wicklung moderner Methoden der
Computerprogrammierung ein.
Auch in der mathematischen Diszi-
plin, der Topologie. lassen sich
Eigenschaften von ebenen Punkt-
mengen mit schachlichem Bezug
darstellen.

In dem folgenden Diagramm sind 9
schwarze Damen auf dem Schach-
brett so aufgestellt, daB jeweils drei
davon 10 gerade Linien bilden. Wel-
che weiteren Moglichkeiten gibt es.
diese 9 Damen auf dem Schachbrett
unter dieser Bedingung zu postie-
ren?

Harald Riidiger, Werk fiir
Fernsehelektronik, Berlin
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Die Meister

Ein Mensch sitzt da, ein schldfrig triiber,
Ein anderer désst ihm gegeniiber.

Sie reden nichts, sie stieren stumm.

Mein Gort, denkst du, sind die zwei dumm!
Der eine brummt, wie nebenbei,

Ganz langsam: Te6-c2.

Der andre wird allméhlich wach

Und knurrt: Da3-g3, Schach!

Der erste weiter nicht erregt,

Starrt vor sich hin und iiberlegt.

Dann plétzlich, vor Erstaunen platt,
seufzt er ein einzig Wortchen: matt!
Und die du hielst fiir niedre Geister
Erkennst du jetzt als hohe Meister.

Eugen Roth

diese lange Zeit unangefochten, bis er in der 9.
Runde durch Matthias Pflug aus Bayern ge-
stoppt wurde. Nun stieg die Spannung kurz
vor SchluB nochmals auf den Hohepunkt, denn
rund 20 Spielerinnen und Spieler hatten zwei
Runden vor Schluf noch die Chance, erster
gesamtdeutscher Meister zu werden.
SchlieBlich setzte sich aber doch Wilko Stub-
be durch: mit 9,5 Punkten belegte er nach
Wertung den ersten Platz vor Matthias (eben-
falls9.5) und Ronald Starke aus Leipzig. Henry
Barth vom Ausrichterverein wurde Vierter.
Gesamtdeutsche Midchenmeisterin in dieser
Altersklasse wurde mit 7.5 Punkten auf Platz
10 der Gesamtwertung Gloria Ballhause aus
Thiiringen.

Zur Siegerehrung erschienen nicht nur Vertre-
ter des Hauptsponsors und des Biirgermeister-
amtes, sondern auch der 2. Vorsitzende der
Deutschen Schachjugend, Norbert Schiitzke.
Dank unserer Sponsoren wie der Mitteldeut-
schen Fahrradfabrik Sangerhausen, der Pfan-
der-Sport-GmbH Hamburg, Coca-Cola. dem
Karl-May Verlag Bamberg. der Porzellanma-
nufaktur Sitzendorf, der Puppenfabrik Konig-
see (A. Riedeler) und dem Kinderbuchverlag
Berlin konnten alle Kinder mit einem tollen
Preis nach Hause fahren. Im niichsten Jahr
wollen alle wiederkommen, wie uns von vie-
len Seiten versichert wurde. Vielleicht nimmt
der eine oder andere dann Revanche fiir eine
verlorene Partie. Wie wird der niichste Meister
unter den Jiingsten heifien?

Markus Spindler
Student der Mathematik an der Humboldt-
Universitiit zu Berlin
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alpha-Wettbewerb

Wer lost mit?
Einsendeschluf: 22. April 1992

Wettbewerbsbedingungen

1. Der Wettbewerb 199192 luft ber zwei Teil-
wetthewerbe in den Heften 6/91 und 1/92

2. Einsendungen sind unter Angabe von Name,
Vorname. Anschrift, Schule und Schuljahr (bei
Erwachsenen Alter) zu richien an
Mathematische Schiilerzeitschrift alpha
Postfach 129

0-7010 Leipzig

Den Losungen ist die frankierte und an Euch
adressierte AntwortKarte beizulegen, welche Thr
im Innenteil unserer Zeitschrift findet. Darauf
erhaltet Thr die Ergebnisse dieses T

weils zwei Hefte spiter erscheinenden Losungen |
zu vergleichen. ‘
5. Diejenigen Teilnehmer, die insgesamt minde-
stens 8 Aufgaben richtig (gut oder sehr gut) gelost
haben. senden bis zum 10. September beide Ant-
wortkarten, einen entsprechend frankierten und
adressierten Riickumschlag und

a) bei mehr als dreimaliger Teilnahme die zuletzt
erhaltene Urkunde bzw

b) bei mit diesem Wettbewerb dreimaliger Teil-
nahme die beiden bereits vorhandenen Urkunden
ein.

Bei erst- bzw. zweimaliger Teilnahme geniigen
die beiden ¢

bes mitgeteilt. Steht mehreren Schiilern nur eine
Zeitschrift zur Verfiigung. so kopiert Euch die
Auswertungsseite der Antwortkarte und klebt sie
aufeine an Euch adressierte Postkarte (Porto nicht

vergessen).

sendung entsprechend mehr Porto verlangt.

6. Alle erfolgreichen Teilnehmer erhalten cine
Urkunde und einen alpha-Button. Pro Klassenstu-
fe 5 bis 10 werden die 5 besten Teilnehmer ermit-
telt (entscheidend ist die Anzahl der sehr gut
geldsien Aufgaben) und unter den Ubrigen je-
weils fiinf Teilnchmer ausgelost. AuBerdem pra-
mieren wir 5 Friihstarter (Klassen 1 bis 4).

3. Von dem Teilnehmer sind nur 2 b

oder einer hoheren Klassenstufe zu losen. Teil-
nehmer ab Klassenstufe 10 lésen die mit 10 und
E gekennzeichneten Aufgaben.

4. Jeder Teilnchmer sollte einen Durchschlag sei-
ner Lisungen anfertigen, um diese mit den je-

|
DiesenG kiive Preise (siche |
Seite 26). |

|

Beachtet bitte, da wir Einsendungen ohne
Riickporto nicht mehr bearbeiten kinnen. |

Klassenstufe 5

58

Hans fordert seinen Freund Martin auf: “Denk
dir eine beliebige natiirliche Zahl. Verdoppele
diese Zahl! Addiere 4! Nimm vom Ergebnis
die Hilfte! Addiere 5! Multipliziere das Er-
gebnis mit 4! Subtrahiere 8! Dividiere das
Ergebnis durch 2! Subtrahiere 9! Nenne mir
dein Endergebnis!” Martin nannte die Zahl 27,
Nach dem kurzen Auswerten einiger Notizen
nannte Hans diejenige Zahl, die Martin sich
gedacht hatte. Wie ist das moglich?

Sch.

5/9
Indem Schema W1 NTER
+WINTER
+WINTER
S CHNEE

sind die Buchstaben so durch Ziffern 0, 1, 2.3,
4,5,6.7, 8 bzw. 9 zu ersetzen, daB man eine
richtig geloste Additionsaufgabe erhilt. Da-
bei sind firr gleiche Buchstaben gleiche Zif-
fern, fiir verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern zu setzen.

Sch.

5/10
Die Anzahl der Zehner einer

fern dieser Zahl vertauscht, so erhiilt man eine
Zahl, die um 36 kleiner ist als die gesuchte
Zahl. Ermittle diese Zahl!

Sch.

S5/

Der Umfang eines gleichschenkligen Drei-
ecks ist 28 cm lang. Seine Basis ist um 2 cm
kiirzer als ein Schenkel. Wie lang sind die
Seiten dieses Dreiecks?

Sch.

5/12

Fiinf Schiiler, die eine Turnriege bilden, haben
sich der GroBe nach aufgestellt. Von ihnen
wissen wir:

(1) Richard ist kleiner als Herbert.

(2) Klaus ist kleiner als Richard.

(3) Lutz ist groBer als Richard.

(4) Klaus ist groBer als Paul.

(5) Herbert ist der GroBte.

In welcher Reihenfolge stehen diese fiinf
Schiller in der Riege?

Sch.

513

In diesem Zahlenguadrat mit den natiirlichen
Zahlen von 1 bis 25 sind sechs Zahlen so zu
vertauschen, da$ man in jeder Zeile, in jeder

natiirlichen Zahl ist dreimal so groB wie die
Anzahl der Einer. Wenn man die beiden Zif-

M

lehren / Heft 50

Spalte, von links oben nach recht
von rechts oben nach links unten jeweils die
gleiche Summe erhiilt.

7 |
£ |5|23|16|14
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A |
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e |
‘4 22|45 13 |4
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5/14
Die vier Schillerinnen Katharina, Franziska,
Tanja und Claudia haben (in anderer Reihen-
folge) die Familiennamen Spitzbart, Schwan-
beck. Rosenhain und Konig. Von ihnen ist
folgendes bekannt:

(1)Franziska hat nicht den Familiennamen
Spitzbart.

(2) Tanja hat den Familiennamen Schwanbeck.

(3)Die Schiilerin mit dem Familiennamen

6nig ist mit Claudia eng befreundet.

(4)Claudia und die Schiilerin mit dem Fami-
liennamen Spitzbart haben beide die Schii-
lerzeitschrift “ALPHA™ abonniert.

Wie heiBen die iibrigen drei Schiilerinnen
(auBer Tanja) mit vollem Namen?
Schiilerin Astrid Neidhardt, Brotterode

Klassenstufe 6

6/8

Es sind alle natiirlichen Zahlen zu ermitteln,

die kleiner als 500 sind und die folgende

Eigenschaften besitzen:

a) Eine solche Zahl ld8t bei Division durch 2,
3,4,5 bzw. 6 jeweils den Rest 1.

b) Eine solche Zahl ist ein Vielfaches von 7.

Sch.

6/9

Die Abbildung stellt ein rechtwinkliges Drei-
eck ABC mit der Hypotenuse AB dar. Der
Mittelpunkt M von AB wurde mit dem Punkt
C verbunden. Es seiena, b,c, d die Lingen der
Strecken BC, AC, AB und CM. Weise nach,

3 i
dafl d<?(a+b) gilt!
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6/10

Die fiinf Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 sind unter Beibe-
haltung ihrer Reihenfolge durch Operations-
zeichen der vier Grundrechenarten so zu ver-
kniipfen, daB man als Ergebnis die Zahlen von
2 bis 10 erhilt. Dabei diirfen auch Klammern
gesetzt werden und es diirfen zwei Ziffern
ohne Operationszeichen verkniipft werden.
Beispiele: 12-3-4-5=0,(12-3):(4+5=1.
Sch.

6/11
Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen,
die gleich der dritten Potenz ihrer Quersumme
sind.
Sch.

6/12

Schreibe Dein vierstelliges Geburtsjahr zwei-
mal nebeneinander. Dividiere nun die so er-
haltene achtstellige Zahl zunichst durch 73,
das Ergebnis dann noch durch 137. Begriinde
das ermittelte Endergebnis fiir jedes beliebige
(vierstellige) Geburtsjahr!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

6/13

Von drei Personen mit den Familiennamen

Amdt, Brandt und Conrad besitzt jede ein

Auto, und zwar vom Typ Skoda, Wartburg

und Trabant. Diese Autos, die in Neubranden-

burg, Rostock bzw. Schwerin gekauft wurden,

haben die Farbe blau, gelb bzw. rot. Gib fiir

jede Person den Autotyp, die Farbe und den

Ort des Einkaufs an, wenn folgendes gilt:

(1)Herr Arndt hat ein gelbes Auto.

(2)Herr Conrad hat einen Wartburg.

(3)Der Skoda wurde in Rostock gekauft.

(4)Das rote Auto wurde nicht in Schwerin
gekauft.

(5)Das blaue Auto wurde in Neubrandenburg
gekauft.

StR H.-]. Kerber, Neustrelitz

6/14

Vorhanden sind 2 gleiche GefiBe (Grundfli-

che 10cm?, Hohe 10 cm, Masse 50 g) und eine

Balkenwaage. Das eine GefdB wird mit Was-

ser, das andere mit Quecksilber gefiillt.

a) Beide Gefife werden gemeinsam auf eine
der beiden Waagschalen gestellt.

b) Ein GefdB wird auf die eine, das andere auf
die andere Waagschale gestellt.

Welche Masse ist durch Auflegen von Wiige-

stiicken notwendig, damit sich die Waage in

beiden Fillen im Gleichgewicht befindet?

R.

Klassenstufe 7

78

Von vier Freunden mit den Vornamen Erwin,
Fritz, Hans und Klaus und den Nachnamen (in
anderer Reihenfolge) Miiller, Meier, Schulz
und Schmidt ist folgendes bekannt:

24 alpha 1/92

(1) Der Schiiler mit dem Nachnamen Miiller
und der mit dem Vornamen Klaus spielen
jeden Montag zusammen Schach.

(2) Die vier Schiiler Miiller, Schmidt, Erwin
und Fritz betreiben aktiv Sport.

(3) Die Schiiler Meier und Fritz sammlen oft
zusammen Pilze.

Es sind die vollstindigen Namen dieser vier

Schiiler zu ermitteln!

Schiiler Sven Reinald, Zerbst

welche Gewichtskraft hat er auf dem Mond?
(Ortsfaktoren: Erde 9,81 Nkg', Mond 1,6
Nekg').

R.

Klassenstufe 8

88
Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC.
Der Schnittpunkt der drei Hohen sei mit H

79 o bezelclmcl A,, B, und C, seien die Mittel-
Es seip=abaeine in HA,HB und HC.
se dargestellte Primzahl, deren Qi | D.Eund. ien die Mil der Dreieck-

19 betrégt.
Wieviele derartige Primzahlen gibt es, und
wie lauten sie?

Sch.

710

Es sind alle durch 9 teilbaren dreistelligen |

natiirlichen Zahlen zu ermitteln, die bei Addi-
tion von 594 jeweils eine dreistellige natiirli-
che Zahl mit umgekehrter Ziffernfolge erge-
ben!
Sch.

711

Gegeben seien zwei Kreise k, und k, mit den
Mittelpunkten M, und M, und den Radien T
undr, mitr,>r,. D1e Kreise schneiden emander
inden PunkmnA und B. Von A aus wurden die
Durchmesser AC und AD gezeichnet. Es ist
zu beweisen, daB die Punkte C, B und D auf
einer Geraden liegen.

712

Kiirze den Bruch 111717

191919

Nenner in Primfaktoren zu zerlegen!
Sch.

. ohne Zéhler und

]

Franz und Frieda haben gleiche Masse und

| stehen auf Rollschuhen. Sie ziehen gleichzei-

tig an einem Seil und bewegen sich dadurch
aufeinander zu. Wo treffen sie sich? Beim 2.
Versuch wird das Seil am Giirtel von Franz
befestigt, nur Frieda zieht. Wo treffen sich in
diesem Fall beide?

R.

7/14
Ein Sack Kartoffeln hat auf der Erde eine
Gewichtskraft von 500 N. Welche Masse und

seiten CB, CA und AB.

Es ist zu beweisen, daB die Dreiecke A B,C,
und DEF kongruent sind.

Waltraut Jagusch

8/9

Es sind alle Primzahlen zu ermitteln, die bei
Division durch 2, 3 und 5 jeweils den Rest 1
lassen und groBer als 320, aber kleiner als 500
sind.

Sch.

8/10
In einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit
AC = BC sei die Hohe h_ 6 cm lang, der Fli-
cheninhalt des Dreiecks betrage 48 cm?.

Es ist die Linge des Umfangs u dieses Drei-
ecks zu berechnen!

Wolfgang Schneider, Radeberg

8/

Die achtfache Summe aus drei aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen ist gleich dem
Produkt aus diesen drei Zahlen.

Fiir welche Zahlen trifft dies zu?

Thomas Saller, Bad Langensalza

812
Gegeben sei ein Trapez ABCD mit  AB|[CD
AB sei linger als CD. Die Parallele zu BC
durch den Eckpunkt D des Trapezes schneide
die Diagonale AC in E und die Seite AB in
F. Es ist zu zeigen, daB die Dreiecke CEB und
CFB den gleichen Flicheninhalt haben.
OStR J. Kreusch. Libau

8/13

Eine Fahrradbeleuchtung eines 26er Rades
besteht aus einer Scheinwerferlampe (6 V, 0,5
A) und einer Riicklichtlampe (6 V, 0,1 A).
Welche zusitzliche Kraft muB der Radfahrer
beim Einschalten der Beleuchtung: aufbrin-
gen, wenn er mit einer Geschwindigkeit
v = 10,8 km/h fihrt?

R

814
Bei einem Luftdruck von 1000 hPa wird eine
mit Luft gefiillte Flasche mit der Offnung nach
unten in einem See versenkt. Auf welchen
Bruchteil des Volumens wird die Luftin 30 m
Tiefe zusammengedriickt?

mat
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Klassenstufe 9

98

Gegeben sind zwei zueinander parallele Gera-
den gund h. Auf g liegt die Strecke AB, wie die
Abbildung zeigt. Es ist unter alleiniger Ver-
wendung des Lineals und ohne Benutzen der
MeBskala der Mittelpunkt von AB zu konstru-
ieren.

Die Giiltigkeit der Konstruktion ist zu bewei-
sen.

T

B

Christian Sevenheck, Berlin

99

Es ist folgendes Gleichungssystem zu losen:
()y=x+1

(2)x2 +y* =481

Glenn Hoffmann, Hohenstein-Ernsttal

9/10

In dem abgebildeten Rechteck ist die Strecke
EB 2 cm und die Strecke EC 5 cm lang. Der
Winkel 4 CEB ist ein Rechter.

Es sind die Langen der Rechteckseiten ABund
BC zu berechnen.

D

Es ist durch eine geeignete Zerlegung nachzu-
weisen, daB die Figur EFGH ein Quadrat ist.

Ferner ist das Verhiltnis der Flicheninhalte |

der Quadrate ABCD und EFGH zu berechnen
bzw. zu bestimmen.
Dr. E. Unlauft. Hiimpfershausen

13

Ein Faden darf maximal mit einer Zugkraft von
10 N belastet werden. Es wird zum Bau cines
Flaschenzuges mit 6 Rollen verwendet. Wel-
che Last kann maximal mit diesem Flaschen-
zug gehoben werden? (Gewichtskraft der Fla-
schen wird nicht beriicksichtigt).

R

914

Ein elektrisches MeBwerk hat einen Innerwi-
derstand von 50 Q und zeigt bei 2mA Vollaus-
schlag. Es soll als Spannungsmesser fiir einen
MeBbereich von 10 V und als Strommesser fiir
einen MeBbereich von 1 A verwendet werden.
‘Wie miissen Widerstinde eingeschaltet wer-
den? Welche GréBe haben sie?

R.

Klassenstufe 10
10/8

Ineinem beliebigen Drachenviereck teilen die
Di: die so daB acht Teil-

c

A
Roland Schmugler, Neuhaus

I

Gegeben ist die Funktionsgleichung

y =mx (m 2 0; x 2 0; m und x seien reelle
Zahlen).

Es ist eine Funktionsgleichung A = f(m) zu
bilden, in der A den Flicheninhalt des Stei-
gungsdreiecks bedeuten soll. Diese Funktion
ist in einem rechtwinkligen Koordinatensy-
stem graphisch darzustellen!

Peter Brill, Schwerin

12

Die der Seiten des

Quadrats ABCD wurden jeweils mit einem
Eckpunkt verbunden.

D M, c
9
F
M, M,
H
E
B
% lehren / Heft 50

winkel entstehen, die wir mit &, o, B, B, v,
¥,. 8,. 8,, bezeichnen wollen.

Es ist zu beweisen, daB dann in jedem Dra-
chenviereck gilt:

sin’oL + sin’0L,+ sinB + sin’B + siny + sin’y,+
+ sin’ 8 +sin’, = 4.

Gunnnr Jeschke, Schwarzheide

1019
Auf einem Kreis k liegen sechs

1011

Gegeben ist ein Quader mit den Kantenlingen
a=5cmundb=10cm. Der Oberflécheninhalt
des Quaders betrigt 550 cm®.

Wie lang ist die Raumdiagonale e des Qua-
ders?

René Pratsch, Dresden

10112

Gegeben sei ein Kreis k mit einem Radius der

Linge r =10 cm.

a) Zu berechnen ist die Linge der Sehne s, die
2u einem Zentriwinkel ¢ = 37° gehort.

b) Zu berechnen ist der Abstand a dieser Seh-
ne vom Kreismittelpunkt M.

Thomas Kuschel, Prenzlau

10113

Ein mit Wasser gefiillter Eimer wird auf einer
Kreisbahn in einer vertikalen Ebene herumge-
schleudert. Wie schnell muB der Eimer bei
einer Armlinge von 1,0 m bewegt werden,
damit kein Wasser ausflieBt?

R.

10/14

Ein Flugzeug fliegt einen Vollkreis in 3 min.
mit einer Geschwindigkeit von 250 km-h"'.
Welchen Durchmesser hat der Kreis?

Aufgaben ab Klassenstufe 11

E/8

In unserer Aufgabe wollen wir uns einmal mit
dem Wort , Knobelei” beschiftigen.

In diesem Wort steckt — wie man unmittelbar
ablesen kann—das Wort,,Nobel” oderauch das
Wort Ei". Zu weiteren Wértern kommt man,

Punkte A, B,C,D,E,F.

a) Wieviele Dreiecke, die von jeweils drei
dieser sechs Punkte bestimmt werden,
kénnte man zeichnen?

b) Ermittle die Anzahl der Sehnenvierecke,
die jeweils vier der sechs Punkte als Eck-
punkte haben!

c) Wieviele verschiedene Fiinfecke gibt es,
die k als Umkreis haben?

Bernd Trappe, Berlin

10/10
Es seien p, und p, Pri i mit

wenn
vornimmt (zwei, drei, vier, ... Buchstaben) und
die Reihenfolge der Buchstaben verindert,
z.B. NEBEL, LEBEN oder NOBEL, LOBEN
usw. Es lassen sich nun auf sehr verschiedene
Weise z. B. vier Buchstaben auswihlen und
damit Worter (also sinnvolle Buchstabenfol-
gen) bilden, etwa: KEIL, KIEL, BLEI, KLEE,
ELKE, EILE, BEIL, BEIN, KNIE, LEIB, ...
usw.

‘Wenn man systematisch untersuchen wollte,
wieviele und welche Worter (evtl. auch frem-
der Sprachen) es gibt, die ausschlieBlich aus
den (alle acht oder sieben, sechs,

P <P (anzahlzwll]mge sind anzahlpaare
pgmitg=p+2.)
Es sind die folgenden Aussagen zu beweisen:

(1)Die Summe der beiden Primzahlen eines

-, zwei) des Wortes ,Knobelei” bestehen,
miiBte man alle moglichen Buchstabenfolgen,
die auf die eben beschriebene Weise entstehen
kénnen, aufschreiben und so ihren Sinngehalt
feststellen.

solchen Paares (p,: p,) istimmer dann d
6 teilbar, wenn p, > 3 ist
(2)Fiiralle p,: p, gilt: 12Ip,2 - p 2, falls p, > 3.
(3)Wenn p, groBerals 3 ist, dann st die Summe
der Kuben der Primzahl p, und p, stets
durch 18 teilbar.
OSIR Jochen Kreusch, Libau

Es ist nun zu wieviele derartige
Buchstabenfolgen existieren!

Um diese recht komplexe und auch etwas
schwierige Aufgabe l6sen zu konnen, wollen
wir zum ,, Warmmachen" und Trainieren vor-
her vier dhnliche, aber nicht so komplexe
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Aufgaben lisen, deren Schwierigkeitsgrad von
Aufgabe zu Aufgabe steigt.

E/9

Wieviele verschiedene Buchstabenfolgen (An-
einanderreihungen) lassen sich mit dem Wort
Winkel” bilden?

Die ollen nurin ihrer

verindert werden; es diirfen weder Buchsta-
ben weggelassen, noch hinzugefiigt werden!

E/10

Wieviele verschiedene Buchstabenfolgen las-
sen sich mit dem Wort ..Gleichung” bilden?
Es gelten die gleichen Bedingungen wie in
Aufgabe 1!

F.

E/l

Wieviele verschiedene Buchstabenfolgen, je
aus 5 Buchstaben bestehend, lassen sich aus
den Buchstaben des Wortes . Winkel” bilden?

E/12

Wieviele verschiedene Buchstabenfolgen, die
jeweils aus vier Buchstaben bestehen. lassen
sich aus dem Wort .. Tangens” bilden?

Und nun viel Freude und Erfolg beim Lisen
der Aufgabe mit dem Wort ,,Knobelei”!

E/I3

Auf einer Siule der Hohe h = 5m liegt eine
| Kugel mit der Masse m = 200 g. Die Kugel
| wird angestoBen und filltim Abstand s =20 m

auf den Erdboden. Welche Geschwindigkeit

hatte die Kugel nach dem StoB und in welcher

Zeit erreicht sie den Boden? (g = 10-m-s?)

R.

E/l4

Esstehenein Gleitwiderstand mit R =24 Q. der
als einstellbarer Spannungsteiler verwendet |
werden soll, und eine Spannungsquelle mit
cinem sehr geringen Innenwiderstand mit
U= 12V zur Verfiigung.

Um eine Dynamolampe (6 V. 3 W) zu betrei-
ben. wird der Schleifkontakt zunichst so ein-
gestellt, daB zwischen ihm und einem Pol der
Spannungsquelle die Spannung U =6 V liegt.
Bei AnschlieBen der Lampe sinkt diese Span-
nung. Damit die Lampe mit ihrer Nennspan-
nung betrieben wird, muB der Schleifkontakt
verstellt werden.

a) Wo steht der Schleifkontakt vor dem An-
schalten der Lampe? (Setzen Sie das Ver-
hiltnis Teilwiderstand (R’) / Gesamtwider-
stand (R) = x!)

b) Auf welche Spannung U’sinkt die Span-
nung an der Lampe beim Anschalten?

¢) An welche Stelle muB der Schleifkontakt
gestellt werden, damit die Lampe mit ihrer
Nennspannung betrieben wird?

d) Welche Stromstirke mu8 die Spannungs-
quelle im Fall a, b und c liefern?

e) Geben Sie eine allgemeine Gliederung
U =f(x.R.R.U)an.

1. Internationale Physikolympiade, Polen

Die Preise:

« Ein Vegas Computer CE 0808 mit 20 MB

cher Ausstattung von Texas Instruments
Deutschland GmbH, 8050 Freising

tisch interessierte Schiiler” 5. - 7. Jahr-
gangsstufe. 8. - 10, Jahrgangsstufe und 11.

* Zehnmal die Binde I-III

Festplatte, Tastatur und , Han-
tarex Deutschland Vertriebsges. mbH..
W-5230 Altenkirchen

*Vier Software-Programme des CoMet Ver-
lages fiir Unterrichtssoftware, 4100 Duis-
burg:

Cabri Geométre, Derive 2.0, Treffer!, Gra-
phix
Erforderliche Hardware: jeweils PC mit MS-
DOS ab unterschiedlichen Versionen 2.11:
3.2; 3.3: 512 bzw. 648 KB Hauptspeicher
und Graphikkarte (Hercules, CGA, EGA,

fiir die Oberstufe
vom Manz Verlag, 8000 Miinchen

«Fiinf Electronic Translators mit Wiihrungs-
rechner und sechs Weltsprachen im Griff
von Conrad Electronic, 8452 Hirschau

* Zwei Biinde Schiilerduden, Mathematik I
und IT vom Bibliographischen Institut & Fa. l

- 13. Jah Insgesamt 15 Preise!
Sponsor: Manz Verlag, 8000 Miinchen

« Fiinfzehn Biicher unterschiedlicher Aus-
stattung vom Otto Maier Verlag Ravens-
burg AG. 7980 Ravensburg

Brockhaus AG, 6800 Mannheim Mitarbeiter/innen des Verlages und de-
« Fiinfzehn Spiele Ausstat- | ren Angehéri i Wett-
tung vom Otto Maier Verlag AG., Der g ist

7980 Ravensburg
* Ein Schiilerduden “Die Informatik”. Bi-

‘ausgeschlossen.
Die Verlosung erfolgt unter den erfolg-
St < Be

B BHITYKI0M MeTHPEXYTOILHHKE HAONIAILIO
S NPOBEICHE OTPE3KH, COLTHHAIONINE CEPeIHHb
npoTHBONO10ARKX cropos. Hanmire wanv-
EHBUIEE BOIMOAKHOE 3HAYEHIE NPOH3BEIEHNA
ATHH  THX OTPE3KOB.

aus: Quant, Moskau
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How much is one-half of two-thirds of three-
quarters of four-fifths of 150?

aus: Fun with mathematics, Toronto

Opérations difficiles

mal [T
o I R

VGA) Institut & Fa. B AG.,
* Ein Graphik-Rechner FX-7700 G von | 6800 Mannheim ‘Vegas Computer wird unter den fiinf
Casio Computer Co. GmbH. 2000 Hamburg | « Jeweils fiinf Arbeitshefte und Lisungsbiin- Besten aller Klassenstufen verlost.
* Zehn ic-Rech iedli- | de der “A fiir h
Sprachecke | It shouldn’t take you long Complétez pour que toutes les opérations so-

ient justes!

aus: Tangente, Paris

Hanre nanGotbiee BoavoAHOe sHavenie
HACTHOTO OT I€7TeHIA TPEXIHATHOIO FHCA HA
CYMMY €10 HHpp.

aus: Quant, Moskau

Ubersetzt von R. Bergmann (), Débeln,
Dr. G. Liebau und P. Hofmann, Leipzig
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Sommerschule

Junger Mathematiker 1991
— Impressionen
Mathematik und Ferien? Wie das funktioniert,

Fiir 60 Schiilerinnen und Schiiler aus dem
irk Leipzig die
Sommerferien, wie seit fast dreiBig Jahren
fiir ihre Vorgiinger, mit einem “mathema-
tischen” Ferienaufenthalt.
Erstmals im Ausland hatten Mitarbeiter der
Sektion Mathematik der Universitiit Leipzig
die Sommerschule organisiert. Die Reise ging
in die Nihe von Zatec (Saaz) im Bohmischen.
'Vom mathematischen Anteil dieser Reise, der
in den Ferien natiirlich nicht 100 Prozent
ausmacht, und von ein paar besonderen Erleb-
nissen handelt dieser Beitrag.
An sechs Vor- oder Nachmittagen beschiiftig-
ten sich die einzelnen Altersgruppen gemein-
sam unter Anleitung von Studenten und Assi-
stenten der Universitit bzw. der TH Leipzig
intensiv mit einzelnen Knobelaufgaben oder
auch mit Bestandteilen einer mathematischen
Theorie, die nicht Gegenstand der Schule sind.
Daraus entnahm der Autor die folgenden
Beispiele und erliutert sie so, daB sich auch
Schiiler zurechtfinden, die jiinger als die be-
treffenden Teilnehmer sind.
« Ein Grundstiick im spitzen Winkel zweier
Strafen hat den angegebenen Grundrift (Abb.
1). Es soll unter drei Personen aufgeteilt wer-
den. Die erste erhdlt ein Teilstiick, das an die
beiden Strafen stift und auferdem zu diesen
parallele Begrenzungslinien hat, die an der
dritten Seite zusammentreffen. Dieses Teil-
stiick soll, so steht es im Vertrag, miglichst
grof sein. Die beiden iibrigen Personen teilen
sich den Rest.

Regier

Welche Anordnungen der drei Teilfliichen
geniigen den Forderungen des Vertrages?

Diese und einige andere sogenannte Extrem-
wertaufgaben waren Gegenstand des Zirkels
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zeigt Euch dieser Beitrag.

fiir die 10- bis 12jihrigen, der von Dr. Hunec-
ke geleitet wurde. Dabei sollte natiirlich kein
allgemeingiiltiges mathematisches Verfahren
erliutert werden, wie es in den Klassen der
Sekundarstufe 11 gelehrt wird. Insbesondere
durch funktionale Uberlegungen kann man
sich trotzdem der Losung sehr weit nihern
oder sie gar sofort bestimmen. An einem ein-
facheren Beispiel soll das zuniichst verdeut-
licht werden.

« Bestimme das fléichengrifite Dreieck, dessen
eine Seite Sehne eines Kreises ist und dessen
dritter Eckpunkt auf diesem Kreis liegt.
<-C

d denke

Abb.2
uns den Punkt C auf k beweglich. Nihert sich
C dem Punkt A, entsteht ein Dreieck mit
immer geringerem Flicheninhalt. Das ist auch
fiir Punkt B der Fall. In der Nihe der Mittel-
senkrechten m von AB vermutet man das
flichengroBte Dreieck. Wenn wir nun in unse-
re Uberlegungen die Formel fiir die Dreiecks-
| fliche |, _g-h_sh

wir

einbeziehen, folgt mit der konstanten Léinge s
der Sehne AB, daf bei maximaler Hohe hauch
der Flicheninhalt A maximal wird. Diese
groBte Hohe liegt aber genau dann vor, wenn
C auf der Mittelsenkrechten zu A und B liegt.

1) Stellt zum erstgenannten Problem eine
Vermutung auf und beweist diese, indem
Thr die Restflache geschickt zu einem Fli-
chenstiick zusammenfaBt!

* Durch die Spalten vieler Zeitungen ging im
Jahre 1986 folgende Meldung:

“Der jugoslawische Geographieprofessor
Viadimir Zubic vermag im Kopfrechnen die

37. Wurzel aus einer 100stelligen Zahl in nur
2 min 17 s zu ermitteln. Der Hobbymathema-
tiker iibt sich téiglich mehrere Stunden. Er ist
iiberzeugt, dafs er derzeit den absoluten Welt-
rekord hiilt.”

Kdénnte man seinen Rekord einstellen oder ihn
gar krifiig iiberbieten?

Ralf Laue, Student der Mathematik an der
Universitit Leipzig, selbst Rekordhalter im
Guiness-Buch der Rekorde (alpha berichtete
im Heft 6/91 dariiber), stellte diese Aufgabe
seinen Schiilern der zehnten Klasse. Man
kommt aber schon in jiingeren Jahren in re-
Kordverdiichtige Gefilde, wenn man verstan-
den hat, wie logarithmisches Rechnen funk-
tioniert.

Dazu nehmen wir ein einfaches Beispiel.
Wir berechnen 8 - 16. Das kann jeder im Kopf:
128. Wir wissen auch, daB 8 als Produkt von
drei Faktoren 2 und 16 gar von 4 Faktoren 2
geschrieben werden kann. Abgekiirzt schreibt
man dies mit Hochzahlen (Exponenten) als
Potenz:

16=2 2 2}

Bildet man nun das Produkt 8-16, so enthilt es
7 Faktoren 2, also

128=8-16=
Das ist alles sehr leicht, auch folgender Fal
Wenn man die Hochzahlen zu einer bestimm-
ten Basis (hier 2) kennt, kann man multiplizie-
ren, indem man die Hochzahlen addiert und
schlieBlich die Basis mit dieser Summe poten-
ziert.

Hier heiBt das fiir die Basis 2:

8—>3und 16 —>4,3+4=7.7 —> 128
Da man mit diesen Exponenten bei der Basis
10 besonders gut rechnen kann, stehen auf
dem Taschenrechner (auch in der Zahlentafel)
diese sogenannten Logarithmen, ein anderes
Wort fiir Exponent oder Hochzahl, zur Verfii-
gung. Tippt zum Probieren solche Zahlen ein,
deren Logarithmus zur Basis 10 Ihr schon
wiBt. z. B. 100=10%, oder 1 000 000 = 10°.
Benutzt die Taste Ig” ist die Abkiir-
zung von “log,,".

Bei Zahlen. die keine Zehnerpotenzen sind.
gibtder Taschenrechner einen Niherungswert
aus.

Bestimmen wir noch einige Logarithmen:
log, 20 = 1,301.

Wie gro ist log, 57

Bitte erst iiberlegen und nicht gleich zum
Rechner greifen!

520 = 100. also ist die Summe der Logarith-
men (Exponenten) zur Basis 10 von 5 und 20
gleich 2, denn 10 = 100. Der Zehnerlogarith-
mus von 5 ist also etwa

2-1.301 =0.699.

Inzwischen habt Ihr auch bemerkt, daB ein-
stellige natiirliche Zahlen Zehnerlogarithmen
zwischenOund 1. zweistellige zwischen 1 und
2, .... damit 100stellige zwischen 99 und 100
haben. Teilen wir 99 < a < 100 durch 37,
erhalten wir die Zehnerlogarithmen der 37.
Waurzel aus hundertstelligen Zahlen. Die zu-
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ahlen werden mit der zur

gchirigen 7
Taste enigegengeseizien Taste @) bestimm:
2,67..<1gz<2.70..—>473.88..<z<504,31..
Es kommen damit nur die natiirlichen Zahlen
474 bis 504 als L
Stiick. deren 37. Potenzen man spiclend in
“mehreren Stunden”, und zwar an cinem Tag,
zuunterscheiden lernen kann! Doch es kommt
noch einfacher. Bildet man das Quadrat (die
2weite Potenz) ciner Zahl, die auf Ziffer 9

ssungen in Frage, ganze 31

endet, so endet die Potenz auf 1. die dritte
Potenz endet wieder auf 9 usw

Beispiel: 19, 19° =361, 19 = 6859,

19¢ = 130321

Die Zahl 37 ist nun sehr gut ausgesucht, denn
alle zehn Endziffern . 1..... 9 kehren in der 37.
Potenz stets als Endziffer wieder. Nehmen wit
gleich ein Beispiel. das auf eine hundertstelli-
ge Zahl fishrt. Ohne jede Rechnung weif der
Geographieprofessor, daB die 37. Potenz von
503 auf 3 endet. Dariiber hinaus wei er: Weil
504 die grobte hundertstellige Zahl liefert.
kann die hundertstellige Zahl, die mir 9 b
ginnt und mit 3 endet, als 37. Wurzel nur die

Zahl 503 haben.

2) Fertigt eine Ubersicht an, die zu jeder in
Frage kommenden Zahl einen Niherungs-
wert fiir ihre 37. Potenz angibt!

Wer diese mit Uberlegung auswendig gelernt
hat, kann die 37. Wurzel aus einer 100stelligen
Zahlinnerhalb einer Sekunde ziehen, denn ein
Blick auf deren erste und ein zweiter auf deren
letzte Stelle geniigen.
Bestimmt im Kopf die 37. Wurzel aus der
folgenden hundertstelligen Zahl!
1873 874 126 983 103 425 520 145 277 956
720 721 472 397 998 816 864 036 679 277 736
626 954 078 448 170 640 276 188 699 820 032

Zwei Tagesausfliige standen auf dem Pro-
gramm der Sommerschule. Der erste fiihrte in
die Hauptstadt Prag. der zweite zum soge-
gen Berg (Svatd Hora), einem
eindrucksvollen katholischen Wallfahrtsort,
und zur Talsperre Orlik. Eine 460m lange
750 Mill. Kubikme-
Dort konnten wir nicht nur die
Zdakovsky-Briicke. mit 50m Hohe und einer

nannten Hei

Staumauer speichert etwa

ter Wasser.

Spannweite von 330m eine der groBten Euro-
pas, genauerin Augenschein nehmen, sondern
auch das gleichnamige MirchenschloB der
Schwarzenbergs (einer der Nachfahren ist ein
enger Berater V. Havels, des Prsidenten der
CSFR) besichtigen, das ehemals 60m iiber
dem Wasserspiegel der Moldau gelegen, heu-
te direkt am Ufer des Stausees steht

Ein traditioneller Hohepunkt ist all 3
lich die Mathematikolympiade, an der sich
alle Schiiler beteiligen. Die folgende Aufgabe

zeigt, welche NuB diejenigen aus der Achten
knacken muBten.

so wimmelt, muf$ Kapitiin Bastian
Balthasar Bux durch Peilung den
genauen Standort seines Schiffes be-
stimmen. Er hat auf der Briicke
Seekarten gefunden, die den vorihm
liegenden Leuchtturm L, einen spitz
aufragenden Felsen F
Rauch ausstromenden Vulkankegel

und einen

Vverzeichnen (Abb. 3). Sein getreu-
er Erster Offizier ermittelt die Win-
kel

4 VSL = 16° und 4 FSL = 25
Kapitiin BBB konstruiert im Hand-
umdrehen seine Position.

Auf der Zdakovsky-Briicke

Zahlreiche komplizierte Dreiecks-
konstruktionen hatte Torsten An-
germann, Lehrerstudent an der Sek-
tion Mathematik der Universitit. in
seinen Zirkeln erliutert, doch nun
das. Hoffentlich wiirde aus der
Losungkeine Unendliche Geschich-
re werden!

Wo, ist zu fragen, liegen die Schei-
telpunkte aller Winkel von 167,
deren Schenkel durch V
gehen? Natiirlich auf einem Kreis-
bogen durch V und L. das ist doch
der Peripheriewinkelsatz. Viel mehr

bzw. 1

soll nicht verraten werden, aufier,
daB der Mittelpunkt eines solchen
Kreises in einem der behandelten
Siitze eine wichtige
Mit einer Weltneuheit, einem ma-
thematischen Vortrag am Lagerfeu-

Rolle spielt

er, begannen die letzien Stunden
der gemeinsamen Ferien. Drei der
Schiiler waren Teilnehmer der dies-
jéhrigen Deutschlandolympiade. die
im Juni in Erfurt ausgetragen wor-
den war

Einer der Preistriiger, Jens Meiler,
sprach unter etwas ungewdhnlichen
iduBeren Bedingungen iiber die auf-
regenden Tage. Das Lagerfeuer war
gerade entziindet worden, zu friih, um schon
Schwein und Hammel dariiber zu braten. Eine
Tafel wurde provisorisch aufgestellt. so daf

3) An einem Kiistenabschnitt von Ph 2
an dem es erfahrungsgemdaf von Untiefen nur
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auch der h che Teil des Berichts fiir

alle verstandlich werden konnte.

Jens rechnet eine Aufgabe der Deutschlandolympia-
de, deren Liisung ihm nicht leicht gefallen war.

Dr. Christian Werge

Mathematik- und Physiklehrer

Assistent im Wissenschaftsbereich Didaktik
der Sektion Mathematik der Universitiit Leip-
zig
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Historische mathe-
matische Instrumente

h

Die Reck hi

Halt! Vor dem Lesen solltet Thr Euch
die Rechenscheibe basteln. Aufkleben
auf eine feste Pappe empfiehit sich!

Vor 200 Jahren gelang dem in Magdeburg
geborenen Mathematiker Johann Philipp Gru-
son (2.2.1768 — 16.11.1857) die Erfindung
einer mechanischen Rechenmaschine, die im
Vergleich zu ihren Vorgiingern analoge Lei-
stungsparameter aufwies, aber vollig ohne
“Riderwerk”
auskam und
damitleicht her-
zustellen war.
Nach Einschiit-
zung des Hei-
delberger Ma-

von J Philipp Gruson

nebenstehende Tabelle). Gruson konstruierte
seine Rechenmaschine zur mechanischen
Ausfiihrung der vier Grundrechenartenin Form
einer kreisrunden Scheibe (Durchmesser: 0.7
rhein. FuB =22 ¢cm) um deren Mittelpunkt sich

ferenz in gleicher Zeile bzw. gleichem Kreis-
bogen auf Weiser ablesen.

Fiir die acht Sektoren 2 bis 9 definierte Gruson

folgende Begriffe (unterstrichen gekennzeich-

net):

Faktorentafel i (i=2, 3, ..., 9)

e [ [ [9] o [ 9] 2]

cin Weiser drehte. Die Scheibenmitte um-
schloB ein Kreis (Durchmesser: 0.27 rhein
FuB=8.5 cm), darin stand: “Rechenmaschine.
erfunden von Johann Philip Gruson. Magde-
burg, den 2. Febr. 1790”, Von den neun Kreis-
sektoren sind ein Sektor (A/S)fiir die Addition
und Subtraktion und acht Sektoren (2.3, ....9)
fiir die Multiplikation und Division zu ver-
wenden. Die Sektoren sind in Spalten unter-
gliedert, die am duBeren Rand der Scheibe
gekennzeichnet sind. Fiir den Sektor A/S sind
das neun Spalten und fiir die anderen acht
Sektoren ist dic Anzahl der Spalten gleich der

i-
kers  Moritz
Cantor scheint
die Grusonsche
Erfindung “Bei-
fall gefunden zu
haben™.

Lobende Worte
findet auch der
Zeitzeuge Ed-
mund Brunow:
“Je einfacher
eine Maschine
ist, je weniger
Riider oder an-
dere mechani-
sche Hilfsmittel
sie hat, desto
besser. Sie ist alsdenn wohlfeiler und dauer-

Johann Philipp Gruson

leichter. In dieser Riiksicht macht die Gruson-
sche Rechenmaschine gewiB allen ihren
Schwestern den Rang streitig. Sie ist eine
einfache Scheibe. und leistet dennoch zum
mechanischen Rechnen die Dienste einer zu-
sammengesetzten Maschine™. Der junge Gru-
son baute diese Rechenmaschine wihrend
seiner ersten Anstellung als Kéniglich Preufi-
scher Baubeamter an der Kriegs- und Domi-
nenkammer in Magdeburg. Die dort anfallen-
den umfangreichen und zeitaufwendigen Be-
rechnungen wollte er schnell, exakt und feh-
lerfrei I6sen. In seinen Publikationen ist nach-
vollziehbar. wie intensiv sich Gruson mit me-
chanischen Rechenmaschinen beschiftigte. In
seinen Veroffentlichungen sind — in histori-
sche Reihenfolge gesetzt — folgende Erfinder
mit ihren Rechenmaschinen genannt (siehe
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Nummer des j Sektors.

Der Sektor A/S, einschlieBlich des Weisers,
stellt eine pythagoriiische Tafel dar. Solche
Tafeln, wie sie hier Gruson fiir die Addition
nutzt, waren zu jener Zeit blich. In cinem

1) Tafelzahl / Abteilung / Sektor i
wobei i Multiplikator bzw. Divisor ist

2)Colonne oder Spalte o mit ihren Reihenzah-
len

{a) mita =i-k(k=12...9)
3)Colonne oder Spalte j mit ihren Reihenzah-

len. d. h.

(b } mit b, 74‘+J,, k+j
9:j=1.2
JDRg\henmhI ( +9)
5)Each T, (Anzahl :9 i mit i =

20359

Zahlentableau wird zwei frei Zah-

len (Summanden) genau eine Zahl (Summe)

zugeordnet

Die Addition a + b= c wird im Sektor A/S wie

folgt ausgefiihrt:

— Summand a, Weiser auf a-te Spalte stellen

— Summand b entspricht Zahl auf Weiser

—Summe c. links von (Weiser) in a-ter Spalte.

d. h.in gleicher Zeile bzw. gleichem Kreisbo-

gen ablesen.

Die Subtraktion a - b = ¢

kehrter Reihenfolge:

—Subtrahend b, Weiser auf b-te Spalte einstel-
len

—in b-ter Spalte Minuend aufsuchen und Dif-

verliuft in umge-

Die) und Division wird mit Hilfe
der Faktorentafeln wie folgt ausgefiihrt:

Aufgabe (1): 4567

— Multiplikator ist 7. Faktorentafel 7 verwen-
den

— 1. Teilaufgabe 6-7
w ‘eiser auf O-te Spalte drehen, in 6ter Reihe
42 ablesen, Einerstelle 2 notieren, Zehner-
stelle 4 entspricht Ubertrag und Weiser auf
4te Spalte stellen

— 2. Teilaufgabe 57
inSter Reihe 39 ablesen, Einerstelle 9 notie-
ren. Zehnerstelle 3 entspricht Ubertrag und
Weiser auf 3te Spalte stellen

Jahr | Erfinder | Angaben von Gruson zu den Rechenmaschinen
1617 | Neper | Nepersche Rechenstibe
1642 | Pascal | Pascaline / Addier- und Subtrahierwerk
(gah bis 1957 als m‘su mechanische Rechenmaschmc)
1666 | Morland
1673 | Leibniz Vlerspeues-Smﬁelwalz:nmaschme
1700 | Poloni | Sprossenrad-Rechenmaschine
1700 | Perrault i
1735 | Gersten nach Art
1770 | Hahn Vierspezies-Staffelwalzenmaschine
1786 | Miiller | Maschina arithmetica portalis
(Nep iibe auf Kreisen)
1789 | Schotr | Schott’s Rechenkasten
(mehrere auf geraden
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Die Rechenmaschine
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~ 3. Teilaufgabe 4.7 - 3. Teilaufgabe 10:7 von den einfachen Zahlen ihre Summen und

in dter Reihe 31 ablesen und notieren
— Ergebnis (die von rechts nach links notier-
ten Ziffern ergeben das Produkt) : 3192

Aufgabe (2): 456-73
—Multiplikatoren sind 7 und 3, zuerst wird die
Zehnerstelle 7, dann die Einerstelle 3 des
Multiplikators entsprechend den Sektoren 7
und 3 abgearbeitet und wie folgt notiert:

456 - 73
3192 unter Zuhilfenahme des
1368 Sektors A/S
33288 Ergebnis
Aufgabe (3): 456:7
~ Divisor ist 7, Faktorentafel 7 verwenden
— 1. Teilaufgabe

im Sektor 7 steht die 45 in der 6ten Reihe
und der 3ten Spalte, d. h. die 45 ist 6mal
durch 7 mit Rest 3 teilbar, notiere 6, ver-
bleibt als Dividend 36
— 2. Teilaufgabe 36:7

die 36 steht in der Sten Reihe und ersten
Spalte, d. h. die 36 ist Smal durch 7 mit Rest
1 teilbar, notiere 5, verbleibt als Dividend
10

10 ist einmal durch 7 mit Rest 3 teilbar,
notiere 1

— 4. Teilaufgabe 30:7
30 ist 4mal durch 7 mit Rest 2 teilbar,
notiere 4

— Quotient: 456 : 7= 65,1

Die ersten der

Produkte, ... Aber sie kann ja auf zusammen-

gesetzte Zahlen ... ausgedehnt werden. — Ihre

Anordnung und Zusammensetzung ist sinn-

reich, und dieses Verdienst bleibt dem Erfin-

der immer.”

Zwischen dem Schicksal der Grusonschen
und der Re-

von Gruson wurden ab November 1790 fiir 1
Thaler und 2 Groschen in Magdeburg ver-
kauft.

Die technische Fertigung erfolgte mit Unter-
stiitzung von Prof. Kliigel aus Halle, der die
Herstellung des Kupferstiches besorgte.
Obwohl Prof. Kiistner aus Géttingen den jun-
genGruson bei der Anfertigung der Gebrauch-

i iir die i i

gab es Kritik, weil “die @ nicht ver-

die erst 1957 durch Dr. Franz
Hammer im “Pulkower Nachla” mit dem
Auffinden eines Briefes von Schickard an
Kepler vom 20. September 1623 wiederent-
deckt wurde, gibt es gewisse Beziige. 200
Jahre nach der Grusonschen Erfindung ist
unklar, ob ein Originalexemplar oder eine
Originalabbildung heute noch existiert. Eine
intensive Suche blieb bisher ergebnislos. Somit
ist nur der prinzipielle Aufbau und die Funk-
i ise der ibe von Gruson.

stindlich” war. Selbstkritisch konstatiert
Gruson: “zu bekannt mit den eigenen Opera-
tionen — habe ich — (Einfiigung d. A.) mich in
meiner Nachrichtiiber vieles zu diirftig ausge-
driickt”. So folgte der Versuch von Edmund

nicht aber ihre genaue Gestalt bekannt.

Dr. Reinhard Buchheim
Prof. em. Dr. Karl Manteuffel

Brunow, eine wei -

Fakultit fiir der T

tung zu geben. Zum Wert der Grusonschen
Rechenscheibe hob er hervor: “sie giebt nur

Universitit “Otto von Guericke” Magde-
burg
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Lemmings

Lemminge konnten ideales
Studienobjekt fiir Psycholo-
gen werden, denn bei Lem-
migen herrscht Gruppenden-
ken vor. Zum Lemmings-
Gruppendenken  gehort
schon ein geriitteltes MaBan
Dusseligkeit. Computerspie-
ler kennen Lemminge.
Lemminge sind auf dem
Bildschirm weniger als 1 cm grof. einfiltig
und reagieren auf das. was man ihnen vorgibt.
Sie tun das. was ihnen mittels Maus oder
Tastatur befohlen wird: Briicken bauen, Tun-
nel graben. iiber Hindernisse klettern, mit dem
Fallschirm zu springen, sich selbst in die Luft
2 sprengen. S8t so ein Lemming an ein Hin-
dernis, dreht er um und marschiert stur in die
entgegengesetzte Richtung. Beim Kontakt mit

Sieh mal, was ich kann!

Die Marktecke

Lesens- und Sehenswertes vom Medienmarkt

Klettern

Fallen. Schluchten. Geblisen und Fliissen ist
ihr Schicksal besiegelt.

Was hat dabei die Mathematik bei Lemmij
2u leisten? Eine ganze Menge! Freundliche
weise informiert das Programm vor jedem
Level. wieviele Pelztiere erscheinen werden.
Als Zielang
mindestens einen bestimmten Prozentsatz
dieser sturen Wanderer retten zu miissen. Zuerst

be erhiilt man noch den Hinweis,

32
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Fallschirmspringen

Blocker hochjagen

ist Kopfrechnen angesagt. um herauszufin-
den. wieviel denn nun 66 % von 100 Tieren
sind. Einfach, oder? Wie ist es aber bei 75 %
von 80 Tieren. oderbei 91 % von70? Die zuer-
rechnende Zahl braucht man aber. umim Spiel
auf der Informationsleiste rasch nachzurech-
nen. wieviele dieser netten griinhaarigen Art-
genossen noch das Ziel erreichen sollen. Es ist
cinfachsinnlos. den verbleibenden Lemmings
einen Weg zu bahnen, wenn die Anzahl derer.
die das offene Tor erreicht haben werden. weit
unter der geforderten Punktzahl liegen wird.
Gedankenlos liuft die Lemmings-Herde auf
eine Schlucht zu. Was fehlt. ist eine Briicke.
Es ist aber moglich. Lemminge als Briicken-
bauer einzusetzen. Zwolf Bausteine hat so ein
Briickenbauer in seinem Rucksack. die er in
einem etwa 30°-Winkel aufeinandersetzt
Wieviel Briicken muB ich aneinandersetzen.
um iiber die Schlucht zu kommen. wenn deren
Breite auf dem Bildschirm etwa 2 ¢m betriigt?
Gab es da nicht bestimmte Siitze der Geome-
trie zu beachten? Noch wichtiger wird die
Rechenkunst. wenn man eine Briicke planen
muB. die einen Mittelpfeiler von gut 10 cm
haben soll. In welcher Entfernung muf} der
Briicken-Leming mit seinen ersten 12 Stufen
beginnen? Setzt man einen Blocker auf die
oberste Briickenstufe. kann man von einem
anderen Lemming verlangen. da er an einer
bestimmten Stelle der Briicke in einem weiter-
en 30°-Winkel in entgegengesetzter Richtung
die Briicke verlingert. Winkelbetrachtungen
verlangen die Lemmings auch beim Schriig-
buddeln. Ein Winkel vonetwa 30°zwingtauch
hier vor dem Einsatz der Lemmings zu mathe-
matischen Betrachtungen.
Das Zusammenspiel von Zeit und Wegstrecke
wartetin derselben Art und Weise mit knacki-
gen Rechnungen auf. Ein Lemming darf als
selbstziindende Bombe deklariert werden.
Vom Aktivieren bis zur Explosion vergehen
exakt fiinf Einheiten, die iiber dem Lemming
als Ziffer angezeigt werden, Sich bewegende
Lemminge legen in diesem Zeitraum eine
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bestimmte Wegstrecke zuriick. Lemmings
erwartet hier genaue Rechnung. denn leicht ist
falsch programmiert: zu spiit
oder zu friih geziindet verpufft das arme Tier-
chen an einer nutzlosen Stelle.

Wie verindern sich die Planungen, wenn man
nur eine vorgegebene Anzahl von Lemmings
als Briickenbauer einsetzen kann? Der An-
satzpunkt jeder Briicke ist enorm wichtig.
Bevor man die Tierchen den abenteuerlichen
Gang durch die Levels starten liB. sollte man
deswegen die Stop-Taste aktivieren, um sich
bei einem ausfiihrlichen Stop Uberblick ver-
schaffen zu konnen. denn sonst liuft die Zeit
unweigerlich davon. Acht Minuten konnen
bei Lemmings verdammt kurz sein.

Als Spieler hat man alle Hinde voll zu tun. mit
Hilfe der Briickenbauer-, Buddler-, Fallschirm-
springer-, Kletterer- oder Spreng-Lemminge
die Horde. die zwischen 1 und 100 Tieren
schwankt. zusammenzuhalten.

Lemmings ldBt sich mit mathematischen
Uberlegungen inkl. ciner geballten Ladung
logischen Denkens lisen. Zugegeben: der 28.
Level MAYHEM hat sehr starken Gliicks-
spiel-Charakter. und dereine oderandere Level
sorgt fiir graue Haare.

Lemmings ist grafisch erste Sahne. musika-
lisch hat es bei zu nutzender Soundkarte eine
Menge zu bieten. die vier Schwierigkeitsgra-
de sorgen fiir anhaltende Motivation und die
erspielten PaBworter erlauben den direkten
Zugriff auf alle Levels. Lemmings ist eine
neue Spielidee. Da ist kein Monster zu mor-
den. kein Rennwagen zu steuern, kein Flug zu
simulieren. Bei Lemmings muf man immer
nur einen Schritt schneller sein, einen Schritt
vorausgedacht haben, denn ohne Denken. ohne
Knobeln. ja ohne Mathematik konnen Lem-

Reihenweise Logik

Auchallein spielen kann Spa machen. Und
wer sich erst einmal in das neue Ravensbur-
ger Glastropfenspiel vertieft hat. braucht
nichts dringender als volle Konzentration.
Eine logische Legetiiftelei fiir cinen Spieler
ab 10 Jahren von Dieter Matthes und Silvia
Heinz.

Ein Spielbrett mit 72 Lichern und ebenso
vielen verschiedenfarbigen Perlen fordern
7um geistigen Abenteuer auf.

Die Glastropfen - man ahnt es - sollen in die
Locher wandern: den Auftakt bestimmen
die Startperlen, um die alle anderen grup-
piert werden miissen. Allerdings nicht ir-
gendwie: Fiinf eiserne Regeln sorgen fiir
reichliches Kopfzerbrechen
Werdieerste Auf-
gabe gelost hat
und noch nicht
bunt sieht.
kann sofort

weiterma-
chen.

mings nur jene schaffen, die tiber ein absollu-
tes Auge und eine schnelle Hand verf

H. Seir
Lemmings, Psygnosis 1991, taktisches Denk-
spiel, Distributor: United Software

Das Glastropfenspiel

60 weitere Aufgabenstellungen werden dem
Tiiftler geboten.

Foro: Ravenshurger

Hardware: XT 12 MHz, 512 KB RAM
Grafik: CGA/JEGA/VGA,
Sound: Karte und intern,
Bedienung: Maus, Joystick, Tastatur,
Handbuch mehrsprachig

Mathematische
Schiilerbiicherei (MSB)

Interessenten der Mathematischen Schii-
lerbiicherei (MSB) sollten in ihrer Buch-
handlung nach folgenden Titeln des
Teubner Verlages Leipzig fragen:

Herbert Kistner/Peter Githner
Algebra - aller Anfang ist leicht
ISBN 3-322-00382-5, MSB 107
Inter Analogien und iiberraschy
de Zusammenhiin,
weit auseinanderliegenden Gebieten der
Mathematik erméglichen dem Leser. ma-
thematische Gebiete zu ordnen und zu
systematisieren. fiihren in die strukturel-
le Denkweise ein und wecken Appetit auf
die weiterfiihrende Beschi
gebraischen Strukturen. Aufgaben kom-
men dabei nicht zu kurz

e zwischen scheinbar

igung mital-

Eberhard Schrider
Mathematik im Reich der Tine
ISBN 3-322-00476-7, MSB 106
Der Band gibt einen Uberblick iiber den ma-
thematischen Aufbau der Tonleitern nach dem
pytharoreischen. dem diatoni-
schenund dem temperierten Stim-
mungsprinzip: sie werden in der
Reihenfolge ihrer historischen
Entwicklung betrachtet.

Eberhard Schrider
Kartenentwiirfe der Erde

ISBN 3-322-00479-1, MSB 128
Daf die informative Weltkarte der
Gegenwart das Endprodukt eines
iiber Jahrtausende wiihrenden For-
schungs- und Erkenntnisprozes-
ses ist und die Mathematik in der
Kartografie eine wichtige Anwen-
dung findet, wird hier dargestellt.

Algebra —

Mathematische Schiilerbiicherei

Mathematische Schilerbiicherei
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aller Anfang ist leicht




* Das Tetraeder

1. BD liegt auf der Symmetrieachse der Kan-
ten BC und BA, ist also Winkelhalbierende
des Winkels ABC (Abb. 10). Die Faltkante
EG verliiuft senkrecht zu BD, also gilt

4 EGB= 18()“490"7i

=67.5° -
Der gefragte Winkel AGE ist Nebenwinkel zu
4 EGB und damit 112,5° groB.

2. Mit etwas Phantasie modellieren wir den
Becher als Kreiskegel. Wir wissen aber, dal
sich die sogenannten Mantellinien nicht in
einem Punkt, sondern in emer Kante schnei-
den. Unser i
50 etwas zu kleine Werte liefern.
11,7¢m —> Umfang des Grundkreises
U =23.4cm U2
Grundkreisfliche A =mr? = n(fj =

2n 4n

wird

DI

Hohe des Korpers: h=CD

Volumen V = —Ah = Th ~120em?

Den Vergleich dazu liefert ein physikalisches
Experiment, bei dem Wasser. das den Becher
bis zum Rand fillt, ein Volumen von ca.

Losungen | '+ Autofahren wird teurer

Das Volumen des Tetraeders betrigt etwa
71 cm’.

5. Ein Bogen mit doppelt so groBer Kantenliin-
ge filhrt auch zu einer Verdoppelung der Drei-

eckshahe h, somit zu einem achtmal so grofen |

Volumen. Man muB einen Bogen von
32-20cm = 25.2 cm Kantenlinge wihlen.

+ Neues von der Bahn

 Die vollstindige Loknummer lautet
155 029-2

+ Anderung einer Ziffer

Die Ziffer an der 1., 3. oder 5. Stelle wiirde
durch eine Ziffer ersetzt, die sich um minde-
stens 1, hochstens aber 9 von ihr unterschei-
det.

603 DM
3-20000 km
Zum Vergleich: 1991 kostete cine Fahrt mit
der Eisenbahn pro Person und pro Kilometer
bei der DB 0,22 DM und der DR 0,12 DM.

=0.12 DM / km

+ WiiBrige Melonen

Am Morgen enthalten die Melonen 99 Zent-
ner Wasser und 1 Zentner Substanz.

Am Abend enthalten die Melonen noch 98
Prozent Wasser, das heit, daB der eine Zent-
ner Substanz 2 % der Gesamtmasse ausmacht.
Diese betriigt somit 50 Zentner.

Am Abend kann GroBhindler Hinterbichler

| (nur noch) 50 Zentner Wassermelonen ver-

Ander2.,4.oder 6. Stelle muB bei sich infolge |

der Verdoppelung ergebenden gleichen Ei-
nerziffern stets noch die Ziffer 1 der Zehner-
stelle addiert werden.

Damit bemerkt das Priifverfahren in jedem
Fall einen Fehler.

. zweier Ziffern

150 cm* einnimmt. Uberlegt beim
tieren, womit die Abweichung auBerdem zu
begriinden ist!

3. Errichtet man iiber einer Strecke. nennen
wirsie AD die Mittelsenkrechte und zeichnet
einen Kreisbogenum D mitr= AD, so wird die
in einem Punkt i

der gleichweit von A und D entfernt ist. Man
erhilt so drei Punkte, die paarweise gleichen
Abstand haben. Sie bilden die Eckpunkte eines
gleichseitigen Dreiecks.

In jedem Dreieck liegen gleichlangen Seiten
gleichgroBe Winkel gegeniiber, also haben im
gleichseitigen Dreieck alle Winkel die Grofie

Beim Falten des Punktes A auf die Mittelsen-
krechte haben wir genau diese Konstruktion
“gekniffen” und somit Winkel von 60° (und
von 90°-60°=30°) erhalten.

34
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Seien a und b zwei beliebige, benachbarte
Ziffern der Loknummer (a, b € N) Dann geht
zuniichst 2 - a + 1 - b, nach der Vertauschung
2-b+1-aindie Quersumme ein. Das Priif-
verfahren wiirde genau dann versagen, wenn
gil:2.-a+b=2-b+a.

Dies tritt aber nur fiir den Fall a = b ein, und
eine Vertauschung gleicher Ziffern ist uner-
heblich (analog fiir 1 -a+2 - b).

Auch hier werden stets fehlerhafte Loknum-
mern aufgedeckt.

* Vertauschung zweier beliebiger Ziffern

In die Quersumme konnen vier Fiille eingehen

(a, b beliebig. a.b € N)

1. 1-a+2-b, nach Vertauschung

b +2 - a(Verfahren zeigt Fehler an)

a+ | -b, nach Vertauschung

b+ 1 -a(Verfahren zeigt Fehler an)

a+ 1 b, nach Vertauschung

~b+1-a(Dasich gleiche Summen
ergeben, versagt das Verfahren.)

4.2-a+2-b, nach Vertauschung
2-b+2-a(Verfahren versagt)

£ Ll
_—— o = —

Bemerkt werden mu8 noch, da das Priifver-
fahren nur einen Fehler anzeigt, nicht aber die
Fehlerquelle.

kaufen (was einen Verlust von 50 Zentnern
oder von 50 Prozent bedeutet).

« Vorschrift zum Fiirben

Beginnt man mit b2 ungefirbt oder mit d3 un-
gefirbt, soistdas weitere Fiirben nicht schwer.
Beginnt man jedoch mit 2, ¢3 oder c4 unge-
farbt, so fiihrt dies zu einem Widerspruch zu
den Vorgaben.

a b ¢ d e

[

« Holzchentricks

SO
A

*Von X nach Y

Die 13 Felder sind:
11-13-31-43-59-67-73-19-17-23
-97-89-83

* Wie heifit die Pflanze?

KompaBdistel (Amnng‘buchs(abe K: m=3)

- Die K auch Stachel-
lattich genannt, ist eine spezielle KompaB-
bzw. Meridianpflanze. Bei diesen Pflanzen
sind als Anpassung an stark besonnte Standor-
te die Blitter vertikal aufgerichtetund in Nord-
Siid-Richtung gedreht. Durch diese Blattstel-
lung und durch zusitzliche Blattbewegungen
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(Photo- bzw. Thermotropismus) wird erreicht,
daB die Blattflichen zur Zeit der stirksten
Sonnenstrahlung, also mittags, parallel zur
Strahlenrichtung sind und die Blattfliichen nur
vonderschwiicheren Morgen-und Abendson-
ne voll getroffen werden.

« Durcheinander
Summe, Bruch. Minus, Gerade. Quotient, Plus,

Mathematik

« Fliichenverwandlung

s XX

« Fix nachgedacht

* Nummernsalat

2494 (Die 2. Ziffer muBte 4 sein, weil es nur
eine Zahl gibt. deren Quadrat und das Doppel-
te gleich sind. Das ist die 2. Daraus ergibt sich
alles Ubrige rechnerisch.)

« Begriffe gesucht
Produkt, Minuend, Differenz, Dividend,

Summand, Divisor, Quotient, Subtrahend,
Faktor, Summe

< lehren / Heft 50

* Den letzten beiBien die Hunde

1.

a) .. : B -, da B 4 freie Plitze hat

b) ... 'B-.\leh:..\i

<) B -. siche a)

d) B -. siche a)

2.

Fallc) A-(33):B-(12): A-(23): B-(13):
A-(2 -(34); ...

falls  A-(4 -(21): A-(32):B +
A-(31):B-(21): A-(32): B+
A-(2 -(31):A-(41):B+
A - -(31): A-(21/41): B +

Fall d) ... A -(44); B -(42):

falls  A-(41):B-(21): A ~(
A-G:B-(21): A
A-(21);B-(31); A-(41); B+
A-(32):B-(31): A-(21/41): B +

« Sprachecke

In einem konvexen Viereck mit dem Flichen-
inhalt S sind Strecken gezogen, welche die
Mitten gegeniiberliegender Seiten verbinden.
Findet den kleinstmoglichen Wert des Pro-
duktes der Lingen dieser Strecken.

Lisung: ABCD sei das gegebene konvexe
Viereck, und E, F, G und H seien die Seiten-
mitten der Seiten AB,BC,CD bzw. DA .
dannsind EF und HG Mittellinien der Drei-
ecke ABC bzw. ACD und FG und EHsind
Mittellinien der Dreiecke BCD bzw. ABD.

D G G

Somit ist

EF|ACIG und FG|BDIER.

=HG=-ACund FG=EH=

1 1
2 2

Das Viereck EFGH ist deshalb ein Parallelo-
gramm, dessen Seiten halb so lang wie die
Diagonalen des Vierecks ABCD sind. Ist S der
Fliicheninhalt von ABCD und sind h, und h,
Hohen auf BDin den Dreiecken ABD bzw.
BCD, so ist

und der Flicheninhalt des Parallelogramms
EFGH ist

1o == == 1
7S=F Ly +h, ¢)=3BD -3 (hy +hp),
DerFlicheninhalt des Parallelogramms EFGH
ist aber auch

Da

S

am Kleinsten ist, wenn sin € den
sin g
hochsten Werteinnimmt, also wenn €= 90°ist,
folgtdas Produkt EG-FH_ist bei konstantem
S minimal, wenn EG - FH ist.
Es wird dich nicht mnge beschiftigen
Wievielist 1 von 2 von 3 von 2 von 1507

¥ 4 5

Lisung: 30"
Schwierige Rechenoperation

Fiillt die leeren Felder aus und achtet darauf,
daB die angegebenen Rechenoperationen alle

richtig sind!

Losung:

999 -5 = 994
¥ A

27- 34 =918

37+39= 176

Bestimmt den groBtmglichen Wert des
Quotienten bei der Division einer dreistelligen
Zahl durch ihre Quersumme!

Lissung: Es sei
Xyz=2a(0<x<9;0<y.z<9:x.y.zeN)
derDividend, dannistx +y +z der Divisorund

_100x+10y+2 _ o 90y+992
X+y+z X+y+z
der zu bildende Quotient.
Weiin: 292 _ 5 it wird q maximal.
X+y+z

Dann gilt 90y + 992 =0 und x+y+z#0.
Man folgert deshalb 0 < x <9; y =0 und 2= 0.
Damit istq_ = 100.

« Hier gibt’s nur eine Losung

1) 95785 2) 26956
+12569 +26956
108 354 +26956
- +26956

+26 956
134780

35 24M

+2:2439215
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Einzelpreis im Abo: 2,00 DM

Einzelpreis: 2,50 DM

ISBN 3-617-34007-5

* Sommerschule
Junger Mathematiker 1991

zul)

Die Vermutung, da8 sich der groBte Fliichen-
inhalt ergibt, wenn der Punkt D mit dem Mit-
telpunkt der Seite BC kann

Betrachten wir den Fall, da8 2 - BD = BC gilt.
Die gepunkteten Dreiecke FDE und DCE sind
kongruent (Winkel an geschnittenen Paralle-
len und eine gemeinsame Seite) und damit
i ich. D

hat damit einen Flicheninhalt, der mit der

bewiesen werden, wenn man z daf fiir

cinen anderen Punkt D" eine groBere Restfli-
che entsteht (Abb. 1).

Ebenfalls kongruent sind die gepunkteten
Dreiecke GHE und E'D’C in Abb. 2.

Die hierentstehende Restfliche istum den Flii-
cheninhalt der schwarz gefirbten Dreiecke
F'FG und HDD' grofer, damit — um zum
Aufgabentext zuriickzukehren — das parallelo-
grammformige Grundstiick flichenkleiner als
bei einem Teilpunkt D, der mit dem Mittel-
punkt von BC zusammenfillt.

zu2)

Logarithmisch berechnete Niherungswerte
aller hundertstelligen Zahlen. die 37. Potenzen
natiirlicher Zahlen sind. gibt die folgende
Ubersicht an:

4741008 - 107 490 3.446- 107
475 1.091- 10" 491 3.715- 10"
476 1.179 - 10% 492 4.006- 10
477 1274107 493 4319- 107
478 1377107 494 4,655- 10"
479 1487107 495 5.016- 10"
480 1.607 - 10 496 5.405-10%
481 1.735-10% 497 5.824-10”
482 1.874-10” 498 6.273-10%
483 2023107 499 6.756 - 10
484 2.184-10” 500 7.276-10"
485 2.357-10% 501 4-10%
486 2.544-10” 502 8.434-10"
487 2.745-10" 503 9,079 -10™
488 2962 10” 504 9771 -10”
489 3.195-10%

Hier gibt’s nur eine Lésung

1. Eine Sehne in einem Kreis teilt
diesen stets in zwei konvexe Flichen:

SEHNE
+ KREI S
KONVEX

2. Bei einem Fiinfeck gilt fiir die
Berechnung des Umfangs:
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3. Ganz einfach auf zwei Arten
addieren:

Z WE 1
Z WE 1
Z WE 1
Z WE1
Z WE I
ZWANZIG
ZWANZIG
ZWANZIG
ZWANZIG
NEUNZIG

Dr. Stefan Bondeli, Ziirich

| zu3)

Der Zentriwinkel ist doppelt so groB wie jeder
Peripheriewinkel iiber dem selben Bogen (iiber
der selben Sehne). Fiir den Winkel VSL soll
| diek des sog i
| gens erliiutert werden. Der Zentriwinkel liegt
| (zumindest fiir Peripheriewinkel kleiner als
1 90°) in einem gleichschenkligen Dreieck.
| dessen Basis die betreffende Sehne ist und
| dessen gleichlange Schenkel Radien sind. Somit
| kann man die Winkel zwischen Sehne und den
Radien leicht konstruieren. Z. B. fiir ¢ MVL
gilt:
2-: ¢MVL + ¢ VML = 180° (Winkelsumme)
| 224MVL +2 - $VSL = 180° (Zentri-Periphe-
| riewinkelsatz)
4MVL + ¢ VSL = 90°, also
¥MVL =90° - ¢ VSL..
Durch Subtraktion des Peripheriewinkels von
einem rechten erhalten wir also die bei V bzw.
L an die Sehne anzutragenden Winkel.
Damit ist die Position des Schiffes schon stark
eingeschrinkt. Das Verfahren fiir den anderen
| Winkel FSL wiederholt, liefert den exakten
Punkt S, das heiBt hier die Position des Schif-
fes auf der Seekarte.

* Schachecke

Neben der Diagrammstellung, die sich 7x

verschieben liBt, gibt es desweiteren folgende

Grundmodelle mit den Damen auf den Fel-

dern:

a) E 3.cd.el,e3.e5

(15 Verschiebungen).

b) al, a3, a5, b2,b3.bd. cl, ¢3.c5
(23 Verschiebungen).

<) al, a3. a5. d3. d4.d5, g3. g5, g7
(3 Verschiebungen).

d) a3, a5.a7.d3,d4.d5. gl. g3, g5

(3 Verschiebungen).

a3, cl, ¢3, c4. d4, €3, e5,e7, g5

(3 Verschiebungen).

| e

Diese 60 Moglichkeiten muB man noch ver-
doppeln. denn jedes Grundmodell kannin jeder
Stellung um 90 Grad gedreht werden, so daB es
also 120 Moglichkeiten insgesam gibt.
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