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Komisches, Kniffliges

In jeder der folgenden Aufgaben vertritt stets
ein Buchstabe eine Ziffer, und die Null darf
nie zuvorderst stehen. Bei jeder Addition gibt
es genau eine Losung.

1. Eine Sehne in einem Kreis teilt diesen stets
in zwei konvexe Flichen:

S E HNE

KRETI S
K ONVE X

und Knackiges

4. Ganz einfach auf zwei Arten addieren:

ZINN NN
mEsEs=

fd i
NNNNNzZZzE

S mmmmm
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(2][nEoln s EaleRalalal

2. Bei cinem Fiinfeck gilt fir die
des Umfangs:

zlprnwnn
mmmmmm
b [ it
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3. Fiir Sportler diirfte sicher die folgende Auf-
gabe Giiltigkeit haben:

S URFE N

T ENNTI S

FREUDE
Sprachecke

Reconstituez cette multiplicaton, sachant que:

— Un chiffre est toujours représenté par la
méme lettre.

— Une lettre ne peut représenter qu'un chiffre.

— 1l n’y a pas d’autre chiffre 3 que celui déja
écrit.

— Le chiffre O est représenté par la lettre O.

Et, bien siir, la multiplication est exacte!

RI EN

X 3

=CLOUS
aus: Tangente, Paris

A dime in the glass
The drawing shows
four matches and a
dime arranged so that it
looks as if there is a
wineglass with a dime

Die Buchstaben der folgenden Addition kon-
nen auf zwei Arten zu einer korrekten Additi-
on fiihren: Entweder man bildet gemi8 den
Regeln romische Zahlen, oder man ersetzt je-
den Buchstaben durch eine Ziffer zwischen 0
und 9. Auf beide Arten entstehen korrekte Ad-
ditionen.

5;

X
zlo
ofx o
X0
<[> x
o E R

Can you move only two matches to again
have a wineglass, but with the dime outside it?
aus: Fun with mathematics, Toronto

CoGupasch B nyTeuecTsie Ha asroMoOmne, i
OGHapyAH1 HEHCHPABHOCTD CIHIOMETPA W
JaMeHHI1 ero CIMIOMETPOM OT APYTOM Maml-
nib. Korsa a otbesxan or oma, wa cue-
Tunke cnnomerpa 6uo 131313 kw. Ha
mocce y croa6a ¢ ormerkon 100 kv on
nokaswpan 131460, eme wepes 70 kv -
131558 km. Koraa s 106pasica 10 vecta na-
3HaueHHA, CYeTIHK nokaskean 132713 kw.
Ckonbko # npoexan?

in it.

4 alpha 5/92

aus: Quant, Moskau

6. Auch Stidte lassen sich zu einer Addition
vereinen:

>mm
mlm »

S
L
D

== m
mlz z

B
ST

7. Oder auch drei Stidte zusammen:
B O NN
MATI NZ
WE T MAR

Stefan Bondeli, Ziirich

Logik in Potenzen, Produkten

und Summen

Jeweils drei der unten angefiihrten Zahlenfol-
gen sind nach dem gleichen Gesetz gebildet
Wer es erkennt, wird die letzen beiden Glieder
der dritten und der sechsten Folge ergiinzen
kénnen. Und er wird die beiden Bildungsge-
setze als zwei Folgen von Termen darzustel-
len wissen, in denen n fiir die Anzahl der Glie-
der steht und die natiirlichen Zahlen von 1 bis
n verwendet werden. (Es geniigt, die ersten
drei Glieder einer Folge und das letzte so dar-
zustellen; fiir die Zwischenglieder setzt man
drei Punkte.)

AL 16 27 16 5

Byl 32 8 64 25 6
)1 64 243 25 125 «x y
D)6 24 36 24 10

E)7 42 9 76 35 12
F)8 76 258 272 140 x y,

Johanna Heller, Erfurt

Wer findet die Primzahlen?
Anstelle der Buchstaben a, b, c und d ist in je-
dem Kreis so eine Primzahl einzusetzen, da8

die Summe der beiden Zahlen, die in zwei
durch eine Strecke verbundenen Kreisen ste-
hen, gleich der an der verbindenden Strecke
stehenden Zahl ist.

W. Triiger, Dibeln
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Rechteck geben die Rechenoperationen fiir
die Richtungen des angegebenen Weges an
(Abb. 1). Geht der Weg nach rechts bzw.
nach oben, so werden die entsprechenden
Zahlen addiert, in den beiden anderen Fiil-
len nach links bzw. nach unten subtrahiert.
In unserem Beispiel sind also folgende Ad-
ditionen bzw. Subtraktionen durchzu-
fiihren: 9 - 3 = 6 nach unten, 6 + 4 = 10 nach

Spiel: Zahlenlabyrinthe
Den Feldern unserer Labyrinthe (vgl. Spiel: > —— e
Wir untersuchen Labyrinthe” im Heft 5| 8] e E % 1 % %
3/1992, S. 28, 29 unserer Zei ift “alpha’ [ < =
ordnen wir Zahlen zu, den Wegrichtungen T 3 6|5 \L . % % % ’—‘0
Rechenoperationen. N 2 11 '5 ‘lf
gl | R [ 303]3]3
. Em Abb. 2 HENLAE
e & 6 9 7 4
9|5 |6 Abb.3 =
rechts, 10 +8 = 18 nach oben, 18 + 6 =24 nach 3
‘T 3]s i | | rechts, 24 - 5 = 19 nach unten, 19 -2 = 17
nach unten, 17 — 7 = 10 nach links und | chenen Zahlen ver- P——
1 712 10 - 1 =9 oder zusammenhingend: wenden. Ermittle das o o e w |
9-3+4+8+6-5-2-7-1=9.DieLs- | Ergebnis fiir die an-
Abb. 1 sung, das Ergebnis d istal- gebroche- -
s09. nen Zahlen und den e
‘Wir wollen ein Beispiel vorfiihren. In dem | Man ermittle das Ergebnis fiir die nebenste- Weg
3 x 3-Labyrinth haben wir natiirliche Zah- | henden Vorgaben (Abb. 2). Wie zu erkennen | (Abb. 3).
len eingesetzt. Die Zeichen neben dem | ist, verwenden wir jetzt alle vier Gi Berechne d. inth fiir zwei an-

tionen.

‘Welchen Weg muB man im Zahlenlabyrinth
der Abb. 2 beschreiten, wenn man das Er-
gebnis erhalten soll? Zeichne diesen Weg.
Nachdem wir bisher Aufgaben fiir das 3x3-
Zahlenlabyrinth gel6st haben, wollen wir nun
den Schwierigkeitsgrad etwas erhdhen und

dere mogliche Wege bei gleichem vorgege-
benen Ein- und Ausstieg. Stelle ein weiteres
3x3-Zahlenlabyrinth auf. Verwende wie-
der alle vier Grundrechenarten.

Da keine negativen Zahlen auftreten sollen,
kann man nicht beliebige Zahlen verwen-
den. Nimm erst natiirliche Zahlen, spiter

inth

uns einem 4x4-Z;
Als Zahlenbereich wollen wir den der gebro-

auch Zahlen.
Gerhard Schulze, Herzberg

Auf wieviel verschiedene Arten kann
man LOSUNGSWEG lesen?
(siehe Abbildung)

00
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NNNNN
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WWWWWWWW
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Das Nummernschild eines Autos ist
folgendermaBen aufgebaut:

Abkiirzung des Ortes — hochstens 2 Buchsta-
ben — eine Zahl bis 999

Bsp: SOM-AB 123 oder SOM-P 6 usw.
Errechne, wieviele Autos ein Ort hochstens
haben kann.

Lutz Kratzsch, Ssmmerda

1fille fiir 2fellos 1fallsreiche

Die Worter Weihnachten, Rundreise und
Steinschlag enthalten deutsche Zahlworter,
man kénnte sie Weihn8en, Run3se und
Stlchlag schreiben. Mit solchen Wortern kann
man sich einige Spi i (siche

1) Suche fiir jede Ziffer mindestens ein Wort
(die Ziffer soll nicht am Anfang oder Ende
stehen wie bei Klad)!

2) Suche in anderen Sprachen nach solchen
Wortern! (z. B. alone)

3) EIf mal elf
Wo fehlt in den folgenden elf Wortfrag-
menten das Wort elf?

Her Wenknig
Bast Grusilm
Nebront Dt
Diesahrer  Spargeld
Simpranse Camilter
Himmahrt

Heinz Siegler, Eschau

Ein Legespiel
10 Flichenstiicke, von denen 5 zu Figur 1 und
die anderen 5 zu Figur 2 kongruent sind, sol-

alpha 4/91 8. 19/7)
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len auf 6 verschiedene Weisen zu einem regel-
miiigen Zehneck so aneinander gelegt wer-
den, dal nie zwei solche Parkettierungen durch
eine Bewegung aufeinander abgebildet wer-
den konnen.

Eine Moglichkeit wollen wir hier zeigen.

Walter Triiger, Dibeln

alpha5/92 5



Pop-Up-Modelle

Wollt Thr Eure Mathelehrer durch in
Sel Mo-
delle von Pyramiden oder Prismen,
Wiirfel oder Quader iiberraschen?
Dann miiBt Ihr die folgende Anleitung
lesen, wie man mit geringen Mitteln
reizvolle Modelle bauen kann!
(Natiirlich diirfen dies auch die Lehrer
tun - die Schiiler werden iiberrascht
sein...)

In folgenden Zeilen wird beschrieben, wie

Stiick Klebestreifen auf der spiteren Innen-
seite des Modells.

— Nach dem Ausschneiden klebt man die vor-
gesehenen Laschen auf die in den “Klebe-
plinen” (Abbildung 3) schraffierten Fli-
chen.

~ Vor den ersten Auf- und Zuklappversuchen
den Kleber gut antrocken lassen.

Hinweise zu giinstigen MaBien
der Modelle:

Die MaBe beziehen sich auf die in den Netzen

man diese Modelle herstellen kann, die ohne
Probl — einfach

transportiert werden kénnen und wenn man
sie braucht, im Nu “aufgeklappt” sind. Es han-
delt sich um sogenannte Pop-Up-Modelle. Die
Anregung dazu fand ich in einem engli

Klappt —

(vgl. Abbildung
2):

Zu Klebeplan 1: (Sechsseitige Basis)

“Bastelheft” [1]. Manche Kindermirchen-
biicher, die auf dhnliche Weise

Prisma:
a=4,5cm, Hohe h=8 cm
i itige Pyramide:

Kulissen beim Aufschlagen der Seiten fir die
einzelnen Geschichten erzeugen, habt Ihr viel-
leicht schon einmal geschen — cbenso wic
Gliickwunschkarten...

Und das benitigt Thr zur

a=4,5 cm, Seitenk. s =9 cm

und Rechteckseiten bestimmen; sie betriigt
bei den eingegebenen Werten fiir a, h und s
rund 38° fiir den Winkel zur kurzen Recht-
eckseite.

Bemerkung:

Auch andere Kérper, z. B. regelmiBige Okta-
eder, lassen sich in Pop-Up-Bauweise herstel-
len, lediglich diese Basisplatte ist nicht reali-
sierbar. Beim “Normoktaeder” ABCD EF
denke man sich dieses zum Beispiel liings der
Kanten AE und AF “aufgeschlitzt”. Das Okta-
eder liBt sich dann (ohne Gewalt) in eine plat-
te Form bringen.

Vorteile gegeniiber der
herko i

Vorteil 1: Thr (die Schiiler) kénnt diese Mo-
delle immer ohne viel Platzaufwand mitneh-
men und vor allem ohne fiirchten zu
die Modelle beim Transport zu beschiidigen
oder gar zu zerstoren.

Fiir die Lehrer: Denken Sie daran, wie oft die
Schiiler der unteren Klassen das in manchen

Pri fund P

Quader- oder Wiir-

Nach Wahl am besten aus proj
Schnitt entnehmen (lassen); Modell fiir Paral-
lelperspektivitit, Perspektivitit.

Basis)

® Als Grundlage einen Schuhkarton
Format A 4, in der Mitte einmal falten
(ev. in einer Buchbinderei stanzen und
gleich knicken lassen, erhoht die Le-
bensdauer betrichtlich), oder man
wiihlt einen im Vergleich zum Schuh-
karton etwas diinneren Zeichenkar-
ton.

® Zum Bau der eigentlichen Modelle
einen Zeichenkarton.

® Klebstoff, Klebeband (zur Verstir-
kung der Faltkanten!).

Die vorliegenden Modelle nehmen nicht mehr
Platz ein als ein DIN A 5-Umschlag, aufge-
klappt ergeben sic ein auf dem A 4-Karton ste-
hendes Modell von ca. 10 cm Hohe. (Abbil-
dung 1) (Fiir Lehrer: Selbstverstiindlich kann

Quader mit quadratischer Basis

a=7,5 cm, Hohe h cm

RegelmiBige vierseitige Pyramide
7.5 cm, Seitenk. s = 10 cm

und wie lange es bei
manchen Schiilern dauert, diese Modelle in
der Schulstunde zusammenzubauen, wenn sie
gebraucht werden.

Vorteil 2: Auch iiber lingere Zeitriiume kon-
nen diese Modelle bequem (im Biicherregal)
aufbewahrt werden — ohne zu verstauben. Die-
ser Vorteil ist vor allem bei Platzmangel zu
Hause oder in der Schule gewichtig!

Vorteil 3: (v. a. fiir Lehrer) Man kann diese

(z. B. nach

Modelle ohne gleich von vorn-

Zu Klebeplan 3: (Rechteck)
Quader mit rechteckiger Basis
a=10cm,b=45cm h=6cm
Pyramide mit rechteckiger Basis
a=10cm, b=45cm,s=10cm

Achtung: Vor dem Ankleben mufl man die
GrisBe des Winkels zwischen Knickkante

herein durch die mitgebrachte Modellsamm-
lung die Schiiler vor dem festgelegten Zeit-
punkt abzulenken. (Praktisch giinstig, wenn
man noch nicht wei, ob man in der folgenden
Stunde wirklich so weit kommt...)

von Thomas Miiller, Krems/Donau

Literatur

[1] Mathematical Curiosities 3 von Gerald Jenkins
und Anne Wild

‘Tarquin Publications, Stradbroke. 1990.

man bei Dy auch eine
Basis des Formates A 3 — geknickt dann A 4 -
nehmen und die Modelle entsprechend groBer
ausfiihren.)

Die Herstellung ist einfach:

— Man iibertriigt zunichst die Netzvorlagen
(Abbildung 2) auf den Zeichenkarton in
den in der Tabelle vorgeschlagenen MaBen.
(Werden z. B. groBere Hhen gewihlt, dann
Kann es passieren, daB das gefaltete Modell
aus der zugeklappten Basis, die ja als
Schutzhiille dient, hervorragt und dadurch
leicht beschidigt wird.)

— Danach ritzt man die Kni vorsich-
tig an und sichert sie am besten mit einem

6 alpha 5/92
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Komisches, Kniffliges

Nadeln im Heuhaufen

Primzahlen spielen eine grundlegende Rol-
le bei der Untersuchung der Teilbarkeit
natiirlicher Zahlen. Biicher bieten zur Er-
mittlung von Primzahlen hiufig das Sieb
des Er an. Relativ

aber bedeutend effektiver ist das hier vor-
gestellte Sieb des Sundaram.

Teilerarme Zahlen

Die Zahl 12 hat sechs Teiler: 1, 2, 3, 4, 6 und
12. Beispielsweise ist 4 ein Teiler von 12,
denn 12 kann als Produkt aus 4 und einer wei-
teren natiirlichen Zahl (hier: 3) geschrieben
werden: 12 =4 - 3. Hingegen ist 5 kein Teiler
von 12, denn die Gleichung 12 =5 - x hat kei-
ne natiirliche Zahl x zur Losung.

Die Aussage "4 ist ein Teiler von 12

man in der Mathematik kurz so: 4 | 12, und
51 12 (Teilbarkeitszeichen durchgestrichen)
bedeutet natiirlich 5 ist nicht Teiler von 12*.
Allgemein kann man also sagen: Die natiirli-
che Zahl a ist ein Teiler der natiirlichen Zahl b
(in Zeichen a | b) genau dann, wenn es eine

und Knackiges

Welche Teiler hat die Zahl 1? Welche Zah-
len haben 1 als Teiler? Welche Teiler hat
die Zahl 0? Welche Zahlen haben 0 als Tei-
ler? Hinweis: Man benutze die oben ange-
gebene Definition der Teilbarkeit.

Jede natiirliche Zahl a>1 hat mindestens zwei
Teiler, ndmlich 1 und a selbst. Zahlen, die
auBer diesen beiden Teilern keine weiteren
Teiler besitzen, heiBen Pri; Sie sind

Diese Erkenntnis ist freilich nicht sehr tieflie-
gend, weil sofort einzusehen: Ist a keine Prim-
zahl, so hat a mindestens einen (von 1 und a
verschiedenen) Teiler t: alsoa=t-s. Nun sind
entweder s und t beides Primzahlen — dann ist
die gewiinschte Zerlegung von a bereits er-
reicht —, oder sie sind es nicht. Dann wendet
man dieselbe Uberlegung auf die einzelnen
Faktoren t und/oder s an und erhilt etwa
a=t-s=(t 1) (s s ) usw. Dabeijedem
Schritt mindesiens ein Faktor in cin Produkt
echt kleinerer Faktoren zerfillt (der Faktor 1
tritt nicht auf!), muB das Verfahren nach einer
gewissen Anzahl von Schritten zur gewiinsch-
ten Zerlegung fiihren.

Zerlege die Zahl 60 auf diese Weise!

also gewissermaBen die “teilerdrmsten™ Zah-
len. Die Kleinste unter ihnen ist die Zahl 2,
weitere Primzahlen sind 3,5.7, 11, 13,17, 19,
23... Suche noch weitere Primzahlen, viel-
leicht auch eine, die grofier ist als 100 (oder
500 oder 1000).

Die Primzahlen als Bausteine aller
natiirlichen Zahlen

Schon die alten Griechen wufiten, daf jede
natiirliche Zahl >1 entweder eine Primzahl ist
oder sich als Produkt von Primzahlen schrei-
ben liBt; die Primzahlen mithin sozusagen die
Bausteine sind, aus denen man durch Multi-
plikation alle natiirlichen Zahlen gewinnen
kann. Deswegen nennt man die Nichtprim-

ist nun die Tatsache,
daf ez jedér Zahl a (a> 1y eiie solche
Primfaktorzerlegung gibt, auf welchem Wege
und iiber welche “Zwischenschritte” man sie
auch immer gewinnen mag. (Die Reihenfolge
der Faktoren ist freilich beliebig: man konnte
sie z. B. nach der GroBe ordnen.) Man kann al-
50 sagen: Jede Zahl a > 1 ist entweder eine
Primzahl oder auf eindeutige Weise als Pro-
dukt von Primzahlen darstellbar.

Die Suche nach den Primzahlen

Um die Primfaktorzerlegung etwa von 1386
2u gewinnen, rechnen wir vielleicht so: 1386
<154=(3-3)-(77-2)=(3-3)-(11-7)-2
=2-3-3-7- 11, und damit sind wir fertig,
denn nun sind alle Faktoren Primzahlen.

natiirliche Zahl x so gibt, daBb =a - x ist. zahlen auch Zahlen. | Sch
Eratosthenes von Kyrene
Eratosthenes von Kyrene war ein Uni . Seine liegen

spiel eine Erdkarte anfertigte.

messungen der Erdkugel vor.

nungs- und Gedankenaustausch.

aber vor allem auf dem Gebiet der mathematischen Geographie, wo er zum Bei-

Dazu teilte er die Erde in Vierecke ein, bestimmte den Erdumfang und nahm Ver-
Mit Archimedes fiihrte Eratosthenes einen brieflichen wissenschaftlichen Mei-

Etwa um 246 v. u. Z. wurde er an den Kénigshof von Alexandria gerufen, um dort
als Prinzenerzieher und Direktor der Bibliothek zu wirken.
Alexandria war zu dieser Zeit das Zentrum der antiken Wissenschaft.

Noch vor 300 v. u. Z. wurde dort das sogenannte Museion ins Leben gerufen. Die-
ses erste staatlich begriindete und unterhaltene Forschungszentrum besaB Hor-
séle, Arbeitszimmer, Speiseraume, eine Art Sternwarte, zoologische und botani-
sche Gérten. Angegliedert war eine riesige Bibliothek. Sie umfaBte etwa 400 000

Papyrusrollen,

maios.

heizten sie mit den wertvollen Schriften

wurden die wi
schéngeistigen Schriften der Volker des Mittelmeeres und des vorderen Orients.
Gewirkt haben am Museion so bedeutende Naturforscher und Mathematiker wie
Euklid, Archimedes, Apollonius, Diophantos, Heron von Alexandria und Ptole-

Leider wurde diese Bibliothek durch die Roémer vernichtet. Unter anderem be-

enschaftli , philc 1en und

ihre Bader.

8 alpha 5/92

ieriger ist es schon, zu erkennen, daf
72775 727 = 7 151 - 10 177 bereits die ge-
wiinschte Zerlegung ist, denn 7 157 und
10 177 sind beides Primzahlen. Es ist ver-
standlich, daB Primzahlen beim Durchlaufen
der Zahlengeraden immer seltener auftreten
(warum?), die Suche nach ihnen schlieBlich
vergleichbar wird mit jener nach der “Nadel
im Heuhaufen”.

Das wirft die Frage auf: Wie kann man auf
moglichst effektive Weise zu einer moglichst
weit reichenden Primzahl-Liste kommen?
Das Priifen jeder Zahl auf ihre Teilbarkeitsei-
genschaften, ob nun “von Hand™ oder mit dem
Computer, ist gewil wenig cffektiv. und bei
groBeren Zahlen kommt selbst der Computer
ins Schwitzen. Die Biicher bieten hiufig das
sogenannte Sieb des Eratosthenes an: es ist
zwar sehr leicht zu verstehen, aber doch ziem-
lich unhandlich [Eratosthenes war ein griechi-
scher Gelehrter, der etwa von 275 v. u. Z. bis
195 v. u. Z. lebte]. Ein wenig bekanntes, aber
recht wirkungsvolles Verfahren ist das Sieb
des Sundaram [indischer Mathematiker]. Es
beruht auf folgenden Uberlegungen: Aufer 2
ist offenbar jede Primzahl ungerade. Warum?
Kénnte man nun alle ungeraden Nicht-Prim-
zahlen (bis zu einer beliebig vorgegebenen
Schranke) aufschreiben, wiiBte man: alle nicht
notierten ungeraden Zahlen sind Primzahlen.
Mit anderen Worten: Sundarams Sieb filtert

mathematik lehren/Heft 54 34



Das 7. Weltwunder der Antike —
der Leuchtturm auf der Insel
Pharos vor Alexandria

Im Jahr 279 v. u. Z. wurde dieser sagen-
umwobene Turm gebaut. Das zwischen
120 und 140 m hohe Bauwerk wurde
zunichst als Landmarke errichtet, spiter
als Leuchtturm umgeriistet.

Er wurde Vorbild fiir alle spiiter errichte-
ten Leuchttiirme. Im 14. Jahrhundert zer-
storte ein Erdbeben das Bauwerk. Nun
soll er wieder aufgebaut werden. Aller-
dings nicht genau an der historischen
Stelle, denn dort errichteten die Mamlu-
ken aus den Kalksteinquadern des zer-
storten Turmes eine Seefestung. Gebaut
wird anhand einer Zeichnung des deut-
schen Archiiologen und Architekten Frie-
drich von Thiersch (siche oben). Das ge-

( = /

g TTHTEZR
gende Zah! geht aus der vorangegangenen al-
so durch Addition von 6 hervor. Sodann soll
das Schema symmetrisch sein, d. h., mit der
ersten Zeile hat man auch die erste Spalte und
damit die Startzahlen fiir die 2., 3., usw. Zeile.

naue Aussehen konnte nicht rekonstruiert
werden.

Kosten soll das lukrative Projekt 35 bis
50 Millionen Mark, geniigend Finanziers

Das Schema des Sundaram

haben Interesse bekundet. So15 | 21 27(33
15|25 35| 45/ 55
21(35 | 29| 63| 77

2745 | 63 [°84] 99
genau die ungeraden Nichtprimzahlen heraus! | | 33 |55 | 77 | 99 i24.
Die erste ungerade Nichtprimzahl (>1) ist 9. | | 39|65 | 91 [117 {143

die zweite ungerade Nichtprimzahl ist 15. Mit 45175 | 105 135|165

diesen beiden Zahlen beginnt man das unten-
stehende Schema aufzubauen: Die erste Zeile
beginnt mit den genannten Zahlen 9 und 15
und wird gleichabstindig fortgesetzt; jede fol-

Auch in diesen Zeilen erhilt man jede Zahl
aus der vorangegangenen durch Addition ci-

ner festen GroBe, die bei der 2. Zeile 10, bei
der 3. Zeile 14, bei der 4. Zeile 18 usw. be-
trigt, allgemein: die konstante Differenz
zweier benachbarter Zahlen der i-ten Zeile be-
triigt 4i + 2 (i = 1, 2, 3...) Dieses Schema kann
man nun nach rechts und nach unten so weit
fortsetzen (oder vom Computer ausrechnen
lassen — wer schreibt ein einfaches Pro-
gramm?), wie man es fiir wiinschenswert er-
achtet. Wer Zeit sparen will, nutzt die Sym-
metrie des Schemas und notiert nur die Zahlen
oberhalb bzw. unterhalb der Diagonalen. wie
im angegebenen “verkiirzten Sundaram-Sche-
ma” fiir die Nichtprimzahlen kleiner als 100
ausgefiihrt. Wie erhiilt man dann die “Start-
zahlen” in der Diagonale?

Nun miissen wir zeigen: a) das Sundaram-
Schema enthiilt nur zusammengesetzte Zah-
len: b) jede zusammengesetzte (ungerade)
Zahl kommt in diesem Schema vor. Dann sind
die Primzahlen (# 2) genau die im Schema
fehlenden (ungeraden) Zahlen.

Verkiirztes Sundaram-Schema fiir die ungeraden Nichtprimzahlen < 100

9 15 21 27 33 39 45 51 57 63 69 75 81 87 93 99
25 35 45 55 65 75 85 95
49 63 77 91
81 99
Das Delische Problem

Auf eine Erfindung des Dichters Eratosthenes geht folgende Geschichte zurlick:

Auf der griechischen Insel Delios befand sich ein wiirfelférmiger Altar des Apollon, Sohn
des hdchsten griechischen Gottes Zeus. Dort gab eine Priesterin, die Pythia, Weissa-
gungen (Orakel). Als sich die Delier zur Abwendung einer Seuche an das Orakel wand-
ten, erhielten sie die Aufgabe, den Altar Apollons unter Beibehaltung seiner Form zu
verdoppeln.

Eratosthenes hat sich sehr ausfihrlich mit der Wiirfelverdoppelung beschaftigt und
auch ein Instrument (Mesolab) zur mechanischen Lésung gefunden. Da die Rechen-
techniken der alten Griechen sehr gering entwickelt waren, versuchten sie alle wesent-
lichen Probleme durch Kor { mit Zirkel und Li-
neal zu |6sen.

Allein mit diesen beiden Hilfsmitteln die Seite eines Wiirfels zu konstruieren, dessen Vo-
lumen doppelt so groB ist wie das Volumen des gegebenen Wiirfels, ist jedoch unmég-
lich.

nach: H. Pieper: Heureka, Deutscher Verlag der Wissenschaften, MSB Nr. 135

Die rechnerische Lésung iiberlassen wir nun Euch!

Zu a) Wir das in der i-ten Zeile und
k-ten Spalte sichende Element a_: Zu ihm ge-
langt man, ausgehend vom ersten Element a
dieser Zeile, in (k - 1) Schritten der konstan-
ten Schrittweite 4i + 2,
also: a =a + (k—1)(4i +2). Nun ist das er-
ste Element der i-ten Zeile gleichzeitig das
i-te Element der 1. Zeile (Symmetrie!), und
dieses erhiilt man aus dem ersten Element *9”
der 1. Zeile nach (i — 1)-Schritten der gleichen
Schrittweite 6 (fiir die 1. Zeile);
alsoa =9+ (i~ 1)6=6i + 3. Insgesam er-
hélt man damit:
a =6i+3+(k-1)4i+2)

=4ik +2i+ 2k + |
+ 1)(2k + 1). Nun sicht man, daB a
eine zusammengesetzte Zahl ist!
Zu b) Ist z eine beliebige (ungerade) zusam-
mengesetzte Zahl, so besitzt z (mindestens)
zwei (von 1 und z verschiedene) ungerade
Teiler, die wir etwa mit 2r + 1 und 2s + 1 be-
zeichnen.
Also ist z = (2r + 1)(2s + 1) und steht nach a)
in unserem Schema in der r-ten Zeile und s-ten
Spalte. Damit ist alles bewiesen.

Herbert Kiistner, Sektion Mathematik
der Universitiit Leipzig
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Das dritte

Planetengesetz von Kepler
— einmal ganz anders

Jeder Schiiler lernt spiitestens im
Astronomieunterricht die drei Plane-
tengesetze von Kepler. Mit Recht, denn
nen hat Kepler die zu seiner Zeit
noch vorhandenen Mingel des ko-
pernikanischen Weltsystems beseitigt.
1609 kam sein beriihmtes Buch
«Astronomia nova» (Neue Astrono-
mie) zum Druck und begriindete sei-
nen Ruhm als Astronom. Darin sind
die ersten beiden nach ihm benannten
Planetengesetze enthalten:

1 Jeder Planet liiuft auf einer Ellipsen-
bahn um die Sonne, die in einem der
beiden Brennpunkte steht.

2. In gleichen Zeitabschnitten iiber-
streicht die Strecke Sonne-Planet
gleichgrope Flichenstiicke, daher ist
die Geschwindigkeit der Planeten in
Sonnenniihe griifer als in Sonnenfer-
ne.

Uber Jahrzehnte unternommene genaue Mes-
sungen der Marsbahn von Tycho de Brahe wa-
ren das wissenschaftliche Erbe. das dieser sei-
nem Nachfolger als kaiserlicher Astronom in
Prag bei seinem Tod 1601 hinterlieB.

Um nun Keplers Leistung bei dieser riesigen
Arbeit richtig einzuschiitzen, muB der Leser
wissen, daB die Planetenbahnen mit wenigen
Ausnahmen sich kaum von idealen Kreisbah-
nen unterscheiden (alpha, Heft 1/88).

Zehn Jahre nach der «Astronomia nova» er-
schien 1619 Keplers zweites Hauptwerk mit
dem Titel «Harmonices mundi» (Die Welthar-
monien). Darin ist neben zahlreichen mathe-
matischen Entdeckungen sein drittes Plane-
tengesetz enthalten, es besagt (etwa) folgen-
des:

3. Die dritten Potenzen der Abstinde al-
ler Planeten von der Sonne stehen im
gleichen Verhiiltnis, wie die Quadrate
ihrer Umlaufzeiten.

Fiir die mittleren Abstinde ist damit ein ge-
nauer Zusammenhang zu den Umlaufzeiten
im Sonnensystem erkannt worden, wieder hat
Kepler ein gewaltiges Beobachtungsmaterial
seiner Vorginger genial zu einem mathema-
tisch i Geselz

Wir wollen einmal einen ganz anderen Weg
einschlagen, um zu seinem dritten Gesetz zu
gelangen: Wegen der riesigen Entfernungen
der Planeten von der Sonne fiihrten die Astro-

10 alpha 5/92

nomen die mittlere Entfernung Sonne-Erde als
astronomische Einheit AE = 149.6 - 10 km
cin. In Tabelle 1 sind dic Abstinde in der 1.
Spalte also auf die Erde bezogen. In der 4.
Spalte sind die Umlaufzeiten in Jahren ange-
geben,

Aufgaben

1 Man berechne das 3. Kepler-Gesetz im
doppeltlogarithmischen Diagramm mit
den Entfernungen der 3. Spalte!

2 Man berechne den Proportion:
tor aus dem Achsenabschnitt!

3 Man berechne den Mittelwert des An-
stiegs fiir alle Planeten!

tsfak-

Um nun alle Daten der Tabelle in ein Dia-
gramm zu zeichnen, muf die Abszissenachse
fiir die Entfernungen bis 40 und die Ordina-
tenachse fiir die Umlaufzeiten sogar bis 250
reichen. Man trigt daher solche Tabellen im
logarithmischen MaBstab auf, dazu werden
die Entfernungen und die Umlaufzeiten loga-
rithmiert (vel. Spalte 2 und 5). In Abb. 1 lie-
gen die Wertepaare fiir alle Planeten, auch fiir
diejenigen, die Kepler noch nicht kannte, sehr
gut auf einer geraden Linie. Mit den Achsen
logU und loga hat der mittlere Anstieg den
Zahlenwert 1,5. Die Verbindungsgerade liuft
genau durch den Ursp in dem die

multipliziert man auf beiden Seiten mit dem
Faktor 2, 50 folgt

2-logU=3"-logaoderlog U'=loga’. (2)

Auf der Erde mit den Koordinaten 1 bezogen
erhalten wir entlogarithmiert aus Gleichung
(2) das dritte Gesetz von Kepler

U

1. (3)

Nicht auf die Erde bezogen gilt dann fiir die
Planeten untereinander

4)

Wenn wir das Planetengesetz nicht als Ver-
hiltnisgleichung schreiben wollen, miissen
wir einen Proportionalititsfaktor K einfiihren

U=k 5)

Wie in Abb. 1 zu sehen ist, erfiillen auch die
weit von der Sonne entfernten Planeten Ura-
nus, Neptun und Pluto sehr gut das 3. Gesetz
von Kepler, obwohl er diese noch nicht ken-
nen konnte. Mehr noch: In der Neujahrsnacht
1801 hat der italienische Astronom Piazzi den
ersten Planetoiden Ceres entdeckt. Planetoi-
den sind sehr kleine Planeten, bis 1810 wur-
den die vier groften unter ihnen gefunden, es
sind Ceres mit 1025 km Durchmesser, Pallas
mit 560 km, Vesta mit km und Juno mit
190 km. Fiir den ersten hat der Mathematiker
Carl Friedrich Gauss, er war damals 23 Jahre
alt, aus nur wenigen Beobachtungsdaten von
Piazzi mit seinen ganz neuen mathematischen
Methoden die genaue Ellipsenbahn berechnet.
In der Neujahrsnacht 1802 fand dann der Arzt
und Astronom Olbers Ceres an der vorausbe-
rechneten Stelle wieder. Heute kennen die
weit iiber 1000 solcher kleiner

Erde mit den beiden Koordi 1, das heiBt

Hi deren Bahnen fast alle zwi-

log 1 = 0 cingezeichnet werden muB. Soweit
das Ergebnis der
Auswertung fiir alle Planeten nach Tab. 1.
Die Gleichung fiir diese Gerade durch den
Nullpunkt heift jetzt:

log U=m - log amit dem Anstieg m = 1,5 (1)

schen der des Mars und des Jupiters liegen.
Fiir den Mittelwert aller Abstinde von der
Sonne hat man 2,9 AE und fiir die mittlere
Umlaufzeit U 5 Jahre berechnet. Selbst
diese Mittelwerte liegen noch recht gut auf der
Geraden in Abb. 1. Obwohl Kepler schon na-
he dran war, hat erst Newton das aligemeine

Tabelle 1: Abstand von der Sonne und Umlaufzeiten der Planeten

Planet  Symbol | —— oga - | —2 U gy | eeY
AE km -10°| Jahre loga
Merkur 0,387 |-041229 0,5791 0,241 | -0.61979 1,499
Venus 0723 | -0,14086 1,0821 0,615 | -0.21112 1.4988
Erde 1.0 0. 1,496 1,0 0, —
Mars 1524 0.18298 2,279 1.881 0.27439 1.4995
Jupiter 5,203 0.71625 7,783 11,862 1,07416 1.4997
Saturn 9.546 097982 14,28 29,458 1,46920 1.4995
Uranus 19,18 1.28285 28,72 84,02 1.92438 1,5000
Neptun 30,09 1.47842 44,98 164,78 2,21690 1.4995
Pluto 39,7 1.59879 59.46 2477 2,39393 1,4973
Planetoiden 29 0.46239 4,338 45 0,65321 1,413
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Gravitationsgesetz ge-
funden, aus dem die
drei Kepler-Gesetze
zwangsliufig folgen.
Es steht in seinem
Hauptwerk «Principia
mathematica philoso-
phiae naturalis» (Ma-
thematische Prinzipi-
en der Naturphiloso-
phie), das 1687 in
England  gedruckt
wurde. Demnach ist in
K aus Gleichung (5)
sowohl die allgemeine
Gravitationskonstante
als auch die Sonnen-
masse enthalten. Bei
genauerer Berechnung
gehen noch die Plane-

tenmassen ein, aber im L
Vergleich zur Sonne
konnen diese vernach-
lassigt werden, damit ?
bleibt Keplers 3. Ge-
setz eine sehr gute
Niherung, wie auch
Abb 1 zeigt. In der

log C

03

02 /

log T/K
01

10 20 30 40 50 60708090100

tlichen

Abb. 1: 3. F

Arbcu wird nicht nur
der As , sondern jeder
doppcll]ogdnthmlsche Diagramme benutzen,

Chemie lassen snch zahlreiche Benpnele sol-
cher Di:

wenn er fiir seine ein
Potenzgesetz erwarten kann.

Mit dem Ansatz

y=K-x ©

ergibt sich eine Geradengleichung, wenn man
auf beiden Seiten logarithmiert

logy=logK+n-logx. ©)

Trigt man nun als Ordinate log y und als Ab-
szisse log x auf, so kann aus dem Anstieg im
Falle eines linearen Verlaufs der gegebenen
Wertetabelle der Exponent n aus Gleichung
(5) sehr genau ermittelt werden, n muB dabei
keineswegs ganzzahlig sein. Aus Physik und

Tabelle 2: Molwirme von Flufspat bei sehr
(Temperaturangaben in Kelvin)

tiefen Temperaturen,

Abb. 2: CaF, Flupspat

Aufgaben
4 Man zeichne die Molwirme C gegen die

Koordi angebcn. Der Handel hiilt fiir die- Temperatur T als kublscllen Graph.
sen Zweck loga- | 5 Mnn hne die Al
rithmisch eil bereit. i i Jjeweils zwi-

‘Wir wollen hierfiir ein Beispiel aus der Ther-
mochemie erliutern: 1912 hat der bedeutende
niederlindische Physiker Peter Debye fiir den
Verlauf der Molwirmen C fester Korper bei
sehr tiefen T Y isch ein T'-

schen den benachbarten Punkten und
bilde den Mittelwert fiir die Steigung.

Abb. 2 gibt den sehr gulen Imearen Verlauf in
an. Die

Gesetz nach der Formel

C=K-T* )
vorausgesagt. Spiter ist dieses Potenzgesetz
an zahlreichen einfachen Kristallen nichtme-
tallischer Art bestitigt worden, nachdem man
mit Hilfe des fliissigen Heliums Messungen
bei sehr tiefen Temperaturen durchfiihren
konnte. Die Molwirme
C eines Stoffes ist dabei
diejenige Wirmemen-

Rechnung liefert einen Anstieg mit dem Wert
m = 2,98, also aufgerundet 3, wie es Glei-
chung (7) verlangt. Der Achsenabschnitt be-
rechnet sich zu

-5-34,d.h.K=4,6-10" 8)

Auch dieser Wert steht in guter Ubereinstim-
mung mit der theoretischen Formel von De-
bye, die wir hier aber nicht erldutern wollen.
Auch nach Erfindung der Taschenrechner
lohnt die Beschaftigung mit Logarithmen.
Man kann nun mit den Mitteln der hoheren
Mathematik aus dem Minimum der Fehler-
quadratsummen bei jeder Messung nach
Gauss noch eine genaue Ausgleichsrechnung
fiir die Geraden Fiir

logK=

die Giite der jeweiligen Messung und Berech-
nung wird dann ein Korrelationskoeffizient
definiert, der im theoretischen Idealfall, d. h.
wenn simtliche Fehler verschwindend klein
ausfallen, den Wert eins annimmt. In unserem
Beispiel fiir die Plznelen betrigt er 0,99995,
eine fiir den groBen

= ge, die man zur Tempe-
——— | IgT  |MolwirmeC| IgC lgC [0 raturerhohung um ein
in Kelvin "o | Grad benotigt, wenn cin
Mol gemessen wird.
175 12430 | 0,022 16575 | 1636|0023 | oo B ne (7)
19,9 1,2088 | 0,034 14685 | -1470 0034 | g die
235 13711 | 0,056 -12518 | -1255 [ 0055 | steil abfallen, wenn dlc
27,6 14409 | 0,092 -1,0362 | -1.047 | 0.089 | Temperatur auf sehr
29,15 14646 | 0,110 09586 | 0977 | 0,104 | kleine Werte emiedrigt
36,0 1,5563 | 0,179 07471 | 0745 0,180 | Wird: Tabelle 2 enthil
eine sehr genaue Mes-
55,1 17411 | 0,68 01675 | 0154 | 0668 | ung fur Futspat CaF,
die wir
auswerten wollen, um
Gleichung (7) zu iiber-
priifen.
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Astronom Johannes Kepler, der die Planeten-
gesetze vor 380 Jahren genial erkannt hat.
J. Buhrow
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Die Olympiade-Ecke

Der Landeswettbewerb Mathematik

Baden-Wiirttemberg
I unden, die | schlieBlich K 10 zur Teilnahme am

Uberregionale M.

sich als Forder
men fiir die Jiingeren unter Euch (etwa
aus den 8. und 9. Klassen)

L: ik ein. Dieser
Wettbewerb soll zur Beschiftigung mit ma-
i Problemen anregen und bietet

sind in den alten Bundeslindern noch
sehr spiirlich gesiit. Soweit mir be-
kannt ist, gibt es davon nur drei. Der
ilteste und iiber lange Zeit auch einzi-
ge Wettbewerb dieser Art, ist der Ma-
thematik-Wettbewerb des Landes Hes-
sen, der im Schuljahr 1969/70 zum er-
sten Mal ausgetragen wurde. Genau 20

Freunden kniffliger Aufgaben die Moglich-
keit, ihre Fihigkeiten zu erproben und weiter-
zuentwickeln.

Auch die jiingeren Leser von alpha haben si-
cherlich schon selbst die Herausforderung er-
lebt, die von einer scheinbar leicht I5sbaren
Aufgabe gerade dann ausgeht, wenn der erste
oder zweite Losungsversuch gescheitert ist.

Jahre spiter hat der Land

werb Rheinland-Pfalz das Laufen ge-
lernt. Gegen diese beiden Konkurren-
ten konnte sich nur noch ein dritter
Vertreter dieser Gattung behaupten:
der Landeswettbewerb Mathematik
Baden-Wiirttemberg. Gerade mal zwei
Jahre ilter als sein rheinischer Vetter,
geht nun die baden-wiirttembergische
Variante mit Beginn des Schuljahres
1992/93 bereits in die sechste Runde.

Urspriinglich sollte der Wettbewerb im
Siid(west)en Deutschlands die bisher vernach-

Der d Egmont von
Colerus hat in einem seiner populiir-mathema-
tischen Biicher diese Situation mit einer Mau-
sefalle verglichen, in der man dann gefangen
ist. Bei der Auswahl der Aufgaben gehen wir
deshalb davon aus, daB die Problemstellungen
den Schiilern nicht fremdartig und die Losung
— wenn auch unter Schwierigkeiten — erreich-
bar erscheinen sollen. Auf verfremdende Ein-
Kleidungen wird in der Regel bewuBt verzich-
tet. Zu jeder der Aufgaben 1 bis 4 muB es min-
destens eine Losung geben. zu der die erfor-
derlichen Kenntnisse zum Zeitpunkt des Wett-
bewerbs normalerweise auch bei den Schiilern

ldssigte Zielgruppe der Schiiler bis ei
lich Klassenstufe 9 ansprechen. Aber schon in
seinem zweiten Austragungsjahr wurden auch
Schiiler der Jahrgangsstufe 10 zugelassen, so
daB nun zwei Wettbewerbe sozusagen parallel
laufen. Um die unterschiedlichen Vorkennt-
nisse zu beriicksichtigen, konnen sich alle
Teilnehmerinnen und Teilnehmer der ersten
Runde bis hinauf zur Klassenstufe 9 vier der
sechs gestellten Aufgaben auswihlen,
wiihrend fiir Schiilerinnen und Schiiler der 10.
Klassen nur die Aufgaben 3 bis 6 gewertet
werden konnen. Einzelheiten dariiber kann
Euch aber viel genauer StD Franz Amann aus
Mannheim erzihlen, der uns den nachfolgen-
den Bericht zugeschickt hat. Franz Amann,
der seit vielen Jahren in der Férderung mathe-
matisch Begabter tiitig ist, gehort (als ge-
schiiftsfithrendes Mitglied) der Arbeitsgruppe
an, die vom baden-wiirttembergischen Mini-
sterium fiir Kultus und Sport mit der Durch-
fiihrung des Landeswettbewerbs beauftragt
worden ist.

Die ifti mit

derK sind.
In welchem Umfang uns die Realisierung die-
ser Zielsetzungen bei den Aufgaben des Wet-
bewerbs 1991 gelungen ist, mochie ich dem
Urteil der Leser iiberlassen.

Aufgabe 1
Bei einem Trapez sind drei Seiten gleich
lang; die vierte Seite hat die doppelte Lin-

ge.
Unter welchem Winkel schneiden sich die
Diagonalen?

Aufgabe 2

Addiert man die Einerziffern aller Teiler
von 1991', so erhiilt man ein Vielfaches
von 1991.

Welches Vielfache ist es?

Aufgabe 3
Gegeben st ein Dreieck ABC. Der Kreis k;
geht durch C und beriihrt die Gerade (AB)
in A, der Kreis kz geht durch C und beriihrt
die Gerade (AB) in B,

Fiir welche Dreiecke ABC liegen C und die

Eine Mausefalle fiir Problemloser

Das Kultusministerium Baden-Wiirttemberg
lddt seit 1987 alle Schiilerinnen und Schiiler
von Realschulen und Gymnasien bis ein-
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der Kreise k, und k, auf einer
Geraden?

Aufgabe 4 (Zeichnung)
Ein Quadrat ABCD wird in
Teilftiichen zerlegt (siehe Figur).

vier

Abb. 1

Kann man den Punkt P auf der Strecke AB
so wiihlen, daB sich die Inhalte der vier
Teilfliichen wie 1:2:3:4 verhalten?

Aufgabe 5
Zeige: Fiir jede natiirliche Zahl n (n>0) LBt
sich 9" als Summe von 3" aufeinanderfol-
genden Zahlen darstellen.

Aufgabe 6

Gegeben sind sechs Punkte. Je drei dieser
Punkte bilden ein Dreieck. Die Seiten dieser
Dreiecke sollen rot oder griin angemalt
werden.

Kann man vermeiden, daf} eines dieser
Dreiecke nur gleichfarbige Seiten hat?

Die c! der R

mdchte ich mit einem kurzen Riickblick auf
die vergangenen Jahre verkniipfen.

Bei der Planung, Vorbereitung und Durch-
fiihrung arbeitet eine Gruppe von etwa zehn
Mathematikern zusammen. So kénnen die an-
fallenden Arbeiten auf mehrere Schultern ver-
teilt und eine vielfiltige Palette von Erfahrun-
gen aus der praktischen Arbeit an verschiede-
nen Schulen genutzt werden.

In den ersten vier Jahren haben bis zu 600 Ju-
gendliche die Herausforderung des Wettbe-
werbs angenommen. Die jiingsten Teilnchmer
kamen bereits aus Klassenstufe 6 - der jiingste
erste Preistriiger aus Klassenstufe 7. Mit un-
gefiihr 30 % ist der Anteil der Midchen fiir ei-
nen mathematischen Wettbewerb erfreulich
hoch. Die hervorragenden Arbeiten von Teil-
nehmerinnen in den vier abgeschlossenen
Wettbewerben haben das Vorurteil widerlegt,
daB Mathematik nichts fiir Miidchen sei.

In diesem Jahr haben 400 Schiiler an der er-
sten Runde teilgenommen. Bei der Abfassung
dieses Berichts lagen die Ergebnisse der Kor-
rektur noch nicht vor.

Die erste Runde des Wettbewerbs beginnt je-
weils Ende September. Einsendetermin ist et-
waeine Woche nach Ende der Herbstferien. In
dieser Zeit sind vier Aufgaben zu Hause
selbstindig zu bearbeiten. Um die unter-
schiedlichen Vorkenntnisse zu beriicksichti-
gen, werden insgesamt sechs Aufgaben von
unterschiedlichem Schwicrigkeitsgrad ge-
stellt. Jiingere Schiiler konnen aus diesen
sechs Aufgaben vier auswihlen, rend fiir
Teilnehmer der Klassenstufe 10 nur die Auf-
gaben 3 bis 6 gewertet werden. Fiir einen er-
sten Preis ist die Bearbeitung von vier Aufga-
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ben notwendig. Die ersten, zweiten und drit-

ten Preistriiger erhalten jeweils eine Urkunde

und einen Buchpreis. Fiir die Anzahl der

Preistriiger gibt es keine obere Grenze. Trotz-

dem war in den vergangenen Jahren die An-

zahl der ersten Preistriiger unabhingig von der

Teilnehmerzahl mit ca. 90 recht stabil.

Fiir diese ersten Preistriiger der ersten Runde

besteht die Moglichkeit. sich durch die Teil-

nahme an einer zweiten Runde fiir ein mehrti-
giges Seminar zu qualifizi
ren. Die Aufgaben zu dieser zweiten Runde
werden den Jugendlichen Ende Januar person-
lich zugesandt.

Die Zielsetzung dieser viertigigen Seminare

umfaBt drei Bereiche:

- intensive Beschiftigung mit einem mathe-
matischen Thema auBerhalb oder am Rande
der Schulmathematik

- Schaffung von Kontaktméglichkeiten zwi-
schen Jugendlichen mit ihnlich gelagerten
Interessen

- Anregungen zur Beschiftigung mit auBer-
mathematischen Fragestellungen durch Be-

Kreis der Teilnehmer

Die mathematischen Themen werden so ge-
wihlt, daB die erforderlichen Vorkenntnisse

beiten. Wir ermuntern sie auch, selbst weiter-
gehende Fragestellungen aufzuspiiren, zu for-
mulieren und schlieBlich zu beantworten. Den
Schiilern soll damit die Moglichkeit gegeben
werden, sich im wissenschaftlichen Arbeiten
2u erproben.

Ein Beispiel soll dies abschlieBend erliutern.
Nach einer Einfiihrung zur Kongruenzenrech-
nung mit anschlieBenden Grundaufgaben, Be-
weisiibungen und Anwendungen bei Proble-
men aus der Zahlentheorie lautet ein “For-
schungsauftrag”™ zum Thema Zyklen bei der
Multiplikation.

a) Als Grundlage fiir das nachfolgende Bei-
spiel dient die Multiplikation mod 7. Stellt
man die Zahlen 1.2, 3.4. 5. 6 als Punkte dar
und deutet durch Pfeile an, in welche Zahl
jede dieser Zahlen bei Multiplikation z. B.
mit 2 iibergeht, so erhalten wir die beiden
ZyKlen

aus der ik mogli gering
sind. Wir sind dariiber hinaus immer geriistet,
durch zusitzliche Materialien anfingliche Un-
terschiede rasch aufzufangen.

Neben b i Themen aus Zahl

auch fiir die mit
3.4, 5und 6 mod 7 die Zyklen.
b) Untersuche nun die Zerlegung in Zyklen
bei der Multiplikation mod 12. Welche Un-
ede fallen Dir auf?

und Geometrie, wie das Rechnen mit Kongru-
enzen, Eulersche @-Funktion, i

©) Fiihre die Untersuchung auf Zyklen bei der
ikation fiir weitere Pri

und Umfeld etc., haben wir uns bereits mit
Probl gien und Wahrscl ch-
keitsrechnung beschiftigt.

Das charakteristische Merkmal der Seminar-
wochen liegt aber nicht in der Themenwahl.
sondern in der Arbeitsweise.

Jede Arbeitsphase umfaBt einen Zeitraum von
circa drei Zeitstunden. In einer kurzen Ein-
fithrung von 20 bis 30 Minuten werden die
Schiiler auf die F

und Nichtprimzahimoduln durch. Versuche
méglichst viele Eigenschaften der Zerle-
gungen herauszufinden

Wie Thr dem Aufsatz von Herm Amann habt
entnechmen konnen, erhalten die erfolgreich-
sten Teilnehmer des baden-wiirttembergi-
schen Wettbewerbs am Ende noch cinige sel-
tene Einblicke in ihnen unbekannte Bereiche

und ziehen sich dann fiir etwa 1 1/2 Stunden in
Einzel- und Gruppenarbeit zuriick. Wihrend
dieser Zeit stehen die betreuenden Lehrer und
auch zwei dltere Schiiler oder Studenten fiir
die Beantwortung von Fragen bereit. Selbst-
verstandlich gehen wir auch zu den einzelnen
Gruppen und geben Anregungen, falls dies ge-
wiinscht oder erforderlich wird. Nach jeder
Arbeitsphase werden die Ergebnisse im Ple-
num diskutiert. Dadurch wird sichergestellt,
daf alle Teilnehmer die erforderlichen Vor-
kenntnisse fiir die weitere Arbeit haben.
Begiinstigt durch einen groBziigigen Zeitrah-
men und losgelost vom 45-Minuten-Takt des
Unterrichts, versuchen wir auch, die Schiiler
selbst schopferisch tiitig werden zu lassen. Da-
zu geben wir zusiitzlich zu den Konkreten
U f auch offene F

oder Leitfragen vor. Auf dieser Grundlage sol-
len sich die Teilnehmer in das Thema einar-
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der Aber auch zu Beginn eines
jeden neuen Wettbewerbsjahres versuchen die
Vi " i i te
Schiiler mit ungewdhnlichen Ausschnitten aus
dem weiten Feld der Rechenkunst zu kdern.
Am liebsten locken die Organisatoren auf

Abb. 3

Der Schmetterlingssatz
Selbst auf dem begleitenden Wettbewerbspro-
spekt warten die Ausrichter noch mit iiberra-
schenden Querverweisen auf. Manchmal ma-
chen sie sogar Anleihen aus dem Naturreich,
hinter denen wohl nur die wenigsten unter
Euch tiefere mathematische Zusammenhinge
vermuten. So war auf dem Plakat des 3. Lan-
deswettbewerbs ein westafrikanischer Segel-
falter der Spezies Graphium rynderaeus Fa-
bricius zu bewundern. Seine ausgebreiteten
Fliigel dienten der Veranschaulichung eciner
i ft von Krei die
unter dem Namen Schmetterlingssatz in die
Geometrie eingegangen ist.

ihren Plakaten mit besond Lo-
gsb aus fritheren A un-
den. So zeigt etwa das Plakatmotiv zur 1. Run-
de des Jahres 1990 eine graphische Darstel-
lung der Losung zu Aufgabe 1 des 1989%r
Wettbewerbs (siche Abb. 3):
Schneide aus Papier zwei kongruente, kon-
vexe Vierecke aus. Zerschneide das eine
liings der einen, das andere lings der ande-
ren Diagonalen. Kannst Du die vier ent-
standenen Dreiecke immer zu einem Paral-
lelogramm zusammenlegen? Begriinde
Deine Antwort! (Hinweis: Ein Viereck heifit
konvex, wenn seine Diagonalen vollstindig im
Innern verlaufen.)

Abb. 4

Sind CD und EF zwei beliebige Kreissehnen,
die sich im Mittelpunkt M einer gegebenen
Sehne AB schneiden. so sind die Strecken MP
und MQ gleich lang. Dabei sind P bzw. Q die
Schnittpunkte der Sehne AB mit den Strecken
CF bzw. DE.

Der Kern des ings-
satzes wird durch Abb. 5 auf der folgenden
Seite verdeutlicht. Es gibt eine Reihe von Be-
weisen dieses Satzes. Der folgende ist zwar
nicht der kiirzeste, er erfordert dafiir aber nur
Kenntnisse aus der Mittelstufe.
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Beweis

Spiegelt man den Punkt F an der Mittelsenk-
rechten m der Strecke AB, so entsteht das
gleichschenklige Dreieck FF'M. Da sowohl
AB als auch FF’ zu dieser Mittelsenkrechten
m orthogonal sind, sind sie zueinander paral-
lel. Aus der Gleichschenkligkeit von FMF”
und der Parallelitit von AB und FF" ergibt
sich

4MFF’ = 4FF'M = 4FMP = $QMF = ¢ (1)

Es soll nun gezeigt werden, da8 die Dreiecke
PMF und MQF’ kongruent sind.

Da die Strecken FM und F'M gleich lang und
die Winkel FMP und QMF" gleich groB sind,
geniigt dazu der Nachweis, daB in den beiden
Drelecken PMF und MQF’ Z\l%a[7]|ch die
Wil bei F und F" iiberei

In dem Sehnenviereck EDF'F ergiinzen sich
die Innenwinkel bei F und D zu 180°. Da nach
(1) der Winkel QMF’ ebenso groB ist wie der
‘Winkel MFF", gilt auch

4F'DQ+ 4 QMF'=180°.

Nach der Umkehrung des Satzes iiber Seh-
nenvierecke liegen die Punkte D, F', M und Q
auf einem Kreis (siehe Abb. 7).

Als Randwinkel im gleichen Bogen iiber der
Sehne CE gilt (Abb. 6)

4CFE=4CDE ).
Im kleinen Kreis (Abb. 6) gilt als Randwinkel
iber der Sehne QM entsprechend
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Abb. 7 E

IMF'Q= $MDQ Q).
Da der Punkt M auf der Strecke CD und der
Punkt Q auf der Strecke ED liegen, folgt
4CFE= 4 CDE

=4MDQ=¥MF'Q

FaBt man zusammen, so stimmen in den Drei-
ecken PMF und MQF" eine Seitenliinge und
die WinkelmaBe der beiden anliegenden Win-
kel paarweise iiberein. Die beiden Dreiecke
sind damit kongruent.

Dies bedeutet, daB die Strecken PM und MQ
gleich lang sind, womit die Behauptung be-
wiesen ist.

Landeswettbewerb Baden-Wiirttemberg 1991

Losung zu Aufgabe 1:
D C

A M B

Verbindet man den Mittelpunkt M der Seite
AB mit dem Punkt C, so wird das Trapez in
ein Dreieck MBC und ein Viereck AMCD
zerlegt. Die Seiten AM und CD des Vierecks
AMCD sind gleich lang und parallel. Das
Viereck AMCD ist deshalb ein Parallelo-
gramm, woraus dann folgt, daB auch die Sei-
ten MC und AD parallel und gleich lang sind.
Dies bedeutet aber

AM=MB=BC=CD=DA=MC=x.

D/iz57 W@
VAT NN

A M B

Das Trapez wird also in ein gleichseitiges
Dreieck MBC und eine Raute AMCD zerlegt.
Daraus ergeben sich die im obenstehenden
Bild eingetragenen WinkelmaBe. Zeichnet
man in die Raute AMCD die Diagonale AC
cin, so entstehen zwei gleichschenklige, kon-
gruente Dreiecke AMC und CDA. Die Diago-
nale AC ist die Winkelhalbierende in der Rau-
te AMCD. Deshalb gilt § MAC=30°.

Aus Symmetriegriinden ist dann auch
4 DBM=30°. Der Schnittwinkel der beiden
Diagonalen ist Aufienwinkel des Dreiecks
ABS, und es gilt: ¢ = 60°.

DC

L ]

(N

A M B

Losung zu Aufgabe 2:
Die Zahl 1991 hat die Primfaktorzerlegung
11-181, deshalb gilt fiir die Primfaktorzerle-
gung von 1991'%
1991"=(11-181)"=111"".181"%.
Jeder Teiler von 1991'**" hat deshalb die Form
11*181" mit 0 < a, b < 1990. Jeder dieser Tei-
ler besitzt die Einerziffer 1. Die Summe der
Einerziffern aller Teiler ist deshalb gleich der
Anzahl der Teiler von 1991'*%. Um diese An-
zahl der Teiler zu bestimmen, iiberlegt man
so:
Man weif, daB fiir eine Zahl n mit der Prim-
faktorzerlegung
Topptpit

die Anzahl T(n) der Teiler T(n)=(r +1)-(r,+1)-

«(r,+1) betrigt. Durch Verglemh mit
1991%=1 11018119 erhsle man dann
990 und damit T(1991'"")=
1991=1991%. Die Summe der Einerzif-
fern aller Teiler ist also das 1991-fache von
1991.

Lisung zu Aufgabe 3
¢

=z

A B

Damit der Kreis k, mit dem Mittelpunkt M
die Gerade (AB) im Punkt A beriihrt, muB die
Gerade (AM) orthogonal zu (AB) sein.
Damit der Kreis k, durch die Punkte A und C
geht, muB sein Mittelpunkt M| auf der Mittel-
senkrechten von AC liegen. Das Dreieck
ACM, lSl dann gleichschenklig.

Der M, ist also der

der Mittelsenkrechten von AC mit der Ortho-
gonalen zur Geraden (AB) im Punkt A. Ent-
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sprechendes gilt fiir den Mittelpunkt M, des
Kreises K. b

1. Fall (o B < 90°)
Aus diesen Voriiberlegungen ergeben sich fiir
die Winkel in den Dreiecken ACM, und
BMC die Eigenschaften

4CAM =M CA=90° - o
4M,BC=4BCM,=90° - B.

iiberein. Der Punkt M, liegt auf der Orthogo-
nalen o, zu (AB) im Punkt B. Diese beiden
Or sind parallel i und
verschieden. Deshalb konnen M, C und M,
nicht auf einer Geraden liegen.

3. Fall (a > 90° oder b > 90°)

Die Punkie M , C und M, liegen genau dann
auf einer Geraden wenn dcr Winkel M CM,
ein gestreckter Winkel ist, d. h. wenn gm &
90°- 0 +y+90°- B =180°

Daraus folgt Y=ot + .

Da andererseits wegen der Winkelsumme im
Dreieck ABC auch a.+ B +7v= 180° gilt, er-
hiilt man y= 0.+ = 90°.

Nachweis der Umkehrung

Hat das Dreieck ABC bei C einen rechten
Winkel, so liegen die PunkleM M, und C auf
einer Geraden. In der umem:ehenden Figur
sind die Dreiecke ACM, und BM,C wieder
gleichschenklig mit den Buﬂen AC bzw BC.

Da das Dreieck ABC nach Voraussetzung
rechtwinklig ist, gilt B = 90° -o. Daraus erge-
ben sich die in der nebenstehenden Figur ein-
getragenen WinkelmaBe. Die drei Teilwinkel
bei C ergiinzen sich zu 180°. Die drei Punkte
M. M, und C liegen also auf einer Geraden.
Damu ist gezeigt, daB fiir 0° < o, B < 90° die
drei Punkie genau dann auf einer Geraden lie-
gen, wenn das Dreieck ABC bei C einen rech-
ten Winkel hat.

2. Fall (0. = 90° oder B = 90°)

Die Punkte C und MI liegen auf der Orthogo-
naleno, zu (AB)im Punkt A. Da der Kreis um
M, durch die Punkte A und C geht, sind die
Punkte M, und C verschieden. Die Gerade
(CM,) stimmt also mit der Orthogonalen o,

M mathematlk lehren /Heft 54

Es sei o> 90°. Der Punkt M, liegt dann zwi-
schen Cund M, wenn ¢ACM 4ACM_ gilt.

Zeichnet man vom Schnittpunkt S der
Strecken PC und BD die Lote auf die Qua-
dratseiten AB und BC, so entsteht ein Recht-
eck SQBR. Dieses Rechteck ist sogar ein Qua-
drat, da die Teildreiecke SQB und BRS je-
weils gleichschenklig-rechtwinklig sind.
Zuniichst wird die Lage des Punktes P so be-
stimmt, daB der Flicheninhalt des Dreiecks
BCS doppelt so groB wie der Inhalt des Drei-
ecks PBS ist. Es wird nachgewiesen, daB die-
se Eigenschaft nur dann erfiillt ist, wenn P der
Mittelpunkt der Strecke AB ist. Die Hhen SQ
und SR in den Dreiecken PBS und BCS iiber
den Grundseiten PB bzw. BC sind gleich lang,
da QBRS ein Quadrat ist. Das Dreieck BCS
hat den doppelten Flicheninhalt wie das Drei-
eck PBS, wenn die Seite BC doppelt so lang
wie PB ist. Also ist P der Mittelpunkt der
Strecke AB. Der Flicheninhalt des Dreiecks
PBC ist dann ein Viertel der Quadratfliche.
Auf das Teildreieck PBS entfillt ein Drittel
dieser Fliche. Der Flicheninhalt des Dreiecks
PBS ist damit ein Zwolftel der Quadratfliche.
Da das Dreieck PBS und das Viereck APSD
halb so groB sind wie der

der Skizze muB
dann die Bedingung
0 -90°=90° -B +y
o+B - y= 180° erfiillt sein. Dies steht aber im

Widerspruch zu 0. + B +7v=180° als Winkel-
summe im Dreieck ABC. Entsprechend zeigt
man, daB auch B > 90° zum Widerspruch
fiihrt.

Lasung zu Aufgabe 4:
Beh.: Die Lage des Punktes P kann nicht in der
gewiinschten Weise festgelegt werden.

D C

Fliicheninhalt des Quadrats, bleibt fiir den
Fliicheninhalt des Vierecks noch fiinf Zwolf-
tel der Quadratfliiche. Der Inhalt des Vierecks
APSD ist also fiinfmal so groB wie der des
Dreiecks PBS, im Widerspruch zur Aufga-
benstellung. Man kann den Teilpunkt P auf
der Strecke AB nicht so wihlen, daB gleich-
zeitig das Dreieck SBC doppelt und das Vier-
eck APSD viermal so groB ist wie das Dreieck
PBS.

Lisung zu Aufgabe 5

Versucht man einen Nachweis der Behaup-
tung fiir kleine natiirliche Zahlen n, so erhilt
man gegebenenfalls durch Probieren

n=1 2+3+4=9

n=2 5+6+7+8+9+10+11+12+13=81

n=3 14+ ... ... +26+27+28+ ... ... +40=729
Aus diesen Beispielen kann man die Idee fiir
die folgende allgemeine Lisung ableiten: Die
Zahl 9" ist stets durch 3" teilbar, denn es gilt
9":3"=3" Die Zahl 9" liiBt sich also als Sum-
me von 3" Summanden darstellen, wobei jeder
Summand den Wert 3" hat.

34343+ L+ 33343 =0

3" Summanden

Da 3" fiir alle natiirlichen Zahlen n ungerade
ist, besteht die Summe aus einer ungeraden
Anzahl von Summanden. Geht man von dem
mittleren 3%

aus, so kann man die restlichen jeweils zu Paa-
ren zusammenfassen.

A B
5 P Q I
a
NAWA
h
.
A ps— g —>B

Da die Diagonale BD die Winkelhalbierende
im Quadrat ist, gilt 4 PBS= ¢ SBC=45°.

t man die links von 3"
um 1, 2, 3, ... und vermehrt gleichzeitig den
‘Wert der Summanden rechts von 3" um 1,2, 3.
-.., 80 wird der Wert der Gesamtsumme nicht
veriindert und man erhiilt eine Summe von
aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen.
A3 +(3"-2)+(3"- D43+ G+ D+
B"+2)+(3"+3) +...
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Die Anzahl der Zahlen kleiner als 3" und
groBer als 3" ist jeweils

L (30
5-(3 -1)
Der kleinste Summand ist also

n_Lfan_\oLlan, 1 _1 (0
e (3 ])'3 s 2-(3 +1)>0
Die Zahl 3"+1 ist fiir alle n & N gerade. Des-
halb ist der Kleinste Summand eine ganze Zahl
eroer als Null und alle Summanden sind
natiirliche Zahlen.

Losung zu Aufgabe 6
Von jedem der sechs Punkte gehen fiinf Ver-
bindungsstrecken zu den {ibrigen Punkten aus.
Greift man sich z. B. den Punkt A heraus, so
gibt es mindestens drei Strecken die gleich ge-
Firbt sind. Ohne Einschrinkung kann man an-
nehmen, daB dies die Farbe “rot” ist und die
anderen Endpunkte dieser rot gefirbten
Strecken die Punkte B, C und D sind. Es gibt
nun zwei Méglichkeiten: Firbt man eine oder
mehrere der Verbindungsstrecken BC, BD
und CD rot, so entsteht mindestens ein voll-
stiindig rot gefirbtes Dreieck ABC, ABD oder
ACD. Fiirbt man keine dieser Verbi

Nun legt man die vier Dreiecke so zusammen,
daB die Punkte A, B". C und D'im Punkt S zu-
sammenfallen.

Die neue Figur ist ein Viereck, denn es gelten
folgende Eigenschaften:

Die Summe der Winkel bei S betrigt 360°,
denn es tritt dort jeder Winkel des urspriingli-
chen Viereckes genau einmal auf. Die Winkel-
summe in jedem Viereck betriigt 360°. Also
liegen die Kanten der vier Dreiecke lickenlos
und iibersc i

strecken rot sondern alle drei griin, so entsteht
das vollstindig griin gefirbte Dreieck BCD.
Da einer dieser beiden Fille eintreten muB,
1éBt es sich nicht vermeiden, daf ein gleich ge-
firbtes Dreieck entsteht.

Lisung der Zusatzaufgabe

Behauptung: Es ist immer moglich, aus den
vier bei der Zerlegung entstandenen Drei-
ecken ein Parallelogramm zu legen.

Beweis: Die beiden kongruenten Vierecke
werden entsprechend der Aufgabenstellung
zerlegt und wie unten angegeben benannt.
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Die aneinandersiofienden Kanten der Teild-
reiecke sind gleichlang, da sie bei den beiden
gegebenen Vierecken einander entsprachen.
Beim iigen der Teildreiecke kann

Erhard
Friedrich

Verla
elbeg

Pé&dagogische Zeitschriften
in Zusammenarbeit mit Klett

Themenvorschau
Dezember 1992/ Januar1993

PRAXIS DEUTSCH

Briefe (Januar)

DER DEUTSCHUNTERRICHT

Deutsche Sprache - Einheit und Vielfalt

(Dezember)

DER FREMDSPRACHLICHE

UNTERRICHT/ ENGLISCH

New Horizons (Januar)

DIE GRUNDSCHULZEITSCHRIFT

i enstandigkeit stérken (Dezember)

reibkonferenzen Il (Januar)

KUNST+UNTERRICHT

Schattentheater (Dezember)

Wasser (Januar]

MUSIK UND UNTERRICHT

also nicht die Situation eintreten, wie sie in
der folgenden Abbildung dargestellt ist.

Es bleibt zu zeigen, daB die neue Figur ein Par-
allelogramm ist.

gen von Musik (Januar)

SPORTPADAGOGIK

Kraft Januar)

ZUSAMMEN

Computer — Neuve Chancen?

Neue Benachteiligung? (Dezember]

RELIGION HEUTE

Gewalt in Schule und Gesellschaft

(Dezember)

GESCHICHTE LERNEN

Imperialismus (Januar)

GEOGRAPHIE HEUTE

Reh ionen pragen Réume (Dezember)
Weltuntergang (Januar]

UNTERRICHT BIOLOGIE

Biologisch kunde (Dezember)

Die jeweils einander liegenden Sei-
ten der neuen Figur entsprechen den Diagona-
len der urspriinglichen Vierecke und sind des-
halb gleich lang. Ein Viereck aber, bei dem-die
Lingen der gegeniiberliegenden Seiten paar-
weise iibereinstimmen, ist ein Parallelo-
gramm.

Schickt mir originelle Aufgaben und Lo-
sungen von mathematischen Wettbewer-
ben, an denen Ihr teilgenommen habt.
Schreibt auf, wenn Berichtenswertes in Sa-
chen Mathematik in Eurer Stady, in Eurem
Bezirk oder Bundesl. hehen ist.

Allergie {Januar)

UNTERRICHT CHEMIE

Vermeiden — Entsorgen — Verwerten
{lanuar)

UNTERRICHT PHYSIK

Spiegel (Dezember]

MATHEMATIK LEHREN

Goldener Schnitt (Dezember)

ARBEITEN-+LERNEN/ TECHNIK
Versorgen - Entsorgen (Januar]

BERUFSBILDUNG
Medien in der beruflichen Bildung
(De mb r)

Paul Jainta,
Werkvolkstrafe 10, 8540 Schwabach

Bestellkarten finden Sie auf dem Beihefter.
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(2.3) (11.13) (17.19) (29.31) (41.43) (59.61)
(71.73) (101.103)

Wanted!

(3.5.7) (3.13.23) (7.13.19) (7.19.31.43)
(41.47.53.59) (43.61.79.97)

Primzahlmehrlinge gesucht!
(47.59.71.83) (5.11.17.23.29)
(7.37.67.97.127.157)

‘Was Primzahlzwillinge sind. weif jeder (3.5)
oder (29,31). Auch den P illing fin-

Leserpost

radezu danach driingt, mit einem Compu-
ter bearbeitet zu werden!
) Wer findet den grifBten “n-ling”?
Schreibt mir Eure Losungen!
Einsendungen an: Dr. W. Schébel,
Fr.-Engels-Str. 11, 0-1560 Potsdam

25. Mathe-Lager 2.7.1992

Auch in diesen Sommerferien trafen sich be-

gabte Schiiler der Klassenstufen 5 — 8 zum
Lager in

det man schnell: (3,5,7). Wir verallgemeinern
nun den Begriff des Primzahlmehrlings dahin-
gehend, da jedes n-Tupel (p,, p.. ...p,) von
Primzahlen p,, p,, ..., p, “n-ling” genannt wird
genau dann, wenn p, - p, = p, - p.
p, - p.. = d ist. Kurz gesagt
“n-ling” als arithmetische Folge mit n Glie-
dern und der Differenz d aufgefaBt werden.
wobei simtliche Glieder Primzahlen sind.
Hinsichtlich der Differenz d. der Startzahl p,
und der dafiir maximal moglichen Linge n,,
gibt es einen interessanten Zusammenhang.
Beispielsweise sind fiir p, = 3 hochstens “Dril-
linge™ zu erwarten. Denn entweder ist d durch
3 teilbar, dann wire p. +d keine Primzahl,
oder d ist nicht durch 3 teilbar, dann wiire spii-
testens p, = 3 + 3d keine Primzahl. Analog fin-
det man fiir p, = 5 den Wert n__, = 5. Dabei muf
man allerdings voraussetzen, daf hier d durch
3 teilbar sein muf (Warum?).

ann ein

Wie im vergangenen Jahr waren wir dort ko-
stenfrei in der Clara-Zetkin-Schule unterge-
bracht. Um der Hitze dieser sonnigen Tage
auszuweichen, wurden uns fiir den Unterricht
einige angenehm kiihle Ridume des Freizeit-
hauses bereitgestellt. AuBerdem hatten wir am
Nachmittag die Moglichkeit, hier das umfang-
reiche Angebot an Computer- und Freizeit-
spielen, Biichern, Schallplatten, Cassetten und
Sportgeriiten zu nutzen. Ebenso vergniigten
wir uns am Botzsee bei einem erfrischenden
Bad und beim Fossiliensammeln im Tagebau
von Riidersdorf. Abends wurden in der Turn-
halle der Schule FuBball- und Volleyballwett-
kimpfe oder Tischtennisturniere ausgetragen.
Ohne die groBe Miihe unserer Lehrer, die das
Lager organisierten und ihre freie Zeit mit uns
teilten, hitten wir diese erlebnisreichen Tage
nicht verbringen konnen. Ein Dankeschon
mochte ich auch der Clara-Zetkin-Schule und

r welche Differenzen d kann man mit
groBen “n-lingen” rechnen? (Ein “n-ling”
heiBe groB, wenn n groB ist).

b) Wie kann man einen moglichst groien
“n-ling” effektiv finden? Eine Frage, die ge-

dem Fi fiir ihre fr Unter-
stiitzung aussprechen. Ich freue mich auf das
niichste Mathematiklager und hoffe auf staat-
liche Finanzierung, damit diese gute Forder-
cinrichtung auch zukiinftig weiterbestehen
kann.

Gundula Heinen, Klasse 6

Die rasende Nadel

Geschwindigkeit ist keine Hexerei. Und
doch wiirde es noch unseren Grofieltern
wie Zauberei vorkommen, wiirde man ih-
nen vorfiihren, mit welchem Tempo heut-
zutage ein Kleidungsstiick fertiggestellt
wird. Méglich wurde dies durch die Ent-
wicklung von Hochleistungs-Maschinen,
deren “Herzstiicke”, also Antrieb und Na-
del, enormen Anforderungen geniigen
miissen.

*“Normale” Schnelliufer unter den Ma-
schinen zur Herstellung von Anziigen,
Kleidern, Hemden etc. niihen etwa 6.000
Stiche pro Minute. Eine dem hochsten
Stand der Technik entsprechende Profi-
Nithmaschine bringt es auf bis zu 160 Sti-
che pro Sekunde.

Wieviel Stiche schafft eine Niihmaschine
pro Arbeitstag; angenommen, sie wiirde
fiinf Stunden ohne Unterbrechung laufen?
Wieviele Stiche im Jahr (220 Arbeitsta-
ge)?
Presse-Information des
Stahl-Informations-Zentrums
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1743

1917
83

Was geschah
vor...Jahren?

1992 Chronologie Teil IV

1542 in Wittenberg erscheint die “Trigo-
nometrie” des Nicolaus Copernicus (1473-
1543). Die Hauptbeitrige zur Entwicklung
der Trigonometrie waren die Neuent-
deckung des sphirischen Sinussatzes und
die der ersten

Die Pothenotsche Aufgabe

Der Franzose Laurent Pothenot war vom 1711 bis zu
seinem Tode im Jahre 1732 Professor der Mathematik
in Paris. Seit 1682 war er auch Mitglied der dortigen
Akademie der Wissenschaften. Im Jahre 1699 wurde
er aus ihr wegen oftmaligen Fehlens bei den Sitzungen
der Akademi Die “Po-
thenotsche Aufgabe™ ISste er in einer Akademieab-
handlung im Jahre 1692. Die Aufgabe ist einfach zu er-
liutern (siehe Zeichnung). In der Figur sind a, b, o, 8
bekannt. Gesucht wird x, y, z. Offenbar hat die Aufgabe praktische Bedeutung. Man stelle
sich z. B. vor, da8 sich zwischen dem Punkt D und dem Streckenzug ACB ein Sumpfge-
biet befindet. Die Strecken x, y, z sind dann moglicherweise direkt iiberhaupt nicht be-
stimmbar. Die Aufgabe ist elementar erliuterbar und sie ist sogar elementar 18sbar. “Ele-
mentar” bedeutet hier und in dhnlichen Fillen aber nicht “einfach”. Man benétigt zur Lo-
sung der Aufgabe Kenntnisse der ebenen Trigonometrie und einen “Trick”. Der Trick be-

smw

Winkel durch =cos1] einfiihrt
siny

steht darin, daB man einen vollig

und mit Hilfe dieses Winkels und tan

"“ Y den Ausdruck tan 2= = Y bestimmt.

Da q) +y bekannt ist und @ — y ausrechenbar ist, sind @ und y einzeln bestimmbar. Eine

1692  der franzésische Gelehrte Laurent
Pothenot gibt eine Darstellung des Riicks-
wiirtseinschneidens nach drei Punkten (sie-
he Text)

1717 am 17. November Jean Baptiste le
Rond d’Alembert in Paris geboren.
d’Alembert lieferte fundamentale Beitrige
zur Analysis, iiber den Fundamentalsatz
der Algebra, iiber theoretische Mechanik —
er war Mitherausgeber der beriihmten “En-
cyclopédie” [Enzyklopidie oder nach Ver-
nunftgriinden geordnetes Worterbuch der
Wissenschaften, Kiinste und Gewerbe].

1842 am 12. November John William
Strutt [Lord Rayleigh] geboren (siche
Text)

1942 der deutsche Mathematiker Robert
Remak stirbt im Konzentrationslager Au-
schwitz. Remak war der Verfasser bedeu-
tender algebraischer Arbeiten

1972 am 5. Oktober starb der bedeuten-
de amerikanische Mathematiker Solomon
Lefschetz. Lefschetz arbeitete i
braische Geometrie, Topologie, iiber Dif-
ferentialgleichungen

1992 das Weltraumteleskop “Hubble™
liefert die ersten klaren Aufnahmen eines
superheiBen Sterns im MilchstraBensy-
stem. Der Stern NGC 2440-Nucleus ist
33mal 5o heiB wie die Sonne und damit der
heiBeste Stern, der bekannt ist

1992 in New York wird mit Hilfe eines
Computers die 32. Mersennsche Primzahl
berechnet. Mersennsche Primzahlen (Mp)
sind Zahlen der Form Mp=2s-1, wobei p
selbst Primzahl ist. Die gefundene Zahl hat
227853 Ziffern.

er alge-

22 alpha5/92

Losung findet sich in dem bekannten Buch: Bronstein, J. N., Semendjajew, K.
A., Taschenbuch der Mathematik, z. B. Moskau / Leipzig 1979, S. 256-257.

Die Aufgabe ist noch in anderer Hinsicht interessant. Sie ist nimlich vollig unsinnigerwei-
se nach Pothenot benannt. Die Aufgabe und ihre Losung kannte bereits der Wiener Stadt-
baumeister Augustin Hirschvogel (gest. 1560?): Eine eigentliche und griindliche Anwei-
sung in die Geometrie, Niirnberg 1543, und ebenso der Entdecker des Brechungsgesetzes
Willebrod van Royen Snell (1580-1620) im Jahre 1617 (“Eratosthenes Batavus”)

John William Strutt (Lord Rayleigh)

Am 12.11.1842 wurde in Langford Grove in der
Grafschaft Essex im Siidosten von England John
‘William Strutt als dltester Sohn des Barons Rayleigh
of Terling Place geboren. John William Strutt war
seit 1873 selbst (der dritte) Baron Rayleigh. Seit
1861 studierte J. W. Strutt in Cambridge, u. a. bei so
beriihmten Gelehrten wie E. J. Routh (1831-1907)
und G. G. Stokes (1819-1903). Nach dem Studium
zog sich Strutt auf das Landgut Terling Place
zuruck Hler richtete er sich ein mit den modernsten
L ium ein. Im

Jahre 1879 starb unerwartet der beriihmte Physiker
und Mathematiker James Clerk Maxwell. Nach sei-
nem Tode wurde Rayleigh gebeten, die Nachfolge Maxwells als Leiter des Cavendish-La-
boratoriums in Cambridge zu iibernehmen. Rayleigh leitete das Laboratorium nur bis 1884,
zog sich wieder als Privatgelehrter zuriick, lehrte dann jedoch von 1884 bis 1905 an der
Royal Institution in London. 1905-1908 war Rayleigh Prisident der Royal Society, der eng-
lischen Akademie der Wissenschaften. Im Jahre 1904 erhielt Rayleigh den Nobelpreis fiir
Physik. Er teilte ihn mit William Ramsay (1852-1916). Der AnlaB der Verleihung des No-
belpreises an Ramsay und Rayleigh war die von beiden 1894 gemachte Entdeckung des
Edelgases Argon. Rayleigh starb am 30.6.1919 in Terling Place. Rayleigh hat 446 Arbei-
ten veroffentlicht. Reine Mathematik war nur in den Jahren um 1875 gelegentlich sein The-
‘ma, aber angewandte Mathematik war seine Domiine. Aus physikalischer Sicht arbeitete er
vorwiegend iiber Akustik und Optik (1871 klirte er die Frage: warum ist der Himmel
blau?), spiter auch zur ie. Der groBe Spi seiner wird aus
zwei Arbeiten deutlich: 1877 Rayleigh eine L iiber den “jrre-
gulamn Flug eines Tennisballes”, 1906 ahnte er auf rechnerischem Wege und durch phy-

lische U das Bohrsche A (Niels Bohr, 1913) voraus.

Zusammengestellt von H.-J. ligauds, Sudhoff-Institut der Universitit Leipzig
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Streckenteiler

und Winkelteiler

Im Deutschen Museum ist auf 55000 m*
Ausstellungsfliche die Entwicklung von
Technik und Naturwissenschaften von den
Anfiingen bis zum modernsten Stand mit
historischen Originalen (erste Automobil,
Magdeburger Halbkugeln, erster Diesel-
motor), mit Vludellen, Experlmenten und
mit
von Hand oder dnrch Knnpfdmcken dar-
gestellt. Das Deutsche Museum ist mit we-
nigen Ausnahmen tiiglich von 9 bis 17 Uhr
geoffnet. Der Eintrittspreis betrigt fiir Er-
wachsene 8,- DM und fiir Studenten und
Schiiler 2,50 DM.

Streckendreiteilers die mit P, Q, R nnd S be-
zeichneten Spitzen der Stibe dqui

mit den Seiten a und b, fiir deren Winkel ot und
B laut Nebenwinkelsatz B = 180° - o gilt. Ei-
nerseits sind das erste, dritte und fiinfte und
andererseits das zweite, vierte und sechste
Sehnenviereck zueinander kongruent. Wegen
dieser Kongruenzeigenschaften gilt 4 ASB =
4BSC= 4CSD Zusiitzlich sei vermerk( Mit
dem i iler lassen

Punkte einer Geraden sind.
2. Aufgabe: Beim abgebildeten Winkeldrei-
teiler (Abb. 2) haben auf den lingsten und den

sich theoretisch wegen 0 < e < 2a alle Strecken
der Linge | mit 0 < 1 < 6a dreiteilen. Mit ei-
nem realen Streckendreiteiler lassen sich we-

zweitlingsten Stiben die beiden Gy
voneinander den gleichen Abstand a. Auf den

gen der die Grenzwerte 0 und 6a
nicht erreichcn
Mit einem las-

kurzen Stiiben haben die beiden G
und auf den zweitkiirzesten Stiben haben je-
weils Gelenklocher i

der gleichen Abstand b. Dabei gilt b < a. Es ist
zu zeigen, daB bei jeder Einstellung des Win-
keldreiteilers ¢ ASB = ¢ BSC =4 CSD gilt.

Loslmg zur 1. Aufgabe: Durch zusiitzliches
von 12 geei rot markierten

Daf zum Verstehen der Wi vieler
Ausstellungsstiicke mathematische Kenntnis-
se niitzlich sind, sollen die beiden folgenden
Aufgaben zu zwei ausgestellien Gelenkirie-
ben zeigen.

Strecken der Linge a in den idealisierten
Streckendreiteiler (Die Stibe wurden durch
Strecken ersetzt) sind 12 kongruente Rhom-
ben enstanden, von denen je zwei durch cine
i abbildbar sind. Die

1. Aufgabe: Beim
teiler (Abb. 1) haben 13 mal benachbarte Ge-
lenklécher eines Stabes bzw. die Spitze vom
benachbarten Gelenkloch eines Stabes den
gleichen Abstand a. Beim léingsten Stab haben
die beiden Gelenklocher voneinander den Ab-
stand 3a und die Spitze hat vom benachbarten
Gelenkloch den Abstand 2a. Beim zweitling-
sten Stab haben die beiden nicht zur Stabspit-
ze benachbarten Gelenklocher den Abstand
2a. Es ist zu zeigen, daB bei jeder Lage dieses

ariin markierten Diagonalen ¢ dieser Rhom-
ben sind gleich lang und zueinander parallel.
Da jede der Diagonalen PQ, QR und RS mit
einer anderen dieser drei einen Punkt gemein-
sam hat, liegen diese 3 Diagonalen auf einer
Geraden und die Punkte P, Q, R und S sind
diquidistante Punkte.

Losung zur 2. Aufgabe: Der idealisierte
Winkeldreiteiler (Die Stibe sind durch
Strecken ersetzt) enthilt 6 Drachenvierecke

sen sich theoretisch alle kae] 8 dreiteilen,
fiir die 0 < § < 6y gilt, wobei y der Winkel an
der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks
mit der Basis 2b und der Hohe a ist. § =6 yist
gleichbedeutend mit o = B = 90°. Da mit ei-
nem realen Winkeldreiteiler hchstens Win-
kel gedreiteilt werden konnen, die nicht
grofer als 360° sind, wird zweckmiBig ein
realer Winkeldreiteiler fiir y=60°, also mit
a=bv/3 konzipiert.

Zu jeder natiirlichen Zahl n mit n > 2 lassen
sich Gelenktriebe konstruieren, die eine gege-
bene Strecke in n gleichlange Teilstrecken
bzw. cinen gegebenen Winkel in n gleich-
groBe Teilwinkel zerlegen knnen. Die alten
Griechen suchten vergebens nach einer Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal, durch die ein
beliebiger Winkel in drei gleich groBe Teil-
winkel zerlegt wird. Sie konnten keine Losung
fiir dieses Problem finden, weil die Dreitei-
lung eines Winkels durch Zeichnen von end-
lich vielen Geraden und Kreisen nur fiir spezi-
elle Winkel moglich ist. W. Triiger

zu Abb. 1

zu Abb. 2
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Flacheninhaltsvergleiche

Das Vergleichen der Flicheninhalte
verschiedener geometrischer Figuren
erscheint hiufig als eine “harte Nuf§”,
zumal wenn die Moglichkeit, diese
Flicheninhalte numerisch auszu-
driicken, nicht besteht. Durch vorteil-
hafte Hilfskonstruktionen kénnen aber
solche Aufgaben manchmal iiberra-
schend einfach gelost werden.

Das Losen folgender Aufgaben erfordert
Grundkenntnisse iiber Kongruenz und Ahn-
lichkeit von Dreiecken, Mittellinien im Drei-

Zeige, dab A,
Anleitung: Das Par.\l]elugmmm TXYZ wird
von AC und BD in vier Parallelogramme ein-
geteilt; weiter mit Hilfsaufgabe 1.
Hilfsaufgabe 3: Ist G der Schwerpunkt des
Dreiecks ABC, dann ist

A=A

1
oan = Acsc = Agen = TAABC

Anleitung: Die zur Seite AB im Dreieck GAB
gehorende Hohe ist ein Drittel der Hohe, die
zur Seite AB im Dreieck CAB gehort.

eck bzw. im Trapez, punkt eines Drei-

ecks, wie auch folgende Kenntnisse iiber

Fliicheninhalte:

- kongruente Dreiecke haben  gleiche
Fliicheninhalte;

~ ist AM Seitenhalbierende im Dreieck ABC,
so haben die Dreiecke ABM und ACM glei-
che Fliicheninhalte (Abb. 1);

A

B M [
Abb. 1

— das Verhiltnis der Flicheninhalte zweier
dhnlicher Dreiecke ist gleich dem Quadrat
des Ahnlichkeitsfaktors (auch fiir dhnliche
Vielecke giiltig).

Einige der folgenden Beispiele zeigen, daf

man auf verschiedenen Wegen zu einer Lo-

sung gelangen kann. Vielleicht findet lhrnoch
und schonere L

Zuniichst einige Hilfsaufgaben:

Hilfsaufgabe 1: Ist ABCD ein Parallelo-

gramm, so ist A . = A, wobei z. B. A

den Flicheninhalt des DrexeLks ABC bezeich-

net.

Hilfsaufgabe 2: Es sei ABCD ein Viereck.
Die Schnittpunkte der Parallelen durch A und
C bzw. B und D zu den Diagonalen BD bzw.
AC seien mit T, X, Y. Z bezeichnet (Abb. 2).

Tp
A
z
X
B (s
Y
Abb. 2
24  alpha5/92

il 4: Sind M bzw. N die Mitten der
Seiten AB bzw. AC im Dreieck ABC, so ist

1
Aagc und Agyn =3 Ampex-

: Die erste Gleichung ergibt sich aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und AMN
(Ahnlichkeitsfaktor 2), die zweite Gleichung
ist eine Folge der ersten (Flichenaddition!).

In den folgenden Aufgaben werden die vor-
kommenden Vierecke als konvex vorausge-
setzt.

Aufgabe 1: Es sei ABCD ein Viereck und es
seien E, F, G, H die Mitten seiner Seiten.
Dann ist

1
Agra =5 AaBcD

Abb. 3

Lisung I: Bezeichnet man die Dreiecke und
Parallelogramme, die nach dem zusitzlichen
Zeichnen der Diagonalen entstehen, so wie
Abb. 3 zeigt, erhilt man nach Hilfsaufgabe 4:

Aj+Ay =—(As+Ag+A, +A,)

A‘+A4:;(A;+A]+A‘.+Ah)

As+Ag=t(Ar+A +Ay+A,)

A7+Ax:%(A|+A,,+A“+Ad)

Nach dem Addieren dieser vier Beziehungen
und Ordnen des Ergebnisses erhiilt man:

A+A+A+A
+A,+ A, + A, Also

A+A+AFA +A+

1
ABFGH =5 AABCD-

Lésung II: Es sei M die Mitte der Diagonale
BD (Abb. 4).

A

B F C
Abb. 4

Zieht man in Betracht, da8 HM und EM Mit-
tellinien im Dreieck ABD sind, so kann mit
Leichtigkeit die Kongruenz der Dreiecke
AEH und MHE festgestellt werden. Kongru-
ent sind auch die Dreieckpaare DHG und
MEF; CGF und MFG: BEF und MHG.

Dann ist: A'\LH ) Aum.. + A((.l o Aun . AMNL
+ Avir + Ay * Ay = Aprn
Folglich ist

Lisung lIl Baut man als Hilfskonstruktion
das TXYZ aus Hil

2 (Abb. 5) und beriicksichtigt man, daB die
Parallelogramme EFGH und XYZT ihnlich
1

>

sind, wobei das Ahnlichkeitsverhltnis

betriigt, erhiilt man:

1
“2AnBep =5 Aapen:

1 1
Arrch = Atxvz = 7}

Abb. 5 Y

Eine vierte Lisung kann noch aus folgender
Aufgabe erhalten werden:

Aufgabe 2: Es sei ABCD ein Viereck. Man
verlingere die Seiten AB, BC. CD bzw. DA
auf AT, BX, CY bzw. DZ (Abb. 6) so, daB
gleiches Streckungsverhiiltnis k>1 >1 vorliegt
(d. h. AT:AB = BX: B
Driicke A,,, mit Hilfe von A

Acp &
Losung I: Verlingert man AC (k - 1) mal bis
F, so sind die Dreiecke ABC und ATF ihn-
lich und haben

das Ahnlichkeitsverhiltnis % Also:
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A
A

e = KA 5 und somit
(K =DA - )

BFC

Abb. 6

Die Dreiecke ABC und FXC sind auch dhn-
lich und ihr Ahnlichkeitsverhiltnis betrigt

=l denn  BX =k-BC = BC +CX.mithin

k-1
CX =(k~1)BC
Alsoist A = (k- 1A . )

Aus (1) und (2) folgt

Agrex = (= 1)+ (k= 1A e -
Zieht man noch in Betracht, daf BTFX ein
Parallelogramm ist, so folgt:

1
Aprx =5 Aprrx =k-(k=1)Axp 3)
Auf dhnliche Art kann man erhalten:
(k= DAy, )
ovz =K (k= DAc, S
A=k (k= DApyy. ©

Addiert man die Beziehungen (3), (4), (5), (6)
und fiigt A, hinzu, so erhilt man:

Anxy = (2K =2k + DA e -
Lésung I1: In den Dreiecken ABC und BTX
zeichnet man die Hohen AE bzw. TG (Abb.
6). Man erhalt:

_k-BC:(k-1)-AE
- 2

=k-(k=DAxgc

und weiter geht es wie in Losung I.
Bemerkung: Auf ihnliche Weise kann man
den Beweis durchfiihren, wenn die Seiten des
Vierecks nicht verlingert sondern verkiirzt
werden, also wenn sich die Punkte T, X, Y, Z
innerhalb der Vierecksseiten befinden, d. h.,
wenn K<l ist.

Aufgabe 3: Es sei ABCD cin Viereck, M bzw.
N die Mitten der Seiten AD bzw. BC; P bzw.
Q die Schnittpunkte der Strecken AN und BM
bzw. CM und DN.

Zeige, daB Aoy = A

'PMON ABP A(‘no'

[« lehren /Heft 54

Lésung: Bezeichnet man mit A, M, bzw. D,
die FuBpunkte der Senkrechten von A, M bzw.
D auf BC (Abb. 7), so erhalt man:

MM, = AA, :DD,

und somit Ay = Ay +

Zieht man nun von belden Seiten dieser
Gleichheit Ay + Aqy ab. so st die Aufgabe
gelost.

Aufgabe 4: Es seien K, L, M, N die Mitten der
Seiten des Vierecks ABCD (Abb. 8).

Zeige, daB Apgpy = %A . ®

B L c
Abb.8

Losung: Verbindet man B mit D, so kann man
leicht feststellen, daB G bzw. H die Schwer-
punkte der Dreiecke BCD bzw. BAD sind.

Alsoist Agep = % Ascp
I

—A
37BAD

und durch Addition erhilt man die Beziehung
(8).

und  Agyp

und durch Addition:

1
Apkem =5 Aascp-
Ahnlich :l’hdll man auch

AALeN AABCD

und somitist Apy + A, (= A

ALeny = Axpen”

Aufgabe 6: Liegen die Parallelogramme AB-
CD und AEFG so, wie Abb. 10 zeigt, so ist
=A,

A ABCD — “RAEFG *

F
Abb. 10

Anleitung: Zeichnet man durch E eine Paral-
lele zu AB bzw. durch D eine Parallele zu AG,
so kann leicht gezeigt werden, daB

1 1
Aaep =5 Aascp Und Aapp =5 Aagrc:

Aufgabe 7: Es sei ABCD ein Viereck; M, N
bzw. P die Mitten der Strecken BD, AC bzw.
MN. Zeige, daB Ay + Ay = Apag + Apcpye

Anleinmg: Esseien A, M,, P, N, bzw. D, die

X (1) Der des Vier- der Von' A, M. P, N
ecks BGDH ist gleich der Summe der bzw D auf BC (Abb. 11). Dann ist
Flicheninhalte der seinen Seiten anliegenden | L _ MM, + NNy _ AA, +DD;
Dreiecke. = 2 - 4
(2) Aggon = Ankun+ Acwor- und somit

1
Aufgabe 5: Es seien K. L. M, N die Mitten der | P8¢ =7 (Aasc +Apsc)-

Seiten des Vierecks ABCD (Abb. 9). Zeige,
daB der Flicheninhalt des Vierecks in der Mit-
te gleich der Summe der Flicheninhalte der
vier Dreiecke ist.

B L (e}
Abb. 9

Losung: Verbindet man B mit D, so bemerkt
man:
1

1
Agpk =5 Appa und Appy = Apsc

M PI NIDj c
Abb. 11

Ahnlich erhilt man auch

1
Apap =7 (Agap +Acap)-

Addiert man diese zwei letzten Beziehungen,
erhilt man

1
Appc +Apap =5 AABCD-
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Aufgabe 8: Es seien E. F. G bzw. H die Mit-
ten der Seiten AB, BC, CD bzw. DA im Vier-
eck ABCD und es sei P der Schnittpunkt der
Strecken EG und FH. Zeige, da8

Anleitung: Bezeichnet man mit M bzw. N die
Mitten der Diagonalen BD bzw. AC (Abb. 12)
und zieht man in Betracht, daB EFGH und
EMGN Parallelogramme sind, so folgt daraus,
daB P auch die Mitte von MN ist.

D

B
Abb. 12

Aufgabe 9: Durch die Mitte jeder Diagonalen
eines Vierecks zeichnet man eine Parallele zur
anderen Diagonale. Den Schnittpunkt dieser
Parallelen verbindet man mit den Mitten der
Seiten des Vierecks. Zeige, daB dadurch das
Viereck in vier flichengleiche Teile geteilt
wird.

Anleitung: Es seien E. F, G, H die Mitten der
Seiten; M und N die Mitten der Diagonalen
des Vierecks ABCD. Seien OM bzw. ON par-
allel zu AC bzw. BD (Abb. 13).

D

B F {of
Abb. 13

Dannist A, = Ay und A = A und so-
mit

1
Aapna = Acons =5 Aascp-
Weiterhin ist Apgy = Aggy und Ay,
und somit

PN

1
Acanr =7 Ascp:

Aufgabe 10: Im Viereck ABCD sind K, L. M
bzw. N die Schwerpunkte der Dreiecke DAB,
ABC. BCD bzw. CDA. Zeige, daB

AKLMN =g AABCD:

Anleitung: Wenn E, F, G, H die Mitten der
Seiten sind (Abb. 14), so bemerkt man leicht,
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B
Abb. 14

daB die Vierecke KLMN und ABCD ihn-
lich sind, und ihr Ahnlichkeitsverhiiltnis be-

—
tragt —,
= 3

Aufgabe 11: Im Viereck ABCD sind K, L, M
bzw. N die Schwerpunkte der Dreiecke AOB,
BOC, COD bzw. DOA, wobei O der Schnit-
punkt der Diagonalen AC und BD ist. Zeige,
daB

2
Ak =g Aasco:

Anleitung: Es seien E, F, G, H die Mitten der
Strecken OA, OB, OC, OD (Abb. 15).

Abb. 15

Man bemerkt leicht, da8 KLMN ein Parallelo-
gramm ist, dhnlich dem Parallelogramm
TXYZ aus der Hilfsaufgabe 2.
Ihr Ahnlichkeitsverhiltnis betrigt L .
3
Aufgabe 12: Es sei ABCD cin Viereck. Die
Punkte K und N bzw. L und M teilen die Sei-
ten AD bzw. BC in drei gleiche Teile
(Abb. 16). Zeige, daB |
KLMN =

AABCD-

B KiL NI DIM e

Abb. 16

Anleitung: Es seien K. N, bzw. D, die Fub-

punkte der Senkrechten von K. N bzw. D auf

BC und es seien B,. L, bzw. M, die FuBpunk-

te der Senkrechten von B, L bzw. M auf AD.

Zieht man in Betracht, daB

_ KK, +DD,
2

NN, und LL =

BB, + MM,
e
folgt

ANLm (Akus +Apuc).

Avkn =5 (ABak + Avin)

und somi

AKLMN :%'(AABLK +Apcun)-

Aufgabe 13: Im Viereck ABCD sei O der
Schnittpunkt der Seiten AD und BC und seien
M bzw. N die Mitten der Diagonalen AC bzw.
BD. Zeige, daf

1
Aomn =7 Aascp-

F. Bodnar
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Geometrie

ohne Irrationalzahlen

Im Mathematikunterricht sollten die Schii-
lerinnen und Schiiler zu den bis dahin be-
kannten rationalen Zahlen auch irrationa-
le Zahlen kennenlernen. v [2 ist eine solche.
Um zu Irrati iihren stell-

schrinken wir uns méglichst lange auf die Be-
trachtung rationaler Zahlen. In dieser Absicht
treffen wir nun die folgende Vereinbarung:
Zugrunde licge cine auf ein (kartesisches) Ko-

ten wir fest, daB ein Quadrat iiber einer

eines Qi der Seitenli
ge 1 den Flicheninhalt 2 hat. Ohne die Zahl
/2 kann man die Liinge einer solchen Dia-
gonalen nicht exakt angeben. Daher muf}
/2 eingefiihrt werden.

bezogene Ebene. Wir be-
trachten nur solche Punkte P(x: y), fiir die x
und y rationale Zahlen sind. Eine Gerade wird
als Menge ihrer Punkte aufgefaBt. Ein Punkt
gehort genau dann zu einer Geraden, wenn
seine Koordinaten die Geradengleichung er-
fiilllen. Wir betrachten nun nur Geraden
@'y = mx + b bezichungsweise Geraden
h: x =c, bei denen m, b und c rationale Zahlen
sind. Insgesamt sagen wir im folgenden kurz:
Wir betrachten die rationale Ebene.

Einige angenehme Eigenschaften
der Ebene

Abb. 1

Hier meldete sich Ralph: “In der Praxis kann
man die Linge einer Strecke niemals beliebig
genau messen, denn jede Messung hat einen
MeBfehler. Beim Messen mit einem MaBstab
hat noch kein Mensch jemals y2 gemessen.
(Im vorliegenden Fall wird man ein Quadrat
der Seitenlinge 1 zeichnen und mit groBer
Sorgfalt fiir die Lénge einer Diagonalen d =
1,41 cm ermitteln. Das bedeutet, daB 1,405 cm
<d < 1,415 cm erfiillt ist.) Daher kann man in
der Geometrie, in der es um das Messen geht,
durchaus auf 2 verzichten.” Gefragt waren
iiberzeugende Argumente, die es zwingender
erscheinen lassen, zu den rationalen Zahlen
die irrationalen Zahlen dazuzunehmen.

Unsere Vereinbarung

Bekanntlich kann man mit Hilfe eines (karte-
sischen) Koordinatensystems die Menge der
Punkte der Ebene umkehrbar eindeutig auf die
Menge der geordneten Paare reeller Zahlen
abbilden. Die Menge der reellen Zahlen zer-
fillt in die Teilmenge der rationalen Zahlen
und die Teilmenge der irrationalen Zahlen.
Weil die Irrationalzahlen Schwierigkeiten be-
reiten (sie haben weder eine abbrechende noch
eine periodische Dezimalzahldarstellung) be-
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Sind P (x:y,) und P(x,: y ) zwei verschiede-
ne Punkte, so gibt es zu beiden eine Verbin-
dungsgerad
der Geraden

X =X,; und ist x #x,, so liegen
P und P auf der Geraden g:

X2¥1 —X1¥2
L XY mXiYs
Xy =X

Entscheidend ist dabei, daB mit zwei rationa-
len Zahlen u und v stets auch die Summe
u+v und das Produkt uv rationale Zahlen sind
und daB zu jeder rationalen Zahl u auch die
entgegengesetzte Zahl (die additiv inverse
Zahl) - u und fiir u# 0 auch die reziproke Zahl

(multiplikativ inverse Zahl) ! jeweils wieder
u

rationale Zahlen sind. Daher sind mit x,. y,. x,

g X2Y1—Xi1ys
X=X

jeweils

rationale Zahlen. So kommt es, daB nicht nur
h, sondern auch g tatsichlich eine zugelassene
(rationale) Gerade ist.

Zwei Geraden g:y =mx + b und g: y
=mx +b, haben im Falle m #m,den Schnitt-
punkt

by b

my—my

4 myb, —myb,
m; -m,

denn mit m, b, m,und b, sind auch die Koor-

dinaten von T rationale Zahlen.

Sind g eine Gerade und P ein Punk, so gibt es

zu g durch P(x ; y,) eine Senkrechte.

(Ist m = 0, so handelt es sich um h:

- 39

P 1 <
Ist m # 0, so ist mit m auch —— rational.)
m

Diese schneidet g im Punkt F(x ; y,). Spiegelt

man den Punkt P an der Geraden g, so ergibt
sich der Bildpunkt P(2xg —x,: 2yp —y, ). Wir
stellen fest: Jede Gerade kann als Achse einer
Geradenspiegelung benutzt werden.

Zu den Punkten einer Geraden

Jede Gerade g y = mx + b enthiilt unendlich
viele Punkte, denn ist z eine ganze Zahl, so ist
P(z; mz + b) ein Punkt der Geraden g. Wir be-
trachten zwei Punkte P (x;: y ) und P(x.: y.).
Der Mittelpunkt

M(%(M +x): %(yy +.v:))

hat auch rationale Koordinaten. Daher gibt es
zu jeder Strecke einen Mittelpunkt. Ist
P(x,:,) cin Punkt von g, 50 ist “y, = mx, + b”
(wahr); ist P(x, y,) ein Punkt von g, so ist
“y,=mx, +b" (wahr). Dann ist auch

mx; +b+mx, +b)=

=m -;—(x,+xz)+b

wahr. Daher liegt auch der Mittelpunkt M auf
der Geraden g.

Zwischen zwei Punkten P, und P, einer Gera-
den g gibt es stets mindestens einen weiteren
Punkt. Es gibt sogar mehr als endlich viele sol-
che Punkte, denn zur Strecke [P P.] gibt es den
Mittelpunkt M, zu [P M ] gibt es den Mittel-
punkt M, und zu [MP ] gibt es den Mittel-
punkt M, und so fort ... Alle diese Punkte sind
verschieden und sie liegen alle auf der Gera-
den g zwischen den Punkten P, und P.. Analo-
ges gilt auch fiir die zur y-Achse parallelen
Geraden. h: x = a ist eine solche Gerade. Die
Punkte P (a;y ) und P (a; y,) liegen auf ihr. Da

auch (hﬂ,) eine rationale Zahl ist, ist

auch der Mittelpunkt M(ﬂ:l(h +y2 )) der
2 2

Strecke [P P ] ein zugelassener Punkt der Ge-
raden h. Zwischen zwei Punkten einer Gera-
den der rationalen Ebene liegen stets unend-
lich viele weitere Punkte — die Punkte einer
Geraden liegen auf dieser dicht.

Eine Eigenschaft von Kreisen

Wir betrachten den Kreis k: x* + y* = 4 vom
Radius 2 mit dem Mittelpunkt M(0/0). Dieser
tréigt Punkte mit rationalen Koordinaten; als
Beispiele seien nur P(2; 0) und Q(1,2: 1,6) ge-
nannt. Die erste Winkelhalbierende
ist eine (zugelassene) Gerade. Uns interessie-
ren die Schnittpunkte der Geraden w mit dem
Kreis k. Ein solcher Schnittpunkt S(x: y,)
muB auf der Geraden w liegen. Dann isty, = x_
(wahr). Ein solcher Schnittpunkt S(x; y,) muB
auch auf dem Kreis k liegen. Dann ist
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P
1 X

2,

F o

Abb. 2

X +y. =4 (wahr). Aus diesen beiden Aussa-
gen folgt x* + x* = 4 und somit auch x’ = 2.
Eine solche rationale Zahl x_ gibt es nicht,
denn V2 ist irrational. Dann gibt es aber fiir
uns gar keinen Schnittpunkt S. Das bedeutet,
daB die Gerade w, obwohl sie durch den Mit-
telpunkt M des Kreises k geht, den Kreis k
nicht schneidet.

Wir “betrachten die Situation mit der Lupe”.
Die Durchmessergerade w und der Kreis k ha-
ben Licher. Es gelingt der D

wie folgt: Zugrunde liegen zwei sich schnei-
dende Geraden a und b. Wird bei der Spiege-
lung an der Geraden w die Gerade a auf b ab-
gebildet, so ist w eine Winkelhalbierende.
Dann ist auch die zu w senkrechte Gerade w
durch den Schnittpunkt von a und b eine Win-
kelhalbierende.

den durch die Kreislinie “hindurchzuschliip-
fen”.

Allerdings kann man nicht sagen, daB keine
Durchmessergerade den zugehorigen Kreis
schneidet. Die x-Achse und die y-Achse
schneiden den Kreis k. Auch die Durchmes-
sergerade

4

3

schneidet den Kreis k: x* + y* =4 in den Punk-
ten Q(1,2; 1,6) und R(-1.2; -1,6).

Wir fassen zusammen:

In der rationalen Ebene muf eine Durch-
messergerade eines Kreises diesen nicht
schneiden.

Einige Folgerungen

Zu zwei Punkten P (x ; y ) und P(x, y,) der ra-
tionalen Ebene gibt es den Mittelpunkt
M[%(XI +x ) %()’1 +Yz)]

der Strecke [P P,]. Weiter gibt es durch den
Punkt M die Senkrechte g zur Verbindungs-
geraden von P, und P, Diese Gerade g ist die
Mittelsenkrechte der Strecke [P P ]. In der ra-
tionalen Ebene gibt es zu jeder Strecke eine
Mittelsenkrechte. Dagegen muB es in der ra-
tionalen Ebene zu zwei sich schneidenden Ge-
raden keine Winkelhalbierende geben. Da in
der rationalen Ebene jede Gerade als Achse ei-
ner Geradenspiegelung benutzt werden kann,
charakterisieren wir die Winkelhalbierenden
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Abb. 3

Abb. 4

Wir betrachten die x-Achse a: y =0 und die
Gerade b: y = x. Die Geraden a und b schnei-
den sich in O(0/0). Die Gerade a schneidet den
Kreis k um O(0: 0) vom Radius 2 in P(2: 0).
Dagegen existiert kein Schnittpunkt S der Ge-
raden b mit diesem Kreis. Giibe es zu den Ge-
raden a und b eine Winkelhalbierende s, so

konnte man den Punkt P(2; 0) an s spiegeln.
Bei dieser Spiegelung miifite P auf den nicht
vorhandenen Schnittpunkt des Kreises k mit
der Geraden b abgebildet werden. Daher kann
es die Spiegelung nicht geben. Da man aber an
jeder vorhandenen Geraden spiegeln kann, be-
deutet dies, daB es schon die Winkelhalbie-
rende s nicht gibt. Wir haben in der rationa-
len Ebene zwei sich schneidende Geraden
gefunden, zu denen es keine Winkelhalbie-
rende gibt.

Allerdings gibt es auch sich schneidende Ge-
raden, zu denen Winkelhalbierende existieren.

Die x-Achsea und die Gerade n:y:%x be-

stitigen dies. Auf der x-Achse liegt der Punkt
P(2/0) und auf der Geraden n liegt der Punkt
Q(1.2: 1.6). Der Mittelpunkt M(1,6; 0,8) der
Strecke [PQ] existiert. Auch die Verbindungs-

gerade m:y:%x der Punkte O (0;0) und

M(1,6; 0.8) existiert. Bei der Spiegelung an
der Geraden m wird P auf Q abgebildet. Wei-
ter ist bei dieser Spiegelung der Schnittpunkt
O(0; 0) von a und n ein Fixpunkt. Dann wird
aber die Gerade a auf die Gerade n abgebildet.
Damit ist die Gerade m als Winkelhalbierende
erkannt. Die zweite Winkelhalbierende geht
durch O(0/0) und ist zu m senkrecht; daher
handelt es sich um m:y =-2x.

In der rationalen Ebene muB es zu zwei sich
schneidenden Geraden keine Winkelhal-
bierende geben.

Aufgaben

1. Schneidet die Durchmessergerade
m:y:lx den Kreis um O (0;0) vom
Radius 2?

2. Untersuche, ob tan 22,5° rational ist.

3. Zeige: Schneiden sich zwei Geraden, so
muB es keine Drehung um den Schnitt-
punkt geben, bei der eine Gerade in die
andere iibergefiihrt wird.

Weitere Eigenschaften
Zwei nicht zur y-Achse parallele Geraden

giy=mx+b undg:y=mx +b,schlieBen
einen nicht-stumpfen Winkel der GroBe o ein.

Dabei ist ¢ = 90° oder
tan o= 2270 i ge< 0 < 90°.
1+m;m,

Sind m, und m, rational, so ist im Falle
mm, #-1 auch tan o rational. Andererseits ist
tan 60°= /3 irrational. Dann kann es aber
keine zwei Geraden g, und g, geben, welche
einen Winkel der GroBe 60° einschlieBen.
Weil es in der rationalen Ebene auch keine

Geraden mit der Steigung %V‘E und keine Ge-
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raden mit der Steigung ——+/3 gibt, schlieBt

2
auch keine Gerade mit einer Parallelen zur
y-Achse einen Winkel der GréBe 60° ein.
Gleichseitige Dreiecke haben Winkel der
GroBe 60°. Weil es keinen solchen Winkel
gibt, stellen wir fest:

In der rationalen Ebene gibt es kein einzi-
ges gleichseitiges Dreieck.

Zuniichst haben wir ein Quadrat der Seiten-
linge 1 betrachtet und festgestellt, da man
seinen Diagonalen keine rationale Zahl als
MaBzahl der Linge zuweisen kann., Nun er-
hebt sich schon gar nicht die Frage, ob ein
gleichseitiges Dreieck eine Hohe rationaler
Liinge hat, denn solche Dreiecke gibt es in der
rationalen Ebene nicht.

Aus der Nichtexistenz eines 60°-Winkels las-
sen sich viele weitere Folgerungen ziehen.
Zwei Kreise vom gleichen Radius haben ge-
wil dann keinen Schnittpunkt, wenn der Mit-
telpunkt des einen auf dem anderen Kreis
liegt. Dann 148t sich auch die jedem bekannte
K ion eines i

nicht durchfiihren, Ubrigens gibt es in der ra-
tionalen Ebene gar kein regelmiBiges Sechs-
eck. Denn ein solches kinnte man in sechs
gleichseitige Dreiecke zerlegen.

Zusammenfassung

Wenn es nur Punkte mit rationalen Koordina-
ten gibt, dann existieren auch Durchmesserge-
raden von Kreisen, welche diese nicht schnei-
den: dann miissen sich schneidende Geraden
keine Winkelhalbierende haben; dann gibt es
weder gleichseitige Dreiecke noch regelmiBi-
ge Sechsecke. Da dies alles in der Anschau-
ungsebene nicht wahr ist, miissen wir feststel-
len: Die rationale Ebene beschreibt die An-
schauungsebene nicht. Méchte man analyti-
sche Geometrie der Anschauungsebene trei-
ben, so muf man auch Punkte zulassen, wel-
che irrationale Koordinaten haben.

Anmerkung

Die rationale Ebene hat viele weitere merk-
wiirdige Eigenschaften. Suchen Sie weitere?
Teilen sie uns solche mit — wir werden in ei-

nem spiteren Heft berichten.

Dr. Klaus Ulshifer
Stiftsgymnasium Sindelfingen
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Alphons logische A

Den ganzen Nachmittag schon probierte Berti
die “Protagoras-Losung”. Er hatte in dem alten
Buch ein weiteres, aus der Antike iiberliefertes
Problem gefunden. Wie er es auch anstellte,
die Aufgabe war nicht durch irgendeine Ein-
schrinkung l6sbar. Er las nochmals den Text:
“Eine Agypterin sah, wie ihr am Nil spielendes
Kind von einem Krokodil angegriffen wurde.
Die Mutter eilte an das Ufer und bat das Kro-
kodil, das Kind frei zu geben. Das Tier ant-
wortete, dafl es das Kind zuriickgebe, wenn die
Mutter errate, was es tun werde. Die Mutter
sagte: Du wirst mir mein Kind nicht zuriickge-
ben. Das Krokodil erwiderte darauf: Du magst
wahr oder falsch gesprochen haben, ich brau-

Tun hat die Mutter zu erraten,
indem sie entweder (a) oder (b) wiihlt. Die ge-
wihlte Aussage ist wahr, wenn sie mit jener
iibereinstimmt, gemiB der das Krokodil zu
handeln beabsichtigt. Der Gegenstand der
Wette ist also das Ubereinstimmen einer Aus-
sage mit einer Aussage. Ich denke mir eine
von zwei bekannten Aussagen und Du hast
recht, wenn Du die von mir gedachte Aussage
erriitst, dabei ist véllig gleichgiltig, ob die von
mir gedachte Aussage wahr oder falsch ist.

Die von mir gedachte Aussage ist wahr, wenn
sie mit ihrem Sachverhalt iibereinstimmt. Um
ihren Sachverhalt geht es bei der Wette aber
gar nicht. Ein logischer Fehler wird begangen,
wenn man den Bezug einer Aussage auf eine
Aussage mit deren Sachverhalt Bezug auf

che dir auf keinen Fall das Kind
dann ist deine Rede wahr, so erhilst du es nicht
wieder nach deiner eigenen Aussage, ist sie
aber falsch, so gebe ich es nicht zuriick kraft
unserer Ubereinkunft.

Die Mutter widersprach: Ich mag wahr oder
falsch gesprochen haben, du muBt mir mein
Kind zuriickgeben. Denn ist meine Aussage
wahr, so muBt du es mir geben laut unserer
Ubereinkunft; ist sie aber falsch, so ist das Ge-
genteil wahr: Du wirst mir mein Kind zuriick-
geben.”

Die Losung wird man wohl nicht auf unbe-
stimmte Zeit vertagt haben konnen, dachte
Berti, und darin wird man ihm recht geben
miissen, das folgende aber, was Berti murmel-
te, als seine subjektive Meinung ansehen:
“MuB dieses gefriBige Tier die armen Men-
schen obendrein noch mit einem solchen Di-
lemma schachmatt setzen!”

Alphons, den Berti noch am Abend aufsuchte,
meinte zu Bertis mitfiihlender AuBerung, daf
durch das Dilemma auch das Krokodil in sei-
nem Tun betroffen sei. Nach einigem Fiir und
Wider kam Berti auf die Idee, einen analogen
Fall zu konstruieren. Er nahm die Schultasche
von Alphons und sagte: “Alphons, Du be-
kommt die Tasche zuriick, wenn Du erritst,
was ich als niichstens tun werde.”

Dieser iiberlegte und fand, daB damit nicht ge-
nau die Problemlage getroffen ist. “Trotzdem
kommen wir einen wichtigen Schritt weiter.
Du hast Dir - hoffentlich — etwas vorgenom-
men. Ich soll das in Form einer Aussage erra-
ten. Der Springpunkt ist, ob das, was ich be-
haupte, gerade das ist, was Du tun willst. Mei-
ne Aussage ist wahr, wenn sie mit dem iiber-
einstimmt, was zu tun Du beabsichtigst. Die
Wette lautet also: Ist wahr, daB Du das gedacht
hast, was ich durch meine Aussage vermute,
nicht aber, ob das, was Du gedacht hast, wenn
ich es errate, wahr ist.”

Berti bat Alphons, ihm das letztere nochmals
zu erkliren. “Die Mutter hat zwischen zwei
Aussagen zu entscheiden, (a) Ich gebe das
Kind zuriick, (b) Ich gebe das Kind nicht
zuriick. Beide Aussagen betreffen ein mogli-
ches Tun des Krokodils. von dem dieses eins
sich nach Voraussetzung ausgewihlt hat. Das

ihren . Der G

der Wette ist, ob eine Aussage mit einer Aus-
sage {ibereinstimmt, nicht aber, ob letztere mit
ihrem Sachverhalt iibereinstimmt.”

Berti las den Text nochmals laut durch und
stellte dann zutreffend fest: “Das Dilemma
entsteht somit dadurch, daB sowohl das Kro-
kodil als auch die Mutter denselben logischen
Fehler begehen.”

Prof. Dr. L. Kreiser

Systematische Untersuchung:

Zusammensetzung
von drei Dominosteinen

Ein Rechteck im Format 2 x 1 sei der Ein-
fachheit halber “Dominostein™ genannt;
wie ein solcher zerfillt es in zwei Quadra-
te.
Es ist zu untersuchen, auf wieviele Ar-
ten drei kongruente “Dominosteine”
zusammengesetzt werden konnen,
wenn jeweils nur die Quadratseite des
einen Steines an die Quadratseite eines
zweiten Steines gelegt werden darf.
Zusammensetzungen, die sich durch Dre-
_hung oder Spiegelung unterscheiden, gel-
ten nicht als verschieden, sondern als
identisch.

Nachstehend die vier mdglichen Zusam-
mensetzung von 2 solchen Dominostei-

E%

Hermann Oehl, Miinchen

T
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Losungen zur Olympiade-
Ecke in Heft 4/92

(Der Bundeswettbewerb Mathematik)

Aufgabe 1

Es sei p eine Primzahl groBer als 3 und n eine
natiirliche Zahl; auSerdem habe p" in der De-
zimalschreibweise 20 Stellen. Man zeige, daB
hierin mindestens eine Ziffer mehr als zwei-
mal vorkommt.

Lissung: Die Primzahlpotenz p" sei vorgelegt.
Da p® in Dezimalschreibweise 20 Stellen be-
sitzt und es im Zehnersystem genau 10 ver-
schiedene Ziffern gibt, muB jede Ziffer in der
Dezimaldarstellung von p* genau zweimal
auftreten. Fiir die Quersumme g von p" gilt da-
her: q O+ 142+...+9)=90. Die Quer-
summe ist somit Vielfaches von 3, also ist
auch p® durch 3 teilbar, kann somit keine Po-
tenz einer von 3 verschiedenen Primzahl sein.
Wenn p eine von 3 verschiedene Primzahl ist,
tritt daher mindestens eine Ziffer in der Dezi-
maldarstellung von p* mehr als zweimal auf.

Aufgabe 2

Gegeben ist ein Stiick Papier. Es wird in acht
oder zwdlf beliebige Stiicke zerschnitten. Je-
des der entstandenen Stiicke darf man wieder
in acht oder zwdlf Stiicke zerschneiden oder
unzerschnitten lassen, usw. Kann man auf die-
se Weise 60 Teile erhalten? Zeige, daf man je-
de beliebige Anzahl, die groBer als 60 ist, be-
kommen kann! (1. Runde 1970)

Losung: Zerschneidet man das Papierstiick
auf beiderlei Arten kommen stets 7 bzw. 11
Stiicke hinzu. Die jeweilige Stiickzahl ergibt
sich somit aus dem Wertevorrat W der Funk-
tion (mn) —>1+7-m+11-n(mne Ny).
Man kann auf diese Weise nicht 60 Stiick be-
kommen. Es miisste gelten: 1 +7m + 11n =60
<->7m+ 11n =59 mitn<6, m<9 ->7m € (59,
48, 37,26, 15, 4), was nicht moglich ist.

Auf dhnliche Weise oder durch Probieren fin-
det man jedoch Darstellungen fiir die Anzah-
len 61,62, ...,67:(7,1) ->61,(4,3) > 62,(1,5)
->63(9,0) -> 64, (6,2) -> 65, (3.4) -> 66 und
(0.6) ->67.

Mit den Zahlen 61 bis 67 gehoren auch alle
weiteren natiirlichen Zahlen zu W sie lassen
sich durch die weitere Beniitzung nur der ei-
nen Zerschneidungsart ( = Zerschneidung in
8 Stiicke) erreichen.

Aufgabe 3
Die Oberfliche eines FuBballs setzt sich aus
schwarzen Fiinfc und weiBen

zusammen. An die Seiten eines jeden Fiinf-
ecks grenzen lauter Sechsecke. wihrend an

die Anzahl seiner Fiinfecke und seiner Sechs-
ecke. (1. Runde 1983)
Losung:

Die oben dargestellte Figur zeigt die “Vorder-
seite” der zugehorigen FuBballoberfliche. Die
“Riickseite” hat dieselbe Struktur wie die Vor-
derseite. Vorder- und Riickseite knnen ent-
lang der 40 AnschluBkanten passend aneinan-
dergefiigt werden.

Der FuBball besteht aus einer ganzzahligen
Anzahl von 5- und 6-Ecken. Da nach Voraus-
setzung jedes 5-Eck von fiinf 6-Ecken und je-
des 6-Eck von drei 5-Ecken umgeben ist, be-
steht der FuBball aus 3n Fiinfecken und 5n
Sechsecken (n € IN), insgesamt also aus 8n
Flichen. Jedes 5-Eck weist nun genau fiinf
Ecken und Kanten auf, jedes 6-Eck genau
sechs. Da jede Ecke im FuBball gleichzeitig
drei Flichen angehért, hat dieser genau

3n-5+5n-6

=15n  Ecken.

Da jede Kante im FuBball genau zwei Fliichen
angehort, besitzt er

3n-5+5n- 6 45
2

—n Kanten.
Fiir jedes Polyeder mit e Ecken, f Flichen und
k Kanten gilt der EULERsche Polyedersatz:
e+f=K+2. Demnach gilt

45 :
150 +8n=""n+2 woraus n =4 folgt.
Der FuBball hat demnach 15 -4 =60 Ecken,

254290 Kanten und besteht aus 8 - 4 = 32

Fliichen, ndmlich aus 3 - 4 = 12 Fiinfecken und
4=20 (Dieses L bei

Aufgabe 4

In einem Quadrat mit der Seite 7 sind 51 Punk-
te markiert. Es ist zu zeigen. daB es unter die-
sen Punkien stets drei gibt, die im Innern eines
Kreises mit Radius 1 liegen. (2. Runde 1972)
Losung: Man unterteilt das gegebene Quadrat

in 25 Teilquadrate mit der Seitenlinge Z
5

Die Verteilung der 51 markierten Punkte auf
die Teilquadrate (deren Riinder den Quadraten
zugerechnet werden sollen), kann nach dem
“Schubfachprinzip™ nur so sein, daB auf min-
destens ein Teilquadrat mehr als 2 Punkte
kommen. Die Diagonale eines derartigen Teil-
quadrates betriigt (nach dem Satz von Pytha-
goras):

Also liegt dieses Teilquadrat (zusammen mit
den mindestens 3 markierten Punkten) ganz in
einem Kreis mit Radius 1 um den Quadratmit-
telpunkt.

Aufgabe §

Eine Kugel wird von allen vier Seiten eines rii-
umlichen Vierecks beriihrt. Man beweise, daf
alle vier Beriihrungspunkie in cin und dersel-
ben Ebene liegen. (2. Runde 1984)

Lissung:

Vorbemerkungen zur Bezeichnung.

Die Ecken des raumlichen Vierecks seien A,
B, C, D. Die Beriihrpunkte der Kugel mit den
einzelnen Viereckseiten sind R, S, T und U.
Die Linge des Streckenabschnitts zwischen
Ecke des Vierecks und entsprechendem
Beriihrpunkt sind

AU=AR
DT=DU=d
Es wird eine vektorielle Losung angegeben.

Ecke A sei der Nullpunkt des dreidimensiona-
len AD habe die normierte Lin-

die Seiten eines jeden
Fiinfecke und Sechsecke grenzen. Man be-
stimme aus diesen Angaben iiber den FuSball
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spiel stammt {ibrigens von einem bayenschcn
Teilnehmer am 1983er Wettbewerb.)

ge L. Betrachte die normierten Vektoren
X=AB,y=BCundz=CD.
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Fiir die Ortsvektoren 1. s, t (zu den Punkten R,
S. T) gilt nacheinander:
r=a-X5=r+bX+y).(=5+c(y+2)
Fur den Ortsvektor von U ergibt sich damit:
C+d-D=a(s+c(y+2)+dj=
(X +bRX+Y) +c+2)+dD) =
=a(@+b)X+b+c)y+(c+d)7)
R, S und T bestimmen eine Ebene (als paar-
weise verschiedene Punkte einer Kugel kon-
nen sie nicht alle auf einer Geraden liegen).
Als Parameterdarstellung eines Punktes P die-
ser Eb Ebene erhiilt man:
P=r+vGE-N+wi-9= ax+bv{x+y)+
+eW (Y+2) = (a+bv) X+ (by +cw) y +cw.
Fiir die speziellen Parameter
ab-ad _ac+ad

u=

b ¢
erhalt man dann
=(a(l +b d)x+a(h d+c+d)y+
+a(c+d)z +b)x+a(b+c)y+
+a(c+d)z
U liegt also in der von R, S und T bestimmten
Ebene.

Aufgabe 6

Gesucht werden drei natiirliche Zahlen a, b, ¢,
bei denen das Produkt von je zweien bei Divi-
sion durch die dritte den Rest 1 liBt. Man be-
stimme alle Losungen. (2. Runde 1990)
Losung: Alle Zahlen a, b, ¢ seien groBer als 1
(da andernfalls mindestens eine der drei be-
trachteten Divisionen ohne Rest bliebe).

0. B. d. A. gelte: 1<a<b<c. Nach Vorausset-
zung gibt es ganze Zahlen o, ]3 ymu ab-1=

Durch Mulupllknnon erglbl slch hieraus

apyabe = (ab - 1) (be — 1) (ca— 1) =

=a’b%? - a’bc -ab’c —abc? +ab +ac+b-c—
ion der ersten vier der

rechten Seite und Ausklammern von abc erg.

abe - (aBy-abe +a+b+c)=ab+ac+be—1,

somit teilt abc die Summe ab + ac + be -1.

Da diese Summe positiv ist (nach Vorbemer-

kung), folgt

(1) abe<ab + be + ca.

Wegena <b <c folgtaus (1):

abe < 3be, alsoa < 3 und somit a =2

Einsetzen von a = 2 in (1) liefert:

(2) 2bc < 2b+be + 2¢

Hieraus folgt be < 2b + 2¢ < 4c, also b < 4 und

somitb =3

Einsetzen von b = 3 in (2) liefert:

(3)6c<6+3c+2c

Hieraus folgt ¢<6 und somit ¢ = 5 (weil a und

¢ teilerfremd sind).

Durch Nachrechnen bestitigt man, daB (2. 3.

5) tatsichlich ein Losungstripel ist: 2 - 3= 1 -

5+1,3:5=7-2+1,2-5=3-3+1.

Als Gesamtheit der Losungen ergibt sich da-

her {(2,3,5),(2,5,3).(3,2,5).(3,5.2), (5,2,

3)565::3;2)):

Aufgabe 7
Man entscheide durch Beweis, ob es moglich
ist, neun quadratische Flichenstiicke mit den
Seitenlingen 1, 4, 7, 8,9, 10, 14, 15 und 18
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liickenlos zu einem Rechteck aneinanderzule-
gen, ohne daB sich Flichenstiicke iiberlappen.
(Priifungsjahrgang 1979)

Losung:

Das gesuchte Rechteck besitzt die Flichen-
maBzahl A =12 +42+ 72+ 82+ 92+ 107 + 142
+ 152 + 18? = 1056. Die kiirzere Rechtecksei-
te muB mindestens die Linge 18 haben. Des-
halb kommen nur die folgenden Rechtecks-
formen in Betracht: (48; 22), (44; 24), (33;
32). Da 18 + 15 = 33, scheint eine Pflasterung
des Rechtecks mit den Abmessungen 32x33
aussichtsreich. In der Tat fiihrt die Plazierung
des groften Quadrats in eine der Ecken des

st Lt

n

Produkt wie vorher (19802)™. In beiden

Fllen ist daher das Produkt aller Teiler von
om

1980° gleich 1980 2.

Aufgabe 9

Zeige, daB n® + m+ 4 fiirn, m € N keine Ku-
bikzahl sein kann. (Priifungsjahrgang 1985)
Losung: Es gilt folgende Identitit:
(a+b)*=a’+b*+3(a’ + ab?). Deshalb liegt
eine Betrachtung der verschiedenen Restklas-
sen mod 3 nahe. Jede Zahl x € IN ist eindeu-
tig auf eine der Arten x = 3k, x = 3k -1 oder
x =3k +mitk € IN, darstellbar.

Fira=3kundb=0

ist (3k +0)° = 27k* =0 mod 9.
Fiira=3kundb=-1
gilt 3k -1)° =27k 27k* + 9k -1 =-1mod 9.

Fira=3kundb=1
gilt entsprechend (3k + 1)* =1 mod 9.

Also kann x* fiir x € IN nur die Reste -1, 0 oder
1 mod 9 haben. Da nun n* + m* + 4 aus dem-
selben Grund bei der Division durch 9 nur die
Reste 2, 3, 4, 5 oder 6 1dBt, kann dieser Term
keine Kubikzahl darstellen.

zu einer

Aufgabe 8

Bestimme das Produkt aller Teiler von 1980"

fiirn € IN (a ist Teiler von b, wenn

; € IN. (Priifungsjahrgang 1981)

Lsung: Vorbemerkung. Besitzt cine Zahl n

die Primfaktorenzerlegung

n=p,fpy"-.p , 50 betriigt die Anzahl

T(n) seiner Teiler

T =@+ D) 5+ D)o (g + 1)

Esist 1980"=(22-32.5- [1)"=
=23, 5. |0,

Die Anzahl der Teiler von 1980" ist somit
T(1980" = 20+ D2+ 1) - (n+ 1) - (n+ 1)
=@n+ 172 (+ 17

Wir unterscheiden zwei Fiille:

i) nistungerade. Dann ist T(1980") gerade, da
n + 1 gerade. Da sich je zwei Komple-
mentirteiler multiplikativ zu 1980° zusam-
menfassen lassen, betriéigt daher das Produkt

m

aller Teiler (1980")2

ii) n ist gerade. Jetzt ist T(1980") ungerade, da
2n+1 und n+1 ungerade sind. Je zwei

n
Teiler auBer 19802 ergiinzen sich wie bei i)
n n
und kénnen daher durch 19802 -19802 er-
setzt werden. Daher betriigt das gesuchte

Walter Kriimer:
Statistik verstehen.
Eine Gebrauchsanweisung -

Reihe

Campus Band
1062. 1992. 163 S,, Waler Krdimer
i tehen

Eine Gebrauchsanweisung

geschriebene Stati- /
stik-Kritik, fiihrt in =

seinem neuen Buch
die i

Reihe Campus

vor. Aber anders als
Ilerkﬂmmhcha Stallsnklahrbuchu halt sich

Das Buch ist ein unentbehrlicher Ratgeber fiir
alle, die Zahlen und Ziffern nicht nur lesen. son-
dern auch verstehen wollen
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Biicher Program,

ﬁtzck&ikher Programme Videos

of

Raymund Stolze

Umkampfte

D er Kampf um die Schachkrone brachte
stets Impulse fiir die weitere Entwick-
lung dieser Sportart — so Weltmeister Garri
Kasparow in seinem Vorwort zu ,,Umkampf-
te Krone™, dem Band, der seinerseits den Im-
puls ausldste, Schachweltmeisterschaften im-
mer wieder zum Buchthema zu machen.
Eines der schonsten Biicher der Schachge-
schichte”, lautete die anerkennende Einschit-
zung der in- und auslindischen Fachpresse
nach Erscheinen der ersten Auflage 1987.
Diesem Urteil 148t sich nichts hinzufiigen,
denn nie vorher hat es einen solchen Pracht-
band iiber die Duelle der Schachweltmeister
von Steinitz bis Kasparow von 1886 bis 1990
gegeben. Der ebenso lesens- wie anschauens-
werte Band ist fir Schachfreunde, die ein
Spieldiagramm stundenlang sezieren, genau-
so interessant wie fiir die Freunde des konigli-
chen Spiels die sich beispielsweise unter Ca-
ro-Kann nichts vorstellen konnen.

Der Inhalt spricht fiir sich:

Suvitzige
P A

CAMPLS

Krone

Raymund Stolze:
Umkiimpfte Krone,
Sportverlag,

Berlin 1992;

224 Seiten, 220 Diagramme,
300 Fotos, geb., DM 29,80,
ISBN 3-328-00526-9

Von Algebra bis Zufall

biel

John Allen Paulos

VON ALGEBRA
BIS ZUFE

h

CABRI-Géomeétre
- Chancen
auf Entdeckungen

Die Situation ist Dabei ha-

vorgegebene Zeichnung gleichsam “einzupas-
sen”, wobei der Zusatz “Konstruiere mit Zi
kel und Lineal” die eigentlichen Schwierig-
keiten bereitet.

Neben den schon klassischen Aufgaben wie

ben wir die Losungsskizze ganz deutlich
auf unserem Konzeptblatt ...

Die Rede ist von Aufgaben, die fordern, ein
bestimmtes geometrisches Gebilde in eine

“K iere die einem Dreieck einbeschrie-
benen Quadrate!” oder “Konstruiere ein
ichseitiges Dreieck, dessen je

auf einer von drei parallelen (nicht zusam-
menfallenden) Geraden liegen!” tauchen unter

Ablage Besrbeiten Erzeugen Konstruktion Uerschiedenes

CABR_H PARDREIL. FIG

[ Ortslinie...

~ 36 Stories — spannend und -

iiber alle bisherigen
um den WM-Titel.

~ 75 % aller gespielten Gewinnpartien, kom-
mentiert von Welt- und GroBmeistern.

— Das faszinierende Bildmaterial: mehr als
300 Fotos, viele zum erstenmal verdffent-
licht.

— Der liickenlose Statistikteil.

Abb. 1: A ABC ist ein gleichseitiges Dreieck mit B € p, und C € p,. A jedoch erfiillt
die geforderte Bedingung A € p, nicht. B kann auf p, variiert werden, wobei A eine

Ein v Werk, ein ei Ge- | | ver
schenk.
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(?) Ortslinie beschreibt.
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Biicher Programme Videos Spicle Biicher Programme Videos Spiel ele
- = — g d
TR ) o )
Einfiihrung gruppen der Ebene und des Raumes und ihre Ll— P
in die Gruppentheorie Untergruppen erweitert. e’ | [ |l |
Das Buch wendet sich an Schiller, Lehramts- Nl
Die Gr ie stellt eine i und fiir ) | &
Maglichkeit fiir eine Einfiihrung in typisch | Es ist dariiber hinaus bestens geeignet, Stu- 1A 'U' i
Arbeits- und i denten der Physik und Ingenieur
dar. Im Gegensatz zum historisch ersten | ten mit dem fundamentalen Begriff der Grup- .ﬂ-.l-—- - .
Beispiel fiir eine axiomatisierte Disziplin | pe vertraut zu machen. 0
gelangt der Leser hier von nur wenigen | Aus dem Inhalt:
Axiomen ausgehend relativ schnell zu ein- | 1. Der Gruppenbegriff Wer hat nicht schon einmal sein Dominospiel
fachen, aber interessanten Siitzen. 2. Permutationsgruppen herausgeholt, die Steine hochkant hintereinander
Das nun bereits in der 10. Auflage vorliegen- | 3. Isomorphe Gruppen. (Der Satz von Cayley) aufgebaut, angestoBen und zugesehen, wie sie in
de Buch Einfiihrung in die Gruppentheorie | 4. Zyklische Gruppen einer Kettenreaktion umfielen?
stellt eine Einfi g in die Alge- | 5. E 2! pp! ‘Wem das zu monoton ist, kann es nun schwieri-
bra und Gruppentheorie dar, die in Mathema- | 6. Invariante Untergruppen ger haben. U fiir das in England bekannte Pro-
tik und Physik, in Kristallographie, Festkor- | 7. Homomorphe Abbildungen dukt Quavers zu werben, bedienten sich die Wer-
perphysik und ysik breite | 8. Kl von Gruppen nach einer | | befachménner von Smith Crisp Ltd dieses alten
g findet. Alle eij Begrif- Untergruppe. Faktorgruppen. Vergniigens und des Computerspieles PUSH-
fe werden ausfiihrlich an einfachen geometri- OVER - oder war es umgekehrt?
schen Beispi erlautert. Die U g Pavel S. A . 10., iiberarbeitete Colin Curly, kraftprotziger Hund, hat dummer-
werden stets untermauert und erginzt durch | und erweiterte Auflage 1992. 152 Seiten mit weise seine Quaverstiiten verstolpert. Um die
Erdrterungen iiber spezielle Gruppen, wie | 20 Abbildungen. Kartoniert. DM 24,~ verlorenen Tiiten aus einem unterirdischen Gin-
z. B. Transformationsgruppen, Bewegungs- | Johann Ambrosius Barth Leipzig - Berlin - gesystem zu holen, muB die G. L. Ant, die stiirk-
gruppen, Faktorgruppen. Die nun vorliegende, | Heidelberg, Edition Deutscher Verlag der ste Ameise der Computerwelt, in jedem Level
iiberarbeitete Auflage wurde um einen An- | Wissenschaften Steine in einer bestimmten Reihenfolge aufstel-
hang von J. P. Solowjew iiber Bewegungs- | ISBN 3-335-00320-9 len, damit am Ende als Folge einer Kettenreakti-
on der SchluBstein umfllt und sich die Tiir zum
nichsten Level 6ffnet. Im Computer sind die
Steine, anders als in unserer Tischvariante, héiu-
Wettbewerbsaufgaben fiir Schiiler auch  genschaft der Ortslinie (hier Gerade im 60°- dﬁfr:“f_"“h',";"E::}““.‘"g“’d"“';;’dﬁ__s““‘
neue auf wie “Einem gegebenen Dreieck  Winkel zu den Parallelen) geschlossen wer- rsteine wie der Aufsteiger, Uberschiagblicke,
ABC mit D € BC und E € DC ist ein Par-  den. Teiler, Stopper, Uberbefickes odee Explesions-
. Phav: pr e g a blécke in das Spiel eingebaut wurden. Leider hat
allelogramm DEFG einzubeschreiben! Das Programm CABRI-Géométre ist die e e e e
Moderne Geometriesoftware, z. B. der CA-  Entwicklung einer Gruppe von Didaktikermn st e e i
BRI-Géometre, bieten fiir die Losung sol-  und Informatikern der Universitiit Grenoble i emasg Sl
cher Aufgaben bemerkenswerte Mittel an,  (Frankreich) und kostet 228,00 DM, als Gt
die Variations- und die Ortslinienfunktion  Schullizenz 598,00 DM. Es ist fiir IBM- eeitlanca o as einthlion Rk tEnle
T i £ % E 4 tiber die vorhandenen Treppen zu den verschie-
Sie seien am zweiten Beispiel erldutert. kompatible und Macintosh-Rechner liefer- et b i Bkt skt U werden G 1
1. Man begniigt sich bei der (vorliufigen)  bar. PSR T LS
Konstruktion einer Losung damit, da  Durch die iibersichtliche Meniisteuerung L TR o e g
nur der groBte Teil der geforderten Be- bendtigt man kaum Einarbeitungszeit und 2 u'":ns e e Dttt Detlies, ditia
dingungen erfiillt st. wird bald auch solche Méglichkeiten wie e Hzibe“ SriEugea d
2. Man variiert die Bildschirmfiguren (s.  das Messen einzelner Objekte (MeBergeb- Dot R dm“fg bt et PUSHO.
Abb. 1). Die Darstellung, bei der die ge-  nisse werden im Zugmodus, d. h. beim Va- o v ¢
i der comput riieren, stets aktualisiert) oder die Makro- m‘;‘eﬂ";“g‘aﬁﬂ‘g:’;ﬁ :::f‘l,;:
erzeugten Geraden, Kreise und Schnitt- Konstruktionen beherrschen. Neben der PR vm-pa;;h i i e v
punkte erhalten bleiben, durchliiuft dann  Beschriftung von Punkten, Kreisen usw. : 3 N
] N haftig ausreicht, wenn man letztendlich eine der
(alle) moglichen Lagen. stehen vier Farben zur Gestaltung der VAelet T fealgsengliARLRilSn g Ririden R ot
3. Darunter befindet sich bei fehlerfreiem  Zeichnungen zur Verfiigung. S S f:u g
Vorgehen auch die gesuchte, bei der die  Aufgabe: Man lise die beiden iibrigen e P S
auller acht gelassenen Bedingungen er-  Probleme durch gedankliches Nachah- P AHE, ""l‘n ;,"d';e T R
fiillt sind. Um bei dieser Variation besse-  men der Ortslinienfunktion, indem meh- S - e
re Ubersicht behalten zu konnen, ist vor-  rere (in beschriebener Weise unvollkom- ::Sd‘:s;ikﬁ‘::h“;:‘f“";;ﬁ::‘ ":“':lg::‘:k‘&
gesehen, einzelne Punkte “mit einem mene) Figuren gezeichnet werden und 3 2
. ) » N 2 B e sungsmoglichkeiten zulassen — und der SpaB
Zeichenstift zu versehen”, so daB  eine Vermutung iiber die Eigenschaften Ml s s S e
wiihrend der Variationen eine Ortslinie  der herausgelisten Punkte aufgestellt Horsteller: Ocean / The Red Rat 1092. Distri-
gezeichnet wird. wird. N PR
In vielen Fille fihrt diese Ortslinie unwei- butges m‘;"ﬁ?' {aktached Cibasiphl.
gerlich zur konstruktiven Losung des Pro-  Dr. Christian Werge, Abt. Didaktik AT+, 640 KB RAM 16.F-VGA. Soun
blems. In unserem Beispiel kann aus dem  des Fachbereichs Math. und Informatik i Joystick, Prele: DM 89 !
Sonderfall C € p, und A € p, auf die Ei-  der Universitiit Leipzig A i BeritSat
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Sprachecke

* Dreimal nichts

Ermittelt werden soll die vorliegende Multi-
plikation, von der man weiB, daB eine Ziffer
immer durch den gleichen Buchstaben ersetzt
wird und ein Buchstabe nur fiir eine bestimm-
te Ziffer steht. Die Ziffer 3 kommt nicht noch
einmal vor. Die Ziffer 0 wird durch den Buch-
staben O vertreten.

Die Multiplikation ist eindeutig.

Losung:

5694 x 3= 17082

* Mich auf eine Autoreise vorbereitend, be-
merkte ich die Unmdglichkeit einer Tachome-
terreparatur und ersetzte ihn durch einen Ta-
chometer eines anderes Autos. Als ich von zu
Hause losfuhr, standen 131313 km auf dem
Kilometerzihler. Auf der Chaussee zeigte er
bei der Siule mit der 100 km Markierung
131460 km und nach 70 km 131558 km.
Als ich am Ziel ankam, zeigte der Zihler
132713 km. Wieviel Kilometer fuhr ich?
Losung

Aufgrund der Aufgabenstellung bildet man
die Gleichung

132713-131313 _ _ x
131558 - 131460 ~ 70 km

und errechnet hieraus
2 1400-70km
B 98

x = 1000 km
Meine Fahrstrecke betrug 1000 km.

¢ Ein Zehncentstiick im Glas

Das Bild zeigt vier Streichhdlzer und ein
Zehncentstiick. Es sieht aus, als ob sich das
Zehncentstiick im Weinglas befindet. Kannst
Du zwei Streichhdlzer so umlegen, daB wieder
ein Weinglas entsteht, aber ohne das Zehn-
centstiick darin?

o1
R

Buchstaben und Zahlen
1. Losung: 95785
12569
108354
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Losungen

26956
26956
26956
26956
26956
134780

2. Losung:

3. Losung:

4. Losung: 5

e
w
&
]
S
>

5. Losung:

6. Losung:

7. Losung:

Logik in Potenzen, Produkten

und Summen

Die Folgen A, B und C bestehen aus Potenzen,
deren Basis von 1 bis n wichst, wihrend sich
der Exponent von n bis 1 verringert.

v 2% Bk,

In der Folge C ist n = 7. Die letzten beiden
Glieder miissen also lauten:
(m-1yp=36undn =7

Die Folgen D, E und F bestehen aus Summen,
in denen zu der wie oben gebildeten Potenz je-
weils noch das Produkt aus Basis und Expo-
nent addiert wird:

I"+1n 2 +2(n-1) 3*2+3(n-2)..n'+n
Also fehlen in der Folge F die Terme bzw.
Zahlen

(m-17+®m-1)-2=48 und

n'+nl=14 =

Zusammenfassung:

Xx=36y=T;x, =48y = 14

Wer findet die Primzahlen?

Losung: 46 1abt sich in vierfacher Weise als
Summe von 2 Primzahlen darstellen: 46 =3 +
43=5+41=17+29=23+23. akann weder
3, 5 noch 29 sein, weil dann b = 54 — a gleich
51, 49 oder 25 sein miiBte und damit keine
Primzahl wiire. a kann auch nicht 43 sein, weil
dannc=60-b=60-(54-a)=6+a=49

keine Primzahl ist. Fiir a gleich 41, 17 und 23
ergibt sich je eine Losung:

Auf wieviel verschiedene Arten kann

man LOSUNGSWEG lesen?

Lésung: Hierbei kann man das Pascalsche

Dreieck zur Hilfe nehmen

1. Man rechnet es mit der Formel 2° aus dar-
aus folgt 27 =512

2. Man ziihlt es aus mit Hilfe des Pascalschen
Dreiecks und kommt ebenfalls auf 512.

Das Nummernschild eines Autos
Lasung: Es gibt hochstens 27 - 26 = 702
Buchstabenkombinationen, die jeweils 999
verschiedene Zahlen besitzen kénnen.
Daraus folgt: Es kann in einem Ort héchstens
999 - 702 = 701298 Autos geben.

Ein Legespiel
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CABRI-Géometre —

Chance auf Entdeckungen

Zeichnet man in das Dreieck ABC ein Belie-
biges Quadrat PQR'S mit P'und Qauf AB und
S auf AC und variiert diese Figur unter den
genannten Bedingungen, erkennt man eine
,Ortslinie” des Punktes R. die eine Gerade
durch A ist und BC im gesuchten Punkt R
schneidet (Strahlensatz).

Analog wird beim dritten Problem verfahren:
Zeichne ein iebi

Zusammensetzung

von drei Dominosteinen

Es sind nur folgende, einander ausschlieBende
Fiille moglich:

1. Alle drei Steine liegen parallel zu einander
1,1) alle drei Steine liegen in einer Linie

I

oder

1.2) sie liegen in zwei Linien untereinander

oder
1,3) sie liegen in drei Linien untereinander.

liegen in zwei von einander getrenn-
en

a) mit dem Abstand in Liinge einer Qua-
dratseite

4 4

b) mit dem Abstand in Linge zweier Qua-
dratseiten.

J T

Die systematische Untersuchung (siehe unten)
ergibt, daB es 26 verschiedene Zusammenset-

DEF'G. Variiere den Eckpunkt F'auf AC.
Auch hier liegen alle Punkte G'auf einer Gra-
den, die AC im gesuchten Punkt G schneidet.

oA

Geometrie ohne Irrationalzahlen
1.4/5 ist nicht rational. Dann sind auch

iﬁ und 3\/5 nicht rational. Diese Durch-
messergerade schneidet den Kreis nicht.
2. Wiire tan 22,5° = q rational, so wiirde in
der rati Ebene zu den sich i
Geraden a: y = 0 und b: y = x die Winkelhal-
bierende w: y = qx existieren. Da es eine sol-
che Winkelhalbierende aber nicht gibt, kann
q = tan 22,5° nicht rational sein. Es ist
tan 22,5° irrational.

Ubrigens ist tan 22,5°=2 1.

3. Beispielsweise gibt es keine Drehung um
0(0; 0), welche die Gerade a: y =0inb: y = x
iiberfiihrt. Wiirde eine solche Drehung exi-
stieren, so wiirde der Kreis um O(0: 0) mit
dem Radius 2 auf sich abgebildet werden. Ins-
besondere wire der Bildpunkt des Punktes
P(2; 0) von a der Schnittpunkt dieses Kreises
mit der Geraden b. Da es diesen Schnittpunkt
in der rationalen Ebene nicht gibt, kann es
auch die Drehung nicht geben.
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- -
0

1. Zwei Steine liegen parallel zu einander, der
dritte steht auf ihnen senkrecht.

11,1) Die beiden parallel liegenden Steine lie-
gen in einer Linie

a) sich beriihrend,

—]

b) getrennt,

—

11.2) sie liegen in zwei Linien untereinander
a) ein Quadrat bildend,

0 B H

b) versetzt,

C 11
i

zungen der gten Art gibt.
P. S.: Hiitte man anstatt nach den verschiede-
nen * " nach i

nen “Figuren” (= Umrissen) gefragt, so wiren
es nur 23 Stiick!

Die gleiche duBere Form (Figur, UmriB) tritt
auf bei (3) = (15); (5) = (13) und (6) = (14),
weil eine Teilfigur aus einem Quadrat 2 x 2
besteht, das in gespiegelter (oder um 90° ge-
drehter) Zusammensetzung verwendet wurde.
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Deutsche Schulschach-
meisterschaften 1992

Projekte, Pannen, Sensationen

Alljihrlich tragen die Schachspieler nicht
nur Vereinsmeisterschaften und Einzel-
wettkdmpfe aus, ein beliebtes Turnier ist
auch stets die Ermittlung des Deutschen
Schulschachmeisters, der besten Schach-
schule Deutschlands.

Diese Meisterschaft findet in verschiedenen
Altersklassen statt: WKk 1 (bis 13. Klasse), Wk
2 (bis 10. Klasse). Wk 3 (bis 8. Klasse). Wk M
(Midchen) und in diesem Jahr erstmalig als
Pilotprojekt auch eine Wk 4 (bis 6. Klasse).
Alle Schulen, an denen Arbeitsgemeinschaf-
ten Schach trainieren, bereiten sich lange und
intensiv auf diesen Wettkampf vor. In den
Liénderturnieren werden bis Mirz die Landes-
meister ermittelt — nur sie haben das Recht, am
Finale der jeweiligen Ak teilzunehmen. In
Berlin beteiligten sich 1992 insgesamt rund
100 Schulen an diesen Vorausscheiden, in an-
deren Bundeslindern ist das Echo trotz gréBe-
rer Entfernungen noch intensiver — so kann
insgesamt von einer Teilnahme von tiber 2000
Schulen in Deutschland ausgegangen werden.
In diesem Jahr war es wieder zeitgleich zum
Bundeswettbewerb “Jugend trainiert fiir
Olympia™ soweit — vom 7. bis 10. Mai fanden
die Fi statt. Mit der Mz aft
vom 5. Gymnasium Prenzlauer Berg Berlin
war ich live in Karlsruhe dabei, weshalb ich
hier niher tiber die Wettkampfklasse 3 berich-
ten will. Eine kleine Sensation war schon die
Teilnahme der Berliner Mannschaft, denn die-
se bestand komplett aus Jungen der 6. Klasse,
die sich unter den um zwei Jahre Alteren den
Landesmeistertitel erkiimpft hatten. Die zwei-
te Mannschaft des Gymnasiums startete iibri-
gens in der Wk 4 in Leipzig. Traute man in
Berlin dem doppelten Landesmeister schon so
ciniges zu, wurden die Zwerge von so manch
anderem eher belichelt, auerdem hatte Ber-
lin noch nie einen Deutschen Meistertitel ge-
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holt, die Hauptstitter blieben so
sicher bei den meisten Planungen
aulen vor.

Fast hitte die Bundesbahn dafiir
gesorgt, daB es auch so geworden
wiire — der Streiktermin war skan-
dalbserweise nicht mit unserem
Meisterschaftstermin  abge-
stimmt. Doch nach dreimaligem
Umsteigen kamen wir noch rela-
tiv gut in Karlsruhe an, auch die
anderen Mannschaften blieben
nicht auf der Strecke. So konnte
die erste Runde der insgesamt 7
Spiele am Freitagmorgen ohne
Storungen beginnen. Die Schulschachmei-
sterschaften werden im Schnellschach ausge-
tragen, d. h. pro Spieler stehen nur 60 Minu-
ten Bedenkzeit zur Verfiigung. Entsprechend
werden alle Spiele zu Nervenschlachten, be-
sonders fiir die Trainer, die wie gehetzte Rehe
von einem Brett zum anderen jagen, um auch
ja alles Wichtige mitzubekommen.

Am Abend des ersten Tages stand nach drei
Runden Leipzig in Fiihrung, doch viele ande-
re Mannschatten lagen dicht auf, noch war gar
nichts entschie-
den. Der Sams-
tag sollte noch
hirter werden.
Nach einem Sieg
von Mainz iiber
Leipzig rutsch-
ten die Sachsen
vorerst ab, an die
Spitze schoben
sich vollig uner-
wartet die Berli-
ner, die mit zwei
Unentschieden
gegen die Ham-
burger und Bad
Schwartau bis-
her noch keinen
Verlust quittie-
ren muBten.

Leipziger wiirde der Meister aus der Messe-
stadt kommen. Nach 2 Stunden jedoch war die
Sensation perfekt. Mit einem 2 : 2 wurde mit
Berlin eine Mannschaft der 6. Klasse in der 8.
Deutscher Schulschachmeister. Das gab es
noch nie! Ein toller Erfolg fiir Thomas Neu-
mann, Roland Bienert, Alexander Heinze und
Henry Barth von Borussia Friedrichsfelde
(iibrigens fast alle auch eifrige alpha-Leser),
die sich im komplett neuen Outfit des Spon-
sors Mosaik (wer kennt nicht die Abrafaxe?!)
zeigten und sich stolz dem Blitzlichtgewitter

Natiirlich wurde ebenso hart auch in den an-
deren Ak’s gekiimpft. In Leipzig wurde der
SpieB umgedreht, hier ging der Prenzlauer
Berg in Fiihrung, konnte aber in der 3. Runde
durch die Sportschule Dresden abgefangen
werden — Sachsen vor Berlin und Hamburg.
Hier waren sich die Trainer einig, dieses Fina-
le fiir die Jiingeren muB auch im niichsten Jahr
ins Programm. Leider waren die von den Ver-
anstaltern gebotenen Bedingungen nicht die
giinstigsten — gerade fiir die Kleineren sollte
man sich etwas mehr Miihe bei der Vorberei-
tung geben!

Zum SchluB noch ein Blick auf die anderen
Ak’s: in Halle kiimpften die Midchen mit
nicht weniger Siegeswillen als die Jungen, die
ortsansiissigen Halloren gewannen dabei vor
Leipzig und Weimar. In der Wk 2 in Bremer-
haven siegte Winnenden vor Leipzig und
Saarlouis (man beachte die stets hervorragen-
den Plitze der Sachsen!) und bei den Altesten
wurde Altensteig als einzige “Schachschule”

So sah der Stand
auch nach 6
Runden aus -
Berlin fiihrte mit
einem Mannschaftspunkt Vorsprung. Hart
darauf folgten Hamburg und Mainz, beide
noch mit Chancen auf den Meister, sowie
Leipzig. welches sich durch hohe Siege wie-
der nach oben geschoben hatte. So hing alles
am Sonntagmorgen. Berlin — Leipzig hieB das
Schicksalsspiel — bei einem 2,5 — 1,5 fiir die

Der Deutsche Meister Wk 3 bei der Partienanalyse (v.
Neumann, Alexander Heinze, Trainer Markus Spindler, Roland Bienert).

. n. r.: Thomas

der alten Bundesliinder seiner Favoritenrolle

voll gerecht (gekimpft wurde in Jena)

In relativ kurzer Zeit haben sich die neuen
innerhalb der S achbe-

wegung ganz nach vorn gekimpft, auf dic Er-

gebnisse des nichsten Jahres darf man ge-

spannt sein. Markus Spindler

mafth
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