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Das Polizei-Abzeichen
»California Highway
Patrol*

Das Polizei-Abzeichen Kaliforniens, des
zweitgroften Staates der USA, zeigt die
romische Gottin Minerva (Gottin der
Kiinste und des Handwerkes) mit einem
Grizzly-Biiren.

Aufgabe:
Wie grofB sind die Winkel o und f der

abgebildeten Figur, wenn A, B, C, D,
E, F, und G die Eckpunkte sind?
Dr. W. Triiger, Dobeln

Zerbrechlicher Rekord

In der am Ostermontag ausgestrahlten
MDR-Fernsehsendung ,, Auienseiter —
Spitzenreiter” wurde ein origineller Re-
kord aufgestellt. In einem Dresdener Ho-
tel gab es die groBte Sektglaspyramide
Deutschlands zu bestaunen. Wie auf dem
Foto zu erkennen ist, wurden die Gliser
derart zu einer ,Dreiecks-Pyramide* ge-
stapelt, daB jedes Glas der hoheren
Schichten auf genau drei Glisern der je-
weils niedrigeren ,Etage™ stand:

Ful des oberen Glases
Riinder der
drei darunter-
stehenden
Gliser

Wieviele Gliser wurden zum Bau der
18stockigen ,,Pyramide* gebraucht?
Ralf Laue

4/93
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Eine Zeitung e

- Gravi : Zwei Korper mit

Eine Zeitung schrieb im Dezember 1992
iiber den Planetoiden Toutatis:
+.-Toutatis fliegt in 100 000 km Entfer-
nung an der Erde vorbei: Er saugt mit sei-
ner Anziehungskraft das Wasser aus dem
Meer. Menschen ertrinken in giganti-
schen Flutwellen. — Toutatis zieht in 1000
km Entfernung vorbei: Er hebt die Erde
aus der Achse, sie taumelt. Die Sonne
steht in einer anderen Bahn, Klima-Kol-
laps. ... Um diese Zeilen mit einer Auf-
gabe als Schauermirchen zu entlarven,
nehmen wir eine zur gleichen Zeit verof-
fentlichte dpa-Meldung aus Genf zur
Kenntnis:

Mond iirgert Atomphysiker

Genf (dpa). Der Mond dirgert die Wis-
senschaft: Seine Gezeitenkriifte storen
die Experimente der Kernpysiker im
Europdiischen Laboratorium fiir Teil-
chenphysik (CERN) in Genf. Lange
hatten die Wissenschaftler iiber die
Ursachen ler Schwank

den Massen m, und m,, die voneinander
den Abstand r haben, zichen sich gegen-
seitig mit der Kraft
F=G LT
an, wobei ¥

)
G=6,67259-107" Ers

die Gravitationskonstante ist.

- Fiir die kugelformige Erde gilt:

Radius ... r, = 6370 km

- Fiir den (Erd-)Mond (Kugelgestalt) gel-
ten:

Mittlere Entfernung von der Erde

e =3,844-10° km

Radius ry, = 1,738-10% km

Dichte 8y, =3.341—55
cm

| .

in den Umlaufbahnen von Elektronen
und Positronen in dem CERN-Be-
schleuniger LEP geriitselt. Wie CERN

Aufgabe: Wie groB muf der Radius R ei-

mitteilt, konnten die Abweich

auf winzige Deformationen der Erd-
kruste zuriickgefiihrt werden, die im
selben Rhythmus wie Ebbe und Flut
schwanken.

nes orpers sein,

der beim Vorbeifliegen in 200 km Entfer-
nung von der Erdoberfliche auf eine
Masse m; am ihm niichstgelegenen Erd-
punkt die gleiche Anzichungskraft ausiibt
auf eine gleiche Masse

wie der

Klarer Blick auf ,, Toutatis*

Pasadena (dpa). Die bisher genaue-
sten Aufnahmen eines Asteroiden ha-
ben US-Wissenschafiler mit eine Ra-
darantenne gemacht. Es handelt sich
dabei um den Himmelskérper ,,4179
Toutatis*, der sich der Erde Anfang
Dezember bis auf etwa 3,5 Millionen
Kilometer gendihert hatte. ,, Das ist un-
ser erster klarer Blick auf einen der
vielen tausend Asteroiden, die die
Bahn der Erde kreuzen kinnen*, sag-
te Projektleiter Steven Ostro vom ,,Jet
Propulsion Laboratory* in Pasadena
(Kalifornien). Die Aufnahmen hiitten
ergeben, daf3 ,, Toutatis* aus zwei mit-
einander verbundenen, unregelmfig
geformten Korpern bestehe. Die
Oberflichen der im Durchmesser et-
wa vier und 2,6 Kilometer grofien
Hiilften seien von Kratern und Zer-
kliiftungen gekennzeichnet, hief§ es.
Das deute auf Zusammenstife mit an-
deren Objekten hin.

DAZ Dibelner Allgemeine Zeitung
Montag, 8. Februar 1993

m, am ihm nichstgelegenen Punkt der Er-
de? Dieser Himmelskorper habe die glei-
che Dichte wie der Erdmond.

Dr. W. Triiger, Dibeln

27 @msalik lehren /Heft 59

alpha -

4/93 5




Mathematisches Puzzle (I)

Die abgebildeten 8 Trapeze sind in
den 4 Sechsecken so zusammengefiigt,
daB die Summe der an den stark ausgezo-

genen Seitenlinien sich iiberli
Zahlen jeweils 11 ergibt. Die Trapeze sind aus-
zuschnei d in dieses Sechseck so zu

e
an den enen
Linien immer gleiche Buch-
staben gegeniiberliegen. Die
Trapeze und Dreiecke sind auszu-
schneiden und zu einem grofien Dreieck
zusammenzusetzen, so daB sich an den
gegeniiberliegenden Seiten jeweils wieder
gleiche Buchstaben gegeniiberliegen.

H. Neugebauer

athematix lehren/Heft 59 28
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Das Phanomen
der Katzenaugen und
die Drehspiegelungen

K sind eine Er-
hei Sie haben die Eij ft,
einen Lichtstrahl stets zum A

Drehwinkel o, den man in einer zu a
senkrechten Ebene durch eine iibliche
Wi i kann (Abb.

hin zu reflektieren. Wir finden sie ins-
besondere an Fahrzeugen und Ver-
kehrsschildern. Aber auch Personen,
die bei Dunkelheit im StraBenverkehr
rechtzeitig bemerkt werden sollen oder
méchten, tragen an ihrer Kleidung
oder Ausriistung reflektierende Strei-
fen mit ,Katzenaugen®.

1). Die Punkte auf der Achse a werden
auf sich abgebildet.

Der zweite Bestandteil des Wortes be-
zieht sich auf eine Spiegelung an einer
Ebene €. Auch diese Abbildung ist gut
bekannt. Die Punkte der Ebene €, an der
gespiegelt wird, bleiben fest. Und das
Bild P' jedes anderen Punktes P LBt sich

Wie ist diese iell

in bek Weise konstruktiv beschrei-

schaft moglich, die offenbar unabhiin-

ben: Man fillt das Lot von P auf die Ebe-

gig von der Lage hen Li

und den ,,Katzenaugen* ist?

Der geometrische Sachverhalt LBt sich
im Rahmen spezielle Abbildungen im
Raum, den Drehspiegelungen, einord-
nen.

Begriffsklirung

Die beiden Bestandteile ,,Dreh-* und
.-spiegelung** des Wortes fiihren uns di-
rekt zu einer genauen Beschreibung des
Begriffs.

Eine Drehung im Raum ist immer eine
Drehung um eine Achse. Wir begegnen
derartigen Abbildungen bei vielen Dreh-
vorgingen im tiglichen Leben. Bei einer
Drehung um eine Achse a liegen ein
Punkt P auBerhalb von a und sein Bild-
punkt P’ auf einem gemeinsamen Kreis,
dessen Mittelpunkt auf der Achse a liegt
und dessen Kreisebene senkrecht zu der
Achse a ist. Die Drehung 148t sich be-
schreiben durch die Achse a und den

Abb. 1
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nee,t den Sct F dieses
Lotes mit der Ebene und erhilt das Bild P'
als denjenigen Punkt, fiir den F der Mit-
telpunkt der Strecke PP'ist (Abb. 2).

oP

Abb. 2

Eine Drehspiegelung ist nun einfach die
Nacheinanderausfiihrung einer Drehung
p um eine Gerade a und der Spiegelung
an einer Ebene ¢, die zu a senkrecht ist.
(Man beachte, daB als Nebenbedingung
a € gefordert wird! Man iiberlege ferner,
daB es unter diesen Voraussetzungen
gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge
Drehung und Spiegelung nacheinander
ausgefiihrt werden.)

Uberl zu Dreh

1. Hat diese zusammengesetzte Abbil-
dung neben der Drehung und der Ebenen-
spiegelung iiberhaupt eine eigenstindige
Bedeutung? Das wollen wir an einem ein-
fachen praxisorientierten Sachverhalt
zeigen:

Die Abb. 3 veranschaulicht das Kern-

Abb. 3 H

geriist eines Allen-Molekiils, bestehend
aus 3 C und 4 H-Atomen. Um die rdumli-
che Lage der Atome zueinander deutli-
cher auszuweisen, ist ein Quader mit qua-
dratischer Grundfliiche zur Hilfe genom-
men worden.

Von Interesse ist in der Physik und Che-
mie, durch welche Bewegungen des
Raumes dieses Kerngeriist auf sich abge-
bildet werden kann. Dabei miissen natiir-
lich C-Atome wieder auf C-Atome und
entsprechend H-Atome auf sich zu liegen
kommen.

Man erkennt leicht, daf die Nacheinan-
derausfithrung einer Drehung p von 90°
um die Gerade a, die die C-Atome enthiilt
und die anschlieBende Spiegelung 6 an
derjenigen Ebene ¢, die senkrecht zu a ist
und durch das mittlere der C-Atome geht,
das Kerngeriist des Allen-Molekiils auf

al V

e m =

Abb. 4
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sich abbildet (Abb. 4). Die Drehspiege-
lung p=6 0 p ist hier also eine sogenann-
te D (Mit ,,0" b il
wir die Nacheinanderausfiihrung.)

Aber weder die Drehung p noch die Spie-
gelung o selbst besitzen diese Eigen-
schaft!

2. Wenn man zwei Deckabbildungen ei-
ner Figur F nacheinander ausfiihrt, dann
erhilt man wieder eine Deckabbildung
von F. Wir wollen hier konkret die Nach-
einanderausfiihrungen der obigen Dreh-
spiegelung @ mit sich betrachten und se-
hen, zu welchen Deckabbildungen des
Allen-Molekiils wir dabei kommen. Da
es bei der Drehspiegelung @ nicht auf die
Reihenfolge der Ausfiihrung der Drehung
und Spiegelung ankommt, ergibt die
Nacheinanderausfiihrung ¢ 0 ¢ von ¢
mit sich selbst
(cop)o(cop)=c0c0po.

Bei der Nacheinanderausfiihrung der
Spiegelung & mit sich selbst wird aber je-
der Punkt auf sich abgebildet, und damit
ist 6 0 ¢ die identische Abbildung. Folg-
lich ist 0 ¢ = p 0 p, also die Drehung
um a mit dem Drehwinkel 2:90°=180°.
Fiihren wir nochmals die Drehspiegelung
@ aus, dann erhalten wir
9og9op=pop,

also eine Drehspiegelung, die aus der
Drehung um a mit 270° und der Spiege-
lung besteht. Dieser Drehung um 270° er-
zeugt offensichtlich von jedem Punkt das
gleiche Bild wie die Drehung um a, die
entgegengesetzt zum Drehsinn von p um
90° ausgefiihrt wird. (Aus diesem Grunde
sind diese beiden Drehungen als Abbil-
dungen gleich.)

Wird nochmals die Drehspiegelung ¢
ausgefiihrt, dann wird schlieBlich jeder
Punkt auf sich abgebildet. Die Nachein-
anderausfiihrungen ¢ 0 @ 0 @ @o ist die
identische Abbildung.

3. Gibt es weitere Deckabbildungen
dieses Molekiils, etwa Ebenenspiege-
lungen? 4. Im Raum gibt es zwei ver-
schiedene Orientierungssinne, die sich
durch eine Rechts- bzw. Linksschraube
charakterisieren lassen.

Bei der Drehspiegelung geht die Orien-
tierung in die entgegengesetzte iiber. Der
Drehanteil 1Bt zwar die Orientierung un-
verindert, doch bei der Spiegelung an ei-
ner Ebene wird sie vertauscht: Das Bild
einer Rechtsschraube ist eine Links-
schraube (Abb. 5).

5. Wie viele Drehspiegelungen gibt es,
die ein regelmiiBiges Tetraeder auf sich
abbilden?

8 alpha 4/93

Abb. 5

6. Die Spiegelung an einem Punkt Z im
Raum IdBt sich konstruktiv wie in der
Ebene erkliren: Der Punkt Z bleibt fest
und jeder andere Punkt P wird auf denje-
nigen Punkt P* abgebildet, fiir den Z der
Mittelpunkt von PP ist.

Es ist recht einfach zu erkennen, daB jede
Punktspiegelung (im Raum) eine Dreh-
spiegelung ist. Wir wihlen dazu eine Ebe-
ne € durch Z und eine Gerade a durch Z,
die zu e senkrecht ist. Nun drehe man um
a mit 180° und spiegele anschlieBend an
der Ebene €. Jeder Punkt P, der weder auf
anoch auf € liegt, wird auf denjenigen
Punkt P* abgebildet, fiir den Z Mittelpunkt
von PP’ ist. (Abb. 6).Im Gegensatz zur
ebenen Geometrie ist also eine Punktspie-
gelung im Raum eine Bewegung, die die
Orientierung vertauscht.

7. Ein Dreikantspiegel ist ein System von
drei spiegelnden Ebenen, die paarweise
senkrecht aufeinander stehen. Sie werden
auf Grund ihrer speziellen Reflexionsei-

z. B. als K bei
Fahrzeugen oder bei der Funkortung (mit
reflektierenden Metallflichen) verwendet.
Esseien o, B und y drei derartige Ebenen.
Dann ist zunéchst die Nacheinanderaus-
fiihrung der Spiegelungen an den Ebenen
o und B die Drehung um ihre Schnittge-
rade a mit 180° (Abb. 7). Die an-
schlieBende Spiegelung an der Ebene

g

Abb. 8

ergibt nun die Spiegelung an dem Schnitt-
punkt Z von aund , da die Gerade a senk-
recht auf der Ebene steht. Folglich ist das
Bild g’ einer Geraden g bei einer solchen
Nacheinanderausfiihrung von Ebenen-
spiegelungen eine Gerade, die mit Z und
g zusammen in einer gemeinsamen Ebe-
ne liegt und zu g parallel ist (Abb. 8).
Und damit ist geometrisch die wesentli-
che Eigenschaft des Dreikantspiegels be-
griindet: Ein einfallender Lichtstrahl wird
durch die Spiegel so reflektiert, daf er
parallel zu diesem verliduft und damit zur
Lichtquelle (Sender) zuriickkommt.

Dr. Erhard Quaisser

mathematik lehren/Heft 59 30



Alphons

logische Abenteuer

Alphons'Eltern hatten sich zum Kauf einer
neuen Schrankwand entschlossen. Zum
Wegwerfen schienen ihnen die alten
Schriinke jedoch zu schade zu sein. Der
Vater schlug vor, eine Anzeige aufzuge-
ben, es konnten sich vielleicht doch Inter-
essenten finden. ,Ich kenne gleich in der
Niihe ein Geschiift, das Anzeigen fiir alle
Zeitungen annimmt, * sagte Alphons. Sei-
ne Schwester widersprach: ..Eine Anzeige
gleich an alle Zeitungen? Das wird doch
viel zu teuer! Ich weiB schon, warum Du
das vorschligst. Der Bruder Deiner heim-
lichen Flamme arbeitet in diesem Ge-
schiift.” Alphons wunderte sich zwar, wie
seine Schwester das wieder herausbekom-
men hatte, entschloB sich aber, seine Er-
kldrung auf eine rein sachliche Grundlage
zu stellen. ,Das, . fiir alle Zeitungen™ ver-
stehe ich so, da8 Anzeigen aufgenommen
werden, die man in einer, einigen oder gar
in allen Zeitungen mit einem Anzeigenteil
veroffentlichen lassen kann.* Seine
Schwester hatte nicht vergessen, wie Al-
phons einst ihren Traum von einer Hoch-
zeit, bei der alle Menschen staunen sollten,
demontiert hatte. ,.In allen solchen Zeitun-
gen, also die auch in Australien erschei-
nenden?" fragte sie spGttisch. Alphons
wuBte gleich, worauf seine Schwester an-
spielte. Da er sachlich bleiben wollte, ant-
wortete er ruhig. ..Dem Versprechen nach

Sprachecke

Pair, impair

P peut étre 2 ou 4 ou 8. I peut étre 3 ou 5
ou 7 ou 9. Pourriez-vous reconstituer ces
deux multiplications? (Remarque: Dans
le méme nombre P ou I on peut remplacer
des chiffres differents.)

31
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miifte das moglich sein, aber eben auch,
die Anzeige hier einer Zeitung zu geben,
etwa einer Regionalzeitung.”

Nun, da man sich ja einig sei, sollte man ei-
nen Text entwerfen, schlug die Mutter vor.
Das erwies sich als gar nicht so einfach.
Immer wieder wurde eine Formulierung
verworfen, sei es, weil sie zu lang, sei es,
weil sie zu kurz oder i nicht in-

seine Mutter schiittelte mit dem Kopf. Al-
phons versuchte sich zu verteidigen:
,Wenn in der heutigen Zeitung steht, vie-
le Deutsche trinken Bier, ist doch auch
nicht gemeint, daf sie sich zum Bier trin-
ken an einem Ort versammeln.* In die nun
einsetzende gutmiitige Kabbelei der Kin-
der griff der Vater nach einer Weile be-
schwichtigend ein. ,Was Du aus der Zei-
tung zitiert hast, ist eine Aussage, was
Mutti gesagt hat, ist keine Aussage, son-
dern ein Sprichwort, also eine Lebens-
weisheit in bildlicher Form: Erfahrungs-
gemiB erleichtert es nicht, sondern er-
schwert Entscheidungsfindung, je mehr

formativ war.

..Viele Kiche verderben den Brei*, seufz-
te die Mutter. ,.Dann miissen in dem Aus-
flugslokal, in dem wir letzten Sonntag zu
Mittag gegessen haben, die Koche Jahres-
versammlung gehabt haben, denn das Es-
sen war furchtbar,” lieB sich Alphon’s
Schwester horen. Das war wieder etwas

Personen an ihr beteiligt
sind. Ihr kénnt euch einmal iiberlegen,
was das Sprichwort ,,Viele Hunde sind
des Hasen Tod" bedeutet. Die Anzeige
aber schreibe ich nun und ihr kénnt mich
am Erfolg loben oder kritisieren.” Man
wurde sich rasch einig, genau das auch zu
tun.

Prof. Dr. L. Kreiser

murrte er. .DaB
viele Koche den
Brei verderben
heiBt nichts an-
deres, als daBl es
Koche gibt, und
zwar nicht weni-
ge, die keinen
Brei zu kochen
verstehen.” Sei-
ne Schwester
schaute ihn er-
staunt an, auch

e

]

g-
.

FROM THE RIGHT,
NUMBER !

loo 101 10 I

A

a) IPIx PI

P
11PI

PI21

b) IPIx PP SR
TIPP .
191P
PIPIP

(Aufgabe aus ,Logigram™ 26/87)

1.B pasencrse 101 -102 =1 nepe-
ABHHBTE OIHY HHGPY TaK, 4T06H OHO
ETAI0 BEPHEIM.

aus: Quant, Moskau

alpha -

Circles with a common centre

The drawing shows two pairs of concentric
circles (circles with a common centre). As
you can see, the radii of one pair are much
larger than the radii of the other pair. Ho-
wever, the difference between the two radii
is the same in both pairs, 1 unit of length.
Question:

‘Which of the two pairs has the greater dif-
ference between the two cirumferences.
aus: Fun with mathematics, Toronto

0 O

a/93 9




Was geschah
vor...Jahren?

1742

1917
837

1643

1718

1843

|1868

1893

1893

1918

10

Unter den franzosischen Mathe-|

matikern entwickelt sich ein hefti- |
ger Streit darum, mit welchen ma- ‘
thematischen Mitteln die Perspek- |
tive richtig beschrieben werden |
kann. Hauptkontrahenten waren
P. Alleaume und der beriihmte
Geometer G. Desargues (1591 -|
1661). Im Ergebnis dieses Streites |
mufite 1665 A. Bosse (1602 —
1676), ein Anhinger des Desar-
gues, sein Lehramt an der Pariser
Kunstakademie aufgeben.

Es erscheinen letztmalig speziel-
le russische Zahlzeichen auf Kup-
fermiinzen.

W. R. Hamilton entdeckt die
Quaternionen (siehe Text).

Am 26. September starb in Leip-
zig der berithmte Mathematiker
und Astronom August Ferdinand
Mobius (siehe Text).

Italien und Deutschland nehmen
den Vorschlag des kanadischen In-
genieurs Sanford Fleming (1827 —
1915) von 1874 an: die Erde wird
in 24 Zeitzonen eingeteilt und der
Meridian von Greenwich soll der
Ausgangspunkt* der Zeitzonen
sein. 1893 nahm Italien als erstes
Land auch den Flemingschen Vor-|
schlag an, die Stunden des Tages
mit 0(24) bis 23 Uhr zu bezeichnen.

Am 26. (oder 25.) 9. wurde Ale-|
xander Markowitsch Ostrowski
(gest. 1986) geboren. Ostrowski |
war Professor in Basel. Er arbei- |
tete zur Algebra und Analysis. |
In einer Arbeit begriindet der|
beriihmte deutsche Mathematiker |
Hermann Weyl (1885 - 1955) die |
Maoglichkeit, die verschiedenen‘
Geometrien aus den physikali- |
schen Eigenschaften des Raumes |
(Gravitationsfeld, ,, Ather* ,MdlE-

rie, Elektrizitiit) herzuleiten. \

alpha 4/93

Die Entdeckung
der Quaternionen
durch Hamilton

1858 erinnerte " LECTURES 1,

sich der irische = ij=k Betrachtet
. TERNIONS:

Mathematiker, QU(.A r man die letzte

Physiker und Gleichung ij=k.

Astronom Sir Wil-
liam Rowan Ha-
milton (1805 -
1865): .Morgen
wird der fiinfzehn-
te Geburtstag der
Quaternionen sein.
Sie traten ins Le-
ben oder ans Licht,
voll erwachsen,
am 16. Oktober
1843, als ich mit
Lady Hamilton
nach Dublin wan- ©
derte und herauf-

kam zur Broughambriicke... bereits in
diesem Moment fiihlte ich, da es der
Miihe wert sein konnte, die Arbeit (zur
Forschung der Quaternionen) fiir wenig-
stens 10 (oder auch 15) kommende Jahre
aufzubringen.”

Dann gilt auch:
iij=ik. Betrachtet
man die
Gleichung

letzte
ij=k.

Dann gilt auch:

Beriicksichtigung
der ersten Glei-
chung: -j=ik.
Nimmt man wie-
derum die zweite

'j Gleichung  und
b multipliziert von
j rechts mit j: ijj = kj,

also -i = kj. Multi-

pliziert man die beiden Ergenisse:

(-))(-1) = (ik)(Kj) = ikkj = i(-])
Es gilt also ji =-ij. Die Muluphkd\lon der
Quaternionen wird im Allgemeinen also
nicht mehr kommutativ sein, d. h. die
Faktoren diirfen bei der Multiplikation
nicht mehr vertauscht werden, ohne da-

Erklirung zu den
Quaternionen

Was sind die Quaternionen, die Hamilton
fiir so wichtig hielt? Es sind viergliedrige
.Zahlen* der Form a+bi+cj+dk, wobei a,
b. ¢, d ..gewdhnliche*" reelle Zahlen be-
deuten sollen und fiir die ,Einheiten* i, j.

1983 Am 26.10. starb in Berkeley/Kali-
fornien Alfred Tarski (geb. 1902).|
Der aus Polen stammende Ge-|
lehrte gehorte zu den bedeutend-
sten Vertretern der mathemati-
schen Logik.

V. Heuring und H. Jordan von der
Universitit Colorado stellen den
ersten Computer vor, der seine|
Daten optisch speichert und mit|

1993

Licht rechnet.

mit gleichzeitig das Rech gebnis zu
verdndern. Eine Folgerung von Hamilton
daraus ist: fiir Quaternionen gelten im
Allgemeinen die ..binomischen Formeln*
nicht.

Hamiltons Theorie der Quaternionen
In zwei dickleibigen Abhandlungen von
1853 und 1866 entwickelte Hamilton die
Theorie der Quaternionen das Gleiche
wie die gewdhnlichen komplexen Zahlen
in der Ebene. Die Hamiltonschen Arbei-
ten fiihrten in den englischsprachigen
Lindern zu einem ,,Quaternionenkult™:
die gesamte Mathematik sollte mit Hilfe
der Quaternionen behandelt werden.

Integration dieser neuen Theorie
Durch die Untersuchungen von Georg
Frobenius (1849 — 1917), Henri Poincaré
(1854 — 1912) und Elie Cartan (1869 —
1951) wurden die Quaternionen, ebenso
wie die #hnlichen Uberlegungen des
deutschen Mathematikers Hermann
GraBmann (1809 — 1877) in die moderne
Algebra integriert,
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August
Ferdinand
obius

A. F. Mobius.

Am 26. September 1868, also vor 125
Jahren, starb in Leipzig der Astronom
und Mathematiker August Ferdinand
Mobius. Der Sohn eines Tanzlehrers an
der Fiirstenschule Schulpforte wurde am
17. November 1790 in Schulpforte gebo-
ren. Mobius studierte in Leipzig erst Jura,
dann Mathematik. Aus den Geldern einer
Leipziger Stiftung unterstiitzt, konnte er
in Halle und Géttingen seine Studien fort-
setzen. In Gottingen studierte er auch bei
Carl Friedrich GauB (1777 - 1855). GauB
empfahl Mobius als hoffnungsvollen Ge-
lehrten der Leipziger Universitit. Nach
einer astronomischen Studienreise, die
ihn nach Gotha, Tiibingen, Miinchen und
Wien fiihrte, trat M6bius 1816 sein Amt
als auBerordentlicher Professor und Ob-
servator an der Leipziger Universitits-
sternwarte an. In dieser bescheidenen
Stellung blieb Mobius 1844. Erst dann
wurde er ordentlicher Professor der Ma-
thematik und hoheren Mechanik an der
Leipziger Universitit. Sogar erst 1848
wurde er offiziell Direktor der Sternwar-
te. die er seit 1825, nach den Tode des be-
deutenden Mathematikers und Astrono-
men Carl Brandan Mollweide (1774 —
1825) schon tatsichlich geleitet hatte.
Méobius war ein sehr fleiBiger und gewis-
senhafter Gelehrter. Seine ,,Gesammelten
Werke* (Leipzig 1885 — 87) umfassen

33 k lehren /Heft 59

80cm

rﬁgéfeiériie’itung
fiir das Mobiussche Band

Vorderseite

=

Riickseite

Moebius-Band

seiner populiren SLh lu.n darin nicht
aufgenommen wurden. Mobius hat in

Leipzig zwei Generationen von Gym-

und Ahnlichkeit geometrischer Figuren.
Erst seit etwa 1880 wurde bemerkt, wel-
che grundlegende Bedeutung die Mbius-
schen geometrischen Arbeiten fiir einen

erin in den naturwissens -
chen und mathematischen Fiichern ausge-
bildet. Das wissenschaftliche Hauptar-
beitsgebiet von Mobius was die analyti-
sche Geometrie. Er entwickelte eine
Theorie der geometrischen Verwandt-
schaften (ab 1827). Solche (einfachen)
Verwandtschaften sind z. B. Kongruenz

ischen Aufbau der modernen
Gmmr.lne haben. Eine hiibsche geometri-
sche Entdeckung von M&bius war 1858
das ,Mdbiussche Band™ - eine einseitige
Fliche. Neben seinen geometrischen Ar-
beiten verfafite Mabius auch astronomi-
sche und statische Abhandlungen.

H.-J. ligauds
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Losungen

Alphawettbewerb 2/93

Teil II

5/8 Brassen und Kaulbarsche. Wegen 2 - 4 =8
Losung: und 8 > 7 wurden genau ein Brassen und
Wir die S d 1t drei K i

ander und erhalten

+ aab

+ aab

+ baa

+ b

'500b

Nun kénnte b = 1 oder b = 2 gelten.

Firb=1 gilta=4, firb=2 gilta =8, also
1

+441
+414
+ 144
+ 1
1001

2
+882
+828
+288
+ 2
2002

5/9

Losung:

Die Abbildung zeigt, wie die 20 recht-
winkligen Dreiecke zusammenzufiigen
sind, um aus ihnen ein Quadrat zu legen.

also acht Fi-
sche gefangen. Wegen 18 : 2 =9 erreichten
Bernd und Peter, aber auch Siegfried und
Lutz zusammen jeweils 9 Punkte. Siegfried
erhielt fiir den Zander fiinf Punkte; deshalb
entfallen auf Lutz hochstens vier Punkte.
Peter hatte die meisten Fische gefangen;
wegen2+ 1+ 1+1=5und5<8muB Pe-
ter drei Fische gefangen haben. Da Peter die
wenigsten Punkte erreichte, hat Peter drei
Punkte fiir drei Kaulbarsche erhalten. Dann
entfallen auf Bernd sechs, auf Siegfried 5
und auf Lutz 4 Punkte. Da Bernd héchstens
zwei Fische angelte, aber sechs Punkte er-
hielt, hat er einen Brassen und einen FluB-
barsch gefangen. Der Fang von Lutz besteht
deshalb aus zwei FluBbarschen.

5/11

Losung:

An Arbeitsgemeinschaften nehmen 14 +
13+17-3-7-8+ 1 =27 Schiiler teil;
deshalb gehoren zu dieser Schulklasse
27 +4 =31 Schiiler. Das abgebildete Venn-
Diagramm veranschaulicht den Sachver-
halt.

AG AG
Hand- ulball

B A

NS (XN
a 2a a 22 a
o A S 0 2a [b
’ 4% ~y/a
e AN
S " AN
o, 4 ’
b| 2a 2 o % b
/ 512
2a > Losung:
8 a 4 & Entnimmt man der Kiste 22 Kugeln, so
5 5 sind es im i Fall eine gelbe,
zwei rote, drei blaue, vier griine, vier
weiBe, vier schwarze und vier braune Ku-
510 geln. Entnimmt man der Kiste eine weite-
Losung: re Kugel, insgesamt also 23 Kugeln, so hat

Fiir den einzigen Zander gab es 5 Punkte,
fiir die drei FluBbarsche 3 - 2 = 6 Punkte;
es verbleiben 18 — 5 — 6 = 7 Punkte fiir

12  alpha-

man mit Sicherheit entweder fiinf weiBle
oder fiinf schwarze oder fiinf braune Ku-
geln, also fiinf Kugeln der gleichen Farbe.

4/93

513

Losung:

Angenommen, Ursula hatte x Pilze, Hans
also (x + 5) Pilze gesammelt; zusammen
sind es (2x + 5) Pilze. Dann hat Peter (2x
— 5) Pilze gesammelt. Die drei Schiiler
haben zusammen 4x Pilze gesammelt,
und es gilt 4x = 84, also x = 21. Ursula hat
21, Hans 26, Peter 37 Pilze gesammelt.

514

Losung:

Jede der Ziffern 2, 4 bzw. 6 kann jeweils
zweimal an der Hunderter-, Zehner- und
Einerstelle stehen; deshalb gilt 2 - 100 -
2+4+6)+2-10-2+4+6)+2-1-
(2+4+6)=222-12=2664.

6/8

Losung:

Es sei abcabc eine solche sechsstellige
natiirliche Zahl in dezimaler Schreibwei-
se. Setzen wir abc = x, dann gilt 1000 - x
+x=1001 -x=7-11"13 - x. Deshalb
haben solche sechsstelligen Zahlen die
Teiler 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001.

6/9

Losung: L 1 @&

Wir rechnen ———=—: nun gilt
2 10 10

%-x =36,x=90. Die Bahnfahrt be-

triigt 90 km,

6/10

Losung:

Wenn Anita dem Nahkiistchen 27 Knopfe
entnommen hat, kénnte sie im ungiinstig-
sten Fall 9 schwarze, 9 gelbe und 9 weife
Knépfe haben. Deshalb muB Anita 28mal
ins Néhkiistchen greifen, um mit Sicherheit
10 Knopfe der gleichen Farbe zu erhalten.

6/11
Lisung: ) )
3min=—h=—h; nun gilt v=>
60 20 t
:(Z:L)E:wk_m_
20) h h
Herr Meyer hat sich nicht an die Ge-

chwindigk grenzun
denn die Geschwindigkeit seines Skoda

betrug 40 kTm

6/12

Losung:

Aus (2) und (3) folgt: Keines der
Midchen Britta, Christin, Elke und Astrid
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wohnt in Suhl. Folglich wohnt Sandra in
Suhl.

Aus (4) folgt: Keines der Midchen
Astrid, Britta und Christin wohnt in Wis-
mar. Folglich wohnt Elke in Wismar.
Aus (5) folgt: Britta wohnt weder in Ber-
lin noch in Dresden. Folglich wohnt Brit-
ta in Potsdam.

Aus (1) folgt: Da Christin nicht in Berlin
wohnt, muB sie in Dresden, also Astrid in
Berlin wohnen.

6/13

Losung:

Die Parallele zu AB durch P schneide
AD inEund BC inF. AB habe die Lin-
ge a, EP die Linge h,und FP die Linge

h,, dann gilt /\1:l a-h; und
1
As==-a-hy,
3=5ath
also A,+A,-*- -(h;+h,) und we-

2

gen h, + h, = somit A, +A,=%-a s
Dann muB auch A, +A, =%-az gel-

ten. Daraus folgt A, + A; = A, + A,

D, c
AA
A A
b VAAR
Al
A a B
6/14
Losung:
Der ist dhert

doppelt so groB wie die mittlere Entfer-
nung der Erde von der Sonne, also rund
300.000.000 km. Da Geschwindigkeit =
Weg/Zeit ist, ergibt sich als Lichtge-
schwindigkeit 300000 km/s.

7/8

Lisung:

a) Die groBtmogliche sechsstellige Zahl
wire 198799.

Wegen 198799 =86 - 2311 + 53 lautet die
gesuchte Zahl 198799 — 53 = 198746.
b) Die letzte Ziffer des Quotienten muf} 8
lauten, denn nur 8 - 7 = 56 endet auf die
Ziffer 6. Die vorletzte Ziffer des Quotien-
tenmuB 7 lauten, denn nur 87 - 7 endet auf
9. Die drittletzte Ziffer des Quotienten
muB 6 lauten, denn nur 87 - 6 endet auf 2.

35 athematlik lehren /Heft 59

Die viertletzte, also erste Ziffer des Quo-
tienten muB 9 lauten, denn nur 87 - 9 en-
det auf 3. Wegen 9678 - 87 = 841986 ist
849186 die gesuchte Zahl.

79

Losung:

Da das Querprodukt verschieden von
Null ist, muB jeder Faktor ungleich Null
sein. Wegen 5 - 2 = 10 enthilt das Quer-
produkt die Faktoren 5 und 2 und weitere
Faktoren 1. Fiir die Quersumme gilt des-
halb 10=5+2+ 1 + 1 + 1. Nur die Zahl
11125 ist durch 25 teilbar.

710

Losung:

Nach Ausfiihrung der Konstruktion setzt
sich das Rechteck ABCD aus vier Recht-
ecken AESH, EBFS, HSGD und SFCG
zusammen. Die vier Seiten EF, FG, GH
und HE des Vierecks EFGH halbieren je-
weils eines dieser vier Rechtecke. Des-

1
=—A ,d.h. A
o fasco

ist konstant und unabhiingig von der La-
ge der Strecken HF und EG.

halb gilt Agpgy EFGH

711

Losung:

Angenommen, anfangs waren es L, Langs-

und Q, Querreihen, nach der Umstellung

also(L, —4) Léngs-und Q, Querreihen; gilt
Q=(L,-4-Q=225=9.25=

5 45 =5 - (25 +20). Der Marschblock ver-

lingert sich daher um 20 Querreihen.

712

Losung:

Wegen (17 - 7) : 2 = 5 haben Erika und
Irene jede fiir 5 Mark Briefmarken ge-
kauft. Es gilt 10- A+60-B+30-C=10
und 10 - A +30-C=7,als060 B =

10-7=3, E}—L Aus 10- A+2=5

folgt A==. Aus —+30-C =5 folgt
5 20

C= % Briefmarken der Sorte A hatten

gM=4()Pf. der Sorte B—1~M:5Pf

5 20

der Sorte C%M =10 Pf Wert.

7713

Losung:

Wegen Kraft = Gegenkraft, hiitten 8 Pfer-

de auf einer Seite ausgereicht, wenn man

die andere Seite der Kugel im Erdboden
verankert hitte.

alpha -

Emsemger Hebel, nicht entgleiste Achse
als Drehpunkt. Lastarm 4 m, Last 270 kN,
Kraftarm 10 m. Daraus erf. Kraft am Zug-
seil 108 kN.

8/8

Liosung:

Es sei a eine natiirliche Zahl und
30<a<100.

Dann gilt:
(1) 3la, (2) 4la—1, (3) Sla + 1.
Aus (2) folgt (4) 2la + 1.

Aus (3) und (4) folgt (5) 10la + 1.

Aus (2) folgt (6) 4la + 1.

Aus (5) und (6) folgt (7) 20la + 1.

Katrin hat recht.

b) Wegen (5) und (7) kommen 49, 69, 89
in Frage. Wegen (1) gilt 69.

Karls GroBmutter ist 69 Jahre alt.

8/9

Losung:

Fiir die erste und dritte Ziffer kann nur
gelten: 1 und 2; 2 und 4; 3 und 6; oder 4
und 8.

Da das Produkt dreier aufeinanderfolgen-
der natiirlicher Zahlen stets durch 2 und
auch durch 3 teilbar ist, sind nur 1020,
2040, 3060 und 4080 moglich.

Wiiren die zweite sowie vierte Ziffer 1, 2
oder 3, so wire das Produkt entweder
nicht durch 2 oder nicht durch 3 teilbar.
Das Produkt endet also auf 0: Daraus
folgt, daB einer der Faktoren durch 5 teil-
bar sein muB.

Es konnten demnach nur 13, 14, 15 oder
14, 15, 16 oder 15, 16, 17 die gesuchten
Zahlen sein.

Tatsichlich erfiillen nur die Zahlen 15,
16, 17 mit 4080 als Produkt alle in der
Aufgabe gestellten Bedingungen.

8/10

Losung:

Es seien m und n zwei von Null verschie-
dene natiirliche Zahlen. Entsprechend der
Aufgabenstellung gilt dann

(a+b)+ % =35,

2_35-a-b,
a=b-(35-a-b)
a=35b—ab-b?
a+ab=35b-b?%
a-(1+b)=b-(35-b),
b-(35-b)

b+1
Diese Aufgabe hat 7 Losungen. Sie lauten
(als geordnete Paare (a;b) geschrieben):
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(17;1), (22:2), (24;3), (25:5), (24:8),
(22:11), (17;17).

8/11

Losung:

(1) Winkel von 100° mit Scheitelpunkt B
zeichnen.

(2) Von B aus 1,5 cm abtragen (auf dem
Strahl, auf dem der Punkt C liegt; man er-
halt H.

(3) In H Winkel von 70° antragen, so daf
freier Schenkel den anderen Strahl in A
schneidet.

(4) Parallele zu BH durch A zeichnen
und auf ihr von A aus 3 cm abtragen; man
erhilt D.

(5) Parallele zu AB durch D schneidet
die Verlingerung von BH in C.

Skizze (nicht maBgerecht!):

D/ /C

13,4 cm + 6,7 cm; u = 35.1 cm. (Nihe-
rungswert)

8/13

Losung:

(48 - 15+ 100 - 10) Watt Leistungsaufnah-
me. In 10 - 30 Stunden insgesamt 516 kWh.

8/14

Lisung:

Nimmt man die Dichte des Stahls § =
7.8g-cm, soergibtsich: m=7-1(r, 2~ r.2)-3.
Mitr, = 2,75 em, r; = 2,55 cm, 1 = 600 cm
ergibt sich m = 15,6 kg, daraus F; = 156 N.

98

Losung:

Die kleinste der vier aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen sei mit a bezeich-
net; dann sind die anderen Zahlen a + 1,
a+2,a+3.

100

8/12
Losung:

Die Lingen der Hypotenusenabschnitte
seien mit x und 4x bezeichnet. Dann gilt
nach dem Hohensatz

h? = X-4x,
h? 4x?,
2 4x2
9em? = x?
3em = x

Die Hypotenusenabschnitte sind 3 cm
bzw. 12 cm lang. Fiir den Flicheninhalt
des Dreiecks gilt

Die Kathetenlingen berechnet man nach
dem Lehrsatz des Pythagoras:

k; =45 /
, =67 cm k, = 13,4 cm. (Nihe-
rungswerte)

Der Umfang des Dreiecks istu= 15 cm +

14 alpha -

Nach den B
weiter:
at+a+l+a+2+a+3=18,d.h.da+6
=18bzw.a=3.

Die Zahl x? besteht also aus den Grund-
ziffern 3, 4, 5, 6. Es gibt nun 24 mégliche
vierstellige Zahlen mit diesen Grundzif-
fern (Permutationen von 4 Elementen oh-
ne Wiederholung!). Die einzige vierstel-
lige Zahl von diesen 24 Zahlen, deren
Wurzel eine natiirliche Zahl ist, ist die
Zah1 4356 = x?, und es ist x = 66.

der Aufgabe gilt

99

Losung:

Die Zahl z mit den geforderten Eigen-
schaften ist in dekadischer Darstellung
2= abab.

Sie 1Bt sich in der Form z = 1000a + 100b
+10a+b (a#0) schreiben. Das laft sich zu
1010a + 101b =101 - (10a + b)
zusammenfassen.

Da 101 eine Primzahl istund 10a+b < 100
gilt, kann es keine Quadratzahl von der ge-
forderten Art geben.

9/10

Losung:

Wir betrachten ein rechtwinkliges Drei-
eck, das durch die Raumdiagonale, eine
Flichendiagonale und eine Kante des
Wiirfels gebildet wird. Bezeichnen wir
die Flichendiagonale mit d und die Wiir-
felkante mit a, so gilt nach dem Satz des
Pythagoras d* = 2a% bzw. d =a-~/2. Fiir
die Linge der Raumdiagonalen e gilt

2_ .2 =\2
dann e':a'+(a-m2) bzw.e=a’+2a®
bzw. e? = 3a% d. h. 32 = 3a?, a2 = 3,

4/93

a=+3.

Nun gilt fiir das Volumen dieses Wiirfels
V=a, v=(V3) V=52

Das Volumen dieses Wiirfels betrigt et-
wa 5,2 cm?.

911
Losung:
Wir bezeichnen die Linge einer Qua-
dratseite mit a. Nach dem Satz des Pytha-
goras gilt dann

a? + a’ = 3% 2a? = 9; a2 =

a=45

4.5;

V= (\:‘4,5)";

Das Volumen eines Wiirfels mit der Kan-
tenlinge a ist V =a’.

Also gilt in unserer Aufgabe V = 9,546,
Der Rauminhalt dieses Wiirfels betrigt
etwa 9.5 cm’.

912
Losung:
D H C
i
'h
12
E, — F
h
12
.
A G B

Die Mittellinie EF des Trapezes geht auch
durch die Mitte der Hohe h. Das Viereck
EGFH wird durch die Mittellinie in zwei
Dreiecke zerlegt. Fiir den Flicheninhalt
eines jeden dieser Dreiecke gilt:

-
A= 2 2 ; also fiir beide Dreiecke zu-

sammen A =m- % -Da der Flicheninhalt

des Trapezes A =m-h ist, nimmt das Vier-
eck EGFH genau 50% der Fliche des Tra-
pezes ein. Es spielt keine Rolle, wo die
Punkte G auf AB und H auf DC festge-
legt werden, da Dreiecke mit gleicher
Grundlinie und gleicher Hohe flichen-
gleich sind.

913

Losung:

Aus Verzogerungskraft = Reibungskraft
folgt a = - g (g = Fallbeschl., a = maxi-
male Verzogerung). Aus v/t = a folgt
t=v/L-g-t=7,6s Mits=a-t¥2ergibt
sich s = 84,4 m.

mathematil lehren/Heft 59 36



914

Losung:

Die abgegebene Wirmeleistung ist gleich
der zugefiihrten Leistung. P, =U-1=
UYR. Die abgegebene Wiirme steigt um
das 16fache (in der gl. Zeit).

10/6

Losung:

Das Motorrad erreicht den PKW nach
300 m. Beschleunigung des Motorrades
0,816 m-s2. Geschwindigkeit 88,2 km-h'.

1077

Losung:

Aufdie Last wirken die Fallbeschleunigung
und die Beschleunigung, die durch das An-
heben hervorgerufen wird a =3 m-s2 Ma-
ximale Geschwindigkeit nach 3 s betréigt
9m-s'.

10/8
Losung:
Das Volumen eines Zylinders ist
y=REd-h
3
yomdsd g, Smd
4 4

XY

Nach den Bedingungen der Aufgabe ist der
Durchmesser der Zylindergrundfliche
gleich dem Kugeldurchmesser einer sol-
chen Kugel und die Hohe des Zylinders
gleich dem fiinffachen Kugeldurchmesser
Somit ergibt sich V = —m;

Das Volumen einer solchen Kugel ist

=+; V =0,5236 cm®.

Fiir die Herstellung der 5 Kugeln bendtigt
man 0,5236 - 5 - 7.85 = 20,55 g Stahl.

10/9
Losung:
E
D O
E H
A I G B

Es seien E, F, G, H die Beriihrungspunk-

te der Trapezseiten DC, AD, AB mitdem
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Kreis. Eine Parallele zu BC durch E
schneide AD in I Es sei die Linge von
AD =s.. Wegen des Satzes iiber gleich-
lange Tangentenabschnitte gilt DE = DF.
AF=AG wegen gleichlanger Gegensei-
ten im Parallelogramm EDAT ist Al =DE.
Im rechtwinkligen Dreieck EIG gilt nach
dem Satz des Pythagoras s> = (2r)> + (s—1)%;
=4+ 87— 2rs + 11 50 = 2rs | 2

5
=r=s.
2

Es folgt AB = 4r.
Der Umfang des Trapezes ist somit

5
u=x+4r+;r+§r;u= 10r.
2 2

10/10
Liosung:
Wir erhalten die Koordinaten der Schnitt-

X=a-r-nx=a-2r
(r sei der Radius eines der vier Kreise)

a a

Wegen r=— giltnun x=a, -~

8 18 iy
(3) Berechnung von a;

Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

punkte von Parabel und Gerade, wenn wir il a

—6x+8=x—4setzenund nach x auf- | '~ 27
Iosen: x> - 7x + 12=0 1

2 a,=a,/-

x],:zi J[Z) _12=Zi1 \/2

ol 2 2
x,;=4,es folgty, =0 (4) Nach Einsetzen folgt X = a\’i _E
X, = 3,es f‘_’]gl Y2 . (5) Nun setzen wir den Term fiir x in die
Die K kte sind | mel ein und erhalten
(4:0)und (3; - 1). 1 2
Wenn eine Gerade mit dem Anstieg ) A=—-x A= _.( |1 _i]
durch P, = (4;0) geht, dann schneidet sie 4 V 22
die y-Achse bei 2; die Gerade hat die AT a® H al
Gleichung y:-%x+2;wennsiedurch T2

= (3; - 1) geht, schneidet sie die

y-Achse bei L und hat die Gleichung
2
=- lx + 3
y=g*ty

Den Schnittpunkt mit der y-Achse erhilt
man, indem man in die allgemeine Glei-
chung y = mx + n fiir

m:-E fiir x =4 und y = 0 setzt:
1
0:72-4+n; n= wenn die Gerade

durch (3:-1) geht: 71:7%«3+n;n :%

2 T
A-E[ 3 _ . ‘wl
4| 4 V2

a3 I
A= (ﬂ’z]

A =0,7854a-0,043
A =0,034a’

10/12
Losung: o
Es seien EG =aund AD = b. Die Hohe

10/11 D e
Losung:
(1) Der Durchmesser des schraffierten G
Kreises sei x, dann ist der Flichen- | "E|
inhalt A =TX
A F B

(2) Berechnung von x:
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des Dreiecks, das auBerhalb des Recht-
ecks liegt, sei mit h bezeichnet. Dann gilt
nach dem Strahlensatz:

h:(h+£]=la:a=1:3.
2) 3
b b
3h=h+—; h==.
2 4
Der Fliicheninhalt des Rhombus ist dann

A’:a-%b Wegen a - b = 40 cm? ist

A’ =30 cm?

10/13

Losung:

Die Auftriebskraft betridgt V - § - g =697 N.
Da die Gewichtskraft nur 677 N betrigt,
taucht er nicht ganz unter.

10/14

Losung:

Aus R =R*+(X, - X.)" mitX, =
2n-f- L und X = 1/2x - f - C erhélt man
fiir die Kapazitit des Kondensators C, =
38 uFund C,=7.8 uF, wenn man R =
220 V/1 A =220 Q setzt.

E/1
Losung:

Es sei a die Basis unseres Zah-

Anzahl der giinstigen Ausginge des Er-
gebnisses durch die Anzahl aller mogli
chen Ausgéinge zu dividieren und erhilt
. , d.i.0,003086 ... bzw. etwa
129 324
0,31 %.
Beim Werfen von 10 Geldstiicken gibt es
fiir jede Miinze zwei Ausginge des Er-
gebnisses, wovon einer giinstig ist, fiir
zwei Miinzen gibt es 22, fiir 3 Miinzen 23,
..., fiir zehn Miinzen 2'° verschiedene
Ausginge, wovon 10 giinstig sind. Wir

erhalten nun —— =0,00976 ... bzw. et-
wa 0,98 %.1024

Beim Miinzwurf dieser Art liegt also eine
hohere Wahrscheinlichkeit vor, 10 Zah-
len oben liegen zu haben, als mit 4 Wiir-
feln viermal die 6 zu erreichen.

E3

Losung:

a) Ein Stein kann 49 verschiedene Posi-
tionen einnehmen. Kommt ein zweiter
Stein hinzu, bleiben fiir diesen noch 48
mogliche Positionen. Insgesamt gibt es
also 49 - 48 = 2352 verschiedene Positio-
nen. Wenn die Spielsteine gleich sind,
kann man die beiden bei jeder Position
vertauschen, ohne daB diese verschieden
sind. Es sind demnach 2352 : 2 = 1176

. Positi

lensystems.

Dann gilt die folgende Darstellung der
Gleichung:
5-a+2-a+5+3-a+4=(2-a+5),
S5a’+2a+5+3a+4
a*-15a- 16

Diese quadratische Glemhung 16sen wir
nach a auf und erhalten

_ls, 25464

a
22TV 4
15, 17
a,z=717
a, =16

a, = - | (entfillt, da als Basis eines Zah-
lensystems nicht definiert)

Die gegebene Gleichung stellt im Sech-
zehnersystem eine wahre Aussage dar.
Probe:

5162 +2:16+5+316+4=(2-16+5)*

1280 +32+5+48+4 =377
1369 =1369
E2

Losung:

Fiir einen Wiirfel gibt es 6 mogliche Aus-
ginge des Ergebnisses, fiir zwei Wiirfel

=36, ..., fiir vier Wiirfel 6* = 1296 ver-
schiedene Ausginge. Man hat nun die

16  alpha4/93

b) Sind die Spielsteine verschieden, so er-
geben sich 2352 verschiedene Positionen.

E/4

Losung:

13:8=1Rest5,

13 14Bt bei Division durch 8 den Rest 5,
132 1dBt bei Division durch 8 den Rest 1;
13% (n € N) 18t bei Division durch 8 den
Rest 1,

132°% = 131 ]4Bt bei Division durch 8
den Rest 1,

13168 13" = 13'% |@Bt bei Division durch
8denRest1-5=

E/5

Losung:

Das Problem besteht darin, aus 6 ver-
schiedenen Punkten jeweils 3 bzw. 4 bzw.
5 auszuwihlen. Kein Punkt darf bei einer
derartigen Auswahl mehrfach genommen
werden. Auf die Anordnung der Punkte
kommt es nicht an, denn ABC ist z. B.
dasselbe Dreieck wie ACB usw.

Es handelt sich also jedesmal um Kombi-
nationen ohne Wiederholung.

a) Kombinationen von 6 Elementen zur 3.
Klasse:

654
(gele: 6 iiber 3) = ———
(3]g == =123

= 20 Dreiecke.

b) Kombinationen von 6 Elementen zur 4.
Klasse:

6
(4] (gelesen : 6 iiber 4) =

=15 Vierecke.

¢) Kombinationen von 6 Elementen zur 5.
Klasse:

6 6:5:4:3-2
elesen : 6 iiber 5) = ————
[5)(g et )= 12345

= 6 Fiinfecke.
n. b.: Es gibt folgende Vereinfachungen:

HEBAEHE:
HEBARHE

=15 und

E/6

Losung:

Da der Drehimpuls bei diesem Vorgang
erhalten bleibt, gilt:

Losung:

Der Impuls bleibt erhalten.
v=15m-s"'-800 kg /(600 kg + 800 kg)
=086 m-s'.

E8

Losung:

Fiir jede arithmetische Folge gilt: a,
+(n-1)d,

in unserem Falle also

(1)a. ,+(3-1dund
(2)a,=a,+ (12— 1)d. Wir setzen ein und
vereinfachen:

(1)3%—3, +2d

) 16%=a] +11d. Wir subtrahieren

(1) von (2):

(3)13%=9d, d= 1%. Wir setzen in (1)

emn:

(4)31=a| +3,a, =l
4

Die ersten 5 Glieder der Folge sind:
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b) Wir setzen in die Gleichung
a,=a, +(n-1)d die gefundenen Werte ein
und erhalten

1

1 1
an=2+(n—

1
1):1=; a, =l=n=1—.
) =g 4
1 1
c) =a; +99d, =—+99-1—,
A0 =2y 100 2 3

3
a0 = MBZ'
d) Fiir die n. Partialsumme einer arithme-
tischen Folge gilt

n

gi=gk (a, +a, ). alsosy99 =

L, a8
50(2* 148;)% =50 - 149 = 7450.

E/9

Losung:

) 40 000 000 m : 5,50 m = 1,50 m : x,
_550m-1,50m

0,000.000.206
40 000 000 m
=0,000.000.2 m;
x=0,0002 mm; x = - mm.

5000

Man diirfte sich hochstens um + -
mm vermessen. 5000
b) 40 000 km : 0,0055 km
=150 000 000 km : x;

_ 0,0055 km - 150 000 000 km _

N 40 000 km ’
X = 20,625 km.
Man diirfte sich héchstens um 20,625 km
vermessen.

E/10
Losung:
Es handelt sich um einen erweiterten
Dreisatz. Man kann zunchst auf die zwei
Einheiten schlieBen: Ein einzeilige 1 mm
181,40 DM
4117
Eine siebenzeilige 83 mm lange Anzeige
181,40DM - 7-83

lange Anzeige kostet

kostet =225,20 DM
4-117

incl. MWSt.

Nun gilt 225,20 : x = 114 : 100,
_ 225,20-100
T

x=197,54 DM
E/11
Losung:
2.3.4.56.7.
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Wir erkennen an der Skizze, da achtmal
je drei Punkte auf einer Geraden liegen,
deren Verbindungsgeraden bestimmen
kein Dreieck. Es liegen weiterhin dreimal
vier Punkte auf einer Geraden. Jede be-
liebige Auswahl von drei aus diesen vier
Punkten fiihrt ebenfalls zu keinem Drei-
eck. Es fallen also auBer den 8 noch wei-
tere

o e

Fille weg.

Nun t hnet man alle
aus 12 Punkten 3 Punkte auszuwihlen,

(12) 12-11-10
ds. =————=220 und subtra-
3 1:2-3

hiert davon die 20 Auswahlen, die zu kei-
nen Dreiecken fiihren. Somit kann man
auf die angegebene Weise 200 verschie-
dene Dreiecke zeichnen.

EN2
Losung:
6 5
1 2 4
3 7

Es muB gelten: F, = F, (F - Radialkraft,
F - Gravitationskraft)
M

Daraus folgt: v:=y- -

Ersetzung der Bahngeschwindigkeit v
urch die Winkelgeschwindigkeit
o (v = - r) fihrt zu:
Unter Nutzung von m—*-Zn und
r=r.+h 2th
erhilt man: h= I

h= 7 km
EN3
Losung:

Damit keine ablenkenden Krifte auf das
bewegte Elektron wirken, muf die Lo-
rentzkraft entgegengesetzt gleich der

Kraft durch das elektrische Feld sein.
v, B =e¢-E. Daraus: v, =E/B,.

E/14
Losung:
Auf
Wiirme.

Wirme =

m, Cxt,~ Caglln = 1) + My,

t,)=m,
—t).t,=20°C

Buchrezension

Die neue Reihe iiber die jungen
Supertalente

In der neuen Reihe Challengers — So
spielt ... soll die erfolgreiche Karriere jun-
ger GroBmeister der absoluten Weltspitze
unverwechselbar dokumentiert werden.
Der erste Band ist Nigel Short gewidmet,
dem derzeit besten Schachspieler des
Westens.

Auf Wunderkindern lastet stets der Fluch
hoher Erwartungen. Nigel Short hat sie
erfiillt: Mit 14 teilte er den Sieg bei der
Britischen Meisterschaft; mit 15 wird er
Jugendvizeweltmeister hinter Garri Kas-
parow; mit 19 ist er GroBmeister; mit 22
wird er WM-Kandidat und die Nummer
drei der Schachwelt hinter K & K. Aus
der groBen Hoffnung des Westens wurde
der Beste des Westens. Plotzlich aber der
Karriereknick! Doch Nigel Short hat die-
se unerwartete Stagnation glinzend iiber-
wunden. Im April 1992 wirft er keinen
Geringeren als Exweltmeister Anatoli
Karpow aus dem Rennen um das Recht,
mit Titelverteidiger Garri Kasparow um
die Schachkrone zu spielen. Und seine
GroBmeisterkollegen attestieren ihm, daB
er sich noch gehorig steigern kann.
Ubrigens: Weltmeister Kasparows Tip
fiir das WM-Finale 1993 lautet: ,My

Challenger will be Short!“ Deshalb unser

Tip an alle Schachfans: Nehmt diese Her-
ausforderung an und studiert das Spiel
von Nigel Short. Gewinnbringende Ideen
fiir die eigene Praxis sind mit diesen un-

g

Stefan Loffler (Hrsg.): Challengers —
So spielt Nigel Short

Ca. 128 Seiten, ca. 10 Fotos, ca. 70 Dia-
gramme, 13,8 x 22,5 cm, Broschur
DM 24,80

ISBN 3-328-00586-2

Sportverlag 1993
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Spielstarkevergleich

Die Berechnung der Wertzahlen im Schach

Was fiir die Tennisprofis die ATP-
Rangliste, ist fiir die deutschen Schach-
amateure (und die wenigen Profis) die
Rangliste nach DWZ. Jeder Spieler,
der sich an Wettkiimpfen, die gewissen
Normen unterliegen, beteiligt, erhiilt
eine Wertzahl - seine relative Spiel-
stiirke zu einem bestimmten Zeitpunkt
ausdriickend. Wie erfolgt nun die Be-
rechnung?

In fast allen Lindern der Welt werden
modifizierte Wertungssysteme, die eine
Klassifizierung der Schachspieler ermog-
lichen, nach dem vom amerikanischen
Prof. Arpad E. Elo entwickelten Verfah-
ren — deshalb auch ELO-System genannt
— angewendet.

Das ELO-System ist nach wissenschaftli-
chen Methoden der Statistik und Wahr-
scheinlichkeitstheorie aufgebaut. In
Deutschland wurden auf der Basis des
ELO-Systems die Deutschen Wertzahlen
(DWZ) eingefiihrt.

In den weiteren Ausfiihrungen werden
folgende Abkiirzungen verwendet:

Ro:  eigene DWZ vor Auswertung des
Turniers

Rh:  Turniererfolgszahl

Re: Durchschnitt der DWZ der Gegner

D: Differenz zwischen eigener DWZ
und Re

P (D): Gewinnerwartung pro Partie in
Punkten bezogen Ro des jeweili-
gen Gegners

Differenz der Wertungszahl ab-
hiingig vom Punktergebnis P
(P=W/n) aus Wabhrscheinlich-
keitstabellen (Umkehrung von
P(D))

W:  Summe der erzielten Punkte

D (P):

We:  Summe der Punktwerte der Ge-
winnerwartung

n: Anzahl der wertbaren Partien

Rn:  neue Wertzahl nach Auswertung

des Turniers

E: Entwicklungskoeffizient (abhin-
gig von Alter und Spielstiirke)

K: Entwicklungskoeffizient (in For-

mel (4) und (8))
I Alterskonstante
Fiir Spieler ohne DWZ

Es wird eine Turniererfolgszahl Rh be-
rechnet:

(1) Rh= Ro+((W-We) - 800/n).

Die Gewinnerwartung P(D) kann einer
Wahrscheinlichkei

werden, wobei bei gleicher angenomme-
ner Spielstirke P(D)=0.50 ist und z. B.
bei einer Differenz von +-100 DWZ-

Tabelle der Iterationsrechnung

1. Durchg.  2.Durchg. 3.Durchg. 4.Durchg. 5. Durchg.

Ro=1681 Ro=1633 Ro=1617 Ro=1612 Ro=1609
Pkt/Gegn D P(D) D P(D) D P(D) D P(D) D P(D)
0 A2250 -569 0.02 -613 0.02 -633 0.01 -638 001 -641 0.1
0 B 2000 -319 0.13 -367 0.10 -383 0.09 -388 0.09 -391 0.09
05C 1800 ~-119 0.34 -167 028 -183 0.26 -188 026 -191 0.25
0 D1700 -19 047 -67 041 -83 039 -8 038 -91 038
1 E 1400 281 0.84 233 079 217 078 212 0.78 209 0.77
Summe P(D)=We= 1.80 1.60 1.53 1.52 1.50

W-We= -0.3 -0.1 -0.03 -0.02 0

Rh=
Ro+(W-We)*160= 1633 1617 1612 1609 1609
Somit ist Rh=Ro=1609 die erste Wertungszah! fiir den Spieler X.

Tabelle
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Punkten P(D)=0.64 bzw. 0.36 ist. Bei ei-
ner Differenz iiber 735 wire P(D)=1.00
bzw. 0.00, woraus sich erklirt, daB diese
Extremergebnisse zu keiner Auswertung
(neue Zahl) fiihren. Die positiven Ergeb-
nisse werden aber gespeichert und spiiter
beriicksichtigt. P(D) kann auch mit fol-
gender, hinreichend genauen Niherungs-
formel berechnet werden:

(2) P(D)=1/(1+10-d/400).

Die Berechnung von Rh erfolgt durch ein
Iterationsverfahren, in dem mit einem
Schiitzwert fiir Ro begonnen wird. Mit
diesem Schiitzwert, in die Gleichung (1)
eingesetzt, erhilt man einen ersten Nihe-
rungswert fiir Rh. Dieser wird dann als
Ro in die Gleichung eingesetzt, und man
erhilt eine verbesserte Niherung fiir Rh.
Selbstverstindlich muB man bei jedem
neuen Berechnungsvorgang auch den
neuen Wert fiir We, bezogen auf den letz-
ten Niherungswert von Rh, verwenden.
Dieses Verfahren wird solange wieder-
holt, bis sich die auf eine ganze Zahl ge-
rundete Turniererfolgszahl nicht mehr
dndert. Diese Zahl ist dann die gesuchte
Turniererfolgszahl. Sie erfiillt dann mit
Rh=Ro die Gleichung (1).

Beispiel: Fiir den Spieler X soll gelten

Punkte Gegner DWZ
0 A 2250
0 B 2000
0.5 c 1800
0 D 1700
1 E 1400
1.5 9150

Einen fiir den Beginn der Iterationsrech-

nung brauchbaren Niherungswert erhlt

man durch folgende Formel:

(3) Rh=Rec+D(P)

W=L.5

n=5

P=W/n=1.5/5=0.3

D=-149

Rc=9150/5=1830

Rh=1830-149=1681 : Niherungswert fiir
den Beginn der Iterationsrechnung

Dieser Wert wird als Ro in Formel (1)

eingesetzt (siche Tabelle links).

Berechung einer neuen Wertungszahl

Die neue Wertungszahl Rn kann aus dem
Turnierergebnis und der alten Wertungs-
zahl Ro mit folgender, von der FIDE
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(Weltschachbund) verwendeten Formel
berechnet werden:

(4) Rn=Ro+(W-We) - K

wobei K durch

(5) K=800/(E+n)

bzw. E=800/k-n definiert ist und E mit
der Formel (10) berechnet wird. Aus For-
mel (4) und (5) ergibt sich dann

(6) Rn=Ro+(w-We) - 800/(E+n)

Soll die neue Wertzahl Rn aus der Tur-
niererfolgszahl Rh und der alten DWZ Ro
berechnet werden, so konnen mit folgen-
den 2 Formeln mathematisch identische
Ergebnisse wie mit Formel (4) erzielt
werden:

(7) Rn=E - Ro+n - Rh/(E+n)

oder

(8) Rn=Ro+Rh-Ro - k - n/800

wobei wiederum Formel (5) fiir die Be-
ziehung zwischen K und E gelten muB}.
Formel (8) kann somit auch folgender-
maBen geschrieben werden:

(9) Rn=Ro+(Rh-Ro) - n/(E+n)

Der Entwicklungskoeffizient E (Neuerung
gegeniiber dem ELO-System) wird abhiin-
gig vom Alter und der Spielstirke berechnet:
(10) E=(Ro/1000)*’ wobei gilt:

J=5 fiir Jugendliche bis 20 Jahre

J =10 fiir Junioren von 21 bis 25 Jahre

J =15 fiir alle Spieler ab 26 Jahren
Dieses bevorzugt jiingere Spieler bei ih-
rer Leistungsentwicklung.
Berechnungsbeispiel fiir Spieler NN gilt:
18 Jahre alt Ro=1800

Pkt Gegner DWZ D
P(D)

1A 2300 -500 0.04
0B 2100 -300 0.15
1 C 2000 -200 0.24
0.5D 1900 -100 0.36
I E 1800 0 0.5
W=3.5

We=Summe (P(D))=1.29

n=5

Mit diesen Werten erhilt man nach Glei-
chung (1) die Turniererfolgszahl Rh:
Rh=1800+((3.5-1.29) - 800/5)
Rh=2153.6

Rh=2154

Die neue DWZ erhilt man mit E=15 (aus
Tabellen zu entnehmen oder mit Formel
(10) zu berechnen) z. B. nach Gleichung
(4):

Rn=Ro+(W-We) - K (K=800/(E+n))
Rn=1800+(3.5-1.29) - (800/(15+5))
Rn=1888.4

Der gerundete Wert ergibt Rn=1888, also
einen Zuwachs um 88, was auch logisch
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ist, denn gegen einen DWZ-Durchschnitt
Rc=2020 wurden 70%der Punkte erzielt.
Spielstirkebewertung nach DWZ

0..700 — Anfinger/Lernender
700..1000  — fortgeschr. Anfinger
1000..1500 - Vereinsspieler
1500..1800 - guter Vereinsspieler
1800..2150 - starker Vereinsspieler

2150..2300 - Nationaler Meister
2300..2400 - Internationaler Meister
2400..2500 - GroBmeister

iiber 2500 - Weltklassespieler

Holger Borchers,
Vizeprisident des Berliner
Schachverbandes

Buchrezension

Wie schligt man Bobby Fischer?

seine geniale Idee in diesem aufsehen-

Edmar Mednis hat alle Verlustp:

des elften Schachweltmeisters (1972-
1975), der am 2. September 1992 sein
unerwartetes Comeback feierte, unter-
sucht und gibt damit Antwort auf die
Frage: Wie schligt man Bobby Fi-
scher?

Edmar Mednis, selbst GroBmeister, hat
im Jahr 1974 das kiihne Wagnis unter-
nommen, alle 61 Verlustpartien des
Exzentrikers aus Pasadena/USA im
Zeitraum vom 17.12.1957 bis zum Ge-
winn der Schachkrone am 2.9.1972
akribisch zu untersuchen. Das Ergeb-
nis ist die verbliiffende Antwort auf die
alle Schachfans bewegende Frage: Wie
schlidgt man Bobby Fischer? Mednis,
der selbst zu den insgesamt 33 , Auser-
wiihlten* gehort, denen dieses schach-
liche Wunder bisher gelungen ist, hat

Buch ver-
offentlicht. Er bestitigt nachhaltig, was
der Englinder Raymond Keene einmal
treffend iiber das heute 49jihrige ..Su-
perhirn* Bobby sagte: , Fischer macht
Schach einfach zu einer aufregenden
Sache, wann immer er sich ans Brett
setzt.”

Edmar Mednis: Wie schligt man
Bobby Fischer?

Originaltitel: How To Beat Bobby
Fischer, Bantam Books Inc., New
York.

Deutsche Erstausgabe

Ca. 256 Seiten, ca. 200 Diagramme,
ca. 14 Fotos, 13,8 x 22,5 cm, gebun-
den

ca. DM 29,80

ISBN 3-328-00488-9

Sportverlag 1993

er unter

Unsere schachliche Knobelaufgabe be-
inhaltet diesmal zwei Aufgaben unter-
iedli Art auf einem

Bei der ersten Aufgabe ist in dem abge-
grenzten Teilquadrat des Schachfeldes
ein Zweiziiger von T. Schonberger zu
l6sen. Wie beginnt WeiBl und setzt den
schwarzen Konig im 2. Zug matt?

Fiir die zweite Aufgabe sind im iibrigen
Teil des Schachfeldes weiBe Bauern,
schwarze Tiirme und schwarze Damen
scheinbar planlos angeordnet. Hier ist
zu versuchen, den dargestellten Teil
des Schachfeldes in mehrere Teile zu
zerlegen. Die zerlegten Teile sollen
geometrisch identisch sein und die

gleichen Schachsteine enthalten. Ist

dies moglich? Harald Riidiger
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Mode und Mathematik

Eine Aufgabe fiir kiinftige Couturiers

Hella hat in einem Modegeschiift einen
Rock gesehen, der ihr ausnehmend gut
gefilllt. Aber er ist zwei Nummern zu
groB fiir sie. Also beschlieBt sie, ihn
h beiten. Die F des
extravaganten Wickelrocks, der hinten
doppelt so lang ist wie vorn, erfordert
aber mathematische Kenntnisse.
‘Wenn man den Rock flach ausbreitet, bil-
den Saum- und Taillenlinie zwei exzen-
trische Kreise. Wo die Entfernung der
beiden Peripherien am kiirzesten ist, wur-
de die Fliche auseinandergeschnitten.
Die sechs Niihte, die die Rockbahnen ver-
binden, stellen Verlingerungen von Tail-
lenkreisradien dar und sind am Bund
gleich weit voneinander entfernt. Nur die
beiden Vorderteile sind oben etwa 1.5 cm
breiter. Daraus schlieBt Hella: Der Zentri-
winkel, den die Verlingerungen von Naht
und Kante je eines Vorderteils bilden, ist
schitzungsweise um 5° groBer als die
fiinf restlichen Zentriwinkel.

Voriiberlegungen

Zieht man den Rock nun an und knopft
die beiden Vorderteile iibereinander,
dann iiberdecken sie sich so weit, daB die
kurze Kante des Uber- bzw. des Unter-
tritts jeweils die nichste Teilungsnaht
beriihrt. Bundstreifen und Kreisumfang
miissen also entsprechend griBer sein als
Hellas Taillenweite.

Sie geht von folgenden MaBen aus:
— Taillenweite (locker gemessen,
weil nur der Bund straff sitzen

seitliche
vordere /
Rockbahn

seitliche’ |
hintere N
Rockbahn,

hintere Mitte

Stoffbruch

T

o Knipfe
~ - Knopflocher

rungen geben an,
wo die Teilungsniihte auf
den Bund treffen.

Schitt fiir einen Wickelrock (Hiilfte) gegeben sind:

muB): 65 cm | Taillenweite
— straff Tai 63 cm vom
— Rocklinge in der vorderen Mitte40 cm Rocklinge hinten
Winkel., den die

— Rocklinge in der hinteren Mitte 80 cm

Das Ergebnis der Bund- und Radiusbe-
rechnung rundet Hella auf ganze Zenti-
meter auf und konstruiert den Schnitt nur
als Hilfte, weil sie ihn, wie iblich, auf
den lings gefalteten Stoff auflegen will.
Als Probe fertigt sie den Rock erst einmal
im MaBstab 1:5 fiir die schlanke Puppe
ihrer kleinen Schwester.

24

Verliingerungen
der beiden 0.g.
Strecken bilden.

nuuawn

hintere Mitte - Stoffbruch
93cm
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Aufgabenstellungen

Die Aufgaben, die Hella im einzelnen 16-

sen muB, konnt Ihr Euch nun eigentlich

selbst stellen. Enscheidet also, ob Ihr
gleich ans Knobeln geht oder — als Ar-
beitsanleitung — erst noch die folgenden

Fragen lest.

. Wie lang muB der Bund werden?

2. Wie groB ist der Radius des Tail-

lenkreises?

3. Wie groB ist der Winkel, in dem
sich die Verlingerungen von vorde-
rer und hinterer Mitte treffen?

. Woliegt der Mittelpunkt des Saum-
kreises? (Bestimmungslinien!)

. Konstruiere den Schnitt (Hilfte)
und gib bei jeder Rockbahn den Fa-

IS

o

b) fiir Niihte und Siiume rundum ca. 1
cm zugibst (auch hier geniigt das
AugenmaB);

¢) an der Webekante einen 8 cm brei-
ten Bundstreifen iibrigbehiiltst, der
aus zwei oder drei Teilen so zusam-
mengesetzt sein darf, da8 Bund-

niihte auf Rockbahnniihte treffen;
d) und daB wenig Verschnitt entsteht.
7. Wieviel Meter Stoff muf3 Hella kau-

fen? MeBt auf Eurer Skizze nach

und rundet auf volle Dezimeter auf!

Johanna Heller

Knobeleien

GroBte Primzahl!?
Welches ist die groBte anzahl aus
der durch alle i

Gewinn trotz geringerer Punktezahl!
Tennis ist doch ein sonderbares pre]‘

ihrer Ziffern stets wieder Primzahlen
entstehen?

Lésung

Da 1 und 9 keine Primzahlen sind und
eine oder mehr mehr als 1 Ziffer ge-
strichen werden darf, kommen nur die
Ziffern 2, 3, 5 und 7 in Frage, wobei 2
oder 5 jeweils nur an erster Stelle ste-
hen diirfen. Keine der dreistelligen
Primzahlen 233, 277, 337, 373, 533,
577,733 und 773 bleibt nach der Strei-
chung einer bestimmten Ziffer prim.
Also ist die gesuchte Zahl zweistellig,
némlich 73!

Worter-Maximum

Gesucht wird ein einzelnes Wort mit
moglichst vielen Buchstaben. Nimmt
man an irgendeiner Stelle dieses Wor-
tes einen Buchstaben weg, so ergibt
sich ein neues Wort. Mit dem gekiirz-
ten Wort verfihrt man wieder so usw.
SchlieBlich bleibt ein Wort mit nur
noch zwei Buchstaben iibrig. Alle
Woner (ggf Abkurzungen) sollen im

h eibe-Duden vork

Wieviel Buchstaben hat das lingste
‘Wort, wenn gebeugte W (z.

In einem ung

Match gewann Steffi Fiirst nach schwa-
chem Start gegen Jana Bukova in drei
Sitzen (ohne Tie-Break). Ungewdhn-
lich war das Match auch deswegen,
weil die Verliererin zwei Drittel mehr
Einzelpunkte (z. B.: ,,40:30 bedeutet 3
zu 2 Einzelpunkte) erzielt hatte als die
Siegerin. Wie verlief das Match?

Lisung

Steffi Fiirst gewann das Match mit 0:6,
6:4, 6:4. Sie gewann ihre Spiele jeweils
»zu 30%, also mit 4 zu 2 Einzelpunkten,
Jana Bukova aber jeweils mit ,,zu 0%,
also mit 4 zu 0 Einzelpunkten. Fiir Stef-
fi ergab das 12-4 = 48, fiir Jana 12-2 +
14-4 = 80. Also erzielte Jana 32 Einzel-
punkte (das sind zwei Drittel) mehr als
Steffi und verlor doch!

Die verflixte 13!
Welches ist die kleinste Zahl, die genau
13 Teiler hat?

Liosung
Es ist 64 = 4096.

Vokal- und Konsonanten-Rekorde
Welches ni deut-

B. Eier, ist, lachend) und Abkiirzungen
(z. B. DIN) a) nicht zugelassen b) zu-
gelassen sind?

Losung

Das bisherige Maximum zu a) hat 9
Buchstaben: abblassen, ablassen, blas-
sen, blasen, B]ase Base, Ase, As, zu b)

sche Wort hat eine Héchstzahl von auf-
einanderfolgenden Konsonanten bzw.
Vokalen? Beide Worter diirfen in kon-
jugierter oder deklinierter Form stehen.

Losung
Das Wort ,,(du) herrschst* hat 7 aufein-
ander folgende Konsonanten, das aus

denlauf (Mittellinie, Wi
rende) an!

. Schneide die vier Schnitt-Teile aus
und lege sie so auf den 1,50 m brei-
ten, liings gefalteten Stoff, daB Du

a) den Fadenlauf beachtest (Faden-

lauf = Parallele zur Webekante —
AugenmaB geniigt)

&

43 mathematlk lehren /Heft 59

14: versteh er

verstehe, versteh, ersteh, erste, Esle,
Ste., St. (z. B.: Sie sah es mit verste-
henderen Blicken als er.). Wer iiber-
trifft diese ,,Rekorde*?

alpha —

dem Russi de Fremd-
wort ,,Borschtsch®, laut Duden eine
Kohlsuppe, sogar 8. Das Wort ,,miau-
en* hat vier aufeinander folgende Vo-
kale. Wer iiberbietet diese ,,Rekorde*?

Werner Keym, Meisenheim

4/93 25




Was ist beim Bau einer
Modellhangebriicke zu
beachten? Teil II

G
3| B G 7l
K 8
Z; &
.
Abb. 7

Dieser Beitrag ist eine Fortsetzung aus
dem letzten Heft.

im rechwinkligen Dreieck ist der Quoti-

0. 0.
6l & Iy
&, G 1
g z,
/o) [}
(N
Zy :
G
oy’
Oy
a

an o
Abb. 8 und Abb. 9

Die gemeinsame Kathete w der recht-
winkligen Dreiecke in Abb 8 ldBt sich
mittels der Definition des Tangens eines
spitzen Winkels (der Tangens eines spit-
zen Winkels im rechtwinkligen Dreieck
ist der Quotient aus Gegenkathete und

Ankathete) darstellen durch w =

an o
Weiterhin sind die geradlinigen Tragxell-
sticke L =Pi+Puy (i=0,1,2.....n) mit
ihren Stiitzdreiecken (Abb. 5) unter Bei-
beha]tung ihres Nelgunuwmkels S0 auf-

Aus den gemiB der in Teil I

ent aus G kathete und Hypotenuse)
und dem Pythag Lehrsatz die
2 Formeln abzul

Aufgabe angefertigten Zei

(Abb. 7) wird der Winkel o, zu 39°, die
Linge L eines Tragseiles (von Pylon zu
Pylon) zu 18,6 cm und der Durchhang H
eines Tragseiles zu 4,3 cm bestimmt.
Genauere Ergebnisse und weitere Er-
kenntnisse als die konstruktive Losung
ergibt die rechnerische Losung. Diese
wird fiir einen beliebigen Abstand a zwei-
er benachbarter Hingeseile und allgmein
fiir eine ungerade Zahl 2n+1 (n € N) von
Hi ilen auf jeder Brii 50-
wie einen beliebigen Neigungswinkel o
(0° < o, < 90°) erarbeitet.

Die den Seilknoten P, P,...., P zugeord-
neten geschlossenen Kraftecke, die die
von ihnen umrandeten Flichen mit nega-
tivem Umlaufsinn umgeben, werden so
aneinander gelegt, daB jeweils bei den
beiden gleich langen und entgegengesetzt
gerichteten Kraftpfeilen mit dem Beitrag
Z, die Spitzen mit den Schiften zusam-
menfallen. (Abb. 8) Der Ubersichtlich-
keit wegen ist in Abb. 8 von beiden Kraft-
pfeilen mit dem Betrag Z nur einer ein-

: G
sina, = E:Z" Zy=

daB ihre End, -
sammenfallen (Abb.9). Dadie rechlwmk-

ligen Dreiecke der Abb. 8 und 9 mit glei-

2-siney
 ———
sinoy =——:7, = 3_G =“‘w2+[£]
2-siney \, 2
56 2 (50]3
sino, =—:Z, — =W | —
- - 2sinay 2
2
SHE (2n+1) =(-n+])G
2 © 2-sina,

gezeichnet. Aus dieser Zeich sind
mit der Definition des Sinus eines spitzen
Winkels (der Sinus eines spitzen Winkels

26 alpha -

Abb. 10
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chen Winkeln o jeweils einander &dhnlich
sind, gilt fiir die Hohen h, der Stiitzdrei-
ecke h, = 3h, h, = Sh, h = (2n+D)h,.
Mit der Definition des Tangens und des
Kosinus eines spitzen Winkels (der Kosi-
nus eines spitzen Winkels im rechtwink-
ligen Dreieck ist der Quotient aus Anka-
thete und Hypotenuse) und dem Pytha-
goreischen Lehrsatz ergeben sich die fol-
genden Formeln:

coset,

Die rechnerische Losung der in Teil I ge-
stellten Aufgabe (a = 4cm, n = 1, o =
15°) lautet damit:

Formel: Ergebnis
(mit Taschenrechner)
tan o, =3-tan o o, =38,79°
a

ly= 1,=4.14¢c
07 cosa % m
1 =a\J“lak(.“Manozt,)2 1,=5,13cm
L=2(4,) L= 18,55cm
h,=atan o, hy=1,07em
h, = 3atan o h, =3,22cm
H=hg+h, =4datan o, H 429 cm

Nun soll noch nachgewiesen werden, daB
die Seilknoten und die Spitzen der Pylo-
ne Punkte einer Parabel sind. (Abb. 10)
Dazu werden in der Eben eines Tragsei-
les zwei aufeinander senkrecht stehende
orientierte Geraden, x- und y-Achse ge-
nannt, eingefiihrt. Die y-Achse fallt mit
der Symmetrieachse des Tragseiles zu-

sammen. Die x-Achse verliuft durch den
tiefsten Punkt P, des Tragseiles. Jeder
Punkt der Ebene des Tragseiles ist durch
Angeben seines mit x bezeichneten vor-
zeichenbehafteten Abstandes von der y-
Achse und seines mit y bezeichneten Ab-
standes von der x-Achse bestimmt.
Zuniichst seien die Abstandspaare (x: y)
der Seilknoten P, (i = 0,1,2,...,n) und der

a - f“zi AAT
_a‘ ya’ +(3hy)

cos
a__ 2 (s \2
cosa, v +(5h”)
R
I, =—2—=1[a> +[(2n+ )h, |

Pylonspitze P_, in einer Tabelle fixiert.

Fiir den Bau einer Modellhiingebriicke
mit gleich hohen Pylonen und 2n+1 Hin-
geseilen auf jeder Briickenseite wird man
vermutlich den Abstand A der Pylone und
den Durchhang H der Tragseile vorgeben.
Mit den Formeln A = 2(n+1) a und

H=(n+1)'h, = (n+1)’
_A@+1)
TR

a-tano, -

“tanoy,

werden dann nach Wahl von n zuniichst a
und o, ermittelt.

Auch eine in gleicher Weise idealisierte
Modellhingebriicke mit einer geraden
Zahl von Hingeseilen auf jeder Briicken-
seite 1dBt sich konstruktiv und rechne-
risch betrachten.

AbschlieBend sei noch mitgeteilt, daB
sich mittlererweile ein weiterer Typ von
Stahlkabelbriicken durchgesetzt hat, die
Schriigseilbriicken. Die erste in einer sol-
chen Konstruktion ausgefiihrten Briicke
war eine in England 1817 errichtete

Punkt  Abstand x Abstand y
von y-Achse von x-Achse
P, 0 0
P, a h,
B, 2a hgth, = Ih+3h; = 4h,
B, 3a hgth,+h, = 1h+3h+5h, = 9h;
P, ia hyth +h . +h, = Th+3h+5h o+, +(2i-Dh, = ih,
P, (n+1)a (n+1 )fh”

DaB die Summe 1+3+5+...+(2i-1) = i?ist,
1Bt sich durch die in Abb 11 dargestellte
Folge von aus Einheitsquadraten zusam-
mengesetzten Quadraten belegen. Die
Abstandspaare (ia; i*h,) der Punkte P, (i =

i //\\

Abb. 11
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F i briicke mit 34m

Die ilteste bis heute erhalten gebllebene
Briicke ist die um 850 v. u. Z. aus Stein-
platten erbaute Einzelbogenbriicke iiber
den FluB Meles in Izmir (Tiirkei).

0,1, 2 ..n+1) erfiillen die Gleichung | Fiir Hinweise machte ich Herrn Prof. Dr.
¥ =2-x. Die Punkic P, sind also Punk- G- Clemens (Leipzig) d“"';;:‘ W T
te der Parabel genannten Kurve mit der
Gleichung y = h—',’ X%
2
nRa
AN
7474774\
-
>/\\§/\\
//4& A&\
16
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International Mathe-
matical Talent Search

Die Welt ist ein Dorf. Nicht aus dem
Grund, weil man im Urlaub den Schul-
freund getroffen hat, oder die Nachbarin
nebenan am Strand liegt. Nein, die Welt
ist kleiner geworden: Mit dem Flieger ist
es nur ein Katzensprung bis in die hinter-
ste Ecke des Globus. Selbst Computer-
nutzer mit weniger Erfahrung klicken
sich miihelos durch internationale Daten-
netze. Via Satellit konnt ihr euch den hal-
ben Erdball ins vertraute Wohnzimmer
hereinholen. Seit zwei Jahren macht sich
nun ein vollig anderer Zeitvertreib aus
den USA auf den Weg zur Erdumrun-

Die Olympiade-Ecke

sem Weg ein weltumspannendes Ge-

Das Original aus den USA gab auch den
Entwurf ab fiir die internationale Varian-
te, die ich euch nun niherbringen moch-
te.

Der IMTS ist ein sogenannter Endlos-
wettbewerb fiir Liebhaber des Probleml-
sens. In jeder Runde werden fiinf Aufga-
ben vorgestellt, bei der je geloster Fra-
gestellung bis zu fiinf Punkte eingeheimst
werden konnen. Die einzelnen Runden

flecht von Problemlosern sind iert. Die erft ichs

kniipfen zu konnen. Jeder Teilnehmer | unter allen Teilnehmern an vier aufein-
darf vom behaglichen Sofa aus | ander Runden gewi Prei-
den Reiz des Neuen und den Prickel in- | se (Biicher, Abos mathematischer Zeit-
ternationaler Wettbewer dreer- | schriften, Urkunden). Nach Abschluf je-
leben. der Runde erhalten alle Teilnehmer eine

Sucht ihr also ein fremdes Abenteuer,
dann tretet ein in das unbekannte Land
IMTS und seid nicht bange, wenn dort in
einer anderen Zunge geredet wird. Die
Aufgabentexte sind in englischer Sprache
abgefaBt; doch sollten Schiiler ab der 8.
Jahrgangsstufe damit gut zurechtkom-

Vignetten aus der Zeitschrift M & 1Q

dung: Der International Mathematical
Talent Search (IMTS).

Dahinter verbirgt sich der eigenwillige
Versuch, weltweit mathematische Bega-
bungen einmal auf ganz andere Weise zu
finden, nimlich ohne den iiblichen Drill
und den andauernden Priifungsstre. Ver-
kiirzt 148t sich dies auf die Forderung

men kénnen. Englisch ist nun einmal die
fiihrende Sprache in Wirtschaft, Wissen-
schaft und Forschung. Es kann nur von
Vorteil sein, moglichst friih die interna-
tionale Umgangssprache einzuiiben.

Willkommen beim internationalen
Mathe-M

bringen: Macht F zum Natio-
nalsport fiir Mathe-Begeisterte! In beina-
he allen Mathematik-Wettbewerben miis-
sen zu viele Probleme in viel zu kurzer
Zeit an einem unbehaglichen Ort geldst
werden. Solche Wettkampfbedingungen
sind beim IMTS Nebensache: Mitmachen
allein geniigt schon! Aus diesem Grund
gibt es auch keine offizielle oder inoffizi-
elle Rangliste. Jeder Teilnehmer darf sich
als (heimlicher) Sieger fiihlen. Die Orga-
nisatoren hoffen aber dennoch, auf die-
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Kopie mit der Bewertung ihrer einge-
reichten Losungen. Dazu gibt es noch in
loser Folge das Newsletter zur USAMTS,
mit Tabellen zum Vergleich und allge-
meinen Informationen fiir Schiiler der Se-
kundarstufe I1.

Getragen wird der IMTS von der wahr-
lich internationalen Schiilerzeitschrift
Mathematics & Informatics Quarterly.
Sie erscheint viermal im Jahr und richtet
sich besonders an Schiiler und Lehrer, die
sich in Zirkeln mit Mathematik oder In-
formatik beschiftigen, die Mathema-
tikwettbewerbe leiten oder an ihnen teil-
nehmen. Der Neuling unter den Schiiler-
magazinen (erstmals erschienen im Fe-
bruar 1992) kommt in englischer Sprach
heraus und kostet im Abonnement fiir
Schiiler im Jahr nur 12 US-Dollar (Son-
stige 18 Dollar). M & IQ ist das wohl er-
ste Magazin, das nicht eine spezielle na-
tionale Leserschaft bedient, sondern sich
seine Leser rund um den Globus zusam-
mensucht.

Jede weitere Ausgabe von M & 1Q bringt
fiinf ebenfalls neue Probleme mit unter-
schiedlichem Schwierigkeitsgrad fiir
Schiiler ab Jahrgangsstufe 8. Interessen-
ten konnen ihre Losungen zu den unten
abgedruckten Aufgaben (in deutsch) an
folgende Adresse zur Bewertung ein-
schicken: Herrn Dieter Bennewitz,
Plankenweg 16, 56070 Koblenz.

Ich mochte euch nun willk
heiBen, zusammen mit Schiilern aus den
USA., Bulgarien, Ungarn, Lettland, Litau-
en oder Singapur, zur mittlerweile schon
8. Runde des IMTS. Die Idee dazu hatten
mehrere Hochschulprofessoren und Ma-
thelehrer aus den USA. Der amerikani-
sche Mathematical Talent Search
(USAMTS) hat allein im Jahr 1992 iiber
1100 Neugierige aus Ubersee angezogen.

4/93

Herr B itz ist am Ko-
blenzer Max-von-Laue-Gymnasium und
der deutsche Statthalter im internationa-
len Gutachtergremium des IMTS. Er ver-
schickt auf Anfrage die Probleme der je-
weils letzten Runde. Die Losungen sind
bis spitestens 6 Wochen nach Erhalt
der Aufgaben an obige Adresse einzu-
senden. Legt jeder Einsendung ein Deck-
blatt bei, auf dem ihr Name, Anschrift,
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Klassenstufe, Schule und den Namen eu-
res Mathelehrers vermerkt. Alle Losun-
gen miissen vollstindig ausgearbeitet
und leserlich geschrieben sein.

Mathe macht mobil

Teilnehmer an diesem Wettbewerb kon-
nen sich riithmen, zu einer besonderen
Gattung von Problemlsern zu gehdren.
Sie messen sich mit Gleichgesinnten aus
aller Welt jeweils an denselben Proble-
men. Spitere Musterlosungen zu den
Aufgaben erlauben eine personliche Ein-
schiitzung eigener Fortschritte durch
selbstidndige Vergleiche — und so lernt
man voneinander. Auch bei dem vergeb-
lichen Versuch eine Fragestellung zu 16-
sen, gelangt man oftmals zu bemerkens-
werten Einsichten. Die Organisatoren des
IMTS bemiihen sich iibrigens auch um ei-
ne Unterstiitzung durch die UNESCO, ei-
ner Unterorganisation der Vereinten Na-
tionen. Die UNESCO fordert die Zusam-
menarbeit ihrer Mitgliedsstaaten auf den
Gebieten der Erziehung, Wissenschaft
und Kultur. Zur Verbesserung der Le-
bensbedingungen auf der Erde geniigt es
nimlich nicht, ausschlieBlich Nahrung
und Medikamente bereitzustellen. Beides
gehort zu einer gesunden korperlichen
Entwicklung dazu. Die Fortentwicklung
des gesamten Menschen erfordert aber
auch eine Stéirkung seiner geistigen Anla-
gen durch Geistesnahrung — neben
Biichern satt zur passiven Auseinander-
setzung mit angehiduftem Wissen auch

i lehren /Heft 59

Angebote wie IMTS, die Neugierige zur
Betitigung in unbekanntes, zerkliiftetes
Gelidnde locken sollen.

So, nun habe ich euch lange auf die Fol-
ter gespannt. Hier sind die fiinf Aufgaben
aus der jiingsten Runde 8. Problem Num-
mer 1 kénnt ihr im Original lesen, die
iibrigen Aufgabentexte habe ich durch
Ubersetzung (hoffentlich) etwas ent-
schirft.

IMTS Probleme — Runde 8

Problem 1/8
Prove that there is no triangle whose alti-
tudes are of length 4, 7, and 10 units.

Problem 2/8

Es sei x eine reelle Zahl, 0 <x < 1. Die ne-
benstehende Figur zeigt eine Zerlegung
des Einheitsquadrates in sieben édhnliche
rechtwinklige Dreiecke in Abhiingigkeit
von X.

Es ergibt sich, daB dieses x Losung eines
normierten Polynoms vom Grad 5 ist. Be-
stimme dieses Polynom. (Hinweis: Eine
Polynomfunktion p(x) heifit normiert,
wenn der Koeffizient des hochsten Po-
tenzterms 1 ist. p(x) besitzt also die Dar-
stellung: p(x) = x"+a"_‘x""+..,+a’x+a“ mit
ae R.)

Problem 3/8

i) Ist es moglich, die Zahlen 1, 2, 3,...9 in
a(1),a(2),a(3), ..., a(9) soumzubenennen,
daB alle Betriige la(1)-11,la(2)-2I, la(3)-3l,
... 1a(9)-9! verschiedene Werte anneh-
men?

Beweise die Vermutung!

ii) Wiederhole i) fiir die Zahlen 1,2, 3, ...,
9, 10.

alpha -

Problem 4/8

Anita, Bob und Carol laufen gegeneinan-
der.

Erhélt Bob in einem 50-Meter-Rennen
von Anita einen Vorsprung von maximal
4 Metern zugestanden, holt sie ihn trotz-
dem noch auf der Ziellinie ein. Gewiihrt
dagegen Bob seiner Gegnerin Carol iiber
200 Meter einen Vorsprung von héch-
stens 15 Metern, hat Bob sie dennoch am
Ende des Rennens eingeholt.

Die drei Léufer sollen sich mit unterein-
ander verschiedener aber sonst gleich-
bleibender Geschwindigkeit fortbewe-
gen.

Wie viele Meter Vorsprung kann Anita
ihrer Mitlduferin Carol in einem 1000-
Meter-R hé s da-
mit beide dennoch gleichzeitig ins Ziel
kommen?

Problem 5/8
Gegeben sind die reellen Zahlen a, b, x
und y sowie das Gleichungssystem

a+b =23 (1)
ax+by = 79 (2)
a’+by’ =217 (3)
ax‘+by“ =691 (4)

Berechne den Wert des Terms ax* + by”‘.
StR Paul Jainta, Schwabach
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32.

Mathematik-

Olympiade, 4. Stufe

2.

Information iiber die Mathematik-
Olympiaden in Deutschland

Die Mathematik-Olympiaden sind ein
mehrstufiger Wettbewerb, der zur Forde-
rung mathematisch interessierter Schiile-
rinnen und Schiiler von Klasse 5 an ge-
nutzt werden kann. Das Angebot dieses
Wettbewerbs wird getragen von einer In-
inschaft in der D

Deutschland-Olympiade

-5.5. 1993 in Magdeburg

Wettbewerb ausgerichtet werden, zu dem
Schiiler aus diesem Bundesland eingela-
den werden.

4. Stufe (Deutschland-Olympiade)

Mai 1994; aus dem Land Sachsen-Anhalt
wurde das Interesse angekiindigt, (ebenso
wie im Jahr 1993) nach Magdeburg ein-
zuladen.

Zu diesem werden von einem

Mathematiker-Vereinigung (DMV) und
im Deutschen Verein zur Forderung de<

Bundesland Schiiler ab Klasse 8 aus allen
Bundulandem eingeladen. Dabel ist (in

hen und natur
chen Unterrichts (MNU). Die Olympia-
den bieten eine Mdglichkeit, anderen

der vom Ei er An-
zahl) an die Entsendung von Schiilern
nach MaBgabe ihres Interesses und ihrer

Forderungcfon'nen (Arbei i -
ten, Schiil , Kor denz-
zirkeln, dem Bundeswenbewerb Mathe-
matik usw.) in gegenseitiger Stiitzung zur
Seite zu treten. Die Aufgabenserien sind
in folgender Weise aufgebaut:

1. Stufe zu Beginn eines Schuljahres

Die Aufgaben dieser Stufe werden an die
Schulen versandt. Sie konnen z. B. von al-
len Schiilern zu Hause gelost werden (ein-
zeln oder in Gruppen, auch in Betreuung
eines Lehrers oder in zwanglos angesetz-
ten Grtlichen Wettbewerben); sie sind auf

pen hen Fiihi
gedacht, also nicht an Voraussetzungen
formaler Art (z. B. nicht an ein obligatori-
sches Durchlaufen der ersten drei Stufen).
Die konkrete Gestal einer Beteili

Mitarbeitern der Olympiade verfaBten)
Aufgaben- und Losungstexte sowie deren
Versand tibernimmt.

Dr. Ludwig Stammler

Aufgaben
Olympiadeklassen 9 und 10

321041

Gibt es in einer Ebene mit einem x, y-Ko-
ordinatensystem eine Kreislinie, die kei-
nen Punkt hat, fiir den beide Koordinaten
rationale Zahlen sind?

321042

Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 denke man
sich in

P )= +x+1)

auf der rechten Seite durch geniigend
hiufiges Ausmultiplizieren alle Klam-
mern beseitigt und den entstehenden Aus-
druck nach Potenzen von x geordnet, so
daB in dem (so geschriebenen) Polynom
jede Potenz von x genau einen Koeffizi-
enten erhiilt (eine Zahl, die als Faktor bei
dieser Potenz steht).

a) Beweisen Sie, daB fiir jede natiirliche
Zahln> 1 gilt: Bei dieser Darstellung von
p, (x) sind mindestens drei Koeffizienten

Geiad

an den M. ik-Olympiaden kann

sich somit den unterschiedlichen Schul-
formen und einem jeweils insgesamt oder
regional angestrebten Vorgehen zur For-
derung interessierter Schiiler anpassen.
Inhaltlich sind die Aufgaben mit den ma-
thematischen Anfordcrun"en der jeweili-
gen K bgesti Sie regen

b) B Sie, daB es llich viele
natiirliche Zahlen n gibt, fiir die gilt: Bei
dieser Darstellung von P, (x) sind genau
drei Koeffizienten ungerade.

Von den nachstehenden Aufgaben
320]41/\ und 321043B ist genau eine
und zu Idsen:

zugleich an, diesen Schulstoff mit geisti-

leichte Zugiinglichkeit hin k t, ent-
halten auch Anregungen zu weiterer ma-
thematischer Beschiftigung und bieten ei-
nen ersten Einblick in die Gestaltung von
Wettbewerbsaufgaben. Zugleich mit den
Aufgaben erhalten die Schulen auch aus-
gearbeitete Losungstexte.

2. Stufe (10. November 1993)

Diese Aufgaben konnen zu einem regio-
nalen Klausurwettbewerb genutzt wer-
den, den benachbarte Schulen z. B. eines
Kreises austragen konnen. Die Losungs-
texte sind daher zu Vergleichszwecken
auch mit Vorschligen fiir die Vergabe
von Punktzahlen (fiir ganz oder teilweise
richtig geloste Aufgaben) versehen.

3. Stufe (5./6. Februar 1994)
Mit diesen Aufgaben kann in jedem Bun-
desland, das daran i iert ist, ein

ger B it und Ausdauer zu nut-
zen und sich um eine korrekte und sorg-
filtige Ausdrucksweise zu bemiihen.

Es werden Adressen in den einzelnen
Bundeslindern zusammengestellt, bei de-
nen dann Informationen iiber die Gestal-
tung des Wettbewerbs in dem betreffen-
den Bundesland erfragt werden konnen.
Insbesondere werden dort auch Aufga-
benserien — speziell nur 3. und 4. Stufe,
die zuniichst an diese Adressen gehen —,
anzufordern sein. Vorliufig kann beim
Autor dieser Beschreibung nach Informa-
tionen gefragt werden, z. B. auch iiber
mogliche Mitwirkung bei der Erarbeitung
von Aufgaben. (Uber Redaktion alpha,
PSF 129, 04001 Leipzig).

Fiir das Schuljahr 1993/94 (die 33. Ma-

321043A

Zeigen Sie, daB es ein ebenes Vieleck

B P P.. P P gibt, fiir das folgende Aus-

mgen ge][en

(1) Die Randlinie des Vielecks hat keine

Selbstuberschneu:iunt7 d. h.: AuBer den
Eckpunkten i -

folgender Seiten P P, P | P;PP. P P

P P P P P S P p P P P

glbl cs keme "gemelnﬂmcn Punlcte vonir-

gend zwei Seiten.

(2) Es gibt zwei aufeinanderfolgende

Ecken P P o (2 < k < n-1), fiir die Fol-

gendes yh

(2.1) Bei einer geeigneten Drehung um P

geht der Slretkenzug P B P P in den

Streckenzug P P .  iiber.

(2.2) Bei der f’unktqplewalung an einem

thematik-Olympiade) wurde inbart,
daB der Schroedel Schulbuchverlag die

30 alpha -

drucktechnische Herstellung der (von

4/93

Punkt Q wird der Streckenzug
PP ..PP_aufsichselbst (inumgekehr-
ter DurchL\ufunL also auf den Strecken-
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ugP P ..PP)abgebildet.
Als Losung genugl eine Zeichnung, an
der diese Aussagen geniigend genau zu
i sind. Eine Beschreib oder
Begriindung wird nicht verlangt. (Frei-
lich konnen Sie genaues Zeichen auch
durch - dann liickenlos zu gebende —
Konstruktionsbeschreibung ersetzen.)

321043B

Man ermittle alle diejenigen ganzen Zah-
len a, b, fiir die sich bei Division des Po-
lynoms f(x) = x* + 2ax’ + 2x* + x — 2 durch
das Polynom g(x) = X’ + ax + b erweist,
da ohne Rest ein Polynom h(x) entsteht
(mit dem also fiir jede Zahl x, fiir die
g(x) # 0 ist, die Gleichung f(x) : g(x) =
h(x) gilt).

321044
Jemand stellt durch Ausrechnen genii-
gend vieler Ziffern der Zahlen 2" fiir alle
natiirlichen Zahlen n =10, 11, 12,..., 108,
109 fest:
(*) Als Zifferngruppe der letzten drei Zif-
fern (Hunderter-, Zehner- und Einerzif-
fer) tritt bei keiner der Zahlen 2" mit
n=11,12..., 108, 109 die Zifferngruppe
024 auf, die bei 2 = 1024 auftritt.
Danach hat er die einzelnen Ziffern von
Zahlen 2" aus seinen Aufzeichnungen
(und, soweit er sie sich gemerkt hatte,
auch aus seinem Gediichtnis) verloren.
Nur die Feststellung (*) ist ihm noch be-
kannt. Nun wird folgende Frage gestellt:
(**) Gibt es unter den Zahlen 2" (n =11,
12,..., 108, 109) zwei, die in der Ziffern-
gruppe der letzten drei Ziffern miteinan-
der iibereinstimmen?
Beweisen Sie, daB die Frage (**) mit,
.Nein* zu beantworten ist, wenn man die
Feststellung (*) zur Verfiigung hat, je-
doch ohne daB man zur Begriindung doch
noch die Zifferngruppe der letzen drei
Ziffern aller einzelnen Zahlen 2n (n=11,
2...., 108, 109) wieder berechnen miifite!

321045

In Abb. A 321045 wird ein Stadtteil skiz-
ziert; die Linien stellen die StraBen dar.
Robert wihlt fiir seinen Weg von der
Schule S nach Hause H an jedem Schul-
tag einen der moglichst kurzen Wege.
Kommt er an die Ecke E, so kauft er sich
ein Eis. Auf die Bitte, dies moge nicht zu
oft vorkommen, vereinbart er, an jeder
(fiir moglichst kurze Wege) moglichen
Abzweigung durch Zufall zu entschei-
den, welche der zwei zu wihlenden Rich-
tungen er einschliigt, d. h. so, daB jede
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dieser zwei Richtungen, unabhingig von
vorher getroffenen Entscheidungen, im
Durchschnitt gleich oft vorkommt.

Nach so langer Zeit, daB derartige Zu-
fallsaussagen sinnvoll sind, stellt sich her-
aus: Robert hat im Durchschnitt an einem
Dirittel aller Schultage ein Eis gekauft.

a) Er erklirt dazu: ,Mehr als ein Drittel
aller moglichst kurzen Wege von S nach
H fiihren iiber die Ecke E.* Trifft das zu?
b) Seine Mutter meint: ,.Dennoch miiBte
— bei Zufallsentscheidungen im verein-
barten Sinn — durchschnittlich an weniger
als einem Dirrittel aller Schultage der Weg
iiber E fiihren.* Trifft das zu?

= :

E

stens 1661 anderen dieser 1993 Punkte
durch eine der konstruierten Strecken
verbunden ist.

Man beweise, da aus diesen Vorausset-
zungen stets folgt: Unter den P gibt es 7
Punkte, von denen jeder mit jedem ande-
ren dieser 7 Punkte durch eine der kon-
struierten Strecke verbunden ist.

321244
Man beweise: Wenn reelle Zahlen a, b, ¢
das Gleichungssystema + b + ¢ =

ab+ac+bc = 1
erfiillen, so gilt

OSBSi,OSbSi,OSCSi
3 3 .

w

321245
Man ermittle die groBtmogliche Anzahl
von Dreiecken mit igen Seiten-

Oy

321046

Man beweise: Sind a, b, ¢ die Seitenliin-
gen und ist F der Flicheninhalt eines Drei-
ecks, so hat die Summe der Langen der
drei Lote, die von je einer Seil aus

lingen und mit dem Umfang 1993, unter
denen sich keine zwei untereinander kon-
gruenten Dreiecke befinden.

Von den nachstehenden Aufgaben
3212464A und 321246B ist genau eine
auszuwihlen und zu losen:

321246A

Eine Bus-Bahn-Rundreise durch n Stidte

die in der Gegenecke an den Umkreis ge-
legte Tangente geﬂ\lll werden, den Wert
o A +b% +¢?

abe
Olympiaklassen 11 - 13

321241
Von den Ecl eines

sei eine Reise, die in einer dieser Stidte
beginnt, jede andere von ihnen genau ein-
mal erreicht, dann zum Ausgangspunkt
zuriickfiihrt und insgesamt keine anderen
Verkehrsmittel als Bus oder Bahn be-
nutzt. Von n Stidien S ..., S werde vor-
ausgesetzt, daB zw1schen zwei von ihnen
genau eine (in beiden Richtungen nutzba-
re) Verbind besteht und daB diese je-

250-Ecks wurden genau 16 gelb und alle
anderen blau gefirbt.

Beweisen Sie, daB es zu jeder solchen
Firbung eine Drehung des 250-Ecks um
seinen Mittelpunkt gibt, bei der alle gel-
ben Ecken in blaue iibergehen!

321242

Man beweise, daB ein Wiirfel fiir jede
natiirliche Zahl n > 100 in genau n Wiir-
fel zerlegt werden kann.

321243

Von 1993 Punkten P ..... P, Werde vor-
ausgesetzt, daf keine drelP P P vonih-
nen (i#j, i#k, j#k) emergememsamen Ge-
raden angehéren.

Ferner sei fiir gewisse Paare (i, j) mit
121i<j21993 jeweils die Strecke PP
konstruiert; dabei werde vorausgesﬂ‘zl{
daB jeder der 1993 Punkte P. mit minde-

weils nur entweder eine Bus- oder eine
Bahnverbindung ist.
Man beweise fiir jede natiirliche Zahl
n23, daB es durch n Stidte, die diese Vor-
aussetzungen erfiillen, stets eine Bus-
Bahn-Rundreise geben muB, bei der das
Verkehrsmittel hochstens einmal ge-
wechselt wird.

321246B

Eine Funktion f erfiille folgende Voraus-
setzungen: f ist fiir alle reellen Zahlen x
definiert und stetig, alle Funktionswerte
f(x) sind reelle Zahlen, und fiir jedes reel-
le x gilt f(f(f(x)))=x.

Man beweise: Diese Voraussetzungen
werden nur von derjenigen Funktion f er-
fiillt, die fiir alle reellen x durch f(x)=x
definiert ist.

Die Losungen senden wir Euch auf
Wunsch zu.
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Strategische Brettspiele
Battle Chess Il — Chinese Chess

Allen, die von der Aufmachung eines
Produktes auf den Inhalt riickschliefen,
macht ein Blick auf den Spielkarton deut-
lich, daB sich hinter dem martialischem
Titel BATTLE CHESS Il ein Schachpro-
gramm verbirgt. Der Untertitel verriit
dem geneigten Betrachter ferner. daf es
sich um chinesisches Schach handelt.
perten wissen. dal o i-
ches Schach mit der chinesischen Varian-
te bereits in den Spielfiguren Unterschie-
de aufweist. Auf dem Brett von BATTLE
CHESS stehen nicht Kénig. Dame oder
Turm, hier stehen Ritter, Minister und
Streitwagen — alles in feinster 3-D-Gra-
fik. wenn man es méchte.
Wenn man eine VGA-Karte besitzt,
macht man sich auf jeden Fall mit dem 3-
D-Spiel vertraut. Hat man iiber Maus
oder Tastatur einen Zug getiitigt, mar-
schiert die Figur mit Sound-Unterstiit-
zung los. Je nach Figur unterscheiden
sich die Zweikiimpfe, deren Ausgang
durch den Zug vorgegeben ist. Da im chi-
nesischen Schach Figuren doppelgesich-
tige Bedeutungen haben (Minister/Ele-
fant, Streitwagen/Drache), verwandeln

32 alpha —

sich die Figuren fiir die Kimpfe. Es
kiimpft die ..Zweitbesetzung» — und das
ist originell und gelungen. Da donnern
Kanonen, klirren Siibel. schleudern Dra-
chen geriiuschvoll Feuerkugeln. Doch
warum hat man sich mit der musischen
Untermalung nicht deutlicher an origina-
le Musik gehalten? Es kommt wohl da-
her. daB diese fernostliche Melodien fiir
unser Ohr zu ungewohnt sind.

Kampfszenen bringen es mit sich, daB
man ihrer iiberdriissig wird — entweder
aus Prinzip, oder weil es mit der Zeit zeit-
raubend wird, diese Sequenzen beim
Schlagabtausch immer wieder ansehen zu
miissen. Deswegen konnen per Menii
(F1) die allgemeinen Einstellungen ver-
idndert werden. Im 2-D-Spiel hantiert man
mit .richtigen» Spielsteinen, verzichtet
auf die Animation. Neun Schwierigkeits-
grade stehen zur Wahl. Spiclgegner kin-
nen ausgesucht werden: Ein i

bleibt ein Schachprogramm. Ob es da
bessere oder schlechtere gibt, muB3 jedem
tiberlassen bleiben, der mit Hilfe eines
Computers  Schachfiguren bewegen
mdéchte. Man mul sich nur vor Augen
halten, daB hier chinesisches Schach ge-
spielt wird, ein Spiel. daB vor allem im
heutigen Vietnam zu einem Volkssport
geworden ist. Dort spielt man es biswei-
len mit lebenden Figuren im Freien. So
gesehen darf ein Computer-Schach Ani-
mationen einsetzen, wenn diese der
Spielideologie nicht entgeg, irken,
wenn diese das Spiel nicht storen. Bei
BATTLE CHESS II hat man den Vorteil,
genau diese eventuellen Storfaktoren
(nebst) Musik ausschalten zu kénnen. Im
Gesamturteil bleibt unter dem Strich:
Nicht schlecht, diese Umsetzung.

Das Zeitalter der UPDATES geht auch an
Battle Chess nicht voriiber. Inzwischen
gibt es die Version BALTTLE CHESS
4000 SVGA — mit noch mehr Farben-
pracht und noch mehr Animation.

BATTLE CHESS II - CHINESE
CHESS, Interplay 1990, VGA, diverse
Soundkarten, 640 K Ram, ) -

cher Partner oder der Computer. Fern-
schachduelle sind iiber Modemwahl
moglich. DaB man Partien speichern und
laden kann, ist selbstverstindlich.

In der Reduktion auf das Wesentliche

4/93

stiitzung, Preis: etwa 100 DM, Genre:
animiertes Strategiespiel, Ansichtsex-
emplar von Rushware, BATTLE
CHESS 4000 SVGA Preis: DM 99,95

H. Seitz

Fischer- Hafliger -Baier
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Zahlenratsel fiir Kenner

Die Beschiiftigung mit Zahlenriitseln
ist oftmals recht interessant und berei-
tet Riitselfreunden viel Freude. Wir
wollen deshalb unseren alpha-Lesern
mit diesem Beitrag eine Zahlenritsel-
art vorstellen, die weniger bekannt ist,
und fiir deren Lisung folgende Regeln
zu beachten sind:

(1) In jedes Leerfeld ist genau eine der
Ziffern 0, 1, 2, ..., 9 einzutragen.

(2) Die Null kommt weder als Einzel-
ziffer noch als Einzelergebnis vor,
sondern nur in der Darstellung
zwei- und mehrstelliger natiirlicher
Zahlen.

(3) Die Ausfiihrung der vorgeschrie-
benen Rechenoperationen in der
ersten (zweiten, dritten, usw.) waa-
gerechten Zeile ergibt dasselbe Er-
gebnis wie die Summe aus den
Zahlen der ersten (zweiten, dritten,
usw.) senkrechten Spalte.

(4) In den waagerechten Zeilen ist un-
abhiingig von der jeweiligen Re-
chenart fortlaufend, also der Reihe
nach von links nach rechts, zu
rechnen.

Wer die Losung eines solchen Zahlenriit-
sels durch Probieren finden will, wird
sehr viel Zeit bendtigen. Die fehlenden, in
die Leerfelder einzutragenden Ziffern
sind vielmehr durch das Erkennen mathe-
matischer Zusammenhiinge und durch lo-
gisches SchlieBen zu ermitteln.

Die Losung eines solchen Zahlenritsels
soll nun an einem Beispiel ausfiihrlich
dargestellt werden. Die in den Leerfel-
dern vorhandenen kleinen Buchstaben (a,
b,c.d, ..., z) sind keine Variablen im ma-
thematischen Sinne. Die alphabetische
Reihenfolge dieser Buchstaben zeigt
beim Nachvollzug des Losungsweges nur
die Reihenfolge der nacheinander einzu-
setzenden Ziffern an. Die kleinen Buch-

staben dienen also zum Ansprechen eines
Leerfeldes.

Entsprechend der Regel (3) muB die
zweite waagerechte Zeile dasselbe Er-
gebnis haben wie die Summe der Zahlen
der zweiten senkrechten Spalte, deshalb
muB in das Leerfeld a die Ziffer 9, in das
Leerfeld b die Ziffer 2 eingetragen wer-
den. Aus dem gleichen Grunde gehort in
das Leerfeld c die Ziffer 2. Wenn aber das
Leerfeld c die Ziffer 2 enthilt, dann kann
in den dariiberstehenden Leerfeldern d
und e jeweils nur die Ziffer 1 stehen. Aus
8 : f in der zweiten waagerechten Zeile
folgt, daB fiir den Buchstaben f eine der
Ziffern 1, 2. 4 oder 8 eingesetzt werden
konnte. Von diesen vier Moglichkeiten
scheiden aber die ersten drei aus: denn fiir
diese wiirde die Summe 29 in der zweiten
senkrechten Spalte nicht erreicht werden.
Esgiltalso f=8.

Nun wird ersichtlich, daf fiir g die Ziffer
1 einzusetzen ist. Denn ersetzt man in der
zweiten waagerechten Zeile den Buchsta-
ben h durch die niedrigste Ziffer Null. er-
hilt man 8 : 8 - 10 + 14 irg=2
wiirde wegen 8 : 8 - 10 + 24 = 34 das Er-
gebnis 29 bereits iiberschritten werden.
Daraus folgt weiter h = 5. In das Leerfeld
i muB eine gerade Zahl kommen: denn in
der ersten waagerechten Zeile ist 7 -i: 2
nur fiir gerade Zahlen i ausfiihrbar. Fiir i
kommt nur die Zahl 8 in Betracht; denn
schon die nichstniedrigere gerade Zahl 6
wiire zu klein, um in der zweiten senk-
rechten Spalte die Summe 29 zu errei-
chen. Aus i =8 folgt aber auchk = 8. Nun
folgt aus der ersten waagerechten Zeile
die Summe 30: es gilt 7- 8 : 2 + 2 = 30.
Die Summe der ersten senkrechten Spal-
te lautet nach Regel (3) ebenfalls 30. Dar-
aus folgt weiter n = 6. Die bisher gefun-
denen Zahlen der dritten senkrechten
Spalte ergeben bereits 29: also muf in das

Feld o die Ziffer 0 kommen. Die Summe
aus den Zahlen der dritten senkrechten
spalte betrigt somit 29. Nach Regel (3)
lautet das Ergebnis in der dritten waage-
rechten Zeile ebenfalls 29. Darauf folgt r
= 2. Die noch fehlenden Zahlen lassen
sich nun leicht bestimmen. Es gilt in die-
ser Reihenfolge t=9,u=1, 4, w=4,
s=9,x =3,y = L Die vollstindige Lo-
sung sei unten rechts angegeben.

Zum Uben fiir den interessierten Leser
wollen wir vier leichte Aufgaben dieser
Art anfiigen.

Dabei werden die kleinen Buchstaben in
den Leerfeldern weggelassen. Das macht

die Losung reizvoller. da die giinstig
Reihenfolge der zu findenden Zahlen
nicht mehr vorgegeben wird.

Weitere solcher Zahlenriitsel verdffentli-
chen wir in einem spiteren Heft.

Theodor Scholl
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Der Sonnenring

Eine Moglichkeit zur Bestimmung der Sonnenhéhe

Fiir die Hohenmessung der Gestirne
gibt es eine Reihe von Moglichkeiten.
Am bek sind der
Pendelquadrant sowie der Sextant in
der Schiffahrt. In beiden Fillen muf§
das betreffende Gestirn angepeilt wer-
den, um dessen Hohe iiber dem Hori-
zont abzulesen.

Es gibt aber noch eine weitere, wenig
bekannte Methode, mittels eines Rin-
ges die Hohe der Sonne zu bestimmen.
Dieser sogen. Haggesche Sonnenring
hat den Vorteil, ohne direkte Anpei-
lung der Sonne durch Projektion eines
kleinen Lichtfleckes deren Hohe abzu-
lesen. Die Ablesung erfolgt somit an
der Sonne abgewandten Seite, so daB
die Augen in keiner Weise gefihrdet
sind.

Zur Herstellung wird ein 20 bis 30 mm
breiter Ring aus Metall oder anderem sta-
bilen Material (Plastik, starke Pappe)
bendtigt. Eine Aufhingedse ermoglicht
eine frei drehbare Bewegung. Der Durch-
messer des Ringes ist nicht bindend, wir
gehen aus spiiter zu erlduternden Griinden
von einem 115 mm groBen Durchmesser
aus.

Auf der einen Hiilfte des Ringes wird in
einem Abstand von etwa 60 mm von der
Aufhiingedse in der Mitte der Ringbreite
ein Loch von 1 bis 1,5 mm Durchmesser
gebohrt. Es wird empfohlen, das Loch in
Richtung Sonne zu versenken, um den

Lichteinfall bei wech Sonnenhth
nicht zu behindern.

Wird der Rind an der Ose also frei aufge-
hangt und so gedreht, daB die durchbohr-
te Hilfte zur Sonne weist, dann liegt die
Innenseite der anderen Hilfte im Schat-
ten. Je nach der Sonnenhéhe sehen wir
auf der beschatteten Innenseite deutlich
den kleinen Lichtfleck.

Anfertigung der Winkelteilung

Wiihlt man fiir den lichten Durchmesser
des Sonnenrings 115 mm, so betrigt nim-
lich den Abstand von 1° genau 2 mm, das
bedeutet, daB man sich bei der Verwen-
dung von Millimeterpapier das mithsame
Auftragen der Gradeintei ersparen

verdoppelt bzw. verdreifacht werden:
230 mm a: 4 mm (0,03491°r)
345 mm a: 6 mm
Etwas problematisch ist die Bestimmung
des Punktes fiir 0°, um die Winkeleintei-
lung genau auf der Hohe der Bohrung an-
zubringen. Es wird empfohlen, den Son-
nenring an einem Stativ frei aufzuhiéingen
und mit ReiBnadel und Richtplatte eines
Feinmechanikers den Nullpunkt auf der
gegeniiberliegenden Seite der Bohrung
anzubringen.
Wer sich in der Berechnung der Mittags-
hohe (Kulminationshohe) der Sonne aus-
kennt, kann auf diese Weise die Gradzahl
festlegen und von diesem Punkt ausge-
hen.
Mit Hilfe des Haggeschen Sonnenringes
1dBt sich die Sonnenhdhe verhiltnismiBig
genau festlegen. Bei Verwendung eines
Ringes von 230 mm Durchmesser betrigt
die Ablesegenauigkeit 0,25° und ist damit
groBer als bei einem Pendelquadranten.
Neben der Ablesegenauigkeit kommt es
aber auch darauf an, auch Schiilern ein
s und leicht h Hilfs-

kann.

Aus der Abb. 2 geht hervor, daB einer
Sonnenhdhe von h® iiber dem Horizont
ein Mittelpunktswinkel von 2 h® ent-
spricht. Andert sich demnach die Hohe
der Sonne um Ah = 1°, so ergibt sich der
folgende Skalenabstand a:

2rr2°_®

a= =—-1=0,03491-r
360° 90

a = 2,007 mm (r: Radius der Innenseite

des Ringes)

Wihlt man einen gréBeren Ringdurch-
messer, wird naturgemil eine groRere
Genauigkeit erreicht. Ausgehend vom
Durchmesser mit 115 mm kann dieser

Versenkung

N/ R
f

Abb. 1

Max. Sonnenhéhe fiir Berlin
(52.5° geogr. Breite) am 21.6.: 61°

Abb. 2

fd Aufhingedse

Sonrienhche

mittel in die Hand zu geben, um Grund-
begriffe der Astronomie durch eigene Be-
obachtungen nahe zu bringen.

Arnold Zenkert

Buchhinweis

Ideen und Anregungen fiir eigene
Experimente liefert das Buch
wAstronomische Musterversuche®.

[~ Schiosser/Schmidt-Kaler |
ASTRONOMISCHE
MUSTERVERSUCHE

Sekundarstufe Il

~ Hirschgraben

34 alpha -

4/93

mathematik lehren/Heft 59 52



Losungen

Das Polizei-Abzeichen ,,California
Highway Patrol“, Seite 4

Losung:

a=771/7°B=513/7°

Zerbrechlicher Rekord, Seite 4
Losung:

An der Spitze steht ein einzelnes Glas,
darunter 3 Glser, in der dritten Schicht
von oben ein ,Glidserdreieck™ mit ,,Sei-
tenldnge™ 3 u. s, w.:

oben: ein Glas
R
4
2. Schicht:
.Dreieck” mit

.Seitenlinge” 2

3. Schicht:
.Dreieck® mit
Seitenlinge* 3

Wir fragen uns zuniichst, aus wieviel Gli-
sern ein ,Gliserdreieck™ der Seitenlinge
n besteht. Nach der bekannten Summen-
formel sind dies genau 1+2+3+...

in= (oD
y |

Glaser.

Nun haben wir aber 18 ,,Gliserdreiecke*

tibereinander, so daB sich fiir die Gesamt-

zahl die folgende Formel ergibt:
Sne(n+l) 1%y
32O DY
n= n=i

Nutzt man die Summenformel

5 2N'4+3N7+N

l[2-13‘+3-1s’+18+ ]8»(18+1)]

6 2

=1140 Ralf Lae
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3,844 - 105km

Mond

2

1,738 - 103 km

Erde

Himmelskorper
mit Radius R

200 km

Vorsorgesparen
Losungen:

1. Aufgabe:
a)
K|=|2R+R-IL

)

Bp
00

v”—b-lZR+R

=I2R+R- 2
100
Wegen p =5 und R750 DM gilt

K, =600 DM +$DM =616,25DM
b) Mit q = 1+ 2= gilt
100

Ky =K, q"+K,- " +..+K,-¢' +
K, +Py
=Ky (" +q" +..+q' +1)+Py

(3.844- 0,06370) - 105 km = 3,780 - 105 km

6370 km

Abb. zur Losung
s Zeitungsente*

gilt fiir das Guthaben K., auf dem Son-
dersparbuch nach der Laufzeit von 20
Jahren:

Ko =Koy (0. +0.% +..+q.! +1)

[600+13p‘j»( q."” +q.'8 +...

20 _

+a. +1)= [600+13p’)»q—1DM
4 q.—1

K.,, wichst, da 600+1?TP und

q."+q."%+...q,'+1 beide streng monoton
mit p, wachsen, ebenfalls streng monoton
mit p..

Mit der fiir K., angegebenen Formel er-
gibt sich
P.

Koy
=K,
q-1 685  25096,00 DM
Mit K, =616.25 DM und 690 2523971 DM
Pyyi= 40 12R-20=96R = 96.50 DM -aut Tabelle.und gemiB der Losung der
100 1. Aufgabe gilt also p,=6,9.
5 W
undq=1+ 100 = 1,05 ergibt sich Lisung zu ,, Zeitungsente®:
20 _ 4n
K50=6|6_25DM,1.05*1 m-=-(1,738:10° km) By
2 0,05 F=

+4800 DM = 616,25 DM -33,065954
+4800 DM 5

=20376,89 DM + 4800 DM = My R8y
25176.89 DM = 25177 DM B=G (200 km)’®
2. Aufgabe: Mit q. = l+lL‘ und K., = AufF, =F, folgt

3 9 3 3
12R+R13p‘ —(6000+'3"‘ )DM Logelocke R
3,780% 10" km® ~ 4-10* -km’
alpha - 4/93 35




und weiter
M 3
[ 3.
Royh738 z4
\ 3,780

-10 km = 11,4 km.

Losung zu Mathematisches Puzzle 1:

VAVAVAVAVAN
(NENINNININ

TAVAVAVS

Losung zu Mathematisches Puzzle 2:

Losungen zu ,,Drehspiegelung*

zu 3. Jede der beiden Ebenen, die drei C-
Atome und ein (und damit genau zwei) H-
Atome enthilt, ist eine Symmetrieebene
des Allen-Molekiils. Damit gibt es zwei
Eb iegel als Decl

gen. Hinzu kommen die Drehung mit 180°
um die Schnittgeraden der Ebene mit die-
sen beiden Ebenen. Das Allen-Molekiil
hat also insgesamt 8 Deckabbildungen.
zu 5. Jede Verbindungsgerade der Mittel-
punkte zweier gegeniiberliegender Kan-
ten des regelmiBigen Tetraeders ist Ach-
se von genau zwei Drehspiegelungen, die

36
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Deckabbildung sind. Die mogliche Ein-
bettung des reguliiren Tetraeders in einen
Wiirfel erleichtert diese Einsicht ganz er-
heblich (siehe Abb.). Es gibt demnach 6
derartige Drehspiegelungen.

Losung zu Zahlenriitsel

1) 81+8+10=99; 9+9+2=20;
11+3+3=17; 99+20+17=136
2) 21+49+14=84; 3+7+4=14;
1242+21=35; 84+14+35=133
3) 42+4+8=54; T+8+27=42;
9+10+8=27; 54+42427=123
4) 56+35+7=98; 8+7+10=25;
14+20+18=52; 98+25+52=175

Losung zu Circles with a common
centre

Die Differenz ist in beiden Fillen gleich.
Hat der Innenkreis den Radius R, so be-
tréigt sein Umfang 2nR. Der groBere kon-
zentrische Kreis hat den Umfang
2n(R+1). Die Differenz ist dann
2n(R+1)- 2nR = 27R + 21 — 21R = 27,
Damit ist,die Differenz unabhiingig von
der KreisgroBe stets 2m.

Losung von Pair, impair

a: 12949 b: 987-42
516 3948
1161 1974
6321 41454

Lisung zu Quant

Eine wahre Aussage 1Bt sich durch Um-
stellung von genau einer Eins nicht errei-
chen. Ebenso ist diese durch anderes An-
ordnen von genau einer Null nicht zu
schaffen. Es bleibt somit nur eine andere
Stellung der Zwei: 101 - 10*=1

Losung zu 2 in 1
1) 1. Df8 D:f8/Dg8/D:g7+/D:h7
2. g:f8D(L)/h:g8S/D:g7/g8S matt.

Losung zu “Mode und Mathematik”

1.Fiir die Bundlinge b gilt die Proportion:
b: 63 cm=360°: (60 + 5°)
Wenn 70+ 5° = 360° sind, ist o = 50° und
360”63 cm
b=
305
Der Bund muB 75 c¢m lang werden.

2. 2m-3@:65 cm
360

=74,361 cm

r=12211cm

Der Taillenkreis wird mit dem aufgerun-
deten Radius 13 cm gezeichnet.

3.Der gesuchte Winkel betriigt 3 o + 2,5°,
also 152,5°.

4.Nennen wir den Saumpunkt in der hin-
teren Mitte H, den in der vorderen Mitte
V., und den Taillenkreismittelpunkt M,
dann sind im Dreieck HMV zwei Seiten
und der eingeschlossene Winkel bekannt,
HM ist Symmetrieachse des Rockes, also
liegt auch der Saumkreismittelpunkt auf
dieser Geraden. HV ist Sehne im Saum-
kreis. Die Mittelsenkrechte auf der Sehne
schneidet HM im Mittelpunkt dieses
Kreises.

3,

6.Die Abbildung zeigt eine Moglichkeit,
den Schnitt auf den Stoff zu legen. Weil
der Bund nicht in einem Stiick iibrigbleibt,
hat Hella sich ausgerechnet, wie lang die
drei Teile des Bundes sein miissen, wenn
die Bundnihte auf die Seitenniihte treffen
sollen. Das mittlere Bundteil, das an die
drei hinteren Rockbahnen geniiht wird,
schneidet Hella nur aus einer Stofflage zu,
die beidseiti i
aber, die an je zwei Vorderbahnen geniiht
werden, schneidet sie aus doppeltem Stoff.

Stoffbruch

hintere Mitte — Stoffbruch

seitliche
hintere
Rockbahn

< wg ——

‘Webekante

7.Bei einer Stoffbreite von 1,50 m kommt
Hella mit 1,70 m aus, kauft aber sicher-
heitshalber 1,80 m.
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