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1 Unsere Mathematikaufgabe

Die "Wissenschaft und Fortschritt” war eine populérwissenschaftliche Zeitschrift fiir Naturwis-
senschaften und Mathematik des Zentralrates der Freien Deutschen Jugend und spéter der Aka-
demie der Wissenschaften der DDR von Mai 1951 bis Dezember 1990.

Die Zeitschrift beinhaltete in jeder Ausgabe mehrere Aufsidtze und Artikel, Buchbesprechungen
wissenschaftlicher und auch populdrwissenschaftlicher Literatur, aktuelle Kurzmeldungen aus
der Wissenschaft und weitere mathematisch-naturwissenschaftliche Beitrage. Als Autoren wur-
den namhafte Wissenschaftler der DDR und anderer Linder gewonnen.

Ab der Ausgabe von Mérz 1961 enthielt die Zeitschrift jeweils drei bzw. zwei anspruchsvolle
Mathematikaufgaben. In nachfolgenden Heften wurden Losungen verdffentlicht.
Ausziige aus dem Vorwort zu "Unsere Mathematikaufgabe” im Heft Mérz 1961:

"Liebe Leser!

An dieser Stelle werden Sie in Zukunft mathematische Aufgaben und Probleme finden, die Thnen
als Material fiir eine "mathematische Freizeitgestaltung” dienen sollen. Wir wollen Thnen Gele-
genheit geben, Thre mathematischen Féhigkeiten, Ihr logisches Denkvermogen selbst zu priifen
und zu entwickeln. Die Aufgaben sollen den Prinzipien mathematischer Olympiaden entspre-
chen: Nicht das Gedéchtnis soll gepriift werden, sondern die Fahigkeit, sich selbsténdig in ein
mathematisches Problem einzuarbeiten. ...

Wir bitten ... unsere Leser, uns selbstverfasste Aufgaben und Problemstellungen sowie Ideen
einschliefllich Losungen zur Verfiigung zu stellen. ...

Dariiber hinaus bitte wir alle Leser, uns durch Anregungen, Hinweise und Berichte tiber aufler-
unterrichtliche Arbeit auf mathematischem Gebiet zu unterstiitzen.”(Red.)

Nachfolgend werden alle in den 30 Jahren von 1961 bis 1990 veroffentlichten 982 Aufgaben und
deren Losungen bereitgestellt.

Die Autoren der Aufgaben und Losungen werden am Ende des Textes aufgelistet. In spéteren
Heften der Zeitschrift wurden weitere eingesandte Loésungsvorschlage der Leser veroffentlicht.
Einige dieser Losungen enthélt auch diese Aufgabensammlung.

Hinweise auf evtl. vorhandene Fehler sind gern willkommen.

EMail-Adresse: kontakt@mathematikalpha.de

Steffen Polster, 2020

Dieses Werk ist lizenziert unter einer |Creative Commons “Namens-
nennung — Nicht-kommerziell — Weitergabe unter gleichen Bedingun- @ ® @ @

gen 3.0 Deutschland”| Lizenz.

Hinweis:

2016 wurde von "Wurzel e.v.” eine Begleitschrift zur Bundesrunde der 55. Mathematik-Olympiade
in Jena herausgegeben.

Das Buch enthélt ausgewéhlte Aufgaben mit Losungen, die in der Zeitschrift "Wissenschaft und
Fortschritt” (WiFo) veroffentlicht wurden. Das Buch ist keine reine Wiedergabe der Aufgaben
und Lésungen, sondern vermittelt an Beispielaufgaben allgemeine Losungsstrategien und auch
zusitzlich wertvolle Hinweise zum Bearbeiten entsprechender Aufgaben.

siehe http://www.wurzel.org/zeitschrift/buecher.php?artikel=2016-250
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2.1 Aufgaben und Lésungen 1961

2 Aufgaben und Losungen
2.1 Aufgaben und Losungen 1961
Aufgabe 1/61

Bestimme alle dreiziffrigen Zahlen, die, durch 11 geteilt, eine Zahl ergeben, die gleich ist der
Summe der Quadrate der Ziffern der urspriinglichen Zahl!

Eine Zahl z = a,10" + a,_110"1 + ... + a210% + a1 - 10 + ag ist durch 11 teilbar, wenn die
alternierende Quersumme ag — aj + ag — +... + (—1)"a,, = 0 oder durch 11 teilbar ist.

Fiir dreiziffrige durch 11 teilbare Zahlen, die in der Form z = 100a + 10b 4 ¢ dargestellt seien,
wobei a, b und c einziffrige Zahlen sind, gilt also, dass ¢ — b+ a = 0 oder eine durch 11 teilbare
Zahl sein muss, d.h.

a—b+c=0 (1) oder a—b+c=11 (2)

(weitere Falle; etwa a — b+ ¢ = 22; sind nicht moglich, da das Maximum von a — b+ ¢ < 22 sein
muss). Die Ziffern der gesuchten Zahl missen der Gleichung geniigen

100a + 10b + ¢ = 11(a®> + b* + %) (3)
Fall 1: b = a + ¢ in (3) eingesetzt, ergibt
100a + 10a + 10c + ¢ = 11(2a* + 2ac + 2¢?) — 10a + ¢ = 2(a® + ac + )

10a + ¢ muss also gerade sein, also auch c. Und weiter

5—c 1
a2+(c—5)a+02—g:0—>a1;2: Ci§\/25—86—362

2

Folgende Félle miissen untersucht werden (gerades ¢): ¢ =0,¢ =2,¢c =4,c=6,c=8:
c=0:a12= % + % mit a; = 5 und ag = 0 (unbrauchbar) ; ¢ > 2: Wurzel imaginir
Also Fall 1: ¢ =0,a = 5,b = 5, eine gesuchte Zahl 550

Fall 2: b =a+ ¢ — 11 in (3) eingesetzt, ergibt
100a+410a+10c—100+c = 11(a*+ (a+c—11)*+c*) = 10a+c = 131+2(a*+c* +ac—11a—11c)

c muss also ungerade sein. Und weiter

131 23 16 — 1
a2+(c—16)a+c27—7620—>a1;2: 615\/140—302—6

Zu untersuchende Félle (ungerades ¢): ¢ =1,c=3,¢=5,¢=7,c=09:
c = 1: a keine natirliche Zahl

¢=3:a; =8 und ay = 5 (unbrauchbar, da dann b < 0)

¢ > 5: Wurzel imaginér

Also Fall 2: ¢ =3,a = 8,b = 0, zweite gesuchte Zahl 803

Aufgabe 2/61
Fiir welche Werte der Verdnderlichen x besteht die Ungleichung

42

(1 -1+ 22)

5 <2zx+9 (1)




2.1 Aufgaben und Lésungen 1961

x muss folgenden Bedingungen geniigen, damit (1) erfiillt ist:
42
(1 -1+ 22)

1) z> —%, da sonst die Wurzel imaginédr wére. Fiir komplexe Zahlen ist keine Ordnungsrelation
bekannt.

2) x # 0, da die Funktion f(x) = #;90)2 auf der linken Seite fiir x = 0 nicht erklart ist. Sie
hat an dieser Stelle eine hebbare Unstetigkeit.
3) Weiterhin folgt aus

472 B 472 (1+\/1—|—2x)2 B - 2 .
(1—vit2n)® (1—\/@)2(1+m)2_(1+'1+2> <y

2142z < 7und z < %5.
Die Ungleichung (1) besteht fiir alle z, die der Bedingung —% <z< % geniigen, mit Ausnahme
von x = 0.

5 <2x+9 (1)

Aufgabe 3/61

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC, dessen Hypotenuse BC' in n gleiche Teile geteilt
wird (n eine ungerade Zahl).

Ist o der Winkel, unter dem die Teilstrecke, die den Mittelpunkt der Hypotenuse enthalt,
von A aus gesehen wird, h die Hohe und a die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks, so
zeige, dass

, 4dnh
ano = ————
(n?—1)a
Groflen: DE = 2 HD = x; {DAE = o; {HAD = 3 A
Behauptung: tan o = (nﬁﬁ’i)a

Beweis: Es gilt tan f = ¢ und 2 = htan 3 (1). Dann ist

a h
tana—i—ﬂ:x_}:” und xzhtm&oz—k,@’—g (2)
n
Aus (1) und (2) folgt: htana + 3 — & = tan 3. Nach 8
Umformung wird B a I DME C

a

tan o =
nh + atan «a + nhtan? 8

(3)

Da tan § = ¥ ist, gilt tana = WM (4). Nach dem Hohensatz wird

B2 n—1 a n—1 a a _a2 a? ax 9
e Uty ) T T T

Aus der Gleichung (3) erhélt man durch Einsetzen von (4) abschliefend
ah 4dnh

tana = =

2 2
o — & —ax — nx? + ax 4 na? (n?2—1)a

Aufgabe 4/61

Konstruiere ein Dreieck ABC, wenn h,, hy und s, bekannt sind.

h, ist die auf der Seite a errichtete Hohe, hy die auf der Seite b und s, ist die Seitenhalbierende
der Seite a.
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B H M C

Analysis: Es gilt MD || BE,BM = CM,MD = $BE = }h, da CB: CM = 2.1 = BE :
MD = hy, : MD, damit MD = $hy)

Konstruktion:

Aus hg,s, und einem rechten Winkel konstruiert man das Dreieck AHM bzw. AHM'.

Uber AM = s, wird der Thaleskreis konstruiert und um M ein Kreis mit dem Radius %hb
geschlagen. Die Schnittpunkte dieser beiden Kreise seien D und D’. Die Punkte A und D bzw.
A und D’ werden verbunden und die Strecken AD bzw. AD’ {iber ihre Endpunkte hinaus zu
Geraden verldngert.

Die Strecke HM wird ebenfalls {iber ihre Eckpunkte hinaus verldngert. Die Verldngerung von
AD bzw. AD' schneidet die Verlingerung um HM in C bzw. C’. Der um M mit dem Radius
MC bzw. MC' gezeichnete Kreis schneidet die Verliangerung von HM in B und B’. Die Dreiecke
A ABC und A AB'C’ geniigen den geforderten Bedingungen.

Wenn man vom A AHM' ausgeht iiber AM’ den Thaleskreis zeichnet, kann man analoge
Konstruktionen durchfithren und erhilt zwei Dreiecke, die auch den geforderten Bedingungen
geniigen.

Beweis: AH = hg; AM = s, bzw. AM’' = s, (nach Konstruktion)

MD = MD' = Lh, (nach Konstruktion)

AMDA = KM D'A = 1R (nach Konstruktion)

MC = MB,MC" = MB’ (nach Konstruktion)

Man fillt noch von B auf die Verldngerung von AD und von B’ auf AD’ das Lot und erhilt die
Punkte F und E'. Es gilt: BE L AC, B'E’ 1. AC' (Héhen auf b). Es gilt weiterhin

BC:MC=2:1 und BC:MC=BFE:MD Dbzw. fir die Punkte B’,C’ .M’ E’

Damit folgt BE = hy, bzw. B'E’ = h;. Die Dreiecke A ABC und A A’B’'C’ sind die geforderten
Dreiecke.
Determination: Die Konstruktion ist moéglich, wenn s, = h, und hy < 2s,.

Aufgabe 5/61
Gegeben ist der Wiirfel ABCDA'B'C'D’.

a) Bestimme den geometrischen Ort der Mittelpunkte der Strecke XV, wobei X ein belie-
biger Punkt der Strecke AC und V ein beliebiger Punkt der Strecke B'D’ ist.

b) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte Z der Strecke XV, die die Beziehung ZV =
2X Z erfiillen.

a) Analysis: a = Lange der Wirfelkante

Behauptung:

1. Der geometrische Ort der Mittelpunkte M der Strecke XY ist die Fliche EFGH.
2. Die Fliache FFGH liegt parallel zur Grund- bzw. Deckfliche des Wiirfels.

3. Die Fliache EFGH ist ein Quadrat mit der Seitenlénge %\/i

10
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Beweis: 1. Es sei zundchst X7 = A und Y; wandere auf B’D’. Dann gilt: AE : ED' = AM; :
MYy = AF : FB' =1 :1. Man erhélt die Strecke EF.

Durch analoge Uberlegungen erhélt man die Strecken FG, GH und HE. Da AE : ED' = CH :
HD' = CG : GB' = AF : FB’ gilt, liegen die Strecken EF, FG, GH und HE alle in der Ebene
EFGH und begrenzen den gesuchten geometrischen Ort.

X sei nun ein beliebiger Punkt der Strecke AC' und Y5 ein beliebiger Punkt von B’D’. M, sei
der Mittelpunkt von XoY5. Es ist nachzuweisen, dass Ms ein Punkt der Ebene EFGH ist.
Man verbindet dazu Y3 mit A und C; auf den Strecken EF bzw. G H erhélt man die Mittelpunkte
von Y2 A und YoC' M} und MY . Die Strecken AYs, CY2, AC und Y2 X5 liegen in der Ebene AY>C'.
Es gilt: AMY : MYy = XoMy : MyYo = CMY : MY, =1: 1.

Mj muss also auf der Strecke My MY liegen. MM/ liegt aber in der Ebene EFGH, damit auch
der Punkt Ms.

2. Da gilt AE : ED' = AF : FB' =1 : 1, folgt EF || D'B’, damit FF || Ebene A’B'C'D’. Es
gilt auch FG | Ebene A'B'C'D’',GH || Ebene A'B’'C'D’ usw. Alle Geraden der Ebene EFGH
verlaufen parallel zur Grund- bzw. Deckfliche. Damit ist die gesamte Ebene FFGH parallel zur
Grund- bzw. Deckflache.

3. D'B' = ay/2. Da AE : AD' = AF : FB' = 1: 2, ist EF = %+/2. Analoge Uberlegungen
ergeben FG=GH = HE = %\/§

b) Diesen Teil der Aufgabe 16st und beweist man mit Hilfe dhnlicher Uberlegungen wie im Teil

a). Man erhélt:

1. Der geometrische Ort der Punkte Z, welche die Bedingung ZY = 2ZX erfillen, ist eine
Fliche E'F'G'H'.

2. Die Fldche verlduft in der Hohe § parallel zur Grundfléche.

3. Die Fliache E'F'G'H’ ist ein Rechteck mit den Seiten §+v/3 und %\/g

11
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Aufgabe 6/61

Gegeben ist ein Kegel, die dem Kegel eingeschriebene Kugel und der der Kugel umschriebene
Zylinder, dessen Grundflache mit der Grundfliche des Kegels in einer Ebene liegt. V7 ist der
Rauminhalt des Kegels und V5 der Rauminhalt des Zylinders.

a) Beweise, dass die Gleichung V; = V5 nicht bestehen kann.

b) Bestimme die kleinste Zahl k, fir die Vi = kV5 gilt, und konstruiere fiir diesen Fall den
Winkel an der Spitze des Kegels.

Analysis: (1) VKegel = V1 = %T%h, (2) VZylinder = VQ = 27T7”§ und
. A DBC ~A MEC, da Winkel bei C gemeinsam, rechter Winkel
bei F und D, Hauptédhnlichkeitssatz.

Also ME : MC = DB : CB , dh. ;2> = \/7%_7}12 (3). Umfor-
r2h

men ergibt r? = oy, (4) mit h —2ry # 0, da h > 2rs. (4) in

>\ n (1) eingesetzt, fithrt zu
E 212
h
Y, "

<
N

(h — 2?”2
v Vi in der Form (5) dividiert durch V5 in der Form (2) ergibt
A B
T2 1%} h2

VQ - 67’2(h — 27”2)

a) Angenommen % = 1 fithrt zu h% — 6ryh + 127‘% =0 mit hy,0 = 3ro = w/9r% — 127“%; unmoglich,
da Radikand kleiner als Null. Die Annahme ist falsch, d.h. V; # V5.
b) Annahme: % =k, d.h. h? — 6krah + 12kr3 = 0 mit den Losungen

hio = 3kre £ 1/9k2r — 12kr3  (7)

Damit Losungen moglich sind, darf der Radikand nicht negativ sein: 9k%r3 — 12kr2 = 0, d.h.,
k= % ist die kleinste Zahl, fur die V; = kV, gilt. Aus (7) ergibt sich fur k& = % die Beziehung
h)47’2.

Daraus folgt eine Moglichkeit, den Winkel an der Spitze zu konstruieren.

Konstruktion: Man zeichnet h = 4r3 = DC (DM = ry wird von D aus viermal abgetragen).
Um M zeichnet man den Kreis mit dem radius ro = DM und iber der Strecke MC den
Thaleskreis. Die Schnittpunkte beider Kreise - £ und F' - werden mit C verbunden. Bei C
entsteht der gesuchte Winkel ~.

Aufgabe 7/61
Gegeben ist ein gleichschenkliges Trapez mit den Grundlinien ¢ und b und der Héhe h.

a) Konstruiere den Punkt P auf der Symmetrieachse, von dem aus die beiden Schenkel unter
einem rechten Winkel erscheinen.

b) Bestimme die Entfernung des Punktes P von einer der beiden Grundlinien rechnerisch.

c) Unter welchen Bedingungen ist die Konstruktion des Punktes P moglich? (Diskussion
der moglichen Félle)

12
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a) Analysis: EP, = x9, FPy = 21,AB = a,DC = b, EF = h,
sowie L BP|C = {BP>C' = 1R. Es folgt: P, P, miissen auf
dem Thaleskreis tiber BC bzw. AD liegen.

Konstruktion und Determination:

Es wird der Thaleskreis iiber einen der beiden Schenkel
gezeichnet. Dieser Kreis schneidet die Symmetrieachse
entweder in zwei (Pp, P»), einem (P) oder keinem Punkt.
Diese Punkte sind jeweils die gesuchten.

b) Es gilt (sieche Abbildung): A BFP; ~A CEP,. Daraus folgt

a b
P— == .h. STy = —
T1ig =5 d Ty - T2
AuBlerdem gilt: 21 + 22 = h (2). Aus (1) und (2) folgt, dass x1 und x5 Losungen der Gleichung
:c2—ha:+azb = 0 sind

h 1 /5——
.’131;2:§i§ hQ—ab

c¢) Nach den Uberlegungen von b gilt: Falls h2 > ab, gibt es zwei Losungen, d.h. zwei Punkte;
falls h? = ab, gibt es eine Losung, d.h. einen Punkt, und falls h? < ab, gibt es keine Losung, d.h.
keinen Punkt. Die Konstruktion ist also nur moglich, falls A2 > ab.

Aufgabe 8/61

In einer Abteilung eines volkseigenen Betriebes sollen Massenbedarfsartikel hergestellt wer-
den. Eine Vorkalkulation ergibt, dass die Produktion insgesamt b = 1650,00 DM fixe Kosten
im Monat (Pflege, Wartung und Amortisation der Produktionsanlagen. Verwaltungskosten
usw.) und m; = 6,50 DM variable Kosten (je gefertigtes Stiick, Materialkosten, Arbeitslohne
usw.) verursacht.

Der Werkabgabepreis (zuziiglich Produktionsabgabe) betrigt auf Grund preisrechtlicher Be-
stimmungen mgy = 11,50 DM je Stiick.

a) Es sind die Gesamtkosten y; der Produktion und der Gesamterlds yo (unter der Voraus-
setzung, dass die Produktion restlos abgesetzt wird) in Abhéngigkeit vom Produktions-
ausstofl x rechnerisch und graphisch darzustellen.

b) Von welchem Produktionsaussto8 x, an wird die Produktion rentabel?
c¢) Durch welche Mafinahmen kann die Rentabilitdt erhéht werden?

d) Welche Schlussfolgerungen ergeben sich, wenn die variablen Kosten m; den Werkabgabe-
preis my iibersteigen?

a) Die Gesamtkosten y; der Produktion stellen sich als die Summe aus den fixen Kosten b und
den mit dem Produktionsausstof x multiplizierten variablen Kosten m; dar: y; = mixz +b =
6,50z + 1650,00.

Der Gesamterlos yo ergibt sich als Produkt des Abgabepreises mo mit dem Produktionsausstof3
x: Y2 = mox = 11,50x.

Gesamtkosten und Gesamterlos stellen demnach lineare Funktionen des Produktionsausstofles x
dar, die nur fir nicht negative z-Werte definiert sind (ein negativer Produktionsausstof ist bei
der Fragestellung sinnlos).

13
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y in DM,
6000 +
5000 +
3795 f---mm - e e
3000 +
2000 +

1650 -
1000 +

| |

100 200 330 400 500 Stiick x
b) Die Produktion wird rentabel, wenn der Gesamterlos yo nicht kleiner als die Gesamtkosten
y1 ist: yo > y1 — mox > myx + b. Daraus folgt:

b

mox — mix > b; r> —
mo — ml

(wenn mg + mq > 0 oder, was dasselbe ist, my > my ist). Also ist die Produktion rentabel fiir

=330

s b B 1650
=" me—ml 11,50 — 6,50

Dabei ist x, die Abszisse des Schnittpunktes beider Geraden.

c) Es gibt vier Moglichkeiten, den Gewinn G = y2 — y; und damit die Rentabilitit zu erhéhen;
diese Moglichkeiten sind aus der graphischen Darstellung erkennbar:

1. Erhohung des Werkabgabepreises my. Das bedeutet in der graphischen Darstellung eine
Drehung der Geraden y» um den Nullpunkt entgegen dem Uhrzeigersinn. Diese M6glichkeit
kommt aber aus preisrechtlichen Griinden nicht in Frage.

2. Erhéhung des Produktionsausstofies z. Diese Moglichkeit findet eine obere Grenze bei
vollstdndiger Deckung des Bedarfs und in der Produktionskapazitét.

3. Senkung der fixen Kosten b. Das bedeutet graphisch eine Verschiebung der Geraden y;
parallel zu sich selbst in Richtung auf den Nullpunkt. Sie tragt verhdltnisméafig viel zur
Rentabilitdtserh6hung bei, wenn my klein ist.

4. Senkung der variablen Kosten m; - graphisch eine Drehung der Geraden y; um den Schnitt-
punkt mit der y-Achse im Uhrzeigersinn.

d) Wenn die variablen Kosten m; den Abgabepreis my iibersteigen, wenn also mj > my ist, kann
unter den gegebenen Bedingungen eine Rentabilitdt durch Erhohung des Produktionsausstofies
nicht erreicht werden.

In der graphischen Darstellung laufen in diesem Fall die Geraden y; und gy auseinander und
haben keinen Schnittpunkt, so dass es auch kein x, gibt, von dem an Rentabilitdt besteht.
Rechnerisch erhélt man aus x, = a1 wegen my > ma,b > 0, dass x, < 0 ist. (Das wiirde
einen negativen Produktionsaussto8 bedeuten und ist sinnlos.)

14
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Auch durch Senkung der fixen Kosten b allein ist dieser Zustand nicht zu dndern. Einzige
Moglichkeit bleibt demnach die Senkung der variablen Kosten mq, d.h. Einsparung von Material,
Ausmerzung der Verlustzeiten, schonender Einsatz des Werkzeugs, Steigerung der Arbeitspro-
duktivitat.

Die Bedeutung des Satzes "Spare mit jedem Gramm, mit jedem Millimeter, mit jeder Minute!”
wird hieran deutlich.

Aufgabe 9/61

Es ist a2 > 0.

Beweis: Ist a = 0, so ist auch a®> = 0, und die Behauptung richtig. Ist a # 0, so ist a?
das Produkt zweier Zahlen mit gleichen Vorzeichen, also positiv, und die Behauptung ist
ebenfalls richtig.

Dann ist auch a? — 2a +1 > —2a + 1.

Beweis: Es wurde auf beiden Seiten der Ungleichung Gleiches subtrahiert beziehungsweise
addiert. Durch Radizieren erhélt man

a—1>+v—-2a+1
Setzt man nunmehr a = %, so ergibt sich

1 1
5—12ﬂ:\/—1+1%—520
Das bedeutet, dass eine negative Zahl gréfler als oder gleich Null sein soll. Wo steckt der

Fehler?

Sicherlich wird man zur Probe fiir a den Wert % gleich in die erste Ungleichung eingesetzt und
folgendermaflen gerechnet haben: a = %; a’ = % — i > 0.

Nun ist aber bekanntlich die Quadratwurzel doppeldeutig: z = +v/22.

Beim Ausziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten der Ungleichung hétte man also schreiben
miissen: £(a — 1) und ++v/—2a + 1. (absichtlich wurde hier das Zeichen > nicht gesetzt, da, wie
sich anschlieBend zeigt, sonst ein weiterer Fehler entsteht).

Auf der rechten Seite der Ungleichung war die Doppeldeutigkeit zwar beriicksichtigt, dort wirkt
sie sich aber nicht aus, da sich fiir a = % der Wert 0 ergibt.

Die linke Seite dagegen liefert fiir a = % gerade den negativen Wurzelwert, wenn die Doppeldeu-

tigkeit nicht berticksichtigt wird. Das Entscheidende ist nun, dass aus
% > y  nicht etwa folgt £2 > £/y
Das kann man sofort an Beispielen nachweisen: Aus 4 > 1 folgt nicht +2 > +1. Zwar ist die

Beziehung +2 > +1 richtig, aber die Beziehung —2 > —1 ist falsch; es gilt vielmehr —2 < —1.

Aufgabe 10/61

In einem Geschift fiir Photoartikel fragt ein Kunde: ”Wieviel kostet dieses Objektiv?” Die
Verkauferin antwortet: "Mit Lederetui 115,00 DM, mein Herr!” - ”Und wie viel kostet das
Objektiv ohne Etui?” fragt der Kunde weiter. ”Genau 100,00 DM mehr als das Etui!” sagt
lachelnd die Verkduferin. Wieviel kostet das Objektiv?

Bezeichnet man mit « den Preis des Objektivs und mit y den Preis des Etuis, so gilt

r+y=115 ; r + 1y =100

15
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(Beides zusammen kostet 115 DM, das Objektiv kostet 100 DM mehr als das Etui.) Lost man
dieses Gleichungssystem, so ergibt sich x = 107,50 DM; y = 7,50 DM. Tatsédchlich kosten bei
diesen Preisen das Objektiv mit Etui 115,00 DM und das Objektiv ohne Etui 100,00 DM mehr
als das Etui.

Aufgabe 11/61

Eine Tiiréffnung von 90 cm Breite soll mit Brettern zugenagelt werden. Zur Verfiigung stehen
Bretter passender Léange von 8 cm, 10 cm und 12 cm Breite.

Welche Moglichkeiten gibt es, wenn kein Brett der Lange nach durchgesidgt werden soll?

Bezeichnet man mit x die Anzahl der Bretter von 8 cm Breite, mit y die von 10 cm und mit z
die von 12 cm Breite, so gilt 8z + 10y + 12z = 90 oder, wenn man beide Seiten der Gleichung
durch 2 dividiert, 4z + 5y + 6z = 45.

Es handelt sich um eine Gleichung mit drei Unbekannten. Eine solche Gleichung hat zunéchst
unendlich viele Losungen. Die Anzahl der Lésungen wird aber durch die Bedingungen der Auf-
gabe stark eingeschrankt.

1. Es sind nur positive Losungen moglich, da eine negative Anzahl von Brettern sinnlos ist. Das
heifit, es muss gelten

1
0§4x§,0§5y§45,0§6z§45—>0§xS11,0§y§9,0§z§6§

2. Es sind nur ganzzahlige Losungen moglich, da kein Brett der Lénge nach durchgeségt werden
soll. Man 16st dieses diophantische Problem folgendermaflen:

Aus 4z + 5y + 62z = 45 folgt durch Subtraktion von 5y auf beiden Seiten der Gleichung 4z + 6z =
45 — dy.

Die linke Seite der Gleichung ist durch 2 teilbar, also muss auch die rechte Seite durch 2 teilbar
sein. Da 45 eine ungerade Zahl ist, muss auch 5y und damit auch y eine ungerade Zahl sein.
Wegen der Bedingungen 1 ergeben sich damit fiinf Moglichkeiten fiir y: y =1,y =3,y = 5,y =
7,y =29.

Setzt man diese fiinf Werte der Reihe nach in die Gleichung ein, so erhilt man fiinf Gleichungen,
die jede nur noch zwei Unbekannte enthalten:

1.y=1: dx +6z=45—-5 — 2x 4+ 37 =20
2.y =3 dr+62=45—-15 - 224+ 37 =15
3.y =5 4r 4+ 62z =45 — 25 - 2x + 37 =10
4. y=T: dr+62=45—-35 —-2x+37=5
5.y =9 dr+6z2=45—-45—=>2x+37=0

Diese fiinf Gleichungen behandelt man auf dieselbe Weise weiter. Dabei sicht man aber im Fall
5 (y = 9) sofort, dass = 0 und z = 0 folgt, d.h., eine Méglichkeit besteht darin, die Tiir6ffnung
mit neun Brettern der Breite 10 cm auszufillen. Es ist also 1 = 0,y;1 = 9,21 = 0.

Im Fall 1 (y = 1) folgt aus 2z 4+ 3z = 20, dass 2z = 20 — 3z ist. Da 2z durch 2 teilbar ist,
muss auch 20 — 3z und damit auch z durch 2 teilbar sein. Mithin gelten fiir z folgende vier
Moglichkeiten: zo = 0, z3 = 2,24 = 4, z5 = 6. (fiir z > 8 wiirde folgen = < 0 im Widerspruch zur
Bedingung 1); fir « erhédlt man daraus: x9 = 10,23 = 7,24 = 4,25 = 1.

In den Féllen 2, 3 und 4 geht man entsprechend vor, mit den Ergebnissen

1. y=3: z6=1,27=3,23=5und ¢4 = 6,27 =3,28 =0

2. y=>5: 29 =0,z10=2und xg = 5,219 = 2
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3. y="T: zi1=1lund 211 =1

Damit hat man insgesamt elf Losungen des Problems gefunden. Aus dem Losungsweg geht
hervor, dass es keine weiteren Losungen geben kann.

Aufgabe 12/61

In einem Konstruktionsbiiro sollen die Konstruktionsunterlagen fiir die Spezialanfertigung
einer Laboratoriumszentrifuge ausgearbeitet werden. Zwischen Antriebsmotor und Zentrifu-
ge wird ein Stufengetriebe eingebaut, das folgenden Anforderungen geniigen soll:

1. Die erste Stufe ist Direktkupplung der Zentrifuge an den Motor, der eine Drehzahl
a1 = 6400 min~! hat.

2. Das Getriebe soll insgesamt fiinf verschiedene Drehzahlen ermdéglichen.

3. Die Drehzahl ay soll 75% der Drehzahl a; betragen, ebenso die Drehzahl ag 75% von
as und so fort.

Das Getriebe erhélt den in der Abbildung schematisch dargestellten Aufbau. (a Antrieb, b
Abtrieb, S Schaltstellung)

@ 1113_6”8 baj1 s 6‘8 bal1 s 6\8 ba| 13 6‘8 ba| 13 0\8 b
- 1 1 y y
\ ‘ IH% ‘ ‘ | ‘ | | \ ‘ | \ | |
2‘ ‘4 sl 7 2 ‘4 2 T 2 ‘4 sl 7 2‘ a ® ! 2‘ A sl 7
S1 S2 S3 S4 S5

a) Es ist die Folge a1, a9, as, aq, as der Drehzahlen aufzustellen.

b) Welche Ubersetzungen miissen die Réderpaare (3,4),(5,6),(7,8) erhalten, wenn das
Réderpaar (1,2) im Verhéltnis 1 : 1 iibersetzt?

c) Wie grofl miissen die Radien der Réader 1,2,3,4,5,6,7,8 gewahlt werden? Der Abstand
der Vorgelegewelle von der Antriebs- beziehungsweise Abtriebswelle betrdgt 175 mm (von
Wellenmitte zu Wellenmitte gemessen).

a) Es ist a; = 6400 min~! (Direktgang) die erste Stufe (Bedingung 1).
Da 75% = 0,75 = % ist, ergeben sich die folgenden Stufen durch Multiplikation der jeweils
vorhergehenden Stufe mit %:
as = 4800 min~'; az = 3600 min~—'; a4 = 2700 min~!; a5 = 2025 min~!
Eine solche Folge, bei der jedes folgende Glied aus dem vorhergehenden durch Multiplikation
mit ein und demselben Faktor errechnet wird, heifit eine geometrische Folge.
b) Bei der Schaltstellung 2 sind die Réderpaare (1,2) und (5,6) in Eingriff. Wird mit a, die
Drehzahl der Vorgelegewelle bezeichnet, so gilt:

ay  ap ay 6400 4

—=——==-—=4:3
as ay, ao 4800 3

Nun ist bei Schaltstellung 2: 21 = U(1,2) = 1 =1, wenn mit U(1,2) das Ubersetzungsverhiltnis
des Réderpaares (1,2) bezeichnet wird. Dann folgt ¢ = U(5,6) = 4 : 3. Das Réderpaar (5,6)
muss also im Verhéltnis U(5,6) = 4 : 3 iibersetzen.

Bei der Schaltung 3 sind die Réderpaare (1,2) und (7,8) in Eingriff. Analog erhdlt man % =

as
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8400 = 16 : 9, also U(7,8) =16 : 9.
Bei Schaltungsstellung 4 sind die Réderpaare (3,4) und (5,6) in Eingriff. Daher gilt Z—i = % =

64 :27. Nun ist ¢ =4: 3, also gilt ¢+ = 2+ - % = %. Daraus ergibt sich U(3,4) = 16 : 9.

Ay

c¢) Die Umféinge eines Réderpaares stehen zueinander im umgekehrten Verhéltnis der Ubersetzung.
Gilt beispielsweise fiir das Raderpaar (3,4) das Ubersetzungsverhéltnis U(3,4) = 1@6, so gilt (mit
Uy, wird der Umfang, mit r, der Radius des Rades k bezeichnet):

Ui 16 2rry 16 14 16

Uy~ 0 2mms 9 om0
Ferner gilt r3 + r4 = 175 mm. Es liegt also ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten vor.
Als Losung erhélt man: r3 = 63 mm, r4 = 112 mm. Analog ergibt sich vy = 87,5 mm, ro = 87,5
mm, r5 = 75 mm, rg = 100 mm, ry = 63 mm, rg = 112 mm.

Aufgabe 13/61

Man denke sich den Erdédquator genau kreisférmig und um ihn ein iiberall anliegendes Band
gespannt. Anschliefend werde das Band um 1 m verlangert; es stehe nun tiberall gleich weit
von der Erdoberflache ab.

a) Wie grof} ist der Abstand? Ob wohl eine Maus zwischen Erdoberfliche und Band durch-
schliipfen kénnte? Der Erdradius werde mit » = 6370 km angenommen.

b) Man lése die gleiche Aufgabe fiir eine Kugel von der Gréfle einer Apfelsine (r = 4 cm)!

Bezeichnet man den Radius der Kugel mit 7 und den Aquatorumfang mit U, so gilt U = 2mr

oder r = % Vergrofiert man den Umfang U um U, (in unserem Fall ist U, = 1 m), so vergrofert

sich auch der Radius r, und zwar um r, und es gilt nun
uv+u. U U,

ot 21 27
Demnach ist r, = QU—; Das bedeutet aber, dass die Vergroferung r, des Radius r (der Abstand
des groBeren Kreises vom kleineren) ausschlielich von U, (der Vergroferung des Umfangs), nicht
aber vom Radius 7 oder vom Kreisumfang U abhéngt.
Fiir Erdkugel und Apfelsine ergibt sich also bei der gleichen Verlingerung U, des Umfangs U
die gleiche Vergroferung r, des Radius r. Fiir U, = 1 m erhdlt man r, ~ 0,159 m.
Es kénnten also etwa fiinf bis sechs ”iibereinandergestellte” Méause durchkriechen. Wer es nicht
glaubt, priife es nach!

U+U,=2(r+r,)m—r+r,=

Aufgabe 14/61

Auf ihrem Flug um den Mond néherte sich die sowjetische Raumstation Lunik 3 dem Erdtra-
banten bis auf etwa 7000 km. Fiir die folgenden Berechnungen werde der Mondradius r mit
r ~ 1750 km angenommen, der Flicheninhalt F' einer Kugelkappe mit dem Kugelradius r
und der Kappenhohe h ist F' = 2nrh, wobei m &~ 2—72 gesetzt werde.

a) Wie grof} ist das Gebiet des Mondes, das aus dieser Entfernung iibersehen werden kénnte?

Unter welchem Sehwinkel ¢ wére der Mond aus dieser Entfernung zu beobachten?

)
b) Wieviel Prozent der Mondoberflache sind dies?
c)

)

d) Wie breit muss ein Gegenstand sein, der aus 100 m Entfernung unter demselben Sehwinkel
gesehen werden soll?

18
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a) Das zu tibersehende Mondgebiet ist die Flache einer Kugelkappe (Abbildung). Der Radius
r der Kugelkappe ist bekannt; er ist gleich dem Radius r des Mondes. Zur Berechnung des
Flacheninhalts F' wird daher nur noch die Hoéhe h der Kugelkappe benétigt. Man errechnet sie
durch mehrmalige Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes oder mit Hilfe des Hohensatzes
oder mit Hilfe des Satzes des Euklid.

Satellit
- 4
S

1. Berechnung mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes: Die Dreiecke ST1 M, T1QM und SQT
sind rechtwinklig. Also gilt u? 412 = (H +h)? (1), s>+ (r —h)? =2 (2) und (H + h)? + 5% = u?
(3).

Daraus folgt, wenn man (3) in (1) einsetzt und (2) nach s auflost
(H+h)?+s*+r*=(H+r)? und s2 =712 — (r—h)?

Setzt man die Gleichungen ineinander ein, so ergibt sich (H + h)?+7r2—(r —h)+r? = (H +7)%.
Diese Gleichung enthélt als einzige Unbekannte die Hohe h der Kugelkappe. Man 16st sie nach
h auf:

Hr
h prm—
H+r
Damit ergibt sich der Flacheninhalt ' der Kugelkappe zu F' = 2nrh = % Da in unserem

Fall H = 2r ist, wird die Berechnung numerisch besonders einfach:

_ 22 H _ 47r?

- H+r 3

Mit 7 = 1750 km, 7 = 2 ergibt sich F' ~ 13000000 km?.

b) Man erhélt den prozentualen Anteil p der zu iiberschauenden Mondoberfliche F' an der
gesamten Mondoberfliche O, indem man F durch O dividiert und mit 100% multipliziert:

2rmr?H -100 ., 100r

= S g = o~ 333
p 47r7"2(7“+H)% 37‘% 3%

Man erkennt, dass der Prozentsatz p unabhingig ist vom Radius r, wenn die Hohe H des
Beobachtungspunktes in Vielfachen von r ausgedriickt wird: H = kr. Dann kiirzt sich ndmlich

die Grofle r aus dem Bruch weg.

c) Es ist, wie man aus der Abbildung erkennt, sin § = 7.

Wegen H = 2r folgt daraus sin £ = %, womit fiir den Winkel folgt
b p = 39,94°.
2

D
- L4 a C d) Ist b die Breite des Gegenstands, a der Abstand des Beobachters,
b (Abbildung) so muss gelten
A
AC  BC b

== = — —>b=2atan - ~
D _CD_ 2a tan 5 atan > 70,70 m
Erganzung von Erich Schiffner:
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Die Frage nach der relativen Grofie der aus dem Abstand a von der Oberfliache iibersehbaren
Flache wird am besten allgemein gel6st. Es sei a = k - r. Dann wird

k k
(r —h)(k+1)r =12 daraus folgt h = P F = 27r7"2k+1

Fiir das Verhéltnis von F' zu H (H = Halbkugeloberflache) gilt daher
F ok
H k+1

Fiir k = 2 (siehe Aufgabe) wird £ = 2, fiir k =1 wird E=1Istk= 1 <1, so erhilt man
F_ 1
H n+1

Fiir k &~ g5, d.h. n = 30 (Wostok I und II), erhilt man z.B. 4, = 5; ~ 0,032. Die beiden Kosmo-

nauten konnten also von jedem Punkt der Raumbahn rund 3% der Oberfliche der Erdhalbkugel
iiberblicken.

Aufgabe 15/61

Es sind alle vierziffrigen Zahlen zu ermitteln, die folgende Eigenschaften haben:

1. Die Summe aus der ersten und zweiten Stelle ist gleich dem Quadrat aus der ersten Stelle.
2. Die Differenz aus der zweiten und der dritten Stelle ist gleich der ersten Stelle.

3. Die Summe aus der dritten und der vierten Stelle ist gleich der zweiten Stelle.

Wie kann man diese Zahlen allgemein darstellen?

Die Aufgabe enthélt vier unbekannte Zahlen, ndmlich die vier Stellen der gesuchten vierstelligen
Zahlen. Wie bezeichnen die erste Stelle mit z, die zweite mit y, die dritte mit z und die vierte
mit u. Aus den drei Bedingungen lassen sich drei Gleichungen aufstellen:

(1) z+y=a2a? 1.Bedingung
(2) y—z==x 2.Bedingung
3) z+u=y 3.Bedingung

Da mehr Unbekannte auftreten als Gleichungen vorhanden sind, hat das Gleichungssystem un-
endlich viele Losungen, deren Anzahl jedoch durch die Aufgabenstellung stark eingeschrankt
wird: Die Losungen z, y, 2z, u sind Stellen einer vierziffrigen Zahl, also miissen sie einer der
ganzen Zahlen zwischen 0 und 9 (beide Werte einschlieflich) sein. Es gilt also: 0 < z,y,z,u < 9,
x, Y, z, u ganzzahlig

Zur Losung formen wir die Gleichung (1) um: y = z(x — 1) (1b). An der Gleichung erkennt man,
dass fiir  nur die vier Werte z; = 0,29 = 1,23 = 2,24 = 3 in Frage kommen; denn fiir x = 4
miisste das einstellige y schon 12 werden.

Damit ergeben sich auch die y-Werte: y1 = 0,y2 = 0,y3 = 2,y4 = 6. Mit der Gleichung (2)
ergeben sich die z-Werte: z1 = 0,29 = —1,23 = 0, 24 = 3. Die Werte mit dem Index 2 scheiden
aus, da zo < 0 wéire. Mit der Gleichung (3) folgt u1 = 0,u3 = 2, uq = 3.

Damit hat man die vierziffrigen Zahlen 2202 und 3633 als Lésung gefunden. Das Ergebnis 0000
wird nicht als echte vierziffrige Zahl anerkannt.

Um diese Zahlen durch einen allgemeinen Ausdruck darzustellen, schreibt man sie in der Form
1000z 4 100y 4 10z + u. Setzt man v = y — z und weitere Beziehungen von oben, so ergibt sich

1000z + 100y + 10z + u = 1000z 4+ 101y + 9z = 991z + 110y = 881z 4 11023

Dieser Ausdruck liefert fiir x = 2 die Zahl 2002 und fiir x = 3 die Zahl 3633, die die gestellten
Bedingungen erfiillen. Dass es keine weiteren Zahlen mit den geforderten Eigenschaften geben
kann, folgt aus dem Losungsweg, bei dem alle Moglichkeiten ausgeschépft wurden.
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Aufgabe 16/61

A sagt zu B: "Diesen Anzug habe ich im Winterschlussverkauf um 20 % verbilligt gekauft.”
Da antwortet B: "Dann hast du 25 % gespart.” Da wendet C ein: ”Wenn er nur um 10 % im
Preis gesenkt worden wére, hattest du rund 11,1 % gespart.”

Wie erklart sich diese kuriose Rechnung?

Die Ursache fiir die unterschiedlichen Prozentangaben liegt darin begriindet, dass A den Pro-
zentsatz vom urspriinglichen (nicht gesenkten) Preis berechnet; B dagegen vom tatséchlichen
(gesenkten) Verkaufspreis; C geht einmal vom urspriinglichen und einmal vom gesenkten Preis
aus.

Hat z.B. der Anzug vor der Preissenkung 160,00 DM gekostet, so wurde er zum Preis von 128,00
DM verkauft, da die Preissenkung 20 % von 160,00 DM = 32,00 DM betrug.

Dann hat A, wie B behauptet, 32,00 DM = 25 % von 128,00 DM gespart.

Hétte nach den Angaben von C die Preissenkung nur 10 % von 160,00 DM = 16,00 DM betragen,
so hédtte A den Betrag 144,00 DM bezahlt und 16,00 DM eingespart. Das sind aber rund 11,1
% von 144,00 DM.

Schlussfolgerung: Bei Prozentangaben muss der Grundwert, auf den sie sich beziehen, eindeutig
feststehen; sonst kann es Missverstdndnisse und Unklarheiten geben.

Aufgabe 17/61

Das Passagierflugzeug IL 14 P der Deutschen Lufthansa wiegt einschlielich voller Nutzlast
etwa 18000 kp. Es beno6tigt beim Start vom Beginn des Rollens bis zum Abheben vom Boden
ungefdhr 30 s und hat im Augenblick des Abhebens eine Geschwindigkeit von rund 160 kTm
Bei den folgenden Berechnungen werde von der Reibung und vom Luftwiderstand abgesehen
und die Bewegung des Flugzeugs als gleichférmig beschleunigt betrachtet.

1. Wie grof} ist die Durchschnittsgeschwindigkeit beim Rollen?

2. Wie grof} ist die Rollstrecke?

3. Wie grof} ist die Beschleunigung des Flugzeugs?

4. Welche Kraft ist notwendig, um diese Beschleunigung hervorzurufen?

5. Welche Arbeit wird von den beiden Motoren wiahrend des Rollens fiir die Beschleuni-
gung vollbracht?

6. Welche Leistung (in PS) muss jeder der beiden Motoren dazu abgeben?

1. Wir bezeichnen mit v, die Anfangsgeschwindigkeit, mit v, die Endgeschwindigkeit und mit
vg die Durchschnittsgeschwindigkeit des Flugzeugs beim Rollen. Ferner sei [ die Rollstrecke
und t die benotigte Zeit. Es gilt % = vg. Wegen v, = 07, v, =~ 44,4 ergibt sich
Vg =~ 22,2%.

2. Fiir die Rollstrecke [ gilt: [ = vg -t ~ 666m ~ %km
3. Fiir die Beschleunigung a gilt: a = =57+ ~ 1,48 3.

4. Nachdem Grundgesetz der Dynamik berechnet sich die Kraft F' mit F' = m - a. Fir die

Masse m gilt m = %, wenn G das Gewicht und g = 9,817 die Fallbeschleunigung ist.

Dann wird F = % ~ 2720 kp.
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5. Arbeit W = F' - [ ~ 1810000 kpm.

6. Leistung P = ? ~ 60000’“’77”. Dies entspricht 800 PS, so dass jeder Motor rund 400 PS
Leistung aufbringen muss.

Aufgabe 18/61
Konstruiere ein Dreieck aus s, = 6 cm, hy, = 5 cm, h. = 7ecm!

Voriiberlegung: Die Analysisfigur (Abbildung) zeigt, dass kein Teilstiick des Dreiecks ABC un-
mittelbar konstruierbar ist. Durch Festlegen jedes der drei gegebenen Stiicke wird fiir einen
weiteren Punkt des Dreiecks ABC' hochstens ein geometrischer Ort bestimmt.

Die Situation dndert sich jedoch sofort, wenn man die Héhen h;
und h. in Richtung b bzw. ¢ parallel zu sich selbst verschiebt, so
dass sie durch D verlaufen (Abbildung 2). Dann gilt A DBF' =
A DCF' wegen DB = DC = §, {BDF' = LCDF" (Scheitelwin-
kel), {DF'B = ADF"C (rechte Winkel nach Konstruktion).

Also ist DF' = DF" = ! Entsprechend gilt A DCE' = DBE"
wegen DB = DC = §, {E'DC = £DBE" (Scheitelwinkel),

Damit ergibt sich die Moglichkeit, A AF'D aus AD = s,, DF' = %, LAF'D =90°,und A AED
aus AD = s,, DE' = %, £LAE'D = 90° zu konstruieren.

Man erhélt daraus B und C auf folgende Weise: B liegt 1. auf der Geraden durch A und F’ und
2. auf der Parallelen zur Geraden durch A und E’ im Abstand h., die in derselben Halbebene
liegt wie D.

4 C liegt 1. auf der Geraden durch A und E’ und 2. auf der

Parallelen zur Geraden durch A und F’ im Abstand hy, die
b in derselben Halbebene liegt wie D.
c E Nach Festlegung von B (C) auf die beschriebene Weise
ergeben sich fiir C' (B) auch folgende geometrische Orter:
Y Sa C C (B) liegt 1. auf der Geraden durch A und E’ (F”) und 2.
| £ auf der Verlingerung von BD (C'D) iiber D hinaus. Oder:
B iy i C (B) liegt auf der Verlangerung von BD (CD) iiber D
hinaus im Abstand BD (CD) = § von D.

El

Konstruktionsbeschreibung:
Man legt AD = s, = 6 cm fest und schlagt iber AD nach beiden Seiten den Thaleskreis.
Um D schliagt man mit % in der Zirkelspanne einen Kreisbogen, dessen Schnitt mit dem einen
Thaleshalbkreis den Punkt E’ liefert, und mit % in der Zirkelspanne einen Kreisbogen, dessen
Schnitt mit dem anderen Thaleshalbkreis den Punkt F” ergibt.
Sodann zieht man zu AE’ die Parallele im Abstand h; in der Halbebene, in der D liegt. IThr
Schnittpunkt mit der Geraden durch A und F’ ist B. Ferner zieht man zu AF’ die Parallele im
Abstand h. in der Halbebene, in der D liegt. Ihr Schnittpunkt mit der Geraden durch A und
E'ist C.

Man kann C' (B) auch nach Konstruktion von B (C) erhalten, indem man BD (CD) iiber D
hinaus bis zum Schnitt mit der Geraden durch A und E’ (F’) bzw. um sich selbst verldngert.

Diskussion:

Die Aufgabe ist (bis auf Symmetrie) eindeutig l6sbar, wenn % < §q und % < 8, ist. In diesem
Fall ergeben die Kreisbogen um D je genau einen Schnittpunkt mit einem Thaleshalbkreis. Die
weitere Konstruktion ist eindeutig.
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Wenn dagegen % > s, oder % > 54 ist, so existiert kein entsprechender Schnittpunkt mit dem
Thaleshalbkreis und die Aufgabe ist unlésbar.
Im vorliegenden Fall ist die Aufgabe wegen % =25<6 =5, und % = 3,5 < 6 = s, eindeutig

16sbar.

Aufgabe 19/61

Ein schmiedeeiserner Rundstab von 4 m Lange und ein schmiedeeiserner Ring von 4 m
Umfang sollen in je zehn gleich grofle Stiicke zersdgt werden. Ring und Stab sind gleich dick.
Bei welchem der beiden Werkstiicke erfordert das Zersigen mehr Zeit?

Um den Ring in 10 Stiicke zu zersigen, muss man 10 Schnitte fiihren. Beim Stab dagegen
geniigen 9 Schnitte, wie man sich leicht tiberlegt bzw. an einer Skizze verdeutlicht.
Bei sonst gleichen Bedingungen erfordert daher das Zersdgen des Ringes mehr Zeit.

Aufgabe 20/61

Fiir das Kraftwerk Klingenberg in Berlin-Rummelsburg wurden zwei neue Schornsteine ge-
baut. Jeder von ihnen besteht aus einem Betonmantel, der die Form eines hohlen Kreiske-
gelstumpfs mit den folgenden Maflen hat:

Unterer lichter Durchmesser d,, = 10,00 m, oberer lichter Durchmesser d, = 7,50 m, unterer
duBlerer Durchmesser D,, = 11,20 m, oberer dulerer Durchmesser D, = 7,80 m, Hohe H =
140,00 m.

Dieser Mantel erhielt eine Auskleidung von Glaswolle, Kieselgur und Klinkersteinen.

a) Wieviel Kubikmeter Beton wurden fiir jeden der beiden Schornsteinméntel benotigt?

b) Wie grof§ ist das Gewicht G jedes der beiden Schornsteinméntel? Die Wichte ~ des ver-
wendeten Betons werde mit v = 2,4% angenommen.

c) Welchen Druck iibt der Schornsteinmantel auf das Fundament aus?

a) Man erhilt das Mauerwerksvolumen als Differenz aus dem Gesamtvolumen des Bauwerkes
und dem umbauten Hohlraum. Beides sind im vorliegenden Fall Kegelstiimpfe Die Formel
fiir das Volumen eines Kegelstumpfs ist

h
V= %(r% + 7179 +73)

wobei h die Hohe des Kegelstumpfs, r; und r9 die Radien von Grund- und Deckkreis sind.
Fiir das Mauerwerksvolumen ergibt sich damit

h h
%(Rf + RiRy + R3) — %(r% + 7170 +73)
mit R = % = 5,60 m, Ry = % =390m, r = %“ = 5,00 m und ro = % = 3,75m. Daraus
erhilt man V ~ 1555 m?.

V:

b) Das Gewicht eines Korpers ergibt sich wegen G =V - v zu G ~ 3732 Mp.

¢) Den Druck p errechnet man als Quotient aus der wirksamen Kraft (in unserem Fall das
Gewicht G) und der Fliche, auf die die Kraft wirkt. Die Fliche F' (der Grundriss des Schorn-
steinmantels) ist ein Kreisring mit dem dufleren Radius R, = 5,60 m und den inneren Radius
R; = 5,00 m. Es wird F ~ 20 m?, also fiir den Druck p ~ 18,666’7%. Bei der Rechnung wird
allerdings vorausgesetzt, dass sich die gesamte Last des Schornsteinmantels gleichméfig auf
den Querschnitt verteilt.
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Aufgabe 21/61

Jorg kann ”zaubern”. Gestern kam Jorg mit einer Sensation in die Schule; er kénne ma-
thematisch zaubern! Wir waren natiirlich alle sehr gespannt, wie er das wohl fertigbringen
wolle, und gleich in der ersten Pause musste er mit der Zauberei beginnen.

Nachdem er mit dem Gesicht zur Wand gestellt worden war, damit er ja nicht sdhe, was ich
schrieb, forderte er mich auf, eine dreistellige Zahl zu wéhlen, deren Ziffer in der Hunderter-
stelle um 2 hoher sein miisse als die Einerstelle; die Zehnerstelle kénne eine beliebige Zahl
sein.

Ich schrieb 5 1 3 und sollte nun die Zahl "umgedreht” daruntersetzen 3 1 5 und von der
ersten abziehen, der Differenz 1 9 8 (die Jorg nicht kannte!) 1 2 hinzuzéhlen und die Summe
210 : 70 teilen; der Quotient 3 musste mit 12 multipliziert werden, was 36 ergab.

Jetzt glanzte Jorg noch mit dem neuesten Wissen, das wir seit der letzten Mathematikstunde
hatten, und verlangte, aus dem Produkt die Quadratwurzel zu ziehen: /36 = 6.

Damit war das Kunststiick zu Ende. und er verkiindete, dass wir 6 erhalten hétten.

Unser Erstaunen war grof3! Er wurde bestiirmt zu sagen, wie er das mache, und er méchte
vor allem noch einmal seine Kunst unter Beweis stellen, was er auch gern tat.

Mir lie} die Sache den ganzen Tag keine Ruhe, und am Nachmittag setzte ich mich hin
und griibelte so lange, bis ich die mathematische Gesetzméfigkeit entdeckt und algebraisch
bewiesen hatte, die Jorg dieses "Rechenkunststiick” ermdoglichte.

Wie muss man das wohl anstellen? Unsere Aufgabe lautet also:

Man schreibe eine beliebige dreistellige Zahl, deren Hunderterstelle um zwei grofler ist als
die Einerstelle. Von ihr subtrahiere man die Zahl, die man erhélt, wenn man in der ur-
spriinglichen Zahl die Reihenfolge der Ziffern umkehrt. Zum Ergebnis addiere man 12; der
Reihe nach sind dann mit den jeweiligen Ergebnissen folgende weitere Rechenoperationen
auszufiithren: Division durch 70; Multiplikation mit 12 und man ziehe die Wurzel! Das Er-
gebnis ist 6.

1. Wie ist es moglich, dass bei einer beliebigen Zahl als Ausgangsgrofie das Ergebnis der
Rechenoperationen vorausgesagt werden kann?

2. Ist eine allgemeine Losung moglich, bei der die Hunderterstelle um n grofler ist als die
Einerstelle? (n =1,2,...,9)

1. Ist a = 100z + 10y + 2 die beliebige dreistellige Zahl, so gilt nach der in der Aufgaben gestellten
Bedingung = = z + 2, also a = 100(z + 2) + 10y + z = 100z + 200 + 10y + z.

Fir die Zahl mit vertauschter Ziffernfolge gilt dann: b = 100z + 10y +x = 100z + y + z + 2.
Subtrahiert man b von a, so folgt: a —b = 198. Man sieht, dass durch die Subtraktion die Ziffern
der Zahl a sdmtlich aus der Rechnung herausfallen und das Ergebnis unabhéngig von der Wahl
der Zahl a den Wert 198 ergibt. Die weiteren Rechnungen dienen nur zur Verschleierung dieses
Sachverhalts.

2. Allgemein gilt, wenn x =z +n mit n = 1,2, ..., 9 ist

a—b =100z + 100n + 10y + z — (1002 4+ 10y + z + n) = 100n —n = 99n

Das Ergebnis 99n schliefit natiirlich den speziellen Fall 1 (n = 2,99n = 198) ein. Auf dieser
Grundlage ldsst sich ein mathematisches "Zauberkunststiick” ohne grofie Gedéchtnisleistung
aufbauen.

Losung von Ernst Hennig:

Die Einerziffer sei x, die Zehnerziffer y, die Hunderterziffer ist dann x +n mit n = 1,2,3,...,(9—
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x). Die Zahl heifit damit
100(z +n) + 10y + =

die Zahl mit umgekehrter Ziffernfolge 100z + 10y + (z + n). Die Differenz der beiden Zahlen ist
D =100n —n = 99n.

Diese Differenz hat also einen konstanten, von der Ziffernwahl unabhéngigen Wert 99n, der nur
von dem Betrag n abhéngt.

Von hier ab kann Jorg zwei Wege wéahlen. Der einfachere ist folgender:

1. Jorg lasst zu der von ihm nicht genannten Differenz die Zahl 104-n addieren (also 11,12,13,...).
Es ergibt sich
99n + 10 +n = 100n + 10 = 10(10n + 1)

das ergibt 110, 210, 310, ... Diese Zahl ldsst er durch 10n + 1 teilen, d.h. durch 11, 21, 31, ...
Das Ergebnis ist immer 10.

2. Etwas schwieriger fiir den mathematischen Zauberkiinstler ist der zweite Weg, der die volle
Verallgemeinerung des Zahlenspiels darstellt (sie hat: aber nur fiir n > 2 einen Sinn).

1. Forderung: Zu der Differenz D die Zahl 100(n — 2) 4+ 10(n — 1) 4+ n addieren (also 012,123,
234, ...). Ergebnis: 210(n — 1).

2. Forderung: Das Ergebnis durch 70 dividieren! Resultat: 3(n|1), d.h. 3, 6, 9, ...

3. Forderung: Das letzte Resultat mit 12(n — 1) multiplizieren! Es entsteht die Zahl 36(n — 1)2.
4. Forderung: Aus dem letzten Ergebnis ist noch die Quadratwurzel zu ziehen! Schlussergebnis:
6(n—1),dh.; 6,12, 18, ...

Aufgabe 22/61

Der Trog eines Schifthebewerkes wiegt im leeren Zustand a Mp, die Wasserfillung wiegt b
Mp. Zum Ausgleich sind Gegenmassen mit einem Gesamtgewicht (a + b) Mp angebracht.
Wie groB ist Ubergewicht des Troges samt Inhalt, wenn sich ein Schiff mit einem Gewicht
(einschliefllich Ladung) von ¢ Mp im Trog befindet?

Das Ubergewicht ist Null!

Nach dem archimedischen Prinzip verdrangt ndmlich ein schwimmender Korper eine Fliissigkeitsmenge
mit dem gleichen Gewicht wie sein eigenes. Beim Einfahren des Schiffes in den Trog sind also ¢

Mp Wasser ausgeflossen und das Gewicht des Troges samt Inhalt ist damit unverdndert geblie-

ben.

Aufgabe 23/61

Auf einer 22,5 km langen StraBenbahnstrecke sollen wihrend der Zeit von 8" bis 16" die Wa-
genziige in beiden Richtungen in 10-min-Folge verkehren. Die ersten Ziige dieser Betriebszeit
verlassen 8" die beiden Endhaltestellen. Thre Durchschnittsgeschwindigkeit (einschlieSlich
der Haltezeiten) betragt 18%”. Das Fahrpersonal soll an den Endhaltestellen eine Pause von
mindestens 10 und héchstens 20 min haben.

1. Wann verlésst der erste von Endhaltestelle A abfahrende Wagenzug diese Endhalte-
stelle zum zweitenmal?

2. Wieviel Wagenziige miissen auf dieser Strecke in der Betriebszeit von 8" bis 16" ein-
gesetzt werden? Dabei sollen Ziige, die aus dem Berufsverkehr vor 8" noch auf der
Strecke sind und aussetzen, sowie Ziige, die fiir den 16" beginnenden Berufsverkehr
bereits vorher zusétzlich auf die Strecke gehen, nicht mitgerechnet werden.

3. In welchen Zeitabstdnden begegnen sich die Wagenziige?
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1.

Aus der Formel s = v -t (in der mit s der Weg, mit v die Geschwindigkeit und mit ¢ die

Zeit bezeichnet wird) folgt ¢ = 2. In unserem Fall sind s = 22,5 km und v = 18’%".
Also gilt ¢ = 22 h = 1 h 15 min.

Der erste Wagenzug ist demnach 9715™" an der Endhaltestelle B. Wegen der vorgeschrie-
benen Pause verlisst er diese 9"30™™. Da fiir die Riickfahrt gleiche Bedingungen gelten,
tritt er von der Endhaltestelle A aus seine zweite Fahrt 11700™" an.

. Der erste von A abfahrende Wagenzug beginnt die Riickfahrt von B aus 90 min nach seiner

Abfahrt. In dieser Zeit sind sowohl von A aus als auch von B aus je neun Ziige auf die
Strecke gegangen, insgesamt also 18 Ziige.

Die Zeitabstinde betragen 5 min. Das Ergebnis kann man aus mehreren Uberlegungen
erhalten, z.B. aus folgender:

Wir betrachten die Begegnungen eines Wagenzuges a, der von A nach B fahrt, mit zwei
aufeinander folgenden Wagenziigen b1 und by, die von B nach A fahren. Im Zeitpunkt der
Begegnung von a und b; befindet sich b, in einem Fahrabstand von 10 min vom Treffpunkt
von a und by.

Da a und by die gleiche Geschwindigkeit haben, muss jeder dieser beiden Wagenziige bis zu
ihrem Treffpunkt die Hélfte der Strecke zuriicklegen, die diesem Fahrabstand entspricht.
Dazu sind aber 5 min erforderlich.

Lésung von Walter Rulff:

AYAYAYAVAYAYAYAVAYAVAVAYAYAVAYAYARN

56 |

A6

A
8.00

9.00 9 .0 .0 .0

Graphische Losung;:

Wir stellen die Fahrt der Straflenbahnziige in einem rechtwinkligen Zeit-Weg-Diagramm (graphi-
scher Fahrplan - Abbildung) dar. Aus der Angabe der Geschwindigkeit v = 181‘Tm folgt, dass sich
jeder Wagenzug eine Stunde nach Abfahrt in der Entfernung 18 km vom Abfahrtsort befindet.
Damit sind die Weg-Zeit-Kurven festgelegt (wenigstens ndherungsweise, da die Haltezeiten und
Schwankungen der Geschwindigkeit unberiicksichtigt bleiben).

Aus dem Diagramm kann man die Ergebnisse unmittelbar ablesen.
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Aufgabe 24/61
Beweis fiir die Behauptung, dass weniger mehr ist: Es ist

HEORSON

Durch Logarithmieren ergibt sich daraus

1\ 1 n+1
lgl=) >lgl =
g <2> g (2)
Nach einem Logarithmengesetz ist 1ga”™ = m - 1g a; also folgt

1 1
. 1) . lo =
ng2>(n+)g2

Dividiert man beide Seiten der Ungleichung durch Ig %, so erhdlt man n > n + 1. Wo steckt
der Fehler?

Der Fehler ist im letzten Schritt enthalten, in der Division durch lg % Bekanntlich ist der Lo-
garithmus einer Zahl, die kleiner ist als 1, eine negative Zahl. Man kann jedoch Ungleichungen
nicht wie Gleichungen behandeln, sondern vor allem beim Rechnen mit negativen Zahlen ist bei
Ungleichungen Vorsicht am Platz.

Multipliziert oder dividiert man beide Seiten einer Ungleichung mit einer negativen Zahl, so
muss man das Ungleichheitszeichen umkehren. Es folgt dann aus

1 1
n'lg§>(n+1)-lg§

durch die Division richtig n < n + 1.

Aufgabe 25/61

Ein Schiiler kiirzt den Bruch % falschlicherweise, indem er in Zahler und Nenner jeweils die
Ziffer 6 streicht. Er erhélt damit das richtige Ergebnis %.

Es ist festzustellen, fiir welche Briiche mit zweiziffrigem Z&hler und zweiziffrigem Nenner
dieses fehlerhafte Verfahren ebenfalls zum richtigen Ergebnis fiihrt.

Bedingung fiir die Durchfithrbarkeit des Verfahrens ist, dass die letzte Stelle des Zahlers mit
der ersten Stelle des Nenners tibereinstimmt. Man kann daher die Briiche allgemein in folgender

Form schreiben:
10z +y

10y + 2

Streicht man im Zahler die letzte und im Nenner die erste Stelle, so erhdlt man daraus den
Bruch Z. Beide Briiche sollen einander gleich sein: igzig =1Z

Dies ist eine Gleichung in drei Unbekannten, fiir die nur ganzzahlige Losungen zwischen 1 und
9 (beide Werte einschliefllich) in Frage kommen. Es handelt sich also um ein diophantisches
Problem. Zur Lésung geht man folgendermaflen vor: Man fasst die Gleichung als Proportion auf

und formt sie zur Produktgleichung um: (10z + y)z = (10y + 2)x — 92z = (10x — 2)y.

Die linke Seite der Gleichung ist durch 9 teilbar, also muss auch die rechte Seite durch 9 teilbar
sein. Das ist sicher dann der Fall. wenn entweder y oder 10x — z durch 9 teilbar sind, ferner
dann, wenn y und 10z — z beide durch 3 teilbar sind. Damit kommen aber fiir y zunéchst die
Werte 3; 6; 9 in Frage: den Fall, dass 10x — z durch 9 teilbar ist, behandeln wir anschliefend.
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Aus y = 3 folgt 92z = 3(10x—2) — 2z = 3}:)1 . Die Gleichung liefert nur fiir x = 3 ein ganzzahliges

z = 3. Es wére demnach % ein Bruch, der der gestellten Bedingung geniigt.
Wir wollen aber Fille mit x = y = z als trivial ansehen und nur solche Losungen gelten lassen,
fiir die mindestens = # y oder y # z gilt.

Setzt man y = 6, so ergibt sich z = 3102.

Fiir x = 1 erhélt man daraus z = 4, fiir 7 = 2 ergibt sich z = 5. Weitere ganzzahlige Losungen
hat diese Gleichung nicht. Damit sind zwei Losungen ermittelt

6_1 %2
64 4 " 65 5
Aus y =9 wird z = 1-1+0l mit den Losungen ¢ =1,z =5 und z =4,z = 8 und
[ N
95 5 98 2

Es bleibt noch der Fall, dass 10x — z durch 9 teilbar ist. Fir 10x — z kommen dann nur die
Werte 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81 in Frage; man sieht dass in jedem Fall x = z ist. Aus der
Gleichung 9xz = (10x — 2)y folgt sofort z = y und somit nur triviale Lésungen.
Es gibt genau 4 Briiche der gesuchten Art:

16 1 26 2 19 1 49 1

Dz a 2==: A == a ==
64 4 ™" 65 5 i 95 5 98 2

Aufgabe 26/61

Der geometrische Mittelpunkt der kreiszy-
linderformigen Ausfrasung (Abbildung) sei
nicht bekannt. Zur Ermittlung des Durch-
messers D = 2R werden in die Ausfrdsung
genau geschliffene Bolzen mit dem Durchmes-
ser d = 2r = 30 mm gelegt und a zu a = 12
mm bestimmt.

Welchen Durchmesser D hat die Ausfrasung?

Es sei M der unbekannte Mittelpunkt. Dann gilt R=GM = HM = BM +r = AM +r. Ferner
ist BC' = EF = a, AB = d, folglich (AC)? = d* — a?.
Da £ ACM = 90° ist, folgt CM? + AC? = AM? und wegen AM = BM und CM = BM —a

(BM — a)* 4 d* — a* = BM? —

2
—23M~a+d2:0—>BM:Z—
a

Damit erhélt man R = % +7r bzw. D = % + d. Setzt man die gegebenen Werte ein, so ergibt
sich D = 105 mm.
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EaeR

Lésung von W. Koch:

a) Berechnung des Winkels 3: cos f = §, da ABD'F’ ein
Parallelogramm ist, gilt ¢ = d.

b) Berechnung von 0": b = R-cos 3 = R - §

c¢) Berechnung von R: R: V' = (R—7r):7r und R : % =
(R—r): R

Wegen d = 2r erhélt man daraus R : g—f = (Rr) : 7.
Lést;r;an diese Gleichung nach R auf, so ergibt sich R =
T+

2. Losung von W. Koch:

a) Berechnung des Winkels : cos f = §, da ABD'F’ ein B R
Parallelogramm ist, gilt ¢ = d.

b) Berechnung des Winkels '

Es ist § = ¢’ (Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen)
und ¢ = o (wegen B'D' = B'A’, A’B'D’ ist ein gleich-
schenkliges Dreieck mit der Spitze bei B’). Daraus folgt
o = 4.

c¢) Berechnung von ' = B'D": (R—2r): (R—r)=10b":r

ergibt er = 5.5 Lost man diese Gleichung nach R auf,

so ergibt sich R = r + %

Aufgabe 27/61

Auf einer Feier stofit jeder Anwesende mit jedem anderen an; die Gléser erklingen 120 mal.
Als es zum Tanzen geht, sagt jemand: "Wenn jeder Herr mit jeder Dame tanzt, so konnen
wir insgesamt 60 verschiedene Paare bilden.”

Wie viele Damen und wie viele Herren waren anwesend? Die Herren war in der Uberzahl.

Jede der anwesenden Personen st68t mit (n — 1) anderen Personen an. Das wéren n - (n — 1

)
”AnstoBe”; dabei ist aber jedes AnstoBen doppelt gezéhlt. Die Gléser erklingen daher % (n — 1)

mal.
Die quadratische Gleichung %(n — 1) = 120 — n? — n — 240 = 0 hat die Lésungen ny = 16 und
ne = —15. Die negative Losung scheidet aus, so dass also 16 Personen anwesend waren.

Es seien nun d Damen und h Herren anwesend. Dann gilt, da jeder Herr mit jeder Dame tanzen
soll, das Gleichungssystem s +h = 16; d-h = 60 mit den Losungen h; = 10,d; = 6 und
ho = 6,dy = 10. Da mehr Herren als Damen anwesend sind, sind also 10 Herren und 6 Damen
bei der Feier.
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Lésung von B. Vetters:
(Teillosung unter Vermeidung des Losungsverfahrens fiir Gleichungen zweiten Grades)

Die Zahl der anwesenden Personen kann auch ohne Losung einer Gleichung zweiten Grades
ermittelt werden. Die Gleichung
z(z — 1) =240

bedeutet, dass das Produkt zweier benachbarter ganzer Zahlen gleich 240 ist. Man bilde also alle
moglichen Produkte aus ganzen Zahlen, die den Wert 240 haben: 2-120, 3-80, 4-60, 5-48, 6-40
usw., wobei man feststellt, dass sich die Differenz der Werte der beiden Faktoren immer mehr
der Null ndhert. Schlielich kommt man zu dem Paar, dessen Differenz gleich 1 ist, ndmlich zu
1516 = 240.

Also ist z = 16.

Man kann an den Gedanken zwei weitere Uberlegungen anschlieBen:
1. Es ist nicht notwendig, dass man alle Produkte mit dem Wert 240 ausprobiert. Aus der
Gleichung erkennt man, dass der Wert fiir z nur wenig von v/240 differieren kann. Er muss also
in der Nahe von 15 liegen.
2. Das Verfahren ldsst sich — etwas abgewandelt — auch auf den zweiten Teil der Aufgabe
anwenden. Hier gilt

x(16 — z) = 60 und x>16—=z

Die Ungleichung fithrt auf 2z > 16 oder z > 8. Also kommen fiir die Lésung nur die folgenden
Werte in Frage:

r =10, 16— x =6, r=12, 16 —x =4, r=15, 16—x=1
Die rechte Spalte ermoglicht sofort die Auswahl von z = 10, 16 — x = y = 6 als einzige Losung.
Lésung von J. Schell:

(Hilfsmittel: Kombinatorik): Da jeder mit jedem anstofien soll, ist die Anzahl der Kombinationen
von je 2 aus der unbekannten Personenzahl z zu ermitteln.
Aus n Elementen kann man k Elemente auf (}}) verschiedene Weisen auswéhlen. Es ist also

T\ r(r—1)

also sz? — z = 240 Daraus folgt 1 = +16, z9 = —15.
Die Anzahl der anwesenden Personen ist 16, da 2o = —15 als negative Losung keinen Sinn ergibt
und daher als unbrauchbar auszuscheiden ist.

Nun sollen 60 Tanzpaare gebildet werden. Es seien z Herren (und demnach 16 — x Damen)
anwesend, und es ist x > 16 — .

16 Personen kann man auf (126) verschiedene Weisen zu Paaren gruppieren. Von dieser Zahl ist
aber sowohl die Zahl der nur aus Herren bestehenden Paare als auch die Zahl der nur aus Damen
bestehenden Paare zu subtrahieren. Die erste ist (%), die zweite (*°;*). Also gilt

16 x 16 — =
(2)-(2) (") -
16-15  x(x—1) (16 —z)(15 — ) — 60

1-2 1-2 1-2
22— 162 4+60=0

Die Losung dieser Gleichung ist 1 = 10, zo = 6. Wegen « > 16 — = scheidet der Wert xzo = 6
als unbrauchbar aus.
Daraus folgt, dass 10 Herren und 6 Damen anwesend sind.
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Aufgabe 28/61
H

Das Kantenmodell eines Wiirfels besteht aus zwdlf Kupfer-
D dréhten gleicher Dicke. Diese haben also alle den gleichen Ohm-
schen Widerstand R. An den Ecken A und G werde eine Span-
nung U angelegt.

Wie grof} ist der Gesamtwiderstand R, des Kantenmodells?

Man iiberlegt sich, dass unter den gegeben Bedingungen die Punkte B, D und E gleiches Po-
tential haben; ebenso haben die Punkte C, F' und H gleiches Potential. Man kénnte also B, D
und F sowie C, F und H untereinander leitend verbinden; die Verbindungen wiirden stromlos
bleiben.
Demnach kann man den Stromweg in drei Abschnitte einteilen:
1.Abschnitt: A bis (B,D,E);
2.Abschnitt: (B,D,E) bis (C,F,H);
3.Abschnitt: (C,F,H) bis G.
Der 1.Abschnitt setzt sich aus den parallel geschalteten Leiterstiicken AB, AD und AFE zusam-
men; sein Widerstand R; berechnet sich nach den Kirchhoffschen Verzweigungsgesetz zu
1 1 3 R R
R R R R R ™MT3
Genau so berechnet man den Widerstand R3 des 3.Abschnitts: R3 = %.
Der 2.Abschnitt besteht aus den parallel geschalteten Leiterstiicken BC', BF, DC, DH, EF
und FH. Es gilt also Ry = %.
Da fiir den Gesamtwiderstand R, gilt: Ry = Ry + Ry + R — 3 folgt Ry = %R.

Aufgabe 29/61
Gegeben sind drei zueinander parallele Geraden. Es ist ein gleichseitiges Dreieck zu konstru-
ieren, dessen Endpunkte je auf einer der gegebenen Geraden liegen.

Analysis: Die allgemeine Losung findet man, indem man von einem

B leicht 16sbaren Spezialfall ausgeht: Es werde zunichst angenom-
g3 men, der Abstand der gegebenen Parallelen g; und g9 sei gleich
o C dem Abstand der Parallelen g» und g3. Dann liegt das gesuchte

Dreieck ABC' symmetrisch zu go (erste Abbildung), die Lange der
a1 " Dreieckseite AB = BC = CA ist gleich dem Abstand der Par-

allelen g; und g3, das Dreieck ABC' ist ohne weiteres konstruierbar.

Betrachtet man nun die Analysisfigur der zweiten

Abbildung. so erkennt man: Ist PD die Hohe im 93 f B R

Dreieck PQR, so ist 4APDC = ABDR, da die /

Schenkel paarweise aufeinander senkrecht stehen. g2 ’P_

Da ferner L{CDB = £PDR = 90° ist, ist das Drei- ga .

eck CDP &hnlich dem Dreieck BDR. Folglich gilt C D

PD :RD = CD : BD. Wegen CD : BD =+/3 : 1

gilt dann aber auch PD : RD = /3 : 1. o NS 14
' Q
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Konstruktionsbeschreibung: Man konstruiert die Mittelparallele g4 zu g1 und g3 und errichtet
in einem beliebigen Punkt D von g4 die Senkrechte, die g; im Punkt A und g3 im Punkt B
schneidet. Sodann schlagt man um A und B zwei Kreisbogen mit AB als Radius, die sich in C
auf g4 schneiden.

In C errichtet man die Senkrechte auf g4, sie schneidet g3 in P. Man verbindet P mit D und
errichtet in D auf PD die Senkrechte. Deren Schnitt mit g; sei @, mit g3 sei R. Das Dreieck
PQR ist das gesuchte.

Determination: Da die Kreisbégen um A und B einander in zwei Punkten C' und C’ schneiden,
ist das gesuchte Dreieck PQR nur bis auf Symmetrie bestimmt. Alle anderen Konstruktionen
sind stets und eindeutig ausfithrbar.

Lésung von Willi Dorfler:

B B Wir gehen von dem Spezialfall aus, dass die Paralle-

93 len zwei gleiche Absténde haben. Die weitere Kon-
struktion verlauft folgendermafien (Abbildung):

/C\ \ In C wird auf AC die Senkrechte errichtet. Ihr

92 v Schnitt mit go, sei C’. Von B aus trigt man auf

a g3 die Strecke CC" = BB’ so ab, dass AABB’ und

A ANACC’ gleichen Umlaufsinn haben.
Dann ist AB = AC (nach Konstruktion; AABC' ist gleichseitig), ZABB' = ZACC’' (nach

Konstruktion rechte Winkel) und CC’ = BB’ (nach Konstruktion).

Also ist AABB' = NACC'. Daraus folgt AB’ = AC', ZCAC' = ZBAB’, also auch ZC'"AB' =
ZCAB = 60° (nach Konstruktion).

Im Dreieck AB’C” sind demnach zwei Seiten einander gleich, und der von ihnen eingeschlossene
Winkel betrigt 60°. Folglich ist das Dreieck gleichseitig.

Aufgabe 30/61

Fiinf Hausfrauen wollen Schrippen kaufen. Als der Bécker die vorratigen gezdhlt hatte,
erlaubt er sich einen Scherz: "Wenn jede von Ihnen die Hélfte der jeweils vorhandenen
Schrippen und eine halbe dazu kauft, bleibt keine iibrig!” Wieviel Schrippen hatte der Bécker,
und wieviel héatten nach diesem Vorschlag die einzelnen Kundinnen erhalten?

Es sei x;, die Anzahl der Schrippen, die vorhanden sind, ehe die n-te Kundin gekauft hat. Die

n-te Kundin erhélt dann
_ Tp n 1 z,+1
In =g T T T

Schrippen. Die Differenz x,, —y,, ist die Anzahl Schrippen, die nach dem Kauf der n-ten Kundin,
also vor dem Kauf der (n + 1)-ten Kéuferin vorhanden sind:

Tn+1  xp—1
2 2

Tpn4+l = Tn — Yn = Tn

Da nach der fiinften Kéuferin keine Schrippen mehr vorhanden sind, gilt ¢ = 0, also “””57_1 =0,
mithin x5 = 1 und y5 = 1. Riickwérts die Ergebnisse einsetzen, ergibt x4 = 3;23 = 7;22 =
15;21 = 31 und y4 = 2;y3 = 4;y2 = 8;y1 = 16.

Es waren also anfangs 31 Schrippen vorhanden. Die erste Kundin erhélt 16, die zweite 8, die
dritte 4, die vierte 2 und die fiinfte 1 Schrippe. "Halbe” Schrippen tauchen im Ergebnis nicht
auf!
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Aufgabe 31/61
Zur Umsetzung von Drehbewe-

gungen in geradlinige Bewegungen
gibt es verschiedene Moglichkeiten. !

Bei Werkzeugmaschinen werden , 3

héufig die Kreuzschleife (Konstruk- i ®
tionsprinzip siehe erste Abbildung) [ ] — \?

und die schwingende Kurbelschleife ] /A o
(Konstruktionsprinzip siehe zweite
Abbildung angewendet.

Der Radius r der Drehbewegung
ist der Abstand vom Drehpunkt M
zum Mittelpunkt des Bolzens B. -

Ll

a) Es ist die Auslenkung s des schwingenden Maschinenteils (Werkzeug oder Werkstiick)
in Abhéngigkeit vom Drehwinkel ¢ anzugeben und die Funktion s = f(¢) in einem
rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem mit r = 1,a = 0,5 und [ = 3 darzustellen.
Welcher wesentliche Unterschied besteht hinsichtlich der Bewegung des schwingenden
Maschinenteils zwischen den beiden Antriebsarten?

b) Fiir die Kreuzschleife sind die Geschwindigkeit v = v(t) und die Beschleunigung b = b(t)
des schwingenden Maschinenteils zu ermitteln; die Winkelgeschwindigkeit w sei konstant:
w = ¥ = konstant.

b LI

c) Wie grof} ist der absolute Extremwert der Beschleunigung bei der Kreuzschleife? Welchen
Durchmesser d muss der Bolzen B mindestens haben, wenn 7 die Scherfestigkeit des Bolzen-
werkstoffs und m die Masse des schwingenden Maschinenteils ist?

Es gilt 7 = %, wobei F' der Querschnitt des Materials und P die zum Abscheren (gegensei-
tiges Verschieben zweier ”"benachbarter” Querschnitte) erforderliche Kraft ist. Die Reibung
werde vernachlassigt.

d) Fir die schwingende Kurbelschleife ist aus der graphischen Darstellung der
Weg-Zeit-Funktion der anndhernde Verlauf der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion und der
Beschleunigung-Zeit-Funktion abzulesen und graphisch darzustellen. Auch dabei gelte w =
# = konstant.

e) Fir welche Arten von Maschinen kommen diese beiden Antriebsarten auf Grund ihrer
FEigenschaften vorwiegend in Frage?
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a) Kreuzschleife: Es ist (siehe Abbildung) s = MS. Be-
zeichnet man als Drehwinkel ¢ den Winkel, den die Kur-
bel M B = r bei Drehung im Uhrzeigersinn von M aus
iiberstreicht, so gilt

MS
Rl = cos (90° — )
r r

S

Wegen cos (90° — ¢) = sinp ergibt sich daraus & = sin¢p
und damit s = rsin .
Grafische Darstellung fiir r = 2 und r = 1:

0.5 4 90° 18 270° 0° ¥

1+
-1.5 1
2+

Schwingende Kurbelschleife: Bezeichnet man als Drehwinkel ¢ den Winkel, den die Kurbel
M B = r bei Drehung im Uhrzeigersinn von MO aus tiberstreicht (Abbildung), und als Schwin-
gungswinkel ¢ den Winkel zwischen PS und PO (ebenfalls im Uhrzeigersinn gemessen), so

ergibt sich g—g = 7 = tan® also s = [tan . Nun gilt aber

TB TB TB

t = — = =
WY = T PO T QM+ MT  atr+ MT

sin ¢
++1+cosep

-0.5 1 90°  180°  270° 60° ¥
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grafische Darstellung fiir » = 1,a = 0,5,1 = 3 Bei der Kreuzschleife schwingt der Maschinenteil
harmonisch, bei der schwingenden Kurbelschleife dagegen nicht. Bei der Kreuzschleife dauern
Vor- und Riicklauf gleich lang, bei der schwingenden Kurbelschleife geht der Vorlauf langsam,
der Riicklauf dagegen schnell vor sich.

b) Die Geschwindigkeit v = v(t) erhilt man durch Differentiation des Weges nach der Zeit:

v=0(t) = ds(t) d(rsiny) d(rsin(wi)

dt dt dt
Nach der Kettenregel ergibt sich

d(rsin (wt)  d(rsi dwt
(r S;I; (wt) _ (TZ; ¥) . % = wr cos (wt) = wrcos ¢

| |
T

90° \ 180° / 270°  360° ¥

Die Beschleunigung b = b(t) ist die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit. Ebenfalls nach
der Kettenregel wird b = —w?r sin (wt) = —w?r sin .

c) Extremwerte von b = b(t) liegen an den Nullstellen der ersten Abteilung von b, an denen

die zweite Ableitung von Null verschieden ist: %(tt) = —w3rcos (wt) = —w3r cos .
Aus —w3r cos ¢ = 0 folgt cos p = 0. Das ist fiir o = 90° + k- 180°, k = 0;1;2; 3; ... der Fall.

N . d2b(t) 4 .

un ist —z— = w'rsine.

Fir ¢ = 90° + (2k + 1) - 180°,k = 0;1;2;3;... ist singp = —1, also liegen Maximalwerte vor.
Fir ¢ = 90° + 2k) - 180°, k = 0;1;2;3;... sind es Minimalwerte. In jedem Fall folgt allerdings

’bextrem | = WQT'

Nun folgt aus dem Grundgesetz der Dynamik P = mb fiir die Extremwerte von b: | Peytrem| =
M|begtrem| = mw?r.

Weiter ist bei Bruch des Bolzens P = 7F. Setzt man P > |Peyirem|, 0 folgt 7F > mw?r, mithin
wegen F' = %77 auch %27['7' > mw?r.

Daraus errechnet man schliefflich den Durchmesser d zu

d> 2w mr

d) Im Bereich 0° < ¢ < 105° steigt die Weg-Zeit-Funktion fast geradlinig an, die Geschwindigkeit-
Zeit-Funktion ist daher in diesem Intervall anndhernd konstant, gréfler als Null. Von ¢ = 105°
bis ¢ &~ 133° geht die Geschwindigkeit auf Null zuriick (Maximum des Weges), sie wird von
p ~ 133° bis ¢ =~ 227° negativ, wobei sie ihren kleinsten Wert offenbar zwischen ¢ ~ 165° und
@ ~ 195° hat; in diesem Intervall ist sie konstant, ihr absoluter Betrag etwa das Fiinffache des
Wertes zwischen 0° und 105°.

Von ¢ ~ 227° an wird die Geschwindigkeit wieder positiv, von ¢ ~ 255° bleibt sie wieder
anndhernd konstant von gleicher Grofle wie zwischen 0° und 105°. Der Kurvenverlauf der Ge-
schwindigkeit v wird demnach ungefihr dem der vorhergehenden Abbildung entsprechen.
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b,

|

90° 180°  270°  360° ¥

Der Kurvenverlauf der Beschleunigung ist in der oberen Abbildung zu sehen.

e) Kreuzschleifen wird man vorwiegend bei solchen Maschinen verwenden, bei denen sowohl der
Vorhub als auch der Riickhub Arbeitshiibe sind (z.B. Maschinenfeilen und Maschinenségen).
Schwingende Kurbelschleifen werden dagegen hauptséchlich in solchen Maschinen verwendet,
die nur im Vorhub Arbeit vollbringen, im Riickhub aber leer laufen (z.B. Langhobelmaschinen).
Durch den schnelleren Riickhub wird die Zeit des Leerlaufs verkiirzt und dadurch die Maschine
besser ausgenutzt. Auflerdem ist die wiahrend des Arbeitshubes konstante Geschwindigkeit vor-
teilhaft.
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2.2 Aufgaben und Losungen 1962

Aufgabe 1/62

Auf ein holzernes Rad mit einem Durchmesser d = 75 mm soll ein schmiedeeiserner Reifen
bei einer Temperatur ¢ ~ 500°C aufgezogen werden. Nach dem Abkiihlen soll der Durch-
messer D des Reifens um 0,5 mm kleiner sein als der Durchmesser d des Rades, so dass der
Reifen das Rad fest zusammenpresst.

Wie grofl muss der Durchmesser D’ des Reifens bei Anfertigung sein, damit er nach dem
Abkiihlen des geforderte Mafl hat?

Der Ausdehnungskoeffizient von Schmiedeeisen werde mit o ~ 0,000012 je Grad angenom-
men.

Der Durchmesser D’ des Reifens muss D’ = 74,5 mm sein, da der Reifen bei normaler Tempe-
ratur angefertigt wird. Allerdings reicht die Temperatur ¢ =~ 500°C nicht aus, um ihn soviel zu
vergroffern, dass er auf das Rad aufgezogen werden kann. Ist U = 7D ~ 233,8 mm, so ist

U+U, =U(l+t,)=23338-(1+0,000012 - 500) ~ 235,2 mm

also U, ~ 1,4 mm, wenn mit U, die Vergréflerung des Umfangs U und mit ¢, die Erhéhung der
Temperatur bezeichnet werden (in unserem Fall wurde ¢, = ¢ gesetzt). Bezeichnen wir noch die
Vergroferung des Durchmessers D mit D,, so ergibt sich aus D + D, = %, dass D, ~ 0,47
mm.

Es miisste aber D, > 0,5 mm sein, damit D + D, > 75 mm wird.

Aufgabe 2/62
Es ist der geometrische Ort aller Punkte zu ermitteln, bei denen das Verhéltnis

PP
PPy

der Abstande PP; und PPs zu zwei gegebenen Punkten P; und P> den konstanten Wert ¢
hat.

Yy P(2;9) Es seien P, und P, die gegebenen Punkte, a ihr Abstand. Das
Koordinatensystem (rechtwinklig-kartesisch) legt man zweckméafig
“"0 y so, dass P; im Ursprung und P, auf der positiven x-Achse liegt.

Dann gilt fir einen beliebigen Punkt P(z;y) des geometrischen
P a P T z Ortes (Abbildung):

2

2?4y =u : (:16—(1)24-3/2:112

Dividiert man die erste Gleichung durch die zweite, so erhélt man

2y v
(z—a2+y2 2
Daraus folgt 22 + 3% = ¢?(x — a)? + ¢?y? und durch Umformung
cta S c2a? O—>( ac2 >2+2 ( ac >2
= €T — =
21 Y T2 -1 4 -1

Man erkennt, dass der geometrische Ort ein Kreis mit den Mittelpunktskoordinaten M (cg%, O)

22— 2x

ist.

und dem Radius r = %
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Aufgabe 3/62
Wie lautet das Bildungsgesetz (das allgemeine Glied) der Zahlenfolge

(vn) =0,2,2,3,5,5,6,8,8,9,11, 11, ...

Vermindert man in der Folge (v,,) das 2.,5.,8., ... Glied um
1, so geht sie in die Folge (w,) = 0,1,2,3,4,5,6,7,... iiber. n=14T..
Deren Bildungsgesetz ist leicht erkennbar: w, =n — 1.

Zur Folge (w,) muss man die Folge (a,) =
0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,... gliedweise addieren, wenn man die

=2;5:8;... =3;6;9;...
Folge (vy,) erhalten will: (v,) = (wy, + ay). n=%58 =369

Das Bildungsgesetz fiir (a,) muss fir n = 1,2,3 dieselben Werte ergeben wie fiir n = 4,5,6 oder
fir n = 7,8,9, usw. Man kann eine solche Folge "zyklisch” oder "periodisch” nennen und sie
entsprechend darstellen.

Es liegt nahe fiir das Bildungsgesetz von (a,,) trigonometrische Funktionen zu verwenden. In der
Tat ist

2
(bn) = <cos 7;”) = 0,5, —0,5;+1; —0,5; —0,5; +1; ...
Ersetzt man darin n durch n + 1 und addiert 0,5, wird

2n(n+ 1)

(cn +0,5) = (cos + 0,5> =0;1,5;0;0;1,5;0;0; 1,5; ...

Damit sind wir am Ziel:

2 2w(n +1 2 2 2m(n + 1
(vn>:(wn+an):(n_1+3[(O,5+COS<3)]):n—3—3co (3)
Lésung von Ulrich Richter:

Fir das Bildungsgesetz der Zahlenfolge (v,) = 0,2,2,3,5,5,6,8,8,9,11, 11, ... lassen sich belie-
bige viele allgemeine Glieder finden. Die Folge lisst sich auch als

(o) =1-1;2—-0;3-1;4—-1;5-0;6 —1;7—1;8—-0;9—1;10—1;11 — 0; 12 — 1; ...

schreiben. Die Folge (x,) = 1;0;1;1;0;1;1;0;1;1; 0; ... ist periodisch und kann durch jede peri-
odische Funktion mit folgenden drei Eigenschaften beschrieben werden:

1. £(3)) = f(3nA) =0,
2. f(A) = fF(A+3n)) = 1,
3. £(2)) = f(2) +3n)) = 1.

Wie sich die Funktion an anderen Stellen verhélt, ist vollig unwesentlich.
Als Beispiel einer Folge (z,,) seien angegeben

() = <’§\/§sin [(zn— 1)§”> oder () = <§sin2 [(n+1)§]>

so dass das Bildungsgesetz der Folge (v,,) geschrieben werden kann als

Vp =1 — 2\/gsin (271—1)E oder (U’Un):n_%SiI12 (n_'_l)z
3 3 3 3

(wobei stets n = 1;2;3; ... gilt).
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Lésung von Erich Schiffner:

Versteht man unter [a] die grofite ganze Zahl x, fir die gilt « < a, so ist das allgemeine Glied

der Folge
w=n-([5]-[*57])
" 3 3
Beweis: Man bilde

e === ([22 = [155]) - ([5] - [557))
K 3 3 3 3
-G )
N 3 3 3 3
Nun wird die erste Klammer fiir n = 3k gleich 1, ebenso die zweite, also ist: vy,4+1 — v, = 1 flr
n = 3k.

Fir n = 3k+1 ergibt sich vp01 —v, =1—-04+1=2und firn =3k+2vpy1—v, =1—-140=0,
womit alles bewiesen ist.

Aufgabe 4/62
Welchen Rest lasst die Zahl 2™ beim Teilen durch 37

Die Zahl 2™ ist nicht durch 3 teilbar, da sie nur den Primfaktor 2 enthilt. Also kann 2" beim
Teilen durch 3 nicht den Rest Null lassen. Es kommen nur die Reste 1 und 2 in Frage.

n=0:2"=3=2:3=1:3=0Rest 1
n=1:2"=3=21:3=2:3=0 Rest 2
n=2:2"=3=22:3=4:3=1Rest 1
n=3:2"=3=2:3=8:3=2Rest 2
n=4:2"=3=2*:3=16:3=>5Rest 1

Es taucht die Vermutung auf, dass 2" beim Teilen durch 3 den Rest 1 lasst, wenn n gerade, und
den Rest 2 lasst, wenn n ungerade ist. Zumindest gilt dies fiir n = 0 bis n = 4.

Um einen allgemeinen Beweis zu fiihren, schlieen wir folgendermafien:

Wenn 2" beim Teilen durch 3 den Rest 1 lésst, so kann man schreiben 2" = 3k + 1. Dann gilt
fiir 2L 27l = 2. 97 = 2(3k + 1) = 6k + 2.

Man sieht, dass dann 2”1 beim Teilen durch 3 den Rest 2 ldsst. Lisst dagegen 2" beim Teilen
durch 3 den Rest 2, so kann man schreiben 2" = 3k + 2. Dann gilt entsprechend fiir 271
2ntl =2.2" =2(3k+2) =6k +4 =6k + 3+ 1.

Man sieht, dass in diesem Fall 2"*! beim Teilen durch 3 den Rest 1 lidsst. Damit ist bewiesen,
dass sich beim Teilen der Zahl 2™ durch 3 die Reste 1 und 2 regelméflig abwechseln, wenn n die
Folge 0;1;2; 3;4; ... durchlauft.

Es gilt also fiir jedes n: Die Zahl 2™ ldsst beim Teilen durch 3 den Rest 1, wenn n gerade, und
den Rest 2, wenn n ungerade ist.

Mit Hilfe von Satzen der Zahlentheorie bzw. der Gruppentheorie lasst sich diese Behauptung
noch eleganter beweisen.
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Aufgabe 5/62

D @ C
Gegeben ist ein Trapez mit den parallelen Seiten a und
¢, der Hohe h und dem Winkel o (Abbildung). Gesucht
ist die Parallele zu a und ¢, die die Fléache des Trapezes d h b
halbiert.
Losung 1. durch Berechnung, 2. durch Konstruktion. N
A a B
D c c 1. Berechnung: Da die Flidche eines Trapezes aus-
r schliefllich von der Lénge der parallelen Seiten und
der Hohe, nicht aber von den Winkeln abhéngt,
Yy spielt der Winkel « fiir das vorliegende Problem kei-
d h b ne Rolle, und die Betrachtungen konnen ohne Be-
schrankung der Allgemeingiiltigkeit an einem recht-
/‘ x winkligen Trapez durchgefiihrt werden (Abbildung).
' Die teilende Parallele habe die Lange x, ihr Abstand
A “ B von c sei y. Dann gilt
Tr+c a+c
y V=l

Nach dem Strahlensatz gilt ¥ = 2=¢, also y = 2=Ch. Daraus folgt nach Umrechnung

2 4 02
9 o G —c a®+c
= —x
2 2

Man erkennt, dass die Lange der Parallelen unabhéngig ist von der Hohe h. Ihr Abstand y von

c ist dann
a2_c2
_ \VVEE —c
Y= iy N Yy = Y 2  h
a—c a—c
2. Konstruktion: Die Berechnung liefert den Schliissel zur
Konstruktion. Aus
D
24 2 2 2
z =12 re folgt =z = (a\/§> + (c\@)
2 2 2
d x b

Das heifit aber, man erhélt x als Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreiecks, dessen Katheten §+/2 und %\@ sind.

a B Diese Katheten sind aber die halben Diagonalen aus den

Quadraten der beiden parallelen Trapezseiten.

Konstruktionsbeschreibung:

1. Man konstruiert die Quadrate tber den parallelen
Trapezseiten, zieht in ihnen je eine Diagonale und halbiert
diese.

2. Man konstruiert ein rechtwinkliges Dreieck mit den halbierten Diagonalen als Katheten. Die
Hypotenuse hat die Lange = der gesuchten Parallelen.
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3. Man trédgt die Strecke z von A aus auf a = AB ab; der Endpunkt sei E. Dann zieht man
durch E eine Parallele zu d = D A; ihr Schnitt mit b = BC sei F'. Die Parallele zu a« = AB und
¢ = CD durch F ist die gesuchte Parallele.

Determination: Samtliche Konstruktionen sind stets ausfithrbar und eindeutig.

Aufgabe 6/62
Der kleine Zeiger der Uhr wird wéahrend eines Umlaufs mehrmals von groflen Zeiger iiberholt.

1. Es sind die Winkel zu berechnen, die beide Zeiger beim Uberrunden mit der Zeiger-
stellung um 0" bilden.

2. Es ist die Gleichung anzugeben, aus der man die Zeit (in min) errechnen kann, die
der grofle Zeiger von einer beliebigen Stunde bis zum Erreichen des kleinen Zeigers
benotigt.

1) Die Winkel, die die Zeiger mit der Zeigerstellung um 0" bilden, sind Funktionen der Zeit. Wir
bezeichnen mit oy, den Winkel des kleines Zeigers mit der 0"-Stellung, ay den Winkel des grofien
Zeigers mit der 0"-Stellung, wy, = % = % die Winkelgeschwindigkeit des kleinen Zeigers,
Wy = 3?20 = 36130 die Winkelgeschwindigkeit des grofien Zeigers und ¢ die Zeit (in h).

Dann gelten die Gleichungen o = wy -t und oy = wy - t. Wenn beide Zeiger sich decken, ist
ap = ag—n-360° mit n = 0,1, 2,... (ganzzahlige Umléufe des grofien Zeigers werden subtrahiert).

Aus den Gleichungen ergibt sich

360°n _ 360°n 12
wg—wg  330°/h 11

wi -t =wy -t —360°n oder t= nh

Setzt man dies in die 1.Gleichung ein, so erhélt man fir aj den Winkel ag,, bei dem sich die

: . _2n0. 12, _ 360°n
Zeiger decken: ag, = 30° - 3n = 1.

2) Wir bezeichnen mit At die Zeitdifferenz zwischen dem Uberrunden und der vorausgegan-
genen vollen Stunde, also At =t — n. Wegen 1) ergibt sich daraus

12 1
A = _— — = — h
t (11n n) Hn

Mit 1 h = 60 min erhdlt man schlieBlich At = %% min. Aus den Gleichungen von 1) und 2)

kann man eine Tabelle fir n =0,1,...,11, ag, in 011und At in min zusammenstellen.
n ap, At(min) n o ap, At(min)
0 0 0,00 6 196,4 32,72
1 32,7 5,45 7 2291 38,18
2 655 10,91 8 258,8 43,63
3 98,2 16,36 9 2945 49,09
4 130,9 21,82 10 327,3 54,55
5 163,6 27,27 11 360,0 60,00

Aufgabe 7/62

Auf einer Eisenbahnstrecke begegnen sich ein D-Zug und ein Schnelltriebwagen. Der D-Zug
hat eine Liange von l; = 260 m und eine Geschwindigkeit von vy = 90 kTm, der Schnelltrieb-
wagen ist [y = 30 m lang und hat eine Geschwindigkeit von vs = 144 kTm

Wie lange dauert fiir einen Reisenden im D-Zug die Vorbeifahrt des Triebwagens und fiir

einen Reisenden im Triebwagen die Vorbeifahrt des D-Zuges?
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Es ist vg = 9052 = 252 o, = 14452 — 402

Man findet die Losung durch die folgende Uberlegung: Wenn der D-Zug sich nicht bewegte,
der Triebwagen aber die Geschwindigkeit v, = vg + vs hétte (oder umgekehrt), so wéire die
Relativgeschwindigkeit von D-Zug und Schnelltriebwagen zueinander dieselbe. Es muss also,
wenn mit ¢4 und tg die entsprechenden Zeiten bezeichnet werden, gelten

(vg+vs)ts =1s und  (vg+wvs)tg =15 also

Ls 6 lq 260
T e, 13007 MTL G T T
Die Zeit tg, fiir die Vorbeifahrt des Schnelltriebwagens am Reisenden im D-Zug betrdgt also
ts = 0,5 s, und die Zeit t; fiir die Vorbeifahrt des D-Zuges am Reisenden im Triebwagen ist

tg=4s.

Aufgabe 8/62

Zwei Primzahlen, deren Differenz dem absoluten Betrag nach gleich 2 ist, nennt man Prim-
zahlzwillinge.

Man beweise, dass oberhalb von 3 die Summe zweier Primzahlzwillinge stets durch 12 teilbar
ist!

Jede Primzahl oberhalb von 3 ist entweder in der Form 6n — 1 oder in der Form 6n + 1 mit
n = 1,2,3,... darstellbar.

Beweis: Jede natiirliche Zahl ldsst sich in einer der folgenden Formen darstellen: 6n;6n+ 1;6n +
2;:6n+3;6n+4;6n+5 mit n = 0,1,2,3,4,.... Von diesen Zahlen sind sicherlich die Zahlen 6n; 6142
und 6n + 4 durch 2 und die Zahlen 6n;6n + 3 durch 3 teilbar und mithin keine Primzahlen.
Wenn also eine natiirliche Zahl oberhalb 3 eine Primzahl ist, so ist sie entweder in der Form
6n + 1 oder in der Form 6n + 5 darstellbar. Fiir 6n + 5 kann man aber auch schreiben 6n' — 1
mit n’ =n + 1.

Daraus folgt: Primzahlzwillinge p; und po haben stets die Form p; = 6n — 1 und ps = 6n + 1
mit gleichem n.

Beweis: Angenommen, es sei p; = 6n F 1 und po = 6m + 1 mit n # m, so wire

lp1 — pa| = [(6n F 1) — (6m £ 1)| # 2

Damit ist aber p; + pa = (6n — 1) + (6n + 1) = 12n, d.h., die Summe zweier Primzahlzwillinge
oberhalb 3 ist durch 12 teilbar.

Aufgabe 9/62

a) Ein Zahnrad K mit dem Teilkreisdurchmesser d = 2r rollt auf einem feststehenden
Zahnrad K7 mit dem gleichen Teilkreisdurchmesser ab. Wie oft dreht sich Ky bei einem
vollen Umlauf um K7 um seine Achse?

b) Ein Zahnrad K mit dem Teilkreisdurchmesser do = 2rg rollt auf einem feststehenden
Zahnrad K7 mit einem Teilkreisdurchmesser d; = 2r; = 3ds ab. Wie oft dreht sich Ky
bei einem vollen Umlauf um K7 um seine Achse?

c) Ein Zahnrad K mit dem Teilkreisdurchmesser dy = 2r5 rollt auf einem feststehenden
Zahnrad K7 mit dem Teilkreisdurchmesser d; = 2r1 = %dg ab. Wie oft muss es umlaufen,
bis es sich genau einmal um seine eigene Achse gedreht hat?
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Der feststehende Kreis K7 hat den Durchmesser d; =
2r1. der Rollkreis K hat den Durchmesser d = 2r. Aus
der Ausgangslage A (sieche Abbildung) rolle der Kreis K
bis zum Umfangspunkt B. Der Berithrungspunkt Ax des
Umfangs von K in der Ausgangslage bewegt sich dabei in
die Lage A’. Die beiden Kreisbogen AB und A’B haben
wegen der Bedingung des Nichtgleitens die gleiche Lange.
Die zu diesen Bogen gehérenden Mittelpunktswinkel be-
zeichnen wir mit 8 und 3’. Dann ist die Gesamtdrehung
¢ des Rollkreises K: ¢ = 8+ 3.

Misst man die Winkel im Bogenmaf, so ist

—~

AA = mE und AB=rp

Aus AB = A'B folgt mE =7/ oder B = ”f = %.
Somit ist die resultierende Drehung

Misst man aber die Winkel im Gradmaf, so gilt entsprechend AB = gg(l)f und A'B = gggc: .
Wegen AB = AB' gilt d1 3 =dp’, also 8/ = %. Somit ist

b _
d

dy
B(1+ E)

p=PB+p =P+
In die allgemeine Form setzen wir ein:
Frage 1: d1 = d, /B\ = 27 bzw. [ = 360°, ergibt ¢ = 47w = 720°.
Frage 2: d; = 3d, /B\ = 271 = 360°, ergibt ¢ = 871 = 1440°.
Frage 2: d = 3dy, g = 27 = 360°, ergibt 3 = 9% = 270°.
Antwort: Im Fall a dreht sich der Rollkreis zweimal, im Fall b viermal um seinen Mittelpunkt,
im Fall ¢ muss er drei Viertel des Festkreises umlaufen.

Aufgabe 10/62

Es ist 90 = —920
25 —45=-20
25 —45=16 — 36
9 9
2 2
—92.5.-=42_-9.4.=
5 5 5 5

2
Addiert man auf beiden Seiten der Gleichung (%) , S0 ergibt sich

2 2 2 2
2 9 9 2 9 9 9 9
52-2.5. 24 (2) =42-2.4.24+(2) s (5=-2) =(4-2
2 (2) 2 (2) ( 2) ( 2)

Auf beiden Seiten die Wurzel gezogen, liefert

9 9 9
95— 5= 4 — 3 und mit beidseitiger Addition von 3 somit 5=4

Wo steckt der Fehler?
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Der Fehler liegt nicht in den als Aprilscherz eingeschmuggelten Druckfehlern, sondern im Wur-

zelziehen. Die Gleichung
9\? 9\2
5—=) =(4—-<
(-3) =(-3)

ist noch richtig, denn es ist (5 - %)2 =1 und (4 - %)2 =

i %. Durch das Ausziehen der Wurzel
werden aber der positive (auf der linken Seite der Gleichung) und der negative Wurzelwert (auf

der rechten Seite) einander gleichgesetzt.

Aufgabe 11/62

Berechnung der Jahreszahl 1962 aus dem Geburtstag

Schreiben Sie Thren Geburtstag auf. Verdoppeln Sie die Nummer des Tages und addieren Sie
die Nummer des Monats zum Ergebnis.

(Beispiel: Geburtstag 27.8., Nummer des Tages 27, Nummer des Monats 8, Rechnung: 2 -
27+ 8 =62.)

Multiplizieren Sie dieses neue Ergebnis mit 5 und addieren Sie 400. Subtrahieren Sie davon
das Zehnfache der Tagesnummer. Vom Doppelten dieses Ergebnisses subtrahieren Sie das
Zehnfache der Monatsnummer.

Wenn Sie die so errechnet Zahl mit 2,5 multiplizieren und schliefSlich noch 38 subtrahieren,
so erhalten Sie die Zahl 1962. Wie ist das bei so verschiedenen Ausgangswerten moglich?

Bezeichnet man die Tagesnummer mit ¢ und die Monatsnummer b, so folgt aus den Anweisungen
der Aufgabe die folgende Rechnung;:

1) Verdopplung der Tagesnummer: 2a

2) Addition der Monatsnummer: 2a + b

3) Multiplikation mit 5: 5 - (2a + b) = 10a + 5b

4) Addition von 400: 10a + 5b + 400

5) Subtraktion des Zehnfachen der Tagesnummer: 10a + 5b + 400 — 10a = 5b + 400
Man sieht, dass ein Teil des Datums aus der Rechnung "herausfallt”.

6) Verdopplung des Ergebnisses: 100 4+ 800

7) Subtraktion des Zehnfachen der Monatsnummer: 10b + 800 — 100 = 800

Nun ist der Rest des Datums herausgefallen. Bei allen moglichen Ausgangswerten liegt nun das
gleiche Zwischenergebnis vor.

8) Multiplikation mit 2,5: 2,5 - 800 = 2000

9) Subtraktion von 38: 2000 — 38 = 1962

Aufgabe 12/62

Drei Damen, alle unter 50 Jahre alt, treffen sich zur Geburtstagsfeier der jiingsten.

"Ich habe ein seltsames Alter erreicht”, sagt das Geburtstagskind, ”ich bin 5% mal so alt
wie meine Tochter und 11 mal so alt wie mein Sohn. Wenn mein Sohn so alt sein wird, wie
meine Tochter jetzt ist, dann werde ich 6 mal so alt sein wie er und 4 mal so alt wie meine
Tochter.”

"Merkwiirdig”, erwiderte die zweite, "mit mir und meinen zwei Kindern steht es ebenso
"Das ist doch aber ein Zufall!” sagte die dritte nach einigem Nachdenken, ”die gleiche Rech-
nung stimmt bei mir und meinen zwei Kindern! Und dabei sind wir drei Frauen doch ver-
schieden alt!”

Wie alt sind die Miitter und ihre Kinder?

'77

Es scheint sich um ein diophantisches Problem zu handeln. Die Lésungen sind aber im vorlie-
genden Fall durch eine einfache Uberlegung zu finden:
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Da die Miitter 11 mal so alt sind wie ihre jiingsten Kinder, kommen bei ganzzahligen Altersan-
gaben nur durch 11 teilbare Zahlen fiir das Alter der Miitter in Frage, also die Zahlen 11; 22;
33: 44; 55; 66; 77; 88; 99. Die Zahl 11 und die Zahlen 55; 66; 77; 66; 99 kann man sofort als
unbrauchbar ausschliefen. Da die drei Miitter unterschiedlich alt sind, kommt nur die Losung

1. Mutter 22 Jahre alt, 2. Mutter 33 Jahre alt, 3. Mutter 44 Jahre alt

in Betracht. Man priift leicht nach, dass diese Zahlen auch die iibrigen Bedingungen erfiillen.
Aus ihnen errechnet man das Alter der Kinder.

Alter der Mutter 22: alteres Kind 4, jingeres Kind 2; Alter der Mutter 33: &lteres Kind 6,
jingeres Kind 3; Alter der Mutter 44: dlteres Kind 8, jiingeres Kind 4.

Aufgabe 13/62
Warum kann eine Quadratzahl oberhalb von 9 niemals aus lauter ungeraden Ziffern beste-
hen?

Es sei n = 10a + b, wobei a eine natiirliche Zahl mit beliebig vielen Stellen und b eine einstellige
natiirliche Zahl sei. Dann gilt

= (10a + b)? = 100a? + 20ab + b?

Ist nun b gerade, so ist auch b? gerade und mithin auch die Schlussziffer von n2. Ist aber b
ungerade, so sind die Félle b=1;b = 3;b = 5;b = 7;b = 9 moglich. In diesen Féllen ergibt sich

n? =100a® + 20a + 1 n? = 100a® + 60a + 9
n? = 100a? + 100a + 25 n? = 100a? + 140a + 49
n? = 100a® + 180a + 81

Man sieht, dass in diesen Féllen die Zehnerziffer gerade ist. Also enthélt jede Quadratzahl
oberhalb von 9 mindestens eine gerade Ziffer.

Aufgabe 14/62

Das Dreieck ABC' sei bei C rechtwinklig. Es sei CD = h. die Hohe der Hypotenuse; ferner
seien p der Radius des Inkreises im Dreieck ABC, p; und ps die Radien der Inkreise in den
Teildreiecken ADC und BDC'.

Man beweise, dass die Summe o der Inkreisradien p, p; und p2 gleich der Hohe h, ist!

C Wendet man die bekannte Dreiecksformel
2
tan A - p mit
2 s—c a+b+c
b _atb+ec
2

p auf ein rechtwinkliges Dreieck an
(v = 90°), so ergibt sich wegen tan 45° = 1

der Satz:

A ¢ D

Der Inkreisdurchmesser eines rechtwinkligen Drelecks ist gleich der Summe der beiden Katheten
vermindert um die Hypotenuse. Daraus folgen fiir die rechtwinkligen Dreiecke ABC, CAD und
BCD die Gleichungen

2p=a+b—c 2p1 =q+ he—b; 2p0=p+he—a
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Durch Addition dieser Gleichungen ergibt sich wegen p + ¢ = ¢:

2(p+ p1 + p2) = 2he = p+p1 + p2 = he

Aufgabe 15/62

Es sei § < §. Beweisen Sie, dass dann auch gilt (Voraussetzung: a,b,c,d > 0)

g<a+c<f
b b+d d

C

Die Ungleichung ; < 7 ist gleichbedeutend mit der Ungleichung ad < be. Addiert man auf
beiden Seiten dieser Ungleichung die Gréfie ab, so folgt ab + ad < ab + be.
Damit gilt auch a(b + d) < b(a + ¢). Dividiert man beide Seiten durch b und durch (b + d), so

ergibt sich
a a+c

b btd
und der erste Teil der Behauptung ist bewiesen. Addiert man auf beiden Seiten der Ungleichung
ad < be dagegen die Grofe cd, so folgt ad + cd < be + cd oder (a+ ¢)d < (b+ d)c. Daraus ergibt
sich durch Division mit (b + d) und d die rechte Seite der Ungleichung und der zweite Teil der
Behauptung ist bewiesen.

Aufgabe 16/62

Als "magisches Quadrat” bezeichnet man eine quadratische Anordnung von Zahlen, bei der
die Summe aller in einer Zeile bzw. Spalte (oft auch Diagonalen) stehenden Zahlen konstant
ist.

Manche magischen Quadrate sind zentralsymmetrisch, d.h., die Summe je zweier zum Mit-
telpunkt des Quadrats symmetrisch gelegener Zahlen ist konstant.

Man beweise, dass in diesem Fall zwei Zeilen bzw. Spalten, die zu einer Mittellinie des
Quadrats symmetrisch liegen, die gleiche Quadratsumme ergeben. Beispiel:

6 3 2 13 11 24 7 20 3

4 9 2 4 12 25 8 16
3 5 7 g 160 171 182 17 5 13 21 9
8 1 6 A 15 14 1 10 18 1 14 22

23 6 19 2 15

Es seien ay, a9, as, ...,a, und by, ba, b3, ..., b, die beiden gewéhlten Zeilen (bzw. Spalten). Dann
gilt
ai+as+as+...+a,=s=by +by+bs+...+b,

Weiterhin ist a1 +b, = t;a2+b,_1 =1t;...;a,+by =todera; =t—by;a0 =t—by_1;...a0, =t—by
(1). Addiert man die Gleichungen, so ergibt sich s + s = n -t = 2s (2). Quadriert man die
Gleichungen (1), so folgt

a? = (t —by)2 =12 = 2th, + b2;..;a2 = (t — by)* =t — 2tby + b3
und durch Addition erhdlt man daraus

ait a3+ .. +al=nt>—2t(by +by+ ... +by)+0F+ ..+ b2 =t(nt—2s)+ b3+ ...+ b2

Wegen (2) ist aber nt — 2s = 0 und damit ist die Behauptung bewiesen.
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Lésung von Reinhard Neumann:

Symbolische Darstellung des magischen Quadrates:

a5 @12 ;... Q1 5 ... Qlp
a1 5 a2 ;... Q2 ; ... Q2pn
Qi1 5 G2 5 . Qi 5 .. Qip
Gp1 5 An2 5 ... Qni 5 ... QGnpp

Die Summe einer Zeile (bzw. Spalte) sei s = Z Aim.-

Die Summer zweier symmetrisch zum Mlttelpunkt liegender Zahlen sei d: d = ajm~+a(n41-i)(n+1-m)-
Es gilt aulerdem

nd = Z(aim + a(n—i-l—i)(n—l-l—m)) =2s

also nd = 2s. Es ist zu beweisen, dass

n n
Z a% Z a’(n—i—l —i)(n+1—m)

m=1
ist. Beweis:
n n
Z An+1-i)(n+1—m) Z (d - azm Z — 2daim + a )
m=1 m=1 m=1
n n n n n
d(d — 2alm—|—Za —dlZd—2Zaim+Za§m
m=1 m=1 m=1 m=1 m=1
n n
=dnd—2s)+ > al,=d-0+ > a;,
m=1 m=1

Lésung von Gerhard Franz:

Zwei Spalten (Zeilen), die zur Mittellinie symmetrisch liegen, miissen nach Voraussetzung die
folgende Form haben:

T A—z,

T9 A—xz,1
Tp—1 A — 9

Tn A—x

Die Quadratsumme der rechts stehenden Spalte ist

A—x,)? = Z(A2—2Axm+xfn):n‘A2—2AZa:m+wan: fon—i-R
m=1 m=1 m=1 m=1 m=1

Nun ist aber . .
R:n-A2—2Ame:n'A2—2A Z(A—xm):
m=1 m=1

(wegen der Konstanz der Spaltensummen)

=n-A*—2nA°+2A > xp=-n-A*+24) wp,=-R

m=1 m=1
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Aus R = —R folgt R=0, d.h. 3 (A— )2 =

m=1

e
8
SM

Aufgabe 17/62

Gegeben sind die voneinander verschiedenen Punkte A(—4;5) und B(4;5) sowie die Gerade
g mit der Gleichung y = 2x + 15. Gesucht sind die Kreise K, die durch A und B gehen und
g beriihren.

Losung a) analytisch, b) konstruktiv.

a) Analytisch: Es ist (z — ¢)? + (y — d)? = r? die allgemeine Kreisgleichung, wenn M (C;d) der
Mittelpunkt und r der Radius des Kreises ist. Da A und B symmetrisch zur y-Achse liegen, liegt
M auf der y-Achse; mithin ist ¢ = 0: 2% + (y — d)? = 72 (1).

Die Koordinaten von A und B miissen die Kreisgleichung befriedigen, also gilt

42 4 (5 —d)* =r? oder d? —10d +41 =% (2)

Nun sei C(x3;y3) der Berithrungspunkt des Kreises mit der Geraden g; dann befriedigen seine
Koordinaten sowohl die Kreisgleichung (1) als auch die gegeben Geradengleichung y = 2x + 15:

G4 z—d?=r" () ;  y=2a3+15 (4)

Es sei nun y = mx + n die Gleichung des Beriihrungsradius. Da er senkrecht auf g steht, gilt
m = —% (bekanntlich schneiden zwei Geraden mit den Anstiegen m; und mgy einander genau
dann unter einem rechten Winkel, wenn m; = —mig ist). Ferner miissen die Koordinaten von C
und M die Gleichung des Bertihrungsradius befriedigen. Damit folgt unmittelbar wegen M (0; d):
d=n fiir =0 und y3 = —323 + d (5).

Aus (4) und (5) folgt x5 = 2d — 6 (6) und y3 = 2d + 3 (7).

Setzt man (6) in (7) ein, so erhélt man $d* — 6d + 45 = r?. Im Verein mit (2) ergibt sich ein
quadratisches Gleichungssystem in zwei Unbekannten d und r? mit den Lésungen

d=25=+15V5:d; = 5,85 dy = —0,85 und r? =16,7;73 = 50,2
Die Kreisgleichungen lauten also
22 + (y — 5,85)% = 16,7 und 2% + (y + 0,85)* = 50,2
oder #2 +y? — 11,7y = —17,5 und 2% + 3> + 1,7y = 49,7

b) Konstruktiv:

1. Analysis (Abbildung): Ist D der
Beriihrungspunkt eines Kreises durch A
und B mit der Geraden g und E der Schnitt-
punkt von g mit der Geraden durch A und

B, so gilt nach dem Sehnentangentensatz
EA:ED=ED : EB oder ED?> = EA - EB.

D Ist K, ein beliebiger Kreis durch A und B, F
der Beriithrungspunkt einer Tangente von FE
aus an K, so gilt FA: EF = EF : EB oder
EF? = EA- EB. Es ist also ED = EF, und
man findet den Berithrungspunkt, indem man
E einen beliebigen Kreis durch A und B schlégt,
von E aus an ihn eine Tangente FF und EF
von E aus auf g abtragt. Der Kreismittelpunkt
liegt dann 1. auf der Mittelsenkrechten von
AB und 2. auf der Senkrechten auf g in D.

2. Konstruktionsbeschreibung:
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1. Man errichtet auf AB die Mittelsenkrechte s und wahlt auf ihre einen beliebigen Punkt
M,.. Um M, schlagt man mit dem Radius r = AM, = BM, einen Kreis K,.

2. Man verlingert AB bis zu Schnitt £ mit der Geraden g. Uber EM, schligt man den
Thaleskreis; seine Schnittpunkte mit K, seien F; = F und F5.

3. Man schldgt um FE einen Kreis mit dem Radius r = FF = EF». Die Schnittpunkte dieses
Kreises mit g seien D = Dy und D».

4. Man errichtet in Dy und D9 auf g Senkrechte. Deren Schnittpunkte mit s seien M = M;
und M.

5. Man schlagt um M; und My mit My D1 bzw. MyDs als Radien zwei Kreise K1 bzw. K.
Es sind die gesuchten Kreise.

3. Determination: Die Konstruktion nach 1. ist stets eindeutig ausfiihrbar.
Bei der Konstruktion nach 2. sind folgende Félle zu unterscheiden:

a) E liegt aulerhalb von AB; dann ist die Konstruktion wie beschrieben ausfithrbar und man
erhélt eindeutig die Strecke FFy = EF5.

b) E liegt auf A oder auf B. Dann ist A= F bzw. B=FE und A = F} = F, bzw. B = F} = F;,
d.h., esist FF; = EFy; = 0 und damit A = Dy = Dy bzw. B = D1 = Dy. Es gibt genau
einen Kreis.

c) E liegt zwischen A und B. Dann hat der Thaleskreis keinen Schnitt mit K, und die Kon-
struktion ist nicht ausfiihrbar.

d) Es gibt kein E (AB und g liegen parallel). Dann beriihrt der Kreis K; die Gerade g im
Schnittpunkt mit der Mittelsenkrechten s. Die Aufgabe hat nur eine Losung, die aber durch
die Konstruktionsbeschreibung nicht erfasst wird; im vorliegenden Fall trifft d nicht zu.

Bei der gestellten Aufgabe trifft Fall a zu.

Die Konstruktion nach 3. ist stets zweideutig fiir a) und eindeutig fiir b), dagegen fiir ¢) und
d) nicht ausfithrbar. Die Konstruktion nach 4. und 5. sind dann jeweils eindeutig und stets
ausfuhrbar. Damit ergeben sich folgende Moglichkeiten:

1. A und B liegen in verschiedenen der durch g begrenzten Halbebenen oder beide auf g:
keine Losung.

2. A und B liegen nicht in verschiedenen der Halbebenen oder nicht beide auf g:
a) A und B haben von g die gleiche Entfernung: eine Losung.
b) A und B haben von g nicht die gleiche Entfernung:
bl) Eine der beiden Punkte A und B liegt auf g: eine Losung
b2) Keiner der beiden Punkte A und B liegt auf g: zwei Losungen

Der letzte Fall trifft bei der gestellten Aufgabe zu.
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Aufgabe 18/62
Bei zentrisch-zylindrischer Durchbohrung einer Kugel verbleibt ein ringférmiger Restkorper
R. Es soll nachgewiesen werden, dass der Rauminhalt Vi dieses Restkorpers gleich dem

Rauminhalt Vi einer Kugel mit dem Durchmesser [ ist, wenn [ die Lange der zylindrischen
Bohrung ist (Abbildung).

22=” ¥ == th l | Restkorper R
[ ] Kugel mit Durchmesser 1

L#»
AR R jh [ ] Restkorper R

[ IHsugel middpuRehdimgsselel durchbohrten Kugel, p der Ra-

dius und ! die Lénge der zylindrischen Bohrung, ferner
sei h die Hohe der Kugelkappen, die durch die Bohrung
erfasst werden.
Vom Volumen Vi = %71'7’3 der Kugel sind abzuziehen a)
das Volumen Vz = 7p?l des Zylinders und b) zweimal
das Volumen V, = Zh?(3r —h) des Kugelabschnitts (Ab-
bildung). Es gilt also

4 2
Vi = Vi = Vz = 2Va = gmr® — mpl - §(37’ —h) = %[87"3 — 6p% — 4h%(3r — h)]

Nun ist aber nach dem Lehrsatz des Pythagoras p? = r

2r—1
2

2—%, ferner ist 2h = 2r—1[, also h =

h? =r?—rl+ %. Damit ergibt sich

Vi = % 8% — 6(r® — = (r2—drl+ 12)

Es ist aber Vi = %13.

Aufgabe 19/62

Elli und Gerda erhalten das gleiche Monatsgehalt. ” Als ich noch mein Anfangergehalt bekam,
wurden mir einmal 13 Geldscheine ausgezahlt, und zwar doppelt soviel 50-DM-Scheine wie
1-DM-Scheine, dazu noch einige 10-DM-Scheine; heute kann ich dasselbe sagen”, erklart Elli.
Da erwidert Gerda: "Ich bekam 5 mal soviel 20-DM-Scheine wie 1-DM-Scheine, dazu noch
5-DM-Scheine, im ganzen doppelt so viele wie du. Wenn ich erst iiber 400 DM verdienen
werde, spare ich doppelt soviel wie jetzt.”

Wieviel Gehalt wurde jeder gezahlt, und wieviel Scheine jeder Sorte erhielten sie?
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Wir bezeichnen die unbekannten Anzahlen folgendermafien:  Anzahl der Fiinfzig-DM-Scheine,
y Anzahl der Zwanzig-DM-Scheine, z Anzahl der Zehn-DM-Scheine, u Anzahl der Fiinf-DM-
Scheine, v Anzahl der Eine-DM-Scheine.

Dann gelten auf Grund der Angaben von Elli und Gerda folgende Gleichungen:

x+z+v=13(1),2 —2v=0(2),y +u+v =26(3),y — 50 = 0(4)

Es handelt sich um ein Gleichungssystem von vier Gleichungen mit fiinf Unbekannten; da die
Losungen Anzahlen darstellen, kommen fiir sie nur positive ganze Zahlen in Frage (diophanti-
sches Problem). Aus der Gleichung (4) erkennt man, dass y durch 5 teilbar ist. Damit kommen
vier Losungen in Betracht:

y=0omitv=1u=20,z=2,2=10
y=10mitv=2,u=14,z2=4,2=7
y=15mitv=3,u=8,x=6,z=4

~— — ~— —

1.
2.
3.
4.

~~ ~~ ~~

y=20mitv=4,u=2,r=8,2z=1

Werte y > 25 kommen nicht in Frage, da sonst andere der gesuchten Werte negativ werden.
Damit ergeben sich zunéchst folgende vier Moglichkeiten:

Elli Gerda
1. | 2-50,00 DM = 100,00 DM | 5 - 20,00 DM = 100,00 DM
10 - 10,00 DM = 100,00 DM | 20 - 5,00 DM = 100,00 DM
1-1,00 DM = 1,00 DM 1-1,00 DM = 1,00 DM
Summe 201,00 DM Summe 201,00 DM
2. | 4-50,00 DM = 200,00 DM | 10 - 20,00 DM = 200,00 DM
7 -10,00 DM = 70,00 DM 14 - 5,00 DM = 70,00 DM
2 -1,00 DM = 2,00 DM 2 - 1,00 DM = 2,00 DM
Summe 272,00 DM Summe 272,00 DM
3. | 650,00 DM = 300,00 DM | 15 - 20,00 DM = 300,00 DM
4 -10,00 DM = 40,00 DM 8 - 5,00 DM = 40,00 DM
3 -1,00 DM = 3,00 DM 3 - 1,00 DM = 3,00 DM
Summe 343,00 DM Summe 343,00 DM
4. | 850,00 DM = 400,00 DM | 20 - 20,00 DM = 400,00 DM
1- 10,00 DM = 10,00 DM 2 - 5,00 DM = 10,00 DM
4 - 1,00 DM = 4,00 DM 4 -1,00 DM = 4,00 DM
Summe 414,00 DM Summe 414,00 DM

Aus den weiteren Angaben von Gerda und Elli lasst sich nun folgendes schliefien:

a) Mindestens die Losung 1 scheidet aus, da Elli als Anfingerin (bei niedrigerem Gehalt als
heute!) eine gleiche Verteilung der Scheine erhielt.

b) Die Losung 4 scheidet aus, da Gerda nicht iiber 400,00 DM verdient.

c¢) Es verbleiben daher die Losungen 2 und 3 als Moglichkeiten. Mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit kann man aus Gerdas Bemerkung vermuten, dass sie bereits iiber 300,00 DM verdient
(Losung 3); jedoch ist dieser Schluss nicht zwingend. Die Aufgabe ist also nicht eindeutig losbar.

Aufgabe 20/62
Gegeben sind a und b mit a > b. Es ist a“—_bb zu konstruieren.

Das Produkt ab kann man als den Flicheninhalt F' eines Rechtecks ABC'D mit den Seiten a
und b auffassen. Bezeichnet man die gesuchte Gréfie mit z, so gilt aa—fb =z oder z(a — b) = ab.
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Damit ergibt sich z als Seite eines Rechtecks A’B’C’'D’ mit dem Fliacheninhalt F' und den Sei-
ten x und a — b. Das Problem stellt also konstruktiv eine Flachenverwandlung dar: Es ist das
Rechteck ABC'D mit den Seiten a und b in ein flichengleiches Rechteck A’B’'C’D’ mit den Sei-
ten x und a — b zu verwandeln. Dazu bieten sich mehrere Konstruktionsmoglichkeiten an. Als
einfachste erscheint die folgende (Abbildung):

1. Man konstruiert das Rechteck ABC D mit AB = a

und BC =b.
B’ A E 2. Man verldngert BC' iiber C hinaus um a — b bis
E.
3. Man bringt die Geraden durch A und B sowie
a—b durch E und D zum Schnitt; dieser sei F.
D 4. Man errichtet in F' auf AF und in E auf CE die
¢’ ¢ Senkrechten; deren Schnitt sei B’.
b 5. Man verlangert AD bis zum Schnitt A’ mit EB’

und C'D bis zum Schnitt C' mit F'B’.
Das Rechteck A’B’C’D’ ist das gesuchte.

Es ist zu beweisen: 1. ABCD = A'B'C'D’, 2. AAD =a— b oder C'D = a — b.

1. A BEF =A B'FE wegen EF = EF,ABFE = {BE'F,{BEF = {B'FFE (beide sind Wech-
selwinkel an geschnittenen Parallelen.)

A AFD =A C'DF wegen DF = DF, L AFB = L{C'DF,{ADF = £C'FD (beide sind Wechsel-
winkel an geschnittenen Parallelen.)

A CDE =N A'ED wegen DE = DE, ACDE = LA'ED,{CED = LA'DE (beide sind Wech-
selwinkel an geschnittenen Parallelen.)

Daraus folgt:

OABCD =A BEF— A AFD— A CDE =A B FE—- A C'DF— A AED =0AB'C'D'
2. A'D||EC, A'E||DC, daraus folgt A’D = EC = a — b (nach Konstruktion).
Lésung von Klaus Miiller:

Konstruktionsbeschreibung:

Die Strecke AB = b wird tiber B hinaus um a verliangert bis zum Punkt C. Auf AC wird in B
die Senkrechte errichtet, die den Thaleskreis iiber AC' in D schneidet. Auf BC = a wird von C
aus die Strecke b = C'E abgetragen.

Die Mittelsenkrechte auf DFE schneidet die Gerade durch A und C in F. Der Kreisbogen um F
mit dem Radius E'F schneidet die Gerade durch A und C in G. Die Strecke G B ist die gesuchte.

Beweis: ab = DB? (Hohensatz), GB- BE = DB? (Héhensatz). BE = a—b (nach Konstruktion),
also GB - (a — b) = ab, und somit
ab

B —
¢ a—2>b

2. Losung von Klaus Miiller:

Konstruktionsbeschreibung;:

Man zeichne unter beliebigem Winkel zwei von einem Punkt S ausgehende Strahlen und trage
auf dem einen von ihnen die Strecke SA = a, auf dem anderen die Strecke SB = a ab.

Auf AS trage man von A aus die Strecke AC' = b ab. Die Parallele zu CB durch A schneidet
den Strahl SB in D. Die Strecke BD ist die gesuchte.

Beweis: Nach dem ersten Strahlensatz gilt BD : AC = BS : CS, d.h.

BS-AC  ab
CS  a-b

BD =

52



2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Lésung von Hans-Jirgen Weifs:

Die Aufgabe ist gelost, wenn es gelingt, aus einem Rechteck mit den Seiten a und b ein flachengleiches
Parallelogramm mit der Hohe a — b zu konstruieren.

In dem Rechteck ABCD sei AB = a, BC = b (a > b). Man schlage mit b als Radius einen
Kreisbogen um B, der AB in E schneidet. Nach Konstruktion ist AE = a — b.

Nun schlage man {iber AB den Thaleskreis und um A mit AFE als Radius einen Kreisbogen,
der den Thaleskreis in F' schneidet. Es ist AF = a — b nach Konstruktion und AF 1 FB. Die
Gerade durch B und F schneidet die Gerade durch C und D in C’, die Parallele durch A zu
B(C'" die Gerade durch C und D in D’.

Das Parallelogramm ABC’D’ hat mit dem Rechteck die Seite AB und die Hohe BC' = AD
gemeinsam, beide sind also flichengleich. Ferner hat das Parallelogramm ABC’D’ andererseits
die Hohe AF = a — b auf der Seite BC'.

Demnach ist BC' = AD' = a%bb die gesuchte Strecke.

Aufgabe 21/62

Bei einem schliissellosen Vorhédngeschloss wird der Riegelteil mit vier einseitig gelegenen,
gleichen und gleichabstindigen Zéhnen in eine Hiilse mit vier gleichen, unabhéngig vonein-
ander um die Riegelachse drehbaren Ringen eingefiihrt (Abbildung). Das ist aber nur bei
einer bestimmten Stellung der Ringe méglich, ebenso das Offnen des Schlosses.

Auf den Ringen sind je sechs Buchstaben eingeprigt; vier davon (je Ring einer) geben bei
der Offnungsstellung das dem Besitzer bekannte Schliisselwort.

a) Wieviel verschiedene Schliisselworter sind bei dieser Konstruktion an jedem Schloss
moglich? Als ”Schliisselwort” gilt jede (auch sinnlose) Zusammenstellung von vier Buch-
staben.

b) Es ist die Sicherheit dieses Schlosses mit der eines nach demselben Prinzip gebauten zu
vergleichen, das aber sechs Ringe mit je vier Buchstaben aufweist.

c) Wieviel verschiedene Ringe mit je sechs verschiedenen aus den 26 Buchstaben des Alpha-
bets kann der Herstellerbetrieb anfertigen?

Dabei gelten Ringe dann als gleich, wenn sie - ohne Riicksicht auf die Reihenfolge - nur
gleiche Buchstaben aufweisen und der Einschnitt unter demselben Buchstaben ist.

d) Wieviel Schlésser mit verschiedenen Schliisselwortern kann man aus diesen Ringen her-
stellen?

a) Man kann zunéchst den ersten Ring in sechs verschiedene Stellungen bringen. Dann sind bei
jeder dieser Stellungen sechs Stellungen des zweiten Ringes moglich. Also ergeben sich fiir die
Stellungen der ersten beiden Ringe bereits 36 verschiedene Moglichkeiten.

Bei jeder davon kann man wieder auf sechs verschiedene Weisen den dritten Ring einstellen, so
dass sich damit 216 Stellungen ergeben.

Schliefllich multipliziert sich diese Zahl wieder mit sechs, wenn man nun noch den letzten Ring
einstellt, so dass sich insgesamt 1296 verschiedene Einstellmoglichkeiten ergeben.

Allgemein kann man zeigen, dass sich bei n Ringen mit je m Zahlen m” verschiedene Schliisselworter
bilden lassen.
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b) Aus der Losung von a) ergibt sich sofort:

1. Schloss mit vier Ringen zu je sechs Buchstaben enthélt 1296 Schliisselworter,

2. Schloss mit sechs Ringen zu je vier Buchstaben enthélt 4096 Schliisselworter.

Die Sicherheit des zweiten Schlosses verhélt sich also zu der des ersten wie 4096 : 1296 ~ 3 : 1,
d.h., das zweite Schloss ist etwa dreimal so sicher wie das erste.

c) Es ist festzustellen, wieviel Moglichkeiten es gibt, aus n (in unserem Fall n = 26) verschiede-
nen Elementen %k (in unserem Fall k£ = 6) verschiedene auszuwéhlen.

Zunéchst kann man aus den 26 Buchstaben auf 26 verschiedene Weisen einen Buchstaben
auswahlen. Bei jeder dieser 26 Moglichkeiten gibt es jetzt 25 Moglichkeiten zur Wahl eines
zweiten Buchstaben, im ganzen also 26 - 25.

Dabei iiberlegt man sich aber leicht, dass nun jede Buchstabenzusammenstellung doppelt vor-
kommt: einmal wurde z.B. zu ¢ der Buchstabe d gewéhlt und einmal zu d der Buchstabe c.
Demnach muss man das Produkt 26 - 25 noch durch zwei teilen, um die Anzahl der verschiede-
nen Moglichkeiten zu erhalten.

Bei jeder dieser Moglichkeiten hat man wiederum 24 neue Auswahlmoglichkeiten fiir den dritten
Buchstaben, wobei sich aber wieder jede Buchstabenkombination mehrfach ergibt: Einmal wird
z.B. zu (ab) der Buchstabe ¢, ein andermal zu (bc) der Buchstabe a und zum dritten zu (ac) der
Buchstabe b hinzugefiigt. Andere Zusammenstellungen der drei Elemente a, b und ¢ gibt es nicht.
Also ist die Anzahl der 26 - 25 - 24 Kombinationen nunmehr auf 261?;5‘* = 2600 angewachsen.
Man erkennt, wie die Entwicklung weitergeht:

Allgemein gilt fiir die Anzahl der Kombinationen von k& Elementen aus n Elementen

n-(n—1))-n—=2)-...-(n—k+1)
1-2-3-...-k

xr =

in unserem Fall also x = 230230.

Da aber jeder der Ringe den Einschnitt unter jedem Buchstaben haben kann, muss diese Anzahl
noch mit sechs multipliziert werden: 230230 - 6 = 1381380. Es gibt also 1381380 verschiedene
Ringe.

d) Da jeder der 26 Buchstaben auf jedem der vier Ringe eines Schlosses auftreten kann, lauft
die Aufgabe darauf hinaus, festzustellen, wieviel verschiedene Zusammenstellungen von 4 aus
26 Buchstaben es gibt, wenn es dabei wohl auf die Reihenfolge ankommt, aber jeder Buchstabe
sich bis zu viermal wiederholen kann.

Zunichst kann man 26 Buchstaben auswahlen; bei jeder dieser 26 Moglichkeiten kann man wie-
der auf 26 verschiedene Weisen einen zweiten Buchstaben wéhlen, so dass man damit schon
26 - 26 = 262 Moglichkeiten hat.

Man iiberlegt sich nun weiter, dass bei der Wahl des dritten Buchstabens sich diese Zahl wieder
mit 26 multipliziert: 263. Bei der Wahl des vierten ergeben sich dann 26% = 456976 verschiedene
Moglichkeiten.

Offensichtlich gilt allgemein dieselbe Formel wie bei a).

Aufgabe 22/62
Gesucht sind die Ellipse und die Hyperbel mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die lineare Exzentrizitat ist e = 20.

2. Die senkrecht aufeinanderstehenden Brennstrahlen [; und [y stehen zueinander im
Verhéltnis l1 : lo =4 : 3.

Es sind a) die Langen der Brennstrahlen /; und /2 zu bestimmen und b) die Gleichungen der
Kegelschnitte aufzustellen.
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a) Es seien P; und P, die Brennpunkte der beiden Kegelschnitte (wegen der Gleichheit der li-
nearen Exzentrizitit fallen bei Ubereinstimmung der Achsen auch die Brennpunkte zusammen)
und Py einer der Punkte, in denen die Brennstrahlen senkrecht aufeinanderstehen. Die Punk-
te Pi, P> und Pg bilden ein rechtwinkliges Dreieck, Pg liegt daher auf dem Thaleskreis iiber
Py P,. Man erkennt sofort, dass es (bis auf Symmetrie an den Kegelschnittachsen) genau einen
Punkt Py gibt, d.h., Ellipse und Hyperbel schneiden einander in Pg. Es gelten nun die folgenden
Gleichungen:
li:lp=4:3 (1) und PP} =4* =01 +13 (2)

Durch Einsetzen von (1) in (2) folgt 4e? = 21; und 4e2 = 22l5. Mit e = 20 ergibt sich daraus
{1 =32 und Iy = 24.

b) Die Ellipsengleichung kann man in der folgenden Form schreiben: 220 + y2a? = a?b? (4). Wir
ersetzen b? durch die Relation b? = a? — €2 und erhalten damit

2?(a® — %) +y?a® = a*(a® — €*)  (4a)

Um a zu ermitteln, errechnen wir die Koordinaten von Pg und setzen diese nebst e = 20 in (4a)
ein. Durch yg zerlegen wir das Dreieck P; P> Pg in zwei rechtwinklige Teildreiecke. Dann gilt nach
dem Lehrsatz des Pythagoras 2 = y2 + (e + x3)? (5a) und 13 = 32 + (e — 28)? (5b).

Durch Subtraktion einer dieser beiden Gleichungen von der anderen und Auflésung nach z? folgt
daraus s = 5,6 und damit ys = +£1,2. Setzt man diese Werte in (4a) ein, so ergibt sich nach
Auflésung der entstehenden biquadratischen Gleichung

a4 — 800a® + 12544 = 0 — a? = 784;a; = 28 und a3 = 16;ay = 4

Aus b? = a? — €2 folgt weiter b? = 384, also by ~ 19,6 und b3 = —384, also by ~ 19,6i. Offenbar
scheiden ag und b2 als (im Reellen) unbrauchbar aus, so dass die Gleichung der Ellipse lautet

2 2
38422 + 784y = 301056 — —— + 2

=1
784 384

Analog erhilt man aus der Hyperbelgleichung z2b% — y%a? = a?b? mit b = e? — a® die Werte
a1 = 28, a9 = 4 sowie by =~ 19,61, b =~ 19,6. Man erkennt, dass in diesem Fall die Werte a; und by
als unbrauchbar ausgeschieden werden miissen. Die Hyperbelgleichung nimmt damit die Form

an
2 2 a? y?
384x° — 16y~ = 6144 — 6 334 1

Aufgabe 23/62
Eine Gesellschaft von 12 Personen wollte nach einem 20 km entfernten Ort gelangen. Thr
stand jedoch nur eine Taxe zur Verfiigung, die aufler dem Fahrer drei Personen beférdern
kann. Man arbeitete einen ”Transportplan” aus, der garantierte, dass bei gleichzeitigem
Aufbruch aller Personen auch alle gleichzeitig am Ziel anlangten. Dabei wurde eine Durch-
schnittsgeschwindigkeit der Taxe von 65 kTm und der Fuflgénger von 5 kTm vorausgesetzt.

Wie sah der Transportplan aus?

Wenn alle Personen die Strecke in der gleichen Zeit zuriicklegen sollen, miissen sie die gleiche
Durchschnittsgeschwindigkeit haben. Das wird dadurch erreicht, dass jeder von ihnen gleich weit
zu FuBl geht und gleich weit fahrt. Demnach muss die Taxe, um jede Person ein Stiick des Weges
zu beférdern, vier Mal in Richtung des Ziels und dreimal zuriickfahren.

Es sei x die Strecke, die jede Person in der Taxe zuriicklegt, und y die Riickfahrstrecke. Dann
gilt 4z — 3y = 20. (1)

Waéhrend der Zeit, in der die Taxe einmal hin- und zuriickfahrt, legt ein Fuflginger die Strecke x—
y zuriick. In der gleichen Zeit zuriickgelegte Wege verhalten sich aber wie die Geschwindigkeiten.
Also gilt % =9 =1-13 (2
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Man hat damit ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten gefunden; die Losungen sind = 14
und y = 12. Das heifit, dass die Taxe 14 km in Richtung des Ziels fahrt und 12 km zuriick. Zu
Fuf} sind also 6 km zu gehen. Man rechnet ferner leicht aus, dass die Gesellschaft etwa 1 h 25
min bendtigt, um an das Ziel zu gelangen.

Aufgabe 24/62
Die Zahlenfolgen (s,) = +;3:1; 2 L; .. und (¢,) = $; %, 2,2 %; ... haben die Bildungsgesetze
n—1

sn:%undtn:T

Welches Bildungsgesetz hat die aus beiden zusammengesetzte Folge

un _1’1’27273737474’5’5’6’67"'
Anmerkung: Oft wird angegeben: Es ist ue, = t, und us,_1 = S,. Das ist nicht die
gewiinschte Losung. Gesucht wird vielmehr ein einheitliches Bildungsgesetz w,, das fiir
n = 1;2;3;... die Glieder der zusammengesetzten Folge ergibt.

Die Nennerfolge (N,) = 1;1;2;2;3;3;4;4; ... geht aus der natiirlichen Zahlenfolge
(n) = 1;2;3;4;5;6;7;8; ... hervor, wenn man zu dieser die Folge (a,) = 1;0;1;0; ... gliedweise
addiert und die Glieder der Summenfolge halbiert:

1
(V) = (Gl -+ )
Wie lautet aber das allgemeine Glied der Folge (ay,)? Eine Folge, deren Glieder nur zwei Werte
annehmen koénnen, ist die Folge

(bn) = ([—1]n_1) =+1;—-1;+1;—-1;+1; ...

zu ihr braucht man nur die Folge (¢;,) = 1;1;1;... = (1) gliedweise zu addieren und die Sum-
menfolge gliedweise zu halbieren. Es folgt dann

(@) = (5l + eal ) = (501714 1)

Damit wird das gesuchte allgemeine Glied der Nennerfolge

(Na) = (Gl o+ 5 (=1 + 1))
In der Zéhlerfolge (Z,,) ist Z, = 1, wenn n ungerade ist. Subtrahiert man 1 von jedem Glied
dieser Folge, so geht sie in die Folge (Z,|1) = 0;—1;0;0;0;1;0;2;0;3; ... iiber. Wir fassen nun
die Glieder dieser Folge als Produkte aus den Gliedern einer noch zu bestimmenden Folge (cy,)
und den entsprechenden Gliedern der Folge (b,) = 0;1;0;1;0;1;... auf; fir (b,) gilt offenbar
by, = 3[1+ (—=1)"]. Dann ist (Z, — 1) = (cnbn).

Von der Folge (c¢,) interessieren nur die Glieder mit geradem Index, da die iibrigen Glieder
durch die Multiplikation annulliert werden, falls sie endlich sind (was wir von den Gliedern der
Folge (c,) fordern miissen). Wegen b, = 1 fiur gerades n muss fiir n = 2;4;6;8;10;... gelten
C,=-1;0;1;2;3;4; ....

Addiert man zu ¢, jeweils 2, so erhilt man %; es ist also ¢, = § — 2.

Man erkennt, dass ¢, auch fiir ungerades n endlich bleibt. Damit wird

(Zo-1) = (|5 -2| 310+ (D) = (04 3= g+ (1))
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Aus Z,, und N,, erhalt man schlieflich

_n+t (n—4)(—=1)"
2n+ 14 (—1)»1

n

Lésung von Hans-Joachim Pollack:

Methodisch ist es am zweckmaBigsten, die Bildungsgesetze der Zahlerfolge und der Nennerfolge
von (uy) gesondert aufzustellen. Es werde mit der Nennerfolge begonnen:

(an) =1;1;2;2:3;3;4;4; ...

Die geradzahligen Glieder folgen dem Bildungsgesetz (c,) = 5. Da die vorangehenden ungerad-
zahligen Glieder wertméfig den folgenden geradzahligen Gliedern gleichen, muss eine Funktion
von n gefunden werden, deren Betrag, zu 5, addiert, den folgenden Bedingungen geniigt:

Ist n gerade, so ist der Funktionswert gleich Null; ist n ungerade, so ist der Funktionswert gleich
+3.

Alif Grund dieses periodischen Verhaltens liegt es nahe, sich beim Aufbau der Funktion einer
trigonometrischen Funktion zu bedienen. Nun ist

(dn) = (sin 71277) =+1;0;-1;0;+1;0; —1;0; ...
(d2) = (sin2 7127r> =+1;0;+1;0;+1;0;+1;0; ...

1 1 nm 1 1 1 1
82 ) = [ Zsi 2) — 40420 =0 =0
(2 n) <2SIH 92 +27 ,+27 7+27 7+25 )

1 n 1  snm
(an) = (Cn + Qdi) = (2 + B sin? 2)

Die Zahlerfolge lautet (b,) = 1;0;1;1;1;2;1;3;1;4;....

Die ungeradzahligen Glieder sind alle gleich 1, die geradzahligen durchlaufen — die Zahl Null mit
eingeschlossen — die Folge der natiirlichen Zahlen. Es muss also eine Funktion von n gefunden
werden, deren Betrag, zu 1 addiert, den folgenden Bedingungen geniigt:

Damit ist

Ist n geradzahlig, so ist der Funktionswert in der Weise von n linear abhéingig, dass er die Folge
der ganzen Zahlen — bei der Zahl —1 beginnend — durchléauft, ist n ungeradzahlig, so ist der
Funktionswert gleich Null. Nun ist

(en) = (cos "2”) —0;—1;0;+1;0; —1;0; +1;0; ...

() = (0082 n;) = 0;+1;0; +1; 0; +1;0; +1; 0; ...
1 1
<(n — 4)6%) = <2(n — 4) cos? n;) = 0;—-1;0;0;0;1;0;2;0; 3;0; ...

und damit

(bn) = (1 + é(n — 4) cos? n27r)

Das Bildungsgesetz der zusammengesetzten Folge lautet mithin

b - (1

G %—F%sinQ%

Anmerkung: Die Periodizitdt der Funktionen sin x und cos x, aber auch das periodische Verhalten
der Funktion " ermoglichen ein abgewandeltes Bildungsgesetz

() = <1 +0,5(n —4)i" cos ”2”>

n n—1 giy O
5 + 0,567~  sin 75

o7



2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Lésung von Hans-Joachim Pollack:

Aus der letzten Gleichung lisst sich mit Hilfe der Eulerschen Identitit e = cosx + isinz eine
weitere Losung entwickeln. Aus der Eulerschen Identitét folgt

et 4 e~ ] T _ pTiT ) -
COSIL‘:#, SIDLL‘:#, 1=e2

Durch Einsetzen in die entsprechenden Ausdriicke des allgemeinen Gliedes u,, ergibt sich:

Linm —Linm Linn . _linr
COS% — %7 Sln% — %7 Zn — e%'hlﬂ'j ,L"I’L—]. — le%inﬂ'
(3
und weiter
i cos X — l(eimr +1) : i Lgin M —l(em” ~1)
2 2 ’ 2 2
4t (n—4) (@ 1)
n m — (eimr _ 1)

Lésung von Jiirgen Berndt:

In der Folge (uy) bilden die s, das 1., 3., 5., ... Glied, die ¢, das 2., 4., 6., ... Glied. Demzufolge
ergibt sich fiir (u,) unter Einfithrung der mod-Funktion:

n—2
n+1(n mod 2) + - [(n—1) mod 2]

(un) =

(dabei bedeutet n mod a den Rest, den n beim Teilen durch a lasst)
Lésung von F. Gitze:

Wir fithren die Funktion "grofites Ganzes einer reellen Zahl” ein und driicken dies durch eine
eckige Klammer aus; zum Beispiel ist [%] =2, [1—31} =3, [1,9999] = 1.
Mit dieser Symbolik ergibt sich fiir den Nenner der Folge (u,,) die Darstellung

n+1
, =1,2,3,...
[ 2 ] "

Beriicksichtigt man noch, dass fiir die geraden n jedes einzelne Glied der Folge (u,,) einen um 1
kleineren Zahler hat als der Nenner und dass fiir ungerade n der Zahler stets den Wert 1 besitzt,
so lasst sich das Bildungsgesetz wie folgt angeben:

sl (1 k) s e € oV Vi
: 2 e

Aufgabe 25/62

Ein Lehrling soll in einer Kugellagerfabrik 1000 Kugeln mit einem Durchmesser von 1 cm
abzdhlen. Um diese Arbeit zu beschleunigen, nimmt er ein Geféfi mit den Innenmafien 10
cm x 10 ¢ m x 10 cm; er legt die erste Schicht sauber ein und fiillt dann weiter auf.

Zum Schluss stellt er fest, dass entgegen seinen Erwartungen der Innenraum des Gefafles
nicht vollig gefiillt wird. Er zahlt deshalb die Kugeln ab. Uberraschenderweise sind es mehr
als tausend.

Wie viele waren es, und wieviel Zentimeter fehlten von der obersten Kugelschicht bis zum
Rand des Geféfles?
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Die 2.,4.,6.,... Kugelschicht besteht nur aus je 81 Ku-
geln, da sich jede Kugel dieser Schicht in die Vertiefung
zwischen jeweils 4 Kugeln der vorhergehenden Schicht
legt. Die 1.,3..5., ... Schicht besteht dagegen — entspre-
chend den Innenmaflen des Gefafles — aus 100 Kugeln.
Den Abstand zweier benachbarter Ebenen durch die Ku-
gelmittelpunkte erhélt man durch eine an Hand der Ab-
bildung durchgefiihrte Uberlegung zu %ﬂ cm. Damit
haben n Schichten die Gesamtdicke (1 + 251/2) cm.

Es ist nun die grofite (nattirliche) Zahl n zu finden, fur
die gilt

(1+”g1\/§> <10

oder, was dasselbe besagt, n < 9v/2 + 1 ~ 13,73.
Das heifit also, es sind 13 Schichten im Gefaf}, 7 zu je
100 und 6 zu je 81 Kugeln, insgesamt demnach 1186.

Die Gesamthohe dieser 13 Schichten ist (1 + %\/ﬁ) = (14 6v/2) ~ 9,48 cm. Von der obersten
Kugelschicht bis zum Rand des Gefédfles fehlen also noch ungefihr 0,52 cm.

Aufgabe 26/62

A
Die Lange der nicht zuginglichen Strecke P»Ps; (Abbil-
/ dung) soll ermittelt werden. Messbar sind auf Grund der
Geldndeverhaltnisse die Strecken PP, und P3Py (wobei
I fe?) a Py und Py auf den Verldangerungen von P, Ps liegen) und
die Winkel a1, as und as.
P P P; Py

Wir setzen PP, = s; und P3Py = s9. Nach dem Sinussatz
gilt (vgl. Abbildung)

A
a) im Dreieck P;P3A: x];;ixl = Sinsoiéégaz (1) /\
b) im Dreieck P Py A: PA _ sinf

s1  sinag (2)

¢) im Dreieck PyPyA: Lis2 — sincatas (3)

PsA T sin ﬂ h
d) im Dreieck P3P4A: % = SSIL% (4) PLS1P, T Pys2p

Damit hat man 4 Bestimmungsgleichungen mit 5 Unbekannten x, Py A, P4 A, sin 5,sin~y. Da die
Winkel 8 und v durch die Winkelsummenbeziehung im Dreieck miteinander verbunden sind, ist
zu erwarten, dass bei geeigneten Substitutionen die trigonometrischen Funktionen dieser Winkel
gleichzeitig aus der Rechnung herausfallen und damit das System eindeutig losbar ist.

Aus (2) ermittelt man

dies in (1) eingesetzt, ergibt

sin Bsin (o + a2)
sin oy sin vy

T+ s =581

(la)
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Analog ergibt sich aus (4) und aus (3)

sin sin ysin (a2 + s
pA= "L T4 sy = sy ) ( . )
sin az sin a3 sin 8

(20)

Lost man (2a) nach siny auf und substituiert man den dafiir gefundenen Wert in (1a), so folgt
nach Umrechnung

sin (o + a2) sin (g + as)
sin aq sin aig

=A

(CE + 51)(:6 + 82) = 5189

Man erkennt, dass mit siny zugleich auch sin 5 eliminiert worden ist. Nach Auflésung dieser
quadratischen Gleichung erhélt man

S1+ S2
2

12 = —

1
+ 5\/(81 — 82)2 +4A

Da der negative Wurzelwert fiir die Aufgabenstellung bedeutungslos ist, ergibt sich

! + S9 1 9
T=-—— +§\/(51—52) +4A
Damit ist die Aufgabe gelost.
Erginzung: Setzt man tanp = (SQT@? so kann nach Umrechnung das Ergebnis vereinfacht

werden:
§1+sS2 81— S92

2 COos

Aufgabe 27/62

FEin Quadrat ist in 3 -3 = 9 quadratische Felder geteilt. In diese 9 Felder sind 9 verschiedene
Zahlen aus der Folge 1,2, 3, ..., 30 so einzutragen, dass das Produkt aus den drei Zahlen einer
jeden Zeile und einer jeden Spalte stets gleich 270 ist.

Es wird zunéchst untersucht, welche von den Zahlen 1,2, ..., 30 fiir die Losung in Frage kommen.
Zu diesem Zweck wird das Produkt 270 in Primfaktoren zerlegt: 270 =2-3-3-3-5 = 2! .33 .51,
Die einzusetzenden Zahlen diirfen demnach nur die Faktoren 2,3,32,33,5 enthalten. Das sind
die 10 Zahlen 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 27 und 30 und auBerdem die Zahl 1. Von diesen 11 Zahlen
miissen 2 ausgeschieden werden. Das Produkt aller 11 Zahlen ist 2°-3'!.5%, wihrend das Produkt
der 9 in das Quadrat einzusetzenden Zahlen 2703 = 23.3%.53 ergibt. Das Produkt aller 11 Zahlen
enthélt also gegeniiber dem Produkt der 9 Zahlen im Quadrat den Faktor 22 -32 .5 = 180 zu
viel. Das Produkt der beiden auszuscheidenden Zahlen ist demnach 180.

Es sind zwei Félle moglich: 180 =6 - 30 = 10 - 18.

Nunmehr priifen wir, welche Anordnungsmoglichkeiten fiir die Primfaktoren bestehen. Da jeder
der Primfaktoren 2, 3 und 5 in jeder Zeile und in jeder Spalte in derselben Anzahl auftreten
muss, wenn die Bedingungen der Aufgabe erfiillt sein sollen, sind folgende Anordnungen moglich:

) 1) I11) V) V) VI)

X . . X . . . X . . X . . . X . . X

X . X . . . X X . . . X . X

Die einzelnen Anordnungen kénnen ineinander iibergefithrt werden a) durch Vertauschung von
Spalten

b) durch Vertauschung von Zeilen

Wegen der Gleichwertigkeit dieser Anordnungen ist es gleichgiiltig, in welches Feld man die 1
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

einsetzt. Nimmt man das linke obere Feld, so entfallen fiir das Einsetzen der iibrigen Faktoren
die Schemata I und II.

Da fiir die Aufteilung der Primfaktoren 2, 3, 3, 3, 5 nur 4 Schemata (III bis VI) zur Verfiigung
stehen, fasst man 2 Faktoren zusammen: 3 - 3 = 9. Man verteilt also 2, 3, 5, 9.

Dabei muss man beachten, dass die Faktoren 5 und 9 so verteilt werden miissen, dass sie nicht
in einem gemeinsamen Feld zusammentreffen; denn das Produkt 5 -9 = 45 liegt auflerhalb der
zugelassenen Zahlen. Also setzen wir die Zahlen 5 und 9 nach Schema III und VI (oder IV und
V) als Teillosung (a) ein:

1 5 9
5 9 .
9 5
nunmehr sind nicht die Faktoren 2 und 3 nach Schema IV und V einzusetzen. Man erhalt:
1 5.2 9.3 1 10 27
5-3 9 . =115 9 2
9.2 . 5 18 3 5

Die Zahlen 6 und 30 kommen nicht vor. Die Zahlen 10 und 18 auszulassen ist nicht mdglich.
Versucht man namlich in Teillosung (a) die 2 einzusetzen, so st6Bt sie auf jeden Fall an einer
Stelle auf eine 5 oder 9, was 10 oder 18 ergeben wiirde, also gerade die Zahl, die man nicht in
das Schema einordnen will.

Zum Schluss soll untersucht werden, wie viel verschiedene Anordnungen der Zahlen aus der
oben gefundenen Lésung durch Vertauschung von Zeilen oder Spalten entstehen. Im folgenden
Schema (b)

11 12 13
21 22 23
31 32 33

bedeutet die erste Ziffer jeder Zahl die Zeilennummer und die zweite die Spaltennummer. 3
Elemente, hier die Zahlen 1, 2, 3 kann man in 6 verschiedene Anordnungen (Permutationen)
niederschreiben.

Die Vertauschungen kann man sowohl mit den Zeilennummern als auch mit den Spaltennum-
mern durchfiihren. Man findet also 36 verschiedenen Umstellungen des Schemas (b).

Als Beispiel fithren wir fiir die Zellennummern die Permutation 2, 1, 3 und fiir die Spaltennum-
mern 3, 1, 2 durch; wir erhalten damit das Schema (1).

23 21 22 2 15 9
13 11 12 (1) 27 1 10 (2
33 31 32 5 18 3

Vertauscht man in diesem Sinn die Zahlen unserer Losung, so erhélt man eine zweite von den
36 Losungen (Schema 2).

Weitere 36 neue Anordnungen, welche die gestellten Bedingungen erfiillen, erhélt man, indem
man in jeder der bisher gefundenen 36 Losungen die Zeilen und die Spalten miteinander ver-
tauscht, also die 1., 2., 3. Zeile zur 1., 2., 3. Spalte macht und umgekehrt, Dadurch entsteht z.
B. aus der zuerst gefundenen Lésung die neue Losung

1 10 27 1 15 18
15 9 2 die neue Losung 10 9 3
18 3 5 27 2 5

Diese Losungen hdtte man bei Aufstellung des Schemas erhalten, wenn man am Anfang die
Zahlen 5 und 9 nicht nach Schema III und IV, sondern nach Schema V und VI eingesetzt hétte.
Es gibt demnach 72 verschiedene Anordnungen als Losung der gestellten Aufgabe.
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Aufgabe 28/62

a) In eine Hohlkugel mit dem Durchmesser D = 2R sollen sechs kleinere, gleich grofie
Kugeln so eingelagert werden, dass jede von ihnen die Hohlkugel von innen und vier der
kleineren Kugel beriihrt. Wie groff muss der Durchmesser d = 2r der kleineren Kugeln
gewahlt werden?

b) In eine Hohlkugel mit dem Durchmesser D = 2R sollen acht kleinere, gleich grofie Kugeln
so eingelagert werden, dass jede von ihnen die Hohlkugeln von innen und drei der kleineren
Kugeln beriihrt. Es ist der Durchmesser d = 2r der kleineren Kugeln zu bestimmen.

c) Der Hohlkugel sind vier einander gleiche Kugeln so einzulagern, dass jede Kugel jede
andere Kugel beriihrt. Wie grof} ist ihr Durchmesser d = 2r?

a) Die Mittelpunkte der eingelagerten Kugeln miissen in den
Endpunkten eines Oktaeders liegen, dessen Seitenlénge s = 2r =
d ist. Der Oktaedermittelpunkt féllt mit dem Mittelpunkt der
Hohlkugel zusammen. Legt man durch vier (beliebige) Oktaede-
recken einen ebenen Schnitt, so erhélt man die nachfolgende Ab-
bildung.

Der Durchmesser D setzt sich danach aus drei Teilstrecken zu-
sammen: BB’ = BM + MM’ + M'B’.

Nun ist MM’ Diagonale im Quadrat mit der Seitenlinge s = d.
Also ist

D
V2+1

Man erweitert den rechts stehenden Bruch mit /2 — 1, um den Nenner rational zu machen:

D=r+dV2+r=d+dv2=d1+V2) - d=

d=D(V2-1)~0,414D

b) Die Mittelpunkte der eingelagerten Kugeln liegen in den End-
punkten eines Wiirfels, dessen Mittelpunkt mit dem der Hohlku-
gel zusammenfallt. Legt man durch den Wiirfel einen Diagonal-

schnitt, so erhélt man die nachfolgende Abbildung als Schnittfi- /
gur. “
Die Seiten des Rechtecks, das der Wirfeldiagonalschnitt er- L PN J
gibt, sind d und dv2. Die Rechteckdiagonalen sind die ) Ve
Korperdiagonalen des Wiirfels und haben die Lange dv/3. Es gilt r 1
hier fiir die Zusammensetzung des Durchmessers D der Hohlku- \
gel: g
D
D=r+dV3+r=d1+V3) —d= ~ 0.366D
V341
c) Die Mittelpunkte der vier eingelagerten Kugeln bilden ein
Tetraeder mit der Kantenlinge d. Der Schnittpunkt der vier
‘k Korperhohen des Tetraeders fallt mit dem Mittelpunkt der Hohl-
“ O kugel zusammen. Die Korperhohe ist d?\/é' Die Hohen teilen ein-
2 ander im Verhéltnis 3 : 1, von den Ecken aus gerechnet. Legt

By man einen Symmetrieschnitt durch Tetraeder und Hohlkugel, so

erhélt man die nachfolgende Abbildung:
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Aus der Abbildung erkennt man, dass OBy = OM; + My By ist, also

3 dv6 d
R:4.\f_

Y _Z(Jém)%ng(wém)%d:mﬁi—?)%074491?

Aufgabe 29/62

ﬂ
>
=
Sy
=

I o :

[ )
L
R

Es sind die Mafle eines Ardometers zu bestimmen, an das folgende Forderungen gestellt
werden:

1. Messbereich von p; = 1,0067%3 bis po = 2,0067%3;

2.d=2r=1 cm;

3. D =2R =2 cm;

4. Die Skalenteilung soll so eingerichtet werden, dass im Mittel 2 mm Skalenldnge einer
Differenz von 0,01-%; entsprechen.

Wie sind die Werte fiir h, H, L und fir die Masse m des Ardometers zu wahlen?

Aus 1. und 4. folgt fiir die Skalenlénge s:

P2 — p1
5 —

s m

Offenbar ist h > s; ein genauerer Wert wird spéter ermittelt. In eine Fliissigkeit der Dichte p;
taucht das Ardometer bis zum obersten Skalenpunkt ein, das verdrangte Volumen V; ist V] = ;”—1.
In eine Fliissigkeit der Dichte ps taucht es bis zum untersten Skalenpunkt ein, das verdringte

Volumen V5 ist V5 = ;"—2. Es gilt

Vo, m m pm

1
Viipm op2 2
also Vi = 2V5, mithin auch V; — Vo = V5.

Es ist aber V7 — V5 gleich dem Volumen der Skalenrohre mit der Lange s, also Vi—Vo = V5 = %d28,
und V5 gleich dem Volumen des Tauchkorpers bis zum Skalenpunkt fiir ps, also der Summe aus
zwei Halbkugeln mit dem Durchmesser D, dem Zylinder mit dem Durchmesser D und der Hohe
H sowie dem Zylinder mit dem Durchmesser d und den Hohe z (Stiick der Skalenréhre zwischen
dem Ansatz am Tauchkorper und dem Skalenpunkt fiir p3); dabei kann, wie sich spater zeigen
wird, der Kugelabschnitt am Ansatz der Skalenréhre vernachlissigt werden. Es gilt also:

s

=5

D'+ "D?H 4 "o = Td?s - 2D+ D’H + dx = ds

4 4 4 3
oder H = g—é(s —x) — %D. Setzt man zunéichst einmal z = 0, so ergibt sich H ~ 3,67 cm. Man
wird nun H mit H = 3,5 cm ansetzen; dann ergibt sich z zu = ~ 0,7 cm. Damit ergibt sich fir
h: h>s+x=2040,7= 20,7 cm.
Da die Skalenrohre auch beim Eintauchen bis zum obersten Skalenpunkt noch aus der Fliissigkeit
herausragen muss, damit man sie anfassen kann, wird man h mit h ~ 22 cm festsetzen.
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(Bemerkung: In der Praxis wird man die genaue Stellung der Skala, also die Lage des unteren
Skalenpunktes fiir pg, durch Eintauchen in eine Probefliissigkeit der Dichte ps ermitteln. Dabei
gleicht man gleichzeitig die kleine Ungenauigkeit aus, die sich durch die Vernachléssigung des
Kugelabschnitts ergibt.)

Die Gesamtlange L ergibt sich dann zu L = 2R+ H + h +r ~ 28 cm.

Die erforderliche Masse m erhélt man aus folgender Rechnung:

T
m = p1Vi =2p1 Vo = paVo = Pzzdgh ~3l4dg

Aufgabe 30/62

Zu untersuchen sind Kreiskegelstiimpfe mit gleicher Héhe und flachengleichen Achsschnitten.
Wie grofl muss der Deckkreisradius sein, damit das Volumen moglichst grofl wird?

Loésung a mit Hilfe, b ohne Verwendung der Differentialrechnung.

Fiir das Volumen R eines Kreiskegelstumpfs gilt

7h

V:?(RQ—FR'T—H“Q) (I)

Als Nebenbedingungen treten im vorliegenden Fall auf: h = konstant (gleiche Hohen), R; L. h

= konstant (flichengleiche Achsschnitte). Aus der letzten Gleichung folgt R+ r = konstant = a
oder R=a—r=a—x (I) mit r=x. Setzt man (II) in (I) ein, so ergibt sich

V= %h(a2 — 2ax 4 2° 4 ax — 2 + 2?) = %h( 2 _ax+ad?) (III)
Losung a: Man erhélt die Extremwerte von V', indem man V’ = 0 setzt und V" auf seinen Wert
hin iiberpriift:

2
V= gh@x —a) V" = %h

Man erkennt, dass V" > 0 fiir jedes z gilt, das heif3t, die Funktion V hat keine relativen Maxima
im Innern des in Frage kommenden Intervalls. Wenn tiberhaupt Maxima existieren, miissen sie
an den Intervallgrenzen liegen.

Wegen R > 0 und r > 0 folgt aus (II) 0 < 2 < a und a > 0. Fiir 1 = 0 und fiir z3 = a ergibt
sich V = %haQ. Fiir 0 < x < a ist 22 < az, also 22 — ax < 0 und folglich a? — az + a? < a2, d.h.,
dass tatsédchlich an den Intervallgrenzen maximale Werte liegen.

Losung b: Aus (III) ergibt sich durch einfache Umformung
_ 2 T T ha?
V—3hfc 3ha:c+3ha

Man erkennt, dass es sich bei V' um eine ganze rationale Funktion zweiten Grades handelt. Wegen
des positiven Koeflizienten beim quadratischen Glied verlauft die die Funktion darstellende
Parabel so, dass sie nach positiven V-Werten hin offen ist. Daher kénnen Maximalwerte nur an
den in Frage kommenden Intervallgrenzen auftreten.

Wegen R > 0 und r > 0 folgt aus (II) 0 < z < a, so dass £1 = 0 und x93 = a ein maximales
Volumen ergeben: V4 = %haz.

Schlussfolgerung 1: Aus (II) folgt mit z; = 0, R = a und mit z2 = a, R = 0. Das heifit, das
Volumen ist dann ein Maximum, wenn der Kegelstumpf zum Kegel wird.

Schlussfolgerung 2: Nicht immer bietet bei Extremwertberechnungen die Differentialrechnung
einen Losungsweg.
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Aufgabe 31/62

Es sei K ein Halbkreis mit dem Radius r1, Ko ein Kreis mit dem Radius ro = 0,571, der den
Durchmesser und die Peripherie von K; beriihrt, und K3 ein Kreis mit dem Radius r3, der
sowohl den Durchmesser und die Peripherie von K; als auch die Peripherie von K5 berihrt.
Es ist zu beweisen, dass unter diesen Voraussetzungen fir rs gilt 4r3 = rq!

Analysis (Abbildung): Wenn K3 die Peripherie von

K; im Punkt B beriihrt, ist die Tangente ¢ in B an

T2 K; gleichzeitig auch Tangente in B an Kj. Folglich

M, B bilden die Beriithrungsradien von K; und K3 eine

o) M, Gerade, und da M; und Ms auf derselben Seite der
A T Peripherie von K liegen, fallt M3 auf M;B. Es ist aber

JY; MlB =71y = 27’2 = M1M3 + 73, also M1M3 = 2’1“2 —T3.
1

Ferner kann Mj; M3 nach dem Lehrsatz des Pythagoras aus M;A = r3 und AMj3 berechnet
werden; AMs ist nach demselben Satz aus AMy = r9 — r3 und MsMs = ro + r3 darstellbar.
Mithin kann eine Gleichung mit r3 als einziger Unbekannter aufgestellt werden.
Beweis:

M1M§ = (2ry — 7’3)2 = 4r — 2% — drors + r% und

MlMg = r§ + (rg+13)% — (rg —13)% = 7‘?3) + 4rorg

also rg + drory = 4r3 — drors + r% — 2r3 = ro. Wegen 2ro = r1 wird 4rs = ry.

Aufgabe 32/62

Der Durchmesser d eines Kreises wird von einer Sehne unter einem Winkel von 30° so
geschnitten, dass er im Verhéltnis § = % geteilt wird.

a) Wie lang ist die Sehne?

b) Welchen Abstand hat die Sehne vom Mittelpunkt des Kreises?

Da die Lénge d des Durchmessers in der Aufgabe nicht angegeben ist, wird er willkiirlich mit d =
2r = 2 (Langeneinheiten) angenommen. Wenn a und b die beiden Teilstrecken des Durchmessers
sind, gilt § = % und a + b = d = 2. Daraus folgt b = 3a = 1,5 und a = 0,5.

Wir fithren weitere Beziehungen entsprechend der Abbildung ein.

Dabei sei FFM das Lot von M auf A;As. Aus der Abbildung erkennt man:
1. Da der Winkel M DF = 30° betrédgt, gilt fiir den
Az Winkel DMF wegen der Rechtwinkligkeit des Dreiecks,
c P dass LDMF = 60° ist. Spiegelt man das Dreieck M DF
o By an AjAs, so entsteht demnach ein gleichseitiges Dreieck
By g Ez  MDM', in dem M'F = MF und M'D = DM = 0.5 ist.
Aq Damit ist MF = 0,5DM = 0,25 der Abstand der Sehne
A1 Ay vom Mittelpunkt M des Kreises.

2. Aus der Rechtwinkligkeit des Dreiecks M F As folgt

FA2=MA3 - MF? =r% - 0252—1—E E — FAy = ,/ \F

Dann ist aber 414y = 2F Ay = /15 ~ 1,936.
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Aufgabe 33/62

Gegeben sind die Achse einer Parabel mit dem Brennpunkt F' und dem Parameter OF sowie
eine Gerade g, die die Parabelachse im Punkt S so schneidet, dass SO > SF ist. Es sind die
Schnittpunkte von g mit der Parabel zu konstruieren.

Analysis (Abbildung): FF’ ist gemeinsame Tangente der
drei Kreise um M, My, Ms. Nach dem Tangentensatz ist

CF-CF' =CA”? =CA? = CA3 also

CA' =CA, =CAy

Die Mittelpunkte M; und Ms haben jeweils den gleichen
Abstand von F und g: M1 F = M1 A1 und MyF = My As,.
Also sind M; und My Punkte der Parabel (laut Defini-
tion des Parabel als geometrischer Ort aller der Punkte,
die von einem gegebenen Punkt denselben Abstand
haben wie von einer gegebenen Gerade). Da M und My
aulerdem auf g liegen, sind diese Punkte die gesuchten
Schnittpunkte.

Konstruktionsbeschreibung: Man wahlt auf g einen beliebigen Punkt M und schlédgt um ihn mit
MF als Radius einen Kreis. Von F' aus fillt man auf g das Lot, das man iiber g hinaus bis zum
Schnitt C mit der in O auf der Parabelachse errichteten Senkrechten ¢’ verlingert. Nun schlagt
man iiber CM den Thaleskreis; seine Schnittpunkte mit dem Kreis um M seien A’ und A”.
Man schligt weiter um C mit C A’ = CA” als Radius einen Kreis, der ¢’ in A; und As schneidet.
Die Senkrechten auf ¢’ in diesen Punkten schneiden ¢ in den gesuchten Schnittpunkten M7 und
Mos.

Determination: Es ist laut Aufgabenstellung SO > SF. Wegen BF < SF und CF > OF ist
auch CB > BF und damit stets auch CM > MF. Damit schneidet der Thaleskreis iiber C'M
den Kreis um M mit M F als Radius stets in zwei Punkten A’ und A”. Wegen C A’ = C'A” bleibt
die Konstruktion trotzdem eindeutig. Alle anderen Konstruktionen sind eindeutig ausfiihrbar.

Aufgabe 34/62

Gegeben ist eine Gerade g und auf ihr zwei Punkte A und B.

Man beweise: Die Linge C'T" einer Tangente von einem auf g liegenden Punkt C' an einen
durch A und B gehenden Kreis (7 ist der Berithrungspunkt) ist nur von der Lage von C,
nicht aber vom Radius r des Kreises abhéngig.

Nach dem Sehnentangentensatz ist das Produkt der Stre-

ckenlingen CA - CB gleich dem Quadrat CT? des Tan-

gentenabschnitts. Es gilt also fiir jeden durch A und B
Ty gehenden Kreis

CT®2=CA-CB  oder CT = ‘\/CA . CB]

Damit ist die Behauptung bewiesen; denn in dieser Glei-
chung tritt der Radius r nicht auf, sondern nur zwei
Strecken, deren Lénge von der Lage des Endpunktes C
abhingt.

66



2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Aufgabe 35/62

Welchen Neigungswinkel o muss eine schiefe Ebene mit der Basis ¢ haben, wenn eine Ku-
gel auf ihr in kiirzester Zeit herabrollen soll? Die Reibung und das Drehmoment werden
vernachlassigt.

Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein (siche Abbil-
dung): Lénge der schiefen Ebene (Weg) s, Masse der Ku-
gel m, Gewicht der Kugel G, Beschleunigung b, Kraft F,
bendtigte Zeit t, Fallbeschleunigung g.

Zweckméfig stellt man die zum Herabrollen erforderliche
Zeit als Funktion des Neigungswinkels dar. Es ist

b b 2
s = —t2, s = ¢ , also € 2 oder t= ¢
2 Ccos & cosa 2 bcos «

Aus der letzten Gleichung ist noch die Beschleunigung b zu eliminieren. Aus F' = mb folgt b =
und wegen F' = G — sina sowie G = g - m ergibt sich b = g - sin . Demnach ist nach eine

Additionstheorem
s 2c B 4c
~ Vg-sinacosa |\ g-sin(2a)

Die Zeit t soll einen Minimalwert annehmen; das ist genau dann der Fall, wenn der Nenner des
unter der Wurzel stehenden Bruchs einen Maximalwert annimmt, d.h. also, wenn sin (2a) = 1
ist. Daraus folgt unmittelbar

F
m
11

A
=45t = 0:2\/?
\ g g

Aufgabe 36/62

Ein Lichtstrahl werde in einem kugelférmigen Fliissigkeitstropfen einmal partiell reflektiert.
Der Brechungsindex Luft-Flussigkeit sei nyp.

1. Welchen Winkel konnen einfallender und ausfallender Strahl maximal miteinander bilden
(vgl. Abbildung)?

2. Welche Werte ergeben sich, wenn die Fliissigkeit Wasser ist? Fiir den Brechungsindex
Luft-Wasser gilt npp =

3

3. Welche Folgerung lidsst das Ergebnis auf den Regenbogen zu?
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

a) Aus der Abbildung geht hervor: Es ist L MC' A = ap (Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck
MCA), also ist f1+2a2+90° = 180° — 51 = 90° —2aw. Ferner ist L M AD = oy (Scheitelwinkel),
also gilt %2 4+ aq + 1 = 90°. Daraus folgt 8o = 4y — 2a13.

Nun ist npp = sinag : sinag, d.h. oy = arcsin (nzp - sin ag). Demnach folgt

B2 = 4o + 2arcsin (npp - sin ag)

Man hat damit §o als Funktion von ao ausgedriickt. Setzt man % = 0, so liefern die Losungen

dieser Gleichung die Extremwerte dieser Funktion (sofern an diesen Stellen fo% # 0 ist). Nun
2

as _, 2

dag \/1 —n? . sin? ay

1 1
C05a2:2 g—w
LF

Damit kann man auch (1,a; und S bestimmen. Es wére noch nachzupriifen, ob fo fiir das
gefundene oy ein Maximum annimmt. Wir wollen hier auf die Priifung verzichten, da sie recht
umstéindlich ist. In der Tat nimmt 5o ein Maximum an.

Mit aq = arcsin (npp - sinag) und fo = 4das — 2aq wird nun

1 1 1 1
B2 = 4 arccos (2 5~ o3 ) — 2arcsin (n LF - sinarccos (2 5" o3 ))
3 3nip 3 3nip

b) Fiir npp = 3 ist ap = 40°10' & 40°;  ag ~ 59° und B ~ 42°.

ist

“NF - COS Q9

Mit Nullsetzen folgt

c) Der Winkel (3 ist der Sehwinkel, unter dem der Radius des Hauptregenbogens gesehen wird.
Da der Mittelpunkt des Regenbogens der Sonne gerade gegeniiberliegt, bedeutet das u.a., dass
ein Regenbogen nur dann sichtbar ist, wenn die Sonne nicht hoher als 42° {iber dem Horizont
steht.

Bemerkung: Bei der Rechnung wurde von Dispersions- und Interferenzerscheinungen, die das
wirkliche Bild des Regenbogens formen, abgesehen.

Lésung von Riidiger Thiele:

Betrachtet man im Dreieck AC'D den Auflenwinkel bei C' (vgl. Abbildung), so erkennt man, dass
gilt
1
0422611—@24-552 ; P2 = dag — 203

denn das Lot geht durch den Mittelpunkt. Demzufolge ist das Dreieck AC'M gleichschenklig.
Dann ist

fh=—=4—-2 5 >0

Ist 85 = 0, so ergibt sich % = % also 2dag = day. Aus dem Brechungsgesetz von Snellius folgt

cos aip dovy
———=n oder 7 - COS (vg = 2 COS (v1
cos agdag
sinap __ : _ Lo
Aus 3o = n folgt sina; = n - sin ap und
dsin o dsin oy d sin agdovy cos apdag
=n =n also ———=n
doy day dagdoy cos aadag
Daraus findet man
. 9 4(—1 +sin? aq) + n?
sin” ap = 5
n
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2.2 Aufgaben und Lésungen 1962

Setzt man diesen Ausdruck in das Brechungsgesetz ein, so ergibt sich

4 —n? ) 1 [4—n2
, sinag = —
3 n 3

sinaq =

Bei npw = % ist B2 &~ 41°. Man miisste beachten, dass fiir verschiedene Frequenzen des Lichtes

der Brechungskoeffizient etwas variiert.
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2.3 Aufgaben und Lésungen 1963

2.3 Aufgaben und Losungen 1963

Aufgabe 1/63
Gegeben sind zwei Punkte A und B. Man konstruiere unter ausschlielicher Verwendung
des Zirkels (also ohne Verwendung eines Lineals) ein Quadrat, in dem A und B benachbarte
Eckpunkte sind.

Analysis (Abbildung): Der Punkt C' liegt

1. auf dem Kreis um B mit AB = a als Radius,

2. auf dem Kreis um A mit ABv/2 = av/2 als Radius.

Der Punkt D liegt 1. auf dem Kreis um A mit AB = a als Radius,

2. auf dem Kreis um B mit ABv2 = av/2 als Radius.

Es kommt also darauf an, die Strecke AC = BD = ay/2 zu konstruieren. Dazu verhilft die
folgende Uberlegung:

Die direkte Konstruktion als Diagonale eines Quadrats mit der Seitenlénge a ist nicht méglich,
da es nicht gelingt, nur mit dem Zirkel die Lage des dritten Eckpunktes unmittelbar zu finden.
Aus der Gleichung 3a? — a® = 2a? oder av2 = V/3a2 — a2 folgt aber, dass man av/2 erhilt,
wenn es gelingt, ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse av/3 und einer Kathete a zu
konstruieren.

Die Hypotenuse av/3 erhilt man als doppelte Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite
a bzw. (da der FuBpunkt der Hohe nicht ermittelt werden kann) als léngere Diagonale eines
Rhombus mit der Seitenldnge a und der kiirzeren Diagonale a. Die Konstruktion des rechtwink-
ligen Dreiecks erfolgt iiber die Konstruktion eines gleichschenkligen Dreiecks mit der Basis 2a
und den Schenkeln av/3.

Konstruktion:
G Man schligt um A und um B Kreise mit dem
4 Radius @ = AB. Ihre Schnittpunkte seien S; und

So. Weiter schlédgt man um .5; einen Kreis mit dem
Radius a, der den Kreis um A aufler in B in S
schneidet. Um S5 und S3 schligt man Kreise mit
J dem Radius S3B = 5199, die sich in S; schneiden
' (bzw. in S}). Die Strecke AS; = AS) hat die Lange
der Diagonalen AC = BD im Quadrat ABCD.

Sa
Der Kreis um A mit dem Radius AS4 schneidet den Kreis um B mit dem Radius AB in C, und
der Kreis um B mit dem Radius AS, schneidet den Kreis um A mit dem Radius AB in D.

Determination: Alle Konstruktionen sind (bis auf Symmetrie) stets eindeutig.

Aufgabe 2/63

135°

In eine Welle sollen zwei Langsnuten eingefrést werden
(Querschnittszeichnung siehe Abbildung). Ein Verdre-
hen der Welle um 135° ist mit den vorhandenen tech-
nischen Mitteln nicht zu erreichen. Daher ist die Ein-
stellung mittels eines Sehnenmafles erforderlich. Wie
grof} ist das Sehnenmaf s?

Die erforderlichen Mafe sind der Abbildung zu entneh-
men.

-1 20
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2.3 Aufgaben und Lésungen 1963

Bekannt sind: w = 135°, a = 20 mm, ¢ = 5 mm, d = 70 mm. Gesucht ist das Seitenmaf s.
Weiterhin seien { BMD = 6; {ABM = ~v;{ABD = 8; ADBM = « und Winkel von M B zur
Horizontalen «’.

Im Dreieck ABM gilt sind = 2 : % = 4, folglich ist s = dsind.

Ferner gilt § = 90° — v = 90° — (o + 3). Nun ist « = o/ (Winkel an geschnittenen Parallelen),
und fiir sin o’ = sin « gilt

w = 135°

: _ 20 0,286
2’ O
also o = 16°40’. Fiir 3 folgt aus dem Dreieck ABD: 3 = 90° — & = 22°30". Damit ergibt sich

fiir & der Wert 6 = 50°50’. Es ist also

(S

| .

sina’ =sina =

Ul

s =d-sind = 70sin 50°50" ~ 54,2 mm
Aufgabe 3/63
In dem linearen Gleichungssystem
0,9z — 3,2y + 10,1 =0 , 1,1z — 1.0y +0,7=0

sind fiir die Koeffizienten der Unbekannten und fiir die absoluten Glieder Abweichungen
von +0,05 zuldssig. Man bestimme fiir die Losungen = 3 und y = 4 die gréfitmoglichen
Abweichungen nach oben und nach unten!

Ein Gleichungssystem der Form

ar —by+c=0 , dr—ey+ f=0
hat die Losungen
_ec—bf _cd—af
= bd—ae ’ Y= bd—ae

Dabei sind die Vorzeichen so gewéhlt, dass Zahler und Nenner je positiv werden.

Die Werte  und y werden maximal, wenn die Zahler maximal und die Nenner minimal sind;
sie werden minimal, wenn die Z&hler minimal und die Nenner maximal sind. Demnach ist x
maximal, wenn a, e und ¢ maximal, b, d und f aber minimal sind:

1,05-10,15 — 3,15 0,65
Tmar = 3 81,05 — 0,95 - 1,05

=373

und minimal, wenn a, e und ¢ minimal, b, d und f dagegen maximal sind:

0,95 -10,05 — 3,25 - 0,75
Tonin = = 2,43
3,25-1,15-0,85-0,95
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2.3 Aufgaben und Lésungen 1963

Bei y ist eine zusétzliche Uberlegung notwendig, da die Zahler- und die Nennerbedingung nicht
gleichzeitig erfiillbar sind: Wenn ¢ und e maximal, b und f minimal sind, wird y maximal. Die
Werte d und a beeinflussen Zahler und Nenner jeweils in gleicher Richtung; d beeinflusst den
Nenner jedoch stérker als den Zéhler, wird also minimal gewéhlt; auch a beeinflusst den Nenner
starker als den Zéahler, wird also maximal gewahlt:

10,15 1,05 — 0,95 - 0,65

g = 4
Ymar = ST 050,95 1.05 0

Analog schlieffit man: y ist minimal, wenn a, e und ¢ minimal, b, d und f maximal sind.

_1015-1,15-085-075
Ymin = 3 o5 115 —0,85-095

Ergebnis: 2,43 < x < 3.73, maximale Abweichungen -0,57 und +0,73
3,73 <y < 4,35, maximale Abweichungen -0,27 und +0,35.

Aufgabe 4/63

Vorhanden sind eine Balkenwaage, ein 3-g-Gewichtsstiick und ein 8-g-Gewichtsstiick. Es ist
zu zeigen, dass man damit alle ganzzahligen Grammmengen 1g,2g, ..., ng mit hochstens n
Waigungen bestimmen kann, wenn n > 4 ist.

Zuerst zeigen wir, dass die Behauptung fir n = 4 gilt:

1. Wéagung: Auf die eine Waagschale legt man das 8-g-Gewichtsstiick, auf die andere das
3-g-Gewichtsstiick sowie so viel abzuwigende Substanz, dass Gleichgewicht herrscht. Es
sind 5 g abgewogen.

2. Wagung: Das 8-g-Gewichtsstiick wird entfernt, von den abgewogenen 5 g Substanz wird
so viel auf die andere Waagschale gebracht, dass Gleichgewicht herrscht. Da befinden sich
auf der einen Seite 4 g Substanz, auf der anderen 1 g Substanz und das 3-g-Gewichtsstiick.

3. Wigung: wie die erste Wagung

4. Wégung: Das 8-g-Gewichtsstiick auf der einen Waagschale wird durch das 3-g-Gewichtsstiick
ersetzt, von den abgewogenen 5 g Substanz wird so viel entferntm dass Gleichgewicht
herrscht. Man hat dann 2 g entfernt, 3 g befinden sich noch auf der Waagschale.

Demnach hat man mit 4 Wagungen die Mengen 1 g, 2 g, 3 g und 4 g bestimmt.

Nun zeigen wir: Hat man bereits die Mengen bis k£ g abgewogen, so kann man mit einer Wagung
die Masse (k + 1) g bestimmen. Der Beweis dafiir ist trivial:

Da man bereits die Mengen bis k g abgewogen hat, steht auch die Menge (k—2) g zur Verfiigung.
Diese benutzt man zusammen mit dem 3-g-Gewichtsstiick zum Abwégen von [(k—2)+3] = (k+1)
g.

Damit ist gezeigt:

1. Die Behauptung gilt fiir n = 4.

2. Wenn die Behauptung fiir n = k gilt, gilt sie auch fiir n = k + 1. Damit gilt sie aber fiir alle
n > 4.

An der Richtigkeit dndert auch die Tatsache nichts, dass einige Mengen auf andere Weise be-
stimmt werden konnen. (z.B. 5 g, 8 g, 11 g).
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2.3 Aufgaben und Lésungen 1963

Aufgabe 5/63

Gegeben sind vier Punkte Py, P5, P3 und Py in einer Ebene. Gesucht ist ein Viereck ABC'D,
dessen Seitenmittelpunkte die Punkte P, P>, P3 und P, sind.

a) Welche Bedingung ist fiir die Lage der Punkte P;, P», P3s und P; notwendig, damit die
Aufgabe losbar ist?

b) Wieviel Losungen sind moglich, wenn die Aufgabe 16sbar ist?

Hilfssatz 1: Die Seitenmittelpunkte eines jeden Viereck bil-
den die Eckpunkte eines Parallelogramms.

Beweis: Ist ABCD ein beliebiges Viereck und sind Py, Ps,
P; und Py die Seitenmittelpunkte (Abbildung), so gilt nach
einem Strahlensatz

P1P4 || BD;Png H BD — P1P4 H P2P3 und

P1P2 H AC, P3P4 ” AC — P1P2 H P3P4
Damit ist P; P» P3Py ein Parallelogramm. Daraus folgt die Antwort fiir a):
Damit die Aufgabe l6sbar ist, miissen P, P», P3 und P, ein Parallelogramm bilden.

Hilfssatz 2: Wenn die Eckpunkte eines Parallelogramms auf den Seiten eines Vierecks liegen und
zwei benachbarte Eckpunkte die Viereckseiten halbieren, so halbieren auch die anderen Eck-
punkte die anderen Viereckseiten.

Beweis: Es seien P;, P», P3 und P, die Eckpunkte eines Parallelogramms, die auf den Seiten des
Vierecks ABCD liegen, und P, bzw. P4 halbieren AB bzw. AD. Dann ist nach einem Strahlen-
satz P1P4 H BD und P1P4 :BD=1:2.

Wegen P1P4 H P2P3 und P1P4 = P2P3 ist dann auch P2P3 || BD und P2P3 : BD =1:2. Nach
demselben Strahlensatz folgt daraus C P> = P, B und CP3 = P3D.

Daraus folgt die Antwort fiir b):

Wenn die Aufgabe lésbar ist, gibt es unendlich viele Lésungen. Man wéhlt ndmlich einen beliebi-
gen Punkt A so, dass er nicht auf einer Seite des Parallelogramms P; P, P3 Py liegt und verléangert
die Verbindungsstrecken von A zu zwei benachbarten Eckpunkte des Parallelogramms iiber diese
hinaus um sich selbst.

Die Endpunkte der verlingerten Strecken sind die Viereckspunkte B und D. Von B und D aus
zieht man Geraden durch die beiden anderen Eckpunkte des Parallelogramms (und zwar durch
die jeweils am néchsten liegenden). Der Schnitt dieser Geraden ist der Viereckspunkt C.

P
D B D B D P A Py B

Da man A auf beliebig viele Weisen (obere linke Abbildung) wéhlen kann, ist die Behauptung
bewiesen.

73



2.3 Aufgaben und Lésungen 1963

Liegt A auf einer Parallelogrammseite, so ist ebenfalls eine Konstruktion moglich (obere mittlere
Abbildung), wenn die Parallelogrammpunkte geeignet ausgew#hlt werden; sonst entartet das
Viereck zum Dreieck (obere rechte Abbildung).

Aufgabe 6/63
Man zeige, dass der Ausdruck n’ — n fiir jede natiirliche Zahl n ohne Rest durch 42 teilbar
ist.

7 — n fiir jede natiirliche Zahl n ohne Rest

Der Beweis ist gefithrt, wenn gezeigt ist, dass n
a) durch 2 und durch 3 und mithin auch durch 6
b) durch 7 teilbar ist.

Beweis fiir a):

Man zerlegt n” —n in die Faktoren (n — 1),n, (n+ 1) und n* 4+ n? + 1
n—n=nn-1)(n-2)(n*+n?+1)

Von der Richtigkeit dieser Produktdarstellung iiberzeugt man sich durch Ausmultiplizieren. Die
Zahlen (n —1),n,(n + 1) sind drei aufeinanderfolgende Zahlen; von ihnen ist mindestens eine
ohne Rest durch 2 und genau eine ohne Rest durch 3 teilbar. Daraus folgt, dass auch das Pro-
dukt n” — n ohne Rest durch 2 und 3 und folglich auch durch 6 teilbar ist.

Beweis fiir b):

Dieser Beweis wird mit Hilfe der vollstdndigen Induktion gefiihrt. Die Richtigkeit der Behaup-
tung fiir n = 1 ergibt sich aus 17 — 1 = 0 und 7 teilt Null. Angenommen, es sei nun die
Behauptung richtig fiir n = k, also es sein k" — k ohne Rest durch 7 teilbar: (k" — k) : 7 =m
Rest 0 mit m = 1;2;3;.... Dann ist

(k+1)7"—(k+1) = (k" + 7K + 21k° + 35k* + 35K® + 21K% + Th + 1 — (k+1) =
= (k" + 7kS + 21k5 4 35k + 35k3 + 212 +- Tk — k = (k" — k) + 7(k® + 3k° + 5k 4+ 5k3 4+ 3k2 4 k)
Nach der Induktionsannahme ist (k7 — k) = 7m. Also ist
(k+1)" — (k+1) = 7(m + kS + 3k° + 5k* + 5k® + 3k* + k)

ohne Rest durch 7 teilbar.
Da der Ausdruck n” —n durch 6 und durch 7 ohne Rest teilbar ist, ist er auch ohne Rest durch
6 -7 =42 teilbar.

Aufgabe 7/63

Zehn Eimer von gleicher Grofle und gleichem Aussehen sind mit Miinzen gefiillt, die sich
dulerlich durch nichts voneinander unterscheiden. In neun von diesen Eimern wiegt jede
Miinze 10 g, in einem dagegen 11 g.

Wie kann man durch eine einzige Wagung ermitteln, in welchem Eimer sich die Miinzen mit
der Masse 11 g befinden?

Man stelle die Eimer in einer Reihe auf und entnehme dem ersten eine, dem zweiten zwei, dem
dritten drei Miinzen und so fort bis zum zehnten, dem man zehn Miinzen entnimmt. Auf diese
Weise hat man schliefSlich 55 Miinzen entnommen, die man insgesamt auf ganze Gramm genau
abwiegt.

Befanden sich die Miinzen mit der Masse 11 g im n-ten Eimer, so sind unter diesen 55 Miinzen
n Stiick mit der Masse von 11 g und (55 — n) Stiick mit der Masse 10 g. Die Gesamtmasse G
ist demnach (in Gramm)

G=(55—Fk)-10+11-n =550 +n
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2.3 Aufgaben und Lésungen 1963

Dann ist aber n = G — 550. n ist die Nummer des Eimers, in dem sich die gesuchten Miinzen

befinden.

Aufgabe 8/63
Gegeben ist ein Dreieck ABC. Gesucht ist die Gerade g, deren Schnittpunkte X mit AB
und Y mit AC die Bedingung BX = XY = Y A erfiillen.

a) Analysis: Aus BX = XY =Y A folgt:

1. A AY X ist gleichschenklig (Basis AX), also gilt LAXY = « (Basiswinkel);

2. A BXY ist gleichschenklig (Basis BY'), also gilt £ XBY = £BY X (Basiswinkel).

Nun ist £LAXY Aulenwinkel zum A BXY; nach dem Auflenwinkelsatz ist L{AXY = a =
£XBY + £BY X, und aus L XBY = £BY X folgt somit L XBY = §.

Damit ist A ABY aus AB, a und £ XBY = § nach wsw konstruierbar. Dann ist aber A BXY
aus BX = AY, XY = AY und BY nach sss konstruierbar.

b) Konstruktion: Man halbiert den Winkel o und trégt den Winkel § in B an AB an; der freie
Schenkel schneidet AC' in Y. Um B und um Y schligt man mit AY in der Zirkelspanne zwei
Kreisbogen, die einander auf AB in X schneiden. Die Gerade durch X und Y ist die gesuchte
Gerade.

c) Beweis: Es ist AY = Y X nach Konstruktion und Y X = X B nach Konstruktion. Ferner liegt
Y auf AC nach Konstruktion. Zu beweisen ist also noch, dass auch X auf AB liegt.

Dazu geniigt es zu beweisen, dass L AXY + A BXY = 180° ist oder; was nach dem Auflenwin-
kelsatz dasselbe ist; dass LAXY = LXBY + £Y BX ist. Nun ist nach Konstruktion A AY X
gleichschenklig mit Basis AX, also ist L AXY = «. Ferner ist A BXY gleichschenklig mit Basis
BY, also ist {XBY = £ XY B. Nach Konstruktion ist aber £ X BY = &, folglich gilt

AXBY +4AXYB=2-AXBY =2-— = {AXY

| R

c¢) Determination: Sofern der freie Schenkel des in B an AB angetragenen Winkels § die Seite
AC (bzw. deren Verldngerung) schneidet, ergibt sich der Punkt Y eindeutig. Kein Schnittpunkt
ergibt sich, wenn o + § = 180° ist, das heifit, wenn a = 120° ist, da dann AC und der freie
Schenkel parallel verlaufen. Alle anderen Konstruktionen sind stets und eindeutig ausfithrbar.

In besonderen Féllen liegen die Punkte X und (oder) Y auf den Verldngerungen der Dreiecks-

seiten.
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Aufgabe 9/63

Fiir die Aufgabe

"Wie lautet die Gleichung des Kreises, der den Mittelpunkt M (3; —5) hat und der die Gerade
2z 4 6y = 3 berithrt?”

wir der folgende analytische Losungsweg angegeben:

Die Gerade 2z + 6y = 3 (1) ist Tangente an den Kreis mit der Gleichung

(z—3)°+(y+5)°=r"

Wenn (z1;y1) die Koordinaten des Bertihrungspunktes sind, lautet die Gleichung der Krei-
stangente

(£1-3)(z1—3)+(y1+5)(y1+5) =72 = (1 —3)z+ (g1 +5)y = r>+3(z1 —3) = 5(y1+5) (3)

Da die Gleichungen (1) und (3) die Gleichungen ein und derselben Tangente an den Kreis
(2) sind, ergeben sich die Koordinaten des Berithrungspunktes und der Radius des Kreises
durch Koeflizientenvergleich:

r1—3=2; also z1=5
y1+5=6; also y;=1
r2 4+ 3(x; —3) = 5(y1 +5) =3; also r2=27

Die Kreisgleichung lautet daher (z — 3)? + (y + 5)% = 27.

Die Probe (die Koordinaten des Beriithrungspunktes miissen die Gleichung (1) befriedigen)
ergibt, dass das Ergebnis falsch ist.

Andere Losungsmethoden liefern tatséchlich ein anderes Ergebnis. Wo steckt der Fehler?

Da man die Gleichung (1) mit einem beliebigen Faktor k # 0 multiplizieren kann, ohne dass die
Giiltigkeit eingeschrinkt wiirde, ist der Koeffizientenvergleich fiir die Gleichungen (1) und (3)
in der vorliegenden Form nicht durchfithrbar. Aus (1) folgt namlich

2kx + 6ky = 3k (4)
Fiihrt man den Koeffizientenvergleich zwischen (3) und (4) durch, so ergibt sich

2k =11 — 3; r1=2k+3 (5)
6k = y1 + 5; y1 =6k —5 (6)
3k =71 +3(x1—3) =5y +5); =27k (7)

Setzt man die Werte fiir z1 und y; in die Gleichung (1) ein, so erhélt man eine Bestimmungs-
gleichung fiir £ mit der Losung k = i—g.
Diesen Wert setzt man in die Ausdriicke (5), (6) und (7) ein und erhélt damit die Losung der

Aufgabe
87 19 o 729

%§ Y1 = 30 = 40
Die Gleichung des Kreises lautet also

I =

_m

(z—3)2+ (y+5)? o
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Aufgabe 10/63

Es ist
/3 \/§ [ 17 17 [ 12 [12
38 3 8’ 7288 7 288’ 143 143

Unter welchen Bedingungen fiir die in den Ausdriicken enthaltenen Zahlen gelten die
Gleichungen allgemein?

Hinweis: Die Schreibweise 1/3% ist als gemischte Zahl zu verstehen, d.h. 1/3% =4/3+ %.

[ 0_,0
Ty T %

Quadriert man beide Seiten dieser Gleichung, so folgt a + § = % oder, da a # 0 vorausgesetzt
werden kann,

Offensichtlich gilt in jedem Fall

2

1
1+g:%—>b+1:a2—>b:a2—1

Setzt man diesen Wert in (1) ein, so ergibt sich

a3 a
=aq
2—1 1 Va2 a?—1

Die Gleichungen gelten also allgemein, wenn der Zahler des Bruchs mit dem ganzen Teil des
Radikanden iibereinstimmt und der Nenner gleich den um 1 verminderten Quadrat des Zéhlers
ist (was in den gegebenen Beispielen tatsichlich zutrifft). Dabei muss natiirlich a = 1 wegen
a®? — 1 = 0 ausgeschlossen werden.

Aufgabe 11/63

Der folgende Satz ist zu beweisen: In jedem Viereck ist die Summe aus den Quadraten der
Seiten gleich der Summe aus den Quadraten der Diagonalen und dem vierfachen Quadrat
des Abstands der Diagonalmitten.

Benutzt man die Bezeichnungen der
Abbildung (mit FE ist der Diagonalen-
schnittpunkt, mit F' und G sind die
Diagonalenmitten bezeichnet, so lau-
tet die zu beweisende Behauptung

2 2 2 ¢
AP+ A+ =+ 2 +4m? A a B

Aus dem Kosinussatz der ebenen Trigonometrie ergeben sich die folgenden Beziehungen

a? = <;+x>2+(f—i—y>2—2(;+x> <£+y>cos¢

Do |

b= <;x>2+(£+y>2+2<;x> (‘;+y>cosgo
-1 o (o) 2] (o)
a* = <;+x>2+(£—y>2+2<;+m> (J; y)cosgo
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wobei die Beziehung cos (180° — ¢) = —cosp verwendet wurde. Nach Auflésen der Klammern
und Addition der vier Gleichungen ergibt sich

A2+ 0+ P+ d? =+ 42 + 2+ 4y? — 8xycosp = €2 + f2 + 4(z? + % — 22y cos )

Ebenfalls nach dem Kosinussatz der ebenen Trigonometrie ist aber 22 + y? — 2zy cos ¢ = m?,

und damit ergibt sich die gesuchte Beziehung.

Aufgabe 12/63
Es sei a eine reelle Zahl. Dann gilt —%
Beweis:

0.
/tan (azx)dx = /sin (az)(cos (azx)) tdx

Durch partielle Integration mit

in (ax :u" U:—ECOS ax); Ccos (ax -1 = V; U/:M'a
sin (az) = ' ~cos(az);  (cos (aw))™) = v —

folgt

/tan(a:v)dx:u-v—/(v'-u)d:v:—i—l—/(%-a-icos(aw)daj)

/tan (azx)dx = —é + /tan (ax)dx

Durch Subtraktion von [ tan xzdz auf beiden Seiten der Gleichung ergibt sich die Behauptung.
Wo steckt der Fehler?

Bekanntlich liefert ein unbestimmtes Integral eine nicht vollstdndig bestimmte Funktion; das
unbestimmte Integral enthélt vielmehr eine unbestimmte additive Konstante. Man kann daher
nicht aus der Gleichheit der Integranden allein schon auf die Gleichheit der Integrale schlieflen.
Im vorliegenden Fall wirkt sich diese Tatsache deshalb sichtbar aus, weil das Glied u - v auf
der rechten Seite der Gleichung eine additive Konstante darstellt. Korrekt muss die Herleitung
folgendermaflen lauten:

/tan(ax)dxz—cll—i—/m-a-(llcos(aa:)dx—i—C:—i—k/tan(cm)—{—C

woraus richtig folgt, dass bei Gleichheit C = —% ist.

Aufgabe 13/63
Einem Mathematiker wurde das Fahrrad gestohlen. Als man ihn nach seiner Fahrradnummer
fragt, antwortet er: ”Sie konnen die Nummer aus den folgenden Angaben errechnen:

a) Addiert man zum Quadrat der ersten Stelle das Quadrat der zweiten Stelle, so erhilt
man das Quadrat der dritten Stelle.

b) Subtrahiert man von der ersten Stelle die zweite Stelle, so erhélt man die um 1 vergroferte
fiinfte Stelle.

c) Die zweite Stelle ist gleich der vierten, die dritte Stelle ist gleich der sechsten und gleich
der siebenten.”

Welche Fahrradnummer hatte der Mathematiker?
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Die Nummer bezeichnet man vorlaufig mit sbede f g, wobei die einzelnen Zeichen eine ganze Zahl
zwischen 0 und 9 (beide einschliefllich) bedeuten und die Schreibweise geméfl dem dekadischen
Positionssystem erfolgt.

Nach c) kann man vereinfachen: b = d, ¢ = f = g also abcbecc. Nach a) gilt a? + b? = ¢%. Die
Zahlen a, b und c sind also pythagoreische Zahlen; als einziges pythagoreisches Tripel erfiillt
das Tripel 3;4;5 die Bedingung, dass alle Zahlen unter 10 liegen. Damit ist die Nummer bereits
eingegrenzt. Sie lautet entweder 1. 3454e55 oder 2. 5353e55.

Nun berechnet man nach b) die Zahl e: a —b=e+ 1 ergibt e =a — b — 1.

1.) Mit @ = 3 und b = 4 folgt e = —2. Eine negative Zahl kommt aber offenbar nicht in Frage,
damit scheidet die Moglichkeit 1 aus.

2.) Mit @ = 4 und b = 3 folgt e = 0. Damit lautet die vollstindige Nummer 4353055.

Aufgabe 14/63

Zur Nachprifung, ob der Querschnitt eines Bolzens genau kreisférmig ist, wird der Bolzen
zwischen den angeschobenen Messbacken einer Schiebelehre gedreht und die Verdnderung
des Messbackenabstandes beobachtet. Zweifellos ermoglicht eine Verédnderung des Messba-
ckenabstandes einen Schluss dahingehend, dass der Querschnitt nicht kreisférmig ist.

Léasst umgekehrt die Unverdnderlichkeit des Messbackenabstands den Schluss auf einen ge-
nau kreisformigen Querschnitt zu?

Die Frage muss mit "Nein” beantwortet werden. Tatséchlich gibt es Querschnitte, die bei der
Messung mit der Schieblehre iiberall den gleichen "Durchmesser” zeigen und trotzdem nicht
kreisférmig sind.

In der Abbildung ist ein spezielles Beispiel gezeigt.

Es sei ABC ein beliebiges Dreieck, dessen

Seiten iiber die Eckpunkte hinaus verldngert

werden. Weiter sei

- P1 P, ein Kreisbogen um A mit dem Radius

AP = APy,

- P, P53 ein Kreisbogen um C mit dem Radius

CP, = CPs,

- P3Py ein Kreisbogen um B mit dem Radius

BP3 = BPy,

- P4P5 ein Kreisbogen um A mit dem Radius

APy = AP,

- P5Ps ein Kreisbogen um C' mit dem Radius

CPs = CPs,

\ - PgP; ein Kreisbogen um B mit dem Radius
BP; = BP,

Die Randkurve ist geschlossen, wenn der Ausgangspunkt P; so weit von A entfernt liegt, dass
alle Kreisbogen die Verldngerungen der Dreiecksseiten treffen. Dann ist

PPy =AP, + APy = PoPs = AP, + APs =CPy + CP; =CP3 + CPs = P3Pg =

= BP;+ BPy = BPy+ BP, = PP,

Damit folgt aber weiter, dass der Abstand zweier paralleler Tangenten stets gleich PPy =
P,P; = P3Pg, also konstant ist (vgl. die parallelen Tangenten M; und Ms bzw. M{ und M} in
der Abbildung).

Man erkennt, dass man nur mit Hilfe von Durchmesserpriifungen eine etwa vorhandene Unrund-
heit nicht unbedingt erkennen muss.
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Aufgabe 15/63
Es ist zu beweisen, das fir a,b > 0;n > 2, ganz, gilt:

a™ -+ b" < (a—i—b)"
2 - 2

Man kann den Beweis mit Hilfe der vollstédndig Induktion fithren. Dazu ist ein Hilfssatz erfor-
derlich.
Hilfssatz: Es gilt

a4 bt > a"b 4 ab”

fir a;b >0, n > 1.
Beweis: Es sei 1. a > b bzw. 2. a < b. Dann gilt a — b > 0 bzw. a — b < 0 und wegen a,b > 0 fir
n > 1:a"™ > 0" bzw. a™ < b". Damit folgt in beiden Féllen

a"(a—1b)>b"(a—Db) oder "t —a" > ab® —nb +1

also a"t1 + bt > a"b 4 ab™.
Den ersten Schritt des Induktionsbeweises stellt den Beweise der Richtigkeit der Behauptung
fiir n = 2 dar.

. 24 p2 +b 2 ..
Behauptung: Es gilt % > (%) fir a,b > 0.
Beweis: Sicher gilt fiir jedes a,b > 0: (a —b)? > 0 also a? — 2ab+b?> > 0. Addiert man auf beiden
Seiten dieser Ungleichung a? 4 2ab + b2, so folgt

2(a® 4+ b?) > a® + 2ab + b* = (a + b)?

Durch Division beider Seiten durch 4 folgt die Behauptung.
Der zweite Schritt besteht in der Durchfithrung der vollstindigen Induktion.

Behauptung: Wenn gilt “F" > (“TH’) dann gilt auch % > (“TH’) .

Beweis: Es gelte

a+b" S (a—i—b)”
2 - 2

Durch Multiplikation beider Seiten dieser Ungleichung mit “TH’ > 0 (wegen a;b > 0) wird die
Giiltigkeit nicht angetastet; es folgt

a+b a”+ b - (a+b>” a+b a™tt 4+ a™b + ab™ + b7t - (a+b)”+1

2 2 2 2 oder 4 2

Auf der linken Seite der Ungleichung ersetzt man die Summe ab+ ab™ durch die nach dem Hilfs-
satz nicht kleinere Summe a"*! 4+ 5"+, die Giiltigkeit der Ungleichung bleibt davon unberiihrt:

2(an+1 +bn+1) an+1+bn+1 a+b n+1

= >

4 (%)

Da gezeigt wurde, dass die Behauptung fiir n = 2 gilt und dass aus der Giiltigkeit fiir ein
beliebiges n die Giiltigkeit fiir n + 1 folgt, ist bewiesen, dass die Behauptung fiir jedes ganze
n > 2 gilt.

Aufgabe 16/63

Folgendes "Kartenkunststiick” ist mathematisch zu begriinden:

Man lésst einen Mitspieler aus einem Kartenspiel von 32 Blatt eine beliebige Karte ziehen
und verdeckt niederlegen. Es sei dies beispielsweise (ohne Riicksicht auf die Farbe) eine
Sieben.
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Der Mitspieler legt nun weitere Karten auf die gezogene, indem er von der Augenzahl der
gezogenen an bis 11 weiterzahlt (im Beispiel also ”acht, neun, zehn, elf”). Damit erhéalt
man einen Kartenhaufen. Das Verfahren wird mit weiteren Kartenhaufen fortgesetzt, bis ein
Rest an Karten verbleibt, der keinen vollstdndigen Haufen mehr ergibt (wird dabei ein As
gezogen, so bildet dies alleine einen Haufen).

Aus der Anzahl der Haufen und der Anzahl der Karten im Rest kann man, ohne beim Bilden
der Haufen zugesehen zu haben, die Summe der Augen auf den gezogenen Karten ermitteln.
Man gebe die Rechnung an.

Die Summe aus den Augen der gezogenen Karten sei x, die Anzahl der Haufen sei n und die
Anzahl der Karten im Rest sei r. Dann gilt fiir die Anzahl A der Karten in den Haufen

A=n+1ln—z=12n—x

Es ist aber A+ r = 32 also 12n — z 4+ r = 32. Daraus folgt * = 12n + r — 32.
Das Verfahren kann man noch variieren, indem man statt bis 11 bis zu einer anderen (am besten

grofieren) Zahl weiterzéhlen ldsst oder indem man ein Spiel verwendet, das nicht aus 32 Karten
besteht.

Aufgabe 17/63
Gegeben ist ein Kreis mit dem Radius r. Der Kreis soll so in drei flachengleiche Teile zerlegt
werden, dass der Umfang eines jeden Teils gleich dem Kreisumfang ist.

Man drittelt einen Kreisdurchmesser AB durch die Punkte Cy
und Cy und schldgt iiber ACy, ACy, BCy und BCy Halbkrei-
se so, dass die von A ausgehenden und die von B ausgehenden
Halbkreise auf verschiedenen Seiten des Durchmessers AB liegen
(Abbildung).

Dann gilt fiir den Flacheninhalt F' der so entstehenden S-
férmigen Figur:

Fiir den halben Umfang U der S-férmigen Figur gilt
u 2 1

— = C-Tr+ -nr=7nr

2 3 3
Dann gilt fiir den Umfang U jeder der Teilfiguren U = 277r.
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Aufgabe 18/63

A/

B/

A
Y,

Gegeben sind zwei Kreise mit den Radien r; = r9 = r. Der Abstand ihrer Mittelpunkte M;
und Ms sei ¢, und es gelte die Beziehung r < ¢ < 2r. Durch einen Schnittpunkt der beiden
Kreise werden eine Gerade g gezogen.

Wenn ¢ parallel zu M; Ms verlauft, sind die in den Kreisen entstehenden Sehnen a und b
gleich lang: a = b. Wird g aus dieser Lage um den Winkel ¢ gedreht, so entstehen die Sehnen
a’ und b’ mit o’ # . Folgende Fragen sind zu beantworten:

1. In welchem Verhéltnis stehen die Kreisbogen AA’ und BB'?
2. Welches der Produkte ab und @'’ ist kleiner?

3. Fiir welche Lage von g ist a/b’ ein Maximum, wenn r; > 79 gilt? (In diesem Fall soll
entsprechend gelten r; < ¢ < r; + 19)

Beziiglich der Bezeichnungen vgl. die Abbildung. Die Gerade g soll sich nur so weit drehen,
dass die beiden Sehnen noch beiderseits des Drehpunktes liegen.

a) Dass die beiden Kreisbogen AA" und BB’ gleich grof} sind, kann sofort aus dem Satz gefolgert
werden, dass zu gleichen Umfangswinkeln eines Kreises oder mehrerer gleicher Kreise gleich
Kreisbogen gehoren. Die bei der gegebenen Aufgabe zu betrachtenden Umfangswinkel sind als
Scheitelwinkel gleich.

b) Aus der Abbildung erkennt man

Lo
; a-b:4r251n2§

(6]
—b=2rsin—
a ’I“Sll’l2

Entsprechend ergibt sich

a—2p a4+ 2p a—2p . a+2p
sin

; a b = 4r?sin 5

. 1 .
a' = 2rsin ; b’ = 2rsin
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Wendet man auf den letzten Ausdruck die Additionstheoreme an, so erhilt das Produkt die
Gestalt a’ -0’ = 4r%- (A— B)(A+ B) mit A = sin § cos ¢ und B = cos § sin ¢. Unter Verwendung
der 3.binomischen Formel ergibt sich daraus

«@ @ o o
a - b = 4ar? <sin2 5 cos? ¢ — sin? o cos? 2) < 472 sin? 5 cos? p < 4r? sin? 5= b

Das Gleichheitszeichen gilt hierbei nur fiir ¢ = 0. Fiir ¢ # 0 gilt somit stets a’ - b’ < a - b.

c) Bei der Beantwortung der dritten Frage ist zu beachten, dass die Sehnen und die Zentriwinkel
«a und S nicht mehr gleich sind, wenn die Gerade g parallel zu M; My verlauft. Die Winkel «
und S8 kann man als bekannt voraussetzen, da sie aus den gegebenen Groéflen 11,79 und c leicht
zu ermitteln sind (vgl. Abbildung).

Fiir eine beliebige Lage von g ist das Produkt P = a' - &’ der Sehnen @’ und b’ in Abhéngigkeit
vom Drehwinkel ¢ gegeben durch

-2 2
P=d b =2rsin a L 2ry - sin p+2¢ und somit
dP L a—2p B+ 2¢ a—2p . B+2p
— = 4rirg9 |sin cos — COoS sin
dy 2 2 2 2

Aus % = P, = 0 folgt

a—2p B+2p a—2p . B+2p
cos = cos sin

T 2 2 2
Dividiert man diese Gleichung beiderseits durch sin o‘_—;“" sin 2 +22<", so erhélt man
2 -2 -
cotﬁ—i_2 d :cota 5 d —>ﬁ+2¢o:a—2cp0—><p0:¥

AbschlieBend wére zu untersuchen, ob P fiir ¢ einen Maximalwert annimmt. Da diese Rechnung
keine Besonderheiten aufweist, sei hier nur das Ergebnis mitgeteilt:

P”(tpo) = —8rirg <0

Setzt man g in die Ausdriicke fiir ¢’ und b’ ein, so erhélt man folgendes Ergebnis:

Das Produkt der Sehnen wird maximal, wenn die Sehnen im gleichen Verhéltnis stehen wie die
Radien der zugehorigen Kreise: a’ : b’ = 71 : r9 oder; was dasselbe aussagt, wenn die zu den
Sehnen gehoérenden Zentriwinkel gleich grof} sind. Sie sind dann gleich dem arithmetischen Mittel
aus den Winkeln o und g.
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Aufgabe 19/63

Ein Bauer hinterldsst seinen beiden Séhnen unter anderem eine Schafherde. Die Briider
lassen diese Herde von einem Mittelsmann verkaufen, wobei sie ihm auftragen, er solle ein
Schaf fiir soviel Mark verkaufen, wie die Herde Schafe hat.

Der Mittelsmann bringt dem Erlés in lauter 10-Mark-Scheinen und einem Rest an Klein-
geld, der keinen vollen 10-Mark-Schein mehr ergibt. Die Briider teilen das Geld so, dass beide
gleich viele 10-Mark-Scheine erhalten. Dabei bleiben ein 10-Mark-Schein und der Kleingeld-
rest iibrig. Da sagt der dltere zum jlingeren Bruder: "Ich nehme den Schein, und du bekommst
den Rest und ein von mir soeben gekauftes Taschenmesser, dann haben wir beide gleich viel
bekommen.”

Wie teuer war das Taschenmesser?

Bestand die Herde aus n = 1024y Schafen, so betrug der Erlos n? = (10z4y)? = 100224202y +
y? Mark, wobei y eine einstellige Zahl ist. Da beim Teilen des Geldes auBer dem Kleingeldrest
ein 10-Mark-Schein {ibrigblieb, muss die Anzahl der 10-Mark-Scheine ungerade sein.

Da die Zahl 102% + 2zy auf jeden Fall gerade ist, kommt fiir y? nur eine der Zahlen 16 oder 36
in Frage; fiir 42 = 1;4;9;25;49; 64; 81 wiirde nimlich die Anzahl der 10-Mark-Scheine gerade.
Das heifit aber nichts anderes, als dass der Kleingeldrest » = 6 Mark ist.

Bezeichnet man nun mit ¢ den Preis des Taschenmessers in Mark, so muss offensichtlich gelten

10—t=r4+t—-10—r=2t=4—-t=2

Das Taschenmesser kostet demnach 2 Mark.

Aufgabe 20/63
Es ist ein Dreieck aus h. = 3,5 cm, wy, = 4 cm und ¢ = 12 cm zu konstruieren, wobei h. die
Hohe des Dreiecks auf der Seite ¢ und w, die Halbierende des Winkels + ist.

Das Dreieck C' D E ist unmittelbar aus CD = h,,
LCDFE = 90° und CE = w,, konstruierbar.

¢ Errichtet man in C' auf C'E die Senkrechte, so
» schneidet diese die Verldngerung von DE in P.
L K Da CFE = w, die Halbierende des Innenwinkels

~ im Dreieck ABC ist, ist C'P die Halbierende
P Al D E . B des Auflenwinkels 7/ (die Halbierenden zweier
Nebenwinkel stehen senkrecht aufeinander).

Nun gilt der Satz: Die Halbierenden von Innen- und Auflenwinkel im Dreieck teilen die Gegenseite
harmonisch. Folglich ist die Punktreihe PAEB eine harmonische Punktreihe und es gilt

PA:AE =PB:BE

Fiihrt man die Bezeichnungen PA = u und PE = d ein, so ist PB = u+ ¢, AE = d — v und
BFE = u + ¢ — d. Damit ergibt sich

U U+ c

d—u u+c—d

Lost man diese Gleichung nach der einzigen Unbekannten u auf, so erhélt man
_d—c 4 c 2 . d 2
YT 2 2
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Damit ist die Konstruktion des Punkte A auf PE moglich. B erhilt man, indem man an PAin A
die Strecke ¢ antrigt. (Bei dem Wurzelwert ist das negative Vorzeichen fiir die Problemstellung
sinnlos, da die Strecken absolut genommen werden.)

Konstruktionsbeschreibung: Man legt C'D = h, fest, errichtet in D die Senkrechte und schligt

um C mit w, in der Zirkelspanne einen Kreisbogen; sein Schnittpunkt mit der Senkrechten ist

E.

Man verldngert DFE iiber beide Seiten hinaus und errichtet in C' auf C'E die Senkrechte; deren

Schnitt mit der Verlingerung von DFE ist P. Von P aus triagt man auf PE = d die Strecke

PQ = 5 ab; in @ errichtet man auf PQ die Senkrechte und trigt auf ihr von @ aus die Strecke
2

QR = ¢ ab. Dann ist PR = (%)2 + (%) (nach dem Lehrsatz des Pythagoras).

Weiter trigt man auf QR von @ aus die Strecke QS = 5 ab. Um R schlidgt man mit RS = % —£

einen Kreisbogen, der die Verlingerung von PR in T schneidet. Nach Konstruktion ist nun

c\?2 d\? d-c
PT = /(< ¢ —u=PA
<2> +<2> Ty

Man schldgt also um P mit PT in der Zirkelspanne einen Kreisbogen, der PE in A schneidet.
Verldngert man PA um ¢, ergibt sich der Punkt B. Das Dreiecke ABC ist das gesuchte.

Determination: Das Dreieck CDE ist (bis auf Symmetrie) eindeutig konstruierbar, wenn w., > h,
ist. Ist w, = he, so féllt F auf D und die Senkrechte auf C'E in C parallel zu AB, schneidet diese
als nicht (harmonische Teilung im Verhéltnis 1:1). Daraus folgt sofort, dass das Dreieck ABC
symmetrisch beziiglich der Winkelhalbierenden w, bzw. der Hoéhe h. liegt, womit die weitere
Konstruktion klar ist.

Ist wy < he, so existiert das Dreieck CDE nicht und damit ist das Dreieck ABC nicht konstru-
ierbar. Damit ergibt sich: Das Dreieck ABC' ist (bis auf Symmetrie) eindeutig konstruierbarm
wenn w~ > h, ist.

Aufgabe 21/63

Von einem konvexen Polyeder mit 53 Ecken und 19 Fldchen werden sdmtliche Ecken so durch
ebene Schnitte abgeschnitten, dass jeder Schnitt genau eine Ecke erfasst und kein Schnitt
einen anderen trifft oder beriihrt.

Wieviel Kanten, Ecken und Fléchen hat das dadurch entstehende Polyeder?

Es seien e die Anzahl der Ecken, f die Anzahl der Fldchen und k£ die Anzahl der Kanten des
gegebenen Polyeders. E, F' und K die entsprechenden Zahlen des neuen Polyeders.
Stoflen in der i-ten Ecke des gegebenen Polyeders k; Kanten zusammen, so entstehen durch das
Abschneiden dieser Ecke ein Polygon mit k; Seiten, also eine neue Flache, k; neue Kanten und k;
neue Ecken. Keine der urspringlichen Flachen und Kanten entfillt, wohl aber die urspriingliche
Ecke.
Da jede kante zwei Ecken verbindet, folgt dass die Anzahl der neuen Kanten gleich 2k und die
der neuen Ecken gleich 2k ist, wiahrend die Anzahl der neuen Fliachen gleich e ist. Damit ergibt
sich

K =3k ; E =2k ; F=f+e

Fiir k folgt aber aus dem Eulerschen Polyedersatz e+ f = k+2,dassk =e+ f—2=53+19-2 =
70 ist. Demnach ist
K =210 ; E =140 ; F=72

Tatséchlich gilt auch fiir diese Zahlen der Eulersche Polyedersatz: £+ F = 212 = K + 2.
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Anmerkung: Ein konvexes Polyeder mit 53 Ecken und 19 Fldchen aus der Aufgabenstellung
existiert nicht, da es nach dem Eulerschen Polyedersatz 70 Kanten haben miisste. In jeder Ecke
stoflen mindestens 3 Kanten zusammen, die jede 2 FEcken verbinden. Damit miisste & > %e

gelten, was das "Polyeder” nicht erfiillt.

Aufgabe 22/63
Gesucht sind drei aufeinanderfolgende ungerade Zahlen, deren Quadratsumme eine aus vier
gleichen Ziffern bestehende Zahl ist.

Die drei aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen seine (2n—1), (2n+1) und (2n+3) mit zunéchst
noch unbekanntem, ganzzahligen n. Dann gilt auf Grund der Aufgabenstellung

(2n — 1)+ (2n 4+ 1)* + (2n + 3)? = 1111a

mit 0 < a <9, a ganzzahlig. Es handelt sich also um eine Gleichung mit zwei Unbekannten, die
gewissen Einschrankungen unterliegen (diophantisches Problem). Berechnet man die Quadrate,
so ergibt sich

12n% + 12n + 11 = 1111a — 12n(n + 1) = 11(101la — 1)

Die linke Seite dieser Gleichung ist durch 12 teilbar, daraus folgt, dass auch die rechte Seite
durch 12 teilbar ist. Also ist der Ausdruck (101a — 1) durch 12 teilbar. Offenbar kommen fiir a
damit nur ungerade Werte in Frage, da sonst 101a gerade und mithin (101a — 1) ungerade wére.
Man stellt leicht fest, dass von den Werten a = 1;3,5;7;9 nur der Wert a = 5 die geforderte
Bedingung erfillt: 12n(n + 1) = 11(101 -5 — 1) = 5544.

Damit ergibt sich fiir n die quadratische Gleichung

12n2 + 12n — 5544 = 0

mit den Losungen ny = 21 und ny = —22. Aus ny ergeben sich die drei ungeraden Zahlen 41,
43 und 45 und aus ng die drei ungeraden Zahlen -45, -43 und -41 (also bis auf die Vorzeichen
dieselben). Tatséchlich ist

(£41)? + (£43)% + (£45)? = 5555

Aufgabe 23/63
Ein Dreieck ist aus den drei Hohen zu konstruieren.

Analysis: Fir den Fliacheninhalt F' des Dreiecks gilt F' = %aha = %bhb = %chc. Daraus folgt

a= %, b= %, c= % Daraus ergibt sich die Proportionalitat
1 1 1 kE k k
tb:c=—:—:— bzw. b=~ = =
a c he e e ZW. «a c e e

wobei k eine geeignet gewahlte Konstante ist, oder ' : 1 =k : hq, V' : 1 =k : hy, ¢ : 1 =k : he.
Nach dem 1. Strahlensatz lassen sich demnach fiir einen beliebigen Wert k # 0 die Strecken
@', ¥ und ¢ konstruieren. Damit ist das gesuchte Dreieck bis auf Ahnlichkeit bestimmt. Eine
Ahnlichkeitstransformation legt schlieflich die GroBe fest.

Konstruktion: Man legt zwei von demselben Punkt S ausgehende Strahlen fest und tragt man
dem einen die Strecken SP = h, und SQ = k sowie auf dem anderen die Strecke SR = 1 ab.
Durch @ zieht man die Parallele zu PR; ihr Schnittpunkt mit dem Strahl durch R sei T'. Dann
ist ST =d’.

Auf die gleiche Weise konstruiert man o’ und ¢’ aus hy bzw. h.. Aus o/, b’ und ¢ konstruiert man
ein Dreiecke A’B’C" auf allgemeine bekannte Weise.
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Die Ahnlichkeitstransformation kann man folgendermaBen durchfiihren: Man zieht zu der Ge-
raden A’B’ in der Halbebene, in der C’ liegt, im Abstand h. die Parallele und verldngert (falls
erforderlich) B'C’ bis zum Schnitt mit dieser. Der Schnittpunkt ist C. Die Parallele zu b durch
C' schneidet ¢ bzw. dessen Verlingerung in A. Das Dreieck AB'C = ABC ist das gesuchte.

Determination: Alle Konstruktionen sind stets und (bis auf Symmetrie) eindeutig ausfiihrbar,

wenn die Strecken o', b’ und ¢’ so beschaffen sind, dass stets die Summe zweier von ihnen groer

ist als die dritte; andernfalls existiert kein Dreieck mit den geforderten Eigenschaften. Die Be-
11

dingung ist genau dann erfiillt, wenn die Strecken hoo T und hic dieselbe Bedingung erfiillen.

Das heifit aber, es miissen fiir hq, hy und h. die Relationen gelten:

(ha + hb)hc > hohp; (hb + hc)ha > hphe; (ha + hc)hb > hghe

Aufgabe 24/63

Vier nicht benachbarte Ecken eines Quaders V' = abc werden durch ebene Schnitte so abge-
stumpft, dass von jeder Kante die Strecke x wegfallt. Mit den tibrigen Ecken wird entspre-
chend verfahren, und zwar werden dort die Schnitte so gefiihrt, dass an jeder Ecke genau die
dort zusammenstoflenden, bei der Abstumpfung der ersten Ecken stehengebliebenen Kan-
tenreste entfernt werden.

Wie groff muss man die Strecke & wéhlen, wenn der so entstehende, von acht Dreiecken und
sechs Parallelogrammen begrenzte Vierzehnflichner einen extremen Inhalt haben soll?

Bei der ersten Abstumpfung entfallen vier Pyramiden mit dem Inhalt %x?’, dann noch vier
(ebenfalls dreiseitige) Pyramiden mit dem Inhalt ¢(a — 2)(b— z)(c — z).
Es verbleibt (Abbildung)

2 2 1 2 2
V(z) = abe — gx?’ - g(a —z)(b—2x)(c—x) = gabc—i- g(ab—l— be + ac)x — g(a—i- b+ c)z?

Damit ergibt sich

2 4 4
V'(z) = g(ab—i- bc + ac) — g(a—k b+ c)x; V' (z) = —g(a+ b+c¢) <0

A By z B

Es liegt also ein Maximum vor und aus V'(z) = 0 folgt

1 ab+bc+ ac
T ——+ —mmMm
2 a+b+ct

Das maximale Volumen V,,,,, des Vierzehnflachners betriagt also

2
Voo~ labc—i— 1 (ab+ bc+ ac)
3 6 a+b+c
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Determination und Spezialfall:
a) Ist (ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit) a > b > ¢, so muss im Extremfall z. < ¢

sein. Hieraus folgt
9 a+b ab
——>0
c” + 5 T 5 =
und schlieflich durch Auflésung der quadratischen Ungleichung (negative Wurzelwerte kommen
nicht in Betracht)

1
= [ (a+b)2+8ab—(a+b)]
b) Fiir den Wiirfel a® erhélt man z, = 5y Vinaz = %aS.
Der Stumpfkorper ist der von acht gleichseitigen Dreiecken und sechs Quadraten begrenzte
Korper, einer der 15 halbreguldren archimedischen Koérper.

Aufgabe 25/63

Aus einem Brett sind ein Kreis mit dem Durchmesser d = 2r, ein Quadrat mit der Seite
a = 2r und ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis a = 2r und der Héhe b = 2r
ausgeschnitten.

Welcher Korper lisst sich durch jede der drei Offnungen hindurchschieben so, dass er sie
dabei vollsténdig ausfillt?

: Die Losung findet man, wenn man den Koérper im Drei-
T tafelverfahren darstellt (Abbildung néchste Seite). Es er-
\ / gibt sich dann, dass ein Riss ein Kreis, der zweite Riss ein
\ / Quadrat und der dritte Riss ein gleichschenkliges Drei-
. / eck ist.
. ’ Demzufolge muss es sich um einen Zylinder mit der Hoéhe
N oL des Durchmessers handeln, von dem symmetrisch zu ei-
nem Achsenschnitt zwei Zylinderhufe abgeschnitten sind.

Aufgabe 26/63
Im Jahre 1604 hatte zum ersten Mal seit Einfithrung des gregorianischen Kalenders der
Februar fiinf Sonntage. In welchen Jahren wiederholt sich diese Eigenschaft?
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Offenbar kann nur in Schaltjahren die gewiinschte Eigenschaft auftreten, und zwar auch nur
dann, wenn der 1. Februar auf einen Sonntag féllt. Nach Ablauf eines Jahres von 365 Tagen ver-
schiebt sich der Wochentag fiir ein bestimmtes Datum um 1 da 365 = 7k + 1 ist. In Schaltjahren
betragt die Verschiebung 2, nach Ablauf von vier Jahren (von denen eines ein Schaltjahr ist)
also insgesamt 5.

Soll die Wiederkehr nach 4n Jahren eintreten, so muss also n -5 durch 7 teilbar sein. Die kleinste
Zahl n, fir diegilt n-5=7m mit m=1;2;3;...ist n =17.

Die erste Wiederholung erfolgt also nach 28 Jahren, die nichste nach weiteren 28 Jahren und
so fort. Danach ergeben sich zunéchst die Jahreszahlen 1632, 1660 und 1688. Uberschreitet man
aber ein volles Jahrhundert (ndmlich eines der Jahre 1700, 1800 oder 1900), die nach dem Grego-
rianischen Kalender keine Schaltjahre sind, so ist die Verschiebung um 1 kleiner. Es muss dann
n -5 — 1 durch 7 teilbar sein. Das ist fiir n = 3;10;17; ... der Fall.

Der Wert n = 3 kommt aber nicht in Frage, da durch ihn das Jahr 1700 noch nicht iiberschritten
wird. Demnach muss n = 10 sein, und die Zwischenzeit betrdgt 40 Jahre. Man erhélt somit die
folgenden Jahreszahlen:

1604 1632 1660 1688
1728 1756 1784
1824 1852 1880
1920 1948 1976

Da das Jahr 2000 (ebenso wie das Jahr 1600) ein Schaltjahr ist, folgt bereits nach 28 Jahren
ein Februar mit fiinf Sonntagen, also im Jahr 2004. Damit beginnt aber ein neuer Zyklus mit
denselben Endziffern

2004 2032 2060 2088

Aufgabe 27/63
Man beweise, dass es unendliche viele Primzahlen der Form 6m — 1 gibt (wobei m eine
natiirliche Zahl sei).

1. Es gibt mindestens eine Primzahl der Form 6m — 1, n&dmlich 5.

2. Angenommen es gébe endlich viele, und zwar genau k verschiedene Primzahlen p1; po; ps; ...; pi
der Form 6m — 1. Dann folgt, dass es mindestens k + 1 Primzahlen der Form 6m — 1 gibt - im
Widerspruch zur Annahme.

Beweis: Aus den k Primzahlen p1;po; ps; ...; pr bilde man die Zahl 6pipaps...pr — 1.

a) Entweder ist 6p1pops...pr — 1 selbst Primzahl. Dann ist sie von der Form 6m — 1, und es gilt
6p1paps...pr — 1 = pry1, was zu beweisen war.

b) Oder 6p;paps...pr — 1 ist keine Primzahl. Dann miissen ihre Primteiler die Form 6m + 1 oder
6m + 5 = 6m’ — 1 haben, denn 2 und 3 sind sicher nicht Primteiler, und Zahlen der Form 6m,
6m + 2, 6m + 3 sowie 6m + 4 sind keine Primzahlen und kénnen daher auch nicht Primteiler
sein. Es konnen aber nicht alle Primteiler die Form 6m + 1 haben, da das Produkt zweier Zahlen
6mq + 1 und 6mo + 1 stets die Form 6mg + 1 hat:

(6my + 1)(6mg + 1) = 36mymg + 6my 4+ 6mg + 1 = 6(6myma + my +mz) + 1 =6ms + 1

Also befindet sich unter den Primteilern der Zahl 6p;paps...pr —1 mindestens einer der Form 6m—
1. Dieser kann aber mit keiner der Primzahlen p1; p2; ps; ...; px identisch sein, da 6p1pops...pr — 1
durch keine dieser Zahlen teilbar ist. Also gibt es noch mindestens eine von pi;ps;...; pg ver-
schiedene Primzahl p1 von der Form 6m — 1, was zu beweisen war.

Damit ist gezeigt, dass die Annahme, es gébe genau k verschiedene Primzahlen der Form 6m —1,
auf einen Widerspruch fiihrt. Zu jeder Anzahl k derartiger Primzahlen gibt es noch mindestens
eine weitere; also gibt es unendlich viele.
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Aufgabe 28/63

Gegeben ist ein Dreieck ABC'. Die Seite a = BC wer-
de iiber C hinaus um wu, bis C’ verlingert, die Seite
b = CA iiber A hinaus um v, bis A’ und die Seite
¢ = AB iiber B hinaus um w, bis B’.

Wie groB ist der Flidcheninhalt F” des Dreiecks A’ B'C’,
gemessen in Flacheninhalten F' des Dreiecks ABC?
(Abbildung)

Al C’

Es seien Fi der Fliacheninhalt und A, die Hohe des Dreiecks CC’A’, F, der Flacheninhalt und hj,

die Hohe des Dreiecks AA’B’ sowie F3 der Flacheninhalt und h. die Hohe des Dreiecks BB'C".

Dann gelten die Gleichungen (Abbildung)
1

F = iuahg ;

1 1
F, = gvbhg ; F3 = §wch'c

Aus dem Strahlensatz folgt

iy ha:“b“bzuv B = (14 v)ha
hg:hb:Hch—Hw L b= (14 w)h
Woohe=""" "9 by K= (1+uwhe
a
Damit ergibt sich
1 1 1
F = 5ua(l +v)hg : K= §Ub(1 + w)hy ; s = 5100(1 +u)he

Wenn %aha = %bhb = %chC = F folgt daraus
Fy = Fu(l+v) ; Fy = Fo(l +w) ; Fs=Fw(l+u)
Fir F’ gilt F' = F + F| + Fy + F3 also

F'=F+Fu(l+v)+ Fo(l+w)+ Fw(l+u) = F(1 +u+ v+ w + uv + vw + wu)
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Aufgabe 29/63
Bei einem Magnettongerat wird das Tonband nach der in der Abbildung schematisch gezeig-
ten Konstruktion an den Magnetkopfen vorbeigezogen.

Andruckrolle

Tombati Magnetkopfe

Aniriebsrolle

Infolge von Herstellungsungenauigkeiten schwankt die Drehzahl n der Antriebsrolle um ma-
ximal +0,1%. Ferner ist der Radius r der Antriebsrolle mit einem Fehler von maximal 0,01
mm behaftet. Mit diesem Magnettongerit wird ein 1000-Hz-Ton aufgenommen und anschlie-
Bend abgespielt.

Um wieviel Hertz schwankt der abgespielte Ton maximal, wenn aufler den angegebenen Un-
genauigkeiten keine weiteren Fehler vorhanden sind? Dabei sei n = 600min~! und » = 3
mm.

Anleitung: Die Frequenz f ist der Tonbandgeschwindigkeit v proportional; d.h. f = k - v,
wobei k ein konstanter Faktor ist.

Es ist zunéchst die Gleichung fiir die Bandgeschwindigkeit aufzustellen. Der Umfang der An-
triebsrolle ist U = 27r. Dividiert man durch die Zeit T" einer Umdrehung, so erhélt man die
Umfangsgeschwmdlgkelt die gleich der Bandgeschwindigkeit v ist. Demnach ist v = % = 2;5’”
Mit T' = ﬁ erhalt man schliellich v = 27rn (1). Der Radius r und die Drehzahl n sind Schwan-
kungen um maximal +Ar bzw. +An unterworfen. Infolgedessen schwankt die Bandgeschwin-
digkeit v um den Wert + A v.

Der grofite Wert der Bandgeschwindigkeit ergibt sich, wenn r um 4+Ar und n um +An abwei-
chen; dann ist

v+ Av =2n(r + Ar)(n + An)
Der absolute Fehler der Bandgeschwindigkeit wird dann

Av = 2mrn + 2w (rAn + Arn + ArAn) — 2mrn

(wegen v = 27rn nach Gleichung 1). Somit wird
Av =2n(rAn+ Arn+ ArAn) (2)

Die Grofien Ar und An sind sehr klein; ihr Produkt wird dann erst recht klein, d.h. ArAn <«
rAn + Arn.

Man kann also ArAn gegeniiber 7An + Arn vernachldssigen, ohne einen sich auswirkenden
Rechenfehler zu begehen. Damit wird der absolute Fehler

Av =27(rAn+nAr) (3)

Dass die Vernachlédssigung von ArAn sinnvoll ist, kann durch Einsetzen der gegebenen Zah-
lenwerte in die Gleichungen (2) und (3) und durch Vergleich der beider Ergebnisse bestétigt
werden.

Bei der Aufnahme der Frequenz f wird infolge der Schwankungen der Bandgeschwindigkeit ein
Fehler verursacht. Es ist

FHAf=k(v+Av) ;  Af=k(v+Av)—f
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und wegen f = kv: Af = kAv  (4).
Durch Kombination von Gleichung (3) mit Gleichung (4) ergibt sich

Af =2knw(rAn 4+ nAr) (5)

Die Konstante k lasst sich aus f = kv zu k = % bestimmen; mit Gleichung (1) erhélt man daraus
k=L (6). Setzt man Gleichung (6) in Gleichung (5) ein, so erhéilt man

2rn
ar=r(52+5)

r

Dies ist der maximale Fehler der Frequenz, die bei der Aufnahme auftritt. Im ungiinstigsten Fall
wird derselbe Fehler nochmals durch die Wiedergabe verursacht; die Frequenz schwankt somit
maximal um den Wert

Af —of (AH”+ATT> (8)

Mit % = 0,001 = 0,01% und Ar = 0,01 mm sowie r = 3 mm, f = 1000 Hz ergibt sich schliellich
Af'=8,6 Hz.

Dieselbe Abweichung ergibt sich bei Schwankungen nach unten. Bei der Wiedergabe des auf-
genommenen 1000-Hz-Tons schwankt der Ton also um +8,6 Hz, d.h., die Frequenz dndert sich
innerhalb eines Bereiches von 991,4 Hz bis 1008,6 Hz.

Aufgabe 30/63

Auf einer schiefen Ebene verstellbarer Neigung « liegt eine Masse m. Zwischen der Masse
und der Ebene besteht Haftreibung. Der Haftreibungskoeffizient sei po. Die Masse ist durch
einen Faden am oberen Rand der schiefen Ebene befestigt. Dieser Faden reiffit bei einer
Belastung L,. Die Neigung der Ebene wird nun (bei 0° beginnend) vergrofiert.

Bei welcher Neigung . reifit der Faden?

a) Man lose die Aufgabe in allgemeinen GroBensymbolen, d.h., man stelle a, =
f(m; po; Ly; g) explizit dar.

b) Man berechne a; zahlenméflig fiir m = 3 kg, uo = 0,3, L, =8 N und g = 9,873.

Hangabtriebskraft: P4 = mgsin«

Reibungskraft: Pr = pomg cos a

Fadenbelastung: L = mg(sin o — g cos )

Zerreifibedingung: L, > mg(sin o — g cos o)

Die Zerreilbedingung ergibt eine Gleichung der allgemeinen Form sin z —acosx = b mit x = «,
a = po und b = é—;.

Setzt man ¢ = tany und multipliziert die Gleichung mit cosy, so ergibt sich und weiter mit
einem Additionstheorem

sinz cosy — sinycosz = bcosy — sin (r —y) = bcosy

Nach « aufgelost, erhélt man z = y + arcsin bcosy. Substituiert man y zuriick, so folgt

b
xr = arctan a + arcsin ()

V1+a?

Damit ergibt sich fiir die gesuchte Losung und den gesuchten Zahlenwert

L
o, = arctan pg + arcsin (T) ~ 31°48’

mgy/1+ ud
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Aufgabe 31/63
Gegeben sei eine vierziffrige Zahl Z mit der folgenden Eigenschaft: Streicht man die ersten
beiden Ziffern weg, so erhélt man die Quadratwurzel von Z. Wie heifit die Zahl Z7

Es sei Z = 100z + y, wobei 1 < %99 und 10 < z < 99, z und y ganzzahlig ist. Dann gilt auf
Grund der Eigenschaften von Z: 100z + y = 32 oder 100z = y(y — 1).

Es ist also das Produkt zweier ganzer aufeinanderfolgender Zahlen zu finden, das ein ganzzahliges
Vielfaches von 100 ist. Setzt man x = ab, so folgt entweder

1.) y =4a;y — 1 = 25b oder 2.) y = 25a;y — 1 = 2b

Man iiberlegt sich leicht, dass die weitere Faktorenzerlegungen

3.) y=2a;y—1=>50boder 4.) y = 50a;y — 1 = 2b oder 5.) y = 10a;y — 1 = 10b

als unbrauchbar ausscheiden.

Daraus folgt: 250 = 4a — 1 oder 25a = 4b + 1. Die linken Seiten der Gleichungen sind durch 25
teilbar, also miissen es auch die rechten sein. Damit kommen nur Werte in Frage, die als letzte
Stellen entweder 75 oder 25 haben, also b = 3;a = 19 oder a = 1;b = 6.

Wegen ab = z > 10 kommen die Werte a = 1;b = 6 nicht in Betracht, und wegen ab = = < 99
kommen die weiteren Werte b = 7;a = 44 bzw. a = 5;b = 31 sowie alle grofleren nicht in Frage.
Damit ist die Aufgabe gelost. Es folgt

xr =ab=>57 ; y=4a=25b0+1=176

also Z = 100z +y = 5776 = 76%. Wie der Losungsweg ausweist, ist dies auch die einzige Losung.

Aufgabe 32/63

Die Haltbarkeit eines Motorradreifentyps wurde experimentell ermittelt. Bei Montage auf
dem Hinterrad ergaben sich durchschnittlich 15000 km Fahrtstrecke bis zum vollstandigen
Verschlei}, bei Montage auf dem Vorderrad dagegen 25000 km.

a) Nach welcher Fahrtstrecke miissen zwei gleichzeitig aufmontierte Rader ausgewechselt
(Vorder- und Hinterreifen vertauscht) werden, wenn beide nach der gleichen Fahrtstrecke
vollstandig verschleifit sein sollen?

b) Welche Fahrtstrecke kann man maximal mit zwei Reifen zurticklegen?

Es werde angenommen, dass der Verschleil proportional zur Fahrtstrecke ist.

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen (in km):

x Fahrtstrecke vor Reifenwechsel,

y Fahrtstrecke nach Reifenwechsel bis zum endgiiltigen Verschleif3

a = 25000 Fahrtstrecke des Vorderrades

b = 15000 Fahrtstrecke des Hinterrades (beides bis zum endgiiltigen Verschleif})
Dann gilt fiir den Verschlei des Vorderrades

5-100%4-%-1mﬂ6:100% oder
a

SIS

y
+2=1
b

des Hinterrades

L.100% + 2 - 100% = 100% oder =~ +Y =1
b a b a

Aus der Symmetrie der beiden Gleichungen beziiglich der Unbekannten z und y (wenn man
beide vertauscht, ergeben sich wieder die urspriinglichen Gleichungen) folgt unmittelbar y = x.

Damit erhalt man
a-b

a+b

E—i——:l oder rT=y= = 9375
a

o 8
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als Losung zur Frage a. Die Losung zur Frage b ergibt sich aus x +y = x + x = 2z = 18750. Die
Reifen miissen also nach 9375 km gewechselt werden, die Gesamtfahrstrecke betragt 18750 km.

Aufgabe 33/63

Es sollen u Teile einer z-prozentigen Losung mit v Teilen einer y-prozentigen Lésung dersel-
ben Chemikalie gemischt werden, so dass sie u + v Teile einer z-prozentigen Losung ergeben.
1) Man berechne aus den Werten, wobei u : v das Mischungsverhéltnis darstellt,

a) z, y und u : v den Wert z

b) z, z und u : v der Wert y

c) z, y und z den Wert u : v

2) In der Praxis wird zur Vereinfachung der Rechnung héufig das sogenannte
"Mischungskreuz” angewendet: Die Differenzen aus der Prozentigkeit einer
der Ausgangslosungen und der Prozentigkeit der Mischung ergeben jeweils

die erforderlichen Anteile der anderen Ausgangslosung. 96 5
Beispiel: Aus einer 96-prozentigen und einer 89-prozentigen Losung soll eine 85
85-prozentige Losung hergestellt werden. Das Mischungskreuz erhilt folgen- A\
de Gestalt: 80 11

Es sind also 5 Teile der 96-prozentigen Losung mit elf Teilen der 80-
prozentigen Losung zu mischen.

Man beweise die Richtigkeit dieses Verfahrens.

3) Misst man u und v in Prozenten der gewiinschten Gesamtmenge, so kann man auch das

folgende Nomogramm (Abbildung) verwenden.
Der Mittelteil des N-férmigen Nomogramms

tragt eine Einteilung von 0 bis 100, die die
Anteile v und v an der gewiinschten Gesamt-
menge liefert. Auf einem beweglichen Stab ist
die Prozentigkeit der Losungen aufgetragen.

Soll z.B. durch Mischung einer 40-prozentigen
mit einer 90-prozentigen eine 60-prozentige
Losung entstehen, so sind Punkte 40 und
60 der beweglichen Skala auf die Paral-
lelen zu legen; der Stab ist nun so lange
parallel zu sich selbst zu verschieben, bis er
von der schrigen Skala bei 60 geschnitten wird.

Dieser Schnittpunkt teilt die schrige Skala im Verhéltnis der zu mischenden Anteile; in unse-
rem Beispiel wéren also 40 Teile der 90-prozentigen mit 60 Teilen der 40-prozentigen Losung
zu mischen.

Man beweise die Richtigkeit dieses Verfahrens.

1. Die erste Losung enthélt ux Teile reine Substanz, die zweite vy Teile, das Gemisch (u + v)z
Teile. Damit ergibt sich die Gleichung: ux 4+ vy = (u + v)z.
Nach Division durch v ergibt sich daraus die Grundgleichung

%x—i—y: (Z—I—l)z (1)

Da jeweils drei der vier Verdnderlichen x, y, z und { gegeben sind, ist diese Gleichung als
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Gleichung mit einer Unbekannten 16sbar:

ST +y
ot+1

u

@ u=(S+1)a-te @ 2=

v v r—z

z =

2. Es sei © > z > y (ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit; ist z < z < y, so werden x
und y vertauscht; ist z = x;y, so ist die Aufgabe in der vorliegenden Form nicht 16sbar). Die
allgemeine Form des Mischungskreuzes ist dann

u=2z—-y

x

Y
z

/

Y V=2 —Z

Die Division von u durch v liefert die Gleichung (4). Das Mischungskreuz stellt also nichts

anderes das als eine Gedéchtnishilfe fiir die Gleichung (4). Damit ist aber die Richtigkeit des
Verfahrens bewiesen.

B Bei dem Nomogramm ergeben sich zwei &hnliche Dreiecke (Ab-

bildung):

Aus LASB = LCSD (Scheitelwinkel), { BAS = £LCDS (Wech-
selwinkel an geschnittenen Parallelen) folgt A ASB =A DSC
(nach dem Hauptéhnlichkeitssatz). Daraus folgt: BS : CS =
AS : DS oder u : v = (2 —y) : (x — z). Das aber ist wieder
Gleichung (4), womit die Richtigkeit des Verfahrens bewiesen
ist.

Aufgabe 34/63

Gesucht werden die drei positive ganze Zahlen, die nicht sémtlich gerade sind und fiir die
folgende weitere Bedingungen gelten:

1. Thre Summe betragt 102.

2. Thr Produkt ist 24024.

Man zerlegt zunéchst das Produkt in seine Primfaktoren: 24024 =2-2-2-3-7-11-13.

Da nur eine der drei gesuchten Zahlen gerade sein kann, kommt fiir die nur 8 oder ein Vielfaches
von 8 in Frage. Als Vielfache scheiden 11 - 8 = 88 und alle grofleren von vornherein aus, da
sonst die Summenbedingung nicht erfiillbar ist. Damit stehen an geraden Zahlen der Zahlen 8§,
3-8=24und 7-8 = 56 zur Verfiigung.

1. Die gerade Zahl sei 8. Dann verbleiben fiir die beiden restlichen Zahlen x und y die Primfak-
toren 3, 7, 11 und 13 und es muss gelten: = + y = 102 — 8 = 94. Damit ergeben sich folgende
Kombinationen:

347-11-13#4094;  3-7+11-13494;  7+3-11-13£94;  3-11+7-134£94

1143-7-13 # 94; 3-13+7-11 # 94, 134+3-7-11#9%4
Folglich scheidet diese Moglichkeit aus.

2. Die gerade Zahl sei 24. Dann verbleiben fiir die beiden restlichen Zahlen x und y die Prim-
faktoren 7, 11 und 13 und es muss gelten x — y = 78.
Die drei moglichen Kombinationen ergeben nicht 78, so dass auch diese Moglichkeit ausscheidet.

TH+11-13478  11+7-13478  13+7-11 #£78
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3. Die gerade Zahl sei 56. Dann verbleiben fiir die beiden restlichen Zahlen x und y die Primfak-
toren 3, 11 und 13 und es muss gelten: x +y = 46. Damit ergeben sich folgende Kombinationen:

3+ 11-13 # 46; 11+ 3 - 13 # 46; 13+3-11 =146

Man sieht, dass die letzte Kombination zur Lésung fithrt. Die gesuchten Zahlen sind also 13, 33
und 56. Thre Summe ist 102, das Produkt ist 24024.

Aufgabe 35/63
Gegeben ist eine Ellipse £1 mit den Halbach-

sen a1 und by, deren kleine (bzw. grofie) Achse
durch den Punkt P in zwei Teilstrecken zer-
legt ist. Diese Teilstrecken seien die kleinen
(bzw. groBen) Achsen zweier weiterer Ellipsen
FE5 und Fj3, die der Ellipse F; dhnlich seien.

Durch P sei die Parallele zur grofien (bzw.
kleinen) Achse von Fj gezogen; deren Schnitt-
punkte mit E; sind mit S’ und S” bezeichnet.
Wird PS" = PS” als groBe (bzw. kleine) Ach-
se einer den Ellipsen F7, Fs und E3 dhnlichen
Ellipse E4 gewahlt, so gilt

F(E,) — F(E;) — F(E3) =2F(Ey)

wobei mit F'(F;) der Fliacheninhalt der Ellipse F; bezeichnet ist. Man fithre den Beweis fiir
diese Behauptung!

Wir fithren den Beweis fiir den Fall, dass P die kleine Halbachse teilt. Der Beweis fiir den anderen
Fall verlauft analog.

Zweckméflig wird die Ellipse E7 so in ein rechtwinklig-kartesisches Koordinatensystem gelegt,
dass P auf den Nullpunkt fallt und die grofle Achse parallel zur x-Achse liegt. Der Abstand des
Mittelpunktes My von P sei m. Wird mit a; die grofie und mit b; die kleine Halbachse der Ellipse
E; bezeichnet, so hat die Ellipse F; in dieser Lage die Gleichung

22 —m)2
S el
ai by

Aus ihr erhilt man die groie Achse 2a4 von E4 als Abszisse von S’, indem man y = 0 setzt:

a a
2a4 = x5 = —1/b3 — m2 ; ay = —1/b} —m?
b1 2b;

Y,
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Da die Ellipsen dhnlich sind, ist das Verhéltnis entsprechender Halbachsen konstant: a1 : by =
a4 : by. Daraus folgt

b 1
by = 241 _ b2 — m?
aj
Damit ergibt sich
ma
F(Ey) = mashy = — (b2 — m?)
4by

Fiir die kleinen Halbachsen von Fs und Fj3 gilt auf Grund der Aufgabenstellung by = bl% und
bs = blgm. Aus der Ahnlichkeit der Ellipsen F1, E5 und Ej3 folgt weiterhin aq : as = by : by und
ai : ag = by : b3 und damit

a—%.b1+m . a_ﬂ‘bl_m
°T b 2 ’ 5T b1 2
Mithin ist ray _
F(EQ) = E(bl + m)2 und F(E3) = Ell(bl _ m)2

Wegen F(FE;) = maib; ergibt sich damit die Behauptung

may
4b;

Ta
(by —m)? = 2511@2 —m?) = 2F(Ey)

mTal

F(Ey) — F(Ey) — F(E3) = maiby — 4by

(b1 +m)?

Aufgabe 36/63
Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 3 die Ungleichung gilt:

(’/L—I— 1)n < n(n-i—l)

Die zu beweisende Ungleichung ist dquivalent der Ungleichung

(1
KR
Dies ist fiir n = 3 richtig, denn es ist é—i = % <1

Angenommen, die Richtigkeit der Ungleichung wére fiir n = k bereits beweisen, d.h., es gelte

k 1 k kk+1
(kk—i_-i-l) <1 dann ist m > 1
und es folgt
(k‘ + 2)k+1 (/{ + 2)k+1 . k1 [k’(k + 2)]k+1 k2 + 2k.)k+1

= = ].
et DF+2 " (et DEr 20+ 1F  (h+ )22 (K24 2k + DFH

Aus der Giiltigkeit der Ungleichung fiir n = k folgt somit auch die Giiltigkeit fiir n = k + 1 und
somit wegen der Giltigkeit fiir n = 3 die fiir jede natiirliche Zahl n > 3.
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2.4 Aufgaben und Losungen 1964

Aufgabe 1/64

Es gibt in der Folge der natiirlichen Zahlen zwei Gruppen von je vier unmittelbar aufeinan-
derfolgenden Primzahlen, die symmetrische zu einem Primzahlzwilling angeordnet sind. Der
Abstand zwischen der kleinsten und der grofiten dieser Primzahlen betragt 70, ihr Produkt
ist gleich 3959.

Welches sind die acht dieser Primzahlen und der Primzahlzwilling?

Wir nennen den Mittelpunkt der symmetrischen Gruppierung z. Dann ist die kleinste dieser
Primzahlen gleich x — 35 und die grofite ist dann gleich x + 35 und es gilt

(z — 35)(x + 35) = 3959 — 22 — 1225 = 3959 — 1 = 72; 9 = —T2

Demnach bilden 71 und 73 den Primzahlzwilling. Die kleinste der gesuchten Primzahlen in
72 — 35 = 37, die grofite ist 72+ 35 = 107. Die beiden Gruppen von je vier aufeinanderfolgenden
Primzahlen sind 37;41;43;47 und 97; 101; 103; 107. Die Auswertung des xo-Wertes fithrt auf die
entsprechenden negativen Zahlen.

Aufgabe 2/64
Man beweise die Richtigkeit der Ungleichung

..... < -
2 4 6 n 2n
Dabei betriagt n die Anzahl der Faktoren.
Es sei
1 3 5 2n —1
al-ag-ag-...-ak-...-an:§oz-6- g™ = a und

bi by by by by = o2

Dann ist a < b, da beide Produkte aus gleichviel Faktoren bestehen und fiir jedes k gilt ax < by.

Dann ist auch a? < ab = ﬁ Daraus folgt
1 1

a < <
V2n +1 V2n

Aufgabe 3/64
Auf jeder Ecke eines Rechtecks F' = ab wird eine Strecke x abgetragen, und zwar

a) von jeder Ecke im entgegengesetzten Uhrzeigersinn,
b) von zwei gegeniiberliegenden Ecken aus in beide Richtungen

Die sich dadurch ergebenden Punkte sind Eckpunkte eines Parallelogramms. Fiir welche
Strecke x wird dessen Inhalt extrem?

a) Fi=ab—(a—z)z—(b—2z)x = ab—(a+b)z+ 22> F| = —(a+b) +4x; F/=4>0
b) Fy=ab—2°—(a—2)(b—2) = (a+b)x — 2z% Fi=(a+0b)— 4z F}l =-4<0
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a a

Aus F| =0 folgt zp = ¥(a+b). Aus F} =0 folgt zp = L(a +b).
In beiden Féllen muss man z = 1(a + b) abtragen, um ein Extremum zu erhalten. Man findet
bei a) ein Minimum, bei b) ein Maximum. (Abbildung)

(a +0)? (a +0)?
) FQmaa} =
8 8
Es ist stets, auch in den Extremféllen, F; + F» = F. Auch die Summe der Restdreiecke ist

gleich F'. Aus ihnen kann man F' in verschiedener Weise zusammensetzen, u.a. auch so, dass ein
Trapezoid mit rechtwinkligen Diagonalen entsteht.

Flmin =ab—

Determination, Sonderfélle:

a) Bezeichnet man die kleinere Seite mit b, so muss x < b sein, damit man ein im Rechteck
liegendes Parallelogramm erhélt. Im Extremfall muss aTH’ < b, das heifit also, b > 5 sein. Im
Grenzfall b = % fallen zwei Ecken der extremen Fliche in Gegenecken des Rechtecks, Fimin = b2,
Fomaz = 2b°.

b) Legt man ein Quadrat mit F' = a? zugrunde, so fallen die Extremfiguren mit dem Quadrat der
Seitenmitten zusammen. Dieses erscheint als Minimum aller einbeschriebenen Quadrate und als
Maximum aller einbeschriebenen Rechtecke. Die Seiten sind zu den Diagonalen des Quadrates
parallel.

Aufgabe 4/64
Gegeben ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius 7. Der Kreisumfang ist unter
ausschliefflicher Verwendung des Zirkels in vier gleiche Teile zu teilen.

Analysis: Die Aufgabe ist gleichbedeutend mit der Konstruktion eines einbeschriebenen Qua-
drates, d.h. also, eines Quadrates mit der Diagonale d = 2r. Ist a die Seite dieses Quadrates, so
gilt nach dem Lehrsatz des Pythagoras 2a® = d? = 472 und demnach a = /2.
Die Aufgabe verlangt als die Konstruktion der Strecke a = r/2 ausschlieflich mit Hilfe des
Zirkels.
Unproblematisch ist die Konstruktion einer Strecke b = r+/3. Sie ergibt sich als Seite eines ein-
beschriebenen gleichseitigen Dreiecks. Konstruiert man nun ein gleichschenkliges Dreieck mit
der Basis d und den Schenkeln b, so gilt fiir die Hohe h dieses Dreiecks nach dem Lehrsatz des
Pythagoras ,

h? =b%— <;l> = (rV3)? — 12 = 22
also h = rv/2.
Um den FuBBpunkt der Hohe zu finden, konstruiert man dieses Dreieck iiber einem Durchmesser
eines Kreises, dann ist der Kreismittelpunkt M als Halbierungspunkt des Durchmessers wegen
der Symmetrieachsen des gleichschenkligen Dreiecks auf Fufpunkt der Hohe.
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Konstruktionsbeschreibung: Man teilt den Kreisumfang in
sechs gleiche Teile, indem man von einem beliebigen Punkt
A des Kreisumfangs fortgesetzt den Radius r des Kreises
abtrigt. Die Teilpunkte seien dann A, B, C, D, F und F
(Abbildung).

Mit AC in der Zirkelspanne schligt man um A und d
Kreisbogen, die einander in G (und G’) schneiden. Ferner
schlagt man mit MG (oder MG") in der Zirkelspanne einen
Kreisbogen um A, der den Kreisumfang in H und I schnei-
det. Die Punkte A, H, D und I teilen den Kreis in vier gleiche
Teile.

Beweis: Es ist nach Konstruktion

AB=BC=CD=DE=FEF=FA=MA=MB=MC=r
Ist J der Halbierungspunkt von MB, so ist er aus Symmetriegriinden auch Halbierungspunkt

von AC, und es gilt nach dem Lehrsatz des Pythagoras

2
JC? = AJ? = MA? — MJ? =r? — (;) :Zr2—>JC:AJ:g\/§
und demnach AC = AJ + JC = rv/3. Weiter gilt nach dem Satz des Pythagoras MG? =
DG? — M D? und nach Konstruktion DG = AC = rv/3 und M D = r, also auch MG? = 2r?
oder MG = rv/2.
Nun ist nach Konstruktion AH = AI = /2. Wegen MH = M A = MI = r folgt daraus nach
dem Satz des Pythagoras, das

LAHMA = LAMI = 90° ; LHMI = 180°

also HI Durchmesser des Kreises ist. Dann ist aus Symmetriegrimnden DH = AH und DI = Al
also AH = Al = DH = DI.

Aufgabe 5/64
Es ist zu beweisen, dass stets mindestens eine der drei natiirlichen Zahlen z, y und z, die
der Bedingung 22 + y? = 2? geniigen (pythagoreische Tripel), durch 5 teilbar ist!

Wir setzen
xr = br=+1, y = 5s =+ j, z=>5t+k

wobei 7, s und ¢ irgendwelche nichtnegative ganze Zahlen bedeuten, wiahrend 4, j und k (un-
abhéngig voneinander) die Werte 0, 1 oder 2 annehmen koénnen. Dann gilt

(5r +i)2 + (55 + j)? = (5t + k)?
oder; nach entsprechender Umformung;
25(r% 4 5% + t2) £ 10(ri + sj + th) = k> — i — 52

Da die linke Seite der Gleichung ohne Rest durch 5 teilbar ist, muss auch die rechte Seite ohne
Rest durch 5 teilbar sein. Demzufolge kann die rechte Seite nur die beiden Werte -5 und 0
annehmen; denn die rechte Seite kann nach der Voraussetzung iiber die Zahlen 4, j und k nicht
grofer als 4 und nicht kleiner als -8 sein.
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1. Fall: k? —i? — j2 = -5, d.h. k2 =i®> + j2 — 5.
Wegen k2 > 0 muss i° + j? > 5 sein. Es muss also mindestens einer der beiden Zahlen 4, j
den Wert 2 haben, wihrend die andere gleich 1 oder 2 ist. Der Fall, dass beide gleich 2 sind,
ist aber nicht moglich, weil sich daraus k? = 3 ergibe. Damit bleibt nur die Moglichkeit,
dass i = 2 und j = 1 (oder umgekehrt), also k? = 0 ist.

2. Fall: k2 —i%2 — j2 =0, d.h. k? =4 + j2.
Wenn diese Gleichung in nichtnegativen ganzen Zahlen erfiillt sein soll, miissen entweder
alle drei Zahlen gleich Null sein, oder sie miissen sdmtlich voneinander verschieden sein.
Da aber fiir die drei Zahlen i, j und k£ nur die Werte 0, 1 und 2 zur Verfiigung stehen, ist
1 oder j gleich Null.

Damit ist gezeigt, dass stets mindestens eine der drei Zahlen ¢, j, kK den Wert Null hat, d.h.,
dass mindestens eine der drei Zahlen x, y und z durch 5 teilbar ist.

Aufgabe 6/64

Man zeichne eine Gerade durch die zwei gegebenen Punkte P und @, die etwa 37 cm von-
einander entfernt sind. Zur Verfiigung stehen ein Lineal (ohne MaBeinteilung) von 20 cm
Lénge und ein Winkeldreieck mit einer Hypotenusenlange von 15 cm Léange. Nicht erlaubt
ist das Einvisieren des Lineals zwischen den beiden Punkten (etwa so, wie man im Gelénde
ein Bandmaf zwischen zwei Fluchtstdben einvisiert).

Zur Losung verwendet man zwei geometrische Lehrsétze, auf deren Beweis hier verzichtet wird.

1. Die Parallele zu zwei gegeniiberliegenden Seiten eines Parallelogramms durch den Diago-
nalenschnittpunkt ist Mittelparallele und halbiert die geschnittenen Seiten.

2. Schneiden zwei Geraden auf zwei von einem Punkt ausgehenden Strahlen verhéltnisgleiche
Abschnitte aus, so sind die Geraden parallel (Umkehrung des zweiten Strahlensatzes).

Man zeichnet durch P und @ je einen Strahl (unter Umstinden durch mehrfaches Anlegen des
Lineals), der Schnittpunkt der Strahlen sei S. Man halbiert PS in P’, indem man {iber PS
als Seite ein Parallelogramm PSUV konstruiert und durch den Diagonalenschnittpunkt D die
Parallele zu SU zieht, die PS in P’ schneidet.

Entsprechend halbiert man QS in @'. Man verbindet P’ mit @’ (nach dem Strahlensatz ist
PQ = ? < 20 c¢m) und zieht zu P'Q’ die Parallele zu P, die durch @ geht.

Bei der Konstruktion des Parallelogramms iiber PS bzw. QS hat man folgendes zu beachten:
Im allgemeinen wird eine Diagonale ldnger sein als das Lineal. Diese Schwierigkeit behebt man
folgendermaflen:

Nachdem man durch P und durch S (bzw. durch @ und durch S) zwei Parallele gezogen hat,
zeichnet man zunéchst die langere Diagonale (unter Umstinden durch mehrfaches Anlegen des
Lineals). W&hlt man den Winkel zwischen ihr und PS (bzw. QS) hinreichend klein, kann man
immer erreichen, dass die kiirzere Diagonale kleiner als die Linealldnge wird (vorausgesetzt, P.S
und @S sind nicht zu grof).

101



2.4 Aufgaben und Losungen 1964

Aufgabe 7/64

Welche Form hat ein Koérper mit dem in der Abbildung gezeig- D
ten Grund- und Aufriss?

Dabei sind alle Vierecke Quadrate, alle Kanten, die nicht sicht-
bar sind, werden im Grund- und Aufriss von den Quadratseiten
vollstandig tiberdeckt.

Ein Koérper, dessen Grund- und Aufriss Quadrate von gleicher Grofie mit der in der Aufgabe
gezeigten Lage sind, kann ein Wiirfel oder ein durch einen Diagonalenschnitt halbierter Wiirfel
sein, wobei zwei benachbarte Seitenflichen in den beiden Rissebenen liegen.

Sonst wiirden die nicht sichtbaren Kanten nicht sdmtlich durch die Quadratseiten verdeckt
werden, oder es miissten noch andere sichtbare Kanten eingezeichnet sein. Mit Riicksicht auf
die inneren Quadrate in Grund- und Aufriss kann der Korper kein Wiirfel sein; diese Quadrate
miissten ndmlich in Grund- und Aufriss von aufgesetzten Korpern oder von Ausschnitten des
Wiirfels sein. Dann miissten aber noch weitere sichtbare Kanten auftreten bzw. nicht sichtbare
Kanten eingezeichnet sein.

Es kommt also nur ein halbierter Wiirfel in Frage, auf dessen Diagonalenfliche ein kleinerer
halbierte Wiirfel mit der Diagonalfliche aufgesetzt ist, bzw. in dessen Diagonalenflache ein halber
Wiirfel entsprechend eingeschnitten ist bzw. eine Kombination von beiden.

Losungen der Aufgabe sind also die drei in den Abbildungen im Schrigbild dargestellten Korper.

Aufgabe 8/64
Ein gleichschenkliges Dreieck ist aus der Basis @ und der Winkelhalbierenden w eines Basis-
winkels zu konstruieren.

Analysis: Aus der Analysisfigur (Abbildung) geht hervor: A BDE ~A CED, nach Hauptahnlichkeitssatz
wegen BD = DE = w ist § = g, und nach dem Auflenwinkelsatz ist § = e+ = € + g, also

€= g = ¢. Daraus folgt CD = CE = X und

Tr+a w

w X

Durch Auflésen dieser Gleichung nach der Unbekannten ¢ ergibt sich 22 + ax — w? = 0 oder

r=—n 4 a—2+w2
2 4

(der negative Wert ist fiir das geometrische Problem bedeutungslos). Man konstruiert also die
Strecke CD = z, indem man die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten £
und w um § vermindert. Damit ist A BC'D nach sss und A ABC nach wsw konstruierbar.
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* P

Konstruktion: Man zeichnet BC' = a mit dem Mittelpunkt M. In C errichtet man auf BC' die
Senkrechte, auf der man C'F = w abtriagt. Um M schlagt man mit M C als Radius einen Kreis,
der M F in G schneidet. Mit GF' als Radius schlagt man um C und mit w als Radius um B
Kreisbogen, die einander in D schneiden. In B triagt man an BC' den Winkel DC'M an; der freie
Schenkel schneidet die Verlangerung von C'D iiber D hinaus in A. Das Dreieck ABC ist das
gesuchte.

Determination: 1. Die Konstruktion von GF = CD ist bei jeder Wahl von a und w moglich.
2. Damit die Kreisbdgen mit CD um C und mit w um B einander schneiden, muss gelten
CFE +w > a, Wegen

a /(12 a I(I2
_ — 2 2

und nach Umrechnung > > %

3. Damit die Verldngerung von C'D und der freie Schenkel des in B angetragenen Winkels
einander schneiden, muss gelten £3 < 90° oder, was dasselbe besagt, —2? < a? + w?. Die
Umrechnung liefert 7 < V2.

Alle Konstruktionen sind unter diesen Bedingungen (bis auf Symmetrie) eindeutig. Die Aufgabe
ist also eindeutig losbar, wenn gilt

2 w
S<—<V2
3 a
Zusatz: Ist w = a, so ist die Bedingung erfiillt, und es gelten die Proportionen
rT+a a ) T a—x
a ’ a

Die Strecke x ist dann also der groflere Abschnitt der stetig geteilten Basis.

Aufgabe 9/64
Es sei p eine weder durch 2 noch durch 3 noch durch 5 teilbare ganze Zahl.
Welchen Rest lisst p* beim Teilen durch 2407

Zur Untersuchung der Teilbarkeit bildet man die Zahl p* — 1 und zerlegt diese in Faktoren:

pl-1=0p"-DP*+1)=p-1pE+1)p*+1)
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1. Da p nicht durch 2 teilbar ist, folgt, dass auch p? nicht durch 2 teilbar ist, wohl aber p — 1,
p+1und p?+1. Da p—1 und p+ 1 zwei aufeinanderfolgende gerade Zahlen sind, ist genau eine
von ihnen sogar durch 4 teilbar. Daraus folgt, dass p* — 1 durch 16 teilbar ist.

2. Die Zahlen p — 1,p,p + 1 sind drei aufeinanderfolgende ganze Zahlen. Genau eine von ihnen
ist durch 3 teilbar. Da dies nicht p ist, muss es entweder p — 1 oder p+ 1 sein. Daraus folgt, dass
p* — 1 durch 3 teilbar ist.

3. Da p nicht durch 5 teilbar ist, gilt entweder p = 5k £+ 1 oder p = 5k + 2 mit k = 0;1;2;3;....
Daraus folgt entweder

p? =25k £ 10k + 1 oder p? =25k £ 20k + 1

also entweder
p? —1 =25k + 10k oder p? +1 =25k + 20k

Man sieht, dass in jedem Fall genau einer der beiden Faktoren p? — 1 oder p? + 1 und damit
auch das Produkt p* — 1 durch 5 teilbar ist.

Aus 1., 2. und 3. folgt, dass p* — 1 durch 16 - 3 -5 = 240 teilbar ist. Dann lisst aber p* beim
Teilen durch 240 (unter den angegebenen Bedingungen) stets den Rest 1.

Aufgabe 10/64
Gegeben sind zwei Geraden g1 und g3 und ein Kreis K. Man konstruiere ein Quadrat ABC' D
mit A auf g1, B und D auf g5 und C auf K. Ferner gebe man eine vollstdndige Determination.

Analysis: Die Diagonale BD des gesuchten Quadrates ABCD liegt auf go. Da das Quadrat
symmetrisch beziiglich seiner Diagonalen ist, liegt C' symmetrisch zu A beziiglich go als Symme-
trieachse. Da der geometrische Ort fiir A die Gerade g; ist, folgt, dass C auf einer beziiglich g,
zu g; symmetrischen Geraden ¢ liegt. Aulerdem liegt C' auf dem Kreis K. Man findet C' also
als Schnittpunkt der zu g; beziiglich go symmetrischen Geraden ¢} mit dem Kreis K.

Konstruktionsbeschreibung: Man konstruiert die zu g; beziiglich g, symmetrische Gerade g¢j.
Thr Schnittpunkt mit K ist C. Von C aus fillt man auf go das Lot, sein Fulpunkt sei M. Die
Verldngerung von CM iiber M hinaus schneidet g1 in A. Der Kreis um M mit MA = MC als
Radius schneidet go in B und in D.

Determination: Die Konstruktion von ¢} ist stets und eindeutig ausfithrbar. ist g1 || g2, so ist
auch ¢} || g2; ist g1 L go, so ist g] = g1.

Schneidet gj den Kreis in zwei Punkten, so gibt es zwei Losungen; beriihrt ¢} den Kreis in einem
Punkte, so gibt es genau eine Losung; meidet g; den Kreis, so gibt es keine Losung.

Entartet der Kreis K zum Punkt, so gibt es genau eine Losung, wenn dieser auf ¢{ liegt, sonst
gibt es keine Losung. Die iibrigen Konstruktionen sind stets und; bis auf Symmetrie beziiglich
der Geraden durch A und C'; eindeutig ausfiihrbar.

Aufgabe 11/64

Von einem Viereck ABCD seien die folgenden Stiicke gegeben: AB = a, {BCA = 7,
£LACD = vy, LCDB = 61, £BDA = 5.

a) Das Viereck ist zu konstruieren.

b) Wie gro8 ist die Seite CD = ¢, wenn AB = a =1 (LE), 1 = 30°, 72 = 30°, 61 = 45° und
dy = 60° ist? (Losung durch Berechnung)

a) Analysis: Durch die Winkel ACD = 5 und CDA = § = §; + 65 ist das Dreieck AC'D bis auf
Ahnlichkeit bestimmt. Durch die Winkel BDC = § und BCD = v = 1 + 7o ist das Dreieck
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BCD bis auf Ahnlichkeit bestimmt. Damit ist auch das Viereck ABCD bis auf Ahnlichkeit
bestimmt.

Man konstruiert daher zunéichst ein dem Viereck ABCD &hnliches Viereck A’B’'C’'D’, indem
man an eine beliebig gewéhlte Seite D'C’ in D' die Winkel CDB und CDA und in C’ die
Winkel ACD und BCD antriagt. Die Schnittpunkte der freien Schenkel sind A" bzw. B'.
Sodann fithrt man eine Ahnlichkeitstransformation durch derart, dass die Seite A’B’ zur Seite
AB = a wird.

Konstruktionsbeschreibung: Man legt die Strecke C’ D’ beliebig fest und trigt in C’ den Winkel
ACD = ~5 sowie in D' den Winkel CDA = § = 61 + 02 an. Der Schnittpunkt der freien Schenkel
ist A’. Dann trigt man in C’ den Winkel BCD = v =~ + 72 und in D’ den Winkel CDB = 6,
an, der Schnittpunkt der freien Schenkel ist B’.

Die Ahnlichkeitstransformation kann man durchfiihren, indem man auf A’B’ die Strecke AB = a
von A’ aus abtriagt und durch B die Parallele zu B’C’ zieht; deren Schnittpunkt mit der Geraden
durch A’ und C’ ist C. Man zieht nun noch die Parallele durch C' zu C'D’, die die Gerade durch
A'D’" = AD' in D schneidet.

Determination: Alle Teilkonstruktionen sind stets und eindeutig ausfithrbar, wenn die Summe
je dreier der vier gegebenen Winkel ungleich 180° ist; sonst ergeben sich keine Schnittpunkte
der freien Schenkel und die Aufgabe hat keine Losung.

b) Auf Grund der Losung a) fiihrt man zweckméfliig die Berechnung an einem dem Viereck
ABCD é&hnlichen Viereck A’B'C’D’ durch dann. Es gilt dann

cD C'D c'D

— = ; CD=——AB

AB A'B’ ’ A'B’
Da C'D’ beliebig ist, wiahlt man es zweckméfBig gleich der 1 (LE). Dann wird wegen AB = 1
(LE): CD = 5. Mittels Sinussatz der ebenen Trigonometrie berechnet man zunéchst aus
C'D’ = 1 und den gegebenen Winkel die Strecken D’A’ und D’B’ und daraus mit Hilfe des
Kosinussatzes die Strecke A’'B’. Es ist

ADAC = a1 = 1800 — Y2 — (51 — 52 = 450 und
LDBC = =180° — 1 — 72 — 61 = 75°

D/A/ — D/C/ . M — Sin’72 — \éﬁ ~ 077071

sin aq sin o

sin 5q sin B2 2

sin B2 = sin 75° wurde hier elementar mittels Additionstheorem berechnet.

1
A'B = \/(D'A)? + (D'B')? —2-D'A'- D'B' - cos by = ... = 5V20-10v3

Aus CD = ﬁ folgt abschlieend CD = m ~ 1,22.

Aufgabe 12/64
Es gelte a1 - az - a3 - ... - a, = n™. Man beweise, dass dann gilt

a%%—a%—l—a%—i—...%—aian

Aus ay -as-as- ... a, =n" folgt

Yay-az-as-...-ap=n
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Bekanntlich ist das geometrische Mittel {/a;-a2-a3-...-a, aus n Zahlen a; mit i = 1;2;...;n
nie grofer als das quadratische Mittel

aus denselben Zahlen a;.

n= {L/al-ag-ag-...-an<\/

\/a%—ka%—}—a%—i—...—ka%
n

Also gilt

a3 +a3+ai+..+a2
n

Damit folgt aber n3 < a? + a3 + ... + a2.

Aufgabe 13/64
Es ist zu beweisen: Sin
so gilt die Ungleichung

2 1
BS+SD > BD oder —Sp+ =84 >

Durch Addition der drei

d U der Umfang und sg; sp; e die Seitenhalbierenden eines Dreiecks,

U
5<sa+sb+sc<U

Der Beweis wird in zwei Schritten gefithrt (vgl. Abbil-
dung).

1. Beweis fiir die Richtigkeit der Beziehung % <s—a-+
Sp + Sc:

Fiir jedes Dreieck gilt der Satz: ”"Die Summe zweier
Seiten ist grofler als die dritte Seite” und weiterhin
”Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden teilt diese im
Verhiltnis 2 : 17

Danach gelten die folgenden Beziehungen (S ist der
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden):

2 1
AS+ SF > AF oder §sa + gsc >

N o

3 3

NS oo

2 1
CS+SE>CFE oder gsc + ng >

Zeilen folgt unmittelbar die Behauptung.

2. Beweis fiir die Richtigkeit der Bezichung U =a+b+c¢ > s —a+ sy + s

Nach Konstruktion ist AF' = FFB und AE = EC'. Es gilt demnach die Beziehung AF : AB
AFE : AC. Nach dem Strahlensatz folgt EF || CB. Auflerdem gilt dann AF : AB = 1 :
AF : AB = EF : CB, also EF : CB = 1: 2, folglich ist EF' = 5. Analog ergibt sich F'D =

TR

und ED = §. Damit erhilt man folgende Ungleichungen

b
AF +FD > AD oder g+§>sa

EF+FB>EB  oder g+g>sb

EF +EC >CF oder g—l—g>sc

Durch Addition der Zeilen folgt unmittelbar die Behauptung. Damit ist bewiesen, dass in jedem
Dreieck die behauptete Ungleichungskette gilt.
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Aufgabe 14/64

Gegeben sind eine Strecke AB und eine dazu parallele Gerade g. Die Strecke ist ausschlielich
mit Hilfe eines Lineals zu verdoppeln, d.h., zur Konstruktion ist nur das Ziehen von Geraden
zugelassen.

Man wahlt einen beliebigen Punkt C so, dass die
Verbindungsstrecken AC' und BC' die Gerade g in
den Punkten D bzw. E schneide. Auf g wihle man
weiter einen Punkt F auflerhalb der Strecke DFE
(vgl. Abbildung).

Die Gerade durch C' und F schneidet die Gerade
durch A und B in G. Nun ziehe man in den
Trapezen ABED und BGFFE die Diagonalen; die
Diagonalenschnittpunkte seine H bzw. I.

Die Verbindungsgerade von H und I schneidet die
Gerade durch C, F und B in K. Die Gerade durch
D und K schneidet die Gerade durch A und B in L.
Esist BL = AB und damit AL = 2AB.

Beweis: Wegen der Parallelitdt von AB und DFE gilt nach einem Strahlensatz
DE FEC EB . DE DH . EF FI
AB  BC BG AB  BH ' BG  BI

Daraus folgt (ebenfalls nach einem Strahlensatz-Umkehrung): HI || BF. Damit ergibt sich,

wieder nach einem Strahlensatz

AB  BE _ BL BD BE
HK BK ' HK DH EK

DH _FI

also BH - BI

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

AB BL
K~ OR ; AB = BL

Aufgabe 15/64

Ein Exportauftrag iber 1500 Stiick Type 1 und 800 Stiick Type 2 eines Gerétes soll auf zwei
Werke I und II verteilt werden. Der maximale Produktionsausstofl betragt fiir

- Werk I: 30 Stiick/Tag Type 1 oder 20 Stiick/Tag Type 2,

- Werk II: 50 Stiick/Tag Type 1 oder 40 Stiick/Tag Type 2.

Wie muss der Auftrag auf die beiden Werke verteilt werden, wenn er in moglichst kurzer
Zeit erfillt werden soll?

Das Werk I stellt an x1; Tagen Type 1 und an x12 Tagen Type 2 her, das Werk II an x9; Tagen
Type 1 und an x99 Tagen Type 2.
Bedingung fiir das Zeitminimum ist, dass beide Werke ihnen Teilauftrag in den gleichen Zeit
erledigen; denn wiirde beispielsweise das Werk I mehr Zeit benttigen als das Werk 11, so konnte
man durch eine Verlagerung eines Teils des Auftrags von Werk I auf Werk II die Lieferfrist
verkiirzen. Es gilt somit die erste Gleichung

T11 + X2 = T21 + X2
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Fiir die Herstellung von Type 1 gilt: 30211 4+ 50221 = 1500 und fiir Type 2: 20z12 + 40z25 = 800.
Diese drei Gleichungen werden vereinfacht und geordnet

Tl +x12 —xo1 —x22 =0 (1)
3211 + bxop = 150  (2)
12 + 2299 =40 (3)

Es liegt ein Gleichungssystem von drei Gleichungen mit vier Variablen vor. Die Lésungsmannigfaltigkeit
ist einfach unendlich. Betrachtet man x99 als freien Parameter, so folgt aus Gleichung (3)

Tr12 = 40 — 2.%'22 (4)

Dieser Wert ergibt, wenn man ihn in Gleichung (1) einsetzt 11 — x21 = 3292 — 40. Zusammen
mit Gleichung (2) ergibt sich die Losung

15 25 9 135
TI= T 5) To1 = g+ - (6)

Der Variabilitdtsbereich fiir 17 ist 0 < 211 < 50. Das Werk I brauchte ndmlich 50 Tage, wenn
es 1500 Stiick Type 1 allein herstellen wiirde. Entsprechend findet man

0<z91 <30 ; 0<z12<40 ; 0<292<20
Aus den Gleichungen (4), (5) und (6) folgt aber weiter

0 <40 — 2z99 < 40 also 0< x99 <20

15 25 10
O§§$22—Z§50 also ?S.’L’QQS?)O
9 135 10
0 < —§x22 + T < 30 also ? < 922 < 30

Der gemeinsame Variabilitdtsbereich flir x99 ist demnach
10
? < x22 < 20

Fiir die Fertigungszeit T gilt: T' = x11 4+ 12 = T21 + x22; oder, durch Einfiihrung der Variablen
x99 aus den Gleichungen (4), (5) und (6)

135 1
=— — -z
1 3122
Sie ist linear vom Parameter x99 abhéingig und nimmt den kleinsten Wert an, wenn x99 den
grofiten zuldssigen Wert annimmt, also fiir zo9 = 20. Damit ergibt sich die Lésung
45 125 125
T=—

=20 =0 - . - .
x22 ;o T12 ;o T21 4 ;o 211 4 ; 4

Damit berechnet man die Stiickzahlen

Type 1 Type 2
Werk I 937,5 0
Werk IT  562,5 800,0

Theoretisch ergeben sich halbe Stiickzahlen. In der Praxis wird man dem Werk I 937 Stiick und
dem Werk II 563 Stiick in Auftrag geben. Dadurch erhoht sich die theoretisch kiirzeste Lieferzeit
von 31% Tagen ein wenig.
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Aufgabe 16/64
Welche zweistelligen Zahlen erfiillen folgende Bedingung: Das um die Quersumme vermin-
derte Produkt der beiden Stellen ist 37

Bezeichnet man die gesuchte Zahl mit u = 10z + y (wobei 2 und y ganze Zahlen mit 0 < x < 9,
0 <y < 9sind), so folgt aus der gestellten Bedingung die Gleichung

xy—(xr+y)=3

Durch Umformung erhélt man daraus die Gleichungen

3
y(m—l):x+3—>y:i—>y:1+
z—1 z—1

Da y ganzzahlig ist, muss (z — 1) Teiler von 4 sein. Damit kommen nur die folgenden Werte in
Frage

x-1: ' 1 2 4
X: 2 3 5
y: 5 3 2
Die Zahlen lauten also u; = 25, ug = 33 und ug = 52.

Aufgabe 17/64
Es ist ein Dreieck aus der Seite a, dem ihr gegeniiberliegenden Winkel a und der Winkel-
halbierenden w, zu konstruieren.

zundchst ein geometrischer Ort existiert: der Kreis um M
mit BC' = a als Sehne und £ BMC = 2« als Zentriwinkel
(nach dem Satz iiber Peripherie- und Zentriwinkel).
Einen zweiten geometrischen Ort findet man durch die
folgende Uberlegung:

Verlangert man die Winkelhalbierende w, iiber den
Eckpunkt D auf BC' = a hinaus bis zum Schnittpunkt

B = C FE mit dem Kreis um M, so ergeben sich zwei Dreiecke
"/ ACE und CED. Diese Dreiecke sind dhnlich.
F
Beweis: Esist 1. {CEFA = {DEC, 2. {EFAC = LECD = §; das letztere ergibt sich unmittelbar
aus AECB = {FAB = §.

Damit gilt

A
A\ Analysis: Die Abbildung zeigt, dass fiir den Punkt A

EC  ws+ ED

ED  EC
(das andere Vorzeichen der Wurzel ergibt geometrisch keinen Sinn.) Also ist ED konstruierbar,
damit aber auch FA. Den Punkt F findet man 1. auf dem Kreis um M, 2. auf der Mittelsenk-
rechten von BC (wegen £ BEC = 180° —a, LECD = § ist auch {EBC = § und somit A BEC
gleichschenklig).

oder 2ED = /w2 + (2EC)? — wq
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Konstruktionsbeschreibung: Man tragt in C' an BC' = a nach derselben Seite den Winkel « an,
errichtet auf dem freien Schenkel von a die Senkrechte und bringt diese mit der Mittelsenkrech-
ten von BC' zum Schnitt.

Der Schnittpunkt ist der Mittelpunkt M des Ortskreises fiir A und E, sein Radiusist M B = MC.
Der Punkt E ergibt sich als Schnittpunkt des Ortskreises mit der Mittelsenkrechten von BC'
Nunmehr konstruiert man in einer Hilfskonstruktion die Strecke F A: sie ergibt sich, wenn man
von der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten w, und 2EC die Strecke
w,, subtrahiert, die verbleibende Reststrecke halbiert und zu ihr w, wieder addiert (vgl. Abbil-
dung).

Wq
Mit EA als Radius schligt man um FE einen Kreis, dessen
EC w Schnittpunkt mit dem Kreis um M der Punkt A ist.
AE Determination: Ja nach Wahl von w, gibt es zwei (beziiglich
ME symmetrische) Losungen oder genau eine Losung (gleich-
EC schenkliges Dreieck) oder keine Losung.
ED
ED

Aufgabe 18/64
Man stelle die beiden Funktionen graphisch dar:

1
SRRV RV (e

Die exakte Definition der Quadratwurzel besagt, dass es

a) y=y(1+22-/1-2)% b)

Y im Bereich der reellen Zahlen zu jeder nicht negativen

2+ Y1 Zahl a stets genau eine nicht negative Zahl b gibt, fiir die
die Gleichung b? = a gilt.

1+ Die beiden Radikanden der Aufgaben sind als Quadrate

fiir jeden Wert von x nicht negativ. Das Radizieren ergibt
1 1 1 1 nach der Definition

1 JO+2)? =1 +a] = { (—15?95%;;;—:61
o= { G

1 1
p=—-(+z)-(1-2)=-2 e s B s

Somit gilt fir x < —1:

fur -1 <z <1:

p=llrn) (mn =25 e =i, 2

fir 1 <a:
_ 1
T 0r o+ (—(1-2) 2z

p=(+o)-(-1-2)=2

Jede Bildkurve setzt sich, wie die Abbildung zeigt, aus drei Teilstiicken zusammen.
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Aufgabe 19/64
Welcher Rest ergibt sich, wenn man eine Quadratzahl durch 8 teilt?

Wir treffen eine Fallunterscheidung

1. Die Quadratzahl sei gerade: 22 = 2m.
Dann ist sicher auch z gerade: z = 2n und es gilt 22 = (2n)? = 4n?
a) n = 2k: 22 = 4n? = 4. 4k* = 16k>. Die Quadratzahl lisst beim Teilen durch 8 den Rest
0.
b) n =2k + 1: 22 = 4n? = 4(4k? + 4k + 1) = 16k? + 16k + 4. Die Quadratzahl lisst beim
Teilen durch 8 den Rest 4.

2. Die Quadratzahl sei ungerade: 2% = 2m + 1.
Dann ist sicher auch z ungerade: z = 2n + 1 und es gilt 22 = (2n + 1)? = 4n% +4n + 1.
Den letzten Ausdruck formen wir um: 4n? +4n + 1 =4n(n + 1) + 1.
a) n = 2k: 4n(n + 1) = 4(2k)(2k + 1) = 8k(2k + 1); dieser Ausdruck ist durch 8 teilbar,
also lasst die Quadratzahl beim Teilen durch 8 den Rest 1.
b)n=2k+1:4n(n+1) =4(2k+1)(2k+2) = 8(2k+1)(k+1). Auch dieser Ausdruck ist
durch 8 teilbar, und es gilt dasselbe wie bei 2a)

Daraus folgt: Eine Quadratzahl ldsst beim Teilen durch 8 den Rest 0, wenn die Basis durch 4
teilbar ist; sie ldsst den Rest 4, wenn die Basis durch 2 teilbar ist und den Rest 1 in allen ibrigen
Féllen (d.h., wenn die Basis ungerade ist).

Bei den vorstehenden Betrachtungen bedeuten m, n und k (wie sich aus dem Sinn ergibt) stets
irgendwelche natiirliche Zahlen; einschlieflich der Null.

Aufgabe 20/64

Ein Rennwagen durchfihrt im fliegenden Start dreimal eine Teststrecke s, wobei die Ge-
schwindigkeiten v, vy und v3 gemessen werden (v; # vo # v3). Wie grof ist die mittlere
Geschwindigkeit v, aus den drei Versuchsfahrten?

Die mittlere Geschwindigkeit v, ergibt sich, wenn man die Summe aller durchfahrenen Strecken
durch die Summe der benétigten Zeiten teilt:

n
> Si
i=1
U = =
>t
i=1
Nun ist s — 1 = s9 = s3 = s, also Z 5; = 3s. Aus v = 7 ergibt sich ¢; = °* = . Damit ist
171 1 1
2 s 11
Y-y tos(lelel
=1 =1 (% ’02 (%
Fiir vy, folgt demnach
3s VU903
Um = 1 1 1 :va + vov3 + V1V
P (E +1+ E) 1V2 + V203 + V103

Bildet man den reziproken Wert ﬁ, so ergibt sich
1 1/1 1 1
— = =4+ =4+ =
Um 3\vi  v2  u3

111




2.4 Aufgaben und Losungen 1964

Man erkennt, dass die mittlere Geschwindigkeit nicht etwa gleich dem arithmetischen Mittel aus
den Einzelgeschwindigkeiten ist, sondern sie ist gleich dem sogenannten harmonischen Mittel
daraus. Der reziproke Wert der mittleren Geschwindigkeit ist gleich dem arithmetischen Mittel
aus den reziproken Werten der Einzelgeschwindigkeiten.

Aufgabe 21/64

Gegeben ist ein Viereck ABC' D, bei dem die Verlangerungen der Seiten AB und C'D einander
rechtwinklig schneiden. Es ist zu beweisen:

Teilt man die Seiten BC und DA im Verhéltnis der anliegenden Seiten, so schneidet die
Gerade die Verldngerungen von AB und C'D unter einem Winkel von 45°.

Man legt zweckméflig das Viereck ABC'D so in
ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dass die
Eckpunkte auf den Achsen liegen (Abbildung).
Man bestimmt zundchst die Koordinaten der
Teilpunkte 77 und Tb, stellt dann die Glei-
chung der Geraden durch 77 und 75 auf und
B ermittelt deren Anstieg. Damit erhédlt man den

Tangens des Schnittwinkels mit der Abszissen-

achse (Verlangerung von AB), aus dem auch

der Schnittwinkel mit der Ordinatenachse folgt
T~ D~ (Verlangerung von CD).

Der Punkt T3 teilt die Strecke AD innen im

Verhiltnis

AB b—a a-—b

A="CD T e d e d

Der Punkte T» teilt die Strecke BC' innen im gleichen Verhéltnis. Fiir die Koordinaten des
Teilpunktes T' einer Strecke P P gilt bekanntlich

T1 — AT2 ) = Ay2

xrT 1—\ 3 yr = 1—\

Wendet man diese Formeln an, so erhdlt man nach entsprechender Rechnung:

a(c—d) d(b—a)
€T = N =
= Td—a+b 0 M T cTd—a+b
b(c —d) c(b—a)
€T = . =
BT T d—atb ' e = T d—a+b
Aus der Zweipunkteform der Geradengleichung
Y2—4% _ Y1~y folgt m:tana:yQ_yl
T2 — X1 L —y T2 — I

Mit den Werten 1 = 7y, ¥1 = Y1y, %2 = y1, und y2 = yp, ergibt sich damit

d(b—a)—c(b—a
o SEEEt _(b-ad-o
ale=d)=ble=d) ~ (¢ —d)(a — b)
c—d—a+b

Aus m = tana = 1 folgt a = 45°. Das heift, die Abszissenachse wird unter einem Winkel von
45° geschnitten; damit wird aber die Ordinatenachse unter dem gleichen Winkel geschnitten.
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Aufgabe 22/64
Gesucht sind zwei natiirliche Zahlen a und b mit a # b; a; b # 0, fir die die folgende Beziehung
gilt: a® + b3 = (a + b)%.
Es ist zu zeigen, dass es (bis auf die Reihenfolge) genau ein derartiges Zahlenpaar a; b gibt.
Die gesuchten Zahlen sollen die Gleichung
a® 4+ 03 = (a+b)?

befriedigen. Wegen a + b # 0 kann man beide Seiten dieser Gleichung durch a + b dividieren,
man erhélt damit

a>—ab+bv =a+b ; d—ab—a+b?—b=0—=a®—alb+1)+bb—-1)=0

Man betrachtet b als freien Parameter und 16st diese quadratische Gleichung nach a auf:

b+l b+1\* . b+1 T
a2 = 9 :E\/< 5 ) —b +1_Ti§ 1+6b—3b
Notwendige Bedingung dafiir, dass a eine natiirliche Zahl ist, ist 1 + 6b — 3b> > 0.

Betrachtet man die Funktion y = —3224-624 1, so stellt man fest, dass Werte y > 0 nur zwischen
den beiden Nullstellen (einschlieBlich) auftreten. Dies sind aber die Werte y; = 1 + 2+/3 und
yo =1— %ﬁ Als natiirliche Zahlen b # 0 kommen aus diesem Intervall nur die Werte b; = 1
und by = 2 in Frage. Aus ihnen folgt a1 = 2 und ao = 1. Aus dem Gang der Herleitung folgt,
dass dies auch die einzigen Zahlen mit der verlangten Eigenschaft sind.

Aufgabe 23/64
Gegeben sei ein Kreis mit zwei zueinander senkrechten, sonst aber beliebigen Sehnen PQ
und RS. Es ist zu beweisen, dass fiir den Radius r des Kreises die Gleichung gilt:

4r? = PR* 4+ QS?

Verwendet man die Bezeichnungen der Abbildung, so gilt
¢ = ¢’ (da ¢ und ¢’ Peripheriewinkel tiber derselben Seh-
ne R(Q sind). Weiter erkennt man aus der Abbildung die
Giiltigkeit der folgenden Beziehungen:

0SS =QS -cosyp also 08? =QS5? - cos? ¢
OP = PR -cosyp also OP? = PR* - cos’ p

Daraus folgt durch Addition

0S? + OP? = PS* = (QS* + PR*) cos® ¢ (1)

Aus dem Satz tiber die Winkelsumme im Dreieck folgt @ = 90° — ¢, mithin ist v = 2a =
2(90° — ) als Zentriwinkel tiber dem gleichen Bogen. Fiir 5 folgt damit (wieder nach dem
Winkelsummensatz des Dreiecks) § = 90° — 90° + ¢ = ¢. Nun ist

52

35, = 08¢ also e cos’p  (2)
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Setzt man (2) in (1) ein, so folgt

PS?

2 2 2
PS* = (QS* + PR*);

also 4r* = QS* + PR?

Aufgabe 24/64
Man gebe eine Summenformel fiir die Reihe

i o 6u(a+bm)

v=0

Es ist fir a # —x (diesen Fall betrachten wir zunéchst)

n

Z vbe?(007) — (. hel + peathr 4 ope2laths) Ly ppenlatbe)
v=0

und da vbe”(9107) = (e¥(a+b2)) igt kann man schreiben

Z Vbez/(aerm) _ Z {beu(a+bx)}’ _ (60)1_’_(6a+bx)/+m+(en(aer:B))/ _ [60 + ea+b:p 4o+ en(aerm)}’

v=0 v=0

Innerhalb der eckigen Klammern steht eine geometrische Reihe mit a; = €? = 1;¢ = ¢t und
mit n + 1 Gliedern, deren Summe mit

qn+1 -1 e(n+1)(a+bz) _ 1

S’I’L-‘rl - al q . 1 - 6a+bx . 1
angegeben werden kann. Damit folgt
n n (n+1)(atbz) _ 17’
v(a+bz) _ v(a+bx) r_|e
B = 9 e - [
b[ne(n+2)(a+ba:) _ (n _ 1)6(n+1)(a+bx) + 6a+bx]
o (ea-i-bx _ 1)2

(nach der Quotientenregel der Differentialrechnung).

Fir den Fall a = —bx erhélt man ein arithmetische Reihe:
n n
+1)
Z Vbeu(a—i—bx) _ Z vb — bn(n
v=0 v=0 2

Aufgabe 25/64

Gegeben ist eine dreiseitige regelméflige Pyramide mit der Seitenkante s = 10 cm und dem
Winkel a@ = 75° zwischen der Seiten- und Grundkante.

Wie lang ist der kiirzeste Weg auf dem Mantel der Pyramide, der von einem Eckpunkt der
Grundflache ausgehend einmal um die Pyramide herum zum Ausgangspunkt fithrt?

Man denke sich den Mantel ldngs der Seitenkante aufgeschnitten, auf der der Ausgangspunkt
liegt, und in die Ebene abgewickelt. Der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten der Ebene ist die
Verbindungsstrecke dieser Punkte (vgl. Abbildung).
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S s A/
30°
e C
0[50
o]
75 B
A¥

Der Mantel setzt sich aus drei kongruenten gleichschenkligen Dreiecken zusammen. Aus dem
Winkelsummensatz fir das ebene Dreieck folgt, dass jeder Winkel zwischen zwei Seitenkanten
gleich 30° ist, fiir den Winkel ASA’ folgt damit £ ASA’ = 90°. Damit ist

ad = sv/2 =10v2 ~ 14,14 cm

Aufgabe 26/64

Es ist zu beweisen, dass in jedem Parallelogramm jede Seitenhalbierende ein Drittel einer
Diagonale abschneidet (unter Seitenhalbierender ist die Verbindungsstrecke einer Seitenmitte
mit einer Ecke zu verstehen.)

Der Beweise kann mit Hilfe der analytischen Geometrie gefithrt werden. Dazu legt man zweckméfigerweise
ein beliebiges Parallelogramm so in das Koordinatensystem, wie es die Abbildung zeigt.

Die Koordinaten der Eckpunkte sind dann A(0;0); B(a;0); C(a + e;b); D(e;b), der Punkte E
(Halbierungspunkt von AB = a) hat die Koordinaten E(§;0).

Die Gleichung der Diagonalen AC' ergibt sich damit zu y = aiex, die der Seitenhalbierenden zu
b n a b 2b n ab
= x4+ = = x
Y e—3 2 §—e 2e—a a—2e

(wie man leicht aus der Zwei-Punkte-Form der Geradengleichung herleitet).

Yy D(e;b) C(a+e;b)

A(0;0) E(%;0) B(a;0) z

Durch Gleichsetzen ergeben sich die Koordinaten des Schnittpunktes:

b 2b L ab 1 2 . a
xTr = €T N =
a+e 2e—a a—2e ’ a+e 2e—a (a—2e)x
a-+e b b
3 a+e 3

Bereits aus diesen Koordinaten ist zu erkennen, dass dieser Schnittpunkt F' die Diagonale AC
drittelt. Tatséchlich ergibt sich fiir die Lange der Diagonalen AD

AD = \/(a+€)? + b?
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und fir die Lange der Strecke AF

at+e\? [(b\* 1 TR
ar () (B) = v e = bap

Analog lasst sich der Beweis fiir die anderen Seitenhalbierenden bzw. fiir die andere Diagonale
fiihren.

Aufgabe 27/64
Man bestimme die Folge (z,,) derjenigen z,-Werte, fiir die gilt: sin ﬁ =1.

Wegen der Periodizitat der sin-Funktion folgt aus der Giiltigkeit der Gleichung

1

sin— =1 die Gleichung sin (a + 2km) =1

L,
(k beliebig, ganz) mit ﬁ = a + 2km oder z,, = (H_% Da aus sin (a + 2kpi) = sina = 1 folgt
a= 7%, gilt

2 2

7 +4dnt  w(l+ 4n)

() = (mizm))
2 2

deren erste Glieder ro = =, 71 = &, 11 = To = %, T_9 = —=, ... sind, um eine Nullfolge
handelt, ist ohne weiteres erkennbar.

Ty =

Dass es sich bei der Folge

Aufgabe 28/64
Man suche eine dreistellige Zahl, fiir die die folgenden Bedingungen gelten:
1. Thre Quersumme ist 17.

2. Multipliziert man die erste Stelle mit 4, so erhidlt man die aus den letzten beiden Stellen
bestehende Zahl.

Die gesuchte Zahl sei u = 100z 4+ 10y + z, wobei gilt 0 < x < 9,0 < y; 2 <9, x; y; z ganzzahlig.
Dann gilt auf Grund der Bedingungen:

r+y+2z=17 (1) ; 10y +z =4z (2)
Eliminiert man aus diesen Gleichungen z, so folgt

3
5x—9y:17—>:p:4+2y—?y

Es muss also 3 4+ y durch 5 teilbar sein. Folglich kann y nur die Werte y; = 2 und y» = 7
annehmen. Daraus folgt 1 = 7 und x2 = 16. da xo = 16 > 9 ist, entfallen z2 und ys. Es folgt
weiter z = 8.

Damit ergibt sich die gesuchte Zahl u zu u = 728. Die Probe bestétigt die Richtigkeit der Losung.

Aufgabe 29/64

In ein gegebenes Dreieck ABC' ist ohne Benutzung duflerer Punkte eine Parallele B'C’ zur
Seite BC so zu konstruieren (B’ auf AC, C" auf AB), dass der Umfang des Dreiecks AB'C’
gleich der Seite AB des gegebenen Dreiecks ist.
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Konstruktion: Man konstruiere den Inkreismittelpunkt
O des Dreiecks ABC mit Hilfe der Winkelhalbierenden
in bekannter Weise und ziehe durch O die Parallele zu
AB. Thr Schnittpunkt mit AC sei B’. Durch B’ ziehe
man die Parallele zu BC, ihr Schnittpunkt mit AB sei
C'. Das Dreieck AB’C" ist das gesuchte.

Beweis (vgl. Abbildung): Zu beweisen ist, dass
B

AB'+ B'C'+C'A = AB
ist. Zum Beweise ziehe man die Hilfslinien AO, BO und OC" || B'C" (C" auf AB). Dann ist
1) C'C" = B'O (Gegenseiten im Parallelogramm nach Konstruktion)
2) C'C" = B'A (A AOB' ist gleichschenklig, da £ B’AO = £C"AO = LAOB’, folgt aus AO als
Winkelhalbierender bzw. AC” || OB’ nach Konstruktion)
3) C"B =C"0 (A BOC" ist gleichschenklig, da LOBC"” = £ BOC"; folgt aus BO als Winkel-
halbierender bzw. OC” || B'C’ || BC nach Konstruktion)
4) C"B = ("B’ (Gegenseiten im Parallelogramm nach Konstruktion).
Also ist
AB'+ B C'+C'A=C'C"+C"B+ AC' = AB

Der Beweis ldsst sich auch rechnerisch fithren. Nach den Strahlensétzen ist

AB" AC" B'C" p

AC  AB CB  he

Daraus folgt

w:AR+Rd+C%=§pw+CB+Mﬂ=fS

C

Wegen F' = ps = c% folgt 25" = c.

Aufgabe 30/64
Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n die folgende Ungleichung gilt:

n+1 n+1
1>
" ( 1 )

Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion. Die Behauptung gilt, wie man durch Nach-
rechnen leicht bestétigt, fiir n = 1 und n = 2. Angenommen, sie gilt fir n = k

k 1 k+1
k! > (+>

4
Dann folgt
k+1\FH k4 2\2 4(k+ 1)k!
K'(k+1 B — (k+1)= [ 2—= Pt SV
> (5) e = (5F) e
k+ 2\ *+2 4
k+1!>< ) .
( ) 4 (w)kJrQ
k1
Nun ist

k+2 k+2 1 k+1 1
rre (14— (1 —
751) ~(rm) ()

Bekanntlich gilt
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und fur k > 2 ist 1 + k—i_l < %. Folglich ist

> 1

k42 k+2
k+1

Daraus folgt unmittelbar, dass
k 9 k+2
(k+1)! > (Z)

ist, denn die rechte Seite der Ungleichung wird durch das Weglassen des Faktors nur noch
verkleinert.

Also folgt aus der Giiltigkeit der Ungleichung fiir n = k > 2 die Giiltigkeit fiir n = k 4+ 1; da
ihre Giiltigkeit fiir n = 1 und n = 2 bereits erwiesen ist, gilt sie somit fiir alle n.

Aufgabe 31/64

Gegeben sind drei gleichgrofie Kreise in einer Ebene, von denen jeder die beiden anderen
beriihrt. Die (kleineren) Bogen zwischen den Beriithrungspunkten bilden ein Bogendreieck,
dessen Spitzen die Beriihrungspunkte sind. Zeichnet man in dieses den Inkreis, so entstehen
drei neue Bogendreiecke.

Man berechne und konstruiere die Radien der Inkreise fiir alle vier Bogendreiecke.

Ay

A2 Bl A3

Berechnung: Die Zentren der gegebenen Kreise bilden ein gleichseitiges Dreieck mit den Seiten
a = 2r und den Héhen h; = /3, wobei r der Radius der Kreise ist. Da im gleichseitigen
Dreieck die Hohen mit den Seitenhalbierenden zusammenfallen, teilt der Hohenschnittpunkt M
jede Hohe h; in zwei Abschnitte h;; und hijs = h;1 (vgl. Abbildung).

Der grofle Inkreis habe den Radius «, jeder kleinere, die aus Symmetriegriinden einander gleich
sind, den Radius y. Ebenfalls aus Symmetriegriinden ist der Héhenschnittpunkt M das Zentrum
der grofien Inkreises.

Wegen r + x = hjp = %r\/?: wird

1
T = g71(2\/5 —3) ~ 0,1547r
Zur Berechnung von y kann man auf das Dreieck M; By A3 den Lehrsatz des Pythagoras anwen-
den. Es ist
2

1 1
M131:hu—x—y:§h1—x—y:§r\/§—x—y und ngx/g—'r
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1
MB, = T(l - g\/g) -y ferner BiAs=r; AsMi=r+y

Daraus folgt
1 2
[r(l — 3\/§—y} +1r% = (r+y)?

Lost man diese Gleichung nach y auf, so ergibt sich
o
© 33

Konstruktion: Man findet « ohne weiteres durch Konstruktion des Héhenschnittpunktes. Um y
zu finden, fiihrt man y auf x zuriick:

Yy $09-4V3) 9-4v3  1+2V3 1
T

y (9 — 4v/3) ~ 0,0628r

;(wﬁfg) C12v3-3) 11 2y3-1

Damit kann man den ersten Strahlensatz anwenden, indem man auf dem einen Strahl; mit
beliebig gewihlter Strecke 1; die Strecken 1 und 2v/3 — 1 abtréigt, denen y und k auf dem
anderen Strahl entsprechen.

Die Strecke 21/3—1 erhilt man, indem man aus der Diagonale eines Quadrats mit der Seitenlinge
1 und der Strecke als Katheten ein rechtwinkliges Dreieck konstruiert, dessen Hypotenuse nach
dem Lehrsatz des Pythagoras gleich v/3 ist.

Vom Doppelten dieser Hypotenuse subtrahiert man die Strecke 1.

Aufgabe 32/64
Welche Kubikzahlen unter 10?2 enden mit ihren letzten drei Ziffern wieder mit einer Kubik-
zahl?

Das Basis der gesuchten Kubikzahl habe die Form 10z 4 y. Die Félle z = 0 und y = 0 sind
trivial und kéonnen daher aufler acht gelassen werden. Es gilt also 0 < 2 <99 und 0 <y <9, =
und y ganzzahlig.

Die Forderung der Aufgabe besagt, dass

(10z +y)® =10%k + 22 = 103k +¢* (1)
ist. Zundchst beweisen wir, dass z = y ist, wére ndmlich
(102 +9)? =10k + 2> mit z £y und 0 < 2 <9
so wiirde folgen
10323 + 3-10%2%y 4+ 3 - 102® + ¢° = 10°k + 2°
10(10%23 — 10%k + 302%y + 3zy?) = 233 — ¢°

d.h., 23 — y3 miisste durch 10 teilbar sein. Das wire aber nur méglich, wenn zwei der ersten
neun Kubikzahlen gleiche Einerziffern hétten, diese sind aber sémtlich voneinander verschieden:
1:8;7:4;5;6;3;2; 9.
Eine Umformung von (1) ergibt
10323 + 3-10%2%y + 3 - 10zy? + ¢° = 103k + 2°
10 - 32y(10x +y) = 103(k — 2%)
3zy(10z 4 y) = 100(k — z3)

Das links stehende Produkt muss also durch 100 teilbar sein. Da 3 zu 100 teilerfremd ist, folgt,
dass zy(10x + y) durch 100 teilbar ist. Wir unterscheiden nun drei Félle:
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1. Fir y = 1;3;7;9 bedeutet das:  muss durch 100 teilbar sein. Das widerspricht aber der
Voraussetzung 0 < z < 99, und damit scheiden dieser Werte fiir y aus.

2. Fir y = 5 ist (10x + y) nicht durch 4 teilbar; also muss « durch 4 teilbar sein: z = 4n mit
0 < n < 24, n ganzzahlig.
Das liefert die 24 Werte x = 4;8;12;...;92; 96.

3. Fur y = 2;4;6;8 ergibt sich, da weder y noch (10x + y) durch 5 teilbar ist; dass « durch
25 teilbar sein muss. Das liefert die Werte x = 25; 50; 75.

Damit erhalten wir das folgende Ergebnis:
Von den 999 Kubikzahlen unter 10° haben 36 die verlangte Eigenschaft, nimlich die folgenden:

45% 853 1253 165° 2053 245% 2853 325% 3653
4053 4453 485% 5253 565% 6053 645% 6853 7253
7653  805% 8453 8853 9253 9653 2523 2543 2563
2582 5022 5043 5063 5083 7523 7543 7563 7583

Aufgabe 33/64
Zur ndherungsweisen Berechnung des Rauminhalts von Kérpern in der Form von Pyramiden-
und Kegelstiimpfen, wie sie oft in der Technik vorkommen, wird oft die Faustformel

angewandt. Dabei bedeuten h die Hohe des Stumpfkorpers, G; und G die Inhalte der beiden
parallelen, zur Hohe h senkrecht verlaufenden Begrenzungsflachen.

Bei grofien prozentualen Unterschieden der parallelen Begrenzungsflichen wird der Fehler
bei der Verwendung dieser Formel betréchtlich (bis zu 50 %). Daher ist die Losung der
folgenden Aufgabe wichtig:

Wieviel Prozent darf der Unterschied der Gréflien G; und G hochstens betragen, wenn der
Fehler der Ndaherungsformel 1 % bzw. n % nicht iiberschreiten soll?

Der Fehler bei der Verwendung der Faustformel ist

h h h
(G1+G2+VG1Gs) = 8(G1+G2—2\/G1G2) = 8(\/G1 —/Gy)?

h
f=VWw-V= §(G1+G2)f§

Hieraus ergibt sich zunéchst, dass die Faustformel fiir G; # Gg stets einen zu groflien Wert

liefert. Die weitere Umformung
2
h Go
=5 ( N/(;1>

zeigt, dass der Fehler f bei konstantem Verhéltnis Go : G zur Hohe h sowie zu G buw. zu Ga
proportional ist.

Fir den relativen Fehler % erhilt man

WG —VGy)? G2\* Go Go
V_Z(G1+G2+\/G1G2_<1_Gl) .2<1+Gl+\/;1>

Ersetzt man nun g—f durch z (wobei also & das Verhéltnis entsprechende Strecken in den par-

allelen Begrenzungsflichen ist), so folgt

f_ (Q-ap?

V214 +2?)
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Der relative Fehler ist also nur vom Verhéltnis G5 : G1 abhéngig. Wenn er kleiner oder héchstens
gleich 0,01 = 1% sein soll, gilt fiir 2 die Ungleichung

(1—2)2<0,01-2(1 4z +2?)
da 2(1 4+ 2 + 2?) > 0 ist. Durch entsprechende Umformungen folgt
101 101\* 597
50(1 —z)> <1 2t — <—1—><—> —
(I—a)’sltata” o —Jgws "T98) Sog
Es sei nun (ohne Beschriankung der Allgemeingiiltigkeit) Gy < G, also z < 1. Dann erhélt man
(bei Rechenstabgenauigkeit)

101 — /597
r> —
- 98
Also muss Go > 0,610G1 sein, d.h. G5 muss mindestens die Groe 61,0% von G haben, wenn
der Fehler bei der Verwendung der Faustformel 1% nicht iberschreiten soll. Der Unterschied
|G1 — G| darf hochstens 39% der groferen Fliache betragen.
Soll der Fehler n% nicht tiberschreiten, so ergibt sich entsprechend die Ungleichung

=0,781 -+ 0,610<z <1

2n
1—-z)2<—(1 2
(1—1x) _100( +x+z°)

Hierdurch ergibt sich entsprechend der fiir n = 1 durchgefiihrten Rechnung, wobei noch
k gesetzt und beachtet wird, dass k > 2 bzw. % > 1 ist:

VR d
TETy

100+n __
50—n

Eine Untersuchung der Fehlerfunktion

_f o (-w)?
O VT G )

liefert ibrigens im Intervall 0 < z < 1 den Maximalwert 0,5 = 50%, und zwar fir z = 0. Dieser
Wert wird also angenommen, wenn der Korper eine Pyramide bzw. ein Kegel ist (G = 0).

Aufgabe 34/64
Von einem Wiirfel soll durch einen ebenen Schnitt ein Kérper abgeschnitten werden, dessen
Volumen % des Wiirfelvolumens betrégt. Dabei ist jegliche Messung ausgeschlossen.

Zwei Uberlegungen fithren zum Ziel. 1) Da jegliche Messung ausgeschlossen ist, muss die Schnitt-
fliche durch bereits fixierte Punkte festgelegt werden. Als solche kommen nur die Eckpunkte
des Wiirfel in Frage.

Die Schnittfliche wird durch mindestens drei (nicht sdmtlich auf der gleichen Geraden liegende)
Punkte fixiert; es konnen hoéchstens vier Punkte sein, da es keine Ebene durch den Wiirfel gibt,
die mehr als vier Eckpunkte enthélt. Die drei bzw. vier Punkte kénnen nicht Eckpunkte der
gleichen Seitenflache sein, da sonst die Schnittfliche mit dieser zusammenfiele und damit kein
Korper abgeschnitten wiirde.
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a) Bei vier Punkten miisste der Schnitt mit einer Diagonalfliche zusammenfassen (vgl. linke
Abbildung); der Wiirfel wiirde damit, wie man leicht erkennt, halbiert, und die Aufgabe wére
demnach nicht gelost. Also entfallt diese Moglichkeit.

b) Bei drei Punkten wird der Schnitt so gefiihrt, dass er durch die einer Ecke benachbarten Eck-

punkte geht (vgl. rechte Abbildung). Es wird eine Pyramide abgeschnitten, deren Grundflache

ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlénge %\@ ist, deren Seitenkanten die Lange a haben

und senkrecht aufeinander stehen (wobei mit a die Lénge der Wiirfelkante bezeichnet wird).

Dass dieser Schnitt auch die weiteren Bedingungen der Aufgabe erfiillt, priift man leicht nach,

indem man eine Seitenfléche als Grundfliche und eine (darauf senkrecht stehende!) Seitenkante
3

als Hohe wahlt. Es ist dann V' = % . % ‘a= %.

2) Das Volumen des abgeschnittenen Korpers soll % g= % . % - a betragen.
Die Faktorenzerlegung zeigt, dass die Bedingungen von einer Pyramide erfiillt werden, deren
Grundfldche gleich der halben Seitenfliche des Wiirfels und deren Hohe gleich der Wiirfelkante

ist. Damit gelangt man zum gleichen Ergebnis wie unter 1).

Aufgabe 35/64

Uber den drei Seiten eines beliebigen Dreiecks seien die Qua-
drate gezeichnet. Ja zwei benachbarter Ecken dieser Quadrate
seien (vgl. Abbildung) geradlinig miteinander verbunden.
Die dadurch entstehenden Dreiecke heiflen pythagoreische
Erganzungsdreiecke.

Es ist zu beweise, dass jedes der pythagoreischen
Erganzungsdreiecke dem urspriinglichen Dreieck inhalts-
gleich ist.

Jedes der pythagoreischen Dreiecke hat einen Eckpunkt mit dem urspriinglichen Dreieck ge-
meinsam, die beiden von von diesem Eckpunkt ausgehenden Seiten des pythagoreischen Dreiecks
stimmen mit den beiden von diesem Eckpunkt ausgehenden Seiten des urspriinglichen Dreiecks
iiberein, und die eingeschlossenen Winkel ergénzen einander zu 180° (vgl. Abbildung).

Daraus und aus der Flacheninhaltsformel fiir das Dreieck folgt

Ch

Cs By

Q!
Ay i

A B

211 = besinap = besin180° — o = besina = 21
215 = acsin 81 = acsin180° — 8 = acsin § = 21
2[5 = absiny; = absin 180° — v = absiny = 21

Daraus folgt unmittelbar Iy = Is = I3 = 1.
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Aufgabe 36/64

B/

O A’ A

In einen Quadranten einer Ellipse mit den Halbachsen a und b sind geméafl Abbildung zwei
Halbellipsen mit den Halbachsen § und % eingezeichnet.

1. Es ist der Fldcheninhalt des Flachenstiicks zu ermitteln, das den beiden Halbellipsen
gemeinsam ist.

2. Es ist zu beweisen, dass dieses Flachenstiick inhaltsgleich dem Fléichenstiick des
Quadranten ist, das von keiner der beiden Halbellipsen tiberdeckt wird.

a) Das in der Abbildung eingezeichnete Rechteck OA’C'B’ mit den Seiten § und g wird von je
einem Quadranten der beiden kleineren Ellipsen vollstdndig, zum Teil doppelt iberdeckt. Der
doppelt iiberdeckte Teil ist seinem Inhalt nach demzufolge gleich der Differenz aus der Summe
der Inhalte jedes der beiden Ellipsenquadranten und dem Inhalt des Rechtecks.

Der Flacheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen a und b ist F' = wab. Fiir die beiden im
Rechteck liegenden Ellipsenquadranten folgt daraus F} = Fp = ”I—%b, ihre Summe ist also Fg =
%‘lb. Damit ergibt sich fiir den Inhalt des doppelt tiberdeckten Flachenstiickes

wab ab ab
Fy=-—_-2=2(2 1
1=5 "3 -31G Y

b) Der Beweis kann auf mehrere Weisen gefithrt werden.

bl) Die Summe aus den Flacheninhalten der beiden kleinen Halbellipsen ist gleich dem Flécheninhalt
der groflen Ellipsenquadranten: 2F) + 2F, = g, da I} = F = “1—%6 und F' = wab (vgl. a). Daraus
folgt unmittelbar, dass der doppelt iiberdeckte und der nicht {iberdeckte Flachenteil des Qua-
dranten inhaltsgleich sind.

b2) Man subtrahiert von dem Inhalt des grofien Ellipsenquadranten die Inhalte der beiden klei-

nen Ellipsenquadranten und den Inahlt des Rechtecks OA'C'B’:

mab mab ab B ab

4 16 4_1(5_)

womit die Ubereinstimmung mit dem doppelt iiberdeckten Fliachenstiick gezeigt ist.
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2.5 Aufgaben und Losungen 1965

Aufgabe 1/65

Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenldnge a. Es ist zu zeigen, dass man aus diesem Wiirfel
ein Loch so herausschneiden kann, dass ein Wiirfel mit der Kantenldnge b > a hindurchpasst.

Eine Moglichkeit besteht darin, dass man das Loch mit b !
quadratischem Querschnitt in Richtung einer Raumdia- ‘
gonale des Wiirfels legt (Abbildung). Dann ist n

v =222 und  b? =a® 4 2(a — x)* = 3a® + 22% — dax X

Daraus folgt durch Gleichsetzen und Auflésen nach z: z =

34. Damit ergibt sich bv? = 2(2a)? = }—gaQ, also b > a.

S e — -
\
\

Aufgabe 2/65

In der Abbildung sind Aufriss und Seitenriss eines
nicht kugelformigen Korpers dargestellt (der Grund-
riss braucht demnach kein Kreis zu sein!).

Welche Form kann der Kérper haben?

Der gesuchte Korper ergibt sich als Durchdringung zweier gerader Kreiszylinder mit gleichen

Radien. man erhélt ihn beispielsweise, wenn ein gerader Kreiszylinder senkrecht zu seiner Achse
kreisformig abgedreht wird, wobei der Drehradius gleich dem Zylinderradius ist.

Aufgabe 3/65
Die Gleichung a* =

ax hat fir jede reelle positive Zahl a eine Losung xz; = 1. Welche
Bedingung muss die Zahl a erfiillen, damit die Gleichung

a) eine weitere Losung zo < 1
b) eine weitere Losung xo > 1

c) keine von 1 verschiedene Losung hat?

Die Losungen der Gleichung a® = ax sind die Nullstellen der stetigen Funktion y = a® — ax, die
die erste Ableitung y'a® Ina — a und die zweite Ableitung y” = a*(Ina)? hat.

Fiir jedes reelle x ist 3" > 0, die erste Ableitung ist also monoton steigend, und die Funktion

hat eine von oben konkave (von unten konvexe) Kurve, mithin hochstens ein Minimum und kein
Maximum.

Hat die Funktion kein Minimum, so ist x; = 1 die einzige Nullstelle. Hat die Funktion ein
Minimum und liegt dies unterhalb der x-Achse, so gilt

To < Typin < 1 =1 oder T2 > Topin > 1 = 1
Hat die Funktion ein Minimum und liegt dies auf der z-Achse, so ist 9 = Tpmin = 1 = 1.

Oberhalb der xz-Achse kann das Minimum nicht liegen, da die Funktion sonst auch ein Maximum
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haben miisste.
Zur Ermittlung des Wertes x,,;, setzen wir ¢y = 0. Daraus folgt

Inlna

Lmin = Ina

Ist 0 <a<1,so0ist Ina <0, Inlna ist nicht reell und es existiert kein Minimum.
Istl<a<e soist 0 <Ilna<1,Inlna <0, z,;, <1 und damit ist auch x9 > 1.
Ista=e,s0ist Ina=1, Inlna =0, x,,;, = 1 und damit ist auch x5 = 21 = 1.

Ist a >e,s0ist Ina > 1, Inlna > 0, z,,;, < 1 also auch xo < 1.

Wir erhalten also das folgende Ergebnis: Im Falle a) muss a > e, im Falle b) muss 1 < a < e
und im Falle ¢) muss entweder 0 < a < 1 oder a = e sein.

Aufgabe 4/65
Es seien p; und py zwei Primzahlzwillinge mit p1;ps > 3. Man beweise, dass pips + 1 durch
36 teilbar ist.

Jede natiirliche Zahl n ldsst sich auf genau eine der folgenden Weisen darstellen: 6k; 6k + 1; 6k +
2;6k + 3;6k + 4;6k + 5, wobei k = 0,1,2,... ist.

Mit &' = k+ 1 kann man fiir 6k + 4 auch 6k’ — 2, fiir 6k +5 auch 6k’ — 1 schreiben. Offensichtlich
sind 6k; 6k + 2 und 6k + 4 durch 2 und 6k sowie 6k 4 3 durch 3 teilbar, also niemals Primzahlen.
Daraus folgt, dass sich Primzahlen stets entweder durch 6k + 1 oder durch 6k — 1 darstellen
lassen (was nicht heifit, dass jede so dargestellte Zahl Primzahl ist).

Soll die Differenz zweier Primzahlen 2 sein (Primzahlzwillinge), so muss demzufolge die erste
Primzahl die Form 6k — 1 und die zweite die Form 6k + 1 haben (vorausgesetzt, die Primzahlen
sind beide grofler als 3).

Fiir zwei Primzahlzwillinge p; und po gilt also: p; = 6k — 1 und py = 6k + 1. Dann ist

pip2 + 1= (6k —1)(6k +1) +1 = 36k* — 1+ 1 = 36k>
also durch 36 teilbar.

Aufgabe 5/65

Welche dreistelligen natiirlichen Zahlen haben die folgende Eigenschaft:

Zerschneidet man ihr im Dezimalsystem dargestelltes Quadrat in zwei je dreistellige Ab-
schnitte, so ist der rechte Abschnitt um 1 grofler als der linke.

Bezeichnet man die gesuchte Zahl mit n und die Stellen von n? mit a;b; c;a;b; (c + 1), so gilt
n? =10°a + 10%b + 10°c + 10%a + 10b + ¢ + 1 = (10> + 1)(10%a + 10b +¢) + 1

oder n? — 1 = 1001(10%a + 10b + ¢). Das heifit, n? — 1 ist durch 1001 teilbar.
Dan?—1= (n+1)(n—1) und 1001 = 7-11-13 ist, muss man n so bestimmen, dass (n+1)(n—1
durch 7;11; 13 teilbar ist. Dafiir gibt es 8 Moglichkeiten:

. n+ 1 ist teilbar durch 7;11;13

. n 4+ 1 ist teilbar durch 7;11; n — 1 ist teilbar durch 13
. n+ 1 ist teilbar durch 7;13; n — 1 ist teilbar durch 11
. n + 1 ist teilbar durch 11;13; n — 1 ist teilbar durch 7
. n — 1 ist teilbar durch 7;11;13

. n — 1 ist teilbar durch 7;11; n + 1 ist teilbar durch 13
. n — 1 ist teilbar durch 7;13; n 4+ 1 ist teilbar durch 11
. n — 1 ist teilbar durch 11;13; n + 1 ist teilbar durch 7

0 O U i W N+

Zur Berechnung der einzelnen Fille:
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1. n4+1=7-11-13-k = 1001k; fir k = 0 ergibt sich n = —1, fiir £ > 1 folgt n > 1000, diese
Zahlen scheiden aus, da sie nicht den Bedingungen der Aufgabe entsprechen.

2.n+1=7-11-k = 77k; 77k — 2 muss durch 13 teilbar sein. Dies ist fiir £ = 11 der Fall.
Folglich ist n; = 846.

3. n+1="7-13-k = 91k; 91k — 2 muss durch 11 teilbar sein. Dies trifft fiir K = 8 zu. Demnach
ist no = 727.

4. n+1=11-13-k = 143k; 143k — 2 muss durch 7 teilbar sein. Dies ist fiir £k = 3 der Fall.
Damit ergibt sich ng = 428.

5. n—1=7-11-13-k = 1001k; die Bemerkung zu 1. trifft zu
6. n—1=7-11-k = 77k ergibt analog ngy = 155.
7.n—1=7-13 -k = 91k; ergibt ns = 274.

8. n—1=11-13 -k = 143k; ergibt ng = 573.

Damit hat man die folgenden Ergebnisse (n;n?) gefunden: (846;715716); (727;528529);
(428: 183184); (155;024025); (274; 075076); (573; 328329).

Aufgabe 6/65
Ein Radfahrer auf regennasser Strafie sieht Tropfen vom hdéchsten Punkt des Vorderrades
wegfliegen. Welche Geschwindigkeit haben diese beziiglich der Strafe?

Der Radfahrer habe die Geschwindigkeit v. Dies ist dann auch die Umlaufgeschwindigkeit des
Rades. Fiir jeden Punkt des Rades gilt, dass sich die Geschwindigkeit in Fahrtrichtung und die
Umfangsgeschwindigkeit des Rades vektoriell addieren. Da im héchsten Punkt des Rades die
Tangentialrichtung mir der Fahrtrichtung iibereinstimmt, wird die Geschwindigkeit der Tropfen
in Fahrtrichtung 2v.

Eine zweite Losung ergibt sich mit Hilfe der Differentialrechnung: Jeder Punkt des Rades be-
schreibt eine Zykloide; fiir Punkte des Radumfangs ist dies eine gemeinsame Zykloide mit der
Parameterdarstellung

T =1rwt —rsinwt ; Yy =17 —rcoswt

wobei 7 der Radius des Rades und w die Winkelgeschwindigkeit des Rades sind. Mit ¢ ist die
Zeit bezeichnet. Fiir die Geschwindigkeit v des Fahrrades gilt v = rw (sie ist gleich der Umfangs-
geschwindigkeit des Rades). Die Geschwindigkeit eines Punktes des Radumfangs in z-Richtung
ergibt sich zu

d
d—j =rw—rwcoswt (1)
Fiir den héchsten Punkt des Rades ist y, = 2r = r — rcoswt — h; daraus folgt coswty, = —1.

Setzt man diesen Wert in die Gleichung (1) ein, so ergibt sich

dx
dt(yn)

als Geschwindigkeit des hochsten Punktes in Fahrtrichtung. Dies ist die Geschwindigkeit der
wegfliegenden Tropfen.

=rw—rw(—1) =2rw=2v
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Aufgabe 7/65
Gesucht sind drei Quadratzahlen a, b und ¢ so, dass a — b =b — ¢ = 24 ist.

Setzt man a = x2,b = y? und ¢ = 22, so folgt aus der Aufgabe x> — y? = y? — 22 = 24. Daraus
ergibt sich

-y =+y)z-—y) =24 (1); P¥-=@y+2)y—2 =24 (2

Fir  +y und  — y bzw. fir y + z und y — z kommen nur die ganzzahligen Teiler von 24 in
Frage. Damit ergeben sich die folgenden Wertepaare:

1. 2. 3. 4
r4+ybzw.y+2 24 12 8 6
r—ybzw.y—2 1 2 3 4

Die Paare 1. und 3. entfallen, da Summe und Differenz beider ungerade sind und sich damit
keine ganzzahligen Losungen fiir x, ¥ und z ergeben. Aus den restlichen zwei Paaren ergeben
sich die folgenden Losungen:

2.¢2=T,y=5bzw. y=7,2=5 ; 4. x=5y=1bzw.y=5,2=1

Hieraus folgt (durch Kombination beider Losungen), dass = 7, y = 5 und z = 1 ist.
Die gesuchten Zahlen sind also a = 7?2 =49, b =52 =25, c =12 = 1.

Aufgabe 8/65

a) Man bestimme die kleinsten beiden natiirlichen Zahlen, fiir die die Zahl Z = 248011n — 1
durch 36 teilbar ist.

b) Man weise nach, dass es keine natiirliche Zahl n gibt, fiir welche die Zahl Z’ = 248001n—1
durch 36 teilbar ist.

Eine Zahl z ist genau dann durch 36 teilbar, wenn sie sowohl durch 4 als auch durch 9 teilbar
ist.

1. Nach der bekannten Teilbarkeitsregel ist eine Zahl x genau dann durch 4 teilbar, wenn die
aus den letzten beiden Stellen von x gebildete Zahl durch 4 teilbar ist.
Die Beziehung 4 | (11n—1) wird fiir jede ganze Zahl n erfiillt, die Element der Menge M; =
{3;7;11;...} ist, d.h. der aus den Gliedern a; der arithmetischen Folge {ax} = {4k — 1}
mit k = 1;2;3; ... bestehenden Menge.

2. Die Zahl Z; = 248011 lasst bei der Division durch 9 den Rest 7, das n-fache demzufolge
einen Rest 7n (der nicht der kleinstmogliche Rest ist). Die Zahl Z = 248011n — 1 lasst
demnach bei der Division durch 9 einen Rest 7n — 1, sie ist genau dann durch 9 teilbar,
wenn 7n — 1 durch 9 teilbar ist.

3. Fiir diejenigen Zahlen n, die sowohl der Menge M; als auch der Menge M, angehéren, d.h.,
die Elemente des Durchschnitts M; N M, sind, ergibt sich sowohl die Teilbarkeit durch 4
als auch die Teilbarkeit durch 9, also auch die Teilbarkeit durch 36. Es ist

M = M; N My = {31;67;103;139; ...}

Die kleinsten beiden dieser Zahlen sind n; = 31 und no = 67. Demzufolge sind die beiden
gesuchten Zahlen

248011n1 — 1 = 7688340 ; 248011ns — 1 = 16616736
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b) Die Zahl Z] = 248001 ist durch 3 teilbar, da ihre Quersumme durch 3 teilbar ist. Dann ist
auch Z, = 248001n durch 3 teilbar. Damit kann Z' = 248001n — 1 nicht durch 3, folglich auch
nicht durch 9 und demnach auch nicht durch 36 teilbar sein.

Aufgabe 9/65
Man weise die Gultigkeit der folgenden Ungleichung fiir alle natiirlichen Zahlen n nach:

n! > <n>”
' 3

Wir fiihren den Beweis durch vollstdndige Induktion. Die Ungleichung gilt, wie man durch

k
Einsetzen bestétigt, fir n = 1. Angenommen, sie gelte fir n = k: k! > <§> . Dann folgt:

k+1)k+1 3kk <k+l>k+l 3
( (

k k
k!(k:+1)><> (l<:+1):( 3 FrDF -\ 3 1+ hF

3

Nun gilt fiir jede natiirliche Zahl & (1 + %)k < e < 3. Folglich ist ﬁ > 1.
Daraus folgt unmittelbar, dass *

Bk +1) = (k+1)! > (":gl)kﬂ

ist, denn die rechte Seite wird durch das Weglassen des zweiten Faktors nur noch verkleinert.
Da aus der Giiltigkeit der Ungleichung fiir n = k die Gultigkeit fiir n = k + 1 folgt und da die
Giiltigkeit fiir n = 1 feststeht, gilt die Ungleichung fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Aufgabe 10/65

Ein Herr 16st auf der Bank einen Scheck ein und kontrolliert nicht den ausgezahlten Betrag.
In einem Geschéft bezahlt er von diesem Geld eine Rechnung iiber 26,66 MDN. Zu seiner
Verwunderung verbleibt nun ein Rest, der doppelt so grof ist wie der Betrag, iiber den der
Scheck ausgestellt war. Der Herr geht deshalb wieder zur Bank, wo sich herausstellt, dass
der Kassierer die Zahlen fiir Mark und Pfennig verwechselt hat.

Uber welchen Betrag lautete der Scheck?

Der Scheck lautete iiber x Mark und y Pfennig = (100x + y) Pfennig. Ausgezahlt wurden y
Mark und z Pfennig = (100y 4+ ) Pfennig. Davon wurden ausgegeben 26 Mark und 66 Pfennig
= 2666 Pfennig. Es verblieb ein Rest von 22 Mark und 2y Pfennig = (200x + 2y) Pfennig. Somit
ergibt sich die Gleichung

199z + 2666 3z + 20

20 + 27+

100y +  — 2666 = 200z + 2y — y = 9% o3

Damit x und y ganzzahlig sind, muss es eine ganze Zahl u geben, so dass 3z 4+ 20 = 98u ist. Also

folgt
98u — 20 2u+1
r=—

3 =32u— 7+
Damit = ganzzahlig wird, kommen nur die Werte v = 1;u = 4;u = 7;..u = 3k 4+ 1 mit
k = 0;1;2;... in Frage. Daraus folgt x = 26 als einziger Wert (da = ein Pfennigbetrag war, gilt
x <99, was nur fir v = 1 erfiillt ist). Damit ergibt sich auch y = 80.
Der Scheck lautete also auf 26,80 MDN, es wurden versehentlich 80,26 MDN ausgezahlt und
nach Begleichen der Rechnung iiber 26,66 MDN verblieben noch 53,60 MDN, also das Doppelte
von 26,80 MDN.
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Aufgabe 11/65
Es sei ABC' ein beliebiges spitzwinkliges Dreieck. D, F und F seien Fufipunkte der Héhen
ha, hy und h.. Es ist zu beweisen, dass die Hohen gleichzeitig Winkelhalbierende im Dreieck

DEF sind.

Wir fithren den Beweis an Hand der Abbildung. Dabei geniigt es, den Beweis fir eine der drei
Hohen zu fithren, die Behauptung fiir die anderen Hohen folgt dann durch zyklische Vertauschung

der entsprechenden Stiicke.

Es ist A ADC ~A BEC (beide Dreiecke enthal-
ten den Winkel v bei C und je einen rechten Win-
kel, Hauptdhnlichkeitssatz). Daraus folgt % = 5
A DCE ~pA ABC (beide Dreiecke enthalten den Win-
kel v und stimmen im Verhéltnis zweier Seiten tiberein).
Demnach ist K DEC = ;  EDC = « (Gleichheit der Winkel
in dhnlichen Dreiecken). Analog schlieBt man {DFB = ~;
AFDC = «. Fir den Winkel {FDA und fir den Winkel
A EDA ergibt sich damit £ FDA = 90°—a; LEDA = 90° —q,
also AFDA = LEDA.

Folglich ist AD = h, Halbierende des Winkels L FDFE, was zu beweisen war.

Aufgabe 12/65

Eine gut brauchbare Iterationsformel fiir die ndherungsweise Berechnung von /a ist

1 a
un+1:§ Up + —
n

wobei u,, ein n-ter Naherungswert ist. Es ist zu beweisen:

1. Ist ug # 0 ein zu kleiner Néherungswert fiir \/a, so ist u; = 3 (uo + u%) ein zu grofler

N&iherungswert.

2. Ist u, ein zu grofler Naherungswert fiir \/a, so ist u,11 = % (un + i) ein besserer zu

grofler Naherungswert.

Un

3. Die Folge {u,}, die man durch wiederholte Anwendung der Iterationsformel gewinnt,
konvergiert tatséchlich gegen +/a.

Es sei v/a = x, also a = 22

1.) Zu beweisen ist: Ist 0 < ug < x, so ist u; = % (uo + u%) > x.

Beweis: Es sei upx — Az mit x > Az > 0 (nach Voraussetzung). Dann ist

1
U1:<U0+

2

>— Az + $2 — +A7(L‘2
-\ T e —Az) " 2(x — Ax)

Wegen = > Az ist z — Ax > 0, folglich ist auch

und damit u; > x = /a.

Az?

2(x — Ax) >0

2.) Zu beweisen ist: Ist u, > x, s0 ist U, = % (un + —n) > .
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Beweis: Es sei u, = z + Az mit Az > 0 (nach Voraussetzung). Dann ist

1 a x? Az?
Uptr1 = = | up + — z + Ax + =z +

2 n x + Az 2(z + Ax)
Nun ist A2 A
T x
0< = <A
2w+ Ar) 2(E+1) 7

wegen 2 (& + 1) > 2 (da Az > 0, ist & > 0), also

>z =+a

Az?
un:x+A1’>un+1:x+m
3.) Mit diesen Beweisen ist zwar gezeigt, dass die Folge {u,, } sich immer mehr /a = z (spétestens
vom zweiten Glied an von oben) néhert, es ist aber noch nicht bewiesen, dass sie tatsichlich
gegen diesen Wert konvergiert (d.h., dass sie sich ihm beliebig néhert). Es konnte namlich sein,
dass sie gegen eine Wert x + ¢ konvergiert, wobei ¢ eine positive Konstante ist.

Ist u, = + Az, (also Az, > 0, so ist

1 x2 Az
Up+1 5 (m—i— $n+m—|—A:cn> x+2(a;+Axn) T+ Axpiq
Nun ist A2 A
T T 1
0< Ax = n = i < =Az
n+1 2(x + Azy) 9 (AIx}L + 1) 9=

wegen Aixn + 1> 1. Also ist die Folge

eine Majorante fiir die Folge {u,}. Da

A
lim v, = lingo<x—|— x1> =z

n—00 n— on—1

und wu, > z fir jedes n, ist nach dem Majorantenkriterium auch lim,, oo u, = 2+/a.
Schlussfolgerung: Fiir jedes a > 0 und fiir jedes Az > 0 konvergiert die Folge {u,} mit u,+1 =
3 (un + ﬁ) gegen +/a.

Man kann also von einem voéllig beliebigen Naherungswert (auch von scheinbar unsinnigen wie
beispielsweise /a ~ 1 oder \/a ~ a) ausgehen. Dabei erfolgt die Anndherung spétestens von
zweiten Glied an von oben.

Aufgabe 13/65

Gegeben sind drei Punkte A, B und C, die nicht auf einer Geraden liegen. Man konstruiere
einen vierten Punkt D, der die folgende Eigenschaft hat:

Legt man durch D einige beliebige Gerade und féllt man auf sie die Lote von den gegebenen
Punkten, so ist das Lot von C' gleich der Summe der Lote von A und von B.

Analysis: Angenommen, die Aufgabe sei bereits gelost (vgl. Abbildung). Dann bilden die Punkte
A, B, G und J ein bei G und J rechtwinkliges Trapez. Ist E/ der Halbierungspunkt von AB und
EH das Lot von E auf GJ, so gilt AJ + BG =2EH (FH ist Mittellinie im Trapez).
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A
LH_F
J

Ferner ist CF = AJ 4+ BG = 2E H nach den Bedingungen der Aufgabe. Ist nun D der Schnitt-
punkt der Geraden EC mit GJ, so gilt wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke CFD und EHD
(nach dem Hauptahnlichkeitssatz), dass DE : DC = EH : CF =1 : 2 ist. Daraus ergibt sich
folgende Konstruktion.

Konstruktion: Man halbiere die Strecke AB. Der Mittelpunkt sei . Man verbinde F mit C' und
teile EC innen im Verhéltnis 1 : 2. Der Teilpunkt D ist der gesuchte Punkt.

Beweis: Zieht man durch D eine beliebige Gerade und fallt man auf sie die Lote AJ, BG, CF
und FH (wobei E der Halbierungspunkt von AB ist), so gilt:

A CFD ~n EHD (Gleichheit der Winkel {CFD = {EFHD und {FDC = {HDE, Hauptihn-
lichkeitssatz), also FC : EH = CD : ED = 2 : 1, folglich FC = 2FEH.

Da nun AJ, EH und BG parallel sind und AFE = EB gilt, ist EH Mittellinie im Trapez ABGJ
und mithin FH = A‘”’%, also FC = AJ + BG.

Aufgabe 14/65
Welche Bedingungen miissen a und b erfiillen (a;n > 0; ganz), wenn m = v/a" + a"*+1 eine
natiirliche Zahl sein soll?

Es ist

m=+Va"+a"tl = /a"(a+ 1)

Man unterscheidet nun zwei Félle.
1) Es sei n = 2k mit k = 1;2;3;.... Dann ist

m = \/a?*(a+1))a"Va+1

Damit m eine natiirliche Zahl ist, muss a + 1 eine Quadratzahl sein: a + 1 = b*" mit b;r > 0,
ganz. Daraus folgt a = b*" — 1. Wenn n gerade ist, muss also a um 1 kleiner sein als eine Potenz
mit geradem Exponenten.

2) Es sei n = 2k — 1 mit k = 1;2;3;.... Dann ist

m = /a2~ (a +1))a* 1\ /a(a + 1)

Damit m eine natiirliche Zahl ist, muss a(a+1) eine Quadratzahl sein. Das ist aber nicht mdoglich,
denn a und a + 1 sind teilerfremd, so dass ihr Produkt nur dann eine Quadratzahl sein kann,
wenn jeder Faktor eine Quadratzahl wére, woraus jedoch folgen wiirde a = 0 im Widerspruch
zur Voraussetzung a > 0.

Die Bedingungen lauten also:

1.) n muss eine gerade Zahl sein und 2.) @ muss um 1 kleiner als eine Potenz mit geradem
Exponenten sein.

Aufgabe 15/65
Welcher Beschrankung unterliegt u, wenn die Ungleichung fiir alle reellen a,b und A gelten
soll:

a* 4+ \2* > pa®b?
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Zunéchst ist klar, dass die Ungleichung fiir a = 0 oder fiir b = 0 oder fiir a = b = 0 bei jedem

reellen A\ gilt. Sieht man von diesen Féllen ab, so kann man fiir die weiteren Betrachtungen
2

a # 0;b # 0 voraussetzen, durch a* dividieren und lc’—z = x substituieren; man erhélt also

14+ M2 > px 1—px+X22>0 (1)

Hiervon kann man ohne weiteres zu der gegebenen Ungleichung zuriickkommen. Die Aufgabe
besteht jetzt darin, festzustellen, unter welchen Bedingungen die quadratische Form

y=1—px+ 2% (2a)

nicht negativ ist. Man ergénzt die ersten Glieder quadratisch und findet

Diese Summe von Quadraten reeller Zahlen ist nichtnegativ, wenn es die Koeflizienten der Qua-
drate sind, d.h., wenn
1

Aﬁuzzm pw <2\ (3)

gilt. Das ist die gesuchte Bedingung. Aus der Gleichheit in (3) folgt allerdings nicht die Gleichheit
in (1), denn in (2b) bleibt das erste Quadrat stehen und ma hat

[ 2
Q—QQ > (1—|Az)> >0

und nur fur

r=— (4)

tritt auch in (1) Gleichheit ein.

Ist (3) nicht erfiillt, ist also p > 2|A|, so gilt die Ungleichung nicht fiir alle a und b; eine Umgebung
des kritischen Wertes (4) muss man ausnehmen. Dies erkennt man leicht, wenn man (2) als
Parabel deutet, deren Achse in Richtung der positiven y-Achse eines rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystems verlduft. Die Schnittpunkte der Parabel mit der x-Achse liegen bei

1
T2 = 55ty p? —4x?)  (5)

Fir g < 2|A| sind sie komplex, die Parabel liegt in den ersten beiden Quadranten, y ist stets
positiv.

Bei = 2|)A| beriihrt sie die x-Achse an der Stelle (4), y ist gleich Null an der Stelle 215 =
Ay = ﬁ, sonst positiv, also iiberall nicht negativ. Damit sind (3) und (4) auch geometrisch
gewonnen.

Und fiir g1 > 2|)\| ist y nur dann nichtnegativ, wenn x nicht zwischen z; und zo gemif (5) liegt.

Zusammenfassung:
Ist a = 0 oder b = 0 oder a = b = 0, so gilt die Ungleichung uneingeschrinkt fiir jedes A und
jedes p. Ist a # 0 und b # 0 sowie

1. pu < 2|A|, so gilt sie fur alle a, b und .

2. p=2[\ oder |A\| =z = ‘g—j, so besteht Gleichheit.

3. p > 2|A|, so gilt die Ungleichung nur fiir diejenigen a und b, fiir die x = sz nicht in dem
offenen Intervall 1 < z < xo liegt.
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Aufgabe 16/65
Der Unterschied zwischen der Differenz der Kuben und der Differenz der Quadrate zweier
benachbarter natiirlicher Zahlen betrdgt 114. Um welche Zahlen handelt es sich?

Die beiden benachbarten Zahlen kénnen durch ein Symbol ausgedriickt werden. Ist a die groflere
von beiden, so ist a — 1 die kleinere. Die Differenz der Kuben ist a® — (a — 1)? = 3a? — 3a — 1, die
Differenz der Quadrate ist a> — (a —1)? = 2a — 1. Der Unterschied zwischen beiden ist demnach

|(3a> —3a+1) — (2a — 1)| = |3a? — 5a + 2|

Nach den Bedingungen der Aufgabe gelten also die beiden Gleichungen

5 112 5 116

3a2—5a+2:114—>a2—§a—?f0 und —3a2+4a—2:114—>a2—§a+7:0
Die rechte Gleichung hat keine reellen Losungen, die linke liefert die Losungen a; = 7 und
ag = —%. Die Losung a9 ist keine Losung im Sinne der Aufgabe, de sie nicht ganzzahlig ist. Die

gesuchten Zahlen sind also 7 und 6.
Dasselbe Ergebnis erhalt man, wenn man mit a die kleinere der beiden Zahlen bezeichnet. Das
Ergebnis ist also eindeutig.

Aufgabe 17/65
Man bestimme den geometrischen Ort fiir den Mittelpunkt einer Kugel mit gegebenem
Radius r, die zwei einander unter dem Winkel 2« schneidende Geraden beriihrt.

Voriiberlegung: Der Kugelmittelpunkt hat in jeder Lage den gleichen Abstand von den Gera-
den, die Kugeltangenten sind. Der geometrische Ort des Kugelmittelpunktes gehért demnach
den beiden Symmetriebenen des Geradenpaares an.

Diese Ebenen stehen senkrecht auf der durch die beiden Geraden bestimmten Ebene und schnei-
den diese in den beiden Winkelhalbierenden.

Der geometrische Ort des Mittelpunktes einer Kugel, die nur eine Gerade beriihrt, ist eine
Zylinderflache, deren Radius gleich dem Kugelradius und deren Achse die Gerade ist.
Der gesuchte Ort ist demnach der Schnitt der beiden Symmetriebenen mit dem Zylinder vom
Radius r um eine der beiden Geraden. Da eine nicht achsenparallele Ebene einen Zylinder in
einer Ellipse schneidet, besteht der geometrische Ort aus zwei Ellipsen, deren Nebenachsen
zusammenfallen und deren Hauptachsen senkrecht aufeinander stehen.
Die halben Nebenachsen sind gleich dem Kugelradius r, die halben Hauptachsen ergeben sich
nach der Abbildung (die den Grundriss des Schnitts darstellt) zu

T r

- und
sin «v CoSs (v
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Aufgabe 18/65
Es ist zu beweisen, dass fiir beliebige positive Zahlen a, b, ¢, d die Ungleichung
a b c d 4

>
b+c+d+a+c+d+a+b+d+a+b—|—0_ 3

gilt. In welchem Fall tritt Gleichheit ein?

Offensichtlich tritt Gleichheit ein fiir a = b = ¢ = d. Dann gilt nédmlich
a,a a a 4
3¢ 3a 3a 3a 3
Ob noch in einem anderen Fall die Ungleichung zur Gleichung wird, bleibt nachzupriifen. Sub-
stituiert man
b+c+d=A; a+c+d=20B a+b+d=C a+b+c=D

so nimmt die linke Seite der Ungleichung die Form

SR
B C

|8
SIS

an. Daraus folgt
g+£+£+£:a+A+b+B+c+C+d+D_
A B C D A B C D
Nunista+ A=b+B=c+C=d+ D =a+b+c+d= F. Damit ergibt sich
a b ¢ d E E E E (1 11 1)

4

Z+§+5 B_Z E+6+5_4:E —+ =+ =+ =

Weiter ist 3K =3a+3b+3c+3d=A+ B+ C+ D. Es folgt

a b c d 1 1 1 1 1

_1(A+B+C+D+A+B+C+D+A+B+C+D+A+B+C+D> -
=< 4=

A B C D
—1O+B+C+D+1+A+C+D+1+A+B+D+1+A+B+C)4e
3 A A A B B B c Cc C D D D a

[ D)(De (Fe2) E09) (5e) (52 -

In der eckigen Klammer stehen 6 Summen zu je zweier positiver einander reziproker Zahlen.
Wir beweisen nun den folgenden Hilfssatz:
Fiir zwei positive Zahlen x und y gilt stets % +4>2
Beweis: Es ist sicher fiir jedes positive x und y: (x — y)? > 0. Daraus folgt
2
TAY o T Yoy
xy y T

22y > 22y —

Dabei tritt Gleichheit offensichtlich genau dann ein, wenn x = y ist.

Demzufolge gilt
<a+b+c+d)>1u_8_4
A B C D)3 3 3
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Aufgabe 19/65

In einer Ebene seien vier Punkte A, B, C, D gegeben, von denen nicht mehr als zwei auf
derselben Geraden liegen. Man konstruiere in dieser Ebene ein Quadrat so, dass auf jeder
Quadratseite (oder ihrer Verlingerung) je einer der gegebenen Punkte liegt.

Analysis: Es seien A, B, C, D die gegebenen Punkte,
L X 4 a EFGH das gesuchte Quadrat und X der Schnittpunkt
des Lotes von C' auf BD mit der gegeniiberliegenden Sei-
te EH (oder ihrer Verldngerung). Dann ist BD = CX.
Der Beweis folgt aus der Kongruenz der Dreiecke C X X’
und BDD' (wobei X’ bzw. D’ die Fuipunkte der Lote
B : von X und D auf die Gegenseite sind); es ist namlich
DD'" = XX' = FG = EH, ADD'B = £XX'C = 90°
und £D'BD = £X'CX (senkrecht aufeinanderstehende

Schenkel).

I C G Daraus ergibt sich sofort die folgende Konstruktion.

Konstruktion: Man zeichne BD und félle von C das Lot auf BD. Auf dessen Verlangerung
bestimme man X so, dass CX = BD ist. Die Fulpunkte der Lote von B und D auf die durch
X und A bestimmte Gerade sind E und H, die Fufipunkte der Lote von B und D auf die zu
AX parallele Gerade durch C sind F' und G.

Die Konstruktion ist stets ausfiihrbar.

Aufgabe 20/65

Eine Strecke AB = 2r wird durch die Punkte P, P»
und Pj in vier gleiche Teile geteilt. Kreisbogen mit den
Radien %r um P; und P35 schneiden einander iiber AB
in Q. Kreisbogen um A, P, und B mit dem Radius r
schneiden einander auf derselben Seite von AB in den
Punkten R und S.

Wie grofl ist der Radius z des Kreises, der die
Spitzbogen ARP> und P».SB von auflen und den Spitz-
bogen AQB von innen beriihrt (vgl. Abbildung)? Wo

liegt der Mittelpunkt dieses Kreises?

Hilfssatz: Die Zentralen einander beriihrender Kreise verlaufen durch den Berithrungspunkt (auf
den Beweis wird verzichtet, da er allgemein bekannt ist).
Im Dreieck PyM B gilt

3 y 72 9

(ir—m) —Z:(r+x)2—r

daraus folgt durch Auflésung nach x: x = %r. Fiir y ergibt sich aus dem Dreieck Py PoM:

Damit ist die auf Grund der Abbildung naheliegende Vermutung widerlegt, M liege auf dem
Halbkreis mit dem Radius r um P», denn es ist

2 24
57“\/6:7“\/%757“
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Aufgabe 21/65
n
Es sei S, = >, # Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Ungleichung gilt:

r=1

2Wn+1-2<8,<2y/n—1

Induktionsbasis: Fiir n = 2 gilt die Ungleichung, denn es ist

1
2\/3—2%1,46<1+$%1,71<2\@—1z1,85

Induktionsannahme: Es sei die Ungleichung fiir n = k richtig, d.h., es gelte

Wk+2< 8, <2Vk—1

Hilfssatz: Es ist

WE+2—2Wk+1< <2Wk+1-2Vk

1
Vk+1

Beweis

C2WEk+2—-VE+D)(WE+2+VE+1) 2
k2 =2V = (VE+2+VE+1) T WErZivELD
1 2 C2VEHT-VRWEFT+VE) L —
S VRl VRriavE (VE+1+Vk) =2vk+1-2vk

Induktionsschluss: Die Addition der Ungleichungen

1
vk +1

Wk+1-2< S, <2Vk—1 und Wk+2-2Vk+1< <2Wk+1-2Vk

ergibt unmittelbar

Whk+2< S <2Vk+1—2VEk

Somit gilt die gegebene Ungleichung fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1.

Aufgabe 22/65

Gesucht ist eine natiirliche Zahl mit der folgenden Eigenschaft: Die letzte Ziffer ist z; streicht
man diese Ziffer weg und setzt sie als erste Stelle vor die iibrigen Ziffern, so entsteht das
Siebenfache der urspriinglichen Zahl.

Da die "neue Zahl” das Siebenfache der urspriinglichen sein soll und aus dieser durch das
Wegstreichen und Vorsetzen der letzten Stelle hervorgehen soll, muss sich die vorletzte Stel-
le aus der letzten durch Multiplikation mit 7 ergeben.

Da 7.z =49 ist die vorletzte Stelle eine 9.

Die drittletzte Stelle ergibt sich wiederum durch Multiplikation der vorletzten mit 7, wobei
jedoch der Ubertrag der 4 Zehner aus 49 zu beachten ist; sie ergibt sich also durch 7-9+4 = 67
zu 7. Damit erhdlt man auch die viertletzte Stelle aus 7-7 4 6 = 55 zu 5.

Das Verfahren setzt man fort, bis schliefflich eine Ziffernfolge 10 aufgetreten ist. Man hat damit
die kleinste natiirliche Zahl mit der geforderten Eigenschaft erhalten. Wiirde man das Verfahren
dariiber hinaus fortsetzen, so ergebe sich eine Periodizitdt; damit ist gezeigt, dass es beliebig
viele derartige Zahlen gibt.

Die auf diese Weise gefundene Zahl ist 1014492753623188405797.
Streicht man die letzte Stelle und setzt sie vor die erste, so ergibt sich die Zahl
7101449275362318840579, die tatsdchlich das Siebenfache der urspriinglichen ist.
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Aufgabe 23/65
Gegeben sind die beiden Punkte A und B. Gesucht ist der Halbierungspunkt der Strecke
AB. Zur Konstruktion ist nur der Zirkel zugelassen.

Konstruktion: Man schlage um die Punkte A und B
je einen Kreis mit dem Radius r = AB. Es ergeben
sich die Schnittpunkte S und S’. Ein weiterer Kreis
um S mit dem Radius » = AB schneidet den Kreis
um B aufler in A in T'. Ein Kreis um 7T mit demselben
| Radius schneidet den Kreis um B in S und C (vgl.
| Abbildung).
Ein Kreis um C mit dem Radius R = AC schneidet
den Kreis um A in den Punkten D und E. Die beiden
Kreise, die man mit dem Radius r = AB um D und E
schldgt, haben die Schnittpunkte A und H. Der Punkt
H ist der gesuchte Halbierungspunkt.

Beweis: Verldngert man die Strecke AC' um sich selbst hinaus bis F' und verbindet D mit
A und F, so ergibt sich ein bei D rechtwinkliges Dreieck ADF, denn der Winkel ADF ist
Peripheriewinkel im Halbkreis iber AF' (vgl. Abbildung 2).

Die Hypotenuse hat die Linge 4r, die Kathete AD = AB hat die Liange r. Der Fu3punkt die
Hoéhe auf AF sei G.

Nach dem Kathetensatz gilt dann r? = 4r - AG = AB?. Daraus ergibt sich AB = 4AG oder
AG = 1AB.

Nun ist G gleichzeitig Fulpunkt der Hohe auf der Basis AH des gleichschenkligen Dreiecks
ADH. Damit gilt AG = GH oder AH = 2AG, folglich AH = %AB.

Aufgabe 24/65
Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt

Zcos 1/—1) =0

Es ist

zn: 2V—1) 17r+ 37r+ n (2n—1 z”: 21/—1) 1
coOS ———— = cos — + cos — + ... + cos —— cos ————
2n 2n

Dann ist (wegen cos (m — x) = cos x)

1 n
> con 2T 32

v=1 v=1

[ 21/—1) 2v—-1)+1 ]
COS—— T — COS ——————7
2n
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= i{cos%ﬁw—cos(w—%i)“ﬂﬂ :;iozo

v=1

N

Aufgabe 25/65
Gesucht ist ein Paar natiirlicher Zahlen m und n mit m # n, m;n # 0, das die Gleichung

m\™ n\"
() = (i)
erfillt. Es ist weiter zu zeigen, dass es (bis auf die Reihenfolge) genau ein derartiges Paar
gibt.

Da m # n ist, kann m > n angenommen werden,. Aus m > 1 und m > n folgt (3)" > ()"

Demnach muss m < 4 sein, und es folgt m™ = n" - 4™~". Da m > n ist, muss m eine gerade
Zahl sein. Fir m kommt demnach nur m = 2 in Frage. Tatsachlich ist m = 2,n = 1 das einzige
Losungspaar.

Aufgabe 26/65
Man beweise den folgenden Satz: Ein Dreieck mit den Seitenlingen a, b und ¢ und dem
Umkreisradius r ist genau dann rechtwinklig, wenn gilt:

a? +b* + c* = 8r?

Es sei ABC' ein beliebiges Dreieck, ¢’ der dem Punkt
C diagonal gegeniiberliegende Punkt auf dem Umkreis.
Dann ist nach dem Satz des Thales

a®+ai = (2r)%  UP+b] = (2r)? = ®+b7+al b7 = &

Die Behauptung a? + b% + ¢ = 8r? ist genau dann rich-
tig, wenn ¢ = a? + b? ist. Das aber ist genau dann der
Fall (nach dem Satz des Thales bzw. nach dem Satz des
Pythagoras), wenn ¢ Durchmesser des Umkreises ist, also
wenn ABC' ein rechtwinkliges Dreieck ist.

Aufgabe 27/65

Die Kurve der Funktion y = f(x) = a” soll die Kurve der Funktion y = g(z) = =
1.Quadranten beriihren.

Fiir welche Werte von a und n ist dies moglich? Man bestimme die Koordinaten des
Beriihrungspunktes.

"™ im

Werden zwei Kurven durch die Funktionen f(z) und g(z) dargestellt, so lauten die Bedingungen
fiir die Beriihrung in einem Punkt mit der Abszisse: f(z) = g(z) und f'(z) = ¢'(z).
Die gegebenen Funktionen und ihre Ableitungen sind f(z) = a%; f'(x) = a®Inz und g(z) =
2"; ¢'(z) = nz™ 1. Der Beriihrungspunkt sei (z1;y1). Dann gelten die Gleichungen

=z und a™lnz; =nal
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Logarithmieren der 1.Gleichung und Division mit der zweiten ergibt ;51 = Inz;. Mit der 1.Glei-

chung wird damit Inz; = 1, also x; = e. Einsetzen in die Gleichung ergibt n = elna bzw.
a = /e". Fiir y; ergibt sich somit y; = e™.
Ergebnis: Die Koordinaten des Beriithrungspunktes sind (e; ¢”). Eine Beriithrung ist nur moglich,
wenn a und n durch die Gleichung n = elna verbunden sind. Eine Berithrung ist unméglich,
wenn a = 1 ist, da dann n = 0 wird und die beiden Funktionen als identische Geraden zusam-
menfallen. Wenn a < 1 ist, dann ist n < 0.

Aufgabe 28/65

Eine zweistellige Zahl ist zu finden, bei der das Produkt aus den beiden Ziffern gleich der Dif-
ferenz aus dem flinffachen Quadrat der letzten Ziffer und der um 10 vermehrten Quersumme
ist.

Die gesuchte Zahl sei z = 10z — y mit 0 < z;y < 9, ganz. Aus den Bedingungen der Aufgabe
folgt die Gleichung

10
zy=5r—x—y—10 bzw. y?= :L’y+x—5ky+

Da zy + = + y wegen der Bedingungen fiir « und y sicher kleiner als 100 ist, folgt fiir y? < 22

und damit y < 4. Unter den damit in Frage kommenden Werten y = 1;2;3;4 erfiillt nur der

Wert y = 3 mit z = 8 die Gleichung. Also ist nur das Zahlenpaar mit x = 8,y = 3 eine Losung

und es ist z = 83.

Aufgabe 29/65

Gegeben sind ein Kreis k£ mit einer Tangente sowie dem
Beriihrungspunkt 7" von k£ mit ¢ und eine zu ¢ paralle-
M Q le Gerade g. Jede Gerade durch T' schneidet k in einem
Punkt P und g in einem Punkt Q.

Es ist zu beweisen: Der Produkt p = T'P - T'Q) ist kon-
stant, d.h., p ist unabhéngig von der speziellen Lage der
Geraden durch T

Die zu t parallele Gerade g kann beziiglich des Kreises drei
t 9 prinzipiell verschiedene Lagen einnehmen. Eine Moglichkeit
zeigt die Abbildung. Weiterhin kann ¢ durch den Kreis ver-
laufen oder auch auf der anderen Kreisseite diesen passieren.
M e g In allen drei Féllen kann man jedoch die folgenden Glei-
chungen mit dem Winkel « = LK MTA = £BTQ aufstellen:
cosa = ﬁ cosa = %
A Daraus ergibt sich unmittelbar

— TP
P a %:W also TP -TQ = 2ar

Da a und r konstante Faktoren; unabhéngig vom Anstieg der Sekante; ist also T'P-T'(Q) konstant.

Aufgabe 30/65
Man beweise den folgenden Satz:
Ist p eine Primzahl und p > 5, so ist jede aus p — 1 gleichen Ziffern n bestehende Zahl z

durch p teilbar.
Beispiele: 444444 ist durch 7 teilbar, 1111111111 ist durch 11 teilbar.
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Jeder Primzahlstammbruch (auBer fiir p = 2 und p = 5) ldsst sich einen reinperiodischen Dezi-
malbruch mit genau (p — 1)-stelliger Periode schreiben. Dass eventuell kiirzerer Perioden auftre-
ten, kann hier unbeachtet bleiben, da die Periodenlénge in einem solchen Falle stets Teiler von
p — 1 sein muss, also eine entsprechend vervielfachte Periode anzunehmen wére.)

Eine solche (p — 1)-stellige Periode ergibt, mit p multipliziert, eine (p — 1)-stellige aus lauter
Neunen aufgebaute Zahl, die bei Division durch 9 in eine durch p teilbare, aus lauter Einsen
geschriebene (p — 1)-stellige Zahl iibergeht. Jedes Vielfache solcher Zahl ist dann auch durch p
teilbar, natiirlich p > 5 vorausgesetzt.

Aufgabe 31/65
Gegeben sind zwei konzentrische Kreise. Es ist eine gemeinsame Sekante zu konstruieren, so
dass die Sehne des dufleren Kreises doppelt so grof ist wie die Sehne des inneren Kreises.

Analysis: Angenommen, die Aufgabe wére bereits gelost.

Verlingert man den Radius M A iiber A hinaus um sich selbst

bis B, so ist das entstehende Dreieck ABC kongruent dem Drei-

eck ADM. (Wegen AD = CD, AM = AB, {DAM = LCAB).

Wegen L ADM = 90° ist dann auch £ ACB = 90°. Damit ergibt
M sich folgende Konstruktion:

D C 2. Konstruktion: Man zeichne in den inneren Kreis einen

E w beliebigen Radius M A und verldngere ihn um sich selbst bis

zum Punkt B. Uber AB schlage man den Thaleskreis, der den

duBleren Kreis in C schneidet. Die Gerade durch A und C ist die
gesuchte Sekante.

3. Beweis: Folgt unmittelbar aus der Analysis.

4. Determination: Die Wahl des Punktes A ist auf beliebig viele Weisen méglich. Zu jeder Wahl
gibt es genau zwei Schnittpunkte C' und C’ des Thaleskreises mit dem dufleren Kreis, wenn der
Radius R des dufleren Kreises kleiner ist als das Doppelte des Radius r des inneren Kreises:
R < 2r.

Ist R = 2r, so beriihrt der Thaleskreis den dufleren Kreis in genau einem Punkt. Fiir R > 2r
gibt es keinen Schnittpunkt und die Aufgabe ist unlésbar.

Aufgabe 32/65
Man zeige, dass die beiden Ungleichungen

zyz(z+y+2)>0 und Ty +yz+zz>0

mit x;y; z # 0 genau dann gelten, wenn sgn z = sgny = sgn z ist. Dabei ist sgna = 0, wenn
a=0,sgna =1, wenn a > 0 und sgna = —1, wenn a < 0 ist.

Der Beweis gliedert sich in zwei Teile.

1. Aus sgnx = sgny = sgn z folgt sgn xyz = sgnx = sgnx + y + z und damit sgnxyz(z +y +2) =1
sowie sgnxy = sgnyz = sgn zx = 1, also sgn (zvy + yz + zz) = 1.

Das heifit aber nichts anderes als

zyz(x+y+2) >0 und xy+yz+axz>0

2. Angenommen, es wére sgnx = sgny = —sgngz, so wirde folgen sgnzy = 1,sgnyz =
—1,sgnxz = —1, also xy > 0,yz < 0,2z < 0. Durch Division der ersten gegebenen Unglei-
chung durch yz < 0 folgt 22 + 2y + zz < 0.

140



2.5 Aufgaben und Lésungen 1965

2

Addiert man auf beiden Seiten dieser Ungleichung yz und subtrahiert man x*, so ergibt sich

:ry+yz+z:n<—:v2+yz<0

(da yz < 0) im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist die Annahme falsch und es kann nur
gelten sgnx = sgny = sgnz (da die Annahme sgnx = sgnz = —sgny auf einen analogen
Widerspruch fiihrt).

Aufgabe 33/65
Es sei a eine beliebige positive reelle Zahl. Man beweise:

a) Ist x # {/a und a > 0, so ist

a+ (n—1)x"
- T(L:U" 1> > Ya
b) Ist
a+ (n—1)yp_ a
y1 > Va; yp = —F=l und oz = ——
NYp_q Yk

so konvergiert die Folge {yx} monoton fallend (also von oben) und die Folge {zx} monoton
steigend (also von unten) gegen /a.

a) Die n positiven Zahlen —r;z;x;...;x mit z # %5 haben das arithmetische Mittel y und

das geometrische Mittel {/a. Ersteres ist bekanntlich immer grofler als letzteres.

b) Nach a) sind alle Glieder der Folge {yx} grofer als {/a. Alle Glieder der Folge {zj} sind
kleiner als {/a, denn es ist

n a \" a” < a”
Ui (yp) =t ant

und das Radizieren eine monotone Operation. Also ist

2 < Va < : 29 < Va < ys, ...
Somit ist
21+ (n— Dyp1 Yk—1 — Zk—1
Yk = o = Yk—1— . < Yk-1

und natiirlich zx > z,_1, also {yx} monoton fallend, {z;} monoton steigend. Demnach ist jedes
der Intervalle I, = (z;yx) im vorherigen Intervall Iy_; = (zx_1;yr—1) enthalten, und jedes
Intervall I}, enthilt {/a.
Da nun aber die Intervalllangen

Yk—1 — Zk—1

1
Yo — 2% < Yk — -1 = Yho1 — ————— — Zk—1 = (Yh—1 — Zk—1) (1 - )
n n

von Index zu Index starker als mit dem konstanten Faktor (1 — %) < 1 schrumpfen, also gegen

Null konvergieren, zieht sich die Intervallschachtelung {I;} auf einen Punkt zusammen: {/a.
Somit konvergieren beide Begrenzungsfolgen {yx} und {2} gegen /a.
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Aufgabe 34/65

Es gibt vier aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, von denen gilt:

Die Summe der Kuben der beiden kleineren ist gleich der Differenz der Kuben der beiden
grofleren. Diese vier Zahlen sind zu finden.

Wenn w, z, y und z die vier aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen sind, so gilt auf Grund

der Behauptung

wd =23y = pad 4yt =28

Ferner gilt, wenn mit w die kleinste der vier Zahlen bezeichnet wird, zc =w + 1,y =w+ 2,2z =
w + 3, also

w? + (w+ 1) + (w+2)3 = (w+3)% = 20® — 120 =18 = ww? —6) =9

Da w als natiirliche Zahl ganz sein muss, ist w? ebenfalls ganz und damit auch der Faktor in
der Klammer. Die Zahl 9 ist also in zwei ganzzahlige Faktoren zerlegt, mit den Moglichkeiten:
1. 9 =1-9: diese Moglichkeit scheidet aus, da weder w = 1 noch w = 9 die Gleichung erfiillt.
2.9 =3"3: durch w = 3 ist die Gleichung erfiillt

Wenn w = 3, so folgt + = 4,y = 5,2z = 6. Einsetzen dieser Werte in die Ausgangsgleichung
liefert 27 + 64 = 216 — 215. Damit ist die Aufgabe gelost.

Aufgabe 35/65
Es seien A, B, C' und D die Eckpunkte eines ebenen Vierecks. Man beweise, dass dann gilt

sin LCAB-sin A DBC-sin L ACD-sin { BDA = sin LABD-sin {BCA-sin {CDB-sin £ DAC

Zunichst sei das Viereck konvex. Im weiteren verwenden wird die Bezeichnungen aus der Ab-
bildung.
Nach dem Sinussatz der ebenen Trigonometrie kann man folgende Gleichungen aufstellen:

a:x=sinp:sina; x:y=siny :sinfy; y:c=sindy :sinp
Durch Auflésung des Systems (Elimination von z und y) ergibt sich:
c-sinvyy -sindy = a - sinay - sin (1)
Weiter gelten, ebenfalls nach dem Sinussatz, die folgenden Gleichungen:
a:w=sinp:sinPy; w:z=sind;:sinay; z:c=sinvy; :sinp

Die Elimination von z und w ergibt: ¢-sindy - sinvy; = a - sin ay - sin B (2)
¢ C Dividiert man (1) durch (2), so folgt:
D

sinyy -sind;  sinag - sin Py

sinyy -sinds  sinaq - sin f;

b
d
M sin v - sin 1 - siny; - sin d; = sin o - sin Bg - sin 7y - sin d9
o Das ist aber die Behauptung. Der Nachweis fiir ein konkaves
AL Bl p
a Viereck fiihrt zu analogen Gleichungen und Beziehungen.
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Aufgabe 36/65
Es ist zu beweisen: Wenn |z;| < 1 und n eine nattrliche Zahl mit n > 2 ist, so ist

n n
Z xfan x
i=1 i=1

1. Die Behauptung ist trivial, wenn fiir mindestens ein ¢ gilt z; = 0, da die Summe nicht negativ

und das Produkt 0 ist.

2. Die Behauptung ist trivial, wenn fiir genau 2m + 1 Indizes ¢ mit m = 0, 1,... gilt z; < 0, da
dann die Summe nicht negativ ist, das Produkt aber negativ.

3. Wenn fiir genau 2m Indizes ¢ gilt x; < 0, so ist

n n n n
Z $l2 :Z |z;]? und H T; = H |4
i=1

i=1 i=1 i=1

Es geniigt also, die Behauptung fir 0 < z; < 1 zu beweisen.
Beweis mit Hilfe der vollstdndigen Induktion:

1. Die Behauptung ist sich richtig fiir n = 2. Fiir jedes x; > 0 mit ¢ = 1,2 ist
(1 —372)2 > 0—>x% —2$1x2+x% > 0—)%%4-37% > 21129

r

-
2. Angenommen, die Behauptung gelte fiir n = r: z?>n- ]
i=1 i=1

Dann ist
r+1

r T
Z xfzz x?%—x%HZH x
i=1 i=1

i=1
und wegen z,11 < 1 wird

r+1

rH :cler :1;,:1:T+1—7'H x;

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei z,+1 > x,. Dann ist aber

r+1
Try1 > H m1—>xT+1 < H TiTpy] = H T;
=1 =1 =1
r+1 r—+1 r—+1
rH xl+xr+1>rH xz—l—H T; = r—l—l)H ;i
i=1
r+1 r+1
Z (r+1) H T;
i=1

Damit gilt die Behauptung fir alle n > 2 und fiir alle z; mit |z;| < 0.
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2.6 Aufgaben und Losungen 1966

Aufgabe 1/66

Es ist zu beweisen, dass man unter n ganzen Zahlen stets k& Zahlen mit k£ < n so auswéahlen
kann, dass ihre Summe durch n teilbar ist. Dabei gelte auch eine einzelne Zahl als Summe.

Die n Zahlen seien a1, as,as, ..., a,. Daraus kann man mindestens n Summen bilden: a1;a; +
as;al +ag +as;...;a1 +ag + ...+ ay.

Da bei der Division durch n insgesamt n verschiedene Reste 0; 1;2;...; n moglich sind, ist unter
diesen Summen entweder eine, die bei der Division durch n den Rest null ldsst (dann ist die
Behauptung bewiesen), oder unter diesen Summen sind mindestens zwei, die bei der Division
durch n denselben Rest m lassen (m < n). Dann lidsst aber die Differenz zweier solcher Summen
mit demselben Rest m bei der Division durch n den Rest null. Da diese Differenz eine Summe
im Sinne der Aufgabe ist, ist damit die Behauptung vollstdndig bewiesen.

Aufgabe 2/66

Es ist ein Dreieck aus dem Winkel «, der Halbierenden s, seiner Gegenseite a und der Hohe
hq auf der Gegenseite a zu konstruieren!

D

Analysis: Das Dreieck AMH ist nach ssw ohne weiteres kon-
struierbar, wenn s, > h, ist. Im Falle s, = h, fallt M mit H
zusammen, das Dreieck ABC wird gleichschenklig, damit ist sogar
das Dreieck ABC aus den Dreiecken AM B und AMC nach sww
konstruierbar.

Verldngert man AM = s, iiber M hinaus um sich selbst bis zu
Punkt D, so bilden die Punkte A, B, D, C ein Viereck, indem
sich die Diagonalen halbieren, also ein Parallelogramm. Daraus
folgt, dass £ DC'A = 180° — « ist. Der Punkt C' liegt also auf dem
Kreis, der AD = 2s, als Sehne und 180° — « als Peripheriewinkel
fasst.

Ferner liegt er auf der Geraden durch M und H (falls M = H, auf der Senkrechten zu AD in

M).

Die Konstruktion ergibt sich aus der Analysis. Das Dreieck ABC ist genau dann konstruierbar,
wenn s, > h, und « < 180° ist und zwar, bis auf Symmetrie, eindeutig.

Aufgabe 3/66
Man lose die Gleichung

T

( 2+\/§>x+< 2—\/§> =4

T
Setzt man y = (\/2 + \/§> , so wird

B 1

" ()

:( 2iﬁ)x(¢z+j§fﬁ)x< 24 8)

Damit erhélt die gegebene Gleichung die Form y—i—% = 4. Da stets y # 0 ist, folgt 4> —4y+1=10

und damit y = 2 4+ /3.
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1.) Ist y = 2++/3, so ergibt sich (\/ 24 \/§> = 2+4+/3. Damit ist die Losung = = 2 offensichtlich.

2.) Ist y = 2 — /3, so ergibt sich ( 24 \/§> =2 — /3. Da ferner gilt

1 2—3 L
24+v3  (2+V3)(2-v3) V8

x
ergibt sich ( 2+ \/g) = 2+1\/§ mit der Losung = —2.

Aufgabe 4/66
Welches reguldre Polyeder hat folgende Eigenschaften?

1. Werden die Fliachenmitten untereinander entsprechend verbunden, so entsteht wieder
ein reguldres Polyeder.

2. Werden die Kantenmitten dieses zweiten Polyeders untereinander entsprechend ver-
bunden, so entsteht ein drittes regulares Polyeder.

3. Werden die Fldchenmitten dieses dritten Polyeders untereinander entsprechend ver-
bunden, so entsteht ein viertes reguldres Polyeder. Welches Polyeder ist das?

Es gibt fiinf reguldre Polyeder. Zur Losung stellen wir eine Tabelle dieser Polyeder mit der
Anzahl der Ecken, Flichen und Kanten auf:

Polyeder Ecken Flachen Kanten

Tetraeder 4 4 6
Hexaeder 8 6 12
Oktaeder 6 8 12
Dodekaeder 20 12 30
Ikosaeder 12 20 30

Die unter 1. geforderte Eigenschaft weist jedes der Polyeder auf. Bei der Verbindung der Kanten-
mitten zu einem Polyeder scheiden jedoch Dodekaeder und Ikosaeder aus, weil es kein reguldres
Polyeder mit 12 bzw. mit 30 Ecken gibt (die Kantenmitten miissten Eckpunkte des dritten Po-
lyeders werden).

Aber auch Hexaeder und Oktaeder scheiden aus, weil von den 12 Kantenmittelpunkten des He-
xaeders bzw. Oktaeders jeweils 4 in einer Ebene liegen. Nur beim Tetraeder ergibe sich wegen
der 6 Kanten ein Polyeder mit 6 Ecken, also ein Oktaeder. Dessen Flachenmittelpunkte, unter-
einander entsprechend verbunden, liefern ein Hexaeder.

Also einziges reguldres Polyeder hat das Tetraeder die geforderten Eigenschaften, und das vierte
"eingeschachtelte” Polyeder ist ein Hexaeder (Wiirfel).

Aufgabe 5/66

Man beschreibe einem Kreis ein Viereck ein. Welche Bedingungen miissen die Diagonalen
erfiillen, wenn die Summe der Kreisbogen iiber zwei nicht benachbarten Seiten gleich dem
halben Kreisumfang sein sollen?

Die beiden Diagonalen schneiden einander im Punkt P unter dem Winkel o bzw. seinem Sup-

plement 180° — a. Angenommen es gelte AB +CD = 3, wobei u der Umfang des Kreises ist, so
folgt
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also BAC' + DA = 5. Das heifit, genau dann, wenn die eine Bogensumme gleich dem Halbkreis-
bogen ist, 1st es auch die andere. Daher geniigt es zu untersuchen, fiir welchen Winkel o die

Relation AB + C’D 5 richtig ist.
Da der Peripheriewinkel iiber einem Kreisbogen gleich dem halben Zentriwinkel ist, addieren sich
die Kreisbogen bei der Addition von Peripherie- und Zentriwinkeln und umgekehrt Im Dreieck

PBC sind £PBC = 8 und £PCB = v Peripheriewinkel der Bogen C'D und AB. Thre Summe
ist 8+~ = 180° — . Daraus folgt nach der vorherigen Uberlegung, dass fiir die Summe ¢ der
Zentriwinkel iiber beiden Bogen gilt: ¢ = 2(5 4+ v) = 360° — 2a.

Nur im Fall o = 90° ist die Summe der Zentriwinkel {iber beiden Bégen gleich 180°, so dass
sie einen Halbkreis erfasst. Notwendig und hinreichend ist also die Orthogonalitdt der beiden
Diagonalen, d.h. die beiden Diagonalen stehen senkrecht aufeinander.

Aufgabe 6/66
In der Gauflschen Zahlenebene wird eine komplexe Zahl

z=u+1-v=r(cosp+isingp)

durch einen Punkt mit den Koordinaten u = r cos ¢ und v = rsin ¢ abgebildet. Dabei wird
die u-Achse als reelle und die v-Achse als imagindre Achse bezeichnet.

Zwischen der Geraden, die den Winkel zwischen den Achsen im ersten Quadranten hal-
biert und der positiven reellen Achse liegt eine Punktmenge, deren Elemente ganzzahlige
Koordinaten u;v haben. Diese Elemente haben die Eigenschaft, dass jedem von ihnen ein
pythagoreisches Zahlentripel eindeutig zugeordnet ist; die Zahlen des Tripels entsprechen
den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Ecken der Ursprung, der Punkt 22 und der
FuBipunkt des Lotes von z? auf die reelle Achse sind.

Weshalb gehoren die Punkte der erwahnten Winkelhalbierenden mit ganzzahligen Koordi-
naten u;v nicht zu der genannten Punktmenge?

Der Punkt 22 ist der Schliissel zur Losung. Quadriert man z, so ergibt sich

22 = u? — 0% 4 2uv - i = r?(cos (2p) + i sin (2¢))
Liegt nun ein Punkt z auf der erwdhnten Winkelhalbierenden, so ist ©u = v und ¢ = 45°. Setzt
man diese Werte ein, so folgt 22 = 2uv - i = r? - i. Der Punkt liegt also dann auf der imaginiren
Achse, der Fuflpunkt des Lotes auf die reelle Achse féllt mit dem Ursprung zusammen.
Das Dreieck ist damit zur Strecke entartet. Damit wird in dem durch z bestimmten Tripel eine
Zahl gleich Null, widhrend die beiden anderen einander gleich werden. Ein solches "triviales”
Tripel gilt nicht als pythagoreisches Tripel.

Aufgabe 7/66
Welche Bedingungen muss ein Viereck erfiillen, damit um jeden seiner Eckpunkte ein Kreis
existiert, der die Kreise um die ihm benachbarten Eckpunkte beriithrt?

Angenommen, ein Viereck erfiille die Bedingung. Dann gilt (siehe Abbildung)

AB=ro+my; BC=ry+r; CD=r.+ry; DA=r,+1,
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Durch Subtraktion folgt daraus AB = BC = r, — r¢
und DA—-CD =rq — 1., dh. AB— BC = DA-CD,

‘ also AB + CD = BC + DA, das heifit, die Sum-
men der gegeniiberliegenden Seiten sind gleich. Da al-
h le durchgefiihrten Umformungen umkehrbar eindeutig

sind, folgt umgekehrt aus der Gleichheit der Summen
gegeniiberliegender Seiten die Existenz der Kreise.

Aufgabe 8/66
Man beweise: Gilt fiir zwei Zahlenpaare (a;b) und (¢;d) die folgende Gleichung

a2+ b0+ (a+b)?2=c+d*+ (c+d)?
so gilt auch die Gleichung

A+t +(a+bd)i=ct+d 4 (c+d)?

Die Voraussetzung lautet
a2+ + (a+b)2=cE+d?+ (c+d)?
Formt man diese Gleichung um, so ergibt sich
2(a® + ab+ b?) = 2(c* + cd + d?)
Durch Quadrieren folgt
4(a* 4 % 4+ bt + 200 + 2ab® + 3a2b?) = 4(c* + Ad? + d* 4 23d + 2¢d® + 3Pd?)
Nach Dividieren durch 2 und Umstellung der Glieder erhélt man
at + bt + a* + 4a®b + 6a%6* + 4ab® + b* = ¢t + d* + ¢t + 4cPd + 62 d? + ded® + d*
al+ v+ (a+ )t =ct+d + (c+d)!

Aufgabe 9/66
Man berechne

(kz* 1 =142z + 322+ ... + na™ !

NE

k=1
Es gilt
n n
/(Z(m«’“)) dx:/(1+2x+3x2+...+n:c"*1):Zaz’“+c:x+x2+x3+...+x"+c
k=1 k=1

Die rechte Seite dieser Gleichung stellt eine geometrische Reihe mit dem Anfangsglied a1 = =,
dem Quotienten ¢ = x und der Gliederzahl n dar. Damit ist nach der Summenformel geometri-

scher Reihen
/ En (ka*=1) da::xl_xn—i-c
1—=x

k=1
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Differenziert man wieder, so folgt

d(z3E + o)

n
> (ka*h) =
= dx
Mit Hilfe der Produktregel und der Quotientenregel ergibt sich daraus
" L 1—(n+1)a" 4 na"t!

k—1y __ 2 —
kz::l(ka: )=1+2z+32° + ... +na" ! = (e

Aufgabe 10/66

"Beweis” dafiir, dass der Gewicht einer Lokomotive gleich dem Gewicht eines Ziegelsteins
ist:

Das Gewicht der Lokomotive betrage m, das Gewicht des Ziegelsteins z.

Dann sei m + z = es die Summe beider. Damit gilt m — 2s = —z und m = —z + 2s.
Multipliziert man diese beiden Gleichungen miteinander, so ergibt sich:

m? — 2ms = 2% — 2zs
oder, nach Addition von s? auf beiden Seiten
m?2—2ms+s2=22-22s+s> > (m—s)?=(z2—5)2— alsom =z

Wo steckt der Fehler?

Der Fehler liegt in der letzten Schlussfolgerung. Aus
(m—s)2 = (2 — 5)?

kann man nicht folgern, dass m — s = z — s und damit m = z, sondern nur |m — s| = ||z — s].
Daraus ergibt sich dann entweder m — s = z — s oder m — s = —(z — s). Tatsachlich gilt im
vorliegenden Falle die zweite dieser Relationen. Damit folgt aber wieder die Ausgangsgleichung
m+ z = 2s.

Aufgabe 11/66
Es sind die fiinf Zahlen einer Lottoziehung (1 bis 90) gesucht, iiber die folgendes ausgesagt
wird:

a) Es treten alle Ziffern von 1 bis 9 genau einmal auf.
b) Nur die drei mittleren Zahlen sind gerade.

c¢) Die kleinste Zahl hat mit der grofiten einen (von ihr selbst verschiedenen) gemeinsamen
Teiler.

d) Die Quersumme einer Zahl ist ein Viertel der Quersumme der groiten Zahl.

e) Die Quersummen zweier anderer Zahlen verhalten sich wie 1:2.

a) Da fiinf Zahlen gesucht sind, aber nur neun Ziffern auftreten, muss die kleinste Zahl einstellig
sein.

b) Diese kleinste Zahl ist ungerade.
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c¢) Da sie mit der groBiten Zahl einen (von ihr selbst verschiedenen) gemeinsamen Teiler hat,
ist sie die Zahl Neun. (alle anderen ungeraden einstelligen Zahlen sind Primzahlen oder die
Eins). Der gemeinsame Teiler ist also 3. Die Quersumme der grofiten Zahl ist somit durch 3
teilbar.

d) Da die Quersumme der grofiten Zahl auBerdem durch 4 teilbar sein muss und die Quersumme
einer zweistelligen Zahl mit verschiedenen Ziffern hochstens 17 ist (im vorliegenden Fall sogar
hochstens 15, da die Ziffer 9 nicht mehr auftreten kann), ist die Quersumme der grofiten Zahl
12. Da die grofite Zahl ungerade ist, kommen fiir sie nur 75 oder 57 in Frage.

Die Quersumme einer anderen Zahl ist i -12 = 3. Fiir sie kommen demnach nur 12 oder 21
in Frage. Nach b) ist sie gerade, also ist 12 die zweite Zahl.

e) Es verbleiben die Ziffern 3, 4, 6, 8. Daraus miissen zwei Zahlen gebildet werden, deren Quer-
summen sich wie 1:2 verhalten. Man probiert leicht aus (6 Moglichkeiten), dass dies nur fiir
die beiden Kombinationen 3;4 und 6;8 moglich ist.

Nach b) ist nun die dritte Zahl 34 (43 ist ungerade). Da nach b) die grofite Zahl ungerade
ist, scheiden die Moglichkeiten 86 fiir die vierte und 57 fiir die gréfite Zahl aus.

Die funf Zahlen sind also 9, 12, 34, 68, 75.

Aufgabe 12/66
Die Summe

sn=1"-2243" -2+ .+ (-1)"*(n— 1)+ (-1)""'n?

soll berechnet werden!

1.) Es sei n eine gerade Zahl. Dann ist

sn = (12=22)+ (3243 +..+[(n—1)*—n?] = =3—-T—11—...—(2n—1) = —(3+T+11+..4+(2n—1)) =

1 n n(n+1)
S Mm—1)] ==
S+ (20— 1) ;
2.) Es sei n eine ungerade Zahl. Dann ist s, = s,-1 + n?, wobei n-1 eine gerade Zahl ist. Auf
sie kann man das Ergebnis von 1.) anwenden: s, = —@ +n?= %
Fasst man beide Ergebnisse zusammen, so folgt
1
Sp = (_1)n71n(n + )

2

Beachtet man, dass rechts, abgesehen vom Vorzeichen, die Summenformel der natiirlichen Zahlen
steht, so erhélt man das Ergebnis in der Form 12 — 22 +33 —42 + .. £ n? = £(1+ 2+ ...n).

Aufgabe 13/66
Man beweise, dass es genau ein Paar natiirlicher Zahlen x und y gibt, fiir dass z = 2% — 4
eine Primzahl ist, wenn y eine gerade Zahl ist!

Es sei y = 2k mit k£ =1,2,3,.... Dann ist

g —4=g 4= (" +2)a"-2)=2

Da z Primzahl sein soll, muss einer der beiden Faktoren gleich 1 und der andere gleich z sein.
Da z* > 1 ist, muss also gelten z* — 2 = 3 oder z¥ = 3, also = 3 und k = 1.
Das heif3t, nur das Paar x = 3,y = 2 liefert fiir 2z eine Primzahl.
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Aufgabe 14/66
Von einem Dreieck ABC' sind festgelegt der Eckpunkt A, der Mittelpunkt M; des Inkreises
und der Mittelpunkt M, des Umkreises. Das Dreieck ist zu konstruieren.

Analysis: Der Punkt liege erstens auf dem Umkreis des
Dreiecks und zweitens auf der Winkelhalbierenden w,,.
Auf der Winkelhalbierenden w, liegt auch M;, da die
Seiten b und ¢ Tangenten an den Inkreis sind.

Wegen {BAD = £CAD = § ist BD = CD (zu gleichen
Peripheriewinkeln gehéren im selben Kreis auch gleiche
Sehnen). Weiter ist {ADB = £ ACB = v (Peripheriewin-
kel iiber derselben Sehne) und LCBM; = LABM; = g
(M; liegt auch auf der Winkelhalbierenden wg).

Aus beidem folgt L BM;D = a—gﬂ (AuBenwinkel im Dreieck ABM;) und £LABD = 3 + § (nach
dem Winkelsummensatz, Dreieck ABD), also KDBM,; = #, d.h., das Dreieck BDM; ist

gleichschenklig: BD = M;D. Aus BD = CD folgt unmittelbar CD = M;D.

Konstruktion: Um den Punkt M, schlagt man mit dem Radius M, A = r, einen Kreis. Durch
A und M; legt man eine Gerade, die den Kreis um M, in D schneidet. Um D schldgt man einen
Kreis mit DM, als Radius. Die Schnittpunkte dieses Kreises mit dem Umbkreis (Kreis um M,,)
sind die Punkte B und C.

Determination: Ist M, Mi < M, A, d.h. der Inkreismittelpunkt liegt innerhalb des Umkreises,
so ist das Dreieck ABC (bis auf die Bezeichnung) eindeutig konstruierbar. Ist speziell M; =
M, so ergibt sich ein gleichseitiges Dreieck. Ist M, Mi > M, A, so ist das Dreieck ABC nicht
konstruierbar.

Aufgabe 15/66
Fiir die Berechnung der Quadratwurzel aus einer Zahl z = p? +a mit 0 < a < 2p+ 1 gilt die

Naherungsformel
a
= 2 ~
Vz=1/pP?+arp+ 1

Wir grof} ist der maximale Fehler dieser Ndherung in Abhéngigkeit von a? Wie dndert sich
dieser in Abhéngigkeit von p?

Essei\/E:\/pQ—Fa:p—Fﬁ—Fe, also

a
€:f1(a):\/P2+a—]m—P

(mit p = konstant). Daraus folgt

= fila) = — :
€ = a) = —
! Vpida 2p+1
1
' = fl'(a) = — <0

4(p> +a)Vp?+a
(fiir jedes a > 0). Also liefert die Losung der Gleichung ¢ = 0 die Maxima. Es ergibt sich
a=p+ i und damit €40 = ZL(TI-H) = fa(p).
Man erkennt, dass €4, mit wachsendem p sich immer mehr der Null néhert, es ist
1

phﬁrgo €maz = plggo 74(229 1) =
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Wie leicht zu sehen ist, hat ¢ Minima an den Grenzen des Definitionsintervalls €,,;n, = 0 fiir
a = 0 und €pip, =0 fir a =2p + 1.

Aufgabe 16/66

In der Zeitung "Neues Deutschland” vom 29. Juni 1965 fand sich folgende Notiz:

Als dieser Tage ein Kleintierhalter in Christdorff im Kreis Wittstock ein Huhn schlachtete,
gab es neben dem Sonntagsbraten auch noch eine Summe Bargeld als Zusatz. Im Magen des
Huhns befanden sich 17 Miinzen, insgesamt 34 Pfennig ...

Angenommen, es handelte sich um Miinzen, die gegenwértig im Umlauf sind. Welche Miinzen
waren es in welcher Anzahl?

Die Aufgabe fiihrt auf eine leicht l6sbare diophantische Gleichung. Bezeichnet man die Anzahl
der 10-Pf-Stiicke mit z, die der 5-Pf-Stiicke mit y und die der 1-Pf-Stiicke mit z (grofiere Miinzen
kommen nicht in Frage), so ergibt sich das folgende Gleichungssystem

T+y+z2=17 , 10z + 5y + 2z = 34

wobei z, y und z natiirliche Zahlen bedeuten. Subtrahiert man die erste von der zweiten Glei-
chung, so ergibt sich 9x + 4y = 17.

Da 17 nicht durch 4 teilbar ist, muss z > 0 sein, da y > 0 ist, muss = < 2 sein. Also ist z = 1.
Durch Einsetzen dieses Wertes ergibt sich y = 2 und schliellich z = 14. Es handelte sich dem-
nach um 1 10-Pf-Stiick, 2 5-Pf-Stiicke und 14 1-Pf-Stiicke. Die Probe bestétigt die Richtigkeit
dieser Losung.

Aufgabe 17/66
Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC'. Wie lang ist der kiirzeste der Streckenziige AXY B,

wobei X ein beliebiger Punkt im Innern der Strecke BC und Y ein beliebiger Punkt im Innern
der Strecke AC ist?

Man spiegele A an BC und nenne den Bildpunkt
A’. Weiter spiegele man B an AC und nenne den
Bildpunkt B’ (siche Abbildung). Die Gerade durch A’
und B’ schneide AC in B; und BC in A;.

Der Symmetrie wegen wird B'Y = YB und
A’X = XA, Folglich haben die Streckenziige AXY B
und A’XY B’ die gleiche Lange. Da offensichtlich
A' XY B’ fir X = Ay und Y = B die minimale Linge
Smin besitzt, kann nur AA; BBy der gesuchte kiirzeste
Streckenzug sein.

Wegen B'C = BC = a,A'C = AC = bund £B'CA’ = 3~ wird fiir v < 60° laut Kosinussatz

Smmin = \/a2 + b2 — 2abcos 3y

AA1BB; sind jedoch dann und nur dann der gesuchte Streckenzug, wenn die Schnittpunkte
Aj und B auf den Seiten BC und AC liegen. Man kann zeigen, dass das der Fall ist, wenn
90° — a < 2 < 120° gilt.

Interessant sind die Grenzfille 2y = 120° und 2y = 90° — a. Im ersten Fall wird A; = B; = C,
der minimale Streckenzug verlduft nicht mehr im Inneren des Dreiecks, sondern er entartet
zum Streckenzug AC'B mit der Linge a + b. Dieser Grenzfall folgt auch aus der Gleichung
fir Spin, wenn man in ihr v = 60° setzt. Im anderen Fall wird A; = B und £AB;B = 90°.
Der minimale Streckenzug ABB; B ist ebenfalls keine Lésung im Sinne der Aufgabenstellung,
sondern wiederum ein Grenzfall. Seine Lange betriagt ¢(1 + 2sin ).
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Aufgabe 18/66

Zeichnet man iiber den Seiten eines spitzwinkligen Dreiecks ABC gleichseitige Dreiecke
nach auflen und verbindet man die dadurch entstehenden Eckpunkte mit den ihnen ge-
geniiberliegenden Eckpunkten des Dreiecks, so gelten fiir die Verbindungsstrecken die fol-
genden Séitze:

1. Die drei Verbindungsstrecken sind gleich lang.
2. Die drei Verbindungsstrecken schneiden einander unter Winkeln von je 60°.

3. Die drei Verbindungsstrecken schneiden einander in einem einzigen Punkt im Innern
des Dreiecks.

Diese Satze sind zu beweisen.

Wir verwenden die Bezeichnungen der Abbildung auf der néchsten Seite.

1. Beweis von Satz 1 - Es ist AACD =2 AECB

nach sws; AC = EC, CD = CB nach Konstruktion, {ACD = {FEFCB = LACB + 60°, wegen
LACE = £BCD = 60°.

Damit ist auch AD = BE. Analog beweist man mit Hilfe der Dreiecke ADB und CDF', dass
AD = CF, bzw. mit Hilfe der Dreiecke AEB und CAF, dass EB = CF ist. Also gilt der Satz
1.

2. Beweis von Satz 2 - Es ist AAPG ~ ADEG

nach Hauptdahnlichkeitssatz, {GAP = L{GEC wegen AACD = AECB, LAGP = LAEGP als
Scheitelwinkel.

Daraus folgt LAGF = LECG = 60°. Demnach schneiden AD und BE einander unter einem
Winkel von 60°. Analog beweist man, dass auch AD und C'F bzw. BE und CF einander unter

einem Winkel von 60° schneiden. Also gilt der Satz 2.
3. Beweis von Satz 3 - Es ist {CAD = LCAD = LCEB =

LCEP (wegen AACD = AECB).

E Demnach sind die Winkel CAP und CFEP nach der

¢ Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes Umfangswin-
kel desselben Kreises iiber der Sehne PC. Damit sind
aber auch die Winkel FAC und FPC Umfangswin-
P kel desselben Kreise iiber der Sehne FEC. Also folgt
LEPC = LEAC = 60°.
Weiter ist LABP = 120° (Nebenwinkel zu L EPA = 60°)
und LAFB = 60° (Winkel im gleichseitigen Dreieck), also
£LAPB + £AFB = 180°.

Das heifit, das Viereck APBF ist ein Sehnenviereck.
F Damit folgt LABF = LAPF. Aus £APF = 60° (Winkel
im gleichseitigen Dreieck) folgt somit L ABF = 60°.

Da LAPF = LAPE = LEPS = 60° ist, muss der Streckenzug C PF auf einer Geraden liegen.
Das heifit aber, dass die Verbindungsstrecke C'F' die Verbindungsstrecken BE und AD in deren
Schnittpunkt P schneidet. Damit ist auch Satz 3 bewiesen.

Aufgabe 19/66
Man beweise: Die letzten beiden Ziffern der Quadrate zweier natiirlicher Zahlen, fiir die gilt
a+b=>50n mit n=1,2,3,... stimmen {iiberein.
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Ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit sei a > b. Aus a + b = 50n folgt +b = 50n — a —
b? = 2500n? — 100an + a*.

Durch einfache Umformung erhilt man daraus a? — > = 100n(a — 25n). Die Differenz der
Quadrate a und b ist also durch 100 teilbar. Demnach haben die beiden Quadrate gleiche Zehner
und gleiche Einer.

Aufgabe 20/66
Eine Ellipse mit den Halbachsen a und b ist in einen flichengleichen Kreis umzuformen.

Der Flicheninhalt der Ellipse ist abr, der des gesuchten Kreises ist r27. Es gilt also
abm = r’w oder r? = ab; r=+vVab

Der gesuchte Radius ist demnach gleich dem geometrischen Mittel aus den beiden Halbachsen.
Die Aufgabe besteht also darin, ein Rechteck mit den Seiten a und b in ein flichengleiches
Quadrat mit der Seite  zu verwandeln. Das ist mit Hilfe des Hohensatzes (oder auch mit Hilfe
des Satzes von Euklid) moglich.
Man tragt auf einer Geraden die Strecken AB = a und BC = b ab, schlédgt iiber AC =a+ b
den Halbkreis und errichtet in B die Senkrechte. Thr Schnittpunkt mit dem Halbkreis sei D.
Das Dreieck AC'D ist nach dem Satz des Thales rechtwinklig bei D, BD ist Héhe auf die
Hypotenuse in diesem Dreieck. Nach dem Hohensatz ist die Hohe auf der Hypotenuse eines
rechtwinkligen Dreiecks mittlere Proportionale zu den beiden Hypotenusenabschnitten. Also
gilt

BD?*=AB-BC=ab  oder  BD=vVab=r

Damit ist die Aufgabe gelost.

Aufgabe 21/66
Zu l6sen ist das Gleichungssystem

1 1 5
=20 -+ -—=-
zy(x +y) : 2Ty =1
Dem gegebenen System &dquivalent ist das System
5
zy(z+y) =20 , x+yzzzy

Mit = + y = a1, xy = az nimmt es die Gestalt ajas = 20 , a1 = %ag an. Durch Einsetzen folgt
a1 = 5, a9 = +4. Damit hélt man die beiden Systeme

r4+y=>5zy=4 , r4+y=-5ry=—-4

Wegen x # 0 ergibt sich nach Einsetzen als Losungen: z11 = 4,911 = 1; x12 = 1,919 =
4 x91 = 0,7,y21 = —5,7; x22 =~ —5,7,y29 = —0,7. Die Probe bestétigt die Richtigkeit.

Aufgabe 22/66
Man beweise: Sind a, b und c¢ drei nicht negative, voneinander verschiedene Zahlen, so gilt
stets

a® 4+ b + & > 3abe
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Man kann die Behauptung auch in der Form a® + b3 4 ¢3 — 3abe > 0 schreiben. Nun besteht die
Identitat
3 3 3 _ 2 2 2
a’+ b’ + ¢ —3abc = (a + b+ c+)(a” + b + ¢ — ab — ac — be)

wovon man sich durch Ausmultiplizieren leicht iiberzeugt. Des weiteren ist
1 1
a’+b*+c2—ab—ac—be = 5(a2—2ab+b2+a2—2ac—|—02+b2—2bc—|—c2) = 5[(a—b)2+(a—c)2—l—(b—c)2]

Der letzte Ausdruck ist aber sicher grofler als null, da wegen der fir a, b und ¢ getroffenen
Voraussetzung jeder einzelne Faktor grofler als null ist.

Bei den durchgefithrten Umformungen wurden nur eindeutig umkehrbare Rechenoperationen
verwendet. Daher folgt umgekehrt aus der letzten Feststellung die Behauptung.

Aufgabe 23/66

Der in der Abbildung im Zweitafelbild dargestellte Korper soll
um eine Achse, die senkrecht auf der Aufrisstafel steht, um 45°
gedreht werden.

Wie sieht das Zweitafelbild nach der Drehung aus? Um welchen
Korper handelt es sich?

(Stellt man sich den Kérper als Drahtmodell vor, so werden alle
"hinten” bzw. "unten”liegenden Kanten in den Rissen verdeckt.)

Wir stellen uns den Korper als Drahtmodell vor. In die gegebenen Risse (Abbildung) werden
Punktsymbole eingetragen. Der Originalpunkt A z.B. ergibt den Grundriss A’ und den Aufriss
A”. Die Symbole fiir verdeckte Punkte werden an die zweite Stelle gesetzt. So wird z.B. im
Grundriss Punkt F' von Punkt E verdeckt.

L " J” Kll E 1

Der Korper soll
nun um eine Ach- No" Ao GUlH"
se, die senkrecht
auf der Aufrissta-
fel steht, um 45°
gedreht  werden.
Nun kann man
ohne weiteres den
Aufriss  drehen,
weil sich alle Ver-
schiebungen auf
Bahnen  vollzie-
hen, die parallel
zur  Aufrisstafel
liegen.

Distanzlinien

Beziiglich der Grundrisstafel ist der Sachverhalt anders; wegen der genannten Verschiebungsei-
genschaft bleiben die Abstédnde der Risse von der Aufrisstafel erhalten.
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Infolgedessen bewegen sich die Grundrisse der Punkte auf Distanzlinien parallel zur Rissachse;
die Schnittpunkte der Ordnungslinien aus dem (neuen) Aufriss mit diesen Distanzlinien liefern
die Grundrisse der Punkte.

Dabei kann man die folgende wichtige Feststellung treffen:

Betrachtet man die Risse der Flache DK EJ, so stellt man fest, dass im Grundriss der zweiten
Abbildung die Fliche DK EJ in wahrer Grofie und Gestalt vom Riss D'K'E’.J’ wiedergegeben
wird; sie ist offenbar ein Rhombus. Da nun alle anderen in der Abbildung dargestellten Fléchen
die gleichen Projektionseigenschaften zeigen, miissen sich auch die Original gleichen. Das heifit,
alle Seitenflichen sind Rhomben, im ganzen 12.

Ergebnis: der Korper ist ein Rhombendodekaeder.

Aufgabe 24/66
Beweis, dass m = 1 ist: Es wird das Integral I = [ xlfl’”wﬂ auf zwei Arten bestimmt.

1. Substitution ¢t = Inz™,dxr = Zdt. Es ergibt sich

d dt 1
/ _/a:x_ —f—ln|t|+C:—ln]lnx”|+C
rlnx™ s

wxt i t

2. Substitution ¢t = Inx, dx = zdt. Es ergibt sich

dt 1 1
/xlnx”i/mglnx_ﬂ t ln‘t"FC—*ln]lnx]—i-C

Demnach ist 2™ = z, also m = 1. Wo steckt der Fehler?

Der Fehler beruht darauf, dass die beiden unbestimmten Integrationskonstanten gleichgesetzt
wurden. Es muss richtig heiflen

d 1 1
/ * =—In|ln2"|+C1 = —In|lnz|+ Cy
T T

xlnx™

Dann folgt aus dieser Gleichung

|nz| 1 |Inz|

1 1 1
Ci—Cy=—In|lnz|— —In|lnz"| = —-1In
T T T

1
lnz*| 7 «|lnz| =«

Die beiden Konstanten C; und C9 unterscheiden sich also um einen konstanten Wert.

Aufgabe 25/66
Welches ist das grofite Vielfache von 11, in dem keine der Zehn mehr als einmal vorkommt?

Sollen alle zehn Ziffern genau einmal vorkommen, so muss die Zahl zehnstellig sein und die
Quersumme 45 haben. Eine Zahl ist genau dann durch 11 teilbar, wenn die Differenz aus der
Summe z der geradstelligen Ziffern und der Summe y der ungeradstelligen Ziffern gleich null
oder einem Vielfachen von 11 ist. Man hat also das Gleichungssystem

r+y=45 ; z—y=11k
mit k = 0; +1; £2, ... in positiven ganzen Zahlen zu 16sen. Es ergibt sich

45+ 11k _ 45— 11k
- 2 - 2
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Daraus folgt: 1. k ist ungerade; 2. |k| < 5 (da sonst entweder x oder y negativ wirde). Also
kommen nur die Werte £k = 1 und k = 43 in Frage.

I k=41 liefert x = 28,y = 17 bzw. x = 17,y = 28.

II. k = £3 liefert x = 39,y = 6 bzw. x = 6,y = 39.

Fall IT ergibt keine brauchbare Losung, da fiinf verschiedene Ziffern stets eine Summe ergeben,
die grofler als 6 ist.

Man muss also (Fall I) die zehn Ziffern so in zwei Fiinfergruppen aufteilen, dass die eine die
Summe 28, die andere die Summe 17 ergibt. Die gesuchte grofite Zahl wird sich dann ergeben,
wenn man die Ziffern in jeder Gruppe nach fallender Grole (von links her) ordnet und bei der
geradstelligen Gruppe moglichst viele ungerade, bei der ungeradstelligen Gruppe moglichst viele
gerade Ziffern verwendet (wobei die Stellen von der Einerstelle aus gezéhlt wurden):
geradstellige Gruppe: 9754 3

ungeradstellige Gruppe: 8 6 210

gesuchte Zahl: 9876524130

Aufgabe 26/66

FEine Fliche, die sich aus einem Rechteck mit den Seiten @ und b und einem Halbkreis mit
dem Radius r = % zusammensetzt, habe einen Flacheninhalt A = 100 cm?.

Ohne Benutzung der Differentialrechnung ermittle man die Seiten a und b = 2r so, dass der
Umfang der Flidche minimal wird. Wie grof§ ist U, ?

(Der Halbkreis grenzt mit seiner geraden Begrenzungslinie an die Seite b des Rechtecks an.)

Es ist A =ab+ §b2 und U = 2a + b+ 5b. Eliminiert man aus diesen Gleichungen die Variable
a, so erhélt man fiir die Variable b die quadratische Gleichung
4U 8A
— b =0
4+m * 447

b2
Die Bedingung fiir die Existenz einer reellen Losung lautet

4U? — 8A(4 + )

b= (4+7)2

>0

Daraus folgt U? > 2A(4 + ) und Upip = /2A(4 + 7) &~ 37,8 cm (Rechenstabgenauigkeit). Die
quadratische Gleichung fiir b hat dann die Doppellésung (entsprechend fiir a):

2Umin 24 Umin 2A
b= =2 ~ 10,58 : = =
447 447 00 eIt “T +7 447

~ 5,29 cm

Anmerkung: Man hétte anfangs auch b eliminieren kénnen und hétte so eine quadratische Glei-
chung fiir a erhalten, die zum selben Ergebnis gefiihrt hétte.

Aufgabe 27/66

Welche Bedingungen miissen die Diagonalen eines ebenen konvexen Vierecks ABCD mit
dem Diagonalenschnittpunkt S erfiillen, wenn die Flachensumme der Dreiecke ABS und
DSC gleich der Flachensumme der Dreiecks BC'S und ASD sein soll?

Werden die Diagonalabschnitte folgendermafien bezeichnet: AS = w; BS = z;CS = y; DS = z,
ist ferner F(ABS) = Ay; F(BSC) = Ag; F(CSD) = As; F(DSA) = Ay und LASB = p, so gilt

1 1 1
Ay = Jwasinp ; Az = Jaysin 180° — p = ZTysinp
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1 1 1
A3 = -yzsinp ; Ay = SW? sin 180° — p = Pl sin p

1 1
A1+ As = 5 sin p(wz + yz) ; As+ Ay = 3 sin p(xy + wz)

Ist nun Ay + Ag = Ay + Ay, so folgt, dass wzr +yz = xy + wz sein muss (da p # 0° und p # 180°,
ist auch sin p # 0). Eine Umformung ergibt (w — y)(z — z) = 0.

Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn w = y oder wenn = = z ist, d.h., wenn mindestens
eine der beiden Diagonalen durch S halbiert wird.

Aus Ay + A3 = Ay + Ay folgt also w = y oder x = z. Da alle durchgefithrten Operationen
eindeutig umkehrbar sind, folgt umgekehrt aus w = y oder aus = = z, dass A; + A3 = Ay + Ay
ist. Die Bedingung, dass mindestens eine der beiden Diagonalen die andere halbiert, ist demnach
zugleich notwendig und hinreichend dafiir, dass die beiden Flachensummen einander gleich sind.

Aufgabe 28/66

Ein Kreissektor mit dem Zentriwinkel 5 werde so durch eine Senkrechte zur Winkelhalbie-
rende geteilt, dass der Umfang des einen Teils gleich dem Umfang des anderen Teils ist.
Welcher der beiden Teile hat den grofleren Flacheninhalt?

Zunichst wird die Lage der Senkrechten XY zur Winkelhal-
bierenden SM festgestellt. Fiir sie gibt es drei Moglichkeiten
(Abbildung): Entweder schneidet XY den Kreisbogen, oder XY
fallt mit AB zusammen, oder XY schneidet die Schenkel des
Zentriwinkels.

Im Falle der Ubereinstimmung von XY und AB miisste der
Umfang des gleichseitigen Dreiecks SAB mit AB= BS =SA=r
dem Umfang des Kreissegments AM B gleich sein. Die Nach-
rechnung ergibt, dass der Dreiecksumfang grofler ist als der
Segmentumfang. Daraus folgt zugleich, dass XY den Kreisbogen
nicht schneiden kann; durch Verschieben der Senkrechten in
Richtung auf M wiirde ndmlich der kleinere Umfang weiter
verkleinert, der grofiere dagegen vergréflert werden.

Also schneidet XY die Schenkel SA und SB, so dass das gleichseitige Dreieck SXY mit den
Seiten SX = XY =Y S = z entsteht.

Soll der Umfang der beiden Teilfiguren gleich sein, so muss gelten 3z = 2(r — ) +z + §r. Durch
Auflésen dieser Gleichung nach x erhélt man x = {5(6 + 7). Die Flicheninhalte sind

1
Al = Zx2\/§ =

1

1
6+7)%/3 und Ay = —mr? — Ay = —2[967 — (6 + 7)?]V3

6 576

Die Ausrechnung zeigt, dass A; < Ag ist.

Aufgabe 29/66

In einem Wiirfel mit der Kantenlinge a sind neun moglichst grofie gleiche Kugeln derart
einzulagern, dass eine davon als Mittelpunkt den Schnittpunkt der Korperdiagonalen hat,
wéhrend die iibrigen acht in die Ecken des Wiirfels gelegt werden.

Wie grof} ist der Durchmesser d der Kugeln, ausgedriickt durch die Wiirfelseite a?

157



2.6 Aufgaben und Lésungen 1966

av/2

Auf einer Koérperdiagonale des Wiirfels miissen die Mittelpunkte der Zentralkugel und der zwei
Kugeln liegen, die entgegengesetzte Ecken fiillen. In der Abbildung sind ein Schnitt durch den
Wiirfel, der zwei Korperdiagonalen enthélt, und die Draufsicht auf den Wiirfel dargestellt.

Die Linge der Korperdiagonale ist av/3. Aus dieser Abbildung liest man die Giiltigkeit der
folgenden Gleichungen ab:

rerx=a:av3 (1) dr 42z =aV3 (2)

Lost man dieses Gleichungssystem nach r durch Substitution von z = r/3 (aus Gleichung I)
auf, so erhilt man
a V3 a

Daraus folgt unmittelbar d = a(2v/3 — 3) ~ 0,464a.

r (2v3 — 3) ~ 0,232a

Aufgabe 30/66
Gegeben sei ein Polynom
f@)=2"+z" ' +..+z+1

Man gebe f(z + 1) als Polynom in x an.

Das Polynom stellt eine endliche geometrische Reihe mit a = 1,¢ = x und n + 1 Gliedern dar,

es ist also
n+1 _ 1

f@)=a"4+2" 1+ . +a2+1= p—

Daraus folgt
(x4 1)+ —1
T

flx+1)=

Entwickelt man den Z&hler nach dem binomischen Satz folgt

1 1 1
x"“—l—(n—l’_ )x”—i—(n—; )x"_1+...+<nz ):1:
_ n+1 1 n+1 e T n+1

. 5 o

Damit ist die gesuchte Darstellung gefunden.

f(x—l—l):é

Aufgabe 31/66

Ist ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit AB = AC und g eine beliebige Gerade durch A,
die BC oder die Verldngerung von BC in D und den Umbkreis des Dreiecks in E schneidet,
so ist stets AD - AE = AB? = AC?.

Dieser Satz ist zu beweisen.
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Wir unterscheiden zwei Fiélle.

£ 1. Der Punkt D liegt auf der Strecke BC'. Es ist (1. Abbildung)
LACB = LABC (Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck),
LAEB = {ACB (Peripheriewinkel iiber demselben Bogen).
Demnach gilt A ABC' ~A AEB. Daraus folgt unmittelbar

A B AD:AB=AB:AE oder AD-AE = AB*= AC®

2. Der Punkt D liegt auf der Verldngerung der Strecke BC
iiber B hinaus (liegt D auf der Verlingerung der Strecke BC
tiber C' hinaus, so verlauft der Beweis analog). Es ist LACB =
180° — LAEB (nach dem Satz iiber Periphiere- und Zentriwin-
kel), LABD = 180° — LACB (Auflenwinkelsatz). Daraus folgt
LAEB = £LABD und A ABD ~A AEB und damit wieder

AD: AB = AB: AE oder AD-AE = AB?= AC?

A
Die Spezialfille E = B und E = C sind trivial, da in diesem E

Féllen auch D = B und D = C gilt.

Aufgabe 32/66

Eine elektrischer Heizofen enthélt zwei Widerstdnde R; und Ro, die in vier Schaltstufen A,
B, C und D geschaltet werden koénnen.

In der Stufe A werden R; und Ry parallel geschaltet, in den Stufen B und C' ist je einer der
beiden Widerstdnde in Betrieb, in der Stufe D liegen R; und Rs in Reihe.

Die Widersténde sollen so bemessen werden, dass bei einer Spannung von 22 V eine ma-
ximale Leistung von 6000 W auftritt und die Leistungen in den verschiedenen Stufen eine
geometrische Folge bilden.

Wie groff miissen die Widerstdnde sein und welche Leistungen treten bei den einzelnen
Schaltstufen auf?

Esist N=U-1= %, wobei mit N die Leistung, mit U die Spannung, mit I die Stromstérke
und mit R der Widerstand bezeichnet wird. Daraus folgt fiir die maximale Leistung

2 29 2
oder Ruin T _ 20

— 2 . = — =
Nmaw =U Rmzn Nmax 6000

Nach dem Kirchhoffschen Gesetz iiber die Stromverzweigung ergibt sich R,,;, bei Parallelschal-
tung von R; und Ry zu

R PR RiRy 2202
e R+ Ry e R+ Ry ~ 6000
Es sei nun Nyae = Nao = aNp = a’N¢ = a®>Np, wobei a der Quotient der geforderten geome-

trischen Folge ist und der Index bei N die Schaltstufe angibt. Dann ist

U? U? U? U?  aU? U?  aU?
_ - No=—- Np= d RRi=—=— Ry= — = —

© b R+ Ry oder ! Np Ny’ 2 Ne Np
und damit folgt aus der Gleichung fiir R, durch Einsetzen und Vereinfachen a®> —a —1 =0
oder a = 0,5(1+1/5). Aus den Gleichungen kann man nun die Widerstéinde R; und Ry berechnen:

~220%-0,5(1+V/5)
- 6000

2202 0,5%(1 + /5)?

Rl 6000

~13Q2 |, Ro

~ 21,10
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Fiir die Leistungen wird Np =~ 3710 W, N¢o ~ 2290 W, Np ~ 1420 W. Es zeigt sich, dass die
Leistungsstufen eine zusétzliche Beziehung aufweisen: Ng = No + Np und Ny = Ng + N¢.

Aufgabe 33/66

Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen z mit 100 < z < 1000, die folgende Eigenschaft haben:
Bei jeder beliebigen Potenz z* mit natiirlichem k werden die letzten drei Stellen von den
Ziffern von z in derselben Reihenfolge gebildet.

Nach den Forderungen der Aufgabe muss fiir jedes natiirliche k gelten z* = 1000n 4 z (wobei n
eine natiirliche Zahl ist).

Daraus folgt zF — z = 1000n, das heiBt, z* — z ist durch 1000 teilbar. Nun ist z* — 2 sowohl
durch z als auch durch z — 1 teilbar (wenn k > 1; dies folgt aus der Tatsache, dass z = 0 und
z = 1 Nullstellen des Polynoms z* — z sind).

Da dies fiir jedes k > 1 gilt, gilt es speziell auch fiir & = 2, woraus folgt, dass z(z — 1) bereits
durch 1000 teilbar ist.

Zu suchen sind also alle Produkte aus zwei aufeinanderfolgenden dreistelligen natiirlichen Zahlen,
die durch 1000 teilbar sind.

Es ist 1000 = 23-53. Da 2 und z — 1 aufeinanderfolgende Zahlen sind, ist eine von ihnen gerade,
die andere ungerade. In einer von ihnen ist also sicher der Faktor 23 = 8 enthalten. Da die zweite
sicher mindestens durch 5 teilbar ist, kommen fiir sie nur Zahlen mit der Endziffer 5, fiir die
erste nur Zahlen mit den Endziffern 4 oder 6 (nicht aber 0, 2, 8) in Frage.

Folglich muss die zweite Zahl sogar durch 125 teilbar sein (sonst kidme ein Faktor 5 neben
Faktoren 2 in der ersten Zahl vor, und die Endziffer wéire damit 0). Als ungerade Zahlen stehen
damit nur noch die Zahlen 125, 375, 625 und 875 zur Verfiigung, zu denen entweder 124 oder
126 bzw. 374 oder 376, 624 oder 626, 874 oder 876 als gerade Zahlen gehoren.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass unter ihnen nur die Zahlen z; = 376 mit z; — 1 = 375
und zz = 625 mit zo — 1 = 624 die geforderten Bedingungen erfiillen.

Aufgabe 34/66
Wieviel Raumdiagonalen hat ein Rhombendodekaeder?

Das Rhombendodekaeder besteht aus 12 begrenzenden Rhomben mit 14 Ecken und 24 Kanten.

1. Rechnerische Losung: Aus 14 Eckpunkten lassen sich (124) = 91 Paare bilden; jedes Paar
bestimmt eine Verbindungsstrecke. Also kann man 14 Ecken auf 91 verschiedene Weisen
paarweise miteinander verbinden. Von diesen 91 Verbindungen miissen erstens 24 Kanten
und zweitens 24 Fléchendiagonalen (je Rhombus 2) ausgeschieden werden, es verbleiben
also 43 Raumdiagonalen.

2. Anschauliche Losung: An 6 Ecken stoflen je 4 und an 8 Ecken je 6 Rhomben zusammen.

Jede "vierzédhlige” Ecke F4 hat 8 Nachbarecken, zu denen keine Raumdiagonalen fithren;
die restlichen 5 Ecken sind "Fernecken” mit Raumdiagonalen. Damit stellt man zunéchst
6 - 5 = 30 Raumdiagonalen fest.
Entsprechend besitzt jede F3 6 Nachbar- und 7 Fernecken. Es finden sich also weitere
7-8 = 56 Raumdiagonalen, insgesamt also 86. Damit ist aber offenbar jede Raumdiagonale
zweimal erfasst worden, ndmlich von jedem Eckpunkt aus; daraus folgt dann, dass das
Rhombendodekaeder % = 43 Raumdiagonalen hat.

Aufgabe 35/66
Es ist zu beweisen: Jede ganze Zahl n > 1, die nicht durch 2 oder durch 5 teilbar ist, ist ein
Teiler mindestens einer Zahl der Form 10™ — 1.
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Essei k > 1 und k enthalte nicht die Teiler 2 oder 5. Dann ist nach der Theorie der Dezimalbriiche

% ein reinperiodischer Dezimalbruch mit n-stelliger Periode (n > 1, ganz):

1
© = 0.bib.bubiba...bybabs...

(wobei die Schreibweise auf der rechten Seite der Gleichung die Darstellung des Dezimalbruchs
in der uiblichen Positionsschreibweise sei, die b; also nichtnegative ganze Zahlen sind).
Durch Multiplikation mit 10™ ergibt sich

1
10™ - = b1ba...by,b1b2... by b1ba...

Durch Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung folgt

1 1 10" -1
0". = — =
0 E ok

=b1by...0, =B mit B = ’

Die letzte Gleichung besagt aber nichts anderes, als dass 10 — 1 durch & teilbar ist.

Aufgabe 36/66

Es sei P(x) = ap + a1z + ... + apz™ ein Polynom n-ten Grades (n > 1, ganz), und es gelte
weiterhin |a,| > |a1]| fir i = 0,1,2,...n.

Man zeige: Fiir jede Nullstelle zq gilt |zg] < n.

Fir xg = 0 ist die Behauptung sicher richtig, daher kénnen wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit xg # 0 voraussetzen. Nach Voraussetzung soll P(xy) = 0 sein, das heifit aber

. [ ao ai n—2
anry = —(ag + ... + an—125 ) = —x() — 4+ ——= + ...+ + ap_1
0 0 n—1 n—2 T

Da das Polynom den Grad n tatséchlich haben soll, ist a,, # 0. Mithin folgt

1 ag 1 ag
ro=—— | =7+t an-1]; |zo| = | — 1 et an
an \ xy an | \ |z
Die Dreiecksungleichung fiir n Summanden liefert
1 ag
|zo] < |— — |+ [an—1]
an | \ |z
Bei [zo| > 1ist || <1 (v > 0) und damit (da |an| > |a;])
0
1 1 nlay|
w0l < —(lao| + la1] + ... + [an-1]) < —(lan] + |an] + ... + |an]) < =n
ap ap |an|

Fiir |z| < 1 ist die Behauptung wegen n > 1 trivial.
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2.7 Aufgaben und Losungen 1967

Aufgabe 1/67

Unter welchen Voraussetzungen ist die folgende Aufgabe losbar?

In einem Kreis mit dem Radius r soll durch einen gegebenen Punkt, dessen Abstand vom
Mittelpunkt M gleich a ist, eine Sehne gelegt werden, so dass P die Sehne im Verhéltnis
m:n teilt (m < n).

Durch jeden Punkt im Innern des Kreises kann man beliebig
Q viele Sehnen legen. Die gréfite Sehne durch einen gegebenen
Punkt P ist der Durchmesser QR (siehe Abbildung). Sie wird
durch P im Verhéltnis

Q' PR:PQ=(r—a):(r+a)

geteilt. Dreht man die Sehne um P (ganz gleich, in welchem

P Sinne), so wird stets PR’ > PR und PQ’' < PQ, also ist
R" Q" 53: > %' Wenn die Sehne durch P senkrecht zum Durch-
messer durch P steht, ist PR” = PQ”, und in diesem Falle
ior PR

st 557 = 1.

Da aber nach der Aufgabenstellung m < n sein soll, ist 7* < 1. Daraus folgt unmittelbar, dass

Voraussetzung fiir die Losbarkeit der Aufgabe einzig die Giiltigkeit der Ungleichung ist:

R' R

m PRir—a

1>—>—=
n PQ r+a

Aufgabe 2/67

Gegeben sind eine Gerade g sowie zwei Punkte A und B, die beide in der gleichen von g
begrenzten Halbebene liegen. Man konstruiere einen Punkt P auf g derart, dass die Strecke
AP mit g den doppelten Winkel bildet wie die Strecke BP mit g.

Man spiegele den Punkt B an g nach B’ und schlage
um B’ mit dem Radius B’A einen Kreis, der ¢ in
C schneidet. Das Lot von B’ auf AC schneidet g im
B gesuchten Punkt P (Abbildung).

J ) Beweis: Nach Konstruktion ist B’A = B’C, also Dreieck
E P AB'C gleichschenklig mit der Basis AC. Damit ist das

V C Lot von B’ auf AC Symmetrieachse zu AC. Daraus
B folgt, dass LAPD = ADPC ist. Da g Symmetrieachse

zu BB’ ist, folgt, dass { BPE = {EPB’ ist.

Ferner ist {EPB’ = {DPC (Scheitelwinkel). Daraus ergibt sich durch Zusammenfassung dieser
Gleichungen:
LAPC =24DPC =2{EPB’' = 2{EPB

Aufgabe 3/67
Man beweise die Identitat durch vollstandige Induktion:
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Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig: 13 = 12.
Die Behauptung sei nun fiir n richtig, d.h., es gelte

B+ 43+ +nd=0104+2+3+...+n)?

Nun gelten die folgenden Beziehungen

m+1°2=m+1)2n+1)=n+1)>2+nn+1)(n+1)=(n+1)+2°

7(n+1)(n—|—1):

=n+1)24+20+24+3+..+n)(n+1)

Daraus folgt

B2 4334 4034+ (n+1)P =(14+243+...+n)?+2n+1D)(A4+2+3+...+n)+(n+1)? =

n n 2
=[14+24..4n)+nm+1)]* also Zk?’: [Zk]
k=1 k=1

Damit ist gezeigt: Die Behauptung gilt fiir n = 1. Wenn die Behauptung fiir ein beliebiges n
gilt, so gilt diese auch fiir n 4+ 1. Damit gilt die Behauptung fiir jedes n.

Aufgabe 4/67

Gegeben sind zwei parallele Geraden g; und gz, sowie ein Punkt P, der weder zwischen noch

auf diesen Geraden liegt.

Man konstruiere ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck so, dass P der Scheitelpunkt
des rechten Winkels ist und die beiden anderen Eckpunkte je einer auf g; und g liegen!

94

Analysis (siehe Abbildung): Das gesuchte Dreieck
sei APB. U sei sein Umkreis. Aus dem Periphe-
riewinkelsatz folgt { BAP = «BDP = 45° und
AABP = LACP = 45°. Daraus ergibt sich unmittel-
bar die Konstruktion.

Konstruktion: Man ziehe durch P zwei Geraden g3 und
g4, die g1 und go unter Winkeln von 45° schneiden. Der
Schnittpunkt von g; und g3 sei P;, der Schnittpunkt
von go und g4 sein Ps.

Uber P Py als Durchmesser schldgt man einen Kreis, der g; aufler in P; in B und g9 aufler in
P, in A schneidet. Das Dreieck ABP ist das gesuchte.
Determination: Die Konstruktion ist bis auf Symmetrie eindeutig und stets ausfiihrbar.

Aufgabe 5/67

Gegeben sind drei Punkte A, B, C, die nicht sémtlich auf der gleichen Geraden liegen. Man
konstruiere einen vierten Punkt D, der die folgende Eigenschaft hat:

Legt man durch D eine beliebige Gerade und fillt man auf sie die Lote von den gegebenen
Punkten und bezeichnet man die Fulpunkte dieser Lote mit A’, B’ und C’, so ist DC' =

DA+ DB'.
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Der gesuchte Punkt D ist der vierte Eckpunkt des
Parallelogramms ABCD, und zwar der dem Punkt
C gegeniiberliegende (Abbildung).

Beweis: Ist DA || BC und DA = BC, so ist ABCD
ein Parallelogramm. Dann ist aber auch DA’ =
B'C’ (Projektionen gleichlanger paralleler Strecken
auf dieselbe Gerade sind gleichlang). Wegen DC’ =
DB’ + B'C’ ist dann aber DC' = DB’ + DA’. Der
Punkt D hat also die verlangte Eigenschaft.

Aufgabe 6/67
Bestimme alle reellen Zahlen z, fiir die gilt

Vo — 0,5z
~ <15
0,5y —x — Ve

Man substituiert p = /x, so dass die Ungleichung die Form

— 0,5p?
u < 15]9
0,5p — p?

annimmt, kiirzt die linke Seite mit p (p = 0 ist offenbar ausgeschlossen) und subtrahiert auf
beiden Seiten 15p

2 _

15p* —8p+1 <0

05—p -
Diese Ungleichung ist erfiillt, wenn entweder
1.) 15p? = 8p+1<0und 0,5—p > 0 oder 2.) 15p> —8p+1>0und 0,5 —p < 0
gilt. Nun ist 15p? —8p+1 = (5p — 1)(3p — 1) < 0 genau dann, wenn 5p — 1 >0 und 3p — 1 <0
ist. Daraus folgt unmittelbar % < p < i, womit auch 0,5 —p > 0 erfiillt ist. Damit folgt zunichst

! <z<
— <z
25—~

Nelie

Fiir 2. folgt, dass p > 0,5 ist. Die Ungleichung 15p% — 8p+ 1 = (5p — 1)(3p — 1) > 0 ist aber fiir
alle Werte p > 0,5 sicher erfiillt. Damit ergibt sich weiter z > i.
Die Ungleichung ist also fiir alle reellen Zahlen erfiillt, fiir die gilt

L

< xr<
95 ==

d > —
oder 2> 2

NeRi

Aufgabe 7/67
Man halbiere einen Kreisbogen, dessen Mittelpunkt M und dessen Endpunkte P und @
gegeben sind, nur mit Benutzung des Zirkels durch Schlagen von Kreisbégen.

Analysis: Da nur Kreisbogen geschlagen werden diirfen und dafiir zundchst als Mittelpunkte nur
die Punkte M, P und @ sowie als Radien nur die Strecken MP = M@ = r und PQ = s zur
Verfiigung stehen, liegt es nahe, die Verwendbarkeit derjenigen Punkte zu iiberpriifen, die sich
als Schnittpunkte von Kreisen mit r und s um P, @) und M ergeben.
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Zu diesen Punkten gehoren auch die Punkte R und S

U (Abbildung), die das Dreieck M PQ zu Parallelogrammen
erginzen. Dann steht als neuer Radius der Strecke RQ) =
X SP zur Verfiigung; es ist:
P Q

RQ:PS:\/(5+;)2+TZ—(;)2:\/W

< /}5 wegen MQ = SQ =rist MV =V S, wegen MS = s ist
ToM3 VS MV =VS=5.

2

Angenommen der Kreisbogen wére durch den Punkt X bereits halbiert; dann wére

RX = VRM?2 + MX2 = /52 4 12

Man erhélt also RX = SX als zweite Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks mit der ersten
Kathete s und der Hypotenuse v/2s2 + r2. Dieses Dreieck ergibt sich, wenn man iiber RS als
Basis ein gleichschenkliges Dreieck mit den Schenkeln RU = SU = v/2s2+1r2 = RQ = SP
konstruiert; die gesuchte Strecke RX ist dann UM.

Konstruktionsbeschreibung: Man schlédgt um P einen Kreisbogen mit dem Radius r und um
M einen Kreisbogen mit dem Radius s. Von den beiden Schnittpunkten wéhlt man jenen aus,
der das Dreieck PQM zu einem Parallelogramm ergénzt; dieser Punkt ist R. Entsprechend
konstruiert man durch Kreisbégen um @ den Punkt S.

Mit RQ als Radius schligt man um R und S Kreisbégen, die einander in U und in U’ schneiden.
Mit UM = U’'M als Radius schligt man um R und S Kreisbogen, die einander in X und X’
schneiden. Derjenige der beiden Punkte X und X', der auf dem Bogen PQ liegt, halbiert den
Bogen PQ.

Aufgabe 8/67

Gegeben sind zwei einander schneidende Geraden g; und g und einen Punkt P, der weder
auf g1 noch auf gy liegt. Gesucht ist eine gerade durch P, auf der die durch g; und g
begrenzte Strecke von P halbiert wird.

a) Der Schnittpunkt S der beiden Geraden g; und g liege auf dem Zeichenblatt.

b) Der Schnittpunkt S der beiden Geraden g, und g liege nicht auf dem Zeichenblatt, die
Konstruktion ist jedoch auf das Zeichenblatt beschrénkt.

Man betrachtet SP als halbe Diagonale eines zu konstruierenden Parallelogramms, wobei die
von S ausgehenden Seiten auf g; und go liegen. (Benutzung des Satzes "Im Parallelogramm
halbieren die Diagonalen einander”).

a) Man verbindet S mit P und verldngert SP iiber P hinaus um sich selbst bis 7. Durch T
zieht man Parallelen zu g; und go; deren Schnittpunkt mit ¢; und go seien Q1 und @)s. Die
Verbindungsstrecke Q12 hat die verlangte Eigenschaft.

b) Man fiihrt eine Verschiebung der gegebenen Stiicke parallel zu g (oder zu go) durch, so dass
der Schnittpunkt S’ der verschobenen Geraden mit der sich in verschobenen auf dem Zeichenblatt
liegt.

Vorausgesetzt, dass danach auch P auf dem Zeichenblatt liegt, fithrt man die Konstruktion nach
a) durch; anschlieBend macht man die Verschiebung durch die entgegengesetzte Verschiebung
riickgangig.
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¢)Wenn bei der Konstruktion nach a) der Punkt 7" oder bei der Konstruktion nach b) einer der
Punkte P’ und 7" oder beide auflerhalb des Zeichenblattes liegen wiirden, so fiihrt folgendes
Verfahren zum Ziel:

Beziiglich des gegebenen Punktes P als Ahnlichkeitszentrum wird eine zentrale Streckung mit
einem Streckenverhéltnis kleiner als 1 so durchgefiihrt, dass alle zur Konstruktion erforderlichen
Punkte auf dem Zeichenblatt liegen.

Man verkiirzt die Lote I; und I3 von P auf g; und g2 im gleichen Verhéltnis so, dass die Parallelen
zu g1 und g9 durch die Teilpunkte einander auf dem Zeichenblatt in einem Punkt S’ schneiden.
Mit S’ und P fiithrt man die Konstruktion nach a) durch. Die sich damit ergebende Gerade
erfiillt die gestellte Bedingung.

Aufgabe 9/67

In einer Klasse haben drei Schiiler in Mathematik die Note sehr gut, zwolf die Note gut
und die iibrigen befriedigend und ausreichend. Um die besten Schiiler zu férdern, stellt der
Lehrer jedem der sehr guten Schiiler ein eigenes mathematisches Problem zur Losung; jeder
dieser Schiiler soll sich vier der guten Schiiler zur Mitarbeit auswahlen.

Wieviele Moglichkeiten gibt es, die zwolf Mitarbeiter in Gruppen zu je vier auf die drei sehr
guten Schiiler zu verteilen?

Der erste der sehr guten Schiiler hat 12 Mdéglichkeiten, sich den ersten Mitarbeiter auszuwéhlen,
11 Moglichkeiten fiir den zweiten, 10 fiir den dritten und 9 fiir den vierten. Da die Reihenfolge
des Mitarbeiter aber keine Rolle spielt, hat er nicht 12 - 11 - 10 - 9 sondern nur 121'.121.512'9 = 495
Moglichkeiten, sich seine Mitarbeiter auszuwéhlen.

Der zweite der sehr guten Schiiler hat entsprechend noch ?:;g:i = 70 Moglichkeiten, der dritte
muss den Rest nehmen.

Insgesamt gibt es damit 495 - 70 = 34650 Moglichkeiten, die zwolf Mitarbeiter auf die drei sehr
guten Schiiler zu verteilen.

Aufgabe 10/67

Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen z mit der folgenden Eigenschaft:

Setzt man als weitere Stelle an ihr Ende die Ziffer 1, so erhélt man das Siebenfache der Zahl,
die sich durch Erhéhung der héchsten Stelle von z um 1 ergibt.

Die Zahl z habe n Stellen (n = 0;1;2;...). Durch Anfiigen der ergibt sich die Zahl 10z + 1, durch
Erhohen der hochsten Stelle um 1 die Zahl 10™ + z. Dann besteht die Gleichung

7(10" +2) =102 + 1

mit der Lésung z = (710" — 1).

Fir n = 0 folgt z = 2, fiir n = 1 ergibt sich z = 23, fiir n = 3 ist z = 233. Allgemeine besteht
die Zahl z; aus der hochsten Stelle 2 und k£ nachfolgenden Stellen, die sdmtlich gleich 3 sind.
Erhoht man ndmlich die hochste Stelle um 1, so ergibt sich eine Zahl deren n = k + 1 Stellen
sdmtlich gleich 3 sind. Multipliziert man diese Zahl mit 7, so ist die niedrigste Stelle wegen
3 -7 = 21 gleich 1; die folgenden k Stellen ergeben sich aus der Multiplikation 3 - 7 = 21 und
dem Ubertrag 2 samtlich zu 3, die hochste Stelle aber aus dem Ubertrag allein zu 2.

Dieses Produkt ist aber gerade die Zahl 10z + 1.
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Aufgabe 11/67

Gegeben sind zwei Kreise K (A) und K(B) mit den Mittelpunkten A bzw. B, die einander
in S und S’ schneiden. P4 und Pg seien Punkte auf K(A) bzw. K (B) derart, dass S auf der
Strecke PjPp liegt.

Gesucht ist der geometrische Ort fiir die Mittelpunkte aller méglichen Strecken Py Pp.

K(A)
K(B)
Pgp
Py
A B
S ¢ S
A S B
Py
P

Es seien S4 und Sp je ein Endpunkt eines Durchmessers von K (A) bzw. K(B), deren zweiter
gemeinsamer Endpunkt S ist. Ferner sei Sj; der Mittelpunkt von SaSp, P/ und Pj seien die
Schnittpunkte der Tangenten in S an K(B) mit K(A) bzw. an K(A) mit K(B) (Abbildung).
Dann ist der Kreisbogen um den Halbierungspunkt von SSj; mit %SS v als Radius, der von
P!\ S bis PpS verlauft, der gesuchte geometrische Ort.

Beweis: Nach dem Satz des Thales ist P4S4 L P4Pp und PgSp 1 PsPpg, also sind P45z
und PpSp parallel zur Mittelsenkrechten von P4 Pg. Nach dem Strahlensatz schneidet daher
diese Mittelsenkrechte die Strecke S4.Sp in Sys. Der Mittelpunkt von P4 Pp liegt daher auf dem
Thaleskreis iiber S.S;;.

Da P4Pp nicht durch das Dreieck SP) Py verlaufen kann (in diesem Fall wiirde S auBerhalb
von P4 Pp liegen), entfillt der in diesem Dreieck liegende Teil des Thaleskreises.

Aufgabe 12/67
Man zeige die Giiltigkeit der folgenden Abschitzung mit 0 < x < 1, n eine natiirliche Zahl:

1+z)" <1+ 2" -1z

Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

(1+x)":ixk- <Z> —1+§(Z>xk—l+x-i (Z)xkl

k=0 k=1

Wegen 0 < z < 1 gilt 0 < 27! < 1. Daraus folgt

1+2)" x-n "
e <o (i)

Weiter ist
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Daraus ergibt sich aber ohne weiteres (1 + x)" < 1+ z(2" — 1).

Aufgabe 13/67

Zwei Briider haben am selben Tage Geburtstag. Als sie ihn das letztemal feierten, waren sie
zusammen 48 Jahre alt. Das Alter des einen wurde durch eine Kubikzahl angegeben. Teilte
man sein Alter und das Alter des anderen durch die Basis dieser Kubikzahl, so ergaben die
Resultate in dieser Reihenfolge das Datum des Geburtstages.

Wie alt waren die beiden Briider und an welchem Tage hatten sie Geburtstag?

Es kommen nur die Kubikzahlen 1; 8; 27 in Frage, da bereits die vierte Kubikzahl 64 grofler als
48 ist. Probiert man sie der Reihe nach aus, so ergeben sich folgende Rechnungen:

1. 48 —1=47;1:1=1;47:1=47
Das Datum 1.47. ist unmoglich (auBerdem ist es unwahrscheinlich, dass von zwei Briidern
einer 47 Jahre und der andere 1 Jahr alt ist).

2. 48—-8=40;8:2=14;40:2=20
Fiir das Ergebnis gilt entsprechendes wie unter 1.

3.48 —27=21;27:3=9;21:3=7
Es ergibt sich als Geburtsdatum der 9.7., die beiden Briider waren also 27 und 21 Jahre
at.

Da die Fallunterscheidung vollstandig ist, ist dieses Ergebnis eindeutig.

Aufgabe 14/67

Ohne Benutzung der Differentialrechnung ist zu beweisen:

Unter allen Dreiecken mit gegebenem Umfang U und gegebener Seite BC' = a hat das
gleichschenklige den maximalen Flécheninhalt.

Aus U = a+b+c folgt b+ c = U — a = konstant. Der Punkt A des Dreiecks hat also von B und
C eine konstante Abstandssumme und liegt demzufolge auf einer Ellipse mit den Brennpunkten
B und C und dem Brennpunktabstand a sowie der groflen Achse b+ c.

Aus der Flacheninhaltsformel F' = %a-ha folgt, dass bei konstantem a der Fléacheninhalt maximal
ist, wenn h, maximal ist. Offensichtlich ist das genau dann der Fall, wenn h, mit der kleinen
Halbachse der Ellipse zusammenfallt, wenn also A im Nebenscheitel der Ellipse liegt.

Aus Symmetriegriinden ist das Dreieck dann gleichschenklig.

Aufgabe 15/67
Man beweise, dass
a) die 5. Potenz einer natiirlichen Zahl a die gleiche Endziffer hat wie a selbst.

b) die 21. Potenz einer zu 10 teilerfremden natiirlichen Zahl a die gleiche Zehner- und die
gleiche Einerziffer hat wie a selbst.

a) Die Behauptung besagt, dass fiir jede nattirliche Zahl a der Ausdruck
a®—a=ala*—1)=al@®*+1)(a—1)(a+1)

durch 10 teilbar ist. Da a® — a auf jeden Fall gerade ist (mit a ist auch a® gerade oder ungerade),
geniigt es, die Teilbarkeit durch 5 zu beweisen.
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Neben dem trivialen Fall a = 5k unterscheidet man noch die Falle a = 5k £ 1 und a = 5k + 2.
Im ersten Fall ist a — 1 bzw. a + 1 durch 5 teilbar; im zweiten Fall ist

a® +1=(5k+2)?+1=25k*+20k +4+1=>5(k*+4k +1)

durch 5 teilbar.

b) Die Behauptung besagt, dass unter der Voraussetzung "a ist zu 10 teilerfremd” der Ausdruck

durch 100 teilbar ist. Man unterscheidet wieder zwei Falle:

1l.a =10k £1 und 2. a = 10k £+ 3.

(in allen anderen Féllen ist a entweder durch 2 oder durch 5 teilbar und demzufolge nicht
teilerfremd zu 10). Entwickelt man a?® nach dem binomischen Satz, so sind alle Summanden bis
auf den letzten durch 100 teilbar. Man erhélt also im Falle

1. (10k +£1)?° = 1004 + 1 oder a?° — 1 = 1004,

2. (10k £ 3)?° = 100B + 3?° oder a®* — 1 =100B + 3% -1

Nun ist 320 = (3%)° = (8- 10 + 1)°. Entwickelt man diesen Ausdruck nach dem binomischen
Satz, so enthalten alle Summanden bis auf den letzten der Faktor 100: 32° = 100C + 1. Dann
ist 320 — 1 durch 100 teilbar, womit alles bewiesen ist.

Aufgabe 16/67

Das in der Abbildung gegebene Zweitafelbild stellt Grund-
und Aufriss von Profilstiben dar und hat (aufer an
den &ufleren Begrenzungen) keine verdeckten Kanten.
Samtliche Fliachen sind eben.

Die Darstellung ist nicht eindeutig. Es sind Querschnitte
(Seitenrisse) aller auf Grund dieser Darstellung moglichen
Profilstédbe zu finden.
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Da keine verdeckten Kanten vorhanden sind, miissen alle moglichen Profilstédbe zwei zueinander
senkrechte Fldchen gleicher Breite haben (Abbildung, oben).

Die folgenden Tatsachen ermdéglichen es, auf dem Wege von Alternativentscheidungen sukzessiv
alle Moglichkeiten zu erfassen. Dazu kann man die Form eines ”Stammbaums” (Abbildung)
benutzen.

An eine zur Grundrissebene senkrechte Fliche kénnen nur eine zum Grundriss parallele oder
eine zum Grundriss um 45° geneigte Fléche angrenzen.

An eine zur Grundrissebene parallele Flache kénnen nur eine zum Grundriss senkrechte oder
eine zum Grundriss um 45° geneigte Fliache angrenzen.

An eine zur Grundrissebene um 45° geneigte Fliche kénnen nur eine zum Grundriss parallele
oder eine zum Grundriss senkrechte Flache anschlieflen.

Die Abbildung zeigt, das insgesamt 10 Losungen existieren, unter denen sich jedoch drei Paare
von je zwei zueinander symmetrischen Profilen befinden. Die drei symmetrische Profilpaare sind
2 und 8, 3 und 5, 6 und 10. Es gibt also 7 wesentlich verschiedene Losungen.

Zusétzlich zu den in der offiziellen Lésung genannten Profilen, sind weitere moglich:

B ]
>h DAL

Gesucht ist eine (im dekadischen System) vierstellige Zahl, von der folgendes bekannt ist:

1. Die Summe aller zweistelligen Zahlen, die sich aus je zwei Ziffern der gesuchten Zahl
darstellen lassen, ist 594.

2. Dividiert man die gesuchte Zahl durch ihre Quersumme, so erhélt man eine Zahl, die
gleich dem Siebenfachen der letzten Ziffer der gesuchten Zahl ist.

3. Alle Ziffern der gesuchten Zahl sind voneinander verschieden und nicht gleich Null.

Es sei z = 1000a + 1006 + 10c¢ + d die gesuchte Zahl, Q = a + b + ¢ 4+ d ihre Quersumme. Die
zweistelligen Zahlen, die man aus den Ziffern a, b, ¢, d bilden kann, sind

10a + b, 10a + ¢, 10a + d, 10b + a, 10b + ¢, 10b + ¢, 10c 4 a, 10c + b, 10c + d, 10d + a, 10d + b, 10d + ¢
Die Summe aller dieser zweistelligen Zahlen ist 33(a+b+c+d) = 594, also a+b+c+d = 18 = Q.
Aus 5 = 17d folgt nun sofort z = @ - 17d = 306d. Es ergibt sich also die Gleichung

z = 1000a + 1006 + 10c 4 d = 306d ; 10(100a + 10b + ¢) = 305d

Die Zahl d miss also gerade sein:

d =2, dann ist z = 612, entfillt, da nicht vierstellig

d =4, dann ist z = 1224, entfillt, da b = ¢

d = 6, dann ist z = 1836, moglich, Probe bestétigt Richtigkeit
d = 8, dann ist z = 2448, entfillt, da b = ¢

Die Zahl 1836 ist also die einzige Losung der Aufgabe.

Aufgabe 18/67

Gegeben ist ein beliebiges Viereck mit den Seiten a, b, ¢, d.

Man konstruiere ein Trapez aus den Seiten des Vierecks so, dass die Reihenfolge der Seiten
unverdndert bleibt.
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Da die Reihenfolge der vier Seiten durch das Viereck bereits festgelegt ist, gibt es nur noch zwei
Moglichkeiten, die fiir ein Trapez notwendigen parallelen Gegenseiten auszuwéhlen. F seien dies
(ohne Beschréankung der Allgemeingiiltigkeit, im anderen Fall verlauft die Konstruktion analog)
die Seiten a und c.

a) Analysis und Konstruktion: Es sei zundchst a # c.
D c C a—c FE

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei a > ¢ (im
anderen Fall analog). Die Verliangerung der Seite ¢ im
Trapez schneidet eine durch den Punkt B parallel zu d
d b d  verlaufende Gerade in E. Es ist BC' = d, BE = d (Gegen-
seiten im Parallelogramm ABED), ED = a (Gegenseiten
im Parallelogramm), also EC' = a — ¢. Das Dreieck BEC

A a B ist demnach nach sss eindeutig konstruierbar.

Damit ist der Abstand der parallelen Seiten a und ¢ bestimmt und das Trapez konstruierbar;
Man konstruiert zunéchst die Seitendifferenz a — ¢, danach aus dieser Differenz, der Seite b und
der Seite d das Dreieck BEC'. Die Seite EC wird tiber C' hinaus um ¢ verlangert, der Endpunkt
ist D. Auf der Parallelen zu C'D durch B wird von B aus nach derselben Seite, auf der D liegt,
die Strecke BA = a abgetragen.

Ist a = ¢, so ist diese Konstruktion nicht ausfithrbar. Entweder ist auch b = d; dann ist das
gegebene Viereck ein Parallelogramm und mithin bereits ein Trapez (Spezialfall). Oder er ist
b # d; dann kénnen nur b und d als parallele Gegenseiten gewéhlt werden, und das Trapez wird
gleichschenklig.

Determination: Das Dreieck BEC' ist eindeutig konstruierbar, wenn die Summe zweier beliebiger
Dreiecksseiten jeweils grofler ist als die dritte Dreiecksseite. Es muss also gelten:

b+d>|a—c|; b+ la—c| > d; d+la—c|>b

Daraus ergibt sich b+d > |a—c| und |a—c¢| > |b—d| als notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die eindeutige Konstruierbarkeit des Trapezes mit a und c als parallele Seiten.

Aufgabe 19/67

Zwei Kinder spielen mit einer Fiinf-Pfennig-Miinze und mit einem Wiirfel. Sie vereinbaren:
A wirft einmal die Miinze, B wirft dreimal den Wiirfel. Gewinnen soll, wer eine "Fiinf” wirft.
Wie sind die Gewinnchancen verteilt?

Es ist offensichtlich, dass fiir A der Wahrscheinlichkeit P(5) = 0,5 ist, da zwei Félle moglich
sind, von denen einer giinstig ist. B muss um zu gewinnen, mindestens eine Finf unter den
drei Wiirfen haben. Da die drei Ereignisse ”5 beim i-ten Wurf” (i = 1;2;3) einander nicht
ausschlieflen, kann man den Additionssatz anwenden. Man geht daher zum entgegengesetzten
Ereignis iiber: B verliert, wenn die drei Ereignisse "nicht 5 beim i-ten Wurf” eintreten; dafiir
gilt (da sie voneinander unabhéngig sind) der Multiplikationssatz. Demzufolge ist fir B die
Wahrscheinlichkeit, eine Fiinf zu werfen

B hat also wesentlich geringere Gewinnchancen.
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Aufgabe 20/67
Man trage vom Ursprung O eines rdumlichen, rechtwinkligen Koordinatensystems auf den
Achsen die Strecken a, b und ¢ bis zu den Punkten A, B bzw. C ab. Dann félle man von
O das Lot auf die Ebene ABC'. Sein Fuflpunkt sei M. Es ist zu beweisen, dass das Lot die
Lénge hat:
1

Trhed
Verwendeter Hilfssatz: Steht eine Gerade auf zwei nicht zueinander parallelen geraden einer
Ebene senkrecht bzw. kreuzt sie diese senkrecht, so steht sie auf jeder Geraden dieser Ebene

senkrecht oder sie kreuzt sie senkrecht. ) ) ) )
Man verbindet B mit M und bezeichnet den Schnitt-

punkt der Verlangerung von BM iiber M hinaus mit
AC mit D. Weiter bezeichnet man OC mit d, CD mit
z und M D mit y (Abbildung).
Die Strecke OB steht aus OA und OC und damit nach
dem Hilfssatz auf OD senkrecht. Das Dreieck BOD ist
also bei O rechtwinklig. Die Strecke AC' kreuzt nach
dem Hilfssatz OM senkrecht, da OM auf der Ebene
ABC senkrecht steht und AC eine Gerade dieser Ebene
ist.
AC kreuzt aber auch OB senkrecht, da OB auf der
» Ebene AOC' senkrecht steht und AC auch in dieser
Ebenen liegt. Demnach steht AC auch auf OD senk-
recht, und somit ist das Dreieck ODC bei D rechtwinklig.

Wendet man nun auf die rechtwinkligen Dreiecken BOD,OM D, AOC und ODC' die Satze des
Pythagoras und des Euklid an, so erhilt man

4
h? = d? — % d? = c? — 2% & =zva? + 2 2=
CL2—|—62
4 2.2 2
c a“c d
d?=c*— = ;o P =yVd + b e ———
a?+c2 a2+’ Y +O5 Yo

Demnach gilt

212 .2
Y Y == S a2b22
I e

Hieraus folgt die zu beweisende Gleichung

1
wtpte

c2

h =

S

Aufgabe 21/67
Es seien A, B, ag, by, a1, by und x natiirliche Zahlen und es gelte

x| A% 4 B% sowie x| A% — BX

wobei ¢ | d bedeutet, dass ¢ Teiler von d ist). Man weise nach, dass unter diesen Vorausset-
zungen auch
T | Zn — Aaﬂb-l-ao + Bb1n+b0

fiir jede natiirliche Zahl n gilt.

172



2.7 Aufgaben und Lésungen 1967

Wir beweisen die Behauptung durch vollstdndige Induktion.
1. Wegen Zy = A% + B% laut Voraussetzung gilt die Behauptung sicher fiir n = 0.
2. Angenommen, die Behauptung gelte fiir ein n = k:

T | Zk’ — Aa1k+a0 + Bb1k+b0

Nun ist
ZkJrl _ Aa1(k+1)+ao + Bb1(k+1)+bo _ Aa1k+ao CAY 4 Bb1k+b0 . Bb1 _

— An (Amk-l—ao + Bb1k+bo) + (Bln _ Aa1)Bb1k+bo — A™ Zk _ (Aa1 _ Bb1)Bb1k‘+bo

Wegen z | Zj, laut Induktionsannahme und z|(A% — B%) laut Voraussetzung folgt daraus
x| Zk41. Aus 1. und 2. folgt die Richtigkeit der Behauptung.

Aufgabe 22/67

Gegeben ist eine Strecke mit der Lidnge a Léngeneinheiten (LE) sowie die Léngeneinheit
selbst.

Wie kann man daraus eine Strecke mit der Linge va® LE konstruieren?

Es ist Va3 = \/ay/a. Die Strecke mit der Linge \/a\/a LE findet man als Seite eines Quadrats
mit dem Flicheninhalt ay/a LE?. Dieses Quadrat erhilt man mit Hilfe des Kathetensatzes aus
einem flachengleichen Rechteck mit den Seiten z = a LE und y = /a LE. Die Strecke y = /a LE
ergibt sich nach dem Hohensatz aus den Strecken a LE und 1 LE. Damit folgt die Konstruktion:

1. Man schldgt iiber der Strecke AC' = (a + 1) LE den Thaleskreis und errichtet im Punkt B,
der von C' den Abstand 1 LE hat, auf dieser Strecke die Hohe; sie schneidet den Thaleskreis in
D. Die Strecke BD hat die Liange y = v/a LE.

2. Man schlégt {iber der Strecke AB = a LE den Thaleskreis und errichtet im Punkt E, der von
B den Abstand y = y/a LE hat, auf dieser Strecke die Hohe; sie schneidet den Thaleskreis in F'.

Die Strecke BF hat die Linge y/a/a LE = v/a3 LE und ist somit die gesuchte Strecke.

Aufgabe 23/67
Man beweise: Ist n eine natiirliche Zahl und 2" —1 eine Primzahl, so ist auch n eine Primzahl.

Wir fiihren einen indirekten Beweis. Angenommen, 2" — 1 sei eine Primzahl, n dagegen nicht.
Dann ist n in Faktoren zerlegbar: n = ab mit a; b # 1 und damit a; b # n, a; b natiirliche Zahlen.
Damit ist 2" — 1 = 2% — 1 = (2%)® — 1. Diese Zahl ist aber durch 2% — 1 teilbar:

(29" -1

T (297 4 (2972 L+ (29)

nach der Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe. Wegen b # 1 ist aber 2¢ — 1 #
(29)® — 1, und wegen a # 1 ist 2% — 1 # 1. Der Teiler von 2" — 1 ist also von 1 und von 2" — 1
verschieden. Daraus folgt, dass 2™ — 1 keine Primzahl ist - im Widerspruch zur Annahme. Also
ist die Annahme falsch, folglich muss der zu beweisende Satz richtig sein.

Aufgabe 24/67

Bei der serienméfligen Montage von 1000 Gerédten, die 100 MDN je Gerét kostet, werden 300
Widersténde je Gerdt eingebaut, deren Priifung auf Einhaltung der Toleranz 0,12 MDN je
Widerstand entstehen.
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Widerstand die Toleranz nicht einhélt, betragt (nach
statistischen Unterlagen) 0,1 %. Das Gerét funktioniert nur dann einwandfrei, wenn alle
Widersténde maBhaltig sind. Eine Endkontrolle ist auf jeden erforderlich.

Was ist 6konomisch vorteilhafter - eine Kontrolle der Widerstidnde vor der Montage oder ein
Verzicht darauf?

Die Materialkosten fiir fehlerhafte Gerédte konnen aufler Betracht bleiben, da das Material
verwertbar bleibt.

Man stellt zur Entscheidung der Frage die Kosten Kj bei Priiffung der Widerstidnde vor der
Montage und die voraussichtlichen Kosten K3 fiir die Montage nicht funktionstiichtiger Geréte
bei Verzicht auf die Kontrolle gegeniiber.

Es werden 300 Widersténde je Gerét - 1000 Gerédte = 300000 Widersténde bendtigt, die einwand-
frei sind. Da (wahrscheinlich!) nur 99,9% der Widerstdnde mafhaltig sind, miissen W =
300300 Widerstédnde gepriift werden.

Die Kosten dafiir betragen K; = 36036 MDN.

Die Wahrscheinlichkeit P(A) dafiir, dass in ein Geriit bei Verzicht auf vorherige Kontrolle nur
einwandfreie Widerstinde eingebaut werden, ist P(A) = 0,9993%; fiir die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass es auf Grund fehlerhafter Widerstdnde Ausschuss ist, gilt

P(A)=1-P(A) =1-10,999"" ~ 0,256 = 25,6%

D.h., wahrscheinlich sind 25,6 % der Gerite fehlerhaft, es mussten 1002 100 ~ 1340 Geréte produ-
ziert werden so dass fiir 340 Gerite die Montagekosten zusétzlich anfallen. Damit ist Ky = 34000
MDN.

Man erkennt: K1 > Ks. Verzicht auf vorherige Kontrolle ist 6konomisch vorteilhafter.

Aufgabe 25/67
Gesucht sind alle Primzahlen p, fiir die gilt 3p + 4 = a? (wobei a eine natiirliche Zahl ist).

Aus 3p + 4 = a? folgt 3p = a®? — 4 = (a — 2)(a + 2). Da p eine Primzahl ist, gilt

(1) entweder a+2=3unda—2=p

(2)odera—2=3unda+2=p

(1) kann nicht gelten, da sonst a = 1 und p negativ wére; folglich gilt (2). Dann ist aber a = 5
und p = 7. Tatsichlich ist 3 -7 + 4 = 25 = 52. Der Losungsweg schlieft weitere Losungen fiir p
aus.

Lésung von Emil Donath:

Aus der Gleichung 3p + 4 = a? ist ersichtlich, dass die linke Seite ein Quadrat sein muss und
durch den Term (n + 2)? dargestellt werden kann.
Nun ist (n 4 2)2 = n? + 4n + 4 = a®. Durch Koeffizientenvergleich der letzten mit der ersten
Gleichung ergibt sich
n(n+4)

3
Fiir p ergibt sich dann und nur dann eine Primzahl, wenn entweder |n| oder |n + 4| gleich 3 und
n(n +4) > 0 ist. Ist n ein Vielfaches von 3, so bleibt (”+4)
als Faktoren enthélt, und p kann dann keine Primzahl sem.
Ist n = 3, so ist p = 7 die einzige Primzahl, durch die diese Gleichung erfiillt wird. Fir n = —1
ergibt sich p = —1, also keine Primzahl. Setzt man jedoch n = —7, so erhélt man wiederum
p=T.
Also ist p = 7 die einzige Primzahl, die die vorgegebene Gleichung erfiillt.

3p=n?+4n oder p=

ein Produkt, das nicht nur 1 und p
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Aufgabe 26/67
Es seien a, b und c die Seiten eines beliebigen ebenen Dreiecks, r dessen Umkreisradius und
p der Inkreisradius. Man beweise die Richtigkeit der Formel

abe

op— —
rep at+b+c

Es ist bekanntlich wegen h, = bsin~y der Flacheninhalt A = %ab sin~y. Aus dem Peripheriewin-
C

kelsatz folgt siny = 5.

Zerlegt man das Dreieck ABC' in drei Teildreiecke mit dem Inkreismittelpunkt als allen drei
Teildreiecken gemeinsamem Eckpunkt, so ergibt sich

1 1 1
A=—=pla+b+c) und weiter Sab— = —pla+b+c)

2 2 2r 2
und damit 2rp = aﬁgic.
Aufgabe 27/67
Beweisen Sie, dass die Ungleichung
b
a c 1

>
b+c+a+c+a+b

fiir jedes positive, reelle a; b; ¢ gilt!

Wegen a > 0,b > 0,c > 0 gilt aucha+b>0,b+c¢c>0,c+a >0 und
a+b<a+b+c b+c<a+b+cg cta<a-+b+c

Damit aber auch

1 . 1 1 - I 1 - 1
a+b  a+b+c’ b+c a+b+c’ a+c a+b+c

Multipliziert man die letzten drei Ungleichungen mit ¢, mit a bzw. mit b und addiert man diese,

so erhalt man
c a b c+a+b B

> =
a+b+b+c+a—|—c a+b+c
Lésung von Wolfgang Burmeister:

Nach einem bekannten Satz ist das arithmetische Mittel von n positiven Zahlen nicht kleiner
als deren harmonisches Mittel. Es gilt also speziell fiir die positiven Zahlen x;y; z:

x+y+z> 3

=71, 1,1
3 E+§+;
Auf den Fall
_a+btc _a+bt+c _a+b+tec
 a+b ’  a+c ’  c+b
angewandt, erhdlt man
+b+ +b+ +b+
c + b —"_ a _ 3 ' aa+bC + aa+cC _'_ ac+bc B 3
a+b c+a b+c 3
3 3
>3- 3=3.- 3=
= +b + +b
aib+c + aib—?—c + a—ckb+c 2
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Es gilt also die schérfere Ungleichung

c n b n a
a+b c+a b+c

3
>
-2
in der die Gleichheit nur fiir x = y = z eintritt, was wiederum nur fiir « = b = ¢ moglich ist.

Lésung von Jorg Seeldnder:

Ich schétze die Ungleichung
a b c
+ + >1
b+c c+a a—+b
nach unten ab, indem ich jeden Bruch der linken Seite verkleinere (was 1t. Voraussetzung a; b; ¢ >

0 moglich ist):

a b c a b c
+ - > + + =1
b+c¢c c¢c+a a+b a+b+c b+c+a c+a+b

womit alles bewiesen ist.
Lésung von Karl Béllmann:

Richtig ist sicher die folgende Ungleichung:
(a+b)(a—b?*+(a+c)a—c) >+ (b+c)(b—c)>>0

wobei Gleichheit nur fiir den Fall a = b = ¢ gilt.
Addiert man auf beiden Seiten das Produkt 3(a + b)(a + ¢)(b+ ¢), so erhélt man nach entspre-
chender Rechnung

2[a(a+b)(a+c)+bla+b)(b+c)+cla+c)(b+c)] > 3(a+b)(a+c)(b+c)
Dividiert man beide Seiten der Ungleichung durch 2(a + b)(a + ¢)(b + ¢) und kiirzt man die
entstehenden Briiche, so ergibt sich

a n b N c >§
b+c a+c a+b 2

Es gilt also sogar eine schirfere Ungleichung.
Lésung von Manfred KiefSling:
Zu zeigen ist
a b c
+ +
b+c a+c a+b

fiir reelle a,b,c > 0. Da der Ausdruck zyklisch ist, gilt 0.B.d.A. a < b < ¢. Damit wird wegen
ct+ta<c+bunda+b<c+b

>1

a+b+c>a+b+c a+b+c_1+a
b+¢ a+c¢ a+b b+c b+ec c+b  b+c b+c

>1

Lésung von Eckehard Krauf:

n
Ist s = > a4, so gilt wegen a; > 0:
i=1

" a; nt a; 1 " 1
) bt Shab O DL S
i=1 i=1 i=1

In unserem Falle ist n =3, a1 = a, as = b, az = c.
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Aufgabe 28/67

Gegeben sei ein beliebiges regelméfliges n-Eck mit dem Inkreisradius r. Gesucht ist der
geometrische Ort aller Punkte P, fiir die die Summe der Abstinde von den n-Eckseiten bzw.
deren Verléngerungen gleich dem n-fachen des Inkreisradius 7 ist.

Behauptung: Der gesuchte geometrische Ort ist das gesamte n-Eck einschliefSlich der n-Eckseiten.
Beweis: Verbindet man den Mittelpunkt des n-Ecks mit den Ecken, so entstehen n Dreiecke,
wobei jedes den Flicheninhalt F' = 5 hat (dabei ist s die n-Eckseite). Der Flicheninhalt des
n-Ecks ist also Fy, = "3*.

Verbindet man einen beliebigen Punkt P im Inneren des n-Ecks mit den Ecken, so entstehen
ebenfalls n Dreiecke mit dem Flicheninhalt Fj, = *3%, wobei aj der Abstand des Punktes von

der k-ten Seiten ist, k = 1;2;3;...;n. Damit erhédlt man fiir den Fldcheninhalt des n-Ecks

-3

<3

Il
™
-

Il

M
l\D\ [V

Durch Vergleich (Gleichsetzen) ergibt sich
s n n
=3 Z oder nr = Z ag
k=1 k=1

Man tiberlegt sich leicht, dass die Beziehung auch Giiltigkeit hat, wenn fiir ein k gilt ax = 0,
d.h., wenn P auf einer n-Eckseite liegt.

Aufgabe 29/67
Die Gleichung sin (z + y) sin (z — y) — cos (z + y) cos (z — y) = 0,5 ist zu losen.

Nach den Additionstheorem gilt

:):—I—y) =sinx cosy + coszsiny
—y) =sinxcosy — cosxsiny
:E—I-y) = cosxcosy — sinzsiny
)

T — 1Y) =coszcosy +sinxsiny

Setzt man dies in der Gleichung ein und multipliziert man die Produkt aus, so ergibt sich
sin? z cos? Yy — cos? x sin? Yy — cos? z cos? Y+ sin? z sin? y =205

Durch Ausklammern folgt

2

(sin? 2 — cos® )(cos? y + sin’y) = 0,5

Mit sin? z + cos?z = 1 wird die Gleichung zu 2sin® z = 1,5. Man erkennt, dass die Gleichung
fiir beliebiges y erfillt ist. Die weitere Losung ergibt

3 1 2
Sin%ﬁ:z—) |Sin$’=5\/§—>$1;2=gikmx3;4=§ilm

(k = 1;2;3;...) Die Gleichung gilt also fiir diese vier Wertescharen und fiir jeden beliebigen
y-Wert.
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Aufgabe 30/67
Gesucht ist die Summe

Zak:a1+a2+a3+...+an+...
k=1

von der folgendes bekannt ist:
1. Die Glieder der Reihe bilden eine monotone Folge.

2. Esist a; = 1,a, > 0 fir jedes n.
o0 [e.°]

3. Esist [] ask—_1 = ][ ag-
k=1 k=1

4. Es ist asy = agp_9 — a9g_1-

Aus der Bedingung 3 folgt

@ ey Az

=1
a2 a4 a2k

a1 a3 ... Aof—1 .. = Q2 - A4 * ... * Qo) * ... oder

Wiére die Folge {ax} streng monoton wachsend, so wére agx—1 < agx und somit % < 1 fir
jedes k im Widerspruch zu der vorstehenden Gleichung. Analog schlieft man, das sie nicht streng
monoton fallend sein kann. Also ist ag;_1 = ag fiir jedes k.

Damit nimmt S die folgende Gestalt an:

(o)
S:a1+a2+...—|—an—{—...:a2+a2+a4—|—a4+...—i—an+...:2Za%
k=1

Aus 4. ergibt sich damit asgp = ask_o — agg, also agy = %agk,g. Das heifit aber, die Folge {ag}
ist eine geometrische Folge mit dem Quotienten ¢ = % Nach der Summenformel fiir unendliche
geometrische Reihen gilt damit (wegen as = a3 = 1)

o0
as
S =2 asp = 2 =4
1;:1 2% -

Lésung von Hans-Jorg Roos:

Da asp, = agk_o—ask_1 gilt und agy > 0 ist, gilt auch asg_o > aop_1, die Folge fallt also monoton.
Alle a;, mit k£ > 3 sind demnach kleiner als 1, und

oo oo o o0
H agg—1 =0, H agg =0 also H agk—1 = H asg,
k=1 k=1 k=1 k=1

Aus den Bedingungen 1), 2) und 4) allein kann man also die Summe der Folge nicht eindeutig
qngeben, da a9 und alle agg_1 frei wahlbar sind.
Andert man die Bedingung 3) der Aufgabe so, dass man

o0 [e.@] n n
1T a2e—1 = T a2 in IT a2e-1 = ] a2
k=1 k=1 k=1 k=1

umwandelt, so ist die Aufgabe eindeutig 16sbar. Fir k£ = 1 gilt dann a1 = a9, fir k£ = 2 gilt
a1 - a3 = ag - aq usw. Daraus folgt aber asr_1 = agy.
Wegen asy, = agr—o — aop—1 gilt asy = %agk_g. Damit kann man die Glieder der Folge ermitteln.

Man erhélt:
1 1 1 1 1 1
S=14+1+-+-4+-4+-+...+ 5+

— 4+ ...=4
2 2 4 4 2k 2"?+
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Aufgabe 31/67

Féllt man von einem beliebigen Punkt P der Ebene die Lote auf die Verbindungsgeraden
AB, BC und CA dreier nicht auf derselben Geraden liegender Punkte A, B und C' dieser
Ebene, so entstehen die Fuflpunkte X, Y bzw. Z. Man beweise, dass stets gilt:

AX?+BY?+(0Z?=BX?+CY?+ AZ?

Wir verwenden die Bezeichnungen der Abbildung und nehmen P im Inneren des Dreiecks ABC
an. Dann lautet die Behauptung
A+ai4+b=c24+a3+b3

Zum Beweis wende man auf die entstehenden sechs rechtwinkligen Dreiecke den Satz des Py-
thagoras an.

Man erhalt:
c
, o ci=ki—hi; al=k-hi; Vi=ki-h3 (1)
/ B=k-hd ad=kK-h} B=k-h (2
; ’ a Die Additionen der Gleichungen (1) bzw. (2) liefern
2
hs

¢t +al + b7 =k + k3 + k3 — (b + h3 + h3)
A «a ) c2 B 3+ a3+ b3 =k +k3+k3— (h3+h3+h3)
womit die Behauptung bewiesen ist. Der Beweis verlduft analog, wenn P auflerhalb des Dreiecks
ABC oder auf seinem Umfang liegt.

Aufgabe 32/67 )
Man bestimme an Hand einer geometrischen Uberlegung den exakten Wert von sin 18°!

In einem Dreieck ABC' (Abbildung) gilt
ABAD = £CAD = £ACB = 36°

LCAB = LABC = {BDA =T72°

Daraus folgt A ABC ~A BDA,AB = AD = AC,AC = BC.
Setzt man AB = 2a und AC = b, so gilt wegen der Ahnlichkeit
(b —2a) : 2a = 2a : b. Daraus folgt die quadratische Gleichung

2
a a 1 . . a -1+ \/5
(b) + %=1 mit der Losung 7= 1

Nun ist 7 = sin % = sin 18°. Da die sin-Funktion im 1. Quadranten positiv ist, kommt der

negative Wert fiir uns nicht in Frage. Damit ergibt sich

V5 —1

in 18° =
sin 1
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Aufgabe 33/67

Man beweise: Erfiillen drei natiirliche Zahlen z;y; 2z, die keinen gemeinsamen Teiler haben,
die Bedingung 22 + y? = 22 (sogenannte pythagoreische Grundtripel), so kénnen x und y
nicht beide ungerade sein.

1. Indirekter Beweis: Angenommen, x und y wéren beide ungerade. Dann kénnte man sie in der
Form x = 2k + 1 und y = 2l + 1 schreiben, und z wére gerade: z = 2m (wobei k;l;m ganze
nichtnegative Zahlen sind). Dann wird

22 = AR+ 12) + 4k +1) +2 = 4m?

Das ist jedoch ein Widerspruch, da 2 nicht durch 4 teilbar ist. Also ist die Annahme falsch und
es muss eine der beiden Zahlen = und y gerade, die andere ungerade sein (dass nicht beide gerade
sein kénnen, folgt unmittelbar aus der Voraussetzung, da dann auch z gerade wire und somit
die drei Zahlen den gemeinsamen Teiler 2 hétten).

2. Direkter Beweis: Drei pythagoreische Zahlen z;y; z kann man stets in der Form

U — v u? + v?
N = uv N z =
2 ) y 7 2

darstellen, wobei w und v ungerade Zahlen mit v > v sind. Dann ist y als Produkt zweier
ungerader Zahlen selbst ungerade.
Setzt man u = 2m+ 1,v = 2n + [ (wobei m und n ganze nichtnegative Zahlen mit m > n sind),

so ist ) )
2 1)“— (2 1
x:(m+ ) 2(n+ ) =2(m—n)(m+n+1)

also gerade. Wegen der Kommutativitdt der Addition kénnte man auch xz = uv,y = #

setzen; dann ist x ungerade, y gerade. Damit ist die Behauptung bewiesen.
Lésung von Peter Beckmann:

Wiren sowohl z als auch y ungerade, so wire x = £1 (mod 4) und y = +1 (mod 4), d.h. 2% =
(mod 4) und y? =1 (mod 4) und damit

22 + 4> =2 (mod 4)
Es gibt aber kein z, das die Kongruenz z? = 2 (mod 4) erfiillt, da 2 quadratischer Nichtrest
(mod 4) ist. Die beiden Zahlen x und y kénnen also nicht beide Ungerade sein (die Forderung
der Teilerfremdheit von x;y; z ist tiberflissig).

Lésung von Karl-Heinz Tuschel:

Wir konnen ohne Einschrénkung der Allgemeingiiltigkeit annehmen, dass y > z ist. Es sei
y = x +n mit n > 0. Dann ist

?+(r+n)?=2" — xzzg'z—nx—g-n

Wenn x und y beide ungerade sind, so sind z und n gerade. Dann ist aber offenbar jeder Summand
auf der rechten Seite der letzten Gleichung gerade. Folglich miisste auch 2? und damit auch z
gerade sein, was der Voraussetzung widerspricht.
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Aufgabe 34/67
Gegeben sei ein Dreieck ABC und ein Punkt P im Inneren des Dreiecks. Die Verldngerungen
der Strecken AP, BP und CP schneiden die Dreiecksseiten in den Punkten A, B1 und Cj.

Man beweise, dass gilt
AP BiP CiP

A4, BB, T 0C
Man errichte im Dreieck ABC die Hohe h. auf die Seite
C¢ AB = c und ziehe die Parallele zu ¢ durch P (Abbildung).

Der Abstand der Parallelen von c sei hy.. Dann gilt fiir den
Flacheninhalt A(ABC') des Dreiecks ABC' die Gleichung

1

Ay
By ‘ A(ABC) = %AB - he
hipe
g & und fiir den Flicheninhalt A(ABP) des Dreiecks AB:
A C1 B A(ABP) = $AB - hy.. Daraus folgt % = ’;L”Cc

h

Nach dem Strahlensatz gilt aber = %. Also gilt
A(ABP) CP
A(ABC)  CCy
Analog erhélt man
A(BCP) AP ' A(ACP)  ByP
A(ABC) ~— A4, ' A(ABC) BB

Addiert man die drei Gleichungen, so ergibt sich
AP n BP CiP _ A(ABP) + A(BCP) + A(ACP)
AA, BBy CCy A(ABC)

wegen A(ABP) + A(BCP) + A(ACP) = A(ABC).

=1

Aufgabe 35/67
Man zeige, dass man unter (n+ 1) verschiedenen natiirlichen Zahlen, die sémtlich kleiner als
2n sind, stets drei finden kann, bei denen die Summe zweier stets gleich der dritten Zahl ist.

Die Zahlen seien z1; 295 ...; zp41; sie seien der Grofle nach geordnet: 0 < 21 < 29 < 23 < ... < Zp41-
Wir bilden nun die n Zahlen zo — 21523 — 21,24 — 21} ..} Zn41 — 21-

Diese Zahlen sind wieder sdmtlich voneinander verschieden und kleiner als 2n. Unter ihnen ist
mindestens eine, die gleich einer der Zahlen zs; 23; 24; ...; 2n4+1 ist. Wére das ndmlich nicht der
Fall, so kénnten die 2n Zahlen

223 %33 %45 +ee3 A1y R2 T Z15 23 T 1,24 — Rl -3 2ntl — 21

nicht sdmtlich kleiner als 2n sein.
Es gilt also sicher fiir mindestens ein k£ und ein m 2z — 21 = 2z, mit k;m < n + 1. Daraus folgt
sofort zr = 2y, + 21.

Aufgabe 36/67
Weisen Sie durch elementare Umformungen nach, dass die Gleichung

2t — 1223 + 6322 — 1022 +85 =0

keine reellen Losungen hat!
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Der Nachweis ist erbracht, wenn gezeigt ist, dass der Wertevorrat der Funktion
f(z) =2t — 1223 + 6322 — 102z + 85

fiir die reelle Variable & nur positive Zahlen enthélt. Dies wiederum ist bewiesen, wenn sich das
Polynom 4. Grades als Summe von mindestens einem positiven und sonst nur nichtnegativen
Summanden darstellen ldsst. Sicher nicht negativ sind Potenzen mit geraden Exponenten. Man
erginzt daher zunichst die ersten beiden Glieder 22 — 122% des Polynoms zur vollen 4. Potenz
eines Binoms:

f(z) =23 — 1223 4 542% — 108z + 81 + 922 + 62 + 4 = (x — 3)* + 92 + 62 + 4
Nun ergéinzt man die folgenden beiden Glieder 922 + 62 zum vollen Quadrat eines Binoms:
f@)=(x—-3)"+922 +62+14+3=(x—-3)"+ Br+1)>+3

Da die ersten beiden Summanden wegen der geraden Exponenten sicher nicht negativ sind und
der dritte Summand positiv ist, kann die Funktion nirgends den Wert 0 annehmen. Daraus folgt,
dass die vorgelegte Gleichung keine reellen Losungen hat.
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2.8 Aufgaben und Losungen 1968

Aufgabe 1/68

In einem Punkt A befinden sich n Scheiben \S; mit den Durchmessern d; (i = 1;2;...;n) so
ibereinander-gestapelt, dass d; < d, fiir j < k gilt.

Sie sollen einzeln nach einem Punkt B gebracht werden, wobei ein Punkt C' als Ablage-
platz”benutzt werden darf.

Dabei ist die Bedingung zu beachten, dass niemals eine grofiere Scheibe auf einer kleineren
liegen darf.

Wie viele Transportschritte sind mindestens erforderlich?

Man versucht zunéchst durch Probieren eine Vermutung zu finden:

Fiir n = 1 ist offensichtlich ein Schritt erforderlich. Bei n = 2 wird zunéchst der erste (oberste)
Scheibe nach C, darauf die zweite nach B und schlieflich die erste nach B gebracht (3 Schritte).
Ebenso iiberlegt man, dass fiir n = 3 sich 7 und fiir n = 4 sich 15 Schritte ergeben.

Vermutung: Bei n Scheiben ist die Anzahl der erforderlichen Schritte 2" — 1.

Beweis durch vollsténdige Induktion:

Fiir n = 1 bis n = 4 ist die Vermutung offensichtlich richtig.

Denn 2! —1=1;22-1=3;22-1=7;2 -1 =15.

Wir nehmen an, die ersten k Scheiben lieBen sich in 2¥ — 1 Schritten umordnen. Dann ordnet
man sich entsprechend nach C, bringt die (k + 1)-te Scheibe nach B und ordnet die ersten k
Scheiben in 2¥ — 1 Schritten von C nach B.

Die Gesamtzahl der Schritte ist dann

2F 1414+ @ —1) =228 1 =211
Damit ist die Richtigkeit der Vermutung bewiesen.
Aufgabe 2/68

Ein rechtwinkliges Dreieck ist aus einer Kathete und dem Hypotenusenabschnitt, der zur
anderen Kathete gehort zu konstruieren.

Analysis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei-
en v = 90° und a sowie ¢ gegeben. Es gilt (siehe
Skizze) nach dem Satz von Euklid

a’ =pcund p=c — q (wegen p+ ¢ = c)

also

Daraus folgt

c= g + (3)2 +a?
wobei das Minuszeichen geometrisch keine Bedeutung hat (sonst wire ¢ < 0).

Konstruktion: Auf dem freien Schenkel eines rechten Winkels mit dem Scheitelpunkt C' tragt
man die Strecken a = AB und 1= CD ab.

Der Kreis um D mit dem Radius % schneidet BD in E; und FE>. Man bezeichne so, dass D
zwischen den Punkten Ej und B liegt.

Der dritte Punkt A des gesuchten Dreiecks ist der Schnittpunkt der Verlingerung von CD iiber
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D hinaus mit dem Kreis um B mit dem Radius BE;.

Beweis: Nach Konstruktion ist

2
M:BElzBD+DE1:\/E+g:C

Determination: Analysis und Konstruktion zeigen, dass die Aufgabe stets eindeutig losbar ist; a
und ¢ kénnen als Strecken beliebig vorgegeben werden.

Aufgabe 3/68
Man bestimme sechs Primzahlen so, dass sie eine arithmetische Folge bilden und ihre Summe
ein Minimum ist.

Es sei p; die kleinste der sechs Primzahlen, po, ..., ps die iibrigen und d die (nach Definition
konstante) Differenz der arithmetischen Folge. Dann gilt

p1 =p1,p2 =p1 +d,p3 = p1 + 2d,ps = p1 + 3d,p5s = p1 +4d, ps = p1 + 5d

Damit S = 6p; + 15d ein Minimum wird, miissen p; und d minimal gewéhlt werden.

Fiir p; kommen 2;3;5 nicht in Frage, denn wére p; = 2, so ware ps = 2 + 2d nicht Primzahl,
wére p; = 3 so folgt, dass py = 34 3d nicht Primzahl ist, und entsprechend ergibt sich fiir p; = 5,
dass pg = 5 + 5d nicht Primzahl sein kann.

Daraus folgt p; > 7, der kleinste in Frage kommende Wert fiir p; ist 7.

Fiir die Wahl von d ergeben sich folgende Uberlegungen:

1. d muss durch 2 teilbar sein, da sonst po = p; + d gerade und somit keine Primzahl wére.

2. d muss durch 3 teilbar sein, da sonst wenigstens eine der Zahlen po, ..., pg durch 3 teilbar ware.
Beweis: Wenn d nicht durch 3 teilbar ist, ldsst es beim Teilen durch 3 entweder den Rest 1 oder
2.

Die Zahl p; ist als Primzahl nicht durch 3 teilbar, lésst also ebenfalls entweder den Rest 1 oder
2.

Wie man leicht nachpriift, fiihrt jede der vier moglichen Kombinationen auf mindestens eine
Zahl p; mit ¢ = 2,...,6, die durch 3 teilbar ist.

3. d muss durch 5 teilbar sein (Schlussfolgerung analog).

Also ist d durch 2 -3 -5 = 30 teilbar, das kleinste mégliche d ist also 30.

Tatsédchlich bilden die Zahlen 7;37;67;97;127; 157 eine Primzahlfolge.
Thre Summe ist 492; es ist die kleinste Summe aus sechs Primzahlen, die eine arithmetische Folge
bilden.

Aufgabe 4/68

Es sei 0 < a < 1, n eine natiirliche Zahl. Welche Zahlen a unterscheiden sich von n von ihrer
reziproken Zahl?

Welcher Wert ergibt sich speziell fiir n = 17

Aus der in der Aufgabe geforderten Bedingung ergibt sich sofort die Gleichung

1
n=--—a
a

oder - nach Multiplikation mit @ # 0 und Umformung - a? + na — 1 = 0 mit der (wegen a > 0)
einzigen Losung

1
azi( n?+4—n)
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Speziell fiir n = 1 folgt a = %(\/5 — 1) =~ 0,618..., also die MaBzahl des Goldenen Schnitts.
Tatséichlich ist 55— = 1,618....
Alle Zahlen a, die die Gleichung erfiillen, haben die geforderte Eigenschaft. Es sind, wie man

sich leicht iiberzeugt, abzédhlbar unendlich viele.

Aufgabe 5/68

Auf der Seite AB des beliebigen Dreiecks ABC' liege ein Punkt P.

Ferner sei @) ein innerer Punkt der Seite AC und R ein innerer Punkt der Seite BC.
Wird P mit @ und R verbunden, so zerfillt das Dreieck in drei Teilstiicke.

a) Wie miissen die Lagen von @ und R gewéahlt werden, wenn die drei Teilstiicke flichengleich
sein sollen?

b) Unter welchen Bedingungen sind alle drei Teilstiicke Dreiecke?

Analysis zu a): Wenn alle drei Teilstiicke flichengleich sein sollen, muss jedes Teilstiick den
Flacheninhalt g haben (wobei mit F' der Flicheninhalt des Dreiecks ABC' bezeichnet ist).

Wir konstruieren zunichst ein Dreieck AC'D mit D auf AB so, dass sein Flicheninhalt gleich %
ist, indem wir D im Inneren von AB so festlegen, dass AD = ATB ist.

Dieses Dreieck wird dann in ein flichengleiches Dreieck AP(Q verwandelt.
Da denn Dreiecken ADC und APQ das Drei-

C eck ADQ gemeinsam ist, lduft dieser Teil der
Losung darauf hinaus, ein zum Dreieck DQC
R fldchengleiches Dreieck D@QP zu konstruieren.
Nun haben die Dreiecke DQC und DQP diesselbe
Grundlinie D@; sie sind also dann flachengleich,
wenn sie die gleiche Hohe auf dieser haben.
Das heifit aber, dass @@ auf der Parallelen durch D
A P /E B zu PC' liegen muss. Eine analoge Uberlegung zur
Konstruktion von R. Konstruktion und Beweis zu
a) folgen unmittelbar aus der Analysis.

Uberlegung zu b): Alle drei Teilstiicke sind genau dann Dreiecke, wenn entweder @ oder R mit
zusammentfillt. Da nach Analysis zu a) sowohl D@ als auch ER zu PC parallel sein miissen
(wobei E der zweite Drittelungspunkt von AB ist), gilt entweder P = D oder P = E.

Aufgabe 6/68
Beweisen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl k > 0 die Zahl x;, = 7%* + 343 ohne Rest durch
392 teilbar ist!

Zum Ziel fithrt eine geschickte Umformung und Faktorenzerlegung. Es ist
xp = 774343 = 7494392 = 72F — 724392 = 72 (7*F72 1) 4392 = T2 (7R —1)(7F 14 1) 392

Da der zweite Summand ohne Rest durch 392 teilbar ist, geniigt es, nachzuweisen, dass dies
auch fiir den ersten Summanden zutrifft.

Er ist genau dann ohne Rest durch 392 teilbar, wenn er mindestens die Primfaktoren von 392
enthélt: 392 = 23 . 72, Die Primzahlpotenz 72 ist enthalten; es bleibt also noch zu zeigen, dass
die Faktoren 7*~1 — 1 und 7%~! + 1 die Primzahlpotenz 23 enthalten.

Mit 7 ist auch 7%~! ein ungerade Zahl. Folglich sind 7%~ '—1 und 7*~141 zwei aufeinanderfolgende
gerade Zahlen, also sind beide durch 2 und genau eine von ihnen sogar durch 4 = 22 ohne Rest
teilbar. Ihr Produkt enthilt also den Faktor 2 - 22 = 23,
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Aufgabe 7/68

Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen n, fiir die Y k eine dreistellige Zahl mit gleichen Ziffern
k=1
ist.

Es ist
Z b — n(n2—|- 1)

k=1
nach der Aufgabenstellung soll dieser Ausdruck eine dreistellige Zahl mit gleichen Ziffern sein.
Eine solche Zahl kann man durch 111a mit 1 < a <9 (a ganzzahlig) darstellen. Also muss die
Gleichung

n(n+ 1)

2

gelten. Umgeformt ergibt sich n(n +1) =222a =2-3-37-a.
Die linke Seite dieser Gleichung ist ein Produkt aus zwei aufeinanderfolgenden Zahlen. Folglich
muss auch die rechte Seite ein solches Produkt sein. Daraus schliefft man, dass

=111la

2-3-a=6a=236o0der 2-3-a=06a =38

sein muss (man tberzeugt sich leicht, dass andere Faktorenkombinationen wegen der Bedingung
fiir a nicht in Frage kommen). Nur die erste dieser beiden Gleichungen hat fiir a eine ganzzahlige
Losung, namlich ¢ = 6. Damit folgt n = 36, und die dreistellige Zahl ist 666.

Aufgabe 8/68

Eine Ebene werde von n Geraden in 56 Teile geteilt. Keine der n Geraden sei parallel zu
einer anderen, und in keinem Punkt schneiden einander mehr als zwei Geraden.

Wie grof} ist n?

Behauptung: Unter den in der Aufgabe genannten Bedingungen teilen n Geraden die Ebene in

n(n+1)

kn =1+ 5

Teile.

Beweis: Die Behauptung ist offensichtlich richtig fiir n = 0 (die Ebene wird nicht geteilt, besteht
also aus einem Teil) und fir n = 1 (die Ebene wird einmal, also in zwei Teile geteilt).
Angenommen, die Behauptung sei fiir n = ¢ richtig: k; =1+ @

Dann werden durch die (i + 1)-te Gerade i + 1 Ebenenteile erzeugt. Da diese Gerade nédmlich
zu keiner anderen parallel ist, schneidet sie jede andere; da sie auflerdem durch keinen anderen
Schnittpunkt zweier Geraden geht, schneidet sie ¢ — 1 zwischen den ¢ Geraden liegende und 2
auflerhalb von ihnen liegende Ebenenteile, insgesamt also ¢ + 1 Ebenenteile in je 2 Teile. Es ist

also .
(t+1)

. i
by 14 (i +1)(i +2)

2

Aus der Giiltigkeit fiir n = ¢ folgt also die Giiltigkeit fiir n = ¢ + 1. Damit ist insgesamt gezeigt,
dass die Behauptung richtig ist.

Aus der Gleichung k, =1+ w = 56 folgt nun n = 10.

(Da n eine natiirliche Zahl ist, scheidet die negative Losung der sich ergebenden quadratischen

Gleichung aus.) Es liegen demnach 10 Geraden in der Ebene.

Fitl=1+
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Aufgabe 9/68

Man beweise, dass alle Binomialkoeffizienten (Z) fir 0 < k < n — 1 durch n ohne Rest
teilbar sind, wenn n eine Primzahl ist, und dass fiir jede Nichtprimzahl n mindestens ein
Binomialkoeffizient (}) fiir 0 < & < n — 1 nicht durch n ohne Rest teilbar ist!

Alle Binomialkoeffizienten (}) sind ganzzahlig, wenn n und k ganzzahlig sind (im {ibrigen ist (})

nur fir ganzzahliges k definiert).
Nach der Definition des Binomialkoeffizienten ist

<n> _n(n=1)-(n-2) .- (n—k+1)

k 1-2-...-k

Nimmt man an, dass n eine Primzahl ist, so sind fir 0 < & < n — 1 alle Faktoren des

Nenners stets kleiner als diese Primzahl. Wegen der Ganzzahligkeit von (Z) muss dann auch
n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1)
&

5 ganzzahlig sein.

Daher ist (}) ein ganzzahliges Vielfaches der Primzahl n, d.h., (}) ist dann fir 0 < k <n —1
stets durch n teilbar.

Ist n keine Primzahl, so ist unter allen k£ mit 0 < & < n — 1 mindestens ein k7 zu finden, das
Primteiler von n ist. Dann ist nur der erste Faktor n des Zahlers von (k’fl ) durch k1 ohne Rest
teilbar, da das néchstkleinere Vielfache von ki, ndmlich n — k1, im Z&hler nicht mehr als Faktor
vorkommt.

Ist k7" (wobei m eine natiirliche Zahl ist) die hochste in n enthaltene Potenz von ki, so enthélt
demnach (;) nur noch k™! und nicht k7" als Teiler. Folglich ist (4.) nicht ohne Rest durch n
teilbar, wenn n keine Primzahl ist.

Beispiele:
12 12-11-10
1. = —=220=2-11-10
(3) 1-2-3

(nicht durch 12 teilbar, da 12 Nichtprimzahl und 3 Primteiler von 12 ist)
12 12-11-10-9-8
2. = =792=12-
<5> 1-2-3-4-5 7 06
(durch 12 teilbar, da 12 zwar Nichtprimzahl, 5 aber nicht Primteiler von 12 ist).

Aufgabe 10/68

Beim Schachspiel kann man mit den Tiirmen Ziige beliebiger Lange (sofern kein Feld besetzt
ist) in seitlicher Richtung und senkrecht dazu ausfiihren.

Auf wieviel Wegen kann ein Turm von einem Eckfeld in das diagonal gegeniiberliegende
Eckfeld iiberfithrt werden, wenn keine riickldufigen Ziige zugelassen sind.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, das Ausgangsfeld sei das linke untere,
das Zielfeld das rechte obere Feld.

Den Ubergang zum rechts benachbarten symbolisieren wir mir 7, den zum oberhalb benachbarten
Feld mit o. Solche Ziige nennen wir "Elementarziige”. Jede erlaubte Zugfolge, z.B.

3r...20...r...40...1...0...27

lasst sich in einer Folge von 14 Elementarziigen auflésen: rrrooroooororr.
Es liegt demnach eine Permuation von 14 Elementen rrrrrrrooooooo vor, wobei je 7 Elemente
einander gleich sind. Die Anzahl der Permutationen ist in diesem Falle

14!
-7

P(14) = = 3432
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Der Turm kann sein Ziel auf 3432 verschiedenen Wegen erreichen.

Aufgabe 11/68
Ist von drei natiirlichen Zahlen a, b, ¢, die ein pythagoreisches Tripel bilden (fiir die also gilt
a® + b? = ¢?), einer der beiden Zahlen a oder b eine Primzahl, so sind die beiden anderen
zwei aufeinanderfolgende Zahlen, und die Primzahl ist die kleinste der drei Zahlen.
Dieser Satz ist zu beweisen. Es ist ferner zu priifen, ob umgekehrt auch gilt:
Sind unter drei pythagoreischen Zahlen zwei aufeinanderfolgende Zahlen, so ist die dritte
Zahl die kleinste und Primzahl.

2

Angenommen, unter den drei natiirlichen Zahlen a, b, ¢, fiir die gilt a® + b> = ¢?, sei a eine
Primzahl: a = p. Dann gilt

a2:p2202—b2:(c+b)(c—b)

Daraus folgt bereits p? < ¢? und damit p < c. Da ¢+ b > ¢ — b ist, muss wegen der Primzahlei-
genschaft von p gelten p?> = ¢+ b und ¢ — b = 1. Daraus folgt c=b+1 > b.

Nun ist p # b (unter drei pythagoreischen Zahlen sind niemals zwei gleiche, wie man leicht
nachweist), also ist p < b. Damit ist der Satz bewiesen.

Die Umkehrung gilt nicht, wie man an Hand des Gegenbeispiels 9; 40; 41 beweisen kann:
Diese Zahlen bilden ein pythagoreisches Tripel, und die zwei grofleren sind zwei aufeinanderfol-
gende Zahlen. Die kleinste dieser drei Zahlen ist aber keine Primzahl.

Aufgabe 12/68
Man berechne die Summe

()

Es ist

Daraus ergibt sich

Zk(Z) :nz<z 1) :n-z<nl >'1l-1"11:71(1—1—1)”1:71-2”1
k=1 a 1=0

k=1

Aufgabe 13/68
Gesucht sind alle ganzzahligen Losungen der Gleichung /y? — 80 = 2(z + 2).

Da der rechte Term der Gleichung ganzzahlig sein soll, muss auch der linke Term ganzzahlig
sein. Es gilt also y/y? — 80 = z mit ganzzahligem z oder

2

y* =80 =2%y* =2 = (y - 2)(y +2) =80

Offensichtlich sind y und z entweder beide gerade oder beide ungerade, da sonst die Faktoren
y — z und y + z beide ungerade und damit ihr Produkt ungerade waren. Man zerlegt also die
Zahl 80 in ihre geraden Faktoren:

80 = [40] - 2| = |21 + 19| - [21 — 19]
80 = [20] - 4] = [12 + 8| - |12 — §]
80 = [10[-[8] = 9+ 1] - |9 — 1]
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Fiir y kommen also nur die Zahlen +9; +12; +21 in Frage. Dabei ergibt sich fiir +12 ein ganz-
zahliger Wert fiir z: = 2. Die ganzzahligen Loésungen sind demnach z; = 2;y; = 12 und
To = 2;yg = —12.

Aufgabe 14/68
Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen, die gleich dem Quadrat ihrer Quersumme sind.

Ist ¢ die Quersumme der gesuchten Zahl z, so soll laut Aufgabenstellung die Gleichung = = ¢?
gelten. Nun gehéren g und ¢? derselben Restklasse mod 9 an:

¢* = q (mod 9) — ¢(¢ — 1) =0 (mod 9) (1)

woraus sich ¢ = 0 (mod 9) oder ¢ =1 (mod 9) ergibt.

Die einstelligen g-Werte 1 und 9 erfiillen die Bedingungen der Aufgabe: 1 = 12 und 81 = 92.
Hat die Quersumme n Stellen (n > 2), gilt also 107! < ¢, < 10" (2), so hat ¢2 entweder 2n — 1
oder 2n Stellen. Die Quersumme einer solchen Zahl ist héchstens 9-2n = 18n. Also gilt ¢, < 18n
(3).

Aus den Ungleichungen (2) und (3) folgt als notwendige Bedingung 10"~ < 18n. (4)

Diese Ungleichung ist fiir die natiirlichen Zahlen 1 und 2 erfiillt. Dies sind aber auch die ein-
zigen natiirlichen Zahlen, fiir die sie gilt; wie man leicht aus einer graphischen Darstellung der
Funktionen f(x) = 10°~! und g(z) = 18z erkennt. Bereits fiir n = 3 gilt diese Ungleichung nicht
mehr.

Wir stellen nunmehr die zweistelligen g-Werte und ihre Quadrate zusammen, die unter Beach-
tung der Ungleichung (3) die Kongruenzen (1) erfiillen:

q = 10;18;19;27; 28; 36
¢ = 100; 324; 361; 729; 784; 1296

Es zeigt sich, dass die Quersummen von ¢? nicht ¢ ergeben, sondern nur zu q kongruent (mod 9)
sind. Also hat die Aufgabe nur die beiden Losungen x = 1 und z = 81 (wobei x = 1 als trivial
angesehen werden kann).

Aufgabe 15/68

Unter welcher Bedingung liegen in einem Dreieck ABC die Eckpunkte A und B, der
Hohenschnittpunkt H, der Umkreismittelpunkt U und der Inkreismittelpunkt I auf einem
Kreis?

Radius und Lage des Mittelpunktes dieses Kreises sind zu bestimmen.

Wenn H, I und U auf einem Kreis durch A und
C B liegen, so gilt nach dem Peripheriewinkelsatz
£L(AHB) = L(AIB) = £(AUB).
Nun ist £(AHB) = £(AHG) + £(GHB) = a+ f
(senkrecht aufeinanderstehende Schenkel). Aus dem
Dreieck AIB ergibt sich £(AIB) = 180°— £ (IAB)—
£(IBA) (Winkelsummensatz); da IA und IB die
Winkel o und § halbieren

£(AIB) = 180° — 5 —

a fp
2

Aus diesen Betrachtungen folgt

a+5:180°—%—§—>a+5:120°
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Nach dem Winkelsummensatz ist dann v = 60°. Da v = £(ACB) Peripheriewinkel im Umkreis
tiber der Sehne AB ist, muss nach dem Satz iiber Peripherie- und Zentriwinkel £ (AUB) = 2y =
120° sein. Folglich liegt auch U nach dem Satz iiber Peripheriewinkel auf dem Kreis, auf dem
A, H, I und B liegen.

Damit ist gezeigt: Wenn H und I auf einem Kreis durch A und B liegen, so ist v = 60°, und U
liegt auf demselben Kreis.

Man folgert umgekehrt: Wenn v = 60° ist, so sind £(AUB) = 120°, £(AIB) = 120°, £(AHB) =
120°, folglich liegen A, H, I, U und B auf einem Kreis. Die Bedingung ist also sowohl notwendig
als auch hinreichend.

Das AAUB wegen AU = AB gleichschenklig mit der Basis AB ist, folgt aus der Gleichschenk-
ligkeit von AABU’, dass £(BAU') = £(ABU’) = 30° ist. Das Dreieck UU’ A ist also gleichseitig,
und es ist

UU' = AU = BU = AU’ = BU'

Daraus folgt, dass der gesuchte Radius UU’ gleich dem Umkreisradius des Dreiecks ABC' ist
und U’ symmetrisch zu U beziiglich AB als Symmetrieachse liegt.

Aufgabe 16/68
Beweise: Der Ausdruck 3n? — 1 ergibt fiir kein ganzzahliges n eine Quadratzahl!

Zur Losung benutzen wir folgenden Satz:

Jede Quadratzahl ldsst beim Dividieren mit 4 den Rest 0 oder den Rest 1.

Beweis dieses Satzes: Ist die Basis der Quadratzahl m? gerade, also m = 2k (mit natiirlichem k),
so ist m? = (2k)? = 4k? ohne Rest durch 4 teilbar. Ist die Basis m der Quadratzahl ungerade,
also m = 2k + 1 (mit natiirlichem k), so ist m? = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 durch 4 mit dem
Rest 1 teilbar.

Beweis der Behauptung: Nach dem eben bewiesenen Satz ist
n? =0 (mod 4) , oder n* =1 (mod 4)
3n? =0 (mod 4) , oder 3n* = 3 (mod 4)
3n? —1 =3 (mod 4) , oder 3n? — 1 =2 (mod 4)

Die Zahl 3n? — 1 lisst also bei ganzzahligem n nie den Rest 0 oder den Rest 1 beim Dividieren
durch 4, kann also nach dem oben bewiesenen Satz nicht Quadratzahl sein.

Aufgabe 17/68

Im Raum seien 2n Punkte gegeben (n < 1, ganz). Wir verbinden diese Punkte paarweise
derart durch 2"~! Strecken, dass jeder Punkt genau einmal Endpunkte einer Strecke ist.
Mit den 2"~ Mittelpunkten dieser Strecken verfahren wir analog usw. Nach dem n-ten
Schritt erhalten wir genau einen Mittelpunkt, dieser heifle A. Es ist zu beweisen, dass die
Lange von A unabhéngig von der Bildung der Punktepaare ist.

Wir betrachten die gegebenen Punkte als Massepunkte mit der Masse m. Nachdem wir das
angegebene Verfahren einmal durchgefiihrt haben, erhalten wir 2"~ Punkte, von denen jeder
Schwerpunkt von zwei Punkten ist und somit die Masse 2m verkorpert.

Beim zweiten Schritt erhalten wir 27~2 Schwerpunkte, deren jeder die Masse 4m verkorpert usw.
Der Punkt A ist demnach Masseschwerpunkt aller gegebenen Punkte. Da das gegebene Punkt-
system sicher genau einen Schwerpunkt hat, muss sich A unabhéngig von der Zusammenfassung
der Punkte zu Paaren ergeben.
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Aufgabe 18/68
Man beweise, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 die Ungleichung

1
V2-1<=<¥3-1
n

gilt (wobei /a = a bedeute)!

Sicher gilt fiir jedes natiirliche n > 1 die Ungleichung

1 2
2 < (1 + )
n
mit n = 1,2,3,... strebt bekanntlich von unten gegen die Basis e = 2,718... der natiirlichen
n n
Logarithmen: lim,, o (1 + l) =e. Firn=1ist (1 + %) = 2. Damit ist aber

n

1 1
Vo<1+4=-<V3und V2-1<=<¥3-1
n n

Aufgabe 19/68

Im Jahre 1968 ist jemand genau so alt, wie die Quersumme seines Geburtsjahres angibt. In
welchem Jahr ist er geboren?

Das Geburtsjahr muss offensichtlich im 20. Jahrhundert liegen; wiirde es nédmlich noch ins 19.
Jahrhundert fallen, so wére die hochste in Frage kommende Quersumme die das Jahres 1899,
sie betragt 27. Es ist aber 1899 + 27 < 1968.

Man kann daher ansetzen

1900 + 10z + e + (1 + 9+ z + ¢) = 1968

wobei z die Zehnerstelle und e die Einerstelle des Geburtsjahres sind. Daraus folgt nach Umfor-
mung z = (29 —e).

Da fir e die Ungleichung 0 < e < 9 gilt und z ganzzahlig sein muss (beides auf Grund ihrer
Definition als Einer- bzw. Zehnerstelle) kann nur e = 7 gelten. Damit wird z = 4.

Das Geburtsjahr ist also 1947 mit der Quersumme 21, die genau das Alter im Jahre 1968 angibt.

Aufgabe 20/68
Gesucht ist der Fldcheninhalt des kleinstmoglichen rechtwinkligen Dreiecks ABC' mit der
Hypotenuse ¢, dessen Seiten a, b und ¢ sowie dessen Hohe h, ganzzahlig sind.

Wir verwenden die Bezeichnungen der Abbildung. Durch h,
¢ entstehen aufler dem rechtwinkligen Dreieck ABC noch die
beiden bei D rechtwinkligen Dreiecke ADC und BCD, so
dass die folgenden Beziehungen gelten, die sémtlich in ganzen
b he a Zahlen erfiillt sein miissen:

q p a?+b* =7 (1)
A D ¢ B

;@ +h2=00 (2) 3 pP+hi=d® (3)

] pa=hi (4) ; p+g=c (5
Aus (4) folgt p = % (6), d.h., he und ¢ haben einen gemeinsamen Teiler; dann muss wegen (2)
auch b diesen Teiler haben:

g=tu ; he=tv ; b=tw (7)
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Daraus ergibt sich, dass ¢, h. und p kein primitives pythagoreisches Tripel bilden kénnen.

Es sei nun u;v;w ein primitives pythagoreisches Tripel, d.h., u, v und w seien paarweise tei-
lerfremd. Dann folgt aus (6), wenn man (7) einsetzt, dass das kleinstmogliche ¢ sich fiir t = u
ergibt: ¢ = u?, he = uv, b = uw (8).

Damit folgt aber aus (6) auch p = v? und aus (3) und (5) @ = vw, ¢ = w?. Die Probe zeigt, dass
auch (1) erfiillt ist:

a? + % = (vw)? + (ww)? = w2 (V? +u?) = w? - w? = w' =2

Das kleinste Dreieck erhélt man, wenn man fiir u, v, w das kleinste primitive pythagoreische
Tripel einsetzt. Das ist bekanntlich 3, 4, 5. Der Fliacheninhalt ergibt sich dann zu

1 1 1
F = iab = ng Cuw = 3 3.4 .52 = 150 Flicheneinheiten

Aufgabe 21/68
Man l6se das System folgender Gleichungen

logyx-log, (x —3y) =2 (I)

5

z-y8Y =y (I

Geht man bei der Gleichung (I) zur Basis 2 iiber, so erhélt man

logy (7 — 3y)

og, 7 ogy (z — 3y)

logy x - log,, (z — 3y) = logy @

oder x — 3y = 4. Logarithmiert man die Gleichung (II) zur Basis z, so ergibt sich die Gleichung

5+v25—-16 5+3
4 4

5
logiy—§logy+1:0—>logxy:

Daraus folgt 1. log, y = 2,y = 2%; und 2. log, y = 0,5,z = 3>,
Man erhélt nun wieder zwei Systeme

(A) x—3y=4 y =z
(B) r—3y=4 x =1y

System (A) hat keine reellen Losungen; die Losungen von System (B) sind z; = 1,53 = —1 und
Tro = 16, Yo = 4.

Da aber nach Definition des Logarithmus (im Reellen) y stets positiv sein muss, erfiillt nur
xo = 16,y2 = 4 das System (I)(II).

Aufgabe 22/68
Man beweise: Sind m und n natiirliche Zahlen (m,n > 0), so treten beim Teilen von m"
durch n? héchstens n verschiedene Reste auf.

Jede natiirliche Zahl m kann man als m = kn + r darstellen, wobei auch k und r natiirliche
Zahlen (einschlieflich der Null) sind und r einen der Werte 0;1;2;...;n — 1 hat. Dann ist nach
dem binomischen Satz

m"=(k-n+r)" =k"n" 4+ (?) v inn e 4o (n i 1) knr™t 4 "
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Da alle Glieder dieser Summe bei auf das letzte durch n? ohne Rest teilbar sind, gilt
m" =" ( mod n?)

Da r nur die Werte 0; 1; ...;n — 1 annehmen kann, also insgesamt n Werte moglich sind, kann "
ebenfalls hochstens n Werte annehmen.

Aufgabe 23/68
Wie grof} ist die in der Abbildung gefarbte Parallelogrammfléche?

D G C
b
L 2
H —
F
J b
2
FE
Al__ 3 | 3 |B

Nach Konstruktion ist AG || EC und BH || FD. Nach einem Strahlensatz gilt daher (wegen
AFE = EB nach Konstruktion)

Al =2EK, BK =2FL, IK=KB, KL=LC

Dreht man das Dreieck BK E um den Punkt £ um 180°, so dass der Punkt B mit dem Punkt A
zusammentfillt, so ergibt sich ein Parallelogramm AIK K’ (gleichlange Gegenseiten im Viereck).
In der gleichen Weise ergénzen die Dreiecke ATH, DM G und CLF die Trapeze HIM D, GM LC
bzw. FLK B zu Parallelogrammen.

Jedes dieser vier (erginzten) Parallelogramme ist kongruent dem Parallelogramm I K LM (Uber-
einstimmung in den Seiten und Winkeln). Also ist der Fliacheninhalt A des Parallelogramms
IKLM A= éab, wenn mit ¢ und b die Seitenldngen des Rechtecks bezeichnet werden.

Aufgabe 24/68
Es ist zu beweisen: Sind a und b natiirliche Zahlen, die teilerfremd sind, und ist p eine
ungerade Primzahl, die ein Teiler von a + b ist, so ist a? 4+ b” ohne Rest durch p? teilbar.

Da p ungerade ist, lasst sich a? + b” ohne Rest durch a + b teilen:
A’ + ¥ =(a+b)(a P —a" bt + P ) =(a+b)-S
Da p Teiler von a + b ist, gilt a +b =0 (mod p) oder b = —a (mod p). Also ist
S=alta" !+ +aP"t = paP! (mod p)
Demnach ist p Teiler eines jedes Faktors und p? ein Teiler von a? + bP.
Aufgabe 25/68

Man beweise, dass es keine Primzahl der Form a* 4+ 4 (mit a # 0;1, a eine natiirliche Zahl)
gibt.
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Die Zahl a* + 4 lasst sich in der Form
at +4=a"+40d® +4 - 4a* = (a* + 2)* — (20)* = (a® +2 — 2a)(a® + 2 + 2a)

schreiben. Wegen a # 1 ist jeder dieser Faktoren sowohl von 1 als auch von a* + 4 verschieden.
Daraus folgt, dass a* + 4 nicht Primzahl ist.

Aufgabe 26/68
Unter welchen Bedingungen ist in einem Dreieck das Quadrat des Umkreisdurchmessers
gleich der Summe aus den Quadraten zweier Dreiecksseiten?

Wir verwenden die {ibliche Bezeichnungsweise (Dreieckseiten a, b, ¢; gegeniiberliegende Winkel
a, 3,7; Umkreisdurchmesser d). Gefordert wird s® = a®+b%. Wegen a = d-sina und b = d-sin
ergibt sich andererseits
a® 4 b? = d*(sin? o + sin® B)
Durch Koeffizientenvergleich folgt daraus
sin?a+sin?f=1; sin?f=1-sin?a=cos’a; sinfg=|cosaql
Diese Relation ist fiir 0° < «; 8 < 180° offensichtlich genau dann erfiillt, wenn entweder

1. a4+ 8 =90° oder 2. |a — | = 90°

ist. Die Losung 1 kann als trivial angesehen werden (das Dreieck ist rechtwinklig, der Umkreis
ist gleich dem Thaleskreis, sein Durchmesser ist gleich der Hypotenuse).

Ergebnis: In einem Dreieck ist das Quadrat des Umkreisdurchmessers gleich der Summe aus den
Quadraten zweier Dreieckseiten, wenn die Summe oder Differenz zweier Dreieckwinkel 90° ist.
Wie die Herleitung zeigt, ist die Bedingung sowohl notwendig als auch hinreichend. Der Satz ist
also umkehrbar.

Aufgabe 27/68
Es ist zu beweisen, dass es genau eine natiirliche Zahl n gibt, die folgende Bedingungen
erfiillt:

1. Sie besteht (in der dekadischen Schreibweise) aus drei verschiedenen Ziffern, von denen
keine gleich 1 ist.

2. Je zwel ihrer Ziffern bezeichnen zueinander teilerfremde Zahlen.
3. Sie ist durch jede der von ihren Ziffern bezeichneten Zahlen teilbar.

Wie sich weiter zeigt, besteht die Zahl n aus Primzahlziffern.

Die Ziffern der Zahl n, die das Verlangte leistet, seien a, b, c. Weder a noch b kénnen gerade
oder gleich 5 sein, da sonst n ebenfalls gerade bzw. durch 5 teilbar wéire; demnach miisste in
diesem Falle ¢ gerade bzw. durch 5 teilbar sein, was der Bedingung 2 widerspricht.

Ferner koénnen a, b, ¢ nicht gleich null sein, da keine Zahl, und demnach auch nicht n, durch Null
teilbar ist. Nach Bedingung 1 kann auch keine der Ziffern a, b, ¢ gleich 1 sein. Es verbleiben fiir
a und b:

a€{3;7;9};0 € {3;7;9}

Wegen Bedingung 2 kénnen a und b nicht gleichzeitig die beiden Werte 3 und 9 annehmen.
Sicher ist also einer von ihnen gleich 7, wahrend der andere 3 oder 9 ist. In jedem Falle gilt
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daher (a 4+ b) =1 (mod 3), woraus folgt ¢ = 2 (mod 3), also ¢ € {2;5;8}.
Nun lasst sich die Losung durch Fallunterscheidung ermitteln. Man hat insgesamt 12 Falle zu
iiberpriifen:

1. a=7 b=3 c€{2;5;8} bzw. b=9 c € {2;5;8}

2. b=T7 a=3 c€{2;5;8} bzw. a =9 c€{2;5;8}

Von ihnen erweist sich nur der Fall a = 7, b = 2; ¢ = 5 als mogliche Lésung. Die gesuchte Zahl
lautet somit 735.

Aufgabe 28/68
Man beweise, dass fiir jede Primzahl p > 7 der Term

T = p* — 20p% + 64

durch 45 ohne Rest teilbar ist!

Der gegebene Term wird in Faktoren zerlegt:
T =p"—20p* + 64 = (p* —4)(p* — 16) = (p = 2)(p +2)(p — 4)(p + 4)

Man untersucht die Teilbarkeit der Faktoren durch 3 und 5. Da p # 3 ist, gilt p = 1 (mod 3)
oder p = 2 (mod 3). Dann ist aber p —4 = 0 (mod 3) und p+ 2 = 0 (mod 3) oder p—2 =0
(mod 3) und p+4 = 0 (mod 3), d.h., in jedem Fall sind zwei Faktoren durch 3 teilbar; 9 ist also
Teiler von T

Da p # 5 ist, gilt p =1, 2, 3 oder 4 (mod 5). Dann ist aber p+4, p—2, p+2oder p—4 =0
(mod 5), d.h. in jedem Fall ist ein Faktor von T durch 4 teilbar.

Ergebnis: Fiir jede Primzahl p > 7 ist der Term T' = p* — 20p? + 64 durch 45 ohne Rest teilbar.

Aufgabe 29/68
Es sind die kleinsten sechs natiirlichen Zahlen mit folgenden Eigenschaften zu bestimmen:

1. Jede Zahl besteht mindestens aus den an beliebiger Stelle stehenden und in beliebiger
Reihenfolge angeordneten Ziffer 3, 5 und 9.

2. Jede Zahl ist wenigstens durch 3, 5 und 8 teilbar.

Die letzte Ziffer der kleinsten Zahl ny sei a, die vorletzte b usw.: n; = ...edcba.

Wegen 2 muss n durch 5 - 8 = 40 teilbar sein, d.h. @ = 0 und b ist gerade. Wére ny 5stellig,, so
misste ny = 35960 sein.

Auch bei einer beliebigen Permutation der Ziffern 3, 5 und 9 kénnte b wegen der Teilbarkeit von
ni durch 8 (alle drei Zahlen 3, 5 und 9 sind ungerade) nur 2 oder 6 sein. Dann wére aber die
Quersumme nicht durch 3 teilbar, folglich ist n; mindestens 6stellig. Die kleinste 6.Ziffer wére
1, falls ein entsprechendes b (b = 2 oder b = 6) existiert. Tatséchlich ist die Quersumme von
n1 = 135960 fiir b = 6 durch 3 teilbar. Daraus folgt n; = 135960.

Die iibrigen gesuchten Ziffern ergeben sich durch Permutationen der Ziffern 3, 5 und 9, da dabei
die gestellten Bedingungen nicht verletzt werden zu

ng = 139560; n3 = 153960; ng4 = 159360; n5 = 193560; ng = 195360
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Aufgabe 30/68

In der Ebene seien zwei rechte Winkel mit den Schenkeln A1 und he bzw. k1 und ko so ge-
geben, dass kein Schenkel des einen Winkels zu irgendeinem Schenkel des anderen Winkels
parallel verlauft.

Man zeige, dass man allein mit einem Parallelenlineal (einem Instrument, des iiber ein
gewohnliches Lineal hinaus noch die Parallelverschiebung von Geraden ermoglicht) zu je-
dem Punkt P und zu jeder Geraden g die zu g senkrechte Gerade durch P konstruieren
kann!

Falls g zu irgendeinem Schenkel der gegebenen rechten Winkel parallel ist, ist die Konstruktion
trivial.

Im Folgenden kénnen wir voraussetzen, dass g nicht zu h; oder k; (i = 1,2) parallel ist. Wir
ziehen durch P die Parallelen A/ zu h;. Eine beliebig gewéahlte Parallele ¢’ zu g, die nicht durch
P geht, schneidet R in den Punkte H;, die voneinander und von P verschieden sind.

Die Parallelen zu k; durch H; (I = 1,2;1 # i) schneiden einander in einem von P verschiedenen
Punkt Q.

ha
ko hi
k1
/
g H2 H1
\\ / / //
YA ko
\ \\ // /
\ N ’
I v /1.1
AR S
\ /
\ /
\ /
P
g

Nach Konstruktion (bzw. Voraussetzung) sind die Geraden H1@Q und H2(@ Hohen im Dreieck
PH{H,. Da sich die Hohen eines Dreiecks stets in genau einem Punkt schneiden, ist PQ die
Senkrechte von P auf ¢’ und damit auch auf g.

Die Hilfsgerade ¢’ ist fiir die Konstruktion nur notig, wenn der Punkt P auf der Geraden g liegt;
sonst kann ¢’ = g gewéhlt werden.

Aufgabe 31/68
Beweisen Sie: Wenn die Summe der Quadrate zweier natiirlicher Zahlen durch 11 teilbar ist,
so ist jede der Zahlen durch 11 teilbar.

Die beiden natiirlichen Zahlen seien a und b und es gelte a = r (mod 11), b = s (mod 11). Dann
ist a® = r2 (mod 11), b> = s? (mod 11). Fiir 7 und s kommen nur die Zahlen

0;4+1;+£2; +3; +4; +5

196



2.8 Aufgaben und Lésungen 1968

in Frage, fiir 72 und s? demnach 0; +1; +4; +9 = 2 (mod 11); +16 = +5 (mod 11) und +25 = +3
(mod 11).

Nun ist a® +b? = 2 4+ 52 (mod 11) genau dann durch 11 teilbar, wenn 72 + 52 = 0 (mod 11) gilt.
Man priift leicht nach, dass unter den 21 Kombinationen von je 2 Elementen (mit Wiederholung)
aus der Menge der 6 quadratischen Reste nur eine einzige zu finden ist, bei der die Summe der
Elemente diese Kongruenz erfiillt, nimlich r? = 0 und s? = 0.

Also ist auch r» = s = 0 und damit sind a und b durch 11 teilbar.

Aufgabe 32/68
Man zeige, dass fiir n > 3 die folgende Ungleichung gilt:

Yn> "Vn+1

Bekanntlich ist die Folge mit dem allgemeinen Glied a,, = (1 + %)n monoton wachsend und es
gilt
1 n
lim (1 + ) =e
n— oo n

Demnach ist (1 + %)n < e < 3. Fir n > 3 folgt

1\" \"
(1+) :<n—|— > <3<n—=m+1)"<n-n"=n"""
n n

Erhebt man beide Seiten der Ungleichung in die W-te Potenz (da beide Seiten nicht negativ

sind, wird dadurch die Giiltigkeit der Ungleichung nicht beeinflusst), so ergibt sich

"Wn+1< Yn

Aufgabe 33/68

Gegeben sind eine Symmetrieachse g und zwei beziiglich derselben symmetrische Punkte P
und P’.

Man konstruiere unter ausschlielicher Verwendung des Lineals (d.h. nur durch Ziehen von
Geraden) zu einem beliebigen Punkt X den beziiglich g symmetrischen Punkt X’.

Der Fall, dass X auf g liegt, ist trivial und braucht daher nicht erértert zu werden (X = X').
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit werden angenommen, dass X in derselben Halbebene wie
P liegt. Es sind dann die folgenden Félle zu unterscheiden:

1. Der Punkt X liegt nicht auf der Geraden durch P und P’ und die Strecke X P ist nicht
parallel zu g.

2. Der Punkt X liegt auf der Geraden durch P und P’ oder die Strecke X P ist parallel zu g.

Zu 1.): Man ziehe die Gerade durch P und X; da PX nicht parallel zu g ist, schneidet diese h in
einem Punkt H;. Man ziehe ferner die Gerade durch P’ und X; da X nicht auf der Geraden durch
P und P’ liegt, schneidet diese ¢ in einem von H; verschiedenen Punkt Hs (die Geraden PX
und P’X haben den Schnittpunkt X; da X nicht auf g liegt, konnte H; = Hs nur dann gelten,
wenn die Geraden PX und P'X zusammenfallen, dann lige aber X auf PP’ im Widerspruch
zur Voraussetzung).

Die Geraden PHy und P’H; schneiden einander in einem zu X symmetrischen Punkt X'.

Beweis: AHy X Hy ~ AH; X'Hy wegen HyHy = H1Hy, £ XH1Hy = AX'H; Hy (Symmetrie der
auf den Schenkeln liegenden Punkte P und P’), £ X HoHy = £ X'HyH;§ (ebendeshalb).
Folglich liegt X’ symmetrisch zu X beziiglich g.
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Zu 2.): Man nehme zunéchst einen Hilfspunkt @ an, der den Bedingungen des Falles 1 entspricht
und konstruiere nach Fall den symmetrischen Punkt @’. Dabei ist es ohne weiteres moglich, Q
so zu wihlen, dass QX nicht parallel zu g ist. Dann ist die Konstruktion von X’ nach dem Fall
1 mit Hilfe den beiden symmetrischen Punkte @ und @’ anstelle von P und P’ moglich.

Aufgabe 34/68
Es ist zu beweisen: Wenn die Summe dreier gegebener Quadratzahlen durch 9 teilbar ist, so
sind unter ihnen zwei, die beim Teilen durch 9 den gleichen Rest lassen.

Jede natiirliche Zahl n lédsst sich in der Form n = 9k 4+ r darstellen, wobei k eine natiirliche Zahl
(einschlieBlich Null) und r = 0; £1; £2; +3; +4 ist. Fiir eine Quadratzahl ergibt sich demnach
n? = 81k? — 18kr + r2.

Daraus folgt, dass als Rest einer Quadratzahl beim Teilen durch 9 nur die Zahlen 0; 1; 4; 7 in
Frage kommen.

Ist nun die Summe dreier Quadratzahlen durch 9 ohne Rest teilbar, so muss die Summe der
Reste der Quadratzahlen ohne Rest durch 9 teilbar sein. Das ist aber fiir die Restkombinationen
(0; 0; 0), (1; 45 4), (1; 1; 7), (4; 7; 7) moglich. Man sieht, dass in jedem Fall zwei Quadratzahlen
den gleichen Rest lassen.

Aufgabe 35/68

Verbindet man die Eckpunkte eines Parallelogramms mit den Mittelpunkten benachbarter
Seiten, so begrenzen die acht Verbindungsstrecken ein Achteck.

Es ist zu beweisen, dass dessen Fliacheninhalt ein Sechstel des Parallelogramminhalts ist.

Man beweist, dass der Flacheninhalt des Dreiecks M PyPs ein Sechstel vom Flacheninhalt des
Dreiecks M DFE ist. Es ist FBCE ein Parallelogramm; folglich halbiert P4 die Strecken F'C' und
BE und damit auch M D: M Py, = P,D. Entsprechend folgt M Ps = PF'.

Die Strecken D Pg und F' P, sind also Seitenhalbierende im Dreieck M DF'. Da sich die Seitenhal-
bierenden eines Dreiecks im Verhéltnis 1 : 2 schneiden, gilt nach einem Strahlensatz h : b’ =1 : 3
und h = %h/ .

Fir den Flicheninhalt A(M PyPs) des Dreiecks M Py Ps ergibt sich damit

1 1 MDR 1 MDK 1
AMPPs)=--MPy-h=- - ——— =" = _-A(MDE)

2 2 2 3 2 6 2
Analog kann die entsprechende Aussage fiir die iibrigen Dreiecke M P;P;; mit i = 1,2, ...,8 und
Py = P; bewiesen werden. Damit folgt die in der Aufgabe aufgestellte Behauptung.
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Aufgabe 36/68
Man beweise, dass fiir jede ungerade Zahl n > 1 die Gleichung

ﬁ[n2 —2k-1)=n2-12)n?> =31 > —(n-2%=2""1(n-1)
k=1
erfiillt ist!

Eine Umformung des Produktes ergibt

ﬁn —(2k —1)? :ﬁn+2k‘—1 Y(n—=2k+1)=(Mn+1)(n—1)(n+3)(n—3)...2n — 2)2

Dieses Produkt besteht aus n — 1 geraden Faktoren, und zwar sind dies alle geraden Zahlen von
2 bis 2n — 2. Demnach hat das gegebene Produkt fiir alle ungeraden Zahlen n > 1 den Wert
2=1(n —1)!

199



2.9 Aufgaben und Lésungen 1969

2.9 Aufgaben und Losungen 1969

Aufgabe 1/69

An zwei einander nicht schneidende, verschieden grofie Kreise seien die gemeinsamen Tan-
genten gelegt. Der Winkel zwischen den dufleren Tangenten sei a, der zwischen den inneren
sei 3.

Gesucht ist der Winkel zwischen den Tangenten vom Zentrum des grofleren Kreises an den
kleineren Kreis.

Wir verwenden die Bezeichnungen geméfl der Abbildung. Dann gilt

R R
L =MO+MP=—""7 4+
sin 5 sing  sing

PO—-NO-—-NP =

in &
Sln2

Daraus folgt POsing = R—r (I) und POsin 2 =R+r (II).

Aus (I) und (II) ergibt sich 2r = PO (sm 5 —sin § ) und weiterhin

_x_r_l(_ﬁ _a)
sing = 55 =5 (sing —sing

N—

Damit gilt fiir den gesuchten Winkel x:

9 aresi 1<. B a>
= 2arcsin |- ( sin — — sin —
x arcsin | 5 { sin o —sin

Aufgabe 2/69
Man geben alle Werte fiir x und y an, die dem Gleichungssystem

31
[2z] + 3y = —

9
2 = —
[@] + 2y = -, i

2

mit x > 0 geniigen. Dabei ist [z] die grofite ganze Zahl, die nicht grofer als z ist.

Es sei [z] = n. Es gilt, zwei Félle zu unterscheiden:
l)n<zx<n+05
Dann wird [2z] = [2n] und es ergibt sich das Gleichungssystem

n+2y =45 , 2n+ 3y = 7,75

mit der Losung n = 2, y = 1,25. Fiir = ergibt sich daraus die Ungleichung 2 < z < 2,5.
2)n+05<z<n+1
Dann ist [22] = 2n + 1 und es ergibt sich das Gleichungssystem

n+2y=4,5 , 2n+ 1+ 3y =17,75

mit den Loésung n = 0, y = 2,25. Fiir « ergibt sich daraus die Ungleichung 0,5 <z < 1.
Demzufolge geniigen die Werte 2 < z < 2,5;y = 1,25 und 0,5 < x < 1;y = 2,25 dem vorgegebe-
nen Gleichungssystem.

200



2.9 Aufgaben und Lésungen 1969

Aufgabe 3/69
Man beweise: Ist die Summe von n ganzen Zahlen a1;as;as; - - - ; a, ohne Rest durch 5 teilbar,
so ist auch die Summe der 5.Potenzen dieser Zahlen ohne Rest durch 5 teilbar.

Der Satz von Fermat besagt, dass fiir einen Primzahlmodul p und jede ganze Zahl a die Kon-
gruenz a? = a (mod p) gilt. Fiir jede der ganzen Zahlen a; gilt nach der Aufgabenstellung mit
1=1,2,....,n

n
In Verbindung mit der Voraussetzung Y a; = 0 (mod 5) folgt aus der Transitivitét der Kongru-
i=1

n
enz Y a? =0 (mod 5), d.h. die Summe der 5.Potenzen ist ohne Rest durch 5 teilbar, w.z.b.w.
i=1

Verallgemeinerung: Ist die Summe von n ganzen Zahlen restlos durch eine Primzahl p teilbar,
so ist auch die Summe der p-ten Potenzen dieser Zahlen restlos durch p teilbar.

Aufgabe 4/69
Man zeichne um den Scheitelpunkt eines beliebigen

spitzen Winkels einen Kreisbogen mit beliebigem
Radius MA und trage darauf drei gleich lange
Kreisbogen AB, BC und C'D ab (Abbildung).

Dann zeichne man durch B, C und D Parallele zu
MA. E sei der Schnittpunkt der Paralleln durch

D mit dem freien Schenkel des Winkels. Mit dem
Radius M E schlage man den Kreisbogen um M, der

die Parallelen durch B und C in H und G und MA M
in F' schneidet.

Warum ist die Behauptung falsch, MG und M H wiirden den Winkel in drei gleiche Teile
teilen?

Bekanntlich ist die Trisektion eines beliebigen Winkels allein mit Zirkel und Lineal
unmoglich!

Der Fehler liegt in der Annahme, dass Parallele zwei konzentrische Kreisbogen, die von ihnen
begrenzt werden, in gleichem Verhéltnis teilen. Es sei { BMA = o, {HMF = o1, AGMH =
w2, MA = R und MF = r. Der Abstand d der Geraden durch BH und M A ist dann d =
Rsingp = rsingy, der Abstand d’ der Geraden durch GC und MA ist d = Rsin2p =

rsin (p1 + ¢2).
Wiére nun @1 = 9, so wiirde durch Division folgen

sin2¢  sin 2y

sin ¢ sin @1

woraus folgt 2 cos ¢ = 2 cos ¢ und damit wegen ; 1 < 7 : ¢ = 1. Das ist aber ein Widerspruch,
da M, H und B nicht auf ein und derselben Geraden liegen. Damit sind aber bereits die ersten
beiden Teilwinkel 1 und ¢s voneinander verschieden.
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Aufgabe 5/69

Gegeben ist ein Parallelogramm mit dem Umfang v = 30 LE, dessen Winkel sdmtlich nicht
kleiner als 60° sind. In dieses Parallelogramm sei ein gleichseitiges Dreieck derart einbeschrie-
ben, dass eine Seite des Dreiecks mit der Parallelogrammseite AB = a tibereinstimmt und
die gegeniiberliegende Ecke des Dreiecks auf der gegeniiberliegenden Parallelogrammseite
liegt.

Wie grof} sind die Parallelogrammseiten a und b, wenn ihre Maflzahlen ganzzahlig sind?

Die Hohe des Parallelogramms ist auf Grund der Aufgabenstellung gleich der des gleichseitigen
Dreiecks und also h = %\/§

Die Seite b ist am ldngsten, wenn das Parallelogramm ein Rhombus und am kiirzesten, wenn es
ein Rechteck ist. Im ersten Fall ist v = 4a und also a = 7,5 LE, im zweiten Fall ist u = 2a+2h =
2a + av/3 und also a = 8,038 LE. Daraus folgert man 7,5 LE < a < 8,038 LE.

Wegen der geforderten Ganzzahligkeit der Mafizahlen von ¢ und b kann hieraus nur ¢ = 8 LE
gefolgert werden. Damit ist b = § —a = 7 LE.

Aufgabe 6/69
Gegeben sind die rationalen Zahlen a, b, ¢, d. Man beweise:

Ist ad — be = 0, so ist ¢ = ‘CIIZJ’IS rational fiir jede beliebige reelle Zahl p.

Ist ad — be # 0, so ist ¢ = gﬁis irrational fiir jede irrationale Zahl p.

ap+b
cp+d
a

Es sei nun zunéchst ad — bc = 0. Ist cg —a = 0, so ist auch b —dq = 0 und es folgt ¢ = £ =
Also ist ¢ als Quotient zweier rationaler Zahlen bei beliebigem p selbst rational.

Ist dg — b =0, so folgt fiir c¢ — a = 0 dasselbe, fiir cq — a # 0, dass p = 0 ist. In diesem Fall ist
aber ¢ = % ebenfalls rational.

Nun sei ad — be # 0. Dann ist a %C, a= %C + Aa mit rationalem Aa. Durch Einsetzen folgt

Aus ¢ =

’ folgt durch dquivalente Umformung p(cq — a) = —(dgq — b).

ISHIS )

pc dqg—b

d dg—b— Aa

Wiére nun ¢ rational, so wére auch p rational. Fiir irrationales p kann also ¢ nicht rational sein.

Aufgabe 7/69
Fiir welche ganzen Zahlen n ist der Ausdruck 3n? + 3n — 1 durch 5 teilbar?

Es ist die Kongruenz 3n? 4+ 3n — 1 = 0 (mod 5) zu lésen. Da —1 = —6 (mod 5) ist, kann man
dafiir schreiben 3n? +3n —6 = 0 (mod 5) oder; da 3 und 5 teilerfremd sind; n? +n —2 = 0 (mod
5).

Es ist aber m? +n—2 = (n—1)(n—2). Da 5 einer Primzahl ist, gibt es nur die beiden Losungen

ny =1 (mod 5) ; ng = —2 = -3 (mod 5)

Der Ausdruck 3n? +3n — 1 ist also durch 5 teilbar, wenn n bei Division durch 5 den Rest 1 oder
den Rest 3 lasst.

Aufgabe 8/69
Man beweise: In jedem Dreieck ist der obere Abschnitt einer Hohe doppelt so grof3 wie die
Lénge des Lotes vom Umkreismittelpunkt auf die Seite, auf der die Hohe steht.
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Wir verwenden die aus der Abbildung ersichtli-
chen Bezeichnungen. Es sei O der Schnittpunkt der
Hohen, @@ der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten,
d.h. der Umkreismittelpunkt. Ferner seien GK die
Verbindungsstrecke der Seitenmitten G von BC und
K von AB sowie F' und D die Fulpunkte der Hohen
auf AB bzw. BC.

Es ist GQ || AD und KQ || FC da Hoéhe und Mit-
telsenkrechte senkrecht auf derselben Seite stehen.
Weiter ist wegen BA = 2BK und BC = 2BG auch
KG || AC und; nach einem Strahlensatz; AC =
2K G. Damit sind die Dreiecke OAC und QGK
dhnlich mit einem Ahnlichkeitsverhéltnis 2 : 1, wor-
aus die Behauptung unmittelbar folgt.

Aufgabe 9/69

Es sei f(z) eine Funktion 3.Grades und ¢(x) eine Funktion 2.Grades. An den Stellen xg =
a,x1 = a+ h,r9 = a + 2h moégen die Funktionswerte beider Funktionen iibereinstimmen,
also f(zo) = q(x0), f(z1) = q(z1), f(22) = q(22).

Man beweise, dass dann die Gleichung gilt

X

72f(:v)dx = /Zq(x)dw

Zo

Wir betrachten die Differenz der beiden Integrale:

D= 7f(x)dw - 72Q(~’r)dw = 7[]‘(16) — q(z)]dx

Der Integrand ist eine Funktion 3.Grades, die bei xy, z1 und x5 Nullstellen hat, also in der Form
c(x — zo)(x — z1)(x — x2) geschrieben werden kann. Mit der Hilfsvariablen w = x — x; erhalten
wir

+h +h A +h
ut  h2u?
D= /c(u + h)u(u — h)du = /c(u3 — h?u)du = ¢ l4 - 2] =0
—h —h B

Aufgabe 10/69

Bekanntlich gibt es Primzahlzwillinge; das sind Primzahlen, die in der Folge der ungeraden
natiirlichen Zahlen unmittelbar aufeinanderfolgen. Es ist zu beweisen, dass es aufler (3; 5;
7) keine Primzahldrillinge gibt.

In der Folge der ungeraden natiirlichen Zahlen oberhalb 3 lassen sich drei aufeinanderfolgende
Zahlen stets durch eines der drei folgenden Tripel darstellen:
(6n —3;6n —1;6n+1), (6n—1;6n+1;6n+3), (6n+ 1;6n-+3;6n+5)

wobei n eine natiirliche Zahl ist. In jedem dieser Tripel ist eine Zahl enthalten, die durch 3
teilbar, also keine Primzahl ist (ndmlich 6n — 3 oder 6n + 3). Folglich gibt es oberhalb der
Primzahl 3 keine Primzahldrillinge.
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Aufgabe 11/69
Man beweise: Es gibt unendlich viele ganze Zahlen, die sich nicht als Summe dreier Kubik-

zahlen darstellen lassen.
Welche Zahlen sind dies?

Jede ganze Zahl kann man in der Form g = 9k &+ r darstellen, wobei k eine ganze Zahl und
r=0,+1,+2; +3; +4 ist. Fiir eine Kubikzahl ergibt sich demnach

g° = T29k3 + 243k%r + 27kr? £ 13

Daraus folgt, dass als Reste einer Kubikzahl beim Teilen durch 9 nur die Zahlen 0,41 in Frage
kommen.

Angenommen, es liefle sich jede ganze Zahl als Summe dreier Kubikzahlen darstellen; dann
miisste sich jeder mogliche Rest als Summe aus einer Kombination der drei Zahlen 0; +1; -1
(mit Wiederholung) darstellen lassen. Die moglichen Kombinationen sind aber

(0;0;0), (0;0;+1), (0;0; 1), (05 +1; +1), (0; —1; +1), (0; —1; — 1),
(+1;+1;4+1), (=1 =1 =1), (1,415 1), (=15 = 1; +1)
Man erkennt, dass sich keine darunter befindet, bei der die Summe 44 oder -4 ergibt. Daher

kann man die ganzen Zahlen der Form g = 9k44 nicht als Summe dreier Kubikzahlen darstellen,
das sind aber unendlich viele.

Aufgabe 12/69
Es sind alle Paare (x;y) zu finden, die das Gleichungssystem

|y — 2| = [z +1]

y—3_{x—1}
4 | 5

befriedigen, wobei [a] eine ganze Zahl mit a — 1 < [a] < a ist.

Wir beseitigen in (1) die Betragszeichen durch Fallunterscheidung:
1.Fall: sgn(y —z) =sgn(zx+1). Dannist y —z =z + 1,y =2z + 1
2.Fall: sgn(y —z) #sgn(z+1). Dannist y —x = —z — 1,y = —1
Man formt (2) um und setzt ein: y = 4 [%‘1} + 3.

1.Fall: ) ) 1
Xr — xXr — xXr —
v [ 5 ]+ B [ 5 ]

Daraus folgt, dass = ungerade ist, x = 2k + 1 (k ganz). Damit ergibt sich

-1 -1 -1
x5 1< “72 <l 9 12<50-5<2 -2 -12<3(2k+1)-5< -2
)
—>—10<6k§0—>—§<k§0
also (wegen der Ganzzahligkeit k) k1 = —1,ko = 0. Da alle Umformungen umkehrbar sind,

ergeben sich daraus die Losungspaare (—1; —1) und (1;3).
2. Fall:

r—1 r—1

-1
—1:4[ }+3—> —1<—1§%—>—4§x<1

Da alle Umformungen umkehrbar sind, erhalten wir die Losungen (zg; —1) mit —4 < zy < 1, in
denen das bereits ermittelte Paar (—1; —1) mit enthalten ist.
Die gesuchten Paare sind also (1;3) und (zo; —1) mit —4 <z < 1.
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Aufgabe 13/69
Gesucht sind die fiinf kleinsten, nicht einstelligen aufeinanderfolgenden Zahlen z; (mit i =
1;2;3;4;5), fir die gilt: z; ist durch i + 4 teilbar und hat die Endziffer ¢ 4 4.

Es sei z; = 10a + ¢ + 4, wobei a eine natiirliche Zahl ist. Dann miissen nach Aufgabenstellung
die folgenden Beziehungen gelten (dabei sind b, ¢, d, e, f ebenfalls natiirliche Zahlen)

10a + 5 = 5b,10a + 6 = 6¢, 10a + 7 = 7d, 10a + 8 = 8¢, 10a + 9 = 9f

Durch Umstellen ergibt sich daraus

5a 10a 5a
b—1=2 —1l=—d-1=—e—-1=—,f—-1
a7c 37 776 47f

_10a
9

Daraus folgt, dass a durch 3, 7, 4, 9 teilbar sein muss. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
dieser Zahlen ist 252. Die fiinf gesuchten Zahlen sind somit 2525, 2526, 2527, 2528, 2529. Die
Probe zeigt, dass diese Zahlen tatséchlich die geforderten Eigenschaften haben. Gleichzeitig geht
aus dem Losungsweg hervor, dass es die kleinsten fiinf derartigen Zahlen sind, die nicht einstellig
sind.

Aufgabe 14/69
34245

512438
fiir keine natiirliche Zahl z gekiirzt werden kann!

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gébe eine natiirliche Zahl, fiir die Zahler
und Nenner des Bruches B ohne Rest durch die natiirliche Zahl f > 1 teilbar sind. Dann wiirde
gelten 34z 4+ 5 =0 (mod f) und 51z +8 =0 (mod f).

Multipliziert man die linke dieser Kongruenzen mit 3, die rechte mit 2, so folgt 102z + 15 = 0
(mod f) und 102z + 16 = 0 (mod f).

Durch Subtraktion der linken von der rechten Kongruenz ergibt sich 1 = 0 (mod f), das ist aber
fir f > 1 ein Widerspruch. Folglich ist die Annahme falsch, d.h., es gibt kein natiirliches z, fiir
das der Bruch kiirzbar ist.

Aufgabe 15/69
Auf wie viele verschiedene Arten kann man die Zahl 30030 als Produkt dreier natirlicher

Zahlen (von 1 verschiedener) Faktoren schreiben (wobei die Reihenfolge der Faktoren keine
Rolle spielt)?

Die Primfaktorzerlegung der gegebenen Zahl 30030 ist

30030=2-3-5-7-11-13
Die Zahl 30030 enthélt also 6 voneinander verschiedene Primfaktoren, von denen mehrere zu
einem Faktor zusammengefasst werden miissen. Dazu gibt es mehrere Moglichkeiten:

1. Man fasst 4 Primfaktoren zu einem Faktor zusammen, die beiden iibrigen Primfaktoren bil-
den den zweiten und dritten Faktor. Aus den 6 Primfaktoren kann man auf (2) = (g) =15
verschiedene Weisen 4 auswéhlen.
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2. Man fasst 3 Primfaktoren zum ersten, 2 weitere zum zweiten Faktor zusammen, der verblei-
bende Primfaktor bildet den dritten Faktor. Aus den 6 Primfaktoren kann man auf (g) =20
verschiedene Weisen 3 auswahlen, aus den restlichen 3 Primfaktoren auf (g) = 3 verschiedene
Weisen 2, so dass sich fiir die Gesamtzahl der auf dieser Art zu bildenden Faktoren 20 - 3 = 60
ergibt.

3.Man fasst je 2 Primfaktoren zu einem Faktor zusammen. Das ist, analog zu den Uberlegungen
im 2.Fall, auf (2) . (3) = 90 verschiedene Weisen moglich. Da die drei Faktoren aber auf 3! = 6
verschiedene Weisen permutiert werden kénnen, ohne dass sie eine neue Faktorenzerlegung lie-
fern, muss man diese Anzahl noch durch 3! dividieren. Die Gesamtzahl der auf diese Art zu
bildenden Produkte betrigt also 90 : 4 = 15.

Damit ergibt sich die Anzahl aller méglichen Dastellungen der Zahl 30030 durch ein Produkt
von 3 natiirlichen Faktoren (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge) 15 + 60 + 15 = 90.

Aufgabe 16/69

Zwei Freunde A und B treffen sich. Nach dem Alter seiner Kinder befragt, sagt A: "Du
kannst es selbst ausrechnen. Meine vier Kinder sind zusammen 15 Jahr alt. Das Produkt
ihrer ganzzahligen Altersangaben ist gleich deiner Postleitzahl.”

B rechnet. Nach einer Weile fragt er: ”Sind unter deinen Kindern Zwillinge?” A antwortet
darauf, sofort gibt B das Alter der Kinder an.

Wie lautete A’s Antwort? Wie alt sind die Kinder?

B bildete alle Quadrupel natiirlicher Zahlen, deren Summe 13 ist, wobei die Reihenfolge keine
Rolle spielt und Wiederholung moglich ist. In jedem Quadrupel berechnete er das Produkt der
vier Zahlen. Wére seine Postleitzahl als Produkt nur einmal aufgetreten, so hétte er sofort die
Antwort geben kénnen.

Bei der Rekonstruktion von B’s Gedankengang kénnen wir also alle Quadrupel ausschlieflen,
deren Produkt nur einmal auftritt. Es verbleiben dann noch die folgenden Quadrupel:

Produkt 40 : (1;1;5; 8),(1;2;2; 10)
Produkt 72 : (1;2:6;6),(1;3;3;8),(2;2;2;9)
Produkt 96 : (1;4;4;6),(2;2;3;8)

Alle Quadrupel bis auf (2;2;2;9) enthalten genau 2 gleiche Zahlen. Hatte A mit ”Ja” auf B’s
Frage geantwortet, so hiatte B das Alter der Kinder nicht nennen kénnen. Die Antwort war also
"Nein” so dass B das Alter der Kinder mit 2, 2, 2 (Drillinge) und 9 angab.

Aufgabe 17/69
Von einem geraden Kreiskegel seien die Oberfliche A und das Verhéltnis k der Hohe h zum
Radius r gegeben (k = %)
Gesucht ist eine Formel, die das Volumen V' in Abhéngigkeit von A und k angibt.
mr2h

In der gebréuchlichen Formel V' = 5= sind r und h durch A und k auszudriicken. Aus

A=nr(r+vr2+h?) und h=kr wird

r? = 4 und h =k 4
(1 4+ V14 k?) (1 4+ V14 k?)

und damit die gewiinschte Formel

v Ak \/ A
314+ VI+ )\ (1 + VI E2)
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Aufgabe 18/69
Gegeben ist eine quadratische Gleichung 2%+ pz+q = 0, der die (im allgemeinen komplexen)
Zahlen x1 und xo geniigen. Gesucht ist eine quadratische Gleichung

2+ f(p;a)z + g(p;iq) =0

der die Zahlen x? und 3 geniigen. Die Koeffizienten p und ¢ seien reell, f und ¢ seien
irgendwelche Funktionen.

In welchen Féllen sind die beiden Gleichungen identisch? Man bestimme alle derartigen
Falle!

Nach dem Satz des Vieta gilt 21 +x9 = —p und z179 = q sowie 22 +23 = — f(p; q), 2223 = g(p; ).

Es ist aber

33% + CU% = (21 + 562)2 — 21119 = p2 —2q=—f(p; Q);ﬁﬂfg = (331902)2 = q2 =9(p;q)

Der Gleichung 2%+ (2¢—p?)x+¢* = 0 geniigen also die Zahlen 2 und z3, sie sind bei gegebenem
p und q eindeutig bestimmt.

Wenn beide Gleichungen identisch sein sollen, muss gelten p = 2q — p? und ¢ = ¢2. Daraus folgt
sofort ¢ = 0 oder ¢ = 1.

a) ¢ = 0 fithrt zu p = —p?, also p = 0 oder p = —1.

b) ¢ = 1 fiihrt zu p = 2 — p?, also p = 1 oder p = —2.

Es sind also vier Fille moglich: 22 = 0 (trivial), 22 —2 =0, 22 + 2 +1 =0 und 22 — 22 +1 = 0.
Die Ermittlung der Lésungen dieser Gleichung bestétigt die Richtigkeit.

Aufgabe 19/69
Gegeben ist ein beliebiges n-Eck, das zwei Symmetrieachsen s; uns so besitzt. Man beweise,
dass sich s; und s9 im Inneren des n-Ecks schneiden!

Angenommen, s; und so fallen nicht zusammen und schneiden einander nicht im Inneren des
n-Ecks. Dann teilen sie die Fliache des n-Ecks in drei Flachenstiicke A1, A> und As. Auf Grund
der Eigenschaften der Symmetrie gilt: A1 = Ay + Az , A3 = A1 + As.

Daraus folgt A1 = As + A1 + As, also As = 0. Das heifit aber, s; und sy fallen zusammen im
Widerspruch zur Annahme.

Aufgabe 20/69
Welche natiirlichen Zahlen sind als Differenz der Quadrate zweier von 0 verschiedener
natiirlicher Zahlen darstellbar?

Aus der Identitit k2 — (k — 1)2 = 2k — 1 folgt zunichst, dass alle ungeraden natiirlichen Zahlen
aufler 1 in der geforderten Weise dargestellt werden kénnen. Es bleibt also noch zu untersuchen,
welche geraden natiirlichen Zahlen in dieser Weise darstellbar sind.

Eine gerade natiirliche Zahl kann Differenz entweder zweier gerader oder zweier ungerader Zahlen
sein.

Sind k£ und m natiirliche Zahlen mit k > m > 1, so gilt fiir die geforderte Darstellung demnach
entweder

(2k)% — (2k — 2m)? = 4m(2km —m) oder (2k —1)? — (2k —2m — 1)? = 4m(2k —m — 1)
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In jedem Fall ist die dargestellte Zahl durch 4 teilbar. Es erhebt sich die Frage, ob alle durch
4 teilbaren Zahlen eine solche Darstellung haben. Das ist genau dann der Fall, wenn mit den
Darstellungen n = m(2k — m) oder n = m(2k — m — 1) alle natiirlichen Zahlen erfasst werden.
Man erkennt leicht, dass alle ungeraden natiirlichen Zahlen sich aus n = m(2k —m) fir m =
1 ergeben (wegen k > m = 1 allerdings mit Ausnahme der Zahl 1), wihrend alle geraden
natiirlichen Zahlen aus n = m(2k — m — 1) fiir m = 1 folgen (aus dem gleichen Grund mit
Ausnahme der Zahl 0). Man braucht dann nur k& = "TH bzw. k = ”T“ Zu setzen.

Da die Zahl 0 trivialerweise als Differenz der Quadrate zweier von 0 verschiedener natiirlicher
Zahlen darstellbar ist, kann man feststellen, dass

1. alle ungeraden natiirlichen Zahlen aufler 1 und

2. alle durch 4 teilbaren Zahlen aufler 4

und nur diese die gestellte Bedingung erfiillen. Die Darstellung ist allerdings nicht eindeutig (wie
aus den Betrachtungen und den Beispielen 42 — 12 =82 - 72 =15 und 52 - 12 =72 - 52 =24
hervorgeht).

Aufgabe 21/69
Es ist die Gleichung

V16 + V20 = /25

im Bereiche der reellen Zahlen zu losen.

Nach Division beider Seiten der Gleichung durch /25 ergibt sich

16 4 [/ 4\2 VZ
L x*::l x - 1*21
25—1-\/; oder (5) + 5

Es liegt nahe, die Substitution a = (/% durchzufiihren. Dann folgt a®> +a—1 = 0 mit a = _%\/g‘
Der negative Wert entféllt; mit dem positiven Wert folgt
4 1445

) 2

Durch Logarithmieren erhilt man die Niherungslésung = = 0,4637. Eine Uberschlagsrechnung
mit x = 0,5 bestétigt die Richtigkeit des Ergebnisses.

Aufgabe 22/69
Lésst man vom Geburts- und vom Todesjahr eines berithmten deutschen Gelehrten die erste
Ziffer weg, so erhédlt man zwei Zahlen a und b, fiir die folgendes gilt:

1. Beide Zahlen lassen sich in ein Produkt von je drei von einander verschiedenen Faktoren
(die samtlich groBer als 1 sind) zerlegen, wobei unter den 6 Faktoren 5 Primzahlen sind.

2. Die beiden kleineren Faktoren von a sind je um 2 kleiner als die entsprechenden Fak-
toren von b.

3. Der grofite Faktor von a ist gleich der Summe aus dem Zehnfachen des kleinsten Faktors
und dem mittleren Faktor von a.

4. Der grofite Faktor von b ist gleich der Summe aus dem Doppelten des kleinsten Faktors
und dem mittleren Faktor von b und um 1 grofler als das Doppelte des mittleren
Faktors.

Man bestimme die beiden Jahreszahlen und nenne den Gelehrten!
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Die nach zunehmender Gréfle geordneten Faktoren von a seien z, y, z, und die Faktoren von b
seien u, v, w. Dann gelten die folgenden Gleichungen: z = 10x 4+ y,w = 2u + v = 2v + [ oder
z =10z +y,v = 2u — 1.

Als Losungswerte fiir v kommen nach der letzten Gleichung nur die natiirlichen Zahlen von 2
bis 5 in Frage, da 12 gréfer als 1 sein soll und bei u > 5 sich Werte fiir v und w ergeben wiirden,
bei denen das Produkt uvw grofler als 1000 wére.

Die Werte 2 und 3 scheiden fiir v aus, da sonst x < 2 ware. Fir u = 4,v = 7 ergdbe sich
w = 15. Dann wéren aber zwei Faktoren keine Primzahlen. Demnach ist nur die Losung
u=95,v=9,w =19 moglich, aus der sich x = 3,y = 7 und z = 37 ergibt.

Die beiden Jahreszahlen sind demnach 1777 und 1855. Sie sind das Geburtsjahr und das Todes-
jahr von Carl Friedrich Gauf.

Aufgabe 23/69
Fiir die reellen Zahlen a, b, x, y gelte

a?+ b2 =1, w492 =1, ay —br =1

Man zeige, dass unter diesen Voraussetzungen ax + by = 0 ist!

Man setze a = cosa, b = sina, x = sin 8,y = cos 5. Dann ist
a? +b* =cos’a+sina=1 2?4+ 22 =cos® B +sin?p =1

ay —bx = cosacos f —sinasin f = cos (a+ ) =1

Weiterhin ist
az + by = cosasin f + sinacos f = sin (a + )

Aus sin? (a + ) + cos? (a + B) = 1 folgt dann sin (a + ) = 0, d.h. az + by = 0.

Aufgabe 24/69
Man beweise, dass das Polynom

f(z) = anz™ + an_12™  + - + a1z + ag

mit ganzen Koeffizienten fiir kein ganzes x der Wert Null annimmt, wenn es fiir z = 0 und
fiir z = 1 ungerade Werte hat.

Esist f(0) = ap ungerade, ferner f(1) = ap+an—1+---+a1+ap ungerade, also a,+ap, +---+q
gerade.

In der Summe a, + ap—1 + - - - 4+ a1 ist daher die Summe der ungeraden Koeffizienten gerade.
Ist nun z eine gerade Zahl, so ist a,z™ + ap_12" ' + -+ + a1x ebenfalls gerade, und wegen
ap ungerade ist f(x) ungerade. Ist = eine ungerade Zahl, so folgt aus der Tatsache, dass das
Produkt aus einer geraden und einer ungeraden Zahl stets gerade ist, und aus der Tatsache,
dass die Anzahl der ungeraden Koeffizienten gerade ist, dass a,z" + a,—12" ' +- - -+ ayx gerade
ist.

Das heifit aber, dass auch in diesem Fall f(z) ungerade ist. Demnach kann f(x) fiir kein ganzes
x gerade sein, insbesondere also nicht den Wert null annehmen.

Aufgabe 25/69
Fiir welche ganzen, positiven Zahlen n ist die Zahl 2" + 1 das Quadrat einer ganzen Zahl?
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Wir unterscheiden die beiden Félle 2" 4+ 1 und 2™ — 1.

1. Es sei z = 2" +1 eine Quadratzahl. Dann gilt z = 2" +1 = ¢? also 2" = ¢*—1 = (¢+1)(¢—1).
Damit ist g4+ 1=2";¢q —1=2* mit v > p, v+ pu =n.

Durch Subtraktion erhélt man

211 _ 2M — 2’ 21/—1 _ 2/1—1 — 21/—1 _ 27’L—V—1 — 1

Die einzigen Potenzen der Zahl 2, die sich um 1 voneinander unterscheiden, sind 2! und 2°.
Daraus folgt v —1=1,4—1=n—v—1=0also v = 2,n = 3. Tatséchlich ist 23 +1 =8+ 1 =
9 =32,

2. Es sei z = 2" — 1 eine Quadratzahl. Offensichtlich ist dies fiir n = 1 der Fall: 2! —1 =1 = 12
Wir setzen also im folgenden n > 1 voraus.

Fiir jedes n > 1 ldsst 2" beim Teilen durch 4 den Rest 0. Also ldsst 2™ — 1 beim Teilen durch
4 den Rest 3. Jede Quadratzahl ldsst aber beim Teilen durch 4 den Rest 0 oder 1, wie sich aus
(2k)? = 4k? und (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 sofort ergibt. Daraus folgt, dass die Annahme fiir
n > 1 falsch ist.

Es gibt also nur zwei Quadratzahlen der Form 2" £ 1, namlich fiir n = 3 (Pluszeichen) und fiir
n =1 (Minuszeichen).

Aufgabe 26/69

Aus den Strecken a und b konstruiere man die Strecke ¢ = v/at + b4

Bemerkung: Dabei sei der Einfachheit halber auf die - streng genommen notwendige - Un-
terscheidung zwischen Strecke und Mafizahl der Strecke verzichtet.

Die Losung muss auf bestimmte ”Grundkonstruktionen” zuriickgefiihrt werden. Es sind dies hier
im wesentlichen die Konstruktionen mittels des rechtwinkligen Dreiecks und des Strahlensatzes
sowie die Konstruktion des geometrischen Mittels. Das wird durch die folgenden Umformungen
erreicht:

4 2\ 2
c= \4/a4+b4:\/\/a4+b4:\la\/aQ—i-ZZ:\laﬂcﬂ—i- (Z) =\ava?+ 22

ity =0 z _b
mit z = 2, d.h. 7 = 7.

Konstruktion: (Auf die Beschreibung der Grundkon-
struktionen wird verzichtet, da sie als bekannt voraus-
gesetzt werden konnen.) Man konstruiere aus a und b
die vierte Proportionale mach § = % Sei d die Hypo-
tenuse des rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a
und z; dann ist ¢ das geometrische Mittel aus a und d.

Alle Konstruktionen sind stets und eindeutig ausfiihrbar N ,
(sieche Abbildung). S o

So
Aufgabe 27/69
Zwei von einem Punkt A ausgehende Strahlen werden an zwei Spie-
geln S7 und Sy so reflektiert, dass sie sich in einem Punkt B schnei-

D B den. Die beiden Spiegel stoflen im Punkt D aneinander. S sei fest,
Sy sei um D drehbar. Man bestimme durch Konstruktion die Stel-
lung des Spiegels Sz so, dass die beiden Strahlenwege gleich lang

A sind.

S1
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Bekanntlich ist der Strahlenweg von einem Punkt
A iiber einen Spiegel zu einem Punkt B gleich
der Entfernung AB’, wobei B’ der zu B in bezug
auf den Spiegel als Symmetrieachse symmetrische
Punkt ist. Man konstruiert daher zunédchst den
zu B beziiglich S; symmetrischen Punkt Bj. Der
zu B beziiglich S symmetrische Punkt B liegt
dann nach den Voraussetzungen auf dem Kreis um
A mit ABj als Radius. Da Bj symmetrisch zu B
beziiglich S5 liegt und da D auf S, liegt, ist ferner
DB = DB). Damit liegt B auf dem Kreis um D
mit DB als Radius. Die gesuchte Stellung von So
ist demnach die Mittelsenkrechte von BBj.

In der Praxis tritt bei der Ermittlung des Schnittpunktes zweier Kreise mitunter eine Ungenau-
igkeit auf. Man kann sie auf Grund der folgenden Uberlegungen vermeiden:

Da B und B symmetrisch beziiglich S sind und D auf Sy liegt, ist DB = DB/. Da B und B}
symmetrisch beziiglich Ss sind und D auf Sy liegt, ist DB = DB). Folglich liegen B} und B}
auf einem Kreis um D. Da sie ferner auch auf einem Kreis um A liegen, miissen sie symmetrisch
beziiglich der Geraden durch A und D sein. Man kann also Bj als symmetrischen Punkt zu Bj
in Bezug auf die Gerade AD konstruieren.

Aufgabe 28/69
Gegeben sei ein Dreieck, dessen Seitenldngen eine arithmetische Folge erster Ordnung bilden.
Man beweise, dass dann der Inkreisradius gleich % einer der Dreieckshohen ist.

Die Seiten des Dreiecks seien (ohne Beschréankung der Allgemeingiiltigkeit) a, b = a + d, ¢ =
a + 2d. A sei der Fliacheninhalt des Dreiecks. Dann gilt

a+b+c 3(a+d)
A = . = .
P Prm
Anderseits gilt
1 1 1
A = — a = = = — 2 c
2ah 2(a+d)hb 2((1—1— d)h

Durch Gleichsetzen folgt daraus %(a + d)hy = pw und damit % = p. Der Inkreisradlus ist
also gleich einem Drittel der Hohe auf der mittleren Seite.
Lésung von Wolfgang Prinzing:
Wir gehen aus von der (als bewiesen vorausgesetzten) Beziehung
1_1,1 1
r ha hy he

und ersetzen h, und h. mit Hilfe der Gleichung a - hy, = b - hy = ¢ - h¢; damit erhalten wir

1_1<a+b+c>
r o hy b

Setzen wir nun die Folge (a;b;c) = (a;a + x;a + 2z) ein, so ergibt sich

1 1 atat+z+a+2z 3
r hb a+x 7hb

und damit r = %hb.
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Lésung von Friedrich Timme:

c

2u 2v

A F ED v B

Ein Dreieck mit den Seitenldngen 2u, u 4+ v und 2v geniigt
den Bedingungen der Aufgabe; denn u 4+ v ist arithmetisches
Mittel aus 2u und 2v, d.h., die Seitenléngen bilden eine arith-
metische Folge erster Ordnung.

Verbindet man den Teilpunkt D der Seite AB = u + v
des Dreiecks ABC (Abbildung) mit dem Punkt C, so ist
CD Winkelhalbierende im Dreieck, da D die Seite AB im
Verhéltnis der anliegenden Seiten teilt.

Auf CD liegt also der Mittelpunkt M des Inkreises. Dann ist
aber auch AM Winkelhalbierende im Dreieck ADC', und es
gilt

DM : MC=AD : AC=u:2u=1:2 oder DM :DC=1:3

Nun ist ZCOFB = 90° (CF ist Hohe auf FB) und ZMEB = 90° (der Radius des Inkreises steht
senkrecht auf der Dreieckseite). Also ist CF' || ME oder h || .

Dann gilt nach dem Strahlensatz 7 : h =DM : DC =1:3,dh. r =12

3-

Damit ist die Behauptung bewiesen. Sie gilt natiirlich nur fiir die Hohe auf der "mittleren” Seite

des Dreiecks.

Aufgabe 29/69

Man beweise, dass fiir alle positiven Zahlen a; b; ¢ die folgende Ungleichung gilt:

Es ist

ab bec ca
a+b+cs —+ —+ —
c a b

abe(a + b+ ¢) = a’be + b?ca + Fab = a>Vb2e? 4+ b*Va2e2 + 2V b2a?

Daraus folgt

abc(a+b+c) <

b2 + 2 2+ a? b + a?
2 2 2

b
a 9 + 9 +c 5

da das arithmetische Mittel # zweier Zahlen 22 und y? nie kleiner ist als ihr geometrisches

Mittel y/z2y2. Damit folgt weiter

1
abela+b+c) < a®v? + b2 + 2a® < azl)ch(f2 +
a

und wegen abc > 0

1
a+b—|—c§abc(7+
a

Lésung von Eckart Keller:

1 1
R

22’ ¢ a b

Da Quadratzahlen (im Reellen) nicht negativ sind, gilt sicher die Ungleichung

(ab — ac)? + (ab — be)? + (ac — be)? > 0

Quadriert man aus, so ergibt sich nach Umformung .

a’b? + b2 + a®c® > a®be + ab’c + abc?

Nach Voraussetzung sind a; b; ¢ positiv. Folglich erhélt man durch Division mit abc:

ab be ac
+—+—->a+b+c
a b

Cc
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Lésung von Giinter Endtricht:

Fiir zwei positive Zahlen m und n gilt stets (m —n)? > 0, woraus sich

3

m? +n% > 2mn ; ——1—222
n

3

ergibt. Somit ist

2a+2b+20§(b+c>a+(a+c>b+(a+b>d
c b c a b a

ab ac be
a+b+c< —+—+ —
c b a

Aufgabe 30/69
Mit Hilfe des kleinen Satzes von Fermat ist zu beweisen, dass a” — a stets durch 6p ohne
Rest teilbar ist, wenn a eine natiirliche Zahl und p eine Primzahl mit p > 3 ist.

Es ist a? — a = a(a?~! — 1). Nach dem kleinen Satz von Fermat ist a?~! — 1 durch p ohne
Rest teilbar, wenn p eine Primzahl und a eine zu p teilerfremde natiirliche Zahl ist. Demnach ist
a(aP~'—1) sicher durch p teilbar, wenn p Primzahl ist. Entweder sind néimlich a und p teilerfremd,
so dass der kleine Satz von Fermat anwendbar ist, oder a und p haben einen gemeinsamen Teiler;
dieser kann aber wegen der Primzahleigenschaft von p nur p selbst sein: a = k - p, wobei k eine
natiirliche Zahl ist.

Es bleibt also nachzuweisen, dass a(aP?~! — 1) stets auch durch 6 = 2 - 3 teilbar ist, wenn p eine
Primzahl oberhalb 3 ist. Entweder ist a gerade und damit durch 2 ohne Rest teilbar, oder a ist
ungerade; dann ist aber auch a?~! ungerade, und a?~! — 1 ist gerade, also durch 2 ohne Rest
teilbar.

Entweder ist a durch 3 ohne Rest teilbar, oder a lésst beim Teilen durch 3 einen der Reste £1.
Da p > 3 ist, ist p ungerade und p — 1 gerade. Damit lisst im zweiten der beiden Falle a?~!
beim Teilen durch 3 den Rest 1 und a?~! — 1 den Rest 0.

Wir haben gezeigt, dass unter den gegebenen Bedingungen stets einer der Faktoren von a(a?~! —
1) durch p, durch 2 und durch 3 ohne Rest teilbar ist. Da 2, 3 und p > 3 auf jeden Fall paarweise
teilerfremd sind, ist das Produkt auch durch 2 -3 - p = 6p teilbar.

Aufgabe 31/69

Die Breiten des nordlichen Polarkreises und des nordlichen Wendekreises sind o = 66°33’
bzw. 8 = 23°27" nordlicher Breite.

Man beweise, dass der Abstand h der beiden Breitenkreisebenen gleich der Differenz der
Radien r; und ry der beiden Kreise ist (wobei Kugelgestalt der Erde angenommen werde).

Der Radius der Erdkugel sei . Dann gelten die Gleichungen

ri=rcosa; rog=rcosf; h=r(sina—sinf

Wegen
B8=90°—q; cosB=sina; a=90°—-p; cosa=sinf

ergibt sich r9 — 71 =rcosff — rcosa = r(sina — sin ) = h.
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Aufgabe 32/69
Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen, die durch 7, 11 und 13 restlos teilbar sind und deren
drei Endziffern eine vorgegebene dreistellige natiirliche Zahl ¢ bilden.

Bekanntlich ist 7-11-13 = 1001. Die gesuchten Zahlen z lassen sich in der Form z = 1000z + ¢
mit z > 0, ganz, schreiben. Es gilt

1000z + ¢ = —x + ¢ = 0 (mod 1001) — = = ¢ (mod 1001)

Das heifit aber nichts anderes als = 1001n + ¢ mit n = 0,1, 2, .... Somit ist z, = 1000(10017n +
q) + ¢ = 1001(1000n + ¢q). Die gesuchten Zahlen bilden also eine unendliche arithmetische Folge
1. Ordnung mit dem Anfangsglied 1001 und der Differenz 1001000.

Aufgabe 33/69
Man beweise: Unter der Voraussetzung, dass a, b und c rationale Zahlen sind, ist die Deter-
minante

a 2c 2b
b a 2¢
c b a

genau dann gleich null, wenn a, b und ¢ gleich null sind.

Angenommen, es sei eine der Zahlen von null verschieden. Man sucht zunéchst den Hauptnenner
der drei Zahlen a, b und ¢ (da es sich um rationale Zahlen handelt, ist dies moglich), multipliziert
die Zahlen a, b und ¢ mit diesem und teilt anschlielend durch den gréfiten gemeinsamen Teiler.
Man erhélt auf diese Weise drei ganze Zahlen o', b’ und ¢, die keinen gemeinsamen Teiler haben.
Die Determinanten

a 2c 2b

b a 2¢

c b a
a 2 20

vood  2d

d b d
sind hinsichtlich der Eigenschaft, null oder nicht null zu sein, dquivalent.
Es sei nun a’® + 20" + 4¢” — 84’t'c¢’ = 0. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei a’ # 0. Von
den {ibrigen Summanden muss noch mindestens ein weiterer ungleich null sein — samtliche der
iibrigen sind aber gerade. Folglich muss auch o’ gerade sein: @’ = 2a”. Damit folgt

8a" + 203 +4c? — 164"V =0  oder 4a + b2 + 23 — 84"V =0

214



2.9 Aufgaben und Lésungen 1969

Analog schlieft man daraus weiter, dass auch ' und danach ¢’ gerade sein miissen. Dies ist aber
ein Widerspruch zu der oben getroffenen Feststellung, dass a/, b’ und ¢’ zueinander teilerfremd
sind (nach Konstruktion). Daraus folgt, dass die Annahme a’® + 20 + 4¢/® — 8a/t'¢’ = 0 mit
a’ # 0 falsch ist. Entsprechend verlauft der Beweis fiir &’ # 0 bzw. ¢’ # 0. Dass die Behauptung
fiir a = b = ¢ = 0 richtig ist, ist trivial.

Aufgabe 34/69

Gesucht ist die kleinste, natiirliche, vierstellige Zahl = (deren erste Ziffer nicht null ist) mit
der folgenden Eigenschaft:

Vertauscht man in x + 1 die beiden mittleren Ziffern miteinander und streicht man anschlie-
Bend die letzte (vierte) Ziffer, so entsteht eine dreistellige Zahl y derart, dass x ohne Rest
durch 11y teilbar ist.

Es sei x = 1000a + 100b + 10¢ + d mit a # 0. Man unterscheidet zwei Falle:
1. d=0;1;2;...;8. Dann ist y = 100a 4+ 10c + b und es folgt die Gleichung

1000a + 1000 + 10c¢ + d = 11k(100a + 10b + ¢)

und da das kleinste x gesucht ist, muss k£ = 1 sein; damit ergibt sich 1006 4+ d = 100a + 100c +
11b. Man erkennt, dass d = b sein muss. Die resultierende Gleichung 96 = 10a + 10c¢ ist fiir
nichtnegative b und ¢ und positive a nicht losbar.

2. d=9. Dann ist y = 100a 4+ 10(¢ + 1) 4+ b und es folgt die Gleichung

1000a + 1006 4+ 10¢ + d = 11k(100a + 10c¢ + 10 + b)

auch hier schliefit man k = 1, folglich 1000 + d = 100a + 100¢ 4+ 110 + 11b. Auch in diesem Fall
muss d = b sein, und es ergibt sich wegen d = b =9 die Gleichung 7 =a + c.

Da die kleinste Zahl gesucht ist, folgert man a = 1,¢ = 6. Die gesuchte Zahl z ist damit x =
1960 (die ndchstgroBere Zahl wére 2959).

Aufgabe 35/69
Gesucht ist eine natiirliche Zahl n mit vierstelliger Dezimaldarstellung, die folgende Eigen-
schaften besitzt:

1. Thre Quersumme ist eine ungerade Quadratzahl.
2. Sie ist das Produkt von genau zwei verschiedenen Primzahlen.

3. Die Summe der beiden Primzahlen ist das Zehnfache der Zahl, die man erhilt, wenn
man bei der Zahl n die Einerstelle und die Zehnerstelle streicht.

4. Die Differenz aus dem einen Primfaktor und dem Zehnfachen des anderen ist gleich
der Zahl, die man erhélt, wenn man bei der Zahl n die Hunderterstelle und die Tau-
senderstelle streicht.

Da die Quersumme einer vierstelligen Zahl héchstens 36 betragen kann, kommt fiir n nur die
Quersumme 25 in Frage; denn die Quersummen 1 und 9 stehen im Widerspruch zur Eigenschaft
2. Es sei nun n = 1000a + 1000 + 10c + d, wobei a, b, ¢, d natiirliche Zahlen mit 1 <a < 9,0 <
b;c;d < 9 sind. Aus den angegebenen Eigenschaften ergibt sich ferner

n=mp-ps (Eigenschaft 2)

p1 + p2 = 10(10a + b) (Eigenschaft 3)

p2 — 10p1 = 10c +d (Eigenschaft 4)

a+b+c+d=25 (Eigenschaft 5)
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Damit ergibt sich
n = p1pz = 1000a + 1006 + 10c + d = 1p(p1 + p2) + (p2 — 10p1) = 11p2 — p1 = 11

Die gesuchte Zahl ist mithin durch 11 ohne Rest teilbar; das ist aber genau dann der Fall, wenn
die alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist. Diese muss also -11 oder 0 oder +11 sein.
Damit ergeben sich die Systeme
a+b+c+d=25-a+b—c+d=-11 (1)
a+b+c+d=25—-a+b—c+d=0 (2)
atbtct+d=25—-a+b—c+d=+11  (3)
Das System (2) fithrt durch Addition der beiden Gleichungen sofort auf den Widerspruch, dass
eine gerade Zahl gleich einer ungeraden Zahl sei, kann also als nicht l6sbar ausgeschieden werden.
Aus System(1) ergibt sich a+c¢ = 18;b+d = 7, woraus a = ¢ = 9 sowie die folgenden Werte fiir b
und d resultieren: b = 0;1;2;3;4;5;6;7, d = 7;6;5;4; 3;2;1;0. Keine der sich daraus ergebenden
Zahlen n hat jedoch die geforderten Eigenschaften.
Aus System (3) folgt schlieflich a + ¢ = 7,b+d =18 mit b = d = 9 und a = 1;2;3;4;5;6;7
sowie ¢ = 6; 5;4; 3;2;1;0. Von den daraus bildbaren Zahlen n weist nur n = 1969 alle geforderten
Eigenschaften auf.

Aufgabe 36/69
Gesucht ist eine natiirliche, vierstellige Zahl mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Summe aus der Tausenderstelle und der Hunderterstelle ist gleich der Zahl, die
sich ergibt, wenn man in in der gesuchten Zahl die beiden mittleren Stellen streicht.

2. Diese Summe ist kleiner als das Doppelte der Zehnerstelle.

3. Genau einer der vier Stellenwerte ist eine Primzahl.

Es seien a, b, ¢ und d die Tausender-, Hunderter-, Zehner- bzw. Einerstelle der gesuchten Zahl
z. Dann gilt zunéchst
z = 1000a + 1000 + 10c 4+ d

mit 1 <a<9,0<b;¢d<9,a,b,c dganz (a =0 kann ausgeschlossen werden, da die Zahl z
sonst nicht echt vierstellig wére). Aus der Bedingung 1 ergibt sich dann

a+b=10a +d oder b=9a+d

Daraus folgt sofort a = 1,b = 9,d = 0. Da alle drei Zahlen keine Primzahlen sind, muss ¢ = p
nach Bedingung 3 Primzahl sein. Aus Bedingung 2 folgt nun noch

a+b<2c=2p; 10 < 2¢ = 28; S5<c=p
Also ist ¢ = p = 7. Damit ist z = 1970.
Lésung von Nguyenthitrong Hien Tarrago:
Die gesuchte zahl sei 1000a + 100b + 10c¢ 4 d. Dann gilt
a+b=10a+d ; a+b<2c

Die Zahl c¢ ist nicht grofler als 9: ¢ < 9, also a + b < 18, 10+ d < 18.
Daraus folgt a =1, d < 8, b =9+ d. Die Zahl b ist nicht gréfler als 9: b < 9. Also ist b = 9 und
d = 0. Nunmehr gilt

1+9<2c<18 ; 5<c<9

also ¢ = 7 (¢ muss Primzahl sein, und 7 ist die einzige Primzahl zwischen 5 und 9).
Die gesuchte Zahl ist 1970.
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2.10 Aufgaben und Losungen 1970

Aufgabe 1/70
In einem Dreieck ABC' seien a, b und ¢ die Maflzahlen der Seiten und s,, s, sowie s. die
Mafzahlen der entsprechenden Seitenhalbierenden. Man beweise, dass gilt

3
82+ sp+ 82 = Z(a2+bQ+c2)
Die Winkel zwischen s. und ¢ seien mit ¢ und 180° — ¢ derart bezeichnet, dass ¢ der Seite b,
280° — ¢ der Seite a gegeniiberliegt. Dann gilt nach dem Kosinussatz

2 9 62

4

c
b = — 452 — cs.cos, a

1 —i—sz + ¢S cos g

Durch Addition folgt

Analog folgt fiir s, und sq: s = & + S — 5
Durch Addition ergibt sich s2 + sj + s2 = 2(a® + b* + ¢?).

Aufgabe 2/70
Man beweise, dass die Gleichung

Imite-VE il -c=a

fiir jedes ganze a genau eine reelle Losung hat, die ganzzahlig ist!

Wir setzen
\B/V:E2—|—1+:U:m; Va2 +1—z=n

aus der gegebenen Gleichung folgt dann durch beiderseitiges Kubieren

a’® + 3a
2

a®=(m—n)®=m3—3m’n+3mn® —n3 =22 -3Vla=2z—3a— z =

Da sich alle Schritte umkehren lassen, ist © = @23‘1 tatséchlich eine Losung der Gleichung.
Der Ausdruck a® + 3a ist in jedem Fall durch 2 teilbar; denn fiir @ = 0 (mod 2) ist a® + 3a = 0
(mod 2) und fiir @ = 1 (mod 2) ist a® + 3a = 4 = 0 (mod 2). Also ist = ganzzahlig fiir jedes
ganze a.

Aufgabe 3/70
Es ist 2% = 1 und 0% = 0 fiir + # 0. Welchen Wert hat lim,_,o 2% ?

Man berechnet zweckmifig den natiirlichen Logarithmus des Grenzwertes. Ist dieser gefunden,
so kann man daraus den Grenzwert selbst ermitteln. Es ist

. . . . Inz
Inlmz* =limnz*=limz -lnz = lim —
r—0 r—0 x—0 z—0 x—

Auf den Grenzwert ist der Satz von Bernoulli-L’Hospital anwendbar, da
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1

lim, yolnx = —lim, gz~ = —oo ist:
1
Inlim 2% = lim —; = lim(—z) =0
z—0 z—0 x— z—0

Damit ist der Grenzwert lim,_,oz* = € = 1.

Aufgabe 4/70

Von einem Dreieck ABC' mit den Seiten a, b und ¢ und den Hohen h,, hy und A, seien der von
den Seiten a und b eingeschlossene Winkel v sowie die Strecken a + b und h, + hy gegeben.
Man zeige, dass aus diesen drei Bestimmungsstiicken das Dreieck nicht konstruierbar ist!

Ein Dreieck ist durch 3 voneinander unabhéngige Stiicke vollstdndig bestimmt. Wenn man zeigen
kann, dass 7, a + b und h, + h, voneinander abhingig sind, ist der geforderte Beweis erbracht.
a

Es ist siny = 4+ = h%, also a = hysin~y,b = hg siny. Daraus folgt a + b = (hg + hp) siny. Mit
hae + hp und ~ ist also auch a + b bestimmt. Die drei Stiicke sind voneinander abhéngig.

Aufgabe 5/70
Es ist zu beweisen, dass die Gleichung 2 — a?y? = b mit a, b ganzzahlig, b > 0, hochstens
endlich viele ganzzahlige Losungen (z;y) haben kann.

Es ist 22 — a?y? = (z + ay)(z — ay) = b. Die Zahl b ist also Produkt zweier Faktoren f; und fo.
Ist b Primzahl, so ist einer der Faktoren gleich 1, der andere gleich b. Ist b nicht Primzahl, so
kann man b auf endlich viele Weisen in ein Produkt aus zwei Faktoren zerlegen (das folgt aus
der Tatsache, dass die Primfaktorzerlegung von b eindeutig ist und nur endlich viele Faktoren
enthélt).

Fiir jede mogliche Zerlegung von b in zwei Faktoren ergeben sich demnach zwei Gleichungssys-
teme:

r+ay=fi xr—ay=fr (a)
rtay=fo r—ay=fi (b)

Die Losungen sind

x_f1+f2 _fi—f (a)
- 2a y= 2a
. f12-|;f2 Y= f22—af1 o)

Sie sind genau dann ganzzahlig, wenn 2a Teiler von |f; — fa| ist. Da jede Faktorenzerlegung
hochstens zwei Losungen liefert und die Anzahl der Faktorenzerlegungen endlich ist, kann auch
die Anzahl der (ganzzahligen) Losungen hochstens endlich sein.

Aufgabe 6/70
Man ermittle alle positiven reellen Zahlen xz und y, die der Gleichung

IOgay ’ Ing Yy 9

(1Ong y)2 B 2

Da die Zahl 1 als Basis eines Logarithmensystems ungeeignet ist und da logl = 0 fiir jede
Basis ist, scheiden zunédchst x = 1 und y = 1 als Losung aus. Fiir die weitere Untersuchung
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ist es zweckméfBig, alle Logarithmen auf dieselbe Basis zu reduzieren. Dazu dient die Gleichung

log, ¢ = k)g%. Damit ist
log, ©
logay -log,y  (log, 22)? _ (log, 2 +log, r)? B (1 + 10%32) 9
2 - - 1 -
(logo, v) log, 2 -log, x log, 2 -log, x lZiZf; 2
. log, © . .
Substituiert man nun a = -%, so ergibt sich
By

1 29 5 1
(+aa):2—>a2—2a+1:0—>a1=2;a2:2

log, =
log,, 2
Man erkennt, dass die Gleichung von y unabhéngig ist, dass sie also fiir jedes positive reelle y

aufer y = 1 erfiillt ist. Mit den beiden fiir a ermittelten Werte ergibt sich 21 = 4 und zo = /2.

Aus a =

folgt weiter log, z = a - log, 2 = log, 2* und damit z = 2.

Aufgabe 7/70
Gesucht sind alle Primzahlen p, die der Gleichung ¢® — ¢? — 11¢ — 1452 = p fiir irgendein
positives, ganzzahliges ¢ geniigen.

Da jede Primzahl (bis auf die Reihenfolge) genau eine Darstellung als Produkt aus zwei Faktoren
besitzt, p = 1 — p, liegt es nahe, den Term ¢ — ¢? — 11¢ — 1452 in ein Produkt aus zwei Faktoren
zu zerlegen und zu untersuchen, fiir welche Werte von ¢ einer der Faktoren den Wert 1 annimmt.
Wir setzen daher

A —c?—1lc—1452 = (c + a)(¢® + arc+ ag) = & + (a + a1)c? + (ag + aay)c + aag

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich a = —12,a1 = 11,a9 = 121, so dass sich die gesuchte
Produktdarstellung zu p = (c—12)(c?+11c+121) ergibt. Es sind nun die Gleichungen ¢—12 = 1
und ¢ + 11 + 121 = 1 zu l6sen.

Die erste Gleichung liefert ¢ = 13, die zweite hat keine reellen Losungen. Demnach ist ¢ = 13
der einzige Wert, fiir den sich eine Primzahl ergibt: p = 433.

Aufgabe 8/70
Es ist zu beweisen, dass die Hohen jeden beliebigen spitzwinkligen Dreiecks gleichzeitig
Winkelhalbierende im zugehorigen Fuipunktdreieck sind.

Wegen {HA1B = {AHC1B = 90° ist das Viereck
HA{BC; ein Sehnenviereck; d.h., die Punkte H, A, B
und C liegen auf einem Kreis mit dem Durchmesser BH.
Daraus folgt, dass £ HC1 Ay = 31 ist, denn beide Winkel
sind Peripheriewinkel iiber der Sehne H A;.

Auf analoge Weise zeigt man, dass L HC1B; = «y ist
(Sehnenviereck HC1ABq). Die Schenkel der Winkel a4
und [q stehen paarweise senkrecht aufeinander; dem-
nach gilt oy = 81 und mithin auch LHC1 A1 = LHC B;.

C ¢

Das heif3t aber nichts anderes, als dass die Hohe auf der Seite ¢ den Winkel £ A1 B1C7 halbiert.
Durch zyklische Vertauschung gilt dieser Beweis zugleich auch fiir die Hohen auf den Seiten a
und b.
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Aufgabe 9/70

Gesucht sind alle wachsenden arithmetischen Folgen 1.0rdnung aus 9 nichtnegativen ganz-
zahligen Gliedern, bei denen das letzte Glied gleich dem Quadrat des zweiten ist.

Welche bemerkenswerte Eigenschaft hat eine davon?

Das Bildungsgesetz der arithmetischen Folge 1.Ordnung lautet a,, = a1 4+ (n — 1)d. Es ist also
ag=a;+d und ag=a;+8d= (a; +d)?* = a
Aus dieser Gleichung ergibt sich die fiir d quadratische Gleichung mit den Lésungen
d?>—2d(4—a1) +a3 —a; =0 —dio=4—a; +16 — Ta;

Da die Glieder der Folgen sdmtlich ganzzahlig sein sollen, ist sowohl a; als auch d ganzzahlig;
in Frage kommen fiir a; demnach nur die Werte a1; = 0 und a2 = 1. Fiir d ergeben sich damit
die moglichen Werte di1; = 8,d12 = 0,d2; = 6,dag = 0.

Die Werte d12 = dos = 0 entfallen jedoch, da die gesuchten Folgen wachsend sein sollen, was d > 0
voraussetzt. Es sind demnach nur zwei Folgen mit den vorgegebenen Eigenschaften moglich,
némlich

{ar} = 0;8;16;24;32;40;48;56;64 und {ax} = 1;7;13;19;25;31;37;43;49

Die zweite von ihnen hat die besondere Eigenschaft, dass sie aus drei gleichméflig verteilten
Quadratzahlen a1 = 1,a5 = 25,a9 = 49 und sechs Primzahlen ay = 7,a3 = 13,a4 = 19,a5 =
31,a7 = 37,ag = 43 besteht. Das ist kein Zufall, sondern liegt an der Differenz d = 6 und an
ayp = 1.

Bekanntlich lésst sich jede Primzahl in der Form p = 6k 4+ 1 darstellen, sofern p > 3 ist. Die
betrachtete Folge umfasst aber gerade die Zahlen der Form 6k + 1, woraus sich die Hiufung der
Primzahlen erklért (sie bleibt bestehen, wenn man die Folge iiber das 9. Glied hinaus fortsetzt).

Aufgabe 10/70
In der Abbildung sind Grund-, Auf- und Seitenriss eines Kérpers dargestellt. Man beschreibe
diesen Korper eindeutig in einem Satz und gebe eine Skizze in schréger Parallelprojektion.
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Der Korper wird aus zwei kongruenten, einan-
der symmetrisch durchdringenden reguldren Te-
traedern gebildet.

Aufgabe 11/70
In welchem Dreieck sind die Maflzahlen der Héhe hp und der Dreiecksseiten a, b und ¢ in
dieser Reihenfolge vier aufeinanderfolgende ganze Zahlen?

Es sei 8 der von den Seiten a und c eingeschlossene Dreieckswinkel. Dann gilt nach dem Sinussatz
bzw. nach dem Kosinussatz

a? + 2 — b2

bhy = acsinfg  und cosf = 5
ac

Daraus folgt

2 2 b2 2
b?hi = a*c?sin? B = a*c*(1 — cos? B) = a*c*(1 — (a—tlccﬂc—;)

Nun soll sein a = hy + 1,b = hy + 2, ¢ = hy + 3. Setzt man diese Werte ein und vereinfacht man
die Gleichung, so ergibt sich (wegen hy, # 0) h{ + 8hj — 44h? — 48hy, = 0 = hj} + 8hZ — 44h;, — 48.
Durch sinnvolles Probieren findet man zunéchst die Losung hy = —2, die jedoch geometrisch
keinen Sinn hat, da hy > 0 gilt. Damit kann man jedoch die Gleichung weiter reduzieren.

h% — 10hy — 24 = 0 — hy = —2 (Doppellésung!) | hy = 12

Das gesuchte Dreieck hat also Seiten mit den Maflen a = 13 LE, b = 14 LE, ¢ = 15 LE und die
Hohe hy = 12 LE.

Aufgabe 12/70
Ohne Verwendung der Differentialrechnung bestimme man den kleinsten und gréfiten Wert
der Funktion

y=f(z) =2—2cos’x —sinx

Man formt den Term 2 — 2 cos? z — sin  mit Hilfe bekannter Beziehungen der Goniometrie um:

y=f(z)=2—2cos’x —sinz = 2(1 — cos®z) — sinz = 2sin’z — sinx

Der groBite Wert wird offensichtlich fiir sinz = —1 erreicht, da dann sin?z = 1 und —sinz = 1
ist. Damit ist fyaq(z) = +3.

Zur Ermittlung des kleinsten Funktionswertes werden weitere Umformungen durchgefiihrt

1 1, 1 21
y:f(:z:):2sin2x—sinx:2(sin2x—2sin:c+16)—8:2(sinx—> - =

Der kleinste Wert ergibt sich, wenn sin x — i = 0 ist. Es ist fim = —%.
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Aufgabe 13/70
Gesucht ist das rechtwinklige Dreieck, dessen Seitenldngen a, b, ¢ sémtlich ganzzahlig sind
und bei kleinstmoglichem a der Relation 4a = b%c geniigen.

Dabei bezeichne a eine Kathete.

Ohne Beschriankung der Allgemeingiiltigkeit kann angenommen werden, dass ¢ die Hypotenuse
ist. Dann gilt nach dem Lehrsatz des Pythagoras a? = ¢ — b2.

Andererseits folgt aus 4a = % die Gleichung 8a = ¢ + b. Nun ist a® = 8a - %a =2 - =
(c+b)(c—0).

Damit ergibt sich das Gleichungssystem

1
c+b=28a ; c—b==a
8
das die Losungen b = %a und ¢ = %a hat. Auf Grund der Aufgabenstellung folgert man a = 16

LE, b= 63 LE, ¢ = 65 LE.

Aufgabe 14/70

Eine n-stellige Dualzahl habe die Quersumme m (wobei n und m natiirliche Zahlen mit
1 <m < n sind).

Wieviel solche Zahlen gibt es bei vorgegebenem n und m?

Im Dualsystem gibt es nur die Ziffern 0 und 1. Die Quersumme m entsteht also aus der Addition
von m Einsen, die iibrigen n —m Ziffern der Dualzahl sind Nullen. Hinter der ersten Ziffer (von
links), die eine Eins sein muss, folgen in beliebiger Reihenfolge m — 1 Einsen und n —m Nullen.
Die Anzahl der Permutationen dieser Ziffern ist

B (n—1)! _(n—1
P= (m—1)!(n—m) (m—l)

Dies ist zugleich die Anzahl der n-stelligen Dualzahlen mit der Quersumme m.
Beispiel: n = 10, m = 6. Es ist (g) = 126, es gibt also 126 zehnstellige Dualzahlen mit der
Quersumme 6.

Aufgabe 15/70
Man finde alle Primzahlen, die sowohl als Summe als auch als Differenz von je zwei Prim-
zahlen darstellbar sind.

Es sei p eine der gesuchten Primzahlen. Wenn sich p als Summe zweier Primzahlen darstellen
lasst, gilt sicher p > 2. Folglich ist p ungerade. Ist weiter p als Differenz zweier Primzahlen
darstellbar, d.h., gilt p = p1 — g1 wobei p; und ¢; ebenfalls Primzahlen sind, so folgt p1 > p, also
ungerade.

Weiter folgt sofort, dass g1 gerade ist, da sonst p gerade wére (Widerspruch zur obigen Feststel-
lung). Also ist ¢; = 2, denn weitere gerade Primzahlen gibt es nicht.

Analog folgt aus p = p2 4 ¢2, dass genau eine der beiden Primzahlen ps und ¢o gerade und dem-
nach gleich 2 sein muss; ohne Beschriankung der Allgemeingiiltigkeit (wegen der Kommutativitét
der Addition) sei dies g2. Dann gilt

p2t+2=p=p —2

Die gesuchten Primzahlen sind demnach mittlere Zahlen von Primzahltripeln.

Nach der Aufgabe 10/69 (Heft 4/1969) gibt es aber genau ein Primzahltripel, ndmlich 3;5;7.
Damit ist p = 5 die einzige Primzahl, die sowohl als Summe als auch als Differenz zweier
Primzahlen darstellbar ist: 34+2=5=7— 2.
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Aufgabe 16/70

Gegeben ist ein Dreieck mit den Seiten a, b und c sowie eine Strecke x beliebiger Lange.
Man zeige: Wenn A die kleinere der Strecken a und x, B die kleinere der Strecken b und x
und C die kleinere der Strecken ¢ und z ist, so ist aus A, B und C mit Sicherheit ein Dreieck
konstruierbar.

Zum Beweis geniigt es, die Dreiecksungleichungen fiir A, B und C' herzuleiten. Wir beweisen:
Aus a+b>c folgt A+B>C

1. Angenommen, wenigstens eine der beiden Strecken A und B sei gleich z. Dann gilt A+ B > x,
auflerdem ist nach den Bedingungen der Aufgabe x > C. Also folgt A+ B > C.

2: Angenommen, keine der beiden Strecken A und B sei gleich z. Dann ist nach den Bedingungen
der Aufgabe A = a und B = b. Es folgt

A+B=a+b>c>C

Welche mogliche Annahme man auch trifft, in jedem Fall ist also die Dreiecksungleichung A+B >
C erfillt. Durch zyklische Vertauschung erhélt man auf die gleiche Weise die Ungleichungen
B+ C > Aund C + A > B. Daraus folgt die Existenz eines Dreiecks mit den Seiten A, B und
C.

Aufgabe 17/70
Fiir welche natiirlichen Zahlen n ist z, = 4™ — 3™ durch 7 teilbar?

E ist 4 = —3 (mod 7). Folglich ist 41n = (—3)" (mod 7). Fir n = 2k ist
4" = 4%k = (=3)%* =3% =37 (mod 7)

und deshalb 4" — 3" =0 (mod 7).
Ist dagegen n = 2k + 1, so ist

471 — 42k+1 = (_3)2k+1 — _32k2+1 — _371 (mod 7)

Man erkennt, dass in diesem Fall 4" — 3" = —3" — 3" = —2-3" # 0 (mod 7) ist. Bildet man
jedoch 4™ 4+ 3" = —3" 4+ 3" = 0 (mod 7), so erkennt man, dass in diesem Fall die Teilbarkeit
durch 7 bei n = 2k + 1 gegeben ist.

Aufgabe 18/70
Gesucht ist die Menge aller Paare von aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, deren Quer-
summen beide geradzahlig sind.

Die gesuchten Zahlenpaare haben die Form (n — 1,n)) mit n € N (wobei N die Menge der
natiirlichen Zahlen ist). Die Quersumme von n bezeichnen wir mit Q(n).

1. Wenn n eine von Null verschiedene Endziffer hat, unterscheiden sich die Quersummen von
n—1lund nim 1: Q(n) = Q(n—1)+1. Beide Quersummen kénnen also nicht zugleich geradzahlig
sein.

2. Infrage kommen also nur Zahlen n, die als Endziffer 0 haben. Dann hat aber die Zahl n — 1
wenigstens eine Endziffer 9.

Die Zahl n — 1 habe nun genau k Endziffern 9, so dass die (k + 1)-te Ziffer von rechts m # 9
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ist. Dann hat n genau k Endziffern 0 und die (k + 1)-te Ziffer von rechts ist m + 1 # 0. Da alle
iibrigen Ziffern beim Ubergang von n — 1 zu n unverdndert bleiben, gilt fiir die Quersummen

Q(n—1) = Q(n) = 9k — 1

Ist nun k eine ungerade Zahl, so ist 9k — 1 geradzahlig, und die Quersummen sind entweder
beide gerade oder beide ungerade. Die Menge der gesuchten Zahlenpaare ist demnach

M = {(10%a — 1;10%a) mit a,k € N,a # 9 (mod 10) ,Q(a) =0 (mod 2) ,k =1 (mod 2)}

Beispiele: (2419; 2420) a =242,k =1,Q(n) =8,Q(n—1) =16
(160999; 161000) a = 161,k = 3,Q(n) = 8, Q(n — 1) = 34

Aufgabe 19/70

Ein Prisma mit n-eckiger Grundfliche habe 10n Diagonalen (Ko6rper- und
Flachendiagonalen).

Wie grof3 ist n?

Ein n-eckiges Prisma hat 2n Korperecken und 3n Kanten. Jede Ecke kann mit jeder anderen
Ecke durch eine Strecke verbunden werden, die entweder Kante oder Diagonale ist. Die Anzahl
der Verbindungsstrecken ist

2n(2n — 1)

5 =n@2n—1)=2n>—n

Folglich ist die Anzahl der Diagonalen 10n = 2n? — n — 3n. Daraus ergibt sich die fiir n quadra-
tische Gleichung ohne Absolutglied: n? — 7n = 0 mit den Losungen n; = 0,n9 = 7. Da es kein
nulleckiges Prisma gibt (der Variablenbereich fiir n ist n > 3, ganz!), ist n = 7 einzige Losung.
FEin siebeneckiges Prisma hat also insgesamt 70 Diagonalen.

Aufgabe 20/70

Sind in einem nicht tiberschlagenen, konvexen Viereck zwei gegeniiberliegende Seiten gleich-
lang und sind alle Winkel paarweise voneinander verschieden, so liegt der Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten auf den beiden ungleich langen Seiten stets auflerhalb des Vierecks.
Dieser Satz ist zu beweisen.

Wir fithren den Beweis indirekt: Angenommen, der Schnittpunkt S der beiden Mittelsenkrechten
h1 und ho auf den ungleich langen Seiten liegt innerhalb des Vierecks. Ohne Einschriankung der
Allgemeinheit kann man annehmen, die beiden Seiten AD und BC' seien gleich lang, und hy
sowie ho seien die Mittelsenkrechten auf den Seiten AB bzw. CD. Es gilt dann AS = BS und
DS =CS.

Wegen AD = BC stimmen damit die Dreiecke ASD und BSC in allen drei Seiten iiberein, d.h.,
sie sind kongruent. Das bedeutet aber, dass sie auch in den Winkeln iibereinstimmen:

ADAS = £SBC und 4AADS = 4£SCB

Es ist aber auch
ASAB = £SBA und 4£SCD = 4£SDC

wegen der Gleichschenkligkeit der Dreiecke ABS und C'DS. Daraus folgt, dass

ADAB = £CBA und 4«£BCD = A{ADC

224



2.10 Aufgaben und Lésungen 1970

ist, mit anderen Worten, dass das Viereck im Widerspruch zur Voraussetzung zwei Paare glei-
cher Winkel hat. Damit ist der Beweis gefiihrt, dass S nicht im Inneren des Vierecks liegt.

Es bleibt noch zu priifen, ob S auf einer Viereckseite liegen kann. Dieser Fall ist aber nur
ein Sonderfall des oben beschriebenen allgemeinen Falles Dreieck ABS beispielsweise ist zur
Strecke entartet, K SAB = £SBA = 0) und somit in diesem enthalten.

Aufgabe 21/70
Man beweise: Wenn a1, as, as, b1, ba, b3 beliebige komplexe Zahlen sind, die den Gleichungen

a1+ az +az = by + b2 + b3
a? + a3+ a3 = b2 + b2+ b2
a3 + a3 +al = b3 + b3 + b3

geniigen, dann sind die Mengen {aj;ag; a3z} und {b1;be; b3} einander gleich.

Es gilt fiir beliebige komplexe Zahlen z, y, z die Gleichung
2., .2 .2 _ 2
4y +2=(x+y+2)° —2@@y+rz+yz)
Damit folgt aus den gegebenen Gleichungen (1) und (2)
a1as + asas + aga; = biby + bobs + bgby = ¢ (4)
Weiter gilt
By + 28 = (wry+2)°® -3y +yz+ 2x) (@ +y+ 2) + 6zyz

Mit (1) und (4) ergibt sich daraus ajasas = bjbabs = r. Setzt man nun zur Abkiirzung noch
a1 + ag + agz = by + by + b3 = p, so erkennt man, dass sowohl die a; als auch die b; die kubische
Gleichung 3 — px? + qx — r = 0 erfiillen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra folgt damit
unmittelbar die Behauptung.

Bemerkung: Die Aufgabe lésst sich fir Mengen {a;}, {b;} mit ¢ = 1,2, 3, ..., n verallgemeinern.

Aufgabe 22/70

Verbindet man benachbarte Seitenmitten eines regelméfigen n-Ecks miteinander, so entsteht
ein neues regelmaBiges n-Eck, das dem urspriinglichen #hnlich ist. Es sei A A = A — A’ die
Differenz der Fliacheninhalte beider n-Ecke.

Fiir welche n gilt A A = £

Aus AA=A-A < 1% folgt zunéchst durch dquivalente Umformung %/ > 1%. Weiter gilt:
A= ’2‘7“2 sin 360 (wobei mit r der Umkreisradius bezeichnet ist) und
n 360° A2 9
A/ —_ 12 1 R
57 s — also == -5 > 5

Wegen ' = rcos 3600 ergibt sich daraus cos? % > 1%,008 360° 10,9487, (da n > 3 gilt, ist

cos 330 > 0) also 360 < 18,5°.
Damit erhalt man schheﬁhch n > 10 (wegen der Ganzzahligkeit von n).
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Aufgabe 23/70

Man beweise den Tangenssatz
a+b tan O‘;B

—-b —B
a b tan QT

mit geometrischen Mitteln!

Es sei AC = DC,CF 1L AD,EG || AB (Abbildung). Da
¢ 2{CAD = £LCAB + £ABC ist (das Dreieck ADC ist
gleichschenklig), gilt

1 1
LCAD = 5(0{ +3) und damit <£DAB = 5(04 - 5)

Damit wird
G
32 tana%ﬂ_iig_C'E_CG

tan%_%_ﬁ_@

Nun wird aber die Strecke DB durch den Punkt G nach einem Strahlensatz halbiert (DE :
DA =1:2= DG : DB), folglich ist

A F

tano‘Qﬂ “Ter a+b

tan 057 4t a—b

(=

Aufgabe 24/70
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, bei einem Wurf mit drei Wiirfeln die Augenzahl 12 zu
erzielen?

Fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit kann man die klassische Definition verwenden, da
nur eine endliche Anzahl von Moglichkeiten existiert. Es ist also der Quotient £ aus der Anzahl
g den giinstigen und der Anzahl m der moglichen Félle zu bilden.

Die Anzahl m der moglichen Fille ist m = 6% = 216. Es handelt sich ndmlich um alle Zusam-
menstellungen der 6 Augenzahlen in Dreiergruppen mit Beriicksichtigung der Anordnung, wobei
Wiederholung auftritt (also um Variationen von 6 Elementen zur 3. Klasse mit Wiederholung).
Die Anzahl g der giinstigen Fille ergibt sich aus der folgenden Uberlegung: Giinstig sind alle die
Félle, in denen die Addition von drei natiirlichen Zahlen zwischen 1 und 6 (einschlieBlich) die
Summe 12 ergibt, wobei die Reihenfolge zu beachten ist. Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
ergeben sich zunéchst die folgenden Moglichkeiten:

1) 6+5+1=12 2) 6+4+2=12
3) 6+3+3=12 4) 5+5+2=12
5) 5+4+43=12 6) 4+4+4=12

Berticksichtigt man nun noch die Anordnung, so erkennt man: In den Féllen 1., 2. und 5. gibt
es je genau 3! = 6 verschiedene Moglichkeiten, in den Féllen 3. und 4. je genau g—: = 3 und im
Fall 6. nur 1, Damit ergibt sich g =3-6+2-3+1 =25 und es ist % = 256 ~ 0,116.

216
Aufgabe 25/70

Man beweise, dass es keine arithmetische Folge erster Ordnung aus mehr als zwei Gliedern
gibt, deren Differenz d = 1000 ist und deren Glieder sdmtlich Primzahlen sind.
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Angenommen, es gibe eine derartige Folge. Die ersten drei Glieder wéren dann a1 = p,as =
p+ 1000, as = p + 2000, wobei p eine Primzahl wére. Sicher ist p # 3; denn wére p = 3, so wére
p2 = 1003 = 17 - 59 keine Primzahl (im Widerspruch zu den Bedingungen der Aufgabe).

Also ist a1 = p = £1 (mod 3).

Wegen 1000 = 1 (mod 3), 2000 = 2 (mod 3) folgt dann aber

a =0 (mod 3) oder a3=2 (mod 3) und

a3=1 (mod 3)oder a3=0 (mod 3)

In jedem Fall ist also eines der Glieder as und ag durch 3 teilbar, also keine Primzahl (im
Widerspruch zu den Bedingungen der Aufgabe). Da die Annahme stets zu einem Widerspruch
fiihrt, ist sie falsch. Damit ist bewiesen, dass es keine derartige Folge gibt.

Aufgabe 26/70
Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen n, die genau 10 Teiler haben.

Die gesuchten Zahlen n kénnen hochstens zwei voneinander verschiedene Primfaktoren p und ¢
enthalten. Man priift ndmlich leicht nach, dass bei drei voneinander verschiedenen Primfaktoren
p, ¢ und r sich acht (falls alle in der ersten Potenz auftreten) oder mehr als 10 Teiler ergeben;
bei mehr als vier Primfaktoren ist die Teilerzahl auf jeden Fall grofler als 10.

Enthilt n genau einen Primfaktor p, so muss dieser in der 9. Potenz enthalten sein: n = p?. Die
10 Teiler sind dann néamlich die 10 Potenzen p°, p', p?, ..., p°.

Enthélt n genau zwei voneinander verschiedene Primfaktoren p und ¢, so kann einer von ihnen
nur in der ersten Potenz auftreten. Wére er ndmlich in der k-ten Potenz mit & > 1 vorhanden,
so wiirde er bereits k + 1 Teiler liefern.

Da jeder dieser Teiler mit einem aus dem anderen Primfaktor resultierenden Teiler multipliziert
wieder einen Teiler von n liefert, muss die Anzahl der Teiler von n ein Vielfaches von k + 1 sein.
Damit kommen aber als Exponenten der Primfaktoren p und ¢ in unserem Fall nur 1 und 4 in
Frage. Tatséchlich hat p*q genau 10 Teiler.

Die gesuchten Zahlen n haben also die Primfaktorzerlegungen n = p° und n = p*q mit p # ¢.

Aufgabe 27/70

Acht Geraden schneiden einander so in ei- /
nem Punkt, dass je zwei benachbarte Gera- Py P

den einen Winkel von g einschliefen. Auf ei- ’
ner beliebigen dieser Geraden liege im Ab- Ps
stand @ vom Schnittpunkt der Punkt P;. P P,
Von ihm fille man das Lot auf eine benach- P
barte Gerade, der FuBlpunkt sei P». Setzt J P
man das Verfahren von P, P, ... aus fort,
so erhélt man einen Streckenzug (Abbildung a
néchste Seite), dessen Streckenzahl iiber alle
Grenzen wéchst.

Man ermittle die Lange dieses Streckenzuges. P,

Die Strecken bilden eine Folge, deren Glieder die Mafizahlen

Lo Lo s L o T LT T
a1:asm§; as = asin —cos —; a3 = asin —cos” —... a, = asin —cos’ —

8 8 8 8 8 8
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haben. Man erkennt, dass es sich um eine geometrische Folge mit dem Anfangsglied a; = asin g
und dem Quotienten ¢ = cos g handelt. Da lg] < 1 gilt, konvergiert die zugehorige Reihe, und
es ist

inx
CLSIHS

Sog = ——
l—cosg

Diesen Ausdruck kann man mit Hilfe der Halbwinkelformeln noch umformen. Es ist

1 1 1 1
sin%:\ﬁ 1—005225\/2—\@ ; cosg:\/i\/1+cosz:2\/2+\/§

Also ist

sm—mi—a<2\/2—ﬁ+\/4—2ﬂ+ﬂ+1)_a(\/4+2ﬂ+ﬂ+1)

Aufgabe 28/70
Es seien a und b positive reelle Zahlen mit a,b # 1. Gesucht sind alle reellen Losungen der
Gleichung

[(logy z) — 1] -log, b =1

1
logy, a

Wegen log, b = kann man die gegebene Gleichung wie folgt dquivalent umformen:

(logy ) — 1 = log, a — log, x — log,a =1 —>10gbE =1
a

Daraus folgt unmittelbar £ = b also z = ab.

Aufgabe 29/70
Es ist nachzuweisen, dass z = 1" 4 2" + 3" + 4™ genau dann ohne Rest durch 5 teilbar ist,
wenn 7 nicht ohne Rest durch 4 teilbar ist (wobei n eine natiirliche Zahl bedeutet).

Wegen 3 = —2 (mod 5) und 4 = —1 (mod 5) ist
1" 42" 437 44" =17 4 27 4 (=2)" + (—1)"  (mod 5)
Ist nun n = 4k (mit k natiirliche Zahl), so folgt
Mot 3t g =1t ot ) () =1F 1P 1P 1P =4 (mod 5)

(wegen 2* = 16 = 1 (mod 5) und (—2)* = 16 = 1 (mod 5)). Ist also n durch 4 ohne Rest teilbar,
so lasst z beim Teilen durch 5 den Rest 4, ist also nicht ohne Rest durch 5 teilbar.
Es sei nun n = 4k + m mit m = 1;2; 3. Dann ist

1™ 42" 4 (_2)n + (_1)n = 14k+m + 24k+m + (_2)4k+m + (_1)4k+m (mod 5) —
=1k amprkoom pqk o (—o)m gk ()™ =1 2" 4 (=2)" 4 (—=1)™  (mod )

Mit m = 1 ergibt sich sofort z = 0 (mod 5). Man priift jedoch leicht nach, dass sich auch fiir
m =2 und fir m =3 z =0 (mod 5) ergibt:

124224+ (-2 +(-1)?=144+44+1=10=0 (mod 5)

PB+22 4 (22 +(-1)*=14+8-8-1=0=0 (mod 5)

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Aufgabe 30/70
Man beweise: Wenn p eine Primzahl, k und n natiirliche Zahlen sind, dann folgt aus p* | n!
sogar (p!)* | nl.

Da n! das Produkt aller ganzen Zahlen von 1 bis n und p Primzahl ist, folgt aus p | n, dass
n > p ist; da p Primzahl ist, muss ndmlich p unter den Zahlen 1 bis n vorkommen.

Gilt p* | n, so miissen diese Zahlen auch die Vielfachen 2p,3p, ..., kp enthalten, und es folgt
n > kp.

Damit ist n! das Produkt von wenigstens kp aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen. Von diesen
sind wenigstens k Zahlen durch p teilbar, wenigstens k& durch p — 1, ebenso wenigstens k£ durch
p— 2 usf. bis p—p+2,p— p+ 1. Mithin enthélt n! das Produkt p! mindestens k mal, das heif3t
aber (ph)¥ | n!.

Aufgabe 31/70
Man ermittle sémtliche gemeinsame Loésungen der beiden Gleichungen

32% + 1323 + 2022 + 172+ 7 =0
et + 23 — 822 + 11z —7=0

ohne ein Ndherungsverfahren zu verwenden!

Subtrahiert man (2) von (1), so ergibt sich nach Division durch 2
623 + 1422 +324+7=0 (1)
Durch Addition der beiden Gleichungen erhélt man
62t + 142 + 1222 + 282 =0 (1)
Da x = 0 keine gemeinsame Losung ist, kann man x # 0 setzen und (II) durch z dividieren:
623 + 142® + 120 +28 =0  (I1I)

Subtrahiert man nunmehr (III) von (I), so folgt

7
—9x—-21=0 also x:—§
Wie die Probe zeigt, ist dieser Wert tatséchlich Losung beider Gleichungen, und wie der Re-

chengang ausweist, auch die einzige gemeinsame.

Aufgabe 32/70

Man gebe die kleinste natiirliche Zahl k an, die mit der Ziffer 7 beginnt (falls man sie im
Dezimalsystem darstellt) und die folgende weitere Eigenschaft aufweist:

Streicht man die vorderste Ziffer 7 weg und héngt man sie hinten an, so ist die neu entste-
hende Zahl z = %k‘

Wir schreiben k& = 7 - 10¥ 4+ a, wobei z und a natiirliche Zahlen mit ¢ < 10* sind. Auf Grund
der geforderten Eigenschaft gilt

k=7-10°+a=3(10a + 7)
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Daraus ergibt sich durch dquivalente Umformung

S 7-100 21
“T 799 T 29

Nunmehr dividieren wir 7-10* durch 29; dabei bestimmen wir die Zahl x, indem wir die Division
solange fortsetzen, bis der Rest 21 auftritt. Damit wird ndmlich a eine natiirliche Zahl. Es ergibt
sich

a = 241 379 310 344 827 586 206 896 551 und k=7 241 379 310 344 827 586 206 896 551

Die Probe bestétigt die Richtigkeit.

Aufgabe 33/70

Es ist zu beweisen, dass gilt
. n . 360°
lim — sin
n—oo0 2 n

=T

Der Fldcheninhalt A, eines regelméfligen n-Ecks ist:

360°
A, = P2 gin

n

(wobei r der Radius des Umkreises ist). Der Flicheninhalt A, des Umkreises ist A4, = 7r2.

Wichst die Anzahl n der Ecken {iber alle Grenzen, so geht das n-Eck gegen den Umkreis; d.h.,

es gilt lim, o A, = Ay, also

360°

n
2 =T7r

lim —
m T

sin

n—oo
Daraus folgt nach einem bekannten Grenzwertsatz (Grenzwert eines Produktes gleich Produkt
der Grenzwerte, vorausgesetzt die Existenz derselben) und da r # 0 sicher gilt:

. n . 360°
lim — sin =7
n—oo 2

n

Aufgabe 34/70

Von einer arithmetischen Folge 1. Ordnung sei bekannt, dass alle Glieder nichtnegative ganze
Zahlen sind. Genau 1 Glied ist einstellig, 9 Glieder sind zweistellig, 81 sind dreistellig und
819 sind vierstellig. Man bestimme die Folge!

Die Folge sei {a;} mit i = 1;2;...;910. Da alle a; ganzzahlig sind, ist auch d ganzzahlig, und wenn
ay die kleinste Zahl der Folge ist (was ohne Beschriankung der Allgemeingiiltigkeit angenommen
werden kann), ist d > 0. Nach dem Bildungsgesetz der arithmetischen Folge 1. Ordnung ist
a; = a1 + (i — 1)d. Aus den Angaben der Aufgabe kann man nun die folgenden Ungleichungen
aufstellen:

as=a;+d>10 (1)
aijp = aj + 9d <99 (2)
ago = a1 + 91d > 1000 (3)
Aus (1) und (2) folgt 8d < 89, d < 11. Aus (2) und (3) ergibt sich 82d > 901, d > 10. Also ist

d = 11. Aus (2) folgt nun mit diesem Wert d = 11 sofort a; < 0; da aber alle Glieder nichtnegativ
sind, ist a; = 0. Damit ist die Folge {a;} = {11(¢ — 1)} mit ¢ = 1;2;...,910 die gesuchte.
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Aufgabe 35/70
Man bestimme alle Tripel (z;y;z) aus natiirlichen Zahlen mit kleinstmoglichem z, welche
die Gleichung

erfiillen.

Multipliziert man die gegebene Gleichung

mit 223?22, so ergibt sich die Gleichung (yz)? + (22)? = (zy)?. Durch Substitution u = yz,v =
rz,w = xy erhilt man daraus u? +v? = w? (3).
Da nach der Aufgabenstellung x, y und z natiirliche Zahlen sein sollen, sind nach der Substitution
auch u, o und w natiirliche Zahlen, und (u;v;w) ist ein pythagoreisches Tripel. Jeder Losung
der Gleichung (1) lasst sich daher durch die Substitution eindeutig ein pythagoreisches Tripel
zuordnen.
Um Losungen von (1) in natiirlichen Zahlen zu finden, kann man also von pythagoreischen
Tripeln ausgehen. Hat man ein solches Tripel gefunden, so liefert die Division von (3) mit
u?v?w? die Gleichung

1 1 1

v2w?  wlw?  ule?
aus der man x = vw,y = uw,z = wuv erhilt. Die Zahl z nimmt offenbar genau dann den
kleinstmoglichen Wert an, wenn man in (3) das pythagoreische Tripel mit kleinstmoglichen Zah-
len wéahlt, dies sind aber die Tripel (3;4;5) und (4; 3;5). Sie liefern die Losungstripel (20; 15;12)
und (15;20;12) der Gleichung (1) mit kleinstem z.

Aufgabe 36/70
Man beweise, dass in keinem Dreieck die Beziehung

(a+b)cosy+c=0

gilt, wenn mit a, b und ¢ die Dreieckseiten und mit v der Winkel zwischen den Seiten a und
b bezeichnet sind.

Angenommen, die Behauptung (a + b) cosy+ ¢ = 0 wire richtig. Dann folgt cosy = —a%rb. Nach
dem Kosinussatz ist ¢? = a® + b — 2abcos, also

2ab 2ab
2= a4 b2 22° oder 2 c—(a®>+b*) =0
a+b a+b
Diese in ¢ quadratische Gleichung hat die Losungen ¢ = a + b;co = —aZfIf. Beide Losungen

stehen jedoch im Widerspruch zu der Tatsache, dass ¢ Dreieckseite ist (was ¢ < a+bund ¢ > 0
bedingt). Also ist die Annahme falsch, d.h., in keinem Dreieck gilt die Bezichung (a+b) cos y+c =
0.

231



2.11 Aufgaben und Lésungen 1971

2.11 Aufgaben und Losungen 1971

Aufgabe 1/71
Man bestimme das Dreieck maximalen Fldcheninhaltes, das den Bedingungen 0 < a < 2 <
b <4 < ¢ < 5 unterliegt.

Wir verwenden die Formel A = %ab sin . Offensichtlich wird A maximal, wenn sowohl a als auch
b als auch siny maximal sind - vorausgesetzt, dass dann ¢ der geforderten Bedingung geniigt:
1 . 1 .
Amax = §amaxbmax (Sln ’Y)max = 5 -2-4-sin 5
Es ergibt sich also v = 7, d.h., das Dreieck miisste rechtwinklig mit ¢ als Hypotenuse sein. Es
gilt also
F=a’+b"=4+16=20—>c=2V5

Da 4 < ¢ = 2v/5 < 5 gilt, ist mithin @ = 2,b = 4, ¢ = 2v/5 einzige Losung dieser Aufgabe.

Aufgabe 2/71

Man beweise: Bei einer kontinuierlich laufenden Uhr (d.h., die Zeiger springen nicht auf dis-
krete Zifferblattstellen) mit Stunden-, Minuten- und Sekundenzeiger auf einer Achse kénnen
auflerhalb des Zeitpunktes 0 h 00 m 00 s die drei Zeiger niemals genau iibereinanderstehen.

Wir bestimmen zunéchst die Winkel x,, zwischen der Richtung Achse - Zwolf und den sich de-
ckenden Minuten- und Stundenzeigern. Da eine Uberdeckung beider Zeiger im Verlauf von 12 h
genau 11 mal §tattﬁndet, hat der Stundenzeiger bei der n-ten Uberdeckung 7360° iiberstrichen
(dabei ist die Uberdeckung um 0 h 00 min 00 s als nullte Uberdeckung bezeichnet). Die bis zur n-
ten Uberdeckung dieser beiden Zeiger verstrichene Zeit betragt %n h. In dieser Zeit tiberstreicht
der Sekundenzeiger einen Winkel von %n - 60 - 360°. (da er in jeder Stunde 60 volle Umlaufe
vollzieht).

Zieht man von diesem Winke] alle vollen Umléufe ab, so erhdlt man den Winkel, den der Sekun-
denzeiger zum Zeitpunkt der Uberdeckung von Stunden- und Minutenzeiger mit der Richtung
Achse - Zwolf bildet; angenommen, es seien k volle Umlédufe. Dann 11 gilt fiir diesen Winkel:

12 1
2 -60-360° — k- 360° = — - 360°(720m — 11
1" 60 - 360° — k - 360 1 360°(720n k)

Gleichheit beider Winkel bestiinde genau dann, wenn
720n — 11k =n oder 719n = 11k
wére. Man erkennt sofort, dass diese Gleichung nur fir n = k = 0 bzw. fir n = 11,k = 719
(ganzzahlig) erfiillt ist. Beide Werte liefern aber den Winkel 0°.
Aufgabe 3/71
Gesucht sind drei Losungspaare (x;y) des Gleichungssystems

p2siny+l 4 (sin y)%\/@ -1

cosy —x =0
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Setzt man (2) in (1) ein, so erhdlt man
(cos )25 1 (sin y)%\/gcosy =1

Diese Gleichung ist sicher dann erfiillt, wenn entweder
1. cosy =1 und siny = 0 oder

2. cosy = 0 und siny = 1 oder

3.2siny+1=2und %\/gcosy =2

ist. Unter Verwendung von (2) ergibt sich aus 1. y = 0,2 = 1; aus 2. y = 5,z = 0. Aus 3. folgt
siny = %,cosy = %\/3 =z und damit y = ¢,z = %\@

Drei Losungspaare des gegebenen Gleichungssystems sind also (1;0), (0; §) und (%\/g, 5)-

Aufgabe 4/71
Es ist zu zeigen, dass fiir jede gerade Zahl n, die Summe zweier Quadratzahlen ist, auch die
Zahl § Summe zweier Quadratzahlen ist.

Vorausgesetzt sei, dass n = 2k = a® + b® mit a; b; k € N ist. Dann ist

Q_kaz—&—bz _a,2—|—2a,b+bz—i—a,2—2a,b—i-b2 B (a+b)2+<a—b>2
2 2 4 2 2

Wegen a? 4+ b2 = 2k ist entweder a = 2mq und b = 2ms oder a = 2mq + 1 und b = 2ms + 1 mit
mq;mo € N. Also ist entweder

n n

5= k= (m1+m2)?+ (m1 —mso)?®  oder o k= (2mq + 2ma + 2)% + (2my — 2my)?
Das heifit aber, § ist Summe zweier Quadratzahlen.

Aufgabe 5/71
Man beweise, dass fiir natiirliche Zahlen a, b, c,d > 0 die Ungleichung gilt

(ab + cd)*™¢ > (ab + be)?(ad + cd)?

Stets ist das arithmetische Mittel aus natiirlichen Zahlen nicht kleiner als das geometrische
Mittel aus diesen Zahlen.

Werden die Mittelwerte aus a + ¢ Zahlen errechnet, wobei a mal die Zahl b und ¢ mal die Zahl
d auftritt, so nimmt dieser Satz die Form

ab+ cd > a+m
a+c
an. Durch dquivalente Umformung gewinnt man daraus schrittweise
(ab + cd
a+c

— (ab+cd)* ¢ > (a+ )" + (a + ¢)°d® — (ab + cd)* ¢ > (ab + be)® + (ad + cd)®

a+c
) > 5% — (ab+ cd)®t° > (a + )*TbdC —

Aufgabe 6/71
Die kubische Gleichung mit reellen Koeffizienten p, ¢ und r

2’ +pr® +qr+r=0

habe drei reelle Losungen. Welcher Bedingung miissen die Koeffizienten p, ¢ und r geniigen,
wenn die Losungen Maflzahlen der Seiten eines ebenen Dreiecks sein sollen?
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Die Losungen der gegebenen Gleichung seien x1, x2, x3. Sollen sie Mafizahlen der Seiten eines
ebenen Dreiecks sein, so missen sie die Dreiecksgleichungen erfiillen; es muss also gelten

xr1 + T2 > x3; To + x3 > T1; xr3+x1 > 29

Damit gilt sicher
(xl + T2 — xg)(l‘z + x3 — a:l)(azg +x1 — :Ez) >0

Bekanntlich gilt aber nach dem Vietaschen Wurzelsatz
T1+ T2+ 23 = —p; T1T2 + X273 + T3T1 = ¢ T1X2T3 = —T

Setzt man dies in die oben abgeleitete Ungleichung ein, so erhdlt man nach entsprechender
Rechnung p? — 4pq + 8r > 0.

Aufgabe 7/71
Es sei p, die n-te Primzahl. Gesucht sind alle ¢, fiir die gilt p; = 2¢ + 1.

Es sei

p=2#2-1+1, p2=3#2-2+1, p3=5#2-3+1,
pa=T#2-441, ps=11=2-54+1, ps=13=2-6+1, pr=17#2-7+1

Wir behaupten nun, dass ¢ = 5 und ¢ = 6 die einzigen ¢ sind, fir die gilt p; = 2i + 1. Es ist
nédmlich mit k£ > 0, ganz,

p7+k217+2k:2(7+/€)+3>2(7+k‘)+1

Aufgabe 8/71
Es sei bekannt, dass das Polynom mit ganzen Koeffizienten a, b, ¢, d

P(m) = az® + bz’ + cx +d
fiir beliebiges ganzes x durch 5 teilbar ist. Zu zeigen ist, dass dann alle Koeffizienten durch
5 teilbar sind.
Wenn P(z) fiir alle ganzen Zahlen = durch 5 teilbar ist, so auch fir z = 0: 5 | P(0) = d.
Entsprechendes gilt dann auch fiir x = 1 und fiir x = —1:
5|P(1)=a+b+c+d (1) ; 5/P(-1)=—-a+b—c+d

Damit gilt aber auch 5 | P(1) + P(—1) = 2(b + d), und wegen 5 | P(2) gilt 5 | (b + d), woraus
mit 5 | d folgt 5 | b. Ferner gilt dann

5[P(2)=8a+4b+2c+d
unter Verwendung von 5 | b und 5 | d folgt daraus nach Subtraktion von 2- P(1): 5 | 6a und damit

5 | a. Schliefllich folgt damit aus (1) unmittelbar auch 5 | ¢, womit die Behauptung bewiesen ist.

Aufgabe 9/71

Fiir welche reellen Zahlen a hat das Gleichungssystem

223 — 2ay3 = (a + 1)?
3+ ar’y+zy® =1

genau eine reelle Losung (z;y) mit z = —y?
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Durch die Forderung x = —y geht das System in die Gleichungen
203(a+1) = (a + 1) ; B32-a)=1

iiber. Die erste Gleichung ist sicher fiir @ = —1 erfiillt. Es ergibt sich dann aus der zweiten
Gleichung die Losung x = —y = {’/g .

Fiir a # 1 geht die 1.Gleichung iiber in 223 =a+1 ; 2= %1

Setzt man in die 2.Gleichung ein, so ergibt sich nach kurzer Rechnung die in a quadratische
Gleichung a? — @ = 0 mit den Losungen a = 0 und @ = 1. Die entsprechenden Lésungen sind
r=—y= {’@undm:—yzl.

Genau eine Losung (z;y = —z) ergibt sich also fiir die Werte a; = —1, ag = 0 und a3 = +1.

Aufgabe 10/71
Es ist nachzuweisen, dass die beiden Produkte 5050558808 und 808088-5505 einander gleich
sind, ohne dass die Produkte ausgerechnet werden. Das Beispiel ist: zu verallgemeinern.

Man wendet das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz der Multiplikation an. Es ist
505055 - 8808 = 5- 101011 - 8- 1101 = 8- 101011 - 5- 1101 = 808088 - 5505

Verallgemeinerung: Es X, eine m-stellige Zahl, die nur die Ziffern 1 und 0 enthélt, und Y;, eine
n-stellige Zahl, die ebenfalls nur die Ziffern 1 und 0 enthélt. Ferner seien a und b zwei einstellige
natiirliche Zahlen. Dann gilt stets

(aXm)(an) = aXppbY, = bXpaY, = (me)(aYn)

Wenn man in den Faktoren eines Produktes aus einer m-stelligen Zahl mit den Ziffern a und
0 und einer n-stelligen Zahl mit den Ziffern ¢ und b miteinander vertauscht, so d&ndert sich das
Produkt nicht.

Weitere Verallgemeinerung: Sind a, b, ¢, d einstellige natiirliche Zahlen, die der Gleichung ab = cd
gentigen, so gilt (aX,,)(0Y,,) = (¢X,,)(dYs,).

Aufgabe 11/71
Fiir welche reellen Zahlen a hat die Gleichung

sin? (az) —cosz 4+ 1 =0

genau eine Losung?

Wegen sin? az > 0 und cos z < 1 muss gelten sin? az = 0 und cos z = 1. Damit kommen zunéchst

als Losungen in Frage ax = km;x = 2lm mit k, | ganzzahlig. Daraus ergibt sich als Bedingung
fir a die Gleichung a = %

Ist nun a eine reelle Zahl der Form 2%, so hat die Gleichung beliebig viele, also nicht genau eine
Losung. Ist a dagegen eine reelle Zahl der Form ﬁ, so ergibt sich x = 2[m, also der Widerspruch
20 =21 + 1; d.h., es gibt keine Losung.

Es bleibt noch der Fall, dass a eine irrationale Zahl ist. Dann wird die Gleichung durch den
einzigen Wert © = 0 befriedigt. Damit hat die Gleichung fiir alle irrationalen Zahlen a genau

eine Losung.
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Aufgabe 12/71
Gegeben ist die Determinante einer Matrix vom Typ 3:

a1 a2 ais
D =la21 a2z a3
a3l asz as3

dabei seien die a;; (i; k = 1,2,3) natiirliche Zahlen. Es ist zu zeigen:
Wenn die Zahlen z; = 100a;1 + 10a;2 + a;3 jede ohne Rest durch eine Primzahl p mit p # 2;5
teilbar ist, so ist auch D ohne Rest durch p teilbar.

Wir benutzen zwei Eigenschaften der Determinante:

1. Multipliziert man eine Zeile (Spalte) der Matrix mit einer Zahl A, so multipliziert man auch
die Determinante der Matrix mit A.

2. Die Determinante einer Matrix dndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile (Spalte) ein Viel-
faches einer anderen Zeile (Spalte) addiert.

Nach 1. ist
100a11 a1z ag3

100D = |100a21 a92 as3
100a31 a3z2 ass

Nach 2. folgt
100a11 + 10a12 + a13 a1z a3
100D = |100ag1 + 10a99 + as3 a99  ao3
100as; + 10ag2 + a23 a3z ass

Nach Voraussetzung ist die 1. Spalte ohne Rest durch p teilbar. Damit ist aber auch 100D ohne
Rest durch p teilbar. Wegen p # 2;5 sind 100 und p teilerfremd, also ist D durch p ohne Rest
teilbar (dass D eine ganze Zahl ist, folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass die a;; natiirliche
Zahlen sind).

Aufgabe 13/71
Man gebe mit Hilfe einer modifizierten Quersumme eine Teilbarkeitsregel fiir Division durch
17 an, die fiir bis zu sechsstellige Zahlen brauchbar ist.

Es lassen sich leicht die folgenden Kongruenzen ausrechnen:
10°=+1  (mod 17), 10' = -7 (mod 17), 10°= -2 (mod 17)
103= -3 (mod 17), 10'=+4  (mod 17), 10°= +6  (mod 17)
Damit ergibt sich fiir eine hochstens sechsstellige Zahl z:
z=a5-10° + as - 10* + a3 - 10> + az - 10 + a1 - 10 + ag =

= 6as + 4aqg — 3az — 2a3 — Ta; + ap (mod 17)

Man multipliziert also die Hunderttausenderstelle mit 6, die Zehntausenderstelle mit 4, die Tau-

senderstelle mit -3, die Hunderterstelle mit -2, die Zehnerstelle mit -7 und die Einerstelle mit 1.

Die Summe der Produkte wird auf Teilbarkeit durch 17 (am einfachsten durch Division) iiberpriift;
ihr Rest ist gleich dem Rest der urspriinglichen Zahl z bei Division durch 17.

236



2.11 Aufgaben und Lésungen 1971

Aufgabe 14/71
Es ist zu beweisen, dass jede Primzahl P > 5 von der Form P = p + k - 30 ist, wobei p eine
Primzahl mit 7 < p < 31 und k eine natiirliche Zahl ist (k = 0 eingeschlossen).

Trivial ist, dass man jede natiirliche Zahl N > 2 in der Form N = n+ 30k darstellen kann, wobei
n eine natiirliche Zahl mit 2 < n < 31 und k eine nattirliche Zahl ist (k = 0 eingeschlossen).
Weiter ist jede natiirliche Zahl n mit 2 < n < 31, die nicht Primzahl ist, durch 2 oder durch 3
oder durch 5 teilbar.

Ist nun n durch 2 oder durch 3 oder durch 5 teilbar, so ist auch N = n+ 30k durch 2 oder durch
3 oder durch 5 teilbar, und N ist demnach nicht Primzahl. Daraus folgt sofort: Wenn N = P
Primzahl ist, so ist auch n = p Primzahl.

Die Umkehrung gilt nicht. Fiir £ = p - m (wobei m eine natiirliche Zahl, m > 0 ist) gilt

N = p+ 30k = p+ 30pm = p(1 + 30m)

also ist N durch p und durch (1 4 30m) teilbar, mithin keine Primzahl.
Analog kann man beweisen, dass unter entsprechenden Voraussetzungen jede Primzahl P > 7
in der Form P = p + 210k darstellbar ist (mit 11 < p < 211).

Aufgabe 15/71

Die natiirlichen Zahlen a und b seien in einem Zahlensystem mit der Basis n dargestellt.
Dabei gehe b aus a dadurch hervor, dass man die erste Ziffer a streicht und am Ende anfiigt.
Man ermittle n und die kleinstméglichen Zahlen a und b aus der Tatsache, dass a —b = 1211
ist (wobei auch 1211 im System mit der Basis n dargestellt ist).

Hilfssatz: Fine in einem System der Basis n > 2 dargestellte natiirliche Zahl x ldsst beim Teilen
durch n — 1 denselben Rest wie ihre Quersumme.

Beweis des Hilfssatzes:

Es sei

m
T = Z aknk
k=0

Da n* beim Teilen durch n — 1 den Rest 1 lisst, ergibt azn® beim Teilen durch n — 1 den Rest
0 (wenn ay = n — 1 ist) oder den Rest ag. Die Summe der Reste aller Glieder unterscheidet
sich also vom Rest der Summe aller Glieder héchstens um ein Vielfaches von n — 1. Damit folgt
unmittelbar die Behauptung.

Aus dem Hilfssatz folgt weiter der Satz: In jedem System der Basis n > 2 ist die Differenz zweier
Zahlen, die aus den gleichen Ziffern bestehen, stets ohne Rest durch n|l teilbar. Dieser Satz trifft
auf die Differenz unserer Aufgabe zu.

Da 1211 die Quersumme 5 hat und 5 als Primzahl nur durch 5 und durch 1 teilbar ist, kommen
nur n1 — 1 =1und ny — 1 =5 mit n; = 2 und no = 6 in Frage. Die Basis n; = 2 scheidet aus,
da im Dualsystem die Ziffer 2 nicht vorkommt. Also ist n = ng = 6.

Nun ist @ = 1211+b. Die Zahl a muss mindestens vierstellig sein; ihre erste Ziffer kann 1;2;3;4;5
sein. Angenommen, sie wére gleich 1; dann ist die letzte Ziffer von b ebenfalls gleich 1, und die
letzte Ziffer von a (vorletzte von b) ist 2. Fortsetzung des Verfahrens fithrt auf eine fiinfstellige
Zahl a, die moglicherweise nicht die kleinste Zahl a ist.

Mit der Annahme, die erste Stelle von a wére 2, ergibt sich a = 2043, b = 0432.
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Aufgabe 16/71

C G
Gegeben ist ein Quader mit den Kanten AB = a, AD = b i
und AE = ¢ (Abbildung). Gesucht sind D : g
a) der Abstand der Ecke A von der Fliachendiagonalen BD, BJ
b) der Abstand der Kante AFE von der Raumdiagonalen BH. A -
AY E

a) Die Dreiecke ABD und ABP sind nach dem
Hauptéhnlichkeitssatz —einander &hnlich (Abbildung). Daher
D ¢ gt AP: AB = AD : BD und e : a = b : Va? 4+ b%. Daraus folgt

sofort
P ab

AP == ——

va? + b?
b) Der Abstand zwischen zwei zueinander windschiefen Geraden
ist gleich der Lénge der Strecke, die auf beiden Geraden senkrecht

A B steht. Die Strecken AF und BH sind Teile zweier zueinander
windschiefer Geraden.

Die Strecke AP steht senkrecht auf AF; denn AFE verlauft senkrecht zur Ebene ABC'D und
damit zu jeder Geraden durch A in dieser Ebene. Die Strecke BH liegt in der Diagonalebene
BDHF, die senkrecht auf der Ebene ABC'D steht. Die Strecke AE und die Ebene BDH F' sind
also parallel zueinander.

Man denke nun eine Parallele zu AE durch P. Sie liegt in BDH F und ist nicht parallel zu BH.
Infolgedessen hat sie einen Schnittpunkt S mit BH; eine Parallele zu AP durch S schneidet AF
in T und steht senkrecht auf AF und auf BH. Da APST ein Rechteck ist, folgt

ab
VTP

Uberraschend an diesem Ergebnis ist, dass es unabhéingig von der Kantenlinge c ist.

ST =AP =e=

Aufgabe 17/71

Gesucht sind alle vierstelligen Zahlen mit der folgenden Eigenschaft:

Teilt man die vierstellige Zahl in der Mitte in zwei zweistellige Zahlen, bildet man die Summe
dieser beiden zweistelligen Zahlen und erhebt man die Summe ins Quadrat, so ergibt sich
die gesuchte vierstellige Zahl.

Die gesuchte Zahl sei n?, die beiden zweistelligen Zahlen seien x und y. Dann ist
2 _ _ 2
n® =100z +y = (x +y)
nach den Bedingungen der Aufgabenstellung. Daraus ergibt sich

n? =100z + vy, n? = (z+y)?% n=ux-+y

Durch Subtraktion der dritten von der ersten dieser drei Gleichungen erhilt man n? —n =

n(n—1) = 99z.
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Das Produkt aus zwei aufeinanderfolgenden Zahlen n — 1 und n muss also durch 99 teilbar sein.
Das ist aber dann der Fall, wenn n oder n — 1 durch 99 = 9 - 11 teilbar ist oder wenn n durch
11 und n|1 durch 9 oder wenn n durch 9 und n — 1 durch 11 teilbar sind.

Da n? vierstellig sein soll, muss n zweistellig sein, d.h. 10 < n < 99. Eine erste Losung ist also

n=99, =98 y=1  n?=9801

Um weitere Losungen zu finden, suchen wir unter den zweistelligen Zahlen diejenigen auf, die
durch 9 oder durch 11 teilbar sind, und priifen, ob n — 1 durch 11 bzw. durch 9 teilbar ist. Diese
Bedingung erfiillen aber nur

n = 495, n—1=44, n? = 2025 mit x =20, y =25

n = 55, n—1=>54, n? = 3025 mit x =30, y =25
Es gibt also genau drei Zahlen 2025, 3025, 9801 mit der geforderten Eigenschaft.

Aufgabe 18/71
Fiir welche Werte von ¢ hat das Gleichungssystem

2% 4+ 42" = 1000 , Yyt =t

mit natiirlichem n positive reelle Losungen?

Es ist

2y =t = 2y 4 2(ay)n = /1000 + 2(ay)"

Bezeichnet man mit Min t bzw. mit Max t den kleinsten bzw. den groBiten Wert, den ¢t annehmen

kann, so gilt
Min t = Min /1000 4 2(zy)™ = v/1000

Maz t = Maz /1000 + 2(xy)" = /1000 + 2Maz(xy)"

Nun ist bekanntlich das arithmetische Mittel aus nichtnegativen Zahlen nie kleiner als das geo-
metrische Mittel; daraus folgt

1000 = 22" + %" > 24/ x2ny2n = 2(zy)"

Damit ist Max t = /1000 + 1000 = +/2000.
Mithin hat das Gleichungssystem fiir alle ¢ mit

10v/10 = /1000 < ¢ < /2000 = 20v/5

positive reelle Losungen. Die untere Grenze des Intervalls ist offen, da sie von ¢ nur fiir x = 0
oder fiir y = 0 angenommen werden kann; die obere Grenze wird fiir x = y angenommen,
was unmittelbar aus der Beziehung zwischen dem arithmetischen Mittel und dem geometrischen
Mittel folgt.

Aufgabe 19/71

Zwei Personen A und B vertreiben sich die Zeit mit einem Gliicksspiel. Den Einsatz soll
derjenige erhalten, der dabei als erster drei Gewinnpunkte erreicht (bei jedem Spiel wird ein
Gewinnpunkt vergeben; ein Unentschieden eines Spiels ist unmoglich). Gewisse Umstéande
erfordern den Abbruch beim Stande von 1 : 0 fir A.

Wie ist der Einsatz unter den beiden Spieler zu verteilen?
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Es geht darum, die Wahrscheinlichkeit zu ermitteln, mit der jeder der beiden Spieler gewinnt.
Dazu sind die moglichen Spielausgénge zu analysieren. Ein gangbarer Weg besteht in der An-
wendung eines Wahrscheinlichkeitsbaumes, der die erforderlichen Uberlegungen vereinfacht und
auf ein Minimum beschrénkt (Abbildung).

Daraus geht hervor: Die Chancen fiir A, nach zwei weiteren Spielen zu gewinnen, betragen %.
Die Chancen fiir A, nach drei weiteren Spielen zu gewinnen, sind gleich % der restlichen %, also
1

In % . % = % der Falle steht es nach drei weiteren Spielen unentschieden, die Hélfte davon sind
fiir einen Gewinn von A giinstig, so dass A nach dem 4. Spiel noch die Gewinnchance % : % = %
hat. Da die verschiedenen Moglichkeiten einander ausschliefien, ist die Gewinnchance fiir A:
113 1
4 4 16 16
Entsprechend errechnet man die Chance fiir B zu
13 2 1 3 5
Tt -
4 4 6 2 4 16
Diesen Wert hatte man auch aus 1 — % erhalten konnen. Der Gewinn ist also im Verhéltnis 11

Teile fiir A zu 5 Teile fiir B zu verteilen.

Aufgabe 20/71
Man bestimme alle Lésungen der goniometrischen Gleichung

7 13

1
0:1:—1——008 7%= 1l

13

sin

0 13

Fiir |sinz| = 1 ist sin™ 2 = 1 und cos x = 0, also auch 1—13 cos'” z = 0. Man erhélt damit zunéchst

die Losungen

Top = g +kr mit k= +1;42;43; ...

Angenommen, es gibe noch (wenigstens) eine weitere Losung x1;. Dann gilt

™ .
Tk F 5 + km, |sinzqg| < 1, |coszqi| <1
also auch !
sin™ 21, < sin® T1k; 3 cos'3 21y, < cos® zyp
Damit ist 1
sin™® T + E cos'? T < sin? Tk + cos? T =1

im Widerspruch zur Annahme, die aus der Aufgabenstellung folgt. Die Losung zp = 5 + k7 ist
also die einzige.
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Aufgabe 21/71
Gesucht sind zwei natiirliche Zahlen mit vierstelliger Dezimaldarstellung, die folgende Ei-
genschaften haben:

1. Thre Differenz betrigt 1000.
2. Jede ist das Produkt von genau zwei voneinander verschiedenen Primzahlen.

3. Bei der kleineren der beiden Zahlen ist das Dreifache des einen Faktors um 8 grofler,
bei der grofleren um 8 kleiner als der andere Faktor.

Auf Grund der Aufgabenstellung setzen wir
b—a=1000 (1); a=z(3z +8); b=yBy —8);
z;y; (3x + 8); (3y — 8) sind Primzahlen. Durch Einsetzen von a und b in (1) erhélt man
y(3y — 8) — x(3x + 8) = 1000; (x —y)(3y — 3z — 8) = 1000

Man iiberlegt sich, dass beide Klammern eine gerade Zahl darstellen. Darum setzen wir 1000 =
u-v (u;v gerade) und folgern aus (z + y)(3y — 3z — 8) = uv das System

r+y=u 3y—3x—8=wv bzw. 3(z+vy)=3u; 3(—x+y)=v+38

geben. Wir lesen ab 3u > v + 8 und errechnen x = w und y = M. Als Teiler
von 1000 kommen auf Grund der angestellten Uberlegungen u = 20; 50; 100; 250; 500 sowie v =
50; 20; 10; 4; 2 in Betracht, so dass 3u = 60; 150; 300; 750; 1500 und v+ 8 = 58; 28; 18; 12; 10 wére.

Daraus folgt
1122 728 1480

T3 66 6
Nur x = 47 geniigt den Bedingungen der Aufgabe. Als zugehoériges y bestimmt man y = 53
(Primzahl!). Nunmehr errechnet man die beiden anderen Faktoren 3z 4+ 8 = 149 (Primzahl!),
3y — 8 = 151 (Primzahl!). Damit sind a = 47 - 149 = 7003 , b = 53 - 151 = 8003 die gesuchten
Zahlen.

Aufgabe 22/71

Gegeben seien zwei Paare paralleler Geraden mit gleichen Abstidnden, die auch untereinander
parallel sind. Gesucht ist das Rechteck mit kleinstem Flacheninhalt, dessen vier Eckpunkte
auf je einer der vier Geraden liegt.

Um das gesuchte Rechteck zu finden, zeichnet man zunéchst ein

a; /’\ beliebiges Rechteck, dessen vier Eckpunkte auf je einer der vier
{ Geraden liegen (Abbildung).
b Die Flédche des Rechtecks wird durch die beiden inneren Geraden

in zwei Dreiecke mit der Hohe a und in ein Parallelogramm

mit der Hohe b zerlegt. Da sich durch eine Lagednderung der

a‘ A Eckpunkte keine Hohe dndert, hangt die Fldche des Rechtecks

v unter den geforderten Bedingungen ausschliefilich von der Lange
B der Strecke AC ab.

Es gilt also, die Lage zu finden, bei der AC' minimal wird. Das ist aber (aus Symmetriegriinden)
offenbar genau dann der Fall, wenn das Dreieck ABC gleichschenklig ist, d.h., wenn die Seiten
des Rechtecks die parallelen Geraden unter einem Winkel von 45° schneiden.
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Aufgabe 23/71
Man beweise, dass die Gleichung z* + y* = 22 aufier der Triviallosung = y = z = 0 keine
Losung in natiirlichen Zahlen hat.

Angenommen, die gegebene Gleichung hatte Losungen in natiirlichen Zahlen w; y; z. Dann
wiirden 22, y? und 22 ein pythagoreisches Tripel bilden, und es gilte

x2:2mn, y2:m27n2, z=m?+n?

(oder untereinander getauscht, was in der gegebenen Gleichung keinen wesentlichen Unterschied
darstellt).

Aus 22 = 2mn folgt entweder 1.) n = 2k>m, oder 2.) m = 2k?n. Dabei ist k eine natiirliche
Zahl, k > 0. Die erste Moglichkeit scheidet aus, da sich daraus y? = m? — 4k*m? < 0 ergibt.
Aus 2. folgt dann

x? = 4k*n?, y? = 4k*n?® —n?, z = 4k*n? 4+ n?

also = 2kn,y = n/(2k2)2 — 1,2z = n?(4k* + 1).

Der Ausdruck /(2k?)? — 1 wird aber fiir kein & ganzzahlig, da es bis auf das Paar (1;0) kein Paar
von Quadratzahlen gibt, die sich nur um 1 voneinander unterscheiden. Damit ist die Annahme
auf einen Widerspruch gefithrt und somit widerlegt.

Aufgabe 24/71
Man bestimme den gréften gemeinsamen Teiler von 27! — 1 und 27*! — 1 fiir n = 2;3;...!

Angenommen, der grofte gemeinsame Teiler von 2"~ — 1 und 27! — 1 sei p. Dann ist
on=t 1 = pky; ontl 1 = pko; also 2"l = pky + 1, 2"l — phy + 1

folglich pke +1 = 4(pk1 + 1) = 4pky + 4. Daraus ergibt sich p(ke —4k;1) = 3. Es ist also entweder
p=1und k9 —4k; =3 oder p =3 und ko — 3k; = 1.

Es bleibt noch zu untersuchen, fiir welche n sich p = 1 bzw. p = 3 ergibt. Die Potenz 2™ l&sst
beim Teilen durch 3 den Rest 1, wenn m gerade, den Rest 1, wenn m ungerade ist (vgl. Aufgabe
35, Heft 2/1962). Nun sind n — 1 und n + 1 entweder beide gerade, dann folgt p = 3, oder sie
sind beide ungerade, dann folgt p = 1. Damit kann man zusammenfassen: Ist n ungerade, so ist
der groBte gemeinsame Teiler von 27! — 1 und 2"t — 1 die Zahl p = 3; ist n gerade, so ist der
grofite gemeinsame Teiler dieser Zahlen die Zahl p = 1.

Aufgabe 25/71
Man beweise, dass fiir natiirliche Zahlen n die Zahl

zp = 11711 4 122771

ohne Rest durch 133 teilbar ist!

Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion.
1. Die Behauptung ist offensichtlich fiir n = 1 richtig: z; = 112 + 12! = 133.
2. Ist die Behauptung fir n = k richtig, so ist sie auch fiir n = k + 1 richtig:

Zppr = 11FF2019%000 — 11018 114412201 = 11 (1181 4122071 —133.122% 71 = 11241331221

Der zweite Summand ist auf jeden Fall durch 133 teilbar; der erste Summand ist durch 133
teilbar, wenn z; durch 133 teilbar ist. In diesem Fall ist also auch zy1, durch 133 teilbar.
3. Damit ist die Behauptung fiir jedes n richtig.
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Aufgabe 26/71

Es ist zu beweisen, dass die Summe aus den Quadraten der Abstdnde irgendeines Punktes
auf dem Umkreis von den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks unabhéngig von der
speziellen Lage des Umkreispunktes konstant ist.

Wir legen das gleichseitige Dreieck mit dem Umbkreisradius r so in ein rechtwinklig-kartesisches
Koordinatensystem, dass der Umkreismittelpunkt M mit dem Ursprung zusammenféllt und der
Punkt A auf der positiven y-Achse liegt. Die Koordinaten der Eckpunkte sind dann

1 1 1 1
A(0;7), B (—12\/3;;—27’) , c <12\/3>;—2>

Ferner sei P ein beliebiger Punkt auf dem Umkreis; fiir seine Koordinaten (z;y) gilt dann
z? 4 3% = r2. Die Summe aus den Quadraten der Abstinde des Punktes P von den Eckpunkten
A; B; C errechnet man darin aus

1 2 1\? 1 2 12
2+ (y—r)’+ ($—|— 2\/31") + (y—i— 27’) + (aj— 2\/37’) + (y—l— 27“) = 672
Die Summe ist also konstant und nur vom Umkreisradius abhédngig. Wird mit a die Seite des
gleichseitigen Dreiecks bezeichnet, so gilt bekanntlich > = 3a? (was unmittelbar aus dem Kosi-
nussatz folgt). Damit kann man fiir die Summe auch 672 = 2a? setzen.

Aufgabe 27/71
Man beweise: Fiir keine natiirliche Zahl n gibt es ein Paar (z;y) natiirlicher Zahlen so, dass
gilt

24+t =(n+4) -1

Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, fiir irgendein n gébe es ein solches Paar
(x;y), das die Gleichung
24y =(n+4) -1

erfilllt. Nun ist (n +4)! = 0 (mod 4), da (n + 4)! wegen n > 0 den Faktor 4 enthélt. Also ist
(n+4)! —1 =3 (mod 4). Nun lasst das Quadrat einer natiirlichen Zahl beim Teilen durch 4
stets einen der Reste 0 und 1. Léasst ndmlich die Zahl selbst den Rest 0 oder den Rest 2, so ist
der Rest des Quadrats 0; ldsst sie den Rest 1 oder 3, so ist der Rest des Quadrats 1. Daher
kann die Summe z2 4+ y? beim Teilen durch 4 nur einen der Beste 0; 1;2 haben. Das ist aber ein
Widerspruch zu (n+4)! — 1 =3 (mod 4).

Somit gibt es tatsédchlich kein n mit den angegebenen Eigenschaften.

Aufgabe 28/71
In einem Rechteck mit den Seitenléingen a = 6 und b = 10 seien 16 Punkte beliebig verteilt.

Man beweise: Mindestens 2 dieser 16 Punkte haben einen Abstand voneinander, der kleiner
als 24/2 ist!

Das gegebene Rechteck kann man in 15 Quadrate mit der Seitenlinge 2 unterteilen. Da 16
Punkte im Rechteck verteilt sind, liegen in mindestens einem dieser 15 Quadrate 2 Punkte. Der
Abstand dieser beiden Punkte voneinander ist kleiner als die Quadratdiagonale 2v/2.
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Aufgabe 29/71
Es ist zu beweisen: Wenn o+ 3+ = 7 ist, so ist tan atan 3 + tan 8 tany +tan atany = 1.

Aus a+ f+v = 7 folgt a + 3 = § — v und damit

tana - tan 5 4 tan 3 - tany + tan+y - tana = tan « - tan 5 + tany(tan « + tan 5) =

2
1 —tanatan g
tan o 4+ tan S
wobei von dem Additionstheorem gebraucht wurde:

= tan « - tan § + tan <7T —a—ﬁ)(tana—l—tanﬁ) =tana - tan 8 + cot (o + ) (tan « + tan ) =

=tana - tan 8 + (tana + tan f) = tanatan 5+ 1 —tanatan =1

cot(z +y) = cotzcoty—1 1—tanztany —1

cotx + coty N tanx + tany

Aufgabe 30/71
Gegeben seien die Strecken a und b. Man beweise, dass es moglich ist, mit Zirkel und Lineal

aus ihnen die Strecke
c= vat+ bt

zu konstruieren und man gebe eine kurze Konstruktionsbeschreibung!

Der geforderte Beweis ist geliefert, wenn der Ausdruck fiir ¢ derart umgeformt wurde, dass
héchstens zweite Potenzen und hochstens zweite Wurzeln auftreten. Es gilt

2 2
4p2 bg? b bvab
o= Vat ¥l = yVat bl = \|\ [T + T = bJ<b>+<f>

Konstruktionsbeschreibung: Die Strecke d = v ab konstruiert man mit Hilfe des Héhensatzes als

Hohe im rechtwinkligen Dreieck mit den Hypotenusenabschnitten a und b. Die Strecken z = %d

und y = %i erhélt man tiber die Proportionen z : a =d : bund y : b = d : a unter Verwendung
des Strahlensatzes.

Aus z und y konstruiert man nach dem Satz des Pythagoras die Strecke z = /22 + 2 als
Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten z und y. Schliefilich konstruiert man
noch ¢ = Va* + b4 = /dz mit Hilfe des Hohensatzes als Hohe im rechtwinkligen Dreieck mit
den Hypotenusenabschnitten d und z.

Aufgabe 31/71
Es ist zu beweisen, dass bei pythagoreischen Zahlentripeln die mittlere Zahl niemals geome-
trisches Mittel der beiden anderen Zahlen sein kann.

Angenommen, es existiere ein Tripel (a;b;c) natiirlicher Zahlen mit a? + b* = ¢? und b = /ac.
Dann gilt a® + ac = ¢® und wegen ¢ # 0 auch

2 2
(a) —i—a—;:l also (a) —1—9—1:0
c c c c

a 1 1
—=—=+-v5
c 2 2 V5

folgt. Das heifit aber, das Verhéltnis a : ¢ ist nicht rational im Widerspruch zu der Annahme, a

und ¢ waren natiirliche Zahlen und demnach das Verhaltnis a : ¢ rational.

woraus
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Aufgabe 32/71
Es sei m eine natiirliche Zahl. Ist die Zahl z = (m — 1)! 4+ 1 durch m ohne Rest teilbar, so
ist m eine Primzahl. Dieser Satz ist zu beweisen.

Wir fiihren den Beweis indirekt. Angenommen, z = (m — 1)! 4+ 1 sei durch m ohne Rest teilbar,
aber m sei keine Primzahl. Dann gibt es wenigstens zwei natirliche Zahlen nq und no mit
1 < ni;ne < m so, dass nine = m ist.

Demnach ist (m — 1)! durch jede dieser Zahlen ohne Rest teilbar (weil sie unter den Zahlen
2:3;4;...;m — 1 zu finden sind und weil

m—1

(m—-1)!= Hz

=1

ist). Ferner ist (m — 1)! + 1 durch jede dieser Zahlen ohne Rest teilbar, weil m = ning Teiler
von (m — 1)! + 1 ist. Dann muss aber auch die Differenz [(m — 1)! + 1] — (m — 1)! = 1 durch
jede dieser Zahlen ohne Rest teilbar sein, woraus folgt, dass ni;ny = 1 ist, im Widerspruch zu
1 < ny;ng. Damit ist die Annahme falsch und folglich die Behauptung richtig.

Aufgabe 33/71
Unter welchen Bedingungen existiert zu einem Tetraeder eine Kugel, die sdmtliche Tetra-
ederkanten berithrt (Verldngerungen ausgeschlossen)?

Die vier Eckpunkte des Tetraeders seien Pi, P>, P3 und Py, die Lénge der Kante P;P; (mit
i,j = 1;2;3;4) sei a;;. Die gesuchte Kugel schneidet (falls sie existiert) die Seitenflichen des
Tetraeders in den Inkreisen dieser Dreiecke. Die Inkreise beriihren einander paarweise in je
einem Kantenpunkt, der auf der Kante P;P; mit B;; bezeichnet wird. Die Lénge des Abschnitts
P; B15 berechnet man

1. im Dreieck Py Py P; zu P By = % — a93
2. im Dreieck P1P2P4 zu P1B12 = %144‘1124 — a4

Gleichsetzung der rechten Seiten ergibt nach einigen Umformungen a3 + aoq = a14 + ao3. Ent-
sprechend erhélt man durch Berechnung der Strecke Py Bi3: a1s + as4 = a14 + as3.

Fasst man beide Gleichungen zusammen, so erhilt man die notwendige Bedingung fiir die Exis-
tenz einer sémtliche Tetraederkanten beriihrenden Kugel:

a12 + a34 = a13 + ag4 = a4 + ag3

Die drei Summen der Lidngen von je zwei einander nicht schneidenden Kanten miissen sémtlich
einander gleich sein. Es ist nun noch zu zeigen, dass die Erfiillung dieser Bedingung auch hin-
reichend ist. Dies folgt jedoch unmittelbar aus der Tatsache, dass alle durchgefiihrten Schliisse
und Umformungen umkehrbar sind.

Aufgabe 34/71

Man beweise: Wenn
1 1 1

b+c'c+a'a+b

drei aufeinanderfolgende Glieder einer arithmetischen Folge erster Ordnung sind, dann sind
auch a?,b?, ¢? aufeinanderfolgende Glieder einer solchen Folge.
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Nach Voraussetzung gilt

1 1
1 — b+c + a+b
cta 2
Daraus folgt durch dquivalente Umformung
2 b+b 242
__atbtbhe — 2ab + 2b% + 2ac + 2bc = 2ac + 2be + ¢ + a® + 2ab — b* = @re
c+a ab+ b+ ac+ be 2

Das heifit aber, a?,b? und ¢? sind aufeinanderfolgende Glieder einer arithmetischen Folge 1.
Ordnung.

Aufgabe 35/71

Gegeben ist ein Kreis mit zwei aufeinander senkrecht stehenden, einander schneidenden
Sehnen. Der Schnittpunkt teilt die Sehnen in je zwei Abschnitte. Es ist zu beweisen: Sind a,
b, ¢, d diese Abschnitte, so ist (wobei r der Radius des gegebenen Kreises ist)

a® + b+ + d? = 4r?

Y, Ich zeichne den Kreis mit den Sehnen so in ein recht-
winkliges Koordinatensystem, dass der Mittelpunkt

— C des Kreises mit dem Nullpunkt zusammenfallt und die
N / \B Sehnen jeweils parallel zu einer Achse verlaufen (Ab-
O

bildung). Fiir jeden Punkt des Kreises gilt

\ I 224y =02 x=+\/r2 — 92 y=+Vr2—z?

Dann gilt auch

I AP =a=x + /1% — 12, BP=b=\/r2—y2—x
CP=c=+vr2—22—y, DP=d=y+ V1?2 — 22

Damit folgt nach kurzer Rechnung a? + b + ¢ + d? = 4r2.

Koordinaten: A(—v/r2 —y%y), B(vr? —y2%y), C(z;Vr? —a?), D(z; —V? — 2?), P(;y)

Aufgabe 36/71

Auf einer Drehmaschine mit zentrisch spannendem Dreibackenfutter soll an einem Kkreis-
runden Teil mit dem Durchmesser d ein exzentrischer Ansatz mit kreisrundem Querschnitt
gedreht werden.

Die Achse des Ansatzes soll zur Achse des Teils um e vorsetzt sein (Abbildung).

Damit das Teil exzentrisch eingespannt wird, soll unter eine Spannbacke ein Metallzwi-
schenstiick der Dicke z gelegt werden. Man bestimme z als Funktion von d und e: f = f(d;e)!
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Wir stellen den Sachverhalt in einem

rechtwinklig-kartesischen Koordinaten-
b system dar, wobei die Drehachse die Zei-
chenebene im Nullpunkt des Koordina-
tensystems durchstofle; die Spannbacke,
die das Zwischenstiick fasst, liege (ohne
Beschréankung der Allgemeingiiltigkeit)
auf der negativen x-Achse (Abbildung).
Dann liegt der Mittelpunkt M; des Ge-
samtteils auf der positiven x-Achse im
Abstand e vom Nullpunkt. Aus der
Zeichnung erkennt man, dass

. A

i

=
ﬂﬁ\ @

z=7r9—71+e€

ist, wobei rg der Spannbackenabstand
< vom Zentrum ist, r; = g. Es gilt also,
r9 zu bestimmen. Dazu stehen die fol-
genden Gleichungen zur Verfiigung:

K : (r1—e)?—yi=rf (1)
Ky 3 +yi =73 (2)
T tan60°  (3)

x1

Aus (3) folgt y1 = 211/3. Setzt man dies in (1) und (2) ein, so erhilt man nach kurzer Rechnung

422 — 2x1e+ €2 —r1 =0 (la)
To = 2$1 (2&)

ro=y (e + VB 32)

(da ro > Se ist, entfillt der negative Wurzelwert). Folglich ist z = £(3e — d + Vd% — 3€2).
Zusatzbemerkung: Fiir ein auf diese Weise herzustellendes Teil muss r; = % > e sein.

Aus (1a) ergibt sich

xr1 = +

NG
> =

Damit folgt
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2.12 Aufgaben und Losungen 1972

Aufgabe 1/72

Das Symbol * kennzeichne eine Operation, die fiir natiirliche Zahlen x;y folgendermaflen
definiert sei: x x y = (z + y)2.

Es ist zu priifen, ob

a) die Operation kommutativ ist, d.h., ob gilt x xy = y * x,

)

b) die Operation assoziativ ist, d.h., ob gilt (x *xy) * z = z * (y * 2),

c) die Operation distributiv beziiglich der Addition ist, d.h. ob gilt zx(y+2) = (x*y)+(x*z2),
)

d) fir die Operation ein neutrales Element existiert, d.h., ob es ein Element e gibt so, dass

rxe=exx =z fur jedes x und e eine natiirliche Zahl ist.

Zu a) Es ist (z xy)(z +1)? = (y + x)? = y * z, die Operation ist also kommutativ.
Zu b) Es ist

(xxy)xz=(z+y)?*2z= (2?4 2zy + > + 2°)?
und z % (yx2) =z % (y + 2)2 = (@2 + 4% + 2yz + 2°)?

Man erkennt, dass im allgemeinen (z % y) * z # = * (y * z) ist. Die Operation ist also nicht
assoziativ.
Zu c) Es ist

zx(y+z)=(r+y+2)?und (zxy)+ (xx2) = (z+y)° + (z + 2)?

Durch Ausrechnen der beiden rechten Seiten und Vergleich ergibt sich, dass die Operation nicht
distributiv beziiglich der Addition ist.

Zu d) Angenommen, es géibe ein Element e so, dass x * e = (z + €)? = z fiir jedes z gilt. Dann
miisste die Gleichung z? + 2ze + €2 = z mit den Losungen e12 = —x = /x gelten. Man erkennt
aber sofort, dass e von x anhédngt und zudem nicht natiirlich ist. Es existiert also kein neutrales
Element.

Aufgabe 2/72

Aus drei Strecken mit den Mafzahlen a, b und ¢ (a,b,c > 0) sei ein Dreieck konstruierbar.
Man beweise, dass man dann auch aus den Strecken mit den MafBzahlen _%-, Wblv =7 ein
Dreieck konstruieren kann.

Es geniigt der Nachweis, dass aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichungen fiir a, b und ¢ die

Giiltigkeit der Dreiecksungleichungen fiir %5, b%, —i7 folgt. Nun ist

o b a+b+2ab ¢ (a+b+2ab)(c+1)
a+1 b+1 14+a+b+ab c+1 (I+a+b+a+b)c

¢ (a+Db)c+abc+a+b+2ab c (a+bc+abc+c ¢
c+1 (a+ b)c+ abc + ¢ c+1 (a+bjc+abct+c c+1

(die letzte Ungleichung gilt wegen a+ b > ¢). Durch zyklische Vertauschung folgt auf die gleiche
Weise

a . c S b q b i c S a
un
a+1 c¢c+1 b+1 b+1 c¢c+1 a+1
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Aufgabe 3/72
Gegeben seien die vier Scheitelpunkte einer Ellipse. Man konstruiere unter ausschlielicher
Verwendung von Zirkel und Lineal das der Ellipse umbeschriebene Quadrat.

Voriiberlegung: Aus Symmetriegriinden miissen die Eckpunkte des gesuchten Quadrates auf den
Symmetrieachsen der Ellipse liegen. Da man diese allein mit dem Lineal durch Verbinden der
beiden Hauptscheitelpunkte bzw. der beiden Nebenscheitelpunkte finden kann, geniigt es, den
Radius eines Kreises zu finden, dessen Durchmesser Diagonale des gesuchten Quadrates ist.

Behauptung: Die halbe Diagonale des gesuchten Quadrates (der Radius des Kreises) ist gleich
dem Abstand von Haupt- und Nebenscheitel der Ellipse.
Beweis: Es seien a und b die beiden Halbachsen der Ellipse mit der Gleichung

22 + a2y® = a2?

y = r—ux ist die Gleichung einer Geraden, die im Punkt r die y-Achse schneidet und um 45° gegen
die x-Achse geneigt ist. Bestimmt man r so, dass diese Gerade Tangente an die Ellipse wird, so
erhélt man nach Einsetzen der Geradengleichung in die Ellipsengleichung eine Doppellésung fiir
x:

2 4.2 _ 2002 _ p2\(n2 1 P2
- ) 5 a9 G atr? —a?(r? — v?)(a® + b?)
b*x” +a“(r —x)° = a*b —>331;2—a2+b2 \/ (a2 + b2)2

Damit sich tatséchlich eine Doppellosung ergibt, muss die Diskriminante null werden, d.h., es
muss
a®r® — (12 = b*)(a® + ) = a*b* —V*r* + b4 =0
T R
sein. Das aber ist die Behauptung.
Konstruktion: Man verbinde die Hauptscheitelpunkte durch eine Gerade und die Nebenscheitel-
punkte durch eine Gerade. Man schlage den Kreis um den Schnittpunkt der beiden Geraden,

der den Abstand zweier benachbarter Scheitelpunkte als Radius hat. Die Schnittpunkte dieses
Kreises mit den beiden Geraden sind die Eckpunkte des gesuchten Quadrates.

Aufgabe 4/72

Gegeben seien zwei einander schneidende Geraden g7 und gg, weiterhin auf g; ein Punkt A.
Gesucht ist der Punkt X auf g;, fiir den der Abstand zur Geraden gz gleich dem Abstand
zu A ist.

Angenommen, der Punkt X sei bereits gefunden
A (Abbildung).

X Der Schnittpunkt der in A auf g; errichteten Senk-
rechten mit go sei C', der Fulpunkt des Lotes von X
auf go sei B. Dann gilt XA = XB, (Forderung der
Aufgabe), £ XBC = AXAC, (nach Konstruktion)
: XC = XC. Das heifit, A BXC =A AXQ, also
g . ¢ ac=nBC.

g2

Damit ist die Konstruktion klar: Man errichtet in A die Senkrechte auf g1, die go in C schneidet,
tragt auf go von C aus in beiden Richtungen die Strecke CB = C' A ab und errichtet in B die
Senkrechte auf go, deren Schnittpunkt mit g; der gesuchte Punkt X ist. Oder man halbiert
die bei C von der Senkrechten auf g; und von go gebildeten Winkel, der Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden mit ¢; ist der gesuchte Punkt X (es existieren 2 Punkte X).
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Aufgabe 5/72

Man bestimme alle natiirlichen Zahlen n mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Zahl n ist das Produkt von genau drei verschiedenen Primzahlen, die je gréfer als
10 sind.

2. Die Zahl n kann man so als Produkt zweier natiirlicher Zahlen darstellen, dass deren
Summe einmal 600, ein zweites Mal 240 ist.

Die drei Primfaktoren von n seien pi, ps und ps, wobei gilt n = pi1paps und p1 # p2, p2 # p3,
p1 # ps3, p1;p2;ps > 10. Dann ldsst sich n sogar auf drei verschiedene Weisen als Produkt zweier
natiirlicher Zahlen darstellen:

n= (P1p2)P3 = (Pzpz)pl = (p1p3)p2

Ohne Beschriankung der Allgemeingiiltigkeit setzen wir (p1p2) +p3 = 600 und (p2ps) +p1 = 240.
Dann ist p; = 240 — pop — 3, woraus wegen p1; po; ps > 10 sofort folgt ps; p3 < 23. Fiir ps und ps
kommen also nur die Primzahlen 11, 13, 17 und 19 in Frage. Da p; > 11 ist, folgt paps < 229
oder py < %.
Fiir p3 = 19 erhélt man daraus ps < 12, also ps = 11 und damit p; = 31; diese Werte befriedigen
aber nicht die zweite der gegebenen Gleichungen: (pip2) + p3 = 360 # 600.

Aus p3 = 17 folgt auf dieselbe Weise po < 13, also po = 13 oder poy = 11 mit p; = 19 bzw.
p1 = 53. Durch Einsetzen in die Gleichung (pip2) + p — 3 = 600 stellt man fest, dass p; =
53;p2 = 11;p3 = 17 eine Losung ist.

Analog priift man ps = 13 (ergibt keine Losung) und ps = 11, wobei sich als zweite Losung
p1 = 31;p2 = 19; p3 = 11 ergibt. Da der Losungsweg weitere Losungen ausschliefit, sind dies die
einzigen. Die gesuchten Zahlen sind also n; =53 -11-17 =9911 und ng = 31-19- 11 = 6479.

Aufgabe 6/72
In der Gleichung
cot(mcos (2mz)) = V3

ist der Koeffizient m > 0 so zu bestimmen, dass die Gleichung die Losungen 1,2 = :t% hat.
Ferner sind alle iibrigen Losungen der Gleichung zu bestimmen.

Setzt man x1.0 = :l:% in die gegebene Gleichung ein, so folgt

cot (m Ccos 7;) = \/§

da cos (—x) = cosx ist. Daraus erhélt man weiter wegen cos § = % — cot 5 = V3,alsom =12

5
Die Gleichung (1) nimmt damit die Gestalt
T
cot <3 Cos (27795)) =3

an. Aus ihr folgt

gcos (27z) = arccot(V/3) = % +kr
mit k£ = 0; +1;+2;.... Durch Multiplikation mit % ergibt sich damit cos (2mz) = 3k + %

Wegen |cos (2rz)| < 1 muss k = 0 sein, d.h. cos (2rz) = 3, also 2ma = arccos § = £7 + 2n7

2
mit n = 0; +1;42; ... Damit folgt schlieBlich z = £ + n.
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Aufgabe 7/72
Es seien A, B, C' und D vier verschiedene Punkte der Ebene, und es sei AB+CD = BC+AD.
Man beweise, dass die Strecken AB, BC, C'D, DA ein nicht {iberschlagenes Viereck bilden.

Der Beweis wird indirekt gefithrt. Angenommen, das Viereck sei iiberschlagen, 0.B.d.A. schnei-
den einander die Seiten AD und BC'in X. Nach der Dreiecksungleichung gilt dann AB+CD <
(AX + DX)+ (BX + CX) = AD + BC im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

Aufgabe 8/72
Man bestimme alle reellen Zahlen a, fiir die die Gleichung

sinx + sin (x 4+ a) + sin (x + 2a) =0

bei beliebigem reellem x gilt.

Durch Anwendung der Additionstheoreme wird die gegebene Gleichung in
sin(x +a)-(1+2cosa) =0

dquivalent umgeformt. Da sinz + a = 0 nicht fiir beliebiges reelles z gilt, muss 1 4+ 2cosa = 0
sein, wenn die Gleichung erfiillt sein soll. Daraus folgt sofort

1 2
COSQ:_O)5_>Q1:2<3+k>ﬂ';a2:2<3+k>7{'

(wobei k eine beliebige ganze Zahl ist). Die Probe bestétigt die Richtigkeit.
Bemerkung: Diese Gleichung findet beim Dreiphasen-Wechselstrom ihre praktische Anwendung.

Aufgabe 9/72
Es seien a und b reelle Zahlen mit a # 0, |a| # 1. Gesucht sind alle Funktionen f(z), fir die
fiir jedes reelle z # 0 die Beziehung gilt:

1 1
ax-f(a:)+-f(> =b
ax x
Da die Beziehung fiir alle reellen x # 0 gelten soll, muss sie auch fiir % gelten:

S+ ) =

T

SRS

Demnach ist

a 1 T 1 1 1.1 1
2oy + 2. = ax - (= — 2 (a—)=0
L+ D @) =ar f@) + - FG) = [af @) - )] - )

Wegen |a| # 1 ist a — 1 # 0 Damit folgt zf(z) = L1f(1). Setzt man dies in die geforderte

Bedingung ein, so erhilt man

az- f(@) + - J(@) = b= [() =

Eine Probe bestétigt die Richtigkeit des Ergebnisses.
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Aufgabe 10/72
Man beweise, dass fiir zwei verschiedene reelle Zahlen x und y stets die Ungleichung gilt:

(cosz — cosy)? + (sinz —siny)? < (z — y)?

Nach den Additionstheoremen gilt
(cos x —cos y)? + (sin z —siny)? = (cos? 2 +sin? ) + (cos? y +sin? y) — 2(cos = cos y +sin  sin y) =
=2 —2cos (z — y) = 4sin® 9y

(letzteres wegen 1 — cosz = 2sin? £). Nun hat die sin-Funktion die Eigenschaft |sinz| < |z fiir
x #0; wegen x # y ist © — y # 0 und es folgt

_ a2
4sin2$2y<4<$ y) = (z —y)?

Damit ist der Beweis gefiihrt.

Aufgabe 11/72

Gesucht sind alle geometrischen Folgen {a;} mit a, = a1¢*~ !, die den folgenden vier Bedin-
gungen gentigen:

1. Die Glieder aj sind natiirliche Zahlen.

2. Das 1. Glied a; ist einstellig.

3. Das 11. Glied a1 ist sechsstellig.

4. Das 15. Glied a15 ist siebenstellig.

Eine geometrische Folge ist durch a; und ¢ (bis auf die Anzahl der Glieder) vollstédndig bestimmt.
Es geniigt also, a; und ¢ zu ermitteln.

Aus der Bedingung 1 folgt sofort, dass auch ¢ eine natiirliche Zahl sein muss. Aus den Bedin-
gungen 2 bis 4 ergibt sich zunéchst, dass ¢ > 1, also ¢ > 2 ist. Nach dem Bildungsgesetz fiir
geometrische Folgen ist 3—’1“ = ¢"~1. Setzt man in diese Beziehung das groftmogliche ai5 und das
kleinstmégliche a1 ein, so erhilt man eine obere Grenze fiir ¢'4; entsprechend ergibt sich eine
untere Grenze fiir ¢**, wenn man das kleinstmogliche a5 und das groftmogliche a; einsetzt.
Wegen 1 < a1 <9 und 1000000 < a15; < 9999999 ergibt sich fiir ¢'* damit die Abschétzung

9999999 14 — 1000000
ez

woraus mit Hilfe logarithmischer Rechnung 3,2 > ¢ > 2.3, also q = 3 folgt. Damit wird
a5 = a1 - ¢** = ay - 3" = 47829694,

Damit a15 siebenstellig ist, muss demnach a; entweder gleich 1 oder gleich 2 sein. Wére nun
a1 = 1, so ergibe sich a;; = 118098, also fiinfstellig im Widerspruch zur Bedingung 3. Mit
a1 = 2 dagegen ergibt sich a1; = 118098.

Es gibt also genau eine derartige geometrische Folge mit a1 = 2,q¢ = 3.

Aufgabe 12/72
Man untersuche, ob es eine reelle Zahl z gibt, mit

. 1 2 1 1
z=4/lim ( =4+ —= ——) -cot—
n—oo \n3  n?2 n n
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Eine reelle Zahl x mit der geforderten Eigenschaft existiert genau dann, wenn

. 1 2 1 1
0 < lim —+—5— —)cot— < o0
n n

n—oo n2 n

gilt. Wir untersuchen also den Grenzwert. Dazu setzen wir % =z, alson = % Mit n — oo geht
z — 0. Der Grenzwert nimmt damit die Gestalt an

lim (2% +22% — 2) cot 2
z—0

Wir formen um:

lim (22 4 22° — 2) cot z = lim (22 + 222 — 1) ,Z cosz =
z—0 z—0 S z

= lim (2% +22% — 1) - lim —— - limcosz = (—=1)-1-1 = —1
z—0 z—0smz z2—0

Die (zugleich notwendige und hinreichende) Bedingung, dass der Grenzwert eine nichtnegative
reelle Zahl ist, ist also nicht erfiillt. Das heif3t aber, es gibt keine reelle Zahl  mit der geforderten
Eigenschaft.

Aufgabe 13/72

Gegeben sei das Dreieck ABC' mit den Winkelhalbierenden AM und BN, deren Schnittpunkt
P sei. Von dem Dreieck ABC' sei bekannt, dass AP = MP+/3 und NP = BP(y/3 — 1) ist.
Gesucht sind die Winkel des Dreiecks.

Es sei AB = ¢, BC = a, CA = b. Nach einem bekannten
Satz verhalten sich zwei Seiten eines Dreiecks zueinander
B wie die von der Winkelhalbierenden auf der dritten Seite
erzeugten anliegenden Abschnitte. Demnach gilt im Drei-

eck ABM (Abbildung)

M
c AP c
= — = M BM:7
A‘ mar = VP /3

C b A
Analog gilt fiir das Dreieck ABN: AN = ¢(v/3 — 1). Im
Dreieck ABC ist nach demselben Satz
c_ AN ' c_ BM
a b— AN ’ b a—BM

Setzt man in diese Gleichungen die oben fiir AN und BM gefundenen Werte ein, so erhélt man
nach Auflésung a = ¢v/3, b = 2¢, woraus sofort folgt, dass a? 4+ b = ¢? ist, d.h., das Dreieck
ABC ist bei B rechtwinklig. Dann ist aber

v3 _7

sina:%:7 und damit a—3,

(wobei mit o und S die Dreieckswinkel bei Abzw. B bezeichnet wurden

= ol

Aufgabe 14/72

Gegeben seien vier Kreise mit gleichen Radien, die einander sémtlich in einem Punkt S
schneiden. Je zwei dieser Kreise heiflen "benachbart”, wenn bei Drehung eines Strahls um S
ihre Mittelpunkte unmittelbar nacheinander von dem Strahl {iberstrichen werden.

Man beweise: Die vier Schnittpunkte je zweier benachbarter Kreise bilden die Eckpunkte
eines Parallelogramms.
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Da die Radien der vier Kreise gleich sind, gilt nach
dem Peripheriewinkelsatz (Bezeichnungen geméaf
Abbildung)

LADS = LABS; 4£SBC = £CDS;

ADAS = ADCS; ASAB = £SCB.
Daraus folgt:

LABC = £LABS + £SBC = LADS + LCDS = £ADC
ABCD = £SBC + ADCS = £SAB + £DAS = {DAB

Im Viereck ABCD sind also gegeniiberliegende Winkel einander gleich. Das heifit aber nichts
anderes, als dass das Viereck ABC'D ein Parallelogramm ist.

Aufgabe 15/72
Man beweise: Ist p eine von 2 verschiedene Primzahl und m eine beliebige natiirliche Zahl,
so ist die Summe ohne Rest durch p™ teilbar.

o
7= Z kP
k=1

Der Beweis ist gefiihrt, wenn man die Summe so in Teilsummen zerlegen kann, dass fiir jeden
Teilsummanden die Teilbarkeit durch p™ sichtbar wird. Wegen p # 2, p Primzahl, ist p"* sicher
ungerade. Die Zahl z setzt sich also aus einer ungeraden Anzahl von Summanden zusammen.
Der letzte Summand (p™)P ist trivialerweise durch p™ teilbar.

Die verbleibende Anzahl der Summanden ist gerade; man kann sie paarweise zu Teilsummen
zusammenfassen:

e=3 K= 30 K+ " - R+ 0
k=1 k=1

(Dabei wurden das erste und das vorletzte, das zweite und das drittletzte, ... Glied zusammen-
gefasst.) Man erkennt nun sofort, dass jeder Summand der letzten Summe durch p™ teilbar ist;
potenziert man ndmlich aus, so heben sich die Glieder kP auf, und jedes andere Glied enthélt
den Faktor p™ in wenigstens erster Potenz. Damit ist der Beweis gefiihrt.

Aufgabe 16/72
In der Ebene sei die Strecke AB = 1 gegeben. Man finde die Menge aller der Punkte M, fiir
die sich die Léngen der Strecken M A und M B durch ganze Zahlen ausdriicken lassen.

Jeder Punkt M der gesuchten Menge bildet mit den Punkten A und B ein (moglicherweise
entartetes) Dreieck. Es gilt also die Dreiecksungleichung |[MA — MB| < AB = 1 (wobei das
Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn das Dreieck entartet ist). Da |M A — M B| nichtnegativ
ist und entsprechend der Aufgabenstellung nichtnegativ sein soll, sind nur die beiden Fille
moglich [MA - MB|=0und |IMA—- MB|=1.

Im ersten Fall ist M A = M B, woraus folgt, dass M auf der Mittelsenkrechten der Strecke AB
liegt (mit ganzzahligem Abstand zu A und B). Im zweiten Fall liegt M auf der Geraden durch
A und B (ebenfalls mit ganzzahligem Abstand zu A und B). Die gesuchte Menge enthilt also
zweifach abzidhlbar unendlich viele Punkte.
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Aufgabe 17/72

Gegeben sei ein Kreis, dessen Mittelpunkt unbekannt ist. Gesucht sind zwei beliebige, aber
gleichlange Sehnen dieses Kreises ohne gemeinsamen Punkt, wobei zur Konstruktion nur das
Lineal (ohne Mafstab!) und ein einziger Zirkelschlag zugelassen sind.

Man schldgt mit dem Zirkel einen Hilfskreis um einen

Punkt auflerhalb des gegebenen Kreises, der den gege-

benen Kreis in zwei Punkten S; und Ss mit S # S By
schneidet (Abbildung).

Auf dem auflerhalb des gegebenen Kreises gelegenen
Bogen des Hilfskreises wihlt man zwei beliebige Punkte S

A und B mit A # B derart, dass die Geraden durch

diese Punkte und durch S; bzw. Sy den gegebenen Kreis

auflerhalb des Hilfskreises schneiden; die Schnittpunkte By
seien A; und Bj (Geraden durch S7) bzw. As und Bs

A
(Geraden durch S). Die Sehnen A;B; und A3Bs sind M/fb

gleichlang.

Beweis: Es ist a« = £A151B1 = £AS1B (Scheitelwinkel), « = £ ASyB (Peripheriewinkel iiber
AB!), a = £A252 By (Scheitelwinkel). Also sind die Peripheriewinkel iiber den Sehnen A; B; und
A9 By gleichgrof; dann sind aber auch die Sehnen gleichgro8 (Umkehrung des Peripheriewinkel-
satzes).

Aufgabe 18/72
Man berechne die Summen

Nach dem binomischen Satz ist

(1+1) = (0) n (1) + (2) ot () P
o)) ()=o)

Ferner ist (z) = 0 fiir & > n. Addiert man beide Gleichungen, so ergibt sich

n n n " (n n
<0> + <2> + <4> + ot _2]; <2k) =2
=0
Durch Subtraktion folgt
“ n
> (,)

() () (0) 5+ 25
> () =2 (o) =2
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Aufgabe 19/72

In einer Klasse einer EOS haben 75 % der Schiiler die Zeitschrift "Wissenschaft und Fort-
schritt”, 35 % die Zeitschrift ”Urania” abonniert.

Es ist der Wahrheitsgehalt der folgenden Aussagen festzustellen (wahr, falsch, nicht ent-
scheidbar).

a) Alle Schiiler der Klasse haben eine der beiden Zeitschriften, aber nicht beide abonniert.
item Die meisten der Schiiler, die "Urania” abonniert haben, sind auch Abonnenten von
"Wissenschaft und Fortschritt”.

b) Der kleinere Teil der Abonnenten von "Wissenschaft und Fortschritt” hat auch "Urania”
abonniert.

Hilfe bei der Analyse des Sachverhalts kann die Mengenlehre (in Verbindung mit der elementaren
Logik) geben. Es gibt zunéchst zwei Moglichkeiten:

1. Die Durchschnittsmenge der beiden Abonnentenmengen ist leer,

2. die Durchschnittsmenge der beiden Abonnentenmengen ist nicht leer.

Die Moglichkeit 1 scheidet sofort aus, da in diesem Falle mehr als 100% der Schiiler Abonnenten
einer der beiden Zeitschriften sein miissten, was offenbar unmoglich ist. Damit ist aber auch
schon die Aussage (a) als falsch erkannt.

Fiir die Moglichkeit 2 gibt es wieder zwei Falle:

2a) Die (nicht leere) Durchschnittsmenge der beiden Abonnentenmengen ist gleich einer der
beiden Abonnentenmengen,

2b) die (nicht leere) Durchschnittsmenge der beiden Abonnentenmengen ist nicht gleich einer
der beiden Abonnentenmengen (d.h., sie ist eine echte Teilmenge jeder der beiden Mengen).

M o mmp B

Der Sachverhalt nach 2a) und 2b) ist in der Abbildung dargestellt; offenbar kann man aus den
mitgeteilten Tatsachen nicht entscheiden, welcher der beiden Fille zutrifft. Damit folgt: (b) ist
nicht entscheidbar, (c) ist auf jeden Fall wahr.

Aufgabe 20/72

In einer orientierten Ebene fallen die Spitzen C; und Cs von zwei gleichsinnig umlaufenden,
einander dhnlichen gleichschenkligen Dreiecken A1 B1C7 und A3 ByCs zusammen.

Man beweise: Verbindet man die Mittelpunkte A’ und B’ der Verbindungsstrecken A;As
und B Bs miteinander und mit C' = C; = C5, so erhalt man ein Dreieck A’B’C’, das den
gegebenen Dreiecken dhnlich ist.

Wir bezeichnen £ A1CB; = £ A3C By (Abbildung) und drehen beide Dreiecke um den Punkt C
um den Winkel v (durch die Orientierung der Ebene und die Festlegung des Umlaufsinns fiir die
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Dreiecke sind das Vorzeichen des Winkels v und die Richtung der Drehung eindeutig festgelegt).
Bei dieser Drehung finden die folgenden Ubergénge statt:

A1 — Bl;AQ — BQ;AlAQ — BIB2;A/ — B/;OA, — CB,

d.h., das Dreieck A'B’C ist gleichschenklig. Ferner geht C' A’ bei dieser Drehung in C'B’ {iber,
also ist L A'C B’ = «. Demnach ist das Dreieck A’B’C den gegebenen Dreiecken dhnlich.

C=C=0

Aufgabe 21/72
Gegeben sei die Gleichung 2% + 23 + 22 + (62 — k)2 + k = 0 mit den reellen Losungen x;
(i = 1;2;3;4). Welche reellen Werte kann k& annehmen, wenn

1 1 1 1

+—4+—>5
X1 2 x3 X4

sein soll?

Es ist
1 1 n 1 n 1 T1T2T3 + T1T2xT4 + T1T3T4 + T2T3T4
I X9 I3 Ty T1X2X3T4

Stellt man ein Polynom 4. Grades in der Form x4 + pa? + gz + ra + s dar, so gilt fiir die
Nullstellen z; dieses Polynoms nach dem Wurzelsatz des Vieta

T1T2X3T4 = S ; T1T2x3 + T1X2X4 + T1X3T4 + T2T3T4 = —T

In unserem Falle ist s = k,r = 62 — k. Also gilt

1 1 1 1 k — 62
—t—F+— 4+ — = > 5
r1 T2 X3 T4 k

Wir unterscheiden nun zwei Félle:

a) k > 0, dann fiihrt die Losung der Ungleichung auf einen Widerspruch: k—kﬁ > 5, k< —%.
b) k<0, 5282 >5 k> -3

(der Fall & = 0 ist nicht moglich, da dann nach dem Wurzelsatz des Vieta x; = 0 fiir wenigstens
ein ¢ und damit die Bildung der m% nicht moglich wire).

Der Definitionsbereich fiir £ ist also unter der geforderten Bedingung —% <k <O.

Aufgabe 22/72
Man beweise: Es existieren keine ganzen Zahlen a; mit k& = 0;1; 2;...; n so, dass das Polynom

P(x)ap + a1x + asx® + ... + apa™

fir z = 12 den Wert 3 und fiir x = 7 den Wert 2 annimmt.
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Angenommen, es gibe ein Polynom P(x) der geforderten Art, dann ware P(12) — P(7) = 1.
Andererseits ist P(12) — P(7) = a1(12 = 7) + ... + a, (12" = 77).

Da nun 12 = 7 = 2 (mod 5) und damit 12* = 7% = 2% (mod 5) ist, folgt 12 — 7% = 0 (mod 5)
fiir alle natiirlichen Zahlen k.

Das heifit also, dass P(12) — P(7) einmal gleich 1, zum anderen aber durch 5 teilbar wére. Das
aber ist ein Widerspruch, woraus unmittelbar die Richtigkeit der Behauptung folgt.

Aufgabe 23/72
Es bedeute [d] die grofite ganze Zahl x mit x < d. Zu zeigen ist, dass

5ol = 7wl (3]

fiir alle positiven reellen Zahlen n, p, q, a, b, ¢ gilt.

n
pa+c

Es sei
C C
%=y+ﬁ mit y:[zb 0<pf<1
Dann ist

{pfqb} :[ - pb] =[x +a)y+B) =2y +ya+zf+ab] >zy =

pa+c q pa—i-c

pC
7
Aufgabe 24/72
Man bestimme im Bereich der natiirlichen Zahlen sémtliche Losungen des Gleichungssystems

y+1\ _ (v )\ _g
z+1 z+1)
2 1
z . AL Yy .— =3
z—2) -1 y—1/) y
Wegen (,,",) = () kann man die zweite der gegebenen Gleichungen in der Form

()52 (1) 5

schreiben, woraus mit

folgt
2v(z—1) =z

200 -1) 'y
Offensichtlich ist  # 1 und y # 1; damit ergibt sich = 2 als einzige Losung fiir . Setzt man
diesen Wert in die erste Gleichung ein, so ergibt sich

<V+v__c>:6 o wrbyly-1) yly-Dy-2)
3 3 ’

=3

6 6
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woraus die in y quadratische Gleichung y> — y — 12 = 0 folgt. Die Losungen sind y; = 4 und
yo = —3, von denen aber nur y; = 4 im Loésungsbereich liegt. Tatséchlich erfiillen z = 2 und
y = 4 das gegebene Gleichungssystem (wie eine Probe bestétigt).

Aufgabe 25/72

Gegeben sind zwei Geraden a und b, die einander unter einem spitzen Winkel schneiden, und
ein im ”spitzen Winkelraum” liegender Punkt C. Man konstruiere ein Dreieck ABC' derart,
dass A auf @ und B auf b liegt und der Umfang minimal ist.

Sind C, und Cy die zu C beziiglich ¢ und b symmetri-
schen Punkte, so gilt fiir jeden Punkt A auf a bzw. B auf ’\\Ca
b, dass CA = Cy A bzw. CB = (B ist. Der Streckenzug
CABC (Umfang des Dreiecks ABC) ist also langengleich
dem Streckenzug C, ABC}. Dieser wird aber offenbar ge-
nau dann ein Minimum, wenn A und B auf der Verbin-
dungsstrecke C,Cj liegen. (Abbildung)

Konstruktionsbeschreibung: Man konstruiert in bekann-
ter Weise die zu C' beziiglich ¢ und b symmetrischen
Punkte C, und Cp; die Verbindungsstrecke C,Cj schnei-
det a bzw. b in den fehlenden Punkten A bzw. B des
gesuchten Dreiecks.

Aufgabe 26/72
Gegeben seien zwei Zahlenfolgen {aj} und {b;} mit

ap = 42k+1 + 4k+1 + 7 und bk _ 42k+1 o 4k+1 + 7

Man zeige, dass fiir natiirliches k a oder ki ein Vielfaches von 5 ist!

Wenn aj, oder by ein Vielfaches von 5 ist, so ist agybg ohne Rest durch 5 teilbar und umgekehrt.
Nun ist

arby = (42k+1 +7+ 4'““) (42k+1 L7 4k+1) _ (42k+1 . 7)2 3 (4k+1)2 _

= 4P (PR 14— 4) 449 = 4-16k(4- 167 +1) + 49

Nun ist 16 = 1 (mod 5), also auch 16 = 1 (mod 5). Wegen 10 = 0 (mod 5) und 49 = 4 (mod
5) folgt
arby =4-1-(4-1+0)+4 (mod 5) =20 (mod 5) =0 (mod 5)

Damit ist der Beweis gefiihrt.

Aufgabe 27/72
Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen m und n, fiir die die Proportion gilt:

ntl) (nal) (ndl) oo
m—+1 m m—1

Wir betrachten zunéchst die erste der Proportionen:

<n+1>:<n+1> (n+ D)!m!(n —m+1)! n—m+1_1

m+1 m - -

(m+Dln—m)!n+1)!  m+1
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Daraus folgt n = 2m. Die zweite Proportion liefert

<n+1> : <n+1> (n+D(m—1l(n-—m+2)! n-—m+2 _

5
3

m m—1 m!(n —m+ 1)I(n+1)! - m

Setzt man n = 2m in diese letzte Relation ein, so ergibt sich mTH = g, also m = 3 und damit
n = 6. Wie der Losungsweg zeigt, ist dies die einzige Losung.

Aufgabe 28/72
Welche Zahl ist groBer, 99! oder 33997

Durch vollstdndige Induktion beweisen wir, dass fiir jede natiirliche Zahl n gilt n! > (%)" Fir
n = 99 folgt daraus die Behauptung 99! > 33%.

1
1 Fiirn =1 gilt 11> 3 = (1) .

k
2. Gilt fiir irgend ein k, dass k! > (%) ist, so gilt auch

k+1)k

(k4+1)! = k!(k+1) > (g)k(k+1) _ <k~3l—1>k+1( 3kk <k—:|3—1>k+1 <1f1)k N (k,_;)_l)kﬂ
k

(die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass der Nenner des letzten Bruches bekanntlich
fiir wachsende k monoton wachsend gegen e < 3 strebt, also immer kleiner als 3 ist, womit der
Bruch selbst groer als 1 ist). Damit ist der Beweis geliefert.

Aufgabe 29/72

Gegeben sei das Dreieck ABC mit unterschiedlich langen Seiten, wobei AC' die kiirzeste sei.
Auf den Seiten AB und CB liegen im Abstand AC von A und C die Punkte A’ bzw. C’.
Der Punkt P sei der Schnittpunkt der Diagonalen im Viereck AA’C’C. Es ist zu beweisen,
dass unter diesen Bedingungen die Flichen der Dreiecke Aa’P und C'C’P niemals gleich sein
koénnen.

C Angenommen, die beiden Fldchen waren gleichgrofl. Dann gélte
1 1
C’ §AP -PA'sin {APA' = §CP - PC'sin £CPC’

Wegen L{APA’ = £{C PV’ (beide sind Scheitelwinkel, Abbildung)
A A B folgt daraus

AP  PC’

CP PA

Die beiden Dreiecke stimmen also in einem Winkel und im Verhéltnis der anliegenden Seiten
iiberein, d.h., sie sind einander &dhnlich. Da sie zudem in einer Seite {ibereinstimmen; es ist
AA" = CC' = AC, sind sie sogar kongruent. Daraus folgt AP = CP und PA' = PC'.

Das heifit aber, das Dreieck APC ist gleichschenklig mit der Basis AC, woraus £ PAC = L PC A
folgt. Aus der Kongruenz ergibt sich weiter { PAA’ = A PCC’. Damit ist

AP.PA' =CP.PC'

ABAC = LA'AP + {PAC = LC'CP4LPCA = {BCA

Das heifit aber wieder nichts anderes als AB = BC' im Widerspruch zur Bedingung ”mit unter-
schiedlich langen Seiten”. Also ist die Annahme falsch, die Fléchen sind verschieden grofi.
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Aufgabe 30/72
Man beweise, dass fiir alle reellen Zahlen a, b mit ab > 0 die Ungleichung

at + 2a3b — 6a%0% + 2ab® + b* > 0
erfillt ist.

Ist wenigstens eine der beiden Zahlen a, b (etwa a) gleich 0, so ist
at +2a3b — 6a%b? + 2ab® + b* = b* > 0

Fiir a,b # 0 gilt, da das harmonische Mittel nie grofier als das quadratische Mittel ist,

2allo] _ [laf* + 0]
lal + o] — 2

Durch Quadrieren (beide Seiten der Ungleichung sind positiv !) und Multiplikation mit 2(|a| +
)% > 0 folgt daraus

8a%b* < (a? + b%)(a® + b* + 2|a||b]) = (a® + %) (a + b)?

(wegen ab > 0 ist |al - |b| = ab). Durch Ausmultiplizieren und Subtrahieren von 8a?b? ergibt sich
sofort die Behauptung.

Aufgabe 31/72
Man beweise: Erfiillten die reellen Zahlen a, b, ¢, d die vier Ungleichungen

a+b+c+d>0,

ab + ac+ ad + be + bd + ¢d > 0,
abc 4 abd + acd + bed > 0,
abed > 0

so sind a, b, ¢, d positive Zahlen.

Wir setzen p=a+b+c+d>0,
qg=ab+ac+ad+ bc+bd+ cd > 0,
r = abc + abd + acd + bed > 0,
s =abcd >0
Dann sind a, b, ¢, d die Losungen der Gleichung 2* —pa?® 4 q2? —rz+s = 0 (nach dem Vietaschen
Wurzelsatz). Angenommen, wenigstens eine der Zahlen (etwa a) sei nicht positiv; dann ist wegen
abed > 0 diese Zahl sogar negativ. Damit folgt
a4>0; —p3>0; qa2>0; s>0

also z* —pz3+qgz? —rz+s > 0 im Widerspruch zum Wurzelsatz des Vieta. Also ist die Annahme
falsch, d.h., keine der Zahlen a, b, ¢, d ist nicht positiv - jede der Zahlen a, b, ¢, d ist positiv!

Aufgabe 32/72

Ist n eine natiirliche Zahl mit der Quersumme m, so ist die Differenz n —m bekanntlich stets
ohne Rest durch 9 teilbar.

Es erhebt sich die Frage, ob umgekehrt jede durch 9 teilbare Zahl k£ < 900 eine Darstellung
der Form n — m besitzt?
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Wenn es fiir jede durch 9 teilbare Zahl £ < 900 eine solche Darstellung gibt, dann muss n < 1000
sein; denn aus k = n — m folgt k + m = n, fiir eine vierstellige Zahl n ist aber m < 36.
Es sei also n = 100ny + 10n1 4+ ng, wobei no, n1 und n : 0 natiirliche Zahlen zwischen 0 und 9
(beide einschlieBlich) sind. Dann ist m = nga + ny + ng, also

k' n—m

k=n—m=99n2 + 9ny ; 3= 9

=1lns +m

Demnach kann man diejenigen Zahlen k& nicht in der Form n — m darstellen, deren 9. Teil nicht
in der Form 11ng + n1 mit ny;ne < 9, natiirlich darstellbar ist. Das sind aber genau die Zahlen,
bei denen n; oder ng gleich 10 wére, also

10; 21; 32;43; 54; 65; 76; 87;98;109; 110

mit k = 90; 189; 288; 387; 486; 585; 684; 783; 882; 981; 990 (die letzten beiden angegebenen Zahlen

entsprechen bereits nicht mehr der Aufgabenstellung).

Aufgabe 33/72
Man finde alle positiven ganzzahligen Losungen (a;b; k) des Systems

a=0b"1 (1) ; a =0 (2

Trivial ist die Losung a = b = 1, k beliebig. Um weitere Losungen zu finden, setzt man (1) in
(2) ein. Es folgt
(bk-‘rl)b — b(bk+1)

bbk+1 o b(bk+l)

)

also b(k + 1) = "1 =b- 0% k+1 = b* (wegen b # 0). Damit ist b = ¢/k + 1.

Fir k£ = 1 ist offenbar b = 2 und damit a = 4. Einq Losung ist also (a;b; k) = (4;2;1). Dass dies
auch die einzige nicht triviale ist, ergibt folgende Uberlegung:

Es ist

1< "™Wk+2<Vk+1
Da k > 1 ist, ist, ndmlich £ 4 2 > 1 und damit auch jede Wurzel aus k + 2. Ferner ist

1 \F 1\*
14+ — 14— k+1
(14 50) <(145) <e<k+
fiir k > 2 (fiir k = 1 ergibt sich die Giiltigkeit der Ungleichung unmittelbar durch Nachrechnen).
Daraus folgt

k4 2\*
(kL) <k+1 = (k+2"<(k+DFk+1)=(k+ 1)

FE (k4 2k < M (kDR o "NE+2> Yk +1

Aufgabe 34/72
Man zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n die Zahl k = 462" — 122" durch 1972 teilbar
ist.

Es ist

k= 462n o 122n — 22n(232n o 62n) _ 471[(2371)2 o (671)2] — 4n(23n + 6”)(23” o Gn)
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Die Zahl k ist also sicher durch 4 teilbar. Weiter ist
23" 6" = (174 6) — 6" =) (”) LG g =y (") 176"
i=o \" i=1 \"
d.h., die Zahl k ist durch 17 teilbar. Schliefllich ist
23" — 6" = (20— 6)" — 61n =3 <n> 20767 G =3 (") 29'6""
i=0 \* i=1 \"

d.h., die Zahl k ist durch 29 teilbar. Damit ist aber k durch 4 - 17 - 29 = 1972 teilbar.

Aufgabe 35/72
Man beweise, dass 19731973 — (1 + 9 4 7 + 3) keine Primzahl ist!

Es ist
z=1973197 — (1 4+9+7+3)=19739 —20= (—1)¥3 — (=1) = (1) — (=1) = 0 (mod 3)
Oder:
2z =197397 — (1 +947+3)=1973"98 —20= (—1)™ — (=1) = (—1) — (=1) = 0 (mod 7)

Das heifit, 1973'973|(1 + 9 + 7 + 3) ist sowohl durch 3 als auch durch 7 teilbar, also keinesfalls
Primzahl.

Aufgabe 36/72
Gesucht sind alle vierstelligen Primzahlen mit; den folgenden Eigenschaften:

1. Alle Ziffern der dezimalen Darstellung sind voneinander verschieden.

2. Zerlegt man die Zahl in der Mitte in zwei zweistellige Zahlen, so sind beide Zahlen
Primzahlen, deren jede die Quersumme 10 hat.

3. Die letzten beiden Stellen sind; jede fiir sich; ebenfalls Primzahlen.

Wir ermitteln zunéchst diejenigen zweistelligen Zahlen, deren Quersumme 10 ist:
19; 28, 37; 46; 55; 64; 73; 82; 91

Unter ihnen sind nur drei Primzahlen: 19;37; 73.

Da 1 und 9 keine Primzahlen sind, kommen als zweite der zweistelligen Primzahlen nur 37
und 73 in Frage. Dann muss wegen Bedingung 1 die erste der beiden zweistelligen Primzahlen
die Zahl 19 sein. Es waren also zunéchst die beiden Zahlen 1937 und 1973 als Losung moglich;
1937 ist aber keine Primzahl: 1937 = 13-449. Damit bleibt als einzige Losung die Primzahl 1973.
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2.13 Aufgaben und Losungen 1973

Aufgabe 1/73

Fallt man in einem gegebenen Kreisausschnitt von einem beliebigen Punkt des Bogens Lote
auf die den Ausschnitt begrenzenden Radien, so ist der Abstand der Fulpunkte voneinander
unabhéngig von der Wahl des Punktes. Man beweise diesen Satz!

Es sei P der beliebige Punkt des Bogens, X und Y

seien die FuBpunkte der Lote (Abbildung). Ferner seien

A und B die Schnittpuukte der iiber X bzw. Y hinaus

verldngerten Lote mit dem Umfang des Kreises um den

A Mittelpunkt M mit dem Radius r des Kreisausschnittes.
Dann gilt

B BX = BY e APXM = LAXM = 90° =
APYM = ABYM, AM = PM = BM = r ist (Kon-
gruenz der Dreiecke AXM und PXM’' bzw. BY M
und PY M). Demnach gilt (nach einem Strahlensatz):
XY =14B.

Weiter gilt 2. LXPY = 180° — L X MY =konstant. (nach dem Winkelsummensatz im Viereck).
Also ist auch AB konstant und unabhéngig von der Lage des Punktes P. Aus 1. und 2. folgt
unmittelbar die Behauptung.

Aufgabe 2/73
Man zeige, dass 971130 + 97055 keine Quadratzahl ist!

Es ist
971130 = (971%)2 < n = 971130 4 970%° und

n = 97130 1 970% < (971%5)% 4 2.971% +1

Das heif3t aber, n liegt zwischen den Quadraten der zwei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
9715% und 971% + 1, kann also nicht selbst Quadrat einer natiirlichen Zahl sein.

Aufgabe 3/73
Es ist zu untersuchen, fiir welche reelle Zahl a das Gleichungssystem

x2+y2:z ; rT+y+z=a

genau eine reelle Losung (z;y; z) hat. Diese Losung ist zu finden.

In dem gegebenen System treten die Variablen x und y symmetrisch auf. Deshalb ist fiir die
geforderte Eindeutigkeit der Losung notwendig, dass x = y ist. (da sonst mit x = zg, y = o,
z = zp auch = = yo, y = g, 2 = zo Losung wére). Damit nimmt das System die Form

2% = 2 ; 2e+z=a

an. Durch Elimination von z folgt 222 + 22 — @ = 0. Damit auch diese Gleichung nur eine

einzige reelle Losung hat, ist notwendig, dass die Diskriminante D = # = 0 ist. Daraus folgt

i —_l..__1 ; —_1 _1
unmittelbar ¢ = —3;x = —3 und weiter y = —5,2 = 3.
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Aufgabe 4/73

Einem Kreis sei ein regelméfliges Dreieck ABC' einbeschrieben, C'D sei eine Sehne des Krei-
ses, die die Dreieckseite AB schneidet. Man beweise, dass unter diesen Voraussetzungen
AB+ BD = CD ist.

Man ziehe zu C'D eine Parallele durch B, die die Verldngerung von AD in E schneidet. Dann
gilt:

1. {BED = £CDA, (Winkel an geschnittenen Parallelen); {CDA = £CBA, (Peripheriewinkel
tiber AC), also £ BED = LCBA = 60°.

2. {CDA = LCBA = 60°, (Peripheriewinkel iiber AC), {BDC = £BCA = 60°, (Peripherie-
winkel {iber BC') also LEDB = 180° — £CDA — £BDC = 60°.

Das heifit aber, das Dreieck BED ist gleichseitig, es ist DE = BE = BD. Weiter folgt daraus,
dass A ABE = CBD ist. Beide Dreiecke stimmen némlich in zwei Seiten und dem eingeschlos-
senen Winkel iiberein: AB = BC, BE = BD, £{CBD =60°+ {ABD = {ABE.

Demnach ist CA = AE = AD+ DE = AD + BD.

Aufgabe 5/73
Man bestimme alle Primzahlen der Form p = z* + 49*, wobei x und y natiirliche Zahlen
sind.

Es ist
p=a’+4y' = (2 + 2°)% — (22y)? = (2% + 29° — 22y)(2? + 2° + 2ay)

Da p Primzahl sein soll, muss einer der beiden Faktoren gleich 1, der andere gleich p sein.
Wegen
x2+2y272xy<3:2+2y2+2xy und 1<p ist x2+2y272xy: 1

Nun ist

24202 —2ey =2 —2ey+yi+yi=(x—9y) P+ also 0<(z—y)?=1-9°

woraus entweder x = 1;y = 0 oder x = 1;y = 1 folgt. Die Losung z = 1;y = 0 kommt nicht in
Frage, da sich daraus p = 1 ergidbe und 1 keine Primzahl ist. Die Losung x = 1,y = 1 fiihrt auf
p = 5. In der Tat ist p = 5 Primzahl und somit die einzige, da alle anderen Zahlen; wie aus dem
Rechengang folgt; zusammengesetzte Zahlen wéren.

Aufgabe 6/73
Man gebe alle reellen Losungen des Gleichungssystems an:

?+y*=8 (1)
22y — 22 =16 (2)
sin (22 —2y) =2z (3)
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Angenommen, (z;y; z) sei eine reelle Losung. Dann gilt sicher (z—%)? > 0, also 8 = 22 +y? > 2zy
und (z +y)% >0, also 8 = 22 + y? > —2zy; folglich |zy| < 4 und z%y? < 16.

Wegen (2) ist aber 22y? = 16+ 22, damit folgt z = 0, wodurch man aus (1) und (2) 22 = 3 = 4
erhélt.

Als Losungen kommen also nur in Frage (2;2;0), (2; —2;0), (—2;2;0), (—2; —2;0).

Fiir (2;—2;0) und (—2; —2;0) ist (3) nicht erfiillt; es ist nimlich 2r < 8 = 2% — 2y < 37, also
sin (22 — 2y) #0 = 2.

Fiir die beiden anderen Tripel sind aber alle Gleichungen erfiillt. Damit sind (2;2;0) und
(—2;2;0) die einzigen Losungen des Gleichungssystems.

Aufgabe 7/73

Es ist zu beweisen: Fillt man von einem beliebigen Punkt auf dem Umkreis eines Dreiecks
Lote auf die Dreiecksseiten (bzw. deren Verlingerungen), so liegen die Fufipunkte der Lote
auf einer Geraden.

C Wie verwenden die Bezeichnungen der Abbildung. Da
ABPC ein Sehnenviereck ist, gilt £ BPC = 180° — a.
Da LAFP + £LAF3P = 90° — 90° = 180° ist, ist auch
AF; PF3 ein Sehnenviereck: £ F1 PF3 = 180° — «.
Demnach ist L BPC = {F1PF3 und {F1PB = LF3PC.
Da LCF,P 4+ LCF3P = 180° gilt, ist auch CFyPF3 ein
Sehnenviereck, und nach dem Peripheriewinkelsatz gilt
T LCFyF3 = LCPFj;.

! Entsprechend folgt { BFbFy = L BPF;.
Da die Punkte B, F5 und C auf einer Geraden liegen und die Winkel BF,F} und C'F,F3 ihrer
Lage nach Scheitelwinkel und einander gleich sind, liegen auch Fi, F> und Fj auf einer Geraden.

A

Aufgabe 8/73
Man beweise, dass die Ungleichung

Inz; +Inze + ... +Inz, + Inn! < nfln(x; + 222 + ... + ny) — lnn|

fiir beliebige positive, reelle Zahlen x1; x9;...; 2, (mit n > 1) gilt. Wann gilt das Gleichheits-
zeichen?

Bekanntlich gilt fiir beliebige positive reelle Zahlen y1;yo; ...; ¥, (n > 1) die Ungleichung

1
VY1Y2y3-Yn < E(yl +yo+ys+ .+ Yn)

wobei Gleichheit genau fiir y; = y2 = ... = y,, eintritt.
Setzt man y; = iz; (i = 1;2;...;n), so folgt

1
Vaizows...xy - nl < —(x1 + 229 + 323 + ... + nay)
n

Durch Logarithmieren der beiden (positiven!) Seiten der Ungleichung zur Basis e folgt nun

1
In Vzixexs...ty - n! <In |—(z1 + 222 + 323 + ... + nay,)
n

1
—In (z12223...25 - n!) <lIn(x; + 222 + 323 + ... + nzy) —Inn
n

Inz; +Inze +Inzs + ... + Inz, + Inn! < nfln(z; + 222 + 323 + ... + nx,) — Inn]

Gleichheit gilt genau fiir 1 = 2x9 = ... = nx,.
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Aufgabe 9/73
Man bestimme das Minimum der Funktion y = z'© — 1 — v/2210 — 1 ohne dazu Hilfsmittel
der Differentialrechnung zu verwenden.

Wir fithren den Parameter t = v/2219 — 1 ein. Dann ist

$10:t2+1 Ly t2+1 (t—1)2-2
2 ’ 2 2

Offensichtlich wird wegen (¢ — 1)? > 0 das Minimum fiir t — 1 = 0, also fiir ¢ = 1 angenommen.
Dieser Wert ist tatsdchlich moglich, es ergibt sich x1.0 = £1; ymin = —1.

Aufgabe 10/73

Gegeben sei eine natiirliche Zahl n, die in dezimaler Schreibweise k-stellig sei. 300 dieser k
Stellen seien mit Einsen besetzt, der Rest mit Nullen. Man beweise, dass n keine Quadratzahl
ist.

Da die Quersumme ¢ der natiirlichen Zahl n sich als Summe von 300 Einsen ergibt, ist ¢ = 300.
Daraus folgt, dass n zwar durch 3, nicht aber durch 9 teilbar ist.

Da jede Quadratzahl jeden Primfaktor in gerader Potenz enthélt, ist damit bereits bewiesen,
dass n keine Quadratzahl ist.

Aufgabe 11/73

Ein Eisenbahnzug fahrt an einem Kilometerstein mit einer zweistelligen Kilometerzahl
voriiber. Nach der Zeit At fahrt er an einem weiteren Kilometerstein vorbei, auf dem die
gleichen Ziffern mit vertauschter Reihenfolge stehen.

Schlief8lich trifft er nach der weiteren Zeit Aty = Aty auf einen dritten Kilometerstein, dessen
Angabe gleich der ersten Zahl mit dazwischengesetzter Null ist.

Die Durchschnittsgeschwindigkeiten v1 und ve wéihrend der Zeiten Aty bzw. Aty sind die
gleichen: v — 1 = vy.

Wie lauten die Zahlen auf den Kilometersteinen?

Da v1 = vo und Aty = Aty ist, gilt Asy = v1 Aty = vty = Aso.
d.h., die beiden Strecken zwischen den drei Kilometersteinen sind einander gleich. Die Zahlen
auf den Kilometersteinen bilden also eine arithmetische Folge 1. Ordnung.
Bezeichnet man mit 10a 4 b die erste Zahl (1 < a < 9,0 < b <9, a, b ganz), so ist nach den
Angaben der Aufgabe 10b+ a die zweite (woraus sofort b # 0 folgt) und 100a + b die dritte, und
es gilt

100a +b—10b—a =10b+a —10b— b — b = 6a
Wegen der getroffenen Einschriankungen fiir ¢ und b kommt als Lésung dieser diophantischen

Gleichung nur a = 1,b = 6 in Frage. Die Zahlen an den Kilometersteinen sind demnach 16, 61,
106 (die Differenz ist 45).

Aufgabe 12/73
Man zeige, dass es kein Polynom P(z) zweiten Grades gibt, das die folgenden Bedingungen
erfiillt:

P(z)=0 (mod8)fir z=1 (mod2) (1)
1 (mod38) fir z=0 (mod2) (2)
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Wir nehmen an, es gibe ein Polynom P(z) = ax? + bx + ¢, dass die Bedingungen (1) und (2)
der Aufgabe erfiillt. Fiir x = 0 gilt dann

az® + bz +c=c=1 (mod 8)
flir x = 1 bzw. x = —1 ergibt sich
a+b+c=a+b+1=0 (mod ) ; a—b+c=a—b+1=0 (mod 8)

also 2a+2=0 (mod 8),a+1=0 (mod 4), a = —1 (mod 4) (1) und 2b = 0 (mod 8) (2).

Fir = 2 erhilt man 4a 4+ 2b+ 1 = 1 (mod 8) und mit Hilfe von (2): 4a = 0 (mod 8) (3).

Die Kongruenzen (1) und (3) stellen aber einen Widerspruch dar (nach (1) ist a ungerade, nach
(3) aber gerade). Demnach ist die Annahme falsch; es gibt kein Polynom mit den geforderten
Eigenschaften.

Aufgabe 13/73
Gegeben sei das Dreieck ABC' mit den Seiten a, b und c. Gesucht ist das gleichseitige Dreieck
PQR so, dass QR || a ist und P auf a, @ auf b, R auf c liegt.

Man konstruiert zundchst ein dem gesuch-
ten Dreieck ahnliches Dreieck P'Q'R’ so, dass
Q'R || a ist und Q" auf b, R’ auf ¢ liegt.
Durch eine Ahnlichkeitstransformation mit dem
Ahnlichkeitszentrum A iberfithrt man dieses
Dreieck in das gesuchte.

Konstruktionsbeschreibung: 1. Ziehe zu a eine

. . / . / .
5 I3 > Parallele, die b in Q" und ¢ in R’ schneidet.

2. Konstruiere iiber @'R’ in bekannter Weise nach der Seite, auf der a liegt, das gleichseitige
Dreieck Q'R'P'.

3. Der Schnittpunkt der Geraden AP’ mit a ist P.

4. Die Schnittpunkte der Parallelen durch P zu P'Q" und P'R’ mit b bzw. ¢ sind Q bzw. R
(Abbildung)

Aufgabe 14/73
Es seien a und b je eine der zehn Ziffern 0;1;...;9. Wieviele verschiedene Zahlen der Form
ababab sind moglich? Welche Primzahlen sind Teiler jeder dieser Zahlen?

Da man fiir jede der beiden Variablen a und b zehn verschiedene Ziffern einsetzen kann, gibt es
insgesamt 102 = 100 verschiedene Méglichkeiten (Anzahl der Variationen von n = 10 Elementen
zur 2. Klasse mit Wiederholung).

Darunter befindet sich auch die Zahl 000 000. Abgesehen von diesem Trivialfall ist die kleinste
dieser Zahlen die Zahl 010 101; alle anderen Zahlen sind Vielfache dieser Zahl, enthalten also
auch die in ihr enthaltenen Primfaktoren. Die Primfaktorzerlegung von 010 101 liefert

010101 =3-7-13-37

Die nichttrivialen Zahlen enthalten also sdmtlich die Primzahlen 3;7;13; 37 als Teiler.
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Aufgabe 15/73

Wieviele verschiedene Streckenziige sind notwendig,
wenn man das in der Abbildung dargestellte Muster
nachzeichnen will, ohne eine Strecke zweimal zu zeich-
nen?

Das Muster stellt einen Graphen mit insgesamt 18 Knoten und 41 Kanten dar. Da in 10 Knoten
eine ungerade Anzahl von Kanten zusammentrifft, sind mindestens 5 Streckenziige notwendig;
jeder dieser 10 Knoten ist namlich entweder Anfangs- oder Endpunkt eines Streckenzuges.
Dass nicht mehr als 5 Streckenziige erforderlich sind, beweist man durch Angabe von 5 Stre-
ckenziigen, durch die das Muster nachgezeichnet wird. Dazu denken wir uns die Knoten zei-
lenweise von links nach rechts und von oben nach unten nummeriert. Die Streckenziige werden
durch Angabe der Knotennummern dargestellt.

1.Zug: 1-5-9-13-17-14-11-7-3-6-9-12-15-16-17-18-11-4-3-2-1-8-9-10-11

2.7Zug: 4-7-10-13-16-12-8-5-2-6-10-14-18

3.Zug: 2-9-16

4.7Zug: 3-10-17

5.Zug: 8-15

Selbstversténdlich leisten auch andere Streckenziige das Verlangte. Es sind also genau 5 Ziige
erforderlich.

Aufgabe 16/73 Man beweise ohne Hilfsmittel der Differentialrechnung, dass fiir beliebiges
reelles ¢ die Ungleichungen gelten:

Ssin4x+cos4:r;§ 1

N | =

Es ist
4 4 2 232 .2 2 I 2 Lo
sin® x + cos™ x = (sin”“z + cos” z)” — 2sin“rcos“x =1 —5(23111:00053:) :1—§sm (2z)

Wegen 0 < sin? (2z) < 1 folgt daraus sofort

1 1

5 <1-— =sin? (2z) = sinfz +costz <1

Die Grenzen werden offensichtlich fiir die Werte z1 = (4 +k) (untere Grenze), zo = $km (obere
Grenze), k = 0; £1; +2; ... angenommen.

Aufgabe 17/73
5
fla) =" apa®
k=0

ein Polynom 5.Grades. Man bestimme ganzzahlige Koeffizienten a; > 0 derart, dass
hochstens einer von ihnen durch 120 teilbar ist, f(x) aber fiir alle ganzzahligen z >= 1
durch 120 teilbar ist.

Es ist 120 = 2-3-4-5. Das Polynom ist sicher dann fiir alle ganzzahligen 2 > 1 durch 120 teilbar,
wenn man es als ein Produkt von 5 aufeinanderfolgenden positiven, ganzen Zahlen darstellen
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kann. Unter 5 aufeinanderfolgenden ganzen, positiven Zahlen ist ndmlich stets wenigstens eine
durch 2, wenigstens eine durch 3, wenigstens eine durch 4 und genau eine durch 5 teilbar. Damit
bietet sich eine Darstellung der Form

filz)=z(x+1)(z+2)(x+3)(x+4)+ap oder fo(x)=(z+1)(z+2)(x+3)(x+4)(x+5)

an. Man erhélt
fi(x) = 2° + 102* + 3523 + 5022 + 24z + 120

(ap = 120 ergibt sich aus der Uberlegung, dass ag durch 120 teilbar sein muss),
fo(x) = ° + 152% + 8523 4 22522 4 2742 + 120
Einen allgemeinen Ansatz erhélt man mit
fal@)=(@+n+1)(z+n+2)(z+n+3)(x+n+4)(zr+n+5)
mit n als nichtnegativer, ganzer Zahl.
Aufgabe 18/73

Man finde die Menge aller der Punkte in einer Ebene, von denen aus zwei gegebene Kreise
der Ebene unter gleichen Winkeln erscheinen.

My und M; seien die Mittelpunkte der gegebenen Kreise, 1 und ry entsprechend ihre Radien
(Abbildung). Zieht man von einem Punkt P der gesuchten Punktmenge die Tangenten PQ,
PQY und PQY, PQY an die beiden Kreise, so gilt nach Voraussetzung

o = LQiPQY = LQYPQY baw. T = £QiPM)LQyPM,

Da aulerdem noch £MQ|P = £M>Q5P = 90° ist, folgt, dass A Mi1Q|P ~A MQ@4P ist. In
dhnlichen Dreiecken ist das Verhéltnis homologer Strecken gleich, deshalb gilt

PM1:PM2:7‘117“2

Die Menge aller der Punkte, deren Abstdnde zu zwei gegebenen Punkten M; und Ms in einem
festen Verhéltnis k = rq : ro stehen, ist aber der Kreis des Apollonius mit T;7, als Durchmesser,
wobei T; und T, die Strecke M7 Ms innen und auflen im Verhéltnis r; : ro teilen.

Umgekehrt geniigen alle Punkte dieses Kreises den gegebenen Bedingungen, sofern sie nicht im
Inneren oder auf der Peripherie eines der gegebenen Kreise liegen. Somit stellt dieser Kreis die
gesuchte Punktmenge dar.
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Aufgabe 19/73
Man bestimme alle Primzahlen p, fiir P = 20p? + 1 eine Primzahl ist.

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt n = 0 (mod 3) oder n = £1 (mod 3). Gilt n = £1 (mod 3), so
gilt auch n? =1 (mod 3), 20n? = 20 = —1 (mod 3) und damit 20n? + 1 = 0 (mod 3).

Wenn es also ein p gibt, so dass P = 20p? + 1 eine Primzahl ist, so muss p = 0 (mod 3) sein.
Einzige Primzahl p mit dieser Eigenschaft ist p = 3. Tatséchlich ist P = 20 -3 + 1 = 181 eine
Primzahl.

Aufgabe 20/73

Gegeben sind ein Kreis mit dem Radius r und ein dem Kreis einbeschriebenes regelméfliiges
n-Eck. Gesucht ist die Summe aus den Quadraten der Abstédnde eines beliebigen Punktes A
auf der Peripherie des Kreises von den Eckpunkten des n-Ecks.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass n = 2k gerade ist. Dann gibt es zu jedem Eckpunkt P,
des n-Ecks einen diametral gegeniiberliegenden Punkt P, (m < k). Die Punkte P,,, P4k, A
bilden demnach ein Dreieck iiber dem Durchmesser, nach dem Satz des Thales also ein bei A
rechtwinkliges Dreieck. Demnach ist:

AP2 + AP2 ., = 4r?

Damit folgt fiir die Summe aller Abstandsquadrate (da k& = § derartige Punktpaare existieren)

S = 4kr? = 2nr2.

Ist nun n = 2k+1 ungerade, so bildet man zunéchst ein regelméfliges 2n-Eck, indem man jeweils
zwischen zwei Ecken eine weitere einfligt. Fiir dieses 2n-Eck ergibt sich auf die gleiche Weise
S = 4nr?. Kehrt man nunmehr zum n-Eck zuriick, so ist diese Summe zu halbieren. Es gilt also
allgemein S = 2nr2.

Aufgabe 21/73

Man bestimme ein Polynom P(zx) kleinsten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten, das fiir
ungeradzahliges x stets durch 8 teilbar ist. Dabei soll P(z) nicht fir jedes ganzzahlige x
durch 2 teilbar.

Zunéchst ist klar, dass kein lineares Polynom die in der Aufgabe gestellten Bedingungen erfiillt.
Setzt man namlich in der Kongruenz ax + b = 0 (mod 8) nacheinander x = 1 und =z = —1, so
erhélt man

a+b=0 (mod 8) ; —a+b=0 (mod 8)

woraus a = b =0 (mod 4) folgt. Das heifit aber, dass das Polynom fiir beliebiges ganzzahliges x
durch 2 teilbar ist.

Zum Auffinden eines Polynoms 2. Grades mit den geforderten Eigenschaften benutzen wir die
folgende Tatsache: Es ist

12=(-1)%?=32=(-3)?=1 (mod 8)

D.h., das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl lasst beim Teilen durch 8 den Rest 1. Demnach
gilt fiir das Polynom
P(z) = 2? — ¢ =0 (mod 8)

wenn x und ¢ ungerade Zahlen sind. Fiir gerade Zahlen z ist aber 22 = 0 (mod 2), fiir ungerade
Zahlen c gilt ¢> = 1 (mod 2). Folglich ist das Polynom P(z) = 2% — ¢?> mit ungeradem c nicht
fiir alle ganzzahligen x durch 2 teilbar.
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Aufgabe 22/73
Es ist zu beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt

5! | n® —2n° —n? +2n

Es ist
nS—2n% —n?4+2n=n(n—-2)—nn-2)=mn-2)(n"—-n)=(n-2)(n—-1)nn+1)(n*>+1)

Nun kann man folgende Teilbarkeitsbetrachtungen anstellen:

1. Nach dem Satz von Format gilt 5 | (n® — n).

2. Von den vier aufeinanderfolgenden Zahlen (n — 2),(n — 1),n,(n + 1) sind genau zwei durch
zwei teilbar davon genau eine sogar durch 4, wenigstens eine ist durch 3 teilbar.

Daraus folgt, dass n% — 2n® — n? 4 2n durch 2-3 -4 -5 = 5! teilbar ist.

Aufgabe 23/73

Man beweise: Wenn das Dreieck ABC' mit den Seiten AB = ¢, BC = a, CA = b bei C
einen stumpfen Innenwinkel hat, dann hat die Gleichung ¢ = asinz + bcosx keine Losung
in reellen Zahlen =x.

Es sei v der Innenwinkel bei C. Dann gilt nach dem Kosinussatz ¢? = a? + b> — 2abcos 7.
Wegen v > 7 ist cosy < 0, also 2 > a® + b und \/ﬁ > 1. Andererseits folgt aus ¢ =
asinx + bcosx, dass

c .
SIN T + ——=COS T

a
Vaz 12 Va2 + b2 Va2 +b?

ist. Nun kann man setzen

a b
————= = COs ; ——
Va? 4 b? i Va? + b?

denn es ist cos? ¢ + sin? ¢ = 1 Dann ergibt sich aber

=singp

c

———— =cospsinx +sinpcosx =sinp +x > 1
a? + b2 4 4 4

Die letzte Ungleichung gilt aber fiir kein reelles x und ¢. Demnach hat die Gleichung keine reelle
Losung .

Aufgabe 24/73
Eine Funktion f(x) habe die folgenden Eigenschaften:

1. Fiir reelle z ist f(z) > 0.
2. Fiir reelle z; ist f(x1 +x2) =2 f(x1) f(z2).
3. Esist f(2) =2.
Man bestimme die Funktionswerte f(1), f(0), f(3) und f(6)! Um welche Funktion handelt

es sich?

Wegen 2 = f(2) = f(1+1) =2- f(1)- f(1) ergibt sich sofort [f(1)]> = 1, woraus wegen f(z) > 0
folgt, dass f(1) =1 ist.
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Auf analoge Weise folgt 1 = f(1) = f(1+0) = 2- f(1) - f(0), also f(0) = 0,5. Weiter gilt
fB)=r2+1)=2-72)- f(1) =4, f(6) = FB+3) =2-f(3) - f(3) = 32.

Skizziert man aus den berechneten Worten den Kurvenverlauf, so kommt man zu der Vermutung,
dass es sich bei der Funktion um eine Exponentialfunktion a - b* handeln kénnte.
Tatséchlich gilt fir eine solche Funktion fiir reelle x stets f(x) > 0 (Eigenschaft 1). Weiter gilt
fiir sie
1
f($1_|_3;2) :a.bz1+x2 —a-b% b2 = §‘a~bm ca - b*2 :C‘f(xl)‘f($2)

Setzt man ¢ = % =2, also a = 0,5, so ist auch die Eigenschaft 2 erfillt. Es bleibt also nur noch
nachzupriifen, ob Eigenschaft 3 bei einer solchen Funktion auftreten kann:
0,5 - b? = 2 fiithrt sofort zu b = 2. Die gesuchte Funktion ist also f(x) = 0,5 - 2%. Einsetzen der

Werte 0, 1, 3 und 6 fiir x bestétigt die Richtigkeit.

Aufgabe 25/73
Man zeige, dass die Funktion

4

flx)=20 -2 +2* —z+1

keine reelle Nullstellen hat!

Fir z < 0 sind alle Glieder der Summe positiv, es ist also f(z) > 0. Fir x = 0 und = = 1
ist f(x) =1 > 0 (wie man durch Einsetzen leicht nachpriift). Es verbleiben fiir mogliche reelle
Nullstellen daher nur noch die Intervalle 0 < x < 1 und 1 < z.
Es gilt, fiir die Untersuchung beider Intervalle geeignete Darstellungen der Funktion zu finden.
Wenn 0 < x < 1 gilt, so ist sicher (1 — ") > 0 und 2" > 0. Man versucht also, f(x) in
eine Summe derartiger Summanden oder in eine Summe aus Produkten derartiger Faktoren zu
zerlegen:

fx)y=a2 -2 42t —z+1=2" 4221 -2+ 1 -2)>0
Wenn 1 < x gilt, ist sicher ™ > 0 und (2™ — 1) > 0. Also sucht man nach einer entsprechenden
Zerlegung:

f@)=2 -2 +at —z+1=22 -1 +z@*-1)+1>0

somit ist bewiesen, dass f(z) > 0 fiir jedes x ist, dass also f(z) = 0 fiir kein reelles x gilt.

Aufgabe 26/73
Man konstruiere ein bei C' rechtwinkliges Dreieck ABC' aus den Strecken AC' = b und ¢ —a
(wobei ¢ = AB,a = BC ist)!

Nach dem pythagoreischen Lehrsatz gilt fir das rechtwinklige Dreieck ABC'

V¥ =c?—a®=(c+a)(c—a)

Daraus folgt
c+a b

b c—a
Nach dem Strahlensatz konstruiert man die Strecke c+a als vierte Proportionale aus den Strecken
b und ¢ — a. Wegen 2¢ = (¢+ a) + (¢ — a) kann man ¢ durch Halbieren der Summe der Strecken
(c+a) und (¢ — a) erhalten. Damit ist die Konstruktion des Dreiecks ABC' in bekannter Weise
moglich.
Die Konstruktion ist stets ausfithrbar, wenn (¢ — a) < b ist; anderenfalls ist ¢ > a + b, und die
Dreiecksungleichung ist nicht erfiillt.
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Aufgabe 27/73

Gegeben seien n positive Zahlen ag;asg;...; an, so dass

n

ist. Man beweise, dass dann gilt
n

[T +a)>2"

=1

Vorausgesetzt wird der Satz {iber die Beziehung zwischen dem arithmetischen und dem geome-
trischen Mittel aus n positiven Zahlen a; (mit i = 1;2;...;n):

Daraus folgt

1
5(1+a,~)2\/1-ai ; (14 a;) > 2y/a; also

n

n n n
[T +a)>]]2va=2"[] vai=2"|[Ja: = 2"
=1 i=1 =1

=1

Aufgabe 28/73
Fiir welche reellen Zahlen a und b hat die Gleichung

a x

b—z b+x

genau eine reelle Losung z = 27

Lost man die gegebene Gleichung nach x auf, so ergibt sich

1
2= (b—ak Va2 —10ab + 9b2
Wenn genau eine Losung existieren soll, muss die Diskriminante gleich null sein, woraus folgt,
dass entweder a = b oder a = 9b ist. Fiir a = b wére z = 0, damit kommt nur ¢ = 9b in Frage.
Daraus erhalten wir

1
z=(b—9) = —2b=2

also b = 1, a = —9. Demnach hat die gegebene Gleichung fiir a = —9, b = 1 genau die Losung
x = 2. Eine Probe bestétigt die Richtigkeit.

Aufgabe 29/73

Gegeben sei das Dreieck ABC'. Auf der Strecke AB liege ein beliebiger Punkt D, durch den
zwei Dreiecke ADC und BDC' bestimmt sind.

Man beweise, dass das Verhéltnis der Umkreisradien dieser Dreiecke konstant ist, also nicht
von der Lage des Punktes D abhéngt.
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Wir wihlen die Bezeichnungen geméfl der Abbildung. Dann gilt
LAMC = 2¢p ; £BMyC = 360° — 2¢p

(nach dem Satz iiber Peripherie- und Zentriwinkel) und damit

2R 2R 2R
= sin ¢; 22 —gin (180° — ) =sing also Tl =222
a a

2R,
b

Daraus folgt unmittelbar R; : Ry = b : a fiir jede beliebige Lage von D.

Aufgabe 30/73
Gegeben sind zwei Strecken a und b. Man konstruiere ein Rechteck ABC D so, dass a sein
Umfang und b Durchmesser des Umkreises ist.

E D D Cc=
MY‘ f Angenommen, das Rechteck ABC D sei bereits konstruiert,
! // durch den Punkt A sei eine Gerade gelegt, die mit den
g Rechteckseiten Winkel von 45° bildet (Abbildung). Dann
A 3 F M gilt mit den Bezeichnungen der Abbildung
ED+DC:AD+DC:% : FB+BC:AB+BC:%
Voo B’
A’ Damit ist die Konstruktion klar:
F

1. Man konstruiert ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten 3.

2. Man schldgt um den Scheitelpunkt des rechten Winkels einen Kreis mit b als Radius. Ein
Schnittpunkt mit der Hypotenuse ist A.

3. Man fallt von A die Lote auf die Katheten. Ihre Fulpunkte sind B und D. Der Scheitelpunkt

des rechten Winkels ist C.

Determination: Ist b < %\/i, so schneidet der Kreis um C' die Hypotenuse nicht und es existiert
kein Rechteck mit der geforderten Eigenschaft.

Ist b = §V/2, so existiert genau ein Rechteck, das ein Quadrat ist. Ist %\/5 < b < 3, so schneidet
der Kreis um C' die Hypotenuse genau zweimal; es entstehen zwei Rechtecke, die (bis auf die
Bezeichnungen) kongruent sind.

Ist b > 35, so schneidet der Kreis um C die Hypotenuse nicht und es existiert kein Rechteck.

Aufgabe 31/73
Gesucht sind alle Primzahlen p, fiir die p* — 1 nicht durch 15 teilbar ist.
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Wenn p* — 1 nicht durch 15 teilbar sein soll, so darf es nicht durch 3 oder nicht durch 5 teilbar
sein. Nun gilt fiir jede natiirliche Zahl n # 0 mod 3, dass n = +1 mod 3 und demnach n* =
mod 3, n* —1 = 0 mod 3 ist.

Entsprechend gilt fiir jede natiirliche Zahl n # 0 mod 5, dass n = +1 mod 5 oder n = +2 mod
5. in jedem Fall also n* = 1 mod 5 und damit n* — 1 = 0 mod 5 ist. Daraus folgt unmittelbar,
dass nur die Primzahlen p; = 3 und p2 = 5 als Losung in Frage kommen. Die Probe beweist,
dass diese beiden Zahlen tatséchlich das Verlangte leisten.

Aufgabe 32/73
Zu konstruieren ist ein Dreieck aus den Hohen h, und h; und der Winkelhalbierenden w,,
(wobei die iibliche Bezeichnungsweise verwendet wird.)

Angenommen, das Dreieck sei bereits konstruiert. Dann gilt

(Abbildung)
b2 b3 P1
¢ AD AG AC b hg
DB BH BC a h
E W,
A Ia wegen p1 || p2 || p3, Strahlensatz, Satz iiber das Verhéltnis
ha der von der Winkelhalbierenden erzeugten Seitenabschnitte
e H und wegen a - hy, = b- hy = 2A.
D he Daraus folgt die Konstruktion:
1. Zeichne im Abstand A : a ein Parallelenpaar p; und po!
B 2. Zeichne zwischen p; und po eine Parallele ps so, dass der

Abstand von pq sich zum Abstand von py wie h, : hy verhélt.

3. Wéhle auf p; beliebig den Punkt C' und schlage um C' den Kreis mit dem Radius CD = w,.
Die Schnittpunkte mit p3 sind D bzw. D’.

4. Trage in C'an C'D den von C'D und p; gebildeten spitzen Winkel so an, dass der freie Schenkel
nicht mit p; zusammenféllt. Der Schnittpunkt des freien Schenkels mit po ist A.

5. Ziehe durch A und D die Gerade; ihr Schnittpunkt mit p; ist B.

Determination: Der Punkt D’ liefert ein kongruentes Dreieck mit entgegengesetztem Umlaufsinn.
Die Konstruktion ist immer ausfiihrbar, wenn w., > hy - hy : (he + hp) ist; genau dann entsteht
namlich ein Punkt D mit £ DCB < 90°. Bis auf die erwédhnte Kongruenz ist die Konstruktion
dann auch immer eindeutig.

Aufgabe 33/73

Die diophantische Gleichung ax + by = ¢ mit a;b; ¢; x; y ganzzahlig und gg7T'(a,b) = 1 habe
zwei Losungen (x1;y1) und (z2;y2), fur die gilt x; = z9 + 1.

Man zeige, dass dann gilt |b] = 1 und |a| = |y2 — y1].

Nach Aufgabenstellung gelten die drei Gleichungen
ari+byr =c (1)
)

.CC1—£CQ:1

ary +bys =c (2

Subtrahiert man (2) von (1) und setzt man (3) ein, so ergibt sich

a(xy —x2) +b(y1r —y2) =a+b(y1 —y2) =0also  b(y2 —y1) =a

Wegen (a,b) =1 folgt sofort |b| =1 und |y2 — y1| = |al.
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Aufgabe 34/73
Bei welchem der fiinf platonischen Korper ist es moglich, alle Kanten in einem Zug (ohne
Wiederholung einer Kante) zu durchlaufen?

Die Aufgabe stellt eine Variante des bekannten "Koénigsberger Briickenproblems” dar. Ist n die
Anzahl der Ecken des Korpers, so gilt als Bedingung fiir die Losbarkeit:

Fall 1: Ausgangspunkt und Endpunkt des Kantenzuges fallen zusammen; dann miissen alle Ecken
von einer geradzahligen Anzahl von Kanten gebildet werden.

Fall 2: Ausgangspunkt und Endpunkt des Kantenzugs fallen nicht zusammen; dann miissen
genau n — 2 Ecken von einer geradzahligen Anzahl von Kanten gebildet werden.

Da bei einem platonischen Koérper alle Ecken untereinander gleichberechtigt sind, kommt Fall
2 nicht in Frage. Der einzige platonische Korper, der die Bedingung des Falles 1 erfiillt, ist das
Oktaeder (jede Ecke wird von vier Kanten gebildet).

Aufgabe 35/73
Es ist zu beweisen, dass es zu jeder natiirlichen Zahl n eine Zahl der Gestalt 111...111000...000
gibt, die durch n teilbar ist.

Wir betrachten die n + 1 Zahlen 1;11;111;...;111...1 (wobei die letzte n + 1 Stellen habe). Da
es genau n verschiedene Restklassen mod 11 gibt, befinden sich unter diesen n+ 1 Zahlen genau
zwei, die derselben Restklasse mod n angehdoren.

Es seien dies a und b, wobei ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit a > b sei. Dann ist die
Zahl a — b ohne Rest durch n teilbar. Aulerdem hat a — b die gewiinschte Form. War ndmlich
a k-stellig und b m-stellig (mit m < k nach Voraussetzung), so enthilt a — b zundchst k — m
Stellen, die mit Einsen besetzt sind, und anschlielend m mit Nullen besetzte Stellen.

Aufgabe 36/73

Aus einer Urne, in der sich insgesamt 53 schwarze und weifle Kugeln befinden, werden
willkiirlich vier Kugeln gezogen.

Dabei werden gezogene Kugeln nicht in die Urne zuriickgelegt. Wieviel Kugeln jeder Sorte
miissten in der Urne sein, wenn die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass entweder vier schwar-
ze Kugeln oder zwei schwarze und zwei weifle Kugeln gezogen werden, einander gleich sein
sollen?

Angenommen, in der Urne seien a schwarze und b = 53 — a weifle Kugeln. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass vier schwarze Kugeln gezogen werden,

W4s:@_a‘(@—l)-(a—g).(a_3)

3 53-52-51-50

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei schwarze und zwei weifle Kugeln gezogen werden,

W252w:<;1> (3)(3) . a(@=1)-b-(b-1)

GHEH 53-52-51-50
(der Faktor (3) = 6 ergibt sich aus der Tatsache, dass die Kombination der schwarzen und weiflen

2/\2

Kugeln auf (3) = 6 verschiedene Weisen moglich ist).
Ist nun a < 1, so ist Wy, = 0 und Woge,, = 0, also Wy = Wogey. Wir untersuchen nun den Fall
a > 2. Aus Wy, = Wogo,, folgt

a-(a—1)-(a—2)-(a—3)=6ala—1)b(b—1) = (a—2)(a —3) =6(53 —a)(52 —a)
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Daraus ergibt sich die quadratische Gleichung a? — 125a 4 3306 = 0, die im Bereich 2 < a < 53
nur die Losung a = 38 hat. Fiir b erhdlt man damit b = 15.

Die Wahrscheinlichkeiten sind also genau dann gleich, wenn entweder weniger als zwei oder ge-
nau 38 schwarze Kugeln in der Urne sind.
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2.14 Aufgaben und Losungen 1974

Aufgabe 1/74
Man bestimme alle natiirlichen Zahlen n, fiir die der Term

T(n)=n’+(n+1)2+ (n+2)?+ (n+3)?

ohne Rest durch 10 teilbar ist.

Offensichtlich ist T'(n) fiir beliebiges n stets ohne Rest durch 2 teilbar, da stets genau zwei der
vier aufeinanderfolgenden Zahlen n, (n + 1), (n + 2), (n + 3) gerade und genau zwei ungerade
sind; die Summe der Quadrate ist also stets eine gerade Zahl. Damit geniigt es, zu untersuchen,
fir welche natiirlichen Zahlen n der Term T'(n) ohne Rest durch 5 teilbar ist.

Ist n =k (mod 5), so ist

Tn) =k +(k+1)°+(k+2)°+(k+3)* =4k* + 12k +14 = —k*+2k—1= —(k—1)*>  (mod 5)

Daraus folgt unmittelbar, dass £ = 1 sein muss, wenn 7'(n) = 0 (mod 5) sein soll. Es sind
also alle natiirlichen Zahlen n der Form n = 5m + 1 mit m als natiirlicher Zahl und nur diese
Elemente der Losungsmenge.

Aufgabe 2/74
Es sind alle Rechtecke mit folgender Eigenschaft zu finden: Die Seitenldngen kann man durch
ganze Zahlen ausdriicken, deren Summe zahlenméfig gleich der Flache des Rechtecks ist.

Bezeichnet man die Seitenléngen des Rechtecks mit x und y, so fithrt die Bedingung der Aufgabe
auf die diophantische Gleichung 2x + 2y = zy. Daraus folgt

2y 4
Damit x ganzzahlig wird, muss 4 = k(y — 2) sein, wobei k und y — 2 ganze Zahlen sind; ferner
muss y > 0 sein. Wegen x > 0 scheidet auch y = 1 aus, wegen y — 2 <> 0 auch y = 2. Damit
verbleiben
l.y=3 mitx =6
2.y=4mitx =4
J.y=06mit z =3
Fiir y > 6 wird x nicht ganzzahlig. Es existieren also genau zwei verschiedene Rechtecke mit der
geforderten Eigenschaft:
1.) Seitenléingen 3 und 6 und 2.) Seitenldngen 4 und 4 (Quadrat)

Aufgabe 3/74

Gesucht ist eine quadratische Matrix vom Typ 3 mit folgender Eigenschaft:
1. Thre Elemente sind aufeinanderfolgende ganze Zahlen.

2. Die Matrix stellt ein magisches Quadrat dar.

3. Die Determinante der Matrix ist gleich null.

Entsprechend der Bedingung 1 seien die Elemente der Matrix k — 4,k — 3, ..., k,...k + 3,k + 4,
wobei k eine noch zu bestimmende ganze Zahl ist. Die Summe dieser neun aufeinanderfolgenden
ganzen Zahlen ist 9k.

Die Zeilensumme, die Spaltensumme und die Diagonalensumme muss stets, unabhéngig von der
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Zeilen- bzw. Spaltennummer % -9k = 3k sein (Bedingung 2). Damit kann man die folgende
Anordnung der Elemente finden:

k-3 kE+2 k+1
k+4 k k-4
k—1 k-2 k+3

Die Determinante D dieser Matrix ergibt sich nach der bekannten Regel zu D = 72k. Soll D = 0
sein, so muss k = 0 sein (Bedingung 3). Damit erhélt man schlieBlich als eine Matrix, die die
gestellten Bedingungen erfiillt

-3 42 +1
+4 0 —4
1 -2 +3

Aus ihr gehen durch Symmetrie (Vertauschen der ersten und dritten Zeile bzw. Spalte, Spiegelung
an den Diagonalen) oder durch Drehung noch sieben weitere hervor.

Aufgabe 4/74
In einem rechtwinklig-kartesischen Koordinatensystem sei eine Kurve durch die Gleichung

VI 4y =V12

gegeben. Gesucht sind alle Punkte der Kurve mit ganzzahligen Koordinaten.

Offensichtlich sind die Koordinaten x1 = 0, y; = 12 und x2 = 12, yo = 0 ganzzahlige Losungen
der gegebenen Gleichung, also erfiillen die Punkte P;/0;12) und P»(12;0) die gestellte Bedin-
gung. Um weitere Punkte zu finden, 16sen wir die Gleichung nach y auf.

Vy=v12-vz (1)
y=12—-4V/3z+z (2)

Aus (1) folgt bereits 0 < z;y < 12, aus (2) folgt (wegen der geforderten Ganzzahligkeit von y),
dass 3z eine ganze Zahl ist, also 3z = k? mit k¥ € N. Dann muss aber k ein Vielfaches von 3
sein. Daher kommen nur £ = 0, £ = 3 und k£ = 6 in Frage.

Fiir £ > 6 ergédbe sich x > 12. Fiir kK = 0 und k£ = 6 ergeben sich die bereits bekannten Punkte
Py und Py, fiir k = 3 folgt 23 = 3, y3 = 3 und somit P3(3;3).

Aufgabe 5/74
Es sei n eine natiirliche Zahl. Wieviel Stellen hinter dem Komma (ohne nachfolgende Nullen)
hat die Zahl 47"7

Die Aufgabe ist gelost, wenn es gelingt, die Zahl 47" als Produkt aus einer natiirlichen Zahl
(die nicht durch 10 teilbar ist) und einer Zehnerpotenz mit negativem Exponenten zu schreiben.
Zehnerpotenzen enthalten die Primfaktoren 2 und 5 stets in gleicher Anzahl.

Damit bietet sich die folgende Zerlegung an:

47" — 2—2n _ 2—2n . 5—2n . 52n — 52n i 10—2n

Da Potenzen von 5 den Primfaktor 2 nicht enthalten, ist keine Potenz von 5 durch 10 teilbar
(jede Potenz von 5 endet mit 5 als letzter Stelle).
Folglich hat die Zahl 47" genau 2n Stellen hinter dem Komma.
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Aufgabe 6/74
Es ist zu beweisen, dass aus der Giiltigkeit der Beziehung

1
x+—=2cosy (1)
x
die Giiltigkeit der Beziehung folgt

1
" 4 o 2cos (ny) (2)

Lost man die Gleichung (1) nach z auf, so erhilt man zwei komplexe Losungen
T12 = cosy tisiny
Nach dem Satz von Moivre ist
T.9 = cos (ny) & isin (ny)

Setzt man dies in Gleichung (2) ein, so ergibt sich

1 1
n _— = :I: L Sl =
"+ = cos (ny) £ isin (ny) + cos (ny) & 7 5in (19

cos (ny) F isin (ny)
cos? (ny) + sin? (ny)

= cos (ny) £ isin (ny) + = 2cos (ny)

Aufgabe 7/74
Man beweise, dass fiir p # 3 der Term 14p? + 1 keine Primzahl liefert.

Ist p # 3, so ist p = £1 (mod 3), also p? = +1 (mod 3).
Damit ist 14p? +1=14-1+1=15=0 (mod 3).
Der Term 14p® + 1 ist also fiir p # 3 stets durch 3 ohne Rest teilbar, mithin keine Primzahl.

Aufgabe 8/74
Gegeben sei ein Dreieck ABC mit L BAC = o # 90°, L ABC = 3 # 90°. Man beweise, dass

tana ¢ +a? — b2
tanfB 2 + b2 — a2

Wir bezeichnen die Hoéhe auf ¢ mit h, die Projektionen von a bzw. b auf ¢ mit p bzw. ¢g. Dann
gilt

tana % _p __acosf

tanfB % g beosa
Mit Hilfe des Kosinussatzes erhilt man

cosa= LtE—a gt
- 2be ’ - 2ac
Damit folgt
2 2 2
tana  SEC=C (24 g2 2

tan3 eib—a? 24— a?

281



2.14 Aufgaben und Lésungen 1974

Aufgabe 9/74
Gesucht ist der Grenzwert derjenigen Zahlenfolge {a, }, die folgende Eigenschaften hat:

1. an:a

2. by; ¢y sind natirliche Zahlen
3. bpy1 = 2b,

4, Cpn+1 = bn + cn

Es ist
b1 2by, by +cp+ by —cy 1+ bp — cn

an = = = =
i Cn+1 bn + cn bn + cn bn + cn

Wegen der Eigenschaften 2. und 3. ist die Folge {b,,} monoton wachsend; wegen der Eigenschaften
2., 3. und 4. ist die Folge {¢,} monoton wachsend, also auch die Folge {b, + c,}. Aus den
Eigenschaften 3. und 4. folgt weiter

Cn+1 — bn+1 =bp +cp—2b, =c, — by
da diese Beziehung fiir beliebiges n gilt, folgt ¢, — b, = konstant. Damit ist

14 konstant q , _ 1
e =143 o0 und ol any =l an =

Aufgabe 10/74
Gesucht sind alle reellen Zahlen z, fiir die die folgende Gleichung gilt:

sin (rlgz) 4+ cos (mlgx) =1

Wir setzen 7-1g x = . Dann nimmt die Gleichung die Gestalt sin a+cos o = 1 an. Die Losungen
dieser goniometrischen Gleichung sind a; = 2k7 und a2 = (2k + %)ﬂ'
(wobei k die Menge der ganzen Zahlen durchliuft). Daraus folgt

1
lgz; = 2k;lgay = 2k + 5 also = 10%* = 100%; z, = 102105 = 100*v/10

Aufgabe 11/74

Gegeben sind zwei konzentrische Kreise K1 und Ky mit den Radien r; und ry sowie ein
regulares n-Eck, dessen Umkreis K7 ist. Es ist zu beweisen, dass die Summe aus den Qua-
draten der Abstidnde eines beliebigen Punktes P auf K5 von den Eckpunkten des n-Ecks
unabhéngig von der speziellen Lage des Punktes P ist.

Ohne Beschriankung der Allgemeingiiltigkeit liege der gemeinsame Mittelpunkt der beiden Kreise

im Koordinatenursprung und die Koordinaten des k-ten Eckpunktes pj seien Py (7“1 cos 2]‘7—” ;71 sin

Die Koordinaten von P sind P(z;y) und es gilt 22 + y? = 3.

2km 2km
r% cos? = + r2 sin? —— = r%
n n
Zur Abkiirzung setzen wir ¢, = %TW Fiir die gesuchte Summe ergibt sich

n n

Z[(a:—rl cos @, )24 (y—71 sin @y ) Z (22 +1?)—2r1(cos pg+sin @p ) +17 (cos? @) +sin? ¢r] =
k=1 k=1
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n n n
Z[(r% + r%) — 271 (cos vk + sin )] = Z(T% + 7‘%) — 21 Z(cos v +singg) = n(r% + r%)
k=1 k=1 k=1

Es ist namlich .

Z(cos Yk +singg) =0

k=1
fir n >= 2. Man kann (cos pg;sin¢y) als die Komponenten von n Einheitsvektoren deuten,
die den Kreis in n gleiche Teile zerlegen (d.h., je zwei benachbarte Vektoren schlieflen stets den
gleichen Winkel ¢ = 2T ein).
Die Summe dieser n Einheitsvektoren ist aber stets gleich dem Nullvektor, woraus folgt, dass
die Summen der Komponenten je gleich null sind. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 12/74
Es sei f(z) = 2% + az? + bz + ¢ ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Man zeige, dass die
Bedingung a? — 3b < 0 hinreichend fiir die Existenz komplexer Nullstellen von f(x) ist.

Die Nullstellen von f(z) seien x1,x2,23. Nach dem Satz von Vieta gilt
1+ 29 +x3=—0 ; r1x — 2+ x0x3 + 2321 = b
Somit ist

1
a® — 3b = 2% 4+ 23 + 23 — 1129 — Tox3 — T371 = 5[(371 —29)? + (22 — 23)% + (23 — 21)?]

Sind alle z; reell, so ist die rechte seite dieser Gleichung nicht negativ, d.h. a®> —3b >= 0. Deshalb
folgt aus a® — 3b < 0 die Existenz komplexer Nullstellen.
Zusatz: Dass die Bedingung nicht notwendig ist, erkennt man leicht an Gegenbeispielen. So hat

flz)=2%—42®> 452 =0

die komplexen Nullstellen x1,2 = 2 £, es ist aber a’?—3b=1>0.

Aufgabe 13/74
Fiir welche positiven reellen Zahlen a und b hat das Gleichungssystem

(y—a)2:1—x2 : a:zzby

genau drei reelle Lésungen?

Die Gleichung (1) ist die Gleichung eines Kreises mit
dem Radius 1, dessen Mittelpunkt in a auf der y-Achse
liegt; die Gleichung 2 stellt die Gleichung einer Para-
bel mit dem Scheitel im Ursprung dar (vgl. Abbil-
dung). Aus der Abbildung erkennt man, dass genau
drei Losungen genau dann existieren, wenn a =r =1
ist (ist @ > 1, so existieren 4 oder 2 oder keine Losung;
ist 0 < a < 1, so existieren 2 Losungen).

Daraus ergibt sich: (y — 1)2 = 1 — by. Die Lésung die-
ser in y quadratischen Gleichung fithrt auf y; = 0,
Y2:3 = 2 — b mit T = 0, €2:3 = :|:\/ (2 — b)b

Damit x9.3 reell wird, ist notwendig und hinreichend,
dass b < 2 ist. Fiir b = 2 ergabe sich jedoch x93 = 0,
so dass dieser Fall ausgeschlossen werden muss. Das
Gleichungssystem hat also fiir a = 1,0 < 2 genau drei
reelle Losungen.
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Aufgabe 14/74

Man konstruierte ein Rechteck P P> P3P; mit dem Seitenverhéltnis m : n, dessen drei Eck-
punkte Pj, P», P3 beziehungsweise auf den drei gegebenen Parallelen pq, po, ps liegen.

Mit d;; sei der Abstand der Parallelen p; und pi be-
zeichnet, und 0.B.d.A. sei di3 der grofite der Abstédnde
dir (d.h., po liege zwischen p; und p3). Dann teilt po
die Diagonale P, P; innen im Verhéltnis dqs : do3 nach
einem Strahlensatz.

Man konstruiert ein dem gesuchten Rechteck Py Py P3Py
ahnliches Rechteck P{PjP;P; und teilt die Diagona-
le P{P; innen durch den Teilpunkt 7" im Verhéltnis
dy @ da3.

Die Verbindungsstrecke P;T” triagt man beliebig auf der
Parallelen py ab; man zeichnet tiber P;T” das Rechteck
P/P,P;P;.

SchlieBlich ~ fithrt man mit Pj (oder T7) als
Ahnlichkeitszentrum eine Ahnlichkeitstransformation
so durch, dass P; auf 1 und P5 auf p3 zu liegen kommen.

Aufgabe 15/74

Es ist zu beweisen: Erfiillen die reellen Zahlen a, b, ¢, z,y, z die Bedingungen

2+b+E=1 ; 22+yP+2=1

so gilt |az + by + cz| < 1.

Sind @ = ai + bj + ck und b = 27 + yj + 2k zwei Einheitsvektoren, so gilt

i =Va2+b2+c2=1= b= \/a2 +y2 + 22
al y

sowie

|@ 8 b = |ax + by + cz| = |d@||b| cos (@;

Aufgabe 16/74

—.

b) = cos (a;

Sl

)<1

Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC. Uber der Seite AB sei ein beliebiges Parallelo-
gramm ABDE errichtet, iiber der Seite BC' ein beliebiges Parallelogramm BCFG. Der

Schnittpunkt von DFE und FC sei H.

Man beweise: Die Summe der Fliacheninhalte beider Parallelogramme ist gleich dem
Flacheninhalt des Parallelogramms tiber der Seite AC', dessen zweite Seite gleich der Strecke

BH und dieser parallel ist.

Man ziehe durch A und C Parallelen zu BH, die Schnittpunkte mit DF und FG seien E’ bzw.

F’ (vgl. Abbildung). Dann gilt

AE' = BH =CF';  A(ABDE) = A(ABHE');

A(BCFG) = A(BCF'H)
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(die Parallelogramme haben jeweils gleiche Grund-
linie und gleiche Héhe; mit A ist der Fldcheninhalt
des betreffenden Parallelogramms bezeichnet). Fer-
ner ist ACF'E’ das dritte Parallelogramm, dessen
Flache gleich der Summe aus den Fliacheninhalten
der beiden anderen Parallelogramme sein soll.

Der Schnittpunkt der Geraden durch B und H mit
E'F’ sei H', mit AC werde er mit B’ bezeichnet.
Dann gilt

A(ABHE') = A(AB'H'E'); A(BCF'H) = A(B'CF'H") also auch
A(ABDE) = A(AB'H'E');  A(BCFG)= A(B'CF'H')  mithin
A(ABDE) + A(BCFG) = A(ABH'E') + A(B'CF'H') = A(ACF'E')

Aufgabe 17/74

Man beweise, dass fiir den Flacheninhalt A(ABC) eines rechtwinkligen Dreiecks ABC gilt:
A(ABC) = m - n, wenn mit m und n, die vom Berithrungspunkt des Inkreises erzeugten
Hypotenusenabschnitte bezeichnet sind.

Ist M der Mittelpunkt des Inkreises, so gilt
A(ABC) = A(ABM) + A(BCM) + ACAM)

Ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit sei das Drei-
eck bei C' rechtwinklig; wir verwenden die iiblichen Be-
zeichnungen (vgl. Abbildung). Dann ist

b
A(ABM) = %; A(BCM) = %; A(CAM) = Ep
also A(ABC) = §(a+b+c).
Nun ist aber ¢ = m +n und (wegen der Gleichheit der Tangenten vom gleichen Punkt an einen
Kreis und wegen der Rechtwinkligkeit bei C: a = n + p;b = m + p. Damit folgt

A(ABC) + g(Qm +2n+ 2p) = p(m +n + p)
Weiter ist nach dem pythagoreischen Lehrsatz
F=m4+n?=a>+0"=n+p?+(m+p?
woraus nach kurzer Rechnung folgt

p(m+n+rho))m-n
Setzt man (2) in (1) ein, so ergibt sich die Behauptung.

Aufgabe 18/74
Man beweise mittels vollstdndiger Induktion, dass

10" -1
> 290 = 1023"
=0

fiir jedes nattrliche n gilt, wenn Q(i) die Quersumme der Zahl i bezeichnet.
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1. Durch Nachrechnen bestétigt man leicht, dass die Gleichung fiir n = 0 gilt. Fiir n = 1 ist
10" =1 =9 und Q(i) =i fir i = 0;1,...; 9, also

10n—1 9

>0 290 = 3" 2f = 1023
1=0

1=0

sie ist also auch fiir n = 1 giiltig.
2. Angenommen, die Gleichung gilt fiir irgend ein n = k:

10k—1
> 290 = 1023*
1=0

Nun sei i, die erste Ziffer den (gegebenenfalls mit Hilfe von vorgesetzten Nullen) (k + 1)-stellig
geschriebenen Zahl 7. Dann ist ¢ = 10%-i;,+7, wobei r alle hochstens k-stelligen Zahlen durchliuft,
und Q(i) == ix + Q(r). Damit ist

10k+1—-1 9 10k—1 9 10k—1
i=0 ip=0 =0 ip=0 =0

In diesem letzten Ausdruck ist der erste Faktor; wie oben ermittelt, gleich 1023, der zweite ist
nach der Induktionsannahme gleich 1023*. Demnach gilt die Gleichung unter der Voraussetzung,
dass sie fiir k gilt, auch fir & + 1. Damit ist aber bewiesen, dass sie fur jedes natirliche n gilt.

Aufgabe 19/74
Man bestimme alle Losungen der Gleichung a® 4+ 7 = ¢, wobei a, b und ¢ Primzahlen sind.

Sicher gilt fiir ¢, dass ¢ > 7, also auch ¢ > 2 ist. Damit ist; die Existenz wenigstens einer Losung
vorausgesetzt; ¢ eine ungerade Primzahl. Da die Summe zweier ungerader Zahlen stets gerade
ist, muss a’ gerade sein. Damit kommt nur a = 2 in Frage.

Da 7 = 1 (mod 3) gilt, muss a® = 2° # —1 (mod 3) sein, da sonst ¢ = 0 (mod 3) und wegen
¢ > 7 somit keine Primzahl wére. Wegen a = 2 = —1 (mod 3) kann b nicht ungerade sein; es ist
némlich (—1)2**! = —1 (mod 3). Damit verbleibt fiir b als einzige Moglichkeit b = 2.
Tatséchlich ergibt sich fiir @ = 2,b = 2 fiir ¢ eine Primzahl: 22 + 7 = 11. Damit ist die einzige
Losung a =2,b=2,c=11.

Aufgabe 20/74

Gegeben sind zwei Kreise mit verschiedenen Radien, so dass sich die Kreise in zwei verschie-
denen Punkten schneiden. Durch einen der Schnittpunkte ist eine Gerade so zu konstruieren,
dass die Kreise auf ihr zwei gleich lange Sehnen ausschneiden.

Es seien k1 und kg die gegebenen Kreise, A und B deren Schnittpunkte (Abbildung). Als Kon-
struktionshilfsmittel verwenden wir die Zentralsymmetrie.

Sei z.B. A der Schnittpunkt, durch den die gesuchte Gerade verlaufen soll. Dann konstruiert man
zu einem der beiden Kreise, etwa ko, mit A als Symmetriezentrum den zentralsymmetrischen
Kreis k3. Auf allen durch A verlaufenden Geraden werden (aus Symmetriegriinden) von k2 und
ks gleichlange Sehnen ausgeschnitten; speziell auch auf der Geraden, die durch den Schnittpunkt
C zwischen ky und k3 verlduft. Diese Gerade ist die gesuchte.
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Es bleibt noch nachzuweisen, dass ein von A ver-
schiedener Schnittpunkt C der Kreise k1 und k3
existiert. Angenommen, k; und ks wiirden einan-
der in A berithren (so dass A = C ware); dann
« M3 Ks wiirden die Mittelpunkte M;, My und M3 der
drei Kreise und Punkt A auf ein und derselben
Geraden liegen, also wiirde auch ko den Kreis kq
Ky beriihren; im Widerspruch zur Voraussetzung der
Aufgabe.

K,

Aufgabe 21/74
In einem Dreieck seien u der Umfang, r der Umkreisradius und A der Flacheninhalt. Man

zeige, dass stets gilt:
3

U
— >108
rA —

Es seien a, b und ¢ die Seiten des Dreiecks, «, § und v die ihnen gegeniiberliegenden Winkel.

Dann gilt
1 b
A= ibcsin Q; % sin v also A= Z—:
Nach der bekannten Ungleichung iiber das arithmetische und geometrische Mittel gilt ferner
at+b+c wu

3 —gzgabc

Folglich ist u3 > 27abc = 27 - 4Ar. Daraus folgt unmittelbar die Behauptung

us

r-A

> 108

Aufgabe 22/74

Auf verschiedenen Seiten eines geradlinig verlaufenden Kanals mit parallelen Ufern liegen in
verschiedenen Abstdnden und nicht auf gleicher Hohe zwei Orte A und B. Gesucht ist die
kiirzeste Verbindung zwischen A und B so, dass der Kanal rechtwinklig gekreuzt wird.

Da die Kanalufer parallel sind, ist die Lidnge des senkrecht zu
den Kanalufern verlaufenden Verbindungsabschnitts unabhéngig
von der Lage gleich der Kanalbreite. Die Lage der schriag zum
Kanal verlaufenden Abschnitte findet man durch die folgende U Ug
Uberlegung: ]

Hétte der Kanal die Breite Null, so wére die kiirzeste Verbindung i K
zwischen A und B die Strecke AB. Wir bezeichnen mit u, und .
up die Kanalufer, die A bzw. B am néchsten liegen. Denkt man Up | .’
sich nun w; senkrecht zu sich selbst bis u, verschoben, so ver- Ua
schiebt sich damit B um die Kanalbreite senkrecht zum Kanal in
Richtung des Kanals nach B’ (Abbildung).

Die Strecke AB’ bestimmt die Richtung der schrig zum Kanal verlaufenden Abschnitte. Es sei
U, der Schnittpunkt dieser Strecke mit u,. Dann verlduft die gesuchte kiirzeste Verbindung von
A bis U, geradlinig, von U, senkrecht zum Kanalufer bis zum Schnittpunkt U, mit u; und von
da geradlinig (und parallel zu AU,) nach B.

A
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Aufgabe 23/74
Man ermittle sémtliche reellen Losungen der Gleichung

] =

(wobei mit [z] die groBte ganze Zahl bezeichnet ist, die nicht grofer als x ist).

Zunéichst erkennt man, dass die Gleichung fiir 0 < z < 1 erfiillt ist; denn fiir 0 < z < 1 ist
[z] = 0, also auch [2]* = 0, und 0 < 2% < 1, also auch [z%] = 0, und fiir x = 1 ist 23 = 1, [2] = 1,
2% = [a]! = 1.

Dass fiir z < 0 keine Losung existiert, ergibt sich aus folgender Uberlegung: Fiir 2 < 0 ist 2® < 0,
[23] < 0, aber [z]* > 0.

Als weitere Losungen kommen also nur Werte x > 1 in Frage. Um sie zu finden, setzen wir
z = [z] + a mit 0 < o < 1. Dann ist

[2]* = [([2] + @)*] < [([2] + DP®

Diese Ungleichung hat aufler fiir [x] = 0 und [z] = 1 nur fiir [z] = 2 eine Losung; denn setzt
man [z] = 3+ C (wobei C eine nichtnegative ganzzahlige Konstante ist), so folgt

C*+11C% +42C? +60C +17 < 0

also ein Widerspruch.

Setzt man nun der Reihe nach [z] =1 und [z] = 2, so ergibt sich
L1*<(1+a)P<2, aso 1<1+a<y?
2.22<(2+a)} <2t 41, also 2V2<2+a< V1T

Die Losungen lauten somit

0<z<v2 ; 2V2<z< V17

Aufgabe 24/74
Man beweise, dass keine Zahl der Form 4™ (4k + 3) mit n; k € N als Summe zweier Quadrate
natiirlicher Zahlen darstellbar ist!

Angenommen, es gibe zwei natiirliche Zahlen z und y derart, dass 2% + y? = 4"(4k + 3) gilt.
Dann miissen x und y beide gerade sein, weil ndmlich die Quadrate ungerader Zahlen stets beim
Teilen durch 4 den Rest 1 lassen, die rechte Seite der Gleichung aber durch 4 teilbar ist. Damit
sind aber 22 und y? beide durch 4 teilbar, und es gilt

22 4yl =474k 4 3)

wobei & = 2x1; y = 2y; gilt. Diesen Schluss kann man n mal durchfithren, und man erhélt dann
mit x = 2"x,, y = 2"y,
22 4 y2 = 4°(4k + 3))4k + 3

Die rechte Seite dieser Gleichung lédsst beim Teilen durch 4 den Rest 3; dieser Rest kann aber in
der Summe zweier Quadratzahlen nie auftreten, da Quadratzahlen beim Teilen durch 4 nur die
Reste 0 oder 1 lassen, die Summe zweier Quadratzahlen also nur die Reste 0, 1 oder 2 ermdglicht.
Damit ist die Annahme auf einen Widerspruch gefiihrt und somit die Behauptung bewiesen.
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Aufgabe 25/74
Es sind die Mafle aller Zylinder anzugeben, bei denen die Maflzahlen von Radius und
Hohe natirliche Zahlen sind und bei denen Oberfliche und Volumen den Mafizahlen nach

ubereinstimmen.

Bezeichnet man die Mafizahlen von Radius und Hohe mit r bzw. mit h, wobei r,h > 0, r,h € N
gilt, so erfordert die Aufgabe die Giiltigkeit der Gleichung

7r’h = 2w (r + h)

Daraus ergibt sich sofort

2h 4
rh—2r+2h—>r—m—2+m
Damit r eine natiirliche Zahl wird, ist notwendig und hinreichend, dass h einen der Werte 6, 4
oder 3 annimmt. Es gibt also drei Zylinder der geforderten Art:
a)hy =6; m=3; Vi=>54r=0;
b) h2:4; 7"2:4; V2:647T:OQ
C) h3:3; 7’3:6; V3=1087r203

Aufgabe 26/74

Es sei ABC ein bei A rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ (wobei die Sei-
ten den gleichbezeichneten Ecken gegeniiberliegen). Welche Werte kann das Verhéltnis der
Seitenhalbierenden s, : s, annehmen?

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras ergeben sich die Langen der Seitenhalbierenden zu

sb:\/ilﬂ—i-c? : sc:w%c?—i-bQ
Das Verhéltnis s. : s ist dann
Se 42 + 2
s\ B2+ 4

Kiirzt man den Radikanden mit ¢? und fiihrt man das Verhéltnis A\ = % ein (wobei 0 < \ < 00
wegen b > 0,c > 0 gilt), so folgt

Se  [AN?+1 A 15
s\ A24+4 A2+ 4

Fir A — 0 ergibt sich s, : s — — % = % Fiir A — oo folgt s. : s — V4 = 2. Damit ist

%<Sczsb<2.

Aufgabe 27/74
Nach Wieferichs Beweis der Waringschen Vermutung kann man jede Zahl als Summe
von hochstens neun Kuben darstellen. Man zeige, dass jedes Vielfache von 6 schon durch

hochstens vier Kuben darstellbar ist!

Es ist

6r=3r+3z=2"+32 +3r+1+2° -322+3r-1-22=(2+1)*+ (- 1)> -2~z
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Aufgabe 28/74
Man beweise: Ist a eine irrationale Zahl, so ist die Funktion y = cos(ax) 4+ cosx nicht
periodisch.

Angenommen, y sei periodisch mit der Periode T'. Dann gilt
cos (ax) + cosz = cos (a(x +T')) + cos (x + T
Insbesondere ergibt sich fiir x = 0 (die Relation muss fiir jedes beliebige x gelten)
cos 0+ cos0 = cos (aT)) 4+ cosT =2

Daraus folgt, dass

1.) cos (aT') = 1 mit aT = 2km,

2.) cosT =1 mit T = 2mm,

k;m € G, ist. Dann aber ist a = % = %, d.h., a ist als Quotient zweier ganzer Zahlen
eine rationale Zahl im Widerspruch zur Voraussetzung der Aufgabenstellung. Demnach ist die
Annahme falsch, y ist nicht periodisch.

Aufgabe 29/74

Gesucht sind alle Kegel, bei denen die Mafzahlen von Radius, Héhe und Mantellinie
natiirliche Zahlen sind und bei denen die Maflzahlen von Oberfliche und Volumen einander
gleich sind.

Bezeichnet man die Mafizahlen von Radius, Hohe und Mantellinie mit r, A bzw. s, wobei r, h, s €
N und r, h, s > 0 gilt, so erfordert die Aufgabenstellung die Giiltigkeit der Gleichung

%71’7‘2}7, =ar(r+s)
mit der Nebenbedingung 72 + h?s%. Daraus ergibt sich
%:r+s—>rh—3r:3s—>r2h2—67“2h—9h2:O
und wegen h # 0 oh 5
rzh—6r2—9h:0—>r2:m:9+m

Damit 72 eine natiirliche Zahl wird, muss k = h — 6 ein Teiler von 54 Sein. In Frage kommen
also die Werte k = 1;2;3;6;9;18;27;54 mit h = 7;8;9;12; 15; 24; 33; 60.

Von ihnen liefert aber nur & = 2 mit h = 8 eine Quadratzahl 2, so dass auch r eine natiirliche
Zahl wird. Es gibt also genau einen derartigen Kegel, dessen Mafizahlen r = 6,h = 8,s = 10
sind. Bei ihm ist V = O = 96~.

Aufgabe 30/74
Es sind alle Paare dreistelliger natiirlicher Zahlen (x;y) gesucht, die die folgenden Eigen-
schaften haben:

1. Die Zahlen eines Paares unterscheiden sich in den letzten beiden Stellen genau durch
die Reihenfolge der Ziffern.

2. Die Differenz x — y betragt 18.

3. Jede der beiden Zahlen eines Paares ist das Produkt von genau zwei je zweistelligen
Primzahlen.
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Sind z = 100x; + 102 — 2 4 z3 und y = 100y; + 10y2 + y3 die beiden Zahlen eines der gesuchten
Paare, so gilt nach Bedingung 1: y» = x3 und y3 = xs.
Nach Bedingung 2 gilt

x —y = 10021 + 1029 + x3 — (100y; + 10y2 + y3) = 100(x1 — y1) + (a2 — 23) = 18

Dividiert man beide Seiten der letzten Gleichung durch 9, so ergibt sich

11(x1 —y1) + é(m —y1)+ o — w3 =2
Diese Gleichung ist aber nur dann ganzzahlig mit einstelligen Werten fiir xy, 22, 3, y; l6sbar,
wenn x1 = g1 ist. Dann folgt weiter zo = x3 + 2.
Nach Bedingung 3 miissen x5 und x3 ungerade und ungleich 5 sein. Damit kommen nur zs =
1;29 = 3 und 3 = 7;22 = 9 in Frage. Aulerdem muss nach Bedingung 3 die Quersumme
1+ 22+ 23 # 0 (mod 3) sein; da xo + 21 = 1 (mod 3) ist, gilt also 1 # 2 (mod 3). Damit kann
x1 die Werte 1;3;4;6;7;9 annehmen. In Betracht kommen also zunédchst die 12 Zahlenpaare

(131;113), (197; 179), (331; 313), (397; 379), (431; 413), (497; 479)
(631;613), (697; 679), (731; 713), (797; 779), (931; 913), (997; 979)

Aus ihnen scheidet man zunéchst (etwa mit Hilfe einer Primzahltabelle) alle die Zahlenpaare aus,
bei denen wenigstens eine Zahl selbst Primzahl ist. Sie widersprechen nédmlich der Bedingung 3.
Es verbleiben dann nur noch die Paare

(697;679), (731;713),(931;913)
Zerlegt man die Zahlen dieser Paare in ihre Primfaktoren, so stellt man fest, dass das Paar (731;

713) das einzige Paar ist, das die Bedingung 3 erfiillt.

Aufgabe 31/74
Man zeige, dass das Produkt aus den Ziffern einer mehrstelligen natiirlichen Zahl n stets
kleiner ist als die Zahl n selbst.

m .
Es sei > a; - 10" mit m > 1. Dann gilt wegen a; < 9 fiir jedes i:
i=0

m m—1 m m )
Haizam H Clz'Scwnl_[9:am'9m<“m'10mSz:“i'loz
i=0 i=0 i=0 =0

Aufgabe 32/74
Fiir welche natiirlichen Zahlen n ist z = 4" 4 4% 4 48 eine Quadratzahl?

Die Zahl z = 4" 444448 ist genau dann Quadratzahl, wenn die Zahl 2’ = 4% +4+41 = (2¥)2 42841
mit k& = n — 4 Quadratzahl ist. Es ist niamlich z = 4* . 2/ = 162 - 2. Der Ansatz
=22 1=(2")? 422"+ 1= (2" +1)°

liefert zunéchst £k = 7,n = 11 als Losung. Nun ist noch nachzupriifen, ob ein anderer Ansatz
weitere Losungen liefern kann.
Angenommen, es gibe ein m mit

2?2+ 28 r1=m; E#7
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dann wére m sicher ungerade: m = 2r + 1, wobei r eine natiirliche Zahl ist. Also gilt
@+ 1= (2r+ 1) =dr+4r+1; 2"+ 25=r(r+1)

Die rechte Seite der Gleichung ist ein Produkt aus zwei aufeinanderfolgenden Zahlen, also muss
auch die linke Seite als ein solches Produkt darstellbar sein. Man prift durch Rechnung leicht
nach, dass dies fiir £ < 4 nicht moglich ist. Fir k > 4 folgt

212420 =202 +1);  also r=20=2""% k=7

im Widerspruch zur Annahme. Demnach ist n = 11 die einzige Zahl, fiir die z eine Quadratzahl
ist.

Aufgabe 33/74
Gegeben sei ein konvexes, sonst aber beliebiges Viereck ABC D. Gesucht ist der geometrische
Ort aller der Punkte P im Inneren des Vierecks, fiir die die Vierecke ABPD und BCDP
fldchengleich sind.

Zuerst sucht man einen Punkt P;, der der gestellten Forde-
rung entspricht. Man findet ihn als Mittelpunkt der Diagona-
len AC (Abbildung). Es ist ndmlich

A APyD =N PCD und A ABP) =A BCP;

(wobei das Gleichheitszeichen die Flachengleichheit bedeu-
B tet), da die, entsprechenden Dreiecke stets gleiche Grundlinie
und die gleiche Hohe haben.

Durch eine Verschiebung des Punktes P, auf der Parallelen zur Diagonale BD durch P; wird der
Flacheninhalt des Dreiecks BDP; nicht verdndert, da sich Grundlinie und Hohe nicht d&ndern.
Das heifit, der gesuchte geometrische Ort ist; die Parallele zur Diagonale BD durch den Mittel-
punkt der Diagonale AC, soweit die Parallele im Inneren des Vierecks ABC D verlduft.

Aufgabe 34/74

Man wahle eine mindestens zweistellige natiirliche Zahl n, deren dezimale Darstellung keine
Null enthélt. Vertauscht man in ihr beliebig die Stellen, so ergibt sich eine zweite natiirliche
Zahl n/.

Streicht man in der Differenz n—n’ eine Ziffer, so kann man aus der Summe der verbliebenen
Ziffern die gestrichene ermitteln. Wie ist das moglich?

Es sein =k (mod 9) mit k € G,0 < k < 8. Dann ist auch n’ = k (mod 9). Dies folgt unmittelbar
aus der Tatsache, dass sich beim Vertauschen der Ziffern die Quersumme nicht dndert; es ist
also Q(n) = Q(n’), wobei Q(n) die Quersumme der Zahl n bezeichnet. Bekanntlich gilt aber
stets Q(n) =n (mod 9). Damit ergibt sich sofort n —n’ =0 (mod 9), also

Q(n—n') =9m
mit m € G. Ist z die gestrichene Ziffer und .S die Summe der verbliebenen Ziffern, so gilt demnach
S+z=Q(n—n')=9m ; z2=9m— S

Man kann also die gestrichene Ziffer ermitteln, indem man die Summe S von der nichstgréfieren
durch 9 teilbaren Zahl subtrahiert (von der néchstgroBeren deshalb, weil 0 < z < 9 gilt).
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Aufgabe 35/74
Fiir die Koeffizienten a; der Gleichung 22 4+ asz? + a1z + ag = 0 gelte

a20a1

<9
ao

Man zeige, dass dann nicht alle Losungen der Gleichung positiv reell sind.

Sind x1, 79 und z3 die Losungen der Gleichung, so gilt nach dem Wurzelsatz von Vieta

Tr1+ T2+ T3 = —ag
1T + Xox3 + T3x1 = ay
T1T2x3 = —ag

also
T1Tg + ToX3 + T3T1 = (21 + 72+ ).(1+1+1) =
T1X2X3 ! 2 3 I xI9 I3

X x X X X x asa
=3+(1+2)+(2+3>+<3+1)=21<9
T2 I r3 X2 rir o x3 ao

(x1 4+ x2 + x3) -

Sind nun alle z; (i = 1;2;3) positiv reell, so gilt wegen ¢ + g > 2 positive reelle a; b
asal

>342424+2=9
ao

im Widerspruch zur Voraussetzung.

Aufgabe 36/74
Es seien (z;y) Paare reeller Zahlen. Man stelle die Abbildung

{(m;y)ry=x+4fir0 <z <2

0<y<6 fir z = 2;
(z—5)2+(y—42=4y=4—\V7—22+6zfir3<z<T;
y=6und y =2x — 16 fir 8 <z < 11;

4 <y <6 fir x = 12;

y=6und (z — 14)% + (y — 2,5)? = 6,25 fiir 12 < z < 16,5}

in einem rechtwinklig-kartesischen Koordinatensystem graphisch dar!

Ly
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2.15 Aufgaben und Losungen 1975

Aufgabe 1/75
Gegeben sei das Polynom P(z) = 23 4 px + ¢, dessen Koeffizienten p, ¢ reell sind, und es sei
q # 0. Es ist zu beweisen: Sind alle Nullstellen des Polynoms reell, so ist p < 0.

Sind 1, z9, x3 die Nullstellen des gegebenen Polynoms, so gilt nach dem Wurzelsatz des Vieta:
1+ 22+ 23=0 ; T1T2 + T2T3 + 321 =P

Daraus folgt

(x14+ 204+ 23)2 =0 ; w423 +ai+2p=0
Da x1, 22,3 simtlich reell sind und (wegen q # 0) x1, 2,73 # 0 gilt, ist 22 + 23 + 22 > 0.
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung, dass p < 0 ist.

Aufgabe 2/75
Man bestimme alle nicht negativen ganzen Zahlen m und n, die der Gleichung 3-2™+1 =n
gentligen.

2

Aus der gegebenen Gleichung folgt durch dquivalente Umformung
3-2"=p?>—-1=(n+1)(n-1)

Da die linke Seite der Gleichung gerade ist (falls m # 0), miissen sowohl n + 1 als auch n - 1
gerade sein; also ist die linke Seite der Gleichung in ein Produkt aus zwei geraden Faktoren zu
zerlegen. Wir unterscheiden nun zwei Félle:

Fall: n+1=3-2%;n—1=2Y

Fall2: n+1=2 n—1=3-2Y

wobei in beiden Féllen x 4+ y = m gilt. Aus den zweiten Gleichungen folgt jeweils n = 2¥ + 1
bzw. n = 3 -2Y + 1. Dies, in die ersten Gleichungen eingesetzt, liefert

Fall 1: 2¥ 4+2=3.2%; 271 41 =3.2%"!

Fall 2: 3.2 +2=27:3.2v"1 1 =2""1_1

In jeder der beiden Gleichungen ist eine Seite ungerade; folglich muss es auch die andere Seite
sein. Das ist aber genau dann der Fall, wenn 2~ = 1 (Fall 1) bzw. 2Y~! = 1 (Fall 2) ist. Daraus
folgt

Fall 1: . =1; y =2 ; Fall 2: y = 1; x = 3. Damit ergibt sich m =3;n=5bzw. m=4; n=71.
Es bleibt noch der oben zunéchst ausgeschlossene Fall m = 0 zu untersuchen. Fiir ihn folgt aus
der gegebenen Gleichung die dritte Losung m = 0; n = 2.

Aufgabe 3/75
Gegeben sei ein Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ (wobei a > b > ¢ sei) und dem Fldcheninhalt
A. Man zeige, dass b > v/2A gilt.

Esist A= %ab siny und nach dem Sinussatz a = biﬁg, also
A= }bQSin(.ysinfy =24 sin.ﬂ
2 sin 3 sin a sin 7y
Nun gilt sina < 1, also ﬁ >1, % > 1 (wegen 2 = sinf ynd b > ¢). Damit folgt unmittelbar
% c sin y

R LR Y RSNy

sin avsin 7y
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Aufgabe 4/75
Es seien h, die Hohe auf der Hypotenuse ¢ und p der Inkreisradius eines bei C' rechtwinkligen
Dreiecks ABC'. Man beweise, dass dann gilt

h
2< =<14V2
P

Wird mit A die Fldche des Dreiecks bezeichnet, so gilt

1 1 h b b
A= —ch.=-pla+b+c) also —C:u:1+a+
2 2 p c c
a+b

Wegen der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung ist
Teil der Behauptung

> 1. Damit folgt unmittelbar der erste

Cc

he 4 +b
p c
(dies gilt tibrigens fiir jedes Dreieck, da bei der Beweisfithrung von der Rechtwinkligkeit kein
Gebrauch gemacht wurde). Ferner folgt aus (a — b)? = a® — 2ab + b > 0, dass

> 2

a>+b*>2ab  ;  (a+b)?=da®+2ab+b* < 2(a® +b?)

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras gilt aber in einem bei C rechtwinkligen Dreieck a2 +b% = ¢2.

Folglich gilt (a +b)? < 2¢%, d.h. a +b < /2.

Damit folgt aber der zweite Teil der Behauptung:
he a+b
p c

<142

Aufgabe 5/75

Gesucht sind alle Tripel (z;y; z) von Primzahlen, fiir die die Gleichung 2HY

T—y

z gilt.

Aus der gegebenen Gleichung folgt:

1) x >y (aus & > y folgt z < 0, aus x = y folgt, dass z nicht existiert)

2) z # 2 (aus z = 2 folgt  + y = 2z — 2y, also x = 3y im Widerspruch zur Forderung, dass x
und y Primzahlen sein sollen).

Wegen z # 2 ist z = 2k + 1 mit k € N. Daraus folgt

r+y=02k+1)(z—y) :2kx+x—2ky—y—>2kx:2(k+1)a:y—>a::y+%
Da x als Primzahl ganzzahlig und y ebenfalls Primzahl ist, kommen fiir k zunéchst nur die Werte
k =1und k = y in Frage. Der Wert £ = 1 entfillt, da sich damit z = 2y im Widerspruch zur
Primzahleigenschaft von x und y ergébe.

Fir k = y folgt x = y + 1. Die einzigen aufeinanderfolgenden Primzahlen sind aber 2 und 3, so
dass y = 2 und x = 3 sein miissten. Tatséchlich ergibt sich fiir diese beiden Werte auch z als
Primzahl:

Tty
r—y
Das Tripel (z;y; z) = (3;2;5) ist also das einzige, das die geforderten Bedingungen erfiillt.

5
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Aufgabe 6/75

Ein Gartner will 25 Rosen so auf eine Fliache verteilen, dass in 15 Reihen je 5 Rosen stehen.
Dabei sollen die Rosen rotationssymmetrisch so angeordnet werden, dass mehr als % davon
weniger als halb so weit vom Symmetriezentrum entfernt sind wie die d&uflersten und dass
das Symmetriezentrum selbst unbepflanzt bleibt. Wie ist eine solche Anordnung méglich?

1. Die Anzahl der Symmetrieachsen muss ein echter Teller der Rosenanzahl auflerhalb des
Symmetriezentrums sein. Da 5 der einzige echte Teiler von 25 ist, muss man die fiinfstrahlige
Symmetrie wéhlen.

2. Es sollen mehr als % der Rosen, also mindestens 19, innerhalb eines Kreises angeordnet
werden, dessen Radius kleiner ist als der halbe Abstand der duflersten Rosen vom Zentrum.
Aus Symmetriegriinden muss diese Anzahl ebenfalls den Teiler 5 haben, sie betréigt also

20.

3. Daraus folgt, dass man zunichst 5 Rosen als ”duflerste” in Form eines regelméfligen
Fiinfecks anordnen wird und dass die Seiten des Fiinfecks nicht mit weiteren Rosen be-
pflanzt werden durfen.

4.

Es liegt damit nahe, die 5 Diagonalen des Fiinfecks als die ersten 5 Reihen anzuse-
hen. Thre 5 Schnittpunkte liegen innerhalb des unter 2. angefithrten Kreises (wie man
durch Rechnung bestétigen kann). Bepflanzt man diese Schnittpunkte, so liegen auf jeder
Fiinfeckdiagonalen (Pentagrammseite) bereits 4 Rosen (1.Abbildung). Aufierdem legt jede
der dufleren Rosen mit der ihr gegeniiberliegenden inneren eine neue Reihe fest (Penta-
grammdiagonale).

5. Setzt man auf jeden Schnittpunkt einer Pentagrammseite mit einer Pentagrammdiagonalen
eine Rose, so werden die Pentagrammseiten zu Reihen "komplettiert”, die Pentagramm-
diagonalen sind dann Tréger von je 3 Rosen (Abbildung 2).

6. Damit hat man mit 15 Rosen 5 komplette Reihen und 5 noch nicht komplette Reihen
erzielt.

7. Wahlt man die 53 Rosen auf den Schnittpunkten der Pentagrammseiten untereinander oder
die 5 Rosen auf den Schnittpunkten der Pentagrammseiten mit den Pentagrammdiagonalen
als Ausgangspunkte einer dhnlichen (verkleinerten) Figur, so kann man 5 weitere komplette
Reihen erzielen, wobei 10 weitere Rosen bendtigt werden.
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Die Aufgabe ist gelost, wenn dabei die nichtkompletten
Reihen der grofleren Figur durch die nichtkompletten Rei-
hen der kleineren Figur zu kompletten Reihen ergénzt
werden. Tatséchlich trifft dies zu (wie man an Hand der
Symmetrieeigenschaften leicht nachweisen kann).

Es gibt also zwei (nicht wesentlich verschiedene) Varian-
ten der Losung, von denen eine in Abbildung 3 dargestellt
ist.

Lésst man auch nur eine der gestellten Bedingungen weg,
so ergeben sich weitere, wesentlich verschiedene Losungen.

Aufgabe 7/75

Es sei p = ABC eine in dekadischer Schreibweise dargestellte dreistellige Zahl, wobei 0 <
A, B,C <9, A, B,C natirlich gilt, also A, B, C die Ziffern der entsprechenden Stellen
angeben. Es ist zu beweisen:

Wenn p = ABC durch 37 teilbar ist, dann sind auch die Zahlen ¢ = BCA und r = CAB
durch 37 teilbar.

Wenn p = ABC durch 37 teilbar ist, so gilt
p = 1004+ 10B 4+ C = 37k
wobei k eine ganze Zahl ist. Damit ist weiter
g =100B + 10C + A = 10004 4+ 100B + 10C — 999A = 10p — 999A = 37(10k — 27A)
(wegen 999 = 37 - 27) und
r =100C' + 10A + B = 100004 + 1000B + 100C — 9990A — 999B =

= 100p — 999(10A + B) = 37[100k — 27(10A + B)]
Damit sind auch q und r durch 37 teilbar.

Aufgabe 8/75
Es ist zu beweisen, dass die Zahl 23 - 52™ + 102 - 27" fiir jede ungerade natiirliche Zahl n
durch 1975 teilbar ist.

Die Behauptung ist richtig fiir n = 1, wie man durch Nachrechnen leicht bestatigt. Angenommen,
die Behauptung gelte fir n = 2k + 1. Dann gilt

23-52°%3+102-27%"%° = 52%.23.52% 11 4 272.102- 272! = 2704-23.52°1 4+ 729.102.27°F " =
= 729-23-522k+11.729.102.27%F+1 £1975.23.52%FF1 = 729.(23.52%F 1 1102.27%k+1) £ 1975.23.522F+1

Der erste Summand ist nach der Induktionsannahme durch 1975 teilbar, der zweite, weil er den
Faktor 19759 enthalt.

Also folgt aus der Induktionsannahme, dass die Behauptung auch fir n =2k +3=2(k+1) +1
gilt. Damit ist die Behauptung fiir alle ungeraden natiirlichen Zahlen n bewiesen.

Aufgabe 9/75
Man ermittle, ohne das Integral zu berechnen, den Grenzwert

a5
1
lim — [ tsintdt
z—0 1
0
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Ist F'(t) = [t-sintdt eine Stammfunktion von ¢ - sint, so nimmt der Grenzwert die Gestalt
@)~ F(0)
z—0 z—0

an. Man erkennt, dass der Grenzwert des Differenzenquotienten von F(x) an der Stelle x = 0
zu bilden ist; das ist aber der Differentialquotient der Funktion F(z) an der Stelle x = 0, also
F'(x)]z=0. Da F(x) Stammfunktion von zsinz ist, gilt F'(x)zsinz. Damit ist der gesuchte
Grenzwert

xsinx|yz—9 =0

Anmerkung: Dieses Verfahren kann man fiir jeden Grenzwert der Gestalt

] f(tydt
lim 0

z—0 X

anwenden, auch wenn das Integral nicht elementar auswertbar ist.

Aufgabe 10/75

Gegeben sei eine regelmiflige Pyramide mit quadratischer Grundfliche. Jede Seitenfliche
schlieBe mit der Grundfliche den Winkel « ein. In diese Pyramide werden zwei Kugeln so
einbeschrieben, dass eine Kugel alle fiinf Flachen der Pyramide, die andere aber die vier
Seitenflichen der Pyramide und die Oberfliche der ersten Kugel beriihrt.

In welchem Verhéltnis stehen die Volumina der beiden Kugeln zueinander?

Bezeichnet man den Radius der grofleren Kugel mit R und den Radius der kleineren Kugel mit
r, so gilt fiir das gesuchte Verhéltnis

4 4
VQ:V1:§7"37r:§R37r:r3:R3

In der Abbildung (Schnittzeichnung) erkennt man die
Giiltigkeit der folgenden Beziehungen:

R r
h—R h—2R-—r

= COs «x

(es ist A SMiB ~A SM;C ~A SAZ nach dem
Hauptahnlichkeitssatz; jedes dieser Dreiecke enthélt den
Winkel ZS A und einen rechten Winkel; daraus folgt auch
die Ubereinstimmung im dritten Winkel . Aus diesen Be-
ziehungen erhélt man nach kurzer Rechnung

cos « _ ,cosa(l —cosa)
(1 + cosa)?

[
|
I
|
|
!
|
!
|
|
|
|
|
!

R=h——m
1+ cosa

zZ A
Damit ergibt sich das gesuchte Verhaltnis zu

(r)3_<1—cosa>3_tan6a
R) \l+cosa) 2
Aufgabe 11/75

Gesucht sind alle positiven dreistelligen Zahlen mit der folgenden Eigenschaft: Multipliziert
man die Zahl mit der Zahl, die sich durch Umkehrung der Ziffernfolge ergibt, so erhélt man
ein sechsstelliges Produkt, das mit zwei Nullen endet.
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Die gesuchten Zahlen kénnen nicht mit einer Null enden, da sich sonst keine sechsstellige Zahl
als Produkt ergébe. Das grofite Produkt, das nach der gegebenen Vorschrift mit einer auf null
endenden Zahl gebildet werden kann, ist ndmlich 990 - 099 < 990 - 100 = 99000 < 100000.

Da das Produkt durch 100 teilbar ist, muss einer der beiden Faktoren durch 25, der andere durch
4 teilbar sein. Einer der beiden Faktoren endet daher mit 25 oder mit 75 (da 50 nicht in Frage
kommt), bei dem anderen sind die letzten beiden Stellen durch 4 teilbar. Bezeichnet man mit x
die erste Stelle des ersten Faktors, so kann man zunéchst folgende Produkte festlegen:

(1) x25-52z 1 (2) 27575z
Man erkennt, dass im Fall (1) x = 4 oder = = 8 ist, im Fall (2) z = 2 oder = 6. Damit erhélt
man die folgenden Zahlen: (1) 425,524,825, 528,; (2) 275,572,675, 756.
Aufgabe 12/75

Man beweise die Giiltigkeit der Ungleichung

Z a;+1
> a; . @
sz > Ve

fiir n positive reelle Zahlen a;, wobei n > 2 ist.

Der Beweis ist gefiihrt, wenn bewiesen ist, dass

(3 ay) ! S 2
(Sai+pzs 3

Zgai > Znai > m

(die letzte Ungleichung nach dem Satz iiber das arithmetische und das geometrische Mittel).
Setzt man in (1) Y a; = z, so nimmt die zu beweisende Ungleichung die Gestalt

ist. Es ist namlich fur n > 2:

xerl

(x+1)* &

z
3

an. Wegen 2%t = 2% - 2 und o > 0 reduziert sie sich weiter zu

x* >1
m_g woraus
1)* 1\* 1\*
(1YL 2)
z* T T

folgt. Die letzte Ungleichung ist aber sicher erfiillt, da bekanntlich die Funktion (1 4 %)x von
unten gegen die Basis e der natiirlichen Logarithmen konvergiert. Da alle Schritte umkehrbar
sind, ist damit der Beweis erbracht.

Aufgabe 13/75
Es seien n und m natiirliche Zahlen. In welchem Zahlensystem mit der Basis k gilt, dass m
beim Teilen durch n denselben Rest ldsst wie die Quersumme Q(m)?
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In jedem Zahlensystem mit der Basis k gilt

”
m = Z 101(',6) - a;
=0

mit a; = 0;1;2;...;k — 1 (wobei 10(x) die Darstellung der Zahl k im System mit der Basis k ist)
und

Q(m) = a
i=0

Ist nun k = 10;) = 1 (mod n) oder, was dasselbe besagt, k = 10;))n - s + 1 mit s € N, so ist

m = z’; 101@) ca; = zr%ai (mod n) = Q(m) (mod n)

Die ”Quersummen-Teilbarkeitsregel” fiir n gilt also genau dann, wenn die Basis des Zahlensys-
tems um 1 grofler ist als ein s-faches von n.

Zusatz: Speziell im dekadischen System gilt die Quersummen-Teilbarkeitsregel fiir n = 3 und
firn=9,da10=3-3+1und 10=1-9 41 ist.

Aufgabe 14/75
Gesucht sind alle Losungen der Gleichung a?® + a®b* = b**, wobei a und b positive reelle
Zahlen sind. Welche zusétzliche Bedingung muss fiir ¢ und b gelten?

Aus a®* +a®b® = b** folgt wegen a # 0 durch Division mit a?* und nach dquivalenter Umformung

2z T zq2 x
St (O] e
a*® a” a a
= 2, so nimmt die Gleichung die Gestalt 2> — z — 1 = 0 mit der Losung

(b)x:u\/ﬁ

a 2

Setzt man (3)x

an (wegen z > 0 entfillt die zweite Losung). Daraus folgt durch Logarithmieren
b 1++/5 In(1++/5) —1n2
rln— =1In : T =
a 2 Inb—Ina

Es existiert also genau eine Losung unter der Bedingung, dass a # b ist (da sonst der Nenner
gleich null wére).

Aufgabe 15/75
Man zeige fiir das gleichseitige Dreieck ABC' und einen beliebigen Punkt P derselben Ebene
die Giiltigkeit der Ungleichung PA < PB + PC.

Zum Beweis drehe man die zu untersuchende Figur um den
A Punkt A um 60° im Uhrzeigersinn. Dabei geht C in B iiber, P

in P’ (Abbildung), und es ist AP = AP’ und L PAP' = 60°.

Daraus folgt, dass das Dreieck PAP’ gleichseitig ist. Also gilt

AP = PP

Ferner ist P'B = PC (das folgt aus der Drehung). Wegen

Pl
der Giltigkeit der Dreiecksungleichung gilt nun PB+ P'B >
» PP', damit PB + PC > PA.
!
L C

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir bestimmte, entartete
Teeeo--T Dreiecke PP’B, néimlich dann, wenn B auf der Verbindungs-
strecke PP’ liegt.
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Aufgabe 16/75

Gegeben seien ein Winkel ¢ < 180° mit dem Scheitel O und ein fester Punkt M innerhalb
des Winkelraums. Eine verdnderliche Gerade g durch M schneide die Schenkel des Winkels
in den Punkten A und B. Man beweise, dass dann

1 1

F(AMO) T F(BMO) — i

gilt, wobei mit F'(XMO) der Flicheninhalt des Dreiecks X MO bezeichnet ist.

Wir beweisen die Behauptung fiir einen spitzen Winkel .
Der Beweis fiir einen rechten oder einen stumpfen Winkel ¢

Y; verlduft analog. Es ist (Abbildung)

F(AMO):%.OA.MM/ : F(BMO):%-OB-MM”

]\Z[/ Damit ist dann

1 N 1 B 2 N 2 _ 2(0B-MM" + AO - MM')
F(AMO) = F(BMO) OA-MM' OB-MM"  OA-MM'-OB-MM"

Nun ist aber
OB-MM" +0OA-MM'=2F(ABO) =0OA-OB -sing

Setzt man dies oben ein, so ergibt sich

1 . 1 B 2-0OA-OBsinp - 2sin g
F(AMO) = F(BMO) OA-OB-MM'-MM" MM'-MM"

= konstant

weil sin ¢, MM’ und M M" konstant sind.

Aufgabe 17/75
Gegeben ist die Funktion

ychoszx—3\/§cosx—sin2x+5

Gesucht sind diejenigen Werte von x, fiir die y einen Extremwert annimmt. Die Aufgabe ist
ohne Verwendung der Differentialrechnung zu lsen!

2

Wegen sin? 2 = 1 — cos?  kann man die gegebene Funktion auch in der Form

y = 3cos’x — 3v3cosx + 4

darstellen. Daraus ergibt sich

3\2 9 3\* 7
= _Z) —Z244= _2 L
Y (\/gcosx 2) 4—1— (\/gcos:r 2) +4
An dieser Form der Darstellung erkennt man sofort:
1. Der Funktionswert y wird minimal, wenn der Klammerausdruck gleich null ist, also fiir x =
2km + &, es ist Ymin = %.
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2. Der Funktionswert y wird maximal, wenn der Betrag des Klammerausdrucks maximal ist,
also fiir x = m(2k 4+ 1) und es ist

3\? 7
Ymax = _\/>—§ +Z:7+3\/§

In beiden Fillen ist k irgendeine ganze Zahl.

Aufgabe 18/75
Man ermittle sdmtliche Tripel reeller Losungen (x;y; z) der Gleichung

2?2+ y* + 25 4+ 14 = 22 + 4% + 623

Durch Umformung ergibt sich aus der gegebenen Gleichung
22 =24+ 1 -yt —dy+44+25-6249=0—-(2-12+ 12 -2+ (:*-3)?=0

Eine Summe von Quadraten reeller Zahlen ist genau dann gleich null, wenn jedes Quadrat gleich

null ist. Damit folgt
rz=1 ; Yy = +v/2 ; 23
Es existieren also die beiden Lésungstripel (1;v/2; v/3) und (1; —v/2; ¥/3).

Aufgabe 19/75

Wie viele fiinfstellige natiirliche Zahlen mit je fiinf unterschiedlichen Ziffern haben die Quer-
summe 187

(Anmerkung: Vierstellige Zahlen mit einer vorgesetzten Null sollen nicht als fiinfstellig gel-
ten.)

Zunéchst stellt man lexikographisch (im Sinne der Ordnung den natiirlichen Zahlen) alle stei-
genden Folgen von fiinf Ziffern mit der Summe 18 auf:

01 2 6 9 0 2 3 5 8
01 2 7 8 0 2 3 6 7
01 3 5 9 0 2 4 5 7
01 3 6 8 0 3 4 5 6
01 4 5 8 1 2 3 4 8
01 4 6 7 12 3 5 7
0 2 3 4 9 1 2 4 5 6

Jede dieser 14 Folgen kann man 5! = 120 mal permutieren, so dass man 14 - 120 = 1680
verschiedene Folgen aus fiinf verschiedenen Ziffern mit der Summe 18 erhélt. Bei der Bildung
der fiinfstelligen Zahlen sind alle Folgen zu streichen, die mit der Ziffer 0 beginnen. Das sind
die ersten elf der obigen Aufstellung, bei denen die jeweils folgenden vier Ziffern 4! = 24 mal
permutierbar sind.

Somit entfallen 11 - 24 = 264 Folgen bei der Bildung der fiinfstelligen Zahlen. Es gibt also 1416
fiinfstellige Zahlen mit unterschiedlichen Ziffern und der Quersumme 18.

Aufgabe 20/75
Die Seiten eines Dreiecks seien mit a, b, ¢, der Umfang mit u, der Umkreisradius mit R und
der Inkreisradius mit r bezeichnet. Man beweise, dass die beiden Ungleichungen aquivalent
sind:

abc

R? > und R? > 4r?
U
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Es gilt fiir den Flacheninhalt A des Dreiecks

abc  ru
A = —— = —
4R 2

Also ist %bc = 2rR. Gilt nun R? > aTbc = 2rR so gilt wegen R > 0 auch R > 2r und R? > 4r2.
Gilt aber R? > 472, so folgt wegen R > 0: R > 2r und

abe

R?>>2rR=—*=
U

Jede der beiden Ungleichungen folgt also aus der anderen; das heifit aber nichts anderes, als dass
sie aquivalent sind.

Aufgabe 21/75
Gegeben ist das Quadrat M; MoMsM,y mit der Seitenldnge 2a. In der Ebene des Quadrate
liege ein beliebiger Punkt P. Mit [; sei der Abstand PM; bezeichnet (i = 1;2;3;4).

1. Gesucht ist die Menge der Punkte P, fiir die gilt

4
Z 1} = 4na*
i=1

wobei n eine nicht negative reelle Zahl ist.
2. Fiir welches kleinste n ist die gesuchte Menge nicht leer?

3. Die Menge ist fiir n = 13 und fiir n = 24 konkret anzugeben.

Das Quadrat liege 0.B.d.A. so in einem rechtwinklig-kartesischen Koordinatensystem, dass der
Mittelpunkt im Ursprung und die Eckpunkte auf den Achsen liegen. Die Koordinaten der Eck-
punkte sind dann

Mi(av2;0)  ;  My(0;av2) 5 Ms(—av2;0) 3 My(0;—av2)
die Koordinaten des Punktes P seien P(z;y). Dann gilt (wobei zur Abkiirzung av/2 = u gesetzt
ist)

4
Sl =[z—uw+ ¢’ P+ 2>+ y—wP+[z+u)+ P+ 2"+ (y+u)?? =
=1

= [ — 2zu + v + y? 2+ 2%+ y? - 2yu + WP 4 (2?4 22w+ o ) [ R 4 2w+ )

Jede der eckigen Klammern enthilt den Term 22 + 32 + u?. Setzt man dafiir w, so folgt
4
Z 1} = (w - 2zu)? + (w — 2yu)? + (w + 22u)? + (w + 2yu)?
i=1
woraus sich nach kurzer Rechnung

4
Zl;* = 4uw? + 8u? (2% + 9?) = 4w? + 8u?(w — u?) = 4w? + 8u’w — Su? = 4na’
i=1

ergibt. Die Losung der sich daraus ergebenden quadratischen Gleichung

w? + 20w — 2u* —na* =0
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ist (wegen w > 0)
w=V3ut+nat —u? =2+ +u?

mit u = a\@

T +y =124 + nat + 4a® = a*(V12 +n — 4)
Die gesuchte Punktmenge ist also der Kreis um den Koordinatenursprung mit dem Radius
r=a\/v/12+n —4.
Damit r reell wird, ist notwendig und hinreichend, dass n > 4 ist. Das kleinste n ist also n = 4;
fir diesen Wert ergibt sich » = 0, also P(z;y) = P(0;0) als einziges Element der Menge.

Fiir n = 13 ergibt sich r = a, also der Inkreis, fiir n = 24 ergibt sich 7 = av/2, also der Umkreis
des Quadrats.

Aufgabe 22/75
Wie viele verschiedene Dreiecke gibt es, bei denen die Mafizahl des Umfangs 50 ist und die
Mafzahlen der Seiten natiirliche Zahlen sind?

Es seien a; b; ¢ die Seiten des Dreiecks, wobei (0.B.d.A.) a > b > ¢ sei. Aus a + b+ ¢ = 50 und
a < b+ c folgt dann 3a > 50, also

Z—O§a<25 und c>50—2a

Wegen der geforderten Ganzzahligkeit von a; b; ¢ kommen fiir a nur die 8 Werte 17;18;19;...;24
in Frage. Fiir c ergeben sich die folgenden Variationsmoglichkeiten (wobei mit n(a) deren Anzahl
bezeichnet ist):

a c n(a)
17 16 1
18 | 14...16 3
19 | 12...15 4
20 | 10...15 6
21| 8.14 7
22 ] 6...14 9
23 | 4..13 10
24 | 2...13 12

Bei jeder Variationsmoglichkeit fiir ¢ ergibt sich b eindeutig aus b = 50 — a — ¢. Es gibt also

insgesamt
24

Z n(a) = 52

a=17
verschiedene Dreiecke. Unter ihnen kénnen ndmlich nicht zwei gleiche sein, da in jedem Fall a
grofite und c kleinste Seite ist. Es gilt also stets a > b > c.
Zusatz: Wie man sich leicht tiberzeugt, ist das Bildungsgesetz fiir n(a):

n(a) = %[6@ - 97+ (—1)9]

Aufgabe 23/75
Es ist zu beweisen, dass die Gleichung

keine Losung in natiirlichen Zahlen a; hat.
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Angenommen, die Gleichung habe Losungen in natiirlichen Zahlen a; und es sei (0.B.d.A.)

a1 = min a;. Dann ist

5 = max — und damit
ay a;
5 5
1 1 5
— =1 < - =
E: 2 E: 2 2
i—1 %i -1 %1 a1

also a% <5, a; = 2. Daraus folgt

2
Nun sei ag = mina; fiir ¢ > 2 (ebenfalls 0.B.d.A.). Dann folgt

5 5
3 1 4

E =< E =
2 = 2 a2

i=2 a; 4 i=2 ajz as

also a3 < 16 , G2 = 2.

Setzt man dlese Schliisse fort, so ergibt sich a3 = 2,a4 = 2 und damit a% = 0, womit die

5

Annahme auf einen Widerspruch fithrt. Damit ist die Annahme widerlegt.

Aufgabe 24/75
Aus einer Tabelle der Fakultdten will jemand den Wert fiir 20! entnehmen. Dabei stellt er

fest, dass zwei Ziffern unleserlich sind:
20! = 2 ¢ 2902008176640000

Wie kann man die unleserlichen Ziffern ermitteln, ohne das Produkt auszurechnen?

Zur Losung der Aufgabe kann man die Tatsache verwenden, dass 20! durch 9 und durch 11 ohne
Rest teilbar ist. Bezeichnet man mit Q(n) die Quersumme und mit Q4(n) die alternierende
Quersumme einer natiirlichen Zahl n, so gilt bekanntlich

Qm)=n(mod9)  ;  Qa(n)=n (mod 11)
Nun ist (wobei mit x und y die fehlenden Ziffern bezeichnet sind)
Q20 =47T+2x+y=x+y—7 (mod 9) Qa20)=1—-z+y=1—2+y (mod 11)
Wegen QQ(20!) =0 (mod 9) und Q4(20!) =0 (mod 11) folgt x +y =7 (mod 9), z —y = 1 (mod
11)123 .X und y einstellige natiirliche Zahlen sind (einschliellich 0), folgt aus der ersten dieser beiden

Kongruenzen entweder x + y = 7 oder = + y = 16, aus der zweiten z = y + 1. Man erhilt also
die beiden Gleichungssysteme

r+y="7 ; r—y=1
r+y =16 ; r—y=1

Nur das erste davon hat natiirliche Zahlen (x;y) als Losung: (z;y) = (4;3). Damit ergibt sich
20! = 2432902008176640000.
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Aufgabe 25/75
Gesucht sind alle zweistelligen natiirlichen Zahlen, deren Quadrat gleich der 3. Potenz aus
der Summe ihrer Ziffern ist.

Die zweistellige Zahl sei 10a+b = 2z’ mit a # 0;a,b < 9, a, b natiirlich. Dann lautet die Bedingung
der Aufgabe:
z=(10a +b)* = (a +b)* = 2

Die Zahl z ist also gleichzeitig Quadratzahl und Kubikzahl einer natiirlichen Zahl, die Zahl z’
demnach Kubikzahl einer natiirlichen Zahl. Die einzigen zweistelligen Kubikzahlen sind 2] = 27

und z, = 64. Beim Uberpriifen ergibt sich, dass nur 2} = 27 die geforderten Bedingungen erfiillt:
272 =729 = (24 7)%

Lésung von Dr. Sander:
Die Ziffern seien x und y mit 1 < x <9, 0 <y < 9; dann gilt
10+ z+y)? = (z+9)> — 10z+y=(x+y)ve+y

Da x und y natiirliche Zahlen sind, muss der Radikand eine Quadratzahl sein; weiter folgt
daraus, dass 4 < x +y < 18 ist. Aus x + y = 4 folgt x = 0, also scheidet diese Mo6glichkeit aus.
Es verbleiben die M6glichkeiten:

r+y=9 ; r+y=16
mit
(10z +y)?> =729, 10z 4y =27 und (10z + y)? = 4096, 10z +y = 64

wobei nur die erste die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
Die einzige Zahl mit den geforderten Eigenschaften ist also die Zahl 27.

Aufgabe 26/75

Gegeben ist ein konvexes Viereck ABC D, bei dem sich die Verldngerungen der Seiten AB = a
und CD = b unter einem rechten Winkel schneiden. Die Mittelpunkte der Diagonalen AC
und BD seien E bzw. F. Es ist zu beweisen, dass unter diesen Voraussetzungen gilt:

EF? = %(ABQ + CD?)
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Lésung von Barbara Néller:

Verbindet man die Punkte E und F mit dem Halbierungs-
punkt G der Seite BC (Abbildung), so kann man die Strah-

D
lensédtze anwenden; es ist
1
¢ EG || AB undEG:iAB ;
! 1
E G| FG | CD md FG = SCD
A B Damit ist aber L FFG = 90°, und es gilt

2 2

EF%=EG*+FG* = ;AB> +(;C’D> = %(AB2+CD2)

Wir betrachten die Seiten und Diagonalen des Vierecks als

Vektoren und verwenden die Bezeichnungen nach der Abbil-
dung.
Dann gilt
= e . - =g N d = 1 ad —
a—-d+ée—=b=0 ; c+-d+é+=b=0
D \ 2

Addiert man beide Gleichungen,, so folgt @ 4+ ¢ = —2¢.
Multipliziert man diese Gleichungen mit sich selbst skalar,

C z B so ergibt sich

ST

N | —
N | =
| =

a® 4 ¢ 4 2ac = 4¢?
wegen @ L ¢ ist @¢ = 0. Damit erhélt man sofort (a2 + c?) = e2.

Aufgabe 27/75
Man beweise, dass die Gleichung 22 — 777y? = 6 keine ganzzahligen Losungen besitzt!

Da fiir jede ganze Zahl a entweder a = 0 (mod 2) oder a = 1 (mod 2) gilt, ist entweder a® = 0
(mod 4) oder a? =1 (mod 4). Damit folgt fiir

2 — 777y* = 0 (mod 4), wenn x = y (mod 2) oder
22 — 777y = 1 (mod 4), wenn z = 1;5 = 0 (mod 2) oder
2 — 777y* = 3 (mod 4), wenn = 0; = 1 (mod 2)

ist. Weitere Félle sind nicht moéglich. Da aber 6 = 2 (mod 4) gilt, ist die Gleichung nicht in
ganzen Zahlen 16sbar.

Lésung von Erwin Huth:

Wahlt man als Modul die Zahl 7, so gilt
r==+1 oder x=+2 oder x=+3 also

22=1 oder 2°=4 oder 2°=9=2

Wegen 777y% = 0 kann damit die linke Seite der Gleichung auf keinen Fall kongruent 6 sein, was
aber erforderlich wére, wenn die Gleichung ganzzahlige Losungen hétte.

Lésung von Hans-Jirgen Pohle:
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Die Gleichung kann man in der folgenden Weise umformen:

22 — 777y = 22 — 729¢% — 48> =6
2 — (27y)? — 484> =6

Weitere Umformung liefert
(x — 27y) (x4 27y) = 6(1 + 8y)?

Die rechte Seite der Gleichung ist durch 2, nicht aber durch eine héhere Potenz von 2 teilbar.
Die linke Seite ist genau dann durch 2 teilbar, wenn = und y beide gerade oder beide ungerade
sond; dann sind aber beide Faktoren durch 2 und die linke Seite der Gleichung damit durch 4
teilbar.

Folglich hat die gegebene Gleichung keine ganzzahligen Losungen.

Aufgabe 28/75
Es ist die Gleichung zu 16sen:

V1 +1lgtanz + /1 —lgtanz = 2

Erhebt man beide Seiten der gegebenen Gleichung in die dritte Potenz, so erhilt man nach
Vereinfachung und Ausklammern die Gleichung

V1 —lg?tanz(Y/1+1gtanz + /1 — Igtanz = 2

Der Klammerausdruck ist gleich der linken Seite der gegebenen Gleichung, also folgt

\3/1—1g2tanx:1—>lgtanx:O—>tanm:1—>33:%—|—k7r

(wobei k irgendeine ganze Zahl ist).

Aufgabe 29/75
BEssei (x+y+ 2)(z —y+ 2) = 22 +y? + 22. Man zeige, dass unter dieser Voraussetzung die
Zahlen z, y und z eine geometrische Folge bilden!

Multipliziert man die linke Seite der gegebenen Gleichung aus, so erhilt man
(z+y+2)(r—y+2)=a?—y?+ 22+ 222 =2 + 9> + 22

Daraus folgt 2z = 2y? und |y| = \/zz. Die Zahl y ist also das geometrische Mittel der Zahlen
x und z. Das aber ist ein Kriterium dafiir, dass x, y und z eine geometrische Folge bilden.

Aufgabe 30/75

Gegeben sei ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck, auf dessen Seiten beliebige, aber einander
dhnliche Dreiecke errichtet wurden.

Man zeige, dass die Fliache des Dreiecks iiber der Hypotenuse gleich der Summe der Drei-
ecksflachen iiber den Katheten ist (wobei unter "Fliche” der Flicheninhalt zu verstehen
ist).
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Der rechte Winkel des Dreiecks moge bei C liegen. Man
entnehme die Bezeichnungen der Abbildung. Auf Grund
A der Ahnlichkeit gilt

W v he hy  hg
_ = —_— = — = )\
c b a
c

Daraus folgt h. = Ac, hy = Ab, hy = Aa. Fir die Summe
der Dreiecksflachen {iber den Katheten gilt

S—2aha+2bh b—2(a A+b )\)—2)\0 —2chC

Sy
S
s
Q

Der letzte Term gibt aber die Flidche des Dreiecks iiber
der Hypotenuse c an.

Aufgabe 31/75

Gegeben seien eine Gerade g und zwei beliebige Kreise, deren Mittelpunkte auf verschiedenen
Seiten von g liegen.

Zu konstruieren ist ein Quadrat so, dass zwei gegeniiberliegende Eckpunkte auf g, die beiden
anderen Eckpunkte je auf einem der beiden Kreise liegen.

Da die Diagonalen eines Quadrats aufeinander
senkrecht stehen und einander halbieren, liegen die
beiden nicht auf g fallenden Eckpunkte des Quadrates
/ symmetrisch beziiglich g. Daraus folgt:
‘ Der Eckpunkt auf einem Kreis liegt auch auf dem
zum zweiten Kreis beziiglich g symmetrisch liegenden
D “ Kreis. Damit ergibt sich die Konstruktion:

v Man spiegelt einen der beiden Kreise an g. Jeder
Schnittpunkt dieses gespiegelten Kreises mit dem
’ zweiten Kreis ist Eckpunkt eines gesuchten Qua-
drates. Das Lot von ihm auf g wird {iber g hinaus

um sich selbst verlangert, der Endpunkt ist der
gegeniiberliegende Eckpunkt.

Die weitere Konstruktion ist klar (Abbildung). Die Determination ergibt sich unmittelbar aus
der Anzahl der existierenden Schnittpunkte.

Aufgabe 32/75
Gesucht ist die kleinste Primzahl p, fir die gilt

p+1=0 (mod 2); p+1=0 (mod 3); p+1=0 (mod 4);

p+1=0 (mod 5); p+1=0 (mod 6);

Wegen p+4 =0 (mod 5) muss die Einerstelle der gesuchten Primzahl p eine 1 sein (wére sie 6,
so wére p keine Primzahl).

Damit ist aber p + 1 = 0 (mod 2) automatisch erfiillt, so dass diese Bedingung nicht mehr
berticksichtigt werden muss. Aus der Bedingung p + 5 = 0 (mod 6) folgt wegen p+5=p—1=
0(mod 6), dass in der Menge der hochstens zweistelligen Primzahlen nur die Primzahlen 31 und
61 in Frage kommen. Fiir beide gilt p+2 = 0 (mod 3), aber nur p = 61 erfiillt auch die Bedingung
p+3 =0 (mod 4). Damit ist p = 61 die kleinste Primzahl mit den geforderten Eigenschaften.
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Lésung von Wolfgang Moldenhauer:

Infolge der letzten beiden Bedingungen gibt es natiirliche Zahlen m und n derart, dass p+5 = 5n
und p + 5 = 6m gilt. Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung liefert

1=6m—5n

Alsoist 5n = —1 mod 6 =5 mod 6, n =1 mod 6. Fiir n = 1 folgt p = 1, also keine Primzahl,
n = 7 liefert p = 31, was gegen die dritte Bedingung verstoft.
Dagegen ergibt sich n = 13, dass p = 61 ist, was, wie die Probe zeigt, Losung ist.

Lésung von Bruno Hanisch:

Aus den Kongruenzen p4+4 =0 mod 5 und p+ 5 =0 mod 6 folgen die Kongruenzen
6p+24=0 mod 30 ; 5p+25=0 mod 30

Durch Subtraktion erhalten wir p—1 =0 mod 30. Also muss die Bedingung p = 30k+1 (k € N)
erfiillen.

Die Zahl p; = 31 erfiillt nicht die Kongruenz p; + 3 = 0 mod 4, dagegen erfiillt ps = 61
alle geforderten Kongruenzen. Folglich ist po = 61 die kleinste Primzahl, die alle geforderten

Kongruenzen erfiillt.
Weitere Primzahlen mit diesen Eigenschaften sind 181, 241, 421, 541, 601, 661, ...

Lésung von Karl-Bernd Dinter:

Aus den Kongruenzen folgen

p+1=0 mod2 — p—1=2a — a:%(p—l)
p+2=0 mod3 — p—-1=3b — b:%(p—l)
p+3=0 modd — p—-1=4dc — c:i(p—l)
p+4=0 mod5 — p—1=5bd — d:é(pfl)

p+5=0 mod6 — p—1=6e — e==(p—1)

wobei a, b, ¢, d, e ganze Zahlen sind.

Daraus ergibt sich unmittelbar, dass p — 1 gemeinschaftliches Vielfaches von 2, 3, 4, 5 und 6 sein
muss. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache dieser Zahlen ist 60.

Tatsédchlich ist p = 60 + 1 = 61 Primzahl und somit die kleinste Primzahl, die die geforderten
Eigenschaften besitzt.

Aufgabe 33/75
Man beweise die Giiltigkeit der Ungleichung

iﬁl(HM)d

Es ist

- 1 oy G+ D2 (n+D220 2nl(n+D(n4+1) n+1 n+2
H{1+i(i+2)}_r{1z’(i+2)_ nl(n+2)!  nl(n+1D!(n+2) _2n—|—2< n—|—2_2

=1 1=

Lésung von Uwe Quasthoff:
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Ich behaupte, dass das gesuchte Produkt der Wert

9 2 _ n+1
n+2 “n+2

hat. Den Weise fir diese Behauptung fiihre ich mit Hilfe der vollstédndigen Induktion.
Fiir n =1 ist die Behauptung richtig: 1 + %3 =2- %
Angenommen, sie sei fiir n = k richtig:

k
1 k+1
14— ) =2t
E(+i(i+2)> ()

Dann folgt durch Multiplikation mit

1+ 1 o (k+2)?
(k+1)(E+3) (E+1)(k+3)
Rl 1 k1 (k42?0 k42
H(Hi(im))2k+2'(k+1)(k+3)2k+3

Gilt die Behauptung fiir n = k, so gilt sie also auch fiir n = k + 1, und wegen der Richtigkeit
fir n = 1 gilt sie fiir alle natiirlichen Zahlen n. Da weiterhin

2 — <2

n+ 2

fir alle natiirlichen Zahlen n gilt, ist die Behauptung der Aufgabe bewiesen.

Aufgabe 34/75

Sind in einem rechtwinkligen Dreieck die Katheten mit ¢ und b, die Hypotenuse mit ¢ und
die Hohe auf der Hypotenuse mit h. bezeichnet, so gilt a + b < ¢ + h.. Man beweise diesen
Satz!

Allgemein gilt (a+b)? = a? +2ab+b* (1). Im rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuse ¢ und
den Katheten a und b gilt der Satz des Pythagoras a? + b = 2 (2).

Schliefllich folgt aus der Formel fiir den Flécheninhalt eines Dreiecks A = % gh speziell fiir das
rechtwinklige Dreieck mit der Hypotenuse ¢ und den Katheten a und b: ab = ch, (3). Setzt man
(2) und (3) in (1) ein, so folgt

(a+b)% =%+ 2che < &+ 2che + h? = (c+ he)?

also a +b < c+ he.

Aufgabe 35/75
Gesucht sind alle Dreiecke mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln «, 3, 7 (iibliche Bezeich-
nungsweise), die folgende Bedingungen erfiillen :

l. Es ist a = 9 Langeneinheiten, b und ¢ sind ganzzahlige Vielfache der Langeneinheit.
2. Es ist a = 2.

Die abgedruckte Aufgabe war durch einen Druckfehler unlésbar. In korrigierter Form wurde die
Aufgabe als 10/76 im Aprilheft 1976 erneut gestellt.
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2.15 Aufgaben und Lésungen 1975

Aufgabe 36/75

Man wéhle eine beliebige zweistellige Primzahl mit der Quersumme 10 und subtrahiere von
ihr so oft die Zahl 18, bis die Differenz zwischen 10 und 20 liegt. Die Differenz vervierfache
man! Vor dieses Produkt setze man die Differenz!

Wie viele ” Ausgangszahlen”fir die Rechnung gibt es, und warum ist das Ergebnis eindeutig?

Zweistellige Zahlen mit der Quersumme 10 sind die Zahlen 19;28; 37; 46; 55; 64; 73; 82; 91. Unter
diesen sind nur drei Primzahlen: 19; 37; 73.

Da die Primzahl bereits zwischen 10 und 20 liegt, ist nach den Anweisungen der Aufgabe nullmal
die Zahl 18 zu subtrahieren. Bei den beiden anderen Ausgangswerten fithrt die einmalige bzw.
dreimalige Subtraktion der Zahl 18 auf das gleiche Zwischenergebnis 19. Von diesem eindeutig
bestimmten Zwischenergebnis ausgehend erhilt man als Endergebnis die Zahl 1976.

Beantwortung der Zusatzfrage: Es gibt also drei mogliche Ausgangszahlen fiir die Rechnung.
Das Ergebnis ist trotzdem eindeutig, weil alle drei Zahlen die gleiche Kongruenz mod 19 haben:

10=1=37=1=73=1 (mod 18)

und weil es zwischen 11 und 20 genau eine Zahl mit dieser Kongruenz mod 18 gibt.
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2.16 Aufgaben und Lésungen 1976

2.16 Aufgaben und Losungen 1976

Aufgabe 1/76

Es sei P ein konvexes Polyeder mit f Flichen und k Kanten. Man beweise die Giiltigkeit
der Ungleichung 3f < 2k.

In welchem Fall gilt die Gleichheit?

Wir betrachten zunéchst alle konvexen Polyeder, die ausschliellich von Dreiecksflichen begrenzt
werden. Es sei f die Anzahl der Begrenzungsflichen. Da jede Flache von genau drei Kanten
begrenzt wird und jede Kante genau zwei Fldchen angehort, ist die Anzahl k& der Kanten

3/
T2

k also 3f =2k

Wenn nun ein konvexes Polyeder wenigstens eine Fldche mit mehr als drei Ecken besitzt, so
kann man diesen Fall auf den ersten zuriickfithren. Man kann ndmlich auf jeder Flache, die
nicht Dreiecksfldche ist, eine Pyramide so errichten, dass auch das neue Polyeder konvex ist.
Dabei nimmt die Zahl der Flachen und die Zahl der Kanten um die gleiche Anzahl a zu. Damit
gilt
3(f+a)=2(k+a) ; 3f +a=2k

wegen a > 0 also 3f < 2k. Damit ist der Beweis gefiihrt, die Gleichheit gilt fiir alle die konvexen
Polyeder, die nur von Dreiecksflichen begrenzt sind.

Aufgabe 2/76
Man bestimme alle ganzen Zahlen z;y, die der Gleichung 3x — 2y = 1 gentigen!

Durch dquivalente Umformung folgt aus der gegebenen Gleichung
3r=2y+1 ; 3" -3=20-2 ; 33"l-1)=202"1-1)

Diese Gleichung ist sicher erfiillt, wenn 3*~! —1 = 0 und 2Y~! — 1 = 0 ist. Daraus folgt die erste
Losung: x = 1, y = 1. Die Probe bestétigt die Richtigkeit. Gilt

37140 und 2971 140
so kann wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung nur
3t o1=2 und vl —1=3

sein (die Moglichkeit negativer Faktoren wird durch die Tatsache ausgeschlossen, dass die Ex-
ponentialfunktion a® fiir z > 0 stets groBer als 1 ist; vorausgesetzt a > 1. Dann folgt 3*~1 = 3
und 2! =4, also x = 2 und y = 3.

Auch fiir dieses Paar bestétigt die Probe die Richtigkeit. Weitere Lésungen sind auf Grund des
Losungsganges ausgeschlossen.

Aufgabe 3/76
Man zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n und fiir alle reellen Zahlen x; mit ¢ = 1;2;3;...;n
und 0 < x; < 1 die Ungleichung gilt:

1 1

+ > ot
2122...Zn (1 —21)(1 — x2)...(1 — )
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2.16 Aufgaben und Lésungen 1976

Sicher gilt (2z; — 1)2 > 0 fiir jedes i. Daraus folgt 1 > 4(1 — ;)z; und wegen z; > 0, 1 — x; > 0
auch

>4=2
xi(l—x;) —
Damit gilt auch
Z:r[lxz(l—xz) 121_11 z:l_llxl izl_[ll—xi

Lo n 1 L T 1
— > — > on
(ll_[lxl Zl_lll :m)_JZ:l_[l:L‘Z Z:r[ll—xi_
also
- 1 e 1 n+1
H;+H1—$i>2

Aufgabe 4/76
Es ist zu beweisen, dass die Gleichung z*® + ax — b = 0 fiir reelle a; b und b > 0 eine und nur
eine positive Wurzel hat.

Es seien x1, 22, x3 die Wurzeln der gegebenen Gleichung. Nach dem Satz des Vieta gilt dann

T1T2 + xox3 + 321 =0 (1)
T1x223 =b>0 (2)

Es gibt nun zwei Moglichkeiten:

1. Alle drei Wurzeln sind reell. Dann folgt aus (1), dass sie nicht sdmtlich positiv, aber auch
nicht sédmtlich negativ sein kénnen. Sonst wéren nadmlich alle drei Summanden positiv,
und die Summe konnte nicht gleich null sein. Aus (2) folgt dann sofort, dass genau eine
Waurzel positiv und genau zwei Wurzeln negativ sind.

2. Nicht alle drei Wurzeln sind reell. Dann sind zwei Wurzeln konjugiert komplex und eine
reell. O.B.d.A. seien 1 = a + i und o = o — Bi mit reellen «, 5 und S # 0 die beiden
konjugiert komplexen Wurzeln. Dann nimmt (2) die Gestalt

(a+ Bi)(a — Bi)xs = (o> + B2zz =b >0

an. Daraus folgt wegen a? + 32 > 0 sofort, dass x3 > 0 ist. Also ist auch in diesem Fall
genau eine Wurzel positiv.

Lésung von Frank-Reiner Schiops:
Fiir die Gleichung
2" +ar—b=0

folgt nach der Descartschen Regel fiir
1. a > 0: Die Vorzeichen der Koeflizienten sind +, 4+, —, d.h., es liegt ein Vorzeichenwechsel vor;
also existiert genau eine positive Wurzel.
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2.16 Aufgaben und Lésungen 1976

2. a < 0: Die Vorzeichen der Koeffizienten sind +, —, —, d.h., wiederum ein Vorzeichenwechsel
und damit ebenfalls eine positive Wurzel.
Der Fall @ = 0 erledigt sich analog.

Lésung von Jorg Hutschenreiter:

Ich untersuche die Nullstellen der iiberall stetigen Funktion
flz)=2"4+ax—b mit b > 0,n e Nyn > 1

Wegen f(0) = —b < 0 und Jim f(xz) = 400 > 0 hat die Funktions mindestens eine positive

Nullstelle.

Angenommen, sie besédfle mehr als eine positive Nullstelle, dann hétte sie wenigstens drei. Nach
dem Satz von Rolle liegt zwischen je zwei Nullstellen ein Extremum. (Im Fall einer Doppelnull-
stelle ist diese selbst das Extremum.)

Damit folgt, dass f(x) im Positiven wenigstens zwei Extrema hat, fiir die bekanntlich gilt

fl(z)=nz"t+a=0 ; g l= =

Die letzte Gleichung hat aber in den reellen Zahlen x héchstens eine positive Losung. Folglich
ist die Annahme falsch, d.h., f(x) hat genau eine positive Nullstelle.

Lésung von Giinter Herrmann:
Die kubische Gleichung

= /3
Y Ailw) =2 22 +ax—b=0 (1)

fo(2) = Az +b;(a>0) liegt in der reduzierten Form vor, die sich auch ein-
fache Weise graphisch diskutieren ldasst.

Setzt man 23 = y, so zerfillt die Gleichung (1) in
die beiden Gleichungen

I~

fofx) = —az + b; (a = 0) y = a3 (2) ;5 y=—-ax+b (3)

z Die Gleichung (2) stellt eine rein kubische Parabel
dar, die Gleichung (3) eine Gerade. Die Abszissen
der Schnittpunkte der Geraden und der Parabel

fa(x) = —ax 4+ b; (a < 0) sind die Wurzeln der Gleichung (1) (siche Abbil-

dung).
Unabhéngig von der Grofie a gehen alle Geradef)@) durch den Punkt (0;b6 > 0). Fur positive
a ergibt sich eine (fiir zunehmende z) fallende Gerade, fiir negative a eine steigende, fiir a = 0
eine Parallele zur x-Achse.
Aus der Abbildung ist zu erkennen, dass alle Geraden (3) die Parabel im positiven Bereich
einmal, und nur einmal, schneiden.
Damit ist gezeigt, dass fiir b > 0 die kubische Gleichung (1) fiir alle reellen Werte a genau eine
positive Wurzel hat.

Aufgabe 5/76
Man beweise: In jedem konvexen Viereck gilt die Ungleichung § < s < u, wobei mit u der
Umfang und mit s die Summe der Diagonalenldngen bezeichnet ist.

Bezeichnet man die Ecken des Vierecks mit A, B, C' und D und den Schnittpunkt der Diagonalen
mit S, so folgt aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichungen

AB+BC > AC: AD+CD>AC; BC+CD>BD: AD+ AB> BD
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2.16 Aufgaben und Lésungen 1976

Durch Addition dieser Ungleichungen folgt sofort
2(AB+ BC+ CD + DA) =2u > 2(AC + BD) = 2s
also u > s. Weiter folgt; ebenfalls aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichungen;
AS + BC > AB; AS + DS > AD; BS +CS > BC; CS+DS>CD
Ebenfalls durch Addition folgt daraus

20AS+BS+CS+DS)=2s>AB+BC+CD+DA=u also 5>

Lésung von Rainer Miick:

Durch die Eckpunkte des konvexen Vierecks ABC'D lege man Parallelen zu den nicht in diesen
Eckpunkten endenden Diagonalen. Man erhélt dadurch ein Parallelogramm FFGH, dem das
Viereck einbeschrieben ist.

Halbiert man die Seiten des konvexen Vierecks ABC D,

so erhilt man die Eckpunkte K LM N eines dem Vier-

eck einbeschriebenen Parallelogramms. Dass die Sei-

ten des einbeschriebenen Vierecks paarweise den Dia-

gonalen parallel sind, folgt unmittelbar aus den Strah-
F lensétzen.

Aus den Strahlensétzen folgt auch

KL:MN:BTC ; LM:MK:%

Der Umfang eines einbeschriebenen Gebildes ist stets kleiner als der Umfang eines umbeschrie-
benen Gebildes. Somit gilt, wobei mit Uxyzw der Umfang eines Vierecks XY ZW bezeichnet
ist:

Ukimn <Uapep < Ugrc
Wegen Ux v = AC + BD und Ugrpar = 2(AC + BD) folgt direkt

AC + BD < Uapcp < 2(AC + BD)  — g<AC+BC<u

Aufgabe 6/76

Man finde die Basis # des Zahlensystems, in dem die Gleichung gilt: (211)2 = (100021),,.
Nach Definition gilt

(211), =22 +z+1 ;  (100021), = 2° + 2z + 1
Demnach nimmt die gegebene Gleichung die Gestalt
22 +x+1)2 =2 +22+1
an. Dieser Gleichung ist die Gleichung
(23 —42% — 42 —5) =0

dquivalent. Da x = 0 als Basis eines Zahlensystems nicht in Frage kommt, sind die ganzzahligen
Losungen der Gleichung
23 —4a? — 4z —-5=0
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zu untersuchen. Da x | 23, z | 4z, = | 4z, = | 0 folgt = |. Die Teiler &1 scheiden fiir eine Basis
eines Zahlensystems ebenfalls aus, so dass nur +5 verbleiben. Die Probe bestétigt davon nur die
Zahl +5. Durch Polynomdivision von 3 — 42% — 4x — 5 durch 2 — 5 erhélt man das Polynom
x? + 2 + 1, das keine (reellen) Nullstellen hat. Als einzige Losung verbleibt damit x = 5. Es gilt
die Gleichung (211)% = (100021)s.

Lésung von Rosita Haase:

Das Produkt 211-211 soll 100021 im betrachteten Zahlensystem ergeben. Nach der "herkémmli-
chen”Methode erhilt man

211 * 211

Vergleicht man 44521 mit 100021, so stellt man fest, dass 2 + 1 + 2 = 5 = 0+ Zehneriibertrag
ist. Folglich liegt die Basis 5 vor.

Aufgabe 7/76
Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft, dass sowohl die Quersumme
Q(n) der Zahl n als auch die Quersumme Q(n+ 1) des Nachfolgers von n durch 5 teilbar ist.

Die Zahl n muss an letzter Stelle die Ziffer 9 haben; denn bei jeder anderen Ziffer wire Q(n+1) =
Q(n) + 1, und es konnten nicht sowohl Q(n) als auch Q(n + 1) durch 5 teilbar sein.

Es sei nun n = 10a + 9, wobei a eine natiirliche Zahl mit a > 0 ist. Man iiberlegt sich leicht,
dass auch die Zahl a an der letzten Stelle die Ziffer 9 haben muss; denn sonst wire Q(n + 1) =
Q(a) +1=Q(n) — 8 wegen Q(n) = Q(a) + 9. Folglich ist a = 10b 4+ 9 mit b # 0, natiirlich, also
n = 100b + 99.

Analog tiberlegt man sich, dass b an letzter Stelle eine 9 hat, da sich sonst Q(n+1) = Q(b)+1 =
Q(n) — 17 ergibt. Es ist also b = 10c + 9 und damit n = 1000c¢ + 999.

Die Fortsetzung der Uberlegung fithrt zu ¢ = 10d + 9 mit n = 10000d 4+ 9999 und Q(n + 1) =
Q(d) +1 = Q(n) — 35. Hier bricht die Kette ab. Man erkennt némlich, dass Q(n) und Q(n + 1)
stets beide entweder durch 5 teilbar sind oder nicht teilbar sind, wenn genau die letzten vier
Ziffern der Zahl n sédmtlich 9 sind.

Als kleinste natiirliche Zahl mit der geforderten Eigenschaft erhdlt man damit n = 49999. Es ist
Q(n) =40 und Q(n+1) =5.

Aufgabe 8/76
Es sei loggy 3 = a, loggy 5 = b. Man berechne daraus logg, 8 = f(a;b).
Es gilt loggg 8 = 3 - loggy 2 (1) und
loggn 90 = loggn(2 - 3% - 5) = loggy 2 + 2 - loggy 3 + loggy 5 = 1 also

Aus (1) und (2) folgt sofort loggy, 8 = 3(1 — 2a — b)
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Aufgabe 9/76
Die Mafzahlen der Winkel eines Dreiecks seien «, 3, v. Man zeige, dass man aus den Strecken
der Lange sin «, sin 3, sin~y ein Dreieck konstruieren kann!

Offenbar muss man beweisen, dass sin «;, sin 3, sin~y die Dreiecksungleichungen erfiillen.
Es gilt
siny =sin180° — a — B = sina + § = sin a cos 3 + cos asin 3

Da cosa <1 und cos 8 < 1 und nicht beide gleichzeitig gleich 1 gilt, folgt
siny < sina 4+ sin 8

Aus Symmetriegriinden kann man «, 3, v in dieser Ungleichung zyklisch vertauschen; damit ist
die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 10/76
Gesucht sind alle Dreiecke ABC mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln «, (3, v (iibliche
Bezeichnungsweise), die folgende Bedingungen erfiillen:

1. Es ist a = 9 Léngeneinheiten, b und c sind ganzzahlige Vielfache der Langeneinheit.
2. Es ist g =2«
Aus 8 = 2« folgt v = m — 3a, damit 0 < a < 5. Ferner folgt daraus

sin 8 = sin 2a = 2 sin « cos «

siny = sin7 — 3o = sin 3o = sin (4 cos* a — 1)

Nach dem Sinussatz ergibt sich

b= aSTnB =9.-2cosa LE
sin «
c= as.lnq/ =9.(4cos’a — 1) LE = [(6cosa)? — 9] LE
sin «v

™

Wegen 0 < a < 3 ist % < cosa < 1. Folglich gilt fiir jedes a: 4cos?a — 1 > 0, also ¢ > 0.

Damit nun ¢ ganzzahlig wird, ist notwendig und hinreichend, dass 6 cos o ganzzahlig ist, dass

also cosa = % mit 3 < p < 6, p ganzzahlig gilt. Dann ist ndmlich ¢ = (p? — 9) LE, und auch

b = 3p wird ganzzahlig. Es gibt also genau 2 Losungen:
4
p1 =4; cosalzé; bp=12LE; ¢ =7LE
5
p2 = 5; cosagzg; bo=15LE; ¢, =16 LE
Aufgabe 11/76 )
Man beweise die Richtigkeit der Aquivalenz
a=b=cod+b+E+d®>=bc+ca+ab
Die Richtung von links nach rechts bedarf keines Kommentars; sie ist durch Einsetzen unmit-

telbar verifiziert.
Beweis der Richtung von rechts nach links: Aus

a? + b2 + ¢ = be+ ca + ab folgt
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2a% + 20% + 2% — 2bc — 2ca —2ab=0 ; (a—b)*+(b—c)? +(c—a)*>=0

Die Summe von Quadraten reeller Zahlen ist genau dann gleich null, wenn jedes Quadrat gleich
null ist. Damit ergibt sich

a—b=0—a=0b b—c=0—>b=c¢ c—a=0—c=a also a=b=c

Aufgabe 12/76

Frau Quidam erzéhlt: ”Mein Mann, ich und unsere vier Kinder haben samtlich am gleichen
Tag Geburtstag. An unserem letzten Geburtstag addierten wir unsere Alterszahlen, und wir
erhielten unsere Hausnummer. Als wir sie multiplizierten, ergab sich der Kilometerstand
unseres Trabants vor der letzten Generaliiberholung: 180 523.”

Wie alt sind die sechs Quidams? Welche Hausnummer haben sie?

Um die Alterszahlen zu finden, zerlegt man das Produkt 180523 zunéchst in seine Primfaktoren:
180523 = 7-17- 37 - 41.

Dabei stellt man fest, dass nur vier Faktoren vorhanden sind. Also miissen noch zwei Faktoren
ergdnzt werden; diese beiden Faktoren kénnen wegen der Ganzzahligkeit nur 1 sein: 180523 =
1-1-7-17-37-41.

Demnach haben Quidams Zwillinge im Alter von 1 Jahr sowie Kinder von 7 und 17 Jahren, die
Ehegatten sind 37 und 41 Jahre alt.

Weitere rechnerisch mogliche Losungen wie 180523 = 1-1-1-119-37-41 scheiden aus biologischen
Griinden aus. Die Hausnummer ergibt sich damit zu 1 + 1+ 7+ 17 + 37 + 41 = 104.

Aufgabe 13/76
Man beweise: Fiir alle positiven reellen Zahlen a; gilt:

n n

>a

i=1 =1

1
il an
ai

Bekanntlich ist das geometrische Mittel positiver reeller Zahlen nie grofler als ihr arithmetisches
Mittel. Es gilt also

Daraus folgt
n
ZaiZnnl:[ai und Za-

Multipliziert man die letzten beiden Ungleichungen, so folgt sofort die Behauptung.

Aufgabe 14/76

Gegeben sei die Menge aller rechtwinkligen Dreiecke ABC' iiber einer (konstanten) Hypote-
nuse AB = c¢. Es ist zu beweisen:

Verlangert man bei jedem dieser Dreiecke eine Kathete iiber C' hinaus um die andere Kathete,
so liegen die Endpunkte dieser Verldngerungen samtlich auf dem gleichen Kreisbogen.
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Wir bezeichnen den Endpunkt der Verlingerung von AC =
b mit B’ (Abbildung). Wegen CB’ = CB ist das Dreieck
BCB'’ gleichschenklig; wegen £ ACB = £B'C'B = 90° ist
es bei C rechtwinklig. Daraus folgt, dass £ BB'C' = 45° un-
abhingig von der Lage von C' ist. Damit ist auch L AB’'B =
45°, und die Behauptung folgt aus der Umkehrung des Pe-
ripheriewinkelsatzes.

Aufgabe 15/76
Welche natiirlichen Zahlen n sind als Summe aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen dar-
stellbar, welche nicht?

Es sei n eine natiirliche Zahl, die als Summe aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen darstellbar
ist. Dann gilt

r

n=> (k+1i) :ik—kii: (r+1)k+%(r+1)r:(T+1)(kz+g) = %(7‘+1)(2k+r)
i=0 =0 =0

mit k;r € N. Ist r = 2s mit s € N, soist n = (2s + 1)(k + s) ist 7 = 2s + 1 mit s € N, so ist
n=(s+1)(2k+2s+1).

In jedem Fall enthélt n einen ungeraden Faktor. Damit ist eine notwendige Bedingung dafiir
gefunden, dass n als Summe aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen darstellbar ist. Es muss
noch gepriift werden, ob diese Bedingung auch hinreichend ist. Angenommen, n enthalte einen
ungeraden Faktor 2¢ +1 mit t € N: n = (2t + 1)p. Ist p > 1, so ist

+t
m=@2t+1)p=">Y (p+1i)

i=—t
eine Summe aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen. Es ist ndmlich

+t 2t 2t 2t

Z(}H—i):Z(p—t+i):z(p—t)—i—Zi:(2t—|—1)(p—t)—|—%(2t—|—1)(2t):(2t+1)p

i=—t i=0 i=0 i=0
Ist t > p, so ist
2p—1
n=Q2t+lp=> (t—p+1+i)
i=0
eine Summe aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen. Es ist ndmlich

2p—1 2p—1 2p—1

Nt—p+1+i)=> (t—-p+1)+ > i:2p(t—p+1)+%(2p)(2p—l):(Qt—i—l)p
=0 =0 i=0

Damit ist gezeigt, dass genau die natiirlichen Zahlen als Summe aufeinanderfolgender natiirlicher
Zahlen darstellbar sind, die einen ungeraden Faktor enthalten. Daraus folgt, dass alle Potenzen
der Basis 2 nicht als eine solche Summe darstellbar sind.

Aufgabe 16/76
Gegeben sei die Gleichung 3 — 422 — 17z + ag = 0, von der bekannt ist, dass die Summe
zweier Losungen gleich 1 ist. Gesucht ist ag.
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Nach dem Satz des Vieta gilt 1 4+ x2 + x3 = 4, wobei die x; die Losungen der Gleichung sind.
0.B.d.A. sei x1 + x2 = 1. Dann folgt x5 = 3. Setzt man diesen Wert in die gegebene Gleichung
ein, so erhélt man

27—4-9-17-34ap =0

und damit sofort ag = 60.

Aufgabe 17/76
Man bestimme alle nichtnegativen ganzen Zahlen i, m und n, fiir die 2! 4+ 2™ = n! gilt.

Zunéchst ist offensichtlich, dass sich fiir n = 0 und fiir n = 1 keine Lésungen ergeben. Fiir ny = 2
erhdlt man [ = 0, mq = 0, fir no = 3 ist log7 = Moy = 1 und leo = m9; = 2; und schlieflich
ergibt sich fiir ng = 4, dass I3 = mss = 3, I3y = m3; = 4 ist. Es wird nun behauptet, dass fiir
n > 4 keine Lésungen existieren.

Beweis dieser Behauptung:

Fir n > 4 gilt 15 | n!. Nun sei 0.B.d.A. (wegen der Symmetrie in 1 und m) [ > m. Wegen

2l pom=2m. (27" 4 1)

gilt demnach 15 | 2/=™ + 1. Daraus folgt, dass 2/~ = 4 (mod 5) ist. Das gilt genau fiir
l—m =4k +2 mit k € N.

Weiter folgt daraus, dass 2= = 2 (mod 3) ist. Das wiederum gilt genau fiir [ —m = 2k + 1 mit
k € N. Dies ist jedoch ein Widerspruch; denn [ —m kann nicht gleichzeitig gerade (4k + 2) und
ungerade (2k + 1) sein.

Aufgabe 18/76

Gegeben seien ein Kreisring und in ihm n Kreise derart, dass jeder von ihnen den inneren
und den dufleren Begrenzungskreis und zwei weitere Kreise beriihrt. Wie grof§ ist n, wenn
das Verhéltnis aus der Kreisringflache A; und der Summe der n Kreisflichen Ay gleich V2
ist?

Es sei r1 der Radius des dufleren Begrenzungskreises und ro der Radius des inneren. Dann gilt

1
A = (1"% - T‘%)ﬂ' : As =n [4(7“1 — 7"2)277}

Daraus folgt
é _ A(ry +12)(r1 — 1r2) _ 4(r1 +79) — /3
Ay n(ri—ro)(ri —r2)  n(ri—r2)
Die Mittelpunkte der n Kreise liegen auf den Eckpunkten eines regelméfligen n-Ecks. Verbindet
man dessen Ecken mit dem Mittelpunkt des Kreisringes, so erhélt man n kongruente gleich-
1

schenklige Dreiecke mit der Schenkellinge 5(r1 + r2) und der Basislinge (r; — r2); der Winkel

« zwischen den Schenkeln ist @. Damit folgt

(r1 —ro) L« C180° ry — 1
2 - % —gsin— =sin =
(r1+12) 2 n r1+ 1o

N[ =] =

Setzt man dies oben ein, so ergibt sich

4 :
‘71800:\/5 N n - S
n - s

180°

22

n
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Diese Gleichung hat offensichtlich eine Lésung fiir n = 4 : 4 - sin45° = 24/2. Es ist noch zu
zeigen, dass dies die einzige Losung ist.

Man rechnet leicht nach, dass n = 1;2; 3 keine Losungen sind. Dass es fiir n > 5 keine Losungen
geben kann, beweist man folgendermaflen:

Bekanntlich wéchst die Funktion % flir x — oo streng monoton und es ist xlggo sing _ .

Dann wéchst auch die Funktion =2 ** streng monoton und es ist

wsinx

lim =7
T—00 €T
Setzt man x = 7, so nimmt die Funktion die Gestalt
LT . 180°
n-sin — = n - sin
n n

an. Aus der strengen Monotonie folgt nun sofort, dass fiir n > 4 keine weitere Losung existieren
kann.

Aufgabe 19/76

Bei einem Wiirfelspiel mit 6 Wiirfeln sollen nur diejenigen Wiirfe gewertet werden, bei de-
nen mindestens eine 1 oder mindestens eine 5 oder mindestens 3 gleiche (beliebige) Zahlen
auftreten.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass keine Wertung erfolgt?

Bei jedem Wurf mit 6 Wiirfeln, von denen jeder die Augenzahlen von 1 bis 6 zeigen kann, sind
insgesamt 6% = 46656 Variationen moglich. Die Anzahl der Méglichkeiten fiir ungiinstige Fille
findet man durch die folgende Uberlegung:

Ungewertet bleiben die Fille, in denen hochstens 2mal die Augenzahl 2 oder 3 oder 4 oder 6
eintritt, also (zundchst ohne Berticksichtigung der Reihenfolge):

223344 223366 224466 334466

223346 223446 233446 223466

234466 233466
Die ersten 4 dieser Kombinationen kénnen wegen der Gleichheit von je zwei Zahlen je auf
%:2, = 90 Arten zustande kommen, die restlichen 6 auf ﬁ;,l, = 180 Arten. Damit ist die
Anzahl der ungiinstigen Félle 4 - 90 4+ 6 - 180 = 1440 und die Wahrscheinlichkeit fiir einen nicht

gewerteten Wurf betrigt

1440 5
— = —r ~ 3,1
46656 162 00309 ~ 3,1%

Aufgabe 20/76
Man beweise, dass fiir n > 2 die Ungleichung 5" > 4™ + 3" gilt, ohne dabei das Prinzip der
vollstandigen Induktion zu verwenden!

32 42
Frons ()
* ’ 5} +5

Wegen % < 1 und % < 1 ist dann

RO ORONEE

Durch Multiplikation mit 5™ folgt die Behauptung 3™ + 4™ < 5™,

Es ist
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Aufgabe 21/76

Man berechne das Produkt: [] 3 j2.
i=1j=1

7
Bekanntlich gilt > j% = 2i(i + 1)(2i + 1). Daher ist

7=1
n 1 n 1 n n 1 n
HZ; H6 2z+1):Hz+1 H—2 H (204 1)
i=1j5=1 =1 =1 =1 =1
2n+1
=(n+1)!- —(n+1)!(2n+1)!

120 1l T o

1=

Aufgabe 22/76
Man beweise, dass die Gleichung

bz? 4+ (b2 4+ c? —a¥)z+c2 =0

keine reellen Losungen hat, wenn a, b, ¢ die Mafizahlen der Seiten eines Dreiecks sind!

Das Auftreten des Klammerausdrucks (b? + ¢ — a?) lisst es naheliegend erscheinen, den Kosi-

nussatz der ebenen Trigonometrie zu verwenden. Aus a? = b% 4 ¢ — 2bc cos « folgt b2 + ¢ — a® =

2bc cos . Damit nimmt die gegebene Gleichung die Gestalt

2
b22? + 2bcxcosa+ 2 =0 oder 2%+ 2%35 cos o + (g) =0

an. Die Losungen sind

T2 = —g (cosa + vVcos?2 a — 1)

Wegen 0 < o < 180° ist cos? a < 1. Daraus folgt, dass die Lésungen nicht reell sind.

Aufgabe 23/76

Man bestimme alle reellen Zahlentripel {a; b; ¢} fir die a; b; ¢ die drei Losungen der Gleichung

3 — abx? + bex — ca = 0 sind.

Wenn ein Tripel {a;b; ¢} Losung der gegebenen Gleichung ist, dann gilt nach dem Wurzelsatz
des Vieta

a+b+c=ab (1)
ab+bc+ca=be (2)
abc = ac (3)
Aus (3) folgt (4) a =0 oder (5) b =1 oder (6) ¢ = 0. Wir untersuchen diese drei Fille getrennt:
1.Fall: @ = 0. Dann folgt aus (1) b = —c, beliebig.
2.Fall: b = 1. Dann folgt aus (1) ¢ = —1, aus (2) a beliebig.

3.Fall: ¢ = 0. Dann folgt aus (1) a + b = ab, aus (2) ab = 0 also insgesamt a = b = 0.
Damit erfiillen die folgenden Tripel die gegebene Gleichung:

1. {a;b;c} ={0;y; -y}

2. A{a;byep ={y; 1, -1}
3. {a;b;c} ={0;0;0}
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wobei in jedem Fall y eine reelle Zahl ist.

Aufgabe 24/76

Es ist zu beweisen: Sind im Raum n = 2k Punkte (k € N) derart gegeben, dass keine
drei Punkte auf derselben Geraden liegen, so sind zwischen diesen Punkten hochstens k2
Verbindungsstrecken moglich, ohne dass diese Strecken ein Dreieck mit Eckpunkten aus der
gegebenen Punktmenge bilden.

Man denke sich die Punkte von ¢ = 1 bis ¢ = n = 2k durchnummeriert und verbinde jeden
Punkt P5;_1 mit jedem Punkt Ps;.

Da die gegebene Punktmenge genau k& Punkte P»; 1 und genau k& Punkte P»; enthélt, entste-
hen auf diese Weise genau k? Verbindungsstrecken. Unter ihnen sind keine drei, die ein Dreieck
mit Eckpunkten P; bilden. Wére das ndmlich der Fall, so miissten entweder zwei Punkte mit
geradem oder zwei Punkte mit ungeradem Index miteinander verbunden sein, das ist aber auf
Grund der Konstruktionsvorschrift ausgeschlossen.

Damit ist bewiesen, dass mindestens k? Verbindungsstrecken mit der festgelegten Einschrinkung
moglich sind. Es ist noch zu beweisen, dass es nicht mehr als k? solche Strecken gibt.

Dazu zeigen wir zunéchst, dass nur ein solche Konstruktion wie eben beschrieben k? Strecken
liefert, jede andere Konstruktion dagegen weniger.

Wire namlich eine andere Konstruktion mit k? den Bedingungen der Aufgabe entsprechenden
Strecken moglich, so miissten von wenigstens einem Punkt mehr oder von einem Punkt weniger
als k Strecken ausgehen.

Jede Erhéhung der von einem Punkt ausgehenden Streckenzahl um 1 bedingt aber die Verbin-
dung zweier Punkte, deren Indizes entweder beide gerade oder beide ungerade sind. Damit keine
Dreiecke entstehen, miissen sémtliche anderen Strecken entfallen, die von einem dieser beiden
Punkte ausgehen. Die Anzahl der Verbindungsstrecken wiire als k% — k + 1 < k? (fiir k > 1).

Damit ist zugleich bewiesen: Sind zwischen n = 2k Punkten k? Verbindungsstrecken derart
gegeben, dass keine drei ein Dreieck bilden, so ist eine Indizierung moglich, die der oben gegebe-
nen Konstruktionsvorschrift entspricht, und jede weitere eingefiigte Strecke wiirde entweder zwei
Punkte mit geradem oder zwei Punkte mit ungeradem Index verbinden, also zu einem Dreieck
fiihren. Daraus folgt, dass k? die Hochstzahl der Verbindungsstrecken ist.

Aufgabe 25/76
Man lése die Gleichung sin* x + cos” 2 = 1 fiir reelle Zahlen z.

Wegen

2 2 ,.\2

sintz = (sin? z)? = (1 — cos? z)

folgt aus der Gleichung nach kurzer Rechnung

sin z + cos’

x =1 cos® z(cos® x4 cos’x —2) = 0

1. Diese Gleichung ist erfiillt fiir cosz = 0,2 = § + km,sinx = +1. Die Probe bestitigt die
Richtigkeit.

2. Diese Gleichung ist erfiillt fiir cos® z + cos? z — 2 = 0. Wegen cosz < 1,cos® 2 < 1 kann diese
Gleichung nur fiir cosx = 1,z = 2k, sinz = 0 erfiillt sein. Die Probe bestétigt die Richtigkeit.

324



2.16 Aufgaben und Lésungen 1976

Aufgabe 26/76
Gesucht sind alle Quadrupel (p1;p2;ps;ps) von Primzahlen, die das Gleichungssystem
erfiillen:

pi+ps=ps (1) ; pi-pi=ps (2)

Waren beide Primzahlen p; und ps ungerade, so kénnte py als gerade Primzahl nur py = 2 sein
und es wére

Pt —p3 = (p1 +p2)(p1 — p2) =2

Daraus wiirde folgen: p; + po = 2, p1 — p2 = 1; dieses Gleichungssystem ist aber nicht in ganzen
Zahlen (erst recht nicht in Primzahlen) 16sbar. Folglich ist von den Primzahlen p; und ps genau
eine gerade und genau eine ungerade.

Wegen py > 0 muss py = 2 sein. Damit nimmt (2) die Gestalt

pPi—22=(m+2)(p—2) =
an. Daraus folgt p1 +2 = pg,p1 —2 = 1. Also ist py = 3,pg = 5. Aus (1) ergibt sich dann weiter
Pi+p3=9+4=13=p;

Das Quadrupel (p1, p2, p3, pa) = (3,2,13,5) ist also das einzige, das das Gleichungssystem erfiillt.

Aufgabe 27/76
Man zeige, dass das Polynom

al
i=0 v

fiir gegebenes n keine mehrfachen Nullstellen besitzt!

Angenommen, das gegebene Polynom hétte eine mindestens zweifache Nullstelle zg. Dann wére
=2 (o - 20)* ()
=0 b

wobei m > 0,m € N gilt und ¢(x) ein Polynom (n-m-2)-ten Grades ist. Differenziert man f(x)
nach x, so erhélt man

|
—

fl(z) =

7

T = @4 m)@ - 20 (@) + (@ — 2027 ()

Il
o

Man erkennt, dass zp auch Nullstelle von f/(z) ist. Dann ist aber zy auch Nullstelle von

Einzige Nullstelle von Z7 ist xg = 0. Nun ist aber zg = 0 offensichtlich nicht Nullstelle von f(z)
im Widerspruch zur Annahme Damit folgt die Behauptung.

Aufgabe 28/76
In einem Dreieck mit den Winkeln «, 8, v und den ihnen gegeniiberliegenden Seiten a, b, ¢
gelte

tana - tan = 3 ; tan g -tany =6

Man berechne die Winkel «, 3, v sowie die Seitenverhéltnisse ¢ und g.
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Es ist
tan a + tan g

tany = tan (180° — o — ) = —tan (a + 8) = " 1—tanatanB

Damit erhalten die gegebenen Gleichungen die Gestalt

tanatanf =3 (1)
tan tana +tan 8 6 (2)

1 —tanatanj
Lost man dieses Gleichungssystem, so erhélt man
tana = 1; tan 8 = 3; tany =2

(negative tan-Werte entfallen, da 0° < «a, 8,7 < 90° gilt). Damit folgt o = 45°, 8 = 71,56°,v =
63,43° (bei Verwendung einer fiinfstelligen Tafel).
Nach dem Sinussatz gilt

a sin «v a sino
b sinf ’ c sinvy
Aus )
. 9 tan® x
sin“r = ————
1+ tan“x

und sin «, sin 3, siny > 0 ergibt sich

a  [tan*a(l+tan®p)  [1-(1+9) 9N0745
b \tan?pB(1 +tan2a) V9-(1+1) V18~ 7

~ Jtan® (1 +tan?y)  [1-(14+4) /£~0791
~ \tan2y(1 4+ tan2a)  \4-(14+1) V18~ 7
Aufgabe 29/76

Fiir den Transport von 416 Personen stehen Omnibusse mit 7, 21 und 31 Sitzplatzen zur
Verfiigung. Der Transport soll mit der geringsten Anzahl von Fahrten durchgefithrt werden,
wobei jedoch kein Sitzplatz frei bleiben soll. Welche Omnibusse sind mit wieviel Fahrten
einzusetzen?

ale

Wir bezeichnen mit x, y bzw. z die Anzahl der Fahrten, die der Bus mit 7, 21 bzw. 31 Plitzen
ausfithren muss. Dann gelten die folgenden Beziehungen:

Tx + 21y + 31z = 416 ; r+y+2z= min ; x;y; 2 € N

Dividiert man die Gleichung durch 7, so ergibt sich

$+33/+4Z+%Z:59+%

Daraus folgt sofort: Soll kein Platz frei bleiben, so muss z = 1 (mod 7) sein, also z = 7k + 1
mit k € N. Setzt man dies in die Gleichung ein, so ergibt sich nach dquivalenter Umformung
x + 3y + 31k = 55.

Offensichtlich wiirde £ = 0 nicht zum Minimum fir die Summe x 4+ y + z fithren. Also ist
k =1,z = 8. Damit erhdlt man x + 3y = 24, woraus man sofort erkennt, dass fir x = 0,y = 8
sich das Minimum fiir die Summe ergibt.

Es sind also je 8 Fahrten mit den Omnibussen fiir 21 und 31 Personen erforderlich, der Omnibus
fiir 7 Personen wird nicht eingesetzt.
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Aufgabe 30/76
Man bestimme alle Paare (n; m) natiirlicher Zahlen, die der Gleichung 4™ +65 = 9™ geniigen.

Wir formen die Gleichung dquivalent so um, dass sie als Gleichung zwischen Produkten erscheint.
Aus 4™ + 65 = 9™ folgt

9m — 4" = 65 = 3%™ — 22" = (3™ — 2")(3" +2") =513

Da 3™ + 2" > 3™ — 2" folgt 3™ — 2" = 5;3™ 4+ 2" = 13.

Durch einfache Rechnung ergibt sich daraus n = m = 2 als Losung. Die Probe bestétigt die
Richtigkeit. Die Moglichkeit, 65 = 1-65 zu wahlen, scheidet aus, da sich daraus kein ganzzahliges
m ergibt. Damit ist die angegebene Losung die einzige.

Aufgabe 31/76
Man bestimme alle ganzzahligen Paare (z;y) die der Gleichung 1622 +2zy+y? = 85 geniigen.

Es ist

85 = 1622 + 2zy + y* = 152 + (z + y)? >= 1522 >=0
also ist 22 < % <6, 2 € {0;1;4}.
Da sich aus der gegebenen Gleichung fiir 2> = 4 ganzzahlige Werte fiir y ergeben, gilt z; =
2,29 = —2. Fiir 22 = 4 folgt (z +y)? = 25, d.h., v +y = +5 und damit y1; = 3,y10 = —7,y21 =
7,y20 = —3.
Die Gleichung hat also die vier Paare (2;3), (2; —7),(—2;7), (—2; —7) als Losung.

Aufgabe 32/76
Man beweise: Haben die Seitenflichen eines Tetraeders sdmtlich den gleichen Umfang, so
sind sie kongruent.

Wir verwenden die Bezeichnungen der Abbildung. Nach der Vor-
aussetzung gilt dann:

a1 +az+ a3z =az+ag+ ag

a1 +az+a3=a3+ag+as

a1 +az+a3z=as+asg+ax

aq
Aus diesen Gleichungen folgt

ai+az=as+ag (1)
ai+az=as+as (2)
az+az=as+as (3)

Durch Addition dieser Gleichungen folgt a1 +a — 2+ a3 = a4 + a5 + ag.

Subtrahiert man von dieser Gleichung die Gleichungen (1), (2) und (3), so ergibt sich as =
as,a3 = ag,a1 = a4. Damit stimmen die vier Dreiecke in den Seiten liberein, sie sind also
kongruent.
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Aufgabe 33/76
Man beweise: Ist (a;b;c) ein (paarweise) teilerfremdes pythagoreisches Zahlentripel und b
ungerade, so sind

b —b
c—;— und v C2

u =

naturliche Zahlen.

Es sei (a; b; ¢) ein (paarweise) teilerfremdes pythagoreisches Zahlentripel mit ungeradem b. Dann
ist sicher a gerade. Wire nimlich a ungerade, so wire ¢ = 2 (mod 4) wegen a? = b?> = 1 (mod
4) im Widerspruch zu der Tatsache, dass fiir keine natiirliche Zahl n gilt n? = 2 (mod 4). Damit
ist auch ¢ ungerade, die Summe c + b und die Differenz ¢ — b sind gerade. Man setze nun

c+b c—b
= M
2 ’ 2

=Y

Wegen ¢ —b > 0,c+b=c—0b =0 (mod 2) sind z und y natiirliche Zahlen, die wegen der
Teilerfremdheit von b und ¢ ebenfalls teilerfremd sind (aus * = km;y = kn mit natiirlichen
Zahlen k;m;n wirde folgen ¢ = k(m+n),b=k(m —n)). Esgilt dannc=x+y ; b=z—y
und wegen a2 + b = ¢? ist

0= VI = [+ y)? ~ (o -y =2y

Daraus folgt, dass zy eine Quadratzahl ist. Aus der Teilerfremdheit von = und y folgt weiter,
dass sowohl = als auch y selbst Quadratzahl ist. Wiirde ndmlich wenigstens eine dieser beiden
Zahlen einen Primfaktor in ungerader Potenz enthalten, so wére das Produkt keine Quadratzahl,
weil dieser Primfaktor wegen der Teilerfremdheit nicht in der anderen Zahl vorkommen kann.
Es sind also

c+b c—b
g =V v =V

u =
natiirliche Zahlen.
Aufgabe 34/76
In einem Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ sowie der Hohe h, auf c gelte 2a2—3ab+2b* = ch,..
Man bestimme die den Seiten a, b und ¢ gegeniiberliegenden Winkel «, 3, ~.
Es ist
che = 2a? — 3ab + 2b* = 2a® — 4ab + 2b* + ab = 2(a® — 2ab + b*) + ab = 2(a — b)* + ab

Wegen siny < 1 gilt ab > absiny = 2A = ch, (wobei mit A der Flicheninhalt bezeichnet ist).
Damit folgt

ch —c = 2(a —b)? + ab > 2(a — b)* + ch, also 0> (a—b)?

Da andererseits (a — b)? > 0 gilt, folgt @ = b und daraus o = . Das Dreieck ist demnach
gleichschenklig. Setzt man @ = b in die vorausgesetzte Gleichung ein, so folgt

che = 2a% — 3ab + 2b® = 2a% — 3a® + 24® = a®

Aus ch, = 24 = a®sin v ergibt sich nunmehr sofort siny = 1, also v = 5. Damit ist « = 8 =
das Dreieck ist rechtwinklig-gleichschenklig.

)

ISR
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Aufgabe 35/76

Gegeben seien Kantenmodelle reguldrer Tetraeder, bei denen die Kanten mit sechs Farben
unterschiedlich gefirbt seien. Zwei derartige Modelle sollen als gleich gelten, wenn man sie so
aufstellen kann, dass die Paare paralleler Kanten gleiche Farbe haben. Wie viele verschiedene
Modelle sind moglich?

Die sechs Farben seien mit den Zahlen 1;2; 3;4;5;6 bezeichnet.

Mit den gleichen Zahlen bezeichne man die entsprechend eingefarbten Kanten. Ferner sei die
Reihenfolge der Kanten geméfl der ersten Abbildung festgelegt. Da man den Stahl eines jeden
Modells in die Lage des Stabes 1 der Abbildung hingen kann, geniigt es, zur Ermittlung der
gesuchten Anzahl die Zahlen 2 bis 6 zu permutieren.

Es gibt 5! = 120 Permutationen. Immer je zwei dieser 120 Modelle kann man in kongruente
Parallelstellung (Gleichheit im Sinne dieser Aufgabe) bringen. Man verbinde z.B. im Modell mit
der Kantenfolge (1;m;n;p;q;r) die Mittelpunkte der Kanten 1 und r miteinander und drehe
das Modell um diese Verbindungsgerade um 180° (Abbildung 2).

! !

Man erhélt die neue Kantenfolge (1;p; ¢; m;n;r). Somit sind die beiden Modelle (1;m;n;p;q;7)
und (1;p; ¢; m;n;7) im Sinne der Aufgabe gleich.
Ergebnis: Es gibt 60 verschiedene Modelle.

Aufgabe 36/76
1977

Man beweise, dass die Zahl z = Y i'°77 keine Primzahl ist!
i=1

Wir betrachten die Zahl z modulo 3. Es ist

1977
5= Z Z~1977 — 11977 + 21977 + 31977 4o 19771977 =
1=1

= 197 4 ()T 0T 1T ()T 40T =1 1404 ..+ 1-140=0 (mod 3)

Also ist z durch 3 ohne Rest teilbar und damit keine Primzahl.
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2.17 Aufgaben und Losungen 1977

Aufgabe 1/77
Man beweise: Wenn cos (o + ) = 0 ist, dann gilt sin (o + 25) = sina.

Aus
cos (a+ f) =cosacos B —sinasinf =0 folgt cosacosf =sinasinf (1)
Aus sin (o + 23) = sin a cos 23-+cos a sin 213 folgt mit cos 23 = 1—25sin? 3, sin 23 = 2sin /3 cos beta:
sina 4 28 = sina — 2sinasin? § 4 cos a(2sin fcos ) (2)

Setzt man (1) in (2) ein, so folgt unmittelbar die Behauptung sin o + 23 = sin a.

Aufgabe 2/77
Man beweise, dass in jedem rechtwinkligen Dreieck das Quadrat iber der Hypotenuse min-
destens so grofl wie die vierfache Dreiecksflache ist!

Es seien a und b die Katheten, ¢ die Hypotenuse und A der Fliacheninhalt des rechtwinkligen
Dreiecks. Sicher gilt
(a—0)>>0 ; a® +b* > 2ab

Wegen a? +b* = ¢ und %ab = A folgt sofort die zu beweisende Ungleichung ¢? > 4A. Gleichheit
gilt fiir a = b, also fiir gleichschenklige Dreiecke.

Aufgabe 3/77
Auf wieviel Nullen endet die Zahl 1000! ?

Die Frage der Aufgabe ist identisch mit der Frage, wie oft in dem Produkt 1000! der Faktor
10 = 2 - 5 enthalten ist. Es gilt also, die Anzahl der Primfaktorpaare (2;5) zu ermitteln. Dazu
ermitteln wir die Anzahlen As und As der Primfaktoren 2 bzw. 5, die kleinere von beiden ist
die gesuchte.

Die Anzahl A, der Primfaktoren p in dem Produkt n! =1-2-3....-n ist

n
Ap = Z {k}
k=1 P
wobei mit [z] die grofite ganze Zahl a < x bezeichnet ist.
Jeder einzelne Summand dieser Summe gibt ndmlich die Anzahl der Zahlen i mit 1 < i < n

an, die den Primfaktor p wenigstens k mal enthalten. (Ist & > log,n = E—Z, so ist p¥ > n, also

I < 1 und damit |5 | =0.)

D D

Aus p; > po folgt nun 1% = # fir jedes k und damit A,; < Ap. Also ist As die gesuchte
Zahl:

A — [1000} {1000] {1000} [1000
N 25 125 625
Das Produkt 1000! endet demnach auf 249 Nullen.

} =200+40+8+1 =249

Aufgabe 4/77

Man beweise: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt gleich dem Produkt aus
dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel der beiden Hypotenusenabschnitte, die
von der Hohe auf der Hypotenuse erzeugt werden.
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In jedem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und b, der Hypotenuse ¢ und den von der
Hohe auf der Hypotenuse erzeugten Abschnitten p und ¢ gilt nach dem Kathetensatz:

2

a®=pc=pp+q) ; a=/p(p+q)
=qc=qlp+q) ; b=1lalp+q)

wenn p die Projektion von a und ¢ die Projektion von b und c¢ ist. Der Flacheninhalt A berechnet
sich nach der Formel

A= %ab: %\/p(p-i‘Q)\/Q(p‘f‘Q) = %\/(p—kq)Q\/]T: 1%\/171

Damit ist A das Produkt aus dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel von p und q.

Aufgabe 5/77
Fiir welche natiirlichen Zahlen z gilt: 3* = 1 (mod 13)7

Durch Probieren findet man
3 =1 (mod 13) ;3141 (mod 13)
32 # 1 (mod 13) . 33=1 (mod 13)
Man kann vermuten, dass die Kongruenz fir z = 3k (k € N) gilt.
Behauptung: 3 = 1 (mod 13) gilt genau fiir z = 3k mit k£ € N.
Beweis durch vollstdndige Induktion:

1. Die Behauptung gilt fiir £ = 0 und fiir £ = 1, wie man durch Ausrechnen bestétigt.
2. Angenommen, die Behauptung gilt fiir irgendein k& € N: 3% = 1 (mod 13). Dann gilt

33(kH1) — g3k+3 — 33 .33k = 97.1 =1 (mod 13)

wegen 27 = 1 (mod. 13). Damit ist bewiesen, dass die Behauptung fiir alle x = 3k mit k € N
gilt.

Es ist noch zu zeigen, dass sie fiir alle x = 3k + 1 nicht gilt!

1. Es ist 3%*! # 1 (mod 13), wie man durch Ausrechnen bestétigt.

2. Angenommen, es gelte fiir irgendein & € N: 33%*1 £ 1 (mod 13). Dann gilt

33kH3EL _ 33 33kEl _ g7 g3kEl = . g3kEL — g3kEL £ 1 (;mod 13)
Aufgabe 6/77

Man zeige, dass fiir reelle a;b mit 0 < b < a die Ungleichungskette gilt:

a_b<ln9<a_b
a ~— b~ b

Dass die Behauptung fiir b = a gilt, ist unmittelbar nachpriifbar. Wir nehmen deshalb b < a an.
Die Funktion f(z) = Inx ist fiir x > 0 iiberall stetig und differenzierbar. Man kann also auf jedes
Intervall [b;a] mit b < a den Mittelwertsatz der Differentialrechnung anwenden. Nach diesem
Satz existiert ein ¢ mit b < ¢ < a derart, dass

fa) = f(b) = f'(c) - (a—b)
ist. Speziell fir f(z) = Inx folgt damit

a 1
na-Inb=In% =" (a—b
na—In ny =< (a—10)
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Wegen ¢ > b folgt daraus sofort In § < “T_b und wegen ¢ < a: In § > “T_b. Da die Gleichheit fiir

a = b eintritt, ist damit die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 7/77
Man beweise, dass es kein Zahlensystem mit der Basis z gibt (z € N,z > 1), in dem die
Zahl (10004), Primzahl ist.

Nach Definition gilt (10004), = * + 4 mit € N, 2 > 1. Nun ist
et 4=t 42?4442 = (22 +2)% — (22)2 = (2 + 20 4+ 2)(2® — 22 4 2)

Angenommen, (10004), = z* + 4 wire Primzahl; dann miisste der kleinere der beiden Faktoren
gleich 1 sein: 22 — 2z + 2 = 1.

Diese Gleichung hat die Doppelldsung x1.20 = 1. Damit ergibt sich ein Widerspruch; denn es ist
x > 1 vorausgesetzt (es existiert kein Zahlensystem mit der Basis 1). Daraus folgt unmittelbar
die Richtigkeit der Behauptung.

Aufgabe 8/77
Gesucht sind alle echt fiinfstelligen natiirlichen Zahlen z (also 10000 < z < 100000) mit
folgenden Eigenschaften:

1. Jede Ziffer kommt hochstens einmal vor.
2. Die Quersumme ist 10.

3. Addiert man zu der Zahl z die Zahl 2/, die aus den gleichen Ziffern wie z, jedoch in
umgekehrter Reihenfolge besteht, so enthélt die Summe nur gleiche Ziffern.

Da jede Ziffer hochstens einmal vorkommen darf und die Quersumme 10 sein soll, kénnen in z
nur die Ziffern 0; 1;2; 3; 4 vorkommen. Ware némlich eine Ziffer gréfler als 4, so ware auch die
Quersumme grofler als 10, oder es miisste wenigstens eine Ziffer doppelt vorkommen. Da bei der
Addition von z und 2z’ keine Zehneriibertragung vorkommen kann (im ungiinstigen Fall ergibt
sich4+4+3=7),ist Q(z+ 7') = Q(2) + Q') = 2Q(z) = 20 (wobei mit Q(z) die Quersumme
der Zahl z bezeichnet ist). Da z + 2’ fiinfstellig ist und aus gleichen Ziffern besteht, muss diese
Ziffer sich aus der Division 20 : 5 zu 4 ergeben. Es ist also z + 2/ = 44444.

Es sei nun 7z, die an n-ter Stelle stehende Ziffer von z. Dann muss wegen der Bedingung 3 gelten

Zn+7Z6-n =4

insbesondere folgt daraus zZz = 2. Damit verbleiben fir z die folgenden Moglichkeiten

z1 = 10243 29 = 14203 23 = 30241 24 = 34201
z5 = 41230 2 = 43210

Die Probe bestétigt die Richtigkeit (fiir 2’ war die "echte” Fiinfstelligkeit nicht gefordert).

Aufgabe 9/77

Gegeben sei eine nicht konstante arithmetische Folge 1. Ordnung mit 6 Gliedern, die sémtlich
Primzahlen sind.

Man beweise, dass der Absolutbetrag der Differenz aus zwei aufeinanderfolgenden Gliedern
der Folge nicht kleiner als 30 ist!
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Wir bezeichnen die Glieder der Folge mit p; p+d; p+2d; p+3d; p+4d; p+5d. Sicher ist p ungerade;
denn wére p gerade, so wire p = 2 (einzige gerade Primzahl) und damit wéren p+2d = 2(1+d)
und p + 4d = 2(1 + 2d) ebenfalls gerade und damit keine Primzahlen.

Zur Beweisfithrung geben wir einige Eigenschaften von d an:

1. Sicher ist d = 0 (mod 2), denn aus d = 1 (mod 2) wiirde wegen p = 1 (mod 2) folgen, dass
p+3d =p+5d =0 (mod 2) ist. Das ist aber ein Widerspruch zur Primzahleigenschaft
von p + 3d und p + 5d.

2. Sicher ist d = 0 (mod 3); denn wire d = 1 (mod 3), so wire p+ 3d = 0 (mod 3) fiir p = 3,

p+4d =0 (mod 3) fir p = —1 (mod 3) und p + 2d = 0 (mod 3) fiir p =1 (mod 3), wére

= —1 (mod 3), so wéaren entsprechend p + 3d,p + 2d,p + 4d = 0 (mod 3). In jedem Fall
entsteht als ein Widerspruch zur Primzahleigenschaft wenigstens eines der Glieder.

3. Sicher ist d = 0 (mod 5). Der Beweis dafiir verlduft vollig analog. Damit folgt d = 0 (mod
30). Wegen d # 0 ergibt sich daraus |d| > 30.

Bemerkung: Tatséchlich existiert eine Folge mit den angegebenen Eigenschaften und d = 30: 7;
37; 67; 97; 127; 157.

Aufgabe 10/77
Man bestimme alle Losungen der Gleichung
3
1
~ -1
—1 L

7

(2

in natiirlichen Zahlen x;, fiir die gilt z; > x;, wenn ¢ > j ist.

Wegen x3 > xo > 21 ist 1 > 1 und

also ;1 < 3. Demnach sind zwei Félle moglich:
1. 1 = 2. Dann nimmt die gegebene Gleichung die Gestalt

1 1 1

an. Man schlief3t weiter
1 1 1 1 1 2

=4 = S - 4+ ===
2 To T3 To X9 T2

woraus x2 < 4 folgt. Das fithrt zu den beiden Losungen x1 = 2; 20 = 3;23 = 6 und 1 = 2; 19 =

4; xr3 = 4.

2. x1 = 3. Analog erhélt man

Daraus schlie3t man
2 1 1 1 4 1 2

3 ) xr3 X2 ) x2

woraus sofort zo = xg = 3 folgt. Damit hat man als dritte Losung 1 = x2 = x3 = 3. Weitere
Losungen kann es auf Grund des Losungsweges nicht geben.
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Aufgabe 11/77
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beim Wiirfeln mit einem gewohnlichen (ein-
wandfreien) Wiirfel der zweite Wurf eine hohere Augenzahl hat als der erste?

Die Wahrscheinlichkeit fiir zwei Wiirfe mit gleicher Augenzahl betragt %, die Wahrscheinlichkeit
fiir zwei Wiirfe mit verschiedenen Augenzahlen ist %.

Da beide Wiirfe "gleichberechtigt” sind, ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich der Hélfte
von %, also gleich %

Aufgabe 12/77 i
Gesucht sind (bis auf Ahnlichkeit) alle Dreiecke, bei denen die Tangenswerte der Innenwinkel
samtlich ganzzahlig sind.

Wir beweisen zunéchst den Hilfssatz: Ist o + 8 4+ v = 180°, so ist
tan o + tan 5 + tan~y = tan o tan S tan «y
Beweis: Wegen v = 180° — (a + f3) ist

tan o 4 tan 8

tany = tan[180° — (o + 3)] = —tan (a + ) = _m

Damit ist
tana + tan 8

tana +tan 8+ tany =tana+tanf — ——— =
1 —tanatan

tan o 4 tan S

=tanatan - (—1)- m

= tan atan B tany
Nun setzen wir zur Vereinfachung tana = z, tan 5 = y, tany = z und loésen die diophantische
Gleichung

T+y+z=2rxyz

in ganzen Zahlen (wobei wegen des Winkelsummensatzes hochstens ein Wert negativ und kein
Wert gleich null sein kann). Zuerst zeigen wir, dass kein Wert negativ ist. Angenommen (0.B.d.A.),
sei z negativ: z < 0. Dann folgt

r4+y=ayz—z=z(xzy—1)>0

(wegen x > 0,y > 0), also xy — 1 < 0 wegen z < 0. Mithin ist zy < 1. Diese Ungleichung ist
aber nicht in ganzen Zahlen 16sbar.
Es sei nun z = 1. Dann folgt

x+y+1::cy—>y+1:a:y—x:;r(y—1)—>x:y7+1:1+i

y—1 y—1

(wobei y # 1 vorausgesetzt ist; man erkennt leicht, dass fiir z =1, y = 1 kein x existiert). Diese
Gleichung liefert z = 3 fiir y = 2 und « = 2 fiir y = 3, weitere ganzzahlige Losungen hat sie
nicht. Eine Losung ist also das Tripel (1;2;3), wobei die Reihenfolge keine Rolle spielt.
Man iiberlegt sich leicht, dass dies auch die einzige Losung ist. Ware ndmlich ein Tangenswert
grofler als 3, so miisste (wegen der Monotonie der Tangensfunktion im betrachteten Bereich und
wegen des Winkelsummensatzes) wenigstens einer der beiden anderen Tangenswerte kleiner sein
als 1 bzw. 2. Als einziges ganzzahliges Tripel kime dann ein Tripel (1;1;3 + A) in Frage (mit
A eN).
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Die Gleichung 1 +1+4+ (3+ A)=1-1-(3+ A) fithrt jedoch zum Widerspruch 2 = 0.
Damit ist als einzige Losung (bis auf die Reihenfolge) das Tripel (tan «;tan 8;tany) = (1;2;3)
mit den Winkeln

(ov; B5) = (45°;63,43°;71,56°)

ermittelt. Es gibt also (bis auf Ahnlichkeit) genau ein Dreieck mit ausschliellich ganzzahligen
Tangenswerten der Innenwinkel.

Aufgabe 13/77
Gegeben sei ein Winkel von 17°. Mit Zirkel und Lineal konstruiere man daraus einen Winkel
von 11°.

Man konstruiere einen Winkel von 45° als Basiswinkel eines gleichschenklig-rechtwinkligen Drei-
ecks und subtrahiere von ihm zweimal den gegebenen Winkel von 17°. Der Rest ist der gesuchte
Winkel von 11°.

Aufgabe 14/77
Es seien a, b, ¢ von null verschiedene natiirliche Zahlen. Man zeige, dass es keine mehrstelligen
Primzahlen p, q, r gibt, die der Gleichung geniigen:

p2a + qb — ,r,20
Nach Voraussetzung sind p, ¢ und r mehrstellig, also nicht gleich 3 und als Primzahlen demnach
nicht durch 3 teilbar. Dann gilt

P26 — (7"2)6 =1 (mod 3) (1)
p2a _ (pQ)a =1 (mod 3) (2)
¢® #0 (mod 3) (3)

aus (2) und (3) folgt
p** +¢" # 1 (mod 3)

womit sich ein Widerspruch zu (1) ergibt. Damit folgt sofort die Behauptung.

Aufgabe 15/77
Auf welche Weise kann man die Zahl 92 in zwei Summanden natiirlicher Zahlen zerlegen,
von denen der eine durch 5 teilbar ist und der andere bei Division mit 7 den Rest 3 1asst?

Seien x und y die gesuchten Summanden. Dann ist
r+y=92 (1) ; x = bk ; y="11+3 (1)

mit k;1 € N. Aus (1) und (1) folgt 5k + 71 = 89.
Wir betrachten die Gleichung (2) mod 5 und mod 7 und erhalten

2l =4 (mod 5); 5k =5 (mod 7); I =2 (mod 5) k=1 (mod 7)
also I = 2+ 5t; und k = 1 + Tto mit t1;t2 € N. Setzen wir dies in (2) ein, so folgt

35(t1 +t2) =70 = t1 + 1o =2
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Damit ergeben sich die folgenden drei Moglichkeiten:

ty=0; to=2; k=2; =15 =75 y=17

th=1;, to=1;, k=7, =8 x=40; y=2>52

th=2; to=0; k=12; [=1;, x=5 y=87
Wie die Probe zeigt, sind die Paare (75;17), (40;52), (5;87) Losung.

Aufgabe 16/77
In einem Dreieck mit den Seiten a, b, ¢, den ihnen gegeniiberliegenden Winkeln «, 3, v und
den Hohen hg, hy bzw. h. gelte hy > a und hy > b. Wie grof3 sind die Winkel?

AushaZa,thbfolgt%Zlund%Zl.WegenOSSin'y:%a:%glgﬂt

lzsinz'y:@~@21
a b

also sin?y =1, siny =1, v = 90°.
Das Dreieck ist demnach rechtwinklig mit der Hypotenuse c. In jedem rechtwinkligen Dreieck
fallt eine Hohe auf einer Kathete mit der anderen Kathete zusammen. Es ist also h, = b; hy = a.
Daraus und aus hy > a; hy > b folgt b > a > b, mithin a = b.
Das Dreieck ist demnach nicht nur rechtwinklig, sondern auch gleichschenklig. Folglich ist o =
8 = 45°.

Aufgabe 17/77
Es ist zu beweisen: Sind p1, p2, p3 drei Primzahlen mit p; > 3, von denen zwei ein Primzahl-
zwillingspaar bilden, so ist das Produkt

3

[[ei-1»="P

=1

durch ein Vielfaches von 48 ohne Rest teilbar.

Bekanntlich ldsst sich jede Primzahl p > 3 in einer der Formen p = 6m £ 1, m € Nym >
1 darstellen. Beweis: Angenommen, der Satz gelte nicht. Dann wére p in einer der Formen
6m, 6m £ 2,6m + 3 darstellbar. In jedem dieser Félle wére p aber durch 2 oder durch 3 ohne
Rest teilbar und somit nicht Primzahl. Der Satz ist nicht umkehrbar!)

0.B.d.A. seien p; und py das Zwillingspaar. Dann gilt

p1 =6m; —1; p2 = 6my + 1; p3 =6mo =1
1.) Es sei pg = 6mgy + 1. Dann gilt

3
P =[] —1) = (6my —2)-6my -6my =24m1(3my — 1) - 3my
=1

2.) Es sei p3 = 6mg — 1. Dann gilt
3
P =] —1) = (6m1 —2)-6my- (6mg —2) =24my(3m1 — 1) - (3mg — 1)
=1

In jedem Fall ist P ohne Rest durch 24 teilbar. Da entweder m; oder 3m; — 1 gerade ist, folgt,
dass P sogar durch 24 - 2 = 48 ohne Rest teilbar ist.

Wegen mgo > 1 ist sowohl 3myg als auch 3mg — 1 gréfler als 1: 3mgo => 1 bzw. 3me — 1 =k > 1,
also ist P = 48k mit k > 1, womit der Beweis gefiihrt ist.
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Aufgabe 18/77

Gegeben sei ein zylindrisches Becherglas der Hohe H. Der (homogene) Mantel habe die
Masse M, die Masse des Bodens werde vernachléssigt. Das Glas sei mit einer (homogenen)
Fliissigkeit der Masse mp bis zum Rand gefiillt, aus einer Offnung im Boden tropfe die
Flissigkeit jedoch bis zur volligen Leerung aus.

Gesucht sind eine Funktion, die die Lage des Schwerpunktes in Abhéngigkeit von der
Fiillstandshohe h angibt, sowie der kleinste Abstand desselben vom Boden.

Wegen der Homogenitéit und der Symmetrie liegt der Schwerpunkt auf der Achse des Zylinders,
so dass seine Lage durch die Angabe der Hohe s iiber dem Boden vollstdndig bestimmt ist.
Ebenfalls wegen der Homogenitét liegt der Schwerpunkt des Mantels in der Héhe 0,5H, der
Schwerpunkt der Fliissigkeit in der Hohe 0,5h iiber dem Boden (wobei 0 < h < H gilt).

Die Masse der Fliissigkeit bei der Fiillstandshohe A ist m = %m g. Fir die beiden Momente Mg
und Mp (bezogen auf den Boden) gilt

h2
Mg=M-05H=05HM ; MF:m-0,5h:0,5ﬁ‘mH

das Gesamtmoment ergibt sich dann zu

h? 1
Mo+ Mp = HM + — = —(H?>M + h?
fe. =0, 0,5HmH 2H( mH)

Dividiert man das Gesamtmoment durch die Gesamtmasse, so erhilt man den Abstand s des
Schwerpunkts vom Boden:
51 (H2M + h?mp) H?M + h*mpy

= f(h) = =05
s = [f(h) M+ Emg " HM + hmpy

Fiir h = 0 und fiir A = H erhélt man damit (wie wegen der Symmetrie nicht anderes zu erwarten)
S0 = SHg = f(()) = f(H) = 0,5H

Mégliche Extremwertstellen der Funktion erhélt man durch Nullsetzen der 1. Ableitung, wobei
es gentigt, den Zahler gleich null zu setzen:

myg  h®myg+2hHM — H>*M
2 (HM—I— hmH)2

H
h*my +2hHM — H*M =0 — hp = — <\/M(M +my) — M)
myg

(da eine negative Fiillstandshohe sinnlos ist, entfillt der negative Wurzelwert). Daraus folgt

sE:f(hE):T;<,/l+an—l>

Dass dieser Wert das Minimum ist, kann man auf verschiedene Weise bestétigen:
1. durch Uberpriifen der 2. Ableitung; es ist f”(hg) > 0;
2. durch die Feststellungen, dass a) sg = f(hg) < 0,5H = f(0) = f(H) und b) f(h) stetig ist.

S = f'(h) =

Aufgabe 19/77
Man beweise: Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen mit der Eigenschaft, dass Quersumme
und Querprodukt iibereinstimmen.
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Enthélt die dezimale Darstellung einer natirlichen Zahl m Zweien und 2™ — 2m Einsen und
sonst keine Zahlen, so gilt fiir die Quersumme Qg und fiir das Querprodukt @ p:

Qs =2m + 2™ —2m = 2™ ; Qp =2m.12"2m = gm

Also gilt fiir eine solche natiirliche Zahl Qg = Qp. Da m eine beliebige natiirliche Zahl ist und
es unendlich viele natiirliche Zahlen gibt, ist damit der Beweis bereits erbracht.

Aufgabe 20/77
Man beweise die Giiltigkeit der Ungleichung fiir reelle a > 1:

Va+1—a< Ja—va—1

Aus der gegebenen Ungleichung folgt durch dquivalente Umformungen

) ) 1 1
Va+1+Va—-1<2Va €/1++\3/1—<2
a a
Nun gilt
1 3 3 3 1 1 1 1
14+ - =14+~ <14+ -0 " v — (14 )3 1 1+ =<1+ —
+a +3a< +3a+9a2+27a3 (+3a) amso V +a,< +3a
und
1 3 303 1 1 1 1
- -=1-2 <12y 2 1 - 1 h--<1-—
a 3a 3a+9a2 27a3 ( 3a> aso a 3a

(wegen = = # > ﬁ fiir @ > 1). Damit ergibt sich

1 1 1 1
</1++§/1—<1—|—+1—:2
a a 3a 3a

Aufgabe 21/77
Man beweise, dass ein Dreieck genau dann gleichseitig ist, wenn fiir seine Seiten a, b, ¢ gilt

(@a=b?=(-c)=(c—a) (1)

O.B.d.A. setzen wir a = b+ d,b = ¢+ e mit d,e € R. Dann nimmt die Beziehung (1) die Gestalt
d? = e*(—d —e)* = d* + 2de + ¢*
an. Daraus gewinnt man das (dquivalente) Gleichungssystem
2de + e =e(2d+¢e)=0 (2) ;  2de+d*=d2e+d) =0 (3)

Dieses System ist genau fiir d = e = 0 erfiillt (wovon man sich leicht durch die Probe tiberzeugt).
Die Beziehung (1) gilt also genau dann, wenn d = e = 0, also wenn a = b = ¢ ist.

Aufgabe 22/77
Auf welche Weise kann man einen Wiirfel so in 6 Pyramiden zerlegen, dass sich deren Volu-
mina wie 1:2:3:4:5:6 verhalten?
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Haben die gesuchten Pyramiden sédmtlich die gleiche Grundfliche, so ist das Verhéltnis der Vo-
lumina gleich dem Verhéltnis der Hohen.

Es liegt daher nahe, die sechs Seitenflichen des Wiirfels als die sechs Grundflichen der Pyramiden
zu wéhlen. Es gentigt dann, einen geeigneten Punkt S (die gemeinsame Spitze aller Pyramiden)
im Inneren des Wiirfels zu finden; die Verbindungsstrecken von .S mit den Wiirfelecken sind die
Seitenkanten der (vierseitigen) Pyramiden.

Bekanntlich ergénzen bei einem Spielwiirfel die Augenzahlen gegeniiberliegender Wiirfelseiten
einander zu 7. Nummeriert man die Wirfelflichen in gleicher Weise und teilt man den Ab-
stand gegeniiberliegender Wiirfelflichen im Verhéltnis der anliegenden Seitennummern, so wer-
den durch die Teilpunkte drei parallel zu den Wiirfelflachen liegende Ebenen festgelegt.

Thr gemeinsamer Schnittpunkt ist S, und die dazugehérenden Hohen erfiillen (nach Konstrukti-
on) die geforderte Bedingung.

Aufgabe 23/77

Bei einem Fufiballturnier, an dem vier Mannschaften A, B, C und D teilnahmen und bei
dem jede Mannschaft genau einmal gegen jede andere Mannschaft spielte, ergab sich nach
Abschluss der folgende Stand:

Platz Mannschaft gewonnen unentschieden verloren Tore

1. A 2 1 0 4:1
2. B 2 0 1 4:1
3. C 0 2 1 1:2
4 D 0 1 2 0:5

Man ermittle die Resultate der sechs Spiele!

Folgende Uberlegungen fiihren zum Ziel:

1. Die Mannschaft B hat ein Spiel verloren. Da C und D kein Spiel gewonnen haben, war der
Sieger dieses Spiels die Mannschaft A.
Da B nur 1 Verlusttreffer hatte, liegt fest, dass das Spiel AB mit 1: 0 bzw. BA mit 0: 1
ausging.

2. Die Mannschaft C hat zwei unentschiedene Spiele; die Gegner in diesen Spielen kénnen nur
A und D gewesen sein. Da D kein Tor erzielt hat, ist das Spiel CD mit 0 : 0 ausgegangen.
Weiter folgt, dass das Ergebnis des Spiels AC 1 : 1 war; wére es ndmlich 0 : 0 gewesen, so
hétte C sein "Plustor” im Spiel gegen B erzielen miissen, B hat aber nur einen Gegentreffer
"kassiert”; im Spiel gegen A.

3. Das Verlustspiel von C war demnach das Spiel gegen B; wegen der Torbilanz von C war
das Resultat 0 : 1.

4. Es bleiben noch die Spiele AD und BD offen, die D verloren hat. Aus den Torbilanzen
ergibt sich dafiir eindeutig: AD 2: 0, BD 3: 0.

Damit erhélt man die folgende Ergebnistabelle:

AB1:0 AC1:1 AD2:0
BC1:0 BD3:0 CDO0:0
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Aufgabe 24/77

Gegeben seien n Briiche ‘;—: (1 = 1;2;3;...;n), die sdmtlich in einem beliebigen Intervall
I = [a; ] liegen und deren Nenner b; simtlich positiv sind. Man zeige, dass dann auch der
nachfolgende Bruch in [ liegt:

M=

a;
1

=
Il

NIE

b;
1

<.
I

Nach Voraussetzung gilt fiir alle i: a < Z—j < b, daraus folgt wegen b; > 0: a-b; < a; < b-b; und

Za'biﬁzaiﬁzb'bz‘ ; azbiﬁzaiﬁbzbi
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

o

a

<S4

S
IN
I
IN
S

&

s
Il
.

da mit b; > 0 erst recht gilt Z b; > 0.

=1

Aufgabe 25/77

Es ist zu beweisen: Sind a, b, ¢ die MaBzahlen eines Dreiecks, so gilt a < 2(b? + ¢2).
Ferner ist zu zeigen, dass der Absolutbetrag der Differenz zwischen den beiden Seiten der
Ungleichung beliebig klein werden kann.

Aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung a < b + ¢ folgt sofort
a? < (b+¢)? = b +2bc + ¢ < 2(b* 4 ¢2)

Wegen (b — ¢)? = b* — 2bc + ¢ > 0 ist némlich 2be < b2 + 2.
Es sei nun das Dreieck ABC mit den Seiten a, b, ¢ (ibliche Bezeichnungsweise) ein gleichschenk-
liges Dreieck mit b = c¢. Dann gilt

2 2
a a

b2
4 4

und die zu beweisende Ungleichung nimmt die Gestalt a®> < a? + 4h2 an; der Absolutbetrag
der Differenz aus den beiden Seiten der Ungleichung ist 4h2. Man erkennt sofort, dass er gegen
null geht, wenn h, gegen null geht (d.h., fiir ein entartetes gleichschenkliges Dreieck wird die
bewiesene Ungleichung zur Gleichung).

Aufgabe 26/77

Man schreibe auf jedes Feld eines Schachbrettes die Anzahl, der verschiedenen Wege, auf
denen es von einem auf dem Feld Al befindlichen Turm erreicht werden kann (wobei sich
der Turm nur in der Richtung der Brettseiten und nicht riickwérts bewegen darf).

Wieso ist das auf diese Weise entstehende Zahlenfeld ein Teil des Pascalschen Dreiecks?
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2.17 Aufgaben und Lésungen 1977

1. Die Felder Al...A8 und Al..H1, sind auf je einem Weg erreichbar (insbesondere Al durch
Nichtbewegen).

2. Die Anzahl der moglichen Wege zum Feld [m;n| ist die Summe aus den Anzahlen der Wege
zum Feld [(m — 1);n] und zum Feld [m; (n — 1)] (wobei anstelle der Buchstaben A...H ebenfalls
die Zahlen 1...8 gesetzt sind).

Dieselben Bedingungen fithren zu den Binominalkoeffizienten und damit zum Aufbau des Pas-
calschen Dreiecks.

Aufgabe 27/77
Man bestimme die grofite natiirliche Zahl z, die aus 10 verschiedenen Ziffern besteht (im
dekadischen Positionssystem) und durch 11 teilbar ist.

Es sei
2z =10% + 10%0 4 10"¢c + 10%d 4 10°e + 10* f + 103g + 10%h + 10i + k

mit a;b;...;k € N, a;b;...;k <9, a # b +# ... # k die gesuchte Zahl. Dann gelten auf Grund der
gestellten Bedingungen die Gleichungen

a+b+c+d+e+f+g+h+it+k=45
a—b+c—d+e—f+g—h+i—k=11In

(n € G). Durch Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen und anschliefSende Division
mit 2 erhélt man daraus

n—+1

2
n—1

at+ct+et+g+i=224+5n+

b+d+ f+h+k=22—5n—

Wegen der Ganzzahligkeit der Summen auf den linken Seiten der Gleichungen ist n ungerade:
n=2m+ 1, m € G. Wegen

W0<a+ct+e+g+i<35 : 10<b+d+f+h+k<35
ist m = 0. Daraus folgt
g+ct+et+g+i=28 :  b+d+f+h+k=17

Wir wéhlen nun; um die Maximalitdtsbedingung zu erfiillen; die Ziffern mit hoherem Stellenwert
moglichst gro und erhalten dadurch schrittweise

a=9 c+e+g+h=19|b=8 d+f+h+k=9
c=7 etgti=12 |d=6 [+htk=3
e=5 gti=7 F=2 ht k=1
g=4 i=3 h=1 k=0

Damit ergibt sich z = 9876524130. Die Probe bestétigt die Teilbarkeit durch 11.

Aufgabe 28/77

Man gebe fiir die quadratische Funktion f(x) = az? + bz + ¢ mit reellen Koeffizienten a; b; c
(a # 0) eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass fiir genau eine reelle
Zahl g gilt f(xg) = xo.
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2.17 Aufgaben und Lésungen 1977

Die Aufgabenstellung ist gleichbedeutend mit der Frage, unter welcher Bedingung die Gleichung
T = ax + bwg + ¢ genau eine Losung hat. Aquivalente Umformung liefert

b—1 c b—1\? ¢
7+ a x0+g:0 ; D:( 2a> _520

also (b —1)? = 4ac.

Da alle Schliisse auch in umgekehrter Richtung giiltig sind, ist diese Bedingung zugleich not-

wendig und hinreichend. Man priift leicht nach, dass sich zg = % ergibt.

Aufgabe 29/77
Es ist zu beweisen, dass fiir beliebige positiv-reelle Zdhlen n und k die Ungleichung

() =e
k <e

gilt (wobei e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist).

Wir untersuchen zum Beweis die fiir x € R definierte Funktion f(z) =Inz + 1 —x (wobei RT
die Menge der positiv-reellen Zahlen bedeutet). Es ist

Fo =1 =2

x a2
Aus (1) folgt f'(z) # 0 fir x # 1, f'(z) =0 fiir x = 1, aus (2) folgt f”(z) < 0 fur jedes = aus
dem Definitionsbereich. Also ist f(1) = 0 das absolute Maximum der Funktion und somit

flz)=lnz+1—-2<0
Ist nun n, k € RT, so ist auch x = 7 € RT. Folglich gilt
n n n ne\* ne\*

(wegen der strengen Monotonie der Logarithmus- bzw. der Exponentialfunktion).

Die Ungleichung gilt auch (wie man durch Einsetzen bestétigt) fiir n = 0, k # 0. Sie gilt sogar
fir alle n € R, k € R, sofern nur 3 > 0 gilt (also wenn £ # 0 und sgnn = sgnk ist); dann ist
namlich % =n>0.

Aufgabe 30/77
Gesucht ist ein geordnetes Quadrupel von vier hochstens zweistelligen Primzahlen p; mit
1 = 1;2;3;4, das folgende Bedingungen erfiillt:

1. Esist p1 < p2 < p3 < p4.
2. p3 und p4 bilden ein Primzahl-Zwillingspaar.

3. Die Summe der beiden kleineren Primzahlen ist gleich dem arithmetischen Mittel der
beiden groferen und gleich dem doppelten Quadrat einer fiinften Primzahl.

4. Das Produkt p; - p2 ist maximal.

Man bilde die Tripel (p1;p2; 100ps + p4) und (p1; p2; 100ps + pip2)!
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2.17 Aufgaben und Lésungen 1977

Aus 2. folgt unter Beriicksichtigung von 1.: ps = ps + 2. Aus 3. folgt L’erm > 2p2 also
p3+pa=2ps+2=2(ps+1) =4pZ = py+ 1 = 2p?

Wegen pys < 100 ist ps < 7. Es ergeben sich zunéchst folgende Moglichkeiten:

b5 P4 D3

2 7 9 entfillt (9=3%)
3 17 19

5 49 entfallt (49 = 72)

7 97 99 entfillt (99 =3%-11

Damit liegen py = 17, p3 = 19 fest. Fiir p; und po gilt nunmehr nach 3.: p; + p2 = 18.

also p1 = 5, po = 13 oder p; = 7, p2 = 11. Wegen 7-11 > 513 (Bedingung 4.) ist p; = 7,
p2 = 11 (unter Beriicksichtigung von 1.). Das Primzahlquadrupel ist also (7;11;19;17), und die
gesuchten Tripel sind (7.11.1917) und (7.11.1977).

Aufgabe 31/77

Man zerlege die Zahl 100 auf alle moglichen Weisen so in eine Summe aus vier natiirlichen
Zahlen, dass die folgende Bedingung erfillt ist:

Wird zum ersten Summanden eine natiirliche Zahl addiert, vom zweiten Summanden dieselbe
Zahl subtrahiert, der dritte Summand mit dieser Zahl multipliziert und der vierte Summand
durch sie dividiert, so sind die Resultate sdmtlich einander gleich.

Es seien a, b, ¢, d vier natiirliche Zahlen, die den Bedingungen der Aufgabe geniigen. Dann
gelten die folgenden Gleichungen:

a+b+c+d=100 ; a+x:b—x:cng
wobei = ebenfalls eine natiirliche Zahl und x # 0 ist. Aus den zweiten Gleichungen erhélt man
2cc =a+x+b—x=0a+b ; d=czx
Setzt man dies in die erste Gleichung ein, so ergibt sich
2cx + ¢+ cx? = c(z® + 2x + 1) = ¢(x + 1)? = 100

Da 100 = 102 ist, muss auch ¢ eine Quadratzahl sein. Wir zerlegen daher die Zahl 100 auf alle
moglichen Weisen in ein Produkt aus zwei Quadratzahlen:

100 = 10%-1%2 = 52 . 22

Demnach kommen die Zahlen ¢; = 1;¢c0 = 4;¢3 = 25;¢4 = 100 mit 1 = 9520 = 4,23 =1,24 =0
in Frage, wobei x4 = 0 und damit ¢4 = 100 sofort ausscheiden. Fiir ¢ = 1,21 = 9 folgt
a1 = 0,b; = 18,dy = 81, die iibrigen Werte co = 4,29 = 4 und c3 = 25,23 = 1 liefern
az = 12,bp = 20,ds = 64 bzw. ag = 24, b3 = 26,d3 = 25. Damit existieren genau drei derartige
Zerlegungen:

0+18+1+81=100 ; 12+20+4 464 =100 ; 24426+ 25+ 25 =100

Aufgabe 32/77
Von einem rechtwinkligen Dreieck seien der Umfang U und der Umkreisradius r bekannt.
Man berechne daraus die Flache Al
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2.17 Aufgaben und Lésungen 1977

Wir bezeichnen die beiden Katheten mit k; und ko und die Hypotenuse mit h. Nach dem Satz
des Thales gilt h = 2r, nach dem Satz des Pythagoras gilt

ki + k5 =n* =47
Weiter ist k1 + ko = u — h = v — 2r. Durch Quadrieren folgt aus dieser Gleichung
k2 4 2k1ko + k3 = u® 4 dur + 4% — 2k1ky = u® — dur

Wegen A = $kiks folgt daraus A = Tu? — ur = u(fu—r).

Aufgabe 33/77
Man beweise, dass die Gleichung a* + a! = a™ fiir a € N;a > 3 keine Losung (k;l;m) im
Bereich der nattrlichen Zahlen hat!

Angenommen, es existiere eine Losung (k;1;m) mit k;1;m € N. Dann ist sicher k;1 < m (wegen
0 < a¥;al <a™). O.B.d.A. sei k <lalsol=k+z mitzeN.

Ferner sei m =1+ y = k + x + y mit y € N. Dann nimmt die gegebene Gleichung die Gestalt
ak + a¥t* = aF 7Y an. Wegen a* > 0 ist sie der Gleichung 1 + a® = a®t¥ Aquivalent.

Weitere (dquivalente) Umformungen fithren zu

a*tV —a* =1 ; a“(a¥ —1)=1

Da a”;a¥ € N nach Voraussetzung gilt, folgt daraus a® = 1 und a¥ = 2.
Speziell a¥ = 2 ist aber fir a > 3 und y € N nicht 16sbar. Dieser Widerspruch zeigt, dass die
Annahme falsch ist und somit keine Losung im Bereich der natiirlichen Zahlen existiert.

Aufgabe 34/77

Gegeben sei ein bei C rechtwinkliges Dreieck ABC' mit den Katheten a und b (wobei b > a
sei) und der Hypotenuse c¢. Auf AC' = b sei ein Punkt D so festgelegt, dass AD = BD ist.
Man beweise, dass dann gilt

a® — b?

cos LADB = 5
c

Féllt man von D auf ¢ das Lot (der FuBipunkt sei E), so erkennt man, dass A ADE ~A ABC' ist
(beide Dreiecke enthalten je einen rechten Winkel und haben den Winkel o bei A gemeinsam).
Daraus folgt
£LADE = LABC = §3 ; £LADB =20
a> b a? b

cosA{ADB:cos26:cos25—sin26:—2——2: 5
c c c

Aufgabe 35/77
Wie viele nichtnegative reelle Nullstellen hat die Funktion

y = f(z) =2 —1978sinx

Zerlegt man die Funktion y = f(z) = 2—1978sin 7z in die beiden Teilfunktionen y; = fi(z) = =
und yo = fa(z) = 1978 sin 7z, so lauft die Aufgabenstellung auf die Frage hinaus, wie oft y; = y»
ist.

Denkt man sich die beiden Funktionen f; und fo graphisch dargestellt, so liefert f; eine unter
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2.17 Aufgaben und Lésungen 1977

45° ansteigende, durch den Nullpunkt verlaufende Gerade, fo dagegen eine Sinuskurve mit der
Amplitude 1978.
Es ist offensichtlich, dass die Gerade die Sinuskurve in jeder Periode genau zweimal schneidet,
sofern 0 < x < 1978 gilt.
Fiir x > 1978 existieren keine Schnittpunkte, da y; > 1978, yo < 1978 gilt.
Zur Losung gentigt es also, die Anzahl n der Perioden von fs im Intervall [0; 1978] zu ermitteln
und diese zu verdoppeln. Da die Sinusfunktion die Periodenlénge 27 hat, ergibt sich fir fo(x)
die Periodenlidnge 2. Die Anzahl k = 2n der nicht negativen Nullstellen von y = f(x) = x —
1978 sin 7z ist also

1978 -0

(die erste davon liegt bei xp = 0).

Aufgabe 36/77
Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl n > 1, so dass

2n = 1977 + n62

durch 1978 teilbar ist.

Wegen 1977 = —1 (mod 1978) muss n*%2 = 1 (mod 1978) sein. Da 1978 = 0 (mod 2) ist, muss
n =1 (mod 2) sein. Also ist (wegen n > 1) n > 3.

Die Primfaktorzerlegung von 1978 liefert 1978 = 2 - 23 - 43, die Primfaktorzerlegung von 462
ergibt 462 =2-3-7-11.

Daraus kann man folgende Darstellungen ableiten:

462 =1-462=122-21=42-11=(2—1)-462=(23—1)-21 = (43 —1)-11

Es ist also

462 (n2—1)462 — (n23—1)21

n _ (n43—1)11

Nach dem kleinen Satz von Fermat ist aber a?~! = 1 (mod p), wenn p eine Primzahl und a nicht
durch p teilbar ist. Da 2, 23 und 43 Primzahlen sind und die kleinste in Frage kommende Zahl
3 durch keine dieser drei Primzahlen teilbar ist, gilt

3=1 (mod 2) ; 32 =1 (mod 23) ; 3% =1 (mod 43)
damit auch
3962 =1 (mod 2) ; (3%22)21 =1 (mod 23) ; (3*2)1 =1 (mod 43)
312 =1 (mod 2) ;  3%2=1(mod 23); 3% =1 (mod 43)

Da 2, 23 und 43 als Primzahlen (paarweise) teilerfremd sind, folgt schlielich
3102 =1 (mod 2-23-43) = 1 (mod 1978)

Damit ist n = 3 die gesuchte Zahl. 362 ist eine 221stellige Zahl, die mit 269 beginnt und mit 9
endet.
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2.18 Aufgaben und Losungen 1978

Aufgabe 1/78
Gesucht sind vier aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, deren Produkt gleich 110 355 024
ist.

Es sei n die kleinste der gesuchten vier natiirlichen Zahlen; dann sind n+ 1,n + 2 und n + 3 die
iibrigen, und es soll gelten

n(n 4 1)(n + 2)(n + 3) = n* 4+ 60> + 11n* + 6n = 110355024 ~ 10°

Man erkennt unmittelbar:

1. Es ist n =~ v/108 = 102

2. Wegen 110355024 # 0 (mod 5) gilt n # 0 (mod 5), n+1 # 0 (mod 5), n+2 # 0 (mod 5) und
n+ 3 # 0 (mod 5). Also ist n = 1 (mod 5).

Damit liegt es nahe, zu priifen, ob n = 101 die Bedingung erfiillt. Tatséchlich ergibt sich

101 -102 - 103 - 104 = 110355024

womit die Losung gefunden ist.

Aufgabe 2/78

Man ermittle die Anzahl A(n) der mindestens zweistelligen natiirlichen Zahlen (in dezimaler
Schreibweise), die die folgende Eigenschaft haben:

Jede Stelle mit hoherem Stellenwert ist kleiner als jede Stelle mit kleinerem Stellenwert.

Die grofite Zahl mit der geforderten Eigenschaft ist offensichtlich die Zahl 123 456 789. Daraus
erhélt man alle in Frage kommenden Zahlen mit 9 — ¢ Stellen, indem man in ihr ¢ beliebige
Stellen streicht (wobei i € N,0 < i < 7 gilt). Das ist auf (J) verschiedene Weisen méglich. Die
gesuchte Anzahl A(n) ergibt sich also als Summe der Binomialkoeffizienten (?) mit 0 <¢ <7

7
9
A@):E:(J::1+9+36+84+m6+1%+84+36:5%.
1=0

Aufgabe 3/78
Es ist die Gleichung 2'8% = 100z fiir reelle Zahlen z zu losen!

Aus der gegebenen Gleichung folgt durch beiderseitiges Logarithmieren und Anwenden der Lo-
garithmengesetze
lgz'8® =1g 100z — gz - lgz =1g100 + gz — g2z =lgz +1g2 —

g2z —1gz —2=0

Diese in lg x quadratische Gleichung hat die Lésungen
lgx; =0,54++/0,254+2=2 ; x1 = 100

lgzo =05—025+2=-1 ; 25=0,1

Die Probe bestétigt die Richtigkeit.
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Aufgabe 4/78
Man beweise: Sind die Groflen a;b;c die Seitenldngen eines ebenen Dreiecks, so gilt die
Ungleichung

at +b* + ¢t < 2(a?b? + a®c? + b2cP)

Aus der Voraussetzung folgt a > 0;0 > 0;¢>0und a+b > c;a+c¢ > b;b+ ¢ > a.
Damit ist auch a+b+c>0;a4+b—c>0;a—b+c>0;—a+b+c>0.
Multipliziert man die letzten vier Ungleichungen sdmtlich miteinander, so folgt die Behauptung:

(a+b+c)atb—c)a—b+c)(—a+b+c)=—a'—b* —ct 4+ 2(a?? + d*P +b°P) > 0 also

at + b1+ ¢t < 2(a®0? + a> + b2

Aufgabe 5/78
Man beweise, dass es nicht moglich ist, Primzahlen als Summen aus aufeinanderfolgenden
ungeraden natirlichen Zahlen darzustellen!

Zum Beweis zeigen wir, dass jede Summe von aufeinanderfolgenden ungeraden natiirlichen Zah-
len mindestens einen echten Teiler hat und somit keine Primzahl sein kann.
Es sei 2n+1 mit n € N die kleinste ungerade Zahl einer solchen Summe S mit k£ > 1 Summanden.
Dann ist

S=02n+1)+2n+3)+...+2n+2k-1)

Nach der Formel fiir die arithmetische Reihe 1. Ordnung ist S = (2n + k) - k. Jede Summe von
k aufeinanderfolgenden ungeraden natiirlichen Zahlen hat also mindestens den echten Teiler k
(wobei k > 1 vorausgesetzt wurde) und kann deshalb keine Primzahl sein.

Aufgabe 6/78
Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n die nachfolgende Zahl eine ganze Zahl ist:

1 2n
n+1\n
Fiir natiirliche Zahlen n und k gilt bekanntlich

n\ n!
k] kl(n—k)!
Daraus ergibt sich

I (2n\ 1 (2n)!  (2n)! 1 (2n)! 1 2n
n+1\n) n+1 nnl G+l n m+Dm-1 nin+1

n<2:> =(n+1) <n2—f1>

Bekanntlich sind die Binomialkoeffizienten fiir natiirliche n, k ganze Zahlen, und sicher ist (n, n+

1) = 1. Folglich ist, n Teiler von (n2+n1) und (n + 1) Teiler von (*).
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Aufgabe 7/78
Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl der Form 2™ — 1 (mit n € N,n > 0), die ohne Rest
durch 1001 teilbar ist.

Wegen 1001 = 7-11-13 muss 2" — 1 ohne Rest durch 7, durch 11 und durch 13 teilbar sein. Mit
anderen Worten: Es muss

2" =1 (mod 7) ; 2" =1 (mod 11) ; 2" =1 (mod 13)

gelten. Nun ist 23 = 8 = 1 (mod 7); also ist n = 0 (mod 3). Ferner ist 2° = 32 = —1 (mod 11),
folglich 2'° = 1 (mod 11) und demnach n = 0 (mod 10).

SchlieBlich gilt 26 = 64 = —1 (mod 13), also 2'2 = 1 (mod 13), mithin n = 0 (mod 12). Aus all
dem folgt » = 0 (mod 60) und wegen der Minimalitétsforderung n = 60.

Die Zahl 2°0 — 1 = 1152921504606846975 ist also die kleinste natiirliche Zahl der Form 2" — 1,
die restlos durch 1001 teilbar ist.

Aufgabe 8/78
Man beweise: Sind a, b und x positive reelle Zahlen, fiir die ab = 22 gilt, so gilt (a+z)(b+2z) >
472

Wegen ab = 2 gilt b = %xz. Die zu beweisende Ungleichung nimmt damit die Gestalt
L, 2
(a+z)(—2z"+z) >4
a
an; aus ihr gewinnt man durch Ausmultiplizieren und schrittweises dquivalentes Umformen
1
22+ =2 + ax + 22 24:132 —ar+22+d®+ax > dax
a

2 —2ax +a® = (x—a)*>0

Die letzte Ungleichung ist fiir reelle a, = sicher stets erfiillt. Da unter der Voraussetzung a,z >
0 alle Schritte umkehrbar sind, folgt aus ihrer Giiltigkeit die Giiltigkeit der zu beweisenden
Ungleichung.

Aufgabe 9/78
Man beweise, dass kein Paar rationaler Zahlen (x;y) existiert, das die Gleichung erfiillt:

s
arctan z 4 arctany = 3

Angenommen, es existiert ein Paar rationaler Zahlen (x;y), das die gegebene Gleichung erfiillt.
Wir setzen o = arctan z; f = arctany, also x = tana;y = tan 8 und es gilt a + = %.

tan o + tan g8 T4y T
ana+f l—tanatanf 1 —2xy a3 V3

Da z und y (nach Annahme) rationale Zahlen sein sollen, sind auch x + y, xy, 1 — zy und %

rationale Zahlen. Damit folgt aber aus der Annahme ein Widerspruch; denn /3 ist irrational.
Folglich ist die Annahme falsch, und damit ist die Richtigkeit der Behauptung bewiesen.
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Aufgabe 10/78
Gesucht sind alle Tripel natiirlicher Zahlen (a;b; ¢) mit folgenden Eigenschaften:

1. Keine der Zahlen a;b; ¢ ist Primzahl.

2. Die Summe a + b + ¢ liegt zwischen 1900 und 2000: 1900 < a + b + ¢+ < 2000

3. Das Produkt abc liegt zwischen 7600 und 8000: 7600 < abc < 8000

4. Die Summe aller in den Zahlen a; b; ¢ auftretenden Ziffern ist 30, wobei in keiner Zahl eine
Ziffer mehrfach vorkommt (was nicht bedeutet, dass keine Ziffer in verschiedenen Zahlen
mehrfach auftreten konnte).

5.Esista <b<e.

Wegen Bedingung 3 ist a; b; ¢ > 0. Wére a > 4, so wire wegen 5. auch b > 4 und damit abc > 16¢,
also (wegen 3.) ¢ < 500; dann wéren aber nach 5. auch a; b < 500 und die Summe a+b+c¢ < 1500
im Widerspruch zu 2. Also kommt fiir @ nur @ = 1 in Frage (wegen 1. scheiden a =2 und a = 3
als Primzahlen aus). Damit nehmen die Bedingungen 2 und 3 die folgende Gestalt an:

1988 <b+c<1999 (2) ; 7600 <bc <8000 (3)

Wire nun b > 9, so wére nach 3’. ¢ < 888 und damit b + ¢ < 2¢ < 1776 im Widerspruch zu 2’.
Also kann b nur die Werte 1; 4; 6; 8 annehmen (die Werte 2; 3; 5; 7 scheiden als Primzahlen aus).
Durch Einsetzen von b = 1;6; 8 in 2°. und 3’. erhdlt man Widerspriiche:

b=1:1898 < ¢ <1998, 7600 < ¢ < 8000;

b=06:1893 < ¢ <1993, 1266 < ¢ < 1334;

b=28:1891 < ¢ < 1991, 950 < ¢ < 1000;

Also muss b = 4 sein, was zu 1895 < ¢ < 1995, 1900 < ¢ < 2000, also zu 1900 < ¢ < 1995 fiihrt.
Fiir die beiden noch fehlenden Ziffern « und y von ¢ ergibt sich nach Bedingung 4 die Gleichung
144+14+9+2x+4+y =30,dh., x+y =15, wobei z;y € N, x;y < 9 gilt. Also kommen fiir
c die Zahlen ¢ = 1969, ¢ = 1978, ¢ = 1987 in Betracht. Die Zahl 1969 entfillt jedoch wegen
des doppelten Auftretens der Ziffer 9 (Bedingung 4), wihrend 1987 als Primzahl entf&llt. Damit
gibt es nur ein Tripel (a.b.c), das alle Bedingungen erfiillt: (a.b.c) = (1.4.1978).

Aufgabe 11/78

Ein Mathematiker schreibt einem anderen: "In diesem Jahr werde ich 100 Jahre alt, im
néchsten 200.”

Offenbar beziehen sich die Altersangaben nicht auf das Dezimalsystem. Wie alt ist der Ma-
thematiker?

Es sei x die Basis des Systems fiir die erste, y die Basis des Systems fiir die zweite Altersangabe.
Dann ist zur Lésung der Aufgabe die diophantische Gleichung #? + 1 = 2y? bzw. 22 = 2% — 1
mit z;y € N, z;y > 1 zu losen.

Aus biologischen Griinden gilt sicher y < 9 (da sonst 2y? = 162 wire, dieses Alter aber mit
an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit ausgeschlossen werden kann). Es gentigt also, die
Zahlen y = 2 bis y = 8 daraufhin zu untersuchen, ob 2y% — 1 eine Quadratzahl ist.

Dabei stellt man fest, dass sich nur fiir y = 5 eine natiirliche Zahl x als Losung der Gleichung
ergibt: x = 7. Der Mathematiker wird also in diesem Jahr 1007y = 4940y Jahre alt, im néchsten
2005y = 5010.

Aufgabe 12/78
Auf die Frage, wie alt er sei, antwortet jemand, dass er im Jahr > genau x Jahre alt war.
In welchem Jahr ist er geboren?
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Das Geburtsjahr sei a. Dann gilt (wenn man voraussetzt, dass das Alter mindestens 1 Jahr und
hochstens 120 Jahre betrégt) sicher

1858 <a+z=2%<1978  also  43,1..= 1858 < z < V1978 = 44,7...

Damit folgt sofort z = 44, 2% = 1936, a = 2> — 2 = 1892.

Aufgabe 13/78

Es ist zu beweisen: Sind p und ¢ die beiden Projektionen zweier Dreieckseiten auf die dritte
und « sowie 3 die beiden der dritten Seite anliegenden Winkel («; 8 # 90°), so gilt fiir den
Flacheninhalt A des Dreiecks A = %pq(tan a + tan f3).

Es sei h. die Hohe, deren Fufpunkt auf der Seite ¢ die Projektionen p und ¢ erzeugt. Dann gilt
1 1 1
A= §Chc = 5/}0 + Q)hc = i(phc + th)

Wegen % = tan j, % = tan « folgt h, = ptan § = gtan @ und damit

1 1
A= E(pq tan o + pgtan ) = §pq(tana + tan ()

Aufgabe 14/78

Man beweise die Regel fiir die Teilbarkeit einer natiirlichen Zahl durch 7: Eine natiirliche
Zahl n ist genau dann ohne Rest durch 7 teilbar, wenn der Absolutbetrag der Differenz aus
dem Doppelten der Einerstelle und der nach Abtrennen der Einerstelle verbleibenden Zahl
durch 7 teilbar ist.

Es sei n = 10z + e, wobei e die Ziffer in der Einerstelle und z die nach dem Abtrennen der
Einerstelle verbleibende Zahl ist (e € Nmit 0 <e <9, z € N).

Wegen ¢ggT'(2,7) = 1 ist n genau dann durch 7 ohne Rest teilbar, wenn 2n = 20z + 2e =
21z 4+ 2e — z durch 7 ohne Rest teilbar ist. Wegen 7 | 21z ist die Teilbarkeit von [2e — z|
notwendig und hinreichend dafiir, dass 2n und damit n restlos durch 7 teilbar ist.

Aufgabe 15/78

1. Gegeben sei ein Kreisring, in den n Kreise derart einbeschrieben sind, dass jeder Kreis die
innere und die duflere Ringbegrenzung sowie zwei benachbarte Kreise beriihrt. Gesucht ist
das Verhéltnis aus der Summe der Kreisflichen und der Kreisringfiéche.

2. Entsprechend ist die Aufgabe fiir das Verhéltnis a) der Oberfléchen, b) der Volumina bei
einem Kreistorus zu l6sen, in den n Kugeln in der gleichen Weise einbeschrieben sind.

3. Man bilde in jedem Fall den Grenzwert des Verhéltnisses fiir n — oo.

1) Ist Ag die Summe der Kreisflichen und r der Radius der einbeschriebenen Kreise, so gilt
Ay = nrin.
Bezeichnet man mit R den mittleren Radius des Kreisrings, so gilt wegen der Beriihrungsbedin-

gungen fiir die Flache Ar des Kreisrings
Ap=[(R+7)> = (R —7)’|r =4Rrr und

Damit ergibt sich

Ay nrm 1 .«

Ag  4Rrr  4"7Mn
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2a) Nun sei Ay die Summe der Kugeloberflichen, Ar die Torusoberfliche. Dann gilt
A =n -4’7 ; Ap = 2Rm - 2rm = 4Rrr?
(nach der 1. Guldinschen Regel). Damit folgt

Ay dr?tn n | ow
— = —— = —sin —
Ar  4Rrm?2 7w  n

(da auch hier gilt 7 =sin 7)

2b) Ist Vi die Summe der Kugelvolumina und V7 das Torusvolumen, so gilt

4
Vie=n- §r37r ; Vi = 2Rm - r?m = 2Rr?w?

(nach der 2. Guldinschen Regel). Damit ergibt sich

Vi irdtn 2n  ow
— =3 =" 5in—
Vr  2Rr?n2 3w n

3) Fiur die drei Grenzwerte ergibt sich

. 1 .o . msinx 7T

lim -n-sin— = lim — = —
.oon . T . sinz . 2n 0T . 2sinx 2
lim — -sin — = lim =1 ; lim — -sin — = lim — = -
n—00 r n n=0 x n—oo 31 n n>03 x 3

wobei m = nx gesetzt wurde.
Uberraschend ist an diesen Ergebnissen, dass sich im ersten Fall ein transzendenter, im zweiten
und dritten Fall dagegen algebraische (sogar rationale) Werte ergeben.

Aufgabe 16/78
Es ist zu beweisen, dass kein konvexes Sechseck mehr als drei spitze Innenwinkel haben kann.

Die Innenwinkelsumme in jedem n-Eck betriagt (n — 2) - 180°.

Beweis:

Man kann das n-Eck in n Dreiecke zerlegen, indem man von einem beliebigen Punkt im Inneren
des n-Ecks Geraden zu jedem Eckpunkt zieht. Aus dem Winkelsummensatz des Dreiecks folgt
dann unmittelbar die Behauptung.

Angenommen, es existiere ein konvexes Sechseck mit wenigstens vier spitzen Innenwinkeln. Dann
gilt fiir die Summe s der vier spitzen Winkel: s < 360°.

Fiir die Summe 5 der restlichen zwei Winkel gilt dann 5 = 720° — s > 360°.

Damit folgt, dass wenigstens einer der beiden restlichen Innenwinkel grofier als 180° ist. Das
widerspricht aber der Forderung, dass das Sechseck konvex sein soll. Also ist die Annahme
falsch; es existiert kein konvexes Sechseck mit mehr als drei spitzen Innenwinkeln.

Aufgabe 17/78
Von der Gleichung 2" +px—q = 0, n > 2, sei bekannt, dass sie eine positive rationale Losung
hat und dass p und ¢ Primzahlen sind. Man bestimme die Lésung sowie p und ¢!

Ist g die positive rationale Losung der gegebenen Gleichung so kann man ¢ in der Form x¢ = ¢
mit 7; 8 € N und gg7T'(r,s) = 1 darstellen, und es gilt

n

”
x8+px0—y:$—n+p;—q:0 oder " prs” Tt — gs" =0
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Da ggT(r,s) =1 ist, folgt daraus, dass r ein Vielfaches von s ist, und es gilt s = 1, also r = x,
und die Gleichung reduziert sich auf

g +pro—q=0 ; xo=r€eN ; zo(zh +p) =¢
Da azg_l + p > 1 ist, folgt aus der Primzahleigenschaft von ¢, dass xg = 1 ist. Somit ergibt sich
zy Ap=1+p=g

Die einzigen aufeinanderfolgenden Primzahlen sind p = 2 und ¢ = 3. Die Probe mit zg = 1,
p = 2, g = 3 bestétigt die Richtigkeit.

Aufgabe 18/78
Man bestimme den gréfiten gemeinsamen Teiler aller Zahlen z, die sich in der Form z =
nd™*L —n mit m;n € N darstellen lassen!

Fiir n = 1, m beliebig ist ¢ = 0; die kleinste nichttriviale Zahl z erhélt man fiir n =2, m =1 als
z = 2% —2 = 30. Mithin kann der gesuchte groBte gemeinsame Teiler hochstens gleich 30 = 2-3-5
sein. Es ist nun zu untersuchen, welche dieser drei Primfaktoren 2;3;5 fiir alle n und m Teiler
von z sind. Dazu schreiben wir z in der Gestalt

z=n(n'm—-1)

Offensichtlich ist der Primfaktor 2 in jedem z enthalten; denn entweder ist n gerade, oder es ist
n*m — 1 gerade. Entweder ist n = 0 (mod 3), oder es gilt n = +1 (mod 3). Im letzten Fall ist
n? = 1 (mod 3), damit n*™ = 1 (mod 3) und damit n*™ — 1 = 0 (mod 3). Das heifit also, in
jedem Fall ist der Primfaktor 3 in z enthalten.

Analog schlieft man: Entweder ist n = 0 (mod 5), oder es ist n = £1 (mod 5) oder = +2 (mod
5), also n? = £1 (mod 5), n*™ =1 (mod 5) und damit n*™ — 1 = 0 (mod 5). Also ist auch der
Primfaktor 5 in jedem z enthalten. Damit ergibt sich, dass der gréfite gemeinsame Teiler aller
Zahlen z, die sich in der Form z = n*™*! — n mit n;m € N darstellen lassen, die Zahl 30 ist.

Aufgabe 19/78
Man beweise: Das Quadrat iiber der Raumdiagonale eines Quaders ist mindestens gleich der
Halfte der Quadratoberfliche.
Die Kanten des Quaders seien a, b und ¢, seine Raumdiagonale sei d. Sicher gilt
(=04 (a—c)* +(b—c)?>0—=a®+b>+c* > ab+ac+ be
Nun ist d? = a® + b + ¢? und Ap = 2ab + 2ac + 2bc (wobei mit Ap die Oberfliche des Quaders
bezeichnet ist). Damit folgt sofort die Behauptung.

Aufgabe 20/78

n
Man bestimme alle Paare natiirlicher Zahlen (m;n), die der Gleichung geniigen: Y i! = m?
i=1
4
Wegen - ¢! =33 und i! =0 (mod 10), wenn i > 4, ist fiir n > 4
i=1

Zz’! = 3 (mod 10)
i=1
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Da fiir m? stets gilt m? = 3 (mod 10), kann es fiir n > 4 keine Losungen geben (Quadratzahlen
koénnen nur die Einerstelle 0 oder 1 oder 4 oder 5 oder 6 oder 9 haben). Durch Probieren mit
n = 1;2;3;4 erhdlt man die Paare (n1;mi) = (1;1) und (n2;me) = (3;3). Weitere Losungen
kann es offenbar nicht geben.

Aufgabe 21/78
Man zeige, dass das Produkt P fiir jede natiirliche Zahl n eine ungerade natiirliche Zahl ist!

n+1)(n+2)...2n+1)

P= =
Es ist
D(n+2)..2n+1)  (2n+1)! 2+ 1)! 2+ 1)!
po D42, Cn+l) @Dt @et+ D! Ce+ D! g o
2n 20.pl  27.1.2-3-..-n  2-4-..-2n

P ist also das Produkt aller ungeraden Zahlen von 1 bis 2n + 1 und damit selbst eine ungerade
natiirliche Zahl.

Aufgabe 22/78
Es sei ABCD ein einem Kreis einbeschriebenes Quadrat, P sei ein beliebiger Punkt auf dem
Kreisbogen zwischen A und B. Man beweise, dass PC und PD den Winkel APB dritteln!

Die zu den Sehnen AD, DC und C'B gehérenden Zentriwinkel sind sémtlich gleich 90°. Daher
hat jeder Peripheriewinkel tiber diesen Sehnen die Grofle von 45°; insbesondere auch die Winkel
ADP, DPC und CPB.

Aufgabe 23/78
Fiir welche Dreiecke mit den Seiten a, b, ¢ gilt: a* + b* + ¢* = a?b? + b2 + c%a?

Bekanntlich gilt fiir x;y > 0 der Satz vom arithmetischen und geometrischen Mittel. (1) Damit
ist

4 4 4 4 4 4

a b a c b c

2+2_Vab a“b ; 2+2_ac ; 2+2_bc
Addition ergibt

at + 0 + ¢ > a?b® + a?c? + b2

Nun steht in (1) das Gleichheitszeichen genau dann, wenn x = y. Damit folgt: In (2) gilt das

Gleichheitszeichen genau fiir a = b = ¢; die gegebene Beziehung gilt also fiir alle gleichseitigen
Dreiecke und nur fiir diese.

Aufgabe 24/78
Es ist zu beweisen, dass kein Glied der Folge {ax} = {11;111;1111;11111;...} das Quadrat
einer natiirlichen Zahl x ist.

Angenommen die Folge {a} enthielte ein Glied a,, das Quadrat einer natiirlichen Zahl x wére.
Da alle Glieder der Folge ungerade Zahlen sind, ist dann auch = ungerade, d.h., es gilt z = 2m—1
mit m € N, und es ist

n+1 n
an =Y 10"=(2m—-1)*=4m*—4m+1 ;  ap,—1=10> 10' =4m*—4m = 4m(m—1)
i=0 1=0
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Daraus folgt
n
5 10" =2m(m —1)
=0

Die linke Seite der Gleichung ist ein Produkt aus zwei ungeraden natiirlichen Zahlen; die rechte
Seite dagegen enthélt den Faktor 2. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch ist.

Aufgabe 25/78
Man ermittle alle Paare ganzer Zahlen (m;n), die der Gleichung /2" + 1 = m gentigen.

Wenn es Paare ganzer Zahlen (m;n) gibt, die der gegebenen Gleichung geniigen, so gilt offenbar
m;n > 0 (m > 0 folgt aus der Definition der Wurzel, n > 0 folgt aus der Ganzzahligkeit von m).
Aus der gegebenen Gleichung folgt durch dquivalentes Umformen

2" =m?—1=(m+1)(m—1)

Da die linke Seite der Gleichung eine Potenz der Basis 2 ist, muss dies auch fiir die rechte Seite
gelten. Folglich sind die Faktoren (m + 1) und (m — 1) selbst Potenzen der Zahl 2, die sich
um 2 voneinander unterscheiden. Die einzigen Potenzen der Zahl 2, die sich um 2 voneinander
unterscheiden, sind 2! = 2 und 22 = 4. Gilt namlich 2* — 2% = 2 fiir a, 8 > 0, so folgt

28207 — 1) =2 - 287122 F — 1)1

Diese Gleichung ist aber nur erfillt fir 2°-1 =1, 2% —1 =1, also fir f =1,a = 2.
Damit ergibt sich m = 3,n = 3, also das Paar (3;3) als einzige Losung.

Aufgabe 26/78
Sind a, b und ¢ die Seiten eines ebenen Dreiecks mit dem Flacheninhalt A, so gilt die

Ungleichung A < % Y abe .
Man beweise die Richtigkeit dieser Behauptung!

Bezeichnet man (wie iiblich) die den Seiten a, b, ¢ gegeniiberliegenden Winkel mit «, 3,7, so

gelten die Gleichungen

1
A= iabsin’y = §bcsina = §acsinﬁ

Daraus folgt

1
A3 = §(12bQC2 sin asin B sin vy

Wegen sina < 1,sin 8 < 1,siny < 1 (wobei das Gleichheitszeichen fiir hochstens eine der drei
Ungleichungen gilt), ergibt sich damit die Behauptung

1.
A< 3 v/ (abe)?

Aufgabe 27/78

Es ist zu zeigen, dass fiir jede natiirliche Zahl n 2 n
. n 2 k
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Es gilt der binomische Satz

und fiir a =1,b=3:
Damit folgt sofort

Aufgabe 28/78
Man beweise: Jede ungerade natiirliche Zahl n > 3 ist als harmonisches Mittel zweier ver-
schiedener natiirlicher Zahlen darstellbar.

Der Beweis ist geliefert, wenn gezeigt ist: Zu jeder ungeraden natiirlichen Zahl n > 3 existieren
zwei natiirliche Zahlen a und b mit a # b, die die Gleichung

L]
n 2\a b

erfilllen. Aquivalente Umformungen dieser Gleichung (Auflésung nach @) liefern a = 25—?”. Setzt
man nun b = na (wegen n > 3 ist dann sicher b # a), so folgt

n2a na n+1

G_Qna—n:2a—1 ’ “ 2

Da n nach Voraussetzung ungerade ist, folgt, dass a eine natiirliche Zahl ist. Damit ist auch

b=mna= n”T“ eine natiirliche Zahl. Eine Probe bestétigt, dass die Gleichung

L_1(1 1
n T2 \a e

fiir alle ungeraden natiirlichen Zahlen n > 3 eine wahre Aussage darstellt.

Aufgabe 29/78
Man zeige (ohne die Potenz auszurechnen), dass die Fermatzahl Fy = 22° + 1 ohne Rest
durch 641 teilbar ist!

Wegen 641 = 640 +1 =27 -5+ 1 gilt
27.5 = —1 (mod 641)
(27 -5)t = 2% .51 =228 .625 = 278 . (641 — 16) = 2% - 641 — 2% . 2 = —232 = 1 (mod 641)
Daraus folgt sofort die Behauptung:

22 =92 = _1 (mod 641) ; 2% +1=0 (mod 641)
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Aufgabe 30/78
Man beweise, dass fiir alle reellen Zahlen x > 0 die Ungleichung &z < 1,45 gilt!

Es ist In ¢z = %ln x. Zum Beweis der Behauptung untersuchen wir die fiir alle reellen Zahlen
x > 0 definierte Funktion

f(z) = 1lngc

x
auf ihr globales Maximum. Es ist

fl(x) =272(1 —Inz)
Einzige Nullstelle von f’(z) ist xop = e. Da
f"(z) = —273(3 = 2Inz) = f’(e) = =2 <0

gilt, ist xg Stelle eines Maximums von f(z); da keine weitere Extremwertstelle existiert, gilt fiir
alle reellen = > 0 die Ungleichung

1 1 1
ln%:glnxgglne:g

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung

< /e = 1,444667861... < 1,45

Aufgabe 31/78
Man ermittle alle Primzahlen py; po; p3, die die Gleichung pi? + ph' = p3 erfiillen.

Sicher ist p3 nicht die kleinste der gesuchten Primzahlen und damit nicht gerade. Daraus folgt,
dass entweder p; oder ps gerade und damit gleich 2 ist. Wegen der Symmetrie in p; und py kann
man o0.B.d.A. p; = 2 setzen. Die gegebene Gleichung nimmt damit die Gestalt

272 + py = ps

an. Wegen p? > 3 ist 2P2 + p3 > 23 4+ 32 = 17. Offensichtlich hat man damit bereits eine Losung
gefunden: p; = 2,po = 3,p3 = 17.

Es erhebt sich die Frage, ob es noch weitere Losungen gibt. Wegen po > 3, ungerade, kann man
p2 =2d+ 1 (mit d € N,d > 1) setzen. Dann ist

2Pz = 2241 — 9. 92d — 9. 44 = 2.19 = 2 (mod 3)
Ferner ist po = £1 (mod 3), also p5 = 1 (mod 3). Damit folgt
p3 =22 +p2=2+1=0 (mod 3)
was im Widerspruch zur Primzahleigenschaft von ps steht. Demnach ist die gefundene Losung

die einzige.

Aufgabe 32/78

Man bestimme alle reellen Losungen der Glei- -
chung 2sin? (mz + y) cos <y + 2) e M—
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Wegen 22 + x% > 2 (die Summe zweier positiver, zueinander reziproker Zahlen ist nie kleiner als
2) und

2sin? (mz + y) cos (y + g) <2

folgt sofort

1
x2+§=2 ;o ox=+41 5 sin’(yxm) =1 Cos(y+g):1

Aus der letzten dieser Gleichungen ergibt sich y = 37” + 2km mit k = 0;+1;+2; ... Tatséchlich
ist sin? (3 & 7 £ 2k7) = 1.

Aufgabe 33/78
Man bestimme den Grenzwert 1i_>m Vva™ + b, wobei a und b beliebige positive reelle Zahlen
n—oo

mit ¢ > b sind.

Aus 0 < b <afolgt 0 < b™ < a™ Also gilt
a <a+b" <2a" : a< Var+bn < a2
a= lim a < lim Va" +b" < lim a¥2=a
wegen lim_ {/a = 1. Daraus folgt unmittelbar

lim Va® 4+ b =aq
n—oo

Aufgabe 34/78

Auf einem gewohnlichen Schachbrett kann man bekanntlich einen Springer so ziehen, dass
er jedes Feld genau einmal betritt und auf das Ausgangsfeld zuriickkehrt. Das ist auf ver-
schiedene Weisen méglich.

Auf wie viele verschiedene Weisen ist das auf einem (hypothetischen) Schachbrett mit
9.9 = 81 Feldern moglich?

Soll der Springer alle Felder betreten und zum Ausgangsfeld zuriickkehren, so muss er genau
81mal gezogen werden. Bei jedem Zug wechselt er die Farbe des Feldes, so dass er nach einer
ungeraden Zahl von Ziigen stets auf der Farbe sieht, die nicht gleich der Farbe des Ausgangsfeldes
ist.

Damit ist bereits gezeigt, dass er nach 81 Ziigen nicht auf dem Ausgangsfeld stehen kann. Die
Zahl der moglichen verschiedenen Weisen ist also null!

Aufgabe 35/78

In der UdSSR ist es iiblich, in den Stadtverkehrsmitteln nach dem Abreiflen des Fahrschein-
Kontrollabschnittes zu priifen, ob man einen ”Gliicksfahrschein” hat. Dies ist dann der Fall,
wenn die Quersumme der ernten drei Stellen gleich der Quersumme der letzten drei Stellen
der sechsstelligen Kontrollzahl ist.

Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein ”Gliicksfahrschein” die Quersummen 7
hat?

Die Zahl 7 kann man auf genau acht verschiedene Weisen in drei Summanden zerlegen:

74040 (1)  6+140 (2) 54240 (3) 5+1+1 (4)
44340 (5) 642+1 (6) 3+3+1 (7) 3+2+2 (8)
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Die (ungeordneten) Tripel (1), (4), (7) und (8) enthalten je eine Ziffernwiederholung, fiir sie ist
folglich die Bildung von je drei geordneten Tripeln moglich, wihrend es fiir die (ungeordneten)
Tripel (2), (3), (5) und (6) je sechs sind. Folglich gibt es insgesamt 3 -4 + 6 - 4 = 36 geordnete
Tripel mit der Quersumme 7.

Da es insgesamt 1000 Varianten fiir dreistellige Ziffernkombinationen gibt (000...999), ist die
Wahrscheinlichkeit fiir die Quersumme 7 in einer dieser Kombinationen gleich 0,036.

Da das Ereignis eines ”Gliicksfahrscheins” mit der Quersumme 7 ein zusammengesetztes Ereignis
ist, das aus dem logischen Produkt zweier unabhingiger (gleicher) Teilereignisse besteht, ist
dessen Wahrscheinlichkeit gleich dem Quadrat der Wahrscheinlichkeit jedes der Teilereignisse,
also 0,0362 = 0,001296.

Aufgabe 36/78
Man wahle irgendeine 1979stellige natiirliche Zahl a, die durch 9 teilbar ist, und bilde die
Quersumme z aus der Quersumme y der Quersumme z von a. Wie grof3 ist 27

Ist eine Zahl a durch 9 teilbar, so ist auch die Quersumme Q(a) dieser Zahl durch 9 teilbar.
Daraus folgt, das z, y und z durch 9 teilbar sind. Weiter gilt:

x <9-1979 = 17811; das heif3t, = ist hochstens fiinfstellig.

Damit ergibt sich weiter

y < 9.5 = 45; das heifit, fiir y kommen nur die Zahlen 9;18; 27; 36; 45 in Frage. In jedem Falle
ist damit z = 9.
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2.19 Aufgaben und Losungen 1979

Aufgabe 1/79

Gegeben sei ein regelméfiges Fiinfeck ABC DE mit dem Mittelpunkt M. Es sei P ein Punkt
auf der Strecke EA, ) sei ein Punkt auf der Strecke AB. Man zeige:

Existiert fiir das Viereck M PQA ein Umkreis, so ist die Summe der Strecken PA und AQ
gleich der Seitenlénge des Fiinfecks.

Der Beweis ist gefithrt, wenn gezeigt ist, dass das Dreieck AQM kongruent dem Dreieck EPM
ist. Nun folgt aus der Regelméfligkeit des Filinfecks

MA=ME ; AMAQ=AMEP

Ferner folgt aus der Tatsache, dass das Viereck M PAQ ein Sehnenviereck ist A M PA+AMQA =
180°. Andererseits gilt (da Nebenwinkel) LM PA + LEPM = 180°. Damit ergibt sich, unmit-
telbar LMQA = LEPM.
Die beiden Dreiecke stimmen also in einer Seite und in den entsprechenden Winkeln iiberein
und sind somit kongruent.

Aufgabe 2/79
Man beweise, dass die Zahl A = 1+ 2™ + 4™ mit m = 2", n € N durch 7 ohne Rest teilbar
ist.

Es ist
A=142"44"=142"(1+2™) (%)

Fiir n = 0,m =2° =1 gilt 2™ = 2! =2 =2 (mod 7), also
A=1+42(1+42)=7=0(mod 7) (1)

Die Behauptung ist also fiir n = 0 richtig. Fiir n = 1,m = 2! = 2 gilt 2™ = 22 = 4 = 4 (mod
7), also
a=14+4(144)=21=0(mod 7) (2)

Die Behauptung ist also auch fiir n = 1 richtig. Wegen
92"t _ 922 _ (22)2n =(2- 2)2n _ 92" 92"

ergibt sich nun fiir 22° = 2 (mod 7), dass 22" = 4 (mod 7) ist; fiir 22" = 4 (mod 7) folgt
22" = 16 = 2 (mod 7). Aus (*) ergibt sich demnach stets eine der Kongruenzen (1) oder (2),
womit die Behauptung fiir alle n € N bewiesen ist.

Aufgabe 3/79
n
Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 2 die Ungleichung n! < (”TH) gilt?

Die gegebene Ungleichung ist der Ungleichung

. . 1
%ﬁ:«y23-un<n;

dquivalent. Nach dem Satz iiber das arithmetische und das geometrische Mittel ist aber

1+24+34+...+n
< n

V1-2-3-..-n
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Der Beweis ist erbracht, wenn gezeigt ist, dass die rechten Seiten der beiden Ungleichungen
iibereinstimmen. Tatsédchlich gilt fiir die Summe einer arithmetischen Folge 1. Ordnung von
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen

n+1
-n
2

n
L+243 4. 4n=(1+n)- 2 =

also
1+24+3+...+n n+1

n 2

Aufgabe 4/79
Ist ABCDE ein konvexes Fiinfeck mit dem Umfang u und der Summe d der Diagona-
lenldngen, so gilt 0,5d < u < d. Diese Behauptung ist zu beweisen!

Zunéchst beweisen wir die linke Ungleichung 0,5d < u der Kette. Nach der Dreiecksungleichung
gilt
AC < AB + BC; BD < BC + CD; CE <CD + DE;

DA< DE+EA; EB<EA+AB

Durch Addition dieser fiinf Ungleichungen folgt d < 2u, also 0,5d < u.

Zum Beweis der rechten Ungleichung bezeichnen wir die Schnittpunkte der Diagonalen wie folgt:
BD mit CE: A'; CE mit AD: B’; DA mit EB: C', EB mit AC: D' und AC mit BD: FE'.
Ebenfalls nach der Dreiecksungleichung gilt nun

AB < AD' + BD/; BC < BE' + CFE'; CD < CA 4+ DA

DE < DB' + EB; EA < EC' + AC'
Durch Addition dieser fiinf Ungleichungen folgt

uw< AD'+ BD'+ BE'+CE'+ CA'+ DA+ DB'+ EB' + EC' + AC' < d

Aufgabe 5/79

Man berechne die Summe! Sp=1-=—-—=—— - .. —

Sz = —; Sy = 5

24 T 120

Daraus ergibt sich die Vermutung, dass S,, = % sein konnte. Wenn dies zutrifft, so ist

n 1 n n+1l-—n 1

m+ ! nl (m+1)! (1)l (n+1)

Sn+1 = Sn -

Damit ist zugleich die Vermutung auf dem Weg der vollstdndigen Induktion bewiesen; denn die
Behauptung gilt fiir n = 1;2;...; 5, und aus der Giiltigkeit fiir irgend ein n folgt die Giiltigkeit
fir n + 1.

Aufgabe 6/79
Es ist zu beweisen: Ist n > 1 eine naturliche Zahl, so ist die Zahl 111...1555...56 mit n Einsen
und n — 1 Finfen das Quadrat einer naturlichen Zahl.
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Nach den Bedingungen der Aufgabe ist

2n—1 ) n—1 ) 2n—1 ) n—1 ) 2n—1 ) n—1 )
11..155..56 = » 10 +5» 10°+6= > 10°+5> 10°+1= ) 10°+4) 10°'+1
=n =1 i=n =0 1=0 1=0

Die beiden Summen sind endliche geometrische Reihen mit dem Anfangsglied ag = 10° = 1 und
dem Quotienten ¢ = 10. Thre Gliederzahl ist 2n bzw. n. Damit folgt

2n—1 2n 2n n—1 n n
Z . 10" —1 10" -1 10" =1 10" — 1
101 = == , E 101 = =
— 10-1 9 — 10-1 9
=0 i—0
Daraus ergibt sich nach kurzer Rechnung
102" — 1 10" —1 10™ 4 2\ 2
11..155..56 = 1 4. 09 +1_( 03+ )

Der Beweis ist gefiihrt, wenn gezeigt ist, dass 10" + 2 ohne Rest durch 3 teilbar ist. Dies ist
tatsdchlich der Fall: denn die Quersumme von 10" ist 1, von 10™ 4+ 2 demnach 3.

Aufgabe 7/79
Man beweise (ohne Verwendung der Differentialrechnung) den Satz: Unter allen Sehnenvier-
ecken eines gegebenen Kreises hat das Quadrat den gréfiten Fléacheninhalt.

Zunichst ist festzustellen, dass es zu jedem iiberschlagenen Sehnenviereck ein flichengrofleres
nicht iiberschlagenes Sehnenviereck gibt. Der Beweis ist also gefiihrt, wenn die Richtigkeit des
Satzes fiir nicht iiberschlagene Sehnenvierecke gezeigt ist.

Fiir ein nicht iiberschlagenes Sehnenviereck ABCD gilt (wobei mit Fapcp, Fapco, Fapp die
Flacheninhalte der entsprechenden Figuren und mit £ und F' die Fuflpunkte der Lote von B
bzw. D auf AC bezeichnet sind):

1 1 1
Fapep = Fape + Fagp = 5AC -BE + 5AO -DF = §AC- (BE+ DF) < = -2r-2r =2r?

| =

Das Maximum 272 wird genau dann angenommen, wenn sowohl AC = 2r als auch BE + DF =
2r, also A und C sowie B und D Endpunkte von Durchmessern sind. Wegen BE | AC' und
DF 1 AC ist dann auch AC' 1L BD; d.h., das Sehnenviereck hat gleichgrofle, aufeinander
senkrecht stehende Diagonalen, die einander halbieren. Es ist also ein Quadrat.

Aufgabe 8/79
Man bestimme alle Primzahlen a, b, ¢, d, fiir die die folgenden Gleichungen gelten: a +b = ¢
und 2a 4 b = d.

Da d = 2a + b > 2a > 2 ist, muss d ungerade sein. Da 2a eine gerade Zahl ist, folgt b ungerade.
Wegen ¢ = a + b > b ist auch ¢ ungerade und damit a = ¢ — b gerade. Also ist a = 2.

Von den Primzahlen b, b + 2 = c und b+ 4 = d ist nun genau eine durch 3 teilbar. Dies kann
nur die kleinste der drei Primzahlen sein. Also ist b = 3.

Damit ergibt sich ¢ = 5, d = 7. Nach dem Losungsweg ist daher (2;3;5;7) das einzige Losungs-
quadrupel.

Aufgabe 9/79
Es ist die Giiltigkeit der Ungleichung fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 zu beweisen:

n

H<1+¢12)<2

=2
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Wegen i* — 1 = (i +1)(i2 — 1) < * ist

1+?:T<ﬂ also
- 1 R I - i2
()= <a—-Mga -
i:2< 1 s it — 1 i:2(z+1)(z—1)
(n!)? 2n!n! 2n

(n_U&%ﬁf_m—lwn+D!_n+1<2

fiir jede natiirliche Zahl n > 2.

Aufgabe 10/79
Man zeige, dass fiir beliebige natiirliche Zahlen n > 2 die Ungleichung log, (n+1) >
log,, 1 (n +2) gilt.

Aus 1+ % > + -1 folgt wegen der Monotonie der Logarithmusfunktion

n+1
n+1 n+4 2
log(11) Y log(+1) ntl
Andererseits ist
n+1

n+1
log,, 7 log (1) ——
Aus diesen beiden Ungleichungen ergibt sich

n—+2
n+1

n+1
logn T > log(n—i-l) ) logn (Tl + 1) - logn n> log(n—‘rl) (n + 2) - log(n-i-l) (n + 1)

was wegen log,, n = log(,, ;1) (n + 1) = 1 unmittelbar die Behauptung ergibt.

Aufgabe 11/79
Man beweise: Sind a, b, ¢ die Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse
¢, so gilt fiir jede natiirliche Zahl n > 2 die Ungleichung a™ + ™ < c".

Da ¢ Hypotenuse ist, gilt a < c und b < ¢, damit auch ¢ <1 und g < 1 und schliellich auch

n—2 bn—?
a4 <1 und

und

Addiert man diese beiden Ungleichungen, so erhilt man

an

Cnf2

2,12 _ 2
+c”*2<a +b"=c

Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit ¢*~2 > 0 die Behauptung a” + b" < ¢~ 2. ¢ = ¢".
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Aufgabe 12/79 Es sind alle positiven Zahlen = und y zu bestimmen, die den beiden Glei-

chungen geniigen:

x+y _ .6 x+y _ 12 6
" =y Yy =2y

Durch Multiplikation der beiden Gleichungen ergibt sich

(zy)™ Y = (ay)"?

Diese Gleichung ist sicher genau dann erfiillt, wenn a) = +y = 12 oder b) zy = 1 ist. (Fir
x+y # 12 und zy # 1 gibt es offensichtlich keine Losung.)

a) Setzt man x +y = 12 in die erste Gleichung ein, so ergibt sich y = 22. Damit folgt aus
x 4y = 12 die in = quadratische Gleichung 2% + 2 — 12 = 0 mit den Losungen z; = 3, xo = —4.
Also ergibt sich das Paar (z;y) = (3;9) als Losung.

b) Aus zy = 1 folgt y = % und damit aus der ersten Gleichung

—6

T+ =

8|~

X

Da z+ 1 > 0 gilt, bleibt als Losung nur (z;y) = (1;1). Die Paare (3;9) und (1;1) sind Lésungen
des Systems, wie die Probe bestétigt.

Aufgabe 13/79
Es sind alle natiirlichen Zahlen x und y zu bestimmen, fiir die die Gleichung 5% — 2Y = 3
gilt.

Ist y > 1, so ist 2 = 0 (mod 4). Wegen 5 == 1 (mod 4) wire dann 5z — 2 =1-0=1# 3
(mod 4).

Daraus folgt, dass es fir y > 1 keine Losung gibt. Fiir y = 1 nimmt die gegebene Gleichung die
Gestalt bz —2 = 3 an, aus der sofort z = 1 folgt. Also ist (z;y) = (1;1) das einzige Losungspaar.

Aufgabe 14/79
Man beweise: Sind a, b, ¢ die Seitenldngen eines beliebigen Dreiecks, so gilt die Ungleichungs-
kette

3

§< a o b i c <
2 " b+c a+c a+b

Die rechte Ungleichung folgt unmittelbar aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichungen. Wegen
a<b+c,b<a+cc<a+bist ndmlich

a b c
<1 ; <1 ;
b+c a+c b+a

und damit
a b c
< + + <3
b+c a+c b+a
Zum Beweis der linken Ungleichung gehen wir von der Ungleichung zwischen dem arithmetischen

und dem harmonischen Mittel aus, wobei wir iiber die Summen (a + b), (b+ ¢), (¢ + a) mitteln:

3

1 1 1
e < tare T ora

[(@a+b)+ (b+c)+ (c+a)

Aquivalente Umformungen dieser Ungleichung liefern

) R §< c n a n b
2 "a+b b+c c+a

2
1§(1+c+1+a+1+
9 a-+b b+c c+a

363



2.19 Aufgaben und Lésungen 1979

Aufgabe 15/79
Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen n mit der Eigenschaft, dass sowohl n 4+ 100 als auch
n — 100 Quadrate natiirlicher Zahlen sind.

Aus der geforderten Eigenschaft folgen die Gleichungen n + 100 = 2% und n — 100 = y? mit
x;y;n € N. Durch Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung ergibt sich daraus

200 = 2% — y* = (z|y)(z +y)

Man kann also alle moéglichen Zahlen z; y finden, indem man die Zahl 200 auf alle méglichen
Weisen in ein Produkt aus zwei natiirlichen Faktoren f; und fs zerlegt und das Gleichungssystem

r—y=h ; r+y=fo

16st. Da seine Losungen « = 0,5(f1 + f2), y = 0,5(f2 — f1) sind, folgt, dass f; und fo entweder
beide geradzahlig oder beide ungeradzahlig sind (da sonst z;y ¢ N gélte). Somit kommen nur
die Zerlegungen
200=2-100=4-50=10-20
in Frage. Daraus ergeben sich die folgenden Lésungen:
i fo x y n
2 100 51 49 250

4 50 27 23 62
10 20 15 5 12

Die Probe bestétigt die Richtigkeit, der Losungsweg schliefit weitere Losungen aus.

Aufgabe 16/79
Man zeige, dass die Gleichung x> — y?p = 1 fiir jede natiirliche Zahl p rationale Losungen
x;y hat.

Die gegebene Gleichung 22 — y?p = 1 ist dquivalent den Gleichungen

?-l=y’p ;  (@+DE-1)=y-yp
Setzt man x + 1 =yp, z — 1 =y, falls p # 1, so erhdlt man

p+1 2
r=—-= ; Yy=—-
p—1

also rationale Losungen. Ist p = 1, so nimmt die gegebene Gleichung die Gestalt 22 —y? = 1 an.

In diesem Fall ist z = £,y = g eine Losung, wenn (a;b; c) ein pythagoreisches Zahlentripel ist.

Dann ist namlich
c\2 b\ 2
a a
2

wegen a’® = ¢ — b%. Damit ist die Behauptung bewiesen.
Zusatz: Betrachtet man die Zahl Null als natiirliche Zahl, so ist sicher z = 1, y € R ein rationales
Loésungspaar (wobei mit R die Menge der rationalen Zahlen bezeichnet ist).

Aufgabe 17/79
Man untersuche ohne numerische Rechnung, welche der beiden Zahlen €™ und 7€ die gréfere
ist!
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Bekanntlich wéchst die Funktion y = fi(x) = z fiir x > 1 starker als die Funktion y = fao(x) =
Inz.

Beweis fiir diese Behauptung: Es ist f5(z) = 27! < 1 = f{() fiir > 1.

Daraus folgt, sofort wegen e < 7

e T
— < — —e-Inmr<nm-lne—=Inn®<lne”
Ine Inw

und wegen der Monotonie der In-Funktion 7¢ < e”.

Aufgabe 18/79
Die Mafizahlen des Inkreisradius und der Seiten seien bei einem Dreieck ganzzahlige Glieder
einer arithmetischen Folge 1. Ordnung. Wie grof sind sie, wenn sie so klein wie moglich sind?

Angenommen, es gibt ein Dreieck, bei dem die Maflzahlen des Inkreisradius r und der Seiten
a, b, c aufeinanderfolgende Glieder einer arithmetischen Folge 1. Ordnung sind. Dann ist sicher
der Inkreisradius das kleinste Glied (der Inkreisradius ist kleiner als jede Seite).
O.B.d.A. sei a < b < ¢. (Hier und im folgenden seien mit r, a, b, ¢ die Maflzahlen der entspre-
chenden Strecken bezeichnet.)
Dann ist

a=1r+d ; b=r+2d ; c=r+3d

wobei d die Differenz der arithmetischen Folge ist. Bekanntlich gilt nun fiir den Inkreisradius

r:\/<s—a><s—b><s—c> atbte

t =
; mit s 5
also 3r+6d 3 1
r
s=— —§(T+2d) ; s—a—§(r+4d)
1 1
s—b 2(T+ d) ; s—e=gr

Damit folgt

spd e s 1 r2tard
r= r4-2d 25 3
3 2

und 122 = 72 + 4rd, %r =d.

Damit bei ganzzahligem r auch a, b und ¢ ganzzahlig werden, ist notwendig und hinreichend, dass
d ganzzahlig ist. Das ist aber genau dann der Fall, wenn = 0 (mod 4) ist. Das kleinstmégliche
r ergibt sich dann zu r = 4, fiir d folgt dann d = 11, und fiir die Seiten folgt a = 15, b = 26,
¢ = 37. Tatséchlich erfiillen diese Werte auch die Dreiecksungleichungen.

Aufgabe 19/79

Es gibt Primzahlen pq fiir die gilt, dass por, = p1x + 100 ebenfalls Primzahl ist (Beispiele:
Pk = 3;p1x = T;p1x = 13).

Es ist zu beweisen, dass fiir pyp > 3 keine Primzahl po, grolere Zahl eines Primzahl-
Zwillingspaares ist.

Primzahl-Zwillingspaare haben bekanntlich die Gestalt (p = 6m — 1;¢ = 6m + 1) mit m € N.
Die grofiere Zahl eines Primzahl-Zwillingspaares ldsst also beim Teilen durch 3 stets den Rest 1:
g =1 (mod 3).

Nun ist wegen p1; > 3 auch py; = 1 (mod 3), wenn poj, Primzahl ist [wére ndmlich p1p = —1
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(mod 3), so wire pgy = —1 + 100 = 99 = 0 (mod 3) und damit keine Primzahl].
Daraus folgt
par = 14100 = 101 = 2 (mod 3)

Das steht aber im Widerspruch zu ¢ = 1 (mod 3), woraus die Behauptung folgt.

Aufgabe 20/79

Gegeben seien eine Gerade g und zwei Punkte A und B, die nicht auf g, aber in der gleichen
Halbebene liegen. Man ermittle alle Punkte C; auf g, fiir die ¢ Tangente an den Umkreis des
Dreiecks ABC; ist.

Angenommen, die Aufgabe wire bereits gelost. Es sei gap die durch A und B bestimmte Gerade,
P ihr Schnittpunkt mit g. Dann gilt nach dem Sehnen-Tangenten-Satz: PA - PB = PC?.
Andererseits gilt nach dem Hohensatz in jedem rechtwinkligen Dreieck mit den Hypotenusenab-
schnitten PA und PB (wobei P der FuBBpunkt des Lotes ¢ auf die Hypotenuse ist): PA-PB = h?
Man findet also PC; als Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Hypotenusenabschnitten
PA und PB.

Konstruktion nach dem Satz des Thales: Man verlingere ABP iiber P hinaus um BP bis B,
schlage iiber AB’ den Thaleskreis und errichte in P die Senkrechte auf AB’. Thr Schnittpunkt
mit dem Thaleskreis sei D.

Nun schlage man mit PD als Radius um P einen Kreis. Seine Schnittpunkte mit ¢ sind die
gesuchten Punkte C;.

Offensichtlich gibt es deren im allgemeinen zwei. Die Konstruktion versagt, wenn gap || g ist,
da dann kein Schnittpunkt P existiert. In diesem Fall ist offensichtlich, dass C; auf der Mittel-
senkrechten von AB liegen muss, also ihr Schnittpunkt mit g ist. Im besonderen existiert also
nur ein Punkt C;.

Aufgabe 21/79
Es sind alle Tripel (x; y; z) positiver reeller Zahlen zu bestimmen, die den beiden Bedingungen
geniligen:

z+y+z=m (1) ; sin?z +sin?y =sin’z  (2)

Wegen x;y;z > 0 und (1) gilt 0 < z;y;2z < 7. Die Zahlen x;y; 2z kénnen also (im Bogenmafl
gemessene) Winkel ebener Dreiecke sein. Werden die gegeniiberliegenden Seiten mit a; b bzw. ¢
bezeichnet, so gilt nach dem Sinussatz

sinz :siny=a:c und siny:sinz=b:c

woraus sich

.. 92 .9 a\? .9 b 2.2 a2+b2 .. 2
sm“r+smy=|(—| sm"z+ |- )] sin”z = 5 sSin” z
c c c

ergibt. Aus (2) folgt damit

a® + b2 B

5 1 ; a® +b* = ¢
C

d.h., es handelt sich um ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse c¢. Dann ist aber z =
0,57, sinz = 1 und wegen (1) auch = + y = 0,57. Offenbar sind fiir alle Tripel (x;y; z) mit
x +y =z = 0,57 auch die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, so dass damit alle Tripel gefunden
sind.
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Aufgabe 22/79
Es ist zu beweisen: Aus a 4+ b+ ¢ = 0 folgt a® + b3 + ¢ = 3abe.

Wenn a + b+ ¢ =0 ist, so ist a + b = —c und damit
(a —b)® = (—¢)® = a® + 3a%b + 3ab® + b = a® + 3ab(a + b) + b* = a3 — 3abc + b°

also a3 + b% + ¢ = 3abc.

Aufgabe 23/79
Gegeben sei die Folge

{ap} = \/2+ V2+vV2+ .

(k Wurzeln). Man ermittle den Grenzwert klim {ar}.
—00

Zunéchst ist zu priifen, ob die Folge {a} einen Grenzwert z hat. Offensichtlich ist sie streng
monoton wachsend, da sich beim Ubergang von aj zu ap+1 der Radikand vergréfert. Es gentigt
also, zu priifen, ob sie eine obere Schranke hat.

Behauptung: Die Zahl 2 ist obere Schranke der Folge {ay}.

Beweis: 1. Es ist a; = V2 < 2.

2. Aus ap < 2 folgt agr1 = /2 + ar < V2 +2 = 2. Also gilt fiir jedes ax: ax < 2.

Damit ist die Existenz des Grenzwertes z gesichert. Dann gilt aber

lim agq1 = lim ap = 2
k—o0 k—o0

Daraus folgt
r=V2+z—=22—2-2=0-22=05+15

Wegen z > 0 entfillt zo. Es ist demnach lim ag = 2
k—o00

Aufgabe 24/79

Gegeben sei ein Schachbrett mit n?-Feldern, die in iiblicher Weise schwarz und weif
gefiarbt seien (falls n ungerade ist, seien die Eckfelder schwarz). A(n) sei die Anzahl der
Moéglichkeiten, n gleichfarbige Tiirme so anzuordnen, dass kein Turm das Feld eines anderen
beherrscht; B(n) sei die Anzahl der entsprechenden Moglichkeiten, wenn die Tiirme nur auf
schwarzen Feldern stehen diirfen.

Es ist zu zeigen, dass das Verhéltnis A(n) : B(n) fir beliebiges natiirliches n > 1 stets eine
natiirliche Zahl ist.

Offensichtlich gilt A(n) = n! (Fiir den ersten Turm hat man in einer Reihe n Anordnungsmoglichkeiten,
fiir den zweiten Turm in einer Reihe nur noch n —1 usf. bis zum n-ten, fir denesn—(n—1) =1
Moglichkeit gibt).

Fir B(n) ist eine Fallunterscheidung erforderlich:

1) n sei gerade. Dann gilt, dass B(n) = (21)% ist (fiir den ersten Turm hat man in einer Reihe

5 Anordnungsmoglichkeiten, fiir den zweiten ebenfalls, fiir den dritten und vierten ”T72 usf.)

2) n sei ungerade. Wird n um 1 vermindert, so liegt Fall 1 vor:

B(n—1) = (n;1!)2
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Diese Anzahl ist fiir B(n) mit 242 zu multiplizieren:

B(n) = (n;1!>2.n—2i—1

Also gilt fur das Verhéltnis A(n) : B(n) entweder
A(n) n! n! (

) oder (n) _ nl — n! _(n
I e R

B(n) (2)?  3ln—3)!

s 3

In jedem Fall gilt, dass das Verhéltnis A(n) : B(n) ein Binomialkoeffizient natiirlicher Zahlen
und damit eine natiirliche Zahl ist. (Bemerkung: Die Behauptung gilt sogar fiir den trivialen
Falln =1.)

Aufgabe 25/79
Man bestimme alle Paare (a;b) natiirlicher Zahlen, bei denen die Differenz der Quadrate
gleich 1000 ist.

Nach der Aufgabenstellung sind Paare natiirlicher Zahlen a und b gesucht, fiir die die Gleichung
a® —b* = (a +b)(a — b) = 1000

gilt. Wir zerlegen die Zahl 1000 auf alle méglichen Weisen in ein Produkt mit zwei natiirlichen
Zahlen als Faktoren:

1000 =1000-1=500-2=250-4=200-5=125-8=100-10=50-20=40-25

Es miissen also die beiden Gleichungen a + b = t1, a — b = to erfillt sein, wobei die Faktoren
mit ¢; (der groBere) und mit ¢y (der kleinere) bezeichnet wurden. Ihre Losungen sind

t1 + to t1 — to

a= ; b=
2 2
Damit a und b natiirliche Zahlen sind, miissen ¢; und %2 beide gerade oder beide ungerade
sein. Folglich kommen fiir die Losung der Aufgabe nur die Zerlegungen t1; = 500,t0; = 2,
tio = 250,199 = 4, t13 = 100,te3 = 10, t14 = 50,24 = 20 in Frage. Damit erhalt man als
Losung die vier Paare (251;249), (127;123), (55;45), (35; 15). Durch die Probe bestatigt man die
Richtigkeit.

Aufgabe 26/79
Durch den Eckpunkt A eines konvexen Vierecks ist eine Gerade zu legen, die das Viereck in
zwei flichengleiche Teile zerlegt.

Angenommen, die Aufgabe wére bereits gelost, und
0.B.d.A. wire der Flacheninhalt des Dreiecks ACD
groBer als der Flacheninhalt des Dreiecks ABC
(Abbildung). Dann schneidet die gesuchte Gerade
die Viereckseite C'D in einem Punkt F. Es sei nun
E der Schnittpunkt der Parallelen durch B zu AC
mit der Verlingerung von C'D. Dann ist das Dreieck
AFEC flichengleich dem Dreieck ABC'; damit ist das
Dreieck AEF flichengleich dem Viereck ABCF.

A

Aus dieser Feststellung ergibt sich die Konstruktion der gesuchten Geraden, die gefunden ist,
wenn der Punkt F' ermittelt wurde. Da die Dreiecke AEF und AF D nach der Aufgabenstellung
flachengleich sein sollen, ist F' der Halbierungspunkt der Strecke DE.
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Konstruktionsbeschreibung: Die Parallele zu AC durch B wird mit der Verldngerung von CD
zum Schnitt gebracht; der Schnittpunkt ist . Die Strecke ED wird halbiert; der Halbierungs-
punkt ist F'. Die Gerade durch A und F' ist die gesuchte.

Falls der Flacheninhalt des Dreiecks ABC' grofer ist als der des Dreiecks ACD, vertauscht man
die Bezeichnungen der Eckpunkte B und D; damit ist die Aufgabe auf den vorherigen Fall
zuriickgefiihrt.

Aufgabe 27/79
Man beweise: Ist bei der Zahl z = 111...111 die Anzahl der Stellen ein Vielfaches von 66, so
ist z ein Vielfaches von 363.

Wegen 363 = 3 - 112 kann man die Teilbarkeit von z durch 363 beweisen, indem man die
Teilbarkeit von z durch 3 und durch 112 nachweist. Die Teilbarkeit durch 3 folgt sofort aus der
Teilbarkeit der Quersumme @Q(z) = 66k mit k& € N (nach Voraussetzung gilt fiir die Anzahl n
der Stellen n = 66k, jede Stelle ist mit 1 besetzt).

Wir weisen nun zunéchst nach, dass z durch 11 teilbar ist. Es ist

z  111.111

1 11
mit n — 1 = 66k — 1 Stellen, wobei 33k Stellen mit 1 und 33k — 1 Stellen mit 0 in regelméfligem
Wechsel besetzt sind. Dass die Division aufgeht, folgt aus der Geradzahligkeit von n = 66k (die
alternierende Quersumme Q,(z) wird damit gleich null).
Der Beweis ist vollstdndig, wenn gezeigt ist, dass Z restlos durch 11 teilbar ist. Dazu bilden
wir die alternierende Quersumme @ (Z). Da in Z 33k Stellen mit 1 und 33k — 1 Stellen mit 0
in regelméfligem Wechsel besetzt sind, gilt Qz) = 33k. Aus der Teilbarkeit von Q,(Z) durch
11 folgt die Teilbarkeit von Z durch 11. Damit ist unter der getroffenen Voraussetzung z durch
3-11-11 = 363 ohne Rest teilbar.

=1010..10 =%

Aufgabe 28/79
Es sind alle Primzahlpaare (p; P) zu ermitteln, die der Gleichung P = 14p? + 1 geniigen.

Fiir p = 2 ist 14p? + 1 = 57, also keine Primzahl.
Fiir p = 3 ist 14p? + 1 = 127 = P. Demnach ist (p; P) = (3;127) eines der gesuchten Paare.
Ist p>3,s0ist p=3k+1mit k€ N;k > 1, also

14p? +1 =143k £ 1)* + 1 = 14(9k* £ 6k + 1) + 1 = 126k? + 84k + 15 = 3(42k* 4 28k + 5)
Daraus folgt, dass 14p® + 1 keine Primzahl ist. Damit ist das gefundene Paar (p; P) = (3;127)

das einzige.

Aufgabe 29/79
Welche Glieder der Folge {a;} = {8;88;888;8888; ...} sind Quadratzahlen?

Das allgemeine Bildungsgesetz der Folge ist

= 10F —1
ar, =8(10" 1 +10F 2+ . +10' +10°) =8 10" =8~ 5

=0

Offensichtlich ist a; keine Quadratzahl. Fiir k£ > 2 gilt nun

10¥ = 0 (mod 25) ;10" —1=-1=99 (mod 25)
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2.19 Aufgaben und Lésungen 1979

108 —1 108 —1
09 = 11 (mod 25) ; 8- 0

Man priift aber leicht nach, dass 13 unter den Quadraten der Reste beim Teilen durch 25 nicht
vorkommt, d.h., kein Glied der Folge ist Quadratzahl.

= 88 = 13 (mod 25)

Aufgabe 30/79
Man l6se das folgende System diophantischer Gleichungen

135z1 + 100z — 23 = —4 (1)
9721 + 13229 — x4 = 20 (2)
Tr1+ 19329 — x4 =0 (3)

mit den Bedingungen z1;x9;z3;24 € N, 29 < 30 und bilde die Tripel (z1;z2,23) und
(w1; T2, T4).

Es bietet sich zunédchst die Subtraktion (2)-(3) zur Elimination von x4 an. Dadurch ergibt sich
90x1 — 61ze = 20, woraus sofort zo = 0 (mod 10), also zo = 10k mit k£ = 0;1;2;3 folgt (k > 3
entfallt wegen xo < 30). Damit erhilt man

61k +2 Tk + 2

90x; — 610k =20 — 21 = 6k + 9

also (wegen 1 € N) k =1, 9 = 10, 1 = 7. Mit diesen Werten erhélt man aus Gleichung (1)
x3 =135-74100-10 +4 = 1949

und aus einer der Gleichungen (2) oder (3): z4 = 1979. Die gesuchten Tripel sind also (7.10.1949)
und (7.10.1979).

Aufgabe 31/79

In der Folge der natiirlichen Zahlen gibt es Primzahlen, die unmittelbarer Nachfolger des
Quadrates einer natiirlichen Zahl sind.

Beispiele: 2=124+1,5=22+1,17=42+1,37=6% + 1.

Man beweise, dass im Gegensatz dazu keine Primzahl (ausgenommen die Primzahl 3) das
Quadrat einer natiirlichen Zahl als unmittelbaren Nachfolger hat!

Den Beweis der Behauptung fithren wir indirekt. Angenommen, es géibe eine Primzahl p # 3,
deren Nachfolger das Quadrat einer natiirlichen Zahl n sei. Dann gilt

p+1=n? ; p=n’—1=(n—-1n+1)

Aus der Primzahleigenschaft von p folgt unmittelbar, dass der kleinere der beiden Faktoren n+1
und n — 1 gleich 1, der groflere aber gleich p sein muss: n—1 =1, n+ 1 = p. Daraus folgt sofort
n = 2 und p = 3 als einzige Losung im Widerspruch zu der Annahme p # 3.

Die Annahme ist also falsch. Das heifit, keine Primzahl aufier 3 hat als unmittelbaren Nachfolger
das Quadrat einer natiirlichen Zahl.

Aufgabe 32/79

Es gilt 9 - 45 = 405. Fiir welche Produkte aus einer einstelligen und einer zweistelligen Zahl
gilt, dass man sie durch Einfiigen einer Null zwischen die erste und die zweite Stelle des
zweistelligen Faktors erhélt?
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Es seien a der einstellige Faktor, 106+ ¢ der zweistellige, wobei a;b;c € N, 1 < b;c<9,2<a <9
gilt. Dann ist (nach den Bedingungen der Aufgabe) die folgende diophantische Gleichung zu
l16sen:

a(10b + ¢) = 100b + ¢

Stellt man diese Gleichung nach b um, so erhélt man

cla—1)

bzlmm—a)

Da der Nenner des Bruches auf der rechten Seite dieser Gleichung den Faktor 10 enthélt, ist
entweder (1) ¢ gerade und a — 1 = 5, also a = 6, oder (2) ¢ =5, a — 1 gerade. Aus (1) folgt dann
sofort b = g, also ¢ = 8, b = 1. Tatséchlich gilt 6 - 18 = 108.
Aus (2) ergibt sich

_a—1

~ 2(10 — a)
Setzt man diese Werte fiir a ein, so erhélt man nur fiir a = 7 und fiir a = 9 ganzzahlige Werte
fiar b:
= 6 =1 ; a=9: b= 8 =

2-3 2-1

Auch hier bestétigt die Probe: 7-15 = 105, 9 - 45 = 405. Es gibt also genau drei Produkte der
geforderten Art.

a=7: b

Aufgabe 33/79 Man zeige, dass fiir alle positiven reellen Zahlen z;y mit = +y = 1 die

Ungleichung gilt:
1 1
<1+> <1+> >9
€z Y

1 1 111 vty 1 2
@+)@+):1+++:1+ Yy 1+ = (%)
€T Y T Yy xy xry Yy zry

wegen = + y = 1. Nach der Beziehung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen
Mittel gilt

Es ist

x+y 1

——>/ .
2 g = VI

Daraus folgt mit (*) die Behauptung

1
LY

>xy —4<

FN

1 1 2
1+=)(14+4=)=1+=>1+2-4=9
z y Ty

Aufgabe 34/79
1980

Es sei x; € {+1; -1} mit ¢ = 1;2;3;...;1980 und [] «; > 0.
=1

%
990

Man beweise, dass dann gilt: [] xo;—_129; # 0
i=1

Durch einen Druckfehler (Behauptung ist eine Summe kein Produkt) wurde die Aufgabe unlosbar.
Daher wurde sie als Aufgabe 10/80 erneut gestellt.

Aufgabe 35/79
Im vergangenen Jahr ergab sich mein Alter als Quersumme meines Geburtsjahres. Wie alt
war ich?
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Die grofite Quersumme eines Jahres seit der Zeitenwende ist 1 + 8 + 9+ 9 = 27. Also bin ich im
vergangenen Jahr 1979 hoéchstens 27 Jahre alt gewesen und damit frithestens 1952 geboren.
Es sei nun 1900 + 10a + b mit a;b € N, 0 < a,b < 9 mein Geburtsjahr. Dann gilt fiir mein Alter

1979 — (1900 + 10a +b) =1+ 9+a+b  also  1la+2b=69

Diese diophantische Gleichung ist leicht 16sbar:

3—2b
=64+ ——
a + 11

woraus sofort b = 7,a = 5 folgt (es ist 3 — 20 =0 mod 11, also 2b = 3 mod 11; wegen 0 < b < 9
kommt einzig b = 7 in Frage).

Ich bin also im Jahre 1957 geboren und hatte 1979 ein Alter von 14+94 547 = 22 Jahren. Wie
die Losung zeigt, ist das Ergebnis eindeutig.

4k 4k
<k>'k2: <k+1>'(k+1)

mit £ € N, k£ > 0, und berechne fiir die gefundene(n) Losung(en) den Wert der beiden Terme.

Aufgabe 36/79
Man l6se die Gleichung

Es ist

Ak (4k)1K2 ‘ Ak _ (4R)N(k+1)
<k>'k2:k!'(3k}! ’ <k+1>'(k+1)_(/€+1)!'(3k—1)!

Daher kann man die gegebene Gleichung in der Form

(4k)E2 (4k)(k+1)

K- (3k)  (k+1)!- (3k—1)!

schreiben. Nun kann man weiter dquivalent umformen:

k2 (k+1) _ 1
-3k (k+1D)!-(Bk—1)! k! (3k—1)!
_ Brr
k? = B 3k

Daraus folgt wegen k& > 0 sofort £ = 3. Setzt man dies in die gegebene Gleichung ein, so erhélt

12 12 12-11-10 12-11-10-9
.9 = .4 - .9 = 4 =1
(9) ) <4> ’ 1-2-3 ) 1-2-3-4 980

man
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2.20 Aufgaben und Losungen 1980

Aufgabe 1/80

Es sei P ein innerer Punkt eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a; ferner gelten die
folgenden Beziehungen: PA = z, PB = y, PC = z; A, B, C seien die Eckpunkte des
Dreiecks. Man beweise, dass die Ungleichungen gelten: 1,5a < z + y + 2+ < 2a.

Die linke Ungleichung folgt sofort aus der Giltigkeit der Dreiecksungleichung. Es ist ndmlich
r+y>AB=a ; y+z2>BC=a ; z+zx>CA=aqa
Addiert man diese drei Ungleichungen, so ergibt sich
2z +y+2) > 3a : r+y+z>15a

Zum Beweis der rechten Ungleichung ziehen wir durch P eine Parallele zu AB, die BC' in D und
CA in E schneidet. Das Dreieck DC'E ist dann ebenfalls gleichseitig und habe die Seitenlénge
t, der Punkt P teilt die Seite ED in die beiden Abschnitte FP = v und PD = v. Weiter gilt
dann AE = BD = a — t. Nun folgt aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung

r<AE+FEP=a—-t+u ; y<BD+PD=a—-t+v

Ferner ist sicher z < t (im Dreieck EPC' ist L EPC der groite Winkel; entsprechend im Dreieck
DPC £DPC; dem groBeren Winkel liegt aber die grofiere Seite gegeniiber). Addiert man diese
drei Ungleichungen, so erhélt man

r+y+z<2a—-t+u+v=_=2a

wegen u + v =t.

Aufgabe 2/80
Es sind alle Primzahlen p zu ermitteln, die der Gleichung 2p + 1 = m? mit m € N geniigen.

Da 2p + 1 eine ungerade Zahl ist, muss; vorausgesetzt, es existiert ein m € N mit 2p + 1 = m?;

auch m ungerade sein: m = 2k + 1 mit k € N. Damit ergibt sich
20+ 1= (2k+1)% =8k3 + 12k* + 6k + 1 — p = k(4k* + 6k + 3)

Nun ist p laut Voraussetzung eine Primzahl; daraus folgt, dass entweder k = 1 und 4k*>+6k+3 =
p oder k = p und 4k? + 6k + 3 = 1 ist. Die letzte (in k quadratische) Gleichung hat aber im
Bereich der natiirlichen Zahlen keine Losung. Daher ist k = 1, p = 4k? + 6k + 3 = 13 und somit
m = 3.

Es gibt also genau eine Primzahl p mit der geforderten Eigenschaft: p = 13.

Aufgabe 3/80
Man finde alle nicht konstanten, tiberall stetigen Funktionen f mit f(z) = f(2x) fiir alle
reellen Zahlen x.

Angenommen, es gibt eine Funktion mit den geforderten Eigenschaften. Da f eine nicht kon-
stante Funktion sein soll, existiert sicher eine reelle Zahl z; fur die gilt f(x1) # f(0). Aus
f(z) = f(2z) folgt aber auch f(x) = f(35) und damit

ro=1(3)-(5) -1 (2)

373




2.20 Aufgaben und Lésungen 1980

Bildet man nun die Grenzwerte lim f (%%) und lim f(z), die wegen der Stetigkeit sicher exis-
n—00 n—0

tieren, so gilt einerseits

ti £ (51) = lim fo) = fn)

n—o0

andererseits
. T\ L B

Jim f (34) = lim £(2) = £(0)
(mit z = 3%). Daraus folgt f(z1) = f(0) im Widerspruch zu f(z1) # f(0). Also ist die Annahme
falsch, es gibt demnach keine Funktion mit den geforderten Eigenschaften.
Zusatz: Lasst man konstante Funktionen zu, so zeigt sich, dass genau diese die iibrigen Forde-
rungen erfiillen. Verzichtet man auf die Forderung nach Stetigkeit, so erfiillt z.B. die Funktion
f(x) = sgn?(z) die iibrigen Forderungen (es ist sgna = 1 fiir z > 0, sgnx = 0 fiir = 0 und
sgn(z) = —1 fir x < 0).

Aufgabe 4/80
Man beweise die Giiltigkeit der Ungleichung fur alle reellen Zahlen > 0: ¢* > 1+41n (1 + ).

Esist firz >0

" x z?
e :Z?:1+x+§+...>l+x
=0 :

d.h. e* — 1 > z. Aus der strengen Monotonie der Exponentialfunktion folgt dann
s> 14 : Ine® =e*"—1>lnl+=x

und somit e > 1 +1n(1+ z).

Aufgabe 5/80

Wieviele natiirliche Zahlen gibt es, deren Darstellung im Dezimalsystem genau aus den
Ziffern 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 besteht (wobei jede auch nur ein Mal auftritt) und die restlos
durch 11 teilbar sind?

Bekanntlich gilt die Regel: Eine natiirliche Zahl n ist genau dann restlos durch 11 teilbar, wenn
ihre alternierende Quersumme @ 4(n) restlos durch 11 teilbar ist.

Bezeichnet man die Summe der vier in Q4(n) mit Pluszeichen versehenen Glieder mit s; die
Summe der iibrigen vier Glieder mit sg, so gelten die beiden Gleichungen

s1+s2=Q(n)=36 (1) ; s1—s2=Qa(n) =11k (2)

(k € G). Der kleinste Wert, den die Summen s; und sy annehmen kénnen, ist 1 +2+3+4 = 10,
der grofite ist 5+ 6 + 7+ 8 = 26. Damit gilt 10 < s; <26 (3).
Addiert bzw. subtrahiert man (1) und (2), so erhélt man

951 =36 +11k ;  2s5=36—11k (4)
woraus sofort folgt, dass k gerade ist. Aus (3) und (4) ergibt sich weiter
20< 51 =364+ 11k <52 ; —-16 <11k <16

Da k geradzahlig ist, wird diese Ungleichung nur fiir £ = 0 erfiillt. Die beiden Gleichungen (4)
ergeben dann s; = 18, so = 18. Es gibt nun die folgenden Méoglichkeiten, die Summen s; und ss
zu bilden:
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S1 59 S1 59
1424748 3+44546 1+4+3+6+8 2444547
14+44+5+8 2434647 1444647 2434548
2434+6+7 1444548 24445+7 1434648
2434548 1+4+6+7 3444546 1424748

Da man in jeder der beiden Summen die Anordnung auf 4! verschiedene Weisen wéahlen kann,
ergeben sich insgesamt 8 - 4! - 4! = 4608 verschiedene Zahlen mit der geforderten Eigenschaft.

Aufgabe 6/80
Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck aus dessen Hypotenuse AB und dem Punkt D,
in dem die Halbierende des rechten Winkels die Hypotenuse schneidet!

Zur Losung verwenden wir einen Hilfssatz: In jedem Dreieck halbiert jede Winkelhalbierende
den Umkreisbogen iiber der gegeniiberliegenden Seite.

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Peripheriewinkelsatz. Ist ndmlich ABC' das Dreieck und
B’ der Schnittpunkt, den die Halbierende des Winkels ABC auf dem Umkreisbogen tiber AC
erzeugt, so gilt:

LACB' = K ABB'’ (gemeinsame Sehne AB'); {ABB’' = £ B'BC (BB’ ist Halbierende); L B'BC =
KLCAB' (gemeinsame Sehne C'B'), also L ACB' = {CAB'.

Daraus folgt AB’ = C'B’ und damit Bogen AB’ = Bogen C'B’. Durch zyklische Vertauschung
ergibt sich der Beweis fiir die iibrigen Winkel.

Damit ergibt sich die folgende Konstruktion:

1. Man schlage iiber AB als Durchmesser einen Kreis. Auf ihm liegt der Punkt C' (Satz des
Thales).

2. Man errichte auf AB die Mittelsenkrechte. Thre Schnittpunkte mit dem Kreis seien N und
N'.

3. Man ziehe Geraden durch D und N bzw. N’. Thre Schnittpunkte mit dem Thaleskreis sind C
bzw. C’.

Die Aufgabe ist (bis auf Achsensymmetrie beziiglich AB) stets eindeutig losbar, wenn D im
Inneren von AB liegt.

Aufgabe 7/80
Man beweise: In jedem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten ¢ und b und der Hypotenuse
c gilt die Ungleichung a + b < ¢v/2. In welchem Fall gilt das Gleichheitszeichen?

Sicher gilt die Identitét
b)? — b)?
(@t (-
2 2
Wegen (a —b)? > 0 folgt daraus (a+b)? < 2(a?+b?). Da a und b Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks mit der Hypotenuse ¢ sind, gilt a® + b*> = ¢? und damit

= a® + b*

(a+b)? < 2¢2 ; a+b<cV2

Ist a = b, soist (a—b)? = 0, und es gilt in der zu beweisenden Ungleichung das Gleichheitszeichen.
Ist dagegen a # b, so folgt a 4+ b < ¢v/2.
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Aufgabe 8/80
Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen n mit den folgenden Eigenschaften:

1. Es ist n = p; - p2; das Produkt zweier (echt) zweistelligen Primzahlen p; und ps.
2. Fir die Quersumme Q(n) gilt Q(n) = p; mit p; < pa.
3. Die Einerstellen von p; und py sind einander gleich.

4. Auch p; £ 6 ist (echt) zweistellige Primzahl.

Da p; und ps zweistellige Primzahlen sind, ist n offenbar hochstens vierstellig. Daraus folgt
Q(n) <4-9=36. Wegen Q(n) = p; folgt sogar Q(n) = p1 < 31.

Es kommen also fiir p; nur die sieben Primzahlen 11;13;17;19; 23;29; 31 in Frage. Wegen Bedin-
gung 4 entfallen davon sogleich die fiinf Primzahlen 11;13;19;29 und 31, so dass nur p;; = 17
und p1o = 23 verbleiben.

Wegen der Gleichheit der Einerstellen kommen als p2; nur die Primzahlen 37;47;67 und 97, fiir
pog nur 43;53; 73 und 83 in Betracht. Von den damit zur Diskussion stehenden Paaren scheidet
man mit Hilfe von Q(n) = Q(p1 - p2) = p1 durch Probieren rasch sechs Paare aus. Tatséchlich
erfiillen die beiden dann noch verbleibenden Paare py; = 17;p21 = 37 und p1o = 23;pee = 73
alle Bedingungen der Aufgabe:

17-37=629=n1; Q(n1)=6+2+9=17; 17+6=23 17—6=11
23-73=1679=ny; Qna)=14+6+T7+9=23; 23+6=29; 23—6=17

Es gibt also genau zwei natiirliche Zahlen n; = 629 und ne = 1679 mit den geforderten Eigen-
schaften.

Aufgabe 9/80
Fiir welche reellen Zahlen z bilden die Zahlen log, 2, log, (2* — 1), log, (2% + 3) eine arith-
metische Folge 1. Ordnung?

Wir unterscheiden zwei Falle:
1. Die Folge sei wachsend. Das heifit, 2% — 1 > 2;2% > 3;x > log, 3. Dann ist

log, (2 4+ 3) —log, (2 — 1) =log, (2* — 1) — log, 2

L, A3 2°-1 2043 21
O = 10 e
age 1~ BTy 9 _ 1 2

(wegen der Monotonie der log-Funktion). Setzt man u = 2%, so nimmt die letzte Gleichung die
Gestalt

u+3 u-—1
u—1 2
an; ihre Losungen sind u; = 5,us = —1. Die Losung uo entfillt wegen u = 2* > 0. Aus

u = 2% =5 folgt nun = = logy 5 > log, 3 als Losung.
2. Die Folge sei fallend. Das heifit, 2% — 1 < 2;2% < 3;x < logy 3. Dann ist

log, (2% 4 3) — log, 2 = log, 2 — log, (2* — 1)

Durch analoge Rechnung folgt daraus
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mit v = —1 + 2v/2, x = log, (2/2 — 1) als zweiter Losung. (Der dritte, theoretisch mogliche
Fall einer konstanten Folge scheidet offensichtlich wegen 2% — 1 # 2% + 3 sofort aus.) Die Probe
bestétigt die Richtigkeit der Ergebnisse.

Aufgabe 10/80
1980
Es sei z; € {+1;—1} mit ¢ = 1;2;3;...; 1980 und [] z; > 0. Man beweise, dass dann gilt:

=1

990

D @12 # 0

=1

1980
Wegen H x; > 01ist die Anzahl der negativen a; gerade. Weiter ist x9;_1x9; = +1. Angenommen
=1
es gilte
990

> aoii1wai =0
i=1

Dann miisste die Summe je zur Hélfte aus positiven und negativen Summanden bestehen, woraus
folgt, dass die Anzahl der negativen a; ungerade ist im Widerspruch zu der oben getroffenen
Feststellung (in den 445 negativen Summanden ist je genau ein x; negativ, in jedem der 445
positiven Summanden entweder kein oder genau zwei ;). Also ist die Annahme falsch; die
Summe ist nicht gleich null.

Aufgabe 11/80 Man beweise, dass fiir jede nattirliche Zahl n > 1 die Ungleichung gilt:

|
Z%>ln(n+1)
k=1

Bekanntlich ist die Folge {ax} = {( + %) } streng monoton wachsend, und ihr Grenzwert fiir
k — oo ist e. Demnach gilt fiir jedes k > 1

(+4) = (57) <
) Uk €

Durch Logarithmieren folgt daraus

k 1
k1n _IL_ =k[lln(k+1)— lnk]<lne:1—>ln(kz—|—1)—lnk<E
und durch Summieren
n n 1
> In(k+1)—Ink] < ZE
k=1 k=1

Nun ist aber (u.a. wegen In1 = 0)

n n+1

Zlnk—i—l —Ink]=> In(k+1)— Zlnk_ka Zlnk—lnn—l—l)

womit der Beweis gefiihrt ist.

377



2.20 Aufgaben und Lésungen 1980

Aufgabe 12/80

Ein gewisser Herr Quidam macht tiber sein Alter die folgenden Angaben:

1. Mein Geburtsjahr kann man als doppeltes Produkt aus drei aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen darstellen.

2. Wenn ich 36 Jahre alt sein werde, kann man die Jahreszahl als vierfaches Produkt aus
drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen darstellen.

3. Die grofite Zahl des Tripels unter 2. ist mit der kleinsten Zahl des Tripels unter 1. iden-
tisch.

Es ist zu beweisen, dass dies ein Aprilscherz ist!

Bezeichnet man das Geburtsjahr mit x, dann gelten nach den Bedingungen der Aufgabe die
folgenden Gleichungen:

x=2a(a+1)(a+2) =2d> + 6a® + 4a
z+36=4(a—2)(a—1)a = 4a® — 12a* + 8a

(wobei mit a die kleinste Zahl des Tripels unter 1. bzw. die groBte Zahl des Tripels unter 2.
bezeichnet wurde). Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung fiithrt (nach Subtraktion
von 36) auf die in a kubische Gleichung

a®—9a°>+2a—-18=0

Nach dem Wurzelsatz des Vieta miissen ganzzahlige Losungen Teiler des absoluten Gliedes sein;
von den in Frage kommenden Zahlen +1, +2, £3, +6, 49, £18 erfiillt nur a = 9 die Probe.
Eine andere Moglichkeit zur Losung der Gleichung ist die Produktdarstellung

a® —9a%* 4+ 2a — 18 = (a> 4+ 2)(a —9) =0

Damit ergibt sich das Geburtsjahr zu x =2-9-10-11 = 1980.
Ein Neugeborenes diirfte wohl kaum in der Lage sein, derartige Angaben iiber sein Alter zu
machen! (Es stimmt aber: 2016 = 1980 +36 =4-7-8-9.

Aufgabe 13/80

Aus einer beliebig gewéhlten natiirlichen Zahl ny bilde man eine natiirliche Zahl ny, indem
man eine dreistellige natiirliche Zahl ”anhéngt”. Fiir welche Zahlen n ist die Summe s =
n1 + no restlos durch 77 teilbar?

Es ist no = 1000n1 + n, also s = ny + ngy = 1001ny + n. Da 1001 = 7 - 11 - 13 restlos durch
77 =7 -11 teilbar ist, ergibt sich die Teilbarkeit von s genau dann, wenn n durch 77 teilbar ist.
Damit erhdlt man die folgenden 11 dreistelligen Zahlen n:

154;231; 308; 385; 462; 539; 616; 693; 770; 847; 924

Lésst man auch "unecht dreistellige” Zahlen gelten, so erfiillt auch 077 die Bedingung; wird
dariiber hinaus die Zahl Null in die Menge der natiirlichen Zahlen einbezogen, so ist auch n = 000
zu beriicksichtigen, so dass man maximal 13 Zahlen n anfiihren kann.

Aufgabe 14/80
Es ist zu beweisen, dass die Summe 100101102...199 + 800801802...899 ohne Rest durch 999
teilbar ist!
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Wir verwenden die folgende Teilbarkeitsregel fiir 999, die analog zur Teilbarkeitsregel fiir 9 gilt:
Der Rest, den eine Zahl heim Teilen durch 999 ldsst, ist gleich dem Rest, den die Summe aller
dreistelligen Zahlen lésst, in die man die Zahl von der Einerstelle her einteilen kann (wobei
Darstellung im Dezimalsystem vorausgesetzt wird und Leerstellen mit gelten).
Wegen

> 100 + 199

> (100 + i) = ——— +100=14950 und
=0
% 800 + 899
> (800 + i) = —— 100 = 84950
=0

ist die Summe der beiden Reste gleich 99900; demnach ist die Summe 100101102...199 +
800801802...899 ohne Rest durch 999 teilbar, wenn die verwendete Teilbarkeitsregel richtig ist.
Der geforderte Beweis ist damit auf den Beweis der Teilbarkeitsregel reduziert.

Es seien a;; b;; ¢;; 4; n natiirliche Zahlen (wobei die Zahl 0 als natiirliche Zahl gelte) und a;; b;; ¢; <
9. Sicher gilt 103> = 1 (mod 999). Daraus folgt

10 = 1" = 1 (mod 999) ; (100a; + 10b; + ¢;) - 103" = (100a; + 10b; + ¢;) (mod 999)

Aus der Summierung beider Seiten iiber alle ¢ folgt sofort die o.a. Teilbarkeitsregel.

Aufgabe 15/80

n n
Gegeben seien 2n positive, reelle Zahlen a;;b; mit ¢ = 1;2;3;...;n und > a; = >, b; = 1.
i=1 i=1
Man beweise

i=1 b;

Da Quadrate reeller Zahlen stets nichtnegativ sind, gilt sicher (a; — b;)? > 0. Daraus folgt durch
aquivalente Umformungen (u.a. wegen b; > 0)

a?

a% > 2aibi — b? = bi(2ai — bz) — bfz > 2a; — bi

n n
und wegen > a; = > b; = 1:
i=1 i=1

-+ >

a2 "
i=1 Ut =

(2a; —b) =2 a;—» bj=2-1=1
i=1 i=1

1

Aufgabe 16/80
Man beweise die Richtigkeit der folgenden Behauptung: Dividiert man eine Primzahl durch
24, so ist der Rest entweder 1 oder eine Primzahl.

Der Rest r, den eine Primzahl p bei Division durch 24 lasst, ist; offenbar ungerade (aufer fiir
p = 2; r = 2 ist Primzahl) und nicht durch 3 teilbar (aufler fir p = 3; » = 3 ist Primzahl), da
sonst p durch 2 bzw. 3 teilbar und somit keine Primzahl wére.

Ferner ist 0 < r < 24. Folglich kommen bei p > 3 fiir » nur die Zahlen 1;3;5;7;11;13;17;19;23
in Frage; dies sind aber (aufier 1) simtlich Primzahlen.
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Aufgabe 17/80 Man beweise die Giiltigkeit der Ungleichung fiir alle reellen Zahlen z:
1. 1. . 4
RIS 5 sin (2z) ) (x — 5 sin (2z) | > sin*x

Angenommen, die zu beweisende Ungleichung wére falsch. Dann gélte

(z 4 0,5sin (22))(z — 0,5sin (22)) = 2 — 0,25sin? (2z) = 22 — 0,25(2sin z cos £)? =

2 2

=22 —sin® zcos’ z = 22 — sin? (1 — cos? ) = 2% — sin? z + sin 2 < sin' 2

also 2 < sin? x und |z| < |sinx| im Widerspruch zu der Tatsache, dass |z| > |sinz| fiir jede
reelle Zahl z gilt (wobei Gleichheit genau fiir x = 0 eintritt). Bei den Umformungen wurde von
folgenden Identitédten Gebrauch gemacht:

sin (2z) = 2sinz cos ; cos’z =1 — sin’x

Aufgabe 18/80
Gesucht sind alle reellen Zahlen z, die der Gleichung fiir beliebige reelle Zahlen a gentigen:

10,214 (2a*2? — 60a’s + /922 — 27z — 7289) = log,2, 16 (aa? + 62 — 7379)

Wenn die gesuchten Zahlen z der Gleichung fiir beliebige reelle Zahlen a geniigen sollen, miissen
sie sie speziell auch fiir a = 0 erfiillen:

log, V922 — 27z — 7289 = log,s (822 + 6z — 7379)

_ logy=

Nun folgt aus der bekannten Umrechnungsformel log, z = era fiir b = a?:
1 1
log, x = %8a2 T _ ng - 210g,2 & = log,2 ©*

log,2 a 5

Also ist

logy V922 — 27z — 7289 = log,¢ (922 — 272 — 7289)
Damit ist (1) dquivalent (2):
922 — 27z — 7289 = (822 4+ 62 — 7379) — 22 — 332+ 90 =0 — 21 = 30; 20 = 3

Nur x; besteht die Probe fiir alle reellen Zahlen a: log,2 41 =log,2,141 = 0.

Aufgabe 19/80

Man ermittle alle Losungen der Gleichung p? + 576 = n?, wobei p eine beliebige Primzahl

und n eine beliebige natiirliche Zahl bedeuten.
Aus p? + 576 = n? folgt

p? =n?—576 =n? — 242 = (n — 24)(n + 24)
Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt wegen n — 24 = n + 24 daraus
n—24=1-n=25 ; p’=n+24—p>=25+25=49="7>

woraus sich mit p = 7 tatséchlich eine Primzahl ergibt. Der Losungsweg schliefit weitere Moglichkeiten
aus. Daher ist (p;n) = (7;25) das einzige Losungspaar.
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Aufgabe 20/80
Gesucht ist eine Menge von Funktionen f, die der Gleichung f(x + 1) = ¢ - f(z) fir jede
reelle Zahl = gentigen (wobei c eine positive reelle Konstante ist).

Wenn f(z + 1) = c¢- f(x) fur jede reelle Zahl = gelten soll, so muss die Gleichung speziell auch
fiur x = 0;1;2; 3; ... erfiillt sein. Es ist also

fln)=c-fln—-1)=c"-f(0)
Es wird vermutet, dass f(z) = ¢" - f(0) ist. Tatséchlich gilt
fla+1) =" f(0)=c e f(0) = ¢ f(a)
Mit f(0) = a ergibt sich die gesuchte Menge M zu
M={f|f(z)=a-c" mit a;¢c;z € P und ¢ > 0}

(wobei mit P die Menge der reellen Zahlen bezeichnet wurde).
Nachbemerkung: Es wurde nicht gezeigt, dass aufler der angegebenen Menge keine weitere exis-
tiert; das aber ist in der Aufgabenstellung auch nicht gefordert!

Aufgabe 21/80
Man beweise den Satz: Ein ebenes Dreieck ist genau dann spitzwinklig, wenn die Ungleichung
tan a - tan 8 > 1 fiir jedes Winkelpaar «, 5 gilt.

1) Das Dreieck sei spitzwinklig. Dann gelten die Ungleichungen

0<(a;By=m—a—pP)<

|3

also § < a+ 3 < m sowie
0 < [tan a;tan f;tany = tan (1 — a — ) = — tan (o + f)]

folglich auch

tan (a 4+ g) = St tanf

~ 1—tanatanf

Wegen tan «;tan 8 > 0 ist auch tan a + tan 8 > 0; damit folgt sofort
1 —tanatan 8 <0 — tanatan > 1

2) Es gelte tanatan 5 > 1 > 0. Dann gilt sicher tana;tan 8 > 0 (da sonst tana;tanf < 0,
also a; 3 > 7 gelten miisste, was aber dem Winkelsummensatz widerspricht). Dann sind aber
alle Schliisse unter 1. umkehrbar, d.h., es folgt tany > 0, also 0 < a; 3;y < 3, das Dreieck ist
spitzwinklig.
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Aufgabe 22/80
Man verwandle die Fliche eines reguliren Pentagramms in ein flachengleiches Quadrat (wo-
bei nur Zirkel und Lineal als Konstruktionshilfsmittel zugelassen sind)!

Verbindet man die konkaven Ecken des Pentagramms mit dem Mittelpunkt (dieser ist mit
dem Lineal konstruierbar als Schnittpunkt der Strecken, die eine konkave Ecke mit der ge-
geniiberliegenden konvexen Ecke verbinden), so zerlegt man das Pentagramm in fiinf Drachen-
vierecke. Grole Diagonale dieser Drachenvierecke ist der Umbkreisradius (Verbindungsstrecke
Mittelpunkt - konvexe Ecke); kleine Diagonale ist die Verbindungsstrecke zweier benachbarter
konkaver Ecken.

Der Flacheninhalt jedes dieser Drachenvierecke ist gleich dem halben Produkt aus den beiden
Diagonalen. Man kann also den Flécheninhalt des Pentagramms als Rechteck darstellen, dessen
eine Seite der Umkreisradius des Pentagramms und dessen andere Seite das 2,5fache der Ver-
bindungsstrecke zweier benachbarter konkaver Ecken ist. Dieses Rechteck ist offensichtlich mit
Zirkel und Lineal konstruierbar.

Die Verwandlung des Rechtecks in ein flichengleiches Quadrat ist mit Hilfe des Hohensatzes
(oder des Kathetensatzes) moglich.

Danach ergébe sich die folgende Konstruktionsbeschreibung;:

1. Konstruiere den Mittelpunkt des Pentagramms!

2. Trage auf einer beliebigen Geraden den Umkreisradius des Pentagramms als Strecke AB ab!
3. Trage auf dieser Geraden die 2,5fache Verbindungsstrecke zweier benachbarter konkaver Ecken
als Strecke BC so ab, dass B zwischen A und C' liegt.

4. Schlage tiber AC' den Thaleskreis!

5. Errichte in B auf AC die Senkrechte! Thr Schnittpunkt mit dem Thaleskreis sei D.

6. Konstruiere ein Quadrat mit der Seite BD! Dieses Quadrat hat den gleichen Flacheninhalt
wie das Pentagramm.

Aufgabe 23/80
Man beweise, dass die Zahl 1119 — 1 restlos durch 600 teilbar ist; ohne die Potenz auszurech-
nen.

Fiir jede reelle Zahl a > 0 gilt
a® —1=(a®>~-1)(a®+a® +a®+a*>+1)

Speziell fiir a = 11 folgt daraus sofort a®> — 1 = 112 — 1 = 120, also ist 110 — 1 restlos durch 120
teilbar (1).

Ferner ldsst 117 fiir jede ganze Zahl x > 0 beim Teilen durch 10 stets den Rest 1; also ldsst
118 + 115+ 11* 4+ 112 4+ 1 beim Teilen durch 10 den Rest 5, ist demnach restlos durch 5 teilbar
(2). Aus (1) und (2) folgt: 1110 — 1 ist restlos durch 120 - 5 = 600 teilbar.

Aufgabe 24/80

Es ist eine hinreichende, von n unabhéngige Bedingung fiir die natiirliche Zahl a anzugeben,
durch die garantiert wird, dass die Zahl z = n® + a fiir keine natiirliche Zahl n eine Primzahl
ist.

Sicher ist z = n® + a genau dann keine Primzahl, wenn z in ein Produkt aus zwei natiirlichen
Zahlen b; c > 1 zerlegbar ist:
z=n+a=b-c
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Um zu untersuchen, unter welcher Bedingung dies moglich ist, formen wir z um:
z=n+a=n+2n*"Va+a—2n"a=(n'+Va)* - (n*\/2Va)’ =

— <n4+\/&+n2\/ﬁ) (n4+\/&—n2\/ﬁ)

Beide Faktoren sind sicher dann natiirliche Zahlen, wenn sowohl /a als auch 1/2y/a natiirliche
Zahlen sind und wenn der kleinere der beiden Faktoren mindestens gleich 1 ist. Wir setzen daher

V2va=keN—=2ya=k>— a=025k

Damit a selbst eine natiirliche Zahl ist, muss k gerade sein: k = 2m,m € N. Dann ist a = 4m?,

\/2¢/a = 2m und folglich
z=n%4+a=nd+4m* = (n* +2m? + 2n’m)(n* + 2m* — 2n’*m) =
= (n* + 2n°m + m? + m?)(n? — 2n%m + m? + m?) = [(n? + m?)? + m?][(n® — m?)? + m?]

Der kleinere der beiden Faktoren ist [(n? — m?)? + m?]; er ist sicher dann gréfer als 1, wenn
m > 1 ist. Daraus folgt:

Die Zahl z = n® + a ist sicher dann fiir keine natiirliche Zahl n eine Primzahl, wenn a =
4m* mit m € N,m > 1 ist. Da nicht gezeigt wurde, dass keine andere als die verwendete
Faktorenzerlegung existiert, kann diese Bedingung nicht als notwendig angesehen werden.

Aufgabe 25/80
Man beweise, dass die Gleichung 2% + pz + ¢ = 0 keine ganzzahligen Losungen hat, wenn p
und ¢ Primzahlen sind und p # 3;q # 2 ist.

Die Gleichung #2? + px + ¢ = 0 hat die (im allgemeinen komplexen) Lésungen z1 und xo. Fiir
diese gilt der Wurzelsatz des Vieta:

r1+x2=—p (1) ; T2 =q (2)

Angenommen, eine Losung sei ganzzahlig; wegen (1) ist dann auch die zweite Losung ganzzahlig.
Aus (2) folgt 0.B.d.A. |z1| = 1, |z2| = ¢, also —p = x1 + 29 = £1 + ¢ oder (da p und ¢ als
Primzahlen beide positiv sind) p = ¢ + 1. Daraus erhilt man unmittelbar p = 2,q = 3 oder
p = 3,¢ = 2. Da die Gleichung 2% + 22 + 3 = 0 keine reellen und damit erst recht keine
ganzzahligen Nullstellen hat, folgt daraus die zu beweisende Behauptung.

Aufgabe 26/80

Gegeben ist eine Ebene, in der alle Punkte entweder schwarz oder rot gefarbt seien. Man
weise die Existenz wenigstens eines gleichseitigen Dreiecks in dieser Ebene nach, dessen
Eckpunkte sédmtlich die gleiche Farbe haben!

Es sei ABC' ein gleichseitiges Dreieck in der gegebenen Ebene. Dann sind zwei Falle moglich:
1. Die Punkte A, B und C haben sidmtlich die gleiche Farbe. Dann ist die Existenz bereits
nachgewiesen.

2. Die Punkte A, B und C' haben nicht samtlich die gleiche Farbe. O.B.d.A. seien A und B
schwarz, C' sei rot. Wir halbieren nun die Strecke AB durch D, die Strecke BC' durch E und
die Strecke C'A durch F'. Nun sind zwei weitere Falle moglich:
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2.1. D ist schwarz. Haben F und F' gleiche Farbe, so hat entweder das Dreieck DEF' schwarze
oder das Dreieck CEF rote Eckpunkte; haben sie verschiedene Farben, so hat entweder das
Dreieck ADF oder das Dreieck DBF schwarze Ecken. Auch fiir diesen Fall ist die Existenz
nachgewiesen, da alle Dreiecke (nach Konstruktion) gleichseitig sind.

2.2. D ist rot. Sind E und F' rot, so hat das (gleichseitige) Dreieck DEF gleichfarbige Ecken;
ist wenigstens einer der Punkte E und F' schwarz, so spiegele man D an der Strecke AC bzw.
BC, auf der der schwarze Punkt liegt, nach D’. Dann hat entweder AF D’ (falls F' schwarz ist)
oder BED' (falls E schwarz ist) nur schwarze Ecken oder C DD’ nur rote.

Man prift leicht nach, dass auch diese Dreiecke (nach Konstruktion) gleichseitig sind. Also ist
auch in diesem Fall die Existenz erwiesen.

Da die Fallunterscheidung vollstandig ist, existiert in jedem Fall wenigstens ein gleichseitiges
Dreieck mit gleichgefdarbten Ecken.

Aufgabe 27/80
Es sind alle reellen Zahlen = zu ermitteln, fir die die Funktion minimal wird

f(:n):\/a:+4\/x—4—|—\/ —4vx —4

Es gilt die Identitét

rxdVr—4=2+1Vr —4)?
Damit kann man f(z) in der Form
fl@)=12+Ve —4+ 2~ Vo —4|
schreiben. Fiir 4 < x < 8 ist v/z — 4 < 2 (fiir x < 4 ist v/z — 4 nicht reell). Damit ist
f@)=24+Vr—4+2—Vz—4=4
Fiir > 8 ist v/ — 4 > 2. Daraus folgt
f@)=2+Vz—4-2—-Vr—4)=2Vr—4>4
Demnach ist fiin(x) = 4 fir alle z mit 4 <z < 8.
Aufgabe 28/80

Man widerlege die Behauptung, dass das Polynom P(z) = 1-2°—4.2*+1.23—-9.2248-2—1
fiinf reelle Nullstellen habe!

Angenommen, das Polynom P(x) habe finf reelle Nullstellen z; (i = 1;2;...;5). Dann gilt sicher
x; > 0 fir jedes i (die Koeffizienten der Glieder ungeraden Grades sind positiv, die der Glieder
geraden Grades sind negativ; fir x; < 0 wére also P(z;) < 0). Damit gilt nach dem Satz iiber
das arithmetische und das geometrische Mittel

1 5 5
DRI
=1 i=1

Ferner gilt nach dem Wurzelsatz des Vieta:

5
=4 ;=1
i=1 i
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Damit folgt der Widerspruch

A>V1=1

O] =

womit die Annahme widerlegt ist.

Aufgabe 29/80
Man beweise: In jedem pythagoreischen Zahlentripel (a;b;c) ist wenigstens eine der drei
natiirlichen Zahlen a; b; ¢ restlos durch 5 teilbar.

Wir verwenden zum Beweis den Satz: Das Quadrat einer natiirlichen Zahl lasst beim Teilen
durch 5 einen der Beste 0, 1 oder 4.
Beweis dieses Satzes: Es sei n = bs + r eine natiirliche Zahl, wobei r = 0;1;2; 3; 4 sei. Dann ist

n? = (55 + 1) = 255% 4 10rs + 2 = 5(4s> + 2rs) + 1

mit 72 = 0;1;4;9;16 = 0;1;4;4; 1 (mod 5).
Nun nehmen wir an, keine der beiden Zahlen a und b wére restlos durch 5 teilbar. Nach dem
bewiesenen Satz heifit das:

a? = £1 (mod 5) ; b*> = +1 (mod 5)

(wegen 4 = —1 (mod 5)). Hétten nun die beiden Reste gleiche Vorzeichen, so wire ¢? = +2
(mod 5) im Widerspruch zum bewiesenen Satz. Also haben sie verschiedene Vorzeichen. Damit
folgt aber ¢2 = 0 (mod 5); d.h., ¢ ist restlos durch 5 teilbar.

Aufgabe 30/80

Ein Fiinfeck setze sich aus einem Rechteck mit den Seiten a und b und einem gleichseitigen
Dreieck mit der Seite a zusammen.

Ohne Verwendung der Differentialrechnung ermittle man den maximalen Flidcheninhalt A
bei gegebenem Umfang U und den minimalen Umfang U bei gegebenem Flécheninhalt A!

Es ist U = 3a + 3b und A = ab + 0,25¢%+/3. Eliminiert man aus diesen Gleichungen die Seite b,
so erhdlt man (nach dquivalenten Umformungen) die in a quadratische Gleichung

, 22U 44

— a+ =0
6—v3 6—+3

a

mit den Losungen

1
T1-90 =
1;2 63

[Ui VU2 —14(6 - \/5]

Damit a reell wird, muss

U2_4A(6—\/§)20—>A§4(6U_2\/§—>U2\/4A(6—\/§)

sein. Offensichtlich ist damit

U2

Ay = ————— ~ 0,0586U2  ; Upnin = \/4A(6 — V/3) ~ 4,13V A
16— v3) VAA(6 =)
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Aufgabe 31/80
Gegeben sei die in = quadratische Gleichung 22 4+ pz 4+ 2 = 0 mit p € N, und es seien 2; und
7y die Losungen dieser Gleichung. Es sind alle p zu ermitteln, fiir die 22 + 22 Primzahl ist.

Nach dem Wurzelsatz des Vieta gilt fiir die Losungen z1; 25 der quadratischen Gleichung 22 +
pr—+2=0:21+x0=—pund 122 = 2. Nun ist

2+ a3 = (21 4+ 32)° — 2230 = (—p)* —4=p*—4=(p—-2)(p+2)

Dieser Ausdruck kann hochstens dann Primzahl sein, wenn der kleinere der beiden Faktoren
gleich 1, also wenn p = 3 ist. Tatséchlich ist dann

422 =(3-23+2)=5

Primzahl (die Losungen z1.2 sind dann

3 19
x1;2 5 1 — X1 ;L2
Aufgabe 32/80

Es ist zu beweisen: Aus sin (a + 3) = 0 folgt cos (o + 25) = cos a.

Aus sin (a + 8) = 0 folgt a + f = km mit k = £1;+2;+3; ... also § = km — . Dann ist aber
cos (a + 2f3) = cos (a + 2km — 2a) = cos (2km — a) = cos (2km) cos a + sin (2k7) sin o = cos «

wegen cos (2k7) = 1,sin (2k7) = 0.

Aufgabe 33/80

Es sei f eine fiir alle reellen Zahlen x stetige Funktion, fir die gilt f[f(x)] = x. Man beweise,
dass unter dieser Voraussetzung mindestens eine reelle Zahl z( existiert, fiir die f(zg) = g
gilt.

Angenommen, es gibe keine Zahl x, fiir die f(z9) = z¢ gilt. Dann gilt wegen der Stetigkeit von
f entweder iiberall f(z) < m oder iiberall f(z) > =.

Im ersten Fall ist dann f[f(z)] < f(z) < x, im zweiten Fall gilt f[f(z)] > f(z) > x. Beides
widerspricht aber der Voraussetzung f[f(z)] = z. Also ist die Annahme falsch, und damit ist
die Richtigkeit der Behauptung bewiesen.

Aufgabe 34/80

Man ermittle sy einer arithmetischen Reihe 1.0rdnung mit:
l.ag;=10a+b=2zmit a;6 e N;1 <a<9,0<b<9,

2. a40—100+d—yrn1tcd€N 0<ed<9,

3. 840 = Z a; = 1000a 4 100b 4+ 10c + d
=1

Es ist s, = (a1 + a,) - 5, also

s41 = (10a + b+ 10¢ + d) - 20 = 1000a + 100b + 10c + d
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Daraus folgt die diophantische Gleichung 800a + 80b — 190c — 19d = 0, die man auch in der Form
80(10a + b) = 19(10c¢ + d) ; 80x = 19y

schreiben kann (z;y € N, 10 < z;y < 100). Es ergibt sich y = 4z + %, also z = 0 (mod 19). Es
sei nun « = 19k mit £k € NJk > 1. Dann ist y = 4 - 19k 4+ 4k = 8ok. Nur k£ = 1 liefert ein y aus
dem Definitionsbereich. Damit ist

r=10a4+b=19; y=10c+d =80 ; a=1,b=9,c=8,d=0

und folglich s49 = 1980 die einzige Losung.

Aufgabe 35/80

Gesucht sind alle vierstelligen natiirlichen Zahlen n mit folgenden Eigenschaften :

1. Das Quadrat der zweiten Ziffer ist gleich der Zahl n, die man erhélt, wenn man in n die
ersten zwei Stellen streicht.

2. Die Quersumme @Q(n) ist gleich der Zahl ng, die man erhélt, wenn man in n die letzten
zwei Stellen streicht.

3. Die Summe aus den Zahlen n; und nsy ist 100.

Es sei n = 1000a + 1006 + 10c+ d mit a; b;¢c;d € N, 0 < a, b;¢c;d < 9. Dann ist n; = 10c+ d und
ng = 10a 4 b, und es gilt

nach Bedingung 1: b = 10c+d (1)
nach Bedingung 2: a +b+c+d=10a+ b also c+d=9a (2)
nach Bedingung 3: 10a + b+ 10c +d = 100 (3)

Wegen ¢ + d < 18 folgt aus (2) sofort a = 1 oder a = 2. Die Moglichkeit a = 2 scheidet
jedoch aus, da sie ¢ = d = 9 voraussetzt, was im Widerspruch zu (1) steht (b? = 99 ist fiir keine
natiirliche Zahl b erfiillt). Also ist @ = 1 und die Beziehungen (2) und (3) nehmen die Gestalt
an:

ct+d=9 (2) ; b+9c=281 (3

Damit ist entweder b = 0,c=9,d = 0 oder b = 9, ¢ = 8,d = 1. Die erste Moglichkeit steht erneut
im Widerspruch zu (1). Damit existiert genau eine Zahl n mit den geforderten Eigenschaften:
n = 1981. Die Probe bestétigt die Richtigkeit.

Aufgabe 36/80
Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl n, fiir die gilt

n=1(mod2); n=1(mod3); n=1(mod5); n=0(mod7); n=1(modll)

Wegen n =0 (mod 7) ist n in der Form n = 7k, k € N, darstellbar. Wegen

n =1 (mod 2) und 7=1 (mod 2) ist £ =1 (mod 2)
n =1 (mod 3) und 7=1 (mod 3) ist £ =1 (mod 3)

n =1 (mod 5) und 7 =2 (mod 5) ist k = 3 (mod 5)
n=1 (mod 11) und 7 =7 (mod 11) ist k = 8 (mod 11)

Wir nehmen an, die kleinste Zahl k& wére hochstens dreistellig:

k = 100a2 + 10a1 + ag
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mit 0 < ag;ai;a2 < 9, aj;ag;a3 € N. Dann ist wegen (3) ap = 3 oder ag = 8, wegen (1) ist
a; # 8, also folgt a; = 3. Nach (4) gilt dann

ags—a1 +3=11s+8 : az—a; =11s+5 (5)

(s €G). Aus 0 < aj;as <9 folgt —9 < ag —a; = 11s+5 < 9. Diese Ungleichungen sind nur fiir
s =0 und fiir s = —1 erfillt. Damit ergibt sich aus (5) a2 = a3 +5 > 5 oder ag = a3 — 6 < 3.
Da wir die kleinste Zahl k& suchen, probieren wir zunéichst die kleineren Werte fiir as, also
az = 0;1;2; 3. Es ergibt sich dann a1 = 6;7;8;9 und k = 63;173;283;393. Von diesen k-Werten
erfullt nur k£ = 283 die Bedingung (2). Man erhélt daraus n = 7 - 283 = 1981.
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2.21 Aufgaben und Losungen 1981

Aufgabe 1/81
Man bestimme alle Paare (n;m) nichtnegativer ganzer Zahlen, fiir die gilt:

n
> i=25"+2
i=1

n

Fiir m = 0 ergibt sich n = 2. Ist m > 1; so ist 25™ 42 = 7 (mod 10) und " i = 1;3;5;6; 8 (mod
i=1

10), d. h., es gibt keine weitere Losung.

Aufgabe 2/81
k )
Es sei n = > 10'a; > 0 mit 0 < a; < 9;a; € N eine (k + 1)-stellige natiirliche Zahl und
i=0
k
Q(n) = 11 a; ihr "Querprodukt”. Wie grof ist die Anzahl r der hochstens (k+1)-stelligen
i=0

natiirlichen Zahlen n, bei denen Q(n) Primzahl ist?

Wenn Q(m) Primzahl sein soll, muss genau ein a; eine der vier einstelligen Primzahlen 2;3;5
oder 7 sein, fiir die restlichen a; dagegen gilt a; = 1. Mit jeder dieser vier einstelligen Primzahlen
konnen folglich s s-stellige Zahlen m gebildet werden (1 < s < k+1), da die einstellige Primzahl
an jeder der 3 Stellen stehen kann. Demnach gilt fiir die gesuchte Zahl r

L ErDRT2)
r—4-;s—4-#—2(k‘+1)(l€+2)

Aufgabe 3/81

Es sei P(x) ein reelles Polynom beliebigen Grades mit ganzzahligen Koeffizienten, und es
seien sowohl P(0) als auch P(1) ungerade ganze Zahlen. Man weise nach, dass unter diesen
Voraussetzungen P(x) keine ganzzahligen Nullstellen hat.

Angenommen, es géibe eine ganze Zahl g so, dass P(g) = 0 ist. Dann gilt nach dem Hauptsatz
der Algebra P(z) = (z — ¢9)Q(z), mit Q(x) als Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Damit
folgt

P0)=(-9)Q(0) ;  P1)=(01-9)Q(1)
Nach Voraussetzung sind P(0) und P(1) beide ungerade; da ein Produkt genau dann ungerade
ist, wenn keiner seiner Faktoren gerade ist, folgt damit, dass sowohl g als auch 1 — g ungerade
sein miissen. Dies ist aber ein Widerspruch; denn ist
1) g=2k—1mit k€ G,sofolgt 1 —g=2—-2k=2(1—k),
2)1—g=2k—1mit k€ G, so folgt g =2—2k=2(1—k).
In jedem Fall ist also entweder g oder 1—g gerade. Dieser Widerspruch beweist, dass die Annahme
falsch ist, d.h., dass P(z) keine ganzzahligen Nullstellen hat.

Aufgabe 4/81
Es seien 100 natiirliche Zahlen aj mit 1 < k& < 100 gegeben. Man beweise, dass eine Summe

n
ZaimitlgjgnSIOO
i=j

existiert, die ohne Rest durch 100 teilbar ist!
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Wir bilden alle Summen i a;, wobei n die natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 durchlaufe. Es sind
dies genau 100 Summen anl Entweder ist unter ihnen eine Summe s, die ohne Rest durch 100
teilbar ist, oder dies ist nicht der Fall.

Dann aber lassen wenigstens zwei Summen s; und s, beim Teilen durch 100 den gleichen Rest
r, und die Summe s19; = §; — S, ist ohne Rest durch 100 teilbar (wobei O.B.d.A. s; > sy,
angenommen wurde).

Es ist noch nachzuweisen, dass s19; tatsdchlich eine Summe der Art

n
> a; mit 1< 5 <100
(=1

l m
ist. Aus s = Y a4, sm = D a; folgt
i=1 i=1

l m l
Sl_smzzai_zai: Z a;
i=1 i=1

i=m+1

Wegen 1 <m <1 <100ist 1 <m+1 <1 (m < 1 folgt aus s, < s;). Wegen s; > sy ist
aulerdem s; — sy, > 0, womit alles gezeigt ist.

Aufgabe 5/81
Man beweise: Es existieren unendlich viele Primzahlen p, die bei Division durch 3 den Rest
2 lassen.

Als bekannt setzen wir voraus, dass die Anzahl der Primzahlen unendlich ist. Der Beweis ist
dann gefithrt, wenn gezeigt ist, dass sich aus jeder ungeraden Primzahl eine neue Primzahl
konstruieren ldsst, die gréfler ist und die bei Division durch 3 den Rest -2 lésst.

Alle Primzahlen (ausgenommen die Primzahl 3) lassen bei Division durch 3 entweder den Rest
1 oder den Rest 2 (da beim Rest 0 die Zahl durch 3 teilbar und somit nicht Primzahl wére). Es
sei nun py die k-te Primzahl in der Primzahlfolge (K > 2). Wir bilden daraus eine neue Zahl P:

k

P=pi+][[pi=2+35-7T-..-p
1=2

Es gibt zwei Moglichkeiten:
1. P ist Primzahl. Wegen P > p;, und P =2 (mod 3) ist dann der Beweis bereits erbracht.
2. P ist keine Primzahl. Dann ist P eindeutig in Primfaktoren zerlegbar:

wobei offensichtlich ¢; # p; fiir alle ¢; j, also speziell g; > py fiir alle j gilt. Ferner gilt wegen
P =2 (mod 3), dass ¢; = 2 (mod 3) fiir mindestens ein j (genauer: fiir eine ungerade Anzahl
von ¢; mit ungeradem c«;; aber das ist hier unwesentlich) ist.

Waren nédmlich alle p; = 1 (mod 3), so wére auch P = 1 (mod 3). Da die Fallunterscheidung
vollstandig ist, wurde gezeigt, dass aus der Existenz einer Primzahl p; > 3 stets die Existenz
wenigstens einer weiteren, grofferen Primzahl folgt, die bei Division durch 3 den Rest 2 lésst.
Damit folgt aber sogar die Existenz unendlich vieler derartiger Primzahlen.
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Aufgabe 6/81

Gegeben sei ein beliebiges Parallelogramm Py P, P3Py. Seine vier Seiten werden im mathe-
matisch positiven Drehsinn um ihre Mittelpunkte gedreht, bis sie senkrecht auf den Aus-
gangslagen stehen.

Dabei gehen die Punkte P; in die Punkte P/ bzw. P/ {iber. Man beweise: Die Vierecke
PPy P;P; und PPy Py P} sind Quadrate.

Es sei M der Mittelpunkt des Parallelogramms P P Pspy, M; seien die Mittelpunkte der Seiten
P;P; 1 (wobei hier und im folgenden stets ¢ + k = i + k — 4 zu setzen ist, falls i + k > 4 sein
sollte).

Da die Winkel M M; P/ = T +¢ siamtlich einander gleich sind (wobei mit ¢ der kleinere der beiden
Winkel zwischen den Parallelogrammseiten bezeichnet ist) und da M; P/ = M;P; = MM,
(mithin auch MM, = M;41 P4, ist, sind die vier Dreiecke M P/M; samtlich einander kongruent
nach SWS. Daraus folgt M P{ = M P; = M P; = MPj, d.h., die vier Punkte P/ liegen auf einem
Kreis mit dem Mittelpunkt M; das Viereck PjPyP;P; ist also ein Sehnenviereck.

Nun ist weiter

AM;MP! + AM;P/M = 7 — AMM;P| =7 — (%) S

2

NN

und entweder

KP;M Z-,Jrl = KMZ‘MMH_l — (KMZMPZ/ + KMZPZ/M) =T — QY — (g - go) = 7'('/2

oder

LPMP/, | = {M;MM;y1 + ({M;M P, + {M;P/M) = o + (727 - (p) = 7/2

in jedem Fall also £P/MP] | = 7, d.h., die Bégen P/P/ ; und damit die Sehnen P/P/ ; sind
samtlich einander gleich, das Sehnenviereck PjP;P;Py ist also ein Quadrat.
Analog fithrt man den Beweis fir das Viereck PPy Py Py .

Aufgabe 7/81
Man beweise, dass in jedem konvexen Elfeck stets wenigstens zwei Diagonalen einen Rich-
tungsunterschied von weniger als 5° haben!

Als bekannt setzen wir die Formel fiir die Anzahl k& der Diagonalen in einem konvexen n—Eck
voraus: k = 0,5n(n — 3).

Danach existieren im konvexen Elfeck genau k = 44 Diagonalen.

Wir wéhlen nun in der Ebene des Elfecks einen beliebigen Punkt P und verschieben die Diago-
nalen parallel zu sich selbst so, dass sie sdmtlich durch diesen Punkt gehen. Ihre Richtung wird
dadurch nicht gedndert. Den Vollwinkel um P teilen sie aber in 44 - 2 = 88 Teile.

Jeder dieser Teile gibt den Richtungsunterschied zweier “benachbarter” Diagonalen an (der
gleich null ist, falls zwei Diagonalen parallel sein sollten). Es kénnen nun nicht alle diese Rich-
tungsunterschiede mindestens gleich 5° sein; sonst wire namlich ihre Summe mindestens gleich
88 - 5° = 440° im Widerspruch zu der Tatsache, dass der Vollwinkel 360° betrdgt. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

Aufgabe 8/81
Man beweise die Giiltigkeit der Ungleichung

1 3 5 99 1

5°4°6 " "100 10
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Wir betrachten die Produkte

Beide Produkte haben gleich viele Faktoren, und jeder k-te Faktor von y ist gréfler als der k-te
Faktor von z. Folglich gilt z < y. Daraus folgt
syl 234 10 1
23 4 5 77101 101

Damit ergibt sich unmittelbar « < %.1 < %.

Aufgabe 9/81
Man ermittle alle (geordneten) Paare (z;y) reeller Zahlen, die das Gleichungssystem erfiillen:

l—zy=In(zy) (1) ; z+3y=4 (2)

Wir betrachten zunéchst nur die Gleichung (1) und setzen zur Vereinfachung xy = 2: 1—z = In 2.
FirO<z<listl—z>0undIlnz<0,firz=1ist 1 —2z=0und Inz =0, fiir z > 1 ist
1—2<0undInz >0, fir 2 <0 ist In z nicht reell bzw. nicht existent.

Also ist z = xzy = 1 die einzige Losung dieser Gleichung. Daraus folgt sofort y = z~'; in
Gleichung (2) eingesetzt, folgt nach Multiplikation mit 2~ # 0 die in # quadratische Gleichung

2 —4x+3=0

mit den Lésungen x1 = 3 und x5 = 1. Aus ihnen folgen y; = 37! und 32 = 1. Damit erfiillen
genau die Paare (3; %) und (—1;1) das gegebene Gleichungssystem. Die Probe bestéitigt die
Richtigkeit.

Aufgabe 10/81
Gesucht sind 5 verschiedene dreistellige Zahlen, die (im Dezimalsystem) mit denselben von-
einander verschiedenen drei Ziffern darstellbar sind und deren Summe 1209 betrégt.

Aus drei verschiedenen Ziffern kann man 3! = 6 verschiedene Zahlen darstellen. Bezeichnet man
die Stellen einer von ihnen mit a;b;¢ (1 < a;b;¢ <9, a;b;c € Ny a # b, b # ¢, ¢ # a), so sind
dies

100a +10b+ ¢ 100a + 10c+b 100b+ 10a + ¢
1006 + 10c+a 100c+ 10a +b 100c+ 10b+ a

Thre Summe ist 222(a + b+ ¢). Nach der Aufgabenstellung gilt nun die diophantische Gleichung
222(a+b+c) —x = 1209

wobei x die sechste der sechs dreistelligen Zahlen ist. Aus ihr folgt durch dquivalente Umformung

99 +
b =5 =5+k
atbte=5+= 0 +
mitk:zggg';6N.Da123§x§987gﬂt(Wegena#b,a#c,c#b),is‘cl§k:§4und

a+b+c=5+k<09.

Fiir z ergeben sich damit zunéchst vier Moglichkeiten: x1 = 123; x0 = 345; 23 = 567; x4 = 789,
von denen jedoch nur x = 123 die letzte Ungleichung erfillt: 1+2+3=5+1<9.

Daraus ergeben sich die fiinf gesuchten Zahlen zu 132, 213, 231, 312, 321. Tatséchlich ist 132 +
213 + 231 + 312 + 321 = 1209.
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Aufgabe 11/81
Gesucht ist die kleinste Potenz 11" (n € N,n > 0) in dekadischer Schreibweise, die auf die
Ziffernfolge 001 endet.

n
1" =10+1)"=3%" <n> 101 = (g) 1100 + (T) 10! 4.+ <n> 10"
i—0 \! n

Man erkennt: Alle Glieder dieser Summe mit Ausnahme der ersten drei enthalten den Faktor
103 = 1000. Da das erste Glied der Summe gleich 1 ist, muss

Es ist

(Z) 10" + (;‘) -10% = 10n + 50n(n — 1) = 1000k

mit minimalem n und & € N, k > 1 eine sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingung
dafiir sein, dass n die Forderungen der Aufgabe erfiillt. Aus dieser Gleichung folgt

n+ 5n(n — 1) = 100k

Da entweder n oder n — 1 gerade ist, ist 5n(n — 1) restlos durch 10 teilbar. Damit muss auch n
restlos durch 10 teilbar sein: n = 10m, m € N, minimal. Die Gleichung nimmt damit die Gestalt

10m + 50m(10m — 1) = 100k — m + 5m(10m — 1) = 10k

an. Die rechte Seite dieser Gleichung ist restlos durch 5 teilbar, also muss auch die linke Seite
restlos durch 5 teilbar sein. Daraus folgt, dass m durch 5 teilbar ist: m = 5s, s € N, minimal.
Die Gleichung lautet dann

55+ 25s(50s — 1) = 10k — s + 5s(50s — 1) = 2k

Offensichtlich erfiillt s = 1 diese Gleichung: 1 + 5(50 — 1) = 246 = 2 - 123 = 2k. Aus s = 1 folgt
m = 5s =5, n = 10m = 50. Die Potenz 11°° endet also (in dekadischer Schreibweise) auf 001,
und es gibt keine kleinere Potenz von 11 mit dieser Eigenschaft.

Aufgabe 12/81
Es seien a; mit i = 1;2;3;...;n reelle Zahlen (n > 2) mit 0 < a; < a;4+1. Man zeige, dass
dann gilt

" 1 1 &
s < — <
n—lgal_n;_n—li:2
Es ist " . .
1 n—1 1 1
E;az n(n—i—l)z;az n—l; i n(n_l)z_;az
1 nil n an, 1 i nl n an, n-ay 1 "il
n—-1<~""n-1 nn-1)<~""n-1~""n-1 nn-1 n-1%"
i=1 i=1 i=1 =1
und 1zn: n—1 Z 1 zn: 1 zn:
- a; = a; = 7 a; =
n = n(n+1) f n—1%& n(n—l)i_1

n—1 n—l.:
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Aufgabe 13/81

Auf die Frage nach dem Alter ihrer drei Kinder antwortete eine Mathematikerin: "Die Summe
ihrer ganzen Alterszahlen ergibt unsere Hausnummer, das Produkt derselben ist 72, und um
das Ergebnis eindeutig zu machen, erwahne ich noch, dass mein jiingstes Kind ein Méadchen
ist.”

Wie alt sind die Kinder? Dem Fragenden war die Hausnummer bekannt.

Ohne Riicksicht auf biologische Moglichkeiten kann man die Zahl 72 auf die folgenden Weisen
in ein Produkt aus drei Faktoren zerlegen:
1-1.72,1-2-36,1-3-24,1-4-18,1-6-12,1-8-9,2-2-18,2-3-12,2-4-9,2-6-6,3-3-8,3-4-6.
Da der Fragende die Hausnummer kannte, hitte er mit ihrer Hilfe aus diesen 12 Méoglichkeiten
die richtige herausfinden kénnen, wenn die Hausnummer nicht mehrmals als Summe auftréite.
Tatséchlich haben die Faktorenzerlegungen 2 -6 -6 und 3 - 3 - 8 die gleiche Faktorensumme 14,
so dass bei dieser Hausnummer noch keine Eindeutigkeit besteht.

Diese wird durch die Bemerkung iiber das jiingste Kind herbeigefiihrt. Die Kinder sind demnach
2 Jahre (ein Médchen) und 6 Jahre (Zwillinge) alt.

Aufgabe 14/81

In einer Ebene seien gleichseitige Dreiecke D; mit den Seitenldngen a; = 2i —1, 1 = 1;2; 3; ...
léngs einer Geraden g so angeordnet, dass der "rechte” Eckpunkt des Dreiecks Dy mit dem
"linken” Eckpunkt des Dreiecks D1 zusammenfillt und dass die dritten Eckpunkte sdmtlich
in der gleichen von g erzeugten Halbebene liegen. Man bestimme die Kurve, auf der die
dritten Eckpunkte liegen!

Legt man ein rechtwinklig-kartesisches Koordinatensystem so in die Ebene, dass die Abszissen-
achse (x-Achse) mit der Geraden g zusammenféllt und die Ordinatenachse (y-Achse) durch den
linken Eckpunkt des Dreiecks D1 geht, so haben die dritten Dreieckspunkte P, die Koordinaten

Pelowsye) = Pe [k = 1) + 53 5 V32K~ 1)

Offensichtlich besteht zwischen den Abszissen und den Ordinaten ein Zusammenhang der Art
y?> = f(z). Ein entsprechender Ansatz

s s d) <o)

fiihrt zu der Gleichung y? = 3(x — %), also zur Gleichung einer Parabel mit den Brennpunktko-
ordinaten (1;0), deren Achse mit der Abszissenachse zusammenfallt.

Aufgabe 15/81
Es ist der Satz, zu beweisen: Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 ist

n—3 2n—5H 1
k=1(1 1 1
(* 1 ><+ 3 ) <+2n—1>

eine restlos durch n teilbare natiirliche Zahl.

Man kann k in der Form

n—1 . n—1 .
2n — 21 —1 2n—1—1
]{;: 1 _— = _—

¢ i1
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schreiben. Durch Erweitern mit (n — 1)! erhélt man

+ n-D!2n—-i-1)  (2n-2)!  (2n -2
1;[ (n—1)k _(n—l)(n—l)!_<n—1>

damit ist k als Binomialkoeffizient darstellbar und demnach eine natiirliche Zahl. Es bleibt noch
zu zeigen, dass k restlos durch n teilbar ist. Nun ist

2n -2\  (2n-2)!  (2n-—1)! n  (2n—1 n
n—-1) m-Dn-1)! naln-1)! 2n—-1 | n 2n — 1
Da n und 2n — 1 zueinander teilerfremd sind, muss n als Faktor in (25:12) enthalten sein.

Aufgabe 16/81
Man bestimme alle geordneten Paare natiirlicher Zahlen (n;m), die der Gleichung 2" +65 =

m? geniigen!

Fiir ungerades n gilt 2" = £+2 (mod 10), also ist 2™ 4+ 65 = (5 £ 2) (mod 10) und damit kein
Quadrat einer natiirlichen Zahl [fiir die Quadrate natiirlicher Zahlen gilt bekanntlich stets eine
der Kongruenzen m? = 0;1;4;5;6;9 (mod 10)]. Demnach existiert fiir ungerades n keine Losung.
Es sei nun n = 2k mit k£ € N. Dann gilt

2" < 2" 465 =22 165=(2")2+2.25 11
Man erkennt leicht, dass fir & > 5 folgt
(22422541 < (@2 4228 1 =(2"+1)?
Damit ergibt sich fiir £ > 5 die folgende Ungleichungskette:
2" = (28)? < 2" + 65 < (2F +1)?

Damit liegt m? = 2" + 65 zwischen den Quadraten zweier aufeinanderfolgender natiirlicher
Zahlen, kann also nicht selbst Quadrat einer natiirlichen Zahl sein.

Die Untersuchung der Félle k = 0;1; 2; 3;4; 5 liefert die beiden Losungen (n; = 2k1;my) = (4;9)
, (n2 = 2ke;m2) = (10;33). Die Probe bestétigt die Richtigkeit.

Aufgabe 17/81
Es sei a die 144-stellige natiirliche Zahl, die (in dezimaler Schreibweise) ausschliefilich mit
der Ziffer 1 dargestellt wird. Man gebe 8 verschiedene Primfaktoren von a an!

Offensichtlich ist die Quersumme von a gleich 144 und die alternierende Quersumme gleich 0.
Daraus folgt (nach bekannten Teilbarkeitsregeln), dass a restlos durch 3 und durch 11 teilbar
ist. Damit sind zwei Primfaktoren von a gefunden: p; = 3;py = 11.

Die iibrigen 6 Primfaktoren kann man mit Hilfe des kleinen Satzes von Fermat finden. Dieser
Satz sagt: Es ist 2P~! =1 (mod p), wenn p Primzahl und ggT'(x;p) = 1 ist. Speziell fiir x = 10
folgt

10°=1 (mod 7)  10"* = (105)2* = 1 (mod 7)
102 =1 (mod 13) 10 = (10'2)!2 =1 (mod 13)
106 =1 (mod 17)  10'** = (10'%)? = 1 (mod 17)
10® =1 (mod 19) 10 = (10'8)® =1 (mod 19)
106 =1 (mod 37) 10 = (10%%)* = 1 (mod 37)
10? =1 (mod 73) 10" = (10?)2 = 1 (mod 73)
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143
Nun ist aber 10'* — 1 = 93 10° = 9a (dies folgt aus der Summenformel fiir die endliche
=0
geometrische Reihe
n—1 n
i " —1
Z 'r . q = . — 1
i=0 q

mit z = 1,¢ = 10,n = 144). Da 9 einerseits und die Primzahlen ps = 7, py = 13, p; = 17,
pe = 19, p7 = 37 und pg = 73 andererseits teilerfremd sind, m.a.W., da g¢gT'(9,p;) = 1 fur
1= 3;4;...;8 gilt, folgt, dass diese Primzahlen Primfaktoren von a sind.

Aufgabe 18/81
Man beweise die Giiltigkeit der Ungleichung

(x = 1)z

CESEES

1
4
fiir jede nichtnegative reelle Zahl x. Fiir welche z-Werte gilt die Gleichheit?

Setzt, man % = sina (was bei > 0 wegen —1 < i—j& < 1 moglich ist), so gilt

—1\?2
cosa=V1—sin?a= 1—<w >:2\/E

r+1 r+1

Damit ist
-1 1 1
W = isinacosa = Zsin(Qoz) <
wegen sin (2a) < 1. Gleichheit gilt fiir sin2a = 1, also fiir sina = 0,5v/2, % = 0,52,

T =3+42V2 ~ 583.

N

Aufgabe 19/81
Man beweise die Giiltigkeit der Ungleichung /1 + = + /1 — x < 2 fiir alle reellen Zahlen z
mit 0 <z <1.

Substituiert man
l+rz=>04u3=14+3u+3u>+uv*> ; 1-z=0+0v)3=1-3v+3%2-23
mit 0 < u,v < 1, und addiert man diese beiden Gleichungen, so ergibt sich

2=2+3(u—v)+ 3 +0?) +u® —v?
0= (u—v)(3+u®+uv+v?) + 3(u? + v?)

Da 3(u? +v?) > 0, 34+ u? + uv +v? > 0 (wegen u,v > 0) gilt, ist diese Gleichung nur fiir
(u —v) < 0 erfiillt. Damit ist

Vidtrz+Vi—z=14+u+1-v=2+(u—v) <2

Aufgabe 20/81
Man bestimme alle natiirlichen Zahlen n, fiir die n® + 1 = 4p gilt; dabei bedeute p eine
Primzahl.
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Die gegebene Gleichung ist dquivalent der Gleichung p = 0,25(n3 4 1). Damit p ganzzahlig wird,
muss n® = —1 (mod 4), also auch n = —1 (mod 4) sein. Wir setzen daher n = 4t — 1 mit ¢ € N.
Dann ist

p=025(n%+1) =0,25[(4t — 1) + 1] = 0,25(64t> — 48t* + 12t — 1 + 1) =

16t3 — 12t2 + 3t = t(16t> — 12t + 3)

Wenn p Primzahl sein soll, ist notwendig, dass einer der beiden Faktoren gleich 1 ist.

1. Es sei t = 1. Dann ist 12 — 12 + 3 = 7 tatséachlich eine Primzahl p, und es ist n =4t — 1 = 3.
Damit ist eine Losung gefunden.

2. Es sei 16t2 — 12t +3 = 1. Diese (in ¢ quadratische) Gleichung liefert keine ganzzahligen Werte
fiir t = p. Folglich ist das Paar n = 3, p = 7 die einzige Losung.

Aufgabe 21/81
Gegeben sei ein ebenes, gleichseitiges Dreieck ABC'. Man ermittle die Menge aller der Punkte
P in der Ebene des Dreiecks, fiir die gilt AP? + BP? = CP2.

Wir wéahlen ein rechtwinklig-kartesisches Koordinatensystem so, dass die Punkte A, B und C
die folgenden Koordinaten haben: A(—0,5;0); B(0,5;0), C(0;0,5v/3).

Offensichtlich ist dann AB = BC = CA = 1. Der (variable) Punkt P habe die Koordinaten
P(z;y). Dann gilt

AP? = (24 0,5)% + ¢* : BP? = (2 —0,5)% 44> : CP? =22 + (y — 0,5V/3)?

und damit
AB? + BP? =222+ 2y + 0,5 = CP? = 22 + y* — yv/3 4+ 0,75

Daraus folgt weiter
24+ +yV3-025=0— 2>+ (y+05v3)? =1

Die gesuchte Punktmenge ist also ein Kreis mit dem Mittelpunkt M (0; —0,5v/3) und dem Radius
r = 1. Die Punkte A und B liegen auf dem Kreis, der Mittelpunkt M liegt symmetrisch zum
Punkt C' beziiglich AB.

Aufgabe 22/81
Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen n, die der Gleichung p3 — 2 = p; - n geniigen; dabei ist
p1; p2 ein Primzahl-Zwillingspaar.

Da p1;ps ein Primzahl-Zwillingspaar ist, gilt po = p1 + 2 und damit
3 5 3 _o5_ .3 2 9 2 6y
Po—2=((p1+2)°—2=p]+6p;+12p1 +8—-2=p p1+6p1+12+p1 =p-n

Da n € N ist, folgt p% € N, also p;1 = 2 oder p; = 3. Die erste Moglichkeit entféllt; sonst wére
namlich po = p; +2 = 4 im Widerspruch zur Primzahleigenschaft von ps. Dagegen liefert p; = 3
den Primzahlzwilling ps = 5, und es ist

6
n:32+6-3+12+§:4l

Die Probe bestétigt die Richtigkeit. Damit existiert genau eine natiirliche Zahl n, die der gege-
benen Gleichung gentigt (sie ist zudem ebenfalls Primzahl).

397



2.21 Aufgaben und Lésungen 1981

Aufgabe 23/81
Man bestimme alle reellwertigen Funktionen f, die fiir alle reellen Zahlen = definiert sind
und die Bedingung

[z = o) = f(2) + f(20) — 2z20 + 1

fiir beliebige reelle Zahlen x und zq erfiillen.

Wenn die gestellte Bedingung fiir beliebige reelle Zahlen x und x( gelten soll, muss sie speziell
auch fiir xg = 0 gelten. Dann nimmt sie die Gestalt

fla)=flz)+ f0)+1 (1)
an, woraus sofort f(0) = —1 folgt. Sie muss weiter fiir 29 = X gelten; daraus folgt
flo =)= f(0) =2f(z) 22" +1 (2)

(1) und (2) liefern
2f8z) — 22 +1=—1— f(z) =2% -1

Tatséchlich ist dann
flx—x0) = (x—m0)? =1 = 2® —2zxwo+28 —1 = 2® — 1423 —1—2xx, 1 = f(x)+ f(x0) —2zx0+1

Aus der Herleitung folgt, dass f(z) = 22 — 1 die einzige Funktion ist, die die in der Aufgabe
gestellten Bedingungen erfiillt.

Aufgabe 24/81
Man zeige: Gilt fiir n positive reelle Zahlen a; (i = 1;2;...;n)

n n
Haizl , SO ist H(l—i—ai)ZQ”

i=1 i=1

Wir fithren die folgende vereinfachende Schreibweise ein:

n
1=1I=
i=1

Unter der Voraussetzung [[a =1 ist

[T0+a = T[a+a =] (1+1) ako
[H(1+a)]2_H(1+a)H(l+i)_H(1+a) <1+61L) _H(2+a+i>

Wegen x + % > 2 fiir positive reelle Zahlen x gilt

[H(1+a)]2:]‘[<2+a+i> >J[4=4"

und damit
n

[[a+a) =[]0 +a)=>2"

=1
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Aufgabe 25/81
Man beweise, dass die Gleichung 223 — 7y = 1 keine ganzzahligen Losungspaare (x;y) hat!

Angenommen, es gibe ein ganzzahliges Losungspaar (z;y) der Gleichung 222 — 7y = 1.

Dann muss wegen 7y = 0 (mod 7) gelten, dass 223 = 1 (mod 7), also 23 = 4 (mod 7) ist. Dies
ist aber ein Widerspruch zu der Tatsache, dass 3 = 0 (mod 7) fiir = 0 (mod 7) und 2% = +1
(mod 7) fiir z # 0 (mod 7), also 23 # 4 (mod 7) fiir jede ganze Zahl x ist.

Damit ist die Annahme widerlegt.

Aufgabe 26/81

Es seien p und g zwei ungerade Primzahlen. Man beweise: Es gibt kein Tripel (a; b; ¢) paar-
weise teilerfremder natiirlicher Zahlen a; b; ¢ mit a+b = g, fir das die Gleichung a? + b = P
gilt.

Angenommen, es existiere ein Tripel (a;b;c) paarweise teilerfremder natiirlicher Zahlen a;b;c
mit a + b = g, fiir das die Gleichung a? + b = ¢ gilt. Nun ist (bekanntlich)

al + b = (a+b)(aP ™t —aP b+ aP P £ L+ = q(aP T — d P+ aP TR L P

Also ist aP + bP = P restlos durch ¢ teilbar. Da ¢ Primzahl ist, folgt, dass sogar ¢ restlos durch
q teilbar, mithin ¢ < ¢ ist.

Weiter gilt fir p > 1, dass ¢ = aP + b < (a + b)P = ¢, also ¢ < q ist.

Damit folgt aus der Annahme der Widerspruch ¢ < ¢ < ¢. Demnach ist die Annahme falsch und
damit die Behauptung in der Aufgabenstellung richtig.

Aufgabe 27/81
Welche Werte nimmt die Funktion y = sin (2% — 2 — 2% 4 22) an, wenn  eine ganze Zahl
ist?

Wir zeigen, dass das Polynom
P(z) =a® — 2% — 2 422

fiir jede ganze Zahl x restlos durch 180 teilbar ist. Daraus folgt dann sofort, dass
y =sin (2% — 2% — 2 + 2%) = sin (k- 180°) = 0
fiir jede ganze Zahl x ist (wobei auch k eine ganze Zahl bedeutet). Es ist
Px)=2% 2% -2t + 2% = [(z — Da(z + D]*(2* +1)

In der eckigen Klammer steht das Produkt dreier aufeinanderfolgender ganzer Zahlen. Unter
ihnen ist wenigstens eine durch 2 und genau eine durch 3 ohne Rest teilbar; folglich ist der Term
in der eckigen Klammer ohne Rest durch 2 -3 = 6 und damit sein Quadrat durch 36 teilbar.
Weiter ist entweder eine der drei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen restlos durch 5 teilbar,
oder es gilt x = £2 (mod 5) (wie man leicht nachpriift). Im ersten Fall ist das Quadrat des
Terms in der eckigen Klammer sogar durch 36 - 25 = 900 = 5 - 180 teilbar; im zweiten Fall
ist 22 = 4 = —1 (mod 5) und damit 2 + 1 = 0 (mod 5). Dann ist aber P(x) restlos durch
36 - 5 = 180 teilbar (w.z.b.w.).
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Aufgabe 28/81

Gegeben sei eine Menge von flachengleichen Dreiecken ABC mit gleicher Seite AB. Man
ermittle daraus das Dreieck ABC' mit dem kleinsten Umfang U, ohne dazu Hilfsmittel der
Differentialrechnung zu verwenden!

Da die Dreiecke ABC samtlich die gleiche Seite AB und den gleichen Flécheninhalt F' haben,
sind auch ihre Héhen auf AB gleich. Das heifit, die Punkte C liegen auf einer Parallelen zu AB.
Wir spiegeln B an dieser Parallelen nach B’. Es ist dann

BC = B'C — U=AB+BC+CA=AB+BC+CA

Der Umfang wird offenbar genau dann minimal, wenn B'C + C'A minimal wird, also wenn C
auf der Strecke AB’ liegt (dies folgt sofort aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichungen fiir das
Dreieck AB'C). Dann aber gilt

LCAB+ £CB'B = 90° ; LABC + £CB'B = 90°

Subtrahiert man eine dieser beiden Gleichungen von der anderen, so ergibt sich {CAB =
£ ABC,d.h., das Dreieck ABC ist gleichschenklig mit AC' = BC'. Da der Gedankengang umkehr-
bar ist, folgt, dass der Umfang genau dann ein Minimum ist, wenn das Dreieck gleichschenklig
mit AB als Basis ist.

Aufgabe 29/81
Gesucht sind alle (echt) dreistelligen Zahlen, bei denen die Summe aus den i-ten Potenzen
der i-ten Stelle (von links her gezéhlt) gleich der urspriinglichen Zahl ist.

Die gesuchten Zahlen haben die Gestalt n = 100a 4+ 10b + ¢ mit a;b;c € N, 1 <a <9, 0 < b;
e < 9. Nach den Bedingungen der Aufgabe gilt die Gleichung

a+b?+c2=100a+10b+c¢ bzw. & —c=(c—1)c(c+1) =99+ b(10 — b)

Der Term b(10 — b) kann nur die Werte 0;9; 16; 21; 24; 25 annehmen; da die linke Seite dieser
Gleichung als Produkt dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen darstellbar ist, ist sie und
damit auch die rechte Seite restlos durch 3 teilbar, und die Zahlen 16 und 25 entfallen.

Wegen a > 1, b(10 —b) > 0 ist ¢ —c > 99, ¢ > 99, also ¢ > 5. Man kann nun die fiinf
Moglichkeiten fir ¢ durchprobieren

c —c a b(10-b) b

5 120 1 21 3.7
6 210 2 12 entfallt
7T 336 3 39 entfillt
8 504 5 9 1;0

9 720 7 27 entfallt

Es gibt also vier derartige Zahlen: ny, = 135, no = 175, ng = 518, ny = 598.

Aufgabe 30/81
Man bestimme alle Paare reeller Zahlen (x;y), die den Gleichungen gentigen:

ze¥ + 2%e? =6 c ze Y + z2e W = 20
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Wir setzen ze¥ = o und ze™Y = 3. Die gegebenen Gleichungen nehmen dann die Gestalt
a+a’l=6 ; B+p2=20
an. Thre Losungen sind a1 = 2, ag = =3, 51 = 4, f3 = 5. Aus

zeY

af = ze¥ - ze Y = 22 ; %:a}e_y:€2y
folgt, dass
1 « «
T =+ ab ; y==-Iln—=1In,/— (*
% e 5 (%)

genau dann reell sind, wenn o8 > 0 und % > 0 gilt. Damit ergibt sich aus den Gleichungen (*)
und aus den ermittelten Werten fiir & und 8

1. 2
$11;12=ﬂ:2\/§ ; ylzilnzz—lnﬂ
1. -3
To1;22 = £V15 ; v2 =3 In == In 0,6

Von den nunmehr méglichen 4 Paaren erfiillen nur die Paare (z11;y1) = (2v/2;—1Inv/2) =
(2,828; —0,347) und  (w22;92) = (—v/15;In0,6) ~ (—3,873; —0,255) die Probe.

Aufgabe 31/81
Gesucht sind alle pythagoreischen Zahlentripel (a; b; ¢), fir die auch (¢; ab; 4a — b) ein pytha-
goreisches Zahlentripel ist.

Nach Voraussetzung gilt
a4+ =72 (1)

¢+ a?*b* = 16a® — 8ab +b*  (2)

Setzt man (1) in(2) ein, so erhélt man
8b

15 — b2
Da aus b > 3 folgt a < 0, kommt nur b = 3 in Frage (die Zahlen 1 und 2 kénnen bekanntlich
nicht Zahlen eines pythagoreischen Tripels sein). Dann ist aber a = 4 und ¢ = 5. Tatséchlich ist

(5;4-3 =12;4-4 — 3 = 13) ein pythagoreisches Tripel. Das Tripel (4; 3;5) ist damit das einzige
der geforderten Art.

a’® + b2 + a?b? = 16a% — 8ab+ > — 15a%> — a*V* —8ab=0 — a =

Aufgabe 32/81

Man gebe eine sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingung fiir die natiirliche Zahl
n an, die garantiert, dass die Gleichung x + y + 2y = n genau eine Losung in natiirlichen
Zahlen z;y mit 0 < x < y hat.

Ist x1;y1 eine Losung, so gilt mit z; + y1 + x1y1 = n auch
It+m+y+zin =1 +x)(1+y)=n+1

Jede Zerlegung von n + 1 in ein Produkt aus zwei Faktoren liefert eine Losung. Genau eine
Losung existiert also genau dann, wenn n + 1 auf genau eine Weise in ein Produkt aus zwei
verschiedenen Faktoren zerlegbar ist. Notwendig und hinreichend ist dafiir, dass n + 1 Primzahl
oder Quadrat einer Primzahl ist: n+1=1-(n+ 1).

Wegen z < y ist dann (14+21) =1 und (1+y;) =n+ 1, also x = 0 und y = n. Die Zerlegung
(1+x1) =pund (1+%) = p (p Primzahl, p> = n — 1) kommt nimlich wegen x < y nicht in
Frage.
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Aufgabe 33/81
Man beweise die Richtigkeit der Behauptung

1
c0s 20° - cos40° - cos 80° = 3

ohne einen der Kosinus zahlenméfig zu ermitteln!

Es ist sin 160° = sin 20°. Wegen sin 160° = sin 2 - 80° = 2 sin 80° cos 80° ist also
2 sin 80° cos 80° = sin 20°
Entsprechend folgt mit sin 80° = 2sin 40° cos 40°
4 sin 40° cos 40° cos 80° = sin 20°
und mit sin 40° = 2 sin 20° cos 20°
8 sin 20° cos 20° cos 40° cos 80° = sin 20°

Nach Division mit 8sin 20° # 0 folgt daraus die Behauptung

1
cos 20° cos 40° cos 80° = 3

Aufgabe 34/81
Man ermittle alle Paare (a;b) natiirlicher Zahlen a und b, fiir die gilt a® — b* = 1981.

Es ist
a> —b*=(a—b)(a+b)=1981=1-7-283

Wegen a — b < a+ b (b # 0, wie man sich leicht tiberzeugt) folgt entweder
a—b=1 ; a+b=1981 ; a=991 ; b=0990 oder

a—b=T7 ;: a+b=283 ; a=145 ; b=138

Die Probe bestéatigt die Richtigkeit. Demnach existieren genau zwei Paare, die die gestellte
Bedingung erfiillen: (a1;b1) = (991 : 990), (ag;b2) = (145;138).

Aufgabe 35/81

In einer Schauvitrine sind 60 (nicht notwendig reguldre) konvexe Polyeder ausgestellt, die
ausschliellich Dreiecke als Begrenzungsflaichen haben. Die Summe ihrer Eckenzahlen ist 1111.
Man bestimme die Gesamtzahl der Begrenzungsflichen.

Nach dem Eulerschen Polyedersatz gilt e + f — k = 2 (wobei mit e die Anzahl der Ecken,
mit f die Anzahl der Begrenzungsflichen und mit k£ die Anzahl der Kanten eines Polyeders
bezeichnet sind). Sind speziell alle Begrenzungsflichen Dreiecke, so ist (da jede Fliache von 3
Kanten begrenzt wird und jede Kante 2 Flédchen angehort): 2k = 3 f.

Setzt man dies in den Polyedersatz ein, so folgt nach kurzer Rechnung: f = 2e — 4.

Nach den Bedingungen der Aufgabe ist dann

60 60 60 60
S fi=) (2e—4)=2) e;—4> i=2-1111—-4-60 = 1982
=1 i=1 =1 i=1

402



2.21 Aufgaben und Lésungen 1981

Aufgabe 36/81

Gegeben ist das Kryptogramm abed = bba - d, wobei a; b; ¢; d Ziffern im dekadischen Posi-
tionssystem bedeuten (gleiche Buchstaben bedeuten gleiche, verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Ziffern).

Man ermittle alle Losungen des Kryptogramms.

Das Kryptogramm stellt nichts anderes dar als die Gleichung
1000a 4 100b + 10c + d = (110b + a)d = 110bd + ad
mit a;b;¢c;d € N, 1 < a;b;d <9,0 < ¢ <9. Aus ihr folgt sofort
d = ad (mod 10)
also
d(a—1) =0 (mod 10)

Die Kongruenz ist erfillt, wenn

1. a = 1, d beliebig,

2. a = 6, d gerade,

3. a ungerade, d = 5

ist.

Betrachten wir zunéchst Fall 3. Mit d = 5 nimmt die Gleichung die Gestalt

1000a + 1006 + 10c 4+ 5 = 550b + 5a ; 199a 4 2c¢ +1 = 90b

an. Probieren mit a = 1;3;5;7;9 liefert keine Werte fiir b und ¢ aus dem Definitionsbereich.
Damit kommt Fall 3 nicht in Frage.
Gehen wir zum Fall 2 iiber. Mit ¢ = 6 nimmt die Gleichung die Gestalt

6000 + 1000 + 10c 4 d = 110bd + 6d ; 1200 + 20b + 2¢ = 22bd +- d

an. Probieren mit d = 2;4;6; 8 liefert nur fiir d = 2 Werte aus dem Definitionsbereich fiir b und
c; es ergibt sich jedoch b = 6 = a im Widerspruch zur Voraussetzung, so dass auch Fall 2 nicht
in Frage kommt.

Bleibt noch Fall 1 zu untersuchen. Mit a = 1 nimmt die Gleichung die Gestalt

1000 + 100b 4 10c + d = 110bd + d ; 100 + 10b + ¢ = 11bd

an. Da die rechte Seite der letzten Gleichung restlos durch 11 teilbar ist, gilt dies auch fiir die
linke Seite, und aus der bekannten Teilbarkeitsregel fiir 11 folgt

1—b+c¢=0 (mod 11)

wegen 0 < b;c < 9 gilt sogar 1 — b+ ¢ =0, also ¢ = b — 1. Damit folgt

100+ 10b+c¢c=1004+106+b—1=99+ 11b = 11bd — d = 1+%
Diese Gleichung liefert fiir by = 3 und fiir b = 9 Werte fiir d aus dem Definitionsbereich: d; = 4,
dy = 2. Da sich in beiden Féllen auch fiir ¢ "brauchbare” Werte ergeben, ndmlich ¢; = 2 und
co = 8, gibt es genau zwei Losungen des Kryptogramms: 1324 = 331 - 4, 1982 = 991 - 2.
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2.22 Aufgaben und Losungen 1982

Aufgabe 1/82

Von 100 Papierbégen wurde eine nicht bekannte Anzahl in je 10 Teile zerschnitten. Danach
zahlte man die Papierbliatter; man ermittelte die Anzahl 864. Es ist zu beweisen, dass beim
Zahlen ein Fehler unterlaufen ist.

Wird ein Papierbogen in 10 Teile zerschnitten, so dndert sich die Anzahl um 9. Die Anzahl der
Blatter nach dem Zerschneiden muss also beim Teilen durch 9 denselben Rest lassen wie die
Anzahl vor dem Zerschneiden. Da

100 =1 (mod 9), aber 864 =0 (mod 9)

gilt, ist mit Sicherheit ein Fehler unterlaufen. Vermutlich wurde 1 Blatt iibersehen, oder es sind
8 Blatt zuviel gezdhlt werden (die {ibrigen noch in Frage kommenden Fehler sind nicht sehr
wahrscheinlich).

Aufgabe 2/82
Gesucht, sind alle Paare von Primzahlen (py;p2) mit p; < po, fiir die gilt (4p1)? + (4p2)? =
100000.

Die gegebene Gleichung ist dquivalent der Gleichung
pi + p5 = 6250

1) p1 # 2, da p3 = 6246 keine natiirliche Zahl py, geschweige denn eine Primzahl p, liefert.

2) pl = 3 liefert p3 = 6241,ps = 79. Da 79 tatsichlich Primzahl ist, wurde damit ein erstes
Losungspaar ermittelt: (p11;p21) = (3;79).

3) Ist p1 > 3, so ist bekanntlich p; = +1 (mod 6), also p? = 1 (mod 6). Wegen ps > p1 gilt das
gleiche auch fiir ps. Damit folgt

pr+pi=1+1=2 (mod 6)
Da andererseits 6250 = 4 (mod 6) gilt, kann es kein weiteres Losungspaar geben.
Aufgabe 3/82

Man beweise, dass fiir jedes ebene Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ und den ihnen ge-
geniiberliegenden Winkeln «, 3, v die Gleichung gilt:

Vasina + v/bsin 8+ /csiny = \/(sina—i—sinﬁ—i—sin’y)(a—i—b—i—c)

Nach dem Sinussatz der ebenen Trigonometrie gilt

sinaw  sinf sinvy

k

a b g

Daraus folgt sin « = ak, sin = bk, sin-y = ck und damit

Vasina + v/bsin §+ y/esiny = avk + Wk + vk =Vk(a+b+c) (1)

_ sina +sin 3 + siny
N a+b+c

sina 4 sin 8 + siny = ak + bk + ck = k(a + b+ ¢) ; k (2)

404



2.22 Aufgaben und Lésungen 1982

Setzt man (2) in (1) ein, so ergibt sich die Behauptung:

sin « + sin 8 + sin vy
a+b+c

\/asina+\/bsinﬂ+\/csin'y:\/%(a—i-b—i-c):\/ (a+b+c)=

= \/(sina+sinﬂ+sin7)(a+b+c)

Aufgabe 4/82
Man beweise: Das Produkt aus den drei von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen eines
jeden pythagoreischen Zahlentripels ist durch die Summe dieser Zahlen ohne Rest teilbar.

Aus a?® + b = ¢® mit a;b; c € N folgt

a? +b0* - =0 ; (a+b)* — ¢* = 2ab
(a+b—c)c abc
b— b = 2ab ; =
(a+b—c)la+b+c)=2a ; 5 Tibic
(wegen a4 b+ c # 0 und § # 0). Der Term aj:lgic ist genau dann ganzzahlig, wenn der Term

(a + b — c)c eine, gerade Zahl ist. Nun ist stets a + b — ¢ eine gerade Zahl. Ist ndmlich ¢ gerade,
so ist auch ¢ und folglich a? + b? gerade, also sind a und b entweder beide gerade oder beide
ungerade; ist dagegen ¢ ungerade, so auch ¢? und folglich ist genau eine der beiden Zahlen a
und b ungerade und damit a + b ungerade. In jedem Fall ist also (a 4+ b — ¢)c eine gerade Zahl

und damit
(@+b—c)e  abe

2 a+b+ec

eine ganze Zahl.

Aufgabe 5/82

Man ermittle alle Trapeze ABC'D mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Lénge ¢ der Seite C'D ist eine ganze Anzahl von Léngeneinheiten LE.

2. Die Lénge der Seite AB ist um 3 LE grofler als die Léange ¢ der dazu parallelen Seite C'D.
3. Die Léange d der Seite DA ist um 1 LE, die Lange b der Seite BC' um 2 LE grofer als c.
4. KBAD = 90°

Es gilt offenbar ¢ € N (nach Bedingung 1), a = ¢+ 3 (nach Bedingung 2), b =c+2und d = c+1
(nach Bedingung 3); dabei ist LE vernachléssigt.

Es seien nun E und F die Fulpunkte der Lote von C bzw. D auf AB, und es sei AF = z,
EB =y, CE = DF = h. Dann ist wegen FE=CD =c¢

AB=AF+FE+EB=xz+4+c+y=c+3
also y =3 — xz und
DA? — 2% = h? = (¢4 1)% — 22 ; BC?—(3—2)??=h?=(c+2)?%—(3—1x)?
(c+1)?—22=(c+2)? - (3—=x)?

Lost man diese Gleichung nach c auf, so erhélt man r =1 — 2.
Die Bedingung 4 impliziert £ > 0. Wegen ¢ € N ist dann 1 < ¢ < 3, und es gibt damit drei
Trapeze der geforderten Art:

1)e=1,a=4,b=3,d=2, z =0,666...

2)c=2,a=5b=4,d=3, z=0,333...

3)¢c=3,a=6,b=5,d=4,2=0

Zusatz: Wollte man mit ¢ = 0 auch das Dreieck als "entartetes” Trapez zulassen, so wére
x=1,a=3,b=2,d =1. Man erkennt, dass dann sogar das Dreieck (zur Strecke) entartet.
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Aufgabe 6/82

Gegeben ist die Ungleichung |z| + |y| < n mit n € N,z;y € G (wobei mit G die Menge
der ganzen Zahlen bezeichnet ist). Man bestimme die Anzahl der geordneten Losungspaare
(239).

Wir ersetzen die Ungleichungen |z| + |y| < n mit n € N, z;y € G durch die Menge aller
Gleichungen |z| + |y| =k mit k € N, 0 < k <n, z;y € G.

Offensichtlich ist ein Paar (x;y) genau dann Losung der gegebenen Ungleichung, wenn es Losung
einer dieser Gleichungen ist. Die gestellte Aufgabe ist damit auf die Aufgabe reduziert, die Anzahl
der Losungen zu bestimmen, die jede dieser Gleichungen hat.

Ist k£ =0, so ist das Paar (x = 0;y = 0) die einzige Losung. Ist 0 < k& < n, so unterscheiden wir
zwei Falle:

1. Es sei ein Paarelement gleich null. Dann ist das andere Paarelement gleich +k. Es gibt in
diesem Fall also die vier Losungen (z = 0;y = £k), (v = £k;y = 0).

2. Es sei kein Paarelement gleich null. Dann kann das eine Paarelement die Werte £1; +2;
+3; ...; £(k — 1), das andere die Werte +(k — 1); £(k — 2); ...; £1 durchlaufen. Da vorzei-
chenméfig jeweils vier Kombinationen moglich sind, ergeben sich damit 4(k—1) Losungen.

Fir 0 < k£ < 11 sind also fir jedes k insgesamt 4 + 4(k — 1) = 4k Losungen moglich. Durch
Summieren ergibt sich die Gesamtzahl aller Losungen zu

n n 1
1+Z4k:1+42k:1+4w:n2—|—(n+1)2

k=1 k=1 2

Aufgabe 7/82
Es seien a; b; ¢; d vier von null verschiedene reelle Zahlen, fiir die die Gleichungen

a+b a+c bt+c

d
c b a
gelten. Man ermittle alle moglichen Werte von d.
Aus
a+b a+c b+c
= = == d
c b a
folgen die Gleichungen
a+b=cd ; a+c=bd ; b+c=ad

Durch seitenweise Addition erhélt man daraus 2(a + b+ ¢) = d(a + b+ ¢).

Es gibt nun zwei Moglichkeiten:

l.a+b+c=0.Esfolgta+b=—c;a+c= —b;b+ c= —a und damit
at+b _at+c b+c —c_ —b-a

c b a c b a

2. a4+ b+ ¢ # 0. Dann ergibt sich sofort d = 2. Die moglichen Werte fiir d sind also d; = —1
und do = 2.
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Aufgabe 8/82
Man bestimme die kleinste Zahl n, die im Dezimalsystem die Form

k k
n=>Y 10""1z 4+ 10%y
i=1 i=0
hat (z;y e N, 0<2<9,0<y <9,z #y, k>0) und die restlos durch 264 teilbar ist.

Wegen 264 = 23 -3 - 11 muss fiir n nach den bekannten Teilbarkeitsregeln gelten:

3 k(z+y) (1)
8] 101y + 10z (2)
11 k(z—y) (3)

Aus (3) folgt sofort wegen = <9, x # y, y <9, dass 11 | k. Da die kleinste Zahl n gesucht ist,
probieren wir zunédchst mit £ = 11.

Dann gilt nach (1) 3 | (x + y). Kleinstes z ist x = 1; dann wére y = 2 oder y = 5 oder y = 8,
aber keine dieser Kombinationen erfiillt die Bedingung (2). Dagegen ergibt sich mit x = 2,y = 4
(y = 1 scheidet ebenfalls aus) ein brauchbares Paar: 8 | 101 - 4 4+ 10-)424. Damit ist die Losung
gefunden:

k k
n=> 10124+ "10% -4 = 24242424..24
=0 =0

Aufgabe 9/82
Volumen und Oberfliche einer Kugel seien zahlenméfig einander gleich. Wie grof} ist unter
dieser Voraussetzung die Oberfliche eines der Kugel einbeschriebenen Wiirfels?

Ist r der Radius der Kugel, so gilt nach der Voraussetzung

4
§7r7“3 = dnr? ; r=3LE
(wobei mit LE die Langeneinheit bezeichnet ist). Fiir die Seitenlédnge a des der Kugel mit dem

Radius r einbeschriebenen Wiirfels gilt
2
a= g\/gr =2V3

(dies folgt sofort aus der Tatsache, dass die Raumdiagonale des Wiirfels gleich dem Durchmesser
der Kugel ist: v/3a = d = 2r).
Damit gilt fiir die Oberfliche A des Wiirfels: A = 64 = 6 - (2¢/3(= 72 LE?.

Aufgabe 10/82

Die Kante eines Wiirfels sei die Raumdiagonale eines Quaders mit den Kantenldngen a, b
und c. In welchem Verhéltnis stehen die Kantenldngen des Quaders zueinander, wenn das
Wiirfelvolumen das 3v/3-fache des Quadervolumens ist?

Die Kantenlidnge des Wiirfels ist d = va? + b + ¢? fiir die Volumina ergibt sich damit
(Va2 + b2 + ¢2)3 = 3v3abc = V2Tabe — (a® +b* + ¢*)® = 3% - a®b?*c?
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) 2 4 p2 4 2 )
a® + b + 2 = 3Va2b22 — % = Va2b2c2
Es ist also das arithmetische Mittel der drei nichtnegativen Zahlen a?, b*> und ¢? gleich ihrem
geometrischen Mittel. Das ist genau dann den Fall, wenn diese Zahlen sdmtlich einander gleich
sind. Dann und nur dann sind aber auch ihre nichtnegativen Wurzeln einander gleich. Es gilt
also a = b = ¢, der Quader ist ebenfalls ein Wiirfel.

Aufgabe 11/82
Man bestimme alle geordneten Quadrupel (k;[;m;n) positiver ganzer Zahlen k, 1, m,n, fir
die folgende Gleichung gilt: k2 — 4 = m™.

Die Gleichung hat unendlich viele triviale Losungen. Sie wird ndmlich sicher von der zweipara-
metrischen Losungsschar
(k;l;m = K — 4 = 1)

mit k,l € N;k > 2 erfiillt. Die Frage nach der Existenz nichttrivialer Losungen ist schnell zu
entscheiden, wenn m Primzahl ist. Dann gilt ndmlich

2 — 4= (k' = 2)(K 4+ 2) = m" = m¥m"

mit o € N, m® # m"~* wegen k! —2 < k' +2. O.B.d.A. sei m® < m" %, also o < n—a, 2a < n.
Dann ist
kb +2 B 4 mn—e

AL | —
W_2 'TH_2” g

Folglich ist k' = 3 oder k! = 4 oder k! = 6. Davon liefert nur k! = 6 eine nichttriviale Losung:
(kslymin) = (6;1;2:5).

Ist m keine Primzahl, so ist n sicher ungerade; denn aus k%' —4 = m?" mit r € N folgt, dass sich
zwei Quadratzahlen k2 und m?" um genau 4 unterscheiden, was bekanntlich unméglich ist. Es
sei nun n = 2r + 1 mit » € N. Dann miisste

=m" 2 e N

1t (s )
eine Quadratzahl sein. Damit der Klammerausdruck ganzzahlig wird, kann m?" nur die Werte
1, 2 oder 4 annehmen. Es miisste also m = 1 und r beliebig oder m beliebig und r = 0 oder
m = 2 und r = 1 sein.
Fir m = 1 und m = 2 ergeben sich aber keine Quadratzahlen. Fiir = 0 ist n = 1, und damit
erhdlt man die bereits erwdhnten trivialen Losungen. Weitere nichttriviale Losungen folgen aus
trivialen, wenn k = s% mit s € N ist.

Aufgabe 12/82

Man beweise die Richtigkeit der folgenden Behauptung: Sind fiinf Punkte einer Ebene so
gegeben, dass keine drei davon auf einer Geraden liegen; so kann man stets vier von ihnen
auswahlen, die Eckpunkte eines konvexen Vierecks sind.

Wir bezeichnen die Punkte mit P; (i = 1;2;...;5) so, dass P, P, P3 und Py Eckpunkte eines
nicht tiberschlagenen Vierecks sind (das ist, da keine drei Punkte auf einer Geraden liegen, sicher
moglich). Es gibt nun zwei Moglichkeiten:

1) Das Viereck P; P, P3P, ist konvex. Dann ist der Beweis bereits gefiihrt.
2) Das Viereck Py P, P3Py ist nicht konvex. Da keine drei Punkte auf einer Geraden liegen, muss
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dann einer der vier Eckpunkte im Inneren des Dreiecks liegen, das von den iibrigen drei Eck-
punkten gebildet wird; O.B.d.A. sei dies P;. Es gibt nun wieder zwei Moglichkeiten:

2.1) Ps liegt auBlerhalb des Dreiecks Py P, Ps;. Dann schneidet die Strecke Py Ps eine der Dreieck-
seiten. O.B.d.A. sei dies P Py.

Dann bilden PP, und PyPs; die Diagonalen eines konvexen Vierecks P; PsP» Py, da zwei Stre-
cken genau dann Diagonalen eines konvexen Vierecks sind, wenn sie einen inneren Schnittpunkt
haben.

2.2) Ps liegt nicht auBlerhalb des Dreiecks P; P, P;. Da keine drei Punkte auf einer Geraden lie-
gen, folgt, dass P5 im Inneren dieses Dreiecks liegt. Dann liegt es aber auch im Inneren eines der
Teildreiecke P PoPy, Py P3Py oder PoP3Py (weil Ps auch nicht auf Py Py, P,P; und P3Py liegen
kann).

0.B.d.A. liege Ps im Dreieck P; P>, P,. Dann schneidet P;Ps5 entweder die Strecke P;P; oder
die Strecke P» P, innen. In beiden Féllen erhdlt man; analog zu 2.1; das Diagonalenpaar eines
konvexen Vierecks.

Da die Fallunterscheidung vollstdndig ist, wurde der geforderte Beweis erbracht.

Aufgabe 13/82
Durch welche Funktion y = f(z) werden die Glieder der Folge {yx} = {3;8;13;18;...} den
Gliedern der Folge {z} = {2;5;8;11;...} zugeordnet?

Es ist 2 = 2+ 3(k — 1) und yx = 3+ 5(k — 1). Eliminiert man daraus die Gliednummer k, so
erhélt man 5(xy — 2) = 3(yx — 3) also fiir jedes &

5 1

yzga;—ng(:c)

Aufgabe 14/82
Man bestimmte alle Tripel (z;y; z) ganze Zahlen x;y; z, welche die Gleichung erfiillen:

ﬁ %4_%:3
% T Y

Aus der gegebenen Gleichung folgt durch Multiplikation

(zy)? + (y2)* + (22)°
3

=Yz

Da die linke Seite der Gleichung mit Sicherheit positiv ist, folgt xyz > 0 und damit (wegen
der geforderten Ganzzahligkeit) sogar xyz > 1. Nach der bekannten Beziehung zwischen dem
arithmetischen und dem geometrischen Mittel gilt ferner

ryz = (zy)° + (y§)2 + (22)” = \?/(:Uy)Q (y2)? - (22)?
Wegen zyz > 0 folgt daraus 1 > ¥/xyz, also auch 1 > zyz. Damit ist aber xyz = 1. Wegen der
Ganzzahligkeit ist dann |z| = |y| = |2| = 1, und es ergeben sich die folgenden Losungen:
(Tiy520) = (L1 (w2325 22) = (1, =13 -1)
(zs5ysizs) = (L1, =1) 5 (zgys2) = (=L -1;1)

(aus zyz > 0 folgt namlich, dass entweder keiner oder genau zwei der drei Werte x;y; z negativ
sind).
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Aufgabe 15/82

Man beweise: Gilt in einem bei C' rechtwinkligen Dreieck ABC mit den Katheten a und b,
der Hypotenuse ¢ und den ihnen gegeniiberliegenden Winkeln «, 3, v, dass cosa = tan «
ist, so bilden die Maflzahlen der Héhe h. auf ¢ und der Seiten a, b und c eine geometrische
Folge.

Nach Voraussetzung ist tana = § = cosa = g, also a = bcosa, b= ccosa.

Ferner gilt (wegen A ABC ~ A BCD), wobei D der Fu3punkt der Hohe k. auf c ist) L DCB =
LCAB = «, also h. = acos a. Damit ist ¢ = cos a der Quotient der Folge
{he = agq,a = bq,b = cq, c}
Aufgabe 16/82
In einer Ebene seien zwei (nicht zusammenfallende) Punkte A und B festgelegt. Gegeben
sei die Menge aller Dreiecke ABC' dieser Ebene (wobei die Eckpunkte im mathematisch
positiven Drehsinn bezeichnet seien), fir die {BCA = - =konstant gilt. Gesucht ist die
Menge der Inkreismittelpunkte M.
Ist M der Inkreismittelpunkt eines Dreiecks, so gilt nach dem Winkelsummensatz

ABMA+ £MAB + £LABM = 180°

Da der Inkreismittelpunkt der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden ist, gilt
1 1 1 1
AMAB = §ACAB = ; AABM = §AABC = 56

also
1 1 1
KBMA—{—§Q+§5: 180° oder ABMA = 180° — §(a+[3)

Nach dem Winkelsummensatz ist aber o + 5 = 180° — ,
o 1 [¢] o 1
£BMA = 180° — 5(180 — ) =90° — 37 = konstant

Damit liegt M nach dem Peripheriewinkelsatz auf dem Kreisbogen durch A und B mit dem
Peripheriewinkel ¢ = 90° + %’y, der in derselben (von der Geraden durch A und B erzeugten)
Halbebene liegt wie C'. Die gesuchte Menge ist also dieser Kreisbogen. Fiir den Radius r dieses
Kreisbogens gilt

AB c . (900 1 > ol 1+COS’)/_> c 2
— = — =sin ——y)=cos- =\———— 91T =-|———
o 2 27 2 =V 2 2\/ T+ cosny

Zusatz: Ist Q) der Mittelpunkt dieses Kreisbogens, so gilt
£BQA =360° — LAQB = 360° — 24 BM A = 360° — 2(90° + %) =180°—y=a+p

Das Viereck AQBC ist also ein Sehnenviereck (die Summe gegeniiberliegender Winkel betrégt
180°). Daraus folgt, dass @ auf dem gemeinsamen Umkreis der Dreiecke ABC' liegt. Aus Sym-
metriegriinden halbiert ) den Kreisbogen BA.
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Aufgabe 17/82
Man finde alle zweistelligen natiirlichen Zahlen n, die gleich dem Quadrat ihrer Quersumme
sind.

Es sei n = 10a; + ao mit 0 < aq;a2 < 9, aj;as € N eine solche Zahl und ¢ = a1 + ag ihre
Quersumme. Dann ist wegen as = q¢ — a3

¢®> =10a1 + az = 9a; + ¢ also P —qg=qlg—1)=9a,
Das Produkt zweier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen ist genau dann durch 9 teilbar,
wenn einer der beiden Faktoren durch 9 teilbar ist. Da weiter 0 < a; < 9 gilt, ist

q=9q—1=8=aj,a0=q—a; =1 oder g=1,q9q—1=0=aj,a0=q—a; =1

q = 0,a1 = 0,a2 = 0 scheidet als trivial aus. Die Probe bestétigt, dass n; = 81 und no = 01
tatsdchlich Losungen der Aufgabe sind (wobei man wohl ny = 01 als nicht "echt” zweistellig
ausscheiden wird).

Aufgabe 18/82
Es ist zu beweisen: Gilt fiir eine nattirliche Zahl n die Kongruenz (n —1)! +1 =0 (mod n),
so ist n eine Primzahl.

Widerspruchsbeweis: Die Voraussetzung sagt nichts anderes, als dass n ein Teiler von (n—1)!+1
ist. Angenommen, eine natiirliche Zahl n erfiille die Voraussetzung und sei nicht Primzahl.
Dann gibt es sicher eine natiirliche Zahl ¢ mit 1 < ¢t < n, die (echter) Teiler von n und damit
auch von (n — 1)! 4+ 1 ist. Andererseits sind alle natiirlichen Zahlen k mit £ < n, also speziell
auch k = ¢, Teiler von (n — 1)!. Damit kann & = ¢ nicht Teiler von (n — 1)! + 1 sein.

Die Annahme, n sei keine Primzahl, fihrt also auf den Widerspruch, dass es eine natiirliche
Zahl t gibt, die zugleich Teiler und Nichtteiler derselben Zahl (n — 1)! 4 1 ist. Folglich ist die
Annahme falsch, n ist also Primzahl.

Aufgabe 19/82
Man lése die Gleichung 25% — 307 = 36%+05,

Wegen
257 — 307 = 36105 = 36%/36 = 6 - 36"

liegt es nahe, zunéchst die Gleichung durch 36% # 0 zu dividieren. Man erhélt damit

25%  30% <5>2m
36 36¢  |\6

5 x
—(Z2) =6
(5)
und mit der Substitution (%)x = t ergibt sich die in ¢ quadratische Gleichung t?> —¢ — 6 = 0 mit
den Losungen t1,2 = 0,5 £ 2,5, von denen wegen ¢ > 0 nur ¢; = 3 in Frage kommt. Daraus folgt
lg3 g3

—log,3=1"=_—5" _~ _603
T =08, lgz lgh—1Ig6 ’

mit z =

(e [o31
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Aufgabe 20/82
Es seien x; y; z drei reelle Zahlen, die der Ungleichung 2 + zy + 2z < 0 geniigen. Man zeige,
dass dann die Ungleichung 3? > 4xz gilt!

Angenommen, es wire y?> < 4zz. Dann gilte zz > 0,25y2, und es folgt aus der Voraussetzung
0> 2 + oy + a2z > 2® +xy +0,25y° = (z + 0,5y)?

Dies ist aber ein Widerspruch zu der Tatsache, dass Quadrate reeller Zahlen stets nichtnegativ
sind. Also ist die Annahme falsch; d.h., es gilt y? > 4zz.

Aufgabe 21/82

Gesucht sind alle (in dekadischer Schreibweise) vierstelligen Zahlen mit der Ziffernfolge
{a;b;¢;d} mit a;b;c;d € Ny 1 < a <90 < b;e;d <9, deren sechsfaches die Ziffernfol-
ge {a;a;c;b;d} hat.

Nach der Aufgabenstellung gilt
6(1000a + 100b + 10c 4+ d) = 11000a + 100c + 10b + d

oder (nach entsprechender Umformung): 5d = 10(500a + 4¢ — 59b).
Daraus folgt sofort, dass d eine gerade Zahl ist: d = 2e mit e € N, 0 < e < 4; damit nimmt die
Gleichung die Gestalt

e = 500a + 4¢ — 59b oder 59b = 500a + 4¢c — e

an. Wegen a > 1 muss 59b > 496, also b > 8 sein. Mithin ist b = 9, 531 = 500a + 4c — e.
Da 4¢ — e < 100 ist, folgt @ = 1 und daraus

3+e
4

Damit ergibt sich e = 1,d = 2, ¢ = 8. Tatséchlich ist 6 - 1982 = 11892.

3l=4c—e ; c="7+

Aufgabe 22/82

Nina und Sascha haben Pilze gesammelt, Nina sagt zu Sascha: "Die eine Hélfte meiner Pilze
sind Steinpilze, die andere Rotkappen und Birkenpilze. Mathematisch interessant ist aber,
dass das Produkt aus der Anzahl der Steinpilze, der Anzahl der Rotkappen und der Anzahl
der Birkenpilze gleich dem Quadrat aus der Summe ist.”

Da antwortet Sascha: "Das ist seltsam - dasselbe trifft bei mir zu. Nur ich habe eine Rotkappe
mehr als du.”

Wie viele Pilze der verschiedenen Sorten hat jedes der beiden Kinder?

Wir bezeichnen mit x; die Anzahl der Steinpilze in Ninas Korb, mit y die der Rotkappen und
mit z die der Birkenpilze. Dann gilt nach Ninas Angaben das folgende diophantische Gleichungs-
system:

rT=y+z ; zyz = (x+y+2)°

(z;y; z € N) das durch Einsetzen auf die Gleichung

(y+ 2)yz = 2(y + 2))°
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reduziert wird. Wegen y + z # 0 ist diese der Gleichung yz = 4y + 4z dquivalent. Lést man nach
y auf, so ergibt sich wegen z # 4 (wie man durch Einsetzen nachpriift)
4z 16

=14
z—4 +z—4

Diese Gleichung liefert die folgenden Tripel:

z oy T z Yy =z
0 0 Of(entfallt) | 5 20 25
6 12 18 8 8 16
12 6 18 20 5 25

Da Sascha eine Rotkappe mehr als Nina hat, muss Nina 5 Rotkappen und Sascha 6 haben.
Folglich hat Nina 20 Birkenpilze und 25 Steinpilze (insgesamt also 50 Pilze), Sascha hat 12
Birkenpilze und 18 Steinpilze (insgesamt 36).

Aufgabe 23/82

In einer Ebene seien zwei Punkte A und B gegeben. Unter ausschliefllicher Verwendung des
Zirkels konstruiere man zwei Punkte C' und D derart, dass ABC'D ein Quadrat mit der Seite
AB = a ist.

Die Aufgabe ist gelost, wenn es gelungen ist, die Strecke AC' = av/2 zu konstruieren. Dann
néamlich findet man den Punkt C als Schnittpunkt der Kreise um A mit av/2 um B mit a = AB
als Radien sowie den Punkt D als den nicht mit B zusammenfallenden Schnittpunkt der Kreise
um A und C mit a = AB als Radius. Bis auf den Umlaufsinn ist damit die Lésung eindeutig.
Um AC = av/2 zu finden, fithren wir eine Hilfskonstruktion durch.

Ausgehend von B konstruieren wir Hilfspunkte Bo, B3, By und By derart, dass BBy = BoBsg =
BsBy = B4Bs = AB = a ist und Bs, Bs, By, Bs in dieser Reihenfolge auf der durch A und B
verlaufenden Geraden liegen. Dies ist moglich, indem man gleichseitige Dreiecke ABA1, A1 BAs,
AQBBQ, A2B2A3, AgBQBg, A333A4, A4BgB4, A4B4A5, A4B4B5 konstruiert. Danach SChléigt
man

1. den Kreis K1 um A mit r; = AB5 = 5a

2. den Kreis K9 um B3 mit 79 = ABy = 4a

3. den Kreis K3 um By mit r3 = AB3 = 3a.

Einer der Schnittpunkte von K7 und Ks sei P, der Schnittpunkt von K7 und K3, der in dersel-
ben Halbebene wie P liegt, sei Q.

Behauptung: PQ = av/2

Beweis: Wir denken uns A als Ursprung eines rechtwinklig-kartesischen Koordinatensystems,
dessen Abszissenachse mit der Geraden durch A und B zusammenfillt und das so orientiert ist,
dass P und @) positive Koordinaten haben.

Dann hat P die Koordinaten zp = 3a, yp = 4a (wegen AP = 5a ist A AB3P bei B3 rechtwink-
lig), @ hat die Koordinaten zg = 4a, yg = 3a (aus dem gleichen Grund ist A AB4Q bei By
rechtwinklig). Nach der Formel fiir den Abstand zweier Punkte ist dann

PQ = \/(4a —3a)?+ (3a —4a)? = \/a2 + (—a)?2 =aV?2

Damit ist die Aufgabe gelost.
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Aufgabe 24/82
ak—1
Es sei k4 1 eine Primzahl mit & > 2. Man beweise, dass dann S = > 19* ohne Rest durch

i=0
8(k + 1) teilbar ist!

Anmerkung: Die Einschrinkung k + 1 # 19 wurde in der urspriinglichen Aufgabenstellung
versehentlich weggelassen.

Es ist
4k—1 4k—1 4k—1 4k—1 4k—1

4k
1BS=(19-1)S=19 > 19'= > 19'= > 19F' = Y 19° =) 19"~ Y 19’ =
1=0 1=0 =0 1=0 1=0 =0

4k 4k—1
=3 19" = Y 19" —19% = 19" — 1 = (19 — 1)(19%% + 1) = (19" + 1)(19* — 1)(19% + 1)
=0 =1

also
(19% +1)(19%F — 1)(19%% +1)

2.32
Da 19 ungerade ist, sind auch 19¥ und 192 ungerade, folglich sind 19¥ — 1, 19¥ +1 und 19%¢ +1
gerade; da 19¥ —1 und 19 + 1 zwei aufeinanderfolgende gerade Zahlen sind, ist sogar genau eine
von beiden durch 4 teilbar.
Daraus folgt, dass der Zahler des Bruches ohne Rest durch 16 und damit S ohne Rest durch 8
teilbar ist. Ferner lisst 19 beim Teilen durch 9 den Rest 1, also auch 19, und damit ist 19% — 1
restlos durch 9 = 3 - 2 teilbar. Da k + 1 Primzahl ist, folgt schliellich aus dem kleinen Satz von
Fermat, fiir kK + 1 # 19, dass

S =

19 =1 (mod k+1) ; 19 —1 =0 (mod k+1)

ist. Wegen k > 2, k41 > 3 und k + 1 Primzahl, ist der grofite gemeinsame Teiler von k4 1 und
9 gleich 1; folglich ist S auch durch k£ + 1 ohne Rest teilbar. Da auch 8 und k + 1 den gréfiten
gemeinsamen Teiler 1 haben, ist die Richtigkeit der Behauptung bewiesen:

4k+1 )
S=8k+1)-g= > 19
=0

wobei g eine ganze Zahl ist.

Aufgabe 25/82
Man lése die Gleichung /24 + x + /12 — z = 6, wobei z eine reelle Zahl sei!

Wir setzen, um die dritte Wurzel zu eliminieren; /24 + = = a, also 244z = a®, 2 = a® — 24,12 —
r = 36 — a®. Dann nimmt die gegebene Gleichung die Gestalt

a++v36—a®=6 oder V36 —a3=6—a
an. Durch Quadrieren folgt daraus
36 —a®=36—-12a4+a®> ; ala®*+a—12)=0

mit den Losungen a1 = 0, as3 = —0,5 & 3,5. Daraus ergibt sich 1 = —24,x9 = 3,23 = —88.
Von diesen Werten erfiillen jedoch nur x; = —24 und z2 = 3 die Probe. Demnach ist L = {z |
r = —24;z = 3}.
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Aufgabe 26/82
Man bestimme alle Glieder der Folge

{ap} = {f:g : 101'} = {9:99;999:; ...}

1=0

die man als Summe aus drei Quadraten natiirlicher Zahlen z; y; z darstellen kann!

Aufler fir ag und aq gilt fir alle Glieder der Folge
ar = (1000 — 1) = —1 = 7 (mod 8)
Gilt nun fiir irgend eine natiirliche Zahl n
n =0;1;2;3;4;5;6;7 (mod 8)
so gilt fiir n?
n? =0;1;4;1;0;1;4;1 (mod 8)

Damit gilt fiir die Stimme aus den Quadraten dreier natiirlicher Zahlen sicher eine der folgenden
Kongruenzen mod 8:

0+0+0=0 04+0+1=1 04+404+4=4 0+1+1=2 04+14+4=5
0+4+4=0 1+1+1=3 14+14+4=6 14+44+4=1 4+4+4=14

Keinesfalls tritt einer Summe auf, die kongruent 7 (mod 8) ist. Damit erfiillen hichstens die
Glieder ag = 9 und a1 = 99 die Bedingungen der Aufgabe. Tatséchlich ist

9=024+0"+32=12+22+2> ; 99=1*4+7"+ 7 =545+ 7

Aufgabe 27/82

Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC mit den Seiten a, b, ¢ und den Winkeln «, /3,
~ (iibliche Bezeichnungsweise). Gesucht ist der Punkt P auf der Seite ¢, fiir den die Summe
der Absténde von den beiden anderen Seiten ein Minimum ist.

Wir wéhlen einen beliebigen Punkt P(z) auf ¢, der von A den Abstand z (0 < z < ¢) und von
B den Abstand ¢ — x hat. Ist d, der Abstand dieses Punktes von der Seite a, d, der Abstand
von der Seite b, so gilt

da

cC—X

. dp .
sina = — ; sin 8 =
T

also
do +dp = (c—x)sin f+ zsina = ¢sin f + z(sin o — sin J3)

Die Summe d, + dp hingt also linear von x ab. Wir unterscheiden nun 3 Félle:

1. @ > f: Dann ist auch sina > sin 8 (wegen 0° < ;8 < 90°), sina —sinf > 0, und das
Minimum wird fiir x = 0 angenommen.

2. a = [: Dann ist die Summe konstant wegen sina = sin 3, sina — sin 8 = 0 und es gibt
kein Minimum.

3. a < B: Dann ist sina < sin g, sina — sin 8 < 0 und das Minimum wird fiir maximales x
angenommen: & = ¢
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Ergebnis: Der Punkt P féllt auf A, wenn o« > g, auf B, wenn a < 3, er existiert nicht, wenn
a = f (im letzten Fall konnte man auch sagen, jeder Punkt von AB = c erfiille die Bedingung).

Aufgabe 28/82
Man ermittle alle Primzahlpaare (p;q), fiir die (Z ) ebenfalls Primzahl ist!

Wegen (Z) =1 fiir p = q, (f;) = 0 fiir p < ¢ muss p > ¢ sein. Fiir p > ¢ enthalt (Z) im Zahler den
Primfaktor p, im Nenner dagegen nicht.
Folglich ist (2 ) restlos durch p teilbar. Die Bedingung der Aufgabe ist also genau dann erfiillt,

wenn (g) = p ist. Nun ist

<p> _pp=1DP-2)..(p—g+1)

q 1-2-...-¢q
genau dann, wenn
P—DPE—-2)..(p—q+1)=¢
ist. Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt, dass die von 1 verschiedenen Faktoren
auf der rechten und der linken Seite der Gleichung paarweise einander gleich sind:

p—q+1=2,...,p—1=q

Also ist p = ¢+1. Diese Gleichung ist (in Primzahlen p; ¢) nur fiir ¢ = 2, p = 3 lésbar. Tatséchlich

()-()-0)-

Weitere Losungen kann es auf Grund des Lésungswegs nicht geben.

Aufgabe 29/82
Man bestimme alle Méglichkeiten, die Zahl 1000 als Summe aufeinanderfolgender natiirlicher
Zahlen darzustellen.

Nach der Aufgabenstellung soll gelten

n

n n
d(a+i)=1000=>Y a+> i=(n+1)a+
=0 =0 =0

n(n+1)

5 =0,5(n+1)(2a + n)

Sicher ist genau einer der beiden Faktoren gerade; denn ist n gerade, so ist 2a + n gerade und
n + 1 ungerade, und ist n ungerade, so ist 2a +n ungerade und n + 1 gerade. Daraus folgt, dass
der gerade Faktor sogar durch 16 teilbar ist (da 2000 durch 16 teilbar ist).

Aus 2000 = 2% - 52 ergeben sich damit die Zerlegungen

2000 =16 - 125 ; 2000 = 80 - 25 ; 2000 =400-5
Da a > 1, ist 2a +n > n + 1. Demnach kommen fiir n die Werte n; = 4, no = 15 und ng = 24
in Frage. Sie liefern a; = 198, as = 55 und ag = 28. Tatsédchlich ist
202 70 55
doi=Yi=Y i=1000
i=198 i=55 i=28

und auf Grund der obigen Argumentation kann es keine weiteren Moglichkeiten geben.
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Aufgabe 30/82
Man berechne das Produkt

n
P, E)(Q’—i—l)

Probeweises Einsetzen von n = 0; 1; 2; 3 liefert

po=3=4-1=22-1=22 _1
m=15=16—-1=2'—1=22 —1

P =255=256—-1=28—1=2% _1

p3 = 65535 = 65536 — 1 =216 — 1 = 2% — 1

Dies fiihrt zu der Vermutung, dass

n

po=[[@ +1)=2"" -1
=0

sei. Die Vermutung ist bestéatigt (als richtig bewiesen), wenn gezeigt ist, dass aus der Richtigkeit
fiir n = k die Richtigkeit fiir n = k 4+ 1 folgt (Prinzip der vollstindigen Induktion). Setzt man
voraus, dass

k .
pe =1 +1)=2"" -1
i=0
ist, so folgt tatséchlich
kil i k i k+1 k41 k+1 k42
pe = [T+ =T]C" + D" +D=0"" -DE¥ +1)=02"" -1
i=0 i=0

Da sich der Induktionsanfang aus dem probeweisen Einsetzen ergab, ist der Beweis erbracht.

Aufgabe 31/82

In einem spitzwinkligen Dreieck betrage eine Seite 3 LE, eine andere Seite 9 LE (wobei
mit LE die Langeneinheit bezeichnet ist). Von der dritten Seite sei bekannt, dass sie eine
ungerade ganze Zahl von Langeneinheiten enthélt. Man ermittle diese Anzahl.

Es sei  die gesuchte (ungerade) Anzahl der Langeneinheiten. Aus dem Kosinussatz der ebenen
Trigonometrie folgt wegen der Spitzwinkligkeit des Dreiecks sofort

22<32+92 522<90—>52<9

P <3P+ 12<P52>9

Also ist x = 9, das Dreieck ist gleichschenklig.

Aufgabe 32/82
Gesucht sind alle Primzahlen p, fiir die z = 2P + p? ebenfalls Primzahl ist.

Fir p = 2 ist z > 2 offenbar gerade, also keine Primzahl.
Fiir p = 3 gilt z = 23 4+ 32 = 17. Damit ist eine der gesuchten Zahlen gefunden.
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Fiir p > 3 gilt stets p = 1 (mod 3), also p? = 1 (mod 3). Weiter gilt fiir p > 3, dass p ungerade,
also in der Form p =2k + 1, k € N, k > 1 darstellbar ist. Dann gilt

9P = 92k+l — 9. 928 — 9. 4F = 9 (mod 3)
wegen 4 = 1 (mod 3), 4* = 1¥ =1 (mod 3). Damit ist fiir p > 3
2=2+4+1=0 (mod 3)

also keine Primzahl. Folglich ist p = 3 die einzige Primzahl mit der geforderten Eigenschaft.

Aufgabe 33/82

Man beweise: Zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 gibt es wenigstens eine natiirliche Zahl m in
der Gestalt m = 111...111000...000, die restlos durch n teilbar ist (wobei die Anzahl der mit
1 belegten Stellen nicht gleich der Anzahl der mit 0 belegten Stellen sein muss). Fiir n = 1
ist die Behauptung trivial.

Wir betrachten die n + 1 natiirlichen Zahlen k; = 1; ko = 11; k3 = 111; ...; kpyp = 111...111
(wobei die letzte n + 1 Stellen hat). Da beim Teilen durch n genau n voneinander verschiedene
Reste moglich sind, folgt, dass unter ihnen mindestens zwei beim Teilen durch n den gleichen
Rest lassen. Es seien dies die beiden Zahlen k; und k;, wobei (0.B.d.A.) i > j, also auch k; > k;
sei. Dann ist die Differenz

ki —k; = 111...111 — 111...111 = 111...111000...000 = m
i Stellen j Stellen i-j Einsen j Nullen

offensichtlich von der geforderten Gestalt, und sie ist restlos durch n teilbar; denn aus k; = k;
(mod n) folgt sofort
ki—kakj—kj:O(modn)

Aufgabe 34/82
Herr X teilt iiber das Alter seiner Verwandten folgendes mit:

1. Meine Mutter ist doppelt so alt wie ich.

2. Mein Vater ist um die Quersumme meines Alters dlter als meine Mutter.

3. Das Alter meiner jiingsten Tante erhilt man als Summe aus dem Alter meiner Mutter
und meinem Einer-Zehner-vertauschten Alter.

4. Meine alteste Tante ist um die Quersumme meines Alters alter als die jiingste Tante.

5. Mein Onkel ist ein Jahr dlter als meine dlteste Tante und feiert einen "runden” Geburtstag.
6. Alle meine Verwandten sind jiinger als 100 Jahre.

Wie alt sind die sechs Personen?

Herr X sei 10a + b Jahre alt (a;b € N, 0 < a, b <9). Dann ist das Alter

. seiner Mutter 20a + b

. seines Vaters 20a + 2b+ a + b = 21a + 3b

. seiner jiingsten Tante 20a 4 2b 4 100 + a = 21a + 12b

. seiner dltesten Tante 21a + 12b+4+ a + b = 22a + 13b

. seines Onkels 22a 4+ 13+ b+ 1 = 10k mit k € N, k > 2 (da sicher a und b nicht beide gleich 0
sind), k < 10.

Aus 5. folgt

QU W N =

22a+13b=10k -1 =10k —1)+9
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Da 22a stets eine gerade Zahl ist, muss b eine ungerade Zahl sein. Aus der sechsten Angabe
folgt, dass 22a < 100, also a < 4 ist.

Aus der letzten Gleichung ergibt sich auflerdem, dass 2a + 3b = 9 oder 2a + 3b = 19 oder
2a 4+ 3b = 29 ist. Damit sind zunéchst die folgenden Kombinationen méglich: 1. a = 0,b = 3:
(entfallt aus biologischem Grund),

2. a=1,b=09: (entfillt wegen k > 10)

3. a=2,b="5: (entfillt wegen k = 10)

4. a = 3,b = 1: (ist Losung!)

5.a =4,b=T7; (entfillt wegen k > 10).

Herr X ist also 31 Jahre alt, seine Mutter 62, sein Vater 66, seine jiingste Tante 75, die &lteste
Tante 79, und der Onkel feiert den 80.Geburtstag.

Aufgabe 35/82

In einer Ebene seien ein Einheitskreis und 1983 Punkte A; (i = 1;2;3;...;1983) beliebig
vorgegeben. Es ist zu beweisen, dass es auf der Peripherie dieses Einheitskreises beliebig
viele Punkte P gibt, fiir die die Summe der Abstdnde von den Punkten A; mindestens
gleich 1983 ist.

Es seien P; und P, zwei einander diametral gegeniiberliegende Punkte auf der Peripherie des
gegebenen Einheitskreises. Nach der Dreiecksungleichung gilt dann fiir jedes ¢

PP, =2< PA; + PA;

(wobei Gleichheit genau dann auftritt, wenn A; auf PP, liegt; was nach dem Aufgabentext
nicht ausgeschlossen ist). Daraus folgt

1983 1983 1983 1983 1983
Y PP =) 2=2-1983< ) (PlAi+ PA) = > PiA;+ Y PA;
i=1 =1 i=1 =1 i=1

Ist der erste Summand des letzten Terms mindestens gleich 1983, so ist P; ein Punkt, fiir den
die Behauptung gilt. Ist er dagegen kleiner als 1983, so ist der zweite Summand grofler als 1983,
und Ps ist ein solcher Punkt. In jedem Fall erfiillt also einer der beiden Punkte P; und P; die
Behauptung; da das Punktepaar (P;; P,) beliebig gewéhlt werden kann, existieren beliebig viele
Punkte Py deren Abstandssumme von den A; mindestens gleich 1983 ist.

Aufgabe 36/82
Es ist Silvester, wenige Minuten vor Mitternacht. Auf einer Uhr kann man die folgenden
Feststellungen treffen:

1. Der Stundenzeiger und die Verbindungslinie der Zeigerspitzen sind die Katheten eines
rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse der Minutenzeiger ist.

2. Die Seitenlédngen dieses Dreiecks (in cm gemessen) sind ganzzahlig und paarweise zuein-
ander teilerfremd.

3. Fir den Umfang U und den Flicheninhalt A dieses Dreiecks gilt A: U =A:U =1 cm.
4. Die kleinste Seite des Dreiecks ist die Verbindungslinie der Zeigerspitzen.

Wie lange dauert noch das alte Jahr?

Es sei a die Lange des Stundenzeigers, b der Abstand der Zeigerspitzen und ¢ die Lange des
Minutenzeigers in cm. Dann gilt

1. a2 +b* = 2, also ¢ = Va2 + b2
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2.05ab: (a+b+c) =1, also ab=2(a+ b+ c).

Durch Einsetzen folgt
ab = 2(a+ b+ Va? + b?)

Lost man diese Gleichung nach a auf, so erhdlt man (wegen b # 0): a =4 + &.
Wegen a € Nist 5 < b <12 und es ergeben sich Lésungen nur fiir

bp=5 by=6 b3=8 by=12
a1=12 (I2:8 a3:6 a4:6
01:13 62210 63:10 04210

Die Forderung nach (paarweiser) Teilerfremdheit schlieit die Losungen (ag; be; c2) und (as; bs; ¢3)
aus. Ferner entfallt (a4;b4;cq) wegen Bedingung 4. Damit bleibt nur die Losung a; = 12 cm;
by =5 cm; co = 13 cm iibrig.

Bezeichnet man nun den Winkel, den der Minutenzeiger bis 24.00 Uhr zu {iberstreichen hat, mit
1 und den entsprechenden Winkel des Stundenzeigers mit o, so gilt

5 5 1
tan (o1 — @2) = E; p1 = arctanﬁ + w2 (1) 01 = 12p9; 9 = Egpl (2)

also
‘ 5 n 1 d 12 ) 5
= arctan — —_— = — arctan —

©1 T n12 12<p1 wir V1 11 rctan

Da fiir die Winkelgeschwindigkeit w; des Minutenzeigers gilt

27 Ap
wLeen 36000 At
folgt fiir die Zeit
A
At=2F —PL L9468 s =4 min 6,8 s
w1 w1
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2.23 Aufgaben und Losungen 1983

Aufgabe 1/83

Auf einer Wiirfelecke sitzt eine mathematisch geschulte Raupe. Sie will alle Wege langs der
Kanten ausprobieren, die zur diametral gegeniiberliegenden Ecke fithren, ohne dabei eine
Ecke zweimal anzulaufen.

Um eine Kante zu durchkriechen, benétigt sie einen Tag; nachts ruht sie. Am Ziel ange-
kommen, rutscht sie in der folgenden Nacht auf der Wiirfeldiagonalen, zum Ausgangspunkt
zuriick, um am folgenden Morgen einen neuen Weg zu beginnen.

Sie startet am Morgen des 1. 1. 1983. Am Morgen welchen Tages ist sie wieder am Aus-
gangspunkt, nachdem sie alle Wege durchkroch?

Der Wiirfel habe in einem rechtwinklig-kartesischen Koordinatensystem die Eckpunkte A(0;0,0),
B(1;0,0), C(1;1;0), D(0;1;0), E(0;0;1), F(1;0,1), G(1;1;1) und H(0;1;1). Aus Symmetrie-
griinden geniigt es, zunéchst die Anzahl der Wege zu ermitteln, die mit der Kante AB beginnen,
da sich fiir die mit AC oder AE beginnenden Wege die gleiche Anzahl ergibt.

Von B aus ist die Fortsetzung auf zwei "symmetrischen” Wegen moglich: BC' oder BF. Wir
betrachten BC. Es gibt die folgenden Wege:

AB - BC - CG 3 Kanten
AB—-BC-CD —-DH — HG 5 Kanten
AB—-BC—-CD—-DH—-HFE—-FEF - FQG 7 Kanten

Es sind also 6 Wege mit je 3 Kanten, 6 Wege mit je 5 Kanten und 6 Wege mit je 7 Kanten
moglich, insgesamt miisste die Raupe demnach 6(3 + 5+ 7) = 90 Kanten durchkriechen. Dazu
benoétigt sie 90 Tage; am Morgen des 91.Tages, also am 1.April 1983, ist sie "nach getaner Arbeit”
wieder am Ausgangspunkt angekommen.

Aufgabe 2/83
Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen n, fir die 3" in dezimaler Schreibweise genau 0,5n
Stellen hat?

Nach der Aufgabe soll gelten
R 100,5n71

wobei m die rationale Zahl mit 0,5n — 1 Stellen nach dem Komma, 1 < m < 10 ist. Daraus folgt
durch Logarithmieren
nlgd=05n—1+1gm
2nlgd >n—2
2>n-2nlg3=n(1-21g3)
Da 1 —2Ig3 =0,045... > 0 ist, ergibt sich daraus

2

<43,
"1 213 Y

Da 0,5n ganzzahlig sein muss, erfiillen alle geraden natiirlichen Zahlen n = 2i mit ¢ € N,1 < i <
21 die Forderungen der Aufgabe. Eine Uberpriifung mit einem Taschenrechner entsprechender
Kapazitdt bestitigt die Richtigkeit:

32 =1,..-10° 3 =9, ..10%

d.h., bis ¢ = 21, n = 42 gilt die Bedingung, ab ¢ = 22, n = 44 gilt sie nicht mehr.
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Aufgabe 3/83

Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt, dass der Flacheninhalt As, des reguldren 2n-Ecks
gleich dem doppelten Flacheninhalt A, des reguldren n-Ecks mit gleichem Umkreisradius
ist?.

Es sei r der Umkreisradius. Dann gilt fiir den Fliacheninhalt Ay des reguliren k-Ecks

k 27
A ~r?gin =
T k
und fiir das Verhéltnis ‘%: =
Aoy, _9_ 22”7“2811132 _,sin® 0 2sinf 1
A, T 27“281r127r B sin%ﬂ_Qsin%cos%_cos%
also cos 7 2 gilt n € N. Damit ist n = 3 einzige Losung. Tatséchlich ist
3 2T 6 2
A Zr?gin — ; Ag = —r?sin — = 24
T2 3 072 6 ’
2T

wegen sin 6 = sin 3 = sin 3 -

Aufgabe 4/83
Man zeige:

1. Es existiert ein ebener Schnitt durch einen Wiirfel so, dass die Schnittfigur ein Fiinfeck
ist.

2. Kein als Schnittfigur einer Ebene mit einem Wiirfel entstandenes Fiinfeck ist regulér.

Um 1. zu zeigen, geniigt es, ein solches Fiinfeck anzugeben. Dazu betrachten wir in einem
dreidimensionalen rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem den Einheitswiirfel mit den
Eckpunkten (0;0,0), (1;0,0), (1;1;0), (0;1;0), (0;0;1), (1;0,1), (1;1;1) und (0;1;1) sowie die
Ebene 2z + 2y — 3z = 0.

Man priift (durch Einsetzen) leicht nach, dass diese Ebene den Wiirfel in den 5 Kanten- bzw.
Eckpunkten (0;0;0), (1;0; 2 ), (0; 15 g) (1; é, 1), (2, 1;1) schneidet. Da diese 5 Punkte in einer
Ebene, aber nicht 3 von ihnen auf der gleichen Geraden liegen, bilden sie ein ebenes Fiinfeck.
Um 2. zu zeigen, nehmen wir an, es gébe ein reguléres Fiinfeck als ebene Schnittfigur. Die fiinf
Seiten dieses Fiinfecks miissen dann genau fiinf verschiedenen Flachen des Wiirfels angehoren.
Unter diesen 5 Fldachen sich sicher zwei Paar zueinander paralleler Flachen. Werden zwei zuein-
ander parallele Fldchen von einer dritten Fliache geschnitten, so sind die Schnittgeraden ebenfalls
zueinander parallel. Daraus folgt, dass das Schnittfiinfeck zwei Paare zueinander paralleler Seiten
hat und somit nicht regulére sein kann, im Widerspruch zur Annahme.

Aufgabe 5/83

5 .
Es sei n = > a; - 10" eine 6stellige natiirliche Zahl, wobei 0 < a; < 9, a; € N sei, und
i=0

Q(n) = Z a; ihre Quersumme, und es gelte: 1. a; > ay, fiir i > k ; 2. 1098 < n®@M < 1099,

Welche Zahlen n erfiillen diese Bedingungen?
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Wegen der strengen Monotonie der Logarithmusfunktion im Intervall (0;+o00) folgt aus der 2.
Bedingung 98 < Q(n)Inn < 99 und wegen Q(n) > 0
98 99
—— <lgn<——= (1
Q) am
Wegen der 1. Bedingung gilt fir n: 543210 < n < 987644; 5,7 < Inn < 6,0. Aus (1) und und (2)

folgen

798 < 6,0 und 9,7 < 99
Q(n)

also 16,3 < Q(n) und Q(n) < 17,4. Wegen Q(n) € N ist demnach Q(n) = 17. Aus (1) folgt dann

98 99
5,75 < T <lgn < 7 < 5,83
und damit 575439 < n < 676083. In diesem Intervall gibt es sechs Zahlen, die Bedingung 1
erfiillen: 654321; 654320; 654310; 654210; 653210; 643210.

Von ihnen hat aber nur n = 653210 die geforderte Quersumme 17.

Aufgabe 6/83

In jedem Rechteck schneiden die Winkelhalbierenden einander in vier Punkten, die ein Qua-
drat aufspannen (ist das Rechteck ein Quadrat, so fallen diese vier Punkte zusammen).
Der Flicheninhalt Ag dieses Quadrates ist als Funktion des Seitenverhéltnisses x = a : b

darzustellen (wobei a > b, b konstant sei). Fiir welches Seitenverhaltnis ist die Quadratfliche
Ag gleich der Rechteckfliche Ag?

Es sei ABCD das Rechteck, und die Seiten seien AB = CD = a, BC = DA = b. Ferner sei A’

der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden durch A und B; entsprechend seien B’, C’ und D’ die

Schnittpunkte der Winkelhalbierenden durch B und C bzw. C und D bzw. D und A. Dann gilt
b

AA = BA' = CC' = DC' = gﬂ und  AD'=DD' = BB =CB' = 5\/5

also

b 1
AB = AA - CB = g\f— 5V2=5V2(a-0)
Setzt man a = bx mit > 1, so gilt fiir den Flacheninhalt Ag des Quadrates

1

b*(z — 1) = f(z)

Fiir den Flicheninhalt Ar des Rechtecks gilt Ap = ab = b?x. Durch Gleichsetzen erhilt man
(u.a. wegen b # 0)

1
b2;1::§b2(x—1)2—>O::U2—4:U—|—1—>:U1;2:2:|:\/§

Wegen = > 1 entfillt 5. Die Gleichheit tritt also nur fiir z = a : b =2 + /3 ~ 3,73 ein.

Aufgabe 7/83

In einem rechtwinkligen Dreieck seien die Seitenldngen ganzzahlige Vielfache der
Léngeneinheit. Auflerdem gelte, dass der Umfang zahlenméfig gleich dem Fldcheninhalt
ist. Man ermittle alle derartigen Dreiecke!
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Werden die Katheten der gesuchten Dreiecke mit a und b, die Hypotenuse mit ¢ bezeichnet, so
gilt nach der Aufgabenstellung
l.a;b;ce N
2. a? +b% =2, also ¢ = Va2 + b2
3. a+ b+ ¢ = 0,5ab Eliminiert man aus den Gleichungen die Hypotenuse ¢ und 16st man die
entstehende diophantische Gleichung nach a auf, so erhélt man
8

a = 4 + m
Wegen a;b € N sind nur die Losungen b; = 12, a1 =5, b =8, a0 =6, b3 =6, a3 = 8, by = 5,
a4 = 12 moglich. Wegen der Symmetrie der Gleichungen in a und b entfallen davon die letzten
beiden. Es gibt also genau 2 Dreiecke der gesuchten Art:
1. a1 =5;b1 =12,¢1 = 13 mit a1 + by + ¢; = 30 = 0,5a1b1
2. a9 = 6;b = 8,9 = 10 mit as + by + co = 24 = 0,5a2b

Aufgabe 8/83

Wie viele restlos durch 4 teilbare natirliche Zahlen kann man aus den 9 Ziffern
1;2;3;4;5;6;7;8;9 bilden, wenn in jeder Zahl jede dieser Ziffern genau einmal vorkommen
soll (dekadische Schreibweise vorausgesetzt)?

Eine natiirliche Zahl n ist (bekanntlich) genau dann restlos durch 4 teilbar, wenn dies fiir die
Zahl gilt, die aus den letzten beiden Stellen besteht. Aus den gegebenen Ziffern kann man 16
zweistellige Zahlen bilden, die durch 4 teilbar sind:

12;16; 24; 28; 32; 36; 48; 52; 56; 64; 68; 72; 76; 84 : 92; 96

Vor jede dieser 16 Zahlen kann man die restlichen 7 Ziffern auf 7! verschiedene Weisen anordnen.
Folglich gilt fiir die Anzahl k& der moglichen Zahlen k = 7!- 16 = 8! - 2 = 80640.

Aufgabe 9/83 Man ermittle Maximum und Minimum der Funktionen

Y= T1T2 = \/(1 —21)2%(1 — 22)?

fir |x1] <1, |z2| <1, ohne Hilfsmittel der Differentialrechnung zu verwenden!

Wegen |z1]| < 1, |x2| < 1 sind die Substitutionen z; = sin a, 2 = sin § moglich. Es ergibt sich
damit

yzsinasinﬁi\/(l —sin? a)(1 — sin? B) = sinasin B & cos acos B = £ cosa F 3

Aus dem Wertevorrat der cos-Funktion folgt —1 < yleql. Bei

y= 2123+ /(1 - 23)(1 - 23)

stellt sich das Maximum fiir 1 = x2 ein, das Minimum fiir z; = —z9 = £1. Gilt das Minuszei-
chen, so ergibt sich das Maximum bei 1 = 2 = —1, das Minimum bei z1 = —x5.
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Aufgabe 10/83

Gegeben sei ein gerader Kreiskegelstumpf, dessen Mantellinien um 60° gegen die Grund-
flache geneigt seien und fiir dessen Grund- und Deckfliche die Beziehung Ag = 4Ap gilt.
Zwischen einem Randpunkt P der Grundfliche und einem Randpunkt Q der Deckfliche sei
ein Gummifaden straff gespannt.

Wie lang kann der Gummifaden héchstens sein, wenn er die Mantelfliche nirgends verlassen
soll?

Da der Gummifaden straff gespannt sein soll, wird er auf dem Mantel die kiirzeste Verbindung
markieren. Da der Kegelstumpfmantel ldngentreu in die Ebene abwickelbar ist, ist diese kiirzeste
Verbindung in der Abwicklung die Strecke PO. Die Abwicklung des Kegelstumpfmantels ist ein
Kreisringausschnitt. Sind rg und rp die Radien von Grund- bzw. Deckflache, so gilt wegen

Ag = réﬂ' =4Ap = 41%# —ra=2rp

Bezeichnet man weiter mit s die Mantellinie des Kegelstumpfes und mit sp die des Ergédnzungskegels,

so gilt
1
_'e D s60° = =
Sa + Sp SpD 2

also sp = 2rp = rg = sg. Fir den Zentriwinkel o der Abwicklung gilt

« TG 1

360°  sg+sp 2
also @ = 180°. Die Abwicklung des Kegelstumpfmantels besteht demnach aus zwei konzen-
trischen Halbkreisen mit den Radien sg = rg und 2sg = 2rg. Verbindungsstrecke zwischen
dufleren und innerem Halbkreis, die ganz im Halbkreisring verlauft, ist die Tangente von einem
beliebigen Punkt P des dufleren Halbkreises an den inneren (der Punkt P ist so zu wéhlen, dass
diese Tangente existiert). Sie hat (nach dem Lehrsatz des Pythagoras) die Lange

l=1/(25g)% — s4 = saV3 =2rgV3

Aufgabe 11/83
Gesucht sind alle natiirlichen Zahlen n, bei denen die Summe s aus den echten Teilern gleich
39 ist.

Zunéchst grenzen wir die Zahl der verschiedenen Primfaktoren von n nach oben ab. Angenom-
men, n enthielte drei verschiedene Primfaktoren: n = plfpépg". Bereits die kleinste derartige Zahl
(n =2-3-5 = 30) enthélt aber die Teiler 2;3;5;6;10 und 15 und hat damit die Teilersumme
s =41 > 39.

Folglich kann n héchstens zwei verschiedene Primfaktoren p; und po enthalten. Es kommt damit
nur n = pfp} mit k > 0 in Frage.

Grenzen wir weiter k und [ ein. Fiir K = [ = 2 liefern schon die kleinsten Primzahlen p; = 2;py =
3 die Teilersumme s = 51 > 39; folglich muss wenigstens einer der beiden Exponenten kleiner
als 2 sein. Ist k =1 =1, so ist s = p; + p2 = 39 genau dann, wenn einer der Primfaktoren gleich
2 und der andere gleich 37 ist. Damit ist eine Losung gefunden: n = 2 - 37 = 74.

Es sind nun noch die Falle

n = p]fpg (1) und n = p]f (2)

(alsol =1,k >1und { =0,k > 1) zu untersuchen.
Zu (1): Es ist

§=p1+pit AP D2t pipoFPIp2 AP pe = (P14 pE VT (L4 pa) +p2 b > pf
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Folglich kommen wegen ps > 2 nur Primzahlpotenzen p’f < 37 in Frage. Es sind dies 22, 23, 24,
2°, 3%, 33, 52,

Fir p1 = 2,k = 2 ergibt sich p» = 11 und als zweite Losung n = 22 - 11 = 44. Die iibrigen
Potenzen liefern keine Primzahl po.

Zu (2): Es ist

s=p1+pit o+l =p(l+p+pi+.. +p/?)=39=313

Wegen p; < (1+p; —|—p%+...—|—p’f*2) kommt nur p; = 3 in Frage. Tatséchlich ist s = 3+9+427 = 39.
Damit ist n = 3* = 81 die dritte Losung. Es gibt also drei Zahlen, die die geforderte Bedingung
erfilllen: ny = 44, ny = 74, ng = 81.

Aufgabe 12/83
Man beweise, dass alle Zahlen der Folge {ar} = {49;4489;444889; ...} (Bildungsvorschrift:
Es wird jedes mal die Zahl 48 ”in die Mitte eingefiigt”) Quadrate natiirlicher Zahlen sind.

Es ist

10" — 1 10" — 1 9
444...444888..889 =4-111...111-10"+8-111...111 +1 =4- -10" + 8- 10"+ = =
— — — 9

n n—1 n n

C4-10"+4-10"+1 (2-10"+1>2

B 9 B 3
Da 10 = 1 (mod 3), folgt 10" = 1 (mod 3), 2- 10" = 2(mod 3) und schliefllich 2 - 10" +1 =0
(mod 3). Also ist die Basis der Potenz eine natiirliche Zahl.

Aufgabe 13/83
Gesucht sind alle Tripel (a;b;c) positiver ganzer Zahlen mit ¢ > 1, die der diophantischen
Gleichung a?¢ — b%¢ = 665 geniigen.

Wegen

a?¢ —b* = (a® — b°)(a® + b°) =665 =1-5-7-19
und wegen a® — b¢ < a® + b¢ kommen nur die folgenden Moglichkeiten in Frage:
a—b=1 a®+0°=5-7-19=0665
a®—b°=5 a®+b¢=17-19 =133

at—bc=7 a®+bc=5-19=95
a®—bc=19 at+bc=5-7=35

e .

Die ersten drei Gleichungssysteme liefern keine Losungen in ganzen Zahlen. Das vierte System
ergibt a¢ = 27,b¢ = 8, also a = 3,b = 2,c¢ = 3. Tatsichlich ist 3¢ — 26 = 729 — 64 = 665. Das
einzige Tripel ist also (3;2;3).

Aufgabe 14/83

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit der Hypotenuse AB und dem Thaleskreis-
Mittelpunkt M schneide die Mittelsenkrechte auf der Hypotenuse die Kathete AC bzw.
deren Verldngerung im Punkt K und die Kathete BC' bzw. deren Verlingerung im Punkt
L. Das Dreieck ist aus den gegebenen Strecken M K und M L zu konstruieren.
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Eine Analysisfigur zeigt, dass A AMK ~ A LMB ist (MB 1 MK, BL 1 AK, folglich
AMBL = AMKA; ABML = £AMK = 90°).

Daraus folgt KM : AM = MB : ML. Wegen AM = MB = r (Radius des Thaleskreises)
ergibt sich daraus, dass r mittlere Proportionale zu M K und M L ist. Man kann also r = 0,5AB
konstruieren als Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks auf der Hypotenuse mit den Hypotenusen-
abschnitten M K und M L.

Damit ergibt sich die folgende Konstruktionsbeschreibung:

1. Lege auf einer Geraden drei Punkte K’, M’ und L’ so fest, dass K'M’' = KM und M'L' = ML
ist und M’ zwischen K’ und L’ liegt!

2. Schlage iiber K'L' den Thaleskreis!

3. Errichte in M’ auf K'L’ die Senkrechte! Thr Schnittpunkt mit dem Thaleskreis sei P. Es ist
M'P =

4. Lege auf einer Geraden die Punkte A, B und M so fest, dass AM = BM =r und A # B ist!
5. Errichte in M die Senkrechte auf AB und lege auf ihr die Strecken M K und M L so fest, dass
beide in derselben von der Geraden AB erzeugten Halbebene liegen!

6. Lege durch B und L sowie durch A und K je eine Gerade! Sie schneiden einander im Drei-
eckspunkt C.

Alle Konstruktionsschritte sind stets und eindeutig ausfiihrbar.

Aufgabe 15/83
Man zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: 133 ist Teiler von 7T}, = 1172 4 1227+,

Wir fithren den Beweis mit Hilfe der vollstdndigen Induktion.
1. Die Behauptung gilt offenbar fiir n = 0:

To =112+ 12! =121 + 12 =133
2. Angenommen, die Behauptung gilt fir irgend ein n = k:
Tp = 11542 £ 1921 — 133 .4, mit ¢, € N
Dann ist
Tryr = 11503 £ 192603 — 17111542 192 . 1921 — 11 1142 411 12201 4133 1220+ =
= 11(1152 4 122k 1133 . 122+ = 11. T, + 133 - 1221 = 111331, 4+ 133 - 122+ =

= 133(11t + 1221 =133 - £,

(tg+1 € N). Aus der Teilbarkeit fiir n = k folgt also die Teilbarkeit fiir n = k + 1. Wegen 1. gilt
dann die Behauptung fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Aufgabe 16/83
Es ist zu beweisen: In jedem rechtwinkligen Dreieck ABC mit dem Umkreisradius R und
dem Inkreisradius r gilt: g > /2 4+ 1.

In jedem Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ und dem Inkreisradius r gilt (wie man sich an einer
Skizze klarmacht)
2A

1
“rla+b+c)=A 1 =
2r(a b+c) also L N
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(dabei ist mit A der Flidcheninhalt des Dreiecks bezeichnet). Ist das Dreieck rechtwinklig und ¢
die Hypotenuse, so gilt

ab

= und R:C
a+b+c

ab=2A also r 3
(nach dem Satz des Thales). Damit ist

a2+b2+a+b+a2+62
ab Vab ab

r 2ab T2

R cla+b+c) 1] c a+b+i 1
Vab Vab = ab] 2

Nun gilt stets (a — b)2 > 0, also a? + b2 > 2ab und fir ab > 0: % > 2, entsprechend auch

atb

NG > 2. Daraus folgt -
— 2> 5(2\/§+2) =V2+1
r

Aufgabe 17/83
Gesucht sind alle Losungen (x; y; z) in natiirlichen Zahlen x;y; z des Gleichungssystems:

21 — 2y® — 32+ 5949 =0 (1)
1g?y® +1gy@ Ve 4 (z—y)? =0 (2)
gy +z—y=0 (3)

Aus der Gleichung (3) folgt durch dquivalente Umformung

(x—y)lgy=a—y

Diese Gleichung ist sicher genau dann erfillt, wenn entweder 1. Igy = 1, also y = 10, oder 2.
x—1y =0, also y = x ist.
Wir unterscheiden daher zwei Félle und setzen diese beiden Werte fiir y in die Gleichungen (1)
und (2) ein.
1.y =10:

222 — 200 — 32 — 5949 =0 — 222 — 32+ 5749 =0 (la)

12100 4 1g 10@=DE=10) 4 (2 —10)2 =0 — 222 — 31z + 114 =0 (2a)

Von den Losungen der in x quadratischen Gleichung (2a) ist nur = 6 eine natiirliche Zahl.
Dieser Wert in (1a) eingesetzt, liefert z = 1892,3..., also keine natiirliche Zahl.
2. y=ux:

22% — 22% — 32— 5949 =0 — z = 1983  (1b)

lg?2? +1gz@ Ve Lz —z)=0—>1g222=0—2=1 (2b)
Die einzige Losung ist (z;y;2z) = (1; 1; 1983).

Aufgabe 18/83

Bekanntlich existiert auf der Erdoberfliche wenigstens ein Punkt (ndmlich der Stidpol) mit
der folgenden Eigenschaft:

Geht man von ihm aus eine Strecke a nach Norden, dann dieselbe Strecke a nach Osten
(oder Westen) und schliefilich die Strecke a nach Siiden, so kommt man zum Ausgangspunkt
zuriick.

Es ist zu untersuchen, welche weiteren Punkte auf der Erdoberfliche dieselbe Eigenschaft
haben (dabei soll a = 0,57 R gelten; R sei der Radius der als Kugel angenommenen Erde).
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Es ist unmittelbar einzusehen, dass jene Punkte der Erdoberfliche (auBerhalb des Stidpols) die
geforderte Eigenschaft haben, die um die Strecke a siidlich eines Breitenkreises mit dem Umfang
a liegen.

Dann fallen ndmlich Anfangs- und Endpunkt der Ost-West-Bewegung zusammen und damit
auch die in Nord-Siid-Richtung verlaufenden Bewegungen, wiahrend in den anderen Féllen kein
geschlossener ”Streckenzug” entsteht (sonst miissten namlich durch einen nicht mit einem Pol
zusammenfallenden Punkt zwei verschiedene Meridiane verlaufen).

Der Breitenkreis mit dem Umfang a = 0,5R7 hat den Radius r = 5~ = 0,25R und wird durch

lor| = arccos% = arccos 0,25 =~ 75,5°

angegeben. Wegen cos ¢, = cos(—,) gibt es also zunéchst zwei derartige Breitenkreise mit
©r1 = 75,5°% @0 = —75,5° (nérdliche und siidliche Breite).

Den Breitenkreis, auf dem die fraglichen Punkte liegen, erhédlt man, wenn man um Ap =
1802 — 90° nach Siiden "geht” ¢ = ¢, — Ap.

0° —
Dies ist jedoch nur bei @1 moglich:

a
R

o1 = 75,5° — 90° = —14,5°

(fiir o wirde sich o = —75,5° — 90° = —165,5° ergeben; offensichtlich muss aber —90° < ¢ <
90° gelten). Also erfiillen alle Punkte die geforderte Bedingung, die auf dem Kreis 14,5° siidlicher
Breite liegen.

Lésst man auch mehrmalige "Umrundung” zu, so ergeben sich aus

a
= — itke Nk>1
r o mi € N,k >

. _ 1
weitere Werte o, = arccos .

Aufgabe 19/83
Man beweise den Satz: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe aus Inkreis- und
Umkreisradius gleich dem arithmetischen Mittel der Katheten.

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a, b, der Hypotenuse ¢, den Winkeln «,
B, v, dem Umkreisradius r und dem Inkreisradius p (iibliche Bezeichnungsweise). Ferner seien M
der Mittelpunkt des Inkreises. D, E und F' die Beriihrungspunkte des Inkreises mit den Seiten
¢, a bzw. b. Dann gilt

AD BD 2
— +— :cotg—kcoté == (1)
P p 2 2 p
(wegen 2r = ¢ nach dem Satz des Thales)
BE CFE
p—i—p—cotg—l—cotg—cotg—l—l—z 2)
CF AF b
7—1-7 :cot%+cot%:1+cot% = (3)
(wegen cot 3 = cot 45° = 1). Aus (2) und (3) folgt
b
cotg:f—l ; cotézg—l
2 p 2 p
Setzt man dies in (1) ein, so ergibt sich
b 2 b
771+971:—r%a+ =r+p
p p p 2
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Aufgabe 20/83

Gesucht sind alle Tripel aufeinanderfolgender gerader oder ungerader Zahlen, bei denen die
Summe aus den Quadraten eine (in dekadischer Schreibweise echt) vierstellige Zahl mit vier
gleichen Ziffern ist.

Wird die mittlere Zahl des Tripels mit a bezeichnet, so ist die kleinere a — 2 und die groere
a + 2, und es gilt nach der Aufgabenstellung

(a—2)2+a*+ (a+2)* = 11112

mit z € N,1 <z <9, also

T — 2

3a®> + 8 =1111z a:\/370x2+ 3

Daa € N, muss z — 2 = 3k mit k € N sein; folglich kommen fir x nur die Werte x1 = 2,29 =5
und x3 = 8 in Frage. Von diesen Werten liefert aber nur xo = 5 eine natiirliche Zahl a:

a=+370-5—1=+/1849 = 43

Es gibt also nur ein Tripel, das die Forderung der Aufgabe erfiillt: (41; 43; 45). Die Probe bestétigt
die Richtigkeit.

Aufgabe 21/83
Es ist zu beweisen: Jede natiirliche Zahl n > 27 ist in der Form n = 5k + 8m darstellbar,
wobei k und m natiirliche Zahlen sind (mit 0 € N).

Offenbar gilt 28 =4 -5+ 1- 8. Fiir jede natiirliche Zahl n > 28 gibt es sicher eine Darstellung
n=28+45p+gq
mit p € N, ¢ = 0;1;2;3;4. Wegen
0=0-5+0-8 1=(-3)-5+2-8 2=2-54+(-1)-8
3=(-1)-5+1-8 4=(-4)-5+3-8

kann man ¢ darstellen als ¢ = 5s + 8t mit s = —4; —-3;—1;0;2 und t = —1;0; 4+1; +2; +3. Damit
gilt 4+s>0und 1+t > 0, also ist 284-¢q = (4+5)-5+(1+1)-8 als 28+ ¢ = 5u+ 8v darstellbar,
wobei v und v natiirliche Zahlen sind.

Wegen p > 0 gilt dies dann auch fiir n = 28 + 5p + ¢:

n=28+5p+q=>5u+5p+ 8v=>5(u+p)+ 8 = 5k + 8v

Aufgabe 22/83
Es sei n eine natiirliche Zahl, die (im Dezimalsystem) mit 150 Ziffern 4 und & Ziffern 0
(k € N) dargestellt wird, Man beweise, dass n keine Quadratzahl ist!

Fir die Quersumme Q(n) der Zahl n gilt Q(n) = 150 -4 + k- 0 = 600.
Die Quersumme von n ist also durch 3, aber nicht durch 9 = 32 teilbar. Damit enthilt n den
Primfaktor 3 in ungerader Anzahl; die Zahl n kann folglich nicht Quadratzahl sein.
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Aufgabe 23/83
Man lose das Gleichungssystem fiir beliebige reelle Zahlen x; y; 2:

r+y+sin?z=12 (1) ; xy =36 (2)

Aus (1) folgt wegen sin? z > 0 die Ungleichung = + 3 < 12. (1a) Weiter gilt

(Ve =y’ =z—2yzy+y >0

und mit zy = 36
r—2V36+y>0—z+y>12 (2a)

Aus (1a) und (2a) folgt z +y = 12,y = 12 — z. In (2) eingesetzt, ergibt sich die quadratische
Gleichung z? — 122 — 36 = 0 mit der Doppellésung = = 6. Es folgt weiter y = 6, sin?z = 0,
z = km mit k € G. Es existiert also genau eine Losungsschar x = 6,y = 6,z = pr mit k € G.

Aufgabe 24/83

Es seien p; und py zwei benachbarte Primzahlen mit p; < p2 und f(x) ein Polynom n-ten
Grades in x mit ganzzahligen Koeffizienten a; (i = 0;1;2;...;n). Man bestimme p; und ps
aus f(p1) = 1234 und f(p2) = 4321.

Aus f(z) = zn: a;xt folgt
i=0

n n n
Fp2) = fp1) =D _aiph — Y _aiph =) _ai(py — p) = 4321 — 1234 = 3087
i=0 i=0 i=0

Nun ist stets a* — b¥ restlos durch a — b teilbar (der Beweis folgt unmittelbar aus

k—1
(CL . b) Z ak*l*ibi — ak: o bk
i=0

durch Ausmultiplizieren); folglich ist auch p4 — p% und damit

n

> ai(py — pi) = 3087

i=0
durch py — p; teilbar. Da eine ungerade Zahl niemals durch eine gerade Zahl restlos teilbar ist,
folgt, dass ps — p1 ungerade ist.
Demnach kénnen p; und p2 nicht beide ungerade sein. Damit verbleibt als einzige Moglichkeit
p1 = 2 (wegen p; < p2) und pa = 3 (p; und ps sind benachbarte Primzahlen).

Aufgabe 25/83
Es ist die Giiltigkeit der Ungleichung fiir beliebige positive ganze Zahlen n zu beweisen:

"1
Zﬁ<2
k=1

Fir k£ > 2 gilt
E 2 <k e—-Dt=k-1)""t -kt
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Folglich ist

k=1 k=2 = k=2 k=2
n—1 n—ll 1
=1 — (=1 —y ) =2-=-<2
o

fiir n > 2. Fiir n = 1 ist die Summe gleich 1 < 2.

Aufgabe 26/83
Wie viele (echt) vierstellige natiirliche Zahlen gibt es, die durch 11 teilbar sind und deren
Quersumme ebenfalls durch 11 teilbar ist?

Eine natiirliche Zahl ist bekanntlich genau dann restlos durch 11 teilbar, wenn dies fiir ihre
alternierende Quersumme zutrifft. Ist

x = 1000a3 4+ 100as + 10a1 + ag

eine Zahl, die die in der Aufgabe gestellten Bedingungen erfilllt (a; € N fiir ¢ = 0;1;2;3,
0<a;<9firi=0;1;2und 1 < a3 <9), so gilt also

ag —as +ay —ag = 11r und as+ag+a;+ayg=1lm
mit r € {—1;0; +1} und m € {+1;+2;+3}. Durch Addition und Subtraktion erhélt man daraus
az+ay; =5,5(m+r) ; as —ag = 5,5(m —r)

Daraus folgt unmittelbar m = r (mod 2) wegen a; € N. Also sind folgende Paare (r; m) moglich:
(—1;1),(—1;3),(0;2),(1;1), (1,3). Aus ihnen ergeben sich funf Gleichungssysteme:

az+a1 =0 ags+ag=11
as+a; =11 ag+ag =22
az+ar =11 as+ag=11
ag3t+a1 =11 as+ag=0
az+ar =22 as+ag=11

Nur das dritte und das vierte System haben Loésungen im Definitionsbereich der a;. Damit
a3z + a; = 11 gilt, muss a3;a; > 1 sein.

Es sind also die Paare (asz;a1) = (2;9), (3;8), (4;7), (5;6), (6;5), (7;4), (8;3) und (9;2) moglich.
Aus dem dritten System ergeben sich die gleichen Moglichkeiten fiir (ag;ap), aus dem vierten
System kann nur as = ag = 0 folgen, so dass bei 8 Moglichkeiten fiir (a3;a;) neun fir (ag;ag)
existieren. Insgesamt existieren damit 8 - 9 = 72 Zahlen der geforderten Art.

Aufgabe 27/83

Auf einer Ebene sind 9 Punkte so angeordnet, dass 4 von ihnen die Eckpunkte eines Qua-
drats bilden, 4 die Quadratseiten halbieren und der neunte den Mittelpunkt dieser Figur
markiert.

Gesucht ist der ldngste geschlossene Streckenzug, der alle Punkte verbindet, ohne dass ei-
ne Verbindung doppelt durchlaufen wird. Dabei sind nur Strecken zulédssig, die parallel zu
Quadratseiten oder -diagonalen verlaufen.
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Der vollstandige Graph (d h. der Graph, der alle zuldssigen "Kanten” enthélt) hat 8 Knoten
ungerader und einen Knoten gerader Valenz.

Voraussetzung fiir einen geschlossenen Streckenzug ohne Wiederholung ist, dass kein Knoten
ungerader Valenz existiert. Es miissen also mindestens 4 Strecken derart entfernt werden (da
jede Streichung einer Strecke 2 Knoten in der Valenz um je 1 mindert), dass 8 Knoten ungera-
der Valenz ihre Valenz um je 1 &ndern; der Knoten gerader Valenz muss dabei gerade Valenz
behalten.

Da wir den ldngsten Streckenzug suchen, streichen wir 1. nicht mehr als 4 Strecken und 2. nur
parallel zu Quadratseiten liegende (da diagonal verlaufende stets linger sind).

Die zu streichenden Strecken miissen auch so liegen, dass sie nicht am Knoten gerader Valenz
und nicht mehr als eine an einem Knoten ungerader Valenz anliegen. Bezeichnet man die Knoten
zeilenweise von links nach rechts mit 1 —2—3,4—5—6, 7—8—9, so entspréche z.B. der folgende
Streckenzug den Forderungen der Aufgabe: 1—2—5—-4—-2—6—-5—-3—-6—8—-5—-9—-8—-4—-7—5—1.

Im Jahr 1983 wurden nur neun Hefte "Wissenschaft und Fortschritt” und somit 27 Mathemati-
kaufgaben verdffentlicht.
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2.24 Aufgaben und Losungen 1984
Ab 1984 wurden monatlich zwei Mathematikaufgaben verdffentlicht.

Aufgabe 1/84
Man lése in reellen Zahlen z die Gleichung 1984187 = 2. 19842 — 121984,

Die gegebene Gleichung ist ein Spezialfall der Gleichung
Cnggﬁ — 2@2 . xlga (1)

Es gilt
lga®® =gz -lga = lgz'8®

Also ist wegen der Eineindeutigkeit der lg-Funktion

Damit ist (1) der Gleichung
algaz — 2(12 o alg:c

dquivalent. Durch weitere dquivalente Umformung folgt
2a'8% = 242 ; lgx =2
und damit z = 100 als eindeutige Lésung unabhéngig vom Parameter a.
Aufgabe 2/84
Gegeben ist ein Kreis mit dem Durchmesser d = 2r = AB. Eine zu AB senkrechte Gerade
schneidet den Durchmesser in P und den Kreis in C' und D. Die Umfénge der Dreiecke APC

und BPD verhalten sich zueinander wie /3 : 1.
Wie grof} ist das Verhéltnis AP : PB?

Wenn sich die Umfinge der zueinander #hnlichen Dreiecke wie v/3 : 1 verhalten, so verhalten
sich die Flacheninhalte wie 3 : 1. Folglich gilt
0,5-AP-PC:05-BP-PD=3:1
Wegen PC = PD (aus Symmetriegriinden) folgt sofort AP : PB =3: 1.
Aufgabe 3/84

Es seien a und b ganze Zahlen, und die Summe ¢ = a? + b? sei ohne Rest durch 231 teilbar.
Man beweise, dass dann ¢ sogar durch 53361 teilbar ist.

Es ist 231 = 3 - 7 - 11. Fiir das Quadrat 22 einer ganzen Zahl x gilt, wie man durch Ausrechnen
leicht feststellt

22=0(mod 3) 2?2=0 (mod 7) 22=0 (mod 11)
oder 22=1(mod3) 2?’=1(mod7) 2?=1 (mod 11)
oder 22 =4 (mod 7) 2% =4 (mod 11)
oder r2=2 (mod 7) 2?=9 (mod 11)
oder 22 =5 (mod 11)
oder 2?2 =3 (mod 11)
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Daraus folgt, dass eine Summe aus zwei Quadratzahlen genau dann restlos durch 3-7-11 = 231
teilbar ist, wenn dies fiir jede der beiden Quadratzahlen gilt. Dann sind sie aber sogar durch

32.7%.11%2 = 2312 = 53361

ohne Rest teilbar, und daraus folgt die Teilbarkeit der Summe.

Aufgabe 4/84 Gesucht sind alle rationalen Losungen (z;y) der Gleichung

4x%y? — 4a?y — 22 + 4z =2

Da offensichtlich z # 0 gilt, ist die Division mit 22 méglich. Aquivalente Umformungen ergeben
dann

dy? —dy=1—do 42272 5 4y —dy+1=2(1—-22"1 +27?)
2y —1)?=2(1—-2"")? =2y — 1| = V2]l -2
Es gibt nun zwei Moglichkeiten:

1. Esist 1 —2~! =0, also z = 1. Dann ist auch 2y — 1 = 0, also y = 0,5. Damit ist eine Lésung
(x =1;y = 0,5) gefunden.
2. Esist 1 — 27! # 0. Dann ergibt sich durch Division

2y —1] ‘(2y—1)9«“
|1 — 21 x—1

=2

Wiren nun x und y beide rational, so wéren auch der Term auf der linken Seiten der Gleichung
und damit auch /2 rational. Dies ist aber ein Widerspruch zu der bekannten Tatsache, dass /2
eine irrationale Zahl ist. Demnach ist das Paar (1;0,5) die einzige rationale Losung.

Aufgabe 5/84
Man beweise die Richtigkeit der Behauptung: Fiir jedes beliebige ebene Dreieck mit den
Seiten a, b, ¢ und dem halben Umfang s gilt die Ungleichung

1 1 1 9

-+ + 2 =
s—a Ss—b s—c s

Fiir beliebige positive reelle Zahlen x;y; z gilt die Ungleichung zwischen dem harmonischen und

dem arithmetischen Mittel: .
3 (1 T 1) Tyt
T

Yy oz - 3
Mit
1 2 2 >0
;L': = pr
s—a a+b+c—2a b+c—a
1 2 B 2 -0
y_s—b_a+b—|-c—2b_a+c—b
1 2 2

s—c¢ a+btc—2 atb—c
liefert diese Ungleichung

3 3 _1 < U S )
s—a+s—b+s—c s 3\s—a s—b s—ac
Multipliziert man mit 3, so folgt die Behauptung

1 1 1 9
+ + > =
s—a s—b s—ac s

435




2.24 Aufgaben und Lésungen 1984

Aufgabe 6/84
Gesucht sind alle (evtl. auch nichtreellen) Losungen des Gleichungssystems

1622 — 30zy + 92 =0 —zy+ 32 =6

Da die erste Gleichung des Systems homogen ist und auerdem x;y <> 0 gilt (Probe!), kann

man die erste Gleichung durch 22 oder durch y? dividieren. Man erhélt mit z = % bzw. z =¥

1622 =302 +9=0 bzw. 922 -3024+16=0

mit den Losungen

zZ1 = =; Z9 = — bzw. z1 = 29 = —

3’ 3
Daraus folgt 1 = 1,5y1, 2 = 0,375ys. Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, so ergibt sich
3y — 15y =6 ; 3y3 — 0,375y5 =6 also

Y1 = 2,y = :l:%\ﬁ, und damit x1 = £3, o = :l:%ﬁ. Es existieren also genau vier Losungen,
die sdmtlich reell sind.

Aufgabe 7/84

Ein Mann erzéhlt: "Das Geburtsjahr meines Enkels ist ein Produkt zy zweier natiirlicher
Zahlen x und y. Im Jahre 2 wird er = Jahre alt sein.”

In welchem Jahr ist der Enkel geboren?

Nach den Angaben des GroBvaters gilt 22 = xy + x. Wegen (offensichtlich) = # 0 folgt daraus
y=x— 1.
Ferner ist 1984 > oy = z(z — 1) = 2% — z,

45 > V1984 > \Jz(z — 1) =~ x

Es kommen also fir x Werte in der Nédhe von 45 in Frage. Werte x > 45, y > 44 fithren auf
xy > 2070 > 1984 und entfallen damit.

Werte 2 < 44,y < 43 ergeben xy < 1982 und entfallen aus biologischem Grund (der noch lebende
Grofivater hitte ein in unserem Land ungewohnlich hohes Alter). Demnach ist @ = 45,y = 44
und das Geburtsjahr des Enkels zy = 1980. Gesteht man dem Grofivater ein Alter von mehr als
120 Jahren zu, so kdme auch 1892 in Frage (dies wird aber durch den Aufgabentext ”... wird er
.. sein” ausgeschlossen).

Aufgabe 8/84

Klaus soll gegen Peter und Rolf abwechselnd Schach spielen und einen Preis gewinnen, wenn
er von drei Partien zwei aufeinanderfolgende gewonnen hat. Er schétzt Peter spielstérker ein
als Rolf.

Gegen wen wird er zuerst antreten? Die Wahl liegt bei ihm!

Es seine pp und pr die Wahrscheinlichkeiten, mit denen Klaus gegen Peter bzw. Rolf gewinnt,
p; die Wahrscheinlichkeit fir Sieg in der i-ten Partie (i = 1;2;3). Es gibt nun die folgenden
einander ausschliefenden Méoglichkeiten fiir den Gewinn de Preises.

1. Gewinn der ersten beiden Partien (die dritte kann entfallen).
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2. Verlust der ersten, Gewinn der zweiten und der dritten Partie.
Da man die Spielergebnisse als voneinander unabhéngig betrachten kann, gilt fiir die Wahr-
scheinlichkeit p eines Preisgewinns

p=p1-p2+ (L —p1) p2-p3s=p1-p2+p2-p3—p1-p2p3
Spielt Klaus in der ersten Partie gegen Peter, so ist
p=pp-Pr+DPR PP —PP PR PP =DR PP (2—Dpp)
spielt er zuerst gegen Rolf, so ist
P =PRr PP+PP PR—PR PP PR =DPR PP (2—DR)

Da Klaus die Spielstdrke Peters hoher einschéitzt als die von Rolf, ist pp < pr und damit
2—pp > 2—ppg. Die Gewinnchancen fiir Klaus werden damit (auf den ersten Blick iiberraschend!)
grofler, wenn er zuerst gegen die spielstdrkeren Peter antritt.

Aufgabe 9/84
Man bestimme alle Paare (x;y) ganzer Zahlen, die der Gleichung gentigen:

y+ayt=2zy+c+y+1

Es ist
Py+a=rylz+y)=2zy+z+y+1

Setzt man xy = a, x +y = b, so nimmt die Gleichung die Gestalt

20+ 1 3

ab=2a+2b+1 oder b +
a—1 a—1

an (da offensichtlich a = 1 keine Losung liefert). Damit b ganzzahlig wird, kommen fiir a nur
die Werte a; = —2,a2 = 0,a3 = 2 und a4 = 4 in Betracht. Fiir b ergeben sich daraus die Werte
by =1,bo = —1,b3 =5 und by = 3. Es sind nun die vier Gleichungssysteme

ry=ai 5 rty=0b

mit ¢ = 1;2; 3;4 im ganzen Zahlen x;y zu lésen. Von ihnen haben nur die ersten zwei ganzzahlige
Losungen (z;y), und es ist

L) zu=yn=-1 ; zi2=yn =2
2) xa1=yr=0 ; Ty =y = —1
Damit sind die vier Paare (—1;0), (0; —1), (2; —1), (—1;2) Losung der gegebenen Gleichung. Wei-

tere Losungen kann es auf Grund des Losungsverfahrens nicht geben.

Aufgabe 10/84
Man beweise die Richtigkeit des folgenden Satzes: Die Gleichung 2" + 1 = k*™*3 hat keine
Losung in natiirlichen Zahlen k; m; n.

Angenommen, es géibe eine Losung k;m;n € N der Gleichung

2n + 1= k2m+3
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Dann ist k mit Sicherheit ungerade: k =2l + 1,1 € N, [ > 1, da 2 gerade und damit 2" + 1
ungerade und aufilerdem 2™ 4+ 1 > 3 ist (n = 0 liefert offenbar keine Losung). Die Gleichung
nimmt damit die Gestalt

2" 41 = (20 4 1) = (20)*™3 4 (2m + 3)(21)*™ 2 + .. + (2m + 3)(2]) + 1
an. Daraus folgt

2" = 21[(20)*™2 4 (2m + 3)(20)*™ T + .. + 2m + 3]
2= = 1[(20)*™F2 + (2m + 3)(20)*™ T ..+ 2m + 3]

Die eckige Klammer auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist ungerade (alle Summanden
bis auf den letzten sind gerade, der letzte ist ungerade) und grofler als 1. Die linke Seite dagegen
enthélt ausschliellich Faktoren 2.

Damit fithrt die Annahme auf einen Widerspruch zum Satz iiber die Eindeutigkeit der Prim-
faktorzerlegung; sie ist also falsch, und damit ist das Gegenteil richtig: Es gibt keine Losung
k;m;n € N der Gleichung.

Aufgabe 11/84
Einem Dreieck ABC' sei ein Quadrat DEFG derart einbeschrieben, dass die Punkte D und

FE auf der Seite AB, I auf der Seite BC und G auf der Seite AC liegen. Man bestimme das

Maximum des Quotienten Q) = %, wobei mit A(X) die Flache der Figur X bezeichnet

ist. Fiir welche Dreiecke wird das Maximum angenommen?

Es sei H der Fulpunkt der Hohe auf AB und x die Quadratseite. Weiter sei c = ABund h = HC.
Dann gilt
A(ABC)=0,5ch  ;  A(DEFG) = z*

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke FEB und CHB (beide sind rechtwinklig und haben den gleichen
Winkel bei B) folgt

x:EB=h:HB also EB-h=z-HB (1)
Analog folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke GAD und CAH

x:AD=h:AH also AD-h=z-AH (2)
Addiert man (1) und (2), so ergibt sich

ch
c+h

hAD+ EB)=h(c—x)=2(AH+HB)=xz-¢c >z =

Quat o (Y (Y’
C 2 c+h) =2 7\ 0,5(c+ h)

Da das geometrische Mittel zweier positiver Zahlen nie grofler ist als ihr arithmetisches Mittel,
ist der Bruch in der letzten Klammer hochstens gleich 1. Es ist also @ < 0,5 und die Gleichheit
tritt genau dann ein, wenn h = c ist.

Damit folgt fiir Q

Aufgabe 12/84
Gesucht ist diejenige Losung der Gleichung

1 1 1
2 T .3 2

7 Y z

in natiirlichen Zahlen x; y; z, fir die das Produkt xyz minimal ist.
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Angenommen z;y; z seien Losung der gegebenen Gleichung. Dann folgt durch Multiplikation
mit 22y? # 0 die Gleichung

22+ g2 = a2y ?
Da z2;y? € N, ist auch 2?y?272 = n? € N und man kann das Tripel (z;y;n) in der Form
(zod; yod; nod) darstellen, wobei (xo; yo; 20) ein pythagoreisches Grundtripel und d € N,d # 0
ist. Damit folgt

n? = n%d2 = $2y2z72 = x%d2y(2]d2z*2 ; z = xoyono_ld

Wegen der paarweisen Teilerfremdheit von zo; yo; no (pythagoreische Grundtripel) muss ng Tei-
ler von d sein: d = nod’ mit d' € N,d" # 0.

Demnach ist zyz = ($0y0n0)2d/ 3 genau dann minimal, wenn d’ = 1 gilt und zo; yo; 2o die kleins-
ten Zahlen sind, die in einem pythagoreischen Grundtripel auftreten kénnen: x¢g = 3,y9 = 4
(bzw.umgekehrt), ng = d = 5 und damit (z;y; 2) = (zod; yod; zod = xoyo) = (3-5;4-5;3-4) =
(15;20;12) bzw. (20;15;12) (wegen der Symmetrie in x und y). Tatséchlich ist

15242072 =122

Aufgabe 13/84
Man berechne die Summe aller derjenigen natiirlichen Zahlen, die in ihrer dezimalen Dar-
stellung jede der funf Ziffern 1;2;3;4;5 genau einmal enthalten.

Da in der dezimalen Darstellung der zu summierenden Zahlen jede der fiinf Zahlen 1;2;3;4;5
genau einmal enthalten ist, gibt es n = 5! = 120 derartige Zahlen. Denkt man sich diese Zahlen
untereinander geschrieben, so kommt jede dieser Ziffern in jeder Spalte %’ = 4! = 24mal vor.
Folglich gilt fiir die Summe S; der einzelnen Spalten

5
Si=24) k=24-15= 360
k=1

und fiir die gesuchte Summe S

10° —1
10—1

5 5
S=Y5;-10""=360> 10" =360

i=1 =1

= 3999960

Aufgabe 14/84
Fiir welche natiirlichen Zahlen n existiert kein Polyeder mit genau n Kanten?

1. Feststellung: Fiir alle geraden Zahlen n > 6 existiert ein Polyeder mit genau n Kanten.
Beweis: Es sei n = 2k, k € N, k > 3. Jede k-seitige Pyramide hat genau k Kanten der Grund-
fldche zur Spitze; damit hat jede k-seitige Pyramide mit & > 3 genau n = 2k > 6 Kanten.

2. Feststellung: Fiir alle ungeraden Zahlen n > 9 existiert ein Polyeder mit genau n Kanten.
Beweis: Es sei n =2k + 1, k € N, k > 4. Fiir jede (k — 1)-seitige Pyramide gilt die Feststellung
1; sie hat also genau 2k — 2 Kanten. Schneidet man durch einen ebenen Schnitt eine Ecke an der
Grundfliche ab, so treten 3 neue Kanten auf. Damit hat die "verstiimmelte” Pyramide genau
n=2k—2+3=2k+1>9 Kanten.

3. Feststellung: Fiir n < 6 existiert kein Polyeder mit genau n Kanten.
Beweis: Jede Flache enthilt mindestens 3 Kanten, jedes Polyeder enthélt mindestens 4 Fléchen,
jede Kante gehort genau 2 Fldchen an. Die minimale Kantenzahl ist also ny, = % = 6.
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4. Feststellung: Es ist noch die Existenz eines Polyeders mit genau 7 Kanten zu iiberpriifen. An-
genommen, es giabe ein solches Polyeder. Nach dem Eulerschen Polyedersatz gilt f +e =k + 2,
fir k="7also f+e=9. Da f >4 ist, gilt e <5.

Es gibt nur ein Polyeder mit f = 4, das Tetraeder, bei ihm ist e = 4 und damit e + f =8 # 9.
Vergroflert man die Flachenzahl um 1, so ergibt sich entweder eine vierseitige Pyramide mit
e =5,k = 8, oder ein Pyramidenstumpf (bei dem Grund- und Deckfliche nicht notwendig par-
allel sind) mit e = 6,k = 9. In keinem Fall ist k = 7.

Es ist auch unmittelbar einzusehen (Folgerung aus dem Polyedersatz), dass jede weitere Ver-
groflerung der Flédchenzahl zu einer Vergrofilerung der Kantenzahl fiihrt.

Ergebnis: Fur die natiirlichen Zahlen n < 6 und n = 7 existiert kein Polyeder mit genau n
Kanten.

Aufgabe 15/84

In einem Trapez ABC'D mit AB || CD und BC = DA seien auf BC und DA zwei Punkte
E und F so festgelegt, dass EFC' = F' A ist.

Man beweise: EF' ist genau dann minimal, wenn FF Mittelparallele ist.

Es seien M und N die Halbierungspunkte von BC bzw. DA. Wir konstruieren das zu ABCD
beziiglich N zentralsymmetrische Trapez ADB’C’. Dabei sind M’, E’ und F’ die zu M, E bzw.

F beziiglich N zentralsymmetrischen Punkte.
Es sei nun G der Punkt auf B'C’ fiir den gilt B'G = C'E’ = CE = AF = DF’. Dann ist sicher

GF =FE'F =EF und GF +EF =2EF >GF'E=M'NM =2NM

Das Minimum wird offensichtlich genau dann angenommen, wenn der Streckenzug GFE auf
einer Geraden liegt, d.h., wenn FF = F/ = N und £ = M, E' = M’ = G ist. Dann aber ist
EF =NM, w.z.b.w.

Aufgabe 16/84
Gesucht sind alle Paare (p; ¢) von Primzahlen, fiir die P = p?+¢?—167 und Q = p? —¢>+167
ebenfalls Primzahlen sind.

Ist p = q = 3, so ist P < 0. Folglich ist mindestens eine der Primzahlen p und q nicht gleich 3.
Wir untersuchen daher 3 Fille:

1. Essei p=3,¢# 3. Dann gilt P = ¢®> — 158 > 0, Q = 176 — ¢®> > 0 also 158 < ¢> < 176
und ¢ = 13.
Damit ist eine Losung (p1;¢q1) = (3;13) gefunden (die Probe bestétigt die Richtigkeit).

2. Essei p# 3, ¢ =3. Dann gilt P = p> — 158 > 0 und Q = p?> + 158 > 0. Da p # 3, ist
p==+1 (mod 3), p> =1 (mod 3). Folglich ist Q@ = 1+ 158 = 0 (mod 3) und damit niemals
Primzahl. Dieser Fall ist also nicht moglich.

3. Esseip+#3,q#3also p?=¢* =1 (mod 3). Dann ist
P=141-167=0 (mod 3 ;also P=3 ; p? 4+ ¢*> =P+ 167 =170

woraus p; ¢ < 13 folgt. Von den nunmehr noch in Frage kommenden 16 Wertepaaren (p; ¢ =
2;5;7;11) geniigt nur das Paar (p2; ¢2) = (11;7) beiden Gleichungen. Damit erfiillen genau
die beiden Paare (p1;q1) = (3;13) und (p2;g2) = (11;7) die Bedingungen der Aufgabe.
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Aufgabe 17/84

Es sei a eine 1984stellige natiirliche Zahl, die durch 3 teilbar ist. Weiter seien b die Quer-
summe von a, ¢ die Quersumme von b und d die Quersumme von c. Welche Werte kann d
annehmen?

Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist, so ist auch ihre Quersumme durch 3 teilbar. Also sind mit
a und b, ¢ und d durch 3 teilbar. Offenbar gelten fiir b, ¢ und d die folgenden Abschitzungen:

b<9-1984 = 17856; c<9+9+9+9=36; d<2+9=11

Damit kommen fiir d nur die Werte dy = 3;d2 = 6;d3 = 9 in Frage.

Aufgabe 18/84
Gesucht sind alle rechtwinkligen Dreiecke mit ganzzahligen Seitenldngen, bei denen die Zah-
lenwerte von Flacheninhalt und Umfang {ibereinstimmen.

Nach dem Aufgabentext werden alle pythagoreischen Zahlentripel (a; b; c) gesucht, fiir die gilt

a—b—a—i-b—i-c
5 =

(dabei spielt eine Vertauschung von a und b keine Rolle). Bekanntlich erhélt man alle pythago-
reischen Tripel (a;b; ¢) durch den Ansatz

a=k(m?—n? ; b= 2kmn ; k(m? +n?)
mit k;m € N, k;m;n <> 0. Setzt man dies ein, so ergibt sich

k(m? —n?) - 2kmn
2

= k(m? —n?) 4 2kmn + k(m* 4+ n?) — E*(m —n)(m +n)mn = 2km(m +n)

bzw. wegen (m + n); k;m;m # 0

2
k(m — =2—-m= —
(m—n)n m=mn-+ .
Damit m € N gilt, muss kn = 1 oder kn = 2, also k1 = 1,n1 = 1,ks = 1,n9 = 2 oder
ks = 2,n3 = 1 sein. Dann aber ist m; = mo = 3, m3 = 2 und es folgt

a1:8 51:6 01:10
CL2:5 b2:12 02:13
a3:6 b3:8 63:10

Man erkennt, dass die dritte Losung (bis auf die unwesentliche Vertauschung von a und b)
mit der ersten tibereinstimmt. Die Aufgabe hat (wie die Probe bestétigt) demnach genau zwei
wesentlich voneinander verschiedene Losungen.

Aufgabe 19/84

Unter welcher Bedingung kann man in zwei konzentrische Kreise K; und K3 ein Dreieck
derart einbeschreiben, dass der groflere Kreis Umkreis und der kleinere Kreis Inkreis des
Dreiecks ist?
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Genau dann, wenn der Umkreis und der Inkreis eines Dreiecks konzentrisch sind, fallen ihre
Mittelpunkte, also der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten und der Schnittpunkt der Winkel-
halbierenden, zusammen. Daraus folgt, dass das Dreick gleichseitig ist.

Damit fallt auch der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden mit dem Mittelpunkt der konzentri-
schen Kreise zusammen. Da die Seitenhalbierenden einander dritteln, gilt fiir das Verhéltnis der
Radien von In- und Umkreis p bzw. r: p:r = 0,5 und r = 2p.

Damit ist die gesuchte Bedingung gefunden: Der Radius der gréferen Kreises muss gleich dem
doppelten Radius des kleineren Kreises sein. Sie ist sowohl notwendig als auch hinreichend.

Aufgabe 20/84
Es sind alle Quadrupel (p1; p2; ps; p4) von Primzahlen p; zu ermitteln, die Losung der Glei-
chung p? + p3 + p3 + p3 = 999 sind (Rechengeriite sind zur Losung nicht zugelassen!).

1. Wegen 999 = 1 (mod 2) ist die Anzahl der ungeraden Primzahlen im Quadrupel ungerade.
Wire nun genau ein p; ungerade (0.B.d.A. sie dies py), so wire p; = pa = p3 = 2. Die Gleichung

22 422 4 2% 4 p2 = 999

liefert aber keine Primzahl p4. Folglich sind genau 3 Primzahlen ungerade und eine (0.B.d.A.
p1) gleich 2. Die gegebene Gleichung ist damit auf die Gleichung reduziert

p3 + p3 + pi = 986

2. Wegen 995 = 2 (mod 3) und p? = 1 (mod 3) fiir p; # 3 folgt, dass fiir genau ein p; (0.B.d.A.
p2) gilt p; = 3. Die gegebene Gleichung ist damit auf die Gleichung reduziert

p3+pi = 986

3. Wegen 986 = 1 (mod 5) und p? = +1 (mod 5) fiir p; # 5 folgt, dass fiir genau ein p; (0.B.d.A.
p3) gilt p; = 5. Die gegebene Gleichung ist damit auf die Gleichung

P =961

mit der Losung py = 31 reduziert. Tatséchlich ist py Primzahl.
4. Es gibt also ein Grundquadrupel (p1;p2;p3; pa) = (2;3;5;31). Nimmt man auf die Reihenfolge
keine Riicksicht, so gibt es also (wie der Losungsweg zeigt) keine weiteren Losungen. Wird
dagegen die Reihenfolge als erheblich angesehen, so ergeben sich aus dem Grundquadrupel durch
Permutation noch 4! — 1 = 23 weitere (abgeleitete) Quadrupel.

Aufgabe 21/84

Es seien q1 = p?, ¢o = p3 und ¢3 = p% die Quadrate beliebiger mehrstelliger Primzahlen p;
und ¢ eine Zahl, die man durch Aneinanderreihen der Ziffern der ¢; in beliebiger Reihenfolge
unter Beriicksichtigung ihrer Mehrfachheit erhélt. Man beweise, dass q keine Primzahl ist.

Da fiir i = 1;2;3 nach Voraussetzung gilt p; > 10, gilt auch p; # 0 (mod 3) und damit ¢; = 1
(mod 3). Damit folgt fiir die Quersummen ((¢;) = 1 (mod 3) und

Q(q) = Q(q1) + Q(g2) + Q(g3) =3 =0 (mod 3)

d.h., dass q restlos durch 3 teilbar ist. Da sicher ¢ > 3 ist, folgt, dass q keine Primzahl sein kann.

442



2.24 Aufgaben und Lésungen 1984

Aufgabe 22/84
Gegeben sei die Menge aller Folgen {x(n)}, die der Rekursionsformel

Tpa1(n) = 2xk(n) + 1; zo(n) = 2n

mit n € N geniigen. Man zeige, dass jede ungerade natiirliche Zahl 2i + 1 (i = 0;1;2;...) in
genau einer dieser Folgen enthalten ist.

Es ist 2(n) = (2n + 1) - 2¥ — 1, wie man durch vollstéindige Induktion beweist:

Loag(n) =(2n+1)-2° -1 =2n,

2. 2pr1(n) =22(n) +1=2[2n+1)- 2" — 1]+ 1= 2n+1)- 281 —24+ 1= (2n+1)- 2k — 1.
Es sei nun zx(n) =2i+ 1 (i = 0;1;2;...). Dann folgt

z(n)+1=2+2=2n+1)-2 . 206k4+1)=2n+1) -2*

Aus dieser Gleichung kann man die Zahlen n und k eindeutig (wegen n; k € N) bestimmen: Man
dividiert 2(i 4 1) durch die hochste als Faktor enthaltene Zahl 2¢. Der Quotient ist 2n + 1.
Beispiel: Fiir 2i 4+ 1 =71, = 35 gilt

2i+1)=2-36=2(n+1)- 2~

Esfolgt k=3,n=4und zog =8,21 =2x0+ 1= 17,20 = 35,23 = 71, x4 = 143, ...

Aufgabe 23/84
Es ist zu beweisen: Fur alle natirlichen Zahlen n ist z, = 2" - 1985 als Summe aus den
Quadraten zweier natiirlicher Zahlen darstellbar.

Die Behauptung ist offenbar richtig fiir n = 0;29 = 2° - 1985 = 1985 = 49 - 1936 = 72 + 442
Wenn bewiesen werden kann, dass aus der Giiltigkeit der Behauptung fiir irgendein n = £ die
Giiltigkeit fiir n = k+1 folgt, ist der geforderte Beweis erbracht. Angenommen, die Behauptung
gelte fiir irgend ein n =k

zp = 281985 = 22 + 4/

mit z;y € N. Dann ist
Zpar = 28711085 = 228 . 1985 = 202 + 2% = 22 + 2wy + % + 2% — 2wy + 12 =

= (@ +y)*+ (@ —y)?=a"+y?

ebenfalls als Summe aus den Quadraten zweier natiirlicher Zahlen darstellbar, da mit z;y € N
auch 2’ =z +y;y/ =2 —y € N gilt.

Aufgabe 24/84
Man ermittle alle (im dekadischen System) vierstelligen natiirlichen Zahlen n, die folgende
Bedingungen erfiillen:

1. Die Quersumme ist 23.

2. Die alternierende Quersumme ist -5.

3. Das Querprodukt ist 360.

4. Die Summe aus den an erster und an dritter Stelle stehenden Ziffern ist gleich der Ziffer
an der zweiten Stelle.
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Angenommen, es gibe (wenigstens) eine Zahl
n =10%a + 10%b + 10c + d

welche die gestellten Bedingungen erfiillt (a;b; ¢;d € N, a;b;c;d < 9). Dann gelten die folgenden
Gleichungen

a+b+c+d=23 (1
a—b+c—d=-5 (2
abcd = 360 (3
a—b+c=0 (4

~— — ~— ~—

Durch Addition von (1) und (2) folgt mit (4): a+c¢ =9 = b (5) und durch Einsetzen aus (1)
d =5, aus (3) ac = 8 (6).

Wegen a;c € N ergibt sich aus (5) und (6) sofort a; = 1,¢; = 8 und az = 8,¢2 = 1. Die Probe
bestétigt, dass die beiden Zahlen n; = 1985 und no = 8915 alle gestellten Bedingungen erfiillen.
Weitere Zahlen n kann es auf Grund des Losungsweges nicht geben.
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2.25 Aufgaben und Losungen 1985

Aufgabe 1/85
Man finde alle Losungen der Gleichung 3% + 4% = 5% in reellen Zahlen x.

1. Feststellung: 1 = 2 ist Losung.
2. Feststellung: Die gegebene Gleichung ist der Gleichung

3 T 4 T
- -] —1=0
(5) +(3)
dquivalent.

3. Feststellung: Die Funktion y = a” mit 0 < a < 1 ist streng monoton fallend. Demzufolge ist

auch die Funktion

eine streng monoton fallende Funktion.
4. Feststellung: Eine streng monotone Funktion nimmt jeden Wert héchstens einmal an. Sie hat
demnach auch hochstens eine Nullstelle. Damit ist 1 = 2 die einzige Losung.

Aufgabe 2/85
Man konstruiere ein Dreieck ABC aus der Hohe h. auf der Seite AB = ¢, der Seitenhalbie-
renden s. der Seite ¢ und der Winkelhalbierenden w, des Winkels v = £ ACB!

Wir bezeichnen mit D den Fulpunkt der Hohe h. auf ¢, mit £ den Endpunkt der Winkelhal-
bierenden w, auf ¢, mit /' den Halbierungspunkt von ¢, mit M den Mittelpunkt des Umkreises
und mit G den Schnittpunkt der verlingerten Winkelhalbierenden w, mit dem Umkreis. Dann
gelten die folgenden Feststellungen:

1. Das Teildreieck CDF ist konstruierbar aus h., s und LCDF = 90° nach ssw, vorausgesetzt
Se¢ > he (dem grofiten Winkel liegt die grofite Seite gegeniiber).

2. Das Teildreieck CDE ist konstruierbar aus h.,w, und £LCDF = 90° nach ssw, vorausgesetzt
wy > he (dem grofiten Winkel liegt die grofite Seite gegentiber).

3. Es ist AG = BG nach dem Peripheriewinkelsatz ({ACE = LACG = {ECB = £GCB =
0,57, demnach auch £{GAB = {ABG nach dem Peripheriewinkelsatz. Damit ist A AFG =A
BF@ nach sss; also ist LAFG = ABFG = 90° (Nebenwinkel).

4. Das Hilfsdreieck EF'G ist konstruierbar aus EF = DF — DE, AEFG = LCED (Scheitel-
winkel) und LAFG = LEFG = 90° nach wsw.

5. Der Punkt M ist konstruierbar als Schnittpunkt der Senkrechten auf DF in F' (Mittelsenk-
rechte von ¢) mit der Mittelsenkrechten von C'G.

6. Der Umkreis ist konstruierbar als Kreis um M mit dem Radius r = MC = MG.

7. Die Dreieckspunkte A und B sind konstruierbar als Schnittpunkte der Geraden durch D, E
und F' mit dem Umkreis.

Determination: Unter 1. wurde s. > h., unter 2. w, > h. vorausgesetzt. Da die Winkelhalbie-
rende die Gegenseite im Verhéltnis der anliegenden Seiten teilt, muss die Konstruktion unter 4.
so durchgefiihrt werden, dass £ zwischen D und F' liegt. Demnach muss sogar s. > w, > h,
gelten. Sind diese Voraussetzungen erfiillt, so sind alle Konstruktionen (bis auf den Umlaufsinn)
eindeutig ausfithrbar.

Die Konstruktionsbeschreibung ergibt sich aus den Feststellungen.
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Aufgabe 3/85

In einem ebenen Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ sollen die Mafizahlen der Seiten eine
nichtkonstante arithmetische Folge . Ordnung bilden (O.B.d.A. sei a < b < ¢). Die Differenz
sei d (also d > 0). Fiir welche Verhéltnisse d : a ist das Dreieck 1. spitzwinklig, 2. rechtwinklig,
3. stumpfwinklig?

Aus dem Kosinussatz folgt

1) a®? +b* = a® + (a + d)? > ¢ = (a + 2d)? fiir spitzwinklige, (1)
2) a®> +b*> = a® + (a +d)? = ¢® = (a + 2d)? fiir rechtwinklige, (2)
3)a? + b =a’+ (a+d)? < = (a+ 2d)? fiir stumpfwinklige (3)

Dreiecke. Es folgt weiter
d\* 2d 1
O. — - —
’ (a> + 3a 3

(wobei < fiir (1), = fiir (2) und > fiir (3) gilt). Die Losung dieser im Verhéltnis d : a quadratischen
Ungleichungen bzw. Gleichung liefert (negative Werte entfallen!)

1) fiir spitzwinklige Dreiecke 0 < d:a < 1: 3,

2) fiir rechtwinklige Dreiecke d: a =1 : 3,

3) fur stumpfwinklige Dreiecke 1:3 < d: a.

Da in jedem Fall auch die Dreiecksungleichungen erfiillt sein miissen, gilt zudem a+b = a+a+d =
2a4+d >c=a+2d, also a > d, d : a < 1. Dies beschrankt fiir stumpfwinklige Dreiecke auf
1:3<d:a<1.

3d% + 2ad — a?

IVIA
IVIA
]

Aufgabe 4/85
Man ermittle den Wert des Terms

cos 20° - cos 40° - cos 60° - cos 80°

ohne Tabellen, Rechengeréite oder dhnliches zu Hilfe zu nehmen!

Es sei
c0s20° - cos40° - cos60° - cos80° =z ; sin20°-sin40° - sin 60° - sin 80° = y
Durch Multiplizieren folgt daraus
2 sin 20° cos 20° - 2 sin 40° cos 20° - 2 sin 60° cos 60° - 2 sin 80° cos 80° = 16xy
und wegen 2sin a cos a = sin (2a), sin 180° — a = sina und y # 0
sin 40° - sin 80° - sin 60° - sin 20° = 162y =y — 162 =1
Also ist

z = cos20° - cos 40° - cos 60° - cos 80° = 0,0625

Aufgabe 5/85

Gegeben sei ein Kreis mit dem Mittelpunkt M, dem Radius 7 und einer Sehne AB = s. Um
wieviel muss man AB iiber B hinaus verldngern, wenn die vom Endpunkt F der Verldngerung
an den Kreis gelegte Tangente die Lange ¢ haben soll?
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Es sei BE = x. Nach dem Sehnen-Tangentensatz gilt
t2 = (z+ s)z also 23 s —t2=0—2=05(Vs2+ 42 — 5)

(wegen x > 0 kommt die zweite Losung nicht in Frage.

Aufgabe 6/85
Wieviele verschiedene reelle Losungen hat das Gleichungssystem

x2+y:a ; ac—i—yQ:a

in Abhéangigkeit vom Parameter a?

Durch Subtraktion einer Gleichung von der anderen und nachfolgender Umformung erhilt man
Pry—z—y> =0=(z—y)(z4+y—1)=0

Ein Produkt ist genau dann gleich null, wenn wenigstens ein Faktor gleich null ist: 1. z =y, 2.
r=1—y.

Setzt man dies in eine der gegebenen Gleichungen ein, so ergibt sich y>4y = a bzw. y>—y+1 = 0.
Die Losungen dieser in y quadratischen Gleichungen sind

y=-05+a+025  bzw. y=0,5=++a—0,75

Reelle Losungen ergeben sich nur fir ¢ > 0,25 und im 2.Fall fiir ¢ > 0,75. Das System hat
somit keine reellen Losungen fiir a < —0,25, genau eine reelle Losung fir a = —0,25, genau zwei
reelle Losung fiir —0,25 < a < 0,75 und genau vier reelle Losungen fiir ¢ > 0,75, wobei die
Mehrfachheit von Losungen unbertiicksichtigt blieb.

Aufgabe 7/85

Der etwas zerstreute Mathematiker A klagt seinem Kollegen B: "Ich habe meine Safenummer
vergessen; ich weifl nur noch, dass ihre Ziffernfolge symmetrisch war und dass sie gleich dem
Quadrat aus dem Geburtsjahr eines Gelehrten der neueren Zeit war, aber nicht mehr, von
wem.”

Nach kurzer Uberlegung antwortet B: "Das kann nicht sein, du musst dich irren!”

Welche Uberlegung hatte er angestellt?

Legt man den Beginn der "neueren Zeit” (grofiziigig) mit etwa 1450 fest, so gilt fiir die gesuchte
Zahl x die Ungleichungskette

2.10% < 1450% < 2 < 19842 < 4-10°

Da die Ziffernfolge symmetrisch ist, miisste die letzte Stelle von x eine 2 oder eine 3 sein. Das
ist aber ein Widerspruch zu der Tatsache, dass keine Quadratzahl auf 2 oder 3 endet.

Beweis fiir diese Behauptung:

Es sei = 10a + b mit a;b € N, b < 9. Dann ist 2 = 100a? + 20ab + b?; die letzte Stelle von x>
wir also von b? eindeutig bestimmt. Nun ist fiir

b=0;1;2:3;4;5;6;7;8;9
b2 = 0;1;4;9; 16; 25; 36; 49; 64; 81

in keinem Fall also 2 oder 3.
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Aufgabe 8/85
Man ermittle die kleinste natiirliche Zahl n, die sowohl als Summe von 10 als auch als Summe
von 794 aufeinanderfolgenden (nicht notwendig natiirlichen) ganzen Zahlen darstellbar ist!

Fir die Summe n = s; von k aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen gilt bekanntlich 2s; =
k(2a + k — 1), wobei a die kleinste der k ganzen Zahlen ist. Demnach ist die doppelte Summe
restlos durch k teilbar. In unserem Falle ist sie sowohl durch 10 als auch durch 794 teilbar, also
ein gemeinsames Vielfaches von 10 und 794; wegen der Minimalitdt von n = s ist sie sogar das
kleinste gemeinsame Vielfache:

2n =25, =2-5-397 = 3970 ; n =5, =095-397 = 1985

Tatsachlich ist
203 399

1985= > i= Y i

1=194 1=—394

Aufgabe 9/85
Gegeben seien zwei einander dhnliche, rechtwinklige Dreiecke, die dem gleichen Kreis ein-
bzw. umbeschrieben sind. Man ermittle das minimale Ahnlichkeitsverhéaltnis k& > 1!

1. Wegen k > 1 ist k das Verhéltnis der Streckenléngen aus dem umbeschriebenen Dreieck zu
den entsprechenden Streckenldngen des einbeschriebenen Dreiecks.

2. Geht eine Kathetenlénge des einbeschriebenen Dreiecks gegen null, so geht die entsprechende
Kathetenldnge des umbeschriebenen Dreiecks gegen r (wobei r der Radius des Kreises ist).
Demnach gilt in diesem Falle k — oo.

3. Aus Symmetriegriinden tritt ein Extremwert von k im Falle des gleichschenkligen Dreiecks
auf; wegen 2. ist dies das gesuchte Minimum.

4. Fiir die Hohe h auf der Hypotenuse gilt im Falle des gleichschenkligen Dreiecks

a) fir das einbeschriebene Dreieck he = 4

b) fiir das umbeschriebene Dreieck h, = r(1 + v/2)

(wie man an einer Skizze mit Hilfe der Sétze von Thales und Pythagoras leicht erkennt). Damit

erhalt man
k=hy:he=1+V2~241...

Aufgabe 10/85
Gesucht sind alle Quadrupel (ny;ng;n3;ng) natiirlicher Zahlen n; (i = 1;2;3;4) mit n; <
ng < ng < ng (wobei 0 € N sei), fiir die

z=mn1! ngl-ng!-ny! — 32

eine Quadratzahl ist.

Ist ng > 5, so enthilt ny! die Primfaktoren 2 und 5. Damit ist
z = nylng!nglng! — 32 =0— 32 =8 (mod 10)

Nun gilt aber (10a + b)?> = b* (mod 10) fiir a;b € N. Ist b = 0;1;2;3;4;5;6;7;8;9, so ist
b2 =0;1;4;9;6;5;6;9;4; 1 (mod 10).
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In keinem Fall gilt also b> = 8 (mod 10). Demnach ist ny < 4. Damit kommen zunichst nur die
folgenden fiinf Quadrupel in Frage:

(0:1;2;3), (05 15;2;4), (0515 3;4), (05 2; 3;4), (1;2; 3;4)
Die Probe weist aus, dass das erste und das dritte Quadrupel entfallen. Die Lésungsmenge

enthilt also drei Elemente: (0;1 : 2;4), (0;2;3;4) und (1;2;3;4).

Aufgabe 11/85
Es sei n € N, n =0 (mod 9). Man beweise, dass dann n? durch drei verschiedene Summen
aus je drei Quadralen natiirlicher Zahlen darstellbar ist (wobei die Zahl Null ausgenommen
sei).
Aus n =0 (mod 9) folgt n = 9k mit k € N,n? = 81k%. Wegen
N =8 +42+1"=7"+4>+4=6>+6+3°
folgt sofort die Behauptung
81k% = 64k? + 16k> + k% = (8k)% 4 (4k)? + k% = 49k? + 16k* + 16k% = (Tk)* + (4k)® + (4k)? =
= 36k? + 36k + 9k* = (6k)? + (6k)? + (3k)*
Aufgabe 12/85

Welchen Rest lidsst das Polynom P(z) = 2™ — 2"~ mit n € N, n # 0 bei der Division durch
das Polynom Q(z) = (z — 1)2?

Da Q(z) vom zweiten Grade ist, muss der Rest R(x) linear sein: R(x) = a1z + ap mit reellen
Zahlen aq,ag. Es gilt also
P(z) = (z — 1)?Pi(z) + a1 + ag

wobei P;(z) ein Polynom (n — 2)-ten Grades in x ist. Fiir z = 1 folgt
P(1)=0-Pi(1)+a1+ap=0
also ag = —a7. Durch Differenzieren erhélt man auflerdem
P'(z) = 2(x — 1)Py(x) + (x — 1)?P{(z) + a1 = na" 1 — (n — 1)z" 2
Setzt man darin x = 1, so ergibt sich P'(1) = a; =n — (n—1) = 1. Damit ist R(z) =z — 1.
Aufgabe 13/85
Es seien x1, 9, m und n ganze Zahlen und m kein Teiler von n. Ferner seien y; und ys reelle

Zahlen, und es gelte
To = T1+Mm ; Yy2=1y1+n

Man zeige: Es gibt keine quadratische Funktion y = f(x) = 22 + bz + ¢ mit ganzzahligen
Koeffizienten b und ¢ derart, dass f(x1) = y; und f(x2) = ys gilt.
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Angenommen, es gibe eine solche Funktion y = f(z) = az? + bx + ¢ mit ganzzahligen Koeffizi-
enten a und b. Dann wére

y2 —y1 = flw2) — f(x1) = (aa3 + baz + ¢) — (aa] + bzy + ¢) = a(z3 — 2]) + b(wz — 21) =

= (o — z1)[a(xa + 1) + b] = mla(za + 1) + b =n

Wegen der Ganzzahligkeit von a, b, x1, und xo wére also n durch m teilbar im Widerspruch zur
Voraussetzung. Damit ist die Annahme falsch und die Behauptung richtig.

Aufgabe 14/85
Man ermittle alle Primzahl-Zwillingspaare (pi1;p2) der Form p; = 2p — 1, po = 2p + 1, bei
denen auch p eine Primzahl ist!

Von den drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen 2p — 1, 2p und 2p + 1 ist mit Sicherheit
genau eine durch 3 teilbar.
1. Es sei dies p; = 2p — 1. Wegen der Primzahleigenschaft von p; ist dann

pr=2p—-1=3 ; p=2 ; p2=2p+1=5

Damit ist das Paar (p11;p21) = (3;5) als Element der Losungsmenge gefunden.
2. Es sei dies 2p. Wegen der Primzahleigenschaft von p ist dann

p=3 5 m=2p-1=5 ; p=2p+1=7

und es ist das Paar (p12;p22) = (5;7) als Element der Losungsmenge gefunden.

3. Es sei dies p = 2p + 1. Wegen der Primzahleigenschaft von ps ist dann po = 2p+3 und p =1
im Widerspruch zur geforderten Primzahleigenschaft von p. Diese Moglichkeit scheidet also aus.
Da die Fallunterscheidung vollstédndig ist, kann es keine weiteren Elemente der Lésungsmenge
geben.

Aufgabe 15/85

Es seien durch die Zahlen a;b; ¢ die Seitenldngen eines Dreiecks mit dem Umfang U und
durch a?; b%; ¢? die Seitenldngen eines Dreiecks mit dem Umfang U’ gegeben. Man ermittle
die untere Grenze des Verhéltnisses U? : U’!

Nach den Dreiecksungleichungen gilt a +b > ¢, b+ ¢ > a, c+ a > b, also
c(a +b) > ; a(b+c) > a® ; b(c+a) > b
cla+b+c) > 2 ; ala+b+c) > 2d* ; b(c+a+b) > 20
Durch Addition der drei Ungleichungen erhélt man
ala+b+c)+bla+tb+c)+clat+b+e)=(a+b+c)®>2a®+b*+c?)

Wegen a + b+ c = U und a? + b? + ¢ = U’ folgt sofort U? > 2U’ und U? : U’ > 2. (wegen
U’ #0). Die untere Grenze von U? : U’ (die nicht angenommen wird) ist also 2.

Aufgabe 16/85

Man beweise die Giiltigkeit der Fermatschen Behauptung

"Die Gleichung a™ + b™ = ¢™ hat fiir positive ganze Zahlen a; b; c;n mit n > 2 keine Losung”
fir den speziellen Fall, dass a; b; c; n Primzahlen sind!

Angenommen, es gibe eine Losung der geforderten Art. Dann sind drei Falle zu unterscheiden:
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1. Sind @ und b beide gerade, so ist a = b = 2 wegen der Primzahleigenschaft von ¢ und b
und folglich
an+bn:2n+2n:2n+1 :Cn

also c = V2ntl =2. /2 ¢ N.

2. Sind a und b beide ungerade, so sind auch ¢” und b beide ungerade. Damit ist ¢ als
Summe zweier ungerader Zahlen gerade. Da auflerdem wegen a; b > 2 auch a"+b" = " > 2
gilt | ist ¢ sicher keine Primzahl.

3. Ist genau eine der beiden Zahlen a;b gerade (O.B.d.A. sei dies a), so ist diese wegen der
Primzahleigenschaft gleich 2: @ = 2. Die Gleichung a™ 4 bln = 2™ + d" = ¢" ist dann
dquivalent der Gleichung ¢ — b = 2.

Nun ist andererseits

=" = (c—b) ("0 + 2 4L+ AT

Da b; ¢;n wegen ihrer Primzahleigenschaft ungerade sind, (b;c;n > 2 ist vorausgesetzt),
stellt die zweite Klammer eine Summe aus einer ungeraden Anzahl ungerader Summanden
dar, ist also ungerade. Damit kann ¢” — b™ nicht gleich 2" sein (Satz iiber die Eindeutigkeit
der Primfaktorzerlegung).

Jeder der drei Falle fiihrt also auf einen Widerspruch zur Annahme. Da die Fallunterscheidung
vollstandig ist, wurde damit die Annahme widerlegt.

Aufgabe 17/85
Man bestimme alle Tripel (z;y;z) natiirlicher Zahlen x;y;z (wobei 0 € N sei), die der
Gleichung 52! = y! + 2! 4+ 1 geniigen.

1. Ist £ = 0 oder z = 1, so ist 2! = 1 und die Gleichung reduziert sich auf die Gleichung
4=yl + 2

Diese Gleichung ist durch Probieren sehr schnell zu l6sen: y = z = 2. Damit sind zwei Tripel
gefunden: (z1;y1;21) = (0;2;2) und (z2; y2; 22) = (1;2;2).

2. Ist > 1, so enthilt x! den Faktor 2; damit ist 52! = 0 (mod 10), also y! + z! =9 (mod 10).
Sicher ist demnach genau einer der beiden Summanden y! und z! ungerade. Wegen der Symmetrie
der Gleichung bzw. der Kongruenz in y und z kann man o0.B.d.A. annehmen, es sei dies y!. Da
y! fir y > 1 den Faktor 2 enthélt, ist dann y! = 1 und damit 2! = 8 (mod 10).

Dies ist aber nicht mdoglich; denn es ist 2! = 2,3! = 6,4! = 24 und z! = 0 (mod 10) fiir x > 5.
Daraus folgt, dass es keine weiteren Tripel der geforderten Art gibt.

Aufgabe 18/85
Einem Kreis sei ein regelméfiges n-Eck einbeschrieben, dessen Seiten von Halbkreisbégen
iiberspannt sind. Welches n-Eck erfiillt die Bedingung, dass die Summe der von den Halb-
kreisbégen und den zugehorigen Umkreisbégen begrenzten sichelférmigen Fléchen gleich der
n-Ecksflache ist?

Die Summe 5 der sichelférmigen Fléchen ergibt sich als Summe aus der n-Ecksfliche A, und
n. Halbkreisflichen mit dem Radius der halben n-Eckseite a, vermindert um die Umkreisflache
721 des n-Ecks (wobei r der Umkreisradius ist):
2
. (;) .
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2.25 Aufgaben und Lésungen 1985

Da S = A, sein soll, folgt %nagw = 727 und wegen a = 2r sin 7 und r2m # 0 schlieBlich

2w
nsin® = = 2.
n
Nun bildet die linke Seite dieser Gleichung fiir n > 3 eine streng monoton fallende Folge (wie
man z.B. mit der 1.Ableitung der Funktion y = z sin? 7 nachweisen kann). Deshalb nimmt sie
von n = 3 an jeden Wert, speziell auch den Wert 2, hochstens einmal an. Probieren liefert schnell

n = 4. Das gesuchte n-Eck ist also das Quadrat.

Aufgabe 19/85

Es sei p eine Primzahl; deren k Stellen (in dezimaler Schreibweise) samtlich gleich 1 sind.
Man beweise, dass dann k ebenfalls eine Primzahl ist. (Wie das Beispiel 111 zeigt, ist diese
Behauptung nicht umkehrbar.)

Es sei -
— 10k -1
p=Y 10151
i=0 9

eine Zahl, die den Voraussetzungen der Behauptung entspricht. Angenommen, k sei keine Prim-
zahl; d.h., es gelte k = ab mit a;b € N, a;b > 1. Dann gilt (10% — 1) | (10%° — 1) (wie man z.B.
durch Partialdivision leicht nachpriift). Damit gilt auch

10° — 1 | 10 -1  10F -1
9 9 9

Da a > 1 gilt, ist (10 — 1) : 9 eine natiirliche Zahl n > 1; da b > 1 gilt, ist ab > a. Demnach

hat p einen echten Teiler n: 1 <n < p; n | p.

Damit ist p keine Primzahl im Widerspruch zur Voraussetzung. Folglich ist die Annahme, k sei

eine Primzahl, falsch.

b

Aufgabe 20/85
Es sei ABCDFE ein regelméfiges Fiinfeck und F' der Schnittpunkt der Diagonalen AC' und
BD. Man berechne das Verhiltnis DF' : BF.

Wir benutzen den Hilfssatz: ”Die von einem Eckpunkt eines regelméfigen Fiinfecks ausgehenden
Diagonalen dritteln den Fiinfeckswinkel”.
Beweis des Hilfssatzes:
Es sei ABCDEFE ein regelméfliges Fiinfeck. Wegen BC = CD = DF sind die Winkel BAC,
CAD, DAFE Peripheriewinkel des Filinfeck-Umkreises iber gleichen Sehnen. Folglich gilt nach
dem Peripheriewinkelsatz

ABAC = LCAD = £DAFE

Wegen L BAC + LCAD + ADAFE = {BAF ist
{BAC = LCAD = {DAFE = éiBAE = 36°

Durch zyklische Vertauschung folgt die Behauptung fiir alle Ecken. Nach dem Hilfssatz ist AF
Halbierende des Winkels BAD im Dreieck ABD. Nach einem bekannten Satz teilt die Winkel-
halbierende die gegeniiberliegende Seite im Verhéltnis der beiden anliegenden Seiten. Folglich
ist DF : BF = AD : AB. Nach dem Sinussatz gilt aber

AD : AB =sin ADBA :sin {BDA = sin 72° : sin 36° = 2 cos 36°

wegen sin 72° = 2sin 36° cos 36°. Damit ist DF : BF = 2cos 36° ~ 1,618.
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Aufgabe 21/85

Zu zwei reellen Zahlen a und b sind alle dritten reellen Zahlen z; derart zu bestimmen,
dass die drei Produkte aus einer der drei Zahlen und der Summe der beiden anderen eine
arithmetische Folge 1.0rdnung bilden.

Mit dem Ansatz
alb+z;) =bla+z;) +d=x;(a+b) +2d

ergibt sich fiir die Differenz d der arithmetischen Folge und die gesuchten reellen Zahlen x;

_a2b—a,b2 ) o d B ab
N ’ " a—-b 2a-—b

2a — b

Aufgabe 22/85
Es ist zu beweisen: Fiir jede natiirliche Zahl n existiert ein Intervall von n natiirlichen Zahlen,
das keine Primzahl enthélt (n > 2 vorausgesetzt).

Man erhélt ein Intervall von n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, in dem keine Primzahl
vorkommt, wenn man zu allen Zahlen des Intervalls [2; (n + 1)] das doppelte Produkt aller un-
geraden Zahlen dieses Intervalls addiert.

Dann ist nédmlich jede ungerade Zahl des so gebildeten Intervalls offensichtlich durch die entspre-
chende ungerade Zahl des urspriinglichen Intervalls teilbar, und die geraden Zahlen des neuen
Intervalls sind sédmtlich grofler als 2 und damit ebenfalls keine Primzahlen.

Das neue Intervall enthélt also n aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, von denen keine eine
Primzahl ist.

Beispiel: Man erhélt fiir n = 5 aus dem Intervall [2;6] durch Addition von 2-3 -5 = 30 das
Intervall [32;36], das 5 nattrliche Zahlen, aber keine Primzahl enthélt.

Bemerkung: Die auf diese Weise gebildeten Intervalle enthalten nicht immer die kleinsten Zahlen.
So ist fiir n = 5 auch das Intervall [24; 28] eine Losung.

Aufgabe 23/85

Gegeben sei die n-stellige natiirliche Zahl z, = 1985!. Man bilde daraus die natiirliche Zahl
Zn—1, indem man die Einerstelle von z, streicht und von der verbleibenden (n — 1)-stelligen
Zahl subtrahiert. Das Verfahren setze man solange fort, bis sich eine einstellige Zahl z ergibt.
Wie grof} ist 27

Wegen z, = 1985! > 11! ist z, mit Sicherheit restlos durch 11 teilbar. Es sei nun z; = 10a + b
mit a;b € N, 0 < b <9 eine nach der Aufgabenvorschrift gebildete und restlos durch 11 teilbare
Zahl. Dann ist

Zr_1=a—b=11la — z

sicher ebenfalls durch 11 teilbar. Daraus folgt (nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion -
riicklédufig angewendet), dass alle zj speziell auch z, restlos durch 11 teilbar sind. Da z zudem
einstellig ist, kann nur z = 0 gelten.

Aufgabe 24/85

Es sei ein Rechteck ABC'D mit einem inneren Punkt P gegeben. Man ermittle PA in
Abhéngigkeit von PB, PC und PD.

Welchen Wert erhélt man fir PB = 33 LE, PC = 28 LE, PD = 41 LE?
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Wir bezeichnen die Lote von P auf die Seiten AB, BC', CD und DA mit m bzw. n, o und p.
Dann gilt nach dem Lehrsatz des Pythagoras

AP? = m? + p?; PB? =m?+n? PC? =n? + 0% PD? = 0® 4+ p?
und demnach
AP? 4+ PC? = (m? + p?) + (n?> 4 0%) = (m? + n?) + (p* + 0°) = PB% + PD?

also AP?2 = PB%2 + PD? — PC? und

AP =\/PB2 + PD?2 — PC? = /332 + 412 — 282 = /1996 LE
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2.26 Aufgaben und Losungen 1986

Aufgabe 1/86
Gesucht ist die kleinste natirliche Zahl n, die das Produkt von 3 Primfaktoren p1; ps; p3 ist
und es gilt: p3 =55-p1 - p2 + 1 und p3 > p2 > p;.

Mit Sicherheit gilt p3 > 3. Damit ist p3 ungerade und es folgt, dass p3 — 1 = 55 - p1 - po gerade
ist. Demnach ist wenigstens eine der beiden Primzahlen p; und ps, gerade; O.B.d.A. (wegen der
Symmetrie in p; und p2) sei dies p; = 2. Damit ergibt sich ps = 110 - po + 1.

Das Produkt pi1pops wird genau dann minimal, wenn die einzelnen Faktoren minimal sind. Wir
probieren deshalb mit ps = 2 beginnend die Primzahlen ps daraufhin durch, ob 110-ps + 1 eine
Primzahl liefert.

Fiir po = 2 ergibt sich p3 = 221 = 13- 17, also keine Primzahl. Dagegen liefert bereits po = 3 die
Primzahl p3 = 331. Das gesuchte Produkt ist also p — 1paps = 2 - 3 - 331 = 1986.

Aufgabe 2/86
Eine Zahlenfolge sei durch ap = 3ai_1 + 2ax_o mit a; € N fiir jedes ¢ € N; k > 3;a1 >
1; a9 > a; gegeben. Man zeige, dass dann gilt: az > 252,

Wir beweisen zunéchst, dass {ay} streng monoton wéchst. Nach Voraussetzung ist as > ai;a3 =
3ag — 2a1 > 3az = ag. Ist nun ap > ag—; fiir irgend ein & > 3, so folgt ax+1 = 3ar — 2a5—1 >
3ar—2ay = ag. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt also fiir jedes k, dass ax > ag_1
ist.

Daraus folgt, dass ap — ax_1 > 0 ist. Aus der Ganzzahligkeit von ax und ap_ folgt sogar, dass
ap — ag—1 > 1 fir jedes k gilt. Aus ar = 3ar_1 — 2a;_» folgt nun fir £ > 3

ap — Gk—1
ap—1 — Q-2

ap — Qg—1 = 2ap_1 — 2059 =2 und damit

n
H ag —Qk—1  Ap —Aap—1 gn—2
fimg Gk—1 — Qk—2 a2 — aq

Durch dquivalente Umformung ergibt sich daraus, wegen as — a1 > 1;a,-1 > 0

Un = ap_1+ 2" %(ag —ay) > 272

Aufgabe 3/86
Man beweise: Es gibt keine Menge aus n voneinander verschiedenen Primzahlen p; (i =
1;2;3;...;n) derart, dass die Gleichung

n
D pii=c
=1

mit naturlichen Zahlen a; und ¢ erfillt wird.

Es ist
= Ly O D b 1 A il et A W . D
P e e P
i=1 Py P2 P PPz p

Im letzten Bruch ist der Nenner durch pi* teilbar, der Zahler jedoch nicht (wegen der Verschie-
denheit der p; enthilt der erste Summand den Faktor p{* nicht). Folglich ist der Bruch nicht
mit p{* kiirzbar und damit keine ganze, erst recht keine natiirliche Zahl.
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Aufgabe 4/86

Man ermittle ein Verfahren, mit dessen Hilfe man jede Kubikzahl als Differenz aus den
Quadraten zweier natiirlicher Zahlen darstellen kann, und entwickle daraus eine Formel fiir
die Summe der ersten n Kubikzahlen!

Es soll gelten k% = af — b2 mit k;ay; b € N, also k% - k = (ax, + by)(ar — bg). Damit kann man
k? = ay, + by, k = aj, — by, setzen. Daraus folgt

K2+ k  k(k+1) K2~k k(k—1)
2 2 2 2
Da jedes Produkt aus zwei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen gerade ist, folgt, dass ax
und by, ganzzahlig sind. Nun gilt fiir jedes k, dass by = (kzl)k = ay, ist. Daraus folgt

n n n n n—1 n
SE = (ai—b) =Y ai =Y bp=ar+ Y af— Y by —bi =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=2
n—1

n—1

n—1 n—1 9 9 )
1 1
:ai+2a%—2bi+0:ai+zai_Zaz:a%:<n(n+ )> :n(n4+ )
h=1 k=1 k=1 k=1

2

Aufgabe 5/86
Gesucht sind alle Paare reeller Zahlen (z;y), die der Gleichung gentigen:

2sin (22 4 y) = /2(z2 4 272)

Wegen sina < 1 ist 2sin (2722 +y) < 2. Wegen 22 + 272 > 2 ist /2(z2 + 27 2) > V2.2 = 2.

Daraus folgt
2sin (22 4+ y) = 1/2(22 4+ 272) = 2

also sin (2722 + %) = 2 und 22 + 272 = 2. Aus der letzten Gleichung folgt 2> = +£1;2 = +1
(nichtreelle Werte entfallen!), und damit ergibt sich aus der vorletzten Gleichung

sin (22?4 y) = sin (y &+ 27) =siny = 1;y = (0,5 + 2k)7

mit k € N. Es erfiillen also alle Paare (z;y) mit z = £1;y = (0,5 + 2k)7 die Gleichung.

Aufgabe 6/86
Es ist die Anzahl 2 der natiirlichen Zahlen zu bestimmen, bei denen die Folge der Ziffern
(im dekadischen System von links beginnend) streng monoton wéchst.

Die grofite Zahl mit der geforderten Eigenschaft ist offensichtlich die Zahl 123456789. Aus ihr
gewinnt man alle iibrigen durch Streichen von 1 bis 7 Ziffern (nach Definition muss eine streng
monotone Folge mindestens zwei Glieder enthalten). Nun ist aber die Anzahl der Zahlen, die
man durch Streichen von k Ziffern erhilt (0 < k < 9), gleich (3). Somit gilt fiir die Zahl 2:

E0-20-0-0-50)-~

n
Aus dem binomischen Lehrsatz (a+b)" = Y (}) a™ *b* folgt fiir a = b = 1 und n = 9 schlieflich
k=0

9
z= 3 (}) —10=2%—10 = 502.
k=0
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Aufgabe 7/86

In einem Dreieck mit den Seiten a, b und c gelte fiir den Fldcheninhalt
A=0,5(a® — ab+ b?)

Wie grof} sind die Seiten?

Nach der Aufgabenstellung ist
24 = (a* — ab+b%) = (a® — 2ab+ b*) + ab = (a — b)* +ab > ab

wegen (a — b)? > 0. Andererseits gilt fiir jedes Dreieck mit den Seiten a, b und dem einge-
schlossenen Winkel +v: 24 = absiny < ab wegen siny < 1. Aus beiden Ungleichungen folgt
sofort

ab < 2A < ab also 2A =ab;siny=1;7v=90%a =15

Folglich ist das Dreieck gleichschenklig-rechtwinklig mit « = § = 45°, v = 90° und es gilt
a=0bc=aV2.

Aufgabe 8/86
Es ist zu beweisen, dass

2+\/2+\/2+\/ﬁ:\/12+\/12+\/127+...

ist (wobei als Wurzeln nur nichtnegative Werte gelten)!

;

Esseix=24+1/2+14/24++v2...und y = \/12 +1/12 4+ +/12.... Dann folgt

24+ \2+\V2+ V2. w2z =2+ VT > Vr=0-2

=124+ \124+ 124+ V12.. 5> =124y —>y>—y—12=0

Diese Gleichungen haben (im nichtnegativen Bereich) die Losungen x = y = 4, w.z.b.w.

Vi

Il
Q

Aufgabe 9/86
Gesucht sind alle Tripel (z; y; z) natiirlicher Zahlen z; y; z, die folgende Bedingungen erfiillen:

1. Die Summe der drei Zahlen ist 107.
2. Mindestens zwei der drei Zahlen sind Quadrate natiirlicher Zahlen.

3. Mindestens zwei der drei um 13 verminderten Zahlen sind Quadrate natiirlicher Zahlen.

Nach dem Dirichletschen Schubfachprinzip gilt fiir mindestens eine der drei Zahlen (O.B.d.A.
sei dies ): = k¥ und z — 13 = k3 mit ki; ko € N, daraus folgt k3 — k3 = 13, also k¥ = 49 =
x; k2 = 36 als einzige Losung (man priift leicht nach, dass fiir k1 < 7 keine Losung existiert; fiir
ko > 6 wird die Differenz benachbarter Quadratzahlen stets grofler als 13, erst recht die nicht
benachbarter).
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Es sei nun y die zweite Zahl, die, um 13 vermindert, ebenfalls Quadratzahl ist. Dann gilt wegen
r4+y+2z=107 und x =49

y+ 2 = 58; y=58—z—>y—13 =k

mit k3 € N, also y—13 = k3 =58 —13 — 2 = 45— z, d.h. z = 45 — k3. Damit gilt k3 < 36;k3 <6
wegen z > 0. Es wéren also die 7 Zahlen k3 = 0;1;2;...;6 daraufhin zu tiberpriifen, ob sich y
oder z als Quadratzahl ergibt. Offensichtlich ist dies nur fir k3; = 3; 21 = 36;y1 = 22 und fiir
ksa = 6;20 = 9,y2 = 49 der Fall. Es gibt also (bis auf die Reihenfolge) genau zwei derartige
Tripel: (z;y;2) = (49;22;36), (z;y;2) = (49;49;9). Beim zweiten Tripel sind sogar alle drei
Zahlen Quadrate.

Aufgabe 10/86
Es seien a;n € N und n > 2. Welchen Rest lidsst a™ beim Teilen durch (a + 1)?

Es ist .
a"=[a+1)—1" =3 (") (@+ 1) F(=1)k
k=0 k
Alle Glieder der Summe mit Ausnahme des letzten enthalten den Faktor (a+1). Der Rest R wird
also vom letzten Glied (—1)" bestimmt: Es ist R = 1 fiir gerades n und R = —1 fiir ungerades
n.

Aufgabe 11/86
k )
Man zeige, dass jede mehrstellige natiirliche Zahl n = > a;-10* grofer ist als ihr Querprodukt

i=0
k
Q(n) = [ a; (mit a; € N;a; < 9;a; > 0).
i=0
Es ist
k ‘ k—1 ' k k—1 k
n:ZcLi-lOz :ak~10k+2ai~101 > a - 10F > ay, - 9F :ak-HQ > ay - Hai = Hai =Q(n)
i=0 i=0 i=1 i=1 i=0

Aufgabe 12/86
3 )

Fiir wie viele natiirliche Zahlen n = Y 10%a;, mit a; € N;1 < a3z < 9;0 < ag;a1;a2 < 9 gilt
i=0

aigaj fiir ¢ < 57

Wir untersuchen zunéchst, wieviele derartige Zahlen fiir as = k existieren (k € N,0 < k <9).
Offensichtlich kann a; mit k& + 1 Werten (die Null eingeschlossen) belegt werden; fiir jede dieser
Belegungen gibt es a; + 1 Belegungen von ag. Demnach ist die Anzahl der dreistelligen Zahlen
mit as = k, die die gestellte Bedingung erfiillen, gleich

k
Z(a1+1):%(k:+2)(k+1):%(k2—l—3k+2)

a1=0
Da a3 auf 10—k verschiedene Weisen wéhlbar ist und jede davon mit jeder Wahl von k kombiniert

werden kann, ergibt sich die Gesamtzahl zu

9

S>(A0—k)-=- (K +3k+2) =)

k=0 k=0

(—k® + Tk* 4 28k + 20) = 715

N =
N =
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In dieser Anzahl ist auch n = 0000 enthalten. Schliefft man diese Zahl als nicht vierstellig aus,
so betrigt die Gesamtzahl der moéglichen Zahlen n nur 714.

Aufgabe 13/86

Es ist zu beweisen: Ist eine sechsstellige natiirliche Zahl ohne Rest durch die Zahlen 1; 11;
13; 27 oder 37 teilbar, so ist auch jede durch zyklische Vertauschung der Ziffern entstehende
natiirliche Zahl durch diese Zahlen restlos teilbar (dekadisches System vorausgesetzt).

Esseia-1094+b-10*+¢-1034+d-102+e-10+ f mit a;b;c;d;e; f € N;1 < a < 9;0 < b;c;dse; f <9
eine Zahl mit der vorausgesetzten Eigenschaft. Dann hat auch das 10fache dieser Zahl

a-10%+b-10°+¢-10*+d-103+¢-10*4+ f-10 = b-10° +¢-10* +d-10* 4+¢-10? + f - 104+ a+999999a
diese Eigenschaft. Wegen 999999a = 7 - 11 - 13 - 27 - 37a gilt dies dann auch fiir die natiirliche
Zahl b-10° +¢-10* 4+ d- 103+ €-10%> + f - 10 + a.

Aufgabe 14/86
Es seien N die Menge der natiirlichen Zahlen und P die Menge der Primzahlen. Gesucht
sind alle Losungstripel (z;y; 2) mit z;y € P;z € N der Gleichung

Tty .
rT—y
Wegen 2z = i—fz =1+ ffyy € N ist auch ffyy € N. Folglich ist x — y ein Teiler von 2y. Wegen

der Primzahleigenschaft von y gibt es nur 4 Mdéglichkeiten:

1) 2 —y =1, = y + 1. Das heifit, x und y sind aufeinanderfolgende Zahlen; wegen der Prim-
zahleigenschaft von x und y ist das nur fir y = 2,z = 3 moglich. Es folgt z=5€ P C N.
2)x—y =2, =y+2. Dann ist z = ;—J_ry = % = gy + 1. Losungstripel ergeben sich fiir alle
Primzahl-Zwillingspaare, wobei y die kleinere der beiden Primzahlen ist und z die dazwischen-
liegende natiirliche Zahl.

3) x —y =y,x = 2y. Das heifit, = ¢ P, dieser Fall ist also unmdglich.

4) x —y = 2y, z = 3y. Entspricht Fall 3.

Ergidnzung: Setzt man x € N statt x € P voraus, so ergeben auch der 3. und 4. Fall Losungen:
3) (2y;y;3) mit y € P.

4) (3y;y;2) mit y € P.

Interessant ist, dass in beiden Féllen z konstant (und eine Primzahl) ist.

Aufgabe 15/86

Man beweise: Sind bei einem Tetraeder die gegeniiberliegenden Kanten gleich lang, so ste-
hen die drei Verbindungsstrecken gegeniiberliegender Kantenmitten senkrecht auf den zu-
gehorigen Kanten.

Es seien A, B, C, D die Ecken des Tetraeders und AB = CD,BC = DA,CA = BD. Ferner
seien F und F' die Halbierungspunkte der Kanten AB und CD. Dann gilt A ACD =ZA BCD,
wegen CA = BD,DA = BC und CD = CC. Daraus folgt AF = BF, d.h., das Dreieck FAB ist
gleichschenklig. Aus Symmetriegriinden steht dann die Halbierende EF' der Seite AB senkrecht
auf dieser Seite. Analog verlduft der Beweis fiir die tibrigen Kanten.
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Aufgabe 16/86

Die Winkelhalbierenden eines Parallelogrammes bestimmen ein weiteres Parallelogramm.
Man ermittle das Verhéltnis aus den Fliacheninhalten dieses und des urspriinglichen Paral-
lelogramms.

Es seien a und b zwei aneinanderstoflende Seiten des urspriinglichen Parallelogramms und 2a <
90° der Winkel zwischen ihnen. Ferner seien x und y zwei aneinanderstoflende Seiten des von
den Winkelhalbierenden gebildeten Parallelogramms. Dann gilt, wie man sich an einer Skizze
verdeutlicht

x =asina —bsina = (a — b)sin« ; y=acosa—bcosa = (a—b)cosa

Fiir den Schnittwinkel ¢ zweier nichtparalleler Winkelhalbierenden gilt wegen des Winkelsum-
mensatzes fiir ebene Dreiecke

o+ 0,5(180° — 20) + ¢ = 180° — ¢ = 90°

d.h., das sich ergebende Parallelogramm ist ein Rechteck. Damit folgt fiir seinen Flécheninhalt
As:
Ay = zy = (a — b)?sinacosa = 0,5(a — b)? sin (2a)

Fiir den Flacheninhalt A; des urspriinglichen Parallelogramms gilt A; = absin (2«). Damit folgt

A Al — 0,5(a —b)?sin (2a)  (a —b)?
2o absin (2c) -~ ab

Bemerkung: Legt man anstelle der (Innen-)Winkelhalbierenden die Auflenwinkelhalbierenden
zugrunde, so folgt analog Ay : A1 = (a + b)? : (2ab).

Aufgabe 17/86

Einem Kreis mit dem Radius 7 sei ein gleichschenkliges Trapez umbeschrieben, bei dem
die Langen der zueinander parallelen Seiten im Verhéltnis 1 : 4 stehen. Man gebe den
Flacheninhalt des Trapezes in Abhéngigkeit von r an!

Bezeichnet man die parallelen Seiten AB und CD des Trapezes mit a bzw. ¢, die Hohe mit h,
so gilt fiir den Flacheninhalt

I =0,5(a+c)h =0,5(4c+c¢) — 2r = 5re

Es kommt nun darauf an, ¢ in Abhéngigkeit von r anzugeben. Es seien FE, F und G die
Beriihrungspunkte des Inkreises mit den Seiten AB, BC' bzw. CD und H der Fuflpunkt des
Lotes von C auf AB. Dann gilt nach dem Lehrsatz des Pythagoras

HC? = 47 = BC? — HB? = (BF + FC)*> — (EB — EH)* = (BE + GC)* — (BE — GC)?
(da BF = BE, FC = GC als Tangentenabschnitte vom gleichen Punkt aus und EH = GC)
= (0,5a 4 0,5¢)? — (0,5a — 0,5¢)? = (2¢ + 0,5¢)% — (2¢ — 0,5¢) = 6,25¢% — 2,25¢% = 4¢?

Also ist 7 = ¢ und damit I = 5r2.
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Aufgabe 18/86

Es ist die kleinste Zahl n € N mit folgenden Eigenschaften zu ermitteln:

Ihre Einerstelle (in dezimaler Schreibweise) ist 7. Streicht man diese und setzt man sie als
hochste Stelle voran, so ergibt sich 5n.

Es sei n = 10a + Tmit a € N und a # 0. Die Zahl a habe b Stellen mit b € N und b # 0. Damit
kénnen die Bedingungen der Aufgabe in folgenden Gleichungen dargestellt werden:

1

5n = 5(10a +7) = 7-10° + 8; 49a + 35 = 7-10% 7a = 10° — 5; a= 7(101’—5)

Daraus folgt 10° = 5 (mod 7). Es ist also (wegen der Minimalitit von a) die kleinste Potenz von
10 zu suchen, die beim Teilen durch 7 den Rest 5 ldsst. Durch systematisches Probieren findet
man schnell b = 5, 10° — 5 = 99995 = 7 - 14285, a = 14285 und n = 142857. Tatsichlich ist
714285 = 5 - 142857.
Zusatz: Zunichst (auf den ersten Blick) iiberrascht, dass sich die Perioden der Briiche % und
% ergeben. Bei tieferem Eindringen erkldrt sich dies mit den Eigenschaften der Periode dieser
Briiche.

Aufgabe 19/86

Man suche, ohne irgendwelche Hilfsmittel zu verwenden, alle (im dekadischen System echt)
vierstelligen natirlichen Zahlen, die Quadrat einer natiirlichen Zahl sind und bei denen
sowohl die ersten beiden Stellen als auch die letzten beiden Stellen einander gleich sind.

Die gesuchten natiirlichen Zahlen n sind von der Form
n = 1100a + 11b = 11(100a + b) = k?

mit a;b;k € N,a;b < 9;a;k > 0.

Offensichtlich ist n durch 11 teilbar. Dann ist auch k durch 11 teilbar, und damit ist n = k2
sogar durch 112 teilbar. Daraus folgt weiter die Teilbarkeit von 100a + b durch 11. Nach der
Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 11 ist dann auch a 4+ b durch 11 teilbar, und wegen a;b < 9;a > 0
gilt a+b=11,b =11 — a. Damit ist

n = 11(100a + b) = 11(100a + 11 — a) = 11(99a + 11) = 11%(9a + 1) = k?

Demnach ist 9a + 1 = m? mit m € N,m > 0. Probiert man die méglichen a-Werte durch
(a =1;2;...;9), so stellt man fest, dass nur a = 7 eine Quadratzahl liefert: m? = 9-7+1 = 64 = 8.
Also existiert genau eine Zahl n mit der geforderten Eigenschaft: n = 7744 = 882,

Aufgabe 20/86
Es sind alle Paare (z;y) reeller Zahlen x und y zu ermitteln, fiir die die beiden Gleichungen
erfiillt sind:

ot + oyt = 12(2% + 9?) — 622y% + 16 (1)
xy =3 (2)
Aus (2) folgt 4zy = 4 - 3 = 12. Setzt man dies in (1) ein, so ergibt sich

zt oyt = day(2? + %) — 622> + 16
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und nach dquivalenter Umformung (z —y)* = 16. Daraus erhilt man als reelle Zwischenlésungen
x—y=2 und x—y=-2 (3a;b)

Wegen (2) gilt x;y # 0; damit folgt aus (2) y = % Setzt man dies in (3a;b) ein, so ergeben sich
die beiden Gleichungen z — 2 =2 und = — % =2, d.h.

xT

2 -2z —-3=0 und x2—|—2x—3:0—>x11:—1;$12:3;x21:—3;x22:1

AUS (2) fOlgt dann Y11 = —3; Y12 = 1;y21 = —1; Y22 = 3.
Die Losungsmenge ist also L = {(—1;—3);(3;1); (—3; —1); (1;3)}.

Aufgabe 21/86
Gegeben sei die Folge {ax} mit k € N;a9 =1 und a1 = ap + i Man zeige, dass nur die
ersten beiden Glieder natiirliche Zahlen sind!

Es ist aozl;a1:2;a2:%;a3:— e ap =tk

Of+1 Iak—i—% =Dk Tk :p7%+q’%,...

dr. Pk PrAk
mit pg; qr € N, wobei man 0.B.d.A. (pg,qr) = 1 voraussetzen kann.
Angenommen, a1 wire eine natiirliche Zahl. Dann gilt pxqy. | p3 + q3, wegen py, | p2 und gy, | ¢2
folgt pr. | ¢¢ und gx | pi. Da (pk,qr) = 1 vorausgesetzt war, ergibt sich daraus py = g = 1 und
damit ap, = ap =1, agy1 = a1 = 2.

Aufgabe 22/86
Man beweise: Die Gleichung x2 + 22 = 322 hat auler der trivialen Losung (x;y; z) = (0;0;0)
keine Losung in natiirlichen Zahlen x;y; z.

Angenommen, die gegebene Gleichung habe eine nichttriviale Losung (z;y;z) # (0;0;0). Da
322 =0 (mod 3), gilt dann auch 22 +y? = 0 (mod 3) und somit 2 = y = 0 (mod 3). Ist nimlich
x # 0 (mod 3) oder y # 0 (mod 3), so gilt 2 = 1 (mod 3) oder y?> =1 (mod 3) und 22+ 32 =
(mod 3) oder 22 + 32 = 2 (mod 3), in keinem Fall also 22 + y? = 0 (mod 3).

Es sei also x = 3"k;y = 3%l mit k;l;r;s € N, k;l;7r;8 > 0, k; 1 # 0 (mod 3). Dann ist

2 +y? =3R4+ 3701 =327 3¥ T 437717 = 22 = 0 (mod 3)
also z = 0 (mod 3): z = 3'm; 22 = 3%'m? mit m;t € N, m;t > 0, m # 0 (mod 3),
32r—132 | g2s—172 _ 20,2

Dies ist aber ein Widerspruch zum Satz iiber die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung; denn
auf der rechten Seite der letzten Gleichung tritt der Primfaktor 3 mit geradem Exponenten auf,
auf der linken dagegen mit ungeradem.

Beweis fiir die letzte Behauptung:

O.B.d.A. sei r < s. Dann gilt

32r—1k3 + 325—1[2 _ 32r—1(k2 + 32(5—7‘)[2)

Nun gilt wegen k;1 # 0 (mod 3), k? = 12 = 1 (mod 3) mit Sicherheit (k?+325-7)(2) + 0 (mod 3).
Da die Annahme auf einen Widerspruch fiihrt, ist sie falsch. Damit ist Thre Verneinung richtig,
q.e.d.
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Aufgabe 23/86

Auf einer Silvesterfeier sind insgesamt 23 Personen anwesend. Nach Mitternacht behauptet
ein Gast, jeder der Anwesenden habe mit genau elf Personen angestolen. Man iiberpriife
diese Behauptung!

Nach jedem Anstofien erhoht sich fiir genau zwei der Anwesenden die Anzahl der Personen, mit
denen er angestoflen hat, um je genau eins. Im vorliegenden Fall miissten die Gléser also genau
0,5-23-11 = 126,5 mal geklungen haben. Das ist aber offensichtlich nicht méglich.

Aufgabe 24/86
Man ermittle den groBten gemeinsamen Teiler a von b = 1987 +2 und ¢ = 86-19%6 + 9, ohne
den Euklidischen Algorithmus zu verwenden!

Wir verwenden den Hilfssatz: ”Ist ¢ € N gemeinsamer Teiler von b € N und ¢ € N, so ist a
auch ein Teiler der Differenz d = |xb — yc| mit x;y € N.

Beweis des Hilfssatzes:

Es erfiille a € N die Voraussetzungen des Hilfssatzes. Dann gilt b = ma und ¢ = na mit m;n € N
und mit x;y € N auch

d = |zb — yc| = |xam — yan| = [(xm —yn) - a| = |zm — yn| - |a|] = |xm — yn| - 8

(Der Satz ist nicht umkehrbar, wie das Beispiel b = 19, ¢ = 13, a = 2 zeigt).
Wir setzen nun b= 1937 +2 =19-19%6 42 ¢ =86-19%6 +9, 2 = 86, y = 19 und erhalten damit

d=186-(19-19% +2) —19-(86-19%0 +9)| =172 — 171| =1

Also ist nur a = 1 gemeinsamer Teiler von b und ¢. Damit ist a = 1 zugleich auch grofiter
gemeinsamer Teiler von b und c.
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2.27 Aufgaben und Losungen 1987

Aufgabe 1/87 Es seien «, 5 und ~ die Innenwinkel eines ebenen Dreiecks. Man beweise,
dass dann die Ungleichung gilt:

sin acsin B siny > cos a cos 3 cos ~y

Ist das Dreieck nicht spitzwinklig, so ist die Behauptung trivial (jeder Sinus ist positiv, von den
Kosinus ist genau einer negativ oder gleich Null). Es geniigt also, den Beweis fiir spitzwinklige
Dreiecke zu fiithren.

In diesem Fall ist die zu beweisende Ungleichung wegen cosacosfcosy > 0 adquivalent der
Ungleichung tan atan S tan~ > 1. Nun gilt

t t
tanvztanlSOo—a—ﬁ:—tana+ﬁ:M>0
tanatan § — 1

wegen vy < 90°. Also ist tan atan 8 > 1. Analog folgt tan Stan~ > 1 und tan atan~ > 1. Damit
ist tan v tan Stany > 1, und wegen tan «; tan §;tan~y > 0 folgt daraus die Behauptung.

Aufgabe 2/87
Man ermittle alle Losungen des Gleichungssystems
prtp2=p5 5  pi—p2=p3

wobei die p; (i = 1;2;3) Primzahlen und m sowie n natiirliche Zahlen sind. Welche Werte
kénnen m und n annehmen?

Durch Addition der beiden gegebenen Gleichungen folgt

2pr=p3(p3 "+ 1)

(wegen pj + p2 > p1 — pa ist sicher m —n > 0). Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
und der Primzahleigenschaft von p; ergeben sich genau drei Moglichkeiten:

1. p% = p1; es folgt po = 0 im Widerspruch zu ps > 0.

2. p¥ = 1. wegen p3 > 1 ist n = 0 und es folgt p; —p2 = 1, damit p; = 3;p2 = 2 und aus der
ersten Gleichung p; + p2 =5 = p§*, also p3 =5,m = 1.

3. p8 =2,p3=2,n=1,p1 = 2m=1 1 1. Aus der zweiten Gleichung folgt p, = 2™~ — 1. Von
den drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen 2™~1 —1,2™~1 und 2™~ 4+ 1 ist genau
eine durch 3 teilbar; mit Sicherheit ist dies nicht 21, Wire nun p; = 3, so wire py = 1
im Widerspruch zu ps > 2. Demnach gilt po = 3,p; = 5,m = 3.

Es gibt folglich genau zwei Losungen: p1; = 3,p21 = 2,p31 = 5 mit m; = 1,n; = 0 und
P12 = 5, P22 = 3,p32 = 2 mit m = 3,n = 1. Die Probe bestétigt die Richtigkeit, der Losungsweg
schliefit weitere Losungen aus.

Aufgabe 3/87
Gesucht ist die kleinste positive reelle Zahl r, fiir die die Gleichungen

r=p+q ; (r+1)*=(@+1)?+(¢+1)?

mit positiven reellen Zahlen p und ¢ gelten. Man gebe p und ¢ an!
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Durch Einsetzen folgt
pra+1)?=@+1)*+@+1)> ;  pg=05
Wegen p; g > 0 gilt die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel:
0,5(p +q) = 0,5r > /pg = 0,5v/2

Also ist die kleinste positive reelle Zahl 7 = /2. Aus der Gleichheit der beiden Mittel folgt
p=gq=05r=05V2.

Aufgabe 4/87

Gegeben sei eine Menge M aus 9 voneinander verschiedenen natiirlichen Zahlen x; mit
1<a2; <60,i=1;2;..;9.

S(T') bezeichne fiir jede Teilmenge 7" von M die Summe der in 7" enthaltenen Zahlen, sofern
T nicht leer ist (die Vereinbarung S(&) := 0 wirkt ordnungserhaltend; d.h., fir beliebige
Teilmengen 77 und T gilt: Ty C Ty = S(Th) < S(1»)).

Man beweise, dass es wenigstens zwei disjunkte Teilmengen T und T» gibt, fiir die S(77) =
S(Tg) gﬂt.

Eine Menge aus k verschiedenen Elementen enthélt genau
= (3) ==

> (3)=2

A=0

verschiedene Teilmengen. Demnach gibt es fiir die gegebene Menge M genau 2° = 512 verschie-
dene Teilmengen. Es gilt M C M und

9 60
S(M) :Z%‘ < Z v =504
=1

v=>52

und damit folgt fiir alle Teilmengen 7" die Beschriankung 0 < S(7") < 504.

Daraus ergibt sich bereits, dass unter den 512 Teilmengen (wenigstens) zwei (nicht notwendig
disjunkte) Teilmengen 77 und 75 existieren, fiir die S(771) = S(71») gilt. Angenommen 77 und 75
seien nicht disjunkt; dann bilden wir die beiden Teilmengen

T{:Tl\(TlmTQ):Tl\TQ und TQIZTQ\(TlﬂTQ):TQ\Tl
Sie sind offensichtlich disjunkt, und da aus 77 und 75 die gleichen Elemente entfernt wurden,

gilt auch fir 77 und T3: S(T7) = S(T3).

Aufgabe 5/87
Man ermittle alle im Dezimalsystem (echt) dreistelligen Zahlen z € N, die im Zahlensystem
mit der Basis n € N durch genau n Ziffern 1 dargestellt werden.

Nach der Aufgabenstellung gilt

n
1
n ~n" —1 <1000

n
100<z=) n'=
=7 Z " n—1
=0
und damit n ~ 5 (wie man durch Probieren schnell findet). Fiir n = 4 ergibt sich z = 85 < 100,
fiir n = 5 folgt z = 781 und fiir n = 6 schliefllich z = 9331 > 1000. Wegen der Monotonie der

Funktion f(n) = ”:_711 kommt als Losung daher nur n = 5,z = 781 in Frage.

5 .
Tatséchlich ist z =781 =625+ 125+25+5+1= > 5%
i=0
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Aufgabe 6/87

Es sei ABCD ein Rechteck mit AD = BC = a und AB = CD = b = 3a. Mit F sei der
Punkt auf CD bezeichnet, fiir den DE = 2a = 2EC gilt. Die Winkelhalbierende von £ FAC
schneide C'D im Punkt F. Man beweise, dass L FAB = 22 5° ist!

Spiegelt man das Rechteck an der Seite AB, so gehen die Punkte C, D, F und F in die Punkte
C', D', E' bzw. F' iiber, und es ist

AD'=AD=EC=E'C'=BC=BC' =a und D'E' = DE = 2a

CC'=BC + BC' =2a und LAD'E' = LE'C'C = 90°
Daraus folgt A AD'E' =2a E'C'C, also AE' = E’'C und

LAE'C = KD'E'C'—(AD'E'A+£C'E'C) = AD'E'C'—({D'E' A+ LE'AD’) = 180°—90° = 90°
Das Dreieck AE'C ist also gleichschenklig-rechtwinklig; damit ist £ E’AC' = 45°. Nun ist
AFAF' = AF'AC — AF'AF' + {FAC = 45° — AE'AF' + {EAF = 45°

(wegen L FAC = LEAF und {EAF = LE'AF’) und damit L FAB = 0,5 - {FAGF' = 22,5°.

Aufgabe 7/87

Man untersuche, wieviele Wege der Léange 7 auf den Kanten eines Einheitswiirfels von einer
vorgegebenen Ecke zur diametral gegeniiberliegenden Ecke fithren; dabei darf keine Kante
mehrmals (auch nicht in umgekehrter Richtung!) durchlaufen werden (fiir Ecken gilt diese
Einschrankung nicht).

Die Ecken des Wiirfels seien mit A; B;C; D; E; F;G; H derart bezeichnet, dass ABCD eine
Wiirfelflache ist und dass AG, BH, CE bzw. DF Raumdiagonalen sind.

Ausgangspunkt sei A, Endpunkt sei G. Von A aus gibt es 3 (aus Symmetriegriinden) gleichwertige
Wege; wir verfolgen den nach B (und multiplizieren das Ergebnis mit 3). Von B aus fithren 2
gleichwertige Wege weiter; wir gehen nach C' (und multiplizieren das Ergebnis mit 2). Hier
konnen wir wieder 2 Wege einschlagen, die aber nicht gleichwertig sind: C'G oder CD.

1. CG fithrt nach einem Wege der Lénge 3 zum Ziel. Fiir einen Weg der Lénge 7 muss man noch
eine Seitenfliche umlaufen. Da die Flichen GFBC und GCDH zum doppelten Durchlauf von
Kanten fiihren wiirden, kann man den Weg nur langs der dritten Seitenfliche fortsetzen. Damit
sind 2 zuléssige Wege gefunden: ABCGFEHG und ABCGHEFQG.

2. Wir priifen CD.

2.1. ABCDHG hat nur die Linge 5; ein "Umweg” iiber E'F fithrt zum 3. zuldssigen Weg:
ABCDHEFG.

2.2. ABCDAF liefert zwei weitere Moglichkeiten: ABCDAEFG und ABCDAFEHG.

Damit werden iiber ABC' 5 zulassige Wege ermittelt. Es gibt also iiber AB 2 -5 = 10 zuléssige
Wege und damit insgesamt 3 - 10 = 30.

Aufgabe 8/87
Man ermittle alle reellen Lésungen der Gleichung 5% — 3Y = 2.

Wegen 2 =5 — 3 und 3;5 # 0 ist die gegebene Gleichung der Gleichung

5571 —1) =3(3¢"1 - 1)
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dquivalent. Da die rechte Seite dieser Gleichung den Faktor 3 enthélt, muss ihn auch die linke
Seite enthalten: 5*~1 — 1 = 3k; mit k; reell. Entsprechend folgt 3Y~1 — 1 = 5ky mit ko reell.
Die Probe liefert k1 = ko = k. Damit sind die beiden Gleichungen

571 —1=3k ; 3! -1=5k
zu losen. Es ergibt sich
_1n3k+1_|_1 ' _1n5l€—i—1le
Y ’ Y= s

wobei 3k + 1 > 0, also £ > —0,333... ist.

Aufgabe 9/87

Man berechne die Summe S aller der (im dezimalen Positionssystem) dreistelligen
natiirlichen Zahlen, die mit voneinander verschiedenen Ziffern 1;2;3;...;9 dargestellt wer-
den.

Da die Ziffern voneinander verschieden sein sollen, hat man fiir die erste Stelle 9, fir die zweite
8 und fiir die dritte 7 Moglichkeiten der Wahl, wenn man eine der fraglichen Zahlenbilden will.
Es gibt also 9 - 8 - 7 = 504 derartige Zahlen (Variation von 9 Elementen zur 3. Klasse ohne
Wiederholung). Da die 9 Ziffern an jeder Stelle gleich hiufig auftreten, ist jede Ziffer an jeder
Stelle (9-8-7) :9 = 56 mal zu finden. Demnach gilt fir die gesuchte Summe S

9 9 9 9
S§=100-56-Y i+10-56-Y i+1-56-» i=111-56- i=279720

i1 i1 i1 1

Aufgabe 10/87
Man bestimme alle Tripel (z;y;z) reeller Zahlen z, y und z, die das Gleichungssystem
erfiillen:

z+y+z=1 (1)
ey 22 =1 (2)
B+ =1 (3

Offensichtlich sind die Tripel (1;0;0), (0; 1;0) und (0; 0; 1) Losungen des Gleichungssystems (Pro-
be!).
Wegen (2) gehen fiir x;%; z # 1 die Ungleichungen 0 < 22;9?%; 2% < 1.
Daraus folgt 0 < |z|; |yl; |2] < 1.
Aus a < Ja| und aus 0 < |a] < 1 folgt a® < |a3| = a®|a| < a®. Damit gilt fiir x;y;2 # 1 die
Ungleichung
PP+l <P+ =1

Folglich sind in diesem Fall die Gleichungen

4y +22=1 und e T |

nie gleichzeitig erfiillt. Die unter 1. aufgefithrten Tripel sind also die einzigen Losungen des
Gleichungssystems.
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Aufgabe 11/87

Wieviele Klebefalze sind (mindestens) erforderlich, wenn ein einfach zusammenhéngendes
ebenes Netz eines konvexen Polyeders mit f Fldchen und 9 Ecken zum Koérper “zusammen-
geklebt” werden soll?

Das Netz besteht aus f konvexen Polygonen, die an (f — 1) Kanten miteinander verbunden
sind. (Beweis fiir diese Behauptung: Die ersten beiden Polygone sind durch genau eine Kante
miteinander verbunden; jedes weitere Polygon hat genau eine Kante mit einem der bereits vor-
handenen Polygone gemeinsam.)

Nach dem Eulerschem Polyedersatz gilt fiir die Anzahl k& der Kanten k& = e + f — 2. Fur die
Anzahl n der notwendigen Falze gilt

n=k—(f-1)=k—f+1l=e+f—-2—f+1=e—1

Es iiberrascht, dass n nur von der Eckenzahl e, nicht aber von der Flachenzahl f oder der
Kantenzahl k£ abhéngt. Speziell fiir das Tetraeder gilt n = 3, fiir das Oktaeder n = 5 und fiir
das Hexaeder n = 7.

Aufgabe 12/87
Aus einem Tripel (ag; bo; cg) positiver reeller Zahlen ag; by; ¢o bilden wir eine Folge von Tripeln
(ag; bk; cr) nach dem Bildungsgesetz

ar = ap—1by—_1; b, = br—1Cr—1; Ck = Ck—10k—1

Man beweise: Ist die Tripelfolge periodisch, so enthélt eine Periode héchstens 6 verschiedene
Tripel.

Die Produkte aus den Zahlen eines Tripels bilden die Folge

{ax} = {arbrer} = {(aoboco)™'}
wie man durch vollstdndige Induktion beweist:
1. Es ist xg = agbocy = (aObOCO))2O
2. Aus z, = (akbkck) = (aoboco)Qk folgt

2

Tpi1 = (app1bpricrri1) = (agby - brey, - crax) = (agbger)? = {(aoboCo)zk} = (aoboco)?

Wenn die Tripelfolge periodisch ist, so gilt dies auch fiir die Produktfolge {x}.

Es gelte nun fiir ein & > 1, dass (ag;bx;cx) = (ao;bo; co) ist. Dann gilt also xp = apbrer =
(aobgco)Zk = agboco und wegen 2¥ £ 1 folgt daraus agbocy = 1, cg = aalbo_l. Dann sind die
ersten sieben Glieder der Tripelfolge (wobei der Index 0 der Einfachheit halber weggelassen ist)

(a;b;a7 07 ); (absa™ 5 671); (b0 "0 a); (@™ 07 5 ab); (@™ b7 a5 b); (b7 absa™); (asbya b7
Man erkennt, dass das siebente Glied gleich dem ersten ist.
Aufgabe 13/87

Die Funktion f(x) = 2% — 22 + = + r hat fiir keine reelle Zahl 7 drei reelle Nullstellen. Man
beweise die Richtigkeit dieser Behauptung!

468



2.27 Aufgaben und Lésungen 1987

Angenommen, die gegebene Funktion hétte drei reelle Nullstellen x1;x2; x3. Dann gelten nach
dem Satz des Vieta die Gleichungen

1 +a2+a3=1 ; T1T2 + Tow3 + w371 = 1
Daraus folgt
(x1429+23)% =1 =22 +al4+ 23+ 210+ 123+ w0x3) = 22 + a3+ 2242 —» 22 vl al = 1

Nun sind aber nach Voraussetzung x1; z2; 23 reelle Zahlen; damit gilt x%; 22; x% > 0 und es folgt
—1=a}+a23+23>0.
Dieser offensichtliche Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch ist. Damit ist die Behauptung
in der Aufgabe richtig.

Aufgabe 14/87
Es gelte die Gleichung

n
gr+l H cos2a =1
i=0
mit n € N,a > 0, reell. Man ermittle die kleinste Zahl «, die diese Gleichung erfiillt
(abhéngig von n).

Aus sin2¢ = 2sin pcos ¢ folgt fiir singp # 0 die Beziehung 2cosp = %. Man priift leicht

sin
nach, dass fiir « = km mit k € N die gegebene Gleichung nicht erfiillt ist. Mit 2o = ¢ # kn gilt

dann
n

. ‘ ‘ “osin (20Fla)  sin27tla)
2n+1 21 — 9 21 _ Sln( ' _
Eocos a }:IO[ cos (2a)] [{) Sin (Z'a) ——

Die gegebene Gleichung ist also fiir 2'a # km der Gleichung sin (2""1a) = sin a dquivalent. Die
kleinste Zahl o > 0 erhélt man offenbar, wenn 0 < o < 0,57 gilt, d.h. far

sina = sin (2"a) < 0

Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden:
1. 2" ay = 7 — g + 2pr und 2. 2" oy = ay + 2(g + 1)7 mit p; ¢ € N. Daraus folgt

T+ 2pw T
1 ontl 4+ 1 — Qlmin ontl 4+ 1
2r 4+ 2(qg+ 1)m 27
Qa2 on+l _ _>Ol2mln—2n+1_1

Wegen 7 < 2km und 271 +1 > 271 — 1 gilt fiir jedes n € N sicher aimin < Q2min. Damit ist
Q1min die gesuchte Zahl.

Aufgabe 15/87
Man bestimme alle Primzahlen pq, fir die

ppe=p1+2%  p3=pm+2"% pi=np -3

ebenfalls Primzahlen sind. Welche Werte kann n annehmen?
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Wire p; = 2, so wéren py und p3 gerade Zahlen und wegen p3 > po > p1 keine Primzahlen. Also
ist p1 > 3.

Wegen pa = p1 + 27, p3 = p1 + 2" = p; + 22" = py + 2" bilden die Primzahlen py; pe; p3 eine
arithmetische Folge 1. Ordnung mit der Differenz d = 2™ # 3k (k € N). Damit ist genau eine
dieser Primzahlen durch 3 teilbar und damit (wegen der Primzahleigenschaft) gleich 3. Wegen
p3 > p2 > p1, kann dies nur p; sein: p; = 3.

Es folgt py = np1 —3 = n-3 —3 = 3(n|l). Aus der Primzahleigenschaft von p, folgt sofort
pe =3,n—1=1alson = 2,ps = 7,p3 = 11. Damit ist eine Losung gefunden. Wegen der
Zwangsléufigkeit der Herleitung ist dies auch die einzige.

Aufgabe 16/87
Es ist zu zeigen, dass kein Polynom n-ten Grades P(x) mit ganzzahligen Koeffizienten a;
(1 € N;0 < i < n) existiert, fiir das P(7) = 5 und P(15) = 9 gilt.

Angenommen, es existiere ein Polynom n-ten Grades P(x) mit ganzzahligen Koeffizienten a;
(1€ N,0 <i<n), fir das P(7) =5 und P(15) = 9 gilt. Dann folgt

n n n
P(15) ~P(7) =4=Y 15a; = Y Ta; = Y (15" — T)q;

Nun gilt sicher (a — b) | (a¥ — b*) mit a;b;k € N, und damit (15 —7) | (15 — 7%) fiir jedes 1.
Wegen 15 — 7 = 8 ergibt sich daraus der Widerspruch

n

81> (15" = 7")a; =4

1=0

Damit ist die Annahme widerlegt.

Aufgabe 17/87
Man ermittle alle Paare (p; q) von Primzahlen p und ¢, die folgende Bedingungen erfiillen:

1. Thre Summe P ist ebenfalls Primzahl.

2. Das Produkt aus den drei Primzahlen p; g; P ist durch 10 teilbar.

Folgende Feststellungen fithren zur Losung:

1. Wegen der Kommutativitét von Addition und von Multiplikation ist mit p1;q1) auch (p2 =
q1; g2 = p1) Losung.

2. Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung miissen unter den Primzahlen p; q; P = p+q
die Primzahlen 2 und 5 vorkommen.

3. Offensichtlich ist P > 2. Folglich ist p = 2 (bzw. ¢ = 2).

4. Es verbleiben die Moglichkeiten ¢ =5 (bzw. p =5), P=7und P =5, ¢ = 3 (bzw. p = 3).

Es existieren also die Losungen (2; 3), (3;2), (2;5), (5; 2). Weitere Losungen sind durch den Losungs-
weg ausgeschlossen (Vollstandigkeit der Fallunterscheidung).

Aufgabe 18/87

Man beweise: Eine natiirliche Zahl n > 8 ist genau dann Primzahl, wenn n nicht als Summe
aus wenigstens drei Gliedern einer nicht konstanten arithmetischen Folge 1. Ordnung aus
natiirlichen Zahlen darstellbar Ist (dabei sei die Zahl 0 keine natiirliche Zahl).
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Es sei {ay} eine nicht konstante arithmetische Folge 1. Ordnung aus natiirlichen Zahlen aj > 0.
Dann ist ax = a1 + (k— 1)d mit a1; k;d € N\ {0} ihr Bildungsgesetz, und fiir die Summe s, von
r Gliedern gilt

sp =ray + 0,5r(r — 1)d = rla; + 0,5(r — 1)d]

Da alle Glieder natiirliche Zahlen sind, ist auch s,, eine natiirliche Zahl. Es sei nun r > 3. Wir
unterscheiden zwei Fille:

1.7 =2m mit m € N;ym > 2: s, = m[2a; + (2m — 1)d]

2.r=2m+1mit me Nym > 1: s, = (2m — 1)(a1 + md)

In jedem Fall ist s, ein Produkt aus natiirlichen Zahlen, und jeder Faktor ist gréfler als 1. Damit
kann n = s, keine Primzahl sein.

Es sei nun n = uv mit u;v € N,1 < u < v keine Primzahl. Wir unterscheiden wieder zwei Félle:
1. u > 2. Dann setze man r = u,d = 2,v = a1 +u — 1, also a; = v+ 1 — u. Damit ist n als s,
darstellbar.

2. u = 2. Man setze r = 4;d = 1;v = 2a1 + 3, also a3 = 0,5(v — 3). Wegen v = 2a; + 3 ist
v ungerade; ferner ist wegen n = uwv = 2v > 8 sicher v > 4. Damit ist a; € N;a; > 1 und n
wiederum als s, darstellbar.

Aufgabe 19/87
Welche natiirlichen Zahlen n kann man nicht in der Form n = 22 +2y? + 322 mit x;9;2 € N
darstellen?

Alle natirlichen Zahlen n kann man in der Form n = 8k £ r mit £k € N, r € {0;1;2;3;4}
darstellen. Damit gilt
n? = 64k* £ 16kr +r* =r?  (mod 16)

mit 72 = 0;1;4;9 (mod 16). Es sei nun
#2=p (mod 16), 20> =¢q (mod 16), 322=5s (mod 16)

fiir beliebige z;y; z € N; dann gilt

p=0;1;4;9 (mod 16), ¢ = 0;2;8 (mod 16), s = 0;3;11;12 (mod 16).

Bildet man die 4 -3 -4 = 48 moglichen Summen p + ¢ + s, so stellt man fest, dass die Kongruenz
p+q+s = 10 (mod 16) keine Losung hat. Somit kann man die natiirlichen Zahlen n =
16k 4+ 10,k € N nicht in der angefiihrten Form darstellen.

Damit sind nicht alle derartigen Zahlen erfasst, aber das war in der Aufgabe auch nicht gefordert.

Aufgabe 20/87
In einem Zahlensystem mit der Basis n € N, n > 10 sei die Zahl z = 123546789 gegeben.
Man beweise, dass z keine Primzahl ist!

Der Beweis ist gefiihrt, wenn gezeigt ist, dass z durch eine Zahl m € N;2 < m < z teilbar ist.
Wir untersuchen die Teilbarkeit durch 3 mittels einer vollstdndigen Fallunterscheidung. Es gilt

z=nP 420" +3n8 + 505 +4nt + 6n3 + T2 +8n+9

1. Ist n =0 (mod 3), so sind alle Summanden durch 3 teilbar, mithin auch z als deren Summe.
2. Ist n =1 (mod 3), so gilt n* =1 (mod 3) fiir jedes k € N.

Damit ist fiir die Teilbarkeit durch 3 die Quersummenregel anwendbar: Q(z) = 45 = 0 (mod 3).
Also ist z durch 3 teilbar.

3. Ist n = —1 (mod 3), so ist n?* = 1 (mod 3) und n?*~! = —1 (mod 3) fiir jedes k € N. Damit
ist die Regel iiber die alternierende Quersumme fiir die Teilbarkeitsuntersuchung anwendbar:

Qalz)=1—-24+3-544-64+7-8+9=3=0 (mod 3)
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Also ist auch in diesem Fall z durch 3 teilbar. Da z mit Sicherheit grofler als 3 ist, folgt, dass z
keine Primzahl ist.

Aufgabe 21/87

In einem ebenen Dreieck seien zwei der drei Seitenhalbierenden gegeben. Dadurch ist das
Dreieck in drei Teildreiecke und ein Viereck zerlegt. Welchen Anteil an der Fliache des Ge-
samtdreiecks hat die Vierecksflache?

Wir betrachten zunéchst die drei Teildreiecke, die sich ergeben, wenn der Schnittpunkt der drei
Seitenhalbierenden mit den drei Ecken verbunden wird. Thre Flache betréigt je % der Gesamt-
fliche, da ihre Hohen sich zur Dreieckshohe (auf der jeweiligen Seite) nach dem Strahlensatz wie
die Abschnitte der Seitenhalbierenden verhalten; diese dritteln jedoch bekanntlich einander.
Die Fléche des Vierecks setzt sich nun aus zwei Hélften solcher Teildreiecke zusammen (wie man
sich an einer Skizze leicht klar macht) und betrégt damit ebenfalls % der Gesamtflache.

Aufgabe 22/87

Gesucht ist die kleinste Zahl n € N, bei der die Quersumme eine dreistellige Primzahl ps
ist. Die Quersumme dieser Zahl p3 sei eine zweistellige Primzahl po und schliellich sei deren
Quersumme eine einstellige ungerade Primzahl p;.

1. Feststellung: Fir die Quersumme Q(n3) einer beliebigen dreistelligen Zahl ng € N gilt Q(n3) <
3-9=27.

2. Feststellung: Fiir die Quersumme Q(p2) der zweistelligen Primzahl ps gilt Q(p2) = 5 oder
Q(p2) =7, da Q(p2) = 3 im Widerspruch zur Primzahleigenschaft von po steht. Aus Q(p2) =5
folgt po = 23 oder pa = 41. Aus Q(p2) = 7 folgt po = 43 oder p, = 61. Wegen py = Q(n3) < 27
verbleibt nur ps = 23 mit p; = Q(p2) = 5.

3. Feststellung: Die kleinste dreistellige Zahl ng € N mit der Quersumme Q(n3) = ps = 23 ist
ng = 599. Tatsichlich ist diese Zahl Primzahl.

4. Feststellung: Wegen Q(n) = ng = p3 = 599 = 66 - 9 + 5 hat die Zahl

65
n=5-10%+9-%"10'e N
=0

die Quersumme Q(n) = p3 = 599. Tatséchlich ist n auch die kleinste Zahl mit dieser Quersumme;
denn fiir jede Zahl m € N mit m < n gilt zwangslaufig Q(m) < (n) = 599.

Aufgabe 23/87
Es gibt Primzahlen p;, die folgende Eigenschaften haben:
1. Sie sind (in dezimaler Schreibweise) echt vierstellig.
2. Thre Quersumme ist Q(p;) = 25.
3. Addiert man zu ihnen 4, so ergibt sich eine ”Spiegelzahl”.
Unter einer ”Spiegelzahl” sei eine Zahl zu verstehen, deren Ziffernfolge beziiglich einer ge-

dachten Mittellinie symmetrisch ist. Man bestimme alle derartigen Primzahlen p;!

Fiir die Primzahlen p; gilt nach Eigenschaft 1:

p; = 1000a; + 100b; + 10c¢; + d;
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mit a;;b;5¢5;d; € N, 0<a; <9,0 < b;;¢;d; <9. Als Einerstelle d; einer Primzahl kommen nur
die Zahlen d; = 1,dy = 3,d3 = 7 und ds = 9 in Frage.

Aus der Eigenschaft 3 folgen a1 = 5,a0 = 7,a3—10=7+4—10=1und ay—10=9+4—-10=3
(der Zehneriibertrag kann sich nicht bis a; fortsetzen, da sonst ag = 0 im Widerspruch zur 1.
oder ay = 2,by = ¢4 = 9 im Widerspruch zur 2. Eigenschaft wére). Damit haben die in Betracht
kommenden Zahlen die Gestalt

p1 = 5000 + 10061 4 10cy + 1
pa = 7000 + 10062 + 10c2 + 3
p3 = 1000 + 10063 4 10c3 + 7
p4 = 3000 + 100b4 + 10cs + 9

Die Moglichkeit p; entfillt, weil aus Eigenschaft 2 folgt, dass by + ¢1 = 19 wére im Widerspruch
zu by + 1 < 9+ 9 = 18. Ferner entfillt auch po, weil nach derselben Eigenschaft by + co = 15
sein musste, aus Eigenschaft 3 aber by = cs folgt.

Aus Eigenschaft 2 folgt nun b3 + c3 = 17, by + ¢4 = 13, und aus Eigenschaft 3 (wegen des
Zehneriibertrags) b; = ¢; + 1. Damit ist b3 = 9,c3 = 8, p3 = 1987; by = 7, ¢4 = 6, py = 3769.
Tatsédchlich sind beide Zahlen Primzahlen.

Zusatz: Streicht man in der Eigenschaft 1 das Wort ”echt”, so erfiillt auch p; = 0997 die Bedin-
gungen der Aufgabe. Aus der Eigenschaft 2 kann man leicht weitere Losungen ausschlieflen.

Aufgabe 24/87
Fiir welche Primzahlen p besitzt das Gleichungssystem

z+logyy=11p (1)
2p —logoyp=11—2 (2)
z+logoy =x —8 (3)

ganzzahlige Losungstripel (z;y; z) und wie lauten diese?
Wir nehmen an, das Gleichungssystem sei ganzzahlig l6sbar und (z;y;z) sei ein derartiges

Losungstripel. Nach Gleichung (2) folgen dann, da 11 — z = g eine ganze Zahl ist, die Glei-
chungen

p—g=logyp ; p=2""9=¢g

wobei auch ¢’ eine ganze Zahl ist. Da p Primzahl ist, muss p = 2 und damit g = 3 sein. Aus
Gleichung (2) folgt nun sofort z = 8. Damit nehmen die Gleichungen (1) und (3) die Gestalt

x + logoy =22 ; logoy =x — 16
an. Substitution der zweiten in der ersten Gleichung liefert x = 19. Damit ergibt sich schlieflich
log,y =3 ; y=23=8

also das ganzzahlige Losungstripel (19;8;8) des Gleichungssystems.
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2.28 Aufgaben und Losungen 1988

Aufgabe 1/88
Es seien z die Quersumme von 1988%%91 4 die Quersumme von z und z die Quersumme von
y. Man gebe z an!

Zunéchst schrinken wir die Quersummen nach oben ein. Wegen 1988%%91 < 10000889 ist die
Stellenzahl von 19885391 kleiner als 1 +1g 10000881 = 1 4+ 8891 - 1g 10000 = 1 + 8891 - 4 = 35565.
Da fiir alle Ziffern a; von 19888391 gilt a; < 9, ist < 35565 - 9 = 320085. Die Zahl mit der
grofiten Quersumme im Intervall [0; 320085] ist 299999. Damit folgt y < 47. Fiir z ergibt sich
daraus z < 12, da 39 die Zahl mit der grofiten Quersumme im Intervall [0; 47] ist.

Nun verwenden wir den Satz: Eine Zahl n und ihre Quersumme lassen beim Teilen durch 9 den
gleichen Rest.

Beweis: 1. Der Satz gilt fiir n = 1.

2. Angenommen, der Satz gilt fiir n = k > 1, dann gilt er auch fiir n = k£ + 1. Sind ndmlich die
letzten i Stellen (¢ > 0) von k mit 9 besetzt, so werden diese beim Ubergang zu k + 1 zu 0, und
die erste von 9 verschiedene Stelle vergroéfiert sich um 1.

Die Quersumme von k + 1 ist demnach von der von £k um 1 —4-9 =9 (mod 9) verschieden, ihr
Rest ist also auch um 1 vergrofiert.

Aus diesem Satz folgt wegen 19888891 = (—1)8891 = (—1) = 8 (mod 9) (es ist 1988 = 221-9 — 1)
auch x =y = 2z = 8 (mod 9). Wegen z < 12 kommt damit fiir z nur die Zahl 8 in Frage: z = 8.

Aufgabe 2/88
Gesucht sind die kleinsten zwei natiirlichen Zahlen n, die Summe sowohl von zwei als auch
von drei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen sind.

Nach dem Aufgabentext gilt
n=m-124+m?>+(m+1)?=k+ (k+1)*

mit n;m;k € N,n;m;k > 1. Man erkennt rasch, dass sich mit m = k = 1 eine (allerdings
triviale) Losung ergibt: n = 02 412+ 22 =12 4+22 =5

Offensichtlich ist dies die kleinste Zahl mit der geforderten Eigenschaft. Um die néchstgroflere
zu finden, formen wir um: 2k(k + 1) = 3m? + 1.

Wegen 3m? +1 =1 (mod 3) ist k = 1 (mod 3), also k = 3s + 1 mit s € N. Substitution und
weitere Umformung liefern

65(s+ 1) +1 =m? ; m=4/6s(s+1)+1

Wenn n minimal sein soll, miissen auch m; k;s minimal sein. Wir probieren daher, beginnend
mit dem kleinsten Wert, die s-Werte daraufhin durch, ob sie natiirliche m-Werte liefern.

Fiir s = 0 erhélt man die bereits ermittelte (triviale) Losung; fiir s = 1;2; 3 ist m nicht natiirlich,
aber fiir s = 4 ergibt sich m = 11,k = 13 und

n =102 + 112 + 122 = 132 4+ 142 = 365

Zweierlei iiberrascht an diesem Ergebnis: 1. Man erhélt fiinf aufeinanderfolgende Quadratzahlen
(man kann nachweisen, dass dieser Fall einmalig ist).

2. Es ergibt sich die Anzahl der Tage in einem Normaljahr.

Zusatz: Die nichstgroBeren n sind n = 1082 + 1092 + 110% = 1332 4 1342 = 35645 und n =
1078% 4+ 10792 + 10802 = 13212 + 13222 = 3492725.
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Aufgabe 3/88
Es ist zu beweisen, dass die Gleichung a® + b®> = ¢* fiir alle natiirlichen Zahlen k£ > 0
ganzzahlige Losungstripel (a;b; ¢) hat.

Die Behauptung ist trivial fiir & = 1 (sie folgt aus der unbeschriankten Ausfiithrbarkeit der
Addition) und fiir £ = 2 (jedes pythagoreische Tripel ist Losung).

Es sei nun n € N,n > 2, und die Behauptung sei richtig fiir alle £ < n. Dann existiert sicher ein
Losungstripel (a;b;c) fiir die Gleichung a? + b% = ¢" 2.

Multipliziert man beide Seiten mit ¢? > 0, so folgt

a?c? + b2 = "

Damit ist das Tripel (ac;bec;c) Losung der Gleichung (mit a;b;c € N gilt wegen der unbe-
schrankten Ausfiithrbarkeit der Multiplikation auch ac; be € N). Nach dem Prinzip der vollstandi-
gen Induktion ist damit der geforderte Beweis erbracht.

Aufgabe 4/88

Man bestimmte alle ganzzahligen Losungen der Gleichung 22 + y? = (z — y)3

1. Offensichtlich ist x = y = 0 eine Losung.
2. Es sei nun 22 + 32 # 0. Dann ist 22 +y? = (z — )3 > 0. Wir setzen 2 — y = a > 0, also
y = x — a. Durch Einsetzen und Umformen erhélt man

2?4+ (z—a)? =a® = 219 = %(1i\/2a—1)

Wenn z eine ganze Zahl sein soll, muss 2a— 1 eine ungerade Quadratzahl sein: 2a—1 = (2m—1)?2
mit m € N,m > 0, also a = 2m? — 2m + 1. Man erhilt damit fiir m € N

z1 = 0,52m* —2m + 1)(1 +2m — 1) = m(2m?* — 2m + 1)

T =0,52m* —2m +1)(1 —2m +1) = (1 —m)(2m? — 2m + 1)
y1 =m(2m?* —2m+1) — (2m* —2m +1) = (m — 1)(2m? —2m + 1) = —a»
):

yo = (2m% —2m+1)(1 —m) — 2m* —2m + 1) = (—m)(2m* —2m + 1) = —;

Aufgabe 5/88

Man beweise: Ist n eine (in dekadischer Schreibweise) 30-stellige Zahl, bei der alle Stel-
len ausschlieBlich mit 1 oder mit 8 (in beliebiger Anordnung) besetzt sind, so ist n keine
Primzahl.

Wir beweisen zunéchst, dass die Zahl

29
k=) 10"=111..111 (30 Stellen)
1=0

durch 7 teilbar ist: Es ist 1001 = 143 - 7. Dann ist » = 1001 - 111 = 111111 ebenfalls durch 7
teilbar und damit auch

29
k=Y 10" = (10* + 10" + 10" + 10° + 10°) - r
=0
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Wird nun in £ an s-ter Stelle von hinten die Ziffer 1 durch die Ziffer 8 ersetzt, so dndert sich
k um den Summanden (8 — 1) -10°"! = 7-10°"!. Demnach bleibt die Zahl ny = k + 7- 10571
durch 7 teilbar; ng ist also keine Primzahl.

Da diese Uberlegung fiir jede natiirliche Zahl s gilt, ist der Beweis fiir n gefiihrt.

Aufgabe 6/88
Man ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen n, deren Querprodukt Qp,(n) = 120 ist
und deren Quersumme Q4(n) = 2™ eine Zweierpotenz mit m € N ist.

Es ist Qp(n) = 120 in drei Faktoren fi, fo und f3 mit f; € N,0 < f; < 9 fir i = 1;2;3 zu
zerlegen.

Aus der Primfaktorzerlegung von 120 = 23 - 3 - 5 folgt sofort, dass fiir ein i (0.B.d.A. sei dies
i = 3) gilt f; = 5. Dann verbleiben fiir f; und fo zwei Moglichkeiten:

J11 =38, fo1 =3 und fi2 =4, fos = 6.

Nur fiir die erste Moglichkeit gilt

Qs(n)=fu+fa+fs=8+3+5=16=2"mitm=4€N
die zweite Moglichkeit dagegen liefert
Qs(n) = flo+ foo+ f3=44+6+5=15#£2"mit m=4¢€ N
sie scheidet also aus. Damit sind die Ziffern von n mit 3;5 und 8 festgelegt. Thre 3! = 6 Permu-

tationen ergeben 6 Werte fiir n: 358; 385; 538; 583; 835; 853.

Aufgabe 7/88
Man ermittle alle Paare (m;n) mit m;n € N, fiir die p = m3 + n® Primzahl ist!

Es gilt

2

p=m®+n®=(m+n)®—3mn(m+n) = (m+n)(m*> —mn+n?)

Da p Primzahl ist, muss einer der beiden Faktoren gleich 1 sein; wegen m +n > 1 (m = 0 oder
n = 0 liefert keine Primzahl p) ist
m2—mn+n2—1:(m—n)2+mn2mn21

Daraus folgt: Nur m = n = 1 liefert eine Primzahl p = 13 4 13 = 2.

Aufgabe 8/88 Gesucht ist die um 8 vergroBerte Anzahl aller geordneten Paare (x;y) ganzer
Zahlen = und y, die Losung der Ungleichungen

8 8
8-\/8+8+8+§§]a:\Jr\y’§8-8~\/8+8+\/8+8+8+§

sind. Man fiige hinter die erste und hinter die zweite Stelle je einen Punkt ein!

Vereinfachung der gegebenen Ungleichungen liefert
41 < |z| + |y| < 269

Wir untersuchen, wieviele geordnete Paare die Ungleichung |x|+ |y| < n mit n € N erfiillen. Fiir
y = 0 gibt es 2n 4 1 verschiedene Werte fiir  (also auch 2n + 1 verschiedene geordnete Paare).
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Wichst bzw. verringert sich y um 1, so verringert sich die Anzahl der moglichen z-Werte jeweils
um 2, fir |y| = n ist nur z = 0 moglich. Folglich gibt es fir y # 0 genau

2-(2n—1+4+2n—3+..+3+1)=2n?

x-Werte. Damit hat die betrachtete Ungleichung insgesamt 2n2+2n+1 = n?+(n+1)? geordnete
Paare als Losung. Daraus folgt:

Die Ungleichung |z| + |y| < 269 hat 2692 + 2702 = 145261 Losungspaare, die Ungleichung
|z| 4 |y| < 40 hat 40% +412 = 3281 Loésungspaare. Die gesuchte Zahl ist dann 145261 — 3281 +8 =
141988.

Einfiigen der Punkte ergibt 1. 4. 1988.

Aufgabe 9/88
Man beweise, dass die Funktion

flx)=2"+ an12" P+ tax—1
mit a; € G fir i = 1;2;...;nl keine rationale Nullstelle hat, falls f(41) # 0 ist (G sei die
Menge der ganzen Zahlen).

Wir nehmen an, die gegebene Funktion f(z) habe unter den getroffenen Voraussetzungen eine
rationale Nullstelle % mit p € G,q € N,p;q # 0 und (p,q) = 1. Dann wiirde folgen

P+ an1p" g+ apg" T — " =0
und damit p =0 (mod ¢), wegen (p,q) =1 und ¢ > 0 also ¢ = 1. Demnach gelte
P i p" 4 aip—1=0

woraus p = +1 folgt. Damit wére % = 41 und f (17;) = f(£1) = 0 im Widerspruch zur Vor-
aussetzung f(£1) # 0. Folglich ist die Annahme falsch, und damit ist die Behauptung in der
Aufgabenstellung richtig.

Aufgabe 10/88
Gesucht sind alle Zahlen n € N, die folgende Eigenschaften haben:

1. Die dekadische Darstellung erfordert genau drei paarweise voneinander verschiedene
Ziffern a, b und c.

2. Dabei treten a und b genau c-mal auf; ¢ dagegen tritt (a — b)-mal auf.
3. Quersumme und Querprodukt von n sind einander gleich.

Aus der 1. Bedingung folgt a;b;c € N,a;b;c < 9, aus der 3. a;b;c > 0. Die drei Bedingungen
kann man in der folgenden Gleichung zusammenfassen:

ac+be + c(a —b) = abc* 0 — 2 = a“1pecr 0t

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt, dass einer der Faktoren auf der rechten
Seite der letzten Gleichung gleich 2 und 2 gleich 1 sein miissen.
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Fallunterscheidung;:

1. a®~! = 2 liefert a = 2, ¢ = 2 im Widerspruch zur 1. Bedingung.

2. b¢ = 2 ergibt b = 2,¢ = 1. Dann gilt wegen der 1. Bedingung a > 3. Daraus folgt ny =
321, ny = 4211, n3 = 52111, ngy = 621111, n5 = 7211111, ng = 82111111, ny = 921111111.

3. ¢® "1 =2 mit a ! =1 und b° = 1. Wegen ¢ > 1 miisste a = b = 1 sein im Widerspruch zur
1. Bedingung.

Damit sind die unter 2. gefundenen Zahlen sowie alle Zahlen, die durch Permutation der Ziffern
aus ihnen hervorgehen, die einzigen, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillen (die Fallunter-
scheidung ist vollstédndig). Es sind 238 Zahlen.

Aufgabe 11/88
Man ermittle alle natiirlichen Zahlen n, fiir die n* 4+ 4 eine Primzahl ist!

Man erkennt rasch, dass sich fiir n = 1 die Primzahl 5 ergibt: 1* +4 = 5. Es gilt nun
p=n*+d=n'+4n? +4—4n? = (n* +2)? — (2n)* = (n® +2 - 2n)(n* + 2+ 2n)

Wenn p die Primzahl sein soll, muss der kleinere der beiden Faktoren gleich 1 sein: (n?+2—2n) =
lund (n?2 —2n+1) = (n—1)2 =0, d.h. n = 1. Also ist n = 1 die einzige Lésung.

Aufgabe 12/88

Gegeben sei ein Quadrupel (pi;p2;ps;ps) von Primzahlen p;, die folgende Bedingungen
erfiillen:

1. Die p; sind (im Dezimalsystem) mindestens dreistellig.

2. Esist po =pl +m;p3 = p2 +m,ps =p3+m mit m € Nym > 1.

3. Die hochsten Stellen von m sind sdmtlich restlos durch m teilbar.

Man beweise, dass dann gilt:

m! | 2(p3 — p?)

Folgende Uberlegungen fiihren zur Losung:

Da die hochsten Stellen der p; einstellig und restlos durch m teilbar sind, ist auch m einstellig:
m < 9. Wegen m = ps — p; ist m = 0 (mod 2) als Differenz zweier ungerader Zahlen. Wegen
p2 = p1+m (mod 3), p3s = p1 +2m = p; —m (mod 3) und p; = £1 (mod 3) ist nur m = 0 (mod
3) moglich. Damit folgt m = 6.

Damit ist p;+1 = p1+4 (mod 5) fiir ¢ = 1;2; 3. Daraus folgt p1 = 1 (mod 5), ps = 4 (mod 5) und
ps+p1 =0 (mod 5). Es ist (pg + p1) = 2p1 +3m = 2p; + 18 = 2(p1 + 9) und (da p; ungerade
ist) ps + p1 =0 (mod 4).

Damit folgt py + p1 =0 (mod 20) oder py +p1 =4-5-kmit k€ N,k > 1.

Weiter ist py — p1 = p1 + 3mp; = 3m = 3 - 6. Nun folgt

2p2 —p?) =2(ps —p1)(pa+p1)=2-3-6-4-5 k=6 =k ml

also m! | 2(p2 — p?), w.z.b.w.
Zusatz: Aufgabengeméifle Quadrupel sind z.B. (601; 607; 613; 619), (641; 647; 653; 659), (6311;
6317; 6323; 6329) und (6361; 6367; 6373; 6379).

Aufgabe 13/88
Man ermittle alle Paare (p; q) von Primzahlen p und ¢, fiir die gilt:

3p% +6p =2¢° + 7q
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Von zwei Parabeln mit verschiedenen Koeffizienten der quadratischen Glieder wichst die mit
dem grofleren stiarker. Daraus folgt sofort: Wenn die gegebene Gleichung Losungen hat, so ist
q > p. Wir schreiben die Gleichung in der Form

3p(p+2)=q(2¢+7)

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ergeben sich nun drei Félle:

1. ¢ = 3; es folgt p(p + 2) = 13. Da 13 nicht in zwei Faktoren p und p + 2 zerlegt werden kann,
scheidet dieser Fall aus.

2. q=p;esfolgt g=p=0o0der g =p=1. Da 0 und 1 keine Primzahlen sind, scheidet auch
dieser Fall aus.

3. g =p+2 (wegen q > p kann p + 2 kein Vielfaches von ¢ sein); es folgt p = 11,¢ = 13 als
einziges Losungspaar.

Aufgabe 14/88
Gesucht ist die kleinste Zahl n € N, bei der sowohl die Quersumme ¢(n) als auch die
Quersumme ¢(n + 1) des Nachfolgers n + 1 durch 11 teilbar ist.

Die gesuchte Zahl n muss auf wenigstens eine Ziffer 9 enden, da sich andernfalls die Quersumme
beim Ubergang von n auf n + 1 um 1 dndern wiirde und damit nicht beide Quersummen durch
11 teilbar waren. Man kann n also in der Form

1—1
n=a-10"+> 910"
k=0

mit a;i € N,i > 0 darstellen. Dann gilt die folgende Gleichung: ¢(n + 1) = ¢(n) — 9i + 1.

Soll mit ¢(n) auch g(n + 1) durch 11 teilbar sein, so muss auch 9i — 1 durch 11 teilbar sein. Die
kleinste Zahl i, die dies leistet, ist i =5:9-5—1 =44 = 4-11. Damit ist ¢(n) = ¢(a)+5-9 > 55,
d.h. g(a) > 10.

Die kleinste Zahl a, deren Quersumme nicht kleiner als 10 ist, ist a = 19. Dann wéire n =
1999999, n + 1 = 2000000 und damit g(n + 1) = 2 nicht durch 11 teilbar. Die néchste in
Frage kommende Zahl a ist a = 28. Mit ihr ergibt sich n = 2899999,¢(n) = 55,n + 1 =
2900000, g(n + 1) = 11.

Der Losungsweg schliefit kleinere Zahlen fiir n aus.

Aufgabe 15/88
In einem Dreieck mit den Seiten a, b und ¢ und der Héhe h auf b gelte fiir den Inkreisradius
p= %h. Man zeige, dass dann die Seitenldngen eine arithmetische Folge 1. Ordnung bilden!

Fiir den Flacheninhalt F' des Dreiecks gilt

F = %bh: %p(a%—b%—c)
Mit p = %h folgt daraus nach &quivalenter Umformung 3b = a + b+ ¢, b = ‘%C Das heifit, die
Lange der Seite b ist arithmetisches Mittel der beiden anderen Seitenldngen. Demnach bilden
die drei Seitenldngen eine arithmetische Folge 1. Ordnung.
Zusatz: Man iiberlegt sich leicht, dass p = %h auch im gleichseitigen Dreieck gilt. In diesem
Fall gilt fiir die konstante Differenz d zwischen benachbarten Gliedern der arithmetischen Folge
d =0, d.h., die Folge ist konstant.
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Aufgabe 16/88

Es sei P(x) ein Polynom n-ten Grades, das bei Division durch (z—1) den Rest 1, bei Division
durch (z — 2) den Rest 2 und bei Division durch (z — 3) den Rest 3 lésst.

Welchen Rest ldsst es bei Division durch (z — 1)(z — 2)(x — 3)?

Nach der Aufgabenstellung ist fiir ¢ = 1;2;3
P(z) = (z —1)Q;(x) + ¢

wobei die Q;(x) Polynome vom Grad n — 1 sind. Fiir z = ¢ folgt daraus P(i) = i. Andererseits
ist
P(r) = (z = 1)(z = 2)(z = 3)Q(X) + R(x)

wobei Q(z) ein Polynom vom Grad n — 3 und R(x) ein Polynom héchstens 2. Grades ist. Setzt
man darin = = i, so folgt; da fiir jedes i ein Faktor zu Null wird; P(i) = R(i). Damit ist R(i) = i
R(1) = 1,R(2) = 2, R(3) = 3.

Da R(x) héchstens 2. Grades ist, fiihrt man den Ansatz R(z) = agz? + a12 + ap mit z = 1;2;3
durch (wenn man nicht erkennt, dass R(z) = = diese Werte liefert):

az +ap +ag = 1; daz + 2a1 + ag = 2; 9as + 3a1 +ap = 3

Die Losung dieses Gleichungssystems liefert ao = ag = 0,a1 = 1.
Es ist also R(x) = = der gesuchte Rest.

Aufgabe 17/88
Man ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen n, die gleich dem Fiinffachen ihres Quer-
produkts sind!

Es sei n = 100a+ 10b+c = 5abe mit a;b;¢ € N, a;b;¢c < 9. Dan # 0, ist a; b; ¢ # 0. Offensichtlich
ist n restlos durch 5 teilbar. Damit folgt sofort wegen ¢ # 0, dass ¢ = 5 ist:

n = 100a + 10b + 5 = 25ab

Division mit 5 ergibt 20a + 2b + 1 = bab. Folglich ist 2b 4+ 1 restlos durch 5 teilbar. Damit
kommen fiir b die Werte b1 = 2 und by = 7 in Frage. Da mit b; = 2 das fiinffache Querprodukt,
also n, durch 10 teilbar wére im Widerspruch zu ¢ = 5, verbleibt nur by = b = 7. Somit ist
20a 4+ 15 = 35a und a = 1.

Es gibt also genau eine Zahl n mit der geforderten Eigenschaft: n = 175 (die Probe bestétigt
die Richtigkeit).

Aufgabe 18/88

Es sei f(n) = @ mit n € N,n > 0.

Man beweise, dass f(n) mit einer Ausnahme genau dann eine ganze Zahl ist, wenn n keine
Primzahl ist! Fiir welche Zahl n gilt die Ausnahme?

1. Die Zahl n € N,n > 0 sei Primzahl. Dann enthélt n keinen Faktor u € N,1 < u < n — 1.
Daher ist (n — 1)! nicht durch n teilbar. f(n) ist in diesem Fall also keine ganze Zahl.

2. Die Zahl n € N,n > 0 sei keine Primzahl.
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2.1. Es sei n = 1. Dann ist f(n) = OT! = 1 eine ganze Zahl.

2.2. Es sein > 1. Dann ist n = u - v mit u;v € N,1 < u;v < n und, vorausgesetzt n ist kein
Primzahlquadrat, u # v.

2.2.1. Es sei n kein Primzahlquadrat. Dann sind « und v beide Faktoren von (n — 1)!, mithin
ist (n — 1)! restlos durch u und durch v und damit auch durch n teilbar. Folglich ist f(n) eine
ganze Zahl.

2.2.2. Es sei n = p? ein Primzahlquadrat. Ist p > 2, so ist 2p < p? —1 = n — 1 und wegen p < p?
sind p und 2p beide, also auch p? Faktoren von (n — 1)!. Demnach ist (n — 1)! restlos durch
p? = n teilbar, und damit ist f(n) eine ganze Zahl.

Ist dagegen p = 2,n = p? = 4, so versagt dieser Schluss wegen 2p = 4 > p?> — 1 = 3. Es ist
f(4) = %! = 2 keine ganze Zahl.

Es wurde gezeigt:

1. Ist n Primzahl, so ist f(n) keine ganze Zahl.

2. Ist n keine Primzahl und n # 4, so ist f(n) eine ganze Zahl.

3. Ist n = 4, so ist f(n) keine ganze Zahl. Also ist f(n) mit Ausnahme von n = 4 genau dann
eine ganze Zahl, wenn n keine Primzahl ist.

Aufgabe 19/88
Es sei P(z;y) ein Punkt auf dem Einheitskreis mit rationalen Koordinaten z;y.
Man zeige, dass dann der Term /0,5 4+ zy eine irrationale Zahl liefert!

Da P auf dem Einheitskreis liegt, gilt 22 +y? = 1. Da x und y rational sind, gilt x +y # 0 (denn
sonst wiirde folgen, dass # = —y = 40,5/2 ist). Damit ergibt sich

0,5V2 [z +y[=05-v2- /1422y = /05 +ay
Die linke Seite der letzten Gleichung ist irrational. Folglich gilt dies auch fiir die rechte Seite.

Aufgabe 20/88

Gegeben sei das Intervall [1;10"] C N,n € N,n > 1. Echte Teilmengen dieses Intervalls sind
die Menge M; der darin enthaltenen geraden Zahlen sowie die Menge M, derjenigen Zahlen
in ithm, die (in dezimaler Schreibweise) ohne die Ziffer 1 dargestellt werden.

Welche der Teilmengen M7 und My enthélt mehr Elemente?

Die Anzahl der geraden Zahlen im Intervall [2;10"] ist 5 - 10™. Die Anzahl der ohne Ziffer 1
dargestellten Zahlen dieses Intervalls erhilt man durch die folgende Uberlegung:

Offenbar gibt es acht einstellige natiirliche Zahlen ohne Ziffer 1. Aus jeder von ihnen kann man
durch Anhéngen einer der Ziffern 0;2; 3;...;9 insgesamt 8 - 9 zweistellige Zahlen der geforderten
Art bilden. Setzt man diesen Gedankengang fort, so erhélt man die Anzahl der k-stelligen Zahlen
ohne Ziffer 1 zu 8- 9%~ und die Anzahl aller Zahlen dieser Art im gegebenen Intervall durch die

Summe "
dgohl=9"—1
k=1
Es ist nun zu untersuchen, ob 9" —1 oder 5-10"~! grofer ist. Sicher ist 9' =1 =8 > 5-10'~! = 5.

Da aber von zwei Exponentialfunktionen mit verschiedenen Basen die mit der gréfferen Basis
stirker wichst, gibt es sicher ein k € N so, dass 9" — 1 < 510", wenn n > k ist.
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Gilt nun 9" < 5-10"~1, so gilt sicher erst recht 9" —1 < 5-10"~!. Wegen der strengen Monotonie
der In-Funktion ist die Ungleichung 9" < 5-10"~! dquivalent der Ungleichung

In 2
nIn9 <nlnl0+ 5 —-In10=nnl0—-In2 5n> — = >65
In10—In9

Mindestens fiir n > 7 enthélt also die Teilmenge My mehr Elemente als die Teilmenge M. Eine
Uberpriifung mit n = 6 ergibt, dass fiir n = 6, also auch fiir n < 6 die Teilmenge M; mehr
Elemente enthélt.

Aufgabe 21/88
Man zeige, dass das Produkt aus drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen (aufer im
trivialen Fall 0; 1; 2) nicht gleich der dritten Potenz einer natiirlichen Zahl ist!

Angenommen, es gébe drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen (n —1),n und (n — 1) derart,
dass (n — 1)n(n+1) = k3 mit k € N ist. Zum Ausschluss des trivialen Falls sei n > 2. Dann ist
k > 1, und es folgt

n—Dnn+)=n*—n=k =nd-B=mn-kOn>*+nk+k?)=n (%)

Wegen n > 1 ist n > k, also (n — k) > 1, und wegen k > 1 ist (n? + nk + k?) > n. Daraus folgt
(n—k)(n?>+nk+k* >1-n=n.

Dies steht im Widerspruch zu (*). Also ist die Annahme falsch und damit folgt die Richtigkeit
der Behauptung.

Aufgabe 22/88
Man ermittle alle Paare (p;n), in denen p eine Primzahl und n eine natiirliche Zahl ist und
fiir die die Losungen der Gleichung

2 4+ 2(p" + 2)z +p™ =0

ganzzahlig sind!

Wenn die Gleichung ganzzahlige Losungen x1, zo hat, so gilt nach dem Wurzelsatz des Vieta
—(z1 + 22) = 2p" + 4 T1xy = p*"

Aus der 2.Gleichung folgt, dass 1 und s gleiche Vorzeichen haben, aus der ersten Gleichung,
dass x1; 2 < 0 gilt. Damit folgt aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung z1 = —p*; 2o =
—p! mit k;1 € N,k +1 = 2n.

0.B.d.A. sei [ < k. Dann gilt (wegen p' # 0)

4
P =t (0 P L=2

Aus der Ganzzahligkeit der Potenzen von p folgt p! | 4. Damit sind drei Fille zu unterscheiden:

1. p! =1, also I = 0,k = 2n. Die Gleichung (*) nimmt die Gestalt p>® +1 = 2p" + 4 an. Als
Loésung ergibt sich p” = 3, also p = 3,n = 1. Die Probe bestétigt die Richtigkeit dieser
Losung.

2. pt =2 alsol =1,p =2,k =2n—1. Aus der Gleichung (*) folgt p?»~! +2 = 2p™ + 4. Diese
Gleichung hat keine ganzzahligen Losungen p™.
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3. pl =4,alsop=2,1=2k=2n—2. Es ergibt sich analog 2272 +4 = 2-2" +4, alson = 3.
Auch diese Losung wird durch die Probe bestétigt.

Da die Fallunterscheidung vollstandig ist, gibt es als Losungen genau die Paare (3;1) und (2;3).

Aufgabe 23/88
Man ermittle alle Primzahl-Zwillingspaare (p1;p2), fiir die

P = p} — pip2 + p3

entweder Primzahl oder eine Potenz x¥ mit x;y € N, x;y > 1 ist!

Rechnet man (2;3) unter die Primzahl-Zwillingspaare, so ist P = 22 — 2.3+ 32 = 7 eine Losung.
Fiir das Primzahl-Zwillingspaar (3;5) ergibt sich mit P = 32 — 3 -5 + 52 = 19 ebenfalls eine
Losung.

Ist p > 5, so gilt fiir jedes Primzahl-Zwillingspaar (p1;p2), dass p1 = 6n — 1,ps = 6n + 1 mit
n € N ist. Damit folgt

P=(6n—1)%—(6n—1)(6n+1)+ (6n+ 1) = 3(12n + 1)

Also ist P > 3 durch 3 teilbar und folglich keine Primzahl. Da der zweite Faktor (12n? + 1) mit
Sicherheit nicht durch 3 teilbar ist, enthalt P den Primfaktor 3 nur in erster Potenz. Demnach
kann P auch keine Potenz xy mit x;y € N,x;y > 1 sein; denn jede Potenz z¥ mit z;y € N
enthélt jeden Primfaktor in y-ter Potenz. Aufler den bereits ermittelten Losungen gibt es also
keine weiteren.

Aufgabe 24/88
Es ist das folgende Gleichungssystem zu 16sen. Dabei seien ny und no natiirliche Zahlen, die
pi(i = 1,2,...,6) seien Primzahlen.

ny =pipps (1)

ny =ny + 1 = pipspe (2)
pp=ps—p} (3)
ps=pipi+ps  (4)
ps=p2+pips  (5)
ps=pi+p2+pps  (6)

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt, dass eine der sechs Primzahlen gerade sein muss. Aus
(3) folgt, dass dies nur p; oder py sein kann, und aus (4) ergibt sich, dass dies p; ist: p; = 2.
Setzt man dies in die Gleichungen (3)...(6) ein, so ergibt sich

p2 =p3 — 64 (3a), ps=2pi+ps (4a)

ps =p2 +2ps  (Ha), pe =4+ p2+2ps (6a)

Mit (4a) eliminiert man ps aus (3a):
p2 = 2pi +p — 64 (3b)
mit (3 b) scheidet man ps und pg aus (6a) aus; nach Umformung folgt

pa(p? +1) =30 (6b)
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Die Primfaktoren von 30 sind 2, 3 und 5; durch Probieren findet man schnell py = 3, und das
System nimmt die folgende Gestalt an:

p2 =p3 — 64 (3c¢), ps =pe + 54 (4c)

ps =p2 +6  (5¢), pe = p2 + 10 (6¢)

Durch Einsetzen von (1) in (2) erhilt man ny = p?pops + 1 = p2pspe (2b) mit den bereits
gefundenen Werten fiir p; und p4, und durch Einsetzen von (3c)...(6¢) in (2b) ergibt sich daraus
nach Umformen die in ps quadratische Gleichung

P2 —22,4py +107,8 = 0

mit der einzigen ganzzahligen Losung po = 7. Aus (3c¢) folgt dann p3 = 71, aus (5¢) ps = 13 und
aus (6¢) bzw. (4c) ps = 17. SchlieBlich erhdlt man mit den gefundenen 6 Primzahlen aus (1) und
)

ng=2"-7-71=1988, npy=3°-13-17=1989=mng +1
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2.29 Aufgaben und Losungen 1989

Aufgabe 1/89
Gesucht sind alle Paare (p1;p2) von (im Dezimalsystem) zweistelligen Primzahlen p; und ps
mit p; < po, die folgende Bedingungen erfiillen:

1. Weder die Einer- noch die Zehnerstellen von p; und po sind Primzahlen.
2. Die Zehnerstellen von p; und ps sind nicht durch 3 teilbar.

3. Die Summe p; + p2 ist weder durch 10 noch durch 13 teilbar.

Da p; und ps Primzahlen sind, kommen fiir ihre Einerstellen nur die Zahlen 1;3;7;9 in Frage.
Nach Bedingung 1 entfallen 3 und 7. Fiir die Zehnerstellen verbleiben nach den Bedingungen 1
und 2 nur die Zahlen 1;4;8. Damit kénnen p; und py die Werte 11;19;41; 89 annehmen (49 und
81 sind keine Primzahlen!).

Wegen p; < ps erfiillen demnach nur die Paare (11;19), (11;41), (11;89), (41;89) die Bedingun-
gen 1 und 2. Von ihnen erfiillt nur das Paar (19;89) auch die Bedingung 3, es ist somit die
einzige Losung der Aufgabe.

Aufgabe 2/89
Man suche natiirliche Zahlen n, fiir die ndherungsweise gilt:

G|
— = 1989

Zunéchst versuchen wir, ein Intervall [n1; ns] zu finden, in dem mit Sicherheit Naherungslosungen
der gegebenen Gleichung liegen. Fiir jede natiirliche Zahl ¢ > 1, gilt

\2:2\26> \/i+i+ﬁ:2(m_ﬂ)
12 2

NV i_1+ﬂ:2(\fi—\/i—1)

Daraus folgt

n

znj2(\/z'+ —ﬂ)zQ(\/n+1—1)<i\;<z2(\ﬁ—\/i—1):2\/ﬁ
n=1 i=1 V1

Setzt man nun 2(y/n; + 1 — 1) = 1988 und 2,/ny = 1990, so erhilt man nach Auflésung dieser
Gleichungen n; = 990024 und no = 990025.

Da sich beide Werte nur um 1 unterscheiden, sind beide als Naherungswerte anzusehen: Fiir
n = n; = 990024 ist die Summe etwas zu klein, fiir n = ny = 990025 dagegen etwas zu grofl.

Aufgabe 3/89
Es seien A der Fliacheninhalt und u = a+b+c der Umfang eines Dreiecks mit den Seitenldngen
a, b und c. Man ermittle das Maximum des Verhéltnisses z = %.

Fiir welche Dreiecke wird es angenommen?
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Nach der heronischen Dreiecksformel gilt A% = s(s — a)(s — b)(s — ¢), wobei s = ¥, also u = 2s
ist. Nach dem Satz iiber das geometrische und das arithmetische Mittel gilt

s A2 s—a+s—b+s—c s
\/jzws—a)(s—b)(s—c)g . =2

2 3 4 4
Af < i’ A2 < s__u , é < 1 — @
s T 27 — 27 16-27 u? ~ 12¢/3 36
Da in der Ungleichung die Gleichung genau dann gilt, wenn a = b = c ist, wird das Maximum
beim gleichseitigen Dreieck angenommen.

Daraus folgt

Aufgabe 4/89
Es seien p; ¢; p* + ¢°; 2p + ¢® samtlich Primzahlen. Man ermittle p und ¢ sowie das Produkt

a*(p* + ¢°)(2p* + ¢*)

Wire q = 2, so wiire 2p +¢* = 0 (mod 2) und wegen 2p? +¢? > 2 keine Primzahl. Also ist ¢ > 3,
und damit ist ¢ = ¢ = 1 (mod 2). Wire p > 3, so wiren p = p> = 1 (mod 2) und p? + ¢> =0
(mod 2), wegen p? + ¢ > 2 also keine Primzahl. Demnach muss p = 2 sein. Fiir ¢ = 3 ergibt
sich

P =13 '+ =17 @0+ ¢ + %) = 1989

Wire ¢ > 3, so wire ¢ = 1 (mod 3), ¢ = 1 (mod 3) und damit 2p> +¢> =8 +1 =0 (mod 3),
also wegen 2p? 4 ¢? > 3 keine Primzahl. Damit ist die gefundene Losung die einzige.

Aufgabe 5/89
Man bestimme alle Paare (n; k) mit n; k € N, die der Gleichung n! — 56k + 10" = 0 genitigen!

Wegen 56k = 0 (mod 7) muss 10" = —n! (mod 7) sein. Da 10" # 0 (mod 7) gilt, muss auch
n! # 0 (mod 7), also n < 7 sein.

Prift man die Zahlen n = 0;1;2; 3;4; 5; 6 beziiglich der Kongruenz 10” = —n! (mod 7), so stellt
man fest, dass sie nur von n; = 4 und ny = 6 erfiillt wird.

Aus der gegebenen Gleichung erhélt man die zugehdrigen Werte fiir k. Es existieren also genau
zwei Paare (n; k): (n1; k1) = (4;179), (ng; k2) = (6; 17870).

Aufgabe 6/89
Man beweise: Im Dualsystem gibt es unter den Zahlen 11;111;1111; ... keine Potenz a* mit
a;k € Nya; k> 1.

Die im Dualsystem als 11;111;1111;... dargestellten Zahlen kann man im Dezimalsystem durch

n—1
> 2" mit n > 1 darstellen. Angenommen, es wére
i=0

n—1 )
do2t=2"—1=4q"
=0

mit a;k € N,a;k > 1. Dann wiére a sicher ungerade, und es folgt a* —1 = 2" —2 = 2(27~1 — 1),
Die Differenz a* — 1 = (a—1)(a*~! 4+ a*~2+... +1) wiire also durch 2, aber nicht durch 4 teilbar.
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Da wegen a ungerade a — 1 gerade ist, folgt, dass der Faktor (a*~! 4+ a*=2 + ... + 1) ungerade
ist. Da er aus k ungeraden Summanden besteht, ist £ ungerade: £ > 3. Dann ist aber

M =qgk41= (a + 1){(ak_1 +ad"2 4+ (ak_3 - ak_4) +...+1}

Die geschweifte Klammer enthélt k ungerade Glieder und ist wegen k ungerade selbst ungerade.
Als Teiler von 2" muss sie demnach gleich 1 sein. Also wire 2" = a* + 1 = (a + 1) - 1. Daraus
folgt schliellich £ = 1 im Widerspruch zur Voraussetzung k& > 1. Die Annahme ist also falsch,

n—1
die Summe Y 2% kann fiir n > 1 keine Potenz a* mit a;k € N, a; k > 1 sein.
i=0

Aufgabe 7/89

Es sind alle ganzen Zahlen z zu ermitteln, fiir die f(z) = 2°

— 2 + 5 eine Primzahl ist!

Bs ist 2% — 2 = z(2* — 1) = 2(22 — 1)(#? + 1) = 0 (mod 5). Ist ndmlich = # 0 (mod 5), so ist
sicher entweder 22 = 1 (mod 5) oder 22 = —1 (mod 5). Damit ist f(x) = 2° — x + 5 genau dann
Primzahl, wenn z° — 2 = 0 ist. Die reellen Losungen dieser Gleichung sind 23 = —1,25 = 0
und x3 = 1; fiir jeden dieser Werte und nur fiir diese ist f(z) = 5. Andere ganzzahlige z-Werte
liefern f(x) = 5¢g mit einer ganzen Zahl g # 0.

Aufgabe 8/89

Jede Zahl n € N mit einer geraden Anzahl echter Dezimalstellen kann man ”in der Mitte”
trennen, wodurch zwei Zahlen nq;ny € N entstehen.

Man ermittle alle geraden Zahlen n, die der Bedingung n = (n1 + 2)(ng + 2) geniigen!

Wir bezeichnen mit 2m, m € N, m > 1 die Anzahl der Dezimalstellen von n. Dann ist n in der
Form n = 10™n; + ngo mit 101 < n < 10™ darstellbar. Wegen n = 0 (mod 2) muss ny = 0
(mod 2), also ng = 2k mit k € N,k > 1 sein. Die Bedingung der Aufgabe fithrt damit auf die
Gleichung

n=10"n; +n2 = 10"n1 + 2k = (n1 +2)(n2 +2) = (n1 +2)(2k + 2)

oder, dquivalent umgeformt, (5cot 10~ —k — 1)n; =k + 2.
Wegen k;n; € Nist 5-10m"1 —k —1 = M > 0, und damit ist die Gleichung nach n; auflésbar:
k+2 5-10m1 41
= ——: = —1 —_—m
T T

Nun ist n; > 10™71, also n; +1 = % > 10m~! + 1. Daher ist M < 5. Da 4 die Zahl
5-10™~1 +1 nicht teilt, gilt sogar M < 3. Man braucht also nur die Werte M = 1, M =2, M = 3
auf Losungen zu iiberpriifen.

1. M =5-10m"1—k—1 = 1 liefert sofort k = 5-10™"1 =2, n; = k+2. Fiir jedesm € N,m > 1
existiert eine Losung:

m k n ne n (n1 4 2)(n2 +2)
1 3 ) 6 o6 =7-8

2 48 50 96 5096 = 52-98

3 498 500 996 550996 = 502 - 998

2. M =5-10""1—k—1=2ergibt k =5-10""1 —3,n; = &2 Man erkennt, dass k = 0
(mod 2) sein muss, da sonst nicht n; € N wére. Das ist aber nur fiir m = 1 moglich.
Folglich ist k =2,n1 = 2,n0 = 4,n = 24.
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3. Aus M =5-10m""1 —k—1=3folgt k=5-10""1 —4,n, = % Analog zu 1. erhélt man
aus diesen Gleichungen fir jedes m € N, m > 1 eine Losung;:
m ny N n (n1 +2)(n2 + 2)
1 1 1 2 12 =34
2 46 16 92 1692 =18-94
3 496 166 992 166992 = 168 - 994

Es existieren also zwei abzéhlbar unendliche Losungsmengen sowie eine einzelne Losung.

Aufgabe 9/89
Man ermittle alle nicht negativen reellen Zahlen z, die der Gleichung geniigen:

Yo+ =6z

Man erkennt schnell, dass x = 0 eine Losung der Gleichung ist. Fiir das Folgende kann man
daher z # 0 voraussetzen. Division der Gleichung durch ¢/ liefert unter Anwendung der Gesetze
iiber das Rechnen mit Wurzeln

Vil + ¥z =6
Diese in ¥z quadratische Gleichung hat die Losungen Y/x = —0,5 £+ 2,5. Wegen ¥z > 0 ist
W2, x = 212 = 4096. Es gibt also zwei Losungen: 21 = 0, x5 = 4096.

Aufgabe 10/89
Es sind wenigstens zwei der vier Primzahlen p1; po; ps; p4 mit p1 < po; p3; p4 zu ermitteln, fiir
die P = p¥* + p3P* Primzahl sein kann.

Sind p; und p3 beide ungerade, so ist P in jedem Fall gerade and wegen P > 2 keine Primzahl.
Folglich gilt wegen p1 < p3, dass p; = 2 ist. Fiir p3 gilt ps > 3. Wir unterscheiden zwei Falle:

1. p3 > 3. Dann ist
P =272 4 p* = (—1)P2 4 (1) = (=) + (+1)P* =0 (mod 3)
da po;pg > 3, also ungerade sind. Wegen P > 3 ist P keine Primzahl.

2. p3 = 3. Dann ist
P =9P2 4 32Pa — 9pP2 4 gP4

Damit folgt: Wenn das Primzahlquadrupel (pl;p2;p3;p4) mit p; < po;ps3;ps seine Primzahl
P = pzf2 + p%p * liefern soll, muss p; = 2 und p3 = 3 sein. Tatsédchlich ergibt sich mit po = 5,p4 = 3
die Primzahl P = 25 + 3%3 = 761.

Aufgabe 11/89

Gesucht sind alle Paare (n; k) natiirlicher Zahlen n und k, fiir die gilt: Die Summe aus den
Quadraten von n und von seinen k unmittelbaren Vorgéngern ist gleich der Summe aus den
Quadraten der k unmittelbaren Nachfolger von n.

Nach dem Text der Aufgabe soll gelten
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k k k k k k
donP—2n) i+ Y P=>"nP42m) i+ ) i
=0 1=0 =0 i=1 =1 i=1

k k k k k k
wegen >.n? = n?+ Y n? Yi= Yiund > i® = Y 4% folgt daraus nach dquivalenter
i=0 i=1 i=0 i=1 i=0 i=1
Umformung
k
k(k+1
n? = 4n2i = 4n(2+) =2nk(k+1)

Nun ist sicher n # 0, da sonst die unmittelbaren Vorgénger keine natiirlichen Zahlen waren.
Damit ergibt sich n = 2k(k + 1). Es existieren also unendlich viele Paare (n;k) mit (n;k) =
[2k(k 4+ 1); k] mit k € N,k > 1.

Aufgabe 12/89
Bei welchen Dreiecken mit ganzzahligen Seitenlédngen a, b, ¢, bei denen b die Quersumme
von a und ¢ = v/2a — b (zahlenméfBig) ist, gilt fiir die groBte Hohe hpqr > 0,5 (a + 1)7?

Es gelten mit n € N;n > 0 die folgenden Abschétzungen:
10" ' <a<10" =1, 1<b<9n, V210" 1 —9n<c<+2-10"—3
Aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichungen folgt nun
10" ' <a<bte<In+v2-10" -3

Die Probe weist aus, dass diese Ungleichung sicher fiir n = 1 und n = 2 erfillt ist, nicht aber
fir n = 3. Da mit wachsendem n ihre linke Seite schneller wéchst als die rechte, folgt, dass
kein weiteres n die Ungleichung erfiillt. Demnach kommen fiir a hochstens zweistellige Werte in
Frage: a = 10x + y mit z;y € N,0 < z;y < 9;2x 4+ y # 0. Dann ist b = x 4+ y und

c=v2a—b=1/2100+y) — (¢ +y) = VI0z +y

Wiederum aus der Giiltigkeit der Dreiecksungleichungen folgt

a=10x4+y<b+c=zxz+y+ /192 + vy, 9z < /192 +y <192 + 9, 8122 <19z +9

Offensichtlich ist diese Ungleichung nur fiir x = 0 erfiillt. Das heifit, a ist einstellig, und es gilt
b=a,c=+2a—b=+2a—a=/a. Damit ¢ ganzzahlig wird, muss a eine Quadratzahl sein:
a € {1;4;9}.

1. Aus a = 1 folgt b = 1,¢ = 1. Das Dreieck ist gleichseitig, seine Hohe h = %\/5 < %, es ist
nicht Losung der Aufgabe.

2. Aus a = 4 folgt b = 4, ¢ = /4 = 2. Das Dreieck ist gleichschenklig mit der Basis ¢ = 2. Wegen
he < cund hy < cist he = hpar = V42 — 11 > 3 > %. Das Dreieck erfiillt die Bedingung der
Aufgabe.

3. Aus a = 9 folgt analog zu 2. b = 9,¢ = 3, he = hppar = V92 — 1,52 > 8 > %. Auch dieses
Dreieck erfiillt die Bedingung der Aufgabe.

Aufgabe 13/89
Man beweise die Richtigkeit des Satzes: Fiir jede Zahl n € N,n > 0 gilt, dass das geometri-
sche Mittel aller ihrer positiven Teiler (einschlielich der trivialen) gleich /n ist.
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Die Zahl n € N habe k Teiler a; mit ¢ € N,0 < ¢ < k. Zu jedem Teiler a; existiert eineindeutig ein
Komplementérteiler (der gleich a; sein kann). Mit P sei das Produkt aller Teiler bezeichnet.

Dann gilt |

n:nk

2 k
-1

k k k k k n k n
I O 1 R OO0 P | O
i=1 i=1 i=1 i=1 =1 % i=1

a; P

Zieht man die 2k-te Wurzel, so folgt die Behauptung: /P = V.

Aufgabe 14/89
Gegeben sei ein Parallelogramm ABCD mit E als Halbierungspunkt der Seite C'D. In wel-
chem Verhéltnis teilt die Verbindungslinie BE die Diagonale AC?

Es sei M der Diagonalschnittpunkt des Parallelogramms. Wir betrachten das Dreieck DBC'. In
ihm sind CM und BE Seitenhalbierende (CM: Im Parallelogramm halbieren die Diagonalen
einander; BE: nach Voraussetzung).

Ist S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden, so gilt C'S : SM = 2 : 1 (nach dem Satz "Im
Dreieck teilt der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden diese im Verhéltnis 2 : 1”). Dann gilt aber

CS:SA=2:(143)=2:4=1:2 oder AS:5C=2:1

Das heifit, BE drittelt die Diagonale AC.

Aufgabe 15/89
Man bestimme alle natiirlichen Zahlen n, die der Gleichung n! + 1 = (10n + 1)? geniigen!

Folgende Uberlegungen fiihren rasch zum Ziel:

LFirn=1ist !4+1<(10-1+1)2

2. Da die Fakultatsfunktion stidrker wéchst als die Quadratfunktion, kann es hoéchstens eine
Losung geben.

3. Wegen 10-9-8 > 101 und 7-6-5 > 101 gilt sicher 10! +1 > (10-10+ 1)2. Daraus folgt: Wenn
die Gleichung eine Losung n € N hat, ist 1 < n < 10.

4. Wir schachteln n ein, indem wir die in Frage kommenden Intervalle jeweils (etwa) halbieren.
Fiir n = 5 ist 5! +1 < (10- 5+ 1), also gilt 5 < n < 10. Fiir n = 7 ist 7! + 1 = 5041 = 712 =
(10 - 7+ 1)2. Demnach ist n = 7 die (einzige) Lésung der gegebenen Gleichung.

Aufgabe 16/89

Gesucht sind alle arithmetischen Folgen 1. Ordnung, bei denen alle Glieder ganzzahlig sind
und das 1., das 3. und das 4. Glied mit den gleich nummerierten Gliedern einer geometrischen
Folge iibereinstimmen.

Wenn es eine Folge {ax} gibt, die den Bedingungen der Aufgabe geniigt, so ist ihr Bildungsgesetz
ar = a1 + (k — 1)d, wobei a1 und d ganze Zahlen sind; weiter existiert dann eine Folge {gx} mit
dem Bildungsgesetz g, = g1 - ¢* 1, g1 # 0, und es gelten die Gleichungen

a1 = g1 7 0; a3:a1+2d:g3:g% (1); a4:a1+3d:g4:glq3 (2)
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Aus (1) folgt d = 0,5a1(¢*> — 1) (3). Setzt man dies in (2) ein; so erhilt man wegen a; = g1 # 0
die in q kubische Gleichung ¢ — 1,5¢® + 0,5 = 0 mit den Losungen ¢; = g2 = 1,¢q3 = —0,5.

Aus (3) ergibt sich dann d; = dy = 0,d3 = —0,375a;. Die Doppellosung liefert also den Trivialfall
der konstanten Folgen mit ganzzahligem 0. Die Lésung ¢ = —0,5,d = —0,375a, erfordert a; =0
(mod 8), also a; = 8a mit einer beliebigen ganzen Zahl a # 0, damit d ganzzahlig wird. Es
ist dann d = —3a, und die gesuchten (nichttrivialen) Folgen haben das Bildungsgesetz a; =
8a — 3(k — 1)a = a(11 — 3k) mit einer beliebigen ganzen Zahl a # 0.

Zusatz: Die entsprechende geometrische Folge hat dann das Bildungsgesetz g, = 8a(—0,5)""!
und es ist a; = 8a = ¢g1,a3 = 2a = g3,a4 = —a = g4.

Aufgabe 17/89

Gegeben seien eine Gerade g und ein Punkt P auflerhalb von g. Gesucht ist die Menge aller
Punkte @ in der von g und P aufgespannten Ebene, fiir die es einen Punkt R auf der Geraden
g derart gibt, dass das Dreieck QPR gleichseitig ist.

Wir drehen die durch g und P bestimmte Ebene mit P als Drehzentrum um 60° im mathematisch
positiven und negativen Drehsinn. Dadurch ergeben sich die Bildgeraden ¢’ und ¢”.
Behauptung: Alle Punkte @ € ¢’ U ¢’ und nur diese bilden die gesuchte Menge.

Beweis: Es sei zunéchst Q € ¢’ (bzw. ¢”’). Man macht die Drehung riickgéingig, so geht ¢’ (bzw.
¢") in g und @ in einen Punkt R € g iiber. Wegen {OPR = 60° und QP = PR ist das
Dreieck gleichseitig. Ist @ dagegen ein Punkt, fiir den @Q ¢ ¢’ und Q ¢ ¢” gilt, so geht bei der
Riickdrehung zwar ¢’ bzw. ¢” in g {iber, aber @) in einen Punkt R ¢ g. Ist also das Dreieck OPR
gleichseitig sowie Q ¢ ¢’ und Q ¢ ¢”, so ist R ¢ g.

Aufgabe 18/89
Es ist zu beweisen, dass 2% + 1 ohne Rest durch 683 teilbar ist.

Wir verwenden den Hilfssatz: "Wenn eine Zahl n € N restlos durch eine Zahl k € N teilbar ist,
so ist sie auch durch jeden Faktor von k restlos teilbar.” (Der Beweis ist trivial: Ist £ = a - b mit
a;be N, 1 <a;b<k,und gilt k| n,sogilt n=k-m=a-b-m mit m € N, also a | n.)

Der geforderte Beweis ist demnach gefiihrt, wenn gezeigt ist, dass n = 2% + 1 ohne Rest durch
ein Vielfaches von 683 teilbar ist. Dabei liegt es nahe, ein Vielfaches zu suchen, das als Summe
aus einer Potenz von 2 und 1 darstellbar ist.

Nun ist 3-683 = 2049 = 2141 und 29041 : (211 4-1) = 2882774266 955 1 9449334922 oll 1] ¢
N.

Aufgabe 19/89
Man schreibe alle Losungen der Gleichung

' — (2D 4+ R —4)2* 4+ D(d+ 2R — 8)2°> — D*(R—4)z =0

mit D+4 < R < 4 in nicht fallender Folge ohne zwischengesetzte Interpunktionszeichen auf!

Offensichtlich ist 1 = 0 eine Wurzel der Gleichung. Fiir z # 0 gilt
2>~ 2D+ R—4)2* + D(D+ 2R —8)x — D*(R—4) =0

Nach dem Wurzelsatz des Vieta kann man zo = 3 = D,xz4 = R — 4 vermuten. Die Probe
bestéatigt die Richtigkeit der Vermutung. Wegen D 44 < R < 4 folgt weiter D < R—4 < 0, und
damit ist DDR — 40 die Losung der Aufgabe.
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Aufgabe 20/89
Man ermittle alle Tripel (z; y; z) nattrlicher Zahlen x, y, z, fiir die die Gleichung z+y+2z+2 =
xyz gilt.

Da die Gleichung in den Variablen symmetrisch ist, setzen wir zundchst y = x +a, 2z = z + b mit
a;b € N. Die Gleichung nimmt dann die Gestalt an:

r4+zr+a+x+b+2=x(x+a)(x+0), 3z +a+b+2=2a%+ (a+b)a®+abx

1. Sei x = 1. Dann folgt nach Vereinfachung ab = 4, also a = 1 und b = 4 oder a = b = 2
(e =4 und b = 1 stellt nur eine Vertauschung von y und z dar und wird spéter erfasst), und wir
erhalten die ersten Losungen (die durch die Probe bestéatigt werden):
1ll.z=1Ly=2;2=5und 1.2. x =1;y = 3; 2 = 3.

2. Sei x = 2. Dann folgt nach Vereinfachung 3(a + b) 4+ 2ab = 0. Diese Gleichung ist fiir a;b € N
nur mit « = b = 0 erfiillbar, und wir erhalten die (durch die Probe bestétigte) dritte Losung:
rT=2y=2;2z=2.

3. Sei x > 3, also © = 3+ ¢ mit ¢ € N. Dann folgt nach Vereinfachung 0 = 16 + f(a; b; ¢), wobei
f(a;b;¢) > 0 gilt. Diese Gleichung ist fir kein Tripel (a;b;¢) mit a;b;c € N erfiillbar. Damit
existiert keine Losung fiir « > 3.

Da x = 0 offenbar keine Losung liefert, sind damit (bis auf die Reihenfolge) alle Tripel gefunden.
Durch Vertauschen ergeben sich insgesamt 10 Losungen:

(1;2:5), (1;5;2), (2, 1;5), (2:5; 1), (5; 152), (5: 25 1), (15 3;3), (3: 15 3), (3; 35 1), (22 2).

Lésung von Katrin Béhme:

Man kann leicht nachpriifen, dass keine der Zahlen x, y, z gleich null sein kann. Weiterhin kénnen
auch nicht zwei der Zahlen gleichzeitig gleich 1 sein.
0.B.d.A. nehmen wir z < y < z an. Dann gilt z > 1 und y > 2 sowie

y+z+2

r+y+z+2=2yz — y+z+2=2xyz—-1 — 71—3321 (1)
Yz —
z4+3

y+z+2>yz—1 — 2+43>ylz—-1) — 712y22 (2)

z+3>22—2 — 5>z

Damit ist die Losungsmenge eingeschrénkt:
Die grofite der drei Zahlen x,y, z ist nicht grofler als 5. Mit Hilfe von (1) und (2) ergeben sich
nun die Losungen

(r=1,y=3,2=23), (r=1,y=22=5), (r=2,y=2,2=2)

sowie die daraus folgenden Permutationen.
Lésung von Karsten Wolter:

1. x =y = z = 0 ist keine Losungen.

2. Die Annahme = > 2,y > 2, z2>2 (alsox =247, y=2+7, 2 =2+ Z mit 7,7,z > 0) fithrt
auf einen Widerspruch.

3. Aus der Symmetrie der Gleichungen beziiglich z,y und z folgt die Symmetrie der Losungen.
Damit sind 0.B.d.A. nur folgende zwei Fille zu untersuchen:

1. z =1: Es folgt y = ;—ﬁ Ganzzahlige (natiirliche!) Losungen existieren nur fiir x = 2,y = 5;

r=3y=3r=5y=2.
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2. z =2: Es folgt y = 2”?“_41. Ganzzahlige (natiirliche!) Losungen existieren nur fir x = 1,y = 5;
r=2,y=2;x=05,y=1.

Aus 3. folgen durch Permutation insgesamt 10 Lésungen.
Lésung von Gerhard Fritzsche:

Zunéchst sei x < y < z angenommen. Sicher ist z # 0, da die Annahme z = 0 auf einen
Widerspruch fiithrt. Ebenso fithrt die Annahme z = y = 1 auf einen Widerspruch.

Es sei (z;y; z) eine Losung der Gleichung. Wird nun eine der Zahlen z,y, z um 1 vergrofert, so
wéchst die linke Seite um 1, die rechte dagegen um das Produkt der beiden anderen Zahlen, also
um mehr als 1. Wenn also, ausgehend von der Losung (x;y; z), eine weitere Losung gefunden
werden soll, so muss mindestens eine der Zahlen vergrofiert und eine andere verkleinert werden.

Zunichst werde x = y = z gesetzt, Dann folgt 3z + 2 = 22, und diese Gleichung hat die Losung
x =2 und z = —1 (Doppellésung).

Folglich ist (z;y;2) = (2;2;2) ein Losung.

Beim Ubergang zu weiteren Losungen muss mindestens eine der Zahlen kleiner als 2 sein. An-
genommen, es sei dies x = 1.

Wir setzen y = z und erhalten die Gleichung 2y + 3 = 3? mit den Losungen y = z = 3 und
y = z = —1. Folglich ist (z;y;2) = (1;3;3) eine Losung.

Falls weitere Losungen existieren, muss y < 3, z > 3 gelten. Da * = y = 1 ausgeschlossen ist,
bleibt nur y = 2. Man erhélt z +5 = 2z, also z = 5. Das ergibt die dritte Losung (z;y;2) =
(1;2;5).

Das Verfahren ist damit erschopft, weitere Losungen kénnen nicht existieren. Lasst man nunmehr
die Annahme z < y < z fallen, so erhélt man durch Permutation insgesamt 10 Losungstripel.

Aufgabe 21/89
Man beweise: Ist n eine ungerade natiirliche Zahl, so sind in der Dezimalbruchentwicklung
von (/26 + 5)™ die ersten n Stellen nach dem Komma mit Nullen besetzt.

Zur Losung verwenden wir einen Hilfssatz: ”Sind a;b;n € N und n ungerade, so haben in dem
Term (a + b)™ — (a — b)™ die Potenzen von a sdmtlich gerade Exponenten.” Der Beweis folgt
unmittelbar aus dem binomischen Lehrsatz. Aus diesem Hilfssatz folgt, dass

(V26 +5)" — (V26 —5)" =k € N

Nun gilt
k< (V26 +5)" =k + (V26 — 5)".

Aus (v/26 +5)(1/26 — 5) = 1 folgt weiter
(V26 —5) = (V26 +5)"! < (v/25 +5)" 1 = 107!

Demnach ist (v/26 +5)" =k + (v/26 — 5)" < k + 107", w.z.b.w.

Aufgabe 22/89
Es ist das Gleichungssystem

r+yz=y+rz=z+ay=a

fiir eine fest vorgegebene reelle Zahl a in Tripeln (x;y; z) reeller Zahlen x; y; z zu losen!
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1. Da das System in den Variablen x; y; z symmetrisch ist, sind mit einem Losungstripel (x;; y;; 2;)
auch alle seine Permutationen Losungstripel.

2. Aus der ersten Gleichung folgt durch dquivalente Umformung 2 —y = z(z—y). Diese Gleichung
ist genau fiir z = y oder fir z = 1 erfiillt.

2.1. Es sei zundchst 2 = 3. Dann nimmt das System die Gestalt x + zz = z + 22 = a an. Mit
der Substitution z = a — 22 folgt = + (a — 2%)x = a, also 2® — x(a + 1) + a = 0. Offensichtlich
ist x1 = 1 eine Losung dieser kubischen Gleichung. Damit ergibt sich ein erstes Losungstripel:
(z1159115211) = (L; 150 = 1).

Durch Permutation folgen daraus zwei weitere, wenn a = 2 ist: (z12;y12;212) = (1;a — 1;1),
(71359135 213) = (a — 1; 1;1).

Durch Partialdivision mit z—1 folgt aus der kubischen Gleichung die quadratische 22 +xz—a = 0,
also r = a — 2% = 2.

Die reellen Losungen dieser Gleichung sind zo = 0,5(v/4a+1 — 1);23 = —0,5(v/4a+ 1+ 1),
wobei a > —0,2 vorauszusetzen ist (andernfalls existieren keine reellen Losungen; im Falle der
Gleichheit ist 29 = 3). Damit erhédlt man z; = y; = z; fiir ¢ = 2; 3 und die beiden Losungstripel

(w25 y2; 22) = (223 25 22), (735 Y3; 23) = (—T2; —2; —x2). Fiir a = 2 ist x2 = 211.

2.2. Es sei nun z = 1. Dann nimmt das System die Gestalt * +y = 1 + 2y = a an. Mit der
Substitution y = a — x folgt 1 + z(a — =) = a, also 2> —ar +a— 1 =0.

Die Losungen dieser Gleichung liefern nochmals Tripel (z1;; y1i; 214), ergeben also nichts Neues.
Damit existieren genau 5 Tripel, wenn a > —0,25;a # 2, genau 4 Tripel, wenn a = —0,25 und
genau 3 Tripel, wenn a < —0,25 ist. Ist a = 2, so existieren genau 2 Tripel.

Aufgabe 23/89
Eine Folge sei durch das Bildungsgesetz

ag=p-k-(k+1)+1

gegeben, wobei p eine Primzahl und k& > 0 ist. Das 7. Glied sei das Quadrat einer Primzahl
P. Man ermittle alle moglichen Paare (p; P).

Aus a; = p-7-8+ 1= P? folgt P> — 1 = 56p. Sicher ist P > 3. Dann ist P = +1 (mod 3) und
P?=1 (mod 3), also P2 — 1 =0 (mod 3).

Wegen 56 # 550 (mod 3) folgt p = 0 (mod 3) und damit (wegen der Primzahleigenschaft von p)
p=3,P?=3.56+1=169, P =13. Also ist (p; P) = (3;13) das einzig mégliche Paar.

Aufgabe 24/89

Es sei n € N eine im Dezimalsystem echt vierstellige Zahl; ihre Darstellung im Positionssys-
tem mit der Basis b # 10 (b € N,b > 2) ist 1549.

Diese Darstellung unterscheidet sich von der im Dezimalsystem genau an den beiden mitt-
leren Stellen. Man berechne b und n.

Es seien a1;a0 € N,0 < aj;a9 < 9 die unbekannten Ziffern der beiden mittleren Stellen im
Dezimalsystem und b = 10 + k£ mit einer ganzen Zahl k > 1 (da in der Darstellung im b-System
die Ziffer 9 vorkommt, gilt b > 9 und wegen b # 10 sogar b > 11). Dann gilt die Gleichung

n = 1000 + 100ay + 10a; + 9 = (10 + k)> + 5(10 + k)> + 4(10 + k) + 9
Vereinfacht und durch 10 dividiert, ergibt sich

k3 +5k% 4+ 4

10as + a1 = 3k% + 40k + 54 + o
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Damit die linke Seite dieser Gleichung zweistellig bleibt, muss k < 2, also k = 1 sein. Damit ist
10as + a1 = 98;b = 11 und n = 1989.
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2.30 Aufgaben und Losungen 1990

Aufgabe 1/90

Ein Ehepaar gab eine Silvesterparty mit n Gésten (n € N,n < 100). Wenn jeder der Anwe-
senden mit jedem anderen genau einmal angestoflen hétte, wéiren die Glaser genau m-mal
erklungen. (m = k?,k € N).

Wieviele Géste waren anwesend?

Auf der Party waren n + 2 Personen anwesend. Die Anzahl der ”"Ansto8e” ist damit m = k? =
0,5(n+2)(n+1). Da (n+2) und (n+1) zueinander teilerfremd sind, folgt, dass entweder 0,5(n+2)
und (n+ 1) oder 0,5(n + 1) und (n + 2) Quadratzahlen sein miissen, wenn m Quadratzahl sein
soll. Man muss also priifen, ob fir 1 < n < 100 (es wird wenigstens ein Gast vorausgesetzt)

1. die ungeraden Quadratzahlen (n + 2) eine Quadratzahl 0,5(n + 1) oder

2. die ungeraden Quadratzahlen (n + 1) eine Quadratzahl 0,5(n + 2) liefern.

Eine Uberpriifung mit n = 7;8; 23; 24; 47; 48; 79; 80 ergibt, dass zwei Losungen existieren:
ny=T7,m1+2=9=23205(n1+1) =4=22und ny = 48, no+1 = 49 = 72,0,5(ny+2) = 25 = 52.
Es waren also entweder 7 oder 48 Géste anwesend.

Aufgabe 2/90

Das Viereck ABCD mit den festliegenden Seiten AB = a,BC = b,CD = c und DA =
d sowie den noch nicht bestimmten Winkeln {DAB = «a,{ABC = (,4{BCD = ~ und
ACDA = § sei ein Tangentenviereck.

Welche Bedingungen miissen die Seiten erfiillen, wenn es zugleich ein Sehnenviereck sein
soll?

In einem Tangentenviereck sind bekanntlich die Summen der gegeniiberliegenden Seiten ein-
ander gleich. Demnach gilt a + ¢ = b 4+ d. In einem Sehnenviereck ist bekanntlich die Summe
gegeniiberliegender Winkel gleich 180°. Es muss also gelten ae + v = 8 4+ § = 180°.

Nun gilt fiir die Diagonalen AC' und BD nach dem Kosinussatz

AC? = a? +b?> —2abcos B =2 + d? —2cdcosd = ¢ + d* + 2ed cos §
(wegen 6 = 180° — /) und

BD? = 4?4+ d? — 2ad cosow = b% + ¢2 — 2bccosy = b2 + ¢? + 2bc cos o
(wegen v = 180° — ). Daraus folgt

a2+ d?—bp% -2 a? + b2 — 2 — @2

cose= 2(ad + be) ; cos f = 2(ab + cd)

Reelle Losungen fiir o und § und damit fiir v und § existieren genau dann, wenn

A+ - —d?
2(ab+ cd)

a’+d? —b? — 2
2(ad + bc)

ist. Dass dies tatsdchlich realisierbar ist, zeigt das Beispiel des Quadrates, aber auch das Dra-
chenviereck mit 2a = b = ¢ = 2d u.a.
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Aufgabe 3/90 Es ist zu untersuchen, ob es Polynome m-ten Grades

mit ganzzahligen Koeffizienten a; gibt, bei denen fiir jede natiirliche Zahl n (0 eingeschlossen)
die Kongruenz gilt:
3" — P(0)] =0 (mod 8)

Es ist P(0) = ag. Da 3" = (2+£1) (mod 8) ist (je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist), kann
die Kongruenz

13" —P(0)|=[(2+£1) —ap| =0 (mod 8)
fir kein n € N und kein P(n) erfiillt werden. Lautete die linke Seite der Kongruenz jedoch
|3" — P(n)|, so wére

n n—3
3 =24+1)" =) (Z) 2k = %" (Z) 2" - 2n® + 1
k=0 k=0

und fir n > 3 gilt
n—3 n n—3 n
> <k> 2k =gy <k> 2" k3 =0 (mod 8)
k=0 k=0
Deshalb ist sicher P*(n) = 2n? 4+ 1 ein Polynom, das die Bedingungen der Aufgabe erfiillt (dies

gilt auch fir n = 0;1;2, wie man durch Ausrechnen leicht nachpriift). Addiert man zu P*(n)

l )
das 8fache eines Polynoms i-ten Grades P**(n) = > byn' mit ganzen Koeffizienten b;, so wird
i=0
diese Kongruenz nicht verdndert:

l
P(n)=2n?>+1+ 8mei
1=0

(b; ganz). Es gilt fiir jede natiirliche Zahl n die Kongruenz

n—3 l
N\ on—k—3 il —
8 g 2 -8 g bn'l =0 mod 3
k=0 <k> i=0 ( )

3"~ P(n)] =

Aufgabe 4/90
Es sei a eine reelle Zahl. Man 16se das folgende Gleichungssystem in reellen Zahlen z, y, z.
Welche Werte von a sind ausgeschlossen?

ar +y+z=1
rTt+ay+z=a
x—l—y—i—az:a2

Offensichtlich muss a # 1 sein, dafiir a = 1 die drei Gleichungen ineinander iibergehen und damit
das System unbestimmt ist. Addiert man die drei Gleichungen, so erhilt man (a+2)(z+y+2) =
1+ a+ a?.

Offensichtlich muss a # —2 sein, da a = —2 auf den Widerspruch 0 = 3 fiithrt. Wegen a +2 # 0
ist diese Gleichung

1+a+ a?

rT+y+z= 0wt
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dquivalent. Subtrahiert man diese Gleichung von jeder Gleichung des gegebenen Systems, so
erhilt man (mit a reell, a # 1,a # 2)

a+1 1 (a+1)2

a+2’ y:a+2; = a+2

Aufgabe 5/90

Wenn eine Primzahl p in der Form p = a™ + 0™ mit a;b;n € N,a;b;n > 1 darstellbar ist,
muss 7 = 2 mit k € N,k > 0 sein.

Man beweise die Richtigkeit dieser Behauptung!

Wir beweisen die Richtigkeit der dquivalenten Aussage: "Wenn eine natiirliche Zahl p in der
Form p = a™ 4+ b" mit a;b;n € N,a;b;n > 1 darstellbar und n # 2 mit k € N,k > 0 ist, kann
p nicht Primzahl sein”.

Genau dann, wenn n # 2* mit & € N;k > 0 ist, enthilt die Primfaktorenzerlegung von n
wenigstens einen ungeraden Faktor u =2m + 1mit me€ Nym > 1:n=wu-v mit v € N;v > 0,
und es folgt

Nun ist jedes Polynom A" 4+ B" mit ungeradem u sicher restlos durch A + B teilbar:
p=A"+BY=(A+B)(A* ! — A" 2B 4+ A*3B? 4+ —..B* 1)

Dabei ist A+ B # 1 (wegen A =a” > 1 und B =b" > 1 bei a;b;v € N; a;b > 1, v > 0) und
A+ B <p=A"+ B" (wegen A < A¥ und B < B" bei A;B;u € N; A;B > 1, u > 1). Also ist
von p ein echter Teiler abspaltbar, p kann damit nicht Primzahl sein.

Aufgabe 6/90
Welche Bedingungen miissen die reellen Konstanten a;b > 0 erfiillen, wenn die Funktion

a® —b*

fle) ===

fir g > 0 ein Maximum haben soll?

Wegen der Symmetrie beziiglich a und b geniigt es, die Funktion a > b zu untersuchen. Da ein
konstanter Faktor ﬁ keinen Einfluss auf Existenz und Lage von Extremwertstellen hat, kann
man die Funktion f(x) = “2:21 in unserem Fall durch die Funktion ¢(z) = a® — b ersetzen.

Notwendig fiir die Existenz von Extremwerten an Stellen x ist

Ina

/ _ X0 __ hKhZo — = 2
¢ (xg) =a"lna—b"Inb=0 also To =

Ist nun @ > 1 und @ > b, so ist (wegen der strengen Monotonie der In-Funktion) Ina > Inb und
damit % < 1, also In % < 0,lna—Inb > 0 und folglich g < 0 im Widerspruch zur Forderung
der Aufgabe x¢ > 0. Demnach muss 0 < a; by gelten.

Fir f(z) = “Z:Zm folgt damit als notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Maximums, dass

0<a;b<1gilt.
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Aufgabe 7/90

Drei Mathematiker sitzen am Abend in fréhlicher Runde beisammen. Einer von ihnen sagt:
”Soeben waren es noch h Stunden, m Minuten und s Sekunden bis Mitternacht, wobei h,
m und s drei Primzahlen sind, die der Gleichung 3s = h + m geniigen.” Darauf antwortet
der zweite: "Auch die Anzahl der Minuten bis Mitternacht war eine Primzahl” Und der
dritte sagt nach einem Blick auf den Taschenrechner: ”Sogar die Anzahl der Sekunden war
Primzahl.”

Wie spét war es?

Folgende Uberlegungen fiihren zur Losung:

1. Sicher ist h < 7, da man sonst nicht am Abend” sagen diirfte.

2. Sicher ist eine der drei Primzahlen h, m und s gerade. Ware dies s, so wéire 3s = 6 = h + m,
also h = m = 3, und die Anzahl der Minuten bis Mitternacht wire 60h + m = 183, also keine
Primzahl. Demnach ist s > 3 und entweder h = 2 oder m = 2 (der Fall s = h = m = 2 scheidet
offensichtlich aus).

3. Wire m = 2, so wére auf keinen Fall die Anzahl der Minuten bis Mitternacht 60k + 2 eine
Primzahl. Also ist h =2 und m > 3.

4. Sicher ist m < 60. Wegen h = 2 und 3s = h+m muss m + 2 durch 3 teilbar sein. Es kommen
also fir m nur die Primzahlen 7;13;19;31;37 und 43 in Frage. Fiir m = 43 ergibt sich fir s
keine Primzahl, und fiir m = 13 ist die Anzahl der Minuten bis Mitternacht gleich 133 = 7- 19,
also keine Primzahl.

5. Es verbleiben nur noch die Moéglichkeiten m; = 7, mo = 19, m3 = 31 und my = 37. Fiir die
Anzahlen S; der Sekunden bis Mitternacht ergeben sich S; = 7623 = 3% -7 - 112, S, = 8347 =
17-491, S3 = 9071 = 47193 und Sy = 9433. Nur S, ist Primzahl.

6. Damit ergibt sich als Zeitpunkt 2 h 37 min 13 s vor Mitternacht. Es war 21 h 22 min 47 s.

Aufgabe 8/90

Es sei n eine im Dezimalsystem echt m-stellige (m > 2) nattrliche Zahl, die restlos durch
11 teilbar ist. Durch Umkehr der Ziffernfolge entsteht aus ihr die (nicht notwendig echt
m-stellige) natiirliche Zahl n’. Wie viele Summen n + n’ sind restlos durch 11 teilbar?

Durch Umkehr der Ziffernfolge &ndert sich die alternierende Quersumme hochstens um das
Vorzeichen. Daher ist mit n stets auch n’ und folglich auch die Summe n + n’ restlos durch 11
teilbar. Es gibt demnach ebenso viele restlos durch 11 teilbare Summen n + n/, wie es restlos
durch 11 teilbare m-stellige natiirliche Zahlen n gibt. Fir deren Anzahl [ gilt

I {mm] B [mm—l] _g Lot (-

11 11 11

Dabei bedeutet [#] den ganzen Anteil des Bruches §.

Aufgabe 9/90
Es seien a, b und ¢ die Seitenlédngen eines ebenen Dreiecks. Man beweise:
Gilt a* + b* = ¢*, so ist das Dreieck spitzwinklig.

Wenn fiir die Seitenldngen a, b und ¢ eines ebenen Dreiecks die Gleichung a* + b* = ¢* gilt, ist
c die grofite Seite des Dreiecks und demzufolge der ihr gegeniiberliegende Winkel v der grofite
Winkel.
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Angenommen, das Dreieck wire nicht spitzwinklig. Dann gilte nach dem Kosinussatz ¢ >
¢® +2abcosy = a* + b? (wegen cosy < 0; es gilt £ <+ < 7). Daraus folgt

ct > (a® +0*)? = a* + 2a%0* + b* > ot + 0

Wenn also das Dreieck nicht spitzwinklig ist, dann ist a* + b* < ¢* im Widerspruch zur Voraus-
setzung a* + b* = ¢*. Damit ist die Annahme falsch; das Dreieck ist spitzwinklig.

Zusatz: Die Bedingung a* + b* = ¢* ist fiir die Spitzwinkligkeit hinreichend, aber nicht not-
wendig. Es gibt spitzwinklige Dreiecke, fiir die sie nicht gilt, z.B. das gleichseitige Dreieck. Ein
Beispiel fiir ein Dreieck, in dem sie gilt, ist das gleichschenklige mit a = b= 3, ¢ = v/162.

Aufgabe 10/90
Welche Tripel (z;y; z) von Primzahlen geniigen der Gleichung 2% — y3 — 23 = 6y(y + 2)?

Da die rechte Seite der Gleichung sicher positiv ist, muss auch die linke Seite positiv sein. Also
ist © > y;z > 2. Da die rechte Seite der Gleichung sicher gerade ist, muss auch die linke Seite
gerade sein.

Also ist entweder y = 2,2z > 3 oder y > 3,z = 2. Sei zunéchst y = 2,z > 3. Dann ndhme die
Gleichung nach Umformung die Gestalt

2? — 2% = (z - 2)(2* + 22 + 2%) =56 = Tcot 8
an. Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt entweder
x2+xz+z2:7, r—z=28 oder :U2+xy+z2:8, r—2z=17

Diese Gleichungssysteme haben jedoch keine rationalen Zahlen, erst recht keine Primzahlen x; z
als Losung. Folglich gilt y > 3, 2z = 2. Damit nimmt das Gleichungssystem die Gestalt

3= 62+ 12y +8 =97 +3y% -2+ 397 - 22 423 = (y 4 2)?

an, woraus sofort x = y + 2 folgt. Demnach sind alle Tripel (z;y = z — 2; 2z = 2) Losung, wenn
x und y = z — 2 Primzahlzwillinge sind (wobei y die kleinere der beiden Primzahlen ist).

Aufgabe 11/90

Gegeben seien zwei Wiirfel mit den Kantenldngen a LE und b LE (a # b, a;b > 0), bei denen
die Differenzen der Rauminhalte und der Grundflicheninhalte zahlenméBig einander gleich
sind.

Welche Bedingung miissen a und b erfiillen?

Es soll gelten a® — b3 = a? — b2, und wegen a # b folgt daraus
1 1
a® +ab+b* =a+b, azi(l—bi\/l—SbQ—i—Qb):5(1—bi (1-b)(3b+1))

Die Kante a wird genau dann reell, wenn 1 — b > 0, also 0 < b < 1 ist; wegen a;b > 0 entfallen
jedoch b = 0 und b = 1. Demnach muss 0 < b < 1 sein. Da die Ausgangsgleichung in a und b
symmetrisch ist, muss fiir a die gleiche Bedingung gelten: 0 < a;b < 1.

Aufgabe 12/90

Man bestimme alle Tripel (z,y, z) nichtnegativer ganzer Zahlen z, y und z, die der dio-
phantischen Gleichung 3z + 4y + 5z = 30 geniigen und deren Summe s = z + y + z eine
Primzahl ist, durch logisches Schlieen (der Losungsweg iiber systematisches Probieren ist
also ausgeschlossen!).
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Ist (z,y,2) mit x;y; 2z > 0 und ganzzahlig ein Losungstripel der gegebenen diophantischen Glei-
chung, so gilt fir die Summe s = z+y+2z wegen 3s < 3x+4y+5z = 30 und 5s > 3z+4y+52z = 30
die Ungleichung 6 < s < 10.

Wegen der Primzahleigenschaft von s folgt daraus s =7 = & + y + 2. Subtrahiert man 3s bzw.
4s von der gegebenen Gleichung, so erhélt man y =9 — 2z, 2 = z — 2.

Wegen x,y > 0 folgt nun 2 < z < 4. Damit erhédlt man die drei Losungstripel (0;5;2), (1;3;3)
und (2;1;4). Die Probe bestétigt, dass alle drei Tripel die Bedingungen der Aufgabe erfiillen.

Aufgabe 13/90
Man ermittle alle Losungen des Gleichungssystems

pi+p3=psp+p2) (1) 5  pipaps—8=ps (2)

in Primzahlen p;(i = 1;2; 3;4).

Zunéachst beschréanken wir uns auf die Losung der Gleichung (1). Es ist

P33 = (p1 +p2)? — 2p1p2 = p3(p1 + p2)

wegen der Ganzzahligkeit der p; und wegen p1 +p2 > 0 gilt p; +p2) | 2p1p2. Von den 7 moglichen
Féllen kann man 4 schnell ausscheiden:
L p1+p2 # 2, da p1;p2 > 2.
2. p1+p2 # p1, da pa > 0.
3. p1+ p2 # p2, da p1 > 0.
4. p1 + p2 # 2pips2, da aus p; + p2 = 2p1p2 folgt po» = p1(2p2 — 1) und sich damit wegen
p1 > 1,2ps — 1 > 1 keine Primzahl psy ergébe.
Es verbleiben demnach die Moglichkeiten
5. p1 + p2 = 2p1; es folgt p1 = py und aus (1) p1 = p2 = ps;
6. p1 + p2 = 2py (Folgerung wie unter 5.);
7. p1+ p2 = p1p2, p2 = p1(p2 — 1) mit py = p; = p3 = 2 (Spezialfall von 5. und 6.),
Also ist in jedem moglichen Fall p; = po = p3 = p. Damit nimmt die Gleichung (2) die Gestalt
p? — 8 = p* an. Nun ist
pPP—8=(p—-2)(p" +2p+4)

héchstens dann eine Primzahl, wenn ein Faktor gleich 1 ist. Wegen (p? + 2p +4) > 1 kann dies
nur (p—2) sein:p—2=1,p=3.

Damit folgt aber p? — 8 = 32 — 8 = 19 = p4. Es existiert also genau eine Losung des Systems:
p1=p2 =p3=3,ps = 19.

Aufgabe 14/90
Gegeben sei ein gleichseitiges Bogendreieck, dessen Bogen einander in den Ecken tangieren.
Wie grof} ist sein Flacheninhalt A, wenn der Bogenradius » = 1 LE betragt?

Zieht man durch jede Ecke des Bogendreiecks eine Senkrechte auf der Bogentangente, so entsteht
ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge a = 2r = 2 LE. Der gesuchte Flécheninhalt ergibt
sich dann als Differenz aus dem Flicheninhalt Ap = r2v/3 = /3 LE2 des Dreiecks und der
Summe der Flacheninhalte Ag = %7277 =5 LE? von drei Kreissektoren mit dem Radius r = 1

LE und dem Zentriwinkel o = 60°:

A_AD—3AS_(\/§—3-2)_(\/§—7;> FE ~ 0,161 FE
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Aufgabe 15/90
Es ist zu untersuchen, ob die Gleichung 3" = 10*m + 1 mit m;n € N,m;n > 0 Losungen
hat!

Im dekadischen System existieren 10* verschiedene Méglichkeiten fiir die letzten vier Stellen
einer Zahl. Also gibt es unter 10* + 1 Potenzen der Zahl 3 wenigstens zwei verschiedene, die mit
den gleichen vier Ziffern enden. Es seien dies 3* und 3! mit k;! € N, wobei O.B.d.A. 0 < k < [
sei. Dann gilt

3t -3k =3~k — 1) = 10%r

mit 7 € N,r > 0. Da 3¥ und 10* (auBer 1) keinen gemeinsamen Teiler haben, ist 3* Teiler von
r:r = 3*m mit m € N,m > 0. Damit folgt

3k(3F —1=10% =10'3% . m

und wegen 3F £ 0 mit [ —k =n > 0: 3" — 1 = 10%m mit m;n € N,m;n > 0.

Aufgabe 16/90
Gesucht sind alle Primzahlen p; = 1000 + ¢ mit der Quersumme Q(p;) = 4 (dabei sei i die
Nummer der Primzahl in der nach der Grofie geordneten Primzahlfolge).

Die i-te Primzahl kann nicht kleiner sein als die ¢-te ungerade Zahl, da 1 keine und 2 die einzige
gerade Primzahl ist:
p; =10004+¢ > 27 — 1 also i <1001

Demnach ist p; < 2001; wegen 3 | 2001 und 2 | 2000 gilt sogar p; < 1999. Damit ist i < 999; sind
ag, a1 und ag die Dezimalziffern von i, so gilt

1 = 100az 4 10aq + a0; as+ai+ag=3

Die Moglichkeiten ag = 0 und ag = 2 entfallen, da sonst p; durch 2 teilbar und somit keine
Primzahl wére; auch a9 = 3 entfillt, da daraus as = a; = 0,p; = 1003 = 17 - 59 folgt. Also
ist ag = 1,a2 +4 1 = 2. Damit verbleiben 3 Moglichkeiten: 1) aa = 0;a; = 2;p; = 1021 = po;
(entfallt, da poy = 73),

2) ag = 1;a1 = 1;p; = 1111 = 11 - 101 (entfallt),

3) ag = 2;a1 = 0;p; = 1201 = poo; (entfillt, da pig7 = 1201).

Da weitere Moglichkeiten durch den Losungsweg ausgeschlossen sind, existiert keine Losung der
Aufgabe.

Aufgabe 17/90
Es ist zu beweisen, dass die reellen Zahlen z; y; z genau dann positiv sind, wenn fiir sie die
Ungleichungen gelten:

sty+z>0 (1)
zy+yz+xz>0 (2)
xyz >0 (3)

Wenn die Zahlen x; y; 2z sdmtlich positiv sind, gelten die Ungleichungen trivialerweise. Es ist also
nur zu zeigen, dass wenigstens eine Ungleichung nicht gilt, wenn nicht alle dieser Zahlen positiv
sind.
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1. ist eine dieser Zahlen gleich null, so gilt (3) nicht.

2. Ist eine ungerade Anzahl dieser Zahlen negativ, so gilt (3) nicht.

3. Sind genau 2 dieser Zahlen negativ (O.B.d.A. seien dies y und z), so folgt aus der Giiltigkeit von
(1) die Ungleichung = > —(y+2z) (1a), aus der Giiltigkeit von (2) die Ungleichung yz > —z(y+2)
(2a). Durch Einsetzen von (1la) in (2a) ergibt sich

yz>a(—(y+2)> (—yy+2)(~y+2)=Ww+2)?=v*+2yz+22 20> +yz + 22 >0

(die Zahlen y?;yz; 2 sind mit Sicherheit positiv). Also fiihrt die Annahme, (1) und (2) wiirden
gelten, auf einen Widerspruch; mindestens eine dieser beiden Ungleichungen gilt also nicht.

Aufgabe 18/90

Man ermittle alle (im Dezimalsystem) vierstelligen Zahlen mit folgender Eigenschaft: Multi-
pliziert man sie mit der Zahl, die genau dieselben Ziffern in umgekehrter Reihenfolge enthélt,
so ergibt sich eine durch 1000 teilbare achtstellige Zahl.

Folgende Uberlegungen fiihren zum Ziel:

1. Da das Produkt achtstellig sein soll, kénnen die gesuchten Zahlen nicht auf null enden.

2. Da das Produkt durch 1000 teilbar sein soll, muss ein Faktor durch 125, nicht aber durch 250
(wegen 1.), der andere durch 8 teilbar sein.

3. Demnach hat die Hélfte der gesuchten Zahlen die Gestalt

1000a + 125 oder 1000a 4+ 375 oder 1000a + 625 oder 1000a + 875
mit a € N,0 < a <9. 4. Fiir den zweiten Faktor ergibt sich dann
5210+ a oder 57304+a oder 5260+a oder 5780+ a.

5. Damit fiir die zweiten Faktoren die Teilbarkeit durch 8 erzielt wird, muss in den ersten beiden
Fallen a = 6, in den letzten beiden Féllen a = 4 sein.

6. Damit erfiillen die folgenden 8 Zahlen die gestellte Bedingung;:

6125;6375; 4625; 4875; 5216; 5736; 5264; 5784. Durch den Losungsweg sind weitere Zahlen ausge-
schlossen.

Aufgabe 19/90
Das Polynom P(z) = 23 + 722 + 4z + ¢ habe drei reelle Nullstellen. Man zeige, dass es kein
Intervall der Lange 6 gibt, in dem alle drei Nullstellen liegen.
Die vorausgesetzten drei Nullstellen seien x1, z9 und z3 mit 1 < o < x3. Dann ist
(3 — x2)(x2 — 1) = T122 + To2x3 — T1T3 — azg >0
durch dquivalente Umformung folgt daraus

2 2 2 2 2 2
xy + x5 + x5 — 172 + x2x3 — w371 < 5 + 2] — 20371 — (—x1 — 22 — x3)° — (172 + T2y + T3T1)

< (x3 — 331)2

Nach dem Wurzelsatz des Vieta ist —x1 — a9 —x3 = 7 und 2129 + 2923+ r3x1 = 4. Damit nimmt
die letzte Ungleichung die Gestalt

72 —3.4=37< (x3—11)>

an. Durch Radizieren folgt die Behauptung: 6 < /37 < x3 — 1.
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Aufgabe 20/90
Man zeige, dass die Ungleichung

\ﬁ+\@+\/§+...+\/ﬁ<in(n+3)

fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt!

Die gegebene Ungleichung kann man in der Form
“ 1
Z\/i-l < Zn(n—i—?))
i=1
schreiben. Nach der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel
gilt Vi 1< #, wobei das Gleichheitszeichen genau fiir ¢ = 1 gilt. Demnach ist
n

“i+1 1 1 1
Z\/i‘1<zﬂ2— :2(71—2% n—l—n>:4n(n+3)
i=1 i=1

Ende 1990 wurden die Mathematikaufgaben der Zeitschrift ”Wissenschaft und Fortschritt” ein-
gestellt.
Daher gibt es keine offiziellen Lisungsvorschlige fir die Aufgaben 21/90 bis 24/90.

Aufgabe 21/90

Es sei f(z) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, das an 5 voneinander verschiedenen
ganzzahligen Stellen z; (i = 1;...;5) den Wert f(z;) = p annimmt (wobei p eine Primzahl
ist). Man beweise, dass f(z) keine ganzzahligen Nullstellen hat!

Losung von StrgAltEntf:

BeséfBle f(z) eine ganzzahlige Nullstelle, liefle sich von f(z) ein linearer Faktor abspalten:
f(z) = g(z) -h(z),  wobei g(x)=z—b

Die fiinf Werte g(z;) sind alle verschieden. Da f(x;) = g(z;) - h(x;) = p, kommen fiir g(x;) aber
nur die vier Zahlen 1, -1, p und —p infrage. Dies ist ein Widerspruch.
Damit kann f(z) keine ganzzahligen Nullstellen besitzen.

Aufgabe 22/90

Man ermittle alle im Dezimalsystem vierstelligen natiirlichen Zahlen n mit folgenden Eigen-
schaften:

1. Alle Ziffern a; und die Quersumme () von n sind Primzahlen.

2. Es gilt n=Q - P+ 2, wobei P das Querprodukt von n ist.

Lésung von Kitaktus:

Whéren alle vier Ziffern von n ungerade oder wéren zwei Ziffern gleich 2 und die anderen ungerade,
dann wére Q gerade und mindestens 4 und daher keine Primzahl.

Da alle Ziffern von n Primzahlen sind, sind also nur zwei Félle moglich

a) Genau eine Ziffer ist 2, die anderen sind ungerade Primzahlen, also 3, 5 oder 7.

b) Genau drei Ziffern sind 2, die andere ist eine ungerade Primzahlen, also 3, 5 oder 7.
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Im Fall b) ist @ hochstens 2+ 2+ 2+ 7 = 13 und P ist hochstens 2-2-2-7 = 56. QP + 2 ist
daher hochstens 13 - 56 4+ 2 = 730 und daher nicht vierstellig.
Es bleibt also Fall a)

Da eine der vier Ziffer gerade ist, ist auch P und damit auch QP + 2 gerade. Die letzte Ziffer
von n ist also 2.

Die ersten drei Ziffern sind also mindestens 3. Es gilt daher 3332 < n = QP+2, also 3330 < QP.
Wegen Q <7+ 7+ 74 2 = 23 folgt daraus P > 145. Das Produkt der drei ungeraden Ziffern
muss also mindestens 73 sein. Ordnet man diese drei Ziffern der Grofle nach, so entfallen die
Falle 333, 335, 337. Es bleiben 355, 357, 377, 555, 557, 577 und 777.

Wir berechnen nun fiir alle diese Falle Q, P und QP + 2

Zifferm Q@ P QP+2
355 15 150 2252
357 17 210 3572
377 19 294 5588
555 17 250 4252
557 19 350 6652
577 21 490 10292
777 23 686 15778

Nur fiir die Ziffern 3, 5, 7 besteht QP + 2 = 3572 aus lauter Primzahlen. Offensichtlich erfiillt
3572 alle Bedingungen der Aufgabe und ist daher die einzige Losung.

Aufgabe 23/90

Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl n > 1000 mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Ziffernfolge von n ist symmetrisch.

2. Die Primfaktorzerlegung von n enthélt genau zwei Primfaktoren p; und py in 1. Potenz.
3. Bei Division durch p; lasst ps den Rest 5.

Lésung von Kitaktus:

Die Zahl 1991 = 11-181 mit p; = 181 und pe = 11 erfiillt wegen 181 = 16-11+5 alle Bedingungen
der Aufgabe. Wir zeigen nun, dass dies die kleinste Losung ist.

Angenommen, es gibe eine kleinere solche Zahl n > 1000. Dann ist n vierstellig und hat die
Dezimaldarstellung 1yyl mit y € {0,1,...,8}. Es gilt:

e 1001 = 7-11-13. Entfillt, da drei Primfaktoren mit Vielfachheit 1.

e 1111 =11-101. Entfillt, da 11 # 5 (mod 101) und 101 =2 # 5 (mod 11).
e 1221 = 3-11-37. Entfallt, da drei Primfaktoren mit Vielfachheit 1.

e 1331 =11-11-11. Entféllt, da kein Primfaktoren mit Vielfachheit 1.

o 1441 =11 -131. Entféllt, da 11 # 5 (mod 131) und 131 = 10 # 5 (mod 11).
e 1551 =3-11-47. Entfillt, da drei Primfaktoren mit Vielfachheit 1.

e 1661 = 11-151. Entfillt, da 11 # 5 (mod 151) und 151 =8 # 5 (mod 11).
e 1771 =7-11-23. Entfallt, da drei Primfaktoren mit Vielfachheit 1.

o 1881 =32.11-19. Entfillt, da 11 £ 5 (mod 19) und 19 =8 # 5 (mod 11).
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Es gibt also keine Zahl < 1991, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt. 1991 ist demnach die
kleinste solche Zahl.

Anmerkung:

Die Bedingung 2. ist mehrdeutig formuliert. Ist gemeint, dass n genau zwei Primteiler hat und
diese in Vielfachheit 1 auftreten, oder, dass n genau zwei Primteiler mit Vielfachheit 1 hat,
eventuell aber weitere Primteiler mit hoherer Vielfachheit?

Im ersten Fall ist 1881 = 32 - 11 - 19 ausgeschlossen, im zweiten Fall nicht.

Bei der ersten Interpretation kann man auch ohne Fallunterscheidung zeigen, dass fiir y nur der
Wert 9 in Frage kommt.

Aufgabe 24/90

P R O S T
- N E U
J A H R

Es sind alle Belegungen der 11 Variablen mit allen 10 Ziffern 0, ..., 9 zu finden, die eine richtige
Rechnung ergeben. Zur Beschrinkung der Losungsmenge wird festgelegt: Die Ziffern fir £
und H werden bei der Angabe des Silvesterdatums benotigt.

Lésung von Kitaktus:

Fithrende Nullen sind unzuldssig. Wegen PROST = JAHR+ NEU < 99994999 = 10998 kann
P nur 1 und R nur 0 sein. Auflerdem muss dann J = 9 sein.
Wegen R = 0 folgt auch T'= U (Einerziffer).

Die Ziffern E¥ und H werden zur Angabe des Silvesterdatums benétigt. Das ist der 31.12. E und
H miissen daher 1, 2 oder 3 sein. S ist dann £+ H (ein Zehneriibertrag ist weder auf der Einer-
noch auf der Zehnerstelle moglich). Fiur E, H und S ergeben sich die Moglichkeiten

E H S|E H SE|H S

1 1 2[1 2 3|1 3 4
2 1 3|2 2 4|2 35
3 1 413 2 5|3 36

Zum Schluss muss noch A+ N = 10 + O gelten (Hunderterziffer mit notwendigem Ubertrag fiir
die Tausenderziffer). Damit sind fiir ANO folgende Fille moglich:

AN O/A N O|/A NO|A N OJ|A N O
19 02 8 0|2 9 13 7 0|3 8 1
39 2|14 6 04 7 1|14 8 214 9 3
5 5 0|5 6 1|5 7 2|5 8 3|5 9 4
6 4 0|6 5 1|6 6 2|6 7 3|6 8 4
6 9 5|7 3 0|7 4 1|7 5 2|7 6 3
TT7T 417 8 5|7 9 68 2 08 3 1
8 4 2|8 5 3|8 6 4|8 7 5|18 8 6
8§ 9 719 1 019 2 119 3 219 4 3
9 5 419 6 5|9 7 6|9 8 719 9 8

Die neun Losungen fiir FHS lassen sich beliebig mit den 45 Loésungen fiir ANO kombinieren.
T = U kann einen beliebigen Wert annehmen.

Méglicherweise ist die Aufgabe so gemeint, dass auch alle Ziffern 0,...,9 mindestens einmal vor-
kommen miissen.
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Da es 11 Buchstaben sind und 7" = U ist, miissen alle Ziffern ansonsten paarweise verschieden
sein. Fiir £ und H kommen dann nur noch 2 und 3 bzw. 3 und 2 in Frage und S ist somit 5.
Belegt sind damit R=0, P=1, F,H=2und 3,S=5,J =9. Fiir A, N, O und T = U bleiben
noch die Ziffern 4, 6, 7 und 8.

Wegen A+ N = 10+ O ist 10+ O hochstens 84+7=15 und O damit gleich 4. A und N sind dann
6 und 8. Fiir T = U bleibt noch die 7 {ibrig.
Es gibt also genau vier Losungen:

R=0,P=1,E=2H=30=4,8S=5A=6T=U=7,N=8,J=9
R=0,P=1,E=2H=30=4,S=5N=6T=U=7,A=8,J=9
R=0P=1,H=2E=30=4,S=5A=6T=U=7,N=8,J=9
R=0,P=1,H=2E=30=4,S=5N=6T=U=7,A=8,J=9
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