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Aufgabe 1 9 2
luamittle[{ n-g].
n=1

(Dabei bezeichne fiir eine reelle Zahl x das Symbol [ x] die ganze
zahl, fir die [x] € x < [ x] + 1 gilt,)

(IMO-Vorschlag USA, 1975)

Aufgabe 2 "
Sei 7 die Menge der gonzen Zahlen und Q die Menge der rationalen
Zahlen, Sei x € Q\Z. Dann bezeichne x| jenes Element aus Q mit

x | = 32, falls x = 3, g.g.7(m,n) = 1, m,n € 2 und n > 0 gilt,

Man beweise, daB man ausgehend von einer beliebigen Zahl X € Q\Z
nur unter Verwendung der Addition, Subtraktion und Multiplikation,
sowie der soeben definierten |-Operation zu jeder beliebigen
Zahl y € Q nach endlich vielen Schritten gelangen kann,

Aufgabe 3 oo 4
Sei 0 < a< 1 und f(a) = Z a2,
i=0

1 1 1 1
Man beweise, da8 g < f(i)<n7|' und f(ﬁ) irrational fiir alle n >1
gilt!

Aufgabe 4
Sei n @ 1 eine natiirliche Zahl und a eine reelle Zahl,

Man 1bse folgendes Gleichungssystem in Abhingigkeit von a und n
im Bereich der reellen Zahlen.

(1) Xy + Xy + ees + X =2
(2) x$+x§+...+xi=a

"
o

(n) x?+x;+...+xg



Aufgabe 5

Gesucht sind alle stetigen reellwertigen Funktionen f mit dem
Definitionsbereich Df = { xl x-reell und x >0 } y die in Df der
Funktionalgleichung

f(xy) = x £(y) + y £(x) (1)

geniigen,
(Verallgemeinerung einer Aufgabe der Mathematik-
olympiade Usterreichs, 1975)

Aufgabe 6
Man ermittle alle reellen stetigen Funktionen f(x), die der

folgenden Funktionalgleichung geniigen:
£(x + y) = £(x) £(y) (1

Aufgabe 7

Sei f(x1, Xy eees Xpy ees) definiert fiir jede reelle unendliche
Zahlenfolge. Es wird vorausgesetzt, daB f beziiglich jeder seiner
Variablen monoton wachsend ist. Es soll entschieden werden, ob
aus diesen Annahmen auch

£(Xys Xpy cons Xy oee) S E(¥yy Tps eees Ty oee)

& (1)
fiir x; = ¥; (1= 1y 2y «oe) folgte
Aufgabe 8
811 B eee B4y
Sedilf = 821 8pp ees By = (213)(a,n)
2n1 2n2 T %nn

eine quadratische Matrix vom Format n > n, deren Elemente

3,5 € {0,100 umm } sind fur alle 1,je {1, 2, ..., n ]} s
Mn heiBt lateinisches Quadrat der Ordnung n, wenn in jeder Zeile
und jeder Spalte von Mn jedes der Elemente O, 1, ..., n-1 genau
einmal auftritt, Zyei lateinische Quadrate Mn = (aij)(n,n) und
Mﬁ = (bij)(n,n) heiBen orthogonal zueinander, wenn- gilt:



(aij' bij) = (ars' brs) = i=r und j = s.
(Dabei bedeutet (a,b) = (c,d), daB a = c und b = 4 gilt,)
Man gebe fiir alle natlirlichen Zahlen n mit n > 1 und n ® 1 mod 2
eine Methode zur Konstruktion orthogonaler lateinischer Quadrate
der Ordnung n an,

Aufgabe 9
Sei 845 Bny eeey Bpy eee eine Folge von reellen Zahlen mit
0fa = 1unda -2 ., + LI 20firn=1, 2, 3, ... .

Man beweise, daB 0 £ (n+1) (an - an+1) SE2firn=1,2, 3, ...
gilt.(IMO-Vorschlag, Schweden, 1975)

Aufgabe 10
Seien A1, Az, P An n beliebige Punkte der Ebene und k die
Peripherie irgendeines Kreises der Ebene vom Radius 1. Man zeige,
n =
daB auf k ein Punkt mit 3 M, 2 n existiert. Wie miissen die
i=1
il =
n Punkte und k liegen, damit kein M auf k mit 3 MA; > n
i=1

existiert?

Aufgabe 11
Seien a und b nichtnegative reelle Zahlen und b % O.

Weiterhin sei Xy =2, ¥y = b und fiir alle natiirlichen Zahlen
i=1 sei Xijgq =X+ 2yi und Vigp = X5 + Ve Man beweise, daB
die Folge der 7

1
z5 = 7:
unabhingig von der Wahl von a und b konvergent ist und ermittle
den Grenzwert der Folge in Abh#ingigkeit von a und b!

(Nach: Math, Spectrum, 3, 2, 1970/71 (engl.),
verallgemeinert)

Aufgabe 12
Seien a und b zwei positive ganze Zahlen, die relativ prim zu-

einander sind (d.h.: g.g.T(a,b) = 1).

Man beweise, daB es eine natiirliche Zahl N mit folgender Eigen-
schaft gibt: Piir alle natiirlichen Zahlen n & N existieren natiir-
liche 7ahlen x, und ¥y mit n = ax + by . Man ermittle in Ab-



h¥ngigkeit von a und b das kleinste N mit dieser Eigenschaft,
(Nach sowj. Schillerzeitschrift Kwant Nr,3,1973)

Aufgabe 13
Sei A = (ao, 81y 8y 8z, 3y, 8g, 3¢, 84, ag, a9) ein Vektor der
Linge 10, fiir dessen Elemente a; € {0, 1925 3y 45 55 165 Ty 8, 9}
gilt., Dann kann man A folgenden Vektor B(A) zuordnen:

B(A) - (bo' b1v bzv ij b4v bsr bs; b-,n bel bg)p
wobei das Element b1 die Anzahl der Elemente von A angibt, deren
Wert i ist.
Man ermititle alle A mit B(A) = A!
(Bs soll also ay = b, fir alle ie {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9§
gelten!) 3

(Nach Gardner, Math, Novellen (russ.), Moskau 1974)

Aufgabe 14
Sei a > O eine natiirliche Zahi. Man berechne fiir beliebige

natiirliche Zahlen n die folgende Summe

n
k

g

wobei [x] die ganze Zahl mit [ x]S x<[x] + 1 fir beliebiges

reelles x bezeichne. Weiter zeige man, daB man fiir jedes a nur

endlich viele n finden kann, fiir die die Summe eine Primzahl ist,

Aufgabe 15

In einer Ebene E seien 2n paarweise voneinander verschiedene
Punkte fixiert, Man zeige, daB es eine Gerade gibt, die keinen
dieser Punkte enth#lt und die die Ebene E derart in zwei Halb-
ebenen E', E" zerlegt, daB sowohl E' als auch E” n der gegebenen
Punkte enthalten.

Aufgabe 16

Man beweise: Wenn man in eine Ellipse zwei Quadrate derart ein-
zeichnen kann, daB

1. beide einen von Null verschiedenen Flicheninhalt haben,
2, sie nicht deckungsgleich sind und
3. ihre Eckpunkte auf der Ellipse liegen,

80 ist diese Ellipse ein Kreis.



Losungen

Aufgabe 1

Aus (n+%)3-n3+n2+%n0%7 und
(n-%)z-ns-n2+%n-%7

erhalten wir
(n+%)3>n3+n2 und (n-%).’)n}-n2

flr n =1, 2, 3y eoe .1Hieraus folgt ,
(n*-})>n(1¢1ﬁ)3 und (n--})> n(1-%)3 ;

woraus wir

1 i

1,3 g 1,3

(1"3)'1<3'ﬂ<1'(1‘ﬁ) 3

erhalten, Nach Multiplikation dieser Ungleichung mit 3n‘5 ergibt
sich: 1 1 2 1 1

(n+ 1) -n)<no<3 (0 - (a-1)) . (1)

N 1 1 1 1
SeixN-1+Zz3((n+1)3- 3)-3((1n1)3-23)+1
nN=

N 1 1 1
und Yy = 1 +53((n’- (n=1)%) = 30 - 1) + 1.

Wegen (1) gilt nun fiir N 2 2
2
L3
< n’ <Yy .
y<Zg N

Nun gilt: 0 < Yy = Xy = 3(N

1 1
- 1) =3 . 1)3'1- 23) -

VT T N

= 3(N -(N¢1)3) +3(z3- 1) <

1
<3(23-1)<1.

Setzen wir nun fiir N = 109, so erhalten wir

10" e 2 1
o9 = 1+ 300107 4 1)3 - 25) < = n o<1 e3(109%-1) =
= 2998 = Y
10°



Da auch 0 < Y - X < 1 gilt, ist also X = 2997 + o
102~ T10? ! 102

mit 0< e < 1, woraus

9
[ E n'%J - 2997

n=1
folgt.
Aufgabe 3
Beweis:
tedat 4 . 4 Ty b A ML 9
1e =< & ¢ + + +oeee = f(2) < = 4 + + F oo =
2 on o o8 T A B
gy A~ T
n11‘m
n

2, f(%) besitzt im Zahlensystem zur Basis n folgende Darstellung:

1
(= =0, 110100010 400010 0,.01..
[ ] -o
22-1 23 24 -1
wobel zwischen der r-ten und (r+1)-ten 1 genau 271 _ 4
stehen, [ f(%) J ist ein nicht periodischer n-adischer Bruch
n

)

und somit irrational,

Aufgabe 4

Fall 1:

Sei zunichst n 2 4. Wir erhalten aus (2):
4

2
at = (xf + xg * cee ¥ xﬁ) = x# + xg +oeee + x:

+ 2 2:: xi

2
X
1£1<jSn 3

Wegen (4) folgt hieraus

(n+1) Z xg xﬁ =0

181<jSn

Da x; reell fiir i =1, 2, ,,., n sein soll, ist xi und somit auch

xi x§ stets nichtnegativ., Mit (n+1) folgt somit:

8



(n+2) x2x2 =0 frallei,jmit1Si<jSn.
L)

_ Diese (’2‘) Bedingungen von (n+2) sind nur dann erfiillt, wenn min=-
destens n-1 der Unbestimmten gleich Null sind, Auf Grund der
Symmetrie konnen wir 0.B.d.A. X, = Xy = eeo = X = 0 setzen. Dann
folgt aus (1), das x; = a sein muB.

Damit erhalten wir offenbar fiir diesen Fall nur folgende LOsungs-
menge:
x5 =23, X4 =x2=...=xi_1=xi+1=...=xn=0

fiir 1 = 1,2,0..,0 .

Fall 2:

n = 3, Unser Gleichungssystem reduziert sich zu

(2:1) X, + Xy + Xz =2
2 2 2 2

(2.2) xj + x5+ x3 = a

(2.3) x? + xz + xg aie? =
Aus (2.1) und (2.2) folgt:
0=a2-a2=(x1+x2+x3)2-x$-x2-13=

=2(x1x2 + XXz + x2x3)
und somit
(2.4)  x4%Xy + XX & XXz = 0
us (2,1), (2.2) und (2.3) folgt

0=a3-a?'

=(x$+x§+x§)(x1 +x2+x3)-x?-xz-x3-

= x?(x2 + x.j) + xg(x1 + x;) + xg(x.I + x2)

und somit

2 2 2 2 2 2

1112 + J:1x3 + xax1 + x2x3 + ::.5x1 + x3x2 + 3x1x2x3 - 3x1x2x3 =0 .

Hieraus folgt nun

x1(x1x2 + XXy 4 xzxa) + x,z(x1x2 + XX + x2x3) + ::3()(1x2 + XXzt
+ x2x3) - 3XyXp%5 = 0 .

Wegen (2.4) erhalten wir damit



(2.5) xyxx5 =0 .

Wegen der Symmetrie des zu lésenden Gleichungssystems, setzen wir
0.B.d.A, =0

Damit reduziert sich (2.4) zu 0z, =0,

Wegen der Symmetrie setzen wir hieq.'in 0.B.d.A, Xy = [o]
Dann erhalten wir x, = a aus (2.1)s

Die Menge der Lsungstripel (x1.x2,x3) ist also hier
{(0,0,2), (0,2,0), (2,0,0) ] .

Fall 3:
n = 2, Unser Gleichungssystem reduziert sich hier zu

(3.1) %y +x, =2

(2.2) x% + xg =a?,

Aus (3.1) und (3.2) folgt:

0=a?-28%4 (x1 + 12)2 - x% - xg = 2xy%,,
woraus zusammen mit (3,1) sofort die Losung folgt.
Die Menge der Ldsungspaare (x1,xz) ist also

{(Opa)y (a,0) } .

Fall 4:

n = 1, Die Ldsung ist x, = a.

Somit erhalten wir also fiir beliebiges n folgende L&sungsmenge :
(x1....,rh) befriedigt genau dann (1) bis (4), wenn

(x1,....xn)e {(0----1015). (0,...0,&,0)....,(B,O,...,0)} .

Aus dem Beweis geht weiter hervor, daB man die gleiche Ldsungs-
menge erhdlt, wenn man sich auf die ersten 4 Gleichungen
beschrinkt,

Aufgabe 5
Wir beweisen zundchst induktiv, da8 fiir alle natiirlichen Zahlen
n22 gilt: Fiir beliebige positive reelle Zahlen Xyreee, X, gilt

10



s

-~

n n
(2) £( 1T1 xi) = .21 f(xl) x4

0

]
J
Der Induktionsanfang ist fiir n = 2 durch (1) gegeben.
Somit verbleibt noch zu zeigen: Wenn k& 2 und

k k k
2T =) = 3 2(xp) T
i=1q iy izt
J .

gilt, so ist

H
(54

k+1 k+1 k+1

£( l xi) = Z f(xi) Tr x5
in1 i=1 j=1
it

Wir setzen y; = Xy filr 1 = 1, 2, s00y k=1 und Vi = XXy qe
Aus(1) und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir:

k+1 k k k k+1
o T ox) =2 Ty =3 23) T yy= 2 2(xp)-
v=1 =1 1= 1=1 im1
k+1 P T |

=1

Xy + f(xkx.kﬂ).ﬂ- xy =
wl j=1

o

k-1
v (2%, + £(xe1)%) T xy =

2-{{

= Z f(xi

t=1

& f(xi xy

womit wir (2) bewiesen haben.
Nun sewsn wir in (1) y = 1. Dann erhalten wir f£(x) = xf£(1) + £(x)
und somit
(3) £2(1) =
Wir setzen jetzt f£(2) = a. Dann erhalten wir

no1 1on1 Bt 1
a = £(2) = £ :]Lz") ?:ftz“)z B pp B og(oly,
woraus £(2") = a . 2n folgt.
Hieraus folgt nun, wiedorum mit (2)

al n-1 m=1 1

m m 1
£(2%) = £( 'ﬂ: 2% = Zf(z") 2 T .2 B 2N



Sel nun r eine rationale Zahl mit r> 0, Dann gilt wegen (3):

0 =2(1) =27 27 = 27 £(27T) + 2T £(27) = 2. 2(2T)

+27T g 2™,

Somit erhalten wir:
£2(27%) = a(-r)2 1,

Zusammen mit (3) ist somit nachgewiesen:
Wenn b eine rationale Zahl ist, so gilt £(2°) = a b 2°77,
wobei a ein reeller Parameter ist.
Sei nun o¢ € Dr. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte reelle
Zahl B mit o =20 . Sei nun { by } eine komvergente
Folge rationaler Zahlen mit lim by = @ . D. h. lim 2°1 - o
- —p o L~ oo

Da f(x) stetig sein soll, muB gelten

b, by=d P -1
Jam 'e(27=) = lim sbi 2 =af-2 =f(e ).
i—boo {—so

[3_ lno¢

Hieraus folgt nun wegen o

t(x) = 2 F05

wobei a eine reelle Zahl ist,

Aufgabe 6
Wir setzen zunéchst x = y = O und erhalten £(0) = fz(o), woraus

t(0)e { 0,1} folgt.

Fall 1: £(0) = O, Wenn wir y = O setzen,‘so ergibt sich
£(x) = £(x)+£(0) = O und somit f(x) = 0.

Fall 2: £(0) = 1. Vermittels vollst#ndiger Induktion erhilt man
aus (1) sofort

(2) £( }:1 x) = T['1 £(xy).
i= i=

Wir setzen f(1) = a, wobei wir nur voraussetzen, daB a eine reelle
Zahl sei, Aus (2) erhalten wir nun fiir alle natiirlichen Zahlen n21:

12



a=e()=2G+tee D -r(‘;)n ‘
e a3
n-mal

Da 1(%-) eine reelle Zahl sein soll,/muB a2 0 sein und wegen der
Stetigkeit vo? £(x) auch a % 0. Wir erhalten also

1(111) =a" , Aus (2) folgt ferner:
m

o m
3) @ =2 =a".
Welterhin folgt aus (1): 1 = £(0) = £(x +(=x)) = £(x) - £(-x)
und somit
)  2(=x) = £~ (x). aus (3) wnd (4) folgt nun, daB #ir alle
rationalen Zshlen x gilt: £(x) = a*.
£(x) heiBt stetig an der Stelle & , wenn fiir alle Folgen {51}
mit lgg.ai = & sauch i].im f(ni) = £(®) folgt. Sei & nun irgendeine
reelle Zahl, Dann gibt es eine Folge {ai} , wobel s#mtliche a;
rationale Zahlen sind (z.B. a; ist Dezimalbruchentwicklung von

® bis zur i=-ten Stelle) mit  1lim a, = X,
i = 1

Es ist LE_N_-I'-(%) - EEE a8y sa,
Da £(x) stetig sein soll, muB also fir alle reellen x gelten:
£(x) = a¥ ,
Wir erhalten also folgende Ldsungsmenge: 1, 2(x)= 0
2, 2(z) = a* mit a > 0.

Aufgabe 7
Wir betrachten das folgende Beispiel:

1, falls die Folge (x,l,xz,...,xn,...)
Sei f(x1,x2,...,xn,...) = konvergent ist
0, sonst.
Offenbar erfiillt dieses £ alle Voraussetzungen der Aufgabe.
1 1
Sei nun X =Ty Yoy =3 und ypy,.4 = 1 ., Dann gilt fir alle
g Ay By e x; 5 ¥y, aber (x1,x2,...,xn,...) ist
offenbar eine konvergente Zshlenfolge (Grenzwert Null), wihrend
GqsTpseeerTyress) divergent ist (zwei HBufungswerte).
Somit erhalten wir
1= f(x1,x2,...,xn,...)> f(y1.y2,...,yn,...) =0
und haben gezeigt, daf die Aussage (1) nicht gilt,

13



Aufgabe 8

Sei 1< m <n und g.g.7(m,n) = 1, Dann ist M, = (aij)(n n) mit
’

a4 = m(i-1) + j-1 mod n ein lateinisches Quadrat,

Beweis: 1, Annahme: a13 = a5, =
m(i-1) + j-1 =m(i-1) + k-1 mod n =
J=Ekmod n =

J=k.
2. Annahme: ai‘,’ = ak;j =)

m(i-1) + j=1 = m(k-1) + j-1 mod n =
“i=mk mod n und wegen g.g.T(m,n) = 1 folgt
i=k mod n =
i=k.
Daher ist Mn ein lateinisches Quadrat.
Seien nun m und r natiirliche Zahlen mit
1€ m<r<n, ggi(n,n) = g.g.7(r,n) = ggT(r-m,n) = 1.
Wir setzen
M= (aij)(n,n) mit ayy = m(i-1) + (j=1) mod n
My, = (bij)(n,n) mit bi;j = r(i-1) + (j=1) mod n .
Wegen ggT(m,n) = ggT(r,n) = 1 sind nn und H'n lateinische

Quadrate, Es verbleibt nur noch zu zeigen, daB sie orthogonal
zueinander sind, Es ist zu zeigen:

aus  (a;4,0;5) = (ay goby o) folgt
aiJ =a. und bij = btﬂ'

Aus
m(i=1) + j=1= m(t-1) + s-1 mod n und
r(i-1) + j=1 = r(t=1) + s-1 mod n folgt

14



mi + J= mt + s mod n und ri + j= rt 4+ smod n
und daher

j= m(t-1) + s mod 1,

m(t-i) = r(t-i) mod n,
Folglich ist
(r-m)(t=1i) = 0 mod n
und da g.g.T(r-m,n) = 1 ist, folgt
t=i=Omod n und t = 1,
Aus (1) folgt dann auch j = s sofort.
Also sind mn und H'n orthogonale lateinische Quadrate., Da

n > 1 und ungerade sein sollte, findet man solche Zahlen m und r
stets, (z. B. m =1, r = 2),

Aufgabe 9

Beweis: Sei A a, =a, = 2a 4. Aus der Bedingung

0% ap = 28,4 +8p,0 = (ap = @) - (anﬂ = 2n42) 'Aan -4a
folgt A ani Aam1.
Wir nehmen einmal an, daB ein n mit A a, < 0 existiert. Dann
tst Aa S Aa <o fur k-n und

n+1

(x-n) (- Aa)- Z Aa =Z (334.1‘33)’31('&“:31::1'

j=n
woraus 0 < - A an- ﬁ fir alle k > n folgt., Das fst aber offen-

bar unmsglich und demzufolge gilt Aa 2 0 fir allen3 1,
womit bereits 0 & (n+1)(a, - a,,,) nachgewiesen wire.
Anderorseits gilt:

na Zak,:Zkak Z (k-1)ak=

k=1
a1
=nan ’Z kak Z ka4
= na, +ZkAak-nan“+ZkAak
n
=k§1k4ak-Aank;1k'(an'anﬂ)l%ﬂl’

woraus nun unmittelbar 15



(n+1)(an - a fiir alle n 2 1 folgt.

net) =

Aufgabe 10
Seien R und R' irgendzwei entgegengesetzt liegende Punkte des

Kreises k; d,h, die Gerade durch R und R' verlduft durch den
Mittelpunkt s von k und somit ist RRT = 2, Wir betrachten nun die
Dreiecke RAiR' fir i =1, 2, ,.., n und erhalten aus der Dreiecks-
ungleichung

(1) }U&_+W 2RR' = 2,

wobel das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn Ai auf der
Strecke RR' liegt,
Aus dieser Ungleichung (1) erhalten wir somit

(2) Zmr+Em—

i=1
weshalb fiir mindesteﬂs einen der Punkte R und R', den wir mit M
bezeichnen werden, Z: EII =n gelten muB, Dabei tritt in (2)

wegen (1) das Gleichheitszeichen genau dann auf, wenn alle

Ai (1= 1, 25 seey 1) auf RR' liegen, Wenn nun nicht alle diese
Ai und S iibereinstimmen, so gilt fiir jeden Punkt T auf k mit
R4 T4 R' und

n n
+ z: RK =2n
=1 =1
wegen (1)
Zm-+ ZT"A_ > 2n,
e t=q

wobei T' der zu T entgegengesetzte Punkt auf k sei. wir erhalten
somit fiir mindestens einen der Punkte T und T', er sei mit M be-

zeichnet,
n
FE; > n,
i=1

Die Antwort auf die zweite Frage lautet damit: Genau dann, wenn
Ai =S Hri=19 2icesn gilt, existiert kein M auf k mit
La)

2 WA, >n.

i=1

16



Aufgabe 11
Offenbar gilt unabhéngig von a und b fiir alle i % 2

xi>y1>0, 1<z152 und
(1)

. =zi-1+2= ' 1

17 254 %1 T+2z5 4

Wir nehmen nun eine Fallunterscheidung vor.

- > <
Fall 1: Es gibt ein i=2 mit Zy = Zi.qe

Z, + 2
Wegen (1) ist also ziﬁ «zi—+1- zu analysieren, Dies gilt wegen

(1) offenbar genau dann, wenn zi + ziﬁ z; + 2 ist und dies wiederum
genau dann, wenn 1< zii 4? ist, Dann gilt abermals wegen (1)

1 > 1
2232 e 214 — = 2 .
i+ TV, s v

Hieraus folgt nun wegen (1) und nach einer einfachen vollsténdigen
Induktion sofort

< < <
1< 3 £ V2 wd V2S5, 52
fiir alle natiirlichen Zahlen k.

<
Seimun 1<z, 2 . Denn 1st

2 <5

142§ = und

z

>, 2
325,05+ 4 S 225,04 + 325,05 = 25,54(225,55 + 3) -

Hieraus folgt nun

. & 321*23 + 4 ~ zi+2L+ =
is2j= 22“_2 + 3 Zi405 * 2 T Yis2342
1

Bie2 *

Damit ist also gezeigt, daB die Folge der 24 42k mit dem laufenden
Index k monoton wachsend ist und durch V2 nach oben beschrénkt,
Somit ist diese Folge konvergent., Ihr Grenzwert z errechnet sich
als

17



3z_+ 4

o=t +

Diese Gleichung ist #quivalent mit 22 =2und da 1g zg 'J? gelten
muB, ergibt sich z = '1'2-' .

Analog zeigt man, daB die Folge z +2ks1 Bit dem laufenden Index k
monoton fallend ist und durch <2 von unten beschrinkt., Sie ist
also ebenfalls konvergent., Ihr Grenzwert z!' ergibt sich ebenfalls
als '\[2—' .

Fall 2: Fiir alle i22 ist zy > Zy,1+ Insbesondere ist dann 2y > Zz.
Wie im Fall 1 zeigt man, da8 Zy> +2' gelten muB, Dann ist 25 <

und z, < z;, womit wir einen Widerspruch zur Voraussetzung erhalten
haben, Der Fall 2 kann also nicht eintreten, Damit ist die Aufgabe
vollstdndig gelést, Der Grenzwert der Folge ist unabhéngig von

a und b stets \[2' .

Aufgabe 12
0.B.d.A. sei a Sb, Falls a = 1 ist, so ist N = 0, denn fiir alle

nZ20 gilt: n = n,1+0.b, Sei also a > 1, Dann muB a < b gelten.
Wir beweisen folgende Aussage:
Sel x eine natiirliche Zahl. Wenn fiir alle natiirlichen Zahlen
(1)¢{ i < a natfirliche Zahlen m; und n; derart existieren, das
xX+1= ma + nib gilt, so gibt es die gesuchte Zahl N und
es gilt x = N,
Beweis: Sei j;a. Dann ist j = ra + simit 0Zsc<a und r ist
eine natiirliche Zahl, Dann gilt:

x+j-(x+s)+ra-msa+nsb0ra-(ms+r)a+nsb.

Wir wollen nun sémtliche Paare natiirlicher Zahlen (m,n) finden,
fir die ma + nb = ab gilt,

Offenbar mu8 m S b und n £ a gelten. Wir erhalten nun folgende
Kongruenzen:

nb= 0 mod a
ma = 0 mod b

Da a und b relativ prim zueinander sind, erhalten wir

n = sa und m=tb

18



Somit erfiillen genau die Paare (0,a) und (b,0) diese Bedingung.
Jetzt kénnen wir zeigen, daB fiir (ab - a - b) keine nattirlichen
Zahlen ¢ und d mit ab - a = b = ca + db existieren., Wir werden dies
indirekt zeigen: Wir nehmen also an, daB natiirliche Zahlen c¢ und

d derart existieren, daB

ab -a - b =-ca + db
gilt, Dann ist jedoch
ab = (c+1)a + (d+1)b.

Wir haben jedoch gezeigt, daB (c+1, d+1)e {(0,3), (v,0) } sein
muB, womit wir den Widerspruch erhalten haben.

Sei nun 1 = i S a. Dann existiert eine eindeutig bestimmte natiir-
liche Zahl g; mit 1 = g; < b und

g;a = i mod b.

Es ist g8 = rib + i, wobei O - r;<a gilt und Ty eine natiirliche
Zzahl ist. Damit erhalten wir:

ab-a-b+i=rb+i r(a-ri)b -a=-b=ga+ (a—ri)b -a-=-b>
(2)
ab-a-Db+1i= (51-1)3 + (a-ry-1)b .

Wegen gy 21 1st gy - 1 eine natiirliche Zahl und wegen Ty < a ist

a-r; -1 ebenfalls eine natiirliche Zahl.

Wegen (1) und (2) haben wir gezeigt, daB fiir alle natiirlichen

Zahlen n= ab - a = b + 1 = (a-1)(b-1) natiirliche Zahlen x und y,
mit n = ax, + byn existieren, Da wir auch gezeigt haben, daB sich

ab - a - b nicht auf diese Weise darstellen 148t, ist N = (a=1)(b-1).

Aufgabe 13
Wenn A der Bedingung B(A) = A geniigen soll, milssen offenbar die
beiden folgenden Bedingungen erfiillt sein:

9

(1) 2_ a; =10
[ |
9

(2) 2~ ia =10

i=1

19



1. Behauptung: Falls B(A) = A gilt, mu8 a, = 6 sein,

Beweis: 1. Annahme: a,=n2> 6, Wegen (2) muB dann a, = 1 sein,
Damit ist dann a, = s > 1. Wegen (1) ist s < n und a = 1. Damn
ist einerseits

1848+ 1+n+ 15 2:: I ay
=1
und andererseits
28+n22-24+ 7=11,

was einen Widerspruch zu (2) bedeutet, Es kommt somit nur a, <6
in Frage.

2, Annahme: 8, = n <5, Dann sind mindestens 5 von a, verschiedene
Elemente von A von Null verschieden, Wir erhalten
9
-~
£ iay
=1

11+42-143.14+4-145.1%

und 1 + 2 +3 +4 +5 =15,

woraus ebenfalls ein Widerspruch zu (2) folgt. Es verbleibt also
nur noch a_ € {5,6 } .

3, Annahme: a, = 5. Dann gilt wegen (1): ag =1, ag = a; = ag =29 =0
und genau drei der Elemente 245 3, a3, a sind von Null verschieden,
Weiterhin muB a, =8 > 1 sein,

Wir erhalten dann:

1'B+s~1+j~1+5-1:1;‘iai mit § e {2, 3, 4}

und 28 + j + 5 = 4 +2+5 =11, womit wir wiederum einen Wider-
spruch zu (2) erhalten.

Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

Somit erhalten wir aus (1) und (2): a, =6, ag =1, 2, =5>1und
0= ay =3a; =a; =ag= ag, falls tiberhaupt ein A mit B(A) = A
existiert, Da genau eines der Elemente 25, az noch Null werden mus,
kann nur s = 2, a, = 1 und ay = 0 sein., Falls A = B(A) gilt, muB
also A = (6, 2, 1, 0, 0, O, 1, O, O, O) sein, Man liberzeugt sich
nun leicht, daB dieser Vektor den Bedingungen der Aufgabe geniigt,
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Aufgabe 14 # &
Es ist z[g]-Z[-E] und
k=1 k=0
(t+f)a-1

(1) 0 [L£])-1a fiir alle natiirlichen Zahlen i .
k=ia

Sei nun r die natiirliche Zahl, fiir die
< n
(2) ra=n < (r+1)a und somit r -[ E]

gilt, Dann erhalten wir aus (1) und (2)

n r-1 (i+1)a-1
k
Los

L&] Z[ £ -

k=io k=ra

k=
= P‘Z Z [ E] = a(3) + (n-ras)r
k=ra

)+(n-[§]a+1) [;—‘]
[21{>+r-%[2] 0]

Wir kommen nun zum zweiten Teil des Beweises,
Sein:ra+smito:s<a, dann ist

é1[§]=&illa+ (s+1)r=§'[(r-1)a¢2s+2}

Es soll also untersucht werden, wann

(3) -§ {(r-1 Ja + 2(s+1) } prim wird,

Wenn r > 2, so ist (r-1)a + 2(s+1) 2 2 * 1 + 2 = 4 und ist deshald
weder im Falle, daB r eine gerade Zahl, dann ist § ganz und § >1,
noch im Falle, daB r eine ungerade Zahl ist, dann ist

4 < % {(r-1 Ja + 2(s+1) } und ganzzahlig, eine Primzahl, Damit ist
bereits gesagt, daB fiir jedes a nur endlich viele n existieren,
fiir die der Term (3) eine Primzahl wird.
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Aufgabe 15
Beweis: Moge der Kreis K die gegebenen 2n Punkte enthalten, Wir

verbinden je zwei der 2n Punkte durch eine Gerade. Dadurch erhalten
wir héchstens ( gn) Geraden, also auf jeden Fall eine endliche An-
zahl, Nun wihlen wir irgendeinen Punkt auBerhaldb des Kreises K,

der auf keiner dieser héchstens [ .‘2,“) Geraden liegt, aus und be-
zeichnen ihn mit A, Nun legen wir durch A irgendeine Gerade, die
den Kreis K weder schneidet noch bertihrt, Wir bezeichnen sie mit
Bye By seil die Gerade, die wir erhalten, indem wir 8, um den
Winkel ¢ in Uhrzeigerrichtung um A drehen, Auf Grund der Wahl

von A gibt es nun Winkel 061, otz, svey x2n mit folgenden
Eigenschaften

1e O € oa1< u2<,,.<o:,2n<n'_

2, Fir 1 = 1, 2, ,,., 2n liegt auf 8o, genau einer der 2n
ausgezeichneten Punkte und E wird durch gm.‘ so zerlegt, daB in
dem einen Teil genau i-1 der ausgezeichneten Punkte liegen,
Damit erhalten wir:

Wenn q’n<°"<“m-1 ist, so ist gy eine Gerade mit den ver-
langten Eigenschaften., Es gibt also "unendlich" viele (genauer:
Kontinuum-viele) Geraden mit der verlangten Eigenschaft,

Aufgabe 16

Beweis: Zunichst wihlen wir o,B.d.A., ein kartesisches Koordinaten-
system derart, daB in ihm die Ellipse folgende Gleic! ung besitzt:

(1)

Nun seien P1, PZ' P3, P4 irgendvier Punkte der Fllipse mit
P, & P, und das Polygon P,P,P,P, bilde ein Quadrat,
1 2 P 171234

o

2
¢Iz=1, wobei a > O und b > 0 gilt.
b

WNJ km

55 2.
-T Die Koordinaten von P, seien
b b
= 1= P1
|
By = s
P
R a Py 2
a, b1
g —
Sei a:= PP, := b= 1’1174 i= .
) )
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Nun kénnen wir P,, P,, P;, P4 durch Py, a und b ausdriicken

P, P1+a1 P1¢a1+b1
(2) P, = y Py = » Py=
P2 P, + 2, P2+az¢b2
I’1 + b.l
P, =
4 .
Pz + 'b2
Wegen der Quadratbedingung muB weiter gelten:
(3) a,b, + ayb, = 0 (b steht senkrecht auf .a)

(4) obesal=vd el (FF, - 57,

Da P,, 1’2, PB' P4 Punkte der Ellipse sind, erhalten wir aus (1)
und (2)

(5) Pﬁ Pg 1
+ =
a? ¥
2 2
6) (1’1 +a,) . (1>2 + a2) .
a® be
2 2
iy (P1 oa,}+ b.l) ’(qu‘:zobz)‘ o
a b
2 2
(8) (P1 + b.l) (P2 + b2) =3 .
52 b2

Indem wir (5) in (6) und (8) einsetzen, erhalten wir:

a P,a,
(9) 1+_ri2).o

2
a. P
2 1
vZae (T

(10)

md_.a-n 5Ly

2
P, P,b.
1.4-2(114—2—:2):0

Nun setzen wir (5), (9) und (16) in (7) ein und erhalten:

a,b a,b
R

al b
Wegen (3) folgt nun aus (11)

(12) a1b1(§z--:-’?)-o
23



Wir untersuchen nun (12) und erhalten dabeli foigende Fallunter-
scheidung:

Fall 1: a; = O. Aus (3) und (4) folgt, daB dann b, = 0 und
[a2| = Ib1 | 4 0 gelten muB. Hiermit erhalten wir aus (9) und (10)

(13) 8, +2py =0 also p,=- % a,
(14) b +2p; =0 also p, =~ % b

Aus (2) folgt dann:

-z /-3 7 b
(15) P, = ,Pz-( ) Py = .
T3 %"2 3,
3
?, - .
_%32

Hieraus ist zu ersehen, daB wir aus Symmetriegriinden o,B.d.A.
b1 =2, > 0 setzen kdnnen,
Indem wir fiir P1 in (1) einsetzen, erhalten wir

132 14 ;9
z b1 + z b1 = 1, woraus b2 432b2 folgt und somit
7 7 =y = 0.0
al b 1 a“+Dd
(16) b, = 22b

! Va2+b2

gilt. Im Fall 1 gibt es also hdchstens ein Quadrat, das den Be-
dingungen der Aufgabe geniigt., Durch Einsetzen in (1) {iberzeugt man
sich leicht, daB dieses Quadrat der Aufgabe geniigt,

Fall 2: b1 = 0. Durch analoge Betrachtungen wie im Falle 1 erhdlt
man wieder genau ein Quadrat, das mit dem im Falle 1 ermittelten
iibereinstimmt,

Fall 3: 1y - 1y = 0. Das ist gleichbedeutend damit, dad die
a b

Ellipse zum Kreis entartet.
Damit ist der Beweis vollstidndig gefiihrt,
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Aufgabe 1
Man stelle
A = sin® 2nl+ sin® ﬂ%,. ves + sin? zf-n

als Polynom in n dar,

Aufgabe 2
Gegeben ist die Folge e, durch

-an+L (3'0,1,2)"') H

a =5 a
Bn

(<] n+1

Man zeige:
45 < 84500 < 45,1,

Aufgabe 3
Die Seitenlénge eines regullren n-=Ecks sei 8, der Umkreisradius R

und der Inkreisradius r. K sei ein Kreis mit dem Radius g ,
dessen Mittelpunkt mit dem des n~Ecks zusammenf¥llt. Es gelte

“) R-B<cggr,

Um die Eckpunkte des n~Ecks werden n Kreise K1,...,Kn gezeichnet,
die den Kreis K von auBen berilhren, F sei derjenige Teil der
Fliche des n—Ecks, der von mindestens einem der Kreise
K, x1,...,xn iberdeckt wird,
Man bestimme K derart, daB die Fliche F

a) maximal b) minimal wird,

Aufgabe 4

Aus n paarweise verschiedenen reellen Zahlen bilde man alle mig=-
lichen Summen aus gensu k verschiedenen Summanden (1 £ k £ n),
Wieviele verschiedene Werte nehmen diese Summen mindestens an?

Aufgabe 5

seil z* die Menge der positiven ganzen Zahlen und M eine nicht-
leere Teilmenge von Z"’. M mtge mit jedem Element x auch die
Elemente 4x und E(+[X) enthalten, wobei E(-[X) die ganze Zahl n
bedeutet, fir die n S~ < n + 1 ist, Man zeige, daB M = z* 1gst,



Aufgabe 6

Es sei a eine reelle Zahl ungleich Null, Es sind alle Funktionen
£(x), die fir alle reellen Zahlen x mit x # O und x $ a erklirt
sind, zu »estimmen, die der Punktionalgleichung

2
2(x) + 2(GE) = x )
geniigen |
Aufgabe 7

Es seien a, und h1 reelle Zahlen mit b1 >8> 1. Es werden die
Folgen {an} und {bn} durch

b b =1

definiert, Plr welche 8, und b1 konvergieren diese Folgen?

Aufgabe 8

Man bestimme alle natlirlichen Zahlen n =1, flir die es natlirliche
Zahlen 8,y8,500098), > 1 gibt, welche die Gleichung

@) Ll +l5a1

2 2 2

sy 8 s
erfiillen, (Vorschlag Schweden 16, IMO)
Aufgabe 9

Es sei n =1 eine natlirliche Zahl und P(x) eine gangzrationale
Punktion vom Grad n, deren simtliche FNullstellen paarweise ver—
schieden und reell sind,

Man beweise, daf fiir alle reellen Zahlen x gilt:

PGx) * PGx) - [P'@]2<0 .

Aufgabe 10

Man bestimme alle ganzrationalen Punktionen P(x), die fir alle
reellen Zahlen x die Gleichung

(x+2) s P(x=2)= (x=14) P (*)
erfilllen!



Aufgabe 11
llan bestimme alle Losungen folgender Gleichung:

X

X =3V 4+ 5 )

fiir ganzzahlige positive x und y,.

Aufgabe 12

In einem Sechseck seien je 2 gegenliberliegende Seiten parallel,
Dann gehen die drei Verbindungsgeraden der Mittelpunkte gegen=
liberliegender Seiten durch einen Punkt,

Aufgabe 13

Eine Gerade schneidet 3 HShen eines beliebigen Tetraeders. Man
zelge, daB sie zur 4, HShe nicht windschief ist,

Aufgabe 14

Gegeben sei ein konvexes Vieleck, das kein Dreieck der Fliche 1
vollstindig iberdeckt, Man zeige, daB dieses Vieleck sich von
einem Dreieck der Fliche 4 iberdecken 1dB8t, =

Aufgabe 15

Es sind alle, fiir alle reellen x # O definierten, stetigen
Funktionen f(x) zu bestimmen, die fiir alle reellen a % O der
Gleichung

4
Ao - g
a“+1 a

geniigen|

Zusatzaufgabe (L8sung im néchsten Heft der IMO-Aufgaben)

Welchen HYchstwert kann das Volumen eines Polyeders annehmen,
das genau flinf Ecken hat, die s#mtlich auf der Oberfliche einer
Kugel mit dem Radius von der Liénge 1 liegen?



Aufgabe 1

1. L8sung (Idee von U, Risch):
Es ist sin x = %T (!* = e™1%) una somit
sinx = %_g(elu.x - 4e2iX 4 g o yem2ix e-h:lx).

Wir erhalten

n n 8T 4 4T,
A Zsin"alg';-%gz @B T gedm T +6
a= 3=
LT, 8w,
—yemim T gmin Ty

Man verwende die Summenformel der geometrischen Reihe

i""":_:q' fUr a $ 1

=1
und erh#lt unter Beachtung von e%°1 = 008 £+ 1 - sin g
(z komplexe Zahl) flir n $ 1,2,4

2 8Fy &Es eri_

I - > oL

=1 n
Lo
as 1 = 1 una eqﬂ‘ + 1 ist,
Analog erhalten wir
n n gﬂ'l n o
UL LD LR S L S
i=1 i= =1
Al

80 n
An-%-g E 6-%1: fir ellen ¢ 1, n $ 2, n % &4,
J=1

Man errechnet leicht
o= A2 =0 und Ah =2,



2, Lisung
T
Es sel B = cos? &+ vee + cos® %‘ . Dann ist infolge
sinzx + 0032x =1
2 2 2

“) ns= (sin2 2-nI-+ cos? 2;7-)2 + oeee + (ai.n2 %‘ + cos” 2M2)

n

-An+Bn+2 Z six:\aalt-lj'-oosaZInL .

i=1

Welter ergibt sich

n n
; (sin® 2{-‘1 - oush Zl‘ﬁl) = C (sin? ZLDL + cos? ZLBL)'

- i=1
o 2L st 22

n
@) .%-Bn.; (sin22;3t.l_0052%1)
i

und damit aus (1) und (2)
n
%-éL-l-l Z (sinza%-oasz%j‘)

2
i=1

n
- Z sin? llnl cos? %1!’1
i=1

n
i=1 i=1

n n
PP SR S I
Bs ist A, = Ay = 0, Fir n 2 3 ist sin - 4 0, Vir erhalten

n n
2 sin an 4 Z cos 9—}‘) = Z (sin 2.'15#1".1 + einax-zﬁll)
i=1 i=1

-sin%r-sinanl'o



und daher

n n
i 24T . 1
L LR
ist i=1
n
sjush I eomiEL
i=1
g

Pir n 2 5 ist sin%+0und

n n
2 sin Ani ( Z cos %L ) = Z (sing-'r—;&-u + sinL”f_:ﬂL)
i=q i=1

= sin &5 - sin & 2 o,

Mithin ist An = %n fir alle n 2 5, Man rechnet leicht A3 = % N
Al& = 2 nach,

Aufgabe 2

Durch Quadrieren und anschliefBendes Aufsummieren von k = 0 bis
n = 1 der Rekursionsformel ergibt sich

n=1
“) °x21-55+2k"'2 J?
k=0 %k

Wir erhalten a2yo, >25 4 2000 = 45%, womit der linke Teil der
Ungleichung nachgewiesen wire,

Wir geben hierfiir eine weitere Losungsmglichkeit an,
Offenbar ist die Folge 8, streng monoton wachsend, Ferner ist

(Bppq =850 8, = 1y
also 999
@ ) (a,, -8 a =100,
i=0

Wir betrachten im Intervell [ & ,84500 ]
die Punktion £(x) = x, Die Summe (2)
stellt in diesem Intervall eine Unter=—
summe (Riemann—Summe) fir den Fléchen=—
inhalt dar (siehe Skizze)

000

(nicht maBstabsgetreu)
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999 a
1090
2 2

Mithin ist 1000 = ) (a,,, = 8 )8, < f x ax = 22 - a?),

i=0 e
woraus sich unmittelbar die behauptete Ungleichung ergibt.
Es verbleibt der Nachweis flir die GUltigkeit der rechten Ab=
sohktsung. tus (1) erhalten wir a3 > 225. Also ist

> oy} P ncimm
= <
k=0 .lg gﬁ E ’ k=100 .12: ) v %100

<1g§v+g'g'§--8 .

Also st nach (1) a3, < 2025 + 8 = 2033, Da 45,12 = 2034, 01
ist, ist der Nachweis gefiihrt,

A ‘kung: Durch g re Abschitzungen 148t sich insbesondere
die obere Schranke verbessern, Es gilt a = 45,0245,,, .

1000

Aufgabe 3

Wir verwenden die Bezeiohnu.ngon der ™M
Skizze, Bs ist MA - AF < lr,llao

R - '-< r, womit die Existenz von K ]
3eaiohert ist, Wegen (1) liegt K im K
Innern des n-Ecks und die K, tiber—

i
schneiden sich nicht, A F B

Fir den Innenwinkel o< eines n—Ecku gillt o .fR.Z.)_ . Also ist

P=Tg2, !B_EJ_M)_ Za (q- H,,ax)z,,man:z

F wird damit fir g =R - ﬁﬁ minimal, wemn Q  die Bedingung
(1) ertullt,

Ist n gerade, so verbinden wir zwei Ecken des n-Eoks derart, das
ihre Verbindungsgerade durch M verliuft, also die Linge 2R hat,
Der halbe Unfang des n-Eoks nf ist dann sicher griSer sls 2R
infolge der Dreieoksungleiohun; Fir ungerades n ist (siehe
Skizze)



E D n%-A...E+ﬁ>m+ﬁ+ﬁ>R+

A —
ll N + BE = 2R, Also ist n > 2R und damit
{ =& Tyq-
I M R % < g,. Welter ist cos g>1 "
L4
-— 31 -awegencosx>1 =
2 n 2
2
A in ?o, co) und n 2 3, Multiplizieren

wir die Ungleichung mit R, so folgt g, =R = 2& <R cos 2’{ -,
Mithin wird F fir Q_ = R - 2% minimal,

Seli R - g = G, undr = 9y Fy eine quadratische Funktion, nimmt
in g € (91, 92) ihr globales Minimum an, Der Maximalwert kann
also nur F( 91) oder F(92) sein,

Es 1st F(g,) -~ F(gy) = B [ (g, -g,)% - (9, =g ] .

Wegen |9, =G, |= g, =g, und [Qy = q,| =g, - g, genigt es,
den Ausdruck
d(n) =g, + 9, -29°-R(oos:-:+1—sin%r-2+%)

-R(L;n+ ﬁsiu?%&l)

auf sein Vorzeichen zu untersuchen, Es ist a(3) < 0, 4(4) = 0,
wie man leicht verifiziert. Ich zeige d() > 0 fir n2 5,

Die Funktion £(x) = '\r2‘ sin T{x - x hat im Innern des Intervalls
[0,1] gensu éinen Extremwert, der wegen £"(x) < 0 ein Naximum
ist, Da 2(0) = £(1) = 0 ist, folgt £(x) > O fur alle x € (0,i).
Wihle 1chx-n:' , 80 is* wegen n 2 5 515x<1 und die
Behauptung bewiesen,

Fir n = 3 ist F(Q,),
fir n = 4 F(g,) =F(g9,) und
firn 25 F(qz) die maximal tiberdeckte Fliche.

Aufgabe 4

Seien a, < 8, < ese< By die gegebenen reellen Zahlen, so ist die
kleinste Summe aus k verschiedenen Summanden s = &, + &8, + ... +
und die gréfte S =& , .4 + .0 * B0 Der Ubergang von s zu S kann
wie folgt vollzogen werden: Wir ersetzen 8, sukzessive durch

By iqreeerBpy anschliefend wird a, , sukzessive durch



By reees® 4 ersetzt, usw, Da es k(n—k) solche Einzelschritte gibt
und die Summe jedesmal zunimmt, treten mindestens k(n=k) + 1 Summen~—
werte auf, Bilden die a; eine arithmetische Folge, so ersch8pfen
Jene k(n=k) + 1 Summenwerte alle MSglichkeiten. Also ist k(n=k) + 1
die gesuchte Minimalzahl,

Aufgabe 5

Da M nicht leer ist, gibt es ein Element a € M, Sei f die Ab=
bildung, die jedem ! tert x deg Wert E(x) zuord.get. PUr geniigend
grofes natlirliches p ist £ ¢ (a) = 1, wobei f( die i-malige
Anwendu.ng der Abbildung f bedeute, Also ist 1€ M und damit auch
e (k nattirlich), Es existieren zu jeder natlirlichen b natlir—
liche Zahlen m und n derart, dafB

-n 8y n
b-“l#m.? ‘2'“m '(LJT)m<b+1 .

A1s0 15t 2@ (™) = b, womit b e M und der Dewels gefithrt ist.

Aufgabe 6

Wir nehmen an, f(x) genligt der gegebenen Funktionalgleichung fur
alle x aus dem Definitionsbereich, Filr alle diese x ist

2__ yieder aus dem Definitionsbereich, also

a=x
2 2 2
a__ - =i
f(:-x)"'f_.T> a-x @
8 ~a=x
und analog
2 2 2
£ ‘2>+f ) ) e )
s -3 -tz it

2 2
8 = —B & -
2 a=
sl N
a=-x

10



erhalten wir aus (1), (2) wnd (3) fr £(x)
22(x) = x + "{Fl - £2:

and 2 3

3 -
26 = Bphagoe

Und tatsichlich ist diese Punktion £(x) die L¥sung von (1),
denn es ist

oy oo aaload, g-‘-. :)3+-2(-'—. 5 - 8

2@ + 2(n-x 2x(a=x 2
2(:-_x)(' )]
3 2 3 3 2 2 3
- - 4 -
= 2!2!—:, ® 2x (a=x
e 2
Aufgabe 7
Wir berechnen die ersten Folgeglieder und erhalten
b b, =1 8,
1 s ..1__. .(_H
52-51,‘0 —1'553 .1 %, bB-l1-
bl bI b, =1
R R e N

a, (

-1)
' %1"1
8 =a,, bg=b, .

Die Folgen sind periodisch, d.h., sie konvergieren genau dann,
wenn die Folgen konstant sind, Mithin bekommen wir die Glei-
chungsketten

-1 a b, b, =1
P < |8 1 1
-'1 51 & -1"5 - 5 -

1



goediale M B &0 -1)
1 8 =1 a, =1"b -8, b1-a1

Diese fllhren auf die quadratische Gleichung n? -8 =-1=0,

1 ++51 3+95

die wegen 8y > 1 die L¥sung a8, = 3 und damit 'b1 mi=
liefert,

— ._1 15, LJE - a, una b, .:\E.r.t 3__'E.

1+ 5 5 -1
konvergieren die Folgen {a ] und {bn } tatstohlioh fUr

51-1—3'-£ undb‘l-z—fﬁ

2 2 =

Aufgabe 8
Falls es flr ein gewisses n, natlirliche Zahlen 8458550098, 21
gibt, so daB °

1
-!-+-15+...+J? = 1

b &

°
ist, so gibt es auch n, + 3 Zahlen, die der Gleichung (1) ge-
nfigen, und zwar 81985900098 gy 2 .no' 2 8,y 2 .‘o y da

) (]
L =4+ =l iet. Mithin fihrt dle Annatme der Existens
- ."o)
einer LSsung von (1) fur n, mur Existenz von Lisungen fir alle
n=n + 3+ k) k eine beliebige natlirliche Zahl, Fir n = 1
existiert die triviale L¥sung a, =1, Fir n = 6 beziehungsweise
n = 8 findet man z, B, die L3sungen

IS IR TS NPT WP A B
22 22 22 32 32 52

S PR . S RN B I
P T e T i =

Fun gibt es fir n = 1,4 und n = 6 natlirliche Zahlen, die der
Gleichung (1) genlgen.

12



Wir untersuchen die Fille n = 2,3,5, Falls es fir eine dieser

Zghlen eine L¥sung 81985900098 gibt, gilt a, + 1, also 8, 22,

155 % . Deher gibt es fiir n = 2,3 keine L¥sung, Sei n = 5 und
8!
: i

0,B.d.A, 8y 2 8,2 8y 28, 2 a5 > 1, Man evkennt leicht, daB
l& 3 3, also ey =ag = 2 sein mifte, Dann wire 8y ,‘. 3, also

aq = 2, Dann whre 8, ? 3, also 8, = 2 und man erhielte einen
Widerspruch, Hithin existieren genau fiir die natiirlichen Zahlen
n=1, n=4, nZ 6 L¥sungstupel (81,5 yesesd ) aus natiirlichen
Zahlen, die der Gleichung (1) geniigen,

Aufgabe 9

P(x) habe die reellen Nullstellen XygeoesXy und mithin die
Darstellung
: - - 11 0) .
P(x)-o-”_ (= xy) (c = reell; o ¢ 0)

y =1
Somit ist n

P@= ) c T]' G-x) M
y=1 p

n

L ISEED Z 'ﬂ' (x=%) . @)
y=i =i %;1
i Atp
1° Mir x = Xydeee3x, 18t P(x) = 0, aber P'(x) # 0 (jede Null-
stelle ist einfache Nullstelle).

2° Pir x $ xy5.005x, existieren die Funktionen £, (x) = ==

Y
(V= 1’--0,n)u
Mithin folgt aus (1) und (2)

n n
@ ) P@-2G@ @) 2@
V=1 v =i
3 I >
Pr(x) = 2G@) 2,(x) £,(x) = 2(x) ? (x) z (x).
v=i fg B VM=t #

pty v #p

13



n
Also ist P(x) v P (x) = [ P'(x)]2 - B2 @) { Z f.v(x) rr‘(x)

v,f;;ﬂ
S 2
-[y; 7, ] }
n n 2 n
.P2<x).[v:£-1 (@ 80 - T £e) —g,é 2, £,0]
tp yep
n
=-P@ ) #@c<o.
v

Aufgabe 10

Fir x = =2 erhalten wir in (¥) 0- P(=4) = (=6)P(-2), 4.h.
P(-2) = 0,

Ferner folgt fUr x = 0: 2+ P(-2) = (=4)+ P(0), d.h. P(0) = 0 und
fUr x = 2: 4+ P(0) = (=2)- P(2), mithin P(2) = 0, Pir x = 4
erhalten wir aus (%) wegen 6: P(2) = 0+ P(4) keine Aussage
tber P(4).

Falls es fiberhaupt ein Polynom P(x) gibt, das der Gleichung (*)
genligt, so hat es die Form

P(x) = (x + 2)x(x - 2)Q@),

wobei Q(x) eine gewisse ganzrationale Punktion ist, die der
Gleichung

@E+2)x@x=2)x=-4RE=2)= (x=4)(x+ 2)xx - 2)0&)
(%)

gentigt, Aus (xx) folgt Q(x - 2) = Q(x).
Q@) ist periodisch, d,h, sie nimmt fiir beliebig viele Argumente
den gleichen Punktionswert an, Da Q(x) sber eine ganzrationale
Funktion ist, muB Q(x) konstant sein, d.h, Q(x) = C, wobei C
eine reelle Zahl ist,
2(x) = C(x + 2)x(x = 2) ist tatshohlich ein Polynom, das die
Gleiohung () erfullt,

14



Aufgabe 11

Leicht findet man die L¥sungspeare (3,1) und (5,3).

Fir x = 13234 existieren keine L¥sungen,

Es sei x > 6 und wir werden zeigen, dal es keine weiteren
L3sungen gibt,

Es ist 64 | 2%, Fir eine L¥sung y muB gelten 3¥ = 59(64).

3¥ durehl#uft bzgl., modulo 64 das Restklassensystem
3,9,27,17,51,25,11,33,35,41,39,49,19,57,43,1. Eine Lssung hat
also die Form y = 16k + 11 mit k positiv ganzzahlig. Vegen
362 1(17) 18t 3= 39(7), a.h. ¥ = 7(17) wna

¥ +5=12017). ()
Die Restklassen von 2% bzgl, 17 sind 2,4,8,16,15,13,9,1,
d,h, 2¥F12(17) fir x = 6, 3)

tus (2) und (3) erhalten wir, daB es keine weiteren Lsungspaare
von (1) gibt,

Aufgabe 12

S sei der Schnittpunkt der
Verbindungslinien der Mittel-
punkte von 1B und TF bzw. AF
und CD. Der Mittelpunkt von
1B sei My, der von ]_2_2' M,, der
von 2.3’ der von AF M,, der
von BC “5 und der von EF "6'

—»

1.Esigtﬁxii-:und§i1xsu2-a,
dh.: (o+b)x (d+w)s=sT und
(w+l)x (F+n)=0.
Durch Addition folgt: v x & +8xn = ¢
oder $ X0 + 1 X& =0, )
2.Eaist3xa-0md§l'3xﬁh-0',
dehet (W= f)x (€=-F)=0 und
(w+§)x(c+&)=o0,
Durch Subtraktion folgt: w x & + fxc=10 . @)

15.



3, Durch Addition von (1) und (2) erh#lt man
wx b +4xC = 0

2nx & +2pxc = 0O ®

4, Es ist ]_x:'x E—F’-O, d,h,:

(n=F)x(k-c)=aq. @)
Indem man (3) von (4) subtrahiert, erh#lt man

v+ §) x(g+c)=0,

d.h, MS,S und Mg liegen auf einer Geraden, also geht die Ver—
bindungsgerade von ld5 und H6 durch S.

Aufgabe 13

0,B.d.A, schneide die Gerade
die HYhen durch A,B und C in
den Punkten K1, bew,
—
nit 5H) = 4, , SHy = 4 ,,
1 1 2
%,

Dumistz

(v=f )& =0 (P
(ov= f4)-C =0 @)
(F=yg)-a=0 ®)
(b= 4).c=0 @)
(€= p3)-v=0 G)
(c= fg k=0 ()

Da Hy, 32 und H3 auf einer Geraden liegen, kann man schreiben:

{3-1’{2+ 1-r),}1 8
Dann folgt aus (5) und (6)

(e-rf,‘,- “ -r){'1)-m-o G*
(e'-r/h-ﬁ-r),h)-b'o 6"

1%



Aus (1), (), (3), (&) folgt:

we=cq, bec=cfe, mf,=bp=0b

Dann erh&lt man (5') bsw, (6'):
{/1(0-1-0‘-(1-2')4»)-0 Gn)
fo(C-xh-tt -y =0 . (6")

Die 4, Hbhe habe den H¥henfuSpunkt H und es sei SH = § .
Dann ist
%(c_g—)- ;,(c-ov)-o.

Aufgabe 14

Sicher gibt es in dem konvexen Vieleck V ein flMchengriftes
Dreieck D, (Ein grBBtes Dreieck hat seine Eokpunkte in gewissen
Eckpunkten von V. Es gibt nur endlich viele Eckpunkte von V,

etwa v, mithin (;) Dreiecke, die aus Eckpunkten von V gebildet sind.)
Zu D konstruieren wir ein Dreieck D' in dem wir zu jeder Dreieck—
seite von D die Parallele durch den Dreieckspunkt legen, den
diese Dreleckseite nicht beinhaltet. Offemsichtlich schneiden
diese Parallelen V nicht, sonst wire D nicht das maximale
Dreieck, V liegt somit vollstlndig in D', D' ist Hhnlioch zu D
und die entsprechenden Seiten verhalten sich wie 2 : 1, mithin
ist | D'| =4|D| , wobei | D| das PléchenmaB von D ist,
Wegen |D| <1 ist | D'| < 4, also 148t sich V von einem
Dreieck der Fliche 4 iiberdecken,

Aufgabe 15
4. 5.2 4
S . : L. a+2a%41
Pir x 32+1istwegenai0,x¥0.x2- 2 -‘:5-1-4-2,
also f(x)-J-z--Z . ()
x

17



Vegen (|a|=-1)220ista?+12 2| a| und ‘-5.1- 5%‘,
a“+1 !

d.h. (1) folgt aus der gegebenen Gleichung nur fir | x IS%—.
Wegen der Stetigkeit von x = x(a) = —2'1— und x(1) = g-und
a“+
1 o
x(=1) = = 7 sowie E.:If“.x(a) =+ 03 %12’_":(:) = « 0 lassen
sich aber auch alle x mit 0 < | xli% in der TForm x = —2-.— fir

a+1
gewisse a darstellen,

Es seien  (p, (x) und (_pz(x) zwel beliebige stetige Punkticnen
mit den Definitionsbereichen D?1 = {xlx >3 } H

D‘f -{x|x<-%} und den Bedingungen
2

lim ) =2 lim @) =+ 2, @)
x-o12-+ 0[?1 4 b & T %-0?2
Somit erhalten wir sémtliche fiir x ¢ 0 definierten, stetigen
Punktionen £ (x) durch
L
¢,& wr x>z
2(x) = L-2mroc<ixct
x
(?a(x) flir x < = % i

Offenbar ist £(x) fir alle x = 0 wegen der Definition von
‘f1 (x) und 9 2(x), besonders auch wegen der Bedingung (2) stetig.

18



L8sung der Preisaufgabe:
Aufgabe 2 (Heft 1-1976)
Beweis:

1.

Sei a€ Q. Dann ist a - a = O und O - a = -a, Also kann man
von a zu O und zu -a gelangen, Wir konnen also O, B, d. A.
voraussetzen, daB unser x € Q\Z eine positive Zahl ist und
brauchen nur noch nachzuweisen, daB man jede rationale Zahl
¥ > O hiervon ableiten kann,

In diesem Punkt wollen wir zeigen, daB wir ausgehend von

X = % durch unsere Operationen zu jedem rationalen y > O ge-
langen kénnen, Wir kidnnen y = -:: setzen mit r > 0, s = 3 und

r, 8 € Z, Dabei brauchen r und 8 nicht teilerfremd zu sein,
Zundchst bilden wir 2- . = z . Sollte 4 < s sein, so bilden
wir i- . % -5 . Nach einer endlichen Anzahl von Multiplika-
tionen gelangen wir zu -2-1 mit 21 <s8 é 21. Nach einer

(2 -8)-maligen Anwendung der | -Operationen gelangen wir zu % .
Nun brauchen wir nur noch r-mal die Additionsoperation anzu-
wenden und erhalten y = % .

Sei nun 0 < x < %. Wir brauchen in diesem Falle nur noch nachzu=-
weisen, daB wir aus x nach endlich vielen Schritten durch unsere
Operationen die Zahl % erhalten, Wir setzen dazu x = % mit
ggT(m,n) = 1, m n >0, myne Z, Dann konnen wir x| bilden und
es gilt xI = _T' wobei offenbar & %S 2-, da 2m < n und
somit 2m S n-1 gilt, Ist x| = 2- , 80 sind wir fertig. Anderen-
falls wiederholen wir diesen ProzeB mit dem Element x | = n—-f'
das wir aber gegebenenfalls noch kiirzen miissen, Der Nenner ver-
groBert sich dadurch jedoch nicht, so daB wir nach spitestens
n-2 dieser | -Operationen bei % angelangt sind.

Nun miissen wir nur noch zeigen, daB wir ausgehend von x ) 2- mit
x € Q\Z zu einer rationalen Zahl y = ;- nach endlicher Anzahl von
Schritten gelangen kidnnen, Wir setzen x = n' wobei wieder

gg?(m,n) = 1, myn > 0, m,n € 7 gelten soll., Wir bilden zunichst
X v X !-2 . Offenbar ist ggT(m%,n?) = 1 und n2 2 4, Tst x° S %,

so sind Rir fertig. Anderenfalls setzen wir x' = x° = g mit
2 2 . " I r® _r
r=m undssn.Dannkbnnenwu'x'l-x'_s_1-s_g(s__n.

bilden, Da s Z 4 gilt, erhalten wir

0¢ qreEy Sy = ' - % Dar und s teilerfremd sind, ist

19



X, = F(s_fﬂ' keine ganze Zahl, aber offenbar ratigml. Ist x, = %,
80 8ind wir fertig. Anderenfalls gilt fiir X = q mit T84 € Z,

Ty,8; > O und ggl(r,s,) = 1, da8 s, 2 4 ist. Wir bilden nun
x=x - X, und kommen, indem wir diesen ProzeS wiederholt an-
wenden, nach einer endlichen Anzahl von Schritten zu einem Xy
mit0<xi- '!-.
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Aufgaben

Aufgabe 1

‘Gegeben sei die Folge a. s, =20, _,~ 192 (n =1 2« oo ) AR a, = 3,
Man gebe L als Funktion von n ml

Aufgabe 2 n
sei fn(x) -Z (.k cos kx + by sin kx) fir alle reellen x
K=1

definiert, wobei a) und b (k = 1,2,...,n) gegebene reelle Zahlen
sind, Man beweise: Die Gleichung fn(x) = 0 hat immer eine L&sung.

Aufgabe 3

Wir bezeichnen mit A einen Eckpunkt des Parallelepipeds, Die be~
nachbarten Eckpunkte seien By, C und D, Der A diagonal gegenliber—
liegende Eckpunkt sei E, Wir zeichnen durch E eine Ebene, die die
Halbstrahlen AB, AC und AD schneidet, Die Schnittpunkte seien

Py Q und R, Wie miissen wir die Ebene legen, damit das Volumen
des Tetraeders APQR minimal wird?

Aufgabe 4

£(x) sei eine periodische Punktion mit der Periode & # 0, d.h.
es gilt £(x+a) = £(x) fUr alle reellen Zahlen x, Beweisen Sie:
Wenn f und g periodische Punktionen mit den Perioden a und b
sind, wobei a eine rationale und b eine irrationale Zahl ist,
d ist £ + g nur dann eine periodische Punktion, wenn f oder
g konstant ist.

Aufgabe 5

Die Funktion £(x) = x + € sin x mit 0<|€]/$1 sei fUr jedes reelle
x definiert. Wir bezeichnen filr jedes reelle x

x =2 ... 2{202@]1]}
—_—
n-mal

Zeigen Sie, daB fiir jedes reelle x eine ganze Zahl k existiert,
daB lim X, = kT ist.
=y (Vorschlag Polen, XVI, IMO)



Aufgabe 6

Gegeben sind zwel regelmiBige n-Ecke, Zeigen Sie, daB ihre Mittel-
punkte zusammenfallen, wenn auf jeder Seite des einen n~Ecks
genau ein Eckpunkt des anderen liegt. !

Aufgabe 7
Wir betrachten das unendliche Diagramm
s in dem alle Elemente bis auf

: . : eine endliche Anzahl der ganzen
Boo Tp1  Bpp eee Zahlen n,,, i = 0,1,2,... ,
D= n,, Dyy Dy een J = 0,1,2,... gleich Null sind.
Drei Elemente des Diagramms
oo Dot Bop wew s

heiflen zusammenh#ngend, wenn
es ganze Zahlen i und J mit i 2 O und j 2 0 gibt, so daB die
dreil Elemente die ganzen Zahlen

) nyy By, 3+ By, 3+2

oder b) n, By1,g Byog

oder  ©) Myp 5 Byyq guq By ogep sind,

Eine Elementaroperation sei eine Operation, bei der drei zusam-
mendhéngende Elemente n, . durch n;_ ersetzt werden, wobei
| nyy = nijl = 1 ist, Zwei Diagramme heiflen #quivalent, wenn
das eine durch eine endliche Folge von Elementaroperationen in
das andere {iberfilhrt werden kann, Wieviele Mengen nichtHquiva-
lenter Diagramme gibt es?
(Vorschlag Schweden, XVI, IMO)

Aufgabe 8

In einen Kreis mit dem Radius 1 wird ein Quadrat eingeschrieben,
in dieses ein Kreis, in den Krels ein regelm#éBiges Achteck, darein
ein Kreis, in diesen Kreis ein regelm#Biges Sech.zehneck, darein
ein Kreis usw, In den n~ten Kreis wird ein regelmiBiges 2" eck
eingeschrieben, Es ist zu beweisen, daf die Radien aller Kreise
gréfer als 21? sind.



Aufgabe 9

Es sei n & 3 eine natfirliche Zahl.
Man beweise die Ungleichung:

@1 > a1 [ (@-1)1]3!
(HO-Vorbereitungalehrglng 1968)

Aufgabe 10
Es sel n2 2 eine natiirliche Zahl, Man beweise, daf die Gleichung
e PX+q =0 (» und q seien bel, reelle Zahlen)

fUr gerades n h8chstens 2 und fir ungerades n h8chstens 3 reelle
Wurzeln besitzt!

Aufgabe 11
Man beweise: Wenn die reellen Zahlen a; 1= 1525...,n) paarweise
voneinander verschieden und ungleich Null sind, so hat die
Gleichung
3 a, 8
ol — + “-—n—_§ = n 1)

E teoo
87X © 8,~x

mindestens n~1 paarweise verschiedene reelle L&sungen,
(TMO~Vorbereitungslehrgang 1969)

Aufgabe 12
Man bestimme alle Polynome P in den drei Variablen x,y,z, die
den folgenden Bedingungen geniigen:
a) P ist homogen vom Grade n, d,h, fiir alle reellen Zghlen
tyx,y,2 gilt:
B(trx, try,t02) = t°+ P(x,y,2)
(@ = 1 ist eine positive ganze Zahl),
b) flir alle reellen Zahlen Xy¥,2,W gllt:
2P(x,¥,2) = B(x,y,w) + P(x,w,z) + P(w,y,2)

¢) P(1,0,0) = P(0, ¥2, 1) = 1,

Aufgabe 13

Die Summe der positiven reellen Zahlen Dysbogessyd (@3 2) st
gleich 1, Gesuoht wird der gr8Bte Wert des Ausdrucks

b1b2 + b2b3 + b3bl£ + oeee + bn—‘lbn !



Aufgabe 14

Von einer geometrischen Folge 8 98 yereyBy, sei bekannt, daB alle
Glieder natlirliche Zahlen sind,wobei 3 Glieder 4-stellig, 2 Glieder
5-stellig, 3 Glieder 6-stellig und 3 Glieder 7-stellig sind.

Man bestimme die Folge!

Aufgabe 15

Auf einer RingstraBe seien 20 gleichartige Kraftwagen. Die Ge=
samtmenge Benzin all dieser Autos reicht genau dazu, daB eines
davon den gesamten Ring abfahren kann, Man beweise, da8 unter
Voraussetzung einer beliebigen Verteilung der Wagen und des
Benzins mindestens einer der VWagen den gesamten Ring abfahren
kann, wenn er unterwegs das Benzin von denjenigen der iibrigen
19 Wagen Ubernimmt, die er erreicht hat.

Aufgabe 16

Es sei hn die Linge des Inkreisradius des einem Kreis vom Radius r
einbeschriebenen regelmiBigen n-Ecks (n 2 3, ganzzahlig).
Man beweise die Ungleichung

(z|+1)1'51+1 - nh > rl
Man beweise weiterhin,” daB, wenn die Zahl r suf der rechten Seite
der Ungleic hung durch eine Zahl grdfer als r ersetzt wird, die
Ungleichung nicht fir alle n 2 3 gilt!

Aufgabe 17

Seien n,a,b,c,d natirliche Zahlen und mdge die Zahl n ein Teiler

der Zahlen ac, bd und ad + be sein,

Man zeige, daB n dann auch die Zahlen ad und be teilt.
(IMO-Vorbereitungslehrgang 1968)

Problemaufgabe

Man beweise: Jedes nicht lineare Polynom mit reellen Koeffizienten
PG) = L2m+ % 2m=1 2m-3

+ Bzm_1 + ‘2111—3 x +ooet 318 + I°
hat mindestens eine reelle Nullstelle, deren Betrag kleiner als
2m+1 a
2, 3 ist,



Auswertung der Einsendungen zur Preisaufgabe aus Heft 1/76

Insgesamt gingen neun L¥sungen ein, Drei davon von Schiilern der
Klassenstufe 10, zwel von Schiilern der Klassenstufe 11 und die
restlichen von Schillern der Klassenstufe 12,

Richtige LYsungen stammen von

Peter Dittrich (Klasse 11, Spezialschule Mathematik/
Physik der Humboldt-Universit#t Berlin)
Iutz Gértner (Klasse 12, gleiche Schule)

Andreas Kleinw#chter (Klasse 12, Spezialschule Jena)
Reinhard Meinel (Klasse 12, gleiche Schule),

Die vier Schiiler erhielten flir ihre LSsung ein Anerkennungs—
schreiben, Dabei besticht die L8sung von Peter Dittrich durch
ihre Kirze und Klarheit, Seine L8sung kommt der Musterltsung
sehr nahe, Weitere im wesentlichen richtige Lsungen stammen
von

Ferdinand Brner (Klasse 11, EOS "Heinrich Hertz", Berlin)

Reinhard Hummelthey (Klasse 12, EOS Kleinmachnow)

Dr, W. Harnau



Losungen

Aufgabe 1
uit by =2(s, - 1), b, = 4 ergibt sich b = b 4= 201D,

-1).

- 2 2
Wir machen den Ansatz b, =c  +d =o 4 +d 4 + 2(°n-1dn-1

Wehlen wir ¢ und d so, daBec 44 4 = 1 fir alle n ist, so

kdnnen wir sie ermitteln, ingem wir c = 0121_1 und 4 = d§_1
setzen, Wir erhalten e, = cg und 4 =4 . Bs ist ¢ d = 1 und
oo + 8 = 4y 810 0.B.d.A of -2+-{'1 und 4 -2-1[5‘ und
demit &, = —r(2 +3 )2 + 2 -3 )2 ]+ 1. Den Nachweis, dafB
die ermittelte Folge der Rekursion genfigt, filhren wir mittels
vollstandiger Induktion, Fir u = 0 ergidt sich sy = Fle 3 »°
+ (2 -r )2 J+ 1 = 3. Die Formel gelte fir n, Dann ist

= Z(an -1)?

(bl + B @ - a1 -1]2
+ 1
e ) R oY R PR DS Kl
1
ile +'\F)2n+1 - ],

womit die Aufgabe geldst ist.

Bp+

Einen anderen originellen Weg beschreitet P, Bartenstein, Mit

2 =2, £ =a-1erhelt er £ =2 o, - 1. Welterhin gilt fur
alle reellen x: cosh(2x) = 2 cosh®x — 1. Insbesondere ist

cosh[g . 2nJ= 2 coshz[g . 2n_1J - 1 und die Funktion

G(n) = cosh[g 2% ] erfullt die Funktionalgleichung

6(n) = 262(-1) - 1. Setzen wir 2, = G(0), so gilt 2 = G(n), da
beide Punktionen die gleiche rekursive Bildungsvorschrift besitzen.
hus £ = G(0) = cosh g =2, folgt g = Arcosh 2 und damit

n
an = cosh (Arcosh 2 ° 2n) oA _(eArcosh 2.2% —Arcosh 2 ) + 1

n n
_ 5 (eTeosh 22 + e—Arcosh 22 Y iAo _(eln(z+'r| »2"



"1'1(2*1_‘))»,1 =i+ —Ll—14+1-
@2
n n
-%—[(2 +‘\El")2 + (2 -ﬁ )2_]+'-1.
Die Richtigkeit des Ergebnisses wird wie oben gezeigt,

Der Vollsti#ndigkeit halber sei bemerkt:

In (1)kemmtmanauoh mit by = h+ B, b, = b’

b -h2 +h2 zur L8sung,

+ h™2, also

Aufgabe 2

Ist a = b =0 flir alle k, so ist die Behauptung trivial, Wir
nehmen daher an, daB mindestens eine der Zahlen &, und bk un-
gleich Null ist, Es ist

o
) Jo :fn(x)dx =0,

Wenn es eine Stelle xOEEO 2] gibt mit o,B.d.A. P ) > 0,

s0 existiert infolge der Stetigkeit von tn(x) und der Integral—
bedingung (1) auch ein x,€[ 0,27 ] mit £ ()< 0. Daz ()
stetig ist, gibt es ein x, mit £ (x =07

Aufgabe 3

Bs set i = A, -iB, W = A oA und iR = A4iD. Infolge der Aut-
gabenstellung 151: s_i;cher 2 > 0. Bekumtlioh ergi‘bt sich
Vymop = %AB e X AD) und VM,QR g PGS x iR) und demit

Vipgr = Py Ay %, VAKJD_'

Wir betrachten das aus AB, A-E 9 A—I’J gebildete Koordinatensystem
mit dem Ursprung A, Die Ebenengleichung filr die Ebene durch
P,QyR 1lautet:

E+X 4+ £ =1, Dader Punkt E(AB, AC, AD) auf dieser Ebene
AP AQ AR

liegt, ist A_B+A.£‘ A_'D' '1— %’— J---1

AQ 2

Wegen 2'1 > 0 kdnnen wir die Ungleichu.ug vom geometrischen und
harmonischen Mittel anwenden und erhalten

5

l Ny N 3 = —ZjT =3, wobei das Gleichheits—
7'} Ay a5



zeichen genau dann steht, wenn X1 =2 -9\'3 ist, Hleraus

A A Z =

folgt A, A, V3= 27, also Vpop 27 V,nop wnd Vypop wird
minimal fiir 21 = Aa -7\-3 . Aus der Umkehrung des Strahlensatzes
folgt, daB die gesuchte Ebene parallel zur Ebene durch B,C,D

zu legen ist.

Aufgabe 4

Sei zun#chst o.B.d.A, f = const. Mit F = £ + g ist

F(x +1b) =£(x + b) + g(x + b) =c + g(x) = F(x) und damit F
periodisch, Ist g = const, so folgt analog F(x+a) = F(x). Sei
nun F periodisch mit der Periode c. Es ist F(x+c) = F(x)

= 2(xte) + g(xte) = £(x) + g(x), also £(x+c) - £(x) + glx+e)
-g() =2, + g () =0 (1), wobei £, (x) = £(x+c) - £(x)

und g, (x) = g(x+c) - g(x) gesetzt wurde, Da f, (x+a) =

f(x+a+c) - £(x+a) = £(x+c) - £(x) = £, (x) und g, (x+b) =

g(x+o+b) = g(x+b) = g(x+e) - g(x) = 84 (x), erhalten wir

0=z, G&+e) + g (xta) = 2, @) + g4 (x+8) = £, (x) + g, (x) infolge ).
Also ist gy (x+a) = 84 (x)y d.he gy ist periodisch mit den Perioden
a und b, Ist g4 nicht konstent, so gibt es ganze Zahlen n, und
nz(n1,n2 #0) mit n,a = nzb, also b = o, a, was einen Wider—
spruch darstellt, da b nicht gleichzeitig rational und irrational
sein kann, Also ist gy = g(x+c) - g(x) = p = const, Ist p > 0,

so ist g t und ist p < 0, so ist g + , was im Widerspruch zur
Voraussetzung "g periodisch" steht, Bleibt nur p = 0, also
g(xt+c) = g(x). Ist g konstant, ist der Beweis gefithrt. Im anderen
Fall hat g die Perioden b und ¢, d.,h, ¢ ist ein rationales Viel-
faches von b, ist also selbst irrational. Weiter ist aber

#(x+c) = £(x), d.h. £ hat die Perioden & und ¢, worsus analog
dem oben gezeigten £ = const folgt. Damit ist der Satz bewiesen,

Aufgabe 5

Sei € >0, x €[ 2kn, (2k+1)T ] mit k € 7, Dann ist sin x 20,
also x; = £(x) 2 x und x1§ x + sinx = x + sin[ (Qk+1)T = x ]
£x +[@k+1)T-x] = (+1)W  und daraus folgt durch voll-
stindige Induktion sofort

x e [ 2xm, Qi1 .
Weiter ist offenbar x = X = x2r<- soe = Xn; veo = ()T,
Da die Folge X, monoton steigt und beschrinkt ist, existiert ein
Grenzwert, Wir gehen in E— =Xy + € sin xn zur Grenze iiber und
erhalten g = g + £sin g, also g = Q@k+1)T .
10



Ist x€ [ (2k+1)T, (@k+2)T] , so £illt x, monoton und ist in

Analogie durch (2k+1)T  nach unten beschrinkt. Der Grenzwert

wird analog zu g = (@k+1)T ermittelt,

Fir & < O fiihren wir die analogen Betrachtungen aus und erhalten
= 2kT , womit der Beweis gefiihrt ist.

Der Schiiler R, Anders beschreitet einen originellen Weg. Es ist
Xiq = x + € sin Xy und durch Summation ergibt sich

Tpeq =Xy E €‘=Zo sin'x;. Fir x = x€[ km, (k+1)1r] ist wie

bereits erwdhnt x € [xmw, k+1)W ] , d.h, alle Werte sin x
haben das gleiche Vorzeichen, Weiter ist sicher flir alle n
| x —x|éTf, Also ist

i

n+1
Ix ,=x | _ w
sin x = sin X3 =—atl o < _— also
| Z 1' n;OI |5| = ,C' ’

T

0o £ Z]sin xi[ = == . Andererseits ist filr die Konvergenz
1=0 00 15l

der Reihe Z | sin x; | notwendig, daB ihre Glieder eine

i=o
Nullfolge bilden, Daraus folgt leicht die Behauptung.

T, Kaatz verweist darauf, daf die Aufgabenstellung ein Spezial—
fall des Banachschen Fixpunktsatzes ist,

Aufgabe 6

Es sei B; € A, Ai+1’ wobei A n+‘| = A und 1 =1,2,...,n,

M sei der Mittelpunkt von 4 2...A und d der Innenwinkel beider
n-Ecke, Wir zeigen AB 14435 = ABA; 4B - (B =B ‘ n+1

Es ist B B, BB

i-171 i+1? 4B11 ii_4BiAi+1 i+1 u.nd

BBy 44 = Tk By 44;B; =3B 1By
=T-338 4B - (T- X3, BiA -~ %B BB )
=¥ B1+1BJ,B1-—1 ¥ Bi 1A B ) ¥ 4Bi+1B1A1+1

FBiaBiAie

Der Abstand der Bi vom Mittelpunkt M betrigt

—
| may + Ai 4 | = const, de I\IIA:l = const und

¥ MA 1B;_q = const, also ist M auch Mittelpunkt von B1B2...Bp,



Aufgabe 7

Durch eine endliche Folge von Elementaroperationen, wobei die be-
nachbarten Elemente vom Typ a) oder b) sind, ist jedes Diagramm
dguivalent Uberfilhrbar in ein Diagramm, in dem Doy Boqs Dy

n,, nur Nullen oder Einsen sind. Dies ist dadurch begriindet, daB
wir zuerst €, 1, 1 mit € =+ 1 und danmn € , -1, =1 zu den
gleichen benachbarten Elementen addieren, d,h, jedes Element
kann um 2¢ verindert werden, Also kbnnen wir jedes Element

in 0 oder 1 verwandeln, Wenn no1 =1, dann zeigt die Folge

S 1 W :  f W s

1 Dygeee ~ 1 : | 1 Over 1 1 ...‘VZ M

o Boqeee 0 n4... 0 nyy tee. 1 ng,+l... 0 gy eee
Roo Dofe#e Moo Dot 0... oo Tot  c*r Poot n°1+1,,

daB wir n,, =0 und analog nyq = 0 voraussetzen k¥nnen., Daher ist
jedes Diagramm Hquivalent zu einem der 4 folgenden

Dy= 0 0...Dy= 0 0,.,,D3=0 0...D =0 0...
0o 0.,. 1 0 ... o 1... 1 1..

Um zu zeigen, deB diese vier Diagramme nicht#quivalent sind,
betrachten wir die Summen

A(D) = > ny B(D) = > B4
3§ G-i-1) 3 f (1-3-2)
Wenn D durch eine Elementaroperation verzndert wird, dann H#ndern
sich A(D) und B(D) um eine gerade Zahl, Weil

Dy D2 D3 D‘\t
A 0 1 1 2
B 0 1 0 1

ist, sind die vier Diagramme D,, D2, D3, Du nichtédguivalent.

Aufgabe 8

Ist r_ der Radius des n~ten Kreises (n = 1,2,...), so gilt sicher
die Rekursionsformel r_ . = T, . oo S5 . Mithin betrigt
der Radius des 2, Kreises cos —— , der des 3, Kreises cos Z

%
. cos %r und entsprechend der des n-ten Kreises

12



T T, . X
T, TO00S T cosgy- .., - cos 0
Wegen sin 2 * ot = 2 gin o * cos o erh#lt man:

rn-nosg'cosg‘...'oosz—z-

X L A L

ml=

sin;'-r'sin{'... * sin —

n
T -
~Hin? " sink : ,,, ; sin 27" )
a1 . mg‘ in T ¢ ¢ gl i n, T
8 s B e s 221 2sin—n
2

Nun ist aber fUr jedes reelle x : #(x) = x — sin x > 0, denn
£(x) ist wegen £'(x) = 1 - cos x 2 '0 monoton wachsend, und es
ist £(0) = 0,

-
Somit ist ln- ain—% 2 05 _TI’; 2 sin =
2 2 2
Ty ot s —2r < 2
BT 2% sin— T
2
und sohlieflich r, < %_ w.z.b.w.
Aufgabe 9
n=2 (a=1)1
Bs ist  (n1)l = n! [-[T { [T (nl—v(n—1)l-p.)}] [a@=1)1-171 (1)
v =0 =1
@iy P (a=1)1
Fiir n 2 3 ist ferner I | (n!-V(n—'l)l-ft) > I @1=-Y(@=1) 1=(a~1)1)
p=1 p=1
@=1)1

> [@11(-v-1)]
p=1

> =y 1) =1 oy g1
Somit folgt aus (1)

n-2

@ alE-D1=111 T [Ger 1)@ (@] ("‘1)']
V=0 n-2

>nt[ @-1)1-1]1 [Ga=1)1] @1 @=1)1 [ T @ )] =431
y=

()
13



n=2

Da offenbar TI— ‘(a-v -1) = (n=1)1 ist, erhalten wir aus (2):
y=0

@1 > a1t [@=1)112'[ @11 =111 . €}

Wegen n 2 3 ist [ (@=1)1 -1 ]! 2 1 und demit folgt die zu be-
weisende Ungleichung sofort aus @3).

Aufgabe 10

Wir untersuchen die Funktion f£(x) = =+ px + q auf Nullstellen.
Wir beweisen zun#chst das folgende
Lemma: Ist g(x) in [ &,b ] stetig und in (a,b) existiert

die 1, Ableitung und es ist fir alle x € (a,b)

g'(x) > 0 (streng monoton wachsend) (bzw. g'(x) < 0),

so hat g(x) in [a,b] hSchstens eine Nullstelle.

Beweis: (indirekt) g(x) habe in [a,b ] die Nullstellen x,,X,

(x #x ), d.h, 2(x, ) = f(x ) = 0, Nach dem Mittelwertsatz(g(x)

hat die Voraussetzu.ng zZur Anwendu.ng) gibt es ein Ee(x1,x ) c[ay0]
mito—f(x)-f(x)— (&, -x)- 2'(E) # 0, da fiir alle

x € (a,b) g(x) > 0 ist. Da.mit ist das Lemma bewiesen,

Wir beweisen jetzt die Behauptung der Aufgabe.,

Es ist £'(x) = e P

1, n =2m (m 2 1, natiirlich)

—-,"“’ Pl
Pir x > - sign p 5 ist £'(x) >0 .

Pir x < - sign p 2=A[ IPI " ist 2'(x)< 0.
n

Wegen 1im £(x) = + 00 gibt es eine reelle Zahl k, so da8 fir
K-o#w

alle x 2 k £(x) > 0 ist.

Analog existiert eine reelle Zashl X' mit: fir alle x<k' : £(x)>0.
Da es nach obigem Lemma in den Intervallen [ - sign p—q\]_'.g';k
und [ k'; - sign pﬁﬂlj:r‘] jeweils h8chstens eine Nullstelle
liegt, besitzt £(x) héchstens 2 Nullstellen. (p <0 2Ns;

p =0 1NS; p >0 ONS).
2. n=2m+1 (m21, natirlich)

Wegen lim £(x) = + @ und,lim f(x) - co gibt es zwel reelle
Seo
Zahlen k und k' mit: Vx- ko2 £() >0
Vx£k's £(x)< 0.

14



1° p20 Vxel[k'k] ist £'(x)> 0, d.h, nach dem Lemma
besitzt £(x) maximal eine Nullstelle,

n-1
2° pSo Vxng' - ﬂ} ist £7(x) > 0
1

1 n
Vx e -T ist £1(x) < 0
Vxe["‘\[?, ] ist £'(x) > 0.

Nach dem Lemma gibt es in jedem Intervall hdchstens eine
Nullstelle, d.h. insgesamt hSchstens 3 Nullstellen:

q.e.d.

Aufgabe 11

0.B.d.A, seia1<52<...< i<0<ea.1+1<...<u

Die Funktion f(x)=—1—+,..+—L-n hat fir x = a5, ..o 48
Polstellen und ist sonst ilberall ste’cig.

Da die L¥sungen von (1) genau die Nullstellen von £ (x) sind,

untersuchen wir £(x) auf Nullstellen, Wir betrachten das Inter—
av

vall[ &a,, &, 4] fir v=1,...,i-1, Vegen lima vo TooF "t®

und lim |—°L|<w £ir p=1,...,v—1,v+1,.,.,n sowie
x —sa +0 =%

1im M @ wnd un Ao fUr p=t, ...,

X—Qy4 70 Q- x x—0a,,70 0y

Y+ 2540090 ist 1:lm+ £(x) = + co und lim f(x) == 00,
x—a
01
Mithin existieren x x_ € (8v, 1) mit x, < x, und f(x Ys o

und i’(x ) < 0 und nach dem Zwischenwertsa‘cz flir stetige Funk—
tionen ex'iqtiert x € Cx1,x ) e (ay B-v+1) mit f(xo) =0,

Analog zeigen wir die Existenz einer Nullstelle fiir jedes Inter—
vall (a, &, ) mit V= i#,...,n,

Im Intervall (Bi’°i+1) liegt sicher die Fullstelle x_ = 0, Damit
haben wir bewiesen, daB in jedem Intervall (ay, a,.q4) v="1,...,01
mindestens eine reelle Nullstelle liegt, d.h. (1) besitzt mindestens

n-1 paarweise verschiedene reelle Zahlen,



Aufgabe 12

Wir nehmen an, es existiert ein Pelynem P(x,y,z), das die 3
Bedingungen a), b) und ¢) erffillt, Dann ist wegen
a)firx=1, y =z =0 und o)

P(£,0,0) = t* , P(1,0,0) = ®
Aus b) erhzlten wir fir w = 0
2P (z,y,2) = P(x,y,0) + P(x,0,z) + P(0,y,5) )

und aus (2) fir x =0, y = ¥ bzw, z = 0
?(x,y,0) = P(x,0,0) + 2(0,y,0)
P(x,0,5) = P(x,0,0) + P(0,0,z)
P(0,y,5) = P(0,y,0) + P(0,0,2),
Aus (2) und (3) wnter Beachtung ven (1) felgt:
P(x,y,2) = x* + 2(0,y,0) + 2(0,0,5) @)
legonl)istfﬂrx-o,y-%, £=0, t=2t"bsw, x =0, y =0,
£ =1, t =t
?(0,t',0) = 22 &) . r(o,;-.o) G)
2(0,0,4") = (t")* . 2(0,0,1).
Aus (h)ﬂrx-o,y-%, £ =1 und G)ﬂrt'-%—, tn =1,
sewie c) erhalten wir:

1 = 20,%,1) = 2(0,1,0) + 2(0,0,1). ®
(), () und (6) zusammengefaBt, ergibt:

2@,7,5) = 2 + 2%"2(0,1,0) + (1 - 2(0,4,00.
Aus letzter Gleichung und b) ergibt sich ffir beliebige reelle w:

0 = wi2%" 200,1,0) + ¥ (1 - 200,,00),
d.n.

0=1+ 2‘?(0,%}0) + (1 - P<°|1Ep°))

-

2%

®

alse 1
P(x,y,2) = ” - 2;:7 Yn + 2%%’ &

Tats¥chlich erfillt dieses Polynem alle 3 Bedingungen, wie man
leicht nachpriift,

16



Asufgabe 13

Unter den Zahlen ‘1"'2""":: gibt es sicher eine gr¥fite, Diese
sei bk' Dann ist

LINER W Shv'bk fir v =1,2,,,,,k-1 @)
Buoboy b b, firvskke,,,.,nd, @)
d4.h, k-1 n

- <
R A A A L L I DY R D
n y=4 V=k41
2
- b - b,
o fox Pyo
Wegen Z b,=1 ist
v=1
2 = 1 = 2
s -fet-d-n?cl @)
Durch (3) haben wir fir & eine obere Sohranke, Wir untersuchen,
ob diese Schranke angenemmen wird,
Mir g = 1- ist netwendig:

1% wegen (3): L™ 'g'
2° wegen (1): b =B (V=1,..,k-1), aab, >0
3° wegen (2): b,=b (Vv=Ik,..n1), d b,>0.

L]
Aus 1° una bu>0 (p = 1,...,0) sowie Zb}, =1 folgt
=1

b, <Llsur pet,2,..,0,00,.,. 0
Also k¥nnen 2° und 3° nur ffir k < 2 bow, k 2 n-1, a.h, n<3

erfiillt sein,

Tatslichlich gibt es flir n = 2 (%—,%) und n = 3 (%, %, %—- t)

(0 < £< 1) n-tupe1 (bgyeeesd ) mit 5 = L,

Pir n 2 4 gibt es kein n-Tupel 0’1""’1’11) mit z = %, Jedoch
ist fUr jede (hinreichend kleine) reelle Zahl €>0 g = ,1;-- €
#4r das n-Pupel (% - @-2) o , g-,w,o(-,..., ) mit

o = %- 1-‘--;%, d,h, fir n 2 4 nimmt z keinen maximalen
Wert an, Es existiert nur eine kleinste obere Schranke Supremunm,

17



Aufgabe 14

Die geometrische Folge [a.i } (G =0y...910) ist durch das An-
fa.ngsgl}ed 2, und den Quotienten q eindeutig bestimmt, Da {a }
nicht station#r ist und sémtliche Glieder pesitiv sind, ist
e>0,q#¢1,a >0, Zu :edernlge {a } mit q < 1 gibt es
die Folge {ai} mit & 1ot (> 0,...,10) und q' > 1, die
die Bedingungen erﬂlllen. Wir besohr!nken uns nun auf q > 1, Dann
ist 8, < 8, < ... <8, . Wegen 8, € Fa und q = 210 mB q
ra'tional sein, d,h, es gibt Zahlen n,n e¥a mit (m,n) =1 und
a=8 musa, =2 - q'® < 10" und a, 2 107 tolgt

107 > aa~q1' 2 1n3q1°, a.h. o' < 10“ und q < 3.

Andererseits ist wegen a; = 8, - qs 2 105 und 8, = n°q2 < 19“!
1o“q3 > n.uqsi 105, d.h, q3 >1e und q > 2.

Alsoint2<nl<3u.ndan<n<3n. “)

e s, €Na (} =0,...,10) gilt, m ms a, = a'® x (k€ Na) soin,
Sicher ist n'° S a_ = k- n'® < 1ot <3 ,slsen<3.Wegen
2<!<3 entf#llt n = 1; nur n = 2 und wegen (1)--5koll|en
Lnrrase. Also ist 8 - 2'0. -k, q-iundaank 2'@)2-ilwok<1o“,
d.h, k<2,li‘think-1

Wenn es eine Folge mit den geg. Eigenschaften gibt, kann es mit
q > 1 nur die Folge {5 21°—i} (4 = 0y1y,00910) und mit q< 1
die Yolge {2 1511 } sein.

Existenznachweis:

Beide Folgen bestehen genau aus den Zahlen: 1024, 2560, 64ieo,
16000, 4oooo, 100000, 250000, 625000, 1562500, 3906250, 9765625,
Mithin erfiillen beide Folgen die Bedingungen.

Aufgabe 15

Wir beweisen die Aussage fiir allgemein n Autes, mit entsprechen-
den Bedingungen zu dieser Aufgabe gibt es verschiedene Bewels—
m8glichkeiten, Finen Beweis mittels vellstindiger Induktion und
einen indirekten Beweis kann der Leser selbst leicht fiihren, Wir
geben einen eleganten direkten Beweis, wie ihn die Schiller

R. Labahn und M, Marczinek angaben: Die Autos seien in (z.B.)
math, positiven Richtungssinn der Ringstrafe mit A,, ...,% be-
zeichnet, Die Entfernung A,A, 4 (1 = 1,...,05 A5 4 = 4,) werde
mit a,, die Linge der Strecke, die A, mit seinem Benzin fahren
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kann mit bi bezaiehnet. Sicher ist

Zs = Z b= )
i=1 i=1

webei a die Linge der RingstraBe ist,

Wir betrachten cue hlge { ey 7 @ =1,...0) mit

oy - Z b z-, , @
Diese Polge hnt lindestons ein kleinstes Element Cpe Das Aute
A kann den Ring, nach Ubernahme des Benzins,der erreichten,
vellstiéndig abfahren, Zum Nachweis ist nun zu geigen, dafB flir
h=m mtly,,,, mn-1

h

ZG:’—A)-O (bypy = bys 8ypy = 8y fUT 3 = 0,1,...,m-1)

151:.“ B
Z(b -a >-£(b )= oy oy
tﬂr h £ n-1
Nun ist nach <2),,§m(bj -8y ) = " n _—
.Zi(bj-ca)-*j;(bj-ej)-j;(bj-.j)
>
L- Opnti ~ °m firh = n.
= 0 (nach (1))
Da o ein minimaler Wert von {ci} ist, gilt fir
3 = 15000908 oy -0_30,
alse ﬂr h =mm+l,,,,,mn=1
Z Gk, -a ) 2o,
=7 :
Pir n = 20 istspeziell unsere Aufgabe bewlesen, q.e.d.
Aufgabe 16

Betrachten wir ein Dreieck, das gebildet wird durch den Kreis-
mittelpunkt und zwei benachbarte Eckpunkte des n-Ecks, so
erhalten wir

hh = r . cos gel B

@+1)h, 4 - nh = r(o+1)cos n% - T ces = T ana wegen
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oes 20t = 1 = 2 sin?a0
= r(a+1)(1-281n? 2—&‘%-7 -rn( -2 sin? 2111)
= r + r(2n sin® lr-- 2 (n+1)s1n? —er)') )
Aus n 2 3 felgt 0 < —1- s4 St - Vir untersuchen die Punktienen
!(x)-}-inz‘ﬁ'x rur xc[ o, ‘].
Tx cesTx = pin®

x

= lilxk (@mcesTx - .‘2‘3) : @)

Es ist £'(x) =

Sei £(x) = sinTrx = rx fir x € [0, 1 J Dann ist £ (x) wegen
£9(x) = Tces Tx -'r‘o meneten fallend, alse
£(x) = sinTx =wx < f(0) = 0, d,h, fUr x € [O,J"]ist

0 < ‘4‘;1'-‘ S 3>
Wegen '\I?Tt Somoeswx S 2T xe [0,*]) und (3) ist

0< (3 -1TS2noosTx - BAIX < o1, @)
Wegen (3) und (4) erhalten wir aus (2)

0<¢2@ S 2n?, G)

Sei nun x, = %;\md x, = :‘,-d_q’, 80 ist x; > x, und x“xze[o,%].
Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein E € (::1,12) mit

2(x,) - 2(x,)
_xiTL.fn(;) .
Wegen (5) ist nun

0 < 2n sin® -,E- 2(a-1) sin® )er?

LY 1,
@ < Gn-3
und wegen (1)

r< @hy, - ok < T+l xﬂ:ﬁ )
Durch die linke Ungleichung von (6) ist die zu beweisende Un~—
gleichung bewiesen, Den zweiten Teil der Aufgabe zeigen wir indi-
rekt, d.,h, es sel o« > O eine reelle Zahl und fiir alle n 2 3 gilt
:|.‘+:L-o(‘<(m-1)hn1 - nh .,

Wegen (6) 151: dann ro¢ < TT ;d;m, n(n+1) < R‘ . , Q)
Mir n > v: ist aber n(n+1) = : ( ——-+ 1) -; +I>£, d.h.

(7) &1lt nicht fUr alle n23, mithin 1ut unsere Annahme wider—
legt, die Behauptung der Aufgabe also bewiesen,
20 -



Aufgabe 17

Wir geben 3 verschiedene Ldsungeqhn, die von Schiilern vorge-
schlagen wurden.

1. Indirekter Beweis (nach P. Bartenstein)

===_Texver leweis
Wir nehmen an, n teilt nicht ad. Dann gibt es eine natiirliche
Zahl r mit 0 < r < n und ad = r(n). (1)

Es sei (r,n) = N, Dann gibt es nattirliche Zahlen n' und r' mit
0 <r'<np' undn-no-n' undrxno-r'.

Aus (1) folgt ad = r'(n') (2)
und wegen ad + be = 0(n):
be = -r'(n'). (3)

Wegen ac = 0(n) und bd =0(n) ist einerseits abed = 0(n) und
erst recht abed = 0(n') und andererseits wegen (2) und (3)
abed = -(r' )2(n' Ve dohs

(r)2 = o(n').
Diese Kongruenz steht Jedoch im Widerspruch zu 0 < r'< mund
(r'yn') = 1, also ist unsere Annghme falsch und es gilt ad =0(n).
Wegen ad + be = 0(n) erhalten wir auch be = 0(n).

2. (nach R. Labahn) r

Die Primraktordsrstellu.ng von n sei u = :U: Piwi mit Pi $+P
(4,5 = 1,...,3; 1 # 3) und %y 21 (4= 1y00.,r; %y € Ha).
Perner bezeichne h(p) die hSchste Potenz von p, die in der na=-
tlirlichen Zahl h auftritt.

Set 1€ {1,...,r ].
Wegen n|ac und n|bd ist a(py) + c(py) 2 ay

b(p;) + d(py) 2 ooy

und a(p,y) + b(pg) + e(py) + d(pg) 2 2 ©¢yy d.h. es gilt
a(pi) + d(pi)i o oder b(pi) + c(pi)éxi.

Sei o0.B.d.A. u(pi) + d(pi): “i und b(py) + e(pi)<««1. Dann ist
min ((a(py) + d(p,), b(py) + e(py))< oy, d.h. P;% fad + be,
also nfad + be. Mithin ist sowohl a(pi) + d(py) :0‘1 und
b(pi) + c(pi)i ©%. Da diese beiden Ungleichungen fiir alle

ie {1,...,1- } gelten, haben wir n|ad und n|be bewiesen.

Bem. Im allgemeinen (falls n keine Primzahlpotenz ist) folgt aus
n2 |abed nicht n|ad v n[bet

21



3. Seien (n,a) = n, und (nye) = n,. Also ist wegen nlac:

nn, g I
ns= e ek d.h. (n_,n) l" n.
a’''c a’"c i
Wenn n|ad + be, ist erst recht L ad + be. (1)
n, ln‘,nc)l L
a a
Sicher ist W) | n,|a. Wegen (1) mus also a8y ] be.
n n
a a
Hier ist wegen (TE;TE:T o nc)- ( BorE) ! ¢)=1 nun
n
a
Tangy | b (2)

Aus (2) folgt weiterhin:

n_-n
a "

n= b-n, | b und da nlad + be: n|ad .
(o, 0,) l e | Pe

q.e.d.
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Aufgaben

Aufgabe 1
Man bestimme séimtliche Paare natiirlicher Zahlen (m,n), fdr die

2™, 3™ 4 1 das Quadrat einer gansen zahl ist.

(Vorbereitungsklausur, Februar 1977)
(Vorschlag Bulgarien XVIII. IMO)

Aufgabe 2
Man beweise, daB in der euklidischen Ebene unendlich viele kon-

zentrische Kreise C existieren, fiir die jedes einem C einbe-
schriebene Dreieck mindestens eine Seite enth#lt, deren MaBzahl
eine irrationale Zahl ist,

(Vorbereitungsklausur, Februar 1 977) \

Aufgabe 3 s
Man zeige: Falls fiir das Polynom P(x,y) die Identitit
P(x-1, y - 2x + 1) = P(x,y) (1)

gilt, so existiert ein Polynom (b (x), dag P(x,y) = 4)(y - x9),
Man l¥se die gleiche Aufgabenstellung mit der Forderung
P(x-1,y-2x-1) = P(x,y) (2).

(Vorbvereitungsklausur, Februar 1977)
(Vorschlag Sowjetunion XVIII. IMO)

Aufgabe 4
Wenn p und q verschiedene Primzahlen sind, gibt es ganze Zahlen

x, und Y mit 1 = PX, + qy,. Bestimmen Sie den maximalen Wert
von b - a, wenn b und a positive ganze Zahlen mit der folgenden
Eigenschaft sind: Wenn a € t £ b (t ganz), dann gibt es ganze
Zahlen x und y mit 0S x £ q-1 und 0 & y & p-1 derart, das

t = px + qy ist,

(Vorschlag Schweden, XVI, IMO)

Aufgabe 5
Es seien A, B, C und D vier Punkte im Raum. Man zeige: Wenn fiir
alle Punkte M auf der Strecke AB die Summe

F(AMC) + F(CMD) + F(DMB)



konstant ist, dann liegen die Punkte A, B, C und D in derselben
Ebene. (F(XYZ) begeichne die MaBzahl des Flicheninhalts des
Dreiecks XYZ).

(Vorschlag Ruminien, XVI. IMO)

Aufgabe 6
Wieviel Tripel ganzer Zahlen (xX,y,z) erflillen die Gleichung

\x} + |y1 + |zl = n, wobei n eine fest vorgegebene natiirliche
Zahl ist?

Aufgabe 7
Der Schwerpunkt eines Vierecks 1’11’21’51" sel mit O bezeichnet.

Man zeige

Dabei sei Ps = P1. Wann gilt das Gleichheitsgeichen?

Aufgabe 8
Man bestimme alle natfirlichen Zahlen n, ffir die (;) fir alle

X = 1,2,...,0-1 gerade Zahlen sind.
(Vorschlag USA, XVI, IMO)

Aufgabe 9
Es seien A,B,C die Eckpunkte eines Dreiecks mit dem Inhalt P

und P ein beliebiger Punkt., Setzen wir
x = Linge der Strecke AP,
y = Linge der Strecke FF,
2 = Linge der Strecke TP,

80 beweise man

x+y+zg? S‘V_f VT_.

Aufgabe 10
Gegeben sei ein Dreieck ABC. Durch die Ecken werden Parallelen

2u den gegenfiberliegenden Seiten gezogen. Das dabei entstehende
Dreieck sei A'B'C', Man zeige: Die H¥henschnittpunkte H und H'
der Dreiecke ABC und A'B'C' liegen symmetrisch bzgl. des Um-



kreismittelpunktes V des Dreiecks ABC (d.h., H, H' und V liegen
auf einer Geraden, und V ist der Mittelpunkt der Strecke HH'),

Aufgabe 11

Unter allen einem Kreis einbeschriebenen konvexen n-Ecken
(ng 3) besitzt das regelméifige n-Eck den grBBSten Flicheninhalt,

Aufgabe 12
Gegeben ist ein Quadrat mit der Seitenlénge 1. Wir betrachten

die Menge aller gleichseitigen Dreiecke, deren Eckpunkte auf den
Kanten des Quadrates liegen., Man bestimme den geometrischen Ort
der Schwerpunkte der Dreiecke.

Aufgabe 13
Man seige, das

lim 1‘“""‘ = 4
n+edln n

ist.

Aufgabe 14
Gegeben ist eine symmetrische Matrix mit der ungeraden Zeilen-

ansahl 2r + 1, In jeder Zeile steht eine Permmtation der Zahlen
15 2, eeep 2r + 1, Man seige: Auch in der Hauptdiagonalen steht
eine Permutation der Zahlen 1,2,..., 2r +1,

Aufgabe 15
Gegeben sind n ganze Zahlen., Man geige, daB8 man eine Teilsumme
bilden kann, die durch n teilbar ist.

Aufgabe 16
Nach dem kleinen Fermatschen Satz ist 2P - 2 fir alle Primgahlen

P durch p teilbar, Man geige: Es gibt unendlich viele natfirliche
Zahlen n (n Primszahl) fiir die 2% - 2 durch n teilbar ist,



L8sungen

Aufgabe 1
Angenommen, das Paar (n,m) erfiille die Forderungen, dann ist

AP L e p2 (p genz), also
2™, 3™ = (p-1) (p#1) (1)

1. Sei m = 0. Es ist 3% = (p-1)(p+1), d.h. sowohl p-1 als auch
p+1 sind Dreierpotenzen, Da die Differenz beider Zahlen gleich 2
ist, ist nur p-1 = 3° a1 moglich, denn die Differenz zweier
Dreierpotenzen mit Exponenten ungleich Null ist durch 3 teilbar,
Algo ist p = 2 und damit n = 1.

2. Sei n = 0. Wir erhalten 2® = (p-1)(p+1). p~1 und p+1 sind
aufeinanderfolgende gerade Zahlen, d.h. eine ist nur durch 2
und die erndere mindestens durch 4 teilbar., Wire die nur durch 2
teilbare Zahl durch eine grdBere Zwelerpotenz teilbar, so ist
die Differenz beider Zahlen mindestens durch 4 teilbar, im
widerspruch zu (p+1) - (p-1) = 2, Also ist p-1 =2, p =3,
m=3, n=0, Bleibt noch p-1 = 1, wie im Fall 1. Es folgt p = 2
und damit 2™ = 3, was unmdglich ist.

3, Wir betrachten nun den Fall n,m > O, Dann ist wegen (1) das
Produkt der Zahlen p-1 und p+1 gerade, d.h, p ist ungerade., Da
p-1 und p+1 aufeinanderfolgende gerade Zahlen sind, ist genau
eine Zahl nur durch 2 teilbar, wihrend die andere durch 2"'1
teilbar ist, Betrachten wir die Gleichung (1), so folgt, dag
genau einer der Faktoren p-1 oder p+1 durch 30 teilbar ist, wih-
rend der andere nicht durch drei teilbar ist. Wire dies nicht so,
8o wire die Differenz (p+1) - (p-1) = 2 durch 3 teilbar, was
jedoch nicht m8glich ist. Damit verbleiben 4 Fille:
a) p-1 = 2, p#t = 221, 3°
Es folgt p= 3, m= 3, n = 0, und dies war ausgeschlossen,
b) p-1 = 2%', 3%, p41 = 2, also p = 1 und damit 2™ ' , 3% = 0,
was unmglich ist,

e) p-1=2 . 3%, p+l = 2"'1, also
(pt1) = (p=1) = 2 =21 =2 . 3®  und damit

1 = 2238, (2)



a) p-1 = 2%, pe1 =2, 38, also
(pr1) = (p=1) =2 =2 . 3% = 2™ 4nq damit
1w S R, 6

Die Gleichung (2) hat fiir m € 3 keine Ldsungen. Fir m = 3 folgt

n = 0, und dies war ausgeschlossen, fiir m = 4 ergibt sichn = 1.
Angenommen, die Gleichung hitte fiir m 2 5 noch L¥sungen, so wire
3% 4 13 0(8). Dies ist aber nicht mdglich, da fir alle natfir-
lichen Zahlen n 32" = 1(8) wna 32°*' < 3(8) ist.

Die Gleichung (3) hat fir m< 3 und m = 4 keine Lésung, Flir m = 3
ergibt sichn =1 und firm =5 n = 2, Angenommen, die Gleichung
(3) h#itte fir m Z 6 noch weitere L&sungen, so wire 3" = 1(16).

FUr alle natlirlichen Zahlen k ist 3*¥ = 1(16), 3#%*1 = 3(4¢),
34542 = 9(16), 3%¥*3 = 11(16), und es wirde n = 0(4) folgen,

Wegen 30 = 1(5) wiirde sich dann ein Widerspruch ergeben:

22 = o(s).

Als L¥sungepeare kommen «1zo die Paare (0,1), (3,0), (3,1), (4,1),
(5,2) in Betracht, Tats#ichlich ist

23" 1222, 23 . 3% 41232, 23 .3 s 1252 0t , 31 4 g .12
und 2%,3%2 + 1 = 172,

Aufgabe 2
Flir den Umkreisradius R eines Dreiecks mit den Seiten a, b, ¢

und der Fliche F ist R = %;E und nach der Heronischen Dreiecks-
formel F -% \/ (asbsc) (a+b-c) (a-bsc) (-a+bec), also
2 a?p2c? '
(a+b+c)(a+b-c)(a-b+c) (-a+b+c)

Sind a, b, c¢ rational, so ist R2 auch rational, Wéhlen wir

o YT o s ne sanilonsl V2 irrational, Das dem
entsprechenden Kreis cn einbeschriebene Dreieck hat dann keine
drei rationalen MaSzahlen der Seiten. Betrachten wir die Menge
cn fir alle n@tﬂrliehen Zahlen n um den festen Punkt co. so ist
der Beweis gefiihrt,



Aufgabe 3 (nach der Idee des Schillers Marczinek):
Wir definieren das Polynom Q(x,y) durch
Q(x,y) = P(x,y) - P(=1,1).

Es ist Q(-1,1) = O und Q(-n,nz) = 0 fiir alle natfirlichen Zahlen

n. Es L-t n&mlich Q(-n-1, (n01) ) = P(-n-1, n2+ 2n +1) = P(=1,1)

= P(-n, n ) - P(-1,1) = O,

sei Q(x,y) = Zk elkxiyk, wobei die c,, reell sind und die

i,keN

Summe endlich ist. Es ist somit Q(t,t%) = = e, t1*%¥

i,keN

= Z P Z cyy) ein Polynom in einer Verinderlichen, das
PEN i+2k=p

nach dem oben Festgestellten unendlich viele verschiedenme Null-
stellen besitzt, Fir ein Polynom endlichen Grades ist das nur
mglich, wenn Q = 6 ist, also = = 0 fir alle (endlich
1¢Zk-p
ioan
violen) p. Also ist y = X mod(y -x ), °ur‘ y = e X od(y-x Y

1 k= - 142k s P P
c c = ¢ =xP( = e,)
102k-p YT kp K 1eokmp I 142kap 1E

=0 mod (y - xz) fiir alle p.

Also existiert ein Polynom P1(z,y) mit Q(x,y) = (y-xz")P1 (x,¥)»
und wir erhalten P(x,y) = P(=1,1) + (y-xz)P (x,y). Infolge (1)
ergibt sich P(x-1, y-2x+1) = P(-1,1) + (y-x )P1(x-'l »¥-2x+1) und
tur x ¥y P (x,y) = Py(x-1, y-2x41). 1Y)
Da ein Polynom eine stetige Funktion ist, gilt die eben herge-
leitete Beziehung auch fiir 2’ - y. Wir haben also

B(x,y) = B(-1,1) + (y-22)By(x,3) = ¢, + (y-x2)Py(x,7)
und setzen wegen (1') die Konstruktion fort und erhalten
P (1,3) = ¢y + (y-x0) By(x,¥).

Der Grad von P1 ist kleiner als der von P, falls P1 (x,y) $ 0.
Der Grad von Pz ist kleiner als der von P1, falls Pz(x,y) $ 0.
Da der Grad von P endlich ist, erhalten wir, wenn wir analog
fortfahren, schlieSlich ein P ,(x,y) = 0, d.h. P!(x.y) =cp
Damit ist P(x,y) = ¢, + 01(y—x ) # eee + C (y - )8, SQtnn
wir ¢ (t) = ¢, ¢c1t+...+c t, soist

R(x,y) = ¢ (3-2),
womit der Beweis geffihrt ist.



Fir die zweite, abgelinderte, Aufgabenstellung geben wir ein
Gegenbeispiel (L. GHrtner), Wir betrachten das Polynom
B(x,y) = x%42x-y. Bs ist P(x-1,7-2x-1) = (x-1)242(x-1)=(y-22-1)

= xzozx-y = P(x,y). P(x,y) l#Bt sich aber nicht als Poly-

nom ¢ (y-xz) darstellen, Es miiBte nimlich ¢ (0) = P(1,1)
= P(2,4) sein, Es ist aber P(1,1) = 2 $ P(2,4) = 4,

Aufgave 4 (nach P, Dittrich)
Wir betrachten die Menge der p.q Werte t = px + qy mit
0S x<q-1und 0y £p-1. Jeder dieser Werte 1Z8t bei der
Division durch p.q einen anderen Rest., Wir beweisen dies indi-
rekt und nehmen an, daB es gweli Paare (21,y1) und (xz,yz) mit
0.B.,d.A. x, + x, gibt, fir die unter den geforderten Bedingungen
PX, + qy, 5 PX, + qy, mod(pq) ist. Hieraus folgt
P(xy-x,) = a(y,-7,) mod(pq) und wegen (p,q) = 1 q | (x4-x,).
Dies ist aber wegen O § x, ¥ x, £ q-1 unmdglich, womit die An-
nahme rum Widerspruch gefihrt ist. Wegen 0 St = px + qy § 2pq
erhalten wir: Zu jeder ganszen Zahl k (0 & k < pq) gibt es genau
eian(xk,yk) utpxk+qyk-koderw.k+qyk-pq+k.
Weiter ist px + qy § p(q-1) + q(p-1) = pa + (pg - p - q). Also
folgt: Fir alle k mit pg - p - ¢ < k < pg gibt es genau ein Paar
("k"k) mit px, + qyy = k, Die Zahlena = pq -~ p-q - 1 =
(p=1) (q=1) und b = pg - 1 sind positive ganze Zahlen mit den
geforderten Eigenschaften, und es i#t b - a = p + q - 2, Wir
zeigen nun, da8 dieser konstruierts und auch angenommene Wert
nicht iberschritten wird, oder mit anderen Worten:

P+ q -2 ist das gesuchte Maximum,
Nehmen wir an, da8 es positive gansze Zahlen ¢ und d mit den ge-
forderten Eigenschaften und d - ¢ > p + q - 2 gibt und sei

a) 4 < pg

Unter den Zahlen zwischen ¢ und d gibt es dann sicher eine der
Formng - pmit 0 $ n 4 p-1 und n ganz, Piir d 2 a ist dies

8 -1=(p-1)qg - pund flir 4 < 2 gibt es dann sicher noch ein
derartiges n, da der Abstand d - ¢ > P+q -2 und somit erst
recht griSer als q ist. Da das Paar X = q = 1, y = n nun aber
die zu nq ~ p kongruente 7ahl pq - p + nq mod pq liefert, kann
nach obigen Untersuchungen nq - p nicht auftreten, womit wir
einen Widerspruch erhalten haben,



b) cgpa g4

Hier ergibt sich ein Widerspruch, da pq nicht auftreten kann,
denn die Zahl O (x = y = 0) tritt wegen O = pq mod pq bereits
auf,

c) pg<ec

Wegen px + qy € 2pq + 1 - (p+q) muB dann d < 2pg - p = pg+(g-1)p
sein, Dann gibt es zwischen ¢ und d eine Zahl der Form pq + np
mit 0 £ n £q-1. Da aber bei x = n, y = O die Zahl np bereits
auftritt, kann pq + np wegen pq + np = np mod pq nicht auftreten,
Damit ist die Aufgabe vollstindig geldst.

Aufgabe

1. L8sung

Seien tl1 und dz die Abst#nde der Punkte C bzw, D zur Geraden AB,
Dann ist F(AMC) = 5 d, IH, F(DMB) =  d, M5 und F(cMD) = 4 D v,
wobei y der Abstand des Punktes M zur Geraden TUD ist, Betrachten
wir einen festen Punkt M, auf AB, Mit x = H;! haben wir
A-M-H;H-H;I-x-ﬂ;imd}lﬁ-ﬂ;ﬁ-!;ﬂ-m-x (gerichte~
te Strecken), Da d1, d2 und CD konstant sind, folgt aus der Auf-
gabenstellung, daB y eine lineare Funktion von x ist. Wir be-
trachten nun zwei Ebenen A ,, A, die senkrecht sufeinander-
stehen, C, D und Ho m¥gen A 1 aufspannen und die Gerade CD
liege in beiden Ebenen, womit /\ 2 eindeutig beschrieben isi.
Wenn AB nicht in derselben Ebene mit CD liegt, dann sei H1 € Az
der DurchstoBpunkt und N1 das Lot auf CD. M liegt dann auf H°H1
und die Projektion von M auf A 1 durchstoBe in N, P sei der
FuSpunkt des Lotes von P und N, der des Lotes von M,y auf CD.

Ho und H.' liegen nicht auf CD, Dann ist nach Strahlensatz

R = ETL und
o1
LA i w-x
R A R R~
10 17 o1
Wir filhren folgende Bezeichnungen ein : u = ,a=N¥_,

o0
o1

b= M'1N' . Dann ist y = V a5(1-u)! + b!“E. Da y eine lineare

Funktion von x war und folglich sich als cu + d darstellen 1H8t,

mu8 b2uZ+a?(1-u)? ein vollstéindiges Quadrat sein. Die Diskrimi-

10



nante von (1’:24--2)112 - 2a%y 4+ a2 ist aber a4_32(!2+b2) —d 40,

weil !ono und M1N1 nicht verschwinden, (M”,r‘l.I liegen ja nicht auf
CD). Damit ist der lineare Zusammenhang unmbglich, d.h, A, B, C
und D liegen in einer Ebene,

2, Lésung (Idee P, Dittrich):

Zun#chst wird analog der ersten Lésung die Linearitit zwischen
M und km gezeigt, wobei H: die MaBzahl der Linge des Lotes von
M auf CD ist, Betrachten wir einen festen Punkt M. Die Gerade CD
‘ist dann Tangente an die Kugel um M mit Radius k . Dies gilt fir
alle Punkte M, Variieren wir sie, genauer: betrachten wir alle M
auf AB, so erhalten wir einen Kegelstumpf, da XM und km linear
abhfingen., Es ist dann klar, daB die Gerade CD nur Mantellinie
sein kann, womit alles bewiesen ist,

3. Lbsung (mach R, Anders):
Es sei M = A TB mit O$N<1. Es 18t fr M = A bzw, M = B
F(DAB) + F(ACD) = P(ABC) + F(CBED) und wegen
F(ABC) = F(AMC) + F(BEMC), woraus mit der Ausgangsforderung
F(BMC) + F(BCD) = F(CMD) + FP(DMB) folgt. Man findet nun leicht
F(CMD) = [F(4BD) - r(uac)]) + [R(zcD) + F(amc) - F(4ED)]

= LX) = a1>‘ + 8y,
wobel a, und a, konstant sind.
Nun werde XN in n Teile rerlegt. Das Tetraeder AMCD zerfllt in
n Tetraeder, Es ist mit

= ITi)i = 1,2,000,n

F(M,CD) = L(x;), F(My,(CD) = L(x,,), | L(x,) - I(xy,)| =0
g G Exmd x| o0

veomm,,,) > Az 1 (§,).
Damit gilt

V(cDAM) = lim } b (g, Ax =g 7 I(x)dx = %(;l>?+a2A).
n-so =1 a 0
Hieraus ergibt sich V(ABCD) = 3(y X+ a,), d.h. da8 das Volumen
des Tetraeders ABCD von der Lage des Punktes M abh¥ingt. Dies
ist ein Widerspruch, Mithin liegen die vier Punkte in der
Ebene.

11



Aufgabe 6
Pie Gleichung x + y = k erfiillen genau (x+1) Paare nicht negati-

ver ganger Zahlen X,y., Mithin hat die Gleichung x + y = n - 2

E (i+1) = (“’2) LSsungstripel (x,y.z), wobei x,y,z nicht nega-
110e ganze Zahlan sind, Unter diesen rripeln gibt es genau
3(n-1) Tripel, die genau eine Null enthalten und genau drei
Tripel, welche genau zwei Nullen enthalten, Also ist die Ansahl
der Tripel, die keine Null enthalten,gleich (";2) - 3(n-1) - 3,
Diese Anzahl muB wegen |\w| = |-w| mit 23 = 8 multiplisiert
werden, wihrend die Anzahl der Tripel mit genau einer Null nur
mit vier nnd die Angahl der Tripel mit genam zwei Nullen mit 2
multipliziert werden muS, Die Gesamizahl aller LEsungstripel
ist mithin

A(n) = 8 [(n;z) - 3(n=1) = 5] + 4:3(n=1) + 2:3 = 4n? 4 2,
Man fiberpriift sofort A(0) = 1.

Aufgabe 7 -
Wir wihlen O als Ursprung. Die Ortsvektoren OP; (L =1,2,3,4)
verden mit € 3 beuinhnat. Dann folgt aus der Voraussetzung:

121 4, = O, Perner ist Z ¢:n 101) - (%, -4{2)2 &

(#, =452+ (45 - )2 ’(a',' -2 :
2
=2 Zfi -2, 0, 01(2#3 +1f§1f‘ 41(‘1(1)
=2Z W2 .20t +W5)(K, +F,) = 2ZW2 4 2 W P 20wl
Damit ist die linke Ungleichung bewiesen, Gleichheit gilt dann
und nur dann, wenn A, +ﬂ’5-0. d.h, A,y = - 45 und
fz = - 44’4, d.h., dann und nur dann, wenn P1P2P3P4 ein Parallelo-

gramm ist. Um die rechte Ungleichung nachzuweisen, geniigt zu
zeigen, da8 2( U, + 1(.5)2 ﬁziki ist. Wegen

(1(1 + % 3)2 = (#2 + #4)2 188t sich die Ungleichung auch so
schreiben: (#, + 4f3)2 + (4, + 4(4)2 $2Z fi oder
2%, 4y + 2%, 1“52’1(%. Daraus ergibt sich

-(1(3 - 1(1)2 - (1r‘ - 4{2)2 < 0. Diese Ungleichung ist aber
sicherlich richtig und durch RiickschluB folgt die Behauptung.
Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn H# 4 = 4(3 und



'2 - 4r4 ist, also P, = Py und P, = Py 1st, d.h. das Viereck
entartet zur Strecke PPy

Aufgabe 8
@ gegebene Bedingung ist Hquivalent mit

(14x)™ = (14x") mod 2. (1)
Sei (1+x)2s (1+x2) mod 2, dann ist (1ox)4=_- (10:2)25 (10:4)mod 2,
Unter Benutzung der vollstindigen Induktion folgt:
(1+x)2x = (10:4’-') mod 2, d.h, (1) gilt, wenn !kl einekaeierpotem
2

ist. Ist n keine Potenz von 2, dann ist n = 2 4 + 2 # 4o
wobei wenigstens zwei der l:i voneinander verschieden sind, Dies
seien k, und k.‘,. Dann ist

ko k1 ko
(14x)° = (1+x)2 (1+x)2 oiei® 5(1422 )(1¢x2 ) ee. mod 2, und
die Bedingung (1) ist nicht erf@llt. Mithin sind alle Binomial-
koeffizienten (:) (k = 1,...,n-1) gerade, wenn n eine Zweier-

potenz ist,

Aufgabe 9 (M. Marczinek)
Vir drehen das Dreieck ABC um den Punkt A um 60° und erhalten
80 das Dreieck AB'C', P gehe dabei in P' iiber.

Wegen < PAP' = 60° und PE = T'X ist A PAP' gleichseitig.
Daher ist PX = FPT und

X+y+2z=5F +PPT 4+ PICYT 2HCT (1)
Wegen

(b -¢)? + 2bc (1 - cos( s - 60%)) Z 0
ist

b2 + o2 - 2be (% cosw -% Y3 sin + ﬁsind- Y20

13



und daher

v 4 c2 - 2be cos( ™ + 60°) 2 2 V-B-'be sine = 4}'—3-'1 (2)
Aus

B2 2 b2 4+ o2 - 2be cos (o + 60°)

folgt unter Beachtung von (1) und (2)

(x+y+ 2)224 ﬁ?,
woraus die Behauptung hervorgeht.

Aufgabe 10 (J. Prestin)

Nach Voraussetzung sind die Eckpunkte des Dreiecks ABC die Mit-
telpunkte der Seiten des Dreiecks A'B'C', Daher sind die Hbhen
des Dreiecks ABC gleichseitig die Mittelsenkrechten des Dreiecks
A'B'C', Folglich ist der Mittelpunkt M der Strecke HH' der Mit-
telpunkt des Feuerbachschen Kreises des Dreiecks A'B'C', Nun geht
aber der Feuerbachsche Kreis durch die Seitenmitten, also durch
A, Bund C, Es ist also M der Umkreismittelpunkt des Dreiecks
ABC.

Aufgabe 11
A1. Az, vee 9 An seien die Eckpunkte eines einem Kreis mit dem

Radiug r einbeschriebenen r-Ecks, %, °(.2, ees, &, selen
die Zentriwinkel,

Bezeichnet Fn den Inhalt des regelm#Bigen n-Ecks, so gilt be-
kenntlich fir n 2 3

S R RN

d.h, Fn ist grtfer als der Inhalt des Halbkreisea, Daher genfigt
es, nur solche n-Ecke zu betrachten, deren Zentriwinkel alle
S T  eind, Pir den Inhalt F des n-Ecks gilt

Ferotel
&1 o n_p

n 2
F-% 121 rzsinﬁélﬁi—».ngin

n’
=

da sin x fiir 0 £x &T konkav und somit die Jensensche Un-
gleichung gilt. Gleichheit tritt genaw dann ein, wenn

&4 =eee= Xy = 2L 4st, d.h., wenn das n-Eck regelmifig ist.

14



Aufgabe 16 )
19 wir zeigen zunichst: Flir die Zahl 341 = 31 , 11 gilt

22 _220  moa 341,
Es ist 2'° = 1024 und 341 . 3 = 1023,
Daher gilt
219z 4 mod 341
2340 = 4 mod 341
224 a2, mod 341,

29 A1s niichstes seigen wir: Aus n I 2% o folgt

n
Lo o Vo -
Wegen a-b /a¥ ~ b¥ (a,b,k ganzsahlig) gilt nimlich
4 n n
o120 (aa2® ba, k=22,
Demit teilt 2" - 1 erst recht das Doppelte.
3° Jetzt zeigen wir noch: Ist n keine Primzahl, so auch nicht
die zahl 2% - 1,

Ist niimlich n = p.q (p > 1, g > 1), so ist sowohl 2P-1 als
auch 29-1 Teiler von 2P4 - 4 (beachte: a - b / aF - bk).

Aus 1%, 2° und 3° ergibt sich: Fir die Zahlen n = 341,

234 1, 2234114, ... aie nach 3° alle keine Primzahlen sind,

gilt
nIZn -2,

"
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Aufgaben

Nr. 1
Man beweise: Sind a und b natilirliche Zahlen, die teilerfremd
8ind und ist p eine ungerade Primzahl, die ein Teiler von
a b P P
(a+b) und von{[—] + [—] + 1) ist, so ist a* + b® ohne
3 P P
Rest durch p” teilbar,

Nr, 2

Zwei Personen spielen folgendes Spiel: Auf einem Schachbrett
(vgl, Skizze), auf dem nur ein
K8nig steht, ziehen die Spieler
abwechselnd den K&énig auf ein Feld,
das zum jeweiligen Aufenthaltsfeld
des Ktnigs benachbart ist, Der
Koénig steht am Anfang im Feld at,
- In jedem Zug darf der K&nig nur
nach oben, nach rechts oder dia-
gonal nach rechts oben (vgl,
Skizze) ziehen, Verloren hat der-
Jenige Spieler, dessen Partner den Kbnig auf das Feld h8 riickte,
Welcher Spieler hat die M&glichkeit, bei richtiger Zugwahl das
Spiel zu gewinnen, und mit welcher Taktik muB dieser Spieler
vorgehen?

_NONGOIND

abcderfgh

Nr., 3

In einem Dreieck betrachten wir von jedem der Eckpunkte eine
Ecktransversale, Jede dieser Ecktransversalen mdge das gegebene
Dreieck in jeweils zwel umfangsgleiche Teildreiecke zerlegen,
Man zeige, daB sich die drei Ecktransversalen in einem Punkt
schneiden,

Fr. 4
Es seien N4y Nyy eeey My natiirliche Zahlen, Wir definieren
g.8.T. (n1 sNppeee 2Dy _4q )
B.B.T, (n1.n2,...,ni)

d1 =1 und 4, = fir 1 2 2,



k
Man zeige, da8 die d,.d,. ... . 4, mbglichen Summen 2 a;n
172 k = 171

a;€ {1,2,...,(‘1i } paarweise verschiedene modulo n, sind,

Nr. 5 ;

Es sei P ein innerer Punkt eines Dreiecks ABC, und es bezeichnen
X;y;2z bzw. p;q;r die Abstéinde des Punkts P von den Eckpunkten
4,B,C bzw. von den Seiten BC, CA, AB (jeweils dieser Reihen-
folge).

Man beweise:

x+y+222(p+q+r)!

Wann tritt Gleichheit ein?

Nr. 6
Fiir eine im Intervall (a,b) zweimal differenzierbare Funktion
f(x) mége ein c € (a,b) existieren, so daB fir alle x € (a,b)

(£1(e))? - 2£(c)t"(x) < O
ist. Man beweise, daB f(x) fir kein x € (a,b) verschwindet!

Nr., 7

Man bestimme die gr¥Bte natlirliche Zahl n, falls sie existiert,
mit der Eigenschaft: Es gibt eine Anordnung von n Punkten in der
Ebene, so da8 je drei dieser Punkte ein rechtwinkliges Dreieck
bilden!

Nr, 8
Es sei {an} s n=0,1,..., eine Folge reeller Zahlen, fiir die
a, = [¢] qnd
1.2
a3*1 =za -1, n=0,1,.., (6)
gilst,

Man zeige, daB es dann eine positive Zahl q, q < 1, gibt, so da8
fiir alle n = 1,2,...

lag -2, & g Ian -a | (7

gilt und gebe ein solches q explizit an,



Nr. 9
Es sel B eine Menge von k Folgen der Linge n iiber der Menge -
[-1,1] . Das Produkt zweier Folgen (a1.a2,...,an) und
(b1,b2,...,bn) sei als (a1b1,azb2,...,§nbn) erklirt, Man beweise,
daB es eine Folge (°1'°2""'°n) iber [—1,1 } derart gibt, daB
die Menge B und die Menge der Folgen, die man erh¥lt, wenn man
Jede Folge aus B mit (c1,02,...,cn) multipliziert, héchstens
k° . 27" Folgen gemeinsam enthalten,

(IMO-Vorschlag VR Polen, 1977)

Nr. 1o
Es sei n 2 2 eine natiirliche Zahl und Xy =mn, yg =1

x; 4y, n
Xy = | Sl ¥y = —X1+1 B 1 = 152,000

(wenn z eine reelle Zahl ist, so bezeichne [ z ] die ganze Zahl
mit [2]%z< [z] + 1), Man beweise:

min (x1vx21---vxn) = [ W/7P ]

(IMO-Vorschlag Niederlande, 1977)

Nr., 11

Es sei n 2 1 eine natfirliche Zahl und p(x1,x2,...,xn) ein be-

liebiges Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, Man beweise,

da8 man Polynome f und g mit ganzzahligen Koeffizienten in den
Variablen X49 X5y eesy X, derart finden kann, da8

P(x1vxzrvooaxn)f(x19’210--'xn) - S(Xg-xgyo--.xg)

gilt,
(IMO-Vorschlag VR Ungern, 1977, verallgemeinert)

Nr., 12
Es sei n2 1 eine natiirliche Zahl, Wieviele ganzzahlige Lsungen
(1,3,k,1) mit 1 £ 1,3,k,1 = n hat das Ungleichungssystem

12 -3+x+1Z5n
15 4 -k+1=n
124 -3 +1=n
121 + -k =n?

"(IMO-Vorschlag DDR, 1977)



Nr, 13
Man beweise, daB man eine eineindeutige Abbildung f(x) von der
Menge der reellen Zahlen auf sich derart finden kann, daB fiir
alle reellen Zahlen x die Gleichung

3(2(x))? - 2(£(x)) = 227 - 3% + 1 (10)
erfiillt ist.

Nr, 14
Man beweise: Wenn m und n positive ganze Zahlen sind, so ist

min ( ﬂqﬁﬂ, !V;?) = Z(ﬂ.

Nr. 15
Man bestimme die kleinste natlirliche Zahl N > 0, fiir die es
natiirliche Zahlen r, s und t mit

g = r2 , g = 53 und g -t

gibvt.

Nr, 16

Man finde alle Paare natfirlicher Zahlen (n,r) mit

142+ .,,47=(r+1)+(r+2)+...4n (1),
Sonderaufgabe

Zu jeder natfirlichen Zahl n = 1 gibt es eine n-ziffrige zahl q,
deren Ziffern sémtlich Null oder Bins sind, so da8 q durch n
teilbar ist,



Lésungen

Nr, 1

1. Sicher ist (a,p) = 1 und (b,p) = 1, Sonst wiirde aus (a,p) > 1
und (a+b,p) = p folgen, dad (b,p) > 1 gilt, was aber (a,b) = 1
widerspriche,

2. Bsseim= [2] und n = %] , wobei [x] die gré8te ganze
zahl = x bezeichne, Dann ist a = mp + s und b = np + t mit
0< 8yt <pund s+ t=p,

Fiir aP + bP gilt wegen

. (D (up)P~t &t
i=0
% = (np + p - 8)P - EEE -0 ((ns1)p) Pt 6t
=0

-3
aPabP - p ( i’: (D) @p)P13w3st 4 (-1)1(P)(ne1 )p)P'i"(nm’s‘))

=0
+ (pfz)(mp)aap'z-(pfz)(n+1)p)zsp'2+(pf1)(mp)sp'1+(pf1)

((n+1)p)s?!

+ (D(mp)°s® - (D)((n+1)p)%sP.
Da der Faktor von p3 eine ganze Zahl ist:
aPspP = p3 25-1- sp'z(mz-(nﬂ )2)+pzsp'1(m+n+1) mod p3.

Da p-1= 0 mod 2 gilt, folgt

aPsrP = pzsp'1(m+n+1) mod p3.

Aus méns1 = 0 mod p erhalten wir aP+bP = 0 mod .

Nr, 2

Der Spieler, der beginnt, kann stets gewinnen., Er beginnt auf
einem Feld G und kann, wenn er wieder auf einem Feld G steht,

stets auf ein Feld V ziehen, Steht der Ktnig auf einem Feld v,
80 muB8 ihn der Spieler auf ein Feld G setzen, wovon man sich



GVGVGVGYV leicht {iberzeugen kann, Spielt der
GGGGGGGG Spieler, dessen Kdnig auf einem Feld
GVGVGEGVGEYV G steht, nicht optimal, d,h, zieht
GGGGGGGG nicht auf ein Feld V, kann der Partner
GVGVGVGYV diese Strategie benutzen und gewinnen,
GGGGGGGG

GVGVGVGEYV

GGGGGGGG

Nr. 3

Die Eckpunkte des Dreiecks seien A,B und C, Es bezeichnen
a=BC, b=AC und c = AB die Lingen der Seiten, Die 3 Ecktrans-
versalen tys tB bzw, tq, die durch die Punkte A,B bzw, C ver=-
laufen, mdgen die Gegenseiten in A',B' bzw, C' schneiden,

Dann ist
E+ﬁ-=m+n-.s.a_*gﬂ

und BA'* =8 =-¢,Th' =8 -1
und analog AB' =s -c, CB' =8 - a,
AC' =8 - b, BC' =8 - a.

Wegen der Dreiecksungleichung ist s -a, s = b, s =¢c > 0
und A', B' und C' sind innere Punkte von BC, AC, AB,

Die Ecktransversalen tA, tB und tc schneiden sich sicher paar-
weige, Es sei 8, der Schnittpunkt von tA und tp. Zum Beweis
reicht es nun aus, AC" = —- I8 und damit C' = C" nachzuweisen,
wobel C" der Schnittpun.kt der Geraden CSAH mit der Seite AB ist,
Wir bemerken noch, daB AC und BC linear unabhingige Vektoren
sind,
Fir SAB gilt: s
ASyq =
— — -
AAA' = AB + IuTlB'
— — — —» - -y
A(AC + CA') = AC + CB + ,_‘(Bc + CB')
= — & —
(A-1+2 aH.)AC + (= u;\,,, 1-u)3C=0,

2.-1+—-D—,.t—0,-—}\+1-l.1.-0 und damit

A= 2



= — b =y =y =9
Fiir AC" gilt: AC"™ = VvV AB = AC + C(ASAR - AC),

— -
(-1 +£2 +e+v)AC + (¢ 282 _y) 5d .o,

-1+ 2R 4. , €= g3V
und

d.h, A" = 222 AT una damit Aot = 8D 43,

Nr. 4
Wir beweisen den Satz indirekt,
Wir nehmen an, daB8 fiir zwei Summen

k k
Z_am - I _bn =nu (uel) (1)
i=1 i=1
gilt, Es sei s die griBte Zahl mit a, # by und es sei
ng = c .g.8.T. (n1,n2,....n )e Dividieren wir (1) durch
Be8eTe (n1,n2,...,ns_1) 80 erhalten wir, daB dg die 7ahl
(a - bgle teilt. Wegen g.g.T. (da’c) = 1 folgt d ](a - bg),
vaa unserar Annahme widerspricht, da 1 £ la - bsl< ds gilt,

Nr., 5

Es seien M bzw, M die PuBpunkte der Lote von P auf die Seiten
CA bzw, AB.

Dann liegen A, M, P, N auf einem Kreis und es gilt:

MN = x sinx . (2)
Ferner haben wir im Dreieck MNP:

. 2 2

MN =7\ ¢ + r° + 2qr cos & (3)

Wegen cqs o = cos(180° -B-a’) ==-cos(B+y) =
= - cos B cos Yy +sin 8 sin y folgt aus (3)
!TN2 = q2 einzaf + qzcosz}f + rzsinzﬂ + rzcoszﬂ
- 2qr cos 8 cos ¥ + 2qr sin B siny~
= (q sinr#rainﬂ )2 + (q cos)’-rcosﬂ y2
2(q sinr+rsinn)2. (4)



Aus (2)und (4) ergibt sich:

2ol .- gel ®)

Analoge Abschétzungen erhalten wir fiir y und z und zusammen

sin 0 . Bin w) (sin] " Bin o¢ 5
sin 7y *SIn 13 8in o sin |

AR R)
Nr., 6

Wir beweisen die Behauptung indirekt.

Ist y € (a,b) eine Nullstelle von f(x), und ¢ € (a,b) erfiillt
die gegebenen Bedingungen, so ist nach der Taylor-Formel fiir
“ein gewisses x € (a,b):

2
0= £(y) = 2(c) + 2 £1(e) + LBl on(3).
Diese quadratische Gleichung in &« = y = c¢ ist fiir diese ¢
und X 18sbar,
Wegen (f'(c))2 - 2f(e)f"(X) < O ist £"(x) # O,
und es folgt

v
2 -

£'(o '(c - 2f(c)f(x
“1;2“'{"{_}:: 1u£_(_l%ﬂ’$?'(_u_lx

also (f'(c)) - 2f(c)f(X) = 0, was unserer Voraussetzung
widerspricht,

x+y+z2p(

Nr. 7

Fiir n = 4 bilden die Eckpunkte eines Rechtecks eine geforderte
Anordnung, Wir weisen nach, daB n = 4 bereits die groBte Zahl
mit der geforderten Eigenschaft ist.

Das gréBte n sei gréBer als 4, bzw., es existiert kein grioBStes n.
In beiden Fdllen widhlen wir 5 beliebige dieser Punkte aus, Die
konvexe Hiille dieser Punkte sei K, Fiir K gibt es 3 mdgliche
Formen,

1. K bildet ein 5-Eck.
Die Innenwinkelsumme betrigt 5400, d.h, mindestens ein
Innenwinkel ist stumpf, also gibt es ein nicht rechtwink-
liges Dreieck.

10



2. X bildet ein Dreieck.
Es sel P einer der beiden Punkte innerhald von K. P liegt
sicher auf keiner Dreiecksseite (sonst 148t sich aus diesen
fiinf Punkten ein nicht rechtwinkliges Dreieck bilden).
Je zwei Eckpunkte von K bilden mit P Dreiecke mit den Innen-
winkeln &, «,, %y bel P. Wegen X, + &, + X5 = 360°,
ist mindestens ein Winkel stumpf, d.h. es entsteht ein nicht
rechtwinkliges Dreieck.

3. K bildet ein Viereck
P liege also im Innern von K. Eine Diagonale von K zerlege K
in zwei Dreiecke, d.h, P liegt in einem, von 3 Punkten von K
gebildeten, Dreieck. Wegen 2, ist das aber unméglich,

Nr. 8
Zun¥chst geben wir eine obere und untere Abschitzung fiir a, an.
Es ist

ag=0,8, =-1,8=-%.34>-0.89,

- 0.89 < as < - 0.84,

Aus - 0.89 < a < - 0.84 folgt
ap,q = % a2 = 1 < = 0,60395 < - 0,592704 = (- 0.84)> und
a24»1 o % 3‘12( -1 >-0.6472 > - 0.704969 = (- 0.89)%, also auch

- 0.89 < 841 < - 0.84,

Damit folgt per Induktion
8 >-0,8 firk=2 (8)

und <-0.84 fur k> 3, '
8 la

+8,
ai_,‘ ) folgt Ta

~3p | lay

n+1 n-1/

-8 4| =[|p,2 2
n~on=-1 l2an+1+2am1an+2anll

3 3.1 4,2
Aus apy ~ 2, =7 (an -

la ,q=a, |
und fir £(n) = anﬂTn erhalten wir
[ n"2n-1 |
2(1) =1 -%- —3\/7<o.4
3o-237 -7
£(2) =
2 -

el

4

2 0.422,

11



Pir k 2 3 gilt wegen (8) £(k)< —--22-2 ( o 8) < 0.421,

. ’
Die Folge £(1i) (12 1) nimmt fir 1 = 2 den griSten Wert an, d.h,
alle reellen Zahlen q mit 1> q 2 £(2) und nur diese erfiillen
(7)o

Nr. 9

Es sei A die Menge aller 2@ Folgen der Lénge n iiber der Menge
{-1,1 } . Fiir B £ A bezeichne | B| die Anzahl der Elemente
(Folgen) von B, Mit aB bezeichnen wir die Menge, die alle mit
as= (31.a2,...,an) multiplizierten Folgen von B enth#lt,

Wir fiihren den Beweis nun indirekt und nehmen dazu an, da8 fir
alle a € A gilt:

IBnapl>x’2 . [p] 2",
Dann ist

T IBnasl>B?.

aeh
Bezeichne n(b) die Anzahl der a ¢ A, fiir die b € B zu aB gehdrt,
d.h,, daB b = a b' flir ein gewisses b'¢B ist, was mit a = by
dquivalent ist, Es ist offenbar, daB n(b)= IB! und somit

7 n(p) £ 132
beB

ist. Da jedoch offenbar
L 'BnaBl= ) n(b)s!sl?
beB

acA
gilt, haben wir einen Widerspruch zu unserer Annahme erhalten
und damit die Behauptung der Aufgabe bewiesen.

Nr. 10
Da D1 >'\F ist, gilt xz-?r-\'ﬁ' j . Wenn es fiir ein gewisses 122
eine positive ganze Zahl m mit x, = [-\[F _] + m gibt, so behaup-
ten wir, daB
Q
VR JEx,q < xy

gilt,

12



. D s I .

Beweis dieser Behauptung: Wegen 1 m< -\/? gilt:

vy =[:—]é[\/}?] und folglich x; , < X;, Weiterhin gilt:
i

- n'
R e N DL

woraus [~n'] - [ :—1]6{_‘- :—i +1<¢m+ 1 folgt, Damit ist
[~m'] - ¥y £ m. Da'x, =[l;i] ist, erhalten wir[{@ ]511’1,
womit diese Teilbehauptung bewiesen ist, - Damit haben wir er-
halten, daB8 die Folge Xy9Xps ees 80O lange streng monoton fallend
ist, bis zum erstenmal ein x, den Wert[\/A' ] annimmt, Da alle
Elemente der Folge ganze Zahlen sind, wird der Wert [-\lﬁ']

nach htchstens n -[y@' ]<n Schritten angenommen, Folglich gibt
es ein k mit 2 =k = n, X =[yn" Jund fir 1 =1 < k gilt

xy >[A"] . Dann ist y, Z[{/ ] und somit ist auch n,2m].
Damit ist fir alle Jj = 1,2,... xjéf‘\/ﬁ‘] ; womit der Beweis der
Behauptung der Aufgabe vollsti#ndig erbracht ist,

Nr, 11 i

Wir konstruieren eine Folge fo,f.l....,fn von Polynomen mit ganz-

zahligen Koeffizienten in Xy9XppeeesXy derart, daB flir alle

i=20,1400on im Polynom pfi hdchstens noch EIVCTE SPUTRTRYS 3

in ungeraden Potenzen auftreten, DaB p fi stets nur ganzzahlige

Koeffizienten enthdlt, ist ebenso klar wie die Tatsache, daB8

pf = g(xf,xg....,xi) ist, wobei g(x1.xz;...,xn) ein Polynom

ist, das nur ganzzahlige Koeffizienten besitzt., Wenn wir also
eine solche Folge konstruieren kdnnen und In = f setzen, ist die

Aufgabe gelést,

Vir geben nun eine rekursive Konstruktionsvorschrift der Folge

der Ii an,

% .wir setzen L= A
b) fo ist sicher ein Polynom, in dem h&chstens noch
Xy9XppeeesXy in ungeraden Potenzen auftreten,

2, Es sei 0£ 1 < n und fi sei bereits mit den oben beschriebe-
nen Eigenschaften konstruiert, Dann kbnnen wir p ti wie folgt
darstellen:

Pfy=a; +x,, 0.

13



Dabei sind a; und b1 Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten in
XqsXppeeesXpy die Xq9XpgeesyXy 4 NUT in geraden Potenzen enthal-
ten, Diese Darstellung ist eindeutig, Es sind nun 2 Fdlle
mdglich,

Fall 1. b; = O, D,h., daB p fi die Variable Xj,q Dur in geraden
Potenzen enthélt, Wir kdnnen offenbar f1+1 = ri setzen,

Fall 2, bi$ O. Wir setzen f
Jetzt gilt:

141 = Ti(ag = %y 400,

P oy =0 filay - X 005) = (8 + x;,404)(ay - x5 b)) =
2 _ 2 .2
=aj - Xj.4 bi'

Offenbar ist f1+1 ein Polynom in X19XppeeesXy mit ganizahligen
Koeffizienten und p f1+1 enthdlt hdchstens noch x
in Potenzen ungerader Ordnung.

Das so ermittelte Polynom rn erfiillt alle Bedingungen der Aufgabe,
womit nach den obigen Bemerkungen der Beweis gefiihrt ist,

i+2'x1+3""’xn

Bemerkung: Bei der Konstruktion von fn kann es vorkommen, daB

fn gar nicht von allen Variablen Xq9XpseeeyX, Wesentlich abhlingt,
Das ist z,B, dann der Fall, wenn bereits p nicht von allen
Xy9XpseeesXy wesentlich abhfngt oder wenn p ein Polynom ist,

das alle Vorzeichen nur in gerader Potenz enthilt, Im letzteren
Falle ist nach Konstruktion f5= 1, Um das zu vermeiden, kann
man z,B, noch f = £ xzxz...xi setzen, Dieses f erfilllt offenbar
ebenfalls alle Bedingungen der Aufgabe,

Nr, 12
Es gilt
n=1 1
5 r(n-r) = ¢ (n-1)n(n+1), (9)

was fir n 2 2 durch vollsténdige Induktion leicht zu bestdtigen
ist,

Fir i = k und J = 1 vereinfacht sich das System zu 1= 1, k< n
und hat n? Lésungen (k,1,k,1), Hier ist auch der Fall n = 1
enthalten,

Pir n > 2 und 1 # k oder j + 1 erweisen sich in einem kartesi-
schen Koordinatensystem die Punkte P1(i,3), Pz(k,l),

14



Pz(k + (1-J),1 + (i-k)),

P4(i + (1-3),3 + (i-k)) als Eck-
punkte eines Quadrates, das sich
innerhald eines Quadrates mit den
Eckpunkten A(1,1), B(1,n), C(nn,),
D(n,1) befinden muB, Die Anzahl
der Quadrate mit ganzzahligen Eck-
punktkoordinaten, deren Seiten
parallel zu denen des Quadrates

n-1
ABCD liegen, ist ) _ 12,
r r=1

wihrend die Anzahl der einem sol-

chen Quadrat einbeschriebenen
Quadrate mit ganzzahligen Eckpunktkkoprdinaten (n-r) ist. Wegen
(9) ist somit die Anzahl aller Quadrate mit ganzzahligen Eckpunkt-
koordinaten innerhalb ABCD:

-1 n=1
4=2 A(nr) - b
r=1 r=1

(rz(n-r) + r(n—r)z) =

o 1 2
=zn 5 r(n-r) = = (n=1)n“(n+1),

Da die Koordinaten der Py (m = 1,2,3,4) bei der zyklischen Ver-
tauschung P1 — By = P3 — P4 — P, invariant bleiben, ist
die Anzahl der L¥sungen

4q + n? - 13“2(!12_1) +n? = 13 nz(n2 +2),

Nr, 13
Wir setzen y = f(x). Dann ist (10) mit
'223 + 2y3 - 312, - 3y2'¢ 1=0

und diese Gleichung mit
(x+y-1)(212-2xy+2y2-x-y-1)-0

Hquivalent,

Da f£(x) = = x + 1 eine eineindeutige Abbildung von der Menge der

reellen Zahlen auf sich ist und dieses f(x) der Beziehung (10)

geniigt, ist der Beweis erbracht.

15



Nr., 14

Wir betrachten zuerst den Fall m = n, Hier haben wir fiir alle
positiven ganzen Zahlen n nachzuweisen, daB stets —\[_‘< 35
ist, was mit 3“: u3 dquivalent ist, Diese Ungleichung soll in-
duktiv bewiesen werden,

Fiir n = 1,2,3 stimmt sie offenbar. Sei also n = 3 und 3% 2 n3,
Dann ist 37+ 2 30 = nd + 3112 +3n + (11-'5):12 + (n2 - 3)n>(n+1)3,
womit die Behauptung der Aufgabe fiir m = n bewiesen ist., -

Nun sei n# m, 0,B,d.A., kdnnen wir 1 £ n < m voraussetzen, Dann

1st Bin’ A7 £ 1\[?: womit die Allgemeingiiltigkeit der Be-
hauptung nachgewiesen ist,

Nr. 15

Offenbar mu8 die Primzahlzerlegung von N die Zahlen 2, 3 und 5 als
Primfaktoren enthalten, und das kleinste N mit den oben genann=-
ten Eigenschaften enth#lt sicher nur 2, 3 und 5 als Primteiler.
Es ist also N = 2p3q5v, wobei N genau dann allen Bedingungen ge-
niigt, wenn p,q und v die kleinsten natiirlichen Zahlen sind, die
folgende Bedingungen erfiillen:

P=1mod 2, P =0 mod 3, P=0mod 5
qQ = 0 mod 2, qQ T 1 mod 3, qQ = 0 mod 5
v = 0 mod 2, v =0 mod 3, v=1mod 5.

Dann gilt, wie man sich leicht iiberzeugt:
p =15, q=10, vVv=6,
Das kleinste N mit den genannten Eigenschaften ist also

2", 3'°, 55 30 233 088 000 000.

Anmerkung: Wenn man die Minimalititseigenschaft fiir N fallen
188t, der Beweis dieser Verallgemeinerung sei dem Leser fiber-
lassen, so muB fiir N > O gelten:

N=215.31°.56-n3°,

wobei n eine beliebige positive ganze Zahl ist.

Nr, 16
(nach: Steffen Thiel, 1603 Schulzendorf):

(1) ist mit (%) = 2 (F2') und dtes mit
2 2

16



(2n+1)2 - 2(2r+1)2 = =1 (12)

Hquivalent, Wir substituieren in (12) x = 2n+1 und y = 2r+1
und erhalten somit

2 -2y = - 1. (13)

Da (13) in natiirlichen Zahlen x,y nur fiir ungerade x und y
L¥sungen hat, entspricht nach unserer Substitution jeder Lésung
von (12) genau eine L¥sung von (13) und umgekehrt,

Nun seien x, und y die eindeutig bestimmten nattirlichen Zahlen
mit

43,12 = (1472 )2 (52 0,1,...).

Damn ist x, - y"v’? = (1 _.\r; 28

2 2 o
s~ 2¥g = (x5 + ys'\2 N xg - ys-{_z‘ ) =
= (1 +72 )25+1(1 -3 )28+
1
-[(1 4-\? )(1 -'\? )st*’1 = (~1)28%1 o _ 4,
Diese (x!,ys) sind also L8sungen von (13)., Wir zeigen nun, daB
diese (xs,ya) alle Lsungen von (13) sind.

und

x

Wenn (x,y) und (x',y') zwei verschiedene Lésungen von (13) in
natiirlichen Zahlen sind, so gilt offenbar x rfiy *x' +Y2 y'.
Wir ktnnen folglich die L¥sungen von (13) ordnen und sagen, da8
die L¥sung (x,y) kleiner als die L¥sung (x', y') ist, wenn

x +\Ey < x' +12 y' gilt, Offenbar gilt fiir die bereits gefun-
denen L&sungen von (13), daB (xi,yi) genau dann kleiner als
(xJ,yj) ist, wenn 1 < J ist, Weiterhin iiberzeugt man sich leicht
davon, daB (xo,yo) = (1,1) die kleinste Losung von (13) in na-
tiirlichen Zahlen ist. Wir nehmen nun also ‘an, da8 die oben be-
stimmten (xa,ys) (8 = 0y1,...) noch nicht alle Lésungen von
(13) sind, Dann gibt es eine weitere Losung (x',y') von (13)
und eine natfirliche Zahl t mit

(1 +-J?)2t” =x; +-{?yt<x' +y2 y' <Xy, +ﬁyt,1 o
= (1 +42)2%3 2 (3 4 2f2 )(1 22,
Diese Ungleichung ist mit
1< (x +yZy)HZ - )2 (34 27 (14)

dquivalent, Wir setzen
17



(x! _’,-\?yl)(-\lrz_‘ - 1)2124‘1 = u' 4-\"5' v', (15)
wobei u' und v' als ganze Zahlen eindeutig bestimmt sind, Wei-
terhin gilt

(x' =2y ) (=72 - 1)2% s w2 v, (16)
Damit erhalten wir
w? -2y 2 (u* +'\f2ﬁv')(u' -'\[_2| v') =
= (x +2 ¥y -2 32 - 1)(=12 -1
o (x02 - 2yr2y(- )28 | 4,

Folglich ist (u',v') ganzzahlige L&sung der Gleichung

u2-2v2= 1e (17)

Wir zeigen nun, daB u' v' = 0 ist, Dies wird indirekt geschehen,
Wir nehmen also an, daB u' v' < 0 gilt, Dann folgt aus (14) und
(15), das

lut =¥2' v >lur +72 w1l > 1
gilt, woraus

[(u' =+2"v*)(ur +92'v!) = Iu'2 - 2vi2] >
folgt, was aber ein Widerspruch dazu ist, daB8 (u',v') L&sung
von (17) ist,
Aus (14) und (15) folgt nun sogar, daB u' und v' natiirliche
Zahlen sind, Wir bestimmen nun alle Lésungen (u,v) von (17)
in natiirlichen Zahlen mit

u+‘\’?v<3+21'? .
Offenbar mu8 u ungerade und v gerade sein,
Wenn u = 1 ist, so ist (1,0) die einzige L¥sung,
Wenn u = 3 ist, so ist (3,2) die einzige LSsung,
Wenn u > 3 ist, muB8 v > 2 sein,
Hieraus folgt, daB es keine Losung (u',v') von (17) in natiir-
lichen Zahlen mit

1<u'+'\f2_‘v'< 3+2~{?
gibt, Somit ist auch die Existenz der L¥sung (x',y') widerlegt.
Folglich sind die oben angegebenen (xa,ya) fiir s = 0,1,... die
einzigen Lésungen von (13%) in natiirlichen Zahlen, Damit gilt:
(n,r) ist genau dann Lsung von (11), wenn

18



-1 -
(n,r) € [(%— . -y—°2—1) | 8w 015000 |

ist,
= 2841 _ 281 oguql oot

x, + 2y, = (1 +92)2541 %_ (2242

=0
ist 8
2841 t 2541

Xy = = (“2t) 2 und é&o (3441027 »
woraus

x -1 8

8 s > (29+1) 21:-1

z =t

und

¥g - 1 = Zs+1 t-1
'—!—“’E (3t41) 2

folgt. Dabei wird wie iiblich die leere Summe, die fiir 8 = 0
auftritt, mit O erklart, Somit gilt:

Genau dann ist (n,r) L8sung von (11), wenn es eine
natiirliche Zahl s mit

8 2841y, t-1 5. 2841y ,t-1
(nm) = [ Z P2, 0w 2 (25T 251 )

gibt,
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Aufgaben

Aufgabe 1

Gegeben seien 2n verschiedene Punkte A,'. Aa, oo Aan' n> 1,
des Raumes. V sei die Menge aller Verbindungsstrecken AiAd(#j).
Man zeiges Ist M eine Teilmenge von V mit mindestens

n2 + 1 Elementen, dann gibt es mindestens drei Punkte

AL, Agy A (rését é r), so da8 ApAg, AjAp, AJA, Elemente
von M sind. Kann man n~ + 1 durch eine kleinere Zahl ersetzen?

Wenn ja, durch welche?
(4. Osterreichische Mathematikolympiade 1973)

Aufgabe 2
Gibt es eine unendliche Folge [ 845 8y eee } positiver reeller
Zahlen, fiir die

k
Bhe1 S8+t pa, =1
mit einem k < 1 gilt?

(4. Osterreichische Mathematikolympiade 1973)

Aufgabe 3
Bestimmen Sie alle Paare nichtnegativer ganzer Zahlen, die de:
Gleichung

32x-1 +3F s 1 =7
geniigen,
(Elemente der Mathematik, Bd. 32, 6(1977), Aufgabe 797)

Aufgabe 4
Es seli P = 10334 . 10556  eeie ® 1039991000. Man zeige

NGRE TR

(L. Glrtner)



Aufgabe 5

Man zeichne d;e gleichseitigen Dreiecke A1B1A', B1C1B' und
A1C1C' nach auBen zu dem Dreieck A1B1C1. Die Halbierungspunkte
der Seiten des Dreiecks A'B'C' bilden ein Dreieck A;B,Cye Durch
Wiederholung dieses Prozesses erhalten wir eine Folge von Drei-

ecken A B, C,. Konvergiert diese Folge und wenn ja, wogegen?

(ungel¥stes Problem aus K8zepiskolai Matematikai Lapok,
Bd. 50, Heft 3(1975))

Aufgabe 6

Es sei eine Kugel K mit dem Mittelpunkt S und dem Halbmesser r
gegeben, Man bestimme die Menge der Eckpunkte A aller Parallelo-
gramme ABCD, fir deren Diagonalen AC < BD gilt, wobei die Diago-
nale BD in K enthalten ist,

(Vorschlag GSSR, XIV. IMO)

Aufgabe 7
Es sei f(x) eine im Intervall [ 0,1] definierte stetige, konkave
und reelle Funktion, Weiter gelte f£(x) 2 O und J £(x) = 1,
Welche Werte kann j1rz(x)dx annehmen? °

0

Aufgabe 8

Man zeige, da8 es unendlich viele positive gansze Zahlen n gibt,
derart, daB 57 in der Dezimalschreibweise 1976 aufeinanderfolgende
Nullen enthHlt.

Aufgabe 9
a) Es ist jeweils die griSte positive reelle Zahl p (falls eine
solche existiert) zu ermitteln, so da8 die Ungleichung

xs + xg +oeee + xﬁ g p(xyx, + XXy + eee + X X)) (8)

fur alle reellen Zahlen x, (4 = 1,2,...,n) erfillt ist, und
zwar in den Fdllen

x) n=2
f) n=5.



b) Es ist die griBte positive reelle Zahl p (falls eine solche
existiert) zu ermitteln, so daB die Ungleichung (4) fiir alle
reellen Zahlen xy und alle natirlichen Zahlen n mit n = 2
erfiillt ist.

(Vorschlag DDR, XVIII, IMO)

Aufgabe 1o

Sel f(x) = (x +\x? - 4). Man bweise, daB8 es zu vorgegebenen
natlirlichen Zu.hlen 12 2 und n 2 2 eine natiirliche 7Zahl j gibt,
so0 das

£2(1)® = £(3)

ist.
Aufgabe 11
Man finde alle (reellen) Lisungen des Systems
3x1- X - X - X5 =0 (4)
x, + 3X, - x - Xg =0 (5)
-x, + 31.5 - x - x =0 (6)
- X - Xz 43X, - xg =0 (1)
-x, + 3Xg= Xg = Xq =0 (8)
- x - xgt 3xg - xg =0 (9)
- x4 - x5+ 3%y - xg =0 (10)
- x - X5 - xq +3xg =0 (11)
(Vorachlag GSSR, XVIII. IMO)
Aufgabe 12

Es sei M eine endliche Menge. A, Ri, cy (1 S 1 £ n) seien Zer-

legungen von M, d.h. \J Ay = U B = ci =M und
i=1

i=1
< <

AinAjnﬁinBJ-CiACJ-¢ fir 1£ 1< j&n

Pir alle 1,j,k€ {1,2,...,n} gelte( | X | bezeichne die An-

gzahl der Elemente von X.)

lagn Byl + [agncy | + ]BJan[:n.



3 "
Man beweise, da8 M mindestens %— Elemente enth#lt. AuBerdem
zeige man, daB diese Abschétzung fiir die Elementezahl von M fir
durch 3 teilbare Zahlen n nicht verbessert werden kann.

(Amer, Math. Monthly 84, 1977)

Aufgabe 13
In einer Kugel vom Radius 1 liegen 65 Punkte, Man zeige, daB es
mindestens zwei Punkte unter dicned’glbt, die einen Abstand klei-
ner als 2/3 haben,
Aufgabe 14 :
Man zeige, daB die einzige Lésung in positiven ganzen Zahlen der
Gleichung

x - yx =X+y

x=2,y =05 1ist.

Aufgabe 15

Es sei P(x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, so da8

P(x) > 0 fiir x > 0, Man zeige, daB es Polynome Q und R mit
nichtnegativen Koeffizienten gibt, so da8 P(x) = : fiir x > 0,

(Vorschlag Schweden, XVIII. IMO)

Aufgabe 16

Es sei\A1A2A3A4A5 ein regelmdBiges Fiinfeck mit gegebener Seéten-
lénge S. Um jeden Punkt Ai ue; die Kugel Ki mit dem Radius 3
gelegt, Man gehe (ohne Beweis) davon aus, da8 es zwei Kugeln

K{ und Ké mit dem Radius g givt, d;e alle fiinf Kugeln x1 be-
rithren, Man untersuche, ob K{ und Ké einander schneiden, be-
rilhren oder keinen Punkt gemeinsam haben.

(Vorschlag DDR, XVIII, IMO)



L¥sungen

Aufgabe 1

P, Bergner gibt folgende Verachirfung., Die maximale Anzahl von
Verbindungen, ohne da8 ein geschlossenes Dreieck entsteht (wobei
wir Entartungen zulassen wollen), tritt dann auf, wenn von jedem
der 2n Punkte genau n Verbindungsstirecken ausgehen, Dann existie-
ren genau n2 Verbindungsstrecken, Wir filhren den Beweis indirekt.
Angenommen, es gibt einen Punkt A » von dem mehr a2ls n Verbin-
dungutrook&n ausgehen, z. B. n#k (k€ N, k >0)., %wischen die-
sen n+k mit Au verbundenen Punkten existiert dann keine Verbin-
dungsstrecke, da sonst ein Dreieck entsteht., A 1ist auBerdem laut
Annahme mit keinem der restlichen n-k-1 Punkte verbunden. ilun
gibt es zwel MSglichkeiten: 1. Keine zwei der n-k-1 Punkte sind
miteinander verbunden. Dann kann man jeden der n-k-1 Punkte mit
jedem der n+k Punkte verbinden, ohne da8 dabei ein Dreieck ent-
steht, Dies sind (n-k-1) (n+k) Verbindungsstrecken, 2, Unter den
n-k-1 Punkten gibt es bereits m Verbindungsstrecken, ohne das
ein Dreieck entsteht. Dann entfallen aber von den Verbindungs-
strecken zwischen den n-k-1 Punkten und den n+k Punkten mindes-
tens %-(nok). Wegen n+k > 2 sind dies nicht weniger als m, Damit
entstehen im 1, Fall mehr Verbindungsstrecken und wir erhalten
unter unserer Annahme maximal n+k + (n+k)(n-k-1) = n?-k? < n?
Verbindungsstrecken,

Es ist noch zu zeigen, daB es einen Fall mit n2 Verbindungsstrek-

ken gibt, Wir teilen die 2n Punkte in zwei Mengen von je n
Punkten ein und verbinden jeden Punkt der ersten Menge mit jedem
Punkt der zweiten Menge., Es ist offensichtlich, da8 hierbei kein
Dreieck auftritt. Andererseits gibt es genau n.n-n2 Verbindungs-
strecken, Ist nun M eine Teilmenge von V mit mindestens nz +1
Elementen, so gibt es mindestens ein Dreieck. Weiter ist gezeigt,
da8 man nén durch keine kleinere Zahl ersetzen kann,

Die Beweisfilhrung ist ferner mittele vollst¥ndiger Induktion nach
n mdglich, Vir tiberlassen diesen Weg dem interessierten Leser
und geben statt dessen den LYsungsgedanken von A. Kasparek
wieder.



Zwischen den 2n Punkten sind (Zn) Verbindungsstrecken méglich,
Dabei treten maximal (2“) Dreieoke auf, Wir gehen davon aus, da8
Jjede Verhindungsstrscke eingezeichnet ist, Jede Strecke AjAy 18t
in genau 2n-2 Dreiecken vertreten, Wir fithren nun folgenden Pro-
zeB8 durch: 1., Aus den Dreiecken A1A2A3 und A1A2A4 werden die
Strecken A1A3 und A2A4 entfernt, Aus den Dreiecken A1A2A2k_1 und
A1A2A2k werden die Strecken A1A2k_1 und A2A2k entfernt. Die Anzahl
der Dreiecke nimmt dann flir ein festes k um 2(2n-k) ab, da sich
die Anzahl der Dreiecke, an denen A1A2k 1 und A2A2k beteiligt
sind, nach der Entnahme der Strecken Agby 4 und Aph, mitm <k
um jeweils 1 verringert. SchlieBlich hat nach der Entfernung der
Strecken A 1Aon-9 und AjAy,» 8lso der Entnahme von 2n-2 Verbin-
dungsstrecken, die Anzahl der Dreiecke um Z:' 2(2n-k) abge-
nommen.,

2. Aus den Dreiecken A2A4A5 und A3A4A6 werden die Strecken A3A5
und A,A. entfernt. Die Anzahl der Dreiecke nimmt dann um 2(2n-3)
ab, da A1A3 und A1A5 bzw. A2A4 und A,Ag entfernt wurden. Wir ver
fahren nun weiter wie im Punkt 1. SchlieBSlich hat nach der Ent-
fernung der Strecken A3 2n=1 und A4 2n die Anzahl der Strecken

um weitere 2n-4 und die Anzahl der Dreiecke um Z: 2(2n-k)
abgenommen,

3. Das in 1. und 2. begonnene Verfahren wird fortgesetzt, bis aus
den Dreiecken A, A, oA, , und Ajp-zhon_phy, dle Strecken
A2n-3‘2n-1 und A2n-2A2n entnommen sind. Bei diesem letzten Schritt
nimmt die Anzepl der Strecken um weitere 2 und die Anzahl der

Dreiecke um 2: 2(2n-k) ab. Insgesamt hat damit nach Beendigung
k=h n-1

desVerfahrens die A=zahl der Strecken um 2: 2(n-k) = (n-1)n

abgenommen, Die Anzahl der Dreiecke hat dabei um Z: Z: 2(2n-k)

= (Zg) abgenommen, Es bestehen also keine Dreiecke mehr und wegen
n(2n-1) = (n=1)n = n? sind maximal n? Verbindungen m¥glich, ohne
daB ein Dreieck entsteht. Unter n2 + 1 Verbindungsstrecken gibt
es damit stets ein Dreieck.



Aufgabe 2

Wir beweisen zunachst die Giiltigkeit der Abschitzung

cn S n(a - (2- + oo + —)) durch vollst#ndige Induktion nach n,

Fir n = 1 ist wegen der Definitionsungleichung der Folge und

k<1 a,£a, +ka, -1<a #a-1=2(a-)undfﬂrn=2
2 1 1 X 1 1 Zz 1

ergibtsicha3_az 78 -1<a, + -2- 2-1 < (1 4?)2

-(a1 - %) -1 = 3(31 - (% + %)). Wir setzen die Gliltigkeit der Ab-
schétzung fiir eine natiirliche Zahl n voraus. Dann ist:

s k, . l_qg.m4, _4y<ns1,
4= 3, + 53, 1<a + o 1 T 25 1=n

may = (G4 oo + 1)) - B (1)l - (Fr e+ 2e D),

womit der Beweis gefiihrt ist.

Die harmonische Reihe ist nun bekanntlich divergent, d.h, von
einer gewissen natilirlichen Zahl n, an wird a, - (2- + oaee + —) <0
sein, Dies verstdB8t gegen die in der Aufgabenatellung gefordgrta
Positivitit der Folgenglieder., Damit ist gezeigt, daB eine Folge
der gesuchten Art ni[cht existiert.

Aufgabe 3

Als L¥sung ergibt sich nur das Paar (1,1)., Fiir x, y 2 2 betrach-
ten wir die Gleichung mod 7 und erhalten x = 0(6) oder x = 1(6).
Plir x = 6k (k2 1) ist

TS ()7 D1t Bk = ga2)2k=1 (323K L = g,
was unmdglich ist,

Flir x = 6k +1 (k 2 1) erhalten wir bei Betrachtung mod 9 die not-
wendige Bedingung (1) y= 0(3). Weiter ist fiir ungerades k

Y = 1(5), also y = 0(4). Dies steht im Widerspruch zu 79 = -1(4),
also y = 1(2). Fiir gerades k ergibt sich 79 = 7(5), d.h., (2)

y =1(4). Aus (1) und (2) folgt y = 9(12), also y = 9 + 12t

mit t 2 0. Betrachten wir die Ausgangsgleichung mod 19, so ist

P22 =598 30K 4 2 2(x).

Da f(k) mod 19 den Zyklus 17, 17, 7 durchliuft, folgt
£(x) £ 1(19), d.h, es existieren keine weiteren Lésungen,



Aufgabe 4
Sei x > 0, Wir betrachten die Funktion

f(x) = 1In(x+1) 1n~'x.
Es ist
£(x) =[ g 1nx - L 1n(x+1)] m™%x <o,
da E‘IFT < % ist und die Funktion 1n x monoton wichst. Also ist

£(x) fir x > O monoton fallend. Hieraus ergibt sich fiir n 2 2
log,(n+1) > log,,,(n+2).

Nun ist Q, = 10;23 105‘5 see 103998999 > P>
>1og45 10556 soe 10510001001 =Q

und damit
Q = 10521000 < log,1024 = 10.

Folglich ist Pz < PQ1 <.10 und PQ2 = 10531001 > 1033729 = 6,
also P2 > PQz > 6, woraus die Behauptung folgt.
Aus dem Beweis ist gleichzeitig eine Verschiérfung entnehmbar,

Aufgabe 5
Wir interpretieren die Punkte A,, B, und Cy als komplexe Zahlen
2y, b1 und c, der GauBSschen Zahlenebene., Es ergibt sich

a'-bno(an-bn)e

) e
) el”

b'-cn«v(bn-cn

,.
Gl LA il

c' =a, + (cn v a, und damit

a 1 1 T
a1 = 38y + b)) +5(c) =B )e "%
b 1(b +c)+1a-c)ei.§ a
n+1 = 2'°n n (e, n L

1 1 o o
Chet '?(cn‘ﬂn) 4-2-(1)“-5”) e 3

Mit der Bezeichnung

én)
x, = bn) ergibt sich
cn

1e



T
1 1-et 3 31’3’
1 . 1 1-ei'§
Tne1 =3 ° e '3 X5
T r
1-el° % i3 1

T T
:= zykl %(1, 1-et” -9 el %) x,
T *
- % zykl (1, el 3, ol 3) X, = Ax.
' Durch vollsténdige Induktion ergibt sich
n,
Ty = AT

und T T
n+1 n ,n n . n_e_,y\0 .
D . ;n syl (2 ;(-1) ; 2 g 1)7 -1 ‘5' 2 )5 of 3).

Weiter ist
2 1
M % = AT - okl (3, g 0
die Eckpunkte des Grenzdreiecks A, B und C werden durch die kom-
plexen Zahlen a, b und ¢ mit
v

r ‘7‘
_1.3, % ot 3)‘1' d.h.

b-%o a10§b1;%a e, und
'3

1,-1" i

c = ge a, + % e
dargestellt.
Es verbleibt zu szeigen, daB dieses Grenzdreieck von der Wahl des
Ursprungs der GauBSschen Zahlenebene unabhéingig ist., Wir betrach-
ten einen Ursprung O und einen Ursprung O1 # 0, Dann ist in der
GauBSschen Ebene mit dem Urlpr:ng 0,

[V [N
0
-

b10

u-§u1.o%e'j"§b1+%oi.3c1
.t ." .'l’ -
+o1(§0§e"l3¢%013)-§a1+;c°1’b1+§e13e1+o1.

womit alles bewiesen wiire,
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Aufgabe 6

Es sei ABCD ein Parallelogramm, das den Bedingungen gentige. Da
AC = BD ist, gilt < BAD = 90°, Ist A nicht in K enthalten, so
ist der Winkel ¢ , unter dem K vom Punkte A aus gesehen wird ein
rechter oder stumpfer, d.h, ¢ = 90°, Hieraus ergibt sich leicht,
da8 AS = r'\l?ist. Dies gilt erst recht, wenn A 1n‘ K liegt.

Wir beweisen nun, da8 umgekehrt jeder Punkt A, ftir den AS = r'yg'
gilt, Eckpunkt eines solchen Parallelogramms ist. Liegt A in K, so
ist dies trivial, Liegt A auBerhalb von K, betrachten wir die Ge-
rade AS und nehmen als Punkte B und D des Parallelogramms die Be-
riihrungspunkte der Tangenten von A an K, wobei AS, Bund D in
einer Ebene liegen sollen, Da < BAD = 90° gilt (dies folgt

aus AS £ r12' ), 1st wieder AC < BD.

Die gesuchte Menge ist also die abgeschlossene Kugel mit dem
Mittelpunkt S und dem Halbmesser rf? .
»

Aufgabe 7
Zur Herleitung der unteren Grenze benutzen wir die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung, Wir vereinbaren die Bezeichnung

b

I(f,a,b) = I(£) ',,I f(x)dx, Damit lautet die Ungleichung

12(2,8,) S rtedymted). <D
Zum Beweis betrachten wir die nicht negative Funktion
K(r) = 1[ (2 +r£,)%] = 1(£3) 4 2r 1(2,1,) + r?1(£2) 2o,
Da die Diskriminante dieser in r quadratischen Funktion nicht
positiv sein darf, haben wir (1) bewiesen.
Fir £,(x) = 1 und £,(x) = £(x) erhalten wir

(#?) 2 122 = 4, (2)
wobei fir f(x) = 1 das Gleichheitszeichen angenommen wird,

Eine elementare Herleitung von (2) zeigte I, Schmelzer, Es ist
IC(2-1)%] = 1(£2) = 2 1(£) + 1 = 1(£2) - 1 2 0.

Wir wollen nun die obere Grenze herleiten., Die Gerade y=mmit
min( £(0), £(1)]J S m S M = max £(x) schneidet £(x) im Punkt
P(xp.y ). Infolge der Konkavitit existiert hdchstens noch ein
weiterer Schnittpunkt Q(x_,y_ ), wobei xp< x sei, A(m) sei die

q
Summe der Inhalte der Flichen, die vonx = 0, y = m, y = f(x)
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bgw, von x = 1, y = m, y = f(x) eingeschlossen werden, Die letzt-
genannte Fliche existiert genau dann, wemnn Q existiert, Die Gera-
den durch (0,0), P bzw. (1,0), Q (falls Q nicht existiert,nehmen
wir x = 1) bilden mit der Abszisse infolge der Konkavitit ein
Dreieck D mit dem Inhalt D(m). B(m) sei die im Inneren von D
oberhalb von f£(x) gelegene Fléche. Fiir n, < m, folgt A(m1) <A(m2)
und B(m) > B(m,). Da B(M) = O und A(O) = O ist, existiert ein m
mit A(m) = B(m). Dieses m sei nun fest, Es folgt D(m) = 1. Der
Rand von D wird durch die Funktion

cx sy X€ L 0,% ]
fo(x) = . c >0, falls Q exis-
2 (x-1) , xe (1] tlert

bzw. fo(x) = 2x im anderen Fall, beschrieben., Es ist I(f;) = é.
Fun gilt:  I(F2) - I(£) = I [(£,-0)(2,+2)]3
2 o1 (£,-f) =0, da

I[(fo-f)(f°+f - 2m)] 2 0 1st, weil beide Faktoren des Inte-
granden stets das gleiche Vorzeichen haben, Somit ist I(tz) = %,
wobei das Gleichheitszeichen bei ro(x) steht,

Ergetnie: Es ist 15 1(£%) 5 4.
Bemerkung: Durch analoge Uberlegungen 148t sich
1 =1(£%, &, b) = (v-8)2"(14n)~" zeigen.

Aufgabe 8
Es ist
5a142%, 5214t .25 5% a1, 2

und mittels Induktion schlieBt man auf
52“'2 =14+t .2%  (t,t,t € Na).
Hieraus folgt

m=2
52 *m_o5.t, 10" . (3)
Speziell ist fiir m = 4k
4k=2
52 +4k _ 541: P 104](.
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t . 10** endet auf mindestens 4k Nullen, wihrend
54% o 25k < 103: hichstens 3k Ziffern enthlt.
4k

Polglich hat 52 *4X fur x = 1976, 1977, ... mindestens 1976
aufeinanderfolgende Nullen,

Aufgabe 9

a) x)

a) )

1%

Fir alle reellen Zahlen x,,X, ist (Ix,|-Ix,| )2 2 0, a.h.
xf + xg 2 21:112122x1x2 und da fr x, = x, offenbar
Gleichheit eintritt, ist p = 2 die gesuchte Zahl.

Wir nehmen an, es existiert eine derartige reelle Zahl P.
Wir betrachten die Funktion

t(x1....,x5) - x$+x§+...+x§-p(x1x2+...0x4x5)

und bestimmen das Minimum, Da alle 5 Variablen unabhlingig
sind, ist (falls die Minima existieren)

min f = min (min(min(min(min £)))),

XyseeerXg X3 X, X X X
Wir fixieren XppeeesXs und betrachten 9(:1) = f(x,,....xs).
Es ist &f'(x,) = 2x, - px, und q?'(x1) =2 >0, d.h,
-;n ] (x1) - 9(?:2). Analoges gilt fiir Xg. Also ist

1

min f = min(min(min g(xz,x.j,&))), wobel
XyseeesXg Xy X, xg \
8(xp,x5,x,) = (1 - F)x2 4 x§ + (1= f—)xf
- p(x.‘,::3 + x3x4)
ist, Wir fixieren x5 und x, und betrachten

W(xp) = 8(xp,x5,3,). 5 2

Es ist Y'(xy) = 2(1 - )x, - pxg und yr(x,)m2(1- F-)50,
denn sicher ist p<2 (Pir Iy =X) = X3 =X, = X = 1
erhalten wir p S 5). Also ist

]
ﬂ)iilzl v(x,) ‘V(@) .

Analoges gilt fiir X4



Mithin ist

2p2, 2
min £ seeey = mi 1= —22- -
XypeeerXs y gl x: ( 4=p' ) x5

Da fiir auc reellen x1....,xS !(x1,...,x5) = 0,1ist auch
min (1 = -L.‘,)x3
Xy

da.h,

%
pé% ~3.

Da mun schlieslich z.B. £(3, g. 1, i?, 3) = 0 ist fur

P= % '\’ 35 existiert fiir n = 5 diese griste Zahl p und sie hat
den Wert ¥3.

b) Sicher ist fir alle reellen Zahlen X,,...,X, und alle natiir-
lichen Zahlen n

n=1
;{_2'_' (Ixg) =1z, )% + Uxgl-Ix, )% 2 0, a.n,
n-1 i
> >

.;"‘1 = l>.:1"1’1¢1' sInxpl = o XXy -
P = 1 wiire offenbar eine Zahl, so da8 (4) stets erfillt ist,
Wir zeigen nun, da8 p = 1 die gritBte derartige Zahl ist.
Angenocmmen, es gibt eine reelle Zahl € > 0, s0o da8 p + €
ebenfalls eine derartige Zahl ist, das (4) fir alle reellen
Zahlen xy und natiirlichen Zahlen n gilt, Insbesondere vltc
dumfﬁrx’_-1 (1L = 1..;..!1)' 1 OC-POS-—{- 1 +—1-,
was jedoch nur fir n = -~ + 1 erfillt ist, also nicht fir
alle natiirlichen Zahlen n, Mithin ist p = 1 die griSte der-
artige Zahl,

%



Aufgabe 10
Zunichst ist fir z Z 1 die Ungleichung z + % 22 erfiillt und es
gilt

fa+e D =g (zelelz-1)as, 3

Fir 1 2 2 setzen wir 1 = @+ 1 mit o 2 1, Dann 1st £(1) - .

Wir vetrachten nun eine Folge Jp mit der Eigenschaft £( Jn) -o(,n,

Jné 2, Aus der strengen Monotonie der Funktion y = f(x) im

betrachteten Bereich folgt aus (3), das Jn = P4 -4 ist, Wir
2%

priifen nun, da8 die Zahlen Jpr 2= 0,1,2,... ganzzahlig sind,
GewiB ist :)o = 2 und J1 = 1, Ferner ist

1

1 1 -1
et = o™ ot = (@ D +;—n) - (™ "“'_fnl )

dner =10 9, - In-qe

Aus dieser rekursiven Formel ergibt sich die Ganzzahligkeit der
Elemente Jp auch fiir n =2,

Aufgabe 11 }

Angenommen, (11,...,::8) sel eine Lisung dieses Gleichungssystenms,
dann erhalten wir aus den Gleichungen (8) = (11) durch geeignete
Linearkombinationen der Gleichungen (4) - (7) vier “leichungen in
den Unbekannten XypeoesXyt

5z, - 3x, - 3x5 + X, =0 (12)
=3Xy 4 5%, + x5 - 3xy = 0 (13)
=%y 4+ Xy 4 5%5 - 3x, = 0 (14)

x, -3:2-3x3+5x4-0. (15)

Aus (12) und (15) folgt X; = X, und aus (13) und (14): X, = xXq,
d.h, alle Gleichungen formen sich um zu X, = Xx,.

Also hat letzteres Gleichungssystem hichstens die L8sung

Xy =X, = Xy =Xy = t, wobei t eine 'beli.ebiga reelle Zahl ist,
Aus den ersten vier Gleichungen folgt dann sofort

XI5 = Xg = Xo = Xg = t, Tatsichlich ist x=t(1=1,..8)
fir beliebige reelle Zahlen t L¥sung des gegebenen Systems,
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Aufgabe 12
a) Bs gilt >

leif‘BJI- ZlAinckl- Zlnjnckl.lnl,
i, i,k Ik
Damit ist einerseits

1%1: (lAi/\leolAi ncyl olnj n Cyl) = 3nlml

und andererseits nach Voraussetzung

> (lay nByl+lagncyls Inynel)2 ) -
1,3,k 1,3,k
woraus bereits die Abschitzung folgt.

b) Zum Nachweis des zweiten Teils geben wir eine Menge M an, die

aus genau %— Elementen besteht, sowie geeignete Zerlegungen
Ai’ Bi und Ci:

M= { (4,3,K): 12 4,3,k <n, 1 + J + k= 0(3)] ;

Al bestehe aus der Menge der Tripel mit der ersten Komponente i,
BJ bestehe aus der Menge der Tripel mit der zweiten Komponente

J und -
ck bestehe aus der Menge der Tripel mit der dittten Kompo-
nente k.,

n
Dann ist | AN BJ | = | AN ckl & | Bj N ey = 3.

Aufgabe 13

Wir beweisen diese Aussage indirekt und nehmen an, es gibt eine
Anordnung von 65 Punkten in der Einheitskugel, so daB je zwei
dieser Punkte einen Abstand grdBSer oder gleich 2/3 haben, Wir be-
trachten zu jedem Punkt eine Kugel mit dem Radius 1/3, deren
Mittelpunkt gerade dieser Punkt ist. Dann sind offenbar die

65 Kugeln disjunkt, liegen aber vollst#ndig in einer Kugel vom
Radius 1 + % . Damit gilt fiir die Volumina bestimmt:

65 . §T(P 4T (1497,
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also 65= 47 = 64,

was unm¥glich ist,
Mithin ist unsere Annahme falsch, die Behauptung bewiesen,

Aufgabe 14
Es sei £(x,y) = X - y* = x = y. Wir haben f(x,y) = O in positi-
ven ganzen Zahlen gu l¥sen., Die 3 Fille x = 1, y = 1, X = y kann
man leicht ausschlieBSen:

2(1,y) = - 2y,

f(!,1) --2,

2(x,x) = - 2x,
Es sel x2 2, y= 2 und x = y, Sicher ist fiir eine Lisung
- y% >0, so das

1 1
x log x > ¥ log ¥y
folgt. Hieraus ergibt sich
1) wenn x = 2: y 2 5 oder

2) wenn x2 3: y > x,

Fall 1) Es ist £(2,5) = O und fiir y 2 5 ist
£(2,y41) - £(2,y) = 2¥ =2y =2 > 0,
d.h, 2(2,y) > 0 fir y = 6,
Fall 2) Fir y > x 2 3 ist
£(x,341) = 2(x,3) = P(x=1) = ¥ { (1 + ;)‘ =1} -1
>2x7 - (e=1)y* = 1 = 2(x7-y%)
+(3-e)y*-1>(3-e)y>0.
Weiter ist
£(x,x+1) = xx{x - (1 + %)‘}- 2x - 1>x%(x-e) -~ 2¢ - 1>0,
Deshalb haben wir
f(x,y) >0 fur x23, y2x+ 1,

Aufgabe 15

Nach dem Pundamentalsatz der Algebra 148t sich P(x) ales Produkt
von Linearfaktoren (reelle Nullstellen) und quadratischen Faktoren
(konjugiert komplexe Nullstellen) darstellen. Wegen P(x) > O fiir

18



x >0 hat P(x) htchstens reelle Kullstellen x, mit X, = 0, Der
Linearfaktor (x - xo) hat dann nur nichtnegative Koeffizienten.

Da das Produkt von Polynomen mit nichtnegativen Koeffizienten
wieder ein Polynom mit nichtneg, Koeffizienten ist, reicht es
offenbar aus, den Pall P(x) = x° - 2ax + b° mit a > O (sonst sind
wir bereits fertig) und b2 > a2 (d,h, die Nullstellen von P(x)
8ind komplex) zu betrachten, '

Hogan 2n=-1
(x2402)20 (2ax)2" u (xP- 2axeb?) ) (x24b%)¥(20x)22"%!
k=0

sind wir bereits fertig, wenn wir n so wihlen, da8

v28(20) Z 220 g20 yirq, denn dann sind sicher auch alle Koeffi-
zgienten von Polynomen auf der linken Seite nichtnegativ,

Fach der Bernoullischen Ungleichung ist

2 2 2 2 .2 2 2
be\n b°-a"\n > bT-a b-a
()" =(1+ Y'=14+ .n > n
:! .'2 ‘2 IT
und es reicht, n so zu wkhlen, das
2
2n a
T W
Es ist
°n 1 u 1+ -1 (nZ2) 4 damit
S W B R T )
n-1
e, - k" - Vo also
k-1 k-1 Vx' EN
reicht es, n)(—!—z? zu widhlen,
Aufgabe 16

Da das Piinfeck regelmiBig ist, existiert ein Umkreis, Der Mittel-
punkt dieses Umkreises sei M. Sicher ist M € KiKj, KiM = KéH =h
und K;Ké steht senkrecht auf der Ebene, in der das Flinfeck liegt.
Ist der Umkreis des Fiinfecks r, so ist

;'x_‘ = sin 36° (16)
(17)
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Offenbar schneiden sich K.}, Ké genau dann, wenn h < g— (a), be-

rihren sich genau dann, wenn h = 5(b) und haben keinen Punkt mit-
einander gemeinsam, genau dann, wemnn h > 5(c).
1
Aus (16) und (17) folgt h = 5 4 - 4.
z sin® 36

Es tritt gemau der Fall (a), (b), (c) ein, wenn sin? 36°< %
ist (18).

Es ist
0 = sin 180° = sin 36° cos 144° + sin 144° cos 36°
= sin 36° - 2 sin 36° sin® 72° + 2 ein 72°-
<cos 72° cos 36°

= 8in 36° - 8 sin’ 36° cos? 36°
+ 4 sin 36° cos? 36%(1 - 2 sin?® 36°)

sin 36° - 8 sin’ 36°(1 - 8in? 36°)
+ 4 sin 36°(1 - 810%36%)(1 - 2 sin? 36°)

= 5 sin 36° - 20 sin336° + 16, sin5 36°,

Sicher ist sin 36° # 0, d.h, sin 36° ist Lbsung der Gleichung
x4 - ;- xz + %% =0

und L&sung mindestens einer der Gleichungen (::2)1'2 - 2.&._@

Wegen sin 36° < sin 450_-%‘ 1at sin® 36°¢< } <§§f

Also ist 31n236° = zé—ZJ o sin? 36° § % ist nun #quivalent mit
<

3(5 - 5) S 8und 75 35 und 49 § 45, Da aber genau das 3, Re-

‘lationszeichen gilt, tritt Fall (c) ein, d,h, die Kugeln x;

und Ké haben keinen Punkt gemeinsam,

Sonderaufgabe
R sei eine Menge aus genau 6 Elementen., Eine Menge F von Teil-

mengen von R wird S-Familie iiber R genau dann genannt, wenn

sie die drei Bedingungen
(1) Fiir keine zwei verschiedenen Mengen X,Y aus F gilt: X 7Y,
(2) Fir je drei Mengen X,Y,Z aus F gilt: X vY uZ 4+ R,
(3) Es gilt:
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erfiillt, Man bestimme das Maximum der Anzahl der Elemente in
einer S-Familie F {iber R.

L¥sungen zu der Sonderaufgabe sind an
Dr, H.-D., Gronau, 25 Rostock, Wilhelm-Pieck-Universitdt,
Universitétsplatz 1, Sektion Mathematik, zu senden.

Berichtigung:

In Aufgabe 4, Heft 3 miissen die Funktionen als stetig vorausge-
setzt werden, Ansonsten ist der behauptete Satz falsch, wie fol-
gendes Gegenbeispiel zeigt (M, Marczinek):

Sei Z('\j?) die Menge der Zahlen a + b'\[?, wobel & und b als
ganze Zahlen vorausgesetzt werden, Sei

15 fnllsx-afb'\{z-' , also xez(y2')
fmgm=
0 sonst

£ hat die Periode 1 und g die Periode 2. f + g ist ebenfalls
periodisch (Perioden 1 und'\]? ), £ und g sind aber keinesfalls
konstant,

1%}
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Sonderaufgabe

Die Punktion f(x) heiBt ableitungszyklisch vom Grade n, wenn

2x) = £@(x) (1) una
tx) # £)x) furo<k<n (2)

ist. Man zeige, daB fiir jede natlirliche Zahl n eine ableitungs-
zyklische Funktion vom Grade n existiert.

Aufgaben

Aufgabe 1
Es sei n eine natiirliche Zahl, n & 2.

Man beweise Z F]l.

wobo:l. die Summation ilber alle ganzen Zahlen p und q genommen wird,
die paarweise relativ prim sind und
O<p<q®n und p+q>n

erfiillen.
Aufgabe 2
Es seien a und b reelle Zahlen mit a > b > 1. Man beweise
a b
b a
a > b. (3)

Aufgabe 3
Man bestimme alle Ziffern a, b, ¢, die flir beliebige natiirliche
Zahlen n die Gleichung

88 «eo 8 Db soe b +1 = (cCc ... 0 + *1)2 erfiillen.
n n n

(513.2 +e« 8y bezeichne die Ziffernfolge einer im Dezimalsystem
geschriebenen Zahl.)



Aufgabe 4
Es seien n und r natlirliche Zahlen mit r + 3 2 n.
Man zeige, da8 die Folge

(2 (30)+ (che) wme (e3)

niemals eine arithmetische Folge ist.

Aufgabe 5

Man bestimme alle Paare (m, n) natlirlicher Zahlen m, n £ 1, fiir
die das Polynom 1 + X + x2® 4 ... + x®'™ durch das Polynom

14+ X+ %% 4 e0e + 2P tellbar ist.  (Mathematik-Olympiade USA)

Aufgabe &
Man gebe eine natiirliche Zahl k an, fiir die

1976 <1 + == + L « L &+ ... +-L <1977
V2 V3 14 143

gilt. (Mathematik-Olympiaden, VR Ungarn)

Aufgabe T
Man bestimme alle reellen Ldsungen der Gleichung

3 3 3
Vx-1 + Vx+1 =x T2

(Mathematik-Olympiade 1976, CSSR)

Aufgabe 8
Man bestimme alle Paare natiirlicher Zahlen (x, y), die der
Gleichung 2* - 5¥ = 7 geniigen.

Aufgabe 9
Die Folge {Tn} n=1, 2, «.. i8t rekursiv gegeben durch T1 =2

und Tn+1 = '1': - ‘.I.'n + 1. Man beweise:
a) die Folgenglieder sind paarweise teilerfremd.
b) es gilt 1lim > R T

n—>o9 k=1



Aufgabe 10

In einer Ebene seien die sechs Punkte I’1 ’ Pz, seey PG gegében,
von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Man beweise, daB
ein Tripel (i, j, k) mit 1 % j # k, 1 + k und

i, 3, x ¢ {1, 2, 3, 4, 5, 6} existiert, so daB

X ByPyP # 30° ist.

Aufgabe 11
Es sei s(n) die Quersumme der im Dezimalsystem dargestellten
natiirlichen Zahl n. Man beweise die Ungleichung

s(n) £8 - s (8n).

Aufgabe 12

Bestimmen Sie die Anzahl der Permutationen 11. 12, esey i
der Zahlen 1, 2, ..., n, 80 daB flr jedes k, 1 £ k < n,
lik - k| €1 gilt.

Aufgabe 13
Gegeben seien die reellen Zahlen Xy (1 £1 £n), wobei n > 2 eine
natiirliche Zahl ist. Das Produkt dieser Zahlen sei mit p, ihre
Summe mit s und die Summe der Quadrate mit S bezeichnet. Wir be-
trachten die Ungleichung

ps € S* (4)
mit einer positiven Komstanten r. Zeigen Sie, daB8 die Un-
gleichung (4) fur jedes n-Tupel (xi) genau dann gilt, wenn
r = ! (n+1) ist. (Vorschlag Niederlande, XIV. IMO)

Aufgabe 14

In einer Ebene seien die Punkte A und B und eine Gerade g gege-
ben. Man bestimme elle Punkte P auf g, so daB PA » PB~! maximal
bzw. minimal wird.

Aufgabe 15

Die Strecken XB und TP seien in einer Ebene gegeben. Man bestimme
den geometrischen Ort aller Punkte M der Ebene, so daB

F(AMB) + F(CMD) = a2 ist, wobei a2 gine gegebene Konstante ist
und F(XYZ) den Flécheninhalt des Dreiecks A xvz bezeichnet.



L¥sungen

Aufgabe 1
Es bezeichne S die oben beschriebene Summe fiir ein fixiertes n.
Sicher ist S, = %.

Ferner gilt
2 - —(_Lﬂ' s > A o
Sae1 = % (pyu+1)m PR p<q P9
1&psn p+q=n+1
- (pyq)=1
- T2 T
(p,n+1)=1 18p < (n+1)/2
18pin (p,n+1)=1
> e = b SR oS, 1
18p < (n+1)/2 p(n+i=p FIT 1Sp<(n+1)/2 P *mp
(pyn+1)=1 (p,n+1)=1
g [ 2 1
n+1 P’
13p
(p,yn+1)=1

und zusammen Sn."1 = also S = % fir alle n & 2.

n?

Aufgabe 2

Plir n, x 2 1 sind flir fixiertes n, x* und n* monoton wachsende
Funktionen., Mithin erhalten wir durch zweimaliges Logarithmieren
die zu (3) #dquivalente Ungleichung

Inlna+alnb>1lnlnb+bln a. (5)
Sei x = 308 >1, y = In b’> 0. Die Aussage (5) hat somit die

Form
Imx>y (xe 7 - ™).,

Sei ¥ (x,y) = xe¥ - eV, Dann ist Py(xy) = xe¥ - xe™ < 0,
g0 daB ¥ (x,y) < P(x,0) =x -1 4ist. Fir ¥ (x,y) £ 0 ist

6



In x>y ¥ (x,y). Sei jetzt ¥ (x,y) > O.
Dann ist P(x,y) = & (x-e(®=1)¥) > ¢
und (x-1 )y' <1n x,

d. h. "lnx > (x-1)y >y P (x,¥),
was zu zeigen war.

Aufgabe 3 i

n-

n
2 _ 101
Ist Pn =11 ... 1, sofolgtpn= g 10 _Jp— und
107 = 9p 1. .
Folglich g@a ... a2 bb ... b = 8a ...&8 . 10" + bb ... b
n n n n

= ap,10” + bp = ap (9 p +1) + bp,,
(cC oes C + 1)2 = (cpn+1)2 = czpn2
n

+ 2<:pn + 1.

Die gegebene Gleichung geht nun iiber in
‘.’apn2 + (a+b)p, + 1 = czpn:2 +9cepy +1
und 9ap, + (a+b) = czpn + 2c. (6)

Da die urspriingliche Gleichung fiir fixierte a, b und c, aber be-
liebige n erfiillt sein soll, muB (6) fiir alle Py (zumindestens
fiir unendliche viele Pn ) erfiillt sein. Wenn aber zwei lineare
Funktionen (die beiden Seiten von.(6)) in zwei Punkten iiberein-
stimmen, sind sie identisch, d. h. 9 a = ¢2 n

und (a+b) = 2¢. (8)

Vegen (7) ist ¢ = 0 (mod 3) und wir haben genau vier Werte fiir c
zu diskutieren.

1. ¢=0, also a=0, b=0,
2. ¢c=3,also a=1, b=5,
3. c =6, also a=4, b =8,
4., c =9, als0 a=9, b=29,

Die vier LYsungstripel sind auch hinreichend, denn (6) ist er-
fiillt und demit die urspriingliche Gleichung.



Aufgabe 4
Wir beweisen zunkichst zwei Lemmate.
Lemma 1: Ist n eine gegebene natiirliche Zahl n, so existieren
nicht mehr als zwei natiirliche Zahlen k, k S n-3, so daB die
Binomialkoeffizienten (E), (kg‘l) und (kiz) eine arithmetische
Folge bilden.
Beweis: Wenn die drei Binomialkoeffizienten eine arithmetische
Folge bilden, so ist

@ + (2 =2 G2
und weiter folgt

(k+2) (k+1) + (n-k)(n-k-1) = 2(k+2)(n-k).
Die letzte Gleichung ist eine quadratische Gleichung in k und
hat mithin héchstens zwel ganzzahlige Losungen.

Lemma 2: Ist n eine gegebene natlirliche Zahl n, so existiert
héchstens eine natlirliche Zahl k, k S n - 1, so daB

n n

() = Cuqd
gilt.

n n n! n!

Beweis: (i) = (y4q) impliziert prrm—pyT = T TE-E-TIT W0¢
k+1 =n -k und k = 91?-, d. h., es existiert htchstens eine
natiirliche Zahl k mit der geforderten Eigenschaft.

Nun kehren wir zur urspriinglichen Aufgabe zurlick.
Es sei 8y = (‘3’) fir § =1, 2, ¢«ee, n; n eine fixierte natiirliche
Zshl.
Wir nehmen an, es existiert eine Zahl r, so daB

8rs Brpqr Bpi2r Bpy3 9

n n

eine arithmetische Folge ist. Wegen 8, = (k) = (n-k) =a,_
ist dann auch

8p-r-3’ 8n-r-2* %n-p-1* On-r (10)
eine arithmetische Folge. (9) und (10) enthalten die vier
3-gliedrigen arithmetischen Teilfolgen:

k

_8pr Bryqe Bryo 1)
8r41? Brg20 Bry3 (12)
8p-r-3* Bp-r-2* Sp-r-q (13)
8n-p-2’ 8p-r_1* Spp °. (14)



Nach Lemma 1 gibt es fiir fixiertes n hichstens zwei 3-gliedrige
arithmetische Folgen der beschriebenen Art. Also sind die Folgen
(11) und (13) sowie (12) und (14) untereinander gleich. Das
heiBt, es 18t r = n-r-3 und damit

n .o
8r41 = 8p_p-p = 8pyp > Wegem &, . o "(n-r-z) = (py2) = 8pppe
Folglich ist die Folge (9) konstant. 8 = & hat aber nach

Lemma 2 hchstens eine L¥sung, d. h. unsere Annahme ist falsch,
die Behauptung ist bewiesen,

Aufgabe 5
Das Polynom P, (x) = 1 + x" + 2 4 v + 220 igt durch das

Polynom Pp(x) =1+ x4+ 2 4 e 4 X0 genau denn teil-
bar, wenn es ein Polynom Q(x) mit reellen Koeffizienten gibt,
das P, (x) = Py(x) . Q(x) fir alle reellen Zshlen x erfilllt.

Wir betrachten die Polgnome zunéichst im Komplexen.
-1

®, (x) ot x -1
- . und nach dem
1

P,(x) TTE >0+ _

Moivre'schen Satz ist

Es ist

2 kT
1 -
e (x=1) m(:;i -1 (x = ol mln+17)
2 < TaT, ZER g L 2EX B
]T (x-e n )| - [T[ (x -e BH ):|
k=0 k=0 :

P, (x) ist im Komplexen durch Pz(x) genau dann teilbar, wenn sémt-
liche Linearfaktoren des Nenners im Zdhler auftreten. Jeder Fak-
tor vom Nenner tritt im Zdhler auf, allerdings, abgesehen von
(x-1), nur genau einmal. Folglich ist notwendig und hinreichend
fiir die Tellbarkeit, daB je zweil, von 1 verschiedene Nullstellen
der Nennerpolynome verschieden sind, h, h.
fir alle ke {1, ooy w1} , k, ¢ {1, ..., n} ist

2 k1 1 2 ky mn

~m n + 1 . (16

Es sei (m, n+1) = d, Fir d 2 2 151371:'1 =T ¢ {1, .oy m1})
2k 2M 2k, M

' _ n#1 1

ky =3 e{1.....n} und o =—a—=ﬁ, was

im Widerspruch zu (16) steht.




Fir d = 1 hat die Gleichung k, (n+1) = k,m keine Lbsung, denn aus
inr folgt n+1/k, und m/k lithin gilt (16). Demit ist gezeigt,
dag P (x) durch Pz(x) (1m Komplexen) genau dann teilbar ist,
wenn (m, n+1) = 1 ist.

%
Wir zeigeén nun, daf ?-;m sogar ein reelles Polynom ist, falls

(m, n+1) = 1 gilt. Jedes Polynom von (15) enthélt mit einer kom-
plexen Nullstelle eif (0 < ¥ <T) auch die konjungiert komple-
xen Nullstelle 31(277 ‘f) Also enthdlt ;JT'T genau dann einen
Linearfaktor (x - eir) mit 0 < $P<T(, wenn ?—(—;- auch den
Linarfaktor (x - e1@T=7F)y entna1t, und folglich ist

1 ein reelles Polynom.
Fptx) ©

Aufgabe 6
Zundchst leiten wir hinreichend gute Schranken fiir
s(n) = 1 4= 4+ - 4+ ... + = nher. Man kann diese mit-
¥z 3 Va

tels Integralabschédtzungen gewinnen, aber es reichen auch schon
folgende elementare {Uberlegungen.
Fir jede natiirliche Zahl i Z 2 gilt

+1 - = 2 <—1—< 2 = - [
2 (TF -yI) T A e — 2 ¢ -yTD),

n
1+ 2 i_Zz(Y!Tf—ﬁ)<s(n)<1+2iﬁ,; @i -Yi-1) und
1+2YnH -2yY2 <s(m)<1+2Yn -2=2Yn-1.

Alle n mit

1976 S 2fne1 - 2Y2 + 1 “7)
und 2)n - 1 5 1977 (18)

erfiillen sicher 1976 < s(n) < 1977.

(18) gilt genau dann, wenn n = 9892 ist.
n = 9892 erfiillt (17) wegen

27 989241 - 22 + 1 2 5978 - 2Y2 + 1 > 1976.

Somit ist n = 9892 = 878 121 eine gesuchte Zahl.

Bemerkung: Bei optimaler Ausnutzung von (17) und (18) erhdlt
man ein Intervall von Losungen.

10



Aufgabe 7
Damit sémtliche Terme definiert sind, ist notwendig und hin-
reichend, daB x 2 1 ist. Dann sind auch alle Terme sogar nicht-
negativ,
Fir a, b 20 ist a = b mit &’ = b’ #quivalent, denn
a = b impliziert a® = b> und aus &’ = b3 folgt

53 S (a=b) (aznb-sz) = (a=b) [(’u- %)2 + % sz =0
und hiersus a = b.

}’/x-1 + }yxﬂ =x 2{_2' (19)
ist demnach Hquivalent mit folgenden Gleichungen

2x + 3 x2-1 (}y'x—1 + 3y':|:+1 )-2:3,

23+31/3 x=1 x %/_2 -2x

2 +3 -|3/ 2(x§-1) =2x° (wegen x & 1),

33/262-1) =2 (x2-1)
272« (’xz-‘l) =8 (x2-1)3 (wegen obiger Bemerkung und
x 21).
Die letzte Gleichung hat folgende Lisungen:
1,22-1, d. h. x =1, wegen x & 1,

2. x2 # 1. Dann formen wir weiter dquivalent um, zu

x?-1)2 - -2-1 '
x2-1 . = g—ﬁ (wegen x & 1, d. h. x2-1 & 0)
2 = +% V3

x -V1 +-g-}’3' (wegen x 2 1).

Die gegebene Gleichung hat genau die Lisungen
x, =1 u.ndx2-V1+%}’3'-

Aufgabe 8

Angenommen, es gibt Ldsungen der Gleichung, fiir die x > 5 ist,
dann muB 57 + 7 = 0(64) gelten. Diese Beziehung gilt genau dann,
wenn y = 16k + 10 (k e 2) ist, wie leicht durch Nachrechnen zu
bestitigen ist. Nun gilt 576%*10 | 7 = 16(17) una

516k+10 L 7 = 5(3) und weiter

1



2* =16(17) genau dann, wenn x = 8r + 4 (r e Z), sowie
2¥ = 2(3) genau denn, wenn x = 28 + 1 (s e Z).

De notwendig 2* = 16(17) und 2% = 2(3) sein muB, ist x gleich-
zeitig gerade und ungerade. Dies stellt einen Widerspruch zur
Existenzannahme dar. Somit kann es héchstens fiir x £ 5 Ldsungen
der Gleichung geben. Durch Einsetzen der Zahlen O, 1, ..., 5 fiir
x erhélt man als einzige LOsungspeare: (3,0) und (5,2).

Aufgabe 9

Es seli a > 1 eine natiirliche Zahl und es gelte = 0(a), wobei
i die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft sei. Es folgt

Ti+1 - TE -+ 1= 1(a) und analog weiter T, = q(a) fiir alle
natiirlichen Zshlen j > i. Nehmen wir an, daB8 ggT(Ti.T ) = a ist,
so flihren unsere zuvor durchgefiihrten Uberlegungen zum Wider-
spruch, d. h., die Folgenglieder sind paarweise teilerfremd.

Zum Beweis der Behauptung b) geben wir die Beziehung

T;1 =1 (Tk+1 - 1)'1 an, die der interessierte Leser leicht

durch vollsténdige Induktion nachweisen kann. Weiter findet man
durch vollsténdige Induktion Tn+1 > Tn. Da die Zahlen Tn e N
sind, folgt unmittelbar die Behauptung.

B. Heise' zeligte sogar Tn+1 > 2" durch vollsténdige Induktion.
Wir geben nun weitere Beziehungen zwischen den Folgegliedern an,

iiber diekebenfalls der Beweis gefiihrt werden kann., Es gilt:
Thyq = i T; + 1. Herr Hénler' gibt die Beziehung
i=1

o7t ()7« (e 4 + (T B +1)" ! =9 (k+1 1)
1 1 172 wve ¥ (ByBaenTy =1 =L %

an und Herr Thiell nutzt diese Beziehung analog.

Aufgabe 10

Wir geben zunéchst die Lésung von B. Kreuﬂler1 wieder.
Bei der konvexen Hiille dieser sechs Punkte handelt es sich um ein
n-Eck mit 3 £ n £ 6. Die Innenwinkelsumme des n-Ecks betrégt
(n-2) « 180°. Somit existiert ein Innenwinkel, dessen GroBe klei-
ner oder gleich (n-2)n~' . 180° ist. O0.B.d.A. sei dies der Winkel
T

Die Aufgabe wurde im Zentralen Korrespondenzzirkel der DDR ge-
stellt. Die angefiihrten Schiiler sind Mitglieder dieses Zirkels.
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{P6P1P2. In seinem Winkelraum liegen die Punkte 129 P4, P5, wo-
bei der Rand ausgeschlossen ist, da keine drei Punkte auf einer
Geraden liegen sollen. Somit gibt es unter den Winkeln

¢P6P1P5. <P5P1P4' §:P4P1 P3,<):P3P1P2 mindestens einen, dessen
GroBe kleiner oder gleich (n-2)n"-180°-0,25 ist. (Die Numerie-
rung der Punkte P3, P4. P. wird dabei o0.B.d.A. so vorgenommen,
daB sich die eben angegebenen Winkel nicht iiberschneiden.) Da
n=<6,ist 6n - 12 £ 4n, d. h. (n-2)n"7 + 0,25 = 6”1, Nach Kon-
struktion existiert somit ein Winkel <)Zl?11[»'1,P:'__1 mit

<PP,P;_, % (n-2)n"". 180°. 0,25 £ 30° und i€ {3, 4, 5, 6},
womit die Behauptung bewiesen ist.

Wir wollen nun einige andere Lisungsgedanken angeben, die aller-
dings gewisse Bezilige zur vorangestellten Losung haben. Wir be-
trachten einen Kreis, der alle sechs Punkte enthilt und verklei-
nern diesen so lange, bis ein Punkt auf der Peripherie liegt.
Dieser Punkt sei o.B.d.A. P.‘ « Durch P1 konstruieren wir an den
Kreis die Tangente und legen auf ihr einen weiteren Punkt P fest.
Die Punkte P2, veey PG befinden sich dann in der durch die Tan-
gente gebildeten Halbebene, die den Mittelpunkt des Kreises ent-
hélt. Wir numerieren diese fiinf Punkte o0.B.d.A. so, daB
{PP1P1(#PP1P1+1 (i=2, 3, 4, 5). Dies ist mdglich, de sich
nach Voraussetzung keine drei Punkte auf einer Geraden befinden.
Ist einer der Winkel 4:1711"’11’11".| (i=2, 3, 4, 5) kleiner gleich 300,
80 gibt es nichts zu beweisen. Wir kitnnen deshalb davon ausgehen,
daB jeder dieser Winkel groBer als 30° ist, d. h., der Winkel

<t P2P1P6 ist gréBer als 120°, Damit ist im Dreieck P2P1P6 in-
folge der Innenwinkelsumme von 180° dann einer der anderen Winkel
kleiner gleich 30°.

Ein anderer mglicher Weg ist folgender. Die sechs Punkte seien
die Eckpunkte eines konvexen 6-Ecks mit der Innenwinkelsumme von
720°. Somit existiert mindestens ein Innenwinkel mit einer GrdBe
von mindestens 120°. In dem Dreieck, das diesen Winkel enthdlt,
ist dann infolge der Innenwinkelsumme einer der anderen Winkel
kleiner oder gleich 30°. Bilden dagegen die sechs Punkte nicht
die Eckpunkte eines konvexen 6-Ecks, so gibt es ein Dreieck, des-
sen Eckpunkte aus drei der gegebenen sechs Punkte gebildet werden
und in dessen Inneren ein vierter der gegebenen Punkte echt ent—
halten ist, da keine drei der gegebenen Punkte auf einer Geraden
liegen sollen. 0.B.d.A. sei dies das Dreieck mit P1132P3 und der
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innere Punkt mit P, bezeichnet. Einer der Winkel 41’1?41’2,

<z P2P4P3. < P31>4I"1 ist mindestens 120° gro8, da die Summe der
drei Winkel einen Vollwinkel bildet. Dies sei o0.B.d.A. der Winkel
< P1P Pz. Durch den bereits mehrfach benutzten SchluB8 folgt, daB
einer der Winkel < P4P1 P2 oder <):P4P2P1 kleiner ode? gleich 30°
ist.

Die Losungsidee von A. (.'.oede‘I besteht in folgendem: Wir betrach-
ten zwei Punkte A, B der Ebene und schlieBen alle Punkte der Ebene
aus, in denen sich Punkte C befinden, so daB das entstehende Drei-
eck ABC einen Winkel hat, der nicht grbBer als 30° ist. Diesen
Gedanken fiihren wir dann mit den entstehenden Gebieten weiter und
wir erhalten schlieBlich eine vollsténdige Uberdeckung der Ebene.
Zeichnerische Genauigkeit reicht hier allerdings nicht aus, son-
dern es muB eine exakte (analytische) Beschreibung vorgenommen
werden.

Aufgabe 11
Wir setzen zundchst die in jedem Positionssystem geltende (und
leicht zu beweisende) Ungleichung s(a+b) = s(a)+s(b) mit a, be N
voraus. Weiter gilt sicher s(1000 n) = s(n) fiir ne N, Damit ist
s(n) = s(1000 n) = s(800 n) + s8(200 n)
% 8(8n) + 28(80n) + 8(40n) £ s(8n) + 2s(8n) + 58(8n) = 8s(8n).
(Idee von B. KreuBler')
A. Fréhlich! benutzt den Spezialfall der eingangs erwihnten Un-
gleichung in folgender Weise: Es ist s(2k) € 2s(k), ke N und hier-
aus folgt flir k=n: 2s8(2n) € 4s(n), flr k=2n: s(4n) € 2s(2n), fur
k=4n: s(8n) € 2s(4n). Durch Kombination der drei Ungleichungen
folgt: s(8n) = 8s(n), also eine Abschidtzung nach unten und damit
eine Verallgemeinerung der Aufgabenstellung.
Die Schiiler Schade1 und Hﬁnler1 zeigten nachfolgenden LGsungsweg:
Sei n = Bp8n_qeee8y die Darstellgng der natiirlichen Zahl n im
Dezimalsystem. Dann ist s(n) = 121 a; und s(8n) = ;S*_J' b, wobei
= =1 '’
die Beziehungen 'b1 = 851 - k-0, h2 = 5‘:2 - k10 + k1,
b3 = 833 - k3-10 + kz. coey bn = Ban - kn-10.+ kn-1’ bn+1 = kn gel-
ten und die Werte ki als natiirliche Zahlen so gewidhlt sind, daB
0 = bi < 9 gilt. Es ist also O = ki < 7. Durch Summation der Be-

o+
ziehungen ergibt sich: i by =8 i a; -9 i ky. Da 72k,
i=1 i=1 1=1
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n
folgt 7 i ky + Tn = 8 Z k;. Weiter gilt 8 @ ky +1, wie man
i=1

i=1

leicht durch Nachrechnen der 10 Fdlle bestdtigt. Hitraus folgt
n
73 8, 27 3k + Tn und demit 7 Sa, » 8 S_k,. Schreiben
eI =t At

wir diese Ungleichung in der Form 64 i: a; - 72 i: ky > i ay
i=1 i=1 i=1

und benutzen wir die eingaqgs ausgedriickten GrdSen, ergibt sich
sofort die Behauptung.

Auch die Methode der vollsténdigen Induktion fithrt bei der Auf-
gabenstellung zum Ziel, wie die Losung von T. Apel1 zeigt. Wir
fiihren zundchst den Beweis fiir 8 n < 1000. Hieraus folgt n < 125
und s(n) = 18. Nehmen wir an, es gilt s(n) > 8s(8n), dann folgt
s(8n) < 2, da 8(8n) ganzzahlig ist. Dies impliziert 8n < 200,

also n £ 25 und damit s{n) £ 10. Hieraus folgt mit der Ungleichung
s(8n) € 1, d. h., es verbleiben die Msglichkeiten 8n e {100,10,1,0},
Infolge der Ganzzahligkeit folgt n=0, d. h. s(n) = 8s(8n) im Wi-
derspruch zur Annahme, Damit ist der Induktionsanfang realisiert.
Es sei 8n k-stellig und es gelte 8s8(8n) > s(n). Wir werden zeigen,
daB fiir die (k+1)-stellige Zahl 8m die Ungleichung 8s(8m) & s(m)
gilt. Es gilt 8m = a,10% + 8n mit & = 0,1,...,9. Durch Nachrech-
nen der 10 Félle bestétigt man die Ungleichung 8ay a s(125 ak).
Hieraus folgt ey é s(a, - 125.10573) fur x » 3, da Endnullen
auf die Quersumme keinen EinfluB haben. Nun ist

s(8m) = &, + s(8n) 2 & [s(n) + s(ay 125 1Ok'3):| nach Induktions-
voraussetzung. Benutzt man erneut die Ungleichung

s(a)+s(b) = s(a+b), so folgt s(8m) ié s(n + a, 125 10k'3) = & s(m).
Damit ist der Nachweis gefiihrt.

Aufgabe 12

Fir jedes n sei a, die gesuchte Anzahl. Es gilt 50-1. a1=1. wobel

als Permutation von O Elementen nur die leere Abbildung in Be-

tracht kommt. Es sei nun n = 2. Wegen |1, - 1| <1,

1, {1,2,...,n} gllt 1, = 1 oder 1 = 2,

a) Sei i1=1. Die Anzahl dieser Permutationen betrégt an_qs
folgende eineindeutige Zuordnung herstellen kdnnen:

(1 i i ri;) (1 2 ...n-1)
1 4y i3 ... dp = 1p=1 13=1 oo 11

da wir
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b) Sei 12=1. Es folgt 11=2. Die Anzahl dieser Permutationen be-
trigt 8n-20 da wir folgende eineindeutige Zuordnung angeben
kbnnen:

1.2 3 n) 12 ...n-2

(
(2 -1 13 vee 111 13-2 14-2 eee 1 -2
Damit erhalten wir die Rekursionsformel a =&, _, + &, ,

(n = 2) mit den oben angegebenen Anfangsgliedern. Es handelt
sich um die Fibonaccische Zahlenfolge und es gilt

o = I [ -(9™).

n 5
F. Bamerniippel1 beschreitet folgenden Weg: Zunéichst gibt er fol-
genden Hilfssatz an: Steht eine der Zahlen 1,2,...,n, etwa k, in
der Permutation auf dem Platz i_q» 80 steht k-1 auf dem Platz
ik und steht k auf ik+‘i' 8o steht k+1 auf dem Platz 1.
Damit entsteht eine m8gliche Anordnung der Zahlen durch eine
,paarweise Vertauschung der natiirlichen Anordnung. Die Menge der
Permutationen wird nun in Klassen zerlegt: In der Klasse K; be-
finden sich alle Permutationen, bei denen das kleinste vertausch-
{e Paar das Paar (i-1,1i) ist. (i=2,3,...,n, filr i=1 wiéhlen wir
die identische Permutation.) Jede Permutation wird in genau einer
Klasse erfaBt und folglich gilt: a, = <:ard.K1 + cardK, +e.ot cardKn.z
Es gilt sicher cardLK1 = cardl(n =1, In Ki ktnnen wir die Zahlen
i+1,...n (n-1 Stiick) unter Beachtung der geforderten Bedingungen
anordnen. Diese Anzahl ist &quivalent zur Anzahl der Anordnungen
der ersten n-i Zahlen 1,2,...,n-i und dies liefert die Anzahl
a,_ i+ Demit gilt cx-u-dl(1 = 8a,_4- Somit ergibt sich die Rekursions-
formel: a, = &) » + & 4 + ... + &, + 2 fir alle n. Ersetzen wir
in ihr n durch n-1 und subtrahieren die beiden Rekursionsformeln,
so erhalten wir a = 8, 4 * 8y oy d. h. unsere bereits bekannte
Formel.

Aufgabe 13

Es sei r =% (n+1). Ist ein Xy gleich Null, 7o gilt (4). Deshalb
konnen wir voraussetzen, daB alle Zahlen x; von Null verschieden
sind. Wir betrachten die Zahlen xj(+) = S'1x:l und bezeichnen mit
p(+) ihr Produkt und mit s(+) ihre Summe. Es giit

2
p(+)xy(+)=x(+), da 1i: xf(+) = 1 ist. Durch Summation folgt
=1

Z Fiir eine endliche Menge M bezeichne cardM die Anzahl der Ele-

mente in M.
16



p(+)8(+) € 1 und daraus durch Ricksubstitution ps = s¥,
Die Umkehrung zeigen wir indirekt. Es sei r #% (n+1). Wir setzen
x; =k >0 filr jedes 1 und wéhlen k so, da8 pe>S*, d. h.

KB=2rH 5 pr-1 ist. Ist n-2r+1 > 0, so leisiet 1L'>n(r"1 )/ (n-2r+1)

das Gewiinschte. Ist jedoch n-2r+1 < 0, so0 wthlen wir k aus
0<k<n(T-1)/(n-2r+1)

Aufgabe 14

Einleitend diskutieren wir zundchst die Entartungen.

Im weiteren wird dann die Ldsung, die auf dem Satz von Apollonius

beruht (Herr Giesecke' ), vorgestellt. Daran anschlieBend zeigen

wir die analytische Lgsung von F. Bauernb'ppel1

1. Ist A= B ¥ g, so ist fir jedes P ¢ g max AP BP ' =

=min TFBF = 1.
2. Ist A =B ¢ g, so ist fiir jedes A # Pe g
max B BF! = min T BB = 1.
3. Sel A # B,
3.1. Ist A, Beg, so ist min AB BF 1 = 0 genau dann, wenn A = P
gilt. Ein Maximum existiert in diesem Fall nicht.
3.2. Ist Aeg und B¢ g, so ist min PA P5~' = 0 genau dann, wenn
A = P gilt. Das Maximum wird genau dann angenommen, wenn
<L ABP = 90° ist (Sinussatz).
3.3, Ist Beg und Ag¢ g, so ist min PA PB| = O genau dann, wenn
B = P gilt. Das Maximum wird genau dann angenommen, wenn
< BAP = 90° ist (Sinussatz).
3.4. Sei A, Beg,
3.4.1. g ist Mittelsenkrechte von AB. In diesem Falle gilt fir
alle Peg PA = PB, d. h., das Minimum und das Maximum
sind gleich 1.

3.4.2. Die Gerade durch A und B stehe senkrecht auf g. Der
Schnittpunkt der Geraden sei S. 0.B.d.A. sei A5 > B3.
Nach dem Satz von Pythagoras tritt das maximale Verhdltnis
genau dann auf, wenn P = S ist. Ein Minimum gibt es in
diesem Fall nicht. ¢

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall. Zunéchst bemerken wir,
daB es geniigt, den Fall zu betrachten, daB A und B in derselben
durch g gebildeten Halbebene liegen. Liegen A und B in verschie-
denen Halbebenen, so kdnnen wir dies durch Spiegelung von B an g

17



auf den eben erwidhnten Fall zuriickfilhren., Weiter werden wir uns

nur fiir die Konstruktion des Minimums interessieren, denn es gilt

max PX P57 = min P8 PX" und das letzte Minimum 1&Bt sich analog
. behandeln.

E§ seien Q1 und q2 Punkte auf der Geraden durch A und B, die AB

haxponisch teilen. Uber QTQE sei der Kreis des Apollonius gezeich-

net. Fir jedes Verhdltnis E{Z 311'1 existiert ein solcher Kreis
mit dem AKhnlichkeitszentrum A (bzw. B). Je groBer der Abstand des

Mittelpunktes des Kreises M von A ist, desto grbtBer wird das Ver-

hédltnis. Da der oder die gesuchten Punkte P auf g liegen miissen,

wird das minimale Verhéltnis genau dann angenommen, wenn g Tangen
te an den Kreis ist.

ieraus ergibt sich die (nicht explizit geforderte) Konstruktion.

€} Wir legen einen beliebigen Punkt Q1 auf der Geraden durch A
und B auf der Verléngerung iilber A hinaus fest.

b) In B wird ein beliebiger Strahl gezeichnet, der Q1 nicht ent-
hdlt. Die Strecke ET wird auf diesem Strahl abgetragen. Es
entsteht der Punkt C. Die Strecke IQT wird auf dem Strahl an C
auf der Verlédngerung iiber C hinaus angetragen. Es entsteht der
Punkt D. Eine Parallele zu DA durch C schneidet die Gerade
durch A und B im Punkt Q,. Wir errichten iiber QQ, den Thales-

reis. Die Senkrechte zu g durch M schneidet den Kreis im
Punkt E. Wir zeichnen die Strecke AE. Der Schnittpunkt der
Strecke oder deren Verléngerung mit der Geraden g ist der ge-
suchte Punkt P.

Sel A' bzw. B' der FuBpunkt des Lotes von A bzw. B auf g.
0.B.d.A. sei ATB' = 1. Weiter wihlen wir folgende Bezeichnungen:
AT =@, BB" = b, AP = q, B'P = p. Es ist q+p=1. Nun gilt:

T2 FB? = (a2 4 (1-p)2) (b2 + L L Wegen der Monotonie der
Wurzelfunktion nimmt ’FAZ 'FE"Z genau dort Extremwerte an, wo
auch PX PB™' extrem ist. Die lokalen Extreme werden nun durch
Differentiation durch p durch Nullsetzen der ersten Ableitung
ermittelt. Da sich P& PB ' im Unendlichen dem Grenzwert 1 né-
hert, ist auf Grund der Stetigkeit gesichert, daB die ermittel-

ten Werte Pyo = % (52—b2-1) z v% (a2-132-1)2 + b2

der Funktion tatséchlich Extremwerte erteilen. Auf die Kon-
struktion der p-Werte wird verzichtet.

18



Aufgabe 15

Wir fithren eine Fallunterscheidung durch.

1. Die Strecken AB = b und TD = ¢ liegen auf einer Geraden g. Sei
M ein beliebiger Punkt der Ebene, dessen Abstand von g mit h
bezeichnet sei. Notwendig und hinreichend dafiir, daB M zum
geometrischen Ort gehdrt, ist h(b+c) = 232, da F(AMB) = 0,5 bh
und F(CMD) = 0,5 ch gilt. Somit wird in diesem Fall der geome-
trische Ort aller Punkte M der Ebene durch zwei zu g parallele
Geraden im Abstand Zaz(tm':)-1 gebildet.

Die Strecken AE und TD liegen auf den parallelen Geraden g

und &,. Der Abstand dieser Ceraden sei d. Ein beliebiger

Punkt M der Ebene habe von g; den Abstand hy (i=1, 2).

&) Wir betrachten einen Punkt M in der von g, gebildeten Halb-

n

b

c

-

~

ebene, die g5 nicht enthdlt. Es ist dann h2 = h1 + d. Not-
wendig und hinreichend dafiir, daB M zum gesuchten geometri-
schen Ort gehort, ist infolge der Dreiecksfléchenformel:
(b+c)h1 = 232 - cd. Damit ergibt sich: Genau dann gehdrt
eine Gerade, die zu g, parallel ist und in der betrachteten
Helbebene liegt, zum gesuchten geometrischen Ort, wenn’
252 2 cd gilt. Im Falle des Gleichheitszeichens f&llt die
Gerade mit g4 zusammen.
Wir betrachten einen Punkt M in der von g gebildeten Halb-
ebene, die g, nicht enthdlt. Es gilt in Anelogie zum Fall
a): Genau dann gehért eine Gerade, die zu 8> perallel ist
und in der betrachteten Halbebene liegt, zum gesuchten geo-
metrischen Ort, wenn 232 2 cd gilt. Diese Gerade hat von 8
den Abstand hy mit (b+c)h, = 2a° - cd.
Wir betrachten einen Punkt M, der zwischen g, und g liegt.
Es ist h1+h2 = d. Infolge der Dreiecksflichenformel ergibt
sich: Notwendig und hinreichend dafiir, da8 M zum gesuchten
geometrischen Ort gehtrt ist:
(b-c)h, = 2a%-cd mit 0 < h, <.
Hieraus ergeben sich folgende Fdlle:
I) Ist b=c und 2&2=cd, so gehdrt jeder Punkt, der zwischen
8, und -2 liegt, zum geometrischen Ort.
II) Ist b=c und Zaztcd, 80 gehdrt kein Punkt, der zwischen
g, und g5 liegt, zum geometrischen Ort.
IIT) Ist b>c und 2a° > cd und h, & d, ist also bda2a2a cd,
80 gehdrt die Gerade, die parallel zu g, ist und
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3.

20

zwischen 51 und g5 liegt, mit dem Abstand h1 , wobei
(b-c)h1 = 2a“-cd gilt, zum geometrischen Ort.

IV) Ist b>c und 2&2 < cd, sc gehdrt kein Punkt zwischen
51 und 8, zZum geometrisohen Ort.

V) Ist b<c und Za < cd und h, £ d, ist also bd = 25.2 < cd,
s0 gehort die zu 8, parallele Gerade, die zwischen 8,
und g liegt, im Abstand h1 zum geometrischen Ort.

VI) Ist b<c und 252 > cd, so gehort kein Punkt zwischen
8, und 8, zum geometrischen Ort.

Die Strecken AB und TD liegen auf den Geraden g, und gy, die
sich in genau einem Punkt S schneiden. Notwendig und hinreichend
dafiir, daB8 M zum geometrischen Ort gehdrt, ist: 'bh1 + t:h2 = 25.2.
%ir legen die Punkte E, F, G, H auf g, bzw. g, fest, fiir die ent-
wader h1 oder hz verschwindet. Diese Punkte gehdren offenbar zum
geeuchten geometrischen Ort. Wir betrachten nun den Winkelraum
FSG, wobei Fe g5 und Ge g, gelte und wihlen einen Punkt M auf FG.
Der Ahsiand von F zu g, sei mit d(F,g,I) und der von G zu g, mit
AL 32) bezeichnet. Dann ist nach Strahlensatz:

1"1?,51) =W M und nyd~'(G,8,) = W T, also
h,d (F.g1) +h d” (G,gz) = 1. Weiter ist bd(P,g1) = cd(G,gz)

h,

= 25 nach Konstruktion. Somit ist

bhy + ohy = bA(R,g,) [1 - a7 (G,gp)] + on,

2 4 nya71(6,8,) [ca(e,ep) - ba(F,g,)] = 262, d. h.,
alle Punkte M der Strecke FG gehdren in diesem Winkelraum zum ge-
suchten geometrischen Ort. Wir zeigen nun, daB es in diesem Win-
kelraum keine weiteren Punkte gibt, die zum geometrischen Ort
gehdren. Wir ordnen jedem M' ¢ FG eineindeutig einen Punkt M auf
TC¢ zu, indem wir durch M' eine Parallele zu g, zeichnen und ih-
ren Schnittpunkt mit der Strecke FG mit M bezeichnen. Dann gilt
offenbar: h2 * hé. Analog der obigen Betrachtungsweise ist dann:

= 28

a7 (F,g,) + hjd"'(G,8,) # 1 und hiersus folgt analog:

bh1 + ché = 2&2, womit der Nachweis gelungen ist.

Betrachten wir nun die gesamte Ebene, 80 ergeben sich (in Analo-
gle) als geometrischer Ort die Strecken EF, TG, GH und HE, oder

anders gesagt: Der gesuchte geometrische Ort ist der Rand des
Parallelogramms EFGH.



Auswertung der Einsendungen zur Sonderaufgabe asus dem
Sonderheft 1977

Es ging nur eine Losung vom Schiiler Uwe Szyszka
(Klasse 11, EOS "Friedrich Engels", Neubrandenburg) ein.
Fir dieses schwierige Problem gab er einen sehr eleganten Be-
weis, den wir im folgenden wiedergeben:

a + v? >1 (20)
gilt sicher fiir a 2 1 oder b 2 1.
Es sei nun 0 <a, b < 1. Wir benutzen die Bernoullische Un-
gleichung

(1 +x) <1 +nx (21)
fir reelle x und n mit 1< x40, O<n <1,
((21 kann sehr einfach mittels der Taylorformel bewiesen werden:

2
(1+x)" -1 -nx = ﬂl‘i"—)x— 1+ 8022 <o (0<9<1).)

Wegen 0 < 1-a, 1-b < 1 ist

&' = (1 4+ (@1 < 1+ (1-b)(a-1)

"

a +b - ab,

18 = (14 (-1 <1 4 (1-a)(b-1) = a + b - ab und somit
b, .a a b a+b
e 3—1:5 * b8 ~ a+b-ab
Der Schiiler Szyszka wies auch darauf hin, deB (20) auch unter
Kenntnis der einfachsten Form der Bernoullischen Ungleichung
(1+x)" 21 +nx (22)
mit natiirlichem n und reellem x 2 -1, bewiesen werden kann.
Fir alle reellen Zahlen a, b mit 0 < 8, b < 1 existieren natiir-
liche Zahlen m und n mit

>1.

1 2z _1 X 2.
o~ 8= an u.nj m>b T
1/m 1/n
b 1 a 1
Also ist &’ > (Cre und b > () .
Es reicht damit schon zu zeigen, daB

1 i1l

PO -y
Lo e b

gllt. Wegen (22) ist

m
(1+38) 249 4n,d, n, —1 z2—1_ . B n4 analo
B B/ ne1 1 +3 mm o

1 2 —1—5 - m—fm, woraus sofort (23) folgt.

% 1+E

Der Schiiler erhielt ein Anerkennungsschreiben.
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Ergénzungen zu fritheren Heften dieser Reihe

Heft 6, Seite 3, Aufgabe 3:

Der Schiiler U. Szysrka' gibt folgende Losung. Angenommen, die
Gleichung hat Losungen mit x & 3. Dann ist wegen 3x(3x-1+1)-7’-1
7Y-1 = 0(27). Die Untersuchung der Restklassen 77(27) liefert
dann y=9k (keN). 79k-1 1&8t bei Division durch 13 die Reste

0, 4, T oder 11. 3%(13) liefert die Reste 1, 3 oder 9 und damit
148t 3%(3*~141) (13) die Reste 6 oder 10, d. h., fir x » 3 gibt
es keine Ldsungen. Durch Probieren der restlichen Werte ergibt
sich nur das Paar (1,1) als Ldsung.

Eine andere Losung gibt S. Thiel1. Fir x=0 ergibt sich keine Li-
sung. Sei nun (x,y) ein Ldsungspaar mit x,y » 1, dann ist

3% |79-1. 3® sei die groBte Dreierpotenz (ae N), die y teilt,

d. h., es ist y=3%2 mit geT(3,z)=1. Damit ist 3* | 73° ¥-1. Nun

a, a a a LY
1ot aber 77 Z-1 = (73 (B3 (220 | 193704y (73 -1), wobet
der erste Faktor genau z Summanden enthdlt, die alle kongruent
1(3) sind. Da 3 t z war, ist dieser Faktor nicht durch 3 teilbar.

a
Somit ist (1) 3% |77 -1. Pur a»1 ist

3a 35-1 3a-1 2 3&-1

77 -1 = (T =1)(T +T +1). Der zweite Paktor ist durch
3, nicht aber durch 9 teilbar, denn es ist T m 1(9), d. h., fur
a » 2 ist der zweite Faktor kongruent 3(9). Fir a=1 ist er gleich

57. Damit folgt aus (1) fiir a,x »1 sofort 3%~1 | 27 .
Hieraus folgt (2) Jx'b | 73‘_ -1 mit O € b & min(a,x). Nun ist
3%5 3% 141, 382(142)%5 1422 > 2a und 7Y-1= 13u”-1 > 73. Durch
Einsetzen in die Ausgangsgleichung folgt Bk > 73 -1 > 72‘-1.
d.he 3%% 572 ung daraus x > a. Mit (2) erg:l.bt dies 3¥°2 |6 und
damit & = x-1. Also ist 3 X (35140 2 73T 1, 3‘(3’“‘+1))73 -1
nd weiter 32X = g% » 73 1. Wegen 3%~1 = (1+2)x-—1 > 1+42(x-1) =

= 2x-1 folgt 9% » 7271, 4. h. 7:(3§)x> (Q})x = 3%, Damit ist
nur x=1 als Losung mdglich. (1,1) ist aber tatséichlich Lésung.

Heft 6, Seite 4, Aufgabe 5:
Nachfolgende Losung stammt von der Schiilerin K, Helbig.1

T
Die Aufgabe wurde im Zentralen Korrespondenzzirkel der DDR ge-
stellt. Die angefilhrten Schiller sind Mitglieder dieses Zirkgls.
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S.'. der Schwerpunkt des gegebenen Dreiecks A1B1 01. falle mit dem
Koordinatenursprung zusammen.
— — —
Weiter sei a = 81Ak. bk = S1Bk und ey = s1ck. Es ist
2,4b4c, = 38, = 0. (1)

Es sei D(a) der im mathematisch negativen Sinn um 60° gedrehte
Vektor a, Offenbar gilt dann:
(I) D(a+db) = D(a)+D(B)
(II) D(ra) = AD(a) mit AeR' und
(III) D(a) = & + D(D(a)) = & + D%(a).

Nun 1st 5,' = &, + D(b,-a,), 5,X' = b, + D(c,-b,),

—

S)B' = ¢, + D(l1-°1) und daraus folgt

8y = 0,5(a 40,) + 0,5D(b,-c,), b, = 0,5(a,+b,) + 0,5 D(c,-a,),

e, = 0,5(b1+c1) + O,5D(n1-b1). Analog ergibt sich flir k » 2, ke N:
8y = 0,5((ay_,+0p , )+D(bk_1—ck_1))
By = 0,5((ay_g4by_y)4D(ey ;-8 _,))
O = 0,5((by_,+cp . )+D(ay _, “by_1))

und durch Addition (2) a +b 4o, = 8y q+by_q+Cy_4 = O (wegen (1)),
d. h., alle Dreiecke der Folge haben den gleichen Schwerpunkt.

Nun ist by, = 0,5(by+a,+D(c -8, )) = 0,25(&1‘_1+bk_1+D(ck_1—ak_1)
Se-1*0k=1 POy =0y D0y _yt0y 1+ Dlay o -by )-my_-cp
=D(by_y=cy_4))) = 0,25(2ay +by_g#oy +D(by -8y o)
+D(by_,-ay_+D(sy_,-2by +ey 4)))

= 0'25(‘1:-1*1’“’1:-1"1:-1 )+D(bk_1-ek_1+D(-3bk_1))) (wegen (2))
= 0:25(a_y+3D(by_,)4D(-by_-28,_1)-30%(b,_,))

= 0.25(81:_1+3bk_1+b(ck_1-a-k_1)) (wegen (2), (III)) und folglich
by = o's(bk-1"°'5(‘k-1"'bk-1 )+o,5D(ck_1-ak_1)) = 0,5(by_,+b,).
Hieraus folgt

2bk+1+bk-2bk+bk_132b2+b1 und bk+1_bk=-o'5(bk-bk-1)’ also
bk+1—bk-(-0,5)k'1 (bz—b1). Aus diesen Beziehungen erhilt man
Bipg™ 3 (20p#5,4(-0,5)5" (b,-b.)) und daraus
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1
i£3°°bk+1 =b, = ? (2b2 + b1) und a?alog
8, =3 (28, + 51) ey =3 (2c5 + c1).

Dreieck AOBOCo stellt also das gesuchte Grenzdreieck dar

(Ao, By, C, liegen nicht auf einer Geraden!).

= == = 1 -
Weiter ist bo = % (a1+2b1+D(c1 a1)), a, =7 (2a1+c1+D(b1 c1)).
cy = % (b1+201+D(a1-b1)) und damit a,-c = D(bo-co), wie man

leicht verifiziert. Somit ist das Grenzdreieck sogar gleich-
seltig.

Berichtigung:
In Heft 6, Seite 13, muB es richtig heiBen:

Bemerkung: Durch analoge Uberlegungen l&8t sich
1(£°, &, b) £ (b-a) 182 (14n)~" zeigen.
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Sonderaufgabe

Man zeige, daB es fiir jede reelle Zahl x und jede reelle
Zahl §> O genze Zahlen p und q gibt, so daB

P-q. x|<:£
gilt.

Aufgaben

Aufgabe 1

Gegeben sind vier gleichseitige Dreiecke ABC, AA1A2' 35132'
cclcz. Man zeige, daB die Mittelpunkte der Strecken A4Cs, BgA,
und C4B, die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks sind.




Aufgabe 2
Es selen m und n natlrliche Zahlen mit n > m =™ 1, Die Dezimal-
darstellungen von 1978" und 1978" mdgen beide auf denselben
Dreierblock von Ziffern enden. Bestimmen Sie m und n 80, daB
m + n minimal wird.

(XX. IMO in Bukarest, Aufgabensteller: Kuba)

Aufgabe 3
Die Menge aller positiven ganzen Zahlen sei die Vereinigung
zweier disjunkter Teilmengen

{f(n, f(2), cenufn), L)

und
CTE PR TCS PPN TE PR
wobei
f(1) <f(2) < ... <f(n) < ... und g(1) <g(2) Cer e YN < ane
und

g(n) = f(f(n)) + 1, n¥1, (2)

sein mdge. Man bestimme f(240).
(XX. IMO in Bukerest, Aufgabensteller: GroBbritannien)

Aufgabe 4
Sei durch 8y =8 =1, a ., =18 8,,1 ~ &, eine Folge gegeben.

Zeigen Sie, daB flr alle i die Zahl 5 nf = 1 eine Quadratzahl
ist.

Aufgabe 5

Gegeben sei ein regelmaBiges Tetraeder T4« Man errichte nach
auBen suf den vier Seiten vier neue kongruente Tetraeder. Die
vier neu entstehenden Eckpunkte bilden ein neues regelméBiges
Tetraeder T'. Aus den Schwerpunkten der Seitenfléchen dieses
Tetraeders ergibt sich ein neues Tetraeder T,, das ebenfalls re-
gelmdBig ist. Analog wird nun aus dem regelm&Bigen Tetraeder Tn
das regelmiBige Tetraeder Theg (P =2, 3, ...) kbnstruiert.
Konvergiert die Folge T, und falls die Frage zu bejahen ist, be-
schreiben Sie den Grenzwert.



Aufgabe 6
Gegeben seien die reellen Zahlen Xg0 Xpo Xz, X4 mit
xy §xp 8 xg 8 x,.
FOr welche Permutation a, b, c, d der Indizes 1, 2, 3, 4 nimmt
der Ausdruck
2 2 2 2
(x. = xp)T o+ (xy - X )Tow (X = x4)" (xg4 - Xg)

sein Minimum an?

Aufgabe 7
Sei f(x) ein Polynom mit ausschlieBlich reellen Koeffizienten,
das (fir alle reellen Zahlen x) nur nichtnegative Werte annimmt.
Man zeige, daB es Polynome g(x) und h(x) mit ausschlieBlich re-
ellen Koeffizienten gibt, so daB

f(x) = g(x)? + h(x)?
ist.

Aufgabe 8

Man konstruiere ein Trapez ABCD, fir das die Seiten AB und CD
perallel sind und fiir des die MaBzahlen e bzw. f der Diagonalen
AC bzw. BD sowie die MaBzahlen b bzw. d der Seiten BC und DA ge-
geben eind. Dabei sei e ¥ f vorausgesetzt.

Aufgabe 9

Man zeige, daB es zu jeder reellen Zahl x solche ganzen Zahlen
8,,n=0,1,2, ..., mit 8, # 0 gibt, so daB

iet.

Aufgabe 10
Men zeige: falls fir die ganzen Zshlen a,,n=0,1,2, ..., die

Ungleichungen 0 <lanl € k erfollt sind, so konvergiert die Reihe
oo .ﬂ
> &
N=0

gegen eine irrationale Zahl.



Aufgabe 11
sinde , @, 7 die Winkel eines Dreiecks, so gilt:

eine, + 81n2 B + s1n? 7 ‘% . (10)

Autgabe 12

Es sel ABC ein Dreieck mit gleichlangen Seiten AB und AC. Ein
Kreis K beriihre sowohl den Umkreis des Dreiecks von innen als
such die Seiten AB und AC. Die Berihrungspunkte von K mit den
Seiten AB bzw. AC seien P bzw. Q. Man beweise, daB der Mittel-
punkt R der Strecke PQ der Mittelpunkt des Inkreises des Drei-
ecks ABC ist.

(XX. IMO in Bukarest, Aufgahensteller USA)

Aufgabe 13

Man bestimme alle Quadratzahlen der Menge
1, 11, 111, 1111, ...
2, 22, 222, 2222, ...

9, 99, 999, 9999, ...

Aufgabe 14

Gegeben sei ein Dreieck A ABC. Jeder der drei Eckpunkte wird an
der gegenilberliegenden Seite gespiegelt. Dabei entstehe das
Dreieck A A'B'C' aus den Bildpunkten. Man zeige:

Fargrcr §4 « Fage



Ldsungen

Aufgabe 1
Die Punkte seien in der GauBschen Ebene mit A als Nullpunkt ge-
deutet. Wir setzen:

as= A1 - A,
b =8, -8,
c=¢C -C,
d =8B - A,

Dann gilt fir die Mittelpunkte m,, m,, my der Strecken A;B,,
azci, CZA1:
1.f

mny = é(s . e +d+ b),
i. i,

n, = %(d +b.e +d . e + c),
i. i.

my = %(a +d.e +4C .00 ).

Offenbar ist die Aufgabe geldst, wenn die Beziehung
i.J
(my = my) . e =mg - m (1)

gezeigt ist.
Nun ist einerseits:

Mgy -m = % [(d +c - a)e +a~-d-=- b]
;[

%o 1.1
(a -d)(1 -e ) -b+c.e ]

und andererseits ¢

1. 1. 1.¥
[

(b +d - a)e +d+c-d- b]

(mz-mi).a = é .2
i. 2% 1.z
= é [(b +d - a)e 3. (c - b)e ]
.28 i.f .28 1.
= % [b(s 5. e ) + (d - a)e 3ic.e
i, 2% 1.3
= é [- b - (a - d)e 3ic.e ]



i. i.
= é [- b +(e -d)(1 -e ) +c.e .

Dsher ist (1) erfOllt.

Aufgabe 2

Es 1st 1978" - 1978" = 1978™(1978""" - 1). Da n>nm, (4,1978) = 2
und 1978""" - 1 ungerade ist, ist m * 3 fur die Teilbarkeit
durch 8 notwendig und hinreichend. Ferner ist zu zeigen, daB
1978""" _ 1 = 0(125) faOr geeignetes m und n ist. 1978kmod10
durchl&uft die Restklassen 8, 4, 2, 6, d.h. es gilt

1978% - 1 = 0(5) genau dann, wenn k = 41 (1€ N) iet.

197841 L 2561nod100 ergibt die Restklassen 56, 36, 16, 96,
76, d.h. 197841 - 1 ist genau denn durch 25 teilbar, wenn 1 = Sp
(PEN) ist. Weiter 1st 197820P . ... 2565P . ... 776P und da
776Pmod1000 die Restklassen 776, 176, 576, 976, 376 durchliuft,
folgt p = 5q (QEN). Somit gilt 1978 - 1 ¥ 0(125) gensu dann,
wenn k = 100 q ist. Unter den geforderten Minimalbedingungen
folgt dann m = 3 und n = 103.

Aufgabe 3
Wir betrachten die g(n) natiirlichen Zahlen

1, 2, 3, ..., g(n).
Unter ihnen befinden sich nach Konstruktion die n Zahlen

g(1), g(2), ..., g(n) (3)
und die f(n) Zahlen

f(1), £(2), +.., f(F(n)). (4)
Deher ist g(n) % f(n) + n. Angenommen, es ist g(n) >f(n) + n.
Dann gibt es eine Zahl z, 1 § z<g(n), die weder in (3) noch in
(4) aufgezdhlt ist. Folglich ist z = f(t), t € f(n) + 1. Dann
ist f(t) Z f(f(n)+ 1)>f(f(n)), also z = f(t) £ g(n). Daher ist
die Annzhme falsch und es ist

g(n) = f(n) + n (5)
und

f(f(n)) = f(n) + n - 1. (6)
Aus (5) und (6) ergeben sich die folgenden Aussagen.
g(1) = t(1) + 1>1, also 1 = f(1). Wegen g(2) = f(2)+ 2> f(1)+2
= 3und g(1) = f(1) + 1 = 2 ist f(2) = 3. Nun ist

8



£(3) = f(f(2)) = f(2) + 2 -1 =4, f(4) =4+ 3 -1=6,

£(6) = 9, £(9) = 14, f(14) = 22, (22) = 35, £(35) = S6,

f(56) = 90 und g(35) = 56 + 35 = 91, Da g(36) 4 92 ist, folgt
f(57) = 92 und weiter f(92) = 92 + 56 = 148, f(148) = 239,
f(239) = 386. Es ist g(148) = 239 + 148 = 387 und sonmit

f(240) = 388.
Ohne den eben beschriebenen Kunstgriff zur Berechnung von f(240)
kommt man esusgehend von f(1) = 1, f(2) = 3, g(1) = 2 auch zum
Wert f(240), indem man z.B. die Beziehung (5) zur Berechnung der
Funktionswerte g(n), n = 2, 3, ... verwendet und die dabei nicht
erfeBten natlirlichen Zahlen der Reihe nach als Funktionswerte
f(n), n = 3, 4, 5, ... ensieht. Der Anfang dieser Durchmusterung
ist in der folgenden Tabelle erfaBt.

I 2 3 4 5 67 89 0nRB % 15 N 7 n H 20 21 ZZ

fﬂ) 9(1) 12) £(3) 9(2) 14) g(3) 1(5) (6) y!‘) fn f(ﬂ)g!ﬂ 16) 96) oM 9(6) i

Aufgabe 4

Wir betrachten die charskteristische Gleichung q2 -18q+1=0
mit den L&sungen t.11/2 =9t AF. (Zum Studium der Theorie emp-
fehlen wir: A.I. Markuschewitsch, Rekursive Folgen, VEB Deut-
scher Verlag der Wissenschaften, 3. Aufl., Berlin 1973).

Somit gilt s = A (9 + 415)" + B (9 - 415)", wobei die GrdBen

A und B uch aus den Anfangswerten zu A = (85 =~ 331')/10 und

B = (B85 + 38Y_')/10 ergeben. Hieraus ergibt sich

5 -ﬁ- 1 «(5185-3875) (9+415)"/10 - (85+38)5) (9-4Y5)"/10))2

Es verbleibt der Nachweis, daB die in Klammern stehende Zahl fir
alle n eine natiirliche Zahl darstellt. Dieser Nachweis gelingt
Ober die Binomische Formel:

Y5 ((85-3815) (9+415)"/10 - (85+38)5) (9-4¥5)"/10)
n
5% :)% 2 (D) "t E)! - 10 Z: = 2 (%) 9" (a5t

1 ungerade i gerade
und die beiden letzten Terme sind ganze Zahlen, da sich der Nen-
ner 10 hereuskiirzt und der Faktor}’?stets in gerader Potenz
auftrite.



Aufgabe 5
T1 habe die Ecken P1' Pz. P3, P4 qit Pi(e,o, - ig‘a),

P,(acos 120°, asin 120°, - igfa), Ps(ncos 240°, asin 240°,-1§ a)

und P4 (0,0, E-;z‘a). Fir den Schwerpunkt gilt: S(0,0,- ¥§‘a).

Man verifiziert leicht, daB Ty regelméBig ist. Sei Sy 4k der
Schwerpunkt des Dreiecks, das aus den Punkten Pi' PJ und Pk ge-
bildet wird, Dann gilt:

S123 = (°'°"1§| 8). Syp4(3 8. § aT3.0). Sy3,(3 o, -  aV300)
und

Sp34(- 3 2.0,0). .
Die Ecken von T®ergeben sich durch Vektoraddition zu 251 k=P
mit 1 4§ 1,3,k, wobei wir beriicksichtigen, daB der Vektor Plsijk
auf der durch die Punkte Pi' Pj' Pk bestimmten Ebene senkrecht
steht. Also ist

Pil- 3 8.0.7’§—s). P5(Z 2.- 2 éﬁ.fg a), P3(Z o, a‘fi‘.f-z_: a)
und
a1z’ a)

P3(0,0, -

Hieraus ergeben sich fir T, die neuen Eckpunkte, die wir wieder
mit Py, Py, Py und P, bezeichnen.

Es ist

Py = (g a,0, - E!E?a), Py = (- Tg a, Tg al3, - gzé‘a),

Py = (-Ig-a, -Tg-aﬁ, e a) und P, = (0,0, @e).

Der Schwerpunkt von AP f&11t mit dem von T4 zusammen. Fir die
Kentenlénge von T, ist k, = a]3 und fir T, ist k, = g dfgk ki'
Vollkommen anslog erhalten wir nun durch vollstindige Induktion
und Bet?achtung der Tetraeder T, und T ., die Beziehungen:

a) Alle Tetraeder haben den gleichen Schwerpunkt S.

b) Es 1t k, = (3)""! a V3. , _
Demit gilt: ii:-e kn = 0, d.h. die Folge ist konvergent und der
Grenzwert stellt den Schwerpunkt S des Ausgangstetraeders dar,
da das Koordinatensystem o.B.d.A. gewdhlt wurde.

10



Aufgabe 6

Der Ausdruck sei mit z bezeichnet. Dann ist

z =2, (xi + xg + xi + xﬁ) -2 . (x.xb XX o+ X X4+ xd.x.y—
gleichbedeutend mit Min
xaxb * XpXe + X Xg #+ Xy o« Xg = Max

Nun ist

XgeXp + XpeXo + X Xy + Xgodp = (X + X ) (X, + X4)

und ferner ist

(xq + x3) (%5 + X4) < (xq + Xq) (x5 + X3)

gleichwertig mit

0% (x4 = x3)(xp = xy) (7)

und

(x1 + xz)(x3 + x4) s (x1 + x3)(x2 + x4)

gleichwertig mit

0§ (x5 - x3) (x4 = Xy) : (8)

Die Ungleichungen (7) und (8) sind nach Voraussetzung erflllt.

Daher ist

(xg + %p) o(xg + %4) £ (xy + x3)(xp + X4) S (xg + %4) (%5 + Xg)
(9)

Daher gehdrt (1, 2, 4, 3) zu den gesuchten Permutationen. Indem

man in dem Produkt (xy + X4) (%, + x3) die Faktoren untereinan-

der oder die Summanden innerhalb von Klammern vertauscht, &ndert

man nicht den Wert und ¢rhdlt damit die weiteren Permutationen

(1,3,4,2), (4,2,1,3), (4,3,1,2), (2,1,3,4), (2,4,3,1), (3,1,2,4)

und (3,4,2,1).

Weitere Permutationen kommen nicht in Frage, da etwa X, mit

einem gewissen Partner in einer Klammer stehen muB und auf die-

se Weise nur die drei Produkte aus (9) zu bilden sind.

Aufgabe 7
Fir ein konstantes Polynom f(x) ist die Behauptung gewiB rich-
tig. Jede reelle Nullstelle von f(x) muB eine geradzahlige
Vielfachheit haben. Sei etwa
R(X) = -fr (x - %)%
iml

11



der Anteil der reellen Nullstellen in der Zerlegung von f(x) in
Linearfaktoren. Hat f(x) keine reelle Nullstelle, so sei R(x)
identisch gleich Eins gesetzt. Hat f(x) keine nicht reelle Null-
stelle, so ist die Behauptung gewiB richtig. Mit jeder komple-
xen Zahl Yy ist auch die konjugierte Zahl 71 eine Nullstelle
von f(x).
Seien

yl. YZ' ceey y., yr. )!». see,y y:
die nicht reellen Nullstellen von f(x), jede entsprechend ihrer

Vielfachheit hingeschrieben. Wir setzen
[} [}

Gy(x) = ;f; (x = y;). Gy(x) ;!; (x = ¥,).
Offenbar ist G,(x) = T (X). Indem wir jedes Y; in Real-, bzw.

Imagindirteil zerlegen, erhalten wir

Gl(x) = Hi(x) + 1 . Hy(x),
wo H,(x) und Hy(x) Polynome mit lauter reellen Koeffizienten
sind. Daher ist

Gz(x) - Hl(x) =1 . Hy(x)
und
$(x) = R(X) . [Hl(x)z . Hz(x)z] .
Man setze

9% = R(x) « Hy(x)2, h(x)% = R(x) . Hy(x)2.

Aufgabe 8 .
Sei P der Schnittpunkt der
/] ¢ Diagonalen.
E T
A P [T

Dieses Verhdltnis bezeichnen wir mit A « Nach dem Kosinussatz,
angewendet auf das Dreieck A APD gilt

12



e (A.F)2 ¢ ((1-A)e)2 -2 .Af . (1 -A) ecos d,
wobei ¢ den Winkel  APD = J CPB bezeichnet. Analog ergibt sich

b2 e (A.e)2 4 ((1 -A)F)2 =2 .Ae . (1 =A)f cosa.
Daher ist

b2 - d? = (2 A - 1)(e® - 2).
Folglich ist 2

2
1 ,b" -d
A= 3 (—z—za i 1)
und mithin ist A aus den gegebenen GréBen b. d, e, f konstruk-
tiv_bestimmbar. Damit gewinnt man ausgehend von AC den Punkt P
und die Streckenlénge PD, also - da d bekannt ist - den Punkt D
UeB oW,

Aufgabe 9
Wir zeigen zunachst, daB
n
1m 2 a0
n-> oo Fr

ist. Dezu beachte man, daB for n >n_ % 2 . |x| gilt:

n "o i,n=-n
G- by - @™

Nun sei s die n-te Partialsumme der zu bildenden Reihe. Sei 8,
beliebig ungleich Null gewdhlt.

840X

Ine, =8, + -i-l—z-u a, 80 gewshit, daB |.1 - 0|<-1-’|‘-| ist,
85X x2|

in s, = 8y + sel a, so gewshit, daB Ilz - 0|<£-|— ist,

n
a_.x n

in [N —:r—- sei a, so gewdhlt, daB l'n -0 I<I%T| ist,

u.s.w. Wir erhalten so

oo n n

S X |=um || €1m |lr|-o.

s Tt n-eoco neoce "
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Aufgabe 10
Zun#chst konvergiert die Reihe sogar absolut, denn es ist

flnnlik.fl =k . e.
n-O"_r n-!:l?r

wir fuhren nun eine Restgliedabschitzung durch.
oo ll
Ia l a
n n
2 _lal 3 Jalg  mer,, -
ne0 " n L *1
lR I e k 1
m+1 med)1 * ez * Tmr m+ iy
1
twez

k
< Twm+I71 *

k 1 m+2
= eIt . i mr
1-wz
Wegen m ., (u|472)<(m4-1)2 ergibt sich
k 1¢ )
|Rues |< Srm<at @ || fora>k.
Hieraus folgt
a
R m+1 b4 m+1 R 0
I n+1I '(m+1)| m—z (me1) 1 me2 |2
far m > k. Folglich ist
1 i
°<|Rm-1 |<_T fiur m > k.

Angenommen, fiir ganze Zahlen p und g mit q # O sei 2 der Wert
der Reihe. Fiir m > k und m > q gilt dann

m
%'Z:—?':ﬂ"’" mto<|w|<1.
N=o

Multiplikation dieser Gleichung mit m! 148t erkennen, daB dann
w eine ganze Zshl ist., Das ist ein Widerspruch. Folglich stellt
die Reihe eine irrationale Zahl das.
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Aufgabe 11
Sei y = ¥ - (& +B) ein kleinster unter den drei Winkeln. wir
halten y fest und fragen, fir welche « , 8 die Summe

s = einza(. + sinzﬂ

m3glichst groB wird. Unter Benutzung von Additionstheoremen
ergibt sich:

l-4.ninz%ﬁ—.cos2i§£-231nd.linﬂ

=4 , einzii-é- . M%M + cos (a+48) - cos (at-4)
=2 ., sin? %A + cos(a+f8)+ [2 . s1n? LE-‘- -1] . cos(af=4)

=2 . sinz""—é-L + cos(d+f8)- cos(aL+B) . cos (-8).

Wegen Y sgist d+f>F undd + B fest, eo deB & far « = B
den maximalen Wert annimmt. Wenn wir also die obere Grenze (oder
-~ falls es existiert - das Maximum) von der Summe

ein oL + sinzﬁ + ainzr

bestimmen wollen, so kdnnen wir mitd ¥ B 2y ohne Beschrankung
der Allgemeinheit & = B setzen.
Nun untersuchen wir fir das Intervall -E T x< E die Funktion

2 . ainz(T- 2x) = 2 , 8in?x + s1n? 2 x.

F(x) -01n2x+01n

Es ist i

F'(x) = 4 ein x cos x + 4 sin 2 x ., cos 2 x
= 2 8in 2 x + 4 8in 2 x . cos 2 x

=2 8in 2 x . (1 + 2 cos 2 x).
Aus F'(x) = O erhalten wir flr §$ x<! die Bedingung

cos 2 x = - %, d.he x = §. Hieraus folgt unmittelbar die Be-
hauptung.

Aufgabe 12

Sei F der Mittelpurkt der Seite BC, T der von A verschiedene

Schnittpunkt der Geraden durch A und R mit dem Umkreie und O der

Mittelpunkt von K. Offenbar liegen A, R, O, F und T auf einer

Geraden. Wegen ¢{ APO =  ABT = 90° sind die Dreiecke A APO und
15



A ABT &hnlich. Auch die Dreiecke A APO und A ARP sind &hnlich.
Daher gilt:

AF : PE =« AU : OT = A0 : OF = AF : PR.
Folglich ist PB gleichlang wie PR. Demit gilt:
4 ABR = 4 PBR = ¢ BRP = 4 RBC.

Also ist R der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden des Winkels
< PBC mit der durch A und T verlaufenden Geraden und daher ist
R Mittelpunkt des Inkreises des Dreiecks A ABC.

Aufgabe 13

Es sei z = & . TIT ... 11, wobei gensu n Einsen verwendet seien
und n 2 3 sei. Es ist TIT T TT = 7 (8) und da Quadratzahlen
mod 8 nur die Reste O, 1, 4 annehmen, kommt nur a = 4, a = 7
oder & = 8 in Betracht. Der Fall a = 4 ist nicht méglich, da
dann TIT .. IT wiederum Quadratzahl sein miBte. Der Fall a = 8
ist unmdglich, da dann z genau dreimal den Faktor 2 enth#lt.

Fir a = 7 ist
n
z_7.(19 = 1)

und damit z ¥ 2 (25). Quadratzahlen mod 25 ergeben aber nur die
Reste O, 1, 4, 9, 16, 11, 24, 6, 21. Damit gibt es ein Fall

n 2 3 keine Quadratzahlen in der betrachteten Menge. Die rest-
lichen F&lle Gberprift man leicht und stellt fest, daB genau die
Zahlen 1, 4, 9 der Aufgabenstellung geniigen.

Aufgabe 14
Py Wir setzen o = 4 CA3, B =<ABC,
Y=< AcB, a = BC, b = AT,
A c = AB. Aufgrund der Spiegelung
ergibt sich:
A
c

16



Facpeg: = 4 .FABC-P!C-.ain!.(,--‘f-linS.‘--‘zb-.ltnSf

Wegen
8in 3 x = 3 8in x - 4 sin>x = sin x (3 -4 .1n2x)
und den Beziehungen

P!‘i . nirld.-’—!‘—c . unﬁ--i-i—b coiny = FABC
erhalten wir: X

Fasgegr = 4« Fasc - Fasc [9 - A(nlnzd-o sin8 4 -mzr)]
Unter Benutzung von

sine + 81n28 + l!.nzr < % (10)
erhalten wir

Fargegs 54« Fasc*
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Sonderaufgabe sus Heft 7 |
Die Funktion f(x) heiBt ableitungszyklisch vom Grad n, wenn

f(x) & £(M(x) (11)
und

tix) # ¢)(x) foro<k<n (12)
iet. Msn zeige, daB fir jede natirliche Zahl n eine sbleitungs-
zyklische Funktion vom Grede n existiert.

L8sung. FOr n = 1 ist f(x) = e*, fir n = 4 sind f(xJ = sin x
und f(x) = cos x Funktionen der geforderten Art. Wir betrachten

nun die Funktion:

{COG% .« X

f(x)-coe({un%} «X) o e

Wir beweisen

2x
CO08 =——— x
f(")(x)-co-(z:"z,{unT"‘.x).-{ n}
fir k =0, 1, ...
For k = 0 18t £(K)(x) a £(x).
FOr k =1 ist {co.z_,}x
f(k)(x)- [f(k—i)(x)]' & [cos(w + { sin -2n—' oX) .0 " ]
[COG % « X
= - 8in (%M o{s&n 2—n"-]x). singnl . @
2 {COI -zn—t « X

+ cos (%‘ﬂt{ainz% oX). conTr.o

{co.%i.x

= cos (z:k o{ain 2Y

= « X)e ©

Nun ist leich zu sehen, deB (11) uynd (12) erfdllt eind.



