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Zur Benutzung des Buches

Zur Benutzung des Buches

In diesem Buch ist der Unterrichtsstoff, der im Mathematikunterricht der Abiturstufe behandelt
wird, in knapper Ubersichtlicher Form dargestellt.

Das Buch schlieBt eng an die Darlegungen im Buch "Mathematik in Ubersichten"B an. Die
dort enthaltene Zusammenfassung des Stoffes bis zur Klasse 10 der zehnklassigen allgemein-
bildenden polytechnischen Oberschule wird im "Wissensspeicher Mathematik" fir die Klassen
11 und 12 weitergefiihrt.

Das Buch gliedert sich in die Kapitel A, B, ..., G und weitergehend dann in Abschnitte, die
durch Nummern angegeben werden.
Des weiteren werden in diesem Buch folgende Kurzzeichen und Symbole verwendet:

» Wichtige Satze und Definitionen. Zur besseren Unterscheidung werden hierbei die Worter
Satz bzw. Definition jeweils vor den Text gesetzt.

B Beispiele
/" Hinweis auf ein anderes Stichwort

Math Ub Mathematik in Ubersichten (Titel-Nr. 00 08 09)
Wiss Ph Wissensspeicher Physik (Titel-Nr. 02 17 03)
Wiss Ch Wissensspeicher Chemie (Titel-Nr. 03 17 10)

Beweise wurden nur fiir einige Satze angegeben, und zwar vorzugsweise dann, wenn im Lehrplan
fur die erweiterte Oberschule die Behandlung des Beweises im Unterricht vorgeschrieben wird
oder wenn mit Hilfe der Beweise Beweisprinzipien veranschaulicht werden.
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A. Zahlenfolgen

A.1. Zahlenbereiche

Ubersicht iiber die Zahlenbereiche

N
G

Bereich der natiirlichen Zahlen ¢ 1 2 3
3 1 1 Il _;v
Bereich der ganzen Zahlen =3 F 51 0 1 2 2
. I 37 3
Bereich der gebrochenen Zahlen - ?
: - i Bl & e T i
Bereich der rationalen Zahlen 3 2-% 72 Z23
T :
s . A2 e
. ) e 1% 2 L 3
Bereich der reellen Zahlen 3 23 0 3 1 Ly

Zahlenbereiche

Zahlenbereichserweiterungen

Zahlenbereiche werden erweitert mit dem Ziel, bestimmte Rechenoperationen uneingeschrankt
ausfiihren bzw. bestimmte Gleichungen im neuen Zahlenbereich uneingeschrankt l6sen zu kon-

nen.

Komplexe Zahlen ‘

Ziel: Auch 2™ =b (n € N;n > 0) ist uneingeschrankt l6sbar
Ziel: Auch " =b (b >0, n € N, n > 0) ist uneingeschrankt lésbar
Ziel: Auch a 4+ x = b ist uneingeschrankt losbar

Ziel: Auch ax = b ist uneingeschréankt I6sbar (a # 0)

Eigenschaften der Zahlenbereiche

Die folgende Tabelle gibt Auskunft darliber, ob die jeweilige Gleichung im betreffenden Zah-
lenbereich uneingeschrankt losbar ist bzw. ob die jeweilige Rechenoperation uneingeschrankt
ausfithrbar ist (a und b sind beliebige Zahlen des jeweiligen Zahlenbereiches; ferner ist n € N
und n > 0). Im Falle von Beschrankungen werden Beispiele angegeben.
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Ausflihrbarkeit von Rechenoperationen; Losbarkeit von Gleichungen

N G R* R P
a+b=x ja ja ja ja ja
Addition
a—b==x nein ja nein ja ja
Subtraktion S5+x=3 S+x=3
a-b=ux ja ja ja ja ja
Multiplikation
a-z=>(a#0) nein nein ja ja ja
Subtraktion T-x=4 |T-z=4
a®=x ja ja ja ja ja
Potenzieren
2" =b(b>0) nein nein nein nein ja
Radizieren 2% =2 2 =2 ?=2 |22=2
" =b nein nein nein nein ja

2% =2 2 =2 =2 |22=2|22=-2

Eigenschaften beziiglich der Ordnungsrelation

Gibt es in diesem Bereich zu jeder Zahl des Bereichs genau einen Vorganger?
N: ja (auBer fir 0); G: ja; R*, R, P: nein (iberall dicht)

Gibt es in diesem Bereich zu jeder Zahl des Bereichs genau einen Nachfolger?
N,G: ja; R*, R, P: nein (Uberall dicht)

Gilt das Prinzip der kleinsten Zahl?

N:ja; G, R*, R, P: nein

Gilt der Satz von der oberen Grenze?

N,G, P: ja; R*, R: nein

/* Ordnung, Ma i Ub, Seiten 23, 33, 44 und 52

Nachfolger

» Definition:
Es seien a, b Elemente eines bestimmten Zahlenbereiches Z. b heiBt Nachfolger von a innerhalb
des Bereiches Z genau dann, wenn a < b ist und es keine Zahl ¢ (¢ € Z) mit a < ¢ < b gibt.

B 4 ist im Bereich N Nachfolger von 3. 4 ist im Bereich N nicht Nachfolger von 2; denn es
gibt die Zahl 3 (3 € N), die zwischen 2 und 4 liegt.

4 ist im Bereich R nicht Nachfolger von 3, denn es gibt z.B. die Zahl 3,5 (8,5 € R), die
zwischen 3 und 4 liegt.

Vorgadnger

» Definition:
Es seien a, b Elemente eines bestimmten Zahlenbereiches Z. b heiit Vorganger von a innerhalb
des Bereiches Z genau dann, wenn b < a ist und es keine Zahl ¢ (c € Z) mit b < ¢ < a gibt.

B 3 ist im Bereich NV Vorganger von 4. 2 ist im Bereich N nicht Vorganger von 4; denn es
gibt die Zahl 3 (3 € N), die zwischen 2 und 4 liegt.
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Dichtheit eines Zahlenbereiches

» Definition:

Ein Zahlenbereich Z heiBt beziiglich der in ihm erklarten Ordnungsrelation tberall dicht genau
dann, wenn es zu zwei beliebigen Zahlen a, b (a < b, a € Z, b € Z) stets eine Zahl ¢ € Z
gibt, fir die gilt a < ¢ < b.

B Die Zahlen des Bereiches R liegen Uberall dicht, denn seien a, b zwei beliebige rationale
Zahlen (a < b), so ist “* € R und es gilt a < 2 < b.

/" Dichtheit des Bereiches der gebrochenen Zahlen, Ma i Ub, Seite 34
Prinzip der kleinsten Zahl

» Definition:
In einem Zahlenbereich Z gilt das Prinzip der kleinsten Zahl genau dann, wenn jede nichtleere
Teilmenge von Z eine kleinste Zahl besitzt.

Schranken

» Definition:

Eine Zahl S ist eine untere Schranke der Menge M genau dann, wenn fiir jedes x € M gilt:
S <z

Eine Zahl S ist eine obere Schranke der Menge M genau dann, wenn fiir jedes z € M gilt:
r<S.

Hat eine Menge eine untere Schranke, so heiBt sie nach unten beschrankt. Hat eine Menge eine
obere Schranke, so heiBt sie nach oben beschrankt. Ist eine Menge sowohl nach oben als auch
nach unten beschrankt (unbeschrankt), so sagt man, die Menge ist beschrankt (unbeschrankt).

B Die Menge der natirlichen Zahlen ist nach unten beschrankt.
Die Menge der negativen ganzen Zahlen ist nach oben beschrankt.
Die Menge der rationalen Zahlen ist unbeschrankt.

Grenzen

» Definition:

Eine Zahl GG ist obere Grenze einer Menge M genau dann, wenn G die kleinste aller oberen
Schranken von M ist. Eine Zahl G ist untere Grenze einer Menge M genau dann, wenn G die
groBte aller unteren Schranken von M ist.

B -1 ist untere Schranke von R*, aber nicht untere Grenze, denn es gibt groBere untere
Schranken von R*, z.B. —%. Die groBte untere Schranke von R* ist 0. Also besitzt R* die
untere Grenze 0.

Satz von der oberen (unteren) Grenze

» Satz:

Jede nichtleere, nach unten beschrankte Menge reeller Zahlen besitzt eine untere Grenze, die
selbst wieder eine reelle Zahl ist.

Jede nichtleere, nach oben beschrankte Menge reeller Zahlen besitzt eine obere Grenze, die
selbst wieder eine reelle Zahl ist.

Dieser Satz wird hier nicht bewiesen.
Durch die im Satz von der oberen (unteren) Grenze ausgesagte GesetzméaBigkeit ist der Bereich
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der reellen Zahlen gegeniiber dem Bereich der rationalen Zahlen abgegrenzt. Dieser Satz gilt
namlich nicht fir den Zahlenbereich der rationalen Zahlen. Im Zahlenbereich der rationalen
Zahlen gibt es nichtleere, nach unten bzw. oben beschrankte Mengen, die keine untere bzw.
obere Grenze im Bereich der rationalen Zahlen besitzen.

B ( sei die Menge aller rationalen Zahlen z, fiir die gilt 2° < 2. Diese Menge ist nicht leer. Sie
ist nach oben beschrankt, besitzt jedoch keine obere Grenze im Bereich der rationalen Zahlen.

Intervall

Abgeschlossenes Intervall a < x < b oder (a; b)
B: Menge aller reellen Zahlen x mit a < z und z < b.

Offenes Intervall @ < o < b oder (a;b)
B: Menge aller reellen Zahlen z mit a < x und = < b.

Halboffenes Intervall a < z < b oder (a;b)
B: Menge aller reellen Zahlen x mit @ < x und = < b.

Unendliches Intervall —oo < 2 < 400 oder (—o0;00) bzw. a < z < 400 oder (a; +00)
B:Menge aller reellen Zahlen z ohne Einschrankung bzw. mit a < x.

A.2. Beweisverfahren der vollstandigen Induktion

Die vollstandige Induktion (Schluss von n auf n + 1) Das Verfahren beruht auf dem
folgenden Satz[f]

» Satz:

Die Aussage "Fir alle natiirlichen Zahlen n (n > ng) gilt H(n)" ist wahr, wenn die beiden
folgenden Voraussetzungen erfiillt sind:

1. H(n) ist wahr fiir n = ny,

2. Fur beliebiges k (k € N; kgeqny) gilt: Aus der Giltigkeit von H (k) folgt die Giiltigkeit von
H(k+1).

Beweis:

Es sei M die Menge aller natirlichen Zahlen n mit n > ny, fir die die Aussage H zutrifft. Zu
beweisen ist, dass unter den Voraussetzungen 1. und 2. des Satzes diese Menge M gleich der
Menge N’ der natiirlichen Zahlen n mit n > ng ist (M = N’ C N).

Wir fiihren den Beweis indirekt. Wir nehmen an, es gilt M # N’. Sei M die Menge aller
natiirlichen Zahlen n € N’, auf die die Aussage H nicht zutrifft (M N M = @). Diese Menge
M ist nicht leer, andernfalls ware M = N'.

Nach dem Prinzip der kleinsten Zahl, das im Bereich der natiirlichen Zahlen gilt, besitzt M
also eine kleinste Zahl 777, auf die H nicht zutrifft. Dann ist 77 # ng, da nach Voraussetzung
1. H(ng) wahr ist.

Da m # nyg, besitzt m einen Vorganger (m — 1). Auf (m — 1) trifft aber die Aussage H zu,
denn ™ war die kleinste Zahl, auf die H nicht zutrifft.

Wenn H auf (mn — 1) zutrifft, dann trifft H nach Voraussetzung 2. auch auf den Nachfolger
von T — 1, also auf (m — 1) + 1 = T zu. Wir erhalten also aus der Annahme M # N’ die

1Bei der Anwendung dieses Satzes werden im allgemeinen folgende Bezeichnungen verwendet: "Induktionsan-
fang" fur Voraussetzung 1., "Induktionsschritt" fiir Voraussetzung 2., "Induktionsvoraussetzung" fur H(k),
"Induktionsbehauptung" fiir H(k + 1).
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Aussage: H trifft auf 0 zu, und H trifft auf m nicht zu.
Das ist ein Widerspruch. Also miissen wir die Annahme M # N’ fallen und es gilt folglich
M = N'.

Beispiele fiir Beweise durch vollstandige Induktion

Es ist der Satz zu beweisen:

Fir alle natirlichen Zahlen gilt H(n): > i =
=0

n(n+1)
—

Beweis:
1. Induktionsanfang:

0
Es ist zu zeigen, dass die Aussage H(n) fir n = 0 gilt, d. h. dass gilt > i = %.
i=0

Diese Aussage ist wahr, denn i 1 =0 und @ = 0.
i=0

2. Induktionsschritt:
Es ist zu zeigen, dass fir jedes k € N gilt: Aus der Giiltigkeit von H(k), d. h. von

o k(k+1

di= (;) (Induktionsvoraussetzung),

i=0

folgt die Gltigkeit von H(k + 1), d. h. von

o k+D(k+1)+1

di= (k+ )[(2+ )+ 1] (Induktionsbehauptung).
i=0

Beweis des Induktionsschrittes:

B k(k41)
5T
b k(k+1
Zz‘+(k+1):<;)+k+1
=0

]:z:éi:(kJrl) <§+1)

ktl (k+D[(k+1)+1]

i =
2 >

Das ist die Induktionsbehauptung. Wegen der Giiltigkeit der beiden Voraussetzungen 1. und
2. des Satzes gilt H(n) fiir alle natiirlichen Zahlen.

B Es ist der Satz zu beweisen:
Die Anzahl D(n) der Diagonalen in einem konvexen ebenen n-Eck kann nach der Formel

D(n)=Z(n—3), n>3

berechnet werden.
Beweis:
1. Induktionsanfang

Die Formel gilt fir n = 3, d. h., es gilt D(3) = 2(3 — 3). Die Aussage ist wahr, denn ein
Dreieck hat keine Diagonale, also D(3) = 0.

2. Induktionsschritt
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Es ist zu zeigen, dass firr alle k € N, k > 3 gilt: Aus der Gilltigkeit von D(k) = £(k — 3)

folgt die Giiltigkeit von D(k + 1) = 54 [(k + 1) — 3].

Beweis des Induktionsschrittes:

Ein (k+1)-Eck geht aus einem k-Eck dadurch hervor,
dass ein weiterer Punkt Py als Eckpunkt hinzuge-
fugt wird.

Dann wird erstens eine Seite des k-Ecks selber zu einer
Diagonalen des (k+1)-Ecks, und zweitens kdnnen von
diesem (k + 1)-ten Eckpunkt zu k — 2 Eckpunkten
des konvexen k-Ecks Diagonalen gezogen werden. Die
Anzahl der Diagonalen des (k + 1)-Ecks ist demnach
um 1+ (k —2) = k — 1 groBer als die Anzahl der
Diagonalen des k-Ecks.

"1?':!.‘

k-2 Dingonalen

leil des (k+1)~ Fcks

— 2k —2
Dk +1) = D(k) + k1= E (k= 3) 4 5 -1 = MEZIL 20

k(k+1-3)+2k—k—34+1 k(k+1-3)+1(k+1-3)
2 a 2

(k+1—3)

k+1
D)

Da beide Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind, gilt die Formel fiir alle n € N mit n > 3.
Induktive Definition

Mit Hilfe der Methode der induktiven Definition (auch rekursive Definition genannt) lassen
sich Funktionen definieren, deren Definitionsbereich die Menge der natiirlichen Zahlen ist. Die
Methode der induktiven Definition beruht auf dem folgenden Satz.

» Satz:
Es gibt genau eine Funktion f mit der Menge der natirlichen Zahlen als Definitionsbereich
(sie besteht folglich aus geordneten Paaren [n; f(n)], n € N), fir die folgendes gilt:

1. Der Funktionswert f(0) ist gleich einer bestimmten reellen Zahl yo (f(0) = yo, Yo € P).
2. Mit Hilfe einer gegebenen Vorschrift lasst sich fiir beliebiges n € N der Funktionswert
f(n+ 1) aus dem Funktionswert f(n) berechnen.

Diese Vorschrift nennt man auch, wenn sie eine Gleichung ist, Rekursionsgleichung.

B Potenzen a"(a € P,a # 0,n € N)E] sind die Funktionswerte der Funktion f mit den
geordneten Paaren [n; f(n)] bzw. [n;a™], fur die gilt:

L f(0)=1,

2. f(n+1)=a- f(n) (a#0)

bzw., mit dem Symbol a™ geschrieben,

1.a° =1,

2. =qa-a"

B Fakultdten n! (n € N) sind die Funktionswerte der Funktion f mit den geordneten Paaren
[n; f(n)] bzw. [n;n!], fir die gilt:
1. f(0)=1,

2Fiir ¢ = 0 gilt 0™ = 0 fiir alle n > 0; 0° ist nicht definiert.
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2. fln+1)=f(n)-(n+1)

bzw., mit dem Symbol n! geschrieben,
1.0 =1,

2.(n+D!=nl-(n+1)

Durch diese induktiven Definitionen werden solche Plausibilitatsbetrachtungen wie

a"=ga-a-..-a (ne€ Nn>2)
—_—

n Faktoren
nl=1-2-3-..-(n’1)-n (n€N)

durch prazise Definitionen ersetzt. Dadurch erhalt man eine exakte Grundlage fiir das Beweisen
von Satzen, beispielsweise tiber Potenzen.

M Es ist der Satz zu beweisen:
Fir alle a,b € P (a # 0,b # 0) und allen (n € N) gilt:

a"-b" = (a-b)"

Beweis durch vollstandige Induktion:

1. Induktionsanfang

Es ist zu beweisen: a™ - 0" = (a - b)" gilt fir n = 0, d.h., es gilt a° - 0° = (a + b)°.
Das ist eine wahre Aussage; denn es ist a” - 0° = 1 und (a - )" = 1.

2. Induktionsschritt
Es ist zu beweisen: Fiir beliebiges & € N gilt:

Aus der Giiltigkeit von a” - b* = (a - b)* (Induktionsvoraussetzung) folgt die Giiltigkeit von
aktt . b = (a - b)**! (Induktionsbehauptung).

Beweis:

"V = (a - ) (b bFE) (nach Rekursionsgleichung)
= (a-b)(a* - ") (nach Kommutativgesetz und Assoziativgesetz)
= (a-b)(a-b)k (nach Induktionsvoraussetzung)
= (a-b)"! (nach Rekursionsgleichung)

Damit ist dieser Satz bewiesen.
Summenzeichen

Der griechische Buchstabe Sigma (3°) wird fiir eine verkiirzte Schreibweise von Summen her-
angezogen.

» Definition:
n
A, + Qg1 + Qg2 + o0+ Ay = Z a;
=m

(7 ist Summationsindex, m < n), (lies: Summe dber a; fir ¢ gleich m bis n)

BMO+1+2+..+n=>1
i=0
16
%a+%a+%a+...+%a: > 0
i=2

10
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3043132 4 437 3
=0

Einige Beispiele fir das Rechnen mit dem Summenzeichen:

n q
>a=n-a («akonstant), Ya=(qg—p+1)na (¢ > p, a konstant)
i=1 i=p
n n n n—1
> a;=ap+ > a, > a; = a; + an,
i=0 i=1 i=0 i=1
Enj a; = an +ka;_g, (Indexverschiebung)
i=0 i=0+k
n n l n n
Y aa;=a a; («a konstant) SNoaa+ Y aa; =Y aq;
i=1 i=1 i=k i=1+1 i=k
Binomialkoeffizienten
» Definitionf]
" n (neN,keN,k<n)
= n n
k El(n — k)! ’ T
5 5! 5! 5 5! 5!
(3) 31(5—3)! 312 (2) 21(5—2)! 213!
ny n! _n!_l ny n! _n!_1
n)  nl(n—n)  nl0 0/ 0(n—0) 0!
» Satz:

Fir alle n € N und alle k£ € N gilt:

0 ()0 e (o) =G e

Beweis:
Aufgrund der Definition des Binomialkoeffizienten gelten fiir alle n € N und alle £ € N unter
Beriicksichtigung der Einschrankungen (k < n bzw. k < n) die folgenden Umformungen:

n n! n! n! n
(L) <n—k> SR (R K= <k>

n n n! n!
@) (k:) + <k+ 1) B IR I ]

n! n!

Tl —k—1ln—k) T HE+D)n—k=1)
nlk+1)+nl(n—k) nl(k+1+n—Fk)
Ckln—k—-D!n—-k)(k+1) KE+Dn—-k-1Dl(n—k)
~onln+1) (n+1)! _(n+1
(kDM n—k)!  (k+Dn+1)—(k+1)] <k+1>

Die Gleichung (1) bringt in gewisser Weise eine Symmetrie zum Ausdruck: Schreibt man alle
Binomialkoeffizienten zu einer bestimmten natirlichen Zahl n in eine Reihe, dann sind stets
die k-ten Binomialkoeffizienten von links und rechts einander gleich.

3Sprechweise fiir (}): "n iiber k"

11
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Die Gleichung (2) ist in gewissem Sinne eine Rekursionsgleichung, nach der man Binomialko-
effizienten (n + 1)-ter Ordnung aus Binomialkoeffizienten n-ter Ordnung berechnen kann.

Pascalsches Dreieck

Das Pascalsche Dreieck kann zur Ermittlung der Koeffizienten, die bei der Berechnung der
binomischen Formeln

(a+b)* = a*+ 2ab + b

(a+b)* = a® + 3a*b + 3ab® + b

(a+b)* = a* + 4a’b + 6a*b* + 4ab® + b*

usw. auftreten, herangezogen werden.

(a+b)° i

(3
(a+b)? 7
fa+5)?

w 3 RRE
- R FRR

7 i n- ?
.’f -n-rF ,r:u?
f&fb}n“? T el n+1 l
5 o m-? n+]
7 k+1 ntl)

Der binomische Satz

+=

:\-::I

» Satz:
Fir alle a,b € P und fir alle n € N, n # 0 gilt:

(a+b)" i()”b

=0

A.3. Zahlenfolgen
Zahlenfolge

» Definition:
Eine Zahlenfolge ist eine Funktion, deren Definitionsbereich gleich der Menge der natiirlichen
Zahlen N oder gleich einer echten Teilmenge N’ von IV ist.

Ist N endlich, so heiBt die Zahlenfolge endlich.
Diese Funktion "Zahlenfolge" besitzt die geordneten Paare [k; f(k)] mit & € N bzw. mit
keN'.

12
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Bei nicht endlichen Zahlenfolgen wird als Definitionsbereich N’ sehr oft die Menge der natiir-
lichen Zahlen ohne die Zahl Null gewahlt. Die Funktionswerte f(k) heiBen Glieder der Folge.
Sie werden gewohnlich mit ay bezeichnet, d. h., die Zuordnung zu den natirlichen Zahlen wird
durch den Index k£ zum Ausdruck gebracht.

Schreibweise fiir Zahlenfolgen:

(ax), k € N oder ag, a1, as, ..., a, ...

bzw., wenn der Definitionsbereich die Null nicht enthalt,
(ar), k € N, k > 0 oder aq, ay, ..., ag, ...

| (k+1) k € N (Null gehort zum Definitionsbereich) alo af af af
2 3 1
| (%) k > 0,k € N (Null gehdrt nicht zum Definitionsbereich) all af af af
2 3 1

Explizite Bildungsvorschrift fiir Folgen Mittels eines Terms a(k) wird die Bildungsvorschrift
fur das allgemeine Glied a;, festgelegt.

allgemeines Glied | Zahlenfolge
ap, k € N (ag kEN ag, a1,y ..., (, ...
ar — L 1 111 1
k ) k: 199 3y By
W G = (_1)k ( 17 _17 1a 7(_1)k7
1)2 1 1 1)2
ap — <§> ( 5 > 1, %7 FEREE (5) .
ay = k? (k?) 0,1,4,..., k2 ...
ap = 3k + 2 (3k +2) 2,5,8,....3k + 2,

Rekursive Bildungsvorschrift fiir Folgen
Die Folge wird durch eine induktive Definition festgelegt.

Mo =0a1=1+a,keN, (0123,..)
ap = a, a 7é 0, Ap+1 = qag, keN, q 7é 0, (CL, aqg, aq27 aq37 )
Man kann in einer Reihe von Fallen zu einer rekursiven Bildungsvorschrift eine explizite Bil-

dungsvorschrift angeben, durch die die gleiche Folge definiert wird.

(1) Rekursive Bildungsvorschrift (2) Explizite Bildungsvorschrift
apg=a, a#0, ags1 =qag,k € Ny¢g#0 a,=a-¢",n€ N,q#0

Beweis: (durch vollstandige Induktion)

1. Induktionsanfang

ag = a - ¢°. Diese Gleichung gilt entsprechend der rekursiven Bildungsvorschrift, da ¢° = 1
und folglich ag = a.

2. Induktionsschritt

Fiir alle k € N gilt: Aus ar = a - ¢* (Induktionsvoraussetzung) folgt axy1 = a - ¢**' (Indukti-
onsbehauptung).

Beweis:
A1 = q - Qg (rekursive Bildungsvorschrift)
=q-aq~ (entsprechend der Induktionsvoraussetzung)
— ag"t!
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A. Zahlenfolgen

Graphische Darstellung von Zahlenfolgen

Benutzt man die Darstellung von Funktionen im rechtwinkligen Koordinatensystem, so erhalt
man als Graph von Folgen diskrete Punkte.

a4

ap=19 [0, as]

%)n) .neEN
p _ In der Abbildung wurden einige geordnete Paare dieser
apgl——pllal Folge dargestellt.
a5t -¢(2: 2]
e g :
%g . _ﬁ;[az “J{? 53]

g 7 OB 4 n
Haufig stellt man nur die Glieder der Folge auf der Zahlengeraden dar. Das sind eigentlich die
Funktionswerte, dargestellt auf der Ordinatenachse.

4% iy 1] i1y Qg
—— ¢ ¢ ~+((Z)
5 ol 1 7 7 ; (127)

% 8 4 2

Monotonie von Folgen

» Definition:

Eine Zahlenfolge (aj) heiBt monoton wachsend genau dann, wenn fir jedes k, k € N, gilt
ar < Qp+1-

Eine Zahlenfolge (aj) heiBt monoton fallend genau dann, wenn fiir jedes k, k € N, gilt
Ap > Qpy1-

2
Die Folge (3k + 2) ist monoton wachsend, denn es gilt fir jedes kK € N ag.1 —ax)3 > 0, also
Q41 > Q-
Die Folge ((—1)’“) ist weder monoton wachsend noch monoton fallend, denn a1 — ap =

{ —2 fir gerades k

k k
B Die Folge ((1)k> ist monoton fallend, denn fiir jedes k € N gilt (%) o < (%) :

+2 flr unngerades k °
Schranken von Folgen

» Definition:
S heiBt obere Schranke einer Folge (ay) genau dann, wenn fir jedes k, k € N, gilt ay < S.
S heiBt untere Schranke einer Folge (ax) genau dann, wenn fir jedes k, k € N, gilt a;, > S.

Hat eine Folge eine untere (obere) Schranke, so heiBt sie nach unten (oben) beschrankt.
Man nennt eine Folge beschrankt (unbeschrankt), wenn sie nach unten und oben (weder nach
unten noch nach oben) beschrankt ist.

14



A. Zahlenfolgen

Grenzen von Folgen

» Definition:
G heiBt obere Grenze einer Folge (ax) genau dann, wenn G die kleinste aller oberen Schranken
von (ag) ist.
G heiBt untere Grenze einer Folge (ax) genau dann, wenn G die groBte aller unteren Schranken
von (ay) ist.

Wi (o)= k), keN

Die Folge ist nach unten beschrankt. Untere Schranken sind alle negativen Zahlen. Untere
Grenze ist 0. Die Folge ist nicht nach oben beschrankt.

2. (ap) = (1—2k), ke N

Ty dy s a; s
[u— A il il | A i s

-7 =5 -3 -0 7

Die Folge ist nach oben beschrankt. Obere Schranken sind alle Zahlen S > 1. Obere Grenze
ist 1. Die Folge ist nicht nach unten beschrankt.

3. (ar)=(2) keN k>0

Qe q, a a
Ly dy Qg ; ay

.-1 A
751 § 2 3

Die Folge ist beschrankt. Obere Schranken sind alle Zahlen S > 3. Obere Grenze ist 3. Untere
Schranken sind alle negativen Zahlen. Untere Grenze ist 0.

Arithmetische Folge

» Definition:

Eine Folge (ax) heiBt arithmetische Folge genau dann, wenn die Differenz zweier beliebiger
aufeinanderfolgender Glieder gleich einer Konstanten (d. h. von k unabhéngigen) Zahl d € P
ist:

Qps1 —ar =d , a,a+d,a+2d,...,a+nd
Rekursive Bildungsvorschrift Explizite Bildungsvorschrift
ap =, apy1 = ap +d a,=a+nd (n=0,12,..)
a, = a,apy1 = ap +d a,=a+(n—-1)d (n=12,..)

Die geordneten Paare der Folge (a+nd), n € N, sind eine Teilmenge der Menge der geordneten
Paare der Funktion y = dz + a. Der Graph der Folge (a + nd), n € N, besteht aus diskreten
Punkten, die auf dem Graph der Funktion y = dx + a liegen.

Falls d < 0, fallt die Folge monoton und ist nach oben beschrankt.

Falls d > 0, wachst die Folge monoton und ist nach unten beschrankt.

Beispiele fiir arithmetische Folgen

B Die Radien 7, der Lagen auf einer Rolle Papier bilden eine arithmetische Folge, denn

15



A. Zahlenfolgen

Tkt1 — Tk = S. (s ist die Starke des Papiers.) Wir denken uns die Papierbahn durch einzelne
konzentrische Papierzylinder ersetzt. Das allgemeine Glied ist

T,k =71+ (/{Z — 1)5,

wobei r; der Radius der Trommel ist, auf der das Papier aufgewickelt ist. Die Langen w; der
einzelnen Lagen bilden auch eine arithmetische Folge, denn w1 — ki = 27s. Das allgemeine
Glied ist uy, = 27y + (k — 1)27s.

B Beim freien Fall bilden die Fallgeschwindigkeiten nach 1s, 2's, 3 s, ..., k s eine arithmetische
Folge. v, = g -k, g = 9,81 ms~2.
Die Differenz der Fallgeschwindigkeiten betragt 9,81 ms™!.

Geometrische Folge

» Definition:

Eine Folge (ay), ar # 0, heiBt geometrische Folge genau dann, wenn der Quotient zweier
beliebiger aufeinanderfolgender Glieder gleich einer konstanten (d. h. von k unabhéngigen)
Zahl q € P, q #= 0 ist:

AR+1
ag

— 2 n
=q , a,aq,aq”,...,aq", ...

Rekursive Bildungsvorschrift  Explizite Bildungsvorschrift
ag = G, Apy1 = q - Ay ap, =a-q" (n=0,12,..)
a1 = A, Qpp1 = q - Ay apn=a-¢"' (n=12..)

Die geordneten Paare der Folge (ag™), n € N, sind eine Teilmenge der Menge der geordneten
Paare der Funktion y = aq®. Der Graph der Folge (aq"), n € N, besteht aus diskreten
Punkten, die auf dem Graph der Funktion y = aqg” liegen.

q a Monotonie Beschranktheit | Obere | Untere
Grenze | Grenze

qg>1 a > 0 | monoton wachsend | nach unten - a
beschrankt

qg>1 a < 0 | monoton fallend nach oben a -
beschrankt

0<g<1 a > 0 | monoton fallend beschrankt a 0

0<g<1 a < 0 | monoton wachsend | beschrankt 0 a

—1<g<0|a##0| alternierend beschrankt |al —|al

qg<-—1 a # 0 | alternierend unbeschrankt | - -

Eine Folge heiBt alternierend, wenn positive und negative Glieder einander abwechseln.
Beispiele fiir geometrische Folgen

B Die Driicke, die jeweils nach einem Kolbenhub einer Vakuumpumpe im Rezipienten herr-
schen, bilden eine geometrische Folge. Es sei
Vo das Volumen des Rezipienten, V}, das Hubvolumen der Vakuumpumpe, p; der Druck im
Rezipienten am Beginn des (k + 1)-ten Hubs.

Dann gilt nach dem Gesetz von Boyle-Mariotte (unter Annahme konstanter Temperatur)

Pre1 _ Vo
Dk Vo + Vi

Pk Vo = pr1 (Vo + Vi) :
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A. Zahlenfolgen

Vo
Vo+Vi,

k
. . . . V o
Allgemeines Glied: p;, = (Vofvh) -po- (k=0,1,2...)
po ist der Druck im Rezipienten zu Beginn des Pumpvorganges.
/" Zustandsgleichung fiir das ideale Gas, Wiss Ph, Seite 158 (Boylesches Gesetz)

ist eine von k unabhangige konstante Zahl.

B Die jahrlichen Produktionsmengen (gemessen in Stiick oder in Mark) eines bestimmten
Warensortiments bilden eine geometrische Folge, falls eine konstante jahrliche Zuwachsrate
vorliegt.

G die Produktionsmenge in einem bestimmten Ausgangsjahr,

p der Prozentsatz der jahrlichen Produktionszunahme,

G|, die Jahresproduktion im k-ten Jahr nach dem Ausgangsjahr.

Dann gilt

Gri b

— 14+ £
G i 100

Gry1 = Gy (1 + 1180) ;

1 + {85 ist unabhangig von k.
k
Allgemeines Glied: G, = Gy (1 + %) , (k=0,1,2...)

B Die Anzahlen noch nicht zerfallener Atome eines radioaktiven Isotops zu den Zeitpunkten,
die gleich Vielfachen der Halbwertzeit nach einem bestimmten Ausgangszeitpunkt sind, bilden
eine geometrische Folge.

Es sei

T die Halbwertzeit eines radioaktiven Isotops,

Ny die Anzahl noch nicht zerfallener Atome zu einem bestimmten Anfangszeitpunkt,

N,, die Anzahl noch nicht zerfallener Atome zum Zeitpunkt k - T nach dem bestimmten
Anfangszeitpunkt.

Dann gilt
1 Niyp 1
Niy1 = =N, = -
k1 = 5k ) N, 5

k
Allgemeines Glied: N, = Ny (%) , (k=0,1,2,...)
Partialsummen(’]

» Definition:

Ist (ax), k € N, k > 0, eine Folge, so heit Xn: ay, eine Partialsumme der Folge (ay).
-1

Analog heiBt Z ay, eine Partialsumme der Folge (ay), falls & € N, also ohne AusschlieBung

der Null im Deﬁnltlonsberelch der Folge.

Allgemeines Glied Partialsumme
Arithmetische Folge a, =a+ (k—1)d i ay = na + %d

FeNk>0,adeP
Geometrische Folge a; = ag"™!

ke N,k>0,a,deP

n

_ ,q"=1 _ _1-¢"
Ak = 07— fal_q,q#l

WM:

1

“pars (lat.) - Teil
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A. Zahlenfolgen

Allgemeines Glied Partialsumme

Folge der natiirlichen Zahlen a; = k;k € N i k= 7"("2“)
k=0

Folge der Quadratzahlen ap =k* ke N i k?* = w
k=0

Folge der Kubikzahlen ax=kkeN Y k= {Ln;l)r
k=0

Alle Formeln zur Berechnung der Partialsummen der angegebenen Folgen lassen sich mit Hilfe
der vollstandigen Induktion beweisen.
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B. Funktionen und Gleichungen

B. Funktionen und Gleichungen

B.1. Allgemeines iiber Funktionen

Ubersicht iiber wesentliche Eigenschaften der Funktionen

Stelle =y des Definitionsbereiches von f

Eigenschaften von f an einer bestimmten

Eigenschaften von f in einem bestimmten
Intervall des Definitionsbereiches von f

Existenz einer Nullstelle

Existenz eines Pols

Existenz eines Grenzwertes

Stetigkeit

Differenzierbarkeit

Lokale Monotonie

Lokale Konvexitat und Konkavitat
Existenz eines Wendepunktes

Existenz eines lokalen Extremspunktes

Funktion ist gerade oder ungerade
Periodizitat

Stetigkeit

Differenzierbarkeit

Monotonie

Konvexitat und Konkavitat

Existenz des bestimmten Integrals
Existenz des unbestimmten Integrals

Gerade Funktionen

» Definition:

Eine Funktion f ist gerade genau dann, wenn fiir alle = des Definitionsbereiches D gilt: —x € D

und f(~z) = f(z).

Das Bild einer geraden Funktion ist symmetrisch zur Ordinatenachse.

o y:;-’ig V=008 x
J4 y
7L 7
I 1 = 7/-\
=7 7] 7 x =1 1) 7 X

Ungerade Funktionen

» Definition:

Eine Funktion f ist ungerade genau dann, wenn fiir alle x des Definitionsbereiches D gilt:

—z € Dund f(—z) = —f(x).

Das Bild einer ungeraden Funktion ist zentralsymmetrisch zum Ursprung des Koordinatensys-

tems.

y=x? ¥ y=5in X
Y Y
7t 1+
1 | I L
-1 0 i X -7 g 7 x
7k -7k

19




B. Funktionen und Gleichungen

/" Radiale Symmetrie (siehe zentralsymmetrisch)
Periodizitat

» Definition:

Eine Funktion f (Definitionsbereich D) ist periodisch genau dann, wenn es eine reelle Zahl
p > 0 derart gibt, dass fiir alle z € D gilt:

r+p€Dund f(x+p) = f(x).

Die Zahl p heiBt Periode von f.

Da mit p auch k - p fiir jedes natiirliche £ > 0 eine Periode von f ist, hat eine periodische
Funktion unendlich viele Perioden. Falls unter ihnen eine kleinste existiert, so gibt man i. a.

nur diese als "die Periode von an.

Winkelfunktionen  f(x +p) = f(x)  kleinste Periode

y =sinz sin(z + 27) = sinz 27
B y=cosx cos(x + 2m) = cosx 27
y =tanx tan(x 4+ 7) = tanx T
y = cotx cot(x + ) = cotx T
v
] 1}
m - 0 7 2 x

y=x—nfirn<z<n+1l,ned —oc0o<zr<o
Es gilt f(z + 1) = f(x); kleinste Periode von f ist 1.

Neubildung von Funktionen

Aus gegebenen Funktionen lassen sich neue Funktionen bilden
1. durch rationale Rechenoperationen,

2. durch Bilden der Umkehrfunktion,

3. durch Verketten von Funktionen.

Rationale Operationen mit Funktionen

» Definition:
Es seien f und g Funktionen mit einem gemeinsamen Definitionsbereich D. Dann sind

(1)s=f+g, (2d=f-9. B)p=f-g, und (4)q:§

ebenfalls Funktionen, die aus der Menge folgender geordneter Paare gebildet werden:
1) s = f+ g mit [z; f(z) + g(z)] fir jedes z € D,
2)d=f—gmitx; f(x) — g(x)] fir jedes x € D,
3) s=f-g mit[z; f(x) - g(x)] fir jedes x € D,
)

S
s = g mit [gg; %] fir jedes x € D und g(z) # 0

(
(
(
(

4
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B. Funktionen und Gleichungen

g: (yesinx)

f(x) =4z, —00 <z < o0; g(x) =sinz, —00 <z < 00
Gemeinsamer Definitionsbereich —oco < z < oo
(@) = f(@) + gla) = } + sina

Zueinander inverse Funktionen

» Definition:
Zwei Funktionen f und f sind zueinander invers genau dann, wenn die beiden Mengen geord-

neter Paare von f und f folgende Eigenschaft haben:
Fiir jedes geordnete Paar [a; D] gilt: [a;b] € f genau dann, wenn [b;a] € f.

Die Mengen geordneter Paare von f und f gehen demnach durch Vertauschen der Kompo-

nenten jedes Paares auseinander hervor.
Die Graphen zweier zueinander inverser Funktionen f und f koénnen auf zwei verschiedene
Weisen in einem gemeinsamen Koordinatensystem dargestellt werden.

__
y=fix)
i x=fly)
g Y Ppi= x
S &
@ § /
R /
4 5
£E /
&
& [b;a]
8 £ )
y=ffx)
{a;6] | ’
Fla) =6 bor £ fla)d . la;b]
|
a=Fth) |
X H
Definitionsbereich von r "
Wertebereich von =

1. Moglichkeit (Abbildung links oben):

Die Graphen von f und f sind identisch. Die Bedeutung der Koordinatenachsen ist fiir f und
f unterschiedlich:

Die x-Achse entspricht fiir f dem Definitionsbereich von f, fiir f dem Wertebereich von f.
Die y-Achse entspricht fiir f dem Wertebereich von f, fiir f dem Definitionsbereich von f.

2. Méglichkeit (Abbildung rechts oben):
Die Bedeutung der Koordinatenachsen ist fiir f und f gleich:
Die x-Achse entspricht dem Definitionsbereich von f und f.

Die y-Achse entspricht dem Wertebereich von f und f.
Die Graphen von f und f sind nicht identisch Sie liegen axialsymmetrisch zur Geraden y = .
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B. Funktionen und Gleichungen

Zueinander inverse Funktionen f und f

Definitionsbereich  Gleichung Wertebereich Gleichung Wertebereich
von f von f von f-DBvon f von f von f
—00 < 1 < 00 y = 3z —00 < ¥ < o0 y=73 —00 < Y < 00
—00 < x < 00 y=3ax+b —oo<¥<oo y:%b —00 <y < o0
a#0
0<<z <o y = 22 0<Y <00 Y=+ 0<<y<oo
—c0o<z<0 y = x° 0<¥<0 y=—yx —00<y<0
—o00o <z <00 y=a%a#0 —oo<y<o0 y=<r, x>0 —00 <y < o0
0<z < y=—v—x,2<0
—oo <z <0
zeP, z#0 y=1 yePy#0 y=1 yePy#0
x € Pax#0
0<z<oo y:w—l2 —00 < ¥ <00 y—ﬁ 0<y<oo
—00 < x <00 y =27 0<¥<oo y = logy x —o00 <y < oo
—00 < T <00 y=e" 0<¥<oo y=Inz —00 <y < 00
—00 < T <00 y=a® 0<¥<oo y = log, —00 < gy < 00
a>0;a#1

Y y=fix)=x3

y=fx)=F(x+0)
[~ y=Fix) = Lxe0)

<

yofx)=-vx
x &0

Y4 yftx)=2*

Umkehrfunktion

Die zu f inverse Funktion f heiBt auch Umkehrfunktion von f.

Satz: Zu jeder eineindeutigen Funktion f existiert die Umkehrfunktion f.

Funktionen, die nicht eineindeutig sind, besitzen keine Umkehrfunktion. Denn ist f nicht
eineindeutig, dann gibt es in der Menge der geordneten Paare von f mindestens zwei Paare

der Form [ay;b], [ag; b] mit a; # as.
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B. Funktionen und Gleichungen

In der Menge der geordneten Paare, die durch Vertauschen der Komponenten jedes Paares
von f hervorgeht, befinden sich dann die beiden Paare [b; a1], [b;as] mit a1 # ao, d.h., die
Abbildung, die durch die Menge der geordneten Paare dargestellt wird, ist keine Funktion, da
diese Abbildung nicht eindeutig ist.

Zum Beispiel besitzt die Funktion f(z) = 2?, —0co < © < oo keine Umkehrfunktion, da jedem
x des Definitionsbereiches, auBer x = 0, genau zwei Funktionswerte zugeordnet sind.

B Gegeben sei die Funktion f mit der Gleichung y = 3x+5 (—00 < z < 00). Gesucht ist die
Gleichung der Umkehrfunktion.

Losung: Die Funktion f ist eineindeutig. Die geordneten Paare von f haben die Form [a; 3a+5]
a € P. Alle Paare der Umkehrfunktion f haben dann die Form [3a + 5;a] a € P.

Gehen wir nun zu den iiblichen Bezeichnungen iber, indem wir fiir das Argument (in unserem
Fall 3a+5) das Zeichen = und fiir den Funktionswert (in unserem Fall a) das Zeichen y setzen,
so erhalten wir [3y + 5;y] = [z;y] und somit 3y + 5 = x bzw y = %‘5 als Gleichung fiir die
Funktion f.

Regel fiir die Gewinnung der Gleichung der Umkehrfunktion:

Ist die Gleichung einer Funktion f gegeben, y = f(x), und ist die Funktion umkehrbar, dann
erhalt man die Gleichung der Umkehrfunktion y = f(z), indem man die Gleichung y = f(x)
nach z, falls es moglich ist, auflést und die Bezeichnungen fir y und x gegeneinander ver-
tauscht.

Verkettung von Funktionen

Das Verketten von Funktionen entspricht dem "Nacheinanderausfiihren" oder "Zusammenset-
zen" von Abbildungen.

» Definition:
Gegeben seien zwei Funktionen f und g:

Bezeichnung Gleichung geordnete Paare
g z=g(x) [%; 2]
f y=f(2) [2; 9]

Unter der durch Verketten der Funktionen g und f entstehenden Funktion y = f(g(z))
verstehen wir die Menge aller geordneten Paare [z;y], fur die gilt:

Es gibt ein z derart, dass [z; z] € g und [z;y] € f. Man bezeichnet g als innere Funktion und
f als auBere Funktion.

B Durch Verketten folgender Funktionen soll eine neue Funktion gebildet werden:
innere Funktion z =z + 2, [z = g(2)], (—o0 < & < 0),

auBere Funktion y = log, z, [y = f(2)], (0 < z < o0),

verkettete Funktion y = log,(x + 2), [y = f(g(2))], (-2 < z < o0).

Genau fir die z mit 0 < z < oo existiert log, z. Also gibt es fir x +2 > 0 bzw. fir x > —2
ein z derart, dass gilt [z;2] € g und [z;y] € f.
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B. Funktionen und Gleichungen

Verkettete Funktion

<

AuBere Funktion
y= fiz)

(6:3]

(]

]
I
|
I
| [~ L
1
|
1

N\

1

Mo
[ngep—— IS

-

-

» Satz:

5
2
]
©
g
2
jag
pas
2

Die Verkettung einer Funktion f und ihrer Umkehrfunktion f ergibt die identische Abbildung

y=T[flf@)] =2

Wird namlich a durch f auf b abgebildet, dann wird b durch f auf a abgebildet. Folglich wird
a durch f[f(z)] wieder auf a, also auf sich selbst, abgebildet.

» Satz:

Gilt fiir zwei Funktionen f; und fa: fi[f2(2)] = x und fo[fi(z)] = z, dann sind die Funktionen

zueinander invers.

Ya

D Fix)+b]

Geometrische Bedeutung der Verdnderung von
Funktionsgleichungen

Bei den angegebenen Abbildungen der Ebene auf sich
wird vorausgesetzt, dass das Koordinatensystem (ein-
schlieBlich der Lange der Einheiten) hierbei nicht beein-
flusst wird.

DNy=f(z)=y=/f(a)+b (beP)

Der Graph von y = f(x) 4 b geht aus dem Graph von
y = f(x) durch folgende Abbildung der Ebene auf sich
hervor:

b > 0 Verschiebung in positiver Richtung der Ordinatenachse (Verschiebungsweite b)

b = 0 ldentische Abbildung

b < 0 Verschiebung in negativer Richtung der Ordinatenachse (Verschiebungsweite |b|)
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B. Funktionen und Gleichungen

w <

o ye=a fix)  y=ffx) 2) y:f(l‘) —>y:a-f(x), (aGP,a#O)

Der Graph von y = a - f(z) geht aus dem Graph von
y = f(z) durch folgende Abbildung der Ebene auf sich
hervor:

a > 0,a > 1 Streckung in Richtung der Ordinatenachse
von der Abszissenachse weg (Streckungsfaktor k& = a)
a = 1 ldentische Abbildung

a < 1 Stauchung in Richtung der Ordinatenachse zur

x Abszissenachse hin (Streckungsfaktor k = a)
ey a < 0,|a| > 1 Spiegelung an der Abszissenachse und
. Streckung in Richtung der Ordinatenachse von der Ab-
szissenachse weg (Streckungsfaktor k = |al)
a = —1 Spiegelung an der Abszissenachse

la| < 1 Spiegelung an der Abszissenachse und Stau-
chung in Richtung der Ordinatenachse zur Abszissen-

-a-f .
o R achse hin (Streckungsfaktor k = |a])
y
7
il Lol ok L L
hatich) i 2 3

X

|
5 y=flx+a)
1 3)y=[f(z) >y=fl+c) (ceP)
Der Graph von y = f(x 4 ¢) geht aus dem Graph von
y = f(x) durch folgende Abbildung der Ebene auf sich
hervor:
c /] ¢ > 0 Verschiebung in negativer Richtung der Abszis-
/ senachse (Verschiebungsweite c)
/ X ¢ = 0 Identische Abbildung
/ ¢ < 0 Verschiebung in positiver Richtung der Abszis-
senachse

y=Flx) y=Flxre)
c<g
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B. Funktionen und Gleichungen

yl
L ® [
yefxg? 1+ y=x?
- Ek i S
y~Fitx) y=F(ox) 4)y=f(z) = y=f(bx), (b€ P;b#0)

e Lai L kol B 2 2 S Der Graph von y = f(bx) geht aus dem Graph von
'l‘ '|l y = f(x) durch folgende Abbildung der Ebene auf sich
. \ hervor:

) 1

L} \

A \

b > 0,b > 1 Stauchung in Richtung der Abszissenachse
zur Ordinatenachse hin (Streckungsfaktor k = )

b = 1 ldentische Abbildung
{;;‘fﬁi’, b < 1 Stauchung in Richtung der Abszissenachse von
der Ordinatenachse weg (Streckungsfaktor k = )

y=fibx)
begylbl<t [~

b < 0,]|b] > 1 Spiegelung an der Ordinatenachse und
Stauchung in Richtung der Abszissenachse zur Ordina-
tenachse hin (Streckungsfaktor k = ﬁ)
b = —1 Spiegelung an der Ordinatenachse

|b| < 1 Spiegelung an der Ordinatenachse und Stau-
chung in Richtung der Abszissenachse von der Ordina-

tenachse weg (Streckungsfaktor k = ;)

Y

y=in(-:x) . yelnox

y=inl-x) b

e 7 y=in x
yein(-:x) g N\ ‘4 yeinix

‘1
. N 777

B.2. Rationale Funktionen
Rationale Funktion

» Definition:

Die Funktion f ist eine auf ihrem Definitionsbereich X rationale Funktion genau dann, wenn
es natiirliche Zahlen n und m und reelle Zahlen ag,ay, ..., a,, by, by,...,b,, mit a, # 0 und
by, # 0 derart gibt, dass fur alle x € X gilt:

L k
A" + ap 12" 4 a + ag ,;Z:O AT
f<x> = m m—1 - m
bml’ + bm_1$ + ...+ bll' -+ bo Z kaL’k
k=0

Die reellen Zahlen ag, aq, ... und by, by, ... nennt man die Koeffizienten.
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B. Funktionen und Gleichungen

Einteilung rationaler Funktionen
Gibt es eine Darstellung mit m = 0, so heiBt f auf X ganze rationale Funktion.
B f(r)=322+22v+3, f(x)=

Gibt es keine Darstellung mit m = 0, so heiBt f auf X gebrochene rationale Funktion.
Gilt 0 < n < m, so heiBt f auf X echt gebrochene rationale Funktionen.

Wf=1 fr) =55

526 —72449

Gilt n > n > 0, so heiBt f auf X unecht gebrochene rationale Funktionen.
W= 221 +52446 f( ) _ _5z%-1

“322—62+9 ' Tx24+5x—3

Liegt eine ganze rationale Funktion:
f(@) = a2 + an 12"+ artag =D (a, #0)

vor, so nennt man die natirliche Zahl n den Grad der ganzen rationalen Funktion.

» Satz:
Fiir ganze rationale Funktionen, deren Definitionsbereich ein Intervall enthalt, gibt es genau
eine solche Darstellung

n
)= apa®
k=0

Nullstellen rationaler Funktionen

» Definition:

xo ist Nullstellen der rationalen Funktion f(z) = Zg genau dann, wenn u(xy) = 0 und
v(xg) # 0 gilt.

B 2z, = 2 ist Nullstelle von f(x) = ﬁ% = v(x ; denn es ist u(2) =3-2%—12 =0 und

v(2) =228+ 224240,

» Definition:

Man nennt x; eine k-fache Nullstelle der ganzen rationalen Funktion f genau dann, wenn es
eine ganze rationale Funktion f; mit fi(x1) # 0 und eine Zahl k, k € N, k > 0, gibt, so dass
fur jedes x gilt

f(@) = (z — z1)* fi(=)

Ist k& gerade, so wird die Nullstelle =1 Nullstelle gerader Ordnung genannt.
Ist & ungerade, so nennt man sie Nullstelle ungerader Ordnung.

B 7, = —1 ist eine dreifache Nullstelle der ganzen rationalen Funktion y = (z + 1)3, denn es
gilt fur jedes x
(+ 1) =[e—(-DP-1

Hier ist folglich fi(x) = 1, und da diese Funktion aus Paaren [z;1], = € P, besteht, gilt auch

fl(_l) =
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B. Funktionen und Gleichungen

Funktionskurvenverlauf in der Umgebung von Nullstellen rationaler Funktionen
einfache Nullstellen mehrfache Nullstellen
ungerader Ordnung gerader Ordnung
x \ x \ 7; -\.X x
¥ i yefix) y+Flx) y=fix)
» Satze:

(1) Jede ganze rationale Funktion n-ten Gerades hat héchstens n voneinander verschiedene
Nullstellen.

2) z ist eine Nullstelle der ganz rationalen Funktion f genau dann, wenn es eine ganze rationale
Funktion f; gibt, so dass fiir jedes x gilt:

f(x) = (x — 21) fi(z)

(3) Sind die voneinander verschiedenen Zahlen 1, xs, ..., 2, Nullstellen der ganzen rationalen
Funktion f, so gibt es eine ganze rationale Funktion f,, derart, dass fiir jedes x gilt:

f(x)=(z —x1)(x — x3)...(x — Tp) + frn(T)

Man sagt zu diesem Sachverhalt: Abspalten der Linearfaktoren (z — z1)(z — x2)...(x — )

(4) Hat eine ganze rationale Funktion f vom Grade n genau n Nullstellen z4,zs, ..., x,, so
lasst sie sich als Produkt von n Linearfaktoren darstellen:

()

Berechnen von Nullstellen rationaler Funktionen

an(x —x1) (2 — 29)..(x —20) -y, 0

Der Satz iiber das Abspalten von Linearfaktoren lasst sich bei der Berechnung von Nullstellen
in manchen Fallen vorteilhaft anwenden. Ist beispielsweise eine ganze rationale Funktion dritten
Grades gegeben,

f(x) = azx® + apr® + ayz + ag

und ist bekannt, dass z; Nullstelle von f ist, dann gibt es eine ganze rationale Funktion
fi(x) = byw® + by + by, und es gilt f(z) = (z — z1) f1(x).

Die Funktion fi(x) lasst sich bestimmen

a) durch Koeffizientenvergleich, b) durch Divisionsalgorithmus.

Die Ermittlung der Nullstellen bei Funktionen hoheren Grades und weitere Moglichkeiten zur
Losung von Gleichungen dritten Grades werden hier nicht behandelt.

B Die Nullstellen der Funktion f(z) = 42® + 82* — 20x — 24 sind zu bestimmen.
f(x) = 4(2® + 22° — 5z — 6)

Durch Probieren erhalt man z; = —1 als Nullstelle. Also gibt es eine quadratische Funktion
fi(x) = ax® + bz + ¢, und es gilt f(x) = 4(z + 1)(az?® + bz + ¢).

28



B. Funktionen und Gleichungen

a) Ermitteln der Koeffizienten a, b, ¢ durch Koeffizientenvergleich:

4(2* + 2% — 52 — 6) = 4(z + 1)(az® + bz + c)
2% +22° =52 — 6 =az’ + (a+b)a* + (b+ )z +c

Da es fiir ganze rationale Funktionen genau eine Darstellung gibt, muss gelten a = 1, a+b = 2,
b+ c¢= —5, ¢ = —6. Hieraus folgt a = 1; b =1; ¢ = —6.

Also gilt f(x) = 4(z+1)(z*+x —6). Die Gleichung 22+ z — 6 = 0 hat die Lésungen x5 = 2,
T3 = -3.

Die Funktion f(z) = 42+ 8z~ 20x — 24 hat somit die Nullstellen z; = —1, 2o = 2, 23 = —3.

b) Bestimmen der Koeffizienten durch Anwenden des Divisionsalgorithmus.
4(x® + 22 — br — 6) = 4(x + 1) f1(x). Also:

( 1'3—|—21'2—5l'—6>2($+1>:l‘2—|—l’—6

— 3 — a2
x? —bx
R —
—6x —6
6x + 6
0

und dann weiter wie bei a).
Pole rationaler Funktionen

» Definition:
x, ist der Pol der rationalen Funktion f(z) = Zgg enau dann, wenn u(zg) # 0 und v(xg) =0
gilt.

Wz, = 1ist Pol von f(z) = -1 = “%): denn esist u(1) =1 # 0 und v(z) =1—1=0.

z—1 v(x)

Annaherung an einen Pol

e e e s

*x |
A -4
-
<
S —— N

Fir jede Funktion f(x) L (2 # o) (Abbildung links) gilt:

T z—x0

a:—>alc%)1;£:1>xo f(l’) - +OO ! m—):}:})l;?<xo f(l’) -

Fir jede Funktion f(z) = (1;0)2 (x # xo) (Abbildung rechts) gilt:

lim  f(x) =400 : lim f(z) =400

T—rX0;T>T0 T—x0;x<T0
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B. Funktionen und Gleichungen

Funktionsverlauf bei Polstellen

ungerader Ordnung gerader Ordnung
xo heiBt Polstelle ungerader Ordnung, | xo heiBt Polstelle gerader Ordnung
wenn f in folgender Weise dargestellt werden kann:
f@) = 55 - Gray 1(@) = 56 G
u(xo) # 0,v(x0) # 0 u(zo) # 0,v(xg) # 0
¥ ; y ! y i oo
] 1 | ]
| I ! I
! 1 | |
| | : :
\ |/ |
: ] : X — i b I X
T ixn X ixo E‘o x l“‘a
| | ! I
| I ] |
i 1 1 !
I I 1 I
! ! ! :
! r ! :
u(xo) u(zo) u(xo) u(zo)
otz > 0 und o) <0 oz > 0 und oo <0

Berechnen von Polen rationaler Funktionen

u(a)

Das Ermitteln von Polstellen einer Funktion f(z) = % erfordert das Aufsuchen derjenigen
Nullstellen xj von v(x), fur die u(xy) # 0 ist.

Y B Es sind die Polstellen der Funktion
I ) 3r —6 u(x)
e — _
3 e /(@) 23 —-3r+2  v(z)
zr zu ermitteln.
Die Funktion v besitzt die zweifache Nullstelle z; = 1
r und die einfache Nullstelle 3 = —2. Also gilt v(z) =
" ! (x — 1)%(x + 2) und folglich
=3 4 -1 0 7 X
3r —6
_? - —
1) = e+
Da fir die Zahlen 1 und -2 u(z) = 3z — 6 ungleich
Null ist, sind diese beiden Zahlen Pole der Funktion f.
1 ist ein Pol gerader Ordnung, -2 ist ein Pol ungerader
Ordnung.

Verhalten der rationalen Funktionen im Unendlichen

1. Ganze rationale Funktionen

lim f(z)= lim 2" (an Tl aO) =( lim 2")-a,
T

r—+o0 r—+o00 r—+oo
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B. Funktionen und Gleichungen

n n gerade n ungerade
an a, >0 a, <0 a, >0 a, <0
lim 400 —00 +00 —00
Tr—r00
lim 400 —00 —00 —+00
T—r—00
Y4 ¥ Y Y
il of il T+ il o
1 L | 1 1 1 L L 1
of 7 x 0 \\x /a 7 X
Beispiel 3 i "
2. Gebrochen rationale Funktionen
T (G + 2t 4 2) o a
lim f(z)= lim bx m; == lim ~— =_=% lim 2"
z—+o0 z—Foo pm (bm + mg;1 4o+ ﬁ) b, z—+oco g b,, z—+oo

Fall 2a: n — m < 0, grirl flz)=0
s Die Abszissenachse ist Asymptote des Graphen von

» N N y = f(=).

W f(z) = 25242012

3422 —-8x—12

—

Fall 2b: n = m, mgrfoof(x) = o

bm
y
- Die Gerade y = b ist Asymptote des Graphen von
N/ x  y=f(2).
E z2—1

Fall 2ccn—m >0
n—m lim f(z) lim f(z)

bm T—+00 T——00

y= >0 gerade +00 +00
ungerade +00 —00

iy <0 gerade —00 —00
gerade —00 ~+00

In einigen dieser Falle kann man das Verhalten der Funktion im Unendlichen noch genauer
charakterisieren.

i73
g 24225 3
I B f(r)="T02 = (v - 2) + 5
F Durch Anwenden des Divisionsalgorithmus wird
L [ 2% | hier der unecht gebrochene Quotient aufgespalten

74 * in einen ganzrationalen und einen echt gebroche-
nen Summanden.

Fir sehr groBe |z| verhalt sich f(z) angenahert wie
g(x) = x — 2. Die Gerade y = x — 2 ist Asymptote
des Graphen von f.

ANER
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B. Funktionen und Gleichungen

B.3. Nichtrationale Funktionen

Wurzelfunktionen y=/e,(neNn>10<xz<o0)
Winkelfunktionen y =asin(bz +¢),(a #0,b # 0, —00 < x < 00)

Yy =cosx,(—o0 < x < 00)
y=tanz, (z # § +km, k€ G)
y=cotz, (v #km, keQqQ)
Exponentialfunktionen | y = a”(a # 1,a > 0, —00 < = < o0)
Logarithmusfunktionen | y =log, z(a # 1,4 > 0,0 < x < c0)

Wourzelfunktionen

» Definition (Wurzelfunktion):
Die Wurzelfunktion y = {/x ist die Menge der geordneten Paare [z; {/x] mitn > 1, n € N,
x> 0.

» Satz: Die Wurzelfunktion y = {/z (0 < = < o0) und die Potenzfunktion y = z™ mit
0 < z < oo sind zueinander invers.

Umkehrbarkeit von Potenzfunktionen
1) Exponent ist gerade

2k

ly=2" (k€ N,k>0—0c0 <z <)

Die Funktion y = 2?* ist nicht eineindeutig. Sie lasst sich deshalb nicht im ganzen Definiti-

onsbereich umkehren. Es lassen sich allerdings zwei (Teil-) Funktionen f; und f5 jede fiir sich
als gesonderte Funktion umkehren.

Funktion Umkehrfunktion
firy=2" (0<z<o00) fiiy=%2 (0<z<00)
fory=a% (—co<z<0) fr:y=—-%1r (0<z<00)

Bf:y=2> 0<zr<o00), fi:y=+vz (0<z<o0)

fory=2* (mo<x<0), fo:y=—2 (0<z<00)

2) Exponent ist ungerade

y =2 (ke N,k >0)

2k+1

Die Funktion y =« ist eineindeutig und lasst sich im gesamten Definitionsbereich —oo <

x < 0o umkehren.

Funktion Umkehrfunktion
co 2kl = Jy=*x fur 0 <z < 00
fry=x (—o0 <z <o) f_{y:_ZkJrl/__:E fiir —co<x <0
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B. Funktionen und Gleichungen

Bf:y=2%(—c0<z<00) B
Umkehrfunktion:

7o y =z fir0 <z <o
Cly=—V—2 fir —co<z<0

Winkelfunktionen

In "Mathematik in Ubersichten" werden auf den Seiten 109 bis 119 unter dem gleichen Stich-
wort Definitionen und Eigenschaften von Winkelfunktionen aufgefiihrt. Deshalb werden hier
nur ein Uberblick iiber einige dieser Gleichungen sowie Ergidnzungen angegeben.

» Definitionen:
tanz =p.; S {xGP,x%(Qk—Fl)g;keG}

cosxT

COt T =pes Sor [x € Px # 2km; k € G

» Satze:

sin?z +cos?z =1 (r € P)

tanz -z =1 (xEP;x#k-g,keG)

Komplementwinkelbeziehungen x € P

sin (g — x) = CcosT

CoS (g — 3:) =sinzx

tan(g—x):cota: x%ka-%,k‘EG)
Cot(g—x):tanx v#(2k+1)- 3,k
Quadratenbeziehungen x € P

Il. sin(m — x) =sinz

cos(m —x) = —cosx
tan(m —x) = —tanx x#(?k’%—l)-g?kEG)
cot(m —z) = —cotx x#2k- 5, k€ )

lll. sin(m + x) = —sinx
cos(m +x) = —cosx
tan(m + x) = tanx x%(?kﬂrl)-g,keG)
cot(m + ) = cotx v #2k-5, ke )

V. sin(2r —z) = —sinx
cos(2m — x) = cosx
tan(2r — x) = —tanz gx #Q2k+1)- 7. ke G)

cot(2m — x) = —cot x x%Qk'g,kEG)

Bei den folgenden Gleichungen ist jeweils der konkrete Definitionsbereich zu beachten.
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B. Funktionen und Gleichungen

Additionstheoreme

sin(x; + x5) = sinx; - coswy £ cosxy - sin g
cos(x1 + o) = cOS Ty - COS Ty F Sin x - sin g
tanz; & tan xq

tan(xy; £ x9) =
(21 2) 1 Ftanx; - tanx,

cotxy-cotx 1
cot(xy + xg) = ! 2T

cot x1 £ cot xq

Doppelwinkelformeln (Spezialfall der Additionstheoreme fiir z; = x5)

sin(2z) = 2sinz cos x

cos(2z) = cos®  — sin® x

2tanx
tan(27) = ————
an(2x) 1 —tan®zx
cot?x — 1
t(22) = ———
€0 ( x> 2cotx

Halbwinkelformeln (Das Vorzeichen ergibt sich aus der Lage von )

11
COSEI:l: 7+cosx
2 2

sin x
tan — = ————
2 1+ cosx
1+ cosz
cot— = ———
2 sin x

Die Funktionen y = asin(bz + ¢) (a # 0,0 # 0)

Spezialfalle der Funktion y = asin(bx) + ¢

y = sin(x + ¢)
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B. Funktionen und Gleichungen

B Die Funktion y = 2sin (235 + %) soll im Intervall 0 < z < 27 graphisch dargestellt werden:
Wir gehen von der Sinuskurve aus und fithren nacheinander die Abbildungen der Ebene auf
sich aus, die den einzelnen Konstanten entsprechen.

a) y =sinz — y = sin 2z

Stauchung der Ebene in Richtung der x-Achse zur y-Achse hin (Streckungsfaktor k = % =
%) Als kleinste Periode von y = sin2z erhalten wir %” = 27“ = m. Die Amplitude bleibt
unverandert.

b) y =sin2x — y = 2sin 2z

Streckung der Ebene in Richtung der y-Achse von der z-Achse weg (Streckungsfaktor k =
a = 2). Es ergibt sich die Amplitude 2. Die kleinste Periode bleibt unveréndert .

c) y:2sin2$—>y:2-sin(2x+§)

Um die Verschiebungsweite zu erkennen, muss aus f(z) = 2-sin (23: + %) die Form f(z+c) =
2sin 2(z + ¢) gebildet werden:

y:2~sin<2x+1):2~sin2(:c+g)

Verschiebung der Ebene in negativer Richtung der z-Achse (Verschiebungsweite %) Die Am-
plitude bleibt unverandert 2, die kleinste Periode bleibt unverandert 7. Die Schnittpunkte mit

der z-Achse sind um % in negativer Richtung der x-Achse verschoben.

y=2-sin(2x+ )

Exponentialfunktionen

» Definition:
Funktionen mit Gleichungen der Form y = a” (a > 0,a # 1, —oc0 < x < 00) heiBen Expo-
nentialfunktionen.

Exponentialfunktionen haben groBe Bedeutung zur Beschreibung von Prozessen, bei denen
das Ergebnis der Veranderung (Zunahme oder Abnahme) einer GroBe die weitere Veranderung
selbst wieder beeinflusst.

B Kettenreaktion: Die durch Kernspaltung entstandenen Neutronen bewirken selber die Spal-
tung weiterer Atomkerne.

B Organisches Wachstum: Die entstandenen Zellen (z. B. Bakterien, Pflanzenzellen) teilen
sich selber wieder und wirken ihrerseits am Wachstum mit.

B Radioaktiver Zerfall: Ist bereits eine bestimmte Anzahl von Atomen zerfallen, kann in dem
folgenden gleich groBen Zeitabschnitt nur noch eine geringere Anzahl von Atomen zerfallen.
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B. Funktionen und Gleichungen

» Satz:

Durchlauft bei Exponentialfunktionen mit Gleichungen der Form y = a” (a > 0, a # 1) das
Argument x eine arithmetische Folge, so durchlaufen die zugehdrigen Funktionswerte y eine
geometrische Folge.

Beweis: Es sei

0y L1y eeey L1y Ty oo
eine arithmetische Folge. Dann gilt fiir je zwei benachbarte Glieder der Folge z,, —x,,_1 = d =
const. Fir die Folge der zugehoérigen Funktionswerte

xg Tp—1 T

a’,a, ..., a ,at", ...

gilt folglich fiir den Quotienten zweier beliebiger benachbarter Glieder
axn
In _ = ¢® -1t = g = const
Yn—1 a®nr-1

Folglich ist die Folge der Funktionswerte eine geometrische Folge.

Die Funktionen y = a - e (a # 0;k # 0)

Beispiele fiir Prozesse, die durch Funktionen vom Typ y = ae*® beschrieben werden kénnen.

1) Organisches Wachstum N = Nye, (Ny > 0,k > 0)
N: Anzahl der Bakterien zum Zeitpunkt ¢; Ny: Anzahl zum Zeitpunkt = 0

Der Zuwachs an Bakterien in der Zeiteinheit bei einer Bakterienkultur ist direkt proportional
zur Anzahl der zum betreffenden Zeitpunkt bereits vorhandenen Bakterien. Hierbei werden
hemmende Einfliisse wie Mangel an Nahrsubstanz oder Auftreten antibakterieller Substanzen
vernachlassigt.

Weitere Wachstumsprozesse wie Zunahme des Holzbestandes eines Waldes, Zunahme der
gesellschaftlichen Produktion materieller Giiter, Zunahme der Bevolkerung konnen in gewis-
sen Grenzen angenahert auch durch Exponentialfunktionen beschrieben werden. Dabei ist zu
beriicksichtigen, dass bei der Zunahme der Produktion und der Zunahme der Bevélkerung
gesellschaftliche Faktoren eine groBe Rolle spielen, folglich kompliziertere Zusammenhange
auftreten, als sie durch einfache Exponentialfunktionen beschrieben werden.

2) Radioaktiver Zerfall N = Nye ™

N N: Anzahl der zum Zeitpunkt ¢ noch nicht zerfallenen
Atome einer radioaktiven Substanz, Ny: Anzahl der zum
Zeitpunkt t = 0 vorhandenen nicht zerfallenen Atome,
A: Zerfallskonstante (ist fir die Substanz charakteris-
tisch)

Ty: Halbwertzeit, Zeitspanne, innerhalb (m derer die
Halfte aller Atome zerfallen ist (ist fiir die Substanz
charakteristisch). Es gilt

(‘;"f o

Tw 2ly 3y 4kt
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B. Funktionen und Gleichungen

Logarithmusfunktionen

» Definition:
log,z (a > 0,a # 1,z > 0) ist diejenige reelle Zahl y, fir die gilt ¥ = z. log, = wird
Logarithmus der Zahl x zur Basis a genannt.

» Definition:
Funktionen mit Gleichungen der Form y = log,z (@ > 0,a # 1,0 < 2 < o0) heiBen
Logarithmusfunktionen.

» Satz:

Die Funktionen

firy=a*(a>0,a#1,—c0 <x <oo)und fo:y=1log,z (a >0,a#1,0<z<00)
sind zueinander invers.

a=10 a=-¢ =2

y(3y

107 X
_7: y:fay!,_x

links: y = a”, (a > 1); y =log, z, (a > 1)
rechts: y =a”, (0 <a<1),y=log,z, (0<a<1l)

Die Logarithmen zur Basis e heiBen natiirliche Logarithmen; sie werden mit In z bezeichnet,
also log, z = Inx (gelesen: "Logarithmus naturalis von z"). Die Logarithmen zur Basis 10
heiBen dekadische Logarithmen oder Briggssche Logarithmen.E]! Die dekadischen Logarithmen
werden mit 1g x bezeichnet, also log,,x = lg .

Zusammenhang zwischen Logarithmen verschiedener Basen

» Satz:
Fir alle positiven reellen Zahlen x und alle reellen Zahlen a,b mit a > 0, b > 0 und a # 1,

b# 1, gilt:
log, x = (log, a) - log, =

Aus diesem Satz ergibt sich speziell

1

log, b=
log, a

Der oben angegebene Satz wird fiir den Ubergang von einem zu einem anderen Logarithmen-
system benutzt. Ige und In 10 sind irrationale Zahlen, die zueinander reziprok sind:

lge~ 043420 ,  Inl0~ 2,30259

SHenry Briggs (1561-1631), englischer Mathematiker, berechnete die erste 14stellige Tafel der dekadischen
Logarithmen.
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log, z

1
log, z = (log, a) - log, x = —— - log, =

log, b " log, b

1
Inz=(In10) -lgz = l—~lgx = 2,30259 - lgz
ge

1
lgz = (Ige) - Inz = m-lnx =0,43429 - Inx

B.4. Wourzelgleichungen

Gleichungen, bei denen die Variable auch im Argument von Wurzelfunktionen auftritt, werden
als Wurzelgleichungen bezeichnet.

Wourzelgleichungen, die mit einmaligem Quadrieren zu l6sen sind

Gleichungen mit der Form /17 (z) = T2(x) oder \/Tl () = \/Tg(il')).
B Die Losungen der Gleichung 1 + +/x + 5 = x (x > —5) sind zu bestimmen.

Rechnerische Losung:

Isolieren der Wurzel: v/x +5 =2z —1
Quadrieren: x +5 = (r —1)%, 22 =32 —4 =0, 1, =4, 75 = —1
Wenn die Gleichung Losungen hat, dann koénnen es hochstens die Zahlen 4 und -1 sein.

Probe: 27 =4: 1++/4+5=1++/9=14

Das ist eine wahre Aussage, also ist 4 eine Losung der Gleichung.

To=—1:14+/—1F+5=1+V4=2+# -1
Das ist eine falsche Aussage, also ist -1 keine Lésung der Gleichung. Die Gleichung hat nur
die eine Losung z = 4.

Graphische Losung

Es werden die beiden Funktionen y = fi(z) = 1++/z + 5 und y = fo(x) = x betrachtet. Die
Abszissen der Schnittpunkte der Graphen dieser Funktionen liefern die Losungen der Gleichung

1+ vz Th=a

xro = —1 ist die Abszisse des Schnittpunktes des Graphen von y = f{(z) =1— vz +5 und
y = fa(x) = x.

B Die Losungen der Gleichung V22 — 2 — /52 — 8 = 0 sind zu berechnen.

Isolieren der Wurzeln: /22 — 2 = /52 — 8
Quadrieren: 22 —2 =528, 22 =52 +6 =0, 21 = 3, 1o = 2

Probe: 21 : /9 —2—/15 -8 =V7—V7=0
Das ist eine wahre Aussage, also ist z; = 3 eine Lésung.

Ty /A—2—-V1I0—8=v2—-12=0
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Das ist eine wahre Aussage, also ist zo = 2 eine Lésung.

B Die Lésungen der Gleichung /z + 5/ = 0 (z > 0) sind zu ermitteln.
Man erkennt, dass x = 0 die einzige Losung ist. Denn fiir z # 0 sind beide Summanden groBer
als Null.

Wourzelgleichungen, die mehrmaliges Quadrieren erfordern

B Die Losungen der Gleichung /72 — 12 + /13 — 3x = 5 sind zu berechnen.

Umformen: /7x — 12 =5 — /13 — 3z

Quadrieren: 7Tz — 12 =25 — 10/13 — 3z + 13 — 32

Isolieren der Wurzel: © — 5 = —+/13 — 3x

Quadrieren: 22 — 10z +25=13 -3z, 22 —Tx+12=0, 21 =4, 25 = 3

Probe: 7y =4:7-4—12++/13 —3-4=4+1 =5, Wahre Aussage
Ty = 3:v9+ 4 =5 Wahre Aussage
Die Gleichung hat die Lésungen 4 und 3.

B Die Gleichung \/.:1: + 24 +/2x + 7 =4 ist zu losen.

Quadrieren: z +2 + 22z +7 =16
Isolieren der Wurzel: v/22 +7 =14 — «
Quadrieren: 22 +7 =196 — 28z + 22, 22 — 300 + 189 =0, 21 =21, 2o =9

Probe: oy = 21 : /21 + 2+ A2+ 7= /23 +7=/30 £ 4
Das ist eine falsche Aussage, also ist 21 keine Losung der Gleichung.

Ta=9:1/9+2+ B+ 7= I +5=14
Das ist eine wahre Aussage, also ist 9 eine und somit die Losung der Gleichung.

B.5. Goniometrische Gleichungen

Gleichungen, bei denen die Variable auch im Argument von Winkelfunktionen auftritt, werden
als goniometrische Gleichungen bezeichnet.

Typen goniometrischer Gleichungen (Beispiele)

eine Winkelfunktion verschiedene Winkelfunktionen
gleiche sinz = 0,5 4cos’x —2sinx —2 =0
Argumente  cos (m + %) = %\/g

2sin?z — 0,5 =0
verschiedene sinz + sin (a: + g) =15 4sin (33 + %) —2cosz =+/3
Argumente coS %x +sinz =0

1) Gleiche Argumente - eine Winkelfunktiorﬁ

B sinz=05
o T B T br
n=g e
x1:%+2k57r (k € G), x2=5g+2/m (k € G)

5Bei diesen Beispielen wird auf die Ausfithrung der Probe verzichtet. Es handelt sich in jedem Falle um
aquivalente Umformungen bzw. um die Anwendung bekannter Lésungsformeln.
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Mit Z; und T5 wurden die Hauptwerte der bei der Losung zu betrachtenden zwei Mengen von
zueinander aquivalenten Winkeln bezeichnet.

T
m oot
cos | x + 6

Durch Substitution x + & = 2 erhalt man die Gleichung

1
cosz:gx/g
_ 7 S 77_11
Z1_6’ Z9 =27 5= 6
11
21—%+2k:7r, 22:€7T+2k:7r
7 T T 11
10
=k -2n (ke€q), xQZEW—l—kQW (k € G)

B 2sin’z—05=0

Durch Substitution sin x = z erhalt man eine quadratische Gleichung in z.

222 -05=0
1 1
1= 9 %) D)
. 1 _ 1
STy = 9 Sin Xy = 5
7
T = T + 2k, Loy = il + 2km
6 6
5) 11
xm:%—I—Qkﬂr, 1‘22:%‘1'_2]{;7( (l{?EG)

Die Lésungen x1; und zo; lassen sich zusammenfassen zu & + & - 7, (k € G).
Die Losungen x15 und 9o lassen sich zusammenfassen zu %’“ + k-7, (ke€q).
Die Gesamtheit der Lésungen der Gleichung ist = + k-, X + k-7 (k € G).

2) Gleiche Argumente - verschiedene Winkelfunktionen
B 4cos’z —2sinz—2=0, 2cos’z —sine —1=0
Eine der beiden Funktionen wird durch die andere ausgedriickt. cos? z = 1 — sin? « fiihrt auf

1 1
2(1 —sin?x) —sinz — 1 = 0; —2sin?x —sinz + 1 = 0; sin2x+§sinx—§:0

Durch Substitution sin x = z erhalt man eine quadratische Gleichung in z:

22—1—12—1—0
27 2

Die weitere Losung wird hier nicht ausgefiihrt.

2) Verschiedene Argumente - gleiche Winkelfunktion

B sinz +sin <x—i— 7?:) =15
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+,B

Nach sin o + sin 8 = 2sin %5 - cos 252 gilt:

1 3 1
ZSin(x+g)-cos7r—1,5, sin(x+g>-2\/§—4, sin<x+g>—\/§

6 2
T T T 27
l‘1+6:§+2k}77' , x2+6=?+2k7r
$1:%+2/{7r , x2:g~|—2k7r (k € G)

4) Verschiedene Argumente - verschiedene Winkelfunktionen
B 4sin (x—i— g) —2cosz =3

Anwendung des Additionstheorems

. ( +7r) . 7T+ .o 1\/§ . +1
sin(x+ — ) =sinxcos— +cosxsin — = —v3sinz + — cos
6 6 6 2 2

fuhrt auf

1 1
4 (2\/§sinx+ 2COSIL’> —2cosx = \/§
2\/§sinx = \/§

sinx =

I =

o N

+ 2km, Ty = 27? +2kr (k€ @G)

3
| COS?[E—FSiHZB =0

Anwenden der Komplementarwinkelbeziehung sin z = cos (5 — ) fuhrt auf

[\

3 n <7r ) 0
cos—T +cos|——x) =
7 2

Anwenden der Formel cos o + cos 3 = 2 cos M cos 2= fiihrt auf
3 s 3 s
X+ 5 - =5+
2cos < 2 cos -~ 2 =0
2 2
T 4 10 s
cos 2—"— cos ~ 2 =0
2 2

(-3 (3r=5) -
COS 4 7ZE COS 7.17 4 ==

Das Produkt ist gleich Null genau dann, wenn ein Faktor gleich Null ist. Die Losungen der
Gleichung sind die Losungen der Gleichungen

T 2 5 s
coS (4 — 79(;) =0 und CoS (7x — 4) =0
s 2

Die weitere Losung erfolgt iiber die Substitution 7 — 22 = z bzw. ?m - 1=z
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C. Differentialrechnung

C.1. Grenzwerte
e-Umgebung einer Zahl z

» Definition:
Ist e einer positive reelle Zahl, so versteht man unter der e-Umgebung einer Zahl x( (geschrie-
ben: "U.(x)") das offene Intervall

(g — ;20 + €)

£ £

Xg—& Xa Xyt E

Grenzwert einer Zahlenfolge

» Definition:

Die Zahlenfolge (a,,) hat die Zahl g als Grenzwert genau dann, wenn bei jedem positiven ¢ fiir
fast alld’| n gilt: a, € U.(g).

Man schreibt: T}Lrgo a, = g (gelesen: limes a,, fiir n gegen unendlich)ﬂ

SinngemalB bedeutet diese Definition: So klein wir £ > 0 auch wahlen, von einer bestimmten
Zahl ny an liegen alle Folgenglieder a,, mit n > ng in der e-Umgebung von g.

B Der Grenzwert der Folgeﬂ (1 — %) ist g = 1.

U.(1) ist das Intervall (1 —g;1+¢). Ist nio < € bzw. ng > £ dann liegen alle Folgenglieder a,,
mit n > ng in U-(1).

Konvergente Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge (a,) heiBt konvergent, wenn es eine Zahl g gibt, die Grenzwert von (a,) ist.
Man sagt: Die Zahlenfolge (a,,) konvergiert gegen g.
Zahlenfolgen mit dem Grenzwert g = 0 heiBen Nullfolgen.

W lim + =0; nli_}rgonik:Omitk>O

n—oo
i - i . i ntl) _ 1
Ji g =0mitjo < 1 Jim (5 = 3

Divergente Zahlenfolgen

Jede nicht konvergente Zahlenfolge heiBt divergente Zahlenfolge.

Gilt fiir eine Zahlenfolge (a,,):

Zu jeder positiven Zahl g gibt es ein ng, so dass fir allen mit n > n, gilt g < a,,, dann schreibt
man nh_}rgo ap = O0.

Gilt fiir eine Zahlenfolge (a,,):

Zu jeder negativen Zahl g gibt es ein n,4, so dass fir allen mit n > n, gilt a,, < g, dann
schreibt man nh_)rg(} a, = —00.

""fast alle" bedeutet: mit Ausnahme von endlich vielen

8limes (lat.), Grenze

9Aus Griinden der ZweckmaBigkeit wird hier und im folgenden als Definitionsbereich der Folgen die Menge
der natirlichen Zahlen ohne die Null gewahlt.
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C. Differentialrechnung

B Divergente Zahlenfolgen sind:
((=1)"), (2"), (¢") mit |g[ > 1, lim 2" = oo, lim (=3") = —o0

Satze iiber konvergente Zahlenfolgen

» Satz:
Jede TellfolgelT_G] ) einer konvergenten Folge (a,) ist konvergent und hat den gleichen Grenz-
wert wie die Folge (an).

W (a,) = (1); Teilfolge (a},) = (%)
» Satz:

Jede nach oben beschrankte, monoton wachsende Zahlenfolge (a,) konvergiert gegen ihre
obere Grenze. Die obere Grenze ist nicht Glied der Folge.

W (a,) = (1—7) obere Grenze G =1, lim (1—%):1

n—oo

» Satz:
Jede nach unten beschrankte, monoton fallende Zahlenfolge (a,,) konvergiert gegen ihre untere
Grenze. Die untere Grenze ist nicht Glied der Folge.

B (a,) = (3 + %) untere Grenze G = 3, lim (3 + %) =3

n—oo
» Satz:
Gilt fir zwei konvergente Zahlenfolgen (a,,) und (b,) a, < b, fir alle n, so ist 1Lm a, <
n o0
lim b,
n—oo

» Satz (Grenzwertsatze):
Konvergieren die Folgen (a,) und (b,), so konvergieren auch die Folgen (a, + b,), (a, — b,),
(an - by), (az) mit b, # 0, (b,) keine Nullfolge, und es gilt:

lim (an, +by) = lim a, + lim b,
lim (a, — b,) = lim a, — lim b,
n—oo n—oo
lim (a, - b,) = lim a, - lim b,
n—oo n—oo n—oo
| a li_}rn an ;
n1—>H<>lO<b i 5, 070
n— o0
g i S5 (3+i-)ent lm 3+ lm Do lm kg
im ————— = lim = _°
oebnt =Tl o (5T k) pe lm - lim O dim 5

Auf lim gng’f”j kann der Grenzwertsatz fiir Quotienten nicht angewendet werden, da (3n2+

2n —5) und (5n* — Tn + 1) nicht konvergieren.

19(al)) heiBt Teilfolge der Folge (a,) genau dann, wenn es zu jedem Element a), der Folge (a

linN, 1 > k, und es gilt a}, = a;.

') ein [ gibt,

n
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Die Eulersche Zahl e

Der Grenzwert der Folge ((1 + %)n) existiert und wird zu Ehren Leonhard Euler "Eulersche
Zahl" genannt und mit e bezeichnet:

1 n
e = lim (1 + )
n—oo n

Zum Beweis der Existenz dieses Grenzwertes wird gezeigt, dass die Folge (a,) = ((1 + %)n)
monoton wachsend und beschrankt ist. Daraus folgt dann entsprechend dem zweiten Satz auf
Seite 43 die Konvergenz der Folge (a,,).

Eine Moglichkeit zum Nachweis der Beschréanktheit der Folge (a,,) besteht in folgendem. Es
wird gezeigt,

n+1
- dass eine zweite Folge (a@,) = ((1 + l) ’ > monoton fallend ist, und

n
- dass fir alle n gilt a,, < @,
Unter diesen Voraussetzungen ist dann jedes Glied von (@) eine obere Schranke von (a,,).

Bei dieser Beweismethode gewinnt man zugleich eine Intervallschachtelung fiir die Zahl e, denn
es gilt dann folgender

» Satz:

Fur die Folgen (a,) = ((1 + %)n) und (@,) = ((1 + i)nH) gilt
l.a,<a,firallene N, n>1,

2. (ay,) ist monoton wachsend,

3. (a@,) ist monoton fallend,

4. T}gr&(dn —a,) =0

Hiernach bilden die Intervalle (a,,a,) eine Intervallschachtelung, die die Zahl e erfasst.
Die Zahl e ist eine Irrationalzahl: e = 2, 718281828459......

Reihen

Ist (a,) eine Folge, so nennt man die Partialsummenfolge
n
k=1

(e8]
eine Reihe und bezeichnet sie mit Y ay.
k=1
Konvergiert die Partialsummenfolge (s,,) und hat sie den Grenzwert s, dann heiBt s die Summe

der Reihe % ay. Man verwendet in diesem Fall das Symbol ioj ay auch fir den Grenzwert der

_ k=1 k=1
Reihe.
n o0
lim s,, = lim =
Jim sn = lim > ax =3 ay
k=1 k=1
Geometrische Reihen

1

[e.°]
Eine geometrische Reihe Y ag"' ist die Folge der Partialsummen (s,,) einer geometrischen
k=1

1) eonhard Euler (1707-1783), Schweizer Mathematiker, der die langste Zeit seines Lebens in Petersburg
wirkte.
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Zahlenfolge (ag"™'), n € N, n > 1.

S1 = a
S9 = a + aq

s3=a+aq+aq

Sn=a+aqg+ag®+..+aq" ' =a

Fur |q| < 1 konvergiert die Folge (s,,).

00 1—g"
Y ag" ' = lim (al d ) = lim %- lim (1 —¢")

a . . ny _ @ _
=, (- a) = a0
o) - a
> aq" = g <1
k=1 -4
Fir |g| > 1 divergiert die Folge (s,).

B Darstellung periodischer Dezimalbriiche als geometrische Reihen und Umwandlung in ge-
meine Briiche:
73 73 1 73 1 \"!
()

NV
0TS = — 4+ —— fp— (=
’ 100 T 1002 1002 100 T 1002 \100

14 XT3 1\t CT
_100+k211002'(100) 0= o024 To0)
4 g5 1459
T 100 T 1— s 9900

100

Grenzwert einer Funktion

» Definition:
Die Funktion f hat an der Stelle xy den Grenzwert g [geschrieben: li_>m f(z) = g] genau dann
T—x0

wenn gilt:

1. f ist in einer Umgebung von x( (eventuell unter Ausschluss der Stelle () definiert,
2. fir jede gegen x konvergierende Folge (z,) (z,, # x¢ fir jedes n), deren Glieder dieser
Umgebung angehéren, konvergiert die Folge der zugehorigen Funktionswerte (f(z,)) gegen g.

Man verwendet den Grenzwertbegriff oft auch in folgender Weise:

a) lim f(x) = { +§ , wenn fir jede Folge (z,), fir die gilt lim z, = o, auch gilt

T—T0

lim f(z,) = { o

Nn—00 —00

b) Iggloo = a, (a € P); analog wird lim = a erklart; wenn fir jede Folge (x,), fur die gilt

lim z,, = 400 und fiir die f(z,) definiert ist, auch gilt lim f(z,) = a.

n—oo
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T—+00 Z——00

c) lim f(z) = { tz ; analog wird lim erklart; wenn fir jede Folge (x,), fir die gilt

. . o g1 400
lim z, = 400 und fir die f(z,,) definiert ist, auch gilt lim flz,) = { O

B Es ist der Grenzwert lirr% x? zu ermitteln. (Abb. links unten)
T—

lim 2% = 4, denn
x—2

1. ist die Funktion f(z) = z? fiir alle z € P definiert, also auch fiir eine Umgebung von
To = 2, und
2. gilt fir jede Folge (z,,) mit T}Lngoxn = 2

nh_)m f(z,) = hm z? nhr{)lo(xn Ty) = <nh_)rgo xn> . (nh_{go xn) =2-2=4

| F st hier | ¥ [
nicht |
definiert i y=Fflx)== b
S 7
1 L L L
1 [ 7 X

1 ! L 1
10 7 i X -

B f(x)= Ix\ hat an der Stelle o = 0 keinen Grenzwert. (Abb. rechts oben)

L. f(x) = %‘ ist zwar fiir alle  # 0 definiert, als auch in einer Umgebung von 2y = 0
2. Es gibt aber Folgen (x,,) und () mit dim z,, = 0 bzw. lim 27 = 0 fir die lim f(z,) #

Jim f (7). '
Zum Beispiel: a) (z,) = (%) flx,) = %’ =1
lim 1 =0; lim f(z,) =1 !

0) ()= (-1 7 = LA
Jm, () = 0; Jim /() = ~1

In diesem Falle gibt es nur den rechtsseitigen Grenzwert und den linksseitigen Grenzwert der
Funktion f(z) = ‘xl an der Stelle 2y = 0, da diese voneinander verschieden sind.

= . (Abb. links unten)

hrq lel = 2, denn
Tr—r

1. ist die Funktion fur alle = # 1 wegen

21 1 -1
2ol _@re-1)
r—1 r—1

definiert und
2. gilt fur jede Folge x,, (x,, # 1 fir jedes n) mit Jim 2, = 1: lim flz,) = Jim (:cn—i—l) 2.

n—oo
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Y
5 § y=fix)= %
x2-7
=)
1 -
i ‘[-_’;‘ E‘anr_ L A1 - | |
1 | | nicht -7 gl .7 x
| | definfert R e e
A | fist hier ‘
be J = nicht
/ 10 7 B definiert
4 > K
-1}

M f(z) =1 hat an der Stelle 2o = 0 keinen Grenzwert. (Abb. rechts oben)
1. Die Funktion ist zwar fiir alle = # 0 definiert.
2. Es gibt aber Folgen (z,,) (z,, # 0 fiir jedes n) mit dim 2, =0, fur die die Folgen f(x,,)

unbeschrankt sind, z.B. (%) (%)

1
Tn

Grenzwertsatze fiir Funktionen

» Satz:
Sind die Funktionen f und g in einer Umgebung U.(z() von z definiert und gilt f(z) < g(x)
fir alle z € U(z), so ist

lim f(z) < lim g(z)

T—T0 T—T0

(val. mit dem analogen Satz fiir Folgen)

— Satz (Grenzwertsatze):
Ist zlgrglou(x) = g1 und :}Lrgov(x) = ¢o, so gilt auch

mli_)rglo [u(z) +v(z)] = mh_g:lo u(x) + xli_)rglo v(x) = g1+ g2
i fu(z) — (@) = Jim u(z) ~ lim o(2) =91 ~ g5
g}g%o[u(x) cu(x)] = Jim u(x) -zlgrglov(x) =31 92
lim wu(x)
tim U0 et 9 g, 2 0,0(@) 0
o) T T o) e
T—T(

lim(z® — 3z 4+ 7) = lim 2* — lim 3z + lim 7

z—1 z—1 z—1 z—1
= (lim x) (lim 95) (hm x) — (lim 3) (lim a:) + lim 7
r—1 z—1 z—1 z—1 z—1 z—1
=1-1-1-3-7T4+7=5
Einige Grenzwerte von speziellen Funktionen
M Es gilt: lim 8% = 1.
z—0 T

Beweis:
Wir zeigen, dass fir —5 <z < 7, x £ 0, gilt

sin x 1
<

cosx <

e COS X
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v Hinweis: In der nachfolgenden Gleichung (*) wird fiir die
/ Berechnung der Sektorflache das BogenmaB arc o« =
x T = 1305 * @ herangezogen. r ist das Bogenmal3 von
: ZAOB.
7 T Es gilt fir 0 <z < 7:
Apopp < Asektor 208 < Apoac
1 —— 1 1—
~OD-DB < -r’z < ~OA-AC *
2 2" T )
1 1 1
Q(T ~cosx)(r-sinz) < §r2x < —r-r-tanx
) sin x
cosz-sinx < x <
cos T
Da sinz > 0 fir 0 <z < 7 folgt weiter
1
cosT < —— <
sinx  coszx

Durch Ubergang zu den Reziproken erhalt man wegen cosz > 0 fiir 0 < x < 3

1 sin @
> coS T
COS T x
Wegen cos(—z) = cosz und sin(—z) = —sinz, gilt diese Ungleichung auch fir z mit

—5 < x < 0. Demzufolge gilt:

xT—

sin x
T

Folglich gilt: lim
z—0

W Es gilt: lim log, (1 + z) = log, e.
r—r

lir% cosx < lim

sin x

< lim

z—0 — x—0 cos T

X

sin x
<1

1 < lim

— x—0

X

=1, was zu beweisen war.

Beim Beweis werden folgende Aussagen benutzt:

: 1
1. glclil(l)(l—f—l’)m =e, (reP)

2. Fiir jede Folge (a,) mit positiven Gliedern a,, und h_)rgo Qn

=g, (g >0) gilt

n

lim (log, a,) = log, (,}iggo an> =log, g

C.2. Stetigkeit von Funktionen

Stetigkeit an einer Stelle x,

» Definition:

Die Funktion f ist an der Stelle x( stetig genau dann, wenn gilt:
1. f ist an der Stelle o definiert, d.h., es existiert f(x).

2. es existiert xlggo f(x).
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3. es ist mli_)rglo fz) = f(xo)

Zur Grenzwertberechnung in den folgenden Beispielen vergleiche man mit den Beispielen unter
dem Stichwort "Grenzwert einer Funktion".

B f(z) = z” ist an der Stelle 25 = 2 stetig, denn es gilt lim f(x) = f(2) =4

T—
B f(z) = % (r € P,z # 0) ist an der Stelle xy = 0 unstetig, denn f(x) ist an der Stelle
2o = 0 nicht definiert und besitzt an der Stelle zq5 = 0 keinen Grenzwert.

B f(x)= Qf__ll (x # 1,z € P) ist an der Stelle xy = 1 unstetig, denn f(x) ist an dieser Stelle

nicht definiert.
Es existiert aber der Grenzwert lirr% f(z) =2.
T—

In diesem Fall spricht man von einer hebbaren Unstetigkeit der Funktion f. Man kann eine
neue Funktion g(x) definieren, die an der Stelle xy = 1 stetig ist:

2 firz =1
g(l’) = z2—1 fur T 7& 1

r—1

Diese Funktion ist identisch mit der Funktion, deren Gleichung y = = + 1 ist.

W f(z) =2, (z € Px+#0)ist an der Stelle 7o = 0 unstetig, denn die Funktion ist an dieser
Stelle nicht definiert. Die Funktion besitzt auch keinen Grenzwert an dieser Stelle.

Stetigkeit in einem Intervall

» Definition:
Die Funktion f ist in einem Intervall stetig genau dann, wenn die Funktion an jeder Stelle des
Intervalls stetig ist.

Handelt es sich um ein abgeschlossenes Intervall, so ist an den Randpunkten der rechtsseitige
bzw. linksseitige Grenzwert der Funktion zugrunde zu legen. Man spricht dann beziiglich dieser
Stelle von linksseitiger bzw. rechtsseitiger Stetigkeit der Funktion an der Stelle xy.

Satze iiber stetige Funktionen

» Satz:

Ist f eine in (a;b) stetige Funktion, und haben f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen, so
hat f in (a;b) mindestens eine Nullstelle, d. h., es existiert mindestens eine Zahl z,, mit
a < xo<bund f(zg) =0.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Zwischenwertsatzes.

Fi)

4 Fia)

Fia
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C. Differentialrechnung

» Satz (Zwischenwertsatz):
Ist f eine in (a;b) stetige Funktion und ist f(a) # f(b), so gilt: Firr jedes 7 mit f(a) <7 <
f(b) oder f(a) >7 > f(b) existiert mindestens ein T aus (a;b) mit f(Z) = 7.

SinngemaB heiBt das: Eine stetige Funktion nimmt jeden Zwischenwert an.

y=Ffix)

» Satz:

Der Wertebereich einer in {(a; ) stetigen Funktion f ist beschrankt. Obere und untere Grenze
des Wertebereiches sind stets Funktionswerte von f in (a;b).

SinngemaB bedeutet das: Eine in (a;b) stetige Funktion f hat in (a;b) stets ein Maximum
und ein Minimum.

M ist Maximum der Funktion f im Definitionsbereich D genau dann, wenn es ein o € D
gibt mit f(z¢) = M und wenn gilt:

M ist obere Grenze der Funktionswerte von f im Definitionsbereich D, d.h., wenn fiir alle
z e D gilt f(x) < M.

M ist Minimum der Funktion f im Definitionsbereich D genau dann, wenn es ein zy € D gibt
mit f(xg) = M und wenn gilt:

M ist untere Grenze der Funktionswerte von f im Definitionsbereich D, d.h., wenn fiir alle
xr € D gilt f(x) > M.

Die so definierten Extrema (Maxima oder Minima) einer Funktion nennt man auch globale
Extrema, weil sie Extrema beziiglich des gesamten Definitionsbereiches der Funktion sind.
Damit wird der Unterschied zu den lokalen Extrema zum Ausdruck gebracht, die Extrema
beziiglich der Umgebung einer Stelle z( sind.

C.3. Ableitung einer Funktion
Differenzenquotient

» Definition:
Die Zahl M (h # 0) heiBt der zu h gehorige Differenzenquotient der Funktion f
an der Stelle x.

o]

¥
fixarh}

Fixg+hl-Fing)

Flxgh Fixg+h}

Xy Xgvh x Xoth X, X

h>0: f(ﬂﬁo-l—hlz—f(xo) >0 h<0: f($0+h})l—f(l’0) >0
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C. Differentialrechnung

Ist y = f(x) lokal monoton wachsend an der Stelle z(, so ist der Differenzenquotient der
Funktion y = f(x) an der Stelle x, stets positiv.

Analog gilt: Ist y = f(x) an der Stelle x, lokal monoton fallend, so ist der Differenzenquotient
der Funktion y = f(z) an der Stelle = stets negativ.

Bei einer konstanten Funktion ist der Differenzenquotient an jeder Stelle gleich Null.

Der zu h gehorige Differenzenquotient der Funktion f an der Stelle zq ist gleich dem Anstieg
tan ag, der Sekante durch die beiden Punkte Py(zo; f(x0)) und P(zo + h; f(xo + h)):

f(wo + 1) = f(xo)
h

tan ag =

Ableitung einer Funktion an einer Stelle z

» Definition: Die Funktion f ist an der Stelle x differenzierbar genau dann, wenn gilt:
1. f ist in einer Umgebung von xy definiert
2. der Grenzwert }1111% M existiert.

—

Dieser Grenzwert heiBt die Ableitung (oder der Differentialquotient) der Funktion f an der
Stelle 2y und wird mit folgenden Symbolen bezeichnet:
dy

1 (o) oder (T — oder i,

=x0
Anwendungen der Ableitung
1. Der Anstieg der Tangente an den Graph der Funktion f im Punkt Py(xo; f(z0)) ist f'(z0).

¥
Fixg+hy) »—-y-'f‘l,; )
flxgtha)
fixg+hs)

fxg)

I
ferd

Xy Xpthy Xpthp Xpthy X

tana, = f'(xo)
Der Anstieg der Tangente an die Funktionskurve wird auch als Anstieg der Funktionskurve im
Punkt P, definiert.

B Der Anstieg der Tangente an den Graph der Funktion f(x) = z® im Punkt P,(1;1) soll
ermittelt werden.

xo =1, f(zo) = 1, f(zo + h) = (1 + 1)°
flwog+h)— flzg) . (1+h)P—=1>  1+3h+3R*+h3—1
=lim— = lim
h h—0 h h—0 h
=1lim(3+3h+h*) =3
h—0

tan oy = lim
h—0

2. Die Augenblicksgeschwindigkeit eines Korpers mit der Weg-Zeit-Funktion s = s(¢) zum
Zeitpunkt t, ist gleich st).
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C. Differentialrechnung

B Die Augenblicksgeschwindigkeit eines Korpers im freien Fall zum Zeitpunk ¢, soll ermittelt
werden. (%, ist in diesem Beispiel nicht der Zeitpunkt zu Beginn einer Messung, der gewohnlich
auch mit ¢y bezeichnet wird.)

s(t) = 4¢* (freier Fall)

Sl(to) = lim S<t0 * h) _ S(t(]) = lim %(to + h)2 _ %t% = lim %t% +gtoh + %hQ — %t%

h—0 h h—0 h h—0 h

T 9.\ _
= Jim (ot0+ 51) = ot
Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

» Satz:
Fir jede Funktion f gilt: Ist f an der Stelle x differenzierbar, so ist f an der Stelle z stetig.

Durch folgendes Beispiel wird deutlich, dass die Umkehrung dieses Satzes nicht gilt:

Die Funktion f(x) = |x| ist an der Stelle xy = 0 zwar stetig, aber sie ist an der Stelle 2y =0
nicht differenzierbar. Es gilt namlich

f(%‘f‘h)—f(xo)_{ +1 firh >0

lim -1 firh <0

h—0 h

Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit:
Aus der Differenzierbarkeit (p) folgt die Stetigkeit (¢). Es gilt: p — q.
Aus der Stetigkeit (¢q) folgt nicht die Differenzierbarkeit (p). Es gilt nicht: ¢ — p

Dieser Sachverhalt kann mit Hilfe der mathematischen Termini "notwendig" und "hinreichend"
folgendermaBen ausgedriickt werden:

Differenzierbarkeit (p) ist eine hinreichende Bedingung fiir Stetigkeit (¢). Stetigkeit (q) ist eine
notwendige Bedingung fiir Differenzierbarkeit (p).

Stetigkeit (¢) ist nicht hinreichend fiir Differenzierbarkeit (p). Differenzierbarkeit (p) ist nicht
notwendig fiir Stetigkeit (¢).

Ableitung einer Funktion in einem Intervall

» Definition:

Die Funktion f ist in dem Intervall der (a;b) differenzierbar genau dann, wenn f an jeder
Stelle = aus (a; b) differenzierbar ist.

Die Ableitung der Funktion f ist diejenige Funktion f’, fir die gilt:

1. Der Definitionsbereich von f ist die Menge aller x, fiir die f differenzierbar ist,

2. Fir jedes x aus dem Definitionsbereich von f’ gilt: f/(x) ist die Ableitung von f an der
Stelle x.

Ableitungen hoherer Ordnung
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C. Differentialrechnung

Ist die Ableitung f’ einer Funktion f an einer Stelle 2y des Definitionsbereiches von f diffe-
renzierbar, so bezeichnet man die Ableitung der Ableitung von f an der Stelle xq mit
d?y
" /"
f"(xo) oder y"|,_, ~oder @l
T=x0

und nennt sie die zweite Ableitung von f an der Stelle x;.
Analog zur Definition der Ableitung einer Funktion in einem Intervall wird die zweite Ableitung
f" in einem Intervall definiert. Sie wird mit

d?y
" oder f”(x) oder —=
Y [ (z) Ir2

bezeichnet. In gleicher Weise werden die dritte, vierte, ..., n-te Ableitung einer Funktion defi-

niert und mit
f///7 f(4)’ f(5)""77 f(n)

bezeichnet.

C.4. Differentiationsregeln

Summenregel, Produktregel, Quotientenregel » Satz:

Sind die Funktionen w und v im Intervall (a;b) differenzierbar, und seien ihre Ableitungen v’
und v, dann sind auch die Funktionen v+ v, u-v, % (v(z) # 0) differenzierbar in (a;b), und
es gilt:

[u(z) +v(z)] = (z) + ' (x) (Summenregel)
[u(z) - v(z)] = (z) - v(x) +u(z) - V' () (Produktregel)
ul”  u(x)-v(x) —u(z) - v'(v) _
[U} = REIE (Quotientenregel)

Beweis fiir die Produktregel
Es sei x eine beliebige Zahl aus (a, b)

w(zo + h) - v(xg + h) — u(zo) - v(xo)

[u(x) - v(z)] = lim

h—0 h

~ lim u(xo+ h) - v(zg+ h) —u(xg) - v(xg + h) + u(zo) - v(z0 + h) — u(x0) - V(X0)
h—0 h

_ }Lli% [u(wo + h})L - u(wo)v(xo R+ u(wo)v(wo + h})L - U(:co)]

= lim

- i li - i
lim lim v(zo + h) + lim u(zo) lim

—0

[u(:co + h) — u(zo) {U(l’o + h})L — v(xo)

h
= ’U,I(IL’()) . U(xo) + U(l’o) : U/(x())
Da 1z eine beliebige Zahl aus (a,b) sein sollte, gilt die Produktregel fir alle x aus (a,b).

Bei den folgenden Beispielen werden Regeln fiir das Bilden der Ableitungen elementarer Funk-
tionen benutzt.

B f(z) =322 4223, f'(r) =6z +2
B f(r)=x sinz
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u(z) =x,u'(x) =1, ov(z)=sinz,v'(x) =cosz
f(z) =u(z) - v(x)+ulx) v(r)=1-sinx+2z-cosx =sinx + xcosz

W f(r) =305802 (2743 4£0)

u(z) = 32% + sinz, v/ (x) = 62 + cosx, wv(x)=2z+ 3,0 (x) =2

v(x)]? N (2z + 3)2
1222 + 18z + 22 - cosx + 3 - cosx — 622 — 2sinx
(2z + 3)?

F(z) = u'(z) - v(z) —u(z)-v'(x) (62 + cosz)(2x + 3) — (3z% +sinx) - 2

Ableitung einer verketteten Funktion (Kettenregel)

» Satz:
Ist die Funktion g an der Stelle xy und die Funktion f an der Stelle g(x) differenzierbar, so

ist auch die Funktion F' mit F'(z) = f[g(x)], die durch Verkettung von g und f entsteht, an
der Stelle xy differenzierbar, und es ist

F'(z0) = f'lg(w0)] - ¢ (w0)

B Es ist die Funktion F(z) = (5z + 2)* zu differenzieren.

F(z) = (52 +2)° = flg(x)];

innere Funktion z = g(x) =52+ 2; ¢'(x) =5

duBere Funktion f(z) = 2% f'(z) = 32%; f'lg(x)] = 3 (5x + 2)?
F'(z) = f'lg(z)] - ¢'(x) =3 - (Bx 4+ 2)? -5 = 15(5zx — 2)?

Ableitung zueinander inverser Funktionen

» Satz:

Ist f eine eineindeutige Funktion, die in einer Umgebung der Stelle z( differenzierbar ist, und
gilt f'(zo) # 0, so ist die zu f inverse Funktion f an der Stelle f(x() differenzierbar, und es
. —/

st 7 1 (w0)] = 7

SinngemaB bedeutet das: Die Ableitungen f’ und 7 zweier zueinander inverser Funktionen f
und f fiir einander entsprechende Argumente sind zueinander reziprok.

Veranschaulichung des Satzes:

Definitionsbereich voa F

Wertebergich von f

a=F(b} X
Definitionsbereich von F
Wertebereich von £

1. Moglichkeit (links): Die Graphen von f und f sind identisch.
2. Moglichkeit (rechts): Die Graphen von f und f sind axialsymmetrisch zur Geraden y = .
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C. Differentialrechnung

la;b] € f, v = f'(a) =tanq, [b;a] € f a = ?l(b) tana, -
f’(a) '7/([7) =tana-tana =tanacota =1

oy 1 oder fzzl
Pla)=p oo T01= g0

Der Satz wird angewendet, wenn die Ableitung einer gegebenen Funktion f an einer Stelle x,
mit Hilfe der Ableitung ihrer Umkehrfunktion f an der Stelle f(x,) ermittelt werden soll.
Hierzu nehmen wir in der Formulierung des Satzes folgende Veranderungen in der Bezeichnung
vor: f und f werden gegeneinander vertauscht, und xy wird durch z; ersetzt.

Allgemeiner Fall:

Es sei f eine gegebene Funktion, z( sei ein Element des Definitionsbereiches von f. Gesucht
ist f'(x).

Es sei f die Umkehrfunktion von f, und es gelte:

1. f(zo) ist ein Element des Definitionsbereiches von f.

2. fist in einer Umgebung von f(z,) differenzierbar.

3. f[f(zo)] # 0. N
Dann gilt nach dem Satz fir z9 = f(x), folglich o = f(20);

1
/ T -

R TE)
B Beispiel
Gegeben sei f(z) = v/x — 2, (x > 2). x sei ein Element des Definitionsbereiches von f, also
xo > 2. Gesucht ist f'(xo).
Die Umkehrfunktion von f ist f(x) = 22 + 2 (z > 0) und es gilt:
1. f(zg) = \/mg — 2 ist fiir 7y > 2 ein Element des Definitionsbereiches von f, d.h. f(z) > 0.
2. f ist fiir alle x > 0 differenzierbar, also auch in einer Umgebung von f(xg).

3. F(z) =22 #0 firz > 0, also f [f(x0)] = 2f(x0) # 0. Also gilt
1 1 1

f/(xo) = T[f(l“o)] = 2f (o) ) f’(%) = =2 To — 2

fur alle g > 2

C.5. Ableitung elementarer Funktionen
Die Ableitung von f(z) =c¢

» Satz:
Jede in einem Intervall (a; b) konstante Funktion f(z) = ¢ (¢ € P) ist in (a;b) differenzierbar,
und es gilt fir jedes = aus (a;b): f'(x) = 0.

Beweis:
Es sei x eine beliebige Zahl aus (a;b), dann gilt:
. flro+h)— f(zg) . c—c .
/ — J— J— _
flao) =y ==, ST A=Y

Da z eine beliebige Zahl aus (a;b) sein sollte, gilt f/'(x) = 0 fir alle x aus (a;b).
Geometrische Deutung: Der Graph von f(x) = c ist ein Stiick einer Geraden parallel zur
Abszissenachse. Sein Anstieg ist demnach an jeder Stelle des Intervalls (a,b) gleich Null.
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W f(z) =5 f(x) =
Die Ableitung von f(z) = z"(n € N,n > 0)

» Satz:
Die Funktion f(z) = 2" (n > 0,n € N) ist fiir alle x € P differenzierbar, und es gilt:

f’(l’n) —n - Jin_l

Beweis:

Es sei x eine beliebige reelle Zahl. Wir fiihren den Beweis durch vollstandige Induktion:
1. Induktionsanfang: n = 1; f(x¢) = o Es ist zu zeigen, dass f'(z¢) = 1- 2§ .

In der Tat, sei f(zo) = -0, dann ist f(xg + h) = zo + h.

h h) — h
f'(wo) = lim (‘TOJF; f{zo ):}L%W:}Héhzl
f'(o) =1, f(xo) =1-1, f'(xo) =1-2°, fl(xo) =1 2!

Das war zu zeigen.

2. Induktionsschritt

Es ist zu zeigen: Fir alle k (k € N,k > 1) gilt

Wenn fiir f(xo) = xf gilt f'(z¢) = k- zf*, dann gilt fir fi(zo) = 2§ entsprechend
Fi(wo) = (s + )2+

In der Tat gilt:

fi(xo) = g™
fi(xo) = w0 - $]S
fi(wo) = u(zo) - v(wo)
u(z) = xf,u'(x0) = k- 2f, v(wo) = 2,0 (w0) = 1
Fi(x0) = o (zo)v(zo + u(zo)v (x0) = k- bt + 1 2k = (k + Dk = (k + )i~
Das war zu zeigen. Aus der Giiltigkeit von 1. und 2. folgt die Giiltigkeit der Behauptung fiir

alle natiirlichen Zahlen.
Da x eine beliebige reelle Zahl sein sollte, gilt die Aussage fiir alle reellen Zahlen.

B f(z) =32% f'(z) =2 32" =62
Die Ableitung von f(z) = 2™ (m <0, m € G, z #0)

» Satz:
Die Funktion f(z) = 2™ (m < 0, m € G, x # 0) ist fir alle x (z # 0) differenzierbar, und
es gilt

x :mm:x_”:—:u(x)
u(z) = 1,4/ () = 0,v(z) = 2",/ (z) = na"*
) — v (z)o(z) —u(x)'(xz)  0-2" —na" -1 gl e
PO==""pwpr = &
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Das war zu zeigen.

M Es ist die Ableitung von f(z) = 3 fiir alle x # 0 zu bilden.

flr)=— =273 , flx)= =323 = 3ot = =

Die Ableitung von f(z) = 2" (r € R,z > 0)

» Satz:
Ist  eine beliebige rationale Zahl, so ist die Funktion f(x) = 2" (x > 0) fir jedes positive x
differenzierbar, und es gilt

fl(x)y=r-a"!
u 1 1 1
f@)=Ve=at . fa)=geit=gel= g
1 _1 1_1 1 _6 1
f@)=z=o7  f@=—gT =g = —or
2 2 2 2 1 2
fla)=Va?=as | f’(ﬂf):gﬂ*l_gfg:?)%
— 1 _ —% ! _ 3 %_1 . 3 _% . 3

Die Ableitung von f(z) =sinz

» Satz:
Die Funktion f(z) = sinx ist fir alle z € P differenzierbar, und es gilt

f'(z) = cosx

Beweis:
Es sei x eine beliebige reelle Zahl. Dann ergibt sich als Differenzenquotient:

f(xo+h)— f(wg) sin(xg+h)—sinzg  sinzg-cosh + cosxg - sinh — sinxg

h h B h
cosxg - sinh — sinxg - (1 — cosh) sin h ) 1 —cosh
= = COoS T —singyg———
h h
sinh . 2 sin? % sinh . _ hsin g
= CoST —sinzx = coST —sinzg - sin —
*"h ° h *"h "9 h
Wegen
. < h
sin h sin 2
lim =1 und lim—2=1 und limsin- =0
h—0 h h=0 2 h—0 2
gilt

lim f(xo+h) — f(xo)
h—0 h

=cosxg-1l—sinxy-0-1=cosxg

Da z eine beliebige reelle Zahl sein sollte, gilt die Aussage fiir alle reellen Zahlen.
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Die Ableitung von f(z) = cosz

» Satz:
Die Funktion f(z) = cos ist fur alle = € P differenzierbar, und es gilt

f'(x) = —sinzx

Beweis:

Auf Grund der Beziehungen cosz = sin (g — x) sinx = cos (g — x) gilt

™

f(x):cosx:sin<g—x> : f’(x):cos<2—x)-(—l):—sinx

Die Ableitungen von f(z) = tanz und f(z) = cotx

» Satz:
Die Funktionen f(x) =tanz und f(z) = cot x sind fir jede Stelle x ihrer Definitionsbereiche

differenzierbar, und es gilt

1 1
: (cotz) = —

t ' =
(tan z) cos? x

Der Beweis kann mit Hilfe der Definitionsgleichungen

tanx = , cotx =

und der Quotientenregel gefiihrt werden.
Die Ableitung von f(x) = log, x

» Satz:
Jede Logarithmusfunktion f(z) = log,x (a > 0,a # 1,z > 0) ist fur alle z mit z > 0
differenzierbar, und es gilt

1
/(@) =~ log, e

Beweis:
Es sei z( eine beliebige reelle Zahl mit xqg > 0, a > 0, a # 1. Als Differenzenquotient erhalt
man:

f(zo+h) — f(zo) log,(xg+h) —log,zy 1 o xo+ h 110g ( h)

14+ —
Zo

h h B 8 o h
zo
h

1 To h 1 h
= —-—log,(1+— ] =—log, |1+ —
i h Zo i) Zo

h
Substitution — = z; Dann gilt: Wenn h — 0, so z — 0
Zo

W=

1
= —log,(1+
" 0gq(1+ 2)

w =

h) — 1 1
o f(zo +h) — f(x0) = lim —log, (1 + 2)z = —log, e
50 h z—0 xg Zo

Das folgt aus

=

£11>13) log,(1+ 2)= =log,e
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Da x( eine beliebige Zahl mit xq > 0 sein sollte, gilt die Aussage fiir alle Zahlen x mit z > 0.

Die Ableitung von f(z) =Inx

, p—

1 1
1 "=11 =—.1] =—-.1
(Inx) (log, x) . og, e .

1
Inz) = -
(n2) = -

Die Ableitung von f(z) = a”

» Satz:
Jede Exponentialfunktion f(z) = a* (—o00 < = < 00, @ > 0, a # 1) ist an jeder Stelle
differenzierbar, und es gilt

f'(z)=a"-Ina

Beweis:
o sei ein beliebiges Element des Definitionsbereiches von f(z) = a®, also —oco < zp < oo,
Die Umkehrfunktion von f ist f(x) = log, z, x > 0, und es gilt:

1. f(xg) = a®™ ist fir —oo < xy < oo ein Element des Definitionsbereiches von f, denn

f(z9) > 0.
2. fist fir alle z > 0 differenzierbar, also auch in einer Umgebung von f(x).

3. f’(a:) = Llog, e # 0 fiir alle z, > 0, also

Tz

7 R S T
FUf o)) = 5 Tomae #0

Hieraus folgt

JUER PR S N W S W
F1f(w0)] f(xo'logae a~—" -log, e log, e

Da z eine beliebige Zahl sein sollte, gilt die Aussage fiir alle z mit —oo < z < 0.
B f(z) =5% f'(x) =5"-1nb
Die Ableitung von f(z) = ¢€”

(") =e"-lne=¢€"-1=¢"

Die e-Funktion geht durch Differentiation in sich selbst tber; f'(x) = f(z).

Geometrisch bedeutet das: Der Anstieg der Tangente an die Kurve der Funktion y = e” ist in
jedem Punkt gleich der Ordinate dieses Punktes.

C.6. Lokales Verhalten von Funktionen
Lokale Monotonie

» Definition:

Die Funktion f ist an der Stelle xq lokal monoton wachsend genau dann, wenn gilt:
1. f ist in einer Umgebung von x, definiert.

2. Es gibt ein € > 0, so dass fir jede z gilt:

Wenn z¢p — e < & < xg, so f(z) < f(xg), wenn xy < x < x¢ + ¢, so f(zg) < f(x).
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Die Funktion f ist an der Stelle xq lokal monoton fallend genau dann, wenn gilt:

1. f ist in einer Umgebung von z( definiert.

2. Es gibt ein € > 0, so dass fir jede x gilt:

Wenn z¢p — e < & < xg, so f(z) > f(xg), wenn g < x < x¢ + ¢, so f(zg) > f(x).

Die Funktion ist monoton wachsend Die Funktion ist monoton fallend

,-‘4 f(x)

.
) #0)

[ |
T Xy x; Xz f X Xg'&'f X1 Xp Xz? X
Xo-& on+s Xp*E
Im Intervall (z —&; 20 + ¢) gilt:

Fir alle Argumente, die kleiner als x( sind, sind die Funktionswerte auch

kleiner als f(zo). groBer als f(xg)
Fir alle Argumente, die groBer als x sind, sind die Funktionswerte auch

groBer als f(xo). kleiner als f(zg).

» Satz:

Wenn eine Funktion f an der Stelle xy lokal monoton wachsend und in z( differenzierbar ist,

so gilt f'(zg) > 0.
Wenn eine Funktion f an der Stelle xo lokal monoton fallend und in x( differenzierbar ist, so

gilt f'(z0) < 0.

Die Funktion ist monoton wachsend Die Funktion ist monoton fallend

i 1
¥ Lf'(x(,)so # Fiixe) 20 _l
f
Plixg; Fixp)) A tanec, >0 tano; < 0
L f
f
tance, =0 tanee, =0
Xg ; Xp x

Der Anstieg der Tangente im Punkt P(zo; f (o))
ist nicht negativ ist nicht positiv

Im Falle f’(x¢) = 0 kann nicht auf das Wachsen oder Fallen der Funktion an der Stelle
geschlossen werden.
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C. Differentialrechnung

Y fallend  wachsend Nachweis der lokalen Monotonie einer Funktion an
der Stelle xq:

» Satz:

Wenn eine Funktion f an der Stelle z( differenzierbar
il ist, und es gilt f/(x¢) > 0, so ist f in xq lokal monoton
it wachsend.

Wenn eine Funktion f an der Stelle z( differenzierbar
. ist, und es gilt f'(z9) < 0, soist f in o lokal monoton
/ % x fallend.

tanee, =0

B Es ist die Funktion f(x) = e” auf Monotonie zu untersuchen. Es gilt f'(z) = e”.
Da f'(x) = e* fur alle z positiv ist, ist f(z) = e” im ganzen Definitionsbereich monoton
wachsend.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung und Satz von Rolle!

» Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung):
Ist eine Funktion f in (a;b) stetig und in (a;b) differenzierbar, so gibt es mindestens eine Zahl

& mit a < & < b, so dass gilt
f) = fla) _
(4
Der Satz von Rolle ist ein Spezialfall des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung fir f(a) =
f(b) =0.

» Satz von Rolle:

Es sei f eine Funktion, die folgenden Bedingungen geniigt

1. fist in {(a;b) stetig,

2. fistin (a;b) differenzierbar, 3. f(a) = f(b) = 0.

Dann gilt: Es gibt (mindestens) eine Zahl £ mit a < £ < b, so dass gilt /() = 0.

Geometrische Bedeutung - Mittelwertsatz der Differentialrechnung

y
(b) 7 Tetlx)

P(&; F(E)

(&) flb)-fla)

fla)

[a] ¢ [e] *

Das Bild der in (a;b) stetigen und in (a;0b) differenzierbaren Funktion f enthalt mindestens
einen Punkt P(&; f(£)), mit a < £ < b, in dem die Tangente an das Bild parallel zur Sekante
durch Pi(a; f(a)) und Py(b; f(b)) verlauft.

Geometrische Bedeutung - Satz von Rolle

12Rolle, Michel (1652-1719), franzésischer Mathematiker, Mitglied der Academie des sciences, fand 1690 den
hier angegebenen Satz und konnte ihn im Jahre 1691 beweisen.
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C. Differentialrechnung

Y
! tana:,*ﬂ
P(&,; FE;))
” £y 2,
e, it

&) /

]y & & ™

Das Bild der in (a;b) stetigen und in (a;b) differenzierbaren Funktion f, die die Nullstellen
und b besitzt, enthalt mindestens einen Punkt P(&; f(€)), in dem die Tangente an das Bild
von f parallel zur Abszissenachse verlauft.

» Satz:
Die Funktion f ist eine in einem Intervall (a, b) konstante Funktion genau dann, wenn fiir jedes
x aus dem Definitionsbereich von f gilt: f'(z) = 0.

» Satz:

Es seien u und v zwei im Intervall {(a;b) stetige und in (a;b) differenzierbare Funktionen. Es
gelte u/(z) = v'(x) fur alle z aus (a;b).

Dann gilt: u(z) — v(z) = ¢ = constant fir alle x aus (a;b).

Lokale Extrema

» Definition:

Die Funktion f hat an der Stelle x ein lokales Maximum genau dann, wenn es ein € > 0 gibt,
so dass fir jedes x mit = # xg und xg — & < xo + € gilt f(x) < f(xo).

Die Funktion f hat an der Stelle z( ein lokales Minimum genau dann, wenn es ein € > 0 gibt,
so dass fir jedes © mit © # xg und xy — e < xg + € gilt f(z) > f(xo).

Y4 Y y-f(XJ
fl)|= N
! ) —
% f(x;)-
Fixo)
£ 13 £ £
X1 Xg Xz X Xy Xp Xgl ;(
links: Lokales Maximum:; rechts: Lokales Minimum

Im Unterschied zum globalen Maximum M, bei dem nur verlangt wird, dass kein Funktionswert
groBer als M ist, wird beim lokalen Maximum M = f(x) verlangt, dass die Funktionswerte
fir Argumente in einer e-Umgebung x echt kleiner sind als M.

Entsprechendes gilt fiir Minima.

B Die Funktion y = f(z) besitzt in (a;b) zwar ein globales, aber kein lokales Maximum, da
die Funktion f in der Umgebung U.(z) konstant ist. (Abb. links unten)
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Y
M=Fixo) y=fix) F(b) — o
1 globales Maximum
y=fix)
Xz N
\ a Xy X3 X4 b x
a Xo b x fixz) :
Ug(xg) globales Minimum

Ein lokales Extremum einer Funktion f kann auch globales Extremum sein. Das globale Maxi-
mum einer in einem Intervall (a; b) stetigen Funktion f ist entweder das groBte lokale Maximum
von f in {(a;b) oder einer der Funktionswerte f(a) oder f(b). Entsprechendes gilt fiir das glo-
bale Minimum. (Abb. rechts oben)

Untersuchung einer Funktion auf lokale Extrema an der Stelle x,
1. Notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung

» Satz:
Wenn eine Funktion f in x( ein lokales Extremum hat und in x differenzierbar ist, so gilt:

f'(20) =0
Dass diese Bedingung nicht hinreichend ist, zeigen folgende Beispiel:

B Firr jede konstante Funktion f(z) = ¢ gilt f'(z) = 0. (Abb. links)
Fir f(z) = 2% ist an der Stelle xy = 0: f/(zq) = 3-0? = 0. (Abb. rechts)

y yL Fix)=x3

fix)=c

F(0)=0
] 1

Die Funktion f(z) = c hat kein lokales Extremum. Die Funktion f(z) = 2 hat an der Stelle
2o = 0 kein lokales Extremum.

Es ist zu beachten: Der Satz liefert ein notwendiges Kriterium der Existenz lokaler Extrema
nur fir differenzierbare Funktionen. Es gibt dariiber hinaus Funktionen, die lokale Extrema an
Stellen haben, an denen sie keine Ableitung besitzen. So hat beispielsweise f(z) = |z| an der
Stelle zq = 0 ein lokales Minimum.

2. Hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung

» Satz:
Gelten fiir eine Funktion f folgende Bedingung
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C. Differentialrechnung

1. f ist in einer Umgebung von xq differenzierbar,

2. f(0) = 0,

3. f" wechselt an der Stelle xq das Vorzeichen,

dann hat f an der Stelle xq ein lokales Extremum, und zwar ein lokales Maximum, wenn f’ mit
ein lokales Minimum, wenn f’ mit wachsendem x von positiven zu negativen Werten iibergeht
bzw. ein lokales Maximum, wenn f’ mit wachsendem x von negativen zu positiven Werten
ubergeht.

,

Ymax”
Fixg,

my >0

m<0 B Die Funktion f hat bei xy ein lokales Maximum.
= Es geht f’ bei 2o mit wachsendem z von positiven zu
e, negativen Werten uber.
:"(x,‘A"\ | e g

i) T\l
|

£

Tol0 X Xz }Nx‘ Xg| x

Fix,

s )

yfix
Fiix)=4x?
¥ o B Die Funktion f(z) = z* hat an der Stelle 2o = 0 ein
i lokales Minimum.
1. f ist in der Umgebung von x, = 0 differenzierbar
2. f'(0) =0.
| 3. f’ wechselt an der Stelle xg = 0 das Vorzeichen von
negativen zu positiven Werten
g Auf ein Beispiel, das zeigt, dass diese Bedingung keine
notwendige Bedingung ist, wurde hier verzichtet.
L | | 1
7 X
3. Hinreichende, aber nicht notwendige Bedin-
gung il
» Satz:
Es sei f eine an der Stelle 2y, zweimal differenzierbare
Funktion, fir die gilt
fl(xo) =0,  f'(z0) #0 Ll
J=Eixa
Dann hat f an der Stelle xg ein lokales Extremum, und 05F 1) 3 ) X
zwar ein lokales Maximum, wenn f”(zq) < 0, ein lokales y=F)

Minimum, wenn f”(x) > 0.

Es ist zu beachten:

Dieser Satz besagt nicht, dass im Falle f”(zy) = 0 etwa stets kein Extremum vorliegt. Zum
Beispiel ist fiir f(z) = 2% f”(x) = 1222, also gilt f”(0) = 0. Dennoch hat f(z) = z* an der
Stelle o = 0 ein lokales Minimum.

Berechnung lokaler Extrempunkte
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C. Differentialrechnung

1. Fall:

f ist im Intervall (a;b) zweimal differenzierbar.

1. Wir bilden die 1. Ableitung f’ und die 2. Ableitung f”.

2. Wir berechnen die Nullstellen von f’ in (a;b), d.h., wir lésen die Gleichung f’(z) = 0.

Da f'(xg) = 0 eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass f an der Stelle z ein lokales
Extremum besitzt, missen sich die Extremstellen unter den Nullstellen von f’ befinden. Andere
Argumente kommen im Falle der Differenzierbarkeit von f als Extremstellen nicht in Frage.

3. Firr jede dieser Nullstellen entscheiden wir mit Hilfe der weiteren Bedingungen (f”(z¢) # 0;
Vorzeichenwechsel von f” an der Stelle x), ob dort ein lokales Extremum vorliegt.

2. Fall:
Es gibt im Intervall (a;b) Stellen, an denen f nicht differenzierbar ist. Fiir diese Stellen sind
gesonderte Untersuchungen erforderlich.

Konvexitat

» Definition:

Die Funktion f ist in z( lokal konvex genau dann, wenn gilt:
1. f ist in einer Umgebung von x, differenzierbar,

2. f’ist in xy lokal monoton wachsend.

Yo Flx)=x?,
filx)=2x

B Die Funktion f(z) = x? ist fir alle reellen Zahlen
- lokal konvex, denn f’(x) = 2z ist fiir alle  monoton
wachsend, und f ist fiir alle = differenzierbar.

Filx)=2
Geometrische Bedeutung: Ist die Funktion f lokal kon-

vex, so ist ihr Bild nach unten gewdlbt.

Konkavitat

» Definition:

Die Funktion f ist in z lokal konkav genau dann, wenn gilt:
1. fist in einer Umgebung von x, differenzierbar,

2. f"ist in xy lokal monoton fallend.

& B Die Funktion f(x) = sinz ist fir alle z mit 0 < x <
F (x)=sinx 7 lokal konkav, denn f’(z) = cosx ist fur alle z mit
0 < = < 7 lokal monoton fallend, weil f”(z) = —sinx
- fur alle x mit 0 < z < 7 negativ ist.
i?ii;: Geometrische Bedeutung: Ist die Funktion f lokal kon-

kav, so ist ihr Bild nach oben gewdlbt.

Wendepunkt

» Definition:
Die Funktion f hat an der Stelle = einen Wendepunkt genau dann, wenn gilt:
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C. Differentialrechnung

1. f ist in einer Umgebung von x differenzierbar.
2. f'(x) ist ein lokales Extremum.

Die Tangente in einem Wendepunkt an die Kurve heiBt Wendetangente.

Wendstangenta /

PO

Die Wendestellen von f (d.h. die Stellen x(, an denen die Funktion f Wendepunkte besitzt)
sind identisch mit den Extremstellen von f’. Folglich gelten fiir die Ermittlung der Wendestel-
len von f die analogen notwendigen und hinreichenden Kriterien bezogen auf f’, wie sie zur
Ermittlung von Extremstellen angewandt werden.

C.7. Kurvendiskussionen

Unter einer Kurvendiskussion versteht man das Ermitteln charakteristischer Merkmale einer
gegebenen Funktion und die graphische Darstellung der Funktion mit Hilfe dieser Merkmale.

Merkmale der Funktion | Graphische Darstellung Berechnung mit Hilfe
dieser Merkmale der Funktionsgleichung
1.1 | Nullstellen Abszissen der Schnittpunkte Ermitteln der Losungen
T1,T9, ... der Kurve mit der Abszissenachse | der Gleichung f(z) =0
P, (x1;0), Py, (x2;0),...
1.2 | Funktionswert Ordinate gy des Schnittpunktes Ermitteln des Funktions-
firz =0 der Kurve mit der Ordinatenachse | wertes f(0) = yp
Pyo (07 yo)
2. | Pole Asymptoten parallel zur Bei gebrochen-rationalen
TP, TPy, Ordinatenachse durch Funktionen %
die Punkte P(zp,;0), ... Ermitteln der z, fir die gilt:
v(xz) =0 und u(z) #0
3. | Verhalten im Spezielle Falle: Berechnen von
Unendlichen a) Asymptoten, die parallel lim f(x)
r—7F00
zur Abszissenachse verlaufen
b) Asymptoten die weder zur Bestimmen einen linearen
Abszissen- noch zur Ordinaten- Funktion g(x) mit
achse parallel verlaufen lim [f(z)—g(x)]=0
r— =300
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C. Differentialrechnung

Merkmale der Funktion

Graphische Darstellung
dieser Merkmale

Berechnung mit Hilfe
der Funktionsgleichung

Lokale Extrema

f(xEl)v f(ng)

an den Extremstellen

Lokale Extrempunkte
Pg,, Pg,,...
Pe(rp,f(zE))

4.1. Ermitteln der Lésungen
der Gleichung f/(z) =0
notwendige Bedingung

4.2 Entscheiden ob ein
lokales Extremum vorliegt
hinreichende Bedingung

1.Moglichkeit

fleg #0
2.Moglichkeit

f' wechselt Vorzeichen
bei TE

an der Stelle x5
lokales Maximum

bei x g ein Hochstpunkt

f"(zg) > 0 oder
Vorzeichenwechsel
positiv - negativ bei xg

an der Stelle zg
lokales Minimum

bei g ein Tiefstpunkt

f"(xg) < 0 oder
Vorzeichenwechsel
negativ - positiv bei zg

4.3 Berechnen der lokalen
Extrema yg, = f(zE,)

4.4 Untersuchung der Stellen
an denen f(x) definiert,
aber f’(x) nicht existiert

Wendestellen
(L'V[/1 , xWQ,...

Wendepunkte Py, ,...

Py (zw; f(zw))
f'(zw) ist Anstieg der

5.1. Ermitteln der Lésungen
der Gleichung f”(z) =0
notwendige Bedingung

Wendetangente

5.2 Entscheiden, ob fir f/(z)
lokales Extremum vorliegt
hinreichende Bedingung

1.Moglichkeit

f”/(.%'w) # 0
2.Moglichkeit

1" (x) wechselt Vorzeichen
bei x,

Die Kurve geht von
konvex in konkav lber

f///(xW) < O
1" (x) Vorzeichenwechsel
positiv - negativ bei zy

Die Kurve geht von
konkav in konvex Uber

f///(xW) > 0
1" (z) Vorzeichenwechsel
negativ - positiv bei zy

5.3 Berechnen der Ordinaten
der Wendepunkte

yw, = f(zw,)

B Kurvendiskussion fiir die Funktion f(z) =
1. Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen
1.1 Schnittpunkte mit der Abszissenachse P,(X;0)

le(\/g; 0): Pm(_\/g; 0)

z2=3
2x—5"

1? —3=0,

X1 :\/§,$2:—\/§
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C. Differentialrechnung

1.2. Schnittpunkt der Kurve mit der Ordinatenachse P,(0;y)

0> -3 3 3
0) = = —; P, (O, >
1(0) 2.0-5 5 Y\"'5
2. Pole
5
20 =5 =0, T =5
Untersuchung des Zahlers: (5) —3#0
Y L1
" CEL
a
i |
5 = - A
&
g
14— P
AERY
ﬂ‘-/fér [ 1 1,\" 4 3 7 X
3. Verhalten im Unendlichen
x —_ §
Bestimmung der Asymptote
13
2 . _ 1 5 4
( @ ~3): (20 -5) R
g:c -3
— %x + %
13

Die Gleichung der Asymptote ist y = %x + g, denn es gilt

. [a2=3 /1 5 _ 1
AR [2:5—5_(29”4)] = [2:5—5 =0

4. Lokale Extrempunkte

4.1. Extremstellen [notwendige Bedingung: f'(x) =0

fa) = > =3  u(x)

=% 5 o) u(z) = 2* — 3,4/ (z) = 2z;v(x) = 22 — 5,0/ () = 2
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u'(z)v(z) —u(@)'(z)  2x(2x —5)— (x* —3)-2 22> — 102 +6

/ = —_ —_
P == (20 57 (2257
222 — 10z + 6 9 2
5, |13 5413 5—13
T12 = 5 + Z7 1 = 9 ~ 4737 Lo = T ~ 0777
4.2. Entscheidung (hinreichende Bedingung - Vorzeichen von f”)

22 =102 +6  u(x)

f(z) = Gr—52 u@) mit u(xg) = 0,v(xg) # 0

u'(zp)v(rp) — u(rp)v' (vE)
[v(zg)]?

f(xe) =

Wegen u(zg) = 0 gilt
!
" _ W(rp)  4xp—10
flws) = v(rg) (2zp —5)2
rp, =4,3: f"(4,3) > 0, also bei x5, = 4,3 ein lokales Minimum
g, = 0,7: f7(0,7) <0, also bei zg, = 0,7 ein lokales Maximum

4.3 Ordinaten der Extrempunkte yp = f(zg)

rp, =43, yg, = f(4,3) = 4,3, Prin(4,3;4,3)
rg, =07, yg, = f(0,7) = 0,7, Phax(0,7;0,7)

5. Wendepunkte
5.1 Wendestellen [notwendige Bedingung: f”(z) = 0]

20 — 102 4+6  u(x)

fiw) = 22 -52 ()
i) = & (I)U(I[l)}(;;]g(ﬁf’)v ()
(42— 10)(2z — 5)% — (227 — 102 +6) - 220 — 5) - 2
B (2x — 5)4
_ (4x—10)(2x — 5) —4(22* — 10z +6) 26
(2z — 5)3 - (22 —5)3

Die notwendige Bedingung fiir die Existenz von Wendepunkten - f” ist differenzierbar und
f"(x) =0 - ist fir kein x erfullt. Die Funktion hat keine Wendepunkte.

Zum Zeichnen der Kurve wahlt man geeignete zusatzliche Punkte, zu deren Bestimmung man
zweckmaBigerweise eine Tabelle benutzt
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z z? 22—3 2z 2x-—5 g;:g

Nullst. v/3 ~ 1,7 0
Nullst. —v/3 ~ —1,7 0
0 0 -3 0 -5 0,6

Max. 0,7 049 -251 14 -36 0,7
Min. 4,3 18,49 1549 8,6 3,6 43

Pol 2,5 -

-4 16 13 -8 13 -1
2,2 4,84 1,84 44 -06 -31

3 9 6 6 1 6
35 12,25 9,25 7 2 4.6
6 36 33 12 7 4.7

B Kurvendiskussion der Funktion f(z) = 2* — 222 — 6
1. Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen
1.1. Schnittpunkte mit der Abszissenachse P, (z;0)

f(x) =0; f(z) = 2* — 222 — 6; Substitution: 22 = 2

TTTTATTT]] Z-2%-6=0 Pu(l%0),Pu(-190)

LR 1.2. Schnittpunkt mit der Ordinatenachse P,(0;y)

i L J(0) = =6, P(0;—6)

ﬁ. | 7 X_l 2. Pole: Pole sind nicht vorhanden.

I'"*' | i B 3. Verhalten im Unendlichen

| !

S e -t (- 5= 2 = st -

b*%:lf_‘ i *]: 4. Lokale Extrempunkte

- .._1__5[._.. — Puax(0;=6),  Pain, (=1;=7),  Puin, (1, =7)

i ' | J JB.J . . J 5. Wendepunkte

TN/ L B (3VE %) baw. B (0.6, —6.6)

__ g,f,,,?"*j 7k g "h Pw, (—%\/_; —%) bzw. Py, (—0,6; —6,6)
- P, (3v3,—22) baw. Py, (0,6, —6,6)

B Kurvendiskussion fir die Funktion f(z) = if5; —00o <z < 00

1. Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen
1.1. Schnittpunkte mit der Abszissenachse P,(x;0)

x —_
r+2

0, r1 = O, Pa:l(O, O)

1.2. Schnittpunkt mit der Ordinatenachse P,(0;y)

0= 515=9 RO

2. Pole: 22 4+ 2 = 0 ist fiir kein reelles x erfiillt. Es existieren keine Pole.
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C. Differentialrechnung

3. Verhalten im Unendlichen

1
: . > 0

Die Abszissenachse ist Asymptote.

4. Lokale Extrempunkte

Puax (V25 §V2) b2w. Puax(1,4;0,35)

Pmin (_\/57 _%\/5) bzw. Pmin(_]-74; _0735)
5. Wendepunkte

Py, (0;0); Puw, (vV/6; £v/6) bzw. P, (2,4;0,3)
Py, (—v/6; —2v/6) bzw. Py,(—2,4;—0,3)

|

|
—

|
————

| S I |
r +i Fix} e

B Kurvendiskussion fiir die Funktion f(z) = 45%/z, > 0
1. Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen

1.1. Schnittpunkt mit der Abszissenachse P, (z;0)

Fla) = 3(4 - 2) /0

x1 = 0 ist das Ende des Definitionsbereiches: P, (0;0)

To = 4: Pyxo(4;0)

1.2 Schnittpunkt mit der Ordinatenachse P,(0;y)

£(0) = 0: P,(0:0)

2. Pole: Pole liegen nicht vor.

3. Verhalten im Unendlichen
lim f(x) =—o0

T—00

4. Lokale Extrempunkte
4.1 Extremstellen xp [notwendige Bedingung: f'(zg) = 0]

4—-—3x 4-3z
S8V 8
4.2 Entscheidung [hinreichende Bedingung f”(zg) # 0]

f(a) = 82_]3, 7 (5) <o

4
:0’ $E1:§

also ein lokales Maximum bei x5 = 3

4.3. Ordinaten des Extrempunktes: yg = f(zg)
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yp = f (g) =43, P (g;g\/ﬁ) bzw. Prax(1,33;0,77)
5. Wendepunkte
5.1. Wendestellen zy, [notwendige Bedingung: f”(xw ) = 0]

31’—1—4_ 4

f(x) = Tl6avE WS T3

xw liegt auBerhalb des Definitionsbereiches der Funktion f. Die Funktion hat keine Wende-
punkte.

C.8. Extremwertaufgaben

In der Praxis treten viele Probleme auf, zu denen es verschiedene Losungen gibt. Man ist
bestrebt, unter diesen Lésungen solche zu finden, die entsprechend dem Sachverhalt als mog-
lichst giinstig bzw. am giinstigsten (optimal) anzusehen sind.

Eine Moglichkeit zur Bestimmung optimaler Losungen besteht in der Ermittlung von lokalen
Extremwerten gegebener Funktionen, die in vielen Fallen mit dem gesuchten (globalen) Ex-
tremwert in dem gegebenen Intervall (ibereinstimmen.

B Welche Abmessungen miissten Konservendosen in der Form eines geraden Kreiszylinders mit
gegebenem Volumen V' haben, damit zu ihrer Herstellung moglichst wenig Blech verbraucht
wird?

Mathematische Formulierung des Problems: Ay soll ein Minimum werden.
Gesucht: ryin, Amin, V = const.

Losung des mathematischen Problems 1. Aufstellen einer Funktionsgleichung fiir die zu mini-
mierende Funktion Ap

1.1. Ao(r;h) = 27r® 4+ 27rh

Das ist eine Funktion von zwei Variablen r und h.

1.2. Reduzierung der Variablenanzahl durch Einbeziehung der Nebenbedingung V' = const.
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C. Differentialrechnung

V = mr2h; h=2Y;

wr2

Vv 2V
Ao(r) = 2mr? + 277 - i 211 4+ —,  (r > 0)
r r

Da die Variable r in unserem Fall eine Lange bedeutet, also positiv ist, wird das gegebene
Problem durch die Funktion Ay (r) mit dem Definitionsbereich 0 < r < erfasst.
Die Funktion Ap(r) mit 0 < r < oo ist Teilfunktion einer Funktion

f(z) =2r2* + 272, (—00 < < oo,z #0)

Die folgende Abbildung stellt diesen Sachverhalt fiir V' = 1000 cm? dar.
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2. Bestimmung der Extrema von Ap(r) fur r > 0
2.1. Extremstellen 75 [notwendige Bedingung Ay, (rg) = 0]

2V
Ay(r) = dmr — o Ay(r)=0
2
47rr——‘2/:0, 47T7”3=2V, rg = 31
r 2

2.2. Entscheidung [hinreichende Bedingung A}, (rg) # 0]

4V Vv 4V
A’(’)(T):47T+T—3, A6(32)247r+v>0

m 2

Also hat Ap(r) bei rp = \:7; ein lokales Minimum.
Im Definitionsbereich gibt es keine Stelle, fiir die Ap(r) kleiner ware als Ap(rg), denn Ap(r)

ist stetig, und es gilt

lim Ap(r) = +o00 , lim Ap(r) = +0o0

r—00 r—0
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C. Differentialrechnung

Da ferner Ap(r) fir alle r > 0 differenzierbar ist, gibt es auBer 75 keine weitere Stelle, an der
die Funktion Ap(r) ein lokales Extremum haben konnte. Damit ist das lokale Minimum auch
Minimum im gesamten Intervall 0 < r < oo (globales Minimum).

3. Bestimmung von A,

%4 % V3 4V v
hmin - 2 = 3 =3 V2 = \3/ =2 ) — = 2Tmin
TT min VY 2/? ng ™ 2

4. Diskussion der Losung
Der Zylinder mit der geforderten Minimalbedingung fiir die Oberflache hat einen quadratischen
Achsenschnitt: A = dmin.

h>d h=d h<d
Ay> Aﬂmin Agmh A")Aomin
: N -
e L . .-f"".-'."""'\ |
u
d d e

Losung des praktischen Problems

Minimaler Blechverbrauch tritt genau dann ein, wenn die Konservendosen einen quadratischen
Achsenschnitt besitzen. Bei der praktischen Herstellung von Konservendosen lasst man sich
bei der Bestimmung der Abmessungen allerdings noch von weiteren Forderungen leiten, wie
Art der in den Biichsen aufzubewahrenden Produkte und Handlichkeit beim Verbrauch der
abgefiillten Mengen.

Naherungsweises Berechnen von Funktionswerten

Ist der Funktionswert f(xg) einer Funktion f bekannt, so kann man unter Anwendung des
Mittelwertsatzes einen Funktionswert f(zo -+ h) naherungsweise berechnen.

Hierbei wird vorausgesetzt, dass f im Intervall (zo;xo + k), (h > 0) existiert und monoton
ist. Dann gilt, falls f’ in (z¢; 29 + h) monoton wachst:

f(@o) +h- f'(wo) < flwo+h) < flwo) +h- f'(wo+h)
Es gilt, falls f" in (xo; 20 + h) monoton fallt:
f(@o) + - fi(wo+ h) < flwo + h) < f(zo) + h- f'(20)

B Aus der Tafel der natiirlichen Logarithmen kann der Funktionswert In 15 & 2,7081 abgelesen
werden. Es soll der Funktionswert In 15,2 naherungsweise ermittelt werden.

1
f(x) =Mz, wo =15, ho2, wo+h=152 [f(z)=—

Da die Funktion f’(z) fur > 0 monoton fallend ist, gilt

f(@o) +h- f'(wo +h) < fzo +h) < f(wo) +h - f'(w0)
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D. Integralrechnung

(*) ln15—|—0,2-ﬁ <In152<In15+02- &

Da f(z) = Inz im gesamten Definitionsbereich monoton wachsend ist, erhalt man fiir In 15 ~
2,7081 (Tafelwert) folgende Abschatzung:

(1) 2,70805 < In15 < 2,70815

AuBerdem gilt

(2) %2 = 0,013 < 0,01334, (3) 0,01315 < 0,013158 = 105—22

Damit ergibt sich insgesamt aus der Ungleichungskette (*) unter Verwendung der Abschat-
zungen (1), (2), (3):

2,70805 + 0,01315 < In 15,2 < 2,70815 + 0,01334
2,72120 < In 15,2 < 2,72149
2,7212 < In 15,2 < 2,7215

Setzen wir In 15,2 ~ 2,7213, so ist der Fehler dieses Naherungswertes hochstens gleich 0,0002:
|In 15,2 — 2,7213| < 0,0002.

D. Integralrechnung

D.1. Das bestimmte Integral
Zerlegung eines Intervalls

» Definition:

Unter einer Zerlegung eines 3,, abgeschlossenen Intervalls (a; b) in n Teilintervalle versteht man
eine (endliche) Folge

X0, L1y .0y Ty Mit xg = a,x, =bund xg < 71 < 9 < ... < Ty,.

Zu jeder Zerlegung 3, gibt es eine Zahl [,,, fir die gilt:

1. 1,, ist gleich der Lange eines der Teilintervalle, in die (a;b) durch 3, zerlegt wird.
2. anZEZ‘—ZL‘Z‘_l, izl,...,n

Diese Zahl wird maximale Intervalllange der Zerlegung 3, genannt.

Zerlegungssumme

» Definition:
Unter einer Zerlegungssumme s,,, die zu einer im Intervall (a;b) stetigen Funktion f und zur
Zerlegung 3,, gehort, versteht man die Zahl

Sp = Zn;f(&)(fﬁi —Ti1)

Hierbei sind die &; beliebige Zahlen mit z;_; < &; < z;.
Geometrische Bedeutung der Zerlegungssumme:

Sind die Funktionswerte von f im Intervall (a;b) nicht negativ, so ist die Zerlegungssumme
gleich der Summe der Flacheninhalte

f&) - (v — 1)

der Rechtecke mit den Seitenlangen f(&) und (z;;2;—1).
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D. Integralrechnung

y=fix)

(541
f(E5) 1

- ..; py )

X Xnzg [Xna Kb
!

§
g -bl—'-q—
§ &

Xi=Xi-q !E.’.‘—? Sn

a=x XfI Xpoo g 8

Die Zerlegungssumme ist ein Naherungswert fiir den Flacheninhalt der Flache, die einge-
schlossen wird durch den Graph der Funktion f, die Abszissenachse und die Parallelen zur
Ordinatenachse durch z = a und x = b.

Zerlegungsfolge

Ist fiir jede natiirliche Zahl n (n > 0) eine Zerlegung 3, des Intervalls (a;b) gegeben, so bilden
diese Zerlegungen eine sogenannte Zerlegungsfolge (3,,) fir das Intervall (a;0).
31 azzvél) <x§1):b

320 a= :1:82) < 9352)

33: a= :1:83) < 9353)

< x§2) =b
< :17(3) < x(3) =b

(n) (n)

37’1/ . a = xo < l’l (n)

<<z <. <az™=p

Ausgezeichnete Zerlegungsfolge

Unter einer ausgezeichneten Zerlegungsfolge versteht man eine Zerlegungsfolge, bei der die
Folge der maximalen Intervallangen In jeder Zerlegung 3,, eine Nullfolge ist.

b
Das bestimmte Integral [ f(z)dz

» Satz:

Ist f eine beliebige im Intervall (a;b) stetige Funktion, so konvergiert bei jeder Wahl einer
ausgezeichneten Zerlegungsfolge und bei jeder Wahl der Zwischenpunkte die zugehérige Folge
der Zerlegungssummen, und zwar immer gegen ein und dieselbe Zahl g.

» Definition:
b

Das bestimmte Integral [ f(x)dx einer im Intervall (a; b) stetigen Funktion ist der gemeinsame
a

Grenzwert aller Folgen von Zerlegungssummen, die zu ausgezeichneten Zerlegungsfolgen (3,)
des Intervalls (a; b)) gehoren.

Ist folglich (3,) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von (a;b), so gilt:

b

[ @)z =l 3 FE) @ — 2
=1

a

mit I(T_l)l < £Z(n) < x(n).

% %
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D. Integralrechnung

b
B Zu berechnen ist [ z2dx:

Wir wahlen eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (3,), bei der das Intervall {(a;b) durch jede
Zerlegung 3, in gleich groBe Teilintervalle zerlegt wird.

)

n b— —1 ‘
2 =a, 2" =a+ ¢ M =a+ : (b—a),xz(n) = a—I—i(b—a),...,x%”) =0
n n n

Als Zwischenpunkte £™ wahlen wir die rechten Endpunkte der Intervalle (2{™); z{™), also

- " i 21 i—
=3 ) @ el =3 fak 2] [0 - =00
i=1 =1
“ 2 /b—ua b—a | " a-i "t g2
:Z a—|— } ( — )= [Z(LQ%—ZQn(b—a)—&—Z?ﬂ(b—a)Q]
=1 i=1 i=1 i=1
:bn na +2a(bn— a).g(n+1)+(b;2a)2 n(n+1)6(2n+1)
— (b—a) a2+a(b—a)<1+;)+(b_6a)2 <1+:L) (2+i)
’ _a)2 _ )2 3 43
: Definition:
[ f(z)dz =0, wenn b = a.
fbf( )dx :—ff(x)dx, wenn b < a.
a b
» Satz:

Ist f eine in (a;b) stetige Funktion und c eine beliebige Zahl aus dem Intervall {(a;b), so gilt

/bf(x)dx:/cf(x)dx—l—/bf(x)da:

Mittelwertsatz der Integralrechnung

» Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Ist f eine im Intervall (a;b) stetige Funktion, so gibt es stets mindestens eine Zahl & mit
a < & <b, fir die gilt:

[ f@)dz = £(&)- (b= a)
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D. Integralrechnung

Geometrische Bedeutung

£(8)
f sei im Intervall (a;b) stetig und nichtnegativ.

Somit gibt es eine Zahl & derart, dass die schraffierte
Flache gleich der Flache des Rechtecks mit den Seiten
b—aund f(&) ist.

D.2. Das unbestimmte Integral
Stammfunktion

» Definition:
Die Funktion F ist eine Stammfunktion der Funktion f im Intervall (a;b) genau dann, wenn
fur jedes x aus dem Intervall (a;b) gilt

» Satz:
Zwei beliebige Stammfunktionen F; und F, einer gegebenen Funktion f unterscheiden sich
nur durch eine additive Konstante ¢

Fy(z) — Fi(z) =c¢

Beweis:
Es seien F} und F, zwei Stammfunktionen von f, d. h., es gilt F{(z) = f(z) und F3(z) = f(x).
Dann gilt

F(z) = Fy(z)=0 ,  [F(z) - K@) =0

Hieraus folgt Fi(x) — Fy(z) = c.

Aus diesem Satz folgt: Kennt man eine Stammfunktion F' zu einer gegebenen Funktion f,
dann besteht die Menge aller Stammfunktionen dieser Funktion f aus allen Funktionen mit
den Gleichungen y = F(x) + ¢, c € P.

Unbestimmtes Integral [ f(z)dz

» Definition:
Unter dem unbestimmten Integral [ f(z)dx einer im Intervall (a;b) stetigen Funktion f ver-
steht man die Menge aller Stammfunktionen von f im Intervall (a;b).

Die gegebene Funktion f heiBt Integrand des unbestimmten Integrals, die Konstante ¢ heiBt
Integrationskonstante.

Die Operation, die einer gegebenen Funktion f eine Stammfunktion F' zuordnet, heiBt Inte-
gration. In diesem Sinne ist die Integration die Umkehrung der Differentiation.

Es gilt auf Grund des oben angefiihrten Satzes: Ist F' eine Stammfunktion von f im Intervall
(a;b), so gilt

[ f@)de = {F@) +¢}, wep
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D. Integralrechnung

Hierbei ist {F'(z) + ¢} die Menge aller Funktionen F'(x) 4 c. Im allgemeinen lasst man die
geschweiften Klammern weg und schreibt nur

/f(x)dx =F(z)+c
In diesem Zusammenhang ist dann F'(z) + ¢ eine Bezeichnung fiir die Menge {F(x) + c}.
B Das unbestimmte Integral der Funktion f(x) = 2z ist die Menge aller Funktionen F'(x) =

x> +¢ ceP.

- 2_'_ . .
gﬁ;,g Graphische Darstellung des unbestimmten Integrals der

Efx)=x? Funktion f(:L‘) =2

Bo9xSe [ opdy = 22 + ¢
3y = /@{,),xz,q, Die graphische Darstellung des unbestimmten Integrals

ist eine Kurvenschar mit dem Scharparameter c. Alle

. Kurven haben an jeder Stelle 2 des Intervalls den glei-

chen Anstieg. Jede dieser Kurven lasst sich in jede ande-
re durch Verschiebung in Richtung der Ordinatenachse
uberfiihren.

D.3. Integrationsregeln
Konstante und Summe

» Satz:
Fir jedes Intervall, in dem die Funktion f stetig ist, gilt

/k:-f(x)dx:k-/f(x)dx, (k#0,k € P)

Das bedeutet: Die Menge der Stammfunktionen von k- f ist gleich der Menge der Funktionen,
die man erhalt, wenn man jede Stammfunktion von f mit & multipliziert.

Beweis:
Es sei F' eine Stammfunktion von f, d. h., es ist

F' = f, k-F =k-f, (k-F) =k-f
d.h., k- F ist eine Stammfunktion von kf.

Hieraus folgt: Die Menge [ k- f(z)dx besteht aus allen Funktionen k- F'(x) + ¢, ¢ durchlauft
alle reellen Zahlen.
Andererseits besteht die Menge k [ f(x)dx aus allen Funktionen

k(F+c¢)=k-F+k-c=k-F+c
¢1 durchlauft alle reellen Zahlen. Die beiden Mengen [ kf(z)dz und k [ f(x)dx sind identisch.

» Satz:
Fir jedes Intervall, in dem die Funktionen f und g stetig sind, gilt

J1r@) + g(@)lde = [ f@)dz + [ ga)ds
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D. Integralrechnung

Das bedeutet: Die Menge der Stammfunktionen von f+ g ist gleich der Menge der Funktionen,
die man erhalt, wenn man die Stammfunktionen von f und g paarweise addiert.

Beweis:

Es sei F' eine beliebige Stammfunktion von f, d.h., I/ = f. Ferner sei GG eine beliebige
Stammfunktion von g, d.h., G’ = ¢g. Dann ist F'+ G auch Stammfunktion von f + g, denn es
git (F+G) =F+G =f+y.

Hieraus folgt: Die Menge

1 @) + ga))da

besteht aus allen Funktionen
F(x)+G(z)+c¢

wobei ¢ alle reellen Zahlen durchlauft.
Andererseits besteht die Menge [ f(x)dz + [ g(x)dx aus allen Funktionen

[F(z) + c1] + [G(7) + o] = F(z) + G(2) + (c1 + c2)

wobei (¢; + ¢3) alle reellen Zahlen durchlauft. Die beiden Mengen

JUr@+g@lde  und [ f@)de+ [ gla)da

sind folglich identisch.

» Satz:
Fir jedes Intervall, in dem die Funktionen fi, f>, ..., f,, stetig sind, gilt

/ (Vé k:nufu(x)> dx = Vzi:lky/f"(x)dx

Das bedeutet: Man kann Summen gliedweise integrieren und dabei konstante Faktoren vor das
Integralzeichen ziehen.

Integration durch Substitution

Gegeben sei eine im Intervall [ stetige Funktion y = f(x), fur die eine Stammfunktion F' zu
ermitteln ist.

x = @(t) sei eine im Intervall I; monotone und differenzierbare Funktion mit ¢'(t) # 0, durch
die das Intervall I; umkehrbar eindeutig auf das Intervall I abgebildet wird.

Dann gilt fiir alle x aus [

[ 1@z = [ flole @dt mit e = o(t) baw. ¢ =F(a)

Das bedeutet: Ist y = G(t) 4 ¢ die Menge der Stammfunktionen von y = f[o(t)] - ¢'(t) in I3,
dann ist y = G[@(x)] + ¢ die Menge der Stammfunktionen von y = f(z) in I.

T

B Es ist das unbestimmte Integral [ mdm zu ermitteln.

Wir beschranken uns zunachst auf > 0 und setzen v/ 22 + 1 = t, woraus folgt x = /12 — 1.
r = p(t) = V2 —1ist fur ¢ > 1 monoton und differenzierbar, und es ist ¢'(t) = \/%j;
o' (t) # 0 fir t > 1.
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D. Integralrechnung

Durch = = ¢(t) = v/t? — 1 wird das Intervall I; (¢ > 1) umkehrbar eindeutig auf das Intervall
I (z > 0) abgebildet. Dann gilt fir alle « aus I (z > 0)

V2 —1 1
t t2—1

:/1-dt:t—|—c:\/x2+1+c

dt mitt = va2+1

[ o

Nachtraglich konnen wir feststellen, dass dieses Ergebnis auch fiir x < 0 gilt. Durch Differen-
zieren konnen wir die Richtigkeit iberprifen:

x
|

1
(Ve $ T4 0) = 5@ + 1) 7% 20 =
Das unbestimmte Integral elementarer Funktionen

/adx:ax+c; ac P

1 . r+1 -1
fow{ e vt
In|z| + ¢ r=-—1

/sinxdx = —cosx+c
/COSZL‘d:L‘ =sinz + ¢
CLCC
/axdx:——i—c; a>0,a#1
Ina
/exdx =e"+c
Der Beweis erfolgt durch Differenzieren der Stammfunktionen.

1 . 1
/(ax2+bx—|—e)da::a/a:de+b/xdx+/edx:a§x3+b§$2+e$c

1 -3 1 —34+1

1 3
o3t p o= 2Vt 4 ¢
+1 4

/{”/Ed:r;:/x%dw:

W=

1 2
/JJ\/EdI:/\/Fd:L’Z/JZ%dI:37$%+1+C=g\/13+c

2 + 1
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

» Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Ist f eine im Intervall (a;b) stetige Funktion und ist F' irgendeine Stammfunktion von f im
Intervall (a;b), dann gilt:
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Beweis:
Wir Gbernehmen ohne Beweis den folgenden Satz:
Ist f eine im Intervall (a;b) stetige Funktion, so ist das bestimmte Integral [ f(¢)dt mit

variabler oberer Grenze x eine Stammfunktion von f im Intervall {(a;b).

[[mm{:ﬂw

Aus diesem Satz folgt iibrigens auch, dass es zu jeder stetigen Funktion f immer eine Stamm-
funktion gibt.

Ist nun F' eine Stammfunktion von f, dann unterscheidet sie sich von [ f(¢)dt nur durch einen

konstanten Summanden

/f(t)dt _F(z)=c

Wir bestimmen ¢, indem wir setzen z = a:

a

/f(t)dt—F(a) —¢c , 0-Fla)=c
Folglich gilt
/f(t)dt — F(z) - F(a)
furz =0

[ 1wt = Fe) - Fla)

Bedeutung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

1. Der Satz bringt den Zusammenhang zwischen Differentialrechnung und Integralrechnung
zum Ausdruck. Einerseits konnen die Ableitung einer Funktion f an einer Stelle xy und das
bestimmte Integral einer Funktion f in einem Intervall unabhangig voneinander durch Grenz-
wertbildung definiert werden.

Andererseits ist das bestimmte Integral mit variabler oberer Grenze eine Stammfunktion des

Integranden ,
[/mw4=ﬂ@

2. Mit Hilfe des Hauptsatzes hat man die Moglichkeit, bestimmte Integrale ohne Grenzwert-
bestimmungen zu berechnen.

Die Berechnung des bestimmten Integrals wird auf das Aufsuchen einer Stammfunktion zu-
rickgefihrt.

Zum Zwecke der Berechnung wendet man auch folgende Schreibweise an:
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5 375 3 3
5 2 117
Z/x v 3 3 3

D.4. Anwendungen der Integralrechnung
Flacheninhalt

» Definition:
Ist f eine im Intervall (a; b) stetige Funktion, deren Funktionswerte in (a; b) nicht negativ sind,

so versteht man unter dem FlécheninhahE]A des Flachenstiicks, das von dem Graphen von f,
der Abszissenachse und den Parallelen zur Ordinatenachse durch z = a und x = b begrenzt
wird, das bestimmte Integral der Funktion f im Intervall (a;b), d.h., es ist

/ /bf(x)zo

a

denn die Summanden

a b X
f(&)(x; — x;—1) der Zerlegungssummen s,, sind samtlich nicht negativ, da f(&) > 0, z; —
x;,—1 > 0.

A:/bf(x)dx

Diese Definition lasst sich auf weitere Falle von Flachenberechnungen anwenden.

Die Flache liegt nur unterhalb der Abszissenachse.

denn die Summanden f(&;)(x; — x;_1) der Zerlegungssummen
s sind samtlich nicht positiv, da f(§) <0, z; —x;_1 > 0

BHier wird der Flacheninhalt als reelle Zahl definiert. Dieser Zahl entspricht bei Vorgabe von Einheiten des
Flacheninhalts in praktischen Berechnungen die MaBzahl der Flache.
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D. Integralrechnung

y=flx}
Die Flache liegt sowohl oberhalb als auch unter-
halb der Abszissenachse. In den Zerlegungssummen

/\ sp treten sowohl positive [fir f(&;) > 0] als auch nega-
ot i I tive Summanden [fiir f(&;) < 0] auf, denn es gilt immer

o A b ox
yx’ XE\JX‘? Ti— Tj—1 > 0.

Deshalb wird das Problem auf die Berechnung der Teilflaichen zurlickgefiihrt.

A:A1—|—A2+A3+A4
/f(x)d:z: . Ay = Vf(x)dx , Az = Uf(a:)d:v

Der Graph der einen Funktion f; liegt an einer Stete des Intervalls (a;b) des Graphen
der Funktion f;.

A]Z

, Ay = L/ ab f(z)dx

3

¥ M ¥
y=hix)
" y=fx)
A R
L '/,Ffzf:') A ‘
S— a b
a H X X a Al b
T LAl —_—
iy ye560)
/ y=hx)

In allen diesen Fallen gilt A = fb[fl(a:) — fa(x)]dz.

Der Graph der einen Funktion f; liegt In einem Teilintervall von (a; ) oberhalb das
Graphen der Funktion fi:

y -5t In diesem Fall haben die Graphen einen Schnittpunkt bei
x = x1. Die Berechnung der Gesamtflache erfolgt durch
die Berechnung der beiden Teilflachen: A = A; + As.

A= [1h@) = @z + [17() - fa(@)de

B Es ist die Flache zu berechnen, die eingeschlossen wird von dem Graphen der Funktion
f(z) = (x — 3)(x + 2), von der Abszissenachse und den Geraden x = —3 und = = 4.

Losung: Zunachst ermittelt man die Schnittpunkte des Graphen von y = f(x) mit der Ab-
szissenachse im Intervall (—3;4), um festzustellen, ob das Flachenstiick ganz: oberhalb, ganz
unterhalb oder auf beiden Seiten der Abszissenachse liegt.

Die Nullstellen von f sind x = 3 und x = —2. Beide Nullstellen liegen im Intervall (—3;4).
Die gesuchte Flache liegt also sowohl oberhalb als auch unterhalb der Abszissenachse.

A:A1+A2—|—A3
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Flx) =(x-3)(x+2)

2
Az = Ay auf Grund der Symmetrieeigenschaften der Parabel.

17 1% 53

1+ A2+ A G 2

| 5105, 625)
B Es ist die Flache zu berechnen, die eingeschlossen wird von dem Graphen der Funktion
y = 2sin(3xz + m) und der Abszissenachse im Intervall (0; 27).

Y (i) = Zsin (3xtar)

21
?- -A

i X
4 & £ Jr & 2w 2x
AAf ’\]‘*’U
_2_ -

Auf Grund der Symmetrieeigenschaften des Graphen von y = 2sin(3x + 7) gilt A =6 - A;.

%
A = /2sin(3x + m)dx
0

Mittels Integration durch Substitution bestimmen wir zunachst das unbestimmte Integral.

[sin(3z + m)dx
y = f(z) = 2sin(3z + ) ist eine fir alle reellen Zahlen stetige Funktion. Durch die Substi-
tution 3z 4+ 7 = ¢ erhalt man die Funktion

t—m
r=et)=—

die fur alle reellen Zahlen monoton und differenzierbar ist, fur die
1
$/:<P/(t):§7é0

gilt und die die Menge der reellen Zahlen umkehrbar eindeutig auf sich abbildet. Unter diesen
Voraussetzungen gilt

/2sin(3m+7r) = /f[(p(t)]-gal(t)dt: /2sint-;dt— —%cost—i—c
2

=-3 cos(3x + ) + ¢

3 2 2 2 2 4
2

3

2
/QSin(Sx—i—W)d:c: {—cos(3a:+7r)} =—-cos2r+ -cosm=—--14+--(—-1)=—
J 3 0 3 3 3 3
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D. Integralrechnung

4 4
Al = — A=6-A,=6--—=28
1 3 ) 1 3

Eine andere Moglichkeit zur Bestimmung von
3
/2 sin(3z + m)dx
0

ist folgende. Das Intervall O < z < % wird durch t = §(x) = 32 + 7 auf das Intervall
m <t < 27 abgebildet. Dann gilt

2 o 4

% 27
1 2
/2&M&p+ﬂdrz/f@@ﬂwd@M#:/2mw§ﬁ:[—Smﬂl -2
0 T ™ 4
B Es ist die Flache zu berechnen, die von den Bildern der Funktionen f;(z) = %(xQ —2x+10)
und fo(z) = (22 4 31) eingeschlossen wird.
Zur Berechnung der Schnittpunkte der Graphen von f; und f5 ist das Gleichungssystem

1 1
y:5@x+3n : y:5@¥—2x+un

zu lésen. Man erhdlt zy = 7, zo = =3, y1 = 9, yo» = 5. Die Schnittpunkte sind P;(7;9),
Py(—3;5).

<

Fi(x)=F(x*-2x+10)
B fix)=F-(2x+37)

==

| 5(7,18)

L ok

-3 4 0 1 x

Berechnung des gesuchten Flacheninhalts
fo liegt im Intervall (—3;7) ganz oberhalb f;(z). Folglich gilt

7

Az/ﬂﬂ@—fﬁﬂ@ri;E@x+ﬂy—;ﬁ—2x+mﬂ

-3 -3

b} 3

17 343 100
== 23+9&+M7—m+48—6m}:

1] 1] a® !
=¥ /(—x2 +4x +21)dx = - [— + 227 + 2195]
- -3
5 {_ 3
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D. Integralrechnung

Volumen

» Definition:

Das Volumer{ijl eines Korpers, der zwischen den Ebenen x = a und = = b in einem dreidimen-
sionalen kartesischen Koordinatensystem liegt und dessen Querschnittsflachen an der Stelle z
(a < 2 < b) den Flacheninhalt A(z) haben, wobei die Menge der geordneten Paare [z; A(x)]
mit a < x < b eine stetige Funktion sind, ist das folgende bestimmte Integral:

B Volumen einer Kugel
Querschnittsflache A(x):

Berechnung des Volumens:

[ )" 4
/7T(7”2 —2¥dr =7 [7"2:10 — ] = §7T7“3

V= jA(I’)dZL’ = 3

b

Satz des Cavalieri’

» Satz:

Zwei Korper, die zwischen den Ebenen z = a und x = b in einem dreidimensionalen kar-
tesischen Koordinatensystem liegen, haben gleiche Volumina, wenn die Flacheninhalte ihrer
Querschnitte fiir jedes = mit a < x < b tGbereinstimmen.

Die Gultigkeit dieses Satzes folgt unmittelbar aus der Definition des Volumens durch ein be-
stimmtes Integral. Hiernach hangt das Volumen nicht von der Gestalt der Querschnittsflachen,
sondern nur von deren Flacheninhalten ab.

Volumen von Rotationskorpern

4Hijer wird das Volumen als reelle Zahl definiert. Dieser Zahl entspricht bei Vorgabe von Einheiten des
Volumens in praktischen Berechnungen die MaBzahl des Volumens.
15Der Mathematiker Bonaventura Cavalieri (1598?7-1647), Schiiler Galileis, lehrte ab 1629 in Bologna.
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D. Integralrechnung

1) (Abb. links) Rotation des Bildes von y = f(x) um die z-Achse.

A@)=mp? =alf@P . V= [A@de = [#lf@)Pde =7 [[f@)Pd
2) (Abb. rechts) Rotation des Bildes von = = ¢(y) um die y-Achse.
Aly) =ma* =rle@)? V= [A@)de= [lply)Pde =7 [[p()de

¥ y-ffx)-l/b;f;;?)

Rotationsellipsoid um die z-Achse i—z + z—j =1

v:w]mmwm:%ivumm
—a 0

a

22 3
:27r/b2 1- 2 ) de = 2mb? |2 — 2
a 3a2

0

4
= 27b? (a — g) = §7r62a

a

0

Rotationsellipsoid um die y-Achse 2—2 + %; =

b b
V= 7T/[cp(y)Paly = 2#/[@(9)12611/
—b 0
b 22 3 b
—27r0/a2< —‘% )dy—27ra2 ly—;jbz]o
lo(y))? = 2* = a? (1 - ‘Zi) = 27a? (b - g) - gm%

Physikalische Arbeit bei veranderlicher Kraft

Wirkt eine konstante Kraft F' langs eines Weges und in Richtung dieses Weges, und ist s
die Lange des Weges, so ist die Arbeit, die durch diese Kraft verrichtet wird, definiert als

W =F-s.
F i /"‘ Faf(s)

F=konstant

f15;

§ S G £ O 52 s

Wirkt eine veranderliche Kraft F' = f(s) langs eines Weges und in Richtung dieses Weges von
einem Punkt mit der Entfernung s; von einem gewissen Anfangspunkt ab bis zu einem Punkt
mit einer Entfernung s, vom gleichen Anfangspunkt, so wird die Arbeit, die durch diese Kraft
verrichtet wird, definiert als

W:/Fds:/f(s)ds
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D. Integralrechnung

Man nennt dieser Integral das Wegintegral der Kraft.

Spannarbeit und potentielle Energie an einer Schraubenfeder

Fi

/

e

'3

Beim Spannen einer Feder gilt das Gesetz:

Die beim Spannen wirkende Kraft F' ist proportional der
Langenanderung s der Feder: F =k - s.

Fur die beim Dehnen einer Feder um die Langenanderung
sg aus dem ungespannten Zustand aufgewendete Arbeit 1V

gilt: W = ka: - sds, in diesem Fall ist s; = 0, s9 = sg:
s1

= =8%

s21°F ko,
2

0

Bezeichnet man mit Fir die Kraft, die die Feder im gespannten Zustand (mit der Langenaus-
dehnung sg) halt, so ergibt sich unter Beriicksichtigung von FF — E =k - sp

1
W = QFESE
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E. Vektorrechnung

E. Vektorrechnung

E.1. Verschiebungen
Gerichtete Strecken

Liegt fiir eine Strecke ein Richtungs- oder Durchlaufssinn fest, so heiBt diese Strecke gerichtete

Strecke.

Im Folgenden werden gerichtete Strecken wie ungerichtete Strecken durch einen (ibergesetz-
ten Strich gekennzeichnet. In Zeichnungen konnen gerichtete Strecken durch eine Pfeilspitze
gekennzeichnet werden, die zum Endpunkt weist.

B (1) AB: Die Strecke AB wird von A nach B durchlaufen.
(2) DC' Die Strecke C'D wird von D nach C' durchlaufen.

Eine gerichtete Strecke AB kann eindeutig festgelegt werden

- durch die Angabe ihres Anfangspunktes A und ihres Endpunktes B,

- durch die Angabe ihres Anfangspunktes A, ihrer Lange, ihrer Richtung und ihres Richtungs-
sinnes.

Parallelgleiche Strecken

» Definition:

Zwei gerichtete Strecken AB und C'D heiBen parallelgleich, wenn

a) die Punkte A, B, C, D nicht auf derselben Geraden liegen und die Strecke AB parallel zur
Strecke C'D sowie die Strecke AC parallel zur Strecke BC ist (linke Abbildung)

oder

b) die Punkte A, B, C, D auf derselben Geraden liegen, und es Punkte F und F’ so gibt, dass
sowohl AB und E'F' als auch C'D und E'F die unter a) angegebene Bedingung erfiillen

oder wenn

)
/
c) A= Bund C = D ist.

Verschiebung

» Definition:

Verschiebung einer Geraden (einer Ebene, des Raumes) heiBt ein umkehrbare eindeutige Ab-
bildung des betreffenden geometrischen Gebildes auf sich selbst, bei der alle durch Original-
und Bildpunkt bestimmten gerichteten Strecken zueinander parallelgleich sind.
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E. Vektorrechnung

Die Verschiebung, bei der A der Originalpunkt und B der Bildpunkt ist, d.h. die A in B ab-
bildet, wird mit 1@ oder @ bezeichnet. Das geordnete Punktepaar [A; B| reprasentiert diese
Verschiebung.

Veranschaulichung Bezeichnung Reprasentant
durch Zeichnung

B
Gerichtete Strecke ’/ AB -
B
Verschiebung / 1@, @ [A; B]

Betrag der Verschiebung || = |/@\ nennt man die Linge der gerichteten Strecke AB, die

diese Verschiebung kennzeichnet.

Gleichgerichtete Verschiebungen, entgegengesetzt gerichtete Verschiebungen

—/Q/

—

_>
Zwei Verschiebungen 7, b heiBen gleich gerichtet, wenn sie gleiche Richtung und gleichen

Richtungssinn haben.
/
/

—

b

%
Zwei Verschiebungen 77 b heiBen entgegengesetzt gerichtet, wenn sie gleiche Richtung und
entgegengesetzten Richtungssinn haben.

Entgegengesetzt gerichtete Verschiebungen gleichen Betrags nennt man entgegengesetzte Ver-
schiebungen.

—
B BA ist die entgegengesetzte Verschiebung zu 1@

—d ist die entgegengesetzte Verschiebung zu a.

Addition von Verschiebungen

» Satz:
Werden zwei Verschiebungen nacheinander ausgefiihrt, so ist das Ergebnis wieder eine Ver-
schiebung.

» Definition:

Die als Ergebnis des Nacheinanderausfiihrens zweier Verschiebungen qd = 1@ und 7 = %
resultierende Verschiebung o = 1@ heiBt die Summe von @ und ?

Man schreibt: @ = @ + ? oder @ = zﬁ + B?

B Gegeben: Die Verschiebungen @ = AB und b = AC mit d| = 3 cm, |€>| = 2 cm,
LCAB = 45°.

%
Gesucht: Die Linge der Summe @ + b = AD.

Losung: zeichnerisch
Zur gerichteten Strecke B wird in B die mit 1@ gleichgerichtete Stre_c>ke B—IS angetragen.
Die gerichtete Strecke zﬁ kennzeichnet die Verschiebung E =d+0b.
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E. Vektorrechnung

Losung: rechnerisch - Anwendung des Kosinussatzes:

AD? = AB? + BD*—2- AB - BD - cos ZABD
32422 -2-3-2-cos(180° — 45°) = 9+ 4 — 12(—0,7071) ~ 21,48
V21,48 ~ 4,6

Ergebnis: Der Betrag der Verschiebung E =+ ? ist ungefahr gleich 4,6 cm.

Die Summe aus einer Verschiebung und der zu ihr entgegengesetzten Verschiebung heiBt
identische Verschiebung oder Nullverschiebung; sie wird mit & bezeichnet.

=AB.}

+ b _E+BA yy -

Eigenschaften der Addition von Verschiebungen

Fir jede beliebige Verschlebung a, b und @ mit 7 als Nullverschiebung gilt:

—~
P
o
3
3
c
—+
o]
.
<.
—+
o
(s

~—
W
o

—~~

N

(a) (b) -

-~
a
n

a

Oy

T+b+0

— —
(@+ b)+ 7@ =717+ (b + ) (Assoziativitat), Bild (b)
Subtraktion von Verschiebungen

» Definition:

Differenz zweler Verschiebungen b und @ heiBt die Verschlebung , fir die die Gleichung
T4 =

+ c b gilt. R
Man bezeichnet diese Differenz mit @ = b — .
Eigenschaften der Subtraktion von Verschiebungen

Fir jede beliebige Verschlebung a, b mit ¢ als Nullverschiebung gilt:

R s e M
b—d=b+(-d);—(d+b)=—ad—b;—(d—b)=—a+ b
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Multiplikation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl

» Definition:

Produkt einer Verschiebung @ mit einer reellen Zahl \ heiBt jene Verschiebung, derer Betrag
das |A|-fache des Betrages von @ ist und die fir A > 0 mit @ und fir A < 0 mit — @ gleich
gerichtet ist.

Man bezeichnet dieses Produkt mit \d.

A>1 A=1 D<Al A
zB. A=15 zB.A=05 zB. A=-05

Eigenschaften der Multiplikation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl

Fir jede beliebige Verschiebung 7,? mit o als Nullverschiebung und jede beliebige reelle
Zahl \, p gilt:

AT =[N -d;0-@=7; \Xod=7; 1d=17d;(-1)d=-7

Mpd) = (M) @ (Assoziativitat),

(A+p)d = Nd +p°d (1. Distributivgesetz); /\(7+€>

_)
) =Ad+A0b (2. Distributivgesetz)
Parallelitat zweier Verschiebungen

» Definition:
Zwei Verschiebungen

oder ? =\ ist.

— —
@ und b sind parallel, wenn es eine reelle Zahl X gibt, fiir die a=M\b

Daraus und aus anderen Eigenschaften von Verschiebungen folgt:

- Jede Verschiebung ist parallel zur Nullverschiebung.

- Jede Verschiebung ist parallel zu sich selbst.

- Jede Verschiebung ist parallel zu der ihr entgegengesetzten Verschiebung.

n-Tupel reeller Zahlen

» Definition:

Ist n eine natiirliche Zahl, so heiBt jede geordnete Menge von reellen Zahlen aq, ..., a, ein
n-Tupel reeller Zahlen.

Man schreibt: [a1;as; ..., a,)

B Fir n = 2 nennt man diese geordnete Menge (reelles) Zahlenpaar, fir n = 3 (reelles)
Zahlentripel, fir n = 4 (reelles) Zahlenquadrupel.

» Definition:

Summe zweier n-Tupel [a1;as;...,a,] und [by;be;...;0,] heiBt das n-Tupel [a; + bi;as +
bay vy @y + by

Man schreibt: [a1;ag; ..., ay] + [b1;b2; ... b, = [a1 + by;ag + ba, ..., apn + by

» Definition:
Produkt eines n-Tupels [a1; as; ..., a,] mit einer reellen Zahl X heiBt das n-Tupel [Aay; Aag; ..., Aay]
Man schreibt: A[ay; as; ..., a,] = [Aag; Aag; ..., Aay,]
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E. Vektorrechnung

B Gegeben: Die 4-Tupel (Quadrupel) [3; —1;0; —4] und [2;6; 3; —1]
Gesucht: Summe der gegebenen 4-Tupel
Losung: [3; —1;0; —4] + [2;6;3; —1] = [5; 5; 3; —5]

B Gegeben: Das Tripel [3; —1;0] und die reelle Zahl —
Gesucht: Produkt des gegebenen Tripels mit der gegebenen Zahl
Losung: (—2) - [3; —1;0] = [—6;2; 0]

E.2. Vektorraum

» Definition:
Eine Menge heit Vektorraum, wenn fiir ihre Elemente, die Vektoren, eine Addltlon und eine
Multiplikation mit reellen Zahlen so definiert sind, dass fiir beliebige Elemente @, b 7 der

Menge und beliebige reelle Zahlen ), i folgende Gesetze gelten:

)1-7:6>

5 (A\+p)d = d +ud
6) M@ + b) = AT + AT
N ANpd) = () d

Beispiele fiir Vektorraume:

- Die Menge der Verschiebungen einer Geraden.

- Die Menge der Verschiebungen einer Ebene (des Raumes).
- Die Menge aller n-Tupel fiir ein gegebenes n.

- Die Menge aller an einem Punkt angreifenden Krafte.

Die Subtraktion von Vektoren, einander entgegengesetzte Vektoren, die Parallelitat von Vekto-
ren und der Nullvektor werden analog zu den entsprechenden Sachverhalten bei Verschiebungen
definiert. Fiir Vektoren werden im allgemeinen auch die fiir Verschiebungen gebrauchlichen Be-
zeichnungen verwendet.

Gebrauchliche Bezeichnungen fiir Vektoren

— -
Freie Vektoren: E), b ,?, @, @ (falls die gerichteten Strecken AB, C'D Reprasentan-
ten der betreffenden Vektoren sind)

Ortsrektoren in einem Koordinatensystem: O?,Oﬁ (Ortsvektoren der Punkte P und @ in
einem System mit dem Ursprung O)
7,2 (eventuell mit Indizes)

%
a,0,7. 7 (Ortsvektoren der Punkte A, B, P, Q)

Das Pfeilsymbol wird auch fiir vektorielle GroBen in der Physik angewendet, z.B. ? (Kraft),
@ (Beschleunigung).

Gebrauchliche Darstellung eines Vektors durch eine gerichtete Strecke

Numerisch durch Angabe der Koordinaten des Anfangs- und des Endpunktes der gerichteten
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Strecke (in einem gegebenen Koordinatensystem)

- E mit A(z1, 22, 23), B(y1,Y2,y3)

Zeichnerisch
in der Ebene durch Aufzeichnen: im Raum durch Eintafel- oder Zweitafelprojektion:
B“
PB +5 “/q:
I |
e

A
A 0 A"\J
A B

Darstellung eines Vektors durch Komponenten bzw. Koordinaten in einem Koordi-
natensystem'9|

%
Ebene: System {0,7,7} Raum: System {0,7,7, k}
Freier Ortsvektor des Freier Ortsvektor des
Vektor Punkte P(z;y) | Vektor Punkte P(z;y; z)

— — I — g — - - —
D =a,i +ay] T=ai+yj |d=ari+ayj+ak T=zi+yj+zk

Schreibweisen fiir die Komponenten- bzw. Koordinatendarstellung

u . Gy x
a=|"" 7 = d=|a 7=y
a Y Y
Y a, z
a x B t
a =3 " z = =1 a =Sy
a Yy Y
Y a z
a z Gz v
a=(" z = d=| a Z=|y
a y Y
Y a, z
7 = {amaay} ? = {xﬂy} 7 = {a’ﬂf7ay7a2} ? = {xuywz}
a = (az,ay) . 7 :_(>x,y) a = (ax,ay,az)_) _}? = (x,yﬁ)
?122';?2:]' €>1:1';?)2:].;;?)3:]{:

Linearkombination von Vektoren

» Definition:
Sind 31,72, ...,E}n Vektoren und A\, Ao, ..., \,, reelle Zahlen, so heiBt jeder Vektor ? der
sich in der Gestalt N

b =Ma1+MTot o+ A

schreiben lasst, eine Linearkombination der Vektoren ?1, 72, ---,771-

| Gegebeﬂ; A1, A, A3, Ay
Gesucht: b =341+ 0,6ds+0d5+1,27d,4

06,

34,

\ 12&"

Q

8Dje heute iibliche Vektorschreibweise mit runden Klammern wurde ergénzt und wird in der weiteren Abschrift
verwendet.
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Die reellen Zahlen A\, \o, ..., \,, heiBen Koeffizienten der Linearkombination.

» Satz:
Ist b ein beliebiger Vektor und sind @1 und @» zwei nicht zueinander parallele Vektoren

einer Ebene, in der b liegt, dann kann b auf eindeutige Weise als Linearkombination

%
b =Md14+ X
von 71 und 72 dargestellt werden.

» Satz:
Im Raum gibt es zu zwei Vektoren ?1 und 72 stets einen von o verschiedenen Vektor 73,
der keine Linearkombination von 71 und 72 ist.

» Satz:
Sind 71, 72, 73, drei Vektoren, von denen keiner eine Linearkombination der beiden anderen
ist, dann kann jeder Vektor b des Raumes auf eindeutige Weise als Linearkombination

_>
b - )\171 + )\272 + )\373
von 71,72, s dargestellt werden.

Lineare Unabhangigkeit

» Definition:
Vektoren 71, 72, ey d ,, heiBen linear unabhangig, wenn die Gleichung

MA1+Mdot o+ Ndn="70
nur gilt fir \y = Ao = ... =\, =0.
Sind Vektoren nicht linear unabhangig, dann heiBen sie linear abhangig.

In einer Ebene Im Raum

b)

linear abhangig und unabhangig linear abhangig und unabhangig
Winkel zweier Vektoren

» Definition: o
Unter dem Winkel zweier von_)ﬁ verschiedener Vektoren @ und b versteht man den Winkel,
den fiir @ = AB und fir b = AC die Strecken AB und AC im Punkte A miteinander

bilden.

/
(-3
i g
Ry
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Basen
In einer Ebene: Im Raum:
» Definition: » Definition:
Jedes Paar linear unabhangiger Vektoren s Jedes Tripel linear unabhangiger Vektoren
und 72 heiBt Basis des Vektorraumes der 71, 72, 73 heiBt Basis des Vektorraumes
Vektoren des Ebene. der Vektoren des Raumes.
Man bezeichnet sie mit {71, 72}. Man bezeichnet sie mit {71, 72,33}.
Ist ? = )\171 + )\272, so heiBen Ist ? = >\171 + /\272 + )\373, so heiBen
- die Zahlen A\, Ay die Koordinaten und - die Zahlen A\, A9, A3 die Koordinaten und
- die Vektoren )\171,)\272 die Kompo- - die Vektoren Alﬁl,)gﬂ)g,)\g?g die Kom-
nenten des Vektors b beziiglich der Basis ponenten des Vektors b beziiglich der Basis
{dy,ds} {d1, 7y, ds}
Koordinatensysteme

Im Raum:

In einer Ebene:

In der Ebene wird durch eine Basis
{1, >} und einen Punkt O, den Ur-
sprung, ein Koordinatensystem festgelegt.
Man bezeichnet es mit {O; @1, @5}

Im Raum wird durch eine Basis
{1y, d2, a3} und einen Punkt O, den
Ursprung, ein Koordinatensystem festgelegt.
Man bezeichnet es mit {O; 1, o, 73}.

Orthogonale Basis: Die Basisvektoren Orthogonale Basis: Die Basisvektoren

d 1, d o bilden miteinander einen rechten . . o
Wi1n7kel2 71,72,73 bilden paarweise miteinander

rechte Winkel.

Jedes zu einer orthogonalen Basis zugehorige Koordinatensystem heiBt orthogonal oder recht-
winklig.

Ist der Winkel zwischen den Basisvektoren kein rechter (die Winkel 0 und 7 scheiden aus), so
nennt man die Basis und die ihr zugehorigen Koordinatensysteme schiefwinklig.

Ortsvektor: Ist O der Ursprung eines Koor- Ortsvektor: Auch im Raum kann der Orts-
dinatensystems und P ein beliebiger Punkt vektor OP in Bezug auf die Basisvektoren
der Ebene, so bezeichnet man O? als den zerlegt werden: OP = )\171 + )\2?2 +
Ortsvektor des Punktes P in Bezug auf den A3 @ 3. Fiir die Koordinaten von P beziiglich
Ursprung des Koordinatensystems. {0; 71,72,73} schreibt man P(Aq; A2, A3).
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Die Koeffizienten der Zerlegung des Ortsvek-

tors OP in Bezug auf die Basisvektoren, d.h. Rechtssystem: @1, @5, @3 haben eine La-
die reellen Zahlen \; und )\, der Zerlegung ge wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger
ﬁ) — )\171 + )\272 heiBen Koordinaten der rechten Hand. Anderenfalls spricht man
von P beziiglich des Systems. von einem Linkssystem.
Man schreibt: P(A1; A2).

-
a;

Ortsvektor O? :

Basis {1, @1} B ~G &
Koordinatensystem {O; @1, @2} a’ Z

— = o
Komponenten von OP: A\ d' 1, Ao d o Rechtssysteme und ein Linkssystem

Koordinaten von P: P(A1, o)

Normierte Basis: Die Basisvektoren @1, @ bzw. (71, Ao, 73) haben den Betrag 1, d. h.,
sie sind Einheitsvektoren.

Kartesische Koordinatensysteme

Kartesische Koordinatensysteme sind orthogonal und normiert (kurz orthonormiert).

Ebene Raum
Basis i) {7k}
: == e
Koordinatensystem (O; 1,7} {0;i,7,,k}
- > e
Komponenten by 1 ,by j byt ,byj, b k
e - - R
Komponentendarstellung b =x1 4y b=xi+yj +z2k
eines Ortsvektors
Koordinaten des Punktes P | z;y ;2
Betrag des Ortsvektors || =Va2+y? |7 = Va2 +y?+ 22
Ob =7
E'F'X"X?fyj'
" RR=b-byi+ by
4
Py
5 bj
~1 A bei
J
0 E X
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ﬁﬁ-;-xﬂyffzﬁ?

Betrag eines Vektors

Rlo-B =B, 7+ By[+5,K
z

-

k1

Der Betrag des Ortsvektors O? kann mit Hilfe des Satzes von Pythagoras ermittelt werden.

In einer Ebene:

OPP = |7 =2” + ¢

0P| = 2| = VT

Sind Py (x1;y1) und Py(x2;y9) zwei beliebige
Punkte der Ebene, so ist ihr gegenseitiger
Abstand, d.h. der Betrag des Vektors P, P:

—
PiPy| = /(s — 21)2 + (v — 11)°

Fir (7,

7) = a erhalt man:

= |7|coso,y = |7 |sina

Summe, Differenz, Produkt

» Satz:

Im Raum:

OB = |22 = 22 + ¢ + 22

0P| = 7| = Vi + 7 22

Sind P1(151;y1;21) und P2($2;y2;22) zwei

beliebige Punkte des Raumes, so ist ihr
gegenseitiger Abstand, d.h. der Betrag des

Vektors P Ps:

=
|PLP| = \/( o —21)? + (y2 —y1)? + (22 — 21)?

%
Far 4(7, z7 +y j ) = a erhilt man:

¢ = |7|sinfcosa, y = |7|sinfBsina,

2= || cos 3

Die Koordinaten der Summe (Differenz) zweier Vektoren b und @ bezgllch einer Basis sind

gleich den Summen (Differenzen) der entsprechenden Koordinaten von & und @

Igeiner Ebene:

b =Md1+ X ds

?:H171+M272

_>

b :I:?—()q:l:,[h)ﬁl—i-()\gi,lm)ag
%

> :37;57,_?:67+27

g+7:91%—3j%

b—¢=-3i—-7j

Im Raum:
b = )\171 + /\272 + /\373
7= M171 + #2E>2 + M373

_>
b7 28\1 + ,u1)71 + (A2 & M2)72 +
+()\3 + [Ld) a3

— — —
o :2?;374;19,7: T 2k
b — @ =-37—-25 +3Fk

99



E. Vektorrechnung

» Satz:
Die Koordinaten des Produkts eines Vektors b mit einer reellen Zahl A beziiglich einer Basis

sind gleich den Produkten der entsprechenden Koordinaten von b mit .

Iﬂ>einerE£>ene:_> | Raum_> N
b_>=/\1i+L\>2j _ b—)\12 +_)\>2] ++)‘i>k

Ab =(AN) i + (M) /\b (A1) @+ (Ag) g +()\>\3)k
_>

I_)b—3@—5j_£\ 0,5 Ib—2_2>—3]+k )\_>——O5

)\b—15z—2,5j /\b — 1 —|—15] — 0,5k

Transformation eines Koordinatensystems in der Ebene

X P

Sind {O; 7 7} und {O'; 7,j} zwei orthonormierte

Rechtssysteme der Ebene,

zo,yo die Koordinaten von O’ im System {O; 7 j}
‘ und ist der Winkel

0 a= 4(?, 7) = 4(?, ?) so ist

e ‘ % i =cosa- 1 +sinaj

— -
? —sina - 1 +cosa j

N

8|
¢

AN
0 7

Xg

Ferner gelten die Gleichungen
¥’ =z cosa+ ysina — (xgcosa+ yosin a)

y = (—x)sina + ycosa — [(—xp) sin a + yo cos

bzw.

¥ =(x—1z0)cosa+ (y—yo)sina , y =—(r—x)sina+ (y— yo)cosa
B Gegeben:

. - . . . ==
Koordinatensystem {O; i, j } und ein Punkt P(4;3) sowie Koordinatensystem {O’; i', 5"}

—
mit O0' =37 +1,57 und £(7,7) = 23°
Gesucht: Koordinaten 2/, 3y’ von P im System {O’; 7,ﬁ}

Losung:
Da O’ im System {O; 7 ] } die Koordinaten 2y = 3 und yo = 1,5 hat, ist

' =(4—-3)-c0s23°+ (3—1,5) -sin23° = 1,51
Y = (4—4) (—sin23°) + (3 — 1,5) - cos 23° = 0,99

Ergebnis: P(1,51;0,99)
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Verschiebung Drehung

, — (o _ 7
Ist d% W|n_.|><e| a = 0° und d%m% g Ist (fir einen beliebigen Winkel ) O" = O,
und j° = j, dann geht {O; ¢ } hervor
J =17 g 1ty d.h. o = yo =, dann spricht man von einer

Fir d|e§e als Verschiebung _oder Translat!- Drehung oder Rotation des Koordinatensys-
on bezeichnete Transformation des Koordi- tems. In diesem Falle gilt:

natensystems gilt: 2 = zcosa+ysina,

/! !/
T =T — Zo, Y=Y—% Yy = —xsina + ycosa

Additionstheoreme der Winkelfunktionen

Mit Hilfe der Drehung des Koordinatensystems lassen sich die Additionstheoreme der Winkel-
funktionen herleiten.

— —
Gegeben seien drei orthonormierte Rechtssysteme {O, i 7} {0,7,7}, {0, i”,?} mit

/(7 7)=aund 2(7,7) = 8.

Y

Da = - . — — . — —
1 =CoSx- 1 +slna- ) , ) = —sina- 1 +cos- )
72008[)’-7+sinﬁ-7 , 7 —sinf- 1 —i—cosﬁ-?

ist, ergibt sich
z'_”>:cosﬁ(cosa7+sina-?)+sinﬁ(—sina7+cosa ")
7:—sinﬁ(cos&?—l—sina-?)—i—cosﬁ(—sma?—l—cos& 7)

27+ 277

Andererseits ist wegen Z( i ,i") =

1

i" = cos(a + 5)7 + sin(a + 5)7
=

= —sin(a + B)7 + cos(a+ ) j

=l
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Infolge der linearen Unabhangigkeit von 7 und j gilt somit

sin(a + 3) = sin acos 3 + cos asin beta

cos(a + ) = —sin asin B + cos « cos beta
Wird 3 durch —/ ersetzt, erhalt man

sin(a — ) = sin acos § — cos asin beta

cos(a — ) = sinasin 5 + cos a cos beta

E.3. Analytische Geometrie der Geraden
Geradengleichungen in der Ebene

Eine Gerade ist durch die Angabe
- eines Punktes und der Richtung der Geraden oder
- zweier Punkte eindeutig bestimmt.

Parameterdarstellung parameterfreie Darstellung
Punktrichtungsgleichung | Vektordarstellung

T =T +td (d #70)
Koordinatendarstellung
T =T+ ta,,y =yo+ta, | y—yo =m(z — xo)
Zweipunktegleichung Vektordarstellung

T =T+ U7 — 7))
(71 — 2 £ 0)
Koordinatendarstellung
T = o + t(x1 — x0) (¥ — yo) (1 — m9) =
Y =yo+t(y1 — Yo) = (z — 20)(¥1 — ¥o)

Parametergleichungen einer Geraden (Vektordarstellung)

(a) Die Gerade ist durch einen Punkt und die Richtung der Geraden bestimmt.

(1) Ist eine Gerade durch einen Punkt Fp, und einen
. Y

Richtungsvektor PyA = d # o gegeben und bedeu-

tet ¢ eine reelle Zahl, so gilt fiir alle Punkte P der

Geraden:

Poﬁ:t-ﬁmit —o0<t< oo

-
(2) Ist auBer Py und ByA = @ # 0 ein weiterer
Punkt O der Ebene, z. B. der Ursprung eines Koordi-
natensystems gegeben, so erhalt man die Parameter-

gleichung:
OP =7 =T+t @ mit —o0<t<oo

Man nennt diese Gleichung Punkt-Richtungs-
Parametergleichung.

ob-% t ist Parameter
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In beiden Gleichungen gilt ¢ > 0, falls Fﬁ mit @ gleichgerichtet ist. Es gilt ¢ < 0, falls Fﬁ

zud entgegengesetzt gerichtet ist.

Im Fall 1 gilt ferner |t| = @%.

(b) Die Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt.

(3) Ist eine Gerade durch zwei ihrer Punkte P, und
P, gegeben, so dass gilt O—>Po = ;?0 und O—Pl> = x_*>1 o)
stellt der Vektor Py P, einen Richtungsvektor der Ge-
raden dar. Es gilt dann fiir alle Punkte P der Geraden

OP =7 =5+ (7 — 1)

mit —oo <t < 0.
Man  nennt  diese  Gleichung  Zweipunkte-
Parametergleichung.

g

t ist Parameter

Wird in einer Parametergleichung der Geraden der Parameter einer Beschrankung unterworfen,
so beschreibt die Gleichung nicht mehr die gesamte Gerade, sondern Teile derselben.

B Die Gleichung T =T+td, t >0, ist eine Gleichung des Strahls mit dem Anfangspunkt
Py und der gleichen Orientierung wie der Vektor .

B Die Gleichung T =1 —i—t(:c_)l — a:_g) mit 0 < ¢ < 1 ist eine Parametergleichung der Strecke
PyP;.

Ist ein Koordinatensystem gegeben, so konnen die Vektoren 2,74, 71 und @ durch ihre Kom-
ponenten dargestellt werden.

In der Ebene:

Im Raum: NN
] : - = SO
Fur das Koordinatensystem {O; i, j } er-

Fiur das Koordinatensystem {O;

gibtsicm

T =i +vyJ
— —
To=Tol +YoJ
— —

Ty =21t +y1)J
— —

a =az; 1 +ay]
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B Gegeben Gerade g durch zwei Punkte
Po(=2;-1), P1(3;5).

Gesucht: Parametergleichung von g (in Vek-
tordarstellung)

_____________ g
}'
|
" 1
g |
/|
% |
|
‘;
|
|
/\ :
I
T
l .
e
Losung: . N NN
AusOP:?Ongi+yoj=—2i—j
G S -
und OPy =2{ =211 +y1J =31 +57J

folgt als Richtungsve&c}or deLGeraden g
PPL=71—Th=5i +6

Ergebnis:_> N NN
T =27 —j+t(i +67)
mit —oo < t < 00.

B Gegeben: Gerade g durch einen Punkt
Py(4;2) und den Anstieg m = 3
Gesucht: Parametergleichung von g (Vektor-
darstellung)

Losung:

Man erhalt
OFh=Th=101 +y0) =47 +27

und, dam = Z—J ist, ergibt sich als ein Rich-

- =
tungsvektor d =41 + 37.

B Gegeben Gerade ¢ durch zwei Punkte
(2, -1;2), Pi(152;4).

Gesucht: Parametergleichung von g (in Vek-
tordarstellung)

by

K==

Losung: . R N

Aus OF, = T — 207 + 0] + 20k —
- = =

20 — J, T2k — — —
und OP, = x_>1 =x11 +J +xnk =
1 +275 +47

folgt als Richtungsvek_tg)r de;Geracﬁn g

PP =i —T0=—14 +37 +2Fk
Ergebnis:

- = = - =
T =—20 — 42k +t(—i +35 +2k)
mit —oo <t < 0.

QyJ

=
Su

sl
=

- = - =
Ergebnis: @ =40 +2 +t(4i +37) mit —oo < ¢ < 0.

Bemerkung: Als Richtungsvektor der Geraden g kann auch ein beliebiges Vielfaches (0 als

— —
Faktor ausgenommen) von 4 ¢ + 3 j angegeben werden. Oftmals ist es zweckmaBig, als
Richtungsvektor den entsprechenden Einheitsvektor anzugeben, d.h. \E)| = 1 zu wahlen. Im

. — _ 47 | 37
Beispiel bedeutet das @ =7 + 2 7.
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Parametergleichung einer Geraden (Koordinatendarstellung)

In einer Ebene:
Aus der Bemehu& 7= xo +t a_;‘olgt R

T AYT =0 o] At +ay])
Daraus ergibt sich wegen der linearen Unab-
hangigkeit von ¢ und j das Gleichungssys-
tem

T = xg + tay,
bzw.

T =z + t(xy — x0),

Yy = yo + tay

Y = yo +t(y1 — yo)

B Gegeben:

Gerade g durch zwei Punkte Py(—2; —1) und P;(3;5)
Gesucht: Parametergleichung von g (in Koordinaten-

darstellung)

Losung:
Aus Lo = _27y0 = —1und Ay = T1— Ty = 3+2 =235,
ay =y — Yo =5+ 1 =6 ergibt sich

=—=2+1t-5 y=—-1+1¢-6

Gleichungen der Koordinatenachsen

In der Ebene:
x-Achse:
_> J—
7:9”‘{ 00 < x < 00
y:
y-Achse
— —00 <Yy <o

Punktrichtungsgleichung (parameterfrei)

Im Raum:

Aus der BeZ|ehung 7= xo +1 a_}folgt

:m +yj +zk xoz + Yo J +zk+
— —

tlay @ +ayj +a.k)

Daraus ergibt sich wegen der linearen Unab-

hangigkeit von ¢, j, k das Gleichungssys-
tem

r=x9+ta,, Yy=yo+tay,, z=z+ta,
bzw.

r = xo+t(r1 — x0), Y = Yo+ tly —
Yo), 2z=z0+t(z1 — 20)

Y
M

Im Raum:

z-Achse:
?:x?{—oo<a:<oo

y—O,ZO

y-Achse
=) o<y <o
7_“{9:_0,,2_0

z-Achse
— ] —co <z <0
?_Zk{x:(),y:O

Aus der fiir ein Koordinatensystem in der Ebene geltenden Beziehungen

T =z + ta,

)

y:y0+tay

folgt durch Elimination von t die parameterfreie Gleichung der Geraden in Bezug auf das

Koordinatensystem {O; i, j } in der Ebene:

Ayl — QzlY = AyTo — Az Yo
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Fir a, # 0 ergibt sich weiterhin

Qy
— Yo = T —
Y — Yo %( 0)

Der Koeffizient 2¢ = tan a heiBt Anstieg der Geraden. Er wird meist mit m bezeichnet. Es
ergibt sich somit aIs Punktrichtungsgleichung der Geraden

Z/—yozm@—fo)

— —
I Gegeben Gerade g durch o =34 + 27 und Y
qd = 2 1 — ]
Gesucht: Gleichung von g

Losung: Aus den Daten fiir To =100 + Yo 7 qd = .

%o 1

(g © +ayJ folgenxo—?)y0:2;ax:2;ay:—1 7 Vs A
i

und m = Zz = —5.

Ergebnis: y —2 = —1(z — 3) bzw. y = -1z + 7 ?

-

B |
>

B Gegeben: Gerade g durch einen Punkt P, (1; —%) 9

und den Anstieg m = %

Gesucht: Gleichung von g 7 >

au

Losung:

Die zum Aufstellen der Gleichung erforderlichen Werte
sind unmittelbar gegeben

Ergebnis: y—{—f (:)3— 1) bzw. y = 793—2

Zweipunktegleichung (parameterfrei)

Aus der fiir ein Koordinatensystem in der Ebene geltenden Beziehung = = x¢ + t(x; — z0),
Y = Yo+ t(y1 — yo) folgt durch Ellmlnat|on von t die parameterfreie Gleichung der Geraden in

Bezug auf das Koordinatensystem {O; 7 . J } in der Ebene:
(z — 20)(y1 — yo) = (¥ — yo)(z1 — @0)
Sie kann fir x; — zg # 0 auch in der (nicht fir 2 = x( giiltigen) Form

Y—Y% _ Y1~ Y%
T — X9 r1 — To

geschrieben werden.

I_G>egeben Gerade g durch die Ortsvektoren 7§ =

-1 + 2? und 77 = 4 T+ 7 zweier Punkte “‘fLi

Gesucht: Gleichung von g ; L 5
Léi;ng: Aus den Daten fir 7§ = xo? + y07, T = "\ ¢/ =

x1t +yJ folgen xg=—1, 90 =2, 21 =4; y; = 1. = : p

Ergebnis: (z+1)(—1) = (y—2)-5 bzw. y = —1z+2
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B Gegeben: d 3
Gerade g durch zwei Punkte Py(2; —2), P1(2;3)

Gesucht: Gleichung von ¢ .
Losung: Die erforderlichen Werte sind unmittelbar ge- 7

geben.

Ergebnis: (x —2) -5 = (y+2) -0 bzw. z = 2. ) x
Bemerkung: Wegen x; — 2y = 0 ist die Gleichung

nicht in der Bruchform angebbar. i

Normalform, Achsenabschnittsgleichung

Ist eine Gerade g durch ihren Anstieg m und den Punkt S, (0;n), d. h. ihren Schnittpunkt mit
der y-Achse gegeben, so folgt aus ihrer Punktrichtungsgleichung unmittelbar die Normalform
der Geradengleichung

Yy=mx+n

¥ : \

S~

=)

/ R

Sind von einer Geraden die Punkte S, (0; b) und S, (a; 0) gegeben, so folgt aus ihrer Zweipunk-
tegleichung

(z —a)b = y(—a)
und daraus fiir a # 0 und b # 0 die Achsenabschnittsgleichung der Geraden

r oy
42
a+b

Allgemeine Geradengleichung

Fir jede beliebige Gerade in der Ebene kann eine Gleichung in Form der allgemeinen Geraden-
gleichung
Ar+By+C=0 mit A*+B?*#£0

aufgestellt werden. Alle anderen Formen der Geradengleichung lassen sich auf diese Form brin-
gen; umgekehrt (und untereinander) ist das aber nicht immer uneingeschrankt moglich. Eine
Ubersicht (iber einige Umformungen gibt die folgende Tabelle (nichste Seite) an.

Die Ergebnisse, die man beim Aufstellen der Punktrichtungsgleichung und der Zweipunkteglei-
chung erhalt, fihren in der Regel unmittelbar zur allgemeinen Geradengleichung, in besonderen
Fillen auch zu den anderen genannten Gleichungsformen. Das ist aus der anschlieBenden Uber-
sicht zu ersehen.

Diese Ubersicht wurde von Dr. Sieglinde Schneider, Dresden, entworfen.
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in Form — Ar+ By+C=0 y=mzx+n T+ ¥ =1
von Form |
Ar+By+C =0 m:—%,n:—% a=-5b=-%
far B#0 fur A, B,C' #0
y=mx—+n A=Mm, B=-\ a=~—",b=n
C=M,\eP firm#0,n#0
%—1—%:1 A= pub, B=pua m:—g,n:b
C=—-uAB;, neP
:=:o+': u=x,—:t: ;=;;+'G:_"o
R et
Y1~ Yo
y —yo = m(x— xgp) L) e (r —ro) (x4 — xg)=(x—xp) (yy —yp)
1— %o
T
| i
1 ]
S (0; ) Sx (@; 0, Sy (0; b)
y=mx +n x ¥
— =1
a b

x

e

Ax +By+C=0
A 4+ BT 0

Gegenseitige Lage zweier Geraden in der Ebene

%
Die Gerade ¢ sei durch 7 =T+t und die Gerade h durch @ = Zf +u b gegeben.
In der Ebene sind folgende Falle gegenseitiger Lage moglich.

(1) @ || 7. d. h., die Geraden g und h haben gleiche
Richtung.

b) Z4 — i || @, d. h., auch der Verbindungsvektor
eines Punktes von g mit einem Punkt von h hat die
gleiche Richtung wie g (bzw. h). Die Geraden sind
identisch, d. h., sie haben alle Punkte gemeinsam.

(2) @ | ? d. h., die Geraden g und h haben gleiche
Richtung.

b) x_g 7 [,Y?, d. h., der Verbindungsvektor eines
Punktes von g mit einem Punkt von h hat eine andere
Richtung als g (bzw. h). Die Geraden sind parallel,
aber nicht identisch, d. h., sie haben keinen Punkt
gemeinsam.
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(3) @ H/? d. h., die Geraden ¢ und h haben ver-
schiedene Richtungen.

Da 7, b ,x_g — 77 in derselben Ebene liegen, sind
sie bei 7, + 1 linear abhingig. Die Geraden schnei-
den einander, d. h., sie haben genau einen Punkt, den
Schnittpunkt, gemeinsam.

Schnittpunkt zweier Geraden (Ebene)

Gerade g¢: 7 —x0+ta

Gerade h: 7 —xl +ub

Fiir den Vektor des Schnittpunktes z4 gilt

BAtd =T 4ub

To— T =ugb —t57

Dieser Gleichung entspricht bei Komponentendarstel-
lung das System:

o — T1 = Usby — tsag, yo — y1 = ugby — tsa,

Wir sprechen in diesem Fall auch von Komponenten-

zerlegung.
Aus dem Gleichungssystem folgt:

b (21 — w0)by — (Y1 — Yo)ba ~ (wo = z1)ay — (Yo — Y1)as
S — R Us =

azb, — ayb, —(azb, — ayby)
B Gegeben: -
Die Gerade g durch z§ = —2 1 + 5 _> = z_) j_)und
dleGeradehdurchx1:7z —|—4j, b=-31—7

Gesucht: Schnittpunkt S von g und h (Ortsvektor Z3).

Losung: o
o= (D=9
1(=1) = (=1)(=3)
(2= (-5)1
T (=) = (=1)(-3))

Mit Hilfe der Werte fiir tg und ug kdnnen die Koordi-
naten zg, ys des Schnittpunktes errechnet werden:

Tg = To+ ta, , Ys = Yo + tay

Im Beispiel ergibt sich x5 = 1 und yg = 2. Ebenso fiihrt (zur Kontrolle)
rg = x1 + ub, , Ys = Y1 + uby,

zu xg = 1 und yg = 24. Ergebnis: T4 = ? + 2?.

Sind die Geraden durch ihre allgemeinen Gleichungen, also durch

A+ Biy+Cy =0 bzw. Asx 4+ Boy +Cy =0
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gegeben, so folgt fiir ihren Schnittpunkt S(z;ys):

. Bng — BQCl . A2CI - AICQ

_ D1tz =BGy = C2ELT MY e Ay By — AyBy £ 0
By~ 4B ST A B A, oAb AR

xs
Die Geraden g und h sind parallel, wenn A; By — A3 B; = 0 ist. Sie sind identisch, wenn
auBerdem B;Cy — BoC = 0 fur By # 0 oder A1Cy — AsC7 = 0 fir By = 0 ist.

B Gegeben: Die Gerade g durch 2z — y + 2 = 0 und
die Gerade h durch 2z — 3y =0
Gesucht: Schnittpunkt .S von g und h (durch Koordi-

naten)
Losung:
o ED0-(y2
2(=3) —2(=1)
2:2-2-0
ys = ———=—1

—4

Ergebnis: S(—1,5; —1) 7

Gegenseitige Lage zweier Geraden im Raum

Die fiir die gegenseitige Lage zweier Geraden in der Ebene moglichen Falle gelten auch fiir den
Raum. Da drei Vektoren des Raumes nicht notwendigerweise linear abhangig sind, besteht als
weitere Moglichkeit die windschiefe Lage der Geraden.

4) @ | ? d.h., die Geradenj und h haben ver-
schiedene Richtungen, aber E), b ,:z:_g — 71 sind linear
unabhangig.

Die Geraden sind windschief, d. h., sie haben keinen
Punkt gemeinsam und sind nicht parallel.

Schnittpunkt zweier Geraden (Raum)

ﬁ
Die Gleichung g — Z] = ug b —ts'd fiihrt iber die Komponentenzerlegung zum Gleichungs-
system

o — T1 = ugb, — ta,, Yo — Y1 = usby — tay, 20 — 21 = ugb, — ta,

Daraus lassen sich im Falle schneidender Geraden die Parameterwerte tg und ug errechnen.
Die Koordinaten xg, ys, zs des Schnittpunktes S werden durch Einsetzen von tg bzw. ug in
die Gleichung fiir g bzw. h ermittelt.

Teilverhaltnis

» Definition:

Ist P ein Punkt der durch die Punkte A und B bestimmten Geraden und ist P # B, dann
heiBt die reelle Zahl )\, fiir die die Beziehung AP = \- PB zwischen den gerichteten Strecken
AP und PB gilt, das Teilverhaltnis, in dem der Punkt P die gerichtete Strecke AB teilt.
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Liegt P zwischen A und B, so sind AP und PB /——-’""5’
gleichgerichtet. )\ ist somit positiv. it

Liegt P nicht zwischen A und B, so sind AP und [A<d
PB entgegengesetzt gerichtet. \ ist somit negativ.
@“

Ist A gegeben (A # —1), so gilt fir die Koordinaten des Teilpunktes P

im Raum
in der Ebene O v
xP:xA—F)\xB PTTI O
1+ _ Ya+ Ays
_ Yyat s PN
R D L _ st A
L N
Sind die Punkte A, B und P einer Geraden gegeben, so ist
\ = Ta—Tp
A\ = ta—Tp Tp —Tp
ITp — IR \ = Ya —Yp
\ = Ya —Yp Yp — UB
Yp —YB N FAT AP
Zp — ZB

E.4. Analytische Geometrie der Ebene

Parametergleichungen einer Ebene im Raum

(1) Ist eine Ebene durch ein&Punkt Py und zwei
linear unabhangige Vektoren PyA = d und ]ﬁ =

_>
b gegeben und sind u und v reelle Zahlen, so gilt fir
alle Punkte P der Ebene
_)
Poﬁ:uﬁ—l—vb mit co < u < oo und —oc0 < v <

8

(2) Wird ein Punkt O, z.B. der Ursprung eines Ko-
. e

ordinatensystems, vorgegeben und OF, mit xj, O

mit 7 bezeichnet, sggilt

TZx_SqLuE)qub mit co < u < 0o und —oo <

v < Q.

u, v sind Parameter ¢
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Werden nur Teile der Ebene gekennzeichnet, so erfahren die Parameter v und v entsprechende
Einschrankungen.

B Gegeben: Ebene ¢ durch eine Gerade g mit
P(2;3;4) und der Richtung @ = 27 — k sowie
einen Punkt Q(8; —1;4)

Gesucht: Parametergleichung von ¢

Losung:

Durch @ ist ein Vektor des Richtungsvektorenpaares
der Ebene gegeben, als zweiter Vektor dieses Paares
kann der (von @ linear unabhangige) Vektor P

A————————— D

hY

— -
b gewahlt werden. -~
— — —
Esist b =37 — J +4k — (27 437 +4K)= 7 —47.
%
Ergebnis: 7 = 27 —1—37 +4k —i—u(27 — k) +v(7 - 47) mit co < u < oo und
—00 < v < 0.
B Gegeben: Ebene ¢ durch drei Punkte Py(1; —2;2),
Py(4;3;1), P»(052;3)
Gesucht: Parametergleichung von ¢ in Vektordarstel- B a AR B
lung h
Losung:

Durch Py, P;, P sind drei Vektoren POPI, POPQ, Png
bestimmt, von denen je zwei linear unabhangig sind
und der dritte stets eine Linearkombination der beiden
anderen ist. Somit kénnen zwei von ihnen ein Rich-
tungsvektorenpaar der Ebene ¢ bilden. Aus

—
omzfp:z—2]+2k
——

— —
PP =% -0 =371 +5] — k
T - = >
PoPy=05—Ty=—1i +4j + k
Ergebm—s> e I T
722—2j+2k3+u(32+5j E)Y+v(—i +45 + k) mit co < u < oo und

—00 < v < 0.
Gleichung der Koordinatenebenen im Raum

Da jede Koordinatenebene durch den Ursprung des Koordinatensystems geht und jeweils zwei
Basisvektoren dieses Systems ein Richtungsvektorenpaar dieser Ebene bilden, gilt fir die
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| o< <oo
:vy—Ebene:?:$i+yj —00 <Yy <
z=0
—00 < x < 00
- =
vz-Ebene: @ =21 4+ 2k y=20
—00 <z <00
z=0
- =
yz-Ebene: 7 =y j +2k { —0o <y < oo
—00 < 2 < 00

Lagebeziehungen zwischen Geraden des Raumes und Koordinatenebenen

Wenn eine Gerade g, gegeben durch die Parametergleichung 2 = {4+ td, mit den Koordi-
n:genebenen
ri +yj,z=0 (xy-Ebene)
- -

ri + z_k:), y = 0 (xz-Ebene)

%
yj +zk,z =0 (yz-Ebene)
gemeinsame Punkte hat, so erfiillen die Koordinaten dieser Punkte sowohl die Geradenglei-
chung als auch die betreffende Ebenengleichung.

Gegeben: R oo

Eine Gerade g durch 7 = —44 +27 + K
O s

und @ = 1 + J

Gesucht:

Gemeinsame Punkte G von g und den drei Ko-
ordinatenebenen

a) Fir gemeinsame Punkte G von g und der
-Eb ilt

:cy_) ene gl_'> . .

Tat +yYyc g =x0+tgda

Im Beispiel ergibt sich daraus

rag=—4+tqg, yo=2+tg, 0=1+1g

Aus dem Widerspruch folgt, dass es kein Zahlentripel z¢, yq, to gibt, das alle drei Gleichungen
erfillt. Die Gerade g hat mit der zy-Ebene keinen Punkt gemeinsam, sie ist parallel zu dieser
Ebene, liegt aber nicht in ihr.

— —
b) Fiir gemeinsame Punkte G von ¢ und der xz-Ebene gilt x5 i + 2¢ k = :?S + tgﬁ.

Im Beispiel ergibt sich daraus x¢ = -4 +tg, 0=2+tg, z6 =1+ tg - 0.
Daraus folgen als Koordinaten des gemeinsamen Punktes GG der Geraden g und der z2-Ebene,
d. h. des Spurpunktes von g auf der xz-Ebene, die Werte —6;0; 1.

c) Analoge Uberlegungen fiihren zu den Koordinaten des Spurpunktes von g auf der yz-Ebene.
Es ergeben sich die Werte 0;6; 1.

Ergebnis: g ist zur xy-Ebene parallel und hat mit der xz-Ebene G, (6;0; 1), mit der yz-Ebene
Gy-(0;6;1) gemeinsam.

Projektion auf die Koordinatenebenen

» Satz:
(1) Die Projektion einer Geraden g mit der Gleichung 7 =T +td auf die zy-Ebene ist fiir
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— o o o
o/ # 7 die Gerade ¢’ mit der Gleichung 2’ = 370 +td, 9?0 und o’ sind die Projektionen von
— —

z und @. Fir o/ = 0 ist ¢’ ein Punkt mit dem Ortsvektor .

2) Die Projektion einer Geraden g mit der Gleichung 7 =Ty +td auf die z2-Ebene ist fiir

—

? £ 0 die Gerade g mit der Gleichung ;1,7 = ?+ta’, xy und a” sind die Projektionen von
Z und @. Fiir o = 0 ist ¢ ein Punkt mit dem Ortsvektor :70’.

3) Die Projektion einer Geraden g mit der Gleichung ?; ZL‘—>%—|— td auf die yz-Ebene ist fir
n n

£ 7 die Gerade ¢"” mit der Gleichung :ﬁ = 3570’ + ta"”, xp’ und c?’ sind die Projektionen

von 74, und @ . Fir 67 = ist ¢ ein Punkt mit dem Ortsvektor 5670’.

B

- =
B Gegeben: Vektor @ =24 +37 +2k.
Gesucht: Projektionen von @ auf die Koordinatene-
benen.

Ergebnis:
— —
d =27 437, =27 +3%. d' =37 +2%

E.5. Skalarprodukt zweier Vektoren
Das Skalarprodukt
» Definition:

Sind @ und b zwei beliebige Vektoren des Raumes, dann heiBt die reelle Zahl
— — —
db =|d||b|cos(d,b)
— N — _
- gelesen @ punkt b oder @ mal b - das Skalarprodukt (Punktprojekt, skalares Produkt)
der Vektoren @ und b

Eigenschaften des Skalarproduktes zweier Vektoren

_>
Fir die Vektoren @, b und ¢ gilt, wenn & als Nullvektor angesehen wird und \ eine reelle
Zahl ist:

1.Fird =0 oder b = dist @ -0

Fir @ 43 und b # 3 ist
>
<

0 genau dann, wenn 0 < /
/

|
o

0 genau dann, wenn 3 <

a
0 genau dann, wenn Z('d’, b ) =

@J, @¢ @\L Mo

e
e
b=

=l

- .
Bemerkung: Aus @ b = 0 folgt, dass @ orthogonal b ist. Der Nullvektor 7 ist definiti-

onsgemaB zu jedem Vektor orthogonal.

_>
3.9-0=0-7 (Kommutativitat)
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— —
4. (¢ + b)-@=7d- -7+ b - ¢ (Distributivitit)
@

— — —
5NT-b0)=0\a)-b=d-(\b)

Fiir das Skalarprodukt @ - @ kann auch @2 geschrieben werden, und es gilt @2 = \Ej}?.
Aus den Eigenschaften des Skalarproduktes folgt speziell fir die Basisvektoren _i>, 7, k:
- = - = - = - = - = - =

vt -3 =0 4¢-k=0 45-k=0 ¢-20=1 73-3=1, k- -k =1

Das Skalarprodukt in Koordinatendarstellung

Fir das Skalarprodukt zweier durch ihre Koordinaten (a,;ay;a,) und (by;b,;b.) gegebenen
Vektoren @ bzw. b gilt:

— — —
Db =(a. 7 va, ) +as k) (bai +b 7 +b k)

Daraus folgt auf Grund der Eigenschaften des Skalarproduktes
_>
@b = agb, +ayb, + a.b.

Fir den absoluten Betrag eines Vektors ergibt sich mit Hilfe des Skalarproduktes:

7-E>:ai+a§+a§:]7|2

B Gesucht ist das Skalarprodukt zweier Vektoren
G - — — AP
egeben smd_J | = 3‘Lb =2, £(d b) 60

Loésung: @ = |d|| b | cos60° =3
Gegeben sind% —32' +2j —|—3k; b :5?+7
Losung: a-b = azby + ayb, + a.b, =17

Projektion eines Vektors auf einen anderen Vektor

Im nebenstehenden Bild nennt man den Vektor b =
die Projektion des Vektors b auf den Vektor @

f’a*

Fir den BetLa>g der Projektion b7 des Vektors b auf den Vektor @ (d # ) bei
034(67, b) <7 gilt:

Aus dieser Beziehung folgt der

» Satz:

Sind @ und b zwei Vektoren mit @ # ¢ und ? - 0, so ist das Skalarprodukt

— —
a-b=7a-b
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Betrag und Richtung der Summe zweier Vektoren

Ohne Koordinatensystem
B Gegeben: || = 10, |?| =6, 4(7,?) = 60°
Gesucht: | @ + 7| Z(d,d +

Losung zeichnerisch (1 LE = 0

Losung mit Hilfe der ebenen Trigonometrie:

%
T+ 0| =R+ b —2[T) D |cos (b, - @)
@+ 0] =/102+62-2-10-6- (—0,5) = 14

Bemerkung: 4(?, —d) = 180° — 4(7,?) = 120°

_>
— | b|sinZ(b,—d) 6sin120°
sinZ(d, d+b)= . = ~ 0,371
7+ b 14

%
(d,d+ b)~21,8
In Komponenten bzw Koordmatendarstellung
| Gegeben a —6@ —1—8]
_>
b :—O6z +42; +3\/_k

— — —
Gesucht: |@|,| 0], [ @+ 6|, 2(@,0), Z(@, @+ b

)
Losung:
|_>|—\/62+782:10
|b|—\/(—0,6)2+422 32.2=6
_>—> —>_>
cosZ(d,b)= FW =05, /(d, b)—60O
_>
T+ b_> 5AT +1227 +3vV2K
T+ b=+ VEETI227 1 ¥ 2= 14
%
cosZ(d,d+b)= %~0929
_>
(A d+ b)~21,8

Schnittwinkel zweier Geraden

Durch Umformung von @ T = |_>H b|cos Z(d b) kann man eine Gleichung erhalten, die
zur Ermittlung des Schmttwmkels zweier Geraden aus ihren Richtungsvektoren geeignet ist.
In Vektordarstellung:

azby + ayb, + azb,
Va3 + a2+ a2 b2+ b2+ b2

B Gegeben:
Schnittpunkt S(4; 1; 3) der Geraden g;(aj = 3
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Gesucht: Schnittwinkel von ¢g; und g

Losung: Da die Richtungsvektoren der Geraden un-

mittelbar gegeben sind, folgt

N
cos Z(af,a3) = ———-
|ail[az]|

im Beispiel

043 (-1 +1-1
O+ 01 +1

Ergebnis: Z(g1,92) ~ 116,6°

cos Z(ai,a3)

~ —0,447

G

E.6. Analytische Geometrie des Kreises und der Kugel

Gleichungen des Kreises und der Kugel

Mittelpunktsgleichung des Kreises

Ein Punkt P der Ebene mit dem Ortsvektor
7= x? + y? hat vom Ursprung des Ko-
ordinatensystems {O; i , j } den Abstand

7| = a2+

l'('-'».\P

Somit gilt fiir alle Punkte P(7') des Krei-
ses mit dem Koordinatenursprung als Mit-
telpunkt und mit dem Radius r

7| =V7Z -7 =1 bzw.
e
in Koordinatendarstellung

2?4yt =2

Mittelpunktsgleichung des Kreises
Ein Punkt P der Ebene mit dem Ortsvektor

- T =
=z +vy j + 2k hat vom Ursprung des

%
Koordinatensystems {0;7,?, k} den Ab-

stand
7| = 22 + g + 22

Somit gilt fiir alle Punkte P(Z") des Krei-
ses mit dem Koordinatenursprung als Mittel-
punkt und mit dem Radius r

7| =V7T -7 =r bzw.
7.7 =
in Koordinatendarstellung

m2_’_y2_|_22:702
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Allgemeine Kreisgleichung

Ist der Mittelpunkt M des Kreises durch sei-
nen Ortsve_k>tor

Tar =Ty i +Yn ]

gegeben, so gilt fir alle Punkte P(?) des

Kreises mit dem Radius r
|7 — Zaf| = r bzw.

M

=]

(7 —aap) - (@ —Tag == 17
in Koordinatendarstellung
(x —2m)® + (y —yu)? =17

Es lasst sich zeigen, dass diese Gleichung,
die fir alle Punkte des Kreises gilt, nur fir
diese Punkte gilt.

Ist fir einen Punkt P(x;y)

2 4y > r?

so liegt er auBerhalb des Kreises, ist fiir ihn
22 4+ y? < r?, so liegt er innerhalb des Krei-
ses.

Allgemeine Kreisgleichung

Ist der Mittelpunkt M des Kreises durch sei-
nen Ortsvektor

N - ; -

Tv=rymt Fym ) +avk

gegeben, so gilt fiir alle Punkte P(?) des
Kreises mit dem Radius r

|7 — Za7| = r bzw.

5

(7 —Zu) - (7 — g == 17
in Koordinatendarstellung
(z—2m)’+ Wy —yu)’+ (2 —2:m)* =717

Es lasst sich zeigen, dass diese Gleichung, die
fur alle Punkte der Kugel gilt, nur fir diese
Punkte gilt.

Ist fir einen Punkt P(z;y; z)

22+ y? 4 2% > r?

so liegt er auBerhalb der Kugel, ist fir ihn
22 4+ % 4+ 2% < 12, so liegt er innerhalb des
Kreises.

22 + y? + 22 < r? gilt fiir alle Punkte des
Kugelkorpers.

B Gegeben: Kreis mit M (2; —3); r = 1, Gesucht: Gleichung des Kreises

Ergebnis: (z —2)? 4+ (y +3)* =1

Gegenseitige Lage von Kreis und Gerade

In einer Ebene kann eine Gerade einen Kreis schneiden (Sekante), beriihren (Tangente) oder

meiden (Passante).

Die Koordinaten gemeinsamer Punkte G(z¢) eines

Kreises, gegeben durch
(7~ =

und einer Geraden, gegeben durch 7 = T4

miissen das Gleichungssystem

@& —zm)’ =17 To=Tp+td

erfillen.

+td

—
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Eine fiir die Losung des Problems geeignete Parameterdarstellung der Geraden erhalt man,
wenn T als Ortsvektor des FuBpunktes P, des Lotes vom Mittelpunkt M des Kreises auf die
Gerade g und @ als Einheitsvektor (d. h. |@| = 1) aufgefasst wird.

Durch Elimination von zd ergibt sich

(T +td — T37)* =17

Nach dem Distributivgesetz fiir die skalare Multiplikation folgt daraus (nach Umformung)
t27 + 2@?) . (% %)2 + ({L‘—>0 . l,—>M)2 2

To — Tpm =T

Auf Grund der besonderen Wahl von @ und Py (z() ist @2 = 1 und t@ orthogonal zu
T4 — Zap, doh. (t°@) - (zh — Tp7) = 0. Somit ist

<l

t2+(x_>o—m)2:r2 und tio == r2—(x_>0—

)2
Existenz und Anzahl der Schnittpunkte hangen von der Diskriminante D = r? — (x_g — x_>M)2

ab.

1.Ist D > 0, so ist |93_>0 — a:_>M| < r, d.h., Py liegt innerhalb des Kreises k. In diesem Falle hat
die Gleichung fiir t zwei Losungen, Kreis und Gerade haben genau zwei Punkte gemeinsam.
Die Gerade ist Sekante des Kreises.

2.Ist D = 0, so ist |x_>0 — x_>M| = 0r und t = 0, d.h., P, liegt auf dem Kreis k£ und ist der
einzige gemeinsame Punkt des Kreises und der Geraden. Die Gerade ist Tangente des Kreises.

3.Ist D < 0, so ist |:?0> — fm > r, d.h., Py liegt auBerhalb des Kreises. In diesem Falle
existieren keine (reellen) Lésungen der Gleichung fiir ¢; Kreis und Gerade haben keinen Punkt
gemeinsam. Die Gerade ist Passante des Kreises,

Tangente an einen Kreis in einem gegebenen Punkt

Ist der gegebene Kreispunkt Py (Z4), so muss fiir alle

Punkte P(7) dieser Tangente gelten
(2 =) (2 - ) =

denn 7 — x_g und :?0 — x_>M stehen aufeinander senk-
recht. Mit Hilfe der Beziehung

T - T = (T —Tar) — (T — T

ergibt sich daraus

in der Koordinatendarstellung

(x —xar) (20 — 2ar) + (Y — yar) (Yo — yar) =77

B Gegeben: Kreis mit M (3;0), r = 4
Gesucht: Gleichung der Tangente ¢ des Kreises im Punkt Fy(6,2;yo > 0)
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<

Losung: ¢
(r —am)® + (y —ym)? =17

(6,2—3)2 4 (y—0)? =16,y = +2,4

Da yo > 0 gelten soll, ergibt sich yy = 2,4. Wir setzen
in die Tangentengleichung

(o —2m)(x — 2m) + (Yo — yur) (Y — yur) = 12 , = \‘
ein und erhalten:

(6,2 —3)(x —3) + (2,4 — 0)y — 0) = 16.
Ergebnis: 3,22 + 2,4y = 25,6 oder y = —3x + 2

su

o S

Tangente an einen Kreis von einem Punkt auBerhalb des Kreises

Ist der auBerhalb des Kreises gelegene Punkt Pi(x1;y1) gegeben, so missen folgende Bedin-
gungen erfillt sein:

(1) P, muss ein Punkt der Tangente des Kreises in dem noch unbekannten Berithrungspunkt
Po((L’O; yo) sein.

(2) P, muss ein Punkt des Kreises sein.

Diese Bedingungen sind fiir genau zwei Geraden durch P, erfillt. Ist der Kreis durch die
Gleichung (z — z,,)* + (¥ — ym)? = r? gegeben, so lassen sich aus den entsprechenden
Gleichungen

a) (z1 — xum)(To — Tar) + (Y1 — yar) (Yo — yur) = r? und

b) (z0 — zm)* + (o — yur)* =1

xo und gy errechnen. Damit konnen die Gleichungen der Tangenten aufgestellt werden.

B Gegeben: Kreis mit M (0;4) und r = 2,5 sowie ein
Punkt Py(5;1,5) auBerhalb des Kreises
Gesucht: Tangenten von P; an den Kreis

Losung:

Die Koordinaten (xg;%o) des Berithrungspunktes der
Tangente kénnen mit Hilfe des Systems

a) (z1 — xm)(xo — xnm) + (1 — ym) (Yo — ym) =7
und

b) (zo —2m)? + (yo — ym)? =17

ermittelt werden. Also:

(5—0)(z0 —0) + (1,5 —4)(yo — 4) = 6,25, 22+ (yo —4)> = 6,25

Es ergeben sich die Werte: z¢; = 0; yo1 = 1,5; o2 = 2; Yoo = 5,5.

Unter Benutzung der Tangentengleichung erhalt man: Tangente t; : y = 1,5; Tangente 75 :
y=—3r+%

2

E.7. Vektorprodukt zweier Vektoren
Das Vektorprodukt

» Definition:

Sind @ und b zwei beliebige Vektoren des Raumes, dann heit der Vektor o

_>
X b - gelesen
d kreuz b - der die Bedingungen erfillt

— — —
(1)@ x b|=|a|bl|sins(d,b)
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— —
(2) @ x b ist orthogonal zu @ als auch zu b

(3) a x ? bildet mit den Vektoren @ und ? in der Reihenfolge a, ? a X ? ein

Rechtssystem

_>
das Vektorprodukt (Kreuzprodukt, vektorielles Produkt) der Vektoren @ und b .
Eigenschaften des Vektorproduktes zweier Vektoren

(1) Sind zwei Vektoren zueinander parallel, dann ist ihr Vektorprodukt der Nullvektor 0. Somit
gilt auch dxd=7J.
(2) Ist 3 ein Einheitsvektor, der zu a und b orthogonal ist und diese Vektoren im Falle,
T —
dass @ zu b nicht parallel ist, in der Reihenfolge 7, b, ﬁ)?? zu einem Rechtssystem
_ ,
erganzt, so kann das Vektorprodukt @ x b auch durch

— — —
T x b =1, b |sinL(, b

)

definiert werden.

ﬁ
Fir die Vektoren 7, b und @ gilt, wenn o als Nullvektor angesehen wird und \ eine reelle
Zahl ist:

@) (anstelle eines Kommutativgesetzes)

— — —

b; dxAb)=Xdxb)
%

( )=dxb+dx7

)x @ =d x 7+ T x@ (Distributivitat)

=
_|_
Al

ﬁ
X 7) nicht stets gleich (7 X b)x  ist, gilt kein entsprechendes Assoziativgesetz.

Fir die Basisvektoren ¢, j, k keines orthonormierten Rechtssystems ist

- s R R e - T — -
1 X g =k, ixk=—3, jxk=u1, ZX?Z]X?Z/CX?Z?

Das Vektorprodukt in Koordinatendarstellung
Wegen der Distributivitat des Vektorproduktes gilt:
- = = — — — —
(a_1>+a_z>+a_§)><(b1+bz+bg)=?1><b1+a_1>><b2+a_1>>< b3+a_2>><b1
— — — —
+@><b2+a_§><bg+a_§><b1+£xbg
%
+ah x by

Fir das Vektorprodukt zweier durch ihre Koordinaten (a,;ay;a,) und (by;b,;b,) gegebenen
— g
Vektoren ¢ und b gilt:
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Daraus folgt auf Grund der Eigenschaften des Vektorproduktes als Komponentendarstellung
des Vektorproduktes

% ? = (ayb, — azby)7> + (a,b, — ag,;bz)j> + (azb, — aybI)E>

4

axb

Geometrische Deutung des Vektorproduktes

Der Betrag des Vektorproduktes @ b der Vekto-

ren @ und b ist gleich dem Flacheninhalt eines von
diesen Vektoren aufgespannten Parallelogrammes.

a8

Komponentendarstellung von Operationen mit Vektoren

- = =
Koordlnatensystem {O; 7 , J } Koordlnatensystem {0; 7,7,k}
7—%1 —i—ayj 7—%2 —|-(1y_] +a27
— = — — —
b—b i +byJ b =b, z+byj+sz

=3 —
T+ b = (ag+by) i T+ (ay+b)] @AY =(ag+b)7 +(ay+b)j +(as +b.) K
— — — —

\d _})\azz + Aay j )\73)\%2' + Aay j ++/\azk
a b =agh, + ayby a - b_> azby + ayby +a.b,
@ x b = (ayb. - azbyﬁ> 4 (asby — asby) T+

+(azby — ayby) k
Ubersicht iiber skalare und vektorielle Multiplikation zweier Vektoren
(1) Definition des Produktes der Vektoren @ und T
Skalarprodukt: @ - T = \7H?| cos Z(d, ?)

Vektorprodukt X b = n7?|_>|\ T |sin (@, ) mit |n7ﬁ| =1,

b ﬁ_> 3 bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem

(2) Orthogonalitat der Vektoren @ und T

Skalarprodukt: @ - ? =
— —
Vektorprodukt: | @ x b | = |d]|| b

_>
(3) Parallelitit der Vektoren @ und b
_>

rd

MO, 76 =T far a1l b

Skalarprodukt: @ Y= \_)H€>\
Vektorprodukt: |@ x T =7

Produkte der Basisvektoren

7T 7% x|? 7
Pl1 0 o T kK -7
E|lo 0 1 kK| 5 =i 7
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AWXAN._]%X%H AWXAWIH%XAW %x%cohoﬁ_w>$_w>ﬁ
% X A%,«v = AAW X A@v,« = AN + %v X p - | 1BIAIIEINWIWOY] SUISY JOBYRA | uoneyidiyn|n S||ISHOIPA
AW . Am US40}/ J9loMZ
a-(p)=(4-p) pra-p=(@+a)p - L0 =40 | Uz e uonex|diyniy a4ejexS
%4 |YeZ usj|e=4
D = D | |
AW,«i._v 2X A% .M DX ) ) J2UID HW JOPRA
21+ px = p(+x) | ()= (21X Yp = pX IO seute uonesdinjy
us|yez |93
ay 1y = (nu+ )y | a(iy) = (arf)y 11 =11\ | |yez 3|j5e so1emz uoresyidin|y
uS14eyosuadiq 2491I9AA 1e1AIINQIIISI( 181IAI1RIZOSSY 1B1IAI1RINWWOY 1e3nsay uonexidiyniy J9p My
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F. Kegelschnitte

F. Kegelschnitte

F.1. Kegel und Kegelschnitte

Kegeldefinition

» Definition:
Ein Kegel ist die Menge der Geraden, die einen Punkt

S des Raumes mit den Punkten einer Kurve k verbin-

den. Ist k£ eine ebene Kurve, dann darf S nicht in der Manref(m;en
Ebene von k liegen.

S heiBt die Spitze, k die Leitkurve, und die Geraden ¥ v

heiBen die Mantellinien des Kegels.

Bemerkung: Diese Definition unterscheidet sich von der Definition des Kegels in "Mathematik
in Ubersichten" vor allem dadurch, dass sie nur die (von den Mantellinien gebildete) Man-
telflaiche betrifft, diese aber als unbegrenzt (auch dber die Spitze hinaus, im Sinne eines
"Doppelkegels") auffasst.

Ist die Leitkurve eines Kegels ein Kreis, so heit der Kegel
Kreiskegel; die Verbindungsgerade des Kreismittelpunktes
mit der Spitze heiBt Achse des Kreiskegels.

Steht die Achse senkrecht auf der Ebene des Kreises, so
heiBt der Kreiskegel gerade, anderenfalls heiBt er schief.
Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich in der Regel nur
auf gerade Kreiskegel und auf ebene Schnitte solcher Kegel;
der Einfachheit halber werden dafiir die Kurzbezeichnungen
"Kegel" bzw. "Kegelschnitt" verwendet.

Kegelschnittdefinition

» Definition:

Wird ein gerader Kreiskegel K, dessen Mantellinien mit der Ebenes des Kegelgrundkreises den
Winkel « bilden, von einer Ebene ¢ geschnitten, die mit jener Ebene den Winkel /3 einschlieBt
und und nicht die Spitze S des Kegels K enthilt, so heiBt der entstehende Kegelschnitt

fir 0 < B < « eine Ellipse,

fur 8 = « eine Parabel,

fir o < 8 < 7 eine Hyperbel.

Fir g = 0 entsteht ein Kreis.

O<fice
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— e,
Farabe!

—

f=a
AL
g
&
1
Hyperbel
a<fd s \g

I

Geht die Schnittebene ¢ durch die Kegelspitze .S, dann haben Kegel und Ebene im Falle

0<B<a =« a<f<3
genau einen Punkt genau eine Gerade genau ein Geradenpaar
gemeinsam gemeinsam gemeinsam

5 fon

Bz £;
fa S Nar=f
e g
s

In diesen Fallen spricht man von entarteten Kegelschnitten.

Darstellend-geometrische Konstruktion von Kegelschnitten

Bei den folgenden Konstruktionen von Kegelschnitten in Zweitafelprojektion wird der Einfach-
heit halber die Grundrissebene senkrecht zur Kegelachse und die Aufrissebene senkrecht zur
Schnittebene angenommen (das bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit).

Bei der Konstruktion der Kegelschnitte wird zunachst (mit Hilfe von Mantellinien des Kegels
oder Hohenkreisen) aus dem Aufriss der Grundriss der (ebenen) Schnittfigur konstruiert (z.B.
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punktweise). Durch Umklappung der Schnittebene in die Grundrissebene oder in eine andere
Hohenebene wird die wahre GroBe und Gestalt des Kegelschnittes bestimmt.

Es zeigt sich, dass unter den angegebenen Bedingungen fiir die gegenseitige Lage des Ke-
gels, der Schnittebene und der Rissebenen der Grundriss einer Ellipse ebenfalls eine Ellipse,
der Grundriss einer Parabel ebenfalls eine Parabel und der Grundriss einer Hyperbel im all-
gemeinen ebenfalls eine Hyperbel (im Falle des Senkrechtstehens der Schnittebene auf der
Grundrissebene: eine Gerade) ist.

&/

L]
Ellipse und Parabel

€2

Hyperbel %

Dandelinsche Kugeln

Vorbemerkung: Werden an eine Kugel von einem Punkt P
auBerhalb dieser Kugel die Tangenten gelegt, so sind die Ab-
schnitte dieser Tangenten, die durch diesen Punkt P und
durch den jeweiligen Berlihrungspunkt begrenzt werden, un-
tereinander gleich lang.

Diese Tangenten bilden auf Grund der Symmetrieeigenschaf-
ten der Kugel einen geraden Kreiskegel, dessen Achse die Ver-
bindung des Punktes P mit dem Kugelmittelpunkt ist.
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Kugeln, die dem Kegel einbeschrieben sind und die Schnit-
tebene beriihren, heiBen Dandelinsche Kugeln.

Eine solche Kugel hat mit dem Kegel K genau einen Kreis
k und mit der Schnittebene ¢ genau einen Punkt F' gemein-
sam.

Aus dem in der Vorbemerkung vorangeschickten Satz folgt
dann, dass fiir jeden Punkt P des Kegelschnittes der Abstand
PF gleich dem Abstand PK), ist, wobei K, der Schnittpunkt
des Kreises £ mit der den Punkt P enthaltenden Mantellinie
des Kegels K ist.

Der gemeinsame Punkt F' (Beriihrungspunkt) der einbeschriebenen Kugel mit der Schnittebe-
ne ¢ heiBt Brennpunkt des Kegelschnittes.

Im Falle einer Ellipse und einer Hyperbel als Kegelschnitt gibt es zwei Kugeln, die den genann-
ten Bedingungen: genligen und damit auch zwei Brennpunkte des Kegelschnittes; im Falle der
Parabel gibt es nur eine solche Kugel und somit nur einen Brennpunkt.

/( R 7 A} \ 7 ¢ | ¥

F.2. Ortsdefinitionen der Kegelschnitte
Ortsdefinition der Ellipse

» Satz:

Sind F} und F, die Brennpunkte einer Ellipse, dann ist fiir alle Punkte P dieser Ellipse die
Summe der Abstande von P zu F} und F5 konstant und groBer als der Abstand von F} zu F5,
also F1 P + PF, = const. > I F5.

Beweis:

Die Mantellinie des geschnittenen Kegels, die durch einen
beliebigen Punkt P der Ellipse geht, schneidet die Be-
rihrungskreise k; und ks der Dandelinschen Kugeln K;
(My;71) bzw. Ky (Ma;ry) in den Punkten A; bzw. As.
Da Fp = AP, PF, = PA, und AP + PA, = const. fur
alle Punkte P ist, folgt

Fi P+ PF, = const.

Aus dem Dreieck FyPF; ergibt sich F1P + PFEFy, > FiF5.

Ebenso gilt die Umkehrung dieses Satzes:
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» Satz:

Die Menge der Punkte einer Ebene, fiir die die Summe ihrer
Abstande von zwei festen Punkten F; und F, dieser Ebene
konstant und groBer als der Abstand von F zu F5 ist, ist eine
Ellipse, und F; und Fj sind ihre Brennpunkte.

Auf diesen Satz griindet sich die Ortsdefinition der Ellipse:

» Definition:

Eine Ellipse ist die Menge der Punkte einer Ebene, fiir die die Summe ihrer Abstande von zwei
festen Punkten F; und F5, die dieser Ebene angehoren, konstant und groBer als der Abstand
von F} zu F3 ist.

F} und F5 heiBen die Brennpunkte der Ellipse.

Lineare Exzentrizitat: e = v/a? — b?

Hauptscheitel: S1,S3, Nebenscheitel: S3, Sy

Die Ellipse ist eine endliche, geschlossene Kurve mit zwei aufeinander senkrecht stehenden
Symmetrieachsen. Damit ist sie auch zentralsymmetrisch.

Bezeichnet man die Hauptscheitel mit S, S und die Lange der Hauptachse 5155 mit 2a, die
Nebenscheitel mit S3,.S4 und die Lange der Nebenachse S35, mit 2b sowie den Abstand F F5
mit 2e, so ist fir jeden Punkt P der Ellipse

FP+PF, =21 (2a> 2e)
Im besonderen ist
F1$1:F25’2:a—e, F182:F231 :a—I—e, F15’3:F233:F154:FQS4:CL

Fir a, b und e gilt die Beziehung

o2 = g% — 2
Fallen F} und F, zusammen, so ist e = 0 und b = a. Das ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt
Fy (bzw. F3) und dem Radius a.

Ortsdefinition der Hyperbel

» Satz:

Sind F7 und F; die Brennpunkte einer Hyperbel, dann
ist fiir alle Punkte P dieser Hyperbel der Absolutbe-
trag der Differenz der Abstande von P zu Fi und F,
konstant, groBer als 0 und kleiner als der Abstand von
Fy zu Fy:

0< |F1P— PF2| = const. < I[N F}

Beweis:

Die Mantellinie des geschnittenen (Doppel-) Kegels,
die durch einen beliebigen Punkt P der Hyperbel geht,
schneidet die Beriihrungskreise k1 und ko der Dandel-
inschen Kugeln Ky (M;;ry) bzw. Ky (Ma;73) in den
Punkten A; bzw. A,. Da

PF1 = PAl, PF2 = PA2 und AlAQ = const.
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fur alle Punkte P ist, folgt wegen
AlAg = |PA2 — PAll s |PF1 — PF2| = const.
Aus dem Dreieck F} PF, ergibt sich |PF} — PFy| < Fy Fy.

Ebenso gilt die Umkehrung dieses Satzes. Auf diese Umkehrung griindet sich die Ortsdefinition

der Hyperbel:

» Definition:

Eine Hyperbel ist die Menge der Punkte einer Ebene, fiir die
der Absolutbetrag der Differenz ihrer Abstande von zwei fes-
ten Punkten F und F5, die dieser Ebene angehdren, konstant,
ungleich Null und kleiner als der Abstand von F zu F5 ist.
F1 und F; heiBen die Brennpunkte der Hyperbel.

Die Hyperbel ist eine nichtgeschlossene Kurve, die aus zwei
getrennten, beiderseits ins Unendliche gehenden Kurvenbogen
(Asten) besteht. Die Kurve hat zwei aufeinander senkrecht
stehende Symmetrieachsen und ist damit auch zentralsym-
metrisch.

Bezeichnet man die Scheitelpunkte mit S, Ss, die Lange der
Hauptachse 5755 mit 2a und den Abstand FiF, mit 2e, so
ist fir jeden Punkt P der Hyperbel

|PFy — PFy| = 2a (0 < 2a < 2e)
Im besonderen ist
F131:F252:e—a, F152:F281:6+(l

In Analogie zur Ellipse kann bei der Hyperbel eine GroBe b > 0 Asymptoten
eingefiihrt werden, fiir die die Beziehung gilt: N

B2 — o _ 42 \

Asymptoten der Hyperbel heiBen die beiden Geraden in der
Ebene der Hyperbel, die durch den Mittelpunkt der Hyper-
bel gehen und gegeniiber der die Brennpunkte enthaltenden
Symmetrieachse der Hyperbel den Anstieg g bzw. —g haben. Stheitel

P
h

Mittelpunkt

Die Asymptoten grenzen jene Teile der Ebene, in denen die Hyperbelaste liegen, von den Teilen
der Ebene ab, die keine Hyperbelaste enthalten. Mit zunehmendem Abstand von den Scheitel-
punkten nahert sich die Kurve immer mehr den Asymptoten, hat aber mit ihnen keine Punkte

gemeinsam.

Ist bei einer Hyperbel b = a, stehen die Asymptoten also senkrecht aufeinander, so heiBt die

Hyperbel gleichseitig.
Ortsdefinition der Parabel

» Satz:

Ist /' der Brennpunkt einer Parabel und [ ihre LeitIinidZ], dann ist fiir alle Punkte P dieser
Parabel der Abstand von P und L (d. h. der Abstand zwischen P und dem FuBpunkt L des

7Der Scheitelpunkt halbiert das Lot vom Brennpunkt auf die Leitlinie.
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Lotes von P auf [) gleich dem Abstand von P zu F*

FP=PL

Beweis:

Die Ebene, die den Beriihrungskreis k der Dandelinschen Kugel K (M; r) enthélt, schneidet
die Ebene der Parabel in der Geraden [. Wird von einem beliebigen Punkt P der Parabel
das Lot auf die Gerade [ gefallt und der LotfuBpunkt mit L bezeichnet, ebenso das Lot auf
die durch den Beriihrungskreis k bestimmte Ebene gefallt und dieser LotfuBpunkt mit P’ be-
zeichnet, auBerdem die Mantellinie des Kegels, die durch P geht, mit dem Berlihrungskreis
k geschnitten und dieser Schnittpunkt mit A bezeichnet, so ergeben sich die Dreiecke PLP’
und PAP'.

Da die Ebene eines parabolischen Kegelschnitts mit der Grundkreisebene des Kegels den glei-
chen Winkel einschlieBt wie die Mantellinien des Kegels mit der Grundkreisebene ist ZPLP' =
f=4PAP = a.

Da auBerdem diese Dreiecke rechtwinklig sind und ihnen die Seite PP’ gemeinsam ist, folgt
PL = PA, und wegen PA = PF auch PL = PF.

Ebenso gilt die Umkehrung dieses Satzes. Auf diese Umkehrung griindet sich die Ortsdefinition
der Parabel:

» Definition:

Eine Parabel ist die Menge der Punkte einer Ebene,
fur die der Abstand von einem festen Punkt F', der
dieser Ebene angehort, und einer festen Geraden I,
die in der Ebene liegt, gleich sind.

F' heiBt der Brennpunkt, [ die Leitlinie der Parabel.

Die Parabel ist eine nichtgeschlossene Kurve mit einem beiderseits ins Unendliche verlaufenden
Kurvenbogen. Die Parabel hat nur eine Symmetrieachse, sie geht durch den Brennpunkt.
Der Abstand von F' zu [ ist eine fiir die Parabel charakteristische GroBe, sie wird Halbparameter
p genannt. Wird der Scheitelpunkt mit S bezeichnet, so ist im besonderen

PS:SLozg
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Gemeinsame Ortsdefinition der Kegelschnitte

» Satz:

Fir jeden Punkt P eines vom Kreis verschiedenen Ke-
gelschnittes gilt, wenn F' ein Brennpunkt, [ die diesem
zugehorige Leitlinie und L die Projektion von P auf [

Ist,
PF

PL = mit &= const.
Dabei ist fir
- die Ellipse 0 < ¢ < 1,
- die Parabel ¢ = 1,

- die Hyperbel ¢ > 1.

Die reelle Zahl € heiBt numerische Exzentrizitat des Kegelschnittes. Fiir Ellipse und Hyperbel
ist e = <.

Ebenso gilt die Umkehrung dieses Salzes. Auf sie griindet sich die gemeinsame Ortsdefinition
der (vom Kreis verschiedenen) Kegelschnitte:

F.3. Punktkonstruktionen der Kegelschnitte
Ellipse

Auf die Ortsdefinition der Ellipse griindet sich folgendes Verfahren:

Gegeben: Fy, F; (F1Fy = 2¢), 2a (2a > 2e)

Konstruktionsbeschreibung:

Die Punkte F7 und F, werden durch eine Gerade verbunden. Die Halbierung der Strecke F} F5
ergibt den Mittelpunkt M der Ellipse. Auf einer Hilfsgeraden wird eine Strecke A; A, von der
Lange 2a aufgetragen und gleichfalls halbiert; der Halbierungspunkt erhalt die Bezeichnung
To.

Von T, aus wird auf der Hilfsgeraden nach beiden Seiten die Strecke MF;, = MF, = e
aufgetragen; die sich ergebenden Punkte werden mit 7} bzw. T5 bezeichnet.

Nun wird auf der Hilfsgeraden ein Punkt 7" zwischen T} und T, gewahlt. Damit ist T'A; +
T Ay = 2a. Es werden die Kreise k1 (F1; T Ay) und koo (Fo; T As) gezeichnet und zum Schnitt
gebracht (beim praktischen Zeichnen geniigen entsprechende Bogenstiicke), ebenso die Kreise
k‘lg (Fl,TAQ) und ]{721 (FQ; TAl)

PT f‘fzz | A‘Pé /
{ kl? l| .‘(2 i
R M ke
1
L % S —
Za

2
=
ot
5
iy |
[yl

Es ergeben sich vier Ellipsenpunkte P, ..., P;. Die Konstruktion wird mit weiteren Punkten T’
innerhalb 77T, analog fortgesetzt.
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Fiar T' = Tj fallen P, und P, sowie P35 und P, zusammen; es ergeben sich die Nebenscheitel
Ss und Sy der Ellipse.

Fir T =T} und T; beriihren kyy und koo sowie k15 und ko einander in jeweils einem Punkt
der Geraden FiF2, d.h., P, und P, sowie P, und Pj fallen zusammen. Es ergeben sich die
Hauptscheitel S; und S5 der Ellipse.

Auf dem gleichen Prinzip beruht ein mechanisches Zeichenverfahren fiir Ellipsen, die soge-
nannte Faden- oder Gartnerkonstruktion.

Hyperbel

Auf die Ortsdefinition der Hyperbel griindet sich folgendes Verfahren:

Gegeben: F|, F5 ( F1 Fy = 2e), 2a (2a < 2e)

Konstruktionsbeschreibung:

Die Konstruktion erfolgt analog der Ellipsenkonstruktion, nur wird der Punkt 7" auBerhalb der
Strecke 11T, gewahlt, so dass sich |[T'A; — T'Ay| = 2a ergibt.

Far T'= T, bzw. T' = T beriihren ki; und koo sowie k15 und ko einander in jeweils einem
Punkt der Geraden F F5, d.h., P, und P, sowie P, und P; fallen zusammen. Es ergeben sich
die Scheitel S7 und S5 der Hyperbel.

Wird in Sy oder S, die Senkrechte auf F} F; errichtet und mit dem Kreis k, (M ; e) geschnitten
und werden die sich ergebenden Schnittpunkte mit M durch Geraden verbunden, so sind diese
Geraden die Asymptoten der Hyperbel.

T hé T Azl

13
/f”
s 5
4—*—-———!
tp/ sTLF
P
\f_{(
g

Parabel

Auf die Ortsdefinition der Parabel griindet sich folgendes Verfahren:

Gegeben: F.S (F'S =1£)

Konstruktionsbeschreibung:

Die Punkte F' und S werden durch eine Gerade verbunden. Von S aus wird auf dieser Geraden
entgegengesetzt zu F' die Strecke F'S aufgetragen. In dem sich ergebenden Punkt L wird die
Senkrechte [ zur Geraden F'S errichtet. Auf dem Strahl (der Halbgeraden) SF' wird in einem
beliebigen Punkt T die Senkrechte ¢ errichtet; es wird der Kreis k (F';TL) gezeichnet und
mit der Geraden g zum Schnitt gebracht.

Es ergeben sich zwei Parabelpunkte P, und P,. Die Konstruktion wird mit weiteren Punkten T’
auf dem Strahl (der Halbgeraden) SF analog fortgesetzt. Fiir T'= S, d.h. fir den Scheitel der
Parabel, beriihrt der Kreis k die Gerade g in diesem Punkt. Fir T = F' betragt der Abstand
P F = P,F = p (Halbparameter der Parabel).
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F.4. Gleichungen der Kegelschnitte

Mittelpunktsgleichung der Ellipse in achsenpar-
alleler Lage

Fur jede Ellipse, die durch ihre Brennpunkte Fi und
Fy mit F1Fy, = 2e sowie durch die Lange 2a ihrer
Hauptachse gegeben ist und die in einem kartesischen

Koordinatensystem {O; i, j } die im nebenstehen-
den Bild dargestellte Lage einnimmt, gilt:

|
|
|
|
|
*;
74_7:1 a

Andere Lagen in Bezug auf das Koordinatensystem werden spater behandelt.

Herleitung:

Aus F1 P + PF, = 2a folgt, sofern P nicht mit einem Hauptscheitel zusammenfallt, wegen
der Rechtwinkligkeit der Dreiecke F} P'P und P'F»P (P’ bezeichnet die Projektion von P auf
die Abszissenachse) nach dem Satz des Pythagoras:

V0e+ a2+ 42+ /(e — 2)2 +y? = 2a

Diese Beziehung gilt auch fir die Hauptscheitel S;(—a;0) und Sz(a; 0). Umformen, Quadrieren
und Ordnen ergibt

(CL2 o 62)1’” +a2y2 — a2(a2 o 62)

Da a? — e = b? ist, folgt b%x? + a?y? = a?b? und weiter

22 P
2!

Es lasst sich nachweisen, dass diese Gleichung, die fir alle Punkte P(z;y) der Ellipse gilt,

auch nur fir diese Punkte gilt.

B Gegeben: Zwei Punkte P;(4;1,5) und P»(—3; —2) einer Ellipse in achsenparalleler Mittel-
punktslage
Gesucht: Gleichung der Ellipse

Losung:

Um die Gleichung 2’—2 + 3;)’—; = 1 aufstellen zu kdénnen, miissen a? und b* ermittelt werden.
Hierzu werden zwei voneinander unabhangige und einander nicht widersprechende Gleichungen
bendtigt. Dafiir ist hinreichend, wenn zwei verschiedene Punkte der Kurve gegeben sind, die
nicht symmetrisch beziiglich der Achsen oder des Mittelpunktes der Kurve liegen.

Fir Pi(x1;y1) und Pa(xs;y9) ergibt sich der Losungsansatz

Ty Y1 Ty Yy

? + 672 =1 und ? + ﬁ =1
Im gegebenen Beispiel also

16 2,25 9 4

@2t =t o atp=l

2

Ergebnis: % +iE =1
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Mittelpunktsgleichung der Hyperbel in achsenparalleler Lage

Fir jede Hyperbel, die durch ihre Brennpunkte £} und ¥
Fy mit F1Fy, = 2e sowie durch die Lange 2a ihrer
Hauptachse gegeben ist und die in einem kartesischen

Koordinatensystem {O; 7', j } die im Bild einnimmt, i o »
gilt:
2 .2
oYy | ]
a? b2 - Pa e
Herleitung:

Aus |F1P — PF,| = 2a folgt, sofern P nicht mit einem Scheitel zusammenfallt, wegen der
Rechtwinkligkeit der Dreiecke F1 P’ P und P'F,P (P’ bezeichnet die Projektion von P auf die
Abszissenachse)

V(e +a)? + 42— /(e —a)? + 4 = 20

Diese Beziehung gilt auch fiir die Scheitel S;(—a;0) und Sy(a;0). Umformen, Quadrieren,
Ordnen und Anwenden der Beziehung b? = e? — a? ergibt b?z2 — a®y? = a?b* und weiter

2 2
2 v
a’? b
Es lasst sich nachweisen, dass diese Gleichung, die fiir alle Punkte P(z;y) der Hyperbel gilt,
auch nur fir diese Punkte gilt.

B Gegeben: Ein Punkt P(5;2) und die Lange der Hauptachse 2a = 6 einer Hyperbel, die sich
in achsenparalleler Mittelpunktslage befindet
Gesucht: Gleichung der Hyperbel

Losung: Um die gesuchte Gleichung

2 2
L
a? b
aufstellen zu kénnen, muss b* berechnet werden. Fiir die Koordinaten des gegebenen Hyper-
belpunkts P muss die Hyperbelgleichung erfiillt sein, d.h., im Beispiel ist
25 4

j_b?:1 ; b:2,25

T R
Ergebnis % 5o = 1

Scheitelgleichung der Parabel in achsenparalleler Lage

Fiir jede Parabel, die durch ihren Brennpunkt F' und ihren Scheitel S mit SF' = £ gegeben
ist und die in einem kartesischen Koordinatensystem {O; 7, ?} die im Bild dargestellte Lage
einnimmt, gilt:

y? = 2px

Unter dieser Bedingung hat die Leitlinie [ der Parabel die gleiche Richtung wie 7 esistO =S5
und LoO =OF =%
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Herleitung:

Aus LP = PF folgt, sofern P nicht mit S zusam-
menfallt oder auf der durch I’ gehenden Senkrechten
zur Parabelachse liegt, wegen der Rechtwinkligkeit des
Dreiecks P'F'P (P’ bezeichnet die Projektion von P
auf die Parabelachse)

Loy
L P(x;y)
"
4
X
| sl 7 A * X
¥ &ﬁ
2 2

Diese Beziehung gilt auch fiir die bei der Herleitung ausgenommenen Punkte. Quadrieren, Um-

formen und Ordnen ergibt
y? = 2px

Es lasst sich nachweisen, dass diese Gleichung, die fir alle Punkte P(z;y) der Parabel gilt,

auch nur fir diese Punkte gilt.

B Gegeben: Ein Punkt P(3;6) einer Parabel in achsenparalleler Scheitellage

Gesucht: Gleichung der Parabel

Losung:

In der gegebenen Lage geniigt ein auBerhalb der Achse liegender Punkt zur eindeutigen Be-
stimmung der Parabel. Da die Koordinaten dieses Punktes die Parabelgleichung erfiillen, lasst

sich aus ihnen der Wert von p errechnen.
Im Beispiel ergibt sich 36 = 2p - 3 und daraus p = 6.
Ergebnis: y? = 12z

Kegelschnitte in anderen speziellen Lagen in Bezug auf das Koordinatensystem

Die angegebenen Kegelschnittsgleichungen, die jeweils fiir eine achsenparallele Lage der Ke-
gelschnitte zum Koordinatensystem galten, dandern sich, wenn sich die Lage der Kegelschnitt-
sachsen zu den Koordinatenachsen andert (z.B. durch Drehung um 90° oder ein Vielfaches

dieses Wertes um den Ursprung).

M(0;0);a >b M(0;0);a=b=r
%i-l—%j:l 22+ y? =r?
Ellipse Kreis

¥ y

b

M(0;0);a > b
2
Frr-
Ellipse
y

A

X

X

A
Y
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M (0;0) M(0;0);a=b=r M (0;0)
I LT £ P

Hyperbel (allgemein) Hyperbel (gleichseitig) Hyperbel (allgemein)

Y Y
3 . N\ £ x / TIN. X
S(0;0) S(0;0) s<o 0) 5(0 0)
Yy =2px x* = 2py = —2py = —2px
VN
9 £ x L'Z 0 X F X
\ 0 X /\ 0

Nehmen die Kegelschnitte zwar eine achsenparallele Lage ein, ohne dass jedoch die Kegel-
schmttsachseﬂ> mit den Koordm_>atg1achsen zusammenfallen, so kann eﬂzweltes Koordinaten-
system {M, i, } bzw. {S; i, j } betrachtet werden, das aus {O; i, j } durch Verschie-
bung hervorgeht.

Wenn der Mittelpunkt M im Falle einer Ellipse oder Hyperbel (bzw. der Scheitel S im Falle
einer Parabel) im ersten Koordlnatensystem die Koordinaten (c;d) hat, S0 gilt zwischen den

Koordinaten z/; 4/ in {M,7> J } (bzw. {S; ? J }und z; y in {O; ? J}

¥=x—c , v =y—d

Ellipse in achsenparalleler Lage Parabel in paralleler Lage zur x-Achse
mit M (c; d) mit S(c; d)
@=0)? | w=d)? _ 4 —d)? = 9p(r —

2+ (y —d)* =2p(z —c)

Y Y

+ L
I Micd) S(c,d)

Gemeinsame Scheitelgleichung der Kegelschnitte

Mit Hilfe der Parallelverschiebung des Koordinatensystems lassen sich analog zur Parabel Schei-
telgleichungen auch fiir Ellipse und Hyperbel fiir S1(0;0) bzw. S2(0;0) aufstellen.
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. Hyperbel
Parabel

T Ellipse

[
\ Fb

—

M, / Meu
_/
e
Ellipse: (xaa) + @9 — 1 hach Umformung 42 = 2% szQ

x+a) (m b)?
b2

Hyperbel: =1, nach Umformung 3? = 2%35 + afng

Wird - in Analogie zur Parabel - bei Ellipse und Hyperbel % = p gesetzt und berlicksichtigt
man den Zusammenhang von a, b und e sowie den Zusammenhang zwischen der linearen
Exzentrizitat e und der numerischen Exzentrizitat ¢ bei Ellipse und Hyperbel (e = ca), so
folgt als gemeinsame Scheitelgleichung fiir die (nicht entarteten) Kegelschnitte

y? = 2px + (2 — 1)a?

Dabei ist

- fur den Kreis e =0

- fir die Ellipse 0 < e < 1
- fiir die Parabel ¢ =1

- fir die Hyperbel € > 1.

F.5. Gegenseitige Lage von Kegelschnitt und Gerade
Ellipse und Gerade

Fir einen gemeinsamen Punkt Pg(z¢; ye) der Ellipse %z—l—g—j = 1 und der Geraden y = mx+n
gilt das Gleichungssystem

—+ZZ—§:1 , Yy =mzg+n

und es folgt

—a*mn + \/a2b2(b2 + a?m? — n?
e = b% + a?m?
Von der Diskriminante D = a?b*(b*> + a®*m? — n?) hangt die Anzahl der Losungen dieser
Gleichung und damit die Anzahl der gemeinsamen Punkte von Ellipse und Gerade ab.

D > 0: Zwei Losungen, genau zwei Punkte gemeinsam, die Gerade ist Sekante der Ellipse.
D = 0: Eine Losung, genau ein Punkt gemeinsam, die Gerade ist Tangente der Ellipse in
diesem Punkt.

D < 0: Keine (reelle) Losung, kein Punkt gemeinsam, die Gerade ist Passante der Ellipse.

Ist die Gleichung der Geraden x = k, d. h., ist die Gerade senkrecht zur Hauptachse der Ellipse,
dann ist die Gerade fiir —a < k < a Sekante, fir |k| = a Tangente und fir |k| > a Passante
der Ellipse.
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Tangenten der Ellipse

Die Gleichung der Tangente einer Ellipse mit der Gleichung 2—2 + ‘Z—j = 1 im Berlihrungspunkt

Po(xo;yo) lautet:
TZo . YYo
> a2 + 52 !

B Gegeben: Ellipse durch die Gleichung % + % =1
Gesucht: Gleichungen y = max+n der Tangenten ¢, und ¢, der Ellipse mit dem Anstiegm = —

o

Losung:

Zwischen den GréBen a, b, m, n besteht im Falle der
Tangente der Zusammenhang

b>+a’m?>—n?=0

Daraus lasst sich der unbekannte Wert fiir n errech-
nen.

n? = b? + a*m?

nig=Ey++25 % = +3/41 ~ +4,8 _

Ergebnis: Die Gleichungen lauten

Tangente t; : y = —3x 4+ 4,8 S L
Tangente ty : y = —2z — 4,8

B Gegeben: Ellipse durch die Gleichung % + % = 1 sowie ein Punkt P;(10;2,5)
Gesucht: Gleichungen der Tangenten t; und ¢, von P; an die Ellipse

Losung:
Soll eine Gerade g, die durch einen gegebenen, auBerhalb der Ellipse liegenden Punkt P;(z1; 1)
geht, Tangente der Ellipse sein, dann miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

a) P; muss ein Punkt der Tangente der Ellipse in dem noch unbekannten Berithrungspunkt
Po((L’O; yo) sein.
b) Py, muss ein Punkt der Ellipse sein.

Aus den entsprechenden Gleichungen

) T1Xo Y1Yo

5 72 =1 und b) Doy %y
a

lassen sich die Koordinaten des Beriihrungspunktes xy und 1o errechnen. Damit kann die
Gleichung der Tangente aufgestellt werden.

P (0:25) o
/P,rw,-z,s)
= al:-15)
Im vorliegenden Fall erhalten wir
a) 1070 2,540 _ 1 und b) xj + Lg =1
25 6,25 25 6,25
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Ergebnis: Die Gleichungen lauten

25y _ _

Tangente t; : 62;’ =1 oder y = 2,5,
L4 15y

Tangente 5 : 52 525 =

loderyzgx—%

Hyperbel und Gerade

Fir einen gemeinsamen Punkt Pg(zg;ye) der Hyperbel Z—j — z—j = 1 und der Geraden y =

max + n gilt das Gleichungssystem

T Yo _

2 b , Y =mzg+n

und es folgt

a*mn + \/aQbQ(b2 — a?m? + n?
ta = b2 — a2m?2
Fir > — a?m? # 0 hangt die Anzahl der Lésungen der Gleichung und damit die Anzahl der
gemeinsamen Punkte von der Diskriminante D = a?b(b> — a®m? + n?) ab.

D > 0: Zwei Lésungen, genau zwei Punkte gemeinsam, die Gerade ist Sekante der Hyperbel.
D = 0: Eine Loésung, genau ein Punkt gemeinsam, die Gerade ist Tangente der Hyperbel in
diesem Punkt.

D < 0: Keine (reelle) Losung, kein Punkt gemeinsam, die Gerade ist Passante der Hyperbel.

Fiir b — a®>m? = 0 ist die oben angegebene Beziehung fiir z nicht anwendbar.
Es handelt sich dabei, da b — a?m? = 0 zu m = +2 fiihrt, um asymptotenparallele Geraden.
Falls dabei n # 0 ist, gilt

a(b* + n?)
2bn

und es ergibt sich fiir z¢ genau ein Wert, d.h., die Gerade schneidet einen Hyperbelast und
passiert den anderen Ast.

Falls dabei n = 0 ist, ergibt sich fiir x5 kein (endlicher) Wert; es bestehen keine gemeinsamen
Punkte von Hyperbel und Gerade. Die Geradengleichungen lauten dann

b b

y=-xz , y=--z
a a

Ta=F m >0 bzw. m <0

Diese Gleichungen bezeichnen die Asymptoten der Hyperbel , die keinen Punkt mit der Kurve
gemeinsam haben. Fir |m| < g existieren keine Tangenten an die Kurve.

Ist die Gleichung der Geraden = = k, d. h., ist die Gerade senkrecht zur Hauptachse der
Hyperbel, dann ist die Gerade fiir |k| > a Sekante, fir |k| = a Tangente und firr |k| < a
Passante der Hyperbel.

Tangenten der Hyperbel

Die Gleichung der Tangenten einer Hyperbel mit der Gleichung 2—2—%—2 = 1 im Beriihrungspunkt
Py(xo;90) lautet:

TXg yyo_l
a0

B Gegeben: Hyperbel durch die Gleichung %2 — ?{—2 =1

Gesucht: Gleichungen y = max + n der Tangenten t; und ¢y der Hyperbel mit dem Anstieg
5

139



F. Kegelschnitte

Losung: .

Dam =2 > 2 = 2, existiert eine Tangente. Zwischen 5-%=1

den GroBen a, b, m n besteht im Falle der Tangente

wegen b? # a?m? der Zusammenhang b? — a’*m? +

n? = 0. Daraus folgt

n? = —b* + a*m? . / i
n=x+,/-16+9-% =43 T
Ergebnis:

Die Gleichungen lauten

Tangente t; : y = gx + 3, /
Tangente t 1y = %J: -3,

B Gegeben: Hyperbel durch die Glelchung £ — % =1 sowie ein Punkt P;(0;4,5)

Gesucht: Gleichungen der Tangenten t; und to von P, an die Hyperbel

Losung: Soll eine Gerade g, die durch einen gegebenen, auBerhalb der Hyperbel liegenden Punkt
Pi(x1;y1) geht, Tangente der Hyperbel sein, dann miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

a) P, muss ein Punkt der Tangente der Hyperbel in dem noch unbekannten Berithrungspunkt
Py (w05 y0) sein,

b) Py muss ein Punkt der Hyperbel sein.

Aus den entsprechenden Gleichungen

2 2
=1, b DDy

T1iTo  YilYo
) 2 b2

a? B2

lassen sich die Koordinaten des Beriihrungspunktes zy und y, errechnen. Daraus kann die
Gleichung der Tangente aufgestellt werden.

Bemerkung: "AuBerhalb der Hyperbel" bedeutet im
Teil der Ebene, der zwischen den Hyperbelasten
liegt. Von Punkten, die auf der konkaven Seite eines
Hyperbelastes liegen, existieren keine Tangenten an
die Kurve.

Im vorliegenden Fall erhalten wir

a) Bz — A —1,b) P -4 =1
Ergebnis:

Die Gleichungen lauten i
Tangente t; : Y132 — =2 — | oder y = —1,87+4,5 i

Tangente t5 : \gﬁx — _sz =1lodery=18x+4,5 J

x

Parabel und Gerade

Fiir einen gemeinsamen Punkt Pg(7g;yg) der Parabel y* = 2px und der Geraden y = mz+n
gilt das Gleichungssystem

Yo = 2prg , Yyg = mrg+n
und es folgt
p—mn =+ /p(p — 2m)
TG = m2 (m #0)
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Fir m # 0 hangt die Anzahl der Lésungen der Gleichung und damit die Anzahl der gemein-
samen Punkte von der Diskriminante D = p(p — 2mn) ab.

D > 0: Zwei Losungen, genau zwei Punkte gemeinsam, die Gerade ist Sekante der Parabel.
D = 0: Eine Losung, genau ein Punkt gemeinsam, die Gerade ist Tangente der Parabel in
diesem Punkt.

D < 0: Keine (reelle) Lésung, kein Punkt gemeinsam, die Gerade ist Passante der Parabel.

Fir m = 0, d.h. fiir eine zur Parabelachse parallele Gerade, ergibt sich genau ein Schnittpunkt
mit der Kurve.

Ist die Gleichung der Geraden x = k, d. h., ist die Gerade senkrecht zur Achse der Parabel, so
ist die Gerade fiir k > 0 Sekante, fiir £ = 0 Tangente und fiir £ < 0 Passante der Parabel.

Tangenten der Parabel

Die Gleichung der Tangente einer Parabel mit der Gleichung y?> = 2px im Beriihrungspunkt
Py(xo;90) lautet:
yyo = p( + o)

~

B Gegeben: Parabel durch die Gleichung ? = 9z :
Gesucht: Gleichung der Tangente y = max + n der I
Parabel bei gegebenem Anstieg m%. :
Losung: |
Zwischen den GroBen p, m, n besteht im Falle der |
Tangente wegen m # (0 der Zusammenhang p — I

2mn = 0. I
n=g2 =3
Ergebms D|e Gleichung der Tangente lautet y = sz +

5.
|

B Gegeben: Parabel durch die Gleichung 3? = 8z sowie ein Punkt P;(—

Gesucht: Gleichungen der Tangenten t; und ¢ von P; an die Parabel und Koordinaten der

Beriihrungspunkte

Losung: Soll eine Gerade g, die durch einen gegebenen, auBerhalb der Parabel liegenden Punkt

Py (z1;y1) geht, Tangente der Parabel sein, dann miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

a) P, muss ein Punkt der Tangente der Parabel in dem noch unbekannten Berithrungspunkt
Py(x0;90) sein.

b) Py muss ein Punkt der Parabel sein.

Aus den entsprechenden Gleichungen

a) Yyiyo = p(r1 + o) und b) yg = 2px

lassen sich die Koordinaten des Beriihrungspunktes xy und 1o errechnen. Damit kann die
Gleichung der Tangente aufgestellt werden.

Bemerkung: "AuBerhalb der Parabel" bedeutet im Teil der Ebene, der auf der konvexen Seite
der Parabel liegt[™]

18]m vorliegenden Fall liegt zum Beispiel der Punkt P (—4;2) auBerhalb der Parabel und der Punkt P;(4; —1)
innerhalb der Parabel.
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Im vorliegenden Fall erhalten wir

a) 2yo = 4(—4 + xp) und b) y2 = 8xg

Ergebnis: Koordinaten der Beriihrungspunkte sind z¢; = 8,901 = 8, Zg2 = 2,901 = —4. Die
Gleichungen lauten

Tangente ¢, : 8y = 4(8 + x), oder y = %x + 4,

Tangente t5 : —4y = 4(2+ ), oder y = —x + 2.

[

Y

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
I
|

|
N
Loy
—r—TF
L

Ubersicht iiber die Kurven- und Tangentengleichungen der Kegelschnitte in den
Hauptlagen

Mittelpunktslage Ellipse ? = a? — €2 Hyperbel b? = €2 — a2
M(0,0) Kurve %%-%221 g—%zl
Tangente in Py(wo,50) “% + 4% =1 wr i =1
M (c,d) Kurve (x;;)Q + (y;;i)Q —1 (x;;)z _ (y;;l)Q -1
2
Tangente in Py(z0,y0) (wsz)Q(r*C) + (yoﬂz)Q(y*d) -1 (wofc)_(w%) (yrtfll)é(y*d) -1
Scheitellage Parabel
S5(0,0) Kurve y? = 2px
Tangente in Py(z0,40) Yoy = p(zo + )
S(e,d) Kurve (y — d)? = 2p(z — ¢)
Tangente in Py(z0,y0) (Yo — d)(y — d) = p(z + x¢ — 2¢)
Scheitellage Kegelschnitt allgemein €% = 62;2“2 p = %
S(0,0) Kurve y? = 2px + (% — 1)2?
Tangente in Py(xo,y0) Yoy = p(xo + ) + (€ — 1)xoT
S(c,d) Kurve (y—d)? =2p(z —c) + (€ = 1)(z — ¢)?

Tangente in Po(zo0) (90— d)(y — d) = pla + g — 2¢) + (2 — 1) — )(z — ¢)
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Einige Daten aus der geschichtlichen Entwicklung der Mathematik

um 2100 bis 1800 v.u.Z.: Entwicklung des Rechnens mit natiirlichen Zahlen und Stamm-
briichen; Zahlendarstellung in einem Potenzsystem (Babylonien, Agypten).

um 550 v.u.z.: Anfiange einer Theorie der natiirlichen Zahlen in Griechenland (Pythagoras
und andere Mathematiker).

zwischen 500 und 400 v.u.Z.: Erkenntnis der Existenz irrationaler Zahlen bei der Untersu-
chung geometrischer Probleme durch die Pythagoraer.

um 400 v.u.Z.: Anfange einer Theorie der irrationalen Zahlen bei den griechischen Mathe-
matikern Eudoxus (um 408 bis 355 v. u. Z.) und Theétet (um 410 bis 368 v.u.Z.).

um 350 v.u.Z.: Fritheste bekannte Untersuchungen von Kegelschnitten durch den griechi-
schen Mathematiker Menachmos (genaue Lebensdaten unbekannt).

um 250 v.u.Z.: Der griechische Mathematiker Archimedes von Syrakus (287 bis 212 v. u.
Z.) ermittelt durch Umfangsberechnungen ein- und umbeschriebener Vielecke eines Kreises
330 > > 310,

um 250 v.u.Z.: Anwendung infinitesimaler Methoden (Vorlaufer der Integralrechnung) bei
der Flachen- und Rauminhaltsberechnung durch Archimedes.

um 220 v.u.Z.: Entwicklung und Systematisierung der synthetischen Geometrie der Kegel-
schnitte, erste Anwendung arithmetischer bzw. algebraischer Methoden auf diesen Gegenstand;
unter diesem Aspekt Benennungen "Ellipse", "Parabel", "Hyperbel" durch den griechischen
Geometer Apollonios von Perge (um 260 bis 170 v.u.Z.; "Konika" in acht Banden).

um 500: Ziffernrechnen im dekadischen Positionssystem (Indien).

1360: Vorladufer der Koordinatenmethode und Anfange der analytischen Geometrie im Werk
des franzésischen Bischofs Nicole Oresme (um 1323 bis 1381; "De latitudinibus formarum").

um 1500: Anwendung negativer Zahlen und des Rechnens mit ihnen bei der Losung mathe-
matischer Probleme (ltalien).

1525: Darstellend-geometrische Konstruktion der Kegelschnitte im Werk des deutschen Ma-
lers, Architekten und Geometers Albrecht Diirer (1471 bis 1528; "Unterweisung der Messung
mit dem Zirkel und Richtscheit").

um 1530 bis 1540: Erste bekannte Anwendung imaginarer und komplexer Zahlen bei der
Losung mathematischer Probleme, insbesondere in Werken italienischer Mathematiker.

1550: Entwicklung einer Theorie imaginarer Zahlen durch den italienischen Mathematiker Raf-
fael Bombelli (um 1530 bis 1580).

1615 bis 1651: Weitere Entwicklung und Anwendung infinitesimaler Methoden zur Losung
geometrischer Probleme (Kurvenuntersuchungen, Flachen- und Rauminhaltsberechnung) in
Deutschland durch Johannes Kepler (1571 bis 1630; "Neue Volumenberechnung von Wein-
fassern" 1615), in Frankreich durch René Descartes (1596 bis 1650; "Géometrie" 1637) und
Pierre de Fermat (1601 bis 1665; um 1635, Ergebnisse enthalten im nachgelassenen Werk "Is-
agoge"1679), in Italien durch Evangelista Torricelli (1608 bis 1647) und Bonaventura Cavalieri
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(1598 bis 1647; "Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota" 1635),
in Belgien durch Paul Guldin (1577 bis 1643; "Centrobaryca" 1641) und Andre Tacquet (1612
bis 1660; "On Cylinders and Rings" 1651).

1635 bis 1655: Analytisch-geometrische Untersuchungen der Kegelschnitte durch die fran-
zosischen Mathematiker Pierre de Fermat und René Descartes sowie durch den englischen
Mathematiker John Wallis (1616 bis 1703; "Tractatus de sectionibus conicis" 1655).

1655: Ansatze einer Analysis infinitesimaler Prozesse bzw. GréBen vom algebraischen Stand-
punkt aus durch John Wallis ("Arithmetica infinitorum").

1665 bis 1675: Ausarbeitung der Zusammenhange zwischen Differential- und Integralrech-
nung, Grundlegung der Infinitesimalrechnung in heutiger Auffassung durch den englischen
Mathematiker und Physiker Isaac Newton (1643 bis 1727; Ausarbeitung der Fluxionsrechnung
1665 bis 1671; Veroffentlichung "Quadratur der Kurven" 1704, "Methode der Fluxionen" po-
stum 1736) und den deutschen Gelehrten Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716; Ausar-
beitung der Theorie sowie der heute noch gebrduchlichen Terminologie und Symbolik 1673
bis 1675; Veroffentlichung "Nova thodus pro imis et minimis itemque tangentibus, quae nec
fractas nec irrationales quantitatas moratur, et singulare pro illi calculi genus" 1684, weitere
Arbeiten - besonders zur Integralrechnung - bis 1686).

um 1690 bis 1700: Anwendung und weitere Entwicklung der Infinitesimalrechnung in Zu-
sammenhang mit mathematischen und physikalischen Problemen in den Werken der Schweizer
Mathematiker Jacob Bernoulli (1654 bis 1705) und Johann Bernoulli (1657 bis 1748).

1715 bis 1742: Weiterer Ausbau der Infinitesimalrechnung (einschlieBlich unendlicher Reihen)
durch die englischen Mathematiker Brook Taylor (1685 bis 1731; "Methodus incrementorum"
1715) und Colin Maclaurin (1698 bis 1746; "Treatise of Fluxions" 1742).

1748: Zusammenfassende und systematische Darstellung sowie Erweiterung der Infinitesimal-
rechnung durch den Schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707 bis 1783; "Introductio in
analysin infinitorum").

1761: Nachweis der Irrationalitat der Zahl  durch den deutschen Mathematiker Johann Hein-
rich Lambert (1728 bis 1777).

um 1780: Theoretische Fundierung und inhaltlicher Ausbau der darstellenden Geometrie durch
den franzésischen Mathematiker Gaspard Monge (1746 bis 1818).

1801: Anfange der modernen Zahlentheorie bei dem deutschen Mathematiker Carl Friedrich
Gauss (1777 bis 1855; "Disquisitiones arithmeticae").

1821: Strenge Begriindung der Infinitesimalrechnung mittels des Grenzwertbegriffs heutiger
Auffassung in den Arbeiten des franzdsischen Mathematikers Louis-Augustin Cauchy (1789 bis
1857; "Cours d'analyse").

1831: Ausbau der Theorie der komplexen Zahlen in Werken von C. F. Gauss.

um 1840: Entwicklung der Grundlagen der Vektorrechnung durch den englischen Mathema-
tiker William Rowan Hamilton (1805 bis 1865; "Lectures on Quaternions" 1843, auf Hamilton
geht der Terminus "Vektor" zuriick) und den deutschen Mathematiker Hermann GraBmann
(1809 bis 1877; "Lineare Ausdehnungslehre" 1844).

1850 bis 1880: Weiterentwicklung der Zahlentheorie und der angewandte Infinitesimalrech-
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nung in den Werken des russischen Mathematikers Pafnuti Lwowitsch Tschebyschew (1821 bis
1894).

1873: Nachweis der Transzendenz der Zahl e durch den franzdsischen Mathematiker Charles
Hermite (1822 bis 1901).

um 1880: Ausbau der Theorie der irrationalen Zahlen (1872) und der reellen Zahlen: (1882)
durch den deutschen Mathematiker Richard Dedekind (1831 bis 1916; "Stetigkeit und irra-
tionale Zahlen" 1872, "Was sind und was sollen die Zahlen?" 1882) und in den Werken von
Georg Cantor (1845 bis 1918) und Karl WeierstraB (1815 bis 1897).

1882: Nachweis der Transzendenz der Zahl 7w durch den deutschen Mathematiker Ferdinand
Lindemann (1852 bis 1939).

1887 bis 1896: Ausbau der analytischen Geometrie und Differentialgeometrie in den Arbei-
ten des franzosischen Mathematikers Gaston Darboux (1842 bis 1917; "Lecons sur la theorie
generale des surfaces").

1889: Fundierung der Zahlentheorie durch Entwicklung eines Axiomensystems fiir die natiir-
lichen Zahlen durch den italienischen Mathematiker Guiseppe Peano (1852 bis 1932).

um 1890: Entwicklung der Vektoranalysis durch den amerikanischen Mathematiker Josia Wil-
lard Gibbs (1839 bis 1903) und den englischen Mathematiker Oliver Heaviside (1850 bis 1925).

um 1930: Ausbau der Algorithmentheorie; Entwicklung theoretischer Grundlagen fiir die Ar-
beitsweise moderner Rechenautomaten durch den englischen Mathematiker A. M. Turing (so-
genannte Turing-Maschine als abstraktes Modell 1937).

1941: Entwicklung des ersten funktionsfahigen Rechenautomaten auf Relaisbasis durch den
deutschen Ingenieur Konrad Zuse.

1946: Entwicklung des ersten elektronischen Rechenautomaten (ENIAC, auf Réhrenbasis) in
den USA.

1951: Entwicklung elektronischer GroBrechenmaschinen (BESM) mit hoher Arbeitsgeschwin-
digkeit (auf Halbleiterbasis) in der UdSSR.
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