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Anmerkung;:

Diese wissenschaftliche Arbeit wurde zum Abschluss des Diplomlehrerstudiums fiir Mathematik und
Physik an der Sektion Mathematik der Technischen Hochschule Karl-Marx-Stadt von Oktober 1980
bis Februar 1981 erarbeitet und per Schreibmaschine in vierfacher Ausfertigung geschrieben.

Frau Dr. Renate Lanckau iibernahm die wissenschaftliche Betreuung der Arbeit.

Die schriftliche Arbeit und das miindliche Kollogium wurden abschliefend mit dem Pradikat ”Ausge-
zeichnet” bewertet.

Die Aufgabenstellung bestand aus zwei Teilen.

Da es nur fiinf Veroffentlichungen zum Thema "Multioperatorringe” gab, sollten bekannte Sétze der
Theorie der Ringe und Multioperatorgruppen auf die Multioperatorringe, soweit moglich, verallgemei-
nert werden. Insbesondere sollte die Auswirkung des nun vorhandenen Distributivgesetzes sowie der
Kommutativitit der Addition auf eine Multioperatorstruktur diskutiert werden.

Anschliefend war eine umfassendere Untersuchung der Zerlegung von Multioperatorringen in direkte
Summen durchzufiihren.

Der nachfolgende Text ist eine nahezu identische Abschrift des Originaltextes.

Es wurden nur wenige Verdnderungen vorgenommen. Geédndert sind korrigierte Rechtschreib- und
Grammatikfehler, unklare Formulierungen sowie die Nummerierung der Gleichungen.

Auflerdem wurde die mathematische Symbolik an die heutige Form angepasst. Zum Beispiel wird die
Menge der ganzen Zahlen nicht mehr mit I', sondern nun mit Z bezeichnet.

Die Abbildungen weichen vom Original in der Form, jedoch nicht in der inhaltlichen Aussage ab.
Durch den LaTex-Satz sind die Seitenummerierungen verédndert. Das Original bestand aus 3 Teilen
mit insgesamt 341 Seiten.

Der fachwissenschaftliche Inhalt wurde nicht verdndert bzw. gekiirzt.
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Kapitel 1

Der Multioperatorring

1.1 Definition und Beispiele

1.1.1 Einleitung

Mitte der sechziger Jahre dieses Jahrhunderts hatte die Theorie der Multioperatorgruppen einen Stand
erreicht, der sie als selbststandiges Gebiet der modernen Algebra auswies. (Kuros [9] und Higgins [3]).
Bei Anwendung auf Ringe zeigte das Fehlen des Distributivgesetzes jedoch Wirkung.

Dieses Problem fiihrte zur Herausbildung des Begriffes des Multioperatorrings durch Kuros [10].

Er erweiterte die Multioperatorgruppen durch die Kommutativitdt der Addition sowie durch das Dis-
tributivgesetz. Aus der Theorie der Multioperatorringe kann man sehr gute Aufschliisse fiir nicht
notwendig assoziative Ringe gewinnen.

Ebenso bildet jede abelsche Gruppe einen entarteten Multioperatorring.

Wihrend heutzutage fiir die Gruppentheorie schon Anwendungen in anderen Zweigen der Mathe-
matik bzw. in anderen Naturwissenschaften (zum Beispiel in der Quantentheorie) gefunden wurden,
besteht die Bedeutung der Multioperatorringe der Zeit nur aus innermathematischen Anwendungen.
Jedoch ist es durchaus moglich, dass einmal auch fiir Multioperatorringe eine weitergehende Anwen-
dung gefunden wird.



1.1.2 Definition des Multioperatorrings

In der Arbeit "Multioperatorringe und Algebren” [10] schreibt Kuros:

Definition

Eine abelsche Gruppe (G,+), auf der ein System () n-drer algebraischer Operationen wy,
n > 2, gegeben ist, heifit genau dann Multioperatorring oder 2-Ring, wenn fiir alle w,,, alle
Elemente a;,b,c aus G, i = 1,...,n, und alle i gilt:

a1...0;—1(b + €)Ajt1...0pWpn = A1...0;—1bC;41...QpWy + A1 ...Q;—1CA; 4] ...AnWn (1.1)

Jeder Multioperatorring ist Multioperatorgruppe. Setzen wir in (1.1) fiir alle j: a; = 0 und ¢ = 0, wird
fiir beliebige Operationen w, € :

0...060...0wy, = 0...0(b + 0)0...0w,, = 0...060...0w,, + 0...0wy,
Da (G,+) Gruppe ist, erhilt man:
0 =0...0w,

Fiir ein leeres Operationensystem wird G zu einem Modul. Enthélt 2 nur eine algebraische binére
Multiplikation, bildet G ein ringartige Struktur, womit jeder assoziative oder nichtassoziative Ring
Multioperatorring ist.

Fiir diese Strukturen wird (1.1) zum bekannten Distributivgesetz, so dass wir allgemein (1.1) als Dis-
tributivgesetz bezeichnen.

Ringartige Beispiele, insbesondere Ringe, wurden in Kuros [9], Lugowski-Weinert [14], Kertesz [6],
Flachsmeyer-Prohaska [2], Redei [17] und van der Waerden [21] untersucht.

Wir betrachten einige Sonderfille.

Die vom Nullelement eines Moduls additive erzeugte Untergruppe wird fiir ein beliebiges Opera-
tionensystem () n-drer Operationen, n > 2, mit

0...0w, =0

zum 2-Nullring.
Ist ein Modul G gegeben, auf dem ein Operationensystem €2, n > 2, mit

aias...apwy, =0

fir alle a; aus G, ¢ = 1,...,n, eingefiihrt ist, so sprechen wir vom 2-Nullring, wenn G nur aus Nullele-
ment enthélt. Im allgemeinen Fall nennen wir dann G ()-Zeroring.

Einen weiteren Multioperatorring bildet der zweidimensionale reelle Punktraum R? mit der Vektor-
addition und dem vektoriellen Tripelprodukt, welches ternér ist. Diesen 2-Ring, welcher nicht Ring
ist, bezeichnen wir mit (R2, + ,03).

Es lasst sich auch ein 2-Ring mit einem unendlichen Operationensystem konstruieren. Dazu wéhlen
wir den Ring der ganzen Zahlen und fithren fiir eine fest gewéhlte natiirliche Zahl r und fiir jedes
n = 2,...,i,... eine n-are Operation wy(r) mit

ay...apwn(r) =r(ay -ag - ... ap)

fiir beliebige a; aus den ganzen Zahlen, j = 1,...,n, ein.
Dabei stellt die rechte Seite der Definitionsgleichung die Vielfachbildung von aj - as - ... - a,, dar. Fiir
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diese Operationen gilt das Distributivgesetz, womit (Z,4,2), mit Q = {-,w(r)} Multioperatorring wird.

Nicht jede algebraische Struktur ist (2-Ring.

Fithren wir zum Beispiel auf der abelschen Gruppe der ganzen Zahlen die Bildung des Maximums
zweier Zahlen als bindre Operation ein ("Maximum” in Bezug auf die natiirliche Wohlordnung der
ganzen Zahlen), so erfiillt diese mit der Addition im Allgemeinen nicht das Distributivgesetz. Die
konstruierte Struktur ist kein Multioperatorring.

Ein Multioperatorring heifit assoziativ, wenn fiir jedes Paar von Operationen wy,wy aus dem Ope-
rationensystem 2 fir jedes ¢ = 1,...,k

(:Ul...xnwn)a:n+1...:cn+k_1wk =T1...T5-1 (xi...a:n+i_1wn)xn+1...xn+k_1wk (1.2)

fir alle z; aus G, j = 1,...n + k — 1, gilt.

Kommutativ nennen wir einen Multioperatorring, wenn fiir jede Operation w, aus ) und jedes
Paar (i,7), mit i # j und 4,j = 1,...,h, fur jedes Element a; auf G, I = 1,...,n,

A1.eQin ..Uy = Q1 ...Cj...Cj...Op W, (1.3)

gilt.
Ein Element 1 von G nennen wir Einselement des Multioperatorrings G, wenn fiir alle z aus G und
jedes Operation w, aus ()

.1zl lw, =2 (1.4)

gilt.

Enthélt das Operationensystem {2 nur ein Element, und zwar eine bindre Multiplikation, werden
diese Definitionen zu den entsprechenden fiir ringartige Strukturen. Damit ist jeder Ring assoziativer
Multioperatorring, jeder Integritdtsbereich assoziativer und kommutativer 2-Ring mit Einselement.
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. (2-Zeroringe sind trivialerweise assoziativ und kommutativ,
besitzen aber kein Einselement. Der Q-Ring (Z,2) mit Q = {-,Q(r)}, enthélt als kommutativer und
assoziativer (2-Ring dann und nur dann ein Einselement, wenn r gleich der natiirlichen Zahl 1 ist.
Der genannte Punktraum R? ist dem angegebenen Operationensystem weder kommutativ noch asso-
ziativ. Ebenso besitzt er kein Einselement.

Ein Element a eines -Rings G nennen wir genau dann Nullteiler beziiglich einer Operation wy,
aus dem Operationensystem 2, wenn ein (n — 1)-Tupel von Elementen in G existiert, so dass

bl...bi,lale...bnwn =0 (15)

fiir ein beliebiges ¢ gilt, wobei sowohl a als auch alle Elemente b;, j = 1,...,i — 1,i 4+ 1,...,n, des Tupels
verschieden vom Nullelement sein miissen.
Jeder Ring mit Nullteilern ist damit auch als (2-Ring Struktur mit Nullteilern.

Einen Multioperatorring, welcher beziiglich keiner Operation aus €2 Nullteiler besitzt, nennen wir
nullteilerfrei.

Vertreter sind durch die iiblichen Zahlenringe gegeben. Dagegen existieren im n-reihigen Matrizenring
iiber den reellen Zahlen auch als Multioperatorring seine Nullteiler weiter.

In Q-Zeroringen ist jedes Element trivialerweise Nullteiler (auer dem Nullelement natiirlich). Um-
gekehrt muss ein €2-Ring, in dem alle vom Nullelement verschiedenen Elemente Nullteiler sind, nicht
notwendigerweise (2-Zeroring sein.

Zum Beispiel ist im Multioperatorring (R2, + ,03) jedes Element (a,b) # (0,0) zu sich selbst Nullteiler

((a,b) x (a,b)) x (a,b) = (0,0) x (a,b) = (0,0)

jedoch ist der zweidimensionale reelle Punktraum mit der ternéren Operation o3 kein {2-Zeroring.
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1.1.3 Einfache Eigenschaften

Waéhrend fiir Multioperatorgruppen notwendig
0...0w, =0
fiir jede Operation w,, des Operationensystems gefordert wird, gilt fiir jeden 2-Ring auch
a1...a;—10a;41...apwy =0 (1.6)
fir alle w, und alle Elemente a; aus G, j = 1,...,n. Denn wir erhalten mit dem Distributivgesetz
ay...0pwn = a1...a;—1(a; + 0)ait1...anwy = a1...anwp + a1...0;—10a;41...anwy

und mit den Gruppeneigenschaften von (G,+) das Geforderte.
Fiir Ringe bedeutet dies fiir alle Elemente a:

0-a=a-0=0

Ebenso kénnen wir auch Vorzeichenregeln nachweisen.
Es gilt fiir alle Operationen w,, und alle a; € G, [ = 1,...,n:

ay...(—a;)...anwn, = —(aq...anwy) (1.7)
ar...(—a;)...(—a;)...apwp, = a1...anwy (1.8)
(1.8) erhalten wir durch zweimaliges Anwenden von (1.6). (1.7) folgt aus
aj...apwy, + ai...(—a;)...apwp, = ay...(a; + (—a;))...apwy, = a1...(0)...apw, =0

und der Tatsache, dass in einer Gruppe die Entgegengesetzten eindeutig bestimmt sind.

Da Multioperatorringe eine additive Trégerstruktur besitzen, kann man die Vielfachbildung von Ele-
menten einfithren. Unter dem n-fachen eines Elementes a eines 2-Ringes verstehen wir die n-malige
Addition von a, wobei n eine beliebige ganze Zahl ist.

neo=a+a+..+a
N——

n Summanden

Auf Grund der Kommutativitidt der Addition gelten dabei folgende Gesetze:

la=a
O0a =0
(—n)a = —(na) = n(—a)

und fiir beliebige ganze Zahlen m und n, sowie beliebige Elemente a und b aus G:

na +ma = (n+m)a
m(na) = (mn)a
n(a+b) = na+nb

Da die Beweise sich von denen aus der Ringtheorie nicht unterscheiden, werden sie hier nicht gebracht.

Besitzt ein Multioperatorring ein nichtleeres Operationensystem (2. so kann der Begriff der Potenz
definiert werden. Wir setzen:



Definition

Sei G ein Multioperatorring mit dem Operationensystem 2. a sei ein beliebiges Element
von GG, n eine beliebige natiirliche Zahl gréfer Null und wy, eine beliebige k-dre Operation aus §2.
Dann versteht man unter der n-ten Potenz von a beziiglich w; das Element

a" @) = (..((a...awp) a...awy)...) a...awy (1.9)
~—— —— ——
k-mal  (k-1)-mal (k-1)-mal

wobei die Operation wy genau (n — 1)-mal angewendet wird.

Fiir eine bindre Operation wird diese Definition zu der geldufigen

Ist die betrachtete Operation wy assoziativ, so kénnen auch die Klammern weggelassen werden.
Dann kénnen wir, entsprechend der Potenzgesetze in Ringen, auch fiir Multioperatorringe gewisse
GesetzmaéBigkeiten nachweisen:

Satz 1
Sei wy, eine beliebige k-stellige Operation, & > 2, eines assoziativen Multioperatorrings G. Fiir die
Potenzbildung gelten dann die GesetzméBigkeiten:

n;+k+2)(w
a (@r)  gre(wr) — a(; ) (1.10)

(anw))m(ww — (k=1 =(mn—1)(k=2)) () (1.11)
Ist der Multioperatorring zusétzlich noch kommutativ, so gilt:

(alag...akwk)”(wk) = a?(wk)...az(“’“)wk (1.12)

Da der Nachweis sehr groflen Aufwand erfordert und dabei aufler einfachen Rechenoperationen keine
grundlegenden Erkenntnisse enthélt, wird auf ihn verzichtet. Es sei nur erwédhnt, dass man die Anzahl
des Auftretens des Elements a vergleicht. Das Ubrige ergibt sich aus dem Assoziativgesetz; bei (1.12)
zusédtzlich aus dem Kommutativgesetz.

Fiir bindre Operationen (k = 2) erhalten wir:

und ist die Operation noch kommutativ
(ab)" =a™-b"
d.h., die Potenzgesetze in Ringen bzw. Integritdtsbereichen.

Assoziative Multioperatorringe besitzen nun eine weitere sehr schone Eigenschaft, wenn sie ein Eins-
element enthalten:



Satz 2 (Kuros)

Sind wy, und wg, n = k, zwei n-dre Operationen eines assoziativen 2-Rings mit Einselement 1, so
fallen beide zusammen.

Auflerdem kann dann auf dem Modul (G,+) eine bindre Operation ”e” eingefithrt werden, so dass
der entstehende Multioperatorring assoziativ und mit dem selben Einselement ist, wobei fiir alle
Operationen wy, aus () und alle Elemente a; € G, i = 1,...,n

A1a3...0pWy, = A1 ® A2 ® ... ® Oy, (1.13)

gilt.

Beweis: wy,w, seien zwei Operationen des assoziativen {2-Rings G mit dem Einselement 1, wobei
0.B.d.A. n > k gelten soll. Fiir beliebige Elemente a;, i = 1,...,n, aus G wird dann

da G assoziativ ist

und mit (1.4), 1.1.2:
=ay...ap_1a; 1.....1 wy, (1.14)

Ist nun n = k, wird
ai...0pwWE = a1...aWy

und die beiden Operationen fallen zusammen; sie sind identisch.
Aus (1.14) folgt auBerdem, dass fiir beliebige a1, a2 aus G das Element ajasgl...1w, nicht von der Wahl
der Operationen w, abhéngt. wir setzen:

arail...lw, = a; ® as

womit wir eine binére algebraische Operation auf dem Modul (G,+) erhalten. Die Distributivitat wird
durch
(a+b)ec=(a+b)cl..lw, =acl..lw, +bcl..lw, =aec+bec

abgesichert. (G, + ,e) ist Multioperatorring. Die Assoziativitit und das Einselement zeigt man analog.
Damit ist nur noch der Nachweis von (1.13) zu erbringen. Dies folgt fiir [ = n sofort aus

ay..ail.. 1w, =aje...eq (1.15)

(1.15) erhalten wird aber durch vollstindige Induktion. Fiir [ = 2 wurde (1.15) schon oben gezeigt.
Gilt die Gleichung (1.15) nun fiir ein beliebiges [, so erhalten wir fir [ + 1:

aieaze..eqeaq ] = (ar..ql. . lw,)ea =

und mit der Giiltigkeit fiir [ = 2:

(I-1)—mal (n—l—1)—mal

Damit erhalten wir (1.15), und der Beweis ist erbracht.

Als Folgerung aus diesem Satz koénnen wir den Q-Ring (Z, + ,Q) mit Q = {-,Q(1)}, reduzieren,
wobei wir sehen, dass (Z, + ,e) zum Ring der ganzen Zahlen wird.

Im Weiteren ist es deshalb moglich, an Stelle von (Z, + ,Q) mit Q@ = {-, (1)} nur noch den Ring der
ganzen Zahlen zu betrachten.
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1.1.4 Regularitit und Gleichungen

Wenden wir uns nochmals den nullteilerfreien Multioperatorringen zu. Analog zur Ringtheorie liegt
es nahe zu vermuten, dass mit der Nullteilerfreiheit eine Kiirzungsregel verbunden ist. Wir zeigen:

Satz 1

G sei ein beliebiger nullteilerfreier 2-Ring, die Elemente a1,...,a,,,y seien beliebig aus G, sowie
wyp aus dem Operationensystem (2.

Wenn fiir alle ¢ = 1,...,n, a; # 0 gilt, so folgt aus

10205 1T 1 1AWy = G102..-Aj_1Y@i11...QpWp (1.16)

fiir beliebiges i: x = y.

Beweis: Die Elemente a;, ¢ = 1,...,n, x und y seien beliebig aus G. w,, sei eine n-dre Operation aus €2,
fiir welche
a1a2...a;—1X0j41...0pWp = A102...4;—1YQj41...QpnWny,

gilt. Dann kénnen wir umstellen und erhalten mit dem Distributivgesetz
a1ag...a;—1X0j41...QpWyp — A1G02...4;—1Y0;j41...AnWn = 0

a1a2...0;—1( — Y)@jt1...apwy, =0

Da der Q-Ring G nullteilerfrei ist und die Elemente a; nach Voraussetzung verschieden vom Nullele-
mente sind, muss
z—y=0 , d.h. r=y

sein. Der Beweis ist erbracht.

Ubertragen wir die eben bewiesene Eigenschaft auf den Spezialfall der Multioperatorringe, die as-
soziativen Ringe, erhalten wir:
In einem nullteilerfreien Ring R folgt fiir beliebige Elemente a,z und y aus R, mit a verschieden vom
Nullelement, aus

a-y=a-y bzw. rT-a=y-a

immer z = y.

Dabei ist aber zu beachten, dass hier mit ”nullteilerfrei”, sowohl linksnullteilerfrei, rechtsnullteilerfrei
als auch beides gemeint ist.

Diese Kiirzungsregel wird in der Ringtheorie als Regularitét bezeichnet. Wir iibernehmen diesen
Begriff:

Definition

Eine n-dre Operation w, aus dem Operationensystem €2 eines (2-Ringes G heifit genau
dann reguldr, wenn fiir beliebige Elemente ai,...,an,x,y aus G, mit ay,...,a, # 0, fiir jedes
j=1,...n,aus

A1...05_1TAj41...ApWp = Q1...0j—1YAjy1...0pWn (1.17)

immer
=1y

folgt. Ein Multioperatorring GG heifit dann und nur dann regulér, wenn jede seiner n-aren Opera-
tionen wy, aus dem Operationensystem ) regulér ist.
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Aus Satz 1 erhalten wir folglich:

Satz 2
Jeder nullteilerfreie Multioperatorring ist regulér.

Wir kénnen auch die Umkehrung zeigen:

Satz 3
Jeder reguldre Multioperatorring ist nullteilerfrei.

Beweis: G sei ein reguldrer Multioperatorring. Angenommen G wire nicht nullteilerfrei. Dann existiert
ein von Null verschiedenes Element a in G, welches beziiglich einer Operation w, € € Nullteiler ist,
d.h., es existiert ein (n — 1)-Tupel von Null verschiedener Elemente

(1,024 ey Q1,011 50O mit a1G2...0;—100;4+1...Apwy = 0

Nach (1.6), 1.1.3, gilt aber auch

a1a3...a;—10a;41...apwy =0

Da aber der 2-Ring regulér ist, erhalten wir
a102...a4;—10G;4+1...0pWy = A102...0;—10Q;41...GpnwWy —> a =0

Damit liegt ein Widerspruch zur Annahme vor. Der Multioperatorring ist nullteilerfrei. Der Satz ist
bewiesen.

In der Ringtheorie werden Gleichungen auf Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen untersucht. Dies
ist auch fiir Multioperatorringe mdéglich. Unmittelbar mit der Regularitét ist dabei die Eindeutigkeit
der Losungen verbunden:

Satz 4
Sei G ein Multioperatorring mit dem Operationensystem (2. Die Elemente a1,...,a, und b seien
beliebig aus G gewéhlt. Besitzt die Gleichung

a1...0;—12A441--.ApWp = b (1.18)

wobei die a;, i = 1,...,n, verschieden von Null sind, fiir die Operation w, € €2 eine Losung x in G,
so ist diese Losung eindeutig, wenn der Multioperatorring G regulér ist.

Beweis: Angenommen 1 und xs seien zwei verschiedene Losungen der Gleichung (1.18). Dann gilt
ai...a;—1210;41...-QpWn = b= ai...a;—12204541...Qpnp,

Da G reguléar ist, wird dann aber 1 = z9, womit ein Widerspruch zur Annahme vorliegt. Die Losung
muss, vorausgesetzt sie existiert, eindeutig sein. Der Satz ist bewiesen.

Enthélt das Operationensystem 2 des 2-Ringes G mehrere Operationen von denen fiir einige Null-

teiler existieren, andere Operationen dagegen regulér sind, so kann aus Satz 4 keine Aussage fiir die
reguldren Operationen getroffen werden. Deshalb verallgemeinern wir Satz 4:
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Satz 5
Sei G ein Multioperatorring mit dem Operationensystem 2. w, sei eine beliebige n-ére algebraische
Operation aus (). Die Elemente ay,...,a, und b seien ebenfalls beliebig aus G gewéhlt, wobei fiir
alle a;, i = 1,...,n, a; # 0 gelten soll.
Eine Gleichung der Form

ai...a;—12XQi41...0nWn = b (1.19)

hat dann und nur dann eine, falls existente, eindeutige Losung = in G, wenn die Operation w,
reguldr ist.

Beweis: Sei zuerst die Losung x fiir jede der Gleichungen (1.19) eindeutig. Voraussetzung ist, dass
diese Losungen iiberhaupt existieren.

Angenommen die Operation w, wére nicht reguldr, so miissen zwei Elemente x1 und x5 existieren, so
dass fiir mindestens eine Gleichung (1.19) aus

a...a;—12104541...QpWp, = b= ai...a;—12X20541...QpWn, — I 7& i)

folgt. Damit besitzt aber diese Gleichung (1.19) zwei verschiedene Losungen, was im Widerspruch zur
Voraussetzung steht. Die Operation w, muss regulér sein.

Umgekehrt sein nun die Operation w;, regulir. Angenommen die Gleichung (1.19) werden von zwei
verschiedenen Elementen x7 und x9 aus G erfillt.

Dann erhalten wir, auf Grund der Regularitit, aus

a1...4;1T1Aj41..-QpWpn = b= a1...a4;—1T20i41...QnWn — T1 = T2

und somit wieder einen Widerspruch. Die Losung muss eindeutig sein. Der Beweise ist erbracht.

Beziehen wir die gezeigten Sétze 2 bis 5 auf die Struktur des Ringes, ergeben sich aus der Ringtheorie
wohlbekannte Aussagen:

Satz 6
Jeder nullteilerfreie Ring ist reguldr und umgekehrt.
In einem reguldren Ring R hat jede Gleichung

a-r==>b bzw. T-a=2>b

mit a # 0, falls iiberhaupt, eine eindeutige Losung.

Um die Bedeutung der Einschrankung "falls {iberhaupt”zu verdeutlichen, betrachten wir nur den Ring
der ganzen Zahlen. Dieser ist bekanntlich nullteilerfrei und damit nach Satz 4 regulér. Jede Gleichung

a-r=»b ,mit  a#0

besitzt daher in den ganzen Zahlen eine eindeutige Losung, wenn diese iiberhaupt existiert. Denn
offenbar erhalten wir fiir die Gleichung 3 - x = 21 die Lésung = = 7, welche nach Satz 4 eindeutig ist.
Dagegen besitzt die Gleichung 4 - x = 21 in den ganzen Zahlen keine Losung. Von Eindeutigkeit zu
sprechen ist daher nicht sinnvoll.

1.1.5 Existenz von Losungen, Multioperatorkorper

Wir haben nun Bedingungen fiir die Eindeutigkeit von Losungen gewisser Gleichungen in Multiopera-
torringen zusammengestellt, jedoch bleibt die Lésbarkeit selbst noch unklar. In der Ringtheorie schafft
der Begriff des Inversen Abhilfe. Wir definieren:
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Definition

Ein Element a eines (-Ringes M mit Einselement 1 heiffit inverses Element zu einem
(n — 1)-Tupel ay,a2,...,aj—1,8j41,...,an, von Elementen aus M beziiglich einer Operation w, des
Operationensystems {2 genau dann, wenn fiir alle j = 1,...,n

a1...05_100;11...0pWy = 1 (1.20)
gilt. Linksinvers nennen wir a, wenn nur fiir j = 1

a1 ...05—10j41...0pWy = 1 (1.21)
gilt. Rechtsinvers heifit a, wenn

a1...05—10j41...Qpawy = 1 (1.22)

gilt.

Fiir Ringe bedeutet dies: Ein Element o' eines Ringes R mit Einselement e heiit inverses Element
zu a aus R, wenn

gilt. Linksinvers nennen wir a~!, wenn a~! - @ = e gilt; rechtsinvers fiir a - a~! = e.

Besitzt nun ein assoziativer und kommutativer Multioperatorring mit Einselement fiir jedes (n — 1)-
Tupel beziiglich jeder Operation wy, ein inverses Element, so kénnen wir zeigen:

Satz 1
Sei G ein kommutativer und assoziativer Multioperatorring mit Einselement 1. w,, sei eine beliebige
Operation aus dem Operationensystem ). Jede Gleichung der Form

1.0 1TCj41...0nWn = b (1.23)

hat eine Losung x in G, wenn beziiglich aller (n — 1)-Tupel von Elementen ai,...,aj—1,a41,...,0n
aus G, welche alle verschieden vom Nullelement sind, und beziiglich jeder Operation w, aus €2
inverse Elemente existieren.

Beweis: Es seien die a; # 0 (i = 1,...,j — 1,7 4+ 1,...,n) und b beliebig aus G gewahlt. a sei das inverse
Element des Tupels beziiglich der Operation w,, € Q. Dann gilt nach (1.20)

al...aj_laaj+1...anwn =1
Wenden wir von links die Operation w, mit den Elementen 1,1,...,1,b an, erhalten wir:

1...... 1 b(aj..aj_1aaj4q1...0nwp)wy, = 1...101wy,

Da 1 das Einselement darstellt:
1..1b(a1...0j—100j41...0nwp )wy, = b
auf Grund der Assoziativitdt kann umgeklammert werden
(1...1barwp)as...a;— 106 4+1...anwy = b
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mit der Kommutativitat
(a11...1bwy)as2...05—10Qj41...anwy = b

erneut mit der Kommutativitét
aQ...aj,l(all...lbwn)aaj+1...anwn =b

klammern wir um
as...aj—1a1(1...1bawy)aj11...anwy = b

und zum letzten Mal die Kommutativitét
aias...aj—1(1...1bawy)aj41...anwn = b

D.h. nun aber, dass das Element
z = 1...1baw,, = abl...1w,

die Gleichung (1.23) erfiillt. Der Satz ist bewiesen.
Ist der betrachtete Multioperatorring nicht kommutativ, so kénnen wir iiber allgemeine Gleichun-

gen keine Aussage treffen. Da wir aber die Begriffe ”Linksinverses” und ”Rechtinverses” besitzen,
zeigen wir:

Satz 2
Besitzt ein assoziativer Multioperatorring mit Einselement 1 fiir jedes (n — 1)-Tupel von Null
verschiedener Elemente beziiglich jeder n-aren Operation w, ein Links- und ein Rechtsinverses, so
ist jede Gleichung der Form

xaj...an—1wy, =b bzw. (1.24)

ay...0n—12TwWy, = b (1.25)

mit a; #0, j = 1,...,n — 1, l6sbar.

Beweis: Sei G ein assoziativer ()-Ring mit Einselement 1. Die Elemente a; # 0, j = 1,...,n — 1, und
b seien beliebig aus G, sowie w, n-dre Operation aus €). a; sei das Linksinverse des Tupels der a;
beziiglich w,. a, sei das entsprechende Rechtinverse.

Dann gilt nach (1.21) und (1.22):

aay...ap—1wy = 1 und al...0p—10yw, = 1

Verfahren wir mit der Operation w, wie im Beweis zu Satz 1 zum einen von links und zum anderen
von rechts, erhalten wir:

1..10(a1a1...ap—1wp)w, = 1 = 1...101w, = b  und

(ay...ap—1a,wy)bl.. 1w, = 1...1blw, = b

Klammern wir auf Grund des Assoziativgesetzes einmal um
(1..1bajwy)aq ...ap—1wy = b und aj...an—1(a,bl...lwy)w, =0
Damit haben wir aber fiir Gleichung (1.24) die Losung
z = 1...1bajw,

fir Gleichung (1.25)
T = a,bl... 1w,
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womit der Satz bewiesen ist.

Die Bedeutung dieses Satzes erkennt man bei Anwendung auf Multioperatorringe, welche in ihrem
Operationensystem nur eine bindre Operation enthalten, insbesondere also fiir Ringe. Wéahrend wir
allgemein sagen miissen:

Satz 3
In einem assoziativen, kommutativen und reguliren Multioperatorring G mit Einselement 1, in
dem alle inversen Elemente existieren, sind Gleichungen

a1...0j—1TAj41...0pWy = b

fur alle Elemente a; # 0,7 =1,...,5 — 1,5 + 1,...n, und b aus G stets eindeutig lésbar.

Der Nachweis ergibt sich als Folgerung aus den Sétzen 1 und 4, 1.1.4, so bendtigen wir fiir Ringe die
Kommutativitdt nicht. Wenden wir Satz 4, 1.1.4, und Satz 2 an, erhalten wir:

Satz 4

In einem nicht notwendigerweise kommutativen reguldren Ring R mit Einselement e, in dem fiir
jedes von Null verschiedene Element a das Linksinverse a; und das Rechtsinverse a, existieren, ist
jede Gleichung bei beliebigen b aus G der Form

a-x=> bzw. r-a=2>b

eindeutig l6sbar.

Damit ist es aber moglich in der Ringtheorie den Begriff des nichtkommutativen Koérpers (man spricht
von einem Schiefkérper) einzufithren, wihrend wir uns dem allgemeinen Fall auf kommutative €2-
Korper beschrinken. Wir definieren:

Definition

Ein kommutativer, assoziativer 2-Ring mit Einselement heifit genau dann 2-Korper, wenn in
ihm jede Gleichung der Form
a1...0j—1TAj41...0pWpy = b

fiir beliebige Elemente a; # 0, ¢ =1,....57 — 1,7 + 1,...,n, und b eindeutig l6sbar ist.

Da die Regularitét fiir die Eindeutigkeit der Losungen von Gleichungen in Multioperatorringen not-
wendiges und hinreichendes Kriterium ist, muss jeder (2-Korper selbst regulér sein. Ebenso miissen in
ihm alle moglichen Inversen existieren. Wir kénnen zeigen:

Satz 5
In einem Q-Korper sind die inversen Elemente und das Einselement eindeutig bestimmt.

Beweis: Angenommen 1 und x2 seien zwei verschiedene inverse Elemente eines (n — 1)-Tupels
a1;...; 0515 Aj41; ...} A, Wobei die aj, i = 1,...,n, simtlich verschieden vom Nullelement sind, beziiglich
einer Operation w, aus dem Operationensystem. Dann gilt:

al...aj_lajlaj+1...anwn =1= al...aj_lscgaj+1...anwn
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Da G als Q-Korper regular ist, erhilt man x1 = x2 und damit einen Widerspruch zur Annahme. Die
inversen Elemente miissen in einem Q-Ko&rper eindeutig bestimmt sein.
Seien 1 und 1’ zwei verschiedene Einselemente von G. Dann gilt auf Grund von (1.4), 1.1.2:

1111w, =1 und .11 1w, =1

fiir alle Operationen w,, aus dem Operationensystem 2 des Q-Koérpers G. Da die Anwendung von
Einselementen in (1.4) aus 1.1.2 in jedem Fall kommutativ ist, konnen diese Gleichungen umgestellt
werden:

1..11"1w, =1 und 1.1 wp)1

Setzen wir die erste Gleichung in die zweite fiir das von links erste 1’ ein, wird
1=1(1..11wp) 1 M w, =
mit dem Assoziativgesetz und (1.4) aus 1.1.2
1=1..1(1".1Twy) =1=1..11"w, =1’

und damit ein Widerspruch zur Annahme. Auch das Einselement ist eindeutig bestimmt. Der Beweis
ist erbracht.

Da fiir den Beweis nur einige Korpereigenschaften bendtigt wurden, gilt:

Satz 6
In jedem reguldren 2-Ring sind die eventuell existierenden Inversen eindeutig bestimmt.
In jedem assoziativen (2-Ring ist ein existierendes Einselement eindeutig bestimmt.

Zum Abschluss von 1.1.5 wenden wir uns noch einem Schiefkérper zu, dem Quaternionenkérper Q,
welcher in unserem Sinne kein 2-Koérper ist. Jedoch kénnen wir ihn auch 2-Schiefkérper nennen.

Wir betrachten eine Menge QQ von Paaren komplexer Zahlen, d.h. die Menge
Q=CxC
Auf dieser Menge definieren wir folgende Gleichheitsrelation
(ab) =(c,d) <= a=c und b=d

wobei die Paare (a,b) und (¢,d) aus Q, d.h. a, b, ¢ und d komplexe Zahlen sind. Auerdem fiihren wir
eine Addition und eine Multiplikation ein:

(a,b) + (e,d) :== (a+ ¢, b+d)

(a,b) - (¢,d) := (ac — bd', ad + bc)

wobei d’ und ¢’ die konjugiert komplexen Zahlen von d und c¢ sind.

Dass die Menge Q mit der Addition Modul ist, folgt sofort aus den gleichen Eigenschaften der kom-
plexen Zahlen. Das Operationensystem des entsprechenden Multioperatorrings Q enthélt dann die
definierte Multiplikation. Dazu zeigen wir das Distributivgesetz.

Es ist fiir alle Elemente (a1, a2), (b1,b2) und (c1, c2) aus Q zum einen

(a1,a2) - ((b1,b2) + (c1,¢2)) = (a1,a2) - (b1,b2) + (a1,a2) - (c1,c2)

und zum anderen
((a1,a2) + ((b1,b2)) - (c1,¢2) = (a1,a2) - (c1,¢2) + (b1,b2) - (c1,¢2)
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nachzuweisen. Wir zeigen nur die erste den beiden Gleichungen, da der Nachweis der zweiten analog
verlauft.
Mit den Definitionen der Addition und der Multiplikation erhalten wir:
(a1,a2) - ((b1,b2) + (c1,c2)) = (a1,a2) - (b1 + c1,b2 + c2) =
= (al(b1 + 01) — a2(b2 + 02)/, al(bg + CQ) + ag(bl + Cl)’) =
und da fiir die konjugiert Komplexen allgemein (x + y)" = 2’ + 3 sowie im Bereich der komplexen
Zahlen die Distributivgesetze gelten
= (a1b1 +ajcy — agbé — CLQC/Q, albg + ajco + CLlel + (IQC,I) =L
Formen wir die rechte Seite um, ergibt sich
(a1,a2) - (b1,b2) + (a1,a2) - (c1,c2) = (a1by — agby, arby + agb}) + (a1c1 — azch,a1c + azcy) =
und auf Grund der Kommutativitidt der Addition der komplexen Zahlen
= (a1b1 +ajc1 — GQbIQ — agc'g,albg + ajco + azbll + agcll) =R

Beide Seiten L und R der Gleichung sind identisch. Damit gelten im Multioperatorring Q die Distri-
butivgesetze. Ohne Beweis sei mitgeteilt, dass die Multiplikation assoziativ ist.
Das Einselement wird durch das Paar komplexer Zahlen (1,0) gestellt.
Dass das Kommutativgesetz nicht gilt, kann man durch eine Belegung mit Paaren feststellen. Ist i die
imaginédre Einheit, so gilt:

(4,0) - (0,4) = (0,—1)
und andererseits

(0,) - (i,0) = (0,1)

@ ist also nicht kommutativ.
Um nun die Regularitdt von Q nachzuweisen, zeigen wir, dass in QQ keine Nullteiler existieren. Nach
Satz 4, 1.1.4, ist dies ausreichend.
Angenommen (a,b) wire Nullteiler im 2-Ring Q. Dann miisste auf Grund der Definition des Nullteilers
ein Element (c,d) in Q existieren, so dass

(a,b) - (¢,d) = (0,0)

gilt, wobei mindestens eine Komponente von (¢,d) verschieden von Null sein muss, d.h.

& 4+ d” #0
Lost man die linke Seite auf, so erhélt man

(ac — bd',ad + bc') = (0,0)

und damit zwei Gleichungen zur Berechnung der Komponenten

ac —bd =0

ad +bd =0

Diese komponentenweise Bestimmung von a und b ist durch die definierte Gleichheitsrelation in Q
moglich.

Zuerst setzen wir ¢ als verschieden von Null voraus. Dann kénnen wir die erste Gleichung nach a
umstellen und in die andere einsetzen:

bd"  bd
a=-———d+bd =0 (1.26)
c c

Klammern wir aus:

b(dd' +cc') =0
Dieses Produkt kann nur Null werden, wenn einer der beiden Faktoren gleich Null ist, da die Struktur
der komplexen Zahlen nullteilerfrei ist.
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1. Fall: b = 0, dann muss a aber nach (1.26) auch gleich Null werden. Damit wére aber (a,b) = (0,0).
Da das Nullelement aber kein Nullteiler sein kann, liegt ein Widerspruch zur Annahme vor.

2. Fall: dd' + ¢ = 0, da aber fiir jede komplexe Zahl x + yi ihr Produkt mit der zugehorigen
konjugiert komplexen Zahl x — yi immer reell und vor allem nicht kleiner Null wird.

(yc+yi)‘(a:—yi):x2+y220

erhalten wir fiir d-d’ = 0 und ¢ ¢ = 0. Deren Summe kann damit nur gleich Null werden, wenn
c und d selbst die komplexe Zahl 0 sind. Nach Voraussetzung ist aber ¢ verschieden von Null, so
dass ein Widerspruch vorliegt.

Folglich verbleibt nur die Moglichkeit, dass ¢ = 0 und d verschieden von Null ist.
Setzen wir dies in unsere zwei Ausgangsgleichungen ein, so wird:

—b-d =0 und a-d=0
Dies heifit aber auf Grund der Nullteilerfreiheit der komplexen Zahlen, dass entweder

1. b = a = 0 ist; die ist aber nicht moglich, da das Nullelement (a,b) = (0,0) nicht Nullteiler sein
kann; oder

2.b=d=0bzw. d = a =0 bzw. d = d = 0 sind; in allen drei Fillen ist dann aber d = 0 und
(¢,d) = (0,0), was wieder ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

Damit erhalten wir mit dieser Annahme immer einen Widerspruch, so dass wir die Annahme fallen
lassen miissen. Der Multioperatorring @Q der Quaternionen ist nullteilerfrei und nach Satz 4, 1.1.4,
auch regulér.

Mit Satz 6, 1.1.4, sind damit Gleichungen in Q, wenn tiberhaupt, so eindeutig lésbar.

Kénnen wir nun noch die Existenz von Links- und Rechtsinversen zeigen, so wére Q Schiefkérper
im eigentlichen Sinne, da dann im nichtkommutativen Q jede Gleichung eindeutig l6sbar ist. Wenden
wir uns den Rechtsinversen zu:

Sei (a,b) ein vom Nullelement verschiedenes Element des Multioperatorrings Q. Gesucht ist das recht-
sinverse Element bei der Multiplikation

(a,) - (¢,d) = (1,0)
Auflésen fithrt zu den Gleichungen
ac—bd =1 und  ad+bd =0
Aus beiden Gleichungen erhalten wir, wenn a verschieden von Null ist

b 1+ bd
— und c=
a a

d=

Ist a gleich dem Nullelement, so muss nach Voraussetzung b verschieden von Null sein, und wir erhalten

d -1
c’:—% und d = acb
Aus beiden Moglichkeiten ergibt sich
j— a . e b
aa’ + bt/ ’ - ad +bY

(¢,d) bildet das Rechtsinverse des Elements (a,b), wobei (¢,d) immer existiert, da aa’ + bb’ # 0 sein
muss.

Ohne Beweis sei mitgeteilt, dass in Q Links- und Rechtsinverse identisch sind, womit wir unsere
Untersuchungen des Schiefkorpers der Quaternionen vorerst beenden.
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1.1.6 Der Multioperatorring im System der Strukturen

Menge
Zusammenfassung wohlunterschiedener Elemente unserer Anschauung und unseres Denkens

!

Universelle Algebra
Tragermenge M, auf welcher ein System 2 von n-dren Operationen definiert ist.
= n-dre Operation: Eindeutige Abbildung von M™ in M

!

Multioperatorgruppe
Gruppe (G,+) als Tragerstruktur, auf der ein System  mit 0...0w,, = 0 eingefiihrt ist.

!

Multioperatorring
Modul (G,+) mit System Q und Vw, € Q und Yay,...,an,b,c € G:

a1...04;—1(b + €)ajt1...0pWpn = 1...0;—1bGj41...0nWy + A1...Q;—1CA;4]...AnWn,

Beziehung Multioperatorring - Ring

Multioperatorring = Nicht notwendigerweise assoziativer Ring (z.B. liesche Ringe)

]

Assoziativer Q-Ring (1.1.2) = Ring (z.B. Zahlenringe, Polynomringe)

]

Q-Ring mit Einselement (1.1.2) = Ring mit e (z.B. Zahlenringe, Restklassenringe)

]

Kommutativer Q-Ring (1.1.2) = Integritdtsbereich (z.B. Zahlenringe)

]

O-Korper (1.1.5) = Korper (z.B. rationale, reelle Zahlen)

]

Q-Schiefkorper (1.1.5) = Schiefkérper (z.B. Quaternionenkorper)
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1.2 Der Multioperatorring als universelle Algebra

1.2.1 Unterstrukturen

Wie es bei jeder algebraischen Struktur der Fall ist, so kénnen wir auch fiir 2-Ringe Unterstrukturen
untersuchen.

Definition

Eine nichtleere Teilmenge U eines (2-Ringes G heifit genau dann Q-Unterring von G,
wenn (U,+) Untergruppe des Moduls (G,+) und beziiglich des Operationensystems 2 von G
selbst Multioperatorring ist.

Da die Kommutativitdt der Addition und die Distributivitdt der Operationen aus (2 identische Rela-
tionen sind, kénnen wir ein Unterstrukturkriterium formulieren.

-Unterringkriterium
Eine Untergruppe (U,+) des Moduls eines Multioperatorrings G ist genau dann Q-Unterring von
G, wenn U beziiglich aller Operationen w,, aus {2 abgeschlossen ist, d.h., aus ay,...,a,, € U folgt
fiir jede Operation w, von {2

aj...apwn € U (1.27)

Wird das Operationensystem €2 leer; der 2-Ring ist dann abelsche Gruppe; ist der Q-Unterring
natiirlich Untergruppe. Fiir Ringe (das Operationensystem enthélt dann nur eine bindre Multipli-
kation) erhalten wir das bekannte Unterringkriterium, wobei (1.27) durch

ay-ag €U

ersetzt wird. Jeder Unterring eines Rings ist damit auch Q2-Unterring des entsprechenden Multiopera-
torrings, und nur diese.

Fir den Ring (Multioperatorring) der ganzen Zahlen Z sind gerade alle nZ, wobei n eine beliebige
natiirliche Zahl ist, die Q2-Unterringe. Nach 1.1.3 sind dies auch die Q2-Unterringe des Multioperator-
rings (Z, +,2), mit Q = {-,Q(1)}.

Die Unterstrukturen der Restklassenringe modulo n, Z/n bzw. Z,, sind die durch die Restklassen [a],,
erzeugten Ringe, wobei a Teiler von n ist. Der Einfachheit halber vereinbaren wir hier, in Zukunft die
Restklassenringe nur durch deren Erzeugenden darzustellen.

Auch in Matrizenringen existieren 2-Unterringe. Zum Beispiel bilden im 2-reihigen Matrizenring iiber
dem Korper der reellen Zahlen die Menge M; aller Matrizen der Form

(53)

wobei a die Menge aller reellen Zahlen durchlduft, und die Menge M> aller Matrizen

(53)

mit a und b als beliebige reelle Zahlen, 2-Unterringe.

Der schon erwéhnte zweidimensionale Punktraum iiber den reellen Zahlen mit dem vektoriellen Tri-
pelprodukt als terniire Operation, der (R?, + ,03), besitzt ebenfalls Q-Unterringe. Da auf Grund der
Entwicklungssatzes des vektoriellen Tripelprodukts

((a,0) x (5,0)) x (,0) = (ac) - (b,0) — (be) - (a,0) = (ach,0) — (bea,0) = (0,0)
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gilt, ist die Menge aller Paare (a,0), wobei a alle reellen Zahlen annimmt, offenbar Q-Unterring von
(R2, + ,03). Weitere Q2-Unterringe dieser Struktur werden von den Mengen

a) P? ={(a,b)| a,b beliebige rationale Zahlen }
b) P! = {(a,0)| a beliebige rationale Zahl }
¢) G? ={(a,b)| a,b beliebige ganze Zahlen }

gebildet.
Der im letzten Abschnitt betrachtete Schiefkérper der Quaternionen kann, da ein Quaternion ein Paar
komplexer Zahlen ist und jede komplexe Zahl wiederum Paar reeller Zahlen ist, auch als Menge von
Quadrupeln reeller Zahlen dargestellt werden. Die Operationen Addition und Multiplikation nehmen
dann die Form an:

(a,b,c,d) + (e,f,g,h) = (a +eb+ f,c+ g, d+ h)

(a,b,e,d) - (e,f,g,h) = (ae — bf — cg — dh,af + be + ch — dg,ag — bh + ce + bf,ah + bg — cf + de)
Vereinfachen wir nun und setzen
1=(1,0,00) ; ¢=(0,1,00) ; 5=(00,10) ; k=(00,0,1)
so konnen wir jedes Quaternion eindeutig durch
(a,b,c,d) = a+bi+ cj + dk

darstellen und erhalten fiir die Multiplikation im Multioperatorring der Quaternionen die einfache
Tafel:

1 4 J k
111 i j k
ili -1k —j
jlji -k -1 1
Elk 5 —i -1

Aus dieser Tafel erkennt man, dass die Mengen aller Quaternionen )¢ der Form
Qo = {(a,b,0,0)|a,b € R}

einen )-Unterring der Quaternionen darstellt.

Es ist nun miiffig zu zeigen, dass der Durchschnitt eines Systems von 2-Unterringen eines Multiope-
ratorrings wieder 2-Unterring ist. Der Beweis verlduft nach dem iiblichen Verfahren. Damit kénnen
wir aber definieren:

Definition

Der von zwei (2-Unterringen U; und Us; eines Multioperatorrings G erzeugte 2-Unterring
U sei der Durchschnitt aller Q-Unterringe A;, i« € I, aus G, welche die Menge U; U Us echt
enthalten. d.h.
U={[)4:/(Uuls) C A;,Vi eI} ={Uy,Us} (1.28)
el

An dieser Stelle sei nur darauf hingewiesen, dass die Menge aller 2-Unterringe eines (2-Rings mit den
bindren Operationen "Durchschnitt” und ”Erzeugung” einen modularen vollstdndigen Verband mit
Null- und Einselement darstellt.

Zur Theorie der Verbéande vergleiche man mit Kuros [9], Szasz [20] und Redei [17].
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Abschlielend sei noch bemerkt, dass jeder Multioperatorring zwei triviale 2-Unterringe besitzt, und
zwar sich selbst und den zugehorigen 2-Nullring. Weitere 2-Unterringe konnen, wie gezeigt, miissen
aber nicht existieren.

Zum Beispiel besitzt der Restklassenring modulo 3 keine nichttrivialen 2-Unterringe. Derartige Mul-
tioperatorringe nennen wir streng einfach.

1.2.2 Operationstreue Abbildungen

Ausgehend von der Theorie der universellen Algebra fithren wir fiir Multioperatorringe operationstreue
Abbildungen ein:

Definition

Eine eindeutige Abbildung ¢ eines Multioperatorrings G in eine gleichartige universelle
Algebra A heifit genau dann Homomorphismus von G in A

G @
‘ A

wenn fir alle Elemente a; aus G, ¢ = 1,...,n, und jede Operation w, aus {) sowie fiir die Addition
(a1 + az2)p = a1p + azp und (1.29)

(a1...anwn)p = (a19)...(anY)wn (1.30)
gilt.

(1.29) und (1.30) nennen wir Homomorphiebedingungen. Die Menge aller Bilder Gy heifit homo-
morphes Bild von G beziiglich des Homomorphismus .

Ist das Operationensystem € des Q-Ringes leer, fillt (1.30) weg und wir erhalten die Homomor-
phiebedingung fiir Gruppen. Enthélt € eine bindre Multiplikation, so ergibt sich die Definition der
Homomorphie fiir ringartige Strukturen.

Satz 1
Das homomorphe Bild Gy eines 2-Ringes GG beziiglich eines Homomorphismus ¢ ist selbst Multi-
operatorring.

Beweis: Da G auch homomorphes Bild des Moduls von G ist, und das homomorphe Bild eines Moduls
wieder Modul ist, muss Gy als Tragerstruktur einen Modul besitzen.
Weiterhin ist fiir beliebige Elemente a; von G, mit ¢ = 1,...,n, und jede Operation w,, aus 2:

(a19)...(ai—19)((bg) + (c))(ait16).(anp)wn =
mit (1.29) und (1.30)
= (a1)-.(ai—10) (0 + )@) (ai410)-(an@)wn = (@1.e-0i—1 (b + C)Ais1...Anwn)p =
= (@101 1B 10U ) P + (A1 Qi 1 COG 1 U )P =
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= (a19)..-(ai—19)(bp) (ais1).--(anp)wn + (a19)...(ai—10) (cp)(ait19)...(anp)wn

womit das Distributivgesetz fiir alle Elemente des homomorphen Bildes Gy erfiillt ist. Gy ist Multi-
operatorring und der Beweis erbracht.

Es sei nur erwéhnt, dass die Nacheinanderausfithrung von zwei Homomorphismen wieder Homomor-
phismus ist. Aulerdem sind die Eigenschaften Kommutativitit, Assoziativitdt und Existenz eines
Einselements invariant gegeniiber diesen Homomorphismen. Nullteilerfreiheit bzw. Regularitit sind
nicht invariant.

Beispiele fiir Homomorphismen bei Ringen als speziellen Multioperatorringen sind in der angege-
ben Literatur zahlreich zu finden.

Hier betrachten wir den Quaternionenring Q und einen 2-Unterring M ™ des 2-reihigen Matrizenrings
My iiber dem Korper der komplexen Zahlen, welcher alle Matrizen der Form

a b
v d

enthilt, wobei die Komponenten a und b komplexe Zahlen sind und a’ wieder das konjugiert Komplexe
von a ist. Ist (a,b) ein beliebiges Quaternion aus Q, so betrachten wird die Abbildung ¢, welche durch

(a7b)90 = ( _ab/ CZZ/ >

definiert wird. Die Eindeutigkeit dieser Abbildung ergibt sich sofort aus deren Definition; ebenso die
Tatsache, dass ¢ eine Abbildung von Q auf M ™ ist. Wir weisen deshalb nur noch die Homomorphie-
bedingung der Multiplikation nach, da der Nachweis fiir die Addition analog verlauft.

Es seien dazu (a,b) und (¢,d) beliebige Quaternionen aus Q. Dann wird

((aab) ’ (Cad))SO =
mit der Definition der Multiplikation in Q (1.1.5)
= (ac — bd',ad + b )p =

und mit der Definition der Abbildung und den GesetzméBigkeiten fiir konjugiert Komplexe

B ac — bd' ad +bd \ ac—bd  ad+0bd \ x
~\ —(ad+b) (ac—bd) |  \ —dd —-Vbc dd—-bd |

Andererseits erhalten wir

a b c d ac—>bd  ad—+bd
(a,b)p - (c,d)p = ( ¥ ) ) ( —d ) = ( —dd —Ve dd —Vvd > =Y
Da X =Y gilt, ist die Homomorphiebedingung gezeigt. Der Schiefkérper der Quaternionen ist damit
homomorph zum dem Q-Ring M ™.

Ohne Beweis sei nur erwéahnt, dass, konstruieren wir einen Polynomring P[z] {iber einen Integrititsbereich
P, so existiert ein Homomorphismus von P[x] auf P.

Einen eineindeutigen Homomorphismus nennen wir wieder Isomorphismus. Bei diesem ist auch
die Regularitit bzw. Nullteilerfreiheit invariant.

P
- A
G Q 1-1-Abbildung Q
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Um ein Beispiel zu demonstrieren, benutzen wir den Korper der komplexen Zahlen und den €2-
Unterring Qg des Quaternionenkorpers. Der zugehérige Isomorphismus wird durch die Abbildung
(o mit

v: (ab)p = (a,b,0,0)
wobei die a und b beliebige reelle Zahlen sind, gestellt. Wir erhalten mit der Definition der Multipli-
kation im Bereich der komplexen Zahlen:

((a,b) - (¢,d))p = (ac — bd,ad + bc)p = (ac — bd,ad + bc,0,0) =
und mit der Definition der Multiplikation im Bereich der Quaternionen
= (a,b,0,0) - (¢,d,0,0) = (a,b)p - (c,d)p

Fiir die Addition ergibt sich dies analog. D.h. also, der Koérper der komplexen Zahlen ist isomorph
zum dem 2-Unterring ()¢ der Quaternionen.

Zu dem oben genannten Beispiel fiir einen Homomorphismus bemerkt Lugowski-Weigert in [14], dass
der Quaternionenkérper Q und M sogar isomorph zueinander sind.

Nun koénnen auch operationstreue Abbildungen eines Multioperatorrings in sich selbst untersucht
werden.

Einen Isomorphismus eines Multioperatorrings auf sich selbst bezeichnen wir als Automorphismus
des Q2-Rings. Jeder Multioperatorring besitzt mindestens einen Automorphismus, und zwar den iden-
tischen, welcher jedes Element auf sich selbst abbildet.

Homomorphismen eines Multioperatorrings in sich erhalten den Namen Endomorphismus. Offenbar
gehoren zu den Endomorphismen eines Multioperatorrings alle Automorphismen, alle Isomorphismen
in sich sowie alle Homomorphismen in bzw. auf den 2-Ring.

In jedem Multioperatorring existieren damit zwei triviale Endomorphismen, der identische Automor-
phismus und der Nullendomorphismus, welcher jedes Element auf das Nullelement des £2-Rings abbil-
det. Nichttrivialer Endomorphismus ist zum Beispiel die Abbildung

p: ap=3a

im Restklassenring modulo 6.
Da die Endomorphismen fiir unsere Untersuchungen zentrale Bedeutung besitzen, werden wir uns in
Abschnitt 1.5 noch weiter mit diesen Abbildungen beschéftigen.

1.2.3 Kongruenzen und Homomorphiesatz

Da Multioperatorringe eine Triagermenge G besitzen, kann auf dieser eine Aquivalenzrelation unter-
sucht werden, welche mit allen Operationen w,, des Operationensystems 2 vertraglich ist.

Definition

Eine Aquivalenzrelation 7 eines Multioperatorrings G heift dann Kongruenz oder Kongruenz-
relation von G, wenn fiir alle a;, b; aus G und jede Operation w,, aus dem Operationensystem {2
sowie fiir die Addition aus

a; m™ b;
fir alle ¢ mit ¢ = 1,...,n
(a1 +a2) 7 (b1 +ba) und (1.31)
(@1...anwn) ™ (b1...bpwy) (1.32)

folgt.
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(1.31) und (1.32) nennen wir Kombatibilitatsbedingungen. Betrachten wir wieder Ringe, womit das
Operationensystem wieder nur eine bindre Multiplikation enthélt, so wird die Kompatibilitdtsbedingung
(1.32) zu

(a1 -az) 7 (by-ba)
Liegt nun in einem Multioperatorring G eine Kongruenz 7 vor, kénnen wir zum Rechnen mit Klassen

iibergehen. Dabei wird
Al +As=B&ai+ay =0 und (1.33)

A Ay, = B &S aq...apw, = b (1.34)

gilt, wobei die a; den Klassen A;, i = 1,...,n, und b der Klasse N angehort.
Die Faktormenge G /7 wird folglich mit einem Operationensystem Q' = {+,Q}, wobei Q das Opera-
tionensystem von G ist, zu einer universellen Algebra. Diese Faktoralgebra ist nun selbst (2-Ring.

Satz 1
Die Faktoralgebra G/ eines Q-Ringes G beziiglich einer Kongruenzrelation 7 ist selbst Multiope-
ratorring.

Beweis: Dass G /7 mit der Addition Modul ist, folgt aus der Tatsache, dass die Faktorstruktur eines
Moduls wieder Modul ist. Dabei tritt ein Homomorphismus ¢ auf, welcher jedes Element in seine
Klasse abbildet.

 erfiillt nun auch die Homomorphiebedingungen fiir alle Operationen aus dem Operationensystem:

(a1...anwn)p = lai...anwy] =

mit Relation (1.34)

= [a1]...[an]wn = (a19)...(anp)wn

womit G/7 nach Satz 1 aus 1.2.2 Multioperatorring ist. Der Beweis ist erbracht.

Den dabei auftretenden Homomorphismus ¢ nennt man den natiirlichen Homomorphismus
von G auf G/7. Auf Grund dieses Homomorphismus tibertragen sich die Eigenschaften, wie Kommu-
tativitdt, Assoziativitdt und Existenz von einem Einselement, auf die Faktoralgebra G/m, welche wir
nun auch Q-Faktorring des Multioperatorrings G nach einer Kongruenz 7 nennen.

Jeder Multioperatorring besitzt zwei triviale Kongruenzrelationen. Zum einen die identische Kon-
gruenz:
a ™ bsa=hb

fiir beliebige a und b aus G, wobei dann der zugehorige 2-Faktorring isomorph zum dem Ausgangs-
multioperatorring wird.
Zum anderen existiert die Nullkongruenz:

a ™ beVa,belG
wobei hier der )-Faktorring isomorph zum €2-Nullring wird.
Fiir Ringe entspricht der Q-Faktorring gerade dem bekannten Begriff des Faktorrings. Beispiele findet

man wieder in der angegebenen Literatur.

Es ist nun moglich, die Zusammenhénge zwischen Kongruenzen und Homomorphismen eines Mul-
tioperatorrings in einem Homomorphiesatz zu fassen:
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Homomorphiesatz

Ist ein Multioperatorring G homomorphes Bild eines Multioperatorrings G beziiglich eines Homo-
morphismus ¢, so existiert in G eine Kongruenz 7, so dass die Klasse [0], in welcher das Nullelement
von G liegt, auf das Nullelement 0’ von Gy abgebildet wird.

Der durch die Kongruenz 7 erzeugte Q-Faktorring G /7 ist dann isomorph zu gy beziiglich eines
Isomorphismus @, fir den ¢® mit dem natiirlichen Homomorphismus ¢ von G auf G/m zusam-
menfallt.

Umgekehrt erzeugt jede Kongruenz m des Multioperatorrings ein homomorphes Bild, welches iso-
morph zu dem Q-Faktorring G/ ist.

Beweis: Legt man in eine Klasse von G alle Elemente, deren Bilder beziiglich des Homomorphismus
o Ubereinstimmen, erhdlt man paarweise disjunkte Klassen. Die entstehende Aquivalenzrelation 7 ist
dann sogar Kongruenz. Aus

aip = bip
i = 1,...,n, fiir beliebige Elemente aus G, erhalten wir fiir jede n-dre Operation w, des Operationen-
systems und fiir die Addition aus den Relationen (1.29) und (1.30), 1.2.2:

(a1...anwn)p = (a19)...(anp)wn = (b19)...(bpe)wn = (b1...bpwy )@
und fur die Addition

(a1 + a2)p = (a1p) + (azp) = (bip) + (b2p) = (b1 + ba2)p

Weiterhin ist bei jedem Homomorphismus 0p = 0, so dass wir erhalten [0j¢ = 0/, womit der -
Faktorring existiert.

Ordnet man nun jedem Element a’ aus dem Q-Ring Gy diejenige Klasse [a] aus dem Q-Faktorring
G /7 zu, in der bei dem Homomorphismus ¢ alle Urbilder von o’ liegen, entsteht eine eineindeutige
Abbildung ® von Gy auf den Q-Faktorring G /.

® ist sogar Isomorphismus, denn:

Sei w;, beliebige Operation aus dem Operationensystem und die Elemente a},...,a], ebenfalls belie-
big aus Gg. Setzt man
a;® = [a;]

fur alle i = 1,...,n, und wéhlt zu den a Urbilder ay,...,a, aus dem Multioperatorring G beziiglich des
Homomorphismus ¢, so wird mit den Relationen (1.29) und (1.30) aus 1.2.2:

(a1...apwn) e = aj...alwy, und (a1 + ag)p = d| + d
Aus (1.33) und (1.34) dieses Abschnittes wird aulerdem
(al...anwn) S [al]...[an]wn und (a1 + ag) S [al] + [ag]
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Zusammenfassend:
(d)...alwn)p = [a1]...Jan)wn = (a)®)...(a,®)wy,

und fur die Addition
(a7 + az)® = [a1] + [az] = (a1 ®) + (az®P)

womit ¢ Isomorphismus vom Multioperatorring Gy auf den Q-Faktorring G /7 ist.
Wihlt man a beliebig aus G mit ap = o/ und o’® = [a], so wird, da a in der Klasse [a] enthalten ist

a(p®) = (ap)® = a'® = [d]

p® fallt folglich mit dem natiirlichen Homomorphismus ¥ von G auf seinen 2-Faktorring nach der
Kongruenz n zusammen. Der Beweis ist erbracht.

Wir kénnen zwei Folgerungen ableiten.

Satz 1

Ein Homomorphismus ¢ eines Multioperatorrings G auf einen weiteren Q-Ring G’ ist dann und
nur dann Isomorphismus, wenn das Nullelement von G’ genau ein Urbild, d.h. also 0, besitzt.
Das homomorphe Bild eines Multioperatorrings beziiglich der Nullkongruenz ist der Q2-Nullring.

Die zweite Aussage wurde schon genannt. Zur ersten iiberlege man sich, dass dann jedes Element
selbst eine Klasse bildet, womit der natiirliche Homomorphismus zum Isomorphismus wird. Nach dem
Homomorphiesatz ist dann G zu G’ isomorph.

1.2.4 Multioperatorringerweiterung

In 1.2.2 sahen wir, dass der Multioperatorring der Quaternionen @Q isomorph zu M (+2 ) iiber den kom-
plexen Zahlen ist. M (Z %) ist 2-Unterring des 2-reihigen Matrizenrings {iber den komplexen Zahlen, so

dass der volle Matrizenring eine Oberstruktur von M, (Jg %) darstellt. Die Frage nach einer entsprechen-
den Oberstruktur fir den Quaternionenkorper soll hier beantwortet werden.

Erweiterungssatz
Seien G1 und Hy zwei Multioperatorringe, deren Tragermengen disjunkt sind. G besitze einen zu
Hy isomorphen 2-Unterring Hy, d.h.

Hyip = Hy

Dann existiert ein Hy umfassender Multioperatorring GGo und ein Isomorphismus i von Gp auf
Go, der auf dem Q-Unterring H; mit dem Isomorphismus ¢ identisch ist.
Der Multioperatorring Go wird durch die Menge

Gy = (G1 Hl) U Hy (1.35)

und die Operationen
a1y + b1y = (a1 + by)y und (1.36)
(a1)...(ap)wn = (a1...anwp ) (1.37)

fir alle Operationen w,, aus dem Operationensystem 2 von (1, gebildet.

Beweis: Dass G2 mit der Addition (1.36) und den Operationen von (1.37) Multioperatorring ist, ergibt
sich ohne Probleme sofort gerade aus (1.36) und (1.37). Denn, wie man sieht, liegen mit (1.36) und
(1.37) die Homomorphiebedingungen vor, womit ¢ auch Isomorphismus wird. Es bliebt nur zu zeigen,
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dass ¢ mit ¢ auf H; identisch ist.

Dazu seien ay,...,a, beliebige Elemente von Hs. Die Urbilder af,...,a,, beziiglich 1) und ¢ liegen dann
in Hq, so dass auf Grund der Homomorphiebedingung fir ¢ und 1 gilt:

ai + ag = alp + abp = (a} + ab)p = (a) + ay)p = aly + ayy = a1 + as
und fiir ein beliebiges w,, aus dem Operationensystem:
a...anwy = (ay...a,wn)o = (a}...a,wn)h = ay...anwy

Die Operationstreue ist gewahrleistet, so dass der Satz gezeigt ist.

Fiir iibliche Ringe nimmt dieser Satz die Form des Erzeugungsverfahrens an, siehe Lugowski-Weinert
[14], Seite 40. Es sei nur erwéhnt, dass dieser Satz Grundlage fiir die Zahlenbereichserweiterung ist.

Es ist nun moglich einen Erweiterungs-{2-Ring fiir die Quaternionen zu bilden, welcher isomorph
zum 2-reihigen Matrizenring tiber den komplexen Zahlen ist. Schreiben wir die Matrizen

(2)

wobei a, b, ¢ und d beliebige komplexe Zahlen sind, als Quadrupel (a,b,c,d) um, bildet dann die Menge
aller dieser Quadrupel {iber den iiber den komplexen Zahlen mit den Operationen

(a7b7c7d) + (e7f7g7h) = (a + e’b + f’c + g7d + h)

(a,b,c,d) - (e,f,g,h) = (ae + bg,af + bh,ce + dg,cf + dh)

gerade den entsprechen Ober-2-Ring der Quaternionen.
Dabei ersetzen wir alle Quadrupel vom komplexen Zahlen, fiir welche @’ = d und —b' = ¢ gilt, durch
die zugehorigen Quaternionen. o’ und b’ sind dabei die konjugiert komplexen Zahlen zu a und b.
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1.3 Das Ideal
1.3.1 Definition des Ideals
In der Ringtheorie wird der Zusammenhang zwischen Homomorphismus und Kongruenzrelation durch

den Begriff des Ideals ergéinzt. Fiir Multioperatorringe wird ein analoger Begriff eingefiihrt, wobei wir
vorerst die von P.J.Higgins in "Groups with multiple operators” [3] gegebene Definition benutzen:

Definition

Eine nichtleere Teilmenge A eines Multioperatorrings G heifit genau dann Ideal von G,
wenn (A,+) Normalteiler der additiven abelschen Trégerstruktur (G,+) des Q-Ringes G ist und
fiir alle Operationen w,, des Operationensystems {2, fir jedes Element a von A und beliebige x;
aus G, i = 1,...,n, sowie fir jedes ¢

— (z1...wpwp) + 21...2—1(a + i) Tip1...Tpwn (1.38)

Element von A ist.

Ist das Operationensystem €2 des (2-Rings leer, erhélt man die gewohnliche Beziehung Gruppe-Normalteiler.
Fiir Ringe (2 enthélt eine bindre Multiplikation) wird das Element (1.38) zu:

1=1: —x122 + (@ + 21)x2 = —2129 + 172 + a9 = axg € A

1=2: —zr129 + x1(a + x2) = —x122 + T10 + T1X2 = T10 € A

d.h., der tibliche Idealbegriff fiir Ringe entspricht dem neu definierten.

Die Forderungen der Definition kénnen etwas abgeschwécht werden. Da die additive Gruppe eines
Multioperatorrings G Modul ist, wird jede Untergruppe auch Normalteiler. Weiterhin kénnen wir
(1.38) mit Hilfe des Distributivgesetzes umformen:

—(21.etpwn) + 21 xim1 (@ + T3)Tig 1 Bpwn = — (L1 ZpWp) + T1eTim1ATi4 1 Ty, + Tl TpWy =
da die Addition kommutativ ist
—(T1...Tpwn) + 1. Ty + T T 1QTjg ] oo Ty, = T1.e.Tj— 1AL 1 - Ty,

Damit ergibt sich aber

Satz 1

Eine nichtleere Teilmenge A eines Multioperatorrings G ist genau dann Ideal von G, wenn (A4,+)
Untergruppe des Moduls (G,+) ist und fiir alle Elemente a aus A und z;, i = 1,...,n, aus G, fir
alle Operationen w, des Operationensystems €2 sowie fiir alle ¢, das Element

X1 T 1AL 41 ... LW, (1.39)

in A enthalten ist.

Aus der Analogie von (1.39) mit der Relation (1.27) aus Abschnitt 1.2.1, erkennt man, dass jedes Ideal
auch Q-Unterring des Q-Ringes ist, wobei die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt.

Es ist offensichtlich, dass jeder Multioperatorring mindestens zwei Ideale besitzt, und zwar zwei tri-
viale. Zum einen ist der 2-Ring selbst, zum anderen der 2-Nullring, welchen wir nun auch 2-Nullideal
oder einfach Nullideal nennen, Ideal in dem Multioperatorring.
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Aus der Ringtheorie wissen wir, dass es Ringe gibt, welche keine weiteren Ideale besitzen. Einen
Multioperatorring nennen wir genau dann einfach, wenn er nur die beiden trivialen Ideale und sonst
keine weiteren enthélt. Beispiele dafiir sind alle einfachen Ringe und Koérper. Wir zeigen:

Satz 2
Jeder Q2-Korper ist einfacher Multioperatorring.

Beweis: Sei K ein beliebiger Q-Koérper und 1 dessen Einselement. Kénnen wir zeigen, dass jeder von
einem beliebigen Element a des (2-Ringes erzeugte ()-Unterring das Einselement enthélt, so muss auf
Grund von

1. 1z1...1w, =z

jeder dieser (2-Unterringe gleich dem ganzen Multioperatorring sein. Damit wére der (2-Koérper dann
einfach.
Sei a ein beliebiges Element aus K, welches den Q2-Unterring A erzeugt. Damit A Ideal ist, muss das
Element

G...aTa...aWy,

fiir jedes beliebige x aus dem -Korper K auch in A liegen. Da aber in einem Q2-Koérper zu jedem
(n — 1)-Tupel von Elementen beziiglich jeder Operation w,, aus dem Operationensystem ein inverses
Element existiert, muss, wenn a~! das inverse Element des Tupels (a,a,...,a) bei der Operation w,, ist,
das Element

1

a...aa " a...aw, = 1

in A liegen, womit der Beweis erbracht ist.

Es ist auch moglich nichtringartige Multioperatorringe anzugeben, welche einfach sind. Dazu betrach-
ten wir den schon erwihnten 2-dimensionalen Punktraum R? der reellen Zahlen mit der Vektoraddition
und dem vektoriellen Tripelprodukt o3. Dieser Multioperatorring ist einfach.

Dazu geniigt es zu zeigen, dass jedes von einem Element a erzeugte Ideal (die exakte Begriindung des
"Erzeugens” von Idealen wird noch gegeben) sowohl das Element (1,0) als auch das Element (0,1)

enthalten muss, da dann jedes weitere Element durch Linearkombination erzeugbar ist, womit kein
echtes Ideal in R? existieren kann.

Sei nun (a,b) ein beliebiges Element des 2-reihigen reellen Punktraums. Damit der von (a,b) erzeugte
Q-Unterring Ideal wird, muss das Element

((a,b) x (0,2)) < (0,—1) = (1,0)  baw.

() % (0.2)) x (~1,0) = (0.1

in diesem Q-Unterring liegen. Voraussetzung dafiir ist, dass die Komponente a verschieden von Null
ist. Ist a = 0, so muss zumindest b verschieden vom Nullelement sein, da ansonsten (a,b) = (0,0) ist
und das Nullideal erzeugt wird. In diesem Fall sind die Elemente

((a.b) x (—%),0) < (0,—1) = (1,0)  Daw.

((@8) x (~3).0) x (~1.0) = (0,1

aber in dem erzeugten ()-Unterring enthalten, womit der betrachtete Multioperatorring einfach sein
muss. Der Beweis ist erbracht.

Wenden wir uns einigen echten Idealen zu. Fiir den Ring der ganzen Zahlen bilden alle nZ, wobei
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n beliebige natiirliche Zahl ist, 2-Unterringe. Diese und nur diese sind auch die Ideale des Ringes der
ganzen Zahlen. Auflerdem lassen sich diese Ideale jeweils von einem Element erzeugen.

Der Polynomring Z|[x| besitzt ebenfalls unendlich viele nichttriviale Ideale. Betrachten wir z.B. die
Menge aller Polynome M)y aus Z[z], deren Absolutglied gleich Null ist. Ein beliebiges dieser Polynome
lasst sich dann in der Form

P(z) = Z a;x’
i=1

wobei die a;, i = 1,...,n, beliebige Koeffizienten aus dem Bereich der ganzen Zahlen sind, darstellen.
Ohne Beweis sei erwdhnt, dass die Menge aller dieser Polynome einen Q2-Unterring des ganzen Poly-
nomrings bildet.

Diese Menge ist sogar Ideal. Zum Nachweis wihlen wir noch ein beliebiges Polynom Q(x) des Poly-
nomrings mit der Darstellung

Q(z) = Z bt
i=1

wobei die b;, ¢ = 1,...,n, wieder beliebige ganze Zahlen sind. Bilden wir deren Produkt

P(x) - Q(z) = Z a;xt - Z birt = apbma™™ 4+ ...+ (a1by + agbo)x2 + a1box
i=1 i=1

Damit entsteht ein Polynom, welches in der Menge aller Polynome P(z) enthalten ist, womit diese
Menge ein Ideal bildet.
Ebenso stellen auch die Mengen

n
My = {Z aixi|ai €Z;z=23,..}

1=z

n
My = {Zaixi + apla; € Zyap € Z;n € N}
i=1

Ideale im Polynomring iiber den ganzen Zahlen dar.

Im Ring der Ganzen Gaufischen Zahlen wird durch jede natiirliche Zahl n eindeutig ein Ideal den
Form
nG = {na + nbv/—1la,b € Z}

bestimmt. In den Restklassenringen Z, bestimmt jeder Teiler der Ordnung n des additiven Moduls
ein Ideal. Zum Beispiel existieren im Restklassenring Z;o die Ideale

(0)7 (6)7 (4)’ (3)7 (2) und Zl?

wobei wir unter (a) das von der Restklasse [a]i12 erzeugt Ideal verstehen. In einem Restklassenring
modulo einer Primzahl p kénnen damit nur die trivialen Ideale existieren. Ein derartiger Restklas-
senkorper ist Korper und damit auch Q-Korper.

Wie bei den 2-Unterringen ist auch fiir Ideale der mengentheoretische Durchschnitt eines Systems von
Idealen eines Multioperatorrings wieder Ideal. Zum Beweise verfdhrt man wieder nach der iiblichen
Methode. Wir definieren wieder:

Definition

Der Durchschnitt aller Ideale B;, j € J, welche jedes Ideal A;, ¢ € I, eines Systems von
Idealen eines Multioperatorrings G enthalten, heifit das von diesem System von Idealen Aj, i € I,
in G erzeugte Ideal.
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Fiir Untersuchungen ist diese Definition aber schlecht geeignet. Wir kénnen jedoch zeigen:

Satz 3 (Kuros)
Das durch ein System von Idealen erzeugte Ideal eines Multioperatorrings féllt mit den von diesem
System erzeugten Untergruppe des Moduls des Multioperatorrings zusammen.

Beweis: Sei A;, ¢ € I, das System von Idealen und B die erzeugte Untergruppe. Jede von einem
System von Normalteilern erzeugte Untergruppe (es handelt sich fiir Normalteiler eines Moduls um
die Komplexsumme) ist selbst Normalteiler, womit

B=Y A
el
Normalteiler ist, da nach Definition jedes der Ideale einen Normalteiler des Moduls als Tragerstruktur
enthalt. Damit ldsst sich jedes Element von B in der Form

b=ay+as+ ..+ ax (1.40)

mit a; aus A; fiir alle j = 1,...,k darstellen.
Sei nun w;, eine beliebige Operation des Operationensystems €2 und die Elemente x1,...,x, aus G. Dann
gilt, da die A; Ideale sind nach (1.40) fir alle ¢ und alle [ = 1,....k:

x1..i—1(b— (a1 + ... +aqp—1 + aj11 + ... + Q) Tip1---TnWn (1.41)

ist Element von A;.
Addieren wir (1.41) fir [ = 1 und [ = 2, so erhalten wir auf Grund des Distributivgesetzes:

x1...xi—1(b— (a2 + ... + ax))Tig 1. Tpwp + T1...2i-1(b — (a1 + ag... + ag))Tit1.--Tnwn =

=x1..vi-1(b— (ag + ... + ag) + b — (a1 + as... + ax))Tiy1... Tpwy =
=21...2i-1(2b — a1 — a2 — (2a3... + 2ax) ) Tit1...-Tnwn =
und mit (1.40)
=x1..2i—1(b— (as... + ag))Tit1...xpwy, =y € A1 + Ag
Addiert man (1.41) fiir alle I, ergibt sich

k
xl...xi_lbmiﬂ...mnwn S ZA’ CB
=1

womit B die Idealbedingung erfiillt. Der Satz ist bewiesen.

Das so erzeugte Ideal nennt man auf Grund der auftretenden Komplexsumme die Summe der Ideale
A;.

Betrachten wir als Beispiel den Ring der ganzen Zahlen und dort die Ideale 12Z und 15Z. Deren
Durchschnitt enthélt offenbar alle ganzen Zahlen, welche zugleich Vielfaches von 12 und Vielfaches
von 15 sind, d.h., wir erhalten, da das kleinste gemeinsame Vielfache von 12 und 15 die ganze Zahl 60
ist:

12Z. N 15Z = 60Z

Allgemein gilt fiir den Ring der ganzen Zahlen:
nZ NmZ = kgV(n,m)Z

Um nun die Summe beider Ideale zu bestimmen, benutzen wir einen Hilfssatz, welcher aus Lugowski-
Weinert [14] ohne Beweis entnommen wird:
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Hilfssatz
In jedem Hauptidealring gilt fiir die Summe zweier Ideale

(a) + (b) = (ggt(a,b)) (1.42)

Da aus der Ringtheorie bekannt ist, dass der Ring der ganzen Zahlen (wir werden nochmals darauf zu
sprechen kommen) Hauptidealring ist, konnen wir den Hilfssatz anwenden, so dass wir erhalten:

127 + 157 = 37Z

Im Abschnitt 2.1.3 werden wir diesen Satz nochmals fiir die Restklassenringe bendtigen, die ebenfalls
Hauptidealringe sind.

1.3.2 Faktorzerlegung nach Idealen

Um den Begriff des Ideals eine Veranschaulichung zu geben, treffen wir folgende Feststellung:

Definition

Die Zerlegung des Moduls (G,+) eines Multioperatorrings G nach einer beliebigen Unter-
gruppe A heifit Zerlegung des Multioperatorrings G nach dem entsprechenden Ideal
A.

Damit kénnen wir einen Zusammenhang zwischen den Kongruenzrelationen und Idealen eines Q2-Rings
nachweisen.

Satz 1 (Kuros)
Alle Kongruenzrelationen 7 eines Multioperatorrings G werden durch dessen Zerlegungen nach
den verschiedenen Idealen erfasst und umgekehrt.

Beweis: Ist A beliebiges Ideal des Multioperatorrings G, so gilt (1.38) aus 1.3.1:
x1...xi—1(a1 + ) Tig1...Tpwp € (T1...Tpwy) + A (1.43)

fiir alle Elemente z1,...,z, aus G und a1 aus A. Da auch aj 4+ x; Element von G ist, gilt fiir ein weiteres
Element ay aus A:

—1'1....’1,‘1',1(CL1 + xi)l‘iJrl---J:an + ZL’l...l'i,Q(aQ + $i,1)(a1 + ﬂj‘i)fL‘iJrl....’L‘nwn S (SL’l....’Enwn) + A
Setzen wir fort und nummerieren um, ergibt sich
(a1 + x1)(ag + z2)...(an + xp)wy € (T1...20w,) + A (1.44)

womit mit (1.43) die ersten Summanden jeweils verschwinden.
Seien nun x1 und xo beliebig aus G, womit

rnex+A und To €Ex9+ A
gilt, so dass wir erhalten
(r1+a1) + (z2 +az) = (1 +x2) + (a1 +a2) und x1+ax9 € (21 +22)+ A
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Beziiglich der Addition erzeugt das Ideal also eine kompatible Klasseneinteilung, da Reflexivitét, Sym-
metrie und Transitivitdt aus der Definition folgt.

Aus Relation (1.44) ergibt sich dann auch die Kompatibilitdat der Klasseneinteilung fiir alle Operation
wy, des Operationensystems €2, d.h., ein Ideal A eines Multioperatorrings G erzeugt in G eine Kongru-
enz.

Sei 7 jetzt eine beliebige Kongruenzrelation des Multioperatorrings G. Diejenige Klasse der Klas-
seneinteilung, welches das Nullelement von G enthélt, werde mit A bezeichnet. Fiir alle Elemente a
von A gilt dann

a m™ 0

A wird offensichtlich mit der Addition Modul und Normalteiler von (G,+). Sie die Elemente a;,
i =1,...,n, dann beliebig aus A, erhalten wir aus a; w 0 fir alle 7, dass auch das Element a;...a,wy, in
Relation zum Nullelement steht, womit auch A Q-Unterring das 2-Rings G ist.

Fiir beliebige Elemente x; von G, ¢ = 1,...,n, und jedes mogliche a von A folgt aus
x, w™ wx (Vi) und a 7 0 sofort

(xl...xj_laxj+1...3:nwn) ™ (xl...xj_10$j+1...$an) =0

womit A Ideal von G ist.
Zuletzt sei eine beliebige Klasse B bei der Einteilung von G nach 7 gegeben. Ist b Element von B und
a Element von A, so wird:

(b+a) ™ (b+0) und (b+a) b

Das heifit aber:

b+AeB (1.45)
Fiir ein weiteres Element b’ aus der Klasse B erhalten wir dann
(=b+V) © 0
d.h. b’ € b+ A und mit (1.45)
B=b+A

Der Beweis ist erbracht.

Auf Grund der Giiltigkeit des Gezeigten konnen wir anstatt des Q-Faktorrings G/7 auch von dem
Q-Faktorring G/A des Multioperatorrings G nach seinem Ideal A sprechen.

Liegt ein Ring R vor, so erzeugen damit alle Zerlegungen des Rings nach seinen Ringidealen die in
R moglichen Kongruenzrelationen und umgekehrt. Als Folgerung fiir einfache Q2-Ringe und Q-Kérper
erhalten wir:

Satz 2
Ein einfacher Q2-Ring, insbesondere Q2-Korper, besitzt nur die trivialen Kongruenzen.

1.3.3 Spezielle Ideale in Multioperatorringen

Das in 1.3.1 betrachtete Ideal My{P(z)} des Polynomrings iiber den ganzen Zahlen ldsst sich durch
das Polynom P(z) = x erzeugen.

Ebenso koénnen alle Ideale des Rings der ganzen Zahlen jeweils von einem Element erzeugt werden.
Wir sagen:
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Definition

Ein Ideal eines Multioperatorrings heifit genau dann Hauptideal, wenn es sich von einem
Element erzeugen lésst.

Das Ideal (z) des Polynomrings iiber den ganzen Zahlen ist dann gerade das oben betrachtete. Die in
Multioperatorringen existierenden Ideale miissen aber nicht Hauptideal sein. Zum Beispiel ist das in
1.3.1 mit M bezeichnete Ideal fiir ag € 2Z kein Hauptideal. Dessen “kleinstes” Erzeugendensystem
ist {2,z}. Dagegen ist das in 1.3.1 gekennzeichnete Ideal M; im Polynomring Z[z] Hauptideal.

Fiir die z-Werte z = 2,3,... sind die Polynome z2, 23, 2%, ... die jeweiligen Erzeugenden.

Einen Multioperatorring, dessen sdmtliche Ideale Hauptideale sind, nennen wir Hauptideal-Q2-Ring.
Der Polynomring Z[z] ist kein derartiger Multioperatorring, da My fiir ag € 27Z kein Hauptideal
ist. Dafiir sind der Ring der ganzen Zahlen sowie seine homomorphen Bilder, die Restklassenringe,
Hauptideal-Q2-Ringe. Der Nachweis fiir die ganzen Zahlen ist in van der Waerden [21], Seite 65, ent-
halten.

Fir die Restklassenringe folgt dieses aus der Tatsache, dass Z/nZ genau fiir jeden Teiler von n ein
Ideal besitzt und keine weiteren.

Betrachten wir nochmals den Ring der ganzen Zahlen und dort das Ideal 27Z. Fiir dieses Ideal existiert
kein weiteres nichttriviales Ideal im Ring der ganzen Zahlen, welches 27 echt umfasst, d.h., das echte
Ideal 27 ist in dieser Hinsicht im Ring der ganzen Zahlen "maximal”. Wir setzen:

Definition

Ein nichttriviales Ideal A eines Multioperatorrings G heift genau dann minimales (maxi-
males) Ideal von G, wenn kein Ideal B in G existiert, fiir welches

(0O)cBC A (ACBCGQG)

gilt. Dabei stellt (0) das Nullideal dar.

Ein Multioperatorring muss keine minimalen und maximalen Ideale besitzen, da z.B. in einfachen §2-
Ringen keine nichttrivialen Ideale existieren. Der Ring der ganzen Zahlen dagegen enthélt auler dem
Ideal 27 noch unendlich viele maximale Ideale, aber kein minimales Ideal. Dabei sind alle pZ, mit p
als beliebiger Primzahl, die maximalen Ideale. Fiir endliche Multioperatorringe zeigen wir:

Satz 1
Jeder endliche nichteinfache Multioperatorring besitzt mindestens ein minimales und ein maxima-
les Ideal.

Beweis: Ist ein Multioperatorring G endlich, so kann er nur endliche viele Ideale besitzen. Angenom-
men es gebe kein minimales Ideal in GG, so miisste man immer wieder unendlich oft zwischen einem
nichttrivialen Ideal, und dieses existiert, de GG nichteinfach ist, und dem €2-Nullideal ein weiteres echtes
Ideal finden kénnen, welches echt im ersteren enthalten sein muss.

Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass G nur endlich viele Ideale enthalten kann, womit ein mini-
males Ideal existieren muss.

Analog zeigt man, dass auch mindestens ein maximales Ideal vorhanden ist, d.h., der Beweis ist er-
bracht.
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Restklassenringe Z,, n > 2, besitzen damit immer minimale und maximale Ideale. Man kann so-
gar sagen:

Satz 2
Sei G ein Restklassenring modulo n, n > 2. Besitzt n genau k verschiedene Primzahlen als Teiler,
so existieren in G genau k minimale und k£ maximale Ideale.

Zum Beweis iiberlege man sich, dass dann jeder der k Primzahlen p;, i = 1,...,k, ein maximales erzeugt,
wéhrend die Komplementérteiler der p; beziiglich n die minimalen Ideale erzeugen.

Fiir Restklassenringe modulo Primzahlpotenz fallen das maximale Ideal mit dem €2-Ring selbst zusam-
men, so dass keine derartigen Ideale mehr vorliegen. Fiir Restklassenringe modulo Primzahlquadrat
existiert nur ein nichttriviales Ideal, welches dann zu gleich maximal und minimal ist.

Fiir minimale Ideale kann man zeigen:

Satz 3
Zwei verschiedene minimale Ideale eines Multioperatorrings sind bis auf das Nullelement zueinan-
der disjunkt.

Beweis: Angenommen zwei verschiedene minimale Ideale A und B eines Multioperatorrings G hétten
ein von Null verschiedenes Element x gemeinsam. Dann erzeugt z ein Ideal X von G, welches sowohl
in A als auch in B echt enthalten ist. Damit wéren aber beide Ideale A und B nicht mehr minimal.
Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme, d.h., die Ideale A und B kénnen nur das Nullelement
gemeinsam enthalten. Der Satz ist bewiesen.

Auf Grund des Beweises gilt:

Satz 4
Ist A ein minimales Ideal eines Multioperatorrings G und B ein weiteres beliebiges Ideal von G,

so gilt entweder
ANB=(0) oder ACB

Der Beweis verlauft ahnlich wie bei Satz 3.

1.3.4 Kommutant und Zentrum eines Multioperatorrings

Jeder Multioperatorring besitzt eine abelsche additive Trégerstruktur, wiahrend seine Operationen
aus dem Operationensystem (2 nicht einmal das Assoziativgesetz erfiillen miissen. Um ein Maf fiir die
Kommutativitdt zu erhalten, fithren wir den Begriff des Kommutanten ein:

Definition

Sind A und B Q-Unterringe eines Multioperatorrings G, so heifit das Ideal [A,B], welches
vom Nullelement und allen Elementen der Form

— ay...apwp — b1...bpwn + (a1 + b1)...(apn + bp)wy, (1.46)

fiir beliebige Elemente a; aus A und b; von B, i = 1,...,n, erzeugt wird, gegenseitiger Kommu-
tant der Ideale A und B.
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Den gegenseitigen Kommutant des Multioperatorrings G' mit sich selbst
G,G] =G

nennen wir den Kommutanten des Multioperatorrings G.

Fiir Ringe beschriankt sich (1.46) auf Elemente der Form aqbs+a2by, da sich die restlichen Summanden
gegenseitig aufheben. In )-Zeroringen wird jeder gegenseitige Kommutant zum Nullideal.

Im Ring der ganzen Zahlen wird der Kommutant der 2-Unterringe 27 und 3Z von Elementen erzeugt,
welche sich in der Form

221329 + 2y13y2 = 6(x122 + Y1Y2)

schreiben lassen, wobei die x; und y;, ¢ = 1,2, beliebige ganze Zahlen sind. Dieser gegenseitige Kom-
mutant wird damit zum Ideal 6Z. Der Kommutant G’ des Rings der ganzen Zahlen ist gleich dem
ganzen Ring.

Wird der Kommutant eines Multioperatorrings G mit sich selbst zum Nullideal, d.h.
[G.G]=G"=(0)

so nennen wird diesen Multioperatorring abelsch.

Satz 1
Ist der Kommutant G’ eines Multioperatorrings G gleich dem Q-Nullideal, so ist G entweder Modul
(wenn das Operationensystem € leer ist) oder Q-Zeroring, und umgekehrt.

Beweis: Ist das Operationensystem €2 leer, existieren Elemente der Form (1.46) nicht. G’ wird nur vom
Nullelement erzeugt. Die Umkehrung ist trivial.
Es sei nun das Operationensystem nicht leer und w, eine der enthaltenen Operationen. Fiir eine
Belegung

b1 =0 und bg = —a

der Elemente in (1.46), wobei alle anderen Elemente beliebig aus G bleiben, erhalten wir mit G’ = (0):
—ajy...apwy — 0by...bpwy, + ai(ag + (—az))(as + b3)...(anby)w, =

= —aj...apwpn, — 0+ a10(as + b3)...(apby)w, = —ay...apwy, + 0 = —ay...apw, =0

fir alle ay,...,a, aus dem Multioperatorring G, womit dieser {2-Ring zu einem (2-Zeroring wird. Da
auch diese Umkehrung offensichtlich ist, ist der Beweis erbracht.

Wihrend in der Gruppentheorie die Begriffe “"kommutativ” und ”abelsch” die gleiche Eigenschaft
charakterisieren, so ist dies fiir Multioperatorringe nicht mehr gegeben. Offenbar ist jeder abelsche
Multioperatorring auch kommutativ. Fiir Module ist dies offensichtlich, €)-Zeroringe sind trivialerwei-
se kommutativ. Dagegen ist der Ring der ganzen Zahlen kommutativer Multioperatorring aber kein
abelscher (2-Ring, d.h.:

Satz 2
Jeder abelsche Multioperatorring ist kommutativ. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Es ist moglich zu zeigen, dass das Abelschsein invariant beziiglich Homomorphismen ist. Wir verschérfen
die Aussage:
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Satz 3 (Higgins)
Der Q-Faktorring G/A eines Multioperatorrings G nach einem Ideal A ist genau dann abelsch,
wenn das Ideal A den Kommutanten G’ enthélt.

Beweis: Ist der Q-Faktorring G/A abelsch, so gilt fiir alle Restklassen
(14 A (zn+Aw, — (1 + Aoy + Awn + (1 + 11 + A (p + Yy + Awp, = A (1.47)
D.h., dass der von den Elementen x; und y;, ¢ = 1,...,n, erzeugte Kommutator
— X1 TpWpn — Y1 Ynwn + (X1 + Y1) (X0 + Yn)wp (1.48)

Element des Ideals A ist.
Da die Elemente z; und y;, i = 1,...,n, in (1.47) alle moglichen Elemente von G durchlaufen, erhalten
wir

G'CA

Sei umgekehrt A ein Ideal des Q-Ringes G, welches den Kommutanten G’ enthélt. D.h., dass (1.48)
Element des Ideals A ist, was sofort die Giiltigkeit von (1.47) nach sich zieht. Der Beweis ist erbracht.

Insbesondere ergibt sich, dass der {2-Faktorring eines Multioperatorrings G nach seinem Kommutanten
G’ immer Q-Zeroring (das Operationensystem € setzen wir als nichtleer voraus) ist. Eine weitere sehr
schone Aussage erhalten wir fiir Ideale.

Satz 4
Ein Q-Unterring A eines Multioperatorrings G ist genau dann Ideal von G, wenn der Kommutant
[A,G] in A enthalten ist.

Beweis: Zuerst sei A Ideal des Multioperatorrings G. Nach Relation (1.44), 1.3.2, gehort das Element
—Z1...Tpwn + (a1 + 21)...(an + Tp)wp,

fir alle Elemente z; aus G und «a; aus A, i = 1,...,n, zu dem Ideal A. Da jedes Ideal auch Q-Unterring
ist, gehort das Element
—ay...apWn

ebenfalls zu A. Zusammenfassend ist also
— X1 BpWy — A1 .eUpwp + (a1 + 21)...(an + Tpn)wy

fiir alle moglichen z; und a;, im Ideal A enthalten. Da dies aber gerade die Kommutatoren von A und
G sind, gilt
[AG]C A

Ist umgekehrt der gegenseitige Kommutant [A,G] in dem Q-Unterring A enthalten, so erhalten wir
aus (1.46) fir eine Belegung des Elemente z; = 0, a; = 0, fir alle ¢ # k, wobei k beliebig aus der
Indexmenge I = {1,...,n} gewahlt ist:

—21...2,—102k41...xpwn, — 0...0a;0...0wy, + T1.. k10T f41..-Tnwn =

= X1...T}_ 10Tk 11---Tnwp € A

fir alle x; aus G, ¢ = 1,....,k — 1,k 4+ 1,...,n, und beliebiges a; aus A, womit A Ideal wird. Der Beweis
ist erbracht.
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Da in einem Q-Zeroring der Kommutant G’ gleich dem Nullideal ist, d.h. fiir jeden Q-Unterring A
[AGICIGG =G =(0)CA

gilt, ist in einem )-Zeroring jeder Q2-Unterring auch Ideal. Im allgemeinen Fall muss dies nicht gelten.

Betrachten wir den 2-Zeroring (Z, 4 ,0), welcher die unendliche zyklische Gruppe der ganzen Zahlen

als Trégerstruktur und im Operationensystem nur die Nullmultiplikation besitzt. Auf Grund des eben
Gezeigten, ist dann jede Untergruppe der additiven Struktur sowohl 2-Unterring als auch Ideal.

Fiir spatere Untersuchungen ist ein weiteres Ideal eines Multioperatorrings interessant.

Definition

Die Menge Z aller Elemente z eines Multioperatorrings G heifit Zentrum des -Rings G,
wenn der Kommutant von Z und G zum 2-Nullideal wird, d.h., fiir alle Elemente a; aus G und
ziaus Z,1=1,...n, gilt

— 2 ZpWn — A1...ApWy + (21 + a1)...(2nan)wy, =0 (1.49)

fir alle Operationen w,, aus dem Operationensystem (2.

Damit ist das Zentrum eines Multioperatorrings im Sinne des mengentheoretischen Enthaltenseins das
7arofite” Ideal, welches Q2-Zeroring ist. Ideal ist das Zentrum auf Grund von Satz 4, da

12,2] € [2,G] = (0)

gilt. Wir konnen sagen:

Satz 5
Ein Multioperatorring kann nur dann ein vom {2-Nullideal verschiedenes Zentrum besitzen, wenn
er einen ()-Unterring besitzt, welcher selbst ()-Zeroring ist.

Um ein einfache Bestimmung der Elemente eines Zentrums zu ermoglichen, belegen wir die Elemente
in Relation (1.49) und setzen:

ak:O 5 2’1':0 (Vl%k)
wobei k beliebig aus der Indexmenge I = {1,...,n} gewéhlt ist und erhalten
—0...02;0...0wy, — ay...a;—10aK+1...Gnwy + Q1...0—12KQk+1---CpWp = G1...0k—12kAk+1---GnwWn =0

Das bedeutet

Satz 6
Das Zentrum Z eines Multioperatorrings G besteht aus allen Elementen z von G, welche mit allen
weiteren Elementen aq,...,a,, von G beziiglich jeder Operation w,, das Nullelement ergibt:

A1 012041 Ay =0 (1.50)

Nullteilerfreie Multioperatorringe kénnen somit nur das triviale Zentrum besitzen, vorausgesetzt das
Operationensystem (2 ist nicht leer. In diesem Fall wird der €2-Ring Modul und stimmt mit seinem
Zentrum tiberein.

Einen Q-Ring mit einem trivialen Zentrum nennen wir zentrumslos. Zentrumslose (2-Ringe sind
aufler den nullteilerfreien Multioperatorringen zum Beispiel auch die Restklassen- und Matrizenringe
iiber Integritétsbereichen.
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1.3.5 Homomorphiesatz, Isomorphiesitze

Beziiglich der Ideale und homomorphen Bilder eines Multioperatorrings lassen sich Zusammenhéinge
aufstellen.

Dabei nennen wir die Menge aller Urbilder des Nullelements eines Multioperatorrings G¢ bei einem
Homomorphismus ¢ Kern des Homomorphismus. Diese Menge bezeichnen wir mit ker ¢. Sie
existiert immer, da Op = o' gilt.

Mit Satz 1, 1.3.2, und dem Homomorphiesatz wird folglich:

Satz 1

Die Kerne der Homomorphismen eines Multioperatorrings sind dessen Ideale und nur diese.

Das homomorphe Bild eines Multioperatorrings ist bis aus Isomorphie durch den zugehérigen Kern
eindeutig bestimmt.

Damit kénnen wir den Homomorphiesatz neu fassen:

Homomorphiesatz, 2.Fassung

Sei G ein Multioperatorring und Gy dessen homomorphes Bild beziiglich eines Homomorphismus
. Dann existiert in G ein Ideal A, mit ker ¢ = A, bei dem Gy isomorph, vermége eines Isomor-
phismus @, zum dem Q-Faktorring G /A wird.

Dabei ist ¢® mit dem natiirlichen Homomorphismus ¢ von G auf G/A identisch.

Umgekehrt induziert jedes Ideal einen Homomorphismus und ein zugehériges bis auf Isomorphie
bestimmtes Bild.

Weiterhin werden wir die Isomorphiesédtze benotigen:

1. Isomorphiesatz
Sind A und B Ideale eines Multioperatorrings GG, so ist A N B Ideal des 2-Rings B und es gilt:

(A+ B)/A~ B/(ANB) (1.51)

d.h., (A+ B)/A ist isomorph zu B/(AN B).

Beweis: Dass AN B ein Ideal des Q-Rings B ist, folgt aus der Tatsache, dass AN B in B enthalten ist.
Sei nun ein Multioperatorring G’ das homomorphe Bild von G mit ker o = A. Zu B existiert dann in
G’ ein Ideal B’ als homomorphes Bild von B. Das vollstdndige Urbild des Ideals B’ ist aber nicht nur
B, sondern alle Elemente des 2-Rings G, welche mit Elementen von B in einer gleichen Nebenklasse
beziiglich A liegen, also A + B. D.h. aber, es besteht eine Isomorphie zwischen (A 4+ B)/A und dem
Ideal B’

(A+B)/A= B
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Mit dem Homomorphiesatz ist B’ homomorphes Bild beziiglich aller Elemente von A, welche zugleich
in B liegen, so dass sich auch eine Isomorphie zwischen B/(A N B und B’ ergibt

B/(ANB) = B

woraus insgesamt die Behauptung folgt. Der Beweis ist erbracht.

2. Isomorphiesatz
Ist ein Multioperatorring G’ isomorph zu einem -Faktorring G/A und ist B’ ein Ideal in G’, so
ist das zugehorige Urbild B in G ein Ideal und es gilt

G/B=(G/A)/(B/A) (1.52)

Beweis: Da G homomorph zu G’ und G’ homomorph zu dem Q-Faktorring G'/B’ ist, wird nach 1.2.2
auch der Q-Ring G homomorph zu dem -Faktorring G’/B’. Damit ist G'/B’ isomorph zu einem
Q-Faktorring von G nach einem gewissen Ideal. Dieses Ideal enthélt alle Elemente, welche bei

G—G/B
auf das Nullelement abgebildet werden. Diese Elemente werden aber bei der homomorphen Abbildung
G — G’ auf das Ideal B’ abgebildet, stellen also das Urbild von B’ und damit B dar, wobei B’ iso-
morph zu dem Q-Faktorring B/A ist. Der Beweis ist erbracht.

Da das homomorphe Bild eines Ideals wieder Ideal ist, erhalten wir als Folgerung:

Satz 2
Sind A und Bj;, i = 1,...,n, Ideale eines Multioperatorrings G mit

AcBicBCc..CcB,1CB,CcG

so existieren im -Faktorring G/A Ideale B, i = 1,...,n, welche beziiglich des natiirlichen Homo-
morphismus von G auf G/A homomorphe Bilder der B; sind, wobei

(0)cByCcByC..CB,_,CB,cG/A

gilt. Die Umkehrung gilt ebenfalls.

Bilden wir den Q-Faktorring eines Multioperatorrings nach einem seiner maximalen Ideal, so wird:

Satz 3
Der Q-Faktorring G/A eines Multioperatorrings G' nach einem seiner maximalen Ideale A ist ein
einfacher (2-Ring.

Zum Beweis iiberlege man sich, dass fiir ein maximales Ideal A kein Ideal der Form B; aus Satz 2
existiert, womit in dem Q-Faktorring G/A auch kein echtes Ideal B] vorhanden ist.

Zum Abschluss dieses Kapitels wenden wir uns noch dem Lemma von Zassenhaus zu:
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Lemma von Zassenhaus

Sind in einem Multioperatorring G die Q-Unterringe A, A’, B und B’ gegeben und sind A’ und B’
Ideale von A bzw. B, so stellen A’ + (AN B’) und B’ + (BN A’) Ideale der Q-Ringe A’ + (AN B)
bzw. B’ 4+ (AN B) dar.

Auflerdem besteht folgende Isomorphie:

(A +(ANB)/(A+(AnB")) = (B'+(ANB))/(B'+(BnA")) (1.53)

Beweis: Zuerst setzen wir C = AN B. Weiterhin soll B’ ein Ideal von B sein, so dass mit C' C B nach

dem Isomorphiesatz
CNB =AnBNB =AnpB

ein Ideal von C ist. Gleiches gilt fiir den Durchschnitt B N A’ und die Summe
C'=(ANB)Y+(BNA) (1.54)

der beiden Ideale. Nun setzen wir D = C/C".
Da A’ Ideal des Q-Rings A ist, erhalten wir fiir die Summe von A’ und A N B:

A+(AnB)=A"+C
Jedes Element dieser Summe besitzt dann eine Darstellung der Form
a +c
wobei a’ Element von A und ¢ von C' ist. Diesem Element ordnen wir die Nebenklasse C’ + ¢ aus D
zu. Ist es moglich, das Element a’ + ¢ noch auf eine andere Weise darzustellen, erhalten wir
a+c=a +ec (€A el) bzw. —di+d=cp—ceAnCCAnNBCC

und folglich

ca=(-aj+d)+cel +c
Man erhélt eine eindeutige Abbildung des Multioperatorrings A’ + C' in den Multioperatorring D.
Diese Abbildung ist sogar auf ganz D, da jedes Element ¢ aus C, das dann auch in A’ 4+ C' liegt, in
seine zugehorige Klasse C’ + ¢ abgebildet wird. Weiterhin ist diese Abbildung auch Homomorphismus.
Da A’ ein Ideal von A’ + C' ist, wird

(a} + ¢1)...(al, + cn)wn = ag + c1...cpwy und
(ay +c1) + (a5 + c2) = a3 + (c1 + ¢2)
wobei die ag,al,...,/a, aus A" und die ¢1,...,¢,, sowie ¢j...cpwy, aus C sind.
Den Kern dieses Homomorphismus bildet A’ + (A N B’). Einmal folgt aus AN B’ C C’, dass das

Ideal A" + (AN B’) im Kern enthalten ist, Wird weiterhin ein Element o’ 4+ ¢ aus A’ + C in C’
abgebildet, so ist ¢ in C” enthalten und mit (1.54)

c=u—+v
wobei v in BN A’ bzw. v in A N B’ enthalten sind. Damit wird
a+c=(+u)+ved +(ANB)

womit das betrachtete Ideal tatséachlich den Kern bildet.
Folglich ist A’ + (AN B’) Ideal im Q-Ring A’ +C = A"+ (AN B), und es gilt

(A +(ANB))/(A+(AnB")) =D
Aus Analogiegriinden muss dann auch gelten
(B'+(BnA))/(B'+(BnA")=D

womit die Behauptung gezeigt ist. Der Beweis ist erbracht.
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1.3.6 Der Verband der Ideale

Im Folgenden soll kurz eine sehr schone Eigenschaft der Ideal eines Multioperatorrings gezeigt werden.

Satz 1
Die Menge aller Ideal eines Multioperatorrings bildet mit dem mengentheoretischen Durchschnitt
und der Summe von Idealen einen Verband.

Zum Begriff des Verbands siehe Szasz [20] und Kuros [9].
Beweis: Fir den Nachweis benutzen wir die strukturtheoretische Definition eines Verbands. Dazu
zeigen wir, dass

ANA=A ; A+A=A
ANB=BNA ; A+B=B+A
(ANB)NC=An(BNC) ; (A+B)+C=A+(B+C)
AN(A+B)=A ; A+(AnB)=A

gilt.

Die Idempotenzgesetze (1.55), die Kommutativgesetze (1.56) und die Assoziativgesetze (1.57) sind
offenbar fiir alle Ideale A, B und C' eines Multioperatorrings G giiltig.

Fiir den Durchschnitt ist dies aus der Mengentheorie bekannt. Fiir die Summe der Ideale ergeben
sich diese Gesetze aus der Tatsache, dass die Summe in einem Multioperatorring kommutativ und
assoziativ ist. Die Idempotenz fiir die Summe der Ideale ist durch die Komplexsumme abgesichert.

Es sind nur noch die Verschmelzungsgesetze (1.58) zu zeigen. Da aber ein beliebiges Ideal A in einer
Summe A + B mit einem weiteren beliebigen Ideal enthalten ist, gilt

AN(A+B)=A
Da andererseits der Durchschnitt von A mit einem Ideal B in A enthalten ist, gilt auch
A+(ANnB)=A

womit die Menge aller Ideale eines Multioperatorrings mit den genannten zwei bindren Operationen
einen Verband bildet. Der Satz ist bewiesen.

Die zu diesem Verband gehorige Halbordnungsrelation ist durch das mengentheoretische Enthaltensein
der Ideale gegeben.

Da der Durchschnitt als auch die Summe von Idealen fiir unendlich viele Ideale ebenfalls erklirt
ist, ist der Verband der Ideale eines Multioperatorrings vollsténdig. Auflerdem besitzt dieser Verband
ein grofites Element, den Multioperatorring G selbst als Ideal, und ein kleinstes Ideal, das Nullideal.
Wir kénnen weiter zeigen:

Satz 2
Fiir alle Ideale A, B und C eines Multioperatorrings, wobei B in A enthalten ist, gilt

AN(B+C)=B+(ANC) (1.59)

d.h., der Verband der Ideale ist modular und dedekindsch.
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Beweis: Seien A, B und C beliebige Ideale eines Multioperatorrings G, wobei B in A enthalten sein
soll. Da B auch in B + C enthalten ist, umfasst die linke Seite von (1.59) das Ideal B. Ebenso wir
aber auch A N C umfasst, da AN C sowohl in C als auch in B + C enthalten sein muss. Damit wird

B+ (AnC)CAN(B+0O) (1.60)
Andererseits besitzt jedes Element des Ideals AN (B + C) eine Darstellung
a=b+c
mit @ aus A, b aus B und ¢ aus C. Damit ist aber, da B in A enthalten ist
c=-b+acA d.h. ce(ANC)

Damit ist jedes Element a in der rechten Seite von (1.59) enthalten. Mit (1.60) ergibt sich das Ge-
suchte. Der Beweis ist erbracht.

Damit beenden wir die Untersuchung des Verbands der Ideale eines £2-Rings. Fiir die weiteren Betrach-

tungen werden wir nur Satz 2 bendtigen, welcher aber, wie gesehen, losgelost von der Verbandstheorie
betrachtet werden kann.
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1.4 Normalreihen, Hauptreihen

1.4.1 Normalreihen und Satz von Schreier

Wir wir beim Verband der Ideale gesehen haben, besteht zwischen den Idealen eines Multioperatorrings
die Halbordnung des mengentheoretischen Enthaltenseins. Wir setzen:

Definition

Ein endliches System von echt ineinander enthaltenen Idealen A;, i = 1,...,n, eines Multi-
operatorrings GG, das bei G beginnt und bei dem Q-Nullideal (0) endet

G=A,DA4,-1D..D04 D4, =(0) (1.61)

heiffit Normalreihe des 2-Rings G. Die Zahl n nennen wir die Linge der Normalreihe. Die
Q-Faktorringe
G/An-1,...,A2/A1, A1 /Ao = (0) (1.62)

heiBen die Faktoren der Normalreihe (1.61) in G.

Damit besitzt jeder Multioperatorring, verschieden vom 2-Nullring, mindestens eine Normalreihe der
Lange 1, und zwar
G D (0)

Der einzige auftretende Koeffizient (Faktor) ist dabei der Q-Ring selbst. In einfachen Multioperator-
ringen sowie in -Korpern ist dies die einzige mogliche Normalreihe, da ja kein nichttriviales Ideal
existiert.

Im Q-Ring der ganzen Zahlen bestehen unendlich viele Normalreihen, z.B.

Z2222o4Z > ... D2"Z D (0)

wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist.
In einem Restklassenring Z,,, n > 2, n keine Primzahl, existieren immer endlich viele Normalreihen.
Betrachten wir den Restklassenring Z15. In ihm kénnen wir folgende Normalreihen finden:

G D (5) D (0); G D (3) D (0); G D (0)

Liegt nun in einem Multioperatorring eine Normalreihe (1.61) vor, so sagen wor, dass eine weitere
Normalreihe
G:BkDBk_lD...DBlDBOI(O)

eine Verfeinerung von (1.61) darstellt, wenn jedes Ideal A;, ¢ = 1,...,n, mit einem Ideal B; {ibereinstimmt.
D.h., es muss dann k£ > n gelten.

Weiterhin sagen wir, dass zwei Normalreihen eines Multioperatorrings isomorph zueinander sind, wenn
zum einen ihre Léngen gleich sind und zum anderen zwischen den Faktoren beider Reihen eine um-
kehrbar eindeutige Zuordnung besteht, so dass zugeordnete Faktoren zueinander isomorph sind.

Zum Beispiel sind im Ring der ganzen Zahlen die Normalreihen
Z D27 D 6Z D (0) ; Z > 37 D 6Z D (0)

zueinander isomorph. Die Léngen beider Reihen betrdgt 3 und ihre Faktoren sind isomorph.
Es gilt nun der Satz von Schreier:
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Satz von Schreier
Je zwei Normalreihen eines Multioperatorrings G besitzen isomorphe Verfeinerungen.

Beweis: Seien in G zwei Normalreihen
G=ADA D..DAk 1D Ar=(0) (1.63)
G=ByD>B1D>..D>B_-12A4=(0) (1.64)
gegeben. Dann setzen wir
Ajj = A + (A4i-1 N Bj); i=1,...k j=0,...1
Bji = Bj + (Bj—1 N A;); j=1,...0 i=0,.k
Damit gelten fir ¢ = 1,....,k und j = 1,...,I:
Ai1=A0DAj-1DA; DAy =A; und
Bj_1 = Bjy D Bj;—1 D Bj; D B, = B;

Nach dem Lemma von Zassenhaus sind dann die A;; und Bj; Ideale im Multioperatorring G' und die
zugehorigen -Faktorringe zueinander isomorph.

Aij-1/Ai; = Bji—1/Bj

Fiigen in in der Normalreihe (1.63) zwischen allen Idealen A;_; und A; sdmtliche Ideale A;;, i =
1,...,l — 1, ein, erhalten wir eine Verfeinerung der Reihe (1.63). Dabei kénnen jedoch Wiederholungen
auftreten, d.h., es kann auch der Fall

Aij—1 = Ajj

eintreten. Setzt man in der Normalreihe (1.64) die Bj; ein, erhilt man ebenfalls eine derartig verfeinerte
Normalreihe.

Nach (1.65) sind dann beide isomorph zueinander. Um nun das Geforderte zu erreichen, missen wir
noch alle moglichen Wiederholungen ausschlieflen.

Waéhlen wir dazu eine beliebige Wiederholung

Ajj_1 = Ajj
aus, so ist nach der Isomorphiebeziehung (1.65)
Aij—1/Aij = (0) = Bji—1/Bji
womit auch in der Normalreihe (1.64) an dieser Stelle eine Wiederholung
Bji—1 = Bji

auftritt. Damit konnen wir aber alle Wiederholungen streichen. Der Beweis ist erbracht.

Die rechnerische Bestimmung der Verfeinerungen ist mit etwas Aufwand verbunden. Betrachten wir
dazu die Normalreihen

Z > 27 D> 4Z > (0) ; Z > 37 D 15Z > (0)
im Ring der ganzen Zahlen. Wir erhalten folgende A;;
Aw=224(ZNZ)=22+Z=17
A =22+ (ZN372)=22Z+3Z =1

A9 =22+ (ZN15Z) =27+ 15Z =7
A13:QZ+(ZQ(O)):2Z+(O)ZQZ
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und weiter:
Agg = 275 Aoy = 27; Ago = 275 Aoz = 47; Azg = 4Z; A31 = 127; A3y = 607Z; A3z = (0)
und fiir die Werte der Ideale Bj;:
Bio = Z; Bi1 = Z; Bia = Z; B13 = 3Z; Byy = 3Z; Bo1 = 3Z; By = 31; Baz = 15Z;
Bsy = 15Z; Bs1 = 30Z; B3y = 60Z; B3z = (0)
Die verfeinerten Normalreihen haben dann (nach Streichung der Wiederholungen) das Aussehen:
Z D27 D AZ D 127 D 60Z D (0) und Z > 37 D 15Z D 30Z D 60Z > (0)

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass diese zwei Normalreihen zueinander isomorph sind.
Abschliefend sei nur erwéhnt, dass ein weiteres Verfahren der eben gewonnenen Normalreihen nur
insofern moglich ist, dass beide unveréindert bleiben, da sie schon isomorph zu einander sind.

1.4.2 Hauptreihen und der Satz von Jordan-Holder

Eine Normalreihe eines Multioperatorrings, welche aufler sich selbst keine weitere Verfeinerung besitzt,
nennen wir Hauptreihen.
Zum Beispiel ist die Normalreihe Zg D (3) D (0) im Restklassenring Zg eine Hauptreihe.

Offenbar ist eine Normalreihe dann und nur dann Hauptreihe, wenn alle ihre Faktoren einfache Mul-
tioperatorringe sind. Lasst sich ndmlich zwischen zwei Idealen einer Normalreihe kein weiteres echt
einfiigbares Ideal finden, so kann die zugehorige (2-Faktorring als Faktor nach Satz 2, 1.3.5, auch kein
echtes Ideal besitzen und umgekehrt.

Damit erhalten wir aus dem Satz von Schreier:

Satz von Jordan-Hoélder
Besitzt ein Multioperatorring G eine Hauptreihe, so sind je zwei seiner Hauptreihen zueinander
isomorph.

Wenden wir den Satz von Schreier auf eine beliebige Normalreihe und eine Hauptreihe eines Multi-
operatorrings an, so wird:

Satz 1
Besitzt ein Multioperatorring Hauptreihen, so lésst sich jede Normalreihe zu einer Hauptreihe
verfeinern, welche isomorph zu allen anderen Hauptreihen dieses Multioperatorrings ist.

Insbesondere bedeutet dies, dass in einem 2-Ring mit Hauptreihen je zweo auch die gleiche Lénge
besitzen.

Im Restklassenring Zg haben damit alle Hauptreihen die Lénge 2; oben wurde eine dieser Hauptreihen
angegeben. Tatsdchlich besitzt die einzige, weitere existierende Hauptreihe Zg D (2) D (0) ebenfalls
die Lénge 2.

Da Multioperatorringe mit Hauptreihen eine grofle Bedeutung fiir das Studium von direkten Zer-
legungen besitzen, suchen wir nach Kriterien fiir die Existenz.
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Satz 2
Ein Multioperatorring mit einer endlichen Anzahl von Idealen besitzt immer eine Hauptreihe.

Zum Nachweis tiberlege man sich, dass keine unendlich lange Normalreihe existieren kann. In Rest-
klassenringen Z,, n > 2, gibt es damit Hauptreihen; ebenso in Matrizenringen iiber endlichen Inte-
gritdtsbereichen.

Da in einfachen Multioperatorringen nur die trivialen Ideale existieren, besitzen derartige (2-Ringe
genau eine Hauptreihe der Linge 1
G D (0)

Wir kénnen auch die Umkehrung zeigen:

Satz 3
Besitzt ein Multioperatorring eine Hauptreihe der Lénge 1, so ist er einfacher (2-Ring.

Beweis: Eine Hauptreihe der Lénge 1 muss, da Nullideal und £2-Ring selbst auftreten miissen, die Form
G D (0)

besitzen. Auf Grund von Satz 1 ldsst sich dann jede Normalreihe zu einer Hauptreihe verfeinern, welche
dann aber auch die Lange 1 haben muss. Damit kann es aber aufler der angegebenen Normalreihe
keine weitere geben. Dieser Multioperatorring ist einfach und der Beweis ist erbracht.

Um ein weiteres Kriterium zu erhalten, definieren wir:

Definition

Ein Multioperatorring G erfiillt genau dann die Minimalbedingung fiir Ideale, wenn
jede absteigende Kette von echt ineinander enthaltenen Idealen

A1 DA D ...DA_1 DA = Al+1 = ... (165)

nach endlich vielen Schritten abbricht, d.h., es existiert eine natiirliche Zahl 1, so dass A; einfacher
Multioperatorring ist.

Ohne Beweis sei nur erwihnt, dass nachfolgende Kriterien &dquivalent zur eben definierten Minimalbe-
dingung fiir Ideale sind:

1. Jedes System von Idealen besitzt mindestens ein im Sinne des mengentheoretischen Enthalten-
seins "minimales” Ideal.

2. Jede absteigende Kette von echt ineinander enthaltenen Idealen
A1 DA D...DA_1DAD (O)
bricht nach endlich vielen Schritten bei dem Nullideal ab.

Analoge definieren wir die Maximalbedingung fiir Ideale, bei der jede aufsteigende Kette von
Idealen nach endlich vielen Schritten bei dem Multioperatorring G selbst abbrechen muss.

Der Ring der ganzen Zahlen erfiillt offenbar die Maximalbedingung, aber nicht die Minimalbedin-
gung. Dagegen gilt in endlichen Multioperatorringen sowohl Minimal- als auch Maximalbedingung.
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Satz 4 (Kuros)
Ein Multioperatorring besitzt genau dann Hauptreihen, wenn er der Minimal- und Maximalbe-
dingung fiir Ideale geniigt.

Beweis: Besitzt ein Multioperatorring Hauptreihen der Linge k, so konnen wir jede Kette, ob ab- oder
aufsteigend, durch Hinzufiigen des Nullideals und der Ideals GG in eine Normalreihe verwandeln. Nach
Satz 1 kann diese Normalreihe zu einer Hauptreihe verfeinert werden, welche aber ebenfalls die Lénge
k besitzt. Damit kann es aber keine unendlich langen Ketten von Idealen geben. Der Multioperatorring
erfiillt beide Bedingungen.

Umgekehrt gelte in G die Minimal- und Maximalbedingung fiir Ideale. Wie erwahnt, ist die Forderung,
dass in jedem System von Idealen minimale Elemente existieren, dquivalent zur Minimalbedingung.
Waéhlen wir nun ein von G verschiedenes Ideal A. Die Menge alle Ideale B;, i € I, welche das Ideal A
echt enthalten, besitzt dann minimale Elemente, von denen B; eines sei. Die Menge aller Ideale B;,
j € J, welche B echt enthalten, besitzt dann unter anderem des minimale Element Bs.
Fiihren wir so weiter fort, erhalten wir ein aufsteigende Kette von Idealen, welche, wenn wir A = (0)
setzen, bei dem Nullideal beginnt, und auf Grund der Maximalbedingung nach endlich vielen Schritten
abbricht:

A=(0)CcBiCByC..CB_1CB =G

Diese Kette stellt dann aber eine Hauptreihe in G dar. Der Beweis ist erbracht.
Da der Ring der ganzen Zahlen die Minimalbedingung fiir Ideale nicht erfillt, kann er auch keine

Hauptreihe besitzen.
Wenden wir uns noch den Léngen der Hauptreihen zu.

Satz 5
Ist G ein Multioperatorring mit Hauptreihen der Lange [ und A eines seiner Ideale, so besitzt A
als Q-Ring Hauptreihen mit einer Léinge a < I.

Zum Beweis iiberlege man sich, dass die Normalreihen in denen A auftritt, also auch
(0O)cACd

zu einer Hauptreihe verfeinert werden kann, womit auch A Hauptreihen besitzt.

Satz 6

Ist ein Multioperatorring G mit Hauptreihen der Lange k und A eines seiner Ideale mit Hauptreihen
der Linge a gegeben, so besitzt der Q-Faktorring G/A ebenfalls Hauptreihen und zwar mit der
Lange [ — a.

Beweis: Es sei
GDODB_1DB9D2..0Bgt1DADBs1D...0B1 DBy=(0) (1.66)

eine Hauptreihe, in der A auftritt. Diese existiert, da die Normalreihe G D A D (0) verfeinert werden
kann.
Nach Satz 2, 1.3.5, existiert dann in dem Q-Faktorring G/A eine Normalreihe

G/ACB_{D>B|_y>..2>B,,,D>B,.; DB, =(0)

wobei die B homomorphe Bilder der B;, i = a,...,l — 1, beziiglich des natiirlichen Homomorphismus
von G auf G/A sind.
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Da die Umkehrung von Satz 2, 1.3.5, gilt, ist diese Normalreihe sogar Hauptreihe im -Faktorring
G/A. Andernfalls kénnte (1.66) keine Hauptreihe im Multioperatorring G darstellen, was ein Wider-
spruch zur Voraussetzung wére. Der Q-Faktorring G/A besitzt damit Hauptreihen und offenbar mit
der Lénge | — a. Der Beweis ist erbracht.

Diesen gezeigten Satz konnen wir auch zur Bestimmung der Lénge der Hauptreihen im Ausgangs-
multioperatorring benutzen.

Betrachten wir den Restklassenring Zo. Dieser besitzt, da er ein zum Restklassenkorper Zsy isomor-
phes Ideal enthélt, den Restklassenring Zg als homomorphes Bild. Wir wir sahen, haben in diesem
wiederum die Hauptreihen die Lange 2. D.h., es ist | —a = 2.
Da nun das betrachtete Ideal Q-Koérper ist und damit nur die triviale Hauptreihe der Lénge 1 besitzt,
d.h. @ = 1, erhalten wir fiir [ den Wert 3.
Tatséchlich ist die Lange der Hauptreihen im Restklassenring Zis gleich 3. Zum Beispiel existiert die
Hauptreihe

Z12 > (2) O (4) O (0)

Aus Satz 5 kénnen wir weitere Folgerungen ableiten. Mit dem Homomorphiesatz gilt dann:

Satz 7
Ist G ein Multioperatorring mit Hauptreihen der Lénge [, so besitzt jedes homomorphe Bild G
Hauptreihen mit einer Lange a < [.

Wihlen wir in einem 2-Ring mit Hauptreihen der Lange [ ein maximales A aus, do besitzt dieses eben-
falls Hauptreihen und offensichtlich mit der Lénge [ — 1. Der zugehorige Q-Faktorring G/A muss dann
Hauptreihen der Lénge 1 besitzen. Nach Satz 3 ist G/A einfacher Multioperatorring. Wir erhalten:

Satz 8
Der Q-Faktorring G/A eines Multioperatorrings G nach einem maximalen Ideal A ist einfach.

Die gleiche Aussage erhielten wir schon mit Satz 3 im Abschnitt 1.3.5 ohne Verwendung von Hauptrei-
hen.

Von Bedeutung wird noch eine Aussage iiber die Lédnge der Hauptreihen in einer Summe zweier Ideale.
Wir zeigen:

Satz 9

Seien A und B zwei beliebige Ideale eines Multioperatorrings G mit Hauptreihen. [(A) sei die
Léange der Hauptreihen im Ideal A, [(B) im Ideal B, [(A + B) im Ideal A+ B und (AN B) im
Durchschnitt der Ideale A und B. Dann gilt:

I(A+ B) =1(A) +1(B) — (AN B) (1.67)

Beweis: Auf Grund des ersten Isomorphiesatzes ist
(A+B)/A= B/(ANB)

womit die Hauptreihen beider 2-Faktorringe die gleiche Lange besitzen. Nach Satz 6 hat eine Hauptrei-
he im Q-Faktorring (A+ B)/A die Lange [(A+ B) —[(A) und in B/(AN B) die Lénge I(B) —I(ANB),
womit wir durch Gleichsetzen das Gesuchte erhalten. Der Satz ist bewiesen.

Schliefen wir vorerst die Untersuchung von Multioperatorringen mit Hauptreihen ab. In der Theorie
der direkten Summen von Multioperatorringen werden sie uns wieder begegnen, und dort neben den

Endomorphismen einen zentralen Platz einnehmen.
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1.5 Endomorphismen

1.5.1 Endomorphismenstruktur eines Multioperatorrings

Endomorphismen besitzen in der Theorie der Multioperatorringe und deren direkten Zerlegung zentra-
le Bedeutung. Wir werden spéter sehen, dass jede direkte Summe unmittelbar mit Endomorphismen
verbunden ist.

Betrachten wir zuerst die Menge FE aller endomorphen Abbildungen eines beliebigen Multiopera-
torrings G. Da Endomorphismen eindeutige Abbildungen sind, kénnen wir als binédre algebraische
Operation die Nacheinanderausfithrung ”o” auf der Menge F einfiihren:

Fir zwei beliebige Endomorphismen o und § aus der Menge F und jedes Element a des Multi-
operatorrings G setzen wir

a(ao f) = (ac)
Dabei schreiben wir an Stelle von a(a o #) nur noch aaf3.
Da die Nacheinanderausfiithrung von Abbildungen assoziativ ist und jedes Multioperatorring den iden-
tischen Automorphismus besitzt, stellt die Menge E der Endomorphismen eines Multioperatorrings
mit der Operation ”o” eine Halbgruppe mit Einselement (identischer Automorphismus) dar.
Da diese Halbgruppe im allgemeinen nicht regulér ist, kann sie auch keine Gruppe darstellen, d.h., es
existieren allgemein keine ”inversen” Endomorphismen.
Zum Nachweis der Nichtregularitdt brauchen wir nur zu zeigen, dass in der Halbgruppe (E,0) Nulltei-
ler existieren konnen. (zum Verhéltnis Regularitit - Nullteiler in Halbgruppen siehe Lugowski-Weinert
[14], Seite 4 ff.)

Dazu betrachten wir den Restklassenring modulo 6. Wahrend in der Restklassengruppe modulo 6
sechs verschiedene Endomorphismen existieren, finden wir in dem Restklassenring nur noch 4, welche
in der Tabelle zusammengefasst sind. Dabei sind in der Eingangszeile die Endomorphismen, in der
Eingangsspalte die Elemente des Rings aufgefiihrt.

0 ) Qo Q3
0/j0 0 0 O
110 1 3 4
210 2 0 2
310 3 3 0
410 4 0 4
510 5 3 2

Durch Nacheinanderausfiihrung der Endomorphismen as und «ag erhalten wir als deren Produkt den
Nullendomorphismus 0 und folglich die gesuchten Nullteiler.

Es kann Endomorphismenhalbgruppen von Multioperatorringen geben, bei denen keine Nullteiler auf-
treten (z.B. bei dem Ring der ganzen Zahlen), jedoch ist dies nicht der Normalfall.

Aus der Gruppentheorie ist bekannt, dass durch Einfiihren einer Addition von Endomorphismen, ei-
ner besser auswertbare Endomorphismenstruktur erhalten werden kann. Fiir abelsche Gruppen erhélt
man z.B. Endomorphismenringe.

Auch fiir Multioperatorringe wird eine Addition von Endomorphismen eingefiihrt:

Fiir zwei beliebige Endomorphismen a und g von E und jedes Element a des Multioperatorrings
G setzen wir

ala+ B) = (aa) + (af)
Obwohl jeder Multioperatorring eine Tragerstruktur besitzt, welche abelsche Gruppe ist, ist der
Schluss, dass (E,+) fiir Q-Ringe Gruppe ist, fehlerhaft. Die Ursache dafiir liegt in der Tatsache,
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dass nicht jeder Endomorphismus von (G,+) auch Endomorphismus des ganzen Multioperatorrings
ist.

Zum Beispiel wird in einer Restklassengruppe modulo n, n > 2, durch jede natiirliche Zahl k,
0 < k < n, ein Endomorphismus durch

Qp : ey =ka=a+a+..+a
N————

k—mal

bestimmt. Damit diese Endomorphismen auch in dem zugehorigen Restklassenring existieren, miissen
sie die Homomorphiebedingung der Multiplikation erfiillen, d.h., es muss gelten:

E(a-b) =ka-kb=k*(a-Db)

fiir beliebige @ und b aus dem Ring. Da zwei Elemente genau dann gleich sind, wenn sie beziiglich n
den gleichen Rest lassen, bedeutet dies

k=k? (mod n)
Losen wir diese Kongruenz, erhalten wir

1+ +V4nz+1
2

k=

wobei z die Menge aller natiirlichen Zahlen durchléuft. Es gilt also:

Satz 1
In einem Restklassenring modulo n, n > 2, existiert ein Endomorphismus

ay aay = ka (1.68)

mit 0 < k < n, genau dann, wenn eine natiirliche Zahl z existiert, so dass k ganzzahlige Losung

von
1+ 4 1
ist.

Fiir den Restklassenring modulo 6 ergibt sich:

z|10 1 2 3 4 5 6 7
ki1 3 4 - - 0 - 1

womit wir genau die Endomorphismen erhalten, welche in der vorhergehenden Tabelle aufgefiihrt sind.
Offenbar verschwinden zwei Endomorphismen, welche noch in der Restklassengruppe existieren, und
zwar die fir £k = 2 und 5.

Damit ist die Menge E beziiglich der definierten Addition nicht mehr abgeschlossen. Die identische
Automorphismus ¢ ist mit sich selbst nicht addierbar, da ¢ + ¢ = a9 gilt.

Die Menge FE aller Endomorphismen eines Multioperatorrings bildet mit der Addition von Endo-
morphismen im allgemeinen keine Gruppe. Damit stellt sich aber die Frage, wann Endomorphismen
eines Multioperatorrings addierbar sind. Dazu zeigen wir:

Satz 2
Zwei Endomorphismen « und S eines €2-Rings G sind addierbar, wenn der gegenseitige Kommutant
der Bilder [Ga,Gf5] gleich dem Nullideal ist.

93



Beweis: Wir haben zu zeigen, dass der Endomorphismus « + § existiert. Dass (a + ) eindeutige
Abbildung von G in G ist, folgt aus den gleichen Eigenschaften der Endomorphismen « und /3 sowie
aus der Eindeutigkeit der Summenbildung in G. Es bleiben nur noch die Homomorphiebedingungen
zZu zeigen.

Fir die Addition in G kénnen wir auf den Nachweis verzichten, da in einer abelschen Gruppe zwei
Endomorphismen immer addierbar sind. (vergleiche Kuros [5], Seite 102). Wenden wir uns der Homo-
morphiebedingung fiir beliebige Operationen w, zu.

Seien aji,...,a, beliebige Elemente des Q2-Rings G und w,, aus dem Operationensystem 2. Dann gilt:
(a1...anwp)(a+ B) =
nach Definition der Addition von Endomorphismen
= ((a1...anwn)) + ((ay...anwy)B) =
und da « und 8 Endomorphismen sind
= ((@m@)...(an)wn) + ((@15)...(anB)wn) = (¥)

Da der Kommutant [Ga, GB] = (0) ist, ist jedes Element in dem sowohl aus Ga als auch aus G
mindestens ein Element auftritt, gleich Null. Damit kénnen wir aber die Elemente

(a10)(azf)...(anB)wn  und  (a18)(azq)...(ana)wy
da beide Null sind, addieren. Wir erhalten
(%) = (a10)..(an@)wn + (a18)-..(anB)wn + (a10)(azf3)...(anB)wn + (a15)(aza)...(ana)w, =
und da die Addition kommutativ ist, sowie mit dem Distributivgesetz
= (a1 + a18) (azqr)...(ana)wn, + (a1a + a18)(a2)...(anB)wn = (+*)
Da auch die Elemente
(a10)(azB)(aze)...(ana)wn — und  (a18)(aza)(asp)...(anB)wn

auf Grund von [Ga, GS] = (0) gleich dem Nullelement sind, ergibt sich bei der Addition mit dem
Distributivgesetz

(#%) = (a1 + a18)(aza + a2B)(aza)...(ana)wn + (a1 + a18)(a2a + az8)(azf)...(anf)wn =

Setzen wir so fort, wird

= (a1a+ a1f3)...(an—10 + an—18)(ana)w, + (a1a + a1f)...(an—1a + an—18)(anB)w, =

durch die Distributivitat

= (a1a+ a10)...(an—1a + an—18)(ana + apfwy, =

und mit der Definition der Addition von Endomorphismen

= (a1(a+ B)).-(an(a + B))wn

womit die zwei Endomorphismen addierbar sind. Der Beweis ist erbracht.
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Offenbar sind damit in €2-Zeroringen alle Endomorphismen addierbar. Da die Addition in einem -Ring
kommutativ ist, gilt immer (vorausgesetzt die Endomorphismen sind addierbar):

a+fB=0+«
Auflerdem gelten offensichtlich die Distributivgesetze
(a+pB)y=ay+py  und a(f+v)=af+ay

Da nun in -Zeroringen alle Endomorphismen der additiven Tragerstruktur weiterbestehen, bildet die
Menge E aller Endomorphismen eines {2-Zerorings mit den Operationen ”+” und ”o” einen Ring.

Um alle Multioperatorringe zu charakterisieren, in denen alle Endomorphismen untereinander addier-
bar sind, zeigen wir einige Kriterien, wobei eine vollsténdige Systematisierung noch nicht gelungen ist.

Zuerst betrachten wir den Sonderfall der Multioperatorringe, die nicht notwendigerweise assoziati-
ven Ringe. Fiir diese Strukturen gilt:

Satz 3
In einem Ring R ist der identische Automorphismus i mit sich selbst addierbar, wenn jedes Ring-
element zu sich selbst entgegengesetzt ist, d.h., es gilt fiir alle @ aus R

a=-—a (1.70)

Beweis: In R sei der identische Automorphismus ¢ mit sich selbst addierbar, d.h., (i +4) ist Endomor-
phismus in dem Ring R. Dann gilt auf Grund der Homomorphiebedingung der Multiplikation fiir alle
Elemente a und b aus R

(a-b)(i+1i)=(a-b)+ (a-b) =2(a-b)

und andererseits
a(i+1i)-b(i+i)=(a+a) - (b+b) =4(a-b)

und zusammenfassend
a-bt+a-b=a-b+a-b+a-b+a-b

Da nun (R,+) Modul ist, konnen wir mit dem Entgegengesetzten von (a - b) addieren, und erhalten:
O=a-b+a-b

Das bedeutet aber
a-b=—(a-b) (1.71)

Da alle Umformungen &quivalent waren, ist ¢ also genau dann mit sich selbst addierbar, wenn in dem
Ring R die Gleichung (1.71) von allen Ringelementen a und b erfiillt wird. Gilt nun in R (1.70), so
erhalten wir auf Grund der Vorzeichenregeln sofort (1.71) und damit das Behauptete. Der Satz ist
bewiesen.

Offenbar gilt Relation (1.70) in jedem Zeroring. Allerdings existieren auch Ringe, welche nicht Zeroring
sind, aber dennoch (1.70) erfiillen. Beispiel dafiir ist der Restklassenring Zs.

Satz 3 kdnnen wir erweitern. Dazu betrachten wir die n-fach-Bildung des identischen Automorphismus

ni=1+t+..+1
—_————

n—mal
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Damit ni¢ Endomorphismus eines Rings R ist, muss auf Grund der Homomorphiebedingung fiir alle
Elemente a und b aus R
(a-b)i =n(a-b) =n?(a-b) = ani - bni
gelten, d.h. also
0= (n*—n)(a-b) (1.72)
Da nun nach (1.71) in diesen Ringen 0 = 2(a-b) gilt, und n2 —n immer eine gerade Zahl ist, kann (1.72)
durch eine Summe aus lauter Summanden der Form 2(a - b) dargestellt werden, womit wir erhalten:

Satz 4
In einem Ring R, in dem jedes Element zu sich selbst entgegengesetzt ist, kann der identische
Automorphismus beliebig oft mit sich selbst addiert werden.

Die dabei entstehende zyklische Gruppe mit dem identischen Automorphismus als Erzeugenden ist
jedoch auf Grund der Forderung (1.70) immer isomorph zur zyklischen Gruppe der Ordnung 2, da
i + 1 = o gilt, wobei o der Nullendomorphismus ist.

Wenden wir uns beliebigen Multioperatorringen zu. Wir erwédhnt sind in einem 2-Zeroring alle En-

domorphismen untereinander addierbar. Dagegen muss ein Multioperatorring, in dem alle Endomor-

phismen addierbar sind, nicht notwendigerweise {2-Zeroring sein.

Zum Beispiel besitzt der Restklassenring Zs nur die trivialen Endomorphismen, welche addierbar sind:
o+1=1 ; t+i=o0

Deshalb zeigen wir nur zwei spezielle Aussagen:

Satz 5
Ein Endomorphismus « eines Multioperatorrings G, dessen endomorphes Bild im Zentrum Z von
G liegt, ist mit jedem anderen Endomorphismus addierbar.

Beweis: Da dann das endomorphe Bild Ga im Zentrum liegt und somit der gegenseitige Kommutant
[Gay, G| gleich dem Nullideal wird, gilt fiir jeden weiteren Endomorphismus

[Go, GB] = (0)
Nach Satz 2 sind dann beide addierbar. Der Satz ist bewiesen.
Insbesondere ist folglich der Nullendomorphismus mit jedem Endomorphismus addierbar.

Nennen wir endomorphe Abbildungen eines Multioperatorrings G, deren Kern maximales Ideal von
G ist, maximale Endomorphismen, so zeigen wir:

Satz 6
Zwei verschiedenen maximale Endomorphismen o und g eines (2-Rings G sind immer addierbar.

Beweis: Es sei M, der Kern des Endomorphismus o und Mg Kern von 3. Nach Definition sind dann
M, und Mg maximale Ideale in G. Auf Grund von Satz 2, 1.3.5, sind dann die zugehorigen Bilder Bo
und B minimale Ideale in G.

Nach Satz 3, 1.3.3, sind Ba und Bf dann bis auf das Nullelement zueinander disjunkt. Da somit aber
jedes n-are Produkt mit Elementen sowohl aus Ba und B immer zum Nullelement wird, andernfalls
wére Ba und Bf nicht bis aus Null disjunkt, muss deren gegenseitiger Kommutant zum Nullideal
werden.

Mit Satz 2 sind beide Endomorphismen addierbar. Der Beweis ist erbracht.

Damit brechen wir die Untersuchung der Addierbarkeit von Endomorphismen ab. In Abschnitt 1.5.3
werde wir mit Hilfe des Begriffs des normalen Endomorphismus weitere Aussagen treffen kénnen.
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1.5.2 Der Multioperatorring der Quasiendomorphismen

Bevor speziell Endomorphismen untersucht werden, diskutieren wir ein anderes Problem.

Wie wir wissen, bilden die Endomorphismen eines Multioperatorrings im Allgemeinen mit den Opera-
tionen der Nacheinanderausfithrung bzw. Addition keinen Ring. Damit existiert ein "Endomorphismen-
Q-Ring” nicht, da die Menge E beziiglich der Addition nicht abgeschlossen sein muss.

Es erhebt sich die Frage, ob es nicht dich moglich ist (durch entsprechende Konzessionen) eine unter-
suchbare Endomorphismenstruktur zu konstruieren.

Zur Losung der Frage betrachten wir die Menge S(G) aller Abbildungen eines Multioperatorrings
G in sich selbst.

Offenbar gehoren alle Endomorphismen zu der Menge S(G), jedoch auch alle anderen Abbildungen,
welcher keinerlei Bedingung (wie z.B. der Homomorphiebedingung) geniigen miissen.

Zwei Abbildungen o und S aus S(G) seien dann und nur dann gleich, wenn ihre Bilder fiir alle
Elemente des Multioperatorrings gleich sind, d.h.

a=pfs ra=xz68Vr e G

Auf dieser Menge S(G) fithren wir jetzt folgende Operationen ein:
1. eine bindre Addition

2(a+B) = (xa) + («B) (L.73)

Offenbar stimmt diese Addition mit der der Endomorphismen iiberein.
2. eine unére Bildung der Entgegengesetzten

z(—a) = —(za) (1.74)
3. eine nulldre Festlegung des Nullelements, d.h., in unserem Fall des Nullendomorphismus o
zo=0 (1.75)

und 4. fiir jede Operation w, des Operationensystems des Multioperatorrings G eine Operation w],
der Form
r(ajag...anwl)) = (vag)(zasg)...(xay)w, (1.76)

Da die Menge S(G) alle moglichen Abbildungen des Multioperatorrings in sich selbst enthélt, und die
definierten Operationen bei Anwendung wieder nur Abbildungen erbringen, ist S(G) beztiglich dieser
Operationen abgeschlossen und damit universelle Algebra.

Das zugehorige Operationensystem enthélt eine Addition, eine unédre Operation, eine nulldre Opera-
tion, und eine Menge von n-dren Operationen, n > 2, welche gleichartig zum Operationensystem des
Multioperatorrings G ist.

Wir konnen zeigen, dass S(G) mit den in (1.73) bis (1.75) definierten Operationen zu einer abelschen
Gruppe wird.

Satz 1
Die Menge S(G) aller Abbildungen eines Multioperatorrings G bildet mit den Operationen (1.73)
bis (1.75) eine abelsche Gruppe.

Beweis: Da die Abgeschlossenheit von S(G) fiir diese Operationen schon geklart ist, geniigt es, wenn
wir die fiir eine abelsche Gruppe identischen Relationen nachweisen.

Da die Addition im Multioperatorring GG assoziativ und kommutativ ist, folgt sofort aus der Definition
der Addition in S(G), dass diese ebenfalls assoziativ und kommutativ ist. Weiterhin gilt:

r(a+o0)=za+z0=r0+0="10
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so dass der Nullendomorphismus tatsidchlich Nullelement in (S(G),+) ist.
Da wir auch fiir die Entgegengesetzten

r(a+ (—a)) =ra+z(—a) =ra—za =0
erhalten, ist (S(G),+) abelsche Gruppe. Der Beweis ist erbracht.
Es ist zu vermuten, dass die Operation w], mit der Addition auch das Distributivgesetz erfiillen.
z(ag...ai—1(a+ B)ajir...apw),) =

nach Relation (1.76)
= (zaq)...(xzaj—1)(z(a+ B))(xait1)...(zan ) w, =

und mit der Definition der Addition in S(G)

= (zaq)...(xai—1)(va + xf) (xait1)...(zom )wp, =
da das Distributivgesetz im Multioperatorring gilt

= (zay)...(xai—1)(za) (zaisl)...(voam)wn + (zay)...(zai—1) (28) (zatis1) ... (o, )w,, =
wenden wir Definition (1.76) nochmals an, ergibt sich
= z(a1...0 10041 ...apw),) + z(Q1 ..o 1B ... TawWl) =
und nochmals mit der Definition der Addition zweier Abbildungen in S(G)
= 2(Q] . Q1 Q41 e Wy + O 1 41 T W) =

Zusammenfassend kénnen wir also sagen

Satz 2
Die Menge S(G) aller Abbildungen eines Multioperatorrings G bildet mit den Operationen (1.73)
bis (1.76) einen Multioperatorring.

S(G) nennen wir dem symmetrischen Multioperatorring eines Q-Rings G.

Nun wenden wir uns den Endomorphismen eines Multioperatorrings zu. Auf Grund der Definition
der Menge S(G) sind sicher alle Endomorphismen in S(G) enthalten, d.h.

ECS(G)

Wie wir schon wissen, sind die Endomorphismen beziiglich der Addition nicht abgeschlossen, so dass
E in S(G) keinen Q2-Unterring bildet.

Betrachten wir aber den aus der Menge E erzeugten Q-Unterring @ in S(G), und nennen wir die
Elemente von Q Quasiendomorphismen, so konnen wir sagen:

Satz 3

Die Menge aller Quasiendomorphismen @ eines Multioperatorrings G bildet mit den Operationen
(1.73) bis (1.76) einen Q-Unterring des symmetrischen Multioperatorrings S(G), und ist damit
selbst Multioperatorring.
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Zu den Quasiendomorphismen gehoren offenbar alle Endomorphismen von G. Da (G,+) einen En-
dormorphismenring besitzt und alle Endomorphismen von G auch Endomorphismen von (G,+) sind
(umgekehrt aber nicht), gehoren alle Endomorphismen von (G,+) zu den Quasiendomorphismen von
G.

Weiterhin kénnen aber auch andere Abbildungen Element von @ sein. Jedoch fallen die Mengen S(G)
und @ nicht notwendigerweise zusammen.

Zum Beispiel besitzt der symmetrische Multioperatorring des Restklassenrings Z, die Ordnung 24.
Dagegen gehoren zu @ nur 16 Abbildungen, welche in der folgenden Tabelle zusammengefasst sind:

o i ap a2 Q3 Q4 Qa3 Qg Q Qg Qg9 Qg 011 Q12 Q13 Q1Y
0|0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
170 1 2 3 1 2 3 0 1 2 3 0 2 3 0 1
210 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2
310 3 2 1 1 o 3 2 3 2 1 0 0 3 2 1

Von diesen 16 Quasiendomorphismen sind nur der Nullendomorphismus und der identische Automor-
phismus Endomorphismen. a; und as sind in der zyklischen Gruppe der Ordnung 4 Endomorphismen.
Die Operationstafel der Multiplikation ist nachfolgend zu sehen.

Man erkennt, dass sich die Kommutativitat der Multiplikation auf den 2-Ring der Quasiendomorphis-
men iibertragt.

Multiplikationstafel des Quasiendomorphismenrings des Restklassenrings 74

% a1 (8% a3 21 as 875 a7 Qg (%) a1p Q11 (12 13 (4

o o o o o o o o o o o o o o o o o
i o a3 aq as Qa7 o1 Q9 a13 a3z aq as o a1 Q9 a13 ar
(05) o a1 o (05} a1 o aq o a1 o (05} o o aq o a7
a2 (0 a5 ;a3 @ @11 Q7 @3 a5 Qa1 Q3 o o111 ar @13 Qg
a3 o a7 ] (&%) a3 11 as a13 ar o a9 o 11 Qs 13 a3
(67} o 11 o a11 11 o 11 0 11 o 11 o o 11 0 11
Qs 0 Qg a1 ar a5 11 a3 13 Qg a1 ar o 11 a3 13 Qs
Qg 0 (13 o 13 (13 o 13 0 13 o 13 o o 13 0 13
ar |0 Qa3 aq as Qa7 o1 Qg9 @13 a3 aq as o a1l Qg @13 ay
ag 0 aq o a1 aq 0 a1 0 aq o a1 o o a1 0 aq
Qg o0 Q5 aq ag Q9 a1 ar 13 as aq asg o a1l ar Q13 Q9
10 | O o o o o o o o o o o o o o o o
Q11 | 0 Q11 o 11 Q11 o a1l o a1l o a1 o o a1l o a1l
Q12 | 0 (g a1 ar a5 11 a3 13 Qg a1 ar o a11 a3 13 a5
a3 |0 a3 0 Q13 Q13 o Q13 0 o3 0 013 o o Q13 o 13
Qg | 0 Qa7 a9 a3 11 as @13 ar a9 o a11 as 13 a3

Anmerkung: Der vorliegende Quasiendomorphismen-2-Ring ist fiir eine Vielzahl von Untersuchungen
gut geeignet, da er sich gegeniiber bisher betrachteter Multioperatorringe durch zwei besondere Ei-
genschaften auszeichnet; er besitzt ein Zentrum bzw. einen Kommutanten, welche nichttriviale Ideale
sind.

Das Zentrum wird dabei von dem Ideal («) gebildet, welches auler a1p nur noch das Nullelement o
enthélt.

Der Kommutant G’ besitzt die Elemente 0, a1, as, as, a7, ag, @11 und aj3. Weiter kann man zeigen,
dass

Q/ (o) =G

und

Q/G" = (o)
gilt.

Es erhebt sich nun die Frage, wann der Quasiendomorphismenring nur Endomorphismen enthélt.
Dazu benutzen wir ein Lemma von Plotkin (aus Hion [4], Seite 9).
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Lemma von Plotkin
Ist ein Multioperatorring abelsch, so ist () = E und E ist abelscher 2-Ring.

Beweis: Auf Grund von Satz 2, 1.5.1, und dessen Folgerungen ist nur noch nachzuweisen, dass
/
aq...0mw;,

wobei af, ..., o, beliebige Endomorphismen sind, immer Endomorphismus ist.
Dazu seien die x1,...,x, beliebige Elemente des abelschen Multioperatorrings G und wy eine Operation
des Operationensystems 2. Dann gilt:

(21...wpwy)(Q1...apwl,) =

auf Grund der Definition (1.76)

= ((wl-'-ﬁkwk)m)...((ml...kak)an)wn =

und da die o bis a,, Endomorphismen sind

= ((x101)...(zro)wg) ... ((T100) ... (T O )i Jwp, =

da nun der Multioperatorring als abelscher 2-Ring )-Zeroring ist, ist das Ergebnis gleich Null und
wir konnen setzen

= ((r101)...(zran)wy)...((Tra) ... (TR oy )wn )wi, =

mit Relation (1.76)

= (z1(a1..anwh)) . (g (a1 cpwl) ) wi

womit aj...apw!, Endomorphismus ist. Der Satz ist bewiesen.

1.5.3 Normale Endomorphismen

Um weitere Aussagen iiber Endomorphismen zu gewinnen, betrachten wir spezielle Endomorphismen
eines Multioperatorrings G.

Definition

Ein Endomorphismus « eines Multioperatorrings G heifit genau dann normal, wenn fiir
alle Elemente h, g1, ...,gn aus G bei jeder Operation w, aus dem Operationensystem )

(91-+-Gi—1hgit1.--gnwn)a = g1...gi—1(hQ) git1...9nwn (1.77)

fiir alle 7 gilt.

Aus der Gruppentheorie ist bekannt, dass in jeder abelschen Gruppe alle Endomorphismen normal
sin, womit eine Forderung fir die Addition entféllt. Aulerdem kénnen wir nicht sagen, dass auch in
einem Multioperatorring jeder Endomorphismus normal ist.

In Q-Zeroringen ist allerdings, da jedes n-dre Produkt gleich Null ist, auch jeder Endomorphismus
normal.

Im Ring der ganzen Zahlen gibt es aufler den in jedem Multioperatorring existierenden trivialen
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normalen Endomorphismen, dem Nullendomorphismus und dem identischen Automorphismus, kei-
nen weiteren normalen Endomorphismus. Dagegen ist im Restklassenring Zg jeder Endomorphismus
normal. Auf Grund der Giiltigkeit von

k(a-b)=ka-b=a-kb

mit k beliebige natiirliche Zahl kleiner n und a, b beliebige Elemente des Restklassenrings Z,,, sind in
einem Restklassenring Z,, offenbar alle Endomorphismen der Form (vorausgesetzt sie existieren, siehe
Satz 1, 1.5.1)
Qy : aop =ka=a+a+..+a
k—mal
normal.
Damit ein Endomorphismus in einem Ring normal ist, muss im allgemeinen also

(a-D)a=(aa)-b=a-(ba)= (aa) - (ba)
fiir alle Elemente a und b gelten.

Dass die Nacheinanderausfithrung bzw. Summe zweier normaler Endomorphismen wieder normale
Endomorphismen liefert (vorausgesetzt die Summe ergibt einen Endomorphismus), kann man wieder
leicht zeigen.

Satz 1
Sind a und S normale Endomorphismen eines Multioperatorrings G, so ist

1. af normaler Endomorphismus von G und

2. wenn auBerdem [Ga,GB] = (0) gilt, auch o + B normaler Endomorphismus von G.

Ubernehmen wir nun aus 1.5.2 die unire Bestimmung des entgegengesetzten Endomorphismus
z(—a) = —(za)

fiir jedes Element z aus G und jeden Endomorphismus «, so muss auch —« nicht immer tatséchlich
Endomorphismus sein. Jedoch kénnen wir nun den wichtigen Begriff des komplementiren Endo-
morphismus definieren.

Definition

Sei a ein beliebiger normaler Endomorphismus eines Multioperatorrings G. Ist ¢ der iden-
tische Automorphismus in G, so nennen wir die Abbildung

=i+ (—a)=i—a (1.78)

die komplementire Abbildung von a.

Wie erwéhnt, soll diese komplementére Abbildung Endomorphismus sein:

Satz 2
Die komplementére Abbildung 8 = i — « eines Endomorphismus « in einem 2-Ring ist selbst
Endomorphismus.
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Beweis: Dass die komplementére Abbildung § eine Abbildung von G in G und auflerdem eindeutig
ist, ergibt sich aus der Definition. Ebenso ist 8 in der additiven Gruppe auch Endomorphismus, da
die Endomorphismenstruktur von G,+) ein Ring ist.

Damit ist es nur noch notwendig zu zeigen, dass § = ¢ — a die Homomorphiebedingung fiir jede
Operation w, des Operationensystems von G erfillt. Dazu seien die Elemente x1,...,x, beliebig aus
dem Multioperatorring G und w, eine beliebige Operation aus dessen Operationensystem 2. Dann
gilt:

(1(1 — @))ee(zp(i — @))wp, =

mit der Definition der Addition von Endomorphismen
= (1 — 110)...(xp — TR W, =
mit dem Distributivgesetz
= z1(x3 — x2¥)...(Ty, — Tpa)wy — (1) (T2 — T2QY)...(TY — TpQ)wy, =
und nochmals
= r122(x3 — 2300)...(Ty, — Tp)wy + 21 (—2200) (23 — T300)...(T) — Tp¥)wp—

—(r10)z2(23 — T3QY)...(TY — Tp)wy, — (1) (—2200) (23 — X3)...(TY — Tp)wy =

mit den Vorzeichenregeln (1.7) und (1.8) aus 1.1.3
= r122(r3 — 2300)...(Ty, — Tp)wy, — x1(Tor) (T3 — T3QY)...(Ty — Tpat)wy—

—(z10)w2(T3 — T3Q)...(TY — TRy, + (T10) (T200) (T3 — T3QX)...(TYy — Tp)wp, = (%)

Nach zweimaligen Anwenden des Distributivgesetzes liegen somit 4 Summanden vor, von denen zwei
negatives Vorzeichen besitzen. Bei erneuter Benutzung der Distributivitét ergibt sich insgesamt:

(%) = x120w3(T4 — 24QY)...(Ty — Tpa)wy — T122(T300) (T4 — T4Q0)...(Ty — Tpa)wy
—x1(z20)x3(24 — T40Y)...(T — Tpo)wy, + z1(220) (2300) (24 — 2401)... (20, — T )W)
—(r10)zow3(24 — T4Q0)... (T — Tp)wy + (T10)T2(T300) (T4 — T4¥)...(Tp — T Wy,

+(r10)(x20)x3(1g — 24Q)...(T)y — TRy, — (T10) (2200) (2300) (T4 — T40)... (T — Tp)wy, =

Wir erhalten acht Summanden, von den 4 negatives Vorzeichen besitzen. Wenden wir das Distribu-
tivgesetz immer wieder an, ergibt sich am Ende eine Darstellung der Form:

= T1X9..TpWpy — T1T2...Tp—1(Tpa)wy — T1T2...Tn—2(Tp—10)Tpwy, —

vt (z100) (200)... (T )Wy, = (k%)

wobei fiir ein geradzahliges n der letzte Summand positives Vorzeichen besitzt.
Insgesamt ergeben sich 2™ Summanden, von denen genau die Hélfte positives Vorzeichen besitzen.
Aufler im ersten Summanden treten in jedem endomorphe Bilder der Elemente x1,...,z, auf.

Da «a normaler Endomorphismus ist, konnen wir ihn ausheben und bekommen
(k%) = T1T9...Tpwp — (T1T2...Tpwn ) + (T122...Tpwp)a — ... £ (T1T2...Tpwy ) =
fassen wir die Summanden mit gleichem Vorzeichen zusammen
=TT Tpwy — (2771 — 1) (2129 2pwn ) 4 (2771 — 1) (2129 Tnwn ) £ (2129, Tpwy ) =
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wobei der letzte Summand jetzt immer mit negativem Vorzeichen auftritt (die Anzahl der Summanden
mit positivem bzw. negativem Vorzeichen ist gleich), so dass

= T1T9...Tpwy — (T1T2...Tpwn ) — (2”_1 — 1) (z129...2pwn ) + (2"_1 — 1) (z129...20wn ) =

und damit
= T129...Tpwy — (T1T2...Tpwp ) =

mit der Definition der Addition von Endomorphismen
= (r122...x0wy) (1 — @)
Folglich ist das Komplement von @ Endomorphismus in G. Der Beweis ist erbracht.

Damit ist die komplementére Abbildung eines normalen Endomorphismus selbst Endomorphismus.
Wir kénnen sogar zeigen:

Satz 3 (Higgins)
Der komplementire Endomorphismus eines normalen Endomorphismus ist selbst normal.

Beweis: Es sei GG ein Multioperatorring, « einer seiner normalen Endomorphismen, ¢ die identische
Abbildung und § = i — a der komplementire Endomorphismus von a. Da ein Q-Ring einen Modul als
Tragerstruktur besitzt, konnen wir 5 in der Form § = i — « schreiben.

Dann gilt fiir jede Operation w,, des Operationensystems €2 und beliebige b,g1,...,g, aus G:

gl-"gi—l(hﬁ)gi—‘rl---gnwn = gl...gi_l(h’i + (—ha)gi+1...gnwn = 91~--gz‘—1(h — ha)g,-H...gnwn =

= g1--9i—1hgit1---Gnwn — 91---9i—1(AQ) Git1...gnwyn =

und da « normaler Endomorphismus ist
= (91---gi-1hgiv1.--gnwn)i — (91..-gi—1hGit1...gnwn ) =

= (gl--‘gi—lhgi-ﬁ-l---gnwn)(i - Oé) - (glu-gi—lhgiﬂ---gnwn)ﬁ

womit auch der komplementéire Endomorphismus g die geforderten Bedingungen erfiillt. 8 ist norma-
ler Endomorphismus. Der Satz ist bewiesen.

Liegt nun ein normaler Endomorphismus « und dessen Komplement [ vor, so ist deren Summe der
identische Automorphismus i. Obwohl Satz 2, 1.5.1, im allgemeinen nicht umkehrbar ist, konnen wir
fiir komplementéire normale Endomorphismen zeigen:

Satz 4 (Higgins)
Ist « ein normaler Endomorphismus eines Multioperatorrings und 3 das zugehorige Komplement,
so gilt

[Gor, GB] = (0)

d.h. also
a+p=0+a=1 und B=i—a=—-a+1i

Beweis: Es gentigt zu zeigen, dass fiir beliebige h,g1,...g, aus G immer
(gloz)...(gi_1a)(hﬂ)(gi+1a)...(gna)wn
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gleich dem Nullelement ist. Dafir gilt
(g10)...(gi-10)(hB)(git100)...(gn)wn =
da § normaler Endomorphismus ist
= ((910)--(gi12)h(git 1) (gn)wn) B =
und mit 8 =17 — «
= ((910).-(gi-10)h(gir100)...(gna)wn)i — ((9100)...(gi-1)h(git10)... (gner)wn ) o =
und da auch « normaler Endomorphismus ist
= (g1.--gi—1hgi+1---gnwn)a — (g10)...(gi—1) (h) (gi10)...(gn)wpa =

und mit der Homomorphiebedingung

Der Satz ist bewiesen.

Betrachten wir als Beispiel die Endomorphismen des Restklassenrings Zg, welche auf Seite 64 in einer
Tabelle zusammengefasst sind. Auf Grund der Bemerkungen zu Beginn dieses Abschnitts wissen wir,
dass diese vier Endomorphismen normal sind.

Dabei ist aig komplementérer Endomorphismus von a3 und umgekehrt. Der komplementére Endomor-
phismus des identischen Automorphismus ist offenbar der Nullendomorphismus und wieder umgekehrt.

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Endomorphismen ist die Idempotenz. Einen Endomorphismus
nennen wir genau dann idempotent, wenn fiir alle Elemente a des Multioperatorrings G

aa2 = ax

gilt. Sowohl der Nullendomorphismus als auch der identische Automorphismus sind idempotent. Es
gilt:

Satz 5
Die Nacheinanderausfithrung zweier komplementérer idempotenter Endomorphismen fallt mit dem
Nullendomorphismus zusammen.

Beweis: Sei a ein beliebiges Element eines Multioperatorrings G und «, 8 ein Paar komplementérer
idempotenter Endomorphismen. Dann wird

a(ap) = (aa)f = (a)(i — a) = a(a(i — ) = a(a - a®) =

und da « idempotent ist

=ao=o0
wobei also jedes Element auf das Nullelement abgebildet wird. Der Beweis ist erbracht.
Abschlielend bemerken wir noch, dass wir sehen werden, dass jede direkte Summe von Multiopera-

torringen unmittelbar mit einem Paar komplementérer idempotenter und normaler Endomorphismen
verbunden ist.
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1.5.4 Zentrale Endomorphismen

Einen Endomorphismus eines Multioperatorrings nennen wir zentral, wenn er den 2-Ring in sein
Zentrum abbildet.

Damit ist der Nullendomorphismus selbst bei zentrumslosen Multioperatorringen zentraler Endomor-
phismus.

Automorphismen kénnen dann und nur dann zentral sein, wenn der ganze Multioperatorring Zentrum
ist, d.h., der betrachtete (2-Ring muss abelsch sein.

Ein nichttriviales Beispiel ist der Quasiendomorphismen-2-Ring des Restklassenrings Z4. Wie bemerkt,
existiert in ihm ein nichttriviales Ideal (a19), welches Zentrum ist. AuBerdem ist der Kommutant G’
echtes Ideal und es gilt:

Q/G" = (a)

Damit gibt es in @) einen Endomorphismus a,, welcher () auf sein Zentrum abbildet. Dieser Endomor-
phismus ist nach Definition zentral.

Liegt ein zentraler Endomorphismus aa in einem Multioperatorring G vor, so muss das endomor-
phe Bild Ga Q-Unterring (nach Satz 4, 1.3.4, auch Ideal) des Zentrums sein. Da das Zentrum abelsch
ist, muss es damit auch Ga sein.

Setzen wir vorerst ein nichtleeres Operationensystem 2 des Multioperatorrings G voraus, bildet Ga
einen {2-Zeroring.

Ist der Multioperatorring G selbst abelsch, d.h. entweder Modul oder Q-Zerroring (Satz 1, 1.3.4). so
sind folglich alle seine Endomorphismen zentral.

Weiterhin erhalten wir mit dem Homomorphiesatz:

Satz 1

Ein Multioperatorring kann dann und nur dann vom Nullendomorphismus verschiedene zentrale
Endomorphismen besitzen, wenn er selbst oder einer seiner nichttrivialen 2-Faktorringe abelsch
ist.

Ist das Operationensystem €2 nicht leer, so muss der 2-Ring selbst oder einer seiner 2-Faktorringe
einen (2-Zeroring darstellen.

Es ist aber zu beachten, dass Satz 1 kein hinreichendes und notwendiges Kriterium ist, da nur davon
gesprochen wird, dass dann zentrale Endomorphismen existieren kénnen, aber nicht miissen.
Zentrale Endomorphismen sind mit normalen Endomorphismen verbunden.

Satz 2 (Higgins)
Jeder zentrale Endomorphismus eines Multioperatorrings ist normal.

Beweis: Seien die Element h, g;, ¢ = 1,...,n, beliebig aus dem Multioperatorring G, w,, eine beliebige
Operation des Operationensystems und « der betrachtete zentrale Endomorphismus. Dann gilt:

(91--gi—1hGit1...gnwn)a = (gla)...(gi-10) (h) (git10)...(gn)wn = O

da alle g;a sowie das Element ha Element des Zentrums sind und dieses {2-Zeroring ist. Andererseits
erhalten wir auch

gi1---9i—1 (ha)giﬂ...gnwn =0

da ha im Zentrum liegt und nach Satz 6, 1.3.4, jedes n-dre Produkt eines Elementes des Zentrums
mit anderen Elementen des 2-Rings gleich Null ist. Der Beweis ist erbracht.
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Eine Umkehrung des Satzes ist nicht moéglich, da z.B. der Restklassenring Zg nichttriviale norma-
le Endomorphismen, aber nur den Nullendomorphismus als zentralen Endomorphismus besitzt. Ohne
weiter darauf einzugehen, sei erwéhnt, dass P.J. Higgins in [3] zeigt:

Satz 3
Ein normaler Endomorphismus a eines Multioperatorrings G ist dann und nur dann zentral, wenn

[Ga, G] = (0)

gilt.

Fiir uns ist ein Zusammenhang zwischen komplementaren normalen Endomorphismen und zentralen
interessant.

Satz 4 (Higgins)
Sind «, 8 komplementére normale Endomorphismen eines Multioperatorrings, so ist deren Nach-
einanderausfithrung

af = Pa

zentral.

Beweis: Offenbar wird

2

af=ali—a)=a—a”=(i—a)a=Pa

womit die Nacheinanderausfithrung beider komplementarer Endomorphismen kommutativ ist. Fiir die
zweite Aussage verwenden wir Satz 4, 1.5.3. Nach ihm gilt

[Ga, GB] = (0)
Da wir aber auf Grund der Tatsache, dass o und 8 normale Endomorphismen sind
[GaB, G] = [Ga, G]B = [Ga, GB] = (0)

erhalten, ist die Nacheinanderausfithrung nach Satz 3 zentraler Endomorphismus. Der Beweis ist er-
bracht.

Fiir den Restklassenring Zg erkennen wir, dass die Nacheinanderausfithrung der komplementéren En-
domorphismen ag und a3 gleich dem Nullendomorphismus ist. Die Ursache liegt in der Idempotenz
beider Endomorphismen und dem Satz 5, 1.5.3.

1.5.5 Das Radikal eines Endomorphismus

Liegt ein beliebiger Multioperatorring G und einer seiner Endomorphismen « vor, so ist die Menge
aller Elemente dieses €2-Rings, welcher bei wiederholter Anwendung des Endomorphismus « einmal
auf das Nullelement abgebildet werden, charakteristisch fiir den Endomorphismus a. Wir sagen:

Definition

Die Menge R aller Elemente g einer Multioperatorrings G, fiir welche eine natiirliche Zahl
n(g) mit
ga™9) =0 (1.79)

existiert, heifit das Radikal des Endomorphismus a von G.
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Das Radikal R ist immer Ideal des Multioperatorrings G, da fiir alle Elemente g; € G und r € R mit
ro® =0, fiir alle i = 1,...,n, und Operationen w, des Operationensystems 2, dann

(gl--'giflrgi+1---gnwn)ak = (glak)m(giflak)(Tak)(gi+1ak)-~-(gnak)wn =

= (g10")...(gi-16")0(gi+10")...(gna")w, = 0
gilt.
Ist der Endomorphismus « sogar Isomorphismus, so ist sein Radikal R gleich dem Nullideal. Das

Radikal des Nullendomorphismus ist der ganze Multioperatorring. Fiir idempotente Endomorphismen
gilt:

Satz 1
Fiir einen idempotenten Endomorphismus eines Multioperatorrings fallen Radikal und Kern zu-
sammen.

Zum Beweis iiberlege man sich, dass ein idempotenter Endomorphismus « fiir sein endomorphes Bild
Ga identischer Automorphismus ist.

Da das Radikal selbst Multioperatorring ist, kann es auch Ideale besitzen. Deshalb nennen wir ein
Ideal eines Multioperatorrings G genau dann R-Ideal beziiglich eines Endomorphismus o von G,
wenn fiir alle Elemente a dieses Ideals A eine natiirliche Zahln n(a) existiert, so dass

aa™ =0

gilt. Offenbar ist das Radikal R gerade das mengentheoretisch ”grofite” R-Ideal eines Multioperator-
rings G.

Auflerdem ist dann jedes homomorphe Bild eines Multioperatorrings, welcher selbst R-Ideal ist, auch
R-Ideal. Ist z.B. der Q-Faktorring G/A homomorphes Bild des R-Ideals G, so werden die Klassen aus
G /A durch Elemente von G reprasentiert, welche bei Anwendung des zugehorigen Endomorphismus
einmal auf das Nullelement abgebildet werden.

Damit muss aber jede Klasse aus G/A bei wiederholter Anwendung des Endomorphismus einmal auf
die durch das Nullelement bestimmte Klasse abgebildet werden. G/A ist als Q-Ring selbst R-Ideal.

In jedem Multioperatorring G existieren zumindest die trivialen Radikale fiir den Nullendomorphis-
mus, Ry = G, und fiir den identischen Automorphismus, R; = (0). Weiterhin ist das Radikal beziiglich
von G/R das Nullideal, so dass wir eine Radikaleigenschaft im Sinne von Amitsur-Kuros vorliegen
haben.

Dieser Begriff wird fiir die Struktur der Ringe in [19] Szasz, F., Seite 16, eingefiihrt. Das fir uns
notwendige Ubertragen auf Multioperatorgruppen bzw. ringe geschah durch Raduchin in [22].

Damit kénnen wir aus [19] ohne Beweise einige Eigenschaften iibernehmen:

Satz 2
In einem Multioperatorring G gilt fiir das Radikal bzw. die R-Ideale eines Endomorphismus:

1. Das Radikal ist invariant fiir jeden weiteren Endomorphismus 5 von G, d.h.

RBCR (1.80)

2. Die Vereinigung einer aufsteigenden Kette von R-Idealen beziiglich des Endomorphismus «
ist selbst R-Ideal.

3. Die Summe zweier R-Ideale ist R-Ideal beziiglich a.
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4. Sind A, B und C' Ideale eines Multioperatorrings und das Radikal R fiir den Q-Faktorring
A/B gleich dem Nullideal, so ist das Radikal R des betrachteten Endomorphismus 7 in
(ANC)/(BNC) ebenfalls das Nullideal.

Fiir einen idempotenten Endomorphismus erhalten wir damit:

Satz 3
Ist v ein idempotenter Endomorphismus eines Multioperatorrings G und K der zugehérige Kern,
so ist « fiir G/K Isomorphismus.

Beweis: Nach Satz 1 fallen fiir den Endomorphismus « der Kern und sein Radikal zusammen. da die
betrachtete Eigenschaft eine Radikaleigenschaft im Sinne von Amitsur-Kuros ist, muss das Radikal
von « im Q-Faktorring G/R = G/K das Nullideal sein. « ist damit Isomorphismus fiir G/K. Der
Beweis ist erbracht.

Bilden wir das Radikal beziiglich eines zentralen Endomorphismus ~ eines 2-Rings G, so erhalten
wir:

Ist Z das Zentrum von G und R das Radikal von =, so ist v dann fiir G/R Isomorphismus. Mit der
4.Aussage von Satz 2 ist der Endomorphismus « aber auch Isomorphismus fiir die 2-Faktorringe

Z/(RNZ); Gv/(RNGr); usw.

Weiterhin bilden die G4, i = 1,..., eine absteigende Kette von Q-Unterringen, ja sogar Idealen; da
jeder Q-Unterring eines Zentrums Ideal ist; in dem Multioperatorring G, d.h.

G=GyDZD>GyDG¥’>..OoGy > ..
Die entsprechenden Kerne beziiglich der Endomorphismen +*
Ky = K;
bilden dann ein aufsteigende Kette von Idealen
0)=KyCKiCKyC..CK;C..

Die Vereinigung dieser Kerne ergibt dann das Radikal des Endomorphismus v. Es gilt:

Satz 4
Ist R das Radikal eines zentralen Endomorphismus « eines Multioperatorrings G, so ist

Ry=GyNRCR (1.81)

Beweis: Da das Radikal R in dem Multioperatorring G enthalten ist und nach 1. von Satz 2 auch
Ry C R gilt, wird
RyCGyNR

Umgekehrt sei gy ein beliebiges Element des Durchschnitts Gy N R. Dann existiert eine natiirliche

Zahl n mit

(g7 =0 d.h, also "t =0
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womit das Element g auch im Radikal liegt. Damit muss das endomorphe Bild g7 in R~ enthalten
sein, d.h.
GyNRC Ry

und mit oben das Geforderte. Der Satz ist bewiesen.
Allgemein folgt durch vollstdndige Induktion
GY'N R = Ry (1.82)

fir alle 4 = 1,.... Liegt nun ein Endomorphismus ~ in einem Multioperatorring G vor, so folgt aus dem
Letzten:

Satz 5

Existiert in einem Multioperatorring G ein Ideal A, welches zu dem Radikal R eines zentralen
Endomorphismus « bis auf das Nullelement disjunkt ist, so ist der Endomorphismus v fiir A
Isomorphismus.

Zum Nachweis {iberlege man sich, dass der Kern von + im Radikal enthalten ist.
Fiir komplementére normale Endomorphismen kann eine besondere Aussage getroffen werden:

Satz 6

Sind a und S komplementéire normale Endomorphismen eines Multioperatorrings G und der En-
domorphismus v = «af deren Nacheinanderausfiihrung, wobei R,, Rg und R, die Radikale der
Endomorphismen «, 8 und + sind, so ist Ry die Summe der Radikale R, und Rg.

Die Radikale R, und Rg sind bis auf das Nullelement disjunkt und « ist Automorphismus von
Rg, B von R,.

Beweis: Sei b ein beliebiges Element des Radikals Rg. Dann existiert auf Grund der Definition des
Radikals eine natiirliche Zahl n mit
bs" =0

Da nach Satz 4, 1.5.4, die Nacheinanderausfihrung der beiden komplementéiren Endomorphismen «
und 8 kommutativ ist, wird fiir jedes Element ba:

(ba) " = (bB™")ax = 0cx = 0
womit auch ba im Radikal Rg enthalten ist. Wird nun ba zum Nullelement, so muss gelten:
0=0b8"=b3"""1=..=b3"=bB=0b

Der Kern des Endomorphismus « ist in dem Radikal 3 damit das Nullideal. « bildet des Radikal Rg
folglich isomorph in sich selbst ab. Damit nun « sogar Automorphismus ist, muss fir jedes Element b
aus Rg, mit

bp" =0

ein Urbild o’ beziiglich des Isomorphismus « in Rg existieren. Der Nachweis erfolgt mittels Induktion
nach n.

Ist b3 = 0 und somit b = b, setzen wir b = b’. Angenommen fiir n — 1, n > 1, ware die Behauptung
schon gezeigt, dann wird fiir n:

bB)" 1 =0  und damit bBER
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Nach Voraussetzung gibt es dann in Rg ein Element b”, welches beziiglich a ein Urbild von b4 ist, d.h.
b3 = b'a
Setzen wir fiir das Gesuchte b’ = b+ b”, so ist 0’ in dem Radikal Rg enthalten und es wird
Va=b+b)a=ba+b'a=ba+b3=>bla+B) =bi=>

womit b’ das gesuchte Element ist und o einen Automorphismus des Radikals Rg darstellt. Ebenso
zeigt man, dass § Automorphismus des Radikals R, ist.

Wenden wir uns der Summe zu. Ein Element a aus dem Radikal R, ist sicher auch in R, enthal-
ten, da aus aa”™ = 0 auch
ay" =ad"f" =0

folgt. D.h., es ist das Radikal R, in dem Radikal 2, enthalten. Analog zeigt man dies fiir das Radikal
Rg, so dass insgesamt gilt
R, + Rg C Ry

Umgekehrt sei ¢ ein Element von R, und beliebig. Damit existiert wieder eine natiirliche Zahl n, so
dass
Y =ca"pf" =0

gilt. Damm ist ca™ im Radikal Rg und c¢f" in R, enthalten. Da, wie gezeigt, a™ Automorphismus von
Rp ist, existiert im Radikal von 3 ein Element b mit ca™ = ba™. Damit wird

(c=b)a" =0
womit (¢ — b) Element von R, ist. D.h., ist ein Element der Radikalsumme R, + Rz,
R, C R, + Rg

Damit gilt das Gesuchte. Da nun " Automorphismus von Rg fiir alle natiirlichen Zahlen ist, konnen
die Radikale R, und Rg nur das Nullelement gemeinsam haben. Der Satz ist bewiesen.

Wie wir spiter noch sehen werden, wurde damit gezeigt, dass das Radikal R, gerade die direkte
Summe der Radikale R, und Rgp ist.

1.5.6 Anwendungen und Beispiele

In diesem Abschnitt soll das bisher Gezeigte auf die besonderen Strukturen der Quasiendomorphismen-
)-Ringe angewendet werden.

Wie in 1.5.2 gezeigt, konnen in diesen Multioperatorringen nichttriviale Zentren auftreten, was diese
Strukturen fiir Untersuchungen anbietet.

Wenden wir uns dem Quasiendomorphismenring des Restklassenrings Z4 zu. Dessen multiplikative
Strukturtafel ist auf Seite 64 enthalten, die additive Strukturtafel im folgenden:
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Additionstafel des Quasiendomorphismenrings des Restklassenrings Z4

% { a1 a2 a3 21 as Qg a7 a8 Qg (19 Q11 Q12 Q13 (14
o o { a1 a2 a3 Qg as (&7} ar ag Qg Q10 Q11 Q12 Q13 (14
{ a1 (65 o Oy Qs Qg ag ag Qg Q190 Q7 Q12 Q13 Q14 Q11
aq a1 (%) o { a5 (675} a3 o7} Qg Q19 Q7 g 13 Q14 Q11 (12
Qg | Q2 o i ;. g Q3 Q4 Q5 Q1p Q7 Qg Qg Q14 Q11 Q12 013
a3 | a3 4 Q5 O Q1 Q2 0 { Q11 (2 13 Q14 9 19 Q7 Qg
Qg | g Q5 Qg Q3 Q2 o i Q1 Q12 13 Q14 11 Q190 Q7 Qg Q9
Qs | a5 Qg O3 0y o { a1 g o3 Q14 Q11 Qg Q7 g g Q0
Qg (&7} as Qy as { a1 (63 o Q14 Q11 Q12 Q13 Qg Qg Q10 Q7
a7 | a7 g Qg Q19 Q11 Q12 Q13 Q14 1 Q2 0 ( Qs Qg a3 Oy
ag ag Qg Q19 Q7 Q12 Q13 Q14 Q11 Q2 o { aq (&7} asg Qy a5
Qg | a9 Q10 Q7 Qg 013 Q14 Q11 Q2 o { a1 gy a3 Q4 Q5 Qg
Qjo | vjo @y ag Qg  Qj4 Q11 Q12 Qg3 { Qa1 Qo o 4 Q5 Qg Q3
aq1 | 1 G2 13 Q4 g Qg Qf ag Qs Qg Qs Oy o { aq Qi
Q12 | 2 3 14 11 Q19 Qy ag Qg (&7} asg (71 a5 { a1 (65 o
13 | 13 Q14 Q11 Qa2 Qy asg Qg Qi Qg Qy Qs Qg a1 (€5 o
Qi4 | 014 Q11 Q12 013 Qg Q9 Qg Q7 04 Q3 Qg O3 02 o { a1

Anmerkung: Die Menge aller Quasiendomorphismen von ()4 bildet mit der Addition eine abelsche
Gruppe der Ordnung 16. Damit ist (Q,+) eine p-Gruppe und damit als direkte Summe zuyklischer
Gruppen darstellbar.

Da (Q,+) selbst nicht zyklisch ist, wird diese Darstellung echt. Es gilt

(Q,+) = (1)+ ® (as)+ ® (as)+

Dabei stellt (i)4 die Endomorphismengruppe der zyklischen Gruppe der Ordnung 4 dar.

Wie schon erwéhnt, erzeugt der Quasiendomorphismus a1 in Q4 (in Zukunft bezeichnen wir mit
@, den Quasiendomorphismenring des Restklassenrings Z,,) ein echtes Ideal, das Zentrum von Q4.
Dieses Zentrum enthélt auBer oo nur noch den Nullendomorphismus und in Ubereinstimmung mit
Satz 6, 1.3.4, gilt fiir jeden weiteren Quasiendomorphismus «; aus Q4

Q10 " Qv = Q- Q19 =0

Um nun alle Ideale von Q)4 zu bestimmen, betrachten wir zuerst alle von einem Element erzeugten
Ideale, die Hauptideale.

Das von dem Nullendomorphismus erzeugte Ideal ist natiirlich das Nullideal von (4. Der identi-
sche Automorphismus, als einziger vom Nullendomorphismus verschiedener Endomorphismus (nicht
Quasiendomorphismus) von Q4 stellt das erzeugende Element von ganz @4 dar, d.h.

(i) = Qa

Der Quasiendomorphismus «; ist zu sich selbst entgegengesetzt, so dass (a1)+ Normalteiler der addi-
tiven Gruppe von @4 ist. Da nun die Multiplikation von 7 mit irgendeinem anderen Element nur oy
oder o ergibt, besitzt das von ay erzeugte Ideal nur zwei Elemente a; und o. (o) ist echtes Ideal von
Q4.

Ebenfalls Ideale mit nur zwei Elementen werden von den Quasiendomorphismen 11 und a3 erzeugt.
Dreielementige Ideale werden von ag, g, ag gebildet.

Die Quasiendomorphismen ag, as, a7 und ag erzeugen jeweils ein echtes Ideal, welches mit dem Kom-
mutanten G’ von Q4 zusammenfillt. Die noch verbleibenden Elemente as, a1 und a4 sind erzeugende
Elemente von ganz @,.
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Damit und mit den Summen der Ideale sind alle moglichen Ideale beschrieben:

Q1= (1) = (2) = (a12) = (a14) = {0,0,01,02,03,04,005,06...,012,013,0014 }
(a3) = (a5) = (a7) = (a9) = {o,a1,03,05,07,09,011,013}

(ag) = {o0,01,08,10}; (o) = {0,a4,010,011}; (a6) = {0,06,10,013}
(1) ={o,a1};  (an) ={oank; (a13) = {o,013}; (a10) = {0,010}

(0) = {o}
und deren Summen

(a3) + (a10) = Q4
(ag) + (a11) = (o) + (a13) = (a5) + (a11) = {0,00,04,06,08,010,011,013}

(a1) + (a11) = (a1, 11) = {o,a1,011,013}

womit insgesamt 10 echte Ideale in ()4 existieren. Die iibrigen Summen wurden nicht notiert, da sie
nichts wesentlich Neues bringen.

Zeichnet man ein Idealdiagramm des mengentheoretischen Enthaltenseins, so nimmt es folgende Form
an:

(a13) (a11) (a1) (a10)

Spéter werden wir aus derartigen Diagrammen Schliisse auf existierende direkte Summen ziehen.
Fiir uns ist vorerst interessant, dass offenbar

Q4= (az)+ (a0) und  (a3z)N(aw) = (0)
gilt. Daraus ergibt sich

Qs/(a3) = Qs/G" = (o) =Z  bzw. Q4/(o10) = Qu/Z = (a3) = G

Folglich existiert in dem Quasiendomorphismenring )4 ein nichttrivialer zentraler Endomorphismus,
welcher als Kern den Kommutanten G’ = (a3) besitzt. Diesen Endomorphismus bezeichneb wir mit
br.

Nach Satz 2, 1.5.4, ist dieser Endomorphismus normal und besitzt nach Satz 3, 1.5.3, einen komple-
mentédren normalen Endomorphismus fy. Dieser ist hier durch den Kern K = Z gekennzeichnet. Sein
endomorphes Bild ist nach oben also der Kommutant. Sowohl 57 als auch 5 sind idempotent. Damit
sind deren Radikale gerade durch die Kerne gegeben.

Wie man sieht ist (ajg) als Zentrum 2-Zeroring. Wie schon erwéhnt, kann ein Multioperatorring
dann und nur dann ein Zentrum verschieden vom Nullideal besitzen, wenn er selbst oder einer sei-

ner nichttrivialen Q-Faktorringe €2-Zeroring ist. Aulerdem kann ein Multioperatorring nur ein echtes
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Zentrum besitzen, wenn mindestens einer seiner )-Unterringe {2-Zeroring ist. Diese Kriterium ist aber
nicht in der Hinsicht giiltig, dass wenn ein Zentrum verschieden vom Nullideal existiert, dieses das
mengentheoretische grofite Ideal sein muss, welches in dem Multioperatorring 2-Zeroring ist.

Denn betrachten wir das Ideal (ag, a11) in Q4, so ist dies selbst Q-Zeroring, aber nicht das Zentrum
von @4, d.h. also:

Satz 1
Besitzt ein Multioperatorring G ein Zentrum Z und ein echtes Ideal A, welches das Zentrum
umfasst, so muss das Zentrum Z, des (2-Rings A nicht mit Z iibereinstimmen.

Desweiteren existieren in dem Quasienodmorphismenring (4 €2-Unterringe, welche kein Ideal sind.
Beispiele sind dafiir die 2-Unterringe

(ag) = {o,a8} und (aq) = {o,04}

Beide Q-Unterring sind in dem Ideal (ag,«11) enthalten, und damit auch dort Unterstruktur. Da
(ag,a11) aber Q-Zeroring ist, sind beide -Unterringe Ideal, so dass wir sagen koénnen:

Satz 2
Ist A ein Ideal eines Multioperatorrings G und B ein ©-Unterring von G, welcher in A Ideal ist,
so muss B nicht notwendig Ideal in G sein.

Nachdem wir die direkten Summen eingefithrt haben, werden wir auch ein Kriterium formulieren
kénnen, wann B dann Ideal von G ist.

Die sich noch erhebende Frage nach der Anzahl der Elemente eines Quasiendomorphismenrings ist
mit der Frage nach dem Zusammenhang zwischen Ausgangsmultioperatorring und zugehorigen Quasi-
endomorphismen-2-Ring verbunden. Diese Frage konnte aber bisher noch nicht gelost werden.
Ebenso ist das Problem offen, wann ein Quasiendomorphismen-{2-Ring ein echtes Zentrum besitzt.
Fiir die Restklassenringe konnte nur eine Vermutung gewonnen werden, welche bis n = 49 tiberpriift
wurde:

Vermutung

Ein Quasiendomorphismenring @), eines Restklassenrings Z,, besitzt dann und nur dann ein echtes
Zentrum, wenn n Primzahlpotenz p?, i > 2, ist.

Ist i = 2, so besitzt das Zentrum die Ordnung pP~ 1.

Der Quasiendomorphismenring des Restklassenrings Zos wiirde damit ein Zentrum der Ordnung 625
besitzen.

Zum Abschluss des Abschnitts betrachten wir noch Quasiendomorphismenring des Restklassenrings
Zy, also den Ring der ganzen Zahlen.

Im Ring der ganzen Zahlen existieren nur die beiden trivialen Endomorphismen, der Nullendomor-
phismus und der identische Automorphismus. Erzeugen wir mit diesen Endomorphismen additiv Qua-
siendomporphismen, so erhalten wir:

20 3i 49 5i 61 v 8

0O 0 0 0 O

4 5 6 7 8

8§ 10 12 14 16

12 15 18 21 24

W N = O
O O O OO0
W N = O
DY =N O
O O W O
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D.h., wir erhalten alle Endomorphismen der additiven Struktur der ganzen Zahlen. Erzeugen wir
Quasiendomorphismen multiplikativ, ergeben sich

12 i3 4 )

i1 1 1 1
0j0 0 0 O 0
111 1 1 1 1
212 4 8 16 32
313 9 27 81 243

Fassen wir beides zusammen, ldsst sich jeder Quasiendomorphismus in der Form
. n n—1 .2 .
o= a;t + an-1? + ...+ a9” + an

darstellen, wobei die a;, i = 1,...,n alle ganzen Zahlen sind. Da offenbar jedes Tupel (aj,az,...,an)
eindeutig einen Quasiendomorphismus bestimmt, gilt:

Satz 3
Der Quasiendomorphismenring des Ringes der ganzen Zahlen ist isomorph zu dem Polynomring
aller Polynome tiber den ganzen Zahlen, deren Absolutglied gleich Null ist.

Mit dieser Aussage schlielen wir das Kapitel der Endomorphismen ab und wenden uns wieder allgemein
Multioperatorringen zu.

74



1.6 Die primitive Klasse der Multioperatorringe

1.6.1 Klassifizierung der Multioperatorringe

Es sei eine gewisse nichtleere Menge X, welche wir Alphabet nennen, gegeben. Das Alphabet X
enthalte abzéhlbar viele Elemente x1,zs,..., welche wir freie Elemente nennen. Weiterhin nehmen
wir in X noch ein Zeichen 0 auf, welches wir nullires Operationssymbol nennen.

Nun sei ein Operationensystem 2 der folgenden Form gegeben:

1. © enthalte eine bindre Operation 7+

7N

2. € enthalte eine unére Operation
3. Q enthalte eine nulldre Operation "wq”.

4. Q enthalte ein fest(!) gewéhltes, aber hier nicht explizit angegebenes, System (2,, n-érer algebrai-
scher Operation wy,, n > 2. (Spéter beschreiben wir dieses System genauer)

Mit diesem Operationensystem definieren wir nun den Begriff des Wortes.
Jedes freie Element sowie das Operationssymbol 0 seien Worter. Sind w; und wsy schon bestimmte
Worter, so seien

wy + wo und —wy ;  —ws

Worter. Unter der Anwendung der nulldren Operation "wy” auf ein beliebiges Wort w; verstehe man
die Bestimmung des nulldren Operationssymbols 0, d.h., es ist

wiwg = 0

fiir jedes Wort w; .
Ist nun w, eine n-dre Operation aus dem unter 4. bestimmten System {2, von Operationen und sind
die w1,...,w, schon bestimmte Worter, so sei auch

wWLW... WnWn,

ein Wort. Zeichenketten aus Elemente des Alphabets und den Operationen, welche nicht auf diese
Weise erhalten werden konnen, seien keine Worter. Damit ist zum Beispiel

(w1 + U)Q)U)gU)QWgOU)ﬁWg

fiir eine terndre Operation w3 ein Wort iiber dem Alphabet X.
Weiterhin nennen wir jedes Wort w1, welches in einem anderen Wort w) auftritt Unterwort von wj.
Jedes Wort sei von sich selbst Unterwort. Auflerdem sei die Relation "Unterwort sein” transitiv.

Nun sei die universelle Algebra G gegeben, deren Operationensystem €2 genau aus den in den Punkten
1. bis 4. erklarten Operationen und sonst keinen weiteren besteht. Bekanntlich sagen wir dann, dass
in G die identische Relation

w1 = W2 (1.83)

gilt, wenn bei der Ersetzung der freien Elemente x1,x9,... in den Woértern w; und wy durch beliebige
(nicht notwendig verschiedene) Elemente aus G Relation (1.83) zu einer Gleichung in G wird. Dabei
wird das nulldre Operationssymbol 0 durch das von der Operation wy bestimmte Element (es wird das
Nullelement sein) zu ersetzen.

Wir fithren folgende identische Relationen ein:
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R1: (x1+x2)+a3 =21+ (22 + x3)

R 2: 1 +0=04 21
1+ 0=z
R 3: (—.CC1)+.Z‘1 :x1—|—(—l‘1)
(—z1)+21=0

Die Gesamtheit aller universellen Algebren mit dem oben angegebenen Operationensystem €2, in denen
diese drei identischen Relationen voll erfiillt sind, bildet damit eine primitive Klasse von Algebren.
Diese primitive Klasse A ist durch das Operationensystem €2 und die Tatsache, dass die Tragermenge
G mit den Operationen "+”, ”-” und "wp” eine Gruppe bildet, gekennzeichnet.

Wir erhalten also fiir jedes mégliche System von Operationen aus €2, eine primitive Klasse, welche die

Relationen R 1 bis B 3 erfiillt.

Wihlen wir fir das System aus €, die leere Menge von Operationen (dieses nachtrigliche Erkldren der
Operationen von 2, verdndert auch die Menge aller Worter!), so ist die Gesamtheit aller universellen
Algebren mit dem reduzierten Operationensystem Q = {+, — ,wp}, in der die identischen Relationen
R 1 bis R 3 erfiillt sind, eine primitive Klasse von Algebren, und offenbar die der Gruppen.

Sei nun das System (), wieder beliebig, aber fest gewéahlt. Wir erweitern die Menge A der identi-
schen Relationen:

R 4: flir jede Operation w, aus 2, gelte 0...0w, =0

Offenbar stellt dann R 4 nicht nur eine identische Relation, sondern eine Menge von Relationen dar,
welche zu der Menge €2, gleichméchtig ist.

Alle universellen Algebren mit dem Operationensystem 2, welche die Relationen R 1 bis R 4 erfiillen,
bilden dann die primitive Klasse aller Multioperatorgruppen mit dem Operationensystem (2.

Fiigen wir noch eine identische Relation hinzu:

R 5: T1+ T2 =22+ 21
und ein System von Relationen

R 6: fir jede Operation w, aus €2, gelte
xl...xi,l(xi + $i+1)$i+2...£n+1wn =
L1 X 1T L5492 Tn4-1Wn, + X1...T4—1Ti41Tj4-2.--Tp+1Wn,

so ist die primitive Klasse aller Multioperatorgruppen mit dem Operationensystem §2, fiir welche noch
Relationen 5 und 6 erfiillt sind, die primitive Klasse aller Multioperatorringe mit dem Operationen-
system €.

Da aus R 6 und R 1 bis R 3 die identische Relation R 4 ableitbar ist (jeder Multioperatorring ist
Multioperatorgruppe), konnen wir die Relation 4 {ibergehen. D.h., die primitive Klasse aller Multi-
operatorringe mit dem Operationensystem € (es ist zu beachten, dass dieses Operationensytem auch
"4+7 727 und "wp” enthilt) zeichnet sich durch die identischen Relationen R 1 bis R 3 und R 5 und R
6 aus.

Legen wir nun das System 2,, konkret fest.

Im ersten Fall enthalte es keine Operationen, d.h. €2, sei die leere Menge von Operationen. Dann
kénnen wir dem Alphabet X nur noch Worter mit den Operationen 1. bis 3. bilden, womit auch
Relation R 6 keine Bedeutung mehr besitzt. Die primitive Klasse aller Multioperatorringe mit einem
leeren System von Operationen €, féllt folglich mit der primitiven Klasse aller abelschen Gruppen
zusammen. In dieser Klasse gelten dann die Relationen R 1 bis R 3 und R 5.

Enthélt das System €2, nur eine binidre Operation, eine Multiplikation, so gilt:

Die primitive Klasse aller nicht notwendigerweise assoziativen Ringe, die primitive Klasse aller Multi-
operatorringe mit einem System (2,,, welches nur eine Multiplikation enthélt und die primitive Klasse
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aller universellen Algebren mit einem Operationensystem {2 = {+, — ,wp,-} und den identischen Rela-
tionen R 1 bis R 3 sowie

R 6’ ($1+x2)‘x3:$1‘$3+$2'$3
7y (T2 +23) =21 T2 + 71 - 13

und R 5 sind dann identische Klassen.

Es ist nun moglich, die primitiven Klassen von Multioperatorringen mit einem festen Operationensys-
tem zu préazisieren. Fithren wir das Assoziativgesetz fiir die Operationen w,, des Operationensystem
,, als identische Relation:

R T fiir jedes Paar von Operationen wy und w,, aus €2, gelte und jedes i = 1,....k gelte
(1. Wi ) Tt 1 T 10k = X1 o1 (oo Toypi—1Wn ) Tt - Tyt k— 1 Wk

ein, so bildet die Gesamtheit aller Multioperatorringe mit dem Operationensystem §2, welche die Re-
lationen R 1 bis R 7 erfiillen, eine primitive Klasse aller assoziativen Multioperatorringe iiber diesem
System (2.

Ebenso stellt die Kommutativitdt und die Existenz eines Einselements (bei Aufnahme einer nulldren
Operation in €, zur Bestimmung von 1) eine identische Relation dar.

Entfernen wir aus €2, wieder alle Operationen bis auf eine bindre Multiplikation, ergeben sich zugehorig
die primitiven Klassen der assoziativen, der assoziativ-kommutativen und assoziativ-kommutativen
Ringe mit Einselement.

Die Nullteilerfreiheit stellt keine identische Relation dar, so dass wir auch nicht von der primitiven
Klasse aller (2-Ko6rper mit einem Operationensystem () sprechen kénnen. Es ist aber:

Satz 1
Jede primitive Klasse von Multioperatorringen enthélt mit einem Multioperatorring alle seine
Q-Unterringe und alle seine homomorphen Bilder.

Die Beweise ergeben sich aus den Abschnitten 1.2.1 und 1.2.2.

1.6.2 Der freie Multioperatorring

Da die Gesamtheit aller Multioperatorringe mit einem festen Operationensystem () eine primitive
Klasse von universellen Algebren bildet, kénnen wir zu den zu dieser Klasse gehorenden freien Struk-
turen iibergehen.

Sei A eine primitive Klasse von Multioperatorringen, welche des Operationensystem €2 besitzen. X sei
eine nichtleere beliebige Elemente enthaltende Menge. Diese Elemente x1,xo,... seien freie Elemente.
Auflerdem sei 0 ein nullires Operationssymbol.

Damit kénnen wir, wie im Abschnitt 1.6.1, den Begriff des Wortes definieren und die Gesamtheit aller

moglichen Worter iiber der Menge X U {0} beziiglich der Operationen "+7, "-", "wy” und w,, aus §2
bilden.

Offenbar konnen wir dann die Menge S aller Worter iiber der Menge von freien Elemente X mit
dem Operationensystem Q' = {4, — ,wp,Q2} als universelle Algebra auffassen. Unter der Anwendung
der nulldren Operation wy verstehen wir dann die Bestimmung des nulldren Operationssymbols 0. Die
entstandene universelle Algebra (5,X) aller Worter iiber der Menge X beziiglich des Operationensys-
tems Q' nennen wir Worteralgebra.

Offenbar sind zwei Elemente (Worter) in (5,X) dann und nur dann gleich, wenn sie die gleichen
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freien Elemente bzw. das Operationensymbol 0 an den gleichen Stellen besitzen und diese von den
gleichen Operationen aus €' gebunden sind. Zum Beispiel sind die Worter

w] = X1 + To und Wy = X9 + T

in (S,X) nicht gleich, da keinerlei identische Relation in dieser Worteralgebra erfiillt ist. Deshalb nennt
man (.5,X) auch anarchisch frei.

Weiterhin bemerken wir, dass die Menge X der freien Elemente ein Erzeugendensystem von (S5,X)
darstellt.

Um den gesuchten freien Multioperatorring zu konstruieren, betrachten wir die Menge A von identi-
schen Relationen, welche die primitive Klasse der Multioperatorringe mit dem Operationensystem 2

charakterisiert.

Zwei Worter vy und vy aus der Worteralgebra (5,X) nennen wir beziiglich des Systems:

R 1: (1 4+ 22) + 23 = 21 + (22 + x3)
R 2: 1 +0=04 21
z1+0=u1x
R 3: (—.7)1) +x1 =21+ (—l‘l)
(—xl) +21=0
R 5: 1+ X9 = T9 + 11
R 6: fiir jede Operation w, aus €, gelte

xl...xi,l(aci + $i+1)mi+2...mn+1wn =
L1 Li— 1T T542. - Tn-1Wn, + L1 L4—1Ti4+1Tj4-2.--Tp+1Wn,

dquivalent, wenn sie durch eine endliche Folge von Umformungen folgender Art auseinander hervor-
gehen:

e Ist in dem System A die identische Relation
w1 = W2

enthalten, so ersetzen wir darin alle auftretenden freien Elemente x1,xs,...,2; durch entsprechen-
de Worter, wonach die linke Seite in ein Wort wf, die rechte Seite in w4 {ibergeht.

Ist dann w) ein Unterwort von vy, so ersetzen wir in vy dieses durch wh. Ist w) Unterwort von
v1, so wird in vy dieses durch w) ersetzt.

D.h., kann man von einem Wort v; beziiglich einer relation aus A durch derartige Umformungen zu
einem Wort v9 gelangen, so sind beide beziiglich A dquivalent.

Fiir die primitive Klasse der Multioperatorringe mit dem Operationensystem {2 sind dann zum Beispiel
die Worter
v] = 21 (T2X3... Ty p1Wn + Tpt2)Trg3... TapWn

vy = 1 (T2X3.. . Ty 1Wn ) Tyt 3+ L2Wn + T1(X223... Tpt1wn + (—Tn42))Tnt3..-Tonwn+
+21(Tpt2 + Tnyo + (—22X3. . Tpt1Wn) ) Tngs. .- LanWn

dquivalent, da sie aus den Relationen R 3, R 5 und R 6 gewonnen werden koénnen.

Diese Relation ”Aquivalenz” ist offenbar symmetrisch, reflexiv und transitiv (folgt aus den gleichen
Eigenschaften des Gleichheitszeichens) und bildet somit eine Aquivalenzrelation auf der Wérteralgebra
(S,X). Diese Relation ist sogar operationstreu, d.h. sie ist Kongruenz in (5,X).

Sind ndmlich die Worter w; und w}, i = 1,...,n, paarweise dquivalent, so kann durch eine endliche
Anzahl von Operationen auch die Aquivalenz von

! /
WIW3... WpWp, und Wy Wy... W, W,
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nachgewiesen werden; ebenso fiir die Addition. D.h. also, wir haben auf der Worteralgebra (5,X) ei-
ne Kongruenzrelation gegeben, welche von den identischen Relationen A der betrachteten primitiven
Klasse von Multioperatorringen abhéngig ist.

Nach Abschnitt 1.2.3 ist es moglich, die Faktorstruktur der Algebra (5,X) nach dieser Kongruenz
zu bilden. Die entstehende Faktoralgebra bezeichnen wir mit (S,X,A). Aus der Definition dieser Al-
gebra ergibt sich, dass in ihr alle identischen Relationen R 1 bis R 6 des Systems A gelten, womit
diese Algebra der betrachteten primitiven Klasse von Multioperatorringen mit dem festgewéhlten
Operationensystem 2 angehort. (S,X,A) ist also selbst Multioperatorring.

Definition

Die so definierte Faktoralgebra (S,X,A) heifit freier Multioperatorring der primitiven
Klasse A von Multioperatorringen mit einem Operationensystem (2.
Die Menge X nennen wir System freier Erzeugender von (S,X,A).

Offenbg_ir sind die freien Elemente aus X nicht die eigentlichen Erzeugenden von (S,X,A), sondern
deren Aquivalenzklassen. Diese bezeichnen wir aber ebenfalls mit X.

Jeden zu (S5,X,A) isomorphen Multioperatorring nennen wir dann ebenfalls frei. Weiterhin kénnen
wir feststellen, dass der freie Multioperatorring nicht von der Art sondern nur von der Méchtigkeit
des Systems X freier Erzeugender abhéngt. Damit kénnen in einer primitiven Klasse von Multiope-
ratorringen untereinander nicht isomorphe freie Multioperatorringe existieren.

Betrachten wir die primitive Klasse aller Multioperatorringe mit einem leeren Operationensystem
2, so stimmt diese mit der primitiven Klasse der abelschen Moduln iiberein. Damit ist ein freier Mul-
tioperatorring (S,X,A) dieser Klasse mit einem System X freier Erzeugender immer ein freier Modul.
Enthélt des System X freier Erzeugender nur ein Element x, so ist der zugehorige freie Multiopera-
torring (freier Modul) dieser primitiven Klasse isomorph zur unendlichen zyklischen Gruppe, d.h., zur
additiven Gruppe der ganzen Zahlen.

Betrachten wir die primitive Klasse von assoziativen Multioperatorringen mit einem Operationensys-
tem, welches nur eine bindre Multiplikation enthélt, so sind deren freie Multioperatorringe durchweg
freie Ringe.

Der freie Multioperatorring (S,X,A) mit einem freien erzeugenden Element beziiglich der primitiven
Klasse der Multioperatorringe, mit nur einer bindren Multiplikation in €2, ist isomorph zum Quasiendo-
morphismenring {iber den ganzen Zahlen, wenn in der Klasse die identischen Relationen Assoziativitéit
und Kommutativitdt fir die Multiplikation gelten.

1.6.3 Einfache Sitze

Gegeben sei ein freier Multioperatorring (S,X,A) einer primitiven Klasse A von Multioperatorringen
mit einem Operationensystem 2. Weiterhin sei G ein beliebiger Multioperatorring dieser primitiven
Klasse A. M sei ein Erzeugendensystem von G. Dann gilt:

Satz 1

Der Multioperatorring G ist genau dann freier Multioperatorring in der Klasse A mit dem freien
Erzeugendensystem M, wenn bei einem beliebigen 2-Ring H aus A und einer beliebigen Abbildung
@ von M in H stets eindeutig eine homomorphe Abbildung von G in H existiert, die auf M mit
 lbereinstimmt.
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Beweis: Zuerst sei G ein freier Multioperatorring und dessen Erzeugendensystem M. Auflerdem sei ¢
von M in H schon gegeben. Dann definieren wir eine Abbildung ¢ von G = (S,X,A) in H wie folgt:

Auf M falle ) mit ¢ zusammen und sind damit die Worter wy,ws,...,w, bei ¥ bereits auf (wy1)),
(wa1)), ..., (wy1) eindeutig abgebildet wird, so wird:

(w1 wa... wpwp) Y = (W19) (war))...(WpY)wy (1.84)

(w1 +w2)Yp = (w1t)) + (warh) (1.85)
Wenden wir fiir ein Element aus (S,X,A) diese Abbildung ¢ an, wobei das Element gleich wy...w,wy,
im urspriinglichen Sinne ist, erhalten wir sicherlich wieder

(w1)(w2v))...(wptp)wn

da auch in H alle identischen Relationen der primitiven Klasse A gelten. Damit ist ¢ auf ganz (S,X,A)
definiert (fir die Additon erhalten wir Analoges) und mit (1.84) und (1.85) Homomorphismus.

Sei nun ein Multioperatorring G mit dem Erzeugendensystem M gegeben, welcher die Vorausset-
zungen erfiillt. Als Multioperatorring H wéhlen wir gerade den freien Multioperatorring (S,X,A), fur
den X zu M gleichméchtig ist. Dann existiert eine umkehrbare eindeutige Abbildung von M auf X.
Nach Voraussetzung existiert auch ein Homomorphismus ¢ von G auf (5,X,A), welcher mit ¢ auf M
zusammenfillt.

Nach dem oben Bewiesenen existiert dann aber auch ein Homomorphismus y von (S,X,A) auf G,
welcher auf X mit ¢! iibereinstimmt.

X ist dann Endomorphismus auf (S5,X,A), und auf X gleich dem identischen Automorphismus. ¢y
ist auf G Endomorphismus und auf M identisch. Da fiir G die Abbildung x eindeutig ist und fiir
(S,X,A) die Eindeutigkeit von y oben bewiesen wurde, muss sowohl x1 als auch ¢y identischer Au-
tomorphismus sein, womit ¥ und y Isomorphismen sind.

Als isomorphes Bild von (S,X,A) ist der Multioperatorring G selbst freier Multioperatorring mit
dem Erzeugendensystem M in der betrachteten primitiven Klasse. Der Satz ist bewiesen.

Aus diesem Satz ergibt sich sofort:

Satz 2
Jeder Multioperatorring G mit dem Operationensystem {2 aus einer primitiven Klasse A ist das
homomorphe Bild eines gewissen freien Multioperatorrings (S,X,A) aus dieser Klasse A.

Beweis: Bestimmen wir von G ein beliebiges Erzeugendensystem M und wéhlen wir einen freien Mul-
tioperatorring (S,X,A) derart, dass eine Abbildung ¢ von X auf M existiert, so konnen wir nach
Satz 1 ¢ zu einem Homomorphismus ¢ von (S,X,A) auf ganz G erweitern, da dann M in (S, X,A)y
enthalten ist. Der Beweis ist erbracht.

Damit schlieen wir diesen Abschnitt ab. Weitere Sétze kénnen in Kuros [9], Seite 118ff., nachge-
lesen werden.

1.6.4 Definierende Relationen

Wir werden nun versuchen, jeden Multioperatorring G durch ein Erzeugendensystem M und ein ge-
wisses System von Ausdriicken zu charakterisieren.

Sei A eine beliebige primitive Klasse von Multioperatorringen mit einem Operationensystem (). Nach
Satz 2, 1.6.3, ist dann ein beliebiger Multioperatorring G' aus A das homomorphe Bild eines freien

Multioperatorrings (S,X,A) aus dieser primitiven Klasse.
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Auf Grund des Homomorphiesatzes, 1.3.5, ist dann G isomorph zu einem {2-Faktorring von (5,X,A)
nach einem gewissen Ideal A von (S,X,A).
Die Elemente w;, i € I, seien gerade die Elemente des freien Multioperatorrings (5,X,A), welche
das Ideal A erzeugen. Da alle diese Elemente auf das Nullelement von G abgebildet werden, gilt das
Gleichungssystem:

w; =0 ,Viel (1.86)

Driicken wir diese Elemente w; durch freie Erzeugende aus X aus, so bestimmt dieses Gleichungssystem
(genauer gesagt: die Worter w;) dann eindeutig das Ideal A in (S,X,A) und damit auch den -
Faktorring (S,X,A)/A. Folglich wird bis auf Isomorphie auch der Multioperatorring G bestimmt.

Definition

Das Gleichungssystem (1.86) heiit ein System von definierenden Relationen fiir den
Multioperatorring G in dieser primitiven Klasse A.

Da Satz 2, 1.6.3, fiir alle Multioperatorringe einer primitiven Klassen von Multioperatorringen gilt,
kénnen wir jeden 2-Ring G durch ein gewisses System definierender Relationen {iber einem Erzeugen-
densystem M darstellen. Es muss jedoch beachtet werden, dass dieses System von Relationen nicht
notwendig eindeutig ist.

Betrachten wir zuerst die zyklische Gruppe Zo der Ordnung 2. Jede zyklische Gruppe ist homomorphes
Bild der unendlichen zyklischen Gruppe. Damit ist Satz, 1.6.3, erfiillt, da der freie Multioperatorring,
wie schon erwdhnt, mit einem freien erzeugenden Element in der primitiven Klasse aller Multiopera-
torringe mit einem leeren Operationensystem 2 (primitive Klasse der abelschen Gruppen) isomorph
zur unendlichen zyklischen Gruppe ist. Das Erzeugendensystem der Zs enthélt nur ein Element

M = {a}
Da nun offenbar als einzige definierende Relation
a+a=0
existiert, gilt
Zo ={ala+ a =0}

Die additive Gruppe der rationalen Zahlen kann durch eine unendliche Menge (a1,a2,...,ap,...) von
rationalen Zahlen erzeugt werden. Die zugehorigen definierenden Relationen sind durch

_ 2, _ 3. _ 4. . _n+1,
a; = Qg;, A2 = ag; asz = Qy, cees Ap = Qs

gegeben. (siehe Kuros [9], Seite 77f.)

Waéhrend die unendliche zyklische Gruppe freier Multioperatorring der entsprechenden primitiven
Klasse ist, ist der Ring der ganzen Zahlen nicht frei. Sein Erzeugendensystem besteht nur aus einem
Element; der ganzen Zahl 1. Um die Existenz des Einselements abzusichern, muss als definierende
Relation

a-a=a (1.87)

auftreten. Weitere definierende Relationen bendtigen wir zur Charakterisierung des Rings der ganzen
Zahlen nicht.

Interessant sind die homomorphen Bilder dieses Rings.

Ein Restklassenring Z,, wird ebenfalls durch ein Element; die Restklasse, in der sich die 1 befindet;
erzeugt. Als definierende Relationen ergeben sich:

a-a=a und na =0
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Vergleicht man mit dem Ring der ganzen Zahlen, so erkennt man, dass nur eine zusétzliche Relation
aufgenommen wurde. Die Erklarung gibt die Anwendung des Satzes von Dyck auf Multioperatorringe.

Satz von Dyck

Ein Multioperatorring GG sei durch ein System definierender Relationen und einem gewissen Er-
zeugendensystem bestimmt. Ein weitere Multioperatorring G’ der selben primitiven Klasse sei
beziiglich der gleichen Erzeugenden durch diesselben Relationen und noch durch gewisse andere
bestimmt.

Dann ist G’ zu einem Q-Faktorring von G isomorph, d.h. der Multioperatorring G’ ist homomor-
phes Bild des Q-Rings G.

Beweis: Wir wéahlen einen entsprechenden freien Multioperatorring (S,X,A), fiir den
(S X,A\)/JA= G und (S, X,A) /A" =G

gilt. Dabei sind A und A’ Ideale in (S,X,A). Da gerade diese durch die Systeme von definierenden
Relationen charakterisiert sind, gilt auerdem A C A’.
Nach dem 2.Isomorphiesatz wird dann

G = (S XN /A = ((SXN)/A)/(A')A) = G/(A'/A)
wobei A’/A ideal von G ist. Der Beweis ist erbracht.
Abschlielend betrachten wir den Ring der Quaternionen iiber den ganzen Zahlen. Wir behaupten,

dass dieser Multioperatorring isomorph zu dem von freien Erzeugenden a,b,c und d mit den definie-
renden Relationen

a-b=b-a=b ; a-c=c-a=c ; a-d=d-a=d

b-c+c-b=b-d+d-b=c-d+d-c=0 ; b-d-c=c-b-d=a

gebildeten Multioperatorrings ist.
Fiir den Nachweis geniigt es, dass wir die multiplikative Strukturtabelle fiir die vier erzeugenden
Elemente aufstellen:

‘ a b c d
ala b c d
b|b —a d -—c
cle —d —a b
dld ¢ —-b -—a

Aus den ersten drei Relationen und der fiinften folgt sofort, dass a Einselement wird. Aus den rest-
lichen definierenden Relationen fiir die Multiplikation erhalten wir die abgebildete Strukturtafel. Die
Antikommutativitat ergibt sich dabei zum Beispiel aus

b =—a und b-d-c=a

Daraus ergibt sich d-c= —bund c-d = b.
Zum Abschluss kénnen wir noch ohne Beweis sagen:

Satz 2
Ein endlicher Multioperatorring ist stets durch eine endliche Anzahl von Erzeugenden und defi-
nierenden Relationen darstellbar.
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1.6.5 Freie Summen in Multioperatorringen

Auf Grund der in den Abschnitten 1.6.3 und 1.6.4 gezeigten GesetzmaBigkeiten, kénnen wir den Begriff
der freien Summe von Multioperatorringen einfithren.

Definition

Seien die A;, i € I, ein System von Multioperatorringen einer primitiven Klasse A von (-
Ringen. Dann heifit ein Multioperatorring G aus der Klasse A die freie Summe des Systems der
A;, i €I, wenn fir alle i € [

A; C G (1.88)

gilt und wenn fiir einen beliebigen Q-Ring H aus A und ein beliebiges System von Homomorphis-
men ; von den A; in H, i € I, eindeutig ein Homomorphismus ¢ von G in bestimmt wird, welcher
auf den Q2-Unterringen A; mit dem ¢; fiir alle ¢ € I iibereinstimmt.

Die Berechtigung dieser Definition ergibt sich aus Satz 1, 1.6.3. Die so definierte freie Summe ist bis
aus Isomorphie eindeutig:

Satz 1

Sind die Multioperatorringe G und G’ je eine freie Summe der Multioperatorringe A;, i € I,
so existiert zwischen G und G’ ein Isomorphismus, welcher einer Fortsetzung der identischen
Automorphismen auf den 2-Ringen, i € I, darstellt.

Beweis: Diese identischen Automorphismen stellen dann Homomorphismen ¢; der Q-Unterringe A; von
G, i € I, in den Multioperatorring G’ dar. Ebenso bilden diese Automorphismen Homomorphismen
; der Q-Unterringe A; von G’, i € I, in G. Nach der Definition der freien Summe werden damit zwei
homomorphe Abbildungen induziert:

¢ von GinG’ und ¥ von G'inG

Das Produkt ¢ ist dann Endomorphismus in dem Multioperatorring . Dieser ist, da alle A;, 1 € I,
isomorphe Unterstrukturen in G besitzen, eindeutig bestimmt und gleich dem identischen Automor-
phismus. Ebenso ist 1 identischer Automorphismus im Multioperatorring G'.

Damit sind aber sowohl ¢ als auch 1 Isomorphismen. Die freie Summe der A;, i € I, ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt. Der Beweis ist erbracht.

Eine weitere interessante Figenschaft kann man in Bezug auf das Erzeugen von -Unterringen nach-
weisen.

Satz 2
Die freie Summe der Multioperatorringe A;, ¢ € I, stimmt mit der von allen A; in G erzeugten
Unteralgebra (Q2-Unterring) iiberein.

Beweis: Sei Gy der von den Q-Unterringen A; von G, i € I, erzeugte Q2-Unterring. G sei die freie
Summe der A;.

Ist ein beliebiger Multioperatorring H aus der gleichen primitiven Klasse A wie G gegeben, und aufler-
dem die Homomorphismen ¢; von den A; auf H, i € I, so erzeugt der dabei nach Definition gebildete
Homomorphismus ¢ von G in H einen Homomorphismus ¢g von Gg in H, der mit den ; auf den
Q-Unterringen A; zusammenfallt.
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Da Gy als Q-Unterring von G nur aus allen Elementen besteht, welches sich irgendwie aus den Ele-
menten der A; durch endlich oftes Anwenden von Operationen w,, des Operationensystems {2 bzw. der
Addition erzeugen lassen, kénnen die Homomorphismen ¢ nur genau einen Homomorphismus von G
in H erzeugen. Damit entspricht Gy gerade der Definition der freien Summe aller A;. Folglich existiert
nach Satz 1 ein Isomorphismus zwischen Gy und G, welcher die identischen Automorphismen auf den
A;, i € I, fortsetzt.

Diese konnen aber, wie bei Satz 1 gezeigt, nur den identischen Automorphismus erzeugen, womit

Go=G

gilt. Der Beweis ist erbracht.

Die bisherige Definition der freien Summe basiert darauf, dass Multioperatorring universelle Alge-
bren sind. Nun ist es aber auch moglich, eine speziellere Definition zu geben.

Es sei eine Familie von Multioperatorringen G, i € I, gegeben, welche der gleichen primitiven Klasse
von Multioperatorringen A angehéren. In dieses Multioperatorringen G; bestimmen wir ein Erzeugen-
densystem M;, i € I. Alle Elemente dieser Erzeugendensysteme bezeichnen wir mit Wort.

Ebenso sollen alle Symbole v...v,wy, wobei wy, eine beliebige n-dre Operation aus dem Operationen-
system der G; ist, Wort heiflen, wenn die vy,vo,...,v, Worter aus den Erzeugendensystemen sind, wobei
alle vj, j = 1,...,n, nicht gleichzeitig einen einzigen System M;, | € I angehoren diirfen.

Unter der freien Summe G der Multioperatorringe G;, i € I, verstehen wir dann den Multiopera-
torring, dessen additive Gruppe als Erzeugendensystem die Menge aller oben beschriebenen Worter
besitzt und die Operationen w,, des Operationensystems (2 wie folgt angewendet werden:

Sind die w1,...,v, nicht alle gleichzeitig Elemente ein und desselben Systems M;, so sei v1...v,wy, das
oben bestimmte Wort.

Sind alle v;, j = 1,...,n, aus einem System M;, dann sei v1...v,w, das in dem entsprechenden (2-Ring
G; bestimmte Element. Wir bezeichnen G mit

G=) 4 (1.89)
i€l
und wenn die Indexmenge I endlich ist

G=A1xAy*..x A,

Auch mit dieser Definition sind die A; bzw. G;, i € I, Q-Unterringe von G. Sind nun Homomorphismen
i, © € I, von den Multioperatorringen G; auf einen beliebigen Multioperatorring H gegeben, so indu-
ziert diese Menge von Homomorphismen ebenfalls einen Homomorphismus ¢ von G in H eindeutig,
welcher dann die ¢ : ¢ auf den G; fortsetzt. Dieser Homomorphismus ist dann, wie folgt, definiert:

Ist a ein Element von G, welches in einem der Q-Unterringe A; liegt, so wird es auf das Bild beziiglich
; abgebildet. Ist a in keinem der A; enthalten, so treten in a bei der Niederschrift mit Wortern aus
dem Erzeugendensystem Elemente aus den A; auf. D.h., jedes Element a kann in der Form

a = V102...UpWp, bzw. a = v + v

dargestellt werden, wobei die v; Worter sind, deren Bilder bei ¢ schon eindeutig bestimmt sind. Setzen
wir dann

(v1v2..vnwn ) = (V1) (V2p) .. (V) und (V1 + v2)p = (V1) + (v2¢p)

so erhalten wir den gesuchten Homomorphismus. Folglich entspricht die neue Definition der freien
Summe der schon gegebenen.
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Da, wie schon in den vorherigen Abschnitten gezeigt, jeder Endomorphismus auf G, welcher auf den
A;, i € 1, identischer Automorphismus ist, selbst identischer Automorphismus ist, ergibt sich, dass die
Wahl der Erzeugendensysteme M; in den A;, i € I, nicht die freie Summe G beeinflusst.

Damit kénnen wir einige Eigenschaften der freien Summen von Multioperatorringen feststellen:

Satz 3
Ist ein Multioperatorring G die freie Summe von Multioperatorringen A4;, i« € I, und sind die A;
selbst wieder freie Summen, d.h., es existieren {2-Ringe B;; mit

A=Y B, (1.90)
JeJi
fir alle ¢ € I, so ist die freie Summe aller dieser B;; gleich dem Multioperatorring G, d.h., es gilt

G = Z By (1.91)

iel;jed;

Zum Beweis iiberlege man sich, dass die Nacheinanderausfithrung zweier Homomorphismen wieder
ein Homomorphismus ist. Dabei nennt man (1.19) die Fortsetzung der freien Summe von G.
Weiterhin gilt:

Satz 4
Sei G die freie Summe einer Familie von Multioperatorringen A;, ¢ € I, und I; s Untermengen
von I sowie s Element einer Indexmenge S, so ist

G=> Cs (1.92)
ses
wobei die Cs freie Summen der A; sind, d.h.
Co=> A (1.93)
i€l

wenn alle Iy ganz I ergeben und paarweise disjunkt sind.

Satz 5
Sei G die freie Summe zweier Multioperatorringe A und B und ist A’ das Ideal in G, welches vom
Q-Unterring A erzeugt wird, so ist der Q-Faktorring G/A’ isomorph zum Multioperatorring B.

Der Nachweis ergibt sich sofort aus dem 1.Isomorphiesatz.
Besonders wichtig ist der Satz iiber die freien Summen von freien Multioperatorringen, welcher sich
aus der zweiten Definition der freien Summe ergibt.

Satz 6

Jeder freie Multioperatorring (S,X,A) einer primitiven Klasse A von Multioperatorringen ist freie
Summe von freien Multioperatorringen (S,X;,A) der gleichen primitiven Klasse A, wobei der Er-
zeugendensysteme X; jeweils nur ein Element besitzen und ganz X durchlaufen.
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Ohne, dass auf den zugehorigen Beweis eingegangen wird; dieser ist nur mit umfassenden Kenntnissen
iiber freie Summen fiihrbar; geben wir zum Anschluss ein Theorem von Kuros an.

Theorem (Kuros)
Ist ein Multioperatorring G die freie Summe von Q-Ringen A;, ¢ € I, und eines freien Multiopera-
torrings (S,X,A), so ist jeder Q-Unterring U von G freie Summe der Multioperatorringe

Bi=UnA; ; i€l

und eines gewissen freien (2-Unterrings.

Der sehr umfangreiche und komplizierte Beweis ist fiir Multioperatorgruppen in Kuros [34], Seite 190,
fir die modifizierte Art von Multioperatorringen, die linearen 2-Algebren (siehe Abschnitt 1.7.2) in
Kuros [33], Seite 65, zu finden.

Wir begniigen uns mit einer ableitbaren Folgerung:

Satz 7
Jeder Q)-Unterring eines freien Multioperatorrings ist selbst frei.
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1.7

Ausblick auf weitere Probleme

Unter dem Punkt 1.7 sollen kurz ein paar Problemkreis angeschnitten werden. Dabei werden wir nur
Einfiihrungen vornehmen.

1.7.1

Teilbarkeit in Multioperatorringen

Jeder assoziative oder nichtassoziative Ring ist auch Multioperatorring. Fiir die Integritétsbereiche ist
es moglich eine Teilbarkeitstheorie aufzubauen. Es liegt deshalb nahe zu vermuten, dass dies nur null-
teilerfreie, assoziative und kommutative Multioperatorringe mit dem Einselement 1 ebenfalls méglich

ist.

Aus diesem Grund fithren wir eine Teilbarkeitsrelation fiir Multioperatorringen ein. Dazu vereinbaren
wir, dass im Abschnitt 1.7.1 im Folgenden unter einem Multioperatorring G nur noch ein nullteiler-
freier, assoziativer und kommutativer 2-Ring mit Einselement verstanden wird!

Definition

Sind a und b FElemente eines Multioperatorrings G, so heifit a Teiler von b beziiglich
der n-dren Operation w, des Operationensystems €2, wenn ein (n-1)-Tupel von Elementen
(1,22, s Ti—1,Ti415e-,Tp ) In G mit

T1X2---Ti—1ATj41... Ty = b (1.94)

existiert.

Offenbar gelten dann folgende Gesetzméafigkeiten:

1.
2.

3.

Satz 1
In einem Multioperatorring G gilt fiir alle Elemente a, b, ¢ und d sowie fiir jede n-dre Operation
wy, des Operationensystems:

a teilt a: ala,

das Einselement 1 teilt a: 1|a,

a teilt das Nullelement; a0,

0 teilt a genau dann, wenn a = 0 ist: Ola <» a = 0,

sind x1,...,z, beliebig aus G und teilt b das Element a, so teilt b auch x1x2...2;_1a%;y1...2xpwy:

b|a — b| (:Ell'g...lliiflal‘prl...l‘n)

sind x1,...,xy, beliebig aus G und teilt b das Element a, so teilt z;z2...2;-1bx;11...xpw, auch
L1X2...L5—1AL 541 ... Tnn.
sind die x;, ¢ = 1,...,n, verschieden vom Nullelement, so gilt in 6. auch die Umkehrung,

teilt a|b und c|d, so teilt auch alc,

teilt alb und c¢|d und sind die zi,...z, beliebig aus G, dann teilt aczrizs...r,_ow, aus
bdrixo...xpn_owy,.
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Fiir den Nachweis gehen wir schrittweise vor.
zu 1.: Nach der Definition der Teilbarkeitsbeziehung muss es ein (n-1)-Tupel geben, fiir welche dann

X1...2;—10Zj41...- TpWnp = A

gilt. Da wir aber einen Multioperatorring mit dem Einselement 1 vorliegen haben, kénnen wir jedem
x; das Einselement zuweisen und erhalten:

1..1al.. 1w, = a

d.h., fiir jedes a aus G gilt: ala.
zu 2.: Weisen wir 1 das jeweilige Element a und allen anderen z;, j = 2,...,n, das Einselement zu,
wird

al..lw, =a

d.h., fiir jedes a aus G gilt: 1]a.
zu 3.: Fiir ein (n-1)-Tupel der Form (0,...,0) ergibt sich

0...0a0...0w, =0

d.h., fiir jedes a aus G gilt: a|0.
zu 4.: Da nach Abschnitt 1.1.3 fiir alle a;, j = 1,...,n,

al...ai_loaiﬂ...anwn =0

gilt, kann das Nullelement nur sich selbst teilen, d.h., es gilt: 0la genau dann, wenn a = 0.
zu 5.: Sei b ein Teiler des Elementes a. Nach Definition existiert dann ein (n-1)-Tupel von Elementen
(Y1 sYim1,Yit1y---,Yn) aus G, so dass

Y1---Yi-1bYit1--Ynwn = @
gilt. Bilden wir von rechts das n-dre Produkt mit den Elementen x1,...,x,_1 ergibt sich
(Y1 Yi1OYit1 - YnWn ) T1 - Typ—1Wp = AT]...Ty—1Wn
auf Grund des Assoziativgesetzes erhalten wir
AT] .o L1 Wn = Y1---Yio10Yit 1 Yn—1(YnT1. . Tpn—1wWpn )Wy =
mit dem Kommutativgesetz
= Y1 Yim1(bT1.. T 1Wn) YnYit1 - Yn—1Wn = Y1 Yi—1(21...2j 10T j41... T 1Wn) YnYit1---Yn—1Wn
Da wir mit dem Kommutativgesetz auch die linke Seite umformen kénnen, ergibt sich
AT1...Tp—1Wpn = T1...Tj—10Tj41..-Tnp—1Wn

durch Gleichsetzen erhalten wir das Gesuchte.
zu 6.: Es sei wieder b ein Teiler von a, d.h.

Y1---Yi—1bYit1...Ynwn = a
Multiplizieren wir wieder von rechts mit dem Tupel z1,...,2,_1, so wird
a1 Tp—1Wn = (Y1---Yia10Yit 1 YnWn ) T1 .- Tyy—1Wn,

Damit erhalten wir die Ausgangsstellung von 5. Die weiteren Umformungen werden analog durch-
gefiihrt, so dass sich 6. ergibt.
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zu 7.: Fir die Umkehrung ist es nur notwendig sich zu iiberlegen, dass in dem nullteilerfreien Mul-
tioperatorrung auch die Regularitat gilt. Satz 2, 1.1.4, bringt dies zum Ausdruck. Damit kénnen wir
aber kiirzen, so dass der Beweis in umgekehrter Richtung von 6. verlauft.

zu 8.: Es sei a ein Teiler von b und b ein Teiler von c¢. Dann existieren nach Voraussetzung zwei
(n-1)-Tupel von Elementen aus dem Multioperatorring G mit

1.0 Ti—1ATjq]... Ty = b und Y1 Yim1bYit1.. . Ynwn = ¢
Setzen wir die erste Gleichung in die zweite ein:
Y1 Yim1 (14 Ti—1 QT4 1 e Ty Wi ) Y1 - YW, = €
mit der Kommutativitit erhalten wir
yl...yi_l(ml...xi_lel...xnawn)yiﬂ...ynwn =cC
und mit der Assoziativitat
Y1 Yim2 (Yim 11 T 1 T ] o LWy ) QY4 1 - Yy, = C

womit a Teiler von c ist.
zu 9.: Sei a Teiler von b und ¢ Teiler von d. Dann gilt fiir gewisse z;, yj, 7 = 1,...,e — Lt + 1,...,n:

1. Zi—1ATjq]... LWy = b und YLeo Yim1CYit 1 YnWn = d
Sind die z1,...,2,_2 beliebige Elemente des Multioperatorrings G, so erhalten wir
bdz1...zp—own = (T1...2i—10Ti 41 Tpwp) (Y1 Yim1CYit 1+ YnWn ) 21 .- Zn—oWp, =
mit dem Kommutativgesetz

= (X1 i 1T 1 T QW0 ) (Y1 oo Y 1Yt 1+ Y CW ) 21 oo 2 —2Wpy, =

mit der Assoziativitat und Kommutativitét
= (L1 21241 2 QW Y1 - Yi— 1Yit 1+ Yr—1 (YnC21 ... Zn—2Wn )Wy =

= xl...xi_lel...xn_l(xnayl...yi_lyiH...yn_lwn)(ynczl...zn_gwn)wn =
= L1 T 1T 1T 1 (T Y1 Yi 1Yit 1 Yn—10Wn ) (YnC21 ... 2n—2Wn )W =
= (551-~-$i71mi+1-~-xnflxnylwn)yl-~yi71yi+1-'-ynfla(ynczl-o-zanWn)wn =

= (L1 B 1T 1 - T 1 T Y1W0) Y2 Yim 1 Yit 1 - -Yn—1 (AYnC21 . 2 —3Wn ) Zn—2wWpn =
= (xl...mi_lxiﬂ...xn_lxnylwn)yg...yi_lyiﬂ...yn_l(ynaczl...zn_gwn)zn_gwn =
= (331...:ci_lxiﬂ...xn_la:nylwn)yg...yi_lyiﬂ...yn(aczl...zn_gwn)wn

womit das Gesuchte gezeigt ist. Der Beweis ist erbracht.

Wie man am Nachweis von 9. erkennt, erfordern schon einfache Zusammenhéinge einen groflien Beweis-
aufwand. Es ist daher z.B. nicht einfach nachzuweisen, dass alle Einheiten (Teiler des Einselements 1)
eine n-dre Gruppe bilden.

Nutzen wir den Satz 2 aus Abschnitt 1.1.3, so kénnen wir sagen:

Satz 2

Sei G ein assoziativer, nullteilerfreier und kommutativer Multioperatorring mit dem Einselement
1 und (G, + ,e) der ihm durch Satz 2, 1.1.3, zugewiesene Integritétsbereich, so bleiben die Teil-
barkeitsbeziehungen bei einem Ubergang von G zu (G, + ,e), und umgekehrt, erhalten.
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Beweis: Zuerst seien zwei beliebige Elemente a und b aus G gegeben, wobei a Teiler von b ist. Nach
Definition existieren dann z;, j = 1,...,i — 1, 4+ 1,...,n, mit

L1 1ATj4 1. TpWp = b
Auf Grund von (1.13), 1.1.3, gilt dann in dem Integritatsbereich (G, + ,e):
b=121..Ti{ 10Ti11..TpWy, = T1®©T2@ ... 0L, 1©GOT, | ®.. 01T, =
Da die Operation ”e” kommutativ ist, wird
:xloxgo...oaji_loleo...oxnoa:m/oa

womit a Teiler von b auch in (G, + ,e) ist.

Ist umgekehrt in (G, + ,e) eine Teilbarkeitsbeziechung gegeben, so léasst sich diese mit dem Einselement
auf G iibertragen.

Ist a ein Teiler von b in dem Integritatsbereich (G, + ,8), so existiert ein ¢ mit

aec=1»
Auf Grund der Relation (1.15), 1.1.3, erhalten wir dann
acl..lw, = b

so dass a auch in G ein Teiler von b ist. Der Beweis ist erbracht.

Folglich ist es nun nicht mehr nétig, die Teilerbeziehungen im Multioperatorring G selbst zu be-
trachten. Wir konnen ohne Einschréankung fiir die Untersuchungen den reduzierten Ring (G, + ,e)
benutzen.

Zum Beispiel gilt also in einem Multioperatorring G genau dann der Teilerkettensatz, wenn dieser in
(G, + ,0) gilt.

1.7.2 Sigma-Multioperatorringe und lineare Multioperatorringe

Jede abelsche Gruppe G besitzt einen Endomorphismenring R. Auflerdem kann jeder Endomorphismus
einer Struktur als unére algebraische Operation aufgefasst werden. Dabei ordnet jede unére Operation
"Endomorphismus” jedem Element das endomorphe Bild zu. Bezieht man diese unédre Operationen
auf die gegebene abelsche Gruppe, so spricht man von einer abelschen Gruppe G mit dem Ring R von
Operatoren oder nur von einem R-Modul.

Folgende Relationen miissen dabei erfiillt sein. Fiir alle Elemente a und b aus G und beliebige «
und 5 aus R gilt:

(a+b)a = aa + ba (1.95)
ala + Blaa + af (1.96)
a(af) = (ac)f (1.97)

Gleichung (1.95) sichert dabei den Endomorphismencharakter der Operatoren. Da aus (1.96) die Ad-
dierbarkeit dieser Endomorphismen folgt, kénnen wir fiir beliebige Multioperatorringe keinen "R-)-
Ring” konstruieren. Die Endomorphismen eines Multioperatorrings miissen ja im Allgemeinfall nicht
addierbar sein.

Jedoch sahen wir, dass in der Menge E aller Endomorphismen eines Multioperatorrings die normalen
Endomorphismen ausgezeichnet sind. Deshalb definieren wir:
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Definition

Sei G ein beliebiger Multioperatorring und > eine Menge von Operatoren. G heifit genau
dann X-Multioperatorring oder Sigma-Multioperatorring, wenn fiir alle a und b, sowie a1,...,a,
aus G und jeden Operator a aus X

(a +b)a = aa + ba (1.98)

(a1a9...anwn) = a1az...a;—1(a;Q)ai11...anwy (1.99)

gilt.

Damit bildet ein Multioperatorring G mit der Menge E seiner normalen Endomorphismen einen Y-
Multioperatorring.

Fiir Multioperatorringe, welche nur eine bindre Multiplikation in ihrem Operationensystem enthalten,
ergibt sich die Definition des 3-Operatorrings.

Fasst man die betrachteten Operatoren als unédre Operationen auf, so bildet jede »-Operatorgruppe
und jeder X-Operatorring eine Multioperatorgruppe. Einen Multioperatorring erhalten wir nur, wenn
wir in dessen Operationensystem €) auch undre Operationen zulassen.

Es ist moglich, fiir diese neuen Strukturen operationstreue Abbildungen, Kongruenzen usw. zu un-
tersuchen. Es interessiert hier nur, dass bei Homomorphismen und Isomorphismen eine zusétzliche
Homomorphiebedingung erfiillt sein muss. Fiir jeden Operator a aus % und jedes Element a von G
muss die Relation

(aa)p = (ap)a (1.100)

giiltig sein. In diesem Fall sprechen wir von ¥-Operatorhomomorphismen. Weiterhin zeichnen sich
einige )-Unterringe eines Y-Multioperatorrings gegeniiber anderen dadurch aus, dass sei Y-zuldssig
sind, d.h. fiir jeden Operator o aus 3 und dem entsprechenden 2-Unterring A gilt:

AaC A (1.101)

Von groflerer Bedeutung als die eben untersuchten »-Multioperatorringe sind deren Spezialfall, die
linearen 2-Algebren iiber einem Koérper P. Wir definieren:

Definition

Eine abelsche Gruppe (G,+) heifit lineare -Algebra iiber einem Korper P, wenn auf G
ein System () n-drer algebraischer Operationen wy,, n > 2, definiert ist, dieser mit der Addition
das Distributivgesetz erfiillen und des weiteren folgende Gleichungen erfiillt sind:

Fir alle a aus G und «, 8 aus P

a(apf) = (ax)p (1.102)
ala+ B) = aa + af (1.103)
fur alle aq,...,a, aus G und « aus P
(a1 + a2)a = a1 + agay (1.104)
(a1...anwp)a = aj...a;—1(a;Q)ait1...anwy (1.105)

Fassen wir die Gleichungen (1.102) bis (1.105) zusammen, kénnen wir auch sagen:
Eine lineare 2-Algebra iiber einem Korper P ist ein X-Multioperatorring, dessen Operatorenbereich
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P ist und die additive Gruppe einen linearen Vektorraum iiber P darstellt.

Ist das Operationensystem (2 der linearen (2-Algebra die leere Menge von Operationen, so erhalten
wir gerade die linearen Vektorrdume. Enthélt das Operationensystem nur eine bindre Multiplikation,
so entsteht eine lineare Algebra im iiblichen Sinne.

Mit der Struktur der linearen 2-Algebra hat sich vor allem Kuros beschiftigt. An Literatur ist vor
allem Kuros [10], [12] und [33] zu nennen.

1.7.3 Auflésbare und nilpotente Multioperatorringe

Unmittelbar mit der Theorie der Normalreihen und Hauptreihen von Multioperatorringen (Abschnitte
1.4.1 und 1.4.2) sind die Begriffe der nilpotenten und auflésbaren Multioperatorringe verbunden.

Definition

Eine Normalreihe eines Q2-Rings G heifit Zentralreihe
G=AyDA DAy D..D A, =(0) (1.106)

wenn fir alle ¢ = 0,1,2,....k — 1
[4i,G] € Aipa

gilt. Ein Multioperatorring G, welcher mindestens eine Zentralreihe besitzt, heifit nilpotent.

Jeder abelsche Multioperatorring (€2-Zeroring) ist nilpotent, da dort G O (0) eine Zentralreihe ist.
Multioperatorringe, welche verschiedenen vom €2-Nullring sind, und deren Kommutant G’ gleich dem
ganzen Multioperatorring ist, koénnen folglich nicht nilpotent sein.

Unter einer unteren Zentralkette eines Multioperatorrings verstehen wir weiter eine absteigende
Kette von Idealen
G=GyDG1DG3D...O0G; D ... (1.107)

wobei hier fir alle 1 = 0,1,2,...
Git1 = [G,G]

gilt. Man kann nun zeigen:

Satz 1
Ein Multioperatorring G ist dann und nur dann nilpotent, wenn eine untere Zentralkette nach
endlich vielen Schritten bei dem Nullideal abbricht.

Beweis: Bricht die untere Zentralkette (1.107) nach endlich vielen Schritten ab, d.h., es existiert ein k
mit Gy = (0), so liegt offenbar eine Zentralreihe vor. G ist nilpotent.
Liegt umgekehrt eine Zentralreihe (1.106) in G vor, so setzen wir

G =Gp= Ao
Ist nun schon gezeigt, dass G; in dem Ideal A; enthalten ist, so ergibt sich
Giy1 = [Gi,G] C [4;,G] C Aiq

Folglich ist auch Gy in dem Ideal A; = (0) enthalten, d.h., die Zentralkette bricht nach endlich vielen
Schritten ab. Der Satz ist bewiesen.

Weiterhin kénnen wir sagen:
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Satz 2
Jeder 2-Unterring und jedes homomorphe Bild eines nilpotenten Multioperatorrings ist nilpotent.

Beweis: Sei A ein Q-Unterring eines nilpotenten Multioperatorrings G. Dann betrachten wir folgende
untere Zentralkette
A=AyDA1D..DA D..

Dabei gilt Ag = A C G = Gp. Haben wir nun schon gezeigt, dass dann auch das Ideal A; und G;
enthalten sind, so ergibt sich flir A;41:

Aip1 = [AA] C [Gh,G] = Gina

Damit ist Ay aber in G = (0) enthalten, womit die untere Zentralkette abbricht. Nach Satz 1 ist A
dann ebenfalls nilpotent.
Der Beweis fiir die homomorphen Bilder ist langwierig und in Kuros [9] ab Seite 110 nachzulesen.

Kommen wir zu den auflésbaren Multioperatorringen.
Eine Normalreihe
G=A)DA DAy D..D A =(0)

eines Multioperatorrings G heifit genau dann auflésbar, wenn alle ihre Faktoren (i = 0,1,...k — 1)
AifAita

abelsche Multioperatorringe darstellen.
Ist das Operationensystem 2 nichtleer, miissen die Faktoren also 2-Zeroringe sein. Nach Satz 3, 1.3.4,
gilt folglich fiir alle ¢ = 0,1,....k — 1:

[Ai, Ay] © Api + 1]

Einen Multioperatorring nennen wir dann auflésbar, wenn er mindestens eine auflésbare Normalreihe
besitzt. Zwischen nilpotenten und auflésbaren 2-Ringen besteht der Zusammenhang;:

Satz 3
Jeder nilpotente Multioperatorring ist auflésbar.

Beweis: Ist G nilpotenter Multioperatorring, so existiert in ihm eine Zentralreihe der Form (1.106).
Dann gilt
[Ai,A;] C [Ai,G] € Aia

Nach Satz 3, 1.3.4, sind die Faktoren abelsch. Der Beweis ist erbracht.

Fiihren wir noch den Begriff der Kommutantenkette ein.
Ist ein beliebiger Multioperatorring G gegeben, so nennen wir eine absteigende Kette von {2-Unterringen

G=GV >G>0 >5..o0G" > ... (1.108)

mit GO = [0 G0 (1.109)

fir alle ¢ = 0,1,2,..., Kommutantenkette von G.
Dann kénnen wir sagen:

Satz 4
Ein Multioperatorring G ist genau dann auflosbar, wenn G eine Kommutantenkette besitzt in der
das Nullideal vorkommt.
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Beweis: Zuerst sei G ein Multioperatorring in dem eine Kommutantenkette der Form (1.108) existiert

und fir ein k
G™ = (0)

gilt. Damit wird (1.108) aber zu einer endlichen und auflésbaren Normalreihe, da der -Unterring
eines {2-Rings nach seinem Kommutanten immer abelsch ist.
Umgekehrt besitze G eine auflésbare Normalreihe

G:AoDAlDAQD...DAk:(O)

so setzen wir GO = G = Aj. Ist nun schon gezeigt, dass der Kommutant G in dem Ideal A;
enthalten ist, so erhalten wir

GO =[GV GU] C [A;,4)] = Ay

und folglich
G®) C 45 = (0)

womit der Beweis erbracht ist.

Zum Abschluss sei noch erwahnt, dass man fiir ein leeres Operationensystem des Multioperatorrings
offenbar gleichlautende Sétze aus der Gruppentheorie erhélt.
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Kapitel 2

Direkte Summen von
Multioperatorringen

2.1 Definition und Beispiele

2.1.1 Definition der direkten Summe

Bei der Untersuchung jeder Art von Strukturen besitzt der Begriff der direkten Vereinigung grofie
Bedeutung.

Im Hauptsatz tiber abelsche Gruppen zum Beispiel wird mit den direkten Vereinigungen die Untersu-
chung zyklischer Gruppen zuriickgefiihrt.

Um nun allgemein iiber Multioperatorringe Aussagen iiber direkte Zerlegungen zu treffen, werden wir
nun die direkten Summen einfithren und anschliefend von verschiedenen Seiten aus untersuchen.

Entsprechend zur Definition der direkten Vereinigung von Multioperatorgruppen (Higgins [3], Sei-
te 396) definieren wir hier:

Definition

Ein Ideal A eines Multipperatorrings G heifit dann und nur dann direkte Summe der
Ideale By, Bo, ..., B, von G, wenn A die Summe der Ideale B;, i = 1,...,n, ist, d.h.

n
A=Bi+By+..B, =Y B (2.1)
i=1
und wenn fiir alle j = 1,...,n,
(Bl + ...+ Bj—l + Bj+1 + ...+ Bn) M Bj = (0) (22)

gilt.

Als Bezeichnung verwenden wir fiir ” A ist direkte Summe der Ideale B;, i = 1,...,n":

n
A=B1@®By®..0 B, =® > B; (2.3)

=1

Ebenso sprechen wir von der direkten Zerlegung von A, bzw. von der direkten Vereinigung der
B;, i =1,...,n. Die Ideale Bj,...,B,, nennen wir direkte Summanden des Ideals A.

Spezialisieren wir diese Definition fiir Ringe erhalten wir:
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Definition

Ein Ringideal A eines nicht notwendigerweise assoziativen Rings R heifit genau dann die
direkte Summe der Ringideale Bj,...,B, von R, wenn A die Summe der Ideale By,...,B, ist und
wenn fiir alle j =1,....n

( i Bi) N B; = (0)
i=1;j7#4

gilt.

Fiir abelsche Gruppen als entartete Multioperatorringe erhélt man entsprechend die dort tibliche De-
finition.

Zu der Definition der direkten Summe in Multioperatorringen macht sich eine Bemerkung notwendig.
Relation (2.2) ist bei der Bestimmung von direkten Summen schwer zu handhaben. Deshalb vereinfa-
chen wir:

Satz 1 (Kuros)
Zu Relation (2.2) ist folgende Relation dquivalent: Fiir alle j = 1,...,n gilt:

(Bl + ...+ Bj—l) N Bj = (0) (24)

Beweis: Aus Relation (2.2) folgt sofort Relation (2.4). Die Umkehrung zeigen wir mit vollstdndiger
Induktion. Fiir j = 2 wird Gleichung (2.4) zu:

BiNBy = (O)

was fiir j = 2 schon mit Relation (2.2) iibereinstimmt. Fiir j = [ — 1 sei die Aquivalent schon bewiesen.
(2.4) wird dann fir j =1 zu:
(Bl + ...+ Bl—l) NB; = (0)

Fiir ein beliebiges natiirliches ¢ < [ erhalten wir auflerdem
B, N (Bl + ...+ Bl—l) = (O) (25)

so dass sich ergibt
(Bi+..+Bi-1+Biy1+...+B)NB; =

= (Bl +..+Bi1+Biy1+ ...+ Bl) NB; N (Bl + ...+ Bl—l) =
=(B1+..+Bi-1+Bit1+...+B_1)+B)NB,N(B1+ ...+ Bi_1) =
und mit Satz 2, 1.3.6, wird

=(((Bi4 ..+ Bic1+Big1+...+B_1)+B)N(Bi+ ...+ B_1))+ (BN (B, + ...+ B_1)) N B; =
und nach Induktionsvoraussetzung
=((B1+..+Bi-1+Bit1+...+B1)N(Bi+ ..+ B_1))NB; =
und mit Relation (2.5)
=(Bi1+..+Bi-1+ Bit1+ ...+ Bi_1)NB; = (0)
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womit der Beweis erbracht ist.

Obwohl dieses Kriterium (2.4) schon einfacher zu benutzen ist als (2.2), erweist sich fiir die Dis-
kussion von direkten Summen ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz von direkten Zerlegungen
als auflerst wichtig.

Schreiben wir (2.4) fiir ¢ = 2 und 7 = 3 explizit aus, erhalten wir

1=2: BlﬂBQZ(O) ; 1=3: (BlJrBQ)ﬂBg:(O) (2.6)

Damit dies gilt, miissen die B; offenbar auch paarweise disjunkt bis auf Null disjunkt sein. Es gilt
folglich:

Satz 2 (notwendiges Kriterium fiir die Existenz von direkten Summen)
Ein Ideal A kann dann und nur dann direkte Summe eine Systems von Idealen B;, i = 1,...,n sein,
wenn fur alle j,k =1,...,n, j #Z k

B; N By, = (0) (2.7)

gilt.

Wenn ein Ideal A eines Multioperatorrings G direkte Summe der Ideale Bj,...,B), ist und ein weiteres
Ideal C' in dem Multioperatorring G existiert, fiir welches

C=B1+By+ ..+ B
mit [ < n, gilt, so ist A auch direkte Summe von
A=C®B1®...0 B,

was sofort aus Satz 1 und der Definition folgt.
Ist By andererseits selbst direkte Summe von Idealen C1,...,C}, so ergibt sich

A=C1®.9C®By® ... B,

Da der Reihenfolge der Summanden nach Definition keine Bedeutung zukommt, sagen wird:

Ist ein Ideal A eines Multioperatorrings G direkte Summe von Idealen B;, ¢ = 1,...,n, und sind einige
der B; (moglicherweise auch alle) selbst direkte Summe von Idealen Cjj, j = 1,...,l;, dann heifit die
direkte Zerlegung von A, in der alle diese C;; und die nicht zerlegbaren B; vorkommen, eine Fortset-
zung von (2.3).

Aus allen diesen Folgerungen erkennt man, dass, ist ein Ideal A als direkte Summe von n Idealen
darstellbar, so existieren auch zwei Ideale By und Bs, deren Summe A ist. D.h. also, ist ein Ideal
direkt zerlegbar, dann ist es auch in zwei Ideale zerlegbar und umgekehrt.

Aus der Definition der direkten Summe in Multioperatorringen folgt auch, dass jedes Ideal von sich
selbst direkter Summand ist, d.h., es gilt fiir jedes Ideal A

A=A®(0)
Direkte Zerlegungen dieser Form sind aber trivial, so dass wir diese in Zukunft nicht mehr angeben.

Wir werden uns auf direkte Zerlegungen beschranken, welche nichttrivial sind.

2.1.2 Beispiele fiir direkte Summen

Wenden wir uns nun einigen Beispielen zu.
Der Restklassenring Z12 besitzt genau sechs Ideale:

Zia;  (2); (3); (4); (6); (0)

Mit diesen kénnen folgende Paare bis auf Null disjunkter Ideale gebildet werden:
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(0),(0); (0),(6); (0),(4) (0),(3); (0),(2); (0),Z125 (4),(6); (4),(3)

Diesen Paare entsprechen dann die trivialen direkten Summen:

(2) =@ @(6); Ziz=(3)®4)

Es treten sechs triviale und zwei nichttriviale direkte Zerlegungen auf. Da der Restklassenring selbst
als direkte nichttriviale Summe auftritt, werden wir spéter zeigen, dass dieser Restklassenring direkt
zerlegbar ist.

Als niichstes Beispiel betrachten wir den Multioperatorring (R?, + o), welcher Paare von reellen
Zahlen enthélt und die Operationen komponentenweise ausgefithrt werden. Dieses Multioperatorring
besitzt genau vier Ideale, die trivialen und die Ideale

A1 ={(a,0)|a € R} und Ay ={(0,a)la € R}

2

Al/R\A2
\(0)/

Zeichnen wir das Diagramm des mengentheoretischen Enthaltenseins fiir die Ideale, hat dieses obiges

Aussehen.
Die Ideale A; und Aj sind verschiedene minimale Ideale des Multioperatorrings R? und folglich nach
Satz 3, 1.3.3, bis aus das Nullelement zueinander disjunkt. Deren Summe A; + Ay ist folglich direkt.

Wir erhalten
R? = A @ Ay

Gehen wir zu dem Multioperatorring (R3, 4 ,0) iiber, wird das Diagramm der Ideale

wobei die A; = {(01;a,02;a,03;a)|a € R)}, 1 =1,2,3 und
A = A1+ Ay Aoz = Ay + A3 A1z = A1+ A3

die nichttrivialen Ideale von R? sind. 0;; ist dabei das Kronecker-Symbol.
Da die A;, i = 1,2,3, minimale Ideale sind, miissen sie auch direkte Summanden sein. Wir erhalten als

direkte Vereinigungen
A=A ® A Agg = Ay ® As A3 = A1 D As
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Da nun auch

(Al + Ag) NAs = (0)
gilt, existiert auch die direkte Summe der drei minimalen Ideale und es gilt:
=A@ A @ A3

In 2.3 werden wir Kriterien finden, welche uns erlauben, sofort aus dem Idealdiagramm direkte Zerle-
gungen abzulesen.
Verallgemeinern wir dies eben Gezeigte auf n-Tupel von reellen Zahlen, so erhalten wir (ohne Beweis):

Satz 1
Im Multioperatorring (R™,+,0), wobei n eine natiirliche Zahl grofler Null ist, ist R™ direkte Summe

0i10,0;20,...,0iQ) (2.8)

||M:

wobei §;; das Kronecker-Symbol ist und die (d;1a,d52a,...,0;na) die minimalen Ideale von R™ sind,
deren Elemente jeweils nur eine von Null verschiedene Komponente besitzen.

Es sei noch bemerkt, dass fiir R* das Idealdiagramm die i.A. {ibliche auf eine Ebene projizierte Dar-
stellung eines 4-dimensionalen Wiirfels annimmt.

A123 - R4

ST N

Ai2q /123 14234

LN
Ars A13a

Aig As

A

Im Kapitel 1 begegneten uns, ohne dass wir dies feststellten, schon wiederholt direkte Summen.

In Satz 6, 1.3.5, zeigten wir, dass fiir zwei komplementére normale Endomorphismen « und  deren
Radikale R, und Rg bis auf Null disjunkt sind und deren Summe das Radikal R, der Nacheinander-
ausfithrung v = af ergab. Mit der Definition der direkten Summe wird:

/y

\

0) ——

Satz 6 (1.5.5, zweite Fassung)

Sind a und § komplementéire normale Endomorphismen eines Multioperatorrings G und der En-
domorphismus v = af deren Nacheinanderausfiihrung, wobei R,, Rg und R, die Radikale der
Endomorphismen «, 8 und + sind, so ist R, die direkte Summe der Radikale R, und Rpg

R, = R, & Ry

Weitere Beispiele begegneten uns bei der Untersuchung des Quasiendomorphismenrings des Restklas-
senrings Z4. Betrachten wir die auf Seite 72 zusammengestellten Ideale von @4, so konnen wir eine
Vielzahl Paare von Idealen feststellen, welches bis auf das Nullelement disjunkt sind. Ohne dass wir
jede direkte Summe besprechen, seine einige angegeben:

Q4 = (a3) ® (10)
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d.h., der ganze Quasiendomorphismenring @4 ist die direkte Summe seines Kommutanten G’ und
seines Zentrums. Es sei bemerkt, dass sich Kommutant und Zentrum von Q4 nur auf triviale Weise
als direkte Summen darstellen lassen. Weitere direkte Summen:

(as,a11) = (as) ® (a11) = (a6) © (11) = () ® (13) = (a11) ® (13) S (a10)

(a1,001) = (1) ® (a11) = (a11) ® (cu3) = (o) & (u3)
(a6) = (a10) ® (c13)
(as) = (a10) ® (1)

(aa) = (a10) ® (a11)

2.1.3 Direkt unzerlegbare Multioperatorringe

Suchen wir im Restklassenring Z7 nach direkten Summen. Wie wir wissen, ist dieser Multioperatorring
Q)-Korper und besitzt damit nur die trivialen Ideale. Folglich kann es auch keine nichttrivialen direkten
Summen geben.

Einen Multioperatorring, in dem keine echten direkten Summen existieren, nenne wir direkt un-
zerlegbar. Ebenso heifit ein Ideal eines Multioperatorrings direkt unzerlegbar, wenn es sich nur auf
triviale Weise als direkte Summe darstellen lésst.

Direkt unzerlegbar sind sicher alle einfachen Multioperatorringe, d.h. auch alle Q-Kérper. Jedoch kann
es auch andere geben.

Betrachten wir den Restklassenring Zg, so besitzt dieser 2 nichttriviale Ideale (2) und (4). Das Ideal-
diagramm hat die Form

Damit existiert aber kein Paar bis auf Null disjunkter echte Ideale. Nach Satz 2, 2.1.1, kann es folglich
keine echten direkten Zerlegungen in diesem 2-Ring geben. Er ist direkt unzerlegbar.

Waéhrend der Restklassenring Zg endliche viele Ideale besitzt, konnen auch Multioperatorringe mit
unendlich vielen Idealen direkt unzerlegbar sein. Ein Vertreter ist der Ring der ganzen Zahlen.

Satz 1
Die Ring der ganzen Zahlen ist direkt unzerlegbar.

Beweis: Damit in (Z, + ,-) ein Ideal direkt zerlegbar wére, miisste es nach Satz 2, 2.2.1, mindestens
ein Paar bis auf Null disjunkter Ideale geben.

Angenommen aZ und bZ wéren zwei nichttriviale derartige Ideale. Da der Ring der ganzen Zahlen nur
Hauptideale der Form nZ, mit n als beliebige natiirliche Zahl, besitzt, ist die Annahme gerechtfertigt.
Da aZ als Hauptideal von dem Element a erzeugt wird, ist

at+a-+..+a=ba
—_——

b—mal
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Element des Ideals aZ. Betrachtet man das Element

b+b+..+b=ab
~—_————
a—mal

so erkennt man, dass diese Element ebenfalls in aZ enthalten sein muss, da die Vielfachbildung im
Ring der ganzen Zahlen mit der Multiplikation zusammenféllt und diese kommutativ ist.

Da aber das Element ab =b+ b+ ... + b auch in dem Ideal bZ enthalten ist, konnen die betrachteten
beiden Ideale nicht bis auf das Nullelement disjunkt sein. Es liegt ein Widerspruch zur Annahme vor.
Der Ring der ganzen Zahlen ist direkt unzerlegbar. Der Beweis ist erbracht.

Spéter werden wir noch weitere Sétze finden, aus denen diese Aussage ebenso schnell folgt.

Ohne Beweis sei nur erwéhnt, dass Polynomringe iiber Integritdtsbereichen ebenfalls direkt unzer-
legbar sind. Der Quasiendomorphismenring iiber den ganzen Zahlen ist als freier Multioperatorring
gleichfalls direkt unzerlegbar.

Dies folgt aus der Isomorphie zum dem Polynomring (Absolutglieder gleich Null) {iber den ganzen
Zahlen.

2.1.4 Direkte Zerlegungen in Restklassenringen

Da sich vor allem die Restklassenringe sehr gut zur Untersuchung von direkten Summen eignen, z.B.
besitzen sie Hauptreihen, was sich als wichtig erweisen wird, soll speziell fiir diese Strukturen ein Satz
iiber die Existenz von direkten Zerlegungen angegeben werden.

Satz 1
Sei Z,, ein beliebiger Restklassenring modulo n, n > 2, wobei die Primfaktorzerlegung von n

n=pi"-pP- .. pF (2.9)

gegeben sei. Dabei ist k eine natiirliche Zahl grofier Null und alle Exponenten e; > 1, ¢ = 1,....,k
sind. Dann gilt

1. Fiir jedes i = 1,...,k bilden die von p?i erzeugten (2-Unterringe Ideale

() ”

2. Der Restklassenring Z,, ist selbst direkte Summe alle Ideale der Form (2.10)

k
Zn=(1) =&Y ( ") (2.11)

in dem Restklassenring Z,,.

3. Der Restklassenring Z,, besitzt genau
s=1+e+ ..+ e

direkt unzerlegbare Ideale, und zwar das Nullideal (0) und alle Ideale der Form

<f) (2.12)
D;

fur alle t; mit 1 <t; < e; und alle p; mit 1 <i < k.
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4. Jedes andere Ideal (a) lasst sich als direkte Summe darstellen, wobei gilt:
Da a Teiler von n ist, besitzt 7 die Primfaktorzerlegung
n
= q{l -q§2 . ...qlfl (2.13)

mit g; als Primzahlen und alle f; > 1, ¢ = 1,...,], und es gilt
! n
(@=a> | (2.14)

5. Jede dieser direkten Summen ist bis auf Reihenfolge der Summanden eindeutig. Die Sum-
manden sind direkt unzerlegbar.

Beweis: zu 1: In Abschnitt 1.3.1 wurde erwéhnt, dass jeder Teiler von n im Restklassenring Z,, als
Vertreter einer Restklasse ein Ideal, ein Hauptideal, erzeugt. Hier soll dies kurz gezeigt werden:

Sei t ein Teiler von n. Dann erzeugt die Klasse [t] additiv eine endliche Gruppe, da, wenn = + 1 der
zugehorige Komplementérteiler ist

(z+ D[] = [0]

wird. Diese abelsche Gruppe besitzt damit z + 1 Elemente und ist Untergruppe des Moduls von Z,.
Fiir zwei beliebige Restklassen [zt] und [yt] aus dieser Untergruppe wird dann

[t] - [yt] = [(zyt)t] € (¢)

womit (¢) Q-Unterring des Restklassenrings Z,, wird. Fiir eine beliebige Klasse [a] aus Z,, erhalten wir
auferdem
[a] - [at] = [(ax)t] € (t)

so dass tatsdchlich fiir jeden Teiler ¢ von n ein Ideal vorliegt. Damit sind die

()

auch Ideale aus dem Restklassenring und 1. ist gezeigt.

zu 2.: Zuerst soll gezeigt werden, dass die Summe aller Ideale

()

den ganzen Multioperatorring Z,, ergibt. Nach dem Hilfssatz von Lugowski-Weinert [14] aus 1.3.1:
In jedem Hauptidealring gilt fiir die Summe zweier Ideale (a) 4 (b) = (ggt(a,b)).

ist
n n n o n
o) ) Gy
Da nun
n k n k
€4 €j
L j=2 2 j=1j#2
ist, wird
n o n en n
pil pgz 3 k (p?_p;z)
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also

fur | < k also

und fir [ = k

womit die Summe aller Ideale der Form (2.10) tatséchlich den ganzen Restklassenring ergibt.
Weisen wir nun (2.4), 2.1.1, nach. Fir ein beliebiges i, i = 1,...,k, wird dann mit den gleichen

Uberlegungen
k
> <n> = ( . ) = (p{")
€4 - €5 €4 - 3
j=tati \Pj’ TR SR O R Ut Z

Das Ideal (p;") enthilt aber gerade alle Vielfachen von pf*, wéihrend (p’l’-) alle Elemente enthalt,

K
(3

welche eben nicht durch pi’ teilbar sind, womit fiir alle ¢
, n
(pi") N <pfz> =(0)

zu 3.: Dass das Nullideal (0) direkt unzerlegbar ist, folgt aus der Definition der direkten Unzer-
legbarkeit. Wahlen wir ein beliebiges Ideal

Tt

D;
Auf Grund der Nebenbedingungen ist dann

n . i e

%

gilt. Damit ist aber 2. gezeigt.

Angenommen dieses Ideal wére direkt zerlegbar, so muss es zwei echte Ideale im Restklassenring Z,
geben, welche in diesem Ideal echt enthalten sind und nur das Nullelement gemeinsam haben.

Da in einem Restklassenring Z, ein Ideal (y) genau dann in einem Ideal (x) enthalten ist, wenn ein
a, mit a als Teiler von n, existiert, so dass

T-a=y

<n>
n

zwei Ideale finden, deren Erzeugende echte Vielfache von % sind.
P

gilt, miissen wir fir

Da alle in 7Z,, moglichen Faktoren durch die Primzahlen pil,...,pk gebildet werden und die bis auf p;
schon vollstdndig aufgebraucht sind, kann nur gelten:

n n i1 en
— | 2(5= =" . -pi " )
N i—1 1 k

(ﬁ) (p’i ) ( '
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(”) > (n) = (0)
p;

Andere Ideale kénnen nicht echt enthalten sein. Betrachtet man diese Ideale, ergibt sich:

(p;l_l) D (p{;) D...D (Z) D (0)

Damit konnen die interessierenden Ideale; (0) wiirde nur eine triviale direkte Summe ergeben; un-
tereinander nicht paarweise bis auf das Nullelement disjunkt sein, womit keine zwei der geforderten
Ideale existieren. Ideale der Form (2.12) sind direkt unzerlegbar. Dass dies insgesamt s sind, folgt aus
den Nebenbedingungen, wobei das Nullideal nicht vergessen werden darf.

Zeigen wir nun, dass jedes andere Ideal des Restklassenrings direkte Summe ist. Da offenbar alle
Ideale der Form
n
2)

bei denen x die Potenz genau eines Primfaktors p; von n ist, direkt unzerlegbar sind, muss jedes andere

Ideal (z) die Form
n
(2) = < ) (2.15)
piu ‘2932 . _ka

besitzen, wobei fur alle i, 0 < h; < e; ist, und mindestens zwei der h; gréfler Null sein miissen.

Angenommen dies wéren h; und h;, womit dann das Ideal (z) die Ideale

( n 4 n
Pip i un Pi i h h
[ X S Vi 2 S v

echt umfasst. Da h; und h; verschieden Null sind, existieren diese Ideale in dem Restklassenring Z,,
tatsdchlich. Ebenso sind sie damit verschieden vom Nullideal.

Lassen sich beide in der Form (2.12), so sind sie, wie oben gezeigt, bis auf Null zueinander disjunkt
und ihre Summe wird ganz (z). Das Ideal (z) ist damit echt direkt zerlegbar.

Fiir den Fall, dass eines oder beide Ideale sich nicht in der Form (2.12) darstellen lassen, miissen
Fallunterscheidungen durchgefiihrt werden:

Fall A: In der Darstellung (1.15) sind genau zwei der h; verschieden von Null. O.B.d.A. seien dies
h1 und heo, da die Reihenfolge der Primfaktoren keinen Einfluss hat.

Die Moglichkeit h; = ho = 1 wurde oben schon gezeigt. Fiir die anderen moglichen Werte konstruieren

wir die Ideale
n n
Ay = (P}fl -z) = <h2> und Ay = (p’z12 -z) = <hl>
Py by

Dass beide Ideale A; und Ay echt in (z) enthalten sind, folgt aus der Konstruktion. Es gilt aber auch:

(z) hat dann die Form:

AiNAy = (0)
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A enthilt nur Elemente, welche durch p}fl teilbar sind. Dagegen gehoren zu As nur die Klassen aus
Zy,, welche gerade keine Vielfache von pi“ sind.

Konnen wir noch zeigen, dass A; + Az = (2) ist, so wird das Ideal (z) direkte Summe der beiden
Ideale, also echt direkt zerlegbar. Mit dem Hilfssatz ist aber:

n n n
s () (3)- )
pl212 pflll pflll _p}212

Fall B: In der Darstellung (1.15) von (z) sind mehr als zwei der h; verschieden von Null. Auf Grund
der Moglichkeit des Umnummerierens sollen es die hq,...,h;, 3 < i < k sein.

Hier konstruieren wir folgende Ideale:

7
h h hl‘ n h;
A2_<p22-p33-...-pz~ 'hlhk>_ Hpj]-z
pl pk j=2

Da alle h; mit j > i nach Voraussetzung gleich Null sind, erhalten wir einfacher:

n n
A = <> und Ag = ()
pgz . .p?z pflu

Dass (z) die beiden Ideale A; und As echt umfasst, ergibt sich erneute aus der Konstruktion der
beiden Ideale. Dass beide Ideal bis auf das Nullelement zueinander disjunkt sind, erhalten wir aus der
Tatsache, dass A; gerade alle Vielfachen von plfl enthéalt, As aber alle Elemente, welche zu p]l“ relativ
prim sind. Weiterhin gilt:

n n n
pgz .”..pilz pflll pill ‘]932 '.n_p?l

womit das Ideal (z) auch im Fall B direkt zerlegbar ist. Alle Ideale des Restklassenrings Z,,, welche
nicht eine Darstellung (1.12) besitzen, sind damit echt direkt zerlegbar. 3. ist gezeigt.

zu 4.: Die erste Aussage wurde eben nachgewiesen. Ebenso, bei 1., dass a Teiler von n ist. Die Summe

aller Ideale
n
qu

wird dann mit den gleichen Uberlegungen wie bei 2. zu:

Auflerdem wird

l
n KO W IR S (P A B
(j:%#<qjj))ﬂ<qgi> 0 4" m(qui) v

fir alle 4 = 1,...,[, womit auch 4. gezeigt ist.

zu 5.: Die Unzerlegbarkeit der Summanden ergibt sich aus 3. und 4. Die Eindeutigkeit der Zerle-
gungen kann dagegen im Moment noch nicht gezeigt werden.
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Es sei an dieser Stelle nur darauf verwiesen, dass die Eindeutigkeit sich aus der Existenz der Hauptrei-
hen ableiten l&sst.
Deshalb soll noch die Existenz von Hauptreihen in den Restklassenringen nachgewiesen werden.

Da die Restklassenringe endlich viele Elemente besitzen, folgt aus Satz 4, 1.4.2, sofort das Gesuchte.
Wir geben eine dieser Hauptreihen explizit an.
Betrachten wir wieder die Primfaktorzerlegung

n=p{-p- .. piF
und folgende Ideale
Zn=(1) 5 (m) 5 W) 5 — 5 0F) 5 0" -p2) 5 5 OF-p%) ;
n
s e ) e () 5 (0)
Pk

Diese Ideale bilden eine Kette und damit eine Normalreihe. Dass keine weiteren Verfeinerungen moglich
sind, folgt daraus, dass jedes nachfolgende Ideal durch Multiplikation mit einer Primzahl entstand,
d.h.

_ n
Zn=(1)D(p1) D .. D (M) D@ p2) Do D (P PP) D oo D (PT e D pk) D e D (p—k) D (0)

ist Hauptreihe im Restklassenring Z,,. IThre Lénge ist gleich

k
[l = Z €;j
j=1
Der Beweis ist, bis aus die Einschrankung, erbracht.

2.1.5 Folgerungen und Beispiele

Aus dem eben gezeigten Satz konnen einige Folgerungen gezogen werden.

Aus der Darstellung (2.11), 2.1.4, folgt sofort, dass der Restklassenring Z,, die direkte Summe von
genau k unzerlegbaren Summanden ist, wobei k die Anzahl paarweise verschiedener Primfaktoren von
n darstellt.

Im Beweis von 3. Satz 1, 2.1.4, wurde gezeigt, dass jedes Ideal, welches nicht Form (2.12), 2.1.4,
besitzt, als direkte Summe zweier Summanden darstellbar ist. Wird k& # 2, muss diese Darstellung
aber nicht eindeutig sein, wie anschlieBendes Beispiel zeigen wird. Gleiches gilt fiir ein Ideal (a) des
Restklassenrings Z,,. Aus dem Beweis kann man sogar eine gewisse Anzahl von direkten Zerlegungen

ablesen. Stellen wir (a) durch
n
(a) = (pi“ e pzk> (2.16)

mit 0 < h; < e;, dar, so sind eine gewisse Anzahl der h; verschieden von Null. O.B.d.A. seien dies
hi, ha, ..., h;. Damit ergeben die Paare von Idealen

AF(:@) wd A= |
D; h

I1 b
=Lyt
mit ¢ = 1,...,] gerade direkte Summanden von A. Fiir [ = 3 sind diese Paare die einzigen direkten
Summen mit zwei Summanden fiir (a). Fiir [ > 3 existieren im Allgemeinen noch mehr. So ergeben
sich (ohne Beweis) fiir
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l=4: 7 Paare

=5 15 Paare

l=6: 31 Paare
und im allgemeinen: 2!=! — 1 Paare

Dass diese direkten Summen nicht eindeutig sind, ist offensichtlich.
Aus dem Satz 1, 2.1.3, kénnen wir auch auf Restklassenringe mit Primzahlpotenzordnung schlieflen:

Satz 1
Ein Restklassenring Z,,, wobei n Primzahlpotenz ist, ist direkt unzerlegbar.

Beweis: Nach Satz 1, 2.1.4, gilt dann

Da nur ein Primfaktor existiert, wird also

v-(3#)

womit der Restklassenring nur trivial direkt zerlegbar ist. Fiir ein Ideal schliefit man analog. Der Be-
weis ist erbracht.

Selbstverstdndlich sind mit diesem Satz auch alle Restklassenringe modulo Primzahl diskutiert, da
sie ja auch modulo Primzahlpotenz p = p' sind.

Wenden wir das Gefundene auf ein Beispiel an.

Wir benutzen den Restklassenring Zs0p40. Dessen Primfaktorzerlegung ist

5040 =n=2%.3%.5.7
wobei k gleich 4 ist. Damit besteht die direkte Zerlegung von Zsp40 aus vier unzerlegbaren Summanden:
Zsoao = (1) = (315) @ (560) ® (1008) @ (720)
Die Anzahl der direkt unzerlegbaren Ideale wird hier s = 9. Nach (2.12), 2.1.4, sind dies:
(0) ; (2520) ; (1260) ; (630) ; (3159 ; (1680) ; (H60) ; (1008) ; (720)
Fiir das Ideal (120) zum Beispiel erhalten wir eine direkte Summe, da & =2-3-7, [ = 3, ist:
(120) = (2520) & (1680) & (720)

Diese Darstellung ist, wie die obige, eindeutig. Dagegen koénnen wir aus den vorher angestellten
Uberlegungen drei Zerlegungen mit zwei direkten Summanden gewinnen, wobei jeweils eines dieser
Ideale selbst direkt zerlegbar ist.

Das Ideal (120) ist folglich als direkte Summe zweier Ideale nicht eindeutig bestimmt. AuBerdem
existieren ja noch die trivialen Zerlegungen:

(120) = (2520) @ (240) = (1680) @ (360) = (720) @ (840)

Ubertragen wir die angegebene Hauptreihe auf unser Beispiel, erhalten wir fiir den Restklassenring
Zs040 die Hauptreihe:

Zsoao = (1) D (2) D (4) D (8) D (16) D (48) D (144) D (720) D (0)
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Eine Auswahl von direkten Summen im Restklassenring Zsg40

e (840) = (2520) & (1680)

e (504) = (2520) & (1008)

o (360) = (2520) & (720)

e (240) = (1680) & (1680)

o (168) = (2520) & (336) = (1680) & (504) = (1008) & (840) = (2520) & (1680) & (1008)

e (126) = (1008) & (630)

e (105) = (1680) & (315)

e (80) = (720) @ (560)

o (60) = (1680) & (180) = (1260) & (240) = (720) & (420) = (1680) & (1260) & (720)

o (42) = (1680) & (126) = (1008) & (210) = (630) @ (336) = (1680) & (1008) & (630)

e (30) = (1680) & (90) = (720) & (210) = (630) & (240) = (1680) & (720) & (630)

o (24) = (2520) @ (48) = (1680) @ (72) = (1008) & (120) = (844) & (144) = (720) & (168) =
(504) & (240) = (360) & (336) = (2520) @ (1680) & (144) = (2520) & (1008) & (240) = (2520) &
(720) @ (336) = (1680) & (1008) & (360) = (1680) & (720) & (504) = (1008) & (840) & (720) =
(2520) @ (1680) & (1008) & (720)

o (14) = (1008) @ (70) = (630) @ (112) = (560) & (126) = (1008) & (630) & (560)

o (3) = (1680)@ (9) = (336) @ (45) = (315) @ (48) = (240) @ (63) = (144) & (105) = (1008) & (15) =
(720) @ (21)
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2.2 Unendliche und vollstindige direkte Summen

2.2.1 Unendliche direkte Summen

Betrachten wir nochmals den Multioperatorring R™ aus Abschnitt 2.1.2. Dieser Ring ldsst sich auch
auf eine andere Weise darstellen. Wahlen wir die Menge aller reellwertigen Funktionen F'(M) iiber
einem endlichen Definitionsbereich M.

Die Kardinalzahl von M sei n, mit n als natirlicher Zahl gréffer Null.

Mit den iiblichen Operationen fiir Funktionen (Addition und Multiplikation) wird dann F(M) zu ei-
nem Multioperatorring, welcher isomorph zu R™ ist.

Im Fall n = 3, M3 = {a;,a2,a3}, muss dann der Q-Ring F(M) Ideale besitzen, welche zu den Idealen
von R™ isomorph sind. Fir Ay (siche 2.1.2) ist dies die Menge aller Funktionen von F'(M), welche auf
as und ag eine Ordinate gleich Null besitzen.

‘ al a9 as

Dieses Ideal werde mit (a;) bezeichnet. Damit verstehen wir unter dem Ideal (a1,a3) die Menge aller
Funktionen von F(M), welche auf ag nur Null als Ordinaten besitzen.

T al a9 ‘ as
Auf Grund der Isomorphie der beiden Multioperatorringe R™ und F(M) erhalten wir dann mit dem
entsprechenden Idealen (a1), (a2) und (a3):
F(M) = (a1) @ (a2) © (a3)

Und fiir einen Multioperatorring M mit einer Kardinalzahl gleich n:
n
FM)=a) (a)
i=1

Es ist nun aber auch moglich, dass der Definitionsbereich der Funktionen F'(M) unendlich wird. Fur
jedes Element a von M existiert dann aber auch ein Ideal und nur die Summe aller dieser Ideale kann
ganz F(M) ergeben. Damit kann der Multioperatorring F'(M) aber nicht mehr als direkte Summe
von endlich vielen Idealen dargestellt werden. Wir definieren:

Definition
Ein Ideal A eines Multioperatorrings G heifit unendliche direkte Summe eines Systems von Idealen
B;, wobei i eine gewisse unendliche Indexmenge I durchlduft, wenn A die Summe der Ideale B;
ist
A=>"B (2.17)
i€l
und wenn fiir jedes ¢ aus der Indexmenge [ gilt:

( > Bj) N B; = (0) (2.18)

JeLi#]
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Ubertragen wird diese Definition auf unser Beispiel, so erhalten wir

F(M)=o Z (a;)

Mit diesem Beispiel soll aber die Betrachtung unendlicher direkter Summen schon abgeschlossen wer-
den. Im Weiteren werden wir nur noch direkte Summen mit endlich vielen Summanden untersuchen.

2.2.2 Vollstiandige direkte Summen

In einer Vielzahl von Literaturquellen wird die in 2.1.1 gegebene Defintion der direkten Summe als
Sonderfall angesehen und eine Definition von "auflen” bevorzugt. Diese Definition geben wir nun und
zeigen deren Verwandheit mit der bisherigen. Wir setzen:

Definition

Es sei ein System von Multioperatorringen Gi,Go,...,Gi, ..., i € I, gegeben, welche alle
der gleichen primitiven Klasse von Multioperatorringen angehéren und deren Operationensysteme
identisch sind.

Die Menge S von unendlichen Tupeln (ist die Indexmenge I endlich, so enthélt S endliche Tupel)

((Il, ag, ..., Aj, )

mit a; auf G; fiir alle j € I, und dem Operationensystem (2, wobei alle Operationen w, aus
Q) komponentenweise auf den Tupeln ausgefithrt werden, sowie der komponentenweisen Addition
heifit dann vollstidndige direkte Summe der Multioperatorringe G;, ¢ € I, und wird mit

S:Gl®GQ®...®Gi®...:®Gi
el

bezeichnet.

Zur Erlauterung betrachten wir den Korper der reellen Zahlen (R, 4 ,-) und die Menge aller Paare
(a,b) von reellen Zahlen. D.h., die Menge S ist durch

5= {(ab)ab e R}
und den Operationen
(a1,b1) + (a2,b2) := (a1 + az,b1 + b2) ; (a1,b1) - (ag,b2) := (a1 - az,b; - ba)

definiert. Damit wird aber die vollstdndige direkte Summe von R mit sich selbst, also S = R ® R.
Diese vollstandige direkte Summe S wird isomorph zu dem in 2.1.2 schon genannten Multioperatorring
(R2, 4 ). In diesem Fall ist die vollstindige direkte Summe also selbst Multioperatorring.

Satz 1
Die vollstdndige direkte Summe S eines Systems von Multioperatorringen G;, ¢ € I, ist selbst
Multioperatorring.

Beweis: Die vollsténdige direkte Summe S ist sicher nichtleer. Selbst wenn alle Multioperatorringe G;
isomorph zum -Nullring sind, enthélt S noch ein Element, das Tupel

(0,0,0,...,0,...)
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Auf Grund der komponentenweise Verkniipfung der Addition und aller Operationen w,, auf S ist die
Abgeschlossenheit, die Assoziativitidt, die Kommutativitdt der Addition sowie das Distributivgesetz
gesichert. Das Tupel (0,...,0,...) bildet das Nullelement beziiglich der Addition in S. Da in allen Mul-
tioperatorringen G, j € I, zu den Komponenten a; die entgegengesetzten Elemente —a; existieren
ist
(—al, —A2, ..., —Qj, )

das entgegengesetzte Element von (ay,ag, ..., a;, ...) in der vollstdndigen direkten Summe S. Damit ist
diese Struktur selbst Multioperatorring. Der Beweis ist erbracht.

Ist S eine vollstidndige direkte Summe eines Systems von Multioperatorringen G;, ¢ € I, und ist
wenigstens einer dieser Multioperatorringe G; verschieden vom -Nullring, so besitzt S Nullteiler. Die
zwei Elemente

(a1,0,0,...,0,...) und (0,a2,0,0,...,0,...)

mit a1, as # 0, aus S sind sicher verschieden vom Nullelement. Fiir eine beliebige Operation w,, aus
dem Operationensystem €2 von S wird dann aber:

(a1,0,...)1...(a1,0,...);—1(0,a2,0,...);(a1,0,...)i+1---(a1,0,... )pwp, =
da komponentenweise verkniipft wird
(ara1...a10aq...a1wy,0...0a20...0w, ,0...0wy,,...) = (a1a1...a10a; ...a1wy,,0...0a20...0w,,0,0,...) =
= (0,0,...,0,...)

womit die angegebenen Elemente Nullteiler in S darstellen. Wir kénnen auch sofort eine Aussage tiber
ein eventuelles nichttriviales Zentrum in einer vollstdndigen direkten Summe S treffen:

Satz 2
Die vollstandige direkte Summe S eines (2-Zerorings Z und eines zentrumslosen Multioperatorrings
G besitzt ein zu Z isomorphes Zentrum Z,, welches echtes Ideal von S ist.

Beweis: Die vollsténdige direkte Summe S besitzt dann Paare der Form

(2,9)

mit z aus Z und g aus G als Elemente. Da die Operationen w, aus dem Operationensystem sowie die
Addition komponentenweise ausgefiihrt werden, ist die Menge aller Paare

(2,0)

wobei z beliebig aus Z ist und 0 das Nullelement des Multioperatorrings G darstellt, beziiglich der
genannten Operationen abgeschlossen und damit (2-Unterring von S. Diese Menge Z; aller dieser Paare
ist auf Grund der Nullmultiplikation in Z offenbar {2-Zeroring. Da nun noch fiir ein beliebiges Element
(a,b) aus S:

(2,0) - (a,b) = (2-a,0-b) = (0,0)

fiir eine bindre Multiplikation, bzw.
(al,bl)...(ai,l,bi,l)(Z,O)(aHl,le)...(an,bn)wn == (al...ai,lzaiJrl...anwn, bl...bi,lobiﬂ...bnwn) ==
= (a1...04j—12Q;41...apwn, 0) = (0,0)
da die Elemente a;, i = 1,...,i — 1,4 + 1,...,n, aus dem 2-Zeroring Z genommen sind, so dass Z, echtes

Zentrum der vollstdndigen direkten Summe ist.

Wenden wir uns der Beziehung zwischen vollstdndiger direkter Summe und der direkten Summe im
bisherigen Sinne zu. Im Allgemeinen ist es so, dass jede vollstdndige direkte Summe sich auch immer
als direkte Summe darstellen lasst.
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Satz 3

Sei S vollstédndig direkte Summe der Multioperatorringe G;, ¢ € I. Dann besitzt der Multiopera-
torring S Ideale A;, i € I, so dass zwischen diesen Idealen und den €2-Ringen G; eine umkehrbar
eindeutige Abbildung existiert, so dass zugeordnete Multioperatorringe zueinander isomorph sind.
Weiterhin ist dann S die direkte Summe dieser Ideale A;, i € T

SZ@ZAz'

el

Ist die Indexmenge I unendlich, so erhalten wir die in Abschnitt 2.2.1 definierte unendliche direkte
Summe. Ist I endlich, so ist die vollstindige direkte Summe S direkte Summe im Sinne von 2.1.1.

Beweis zu Satz 3: Sei S beliebige vollstdandige direkte Summe von Multioperatorringen G;, i € I:
- Q.
el
Die i.te Komponente a; der Elemente
(al,...,ai,...)

von S sei aus Multioperatorring G; genommen. Wir gehen davon aus, dass die Indexmenge I abzédhlbar
ist. Betrachten wir nun alle Elemente von S der Art

(0,0,...,0,%,0,...)

wobei a; alle Elemente von G; durchlauft. Die Menge dieser Elemente bezeichnen wir mit A;.
Beziiglich der Operationen w,, aus dem Operationensystem und der Addition ist dann A; isomorph zu
dem Multioperatorring G;. Zum Nachweis wéhlen wir die Abbildung ¢:

a;p = (0,...,0,a;,0,...)

far alle a; aus G;.

Wie man sofort sieht, ist ¢ umkehrbar eindeutige Abbildung von G; auf A;. Aulerdem werden die Ope-
rationen w, aus €2 und die Addition in A; komponentenweise ausgefithrt, womit die Homomorphiebe-
dingungen trivialerweise gelten. Damit sind die A; aber auch zumindest 2-Unterring der vollstindigen
direkten Summe S.

Weisen wir nun nach, dass die A; auch Ideale der Summe S sind. Dazu seien die

(0 b5 .. b )

mit j = 1,2,....k — 1,k + 1,...,n, beliebige Elemente des Multioperatorrings S. w, sei eine beliebige
Operation aus dem Operationensystem {2 von .S und

(0,...0,&2‘,0,.‘.)
beliebig aus A; gewédhlt. Dann wird:

W, o )@Y R 0,.,0,00,0. ) 0F D LpEED el ™ e, =

mit der komponentenweisen Ausfithrung der Operation
R ) A SNG X So AN l  a O AY S D A A S B

1 k—1)n (k+1)  1n
bbb b w,) =

= (0,...0,6" . pF D p* Y b, 0,0
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und da A; Multioperatorring ist, liegt dieses Element in diesem 2-Ring A;.
Die isomorphen Bilder der Multioperatorringe G;, ¢ € I, sind damit Ideale in der vollstdndigen direkten
Summe S. Auf Grund der Isomorphie und der Konstruktion der Ideale A; ergibt sich dann auch:

S = @ZAz’
el

Der Satz ist bewiesen.

Wir bemerken nochmals, dass wir damit auch die unendlichen vollstédndige direkte Summe beschrieben
haben. Wird die Indexmenge unendlich, so muss S dann unendliche direkte Summe sein.

Wissen wir nun, dass ein Multioperatorring G' die direkte Summe seiner Ideale Aj,...,A, ist, dann
existieren auch zu den Idealen A; isomorphe Multioperatorringe G;, i = 1,...,n, fiir welche G wieder-
um isomorph zu deren vollstdndigen direkten Summe ist.

Deshalb vereinbaren wir, dass im Weiteren nur wenn ausdriicklich betont ein Unterschied zwischen
beiden Arten der direkten Vereinigung gemacht werden soll. Wir werden also zum einen von der ”di-
rekten Summe der Ideale” und zum anderen auch von der ”direkten Summe der Multioperatorringe”
sprechen, ohne einen Unterschied zu machen.

2.2.3 Anwendung und Beispiele

Auf Grund der Definition der vollstdndigen direkten Summe kénnen wir nun neue Multioperatorringe
konstruieren:

Beispiel 1: Sind G; und G2 Restklassenringe Zo, so wird deren vollstdndige direkte Summe; deren
direkte Summe; S zu einem Multioperatorring mit vier Elementen

S=G1 DGy =7ZyD7Zs
Dabei zeigt sich, dass die additive Gruppe von S isomorph zur Kleinschen Vierergruppe wird. In Ab-
schnitt 2.5.3 wird uns dieser Multioperatorring ausfiihrlich begegnen.
Beispiel 2: Ebenso kénnen wir die direkte Summe

S =7y ® Lo ® Lo

und allgemein

S=a> 7
=1

bilden. Es liegt nahe zu vermuten, dass die direkte Summe S dann isomorph zu dem Restklassenring
modulo 2" ist. Dies kann aber nicht der Fall sein, da alle Restklassenringe modulo Primzahlpotenz
direkt unzerlegbar sind. Wir zeigen:

Satz 1
Die (vollstandige) direkte Summe S mit
S = (z{W,z{?, .., Z{i+))
wobei der Restklassenring Z,, fiir alle j = 1,...,k, genau i; mal als direkter Summand auftritt und
die p; simtlich verschiedene Primzahlen sind, ist isomorph zu dem Restklassenring modulo

k
11 »s
j=1

wenn fiir alle 4;: i; = 1 gilt.
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Beweis: Im Fall von i; = 1 fiir alle j = 1,...,k, erhélt die direkte Summe das Aussehen
S=Zp, ©@Lp, ® ... D Ly,

wobei alle Primzahlen paarweise voneinander verschieden sind, d.h., fiir ¢ # j ist p; # p;. Betrachten
wir den Restklassenring modulo

k
[Ipi=m
j=1

Dieser Restklassenring besitzt nach Abschnitt 2.1.4 die direkte Zerlegung

=)@ () ()

Da aber die Ideale (pmi), t = 1,...,k, zu den Restklassenringen Z,, isomorph sind, gilt auch

J=1

k
S=1Z/ (H pj) Z
womit der Satz bewiesen ist.

Beispiel 3: Die Summanden einer direkten Summe miissen nicht alle gleich sein. Betrachten wir zum
Beispiel die Multioperatorringe (R?, 4 ,03) und (R3, + ,03), wobei o3 das vektorielle Tripelprodukt
darstellen soll, so ist

S=R*@R?

auch Multioperatorring. Die direkte Summe S besitzt dabei Elemente der Form

((a,0),(e,dse))

wobei die a, b, ¢, d, e beliebige reelle Zahlen sind. Die additive Gruppe von S ist dann isomorph zur
additiven Gruppe des 5-dimensionalen Vektorraums iiber den reellen Zahlen. Das Produkt ist dann
wie folgt definiert:

((a1,b1),(c1,d1,€1))((az,b2),(c2,d2,€2))((a3,b3),(c3.d3,€3)) 03 =
= (((a1as + b1bz)az — (azas + babs)a1, (a1as + b1bz)bs — (azas + bab3)b1),
((c1es + dids + erez)ca — (c2c3 + dads + ezes)er, (cics + dids + eres)da — (ca2c3 + dads + ezes)dy,
(c1c3 + dids + eres)ea — (cacs + dads + ezes)eq))

Den entstehenden Multioperatorring bezeichnen wir mit (R®, + ,03). Wihrend wir zeigten, dass die
direkten Summanden R? und R? einfache Multioperatorringe sind (siehe Abschnitt 1.3.1), ist der Q-
Ring R® nicht einfach, da er ja mindestens die Ideale R? und R? besitzt. Weitere echte Ideale besitzt
RS aber nicht.

Wie wir wissen, ist die direkte Summe kommutativ. Gleiches kénnen wir von der vollstdndigen direk-
ten Summe sagen. Eigentlich eriibrigt sich der Beweis, da zu jeder direkten Summe eine vollsténdige
direkte Summe gehort und umgekehrt. Jedoch verzichten wir nicht, da der Beweis interessant ist.

Satz 2
Sei G;, i = 1,...,n, ein System von Multioperatorringen der gleichen primitiven Klasse A von
Multioperatorringen, deren vollstdndige direkte Summe S sei:
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Durch das Permutieren der Indizes der Multioperatorringe G1,...,G,, ergeben sich n! Tupel der n
Indizes und damit n! vollstdndige direkte Summen S; der Q-Ringe G;:

S; =Gy, ®Gry ® ... Gy, (2.19)

wobei (r1,r,...,ry,) eine dieser Permutationen von (1,2,...,n) ist.
Dann sind alle diese \S; isomorph zur vollstdndigen direkten Summe S, womit auch die vollstdndige
direkte Summenbildung kommutativ ist.

Beweis: Dass alle vollstdndigen direkten Summen der Form (2.19) existieren, ist offensichtlich.
Sei (r1,ro,...,rn) eine beliebige Permutation der n Indizes (1,2,...,n) der Multioperatorringe G;. Wir
betrachten dann die Abbildung ¢ von

S=G10G®..0G, auf S =Gr, @G, ®...0 Gy,

mit 0 (a1yesan)p = (Qryyeennar,)

wobei jedes Element a; auch als a,, auftreten muss, mit
aj = Gr

und j = r;. Wie man sieht, ist diese Abbildung umkehrbar eindeutig von S auf die Summe S;. Es ist
also nur noch notwendig die Homomorphiebedingungen fiir die Addition und die Operationen w,, aus
dem Operationensystem nachzuweisen.
Dazu seien die Elemente
1) 2) (2
(ag ),ag ),...,agll)), (ag ),ag ),...,ag)), s (agm),agm),...,aglm))
beliebig aus der vollstdndigen direkten Summe S gewéhlt und die Operation w,, beliebig aus 2. Dann
gilt:
1) (1
(( (1 (1)

al ,a2 ,...7a,'(1

1))...(a§m),a§m),...,aﬁ{”))wm)gp =

auf Grund des komponentenweisen Rechnens

= (agl)agz)...agm)wm,...,a%l)ag)...a%m)wm)ga =
durch die Abbildung ¢ werden die Komponenten nur umgeordnet und derart, dass die Indizes (1,2,...,n)
die Reihenfolge (r1,rg,...,r : n) annehmen:

= (ag)ag)...ag’”wm,...,a%)ag)...agzl)wm) =

mit dem komponentenweisen Rechnen kénnen wir riickwérts auflésen

— (a(l)

" ,...,a&))...(aﬁl),. al™)w,, =

RREL A,

1

benutzen wir nun die inverse Abbildung ¢ =" (inverse Permutation) erhalten wir

= ((@V,....a)p)...((a\™,....al™) o)wm

womit die Homomorphiebedingung fiir die Operationen w,, des Operationensystems erfiillt ist. Fir
die Addition zeigt man dies analog, so dass der Beweis erbracht ist.

Ohne dass hier darauf eingegangen wird, ist die vollstindige direkte Summe auch fiir eine unend-
liche Anzahl von direkten Summanden kommutativ ist. Ebenso sei der folgende Satz nur erwéhnt:
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Satz 3

Die vollstéandige direkte Summe S eines Systems von Multioperatorringen G;, ¢ € I, welche aus
einer primitiven Klasse A von Multioperatorringen entnommen wurden, ist ebenfalls in dieser
primitiven Klasse enthalten.

D.h., also, sind zwei Multioperatorringe assoziativ, so ist deren vollstdndige direkte Summe ebenfalls
assoziativ.

Daraus ergibt sich auch, dass dir direkte Summe zweier assoziativer Ringe (primitive Klasse von asso-
ziativen Multioperatorringen mit einem Operationensystem (2, welches nur eine bindre Multiplikation
enthélt) niemals ein nichtassoziativer Ring sein kann.

Ebenso ist dann die direkte Summe von Moduln wieder Modul.
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2.3 Strukturtheoretische Kriterien

2.3.1 Das k-Ziel-Ideal

Unser Ziel ist es nun in diesem Abschnitt, aus dem Idealdiagramm Aussagen iiber die Existenz von
direkten Summen zu ziehen. Dabei betrachten wir bis auf Widerruf nur noch Multioperatorringe mit
einer endlichen Anzahl von Idealen (Multioperatorringe mit einem endlichen Idealverband). Dabei
machen sich aber Begriffsbildungen notwendig. Wir definieren:

Definition

Ein Ideal A eines Multioperatorrings GG heifit genau dann k-Ziel-Ideal, wenn es genau k
Ideale Bji,...,B in G gibt, welche in dem Ideal A echt enthalten sind und fiir die es keine Ideale
C4,...,C% in G gibt, so dass auch nur fiir ein 4, 1 = 1,...,k

ADC; D B;

gilt.

Im Idealdiagramm (siehe Skizze) bedeutet dies, dass A genau k untere "Nachbarn” besitzt.

By By By,

Einen Spezialfall stellt das Nullideal dar, welches keinen unteren "Nachbar” besitzt. Das Nullideal
nennen wir deshalb der Vollsténdigkeit halber 0-Ziel-Ideal.
Fiir 1-Ziel-Ideale, welche also nur ein Ideal der Art B; besitzen, konnen wir zeigen:

Satz 1
Jedes 1-Ziel-Ideal A eines Multioperatorrings G ist direkt unzerlegbar.

Beweis: Betrachten wir ein Ideal A eines Multioperatorrings G, welches direkte Summe zweier Ideale
A1 und As ist. A ist dann und nur dann echte direkte Summe dieser beiden Ideale, wenn

0)cAcCcA und (0)c A2 C A
gilt. Da die beiden Ideale A; und As bis auf Null disjunkt sind, gilt weder
A1 g A2 noch A2 Q Al

Liegt nun ein Ideal vor, welches 1-Ziel-Ideal ist, so kann nur ein Ideal der Art von Ay oder A, existieren.
Sei dies A;. Jedes andere Ideal As, welches in A enthalten ist, muss dann auch in dem Ideal A; ent-
halten sein. Damit kénnen aber keine zwei echte Ideale in GG existieren, welche als Summe A besitzen
und auflerdem bis auf das Nullelement disjunkt sind. A ist direkt unzerlegbar. Der Beweis ist erbracht.

Dabei wurde hier die Folgerung aus 2.1.1 verwendet, dass jedes Ideal, welches echt direkt zerleg-
bar ist, sich auch als direkte Summe von zwei echten Summanden darstellen ldsst.

Als Folgerung erhalten wir, dass jeder Multioperatorring, welcher nur 1-Ziel-Ideale besitzt, direkt un-
zerlegbar ist. Damit ist auch jeder Multioperatorring mit nur einem nichttrivialen Ideal unzerlegbar.
Dies entspricht z.B. allen Restklassenringen modulo Primzahlquadrat.

Es liegt nun nahe, aus der Anzahl der unteren ”"Nachbarn” auf die Anzahl der direkten Summanden
zu schlielen.
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Satz 2

Ein k-Ziel-Ideal, k > 2, eines Multioperatorrings kann, wenn {iberhaupt, als direkte Summe von
maximal k& Idealen aufgeschrieben werden, wobei die Darstellung nicht unbedingt & Summanden
aufweisen muss.

Beweis: Auf Grund von Satz 2, 2.1.1, geniigt es zu zeigen, dass keine (k + 1) Ideale echt existieren,
welche in dem k-Ziel-Ideal A echt enthalten sind und paarweise untereinander bis aus das Nullelement
disjunkt sind, existieren.

Dazu iiberlegen wir uns, dass es nach Voraussetzung genau k untere "Nachbarn” B;, ¢ = 1,...,k, von
A gibt. Zwischen dem Ideal A und den Idealen B; existieren dann nach Definition keine Ideale Cj,
i = 1,...,k, welche auch nur fiir ein 7 echt in A enthalten sind und jeweils ihr B; echt umfassen. (siehe

Skizze)
A
T

. B,

By 11

By

Damit sind aber zwei Moglichkeiten gegeben. Entweder das Ideal A besitzt kein weiteres nichttriviales
echt enthaltenes Ideal, dann gilt die Behauptung oder jedes weiter Ideal By muss in einem der Ideale
B; enthalten sein. Dies bedeutet aber

B; N By41 = By # (0)
womit A, wenn iiberhaupt nur direkte Summe von maximal k Idealen sein kann. Der Satz ist bewiesen.

Ohne Beweis konnen wir fiir die Restklassenringe sagen, dass dort ein k-Ziel-Ideal direkte Summe
von k Idealen ist.

Offenbar sind alle Ideale eines Multioperatorrings, welche das Q-Nullideal (0) als unteren "Nachbarn”
besitzen, minimale Ideale und auflerdem 1-Ziel-Ideale und damit nach Satz 1 direkt unzerlegbar. All-
gemein gilt (auch fiir Multioperatorringe mit unendlich vielen Idealen):

Satz 3
Besitzt ein Multioperatorring genau ein minimales Ideal, so ist er direkt unzerlegbar.

Zum Beweis iiberlege man sich, dass dieses minimale Ideal als einziges minimales Ideal in jedem
weiteren nichttrivialen Ideal enthalten sein muss, womit kein Paar bis auf Null disjunkter echter
Ideale in diesem Multioperatorring existieren kann.

Satz 4
Besitzt ein Multioperatorring genau k& minimale Ideale, £ > 2, so existieren mindestens

k(k — 1)

5 (2.20)

q:

direkte Summendarstellungen.

Beweis: Betrachten wir zuerst den Fall £ = 2, D.h., es existieren zwei minimale Ideale A; und As.
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Al/S\AZ
\(O)/

Diese sind nach Satz 3, 1.3.3, bis auf das Nullelement disjunkt zueinander, so dass deren Summe direkt
ist, d.h., es gilt
S=A,® A

Fiir den Fall £ = 3 sind ebenfalls nach Satz 3, 1.3.3, die Ideale Ay, A3 und Aj, welche minimal sein
sollen, paarweise bis auf Null disjunkt. Zu jedem Paar existiert dann eine Darstellung als direkte
Summe. g = 3.

Im allgemeinen Fall mit £ minimalen Idealen kénnen mit

Ay (k-1) direkte Summen
Ay (k-2) direkte Summen

Ap_o 2 direkte Summen
Ay 1 direkte Summe

dargestellt werden, ohne, dass sich eine Darstellung wiederholt. Fiir das Ideal Ay sind alle Moglichkeiten
aufgebraucht. Die arithmetische Reihe ergibt dann als Summe

k(k—1)

q= 9

direkte Summendarstellungen. Der Beweis ist erbracht.

Zu diesem Satz ist zu bemerken, dass von direkten Summendarstellungen und nicht von direkten
Summen schlechthin gesprochen wird, da der Fall eintreten kann, dass einige der beschriebenen Dar-
stellungen das gleiche Ideal erzeugen kénnen.

Ein Beispiel dafiir ist der von der Kleinschen Vierergruppe erzeugt 2-Zeroring. Sein Idealdiagramme
hat das Aussehen:

Es treten 3 minimale ideale auf und nach dem eben bewiesenen Satz drei Darstellungen von direkten
Summen, welche aber alle den ganzen Multioperatorring als Ergebnis besitzen.
Auch iiber maximale Ideale lassen sich Aussagen treffen:

Satz 5
Besitzt ein Multioperatorring genau ein maximales Ideal, so ist der Multioperatorring selbst als
Ideal direkt unzerlegbar.

Zum Beweis iiberlege man sich, dass der Multioperatorring als Ideal 1-Ziel-Ideal ist. Weiterhin gilt:
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Satz 6
Besitzt ein Multioperatorring G ein Ideal A, welches zugleich minimales als auch maximales Ideal
ist, so ist der Q2-Ring G die direkte Summe von A und jedem anderen echten Ideal A;, d.h.

wobei A; die Menge [ aller anderen echten Ideale durchlduft und I nichtleer ist.

Beweis: Da das Ideal A minimal und maximal ist, bildet
(0O)cAccG

eine Hauptreihe im Multioperatorring GG. Nach Satz 1, 1.4.2, besitzt dann jede noch existierende
Hauptreihe ebenfalls die Linge 2. Damit muss jedes andere echte Ideal auch minimal und maximal

sein. Damit ist aber fir alle 3:
ANA; = (0)

womit wir A und jedes andere echte Ideal zur direkten Summenbildung heranziehen kénnen. Da diese
Ideal aber alle maximal sind, folgt sofort das Behauptete. Der Satz ist bewiesen.

In dem ausgeschlossenen Fall, dass nur ein Ideal existiert, welches zugleich minimal und maximal
ist, ist der Multioperatorring 1-Ziel-Ideal und nach Satz 1 direkt unzerlegbar. Voraussetzung bleibt
weiterhin, dass wir nur Multioperatorringe mit endliche vielen Idealen betrachten.

2.3.2 Hauptgraphen und Hauptreihen

Bei der Untersuchung von Idealdiagrammen der Multioperatorringe zeigt sich, dass auch andere Ei-
genschaften charakteristisch sind. Vor allem den Hauptreihen kommt grofle Bedeutung zu.

Wie man sich einfach iiberzeugen kann, entspricht jeder moglichen Hauptreihe (Multioperatorringe
mit endlich vielen Idealen besitzen immer Hauptreihen) im Idealdiagramm ein Graph, welcher vom
Nullideal zum Multioperatorring selbst fiihrt.

Einen derartigen Graph nennen wir Hauptgraph des 2-Rings G. Unter einem vollen Graph eines
beliebigen Ideals A von G verstehen wir den Teil eines Hauptgraphen, der von (0) aus bei A abbricht.

Zum Beispiel hat das Ideal (140) des Restklassenrings Zsp49 genau sechs volle Graphen (siehe Sei-
te 107/108):

(0) — (2520) — (1260) — (420) — (140) (0) — (2520) — (840) — (280) — (140)
(0) — (2520) — (840) — (420) — (140) (0) — (1680) — (840) — (280) — (140)
(0) — (1680) — (840) — (420) — (140) (0) — (1680) — (560) — (280) — (140)

Hauptgraphen existieren insgesamt 840.

Weiterhin bezeichnen wir jedes echte Ideal A, welches in jedem vollen Graphen eines anderen(!) Ideal
B enthalten ist, als Pflichtideal des Ideals B. Ein Pflichtideal des Multioperatorrings G ist damit ein
echtes Ideal von G, welches in jeder Hauptreihe und jedem Hauptgraphen vertreten ist. Wir zeigen:

Satz 1
Besitzt ein Ideal A ein Pflichtideal B, so ist A direkt unzerlegbar.

Beweis: Ist B Pflichtideal von A, so ist B in dem Ideal A echt enthalten. Jedes Ideal C mit

BcCcA
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enthélt dann ebenfalls B und kann damit mit jedem anderen Ideal D, welches in A enthalten ist, nicht
zur direkten Summenbildung herangezogen werden, da D dann entweder auch B enthélt oder in B
enthalten ist. Ideale, welche nun in B enthalten sind, kénnen maximal B erzeugen, womit A direkt
unzerlegbar ist. Der Satz ist bewiesen.

Satz 2
Besitzt ein Multioperatorring G nur einen Hauptgraphen, d.h. nur eine Hauptreihe, so ist er direkt
unzerlegbar.

Da dann jedes Ideal verschieden vom Nullideal 1-Ziel-Ideal ist, erhalten wir das Geforderte sofort aus
Satz 1, 2.3.1. Ebenso ist dann jedes echte Ideal auch Pflichtideal des Multioperatorrings, so das wir
aus Satz 1 ebenso dieses Ergebnis erhalten.

Beispiel dafiir sind alle Restklassenringe modulo Primzahlpotenz.

Satz 3
Besitzt ein Multioperatorring G genau zwei Hauptreihen und kein Pflichtideal fiir G, dann ist G
direkte Summe, wihrend alle anderen Ideal direkt unzerlegbar sind.

Beweis: Die Skizze verdeutlicht den Zusammenhang;:

Jedes Paar von Idealen (A4;,A4;) und (B;,B;) mit beliebigem ¢ und j aus 4,j = 1,...,n, ist dann niemals
nur bis auf des Nullelement disjunkt. Da die A; und B; linear geordnet sind, ist immer eines von beiden
Idealen, A; oder A;, in dem anderen echt enthalten, wéahrend fiir alle A;, B; stets

AN Bj = (O)
fir alle 4,7 = 1,...,n gilt. Da aber G = A; + B, fiir jedes dieser Ideale sein muss, gilt
G=A,9 Bj

fir alle moglichen 7,j = 1,...,n. Die Ideale A; und B; sind als 1-Ziel-Ideale direkt unzerlegbar. Der
Beweis ist erbracht.

Auf den ersten Blick scheint die Forderung “kein Pflichtideal” unwichtig, jedoch sind auch:
G

a1
\A/ Al/
(0) \(

Idealdiagramme mit zwei Hauptgraphen, bei denen beide GG direkt unzerlegbar sind.

\A2
0)/

121



2.3.3 Disjunkte volle Graphen

Um unseren Ziel, dem Ablesen von direkten Summen aus Idealdiagrammen ndherzukommen, ist es
notwendig, Beziehungen zwischen vollen Graphen zu diskutieren.

Zwei beliebige volle Graphen (verschiedener Ideale) eines Idealdiagramms eines Multioperatorrings
nenne wir genau dann zueinander disjunkt, wenn sie beide kein echtes Ideal gemeinsam enthalten.
Die Forderung kein "echtes Ideal” ist notwendig, da zwei volle Graphen immer mindestens ein Ideal
und zwar das triviale Nullideal gemeinsam besitzen.

B

N

B

N

In der Skizze sind damit die vollen Graphen

Qr: (0)—A1—DB und  Q2: (0) — A2 — By
zueinander disjunkt, wahrend es

Q3: (0)—Ay— By und  Q2: (0) — A2 — By

nicht sind. Disjunkte volle Graphen besitzen eine wichtige Eigenschaft:

Satz 1
Seien A und B zwei beliebige Ideale eines Multioperatorrings G. Besitzen A und B nur zueinander
disjunkte volle Graphen, so sind die Ideale A und B bis auf das Nullelement zueinander disjunkt.

Beweis: Angenommen die beiden Ideale A und B wéren nicht bis auf das Nullelement zueinander
disjunkt, d.h.
AN B #(0)

Dann besitzen A und B mindestens ein gemeinsames Element a, welches verschieden vom Nullelement
ist. Damit erhalten wir aber

(0)cAnBCA und () cAnBCB

womit sowohl fiir das Ideal A aus auch fiir das Ideal B jeweils ein voller Graph existiert, welcher das
Ideal AN B enthélt. Das widerspricht aber der Voraussetzung. Die betrachteten Ideale A und B sind
bis auf das Nullelement zueinander disjunkt. Der Beweis ist erbracht.

Die Tragweite des Satzes besteht darin, dass, wenn es zwei verschiedene Ideale mit nur zueinander
disjunkten vollen Graphen in einem Multioperatorring gibt, diese eine direkte Summe bilden.
Betrachten wir z.B. den Restklassenring Zi99. Die Menge aller vollen Graphen des Ideals (30) hat
dann das Aussehen im linken Teil der Darstellung, fiir das Ideal (8) im rechten Teil:

(30) (8)
| / \
(60) (40) (24)

| \ /
(0) (0)

Man erkennt, dass beide Ideale nur volle Graphen besitzen, welche paarweise zueinander disjunkt sind,
womit beide Ideale bis auf das Nullelement zueinander disjunkt sind. Wir kénnen also (30) und (8) zu
direkten Summenbildung heranziehen. Tatséchlich gilt: (2) = (30) @ (8).
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Es soll nun das Ideal bestimmt werden, welches die direkte Summe zweier Ideale darstellt. Dazu
sprechen wir vom Obergeriist eines Ideals, und verstehen darunter alle Ideale des entsprechenden
Multioperatorrings, welche im Idealdiagramm ”oberhalb” dieses Ideale liegen, d.h. also, alle Ideale,
welche dieses Ideal echt enthalten.

Fiir den Restklassenring Zsp40 hat zum Beispiel das Obergertist des Ideals (12) das Aussehen:

L5040

" ™~
(4) (3)
12)

(2)

/

(6)
(

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 2

Seien A und B zwei beliebige verschiedene Ideale eines Multioperatorrings G. Q4 und Qg seien
die Obergeriiste der Ideale A und B. @) sei die Menge aller Ideale, welche sowohl zu @ 4 als auch
zu (Qp gehoren.

Dann ist Q das Obergeriist eines Ideals C' des Multioperatorrings G, fiir welches

C=A+B

gilt.

Beweis: Fiir ein Ideal C' von G mit C' = A + B gilt sicher, dass es im Sinne des mengentheoretischen
Enthaltenseins des kleinste Ideal in dem €2-Ring G ist, welches A und B enthélt.

Damit gehort es sowohl zum Obergeriist des Ideals A als auch zum Obergeriist von B. Folglich ist
dieses Ideal C' auch in der Menge @ enthalten. Fiir alle weiteren Ideale D von @ gilt aber

DDA und D>OB

Da aber C das kleinste derartige Ideal ist, muss C auch in jedem Ideal D enthalten sein. Dass ) nun
tatsdchlich das Obergeriist von C ist, folgt daraus, dass jedes Ideal E O C auch A und B umfasst.
Der Beweis ist erbracht.

Fassen wir Satz 1 und 2 zusammen, so erhalten wir ein einfaches Verfahren zur Bestimmung von
direkten Summen aus Idealdiagrammen von Multioperatorringen mit endlich vielen Idealen, womit
die theoretische Untersuchung von diesen Diagrammen abgeschlossen werden soll.

2.3.4 Einfache Typen von Idealdiagrammen

Mit dem gefundenen Verfahren zur Bestimmung von direkten Summen aus Idealdiagrammen, kénnen
wir nun einfache Idealdiagramme untersuchen. Dabei stellt sich heraus, dass sich diese Diagramme bei
unterschiedlichen Multioperatorringen dhneln bzw. véllig identisch sind.

Da wir verbandstheoretische Betrachtungen nicht durchfiithren, sei nur darauf hingewiesen, dass die
Ursache dieser identischen Diagramme in isomorphen Idealverbénden zu suchen ist. Ohne, dass wir
die Struktur dieser Verbédnde betrachten, geben wir nur einige Diagramme mit ausgewahlten direkten
Zerlegungen an.
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Das einfachste Idealdiagramm ist das von einfachen Multioperatorringen und damit auch das von
Q-Korpern:

(0)

Da diese Multioperatorringen keine nichttrivialen Ideale besitzen, sind sie direkt unzerlegbar. Beispie-
le dafiir sind Restklassenringe modulo Primzahl, die Korper der rationalen, reellen bzw. komplexen
Zahlen, der Quaternionenkorper sowie die Multioperatorringe (R?, + ,03) und (R?, + ,03), bei denen
o3 das vektorielle Tripelprodukt darstellt.

Multioperatorringe mit genau einem nichttrivialen Ideal besitzen ein Diagramm der Form

Offenbar sind gerade die Restklassenringe modulo Primzahlquadrat dafiir Beispiele. Nach Abschnitt
2.1.4 sind diese Strukturen direkt unzerlegbar.

Um nun auch Aussagen iiber andere Multioperatorringe mit dem gleichen Idealdiagramme zu treffen,
benutzen wir einen Satz, dessen Beweis uns hier nicht mdoglich ist:

Satz 1 (Kuros)

Seien GG1 und G9 zwei beliebige Multioperatorringe und Dy und Do deren Idealdiagramme.
Besteht zwischen diesen Idealdiagrammen eine umkehrbar eindeutige Abbildung ¢, welche jedem
Ideal aus D; ein Ideal Ds zuordnet und dabei die Ordnungsrelation des mengentheoretischen
Enthaltenseins bei der Abbildung erhalten bleibt, so sind Aussagen tiber direkte Zerlegbarkeit,
welche fiir G1 gefunden worden auch fiir G giiltig, wenn man die entsprechenden Bilder benutzt.

Die Bedeutung des Satzes ist, dass Multioperatorringe mit identischen Idealdiagrammen gleiche direk-
te Summen besitzen, vorausgesetzt man ersetzt die zugehdrigen Stiicke. D.h., jeder 2-Ring, welcher
ebenfalls ein Idealdiagramm analog zum dem des Restklassenrings modulo Primzahlquadrat besitzt,
ist selbst direkt unzerlegbar.

Den Beweis dieses Satzes konnen wir nicht fiihren, da er verbandstheoretische Kenntnisse erfordert.
Es sei nur die Beweisidee erwéhnt.

Es ist moglich alle direkten Zerlegungen von Strukturen auf direkte Zerlegungen von modularen
Verbdnden zurtickzufithren. (siehe dazu Kuros [9], Seite 149). Damit sind aber nur die Ideal- bzw.
Normalteilerverbénde fiir die existierenden direkten Zerlegungen verantwortlich. Sind zwei derartige
Verbédnde zueinander isomorph (und das fordern wir als Voraussetzung im Satz 1), so miissen sie auch
die gleichen direkten Zerlegungen erzeugen.

FEinen weiteren besonderen Typ stellen die Diagramme von Restklassenringen modulo Primzahlpo-
tenz p™, n > 2, dar:
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Das zugehorige Idealdiagramm gibt eine lineare Ordnung der Ideale wieder. Nach Abschnitt 2.1.4 sind
derartige Multioperatorringen direkt unzerlegbar. Wir kénnen dies sogar auf den allgemeinen Fall
erweitern:

Satz 2
Jeder Multioperatorring, dessen Ideale durch die Halbordnung des mengentheoretischen Enthal-
tenseins linear geordnet sind, ist direkt unzerlegbar.

Zum Beweis iiberlege man sich, dass in diesem Fall kein Paar bis auf Null disjunkter Ideale existieren
kann und auch nicht im Fall unendlich vieler Ideale.

R? (1)
A As (p1) (p2)
(0) (0)
Diese zwei Idealdiagramme sind identisch. Das erste Diagramm begegnete uns im Abschnitt 2.1.2
als Diagramm des Multioperatorrings R?, dessen Elemente aus Paaren von reellen Zahlen bestehen
und die Operationen komponentenweise angewendet werden. Das zweite Diagramm entstammt einem

Restklassenring Z,,, wobei n das Produkt zweier verschiedener Primzahlen ist: n = p; - ps. Nach
Abschnitt 2.1.4 gilt dann fiir beide Strukturen

R?=A; @ Ay bzw. (1) = (p1) & (p2)

Weitere direkte Summen existieren nicht.
Fiir Tripel von reellen Zahlen mit den obigen Operationen, d.h., fiir R? findet man auch Restklassen-
ringe, welche isomorphe Diagramme besitzen:

(1)

TS

(p1) (p2) (p3)

> >

(p1p2) (plps) (p2p3)

(0)

Es handelt sich dabei um Restklassenringe Z,,, wobei n das Produkt freier verschiedener Primzahlen
n = p1 - p2 - p3 ist. Folgende direkte Summen treten auf:

(p1) = (p1p3) ® (p1p2) ; (p2) = (p1p2) ® (p2p3) ; (p3) = (p1p3) ® (p2p3)
(1) = (p1) @ (p2p3) = (p2) @ (P1p3) = (p3) ® (P1p2) = (P1p3) @ (P1p2) ® (P2p3)

Das Idealdiagramm eines Restklassenrings Z,,, wobei n das Produkt von vier verschiedenen Primzahlen
n=pi-p2-p3-4
ist, dhnelt dem des Rings (R*, + ,0) von Seite 99.
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Fiir weitere Restklassenringe geben wir nun noch die Idealdiagramme mit einigen ausgewéhlten direk-
ten Zerlegungen an:
® Restklassenring Z,,, wobei n = p? - py ist und die Primzahlen p; und ps verschieden sind:

(1)

/ \
(m)\ (p2)
(p?) (p1p2)

\ 0) /

Es existieren folgende Zerlegungen:

(p) =) @ (pp2) 5 (1) =(p]) ® (p2)

® Restklassenringe Z,,, wobei n = p? - p3 und fiir die Primzahlen p; und po: p1 # p2 gilt

(1)
TN
(p1) (p2)
— N — ~
(P%) (p1p2) (P%)
™~ - ~ —
(pip2) (p1p3)
\ /
(0)
Es existieren die direkten Zerlegungen:
(mp2) = (Pip2) @ (mp3) 5 () =)@ mp3) 5 (p2) = (03) ® (pip2)

und als Zerlegung des Restklassenring selbst:
Zy = (1) = (p1) ® (p3)

® Restklassenring Z,,, n = pif - p2, P1 # P2, p1 und ps sind Primzahlen
/ N \
(p1) (p2)
\
(p%) (P1p2)
\
»7) (pip2)
S o —

Es existieren die direkten Zerlegungen

(

PH=mHe @) ;  Go=0Hemp2) ;5  1)=0) e ()

® Restklassenring Z,, n = p} - p3, p1 # pa2, p1 und py sind Primzahlen (Abbildung nichste Seite)
mit den direkten Summen

(Pip2) = (Pip2) ® (Pip3) i (pap2) = (Bip2) ® (pp3) 5 (p]) = (pip3) ® ()
p)=@m@w3)® @) 3 ()=0p)e®) ; 1)=0)o @)
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(1)
p)/ \(p
~_ _—

( )
<2>/ (p112) \< 2)
V4 P1P2 D3
T T
(p}) (pip2) (p1p2)
g _—

(pip3)

— N
\(0)/

® Restklassenring Z,,, n = p’f - py', p1 # p2, p1 und pp sind Primzahlen sowie m und n beliebige
natiirliche Zahlen grofier Null.
Voraussetzung fiir dieses Diagramm ist, dass k < m ist, was 0.B.d.A. angenommen werden kann.

P
|
(p1) (pz)
P
(1) (p1p2) (03
I e N N
(r?) (pip2) (p1p3) (3)
| ! | |
| | | | | |
(1) 7 'p2) 7R3 (7 p) (P51 ()
\ \ \ ™~ \ - \ \ \ /
(P71 P'p2) 7 'P3) () (P13
! ! | ! e
| | |
(ph) \(p’f ) (P~ p)
|~ |
(pfp2) (P~ pi)
| |
| |
(Pipy ) (i~ 'p8)
\(0) _—

Das Aufzéhlen aller direkten Zerlegungen ist auf Grund der Unbestimmtheit der Exponenten k& und
m nicht moglich. Fiir den Restklassenring 7Z,, gilt aber:

Zn= (1) = () © (v5")
Einige direkte Zerlegungen kénnen aber dennoch in allgemeiner Form angegeben werden:
(p1ph) = Wips) @ (ipy)  Vi=0,1.om—1;Vj = 0,1,k — 1
(p1) = (Pip5") © () Vi=01,..k
(py) = (Pph) © (") Vi=01,..m
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® Restklassenring Z,, n = p7 - p2 - p3, p1 # p2 # p3, P1, p2 und ps sind Primzahlen sowie m eine
beliebige natiirliche Zahl grofier Null.

(1)

YT

(p2) (p3)

/WX >

( %) (p1p2) (p1p3) (p2p3)

| ~ |

Mit der Zerlegung des Restklassenrings

Zn, = (1) = (p2p3) © (p2p1") ® (P3pT")

Selbstverstédndlich kdnnen wir auch Idealdiagramme von beliebigen Multioperatorringen mit endlich
vielen Idealen untersuchen. Auf Seite 72 ist zum Beispiel des Idealdiagramm des Quasiendomorphis-
menrings ()4 abgebildet. Dort gaben wir auch schon die direkten Summen an.

Abschlieflend sei erwéhnt, dass auch fiir Multioperatorringe mit einer unendlichen Anzahl von Idealen
unter Umstédnden ein Diagramm gezeichnet werden kann. Fiir den Ring der ganzen Zahlen wiirde man

erhalten. Da zu jedem Paar von Idealen aZ und bZ immer ein Ideal abZ existiert, ist der Ring der
ganzen Zahlen, wie schon gezeigt, direkt unzerlegbar.
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2.3.5 Nullteilerfreie Multioperatorringe

Nun untersuchen wir wieder voéllig beliebige Multioperatorringe. Betrachtet man die bisherigen Bei-
spiele fiir Multioperatorringe, in denen echte direkte Zerlegungen existieren, so stellt man fest, dass
sich kein nullteilerfreier ©2-Ring darunter befindet.

Das Ziel ist es, eine Aussage liber die Beziehungen zwischen Nullteilerfreiheit und echten direkten
Summe zu finden. Es gilt:

Satz 1
Ist G ein beliebiger Multioperatorring und A eines seiner Ideale, welches echte direkte Summe
zweier nichttrivialer Ideale B und C' ist, so besitzt der (2-Ring Nullteiler.

Beweis: Da das Ideal A echte direkte Summe zweier nichttrivialer Ideale B und C sein soll, gilt
B # (0) ; C # (0) und BnC =(0)

Damit existiert in dem Ideal B wenigstens ein von Null verschiedenes Element und entsprechend in C
wenigstens ein C' mit ¢ # 0. Da B Ideal ist, gilt fiir alle Operationen w,, des Operationensystems {2:

a = c...cbc...cw, € B

Da aber auch C Ideal in G ist und das Element aus diesem Ideal entnommen wurde, liegt a auch in
C:

a = c...che...cw, € C

Nach Voraussetzung sind aber beide Ideale B und C' bis auf das Nullelement disjunkt, womit a nur
gleich dem Nullelement sein kann. Es gilt also fiir die beiden von Null verschiedenen Elemente b und
c:

a=c...che...cw, =0

womit b und ¢ Nullteiler in dem Multioperatorring G sind. Der Satz ist bewiesen.

Die Bedeutung dieses Satz erkennt man aus seiner Kontraposition:

Satz 2 (Kontraposition zu Satz 1)
Ein nullteilerfreier Multioperatorring besitzt keine echten direkten Summe, d.h., er ist direkt un-
zerlegbar.

Damit sind alle Zahlenbereichsringe direkt unzerlegbar, wozu auch der Ring das ganzen Zahlen gehort.
Korper und Q-Koérper konnen folglich auch keine direkten Summe, welche nichttrivial sind, besitzen.
Ebenso konnen wir sagen:

Satz 3
Jeder reguldre Multioperatorring ist direkt unzerlegbar.

Dies folgt aus der Tatsache, des nullteilerfrei und regulér dquivalente Eigenschaften eines Multiopera-
torrings sind. (siehe Abschnitt 1.1.4)
Auch iiber die Struktur nullteilerfreier Multioperatorringe kénnen wir eine Aussage treffen:

Satz 4
Besitzt ein nullteilerfreier Multioperatorring ein minimales Ideal, so ist die eindeutig bestimmt.
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Wire dies ndmlich nicht der Fall, d.h., wiirde ein derartiger {2-Ring zwei verschiedene minimale Ideale
besitzen, so miisste er nach Satz 4, 2.3.1, mindestens eine echte direkte Summe enthalten.

Zum Abschluss wenden wir uns noch einmal den vollstdndigen direkten Summen zu.

Da zwischen diesen direkten Vereinigungen und den direkten Summen eine umkehrbar eindeutige Be-
ziehung besteht, muss folglich jede vollstdndige direkte Summe auch Nullteiler besitzen. Dies ist aber,
wie wir schon in 2.2.2 sahen der Fall, so dass kein Widerspruch vorliegt.

2.3.6 Direkte Summen (2.Beschreibungsart)

Vergleicht man die bisherigen Untersuchungen mit denen in der Gruppen- und Ringtheorie, so stellt
man fest, dass dort nicht von einer Definition der direkten Summe iiber die Normalteiler bzw. Ideal
ausgegangen wird, sondern, dass man die direkte Summe mittels der Unterstrukturen definiert.
Damit liegt nun scheinbar eine Einschrankung bei den bisherigen Untersuchungen vor.

Um diesen scheinbaren Verlust zu beseitigen, geben wir nun die Definition der direkten Summe von
Multioperatorringen mittels des Begriffs des 2-Unterrings. Dabei werden wir nachweisen, dass diese
neue Definition dquivalent zur bis jetzt benutzten ist und wir folglich keine Einschrankung bei der
Definition iiber den Idealbegriff vornahmen.

Definition

Sei G ein Multioperatorring und Aj,...,A; ein System von Q-Unterringen von G. Mit A; werde
der (-Unterring von G bezeichnet, welcher von allen 2-Unterringen A;, j = 1,...,0 — 1,0 + 1,...,k,
mit Ausnahme des A; erzeugt wird.

Der Multioperatorring G heiffit dann und nur dann direkte Summe seiner 2-Unterringe Aj;,
1 =1,....,k, wenn

1. Der Kommutant jedes Q-Unterrings A; mit A; gleich dem Nullideal ist
[A;, 4;] = (0) (2.21)
fiir alle ¢ = 1,...,k und wenn

2. sich jedes Element a # 0 aus G eindeutig als Summe von Null verschiedener Elemente
darstellen lasst, wobei jeder Summand einem anderen 2-Unterring A; entnommen wurde,
d.h.

a=ai+..+aq (2.22)

mit a; aus A;,, [ <k und 4, # i fiir p # q.

Es soll nun die Gleichwertigkeit dieser Definition mit der von Abschnitt 2.1.1 nachgewiesen werden.
Zuerst sei der Multioperatorring G die direkte Summe seiner Ideale A;, i = 1,...,k, im Sinne von
Definition 2.1.1.

Dann ist der Q-Unterring A; nach Satz 3, 1.3.1, ebenfalls Ideal und wir erhalten nach Abschnitt 1.3.4

[Ai, Ai] C[Ai,G] C Ay und  [4;, 4] C (G A € 4;
Da der Durchschnitt des Ideals A; mit A; gleich dem Nullideal ist, muss auch der Kommutant beider

Ideale gleich dem Nullideal sein, womit 1. gezeigt ist.

Auf Grund von (1.40), 1.3.1, und der Definition aus Abschnitt 2.1.1 existiert mindestens eine Darstel-
lung der Form (2.22)
a=a1+...+tq
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Angenommen, es gebe nun zwei derartige Darstellungen
a=a1+..+q und a=aj+..+aq

wobei einige Summanden auch gleich dem Nullelement sein kénnen; jedoch nicht alle. Dabei seien die
Elemente a; und a} aus dem gleichen Ideal A;, mit ¢ = 1,....k. Sind diese Darstellungen nicht identisch,
so muss es mindestens ein Element a; geben, welches von a} verschieden ist.

0O.B.d.A. sei dies a;. Diese bedeutet aber:

a # a) und a; —ay #0
Da aber
k k
alza—Zai und a’lza—Zaé
=2 =2

gilt, erhalten wir
k k
—all + a1 = Za; — Zai € Ai1 ﬂAil
i=2 i=2
da sowohl
ay € Aj;a) € Ay als auch a; € Aj;a1 € Ay als auch
gilt. Dies ist aber ein Widerspruch zu Relation (2.2) aus Abschnitt 2.1.1. Die Darstellung (2.22) von

a muss eindeutig sein. Damit umfasst die Definition aus 2.1.1 auch die neu gegebene.

Umgekehrt sei der Multioperatorring G die direkte Summe seiner Q2-Unterringe Aj,...,A; in Sinne
der in diesem Abschnitt gegebenen Definition.
Dann sind die Q-Unterringe A;, ¢ = 1,...,k, sogar Ideale. Zum Nachweis betrachten wir ein Element b
aus G. Auf Grund der Relation (2.22) kann b auch in der Form

b=ua;,+a;
mit a; aus einem beliebigen A; und @; aus dem zugehérigen Q-Unterring A;, dargestellt werden, was

wir noch bendtigen.

Sei nun a ein beliebiges Element aus A;, i beliebig aus der Indexmenge {1,2,...,k} und die Elemente
b1,...,br aus dem Q-Ring G. Ist die Operation w, beliebig aus dem Operationensystem {2 von G, so
gilt dann:

b1...bj_1abj+1...bnwn =

und mit der obigen Definition von Elemente aus G
(a1 + aT)...(aj_l + aj_l)(a + 0)(aj+1 + aj+1)...(an + ap)wy, =

wobei alle Elemente a; aus A; bzw. a; aus A4; sind, [ = 1,....5 — 1,5 + 1,...n. Da der Kommutant der
Ideale A; und A; gleich dem Nullideal ist, kénnen wir mit dem Distributivgesetz auflose, so dass wir
nur noch

1...05-10Q0j4]...GpnWn + aT...aj_loajH...QWn == 0a1...0;-100Qj41...QpWn = 0

erhalten. Da dieses Element aber in A; enthalten sein muss, das nach Voraussetzung A; Q-Unterring
ist, sind alle Q2-Unterringe A;, ¢ = 1,...,k, Ideal in dem Multioperatorring G.

Aus (2.22) ergibt sich dann, dass die Summe aller dieser Ideale A; den ganzen Multioperatorring ergibt.
Nehmen wir nun an, dass ein 2-Unterring A; unter diesen existiertm fiir welchen

AiNA; #(0)
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gilt. Dann muss ein von Null verschiedenes Element a sowohl in A; als auch im Q-Unterring A;
enthalten sein. Dieses Element muss damit aber die Darstellungen

a=04+..404+a+0+...4+0 und a=a1+..+aj-1+ a1+ ... +ag

besitzen, was aber ein Widerspruch zur Definition ist. Damit sind beide Definitionen &quivalent.

Es ist folglich keine Einschriankung, wenn die direkte Summe iiber Ideale definiert wird. Im Wei-
teren werden wir auch bei dieser Definition bleiben, da diese einfacher zu verwenden ist. Jedoch wird
auch die zweite Definition und dabei vor allem die Aussage iiber den Kommutanten von Bedeutung
sein.

Betrachten wir den entarteten Fall von Multioperatorringen mit leerem Operationensystem €2, die
abelsche Gruppen. Beziehen wir die gegebene Definition auf diese Strukturen, so erhalten wir:

Definition

Eine abelsche Gruppe heiit dann und nur dann direkte Summe ihrer Untergruppen U — 1,
i = 1,...,k, wenn jedes Element g aus G eine eindeutige Darstellung der Form

g=u + ..+ ug

besitzt, wobei jedes u;, ¢ = 1,...,k, aus einer anderen Untergruppe U; entnommen wurde.

Relation (2.21) entféllt, das der Kommutant zweier Untergruppen bei abelschen Gruppen immer gleich
der Nulluntergruppe ist. Ebenso ist diese Definition gegeniiber der iiblichen fiir Gruppen nicht unvoll-
standig, da die Addition kommutativ ist.
Fiir Ringe konnen wir (2.21) durch

a1bs +ashy =0

ersetzen. Da dies fiir alle méglichen Elemente a1, as und by, by gelten soll, erhalten wir fiir ao = 0 als
hinreichenden und notwendigen Ersatz fiir (2.21)

a1b2 =0

fir alle Elemente aus den direkten Summanden. Damit ist:

Definition

Ein Ring R heifit genau dann direkte Summe seiner Unterringe Uy,...,Ur, wenn jedes Ele-
ment r aus R eine eindeutige Darstellung der Form

r=uj+..+ug

besitzt, wobei jedes Element u;, ¢ = 1,...,k, aus einer anderen Unterring U; entnommen wurde und
wenn fiir jedes Paar von Elementen u; undu;, mit u; € Uj;u; € Uj, @ # jund i, = 1,....k

ui~uj:0

gilt.

Da die zweite Forderung auf Nullmultiplikation in einem Zeroring immer erfiillt ist, kénnen wir fir
Q-Zeroringe sagen:
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Satz 1
Ein 2-Zeroring ist genau dann direkt zerlegbar, wenn sein Modul direkt zerlegbar ist.

Zum Abschluss des Abschnittes zeigen wir noch einen Satz, welchen wir fiir spéatere Untersuchungen
noch bendtigen werden. Dies wird erst jetzt moglich, da die Aussage iiber den Kommutanten zweier
direkter Summanden fiir den Beweis wichtig ist.

Satz 2
Sei G ein Multioperatorring und direkte Summe seiner Ideale A und B. Z sei das Zentrum von G
sowie Z, und Z; die Zentren der Ideale A und B. Dann gilt:

7 =2,0% (2.23)

Beweis: Sei GG ein Multioperatorring, fiir welchen
G=A9B

gilt. Z sei das Zentrum von G und Z, bzw. Z; die Zentren der Ideale A und B. Zuerst zeigen wir, dass
die Summe der Zentren Z, und Z; gleich dem Zentrum Z von G ist. Dazu sei z beliebiges Element
aus Z. Da nach Definition des Zentrums

[2,G] = (0)
gilt, ist fiir das Element a
[2,G] = (0)

wobei wir unter [z,Y] alle moglichen Kommutatoren von z mit beliebigen Elementen aus der Menge
Y verstehen. Da die Ideale A und B in G enthalten sind, erhalten wir

[2,A]=(0)  und  [2,B]=(0)
womit z auch in Zentren Z, und Z; enthalten ist, d.h. es gilt
VA - Za + Zb

Umgekehrt sei a ein beliebiges Elemente des Zentrums Z,. Damit a auch in dem Zentrum Z von G
enthalten ist, muss nach Satz 6, 1.3.4, fur alle Elemente g¢1,...,g, aus G bei jeder Operation w, des
Operationensystems €2

91---9i-109git1---gnwpn =0
gelten. Nun gilt aber
91..-9i—108i+1..-GnWn =

da G die direkte Summe der Ideale A und B ist, kann jedes Element g aus G nach (2.22) eindeutig in
der Form
g=a+b

mit @ auch A und b aus B dargestellt werden, so dass wir erhalten
= (a1 +b1)...(a;i—1bi—1)a(a;r1bit1)...(an + bp)wy, =
mit dem Distributivgesetz
= aj(az +b2)...(a;—1bi—1)a(ait1bi+1)...(an + by )wn +bi(az + b2)...(ai—1bi—1)a(@i+1bi41)...(an 4 bp)wyn =
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da aber der Kommutant von A und B nach (2.21) gleich dem Nullideal ist, féllte der zweite Summand
weg. Setzen wir so fort, ergibt sich

= a102...04;—10Qi41...0nwn = 0

da die verbleibenden Elemente q; alle aus dem Ideal A sind und a sogar aus dessen Zentrum stammt.
Damit liegt a auch im Zentrum Z von G. Analog zeigt man dies fiir ein beliebiges Element b aus Zp,
so dass mit dem obigen

Z =24+ 2y

gilt. Da wir nun noch aus Z, C Aund Z, C B
Za N Zy = (0)
erhalten, ist die Behauptung gezeigt. Der Satz ist bewiesen.

Damit erhalten wir einige Folgerungen

Satz 3
Die vollstandige direkte Summe zweier zentrumsloser Multioperatorringe ist selbst zentrumslos.

Zum Beweis iiberlege man sich, dass die direkte Summe von zwei (2-Nullringen wieder 2-Nullring ist.

Satz 4
Die vollstdndige direkte Summe zweier 2-Zeroringe ist {2-Zeroring.

Da die Zentren bei (2-Zeroringen mit dem ganzen Multioperatorring ibereinstimmen ist dies trivial.

Satz 5
Jeder 2-Zeroring lisst sich isomorph in einen gewissen Multioperatorring einbetten.

Zum Nachweis wéhlen wir zu dem gegebenen )-Zeroring einen beliebigen zentrumslosen Multiopera-
torring G. Dessen direkte Summe mit dem 2-Zeroring Z sei der Multioperatorring H. Nach Satz 2
gilt dann fiir das Zentrum Z; von H

Zn=2®0)=2

so dass der )-Zeroring Z tatsdchlich in H isomorph eingebettet ist. Selbstversténdlich ist diese Ein-
bettung nicht eindeutig.
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2.4 Zerlegung in direkt unzerlegbare Ideale

2.4.1 Hauptreihen bei direkten Summen

Auf Seite 100, Abschnitt 2.1.2, sahen wir, dass das Ideal (a1,a11) des Quasiendomorphismen-Q2-Rings
Q4 zwar direkte Summe ist, jedoch die direkten Summanden nicht eindeutig bestimmt sind, da

(a1,a11) = (a1) & (a11) = (an) ® (a13) = (a1) S (a13)

gilt. Es erhebt sich die Frage, ob man gewisse Aussagen iiber die Zusammenhénge dieser Summanden
treffen kann.

Zur Beantwortung dieser Frage wird der Satz von Schmidt-Ore helfen, welcher jetzt vorbereitet wird.
Dabei wird vor allem die Existenz von Hauptreihen eine fundamentale Rolle spielen. Zuerst einige
vorbereitende Sétze:

Satz 1 (Kuros)
Sei ein Ideal A eines Multioperatorrings G die direkte Summe von Idealen B;, ¢ = 1,....k. W&hlt

man gewisse Ideale B mit
(0) C B/ C B; (2.24)

fir alle 1 = 1,...,k, und setzt man
A'=Bi+..+ B (2.25)

so gilt:
1. A’ ist direkte Summe der Ideale B] und

2. ist wenigstens ein Bj echt in dem B; enthalten, so ist auch A’ echt in dem Ideal A enthalten.

Beweis: Da die Ideale B; in den Idealen B;, i = 1,...,k, enthalten sind, wird

(Bi+..Bj 1 +Bj  +..+B)NB; C (B +..Bj_1+ Bjjy1+ ..+ By) N B; = (0)
fiir alle 7 = 1,...,k, so dass auch A’ direkte Summe der B;- wird. Damit gilt auch:

(Bi+..Bj_; + Bj,1 + ...+ By) N B; = (0) (2.26)
Sei nun A = A’ und damit auch B; C A’ fiir alle moglichen 7 = 1,...,k, d.h. es gilt:
Bi=BNA=B,NA =B,N(B,+..+B,) =
und da die Ideale B! fiir alle ¢ in den Idealen B; enthalten sind, wird mit dem Satz 2, 1.3.6:
=B+ (BiN(B{+..+Bj_1+Bj,;+..+By)) =

und mit (2.26)
= Bi+(0) = B

womit im Fall A = A’ fir alle ¢ = 1,....,k, B; = B} gilt.
Ist also ein Ideal B] echt in seinem zugehorigen Ideal B; enthalten, so muss auch A’ echt in A enthalten
sein. Der Beweis ist erbracht.

Ein weiterer als Hilfssatz bendtigter Zusammenhang ist:
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Satz 2 (Kuros)
Ist ein Ideal A direkte Summe zweier Ideale B und C und existiert ein Ideal A’ mit

BCACA

so gilt
A=Ba(ANC)

Beweis: Aus A = B ® C wird
A=B+C  und CnB=(0)

Aus B C A’ C A wird dann aber
ANnA=A

Damit gilt
A=ANA=ANB+C)=B+(A'nC)

nach Satz 2, 1.3.6. Weiterhin ist:
Bn(A'nC)C BNC =(0)
womit die Behauptung gezeigt ist.

Zur Demonstration betrachten wir den Restklassenring Zso40. Dessen Ideal (12) ist direkte Summe
der Ideale (1680) und (36). Das Ideal (120) liegt zwischen (12) und (1680); im Sinne des mengentheo-
retischen Enthaltenseins

(1680) C (120) C (12)

Damit erhalten wir mit dem gezeigten Satz
(120) = (1680) & ((120) N (36))
Da nun der Durchschnitt der Ideale (120) und (36) gleich dem Ideal (360) ist, also
(120) = (1680) @ (360)

Fiir weitere Untersuchungen macht sich eine Begriffserklarung notwendig:

Definition

Ein Multioperatorring G sei die direkte Summe seiner Ideale Aj,...,A;. Weiterhin sei
L k
A = Z A;
J=1i#]

und nach Abschnitt 2.1.1 dann
G=A®A;

Unter der zu A; gehérigen Komponente eines Ideals B von G versteht man dann das Ideal

BY = A;n(B+4A)
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Die Zerlegung des Restklassenrings Zso40 ist (vergleiche 2.1.5)
Zpn = (1) = (1008) & (720) @ (560) & (315)
Sei A; = (560) und damit A; = (9). Wir bilden die Komponente beziiglich der Ideals (15):
BW = (560) N ((15) + (9)) = (1680)

Die Komponente eines Ideals kann natiirlich auch gleich dem Nullideal werden, wie es zum Beispiel
fir A; = (1008) und B = (15) in Zsgao der Fall ist.

Satz 3 (Kuros)
Ein Ideal B eines Multioperatorrings G ist in der Vereinigung aller seiner Komponenten einer
Zerlegung des ganzen Multioperatorrings enthalten. d.h.

BcBY B4 4w

Beweis: Betrachten wir die Summe
BW + B®@ 4 4+ B®W =
mit der Definition der Komponenten
= (ANB+A)+ ...+ (AN (B+4p)) =
mit Satz 2, 1.3.6:
= (A1 + (AN (B + A3)) + .+ (A N (B + Ap))) N (B + Ar) = (¥)

Dies ist aber nur méglich, da

gilt. Wenden wir dies fortlaufend an, erhalten wir
(#)= (A1 + ...+ A)N(B+A)N..0(B+A) =

Da die Summe der Ideale A; gleich dem ganzen Multioperatorring G ist und fiir alle Ideale C: GNC' = C
gilt:
=(B+A)N..N(B+A;) 2B

Der Bewelis ist erbracht.

Oben wurde die Komponenten B®) = (1680) des Ideals (15) im Restklassenring Zspso bestimmt.
Die iibrigen Komponenten sind

W= ; B®»=(70 ; BW=(315)

Damit gilt aber
(15) C (1680) + (0) + (720) + (315)

Die Summe ergibt gerade das Ideal (15).
Weiter definieren wir:
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Definition

Zwei Ideale A und B nennen wir genau dann direkt #hnlich, wenn in dem Multiopera-
torring G ein Ideal C existiert, so dass

G=AaC=BaC

gilt.

Offenbar sind dann die Ideale (a1), (a11) und (a;3) im Quasiendomorphismenring ()4 direkt dhnlich.
Hier sei nur bemerkt, dass es in Restklassenringen keine direkt &hnlichen Ideal geben kann.

Mit dieser Definition ist es nun moglich, zwei direkte Zerlegungen zu vergleichen. Wir sagen, dass
zwei direkte Zerlegungen eines Multioperatorrings G genau dann direkt dhnlich sind, wenn beide di-
rekten Zerlegungen die gleiche Anzahl von Summanden besitzen und wenn zwischen den Summanden
eine umkehrbar eindeutige Abbildung von einer Zerlegung auf die andere existiert, so dass einander
zugeordnete Ideale direkt dhnlich sind.

Auf Grund der geforderten 1-1-Abbildung spricht man auch von der Isomorphie dieser direkten
Zerlegungen, denn wir kénnen zeigen:

Satz 4
Ist ein Multioperatorring G die direkte Summe zweier Ideale A und B, so ist der {2-Faktorring
G /A isomorph zu dem Ideal B und der Q-Faktorring G/B isomorph zu dem Ideal A.

Beweis: Zum Nachweis verwenden wir den erstem Isomorphiesatz aus Abschnitt 1.3.5. Aus der Iso-
morphie
(A+B)/A= B/(ANB)

wird, da die Summe beider Ideale den ganzen Multioperatorring G ergibt und die Ideale A und B
auferdem bis auf das Nullelement zueinander disjunkt sind

G/A~B/(0)= B

Da die direkte Summe kommutativ ist, folgt die Behauptung fiir das Ideal A analog. Der Beweis ist
erbracht.

Fiir zwei direkt dhnliche Ideale A und B eines Multioperatorrings G erhalten wir aus
G=AaC=B&C

sofort die Isomorphie
A= A/(0)=2G/C=B/(0)=B

womit direkt d&hnliche Ideale immer zueinander isomorph sein miissen. Daher ist die Bezeichnung ”iso-
morphe Zerlegungen” gerechtfertigt.

Liegt nun in einem beliebigen Multioperatorring G die direkte Zerlegung

k
G=A10A0..0A=0) A
=1

vor und setzen wir

Ci =41 ; Cy=A1+ A4y ; e Cr=A1+..+ 4
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mit den Indizes [ < k, so erhalten wir, da fiir ein Paar von Indizes (4,7) mit ¢,j = 1,...,k und i < j
C; € G
gilt, mit
0)=CcCycCc..CcC=G

eine Normalreihe im Multioperatorring G. Finden wir nun in dem Multioperatorring G eine Hauptreihe
der Lénge n, so kdnnen wir nach Satz 1, 1.4.2, diese Normalreihe zu einer Hauptreihe mit der gleichen
Léange n verfeinern. Damit gilt:

Satz 5 (Kuros)

Besitzt ein Multioperatorring G Hauptreihen der Lénge n, so kann eine direkte Zerlegung des
-Rings G maximal n Summanden besitzen, d.h., jede direkte Zerlegung von G kann zu einer
direkten Zerlegung in direkt unzerlegbare Ideale verfeinert werden.

Als Folgerung erhalten wir:

Satz 6
Ein Multioperatorring G, welcher unendliche direkte Summe ist, besitzt keine Hauptreihen, d.h.,
er kann nicht gleichzeitig der Minimal- und Maximalbedingung fiir Ideale gentigen.

Der Beweis ergibt sich aus Satz 5 und Satz 4, 1.4.2.

2.4.2 Der Satz von Schmidt-Ore

Wir wisse, dass in einem Multioperatorring mit Hauptreihen jede direkte Zerlegung zu einer in direkt
unzerlegbare Ideale verfeinert werden kann.

Es entsteht nun die Frage, ob zwei derartige Zerlegungen in direkt unzerlegbare Ideale direkt dhnlich
sind. Diese Frage beantwortet der Satz von Schmidt-Ore.

Zuvor zeigen wir folgenden Hilfssatz:

Satz 1 (Kuros)
Sei G ein Multioperatorring und

G=A10Ad..0 A, (2.27)

G=B1®By®...0» B (2.28)

zwei direkte Zerlegungen von G, wobei die A; und Bj, ¢ = 1,...,k, j = 1,...,l, direkt unzerlegbare
Ideale des Multioperatorrings sind.

Besitzt G Hauptreihen, so kann jeder Summand aus einer der beiden Zerlegungen durch einen
bestimmten Summanden der anderen Zerlegung ersetzt werden, wobei unter dem Ersetzen von A;
durch ein Ideal B; die Giiltigkeit der Gleichung

GZBjEBAQ@...@Ak

verstanden wird.

Dabei ergibt sich auch sofort B = B; & A;.
Beweis: Das Nachweis soll mit vollstdndiger Induktion nach der Lidnge n der Hauptreihen gefiihrt
werden.
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zu n = 1: Hauptreihen der Lénge 1 gibt es nur in einfachen Multioperatorringen. In diesen existieren
nur die trivialen direkten Zerlegungen

G=G&(0) und (0) =(0)® (0)

womit der Satz fir n = 1 gilt.

Sei der Satz nun fiir ein beliebiges n schon bewiesen, dann zeigen wir jetzt, dass das Ideal A; aus der
Zerlegung (2.27) durch ein Ideal aus Zerlegung (2.28) ersetzt werden kann.

By sei 0.B.d.A. das ersetzende Ideal. Auf Grund der Moglichkeit des Umnummerierens von direkten
Summanden ist diese Annahme ohne Beschrinkung der Allgemeinheit.

Wir konstruieren nun alle Komponenten des Ideals A; beziiglich der Ideale Bj, j = 1,...,/, der direkten

Zerlegung (2.28) und fordern vorerst, dass wenigstens eine der Komponenten Agi) von dem zugehorigen

Ideal B; verschieden ist. Weiterhin setzten wir:
1 l
Gt=a 4 . +a0
Da jede Komponente in dem entsprechenden B; enthalten ist und fiir ein 4, ¢ = 1,...,], sogar
Agz) C B;
gilt, wird nach Satz 1, 2.4.1:
l
GoGat=a) AP (2.29)
i=1
Damit sind die Hauptreihen in dem Multioperatorring G™ echt kiirzer als in G, so dass nach Indukti-

onsvoraussetzung der Satz fiir den Q-Ring G giiltig ist. Nach Satz 3, 2.4.1, gilt dann auch A; C G™.
Benutzen wir Satz 2, 2.4.1, erhalten wir aus

k
G=A®@) 4A) wd A CG CG:
i=2
Gt = Al @ (G+ N (AQ D ... @Ak))

Setzen wir

D:G+ﬁ(A2@@Ak)

wir also

G = A1 D (2.30)

Da der zu beweisene Satz fiir den Q-Ring G gilt, kénnen wir (2.29) und (2.30) zu direkten Summen
direkt unzerlegbarer Ideale verfeinern (A; ist nach Voraussetzung direkt unzerlegbares Ideal):

Gtr=416D1®&Dy®...® D, (2.31)

Gt=C10C8C38...0C, (2.32)

und auflerdem das Ideal A; durch ein Ideal C;, welches wir 0.B.d.A. C7 nennen, ersetzen:
Gt=0C1@eD (2.33)

0O.B.d.A. setzen wir weiter C; C Agl), was wiederum auf Grund der Moglichkeit des Umnummerierens
moglich ist, so dass wir aus Relation (2.33)

0)=CiND=CiN(G TN (A& .. 8 A)) =

und mit C; C GT
=Ci N (AQ D ... @Ak)
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erhalten. Die Summe

H=C1+ (A2 ...D Ay)

ist damit sogar direkt
H=Ci®AD..D A, (2.34)

Nach Satz 9, 1.4.2, wird fiir ein Ideal X =Y @ Z:
U(X)=UY)+1(2) (2.35)

wobei [(X) die Lange der Hauptreihen in X ist. Da C; und A; direkt dhnliche Ideale des Multiopera-
torrings G sind, miissen deren Hauptreihen die gleiche Lange besitzen:

1(A1) = U(Ch)
Da man Relation (2.35) fiir eine Zerlegung Z = Z; & ... ® Z auf
WZ)=L(Z1) + ... + 1(Zs) , d.h.

UX) = UY) +UZ1) + ... +1(Zs)

erweitern kann, muss [(H) = {(G) sein, womit die beiden Multioperatorringe identisch sein miissen,
H = @ und damit

G=C10A®...0 A (2.36)

Da das Ideal C in der Komponente Agl) enthalten ist und diese Komponente wiederum in B; enthalten
ist und das Ideal B; nach Voraussetzung direkt unzerlegbar ist, muss

c, =AY = B

sein, d.h. es gilt
G:Bl@AQ@...@Ak

Das Ideal A; ist damit ersetzbar. Analog folgt dies fiir die anderen Ideale der direkten Zerlegung (2.27).

Wenden wir uns der Umkehrung zu. Auf Grund von Relation (2.36) ist das Ideal B; gleich der Kom-
)

ponente Agi und auBerdem

By = BN (A1 + By)

nach der Definition der Komponenten eines Ideals. Damit gilt aber auch
Blg(AquE) und A1+ B =G

Da die Lange der Hauptreihen in den Idealen A; und Bj, die beiden Ideale sind nach dem oben
gezeigten direkt dhnlich, gleich sind, wird mit (2.35)

IG) = I(By) +1(B1) = (A1) +U(B7)  und damit A, 1 By = (0)
Damit ist der Multioperatorring GG aber auch direkte Summe von A; und allen Idealen B; mit i = 2,...,1:
G:Al@BQ@@BZ

Auch das Ideal Bj ist durch das Ideal A ersetzbar.

Bis jetzt war vorausgesetzt, dass wenigstens eine Komponente Agi) von dem zugehorigen Ideal B;
verschieden ist. Nun fordern wir, dass die Komponenten von Ay beziiglich der Ideale Bj, j = 1,...,[,
mit diesem selbst {ibereinstimmen und zuséatzlich wenigstens die Komponente von zum Beispiel By
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beziiglich des Ideals A1 mit A; zusammenfillt.
Dann ist aber, wie schon gezeigt:

G=A+B ud G=B+A4; (2.37)
Aus (2.27) und (2.35) wird o
(G) =1(A1)+1(Ar)

Aus (2.28) und (2.35) wird
UG) = U(By) + U(BY)

Aus (2.37) wird, da nur die Summe gesichert ist
(G) <U(A)+U(B1) wnd  UG) <U(B1)+1(A)
Losen wir dieses System von Gleichungen und Ungleichungen auf, erhalten wir:
(A1) =1U(By) und 1(A7) = 1(By)
womit also auch o o
AiNBi=B1NA =(0=

gilt. Die direkten Summen
G=A19By®.. DB =B1®A>s D ... ® A,

existieren.

Es verbleibt also noch die Moglichkeit, dass die Komponenten von A; beziiglich der Ideale B; mit
den B; tbereinstimmen, wahrend umgekehrt alle Komponenten B; beziiglich A; von dem Ideal A;
verschieden sind.

Dann besitzen alle B; die Eingenschaft von A; aus dem ersten Teil des Beweises und kénnen damit
durch gewisse A; ersetzt werden. Damit gibt es auch ein Ideal Bj, welches durch das Ideal A; ersetzt
wird. Folglich muss aber die Komponente von B; mit dem Ideal A; zusammenfallen. Es liegt also
ein Widerspruch zur Voraussetzung vor. Diese Moglichkeit existiert nicht, womit der Beweis dieses
Hilfssatzes erbracht ist.

Als Folgerung ergibt sich der Satz von Schmidt-Ore:

Satz von Schmidt-Ore
Ist G ein Multioperatorring mit Hauptreihen, so sind je zwei direkte Zerlegungen von G in direkt
unzerlegbare Ideale direkt dhnlich.

Beweise: Es seien
G=A1®..9A, =B1D..® B

zwei direkte Zerlegungen von G, wobei die A;, B;, i = 1,...,k, j = 1,...,[, direkt unzerlegbare Ideale
sind.

Ersetzen wir das Ideal Ay durch ein Ideal Bj, so sind beide Ideale direkt dhnlich. Liegt nun eine direkte
Summe vor, bei der schon einige Ideale A; durch Ideale B; ; ersetzt sind

G:Bl,j@---@Bm,j@Am-I—l@m@Ak (238)

mit 1 < m < k, wobei die B;; paarweise verschieden sind, so sind die Ideale A; und B;; direkt
ahnlich. Wenden wir Satz 1 auf die Zerlegungen (2.28) und (2.38) an, lésst sich das Ideal A,,+1 durch
ein gewisses Ideal By,41; aus der Zerlegung (2.28) ersetzen, wobei A,,11 und B, 41, direkt dhnlich
sind, sowie das Ideal B,,41,; von allen Idealen B; j, i = 1,...,m, verschieden ist, denn aus (2.38) folgt

B ;N By, = (0)
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fir alle ¢ mit ¢ = 1,...,m. Wird diese Ersetzung fortgesetzt, erhalten wir am Ende
G = Bl,j b ...PH BkJ’

wobei k <[ gilt. Mit Relation (2.28) erhalten wir dann aber sogar k = [. Folglich sind beide direkten
Zerlegungen direkt dhnlich. Der Satz ist bewiesen.

2.4.3 Anwendung und Beispiele

In Abschnitt 2.1.4, bei der Zerlegung von Restklassenringen, ergab sich, dass die auftretenden direkten
Zerlegungen bis auf Reihenfolge der Summanden eindeutig bestimmt sind. Damals konnten wir den
Beweis noch nicht fiihren.

Da Restklassenringe Hauptreihen besitzen, folgt nun aus dem Satz von Schmidt-Ore:

Satz 1
Direkte Zerlegungen eines Restklassenrings in direkt unzerlegbare Ideale sind untereinander direkt
dhnlich.

Direkt dhnlich bedeutet aber, dass die Summanden bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind. Da
aber in einem Restklassenring zu einem Ideal A kein weiteres von A verschiedenes Ideal B existiert,
welches zu A isomorph ist, d.h., es gibt nur die triviale direkte Ahnlichkeit zu sich selbst, folgt daraus,
dass die direkten Zerlegungen in direkt unzerlegbare Ideale sogar bis auf die Reihenfolge der Summan-
den eindeutig bestimmt ist.

Dies muss nicht in jedem Multioperatorring mit Hauptreihen der Fall sein.

/
\

Betrachten wir einen Multioperatorring mit dem oben abgebildeten Idealdiagramm, so ist dieser €)-
Ring direkt zerlegbar und zwar:

\/

G=A®B=A0C=AD=BC=BasD=Co®D

Damit ist jedes echte Ideal zu jedem anderen echten Ideal direkt dhnlich. Die Ideale A, B, C' und D
miissen folglich zueinander isomorph sein. Da die vier nichttrivialen Ideale minimal und damit direkt
unzerlegbar sind, sind die direkten Zerlegungen des 2-Rings direkt &hnlich.

Als endlicher Multioperatorring besitzt der Quasiendomorphismenring Q4 Hauptreihen. Dessen Zerle-
gung in Ideale ldsst sich folglich zu einer Zerlegung in direkt unzerlegbare Ideale verfeinern. Vergleichen
wir mit Seite 100, so erkennen wir, dass die direkte Zerlegung

Q4 = (a3) ® (a10)

eine derartige Zerlegung ist. Wir kénnen sogar sagen, dass hier die direkte Zerlegung in direkt unzer-
legbare Ideale bis auf die Reihenfolge der Summanden eindeutig bestimmt ist.

Der Schluss, dass nun auch jedes Ideal des Multioperatorrings Q4 derartig in direkt unzerlegbare Idea-
le zerlegt werden kann, dass diese direkte Summe bis auf die Reihenfolge der Summanden eindeutig
bestimmt ist, ist nicht moglich. Fiir das Ideal (ag,a11) existieren die direkten Summen

(as,a11) = (as) & (a11) = (a6) @ (a11) = (as4) & (a13)
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Diese Zerlegungen sind aber nicht die gesuchten, da jeweils ein Summand weiter direkt zerlegbar ist.
Die Darstellung des Ideals (ag,a11) als direkte Summe von unzerlegbaren Idealen hat die Form

(ag,a11) = (ai0) ® (a11) ® (a13)

und ist die einzige dieser Form. Die Summanden sind damit auch hier bis auf ihre Reihenfolge eindeutig
bestimmt.
Betrachten wir aber das Ideal (aj,a;1), so sind deren Zerlegungen in direkt unzerlegbare Ideal die
folgenden:

(a1,a11) = (a1) @ (a11) = (a11) ® (a13) = (a1) @ (a13)

Dieses Ideal kann nicht eindeutig bis auf die Reihenfolge der Summanden in direkt unzerlegbare Ideale
aufgespalten werden. Wir schon in Abschnitt 2.4.2 erwéhnt, sind die Ideale (a1), (a11) und (a13) direkt
dhnlich, d.h. zueinander isomorph.

Weiterhin untersuchten wir die Multioperatorringe R”, welche aus n-Tupeln, n > 2, reeller Zahlen
bestehen und die Operationen ”Addition” und "Multiplikation” komponentenweise ausfiithren.

In Satz 1, 2.1.2, gaben wir deren Zerlegung an. Jetzt, nachdem der Begriff der vollstadndigen direkten
Summe zur Verfiigung steht, konnen wir sage, dass der Multioperatorring (R™,+,0) die direkte Summe
von n Korpern der reellen Zahlen ist:

R",+,0)=ReRd..dR
N———

nSummanden

Da die Summanden alle Kérper sind, sind sie selbst direkt unzerlegbar, so dass wir eine Zerlegung in
direkt unzerlegbare Ideale vorliegen haben.

Da nun der Multioperatorring R™, trotz seiner Unendlichkeit, endlich viele Ideale und damit Hauptrei-
hen besitzt, ist diese Zerlegung bis auf Isomorphie (sogar bis auf die Reihenfolge der Summanden) der
Summanden eindeutig bestimmt.

In Abschnitt 2.5.3 wird und noch ein weiterer Multioperatorring mit direkt d&hnlichen Idealen begeg-
nen.
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2.5 Direkte Summen in endlichen Multioperatorringen

2.5.1 Erster Hauptsatz

In der Gruppentheorie wird durch den Hauptsatz fiir endliche abelsche Gruppen die Struktur fiir die-
se Gruppen aufgekldrt. Auf Grund dieses Satzes kann von jeder endlichen abelschen Gruppe deren
direkte Zerlegung bestimmt werden.

Da zyklische Gruppen direkt unzerlegbar sind, liegen somit immer zugleich direkte Zerlegungen in
direkt unzerlegbare Gruppen vor.

Da die abelschen Gruppe entartete Multioperatorringe (leere Operationensystem) sind, ist dieser Satz
auch fiir uns von Bedeutung:

Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen
Jede endliche abelsche Gruppe ist die direkte Summe endlich vieler zyklischer Gruppen von Prim-
zahlpotenzordnung.

Da wir aber Multioperatorringe in ihrer allgemeinen Form untersuchen, erhebt sich die Frage, ob man
diesen Satz auf Multioperatorringe iibertragen kann, da jeder Multioperatorring eine abelsche Gruppe
als Tragerstruktur besitzt. Diese Frage soll jetzt beantwortet werden.

Wir suchen nach einem hinreichenden und notwendigen Kriterium fiir die Existenz von direkten Zer-
legungen von endlichen Multioperatorringen. Dazu teilen wir die Multioperatorringe in vier Félle ein:

A) Multioperatorringe, deren additive Gruppe eine Ordnung n mit

€2 €k

n=p{" - p5’ - ...y
hat, wobei die p;, i = 1,...k, verschiedene Primzahlen, k > 2, und fiir alle i: e¢; > 1 sind.
B) Multioperatorringe, deren additive Gruppe von Primzahlordnung ist.
C) Multioperatorringe, deren additive Gruppe von Primzahlpotenzordnung p;, i > 2, und zyklisch ist.

D) Multioperatorringe, deren additive Gruppe von Primzahlpotenzordnung p;, ¢ > 2, und nicht zy-
klisch ist.

Die ersten drei genannten Félle behandeln wir in diesem Abschnitt, wihrend wir Fall D bis zum
néachsten Abschnitt verschieben.

Offenbar koénnen wir feststellen, dass ein Multioperatorring nur dann echt direkt zerlegbar sein kann,
wenn es auch dessen additiven Tragerstruktur ist, d.h., besitzt ein Multioperatorring einen direkt un-
zerlegbaren Modul als Tragerstruktur, so ist er selbst direkt unzerlegbar. Die Ursache liegt in dem
Satz von Kuros iiber die Summe von Idealen (Satz 3, 1.3.1). Damit kdnnen wir sagen:

1. Hauptsatz iiber endliche Multioperatorringe
Sei G ein beliebiger endlicher Multioperatorring. n sei die Ordnung der additiven Tragerstruktur
(G,+) von G.

1. Ist n zusammengesetzte Zahl, d.h. es existiert eine Primfaktorzerlegung

n=p{-pP- .. piF (2.39)

wobei die p; Primzahlen sind, i = 1,...,k, kK > 2, e; > 0 fiir alle 4, so ist der Multioperatorring
G echt direkt zerlegbar.
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2. Ist n Primzahl, so ist G direkt unzerlegbar.

3. Ist n Primzahlpotenz, d.h. n = p’, i > 2, und die additive Gruppe (G,+) von G zyklisch, so
ist G ebenfalls direkt unzerlegbar.

Beweis zu Behauptung 1:

Da die Gruppenordnung n die Darstellung (2.39) besitzt, konstruieren wir fiir jede der Primzahlen
pi, © = 1,...,k, eine Untergruppe des Moduls (G,+), von denen wir anschlieflend die Idealeigenschaft
nachweisen.

Fiir jede der Primzahlen p; werde mit P; die Untergruppe von (G,+) der Form
Pi:{a]a6GundEleNmitpga:a—i—a—i—...—i—a:O} (2.40)
—_— ——

p‘z Summanden

bezeichnet. Dabei ist .
p{a:a—l—aﬁ—...—l—a
—_——

pg Summanden

die pz -te Vielfachbildung. Wie man sieht, haben wir damit gerade die p-Sylow-Gruppen der abelschen
Gruppe (G,+) des Multioperatorrings G konstruiert. womit der Untergruppennachweis hinfillig ist.
Ebenso eriibrigt sich der Nachweis, dass zwei verschiedene p-Sylow-Gruppen P; und P; paarweise, bis
auf das Nullelement, disjunkt sind.

Die P; sind aber mit den Operationen w, aus dem Operationensystem €2 des Multioperatorrings G
auch Ideal in G. Dazu seien die Elemente b1,...,b, beliebig aus G und a beliebig aus einer Untergruppe
P,

Fiir eine beliebige n-dre Operation w, aus {2 muss dann das Element

b1...bi_1abi+1...bnwn

als Element von P; nachgewiesen werden. Dazu suchen wir eine natiirliche Zahl j grofer Null, fiir
welche die pl-te Vielfachbildung zum Nullelement wird. Da das Element a aus P; ist, existiert fiir a
eine derartige natiirliche Zahl j© mit:

i+

pl a=0 (2.41)

Betrachten wir nun

P! (br..b_1abyg1..bpwn) = by...b_1aby1..bpwn + .. + br..by_1aby 1. bywn =

pz * Summanden
i+
Wenden wir das Distributivgesetz (p/ — 1) mal an, ergibt sich insgesamt

i+
= bl...blfl(pg a)blﬂ...bnwn =

und mit Gleichung (2.41)
== b1~--bl—10bl+1---bnwn =0

womit die Untergruppen P; mit den Operationen des Operationensystems €2 von G Ideale in dem
Multioperatorring sind.

Dass nun der Q-Ring G die Summe dieser Ideale P; ist, ¢ = 1,...,k, folgt aus der Tatsache, dass
die additiven Anteile der P; die p-Sylow-Gruppen des Moduls von G sind. (siche dazu Flachsmeyer-
Prohaska [2], Seite 186)

Damit gilt:



Da nun mindestens zwei Primzahlen in der Zerlegung (2.39) auftreten, ist diese direkte Summe auch
echte direkte Summe. Behauptung 1 ist bewiesen.

zu Behauptung 2: Wenn die Gruppenordnung n Primzahl ist, so ist die additive Gruppe (G,+) von G
zyklisch. Damit ist nach dem Satz von Lagrange keine echt Untergruppe moglich. Es kann also auch
kein nichttriviales Ideal im Multioperatorring G geben. G ist direkt unzerlegbar.

zu Behauptung 3: Ist n = p’, i > 2, und der Modul (G,+) von G zyklisch, so existiert fiir jeden
echten Teiler ¢ der Gruppenordnung eine nichttriviale Untergruppe der Ordnung ¢ und nur diese, d.h.,
Untergruppen der Ordnung:

1=p%pip% .0 ' =n
Als Unterstrukturen der zyklischen Gruppe (G,+) sind diese Untergruppen selbst zyklisch, so dass fur

die Untergruppe der Ordnung p*~! alle anderen Untergruppen mit den Ordnungen 1 bis p'~2 wieder
Untergruppen sind. Damit gilt:

(O)CUlCUgC...CUZ'_1CUZ':G

wobei U; die Untergruppe ist, welche die Ordnung 1’ besitzt. Selbst wenn einige dieser Untergruppen
kein Ideal im Multioperatorring G darstellten, besitzt G dann genau eine Hauptreihe und ist nach
Satz 2, 2.3.2, direkt unzerlegbar.

Der 1.Hauptsatz ist bewiesen.

2.5.2 Zweiter Hauptsatz

Bisher wurden endliche Multioperatorringe mit nichtzyklischem Modul von Primzahlpotenzordnung
nicht betrachtet.

Die Ursache ist, dass hier nicht einfach aus der Gruppentheorie auf die Multioperatorringe verall-
gemeinert werden kann. Im Fall D der endlichen Multioperatorringe besitzen die Operationen des
Operationensystems grofien Einfluss.

Betrachten wir einen beliebigen endlichen Multioperatorring G mit einem nichtzyklischen Modul (G,+)
von Primzahlpotenzordnung.

Aus der Gruppentheorie ist bekannt, dass sich die additive Gruppe (G,+) in eine direkte Summe von
zyklischen Untergruppen Z; zerlegen lasst. Da die abelsche Gruppe (G,+) selbst nicht zyklisch ist,
wird diese direkte Zerlegung nicht trivial:

(G,+) =21 PP ... P Zj

mit § > 2. Da G endlich ist, besitzt der Multioperatorring G nach Satz 2, 1.4.2, Hauptreihen. Auf
Grund des Satzes von Schmidt-Ore ist diese Zerlegung dann zu jeder anderen isomorph, da die Z; als
zyklische Gruppen direkt unzerlegbar sind.

Die additive Gruppe der Multioperatorrings GG ist dann bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte echte
direkte Summe von zyklischen Gruppen. Erweisen sich diese zyklischen Gruppen als Ideale von G, so
wére dann auch G echt direkt zerlegbar. Damit gilt:

Satz 1
Ein Multioperatorring G, dessen Modul nicht zyklisch und von Primzahlpotenzordnung p;, ¢ > 2,
ist und damit eine direkte Zerlegung

(G,—‘r) =Z19..0Z;
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mit j > 2, existiert, ist echte direkte Summe, wenn fiir alle erzeugenden Elemente a; der zyklischen
Gruppen Z;, i = 1,...,j, und jede Operation w, aus dem Operationensystem {2

.. Qiy € Z; und Ao QARG ... Ay = 0 (2.42)

wobei i # k und jedes mogliche Paar (i,k) mit ¢,k = 1,...,j durchlaufen wird, gilt.

Beweis: Die additive Gruppe ist nach Voraussetzung in die zyklischen Gruppen Zi,...,Z; echt direkt
zerlegbar. Diese sind damit bis auf das Nullelement zueinander disjunkt.

Kénnen wir nachweisen, dass alle zyklischen Gruppen Z; Ideale in dem Multioperatorring G' bilden,
so lege dann die gesuchte direkte Zerlegung des 2-Rings G vor.

Sei Z; eine beliebige dieser zyklischen Gruppen. a; sei eines deren erzeugenden Elemente. Wir be-
trachten nun drei Arten von Elementen des Multioperatorrings G:

1. Elemente aus der zyklischen Gruppe Z;
2. Element aus der mengentheoretischen Vereinigung aller zyklischen Gruppen Zg, k =1,...,j
3. Elemente aus der Differenz von G mit der Menge aller Elemente der 2.Art.

zu 1.) Seien die ay,...,a, beliebige Elemente aus Z; und w, eine Operation aus dem Operationensystem
Q) von G. Dann erhalten wir
A1...OpWy =

da jedes Element a; aus Z; durch das erzeugende Element mit

ap = a{k

darstellbar ist
= a{la{?..a{"wn =(a;i+ ...+ ai)afc?...azf"wn =
und mit wiederholtem Anwenden des Distributivgesetzes

= aialfz...a{"wn 4+ .+ aia{Q...alf"wn = fl(aialfQ...aZf"wn) =

f1 Summanden

wenden wir nochmals diese Schrittfolge an, ergibt sich

= flfg(aiaia{3...af”wn) =

und l6sen wir vollstdndig auf

= Z fl(ai...aiwn)
i=1

Da dieses Element nach Voraussetzung (2.42) in der zyklischen Gruppe Z; enthalten ist, ist Z; mit
den Operationen aus dem Operationensystem zumindest {2-Unterring des Multioperatorrings G.

zu 2.) Sei a ein beliebiges Element aus dem Q-Unterring Z; des Multioperatorrings G. Die Elemente
ai,...,an seien beliebig aus allen Q-Unterringen Zy, k& = 1,...,j, gewéhlt. Dabei konnen auch einige
Elemente aus Z; sein, was aber nicht verlangt wird. Dann ist:

ay...ap—1a0g+4+1-.-QpWn =

da a als Element von Z; die Darstellung



mit a; als erzeugendem Element von Z;, besitzt und durch anschlieendes Anwenden des Distributiv-
gesetzes

=47

a1...0%—10;Qf41..-ApWy) = (%)

Sei 0.B.d.A. das Element a; aus dem 2-Unterring Z;, mit s; fest aus 1 < s; < j und s; # 7. Nach
Voraussetzung existiert mindestens ein derartiges Element. Das erzeugende Element der zyklischen
Gruppe des Q-Unterrings Z;, sei das Element ajl. Folglich lasst sich a; durch

+ )il

ap = (asl

darstellen, so dass wir wieder mit dem Distributivgesetz

(x) = i1i+(a;rlag...ak,laiakﬂ...anwn) = (%)

erhalten. Da alle anderen n-dren Faktoren a;, t = 2,....,k — 1,k 4+ 1,...,n, in irgendeiner der zyklischen
Gruppen enthalten sind, kénnen diese Elemente a; durch bestimmte Vielfache von Erzeugenden ersetzt
werden. Man erhalt:

(xx) = C+(aza;...a;:_laia;;+l...a:nwn) = (%% %)

wobei C'T eine bestimmte ganze Zahl ist, welche die Vielfachbildung festlegt. Da mindestens zwei
Erzeugende aus verschiedenen 2-Unterringen Zj, sind, erhalten wir mit der zweiten Voraussetzung des
Satzes

(x%%)=CT0=0C Z

womit Z; fiir alle Elemente aus der mengentheoretischen Vereinigung aller (2-Unterringe Z, k = 1,....7,
die Idealeigenschaft erfiillt.

zu 3.) Sei a ein beliebiges Element aus dem Q-Unterring Z;, mit der Darstellung

+
. 1
a = a;

Die Elemente ay,...,a, seien vollig beliebig aus dem Multioperatorring G. Dabei treten wieder diese
drei Moglichkeiten auf:

A) Einige Elemente a; sind aus dem Q-Unterring Z;, wodurch wie diese Elemente als Vielfache des
erzeugenden Elementes a; darstellen kénnen.

B) Einige der Elemente aj sind in den anderen Q-Unterringen mit den zyklischen Gruppen als
Tragerstruktur enthalten, wodurch wir diese Elemente durch die Vielfachbildung der entsprechen-
den Erzeugenden darstellen.

C) Einige Elemente sind in keiner der zyklischen Gruppen enthalten und koénnen daher als Summe
von Elementen der zyklischen Gruppen eindeutig dargestellt werden:

ag =ai1 + ...+ a;
Diese Darstellung ist auf Grund von Abschnitt 2.3.6 moglich.
Benutzen wir diese Aussagen, erhalten wir fiir jede Operation w,, aus dem Operationensystem €
Q1O 1Q0f 4] - QpWpy =
mit den Aussagen von A) und den Uberlegungen zu 1. und 2.
=C(aj...a5_10a}...apwp) =

mit C als gewisser ganzer Zahlen, wobei einige Elemente af, t = 1,...,k — 1,k + 1,...n evtl. durch ihre
Erzeugenden ersetzt sind. Zu Bewahrung der Ubersicht und Vereinfachung der Darstellung schreiben
wir in der weiteren Darstellung wieder a;y = a.
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Weiterhin kénnen wir das Element a durch das Erzeugende a; ersetzen, so dass mit dem Distributiv-
gesetz
=C"(a1...05—10;Qf 11 ...Qpwp) = (*)

wird. O.B.d.A. nehmen wir an, dass das Element a; ein Element der Art C) sein. a; besitzt dann die
Darstellung

a1 = a1l + a2+ ... +an

Setzen wir ein und benutzen das Distributivgesetz
= C’+(anag...ak_laiakﬂ...anwn + a12a2...05-10;0f41...0pWn + ... + alnag...ak_laiakﬂ...anwn) =

Die Elemente aqj, j = 1,...,n, kénnen als Elemente der zyklischen Gruppen durch Erzeugende ausge-
driickt werden:

_ o+ 4
= Ot (i11(afiaz...ap_1aiap41...anwy) + i12(af5a2...a5_10;Q 1 1. .Anwy) + ..t

iln(afnag...ak_laiakﬂ...anwn)) =

Fiihrt man dieses Verfahren fiir alle noch nicht ersetzten Elemente durch, so erhédlt man am Ende eine
Darstellung der Form

= Z Cf(a;rlaﬁ...ai...ajnwn)
7

wobei die Komponenten C’f gewisse ganze Zahlen sind und die Summenbildung iiber einen wohlbe-
stimmten Indexbereich durchgefiihrt wird. Dabei sind alle Komponenten der n-dren Produkte erzeu-
gende Elemente aus verschiedenen (moglicherweise auch aus genau einer) zyklischen Gruppe. Nach
den Voraussetzungen des Satzes erhalten wir dann:

Yot a atw —
a1 0 Qi O W =

{Zi, wenn alle ajl = q; sind

. + .
0, wenn ein aj, # q; ist

In beiden Féllen muss dann die Summe iiber dem Indexbereich J Element des Q2-Unterrings Z; sein.
Damit sind diese (2-Unterringe Z; mit dem Operationensystem €2 des Multioperatorrings G Ideale und
es gilt:

Der Satz ist bewiesen.

Wenden wir uns der Umkehrung zu. Angenommen Voraussetzung (2.42) wire fiir eine der zyklischen
Gruppen Z; nicht erfiillt, d.h., es existiert eine Operation w,, des Operationensystems 2 von G mit

ay...ap...anwn, ¢ 7

so ist zwar Z; mit den Operationen aus €2 kein 2-Unterring des Multioperatorrings G, es bedeutet
aber nicht, dass das Ideal G direkt unzerlegbar ist.

Es konnte der Fall eintreten, dass Z; + Zi, wobei Zp wieder eine zyklische Gruppe der direkten
Zerlegung des Moduls von G ist, ein Ideal in G bildet. Sind die restlichen zyklischen Gruppen Z; mit
den Operationen aus () Ideale, so ware dann

G=7210..021109211® .. ®Zk 1D Zky1D ... ® Zpn ® (Z1 + Zy,)

eine echte direkte Zerlegung des Multioperatorrings G. Satz 1 ist daher zwar hinreichend aber noch
nicht notwendig. Zur Konstruktion eines weiteren Kriteriums iiberlegen wir:
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Haben wir einen Multioperatorring G, dessen Modul (G,+) nicht zyklisch und von Primzahlpotenz-
ordnung p', i > 2, ist, so existiert eine Zerlegung des Moduls

GH)=21D2:®...® Zy

Damit der Multioperatorring G direkt zerlegbar ist, miissen mindestens zwei Ideale existieren, welche
nichttrivial und bis auf Null disjunkt sind. Dazu iiberlegen wir uns, dass die Erzeugenden der zyklischen
Gruppen (deren Wahl ist beliebig) gerade die Erzeugenden von ganz G sind.

Der Multioperatorring besitzt also ein Erzeugendensystem

(al,ag,...,an) (2.43)

welches nicht notwendig minimal sein muss und die Elemente a; die Erzeugenden der zyklischen
Gruppen Z; sind.

Auf Grund der Definition aus 1.3.2 und Satz 1, 1.3.2, ist dann das Erzeugendensystem eines jeden
Ideals (das Nullideal ausgenommen) des Multioperatorrings G in dem System (2.43) enthalten, wobei
gewisse Bedingungen zur Absicherung der Idealeigenschaften sowie der direkten Summierbarkeit erfillt
sein miissen, so konnen wir allgemein in diesem Multioperatorring direkte Summe angeben:

2. Hauptsatz

Sei G ein Multioperatorring, dessen Modul (G,+) nicht zyklisch und von Primzahlpotenzordnung
pt, i > 2, ist.

(a1,a2,...,ay) sei ein n-Tupel von Erzeugenden, welches durch die direkte Zerlegung

GH)=210Z2®...® Zy

bestimmt ist. G ist dann echte direkte Summe von ¢ Idealen, wenn das System (2.43) in g Teil-
systeme

(a117~-')a181)7 (a21>'~-7a282)7 ceey (aqla"'vaqsq)

mit 1 <a <nund 1 < s; < n fir alle ¢, zerlegt werden kann, fiir die folgende Bedingungen erfillt
sind:

1. Jedes Element a; aus dem System (2.43) tritt in genau einem Teilsystem auf, d.h., die
Teilsysteme sind paarweise disjunkt:

(ail,...,aisi) N (ajl,...,ajsj) = (O) (2.44)
fiir ¢ # j, und die Vereinigung aller System ergibt ganz (2.43):

(aila---aaisi) = (Gl,u-,an) (2-45)

-

=1

2. Jedes Teilsystem ist in sich beziiglich der Operationen w,, aus dem Operationensystem {2 des
Q-Rings G abgeschlossen, d.h. fiir alle i: 1 <14 < ¢ gilt:
Fiir jedes n-Tupel by,...,b,, aus der von dem System (a;1,...,a;s,) erzeugten additiven Gruppe
ist:

by..bpwn, € (ail,...,aisi)+ (2.46)

wobei (a;1,...,a;s, )+ diese additiv erzeugte Gruppe ist.

3. Jedes n-dre Produkt von Elementen aj, j = 1,...,n, aus dem System (2.43), wobei einige
Elemente mehrmals oder auch gar nicht auftreten kénnen, aber mindestens zwei Erzeugende
aus verschiedenen Teilsystemen genommen sind, ist gleich dem Nullelement, d.h., fir alle

Operationen w, aus dem Operationensystem €2 von G und beliebige Elemente by,...,b,, aus
(2.43) und zwei a; und ag aus verschiedenen Teilsystemen ist:

61...bpflalbpﬂ...bq,lagbqﬂ...bnwn =0 (2.47)

wobei p und q beliebig sind.
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Beweis: Der Nachweis teilt sich in drei Abschnitte.

A) Der Nachweis, dass jede von einem Teilsystem erzeugte additive Untergruppe von (G,+) ein Ideal
im Multioperatorring G bildet.

B) Der Nachweis, dass die Summe dieser Ideale ganz G ergibt:

q

G =) (i1, s0is,)02

i=1
C) Der Nachweis, dass diese Ideal Relation (2.2) aus 2.1.1 erfiillen.

zu A): Dazu zeigen wir die Forderung aus Satz 1, 1.3.1:

Sei (@i1,...,a;s,) €in beliebiges dieser Teilsysteme von (2.43). Dieses System erzeugt additiv eine Gruppe
(@i1ye..,0is; )+, welche abelsch ist. Auf Grund der Forderung ¢ > 1 und a; < n ist diese Gruppe
Untergruppe des Moduls (G,+) des Multioperatorrings G. Um nun die Idealeigenschaft nachzuweisen,
wéhlen wir ein beliebiges Element a aus dieser Untergruppe, welche wir mit (a;1,...,ais, )+ bezeichnen.
Dieses Element a lisst sich dann in der Form

a = Z a,;j (2.48)
J

darstellen, wobei J eine gewisse Indexmenge ist. Die Elemente a;; sind dabei aus dem Teilsystem
(@i1,-.-,ais;), wobei nicht alle aus dem Teilsystem auftreten miissen, bzw. auch mehrfach Summand
sein konnen. Weiterhin wéhlen wir beliebige Elemente aus G und zwar by,...,b,, wobei wieder drei
Moglichkeiten auftreten:

1. einige b; sind Element der betrachteten additiven Gruppe (a;1,...,a;s;)+. Diese konnen dann in
der Form (2.48) dargestellt werden
/
J1

wobei die dort verwendeten Elemente a;; nicht mit den obigen a;; {ibereinstimmen miissen.

2. einige b; sind Element einer Untergruppe, welche von einem anderen Teilsystem von (2.43) er-
zeugt wird. Ist b; Element von (ay1,...,a,s,.)+, dann gilt in Analogie zu 1.:

bl = Z CLrj
Ja

3. einige b; sind in keiner der von den Teilsystemen erzeugten Untergruppe enthalten. Dann besitzt
b; aber, da die direkte Zerlegung

(G)+) =219..® Z,
besteht, eine eindeutige Darstellung
bh=al +a3 +..+a

wobei die a;' bestimmte Elemente aus den zyklischen Gruppen und damit auch aus den erzeugten
Untergruppen sind.

Wir betrachten fiir eine beliebige Operation w, aus dem Operationensystem {2 des Element:
bl...bi_labiﬂ...bnwn =
mit Relation (2.48)

= bl...bi,1 (Z aij> bi+1...bnwn =
J
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auf Grund der Distributivitét

= Z(bl---bi—laijbi—f—ln-bnwn) =
J

Ersetzen wir nun die Elemente 1. und 2.Art, wobei wir 0.B.d.A. annehmen, dass von jeder Sorte nur
eines existiert, erhalten wir:

= Z(bl... (Z a;j) . (Z am) bic1aijbigy . bpwy) =
J Ji

und wieder mit dem Distributivgesetz

R Z (ZZ @rj---bi-18ibis1.. bnwn)) B

J1 Ja

Ersetzen wir ein Element der 3.Art. O.B.d.A. sei dies wieder der ZweckméaBigkeit halber ;. Dann
wird:

Ji1 J2

_Z(ZZ a11a12 +a1n)b2 a Arj...bi—10;bit1.. bnwn)> =

Dabei sind die af]'- erzeugende Elemente aus (2.43). Wenden wir wieder das Distributivgesetz an,
erhalten wir:

- Z (ZZ (Z alij"'a/ Qrje.Qij... bnwn +Z agj Qpj...Qij-. bnwn) + ..+
Ji J2 J!

—I—Z a,, b2 CL j...aij...bnwn))) =

Ersetzen wir nun das néchste Element der 3.Art, welches 0.B.d.A. by sei, wird

- Z (ZZ (Z (Z aljaljbg a < Qpj...Qij.. nwn + Z alja23b3 a ]...aij...bnwn)+

Jl J2 J/ J// J//

+. + Z(aﬂa:jbg...a;j...aTj...aij...bnwn)) +
gy

+ Z (Z(a;}-af}bg...aéj...arj...aij...bnwn) + Z(ag}-ag}bg...agj...arj...aij...bnwn)—i—
! J{/ Jé/

+.. -1—2 agj n]bg el j...aij...bnwn)) + ..
J//

+Z (Z n]aljb?) a Qe Qij . bpwy) + Z(azja;jbg...a;j...arj...aij...bnwn)—i—
! J{/ Jé/

+... +Z an]an]bg a .a j...aij...bnwn)))> =

"
Jn

Werden nun alle weiteren noch nicht ersetzen Elemente derartig entwickelt, erhélt man am Ende:
- Yot afi)
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d.h., eine Summe iiber eine wohlbestimmte Indexmenge, wobei alle Elemente a, s(J) = 1,...,n, jeweils
erzeugende Elemente aus dem System (2.43) sind.

Auf Grund der Voraussetzungen (2.46) und (2.47) treten dann zwei Moglichkeiten fur die n-dren
Produkte aj ...a} wy, ein:

L4 € (aj1,--,0is; )+, wenn alle af aus dem System (aj1,...,ais;) sind
aj ...a; w

=0, wenn zwei der af aus verschiedenen Teilsystemen sind

Damit ist aber in jedem Fall:

by...b;_1ab;iq...bpw, = Z(af...a,fwn) € (ai1y.,Qis; )+
J

womit die von den Teilsystemen erzeugten Untergruppen mir den Operationen w,, aus dem Operatio-
nensystem () tatsédchlich Ideale im Multioperatorring G bilden.

zu B): Es ist zu zeigen, dass die Komplexsumme

q

H=> (ai—1,05s,)0

i=1

den ganzen Multioperatorring G ergibt. Nach Voraussetzung ist die additive Gruppe (G,+) in die
Summe zyklischer Gruppen direkt zerlegbar, d.h.:

n
i=1
D.h., jedes Element g der Multioperatorrings GG besitzt dann eine eindeutige Darstellung
g=2z1+z2+ ...+ 2

wobei die Elemente z; aus den zugehérigen Z; entnommen wurden. Betrachten wir eines der Ideale
(@i1,-..,ais; ), s0 enthélt dessen Erzeugendensystem die erzeugenden Elemente der zyklischen Gruppen
Zjy oy Ljysi—1, wobei wir auf Grund der Méglichkeit des Umnummerierens die zyklischen Gruppen
entsprechend anordnen kénnen. Damit kénnen die Elemente sj,...,5;45,—1 durch Elemente aus dem
Ideal (a;1,...,a;s;) ersetzt werden.

Da jedes z;, i = 1,...,n, in einem dieser Ideale auftritt, konnen alle durch Elemente aus den Idealen

ersetzt werden. Damit ist: .

G =) (ai1,-,ais,)0

i=1
zu C): Diese Forderung ergibt sich daraus, dass aus

n

GH) =) Z

i=1
fir alle ¢ .
ZinZi=(0) wmit Z= Y Z
=LA

folgt. Sei (ai1,..-,ais; ) eines dieser Ideale. Das Erzeugendensystem enthalte die erzeugenden Elemente
der zyklischen Gruppen Zj,...,Zj44,-1, womit gilt:

(ail,...,aisi)_i_ = Zj + ...+ Zj—&-si—l
Fiir Z; erhalten wir aber

( i Zi) Nnzj=1(0)

i=1,i#j
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ausfiihrlich
n
Z Z,L'—|—Zj+1 —|—...+Zj+3i,1 ﬂZj = (0)
Z:177’#j77]+57,71

entsprechend fiir das Ideal Z;41:

n
Z Zl—i—ZJ +Zj+2+-'-+Zj+si71 ﬂZjJrl = (0)
12172#]’7.]4’5171

und allgemein fiir jedes k mit j <k <j+ s — 1:

n
> Zi+Zij+ .t Zir + Zygsr + oo+ Zjys,—1 | N 2 = (0)
Z:17’L7£]77]+81_1

Damit muss auch fiir jedes k, j < k < j+s; — 1, gelten:

( zn: Zi) N Zk = (0)

i=1,i#],....j+si—1

Z:171#377]+51_1

n
( > Zi) N(Zj+ ..+ Zjrs;—1) = (0)
so dass man erhéalt
q
> (@irsenais)o | N (aj1,a5s;)0 = (0)
i=1,i#]

fir alle j von 1 bis ¢. Damit ist C) sowie der ganze Satz bewiesen.

Dieser Satz ist hinreichende Bedingung. Interessant ist, ob die Aussage nicht sogar notwendig ist.
Liegt ein Multioperatorring G vor, welcher einen nichtzyklischen Modul von Primzahlpotenzordnung
p', i > 2, besitzt, so ist die additive Gruppe echte, da i > 2, direkte Summe zyklischer Gruppen:

GCH)=2102,0..0Z, ; n>2

Diese zyklischen Gruppen besitzen die erzeugenden Elemente aq,...,a,, womit fiir den Multioperator-
ring G ein Erzeugendensystem M existiert:

M = (a,...,ap)

Da dieses System mindestens zwei Elemente besitzt, kann eine Aufteilung in Teilsysteme, welche die
Relationen (2.44) und (2.45) erfiillen, vorgenommen werden.

Angenommen ein derartiger Multioperatorring G wére echt direkt zerlegbar, aber die Relationen (2.44)
bis (2.47) wéren nicht vollstandig erfiillt. Dann liegt eine Zerlegung

G=J19®..0J

mit [ > 2 vor. Fir die additive Gruppe bedeutet dies aber, dass sie direkte Summe der additiven
Anteile der Ideale J; ist:
(G4) = (i, H) ® .. @ (S, +) (2.49)

Auf Grund der Vorbetrachtungen zu Satz 1 wissen wir aber, dass die direkte Zerlegung des Moduls
(G,4) in zyklische Gruppen bis auf Isomorphie der Summanden eindeutig ist. D.h., in den direkten
Summen

GH)=Z1022®..8 Z, (2.50)
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und (2.49) lassen sich entweder alle direkten Summanden aus (2.49) durch isomorphe aus der Zerlegung
(2.50) ersetzen, in diesem Fall ist [ = n, oder nach dem Satz von Schmidt-Ore ist [ kleiner als n und
jedes Ideal J;, j = 1,...,l, ist die Summe gewisser Z;, i = 1,...,n, d.h.

Ji=>_ 7%
I

fir alle j = 1,...1. Dabei ist I; eine durch das Ideal J; bestimmte Indexmenge.

In beiden Féllen ist das Erzeugendensystem des Multioperatorrings G aber auf die oben beschriebene
Art und Weise in Teilsysteme zerlegt. Es geniigt also, wenn wir noch zeigen, dass auch die Relationen
(2.46) und (2.47) bei direkter Zerlegbarkeit von derartigen Multioperatorringen erfiillt sein miissen.

zu Relation (2.46): Angenommen eines der entstandenen Teilsysteme wére beziiglich der Operatio-
nen w, des Operationensystems ¢} von G nicht in sich abgeschlossen.
Dann wiirde es ein n-Tupel von Elementen aus der Untergruppe (a;1,...,ais,)+ geben, fiir welches bei

einer Operation w,, aus (1

af .afwy & (i1, ais,)+

ist. Damit wére die Untergruppe, welche durch das Teilsystem gebildet wird, mit den Operationen aus
Q) nicht einmal Q-Unterring des Multioperatorrings G. Dies ist aber ein Widerspruch zu der Tatsache,
dass jedes Ideal (und diese Untergruppe muss ein Ideal bilden, da sie als direkter Summand auftritt)
auch Q-Unterring des Multioperatorrings ist. Folglich muss Bedingung (2.46) voll erfiillt sein.

zu Relation (2.47): Nehmen wir an, fiir ein beliebiges n-Tupel von Elementen (af,...,a;) aus dem
Erzeugendensystem (2.43), wobei zwei der erzeugenden Elemente a; und a; aus verschiedenen Teilsys-
temen genommen sind, gilt beziiglich einer beliebigen Operation w, aus (2 des Multioperatorrings:

af...aj...aj..aw, #0

Setzen wir

+ . . + _
aj ...Q;...aj...a, Wy = b

Da die beiden Teilsysteme, in denen einmal a; und zum anderen das Elemente a; liegt, Ideale erzeugen,
muss das Element b sowohl in dem ersten als auch in dem zweiten Ideal vorhanden sein. Nach Vor-
aussetzung ist aber b verschieden vom Nullelement. Beide Ideale sind jedoch bis auf Null zueinander
disjunkt und konnen also b nicht gleichzeitig enthalten.

Es liegt damit ein Widerspruch vor. Auch die Relation (2.47) muss erfiillt sein. Damit gilt:

Satz 2
Der 2.Hauptsatz ist sowohl hinreichendes als auch notwendiges Kriterium.

Womit wir nun jede endlichen Multioperatorring auf direkte Summen untersuchen kénnen. Die theo-
retische Diskussion derartiger Multioperatorringe schliefen wir damit ab.

2.5.3 Folgerungen und Beispiele

Beziehen wir die eben gefundenen Satze auf besondere Multioperatorringe, so ergibt sich fiir abelsche
Gruppen deren Hauptsatz tiber endlich abelsche Gruppen (siehe Seite 145).
Enthélt dieser Satz eine Aussage iiber echte direkte Zerlegungen, so wird:

Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen
Eine endliche abelsche Gruppe (G,+) der Ordnung n ist dann und nur dann echt in die Sum-
me endlicher vieler zyklischer Gruppen direkt zerlegbar, wenn n zusammengesetzte Zahl (nicht
Primzahlpotenz) ist oder (G,+) nicht zyklisch ist.
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Diese Formulierung erhalten wir, wenn wir uns iiberlegen, dass eine nichtzyklische Gruppe nie Prim-
zahlordnung besitzen kann. Dagegen ist die Forderung "nicht zyklisch” zwar hinreichend aber nicht
notwendig.

Zum Beispiel ist die zyklische Gruppe Zg der Ordnung 6 echt direkt zerlegbar. Ist a deren erzeugendes
Element, so werden die direkten Summanden durch die Normalteiler

@)y und  (@®)y
gestellt. Zyklische Gruppen von Primzahlpotenzordnung sind jedoch immer direkt unzerlegbar.

Beziehen wir beide Hauptsitze auf den anderen Spezialfall der Multioperatorringe, die Ringe (die
Assoziativitédt ist hier uninteressant), erhalten wir:

Hauptsatz iiber endliche nichtnotwendig assoziative Ringe
Ein endlicher Ring R ist in genau zwei Féllen echt direkt zerlegbar.

1. Die Ordnung n seines additiven Moduls (R,+) ist zusammengesetzte Zahl der Art
n=pi' p?- ... pF
wobei p; Primzahlen, £ > 2, und e~ 0 fiir alle ¢ sind.

2. Der Trigermodul ist nicht zyklisch und von Primzahlpotenzordnung p?, i > 2, und es muss
gelten:
Das durch die direkte Zerlegung

(RA+)=2102Z2® ... D Zy,
bestimmte Erzeugendensystem (ay,...,a,) des Rings R lésst sich in ¢ Teilsysteme

(ail 7"‘7(17;82‘)

mit 1 < j <nund 1 < s; < q fir alle 4, zerlegen, welche die Relationen (2.44) und (2.45)
aus Abschnitt 2.5.2 erfiillen. Fiir diese Teilsysteme muss gelten

A) Jedes Teilsystem ist in sich abgeschlossen, d.h., fiir jedes Paar von Erzeugenden a;; und
a; aus einem Teilsystem (a;1,...,a;s;) gilt

@ik + @i1 € (@i1 4oy is; )+ und (2.51)

ail - Gk € (Qi1se05Q4s; )+

wobei (a;1,...,ais; )+ die von dem Teilsystem erzeuge additive Gruppe ist.
B) Das Produkt zweier Erzeugender a;x, a;; aus verschiedenen Teilsystemen ist immer gleich
dem Nullelement

Qi+ Q1 = Q4] * Qi = 0 (2.52)

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort aus den Beweisen der beiden Hauptséitze aus den Abschnit-
ten 2.5.1 und 2.5.2.

Man sieht, dass alle Zeroringe mit nichtzyklischem Trdgermodul echt direkt zerlegbar sind. (2.51)
und (2.52) gelten dann trivialerweise.

Betrachten wir dazu den von der Kleinschen Vierergruppe K4 erzeugten Zeroring, mit der additiven
Strukturtafel:
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o oo o+
o o9 oo
L O 0o oS
o oalo

0 O QR

Da die Kleinsche Vierergruppe K4 nichtzyklisch ist und die Ordnung 4 besitzt, miissen wir fiir den
zugehorigen Zeroring (K4, + ,0) den 2.Hauptsatz anwenden. Die direkte Zerlegung der additiven
Tréagerstruktur ist dabei

(K4,4+) = (a)+ © (b)+ = (a)+ @ (c)+ = (b)+ @ (c)+

wobei nach dem Satz von Schmidt-Ore diese Summanden alle isomorph zueinander sind. Der Zeroring
K4 besitzt damit (unter anderem) drei verschiedene Erzeugendensysteme

(a,b) : (b,c) und (a,c)

welche wir jeweils nur auf eine Art in Teilsysteme zerlegen kénnen, indem man die von einem Element
erzeugten Ideale betrachtet. Der Zeroring K4 ist dann direkte Summe seiner Ideale (a), (b) und (c):

(K4, +,0) = (@) ® (b) = (a) & (c) = (b) @ (c)

Es sei noch bemerkt, dass hier direkt dhnliche Ideale vorliegen.
Im folgenden Abschnitt werden wir uns weiter mit Multioperatorringen, welche die Kleinsche Vierer-
gruppe als Tragerstruktur besitzen, befassen.

2.5.4 Multioperatorringe mit Kleinscher Vierergruppe als Tragerstruktur

Nachfolgend werden wir Multioperatorringe (Ringe) untersuchen, deren additive, abelsche Tragerstruktur
die Kleinsche Vierergruppe ist. Dabei werden wir Hauptsatz 2 anwenden, da die Kleinsche Vierergrup-
pe K4 nichtzyklisch und von Primzahlpotenzordnung ist.

Zuerst betrachten wir den entsprechenden Zeroring und untersuchen diesen auf Quasiendomorphismen.
Wie wir im Abschnitt 1.5.2 mit dem Lemma von Plotkin nachwiesen, sind alle Quasiendomorphismen
des Zerorings (K4,+,0) sogar Endomorphismen, so dass (K4,+,0) einen Endomorphismenring besitzt,
welcher isomorph zu dem Endomorphismenring der Kleinschen Vierergruppe ist.

Diese enthélt die trivialen Endomorphismen, den Nullendomorphismus und den identischen Automor-
phismus. Des weiteren gehoren durch die direkte Zerlegung von (K4,+) Endomorphismen dazu, welche
in der Tabelle genannt werden:

Q] Qg Q3 004 Q5 Qg Qr 4g Q9 Q19 Q11 Q12 Q13 Q14
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

o ot Qe O
O O O OO0
o o O .
@ O e O

0 a 0 b c 0 a c b & b b c
b a c b 0 a c b 0 c a c a
b 0 c 0 c a b a b 0 c a b

Offenbar besitzt der Quasiendomorphismenring des Zerorings K4 die Ordnung 16. Da in dem Zeroring
iber K4 jedes Produkt gleich Null ist, muss auch der zugehérige Endomorphismenring Zeroring sein.
Man kann allgemein, ohne Beweis, sagen:

Satz 1
Der Endomorphismen-Multioperatorring eines §2-Zerorings ist selbst {2-Zeroring.
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Stellen wir nun die Ideale des eben konstruierten Quasiendomorphismenrings Q (K4, + ,0) auf. Dazu
bilden wir alle Hauptideale:

(o) ={o} : (1) = {o,i} : (1) = {o,01} : (a2) = {o, a2} Usw.

Offenbar bildet jedes Element ein Ideal, welches nur noch den Nullendomorphimsus enthélt. Ursache
ist die Nullmultiplikation und die Tatsache, dass in der Kleinschen Vierergruppe jedes Element zu sich
selbst entgegengesetzt ist. Ideale, welche von zwei Endomorphismen gebildet werden, sind:

(1,a1) = (i,a0) = (a1,02) = {0,i,a1,02} (i,a3) = (i,04) = (a3,04) = {0,7,3,04 }
(i,a5) = (i,06) = (as5,06) = {0,i,a5,06} (i,a7) = (i,a8) = (a7,a8) = {0,i,a7,08}
(a1,a3) = (a1,07) = (ag,a7) = {o,a1,a3,a7} (a1,04) = (a1,08) = (ag,a8) = {0,a1,04,08}...

und allgemein

<i7$) = (i7y) = (:c,y) = {07i7x7y}
(x7 y) = (ZC,.CI} + y) = (yrx + y) = {Orxay:x + y}

Fiir Ideale, welche von drei Quasiendomorphismen erzeugt werden, ergibt sich allgemein
(z,y,2) ={oizyz2+yx+zy+zr+y+z}

usw. usf. Man erkennt, dass ein scheinbar "kleiner” Multioperatorring schon viele verschiedene Ideale
besitzen kann. Das Verfahren ”Aufstellen aller Ideale und anschliefender Vergleich” zum Bestimmen
der direkten Zerlegungen des Quasiendomorphismenrings fiithrt nicht schnell zum Erfolg. Deshalb be-
nutzen wir Hauptsatz 2.

Um die gesuchte Zerlegung zu finden, bendtigen wir die direkte Zerlegung der additiven Gruppe
dieses Multioperatorrings. Diese besitzt die Ordnung 16 und ist nichtzyklisch. Folglich kann sie (nach
dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen) bis auf Isomorphie eindeutig als direkte Summe
endlich vieler zyklischer Gruppen dargestellt werden. Diese miissen Primzahlpotenzordnung besitzen.
Drei zyklische Gruppen der Ordnung 2 erzeugen jedoch nicht ganz Q. Damit kann die gesuchte di-
rekte Summe mit unzerlegbaren zyklische Gruppen nur genau vier zur Zo isomorphe Gruppen als
Summanden enthalten. Es wird:

(@Q4) = (D)+ ® (a1)+ ® (a3)+ © (a5)+

Da der Quasiendomorphismenring Q tiber dem Zeroring der Kleinschen Vierergruppe selbst Zeroring
ist, sind alle diese zyklischen Gruppen auch Ideale, womit wir die direkte Zerlegung gefunden haben.

Nun ersetzen wir im Ring {iber der Kleinschen Vierergruppe die Nullmultiplikation durch folgende:

o0 a b c
0/0 0 0 O
al0 a 0 a
bl0 0 b b
c|l0 a b c

(K4, + ,0) wird dabei assoziativer Ring und damit Multioperatorring. Die Erzeugendensysteme (ver-
gleiche 2.5.3) bleiben dabei erhalten. Dies gilt, da wir beziiglich der Addition erzeugen.
Jedoch gilt zum Beispiel fir das System (a,c) mit der Zerlegung in die Teilsysteme 77 = (a) und
T2 = (C)

coa=a#c
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womit die Voraussetzungen fiir Hauptsatz 2 nicht erfiillt sind. Ebenso wird die Relation fiir das System
(b,c) nicht erfillt, ist jedoch fir (a,b) giiltig, so dass wir erhalten

(K4, +,0) = (@) ® (b)

Bei dieser direkten Zerlegung in direkt unzerlegbare Ideale sind beide Ideale isomorph zum Restklas-
senring Zgz. Mit der Definition der vollstdndigen direkten summe kénnen wir damit sagen, dass der
untersuchte Ring iiber Ky die direkte Summe des Restklassenrings Zs mit sich selbst ist.

Zu den Quasiendomorphismen dieses Ringes gehoren alle der Kleinschen Vierergruppe, also die auf
Seite 158 genannten. Da nun aber zum Beispiel

Q15 =i10a3 Q16 = Q15 +1 Q17 = Q1 0 Q15
0 0

o o O
o O e O

0 0
b 0
c a

und noch eine Vielzahl weiterer Quasiendomorphismen durch die Multiplikation erzeugt werden, ge-
ben wir die Menge aller Quasiendomorphismen nicht mehr an.

Dagegen untersuchen wir (auch in den folgenden Beispielen) den vom identischen Automorphismus
erzeugten ()-Unterring des vollen Quasiendomorphismenrings.

In unserem Beispiel besteht dieser Ring nur aus den zwei trivialen Endomorphismen, ist isomorph
zum Restklassenring Zs und folglich direkt unzerlegbar.

Andern wir die Multiplikation ab:

o ot Q O|o
S O O OO
o o O
Qo ool
Qa0 oo

so wird der tiber K4 erzeugte Ring (K4, + ,0) sogar Korper und damit Q-Korper, womit er direkt
unzerlegbar ist. Interessant ist aber der zugehorige, vom identischen Automorphismus ¢ erzeugt 2-
Unterring des Quasiendomorhismenrings. Diese Struktur (i) hat die Ordnung 8:

‘ 0 1 o] Q2 Q3 04 Q5 Qg
00 0 O 0 0 0 0 0
al0 a a 0 a 0 0 a
bl0 b ¢ a a c b 0
cl0 ¢ a a a b c 0

Die multiplikative Strukturtafel ist

0] ] Qg Qa3 Q4 Q5 Qg
o|lo o 0 o o 0 o) o
T |0 a1 a3 a5 1 Q2 Q4 Og

ar|lo a3 1 a4 a1 a3 Qo Qg

as | o ay a4 Q2 @ a4 Q5 O

as|lo 1 a1 Qy Q@3 Qa4 Q5 Qg

Oy o Q2 (0% QY (07073 QY o

(0% 0 Oy (6] (675 (075 (7] QY o

Qg | O Qg Og o (673 o o (073
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Das Aufstellen dieser Tafel und die Untersuchung von (i) kann man sich erleichtern, wenn man diese
Quasiendomorphismen durch den identischen Auotmorphismus darstellt. Wir erhalten:

2

; ap =1 ; ay =1i%+i ; ag =i’

0o=21
=i +i as =05+ ag =1 +i2+i
Da nun noch die Relationen
=1 und 2i=o0

gelten, kann der Ring (i) nach Abschnitt 1.6.4 durch das Erzeugendensystem M = {i} und die genann-
ten definierenden Relationen erkliart werden. Damit ist das Aufstellen der multiplikativen Strukturtafel
nicht schwer.

Wir erhalten drei verschiedene Ideale:

(i) = (i*) = (%) = {o,i,01,02,03,0,05,006 }
2

(i +i) = (* 4+ i) = (i® +4?) = {o0,a2,04,05}
(% +i* +14) = {0,056}
und das triviale Nullideal (o) = {o}. Dabei werden die Ideale () und (a3) direkt unzerlegbar und
disjunkt bis auf das Nullelement. Wir erhalten insgesamt:
(1) = (ag) © (2)

Uberraschend ist jedoch, dass das Ideal () isomorph zum Restklassenring Zo und das Ideal (az)
isomorph zum Ausgangskorper tiber Ky wird. Fiir den Korper (K4, + ,0) ist damit der von dem iden-
tischen Automorphismus erzeugte Ring isomorph zu der vollstdndigen direkten Summe des Korpers
mit dem Restklassenring Zs.

Verdndern wir erneut die Multiplikation auf der Kleinschen Vierergruppe:

o|l0 a b ¢
00 0 0 O
al0 a b c
b0 b 0 b
c|0 ¢ b a

Mit dieser bindren Multiplikation wird die Gruppe K4 ebenfalls Ring. Dieser Ring besitzt selbst nur
ein Ideal und ist direkt unzerlegbar. Der Ring ist zentrumslos.
Der von ¢ erzeugte Ring besitzt wieder 8 Elemente:

0 1 Qq Qg Qa3 Q4 Q5 Qg
0j0 0 O 0 0 0 0 0
al0 a a a 0 0 0 a
b0 b O 0 b b 0 b
c|0 ¢ a c b 0 b a

und die Strukturtafel

0] a1 iy 3 4 a5 Qg

oo o 0] 0] 0 0] 0 0
T |0 a1 @y a1 a5 O Qa5 o9
a1 0o Q2 (05} a9 (073 o (675 a1
as |0 a1 ay a1 a3 O Qa9
a3 | O a5 05 Op (] o o (0%
ag |l o o 0 0] 0 0] 0 0
a5 | O a5 05 QOp o o o (0%
(673 0o Q2 a1 a9 (673 o (673 a9
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Wir erhalten vier verschiedene nichttriviale Ideale:

(a5) ={oa5} ; () ={o,a} ; (a3)={oaz,as,a5} ; ()= {oa1,02,05}

mit dem Idealdiagramm

Aus dem Diagramm koénnen wir sofort alle existierenden direkten Summen ablesen:
(1) = (1) ®(es)  und  (a3) = (a5) © (as)

Weitere direkte Zerlegungen existieren nicht. Durch Vergleich mit der Multiplikationstafel erkennt
man, dass (ay4) nichttriviales Zentrum und («1) nichttrivialer Kommutant von (7) ist. Der Kommutant
ist daber wieder isomorph zu dem Ausgangsring iiber der Kleinschen Vierergruppe.

2.5.5 Matrizenringe

Wenden wir uns einer weiteren Art von Multioperatorringen zu und zwar Matrizenringen iiber Rest-
klassenringen.

Betrachten wir zuerst den Matrizenring M3 der 2-reihigen Matrizen iiber dem Restklassenring Zo,
mir der Ordnung 16.

Die additive Gruppe von M3 lisst sich dabei bis Isomorphie eindeutig direkt zerlegen:

00 00 01 10
(/\/@):(0 1)+@<1 0>+@<0 0>+@<0 0>+

Im Weiteren schreiben wir der Einfachheit halber an Stelle von

a b
c d
nur das Quadrupel (abed). Ein Erzeugendensystem dieses Matrizenrings ist demnach:

M = {(0001), (0010), (0100), (1000)}

Ohne Beweis sei mitgeteilt, dass genau 14 Zerlegungen in Teilsysteme moglich sind, jedoch keiner
dieser Zerlegungen die im zweiten Hauptsatz geforderten Relationen erfiillt. Dies folgt sofort aus den
Gleichungen:

(0001) - (0010) = (0010)  ;  (0010)-(0001) = (0001)  ;  (0100) - (1000) = (0000)
(0010) - (0100) = (0000)  ;  (0100)- (0010) = (1000)  ;  (1000) - (0100) = (0100)

Folglich ist der Ring M2 direkt unzerlegbar. Man kann feststellen, dass auch der 2-reihige Matrizenring
iiber dem Restklassenring Z3 direkt unzerlegbar ist. Allgemein gilt:
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Satz 1
Jeder 2-reihige Matrizenring M2 iiber einem Restklassenring Z,, n > 2, ist genau dann direkt
unzerlegbar, wenn n keine zusammengesetzte Zahl ist.

Beweis: Offenbar besitzt ein 2-reihiger Matrizenring M2 genau n* Elemente. Dies ergibt sich daraus,
dass eine 2-reihige Matrix 4 Elemente besitzt und alle Variationen mit Wiederholung von n Elementen
zu bilden sind.

Damit ist der Matrizenring M2 fiir jedes n > 2 endlich. Folglich wiire eine direkte Zerlegung in direkt
unzerlegbare Ideale des Multioperatorrings bis auf Isomorphie unter bestimmten Bedingungen moglich.

Sei n, n > 2, nun beliebig. Dann lisst sich der Modul M2 sich in
(M2,4) = (1000) 4+ ® (0100); @ (0010)4 @ (0001),

direkt zerlegen. Die Summanden sind zyklisch und damit direkt unzerlegbar. Nach oben ist dies gerade
die Zerlegung in unzerlegbare bis auf Isomorphie eindeutige Summanden.

Damit kénnen auch nur die von diesen Untergruppen gebildeten Ideale den Multioperatorring erzeugen.
Wenden wir den 1.Hauptsatz an:

Ist n zusammengesetzte Zahl, d.h. es ist

(&) €
n=p .. pF

‘Mn’ — p] oo pk,

zusammengesetzte Zahl, womit der Matrizenring echt direkt zerlegbar ist.

Ist n Primzahl, so ist die Ordnung des Matrizenrings Primzahlpotenz. Ist n Primzahlpotenz p*, i > 2,
so muss auch die Ordnung von M2 Primzahlpotenz sein. Da nun die additive Gruppe nichtzyklisch
ist, miissen wir den zweiten Hauptsatz anwenden.

Nach den obigen Uberlegungen ist das Erzeugendensystem

M = {(0001), (0010), (0100), (1000)}

Da die Gleichung
(0001) - (0010) = (0010)

gilt, miissen nach Relation (2.47), 2.5.2, die Erzeugenden (0001) und (0010) dem gleichen Teilsystem
angehoren, damit der Ring echt direkt zerlegbar wére. Aus der Gleichung

(0010) - (0100) = (0001)
folgt, dass auch (0100) zu diesem Teilsystem gehéren muss. Da nun noch
(0010) - (1000) = (0010)

gilt, kann es keine Zerlegung des Erzeugendensystems in Teilsysteme geben, welche den Anforderungen
entsprechen. Auf Grund der Umkehrbarkeit des zweiten Hauptsatzes ist dann der Matrizenring M?2
direkt unzerlegbar. Der Beweis ist erbracht.

Verallgemeinern wir auf k-reihige Matrizen:

Satz 2
Jeder k-reihige Matrizenring MY, k > 2, iiber einem Restklassenring Z,, n > 2, ist genau dann
direkt zerlegbar, wenn n zusammengesetzte Zahl ist, d.h., eine Primfaktorzerlegung

e (&
n=pi"-..-p

mit [ > 2 und e; > 0 fir alle ¢ existiert.
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Beweis: Da die Anzahl der Variationen mit Wiederholungen von n Elementen zur k%-ten Klasse gleich
an — nk2

ist, besitzt der additive Modul des Matrizenrings M?% die Ordnung Vit. Der Matrizenring ist damit
fiir alle moglichen k& und n endlich. Ist n wieder zusammengesetzt, wird der Matrizenring nach dem
ersten Hauptsatz echt direkt zerlegbar.

Zur entgegengesetzten Richtung: Dazu zeigen wir, dass flir ein n, welches Primzahl oder Primzahlpo-
tenz ist, keine echte direkte Zerlegung des Rings existiert. Die Ordnung des Moduls ist dabei

z<k2

M| =

d.h., also eine Primzahlpotenz. Der Modul ist nicht zyklisch und es gilt:

51,i 6k,i
Okt1,i o 02k
(M +) @Z ' . (2.53)
5(k71)k+1,i 6k2,i +

wobei die Summanden die zyklischen Gruppen sind, welche jeweils von der dargestellten Matrix er-
zeugt werden. d;; ist das Kroneckersymbol.

Wir miissen nun nachweisen, dass keine der geforderten Systemzerlegungen, M ist die Menge aller Ma-
trizen aus (2.53), existiert. Wir benutzen vollstdndige Induktion nach &, wobei wir die Unmoglichkeit
der Existenz dieser Systeme auch fiir zusammengesetzte n nachweisen. Dies ist aber kein Widerspruch

zu der Tatsache, dass dann die Matrizenring direkt zerlegbar ist, da ja weiterhin der 1.Hauptsatz gilt.

Der Induktionsanfang fir & = 2 ist schon mit Satz 1 gesichert. Angenommen der Satz wéare fiir

k = q schon bewiesen. Da aus
a v a’ v a b
<C/ d/>'<c// d”>:<cd>

sofort auch

a b 0 a” b 0 a b 0

dd o|-| < d 0]l=|cdO0

0 00 0 00 0 00

folgt, konnen wir aus den Voraussetzungen schliefen, dass auch die Elemente, i = 1,...,¢°,

51,@' 5q7i 0
5q+1,i 52q,i 0
Og-1)g+1i - Og2i O
0 .. 0 0

in dem Matrizenring MZ*! zu einem Teilsystem gehoren miissen. Es geniigt also noch nachzuweisen,
dass auch alle anderen Matrizen aus (2.53) zu diesem Teilsystem gehoren. Dann wére das Erzeugen-
densystem nicht wie gefordert zerlegbar und der Ring direkt unzerlegbar. Fiir zusammengesetzte n
gilt dies nicht.

Dazu betrachten wir das Produkt:

10 ... 0 00 1 00 .1
00 .. 0 00 0 00 .. 0
00 0 00 .. 0 00 0
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womit auch der zweite Faktor zu diesem Teilsystem gehoren muss. Allgemein gilt:

o .. 1 .. 0 0O .. 0 ... 0 0O .. 0 ... 1

0 0 0 1, |=10 0

0 0 0 0 0 . 0 0 0 0
und

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1; 0=1]120 0

o .. 1 .. 0 0O .. 0 ... 0 1 ... 0 ... 0

fiir alle ¢ von 1 bis ¢ + 1, womit alle geforderten Elemente in diesem Teilsystem liegen miissen. D.h.,
es existiert keine der gesuchten Zerlegungen.

Der Matrizenring M2t erfiillt fiir nicht echt zusammengesetzte n die Relationen (2.44) bis (2.47) aus
2.5.2 nicht. Fiir nicht echt zusammengesetzte n ist der Ring direkt unzerlegbar. Der Satz ist bewiesen.

Damit ist der im Sinne der Ordnung von n “kleinste” Matrizenring MF, welcher direkt zerlegbar

ist, der iiber dem Restklassenring Zg gebildete. Entsprechend den Uberlegungen zum 1.Hauptsatz, ist
er in die von den p-Sylow-Gruppen des Moduls gebildeten Ideale zerlegbar. Konkret fir & = 2 gilt:

MG = ((2000),(0200),(0020),(0002))q & ((3000),(0300),(0030),(0003))q

Bevor wir in 2.5.6 nochmals die Matrizenringe und ihre direkten Zerlegungen betrachten, sei noch eine
direkte Summe angegeben, welche weder endlich noch endlich erzeugbar ist.

Der Quaternionenkérper Q ist als Korper direkt unzerlegbar. Wie erwdhnt, sind aber die Quater-
nionen beziiglich der Multiplikation nicht kommutativ. Damit wird aber der zugehérige Liesche Ring
tiber dem Quaternionenkorper Q nichttrivial. (zum Begriff des Lieschen Rings siehe zum Beispiel
Kuros [9], Seite 23, Faith [47], Seite 155).

Die neue Multiplikation o ist dann definiert durch

(a,b,e,d) o (e,f,g,h) := (0,2ch — 2dg,2df — 2bh,2bg — 2¢f)
Daraus erhalt man, dass sowohl die Menge
A= {(a,0,0,0)]a € R}

als auch die Menge
B = {(0,b,c,d)|b,c,d € R}

mit den Operationen aus €2 und der Addition Ideale im lieschen Quaternionenring sind. Aus der
Konstruktion beider Ideale erhilt man:

ANB=(0) und Qr=A+B

womit der liesche Quaternionenring Q;, in seine Ideale A und B echt direkt zerlegbar ist.
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2.5.6 Linksseitige und rechtsseitige direkte Summen

Betrachten wir die Strukturtafel der Multiplikation im 2-reihigen Matrizenring iiber dem Restklassen-
ring Zo:

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111
0000 | 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
0001 | 0000 0001 0010 0011 0000 0001 0010 0011
0010 | 0000 0000 0000 0000 0001 0001 0001 0001
0011 | 0000 0001 0010 0011 0001 0000 0011 0010
0100 | 0000 0100 1000 1100 0000 0100 1000 1100
0101 | 0000 0101 1010 1111 0000 0101 1010 1111
0110 | 0000 0100 1000 1100 0001 0101 1001 1101
0111 | 0000 0101 1010 1111 0001 0100 1011 1110
1000 | 0000 0000 0000 0000 0100 0100 0100 0100
1001 | 0000 0001 0010 o0OO11 0100 0101 0110 0111
1010 | 0000 0000 0000 0000 0101 0101 0101 0101
1011 | 0000 0001 0010 0011 0101 0100 0111 0110
1100 | 0000 0100 1000 1100 0100 0000 1100 1000
1101 | 0000 0101 1010 1111 0100 0001 1110 1011
1110 | 0000 0100 1000 1100 0101 0001 1101 1010
1111 | 0000 0101 1010 1111 0101 0000 1111 1010

1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111
0000 | 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000
0001 | 0000 0001 0010 0011 0000 0001 0010 0011
0010 | 0010 0010 0010 0010 0011 0011 0011 0011
0011 | 0010 0011 0000 0001 0011 0010 0001 0000
0100 | 0000 0100 1000 1100 0000 0100 1000 1100
0101 | 0000 0101 1010 1111 0000 0101 1010 1111
0110 | 0010 0110 1010 1110 0011 0111 1011 1111
0111 | 0010 0111 1000 1101 0011 0110 1001 1100
1000 | 1000 1000 1000 1000 1100 1100 1100 1100
1001 | 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111
1010 | 1010 1010 1010 1010 1111 1111 1111 1111
1011 | 1010 1011 1000 1001 1111 1110 1101 1100
1100 | 1000 1100 0000 0100 1100 1000 0100 0000
1101 | 1000 1101 0010 0111 1100 1001 0110 0011
1110 | 1010 1110 0010 0110 1111 1011 0111 0011
1111 | 1010 1111 0000 0101 1111 1010 0101 0000

Wie gezeigt, erfiillen die Elemente des Erzeugendensystems von M3:
M = {(00001), (0010), (0100), (1000)}

die Bedingungen (2.44) bis (2.47) des zweiten Hauptsatzes aus Abschnitt 2.5.2 nicht. Betrachten wir
nun aber die zwei Teilsysteme:

Ty = {(0001),(0100)} und T = {(1000), (0010)}
Beide erzeugen die additiven Untergruppen
(A1,+) = {(0001),(0100),(0101),(0000)}  und  (A2,+) = {(1000),(0010),(1010),(0000)}

c}es Moduls M% Sowohl A; als auch As sind aber beziiglich der Matrizenmultiplikation keine Ideale.
Ubernehmen wir aber aus der Ringtheorie die Definition der Links- und Rechtsideale:
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Definition

Eine nichtleere Teilmenge A eines Rings R heifit Linksideal, wenn (A,+) Untergruppe des
additiven Moduls (R,+) ist und fiir alle Elemente a aus A

r-acA

gilt.

(ein Rechtsideal wird entsprechend definiert), so zeigt sich, dass A; und As in dem Matrizenring
Linksideale sind. Auflerdem gilt auch

A+ Ay =M3 und A NA;=(0)

womit wir zweckméafigerweise definieren:

Definition

Ein Ring R heifit linksseitige direkte Summe seiner Linksideale A und B genau dann,
wenn

A+B=R und ANB=(0)
gilt.

Wir schreiben dann: R = A ®; B.

Analog definieren wir die rechtsseitige direkte Summe.

Eine Ubertragung auf allgemeine Multioperatorringe ist auf Grund der Existenz von n-éren algebrai-
schen Operationen nicht durchfithrbar. Hier sei nur folgender Zusammenhang gezeigt:

Satz 1
Jeder Matrizenring M’f” k > 2, iiber einem Restklassenring Z,, n > 2, ldsst sich sowohl als
linksseitige als auch als rechtsseitige direkte Summe darstellen.

Beweis: Sicherlich besitzt jeder dieser 2-reihigen Matrizenringe M2 die Linksideale
Ay = ((0100),(0001)) und Ay = ((0010),(1000))
und die Rechtsideale
B; = ((0001),(0010)) und By = ((0100),(1000))
Der Nachweis ist einfach. Ebenso erkennt man, dass
Al + Ay =B+ By = Mi sowie

AlﬂAQZBlﬂBQZ(O)

gilt. Fir k = 2 ist der Satz also giiltig.
Sei k nun beliebige natiirliche Zahl groBer 2. Dann existieren k Linksideale:

(52'710,1 (52"]411

5@1(12 52'7]{;&2
A = . .

5Z~71ak 5i,kak

Q
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mit ¢ = 1,...,k, wobei die ay,...,a; alle méglichen Elemente des Restklassenrings Z,, durchlaufen.

Dass dies Linksideale sind, ergibt sich durch Multiplikation mit einer beliebigen Matrix aus dem
Ring M. Die Disjunktheit bis auf das Nullelement, sowie die Tatsache, dass die Summe aller dieser
Linksideale ganz M ergibt, folgt aus der Konstruktion der Linksideale A;. Damit ist aber

k
k
i=1
Fiir die Rechtsideale konstruieren wir
(52'710,1 (52'710,]g
51‘,20,1 (Si’Qak-
A = .
5i,ka1 5i,kak

Q

womit der iibrige Nachweise analog verlauft. Der Beweis ist erbracht.
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2.6 Zerlegung von Multioperatorringen iiber Endomorphismen

2.6.1 Zerlegungsendomorphismen

In Kapitel 1 wurde darauf hingewiesen, dass operationstreue Abbildungen und unter diesen besonders
Endomorphismen von Multioperatorringen in der Theorie der direkten Zerlegungen von Multiopera-
torringen zentrale Bedeutung besitzen.

An dieser Stelle benutzen wir nun Endomorphismen zu einer weiteren Beschreibung von direkten Zer-
legungen von 2-Ringen. Unser Ziel ist es, ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die direkte
Zerlegbarkeit von Multioperatorringen aufzustellen.

Sei ein Multioperatorring G die direkte Summe seiner Ideale A und B. Nach Abschnitt 2.3.6 besitzt
dann jedes Element g von G eine eindeutige Darstellung der Form

g=a-+b

wobei das Element a aus dem Ideal A und b aus dem Ideal B entnommen wurde. Wir definieren
folgende zwei Abbildungen:

a: ga=a und B: gB8=0b

Auf Grund der eindeutigen Summendarstellung sind diese Abbildungen sicher eindeutig. Es gilt sogar:

Satz 1
Die Abbildungen o und 8 sind Endomorphismen des Multioperatorrings G.

Beweis: Aus G = A @ b folgt, dass sowohl die Abbildung « als auch § eindeutige Abbildungen in G
sind. Da jedes Element als Summe von Elementen aus A und B dargestellt werden kann, sind dies
sogar Abbildungen von G in G.

Zur Homomorphiebedingung der Addition:
Seien g; und g beliebige Elemente aus dem Multioperatorring G. Es sei g = g1 + ¢g2. Beide Elemente
besitzen nun eine eindeutige Darstellung

g1=a1+b und g2 =az+ by

wobei die Elemente a; aus A und b; aus B, i = 1,2, sind. Benutzen wir die beiden Abbildungen, so
erhalten wir
gr=gie+gf und g2 =g+ goff

und damit
g=91+92 = (g1 + 918) + (920 + 928) = (grx + gox) + (918 + 925)

Der erste Summand ist sicher in dem Ideal A enthalten, der zweite in B. Da das Element g selbst aber
eine Darstellung der Form
g=ga+af
besitzt und diese eindeutig ist, gilt:
ge=gia+ga und  gb=gif+ g2

womit die Homomorphiebedingung fiir die Addition gezeigt ist.
Sei wy, eine beliebige n-dre Operation aus dem Operationensystem €2 von . Seien die Elemente g1,...,9n
beliebig aus G' mit den eindeutigen Darstellungen

g1 =a;+b ; gi = a; + b
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fur alle i = 1,...,n, wobei die a; aus dem Ideal A und b; aus B entnommen sind. Dann wird:
9= g1.--gnwn = (a1 + b1)...(an + bp)wy, =
mittels Distributivgesetz
= ay(ag + b2)...(an + by)wy, + b1(az + b2)...(an + by)wy, =

= ajaz(as + b3)...(an + byp)wy, + arba(az + b3)...(an + bp)wn+

+b1a2(a3 + bg)...(an =+ bn)wn =+ ble(ag + bg)...(an =+ bn)wn =

Auf Grund des Abschnittes 2.3.6 ist der gegenseitige Kommutant der Ideale A und B gleich dem
Q-Nullideal, womit der zweite und dritte Summand gleich Null wird und folglich wegf&llt. Bei weiterer
Auflésung erhalten wir

= a1a9...apWy, + b1by...byw, =

setzen wir die Abbildungen o und g ein:

= (910)(920)...(gn)wn + (918)(9283)---(gnB)wn

wobei das Element (g1)(g2ct)...(gn)wn in A und das Element (g13)(g28)...(gnB)wn in B enthalten
sind. Auf Grund der obigen Uberlegungen wird dann aber

gor = (910)(g200)..(gn)wn  und g8 = (918)(928)--.(gnB)wn
womit « und 8 Endomorphismen im Multioperatorring G sind. Der Beweis ist erbracht.
Wir sagen nun: Die durch eine direkte Zerlegung eines Multioperatorrings G in zwei Ideale A und
B erzeugten Abbildungen heilen Zerlegungsendomorphismen von G beziiglich A und B.
Damit besitzt jeder echt direkt zerlegbare Multioperatorring zwei nichttriviale Endomorphismen. Zer-

legungsendomorphismen besitzen interessante Eigenschaften.

Sei ein Multioperatorring G die direkte Summe seiner Ideale A und B. Die zugehorigen Zerlegungs-
endomorphismen seien o und S. Bekanntlich ist dann

Ga=A und Gg=B8B
Aus g = ga + gf, fir alle Elemente g aus G, ergibt sich fiir das Element a aus A:
a=ax+ ab
Da auflerdem a = a + 0 und aa = a ist, wird
Aa=A und Ap = (0) sowie Bg =B und Ba = (0)
d.h., das Ideal A bildet den Kern des Endomorphismus 3, B den Kern von a.

Bekanntlich ist, wenn A Q-Unterring eines Multioperatorrings G ist, auch jeder Q2-Unterring von A
Unterstruktur von G. Bei Idealen gilt dies im Allgemeinen nicht. Wir zeigen:

Satz 2 (Higgins)
Ist ein Ideal A direkter Summand eines Multioperatorrings G, so ist jedes Ideal von A auch Ideal
von G.
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Beweis: Ist das Ideal A direkter Summand des Multioperatorrings G, so existiert ein Ideal B in G mit
G=A®B.

Die zugehorigen Zerlegungsendomorphismen seine « und . J sei ein beliebiges Ideal von A, das
Element a beliebig aus J und die g, ¢ = 1,...,n, aus G. Dann wird fiir alle Operationen w, aus dem
Operationensystem (2:

g1---9i-14Gi41---GnWn =

da jedes Element g aus G die Darstellung g = ga + g8 besitzt

= (qra+ g18)...(gi—1 + gi—18)(aa + aB)(gi+10 + gis18)---(gna + gn)wn =

da der Kommutant von A und B gleich dem Nullideal ist, erhalten wir mit dem Distributivgesetz

= (910)...(gi—10)(at) (git10)...(gn)wn + (918)...(9i—18)(aB)(gi+15)-..(gnB)wn =

und da aax = a und afS = 0 ist
= (910)...(gi—1)a(gi+10)...(gnt)wn + (918)--.(9i=18)0(gi+18)...(gnB)wn =

= (g10)...(gi-10)a(gir10)...(gna)wn € J

da die g;a € A sind. Damit ist aber J ein Ideal des Multioperatorrings G. Der Beweis ist erbracht.

Spezialisieren wir dies fiir Ringe, erhalten wir:

Satz 3
Ist ein Ringideal A direkter Summand eines Rings R, so ist jedes Ideal von A auch Ideal von R.

Eine Umkehrung ist nicht moglich. Im Ring der ganzen Zahlen sind alle Ideale irgendeines Ideals auch
im ganzen Ring Ideal, jedoch ist der Ring der ganzen Zahlen direkt unzerlegbar. Analog zu Satz 2,
2.4.1, zeigen wir:

Satz 4 (Higgins)
Ist ein Multioperatorring G die direkte Summe seiner Ideale A und B und enthélt ein Q-Unterring
C von G das Ideal A, so gilt:

C=Aa(BnNnC)

Beweis: Da A in C enthalten ist, ist A auch Ideal von C. Ebenso ist BN C Ideal von C. Da aber auch
BN C in B enthalten ist, erhalten wir

A+ (BNC)C ANnB=(0)
mit dem Satz 2, 1.3.6, ergibt sich
A+(BNnC)=(A+B)n(A+C)=CnC=C

und somit

C=Aa(BNC)

Der Bewelis ist erbracht.
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Satz 5 (Higgins)
Ist ein Multioperatorring G direkte Summe seiner Ideale A und B und «, § die zugehdrigen Zer-
legungsendomorphismen und C' ein Ideal in G mit C' N B = (0), so gilt

Ce®B=(Ca)®B

Beweis: Da C' N B = (0) ist, wird das Ideal C' + B direkte Summe der Ideale C' und B. Da Ca C A
ist, wird

CanBCANB=(0)

womit auch Ca + B direkte Summe ist. Das Ideal l&sst sich auch mittels der Endomorphismen o und
0 darstellen:
CCla+CpCCa+ B und damit B+CCCa+B

Umgekehrt sei ¢ beliebig aus C' mit ¢ = ca + ¢f. Und damit
cao=c—cfeC+B

womit auch C'a in der Summe C'+ B enthalten ist. Damit ergibt sich aber das Geforderte. Der Beweis
ist erbracht.

2.6.2 Hauptsatz iiber Endomorphismen

Nun sind wir in der Lage eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz von direkten
Summen in beliebigen Multioperatorringen mit Hilfe von normalen Zerlegungsendomorphismen anzu-
geben.

Wie schon erwéhnt, existieren in einem echt direkt zerlegbaren Multioperatorring mindestens zwei
nichttriviale Endomorphismen. Wir erweitern dies und zeigen:

Hauptsatz iiber Endomorphismen
Ein Multioperatorring G ist dann und nur dann echt direkt zerlegbar, wenn mindestens ein nicht-
trivialer normaler idempotenter Endomorphismus in G existiert.

Beweis: Zuerst sei der Multioperatorring G echt direkt zerlegbar in seine Ideale A und B, welche
folglich verschieden vom Nullideal sind. Diese Zerlegung erzeugt den Endomorphismus a mit Ga = A.
Da B als Kern dieses Zerlegungsendomorphismus nichttrivial ist, ist es auch dieser Endomorphismus
nicht. Aulerdem gilt dann auch

ax =a Va € A (2.54)

Damit ist der Endomorphismus « auch idempotent. Denn aus Ga = A erhélt man
Ga?=Aa=A

Da A Ideal ist, gilt fiir alle Operationen w,, aus dem Operationensystem {2 des Multioperatorrings G,
fiir beliebige Elemente gj, j = 1,...,n, aus G und ein a aus A:

g1---9i-14git1---Gnwn € A
mit (2.54) also
(gl...gi_lagi+1...gnwn)a =g1.--9i—10Gi+1---GnWn = gl...gi_l(aa)giﬂ...gnwn
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womit wir fiir ein beliebiges n-Tupel von Elementen in dem mindestens ein Element aus A auftritt,
die Eigenschaft "normal” fiir den Endomorphismus nachgewiesen haben.

Da « fiir das Ideal offensichtlich Automorphismus (sogar identischer Automorphismus) ist, finden wir
fiir jedes Elemente (ga) in dem Ideal A ein Element a mit

(ga) = a = ax
Damit erhalten wir
(91--9i-199i+1--GnwWn) & = (g1---9i—10Git1-+-GnWn ) =

= g1.--9i—1(aQ) git1---gnwn = g1---Gi—1(9Q) Git1-..Gnwn

womit « normaler idempotenter Endomorphismus des Multioperatorrings ist. D.h., es existiert min-
destens ein normaler und idempotenter Endomorphismus in G.

Umgekehrt sei nun in G ein derartiger Endomorphismus gegeben. A sei die Menge aller Elemente
a aus dem -Ring G, fiir welche aa = a gilt.
B sei die Menge aller Elemente aus G, welche auf das Nullelement abgebildet werden; B ist damit der
Kern von «a. Da der Endomorphismus « nichttrivial ist, sind sowohl A als auch B verschieden vom
Nullideal bzw. dem Multioperatorring G. Auflerdem kann nur das Nullelement gleichzeitig in A und
B enthalten sein, d.h.

ANB=(0) (2.55)

A und B sind Ideale in G. Fiir B ist dies offensichtlich, da der Kern einer operationstreuen Abbildung
bei Multioperatorringen immer Ideal ist. Fir A zeigen wir, dass A Untergruppe des additiven Moduls
des Multioperatorrings G ist.

Seien a; und as beliebig aus A, d.h., aja = a1 und asa = as. Dann ist
(a1 +a2)a =aa+ax=a; +az € A

Ebenso folgt aus
0—a)a=0a—aax=0—a=—a

dass das Element —a auch in A enthalten ist, womit A Untergruppe der abelschen Gruppe (G,+) ist.
Nun zeigen wir, dass A Ideal ist. Sei w,, eine beliebige Operation aus dem Operationensystem des
Multioperatorrings. Die Elemente g1,...,g, seien aus G und a aus A. Wir erhalten

91--Gim10Git 1 - Grpn ) =
da « normaler Endomorphismus ist
= g1---9i-1(aQ) giy1..-gnwn) =

da aa = a gilt
= gl...gi_lagiﬂ...gnwn)

womit A Ideal des Multioperatorrings G wird.
Sei nun ¢ ein beliebiges Element von G. Dann gilt

g=(9a —ga)+g=ga+(g—ga) (2.56)

Diese Darstellung ist eindeutig. Da nun der Endomorphismus « nach Voraussetzung idempotent ist,
wird Ga®? = Aa = A und damit ga € A. Weiterhin ist

(9 — ga)a = ga — ga® = ga — ga = 0
womit das Element g — g im Ideal B liegt. Damit ist aber G = A + b und mit Relation (2.55)

G=AeD
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Der Bewelis ist erbracht.

Beziehen wir den eben gezeigten Hauptsatz auf abelsche Gruppen, in denen jeder Endomorphismus
normal ist, ergibt sich:

Satz 1 (Specht, Kuros)
Eine abelsche Gruppe ist genau dann echt direkt zerlegbar, wenn mindestens ein nichttrivialer
idempotenter Endomorphismus existiert.

Der erhaltene Satz entspricht dem aus Kuros [9], Seite 151. Da wir wissen, dass die unendliche zyklische
Gruppe direkt unzerlegbar ist, kénnen wir schlussfolgern, dass in ihr keine nichttrivialen idempotenten
Endomorphismen existieren, obwohl fiir jede ganze Zahl ein bestimmter Endomorphismus vorhanden
ist.

Fiir den Ring der ganzen Zahlen kénnen wir ebenfalls aus seiner direkten Unzerlegbarkeit folgern,
dass hier keine nichttrivialen idempotenten und normalen Endomorphismen zu finden sind. Allgemein
gilt fiir nicht notwendig assoziative Ringe:

Satz 2
Ein Ring ist genau dann echt direkt zerlegbar, wenn mindestens ein nichttrivialer idempotenter
normaler Endomorphismus in ihm existiert.

Es sei bemerkt, dass einfache Ringe und Korper keine derartigen Endomorphismen besitzen kénnen.

2.6.3 Zentrale Endomorphismen und direkte Summen

Nachdem der Hauptsatz iiber Endomorphismen gezeigt wurde und dort normale nichttriviale und
idempotente Endomorphismen mit direkten Zerlegungen in Verbindung gebracht werden, erhebt sich
nun die Frage:

"Ist es moglich einzig aus der Existenz von zentralen Endomorphismen auf die Existenz, Eindeu-
tigkeit und Vollstdndigkeit von direkten Summen in Multioperatorringen zu schlieffen?”

Ein sofortiges Verneinen ist nicht moglich, da, wie im Abschnitt 1.5.4 gezeigt, jeder zentrale En-
domorphismus normal ist, so dass nur noch die Idempotenz zur Anwendung des Hauptsatzes fehlt.
Zu diesem Problem stellte P.J. Higgins in seiner Arbeit [3] "Groups with multible operators” vier
Hypothesen zu Multioperatorgruppen auf:

Hypothese A
Ist v ein zentraler Endomorphismus einer Multioperatorgruppe G, so erfiillt G™ fiir alle
natiirlichen Zahlen m die Minimal- und Maximalbedingung fiir Ideale.

Hypothese B

Ist v ein zentraler Endomorphismus einer Multioperatorgruppe G und R das Radikal dieses
Endomorphismus, so existiert ein eindeutig bestimmtes Ideal U in der 2-Gruppe G, so dass dieser
Endomorphismus fiir U Automorphismus ist, d.h.

Uy=U
und die Q-Gruppe G direkte Summe von R und dem Ideal U ist:
G=RoU
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Hypothese C
Sind a und S komplementéire normale Endomorphismen einer Multioperatorgruppe G, so existiert

in G eine direkte Summe
G=A®B

so dass « fiir das Ideal A und S fiir das Ideal B Automorphismus ist.
Hypothese A’

Ist « ein zentraler Endomorphismus einer Multioperatorgruppe G, so existiert eine ganze Zahl m,
so dass der Endomorphismus ~ fiir Gy™ Automorphismus ist.

Da jeder Multioperatorring auch Multioperatorgruppe ist, haben wir die Hypothesen in der ur-
spriinglichen Form aufgenommen.

Gelten diese Hypothesen allgemein, so kénnen interessante Eigenschaften von direkten Summen nach-
gewiesen werden. Gelten sie nicht immer fiir Multioperatorgruppen, so kénnte es sein, dass die Distri-
butivitdt und die Kommutativitdt der Addition Einfluss haben.

P.J. Higgins zeigt die Implikationen A — B, B — C und erwihnt, dass aus A’ ebenfalls B folgt.
Beim Versuch eines Beweises der Hypothesen fiir die speziellen Multioperatorgruppen, die Multiope-
ratorringe, wurde jedoch ein Gegenbeispiel fiir Hypothese C gefunden.

Auf Grund der Giiltigkeit der Implikationen, kénnen damit aber auch die iibrigen Hypothesen nicht
im Allgemeinen fiir Multioperatorgruppen und damit auch nicht fiir Multioperatorringe giiltig sein.

Nachdem wir uns mit dem Gegenbeispiel beschéftigt haben, werden wir eine Losung dieses Problems
suchen. Dabei wird es zweckméfig sein, einen neuen Begriff einzufiihren, welcher zumindest eine der
Hypothesen erfiillt.

Als Gegenbeispiel betrachten wir die Multioperatorgruppe (Z, 4 ,0), welche also die additive Gruppe
der ganzen Zahlen als Tragerstruktur und die Zeromultiplikation als einzige Operation der Operatio-
nensystems {2 besitzt.

Diese Q-Gruppe ist offensichtlich auch Multioperatorring. Auf Grund der Zeromultiplikation ist (Z, +
,0) Q-Zeroring und stimmt folglich mit seinem Zentrum tiberein. Die Abbildung

o ao = 3a

fiir alle ganzen a, ist dann zentraler und folglich auch normaler Endomorphismus von (Z, + ,0). Das
Komplement dieses Endomorphismus ist der ebenfalls normale Endomorphismus

B: af:=—-2a
fiir alle ganzen a. a und S bilden also eines der in der Hypothese C geforderten Endomorphismenpaare.
Wie schon gezeigt, ist die additive Gruppe der ganzen Zahlen und damit auch der zugehérige Zeroring
direkt unzerlegbar, d.h., es existiert nur die direkte Zerlegung
Z =17 0)
Damit sind aber nur zwei Félle moglich:

1. « ist Automorphismus von Z und S Automorphismus des Nullideals (0). Dies ist aber nicht
moglich, da Za = 37 ist.

2. B ist Automorphismus von Z und « Automorphismus des Nullideals (0). Dies ist aber ebenso
unmoglich, da ZS = 27 ist.

Wir haben folglich ein Endomorphismenpaar in einer Multioperatorgruppe gefunden, welches Hypo-
these C nicht erfiillt.

Wie schon erwéhnt, sind damit alle vier von Higgins genannten Hypothesen nur fiir einige und nicht
fiir alle Multioperatorgruppen giiltig.
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2.6.4 Higginsche Multioperatorringe

In diesem Abschnitt werden wir eine mogliche Variante zur Losung dieser vier Hypothesen angeben.
Wie wir eben sahen, sind die Hypothesen nicht allgemeingiiltig. D.h., es gibt wahrscheinlich Multiope-
ratorringe (wir betrachten nun wieder Q-Ringe und nicht die allgemeineren Multioperatorgruppen),
welche diese Hypothesen dennoch nicht erfiillen.

Um diese zu charakterisieren, besteht die Mdoglichkeit einen neuen Begriff zu definieren. Dabei werden
wir eine der Hypothesen zur Definition benutzen. Um die Definition so allgemein wie méglich zu ma-
chen, konnen wir zwischen Hypothese A und A’ wéhlen, da die anderen beiden aus diesen ableitbar
sind.

An dieser Stelle ist es noch nicht moéglich, warum die Hypothese A’ gewéhlt wird. Nachdem wir den
Satz von Higgins als Folgerung gezeigt haben, wird eine Begriindung moglich sein. Wir definieren:

Definition

Ein Multioperatorring G heile genau dann higginsch, wenn fiir jeden zentralen Endomor-
phismus « von G eine natiirliche Zahl n > 1 existiert, so dass der Endomorphismus ~ fiir Gy"
Automorphismus ist.

Damit erfiillt jeder higginsche Multioperatorring Hypothese A’ Spéter zeigen wir das Erfiillen der
Hypothesen B und C.

Es stellt sich nun die Frage, welche Multioperatorringe higginsch sind. Wir geben nun einige Kriterien
fiir die Eigenschaft "higginsch” an. Sicher gilt:

Satz 1
Jeder zentrumslose Multioperatorring ist higginsch.

Beweis: Man iiberlege sich, dass in einem zentrumslosen Multioperatorring G nur der Nullendomor-
phismus o zentraler Endomorphismus ist. Dessen endomorphes Bild ist aber der Q-Nullring (0), fiir
welchen jeder Endomorphismus Automorphismus ist. D.h., die gesuchte natiirliche Zahl n ist gleich 1.
Der Multioperatorring ist higginsch.

Da jeder nullteilerfreie Multioperatorring zentrumslos ist, haben wir schon viele Beispiele fiir higg-
insche Multioperatorringe. Fiir Ringe bedeutet dies, dass jeder nicht notwendig assoziative Ring ohne
Annulator (das Zentrum eines Rings) higginsch ist. Aufler den nullteilerfreien Ringen gehoren sicher
auch Matrizenringe iiber Integritdtsbereichen dazu.

Nach Satz 1, 1.5.4, gilt auflerdem:

Satz 2
Jeder Multioperatorring G mit nichtleerem Operationensystem, welcher nicht Q-Zeroring ist und
keinen )-Faktorring besitzt, welcher 2-Zeroring aber nicht 2-Nullring ist, ist higginsch.

Wie im Satz 1, 1.5.4, gezeigt wurde, besitzt der Multioperatorring G dann nur denn trivialen zentra-
len Endomorphismus, den Nullendomorphismus. Mit dem Beweis von Satz 1 ist der Multioperatorring
dann higginsch.

Aus diesem Satz folgt, dass jeder einfache Nicht-2-Zeroring higginsch ist. Liegt ein Nicht-Q2-Zeroring
G vor, so konnen gewisse seiner Q2-Faktorringe G/H abelsch werden. Bei einem nichtleeren Operatio-
nensystem also 2-Zerorring. Nach Satz 3, 1.3.4, ist dies aber dann und nur dann der Fall, wenn der
Kommutant [G,G] = G’ im Ideal H enthalten ist.
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Betrachten wir nur nichttriviale Q-Faktorringe G/H, d.h. G D H, so kann folglich kein Q-Faktorring
G/H, welcher abelsch ist, vorliegen, wenn der Kommutant G’ mit dem ganzen Multioperatorring G
zusammenféllt. Nach Satz 2 ist also

Satz 3
Ein Nicht-Q-Zeroring, dessen Kommutant G’ mit dem ganzen Multioperatorring zusammenfillt,
ist higginsch.

Zu diesen Multioperatorringen gehoren aber alle (2-Ringe mit Einselement 1.

Satz 4
Jeder Multioperatorring G mit Einselement 1 ist higginsch.

Beweis: Zum Nachweis bilden wir den Kommutanten G’. Dieser wird von allen Elementen der Form:
— g1 Gnwn — b1 hpwn + (91 + h1)...(gn + hn)wn (2.57)

mit beliebigen Elementem g;, h;, @ = 1,...,n, aus dem Multioperatorring G erzeugt. Da die Elemente
g; und h; alle moglichen Elemente von G durchlaufen, wird G’ auch von allen Elementen der Form
(2.57) bei einer Belegung

hi=0 ; h;=1 ; Vi=2,..n und g=0 ; Vi=2,..n
mit g1 beliebig aus dem Q-Ring G erzeugt. (2.57) nimmt dann die Form an:
—¢10...0w, — 01...1w, + ¢11...1w, =
und da die ersten beiden Summanden zum Nullelement werden und wegfallen
=ql.lw,=q € [G,G] =G

fiir alle Elemente ¢g; aus G. Damit ist aber der Multioperatorring G in seinem Kommutanten G’ ent-
halten, d.h., beide fallen zusammen. Nach Satz 3 ist der Multioperatorring G dann higginsch.

Ein entsprechendes Beispiel bilden die Matrizenringe iiber Ringen mit Einselement. Dieser Satz ist
nur hinreichend. Ein Zeroring iiber einem endlichen Modul besitzt kein Einselement, ist aber, wie wir
gleich zeigen werden, auch higginsch.

Satz 5
Jeder endliche Multioperatorring ist higginsch.

Beweis: Offenbar gilt fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ und fiir jeden zentralen Endomorphismus v eines

Multioperatorrings G ' '
Gyt C Gy

Dies folgt aus der Tatsache, dass jeder {2-Unterring eines Q-Zerorings (und das Zentrum ist {2-Zeroring)
Ideal ist. Damit existiert aber die absteigende Kette von Idealen

GDGYDGY¥*D..2Gy' D .. (2.58)

Als endlicher Multioperatorring erfiillt G die Minimalbedingung. D.h., die absteigende Kette (2.58)
bricht nach endlich vielen Schritten fiir ein natiirliches n ab. Es gilt dann

Gy = Gy = .
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womit der Endomorphismus -~ fiir ein natiirliches n zu einem Automorphismus G~+™ wird. Der Satz ist
bewiesen.

Wie man im Beweis sieht, ist das Erfiilltsein der Minimalbedingung fiir Ideale im Multioperator-
ring G fiir die Eigenschaft "higginsch” hinreichend. Da G7v im Zentrum Z enthalten ist, geniigt sogar
die Minimalbedingung fiir Ideale im Zentrum Z:

Satz 6
Ein Multioperatorring G ist higginsch, wenn er selbst oder sein Zentrum die Minimalbedingung
fiir Ideale erfillt.

Damit kénnen wir auch sagen, dass jeder Multioperatorring mit Hauptreihen higginsch ist. Da fiir
Hauptreihen auch die Maximalbedingung notwendig ist, erhebt sich die Frage, ob die Maximalbedin-
gung fiir Ideale die Eigenschaft "higginsch” absichert.

Da der Q-Zeroring (Z, + ,0) als Gegenbeispiel zu den Hypothesen nicht higginsch ist, aber der Maxi-
malbedingung fiir Ideale geniigt, miissen wir die Frage verneinen.

Wir kénnen aber fiir die Forderung ” Auotmorphismus” in der Definition der higginschen Multiopera-
torringe die Forderung ”Isomorphismus in sich” setzen, und wiirden damit "fasthigginsche” Multi-
operatorringe erhalten, fiir welche gilt:

Satz 7
Jeder Multioperatorring G mit Maximalbedingung fiir seine Ideale ist "fasthigginsch”.

Beweis: Sei 7 ein zentraler Endomorphismus des Multioperatorrings G, R das Radikal dieses Endo-
morphismus und K; die Kerne von v beziiglich seiner endomorphen Bilder G~*.

Diese Kerne bilden dann eine aufsteigende Kette von Idealen im Multioperatorring GG, welche auf
Grund der Maximalbedingung abbricht, d.h., es gibt eine natiirliche Zahl n mit K,, = K, +1 = ....

Da das Radikal aber die Vereinigung aller dieser Kerne ist (siche 1.5.5), gilt

R=K,
und damit
Ry = (0)
Mit Satz 1, 1.5.5, bedeutet dies
GY" N R =(0)

und mit Satz 2, 1.5.3, ist der Endomorphismus « damit Isomorphismus des Bildes Gy" in Gy", womit
G 7fasthigginsch” wird. Der Beweis ist erbracht.

Im Weiteren werden wir auf "fasthigginsche” Multioperatorringe nicht weiter eingehen. Es sei noch
erwahnt, dass unser Gegenbeispiel fiir Hypothese C der 2-Ring (Z, + ,0) "fasthigginsch” ist und noch
kein Multioperatorring gefunden wurde, welcher nicht ”fasthigginsch” ist. Es liegt nahe, folgende Aus-
sage zu treffen:

Vermutung

Jeder Multioperatorring ist fasthigginsch, d.h. fiir jeden zentralen Endomorphismus ~ des Multi-
operatorrings G existiert eine natiirliche Zahl n, so dass der Endomorphismus v fiir Gy" Isomor-
phismus ist.
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2.6.5 Spezielle Eigenschaften higginscher Multioperatorringe

Die Definition der higginschen Multioperatorringe erweist sich nur dann als zweckméfig, wenn wir
zeigen konnen, dass jeder dieser Multioperatorringe die Hypothesen B und C erfiillt.

Satz 1

Jeder higginsche Multioperatorring G erfiillt Hypothese B, d.h., fiir jeden zentralen Endomorphis-
mus y von G existiert ein eindeutig bestimmtes Ideal U, so dass G die direkte Summe von U und
dem Radikal R des Endomorphismus « ist und der Endomorphismus ~ fiir das Ideal Automor-
phismus ist.

Beweis: Sei v ein zentraler Endomorphismus des Multioperatorrings G. G sei higginsch und m die
natiirliche Zahl, m > 1, fiir welche der Endomorphismus v Automorphismus fiir Gy™ ist. Da dann
GAy™ = Gy™*! gilt, setzen wir

U=Gy"

womit der Endomorphismus ~ fiir das Ideal U schon Automorphismus ist. Dass U Ideal ist, folgt aus
der Tatsache, dass Gy™ als {)-Zeroring ebenfalls Ideal ist.
Angenommen die Summe R + u wére nicht direkt, d.h.

RNU # (0)

so existiert in U ein von dem Nullelement verschiedenes Element a, welches auch im Radikal R liegt
und fiur welches eine natiirliche Zahl n existiert, so dass

ay" =0
wird. Damit muss irgendwann, da n gréfler als m sein muss
U,yn—m 7& U,yn—m—i—l

sein, da dann der Kern des Endomorphismus nicht nur das Nullelement sondern auch a enthélt. Dieses
ist aber nicht moglich, da der Endomorphismus ~ fiir das Ideal U Automorphismus ist. Es ist

RAU = (0)

Weiterhin gilt auch R4+ U = G. Denn, sei g ein beliebiges Element von G, dann ist nach Definition des
Ideals U das Element g4™ in U enthalten. Da ~ fiir U Automorphismus ist, gibt es dann ein Element

a aus U mit
m m

g™ =y
Daraus wird aber
gy —uy" =0= (g —u)y™ d.h. g—u€R und geER+U

womit also

G=RoU

folgt. Angenommen es gebe ein weiteres Ideal U’ mit
G=RoU und Ury=U

Dann ist sicher
U'=U0"CGy"=U

Auf der anderen Seite kann jedes Element g von G in der Form

g:u’—i—r
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dargestellt werden, wobei v’ aus dem Ideal U’ und r aus dem Radikal des Endomorphismus ~ ent-
nommen werden. Damit erhalten wir:

gy =y "

und da
ry™ e Gy NR=(0)

ist, 4™ = 0 und folglich
g,ym — U,'}/m c U/

Damit miissen aber die beiden Ideale U und U’ zusammenfallen, d.h., das Ideal U ist eindeutig be-
stimmt. Der Beweis ist erbracht.

Auch die Hypothese C weisen wir als Eigenschaft der higginschen Multioperatorringe nach.

Satz 2 (Higgins)
Jeder higginsche Multioperatorring G erfiillt die Hypothese C, d.h., sind o und g zwei komple-
mentéire normale Endomorphismen von G, so existiert eine direkte Zerlegung des 2-Rings G, d.h.

G=AeD

wobei a Automorphismus des Ideals A und 5 Automorphismus des Ideals B ist.

Beweis: Seien o und § zwei normale und komplementédre Endomorphismen des higgischen Multiope-
ratorrings G. Dann ist nach Satz 4, 1.5.4, v = aff = Sa zentraler Endomorphismus des 2-Rings G.
Nach Satz 1 existiert dann ein eindeutig bestimmtes Ideal U mit

G=R,®U und Uy=U
Wir setzen
A=Rpg undB =R, ®U

Mit Satz 6, 1.5.5, ist dann folglich
G=A®B

Der Endomorphismus « ist dann Automorphismus des Ideals A, § Automorphismus des Radikals R,,.
Wir zeigen nun, dass 5 auch Automorphismus des Ideals U und damit von ganz B ist. Dazu betrachten
wir das Ideal US des Multioperatorrings G. Sicher ist

UBN R, = (0)

denn ist fiir ein Element u aus U das Element v/ im Radikal R, enthalten, so wird fiir eine natiirliche

Zahl n:

(uB)y" =0 , also uy™ ™t =0

D.h. aber, dass u in dem Durchschnitt von U und R, enthalten ist. Dieser ist aber gleich dem Q-
Nullideal, so dass © = 0 wird. Auflerdem ist auch

R,+UB=G

Denn es ist
U=Uy=UafCG= (R, +U)s C R, +Up
d.h. also
G=R,+UCR,+UpB
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Damit ist die Summe R, + U3 direkt, mit
G=R,+UpB

Nach Satz 1 ist das Ideal U aber eindeutig bestimmt, womit § fiir das Ideal U Automorphismus sein
muss, da aus AN B = (0) auch U N Rg = (0) folgt. Folglich ist der Endomorphismus  auch fiir ganz
B Automorphismus. Der Satz ist bewiesen.

Betrachten wir dazu ein Beispiel, und zwar den zentrumslosen und damit higginschen Restklassenring
Zg. Dieser Ring besitzt genau 4 Endomorphismen (siehe Seite 53) von denen zwei nichttrivial normal
und komplementér sind:

a: ac=4a und B: af =3a

fiir alle Elemente a aus dem Restklassenring. Die Nacheinanderausfithrung beider Endomorphismen
ist, da sie idempotent sind, der Nullendomorphismus

R, =1Zs und U =(0)
Fir die Zerlegung von Zg erhalten wir dann:
A= Rg=(2) und B =R,®U=(3)®(0)=(3)

und tatsachlich auch

« ist dann Automorphismus von (2), 5 von (3).

2.6.6 Folgerungen und Sitze

Bevor wir uns weiter mit higginschen Multioperatorringen befassen, zeigen wir noch einen Hilfssatz,
welcher zum einen fiir alle Multioperatorringe gilt und zum anderen fiir spidtere Beweise bendtigt wird.

Satz 1 (Higgins)
Seien
G=A® A =DB1 @ By

zwei direkte Zerlegungen eines Multioperatorrings G und 7 Homomorphismus von Ay in By, ¢
Homomorphismus von As in Bs.

Sind die Homomorphismen ¢; und 2 in dem 2-Ring G normal, so existiert ein eindeutig be-
stimmter normaler Endomorphismus ¢ in G' mit

gp=gp1 Vge A und gp =gypa Vg e A

Auflerdem ist dann ¢ dann und nur dann Automorphismus des Multioperatorrings G, wenn g
und o Isomorphismus von den Ay, Ao auf By, By sind.

Beweis: Seien a1 und as die Zerlegungsendomorphismen beziiglich der direkten Summe G = A; & A,.
Dann sind aj¢; und asps nach dem Hauptsatz iiber Endomorphismen sowie nach Satz 1, 1.5.3,
normale Endomorphismen von G. Da

[Gaip1, Gasps] = [A1p1, Aapa] C [B1,B2] = (0)
ist, wird ebenfalls nach Satz 1, 1.5.3, auch die Summe der Endomorphismen
P = a1p1 + aps
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normaler Endomorphismus von G, welcher dann auf A; mit ¢ und auf As mit 9 zusammenfillt.
Damit ist ¢ aber nur Isomorphismus, wenn es auch ¢; und @2 sind und umgekehrt. Ebenso kann ¢
dann und nur dann auf ganz G abbilden, wenn ¢; auf B; und ¢y auf By abbildet.

Angenommen es lege noch ein weiterer normaler Endomorphismus ¢ vor, welcher mit dem Homomor-
phismus ¢ und o auf den A;, i = 1,2, iibereinstimmt, so wird aus

a1p] = Y und Qo = aY sofort

Y= (a1 +a)p = +a)=¢

womit der Endomorphismus ¢ eindeutig bestimmt ist. Der Beweis ist erbracht.

Wenden wir uns wieder den higginschen Multioperatorringen zu. Wir wir zeigten, erfiillt jeder higgin-
sche Multioperatorring Hypothese C. Wir kénnen sogar zeigen:

Satz 2 (Higgins)
Jeder direkte Summand eines higginschen Multioperatorrings G erfiillt Hypothese C.

Beweis: Sei G = A @ B eine direkte Zerlegung eines Multioperatorrings G in seine Ideale A und
B, o und § die zugehorigen Zerlegungsendomorphismen. Weiterhin seien @1 und @92 komplementére
normale Endomorphismen von A.

Da ¢ und @2 dann auch normal in G sind, werden auch

Yvr=oap1r  und  Yr=oapr+f
normale Endomorphismen, welche nach Satz 1 ¢1 und @9 auf dem Ideal A fortsetzen. Aulerdem gilt:
Y1+ =aprtapr+B=alpr+¢2)+B=a+f=i

mit ¢ als identischem Automorphismus. D.h., ¢); und 9 sind komplementére normale Endomorphismen
von G. Da die Hypothese C fiir den ganzen Multioperatorring gilt, existiert eine Zerlegung von G

G=G® Gy
wobei die v;, ¢ = 1,2, Automorphismen der Ideale G; sind. Da
G1 =Gy =Grap; CTAp; CA

ist, wird nach Satz 4, 2.6.1:
A=G1® (GQ N A)
Da 11 den Endomorphismus ¢ auf A fortsetzt und G in A enthalten ist, wird ¢ Automorphismus

auf G1. Kénnen wir nun noch zeigen, dass ¥ Automorphismus fiir Go N A ist, wére der Satz bewiesen.

Da 12 den Endomorphismus @9 auf A fortsetzt, ist @9 fiir Go N A sicher Isomorphismus. Weiterhin ist
fiir jedes Element a aus Gy N A:
apa = ay € GonNA

da ja (Ga N A)pg = Go N A gilt. Damit wird aber
(GaNA)ps CGaN A (2.59)

Andererseits wird aus Ga1po = (Go, dass fiir jedes Element a aus Go N A in G5 ein Element g existiert,
fir welches

a= gy
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gilt. D.h. aber
a = gs = glaws + B) = gaps + g3
Da a in A und gags ebenfalls in A und g8 in B enthalten sind, muss das Element g3 gleich dem
Nullelement werden. Nach Voraussetzung sind A und B bis auf das Nullelement zueinander disjunkt.
D.h. aber
g=gac A also geGanNA und a = gy

womit

GoNAC (GQ N A)QDQ
wird. Mit (2.59) ist dann aber ¢y Automorphismus auf G N A. Der Beweis ist erbracht.

Eine Frage ist, warum nicht gezeigt wurde, dass ein direkter Summand eines higginschen Multiopera-
torrings selbst higginsch ist. Dies ist aber ebenfalls moglich:

Satz 3
Jeder direkte Summand eines higginschen Multioperatorrings ist selbst higginsch.

Beweis: Sei G ein beliebiger higginscher Multioperatorring und A einer seiner direkten Summanden,
womit ein Ideal B in G mit
G=A9B

existiert. 7 sei ein beliebiger zentraler Endomorphismus des Ideals A. Zu diesem Endomorphismus
konstruieren wir folgende Abbildung 7' auf dem ganzen Multioperatorring G.

Sei g ein beliebiges Element aus G. Da G die direkte Summe der Ideale A und B ist, existiert fiir
dieses Element eine eindeutige Darstellung

g=a+b

wobei a aus A und b aus B ist. Fiir diese Abbildung +/ setzen wir nun

viogy =ay

wobei a das durch die Summendarstellung von bestimmte Element aus dem Ideal A ist. Jedes Element
aus dem Ideal B und nur diese werden also auf das Nullelement abgebildet.

Wie man einfach nachpriifen kann, ist 7/ damit fiir den Multioperatorring G Endomorphismus. Mit
der Definition von 7/ liegt das endomorphe Bild von G beziiglich des Endomorphismus ' in A, ja
sogar in dem Zentrum von A, da «' zentraler Endomorphismus des Ideals A ist. Nach Satz 2, 2.3.6,
ist das Zentrum von A aber in dem Zentrum des Multioperatorrings G enthalten.

Da G higginsch ist, muss fiir den zentralen Endomorphismus 4’ eine natiirliche Zahl n mit: 4/ ist
Automorphismus fiir Gy existieren. Da

(G,y/),ylnfl _ A,)//nfl

ist und der Endomorphismus 4" auf dem Ideal A den Endomorphismus ~ fortsetzt, muss der zentrale
Endomorphismus ~ fiir Ay~ Automorphismus sein. Damit ist das Ideal A higginsch und der Beweis
ist erbracht.

Mit diesem Satz 3 eriibrigt sich der Satz 2, da wir mit diesem Satz und dem Satz 2, 2.6.5, als Folgerung
erhalten:

Satz 4
Jeder direkte Summand eines higginschen Multioperatorrings ist selbst higginsch und erfiillt damit
die Hypothesen B und C.
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Als weitere Folgerung ergibt sich

Satz 5
Ist ein Multioperatorring G die direkte Summe von Multioperatorringen G;, ¢ € I, und ist auch
nur einer der {2-Ringe G; nicht higginsch, so kann es auch G nicht sein, d.h., G ist nicht higginsch.

Damit ist es moglich, aus dem bisher einzigen Beispiel eines nicht higginschen Multioperatorrings
(Z, 4 ,0) unendliche viele weitere nicht higginsche Q2-Ringe zu konstruieren.

Es sei angemerkt, dass wir ebenso zeigen kénnen, dass jeder direkter Summand eines fasthigginschen
Multioperatorrings wieder fasthigginsch ist.

Die nun zu untersuchende Umkehrung, ob die direkte Summe von higginschen Multioperatorringen
wieder higginsch ist, ist nicht einfach zu 16sen. Wir zeigen nur einige besondere Aussagen. Dazu macht
sich eine weitere Begriffsbildung notwendig.

Definition

Ein Q-Unterring eines Multioperatorrings G heifit genau dann vollinvariant, wenn dieser
Q-Unterring A bei jedem Endomorphismus von G in sich selbst abgebildet wird, d.h., fiir jeden
Endomorphismus « gilt

Aa C A

Vollinvariant sind zum Beispiel alle Ideale des Rings der ganzen Zahlen. Damit zeigen wir:

Satz 6
Ist ein Multioperatorring G direkte Summe zweier vollinvarianter Ideale A und B, welche higginsch
sind, so ist auch G higginsch.

Beweis: Der Multioperatorring G sei die direkte Summe seiner Ideale A und B, welche higginsch sind
G=AeB

~ sei ein beliebiger zentraler Endomorphismus von G. Da nach Satz 2, 2.3.6, das Zentrum Z von G die
direkte Summe der Zentren Z, von A und Z;, von B ist und die Ideale A und B nach Voraussetzung
vollinvariant sind, werden die beiden Ideale A und B beziiglich des Endomorphismus - in sich selbst
und sogar in ihre jeweiligen Zentren abgebildet. Damit erhalten wir

Gy = Ay ® By

und allgemein ‘ ' .
G~v' = Av' @ By (2.60)

Da nun « sowohl fiir A als auch fiir B zentraler Endomorphismus ist und diese higginsch sind, exis-
tieren zwei natiirliche n und m, so dass « fiir Ay™ bzw. B~4™ Automorphismus ist. Wéahlen wir als
k das Maximum der beiden natiirlichen Zahlen n und m, wird folglich mit Relation (2.60) der En-
domorphismus v fiir k¥ = max (n,m) fiir den Q-Ring G7* zu einem Automorphismus. Damit ist der
Multioperatorring G aber higginsch. Der Beweis ist erbracht.

Wir sehen, dass die Eigenschaft ”Vollinvarianz” zum Nachweis notwendig ist. Betrachten wir aber

die direkte Summe eines higginschen Multioperatorrings A mit einem zentrumslosen und damit auch
higginschen Multioperatorring B, so kann man verallgemeinern:
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Satz 7
Ist ein Multioperatorring GG die direkte Summe eines higginschen Multioperatorrings A und eines
zentrumslosen (higginschen) Multioperatorrings B, so ist G ebenfalls higginsch.

Beweis: Zum Nachweis brauchen wir nur zu zeigen, dass die Ideale fiir alle zentralen Endomorphismen
von G vollinvariant sind, d.h. also, fiir jeden Endomorphismus -y, welcher zentral ist, muss das Bild
von A im Zentrum von A und das Bild von B im Zentrum von B liegen.

Fir das Ideal B ist dies offensichtlich, da B zentrumslos ist und das Zentrum von G die direkte
Summe der Zentren von A und B ist. Damit muss aber das Zentrum Z, von A mit dem Zentrum Z
von G identisch sein, so dass auch A~ fiir jeden zentralen Endomorphismus v von G in Z, liegt.

Da wir im Beweis nur die Vollinvarianz der direkten Summanden beziiglich der zentralen Endomor-
phismen benétigen, muss G higginsch sein. Der Satz ist bewiesen.

Im Folgenden wenden wir uns der Untersuchung von direkten Zerlegungen in higginschen Multiope-
ratorringen zu.

Satz 8
Ist ein higginscher Multioperatorring G direkte Summe seiner Ideale Ay, A2 und By, Bs:

G=A1® A, =B, ® B,
so existieren direkte Zerlegungen
Ai=A1,;D Az, und Bj =By, ® By
und ein normaler Endomorphismus « mit
B;jo=A;; 1,7 =1,2

wobei « fiir G Automorphismus ist.

Beweis: Zuerst weisen wir die Existenz der direkten Zerlegungen nach. Seien oy, o die Zerlegungsen-
domorphismen von G = A; @ As, 1, 8 die Zerlegungsendomorphismen von G = By & Bs.

Die Abbildungen Si1aq und Bsag sind dann normale Endomorphismen von G, da die Nacheinander-
ausfihrung zweier normaler Endomorphismen wieder normal ist.

Da Gap = A; ist, bilden die Endomorphismen 11 und Socr; Aq in sich selbst ab. Die Summe von
Braq und Boary ist aq, so dass beide Endomorphismen normal und komplementéir auf dem Ideal sind,
da «y die identische Abbildung des Ideals A; ist. Nach Satz 2 und Satz 2, 2.6.5, existiert dann eine
Zerlegung

Ay =A11 D A
so dass B1a; Automorphismus auf A;; und faa; Automorphismus auf A ; ist. Wir setzen nun:
Bii=A115 ; Bio = A210
By = BN (A1 @ Ay) ; Boo =By (A1 @ Ag)
A12 = Bajaa ; Az o = Baoas

Damit sind die A; ;, B; ;j Ideale in G. Fiir diese zeigen wir das Geforderte. Da 311 Automorphismus
von A171 iSt, bildet (6751
Bi1=A115

isomorph auf A;; ab. Da dann
A171 NAy = Bl71 NAy = (0)

185



ist, wird nach Satz 5, 2.6.1, also
A11® By =DB11® Az

Daraus folgt, dass
G=DB11® A1 @ A

ist. Da das Ideal By das Ideal By ; umfasst, wird nach Satz 4, 2.6.1:
By =B11® (BiN(A21 @ A2)) = B11® B2
Analog zeigt man
BiaN Ay =(0) und Ay @Ay =Bi2P Ay — G=Bi2®A 18 A

und damit
By = B12® B2

Andererseits bildet der Endomorphismus ; das Ideal A isomorph auf Bi; und (2 das Ideal Aj
auf B1 2 ab. Damit wird auch

Al,l N By = (0) und A2,1 NB = (0)

Nach Satz 5, 2.6.1, also
A11® By =B11® By (2.61)

A21® Br = B12® B (2.62)
Ist nun a ein Element von A 1, so wird
a=aa; = afion +abaq
und da afB2aq im Ideal Ay enthalten ist
aBror € Az
Damit erhalten wir
afr = afrog + afrog € A1 @ Ao
Da das Element af3; auch im Ideal B liegt, ergibt sich
af € By N (A21 @ Az) = Ba;
Aus By = Ag 13 folgt dann afs € B2 und a = afi + af2 wird Element von By 1 @ B 2, d.h.
Az1 € By ® By
Nach Relation (2.62) ist aber auch
By 1 ®B12C A1 @ By

Wenden wir erneut Satz 4, 2.6.1, an, so ergibt sich

By1@® Bia=A21® (B1N (B & Bi2)) bzw.

By1®Bioa=A21®(B1NB21) & (BiNBi2) =A21® Ba1 @ (0) =Az1 @ Ba (2.63)

mit (2.61) folgt dann

G=A11®By1 ®@By=A11@ B21® Bi12® By
und mit Relation (2.63)

G=A1,1D A1 DBy ®Boo=A1 @ Ba1® Bap
Da aber auch G = Ay @ A, ist, bildet oy das Ideal By @ Ba o isomorph auf Aj9 @ Aa9 ab.

(B2,1 @ Ba2)as = Byjags @ Basag = A12P Az
Mit Satz 5, 2.6.1, wird dann weiter
G=A1® (B21® Ba2)ag=A1 B A1 2 Az

Da G = A; 4+ Az und A; 2 @ Aso Teilmenge des Ideals Aj ist, erhalten als letzte gesuchte direkte
Zerlegung
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Ay = A12® Az

Zusammenfassend wurden ausgehen von Ay = A; 1 @ Ag; die anderen drei direkten Zerlegungen so
konstruiert, dass die a; die Ideale B; ; isomorph auf die Ideale A, ;, 7 = 1,2, abbilden. Aulerdem wissen
wir, dass o und ay die Ideale By @ Bi 2 bzw. By 1 @ B isomorph auf A; und Ay abbilden.

Auf Grund von Satz 1 existiert dann in G ein normaler Endomorphismus «, welcher oy und as auf
Bi11 @ B2 bzw. By @ By o fortsetzt. Damit haben wir aber

Bijor= Aj,
fiir alle 4,5 = 1,2, womit der Beweis vollstdndig erbracht ist.

Diesen Satz kénnen wir noch verallgemeinern:

Satz 9 (Higgins)
Ist ein higginscher Multioperatorring G die direkte Summe seiner Ideale Aq,...,A, bzw. B1,...,Bp,
d.h.

dann existieren direkte Zerlegungen
A; = Al,i D...D Amﬂ' und Bj = Bl,j D...D Bn,j
und ein normaler Automorphismus « von G mit

Biijé = Ajﬂ' (Z = 1,...,n;j = l,m)

Der Beweis wird mit vollstdndiger Induktion nach m + n gefithrt und ist in Higgins [39, Seite 401,
fiir Multioperatorgruppen enthalten. Wir verzichten hier auf diesen Beweis, da er wie der Beweis von
Satz 8 ablauft.

Als Beispiel betrachten wir wieder den Restklassenring Zsp40 und dort die direkte Zerlegung
Zsoso = (144) & (35) = (112) ¢ (45)
Dabei treten die Zerlegungsendomorphismen
fir A; = (144) a1 aal = 144a ; fiir Ay = (35) o acg = 35a
fir By = (112) B1: aBp=112a ; fiir By = (45) Bo:  afy = 45a
auf. Die normalen Endomorphismen von G $1a7 und s sind dann durch
braq : afra; = 1008a ; Boa1 : afaag = 720a

gegeben, womit
A = (144) = A1 1 @ Az = (1008) @ (720)
wird. Wenden wie die Definitionen und den Nachweis an, so erhalten wir
Bl,l = (1008)51 = (1008) ; Bl 2= ( 20)52 ( )
By1 = (112) N ((720) & (35)) = (112) N (5) = (560)
By = (45) N ((1008) & (35)) = (45) N (5) = (315)
Aq 2 = (560)a2 = (560) ; Ay o = (315)ap = (315)
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Die gesuchten Zerlegungen sind dann
Ag = (560) @ (315) ; B; = (1008) @ (560) ; By = (720) @ (315)

Ubrigens ist dann
A1 DAI2DA21 D A2 =DB11®B12® Ba1 @ Bapo

gleich dem ganzen Restklassenring.

2.6.7 Vollstiandige Zerlegungen

In diesem Abschnitt sollen direkte Zerlegungen in direkt unzerlegbare Ideal in higginschen Multiope-
ratorringen diskutiert werden. Derartige Zerlegungen werden wir vollstéindige Zerlegungen nennen.

Liegt in einem higginschen Multioperatorring G eine vollstdndige direkte Zerlegung vor:
G=B1®B®..® B,

und haben wir zusétzlich noch eine beliebige direkte Zerlegung des ganzen Multioperatorrings
G=A10A®...0A,

so kénnen wir Satz 9, 2.6.6, anwenden. Da die B; direkt unzerlegbar sind, setzen wir B; = By ; und
B;; = (0) fur alle ¢ = 2,...,n und j = 1,...,n. Damit werden genau n der Ideale A;; verschieden vom
(2-Nullideal, und zwar alle A;; mit j = 1,....,n. Da

G=9 Z Aj,i
Vi,

ist, wird
G=A119A1®..0 A,

wobei die Ideale A; 1 als isomorphe Bilder der B; direkt unzerlegbar sind. Wir haben damit

Satz von Higgins

Besitzt ein higginscher Multioperatorring G eine vollstindige Zerlegung in n Summanden, so lédsst
sich jede andere direkte Zerlegung von G zu einer vollstédndigen Zerlegung mit genau n Summanden
verfeinern.

Zwei vollstandige direkte Zerlegungen haben dann paarweise normal isomorphe Summanden.

Wie man sieht, ist dieser Satz ein allgemeinere Form des Satzes von Schmidt-Ore. Wéahrend der Satz
von Schmidt-Ore fiir Multioperatorringe mit Hauptreihen gilt und immer eine direkte Zerlegung in
direkt unzerleghbare Summanden absichert, gilt der Satz von Higgins fiir die allgemeinere, und die
Multioperatorringe mit Hauptreihen umfassenderere, Klasse der higginschen Multioperatorringe und
gewahrleistet nur eine vollstédndige direkte Zerlegung, wenn schon mindestens eine bekannt ist.

Die wichtigste Aussage des Satzes von Higgins besteht aber darin, dass er die Isomorphie zweier
vollstédndiger Zerlegungen in higginschen Multioperatorringen absichert.

D.h., wahrend fiir den Satz von Schmidt-Ore Multioperatorringe mit Hauptreihen, d.h. Multiopera-
torringen, welche sowohl der Minimal- als auch der Maximalbedingung fiir Ideale geniigen, benétigt
werden, sind fiir den Satz von Higgins Multioperatorringen mit Minimalbedingung vollig ausreichend.
Wir koénnen damit sagen:

Die Isomorphie zweier direkter Zerlegungen in direkt unzerlegbare Ideale ist fiir Multioperatorrin-
ge mit Minimalbedingung abgesichert.
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Das Erfillen der Minimal- und Maximalbedingung fiir Ideale ist hinreichend aber nicht notwendig
fiir die betrachtete Isomorphie. Ebenso ist das Erfiillen der Minimalbedingung allein nur hinreichend,
da es auch Multioperatorringe gibt, welche higginsch sind aber nicht der Minimalbedingung gentigen.
Dazu gehoren zum Beispiel alle zentrumslosen Multioperatorringe.

Da fiir die Eigenschaft "higginscher Multioperatorring” zwar hinreichende Kriterien aber kein hin-
reichendes und notwendiges Kriterium gefunden wurde, ist es fiir weitere Untersuchungen wichtig,
eine andersartige Beschreibung der higginschen Multioperatorringe zu geben. Bisher gelang dies nicht,
so dass wir und mit den bisherigen Aussagen begniigen miissen.

Wenden wir uns noch der direkten Ahnlichkeit zu, welche auch fiir higginsche Multioperatorringe
eine Bedeutung besitzt.

Satz 1 (Kuros)
Sind A und A’ zueinander normal isomorphe Summanden eines higginschen Multioperatorrings
G, so existieren direkte Zerlegungen

A=A & A, undd = A, @ 4

wobei A1 und A direkt dhnliche Ideale und Ay und A} abelsch sind.

Beweis: Sei G = A @ B higginscher Multioperatorring und die «, 8 die zu der direkten Zerlegung
gehorenden Zerlegungsendomorphismen. Ist ¢ der normale Endomorphismus von A und A’, so ist
auch pa normaler Endomorphismus von A. Da G higginsch ist, folgt aus Satz 2, 2.6.6, dass eine

Zerlegung
A=A, A

existiert, so dass o Automorphismus von A; und (i — pa) Automorphismus von As ist. Setzen wir
Al = A1 und AL, = Asp, wird

A=Al 8 A
Da ¢« sogar Automorphismus von A; ist, bildet a das Ideal A} isomorph auf A; ab, Da A| N B = (0)

ist, erhalten wir nach Satz 5, 2.6.1,
'®oB=A 6B

Damit ergibt sich aber
18(BOA) =410 (B A)=G

womit A; und A} direkt dhnlich sind.
Weiterhin ist nach Satz 4, 1.5.4, (i — pa)pa zentraler Endomorphismus von A. Da A3 (i — pa) = As
ist, wird

Aspa = As(i — pa)pa

womit Aspa im Zentrum von A liegt. Damit wird fiir Aspa und Ga = A der Kommutant
[Aspa, Ga] = (0)
Da dann der Kommutator (wir benutzen die einfachere Schreibweise):
[@15ee s G1yeeesGny Wi) = — a1 QpWy — g1 Gnwn, + (a1 + g1)...(an + gn)wn

Element von Ay ist, a; € A, ¢g;inG, i = 1,...,n (Ag ist ja Ideal) und da sowohl ¢ als auch a normal
sind, wird:

[alr"aan;glv"'?gn;wn]SO = [al,---,an;gl,---,gn;wn]a@ = [ala"'>an; (gla),...,(gna);wn]go =

= [(a16),-,(an®); (910);-..,(gn); wn] = [(@16),--.(an); g1, ,9n; W] =
= [(a10Q),....,(anPa); gi,....gn; wn] € [A2pa, Ga] = (0)
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Da ¢ aus Ay Isomorphismus ist, muss der Kommutator gleich Null werden. As liegt damit im Zentrum
von G und ist folglich abelsch. Als isomorphes Bild ist dann das Ideal A/, ebenfalls abelsch. Der Satz
ist bewiesen.

Als Folgerung erhalten wir:

Satz 2

Sind A und A’ direkt unzerlegbare, normal isomorphe Summanden eines higginschen Multiope-
ratorrings G, so sind beide entweder direkt dhnlich oder beide abelsch, d.h., fiir ein nichtleeres
Operationensystem ), -Zeroringe.

Zum Abschluss wenden wir uns noch einmal der Auswahl der Hypothese A’ zur Definition der higg-
inschen Multioperatorringe zu.

Obwohl man schnell sieht, dass jeder Multioperatorring, welcher Hypothese A erfiillt auch die Hypo-
these A’ erfiillt, also higginsch ist, erscheint die Wahl von A’ zweckmafBiger.

Die Ursache besteht darin, dass bei Hypothese A’ keine Forderung beziiglich des Erfiilltseins von
Minimal- bzw. Maximalbedingung gestellt wird. D.h., ein higginscher Multioperatorring muss kein
Ideal besitzen, welches gleichzeitig Minimal- und Maximalbedingung fiir seine eigenen Ideale erfiillt.
Beispiel dafiir ist der Ring der ganzen Zahlen, welcher zentrumslos und damit higginsch ist.

Hétten wir Hypothese A als Definition benutzt, wére in die Definition das Erfiilltsein der Minimal-
und Maximalbedingung zumindest fiir Ideale des Zentrums gefordert worden.
Derartige Forderungen sollten aber nicht auftreten, da wir gerade herausarbeiten wollten, dass der

Satz von Higgins auch fiir andere Multioperatorringen erfillt ist.

Mit dieser Bemerkung schliefen wir nun die Untersuchung higginscher Multioperatorringe ab.
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2.7 Vollstindige reduzible Multioperatorringe

2.7.1 Definition und Theorem von Lu

Im letzten Abschnitt dieser Arbeit wenden wir uns einem weiteren Spezialfall von Multioperatorringen,
den vollstdndig reduziblen 2-Ringen zu.

Definition

Ein Multioperatorring G heifit vollstdndig reduzibel genau dann, wenn fiir jedes Ideal A
von G ein Ideal B in existiert, so dass
G=A¢B

wird.

Damit ist ein Multioperatorring vollstdndig reduzibel, wenn jedes seiner Ideale direkter Summand des
Multioperatorrings ist. Dabei miissen wir beachten, dass der Begriff ”vollstédndig reduzibel” in keinem
unmittelbaren Zusammenhang mit dem Begriff "vollstdndige Zerlegung” aus Abschnitt 2.6.7 steht.

Beispiele sind sofort alle einfachen Multioperatorringe, fiir welche
G=G®(0)
gilt. Nichttriviales Beispiel ist der 2-Zeroring tiber der Kleinschen Vierergruppe, da dort
Ki=Ki®(0)=(a)® (b) =(a)® (c) = (b) & (c)

gilt. Dabei lasst sich iiber die Ideale eines vollstédndig reduziblen Multioperatorrings (wir benutzen in
Zukunft "v.r”” als Abkiirzung fiir "vollstdndig reduzibel”) eine Aussage treffen:

Satz 1 (Kuros)
Jedes Ideal eines v.r.Multioperatorrings ist selbst vollstdndig reduzibel.

Beweis: Sei A ein beliebiges Ideal eines v.r. Multioperatorrings G und H ein beliebiges Ideal von A.
Da A selbst direkter Summand von G ist, ist nach Satz 2, 2.6.1, auch H Ideal von G. Da G vollstdndig
reduzibel ist, existiert ein Ideal H' in G mit

G=HaoH
Da nun H in A enthalten ist, wird mit Satz 4, 2.6.1:
A=H® (ANnH
womit fiir jedes Ideal H von A ein Ideal H” = AN H' existiert, so dass
A=HaoH"
gilt. A ist vollstdndig reduzibel. Der Beweis ist erbracht.

Wir kénnen damit sagen, dass auch jeder direkte Summand eines v.r. Multioperatorrings wieder
vollstédndig reduzibel ist. Auch die Umkehrung gilt:
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Satz 2 (Higgins)
Die (vollstdndige) direkte Summe G von v.r. Multioperatorringen G; und Gy ist selbst wieder
vollstandig reduzibel.

Beweis: Sei G die direkte Summe von G; und Gs:
G=G1®Go
Sei nun A ein beliebiges Ideal von GG. Dann ist A N G Ideal von G und es existiert ein Ideal Hy mit
Gi=(ANnGy) @ H
Da dann H; auch Ideal von G ist und
ANH =ANH NG =(0)
ist, muss die Summe A + H; direkt sein. Damit wird aber
Ao Hi=A+(ANG)+Hi =A+Gy
Mit Satz 4, 2.6.1, wird dann auch
A+G =G d ((A+G1)NGy)

Damit ist aber (A + G1) N Gy Ideal von Ga. Da auch Gy vollstindig reduzibel ist, existiert ein Ideal
Hs von G9 mit
Go = ((A+G1)NG2) © Hy

und folglich
G=G19G=G1®(A+G1)NG2)® Hy=((G1®(A+G1))N(G1 D G2)) & Hy =

:(A+G1)@H2:A@H1@HQ

d.h., zu jedem Ideal A von G existiert ein Ideal B = Hy & Hs mit G = A & B, womit G vollstdndig
reduzibel ist. Der Satz ist bewiesen.

Im Allgemeinen ist es nicht einfach, einen Multioperatorring G als vollstdndig reduzibel nachzuweisen.
Jedoch fand der chinesische Mathematiker Lu ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir v.r.
Multioperatorgruppen, welches zum einen sehr einfach zu handhaben ist und zum anderen einen
schonen Beweis besitzt. Wir iibertragen den Satz auf Multioperatorringe.

Theorem von Lu
Ein Multioperatorring G ist genau dann vollstandig reduzibel, wenn G die direkte Summe einfacher
Multioperatorringe G, © € I, ist.

Beweis: Sei G zuerst die direkte Summe einfacher Multioperatorringe G;, i € I. A sei ein beliebiges
Ideal von G. Da

G=& Z G;

icl
ist, gilt auch
G=A+ (@) G
el

Nun wéhlen wir aus den G; gewisse 2-Ringe nach folgender Vorschrift aus:
Wir setzen voraus, dass die Indexmenge I wohlgeordnet ist. Auf Grund des Wohlordnungsgesetzes ist
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dies moglich.
m sei ein gewisser fester Index aus I. Sei fiir alle b < m die Multioperatorringe G schon ausgewéhlt
bzw. nicht gewéhlt. M sei die Menge der Indizes aller schon ausgewéhlten{2-Ring G3, Wir setzen:

Der einfache Q-Ring G,, werde ausgewéhlt, wenn
(A+ > Gy) NG = (0)
beM
gilt. Der einfache 2-Ring Gj; werden jedoch nicht gewéhlt, wenn
(A+ > Go) NGy =Gy
beM

gilt. Es sind nur diese zwei Félle moglich, da G, einfacher Multioperatorring ist. Untersuchen wir alle
Q-Ringe (Ideale) G;, i € I, darauf, ob diese Ideale gewihlt werden oder nicht, so sei I’ die Indexmenge
alle ausgewéhlten 2-Ringe. Damit gilt:

AOGOZ(O) ; (A—FGo)ﬂGl:(O) I
A+ S G)NGm=(0)
bel’;b<m

fiir alle m € I'. Damit ist die Summe ) Gy, aber direkt. Aus der Konstruktion folgt aber auch
bel’

G=Ad (> Gy
bel’
da genau alle Gy, i € I, ausgewahlt werden, welche nicht in der Summe A + Y G} schon vorhanden

beM
waren. Der Multioperatorring G ist vollstéindig reduzibel.

Nun sei G v.r. Multioperatorring. Wir zeigen, dass G dann die direkte Summe einfacher Multiopera-
torringe ist. Mit G, ¢ € I, bezeichnen wir alle einfachen, d.h. minimalen Ideale des Q-Rings G. G’ sei
das Erzeugnis aller dieser Ideale G;, d.h. deren Summe

G'=>G;

i€l
Da der Multioperatorring G vollstindig reduzibel ist, existiert fiir das Ideal G’ ein Ideal G” in G mit
G — G/ @ G//

Dabei besitzt G” offenbar keine einfachen Ideale mehr. Angenommen das Ideal G” wire verschieden
vom Nullideal.

Dann muss G” ein von Null verschiedenes Element a besitzen, welche das Ideal A in G” erzeugt. Da
dann A ebenfalls kein einfaches Ideal besitzt, muss fiir jedes echte Ideal B von A ein Ideal B’ existieren,
so dass B in B’ und B’ in A echt enthalten ist, d.h.

BcB CcA
Andernfalls miisste in G ein Ideal B” existieren, so dass
A=Bae B
gilt, wobei aber B” einfaches Ideal wire. Damit existiert in A eine unendliche Reihe
AjC Ay C..CA C...CA

wobei alle A; Ideale sowohl in A als auch in G sind. Mit Satz 1 sind aber alle diese A; sowie deren
Erzeugnis

o=
i=1
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vollstéandig reduzible Multioperatorringe. Damit existieren aber Ideale B;, i = 0,1,..., und ein Ideal C’
mit:

Aiv1 =B 1 @ A; und A=CaC
wobeil wir Ag gleich dem 2-Nullideal setzen. Daraus erhalten wir aber
oo
A= (@) B)acC (2.64)
i=1
Andererseits lédsst sich dann jedes Element a aus A in der Form
a=by+..+b,+c
mit b; € B;, 1 = 1,...,m, ¢ € C’, darstellen. Da aber das Ideal A von dem Element a erzeugt wird, muss

ACBi+..4+B,+C

gelten. Dies widerspricht aber der Gleichung (2.64), da dort alle B; aus der unendlichen Indexmenge
gefordert werden. Damit kann G” nur gleich dem Nullelement werden, womit G = G’ ist. Aus der
Menge aller einfachen Ideale Gy, i € I, welche das Ideal G’ erzeugen, wihlen wir wie im ersten Teil
des Beweises gewisse einfache Ideale Gy, b € I, aus, welche dann als direkte Summe ganz G ergeben.
Der Multioperatorring G ist also direkte Summe einfacher Ideale. Der Satz ist vollstdndig bewiesen.

Ohne Beweis kénnen wir zwei Folgerungen ableiten:

Satz 3 (Lu)

Sei ein Multioperatorring G die direkte Summe einfacher Q-Ringe G;, ¢ € I. Lassen sich die
abelschen einfachen 2-Ringe der G; als direkte Summe unzerlegbarer €2-Ringe H;, j € J, welche
der gleichen primitiven Klasse, wie die abelschen G; angehoren, darstellen, so gilt:

G=(@) Hj)® (@) G
jeJ iel’

wobei jeder der Multioperatorringe G; mit 4 € I’ nichtabelsch und einfach ist.
Ist A Ideal von G, so gilt:

A= (9 Z(A NH;)) @ (® Z(A NG;))
jeJ iel’

wobei jedes der Ideale AN H; direkte Summe abelscher einfacher Ideale ist. Dabei sind diese
Summanden isomorph zu gewissen Multioperatorringen aus der primitiven Klasse in der sich die
H; befinden.

Und damit

Satz 4 (Lu)
Zwei beliebige direkte Zerlegungen eines v.r. Multioperatorrings in einfache 2-Ringe sind isomorph,
d.h. direkt dhnlich.

Damit wird aber keine Aussage iiber die Endlichkeit dieser direkten Summen getroffen. Weiterhin
zeigen wir:
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Satz 5
Jeder v.r. Multioperatorring ist higginsch.

Beweis: Sei v zentraler Endomorphismus von G und Z das Zentrum des Multioperatorrings. Dann ist
das Bild von G: H = G7 im Zentrum enthalten und folglich Q-Zeroring. Damit ist H auch Ideal in G.
Da G vollstandig reduzibel ist, existiert in G ein Ideal H' mit

G=HoH
Zu dieser direkten Zerlegung gehoren dann Zerlegungsendomorphismen o und g, fiir welche
Ga=H und GB3=H'

gilt. Da aber H das homomorphe Bild beziiglich des zentralen Endomorphismus ~ ist, fallen die beiden
Endomorphismen « und 7y zusammen. -y ist Zerlegungsendomorphismus und damit nach dem Haupt-
satz idempotent.

D.h. aber, dass « fiir das Ideal H Automorphismus ist, womit der Multioperatorring G higginsch wird.
Der Beweis ist erbracht.

Damit gelten alle in den Abschnitten 2.6.5 und 2.6.7 getroffenen Aussagen fiir v.r. Multioperator-
ringe.

2.7.2 Kriterien und Beispiele

Von Interesse ist es weitere Kriterien fiir die Bestimmung von v.r. Multioperatorringen anzugeben.

Satz 1 (Higgins)
Besitzt ein Multioperatorring G zwei Ideale A und B, fiir welche die Q-Faktorringe G/A und G/B
vollstandig reduzibel sind, so ist auch G/(A N B) vollstandig reduzibel.

Beweis: Da A und B Ideale von G sind, ist auch A 4+ B Ideal von G und damit (A + B)/A Ideal von
G/A. Da G/A v.r. Multioperatorring ist, existiert in G/A ein Ideal K’ mit

G/A=(A+B)/A® K’

K’ besitzt dann beziiglich des natiirlichen Homomorphismus v, mit kery) = A, in G ein Urbild K mit
K/A =K', dh.
G/A=(A+B)/A® K/A

Damit ist A+ B+ K =G und KN(A+b) = A.
Betrachten wir nun das Ideal AN B, da A=K N (A+ B) ist, also

ANB=KN(A+B)NnB=KNB

weil B € A + B ist. Und weiterhin
BCK+B

und da aus K N (A + B) = A sofort A C K folgt
A+BCK+B

und mit A+ B=C
CCK+B

d.h. K+ C C K + B. Wie wir gesehen habe, ist aber K + C' = G und damit
G=K+B
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Da nun K N B = AN B ist, wird insgesamt
G/(AnB)=K/(ANnB)® B/(ANB) (2.65)
Wenden wir fiir K + B = G den ersten Isomorphiesatz an, erhalten wir:
(K+B)/B=2K/(KNB) , d.h. G/B=K/(ANB) (2.66)
Wenden wir fiir C' = A 4+ B den ersten Isomorphiesatz an, so ergibt sich:
(A+ B)/A= B/(ANB) , d.h. C/A= B/(ANB) (2.67)

Da C'/A Ideal eines v.r. Multioperatorrings auch selbst vollsténdig reduzibel ist, sind beide Summan-
den von G/(A N B) isomorph zu einem v.r. Ideal. Nach Satz 2 ist dann G/(A N B) selbst vollstandig
reduzibel. Der Beweis ist erbracht.

Wenden wir das eben Gezeigte auf die Restklassenringe Z, an, wird aus der Tatsache, dass die §2-
Korper Zs und Zs vollstandig reduzibel sind, dass auch

7.)(2Z.N3Z) = 7,/ (67)

vollstandig reduzibel sind. Allgemein gilt:

Satz 2
Ein Restklassenring Z,, ist genau dann vollstdndig reduzibel, wenn n Produkt von paarweise
verschiedenen Primfaktoren (nicht Primzahlpotenzen) ist, d.h. eine Darstellung

n=pi-p2-... Pk

mit £ > 1 und p; # p; fiir ¢ # j, besitzt.

Beweis: Jeder Restklassenring modulo Primzahl ist Korper und folglich vollsténdig reduzibel. Die
entsprechenden Ideal im Ring das ganzen Zahlen sind pZ, mit p als Primzahl. Sei nun k£ = 2. Dann ist

n=p-p2

wobei die Restklassenringe Z/(p1Z) und Z/(p2Z) vollstandig reduzibel sind. Mit Satz 1 wird dann
auch Z/(p1Z N peZ) vollstandig reduzibel. Da aber

P1Z N peli = (p1 - p2)Z = n

ist, folgt fiir k = 2 das Geforderte.

Induktionsvoraussetzung: Fiir Restklassenringe modulo n (n besitzt die obige Darstellung) mit genau
k Primfaktoren ist die vollstdndige Reduzibilitéit gezeigt.

Induktionsbehauptung: Dann ist auch jeder Restklassenring Z,, mit m = n - pgi1, pr+1 7 p; fir alle
1 = 1,...,k, vollstandig reduzibel.

Induktionsbeweis: Nach Voraussetzung ist Z/(nZ) vollstandig reduzibel. Ebenso ist auch Z/(pg+1Z)
vollstédndig reduzibel, da pgy1 Primzahl ist. Nach Satz 1 ist dann auch

k
Z] <sz' Z) N pe1Z
i=1

vollstédndig reduzibel. Da nach Voraussetzung pgy1 nicht in

k
H bi
i=1
enthalten ist, gilt

k k+1
<Hpi Z) N ppy1Z = (H Di Z) =mZ
i=1 i=1
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womit der Restklassenring Z,, = Z/mZ vollstandig reduzibel ist.

Wenden wir uns der Umkehrung zu. Wir betrachten einen Restklassenring Z,,, bei dem in der Prim-
faktorzerlegung n mindestens ein Primfaktor als Potenz p’, i > 2, auftritt. Nach dem Zerlegungssatz
fiir Restklassenringe aus Abschnitt 2.1.4 ist dann aber das Ideal

n
)

direkter Summand von Z,. Dieses Ideal ist aber, da es das nichttriviale Ideal (z%) selbst enthélt,

nicht einfach, womit nach dem Theorem von Lu der Restklassenring Z, nicht vollstdndig reduzibel

ist. Der Beweis ist erbracht.

Matrizenringe sind im Allgemeinen nicht immer direkt zerlegbar und damit auch nicht vollsténdig
reduzibel. Andern wir aber die Matrizenmultiplikation derart ab, dass komponentenweise verkniipft
wird, kénnen wir sagen:

Satz 3
Jeder k-reihige Matrizenring mit dieser neuen Multiplikation ist vollstédndig reduzibel, wenn er
iiber einem Korper gebildet wird.

Beweis: Man iiberlege sich, dass dieser Matrizenring dann die direkte Summe von Idealen der Art

(51'71(1 51‘7],3(1
dikr1a ... Oj2ra
Oi (k—Dk+10 - Oip2a )

ist, wobei a alle méglichen Elemente des Korpers fiir jedes i = 1,...,k2, durchliuft, womit diese Ideale
isomorph zu dem Grundkorper werden.
Damit ist der Multioperatorring aber die direkte Summe einfacher Multioperatorringe und nach dem
Theorem von Lu vollstdndig reduzibel.

2.7.3 Minimalbedingung in vollstindig reduziblen Multioperatorringen

Im Allgemeinen muss ein beliebiger Multioperatorring, wenn er der Minimalbedingung fiir seine Ideale
geniigt, nicht unbedingt auch die Maximalbedingung fiir Ideale erfiillen. Beide Bedingungen werden
nach Satz 4, 1.4.2, nur von Multioperatorringen erfiillt, welche Hauptreihen besitzen.

Fiir vollstdndig reduzible 2-Ringe konnen wir aber zeigen:

Satz 1 (Higgins)
Ein v.r. Multioperatorring erfiillt genau dann die Maximalbedingung fiir seine Ideale, wenn er die
Minimalbedingung fiir Ideale erfiillt.

Beweis: Sei G ein beliebiger v.r. Multioperatorring und erfiille zuerst die Maximalbedingung. D.h.,
jede Kette von Idealen G;, ¢ € I, von G

.CGy,C...CcGiCcGy=G@G

bricht nach endlich vielen Schritten bei G ab. Jedes Ideal G; ist dann nach Satz 1, 2.7.1, selbst
vollstdndig reduzibel.
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Da ein Ideal G;, ¢ € I, in einem Ideal G, j € I, fir alle 4,57 € I mit 7 < j, enthalten ist, existiert zu
Gi+1 ein Ideal H;y; in G4, welches
Gi=Giy1® Hip

erfillt. Da das Ideal G; 1 verschieden von dem Ideal G; ist, muss H; 1 verschieden vom Nullideal sein.
Wenden wir dies schrittweise an, so wird

G=HGi=H oH&Go=..=H D..OH;, ©G; = ...

Damit wird aber

%
(0) CHi CH @& HsC ...CEBZHj C ...
j=1

eine absteigende Kette von Idealen, welche bei dem Nullideal abbricht. Da die G; und damit auch die
H; beliebig sind, erfiillt der Multioperatorring G die Minimalbedingung.

Sei nun in einem v.r. Multioperatorring mit Minimalbedingung
0)cGicGeC...CG; C ...

eine nach unten begrenzte aufsteigende Kette von Idealen. Da der Multioperatorring vollstédndig re-
duzibel ist, existiert zu jedem G; ein Ideal H; mit

G=0G;d H;

womit gilt:
G=GioH =Gy,oHy=..=G,®oH,; = ...

wobei
H DHyD>..OH;D..

gilt. Da nun auch G; echt in G;41 enthalten ist, erhalten wir nach Satz 4, 2.6.1:
Giy1 = G; ® (Giy1 N H;y) (2.68)
und da G sogar echt in GG; 41 enthalten ist
Git1 N H; #(0)
Da das Ideal H; selbst vollstandig reduzibel ist, existiert ein Ideal A in H; mit
Hi=(GNH)d A (2.69)

Koénnen wir nun zeigen, dass A = H;q; ist, sind die durch H; D Hs D ... bestimmten Ideale alle
verschieden. Damit wére die Maximalbedingung aber erfiillt.

Wir behaupten: A = H;,1.

Aus (2.69) erhalten wir, dass A in H; echt enthalten ist. Es ist G411 N H; # (0). Setzen wir

GZGi@Hi:Gi@(Gi+1ﬂHi)@A:

und mit Relation (2.68)
=Giy1 A

Da aber G = G411 ® H;y1 ist, muss A = H; 1 sein. Der Beweis ist erbracht.

Erfiillt ein v.r. Multioperatorring nun beide Bedingungen gilt auch:
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Satz 2 (Higgins)
Ein v.r. Multioperatorring, welcher die Minimal- bzw. Maximalbedingung fiir seine Ideale erfiillt,
ist direkte Summe endlich vieler einfacher Ideale und umgekehrt.

Beweis: Sei G ein beliebiger v.r. Multioperatorring, welcher der Minimalbedingung und nach Satz 1
also auch der Maximalbedingung fiir Ideale geniigt. Dann besitzt G Hauptreihen nach Satz 4, 1.4.2.
Die Lénge der Hauptreihen sei n.

Nach dem Satz von Schmidt-Ore kann dann der Multioperatorring in direkt unterlegbare Summanden
(endlich viele) direkt zerlegt werden. Da aber nach dem Theorem von Lu jeder v.r. Multioperatorring
direkte Summe einfacher Ideale ist, muss ein v.r. Q-Ring mit Minimalbedingung direkte Summe end-
lich vieler einfacher Ideale sein.

Fiir diese Beweisrichtung kénnen wir auch ohne Satz von Schmidt-Ore und Theorem von Lu den
Nachweis fiithren.

Ist G beliebiger v.r. Multioperatorring mit Minimal- und Maximalbedingung, so besitzt G ein mini-
males Ideal G; und zu diesem ein Ideal G| mit

G=G1 oG]

Nach Satz 2, 2.6.1, ist dann jedes Ideal von G; auch Ideal von G. Da (G; aber minimal in G ist, kann
es kein derartiges in GG1 echt enthaltenes Ideal geben. 1 ist einfach. Nach Satz 1, 2.7.1, ist dann auch
G vollstéandig reduzibel.
Da G in G echt enthalten ist, gelten auch in G} die Minimal- und Maximalbedingung. Damit kann
in G wieder ein minimales Ideal G2 bestimmt werden, welches wieder einfach ist. Fiithren wir dieses
Verfahren fort, gelangen wir zu

G=G19G2..0G;0G]

wobei alle G;, i = 1,...,j, einfache Ideale (Multioperatorringe) sind. Da im Multioperatorring G nach
Voraussetzung die Maximalbedingung gilt, bricht die Kette

j
GCGIdGyC...CdY GiC ...
=1

nach endlich vielen Schritten ab, d.h., es existiert eine natiirliche Zahl n, fiir welche G/, zum Nullideal
wird. Damit ist G aber die Summe endlich vieler einfacher Ideale.

Wenden wir uns der Umkehrung des Satze zu. Ist G direkte Summe endlich vieler einfacher Multiope-
ratorringe, so ist G nach dem Theorem von Lu vollsténdig reduzibel. Betrachten wir die Normalreihe

0)CcACAIBDAC...CAD..0A, =G

der direkten Summanden von G, so muss dies eine Hauptreihe im Multioperatorring G sein. Damit ist
der Q-Ring G aber ein Multioperatorring mit Minimal- und Maximalbedingung fiir seine Ideale. Der
Satz ist vollstdndig bewiesen.

2.7.4 Der Satz von Wedderburn-Artin

In diesem Abschnitt werden wir versuchen, aus den gezeigten Sétzen, wie zum Beispiel dem Theorem
von Lu, eine wichtige Folgerung zu ziehen. Dabei werden wir vorwiegend Beweisideen genutzt, da eine
vollstdndige Herleitung ausfiihrliche Vorbetrachtungen benétigen, die nicht Thema dieser Arbeit sind.

Zuerst betrachten wir einen beliebigen Ring R, von dem wir fordern, dass er halbeinfach ist. Unter
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einem halbeinfachen Ring versteht Faith in [46], Seite 449, einen Ring dessen R-Modul halbeinfach
ist. In anderer Literatur wird von einem halbeinfachen Ring gefordert, dass er artinsch und radikalfrei
ist. (zu dieser Definition sowie zu diesen Begriffen siehe zum Beispiel Wolfram [48], Seite 44)

Wir benutzen die von Faith gegebene Definition. Der dabei auftretende Begriff des R-Moduls wurde
in Abschnitt 1.7.2 schon erwdhnt. Dort stellten wir fest, dass man einen R-Modul als Multiopera-
torring auffassen kann, wenn man in dem Operationensystem auch unire Operationen zuldsst. Sehr
ausfiihrlich zu R-Moduln wird in Kuros [9], Kuros [11] und Kertesz [6] geschrieben.

Ein Ring R ist also genau dann per Definition halbeinfach, wenn dessen R-Modul Rp halbeinfach
ist. Dabei verstehen wir unter Rr den R-Modul, welcher die additive Gruppe des Rings R als Grund-
struktur und den Ring R selbst als Operatorenbereich besitzt.

Einen Modul nennt man halbeinfach, wenn er die direkte Summe einfacher Untermodul ist.

Eine Untergruppe (U,+) des additiven Gruppe (M,+) eines R-Moduls (M, + ,R) ist dann und nur
dann R-Untermodul oder einfach gesagt Untermodul, wenn fiir alle Elemente v aus U und r aus R:

ur € U

gilt. Vergleichen wir diese Definition mit der Definition des Rechtsideals eines Rings aus Abschnitt
2.5.6, so konnen wir sagen:

Satz 1
Die additive Gruppe eines Rechtsideals eines Rings R bildet in dem R-Modul Rp einen Untermodul
und umgekehrt.

Dabei miissen wir beachten, dass wir bis jetzt immer einen rechten R-Modul Ry vorausgesetzt haben.
Einfach nennen wir einen Untermodul, wenn er keinen echten Untermodul besitzt. Zusammenfassend
koénnen wir bisher sagen:

Ein Ring R ist halbeinfach genau dann, wenn der rechte R-Modul Ry direkte Summe einfacher
Untermoduln ist.

Da man einen R-Modul als besonderen Multioperatorring auffassen kann, kénnen wir fiir Rr das
Theorem von Lu anwenden. Da das Theorem von Lu in seiner urspringlichen Form fiir Multiopera-
torgruppen gegeben wurde und jeder R-Modul als Multioperatorring auch Multioperatorgruppe ist,
ist dieser Schluss gerechtfertigt.

Folglich muss der Modul Ry vollsténdig reduzibel sein. D.h. also, jeder Untermodul von Rp ist direk-
ter Summand von Rp. Nach Satz 1 muss dann aber auch jedes Rechtsideal des halbeinfachen Rings
R ein direkter Summand von R sein. Da nun jedes (zweiseitige) Ideal auch Rechtsideal ist, ist der
halbeinfache Ring R vollstdndig reduzibel.

Satz 2
Jeder halbeinfache Ring R ist vollstidndig reduzibel und nach dem Theorem von Lu die direkte
Summe einfacher Ideale.

Mit diesem Satz haben wir die Grundlage fiir den beabsichtigten Satz von Wedderburn-Artin gelegt.
Dafiir fithren wir nun den Begriff des artinschen Rings ein. Man sagt, ein Ring R sei artinsch
(rechtsartinsch), wenn er der Minimalbedingung fiir Rechtsideale geniigt.

Liegt uns also ein halbeinfacher artinscher Ring R vor, so ist dieser nach Satz 2 direkte Summe einfacher
Ideale. Da R artinsch ist, erfiillt R die Minimalbedingung fiir Rechtsideale und da jedes Ideal auch
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Rechtsideal ist auch die Minimalbedingung fiir zweiseitige Ideale. Nach Satz 1, 2.7.3, gilt dann in R
auch die Maximalbedingung fiir Ideale, wobei zu beachten ist, dass die Maximalbedingung nur fiir
zweiseitige Ideale abgesichert ist. Die Rechtsideale miissen die Maximalbedingung nicht unbedingt
erfillen.

Da wir wissen, dass jeder halbeinfache artinsche Ring vollstdndig reduzibel ist und die Minimal- und
Maximalbedingung fiir sein Ideale erfiillt, erhalten wir mit Satz 2, 2.7.3:

Satz von Wedderburg-Artin
Jeder halbeinfache artinsche Ring R ist die direkte Summe einfacher, endlich vieler artinscher
Ringe.

Auf den Nachweis, dass jeder der direkten Summanden selbst artinsch ist, miissen wir hier verzichten;
ebenso auf die Umkehrung des Satzes, da diese die Moglichkeiten hier {ibersteigt.

Dennoch diirfte es erstaunlich sein, dass aus dem Begriff des vollstédndig reduziblen Multioperatorrings
fiir den Spezialfall, den Ring, dieser Zusammenhang gewonnen werden kann.

Zur Bedeutung des Satzes von Wedderburn-Artin kann man in der Literatur zur Ringtheorie nach-
schlagen.

2.7.5 Streng vollstindig reduzible Multioperatorringe

Eine weitere besondere Form von Multioperatorringen bilden streng vollstindig reduzible Mul-
tioperatorringe.

Darunter verstehen wir 2-Ringe, bei denen jeder 2-Unterring direkter Summand des Multiopera-
torrings ist. Da nach Abschnitt 2.3.6 jeder direkte Summand eines 2-Rings Ideal ist, ist ein streng
vollstandig reduzibler Multioperatorring vollstdndig reduzibel und besitzt keinen 2-Unterring, welcher
nicht auch Ideal ist.

Damit muss jeder st.v.r. (streng vollstandig reduzibler) Multioperatorring auch vollstédndig reduzibel
sein. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Beispiel dafiir ist der Korper der reellen Zahlen, welcher als Korper vollstd dig reduzibel ist, aber den
Korper der rationalen Zahlen als 2-Unterring besitzt und folglich nicht streng vollstédndig reduzibel ist.

Mit dem Begriff des streng einfachen Multioperatorrings aus Abschnitt 1.2.1 wird in Analogie zum
Theorem von Lu:

Theorem iiber streng vollstindig reduzible Multioperatorringe

Ein Multioperatorring G ist streng vollstdndig reduzibel genau dann, wenn G die direkte Summe
streng einfacher Multioperatorringe G;, @ € I, von denen nichtabelsche G; nicht isomorph sind,
ist.

Beweis: Der Beweis ist sehr umfangreich und erfordert zwischendurch den Beweis eines Lemmas.
Zuerst zeigen wir, dass jeder st.v.r. Multioperatorring G die direkte Summe streng einfacher G;, i € I,
ist, bei denen nichtabelsche Q-Ringe G; und G}, 4,j € I, nicht isomorph sind.

Der Multioperatorring G ist als st.v.r. Q2-Ring auch vollstdndig reduzibel. Nach dem Theorem von
Lu ist G dann die direkte Summe einfacher Multioperatorring G;, I € I. Angenommen einer der
Multioperatorringe GG; wére nicht streng einfach.

Dann besitzt er einen nichttrivialen (2-Unterring, der dann auch Q-Unterring von G wére. Da G nach
Voraussetzung streng vollstdndig reduzibel ist, muss dieser 2-Unterring dann direkter Summand von
G sein. Folglich ist er aber auch Ideal in dem als nicht streng einfach angenommenen Multioperator-
ring. Dieser ist dann nicht einmal einfach, was aber ein Widerspruch zum Theorem von Lu ist. Folglich
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muss jeder der Gy, @ € I, streng einfach sein.

Angenommen G; und Gj, i,j € I, © # j, seien zwei isomorphe nichtabelsche Multioperatorringe.
 sei der zugehorige Isomorphismus. Dann betrachten wir die Menge H aller Elemente der Form

H = {a+aypla € Gj,ap € G;}
Wir zeigen, dass H dann -Unterring ist. Fiir die Addition erhalten wir auf Grund der Kommutativitét:
(a+ap)—(b+bp)=(a—0b)+ (ap+ (=b)p)=(a—b)+(a—b)pc H

da auch die G; und G, additive Gruppe enthalten. Aus Abschnitt 2.3.6 ergibt sich, da G; und G;
direkte Summanden von G sind, dass deren gegenseitiger Kommutant gleich dem Nullideal ist, d.h.

[Gi,Gj] = (0)
Fiir eine beliebige Operation aus dem Operationensystem (2 wird dann
(a1 + a19)...(an + anp)w, =
mit dem Distributivgesetz und dem Kommutanten
= aj...anwn + (a19)...(anY)wn = ai...apwy, + (a1...anwy)p € H

womit H tatsdchlich Q-Unterring von G ist. Auf Grund der Tatsache, dass G streng vollstindig
reduzibel ist, muss H auch Ideal von G sein.
Nun zeigen wir, dass H die direkte Summe von G; und G ist. Dazu benotigen wir folgendes Lemma:

Lemma
Ist ein Multioperatorring G die direkte summe nichtabelscher einfacher Multioperatorringe G,
i € I, so ist jedes Ideal A von G die direkte Summe gewisser G;, i € I.

Nachweis des Lemmas: Nach Voraussetzung existiert die direkte Summe

G- G (2:70)
el

Unter der Projektion des Ideals A verstehen wir dann die Menge aller Elemente aus den G, i € I,

welche bei der Darstellung aller Elemente von A auf Grund der direkten Summe (2.70) benétigt wer-

den. Wir wissen, dass bei einer direkten Summe jedes Element eindeutig als Summe von Elementen

aus den direkten Summanden bestimmt ist.

Offenbar bildet dann die Projektion von A in die Ideale G; in den G; Ideale. Da die GG; aber streng

einfach sind, miissen die induzierten Ideale entweder gleich dem Nullideal oder gleich dem ganzen

Multioperatorring G; sein.

Damit sind aber gewisse G; in dem Ideal A enthalten, womit A direkte Summe dieser Multioperator-

ringe wird. Der Satz ist bewiesen.

Nachdem wir das Lemma gezeigt haben, setzen wir den Beweis des Theorems fort.
Auf Grund des Lemmas, ist dann
H=G, oG,

b sei ein beliebiges von Null verschiedenes Element aus G;, welches auch in H enthalten ist. Dann ist
b=a+ap

Da aber b = a ist, muss ayp = 0 sein. Die Abbildung ¢ ist nach Voraussetzung Isomorphismus, womit
auch a = b = 0 sein muss. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme. Folglich miissen die beiden
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Multioperatorringe nicht isomorph zueinander sein. Die ersten Richtung des Beweises ist gezeigt.

Zum Nachweis des Lemmas ist noch zu sagen, dass eigentlich ein exakter Nachweis erforderlich ware,
dass die Projektion von A in die G;, i € I, Ideale in diesen G; erzeugt. Da der Sachverhalt aber
offensichtlich ist und der zugehorige Beweis sehr umfangreich ist (siehe Lu [13], Seite 1741), wird hier
darauf verzichtet.

Wenden wir uns der Umkehrung zu. G sei die direkte Summe streng einfacher abelscher Multiopera-
torringe H;, ¢ € I, und untereinander nicht isomorpher nichtabelscher Multioperatorringe G, j € J,

d.h.
G = (@ZHZ) ® (@ch)

il jeJ
A sein ein beliebiger Q2-Unterring von G. Auf Grund des Theorems von Lu geniigt es zu zeigen, dass
A dann Ideal von G ist. Damit wére A dann auch direkter Summand von G.
Sei zuerst a ein beliebiges von Null verschiedenes Element von A. Da a auch in G enthalten ist, existiert
dann eine eindeutige Darstellung

a=hi+...hhp+g1+ .+ gm (2.71)

flr
0#F#heH;, , u#i ,wennl £k, Lk=12..n

0 7& dp € Gjp ) jp # jq , WEII p 7é q, DP,9= 1a2>"'am

Die Summe n + m bezeichnen wir als die Lange des Elements a.
Nun betrachten wir eines der von Null verschiedenen Elemente a von A, welche minimale Lénge
besitzen. {a} sei der von diesem Element erzeugte (2-Unterring von A. Aus der Tatsache, dass {a} in
A und in

Hi1 =+ Hln + Gjl + ...+ G]’m

enthalten ist, folgt, dass jedes Element von {a} die gleiche Lange m + n besitzt. Damit konnen wir
aber jedes Element in der Form

re{al: x=hi(z)+ ...+ hy(z)+g1(x) + ... + gm(x)

darstellen. Dabei sind alle Summanden #;(z) € H; und g,(z) € Gj, entweder gleichzeitig alle Null
oder gleichzeitig verschieden von Null.

Damit erhalten wir aber, dass der Q-Unterring {a} isomorph zu dem abelschen Multioperatorring H;,
ist. Zum Nachweis betrachten wir die Abbildung:

v: xp=hi(x), mit x € {a}, h1(z) € H;,

Ohne dass wir hier die Homomorphiebedingungen explizit aufschreiben, ergibt sich aus der obigen
Darstellung des Elements z aus {a} und der Tatsache, dass der gegenseitige Kommutant zweier direkter
Summanden von G gleich (0) ist, dass ¢ Homomorphismus von {a} in H;, ist.
Da nun der abelsche Multioperatorring H;, streng einfach ist, muss der Homomorphismus sogar eine
Abbildung auf ganz H;, sein. Weiterhin stellen wir fest, dass hj(z) verschieden von Null ist, wenn x
verschieden von Null ist. Damit ist ¢ insgesamt Isomorphismus von {a} und H;,.
Analog zeigen wir die Isomorphie von

{a} = H, =G,

fir alle [ =1,2,...,n und p = 1,2,...,m.

Da ein abelscher Multioperatorring niemals isomorph zu einem nichtabelschen Multioperatorring sein
kann und nach Voraussetzung des Satzes die G, j € J, als nichtabelsche {2-Ringe nicht untereinander
isomorph sein diirfen, treten fiir die Darstellung von (2.71) des Elements a zwei Moglichkeiten auf.
Andernfalls wiirde ein Widerspruch entstehen.
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1. In der Darstellung (2.71) des Elements a ist nur ein g;, 0.B.d.A. g1, verschieden von Null. Damit
erhalten wir
a=9 und {a} = Gjl

womit {a} zu einem Ideal von G wird.

2. In der Darstellung (2.71) des Elements a ist jedes g; gleich Null, d.h.
a=hi+ ..+ hy
womit der Q-Unterring {a} = {h1 + ... + h,,} ein Ideal in dem Multioperatorring

H:@ZHi
iel

ist, da H als direkte Summe abelscher 2-Ringe selbst abelsch ist und jeder 2-Unterring eines
abelschen Multioperatorrings Ideal ist.

Damit kénnen wir bisher sagen: Ist A ein beliebiger Q2-Unterring des Multioperatorrings G und a ein
von 0 verschiedenes Element aus A, mit minimaler Lénge, so ist {a} Ideal in G.

Nun zeigen wir, dass fiir ein beliebiges Element b aus A {b} ebenfalls Ideal im Multioperatorring
G ist.

In Analogie zur Darstellung (2.71) des Elements a kénnen wir b in der Form
b=hi+..+hs+q+..+q

schreiben, woraus sofort
g < Hi1 =+ HZS + Gjl 4+ ...+ Gjt

folgt. by sei ein beliebiges von Null verschiedenes Element aus {b}, mit minimaler Lange. Damit ergeben
sich fiir b; wieder nur zwei Moglichkeiten

1. Entweder by = g1, womit {b1} = G;, zu einem Ideal in G wird. Da aber G als direkte Summe
einfacher Multioperatorringe zumindest, nach dem Theorem von Lu, vollstdndig reduzibel ist,
muss {b;} direkter Summand von G sein, d.h. es existiert ein Ideal By in G mit

{b} = {bl} @ B; und
B CH; +..+H;, + Gj1 + ...+ Gjt

2. Oder by = hy(b1) + ... + he(b1), mit h;(b1) # O fiir alle s = 1,...,t. Auf Grund des schon Gezeigten
ist dann {b;} wieder Ideal von G und nach dem Theorem von Lu direkter Summand von G.
Dabei erhalten wir

G={h}® (@ > H) ® (@ZGj) (2.72)

1€l it jedJ

Damit ergibt sich aber

{(p} ={}eBr  mit Bi=|® > H|©|®) Gj|CHy+ +Hi +Gj+..+Gj
iel i jeJ
In beiden mdéglichen Féllen erhalten wir also eine Darstellung

{b} = {1} ® By

Da nun {b;} und B; Ideale im Multioperatorring G sind, muss auch {b} ein Ideal von G sein. Folglich
muss auch A Ideal in G sein. Das Theorem ist bewiesen.
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Nach dem umfangreichen Beweis betrachten wir ein Beispiel.
Dazu wahlen wir den streng einfachen Multioperatorring Zs, den Restklassenring modulo 2. Da dieser
nichtabelsch ist, muss die direkte Summe

G =7y ® Lo

nach dem Theorem von Lu zwar vollstindig reduzibel sein, kann aber, da die zwei nichtabelschen
direkten Summanden isomorph sind, nicht streng vollstdndig reduzibel sein.

Diese direkte Summe begegnete uns in Abschnitt 2.5.4, wo wir sahen, dass G dann die Kleinsche Vierer-
gruppe als additive Tragerstruktur besitzt. Auf Seite 159 ist die zugehorige multiplikative Strukturtafel
abgebildet. Aus ihr erkennen wir, dass (a) und (b) Ideale sind, fir welche (K4,+,0) = (a) ® (b) gilt. Da
dies die beiden einzigen nichttrivialen Ideale sind, ist der betrachtete Multioperatorring vollstédndig
reduzibel.

Da nun (c¢) Q-Unterring von (K4, + ,0) und nicht Ideal ist, kann die gebildete direkte Summe nicht
streng vollstdndig reduzibel sein.

Bilden wir die direkte Summe von Zs mit Zs, so erhalten wir, da beide direkten Summanden streng
einfach und nicht isomorph sind, als Ergebnis einen streng vollstdndig reduziblen Multioperatorring.
Nach Satz 1, 2.2.3, ist dies direkte Summe isomorph zu Zg. Allgemein kénnen wir sagen:

Satz 1
Jeder Restklassenring Z,,, wobei n eine Darstellung

n=piy-p2-... Pk

mit p; Primzahl und p; # p; fiir alle 7 # j, ¢,j = 1,... .k, besitzt, ist streng vollstdndig reduzibel.
Alle anderen Restklassenringe sind weder vollstdndig reduzibel noch streng vollstandig reduzibel.

Der Nachweis ergibt sich aus dem gezeigten Theorem und dem Satz 1, 2.2.3.

2.7.6 SD-, R- und F-Multioperatorringe

Im letzten Abschnitt der Arbeit befassen wir und mit drei weiteren speziellen Typen vom Multiope-
ratorringen. Dabei beschrianken wir uns auf die Definitionen und das Nennen der Sétze, ohne einen
Beweis zu fiithren.

Die zugehorigen Beweise sind fiir Multioperatorgruppen in Lu [13] auf den Seiten 1743-1745 enthalten.

Im Abschnitt 2.7 untersuchten wir bisher vollstdndig reduzible und streng vollsténdig reduzible Mul-
tioperatorringe. Zur Vereinfachung bezeichnen wir die Menge aller vollstdndig reduziblen Q-Ring mit
{ND}. Die Menge aller streng vollstindig reduziblen Multioperatorringe erhélt das Symbol {D}.
Offenbar ist

[D} C {ND}

Diese Bezeichnungen sind aus Lu [13] entnommen, wo sie entsprechend fir Multioperatorgruppen
eingefiihrt wurden. Damit kénnen wir nun an Stelle von einem v.r. Multioperatorring von einem ND-
Multioperatorring sprechen. Ein D-Multioperatorring ist dann streng vollstdndig reduzibel.

Unter einem SD-Multioperatorring verstehen wir nun einen 2-Ring, bei dem jeder Q-Unterring
halbdirekter Summand des Multioperatorrings ist. Halbdirekt heifit ein 2-Unterring, wenn in dem
Q-Ring G ein Ideal B existiert, so dass fiir den 2-Unterring A

G=A+1DB und ANB=(0)
gilt.
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Als R-Multioperatorring bezeichnen wir eine Multioperatorring, in dem jeder Q-Unterring "wahrer
Summand” ist. Ein Q-Unterring A ist "wahrer Summand” von G, wenn ein 2-Unterring B existiert,
so dass G das Erzeugnis von A und B ist

G ={A,B}
und fiir die von den Q-Unterringen A und B erzeugten Ideale (A) und (B)
(A)NB = (0) und AN (B)=(0)

gilt.
Dass derartige Multioperatorringe existieren, zeigen einfache Beispiele. So ist die direkte Summe

(K47 + 70) = ZQ @ ZQ

vollstandig reduzibel, also ND-Multioperatorring und auflerdem noch SD-Multioperatorring, da fir
den Q-Unterring (c) das Ideal (a) mit

(K4, +,0) = (a) +(¢)  und  (a)N(c) = (0)

existiert. R-Multioperatorring ist zum Beispiel der Restklassenring Zg.
Vergleichen wir die Typen von Multioperatorringen {ND}, {D}, {SD} und {R}, so gilt

Satz 1 (Lu)

Fiir jeden X-Multioperatorring, wobei X eine der vier genannten Eigenschaften ist, gilt

{ND} 2 {SD} 2 {R} 2 {D}

Damit ist ein streng vollstdndig reduzibler Multioperatorring ND-Multioperatorring, SD-Multiopera-
torring sowie R-Multioperatorring. Fiir diese Strukturen gelten dann folgende notwendige und hinrei-
chende Bedingungen, die Lu fiir Multioperatorgruppen angab:

Theorem iiber SD-Multioperatorringe
Ein Multioperatorring GG ist dann und nur dann SD-Multioperatorring, wenn G direkte Summe
streng einfacher Multioperatorringe ist.

Theorem iiber R-Multioperatorringe

Ein Multioperatorring GG ist dann und nur dann R-Multioperatorring, wenn G direkte Summe
streng einfacher Multioperatorringe ist, von denen nichtabelsche (2-Ringe untereinander nicht
isomorph sind.

Theorem iiber ND-Multioperatorringe
Ein Multioperatorring G ist dann und nur dann ND-Multioperatorring, wenn G direkte Summe
einfacher Multioperatorringe ist.

Theorem iiber D-Multioperatorringe

Ein Multioperatorring GG ist dann und nur dann D-Multioperatorring, wenn G direkte Summe
streng einfacher Multioperatorringe ist, von denen nichtabelsche 2-Ringe untereinander nicht
isomorph sind.

Die Beweise der beiden letzten Theoreme gaben wir in den Abschnitten 2.7.1 und 2.7.5. Fiir die beiden
anderen verweisen wir auf Lu [13].
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Vergleichen wir die Theorem fiir R- und D-Multioperatorringe, so stellen wir fest, dass beide identisch
sind. d.h. jeder R-Multioperatorring ist D-Multioperatorring und umgekehrt.

Ubertrage wir diese Aussagen auf abelsche Gruppen.

Da jede abelsche Gruppe Multioperatorring mit einem leeren Operationensystem ist, ist dies moglich.
Offenbar kénnen nur zyklische Gruppen mit Primzahlpotenzordnung streng einfach sein. Da diese
abelsch sind (nichtabelsche streng einfache Gruppen existieren nicht) gilt:

Satz fiir SD-, R- und D-Gruppen
Fiir abelsche Gruppen als entartete Multioperatorringe sind die Eigenschaften

{SD},{R} und {D}

identisch, d.h. jede SD-Gruppe ist sowohl R-Gruppe als auch D-Gruppe.

Ubernehmen wir die Theoreme, erhalten wir:

Theorem iiber D-Gruppen

Eine abelsche Gruppe ist dann und nur dann D-Gruppe, wenn sie direkte Summe streng einfacher
abelscher Gruppen ist, d.h., wenn sie direkte Summe zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzord-
nung ist.

Dieses Ergebnis wird zum Beispiel von Wiegold in seiner Arbeit [59], Seite 310-320, erhalten. Zu dem
gleichen Schluss gelangt Kertesz in [60], Seite 74-75.
Fiir vollstdndig reduzible ND-Operatorgruppen ergibt sich:

Theorem iiber ND-Operatorgruppen
Eine abelsche Operatorgruppe ist dann und nur dann ND-Operatorgruppe, wenn sie direkte Sum-
me einfacher Operatorgruppen ist.

Diese Theorem geht auf Liu [62] zurtick.

Bei der Untersuchung von D-Ringen hat sich besonders Szasz betétigt. In [61], Seite 269-272, gibt
er das von uns aus dem Theoremen ableitbare Ergebnis iiber D-Ringe:

Theorem iiber D-Ringe
Ein Ring ist genau dann D-Ring, wenn er direkte Summe streng einfacher Ringe ist, bei denen
nichtabelsche nicht isomorph zueinander sind.

Dabei zeigt er, dass streng einfache Ringe entweder Korper oder Zeroringe iiber zyklischen Gruppen
von Primzahlordnung sind. Da Ko&rper nichtabelsch sind, ist die Forderung nach nicht untereinander
isomorphen nichtabelschen Summanden wieder notwendig. Auflerdem muss ein SD-Ring dann nicht
D-Ring sein, wie das Beispiel (K4, + ,0) auf Seite 160 zeigt.

Zuletzt betrachten wir noch F-Multioperatorringe. Dabei verlassen wir die direkten Summen und
bendtigen freie Summen von Multioperatorringen.

Einen Multioperatorring G nennen wir genau dann F-Multioperatorring, wenn jeder seiner (2-
Unterringe freier Summand von G ist. (siehe Abschnitt 1.6.5) Zu diesen Multioperatorringen zeigt
Lu:
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Satz 2
Jeder F-Multioperatorring ist R-Multioperatorring.

Damit muss ein F-Q-Ring die direkte Summe streng einfacher Multioperatorringe sein. Man kann noch
weiter gehen:

Theorem iiber F-Multioperatorringe
Ein Multioperatorring ist dann und nur dann F-Multioperatorring, wenn dieser Multioperatorring
streng einfach ist.

Zum Beweise siehe Lu [13], Seite 1745. Damit kann ein Q-Ring dann und nur dann F-Multioperatorring
sein, wenn er nur die trivialen (2-Unteringe besitzt. Fiir abelsche Gruppen bedeutet das:

Satz 3 (Wiegold)
Eine abelsche Gruppe ist dann und nur dann F-Gruppe, wenn sie zyklische Gruppe von Primzahl-
ordnung ist.

Von der Tatsache, dass jede zyklische Gruppe von Primzahlordnung F-Gruppe ist, kann man sich
schnell iiberzeugen.

Da eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung streng einfach ist, d.h. fiir Gruppen, keine nichttri-
vialen Normalteiler besitzt, muss man nur zeigen, dass diese Gruppen die freie Summe von sich selbst
und der Nulluntergruppe (0) ist.

Die von G und (0) erzeugte Untergruppe ist natiirlich G selbst

G ={G,(0)}

Wahlen wir als beliebige Gruppe aus dieser primitiven Klasse, in der sich G befindet, ein homomorphes
Bild H von G beziiglich eines Homomorphismus ¢, so wird:

Geo=H  und (0)p = (0")

wobei (0') die Nulluntergruppe von H ist. Offenbar bestimmen wir damit eindeutig einen Homomor-
phismus ¢ von G = {g,(0)} in H, welcher auf G und (0) mit ¢ zusammenfallt.

Nach der Definition der freien Summe aus Abschnitt 1.6.5 sind dann G und (0) freie Summanden der
Gruppe G.

Jede zyklische Gruppe von Primzahlordnung ist damit F-Gruppe.
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