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Liebe Freunde der Mathematik!

Seit iiber zwei Jahrzehnten bestehen freundscheftliche Bezie-
hungen zwischen dem Komitee der Mathematikolympiaden der UJSSR,
der sowjetischen mathematischen Schiilerzeitschrift "Quant"

und der mathematischen Schiilerzeitschrift "alpha", Das kommt
zum Ausdruck im persinlichen Erfahrungsaustausch und im Aus-
tausch von Beitréigen und Aufgabensammlungen.

Das Bezirkskabinett fiir auBerunterrichtliche Tétigkeit Leipzig
hat zur weiteren Forderung interessierter Schiiler seit 1961

T7 Lesebogen Junger Mathematiker mit einer Gesamtauflage von
290 000 Heften herausgegeben. Ein Schwerpunkt war die Versffent-
lichung einer Dokumentation der Aufgaben (und Losungen) der
ABC-linthematikolympiaden, der Olympiaden,.Junger lathematiker
der DDR (Klassen 5 bis 10), eines IMO-Sonderheftes.und Aufga-
bensammlungen aus der Sowjetunion und den Lindern der gozia-
ligtischen Staatengemeinschaft, Die Aufgaben der Klassenstufen
11/12 werden aus AnlaB der XXV. OJM im Dezember 1985 versffent-
licht.

In Auswertung der sowjetischen Erfahrungen auf dem Gebiet der
Olympiadebewegung seit {iber einem halben Jahrhundert stellen
wir zwei Hefte mit einer Auswahl von Olympiadeaufgaben und Lo-
sungen, einerseits fiir die Klassenstufen 4 bis 7 (Lesebogen
Tr. 76) und andererseits fiir die Klassenstufen 8 bis 11 (Lese~
bogen Nr. 71) unseren interessierten Lesern zur Verfiigung.
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Unser Dank gilt den beiden ehemaligen erfolgreichen IMO-Teil-
nehmern Dr, W. Moldenhauer, Pddagogische Hochschule "Theodor
Neubauer", Brfurt (Kl1. 4 bis 7) und Dr. H.-D. Gronau, Wilhelm-
Pieck-Universitiét Rostock fiir die Ubersetzung, Auswahl, Bear-
beitung von Aufgaben und Dhésungen des sowjetischen Materials.
Unseren Lesern wiinschen wir
Freude und Erfolg

Codoo . -

0StR §. Lehmann, VLAV
Chefredakteur der
mathematischen Schiiler-
zeitschrift "alpha"

Aufggben aus sowjetischen Mathematik-Olympiaden

Die Traditionen von mathematischen Schiilerwettbewerben gehen

in der Sowjetunion weit zuriick. Bereits 1886 fanden in RuBland
die ersten, wenn auch sporadischen Wettstreite statt. Eine
groBere Entwicklung der Wettbewerbe setzte aber erst nach der
Oktoberrevolution ein., Im Jahr 1934 fand die erste Schiiler- ,
olympiade an der Leningrader Universitidt statt., Ein Jahr spdter
begannen auch die jéhrlichen Schiilerwettbewerbe an der Moskauer
Universitét. Nach dem GroBen Vaterldndischen Krieg wurde ab
1947 in Wologde, Ivanov, Irkurtsk und Smolensk, ab 1949 in
Saratov und ab 1950 in der Belorussischen SSR mit regelmiBigen
Olympiaden begonnen, Da Schiilerwettstreite, gerade auf mathe-
matischem Gebiet, eine groBe Bedeutung fiir das sozialistische
Bildungssystem haben- insbesondere fiir die Suche und die For-
derung von besonderen Begabungen - wurde 1961 mit Olympiaden im
Rahmen der Unionsrepubliken und ab 1967 in der gesamten UAdSSR
begonnen,

Die Olympiaden werden in fiinf Stufen unter Beteiligung verschie-
dener Klassenstufen durchgefiihrt, Die Schulolympiade (1. Stufe)
wird fiir die Schiiler der Klassen 4 bis 10 veranstaltet. Hierbei
gibt es auch Mannschaftswettbewerbe. An der Kreisolympiade
nehmen Schiiler der Klassen 5 bis 10 teil,



Die Bezirksolympiade (ASSR-Olympiade) wird fiir Schiiler der

7. bis 10. Klasse organisiert, wihrend die Republikolympiaden
(SSR-Olympiaden) und die Allunionsolympiaden fiir die Klassen

8 bis 10 durchgefiihrt werden. Aus den Siegern der Allunions-
olympiaden wird die Nationalmannschaft fiir die Internationale
Mathematik-Olympiade (IMO) gebildet.

In zwei Heften werden die verschiedenen Stufen an Hand von aus-
gewdhlten Aufgaben vorgestellt und zwar in den Klassenstufen 4
bis 7 von . Moldenhauer und in den Klassenstufen 8 bis 10 von
H.-D. Gron.au.

Die Aufgaben wurden der sowjetischen Broschiire

I. S. Petrakov ] .
Mathematische Schiilerolympiaden

Hogkau, Verlag fiir Bildung, 1982

entnommen,

Die LSsungen wurden iiberarbeitet. Zahlreiche Aufgaben haben

neue Losungen erhalten.

Der Schwierigkeitsgrad der Aufgasben ist unterschiedlich, so

daB fiir Interessenten verschiedener Leistungsstufen geeignetes
Material enthalten ist,

Pir die Bearbeiter, selbst seit langem mit der Olympiadebewegung
in der DDR verbunden, war es nicht nur interessant, etwas iiber
die Organisation der Mathematik-Olympiaden im Freundesland UdSSR
zu erfahren, sondern zahlreiche Aufgaben gaben neue Impulse fiir
aie Schiilerftrderung, So haben wir die Hoffnung, daB viele Leser
die beiden Hefte als echte Bereicherung im Rahmen ihrer Beschif-
tigung mit der Mathematik ansehen werden.

H.-D. Gronau/W. Moldenhauer



AUFGABEN

SCHULOLYMPIADE
Aufgaben fiir die 8. Klasse

1. Man 16ge die Gleichung
13z + 5z = 2.

2, Man l1ldse das Gleichungssystem
X+y +xy=11,
x° +xy +y =19,

3. Welche Figur beschreibt die Menge der Lisungen des Unglei-
chungssystems

X +y
y -x

16,
1%

nw oA

4., In einer 8. Klasse sind 40 Schiiler, Jeder von ihnen lernt
mindestens eine der Premdsprachen: Englisch, Deutsch, Franzs-
sisch. 34 Schiiler lernen mindestens eine der beiden Sprachen:
Englisch und Deutsch. 25 Schiiler mindestens eine der Sprachen:
Deutsch, Franztsisch., 6 Schiiler lernen nur Deutsch, Genau zwei
Sprachen, Englisch und Deutscn,lernen 3 Schiiler mehr als Fran-
zosisch und Deutsch., Kein Schﬁiez‘ lernt Englisch und Franzdsisch.

Wieviele Schiiler lernen genau eine bzw, genau zwei Sprachen?

Aufgaben fiir die 9, Klasse

5. Nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruilere man

x = V93,

6. Man berechne die Summe der unendlichen Reihe

V_’-‘/?_Fj-vg‘ ¥ 6 - V35 +ﬂ5_‘_51[-7'+
10 2V5(VT+V5) 2VT+2V5 24+ 47V35
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T. Auf den Kanten des Wiirfels ABGDA1B1C1D1 mit der Kanten-

lénge a seien drei Punkte gegeben:

E sei der Mittelpunkt der Kante AB, K der Mittelpunkt von

B1c1 und P der Mittelpunkt von DD,. Die durch E, X und P
bestimmte Ebene schneidet den Wiirfel in zwei Teile.

Man bestimme den Flécheninhalt der Schnittfl#che.

//g. Man 16se die Gleichung

1+canx+cos§x=V_§'
8 + sin 4x *

Aufgaben fiir die 10, Klasse

9. Man lvse die Gleichung
sin 2x - V3' (sin x - cos x) - 1 = cos 2x.

10. Man beweise die Identitdt,
cos % - 2cos 3« + cog 5& _ = : s 2
sin« + 2sin ;x ¥ 8in Ea =cot (T - 3« ) * tanx .

11. Man zeige, daB der Ausdruck
(5" -5.2N83 . (2.57)83 _ (5. 27)83)
durch 83 teilbar ist.

12, Man 16se das Gleichungssystem
2xy + yz = 27,
3yz - 2zx = 25,
Xz - Xy = 4.

KREISOLYMPIADE

Aufgaben fiir die 8, Klasse

13. Den Siegern einer Mathemstik-Olympiade werden 1., 2. und
3. Preise iiberreicht. Die Zahl der 1. Preise ist um 12 kleiner
als die der 2, Preise. 3. Preise erhielten genau doppelt so=-
viele Teilnehmer wie erste und zweite zusammen, doch diese
Zahl ist genau um 104 kleiner als das Produkt von den Anzahlen
der 1. und 2. Preise.

Wieviele Schiiler erhielten Preise?
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14. Um ein gleichseitiges Dreieck mit einer Kantenlénge von
12 em wird der Umkreis gezeichnet und diesem wird ein regel-
m¥Biges Sechseck umschrieben. Uber jeder Seite des Sechs-
ecks wird ein Halbkreis mit Seitenlénge als Durchmesser nach
auBen konstruiert.

Man berechne die Fliéche der Rosette.

15. Man gebe eine quadratische Glelchung an, deren Wurzeln
gerade dle Quadrate der Wurzeln von

x° + 55z - 45 = 0
sind. %

16. Man zeige, daB8 der Ausdruck
W02 50 20900 5 0
3 3° "
fiir beliebige natiirliche Zahlen n, n = 1, ganzzahlig ist.

Aufgaben fiir dle 9, Klasse

17. Man 1l6se die Gleichung
122 + 3xl=l2x - 6.|

18, Man berechne die Fliche des DIreiecks ABC, wenn die Ko~
ordinaten der Eckpunkte folgendermaBen gegeben sind:

A(2; 3), B(8; 6 V3 +3), c(2+4 V35 7).

19, Man 1lése die Gleichung

1+a+a2+ ... +4085= (1+a)(1+a2)(1+a4)(1+e.8)(1+a16)(1+a32),
wobel a eine fixlerte natiirliche Zahl sei, a % O.

20, Man beweise fiir beliebige natiirliche Zahlen n:

1+3+5+1o+,,,+2.(n7+_1).,\myiu1_

Aufgaben fiir dis 10, Klasse

21. Man 15se die Gleichung v
3x2 + 5 V322 - 5z - 12 = 48 + 5x.
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22, Man 1l6se die Glelchung

2

sinx’sian+cosgx- oost-%.

23. Man ermittle das Volumen einer Pyramide, deren Grund-
fldche ein gleichschenkliges Dreieck mit o als Winkel an
der Spitze, deren Seitenkanten jeweils einen Winkel von 2«
Ei: der Grundfléche bilden und deren Umkugel einen Radius R
at,

24, In der Gleichung

Vx Vx VX Temiere = V1980

sind unendliche viele Wurzeln enthalten.
Man bestimme x!

BEZIRKSOLYMPIADE

Aufgaben fiir die 8., Klasse

25. Zwel Radfahrer fahren zur selben Zeit los und mit kon-
stanter Geschwindigkeit, einer von A nach B und einer von’
B nach A. Das erste Mal treffen sie sich in einer Entfer-
nung von 40 km von B. Nachdem sie am Endpunkt angekommen
sind, fahren sie sofort zuriick und treffen sich.ein zweites
Mal, 8 Stunden nach dem ersten Treffen, in einer Entfernung
von 20 km von A.

Man ermittle die Entfernung von A nach B und die Geschwin-
digkeit jedes Radfahrers.

26. Man 18se das Gleichungssystem

Fry=1-%,.
Z
Yy + 2z

= S
LEFEC2-7 ..

=2-x,

27. Man zeige, daB aus a + b + ¢ = O folgt:

3 3

a +b3+c = 3abe.
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28. Auf einem Tisch liegen drei Schachteln. In der ersten
liegen 2 schwarze Kugeln, in der zweiten eine schwarze und
eine weiBe und in der dritten zwei weiBe. Die Schachteln tragen
die Aufschriften "Zweli schwarze", "WeiB und schwarz" und
;Zwei weiBe". Doch ist bekannt, daB keine Aufschrift richtig
st. ,
Wie kann man durch Herausnehmen nur einer Kugel aus einer
Schachtel die Verteilung der Kugeln bestimmen?

Aufgaben fiir die 9, Klasse
29, Man zeige, daB die Zahl
52!1+1 + 3n+2 o 2n-1
fiir beliebige natiirliche Zahlen n durch 19 teilbar ist.

30. Man ermittle alle positiven ganzen Zahlen, -fiir die der

Bruch 19n + 1
;n+’|q

eine ganze Zahl ist.

31. Man beweise .
V111...1 - 222...2 = coe
333...3

2n n n

32, In einem Dreieck stehen zwel Seitenhalbierenden senkrecht
aufeinander und haben eine Lénge von 18 cm bzw. 24 cm,
Man bestimme den Flicheninhalt dieses Drelecks.

Aufgaben fiir die 10. Klasse
33. Man beweise

n+ 1)(n + 2 ee (2n —- 1)(2n = o0

. . ® sae ne-

34. Man berechne die Summe
1 2 n
+ + + +oeee + 2.
Z7 7 53' ':'4' 23
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35. Im Inneren eines rechiwinkligen Dreiecks ABC mit dem
rechten Winkel bei C sei ein Punkt M derart gegeben, daB
die Dreiecke AMB, BMC und CMA fldchengleich sind.

Man zeige 5 5

51762=ﬁ +m

36. Man beweise, daB
(x - y)° + (y—z)5+ (z - x)°

durch 5(x - y)(y - z)(z - x) teilbar ist, wenn x, y und z
ganze /paarweise verschiedene Zahlen sind.

REPUBLIKSOLYMPIADE (SSR-Olympiade)

Aufgaben fiir die 8. Klasse

37. Man zeige, daB man unter beliebigen 39 aufeinanderfolgen-
den Zahlen stets eine findet, deren Quersumme durch 11 teil-
bar ist. ¢

Man gebe ein Beispiel an, in dem die Differenz von zwei auf-
einanderfolgenden Zahlen, deren Quersumme durch 11 teilbar
ist, genagu 39 ist.

38. Wir haben einen Vektor (a, b, ¢, d) von positiven reellen
Zahlen, Wir bilden folgenden neuen Vektor (ab, be, cd, da).
Nach gleichem Bildungsgesetz erhalten wir dann

(ab%e, be?d, cd’a, da’b) etc.

Man beweise: Wenn man dieser Folge irgendwann den Ausgangs-
vektor erhdlt, so ist a=b=¢c =4 = 1.

39. Man zeige, daB es kein Polygonzug gibt, der jede der 16
Strecigntder in dem Bild 1 gezeichneten Figur genau einmal
schneidet.

I

Bilad 1

40. Man beweise, daB keine ganzen Zahlen a, b, ¢, d exlstie-
ren, die die Gleichungen

abcd - & = 11...1 , abed - b = 11...1 ,
Wil LEETTR)
1961 1961
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abcd - ¢ = 11...1, abcd - d = 11...1
\__V_I \_V_J

1961 1961
erfiillen.

Aufgaben fiir die 9. Klasse

41, In deén Kdstchen einer m x n - Tabelle stehen gewisse Zah-
len. Man kann gleichzeitig die Vorzeichen von allen Zahlen
einer Spalte oder Reihe wechseln.

Man beweise, daB8 man durch wiederholte Anwendung dieser Ope-
ration eine Tabelle erhalten kann, in der die Summe gller
Zahlen jeder Spalte bzw. Reihe nichtnegativ ist.

42, a, b und p .seien beliebige ganze Zahlen mit a = 1, b = 1,
P > a, b, 1

Man b;weise daB es natiirliche Zahlen k und 1 gibt, die zu--
einander reiativ prim sind und fiir die

ak + bl
durch p teilbar ist.

43. n Punkte seien durch Strecken verbunden und zwar so, daB
zwischen je zwei Punkten genau ein Streckenzug existiert.
Man beweise, daB es genau n - 1 Strecken gibt.

44. Petja und Kolja teilen 2n + 1 Niisse (n £ 2) unter sich auf.
Dabei méchte jeder eine mdglichst groBe Anzahl von Niissen er-
halten. Sie vereinbaren drei Arten der Aufteilung (jeweils in
drei Etappen; die Etappen I und II sind allen Arten der Auf-
teilung gemeinsam).

I. Kolja zerlegt alle Niisse in zwel Telle, in jedem nicht
weniger als 2 Niisse.

II. Petja zerlegt jeden Teil erneut in zwei Teile, in jedem
mindestens eine NuB,.

IITI. Bel der ersten Art der Aufteilung nimmt Petja den gréBSten
und den kleinsten Teil. Bei der zweiten Art nimmt Petja
die beiden mittleren Teile. Bei der dritten Art nimmt
Petja entweder den groBten und den Kleinsten Teil oder
die beiden mittleren Teile; gibt Kolja aber eine NuB fiir
das Recht der Auswahl.

Man ermittle, welche Art der Aufteilung die glinstigste und
welche dle unglinstigste fiir Petja ist, wenn Kolja die fiir ihn
beste Aufteilung in jedem Verfahren wihlt.
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"Aufgaben fiir die 10. Klasse

45. Man beweise, daf fiir beliebige drei unendliche Folgen
natiirlicher Zahlen

81' 82. 33,.--., Sn, vee
bys By By eres Dy eee
Cys Cps C3s eeey Cpy ace

zwei Indices p und q existieren, so da8 p > q und

> > >
G g Dy Tl s E oy

gilt.

46, In ein Rechteck von 20 x 25 werden 120 Quadrate vom For-
mat 1 x 1 geworfen,

Man zeige, daB es im Rechteck einen Kreis mit dem Durchmesser
1 gibt, der keinen Punkt der Quadrate enthilt. :

47. In der Ebene sei ein Punkt P fixiert, Wir betrachten alle
gleichseitigen Dreiecke ABC mit AP = 3, BP = 2,
Welches ist die grtBte Linge der Strecke CP?

48, Gegeben sei ein Vektor (xq, X,y «s., X,k), bestehend aus
+1's und -1's., Wir bilden neu Veﬁtoren fofgendermaBen:

(xyx5, XpXgy. X3Xpy eees xzk_1, 122‘1)’
2 2 2, 2 2
x. Xp9 XaXgXey eccop X % ’ X X5)
etc e TR L 2kx1 2’?1 ? '

Man zeige, daB schlieBlich die Vektoren nur noch aus Einsen
bestehen.

ALLUNTIONSOLYMPIADE

Aufgaben Piir die 8, Klasse

49. In einer natiirlichen Zahl werden die Zirfern in beliebiger
Weise vertauscht.
Man zeige, daB die Summe dieser Zahl und der Ausgangszahl nicht

99...9
e sein kann,

1967 Zirfern
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50. In einem spitzwinkligen Dreieck ABC sei AH, die léngste
der HShen, gleichlang der Seitenhalbierenden EM,
Men seige, da8 der Winkel 4ABC kleiner oder gleich 60° igt,

51. Ein Scheinwerfer beleuichte einen Winkel von 90°,

Man zeige, daB man bei beliebiger Standortwahl von vier sol-
cher Scheinwerfer diese so richten kann, daB die gesamte
Ebene beleuchtet wird.

(Diese Aufgabe wurde auch fiir die 9. Klasse gestellt.)

52, Kann man die Zahlen O, 1, 2, ..., 9 so auf einem Kreis
anordnen, daB sich je zwel benachbarte Zahlen um 3, 4 oder 5
unterscheiden?

53. Man zeige, daB es eine natiirliche Zahl gibt, die durch

51000 4o11par ist und in ihrer Dezimaldarstellung keine Null
enthalt.

Aufgaben fiir die 9, Klasse

54. Kann man die Zahlen 1, 2, 3, ..., 13 g0 auf einem Kreis
anordnen, daB8 sich je zwel benachbarte Zahlen um 3, 4 oder 5
unterscheiden?

55. Die Zirfern einer gegebenen natiirlichen Zahl wurden in
irgendeiner Weise vertauscht. Die erhaltene und die urspriing-

liche Zahl haben die Sume 10'°,
Man zeige, daB die urspriingliche Zahl durch 10 teilbar ist!

56, Im spitzwinkligen Dreieck ABC sei die Hthe CK gleichlang
der Seitenhalbierenden BQ und der Winkelhalbierenden AP,
Man zeige, daB das Dreieck ABC gleichseitig ist.

57. Man bestimme alle Paare ganzer Zahlen x und y, die die
Gleichung

x2+x=y4+y3+y2+y

erfiillen.
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Aufgaben fiir die 10, Klasse

58. In einer Folge positiver ganzer Zahlen ist jedes Glied
der Folge, beginnend mit dem dritten, gleich dem Absolut-
betrag der Differenz der beiden Vorgénger.

Welches ist die grdBte Linge einer solchen Folge, wenn kein
Glied groBer als 1967 ist?

59. In jedem von 8 Punkten im Raum steht ein Scheinwerfer,
der jeweils einen Oktanten (= rdumliches Gebiet, das durch
drei, paarweise senkrecht aufeinanderstehenden Ebenen be-
grenzt wird) beleuchtet.

Man beweise, daB man die Scheinwerfer so richten kann, daB
gie den gesamten Raum beleuchten. \

60. Auf einem Schachbrett vom Format 1000 x 1000 stehen ein
schwarzer Konig und 499 weiSe Tiirme.

Man zeige, daB sich der schwarze Konig ins Schach begeben
kann, unabhéngig von der Ausgangsposition und bei beliebiger
Spielweise von weifl,

61. Drei aufeinanderfolgende Punkte eines Rhombus liegen auf
den Seiten AB, BC und CD eines gegebenen Quadrats ABCD mit
der Kantenlidnge 1.

Man bestimme die Fldche der Figur, die der 4. Punkt des Rhom-
bus annehmen kann,

62. Die natiirliche Zahl k habe die folgende Eigenschaft:

Wenn eine beliebige natiirliche Zahl m durch k teilbar ist,

80 ist k auch Teiler der Zahl, die aus m dadurch entsteht, da8
die Ziffern von m in umgekehrter Reihenfolge aufgeschrieben
werden.

Man zeige, daB k ein Teiler von 99 ist!
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LUSUNGEN

1. 13x2 + 5x| = 2 ist genau dann erfiillt, wenn
a) 3x° +5x= 2 falls 3x2 +5x=00der
b) 3x° + 5x = -2 falls 3x° + 5x < O.
Zu &) 3x° + 5x = 2 hat die L¥sungen
x° + ;x - % =0

2=-2% V@ +3
54

1
Xy =% X = =2, »
Fiir beide I.Bsu.ngen gilt 3x° + 5x = 0.
Zu b) 3x° + 5% = -2 hat dle Lisungen
x° + + % =0

x --%.x4--1.

Pir beide Losungen gilt 3:: + 5x < 0,
Die Ldsungen der gegebenen Gleichungen sind: 3-. - §, -1, =2,

2, Wir nenmen an, das System hai eine L¥sung.
Wir setzen a = x + y und b = x * y, Dann gilt
a+b=11,
a2 - b =19,

Welter folgt 32 + a = 30, also
1 1 1
spp= -3t Yg+30,

=111
o 1 s S
a, = 5, az--éunddamitb]-ﬁ, by, = 17,
Fiir x und y folgt weiter
X+y=a, xy=>,
d.h. x(a ~x) =b,
xX“=-ax +b=20

1[z =
’1.2'-’3“t i‘" g
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Plr (51, b1) = (5, 6) erhalten wir

x =8t V%3 - 6

Xy = 3, X, = 2
und dazu
¥y = 2, Jp = 3.
Piir (az, b2) = (6, 17) erhalten wir

x1’2 --31 H9‘17

und damit keine reellen L¥sungen.
1()%0 Lt)sgnnggpaare des Systems sind genau die Paare (3, 2) und
;. 3. ‘

’

3. Der geometrische Ort der Punkte mit x2 + y2 S 16 ist ein
Kreis um den Koordinatenursprung mit dem Radius 4, y - x & 1
beschrelbt eine Halbebene, die durch y - x = 1 begrenzt wird.
Die gesuchte Fléche ist in Bild 2 schraffiert dargestellt,

Bild 2

4. Wir ktnnen die Mengen der Schiiler, die eine Sprachkombination
lernen, gem#B Bild 3 darstellen:

Franzésisch
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Nach den Angaben der Aufgabe ist
A+B+C+D+E+PF+G= 40,
A+B+D+E+ P+ G=34,
B+C+D+E+PF+Ga=25
B= 6,
D=E+ 3
F+G= O,

Hieraus folgt sofort
A=15,B=6,0=6,D=8,E=5, F=G =0,

5. x= V93 = Vi00 = 7
= V10?2 -Vig - g 2
= Vil 42 - 32 2,

Nur unter Ausnutzung des Satzes von Pythagoras folgt leicht
die Konstruktionsmtglichkeit, siehe Bild 4.
\

4
W7
2

1

W A0

o' 1 23456 7?83 10
Bild
e 4

6. Der Quotient der Summanden ist konstant, ndmlich

V5 gV—‘Z-VE) .

Also handelt es sich um eine geometrische Reihe, die wegen

0<BT-V5) VE(T-V5)(VT+V5) _ _V5

2(V7T+V5) Y7 + V5
konvergiert. Als Summe erhalten wir .
015, IR ;% | SR P 4
1-BOT-¥) 5 -V35+5 57 - B5)
Vi -Vs5

TS5 VR VT - VB)
1 7
5V7 % -
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T. Zuntichst beweisen wir, da8 die Schnittfliiche ein regel-
miBiges Sechseck ist, Sei Q der Mittelpunkt von EX. Proje-
zieren wir K und Q und P senkrecht in die Grundebene. Die
PuBpunkte seien Ky» Q bew. ist D. (siehe Bild 5)

8, K Cy
//
A AL
F
] Q@
II
/ o
/ B' Xy ¢
E Q@
\\
A M 0

Bild 5
Offenber halbiert K, die Kante BC und Qq halbiert KyE.

Aus Symmetriegriinden liegt Q, damit in der Geraden BD. Da
die Gerade BD das Projektionlbild der Geraden PQ ist, mu8
PQ die Gerade BB1 schneiden und da PQ It BD ist, ist der

Schnittpunkt F von PQ und BB1 auch Mittelpunkt von B_B1.
Analog folgt, daB auch die Mittelpunkte N von D101 und M von

AD zur Schnittfléiche gehtren, Offenbar ist dieses Sechseck
sogar regelméfig. Die Seitenlénge des Sechsecks ergibt sich

zu g- VE. Dapit folgt fiir den Flicheninhalt der Schnittfléche

6 JEVH2 VT~ 4.

Q. Nach den bekannten Doppelwinkelsiéitzen haben wir

[

DL - e cem, vem
£08_2X + 2cosz% = p
8 + 2co8 % uy

Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn
8in 2x 40, d. h. x+#n, nec und

oerxrb—%, d.h.x¢t§+ ik, k € G,

Plr alle anderen x ktnnen wir die Gleichung weiter Hquivalent
umformen: .



Piir ungerade m: erhalten wir auaggacblosseno x, fir gerade m,
m=2l, 1-€ G, erhalten wir L¥sungen.
Die L¥sungen der Gleichung sind alle x = -5 + /il, 1 €@,

9. Wir formen die gegebene Gleiciung dquivalent um:
sin 2x - Y3(ein x - cos x) - 1 = cos 2x,
gin 2x - ﬁ(umx-ooux)-(1+oos’¢‘x)-0.
2sin x cos x = Y3(sin x - cos x) - 2cos’x = 0,
2008 x(sin x - co8 x) = Y3(sin x - 008 x) = o,
(sin x - cos x)(2 cos x = ¥3) = 0, also

8) sin x -~ cos x = 0 oder b) 2cos x = V3 = 0, 4, h..

a)x-fﬁ» in,neGode!‘b)x-!%+2l7m,lﬁ€G.

10. Nach den Additionstheoremen folgt

cogad = oA+ % _ 20 A_cog 24 = 2c08 3
sing + [} o + 8 o 8in 3« cos 2o + 2sir

= 2008 3d (1 - oos
sin 3o + 008 2

2
--oot3ot2_‘_!é£2£.

2 * gos“x
= 2
= 00t( X =3« ) * tan®q

17, Nach dem binomischen Lehrsatz ist filr a = 2 57 u.nd
ba=5e 20,
(a -0 - (2% - %) o 2(33).1(4,)33-1- a®3 4 183

i=0

2
ﬁ;(ag)ai(_b)SJ-i.



-19- -

Da 83 eine Primgahl ist, ist keine der Zahlen i, 2 £ 1 < 82,
Teiler von 83, d. h., da Binomialkoeffizienten ﬁekumtlich
ganggahlig sind und

() - th'B%}l_ﬂT 1t, 83 sicher fr 1 = 1, 2, ..., 83 ein

Teiler von ( 3). Also ist in obiger Summe jeder Sum-
mand durch 83 teilbd‘, de he, die Summe ist auch durch 83
teilbar. Die Zahlen a und b kinnen also sogar beliebig ganz
sein,

Eine.andere elegante Lisung folgt unmittelbar aus dem kleinen
Satz von Fermat: Ist ¢ eine ganze Zahl und p eine Primzahl,

80 gilt cP = ¢ mod p.

12, Wir fihren zundichst folgende neue Variable ein:
u=2xy, v=yz t=zx.
Dann erhalten wir das Gleichungssystem

2u + v = 27,
3v - 2t = 25,
t -u= 4,

Ersetzen wir die 3. Gleichung durch die &quivalente
2t - 2u =8 :

und addieren diese mit den ersten beiden, so folgt
4v = 60, also

erhalven wir als einzige Losung
v=15, u=6, t = 10,

Damit ist
xy = 6, yz = 15, zx = 10,

Mithin ist qurch Multiplikation x2y2z? = 900, also

a) xyz = 30, d. h.x-%-z.y-B.z-S.

b) xyz = =30, dohe x = =2, y = =3, & = -5,

Beide Lysungen (x, y, z) = (2, 3, 5), (-2, -3, -5) erfiillen
offenbar das gegebene Gleichungssystem, sind damit genau die
gesuchten Lysungen,

13. Ist x die Anzahl der 1. Preise, so folgt, daB es x + 12
2, Preise und 2(2x + 12) 3, Preise gab. Uberdies ist

2(2x + 12) = x(x + 12) - 104,
%% + 8x =128 =0
x5, =-4% T16+ 128
=4%12
xy =8, x, = =16 entfdllt, da nicht positiv. Es gab 8 1, 5
20 2. und 56 3. Preise.
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14, AB = AC = BC = 12 cm, : _
Offenbar ist A MKH gleichseitig. Die Hshe MD in diesem Drei-
eck ist gleich dem Radius des Umkreises,

Bild 6
¥ ist auch Sohwerpunkt von AABC, d. h. Hi = £ (Hshe in A ABC).
Wegen AC = 12 cm hat die Hshe im A ABC die Linge
% V3.kc=6V3 cm,
also B_I-g-sﬁcm-ﬂl?on
D—lf 4Viam

=t b 2
MK = KH = == 4 {3om = 8 om
V3
Damit gilt fiir die Fldche A der' Rosette
"EGAAMKH"G‘QKH
=(6+%8:4V3+ 6} 7 42)on?
=48 (2V3+ 1) om?

15. Sind x, und x, die Wurzeln von x° + 55x - 45 = 0, so ist
nach dem Vietaschen Wurzelsatz
i Tl Al
Eine Glelcung, die dle Lisungen x,2 mnd x,? ist
(x - :'12)(x - x22) =0
also x2 - (x1_2 + x2z)x - z12x22 = 0,
= - [txg + xp)2 - 2xx, ] x - (hyxy)? = o,
x2 = [(=55)2 - 2(-45)] x - (-45)2 = 0,

x2 - 3115z - 2025 = 0.
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16. Sicher ist 10 =t mod 3,
102n—2

=1 mod 3,
2n-2

10 + 2=0 mod 3,
und . 10 =1 mod 9,
103%=3 =1 moq 9,

10783 4 23 =1 4+ 8 = 0 moa 9.

Damit ist jeder Summand ganzzahlig.

17. Die gegebene Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn
a)x2+31=22-60derb) xszx--(Zx-G) ist,

= iR 14+ V1 4
Zu a): x +x+6=0,x1.’2--2-- I-Gunddamitke:lno
reelle Lisungen,

WX s 5x-6m0,x ,=-5% (Gee.nfiN 5t

x =+.x = -6
Die einzigen Lsungen sind x =1 und x, = -6,

18.

&<
&
@

&<
a s
_PdPwWTIEeE WL N
o

==

o

12345678810
¥4 *g X¢

Bild 7
Es ist flir den Dreiecksflécheninhalt A:
A=} 1ABl + IKG + sin < BAC

und —— — — —
AB ¢ AC = |ABl * |AC| * cos < BAC.
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Nun ist__ 3
AB = (6; 6V 3), AC = (4 V3, 4), also

. v 6 V .
BACHG_A_}"‘_lJ_
ek V6 + 105 - Vas + 16

PFolglich ist
© keji12-8 V1-(—¥3)"’=24.

Aus dem Bild 7 folgt aber auch einfach nach der Fldcheninhalts—
formel fiir Trapeze ’

A=4a amxx * 4o poxgx; - 4o ACX X,
']‘[A"Ej(xB‘xA)*ﬁL}E(xc'xB)'Y_A'}E(xc‘xA)
A RACEESER N AR REEHC AT S
sz {36-[2+4V3])+ (6 V3 +3)([2+413] - 247(2-9)
?{,{18-12V3+72+12V§‘-4_2}

= 24, !

19, Die linke Seite der Gleichung ist ei_n$ geometrische Reihe.
X+

Pir a > 1 ist 1 +e+32+...+ax-aa—_'1-1-. also

& C1a(a-1)(a+ 1)@+ 1) ... (832 4+ 1) = 54 - 1,

x = 63,

Pura-1ist1+a+...+ax-z+1. also x + 1 =27, x = 63
ebenfalls, g .
Die Gleichung hat die Lisung x = 63,

20, Wir beweisen die Aussage mittels Induktion nach n,
Fiir n = 1 sgind beide Seiten gleich Eins,
Wir nehmen an, es ist

T+3+6+...+§523—1)-'-k + D0+ 2

und wollen
1+3+6+...+k 1 +2) . + 1 2

beweisend Es ist



< P

TR T S k(1) + §k+12§k+2! - k‘E+1E$k+2! 2 (k41 “ktz!

= lkt1) (42 (k+3)

- (k1) (k+2) (ke43) 5

Damit ist die Behauptung bewiesen,

21. Losungen sind nur fiir
3%% - 5x - 12 2 0 méglich, d. h., fUr
=% - g'x - 4320,
x-3x+$H 2o
also x=3oderx5-§-.

Wir setzen y = ‘JBx - 5x - 12, Dann ist die gegebene Gleichung
Hdquivalent mit

y2 + 5y - 36 =0,
12"‘2’1 ig%"%
_=5* e -
3—51—2- t’

¥ =4 ¥p = =9. yo entfdllt wegen y Zo.

Aus I P I folstx-gx-,;_gigo,

-i i—E+4+
_5 162+12x

Fir y, = 4 erhalten wir

=51V162+122_§t12'

alsox1 = 4, x2=r-2§.
De xy und x, auch die Bedingungen x = 3 oder x = - ; erfiillen,
sind x; = 4 una x, = -2} genau die Lisungen der Gleichung.
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22, Die Gleichung ainzx ¢ sin2x + coszx ¢ cos2x = i- ist
Hquivalent mit

Jﬁtju_h.gmaxﬂ%!m!co,ax,%,

sin2x-coa2x'sin2z+0052x+00522x=1,
ain2x+0052x-0052xsi.n2:-(1—ooszk)ao,
stx+cost-costs:Ln2:-si.n22x=0,
(gin 2x + cos 2x) - sin 2x(sin 2x + cos 2x) = 0,
(1 - sin 2x)(sin 2x + cos 2x) = 0,

8in 2x = 1 oder sin 2x = -cos 2x

2x-§+2)? n, n€ Goder2x =41 + ik, k ¢ G

x=i-+ in, n € G oder x:éi-rl?f,ke(}.

23, Wir betrachten die Pyramide ABCM (Bild 8),

Bild 8

Der PuBpunkt des Lotes von M auf das A ABQ sei 04+ Wegen
4’!&01 = 4]301 = 4]!001 gind die Dreiecke

_Amou ABM01 und AEIO., untereinander kongruent, also

AO1 = BOT = 661, Mithin ist 01 der Umkreismittelpunkt des
Dreiecks & ABC,

Ferner folgt leicht, daB der Umkugelmittelpunkt auf M01 liegt.

Wegen <ﬁMAO., =2« ist 4“01 =;- - 2 , also such

%=K-M-id-coa(g--2u ) =R gin 20 ,

AM = 2R gin 24 .
Ferner ist
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MO, = AM - ein 24 ,

M0, = 2R sin®2«

A—O1 = AM cos 2« ,
K0, = 2R sin 2d cos 2« .
Das Dreieck AABO1 ist gleichschenklig, d. h, AB = 2AL =

= 2A01 « cos 4 LAO;.

Aus Symmetriegr&mden ist 4 BAOy = & CAO;y und wegen 4 BAC =«
folgt & LAO., sz und

E-2A01 cos!
= 4R gin 2« cos 2 « cosg.
Damit kdnnen wir das Tolumen V der Pyramide bestimmen,
Veld, g0, =% 318 iCeainw « M0, ,
V-%(m sin 2 & cos 2 & cos g-)z sin« + 2R gin® 24

221 b 0082;

=—5-R3sinvf'sin429('oos
24, Bs gei y = IxTx Vx ... « Dann ist auchy = Vx * 5y
u.ndy2=x-y. Wegen y # O folgt x = y, also x = Y1980.

25. Der Radfahrer, der im Punkt A startet, fihrt mit einer

Geschwindigkeit von VA und der andere mit VB. Ferner sel s = AB,

1. Treffen (nach Zeit t) 2, Treffen (nach Zeit t + 8)
el
—_—
A 40 8 i B
Es gilt _
u- " 4
8 + 20
E 8 E g L
also
vA +Vp=8= “2?5' i ‘
d.hdt

t+8=3t t =4,
Weiter Vg = 10, 8 + 20 = 10 + 12, s = 100, V, = & = 15,
Die Orte A und B haben eine Entfernung von 100 km, Die Radfahrer
fahren mit den Geschwindigkeiten 15 km/h und 10 km/h,



= 26 =

26, Der Definitionsbereich des Systems sind alle Tripel
Xy ¥, 2mit x ¢ -y, vy % -2, 2 $ -x.
Das System ist Hquivalent mit

Xy =X+ 3y - X2 - yz,
¥z = 2y + 22 - Xy - X%,
le-22+21:-zy—xy
Xy +yz2+2x=x+7y,
Xy + Yz + zx = 2y + 2z,
Xy + ¥z + 2zXx = 2x + 2z,

Die Summe der zweiten und dritten Gleichung vemindert um das
Doppelte der ersten Gleichung ergibt

0 =4z, z =0,
Dann folgt sofort aus dem gegebenen System
2=-x=0,2-y=0.

Eingedenk des Definitionsbereiches erhalten wir genau die
Lgsung x = 2, y = 2, z = 0O,

27, Wegen a + b + ¢ = 0 ist

ad+ b2+l = ad+ b4+ (--a-l'l)3 = 33+b3—a3-382b-3&b2-b3
= -3;2b = 3ab
= 3ab(-a - b)
= 3abe.

28, Da keine Aufschrift richtig ist, gibt es nur zwei Moglich-
keiten der Verteilung, nimlich

a) b)
"zwel weiBe": w8 88
"weiB und schwarz": ss ww
"zwel schwarze": ww ws

Man hat also eine Kugel aus der Schachtel "weiB und schwarz"
2u wihlen und je nachdem, ob diese Kugel weif oder schwarz ist,
wissen wir, ob die Verteilung a) oder b) vorliegt.

29, Fiir n £ 1 ist
52n+l 3842, oo=1 | 4o o5n=1 27 « 621,
Wegen 25 = 6 mod 19 1st 2571 = 62~1 noq 19 una
52041, 31201 g 405 L 68~ , 57 . g8=1 pog 19
“=152 « 681 moa 19
=8+ 19 » 6% moa 19
=0 mod 19.
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30, Es ist n = 1 sicher e:l.ﬁs Lésung. Sei jetzt n 2 2, Damn
1

T Iy

l;;gt:}sto<?;‘—:1; <1, B'o da8 es keine weiteren LSsungen
3. Istme {1, 2, ..., 9} , 80 gllt
nm#*._..'mnm-11_.‘.’.v1=592_:_._‘9-§(10n-1>).

n n n
Algo ist

i 1-22... 2= Y310 - 1) - 2(10® - 1)
TR Y V3 ) - § )
n

-i- 1022 22 ¢ 10% 4+ 1

=% Jao® - 1)?
-&(10"—1)

=33 ... 3
———
n

32, Es sei D der Mittelpunkt von AB und E der Mitteipunkt von
BO. Dann ist AE L CD und AE = 24 em, CD = 18 em. (siehe Bild 9)

8

FK C M Bild 9
Da der Schwerpunkt (Schnittpunkt der Seitenhalblerenden) die

Seitenhalbierenden im Verhdltnis 1 : 2 teilt, folgt nach dem
Strahiensatz:

AT)-%-E-16cm,
@ = % CD = 12 on,
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0K:DP-2:3,DP.BH-1 :2 also
Bl = 3 -
Da A AOC rechtwinklig ist, folgt nach dem Satz des Pythagoras

KC = | 202 + 0% = V256 + 144 om = 20 om.

und nach dem Katheten- und dem Hthensatz:
KC + AC = 002,
= 122
KG-ED—OIII-'],ZGE,
0_K2
OK = 9,6 cm und schlieBlich

BM = 28,8 om,
Pir die Fléche A erhalten wir

A -EAO-BI-!ZO-2Bch
-2880!!.

= KC + AK = 7,2 * 12,8 om® = 9,62cn?,

33. Wir beweisen die Behauptung mittels Induktion nach n.
n = 1 ist die Aussage wahr.
Induktionsvoraussetzung:

NGk + 2 2k ok
. . ® cee © - - ’
Induktionsbehauptungs
k+2 k-.i-...’ 2k++2_2k+1
Indukt:lone'baweis.
’g :l: NE + }} ”, (2k + 2) o (k ESk +2) $ite (2k) , §2k+1E!2k+2!
=-2K.2
- 2k+1‘

34, Es ist

+;§-+:1-+...+-!2‘3-g+

+
+

+
N “J-l m’d_‘

+
+

NN R
S ¥t

+
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el Al Al s s (-1
A =
1 1

=1 - o -

it A

P R N -

-en-l zn

2 -

= an ™Y

\

e FuBpunkte dexr Lote von M auf AC und BC seien K und I,
(aieho Bild 10) N

L

A
€ K ? Bild 10

Wegen A, spy = Aanom = Apaow wd

AAABII*‘ABON"'AAACII EBC ¢ AC ist

AAAG“-!AOMK=3--5_6-.A.0; alsom(-}ﬁ.

Analog folgt ML = ;- AC. Da O LOKM ein Rechteck erhalten wir
nach dem Satz des Pythagoras

5402 - MA® - MBZ = S(MKZ + ML2) - (AKZ + HK2) - (512 + ME2)
= 40&? + %) - (§ 40)% - (¢ 502
= 42 + W) - (2 /)2 - (2 #K)2
= 0.
36, Es ist
(x-—y)5+(y-z)5+(z-x)5 = (x-3)2+(y-2)°+ [(:—y)+(y-xi5
= (x-y)%s(y-8)°- [(x-y)+(y-8)] 5
= (x=3)74 (3+2)5=(x-3) -5 (x-3) 4 (y-2)-10(x-3) 3 (y-2) -
= 10(x-y)2(y-8)3-5(x=y) (y=2)*=(y-2)>
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~5(x-y) (y-8) [(::-y)3+2(x-y)2(y--s)4-2(x-y)(y-l)2 +
+(y-5)3 ]
=5(x-y) (y-g) - [ (x—y)3+(2-!)2(7-l)] +
+ [(x—y)z(y—:)+(x-y)(y-i)2:,
+ [(x—y)(y-5)2+(y-l)3]}
= =5(x=y) (y-2) { (x-3)2 [ (x-3)+(y-2) ] +(x-3) (y-2)
' [ x-9)+(3-2)]1 +(y-2)2
L (x-y)+(y-=)]}
=5(x=3) (7-2) { (x=3)2(x-8)4(x-y) (y-2) (x-2)+
+(y-l)2(x-l)}
= -5(x=y) (7-8) (x-8) { (=322 (x-y) (y-2)4(3-0)2]

= =5(x-y)(y-2) (x-8) (xz+y2+:z-n-xs-ys Y
Da 22 + yz + :2

= Xy - Xz - yz ganzzahlig ist, ist der Beweis
erbracht.

37, Wir betrachten die ‘ersten 20 der 39 Zahlen, Unter diesen
gibt es sicher zwel auf Null endenden Zahlen, eine endet nicht
auf 90. Diese sei N, Die Quersummen der Zahlen

Ny N4+1, N+2, .00y N+ 9, N+ 19

8ind paarweise verschieden, d. h.,, eine dieser Zahlen hat eine
durch 11 teilbare Quersumme,
Die Zahlen 999 980 und 1 000 019 bilden ein gewlinschtes Beispiel,

38, Wir nehmen an, der Vektor (a, t;, ¢, d) tritt in der Folge
wieder auf, Wir bilden zu jedem Vektor das Produkt der Kompo-
nenten und erhalten die Folge
n
abod, (abed)?, (abod)?, ..., (abod)? , ... .
Wenn fiir eine natiirliche Zahl n 2 2

S (abod)zn = (abecd)

gelten soll, muB wegen abcd > O offenbar abcd = T gein.
Mithin hat der 2, Vektor (ab, boc,cd, da) die Eigenschaft, daB
das Produkt von 1, und 3. sowle auch von 2, und 4. Komponente
Jewells gleich 1 ist., Ein Vektor dieser Bauart

1z, y, J—:. 1) nat a1s Nachfolger den Vektor (xy, ]I:, L, }x-,).

also auch einen dieser Bauart, d. h., da (a, b, ¢, d) nochmals
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auftritt, mu8 er auch von diesem sein, also ist

ac =1, bd =1, d h,, 6 =1, d=¢ . Der Ausgangsvektor ist
(s, b, 1, D).

Ist a = b =1, so sind wir fertig.

Seia>1, b>10dera>1, b<1odera<11, b>1 oder
a<1, b<1,

In jedem der vier Fille stehen die beiden Komponenten, die

ﬁzﬁﬂer als 1 sind, nebeneinander. Wie man leicht nachpriift,
at auch der Folgevekitor etc. diese Eigenschaft.

Wir zeigen nun, da8 das Maximum der vier Komponenten immer

groBer wird, Wir nehmen an, da8 a £ b >1 sei. Denn st

max {a. b, ?:.'!1;} =a
1 b 1T 1
und m{ab.%.:b-,;}-a!_s>n-ma.x{a,b,u—,~5}.
Da der A gavektor hmals auftreten soll, ist dieses
Jedoch nicht mglich, Also ist mindestens eine der Zahlen a

und b gleich 1.
O.B.d.A, sei b = 1, Dann hat die Folge folgendes Aussehen:

(a, 1, %9 1) —=(a, 'l'o ';‘o a) —(1, l}'v. 1, 32) "('11" 12., azvﬂz)
. a a a

— & 1,64,
a

Ist a > 1 (analog a < 1), so ist ab dem 3. Polg:flied eine
Komponente a (n = 2) enthalten, Demit ist fiir alle Folge-
glieder, ab dem 3., s

max {. 0y 0y o} =a"Za%>aamx fa, 1,11},
im Widerspruch zur Annahme, SchlieBlich is% fiir a # 1 auch

(a, 1, %y 1) ¥ (a, -l-, -l-. a). Damit ist der Beweis komplett.

39, Wir fixieren im Innern jedes Rechtecks einen Punkt und
einen auferhaldb der Figur. Wir verbinden zwei Punkte genau
denn mit m Kanten, wenn sie eine gemeinaame Grenzeé haben, die
ang m Strecken besteht (siehe Bild 11)7

=

C D E

e

o S

Bild 1
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Anf diese Weise erhalten wir einen Graphen mit 6 Knoten
und 16 Kanten.

Das Problem ist um zu entscheiden, ob dieser Graph eine
Eulersche Linie besitzt, d. h., ob es moglich ist, in einem
Punkt des Graphen zu beginnen und in einer ununterbrochenen
Folge alle Kanten des Graphen genau einmal zu durchlaufen,
Bekanntlich, oder auch leicht nachvollziehbar, ist die Tat-
sache, daB die Knoten mit ungerader Valenz (= Anzahl der
Kanten, die mit diesem Knoten inzidieren) gleich O (Euler—
soher Kreis) oder 2 (Eulersche Linie) ist, In unserem Gra-
phen haben wir aber 4 Punkte ungerader Valenz, némlich A,
B, D und F, Damit ist bewiesen, daB kein Polygonzug gefor-
derter Bauart existiert.

40. Wir nehmen an, daB es ganze Zahlen a, b, o und 4 gibt,
die die vier Gleichungen erfiillen,

Dann ist a(bed - 1) = 11,.. 1,

Mithin ist a ungerade, Analog folgt, daB b, ¢ und d ungerade
gind. Dann ist aber auch das Produkt bed ungerade und bed - 1
gerade im Widerspruch dazu, deB bcd - 1 Teiler von 11 ... 1
ist. Damit ist die Nichtexistenz von a, b, ¢, d nachgewiesen,

41, BEs gibt 200 Tabellen, in denen sich nur die Vorzeichen

der Elemente unterscheiden. Durch ungero Operation 1d8t sich
also nur eine endliche Anzahl (¥ 2W*1) von Tabellen erzeugen.
’Daruntor gibt es (mindestens) eine, beli der die Summe aller
Elemente lgnnz_iggl ist. Wir zeigen, daB diese Tabelle die ge-
wiinschte Eigenschaft hat., Existiert némlich eine Spalte (Reihe),
in der die Summe der Elemente negativ ist, so wende man suf
diese Spalte (Reihe) die Operation an und erhilt eine griSere
Gesamtsumme, im Widerspruch sur Maximalitit,

42. Der gréBte gemeinsame Teiler von b und (p - a) sei gleich d.
Wir wihklen k = §, 1 = 238 |
k und 1 sind offenbar relativ prim, Weiter ist
gk+b1-a-§+(p-l)ab--%(a+p-a)-§-p.
Da 4 Teiler von b ist, ist r = g gangzahlig, also

ak + bl = r « p,;

43; Wir bewsisen die Behauptung mittels Induktion nach n.
Mit £(n) bezeichnen wir die Angzahl der Strecken fir n Punkte,
Fir n = 1 und n = 2 ist die Aussage trivialerweise wahr, d. h.,

£(1) = 0, £(2) = 1,



= 38w

Induktionsvoraussetzung: f(k) = k - 1,
Induktionsbehauptung: £k + 1) = k,

Induktionsbeweis:

Wir s;%gen, deB es einen Punkt gibt, von dem nur eine Strecke
ausgeht,

Angenommen, von jedem Punkt gehen mindestens zwel Strecken aus.
Wir beginnen in einem beliebigen Punkt P, gehen entlang einer

Strecke zu P2, eto. Dabei benutzen wir keine Strecke doppelt,

Da in jedem Punkt, in dem wir angelangt sind, mindestens noch
eine Strecke beginnt, konnen wir den Streckensug verliéngern
bis wir zu einem schon benutzten Punkt kommen (z., B, pﬁx

P1"P2'“"‘Pi"""PJ"“"Pi (1% J)
Zwischen Pi und P;] gibt es mindestens zwei Wege, da der Strek-

kenzug kantendisjunkt ist.
Sei P1 nun ein Punkt, von dem nur eine Strecke ausgeht., Zwischen

den restlichen k Punkten gibt es genau f£(k) = k - 1 Strecken.
Also ist

Pk + 1) = £(k) +1 =k,

44, Kolja tellt die Menge der 2n + 1 Niisse in zwei Mengen A, B
mit A =h-%X, B =n+k+1undO=k=n--2,
Piir jedes k bestimmen wir nun in jedem der drei Verfahren den
maximalen Gewinn fiir ?at%a und minimieren dann {iber alle k,
denn Kolja wird je nach Verfahren das fiir ihn giinstigste k
wihlen, Petja teilt A in A, und A2 und B in B.' und Bz mit

18 S 145 wnd |By S 1By .
I, Ist max {4, , 13213 = |4;] , B0 folgt

min {iA] o [Ap] y Byl 5 1Byl } = min fla) , |Byl}

£

d, h., Petjas Gewinn ist

S 1ol + Myl = n - k in diesem Fall,
Ist max { |Apl , 1Byl] = Byl , so folgt

min |ay] 4 1Byl S |Byl, 4. k.

Petjas Gewinn ist
S Byl + 1Byl =n 4k +1,

Petjas maximaler Gq;inn ist n + k + 1, den er mittels
Iy = B5E, ) - BpE
IBTI =1, lel =n+k

erreichen kann, wobei [x] die grtSte ganze Zahl y mit y = x
bezeichne. Ferner seil ]x[ = = [=x] ,
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II, Ist min {M.‘l » IBTI} = ]B1] , 80 folgt

mex { iyl 4 IByl} = [Byl , 4. h.
Petja erhdlt A4 und Az. d. h, einen Gewinn von n - k,

Ist min ilk,l ’ IB1I§ = [Aq] , s0 ist fiir Petja sicher
glinstig, .4.1 zu minimieren, d. h. er wihlt A =1, Ay, = n-k-1,
Petja erhdlt sicher die Menge B.l und die kleinere der Mengen
Bz und 32. Es ist fiir ibn am besten, B1 zu maximieren, d. h.
die beste Strategie ist, wenn er

Byl = BEE31  ung damit [B,) = BEE T gupq,
Er erhilt
furk S § -1 : B, und By, also n + k + 1 Nisse una

mrk>§--1 t By und A,, also ug—"’—t«rn-kﬂ - }%‘i
Nisse,

III, Unter Ausnutzung der Ergebnisse von I, und II, erhdlt
Petja unter Beachtung der Strafnus

mx§§-1 : n + k Nisse und

rﬂrk>’3‘--1 xmax{}kfﬂ,mkn}-‘bumkmese,

wegen }n—"fﬂ - (n+ktt) = Egﬁ 2o,

Unter Anwendung der besten Strategle von Kolja erhslt Petja

beim I, Verfahren n + 1 (fiir k = 0), beim II, Verfahren n

(fUr k = n - 2) und beim III. Verfahren such n (k = 0) Nusse,
v N

45, Aus der Folge 84y 8y, eeey Byy soo Suchen wir eine unend-
lich lange Teilfolge si‘-p' 512, ) sin. ees mit

.‘1 H .12 = ved = lin H ,". aus, Das ist mbglich, da die ay
natiirliche Zahlen sind, Eine genaue Analyse der mdglichen Fol-

gen fiberlassen wir dem Leser,
Nun betrachten wir die Folgen b11, biz' cesy nin. oo

und 011, 012. cosy °1n' see o
Nach demselben SchluB gibt es eine Teilfolge
h31. hdz' ceey Dy y eee VOR bi." biz’ eeey By y aee
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SchliefSlich suchen wir aus 031' °32' esey e‘ s oo oine
n
Teilfolge °k1' okz. - ckn, eee mit °k1 s okz S oo :’ok‘i ove

aus,
Dann ist

'sq:lkag...fnkn-...

B, =y, F e =P ...
< <

o, H okn-....

also gibt es sogar unendlich viele Paare (p, q) mit der ge-
wilnschten Eigenschaft.

"A

< <
= eee =

[
ky

46, Wir vergrtBern die Quadrate, 'in dem wir aslle Punkte hin-
zunehmen, die einen Abstend kleiner oder gleich als % von

Punkten der Quadrate habén, Diese "erwelterten Quadrate"
haben orfenbar das Aunssehen gemiS Bild 12 und einen Fl¥chen-
inhalt =

von 3+ % . i

A

Bild 12
" \
Vom Rechteck schnelden wir ringsherum einen Stireifen von der
Breite % ab. Die Restfléche des Reohtecks ist 19 « 24 = 456,
Die Summe der Fléchen der "erweiterten Quadrate" betrigt

Ay =120(3 + f—.'-) = 360 + 30§  und wegen

i <352 folgt
As < 360 + 30 + 3,2 = 456,
Mithin gibt es also einen Punkt, dexr von1;]edem Quadrat und den
Kanten des Rechteckas einen Abstand Z 5 hat, Ein Kreis um P
mit dem Radius % leistet das Gewiinschtes

47, Wir fixieren den Punkt A, Der Punkt B liegt dann auf einem
Kreis um P mit dem Radius 2, Durchléuft B diesen Kreis, so
durchléuft der Punkt C, gemiB A ABC ist gleichseitig, einen
Kreis um P; mit’ dem Radius 2, wobel A APP, ein gleicinseitiges
Dreieck mit der Seitenlénge 3 ist, siehe Bild 13.
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Diese Tatsache folgt einfach aus der Uberlegung, da8 man von
B zu C gelangt, wenn man die Ebene um 60° um den Punkt A
dreht,' Mithin geht P in P1 und der Kreis um P in den Kreis
um P, iiber, Nun ist klar, da8 CP maximal wird, wemn P, By
und ° C auf_einer Geraden liegen, also O = D ist, Dann
haben wir PO = 5,

48, Wir beweisen die Aussage mittels Induktion nach k,
k = 1, Dann gibt es genasu die folgenden Vektorenfolge

(+ ’ =) ~
(=4 =)=, +
[ 0
k - 1—k, Wegen xj_2 = 1 ist der Anfang der Vektorfolge

(‘x.', Xy sees xzk)

(x4Xpy Xpxyy ooy X NIRRT xzk.t,)

(x,,xzxj, X% Xy Pese X 21;_1"2 251, xzka:$x2 =
= (xyX3, XX, oody Ty 51 xzkxz)

Nach jeweils zwel Operationsschritten erhalten wir einen Vek-
tor, bei dem die Komponenten mit ungeraden Indices nur von
den Komponenten des Ausgangsvektors mit ungeraden Indices ab-
héngt. Analoges gilt fiir Komponenten mit geraden Indicesy
Nach Induktionsvoraussetsz: erhalten wir nach 2n; Schritten
einen Vektor, der nur aus +1 in der Koordinaten mit unge-
radem Indices besteht und nach 2n, Schritten nur +1 in den
Koordinaten mit geradem Indices hat,

Nach 2 max {n.l, nzl erhalten wir (T, 1, ..., 1), der damn
konstant bleibt,
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49. Wir nehmen an, es gibt eine Zahl a, so daB dle Summe

von a mit einer Zahl, die durch Vertauschen der Ziffern

von a entsteht, gleich 99...9 ist. Dann ist a offenbar
—

1967-ziffrig.

1967
Die Ziffernfolge von a sel 848500 8gg7e Die Ziffernfolge
von der zweiten Zahl ist .513_2"'31967‘ Dann ist wegen
a3y 85 € {00 1, «eey 9} 8ygg7 + Eyge7 = 9 _
84966 * 81966 = 9y ey 8y + 8y = 9. Da die Ziffern ay
(1 =1, 2, 4uey 1967) genau die Ziffern ay, nur mit anderen
Indices, sind, haben wir
2(ay + 8y + oo + Byggy) = (89 + ay) + (8p + 85) + eee +

(31957 + !.1 967)

= 1967 « 9.
Diese Gleichung ist aber nicht erfiillbar, da die linke Seite
gerade und die rechte ungerade ist.

Algo ist unsere Annahme falsch, d. h., die Behauptung ist be-
wiesen, :

50. Es ist AH = EM und AH Z CD, siehe Bild 14.

Bild 14
Offenbar AAHC ~ AMEC, d. h.
AH : ¥K = AC : i = 2.

Also istﬁu%ﬁi-%m—ﬂ.

Das Dreieck ABMK ist rechtwinklig und das Verhdltnis einer
Kathete zur Hypotenuse betrigt 2, d. h. & MBK = 300,

Analog folgt IN = & DC § } A = 3 BM. Folglich ist der Winkel
4 ABM £ 30°. Zusammen haben wir

£ ABC £ 60°.
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51. Zundchst legen wir zwei Geraden 1 und g in die Ebene,
die senkrecht aufeinanderstehen und die vier Punkte in Je=
wells einem Quadranten liegt.

Bild 15

Eventuell konnten die Punkte auf den Achsen liegen. Es ist
klar, daB man geeignete Geraden 1 und g finden kann, Gegebe~
nenfalls sind die Geraden geeignet zu verschieben. Nun werden
die Scheinwerfer so gedreht, da8 die Begrenzungsgeraden para-
lell zu 1 und inverlauran und der Schnittpunkt von 1 und

von jedem Schelnwerfer beleuchtet wird. Kun sieht man,

A4 den IIL., 4, den IV., A3 den I, und A4 den II. Quadranten

beleughtet, d. h., die gesamte Ebene wird beleuchtet, siehe
Bila 15.

52. Eine derartige Anordnung ist nicht mbglich. Wilrde es eine
geben, so diirften keine gwei der Zahlen O, 1, 2, 8 und 9 be-
nachbart sein. Da wir genau 10 Zahlen haben, mu8 jede zweite
Zahl eine der oben erwihnten sein, Betrachten wir die Zahl Te
Ihre Nachbarn sind aus {0, 1, 2, 8, 9 } , aber nur die "2"
liefert eine Differens aus {3, 4, 5 }d. h., die "7" dirfie
nu:i einen Nachbarn haben, was der Anoxdnungsvorschrift wider
spricht.

1000

53. Hat die Zahl 5, = 5 keine Null, ‘so sind wir bereits
fertig.

Nun nelmen wir an, %, = 51°°° habe in der Desimaldarstellung
Nullen. Die am weitesten rechts stehende Null stehe an der
k-ten Stelle, Offenbar ist auch die Zahl 51000 . 1ok=1 g..0p
51900 te11bar und such , .

5, = 51000 + 51000 . 1°k-1 -5+ 5100() 5 1°k-1.

%, hat sicher in den letsten k-Stellen keine Null, da 5'000
auf 5 endet. Durch Fortsetsung dieses Verfahrems (addieren
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von 57990 . 10™ mit geeigagiem m) erhlten wir sohlieBlioh
eine Zshl z', die durch 5 teilbar ist und an den lessten
1000 Stellen keine Null enthdlt., Palls sie noch Nullen ent-
hiilt, mtgen diese an den Stellen 84y By ceey By mit

8, > 877 ees >al> 1000 stehen.

17 2 1000 ;

Da auch 10" Vielfaches von 5 b fir n 2 100011“, is%
a,- = &

s-_z'+1o1 4-10‘2

eine gesuchte Zahl.

(Bemerkung der Redaktion: 1. Man beachte, daB der ersie Schritt

gwar Nullen weiter "nach linka" schiebt, doch ist nicht sicher,

daB auf diese Weise eine gesuchte Zahl gefunden wird, g, h.,

daB eine Zahl ohne Nullen entsteht, 1000

2. Die Aussage der Aufgabe bleibt richtig, falls 5 durch

eine zu 10 relativ prime Zahl ersetzt wird. Der Beweis im

2, Teil ist dann kompligierter,)

+ ee0 + 10

54, Eine gewilinschte Anordnung existiert nicht. Wir beweisen
das indirekt, nehmen also an, wir ktnnen die 13 Zahlen so an-
ordnen, daB sich je zwei benachbarte Zahlen um 3, 4 oder 5
unterscheiden. Wir betrachtien die 6 Zahlen 1, 2, 3, 11, 12, 13.
Alle mtglichen Differenzen unter diesen Zahlen gehBren nicht
gu {1, 2, 3, 11, 12, 13} . Also miissen zwischen je zwei dieser
Zahlen Zahlen der restlichen 7, némlich 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
stehen., Also gibt es genau ein Paar von Zahlen aus
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} , die benachbart sind,

Betrachten wir nun die Zahl 4, Aus der Menge {1, 2, 3, 11, 12, 13]
hat nur 1 eine Differens zu 4 aus der Menge {3, 4, 5} .
Also muB8 4 gu dem erwdlmten Paar benachbarter Zahlen aus

i4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} gehSren. Ganz analog folgt gleiches
fiir 10, also sind 4 und 10 benachbart, doch deren Differenz

ehsrt nicht zu 3, 4, 5 , d. h.,, unsere Annahme ist falsch,
iie Nichitexietens einer gewilinschten Anordnung bewiesen,

55, Offenbar ist die gegebene Zahl 10-stellig. Die Ziffern-
folge sel 848y «eo B4 und die der Zitfern~vertauschten Zabl

515—2 ses Byge Wir nehmen an, die gegebene Zahl sei nicht durch
10 teilbar, d. h. a0 * 0.
Wegen a,, &, € {0, 1, veey 9} und

818y ees By + 848y cee 840 7 10 000 000 000
folgt agq + :10 = 10 und weiter

8y -big =9, ag + Bg = 9y eeey 8y +E1 =9,
Also ' )
2(ay + Ay + coo + 8y0) = 8y + &) 4 (8y + &) + 0oe +
(e, + &,,)
maegst0 10 %10
= 91,
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Diese Gleichung ist nicht erfiillbar, d. h., unsere Annahme ist
falsch, die Behauptung bewlesen.
(Bemerkung d. Red.: Die Aussage bleibt fiir beliebige

2m-Stellen
1020 anptatt fiir 1010 richtig, Fir 102m+1 ist die Aussage
nicht mehr richtig. Man betrachte z. B, die Zahl
44 ... 4 55 ... 55 und die ziffernvertauschte Zahl
SN——— ———

m m
55 eese 5 44 ... 45.)
m m
56, Zunéichst zeigen wir, daB in jedem (spitzwinkligen) Drei-

eck ABC der Endpunkt E der Winkelhalbierenden CE zwischen
den Endpunkten D und K von der Seitenhalbierenden CD und der

Hhe CK liegt.

Cc

4D

A DEK 8 Biia 1
Ohne Besghriinkung der Allgemeinheit nehmen wir AC & BC,
d. he b = a, an, - =
Soih-o, AC = b, BC = a., Perner sei BK = x und BE = y.
Offenbar ist BD = §, Damn gilt
b2 = (o -~ x)2 + G&2, 2% = 2% + CK2, d. h. b2 - a2 = o2 - 2ox

und
11.2-\:2+t:2
x= o

Bekanntlich ist (oder leicht iiber Sinussatz beweisbar)
yt(c=-y)m=az1 b, d. h.,y-ﬁ-gc.

Wegen a - b SOunda+ b >c ist

T2 2 ¢ (o - _
- & :+o - gn,bgogy-b) % g_: (a: :zo +§_: !%‘Bgo +§__

~bia+b a
- o+ o-m\c-r
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und aus a £ b folgt-a S §(a + b), d. h. y 5 §. Mithin st
xsy s % bewiesen.

Sel weiter bezeichnet: hc = GT{, hb = Hohe von B auf b,

ha = Héhe von A auf a,

soaﬁ), '°=(‘TE, s, = BQ.
Dann ist nach Aufgabenstellung ha =8, = W
Nun folgt hieraus sofort

< <

hy = h, und h, = hy 1)
und nach dem oben untersuchten Sachverhalt

By = 8, . (2)
Wegen 8y = Wy s Bge
Aus der Flichenformel folgt aus (1):

b=ag, c=a, 3)
Nach dem Kosinussatz folgt:

2 .2 cy2 s c

b% = 8. + (5) - 2 8, ¥ cos JANC
und a2 = soz + (g-)2 -2+ 8, % cos ¥ BN,
Wegen 4 BDC = j7= ¢ ADC folgt durch Addition

2a° + 2b° = 4sc2 - ¢® und °2 - s_bz =12 - 0_2, d. h. aus (2)

folgt b = ¢, also mit (3):
b=c%a. (4)

Nach Aufgabe 50 erhalten wir < ABC = 60° (wegen l’:la = 8y und
(1)), d. h, nach (4)

" =a"+ ¢ -2aceosqABc§az+02-ac-a(s-o)+02
s o2 s 12,
Diese Kette kann nur fiir a = b = ¢ bestehen.

57. Angenommen, es gibt ein Paar ganzer Zahlen x und y mit

xz+x-y4+33+yz+y. ‘

Dann ist
(z:+,1)2=4\xa+4x+1-4y4+4y3+4y2+4y+1

= (252 + 302+ 352 + 4y + 1.

<
=
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Piry € {1, 0, 1, 2 ] iat einerselts
W rarrr=2@P s+ 14 Py} <22 4 y) 4
und andererseits

W ray+1230+5H2-1>0,

also 5
(?.‘y2 + y)2< (2x + 122 (292 + y + D2 (1)

Da (2y2 + y) und (2y2 + y + 1) zwei aufeinanderfolgende Zahlen
gind, hat (1) keine Lisung.

2

y=-1:x"+x=0,x =0,x,=-1,

y= b:xz+x-0.x1 -0,:2=-1,

y= T: xz+z-4,x.1.2=—%3v;r+4keineganuahligememng,
y = 2'xz*'x'”'ﬁ;a"%tW[?”"%t%

x1-5,xz--6.

Die gegebene Gleichung hat genau die folgenden LbYsungen
@ 3IF (6, 2), (21,01, (21, 0), (0y 125 (0, O0s (55 2).

58. Die gesuchie maximale Lénge ist 2952 und wird mit der Folge
1966, 1967, 1, 1966, 1965, 1, ..., 4, 3, 1, 2, 1, 1

erreicht.

Wir werden dieses Ergebnis als Spezialfall einer allgemeineren
Aussage erhalten:

Ist £(n) die maximale Liénge einer Folge von positiven ganzen
Zahlen, séimtlich nicht groBSer als n, in der jedes Folgeglied,
beginnend mit dem dritten, gleich dem Absolutbetrag der Dif-
ferenz der beiden Vorginger ist, so gilt

£(n) -[2-3-2] firn £ 2,

Betrachten wir die Folgen ;

n-1, n, 1, n-1, n-2, 1, .e., 4, 3, 1, 2, 1, 1 fiir ungerade n und
n-1, n; 1, n-1, n-2, 1, ..., 3, 2, 1, 1 fiir gerade n,

so folgt durch e[nfaohes Abgihlen

£(n) & [243], , 1

Die Behauptung beweisen wir nun per Induktion nach n.

1. n = 2, Da maximale Folgen sicher nicht mit zwei gleichen
Elementen beginnen (dann nur Linge 2), gibt es nur
die beiden Folgen
1, 2, 1, 1 und 2, 1, 1, also £(2) = 4.
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n = 3. Es gibt nur 6 Folgen:
1, 2,1, 131, 3, 2, 1, 13 2, 1, 13 2, 3, 1, 2, 1, 1;
3,1, 2,1, 1 3, 2, 1, 1, d.h. £(3) = 6

2, Wir filhren jetzt den Induktionsschritt durch.
Induktionsvoraussetzung: f(n) = [2”-—}}-] fiirn & k

Induktionsbehauptung: f(k+1) = [}3—#] .

Induktionsbeweis: Wir betrachten eine maximal lange Folge. '
Ihre e ist also f£(k+1). ZunHchst zeigen wir, da8 die Zahl

(k + 1) der Folge vorkommt, Wiirde sié nicht auftreten, wire
nach Induktionsvoraussetzung widerspriichlich

2+ 1) S£00) = [EE2] <[ELE8] 2 2k + 1) nach (1),

(k + 1) tritt also in der Folge auf, Offenbar kann (k + 1) '
nicht Absolutbetrag der Differenz zweier Zahlen aus

s 2y esey K+ 1} sein, d. h.,(k + 1) kann nur an erster
oder zweiter Stelle stehen. Beginnt die Folge

 # 1) My e 1%2mé£x,

so 148t sie sich durch Vorsetzen von k - m + 1 (€ {1, 2, ..., kj)
verlédngern, im Widerspruch zur Maximalitét. Also beginnt die

Folge
8 mk+1, k=m+1,'m oco 152mZ Kk,

Fir 2 $m Sk -1 tritt ab dem 3, Glied keine Zahl griBer als
k - 1 auf, d. h. nach Induktionsvoraussetzung ist

2ert) S2 4+ 2k-1) =2+ [ ] < [HFOT £ pem).

Also ist m = 1 oder m = k, Wir erhalten fir

m=1: vy = (1,ke1,k,1, k=1,k-2,1,...,4,3,1,2,1,1) fiir ungerade k
und vy = (1,k41,k,1,k-1,k-2; 1,...,5,4,1,3,2,1,1) fiir gerade k.
Einfaches Auszéhlen der Elemente ergibt fiir

E }—k—"'fi und vy, }k—H
v, ist wogen K54 < [2E BT < 2(x + 1), k gerade, nicht ma-

ximal. Dagegen ist Jk—z—i = [Jk—E—G-J fiir ungerade k.

SchlieBlich erhalten wir fiir m = k die eingangs angegebenen
Folgen. Damit ist der Beweis komplett. Uberdies haben wir auch
alle maximalen Folgen bestimmt, nédmlich die eingangs angegebe-
nen und

1, n, n-1, 1, n-2, n-3, 1, ..., 2, 1, 1 fiir gerade n.
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59. Der Beweis léuft analog zum Beweis zur Aufgabe 51.

Man fiihrt ein rdumliches Koordinatensystem ein, so daB jeder
der 8 Punkte in einem Oktanten liegt. Dann richtet man die
Scheinwerfer so, daB die Begrenzungsebenen des Scheinwerfer-
lichts parallel zu den Koordinatenebenen verlaufen und der
Koordinatenursprung von allen angeleuchtet wird. Dann ist ge-
wihrleistet, daB jeder Scheinwerfer mindestens einen Ok tanten
des Koordinatensystems beleuchtet, d. h., insgesamt wird der
ganze Raum beleuchtet.

.

60. Zuniéichst begibt sich der schwarze Kénig in das Feld links
unten in der 2. Reihe und 2. Spalte. Nachdem weif gezogen hat,
miissen die unteren 3 Reihen und linken 3 Spalten frei von
weiBen Tiirmen sein (siehe Bild 17a).

N N NN \\
\\ N\ N
N NN
N N
SR S
W
Bild 17 a) b)

Sonst kdnnte sich der schwarze Ktnig ins Schach begeben. Er
wandert nun antlan$ der Diagonalen zum diametral gelegenen
Punkt (siehe Bild 17 b). Dafiir bendtigt er genau 997 Ziige.
Nachdem weiB am Zug war miissen die 3 obéren Reihen und 3 rech-
ten Spalten frei von weiBen Tiirmen sein. Jeder Turm muB8 min-
destens 2 Ziige machen, einen um den Kénig horizontal und einen
um ihn vertikal zu passieren, WeiB braucht dafiir aber

2 « 499 = 998 Ziige, d. h., der schwarze Ktnig stand zwischen-
zeitlich im Schach oder kann im nichsten Zug ins Schach gelan-
gen,

61, Bs seien L, K, N drei aufeinanderfolgende Ecken des Rhom-
bus IKNM, Wir fixieren K. Lassen wir L und N auf AB bzw, DC
wandern, so daB8 LENM ein Rhombus ist, so bewegt sich M auf
einer zu AD senkrechten Geraden mit AE = KC (siehe Bild 18).

AD
L
™

B k € Bild 18



Ist XG S §, eo liegen alle Punkte M zwischen N, und M,,
wobel M= M, fir B= L und M T M, fiir N = D, Man beachte,
daB alle Punkte M zwischen I1 und '2 tatstichlich als vier-
ter Punkt des Rhombus auftritti.

Ist KC Z §, so liegt ein gespiegelter Fall vor.

Wir haben also mur den Rand des Gebietes zu bestimmen, d. h.,
wir milssen den geometrischen Ort aller Punkta M bestimmen,
fiilr die L ®* &, L =B, Nw Doder N W C 1

wir betrsohton Jetzt den Fall L. = B (siahe Bild 19).

Y
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Sei KC = x, x % Dann ist auch BE = x und ME = ¥ MB® - BE®
-‘&—2_12
-V(1-x)2-12
-V1 - 2x
<1

M liegt also auf der Kurve y = v1 - 2x. O:x-!
Gangz analog erhalten wir fiir N = C:

y=Y1-20-x V-1 rixdn

fiir N = D:
y=1+Vx 06x3%,
Pir L = A:

y=1+vz-21,i-=‘x§1.

Insgesamt ergibt sich folgende Fliche (siehe Bild 20).
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Da durch einfache Translation die Fléiche I auf die Fliche IV
deckungsgleich gebracht werden kann und analoges filr die Fli-
chen IT und III gilt, ist die schraffierte Fliche gleich dem
Flécheninhalt des Quadrates o ABCD, deren Flicheninhalt 1 ist,

62, Zundichst zeigen wir, daB8 k relativ prim zgu 10 ist,
Sicher gibt es Zahlen, die mit 1 beginnen und durch k tell-
bar sind, Die Zahl mit umgekehrter Ziffernfolge endet auf 1
und enthd#lt damit sicher keinen Teiler 2 und 5.

Wir betrachten nun eine Zahl, die mit 500 beginnt und durch
k teilbar ist, d. h. ¥ = 500 abe...z (Ziffernfolge).

Dann ist k auch Teiler der folgenden Zahlen:

My = z...cba005,

¥, = z...0ba005000...0,
M = 5008, ..2,
¥ + ¥, = z...cba01000abe. ..z,
M, = z...cba00010abc...z, der Zahl mit der umgekehrten
. Ziffernfolge von M + i1,
M+ l]-lz = 9900...0, also
k | 9900...0 und wegen der eingangs ge-
x 199 machten Bemerkung

Aufgrund der bekannten Teilbarkeitsregeln fiir 3, 9 und 11 ist
leight einzusehen, daB8 tatsichlich fiir Jeden Teiler k von 99,
d. h. ’

'K € {3, 9 11,33, 9} git:
Ist k ein Teiler von M, so ist k auch ein Teiler der Zahl,
die aus M durch Umkehrung der Ziffernfolge entsteht.



