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Leipzig, am 7. Oktober 1986

Liebe Freunde der Mathematik!

Mit unserem 78. Lesebogen Junger Mathematiker iiberreichen wir
eine Dokumentation von kubanischen Olympiadeaufgaben., Seit
ilber zwei Jahrzehnten bestehen freundschaftliche Beziehungen
zwischen den Organisatoren der kubanischen Olympiadebewegung
und der Schiilerzeitschrift "alpha", Das vorliegende Heft ist
ein Beispiel fiir einen steten engen Erfahrungsaustausch,

Wir danken Dr. H, HuB fiir die Ubersetzung und Bearbeitung aus-
gewdhlter Aufgaben und Prof. Dr. K. Rosenbaum (PH Erfurt) fiir
die umsichtige Unterstiitzung, zu Ehren der XXVIII. IMO in
Havenna diesen Lesebogen fiir Junge Mathematiker herauszugeben.

Nachfolgende Olympiade-Aufgaben (und LSsungen) wurden aus dem
auf dem Titelblatt dargestellten Bych entnommen.

Vit der kontinuierlichen Vorbereitung auf die Mathematikolym-
piaden, den Hohepunkten der auBerunterrichtlichen Arbeit im
Fach Mathematik, leisten wir einen wertvollen Beitrag zur Er-
fiillung des Mathematikbeschlusses.

Wir winschen Freude und Erfolg bei der Arbeit mit den mathe-
matischen Problemen dieses Arbeitshefties.

(o

OStR J% Lebhmann, V,L.d.V,

Chefredakteur der mathematischen
Schiilerzeitschrift "alpha"



Aufgaben aus
kubanischen
Mathematikolympiaden

Nach dem Sieg der kubanischen Revolution im Jahre 1959 nahm
auch die Mathematik in diesem Land einen deutlichen Aufachwung.
Ein Ausdruck dafiir sind die sei} dem Schul jahr 1962/63 zunéchst
fir die Klassen 10 bis 12 und seit 1970 auch fiir die unteren
Klassen durchgefiihrten Mathematikolympiaden. Nachdem 1971 der
erste nationale Schiilerwettbewerb stattgefunden hatte, nshm in
diesem Jehr such erstmals eine kubanische Mannschaft an der IMO
teil, Sténdig zunehmende Breitenarbeit fiihrte bald zu einem
deutlichen Leistungsenstieg im nationalen und internationalen
MaSstab. So wurde die Mathematikolympiadebewegung in Kuba zu
einem Vorbild in ganz lLateinamerika.

Im Dezember 1985 fand in Bogota, der Hauptstadt Kolumbiens, die
erste ibero-amerikanische Mathematikolympiade statt, an der newun
lateinamerikanische Lénder und Spanien teiinakmen, Hierbei be-
legte Kuba hinter Spanien den zweiten Platz.

Das Jahr 1987 wird fiir die kubanische Olympiadebewegung einen
besonderen Hohepunkt bringen:

Im Juli 1987 findet die XXVIII. Internationale Mathenatikolym-
piade in Havanna, der Hauptstadt Kubas, statt. Damit werden die
langjéhrigen Bemilhungen und Erfolge des revolutioniren Kuba auf
mathematischem Gebiet, die untrennbar mit dem Namen des Initia-
tore Dr. Luis' J. Davideon verbunden sind, gewlirdigi. Wiederholt
haben Spezialisten aus der DDR ihre kubanischen Freunde bei der
Entwicklung der Mathematik unterstiitzt und auch in der Olympia-
debewegung Junger Mathematiker mitgewirkt. Es ist fiir mich eine
Ehre und angenehme Pflicht, bei der Vorbereitung kubanischer
Schiiler auf die Mathematikolympiaden seit 1984 mithelfen zu

kbnnen,
Dr. Helmut HuB



Aufgaben

1. Man fiige am Ende der Zahl 523 dreli elnstellige Zahlen so
an, daB dle erhaltene sechsstellige Zahl durch 7, 8 und 9
tellbar ist.

2. Es ist zu zeigen, daB es unter 5 natiirlichen Zahlen
(nicht notwendig verschieden) immer msglich ist, 3 Zahlen
zu finden, deren Summe durch 3 teilbar ist.

3. Wir betrachten die Zahlen 49, 4489, 444889, 44448889, usw,

Es ist zu zeigen, daB alle diese Zahlen perfekte Quadrate
sind, indem man zeigt, daB wenn 2n die Anzahl der Ziffern
igt, dann ist die Quadratwurzel gleich

2 « 10" +1
R

4. Zu bestimmen sind 3 Zahlen einer geometrischen Reihe, wenn
man weiB, daB die Summe dieser drei Zahlen 35 und die Summe
ihrer Quadrate 525 ist.

(Hinweis: Ma.n beachte, daB das Polynom s4 + 32

faches von a +8a+ i ist.)

+ 1 ein Viel-

Se Es ist zu zeigen: Wenn a, b, ¢ und d positive reelle Zahlen
mit a sind, dann gilt

1) Vabe =+ und
11) V(a + o)(b + d) = Vab + Vac.

6, Zeigen Sie: Wenn fiir die reellen Zahlen 845 859 eeey 8
gilt -1 8 a, €0,1=1,2, ..., n, dann ist fir alle natiir-
lichen Zahlen n

(1 +a)(1+8y) aee (1 48,) =148y +8;+ .00 +8y,,

T. Es sei n > 4 eine gerade Zahl, P sei ein konvexes Polygon
mit n Seiten,

a) Man ermittle die Anzahl der Vierecke, in der man P zerle-
gen kann, wenn man Diagonalen durch einen festen Eckpunkt
von P einzeichnet. ]
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Ausgehend von dem Ergebnis von a) %:be man eine Formel:
fiir die Summe der Innenwinkel des Polygons P an.

8. Es ist zu zeigen: Wenn a = 1, dann existieren x€R ,
g0 daB

0 < Ix| £ lal undx+%-25.

9. Es seien k, m, n natiirliche Zahlen mit k S m < n,
a) Bs ist zu zeigen, ‘daB gilt

m! =1 -0 -2),,. (1 -1y,
(m - k) Ik -2 -2 ¢ n

Es ist fir alle x €/R; zu zeigen, daB8 der Term, der xk
in der Entwicklung von (1 + ﬁ-)m enthélt, kleiner ist als
der Term, der x* in der Entwicklung von (1 + E)" enthult,

b

~

10. Gesucht ist der Koeffizient von xB in der Entwicklung von
1+ 22 - )9,

11, Bestimmen Sie den Rest, der bei Division des Polynoms

1+x+x2+... +x1°°

durch x2 - 1 bleibt!

12, a) Es ist zu zeigen, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n € N
n’ - n durch 10 teilbar ist,

b) Wenn a, b, ¢ natiirliche Zahlen sind, so da8 a + b + ¢

durch 10 teilbar ist, dann ist auch a + b° + o> durch 10
teilber,

13, Bs sei A = {31, seiep unj .

Es ist die Zahl der Permutationen der Menge A zu finden, in
welchen a, und a, nicht benachbart sind.

14, Sei P(x) ein Polynom vom Grad n. Es seien 84y 8y ey 8y
m verschiedene reelle Zahlen (m & n), so daB
P(ay) = P(ay) = ..0 = P(ay) = a.
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a) Man zeige, daB P(x) bei Division durch das Produkt
(x - 89)(x - 83) o0 (x - &)
den Rest a lé8t,
b) Man, zeige, daB das Polynom (P(x)) K pe1 Division durch
(x - a1)(x -85) eee (x - an) den Rest a¥ 18B8t, wo k eine
beliebige natiirliche Zahl ist.

15, Es seien a, b, ¢ positive reelle Zahlen.
a) Bs ist zu zeigen, daB
(log. b)(logb a) =1mita#1, b#1,
N

b) Es ist zu zeigen, daB fir ¢ # 1 gilt
LR SO (TPt SUCRL L
¢) Bs ist zu zeigen, daB

IEE—TIE—T
16. a) Es ist zu zeigen: Wenn die Zahl das arithmetische
Mittel von E'§"F und o~"—7 ist, dann ist a das geometri-

sche Mittel von b und c.

b) Man benutze das Ergebnis von a), um die reellen Wurzeln
der Gleichung
1 + 1 o 1

x°+2x+6 x°+5%+9 x°+6x+10
zu berechnen,

17. a) Ee sind die reellen Werte von x zu findén, die der
leic

V-x=4Lfeo-a4vi3-123x

gentigen,
b) Zeigen Sie, daB8




= Blw

18, Es seien a, bER" , a # b beides Wurgzeln der Gleichung

10 o pr5 P q5 = 0.

.a) Es ist zu nigen.. daB
i us+b5+p5-0..
b) Wenn a und b auch Wurzeln der Gleichung

12+px+q-0
a b

sind, dann sind die Zahlen § und ¢ Wurzeln der Gleichung
(x +1) = (x+1)° =0,

19, a) Wenn die Folge a,, a2.‘ esey Bpy e eine geometrische
Folge ist, dann auch die Folgs ay, 84 Bgy seey Bopy ees o
b) Bestimmen Sie alle reellen L¥sungen der G eichung

'1+x+x2+...+x99-§-(x+x3+ﬁxs+...+x99).

20, a) Wenn 4 + B = 0, dann ist
3ABC = ¢ - A3 - B2,
b) Ep ist die Gleilchung
r =T+ 5= Uk
zZu l¥sen, 5
21, Gegeben ist dle Gleichung :cJ + m22 4+ nx 4+ ps= 0,

a) Es ist zu zeigen, da3, wenn a, b, ¢ ihre Wurzeln sind,
dann die Bezieiungen

a+b+ o= -n

ab + ac +bec = n
abc = -p
erfiillt sind,

b) Konetruleren Sie die Gleichung, die als Wurzeln die
Quadrate der Wurzeln der gegebenen Gleichung hat!

22, Man 1dse das System
x(z+x)=x§z+x} i§x+xZi
8 = 9

yz+zx+xy--1-16xyz [
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23. Man l¥se das folgende System filr a # -2 und a # 1,
ax + y+ =1
x +ay+ Z=a
X +y + 8z =2

24, Lbsen Sie das folgende System
1.2 .
xT y
4x + 3y = xy'

25, Man 13se die Gleichungen
(1ogg2) * {log T§ 2) = log Gf 23

~

1 1
b) Pl R R S L

26, Die Eigenschaft

[o<x<¥ = {8833

sei vorausgesetzt,

Es 1st zu zeigen: T
Wemn 0 8 ¢« < f3 < = dann gilt

a) a4+ 8inl < B + sina ,
b) B+ tanx < & + tan B ,

27. a) Zeigen Sie!
cos2a + cos?(« + B ) - 2cosa cos B cos(a + A ) = ain?B,
b) Ltsen Sie die folgende Gleichung!
sinxcosx-aj.nxcox-t.

28, Bs ist gu zeigen, daB fiir alle ne€/nN erfillt ist

a:l.n(%nfi -a )eos(% nk=-a)
8in £ cos iy
mit cos « ¥ O, sina # O,

= (-1 )n+1
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*29. Gegeben sei die Gleichung

x2 4+ px + q =0, (1)

a) Welche Werte miissen p und q haben, wenn die Wurzeln der
Gleichung (1) gerade p und q sein sollen?

b) Stellen Sie die quadratische Gleischung auf, ‘deren Wurzeln
die Quadrate der Wurzeln der Gleichung (1) eind!

¢) Welche Relation muB zwischen p und q bestehen, damit eine
der Wurzeln der Gleichung (1) dae Doppelte der anderen ist?

d) Sei p = -2, Welchen Wert mu8 q annehmen, damit eine der
Wurzeln von (1) das Quadrat der anderen ist?

30, Gegeben ist die Gleichung .

x% - 3bx + 4b =2, .
Es ist zu zeigen, daB

&) flir alle b € /IR diese Gleichung zwei verschiedene reelle
Wurzeln hat,

b) wenn beide Wurzeln der Gleichung sleichea Vorzeichen haben,
dann sind beide positiv und auBSerdem ist ihre Summe griBer

als 3-.

31. Zeigen Sie, daB fiir beliebige reelle Zahlen x # O, ¥y # O
gtets die Ungleichung

2 2
X X
2-;2--’-25 -3(§'+¥)+5=0
gilt!

32, Es sei a 6/R® eine gegebene Zahl,
Bestimmen Sie alle die Werte x €/R , die der Ungleichung

[Bd] 2a
T2 - T
geniigen! '

33. Man bestimme die lineare Funktion f, wenn bekannt ist, daB8
£(0) = VZ una L2p=LO) .6 a1,

34, Es seiena >0, b >0,
Bestimmen Sie den maximalen Wert der Funktion

£(x) = —5E—
ax“ + b




-

Bestimmen Sie den Wert von x, fiir den die Funktion das
Maximum erreicht!

35. Sei die Abbildung f: IR —= IR B0 beschaffen, daB fiir alle
x, y €R gil

£(x + y) = £(x) « £(y).
Zeigen Sie, daB:
a) Wenn ein a €/R existiert mit £(a) & 0, so ist £(0) = 1,
b) Wenn £(b) # 0, dann ist £(~b) = F(py -
¢) Wenn f(c) # O, dann gilt fiir alle n€ Z

£(ne) = [£(e)] ®

36, Es sel k € /R" , Die Abbildung f: /R —= Jg erfiille fiir alle
X €/R die Beziehung

£(x + k) = i‘—:——f-&-} .
AuBerdem nehme £ weder den Wert O noch den Wert 1 an.

a) Zeigen Sie, daB

f(x+2k)--!-1(;’-

giltt
b) Zeigen Sie, daB f period_tsch ist!

37. Es ist zu zeigen, daB

1
Togw 34 - 10534 75 > 20

ist.

38. Man zeige, da8 fiir alle reellen x gilt:
sin(x + g-) * cos(x + é) = gin(x - %)coa(x - g-).

39, Man l3se das folgende System!
2x -~ 4y =7

1
m-aain(k-Gy)-1
Betrachten Sie nur die L¥sungen 0 S x<fM, 0 = y<i!
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40, Gegeben sind die Punktionen
f(x) = sin x + cos x und g(x) = sin x cos x.
a) Bs ist die Gleichheit

f(-f- ®) = V2 cosx
nachzuweisen. X
b) Es ist die Gleichung
£(x) +2 V2 g(x) =0

zu ldsen,
41, In der Figur ist ABCD ein ) ¢
Quadrat, M der Mittelpunkt von
BC, AP L DM. P
Es ist zu zeigen, daB
2) P o]
XP=2> M
v) 2F - § .
c) AB = BP, £ B
42, In dem Dreieck ABC, das bei
A einen rechten Winkel hat, sei
h die Hohe auf der Hypotenuse. A
a) Man zeige, daB é
;) 1 1 b
= + gilt, h
2 EZ Y
b) Man zeige, daB gilt 8 a : ¢

a+h2b+ o,

43, In der Figur seien AA' '

BB' und CC' Senkrechte zu A'C', A

und der Schnittpunkt von AC'

und A'C sei B, : 8 y

a) Man zeige, daB = = 2 ist, x
+

q
1 1
b) Man zeige, da8 = gilt. L
g€y 57y gl A P I3 q '

z

L il

44. A urd B seien Punktée mit den Koordinaten (0, V3), (1, 0).
k sei der Kreis, der durch die Gleichung

(x -572%+ 2 =3
definiert ist,
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a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes P von k, desgen
Abstand von der Geraden AB minimal ist!

b) Bestimmen Sie den minimalen Fldcheninhalt, der von einem
Dreieck ABQ eingenommen werden kann, wenn Q ein Punkt
auf dem Kreis k ist.

45. In einem reguliéiren Sechseck der Seitenliéinge 2 sind n
gleiche Kreise einbeschrieben, so daB jeder dieser Kreise
zwel benachbarte Seiten des Polygons und 2 andere Kreise
beriihrt,

Gesucht ist der Fliicheninhalt des Sterns, der im Zentrum des
Polygons gebildet wird.

o

46. In der Figur ist AB Durch-
mesger des Kreises k, der C
Schnittpunkt von AD und BC sei E,

Zelgen Sie, daB3
AE + AD + BE » BC = (4B)2 gilt!

a

47. In der nebenstehenden Figur
seien die Punkte O, O' und T
bzw, A, A' und T bgw, B, B' und T

T
Jeweils kollinear',
Die Punkte A und B liegen auf dem
Kreis um O mit dem Radius OT und
die Punkte A' und B' liegen auf
dem Kreis um O' und dem Radius 8 \

o'r,
a) Es ist zu gzeigen, da8
AT oT A

AT = org 1ist.

b) Es 1st zu zeigen, daB AB || A'B'
ist,

48, Es sel ABCD ein regelméBiges Tetraeder. H sei die Pro-
Jektion des Punktes A auf die Fldche BCD und H' die Projek~
tion von H auf die Fléche ACD,

D,
Es ist zu zeigen, da8 HH' = ist,

49. Es sei ABCD ein reguliéres Tetraeder mit der Kantenlinge a.

a) Berechnen Sie die LHnge der Strecke MN, wenn M und N die
Mittelpunkte der Kanten BC bzw. AD sind!

b) Durch einen Punkt P der Strecke MN (P # M, P # N) sei
eine Ebene senkrecht zu MN gelegt,
Man zeige, daB die Schnittfléiche von o mit dem Tetraeder
ABCD ein Rechteck ist. 2 :
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¢) Bs ist zu zeigen, da8 der Umfang dieses Rechtecks unab-
héngig von der Lage von P ist,
p

50, Als Projektion des Vierecks

ABCD auf die Ebene « erhalte man

das Parallelogramm A'B'C'D'

(siehe Pigur),

a) Zelgen Sie, daB ABCD ein
Parallelogramm igst!

b) Berechnen Sie DD' fiir be-
kannte AA' und €C'!

cl

¢) Kénnen ABCD und A'B'C'D' A
* belde rechtwinklig sein?

Warum? F

A
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Lésungen

1. Wenn 523abe durch 7, 8 und 9 teilbar ist, so gilt
523abc = 504 * q, q e~ .
AuBerdem ist 523abc = 523000 + abc, aber
523000 = 504 « 1037 + 352.
SchlieBlich gilt
523abc = 504 « 1037 + 352 + abe.
Jetzt sieht man, daB
352 + abc = 504p, D €N
sein muB, also
d abc = 504p - 352,

PFlr p = 1 erhdlt man abc = 152, fiir p = 2 erhdlt man

abc = 656, Pilr p 5 3 erhdlt man keine weiteren Ldsungen, da
504p - 352 mehr als 3 Ziffern hat,

Die Zahlen sind also 523152 und 523656,

2, Wir nehmen an, daB es unter den 5 gegebenen Zahlen wenig-
stens eine Zahl von jedem Typ gibt. Seien dies z. B,

ng = 3k1 » Ny = 3k2 + 1, ny = 3k3 + 2,
Jetzt sieht man, da8 n,, nz, ng die Bedingung des Problems
erfiillen, da

By + 0y + 0y = 3(kq + kp + ky + 1) = 3k' ist,
Nehmen wir nun an, daB es unter den 5 gegebenen Zahlen nicht
wenigstens eine von jedem Typ gibt. Dann gibt es aber wenig-
stens 3 Zahlen vom gleichen Resttyp. Seien dies

ny = 3kq + ’ ,
ny, = 3k, + mit =0, =1 oder =2,
n, = 3k +d.} mit a=0, a=1 oder o =2
#uch hier sind n4, n,, n, die gesuchten Zahlen,da
Dy + ny + 0y = 3(ky + ky + kg + ) = 3k' ist.

3. Die Zahl mit 2n Ziffern sei

A = 444...4888...89

n n-1
Andererseits ist
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2 1g"+1)2=4- 102“+94~ 10% 4+ 1

n-1 w1
- 4000, ,.04000,,,01

unglwenn man die Division durch 9 ausfilhrt, erhiélt man die
2Zal A.

4. BEs seien ¢, xr, ,n’a die gesuchten Zahlen, dann gilt
X+ XD+ XTC = 35
22 + x%22 + x2r% = 525
Hieraus ergibt sich

(2 + v+ 1) = 35 (1)
z2(x% + x%+ 1) = 525 (2)

Nach Division von (2) durch (1) erhilt man die Gleichung
x(x?2 - r+1) =15 (3)

Divieion von (3) durch (1) liefert
2
=2+l 1
rE +r+1 }g

mit r = 2 oder r = % « Setzt man diese Werte in (3) ein, so
bekommt man

x =5 und x = 20,
In beiden Fdllen heiBen die gesuchten Zahlen 5, 10 und 20,

5. Aus % = ﬁ- folgt ad = be und daraus
abed = b%? = a242,
Also 1st Vabed = be = ad, und daher gilt

(1) Vabed = Rejad

Perner ist i
V(a +e)(b+d)=Vab+ad+be + od =

= Vab + 2 Yabod + cd
=V (Vab + Ved)?
= Vab + Ved,
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6. Vollasti@ndige Induktion: Fiir n = 1 trivial.
AuBerdem folgt aus

(1 +ap)eee(l+8)) 21 489+ 000 + 8y

‘sofort
(T +a)ece +8))(1 +ay9) = (1 + 89 + 000 +8)00 +8.)

=148+ .00 v+ + (8g8,,9 + oo +a,8,.4),
Weil a; * a4 20 fiir1=41i3n, ist

T+ a4 eee tag g+ (Bq80+ coe +8p8,.4) 31 489+ 000 +

tapt B

und man hat die Eigenschaft fiir n + 1.

7. a) Man sieht sehr leicht, daB es flir n = 6 zwel Vierecke,
fiir n = 8 drei Vierecke, fiir n = 10 vier Vierecke gibt. -

Dies filhrt su der Behauptung, daB es allgemein g- -

solcher Vierecke gibt,

Wir zeigen dies durch vollstiéndige Induktion.

Sei die Eigenschaft fﬂr1n erflillt, d. h. die Zahl der ge=-
bildeten Vierecke ist zFn ~ 1. Hat das Polynom nun n + 2

Eckpunkte, so kann man offenbar ein Viereck mehr bilden,
also insgesamt
(;-n-1)+1 =}(n+2)-1.

b) Die Summe der Innenwinkel eines Vierecks ist 2 T , Wegen
a) ergibt sich fiir die Summe der Innenwinkel von P nun

2T(kn=-1) =T(a - 2).

8. Multipliziert man die Gleichung mit x, so ergibt sich

x2—2u+1-0mitz1-a+ 32-1,

xzsa-V52-1.

Wir bemerken, daB Va2 - 1 €k da a2 2 1,

Andererseits ist Va® = 1 <Va® = |a .
Danach nehmen wir x = X,, wenn a positiv und wir haben

, 0<xSa = 0<|x| S |al,
Wenn a negativ 1st, nehmen wir x = X, 3
aSx <0 = 0<Ixi 18,
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9. a) Vereinfacht man den Bruch, so erhélt man

m(m - 1),“ém- (e = 1)) ’

m

dessen Zihler ein Produkt von k Faktoren ist, Danach kann
man schreiben

=1 =2 =(k -1
G&Ehes2),, @l=1)) .

1 2 k-1
= (1 _E)(1 “E)-c-(1 -T).
b) Die bewiihrt;n Terme sind "
(e)(&)  vew (R)(E) -
Diese kann man in der Form*
k
m! n!
. b A .
é (m-k)!mE o iT (n-k)lnlE

schreiben,
Wendet man das Ergebnis von a) an, so erhilt man

k
EBa-ba-3..0 -5 o,
B -Da - Do - Ex
und weil m <n, ergibt sich
1 1 2 2
(¢ -E) <@ -1-1)' (¢ -i) < _E)' see

(-E=dy <1 -k,
woraus sich sofort die Behauptung ergibt,

0. h+@-D]%=21+DP-2+QD? -2+

+ (g)(x2 -2P s 2 -

Men sioht Jetst, da8 x8 nur in der Entwicklung des 4, und 5.
Terms erscheinen kann, Daraus ergibt sich leicht, daB8 der

Koeffizient von x° ist
3(3)+(3) - .
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11. Es ist
(14X 4224 aue 4 %) . atx) « (=2 - 1) 4 (ryx + vp)0

Pir x = 1 erhdlt man 101 =z, + v, (1),
filr x = -1 ergibt sich 1 = ¥ T, (2).

Aus (1) und (2) folgt ry =50, ry = 51, also ist der Rest
gleich 50x + 51

12, a) Wir zeigen die Eigenschaft durch vollstindige Irduk-
tion, Fiir n = 1 ist sie trivialerweise erfiillt,
AuBerdem ist

(n+1)5-(n+1)=n5+5n4+10n3+10n2+4n
= (0% - n) + (504 + 10m3 + 1002 + 5n),

Daraus ist zu ersehen, daB wenn die Eigenschaft fir die
natiirliche Zahl n gilt, denn gilt sie auch fir n + 1, weil

5n4 + 1003 + 1002 + 5n = 10(n3 + n2) + 5a(n3 + 1)
= 10(n> + n2) + 5n(n + 1)(n2 - n +1)
ebenfalls durch 10 teilbar ist,
b) Es ist "
a’ + b + 5 a [(a5+b5+c5)- (a+b+0) +(a+bs+.ec)

= (8% - a) + (0% = 1) + (65 = )] + (asbro).
Aus Punkt a) ergibt sich sofort die Behauptung.,

13. Von der Zahl n! aller Permutationen milssen wir Jjene sub-
trahieren, in denen a, und 8, benachbart sind.

Es ist leicht zu sehln, daB“ es (n - 2)! verschiedene Per-
mutationen gibt filr jede benachbarte Position von a9 und a5,

AuBerdem gibt es genau 2(n - 1) verschiedene Posltionen fiir

dieses Paar,
Deswegen ist es notwendig 2(n - 1) [(n - 2)!] zu subtrahieren,
Das Resultat ist also

nt - 2(n =-1) [(n - 2)!] =(n=-1)1(n-2)

14. a) Wir betrachten das Polynom P'(x) = P(x) - a.
Natiirlich ist

P'(a1) = cee = 2'(nn) = 0,
demnach k¥nnen wir setzen
S PUx) = (x - aq)eeelx - ay)Qlx),
wo Q(x) ein Polynom vom Grad n - m ist,
Hieraus ergibt sio
P(x) = (x - 8))(x = 85)eee(x -~ a7) - Q(x) + &,
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b) Wir bezeichnen A(x) = (x - a4)(x = &a5)s.u(x - a ).
)Dazac;z:s: en A(x x - ag)(x - a5)e.alx - ay)

IP(x) 1% = [a(x) * a(x) + &%
= A c e ) ¥+ x [A(x)Q(x)] et

a+ ...+ k [A(X)Q(x)] ¥ 4 &,
und wir kSnnen schreiben
[2(x)) ¥ = A(x) + Q'(x) + a¥ ,
dabei ist Q'(x) ein Polynom vom Grad nk - m,

15. a) Es seien x = logab. y= logba. Dann ergibt sich aus
a* = b (1)
v =a (2)
die Beziehung a™ = bY bzw, a® = &, d, h. xy = 1.
b) Wenn wir den vorherigen Teil benutzen, haben wir
1 1 1
rog? = logcz » m = 10503, eeey Wgn-o' = 1°8°n’
was uns gestattet aufzuschreiben

1 1 .
Ta-s?-l- con +m=108c2+ ore +10gcn=10§°(2 3 eeen)
= 1ogcnl

1
* Tog, e

1 1
c) TEV-_Z—T + 1_0-37—5_7. = log,’.ﬁ + loth/_B = logr 1o,
Bezeichnen wir dieses Resultat mit x, dann erhalten wir
i* =2 VX bow. "-2x = 10,
Da 10 > 3,152 > T 2 igt, ergibt sich

= =72 , also x > 1,

16. Wir haben zu zeigen, daB aus ~ E T+ a_%'? = §- folgt a = Ybe,

1
a-c¢

a) In der Tat, aus a—ls + = jl- folgt

a=-¢c+8-=->

Vs -1 .,
a(20 - b - ¢) = (a - b)(a - ¢), also a = Vbo.
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b) Wir setzen

a=x2+6x+10 1)
_a-b-x2+2x+6 (2)
a- c=xP+5x+ 9 3)

mit b=4x + 4 = 4(x+ 1) undc = x + 1,
Aus Punkt a) erhalten wir nun

x2+6:+10~V4(x+1)2-t2(x+1),

also 2 2
x" + 4x +8 =0 bzw. x° + 8x + 12 = 0,

Die erste diemer Gleichungen hat keine reelle L¥sung, die
zwelte Gleichung liefert die L¥sungen x = =2 und x = -6,
Setzt man diese Werte in die gegebene Gleichung ein, so sieht
man, daB beide Werte Losung sind,

17. &) Erhebt man beide Seiten in die vierte Potenz und faBt
zusammen, go ergibt sich

x4 + 18x" = 40 = 0 bzw, (::2 - 2)(:1:2 + 20) = 0.
Daraus erhélt man die Lisungen x, = - V2, x, =V2,

Beide geniigen der Originalgleichung, da V3 - x 2 0 fiir E
und xa.
b) Setzt man x = V2, 80 erhdlt man aus der gegebenen Gleichung

") V3 -72 =439 - 20V6 (1)
und filr x = - V2
Vi+VZ=4/29+ 2076 . (2)

Addiert man (1) und (2), ergibt sich sofort die aufgestellte
Identitdt,

18, @) Da a und b Wurzeln der Gleichung x'0 + poxd + =0
sind, gilt

am + a5p5 + qS = 0 und b1° + b5p5 + q5 =0,
Subtrahliert man beide Gleichungen, so gelangt man gzu
(a0 - b10) 4 (&5 - b2)p° = o,
und nach Division duxch (‘5 - b5), was wegen a ¢ b mtglich
ist, erhdlt man '
a’ + b + pd = 0,
b) De a und b Wurzeln von x° + px + q = O sind, gilt & + b = —p,

Daraus ergibt sich (a + b)5 = =p”, und wenn men das Resul-
tat von a) verwendet, erhilt man

as+b5-(a+b)5-0.
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Dividiert man durch a5 oder durch b5, was wegen a # 0, b 2 0
mtglich ist, erhélt man
by5 by5 5 a 5
1T+ (@7-0+2)° bawe @) +1- @+1)2 =0,
Dies zeigt, daB % und g Wurgeln der Gleichung
(x° +1) - (x+ 1° =0 sind,

19. a) Da die Folge 84s 8y eeey 8, ... eine geometrische
Polge ist, hat man 8, = a1rn'1 mit konstantem » € R .
Betrachtet man gwei aufeinanderfolgende Glieder von 8y,
B9 s0ey 8o ...,zzu.m Beispiel 8oy und 851409 80 hat man

2k+2-1
S2ky2 _ BT ..
82k gur°E
Das zeigt, da8 die Folge a,, 849 seey 8y, ... ebenfalls
eine geometrische Folge 15%.

b) Wenn man beachtet, daB beide Seiten der Gleichung die Summe
der ersten Glieder von zwel geometrischen Folgen sind, so
kann man setzen

100 _ 4 4 2,50 _ ,

xx-.'l =7x (*x%-1 , (1
bzw,

(x1°°-1)(x-1) [tx+ 1) -%x]:o.

Die ersten Faktoren haben nun 1 und -1 als reelle Losungen,
die wegen (1) unzuléseig sind, demzufolge bleibt als ein-
zige L¥sung

xa-3.

20. &) Aus A2+-B = C rolgt
23+ 3828 4 8% 4+ B3 = 03,
34B(A + B) = ¢3 - A3 - B3
3ABC = ¢° - A3 - B3,
b) Nach dem Resultat von a) kann man schreiben

3 z\ﬂx -1N0Gx - 5)4x = 4x - (x = 1) - (3x - 5),
3z - N0x - 504x = 2.

Daraus erhilt man ,
(x -1)(3x -5)* 4x =8 bzw.
3} -8x?+5x-2 =0, 5
Da 2 eine L&sung dieser Gleichung ist, bekommt man
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(x -2)(3x% - 2x + 1) = 0 % Nz
mit den Lusungen Xy = g— + i und Xp =3 - —521 fiir die

%uadrat:.ache Gleichung.
amit sind die drei Lsungen der gegebenen Gleichung

2 3521, 50
21. a) Aus (x-a)(x-b)(x-c)=x3+mx2+nxi-p folgt

x3-(a+b+e)x + (ab + ac + be)x - abe =

-x3+mx2+nx+p

und hieraus die Behauptung.

b) Setzt man die Gleichung in der Form
x3+m'x2+n'x+p' =0
an, 80 hat man die Beziehungen
a2+b2+02=-m'
32b2 + 3202 + b2c2 =2n'
anzb"’c2 = -p' ,
Daae+b2+02=(a+b+o)2-2(ab+ac+bc)=m2-2n,
gilt m' = 2n s m 2
Analog n' = n° = 2mp und trivialerweise p' = p“<,
Die gesuchte Gleichung lautet
> + (2n - nD)x% + (02 - 2mp)x = p? = 0,
22, 8x(y + 2z) = 5y(z + x) 1)
9y(z + x) = 83(x + y) (2)
y2 + ZX + Xy = —¢ xyg (3)

Wenn wir xyz & O voraussetzen, erhalten wir nach Division
durch xyz:

8_2
g'y'z o
1 8
;--i-o-%- 0 (4)
1,1.1.1m
x*yts"®
FaBt man (4) als lineares Gl eichungssystem fiir 1 X % 5 %auf,

80 erhdlt man leicht x = 1, y = 2, g = 3,
Sel nun x * y ¢ g = O
Wenn x = O, dann ergibt sich aus (3) yz = 0,
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Nehmen wir x = O, y = O; dann werden (1), (2) und (3) in

die Identitdt O = O iiberfilhrt fir alle Werte von z.

Also geniigen alle Tripel (0, O, & ), o € /R dem System,

Ebenso erhdlt man, daB alle Tripel zO, « , 0) fiir alle en

Losung sind und gleichfalls ( « , 0, 0) fiir alle o €®.

Das gegebene System wird erfilllt von den Tripeln

(1, 2, 3), («, 0, 0), (0, , 0), (O, 0, o ) fiir beliebiges
o €ER

23, Addiert man die drei Gleichungen, so erhilt man
(a+2)(x+y+z)=1+a+ae.
Fiir a # -2 ist demnach
2

zeyss-limba o1

Subtrahiert man (1) von der ersten Gleichung des gegebenen
Systems, so erhdilt man

2
x(a - 1) = 55,
a+ 1
a +

2
Analog ergeben sich y = ';1_7 und z = jﬁ)— .

X = -

.

]

24, Wir betrachten die Fidlle

1.2, Lo2aw
3 y-—2undx 7= 2.
Im ersten Fall erhalten wir das System
1 2
;-:-7-:2
%+i=1 .

Daraus ergibt sich x = 1 und %as =2, 10
Analog erhdlt man im zweiten Fall x = ;, Yy = - -

25. a) Wenn man logab = _roé—b-; benutzt, so kann die gegebene
Gleichung in de? Form 1
1

Togx 1°g2%5 N log, '6%
geschrieben werden,
(logzx)2 -5 1032:: + 6 = 0, woraus sich ergibt logyx = 2
oder 1052x = 3 mit den L8sungen x = 4 bzw. x = 8, °
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it) Dividiert man beide Seiten dirch 4%, eo erhilt man
1 o |
~V_'-§ (i) -ﬁ(i) -y bzw.

(3)7-%2.(3)%

und folglich x = 4 «

26. 8) o+ sinB < B+ pinx <> sinb- sinx < B-«

B+a

<€=> 2gin --2-—- cos --2-—-</3—a (1)
Danuno<-—2-—<~2-. ist
B =t

0 <s8in —!— <'—'2'— . (2)
Weil auch 0 <—°"§'—/3- ¥, weis man, daB
o<oog£'-§£-<1. (3)

Darch Multiplikation von (2) und (3) ergibt sich

sin—ﬂ-v}“’— * cos 51*-5- <—l3!'£ und damit (1),

b) B+ tanox < o« + tanfBe> B~ < tan B - tana .
Aver wemn 0 < 8 = « < 5, wissen wir, das
Be & < tan(B -~ ) = 805 - tano
) 1 + tan O tan «
<tan - tan @ (weil 1 + tan ot tan /B3> 1),

27. 8) Setst man 2cos cos B = cos( A + /B ) + cos o -3 )
ein, so erhilt man cos“ « - cos(x + 5B )cos( « - B ) = sin20.
Mit cos( d 4 B )cos( & = 3) -%(cosZc( 4+ co8 23 ) und
cos®d = gos 2o ergibt sioch

1+ ggggot . 9082 & + cos2 /3 -« l= gggzl.! . nin2/3 .
Da cos2 /3 = cos? 3 - sin? B » hat man die Behauptung,
b) Die gegebene Gleiobn.ng ist Hquivalent zu
sinxcosx(ein®x - cos®x) = } ’
-sin2xcos2x = ? .
-gingx = 1,
Daraus folgtx-g--o»n-gli»tnelz .
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28, (Volletindige Induktion)
Fir n = 0 ist
; g;gi- & Jeos(= & ) ——
-] o« co8 o *
Fir.n + 1 ist
sin [%(n +1)F= o Joos [i(n + T q ]
sIn < cos «

=sin(%n)'l'+i-¥-at)cos("gxiﬁ-%i'-u)
81in « o8
woin [3 T« = Jn 7)) cos [5 (& - )]

8in « co8 «

cos( a&-%n ¥)sin( o -%n )
8in « cos «

sin(ﬂzn T=a )cos(én X=-a)
B8IN L GOB o

= (-1)(-1)% = (~1)n+1,

29, 8) Aus p + q = -p folgt
P*ag= q

p=0, q=0o0derp=-1,qs= =2,

b) Seien x,, x, die Wurzeln von (1). Damn ist
x12 + ;:22 = (x1 + x2)2 - 2xyx, = p2 - 29 und

x$ . xg = q2
und die gesuchte Gleichung lautet

x2 - (p? - 2q)x + qz = 0,

o) Wegen -p = x; + 2x; = 3x; und q = 2x,° folgt q = §9°.

d) Wegen x12' + Xy = 2 und 113 = q folgt xy = 1 oder xy = -2
undx13=q, d. he q = 1 oder q = -8, .

30. &) Damit die Gleichung zwei verschiedene reelle Wurzeln
bhat, ist es notwendig, daB8 ihre Diskriminante positiv ist,

d. h, 2
(=3b)° - 4(4b - 2) > O,

Die linke Seitg der obigen Ungleichung ist ein Trinom zwei-
ten Grades (9b“ - 1§b + 8), in dem das Vorzeichen des
Koeffizienten von b® positiv ist., Damit dieses Trinom fir
alle reellen Werte von b positiv ist, geniigt es, daB seine
Diskriminante negativ ist, was wegen

(-16)2 - 4(9)(8) <0
der Pall ist,
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b) Wenn beide Wurgeln der Gleichu.ni leiches Vorzeichen
haben, dann ist ihr Produkt pos tiv, d. h, 4b -2 >0,

woraus b >§- folgt. Andererseits ist ihre Summe gleich 3b.
Dab >4, ist 3b> 3. Das zeigt, daB die Sume der Wur-
zeln grifer als g ist und das diese Wurzeln gleiches Vor-
zeichen haben, ist klar, da8 beide positiv sind.

31, Setzt man % + % = n, so erhilt man
2n? -3n+ 220

Die Diskriminante von 2n% - 3n + 2 ist (-3)2 - 422 = -7,
also gilt fiir alle reellen Werte von n

2n? - 3m+220
und demit die angegebene Ungleichung.

32, Wir betrachten guerst a > O,
Multiplikation mit 2a x ergibt
Ixt 2 - 482 < 3a |1xl
1x} 2 - 3a |x| - 482 < 0,
(1x1 - 48)( |x| + a) < O,
Da a > 0, gilt
|Ixl + a > 0 und |x|- 4a < O,

Aus |xt+ a >0 folgt IxI > - a, was fir alle x € /R gilt,
Aus |x| - 4a < O folgt |x| <4a, d. h, -48 < x < 4a.
Damit haben wir fiir a > 0 die Lsungen

“=4a <X <0 oder 0<x< 4a

(x = 0 ist ausgeschlossen),
Fiir den anderen Fall a < O ist

(I1xl - 42)( 1xl +a) >0
und wir bekommen
Ix] - 42 >0 und Ix| +a> 0,

Aus Ix| - 4a > 0 folgt Ix| > 4a, was fiir alle x € R gilt.
Ausg IXI +a > O folgt |xy >-a, d. h, x > - a oder x < &,
Damit haben wir fiir a < O die Lésungen x > - a oder x < a.

33. Es sei f(x) = ax + b. Wegen £(0) = V2 folgt b = V2,
: §25+V’2)-§§a+'féi
AuBerdem ergibt sich aus = 6 die Be-
-3a + V2
-ziehung -3a = -18a + 6 V2, also a = %Ti.
Damit ist 2 .
£(x) = £ V2x + V2. )
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34, Bs ist £(x) = —-,Lb dquivalent zu
ax” +
a+2(x) o x?-x+b(x) =0,

212V 12 - 4(a s 2N+ 2(x))
a * x

Hieraus ergibt sich 1 - 4ab(£(x))? 3 0, demnach

12)1 & \/gly = iet)) § pBR .

Pir dan anderen Teil erhilt man

PRI NI
2a ¢ Y ab o
Zab
Tatsdchlich 18t
Vab
Vab a . Vab
R e
a2 + v :
d. h, der maximale Wert wird fiir x = Iﬁ erreicht,

35, &) Wenn man x = O und y = a setzt und die Eigenschaft
£(x + y) = £(x) ¢ £(y) anwendet, erhdlt man

£(a) = £(0) * £(a) = £(0) = 1,
b) Erhilt man ebenso fiir x = b, y = =b,

¢) Nach Induktionf
Pir n = 0 trivial. n
AuBerdem folgt aus f(nc) = {£(c)] ™ sofort

£(ne) . £(o) = [2(e)] ™7, also £((n + 1)0) = [£(c)] B+

36. 8) £(x + 2k) = 2({x + k) + k) = EFELL
f(x

x) .1
pgm.

-
]
LB 185

b) £(x + 4k) = £((x + 2k) + 2k) = prE4pEy = - —y— = £(x).
{63
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37. Es ist

logy34  logy(2 * 17) 1 + logy17
1051734 = IJNBZ 7 = 1—77—082 = 082
und ebenso
2 + logpy17
1053468 oy sl
14+ logy17

Setzen wir log,17 = &, so haben wir

1 1 -
logy734 - 1og3,58 =7 ut a_2 : ag a(l + a).

Wenn wir beachten, da8 & = logy17 > logy16 = 4 ist, dann
gilt a(1 +a) > 4 * 5 = 20,

38, Bs ist
sin(x +2-N) = sin [7- (g- x)] = sin(%- x) = coex,

cos(x + ;) = 008 [g - (-z)] = gin(-x) = -sinx,
sin(x - g) = -sin(;- x) = -cosx,

cos(x - ;) = ooa(gr - x) = ginx,

Setzt man diese Beziebungen in die gegebene Gleichung ein,
80 erhilt man die Gleichheit,

39.(Bs 1st notwendig zu bemerken, da8 man die Funktionen, die
in der zweiten Gleichung auftreten, wesentlich vereinfachen
kanix. wenn man die erste Gleichung im Auge hat.)
Es 1st
3x -~ 4y = (2x - 4y) + x = T+ x, also gilt
cos(3x =~ 4y) = coe( [ + x) = -cosx,
Analog erhéli man sin(2x - 6y) = sin( 7 - 2y) = sin2y.
Aus der ersten Gleichung erhilt man ferner 2y = x - ;
also ist jetzt

8in(2y) = sin (x -g)- - lin(g-x)- ~-cosx,

Setzt man die erhalienen Werte in die gweite Gleichung ein,
80 erhdlt man

Ko

1 .
~ Sosx ¥ 2cosx = 1 gy )
mit den beiden L¥sungen cosx = 1 oder ¢osx = = }.



Betrachtet man die fiir x gemachten Einschriinkungen, so er-
geben sich 0¥

x=0 oder x = 5.
Setzt man x = O in die erstie Gleiohu.ns ein, so ergibt sich

Yy <0 im Widerspruch zu O
SchlieBlich ergibt sich die einnige Muung des Systems

x-jhy- .

40, a) f({-oc) = ain({-d )+ °°l({- o)
= amToosa -oostsino(a-cosxcosoc +

+ ainl-e:l.noc

= Y2 ooe « .

b) Da 2g(x) = sin 2x, kann die linke Seite der Gleichung in
der Form

£(x) + ¥2 sin 2x
geschrieben werden,
Setzen wir guntichst x = 4 - « und wenden das Resultat von
a) an, so redusiert sich der vorherige Ausdruck su

V2 cos « eV?sin({- 2a ), d. h,

VZ(cos x + cos 2« ),
Die vorausgesetzte Gleichung ist jetzt

VZ(cos x + com 2 ) = 0 €3> cos 2& = -goSx ,
Darsus erhilt man

24 = (T 4+a)+2k X , M)

2« m (F =) 42k 7 3 (2)
woraus

& i + )7

f%‘tin (1))10 LSsungen von (2) schlieSen die L3sungen von
Damit baben wir

= -; - (2k + 1);-'
bsw, nach einigen einfachen Transformationen

x= 11;- + %—L »

wo n die Menge der gansen Zahlen durchliuft,
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41. a) Die Dreiecke APD und CDM sind dbhnlich, also gilt

Da ¥ Mittelpunkt von BC und BC = D, ist PE = & .
b) Ist k die Seitenlinge des Quadrates, so haben wir
(pP)2 4+ (20P)2 = X2, (Dreieck ADP)
5(0p)2 = k2 => ppa A5, (1)

2 = G)? + k¥ (Dreteck omw)

S TP @
Aus (1) und (2) ergibt sich

2 -%2-55—2-3%_’-’;. (S)

SchlieBSlich erh&lt man aus (1) und (3)

B-%.
Sei Jetzt M' der Mittelpunkt von AD und H der Schnitt-
punk$ von AP und BH'. Da auSerdem EM ¥ M'D und EM i M'D,
ist BMDM' ein Parallelogramm, demnach BM' I i,
Well auch DM | AP, schlieSt man auf

~

]

BM' L AP, (4)
Andererseits hat man im Dreieck ADP
ﬁ-ﬁﬁ‘;"h woraus AH = PH (5)

folgt.
Aus (4) und (5) erhélt man, BH die Seitenhalbierende
von AP ist, so daB AB = BP gilt.

2 2 2 2 2
42, a) Aua%-%folgtiz-:szw. h—lj&-:!,
Nach. Division durch o2 erhélt man

g .19
A

b) Aus a2 = b2 4+ o2 folgt a2 + B2 2 b2 4 o2 1)
und aus N
£ = £ folgt ah = bo bew. 2ah = 2be. (2)

Nach Addition von (1) und (2) erhdlt man
(a+h)23(b+c)2, d. h. a+ h3b+ec,
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43. a) Aus der ihnlichkeit der Dreiecke AA'C und BB'C folgt

F.ntae, ™
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke A'CC' und A'BB' folgt
+
%. Lﬁ_ . (2)
Division von (1) durch (2) liefert
2.2
2.2, 3)

Aus (3) erhilt man
Ipioese g
Nun ergibt sich aus (1) und (4)

i‘az%x bzw.-l—-%-&%.

b

~

44. a) Der gesuchte Punkt liegt
auf der Senkrechten r zur Ge- 3
raden AB durch den Mittel=- 2
?u.nkt von k, d. h, durch A k
5, 0). Um die Koordinaten 1
von P zu bestimmen, geniigt es, . 8
die Gleichung der Geraden r [
aufzustellen und diese ge-
meinsam mit der Gleichung des -1
Kreiges als Gleichungssystem
su betrachten,
Der Mnstieg von AB ist - 3,
daher ist der Anstieg von

gleich —11- B

Weil r guBerdem durch (5, 0) geht, lautet die Gleichung
von r

ye— (x5,

Die L¥sungen des Gleichungssystems y = —1-(x - 5)

(x-5)2+y2=3
aindz-lgundx.g,

PUr x = § ergibt sich y = - L2, aleo sina ate Koerdina-
ten des gesuchten Punktes P(j ; - )e

b) Der minimale Fldcheninhalt wird fir Q = P erreicht,

Danach ist
1 o V3 1
AA -5‘ 1 = VE‘

1 o0
-4 -
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45, Es geniigt zu bemerken, daB die Mittelpunkte der einbe-
schriebenen Kreise ein neues regelmtfiiges Sechseck bilden.
Der Flécheninhalt des gebildeten Sterns ist gleich dem
Flécheninhelt dieses neuen Sechsecks vermindert um den
Flécheninhalt des Durchschnitts dieses Sechsecks mit den
sechs Kreisen, Dieser Durchschnitt sind seches gleiche
Sektoren mit jeweils dem Zentriwinkel

27
Man kann den Radius der sechs einbeschriebenen Kreise
schnell berechnen:

e .
i3 +1
Es ist klar, da8 danach die Seite des neuen Sechsecks die
Linge hat, also sein Flécheninhelt -6V3 _  1a¢,

V3 +1 ( V341)
Der gesuchte Flécheninhalt ist glso
6 V3 . 63 -217
-2 =
(B+ 12" "5 7) V3

(V3+1°°

46. AE * AD = AE « (AE + AD)
= (a0)2 + (80)2 + (AE) + (aD),
aber AE * ED = BE ¢ EC, demnach
AE « AD = (40)2 + (EC)2 + (BE) - (EC)
= (AC)2 + EC(EC + BE)
= (Ac)2 + EC + BC
(ac)2 + (BC - BE) * BC
(ac)? + (8C)2 - BE - BC.

Also ist
AD + AE + BE * BC = (AB)2,

47. a) Man gzeigt, daB die Dreiecke OAT und O'A'T &hnlich sind.
In der Tat, beide Dreiecke sind gleichschenklig, und haben
den Basiswinkel OTA gemeinsam,

Aus der Proportinalitét entsprechender Seiten, ergibt sich

Yoo =5 - (1)
b) Analoger Weise wie in a) bekommt man
Bp-Bp. o
Aus (I) und (II) ergibt sich
AT _ BT

AT = BT - (11n)
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Die Dreiecke ABT und A'B'T #hnlich, da sie auSer (III)
noch den Winkel ATB gemeinsam haben, also gilt

4 BAT = S B'A'T,
Yanach sind die Sehnen AB und A'B' parallel,

48, H ist Mittelpunkt des
gleichseitigen Dreiecks
BCD, also ist A

m:.%-nn. 1)

Ist BB' | AE, so haben wir
EBB* ~ EHH', danach
gilt

HE _ HH'
FE = BBT

Aus (1) erhélt man 8
B-3. @

Andererseits sind die
Dreiecke BB'E und AHE
kongruent, da sie recht-
winklig 8ind und AE = BE,

da BB' = AH,
Aua (2) folgt dann
}[H'
3- .

49, a) Die Hvhe in jedem der
Oberflichendreiecke ist

=02
(gleichseitige kongruente
Dreiecke). Im gleichschenk-
ligen Dreieck BNC ist MN A
Mittelsenkrechte, demnach
Hohe auf BC und nach dem Satz
d:g Pythegoras in Dreieck BNM

t

g
=y (M2 - (an? =y (@522
a V2
- 8,02,

b) Wir zeigen nur, da8 EF | EH ist, weil die anderen Ortho-
gonalltétsbeziehungen zwischen den Seiten des Vierecks EFGH
analog zu zelgen sind,

Erstens ist BC Il Fliche EFGH, da BC L MN und MN | Fl&che EFGH,
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Hiersus schlieBt man, da8 BC i EF, da'

EF = (Fléche ABC) n (Fliche EPGH), :
Anslog gilt AD I EH,
AuBerdem gilt AD L BN und AD | CN (Da BN und CN HShen
in den Dreiecke ABC bzw. ACD sind), danach ist AD |
Fléche BNC, also ‘AD . BC,
Aus BC U EF, AD I EH und AD | BC ergibt sich

EF | EH,

¢) Wir bemerken, daB aus BC | EF folgt, daB die Dreiecke
ABC und AEF #hnlich sind, d. h. es ist

EF 5 AE . 1)
Anslog ergibt sich
EH & EB . (2)

Aus (1) und (2) folgt
EF + EH= AE + EB = a

und es igt klar, daB auch PG + GH ist. "
Damit ist gezeigt, daB8 der Unfang des Rechtecks EFGH
gleich 2a und unabhingig von der Lage von P ist.

50. a) AA* U DD' 1)
(beide sind Lote auf « )
A'B Il D'C! (2)
(da sie entgegengesetzte
Seiten eines Parallelo-
gramms sind),
Aus (1) und (2) folgt, daB
die Ebenen AA'B und DD'C'C
sind, damit sind auch AB
und Cp rarallel,
Auf Hhnliche Weiae ergibt
sich auch AD || BY,

b) Sei O der Schnittpunkt
der Diagonalen des
Parallelogramms und O'
seine Projektion auf o ,

Da O Mittelpunkt von BD und
auSerdem 00' Il DD' ismt,
folgt nach dem Strahlensatz

D' = 2(00'). (3)
Andererseits ist wegen AA' Il CC' das Viereck AA'C'C ein
Trapez, dessen Mittellinie: 00' ist, so daB gilt

oot - AALEOCT ()

Aus (3) und (4) erbdlt man DD' = AA' + CC'.



¢) Nehmen wir an, daB A'BC'D' ein Rechteck ist. Damit ist
A'B 1 BC', und da BC' die Projektion von BC auf ist,
gilt auBerdem A'B | BC, also ist A'B senkrecht zur Ebene
CC'.

Andererseits folgt aus BC' | A'B auch BC' | AB,

Wére jetzt BC | AB, so wire AB Senkrechte zur Ebene BCG'

was aber absurd i1st, da es dann fiir den Punkt B der Ebene

Bcg' zwei Senkrechte (AB und A'B) zu der gegebenen Ebene
- gibe,






