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Leipzig, am 7. Oktober 1986

Liebe Freunde der Mathematik!

Mit unserem 78, Lesebogen Junger Mathematiker {lberreichen wir
eine Dokumentation von kubanischen Olympiadeaufgaben. Seit
iiber zwei Jahrzehnten bestehen freundschaftliche Beziehungen
zwischen den Organisatoren der kubanischen Olympiadebewegung
und der Schiilerzeitschrift "alpha", Das vorliegende Heft ist
ein Beispiel fiir einen steten engen Erfahrungsaustausch,

Wir danken Dr., H, HuB fiir die Ubersetzung und Bearbeitung aus-
gewdhlter Aufgaben und Prof. Dr. K. Rosenbaum (PH Erfurt) fiir
die umsichtige Unterstiitzung, zu Ehren der XXVIII. IMO in
Havenna diesen Lesebogen fiir Junge Mathematiker herauszugeben.

Nachfolgende Olympiade-Aufgaben (und Lisungen) wurden aus dem
auf dem Titelblatt dargestellten Bych entnommen.

Vit der kontinuierlichen Vorbereitung auf die Mathematikolym-
piaden, den Hohepunkten der auSerunterrichtlichen Arbeit im
Fach Mathematik, leisten wir einen wertvollen Beitrag zur Er-
fiillung des Mathematikbeschlusses.

Wir wiinschen Freude und Erfolg bei der Arbeit mit den mathe-
matischen Problemen dieses Arbeitsheftes.

OStR J% Lehmann, V,L.d.V.

Chefredakteur der mathematischen
Schiilerzeitschrift "alpha”



Aufgaben aus

kubanischen
Mathemati kolympiaden CONCURSO NACIONAL DE MATEMATICA

Nach dem Sieg der kubanischen Revolution im Jahre 1959 nahm
auch die Mathematik in diesem Land einen deutlichen Aufschwung.
Ein Ausdruck dafilr sind die seit dem Schuljahr 1962/63 zundchst
fir die Klassen 10 bis 12 und seit 1970 auch flir die unteren
Klassen durchgefiihrten Mathematikolympiaden. Nachdem 1971 der
erste nationale Schiilerwettbewerb stattgefunden hatte, nshm in
diesem Jahr such erstmals eine kubanische Mannschaft an der IMO
teil, Sténdig zunehmende Breitenarbeit fiihrte bald zu einem
deutlichen Leistungsenstieg im nationelen und internationalen
MaBSstab. So wurde die Mathematikolympiadebewegung in Kuba zu
einem Vorbild in ganz Lateinamerika.

Im Dezember 1985 fand in Bogota, der Hauptstadt Kolumbiens, die
erste ibero-amerikanische Mathematikolympisde statt, an der newn
lateinamerikanische Lénder und Spanien teilnakmen, Hierbei be-
legte Kuba hinter Spanien den zweiten Platz.

Das Jahr 1987 wird fiir die kubanische Olympiadebewegung einen
besonderen Hohepunkt bringen:

Im Juli 1987 findet die XXVIII, Internationale Mathematikolym=-
piade in Havanna, der Hauptstadt Kubas, statt. Damit werden die
langjéhrigen Bemilhungen und Erfolge des revolutioniren Kuba auf
mathematischem Gebiet, die untrennbar mit dem Namen des Initia-
tore Dr. Luis J. Davideon verbunden eind, gewlirdigt. Wiederholt
haben Spezialisten aus der DDR ihre kubanischen Freunde bei der
Entwicklung der Mathematik unterstitzt und auch in der Olympia-
debewegung Junger Mathematiker mitgewirkt. Es ist ffir mich eine
Ehre und angenehme Pflicht, bei der Vorbereitung kubanischer
Schiiler auf die Mathematikolympiaden seit 1984 mithelfen zu

ktnnen,
Dr. Helmut HuB



Aufgaben

1. Man fiige am Ende der Zahl 523 drel einstellige Zahlen so
an, daB dle erhaltene sechsstellige Zahl durch 7, 8 und 9
teilbar ist.

2, Es ist zu zeigen, daB es unter 5 natiirlichen Zahlen
(nicht notwendig verschieden) immer mglich ist, 3 Zahlen
zu finden, deren Summe durch 3 teilbar ist.

3. Wir betrachten die Zahlen 49, 4489, 444889, 44448889, usw,

Es 1st zu zeigen, daB alle diese Zahlen perfekte Quadrate
gind, indem man zeigt, daB8 wenn 2n die Anzahl der Ziffern
iet, dann ist die Quadratwurzel gleich

2 « 10" +1
e

4. Zu bestimmen sind 3 Zahlen einer geometrischen Reihe, wenn
man weiB, daB die Summeé dieser drei Zehlen 35 und die Summe
ihrer Quadrate 525 ist.

(Hinweis: Ma.n beachte, daB das Polynom 34 + 32 + 1 ein Viel=-
faches von a +a+ i 1st %)

5 Es ist zu zeigen: Wenn a, b, ¢ und d positive reelle Zahlen
mit 'd' sind, dann gilt

1) Vabed = 2o 4 ad und
i11) V(a + o)(b + d = Vab + Vac.

6, Zeigen Sie: Wenn fiir die reellen Zahlen 845 89 ecey 8
gilt -1 8 8y €£0,1=1 2, +es, n, dann ipt flr alle natiir-
lichen Zahlen n

(1 +8)(1+8y) eee (1 +8,) =148y +8;+ 000 +8,.

T. Bs sei n > 4 eine gerade Zahl, P sei ein konvexes Polygon
mit n Seiten,

a) Man ermittle die Anzahl der Vierecke, in der man P zerle-
gen kann, wenn man Diagonalen durch einen festen Eckpunkt
von P einzeichnet,
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b

~

Ausgehend von dem Ergebnis von a) gebe man eine Formel
fiir die Summe der Innenwinkel des Polygone P an,

8. Es ist zu zeigen: Wenn a = 1, dann existieren x€R ,
80 B

0 < Ix| § lal undx+%-2;.

9. Es seien k, m, n natiirliche Zahlen mit k S m < n,
a) Bs ist zu zeigen, ‘daB gilt

—al__-0-bo-%..0-E1
(m = k)!m 8 ) (

b) Es ist fir alle x € /R, zu zeigan, daB der Term, der £
in der Entwicklung von (1 + —) enthdlt, kleiner ist als
der Term, der x* in der mtwicklung von (1 + )P enthult,

10. Gesucht ist der Koeffizient von xe in der Entwicklung von

A+ x2 - )9,

11, Bestimmen Slie den Rest, der bei Division des Polynoms

1+x+xz+...+x10°

durch x2 - 1 bleibt!

12, a) Es ist zu zeigen, daB fiir alle natiirlichen Zshlen n € X
n’ - n durch 10 teilbar ist.

b) Wenn a, b, ¢ natiirliche Zahlen sind, so da8 a + b + ¢

durch 10 teilbar ist, dann ist auch a’ + b> + o° durch 10
teilbar,

13, Bs sei A = {31. ceoy ‘n} .

Es ist die Zahl der Permutationen der Menge A zu finden, in
welchen a, und 8, nicht benachbart sind.

14, Sei P(x) ein Polynom vom Grad n. Bs selen 84y 8y eeey 8y
m verschiedene reelle Zahlen (m 2 n), so daB
P(a;) = P(ay) = ... = P(ay) = &.
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a) Man zeige, daB P(x) bei Division durch das Produkt
(x - 89)(x = 83) 00 (x - ap)
den Rest a 1ldB8t.
b) Man, zeige, daB das Polynom (P(x)) K yet Division durch
(x - a.‘)(x - '2) eee (x = ‘n) den Rest a¥ 1d8t, wo k eine
beliebige natiirliche Zahl ist.

15. Ee seien a, b, ¢ positivg reelle Zahlen.
a) BEs ist zu zeigen, daB
(logy b)(log, &) = 1 mita #1, b#1,
N

b) Es ist zu zeigen, daB filr ¢ # 1 gilt

1 1 1 1
Tog, 6 " Togy 0 * *** * Tog, 0 Togy, ©
¢) Bs ist zu zeigen, daB

1 + 1 >
Tog 37 ~ Tog 5%

16. a) Es ist zu zeigen: Wenn die Zahl -:- das arithmetische
Mittel von o—2—p und " ist, dann ist a das geometri-
sche Mittel von b und c.

b) Man benutze das Ergebnis von a), um die reellen Wurzeln
der Gleichung

1 * 1 5 1
X+ 2x+6 x°+5%+9 x°+6x+10
zu berechnen,

17. a) Es sind die reellen Werte von x zu finden, die der
Gleichung

V-x=4fa9-4Vi2-12V3x
genligen,
b) Zeigen Sie, da8

Hag+ 20V 4 aa - 206, 5,
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18, Es seien a, bER" , a # b beides Wurgeln der Gleichung

10 4 p5x5 3 q5 = 0.

a) Es 1st zu nigen.. daB
as + b5 + p5 = 0,
b) Wenn a und b auch Wurzeln der Gleichung

xa+px+q-0

sind, dann sind die Zahlen % und 'E' Wurzeln der Gleichung
(x +1) = (x+1)° =0,

19. a) Wenn die Folge LD 32" eeey Bpy eee eine geometrische
Folge ist, dann auch die Folgs ay, 845 8gy seey Bopy eee o

b) Bestimmen Sie alle reellen L¥sungen der Gleichung
2 99

T+ X+ X4 ee0 + X

= %-(x S B 9.

20, a) Wenn A + B = 0, dann ist
3480 = ¢3 - A3 - B3,
b) Es ist die Glelchung
l/x-1+3-\/3x- -3-44.:
zu 18sen. 2
I.J 2
21, Gegeben ist dle Gleichung + mx“ 4+ nx + p= O,

a) Es ist zu zeigen, da3, wenn a, b, ¢ ihre Wurzeln sind,
dann die Bezieiungen

a+b+c=-n
ab +ac + bec = n
abc = =p

erfiillt sind,

b) Konstruleren Sie die Gleichung, die als Wurgzeln die
Quadrate der Wurzeln der gegebenen Gleichung hat!

22, Man 1dse das System

x§z+12=x§z+x) égx-l-x)i
8 = 9

yz+zx+xy-l16xyz
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23. Man 1l8se das folgende System fiir a # -2 und a # 1,
ax + y+ =1
X +8ay+ T =a
X +y + 8z = a2

24, Lbsen Sie das folgende System
4x + 3y =Xy

25, Man 1l¥se die Gleichungen
a) (1ogz2) * {log 2) = log 23

% 174
b) EE LT P 2T - TR

26, Die Eigenschaft

b<=<§ »{3sonrsz)

sel vorausgesetzt.

Es 1st zu zeigen: T
Wenn 0 8 « < f3 < !-, dann gilt

a) a4+ 8inl < B +sina
b) B+ tanx < & 4 tan B,

27. a) Zeigen Sie!
cos?a + c032(¢_+ B ) =-2cosad coafBB cos(aA + B ) = ein?8 ,
b) Ltsen Sie die folgende Gleichung!
sin3z oon-sinxcoax-i-.

28, Es ist gu zeigen, daB fir alle ne/nN erfilllt ist
ain(iu)l -a )oos(-} nk-a)

sin « cos i
mit cos « % O, sina # O,

= (-1 )n+1
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©29, Gegeben sei die Gleichung

%2 4+ px + q = O. (1)

a) Welche Werte miissen p und q haben, wenn die Wurzeln der
Gleichung (1) gerade p und q sein sollen?

b) Stellen Sie die quadratische Gleischung auf, vderen Wurzeln
die Quadrate der Wurzeln der Gleichung (1) eind!

¢) Welche Relation muB zwischen p und q bestehen, damit eine
der Wurzeln der Gleichung (1) daes Doppelte der anderen ist?

d) Sei p = -2, Welchen ‘Wert mu8 q annehmen, damit eine der
Wurzeln von (1) das Quadrat der anderen ist?

30. Cegehen ist die Gleichung .

x? - 3bx + 4D = 2, .
Es ist zu zeigen, daB

a) fiir alle b € /IR diese Gleichung zwei verschiedene reelle
Wurzeln hat,

b) wenn beide Wurzeln der Gleichung gle:lches Vorzeichen haben,
dann sind beide positiv und auBerdem ist ihre Summe griBer

als g-.

31. Zeigen Sie, daB fiir beliebige reelle Zahlen x # O, y # O
stets dis Ungleichung

2 2
X X
2;2-1»1-2- -3(;4»%)1»650
gilt!

32, Es sei a 6/R® eine gegebene Zahl.
Bestimmen Sie alle die Werte x €/R , die der Ungleichung

1X| 2
5w

gentigen! '

33. Man bestimme die lineare Funktion f, wenn bekannt ist, daB

£(0) = VZ und ﬁﬁhﬁ-{-‘ﬂas 1st.

34. Es geien a >0, b >0,
Bestimmen Sie den maximalen Wert der Funktion
f(x) - P -

ax2+b.
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Bestimmen Sie den Wert von x, fiir den die Punktion das
Maximum erreicht!

35, Sei die Abbildung f: /IR —= IR B0 beschaffen, daB fiir alle
x, ¥y €R gilt

£(x +y) = £(x) « £(y).
Zeigen Sie, daB:
a) Wenn ein a €/R existiert mit £(a) « 0, so ist £(0) = 1,
b) Wenn £(b) # 0, dann ist £(~b) = F(py -
c) Wenn f(c) # O, dann gilt fiir alle n€Z

£(ne) = [£(e)] .

36. Es sel k € /R" , Die Abbildung f: /R — /g erflille fir alle
X €/R dle Beziehung

1+ f(x

£(x + k) = 737 *

AuBerdem nehme f weder den Wert O noch den Wert 1 an.
a) Zeigen Sie, daB

f(x + 2k) = - !%ET
giltl :
b) Zeigen Sie, daB f periodisch ist!

37. Es ist zu zeigen, daB

1
10317 34 - log:,4 %6 > 20

ist.
38, Man zeige, daf fiir alle reellen x gilt:
sin(x + 5) * cos(x + g) = gin(x - %)ooa(z - 5-).

39. Man l3se das folgende System!
2x -4y =W

1
m-2sin(2z-6y)-1

Betrachten Sie nur die L¥sungen 0 S x<@, 0 = y<i!
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40, Gegeben sind die Punktionen
£(x) = sin x + cos x und g(x) = sin x cos x.
a) BEs ist die Gleichheit
f(f- «) = VZ cos
nachzuweisen., .
b) Es ist die Gleichung
£(x) +2 V2g(x) =0
zu ldsen,

41, In der Figur ist ABCD ein 0 ¢
Quadrat, M der Mittelpunkt von
BC, AP L DM. P

Es ist zu zeigen, daB
a) 35 = 3 M

b)g§=§,
O)ABHBPn A B

42, In dem Dreieck ABC, dasg bei
A einen rechten Winkel hat, sel
b die Hohe auf der Hypotenuse. A

a) Man zeige, daB8

1.1 .1 b
= + gilt,
R
b) Man zeige, daB gilt 8 a c

a+hZ2b+ o,

43, In der Figur seien AA' '

BB' und CC' Senkrechte zu A'C', A

und der Schnittpunkt von AC'

und A'C sei B. 8 y

a) Man zeige, daB ist. x
+

1
b) Man zei da8 = gilt.
) g€, ¥ gl A ) 8 7 I

z

widiN

=2
q
21
X
44. A urd B seien Punkteé mit den Koordinaten (0, V3), (1, 0).

k sei der Kreis, der durch die Gleichung

x-52+y2=3
definiert ist.
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a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes P von k, dessen
Abstand von der Geraden AB minimal ist!

b) Bestimmen Sie den minimalen Fldcheninhalt, der von einem
Dreieck ABQ eingenommen werden kann, wenn Q ein Punkt
auf dem Kreis k ist.

45. In einem regul¥ren Sechseck der Seitenliinge 2 sind n
gleiche Krelse einbeschrieben, so daB jeder dieser Kreise
zwei benachbarte Seiten des Polygons und 2 andere Kreise
beriihrt,

Gesucht ist der Flicheninhalt des Sterns, der im Zentrum des
Polygons gebildet wird,

o

46. In der Figur ist AB Durch-
messer des Kreises k, der (5
Schnittpunkt von AD und BC sei E, A

Zeigen Sie, daB
AE « AD + EE » BC = (4B)2 gilt!

47. In der nebenstehenden Figur
seien die Punkte O, O' und T

bzw, A, A' und T bgw, B, B' und T
Jeweils kollinear',

Die Punkte A und B liegen auf dem
Kreis um O mit dem Radius OT und
die Punkte A' und B' liegen auf
dem Kreis um O' und dem Radius
o'm,

a) Es ist zu zeigen, da8

A or
T = orp 1st.

b) fs 18t zu zeigen, daB AB || A'B'
s8t,

48, Es seli ABCD ein regelmiéBiges Tetraeder. H sei die Pro-
Jektion des Punktes A auf die Fldche BCD und H' die Projek-
tion von H auf die Fliche ACD,

Es ist zu zeigen, daB HH' = Ag ist,

49. Es sei ABCD ein reguldres Tetraeder mit der Kantenlinge a.

a) Berechnen Sie die Linge der Strecke MN, wenn M und N die
Mittelpunkte der Kanten BC bzw. AD sind!

b) Durch einen Punkt P der Strecke MN (P #+ M, P # N) sei
eine Ebené sgenkrecht zu MN gelegt,
Man zeige, daB die Schnittfliche von « mit dem Tetraeder
ABCD ein Rechteck ist. :
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c¢) Es ist zu zelgen, da8 der Umfang dieses Rechtecks unab-
héingig von dexr Lage von P ist,
]

50. Als Projektion des Vierecks

ABCD auf die Ebene « erhalte man

das Parallelogramm A'B'C'D*

(siehe Figur),

a) Zelgen Sle, daB ABCD ein
Parallelogramm ist!

b) Berechnen Sie DD' fir be-
kannte AA' und CC'!

¢) Kénnen ABCD und A'B'C'D'
beide rechtwinklig sein?
Warum?
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Lésungen

1. Wenn 523abe durch 7, 8 und 9 teilbar ist, so gilt
523aboc = 504 ¢ g, qQ EN .
AuBerdem ist 523abc = 523000 + abc, aber
523000 = 504 « 1037 + 352.
SchlieBlich gilt
523abe = 504 + 1037 + 352 + abo.
Jetzt sieht man, daB
352 + abc = 504p, D €N
sein muB, also
’ abc = 504p - 352,

Fir p = 1 erhilt man abe = 152, filir p = 2 erhdlt man

abc = 656, Piir p 5 3 erhiilt man keine weiteren Ldsungen, da
504p - 352 mehr als 3 Ziffern hat.

Die Zahlen eind also 523152 und 523656,

2, Wir nehmen an, daB es unter den 5 gegebenen Zahlen wenig-
stens eine Zahl von jedem Typ gibt. Seien dies z. B,

n, =3k1 ,n2-3k2+1 ,n3=3k3+2.
Jetzt sieht man, da8 n, n,, n, die Bedingung des Problems
erfiillen, da

n, +n2+n3-3(k1 +k2+k3+1)-3k' ist,
Nehmen wir nun an, daB es unter den 5 gegebenen Zahlen nicht
wenigstens eine von jedem Typ gibt. Dann gibt es aber wenig-
stens 3 Zahlen vom gleichen Resttyp. Seien dies

ny = 3k1 + ’ :
n, = 31:2 + » mit = 0, = 1 oder = 2,
n, =3k, + X} mit =0, a=1 oder ot =2

Auch hier sind ny, n,, n, die gesuchten Zahlen,da
n1+n2+n3=3(k1+k2+k3+ ) = 3k' ist.

3. Die Zahl mit 2n Ziffern sei

A = 444...4888...89

n n=-1
Andererseits ist



-13 =

(2 1<3>"+1)2=4-102"+94-1o"+1

n-1 w1
= 4000, ,.04000,,,01

u:g. wenn man die Division durch 9 ausfilhrt, erhdlt man die
2

4. Es seien o, xr, xrz die gesuchten Zashlen, dann gilt
X + XI + = 35
2 4+ 2°r? 4 2224 = 525
Hieraus ergibt sich

x(r2 + v+ 1) =35 )
2% + 1%+ 1) = 525 (2)

Nach Division von (2) durch (1) erhélt man die Gleichung
x(r? - r+1) =15 (3)

Division von (3) durch (1) liefert

2

r =2+1_1

:f.-2 +r+1 3‘;
mit r = 2 oder r = % « Setzt man diese Werte in (3) ein, so
bekommt man

x =5 und x = 20,
In beiden Fdllen heiBen die gesuchten Zahlen 5, 10 und 20,

5. Aus § = § folgt ad = be und daraus
abed = b2e? = a2a2,

Algo ist Vabed = be = ad, und daher gilt
(1) Vabod = Refad

Ferner ist i
Via+e)(b+d) = Vab + ad + be + cd =

= Vab + 2 Yabod + ed
=V (VaB + Ved)?
Vab + Ved.
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6. Vollstindige Induktion: Fiir n = 1 trivial,
AuBerdem folgt aus

(1 +a9)eec(1 +2)) ER IR a,

‘sofort
(T +8g)eccl +8)(1 +8p9) = (1 +89 + c0u +8)00 + 87.4)

=148+ e tag+apg+ (g8, + .00 +8,8,4).
Weilai~an+130ﬁir1§1§n, ist

T+ a) 4 cee +8p 9+ (aq8 0+ coe +8p8,.4) T 14+ 89+ 000 +

*ept B

und man hat die Eigenschaft fiir n + 1.

T. a) Man sieht sehr leicht, daB es fiir n = 6 zweil Vierecke,
fiir n = 8 drei Vierecke, fiir n = 10 vier Vierecke gibt. -

Dies fithrt su der Behauptung, daB es allgemein g -1

solcher Vierecke gibt,

Wir zeigen dies durch vollsténdige Induktion,

Sei die Eigenschaft fﬂr1n erfiillt, d. h. die Zahl der ge=-
bildeten Vierecke ist zFnh - 1. Hat das Polynom nun n + 2

Eckpunkte, 80 kann man offenbar ein Viereck mehr bilden,
also insgesamt
(é-n— 1) +1 -‘%-(n+ 2) - 1.

b) Die Summe der Innenwinkel eines Vierecks ist 2 W , Wegen
a) ergibt sich fiir die Summe der Innenwinkel von P nun

2T (zn-1) =T - 2).

8. Multipliziert man die Gleichung mit x, so ergibt sich

12-2u+1-0mitx1-a+V32-1,
xa-a-Vaz-1.
>

Wir bemerken, daB Va2 -1 €r da .2 a1,

Andererseits ist Va¢ -1 <Va® = |a .
Danach nehmen wir x = X,, wenn a positiv und wir haben

: 0O<xSa =>0<ix S al.
Wenn & negativ i1st, nehmen wir x = x4
asx <0 = 0<ixi § 8,
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9. a) Vereinfacht man den Bruch, so erhélt man

m(m - 1),,,ém- G - 1)) ’

dessen ZHhler ein Produkt von k Faktoren ist., Danach kann

mar schreiben
-1lym=2 = (k-1
GEsbhess,, @lo1)) .
1 2 k-1
=a-bha-%..0-1),

b) Die bewahrten Terme sind

(@I(E) " v (2)E) "

Diese kann man in der Form '

é )lm b §T n-k)lnlE

aohreiben.
Wendet man das Ergebnis von a) an, so erhilt man

k 2 k-1
Fo-Da-5H..0 -5 e,

B -pa - p.o - EpY

und weil m <n, ergibt sich
1 1 2 2
(1-E)<(1-l-l)' (1'i)<(1"x_1)' see o

-k -k,
woraus sich sofort die Behauptung ergibt.

1. h+a@-2] %214+ D62-2+ Dl

s DEE-2P s s (-

-xj)z-r

Man sieht getzt, das xa nur in der Entwicklung des 4. und 5.

Terms erscheinen Bhnn Daraus ergibt sich leicht,

Koeffizient von x~ 1ist

3(3)+(3) -

der



- 16 -

11. Es ist
(1 +x+ %2 4 ves + xwo) = q(x) * (x% - 1) + (ryx + T5) e

Fir x = 1 erhdlt man 101 = », + v, (1),
fiir x = -1 ergibt sich 1 = T, ¥T, (2).

Aus (1) und (2) folgt ry =50, r, = 51, also ist der Rest
gleich 50x + 51.

*2. a) Wir zeigen die Eigenschaft durch vollstindige Iriduk-
tion, Fiir n = 1 ist sle trivialerweise erfiillt,
AuBerdem ist

(n+1)5 - (a+1)=0°+50%+ 1003 + 1002 + 4n
= (2% = n) + (50% + 1003 + 1002 + 5n),

Daraus ist zu ersehen, daB wenn die Eigenschaft fir die
natiirliche Zahl n gilt, dann gilt sie auch fir n + 1, weil

5n4 + 1003 + 1002 + 5n = 10(n3 + n2) + 5a(n3 + 1)
= 10(n> + n2) + 5n(n + 102 - n +1)
ebenfalls durch 10 teilbar ist,
b) Es ist .
a’ + b + 5 [(a5+b5+cs)- (a+b+o)] +(a+b+.c)

= (8% - a) + (0% = b) + (67 = )] + (asbro).
Aus Punkt a) ergibt sich sofort die Behauptung.,

13. Von der Zahl n! aller Permutationen milssen wir Jjene sub-
trahieren, in denen a, und 8, bengchbart sind.

Es ist leicht zu seh;n, da8“ es (n - 2)! verschiedene Per-
mutationen gibt filr jede benachbarte Position von a9 und a,.

AuBerdem gibt es genau 2(n - 1) verschiedene Positionen fiir
dieses Paar,

Deswegen ist es notwendig 2(n - 1) [(n - 2)!] zu subirahieren,
Das Resultat ist also

nt - 2(n=1) [(n - 2)!] =(n-1)t(n - 2)

14. a) Wir betrachten das Polynom P'(x) = P(x) - a.
Natiirlich ist

P'(a1) I | 2'(an) =0,
demnach k¥nnen wir setzen ’
S PUx) = (x = aq)eeelx - ay)a(x),
wo Q(x) ein Polynom vom Grad n - m ist,
Hieraus ergibt sich
P(x) = (x - 8))(x =~ 85)eee(x -~ ay) - Q(x) + &,
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b 1 = - = sse o~ .
)magzz;::hnen A(x) = (x - a)(x 85)ese(x = ay)

IPx) 1 X = [A(x) + Q(x) + & ]
= [AG) + o) ] ¥ + x [Alx)a(x) ] k-1

8+ ... + k [A(X)Q(x)] a1 4 &,
und wir k8nnen schreiben
[2(x)) ¥ = A(x) » Q'(x) + ¥,
dabei ist Q'(x) ein Polynom vom Grad nk - m,

15. a) Es seien x = 1ogab, y= logba.. Dann ergibt sich aus
a¥=b 1)
v =a (2)
die Beziehung a™ = bY bzw, a® = &, d, h. xy = 1.
b) Wenn wir den vorherigen Teil benutzen, haben wir
1 q 1
1.087 = 10502 " 10—83—0- = 10803, ceey lr‘no = loson'
was uns gestattet aufzuschreiben
1
Togze + aee + r—°;n° = 108,2 + ... + log,n = 10;0(2 * 3 ..en)
= logcnl
- 1
Tog 1 *

n
1 1
e) FB‘V?- + W = log,l.ﬁ + 105)?\[3 = logi V1o,
Bezeichnen wir dieses Resultat mit x, dann erhalten wir

% = VT baw. 72F = 10,
Da 10 > 3,152 > 7 2 1gt, ergibt sich

1= > 52 , also x > 1,
2 2 2
16, Wir haben zu zeigen, daB aus a-bta-o =5 folgta = Vve,
a) In der Tat, aus 0 S Y =lfolgt
a-b a-c =

a-¢c+a8a-=->b

=1
Ta-b)la=-cT =g >
(a

a(20 = b -¢) = - b)(a - o),» also a = Vbe,
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b) Wir setzen

a=2x24+6x+ 10 (1)
a- bax?+2x+ 6 (2)
a- oc=x?+5x+ 9 (3)

mitb=4x + 4 = 4(x+ 1) und ¢ = x + 1,
Aus Punkt a) ernalten wir nun

x2+6:+10-V4(x+1)2-'-':2(x+1),

also 2 2
X" + 4x+8 =0 bzw. x° + 8x + 12 = 0,

Die erste dieser Gleichungen hat keine reelle L¥sung, die
zwelte Gleichung liefert die LYsungen x = -2 und x = -6,
Setzt man diese Werte in die gegebene Gleichung ein, so sieht
man, daB8 beide Werte Losung sind,

17. &) Erhebt man beide Seiten in die vierte Potenz und faBt
zusammen, go ergibt sich :

x* 4 1&® - 40 = 0 bew. (=2 - 2)(=2 + 20) = O,
Daraus erhilt man die LSsungen x, = -VzZ, x, =V2,

Beide genfigen der Originalgleichung, da V3 - x 2 0 fir x4
und 220
b) S§tzt man x = V2, 80 erhdlt man aus der gegebenen Gleichung
a
V3 -72 =449 -20VE (1)
und fiir x = = V2

Vi+VZ =419+ 20V6. (2)

Addiert man (1) und (2), ergibt sich sofort die aufgestellte
Identitdt,

18, a) Da & und b Wurzeln der Gleichung x10 4 p5;:5 + q5 =0
sind, gilt

310 + asps + q5 = 0 und b1° + b5p5 + q5 = 0,
Subtrahiert man beide Gleichungen, so gelangt man zu
(a1 - 1) 4 (a5 - b%)p% = o,
und nach Division durch (as - bs), was wegen a ¥ b msglich
ist, erhdlt man ;
a’ + b° + p5 =0,
b) Daaundb'urnlnvonx2+p::+q-05:|.nd, gilta + b = -p,

Daraus ergibt sich (a + b)? = -p”, und wenn man das Resul-
tat von s verwendet, erhilt man

a5+b5-(a+b)5-0.
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Dividiert man durch 35 oder durch b5, was wegen a # 0, b # 0
mtglich ist, erh#lt man

1+ _(§)5 - (1 + %)5 bzw, (vg)5 +1 = (% +1)° =0,
Dies zeigt, daB % und % Wurgeln der Gleichung
(=’ +1) - (x+ 1° a0 sind,

19. a) Da die Folge 899 83y ecey 8, .eo eine geometrische
Polge ist, hat man a, = 31:‘“'1 mit konstantem r € R .
Betrachtet man zwei aufeinanderfolgende Glieder von 8y,
14. esey 8oy esey zum Beispiel 8y und 801400 8O hat man

2k+2-1
8, a,r
bW A
821 aqr

Das zeigt, daB8 die Folge a » Bgy ecey Bopy ees ebenfalls
eine geometrische Folge isg.

b) Wenn man beachtet, daB beide Seiten der Gleichung die Summe
der ersten Glieder von zwel geometrischen Folgen sind, so
kann man setzen

10 .4 1. @3 .1
Aerteds =1, )
bzw,
(x1°°-1)(x-1) [(x+1)-1x = 0,
3

Die ersten Faktoren haben nun 1 und -1 als reelle Lsungen,
die wegen (1) unzuldssig sind, demzufolge bleibt als ein-
zige L8sung

xe-3.

20. a) Aus A2+_B = C folgt
2343228+ 3a82 + B3 = 03,
3AB(A + B) = ¢3 - A3 - B3
3480 = ¢3 - A3 - B3,
b) Nach dem Resultat von a) kann man schreiben

333G -10x - 5)4x = 4x - (x = 1) = (3x - 5),
3x - N0Gx - 504x = 2.

Daraus erhidlt man
(x-1)(3x =5) * 4x =8 baw.
3x3-8x2+5x-2 = 0, B

Da 2 eine LYsung dieser Gleichung ist, bekommt man
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2
(x - 2)(3x°“ = 2x + 1) =0
den Losungen x4 -g—+—-5vzi undxza%-—jzrifur die

%;e:dratiache Gleichung. ;

21,

b)

it sind die drei L8sungen der gegebenen Gleichung
1
235+ f1.3-
a) Aus (x = a)(x - b)(x - ¢) = x3 + mx? + nx + p folgt

x -(a+b+o)x2+(ah+ac+bc)x-abo-
3

= x° 4+ mz + nx + p
und hieraus die Behauptung,
Setzt man die Gleichung in der Form
x3+m'x2+n'x+p' =0
an, 80 hat man die Beziehungen
32 + b° + 0 = -m'
azb2 + 5202 + b202 an'
a2b2c2 = -p' .
Da a2 + b2 + o2 = (a+h+o)2-2(ab+ac+bc)-mz-zn,

gilt m' = 2n s m, 2
Analog n' = n° - 2mp und trivialerweise p' = p°,

Die gesuchte Gleichung lautet
::3 + (2n - mz)::2 + (n2 - 2mp)x = p2 =0,

22, 8x(y + z) = 5y(z + x) 1)
9y(z + x) = 8s(x + y) (2)
vz +ex+xy =llxys (3)
Wenn wir xyz & O voraussetzen, erhalten wir nach Division
durch xyz:
8
2-3-2=0
1.8
T ; + % = 0 (4)
1.1.1_1
xtytg" 'é‘

1

FaBt man (4) ale lineares Gleichungssystem fﬂr% .= %auf,

80

yl
erhdlt man leicht x = 1, y = 2, g = 3,
————————

Seilnunmxe*ye.za=0,
Wenn x = O, dann ergibt sich aus (3) yz = 0,
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Nehmen wir x = 0, y = O; dann werden (1), (2) und (3) in

die Identitdt O = O iiberfiihrt fiir alle Werte von z.

Also geniigen alle Tripel (0, O, & ), o € /R dem System.

Ebenso erhdlt man, daB alle Tripel to, « , 0) fiir alle e®

Losung sind und gleichfalls ( « , O, 0) fiir alle ot €®.

Das gegebene System wird erfiillt von den Tripeln

(1, 2,73), (&, 0, 0), (0, %, 0), (0, O, ) Piir beliebiges
o €ER

23. Addiert man die drei Gleichungen, so erhilt man
(a+2)(x+y+2)=1+a+ a2,
Fiir a # -2 ist demnach

2
e yas = diiba M

Subtrahiert man (1) von der ersten Gleichung des gegebenen
Systems, so erhtlt man

2
x(a - 1) = 154,

a + 1
re-gwxg-
1 a + 1)2
Analog ergeben sich y = a7 uwdz = S 5 .
24. Wir betrachten die Fille
1.2 1 2
5 §=2undx—y--2.
Im ersten Fall erhalten wir das System
1 2
x-y=2
2.4
S + ¥ a1 .
Daraus ergibt sich x = 1 und y = -2, 10
Analog erhdlt man im zweiten Fall x = ?, y = - -

25, a) Wenn man log,b = i%ba benutzt, so kann die gegebene

Gleicblimg in de:l.- Form 1

o X = X
Togx 1086 " 10g, B4
gsaohrigben werden,
(logzx) -5 1032:: + 6 = 0, woraus sich ergibt logyx = 2
oder logzx = 3 mit den L8sungen x = 4 bzw. x = 8,
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i'o) Dividiert man beide Seiten diurch 4%, so erbdlt man
1 x = 4
1 -1/__3: (i) = ﬁ (%) -7 bzw.

(3)7-%2.(3)%

und folglich x = # .

26, 8) o+ 6inf < B+ pinx <> #in B - slnx < B-«a

<> 2gin Aig— cos -£’é—‘i</3-a. 1)
Danun0<-";2'-5'<£-, ist

0 < gin L'!“_ <—B_§'_°.(' . (2)

Weil auch 0 <258 < J | weis man, das
‘0<oou5-‘z'i<1. (3)

Durch Multiplikation von (2) und (3) ergibt sich

sin—ﬂ-ii . oosﬁi-"—‘- <—’3!‘&- und damit (1),

b) B+ tanot < o« + tanfBe=>B-o¢ < tan B - tane .
Aver wemn 0 < 8 = « < 5, wissen wir, das
B- o < tan(B - o) o 805 - tano
1 + tan 0 tan «
<tan - tan @ (weil 1 + tan o tan/3'> 1),

27. a) Setst man 2com o cos 3 = cos( o« + /3 ) + cos ot =3 )
ein, so erhilt man ocos « - cos(« + B)oos( « = B ) = gin2l.
Mit cos( & 4 B )cos( & = ) -i—(oode +co8 23 ) und
cos®d = 1—L§9L2—°‘ ergibt sich

1+ Eg!gct o0& + cos2B _ 1 - gggzﬂ - 8in2 3
.
Da cos2 A = cos? /3 ~ sin® B s bat man die Behauptung,
b) Die gegebene Gleichung ist Hquivalent zu
2, 2 1 :
sinxcoex(sin“x - cosx) = r &)
-sin2xcos2x = § ,
-gindx = 1,
Daraus folgtx-g-bn-g-ttnez .
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28, (Vollstindige Induktion)
Fiir n = 0 ist

in(- £ Jeos(= &
sin « cos o
Fir.n + 1 ist

sin [%(n+ 1)K - o Joos [i(n-r NF-a ]
810 < Go8 « -

= -1,

=sin(%ni‘+§-l’-ac)eos(§n?+%i’-a)
gin « coB «

_aiq[}l’(-(d-%‘n F)]cos[%i-(d-iﬂi)]
8ln « co8 «

cos(ot-%n T)sin(d-%ﬂ )

8in < cos «
ain(%n T=a )oos(én F=-a)
= 81N « COB o

= (-1)(-1)% = (-1)2+1,

29. a) Aus p + q = -p folgt
P*ag= gq
p=0, q=00derp=-1,q= -2,
b) Seien Xy, Xp die Wurzeln von (1). Dam ist
x$ + 222 = (x.| + ::2)2 - 2Xy%, = p2 -2q und
2
x$ . xg =q
und die gesuchte Gleichung lautet
x2 - (p? - 2q)x + q2 = 0.

©) Wegen -p = x; + 2x; = 3x) und q = 2x,° folgt q = 37’

d) Wegen x12'+x1 = 2 und x13- q folgt xq = 1 oder xy = -2
und x4~ = q, d. h. q = 1 oder q = -8, 2

30. &) Damit die Gleichung zwei verschiedene reelle Wurzeln
hat, ist es notwendig, daB ihre Diskriminante positiv ist,

d. h, 2
(=3b)€ - 4(4b - 2) > O,

Die linke Seitg der obigen Ungleichung ist ein Trinom zwei-
ten Grades (9b“ ~ 1§b + 8), in dem das Vorzeichen des
Koeffizienten von b® positiv ist, Damit dieses Trinom fiir
alle reellen Werte von b positiv ist, geniigt es, daB seine
Diskriminante negativ ist, was wegen

(-16)2 - 4(9)(8) <0
der Fall ist,
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b) Wenn beide Wurgzeln der Gleichunf ileichea Vorzeichen
haben, dann ist ihr Produkt positiv, d. h. 4b - 2 > 0,

woraus b >é- folgt. Andererseits ist ihre Summe gleich 3b.
Da b >}, ist 3b> 2. Das zeigt, daB dle Sume der Wur-
zeln griBer als g- ist und das diese Wurzeln gleiches Vor-
zeichen haben, ist klar, daB beide positiv sind.

31. Setzt man ; + % = n, so erhilt man

2n2 -3m+220
Die Diskriminante von 2n° - 3n + 2 ist (-3)2 - 422 = -7,
also gilt fiir alle reellen Werte von n

2n® - 3m+220
und demit die angegebene Ungleichung,

32, Wir betrachten zuerst a > 0.
Multiplikation mit 2a =x ergibt
ixf 2 - 482 < 3a |1 x| ,
1=t 2 - 3a |x| - 4a® < 0,
(1x1 - 4a)( |x| + a) <O,
Da a >0, gilt
|Ix|l + a > 0 und |x|- 4a < O,

Aus |xt+ a >0 folgt IxXI > - a, was flir alle x € R gilt,
Aus |x| = 4a < O folgt |xI <4a, d. h. -4a < x < 4a.
Damit haben wir fiir & > O die L¥sungen

“-4a < x <0 oder 0 < x< 4a

(x = 0 ist ausgeschlossen).
Flir den anderen Fall a < O ist

(Ixl - 4a)( 1xl +8) >0
und wir bekommen
Ix] - 4a >0 und Ix| +a> 0,

Aus Ix| - 4a >.0 folgt Ix| > 4a, was fiir alle x € /R gilt.
Aus IXI +a > O folgt |xy >-a, d. h. x > - a oder x < &,
Damit haben wir fiir a < O die Losungen x > - a oder x < a.

33, Es sel f(x) = ax + b. Wegen £(0) = V2 folgt b = V2,
i : S2a+ﬁ)-§§s+7’§i
uBerdem ergibt sich aus = 6 die Be-
-3a + T2
-ziehung -3a = -18a + 6 V_Z-‘, also a = %ﬁ.
Damit ist 2 i .
£(x) = £ V2x + V2.
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34, Bs ist £(x) = 1!—1’ dquivalent zu
.ax” +
a * f£(x) -!2-x+hf(x) = 0,

S22V (1% - 4e « £(x))(b ¢ 2(x))
a °* X

Hieraus ergibt sich 1 - 4ab(f(x) 2z 0, demnach

12G0)1 & \/gly =100 § R

Pir dan anderen Tell erhdilt man

1 - Yap
2a'2—~ri ab 8

X =

Tatsdchlich 18t
Bac C. f‘_b‘
'Eb)- a .vm

£(
a > Zab
a(—:r‘—T")2 +b 4
d. h, der maximale Wert wird fiir ;{5 erreicht,
35, a) W d y = a setzt und die Eigenachaft

f(x + y) = f(x) . r(y) anwendet, erhdlt man

£(a) = £(0) * £(a) = £(0) = 1,
b) Erhilt man ebenso fiir x = b, y = -b,

¢) Nach Induktionf
Pir n = 0 trivial, -
AuBerdem folgt aus f(nc) = {£(c)] ™ sofort

£(nc) « 2(c) = [£(e)] a1 1m0 £((n + 1)e) = [t(c)] A

36, &) £(x + 2k) = £({x + k) + k) = 4—%{:—:%
82
x) = T(x)
X

1+

1

1 .-

b) £(x + 4k) = £((x + 2k) + 2%k) = prFrPEy = - —— = £(x).
T =)
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37. Es ist

logy34  logp(2 * 17) 1 + log,y17
1081734 = Togi7 = —Tomrr— = o%,
und ebenso 3 1
logy,68 = 2 + logpl7 3
3 1 + logy17

Setzen wir log,17 = a, so haben wir

1 1 1 )
108,734 - 1og,,08 = 1 Tag o te)
& €34°° 8 ._gr2
Wenn wir beachten, da8 a = logy17 > 1l0ogy16 = 4 ist, dann
gilt a(1 +a) > 4 * 5 = 20,

38, Bs ist ;
ain(x+2-r)-sin [)7—(![-:)] -sin(%-x):-oosx,

cos(x + ;) = cos [g - (-x)] = gin(-x) = -pinx,
sin(x - g) =- —sin(g- x) = -cosx,

cos(x - ;) = cms(z-r - x) = ginx,

Setzt man diese Beziebungen in die gegebene Gleichung ein,
80 erhilt man die Gleichheit,

39.(Bs 1st notwendig zu bemerken, da8 man die Funktionen, die
in der zweiten Gleichung auftreten, wesentlich vereinfachen
kam;, wenn man die erste Gleichung im Auge hat.)
Es ist

3x -4y = (2x - 4y) + x = T+ x, also gilt

cos(3x =~ 4y) = cos( I + x) = —cosx,
Analog erh#lt man sin(2x - 6y) = sin( 7 = 2y) = sin2y,
Aus der ersten Gleichung erhilt man ferner 2y = x - v i,
.also ist jetzt

8in(2y) = sin (x-!t)- - -:.n(-g-x)- -coBX,
Setzt man die erhaltenen Werte in die gwelte Gleichung ein,
80 erhdlt man

1 5
~ Sosx + 2cosx = 1

mit den beiden L¥sungen ool.xﬂa-' 1 oder cosx = - 4-.
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Betrachtet man die fiir x gemachten Einschriinkungen, so er-
geben sich 0¥

x=0 oder x = 5.
Setzt man x = O in die erste Gleiohung ein, so ergibt sich

Yy <0 im Widerspruch zu 0 3 .
SchlieB8lich ergibt uich die einzige L¥sung des Systems

z-jh Y=95.

40, a) f({- oK) = un({-d ) + ool({- o)
= sin{oo-o:'-cos {uino( +eo-foosuc +

+ sin{a:.n«c

= Y2 ooe « .

b) Da 2g(x) = sin 2x, kann die linke Seite der Gleichung in
der Form

£(x) + 72 sin 2x
geachrieben werden, =
Setzen wir suniiohst X = § - « und wenden das Resultat von
a) an, so redusiert sich der vorherige Ausdruck su

V2 cos « !!V?lin({—Zu ), d. h,

V2(cos x + cos 2« ).
Die vorausgesetzte Gleichung ist jetzt

V2(cos x + 008 2 ) = 0 €> cos 2& = -COBx
Darsus erhilt man

2d w (N +a)+2kX , 1)
2« m (F =) 42k 3 (2)
woraus

d-‘i‘i—l’—i-

ﬁ:;.gtzn (l)):l.o LSsungen von (2) schlieSen die L¥sungen von
Damit baben wir
= -; - (2 + ‘l)!i-‘
bzw. nach einigen einfachen Transformationen
x= zur;- + %—L »
wo 1 die Menge der gansen Zahlen durchliuft,
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41. a) Die Dreiecke APD und CDM sind dhnlich, also gilt
Da ¥ Mittelpunkt von BC und BC = CD, ist 3§ = § .
b) Ist k die Seitenlinge des Quadrates, so haben wir
(0P)2 4+ (20P)2 = X2, (Dreieck ADP)
5(0)2 a k2 —> ppa A5, ()

()2 = ()2 + k® Dreteck Cmm)

fP— w5,y
Aus (1) uhd (2) ergibt sich

mookyS kS BES ()
SchlieBlich erh&lt man sus (1) und (F
B-5.
Sei Jetzt M' der Mittelpunkt von AD und H der Schnitt-
punkt von AP und BH', Da auBerdem BM ¥ M'D und BM | M'D,

ist BMDM' ein Parallelogramm, demmnach BM' I i,
Weil auch DM | AP, schlieBt man auf

~

BM' L AP, (4)
Andererseits hat man im Dreieck ADP

$ - fifr = 1, woraus AH = PH (5)
folgt

Aus (4) und (5) erh#lt man, daB BH die Seoitenhalbiervende
von AP ist, so BP gil

AB = 4 .

2 2 2,2 2
42.:);u§-§fo1gt§z-:!-bm.h—b§—°—.:z,

Nach. Division durch 02 erhtlt man

1 1 1
+ -
TR
b) Aus a2 = b2 4+ o2 folgt a2 + B2 2 b2 4 o2 1)
und aus 1
£ = £ folgt ah = bo bzw. 2ah = 2bc. (2)

Nach Addition von (1) und (2) erhdlt man
(a+h)23(b+c)2. d. h. a+ h3b+ec,
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43. a) Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AA'C und BB'C folgt

F.pta, 1)
Aus der Khnlichkeit der Dreiecke A'CC' und A'BB' folgt
.pta ()
Division von (1) durch (2) liefert
2.2
.2, (3)

b) Aus (3) erhilt man
.x_;_x - % . (4)

Nun ergibt sich aus (1) und (4)

X _ X+ 1_.1.1
'z-’_yx bzw.-’--;+y.

44. a) Der gesuchte Punkt liegt
auf der Senkrechten r zur Ge-
raden AB durch den Mittel-

unkt von k, d. h. durch

¥5. 0). Um die Koordinaten

A k
von P zu bestimmen, geniigt es, m

. B
die Gleichung der 6emdsn - 0 1+
aufzustellen und diese ge- 1\2 s\47 5 &
meinsam mit der Gleichung des -1 %

N w

Kreiges als Gleichungssystem
gu betrachten,

Der Mnstieg von AB ist - 3,
daher ist der Anstieg von

gleich -13- .

Weil r auSerdem durch (5, O) geht, lautet die Gleichung
von r

y= o [ (x - 5),
Die Losungen des Gleichungssystems y = L(x - 5)
(x-5724 yz =3

uindx-lg-undx-é.
Fir x = Z- ergibt sich y = - kY » also sind die Koerdina-
ten des gesuchten Punktes P(

b) Der minimale Fldcheninhalt wird fiir Q = P erreicht,
Danach ist s 4

1 o 1 = V3
g =4 . -

; - ).

a "7 °



- 30 -

45. Es geniigt zu bemerken, daB die Mittelpunkte der einbe-
schriebenen Kreise ein neues regelmiBiges Sechseck bilden.
Der Flécheninhalt des gebildeten Sterns ist gleich dem
Fliécheninhelt dieses neuen Sechsecks vermindert um den
Fldcheninhelt des Durchschnitte dieses Sechsecks mit den
sechs Kreisen, Dieser Durchschnitt sind sechs gleiche
Sektoren mit jeweils dem Zentriwinkel

2.1
Man kann den Radius der sechs einbeschriebenen Kreise
schnell berechnen:

T .
h +1
Es ist klar, daB danach die Selte des neuen Sechsecks die
Lénge -—3—1 hat, also sein Flicheninhalt -£13 _  1gt,

& ( V3+1)
Der gesuchte Flécheninhalt ist also

6V3 L, 1 2=6E-2I7
(V3 +1)7 ZW?H) V3

( + 17

AE * AD = AE + (AE + AD)
= (40)2 + (20)2 + (AB) + (aD),
aber AE * ED = BE ¢ EC, demnach
AE - aD = (ac)? + (E0)2 + (BE) - (EC)
= (AC)2 + EC(EC + BE)
= (AC)2 + EC + BC
(ac)2 + (BC - BE) * BO
(ac)2 + (Bc)2 - BE - BC.

46,

Also ist
AD + AE + BE * BC = (AB)2,

47. a) Man geigt, daB die Dreiecke OAT und O'A'T &hnlich sind.
der Tat, belde Dreiecke sind gleichschenklig, und haben

den Basiswinkel OTA gemeinsam,
Aus der Proportinalitét enteprechender Seiten, ergibt sich

Pm=-r . 63)
b) Analoger Weise wie in a) bekommt man
e =% - (11)
Aus (I) und (II) ergibt eich
Ar _ BT

AT = BIp . (1I11)
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Die Dreiecke ABT und A'B'T #hnlich, da eie auSer (III)
noch den Winkel ATB gemeinsam haben, also gilt

4 BAT = S B'A'T,
Yanach sind die Sehnen AB und A'B' parallel,

48, H ist Mittelpunkt des
gleichseitigen Dreiecks
BCD, also ist A
HE = % BE . (1)
Ist BB' 1 AE, so haben wir

EBB' ~ EHH', danach
gilt

HE HH'
FE = BBT
Aus (1) erhélt man

U

B-3. @
Andererseits sind die
Dreiecke BB'E und AHE
kongruent, da sie recht-
winklig sind und AE = BE,
so daB BB' = AH,
Aus (2) folgt dann

HH' 1

;=3

49, a) Die Hohe in jedem der
Oberfldchendreiecke ist

=2
(gleichseitige kongruente
Dreiecke), Im gleichschenk-
ligen Dreieck BNC ist MN
Mittelsenkrechte, demnach
Hohe auf BC und nach dem Satz
desththe.goras in Dreieck BNM

gil

v =) (02 - (a2 =y (@522 - §)2
b) Wir zeigen nur, da8 EF | EH ist, weil die anderen Ortho-
gonalitédtsbeziehungen zwischen den Seiten des Vierecks EFGH

analog zu zelgen sind,
Erstens ist BC Il Fliche EFGH, da BC ! MN und MN | Fl&che EFGH,
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Hieraus schlieBt man, da8 BC i EF, da'

EF = (Fldche ABC) n (Fldche EPGH), ¢
Analog gilt AD W EH,
AuBerdem gilt AD L BN und AD | CN (Da BN und CN HShen
in den Dreiecke ABC bzw. ACD sind), danach ist AD |
FlHche BNC, also ‘AD | BC,
Aus BC I EF, AD I EH und AD | BC ergibt sich

EF | EH,

¢) Wir bemerken, daB aus BC | EF folgt, daB die Dreiecke
ABC und AEF #hnlich sind, d. h. es ist

EF & AE . Q)
Analog ergibt sich
EH & EB . (2)

Aus (1) und (2) folgt
EF + EH= AE + EB = a
und es ist klar, daB auch FG + GH ist,

Damit ist gezeigt, daB8 der Unfang des Rechtecks EFGH ~
gleich 2a und unabhéingig von der Lage von P ist.

50. &) AA' I DD' )
(beide sind Lote auf « )
A'B Il D'C* (2)
(da sie entgegengesetzte
Seiten eines Parallelo-
gramms sind).
Aus (1) und (2) folgt, daB
die Ebenen AA'B und DD'C'C
oind, damit sind auch AB
o prarallel,
Auf #hnliche Weiae ergibt
sich auch AD Il BY,
b) Sei O der Schnittpunkt
der Diagonalen des
Parallelogramms und O'
seine Projektion auf o .,
Da O Mittelpunkt von BD und
auBerdem 00' Il DD' ist,
folgt nach dem Strahlensatz

DD = 2(00'). (3)

Andererseits ist wegen AA' Il CC' das Viereck AA'C'C ein
Trapez, dessen Mittellinie: 00' ist, so daB gilt

oor = AT COT (4

Aus (3) und (4) erbdlt man DD' = AA' + CC'.



¢) Nehmen wir an, da8 A'BC'D' ein Rechteck ist. Demit 1ist
A'B | BC', und da BC' die Projektion von BC auf ist,
géét auBerdem A'B | BC, also ist A'B senkrecht zur Ebene
L]

Andererseits folgt aus BC' | A'B auch BC' | AB,

Wire jetzt BC L AB, so wire AB Senkrechte zur Ebene BCC!

was aber absurd ist, da es dann fiir den Punkt B der Ebene

Bcg' zwei Senkrechte (AB und A'B) zu der gegebenen Ebene
- ghbe,






