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1.1.1 Wettbewerb V1960, Klasse 12

1 Aufgaben - Klassenstufe 12

1.1 Vorolympiade 1960
1.1.1 Wettbewerb V1960, Klasse 12

Aufgabe 1 - V601201

Ein Dreher bekam ein kegelférmiges Stiick Stahl mit dem Auftrag, einen Zylinder daraus abzudrehen,
wobei moglichst wenig Werkstoff verlorengehen sollte.

Der Dreher dachte iiber die Form des Zylinders nach:

Sollte er einen hohen schmalen oder einen dicken kurzen Zylinder drehen? Koénnen Sie ihm raten,
was er tun sollte?

Aufgabe 2 - V601202
Der Ausdruck

2.8 ¢ ¢!

ist eine ganze Zahl. Wie heifit die Zahl? Die Sterne stellen unleserliche Ziffern dar.

Aufgabe 3 - V601203

Eine Uhr, mit Synchronmotor ausgeriistet, habe ideal gleichférmig bewegte Zeiger.

Bestimmen Sie genau die Uhrzeiten, bei denen die Zeiger so stehen, dass eine Stunde spéter der
zwischen den Zeigern befindliche Winkel dieselbe Grofie hat!

(Hinweis: Die betreffenden Winkel sind kleiner als 180°.)

Aufgabe 4 - V601204

Gegeben ist die Folge
1 1 1 1

1-2° 2.3 3.4 77 n.(n+l)

Welchem Grenzwert streben die Summen von n Gliedern dieser Folge fiir n — oo zu?

Aufgabe 5 - V601205

Es ist der folgende Ausdruck zu berechnen:

(\/5)1,5+ \4/11+5_%5_8

Aufgabe 6 - V601206
Welche Ziffer steht in der Einerstelle der Summe

116 4+ 14% + 16

Aufgabe 7 - V601207

Zur Zeit ty verlasst ein PKW, der mit der Geschwindigkeit v; fahrt, den Berliner Autobahnring in
Richtung Dresden. Dieser PKW begegnet eine halbe Stunde spéter (zur Zeit ¢1) einem PKW, der
mit der gleichen Geschwindigkeit entgegenkommt, und 5 Minuten danach (zur Zeit ¢2) einem LKW,
dessen Geschwindigkeit va (ve < v1) betrigt.

Wenn und wo (bezogen auf Ort und Zeit der Ausfahrt alle dem Berliner Ring) {iberholten der entge-
genkommende PKW den LKW?

Zu welchem speziellen Ergebnis gelangt man fiir den Fall ¢y = 10 Uhr, v; = 100 km/h, v = 80 km/h?




1.1.1 Wettbewerb V1960, Klasse 12

Aufgabe 8 - V601208
Ein Trugschluss ”Zwei ist grofler als vier!”

Offensichtlich gilt:
11 4 1\2 e 2
Lo . £ £
1”16 ¢ 2 4

Wir logarithmieren und erhalten:
1 1
2lg ( = 41g ( =
#(3)> 5 ()

Wie dividieren durch lg (%) und erhalten 2 > 4.
Wo steckt der Fehler?

Aufgabe 9 - V601209
Wie viel Prozent

a) aller 2stelligen Zahlen  b) aller 3stelligen Zahlen
c) aller 5stelligen Zahlen  d) aller 10stelligen Zahlen
e) aller 20stelligen Zahlen f) aller 50stelligen Zahlen

enthalten nicht die Null 0 als Ziffer?

Aufgabe 10 - V601210

Bei einer Silvesterfeier, zu den 300 Personen anwesend sind, gratuliert im Mitternacht jeder jedem
mit einem Héndedruck.

Wie viel Zeit nimmt dies in Anspruch, wenn alle Personen gleichzeitig mit der Gratulation beginnen
und jede 3 Sekunden dauert?

Losen Sie die Aufgabe allgemein und dann mit den im Text gegebenen Werten.

Aufgabe 11 - V601211

Der links von P; (2; 3) liegende Bogen einer Ellipse (Mittelpunkt im Koordinatenursprung) und deren
Tangente in P; begrenzen mit der x-Achse ein Flachenstiick, durch dessen Rotation um die x-Achse
ein tropfenformiger Korper mit dem gréfiten Querschnitt ¢ = 127 Flacheneinheiten entsteht.

Wie grof} ist das Volumen des Rotationskorpers?

Aufgabe 12 - V601212
Der Umfang eines Dreiecks sei 1 cm. Kann es moglich sein, dass der dem Dreieck umbeschriebene
Kreis einen Radius hat, der gréfler als 1000 m ist?

Aufgabe 13 - V601213
Im Dreieck ABC' ist der Winkel v zu berechnen, wenn gilt:

a—+p

sinfy:\/icos 5

Aufgabe 14 - V601214
Beweisen Sie folgenden Satz:




1.1.1 Wettbewerb V1960, Klasse 12

Die Halbierungslinien eines Dreieckwinkels und seines Nebenwinkels teilen die Gegenseite innen und
auBen im Verhéltnis der anliegenden Seiten.

A

Beispiel-Behauptung;:

EA _FA b
EB FB a

Aufgabe 15 - V601215
Fur welche Werte von a schneidet die Kurve

1
Y= Z(am—:ﬁ)

die x-Achse unter einem Winkel von 45°7

Aufgabe 16 - V601216

Die Seiten eines gleichseitigen Dreiecks seien a. Um den Mittelpunkt dieses Dreiecks ist mit dem
Radius § ein Kreis zu schlagen.
Wie grof} ist der Teil der Dreiecksflache, die aulerhalb des Kreises liegt?

Aufgabe 17 - V601217

Gegeben ist die Ellipse 922 + 25y2 = 225 sowie der Punkt Pj(—1; %)

a) Gesucht sind die Gleichungen der Tangenten von P; an die Ellipse.

b) Weisen Sie nach, dass die Gerade, die P; mit der Mitte der Berithrungssehne verbindet, durch den
Mittelpunkt der Ellipse geht!

c¢) Die Hauptachse der Ellipse ist Achse einer Parabel, deren Scheitel im Mittelpunkt der Ellipse liegt
und durch P5(3; 1) geht.

Unter welchem Winkel schneiden sich Ellipse und Parabel?

Aufgabe 18 - V601218
Ein Porzellantiegel (duBere Hohe h = 10 cm, Dichte des Porzellans: 2,5 g/cm?), dessen duflere und
innere Begrenzung durch Umdrehung der Parabeln

_ L1 _ 1o
= 10° und y—40(x + 10)

entsteht, schwimmt aufrecht in einem Wasserbecken.

Y




1.1.1 Wettbewerb V1960, Klasse 12

Wie tief taucht der Tiegel ein, wenn er 1 cm hoch mit Quecksilber gefiillt ist? (Dichte des Quecksilbers
13,5 g/cm?)

Aufgabe 19 - V601219
Zeichnen Sie die Ellipse 922 + 2532 = 225 und bestimmen Sie grafisch und rechnerisch die Punkte,
in denen die Brennstrahlen senkrecht aufeinander stehen.

Aufgabe 20 - V601220

Berechnen Sie die innere Masse einer zylindrischen Roheisenpfanne von 20 t Fassungsvermogen, die
durch geeignete Formgebung moglichst geringe Warmeverluste aufweisen soll!

Auf Grund von Erfahrungen nimmt man an, dass die Warmeverluste der Oberfliche des fliissigen
Roheisens (auf die Flacheneinheit bezogen) das Doppelte der Wérmeverluste durch Wand- und Bo-
denfliche betragen. (Wichte des fliissigen Roheisens: 7,2 Mp/m?)

Aufgabe 21 - V601221

Der Querschnitt eines Abwasserkanals soll die Form eines Rechtecks mit aufgesetztem Halbkreis
erhalten.

Welche Hohe und Breite wird man ihm geben, wenn der Flicheninhalt des Querschnitts 1 m? betrigt
und die Herstellungskosten moglichst gering werden sollen?

Es soll dabei beriicksichtigt werden, dass das Baugelédnde nur eine Héhe von hochstens 0,9 m zulésst.

Aufgabe 22 - V601222

al

Teilen Sie das Stanzteil (vgl. Abbildung) in fiinf Teile ein!
Jeder dieser Teile soll dem anderen in Form und Gestalt gleichen (M = ist der Mittelpunkt des
Stanzteiles).




1.2.1 II. Stufe V1961, Klasse 12

1.2 Vorolympiade 1961
Anmerkung: Eine I. Runde wurde nicht durchgefiihrt.

1.2.1 Il. Stufe V1961, Klasse 12

Aufgabe 1 - V611221

Ein Flugzeug fliegt zundchst 300 km in Richtung Stiden, d&ndert dann seinen Kurs und fliegt 300 km
in Richtung Osten und dann wieder 300 km in Richtung Norden. Es ist an seinem Ausgangspunkt
wieder angelangt!

Wo befindet sich der Ausgangspunkt, falls der Flug

a) iiber der nordlichen,

b) tiber der siidlichen Halbkugel erfolgt?

(Erdradius r = 6370 km)

Hinweis: Die Aufgabe b) hat unendlich viele Losungen.

Aufgabe 2 - V611222
Es ist zu beweisen, dass das Produkt von 6 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen stets durch 720
teilbar ist.

Aufgabe 3 - V611223
Diskutieren Sie die Funktion
=l fiir |z > 1

f@) = {xm?’ fir |z| <1

Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die von der Bildkurve der Funktion, der Abszissenachse und
den Geraden z = —2 und x = 2 begrenzt wird!

Aufgabe 4 - V611224

Zeichnen Sie ein beliebiges Dreieck, das einen Winkel von 60° enthélt! Konstruieren Sie nun tiber
allen drei Seiten gleichseitige Dreiecke, so ist die Summe der Flachen des urspriinglichen Dreiecks und
des tiber der Gegenseite des Winkels von 600 konstruierten Dreiecks gleich der Summe der Fléchen
der beiden iibrigen Dreiecke.

Beweisen Sie diese Behauptung!

Aufgabe 5 - V611225
Gesucht ist eine vierstellige Zahl, die gleich der 4. Potenz ihrer Quersumme ist.
Wie haben Sie die Zahl ermittelt?




1.2.2 III. Stufe V1961, Klasse 12

1.2.2 Ill. Stufe V1961, Klasse 12

Aufgabe 1 - V611231

In einem volkseigenen Grofibetrieb der Elektroindustrie werden jahrlich 12000 Stiick eines bestimm-
ten Halbfabrikats von einem Zulieferbetrieb zum Preise von 1,00 DM je Stiick bezogen. Die Bestellung
erfolgte bisher zweimal im Jahr, und zwar am 1. Januar und am 1. Juli.

Die Verwaltungskosten fiir jede Bestellung (Ausschreiben und Versenden der Bestellung,
Uberwachung des Liefertermins, Rechnungspriifung, Verbuchung usw.) betragen 30,00 DM. Die Kos-
ten der Lagerhaltung (Raumkosten, Verwaltung, ”"Schwund” durch Verderben und Beschiadigung
usw.) betragen jahrlich 20 % des Wertes des durchschnittlich am Lager befindlichen Materials. Die
Kosten fiir Bestellung und Lagerhaltung betrugen also jahrlich

2 Bestellungen ... 60,00 DM

Kosten der Lagerhaltung 20 % vom durchschnittlichen Lagerbestand (3000 Stiick), also 20 % von
3000,00 DM, das sind 600,00 DM

Zusammen 660,00 DM

In einer Produktionsberatung wird vorgeschlagen, die Kosten dadurch zu senken, dass viermal im
Jahr die fiir jeweils ein Quartal benotigte Menge (3000 Stiick) bestellt wird.

a) Wie hoch sind nach diesem Vorschlag die Kosten?

b) Bei welcher Zahl von Bestellungen entstehen die geringsten Kosten? Wie hoch sind in diesem Fall
die Kosten?

Hinweis: Erst im Jahr 1964 wurde in der DDR die Bezeichnung "Deutsche Mark” in "Mark der
Deutschen Notenbank” (MDN) und anschlielend 1968 in "Mark” gedndert.

Aufgabe 2 - V611232

Vom Fenster (Breite 100 ¢cm, Hohe 85 c¢m) eines fahrenden Zuges aus scheinen Regentropfen; bei
volliger Windstille; in Richtung der Fensterdiagonalen zu fallen.

Wie grofi ist die Fallgeschwindigkeit der Tropfen (in ), wenn der Zug in 3 Minuten 3 km zuriicklegt?

Aufgabe 3 - V611233

In einem Kreis seien zwei senkrecht aufeinander stehende Sehnen gegeben.

Behauptung: Die Flidche des Kreises ist gleich der Summe der 4 Kreisflichen mit den Sehnenabschnit-
ten als Durchmesser!

Beweisen Sie die Behauptung!

Aufgabe 4 - V611234

Gegeben ist ein Quadrat ABC'D und ein fester Punkt @, der nicht auf dem Umfang des Quadrates
liegt. Fiir jede Wahl des Punktes P auf dem Umfang des Quadrates wéhle man einen Punkt R so,
dass PQR ein gleichseitiges Dreieck wird.

Welche Kurve beschreibt R, wenn sich P langs ABCD bewegt?




1.2.2 III. Stufe V1961, Klasse 12

Aufgabe 5 - V611235

Gegeben sind 13 gleich grofie Kugeln, von denen eine im Gewicht von den {ibrigen abweicht, also
entweder leichter oder schwerer als die tibrigen ist. Jemand behauptet, er konne mit drei Wagungen
feststellen

a) welche Kugel im Gewicht abweicht,

b) ob sie leichter oder Schwerer ist, falls er eine 14. Kugel benutzen darf, von der er weif}, dass ihr
Gewicht nicht abweicht.

Anmerkung: Es ist bekannt, dass bei jeder Wagung je 10 Kugeln benutzt werden. Die zu untersu-
chenden Kugeln sind fortlaufend nummeriert und tragen die Nummern 1 bis 13, wéahrend die 14.
Vergleichskugel die Nummer 0 erhalt.

Bezeichnet man die Ergebnisse der drei Wagungen mit a, b und ¢ und gibt ihnen den Wert + 1, wenn
die linke Waagschale tiberwiegt, - 1, wenn die rechte iiberwiegt, und 0, wenn Gleichgewicht besteht,
dann kann man die Nummer der gesuchten Kugel aus der Gleichung

n= (9a+3b+c)  (—1)atbte

errechnen, wobei |n| die gesuchte Nummer ist. Ist n > 1, so ist die Kugel schwerer, ist n < 1, so ist
sie leichter als die {ibrigen Kugeln.

Wie miissen die Kugeln bei den drei Wagungen verteilt werden, damit man stets das richtige Ergebnis
erhalt?




1.3.1 I. Stufe 1961, Klasse 12

1.3 1. Olympiade 1961
1.3.1 I. Stufe 1961, Klasse 12

Aufgabe 1 - 011211
Ist die Summe 2139 4 392! durch 45 teilbar? Die Antwort ist zu begriinden!

Aufgabe 2 - 011212

Bei der Planung unserer Volkswirtschaft werden in zunehmendem Mafle mathematische Methoden an-
gewandt. Das gilt ganz besonders fiir das Transportwesen, bei dem es darauf ankommt, mit moglichst
geringen Kosten eine optimale Leistung zu erreichen. Man nennt die angewandte Methode, die erstma-
lig 1939 von Prof. L. W. Kantorowitsch in Leningrad vorgeschlagen wurde, die Methode der linearen
Programmierung.

Das folgende Beispiel, das sehr stark vereinfacht wurde, da in Wirklichkeit die Verhéltnisse viel
komplizierter sind, zeigt das Prinzip der Methode:

Zwei Ziegeleien produzieren 10 Millionen bzw. 15 Millionen Ziegel. Sie sollen zwei Baustellen versor-
gen, die einen Bedarf von 18 Millionen bzw. 7 Millionen Ziegel haben. Die Entfernungen betragen:

o 1. Ziegelei zur 1. Baustelle 25 km,
o 1. Ziegelei zur 2. Baustelle 24 km,
e 2. Ziegelei zur 1. Baustelle 26 km,
e 2. Ziegelei zur 2. Baustelle 20 km.

Zu welchen Baustellen miissen die von der 1. bzw. 2. Ziegelei produzierten Ziegel transportiert werden,
damit die Gesamttransportkosten moglichst gering sind?
Dabei wird angenommen, dass die Transportkosten der Entfernung proportional sind.

Aufgabe 3 - 011213
Wie viele verschiedene dreistellige Zahlen lassen sich mit den Ziffern

a) 1 und 2, b) 1, 2 und 3, ¢) 1, 2,3 und 4

bilden, wobei die Ziffern auch mehrfach benutzt werden diirfen? Versuchen Sie, eine Gesetzméafligkeit
zu finden!

1) Welche Losung erhélt man fiir vierstellige Zahlen?

2) Was lésst sich fiir vierstellige Zahlen vermuten, wenn man n Ziffern zur Verfiigung hat? Versuchen
Sie, diese Vermutung zu beweisen!

Aufgabe 4 - 011214

Es ist ein Dreieck ABC aus AC = b, AB = ¢ und ZBM A = w zu konstruieren, wobei M die Mitte
der Strecke BC ist. Es sei w < 90°.

Man beweise, dass die Aufgabe dann und nur dann lésbar ist, wenn

botang§c<b

ist. In welchem Falle tritt Gleichheit auf?

10



1.3.1 I. Stufe 1961, Klasse 12

Aufgabe 5 - 011215
Zur Berechnung der Lange [ eines Treibriemens wird in der Praxis die Naherungsformel

D o 2
S P €2
4a

l=m

benutzt. Dabei ist d der Durchmesser der treibenden Scheibe, D der Durchmesser der getriebenen
Scheibe und MM = a der Abstand der beiden Achsen.

Fir die folgenden beiden Beispiele soll die Lénge des Treibriemens genau und nach der
Néherungsformel berechnet werden.

Wie grof} ist in den beiden Beispielen der relative Fehler (in Prozent), der bei Anwendung der
Néherungsformel entsteht?

a) d =140 mm, D = 220 mm, a = 500 mm,

b) d = 60 mm, D = 220 mm, a = 200 mm.

11



1.3.2 II. Stufe 1961, Klasse 12

1.3.2 Il. Stufe 1961, Klasse 12

Aufgabe 1 - 011221
Im internationalen Postverkehr sind fiir Briefsendungen und Pickchen in rechteckiger Form (Form
eines Quaders) die folgenden Hochst- und Mindestmafle vorgeschrieben:

Hochstmafle  Léange, Breite und Hohe zusammen 90 cm,
grofite Lange jedoch nicht mehr als 60 cm;
Mindestmafle Lénge 10 cm, Breite 7 cm.

1) Welches Hochstvolumen kann eine Sendung haben? Wie grof sind in diesem Falle Léange, Breite
und Hohe?

2) Welches Mindestvolumen kann eine Sendung haben? Wie grofl sind in diesem Falle die Kanten?
(Begriindung !)

Aufgabe 2 - 011222

Wenn die drei natiirlichen Zahlen z,y und z der Bedingung x? + y? = 22 geniigen, ist ihr Produkt
x -y - z stets durch 60 teilbar.

Beweisen Sie diese Behauptung!

Aufgabe 3 - 011223

Fiinf Gefafle enthalten je 100 Kugeln. Dabei enthalten einige Gefafle nur Kugeln von 10 g Masse,
wéahrend die anderen Gefafle nur Kugeln von 11 g Masse enthalten.

Wie kann man durch eine einzige Wagung mit Waagschalen und geeigneten Wégestiicken feststellen,
welche Gefédle Kugeln von 10 g und welche Gefafie Kugeln von 11 g enthalten? (Dabei diirfen aus
den Gefiflen Kugeln herausgenommen werden.)

Aufgabe 4 - 011224

Gegeben sind drei parallele Geraden g1, go und g3, die untereinander ungleiche Abstdnde haben.
Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreieck, dessen Punkte A, B, C' auf den Geraden liegen! Begrinden
Sie die Konstruktion!

12



1.3.3 III. Stufe 1961, Klasse 12

1.3.3 Ill. Stufe 1961, Klasse 12

Aufgabe 1 - 011231

Zwei Ziegeleien produzieren 6 Millionen bzw. 12 Millionen Ziegel. Sie sollen vier Baustellen versorgen,
die einen Bedarf von 5,2;3,0;5,7 bzw. 4,1 Millionen Ziegel haben.

Die Entfernungen (in km) zwischen den zwei Ziegeleien und den vier Baustellen sind aus der folgenden
Tabelle ersichtlich:

Baustelle 1 2 3 4
Ziegeleil 28 30 37 21
Ziegelei 2 26 36 18 20

Wieviel Ziegel miissen von der 1. bzw. 2. Ziegelei zu den einzelnen Baustellen transportiert werden,
damit die Gesamttransportkosten moglichst gering sind?

Es wird angenommen, dass die Transportkosten der Entfernung proportional sind. Die Baustelle 3
soll dabei nur von der Ziegelei 2 beliefert werden.

Aufgabe 2 - 011232
Aus Aluminiumblech von 2 mm Stérke sollen 10000 Werkstiicke nach der beigefiigten Zeichnung 1
gestanzt werden. (Sdmtliche Innenwinkel sind gleich grof, a = 34 mm, b = 8 mm.)

S2

|l

Zeichnung 1 Zeichnung 2

a) Wie lang und wie breit muss der Blechstreifen sein, aus dem gestanzt wird? Dabei ist zu beachten,
dass die Stegbreite (Abstand der Teile voneinander bzw. vom Rand) s; = 2 mm betragen muss.
Wieviel Quadratmeter Blech werden verbraucht? Wieviel Quadratmeter betragt der Abfall?

b) Es wird der Verbesserungsvorschlag gemacht, nach Zeichnung 2 zu stanzen, um Material zu sparen.
Wie lang und wie breit muss nunmehr der Blechstreifen genommen werden? Wieviel Quadratmeter
Blech wird verbraucht? Wieviel Quadratmeter betragt der Abfall?

Wieviel Prozent betriagt die Materialersparnis gegeniiber dem unter a) angegebenen Verfahren? (Steg-
breite hier s = 3 mm.)

Aufgabe 3 - 011233

Einem Wiirfel von der Kantenldnge a werden ein Tetraeder und ein Oktaeder einbeschrieben.

a) Wie verhalten sich die Volumina der 3 Korper zueinander?

b) Dem Tetraeder wird noch eine Kugel einbeschrieben. Begriinden Sie, dass diese Kugel gleichzeitig
das Oktaeder bertihrt, und driicken Sie das Volumen dieser Kugel als Funktion von a aus!

Aufgabe 4 - 011234 = 011135

Gegeben sei eine Strecke AB = a = 6 cm. M sei der Mittelpunkt der Strecke.

Schlagen Sie mit AM um M den Halbkreis iiber AB! Halbieren Sie AM und M B und schlagen Sie
iiber beiden Strecken mit A?M die beiden Halbkreise, die innerhalb des grolen Halbkreises liegen!
Es ist der Mittelpunkt des Kreises zu konstruieren, der den grofien Halbkreis von innen und die beiden
kleinen Halbkreise von auflen beriihrt!

Die Konstruktion ist zu begriinden!

Aufgabe 5 - 011235
Es ist zu beweisen, dass ¢ + y < a\/i wenn x2 + y2 = a2 und a > 0 ist!
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1.3.4 IV. Stufe 1961, Klasse 12

1.3.4 1V. Stufe 1961, Klasse 12

Aufgabe 1 - 011241
Bei 27000 Diingungsversuchen mit Phosphordiingemitteln stellte man die folgenden mittleren Ern-
teertrage fiir Kartoffeln fest:

Diingergabe bezogen auf P205 (dt/ha) Ernteertrag (dt/ha)

0,0 237
0,3 251
0,9 269

Die zwischen der Diingergabe « (in dt/ha) und dem Ernteertrag y (in dt/ha) bestehende Beziehung
kann durch die folgende Relation angenéhert wiedergegeben werden:

y=a—b-107F

wobei a, b und k Konstanten sind.

a) Berechnen Sie mit Hilfe der oben angegebenen Werte diese Konstanten!

b) Berechnen Sie den Ernteertrag fiir eine Diingergabe von 0,6 dt/ha und 1,2 dt/hal

¢) Stellen Sie die prozentuale Abweichung der errechneten Werte von den im Versuch ermittelten
Werten 261 dt/ha bzw. 275 dt/ha fest!

Aufgabe 2 - 011242

Es seien u, v und w beliebig gewéhlte positive Zahlen, kleiner als 1.

Man soll zeigen, dass unter den Zahlen u(1 —v), v(1 — w), w(1 — u) stets mindestens ein Wert nicht
grofer als % vorkommt.

Aufgabe 3 - 011243

L

|
—
1
)

600m

1420

300 300 300 500

Mit einer Rollenschere sollen aus Blechen von 1420 mm Breite rechteckige Bleche, und zwar mit
einer Breite von 500 mm und einer Gesamtldnge von 1000 m sowie mit einer Breite von 300 mm und
einer Gesamtlidnge von 1800 m geschnitten werden. Bisher wurde nach der beigefiigten Zeichnung
geschnitten, in der die graue Fliache den Abfall darstellt, der ziemlich grof ist.

Eine sozialistische Brigade macht den Vorschlag, so zu schneiden, dass der Abfall erheblich geringer
wird.

a) Wieviel Prozent betrigt der Abfall, wenn wie bisher geschnitten wird?

b) Wie muss die Brigade schneiden, damit der Abfall méglichst gering wird, und welche Gesamtlange
der Ausgangsbleche ist in diesem Fall erforderlich?

¢) Wieviel Prozent betriagt jetzt der Abfall?

Aufgabe 4 - 011244

Gegeben sei ein konvexes ebenes Viereck.

Es ist zu beweisen, dass fiir den Quotienten ¢ aus dem gréfiten und dem kleinsten aller Abstédnde
zweier beliebiger Eckpunkte voneinander stets gilt: ¢ > /2.
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1.3.4 IV. Stufe 1961, Klasse 12

Aufgabe 5 - 011245

Gegeben sind eine Ebene P und zwei feste Punkte A und B, die nicht in dieser Ebene liegen. Man
bezeichnet mit A’ und B’ zwei Punkte der Ebene P und mit M und N die Mittelpunkte der Strecken
AA’, BB'.

a) Bestimmen Sie den geometrischen Ort des Mittelpunktes der Strecke M N, wenn sich die Punkte
A’ und B’ willkiirlich in der Ebene P bewegen!

b) In der Ebene P wird ein Kreis O betrachtet. Bestimmen Sie den geometrischen Ort L des Mittel-
punktes der Strecke M N, wenn die Punkte A’ und B’ sich auf dem Kreise O oder in dessen Innern
befinden!

¢) Wird A’ fest auf dem Kreise O oder in dessen Innern angenommen und B’ beweglich im Innern
oder Auiern von O, so soll der geometrische Ort des Punktes B’ bestimmt werden, so dass der oben
bestimmte Ort L derselbe bleibt.

Anmerkung: Bei b) und c¢) sollen folgende Félle betrachtet werden:

1. A’ und B’ sind verschieden,

2. A" und B’ fallen zusammen.
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1.4.1 1. Stufe 1962, Klasse 12

1.4 11. Olympiade 1962
1.4.1 1. Stufe 1962, Klasse 12

Aufgabe 1 - 021211
Das ,Haus des Lehrers“ in Berlin ist ein monolithischer Stahlbetonskelettbau. Der (idealisierte!)
Horizontalquerschnitt durch das Erdgeschof zeigt die wichtigsten aus Stahlbeton gefertigten Teile.

480 . 480
o 30 30
(<]
J
— O O —
o o 80 80
g |
©) ©) ©) ©)
20 090 o 20
30 =11 30
J 80

Die Hohe des Erdgeschosses betrigt 6,00 m, die vier eingezeichneten 2,00 m breiten Zuginge zum
Treppenhaus sind jeweils 2,15 m hoch. Samtliche Achsmafle betragen 4,80 m. Berechnen Sie den
Bedarf an Beton fiir das gesamte Erdgeschoss! Dabei bleibt die Bewehrung unberiicksichtigt.

Aufgabe 2 - 021212

Eine Fischereiproduktionsgenossenschaft mochte wissen, wieviel Fische einer bestimmten Sorte sich
ungefahr in einem kleinen See befinden. Zu diesem Zwecke werden 30 Fische dieser Sorte gefangen,
gekennzeichnet und in den See zuriickgegeben. Am néchsten Tage werden 52 Fische derselben Sorte
gefangen, unter denen 4 das Kennzeichen haben.

Wieviel Fische der Sorte befanden sich ungefihr in dem See? (Begriindung!)

Aufgabe 3 - 021213
Beweisen Sie, dass die Funktion
|z —1]

v= Va2 — 2z +2

die folgenden Eigenschaften hat:

a) sie ist fiir alle reellen Zahlen definiert,

b) sie ist fir alle z > 1 wachsend,

c) sie hat den Wertevorrat 0 <y < 1,

d) ihr Bild ist achsensymmetrisch!

Bestimmen Sie die Symmetrieachse und beweisen Sie die Symmetrieeigenschaften der Kurve!

Aufgabe 4 - 021214
Es sind sdmtliche Losungen der Gleichung

2

cos? x - cos? 2z - cos? 3z + sin? - sin® 2z - sin? 3z = cos?

2

x - cos2 2z + cos® x - cos? 3x + cos? 3z - cos? 2z

fir 0° < z < 360° zu bestimmen!

Aufgabe 5 - 021215

Auf einer Kreislinie sind drei verschiedene Punkte A, B, C' gegeben.

Es ist auf der gleichen Kreislinie ein weiterer Punkt D so zu konstruieren, dass ABCD sowohl
Sehnenviereck als auch Tangentenviereck ist!
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1.4.1 1. Stufe 1962, Klasse 12

(Ndherungslosungen z. B. mit Hilfe einer Hyperbel gelten nicht als Losung. Es diirfen nur Zirkel und
Lineal benutzt werden.)

Aufgabe 6 - 021216
Es ist zu beweisen, dass es genau ein Paar natiirlicher Zahlen z und y gibt, fir das die Zahl N =

x* + 4y* eine Primzahl] ist!
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1.4.2 II. Stufe 1962, Klasse 12

1.4.2 Il. Stufe 1962, Klasse 12

Aufgabe 1 - 021221

Der Begriinder des Verfahrens der Linearoptimierung, Prof. Dr. L.W. Kantorowitsch fiihrt folgendes
Beispiel an:

In einem Betrieb stehen fiir Frasarbeiten zur Verfiigung:

a) 3 Frasmaschinen,

b) 3 Friasmaschinen mit Revolverkopf-Spannvorrichtung,

¢) 1 Automat.

Es sollen in gleicher Anzahl zwei Sorten Werkstiicke angefertigt werden. Die Produktion je Arbeitstag
betragt fur die oben angegebenen Maschinen je Maschine:

a) 10 Stiick Sorte 1 oder 20 Stiick Sorte 2,

b) 20 Stiick Sorte 1 oder 30 Stiick Sorte 2,

c¢) 30 Stiick Sorte 1 oder 80 Stiick Sorte 2.

Wieviel Werkstiicke konnen mit diesen Maschinen unter den aufgefiihrten Bedingungen maximal
gefertigt werden?

Aufgabe 2 - 021222

d
l< [ N

T

|

A 1 |
¢ 0‘3 F

L £

FE D
2 ‘ b

|

|
! B

Ein Lichtstrahl, der in einem Medium 1 die Geschwindigkeit ¢; hat, wird an der Grenzschicht gebro-
chen und hat im Medium 2 die Geschwindigkeit cs.
Beweisen Sie, dass die fiir den Weg ADB (siehe Abbildung) benétigte Zeit ein Minimum wird, wenn
gilt: _

sina ¢

sinff ¢y

Aufgabe 3 - 021223
a) Beweisen Sie, dass fiir jedes ebene Dreieck gilt:

> w

cos? a + cos? B + cos®y >

b) In welchem Falle tritt Gleichheit ein?
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1.4.2 II. Stufe 1962, Klasse 12

Aufgabe 4 - 021224

Gegeben sei eine Strecke AB und auf ihr ein beliebiger Punkt C. Man wéhle einen Punkt E auflerhalb
AB so, dass CE = CB ist!

Auf der Strecke CE bzw. auf ihrer Verlangerung iiber E hinaus ist ein Punkt D so zu konstruieren,
dass CA = CD ist!

a) Welches ist der geometrische Ort fiir alle Schnittpunkte M der Stecken AD und BE bzw. ihrer
Verldngerungen?

b) Die Behauptung ist fiir jede mogliche Lage der Punktes C' zu beweisen.

Anmerkung: Zur Eigenschaft eines geometrischen Ortes gehort auch der Nachweis, dass jeder seiner
Punkte die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

Aufgabe 5 - 021225
Beweisen Sie, dass fiir alle positiven reellen Zahlen a und b stets

a b
=L Z>9
bJra_

ist! Anmerkung: Achten Sie auf die richtige Reihenfolge der Beweisschritte!
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1.4.3 III. Stufe 1962, Klasse 12

1.4.3 Ill. Stufe 1962, Klasse 12

Aufgabe 1 - 021231
Fiir welche Werte von x gilt

- >
1+ V1—2x

Aufgabe 2 - 021232

Konstruieren Sie ein (konvexes) Viereck aus seinen Diagonalen, dem Winkel zwischen ihnen und zwei
Seiten!

Begriinden Sie die Konstruktion und diskutieren Sie die verschiedenen Moglichkeiten!

Aufgabe 3 - 021233

Beweisen Sie folgende Behauptung!

Wenn eine positive ganze Zahl durch 99 teilbar ist, dann ist die Summe ihrer Ziffern nicht kleiner als
18.

Aufgabe 4 - 021234
Geben Sie (fiir alle positiven Winkel z) fiir

1 1
2

8
——
sin“x cos“x 3

alle Losungen an!

Aufgabe 5 - 021235

Gegeben sei eine Strecke AB und auf ihr ein beliebiger Punkt M.

Man konstruiere tiber derselben Seite der Strecke AB die Quadrate AM DE und M BGH! Die Mit-
telpunkte der beiden Quadrate seien R und S.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der Strecken RS?

Aufgabe 6 - 021236

Gegeben sei ein Wiirfel ABCDA'B’'C'D’ mit AA’ || BB’ || CC" || DD'.

Der Punkt X durchlduft mit konstanter Geschwindigkeit den Umfang des Quadrats ABCD in die-
ser Reihenfolge, der Punkt Y durchlduft mit derselben Geschwindigkeit den Umfang des Quadrats
A’'D'C’'B’ in dieser Reihenfolge.

Beide Punkte beginnen ihre Bewegungen im gleichen Augenblick von den Punkten A und A’ aus.
Bestimmen Sie den geometrischen Ort der Mittelpunkte Z der Strecken XY'!

20



1.4.4 1V. Stufe 1962, Klasse 12

1.4.4 1V. Stufe 1962, Klasse 12

Aufgabe 1 - 021241

a) Beweisen Sie, dass der Rest bei der Division einer beliebigen Primzahl durch 30 entweder 1 oder
eine Primzahl ist!

b) Gilt das auch bei der Division einer Primzahl durch 60?7 Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 2 - 021242
Fiir welche Zahlen x des Intervalls 0 < z < 7 gilt

tan2x  2cot 2z
= <1

tan x cotx

Aufgabe 3 - 021243
Es ist zu beweisen: Wenn mindestens zwei unter den reellen Zahlen a, b, ¢ von Null verschieden sind,
so gilt die Ungleichung

a? b2 2

b2 + 2 +c2+a2 +<12—|—b2
Unter welchen Bedingungen tritt Gleichheit ein?

>

N W

Aufgabe 4 - 021244

Gegeben sei ein Rechteck mit den Seiten 2a und 2b, wobei a > b ist. Von diesem Rechteck sollen vier
kongruente rechtwinklige Dreiecke (an jeder Ecke ein Dreieck, dessen Katheten auf den Rechteckseiten
liegen) so abgeschnitten werden, dass die Restfigur ein Achteck mit gleich langen Seiten bildet.

Die Seite des Achtecks ist durch a und b auszudriicken und aus a und b zu konstruieren. Auflerdem
ist anzugeben, unter welchen Bedingungen die Aufgabe l6sbar ist.

Aufgabe 5 - 021245

Gegeben sei ein Quadrat mit der Seitenlénge a. Eine Strecke PQ von der Lénge p, wobei p < a ist,
bewegt sich so, dass ihre Endpunkte stets auf den Seiten des Quadrats liegen.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte der Strecken PQ?

Aufgabe 6 - 021246

Gegeben sei eine Pyramide ABCD, deren Grundfliche ABC' ein Dreieck ist. Durch einen Punkt M
der Kante DA werden in der Ebene der Flachen DAB bzw. DAC die Geraden M N bzw. M P so
gezogen, dass N auf DB und P auf DC liegen und ABN M sowie ACPM Sehnenvierecke sind.

a) Beweisen Sie, dass auch BOPN ein Sehnenviereck ist!

b) Beweisen Sie, dass die Punkte A, B,C, M, N, P auf einer Kugel liegen!
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1.5.1 1. Stufe 1963, Klasse 12

1.5 I1l. Olympiade 1963
1.5.1 I. Stufe 1963, Klasse 12

Aufgabe 1 - 031211

Von den Punkten A und B einer Strecke AB, deren Linge nicht direkt gemessen werden kann,
werden zwei weitere Punkte C' und D, deren gegenseitiger Abstand bekannt ist, angepeilt. Man misst
folgende Winkel:

/DAB =80°, ZCAB =30°, ZABC=60°, ZABD = 20°.
Die Lange der Strecke CD betrigt 2 km. Wie kann man die Lange der Strecke AB ermitteln?

a) Losen Sie die Aufgabe durch Konstruktion! Fertigen Sie eine Konstruktionsbeschreibung und
eine Begriindung an!

b) Losen Sie die Aufgabe auf rechnerischem Wege! (Es gentigt hierbei die Angabe der Formeln,
eine zahlenméfBige Berechnung wird nicht verlangt.)

Aufgabe 2 - 031212

Beim Eichen eines Dynamometers wurden die Gréflen der Belastung P gemessen, die erforderlich
waren, um den Zeiger bis zu bestimmten Teilstrichen der Skala ausschlagen zu lassen. Man erhielt
die folgenden Werte:

Zahl der Teilstriche Belastung in kp
N P
0 0
5 4,87
10 10,52
15 17,24
20 25,34

Die Belastung P kann durch die folgende ganze rationale Funktion von NV dargestellt werden:
P(N) = a1N + aaN? 4+ a3N3 + ayN*.
a) Es sind die Koeffizienten aj, as, a3, a4 zu berechnen!

b) Welchen Wert hat die Funktion fiir N = 257 Vergleichen Sie mit dem durch Messung gefundenen
Wert P = 35,16km!

*) Ein Dynamometer ist ein Gerdt zur Messung von Kriften, bei dem die elastische Deformation einer
Feder tiber ein Hebelwerk auf einer (meist kreisférmigen) Skala angezeigt wird (Federwaage).

Aufgabe 3 - 031213
Man bestimme alle reellen Werte von x1, z2, 3, die den Gleichungen

T2 +2x3 = pxy,
T1+2x3 = pxo,
T +x2 = px3

gentigen, und ihre Abhéngigkeit von der reellen Zahl p (Parameter)!
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1.5.1 1. Stufe 1963, Klasse 12

Aufgabe 4 - 031214
Man beweise:
Bezeichnen «, 3, v die Winkel eines Dreiecks, so gelten

cos® a4 cos® B + cos? 4 + 2 cos accos S cosy = 1 und

sin? a = sin? B + sin% vy — 2sin B sin y cos a.

Aufgabe 5 - 031215
Gegeben seien ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und ein Punkt P im Innern des Kreises.

Welches ist der geometrische Ort fiir die Mitten der durch P verlaufenden Sehnen?

Aufgabe 6 - 031216
Es ist
26 2 2
65 @5 5
Man darf also bei diesem Bruch die Ziffern 6 ,kiirzen“. Fiir welche Briiche mit zweistelligen Zahlern
und Nennern ist ein solches ,Kiirzen* irgendeiner Ziffer des Zahlers gegen eine Ziffer des Nenners
gestattet, ohne dass sich die dargestellte rationale Zahl &ndert?
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1.5.2 II. Stufe 1963, Klasse 12

1.5.2 Il. Stufe 1963, Klasse 12

Aufgabe 1 - 031221
Geben Sie ohne Benutzung einer Tafel der Kubikzahlen alle zweistelligen Zahlen an, deren dritte
Potenzen mit den Ziffern der urspriinglichen Zahl in derselben Anordnung beginnen!

Aufgabe 2 - 031222

A F E G B

Gegeben sei eine Strecke AB. Ein Schnittpunkt der um A bzw. B mit AB geschlagenen Kreisbogen
sei D (siehe Abbildung).

E sei der Mittelpunkt von AB. Uber AE und EB als Durchmesser seien die Halbkreise geschlagen.
Berechnen Sie M E, wobei M der Mittelpunkt des Kreises ist, der beide Halbkreise und die Kreisbogen
AD und BD beriihrt!

Aufgabe 3 - 031223
Bestimmen Sie die Menge aller Paare (z,y) von reellen Zahlen x,y, die die folgenden Gleichungen

befriedigen:

T+y z—y 1 1

—= - coS == ; COST - COSY = —
2 2 2 Y=

(€0)]

Aufgabe 4 - 031224
Es sei AD die Hohe eines Dreiecks ABC'. Ein Kreis, der die Seite BC' in D beriihrt, mége die Seite
AB in M und N und die Seite AC' in P und @ schneiden.
Man beweise, dass gilt
AM + AN AP+ AQ
AC ~ AB

Aufgabe 5 - 031225

Zwei Hirten verkaufen eine Anzahl von Tieren, von denen jedes genausoviel Groschen einbringt, wie
die Anzahl der Tiere betrdgt. Den Erlos verteilen sie folgendermafien:

Der erste Hirte erhélt 10 Groschen, der zweite 10 Groschen, dann wieder der erste 10 Groschen, der
zweite 10 Groschen usw. Nachdem der erste zum letzten Mal 10 Groschen erhalten hat, verbleibt ein
Rest, der kleiner als 10 Groschen ist.

Von diesem Rest kaufen sie ein Messer.

Wieviel kostet das Messer?
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1.5.3 III. Stufe 1963, Klasse 12

1.5.3 Ill. Stufe 1963, Klasse 12

Aufgabe 1 - 031231

Geben Sie alle zweistelligen Zahlen an, die folgende Eigenschaft besitzen!

Bildet man ihre dritte Potenz und streicht bei dieser Zahl alle Ziffern mit Ausnahme der letzten
beiden, so erhdlt man wieder die urspriingliche Zahl.

Aufgabe 2 - 031232
Beweisen Sie folgenden Satz:
Ein Dreieck mit den Winkeln «, § und 7 ist genau dann rechtwinklig, wenn gilt:

cos 2a + cos 23 + cos 2y = —1

Aufgabe 3 - 031233
Bestimmen Sie — in Abhéngigkeit von der reellen Zahl p — alle reellen Werte x, y, die die folgenden
Gleichungen befriedigen:

X X
xy+§=3p(w2+y2) W = p(a® +y°)

Aufgabe 4 - 031234
Fir welche reellen Zahlen x ist

1 1 2 1 1 2 1 1
a) —+ b

> == =
x x+1 x—i—% x+x+1 gs—l—% x+x+1

=+ | o
[

Aufgabe 5 - 031235

Gegeben sei ein Wiirfel ABCDA’B'C'D’ mit AA" || BB’ | CC' || DD’. Ferner sei eine Strecke XY
gegeben, wobei XY = AB und X ein Punkt der Strecke AA’ sowie Y ein Punkt der Fliche ABC D
sind.

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Strecken XY?

Aufgabe 6 - 031236

Gegeben seien zwei verschiedene parallele Geraden a und b. Auf a liegt der Punkt A und auf b der
Punkt B.

Konstruieren Sie alle Kreise ky = (M;71) und ko = (Ma;r2) mit den folgenden Eigenschaften:

a) Der Kreis k; beriihrt a in A, und M; liegt auf derselben Seite von a wie b.

b) Der Kreis ko beriihrt b in B, und M; liegt auf derselben Seite von b wie a.

¢) Die Kreise k1 und ks haben genau einen Punkt gemeinsam.

d) Es ist T = 27’2.
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1.5.4 IV. Stufe 1963, Klasse 12

1.5.4 1V. Stufe 1963, Klasse 12

Aufgabe 1 - 031241
Beweisen Sie, dass fiir alle positiven ganzrationalen Zahlen a und b stets

s N

ist! Wann gilt das Gleichheitszeichen?

Aufgabe 2 - 031242

Man bestimme alle reellen Werte z, die die folgende Gleichung befriedigen:
sin3z - cos (¥ — 4z) + 1

sin(% —7:10) — cos (% +x) +m

=)

Dabei ist m eine gegebene reelle Zahl.

Aufgabe 3 - 031243

Gegeben sein ein (nicht notwendig regelmifliiges) Tetraeder, dessen Seitenflichen simtlich
flachengleich sind.

Beweisen Sie, dass dann folgende Punkte zusammenfallen:

a) der Mittelpunkt der einbeschriebenen Kugel, das heifit der alle vier Seitenflichen innerlich
berithrenden Kugel,

b) der Mittelpunkt der Umkugel, das heifit der durch die vier Eckpunkte gehenden Kugel!

Aufgabe 4 - 031244
Es bezeichne an die letzte Ziffer der Zahl n(™") (n sei eine natiirliche Zahl # 0).
Beweisen Sie, dass die Zahlen an eine periodische Folge bilden und geben Sie diese Periode an!

Aufgabe 5 - 031245

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit § = 45°. Auf der Seite BC' liege ein Punkt P, wobei BP : PC =
1:2 (innere Teilung) und ZAPC = 60° sind.

Jemand behauptet, man koénne allein mit elementaren geometrischen Sdtzen ohne Benutzung der
ebenen Trigonometrie die Grole des Winkels vy ermitteln.

Aufgabe 6 - 031246

Welche der folgenden vier Aussagen sind wahr, welche sind falsch?

a) Wenn ein einem Kreis einbeschriebenes Vieleck gleichseitig ist, so ist es auch gleichwinklig.
b) Wenn ein einem Kreis einbeschriebenes Vieleck gleichwinklig ist, so ist es auch gleichseitig.
¢) Wenn ein einem Kreis umbeschriebenes Vieleck gleichseitig ist, so ist es auch gleichwinklig.
d) Wenn ein einem Kreis umbeschriebenes Vieleck gleichwinklig ist, so ist es auch gleichseitig.
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1.6.1 1. Stufe 1964, Klasse 12

1.6 1V. Olympiade 1964
1.6.1 I. Stufe 1964, Klasse 12

Aufgabe 1 - 041211
Aus einer vierstelligen Tafel entnehmen wir die folgenden Néherungswerte:

V636000 =~ 86,00 und +/389000 ~ 73,00

Daher ist z = /636000 — /389000 ~ 13.

Ohne Benutzung einer weiteren Tafel soll entschieden werden, ob z grofler, kleiner oder gleich 13 ist.

Aufgabe 2 - 041212
Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Der Flacheninhalt eines Sehnenvierecks ist

F= \/(s —a)(s=b)(s—c)(s—d),

wobei a, b, ¢, d die Langen der Seiten des Sehnenvierecks sind und s =

atbtetd gegetzt wird.

Aufgabe 3 - 041213
H

Gegeben sei ein Quader ABCDEFGH mit den Kanten
: AD und AF von der Linge a und der Kante AB von der

E F Lénge av/3. Der Schnittpunkt der Diagonalen der Grund-
1 fliche ABCD sei S.

D‘ c a) Es ist der Radius der durch die Punkte A, D, H, E
4 und S gehenden Kugel durch a auszudriicken.

A B b) Es ist zu beweisen, dass die durch die Punkte S, F’
und G gehende Ebene die Kugel beriihrt.

Aufgabe 4 - 041214
Ohne Benutzung einer Zahlentafel oder eines Rechenstabes ist das Produkt

z = cos 20° - cos40° - cos 60° - cos 80°

zu berechnen.

Aufgabe 5 - 041215

In einer IL 18 der Interflug, die nach Berlin fliegt, sitzen fiunf Fluggéste in einer Reihe nebeneinan-
der. Thre Berufe sind: Journalist, Feinmechaniker, Lehrer, Kapitdn und Ingenieur. Sie gehéren den
folgenden Nationen an: Polen, DDR, Ungarn, Zypern und UdSSR. Sie sind verschieden alt (21, 24,
32, 40 und 52 Jahre). Die Fluggéste treiben verschiedene Sportarten (Handball, Schwimmen, Vol-
leyball, Leichtathletik und Fufiball). IThre Reiseziele sind: Berlin, Leipzig, Dresden, Karl-Marx-Stadt
und Rostock.
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Aus Gesprichen entnehmen wir folgende Angaben:
Der Ingenieur sitzt ganz links.

Der Volleyballspieler hat den mittleren Platz.
Der Pole ist Journalist.

Der Feinmechaniker ist 21 Jahre alt.

Der Lehrer treibt Schwimmsport.

Der Kapitédn reist nach Rostock.

Der Handballspieler stammt aus der DDR.

Der Reisende aus der Sowjetunion fliegt nach Leipzig.

Der Leichathlet hat das Reiseziel Karl-Marx-Stadt.

Der Fluggast aus der DDR sitzt neben dem Fluggast aus Ungarn.
Der 52jéhrige sitzt neben dem Reisenden, der nach Dresden fliegt.
Der 24jéhrige sitzt neben dem Reisenden, der nach Leipzig fliegt.

Der Ingenieur sitzt neben dem Zyprioten.

Wie alt ist der Kapitan?

Q

)
)
)
)
)
)
)
)
9) Der nach Berlin fliegende Reisende ist 32 Jahre alt.
)
)
)
)
)
)
b)

Welche Staatsangehorigkeit besitzt der Fufiballspieler?

Weisen Sie nach, dass die Angaben ausreichen, um beide Fragen eindeutig zu beantworten!
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Aufgabe 1 - 041221

Von einem Wiirfel mit der Kantenlédnge a werden alle Ecken durch ebene Schnitte so abgetrennt, dass
aus allen Seitenflichen des Wiirfels kongruente regelméflige Vielecke entstehen.

Es ist der Rauminhalt des Restkorpers zu berechnen.

Unterscheiden Sie die folgenden Falle!

a) Es entstehen regelmiflige Vierecke.

b) Es entstehen regelméfige Achtecke.

c¢) Gibt es noch andere Moglichkeiten?

Aufgabe 2 - 041222
Es ist zu beweisen, dass alle Zahlen der Form

73" + 1049 - 58"

wobei n eine ungerade natiirliche Zahl ist; durch 1965 teilbar sind.

Aufgabe 3 - 041223
Es ist zu zeigen, dass fiir alle reellen Zahlen a und ¢ die Ungleichung

a* — 4ac® + 3c* >0

richtig ist. Wann gilt das Gleichheitszeichen?

Aufgabe 4 - 041224
Losen Sie das Gleichungssystem

sinx +siny 5

sinz —siny 3
x4y =90°

Es soll eine Naherungslosung mit ganzzahligen Gradzahlen angegeben werden.

Aufgabe 5 - 041225
In einem spitzwinkligen Dreieck ABC' ist der Punkt P zu konstruieren, von dem aus alle Seiten des
Dreiecks unter gleich grofien Winkeln erscheinen (d.h. ZBPA = /CPB = ZCPA).

Aufgabe 6 - 041226
Bestimmen Sie in der xy-Ebene die Menge aller Punkte, deren Koordinaten den beiden Ungleichungen

2?4+ y* <r? und \y—x|>g

gentigen (r > 0)!
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Aufgabe 1 - 041231

In einem mathematischen Zirkel einigen sich sechs Teilnehmer auf eine reelle Zahl a, die der siebente
Teilnehmer, der vorher das Zimmer verlassen hatte, bestimmen soll. Nach seiner Riickkehr erhélt er
die folgenden Auskiinfte:

1) a ist eine rationale Zahl.

2) a ist eine ganzrationale Zahl, die durch 14 teilbar ist.

3) a ist eine reelle Zahl, deren Quadrat gleich 13 ist.

4) a ist eine ganzrationale Zahl, die durch 7 teilbar ist.

5) a ist eine reelle Zahl, die folgende Ungleichung erfiillt. 0 < a® + a < 8000.

6) a ist eine gerade Zahl.

Er erfahrt, dass von den Auskiinften 1 und 2, 3 und 4 sowie 5 und 6 jeweils eine wahr und eine falsch
ist.

Wie lautet die Zahl a? Wie hat der siebente Teilnehmer die Zahl ermittelt?

Aufgabe 2 - 041232

Es sei
ar +b

fla)=——"4
mit reellen Zahlen a, b, ¢, d als Koeffizienten (c # 0).
Fir welche reellen Zahlen x wird durch die Zuordnung  — y = f(z) eine Funktion definiert?
Ohne Anwendung der Differentialrechnung ist anzugeben, welchen Bedingungen die Koeffizienten
a, b, c,d geniigen miissen, damit diese Funktion in jedem ihrer Definitionsbereiche streng monoton
abnehmend ist.

Aufgabe 3 - 041233
Gegeben sind in der Ebene eine Gerade g und zwei Punkte A und B, die nicht auf g, jedoch in
derselben durch g bestimmten Halbebene liegen.

Durch Konstruktion (mit Zirkel und Lineal) ist ein Punkt P auf g zu finden, von dem aus die Strecke
AB unter einem moglichst groen Winkel erscheint, d.h. fiir den ZAPB > ZAQ@B fiir alle Q € g gilt.

Aufgabe 4 - 041234
Fiir welche reellen Zahlen z ist die Gleichung tan®z + cot? z = 6 erfiillt?

Aufgabe 5 - 041235
Gibt es eine natiirliche Zahl z, die auf zwei verschiedene Weisen in der Form

z=uz!+y!

dargestellt werden kann, wobei 2 und y von Null verschiedene natiirliche Zahlen sind und z < y ist?

Aufgabe 6 - 041236

Gegeben sind im dreidimensionalen Anschauungsraum drei Kreise, die einander paarweise in drei
verschiedenen Punkten beriihren, d.h., je zwei Kreise haben genau einen gemeinsamen Punkt und in
diesem Punkt eine gemeinsame Tangente.

Es ist zu beweisen, dass unter diesen Voraussetzungen die drei Kreise entweder in einer Ebene oder
auf der Oberfliche einer Kugel liegen.
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Aufgabe 1 - 041241
Geben Sie alle reellen Losungen der Gleichung

VPt +Vp—r=2

an, wobei p eine positive reelle Zahl (Parameter) bedeutet!

Aufgabe 2 - 041242
Es ist zu entscheiden, durch welche der Primzahlen 2,3,5,7,11,13,109,151,491 die Zahl z =
19631965 — 1963 teilbar ist.

Aufgabe 3 - 041243

Im dreidimensionalen Raum sind zwei Parallelogramme ABCD und A’B’C’'D’ gegeben. Jedes Par-
allelogramm sei nicht entartet, d.h., seine 4 Eckpunkte sollen nicht auf ein und derselben Geraden
liegen.

Die durch die Parallelogramme bestimmten Ebenen brauchen nicht voneinander verschieden zu sein.
Die Strecken AA’, BB, CC’ und DD’ seien in demselben Verhéltnis geteilt; die Teilpunkte seien A",
B G I,

Welche Aussagen kann man iiber die aus den Punkten A", B” C”, D" gebildete Figur machen?

Aufgabe 4 - 041244

Ermitteln Sie den geometrischen Ort aller Punkte der Ebene, fiir die die Summe der Entfernungen
von den Seiten eines in dieser Ebene gegebenen regelmifigen Fiinfecks oder ihren Verldngerungen
fiinfmal so grofl wie der Radius des dem Fiinfeck einbeschriebenen Keises ist!

Aufgabe 5 - 041245
Ermitteln Sie alle Zifferntripel (z,y, z) mit x,y, z # 0, mit denen

(zxx...x): 2n Ziffern; (yyy...y): n Ziffern; (222...2): n Ziffern
fiir mindestens zwei voneinander verschiedene positive natiirliche Zahlen n erfiillt ist!
Geben Sie sodann alle Zahlen n an, fiir die (1) mit den ermittelten Tripeln gilt!

Aufgabe 6 - 041246
Es ist folgender Satz zu beweisen:
Sind «, f und « die Winkel eines Dreiecks, dann gilt:

cosa + cos B+ cosy <

N | W

Wann gilt das Gleichheitszeichen?
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1.7 V. Olympiade 1965
1.7.1 1. Stufe 1965, Klasse 12

Aufgabe 1 - 051211
Ein Winkelstahl (gleichschenkliger L-Stahl) hat den in der Abb. angegebenen Querschnitt. Dabei ist
b =50mm, d =5mm, r = 2r; = Tmm.

a) Wie groB ist seine Masse bei einer Lénge von 5 m? (Dichte des Stahls p = 7,85_-%5)7

b) Wie grof} ist der prozentuale Fehler, wenn man zur Vereinfachung der Rechnung die Rundungen
vernachlassigt und annimmt, dass die Querschnittsfliche aus zwei rechteckigen Flachen besteht?

d

Y

™

\\(/’ \
)

c¢) Wie groff ist der maximale prozentuale Fehler, der bei der zu b) durchgefithrten
Néherungsrechnung entsteht, wenn b = 50mm und r = 7mm konstant sind und d zwischen
5 mm und 9 mm liegt?

Aufgabe 2 - 051212

Vier kongruente Kugeln beriihren eine Ebene auf ein und derselben Seite. Ferner beriihrt jede Kugel
zwei der anderen, und jede der Kugeln beriihrt einen und denselben geraden Kreiskegel, dessen
Grundkreis in der gegebenen Ebene liegt.

Es ist der Radius des Grundkreises des Kegels in Abhéngigkeit vom Radius der Kugeln und von der
Hohe des Kegels darzustellen (Fallunterscheidung).

Aufgabe 3 - 051213
Jemand benutzt, um die Teilbarkeit natiirlicher Zahlen durch 7 zu untersuchen, die folgende ”Sie-
benerregel”:

Von der (mindestens zweistelligen) zu untersuchenden Zahl z wird die letzte Ziffer gestrichen. Von
der erhaltenen Zahl wird sodann das Doppelte der gestrichenen Zahl subtrahiert. Die so entstandene
Zahl z; ist dann und nur dann durch 7 teilbar, wenn z durch 7 teilbar ist. Indem er das Verfahren
gegebenenfalls wiederholt anwendet, kann er so von jeder natiirlichen Zahl z feststellen, ob sie durch
7 teilbar ist.

Man untersuche, ob diese ”Siebenerregel” richtig ist.
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Aufgabe 4 - 051214
Klaus und Dieter vereinbaren das folgende Spiel:

Klaus nimmt 6 Bindfiden gleicher Lénge in eine Hand, so dass an jeder Seite der Faust sechs
Bindfadenenden herausragen. Dieter wird aufgefordert, die Enden auf jeder Seite paarweise zusam-
menzukniipfen. Stellt sich beim Offnen der Hand heraus, dass die Bindfiden einen einzigen Ring
bilden, so hat Dieter gewonnen, anderenfalls gewinnt Klaus.

Wer von beiden hat die groBeren Gewinnchancen? Stellen Sie dazu folgende Uberlegungen an!
a) Wieviel verschiedene Moglichkeiten m, die Bindfadenenden zu verkniipfen, gibt es tiberhaupt?
b) In wieviel Féllen r erhélt man einen einzigen Ring?
¢) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit w, dass ein einziger Ring entsteht?

Bemerkung: w ist definiert als ->-, wobei m und r in a) und b) erklirt sind.
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Aufgabe 1 - 051221
Aus einer Kugel vom Radius r wird ein Kugelsektor herausgeschnitten, der sich aus einem Kegel der
Hohe h und dem zugehorigen Kugelsegment zusammensetzt.

a) Welche Lange h hat die Hohe des Kegels, wenn der Flacheninhalt der herausgeschnittenen Kugel-
kappe gleich einem Drittel des Oberflacheninhaltes der Kugel ist?

b) Welche Lénge h hat die Hohe des Kegels, wenn das Volumen des Kugelsektors gleich einem Drittel
des Volumens der Kugel ist?

Aufgabe 2 - 051222
Man ermittle sdmtliche nicht negativen ganzen Zahlen n, fiir die die Zahl z = 5™ —4™ durch 61 teilbar
ist.

Aufgabe 3 - 051223
Es seien a eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine reelle Funktion mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) Ist die Funktion f an der Stelle x definiert, so ist sie auch an den Stellen 2+ a und = — a definiert.
(2) Fiir alle z, fiir die die Funktion f definiert ist, gilt

1+ f(x)

f(:L‘—&-a)—m

a) Es ist zu beweisen, dass die Funktion f periodisch ist, d. h., dass es eine von Null verschiedene
reelle Zahl b gibt, so dass f(z) = f(x + kb) fiir alle z, fiir die die Funktion f definiert ist, und fiir alle
ganzen Zahlen k gilt.

b) Geben Sie eine Funktion an, die die obigen Eigenschaften hat!

Aufgabe 4 - 051224
Man ermittle alle reellen Zahlen z,y, fiir die die Gleichung

sin (x +y) = sinz + siny

erfullt ist.

Aufgabe 5 - 051225
Man ermittle sdmtliche reellen Zahlen z, fiir die das Polynom

f(@) = (= 1)(z—2)(z - 3)(z —4)

a) seinen kleinsten Wert annimmt (Wie grof} ist dieser?) und
b) seinen grofiten Wert annimmt, wenn 2 auf das Intervall 1 < z < 4 beschrankt wird (Wie grof ist
dieser?).

Aufgabe 6 - 051226
Kann ein von einem regelméfigen Tetraeder begrenzter Korper bei parallelem und senkrecht auf die
Bildebene auftreffendem Licht auf dieser einen quadratférmigen Schatten werfen?
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Aufgabe 1 - 051231
Es ist zu beweisen, dass die Zahl z = 2™ + 1 fiir keine natiirliche Zahl n > 0 Kubikzahl ist.

Aufgabe 2 - 051232
Die in der Abbildung im Grundriss gegebene vierseitige Pyramide soll durch eine Ebene derart
geschnitten werden, dass die Schnittfliche ein Parallelogramm ist.

Sl

C/
D/

Al

a) Konstruieren Sie an dem gegebenen Grundriss die geforderte Schnittfliche und die Spurgerade der
zugehorigen Schnittebene!

b) Wie verdndert sich die Konstruktion, wenn die Grundfliche ein Trapez ist?

¢) Wie verdandert sich die Konstruktion, wenn die Grundfliche ein Parallelogramm ist?

Aufgabe 3 - 051233
a) Man ermittle simtliche Funktionen y = f(x), die fiir alle reellen Zahlen definiert sind und der
Gleichung

a-flx—1)4+b-f(l—2z)=cx

(a, b, c reelle Zahlen) geniigen, falls |a| # |b| gilt.
b) Man diskutiere ferner den Fall |a| = |b|.

Aufgabe 4 - 051234
Die Paare (x,,,yn) reeller Zahlen z,,,y, (n =0,1,2,...) seien wie folgt definiert:

To = 1a
Yo = 07
Tp+1 = T ol Qyna

Ynt+1l = Tn + Yn
fiir n > 0. Man beweise, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n die Gleichung gilt:

x® — 22 = (-1)"

Aufgabe 5 - 051235
Der Flicheninhalt des ebenen (nicht notwendig konvexen) Vierecks ABCD sei S, die Langen der
Seiten AB, BC,CD, DA seien (in dieser Reihenfolge) a, b, ¢, d. Man beweise, dass stets gilt

” a—l—c_b—i—d

5_2 2

und untersuche, wann das Gleichheitszeichen gilt.
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Aufgabe 6 - 051236
Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die folgenden Beziehungen gelten:

sin® nx

(1) sinz +sin3z + ... +sin (2n — 1) = — fiir alle reellen x mit sinx # 0
sinz

(2) sinz +sin3z + ... +sin(2n — 1)z =0 fur alle reellen x mit sinz =0
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Aufgabe 1 - 051241
Man ermittle alle reellen Zahlen a,b und alle ganzen Zahlen n > 1, fir die (a + b)™ = a™ + b™ gilt.

Aufgabe 2 - 051242

An einem Tanzabend hat jeder der anwesenden Herren mit mindestens einer der anwesenden Damen
getanzt und jede der anwesenden Damen mit mindestens einem der anwesenden Herren.

Kein Herr hat mit jeder der anwesenden Damen und keine Dame mit jedem der anwesenden Herren
getanzt.

Es ist zu beweisen, dass es unter den Anwesenden zwei solche Damen und zwei solche Herren gegeben
hat, dass an dem Abend jede der beiden Damen mit genau einem der beiden Herren, und jeder der
beiden Herren mit genau einer der beiden Damen getanzt hat.

Es wird vorausgesetzt, dass der Tanzabend nicht ohne Damen und Herren stattgefunden hat, d.h.,
die Menge, die aus allen anwesenden Damen und Herren besteht, ist nicht leer.

Aufgabe 3 - 051243
Unter allen Strecken M N, die das Dreieck AABC in zwei inhaltsgleiche Teile zerlegen, ist die Anzahl
und die Lénge aller derjenigen zu ermitteln, die moglichst kurz sind.

Aufgabe 4 - 051244
Man ermittle alle geordneten Quadrupel reeller Zahlen (z1,x2,x3,24), fiir die das folgende Glei-
chungssystem erfiillt ist:

(%) T1%9 + 2123 + Toxz + T4 = 2
() T1To + 124 + T2Ty + T3 = 2
T1T3 + T124 + 2374 + T2 = 2

ToX3 + ToXy + T3x4 + 21 = 2

Aufgabe 5 - 051245
Man beweise, dass tan 7°30" = V6++v/2—-/3-2 gilt.

Aufgabe 6 - 051246

Man beweise den folgenden Satz:

Wenn der Schnitt jeder Ebene, die mit der Fldche F' mehr als einen Punkt gemeinsam hat, ein Kreis
ist, dann ist F' eine Kugel(flache).
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Aufgabe 1 - 061211

Die Cheops-Pyramide in Agypten hat die Form einer Pyramide mit der quadratischen Grundfliche
ABCD. Die Spitze S liegt 140 m iiber dem Mittelpunkt M der Grundfliche. Die Seitenlénge der
Grundflache betragt 231 m. Wir wollen einmal annehmen, dass folgendes moglich ist:

Ein Tourist besteigt die Pyramide derart, dass er von A ausgehend auf geradem Wege senkrecht zur
Kante BS gelangt. Nachdem er diese Kante im Punkt B; erreicht hat, geht er weiter auf geradem
Wege senkrecht zur Kante C'S bis zu dieser Kante im Punkt C7, von dort entsprechend weiter zum
Punkt D; auf Kante DS und zum Punkt A; auf der Kante AS.

a) Wie lang wire der von ihm von A bis zum Punkt A; zuriickgelegte Weg?
b) In welcher Hohe iiber der Grundfliche befande sich der Tourist im Punkt A;?

¢) Welche Winkel wiirden die geraden Teilwege mit der Ebene der Grundfliche bilden?

Aufgabe 2 - 061212

In einer Ebene sind fiinf Punkte gegeben, von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Je zwei
dieser Punkte sind entweder durch eine rote oder eine blaue Strecke so verbunden, dass keine drei
von diesen Strecken ein Dreieck derselben Farbe bilden.

a) Beweisen Sie:

(1.) Von jedem der fiinf gegebenen Punkte gehen genau zwei rote und genau zwei blaue Strecken
aus.

(2.) Die roten Strecken bilden einen geschlossenen Streckenzug, der alle funf gegebenen Punkte
enthélt. Dasselbe gilt fiir die blauen Strecken.

b) Ermitteln Sie die Anzahl aller (voneinander verschiedenen) Moglichkeiten, die gegebenen fiinf
Punkte unter den Bedingungen der Aufgabe durch rote und blaue Strecken zu verbinden!

Aufgabe 3 - 061213

In einer quaderférmigen Schachtel mit den inneren Abmessungen 10 cm, 10 cm und 1 c¢m sind gleich
grofle Kugeln von 1 ecm Durchmesser einzulegen. Jemand behauptet, man kénne mehr als 105 dieser
Kugeln in der Schachtel unterbringen.

Stellen Sie fest, ob diese Behauptung richtig ist!

Aufgabe 4 - 061214
Geben Sie alle n-stelligen natiirlichen Zahlen an, die gleich der n-ten Potenz ihrer Quersumme sind!
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Aufgabe 1 - 061221
Beweisen Sie folgenden Satz:
Sind «, 3,7 die Gradmafle der Winkel eines beliebigen ebenen Dreiecks, so gilt stets:

cota - cot S+ cot B -coty+coty-cota=1

Aufgabe 2 - 061222

In einer Ebene seien die vier Punkte P, Q,R, S (P # Q, R # S, PQ nicht senkrecht auf RS) gegeben.
Es ist zu zeigen, dass man dann stets vier Geraden p, ¢, r, s mit P auf p, Q auf ¢, R auf r und S auf
s so konstruieren kann, dass ihre siémtlichen Schnittpunkte die Ecken eines Quadrates bilden.

Aufgabe 3 - 061223
Beweisen Sie folgende Behauptung! Ist s = a; + as + ... + a,, durch 30 teilbar, dann ist auch

p=a“§’+ag+..—|—af’l

durch 30 teilbar. (ai,as, ..., a, seien n ganze Zahlen.)

Aufgabe 4 - 061224

Es sei M der Mittelpunkt der Kugel K7, und P sei ein Punkt auflerhalb K;. Ferner sei Ky die
Kugel mit dem Mittelpunkt P und dem Radius von der Linge M P, und Ir sei der Flacheninhalt
des innerhalb K; liegenden Teiles von K.

Beweisen Sie, dass I von der Lage des Punktes P unabhéngig ist!

Aufgabe 5 - 061225
Es seien n, p, r, s natiirliche Zahlen. Ferner sei

(r+syP)" + (r —syp)" (r+syp)" — (r —syp)" 2 2 2 _yn

v = , t=1r"—5Dp, z=wu

2 2D

a) u und v sind natiirliche Zahlen.
b) Die (somit ganze) Zahl z ist durch v? ohne Rest teilbar.

Aufgabe 6 - 061226

a) Geben Sie alle Tripel reeller Zahlen (z,y, z) an, die das Gleichungssystem (1)
20 +3y+z2z=1 ; dr —y+2z =2 ; 8r+by+3z2=4
erfiillen!

b) Bilden Sie alle Gleichungssysteme, die sich von dem Gleichungssystem (1) in genau einem Koeffi-
zienten unterscheiden und unendlich viele Losungen besitzen!
Als "Koeffizienten” seien hier sowohl die auf der "linken Seiten” stehenden ”Vorzahlen” der Va-
riablen als auch die ”absoluten Glieder” auf den "rechten Seiten” bezeichnet.
Geben Sie auch in diesen Féllen alle Tripel reeller Zahlen an, die die jeweiligen Gleichungssysteme
erfillen!

¢) Bilden Sie ein Gleichungssystem, das sich von (1) in genau zwei Koeffizienten unterscheidet, das
aber von keinem Tripel reeller Zahlen erfillt wird!
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Aufgabe 1 - 061231

In ein und derselben Ebene seien n Punkte (n > 2) so verteilt, dass es zu jedem von ihnen unter den
iibrigen nur einen néchstgelegenen gibt. Zu jedem dieser n Punkte werde der von ihm ausgehende
und in dem ihm néchstgelegenen Punkt endende Vektor und nur dieser gezeichnet.

Man ermittle die grofitmogliche Anzahl derjenigen unter diesen Vektoren, die dann in einem und
demselben der n Punkte enden kénnen.

Aufgabe 2 - 061232

Gegeben sei die Kantenlénge a eines Wiirfels. Eine seiner Seitenflichen sei das Quadrat ABC D, der
Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seitenfléche sei M.

Wie grof} ist der Abstand der Geraden BC und AM?

Anmerkung: Unter dem Abstand zwischen zwei windschiefen Geraden g und h versteht man die
Lénge derjenigen Strecke XY, die folgende Eigenschaften hat: X liegt auf g, Y liegt auf h, XY 1 g,
XY 1 h.

Aufgabe 3 - 061233
Es sind alle diejenigen reellen Zahlen z in den Intervallen 0 <z < § und § <z < 7 anzugeben, fiir
die
f(z) =sinz + cosx + tanz + cot
positiv ist und alle diejenigen reellen Zahlen z, in denselben Intervallen, fiir die f(z) negativ ist.

Gibt es einen kleinsten positiven Wert, den f(x) in den obigen Intervallen annimmt, und wenn ja,
welcher Wert ist dies?

Aufgabe 4 - 061234
Man ermittle alle und nur diejenigen reellen Zahlen z, die der Gleichung

{54—63:] 152 -7

8 )
gentigen.
Dabei bedeutet [a] die grofite ganze Zahl, die nicht gréBer als a ist; z.B. ist [12] = 6, [-6,5] = —7
und [6] = 6.

Aufgabe 5 - 061235

Es seien n Schiiler mit Nummern versehen und in der Reihenfolge 1,2, 3, ...,n nebeneinander aufge-
stellt.

Ein Umordnungsbefehl besteht darin, dass jeder Schiiler entweder einmal seinen Platz mit einem
anderen tauscht oder auf seinem Platz bleibt.

Man gebe zwei Befehle an, durch deren Hintereinanderausfiihrung die Anordnung n,1,2,3,....n — 1
entsteht.

Aufgabe 6 - 061236

Die Zahl sin 10° geniigt einer algebraischen Gleichung dritten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten.
Man stelle diese (bis auf einen gemeinsamen Teiler aller Koeffizienten eindeutig bestimmte) Gleichung
auf und ermittle ihre beiden anderen Wurzeln.
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1.8.4 1V. Stufe 1966, Klasse 12

Aufgabe 1 - 061241

In einer Ebene € seien ein Quadrat ABC'D und ein in seinem Innern gelegenen Punkt P gegeben.
Ein Punkt @ durchlaufe alle Seiten des Quadrates.

Beschreiben Sie die Menge aller derjenigen Punkte R in ¢, fiir die das Dreieck APQR gleichseitig ist!

Aufgabe 2 - 061242
Es sei n # 0 eine natiirliche Zahl. Eine Zahlenfolge werde kurz eine Folge "F,” genannt, wenn n
untereinander verschiedene Zahlen z1, 2o, ..., z,, existieren, so dass folgende Bedingungen erfillt sind:

1) Jedes Glied der Folge ist eine der Zahlen z1, 2o, ..., 2.

2) Jede der Zahlen zq, 29, .., 2z, kommt mindestens einmal in der Folge vor.

(
(2)
(3) Je zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Glieder der Folge sind voneinander verschiedene Zahlen.
(4)

4) Keine Teilfolge der Folge hat die Form {a, b, a,b} mit a # b.
Bemerkung: Als Teilfolge einer gegebenen Folge {x1, x2, x3, ...} oder {1, z2, 3, ..., x5} bezeichnet
man jede Folge der Form {1, Zyma, Tms, ...} oder {1, Tm2, Tms, .-, Tme } mit natiirlichen Zahlen

mp < mg <msz< ...

Beantworten Sie folgende Fragen:

a) Gibt es bei fest gegebenen n beliebig lange Folgen F,?

b) Wenn Frage a) fiir ein n zu verneinen ist:

Welches ist die grofitmogliche Anzahl von Gliedern, die (bei gegebenem n) eine Folge F,, haben kann?

Aufgabe 3 - 061243
Man beweise folgenden Satz:

n
Ist n > 2 eine natiirliche Zahl, sind ay, ..., a,, positive reelle Zahlen und wird > a; = s gesetzt, so gilt
i=1

n

a; n
> o2
— S — a; n—1

11

Aufgabe 4 - 061244

Gegeben ist eine natiirliche Zahl n > 3. Es sei V = P; P,...P,, ein ebenes regelméfiges n-Eck.

Geben Sie die Gesamtanzahl aller voneinander verschiedenen stumpfwinkligen Dreiecke APy P, P,
(wobei Py, P, Py, Ecken von V sind) an!

Aufgabe 5 - 061245
Ermitteln Sie zu jeder natiirlichen Zahl n die Anzahl A(n) aller ganzzahligen nichtnegativen Losungen
der Gleichung 5z + 2y + z = 10n.

Aufgabe 6 - 061246

Man beweise folgenden Satz:

Liegen die n paarweise voneinander verschiedene Punkte P;, ¢ = 1,2,...,n; n > 2, so im dreidimen-
sionalen Raum, dass jeder von ihnen von ein und demselben Punkt @) einen kleineren Abstand hat
als von jedem anderen der P;, dann ist n < 15.
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1.9 VII. Olympiade 1967
1.9.1 1. Stufe 1967, Klasse 12

Aufgabe 1 - 071211
Vier Personen A, B, C, D legten gemeinsam eine positive ganze Zahl fest. Jeder der vier gibt iiber
diese Zahl die folgenden drei Auskiinfte, von denen jeweils mindestens eine wahr und mindestens eine

falsch ist:
A: 1. Die Zahl ist durch 4 teilbar;
2. sie ist durch 9 teilbar;
3. das 11fache der Zahl ist kleiner als 1000.

B:

W N = W N =

N =

. Die Zahl ist durch 10 teilbar;
. sie ist grofer als 100;
. das 12fache der Zahl ist groBler als 1000.

. Die Zahl ist eine Primzahl;
. sie ist durch 7 teilbar;
. sie ist kleiner als 20.

. Die Zahl ist nicht durch 7 teilbar;
. sie ist kleiner als 12;
. das bfache der Zahl ist kleiner als 70.

Wie lautet die Zahl?

Aufgabe 2 - 071212
Die Rentabilitdt des Einsatzes von Rohbraunkohle oder Braunkohlenbriketts wird auch durch die
Transportkosten beeinflusst. Die folgende Tabelle zeigt die Kosten (in M je Mill. keal) einschlieBlich
der Transportkosten fiir Rohbraunkohle bzw. Braunkohlenbriketts, und zwar fiir Transportentfernun-
gen von 0 km, 100 km und 200 km.

Transportentfernung Kosten in M je Mill. kcal

in km Rohbraunkohle Braunkohlenbriketts
X y z

0 4,0 8,0

100 8,6 9,2

200 12,1 10,0

Allgemein lassen sich die Kosten fiir die Entfernungen bis etwa 400 km durch eine Funktion vom Typ
y = ag + a12 + asx? darstellen.

Ermitteln Sie die Koeffizienten ag, a1, as in beiden Féllen! Entscheiden Sie, fiir welche Transportent-
fernungen bis 400 km der Einsatz von Rohbraunkohle billiger ist!
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Aufgabe 3 - 071213

Die Abb. zeigt ein regelméfliges Neuneck mit seinem
Umkreis. Um die Eckpunkte A, B, C, D, E, F, G,
H und K dieses Neunecks sind in der aus der Abb.
ersichtlichen Weise Kreisbogen gezeichnet, deren Ra-
dien ebenso lang wie die Neuneckseiten sind.

Untersuchen Sie, ob die in der Figur mit L, M und N
bezeichneten Schnittpunkte dieser Kreisbogen Eck-
punkte eines gleichseitigen Dreiecks sind!

Aufgabe 4 - 071214

Zur Verfiigung stehen eine Holzkugel, ein Zirkel, mit dem man sowohl auf einer (gentigend grof3
gedachten) ebenen Fliche als auch auf der Kugeloberfliche zeichnen kann, Bleistift, ein starr gerad-
liniges (ohne Léngenskale) Lineal und (ebenes) Zeichenpapier.

Man konstruiere den Radius der Holzkugel!
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1.9.2 II. Stufe 1967, Klasse 12

1.9.2 Il. Stufe 1967, Klasse 12

Aufgabe 1 - 071221

Es seien xj und yi ganzrationale Zahlen, die die Bedingungen 0 < x3, < 2 und 0 < y;, < 2 erfiillen.
a) Ermitteln Sie die Anzahl aller (nicht entarteten) Dreiecke mit Eckpunkten Py (xy; yx), wobei xy, yx
die rechtwinkligen kartesischen Koordinaten von Pk bedeuten!

Anmerkung: Dabei gelten zwei Dreiecke Ay und Ay genau dann als gleich, wenn jede Ecke von A;
auch Ecke von Ay ist.

b) Geben Sie die Mafizahlen der Flacheninhalte aller dieser Dreiecke an!

Aufgabe 2 - 071222

Beweisen Sie den folgenden Satz!

Gegeben seien gewisse Gegenstidnde, von denen jeder eine bestimmte Farbe und eine bestimmte Form
hat.

Wenn es unter diesen Gegenstidnden zwei von verschiedener Farbe und zwei von verschiedener Form
gibt, dann befinden sich unter den Gegenstédnden mindestens zwei solche, die sich sowohl in der Farbe
als auch in der Form unterscheiden.

Aufgabe 3 - 071223
Beweisen Sie, dass fiir alle nicht negativen reellen Zahlen a, b, ¢ gilt:

a® 4+ b + ¢ > a®>Vbe + b*ac + Vab

Aufgabe 4 - 071224
Beweisen Sie, dass das Produkt von vier aufeinanderfolgenden positiven ganzen Zahlen nicht das
Quadrat einer positiven ganzen Zahl sein kann!

Aufgabe 5 - 071225
Es sind alle geordneten Paare reeller Zahlen (x,y) anzugeben, fiir die das Gleichungssystem

z-(az® +by? —a) =0 (1)
y- (ax? +by* —b) =0 (2)

erfiillt ist. Dabei sind a und b reelle Zahlen mit a # 0,b # 0 und a # b.

Aufgabe 6 - 071226

Gegeben sei eine regelmafige sechsseitige Pyramide. Man lege einen ebenen Schnitt durch die Pyrami-
de, der durch die Mittelpunkte zweier nicht benachbarter und nicht paralleler Seiten der Grundflache
und durch den Mittelpunkt der Hohe der Pyramide verlauft.

Es ist das Verhéltnis des Flacheninhalts der dabei entstehenden Schnittfigur und des Flacheninhalts
einer Seitenfliche der Pyramide zu ermitteln.
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1.9.3 Ill. Stufe 1967, Klasse 12

Aufgabe 1 - 071231

Drei gleich groie Holzkugeln mit einem Radius der Lange r, die sich paarweise beriihren, liegen auf
einer ebenen Tischplatte.

Wie grof} ist der Radius einer vierten Kugel, die alle drei Kugeln und die Tischplatte gleichzeitig
beriihrt?

Aufgabe 2 - 071232
Es ist das Produkt

sin 5° sin 15° sin 25° sin 35° sin 45° sin 55° sin 65° sin 75° sin 85°

in einen Ausdruck umzuformen, der aus natiirlichen Zahlen lediglich durch Anwendung der Rechen-
operationen des Addierens, Subtrahierens, Multiplizierens, Dividierens sowie des Radizierens mit
natiirlichen Wurzelexponenten gebildet werden kann.

Beispiel: sin 30° sin 60° = $v/3

Aufgabe 3 - 071233
7
Wie lauten die letzten beiden Ziffern der Zahl 77" — 772

Aufgabe 4 - 071234
Es sei y = f(x) eine fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion, die fiir alle derartigen = folgende
Gleichung erfiillt

fe+l)=(@+1)-f(z) (1)

Auflerdem sei y = g(z) eine ebenfalls fiir alle reellen z definierte Funktion. Fiir alle z sei f(z) von 0
verschieden.

Beweisen Sie!

Die Funktion ¢(z) = f(x) - g(z) erfiillt genau dann fiir alle reellen = die Gleichung

plz+1) = (z+1o(z) (2)

wenn g(x) eine periodische Funktion mit der Periodenlédnge 1 ist.

Aufgabe 5 - 071235

In einer Weberei wird Garn von genau sechs verschiedenen Farben zu Stoffen von je genau zwei
verschiedenen Farben verarbeitet. Jede Farbe kommt in mindestens drei verschiedenen Stoffsorten
vor. (Dabei gelten zwei Stoffsorten dann und nur dann als gleich, wenn in ihnen dieselben zwei Farben
auftreten.)

Beweisen Sie, dass man drei verschiedene Stoffsorten derart finden kann, dass in ihnen alle sechs
Farben auftreten!

Aufgabe 6 - 071236

Beweisen Sie, dass es stets moglich ist, von 6 Punkten einer Ebene, wobei keine 3 Punkte kollinear
(d.h. auf derselben Geraden gelegen) seien, 3 Punkte derart auszuwéhlen, dass diese die Ecken eines
Dreiecks bilden, das einen stumpfen Winkel von mindestens 120° enthélt!
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1.9.4 1V. Stufe 1967, Klasse 12

Aufgabe 1 - 071241
Man ermittle alle geordneten Quadrupel reeller Zahlen (z1,x2,x3,24), fiir die das folgende Glei-
chungssystem erfiillt ist:

r1+axre+x3=">0

[\

To+ax3+ x4 =>

r3+ary+x1=0>0

—~ o~ —~
= W
—_— Y —

Ty+ary+x9 =0

Dabei sind a und b reelle Zahlen (Fallunterscheidung!).

Aufgabe 2 - 071242

Welche von allen Ebenen, die eine und dieselbe Korperdiagonale eines Wiirfels mit der Kantenlédnge
a enthalten, schneiden aus den Wiirfel eine Schnittfigur kleinsten Flacheninhaltes heraus? Berechnen
Sie den Fliacheninhalt solch einer Schnittfigur!

Aufgabe 3 - 071243
Geben Sie alle Funktionen y = f(x) an, die jeweils in groftmoglichem Definitionsbereich (innerhalb
des Bereichs der reellen Zahlen) der Gleichung

a- f(@") + f(—=a") = ba

geniigen, wobei b eine beliebige reelle Zahl, n eine beliebige ungerade natiirliche Zahl und a eine reelle
Zahl mit |a| # 1 ist!

Aufgabe 4 - 071244

Sechzehn im Dezimalsystem geschriebene natiirliche Zahlen mdgen eine geometrische Folge bilden,
von der die ersten fiinf Glieder neunstellig, fiinf weitere Glieder zehnstellig, vier Glieder elfstellig und
zwei Glieder zwolfstellig sind.

Man beweise, dass es genau eine Folge mit diesen Eigenschaften gibt.

Aufgabe 5 - 071245
Es ist zu beweisen, dass fiir alle reellen Zahlen x des Intervalls 0 < z < 7 die Ungleichung

1 1
sinx + 5511123:—&— gsin?)a: >0

erfullt ist.

Aufgabe 6 - 071246

Es ist folgender Satz zu beweisen:

Ein Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn mindestens zwei seiner Winkelhalbierenden gleich
lang sind.
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1.10 VIII. Olympiade 1968
1.10.1 I. Stufe 1968, Klasse 12

Aufgabe 1 - 081211

Bei den Europameisterschaften der Ruderinnen im August 1966 erhielten in der Landerwertung die
DDR als erfolgreichstes Land, 37 Punkte und die UdSSR 36,5 Punkte. Beide Lander erhielten in
jeder der 5 Disziplinen Einer, Doppelzweier, “Vierer mit”, Doppelvierer und Achter genau je eine der
drei pro Disziplin vergebenen Medaillen.

Wieviel Goldmedaillen, wieviel Silbermedaillen und wieviel Bronzemedaillen erhielt jedes der beiden
Léander?

Die Punktbewertung ergibt sich aus der folgenden Tabelle.

‘Goldmedaille Silbermedaille | Bronzemedaille

Einer bzw. Doppelzweier 6 5 4
“Vierer mit” bzw. Doppelvierer 9 7,5 6
Achter 12 10 8

Es ist ferner bekannt, dass die DDR beim Doppelzweier besser als beim Einer und beim Doppelvierer
besser als beim “Vierer mit” abschloss. Die UdSSR schnitt beim Einer besser als beim Doppelzweier
ab.

Aufgabe 2 - 081212

a) Auf den Seiten AB, BC und CA des Dreiecks AABC liegen die von den Eckpunkten und
paarweise untereinander verschiedenen Punkte A;, Ay, A3 bzw. By, Bs, B3, By bzw. Cp, Cs,
Cs, Cy, Cs.

Geben Sie die Anzahl aller Dreiecke an, die aus allen diesen Punkten (einschliellich der Eck-
punkte A, B, C) gebildet werden kénnen! Zwei Dreiecke gelten genau dann als gleich, wenn
jede Ecke des einen Dreiecks auch Ecke des anderen ist.

b) Geben Sie die Anzahl aller verschiedenen Dreiecke an, wenn es sich entsprechend um die Punkte
Ay, ..., A bzw. By, ..., By, bzw. C1, ..., C, handelt (k, m, n gegebene natiirliche Zahlen)!

Aufgabe 3 - 081213
In einem regelméBigen Tetraeder ABC'D schneiden sich die Héhen in einem Punkt S.

Berechnen Sie die Grofie o des Winkels ZCSD!

Aufgabe 4 - 081214
Quadratwurzeln berechnet man haufig mit der folgenden Naherungsformel:

\/a2+bza+£

2a
Dabei sind a und b positive reelle Zahlen.
a) Es ist zu beweisen, dass fiir den Fehler § = a + % — va? + b dieses Nidherungswertes stets
0<d< 5 gilt.

b) Stellen Sie eine analoge Niherungsformel fiir v/a3 + b auf, und geben Sie eine Abschiitzung fiir
den Fehler!
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Bei der praktischen Anwendung wird b relativ klein gewéhlt. Wie 148t sich die Abschatzung
vereinfachen, wenn man etwa a, b ganzzahlig voraussetzt, und zwar so, dass a® + b zwischen
den Kubikzahlen a® und (a + 1) liegt?

c) Berechnen Sie mit Hilfe der obigen Formeln Naherungswerte fiir v/56 und /80!
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1.10.2 II. Stufe 1968, Klasse 12

1.10.2 Il. Stufe 1968, Klasse 12

Aufgabe 1 - 081221
Geben Sie alle Primzahlen p an, fiir die sowohl p 4+ 10 als auch p + 14 Primzahlen sind!

Aufgabe 2 - 081222

In einer dreiseitigen Pyramide sei die Grundflache ein gleichseitiges Dreieck der Seitenlange a, die
Spitze S liege in der Hohe h iiber dem Schnittpunkt M der Seitenhalbierenden des Grunddreiecks.
Welchen Wert hat der Quotient %, wenn der Neigungswinkel zweier Seitenflichen der Pyramide
gegeneinander 90° betragt?

Aufgabe 3 - 081223
Man gebe zwolf reelle Zahlen aq, ..., ag, b1, ..., bg so an, dass fiir jede reelle Zahl = die Gleichung gilt:

212 +1 = (22 + a12 + b)) (2? + agr + b)) (22 + azx + b3) - (2 + agx + by) (2? + asz + bs) (22 + agx + be)

Aufgabe 4 - 081224
Es sind, alle reellen Zahlen x anzugeben, fiir die die Gleichung

[+ 1] jz=2| - |z+3| |l —4] =]z —1]| - |z + 2| |x — 3| - |z + 4]

erfullt ist.

Aufgabe 5 - 081225
Man beweise v4 — /3 < ¥/3 — ¥/2 ohne die Wurzeln auszurechnen.

Aufgabe 6 - 081226

Ein Trapez ABCD, dessen Grundseiten die Langen a und b (@ > b) haben und dessen beide anderen
(nichtparallelen) Seiten, geniigend verliangert, einen Winkel der Grofie o einschlieen mogen, habe
einen Inkreis.

Berechnen Sie aus den Groflen a, b und « den Durchmesser d dieses Inkreises!
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1.10.3 IIl. Stufe 1968, Klasse 12

Aufgabe 1 - 081231
Man ermittle alle reellen Zahlen z, die die Gleichung

2z 1 4r+6—a

a(m+a)+x72a ~ a(r +a)(z — 2a)

erfiillen! Dabei sei a eine reelle Zahl. (Fallunterscheidung!)

Aufgabe 2 - 081232
a) Man untersuche, ob die Zahlenfolge a,, = v/25n? + 7n + 1 — 5n, streng monoton fallend ist.
b) Beweisen Sie, dass alle Glieder a,, dieser Folge groier als 0,7 sind.

Aufgabe 3 - 081233

Es sei P, P, eine Strecke in einer Ebene € und g die Gerade, die diese Strecke enthélt.

a) Von einem Punkt @ auf g, der nicht auf P; P, liegt, werden an alle die Kreise in €, die P, P, als
Sehne besitzen, die Tangenten gelegt.

Beweisen Sie! Die Beriihrungspunkte dieser Tangenten liegen auf einem Kreis um Q.

b) Es seien @1 und Q2 zwei verschiedene Punkte auf g, die nicht auf der Strecke PP, lie-
gen.

Beweisen Sie! Die beiden Kreise um @1 und @Qs, die fiir diese Punkte die Bedingung des Aufgabenteiles
a) erfiillen, haben keinen Punkt gemeinsam.

Aufgabe 4 - 081234

Durch die Verbesserung der Lebensbedingungen und des Gesundheitsschutzes konnte in der DDR
die Tuberkulose mit groflem Erfolg bekdmpft werden.

Wiéhrend im Jahre 1950 noch 92760 Erkrankungen an aktiver Tuberkulose auftraten, ging diese Zahl
in den folgenden 16 Jahren auf 13777 im Jahre 1966 zuriick.

a) Um wieviel Prozent nahm j&hrlich die Anzahl der Erkrankungen ab, wenn man eine gleichblei-
bende jahrliche prozentuale Abnahme voraussetzt (was, abgesehen von geringen Schwankungen, der
Wirklichkeit entspricht)?

b) Wieviel Jahre betrug in dem Zeitraum 1950 bis 1966 die sogenannte Halbwertzeit, d.h. diejenige
Zeit, in der die Anzahl der Félle auf die Hélfte gesenkt wurde (Angabe in Jahren mit einer Stelle
nach dem Komma)?

c¢) Mit wieviel Erkrankungsfillen ist im Jahre 1970 zu rechnen, wenn man weiter eine gleichbleibende
jahrliche prozentuale Abnahme voraussetzt?
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Aufgabe 5 - 081235 )
Gegeben seien eine dreiseitige Pyramide und die ihr umbeschriebene Kugel. Uber diese Pyramide
und diese Kugel werden die folgenden Aussagen gemacht:

(1) Eine Grundkante der Pyramide ist ebenso lang wie der Durchmesser der Kugel.
(2) Die Langen der beiden anderen Grundkanten verhalten sich wie 3 : 4.

(3) Das Volumen der Pyramide betrigt 40 cm?.

(4) Alle Kanten der Pyramide sind einander paarweise gleich lang.

(5) Die Grundfliache der Pyramide ist ein rechtwinkliges Dreieck.

(6) Die Hohe der Pyramide ist ebenso lang wie der Radius der Kugel.

Es sei bekannt, dass von den obigen sechs Aussagen eine Aussage falsch und die iibrigen
Aussagen wahr sind.
Wie lang sind die Kanten der Pyramide?

Aufgabe 6 - 081236
Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, fiir die die Gleichung

sin® z + cos® 2 = a(sin? z + cos? z)

mindestens eine reelle Losung hat. Ferner sind sdmtliche Losungen fir a = % anzugeben.
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1.10.4 1V. Stufe 1968, Klasse 12

Aufgabe 1 - 081241

Jeder nichtnegative periodische Dezimalbruch reprisentiert eine rationale Zahl, die auch in der Form
% dargestellt werden kann (p und ¢ natiirliche Zahlen und teilerfremd, p > 0,¢q > 0).

Nun seien ap,as,a3 und a4 Ziffern zur Darstellung von Zahlen im dekadischen System. Dabei sei
a1 # ag oder ag # ay.

Beweisen Sie!

Die Zahlen

z1 = 0,a1aza3a4 = 0,a1a2a3a4a1020304...
22 = 0,a4a1a2a3
23 = 0,aza4araz
z4 = 0,a2a3a4a1

haben in der obigen Darstellung p/q stets gleiche Nenner.

Aufgabe 2 - 081242

In einer Ebene € liege ein Kreis k£ mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r.

Als “Spiegelung am Kreis k£” bezeichnet man die folgende Abbildung, durch die jedem Punkt P # M
aus € ein Punkt P’ aus € zugeordnet wird:

(1) P’ liegt auf dem von M ausgehenden und durch P verlaufenden Strahl.

(2) Esist MP- MP' = r2.

a) Konstruieren Sie zu einem beliebig im Innern von k gegebenen Punkt P # M den Spiegelpunkt
P’

b) Es sei ein weiterer Kreis k; beliebig gegeben, jedoch so, dass M auflerhalb von k; liegt.
Konstruieren Sie k] , d.h. die Menge aller Spiegelpunkte P’ der Punkte P von k;!

Aufgabe 3 - 081243
FEine Menge M von Elementen u, v, w heifit eine Halbgruppe, wenn in ihr eine Operation definiert
ist, die jedem geordneten Paar (u,v) von Elementen aus M eindeutig ein Element w aus M zuordnet
(man schreibt © ® v = w) und wenn diese algebraische Operation assoziativ ist, d.h. wenn fiir alle
Elemente u, v,w aus M gilt:

(LRV) W =u® (v w).

Es sei nun c eine positive reelle Zahl, und es sei M die Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen, die
kleiner als ¢ sind. Fiir je zwei Zahlen u,v aus M werde definiert:

Man untersuche

a) ob M eine Halbgruppe ist;

b) ob diese Halbgruppe regulér ist, d.h. ob aus u ® v1 = u ® vy stets v1 = vo und aus v1 @ u = V2 @ u
ebenfalls v; = vy folgt.

Aufgabe 4 - 081244
Losen Sie das Gleichungssystem:

[ logy(x + )| + [logy(z —y)| =3
xy =3
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Aufgabe 5 - 081245
Beweisen Sie, dass fiir alle reellen Zahlen z gilt:

sinbx = 16sinx sin(m—z) sin(:v—i—z) sin x—Q—W sin $+21
B 5 5 5 5

Aufgabe 6 - 081246

Es seien n eine positive ganze Zahl, h eine reelle Zahl und f(«) ein Polynom (ganze rationale Funktion)
mit reellen Koeffizienten vom Grade n, das keine reellen Nullstellen besitzt.

Man beweise, dass dann auch das Polynom

F(z)=f(z)+h-f'(@)+h% f"(x)+..+ 10" fO ()

keine reellen Nullstellen hat!
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Aufgabe 1 - 091211

Bei einer Abendveranstaltung tanzte jeder der anwesenden Herren mit genau drei Damen, und zwar
mit jeder genau einmal. Als alle Teilnehmer nach dem Tanz noch in gemiitlicher Runde beieinander
saflen und den Abend tberblickten, wurde festgestellt, dal jede der anwesenden Damen mit genau
zwei Herren, und zwar mit jedem genau einmal, getanzt hatte. Ferner bemerkte man, daf} je zwei der
Herren im Verlaufe des Abends genau eine gemeinsame Tanzpartnerin gehabt hatten.

Es ist die Anzahl aller bei dieser Veranstaltung anwesenden Damen und Herren zu ermitteln.

Aufgabe 2 - 091212
9
a) Es sind alle reellen Losungen der Gleichung x(z + 1)(x + 2)(z + 3) = T ermitteln.

b) Ferner sind alle reellen Zahlen a anzugeben, fir die die Gleichung z(x + 1)(z + 2)(z + 3) = a
keine, genau eine, genau zwei, genau drei, genau vier bzw. mehr als vier verschiedene reelle
Losungen in = hat.

Aufgabe 3 - 091213
Es sind alle natiirlichen Zahlen a anzugeben, fiir welche die Gleichung a®” = (a®)* erfiillt ist.

Anmerkung: a® bedeutet a(*”).

Aufgabe 4 - 091214

In einem ebenen Geldnde kann das Abstecken eines Kreisbogens vom Radius 7 iiber einer Sehne AB
der Linge AB = s < 2r (der gesuchte Kreisbogen sei der kleinere der beiden von A und B begrenzten
Bogen eines Kreises vom Radius r) nach folgender Ndherungsmethode ausgefiithrt werden:

In beliebigen Teilpunkten 7" im Innern der Strecke AB werden Senkrechte nach der Seite des gesuch-
ten Kreisbogens errichtet und auf diesen von T aus Strecken der Liange TP’ = 2/ = ;—ff abgetragen
(AT = a, TB = b). Der gesuchte Punkt P des Kreisbogens auf der Geraden durch 7" und P’ ha-

be von T' den Abstand TP = z. Ferner sei, wie in der Vermessungstechnik vorausgesetzt wird, s < %’I‘.

Es ist zu beweisen, dass dann der rela- P
_p
tive Fehler § = =74 stets kleiner als P!
z
0,0051, d.h. 0,51 % ist.
A T B
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Aufgabe 1 - 091221
Gegeben sei eine reelle Zahlenfolge ay, as, ..., ay, ... durch die (independente) Darstellung

an = can® + c1n + 0 (1)

wobei ¢, c1, ¢ reelle Zahlen sind. Als erste Differenzenfolge bezeichnet man die Folge D(1), =
an+1 — an, und als zweite Differenzenfolge die Folge D(2),, = D(1),41 — D(1), , (n =1,2,3,...).

a) Esseien cg = 1,¢1 = —1, ¢ = 1. Unter dieser Voraussetzung sind a,,, D(1),, , D(2),, firn =1,2,3,4
und 5 zu berechnen.

b) Es ist allgemein zu beweisen, dass fiir (1) die Folge D(2),, konstant ist.

Aufgabe 2 - 091222

In einem Wiirfel mit den Eckpunkten A, B,C, D, E, F,G, H und der Kantenldnge a seien F'B, F'G
und F'E die drei von F' ausgehenden Kanten. Ferner sei € die Ebene durch G, B, E.

Es ist zu beweisen, dass die Korperdiagonale F'D senkrecht auf der Ebene e steht und von ihr im
Verhaltnis 1 : 2 geteilt wird.

Aufgabe 3 - 091223
Es sind alle reellen Losungen des folgenden Gleichungssystems anzugeben:

T +y=az (1)
x—y=bz (2)
2?4+ 9° =cz (3)

Dabei sind a, b, ¢ reelle Zahlen. (Fallunterscheidung!)

Aufgabe 4 - 091224

Gegeben seien nattirliche Zahlen k£ und n mit 0 < k < n. In einer Schachtel liegen (offen sichtbar, so
dass ihre Anzahl festgestellt werden kann) genau n Kugeln. Zwei Spieler spielen ein Spiel nach der
folgenden Regel:

Die Spieler nehmen abwechselnd Kugeln aus der Schachtel heraus, und zwar sind jeweils mindestens
eine und héchstens k Kugeln zu entnehmen. Wer die letzte Kugel aus der Schachtel entnehmen muss,
hat verloren.

Welche Beziehung zwischen k und n muss erfiillt sein, damit

a) der anziehende Spieler,

b) der nachziehende Spieler

den Gewinn erzwingen kann?
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Aufgabe 1 - 091231
a) Es ist zu beweisen, dass die Zahl

655333 4 65534% 4 65535° + 65536 + 65537° + 6538 4 65539°
32765 - 32766 + 32767 - 32768 + 32768 - 32769 + 32770 - 32771

ganzrational ist!
b) Die Zahl z ist zu berechnen!

Aufgabe 2 - 091232

Vier Freunde, Axel, Bodo, Christian und Dieter, kauften sich ein Boot. Sie einigten sich, dass jeder
von ihnen eine der ersten vier Fahrten mit dem Boot durchfiihren solle. Bei der Festlegung der
Reihenfolge dieser Fahrten duflerten sie folgende Wiinsche:

1. Fur den Fall, dass Dieter als Erster fahren sollte, wollte Christian als Dritter fahren.

2. Wenn Axel oder Dieter als Zweiter fahren sollte, dann wollte Christian als Erster fahren.

3. Dann und nur dann, wenn Axel als Dritter fahren sollte, wollte Bodo als Zweiter fahren.

4. Falls Dieter als Dritter fahren sollte, so wollte Axel als Zweiter fahren.

5. Wenn Dieter als Letzter fahren sollte, dann wollten Christian als Dritter und Axel als Erster fahren.

Ermitteln Sie alle Moglichkeiten fiir die Reihenfolge, in der die ersten vier Fahrten durchgefiihrt
werden konnen, so dass diese Wiinsche erfiillt sind!

Aufgabe 3 - 091233

T

Gegeben sei in einer Ebene € ein Kreis k£ mit dem Radius r und dem Mittelpunkt M. Ein Punkt
P, der Ebene heifle Spiegelpunkt eines Punkts P (P # M) beziiglich k, wenn P; auf dem von M
ausgehenden und durch P verlaufenden Strahl liegt und M P - M P, = r? ist.

Es sei kq ein Kreis der gleichen Ebene €, der k orthogonal schneidet, d.h. die Tangenten der beiden
Kreise in den Schnittpunkten stehen senkrecht aufeinander.

Welches ist der geometrische Ort aller Spiegelpunkte der auf k; gelegenen Punkte P beziiglich k7

Aufgabe 4 - 091234
Beweisen Sie, dass das Produkt

(n natiirliche Zahl) kleiner als 0,02 ist!
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Aufgabe 5 - 091235

Die Ebene € eines gegebenen Dreiecks AABC wird in dessen Eckpunkten derart von drei Kugeln
bertihrt, dass die Kugeln aulerdem paarweise einander von auflen beriithren.

Ermitteln Sie die Radien der drei Kugeln in Abhéngigkeit von den Seitenléngen des gegebenen Drei-
ecks!

Aufgabe 6 - 091236

a) Ermitteln Sie den Wertevorrat W der fiir alle reellen & durch y = sinz + cos = erklirten Funktion
(d.h. alle diejenigen y, zu denen ein x mit y = sinx + cos z, x reell, existiert)!

b) Zeigen Sie, dass es eine ganzrationale Funktion g(y) mit folgender Eigenschaft gibt!

Gehért y zu W und ist = eine Zahl mit sinz + cosx = v, so ist sin’ 2 + cos” z = g(y).
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Aufgabe 1 - 091241

An einem internationalen Zeltlager nimmt eine Gruppe von 30 Freunden teil, von denen ein Teil
Deutsch, ein Teil Russisch und ein Teil Franzosisch beherrschen, und zwar beherrschen einige Freunde
nur eine Sprache, einige zwei Sprachen und einige sogar drei Sprachen.

Die Anzahl der Freunde, die genau zwei Sprachen beherrschen, ist mehr als doppelt so groff, jedoch
weniger als dreimal so grofl wie die Anzahl derjenigen, die nur eine Sprache beherrschen. Die Anzahl
der Teilnehmer, die alle drei Sprachen beherrschen, ist ebenso gro3 wie die Anzahl derjenigen, die
nur eine Sprache beherrschen.

Die Anzahl der Freunde, die nur Deutsch beherrschen, ist grofler als die Anzahl derjenigen, die nur
Russisch beherrschen, aber kleiner als die Anzahl derjenigen, die nur Franzosisch beherrschen. Die
Anzahl derjenigen, die nur Deutsch beherrschen, ist kleiner als das Dreifache der Anzahl derjenigen,
die nur Russisch beherrschen.

Geben Sie jeweils die Anzahl aller Teilnehmer dieser Gruppe an, die nur Deutsch, nur Russisch, nur
Franzosisch, alle drei Sprachen beherrschen!

Aufgabe 2 - 091242

Gegeben sei eine Gerade g und eine Strecke AB, die nicht in ein und derselben Ebene liegen. Unter
allen Punkten C' von g ist ein solcher zu finden, fiir den der Umfang des Dreiecks AABC moglichst
klein ist.

Aufgabe 3 - 091243
Es ist zu beweisen, dass fiir jedes ganzzahlige n > 1 die Funktion f mit

2 n

x X

hochstens eine reelle Nullstelle haben kann.

Aufgabe 4 - 091244

Die Eckpunkte eines regelméfiigen n-Ecks mit dem Mittelpunkt M seien der Reihe nach mit
Py, P, ..., P, bezeichnet.

a) Es ist zu beweisen: Die Strecken M Py, (k = 1,2, ...,n) konnen parallel zu sich selbst so verschoben
werden, dass sie nach der Verschiebung die Seiten eines regelméfigen n-Ecks bilden.

b) Es ist zu beweisen (z.B. mit Hilfe des Satzes unter a)), dass folgende Beziehungen fiir alle
natiirlichen Zahlen n grofler als 2 giiltig sind:

2 4 2
08 ZX 4 cos = 4 ... + cos = = 0 (1)
n n n

2 4 2
sini—&—sini—l—...—f—sinﬂzo (2)
n n n

Aufgabe 5 - 091245
Es sind alle reellen Zahlen A\ anzugeben, fiir die die Gleichung

sintz — cos? z = A\(tan* z — cot* z)

a) keine, b) genau eine, c) genau zwei, d) mehr als zwei reelle Losungen im Intervall 0 < 2 < 7 hat.
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Aufgabe 6 - 091246
Es ist zu beweisen, dass fiir jedes Quadrupel positiver reeller Zahlen a, b, ¢, d die Beziehung

\3/abc+abd+acd+bcd > \/ab+ac+ad—|—bc+bd+cd
4 - 6

gilt, und es ist zu untersuchen, in welchen Féllen Gleichheit eintritt.
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Aufgabe 1 - 101211
In einer Klassenelternversammlung waren genau 18 Véter und genau 24 Miutter anwesend, von jedem
Schiiler und jeder Schiilerin dieser Klasse wenigstens ein Elternteil.

Von genau 10 Jungen und genau 8 Médchen waren jeweils beide Eltern da, von genau 4 Jungen
und genau 3 Médchen jeweils nur die Mutter, wihrend von genau einem Jungen und genau einem
Maédchen jeweils nur der Vater anwesend war.

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Kinder in dieser Klasse, die in derselben Klasse Geschwister
haben! (Es gibt in dieser Klasse keine Kinder, die Stiefeltern oder Stiefgeschwister haben.)

Aufgabe 2 - 101212

In ein reguldres Tetraeder mit der Kantenldnge a seien 4 Kugeln von gleichem Radius so einbe-
schrieben, dass jede von ihnen die drei anderen von aufien und drei der Tetraederflichen (von innen)
beriihrt.

Ermitteln Sie den Radius 7 dieser Kugeln in Abhangigkeit von a!

Anmerkung: Fir jedes reguliare Tetraeder gilt: Die vier Hohen des Tetraeders schneiden sich in einem
Punkt und teilen einander im Verhéltnis 3 : 1, wobei der lingere Abschnitt von der Ecke bis zum
Schnittpunkt reicht.

Aufgabe 3 - 101213
Beweisen Sie!

2 2
1 1 2
Fiir alle positiven reellen Zahlen a und b mit a + b = 1 gilt: <a + ) + (b + ) > —5
a

Aufgabe 4 - 101214
Es seien a, b, ¢ reelle Zahlen; fiir jede reelle Zahl x sei ferner f(z) = ax® + bx + ¢ gesetzt.

a) Man beweise, dass folgender Schluss richtig ist:
Voraussetzung:  f(0), f(1) und f(—1) sind ganze Zahlen.
Behauptung;: Fir jede ganze Zahl x ist f(x) ebenfalls eine ganze Zahl.

b) Man untersuche, ob ein richtiger Schluss entsteht, wenn die Voraussetzung des in a) genannten
Schlusses durch die Voraussetzung ersetzt wird, f(0), f(2) und f(—1) seien ganze Zahlen.

¢) Man gebe mindestens drei weitere Tripel (p, ¢, r) ganzer Zahlen mit der Eigenschaft an, dass
ein richtiger Schluss entsteht, wenn die Voraussetzung des in a) genannten Schlusses durch die
Voraussetzung ersetzt wird, f(p), f(q) und f(r) seien ganze Zahlen.
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Aufgabe 1 - 101221
Es sind alle geordneten Paare (z,y) reeller Zahlen anzugeben, fiir die das Gleichungssystem

erfiillt ist.

Aufgabe 2 - 101222
Der Binominalkoeffizient (Z) wird fiir jede beliebige reelle Zahl a und jede natiirliche Zahl £ > 1

durch
(a) _ ala—1)(a—2)...Ja— (k—2)][a — (k —1)]
k k!

definiert.
a) Untersuchen Sie, ob auch in jedem hier genannten Fall fiir a und & die fiir ganzzahlige a > k aus
dem Pascalschen Dreieck bekannte Beziehung gilt:

a L a _fa+1
k k+1) \k+1
b) Zeigen Sie, dass fur k > 2 gilt:

3 (2k — 3)! 1
(k) T 222kl (k- 2)! (=D

Aufgabe 3 - 101223
Die ersten Zeilen eines (beliebig fortsetzbaren) dreieckigen Zahlenschemas lauten

Zeile 0 1
Zeile 1 111
Zeile 2 12321
Zeile3 1367631

Die allgemeine Vorschrift zur Bildung dieses Zahlenschemas lautet:

Die einzige Zahl in der Zeile 0 sei die Zahl 1. Jede weitere Zahl sei gleich der Summe aus der
unmittelbar iiber ihr stehenden Zahl und deren beiden Nachbarzahlen, wobei links und rechts von
den Réandern fehlende Zahlen durch Nullen ersetzt zu denken sind.

Es ist fiur jede natiirliche Zahl n zu beweisen, dass in diesem Schema die Summe s,, aller Zahlen der
Zeile n den Wert 3™ hat.

Aufgabe 4 - 101224

Es sei ABC'D ein konvexes Tangentenviereck und S der Schnittpunkt seiner Diagonalen, und es seien
AB=a,BC=b,CD=c¢, DA=d, AC =e, BD = f und § die Gréfle des Winkels /BSA.
Beweisen Sie, dass dann ac — bd = ef - cos d gilt!
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Aufgabe 1 - 101231
Beweisen Sie den folgenden Satz!
Sind «, 8,7 die Groen der Innenwinkel eines beliebigen Dreiecks, so gilt:

sin? v > sin 2« - sin 2

Aufgabe 2 - 101232

In einer Ebene € liegt ein Kreis k£ mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Als Spiegelung am
Kreis k sei diejenige Vorschrift bezeichnet, durch die jedem Punkt P # M in e der folgendermaflen
definierte Punkt P’ in e zugeordnet wird:

(1) P’ liegt auf dem von M ausgehenden und durch P verlaufenden Strahl.

(2) MP-MP' =r2%.

Gegeben sei ferner ein im Innern von k gelegener Kurvenzug Py P, P3Py P; der folgenden Gestalt:

Py, P, seien auf einem und demselben Strahl gelegen; Ps, P4 auf einem und demselben anderen von

M ausgehenden Strahl. Es gelte M P, = M Py, < M P, = M P;. Der Winkel ZP, M P53 sei kleiner als

180°.

Der Kurvenzug bestehe aus den Strecken P P, P3Py und Py P; sowie aus dem im Innern des Winkels
T~

/P> M P5 gelegenen Bogen P, P3 des Kreises um M durch Ps.

Spiegeln Sie diesen Kurvenzug Py P, P3Py Py an k (Beschreibung und Begriindung einer Konstruktion
unter ausschlielicher Verwendung von Zirkel und Lineal.)

Aufgabe 3 - 101233
Es sei f die fiir alle reellen Zahlen = durch f(z) = igji definierte Funktion.
Es ist zu entscheiden, ob unter allen Funktionswerten f(z) ein grofter und ein kleinster Wert vor-

kommen. Diese Werte sind gegebenenfalls zu ermitteln.

Aufgabe 4 - 101234

Es sind alle ganzrationalen Funktionen y = f(x) anzugeben, die fiir alle reellen 2 die Gleichungen
f(t-x) =t- f(x) erfiillen. Dabei sei t eine beliebig gegebene und dann festgehaltene zu denkende
reelle Zahl.

Aufgabe 5 - 101235

Es seien zwei nicht in ein und derselben Ebene liegende (also zwei windschiefe) Geraden ¢g; und g
gegeben.

Gesucht ist der geometrische Ort aller Punkte P, zu denen es Punkte P, auf g; und P, auf g, mit
der Eigenschaft gibt, dass P die Strecke P; P, in ein und demselben Verhéltnis von innen teilt.
Anmerkung: Eine Gerade g ist zu einer Ebene € genau dann parallel, wenn es in € eine Gerade gibt,
die zu g parallel ist.
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Aufgabe 6 - 101236
Es sei M7 die Menge aller Punkte, deren Koordinaten x, y in einem ebenen rechtwinkligen kartesischen
Koordinatensystem die folgenden Ungleichungen erfiillen (z,y reell):

y=20 (1)
y—2x <1 (2)
y+2x <1 (3)
Ist ferner n eine positive ganze Zahl, so sei B,, die Menge aller Punkte, fiir deren Koordinaten die
folgenden Ungleichungen gelten:

2" —3 2" —1

(4)

3
oot <T<gmm )
a) Stellen Sie My, By, Bo, B3, B4 graphisch dar.
b) Es ist zu beweisen, dass es einen Punkt P € M; gibt, der in keiner der Punktmengen B,, enthalten
ist.
c) Es sei M, die Punktmenge, fiir die (1), (2), (3) und y < 1 — 1555 gilt.
Es ist zu beweisen, dass es ein n; gibt mit der Eigenschaft, dass jedes Element von Ms auch Element
der Vereinigungsmenge B; U Bo U ... U B, ist.
Ermitteln Sie die kleinste Zahl n,, die diese Bedingung erfiillt?
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Aufgabe 1 - 101241

Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, zu denen es reelle Zahlen x gibt, so dass v/a + x und v/a — x
reell sind und die Ungleichung /a + = + v/a — x > a erfiillt ist.

Wie lauten die Werte von x in Abhéngigkeit von a?

Aufgabe 2 - 101242
Es ist der folgende Satz zu beweisen:
Wenn h eine reelle Zahl ist und wenn eine ganzrationale Funktion f vom Grade n mit reellen Ko-
effizienten keine reellen Nullstellen besitzt, so gilt dasselbe von der ganzrationalen Funktion F', die
durch

F(z) = f() +h- (@) + b2 (@) + oo+ B - fO(2)

definiert ist.

Aufgabe 3 - 101243

Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Haben je drei von vier in der gleichen Ebene liegenden konvexen Vielecksflichen jeweils einen Punkt
gemeinsam, so gibt es einen Punkt, der jeder der vier Vielecksflichen angehdort.

Aufgabe 4 - 101244
Zwei Personen A und B spielen folgendes Spiel:
In dem Gleichungssystem

x+ a1y = by (1)
a2y + bz = a3 (2)
bgl‘ +aqz = b4 (3)

wahlt zundchst A fiir den Koeffizienten a;, dann B fiir den Koeffizienten by, dann wieder A fiir a2,
dann B fiir b2 u.s.w., zum Schluss B fiir b4 je eine beliebige ganze Zahl.

A hat genau dann gewonnen, wenn das System (1), (2), (3) genau eine ganzzahlige Losung (z,y, z)
hat.

a) Kann A so spielen, d.h., kann er die Koeffizienten ay, ..., ay jeweils nach der Wahl von by, ..., b3
durch B so auswéhlen, dass er gewinnt?

b) Kann A von vornherein fir die Koeffizienten ay, ..., a4 solche Werte angeben, dass er unabhingig
von der Wahl der Koeffizienten durch B (in jedem Falle) gewinnt?

Aufgabe 5 - 101245

Es seien AgA;...A, (n > 2) ein ebener konvexer Polygonzug der Liange s mit Ay # A,,. Die Punkte
Ay, ..., A1 mogen auf ein und derselben Seite der Geraden g durch Ay und A,, liegen.
Anmerkung: Ein ebener Polygonzug AgA;...A, heifle konvex, wenn der durch die Strecke AgA,
geschlossene Polygonzug eine konvexe Fldche begrenzt.

Es ist zu beweisen, dass der Flacheninhalt F' der bei Rotation des Polygonzuges um g entstehenden
Flache nicht grofler als ﬂ% ist, dass also F' < w% gilt.
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Aufgabe 6A - 101246 A

Definition: Eine Menge M von Elementen u,v,w, ... heifit genau dann eine Gruppe, beziiglich der
algebraischen Operation A, wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

a) Jedem geordneten Paar [u,v] von Elementen aus M ist vermoge der Operation A ein Element w
aus M zugeordnet (man schreibt uov = w).

b) Die algebraische Operation A ist assoziativ, d.h., fir alle Elemente w,v,w aus M gilt:
(uov)ow =wuo (vouw).

¢) Zu je zwei Elementen v und v aus M existiert mindestens ein Element « aus M, so dass uox = v
gilt, und mindestens ein Element y aus M, so dass y o u = v gilt.

Es sei nun P die Menge aller Polynome ersten Grades f(x) = a¢ + aijx, wobei ag, a; ratio-
nale Zahlen sind und a; # 0 gilt.

Ferner sei in P eine algebraische Operation A wie folgt definiert:

Sind f(z) und g(x) Polynome aus P, so ist f(z) o g(z) = g[f(x)].

Es ist zu entscheiden, ob P eine Gruppe beziiglich A ist.

Aufgabe 6B - 101246B

In einem ebenen Geldnde erfolge das Abstecken eines Kreisbogens vom Radius r, falls aulerdem
eine Tangente t an diesen Kreisbogen und ihr Berithrungspunkt A bekannt sind, dadurch, dass in
beliebigen Punkten P’ von ¢ (mit AP’ = z < r) Senkrechte auf ¢ errichtet und auf ihnen (nach der
Seite von t, auf der der Kreisbogen liegt) Strecken P’P so abgetragen werden, dass die Punkte P
Punkte des gesuchten Kreisbogens sind. Dabei gelte P'P =y < r.

a) Man beweise, dass dann y = 2fiy gilt!

b) In der Praxis geniigt es oft, Ndherungswerte fiir y zu ermitteln. Das geschieht auf folgende Weise:
Einen ersten Naherungswert y; erhélt man aus der Gleichung y; = g—i

Falls dessen Genauigkeit nicht ausreicht, wird ein zweiter Naherungswert yo aus der Gleichung yo =
zfj m ermittelt. Analog kann weiter verfahren werden, bis die geforderte Genauigkeit erreicht ist.

Untersuchen Sie, ob es eine kleinste natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft gibt, dass fiir alle positiven

reellen Zahlen z < %T der relative Fehler § = ‘y_riyll des Naherungswertes y; = % nicht grofler als
0,001 ausfallt, dass also 6 < 0,001 gilt.
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1.13 XI. Olympiade 1971

1.13.1

l. Stufe 1971, Klasse 12

Aufgabe 1 - 111211

Fiinf Soldaten A, B, C, D, E aus funf sozialistischen Staaten treffen sich auf einem Meeting bei
einem gemeinsamen Manover der befreundeten Armeen. An dem Mandver nehmen nur Angehorige
der bulgarischen, polnischen, ungarischen, sowjetischen Streitkrifte und der Nationalen Volksarmee
der DDR teil. Ferner ist folgendes bekannt:

Jeder der Soldaten A, B, C und D beherrscht aufler der Sprache seines Staates als “Zweit-
sprache” noch genau eine der folgenden Sprachen: Bulgarisch, Polnisch, Ungarisch, Russisch,
Deutsch.

Diese vier Zweitsprachen sind paarweise voneinander verschieden.

FE beherrscht keine Fremdsprache.

A beherrscht eine Sprache, die aufler ihm auch der Sowjetsoldat beherrscht.

B beherrscht keine slawische Sprache, also weder Bulgarisch noch Polnisch noch Russisch.

Der NVA-Angehorige kann sich genau dann mit E verstdndigen, wenn einer der drei anderen
Soldaten, ndmlich C, als Ubersetzer fungiert.

Der Bulgare kann sich mit dem Ungarn nur iiber zwei der anderen Soldaten, und zwar D und
B, verstidndigen.

Es ist flir jeden dieser Soldaten festzustellen, welchem Staat er angehdrt und welche Zweitsprache er
- wenn iiberhaupt - beherrscht.

Aufgabe 2 - 111212

a)

Es ist fir jede der hier abgebildeten Figuren (I bis IV), die simtlich durch Strecken oder
Halbkreise mit dem Radius r begrenzt sind und fiir die jedesmal ABCD ein Rechteck mit
AB =CD =2r und AD = BC = b ist, folgende Untersuchung durchzufiihren:

D o
DD
AT B
Gibt es Streckenverhéltnisse b : r, fiir die der Umfang u der betreffenden Figur bei gegebenem

Flacheninhalt F' am kleinsten ist? Wenn ja, so sind sdmtliche derartigen Streckenverhaltnisse
anzugeben.

b
oo
Al I'B

Ferner ist dieser Minimalumfang jeweils durch r auszudriicken, und es ist der Quotient aus dem
Minimalumfang und der Quadratwurzel des Fldacheninhalts zu berechnen.

Die Figuren I bis IV sind nach abnehmendem Minimalumfang bei konstantem Flidcheninhalt
zu ordnen. Dabei wird auch der Fall b = 0 zugelassen, falls in diesem Falle der Minimalumfang
der betreffenden Figur erreicht wird.
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Aufgabe 3 - 111213

Es sind alle nichtnegativen reellen Zahlen k anzugeben, fiir die das Polynom f(x) = (z + 1)* — (kx)?
a) genau eine,

b) genau zwei voneinander verschiedene,

c¢) genau drei paarweise verschiedene

d) genau vier paarweise verschiedene,

e) keine

reelle(n) Nullstelle(n) hat.

Aufgabe 4 - 111214 -
In einem Dreieck AABC mit AB > BC > AC sei P ein im Inneren des Dreiecks gelegener Punkt.

Man beweise, dass dann stets PA + PB + PC < AB + BC gilt.
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1.13.2 Il. Stufe 1971, Klasse 12

Aufgabe 1 - 111221

Gegeben seien zwei Wiirfel mit den Kantenldngen a bzw. b.

Gesucht ist ein gerades Prisma mit quadratischer Grundflache, dessen Volumen gleich der Summe
der Wiirfelvolumina und dessen Hohenlénge gleich der Summe der Lingen der Wiirfelkanten ist.

a) Man berechne die Seitenlénge ¢ der quadratischen Grundfliche eines solchen Prismas.

b) Man gebe eine Konstruktion fiir eine Strecke der in a) ermittelten Lénge ¢ an.

Aufgabe 2 - 111222
Beweisen Sie, dass fiir keine ganze Zahl n die Zahl 7n 4+ 3 Quadrat einer ganzen Zahl sein kann!

Aufgabe 3 - 111223

Klaus bemerkt, dass die beiden Zeiger seiner Taschenuhr zwischen 6 Uhr und 7 Uhr zu genau zwei
Zeitpunkten einen Winkel von 110° bilden.

Ermitteln Sie die Anzahl der Minuten, die vom ersten bis zum zweiten der genannten Zeitpunkte
vergangen sind!

Aufgabe 4 - 111224

Man betrachte in einer mit einem rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene
die Schar aller konzentrischen Kreise um den Mittelpunkt M (v/2;/3).

Es ist zu beweisen, dass keine Kreislinie dieser Schar mehr als einen Punkt (z,y) mit rationalen
Zahlen z,y als Koordinaten enthalt.
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1.13.3 IIl. Stufe 1971, Klasse 12

Aufgabe 1 - 111231

Gegeben seien in einer Ebene zwei sich schneidende Geraden g und h. Die Gréfie des einen ihrer vier
Schnittwinkel sei o < 90°.

a) Es ist zu beweisen: Zwei nacheinander ausgefiihrte Spiegelungen der Ebene, erst an g, dann an
h, lassen sich stets durch eine Drehung der Ebene ersetzen (d.h., sie sind einer Drehung der Ebene
aquivalent).

Deren Drehpunkt und Drehwinkel sind zu ermitteln.

b) Es ist festzustellen, ob sich dieselbe Drehung wie in a) ergibt, wenn man erst an & und dann an g
spiegelt.

Aufgabe 2 - 111232
Man beweise, dass die Gleichung 4” + 6 = 9% keine rationalen Losungen besitzt.

Aufgabe 3 - 111233

21 leere Felder, die in Form eines Rechtecks von 3 Zeilen und 7 Spalten wie in der Abbildung ange-
ordnet sind, sollen so mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 belegt werden, dass jedes Feld mit genau einer
der angegebenen Zahlen belegt wird und dabei insgesamt jede dieser Zahlen dreimal vorkommt.
Dabei sollen die drei Zahlen jeder Spalte paarweise voneinander verschieden sein, und von den sechs
Zahlen in je zwei Spalten dirfen héchstens zwei ibereinstimmen.

Man gebe eine Belegung der geforderten Art an und begriinde, wie sich eine derartige Belegung finden
lasst.

Aufgabe 4 - 111234
a) Es seien ap = —4 und a; = 2 die ersten beiden Glieder einer unendlichen Folge a,,. Ferner sei a,,
fiir jede natiirliche Zahl n > 2 das arithmetische Mittel der beiden vorhergehenden Glieder.
o0
Man zeige, dass die so definierte Folge a,, eine geometrische Folge ist, und berechne fiir sie Y a,.
n=0
b) Es seien ag und a; die ersten beiden Glieder einer Folge a,,. Ferner sei a,, fiir jede natiirliche Zahl
n > 2 arithmetisches Mittel der beiden vorhergehenden Glieder.
Geben Sie in Form von Relationen zwischen ag und a; eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir an, dass a,, eine geometrische Folge ist!

Aufgabe 5 - 111235
Es ist zu beweisen, dass

1 1
>
1 —sin 2z 1 —sin2y — 1—sin(z +y)

(1)
fiir alle reellen Zahlenpaare (x,y) mit

O<z<_ und 0<y<ﬁ (2)
4 4
erfiillt ist.
Ferner ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir anzugeben, dass in (1) unter der Ne-
benbedingung (2) Gleichheit eintritt.
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Aufgabe 6A - 111236A

Eine Menge M von Elementen wu, v, w, ... heifit eine Gruppe beziiglich einer Operation A, wenn die
folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

a) Jedem geordneten Paar (u,v) von Elementen aus M ist vermoge der Operation A genau ein
Element w aus M zugeordnet (man schreibt uov = w).

b) Die Operation A ist assoziativ, d.h., fiir alle Elemente u,v,w aus M gilt: (uov)ow =wuo (vow).
¢) Zu je zwei Elementen v und v aus M existiert mindestens ein Element x aus M, so dass uox = v
gilt, und mindestens ein Element y aus M, so dass y o u = v gilt.

Es sei nun K die Menge aller geordneten Paare (a,b) reeller Zahlen a und b, fiir die a? + b? = 1 gilt.
Ferner sei in K eine Operation A wie folgt definiert:

(a,b) o (¢,d) = (ac — bd, ad + be)

Man beweise, dass K eine Gruppe beziiglich A ist.

Aufgabe 6B - 111236B

50 weifle und 50 schwarze Kugeln sind so in zwei duflerlich nicht unterscheidbare Urnen zu verteilen,
dass keine Urne leer bleibt und alle Kugeln verwendet werden.

Wie ist die Aufteilung der Kugeln auf die beiden Urnen vorzunehmen, wenn die Wahrscheinlichkeit,
beim (blindlings erfolgenden) einmaligen Wéhlen einer der beiden Urnen und Ziehen einer Kugel
aus ihr eine weifle Kugel zu ergreifen, so grof§ wie moglich ausfallen soll?

Hinweise:

1. In der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung wird die Wahrscheinlichkeit p eines Ereignisses
als Quotient aus der Anzahl g der fiir dieses Ereignis ”giinstigen” Félle und der Gesamtzahl m aller
moglichen Félle definiert, also p = - gesetzt.

2. Somit ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, aus einer Urne, die insgesamt u Kugeln und darunter w
weile enthélt, (blindlings) eine weifle Kugel zu ziehen, als p = % u anzusetzen.

3. Sind zwei Urnen vorhanden, bei denen die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer weiflen Kugel p;
bzw. p2 betragen, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir das zusammengesetzte Ereignis ” Auswahl
einer der beiden Urnen und Ziehen einer weiflen Kugel aus der gewéhlten Urne” zu p = %pl + %pg.
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1.13.4 V. Stufe 1971, Klasse 12

Aufgabe 1 - 111241
Es sind alle reellen Zahlen x anzugeben, fiir die der Ausdruck

2x n 1
lt—3|—-5 z+2

(1)

existiert, und unter diesen alle z zu ermitteln, die folgende Ungleichung (2) erfiillen:

2x n 1 > 1
le—3|-5 z+2

(2)

Aufgabe 2 - 111242
Es sei

fla) = m fiir alle reellen z, fiir die x # 5 + kr gilt (k = 0,£1,+£2,...)
0 fir alle x = 5 + km

Man beweise, dass die fiir alle reellen « durch F(x) = f(z)+ f(ax) definierte Funktion F' genau dann

periodisch ist, wenn die Konstante a eine rationale Zahl ist.

Aufgabe 3 - 111243

Es seien Py, Py, P3;, Q die Eckpunkte eines nicht notwendig regelméfligen Tetraeders. Die Strahlen
aus ) durch je zwei der Punkte P;, P; (4,5 = 1,2, 3) bilden einen Winkel, dessen Gréfe a;; zwischen
0° und 180° liegt.

Man beweise, dass fiir diese Grofien die Ungleichung aiss + az1 > ags gilt.

Aufgabe 4 - 111244

a) Man ermittle alle geordneten Tripel (x,y, 2) reeller Zahlen, die die Gleichung 23z + 2%y +xz+y =
x® + 22 erfiillen.

b) Man gebe unter den in a) gesuchten Tripeln alle diejenigen an, in denen von den drei Zahlen z, y, 2
genau eine positiv, genau eine negativ und genau eine gleich Null ist.

Aufgabe 5 - 111245

Man ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen x, geschrieben im dekadischen Positionssystem, fiir
die gilt:

Héngt man an die Ziffernfolge der Zahl x rechts die Ziffernfolge der Zahl x + 1 an, so erhéilt man die
Ziffernfolge einer sechsstelligen Quadratzahl.

Aufgabe 6A - 111246A

Es sei n eine natiirliche Zahl, fiir die 4 < n < 8 gilt. In der Ebene seien n Punkte so angeordnet, dass
auf jeder Geraden durch je zwei dieser Punkte wenigstens noch ein weiterer dieser n Punkte liegt.
Man beweise, dass dann eine Gerade existiert, auf der alle diese n Punkte liegen.
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Aufgabe 6B - 111246B

Als ”Abstand” zweier Funktionen f und g, die im gleichen Intervall definiert sind, bezeichne man
den grofiten aller in diesem Intervall auftretenden Werte | f(x) — g(z)|, falls ein solcher grofiter Wert
existiert.

Es seien die im Intervall —2 < 2 < 2 durch f(z) = 2 — |z| und die im gleichen Intervall durch
g(z) = —az? + 2 (a eine positive reelle Zahl) definierten Funktionen f und g gegeben.

Man untersuche, ob es einen Wert a gibt, fiir den der "Abstand” von f und g moglichst klein ist.
Gibt es ein solches a, so gebe man alle derartigen Werte a an.

72



1.14.1 1. Stufe 1972, Klasse 12

1.14 XIl. Olympiade 1972
1.14.1 1. Stufe 1972, Klasse 12

Aufgabe 1 - 121211
Eine "utopische Aufgabe”:

Als im dritten Jahrtausend u. Z. innerhalb von zwei Tagen nacheinander vier Kosmonauten von Pla-
neten anderer Sonnensysteme auf einem Kosmodrom der Erde landeten, war die Verstdndigung der
Erdbewohner mit ihnen, aber auch die der Kosmonauten untereinander zunéchst schwierig. Zwar wa-
ren diese durch die Farben Rot, Gelb, Schwarz und Blau ihrer Raumanziige leicht zu unterscheiden,
iiber ihre Herkunft aber war nichts bekannt. Erst nach einiger Zeit konnte festgestellt werden, dass
sie von vier verschiedenen Planeten A, B, C' und D zur Erde kamen.

Folgende Informationen konnte man erhalten:

Der rote und der schwarze Kosmonaut waren schon einmal auf einer kosmischen Reise zusammenge-
troffen und kannten sich daher. Der von A kommende Kosmonaut war dagegen nicht mit dem von
B und der von C' stammende Kosmonaut nicht mit dem von D bekannt. Der rote und der schwar-
ze Kosmonaut konnten sich gut verstdndigen, und bald konnten das auch der gelbe und der blaue
Kosmonaut, wahrend sich die Kosmonauten von A und D nach wie vor nur schlecht verstdndigen
konnten.

Nach langwierigen Berechnungen konnte festgestellt werden, dafl der gelbe Kosmonaut dlter war als
der blaue. Ferner war der von D kommende Kosmonaut dlter als der von B kommende und der von
A stammende alter als der von C' stammende.

Beim Versuch festzustellen, welcher Kosmonaut von welchem Planeten kam, zeigte sich, dass die
obigen Angaben dazu noch nicht ausreichen. Immerhin konnte man ermitteln, dass fiir eine der vier
Anzugfarben nur noch der Kosmonaut von A oder der von D in Frage kam.

Auf Grund weiterer Informationen ergab sich, dass der von D stammende Kosmonaut diese Farbe
trug. Damit war zwar auch die Anzugfarbe des von B kommenden Kosmonauten ermittelt, aber bei
den beiden iibrigen noch keine Klarheit dariiber vorhanden, welche Anzugfarbe zu welchem Planeten
gehorte. Erst durch die zusitzliche Information, dass der Anfangsbuchstabe der (in deutscher Sprache
bezeichneten) Farbe des Raumanzugs des von A kommenden Kosmonauten im Alphabet hinter dem
Anfangsbuchstaben der Farbe des Raumanzugs des von C' kommenden Kosmonauten steht, konnte
die Herkunft der Kosmonauten schliellich geklart werden.

Von welchem Planeten stammte der rote, von welchem der gelbe, von welchem der schwarze und von
welchem der blaue Kosmonaut?

Aufgabe 2 - 121212
Man beweise den folgenden Satz:

Gelten fir die Mafizahlen a,b,c der mit gleicher Mafleinheit gemessenen Seitenléngen eines Dreiecks
die Bedingungen 1 < a < v/2, 1 <b < /2,1 < ¢ < /2, so ist das Dreieck spitzwinklig.

Aufgabe 3 - 121213
Gegeben seien drei reelle Zahlen a,b und c. Zu der Funktion

y=z3+az? +bx+c (*)
soll eine Funktion
y:x3+mx+n (**)

ermittelt werden, so dass der Graph von (2) in einem rechtwinkligen, kartesischen Koordinatensystem
durch eine Verschiebung des Graphen von (1) parallel zur z-Achse entsteht.

Man zeige, dass dies immer mdoglich ist und dass die Funktion (2) eindeutig bestimmt ist. Die dabei
auftretenden Zahlen m und n sind anzugeben.
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Aufgabe 4 - 121214
Es sind alle geordneten Paare (z, y) positiver ganzer Zahlen x und y (z < y )anzugeben, fiir die die
Gleichung /z + \/y = V1980 erfiillt ist.
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1.14.2 I1l. Stufe 1972, Klasse 12

Aufgabe 1 - 121221
Es seien v und v zwei ungerade natiirliche Zahlen, fiir die u > v gilt.
a) Man beweise, dass dann

u? —v? u? + 02
und 2z = 5

drei natiirliche Zahlen sind, fiir die 22 +y? = 22 gilt, d.h. dass (x, y, z) ein pythagoreisches Zahlentripel
bilden.
b) Geben Sie je eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass « > y bzw. = < y gilt!

Aufgabe 2 - 121222

Es sind alle geordneten Paare (a,b) reeller Zahlen a,b anzugeben, fiir die das Polynom f(x) =
22 4 ax + b ein Teiler des Polynom g(z) = * + ax? + b ist.

Definition: Ein Polynom f(x) heiit genau dann Teiler eines Polynom g(z), wenn es ein Polynom h(x)
gibt, so dass f(z) - h(z) = g(x) gilt.

Aufgabe 3 - 121223
Man beweise, dass fiir keine natiirliche Zahl n die Zahl 6n + 2 das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.

Aufgabe 4 - 121224

In einer Stadt soll ein Netz von mindestens zwei Autobuslinien eingerichtet werden. Dieses Liniennetz
soll folgenden Bedingungen geniigen:

(1) Auf jeder Linie gibt es genau drei Haltestellen.

(2) Jede Linie hat mit jeder anderen Linie genau eine Haltestelle gemeinsam.

(3) Es ist moglich, von jeder Haltestelle aus jede andere Haltestelle mit einer Linie zu erreichen, ohne
zwischendurch auf eine andere Linie umsteigen zu miissen.

Man ermittle alle Méglichkeiten fiir die Anzahl der Autobuslinien eines solchen Netzes.
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1.14.3 I1Il. Stufe 1972, Klasse 12

Aufgabe 1 - 121231
Man ermittle alle reellen Zahlen z, die die Ungleichung 0 < x < 7 und die Gleichung

tanx +cotx =4

erfiillen. (Eine Ausrechnung der Zahlenwerte als Dezimalbriiche wird nicht verlangt.)

Aufgabe 2 - 121232

Im Raum seien vier Punkte Py, P5, P3s und P, gegeben, die nicht in ein und derselben Ebene liegen.
Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Ebenen, die von diesen vier Punkten gleich weit entfernt
sind.

Aufgabe 3 - 121233

Drei Schulen, je eine aus Adorf, Bedorf und Cedorf, fithrten bei einem Kreissportfest einen Leicht-
athletikwettkampf durch. In jeder Disziplin stellte jede Schule genau einen Teilnehmer. Ein Reporter
interviewte nach dem Wettkampf einen Zuschauer:

Reporter: "Wer hat den gesamten Wettkampf gewonnen?”

Zuschauer: "Adorf gewann den Weitsprung, aber den gesamten Wettkampf gewann Bedorf, und
zwar mit 22 Punkten. Adorf und Cedorf erreichten je 9 Punkte.”

Reporter: "Wie wurden die Punkte verteilt?”

Zuschauer: ”In jeder der Disziplinen erhielt der Erste eine bestimmte Punktzahl, der Zweite eine
kleinere, der Dritte eine noch kleinere, aber mindestens einen Punkt. Diese Verteilung war fiir alle
Disziplinen dieselbe. Alle Punktzahlen waren ganzzahlig.”

Reporter: ”In wieviel Disziplinen fand der Wettkampf insgesamt statt?”

Zuschauer: "Ich weif es nicht.”

Reporter: "Wer hat das Kugelstolen gewonnen?”

Zuschauer: "Ich weifl es nicht, aber Kugelstolen war dabei.

Ermitteln Sie, ob die folgenden beiden Fragen auf Grund dieser (sdmtlich als wahr vorausge-
setzten) Aussagen eindeutig beantwortet werden kénnen, und geben Sie alle Antworten, die mit
diesen Aussagen vereinbar sind, an!

a) Welche der drei Schulen gewann das Kugelstofien?

b) Welche Schule belegte beim Weitsprung den zweiten Platz?

(Es sei bekannt, dass in jeder der Disziplinen eine eindeutige Reihenfolge der Wettkampfteilnehmer
ermittelt wurde.)

Aufgabe 4 - 121234

Es seien a und b natiirliche Zahlen, fir die 0 < b < a gilt. Ferner sei durch z,, = an+b (n =0,1,2,...)
eine Folge natiirlicher Zahlen gegeben.

Ein Element z,, dieser Folge habe mit a den grofiten gemeinsamen Teiler d.

Es ist festzustellen, ob dann alle Elemente dieser Folge mit a den gréfiten gemeinsamen Teiler d
haben.

Aufgabe 5 - 121235

Man untersuche, ob es regelméflige n-Ecke gibt, bei denen die Differenz der Léngen einer grofiten und
einer kleinsten Diagonale gleich der Seitenldnge des n-Ecks ist.

Wenn ja, so gebe man alle natiirlichen Zahlen n (n > 4) an, fir die das gilt.
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Aufgabe 6A - 121236A
Es sei f eine Funktion, die fiir alle reellen Zahlen = definiert ist und die folgenden Eigenschaften hat:

(1) Fiir alle z gilt f(z) =z - f(z +1).
(2) Es gilt f(1) =1.

a) Man ermittle alle ganzen Zahlen n, fir die f(n) = 0 gilt.

b) Es seien m und n beliebige ganze Zahlen, und es sei f(z + m) gegeben. Man berechne f(z + n).
¢) Man gebe eine spezielle Funktion fy an, die die obigen Eigenschaften besitzt, und zeichne den
Graph dieser Funktion im Intervall —3 < x < 4.

Aufgabe 6B - 121236B

Ist n eine natiirliche Zahl, die grofer als 1 ist, so seien auf einer Strecke AB Punkte Py, P, P, ..., Pop_1
in dieser Reihenfolge so gelegen, dass sie die Strecke AB in 2n Teile gleicher Linge zerlegen.

a) Man gebe (als Funktion von n) die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass zwei aus den Punkten
Py, Py, P3, ..., Py, 1 ausgewahlte Punkte Py, P,, mit 0 < k < m < 2n die Strecke AB derart zerlegen,
dass sich aus den drei Teilstrecken APy, Py P,,, P, B ein Dreieck konstruieren lasst.

b) Man untersuche, ob diese Wahrscheinlichkeit fiir n — oo gegen einen Grenzwert konvergiert, und
ermittle, wenn dies der Fall ist, diesen Grenzwert.

Anmerkung: Die in a) gesuchte Wahrscheinlichkeit ist folgendermaflen definiert: Jede Auswahl
zweier Punkte Py, P, mit 0 < k < m < 2n sei als ein "Fall” bezeichnet.

Ein ”Fall” heifle ein ”giinstiger Fall”, wenn Py und P, so gewahlt sind, dass sich aus den Strecken
AP, PP, und P, B ein Dreieck bilden lasst.

Ist z die Anzahl aller moglichen ”Falle” und z; die Anzahl aller ”giinstigen Félle” so wird die
genannte Wahrscheinlichkeit als der Quotient = definiert.
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1.14.4 V. Stufe 1972, Klasse 12

Aufgabe 1 - 121241
Man untersuche, ob unter allen Paaren (a, b) positiver reeller Zahlen solche existieren, fiir die
a* b 2 a b
b)=—4+—-—=5—-— -+ -
f(a,) b4+a4 b2 a2+b+a

einen kleinsten Wert annimmt. Wenn ja, dann ist dieser kleinste Wert anzugeben.

Aufgabe 2 - 121242
Es sind alle Paare (x,y) ganzer Zahlen anzugeben, fir die die Gleichung erfullt ist:

z(z+1)(z+7)(z+8) = ¢*

Aufgabe 3 - 121243
Ermitteln Sie die grofite Anzahl von paarweise verschiedenen Gebieten, in die die Oberfliche einer
Kugel durch n auf dieser Oberfliche gezeichnete Kreise zerlegt werden kann!

Aufgabe 4 - 121244

Es seien P; und P, zwei Punkte im Raum mit den rechtwinkligen kartesischen Koordinaten (3;4;0)
bzw. (10; 8;4).

Es ist zu untersuchen, ob es zwei Punkte P3 und P, mit ganzrationalen Koordinaten gibt, so dass das
Viereck P, P> P3P, ein Quadrat ist. Wenn ja, dann sind alle Moglichkeiten fir P; und P, anzugeben.

Aufgabe 5 - 121245

Jemand schrieb auf die sechs Flachen eines Wiirfels je eine reelle Zahl, wobei sich unter diesen 6
Zahlen 0 und 1 befanden.

Danach ersetzt er jede dieser 6 Zahlen durch das arithmetische Mittel der vier Zahlen, die zuvor
auf den 4 benachbarten Flichen gestanden hatten. (Dabei merkte er sich jede alte, zu ersetzende
Zahl auch, nachdem sie ersetzt war, so lange, wie sie noch zur Mittelbildung fiir die Zahlen ihrer
Nachbarflichen herangezogen werden musste.)

Mit den 6 so entstandenen neuen Zahlen wiederholte er diese Operation. Insgesamt fiihrte er sie
finfundzwanzig mal durch. Zum Schluss stellte er fest, dass er auf jeder Fldche wieder die gleiche
Zahl wie zu Beginn stehen hatte.

Konnte er dieses Ergebnis bei richtiger Rechnung erhalten?

Aufgabe 6A - 121246A
Man zeige , dass der Term (14 + cosz) - sinx
94+ 6-cosx
im Intervall 0 < z < % eine gute Naherung fir den Term x darstellt, indem bewiesen wird, dass fir

alle z in dem angegebenen Intervall der Betrag der Differenzen beider Terme kleiner als 104 ist.
Anmerkung: Es gilt 7 = 3,14159 + 6 mit 0 < 6 < 107° und /2 = 1,41421 + € mit 0 < € < 10~°.

Aufgabe 6B - 121246B

In der Ebene seien zwei auflerhalb voneinander gelegene, sich nicht berithrende Kreise k1 und k5 sowie
ein auBerhalb beider Kreise gelegener Punkt A gegeben.

Gesucht ist ein gleichseitiges Dreieck AABC' so, dass B auf k1 und C' auf ko liegen.

a) Man begriinde und beschreibe eine Konstruktion solcher Dreiecke.

b) Man ermittle die grofite Zahl, die als Anzahl der gesuchten Dreiecke AABC' in denjenigen Féllen
auftreten kann, in denen es nicht unendlich viele solcher Dreiecke gibt.
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Aufgabe 1 - 131211
Es sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 10000000000.

Man untersuche, ob die Anzahl derjenigen Zahlen (aus M), bei deren dekadischer Darstellung die
Ziffer 5 vorkommt, grofler, gleich oder kleiner ist als die Anzahl derjenigen Zahlen aus M, bei deren
dekadischer Darstellung keine 5 auftritt.

Aufgabe 2 - 131212

Aus einem geraden Kreiskegelstumpf soll ein Kegelkorper herausgeschnitten werden, dessen Spitze
der Mittelpunkt der (grofieren) Grundfliche des Kegelstumpfes ist und dessen Grundfliche mit der
Deckflache des Kegelstumpfes zusammenfllt.

Man ermittle diejenigen Werte des Verhéltnisses des Radius der Grund- zum Radius der Deckfliche
des Kegelstumpfes, fiir die das Volumen des entstehenden Restkorpers sechsmal so grofl ist wie das
des ausgeschnittenen Kegelkorpers.

Aufgabe 3 - 131213
Es seien a und n natiirliche Zahlen mit ¢ > 2 und n > 2.

Man beweise: Die Menge M = {a,a?,...,a"} ist nicht die Vereinigung zweier solcher elementefremder
nichtleerer Mengen M; und Mo, fiir die die Summe der in M; enthaltenen Zahlen gleich der Summe
der in M5 enthaltenen Zahlen ist.

Aufgabe 4 - 131214
Gegeben seien k reelle Zahlen ay, ag, ... , ax (k natiirliche Zahl, k > 1), fiir die

(1) 0<a; <ay < ... <ap und
(2) a1 + as + ... + ap = 1 gilt.

Man beweise, dass dann fiir alle natiirlichen Zahlen n mit 0 < n < k die Ungleichung

a1 +az+ ... +an <

1
p z erfullt ist.
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Aufgabe 1 - 131221

Es seien ag und q reelle Zahlen mit ag # 0;q # 0; ¢ # 1. Ferner sei {a;} eine geometrische Folge, fiir
die a; = ag - ¢* (i =0,1,2,3,...) gilt.

a) Man beweise, dass die Folgen

{b,} mit bz = Q;41 — Q4 und {Cl‘} mit C; = bi+1 — bi

ebenfalls geometrische Folgen sind.
b) Es sind alle Werte von ag und ¢ (mit ag # 0; ¢ # 0) anzugeben, fiir die die in a) definierten Folgen
{a;} und {¢;} die Eigenschaft haben, dass a; = ¢; fiir alle natiirlichen Zahlen 7 gilt.

Aufgabe 2 - 131222

Jeder von 41 Schiilern einer Klasse hatte an genau drei Leichtathletik-Wettkdmpfen im Laufen teil-
zunehmen.

Dabei musste jeder dieser Schiiler je einmal auf den Bahnen 1, 2 und 3 antreten.

Schiiler A meint, dass es in dieser Klasse allein auf Grund dieser Bestimmungen mindestens sieben
Schiiler geben miisse, bei denen die Reihenfolge der Startbahnen {ibereinstimmte.

Schiiler B meint dagegen nach einigem Nachdenken, dass es sogar acht solcher Schiiler geben miisse.
Man iiberpriife, ob jede dieser beiden Meinungen richtig ist.

Aufgabe 3 - 131223

In einem beliebigen konvexen Viereck ABC D seien E der Mittelpunkt der Seite AB und F' der der
Seite C'D. Der Schnittpunkt von AF mit DE sei G, der von BF mit C'E sei H genannt.

Es ist zu beweisen, dass der Flacheninhalt des Vierecks EH F'G gleich der Summe der Fliacheninhalte
der Dreiecke AGD und BHC ist.

Aufgabe 4 - 131224
Man ermittle alle Paare (x,y) reeller Zahlen, die Losungen des Gleichungssystems sind:

P?+y’+r+1=0 (1)
P+t +y+1=0 (2
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Aufgabe 1 - 131231

Die in vollen Lebensjahren gerechneten Altersangaben einer Familie sollen folgende Bedingungen
erfiillen:

Vor zehn Jahren war der Vater so alt wie seine beiden Kinder zusammen. Vor einigen vollen Jahr-
zehnten war er achtmal so alt wie sein Sohn, wahrend gleichzeitig seine Tochter dreimal so alt war
wie ihr Bruder.

Der Altersunterschied zwischen Vater und Tochter betridgt mehr als 20 Jahre und zwischen Vater
und Sohn weniger als 40 Jahre.

Man ermittle fiir das jetzige Alter von Vater, Sohn und Tochter alle Angaben, die diesen Bedingungen
entsprechen.

Aufgabe 2 - 131232
Man beweise, dass die Ungleichung

Var +o7 < am 4o

fir alle positiven reellen Zahlen a, b und alle natiirlichen Zahlen m,n mit n > m gilt.

Aufgabe 3 - 131233

Es sei V = ABCD ein beliebiges (konvexes oder nichtkonvexes) nicht iiberschlagenes ebenes Viereck.
Ferner seien A’, B', C', D' diejenigen Punkte, fiir die die Vierecke ABA’D, ABCB’, C'BCD, AD'CD
Parallelogramme sind.

Man beweise, dass unter diesen Voraussetzungen folgende Aussage gilt:

Dann und nur dann, wenn V' nichtkonvex ist, liegen alle vier Punkte A’, B’, C’, D’ aulerhalb von V.

Aufgabe 4 - 131234

Gegeben sei ein nicht notwendig regelméfliges Tetraeder mit den Eckpunkten Py, P>, P3 und Py. Wir
betrachten 4 Kugeln K; (i = 1,...,4) mit P; als Mittelpunkt von K.

Man beweise, dass die Forderung, derartige Kugeln sollen sich paarweise von auflen beriihren, genau
dann erfillbar ist, wenn gilt:

PP, + P3Py = PiP3 + PoPy = PIPy+ Py P

Aufgabe 5 - 131235
Die MaBzahlen der Seitenlingen eines Dreiecks ABC' seien v/2, v/3 und v/4.
Man beweise: Sind «, 8 und v die Gréfen der Innenwinkel dieses Dreiecks, so hat die Gleichung

rsina 4+ ysin B+ zsiny =0

als einzige Losung im Bereich aller Tripel ganzer Zahlen das Zahlentripel (z;y; z) = (0;0;0).
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Aufgabe 6A - 131236A

Eine Menge G von Elementen wu,v,w,... heiit genau dann eine Gruppe, wenn die folgenden drei
Bedingungen erfiillt sind:

(1) In G ist eine Operation definiert, d.h., jedem Paar (u,v) von Elementen v und v aus G ist
eindeutig ein Element w aus G zugeordnet, wofiir man u o v = w schreibt.

(2) Diese Operation ist assoziativ, d.h., fir alle Elemente u,v,w aus G gilt (vov)ow =uo (vow).
(3) Zu jedem Paar von Elementen v und v aus G existiert mindestens ein Element = aus G, so dass
wox = v gilt, und mindestens ein Element y aus G, so dass y o u = v gilt.

Es sei P die Menge aller reeller Zahlen. Fiir je zwei Elemente a,b aus P ist durch
aob=avb?+1+bva2+ 1 eine Operation definiert.
Man beweise, dass die Menge P mit dieser Operation eine Gruppe ist.

Aufgabe 6B - 131236B

M sei die Menge aller Punkte P(z,y) eines ebenen rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystems,
wobei z,y ganzrationale Zahlen seien, fiir die 0 <z <4 und 0 < y < 4 gilt.

Man ermittle die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei beliebiger Auswahl zweier verschiedener Punkte
aus M der Abstand dieser beiden Punkte eine ganzrationale Mafizahl besitzt (MaSeinheit sei die
Einheit des Koordinatensystems).

Hinweis: Wenn n die Anzahl der verschiedenen Auswahlmoglichkeiten zweier Punkte und m
die Anzahl derjenigen Auswahlméoglichkeiten ist, bei denen der Abstand eine ganzrationale Mafizahl
besitzt, so nennt man den Quotienten °* die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit. Dabei heilen
zwei Auswahlmoglichkeiten genau dann verschieden, wenn die bei ihnen ausgewéhlten (aus je zwei

Punkten bestehenden) Mengen verschieden sind.
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Aufgabe 1 - 131241
Es seien in einer Ebene zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren v und ( gegeben. Dann wird
durch

en = |t — (| firn=1,2,3,.. (1)

eine Folge reeller Zahlen definiert. Es sind notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir anzuge-
ben, dass die Folge (1)

a) streng monoton steigend,

b) streng monoton fallend ist.

¢) Fiir den Fall, dass die Folge (1) nicht streng monoton ist, ist zu untersuchen, ob es eine natiirliche
Zahl ng gibt, so dass die Folge (1) die Monotonieintervalle 1 < n < ng und ng < n besitzt.

Aufgabe 2 - 131242

Ist x eine reelle Zahl, so bezeichne [z] die grofite ganze Zahl, die nicht groBer als z ist. (So ist z.B.
[7] =3; [0,7] = 0; [-0,7] = —1.)

a) Man zeige, dass es zwei rationale Zahlen a, b derart gibt, dass die Zahlen

en=a-n+b—[a-n+1?, (n=1,2,...)

eine nicht-konstante Zahlenfolge bilden und dass dabei alle ¢,, # 0 sind.
b) Man beweise, dass fiir je zwei rationale Zahlen a,b die in a) definierte Zahlenfolge ein Minimum
besitzt.

Aufgabe 3 - 131243

Es seien n; und ny zwei positive ganze Zahlen; in einer Ebene seien eine Menge M; aus 2n; vonein-
ander verschiedenen Punkten sowie eine Menge M, aus 2ny voneinander und von jedem der Punkte
aus M; verschiedenen Punkten so gelegen, dass es keine Gerade gibt, die durch drei dieser 2n; + 2ny
Punkte geht.

Man beweise, dass dann eine Gerade g mit folgender Eigenschaft existiert:

Zerlegt g die Ebene in die Halbebenen H und K (wobei g selbst weder zu H noch zu K gerechnet
werde), so liegen sowohl in H als auch in K jeweils genau die Hilfte aller Punkte aus M; und genau
die Halfte aller Punkte aus M.

Aufgabe 4 - 131244
Man ermittle alle Paare (f,g) von Funktionen, die fiir alle von —1;0 und 1 verschiedenen reellen
Zahlen z definiert sind und fiir alle diese « die Gleichungen erfiillen:

o f@-3-0(3) =1 W

X

Li@=2® g @

T

Aufgabe 5 - 131245

a) In einer Ebene sei P, P,...P, ein beliebiges konvexes n-Eck E.

Man beweise folgende Aussage:

Sind n Punkte @1...Q,, so im Innern oder auf dem Rand von E gelegen, dass Q1Qs...Q,, ein zu E
kongruentes n-Fck ist, so ist jeder Punkt Q; eine Ecke von FE.

b) Gibt es nichtkonvexe n-Ecke E, fiir die die in a) genannte Aussage falsch ist?

c) Ist fiir jedes nichtkonvexe n-Eck E die in a) genannte Aussage falsch?
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Aufgabe 6A - 131246A

Erkldrungen: Auf einem Schaltbrett sei eine Anzahl n von Knoépfen Ki,..., K, zum Ein- und
Ausschalten von Stromkreisen S1, ..., S, angebracht.

Fiir jeden Knopf K; werde durch einmaliges Driicken der Stromkreis .S; vom ausgeschalteten Zustand
in den eingeschalteten Zustand bzw. umgekehrt vom eingeschalteten in den ausgeschalteten Zustand
iiberfiihrt, unabhéngig von den anderen Stromkreisen.

Unter einem ”Schaltbild” B sei die gleichzeitige Angabe der Zustédnde aller Stromkreise S; verstan-
den; z.B. stellt die Ausgangsstellung, bei der alle Stromkreise S; ausgeschaltet sind, ein Schaltbild
dar, das mit By bezeichnet sei.

Sind B und B’ Schaltbilder, so werde unter der "Summe” B & B’ dasjenige Schaltbild verstanden,
das nach folgender Vorschrift entsteht:

Es sei B dadurch gekennzeichnet, dass genau die Stromkreise S, ,...,S,, eingeschaltet sind;
es sei B’ dadurch gekennzeichnet, dass genau die Stromkreise Sy, ..., Sk, eingeschaltet sind.

Dann beginne man mit dem Schaltbild By und

(a) driicke die Knopfe Ky, , ..., K, , jeden genau einmal. AnschlieBend (ohne nach By zuriickzugehen!)
(b) driicke man genau die Knopfe Ky, ,...,K}, , jeden genau einmal.

Unter dem "Produkt” B ® B’ werde dasjenige Schaltbild verstanden, das nach folgender Vor-
schrift entsteht:

Man beginne mit dem Schaltbild By, verfahre nach den Vorschriften (a), (b) und anschliefend

(c) driicke man genau diejenigen Knopfe, die bei mindestens einem der beiden Teilprozesse (a), (b)
bereits gedriickt worden waren, jedoch noch genau einmal.

Man beweise die folgenden beiden Aussagen:
(1) Sind B, B’, B” Schaltbilder, so gilt

(BeB)®B"=(B®B")o (B'®B")

(2) Sind B, B’ Schaltbilder, so gibt es genau ein Schaltbild B* mit der Eigenschaft B* @ B’ = B,
niamlich B* = B® B’.

Aufgabe 6B - 131246B
a) Man beweise folgende Behauptung:
Es gibt keine ganzrationale Funktion f, bei der fiir jedes  die beiden Ungleichungen gelten:

f@)>f"@) (1)
fl@) > ) (2)

b) Entsteht eine richtige Behauptung, wenn man in der bei a) gemachten Behauptung die Ungleichung
(2) durch f(x) > f'(z) (3) ersetzt?
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Aufgabe 1 - 141211

Am Ende einer groferen Abendgesellschaft zeigte es sich, dass keiner der anwesenden Herren mit
weniger als 10 und keiner mit mehr als 12 Damen getanzt hatte, wiahrend keine der Damen mit
weniger als 12 und auch keine mit mehr als 14 Herren zum Tanz gegangen war. Keiner der Herren
hatte dieselbe Dame mehr als einmal zum Tanz gefiihrt. Hatte jeder der Herren mit jeder Dame
genau einmal getanzt, so hatten 480 Ténze stattfinden miissen. Dabei zéhlt jeder Tanz, den ein Herr
mit einer Dame ausfiihrt, als ein Tanz. (Wenn z.B. genau 15 Paare gleichzeitig tanzen, so soll das als
15 Ténze und nicht als 1 Tanz verstanden werden.)

a) Man ermittle alle mit diesen Bedingungen vereinbaren Moglichkeiten fiir die Anzahl der Damen
und Herren, die insgesamt anwesend waren.

b) Man gebe (am einfachsten in der Form eines Rechteckschemas) eine der bei den gefundenen
Anzahlen moglichen Zusammenstellungen zu Tanzpaaren an, die den Bedingungen der Aufgabe
genligt.

Aufgabe 2 - 141212
Man beweise:

Wenn die Summe zweier natiirlicher Zahlen m und n durch 7 teilbar ist, so ist die Summe m7” + n”
durch 49 teilbar.

Aufgabe 3 - 141213

In einem beliebigen Parallelogramm ABCD seien F, F, G, H die Mittelpunkte der Seiten AB, BC,
CD bzw. DA.

Der Schnittpunkt von DE mit HB sei A’,

der von HB mit AF sei E',

der von AF mit EC sei B’,

der von EC mit GB sei F’,

der von GB mit FD sei C’,

der von F'D mit CH sei G,

der von CH mit GA sei D’, und

der von GA mit DFE sei H' (sieche Abbildung).

Man beweise, dass der Flacheninhalt des Achtecks A’E'B'F'C'G’ D' H' ein Sechstel des Flacheninhalts
des Parallelogramms ABCD betrégt.
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Aufgabe 4 - 141214
Fiir alle reellen Wertetripel (a, b, ¢) ist zu untersuchen, ob das Gleichungssystem

‘Ty223 =a, ; ry z= ba ; ryzm =c¢ (*a**a***)

1) keine,

2) genau eine,

3) genau zwei,

4) mehr als zwei, jedoch endlich viele,
5) unendlich viele

reelle Losungen (x, y, 2z) hat. Ferner sind sdmtliche vorhandenen Lésungen anzugeben.
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Aufgabe 1 - 141221
Es sei z, (n=0,1,2,3,...) diejenige Zahlenfolge, fiir die o = 1 und

Tn—1

Ty = ————
" Tp—1+1

(n=1,2,3,...) gilt.
Man gebe die Glieder z7,22 und z3 dieser Zahlenfolge an. Man gebe einen Term f(n) mit der
Eigenschaft f(n) =z, (n=1,2,3,...) an.

Aufgabe 2 - 141222

Gegeben sei eine rechteckige Tabelle mit drei Zeilen und vier Spalten, also mit 12 Feldern. In einem
dieser Felder stehe die Zahl 0.

Man untersuche, ob es eine Moglichkeit gibt, alle iibrigen Felder mit Hilfe der natiirlichen Zahlen von
0 bis 9 derart auszufillen, dass

(1) jede in der Tabelle vorkommende Zahl dort héchstens zweimal auftritt,

(2) die Summen der Zahlen in jeder der drei Zeilen gleich grof} sind,

(3) die Summen der Zahlen in jeder der vier Spalten gleich gro sind, wobei diese (somit viermal
auftretende) Summe grofer als 15 ist.

Aufgabe 3 - 141223

Es sei ABC'D ein Sehnenviereck und E der Schnittpunkt seiner Diagonalen AC und BD. Die Seite
DA sei nicht parallel zur Seite BC, so dass sich die diese Seiten enthaltenden Geraden in einem
Punkt F' schneiden.

Die Gerade g halbiere den Winkel ZBEA und die Gerade h den Winkel ZAF B.

Man beweise, dass dann g || h ist.

Aufgabe 4 - 141224
Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, fiir die das Gleichungssystem

T+y+2=0 (1)
P +y?+22=1 (2)
t+yt+zt=a (3)
a) keine reellen Losungen (x, y, 2)

b) genau eine reelle Losung,
c¢) mehr als eine reelle Losung hat.
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Aufgabe 1 - 141231

In die 64 Felder eines Schachbretts sind die Zahlen 1, 2, ..., 64 so eingetragen, dass in der ersten
waagerechten Reihe von links nach rechts die Zahlen 1, 2, ..., 8, in der zweiten waagerechten Reihe
von links nach rechts die Zahlen 9, 10, ..., 16 u.s.w. in dieser Reihenfolge stehen.

Jemand soll nun acht Tirme so auf Felder des Schachbretts stellen, dass keine zwei von ihnen einander
schlagen kénnen.

Danach soll er die Summe S der Zahlen bilden, die auf den von den Tiirmen besetzten Feldern stehen.
Es sind alle dabei moglichen Werte von S anzugeben.

Anmerkung:

Zwei Tirme konnen einander genau dann schlagen, wenn sie auf einer gemeinsamen waagerechten
oder senkrechten Felderreihe stehen.

Aufgabe 2 - 141232

Gegeben sei eine rationale Zahl c. Ferner sei M die Menge aller derjenigen Paare (a,b) aus rationalen
Zahlen a, b, fur die a + b = c gilt.

Beweisen Sie, dass unter allen Produkten a - b mit (a,b) € M dasjenige am grofiten ist, das aus dem
Paar (a,b) mit a = b gebildet wurde!

Aufgabe 3 - 141233

Im Innern eines Wiirfels ABCDEFGH mit den Seitenflichen ABCD, ABFE, BCGF, CDHG,
DAFEH, FFGH und mit der Kantenldnge a befindet sich ein gerader Kreiskegelkérper mit den
folgenden Eigenschaften:
a) Seine Spitze fillt mit dem Eckpunkt A des Wiirfels zusammen.
b) Seine Achse liegt auf der Raumdiagonalen AG des Wiirfels.
¢) Seine Grundfliche hat mit einer der drei Seitenflichen des Wiirfels, auf denen G liegt, genau einen
Punkt gemeinsam.
Man beweise:
Ist a die Grofle des Winkels zwischen einer Seitenlinie und der Achse und r der Radius der Grundfliche
des Kegelkorpers, so gilt

a3

- cota+\@

Aufgabe 4 - 141234

Es ist zu untersuchen, ob es eine Funktion y = log, (bx + ¢) mit a, b, c reell; a > 1 gibt, deren Graph
in einem z, y-Koordinatensystem durch die Punkte (2;2), (—1;0) und (0;1) verlauft.

Man gebe, falls es eine solche Funktion gibt, alle reellen geordneten Zahlentripel (a,b,c) an, fur die
das zutrifft.
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Aufgabe 5 - 141235

Es seien in der Ebene fiinf Punkte F, G, H, I, K gegeben, von denen keine drei auf derselben Geraden
liegen.

Man begriinde und beschreibe eine Konstruktion eines solchen Fiinfecks ABCDE, dass F,G, H, I, K
in dieser Reihenfolge die Mittelpunkte der Seiten AB, BC', CD, DE, EA des Fiinfecks sind.

Man untersuche ferner, ob ein solches Fiinfeck ABCDE durch die gegebenen Punkte F\. G, H, I, K
eindeutig bestimmt ist.

Dabei wird nicht vorgeschrieben, dass das Fiinfeck ABC DFE konvex, nicht konvex oder tiberschlagen
ist; es soll auch zugelassen sein, dass Ecken miteinander zusammenfallen oder Seiten teilweise inein-
ander oder in der Verldngerung voneinander liegen.

Aufgabe 6A - 141236A

Ein in einem industriellen Prozess eingebauter Messkomplex M ibermittelt an eine
Ubertragungseinheit A; genau eins der beiden Signale S; oder S, das dann von A; zu einer
Ubertragungseinheit As, von Ay zu einer Ubertragungseinheit Az und von As zu einem Elektro-
nenrechner R iibermittelt wird.

Jede Ubertragungseinheit A, (i =1,2,3) kann genau die Signale Sy oder Sy iibermitteln. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass A; statt des jeweils empfangenen Signals gerade das andere weitervermittelt,
betrage 0,01.

Es sei nun bekannt, dafl am Ende eines solchen Ablaufes durch A3 in den Rechner R das Signal S
iibertragen wurde.

Wie grof} ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass M zu Beginn dieses Ablaufes an A; ebenfalls
S7 ubermittelt hatte?

Hinweis:

Wenn sich unter den Voraussetzungen V in einer groBen Anzahl n von Féllen insgesamt g solche
befinden, bei denen ein Ereignis E eintritt bzw. eingetreten ist, so heifit die Zahl p = £ die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten (bzw. Eingetretensein) von E unter den Voraussetzungen V.

Zur Losung koénnen auflerdem folgende Sétze verwendet werden.

a) Additionsgesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir unabhéngige Ereignisse: Die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass von zwei einander ausschlieBenden Ereignissen £ und E5 eins von beiden eintritt, ist
gleich der Summe p; + py der Wahrscheinlichkeit p; fiir das Eintreten von F; und der Wahrschein-
lichkeit po fiir das Eintreten von Ej.

b) Multiplikationsgesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Er-
eignis E und ein Ereignis F' eintreten, ist gleich dem Produkt p - ¢ der Wahrscheinlichkeit p fiir das
Eintreten von E und der Wahrscheinlichkeit g dafiir, dass unter der Voraussetzung von E das Ereignis
F' eintritt.

Aufgabe 6B - 141236B
Es sei p eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine fiir alle reellen Zahlen x definierte Funktion
mit der Eigenschaft

€
fiir alle reellen z. (1)
a) Man beweise, dass jede derartige Funktion f (sofern es solche gibt) periodisch ist, d.h., dass es zu
ihr eine von Null verschiedene reelle Zahl ¢ gibt, so dass f(x + ¢) = f(«) fiir alle reellen x gilt. (2)
b) Man gebe fiir einen speziellen Wert von p eine solche nicht konstante Funktion f an.
Hinweis: Man kann insbesondere untersuchen, ob eine Funktion vom Typ

a+b-sin’z
c+d-sin’z

fz) =

bei geeigneten Werten der Konstanten a, b, ¢, d fir alle reellen x definiert ist, die Eigenschaft (1) hat
und nicht konstant ist.
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Aufgabe 1 - 141241
Man beweise, dass fiir alle reellen Zahlen a,b,c,d mit 0 < a < b < ¢ < d gilt:

b ¢ d a~a b ¢ d

Aufgabe 2 - 141242

Von einem Dreieck seien die Innenwinkel gemessen worden. Die Summe der dabei (als Ndherungswerte
der wahren Innenwinkelgrofien) erhaltenen Messwerte w, v, w sei 180° + 0 mit § # 0°.

Durch drei Korrekturwerte z,y, z sollen die Messwerte so verdndert werden, dass die Summe der
dann entstehenden Werte u + x, v + y, w + z gleich 180° ist.

Es ist zu beweisen, dass fiir alle unter diesen Bedingungen méglichen Korrekturwerte x, v, z der Wert
S = 22 + y? + 22 genau dann am kleinsten ist, wenn z =y = z = —g gilt.

Aufgabe 3 - 141243

In einem Mathematikzirkel, in dem Eigenschaften von Funktionen f bei Kehrwertbildung untersucht
werden, vermutet ein Zirkelteilnehmer, allgemein gelte fiir Funktionen f, die in einem Intervall J
definiert sind und nur positive Funktionswerte haben, der folgende Satz:

(a) Ist f in J streng konkav, so ist 1 in J streng konvex.

Ein anderer Zirkelteilnehmer meint, es gelte auch der folgende Satz:

(b) Ist f in J streng konvex, so ist 1 in J streng konkav.

Man untersuche jeden dieser Sitze auf seine Richtigkeit.

Hinweise:

(1) Genau dann heifit f(z) in J streng konvex bzw. konkav, wenn fiir je drei Zahlen z, z*, x5 aus J
mit 1 < 2* < x3 der auf der von den Punkten [z1; f(21)] und [zo; f(22)] begrenzten Sehne gelegenen
Punkt, dessen Abszisse x* ist, eine Ordinate hat, die groBer bzw. kleiner als f(z*) ist.

(2) Mit % ist die durch die Festsetzung g(z) = f(lz) fiir alle Zahlen = des Intervalls J definierte
Funktion g bezeichnet.

Aufgabe 4 - 141244
Man ermittle alle Paare (x,y) reeller Zahlen x und y, fiir die die Gleichungen gelten:

242 — 252y — 73+ 25y —35=0 (1) und
22 —y? - 20 —2y—-T7=0 (2)

Aufgabe 5 - 141245

Ist P ein Punkt im Innern eines regelméafligen Tetraeders A; A3 A3A4, so seien die Absténde, die P
von den vier Seitenflachen des Tetraeders hat, mit x1, 22, 23, r4 bezeichnet.

Mit h sei der Abstand bezeichnet, den A4 von der Flache des Dreiecks A1 A5 A3 hat.

a) Man zeige, dass es genau einen Punkt P* im Innern von A; Ay A3 A4 gibt, fir den alle vier Abstédnde
x1,%2,x3, x4 den Wert % haben.

b) Man beweise, dass fiir alle Punkte P im Innern des Tetraeders das Produkt z;zoz324 genau dann
seinen grofiten Wert annimmt, wenn P mit dem in a) genannten Punkt P* zusammenfillt.
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Aufgabe 6A - 141246A

Es sei n eine natiirliche Zahl mit n > 2.

Jemand schreibt n Briefe, von denen jeder fiir genau einen unter n verschiedenen Adressaten vorge-
sehen ist, und steckt in jeden von n Umschlidgen genau einen dieser Briefe, ohne vorher die Adressen
auf die Umschlége zu schreiben.

Da er nun nicht mehr weif}, in welchem Umschlag sich welcher Brief befindet, schreibt er willkiirlich
die n Adressen auf die n Umschldge (auf jeden Umschlag genau eine Adresse).

Man beweise:

Die Wahrscheinlichkeit g, dafiir, dass bei keinem der Adressaten der an ihn gerichtete Umschlag den
fiir ihn vorgesehenen Brief enthélt, hat den Wert

1
2!

T (L N

Hinweis: Man bezeichne jede tiberhaupt mogliche Verteilung der Briefe an die Adressaten (jeder Brief
an genau einen der Adressaten) einen "moglichen Fall”.

Unter diesen bezeichne man jede Verteilung, bei der fiir keinen Adressaten der an ihn gerichtete
Umschlag den fiir ihn vorgesehenen Brief enthélt, ein ”giinstiger Fall”. Die Anzahl aller "moglichen
Félle” sei a,, genannt, die Anzahl aller ”giinstigen Félle”g,,.
Dann ist die genannte Wahrscheinlichkeit g, definiert als ¢,, = 4=

Qn

Aufgabe 6B - 141246B

In der Ebene sei der "Abstand” zwischen zwei Punkten wie folgt definiert:

Sind P; und P, zwei beliebige Punkte, die in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Koordi-
naten (z1;y;) bzw. (z2;y2) haben (z1,x2,y1, y2 seien reelle Zahlen), so sei ihr ?Abstand”

d(Py; Py) = max{|z1 — 2|, [y1 — y2|}

Man ermittle die Menge M aller Punkte der Ebene, die beziiglich des so definierten Abstandes von
den Punkten A(0;2) und B(1;4) gleich weit entfernt sind.
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Aufgabe 1 - 151211

An einer Schule wird héufig Tischtennis gespielt. Man zeige, dass es stets unter sechs beliebigen
Schiilern dieser Schule entweder drei gibt, die bereits jeder gegen jeden gespielt haben, oder drei gibt,
zwischen denen noch kein Spiel ausgetragen worden ist.

Aufgabe 2 - 151212
Man beweise, dass es zu drei beliebig ausgewahlten Punkten einer Kugeloberfliche stets eine Halb-
kugel gibt, auf der diese drei Punkte liegen.

Bemerkung: Eine Halbkugel(-fliche) werde stets einschlielich ihrer Randlinie verstanden.

Aufgabe 3 - 151213
Man ermittle alle Tripel (z,y, z) reeller Zahlen, fir die

1 1 7
+ = — (1)
r+y x+=z 12
1 1 8
+ = — (2)
r+y y+=z 15
1 1 9
= — gilt. 3
x+z+y+z 20 & (3)

Aufgabe 4 - 151214
Es sei M die Menge aller derjenigen siebenstelligen Zahlen (im dekadischen Positionssystem), in
denen jede der sieben Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 einmal auftritt.

Man beweise, dass keine der Zahlen aus M durch eine andere Zahl aus M teilbar ist.
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Aufgabe 1 - 151221
a) Man untersuche, ob es natiirliche Zahlen n derart gibt, dass in der nach dem binomischen Lehrsatz
gebildeten Entwicklung

(@+b)" =coa™ +c1a™ b+ ca™ 2 b2 ..+ b (1)

die Koeflizienten cg, c1, co die Summe ¢y + ¢; + co = 79 haben. Gibt es solche Zahlen n, so ermittle
man sie.

b) Man untersuche, ob es natiirliche Zahlen n derart gibt, dass aus (1) durch die Ersetzung a =
z2,b = % eine Entwicklung

1 n
(z2 + — = comko + clxkl + @xkz +...+ cnxk"
T

entsteht, in der einer der Exponenten den Wert k; = 0 hat, d.h., in der ein von z freies Glied
vorkommt. Gibt es solche Zahlen, so ermittle man sie.

b) Man ermittle alle natiirlichen Zahlen n, die sowohl die in a) als auch die in b) angegebenen
Bedingungen erfiillen.

Aufgabe 2 - 151222

Gegeben sei eine Pyramide, deren Grundflache ein Rechteck mit dem Flacheninhalt @ ist. Zwei der
Seitenflachen stehen senkrecht auf der Grundfliache; die zwei restlichen schlieffen mit der Grundflache
Winkel der Gréfle o bzw. g ein.

Man ermittle das Volumen der Pyramide in Abhéngigkeit von @, « und 3.

Aufgabe 3 - 151223

Die Forschungsabteilungen zweier volkseigener Betriebe sollen zu einer gemeinsamen Beratung genau
je sechs Mitarbeiter delegieren.

An der Beratung sollen insgesamt 6 Mathematiker und 6 Ingenieure teilnehmen. In der Forschungs-
abteilung des einen Betriebes arbeiten 5 Mathematiker und 7 Ingenieure, in der des anderen 7 Ma-
thematiker und 5 Ingenieure.

Man ermittle die Anzahl aller moglichen personellen Zusammensetzungen der Beratung unter den
angegebenen Bedingungen.

Aufgabe 4 - 151224
Man ermittle alle Tripel (z,y, z) reeller Zahlen, fiir die das Gleichungssystem

r+y+z=a (1)
22 +y? 4+ 22 =a? (2)
2+ + 2% =d? (3)

erfiillt ist, wobei a eine reelle Zahl ist.
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Aufgabe 1 - 151231

Jemand l6ste eine Divisionsaufgabe A; bei dieser war eine natiirliche Zahl, die (in dekadischer Dar-
stellung) mit finf gleichen Ziffern geschrieben wird, durch eine vierstellige natiirliche Zahl, die (in
dekadischer Darstellung) mit vier gleichen Ziffern geschrieben wird, zu dividieren.

Bei dieser Division ergab sich die Zahl 16 und ein gewisser Rest.

Anschlieend bildete jemand aus dieser Aufgabe A eine neue Divisionsaufgabe A’, indem er sowohl
im Dividenden als auch im Divisor je eine Ziffer wegfallen lief3.

Bei der Division der so erhaltenen Zahlen ergab sich wieder die Zahl 16 sowie ein um 2000 kleinerer
Rest als bei der Aufgabe A.

Man nenne (durch Angabe von Dividend und Divisor) alle Divisionsaufgaben A, die diese Eigenschaft
aufweisen.

Aufgabe 2 - 151232

Ist M eine Menge von reellen Zahlen, so soll eine reelle Zahl e # 0 aus dieser Menge als eine ”Einheit
von M” bezeichnet werden, wenn fiir jedes Element x aus M die Beziehung £ € M gilt.

(So besitzt z.B. die Menge aller ganzen Zahlen nur die Einheiten +1 und -1, wihrend z.B. in der
Menge aller rationalen Zahlen jedes von 0 verschiedene Element eine Einheit ist.)

Es sei nun M die Menge aller Zahlen a 4 by/2, wobei a und b beliebige ganze Zahlen sind. In dieser
Menge sind z.B. +1 und -1 Einheiten.

a) Man gebe noch 5 weitere Einheiten von M an.

b) Man beweise, dass M unendlich viele verschiedene Einheiten enthélt.

Aufgabe 3 - 151233

Es seien A1 As, B1By, C1C5 drei voneinander verschiedene parallele Sehnen eines Kreises k. Ferner
seien X bzw. Y bzw. Z die zu Ay bzw. By bzw. C5 beziiglich der Mittelpunkte der Sehnen B;C;
bzw. C1 Ay bzw. A1 By symmetrisch liegende Punkte.

Man beweise, dass X,Y und Z auf ein und derselben Geraden liegen.

Aufgabe 4 - 151234
Definition: Eine gebrochene rationale Funktion f heifit echt gebrochen, wenn sie sich in ihrem Defi-
nitionsbereich in der Form

u(z) = ama™ + ...+ a1z +ag;  am #0
v(@) =bpz" + ...+ bix+by; b, #0 und m<n

darstellen ldsst.
Es ist zu untersuchen, ob die Summe zweier echt gebrochener rationaler Funktionen wieder eine echt
gebrochene rationale Funktion ist, wenn die Summe von der Funktion

flx) = mit

u(x) = amr™ + ... +arx +ap; alle ay, =...=ap=0

verschieden ist.

Aufgabe 5 - 151235

In der Ebene mégen n Punkte (n > 4) so gelegen sein, dass je vier von ihnen Eckpunkte eines
nichtentarteten konvexen Vierecks sind.

Man beweise, dass dann alle n Punkte Eckpunkte eines konvexen n-Ecks sind.
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Aufgabe 6A - 151236A

Gegeben seien n Punkte einer Ebene (n > 0), von denen keine drei auf derselben Geraden liegen.
Die n Punkte sollen durch Strecken so miteinander verbunden werden, dass es keine drei Punkte gibt,
von denen jeder mit jedem der anderen beiden verbunden ist.

Man zeige, dass sich unter diesen Bedingungen fiir die Anzahl Z,, der Verbindungsstrecken gilt:

Man zeige ferner, dass sich unter Beachtung der Bedingungen {"{} Verbindungsstrecken finden lassen.

Anmerkung: Mit [z] sei die grofite ganze Zahl bezeichnet, die nicht grofer als x ist.

Aufgabe 6B - 151236B

Es seien P(x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und p, g, r, s reelle Zahlen, fir die p # g gelte.
Bei der Division dieses Polynoms durch (z — p) ergebe sich als Rest die Zahl r, bei der Division des
gleichen Polynoms durch (z — ¢q) als Rest die Zahl s.

Welcher Rest ergibt sich unter diesen Voraussetzungen bei der Division des Polynoms P(z) durch

(z—p)(x—q)7
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Aufgabe 1 - 151241

Man untersuche, ob es ein Polynom P(z) dritten Grades gibt, so dass P(0) = 74, P(1) = 19,
P(2) =65 und P(3) = 92 gilt.

Ist dies der Fall, so ermittle man P(4) und P(5).

Aufgabe 2 - 151242

Man ermittle die Menge aller derjenigen positiven reellen Zahlen r, fiir die folgende Aussage wahr
ist:

Fiir jede positive reelle Zahl a hat die fiir alle reellen = durch f(z) = 4 —2? — az3 definierte Funktion
f zwischen den Zahlen 2 — ar und 2 eine Nullstelle.

Aufgabe 3 - 151243

P bezeichne einen Punkt im Innern eines gleichseitigen Dreiecks ABC, der von den Eckpunkten
dieses Dreiecks die Abstinde PA = u, PB = v, PC = w hat.

Man berechne die Seitenlédnge s des gleichseitigen Dreiecks ABC' aus u, v, w.

Aufgabe 4 - 151244
Es sei f diejenige Funktion, die als Definitionsbereich die Menge aller Tripel (z,y, z) von nichtnega-
tiven reellen Zahlen z,y, z mit x + y + z = 7 hat und die jedem solcher Tripel jeweils die Zahl

f(z,y, z) = sin? 2 4 sin? y + sin? 2

zuordnet. Ermitteln Sie den Wertebereich der Funktion f und weisen Sie nach, dafl jeder Wert in
diesem Bereich angenommen wird!

Aufgabe 5 - 151245

Bekanntlich gilt:

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: Eine Ebene wird durch n Geraden, von denen keine drei durch ein
und denselben Punkt laufen und keine zwei parallel sind, in genau %(n2 + n + 2) Teile zerlegt.

Man ermittle fiir jede natiirliche Zahl n die Anzahl der Teile, in die der Raum durch n Ebenen zerlegt
wird, von denen keine vier durch ein und denselben Punkt gehen, keine drei zueinander parallele oder
zusammenfallende Schnittgeraden besitzen sind und keine zwei zueinander parallel sind.
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Aufgabe 6A - 151246A
Mit R™ wird die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen bezeichnet. In R™ ist durch

(1131,332, 71'n) + (y13y27 7yn) = (‘Tl + Y1, 22 + Y2, ...y T + yn)
eine Addition und durch
AMx1, X2y ey ) = (A1, AZg, .oy ATy ), AER

die Multiplikation mit einer beliebigen reellen Zahl A definiert.
Es sei M eine Teilmenge von R", fiir die gilt:
Mit (21,22, ..., Tn), (Y1, Y2y -y Yn) € M gilt fir jedes A mit 0 < A < 1

Mz, o, ooy xn) + (L= X)) (Y1, Y2, s Yn) € M (1)

Ein n-Tupel (s1, S2, ..., $) € M heifit z-Element von M, wenn aus

1 1

(817 8§92y ey Sn) = 5(:1;1; T2y eeny Z‘n) + §(y17y27 ) yn>

mit (z1, T2, ..., Tpn), (Y1, Y2, -, Yn) € M stets
S1 =21 = Y1, S2=T2=Y2, ..., Sp ==Tp =1Yn
und damit (s1, S2, ..., $n) = (21,22, .oy Tn) = (Y1, Y2, -.., Yn) f0lgt.

Man zeige: (s1,S2,...,5n) ist *Element genau dann, wenn fiir beliebiges A mit 0 < A < 1
aus

(sla 52y ceny S’n) = )‘(xlaan ceey (En) + (1 - )‘)(y17y27 7yn>
mit (21,2, ..., Tn), (Y1, Y2y --s Yn) € M stets
S1 =21 =Y1, S2=T2=Y2, .5 Spn =Tn =1Yn
also

(51,82, s 8n) = (1, T2, ooy Tr) = (Y1, Y2, -5 Yn)

folgt.

Aufgabe 6B - 151246B
In der mathematischen Statistik werden hiufig Summen der folgenden Form benétigt:

" on—1 " /2n 1 < /2n
MZ( 2%k >; Nkz_o<2k); meZ_O(%)

wobei n eine natiirliche Zahl mit n > 1 ist.
a) Man berechne die Summen M, N und m.
b) Es sei f die fiir alle reellen « durch

o =5 -7 (5)

k=0

definierte Funktion.
Man berechne f(z) und weise nach, dass f einen kleinsten Funktionswert besitzt und diesen genau
fir x = m annimmt.
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Aufgabe 1 - 161211
Man ermittle alle Tripel reeller Zahlen (z, y, z), die das Gleichungssystem erfiillen:

x+yz="7 (1)
zYy+2=>5 (2)
r+y+z2z==6 (3)

Aufgabe 2 - 161212
Man beweise, dass fiir jedes Dreieck ABC' die Gleichung
MA® .sina+MB’ -sinf + MC- -siny = 2F

gilt, wobei «, 3, v die Groflen der Innenwinkel bei A, B bzw. C bezeichnen, F der Flacheninhalt des
Dreiecks und M der Mittelpunkt seines Inkreises ist.

Aufgabe 3 - 161213
Einer Schule stehen fiir ein Zeltlager folgende Zelte zur Verfiigung:

2 Zelte fir je 3 Personen,

1 Zelt fiir 8 Personen,

2 Zelte fir je 10 Personen und
2 Zelte fir je 16 Personen.

Jedes dieser Zelte wird entweder mit Madchen zu genau 50% seiner Hochstbelegungszahl ausgelastet
oder mit Jungen so belegt, dass es zu hochstens 70%, mindestens aber zu 50% ausgelastet ist. Dabei
sind insgesamt fiir das Zeltlager mehr Médchen als Jungen zu beriicksichtigen.

a) Wieviel Personen kénnen maximal unter diesen Bedingungen am Zeltlager teilnehmen?

b) Man gebe fir einen derartigen Fall eine entsprechende Belegung der Zelte an.

Aufgabe 4 - 161214
Auf der Oberflache einer massiven Kugel, deren Durchmessergrofie nicht angegeben ist, seien zwei
Punkte A und B gegeben, die nicht auf ein und demselben Kugeldurchmesser liegen.

Man beschreibe eine Konstruktion des durch die Punkte A und B verlaufenden Grof3kreises. Zur
Konstruktion auf der Kugeloberfliche darf nur ein Zirkel, zu eventuell notwendigen Hilfskonstruktio-
nen in einer Ebene diirfen nur Zirkel und Lineal verwendet werden.

Hinweis: Unter einem Groflkreis versteht man einen Kreis auf der Kugeloberfliche, dessen Mittel-
punkt mit dem Mittelpunkt der Kugel zusammenfallt. Durch zwei Punkte der Kugeloberfliche, die
nicht auf ein und demselben Kugeldurchmesser liegen, verlauft genau ein Grofikreis.
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Aufgabe 1 - 161221

Es sei R ein Rechteck mit dem Fldcheninhalt A, den Seitenldngen a,b und der Diagonalenldnge d.
Ferner sei a das arithmetische Mittel von b und d.

Man ermittle fiir dieses Rechteck a,b und d in Abhéngigkeit von A.

Aufgabe 2 - 161222

Einer Kugel K; mit gegebenem Radius r sei ein Zylinder Z; mit quadratischem Achsenschnitt ein-
beschrieben.

Diesem Zylinder Z; sei eine Kugel K» und dieser wieder ein Zylinder Z mit quadratischem Achsen-
schnitt einbeschrieben.

Dieses Verfahren sei weiter fortgesetzt, d.h., liegen fiir eine nattirliche Zahl n bereits eine Kugel K,
und ein Zylinder Z,, mit quadratischem Achsenschnitt vor, so sei dem Zylinder Z,, eine Kugel K, 1
und dieser wieder ein Zylinder Z, 1 mit quadratischem Achsenschnitt einbeschrieben.

Fiir jedes n = 1,2, ... sei V,, das Volumen der Kugel K,,, und es sei S, =V; + Vo + ... + V..

a) Man ermittle das Volumen V.

b) Man ermittle Syo.

¢) Man berechne lim S, falls dieser Grenzwert existiert.
n—oo

Hinweis:

Ein Zylinder heifit einer Kugel einbeschrieben, wenn die Kreislinien, die seine beiden Grundflichen
beranden, auf der Kugel liegen. Eine Kugel in einem Zylinder mit quadratischem Achsenschnitt heifit
diesem Zylinder einbeschrieben, wenn sie seine beiden Grundflachen beriihrt.

Aufgabe 3 - 161223

In einem Quadrat der Seitenldnge 1 mogen sich 51 Punkte befinden.

Man beweise, dass es zu jeder Anordnung solcher 51 Punkte einen Kreis mit dem Radius % gibt, der
wenigstens drei dieser Punkte in seinem Innern enthalt.

Aufgabe 4 - 161224

Es seien x und y

a) nichtnegative reelle Zahlen,
b) nichtnegative ganze Zahlen,
fiir die die Ungleichungen

8z +3y<25 (1)
—2z + 3y < 10 (2)

erfiillt sind. Man weise nach, dass fiir die Summe
z=2r+y (3)

in den Fillen a) bzw. b) jeweils ein grofiter Wert existiert, und gebe diesen fiir jeden der Fille an.
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Aufgabe 1 - 161231
Man gebe alle Paare (z,y) reeller Zahlen an, fiir die gilt:

P?+y=2 (1) und v4+r=2 (2

Aufgabe 2 - 161232

In einen geraden Kreiskegel mit dem Radius r und der Hohenldnge h seien Kugeln so einbeschrie-
ben, dass die erste Kugel die Grundfliche und die Mantelfliche des Kegels, jede folgende Kugel die
vorhergehende Kugel von auflen und die Mantelfliche des Kegels beriihrt, wobei sdmtliche Kugelmit-
telpunkte auf der Kegelachse liegen.

Gesucht ist eine formelmaBige Ermittlung des Radius 7,, der n-ten Kugel aus den gegebenen Léngen
r und h.

Man weise insbesondere nach, dass die Folge (r,,) eine geometrische Folge mit dem Quotienten

_h—27’1

E h

ist.

Aufgabe 3 - 161233

Es sei eine Menge von endlich vielen roten und griinen Punkten gegeben, von denen einige durch
Strecken verbunden sind.

Ein Punkt dieser Menge heifle auflergewohnlich, wenn mehr als die Hélfte der von ihm ausgehenden
Verbindungsstrecken in Punkten enden, die eine andere Farbe als er haben.

Wenn es in der gegebenen Punktmenge auergewohnliche Punkte gibt, so wahle man einen beliebigen
aus und férbe ihn in die andere Farbe um. Falls in der entstandenen Menge aulergewohnliche Punkte
existieren, werde das Verfahren fortgesetzt.

Man beweise:

Fiir jede Menge der beschriebenen Art und fiir jede Moglichkeit, jeweils auflergewdhnliche Punkte zum
Umférben auszuwéhlen, entsteht nach endlich vielen solchen Umfiarbungen eine Menge, die keinen
aulergewohnlichen Punkt enthélt.

Aufgabe 4 - 161234
a) Man beweise, dass fir alle reellen Zahlen x,y, z mit 4+ y + z = 7 die Ungleichung gilt:

3
cos 2z + cos 2y — cos 2z < 5 (1)

b) Es sind diejenigen Werte von x,y, z zu ermitteln, fiir die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Aufgabe 5 - 161235

In einer Ebene sei eine Menge von endlich vielen Punkten, die nicht alle auf ein und derselben Gera-
den liegen, so gegeben, dass der Flicheninhalt jedes Dreiecks, das drei dieser Punkte als Eckpunkte
hat, nicht grofler als 1 ist.

Man beweise, dass fiir jede derartige Menge eine Dreiecksfliche (einschliefflich ihres Randes verstan-
den) existiert, deren Flécheninhalt nicht grofler als 4 ist und die die gegebene Menge enthilt.
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Aufgabe 6A - 161236A

Fiir jede reelle Zahl x mit 0 < z < 5 werde in einem ebenen rechtwinkligen kartesischen Koordina-
tensystem der Kreis durch die Punkte P(0;1), Q(x;cosx) und R(—x;cos(—x)) gelegt.

a) Man gebe eine Funktion f so an, dass fur jede dieser Zahlen x der genannte Kreis den Radius
r = f(z) hat.

b) Man berechne Ilggo f(z), falls dieser Grenzwert existiert.

¢) Man ermittle den Wertebereich der Funktion f mit der Menge aller Zahlen z, fiir die 0 < 2 < ¥
gilt, als Definitionsbereich.

Aufgabe 6B - 161236B

Es sei M eine Menge, fiir die folgendes gilt:

(1) Jedem geordneten Paar (a,b) von Elementen aus M ist genau ein Element aus M zugeordnet,
das mit a o b bezeichnet sei.

(2) Zu jedem b € M und jedem ¢ € M gibt es genau ein x € M so, dass x o b = ¢ gilt; dieses Element
x werde mit z = § bezeichnet.

Unter diesen Voraussetzungen beweise man folgende Aussage:
Wenn fiir alle a € M,b € M,c € M,d € M die Beziechung (aob)o (cod) = (aoc)o (bod) g ilt, dann
gilt fiir alle p e M,q € M,r € M,s € M die Beziehung

T _P 4

s T s

QS

101



1.18.4 1V. Stufe 1976, Klasse 12

1.18.4 1V. Stufe 1976, Klasse 12

Aufgabe 1 - 161241

Es seien a, b, x¢ drei reelle Zahlen mit a < xzg < b; das Intervall aller reeller Zahlen x mit a < x < b
sei I genannt.

Fine in I definierte Funktion f, sei an der Stelle xy differenzierbar. Ferner sei g die in I durch
g(z) = | f(z)| definierte Funktion.

Man beweise: Unter diesen Voraussetzungen ist g genau dann an der Stelle 2y nicht differenzierbar,
wenn gilt:

fl@o)=0  und  f'(zo) #0

Aufgabe 2 - 161242

Gegeben sei eine natiirliche Zahl n > 1.

Man ermittle die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten 2n rote, 2n griine und 2n schwarze Kugeln
so auf zwei Gefdfle Q1 und Q2 zu verteilen, dass jedes der Geféflie 3n Kugeln enthélt.

Hinweis:

Zwei Verteilungsmoglichkeiten gelten genau dann als gleich, wenn fiir jede der drei Farben die Anzahl
der in @) enthaltenen Kugeln dieser Farbe bei beiden Verteilungsmoglichkeiten tibereinstimmt (und
folglich dasselbe auch fir Qo zutrifft).

Aufgabe 3 - 161243

Ist P, P, P3Py eine vierseitige Pyramide mit S als Spitze und einem konvexen Viereck P P, P3P, als
Grundflache, so seien die Seitenflichen SP;P;; mit ¢; und die Grofe des Winkels zwischen ¢;,_; und
€; mit «; bezeichnet (i = 1,2, 3,4; tritt in den Formeln ein Index 5 auf, so werde er durch den Index
1 ersetzt; tritt ein Index 0 auf, so werde er durch den Index 4 ersetzt).

Man beweise:

Wenn zu einer solchen Pyramide ein gerader Kreiskegel mit der Spitze S existiert, auf dessen Mantel
Py, P, P; und P, liegen, so gilt a1 + a3 = as + a4.

Aufgabe 4 - 161244
Man beweise, dass fiir alle reellen Zahlen a und b gilt:
atbl _ o
1+|a+b — 1+ |a| 1+]0

(1)

Aufgabe 5 - 161245
Man ermittle die Anzahl aller Paare (p, ¢) natiirlicher Zahlen mit 1 < p < 100 und 1 < ¢ < 100 und
der Eigenschaft, dass die Gleichung z° + px + ¢ = 0 mindestens eine rationale Losung hat.

Aufgabe 6A - 161246A
Es sind alle Polynome
f(l‘) =ag + a1x + a2x2 + ...+ az"

mit reellen Koeffizienten ayg, a1, ..., a,, anzugeben, die die folgende Eigenschaft haben:
Fiir alle reellen Zahlen = gilt z - f(x — 1) = (x — 2) - f(x).
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Aufgabe 6B - 161246B

Man gebe fiir jede natiirliche Zahl n > 5 eine Zerlegung eines regelméfligen, konvexen n-Ecks in eine
minimale Anzahl von

a) sdmtlich spitzwinkligen Dreiecken,

b) samtlich stumpfwinkligen Dreiecken an.

Hinweis:

Unter einer Zerlegung in Dreiecke wird eine Zerlegung des n-Ecks verstanden, bei der jede Seite eines
Zerlegungsdreiecks entweder gleichzeitig Seite eines anderen Zerlegungsdreiecks oder eine der Seiten
des n-Ecks ist.
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1.19 XVII. Olympiade 1977
1.19.1 1. Stufe 1977, Klasse 12

Aufgabe 1 - 171211
Man ermittle alle im dekadischen Positionssystem fiinfstelligen natiirlichen Zahlen, die durch 17, 19
und 23 teilbar sind und deren Zehnerziffer 0 lautet.

Aufgabe 2 - 171212
Man ermittle alle reellen Losungen (z, y) des Gleichungssystems

2-Vrt+yt+tr+y=38 (1)
z® + y* = 40. (2)

Aufgabe 3 - 171213
Uber funf Punkte A, B, C, D, S im Raum wird vorausgesetzt, dass A, B, C, D in einer Ebene &
liegen; dass sie die Ecken eines konvexen Vierecks sind und dass S nicht in & liegt.

Es ist zu beweisen, dass dann zu der vierseitigen Pyramide ABCD.S eine Ebene existiert, die die
Kanten SA, SB, SC bzw. SD in Punkten A’, B’, C' bzw. D’ schneidet, die Eckpunkte eines
Parallelogramms sind.

Aufgabe 4 - 171214

Jemand sucht alle Moglichkeiten, vier Ecken eines gegebenen Wiirfels schwarz zu markieren. Er
betrachtet zwei dieser Markierungsmoglichkeiten genau dann als gleich, wenn es eine Drehung des
Wiirfels gibt, die die eine der beiden Markierungsmoglichkeiten in die andere iiberfiihrt.

Ermitteln Sie alle verschiedenen Markierungsmoglichkeiten!
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Aufgabe 1 - 171221

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen aq,d, by, g, fiir die folgende Aussage gilt:

Wenn

(1) a1 das Anfangsglied und d die Differenz einer arithmetischen Folge (a,,) ist und wenn

(2) b1 (# 0) das Anfangsglied und ¢ der Quotient einer geometrischen Folge (b,) ist, so haben diese
Folgen die Eigenschaften

(3) a; = _3b17

(4) as = 2b2,

(5) ag — b3,

(6) d ist eine ganze Zahl.

Aufgabe 2 - 171222

Uber eine natiirliche Zahl 2 werden von vier Schiilern A, B, C, D je drei Aussagen gemacht. Dabei
macht der Schiiler A genau zwei wahre Aussagen, wahrend die Schiiler B, C, D mindestens eine und
héchstens zwei wahre Aussagen treffen.

Man ermittle alle natiirlichen Zahlen z, die diesen Bedingungen geniigen:

(A1) z ist dreistellig.

(A2) Es gilt: 500 < z < 600.

(A3) Jede der Ziffern 1, 3, 5, 7, 9 tritt genau einmal entweder in der dekadischen Darstellung von
oder in der dekadischen Darstellung der Quersumme von z auf; andere Ziffern kommen in beiden
Darstellungen nicht vor.

(B1) In der dekadischen Darstellung von z ist die Anzahl der Zehner das arithmetische Mittel aus
der Anzahl der Hunderter und der der Einer.

(B2) z ist das Produkt dreier voneinander verschiedener Primzahlen.

(B3) « ist durch 5 teilbar.

(C1) z ist eine Quadratzahl.

(C2) Streicht man in der dekadischen Darstellung von z die Hunderterziffer und fiigt sie als (neue)
Endziffer wieder an, so erhialt man die dekadische Darstellung einer Primzahl.

(C3) Die dekadische Darstellung von x enthalt mindestens drei gleiche Ziffern.

(D1) « ist das Produkt zweier zweistelliger Zahlen.

(D2) z ist Primzahl.

(D3) x ist ungerade.

Aufgabe 3 - 171223

Es sind alle ganzen Zahlen x zu ermitteln, fir die
- 32+ 2 —2
222

f(x)
ganzzahlig ist.
Aufgabe 4 - 171224

Gegeben sei in einer Ebene € ein gleichseitiges Dreieck ABC.
Man ermittle die Menge aller derjenigen Punkte X in e, fiir die AX + BX = CX gilt.
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Aufgabe 1 - 171231
Gegeben sei die Folge (ay) durch
4n

= 1
mrin W

Qn

firn=1,2,3,....
Man ermittle die obere Grenze und die untere Grenze von (a, ), sofern diese existieren.

Aufgabe 2 - 171232
Zu jeder ganzen Zahl a ermittle man alle reellen Losungen = der Gleichung

2 +ad??+2x+1=0

Aufgabe 3 - 171233

Es sei ABCD ein regelméfliges Tetraeder mit der Kantenldnge s, in dem fiinf kongruente Kugeln
(mit den Mittelpunkten P, Q, R, S,T) so angeordnet sind, dass gilt:

(1) Die Kugel um P beriihrt die drei von A ausgehenden Seitenflichen ABC, ACD, ADB des
Tetraeders,

(2) die Kugel um @ beriihrt die drei von B ausgehenden Seitenflichen,

(3) die Kugel um R beriihrt die drei von C' ausgehenden Seitenflachen und

(4) die Kugel um S die drei von D ausgehenden Seitenflédchen.

(5) Die Kugel um T beriihrt die vier tibrigen Kugeln von auflen.

Man ermittle den Radius r dieser fiinf Kugeln.

Aufgabe 4 - 171234
Man beweise, dass fiir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ mit a® + b% + ¢ = % die Ungleichung gilt:

=D T

1 1 1< 1
¢ abc

Aufgabe 5 - 171235
Man beweise folgenden Satz:
Sind v der Umfang, r der Radius des Inkreises und R der Radius des Umkreises des Dreiecks ABC),
dann gilt
V3

R>?'\/ﬂ

Ist das Dreieck insbesondere rechtwinklig, dann gilt sogar R > g Sur.

Aufgabe 6A - 171236A

Es sei n eine natiirliche Zahl mit n > 1.

a) Man ermittle alle diejenigen in der Menge R der reellen Zahlen definierten Funktionen f, die in R
stetig sind und die Eigenschaft haben, dass fir jede reelle Zahl z die Gleichung f(z™) = f(z) (1)
gilt.

b) Man gebe eine in R definierte und unstetige Funktion f an, die die Eigenschaft (1) hat.
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Aufgabe 6B - 171236B

Ist z eine reelle Zahl, so bezeichnet [z] die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist. Beispielsweise
gilt [Z] =3; [5] = 5; [-71] = —4.

Man beweise:

Fiir jede reelle Zahl = und jede positive ganze Zahl n gilt

[M+P+H+W+P+nHWMM
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1.19.4 V. Stufe 1977, Klasse 12

Aufgabe 1 - 171241
Sind f und g im Intervall —1 < x < 1 stetige Funktionen, so seien di(f,g) und do(f,g) wie folgt
definiert:

di(f,9) = max|f(z) — g(z)|

do(f,g) ist der in Flacheneinheiten eines rechtwinkligen Koordinatensystems ausgedriickte Inhalt
derjenigen Fliache, die durch die Bilder der Funktionen f und g sowie zwei Strecken auf den Geraden
x = —1 bzw. x = 1 begrenzt wird.

(Dabei werde der Inhalt jeder Teilfliche, unabhéngig von ihrem Umlaufsinn, als positiv aufgefasst.)
Es seien nun f,, (n =1,2,3,...) und h die im Intervall —1 < z < 1 durch

Inl@) = Z(l —z)z""! und h(z)=1

k=1

definierte Funktionen.

a) Man ermittle lim d;(f,,h), falls dieser Grenzwert existiert.
n— 00

b) Man ermittle lim dy(f,,h), falls dieser Grenzwert existiert.
n—oo

Aufgabe 2 - 171242
Es seien g und h die in der (zweielementigen) Menge {1, — 1} als Definitionsbereich durch

g)=1, g(-1)=-1 (1)
h(l)=-1, h(-1)=1 (2)

definierten Funktionen. Ferner seien f1, fa, f3, f14, f5, f6, fr Funktionen, von denen einige gleich g
und die iibrigen gleich h sind. Fiir diese Funktionen gelten:

H1)=-1, fe(1)= fz(1) =1 (3)
f3(fa(1)) = ~1 (4)
Fi(f2(fs(fa(f5(fe(f7(1))))))) = —1 (5)

Man beweise, dass in allen Féllen, in denen diese Bedingungen erfiillt sind, die Anzahl derjenigen f;,
die gleich g sind, die gleiche ist, und gebe diese Anzahl an.

=
—~

Aufgabe 3 - 171243

a) Man gebe alle Moglichkeiten an, eine gegebene Dreiecksfliche D in drei Dreiecksflichen Dy, D,
D3 zu zerlegen.

b) Man beweise:

Ist eine Dreiecksflache D in drei zueinander dhnliche Dreiecksflichen Dy, Dy, D3 zerlegbar, so ist sie
gleichschenklig oder rechtwinklig.
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Aufgabe 4 - 171244

Definition:

Es sei mit d(X,Y") der Abstand zweier Punkte X, Y einer Punktmenge m bezeichnet. Eine reelle Zahl
d heifit Durchmesser von m, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir je zwei Punkte X, Y aus m gilt d(X,Y) < d.

(2) Es gibt Punkte P, @ aus m, fir die d(P,Q) = d ist.

Man beweise:

a) Wenn eine Kreisfliche mit dem Durchmesser d von einem beliebigen Streckenzug, der die Kreislinie
in einem Punkt M und einem Punkt N schneidet, in zwei Teile zerlegt wird, dann hat eine dieser
Teilflichen (jeweils einschlieBlich ihres Randes verstanden) ebenfalls den Durchmesser d.

b) Wenn ein Kugelkérper mit dem Durchmesser d von einer ebenen Schnittfliche €; in zwei Teilkérper
und danach einer dieser Teilkérper durch eine ebenen Schnittfliche es wieder in zwei Teilkérper
zerlegt wird, dann hat bei jeder derartigen Zerlegung eines Kugelkorpers in drei Teilkorper wenigstens
einer dieser Teilkorper (jeweils einschliefilich seiner Begrenzungsflichen verstanden) ebenfalls den
Durchmesser d.

Aufgabe 5 - 171245
Es seien fi, fo, ... eine Folge von Funktionen, die fiir alle reellen Zahlen x definiert sind, und zwar

durch
fi(z) = Va2 +48
fer1(z) = /22 + 6 fi(z)
fir k=1,2,3,...

Man ermittle fir jedes n = 1,2, 3, ... alle reellen Zahlen z, die Lésungen der Gleichung f,(z) = 2z
sind.

Aufgabe 6A - 171246A
Es sei n eine positive Zahl, (aq, ..., a,) sei ein n-Tupel reeller Zahlen mit a; < a2 < ... < a,.
Man untersuche, ob es zu diesen gegebenen ag, ..., a,, eine reelle Zahl x derart gibt, dass die Zahl

z=|z—a1|+ |z —as|+ ... + |z — ay|

moglichst klein ist.
Gibt es ein derartiges x, so bestimme man alle reellen Zahlen z mit dieser Eigenschaft und gebe den
dazugehorigen minimalen Wert von z an.

Aufgabe 6B - 171246B

a) Gegeben sei eine natirliche Zahl n > 2. Es sei u der Umkreis eines regelméfiigen 2n-Ecks
AoAl...Aanl.

Eine Menge aus drei Ecken A;, A;, Aj dieses 2n-Ecks heifle einseitig, wenn es auf der Kreislinie u
einen Halbkreisbogen h einschlielich seiner beiden Eckpunkte gibt, der A;, A; und A;, enthélt.
Man ermittle die Wahrscheinlichkeit w dafiir, dass eine willkiirlich gewéhlte Menge M = {A4;, A;, Ax}
aus drei Ecken einseitig ist.

b) Man ermittle den Grenzwert lim w, falls er existiert.
n— oo

Hinweis:
Ist m,, die Anzahl aller Mengen, die man aus drei Ecken A;, A;, A}, des 2n-Ecks bilden kann, und ist

gn die Anzahl aller einseitigen unter ihnen, so ist die in a) gesuchte Wahrscheinlichkeit definiert als

9n

Wy = .
n M
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1.20 XVIII. Olympiade 1978
1.20.1 1. Stufe 1978, Klasse 12

Aufgabe 1 - 181211

Bei der Mathematikolympiade treffen sich drei Schiiler. ”Ist euch schon aufgefallen”, fragt einer von
ihnen, ein Mé&dchen, dass wir Lang, Dick und Diinn heiffen und dass auch genau einer von uns
aulergewohnlich lang, genau ein anderer beachtlich dick und der dritte erschreckend diinn ist?”

”Ja, tatsichlich”, entgegnet darauf ein anderer, der diinne Schiiler, "aber bei keinem von uns stimmen
Name und die den jeweiligen Schiiler charakterisierende Eigenschaft iiberein.” ”"Da hast du vollig
recht!” stimmt ihm der Schiiler namens Lang zu.

Wie heif3t hiernach der lange Schiiler, wie der dicke und wie der diinne Schiiler, wenn dariiber hinaus
vorausgesetzt wird, dass das Madchen, das gefragt hat, nicht dick ist? Welche der charakterisierenden
Eigenschaften und welchen Namen hat das Mé&dchen?

Aufgabe 2 - 181212
Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 5 gilt:

Jedes Quadrat lasst sich in n Teilquadrate zerlegen.

Erklirung: Sind @, Ty, ..., T,, Quadrate (als Flichen, einschlieflich ihrer Randpunkte betrachtet), so
liegt genau dann eine Zerlegung von @ in 77, ..., T}, als Teilquadrate vor, wenn

(1) @ die Vereinigungsmenge der Mengen T1, ..., T;, ist und

(2) fir ¢ # j der Durchschnitt von T; mit T} stets entweder keine Punkte oder nur solche Punkte
enthalt, die sowohl fiir 7; als auch fiir 7; Randpunkte sind.

Aufgabe 3 - 181213
Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem erfiillen:

1 1 =z
r+-+2=3 y+-+I=3
y = Ty

Aufgabe 4 - 181214

A B

Gegeben sei die Seitenlédnge a eines gleichseitigen Dreiecks. Um jeden der Eckpunkte dieses Dreiecks
werde derjenige Kreis konstruiert, der die gegeniiberliegende Seite beriihrt. Je zwei dieser Kreise
haben im Innern des Dreiecks genau einen Schnittpunkt. Je zwei dieser drei Schnittpunkte lassen
sich durch einen Bogen eines der konstruierten Kreise miteinander verbinden, wobei jeder dieser
Bogen innerhalb der Dreiecksfliache liegt. Die drei Kreisbogen schlielen ein Flachenstiick ein.

Man driicke den Inhalt dieses (schraffierten) Flichenstiicks in der Form z - a?

Zahl z mit einer durch die Zahlentafel ermdglichten Genauigkeit angebe).

aus (wobei man die
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Aufgabe 1 - 181221

Man untersuche, ob es reelle Zahlen b,c,d so gibt, dass durch a, = gfj;bd (n = 1,2,3,...) eine

Zahlenfolge definiert ist, fiir die a; = %7 as = % und lim a, = % gilt.
n—oo

Wenn es derartige b, ¢, d gibt, so stelle man fest, ob sie durch diese Forderungen eindeutig bestimmt
sind, und gebe sie in diesem Fall an.

Aufgabe 2 - 181222
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen z, fiir die durch k = ﬁw eine ganze Zahl k definiert
ist.

Aufgabe 3 - 181223

Gegeben seien zwei von einem Punkt S ausgehende Strahlen s, ¢, die einen Winkel einschlieflen, fiir
dessen Grofle o die Ungleichung 0° < o < 180° gilt.

Gegeben sei ferner ein Punkt P im Innern dieses Winkels.

Ist g eine Gerade durch P, die s und ¢ schneidet und nicht durch S geht, so bezeichne A bzw. B ihren
Schnittpunkt mit s bzw. t. Man beweise, dass es unter allen diesen Geraden g genau eine gibt, fiir
die das Dreieck SAB einen moglichst kleinen Fldcheninhalt hat. Man beschreibe eine Konstruktion
dieser Geraden.

Aufgabe 4 - 181224

Thomas stellt Jiirgen folgende Aufgabe:

(1) In meiner Klasse betétigen sich genau 15 Schiiler im auerschulischen Sport, und zwar kommen
nur die Sportarten Fufiball, Schwimmen, Turnen bzw. Leichtathletik vor.

(2) Jede der genannten Sportarten wird von mindestens einem Schiiler betrieben.

(3) Kein Schiiler betreibt mehr als zwei dieser Sportarten.

(4) Jeder Schiiler, der Schwimmen oder Leichtathletik betreibt, betétigt sich auch in einer zweiten
Sportart.

(5) Genau 3 Schiiler betreiben sowohl Fufiball als auch Schwimmen, genau 2 Schiiler sowohl Schwim-
men als auch Leichtathletik; kein Schiiler betreibt sowohl Fufiball als auch Turnen.

(6) Die Anzahl der FuBlballer ist grofler als die Anzahl der Schwimmer, diese wiederum ist grofer als
die Anzahl der Turner und diese grofler als die Anzahl der Leichtathleten.

(7) Die Anzahl der Fufiballer ist gleich der Summe der Anzahl der Turner und der Leichtathleten.
In (6) und (7) bezeichnet Fufiballer, Schwimmer u.s.w. jeweils einen Schiiler, der die betreffende
Sportart (allein oder neben einer zweiten Sportart) betreibt.

Gib die Anzahl der Fulballer, der Schwimmer, der Turner und der Leichtathleten in meiner Klasse
an!

Nach einiger Uberlegung sagt Jiirgen, dass diese Aufgabe nicht eindeutig 16sbar sei. Man ermittle alle
Losungen dieser Aufgabe.
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Aufgabe 1 - 181231
Man ermittle alle diejenigen Polynome f(x) mit reellen Koeffizienten, die fiir alle reellen z die Glei-
chung f(z+1) — f(z) = x + 1 erfillen.

Aufgabe 2 - 181232

Im Raum seien A, B zwei verschiedene Punkte und € eine Ebene. Fiir jede mogliche Lage von A, B, €
ermittle man zu diesen gegebenen A, B, € alle diejenigen Punkte C' auf ¢, fiir die die Abstandssumme
AC + BC moglichst klein ist.

Aufgabe 3 - 181233

Es ist zu untersuchen, ob es in einer Menge M von 22222 Elementen 50 Teilmengen M; (i = 1,2, ..., 50)
gibt mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Jedes Element m von M ist Element mindestens einer der Mengen M;.

(2) Jede der Mengen M; (i = 1,2, ...,50) enthélt genau 1111 Elemente.

(3) Fiir je zwei der Mengen M;, M; (i # j) gilt: Der Durchschnitt von M; und M; enthilt genau 22
Elemente.

Aufgabe 4 - 181234
Man beweise: Ist n > 2 eine ganze Zahl, so ist die fiir alle reellen z durch

flz) = Z cos(zV'k)

k=1

definierte Funktion f nichtperiodisch.

Aufgabe 5 - 181235

Es sei n > 2 eine gegebene ganze Zahl. Man untersuche, ob sich unter allen denjenigen reellen Zahlen
T1, .., Ty > 0, fiir die o1 + ... + 2, = 1 gilt, auch solche befinden, fiir die der Wert von 3 + ... + 23
a) moglichst grof}, b) moglichst klein ist.

Ist dies der Fall, so ermittle man diesen grofiten bzw. kleinsten Wert.

Aufgabe 6A - 181236A

Es sei (a,) (n =0,1,2,...) eine Folge reeller Zahlen, fiir die ag = 0 sowie a?,, = % - a2 — 1 fiir alle
n=1,2,... gelte.

Man zeige, dafl es dann eine positive reelle Zahl ¢ < 1 gibt, so dass fiir alle n = 1,2, ...

lant1 —an| < q-|an — an—_1]

gilt, und gebe eine derartige reelle Zahl ¢ an.

Aufgabe 6B - 181236B

Ist AABC ein Dreieck, so bezeichne A’ den Bildpunkt von A bei Spiegelung an der Geraden durch
B und C, B’ den Bildpunkt von B bei Spiegelung an der Geraden durch C und A, C’ den Bildpunkt
von C bei Spiegelung an der Geraden durch A und B.

Mit diesen Bezeichnungen beweise man:

Genau dann ist AA’B’'C’ ein zu AABC dhnliches Dreieck - mit jeweils A, A’ bzw. B, B’ bzw. C, C’
als entsprechende Ecken -, wenn AABC gleichseitig ist.
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Aufgabe 1 - 181241
Man ermittle alle ganzen Zahlen a mit der Eigenschaft, dass zu den Polynomen

f(z) =2 — 2" + 320 + 112® — 2% + 23z + 30
glx)=2>+2z+a

ein Polynom h(z) so existiert, dass fiir alle reellen x die Gleichung f(z) = g(x) - h(z) gilt.

Aufgabe 2 - 181242

Im Staat Wegedonien gibt es ein StraBennetz. An jeder Kreuzung und an jeder Einmiindung von
Straflen dieses Netzes steht ein Verkehrsposten.

Die Lénge eines jeden Straflenabschnittes zwischen je zwei benachbarten dieser Posten ist kleiner
als 100 km. Jeder Verkehrsposten lasst sich von jedem anderen auf einem Gesamtweg innerhalb des
Netzes erreichen, der kiirzer als 100 km ist.

Ferner gilt fiir jeden Straflenabschnitt zwischen zwei benachbarten Verkehrsposten:

Wird genau dieser Straflenabschnitt gesperrt, so ist immer noch jeder Verkehrsposten von jedem
anderen aus auf einem Gesamtweg erreichbar, der sich nur aus ungesperrten Straffenabschnitten des
Netzes zusammensetzt.

Man beweise, dass dies auf einem Weg erfolgen kann, der kiirzer als 300 km ist.

Aufgabe 3 - 181243

a) In einer Ebene sei P, P...P,, ein beliebiges ebenes konvexes n-Eck E.

Man beweise folgende Aussage:

Sind im Innern oder auf dem Rande von E Punkte @1, ..., Q, so gelegen, dass @1, ...,Q, ein zu £
kongruentes n-Eck ist, so ist jeder Punkt @Q; (: = 1,2, ...,n) eine Ecke von E. (1)

b) Gibt es nichtkonvexe n-Ecke E, fiir welche die Aussage (1) falsch ist.

c) Ist fiir jedes nichtkonvexe n-Eck E die Aussage (1) falsch?

Aufgabe 4 - 181244
Man beweise, dass fiir alle positiven ganzen Zahlen m,n mit m > n die durch

s(m,n) =Y |i—j|
i=1 j=1

definierte Summe s(m,n) den Wert hat:

s(m,n) = %(n —Dnn+1)+ %mn(m —n)

Aufgabe 5 - 181245

Es sei n eine natiirliche Zahl gréfier als 1.

Man zeige, dass es zu jeder der n Zahlen a1, as,...,a, mit a; =nl+j (j =1,2,...,n) eine Primzahl
p; gibt, die die Zahl a;, aber keine weitere Zahl ay (k # j) dieser n Zahlen teilt.
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Aufgabe 6A - 181246A

Es sei A1 A3 A3A4 A5 ein regelméfBliges Fiinfeck mit gegebener Seitenlédnge s.

Um jeden Punkt A; (i = 1,2,3,4,5) sei die Kugel K; mit dem Radius § und dem Mittelpunkt A;
gelegt.

Dann gibt es in der Menge derjenigen Kugeln K’, die die Eigenschaft haben, jede der fiinf Kugeln

K; zu beriihren, genau zwei Kugeln K| und K3 mit dem Radius 3.

Man untersuche, ob K| und K} einander schneiden, beriihren oder ob sie keinen Punkt gemeinsam
haben.

Aufgabe 6B - 181246B
a) Es sei M die Menge aller Tripel (,y, z) von reellen Zahlen, fiir die die folgenden Ungleichungen
(1) bis (5) erfiillt sind:

50x 4+ 2z < 54

55y + z < 54
550 — 4z > 4 (3)
55y —4z > 4 (4)

z>—1 (5)

Man untersuche, ob fiir den Ausdruck
flx,y,z) =2 +y° +22  (6)

ein Tripel (zo, Yo, 20) € M mit der Eigenschaft existiert, dass fiir alle Tripel (z,y, z) € M die Unglei-
chung

f(x07y072'0) > f(x,y,z)

gilt. Ist dies der Fall, so ermittle man hierzu f(zo, yo, 20)-

b) Es sei M’ die Menge aller Tripel (z,y, z) von ganzen Zahlen, fiir die die Ungleichungen (1) bis (5)
erfiillt sind.

Man untersuche, ob fiir den Ausdruck (6) ein Tripel (z1,y1,21) € M’ mit der Eigenschaft existiert,
dass fur alle Tripel (x,y,z) € M’ die Ungleichung

f(xlaylvzl) 2 f(xayvz)

gilt. Ist dies der Fall, so ermittle man hierzu f(z1,y1,21).
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1.21 XIX. Olympiade 1979
1.21.1 1. Stufe 1979, Klasse 12

Aufgabe 1 - 191211
Es sei (beziiglich eines kartesischen z,y-Koordinatensystems) p die Parabel mit y = 22 als Gleichung.

a) Man beweise: Durch den Punkt (0; 1) gibt es genau eine Sehne von p mit der Lénge 2.

b) Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen ¢ > 0, fiir die folgende Aussage gilt: Durch den
Punkt (0;c) gibt es genau zwei Sehnen von p mit der Lange 2.

Aufgabe 2 - 191212
Fir zwei Lander, Normalland und Spiegelland, und ihre Netze von Eisenbahnlinien sei folgendes
vorausgesetzt:

(1) Jede Stadt X in Normalland hat genau eine Partnerstadt X’ in Spiegelland. Dabei gilt: Zu
jeder Stadt Y’ in Spiegelland gibt es genau eine Stadt in Normalland, deren Partnerstadt Y’
ist.

(2) Jede Eisenbahnlinie in Normalland stellt eine unmittelbare Verbindung zwischen zwei Stéddten
her und beriihrt sonst keine andere Stadt. Dieselbe Aussage trifft fiir Spiegelland zu.

(3) Fiir je zwei Stadte A, B in Normalland und ihre Partnerstidte A’, B’ in Spiegelland gilt: Ent-
weder gibt es eine unmittelbare Eisenbahnverbindung zwischen A und B, aber keine zwischen
A’ und B’, oder es gibt eine unmittelbare Eisenbahnverbindung zwischen A’ und B’, aber keine
zwischen A und B.

(4) In Normalland gibt es zwei Stidte P, @, die so am Eisenbahnnetz gelegen sind, dass man
wenigstens zweimal umsteigen muss, um von P nach () zu gelangen.

Beweisen Sie, dass aus diesen Voraussetzungen (1) bis (4) folgt: In Spiegelland kann man von jeder
Stadt zu jeder anderen gelangen, ohne mehr als zweimal umsteigen zu miissen.

Aufgabe 3 - 191213
Von einem Dreieck werde gefordert, dass sein Flidcheninhalt gleich i(a2 + b?) ist, wobei a und b die
Langen zweier Seiten des Dreiecks sind.

Man beweise, dass diese Forderung erfiillbar ist und dass durch diese Forderung die Gréflen der
Winkel des Dreiecks eindeutig bestimmt sind. Man ermittle ferner diese Winkelgroflen.

Aufgabe 4 - 191214
a) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem
Tx 4100y =0 (1)
0,069z +y = 0,3 (2)
eine eindeutig bestimmte Losung (xg, yo) hat, und ermitteln Sie diese!
Im folgenden werde in Gleichung (2) des Systems (1), (2) der Koeffizient von x innerhalb einer

gegebenen -Umgebung von 0,069 verdndert, d.h., fiir gegebenes reelles § > 0 sei eine reelle Zahl h auf
das Intervall

—<h<$§
eingeschréinkt, und fiir jedes solche h sei das Gleichungssystem
7z + 100y =0 (3)
(0,069 + h)z +y = 0,3 (4)

betrachtet. Man mochte erreichen, dass sich g durch diese Verdnderung des Koeffizienten 0,069 um
hochstens 1% andern kann. Damit ist die folgende Aufgabenstellung b), ¢) gemeint.
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Zunéachst wird definiert:

Besitzt fiir irgendein h das Gleichungssystem (1), (4) eine eindeutige Losung, so sei diese mit (z7;yp)
bezeichnet. Ist dies (bei gegebenem ¢ > 0) fiir alle in (3) genannten h der Fall und gibt es unter
diesen Werten h einen, fiir den die Zahl

_ |mo—

n
|0

moglichst grof ist, so werde dieser moglichst grole Wert von n mit nmax (beziglich (3) mazimaler
relativer Fehler von x) bezeichnet.

b) Ermitteln Sie alle diejenigen § > 0, fiir die ein beziiglich (3) maximaler relativer Fehler 7yax
existiert!

c¢) Ermitteln Sie unter den in b) gefundenen Werten von 4 alle diejenigen, fiir die sogar nmax < 0,01
gilt!

116



1.21.2 II. Stufe 1979, Klasse 12

1.21.2 Il. Stufe 1979, Klasse 12

Aufgabe 1 - 191221
Man ermittle alle Tripel (z,y, z) reeller Zahlen, fiir die das folgende Gleichungssystem erfullt ist:

1
r——-=1 ; y—-—=1 ; z——=1 (1)

Aufgabe 2 - 191222

Ist ABCD ein konvexes Viereck, seine Flache also durch die Diagonale AC in zwei Dreiecksflachen,
namlich die des Dreiecks ABC und die des Dreiecks AC' D, zerlegt, so werde der Flidcheninhalt des
Dreiecks ABC mit Fp, der des Dreiecks AC'D mit F5 sowie die Grofie des Winkels ZDAB mit o
bezeichnet.

Von einem konvexen Viereck ABCD seien nun die folgenden Eigenschaften gefordert:

AB|CD (1)
AB|>|CD|  (2)

BC| = |CD| = |DA|  (3)
AC L BC  (4)

Man beweise, dass die Forderungen (1) bis (4) erfillbar sind und dass die Werte von F; : F; und o
durch diese Forderungen eindeutig bestimmt sind. Man ermittle diese Werte.

Aufgabe 3 - 191223

100 Touristen sind in 100 verschiedenen Stadten beheimatet, in jeder dieser Stddte genau einer der
Touristen.

Keine zwei von ihnen sind miteinander bekannt. Sie unternehmen durch genau diese Stéddte
Rundreisen, und zwar

a) als Touristengruppe (alle 100 Touristen machen gemeinsam ein und dieselben Reisen),

b) als Einzelreisende (jeder legt die Reihenfolge und die jeweilige Aufenthaltsdauer fiir die einzelnen
Stéadte selbst fest, die Reisen erfolgen unabhéngig voneinander).

Ferner treffen sie die folgende sonderbare Vereinbarung:

Je zwei dieser Touristen machen sich genau dann miteinander bekannt, wenn sie sich zum ersten
Mal gemeinsam in einer Stadt befinden, in der keiner dieser beiden Touristen beheimatet ist.
Ermitteln Sie im Fall a) und im Fall b) jeweils die kleinste natiirliche Zahl n > 0, fiir die die folgende
Aussage (*) wahr ist!

(*) Die Reisewege und -termine lassen sich so festlegen, dass jeder Tourist spétestens dann mit
jedem anderen bekannt geworden ist, wenn er in n Stddten gewesen ist.

Aufgabe 4 - 191224
a) Man untersuche, ob die fiir alle reellen Zahlen x durch

_ sin(zv2)
fil=) = 1 + sin?(zv/2)

definierte Funktion f; periodisch ist.
b) Man untersuche, ob die fiir alle reellen Zahlen x durch

sinx

)

definierte Funktion f, periodisch ist.
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Aufgabe 1 - 191231

Es seien n und m natiirliche Zahlen mit n > 1, m > 1; N sei die Menge der natiirlichen Zahlen von
1 bis n und M die Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis m.

Man ermittle die Anzahl aller derjenigen Teilmengen von NN, die gemeinsame Elemente mit M haben.

Aufgabe 2 - 191232

Es sei ABCD ein konvexes Viereck, auf dessen Kanten AB, BC', CD bzw. DA Punkte E, F', G bzw.
H so gelegen sind, dass sie die entsprechende Kante jeweils im Verhéltnis der Langen der anliegenden
Kanten teilen, d.h. es wird vorausgesetzt:

AE : EB=DA:BC;BF : FC=AB:CD;CG:GD =BC :DA;DH : HA=CD : AB (1)

Man beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets die folgende Aussage wahr ist:
Im Viereck ABCD gilt AB+ CD = BC + DA (d.h. ABCD ist ein Tangentenviereck) genau dann,
wenn im Viereck EFGH fiir die Grofle der Innenwinkel

LEFG+ /GHE = /FGH + ZHEF

gilt (d.h. wenn EFGH ein Sehnenviereck ist).

Aufgabe 3A - 191233A

Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die fiir alle reellen Zahlen = definiert sind und den folgen-
den Bedingungen geniigen:

(1) Fiir alle Paare (z1;z2) reeller Zahlen gilt f(x1 + x2) = f(z1) + f(z2).

(2) Es gilt f(1) =1.

(3) Fiir alle reellen Zahlen z # 0 gilt f(1) = % f().

T

Aufgabe 3B - 191233B
Man untersuche, ob es natirliche Zahlen n gibt, fiir die

1 1

n n+1

1
+ot = >1000 (1)
n

gilt.

Wenn dies der Fall ist, so untersuche man, ob es eine natiirliche Zahl p derart gibt, dass jede (im
Dezimalsystem) p-stellige Zahl n die Eigenschaft (1) hat. Trifft auch das zu, so ermittle man eine
derartige Zahl p.

Aufgabe 4 - 191234

Man untersuche, ob unter allen Tetraedern ABCD mit gegebenem Volumen V und mit rechten
Winkeln Z/BDC', Z/CDA, ZADB eines mit kleinstméglicher Summe AB+ AC+AD+ BC+BD+CD
existiert.

Ist dies der Fall, so ermittle man (in Abhéngigkeit von V') diese kleinstmogliche Summe.

Aufgabe 5 - 191235

Man beweise:

Es gibt keine positiven ganzen Zahlen p und ¢ mit der Eigenschaft
D 1 1 1

p
T T
q 9 V3 g 94
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Aufgabe 6 - 191236
Gegeben sei eine positive reelle Zahl a.
Man ermittle (zu jedem Wert dieser gegebenen Zahl a jeweils) alle reellen Losungen (z;y) des Glei-
chungssystems
P +yS=1 , r+y=a
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1.21.4 V. Stufe 1979, Klasse 12

Aufgabe 1 - 191241
Man ermittle alle Paare (f(z); g(z)) von Polynomen 3. Grades

f(z) = asx® + as2® + a1z + ag
g(x) = bzx® + byx® + byx + by

deren Koeflizienten ag, a1, as, as, by, by, ba, b3 reelle Zahlen sind und fiir die die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:
(1) Jeder der Werte, die f(x) und g(x) fir z = 1,2,3 und 4 annehmen, ist eine der Zahlen 0 und 1.

(2) Wenn f(1) =0 oder f(2) =1 ist, so ist g(3) =0 und g(4) = 1.
(3) Wenn f(1) =1 oder f(4) =1 ist, so ist g(1) = 1 und ¢g(3) = 1.
(4) Wenn f(2) = 0 oder f(4) = 0 ist, so ist g(2) = 0 und g(4) = 0.
(5) Wenn f(3) =1 oder f(4) =1 ist, so ist g(1) =

Aufgabe 2 - 191242

Es sei M die Menge aller derjenigen Quadratflichen @, die in einer gegebenen Ebene € liegen, einen
gegebenen Punkt Z der Ebene € als Mittelpunkt haben und eine gegebene Streckenlénge a als Sei-
tenldnge haben.

Fiir beliebige Quadratflichen @, Q' aus dieser Menge M bezeichne u(Q U Q') den Umfang derjenigen
Polygonfliche, die sich als Durchschnitt der Quadratflichen @ und Q' ergibt.

Man untersuche, ob es in M Quadratflichen @, Q" mit kleinstmoglichem u(Q N Q') gibt.

Ist dies der Fall, so ermittle man (in Abhéngigkeit von a) diesen kleinstmdoglichen Wert von w(QNQ’).

Aufgabe 3 - 191243
Man ermittle alle diejenigen Tripel (z,y, z) reeller Zahlen, fiir die

2+ 2y =y ; y+yz =12 ; 22+ 22r==z

gilt. Dabei sind z,y und z durch Ausdriicke anzugeben, die aus gegebenen reellen Zahlen durch
wiederholte Anwendung von Operationen +, —, -, :, von reellwertigen Potenzfunktionen, Exponenti-
alfunktionen, trigonometrischen Funktionen oder von deren reellwertigen Umkehrfunktionen gebildet
sind.

Aufgabe 4 - 191244
Man beweise, dass fiir keine natiirlichen Zahlen n,m,b mit n > 2, m > 2 und (2n)?" —1 =" (1)
gilt!

Aufgabe 5 - 191245
Man beweise:
Fiir jede ganze Zahl n > 2 und jede ganze Zahl k > 2 gilt:

P N 7 T
2 3 7 nk—1  nk 2 3 7 n—-1 n
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Aufgabe 6A - 191246A
Eine Folge {x}} reeller Zahlen heifle genau dann C-konvergent gegen eine reelle Zahl z, wenn

1 n
(1) -

gilt.

Eine Funktion f h