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1.1.1 Wettbewerb V1960, Klasse 8

1 Aufgaben

1.1 Vorolympiade 1960
1.1.1 Wettbewerb V1960, Klasse 8

Aufgabe 1 - V00801

Zwei Brigaden einer Spulenfabrik fertigen zusammen 8200 Transformatorspulen. Bei der
Giitekontrolle miissen von den durch das erste Kollektiv gefertigten Spulen 2%, von denen des zweiten
Kollektivs 3% wegen mangelhafter Isolation ausgeschieden werden.

Insgesamt sind 216 Spulen unbrauchbar. Wie viel einwandfreie Spulen werden von jedem Kollektiv
hergestellt?

Aufgabe 2 - V00802

Auf das Heft von Fritz ist Wasser gespritzt. Viele Ziffern sind nicht mehr leserlich. Wie muss die
wiederhergestellte Aufgabe lauten?

(Jeder Punkt in der Waagerechten bedeutet eine Ziffer.)

1 5 4 . . . . 7T =

Aufgabe 3 - V00803

Ich lasse einen Ball fallen. Er springt bis zu % seiner Fallhohe. Er fillt von neuem und springt das
zweite Mal % der ersten Sprunghdhe.

Berechne, von welcher Hohe ich den Ball fallen lie; wenn er das zweite Mal 45 cm weniger hoch
sprang als das erste Mal!

Aufgabe 4 - V00804

Wir haben zwei Gefiafle. In beide Gefifle gieflen wir Wasser, und zwar in das erste % seines Fassungs-
vermogens, in das zweite % seines Fassungsvermogens.

Wenn wir die beiden Wassermengen zusammengiefien, erhalten wir 8,5 Liter. Wir wissen noch, dass
% des Fassungsvermogens des ersten Gefafles um 6,2 Liter grofer ist als % des Fassungsvermdogens des
zweiten Gefafles.

Berechnet die Fassungsvermdégen der beiden Gefafie!

Aufgabe 5 - V00805

Peter ist ein eifriger Lottospieler. Die Gesamtsumme seiner fiinf Lottozahlen betrdgt 167. Die erste
Zahl ergibt mit sich selbst multipliziert die vierte Zahl.

Das Doppelte der ersten Zahl ergibt die zweite Zahl, die verstellt (Einer gegen Zehner vertauscht)
gleich der dritten ist. Multipliziert man die zweite mit der dritten Zahl und die zweite mit der vierten
Zahl, so ergibt die halbe Differenz beider Produkte die fiinfte Zahl.

Wie lauten Peters Lottozahlen?

Hinweis: Beim damals iiblichen Lotto wurden 5 Zahlen aus 90 méglichen getippt.

Aufgabe 6 - V00806

Fritz hat seinen Fufl auf ein 0,1 mm starkes Blatt Papier gestellt und tiberlegt, wie hoch er wohl
stehen wiirde, faltete er es finfzigmal.

Koénnt ihr es ihm sagen?




1.1.1 Wettbewerb V1960, Klasse 8

Aufgabe 7 - V00807

- Zwolf Streichholzchen, in der abgebildeten Form aufgelegt, schlieffen
| | eine Flache von fiinf Quadraten ein, deren Seitenkante einer Streich-
— — holzldnge entspricht.
| | Die Streichholzer sind so umzulegen, dass eine Fléche entsteht, die nur
— — vier Quadraten mit gleicher Kantenlange entspricht!
| | (Streichholzer innerhalb der verlangten neuen Figur diirfen nicht gelegt
— werden!)

Aufgabe 8 - V00808

Knobel Knifflig erzéhlt: Ich bin dem Riesen aus Prag begegnet. Sein Kopf und Hals sind zusammen
30 cm lang. Seine Beine sind doppelt so lang wie Kopf, Hals und halber Rumpf, und der ganze Kerl
ist genau ein Meter ldnger als Kopf, Hals und Beine zusammen.

Wie grof} ist er?

Aufgabe 9 - V00809

Fiir die Einzdunung eines Stiickes Weideland, das Rechteckform erhalten soll, stehen der LPG Neues
Leben 400 m Weidezaun zur Verfligung.

Auf einer Arbeitsbesprechung wird der Vorschlag gemacht, die Seiten des Rechtecks von moglichst
gleicher Lange zu wéhlen, da das Quadrat von allen Rechtecken mit gleichem Umfang den grofiten
Flacheninhalt hat.

Versuche, diese Behauptung zu beweisen! Wie steht es mit dem Flicheninhalt, wenn die Weide
kreisformig angelegt werden wiirde?

Aufgabe 10 - V00810

Die Grenze zweier aneinandergrenzender

% £ D Felder (siche Abbildung). einer LPG ist
7 eine gebrochene Linie EGB. Zur Erleich-
o terung der Bestellung soll die Grenzlinie
E . ¢ gradlinig fiihren, ohne die Grofe der Ein-
AN zelfelder zu verdndern.

Lose die Aufgabe durch Konstruktion
und begriinde sie!

hS
3]

Aufgabe 11 - V00811

Zeichne ein Parallelogramm und in ihm eine Diagonale.

Wéhle auf der Diagonalen einen beliebigen Punkt und ziehe durch ihn die Parallelen zu den Paralle-
logrammseiten. Dadurch entstehen vier kleine Parallelogramme.

Vergleiche die Fldachen der beiden Parallelogramme, die nicht von der Diagonale geschnitten werden
und beweise das Ergebnis des Vergleichs!

Aufgabe 12 - V00812
Beweise, dass die vier Winkelhalbierenden eines Rechtecks ein Quadrat begrenzen!




1.1.1 Wettbewerb V1960, Klasse 8

Aufgabe 13 - V00813

Konstruiere ein Dreieck ABC aus a =8 cm, b = 10 cm, ¢ = 6 cm.

Die Eckpunkte dieses Dreiecks sollen die Mittelpunkte der Kreise sein, die sich gegenseitig beriihren.
Bestimme die Grofle der Radien!

(Der Losungsweg kann beliebig gewéhlt werden!)

Aufgabe 14 - V00814

Durch einen Wiirfel soll ein ebener Schnitt so gefiihrt werden, dass als Schnittfigur ein gleichseitiges
Dreieck verlauft.

a) Wie muss der Schnitt gefithrt werden?

b) Veranschauliche den Schnitt durch ein Schragbild!




1.2.1 I. Runde V1961, Klasse 8

1.2 Vorolympiade 1961
1.2.1 1. Runde V1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - V10811

Der neue Doppelstock-Gliederzug unserer Reichsbahn wiegt insgesamt 129 Mp (Leergewicht) und hat
fiir 640 Reisende Sitzplatze. Ein D-Zug-Wagen alter Bauart wiegt 40 Mp und bietet 64 Reisenden
Sitzplétze.

Um wie viel Prozent ist das ”Sitzplatzgewicht” (Leergewicht je Sitzplatz) bei dem neuen Doppelstock-
Gliederzug geringer als bei einem D-Zug alter Bauart?

Aufgabe 2 - V10812

Im VEB Kabelwerk Koépenick wird aus einem Draht von 6 mm Durchmesser und 4 m Lénge ein
Draht von 0,02 mm Durchmesser gezogen.

Wie lang ist dieser Draht?

Aufgabe 3 - V10813
(7,3a — 9,8¢) — (2,1b+ 7,2¢) — (3,9a — 4,7b)

a) Fasse zusammen!
b) Welcher Wert ergibt sich fir a = 2;0 = 1,5;¢ = 77

Aufgabe 4 - V10814

Denkaufgabe:

Fritz sagt: ”Ich habe mich in meinem Leben erst dreimal geirrt.”

Franz erwidert: ”Dann hast du dich jetzt zum vierten Mal geirrt.”

Weise nach, dass Franz mit dieser Behauptung unter allen Umsténden unrecht hat!

Aufgabe 5 - V10815
Konstruiere ein Dreieck aus: ¢ = 7 cm, A, = 5 cm, v = 60°.
(Hilfslinien miissen erkennbar sein.)




1.2.2 II. Runde V1961, Klasse 8

1.2.2 Il. Runde V1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - V10821

In einer LPG werden Kartoffeln mit einer vierreihigen Legemaschine ausgelegt. In 10 Stunden kénnen
mit dieser modernen Maschine 3 Genossenschaftsbauern 5 ha Kartoffeln auslegen.

Friiher, als die Bauern die Kartoffeln ohne Maschine auslegen mussten, konnte ein Bauer in 8 Stunden
0,5 ha schaffen. Auflerdem benoétigte er noch 2 Stunden fiir das Lockern des Ackers und das Zudecken
der Kartoffeln.

Wie viel Stunden Arbeit (Arbeitskraftstunden) sind fiir 1 ha erforderlich

a) mit der Kartoffellegemaschine,

b) bei der Handarbeit?

¢) Vergleiche die Zahlen durch Berechnung von Prozentwerten.

Aufgabe 2 - V10822

Im VEB Glaswerk Stralau wurde die Wanne II mit folgenden Rohstoffen beschickt:

250 kg Scherben, 134 kg Pechstein, 7 kg Flussspat, 228 kg Sand, 82,5 kg Kalk, 17 kg Sulfat und 103
kg Soda.

Wie viel Kilogramm der anderen Rohstoffe benotigt man bei gleicher Zusammensetzung fiir 1 t Sand?

Aufgabe 3 - V10823

In der Zahl .378. sind an die Stelle der beiden Punkte Ziffern zu setzen, so dass die entstehende Zahl
durch 72 teilbar ist.

Wie hast du die fehlenden Ziffern ermittelt?

Aufgabe 4 - V10824
Fritz rechnet 32-38 =30-40+2-8 bzw. 73-77=70-80+3 - 7.
Leite daraus eine Rechenregel ab und beweise sie allgemein!

Aufgabe 5 - V10825

Gegeben sind drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte.

Konstruiere eine Gerade, von der alle drei Punkte den gleichen (senkrechten) Abstand haben!
Wie viel solcher Geraden gibt es?




1.2.3 III. Runde V1961, Klasse 8

1.2.3 Ill. Runde V1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - V10831

Ein Radfahrer fahrt an einem windstillen Tage auf einer geradlinig verlaufenden Landstrafle nach
einem 32 km entfernt liegenden Orte und sofort wieder zuriick. Er benétigt fiir Hin- und Riickfahrt
genau 4 Stunden, hat also eine Geschwindigkeit v = 161%“.

Am néchsten Tage ist es windig. Es sei angenommen, dass die Geschwindigkeit des Radfahrers sich
um 4 km je Stunde verringert, wenn er gegen den Wind fahrt, und sich um 4 km je Stunde erhoht,
wenn er mit dem Wind fahrt.

Der Radfahrer nimmt an, dass er ebenfalls 4 Stunden fir Hin- und Riickfahrt benétige, da ja die
Verzogerung auf der Hinfahrt durch die Beschleunigung auf der Riickfahrt ausgeglichen wird.

Trifft das zu? Begriinde deine Antwort!

Aufgabe 2 - V10832
Beweise: Das Produkt zweier ungerader Zahlen ist stets ungerade!

Aufgabe 3 - V10833

In einem Eisenbahnabteil sitzen vier Schiiler, die von einem Ferienaufenthalt zuriickkehren. Ein
Schiiler wohnt in Berlin, einer in Dresden, einer in Leipzig und einer in Jena. Thre Vornamen sind
Anton, Bruno, Conrad und Dietrich. (Die Reihenfolge der Namen entspricht nicht der Reihenfolge
der Wohnorte.)

Aus Gesprichsfetzen entnehmen wir folgendes:

a) Zwei Schiiler, und zwar Anton und der Berliner, sind begeisterte Fufiballspieler.

b) Zwei Schiiler, und zwar Conrad und der Dresdner, spielen nicht Fufiball.

¢) Dietrich ist élter als der Berliner.

d) Conrad ist jiinger als der Jenaer.

Wo wohnen Anton, Bruno, Conrad und Dietrich?

Wer von ihnen sind die Fufiballspieler?

Wie hast du die Losung gefunden?

Aufgabe 4 - V10834

2r 2r

Welche Fléche ist grofler, die Flidche der Rosette oder die Gesamtfliche der beiden Kreisabschnitte?




1.3.1 I. Runde 1961, Klasse 8

1.3 1. Olympiade 1961
1.3.1 I. Runde 1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - 010811

Berechne:
2 25 1 7 1 3 3
12cd+ Zdg—2=d) :5d — [ =mn—1-ng+°n): (—Sn).
( 3cd—l— 4dg 2d) 5d (2mn 4ng+4n) ( 8n>

Aufgabe 2 - 010812

In diesem Jahr werden in der UdSSR 8,3 Milliarden Meter Stoffe gewebt. Jemand behauptet, dass
man damit die ganze Bahnlédnge des Mondes um die Erde auslegen konnte.

Hat er recht? (Die Mondbahn sei als Kreisbahn angenommen. Der mittlere Abstand des Mondes von
der Erde betrédgt 384000 km.)

Aufgabe 3 - 010813
Wenn die Summe von 4 beliebigen natiirlichen (positiven ganzen) Zahlen eine ungerade Zahl ist, so
ist ihr Produkt eine gerade Zahl.

Probiere es! Beweise die Behauptung!

Aufgabe 4 - 010814
Setze in ein "magisches Quadrat” mit 9 Feldern die Zahlen von 3 bis 11 so ein, dass die Summe jeder
Reihe, jeder Spalte und jeder Diagonalen 21 betréigt! Beginne mit dem Mittelfeld!

Begriinde deine Anordnung der Zahlen!

Aufgabe 5 - 010815
Bei einem mehradrigen Kabel werden Adern gleichen Durchmessers um eine Mittelader vom gleichen
Durchmesser so angeordnet, dass sie einander beriihren.

a) Wie viel Adern braucht man?

b) Beweise diese Behauptung!

Aufgabe 6 - 010816
Es ist ein Kreis zu konstruieren, der eine gegebene Gerade g in dem gegebenen Punkt B beriihrt und
durch einen gegebenen Punkt A geht, der nicht auf g liegt.

Begriinde die Konstruktion!




1.3.2 II. Runde 1961, Klasse 8

1.3.2 Il. Runde 1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - 010821
Die Stahlerzeugung ist in der UdSSR bis 1960 gegeniiber 1913 (zaristisches Russland) auf etwa 1640
Prozent gesteigert worden.

In wieviel Tagen wurde 1960 in der UdSSR genau soviel Stahl erzeugt wie im gesamten Jahr 19137

Aufgabe 2 - 010822
Fiir eine grofle Schmiedepresse wurden als Fithrungssédulen vier Stahlzylinder mit einem Durchmesser
von d = 512 mm und einem Gesamtgewicht von G = 68 Mp gedreht.

Wie lang ist eine Fithrungssaule? (Wichte des Stahls v = 7,85 _25.)

Aufgabe 3 - 010823
In der Messe eines Schiffes unserer Fischereiflotte sitzen die Mitglieder der Besatzung und sprechen
iiber ihr Alter.

Der Steuermann sagt: ”Ich bin doppelt so alt wie der jingste Matrose und 6 Jahre &lter als der
Maschinist.”

Der 1. Matrose sagt: ”"Ich bin 4 Jahre &lter als der 2. Matrose und ebenso viele Jahre dlter als der
jlingste Matrose, wie ich jiinger bin als der Maschinist.”

Der 2. Matrose sagt: "Gestern habe ich meinen 20. Geburtstag gefeiert.”
Die Besatzung besteht aus 6 Mitgliedern, das Durchschnittsalter betrdgt genau 28 Jahre.

Wie alt ist der Kapitan?

Aufgabe 4 - 010824
Ko6nnen zwei Sehnen eines Kreises, die nicht Durchmesser sind, einander halbieren? Die Antwort ist
zu begriinden!

Aufgabe 5 - 010825

Gibt es in einem Drachenviereck, das nicht gleichzeitig Rhombus ist, einen Punkt, dessen Absténde
von den vier Seiten einander gleich sind?

Wenn ja, dann konstruiere diesen Punkt und beweise, dass er die angegebene Eigenschaft hat!

10



1.3.3 III. Runde 1961, Klasse 8

1.3.3 Ill. Runde 1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - 010831

In einem Kreis wurde in einem Quartal der Plan fiir die Produktion von Mauersteinen (Plan: 1350000
Stiick) insgesamt mit 100,1 Prozent erfiillt. Eine Uberpriifung der Betriebe zeigte, dass dabei zwei
Betriebe, die laut Plan 150000 bzw. 290000 Stiick Mauersteine zu produzieren hatten, den Plan nur
mit 80,0 Prozent bzw. 86,2 Prozent erfiillt hatten.

a) Wie viel Mauersteine hétten in diesem Kreis produziert werden kénnen, wenn diese beiden Betriebe
ihren Plan mit 100 Prozent erfiillt hiatten?
b) Wie viel Prozent hitte in diesem Falle die Planerfiillung fiir den Kreis betragen?

Aufgabe 2 - 010832

Peter hat fiir seine Modelleisenbahn ein ”Schienenoval” auf einem
Brett aufgebaut (siehe dazu die Skizze; die Kreisbogen sind Halb-
kreise).

Hans, den er eingeladen hat, fragt plotzlich: "Was meinst du, o 800

fahrt der Zug so schnell wie in Wirklichkeit?” Peter antwortet:
”Bestimmt nicht, stell dir doch einmal einen richtigen Zug dane-
ben vor! Unser Zug schafft doch hichstens einen Kilometer in der e

700
Stunde!”
7Ja”, sagt Peter, "das schon, aber 1 km bedeutet ja fiir die Anlage etwas ganz anderes. Man miisste

es umrechnen.” Sie iiberlegen und ermitteln dann folgende Werte:

Zeit fiir eine Umkreisung;: 11s
Spurweite der Modellbahn: 18,5 mm
Spurweite in Wirklichkeit: 1435 mm

a) Wie grof} ist die Geschwindigkeit des Zuges tatséchlich?
b) Wie grofl wire die Geschwindigkeit vom Standpunkt der Modelleisenbahn?

Aufgabe 3 - 010833
Zu beweisen ist folgender Satz:

Die Summe zweier beliebiger aufeinanderfolgender gerader Zahlen ist nicht durch 4 teilbar!

Welcher Rest bleibt bei Division durch 4 ?

Aufgabe 4 - 010834
Wer hat den Ring?

Ruth, Fritz, Ewald, Brigitte und Erika spielen ein Pfanderspiel. Ruth verldsst das Zimmer; inzwischen
versteckt eines der anderen Kinder einen Ring bei sich. Ruth kehrt zuriick und soll feststellen, wer
den Ring hat. Nun macht jedes Kind drei Aussagen. Von diesen Aussagen sind zwei richtig und eine
falsch. Ruth soll auf Grund dieser Aussagen, ohne zu raten, finden, wer den Ring hat.

Ewald: 1 Ich habe den Ring nicht.
2. Fritz hat den Ring.

3. Ich habe dieses Spiel schon oft gespielt.
Fritz: 1 Ich habe den Ring nicht.

2 Ewald irrt sich, wenn er meint, daf} ich den Ring habe.
3

Erika hat den Ring.

Jetzt unterbricht Ruth und sagt: ”Ich muss nachdenken, vielleicht finde ich jetzt schon, wer den Ring
hat.” Und nach wenigen Minuten sagt Ruth, wer den Ring hat. Wie konnte sie das feststellen?

11



1.3.3 III. Runde 1961, Klasse 8

Aufgabe 5 - 010835
Gegeben sind die Punkte P und @ mit einem Abstand von 5 cm.

Konstruiere zwei Parallelen, von denen eine durch P, die andere durch @) geht und die voneinander
einen Abstand a = 3 cm haben!

Begriinde die Konstruktion! Wie viel verschiedene Moglichkeiten gibt es dabei in der Ebene?

12



1.4.1 1. Runde 1962, Klasse 8

1.4 11. Olympiade 1962
1.4.1 1. Runde 1962, Klasse 8

Aufgabe 1 - 020811

Kann die Summe von drei beliebigen, aber aufeinanderfolgenden natiirlichen (positiven ganzen) Zah-
len eine Primzahl sein?

Die Antwort ist zu begriinden!

Aufgabe 2 - 020812

Fir den Zusammenbau von 1000 kompletten Schalterteilen fiir elektrische Gerdte benoétigte
im VEB Elektro-Apparate-Werk Berlin-Treptow ein Arbeiter bisher 27% Stunden. In einem
Schiilerwettbewerb unterbreitete ein Schiiler einen Verbesserungsvorschlag, durch den diese Zeit auf
16 % Stunden verringert werden konnte.

a) Um wieviel Prozent verringerte sich die Arbeitszeit?

b) Um wieviel Prozent erhohte sich dabei die Arbeitsproduktivitét?

Anmerkung: Unter der Arbeitsproduktivitdt versteht man in diesem Falle den Quotienten aus der
Anzahl der Schalterteile und der fiir ihre Herstellung benotigten Arbeitszeit.

Aufgabe 3 - 020813

Im Berliner Stadtzentrum wird das neue Hotel Berolina gebaut. Es ist an der Vorderfront mit 286
Auflenwandplatten verkleidet. Fiir jedes der zehn Obergeschosse werden 26 nebeneinanderliegende
Platten benotigt.

Die beiden #uBeren Platten haben eine Fliche von je 6,73 m?, alle anderen 24 Platten eines Geschosses
eine Fliche von je 6,37 m?. Die Plattenhéhe betrigt 2,74 m.

Den oberen Abschluss der Fassade bilden als Verkleidung des Dachgeschosses ebenfalls 26 Platten.
Von diesen Platten haben die duBeren eine Fliche von je 3,73 m?. Die Hohe aller dieser Platten
betrigt 1,52 m.

Es sind zu berechnen: a) die Hohe der Fassade, b) die Lange der Fassade!

Anmerkung: Zwischen je zwei Platten verbleibt stets eine Fuge von 5 cm Breite. Zur Hohe ist auflerdem
noch die der Empfangshalle mit 10 m hinzuzufiigen.

Aufgabe 4 - 020814
Bei der folgenden Divisionsaufgabe sind die fehlenden Ziffern zu ergénzen! Wie wurden die Ziffern
ermittelt? (Begriindung!)

x % k% k% ok % % I — x % ok ox 8 x %
¥ k%
* ok ok
* ok ok
* % %
* ok %
P
¥ %
* *
* *
0

Aufgabe 5 - 020815

Beweise folgenden Satz:

Liegt der Mittelpunkt des Umkreises eines Dreiecks auf einer seiner Seiten, so ist das Dreieck recht-
winklig!
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1.4.1 1. Runde 1962, Klasse 8

Aufgabe 6 - 020816
Gegeben sei ein Rechteck ABC'D, dessen Seiten wie in der Abbildung

D R C
sdmtlich im Verhéltnis 1 : 2 geteilt seien. Wir nennen die Teilpunkte
g P, Q, R, S und verbinden sie fortlaufend miteinander.
Q a) Fiihre diese Konstruktion fiir das Rechteck mit den Seiten AB =
10 cm und BC = 7 cm durch!
A P B b) Was fiir ein Viereck ist das Viereck PQRS? (Beweis!)

¢) Wie verhilt sich der Flicheninhalt des Vierecks PQRS zu dem des Rechtecks ABC'D? Gilt das
Ergebnis auch fir andere derartig geteilte Rechtecke? (Begriindung!)
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1.4.2 II. Runde 1962, Klasse 8

1.4.2 Il. Runde 1962, Klasse 8

Aufgabe 1 - 020821
Zu beweisen ist folgender Satz:

Wenn sich der Bruch Z;g nicht kiirzen ldsst, dann ist stets auch ¢ unkiirzbar.

Aufgabe 2 - 020822

Nach den Plédnen, die auf dem XXII. Parteitag der KPdSU ausgearbeitet wurden, soll die Koh-
leférderung 1980 um 687 Millionen t hoher liegen als im Jahre 1960. Die Kohleférderung im Jahre
1980 betriagt 234 Prozent im Vergleich zum Jahre 1960.

Berechne die geplante Kohleforderung des Jahres 1960! Runde auf volle Millionen t!

Aufgabe 3 - 020823
Berechne:

mz—n2+m2+2mn+n2
m-—n m-+n ’

Aufgabe 4 - 020824
Welche z erfiillen die folgende Gleichung:

G-D:G--G-D (-2

Drahtseile bestehen héufig aus Litzen, die wieder aus einzelnen Stahl-
dréahten bestehen. Die Litzen sind um eine gefettete Hanfseele geschlagen,
die das Seil von innen her schmiert. Die Abbildung zeigt den Querschnitt
durch ein solches Drahtseil, das aus 42 Driahten und einer (grau gefarbten)
Hanfseele besteht. Jeder Draht hat einen Durchmesser von 1 mm.

Aufgabe 5 - 020825

Wie grof3 ist der Durchmesser des dem Seilquerschnitt umbeschriebenen
Kreises? Begriindung!

Aufgabe 6 - 020826

Klaus fahrt mit seinem Moped mit gleichbleibender Geschwindigkeit eine Strafle entlang und passiert
dabei zu Anfang einen Kilometerstein mit einer zweistelligen Zahl vor dem Komma. Nach genau
1% Stunden kommt er wiederum an einem Kilometerstein vorbei, auf dem vor dem Komma die
gleichen Ziffern, jedoch in umgekehrter Reihenfolge stehen.

Nach weiteren 1% Stunden ist er am Ziel und erblickt einen Kilometerstein, dessen dreistellige Zahl
vor dem Komma aus den beiden Ziffern des ersten Steines, zwischen denen sich eine Null befindet,
besteht. Hinter dem Komma stand in allen drei Fallen die gleiche Ziffer.

a) Welche Strecke legte Klaus zuriick?

b) Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit fuhr er?

Aufgabe 7 - 020827
Von einem Dreieck sind die Summe zweier Seiten und zwei Winkel gegeben:

a+b=10cm, B=45°, y=60°

Konstruiere das Dreieck! Beschreibe und begriinde die Konstruktion!
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1.4.2 II. Runde 1962, Klasse 8

Aufgabe 8 - 020828
Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse AB = 10 cm! Der Fuflpunkt der Hohe h,
soll die Hypotenuse in zwei Abschnitte teilen, die sich wie 2 : 3 verhalten.

Bestimme aus der Konstruktion die Linge von h.! Beschreibe die Konstruktion!

Aufgabe 9 - 020829
Folgende Behauptung ist zu beweisen:

Die Mittelpunkte der Quadrate, die iiber den Seiten eines beliebigen Parallelogramms so errichtet
worden sind, dass die Quadrate aulerhalb des Parallelogramms liegen, bilden fortlaufend miteinander
verbunden ein Quadrat.

(Hier geniigt es nicht, nur die Zeichnung anzufertigen, das ist kein Beweis! Es miissen die Eigenschaf-
ten eines Quadrates nachgewiesen werden. Die Eigenschaften sind: alle Seiten sind gleich lang, alle
Winkel sind 90° grof.)
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1.4.3 III. Runde 1962, Klasse 8

1.4.3 Ill. Runde 1962, Klasse 8

Aufgabe 1 - 020831
Zinkblende ist ein Erz und enthélt 65 Prozent Zink. Von dieser Zinkmenge gehen bei der Gewinnung
noch 15 Prozent verloren.

Wie viel kg Zinkblende sind erforderlich, um 1000 kg Zink zu gewinnen?

Aufgabe 2 - 020832
Rechenvorteile erleichtern das Kopfrechnen. Zwei Zahlen von 11 bis 19 kann man z. B. folgendermafien
multiplizieren:

18- 17 =7 1847 25
Null anhéngen 250
7-8 addieren 306

Weise die Richtigkeit dieses Rechenvorteils nach!

Aufgabe 3 - 020833

Rainer, der zur Fulballmannschaft der Schule gehort, schafft Ordnung in dem Schrank fiir Fu$ball-
schuhe. Er weif}; dass einige Schuhe zum Schuhmacher gebracht worden sind.

Er stellt fest, dass die Schuhe verschiedene Gréfien aufweisen, ndmlich 37, 38, 39 und 40.

Sechs Paare sind ordnungsgeméf zusammengebunden, das sind Schuhe jeder Gréfle. Die meisten die-
ser Paare sind von der Grofle 38.

Von den auflerdem vorhandenen fiinf rechten Schuhen ist keiner von der Grofle 38, die meisten sind
von der Grofle 39.

Die aufierdem noch vorhandenen acht linken Schuhe gehéren zu jeder Grofie, am meisten ist die Grofie
40, am wenigsten die Grofle 37 vertreten.

a) Wie viel Fulballschuhe sind beim Schuhmacher?
b) Was fiir Fufiballschuhe sind das?

Begriinde deine Antwort!

Aufgabe 4 - 020834
Es soll ein Drachenviereck konstruiert werden, in dem 2 gegeniiberliegende Winkel je 100° betragen,
das Verhaltnis der ungleichen Seiten 2 : 3 ist und eine Diagonale 7 cm misst.

Aufgabe 5 - 020835
Beweise folgenden Satz:

Wenn man durch den einen Schnittpunkt zweier Kreise die beiden Durchmesser zieht, so liegen deren
andere Endpunkte mit dem zweiten Schnittpunkt der Kreise in einer Geraden.

Aufgabe 6 - 020836

a) Gegeben sind drei Geraden g;, g2 und g3, von denen keine auf einer anderen senkrecht steht. Sie
schneiden einander im Punkt S. Auf g; liegt ein weiterer Punkt A. Gesucht ist das Dreieck ABC, in
dem die Hohen auf den Geraden liegen.

b) Untersuche sdmtliche Félle, bei denen 2 Geraden aufeinander senkrecht stehen und der Punkt A
auf einer dieser Geraden oder auf der dritten liegt!
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1.5.1 I. Runde 1963, Klasse 8

1.5 I1l. Olympiade 1963
1.5.1 I. Runde 1963, Klasse 8

Aufgabe 1 - 030811

Im Jahre 1962 landeten die Fangfahrzeuge der Hochseefischerei 117291 t Fisch an. Die Fangmenge
im ersten Halbjahr 1963 betrug 74445 t Fisch; das waren um 44 Prozent mehr als im ersten Halbjahr
1962.

a) Wie grol war die Fangmenge im ersten Halbjahr 19627

b) Wie grofl wére die gesamte Fangmenge im Jahre 1963, wenn man fiir das zweite Halbjahr 1963
die gleiche prozentuale Steigerung gegeniiber dem ersten Halbjahr annimmt wie im Jahre 19627

Aufgabe 2 - 030812

Klaus wird von seinen Eltern nach dem Ergebnis der letzten Mathematikarbeit gefragt. Er weif}, dass
5 Schiiler die Note 1, 8 Schiiler die Note 2, 4 Schiiler die Note 4 und die tibrigen Schiiler die Note 3
erhielten. Auflerdem erinnert er sich noch, dass die Durchschnittsnote genau 2,5 betrug.

Wie viel Schiiler haben die Arbeit mitgeschrieben?

Aufgabe 3 - 030813
Gegeben sind drei beliebige natiirliche Zahlen, die nicht durch 3 teilbar sind.

Beweise, dass entweder die Summe dieser drei Zahlen oder die Summe zweier von ihnen stets durch
3 teilbar ist!

Aufgabe 4 - 030814

Rolf war doppelt so alt wie Inge, als er so alt war, wie sie jetzt ist. Jetzt sind beide zusammen 45 Jahre
alt.

Wie alt ist jeder?

Aufgabe 5 - 030815
In einem Kreis werden durch die Endpunkte eines Durchmessers parallele Sehnen gezogen.

Beweise, dass diese Sehnen stets gleichlang sind!

Aufgabe 6 - 030816 L
Gegeben sei eine Strecke AB und ein nicht auf ihr liegender
P Punkt P (Lage sieche Abbildung).

Es ist mit Zirkel und Lineal eine zu AB parallele Strecke gleicher
A B Lénge zu konstruieren, deren einer Endpunkt P ist! Fertige eine
Konstruktionsbeschreibung an!
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1.5.2 II. Runde 1963, Klasse 8

1.5.2 Il. Runde 1963, Klasse 8

Aufgabe 1 - 030821

Ein rechteckiges Maisfeld von 360 m Léinge und 220 m Breite soll von zwei Mahhéckslern abge-
erntet werden. Proben haben einen durchschnittlichen Bestand von 58 kg je 10 m? ergeben. Jeder
Maéhhécksler kann stiindlich 105 dt ernten.

a) In welcher Zeit wird das Maisfeld (bei ununterbrochenem Einsatz beider Maschinen) abgeerntet?

b) Fiir den Transport des Erntegutes stehen Hanger mit einem Fassungsvermogen von 3,5 t zur
Verfligung. Jeder Hanger benotigt fiir das Be- und Entladen sowie fiir Hin- und Riickfahrt insgesamt
40 min (Umlaufzeit).

Wie viel Hanger braucht man mindestens, wenn die Arbeit ununterbrochen vonstatten gehen soll?

Die Antworten sind zu begriinden!

Aufgabe 2 - 030822
Beweise die folgende Behauptung:

Wenn bei einer sechsstelligen Zahl die ersten drei Ziffern mit den letzten drei Ziffern tibereinstimmen
(z.B. 781781), so ist die Zahl stets durch 7, 11 und 13 teilbar.

Aufgabe 3 - 030823

In einer Aula stehen 300 Stiihle in mehreren gleichlangen Reihen hintereinander. Nimmt man fiir den
Mittelgang aus jeder Querreihe 3 Stiihle heraus und bildet aus diesen Stiihlen 5 neue Querreihen (mit
Mittelgang), so bleibt die Anzahl der Sitzplatze gleich.

Wie viel Stiihle standen urspriinglich in jeder Querreihe? Begriinde deine Behauptung!

Aufgabe 4 - 030824
Gegeben sei ein Trapez ABCD mit den parallelen Seiten AB und CD. X sei irgend ein Punkt der
Strecke AB und Y ein Punkt der Strecke C'D.

Beweise, dass die Strecke XY stets von der Mittellinie des Trapezes halbiert wird!

Aufgabe 5 - 030825
Gegeben seien ein Kreis und ein Punkt P in seinem Innern.

Konstruiere durch P zwei gleichlange aufeinander senkrecht stehende Sehnen. Beschreibe und be-
griinde die Konstruktion!
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1.5.3 III. Runde 1963, Klasse 8

1.5.3 Ill. Runde 1963, Klasse 8

Aufgabe 1 - 030831
Welches ist die kleinste achtstellige Zahl, die aus lauter verschiedenen Ziffern besteht und durch 36
teilbar ist? Begriinde, dass es die kleinste derartige Zahl ist!

Aufgabe 2 - 030832
Beweise folgende Behauptung;:

Wenn a und b entweder beide positive reelle oder beide negative reelle Zahlen sind, dann ist stets

5a% — 6ab + 5b% > 0.

Aufgabe 3 - 030833

Zeichne ein beliebiges Dreieck ABC' und seine Seitenhalbierenden! Der Schnittpunkt der Seitenhal-
bierenden sei S. Er ist gleichzeitig gemeinsamer Eckpunkt fiir die sechs Dreiecke, in die das Dreieck
ABC durch die Seitenhalbierenden zerlegt wird.

Beweise, dass diese sechs Dreiecke samtlich untereinander flichengleich sind!

Aufgabe 4 - 030834
In der folgenden Aufgabe sind die Buchstaben durch jeweils eine der Ziffern 0 bis 9 zu ersetzen.
Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche, verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

f o
_|_
+

t
e
e
t

Kl o+ =
<[P B <

Aufgabe 5 - 030835

Gegeben sind die Strecken s —a =3 cm, s —b =2 cm, s —c = 1 cm, wobei 2s = a+ b+ ¢ der Umfang
des Dreiecks ist.

a) Konstruiere das Dreieck!

b) Begriinde die Konstruktion!

Aufgabe 6 - 030836
Gegeben seien die parallelen Seiten a = 8 ¢cm und ¢ = 4 c¢m eines Trapezes sowie seine Diagonalen
e=8 cmund f =6 cm.

a) Konstruiere das Trapez!

b) Begriinde die Konstruktion!
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1.6.1 I. Runde 1964, Klasse 8

1.6 1V. Olympiade 1964
1.6.1 I. Runde 1964, Klasse 8

Aufgabe 1 - 040811
Fiir ein Experiment werden 50 cm?® 10-prozentige Salzsiure bendtigt. Es steht aber nur 36-prozentige
Salzséure zur Verfiigung.

Wie viel Kubikzentimeter 36-prozentige Salzsiure miissen mit destilliertem Wasser verdiinnt werden?

Aufgabe 2 - 040812
Es ist zu beweisen, dass die Héhen in einem Rhombus gleichlang sind!

Aufgabe 3 - 040813

Auf einer zweigleisigen Strecke zum Vorort einer Grofistadt fahrt alle 10 Minuten von der Anfangssta-
tion und von der Endstation gleichzeitig je eine Straflenbahn ab und benétigt je 50 Minuten Fahrtzeit.
Die Aufenthaltszeit an diesen beiden Stationen betrigt je 10 Minuten.

Wie viel Straflenbahnen sind insgesamt auf dieser Strecke eingesetzt?

Aufgabe 4 - 040814
Die Zahl 62*%*427 ist durch 99 teilbar.

Bestimme die fehlenden Ziffern, und gib an, wie du sie gefunden hast! Wie viel Losungen gibt es?

Aufgabe 5 - 040815
Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Wenn in einem Dreieck eine Seitenhalbierende halb so lang wie die zugehorige Seite ist, so ist das
Dreieck rechtwinklig.

Aufgabe 6 - 040816
Ein Wiirfel soll auf verschiedene Arten durch einen ebenen Schnitt in zwei Teilkérper zerlegt werden.
Ko6nnen dabei folgende Schnittfiguren entstehen:

a) gleichseitiges Dreieck ~ b) gleichschenkliges Dreieck (nicht gleichseitig)
c¢) rechtwinkliges Dreieck  d) ungleichschenkliges Dreieck

e) Quadrat f) Rechteck (nicht quadratisch)

g) Funfeck h) Achteck?

Welche moglichen Schnittfiguren sind in der Aufzdhlung nicht enthalten?

Fertige zu jeder Schnittfigur eine Skizze an, aus der man sehen kann, wie der ebene Schnitt gefiihrt
werden muf}, wenn man die betreffende Schnittfigur erhalten will!
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1.6.2 II. Runde 1964, Klasse 8

1.6.2 Il. Runde 1964, Klasse 8

Aufgabe 1 - 040821
Ein beliebiges Trapez ABCD ist in ein flichengleiches Rechteck zu verwandeln (Konstruktion!).

Aufgabe 2 - 040822
Bilde aus einer beliebigen dreistelligen Zahl die Zahl mit der umgekehrten Ziffernfolge, und beweise,
dass die Differenz beider Zahlen durch 99 teilbar ist!

Aufgabe 3 - 040823

Gegeben sind die beiden anliegenden Winkel a und 8 mit dem Schei-
telpunkt A und Punkt D auf dem gemeinsamen Schenkel (s. Abb.).

a) Konstruiere aus dieser Figur das Dreieck ABC derart, dafl AD A
Seitenhalbierende ist!
b) Unter welcher Bedingung wird das Dreieck ABC' gleichseitig?

Aufgabe 4 - 040824

Peter ist im Ferienlager. Er will fiir seine Gruppe Brause zu 21 Pf je Flasche einkaufen und nimmt
dazu leere Flaschen mit.

Fiir das eingeloste Pfandgeld (30 Pf fiir jede der leeren Flaschen) mochte er moglichst viele Flaschen
Brause kaufen. Fiir jede Flasche miissen erneut 30 Pf Pfand hinterlegt werden.

Es stellt sich heraus, dass er 6 Flaschen weniger erhilt, als er abgegeben hat. Aulerdem bekommt er
noch Geld zuriick.

Wie viel leere Flaschen hatte Peter mitgenommen? (Es gibt nicht nur eine Losung.)
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1.6.3 III. Runde 1964, Klasse 8

1.6.3 Ill. Runde 1964, Klasse 8

Aufgabe 1 - 040831
Vertauscht man die Ziffern einer zweistelligen Zahl n, so entsteht eine Zahl, die % mal so grof} wie n
ist. Die Zahl n ist zu bestimmen.

Aufgabe 2 - 040832
Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, wenn der Radius r des Inkreises und die Lénge a einer Kathete
gegeben sind, und beschreibe die Konstruktion!

Unter welchen Bedingungen ist die Konstruktion ausfiithrbar?

Aufgabe 3 - 040833
Von den 31 Schiilern einer 4. Klasse kénnen 21 schwimmen, 24 Rad fahren und 19 Schlittschuh laufen.
Fiir einen Wettkampf werden Schiiler gebraucht, die

a) schwimmen und Rad fahren,

b) schwimmen und Schlittschuh laufen,

C

)
)
) Rad fahren und Schlittschuh laufen,
)

d) schwimmen und Rad fahren und Schlittschuh laufen kénnen.

Wie viel Schiiler der Klasse stehen jeweils bei a), b), ¢) und d) mindestens, wie viel héchstens zur
Verfiigung?

Aufgabe 4 - 040834

Gegeben seien drei Strecken mit den Langen p;, po und r mit p; < pa. Gesucht ist ein gleichschenkliges
Trapez, dessen parallele Seiten die Langen p; bzw. ps haben und dessen Umkreis den Radius r hat!
a) Untersuche, unter welchen Bedingungen es solche Trapeze gibt, und beschreibe die Konstruktion!
b) Fihre die Konstruktion fir den Fall p; = 3 cm, po =5 cm und r» = 4 cm aus!

Aufgabe 5 - 040835
Gegeben sind vier aufeinander folgende natiirliche Zahlen, die in ihrer Reihenfolge a, b, ¢ und d
genannt sind.

a) Welches Produkt ist groBer, ac oder bd ? Bestimme die Differenz der beiden Produkte!
b) Welches Produkt ist grofier, be oder ad ? Bestimme die Differenz der beiden Produkte!

Aufgabe 6 - 040836

Es ist folgender Satz zu beweisen:

In einem konvexen Viereck ABC'D seien keine zwei Seiten parallel.
Dann sind die Mittelpunkte E, F' bzw. G, H zweier Gegenseiten
und die Mittelpunkte M, N der Diagonalen die Eckpunkte eines
Parallelogrammes.
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1.7.1 I. Runde 1965, Klasse 8

1.7 V. Olympiade 1965
1.7.1 I. Runde 1965, Klasse 8

Aufgabe 1 - 050811
Uber die Beteiligung an der 1. Stufe der IV. Olympiade Junger Mathematiker der DDR hatte ein
Schiiler folgende Ubersicht an die Wandzeitung geheftet:

Klasse 8a: Von 33 Schiilern beteiligten sich 20, das sind etwa 60,6 Prozent.
Klasse 8b: Von 32 Schiilern beteiligten sich 21, das sind etwa 65,6 Prozent.
Klasse 8c: Von 27 Schiilern beteiligten sich 19, das sind etwa 70,4 Prozent.

Die Schiiler dieser Klassen erhalten die Aufgabe, die prozentuale Gesamtbeteiligung der Schiiler der
8. Klassen zu ermitteln. Ein Teil der Schiiler bildet das arithmetische Mittel der Prozentzahlen, die
anderen bilden den mit 100 multiplizierten Quotienten aus der Anzahl aller Teilnehmer und der
Anzahl aller Schiiler dieser Klassen.

a) Wie gro8 ist die Differenz, die sich bei den beiden Rechnungen ergibt?

b) Welche Schiiler haben die Prozentzahl in der richtigen Weise berechnet?

Aufgabe 2 - 050812
Fiir welche reellen Zahlen a und b ist die Gleichung
1 1 a+b)-(a—0
L1 (@+d) a-b)

— == fulls?
a b ab erfullt

Aufgabe 3 - 050813 c o

a) Gib einen Korper an, der den abgebildeten Grund-,
Auf- und Kreuzriss besitzt (siche Abbildung)! (Samtliche Al S =Bl B" 8" =AM
Risse sind rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke.)

b) Zeichne ein Netz dieses Korpers, und stelle ein
Koérpermodell her!

A/ Sl = C/

Aufgabe 4 - 050814
Offenbar ist folgender Satz richtig:

Ist das Dreieck ABC' gleichseitig, so ist die Summe je zweier seiner Aulenwinkel doppelt so grofl wie
die Summe der ihnen anliegenden Innenwinkel.

Untersuche, ob der Satz umkehrbar ist!
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1.7.2 II. Runde 1965, Klasse 8

1.7.2 Il. Runde 1965, Klasse 8

Aufgabe 1 - 050821
Eine Gruppe von Schiilern einer Klasse hat Kastanien gesammelt. Als ein Mitschiiler fragt, wie viel
Schiiler die Klasse hat und wie viel beim Sammeln teilgenommen haben, erhélt er folgende Antworten:

(1) Wéren 12 Schiiler mehr dabei gewesen, dann hétten wir 75% mehr sammeln kénnen.

(2) Wenn 75% der Schiiler unserer Klasse teilgenommen hétten, dann hétten wir das Eineinhalb-
fache sammeln kénnen.

(3) Es soll vorausgesetzt werden, dass jeder Schiiler die gleiche Anzahl von Kastanien sammelt.

a) Wie viel Schiiler haben teilgenommen?
b) Wie viel Schiiler hat die Klasse?

Aufgabe 2 - 050822
In dem Dreieck AABC mit den Winkelmafien «, 5 und «y sei die Winkelhalbierende w,, eingezeichnet.
Sie schneide die Seite BC' in D. Die Winkel ZADB und ZADC haben die Mafle § bzw. €.

Beweise, dass § — e = v — (3 ist!

Aufgabe 3 - 050823

Die Seiten eines konvexen Fiinfecks seien der Reihe nach a, b, ¢, d und e. Die Seite a sei 5,5 cm, b sei
4 cm, csei 3,4 cm, d sei 4,6 cm und e sei 2,9 cm lang. Die Seiten a und e schlieffen einen Winkel mit
dem Mafl @ = 100°, die Seiten b und c¢ einen Winkel mit dem Maf} 5 = 93° ein.

a) Konstruiere das Fiinfeck aus diesen 7 Stiicken!

b) Beschreibe die Konstruktion!

Aufgabe 4 - 050824
Die Fischer Adam, Bauer, Christiansen und Dahse (abgekiirzt A, B, C, D) wigen nach dem Fischen
ihre Ausbeute und stellen fest:

(1) D fing mehr als C.
(2) A und B fingen zusammen genau so viel wie C' und D zusammen.
(3) A und D fingen zusammen weniger als B und C' zusammen.

Ordne die Fangergebnisse a, b, ¢, d der Fischer A, B, C, D der Grofle nach! (Beginne mit dem grofiten
Ergebnis!)
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1.7.3 III. Runde 1965, Klasse 8

1.7.3 Ill. Runde 1965, Klasse 8

Aufgabe 1 - 050831
Ermittle die Anzahl aller Zahlen zwischen 10000 und 99999, die wie z.B. 35453 vorwirts gelesen die
gleiche Ziffernfolge wie riickwérts gelesen ergeben.

Aufgabe 2 - 050832

Ermittle alle in der Ebene des Dreiecks ABC' gelegenen Punkte D, die mit den Eckpunkten A und
B des Dreiecks ABC ein Dreieck bilden, dessen Fliacheninhalt halb so grofl ist wie der des Dreiecks
ABC.

Aufgabe 3 - 050833
Gib alle Quadrupel (z1, 29, 23, 24) zweistelliger Zahlen 21, 29, 23, 24 an, die folgende Eigenschaften
haben. Fir jedes Quadrupel gilt:

1) 2120 = 23 24,

2) z3 erhélt man, wenn man z; riickwarts liest,

4

(1)

(2)

(3) 24 erhélt man, wenn man zo riickwérts liest, (Beispiel 24 - 63 = 42 - 36)
(4) Unter den vier Ziffern von z; und zy gibt es keine zwei, die gleich sind,
(5)

5) z; ist die kleinste der vier Zahlen.

Aufgabe 4 - 050834

Der Inkreis k& des Dreiecks ABC habe mit den Dreiecksseiten
AB, BC und CA die Berithrungspunkte D, F und F (siehe
Abbildung). Die Winkel des Dreiecks ABC' haben die Mafle a,

B, und 7.

Ermittle die MaBle der Winkel /DEF, /EFD und ZFDFE des

i |
B Dreiecks DEF!

Aufgabe 5 - 050835
Jemand giefit 9 kg Wasser mit einer Temperatur von 30°C und 6 kg Wasser mit einer Temperatur
von 85°C zusammen und rithrt das Gemisch gut um.

Welche Temperatur wiirde das Gemisch annehmen, wenn man den Warmeaustausch mit der Umge-
bung unberiicksichtigt 1asst?

Aufgabe 6 - 050836
a) Konstruiere das Dreieck ABC, wenn a + b, r und « gegeben sind!

Dabei ist a die Lange der Seite BC, b die Lange der Seite AC, r die Lange des Umkreisradius
und « das Mafl des Winkels ZCAB.

b) Beschreibe und diskutiere die Konstruktion!

Anmerkung: Die Konstruktionsbeschreibung soll kurz gehalten sein. Bei der Konstruktion von Drei-
ecken geniigt die Angabe von Seiten und Winkeln, aus denen sich das Dreieck konstruieren ldsst.
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1.8.1 I. Runde 1966, Klasse 8

1.8 VI. Olympiade 1966
1.8.1 I. Runde 1966, Klasse 8

Aufgabe 1 - 060811

In dem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck AABC mit AB =
¢ =7cm und LACB = v = 90° seien um die Punkte A und B
Kreisbogen mit einem Radius von der Lange % cm geschlagen (siehe
Abbildung).

Ermittle den Inhalt I der in der Abbildung schraffiert gezeichneten
Flache! A M B

Aufgabe 2 - 060812
Aus Kuhmilch kann man 21% der Masse an Rahm gewinnen. Aus Rahm gewinnt man Butter, und
zwar betriagt die Buttermasse 23% der Rahmmasse.

Ermittle die kleinste Menge Kuhmilch, die ausreicht, um genau 1 kg Butter unter den angegebenen
Bedingungen zu gewinnen!

Die Milchmenge ist in kg anzugeben und als Dezimalbruch zu schreiben, der auf eine Stelle nach dem
Komma so zu runden ist, dass die Menge ausreicht, um 1 kg Butter zu gewinnen.

Aufgabe 3 - 060813

Auf einer 1 km langen kreisférmigen Bahn wird ein Radrennen ausgetragen. Zu einer gewissen Zeit hat
der Radsportler B genau 500 m Vorsprung vor dem Radsportler A. A fahrt mit einer Geschwindigkeit
von 50 km/h, B mit einer Geschwindigkeit von 45 km/h.

Nach wie viel Minuten wiirde A den Fahrer B ein ersten Mal einholen, wenn beide mit gleichbleibender
Geschwindigkeit weiterfahren wiirden?

Aufgabe 4 - 060814
In der Ebene € liegen zwei voneinander verschiedene Punkte P; und P, und zwei voneinander ver-
schiedene Geraden g; und gs.

Ermittle alle Punkte X mit den folgenden Eigenschaften:
(1) XP=XP,
(2) Die Abstande des Punktes X von g; bzw. go sind einander gleich.

Hinweis: Beachte die verschiedenen Falle!
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1.8.2 II. Runde 1966, Klasse 8

1.8.2 Il. Runde 1966, Klasse 8

Aufgabe 1 - 060821
Klaus hat 7 Kugeln: 4 rote, 2 weifle und eine schwarze. Er soll sie in zwei Késten A und B legen; in
A drei, in B vier.

Gib samtliche moglichen voneinander verschiedenen Verteilungen der Kugeln auf die zwei Késten an!
Die Reihenfolge, in der die Kugeln in den Késten liegen, soll dabei nicht beriicksichtigt werden.

Aufgabe 2 - 060822
In der Ebene € liege das Parallelogramm ABCD und die voéllig aufierhalb des Parallelogramme ver-
laufende Gerade g.

Beweise, dass die Summe der Entfernungen zweier gegeniiberliegender Eckpunkte des Parallelo-
gramms von der Geraden g gleich der Summe der Entfernungen der beiden anderen Eckpunkte
von g ist!

Aufgabe 3 - 060823
18% einer Zahl sind gleich 15% einer anderen Zahl.

Ermittle das Verhéiltnis der ersten zur zweiten dieser beiden Zahlen!

Aufgabe 4 - 060824
Beweise folgenden Satz:

Im Tangentenviereck ist die Summe der Lingen je zweier gegeniiberliegender Seiten gleich der Summe
der Léngen der beiden anderen Seiten.
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1.8.3 III. Runde 1966, Klasse 8

1.8.3 Ill. Runde 1966, Klasse 8

Aufgabe 1 - 060831
Die Kante eines Wiirfels habe die Lange a; = 2 c¢m, die eines anderen Wiirfels die Lange as = 6 cm.

Berechne das Verhéltnis der Kantenldngen dieser zwei Wiirfel, das Verhéltnis ihrer Oberflécheninhalte
und das Verhéltnis ihrer Rauminhalte!

Aufgabe 2 - 060832

Auf der Grundlinie BC' eines gleichschenkligen Dreiecks AABC seien von zwei Punkte M7 und My
gegeben. Durch M; und Ms werden jeweils die Parallelen zu den Dreiecksseiten AB und AC' gezogen.
Die Parallelen durch M; schneiden AB in D und AC in E, die Parallelen durch M, die Seite AB in
F und AC in G.

Beweise, dass der Umfang des Parallelogramms M; EAD gleich dem Umfang des Parallelogramms

Aufgabe 3 - 060833

Gegeben seien 3000 g einer 7,2-prozentigen Losung von Kochsalz in Wasser (d.h. in je 100 g der
Losung sind genau 7,2 g Kochsalz enthalten). Durch Sieden dieser Losung verdampft soviel Wasser,
dass genau 2400 g der eingedampften Losung verbleibt.

Wie viel prozentig ist die so erhaltene Losung?

Aufgabe 4 - 060834
Von 10 Koffern und 10 Schliisseln sei bekannt, dass jeder Schliissel zu genau einem Koffer passt und
zu jedem Koffer genau ein Schliissel. Man weifl aber nicht, welcher Schliissel zu welchem Koffer gehort.

Jemand ermittelt dies durch probieren, wobei jede Probe darin besteht, dass er fiir genau einen Koffer
und genau einen Schliissel feststellt, ob sie zusammenpassen oder nicht. Die Reihenfolge der Proben
wird so gewéhlt, dass fiir jeden Koffer, sobald einmal an ihm eine Probe durchgefiithrt wurde, dann
genau so viele Proben vorgenommen werden, bis der passende Schliissel ermittelt ist.

Welches ist

a) die kleinste

b) die grofite

Zahl von Proben, bei der es vorkommen kann, dass genau nach dieser Probenzahl zu jedem Koffer
der richtige Schliissel feststellbar ist?

Aufgabe 5 - 060835
In der Ebene seien drei Geraden g1, g2, g3 gegeben, von denen keine zwei einander parallel sind.
Auflerdem ist eine Lénge s gegeben.

Konstruiere einen Kreis, der von jeder der Geraden g1, g2, g3 eine Strecke der Lénge s abschneidet!

Aufgabe 6 - 060836
Man denke sich das Produkt aller derjenigen ungeraden Zahlen gebildet, die grofler als 30 und kleiner
als 50 sind. Beantworte, ohne es vollstdndig zu berechnen, folgende Fragen:

a) Welche Ziffer steht an der Einerstelle des Produkts?

b) Ist das Produkt eine 18stellige Zahl?
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1.9.1 I. Runde 1967, Klasse 8

1.9 VII. Olympiade 1967
1.9.1 I. Runde 1967, Klasse 8

Aufgabe 1 - 070811

Drei Schiiler einer Klasse, Thomas (T), Rainer (R) und Bernd (B), hatten sich bei einem Sportfest
fiir den Endkampf im Hochsprung qualifiziert und eroberten dort die ersten drei Plétze. Klaus, der
in einer anderen Disziplin starten musste, erkundigte sich spéter bei Elke nach dem Ausgang beim
Hochsprung. Diese konnte sich nicht mehr genau entsinnen und sagte:

”"Thomas wurde nicht Erster, Rainer nicht Zweiter, aber Bernd wurde Zweiter.”

Spater stellte sich heraus, dass Elke einmal etwas Richtiges gesagt, sich aber in den beiden an-
deren Fallen geirrt hatte. Auflerdem ist bekannt, dass alle drei Schiiler unterschiedliche Hohen
iibersprangen.

Welcher Schiiler wurde Erster, Zweiter, Dritter?

Aufgabe 2 - 070812
Bei welchem Massenverhéltnis von 10 prozentiger und 30 prozentiger Salzlosung erhélt man nach
Mischung 25 prozentige Salzlosung? (Die Prozentangaben sind auf die Masse bezogen.)

Aufgabe 3 - 070813
Drei Sportler starteten gleichzeitig und liefen 100 m. Als der erste am Ziel war, hatte der zweite noch
genau 10 m zu laufen. Als der zweite am Ziel war, blieben fiir den dritten noch genau 10 m.

Wie weit war der dritte noch vom Ziel entfernt, als der erste dieses erreicht hatte? (Es sei angenommen,
dass jeder der drei Sportler die gesamte Strecke mit konstanter Geschwindigkeit durchlief.)

Aufgabe 4 - 070814
Von einem gleichseitigen Dreieck ist die Lénge p des Inkreisradius bekannt. Das Dreieck ist unter
alleiniger Verwendung von Zirkel und Lineal zu konstruieren!
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1.9.2 II. Runde 1967, Klasse 8

1.9.2 Il. Runde 1967, Klasse 8

Aufgabe 1 - 070821

Errichtet man auf den Seiten eines gleichseitigen Dreiecke die Quadrate nach auflen, so bilden
die dufleren Eckpunkte der Quadrate die Ecken eines konvexen Sechsecks. Wir bezeichnen den
Flacheninhalt des Dreiecke mit Asz; den jedes der Quadrate mit A4 und den des Sechsecks mit Ag.

Gesucht sind ganze Zahlen n und m so, dass die Gleichung Ag = nAs + mA, gilt.

Aufgabe 2 - 070822
Gegeben sind ein Kreis k (Mittelpunkt M, Radius der Lénge r = 6 cm) und ein Kreis k; (Mittelpunkt
M, Radius der Lénge r; = 2 cm). Beide Kreise beriihren einander von aufen.

Konstruiere alle Kreise mit dem Radius der Lénge 2 cm, die die beiden gegebenen Kreise beriihren!

Konstruiere auch die Bertihrungspunkte der gesuchten Kreise mit den gegebenen!

Aufgabe 3 - 070823
Jemand wiirfelte mit n Wiirfeln bei einem einzigen Wurf zusammen die Augenzahl 3n + 4, und zwar
zeigte dabei jeder Wiirfel die gleiche Augenzahl.

Man ermittle sdmtliche Werte von n, fiir die das moglich ist!

Aufgabe 4 - 070824
Beweise den Satz: Unter n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen (n > 2) gibt es stets eine, die
durch n teilbar ist.
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1.9.3 III. Runde 1967, Klasse 8

1.9.3 Ill. Runde 1967, Klasse 8

Aufgabe 1 - 070831

Konstruiere ein Dreieck AABC aus AB = 5 cm, dem Winkel ZBAC mit der GréBe o = 70° und
der Bedingung, dass der Schnittpunkt der drei Hohen des Dreiecks die Hohe durch den Eckpunkt B
halbiert!

Aufgabe 2 - 070832
Unter einer Quersumme einer natiirlichen Zahl versteht man die Summe ihrer Ziffern: z.B. hat 1967
die Quersumme 1+ 9+ 6 + 7 = 23.

Man ermittle die Summe aller Quersummen der natiirlichen Zahlen von 1 bis einschliellich 1000!

Aufgabe 3 - 070833
Es seien a und b positive ganze Zahlen.

Gesucht sind alle ganzen Zahlen x, fiir die % = % ist.

Aufgabe 4 - 070834
Es sei a eine positive ganze Zahl.

a2—a+1
a?+a—1

Zeige, dass der Bruch weder durch 2 noch durch 3 gekiirzt werden kann!

Aufgabe 5 - 070835

Beweise:

Zwei Eckpunkte eines beliebigen Dreiecks AABC sowie die Fulpunkte der durch diese Ecken gehen-
den Hohen bestimmen ein Sehnenviereck, d.h. ein Viereck, dessen Eckpunkte auf demselben Kreis
liegen, dessen Seiten also Sehnen dieses Kreises sind.

Aufgabe 6 - 070836
Gesucht ist eine zweistellige natiirliche Zahl mit folgenden Eigenschaften:

1) Die Differenz ihrer Ziffern betriagt drei.

2) Vertauscht man ihre Ziffern, so ist die neue Zahl um neun kleiner als das Doppelte der ur-
spriinglichen Zahl.
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1.10.1 I. Runde 1968, Klasse 8

1.10 VIII. Olympiade 1968
1.10.1 I. Runde 1968, Klasse 8

Aufgabe 1 - 080811

D
Die Abbildung zeigt einen fiinfstrahligen Stern, bei dem die Punkte E /\ C
A, B, C, D, E Eckpunkte eines regelméfligen Fiinfecks sind.
Ermittle die Groie des Winkels ZACE!
A B

Aufgabe 2 - 080812
Die Abbildung zeigt die 400 m lange Laufstrecke auf der

Innenbahn eines Stadions. Die Laufstrecke werde idealisiert
dargestellt durch zwei Halbkreise und die je 90 m langen Seiten
eines Rechtecks. Bei einem 10000-m-Lauf beobachten wir, dass
ein Laufer wahrend einer ganzen Runde nicht innen, sondern
weiter auflen auf der 2. Bahn, und zwar stets 1 m von der
gezeichneten Laufstrecke entfernt, lauft.

Wie viel Meter mehr als 400 m legt er wiahrend dieser Runde zuriick?
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Anmerkung: Setze fiir 7 die Zahl =*, und runde die Ergebnisangabe auf volle Meter!

Aufgabe 3 - 080813
Gerd und Bernd haben sich ein Kartenspiel ausgedacht. Sie schneiden 6 Pappkarten aus und num-
merieren sie nacheinander mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Sie vereinbaren folgende Spielregeln: Jeder bekommt nach dem Mischen drei dieser Karten. Dann
spielt jeder nacheinander jeweils eine Karte aus. Wer die Karte mit einer grofleren Zahl ausspielt,
bekommt den ”Stich” und darf nun ausspielen. Nach drei in dieser Weise zustandegekommenen ”Sti-
chen” ist die Runde beendet. Wer in einer Runde mindestens zwei "Stiche” gewinnt, ist in dieser
Runde Sieger. Um héufiger als Bernd Sieger zu werden, erklart sich Gerd bereit, in jeder Runde als
erster auszuspielen. Er nimmt an, dadurch mehr Méglichkeiten zum Gewinn zu haben.

Uberpriife anhand der méglichen Kartenverteilungen und der jeweils méoglichen Spielverliufe, ob
Gerds Annahme richtig war! Dabei wollen wir voraussetzen, dass jeder der Spieler stets fiir sich
moglichst giinstig spielt.

Aufgabe 4 - 080814
Beweise:

Wenn eine Zahl 100a + b (@ und b sind natiirliche Zahlen) durch 7 teilbar ist, so ist auch
die Zahl a 4 4b durch 7 teilbar!
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1.10.2 II. Runde 1968, Klasse 8

1.10.2 II. Runde 1968, Klasse 8

Aufgabe 1 - 080821

a) Beweise folgende Aussage:

Wenn in einem Drachenviereck ABCD zwei gegeniiberliegende Innenwinkel je 90° grofl sind,
dann hat es sowohl einen Inkreis als auch Umkreis.

b) Zeige, dass diese Kreise dann auch jeweils eindeutig bestimmt sind!

¢) Untersuche, unter welcher Bedingung die Mittelpunkte dieser beiden Kreise zusammenfallen!

Aufgabe 2 - 080822

Gegeben sei eine dreistellige Zahl, deren Einerziffer nicht 0 ist. Man vertausche ihre 1. Und 3. Ziffer
miteinander und denke sich die Differenz zwischen der urspriinglichen und der so entstandenen Zahl
gebildet.

Wie kann man, ohne diese Differenz selbst ausrechnen zu miissen, alle diejenigen natiirlichen Zahlen
finden, die Teiler des Betrages dieser Differenz sind?

Aufgabe 3 - 080823

Beweise folgenden Satz:

Der Winkel zwischen einer Hohe und der zugehorigen (d.h. vom
gleichen Eckpunkt ausgehenden) Winkelhalbierenden eines je-
den Dreiecks AABC' ist halb so grofl wie der Betrag der Diffe-
renz der beiden anderen Innenwinkel des Dreiecks.

Aufgabe 4 - 080824

Ein mit konstanter Geschwindigkeit v; fahrender Lastkraftwagen wird 1 h 25 min nach Fahrtbeginn
von einem ebenfalls mit konstanter Geschwindigkeit vy fahrenden Personenkraftwagen eingeholt, der
30 min spéter vom gleichen Ort abfuhr, aber eine um 25 kTm groflere Geschwindigkeit als der LKW
hatte.

a) Berechne v; und vy!

b) Welche Linge s hat die von beiden Fahrzeugen bis zum Uberholungspunkt durchfahrene Weg-
strecke?

34



1.10.3 III. Runde 1968, Klasse 8

1.10.3 IIl. Runde 1968, Klasse 8

Aufgabe 1 - 080831
Beweise folgenden Satz: Jedes Dreieck AABC lisst sich in zwei rechtwinklige Teildreiecke zerlegen.

Aufgabe 2 - 080832
Von fiinf duflerlich gleichen Kugeln haben genau drei gleiches Gewicht; die beiden iibrigen, die un-
tereinander gleich schwer sind, haben jeweils ein anderes Gewicht als jede der erstgenannten.

Beweise, dass in jedem Fall (d.h. bei jedem moglichen Resultat der durchgefiithrten Wégungen) drei
Wiégungen ausreichen, um die beiden letztgenannten Kugeln herauszufinden, wenn als Hilfsmittel nur
eine zweischalige Waage ohne Wigestiicke zur Verfiigung steht!

Aufgabe 3 - 080833
Es ist zu beweisen: Léasst die Quersumme einer natiirlichen Zahl bei der Division durch 9 den Rest
r, so lasst auch die Zahl selbst bei der Division durch 9 den Rest r.

Aufgabe 4 - 080834

Von einem Rechteck ABC'D mit den Seitenliingen AB = a und AD = b (b < a) ist durch genau eine
Parallele zu einer Seite ein dem urspriinglichen Rechteck dhnliches abzuschneiden. Lose die Aufgabe
durch Konstruktion!

Bemerkung: Zwei nicht quadratische Rechtecke heiflen &dhnlich, wenn das Langenverhéltnis der
grofBeren zur kleineren Seite bei beiden gleich ist.

Aufgabe 5 - 080835

Fritz soll eine dreistellige natiirliche Zahl z mit sich selbst multiplizieren. Er schreibt versehentlich
als ersten Faktor eine um 5 kleinere Zahl hin. Darauf aufmerksam gemacht, sagt er: "Ich nehme als
zweiten Faktor einfach eine um 5 groflere Zahl, dann wird das Ergebnis richtig.”

a) Ist diese Behauptung wahr?

b) Gesetzt, sie sei falsch, zwischen welchen Grenzen bewegt sich der absolute Fehler, wenn z alle
dreistelligen Zahlen durchlauft?

Aufgabe 6 - 080836
Die Zahlen a, b, ¢ und d mogen folgenden Bedingungen gentigen:

(1) d>c
(2) a+b=c+d
(3) a+d<b+c

Ordne die Zahlen der Grofie nach (beginnend mit der grofiten)!
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1.11.1 I. Runde 1969, Klasse 8

1.11 IX. Olympiade 1969
1.11.1 I. Runde 1969, Klasse 8

Aufgabe 1 - 090811
Untersuche, ob es Vielecke mit einer der folgenden Eigenschaften gibt:

a) Die Anzahl der Diagonalen ist dreimal so gro8 wie die Anzahl der Eckpunkte.

b) Die Anzahl der Eckpunkte ist dreimal so grof§ wie die Anzahl der Diagonalen.

Aufgabe 2 - 090812

Gegeben seien in der Ebene ein Kreis ky und 6 Kreise vom Radius r, deren
jeder in der aus der Abbildung ersichtlichen Weise genau zwei von ihnen
und auflerdem den Kreis kg von auflen beriihrt.

Ermittle den Radius ro des Kreises kq!

Aufgabe 3 - 090813

a) Beweise folgenden Satz:
Wenn in einem (nicht iiberschlagenen) ebenen Viereck alle Seiten gleichlang sind (Rhombus), dann

stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander.

b) Untersuche, ob der Satz umkehrbar ist!

Aufgabe 4 - 090814
Auf zwei nebeneinanderliegenden Fahrbahnen sind zwei 4 m lange Kraftwagen in gleicher Fahrtrich-

tung gefahren. Der erste hatte eine Geschwindigkeit von 60 kTm, der zweite eine Geschwindigkeit von
70 kTm Der zweite Kraftwagen fuhr an dem ersten vorbei.

Zu Beginn des betrachteten Vorganges befand sich die Hinterkante des ersten Wagens a = 20 m vor
der Vorderkante des zweiten (siehe Abbildung a); am Ende des Vorganges die Vorderkante des ersten
a = 20 m hinter der Hinterkante des zweiten (siehe Abbildung b).

Wie lange dauerte dieser Vorgang, und welche Fahrtstrecke wurde von der Vorderkante des zweiten

Wagens dabei zuriickgelegt?
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1.11.2 II. Runde 1969, Klasse 8

1.11.2 II. Runde 1969, Klasse 8

Aufgabe 1 - 090821
Klaus und Horst spielen mit Wiirfeln. Sie benutzen bei jedem Wurf genau zwei verschieden grofie
Wiirfel und addieren jedesmal die beiden Augenzahlen.

Klaus meint, dass unter allen moglichen verschiedenen Wiirfen solche mit der Summe 7 am h&ufigsten
auftreten. Zwei Wiirfe heiflen dabei genau dann gleich, wenn die Augenzahlen gleich grofier Wiirfel
jeweils iibereinstimmen.

Begriinde die Richtigkeit dieser Meinung!

Aufgabe 2 - 090822

Auf einer Geraden seien die Punkte A, F, C, F', O, G, D,
H, B in dieser Reihenfolge so gelegen, dass gilt:

AB = 6cm
AE=FF=FO=0G=GH=HB = 1cm;
EC=CF=GD=DH = 055cm

Uber den Strecken AB, EH und FG seien Halbkreise in
die eine Halbebene und iiber den Strecken AO, OB, EF
und GH Halbkreise in die andere Halbebene beziiglich
der Geraden durch A und B gezeichnet.

Berechne den Inhalt der farbigen Fléche!

Aufgabe 3 - 090823

a) Wie oft insgesamt stehen im Verlaufe von 24 Stunden (von 0.00 Uhr bis 24.00 Uhr) der Stunden-
und der Minutenzeiger einer Uhr senkrecht aufeinander?

b) Berechne insbesondere alle derartigen Zeitpunkte zwischen 4.00 Uhr und 5.00 Uhr!

Aufgabe 4 - 090824
Beweise folgenden Satz:

In jedem Dreieck AABC teilt jede Halbierende eines Innenwinkels dessen Gegenseite im
Verhiltnis der beiden anderen Seiten.
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1.11.3 III. Runde 1969, Klasse 8

1.11.3 IIl. Runde 1969, Klasse 8

Aufgabe 1 - 090831
Die Altersangaben (in vollen Lebensjahren ausgedriickt) einer Familie - Vater, Mutter und ihre zwei
Kinder - haben folgende Eigenschaften:

Das Produkt aller vier Lebensalter betrigt 44950; der Vater ist 2 Jahre dlter als die Mutter.

Wie alt sind die vier Familienmitglieder?

Aufgabe 2 - 090832

Uber den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks AABC' seien éhnliche Vielecke V,, V4, V. konstruiert,
und zwar so, dass die Dreiecksseiten BC', AC, AB jeweils einander entsprechende Seiten von V,, V;,
bzw. V. sind.

Beweise: Der Flacheninhalt des Vielecks iiber der Hypotenuse ist gleich der Summe der Fliacheninhalte
der beiden Vielecke {iber den Katheten.

Aufgabe 3 - 090833

Beweise die Richtigkeit der folgenden Teilbarkeitsregel:

Eine drei- oder mehrstellige natiirliche Zahl ist stets dann durch 8 teilbar, wenn die aus der Hun-
derterziffer und der Zehnerziffer gebildete Zahl, vermehrt um die Hélfte der Anzahl der Einer, eine
durch 4 teilbare ganze Zahl ist.

Beispiel: 37528 ist zu untersuchen. 52 4+ 4 = 56 ist durch 4 teilbar, also ist 37528 durch 8 teilbar.

Aufgabe 4 - 090834
Es seien K, Ky, K3, K, vier konzentrische Kreise, fiir deren Radien r1, 9, r3 und ry4

T4—T3 = T3—Tg=T2—T1=T1 gilt.

Ermittle das Verhéltnis des Flacheninhalts von K; zu den Flicheninhalten der drei von K7 und Ko
bzw. Ko und K3 bzw. K3 und K, gebildeten Kreisringe!

Aufgabe 5 - 090835
Aus 77prozentigem und 87prozentigem Spiritus und nur daraus soll durch Mischen genau 1000 g
80prozentiger Spiritus hergestellt werden.

Ermittle die dafir genau benotigten Massen!

Die Prozentangaben beziehen sich auf die Massen.

Aufgabe 6 - 090836

Im ebenen Geldnde seien genau alle diejenigen Punkte zugénglich, die auf einem Rechteck ABC D
einschliefllich seines Inneren gelegen sind. In dieser Rechteckflédche fiithre ein Kreisbogen von A nach
B, dessen zugehoriger Mittelpunkt nicht zugénglich sei. Auf dem Kreisbogen liege der Punkt P (mit
P # Aund P # B).

Konstruiere die Tangente in P an den Kreisbogen, ohne dafl bei Durchfiihrung des Konstruktion das
Rechteck ABCD verlassen wird!
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1.12.1 I. Runde 1970, Klasse 8

1.12 X. Olympiade 1970
1.12.1 I. Runde 1970, Klasse 8

Aufgabe 1 - 100811
Ermittle die Anzahl aller sechsstelligen natiirlichen Zahlen, in denen die Ziffernfolge 1970 (d.h. die
Grundziffern 1, 9, 7, 0 in dieser Reihenfolge und ohne dazwischen stehende andere Ziffern) auftritt!

Wie lautet die kleinste und wie die grofite dieser sechsstelligen Zahlen?

Aufgabe 2 - 100812
Ermittle alle rationalen Zahlen x mit  # 2, die die folgende Gleichung erfiillen:
3z 4 3(x+1) 1
+

1 =
x—2+ +ac—2 + xr—2 r— 2

Aufgabe 3 - 100813
Es sei AABC ein beliebiges Dreieck, und es sei D der Beriihrungspunkt des Inkreises des Dreiecks
AABC mit der Seite AB.

Beweise: Die Lange der Strecke AD ist gleich der Differenz aus dem halben Umfang des Dreiecks und
der Lange der Seite BC.

Aufgabe 4 - 100814
Ein Wiirfel werde von allen denjenigen Ebenen geschnitten, die durch die Mittelpunkte jeweils der
drei von einem Eckpunkt ausgehenden Kanten verlaufen. Dabei entsteht ein Restkorper.

a) Stelle diesen Wiirfel mit der Kantenldnge a = 6 ¢cm und den Restkorper in einem Schrigbild
(=60 ¢ = 3) dar!
b) Ermittle die Anzahl aller Eckpunkte und die Anzahl aller Kanten des Restkorpers!

¢) Gib die Form und die Anzahl aller Teilflichen der Oberfliche des Restkorpers an!
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Aufgabe 1 - 100821

In die neun Felder A, B, C, D, E, F, G, H, K der nebenstehenden
Figur sind die natiirlichen Zahlen von 1 bis 9, jede genau in eines O
der Felder, so einzutragen, dass die Summen s;, s und sz der in den G
Feldern A, B, C, D bzw. D, E, F, G bzw. G, H, K, A stehenden
Zahlen einander gleich sind.

=0
= O

a) Welches ist der kleinste und welches ist der grofite Wert, den O O
diese (einander gleichen) Summen unter den genannten Bedin- K E
gungen annehmen kénnen? O O O O

b) Gib je eine Moglichkeit an, wie dieser kleinste bzw. dieser grofite A B c D

Wert erreicht werden kann!

Aufgabe 2 - 100822
In einem Dreieck AABC sei B’ der Mittelpunkt der Seite AC' und M der Mittelpunkt der Strecke
BB'. Die Gerade durch A und M schneidet BC' in einem Punkt, der A’ genannt sei.

Man beweise, dass BC = 3 - BA’ gilt!

Aufgabe 3 - 100823

Bei einem 216 kp schweren Stiick einer Kupfer-Zink-Legierung wurde in Wasser ein Auftrieb (Ge-
wichtsverlust) von 26 kp gemessen.

Bekannt ist, dass Kupfer beim Eintauchen in (destilliertes) Wasser é seines urspriinglichen Gewichtes
und Zink % seines ursprunglichen Gewichtes verliert.

Ermittle den prozentualen Gewichtsanteil des Kupfers und den des Zinks in der angegebenen Legie-
rung! (Die zu ermittelnden Gréfien sind auf volle Prozent zu runden).

Aufgabe 4 - 100824
Konstruiere ein Dreieck AABC aus ¢ =5 ¢m, h, = 4 cm, a = 6 cm!

Dabei sei a die Liange der Seite BC, ¢ die der Seite AB und h,. die der auf der Geraden durch A und
B senkrechten Hohe.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob sich aus den gegebenen Stiicken ein
Dreieck eindeutig konstruieren lasst!
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Aufgabe 1 - 100831
Die Abbildung zeigt vier konzentrische Kreise. Die innere Kreisfliche

ist mit 1 bezeichnet. Die von dem innersten und dem néchstfolgenden
Kreis begrenzte Fliche des Kreisringes ist in zwei kongruente Tei-
le, mit 2 und 3 bezeichnet, geteilt. Entsprechend ist die Fliache des
néichsten Kreisringes in 4 und die des letzten in 8 jeweils untereinander
kongruente Teilflichen zerlegt, die fortlaufend nummeriert wurden.

Wie miissen die Verhéltnisse der Radien der vier Kreise gewahlt wer-
den, damit alle diese 15 genannten Flachenstiicke einander inhalts-
gleich sind?

Aufgabe 2 - 100832
Eine Pumpe P, fiillt ein Becken in genau 4 h 30 min. Eine zweite Pumpe P; fiillt dasselbe Becken
in genau 6 h 45 min. Beim Fiillen dieses Beckens wurde eines Tages zunéchst die Pumpe P; genau
30 min lang allein eingesetzt. AnschlieSend wurden beide Pumpen zusammen so lange eingesetzt, bis
das Becken gefiillt war.

Berechne, wie lange es insgesamt dauerte, bis das Becken unter diesen Umstanden gefiillt wurde! (Es
sei angenommen, dass beide Pumpen wéhrend ihres Einsatzes mit konstanter Leistung arbeiteten.)

Aufgabe 3 - 100833
Gegeben seien eine Gerade g und zwei auf verschiedenen Seiten von g gelegene Punkte A und B.

Konstruiere alle diejenigen Punkte P auf g, die die Eigenschaft haben, dafl der Strahl PB einen der
Winkel halbiert, die von g und der Geraden g; durch A und P gebildet werden!

Beschreibe und begrinde deine Konstruktion! Untersuche, ob sie stets eindeutig durchfithrbar ist!

Aufgabe 4 - 100834
Es seien a, b natiirliche Zahlen, und es gelte a > b.

Gib fiir @ und b Bedingungen an, so dass folgendes gilt: Die Differenz der Quadrate von a und b ist
genau dann eine Primzahl, wenn diese Bedingungen sdmtlich erfillt sind!

Aufgabe 5 - 100835

Fritz behauptet seinen Mitschiilern gegeniiber:

(1) In unserem Haus wohnen mehr Erwachsene als Kinder.

(2) Es gibt in unserem Haus mehr Jungen als Médchen.

(3) Jeder der Jungen hat wenigstens eine Schwester.

(4) Kinderlose Ehepaare wohnen nicht in unserem Haus.

(5) Alle in unserem Haus wohnenden Ehepaare haben ausschlieflich schulpflichtige Kinder.

(6) AuBler den Ehepaaren mit ihren schulpflichtigen Kindern wohnt niemand in unserem Haus.
Brigitte entgegnet darauf: "Diese Aussagen kénnen aber nicht sdmtlich wahr sein.”

Untersuche, ob Brigitte mit diesem Einwand recht hat!

Aufgabe 6 - 100836

Beweise den folgenden Satz:

Sind D, E, F die Fulpunkte der Hohen eines spitzwinkligen Dreiecks AABC, dann halbieren die
Hohen des Dreiecks AABC die Innenwinkel des Dreiecks ZDEF'!

(Da der Beweis fiir alle drei Winkel analog verlauft, geniigt es, ihn fiir den Winkel ZEF D zu fiihren.)
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1.13 XI. Olympiade 1971
1.13.1 I. Runde 1971, Klasse 8

Aufgabe 1 - 110811 372
a) Berechne die Zahl r = {_ [_(_2)]2}3 R l_ <_1) ]
2

b) Stelle fest, ob sich z als Potenz einer natiirlichen Zahl darstellen l4sst!

Aufgabe 2 - 110812
Ermittle alle rationalen Zahlen x, die folgende Eigenschaft haben:

Addiert man 33 zu z und halbiert die entstandene Summe, so erhdlt man das Doppelte der zu z
entgegengesetzten Zahl.

Aufgabe 3 - 110813

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck AABC mit A als Scheitel des rechten Winkels und mit
AC < AB (1). Der Kreis um A mit AC schneidet BC' aufier in C' noch in einem Punkt E, wobei
E wegen (1) zwischen C' und B liegt. Die im Punkt E an den genannten Kreis gelegte Tangente
schneidet AB in einem Punkt D, der zwischen A und B liegt.

Beweise, dass ED = DB gilt!

Aufgabe 4 - 110814
Gegeben seien ein beliebiges Parallelogramm ABCD sowie eine beliebige Linge e (e > 0).

Konstruiere unter Beibehaltung der Seite AB ein zu ABC'D flachengleiches Parallelogramm ABCy Dy,
das auf derselben Seite der Geraden durch A und B wie ABCD liegt und dessen Diagonale AC, die
gegebene Liange e hat!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob sich aus den gegebenen Stiicken stets eindeutig ein Parallelogramm der geforderten Art
konstruieren lasst! (Eine Untersuchung ob zwei eventuell entstehende verschiedene Parallelogramme
einander kongruent sind, wird hier nicht verlangt.)

42



1.13.2 II. Runde 1971, Klasse 8

1.13.2 II. Runde 1971, Klasse 8

Aufgabe 1 - 110821
Beweise den folgenden Satz:

Wenn p eine Primzahl grofler als 3 ist, dann ist genau eine der Zahlen p — 1, p 4+ 1 durch 6 teilbar.

Aufgabe 2 - 110822

Es sei AB eine Strecke gegebener Lange a, auf der zwei Punkte C' und D liegen. Dabei liege C'
zwischen A und D und D zwischen C und B. Uber AC, AD und DB seien auf derselben Seite der
Geraden durch A und B Halbkreise geschlagen, und tiber C'B sei ein Halbkreis auf der anderen Seite
der Geraden geschlagen.

Es ist die Summe s der Léangen aller dieser Halbkreisbogen in Abhéngigkeit von a zu ermitteln.

Aufgabe 3 - 110823
Beweise, dass fiir jedes Dreieck AABC der folgende Satz gilt:

Ist S der von C' verschiedene Schnittpunkt der Winkelhalbierenden durch C' mit dem Umkreis des
Dreiecks AABC, dann liegt S auf der Mittelsenkrechten von AB.

Aufgabe 4 - 110824
In einer Ebene € seien zwei voneinander verschiedene Punkte P und @) sowie eine durch @ gehende
Gerade g beliebig gegeben.

a) Beweise, dass dann stets der Spiegelpunkt P’ von P beziiglich g auf dem Kreis um @ mit dem
Radius PQ liegt!

b) Beweise, dass es umgekehrt zu jedem Punkt P’ des Kreises um @ mit dem Radius PQ eine
durch @ verlaufende Gerade g gibt, beziiglich der P’ der Spiegelpunkt von P ist!

c) Beweise: Ist P* ein Punkt, der nicht auf dem Kreis um @ mit dem Radius PQ liegt, so gibt es
keine durch @ verlaufende Gerade, beziiglich der P* der Spiegelpunkt von P wére!
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1.13.3 IIl. Runde 1971, Klasse 8

Aufgabe 1 - 110831

In ein leeres Gefdfl (ohne Abfluss) mit einem Fassungsvermogen von 1000 Liter flossen mit
gleichméBiger Stromungsgeschwindigkeit zunéchst in jeder Sekunde genau 30 Liter Wasser und von
einem spéateren Zeitpunkt ¢ ab in jeder Sekunde genau 15 Liter Wasser. Nach genau 40 s, gemessen
vom Anfang an, war das Gefafl gefillt.

Ermittle, welcher Bruchteil des Gefaflinhalts zum Zeitpunkt ¢ gefiillt war!

Aufgabe 2 - 110832

Von sieben Schiilern soll jeder auf sein Zeichenblatt vier voneinander verschiedene Geraden zeichnen.
Dabei soll der erste Schiiler die Geraden so zeichnen, dass kein Schnittpunkt, der zweite so, dass
genau ein Schnittpunkt auftritt, der dritte so, dass genau 2 Schnittpunkte, der vierte so, dass genau
3 Schnittpunkte, der fiinfte so, dass genau 4 Schnittpunkte, der sechste so, dass genau 5 Schnittpunkte,
der siebente so, dass genau 6 Schnittpunkte auftreten. Schnittpunkte, die auflerhalb des Zeichenblattes
liegen werden hierbei mitgezahlt.

Nach einer gewissen Zeit behaupten der zweite, der dritte und der sechste Schiiler, dass ihre Aufgabe
nicht I6sbar sei.

Stelle fest, wer von den drei Schiilern recht und wer nicht recht hat, und beweise deine Feststellung!

Aufgabe 3 - 110833
Ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die ein gleichschenkliges Dreieck AABC mit den Seitenldngen
a = —bx + 12; b = 3z + 20; ¢ = 4z + 16 existiert!

(Uberlege7 welche Bedingungen a, b und ¢ dabei erfiillen miissen!)

Aufgabe 4 - 110834
Beweise, dass fiir je zwei rationale Zahlen a > 2 und b > 2 das Produkt ab grofer als die Summe
a + b ist!

Aufgabe 5 - 110835
Gisela stellt auf einem Pioniernachmittag folgende Aufgabe:

”Wenn ich aus diesem Gefafl mit Niissen an fiinf von euch dem ersten die Hélfte und eine
halbe Nuss und dann dem zweiten, dem dritten u.s.w. nacheinander jeweils die Hélfte der
noch vorhandenen Niisse und eine halbe dazu gebe, dann habe ich alle verbraucht.

Wie grof} ist die Anzahl der Niisse, die das Gefifl enthielt?

Wie grof} ist fiir jeden der fiinf Pioniere die Anzahl der Niisse, die er erhalten wiirde?”

Aufgabe 6 - 110836

Einem Rechteck ABC'D mit den Seitenlingen AB = a und BC = b, a > b, sei ein Parallelogramm
EFGH so einbeschrieben, dass die Seiten DA und BC' des Rechtecks von Eckpunkten des Paralle-
logramms im Verhéltnis 2 : 3 oder 3 : 2, die Seiten AB und C'D im Verhaltnis 3 : 4 oder 4 : 3 geteilt
werden und E auf AB, F auf BC, G auf CD, H auf DA liegen.

Stelle fest, ob dies auf eine oder mehrere Weisen moglich ist! Ermittle in jedem der moglichen Félle
das Verhéltnis der Flacheninhalte von Rechteck und Parallelogramm zueinander!
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1.14 XIl. Olympiade 1972
1.14.1 I. Runde 1972, Klasse 8

Aufgabe 1 - 120811
Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen z, von denen jede die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Die Quersumme der Zahl z betriagt 12

(2) Die aus der Zehner- und aus der Einerziffer (in dieser Reihenfolge) der Zahl z gebildete zwei-
stellige Zahl ist das Fiinffache der aus der Hunderterziffer von z bestehenden (einstelligen)
Zahl.

Aufgabe 2 - 120812

Von einem Wiirfel mit der Kantenlinge a = 9 cm seien an jeder seiner Ecken jeweils ein Wiirfel
mit einer Kantenldnge b < § herausgeschnitten. (Die Flichen der herausgeschnittenen Wiirfel seien
parallel zu den entsprechenden Fliachen des grofien Wiirfels).

a) Zeichne ein Schréagbild des Restkorpers fir b = 3 cm! (o = 60°, 1 : 3)

b) Es gibt genau einen Wert von b, fiir den das Volumen Vg des Restkorpers 217 cm? betriigt.
Ermittle diesen Wert!

Aufgabe 3 - 120813
Man denke sich alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000000 fortlaufend nebeneinander geschrieben. Es
entsteht die Zahl mit der Ziffernfolge 123456789101112...

welche Ziffer steht in dieser Zahl an der 300001. Stelle?

Aufgabe 4 - 120814
Gegeben sei ein beliebiges Dreieck AABC.

Konstruiere um jeden der Punkte A, B, C einen Kreis derart, dass die so entstandenen Kreise einander
paarweise von auflen beriihren!
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Aufgabe 1 - 120821
Axel, Bernd, Conrad, Dieter, Erwin, Frank und Gerd sind im Turnunterricht hintereinander der
Grofle nach angetreten, wobei der Grofite von ihnen vorn steht. Es ist auflerdem bekannt:

1) Dieter steht an vierter Stelle.

2) Gerd steht unmittelbar vor Bernd und unmittelbar hinter Erwin.

(
(2)
(3) Axel steht unmittelbar hinter Frank.
(4)

4) Gerd und Axel sind Zwillinge, wahrend der Zweitgrofite der sieben Jungen keine Geschwister

hat.

Schreibe die Namen der sieben in der Reihenfolge auf, in der sie angetreten sind!

Aufgabe 2 - 120822
Es sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r, AB eine Sehne von k der Lange r» und
C ein von A und B verschiedener Punkt auf k.

Ermittle alle Moglichkeiten fiir die Grofle des Winkels ZBC Al

Aufgabe 3 - 120823

Als erste Quersumme einer natiirlichen Zahl n sei die in iiblicher Weise gebildete Quersumme ver-
standen. Ist die erste Quersumme von n eine Zahl mit mehr als einer Ziffer, so sei ihre Quersumme
als zweite Quersumme von n bezeichnet. Ist die zweite Quersumme von n eine Zahl mit mehr als
einer Ziffer, so heifle ihre Quersumme die dritte Quersumme von n.

a) Ermittle den grofiten Wert, der als dritte Quersumme einer 1972-stelligen Zahl auftreten kann!
b) Gib (durch Beschreibung der Ziffernfolge) die kleinste 1972-stellige natiirliche Zahl an, die diese
grofftmogliche dritte Quersumme hat!

Aufgabe 4 - 120824
Konstruiere ein Dreieck AABC aus ¢ = 7,5 cm; a = 6,5 cm und « + 5 = 120°!

Dabei sei ¢ die Liange der Seite AB, a diejenige der Seite BC, a die Grofie des Winkels ZBAC und
[ die des Winkels ZABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!
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1.14.3 IIl. Runde 1972, Klasse 8

Aufgabe 1 - 120831

Die FDJ-Gruppe der Klasse 8a einer Oberschule fiihrte einen Sportwettkampf durch. Vor Beginn des
Wettkampfes sollte jeder Teilnehmer einen Tipp dariiber abgeben, welche drei Teilnehmer in welcher
Reihenfolge das beste Gesamtergebnis erzielen wiirden.

Als man die Tippscheine auswerte, stellte sich heraus, dass ausschlieSlich Annekatrin, Bernd und
Claudia auf den ersten drei Plitzen erwartet wurden. Dabei wurde die Reihenfolge Bernd - Anne-
katrin - Claudia genau fiinfmal getippt. Aulerdem wurden noch die Reihenfolge Bernd - Claudia -
Annekatrin und Claudia - Annekatrin - Bernd erwartet, und zwar einer dieser beiden Tipps genau
vier- und der andere genau dreimal. Eine andere Reihenfolge wurde nicht getippt.

Fiir die Voraussagen wurden Punkte vergeben, und zwar fir jeden richtig vorausgesagten Platz ein
Punkt. Maximal waren also drei Punkte mit einem Tippschein erreichbar. Die Summe aller so verge-
benen Punkte betrug 17. Bernd gewann, entgegen den meisten Voraussagen, nicht den Wettkampf,
aber die ersten drei Plitze wurden tatséchlich von Annekatrin, Bernd und Claudia belegt.

Wer gewann den Wettbewerb? Wer belegte den zweiten und wer den dritten Platz? Wie oft wurde
der Tipp Bernd - Claudia - Annekatrin insgesamt abgegeben?

Aufgabe 2 - 120832
Beweise den folgenden Satz:

Sind a, b, ¢ (a > b > ¢) drei beliebige natiirliche Zahlen, dann ist die Summe dieser Zahlen oder eine
der aus zwei dieser Zahlen gebildeten Differenzen durch 3 teilbar.

Aufgabe 3 - 120833

Gegeben sei ein Dreieck AABC. Uber der Seite AB sei ein Parallelogramm ABDE so errichtet,
dass dessen Seite DE mit auf derselben Seite der Geraden durch A und B liegt, dass dabei aber die
Punkte D und A nicht auf derselben Seite der Geraden durch B und C' liegen und dafi auflerdem
die Punkte E und B nicht auf derselben Seite der Geraden durch A und C liegen. Ferner seien tiber
den Seiten BC und AC je ein Parallelogramm C'BIH bzw. ACK L derart errichtet, dass D auf der
Geraden durch I und H sowie E auf der Geraden durch K und L liegt.

Beweise, dass dann der Fldcheninhalt des Parallelogramms ABDE gleich der Summe der
Flacheninhalte der Parallelogramme BIHC und CK LA ist!

Aufgabe 4 - 120834
Gegeben sei ein Kreis mit dem Mittelpunkt M. Ein Durchmesser dieses Kreises sei AB. Zwei Punkte
P; und P, mogen sich vom gleichen Zeitpunkt an gleichférmig auf je einer der beiden Halbkreislinien

von A nach B bewegen, wobei die Bewegung des Punktes P; viermal so schnell erfolgen soll wie die
des Punktes Ps.

Gibt es zwischen dem Start und der Ankunft von P; (in B) einen Zeitpunkt, zu dem die Dreiecke
AABP; und AABP; gleichen Fliacheninhalt haben?

Wenn ja, dann ermittle fiir jeden solchen Zeitpunkt die GroBle des Winkels ZAM Ps!

Aufgabe 5 - 120835
Gegeben sei ein Kreissektor mit dem Radius M P = MR = 9 cm und einem Zentriwinkel Z/PMR
der Grofie 50°.

Konstruiere ein Quadrat ABCD so, dass A auf M P liegt, B und C auf dem Bogen PAR liegen und
D auf MR liegt!
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Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! (Eine Untersuchung, ob es genau ein derartiges Quadrat
gibt, wird nicht verlangt.)

Hinweis: Es empfiehlt sich, zur Losung Eigenschaften von zentrischen Streckungen zu benutzen.

Aufgabe 6 - 120836
Untersuche, ob es eine kleinste positive rationale Zahl a gibt, zu der man eine natiirliche Zahl x mit
der Eigenschaft

2
gx—azgx—i—léﬁ

finden kann!

Wenn es ein solches kleinstes a gibt, so ermittle, welchen Wert x hierfiir annimmt!
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1.15 XIIl. Olympiade 1973
1.15.1 I. Runde 1973, Klasse 8

Aufgabe 1 - 130811
Man ermittle alle Moglichkeiten, eine vierstellige ungerade (natiirliche) Zahl z so anzugeben, dass sie
folgende Eigenschaften hat:

(1) Die Zahl z hat vier verschiedene Ziffern.

(2) Das Produkt aus der zweiten und der dritten Ziffer von z ist 21 mal so groB wie das Produkt aus
der ersten und der vierten Ziffer.

(3) Die kleinste der Ziffern von z steht an erster, die grofite an zweiter Stelle.

Aufgabe 2 - 130812
In #x- 9 % = xxx ist jedes Sternchen * so durch eine der Ziffern 0 bis 9 zu ersetzen, dass eine richtige
Gleichung entsteht.

Ermittle samtliche Losungen dieser Aufgabe!

Aufgabe 3 - 130813
Beim mathematischen Wettbewerb der Schiilerzeitschrift "alpha” erhielten drei Schiiler einer Schule
Preise. Auf die Frage nach ihren Vornamen wurden folgende sieben Antworten gegeben:

(1) Christian, Uwe, Iris  (2) Eva, Elke, Uwe (3) Roland, Marion, Bernd
(4) Iris, Heike, Uwe (5) Roland, Heike, Bernd  (6) Eva, Marion, Christian
(7) Christian, Eva, Elke.

Es stellte sich heraus, dass in genau einer der Antworten alle drei Vornamen richtig, in genau zwei
Antworten genau zwei Vornamen falsch und in genau drei Antworten alle drei Vornamen falsch
angegeben wurden.

Ermittle die Vornamen der drei Schiiler, die einen Preis erhielten!

Aufgabe 4 - 130814 - L L

In einem Trapez ABC'D mit AB || CD und AB > CD seien AB = a, C'D = ¢ und der Abstand h der
Parallelseiten gegeben. Die Diagonalen AC bzw. BD schneiden die Mittelparallele F'E des Trapezes
in H bzw. G.

Ermittle den Flacheninhalt A7 des Trapezes ABGH!
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Aufgabe 1 - 130821

In der folgenden Aufgabe sind die Buchstaben a, b, ¢ und das
Zeichen * durch jeweils eine der Ziffern 0 bis 9 so zu ersetzen,

daf} eine richtig geloste und in iiblicher Weise geschriebene Mul- ¢ S : * b _a c
tiplikationsaufgabe entsteht. . 2

a
Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche, verschiedene Buch- X ok %
staben verschiedene Ziffern. An die Ziffern, die fiir die Zeichen ¥ % % % %

* zu setzen sind, werden keine Gleichheits- oder Verschieden-
heitsforderungen gestellt.

Aufgabe 2 - 130822
Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit dem rechten Winkel bei C' aus p = 2,5 cm und
a = 50°! Dabei sei p der Inkreisradius und « die Gréfle des Winkels BAC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
eindeutig bestimmt ist!

Aufgabe 3 - 130823
Man ermittle alle rationalen Zahlen r mit folgender Eigenschaft:

Subtrahiert man r vom Zahler des Bruches % und addiert r zu dessen Nenner, so erhélt man einen

Bruch, der halb so grofl wie % ist.

Aufgabe 4 - 130824

Zwei Kreise k1 und k; mogen einander in zwei verschiedenen Punkten A und B schneiden.

Zwei voneinander verschiedene parallele Geraden g; und go durch A bzw. B seien so gelegen, dass g;
den Kreis k7 in einem von A verschiedenen Punkte C und den Kreis ks in einem von A verschiedenen
Punkte D schneidet, dass ferner g, den Kreis k; in einem von B verschiedenen Punkte £ und den
Kreis ko in einem von B verschiedenen Punkte F' schneidet und dass dabei A zwischen C' und D
sowie B zwischen F und F' liegt.

Beweise, dass dann CD = EF gilt!
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1.15.3 IIl. Runde 1973, Klasse 8

Aufgabe 1 - 130831

Anja, Brigitte, Cathrin, Daja und Eva trugen mehrere Spiele fiir vier Personen unter sich aus. In
jedem Spiel gab es einen Gewinner und drei Verlierer. Jedes der Médchen spielte gleich viele Male.
Nach Abschluss aller Spiele stellte man fest:

(1) Cathrin gewann genau die Hélfte, Daja genau ein Drittel und Eva genau ein Viertel der Spiele,
an denen sie beteiligt waren.

(2) Die Anzahl der Siege des Madchens, das das drittbeste Ergebnis erzielte, war eine Primzahl.
(3) Keines der Méadchen verlor alle Spiele.

Ermittle die genaue Anzahl aller Spiele, die ausgetragen wurden, und gib an, wie viele Spiele jedes
Maédchen insgesamt gewann!

Aufgabe 2 - 130832
Zeige, dass fiir jede Primzahl p > 5 das Produkt (p — 2)(p — 1)p(p + 1)(p + 2) durch 360 teilbar ist!

Aufgabe 3 - 130833

In einem Quadrat ABCD mit der Seitenlinge a werde die Seite AB D C; C» 1
durch die Punkte Ay, Ao, As, die Seite BC' durch die Punkte By, Bs, 7
B3, die Seite C'D durch C7, Cs, C3 und DA durch die Punkte Dy, Do,
D3 jeweils in 4 gleichlange Teilstrecken geteilt. Ferner seien die Stre-
cken AlBQ, AQB3, 31C2, BQC3, ClDQ, CQD3, D1A2 und D2A3 einge— D By
zeichnet. Von den Schnittpunkten dieser Strecken miteinander seien die
Punkte Py, P, P3, Py, Ps, Ps, P7, P3 wie in der Abbildung bezeichnet. Ds B

Berechne den Flacheninhalt des Achtecks PP, P3PyPsPsP;Ps in
Abhéngigkeit von a!

e

D1 BS

O
o

Al Ay As

Aufgabe 4 - 130834
Ermittle alle rationalen Zahlen a, die die Ungleichung erfiillen:

3a — 2

<0
a+1

Aufgabe 5 - 130835

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit BC = a, AC = b und ZACB = 90°. Ein Halbkreis
iiber einer Teilstrecke von AB sei so gelegen, dass die Seiten BC' und AC' auf Tangenten an diesem
Halbkreis liegen und dieser BC und AC' beriihrt.

Beweise, dass flir seinen Radius r dann % = % + % gilt!

Aufgabe 6 - 130836
Konstruiere ein Dreieck ABC, das den Bedingungen a : b:c=2:3:4 und r = 4 cm genfligt!

Dabei seien a, b, ¢ in dieser Reihenfolge die Langen der Seiten BC, AC und AB, und r sei der
Umbkreisradius.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob durch die gegebenen Bedingungen ein
Dreieck ABC eindeutig bestimmt ist!
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1.16 XIV. Olympiade 1974
1.16.1 I. Runde 1974, Klasse 8

Aufgabe 1 - 140811

A B ¢C - D E = A F (G
H - H A = cC H
B J + A J = A A C

Ermittle sdmtliche Losungen des Kryptogramms, d.h. sdmtliche Mé&glichkeiten, die Buchstaben so
durch Ziffern zu ersetzen, dass alle waagerecht und senkrecht stehenden Gleichungen erfiillt sind!
Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche und verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern bedeuten.
Hinweis: Die Aufgabe ist nicht nur durch Raten zu lésen, wie haufig in Rétselzeitschriften; sondern
es sind Uberlegungen zur Vollsténdigkeit und Richtigkeit der Lésung anzugeben.

Aufgabe 2 - 140812
Ermittle alle geordneten Paare (x, y) natiirlicher Zahlen z, y, fir die die Gleichung 13z + 5y = 82
gilt!

Aufgabe 3 - 140813

Gegeben sei ein Kreis k; mit dem Radius 71 und dem Mittelpunkt M. Um M ist ein Kreis ko derart
zu zeichnen, dass die zwischen k; und ko gelegene Kreisringfléche einen dreimal so groflien Inhalt hat
wie die Flache des Kreises k;.

Berechne den Radius o des Kreises ks!

Aufgabe 4 - 140814 -
Fiir zwei Sehnen AB und BC' (A # C) eines Kreises k gelte AB = BC'. D sei ein beliebiger Punkt
von k, der auf der anderen Seite der Geraden durch A und C' liegt wie B.

Es ist zu beweisen, dass die Gerade durch D und B den Winkel ZADC' halbiert!
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1.16.2 Il. Runde 1974, Klasse 8

Aufgabe 1 - 140821

Bei einer Kreisspartakiade wurden fiir die Teilnehmer insgesamt 61 Goldmedaillen, 63 Silbermedaillen
und 60 Bronzemedaillen vergeben. Die Mannschaften der Schulen der Stadt B erkdmpften dabei
zusammen 42 dieser Medaillen. Sie erhielten genau ein Drittel aller Silbermedaillen, mehr als ein
Sechstel, jedoch weniger als ein Fiinftel aller Bronzemedaillen und einige Goldmedaillen.

Ermittle die Anzahl aller Gold-, Silber- und Bronzemedaillen, die von den Schiilern der Stadt B bei
diesem Wettkampf errungen wurden!

Aufgabe 2 - 140822

Vier Lastkraftwagen A, B, C und D befahren dieselbe Strecke. Féhrt A mit einer Durchschnittsge-
schwindigkeit von 56 kTm und B mit 40 kTm, so benotigt A genau 2 Stunden weniger als B fiir diese
Strecke.

Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit miisste C fahren, wenn D genau 4 Stunden eher als C
abfahren, durchschnittlich mit 35 kTm fahren und gleichzeitig mit C' am gemeinsamen Ziel ankommen
soll?

Aufgabe 3 - 140823
Gegeben sei ein Dreieck ABC, das folgender Bedingung geniigt:

Die GroBle des Winkels ZABC' betrigt ein Viertel der Grofle des Aulenwinkels bei A.
a) Stelle fest, ob es auf AB einen Punkt D gibt, fiir den AD = AC gilt!

b) Beweise, dass fiir jeden derartigen Punkt DB = DC gilt!

Aufgabe 4 - 140824
Konstruiere einen Kreis k, der folgende Eigenschaft hat:

Ist AB ein Durchmesser von k, g die Tangente an k in B und liegt ein Punkt @ so auf g, dass BQ =6
cm gilt, so schneidet k die Strecke AQ in einem Punkt P, fiir den PQ = 3 cm gilt.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein derartiger
Kreis k bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!
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1.16.3 IIl. Runde 1974, Klasse 8

Aufgabe 1 - 140831

Um Peters Fahigkeiten im Knobeln zu erproben, werden ihm an einem Zirkelnachmittag tiber fiinf
Schiiler sieben Aussagen mitgeteilt, unter denen, wie ihm ebenfalls gesagt wird, genau eine falsch
ist. Er soll diese falsche Aussage herausfinden und aulerdem die Namen der Schiiler dem Alter nach
ordnen.

Die Aussagen lauten:

(1) Anton ist dlter als Elvira.

2) Berta ist jiinger als Christine.
) Dieter ist jiinger als Anton.
) Elvira ist dlter als Christine.
) Anton ist jiinger als Christine.
) Elvira ist dlter als Dieter.

3
4
b}
6
7) Christine ist jiinger als Dieter.

(
(
(
(
(
(

Ermittle die falsche Aussage, und ordne die Namen der Schiiler dem Alter nach (beginnend mit dem
Jiingsten)!

Aufgabe 2 - 140832
Von zwei Primzahlen wird folgendes gefordert:

a) Thre Summe ist eine Primzahl.
b) Multipliziert man diese Summe mit dem Produkt der zuerst genannten beiden Primzahlen, so
erhélt man eine durch 10 teilbare Zahl.

Man gebe alle Primzahlen an, die diese Forderungen erfiillen.

Aufgabe 3 - 140833 -
Gegeben sei ein Kreissektor mit dem Radius SP = SR = 8,5 cm und dem R
Zentriwinkel ZPSR der Grole 55° (siehe Abbildung).

Konstruiere einen Kreis k, der dem gegebenen Sektor einbeschrieben ist,
d.h., der die Strecken SP, SR und den Bogen PR so beriihrt, dass k in-
nerhalb der Fliche des PR enthaltenden Kreises liegt! Beschreibe und be-
griinde deine Konstruktion!

Aufgabe 4 - 140834

Achim, Bernd, Christian und Detlef waren die vier Teilnehmer der Endrunde eines Schachturniers.
Es hatte jeder gegen jeden genau zweimal zu spielen. Fiir jede gewonnene Partie wurden ein Punkt,
fiir jede unentschiedene ein halber Punkt, fiir jede verlorene 0 Punkte vergeben.

Ein Wandzeitungsartikel {iber dieses Turnier enthélt folgende Angaben:

- Bernd und Christian erzielten zusammen genau einen Punkt mehr als Achim und Detlef zu-
sammen.

- Christian und Detlef erzielten zusammen genau 7 Punkte.

- Achim und Christian konnten zusammen genau 5 Punkte weniger erreichen als Bernd und Detlef
zusamimen.

Es wird gefragt, wie viele Punkte jeder der vier Teilnehmer erhielt. Ermittle auf diese Fragen alle
Antworten, die den genannten Angaben entsprechen!

54



1.16.3 III. Runde 1974, Klasse 8

Aufgabe 5 - 140835
Beweise folgenden Satz:

Verbindet man die Mittelpunkte der Diagonalen eines Trapezes, so erhélt man eine (evtl. zu einem
Punkt ausgeartete) Strecke, deren Lénge halb so grofl ist wie die Differenz der Léangen der zwei
parallelen Seiten.

Aufgabe 6 - 140836
Gegeben seien drei Zahlen p, p1, po mit 0 < p; < p < p2 < 100.

Aus einer geeigneten Menge x kg einer p;-prozentigen Losung eines Stoffes (d.h. einer Losung, die py
% dieses Stoffes und den Rest Wasser enthélt) und einer geeigneten Menge y kg einer po-prozentigen
Losung des gleichen Stoffes soll durch Zusammengieflen eine p-prozentige Losung hergestellt werden.

a) Ermittle das hierzu erforderliche Mischungsverhéltnis, d.h. die Zahl « : y, zunédchst speziell fiir
die Werte p; = 25, po = 60 und p = 35!

b) Stelle dann eine fiir beliebige Werte von p;, ps und p giiltige Formel fiir das Mischungsverhéltnis
auf!

Anmerkung: Die angegebenen Prozentséitze beziehen sich auf die Masse, sind also nicht als Volumen-
prozent anzusehen.
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1.17 XV. Olympiade 1975
1.17.1 1. Runde 1975, Klasse 8

Aufgabe 1 - 150811
Peter kam vom Einkaufen zuriick. Er kaufte in genau 4 Geschéften ein und hatte dafiir genau 35 M
zur Verfligung. Davon bringt er der Mutter genau 2 M wieder und berichtet:

"Im Gemiiseladen habe ich 4 M und noch etwas, jedenfalls mehr als 10 Pf bezahlt. Im
Schreibwarengeschéft habe ich mehr als im Gemiiseladen bezahlen miissen, es war eine
gerade Zahl von Pfennigen und kein 5-Pfennig-Stiick dabei. Beim Bécker war es dann
mehr als im Gemiiseladen und Schreibwarengeschaft zusammen, aber diese Geldsumme
war ungerade, und im Konsum schlielich bezahlte ich mehr als in den drei anderen
Geschéften zusammen.”

Welche Geldbetriage bezahlte Peter in den vier genannten Geschéften?

Aufgabe 2 - 150812

a) Ermittle alle geordneten Paare (a, b) natiirlicher Zahlen, fiir die die folgenden Bedingungen
erfillt sind:
a<4 (1) 3 a—-b>0 (2) 2 a+b>2 (3)

b) Beweise, dass es keine geordneten Paare (a, b) ganzer Zahlen mit den Eigenschaften (1), (2),
(3) gibt, bei denen a < 0 oder b < 0 ist!

Aufgabe 3 - 150813

Man beweise: Wenn in einem Dreieck ABC' fir die Groflen 3, v der Winkel ZABC, ZBC A und fir
einen Punkt D auf der Seite BC' der Winkel ZBDA die GréBe 90° + 3 — g hat, so liegt D auf der
Winkelhalbierenden von ZBAC.

Aufgabe 4 - 150814

Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH mit der Kantenldnge 5 cm (siehe H e
Abbildung). 1

Dieser Wiirfel ist in senkrechter Zweitafelprojektion abzubilden. Dabei g l gl

wird gefordert, dass die Raumdiagonale AG sowohl parallel zur Grund-
risstafel als auch parallel zur Aufrisstafel liegt. Im tibrigen kann, wenn
diese Forderung erfiillt wird, die Lage des Wiirfels im Raum beliebig . 2‘5 20
gewahlt werden. Alle Eckpunkte sind entsprechend der Abbildung zu A 2
benennen.

Beschreibe und begriinde die Konstruktion einer derartigen Zweitafelprojektion des Wiirfels!

Hinweis: Es empfiehlt sich, eine giinstige Lage der vier Punkte A, F, G, C zu wéhlen.
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1.17.2 Il. Runde 1975, Klasse 8

Aufgabe 1 - 150821
Die Wagung eines mit Wasser gefiillten Geféles ergab eine Gesamtmasse (Gefa- und Wassermasse)
von 2000 g. Gieit man 20% des Wassers ab, so verringert sich diese gewogene Gesamtmasse auf 88%.

Berechne die Masse des leeren Gefafes!

Aufgabe 2 - 150822

Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n > 1, fiir die unter den sechs Zahlen n+ 1, n+2, n+ 3,
n+4, n+5, n+ 6 ein Paar gefunden werden kann, in dem die erste Zahl des Paares ein echter Teiler
der zweiten Zahl des Paares ist!

Nenne (fiir jedes solche n) alle derartigen Paare!

Aufgabe 3 - 150823

Es sei k ein Kreis mit dem Radius r und dem Mittelpunkt M. Ferner sei AB eine Sehne von k, die
nicht Durchmesser von k ist. Auf dem Strahl aus A durch B sei C' der Punkt auflerhalb AB, fiir den
BC = r gilt. Der Strahl aus C' durch M schneide k in dem auflerhalb CM gelegenen Punkt D.

Beweise, dass dann ZAMD =3 - LZACM gilt!

Aufgabe 4 - 150824
Gegeben seien zwei parallele Geraden g; und go mit dem Abstand a und auflerdem ein Punkt P in
beliebiger Lage zwischen g; und gs.

Konstruiere einen Kreis k, der g; und go bertihrt und durch P geht!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die Aufgabenstellung ein Kreis
eindeutig bestimmt ist!
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1.17.3 IIl. Runde 1975, Klasse 8

Aufgabe 1 - 150831
Vor vielen Jahren war ein Wanderer auf dem Wege von Altdorf nach Neudorf. Als er unterwegs nach
dem Weg fragte, erkliarte ihm ein Ortskundiger:

"Thr seid auf dem richtigen Weg und werdet bald an einer Weggabelung einen Wegweiser
mit drei Richtungsschildern sehen. Diese weisen auf die Wege nach Altdorf, Neudorf und
Mittendorf. Ich mache Euch aber darauf aufmerksam, dafl genau zwei dieser Richtungs-
schilder falsch beschriftet worden sind.”

Der Wanderer bedankte sich, gelangte zum Wegweiser und las ihn.

Untersuche, ob der Wanderer mit den erhaltenen Informationen den Weg nach Neudorf mit Sicherheit
ermitteln konnte!

Aufgabe 2 - 150832
Beweise, dass sich alle Primzahlen p > 3 in der Form 6n + 1 oder 6n — 1 schreiben lassen, wobei n
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist!

Aufgabe 3 - 150833
Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC'.

Konstruiere in seinem Inneren einen Punkt P, so dass die Dreiecke ABP, BCP, ACP alle einander
flachengleich sind!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob stets genau ein solcher Punkt P existiert!

Aufgabe 4 - 150834

Eine Pioniergruppe wandert von der Touristenstation A zum Bahnhof B. Sie legte in der ersten Stunde
3 km zuriick. Danach rechnete sie sich aus, dass sie bei gleichbleibender Geschwindigkeit 40 Minuten
zu spat zum Zug kommen wiirde. Deshalb erhohte sie ihre durchschnittliche Marschgeschwindigkeit
auf 4 km in der Stunde und kam damit 45 Minuten vor Abfahrt des Zuges in B an.

Berechne die Lange des Weges von A nach B!

Aufgabe 5 - 150835
Es ist zu beweisen: Wenn in einem konvexen Viereck ABCD

auf der Seite AB Punkte E und F so zwischen A und B liegen, dass AE = EF = FB gilt, und
auf der Seite BC' Punkte G und H so zwischen B und C' Liegen, dass BG = GH = HC gilt, und
auf der Seite C'D Punkte I und K so zwischen C' und D liegen, dass C1 = IK = KD gilt, und
auf der Seite DA Punkte L und M so zwischen D und A liegen, dass DL = LM = M A gilt,

so sind die Geraden durch M, FE und I, H sowie die durch F'; G und K, L jeweils parallel zueinander.

Aufgabe 6 - 150836

Fiir ein Viereck ABCD sei gefordert, dass die Summe der Lingen der beiden Diagonalen AC und
BD 11 cm betréigt, dass die Seite AB die Liange a = 6 cm und die Seite AD die Liange d = 1 cm
haben soll. Ermittle eine Linge x und eine Lénge y so, dass fiir den Umfang u jedes Vierecks, das
den angegebenen Forderungen geniigt, die Ungleichung = < u < y gilt, wobei das Gleichheitszeichen
jeweils genau dann gilt, wenn das Viereck ABCD zu einer Strecke entartet, d.h., wenn die Punkte
A, B, C, D auf ein und derselben Geraden liegen!

Hinweis: ABCD kann auch nicht-konvex sein. Ferner kénnen beim Entartungsfall auch Punkte zu-
sammenfallen.
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1.18 XVI. Olympiade 1976
1.18.1 I. Runde 1976, Klasse 8

Aufgabe 1 - 160811 Hi——— G
Durch einen Wiirfel ABCDEFGH (siehe Abbildung) soll ein ebener l fa

Schnitt so gelegt werden, dass als Schnittfigur ein gleichseitiges Dreieck
entsteht, dessen samtliche Ecken auch Eckpunkte des Wiirfels sind.

|

|

.
Gib alle Moglichkeiten fiir einen solchen Schnitt an, und stelle einen D /
Wiirfel mit einem solchen Schnitt in Kavalierperspektive dar! A B

Aufgabe 2 - 160812

In einem VEB macht es sich erforderlich, fiir jeden der Arbeiter Arnold, Bauer, Donath, Funke,
Grofle, Hansen, Krause und Lehmann langfristige Qualifizierungsmafinahmen zu planen. Innerhalb
von vier Wochen, und zwar in der Zeit vom 1.11.1976 (Montag) bis 27.11.1976 (Sonnabend) kann
jeweils fir drei Tage (entweder von Montag bis Mittwoch oder von Donnerstag bis Sonnabend) je ein
Arbeiter zu einem dreitdgigen Lehrgang delegiert werden.

Da die laufende Produktion nicht gefihrdet werden darf, kann eine Freistellung von der Arbeit nur
zu bestimmten Zeiten erfolgen:

(1) Arnold kann nicht in der dritten Woche teilnehmen.

(2) Bauer ist in der ersten Hilfte jeder Woche im Betrieb nicht entbehrlich, aber auch nicht vom 11.
bis 13.11. und nicht in der zweiten Hélfte der vierten Woche.

(3) Donath kann nur in der gleichen Woche wie Lehmann gehen.

(4) Funke kann nur in der ersten oder zweiten Woche freigestellt werden.

(5) Grofle kann nur vom 4. bis 6.11. oder vom 18. bis 20.11.76 oder in der zweiten oder vierten Woche
jeweils in der zweiten Hélfte berticksichtigt werden.

(6) Hansen kann nur in der zweiten oder dritten Woche jeweils in der zweiten Hélfte eingesetzt
werden, jedoch nicht in der Woche, in der Funke zum Lehrgang geht.

(7) Krause kann nur in der ersten Woche oder vom 22. bis 24.11.76 zum Lehrgang geschickt werden.
(8) Lehmann kann nur in der ersten Hélfte jeder Woche teilnehmen.

Ermittle sdmtliche Moglichkeiten, unter diesen Bedingungen die vorgesehenen Qualifizierungsmaf-
nahmen durchzufiihren!
Gib dabei fiir jeden der Arbeiter die Zeit an, in der er zum Lehrgang delegiert wird!

Aufgabe 3 - 160813

Beweise den folgenden Satz:

Wenn von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen die kleinste Zahl gerade ist dann ist das
Produkt dieser drei Zahlen durch 24 teilbar.

Aufgabe 4 - 160814
Peter stellt seinem Freund Fritz folgende Aufgabe:

”Gegeben sei ein Kreis, dessen Durchmesser gleich dem Erddurchmesser ist, und ein zweiter dazu
konzentrischer Kreis, dessen Umfang 1 m ldnger als der Umfang des ersten Kreises ist. Ermittle den
Abstand beider Kreislinien voneinander!”

Nach kurzem Uberlegen nennt Fritz diesen Abstand und behauptet:

"Wenn der erste Kreis nur den Durchmesser einer Stecknadelkuppe (1 mm) besitzt, und der Umfang
des zweiten konzentrischen Kreises wiederum 1 m ldnger als der des ersten Kreises ist, dann ist der
Abstand dieser beiden Kreise genau so grof3 wie in deiner Aufgabe.”

Stimmt diese Behauptung von Fritz?
Wie grof} ist der Abstand der konzentrischen Kreislinien in beiden Fallen?
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1.18.2 Il. Runde 1976, Klasse 8

Aufgabe 1 - 160821

Fur Schiilerexperimente wurden genau 29 Einzelteile (Versuchsmaterialien) fiir genau 29 M einge-
kauft. Das waren Teile zu 10 M, 3 M oder 0,50 M; von jeder Sorte mindestens ein Teil. Andere Sorten
kamen unter den eingekauften Teilen nicht vor.

Wie viel Teile von jeder der drei Sorten waren es insgesamt?

Aufgabe 2 - 160822
Ein Rechteck habe die Seitenldngen a; und b;.

Um wie viel Prozent verdndert sich der Fliacheninhalt dieses Rechtecks, wenn die Seite a; um 25%
verkleinert und die Seite b1 um 20% vergroBert wird?

Aufgabe 3 - 160823
In einem Kreis k seien zwei verschiedene Durchmesser, die nicht aufeinander senkrecht stehen, ein-
gezeichnet. Ferner sei durch jeden der vier Endpunkte beider Durchmesser die Tangente gelegt.

Beweise, dass die Schnittpunkte E, F, G, H dieser Tangenten die Ecken eines nichtquadratischen
Rhombus sind!

Aufgabe 4 - 160824
Konstruiere ein Viereck ABCD, das folgende Bedingungen erfiillt:

- Die Grofle 8 des Innenwinkels ZCBA im Viereck ABC'D betréagt 60°.

- Die Lénge f der Diagonalen BD betragt 12,5 cm.

- Die Lénge b der Seite BC betragt 6,0 cm.

- Der Abstand h des Schnittpunktes S der Diagonalen des Vierecks ABC'D von der Seite AB betragt
3,5 cm.

- Die Diagonalen des Vierecks ABC D stehen senkrecht aufeinander.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die angegebenen Bedingungen ein
Viereck bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!
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1.18.3 IIl. Runde 1976, Klasse 8

Aufgabe 1 - 160831

Uwe hatte zum Einkauf genau 41 Mark bei sich, ausnahmslos in giiltigen Miinzen der DDR.. Darunter
befand sich keine Miinze mit einem geringeren Wert als 1 Mark. Bei seinem Einkauf hatte Uwe nun
genau 31 Mark zu bezahlen. Dabei stellte er fest, dass er diese Summe nicht "passend” hatte, also
nicht ohne zu wechseln bezahlen konnte.

Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, welche Anzahlen der Minzen einer jeden Sorte (zu 1 M, 2 M, 5
M, 10 M, 20 M) Uwe hiernach bei sich haben konnte!

Aufgabe 2 - 160832
Einem Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius 7 sei ein Trapez ABCD mit AB || CD derart
umbeschrieben, dass jede der Trapezseiten den Kreis beriihrt.

Beweise, dass dann ZBMC = 90° ist!

Aufgabe 3 - 160833

In einem allseitig geschlossenen quaderférmigen Glaskasten befinden sich genau 600 cm? Wasser. Legt
man den Kasten nacheinander mit seinen verschiedenen Auflenflichen auf eine horizontale Ebene, so
ergibt sich fiir die Wasserhche im Kasten einmal 2 cm, einmal 3 cm und einmal 4 cm.

Ermittle diejenigen Werte fiir das Fassungsvermogen des Kastens, die diesen Angaben entsprechen!

Bemerkung: Der Wasserspiegel sei als Teil einer horizontalen Ebene angenommen, die Adhésion werde
vernachléssigt.

Aufgabe 4 - 160834

Fritz behauptet: Zwei zweistellige Zahlen, die durch Vertauschen der Ziffern auseinander hervorgehen
(z.B. 72 und 27), kann man nach der folgenden Vorschrift miteinander multiplizieren, die am Beispiel
der beiden genannten Zahlen dargelegt werden soll:

(1) Man berechnet das Produkt der beiden Ziffern 7-2=14
(2) Man schreibt die erhaltene Zahl zweimal hintereinander auf
(Hinweis: War die in (1) erhaltene Zahl einstellig, so schreibt man

zwischen die beiden Zahlen noch eine Ziffer Null.) 1414
(3) Man addiert die Quadratzahlen der beiden Ziffern 49 +4 =53
(4) Man héngt an das Ergebnis eine Null an 530
(5) Man addiert die Ergebnisse der Rechenschritte (2) und (4)

und erhédlt damit das gesuchte Produkt 1414 + 530 = 1944

Beweise die Richtigkeit dieser Behauptung!

Aufgabe 5 - 160835
Gegeben sei ein spitzer Winkel; sein Scheitel sei der Punkt S, seine Schenkel seien die Strahlen a und
b; seine Winkelhalbierende sei der Strahl w. Gegeben sei ferner ein auf w gelegener Punkt P # S.

Konstruiere einen Kreis k, der a und b bertihrt und durch P geht!

Beschreibe und begriinde Deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die genannten Bedingungen ein
Kreis eindeutig bestimmt ist!
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Aufgabe 6 - 160836

Gegeben seien eine Lange r und eine Liange a < 2r. Auf einem Kreis £ mit dem Radius r seien A und
B zwei Punkte, deren Abstand a betragt. Weiterhin seien mit P; und P, zwei solche Punkte von k
bezeichnet, die auf verschiedenen Seiten der Geraden durch A und B liegen.

a) Gesucht sind unter allen diesen Punkten P; und P, solche, fiir die der Flacheninhalt des Vierecks
AP, BP, am grofiten ist. Beweise, dass es solche Punkte gibt, und ermittle ihre Lage auf k.
b) Ermittle den entstehenden groftmoglichen Fliacheninhalt unter allen Vierecken AP BPs!
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1.19 XVII. Olympiade 1977
1.19.1 I. Runde 1977, Klasse 8

Aufgabe 1 - 170811
Der Preis einer Ware (100 M) wurde in drei hintereinander liegenden Jahren um jeweils 5% gesenkt.

a) Wie viel Prozent des Anfangspreises miisste eine einmalige Preissenkung betragen, wenn der-
selbe Endpreis erreicht werden sollte?

b) Wie viel Prozent des Endpreises betrdgt der Anfangspreis der Ware?

Die Prozentangaben sind auf 2 Dezimalen genau zu runden.

Aufgabe 2 - 170812
Sechs quaderférmige Stiicke Wandtafelkreide, jedes mit den Kantenldngen 8 cm, 1 cm, 1 cm sollen
derart hingelegt oder aufgestellt werden, dass jedes Stiick alle fiinf anderen bertihrt.

Gib eine Losung in Form einer Skizze an!

Aufgabe 3 - 170813

Der Name eines bedeutenden Mathematikers wird mit fiinf Buchstaben geschrieben. Den Buchstaben
A, B, C, ..., Y, Z des Alphabets seien in dieser Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3, ..., 25, 26 zugeordnet.
Setzt man fiur die Buchstaben des erwdhnten Namens die ihnen zugeordneten Zahlen ein, so betragt
die Summe der

1) dem ersten und zweiten Buchstaben zugeordneten Zahlen 26,

2) dem ersten und dritten Buchstaben zugeordneten Zahlen 17,

dem ersten und vierten Buchstaben zugeordneten Zahlen 10,

4) dem ersten und fiinften Buchstaben zugeordneten Zahlen 23,

(

(2)
(3)
(4)
(5) allen fiinf Buchstaben zugeordneten Zahlen 61.

Ermittle den Namen dieses Mathematikers!

Aufgabe 4 - 170814
Jens behauptet, es sei moglich, jedes beliebige Dreieck ABC' in zwei kongruente Dreiecke zu zerlegen.
Uwe dagegen meint, dass nur fiir spezielle Dreiecke eine derartige Zerlegung moglich sei.

Untersuche, wer von den beiden recht hat!
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1.19.2 Il. Runde 1977, Klasse 8

Aufgabe 1 - 170821
Vier Schiiler, Anja, Birgit, Christoph und Dirk, spielten folgendes Spiel, dessen Regeln ihnen allen
bekannt sind:

Einer von ihnen, z.B. Dirk, verldsst das Zimmer. Nun nimmt eine der Personen Anja, Birgit oder
Christoph einen vereinbarten Gegenstand, etwa einen Fingerhut, an sich, und Dirk wird wieder herein-
gerufen. Er erhélt dann von den Mitspielern Aussagen mitgeteilt, wobei genau derjenige eine falsche
Aussage macht, der den Fingerhut bei sich hat.

Bei einer Durchfithrung dieses Spiels lauteten die Aussagen:

Anja: Ich habe den Fingerhut nicht, und Christoph hat den Fingerhut.
Birgit: Anja hat den Fingerhut, und ich habe den Fingerhut nicht.
Christoph:  Ich habe den Fingerhut nicht.

Untersuche, ob mit Hilfe dieser Aussagen eindeutig feststeht, welcher Spieler den Fingerhut genommen
hatte! Ist dies der Fall, so ermittle diesen Spieler!

Aufgabe 2 - 170822
Beweise folgenden Satz:

Jede Strecke, die zwei Punkte paralleler Seiten eines Parallelogramms miteinander verbindet und
durch den Schnittpunkt der Diagonalen geht, wird von diesem Schnittpunkt halbiert.

Aufgabe 3 - 170823

Die Abbildung zeigt einen fiinfstrahligen Stern, dessen Spitzen A, B, C,
D, E Eckpunkte eines regelméfligen Filinfecks sind.

Ermittle die Grofle des Winkels ZAD B!

E C

Aufgabe 4 - 170824
Dieter erzahlt seinen Klassenkameraden:

"Mein Bruder Fritz ist nur halb so alt wie ich. Wenn man die Anzahl seiner Lebensjahre
mit sich selbst multipliziert, erhalt man das Alter meines Vaters. Meine Mutter ist drei
Jahre jinger als mein Vater. Alle zusammen sind wir 87 Jahre alt.”

Ermittle das Alter aller 4 Personen! (Es sind jeweils nur die vollendeten Lebensjahre zu
berticksichtigen.)
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1.19.3 IIl. Runde 1977, Klasse 8

Aufgabe 1 - 170831
Es ist zu beweisen:

Wenn der Winkel ZC'BA eines Dreiecks ABC' die Grofle 30° hat, dann hat die Seite AC' des Dreiecks
ABC die gleiche Lange wie der Radius des Umbkreises k dieses Dreiecks!

Aufgabe 2 - 170832
Gegeben seien ein Punkt S und zwei von S ausgehende Strahlen a und b, die miteinander einen
spitzen Winkel bilden.

Konstruiere im Innern dieses Winkels einen Punkt P, der folgenden Bedingungen entspricht:
(1) P hat von a den doppelten Abstand wie von b.
(2) Die Lénge der Strecke SP betrégt 5,0 cm.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die Bedingungen der Aufgabe ein
Punkt P eindeutig bestimmt ist!

Aufgabe 3 - 170833
Die gebrochene Zahl 99—1 soll als Differenz zweier positiver echter Briiche mit den Nennern 7 und 13
dargestellt werden.

Untersuche, ob es eine solche Darstellung gibt, ob es mehr als eine gibt, und ermittle alle derartigen
Darstellungen!

Aufgabe 4 - 170834

Eine Pioniergruppe sammelte Altpapier; der gesamte Erlos wurde auf das Solidaritdtskonto
iiberwiesen. Die Pioniere bildeten zwei Brigaden, jeder Pionier der Gruppe gehorte genau einer dieser
Brigaden an. Uber das Sammelergebnis ist folgendes bekannt:

(1) Jeder Pionier der Brigade A sammelte genau 13 kg, auflier einem, der nur 6 kg mitbrachte.
(2) Jeder Pionier der Brigade B sammelte genau 10 kg, auler einem mit nur genau 5 kg.

(3) Brigade A sammelte insgesamt die gleiche Menge wie Brigade B.

(4) Die gesamte Pioniergruppe sammelte mehr als 100 kg, jedoch weniger als 600 kg Altpapier.

a) Wie viel Pioniere gehorten einer jeden Brigade insgesamt an?
b) Wie viel Mark konnte die Pioniergruppe auf das Solidaritatskonto iiberweisen, wenn der Altstoff-
handel 0,15 Mark pro kg Altpapier bezahlte?

Aufgabe 5 - 170835
Man ermittle alle geordneten Tripel [P;; Po; P3] von Primzahlen Py, Py, P; mit P» > Ps, die der
Gleichung geniigen:

Py (P, + P3) =165

Aufgabe 6 - 170836

Zwei Platten von gleicher Dicke bestehen aus Eichenholz bzw. Stahl. Der Flacheninhalt der Grund-
fliche der Eichenplatte ist um 20% grofier als der Flacheninhalt der Grundflache der Stahlplatte. Die
Dichte des Eichenholzes verhélt sich zur Dichte des Stahls wie 1 : 10.

Ermittle, um wie viel Prozent die Masse der Stahlplatte grofier als die Masse der Eichenplatte ist!
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1.20 XVIII. Olympiade 1978
1.20.1 I. Runde 1978, Klasse 8

Aufgabe 1 - 180811
Die FDJler Arnim, Bertram, Christian, Dieter, Ernst und Fritz waren Teilnehmer an einem 400-m-
Lauf. Keine zwei von ihnen liefen zur gleichen Zeit durchs Ziel.

Vorher waren folgende drei Voraussagen iiber das Ergebnis des Wettkampfes gemacht worden (jeder
Teilnehmer wird mit dem Anfangsbuchstaben seines Vornamens bezeichnet):

Platz 1. 2. 3. 4. 5 6.
1. Voraussage A B C D E F
2. Voraussage A C B F E D
3. Voraussage C E F A D B

Nach Abschluss des Laufes zeigte sich, dass in der ersten Voraussage fiir genau drei Laufer die von
ihnen erreichten Plétze richtig angegeben waren. Keine zwei dieser drei Pliatze waren zueinander
benachbart. Bei der 2. Voraussage war fiir keinen Léaufer der erreichte Platz richtig angegeben. Bei
der dritten Voraussage war fiir einen Platz derjenige Léufer richtig angegeben, der diesen Platz
erreichte.

Gib alle Méglichkeiten fiir die von den Laufern unter diesen Bedingungen erreichten Platzreihenfolgen
an!

Aufgabe 2 - 180812
Uber das Ergebnis einer Klassenarbeit ist folgendes bekannt:

- Es nahmen daran mehr als 20 und weniger als 40 Schiiler teil.

- Das arithmetische Mittel aller Zensuren, die die Schiiler in dieser Klassenarbeit erreichten, betrug
2,3125.

- Kein Schiiler erhielt bei dieser Arbeit die Note 75"

- Die Anzahl der "Zweien” war eine ungerade Zahl und grofier als 12.

- Die Anzahl der "Dreien” war genau so grof§ wie die der ”Zweien”.

a) Ermittle die Anzahl der Schiiler, die an dieser Klassenarbeit teilnahmen!
b) Wie viele von ihnen erhielten hierbei die Note ”17?

Aufgabe 3 - 180813

Gegeben sei eine dreiseitige Pyramide ABC'S, deren Grundfliche ABC ein gleichseitiges Dreieck mit
der Seitenldnge 4 cm bildet und deren Spitze S so gelegen ist, dass das Lot von S auf die Ebene
durch A, B, C den Schwerpunkt F' der Grundfliche als Fulpunkt besitzt und dass F'S die Linge 6
cm hat.

Diese Pyramide ist in einer Zweitafelprojektion darzustellen. Dabei wird gefordert, dass die Seiten-
fliche ABS in der Grundrisstafel liegt. Zu konstruieren ist die Abbildung nur mit Hilfe von Zirkel
und Lineal aus den gegebenen Streckenlédngen 4 cm, 6 cm.

Bemerkung: Beschreibung und Begriindung der Konstruktion werden nicht verlangt. Man kann z.B.
die geforderte Abbildung aus einer anderen Darstellung gewinnen, in der das gleichseitige Dreieck
ABC' in der Grundrisstafel liegt.

Aufgabe 4 - 180814

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC' mit der Hypotenuse AB, dessen Innenwinkel Z/C'AB
die Grofle 60° hat.

Fille von C aus das Lot C'D auf AB, danach von D aus die Lote DE und DF auf AC bzw. BC
sowie von F' das Lot FFH auf AB!

Weise nach, dass HB = HA + AFE ist!
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Aufgabe 1 - 180821
Uber vier Schiiler mit den Vornamen Alfred, Benno, Detlev, Egon und den Nachnamen Ampler,
Baumbach, Diirer, Erbe werden folgende Angaben gemacht:

1) Egon ist jinger als Benno, aber &lter als Alfred.

2) Detlev ist dlter als Alfred, aber jiinger als Benno.

Der Schiiler Diirer ist élter als der Schiiler Erbe, aber jlinger als der Schiiler Ampler.

4) Der Schiiler Baumbach ist élter als der Schiiler Diirer, aber jiinger als Benno.

(

(2)
(3)
(4)
(5) Genau einer dieser vier Schiiler hat einen Vornamen, der mit dem gleichen Buchstaben beginnt

wie sein Familienname.

Untersuche, ob sich aus diesen Angaben eindeutige Antworten auf die folgenden Fragen (a), (b)
beweisen lassen! Wenn dies der Fall ist, ermittle die Antworten!

(a) Wie heilen die vier Schiiler mit Vor- und Familiennamen?

(b) Wie lautet die Reihenfolge der Schiiler nach ihrem Alter, beginnend mit dem jiingsten Schiiler?

Aufgabe 2 - 180822
Man ermittle die GroBlen der Innenwinkel eines Dreiecks ABC, auf dessen Auflenwinkel folgende
Aussage zutrifft:

Einer der AuBenwinkel mit dem Scheitel A sei um 16° grofer, einer der Aulenwinkel mit dem Scheitel
B sei um 49° kleiner als einer der Auflenwinkel bei C.

Aufgabe 3 - 180823
Ermittle alle zweistelligen natiirlichen Zahlen mit folgender Eigenschaft:

Addiert man 2 zu der gesuchten Zahl, so erhalt man das Dreifache derjenigen Zahl, die durch Ver-
tauschen der Ziffern der Ausgangszahl entsteht.

Aufgabe 4 - 180824 L
Gegeben sei ein Quadrat ABCD. Mit AB als Radius sei um A ein Kreis gezeichnet. Dieser schneide
die Diagonale AC' in E. Die in F an den Kreis gelegte Tangente schneide die Seite BC' in F.

Beweise, dafi die Strecken C'E, EF und F'B gleich lang sind!
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1.20.3 IIl. Runde 1978, Klasse 8

Aufgabe 1 - 180831

Im Inneren eines spitzwinkligen Dreiecks ABC, dessen Innenwinkel die Gréfen «, 3, v haben, sei ein
Punkt P so gelegen, dass PA = PB = PC gilt. Die GroBen der Winkel /PAB, /PAB bzw. ZPAC
seien mit d, € bzw. ) bezeichnet.

a) Berechne §, € und 7 fiir den Fall, dass o = 70° und 5 = 80° gilt!

b) Ermittle eine Formel fiir 4 in Abhingigkeit von «, § und ~, ebenso eine Formel fiir € und eine
Formel fiir 7!

Aufgabe 2 - 180832

Von einem Dreieck ABC wird gefordert, dass fiir die Lange a der Seite BC, die Linge ¢ der Seite
AB, die Lénge w, der Halbierenden des Winkels ZBAC und fiir die Grée 5 des Winkels ZABC
die Beziehungen a : ¢ =2 : 3; w, = 6 cm; S = 35° gelten.

a) Konstruiere ein solches Dreieck, und beschreibe deine Konstruktion!

b) Beweise, dass jedes so konstruierte Dreieck die gestellten Forderungen erfiillt! Eine Analysis
und eine Determination werden nicht verlangt.

Aufgabe 3 - 180833

Jurgen ist im Ferienlager und will fiir seine Gruppe Brause zu 0,21 M je Flasche einkaufen. Er nimmt
kein Bargeld, sondern nur leere Flaschen mit. Fiir das eingeloste Pfandgeld (0,30 M fur jede der leere
Flaschen) kauft er moglichst viele Flaschen Brause, wobei er fiir jede volle Flasche aufier dem Preis
von 0,21 M auch 0,30 M Pfand zu zahlen hat. Es stellt sich heraus, dass er sieben Flaschen weniger
erhélt, als er abgegeben hat. Auflerdem bekommt er noch Geld zuriick.

Ermittle alle Moglichkeiten, wie viele leere Flaschen Jiirgen mitgenommen haben kénnte und wie viel
Geld er dann zuriickerhielt!

Aufgabe 4 - 180834
Beweise folgenden Satz:

Ist p eine Primzahl grofer als 3, so ist die Zahl (p — 1)(p + 1) durch 24 teilbar.

Aufgabe 5 - 180835
Zum Experimentieren wird eine 30%ige Salzlosung benotigt. Vorhanden sind aber lediglich 2 Liter
10%iger Salzlosung sowie eine Flasche mit 42%iger Salzlosung.

Ermittle, wie viel Liter 42%iger Salzlosung den 2 Litern 10%iger Salzlésung zuzusetzen sind, damit
eine 30%ige Salzlosung entsteht!

Aufgabe 6 - 180836

Es sei AABC ein spitzwinkliges Dreieck, d die Lénge des Durchmessers seines Umkreises, a bzw.
b die Langen der Seiten BC bzw. AC' und schliellich h die Linge der auf AB senkrecht stehenden
Hohe.

Beweise, dass dann stets d = “TZ’ gilt!
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1.21 XIX. Olympiade 1979
1.21.1 I. Runde 1979, Klasse 8

Aufgabe 1 - 190811
Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH mit der Kantenldnge 5 cm (sie-

he Bild). Dieser Wiirfel ist in senkrechter Zweitafelprojektion abzubilden.
Dabei wird gefordert, dass die Raumdiagonale EC parallel zur Grundriss-
tafel und senkrecht zur Aufrisstafel liegt. Unter Beachtung dieser Forde-
rung kann die Lage des Wiirfels im Raum sonst beliebig gewahlt werden.
Alle Eckpunkte sind entsprechend dem Bilde zu benennen.

Beschreibung und Begriindung der Konstruktion sind nicht erforderlich.

Aufgabe 2 - 190812
Aus den Ziffern 0, 1, ..., 9 seien genau sieben ausgewéhlt, von denen keine zwei einander gleich sind.

Ermittle die Anzahl derjenigen (im dekadischen System) siebenstelligen Zahlen, die in ihrer (dekadi-
schen) Zifferndarstellung jede der ausgewéhlten Ziffern enthalten!

Dabei werde

a) vorausgesetzt, dass die 0 nicht unter den ausgewéhlten Ziffern vorkommt,

b) vorausgesetzt, dass die 0 unter den ausgewéhlten Ziffern vorkommt.

Aufgabe 3 - 190813
Gegeben seien die vier periodischen Dezimalbriiche

p=03456..., q=03456..., r=0,3456..., s=0,3456.

a) Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, fiir die folgende Aussage gilt: In der n-ten Stelle
nach dem Komma haben alle vier Dezimalbriiche p, q, r, s dieselbe Ziffer.

b) Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen m, fiir die folgende Aussage gilt: In der m-ten Stelle
nach dem Komma haben keine zwei der vier Dezimalbriiche p, ¢, 7, s dieselbe Ziffer!

Aufgabe 4 - 190814

Von zwei Kreisen werde vorausgesetzt, dass sie sich von auflen in einem Punkt P beriihren. Die
Gerade, die beide Kreise in P beriihrt, sei ¢. Ferner sei s eine weitere gemeinsame Tangente beider
Kreise; sie beriihre diese in den Punkten @ bzw. R. Der Schnittpunkt von s mit ¢ sei S.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen S der Mittelpunkt der Strecken QR ist!
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1.21.2 Il. Runde 1979, Klasse 8

Aufgabe 1 - 190821
Eine Gruppe von 39 Schiilern unterhélt sich iiber ihre Zensuren in den Fachern Mathematik, Russisch
und Deutsch. Dabei wird festgestellt:

1) Genau 11 Schiiler haben in Mathematik die Zensur 2.

) Genau 19 Schiiler haben in Russisch die Zensur 2.

) Genau 23 Schiiler haben in Deutsch die Zensur 2.

) Genau ein Schiiler hat in allen drei Féachern die Zensur 2.

) Genau 4 Schiiler haben in Mathematik und Deutsch, aber nicht in Russisch eine 727
) Genau 7 Schiiler haben in Russisch und Deutsch, aber nicht in Mathematik eine 72”.
) Genau 2 Schiiler haben in Mathematik und Russisch, aber nicht in Deutsch eine ”2”.

(
(2
(3
(4
(5
(6
(7

Ermittle aus diesen Angaben, wie viel Schiiler dieser Gruppe in genau einem und wie viel in keinem
der angegebenen Fécher die Zensur 2 haben!

Aufgabe 2 - 190822
In einer AG Mathematik stellte ein Mitglied der Patenbrigade den Teilnehmern folgende Aufgabe:

”Unsere Brigade hat mehr als 20, aber weniger als 35 Mitglieder. Von ihnen nahmen im letzten
Jahr im Juli dreimal soviel, im Februar doppelt soviel ihren Jahresurlaub wie im Mai. Im Januar
nahmen drei Personen weniger als im Juli Urlaub, im August dagegen eine Person mehr als im Mai.
In den nicht genannten Monaten dieses Jahres nahm kein Mitglied unserer Brigade Urlaub. Unter
den genannten Urlaubern ist jedes Mitglied unserer Brigade genau einmal vertreten.

'77

Stellt fest, ob ihr allein aus diesen Angaben die Anzahl unserer Brigademitglieder ermitteln kénnt

Aufgabe 3 - 190823

In einem Parallelogramm ABCD sei P ein beliebiger Punkt auf der Diagonalen AC (P # A, P # C).
Die Parallele durch P zu AB schneide BC in H und AD in Gj; die Parallele durch P zu BC' schneide
AB in E und CD in F.

Beweise, dass die beiden Parallelogramme EBH P und GPF D den gleichen Flicheninhalt haben!

Aufgabe 4 - 190824
Klaus sagt:

”Ich denke mir drei natiirliche Zahlen. Die zweite Zahl ist um 2 grofler als die Hélfte der
ersten Zahl. Die dritte Zahl ist um 2 grofler als die Halfte der zweiten Zahl. Das Produkt
der drei gedachten Zahlen betrigt 1120.

Welche Zahl habe ich mir als erste gedacht, welche als zweite und welche als dritte 7”

Kann diese Frage eindeutig beantwortet werden? Wenn das der Fall ist, so nenne die drei gedachten
Zahlen!
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1.21.3 IIl. Runde 1979, Klasse 8

Aufgabe 1 - 190831
Klaus erzéhlt:

”Als ich kiirzlich einkaufte, hatte ich genau drei Miinzen bei mir. Beim Bezahlen stellte ich folgendes
fest. Wenn ich zwei meiner Miinzen hingebe, so fehlen noch 3,50 M bis zum vollen Preis der gekauften
Ware, lege ich aber nur die iibrige Miinze hin, so erhalte ich 3,50 M zuriick”

Ermittle aus diesen Angaben alle Moglichkeiten dafiir, wie viel Miinzen welcher Sorte Klaus bei sich
gehabt hat! Dabei sind nur 1, 5, 10, 20, und 50 Pf. sowie 1, 2, 5, 10 und 20 Mark zu berticksichtigen.

Aufgabe 2 - 190832
Gegeben seien ein Punkt M sowie ein Kreis k£ mit M als Mittelpunkt. Gesucht ist ein Quadrat
ABCD, das folgende Eigenschaften hat:

(1) Die Eckpunkte A und D liegen auf der Kreislinie k.
(2) Die Quadratseite BC beriihrt den Kreis k in einem Punkt P, der zwischen B und C' liegt.

Begriinde und beschreibe eine Konstruktion, die (ausgehend von dem gegebenen Kreis k) zu einem
Quadrat mit diesen Eigenschaften fiihrt! Untersuche, ob es (zu gegebenen k) bis auf Kongruenz genau
ein solches Quadrat gibt!

Aufgabe 3 - 190833
Gegeben sei ein Quadrat ABC'D mit der Seitenldnge a.

Eine Parallele zu AB schneide die Seiten BC und AD in den Punkten E bzw. F, eine Parallele zu
BC schneide AB und E'F in den Punkten G bzw. H, und eine Parallele zu AB schneide die Strecken
BE und GH in den Punkten J bzw. K.

a) Ermittle den Umfang des Rechtecks K JEH in Abhangigkeit von a unter der Bedingung, dass
die Rechtecke AGHF, GBJK, KJEH und FECD untereinander flicheninhaltsgleich sind!

b) Ermittle den Flacheninhalt des Rechtecks K JEH in Abhéingigkeit von a unter der Bedingung,
dass die Rechtecke AGHF, GBJK, KJEH und FECD untereinander umfangsgleich sind!

Aufgabe 4 - 190834
Beweise, dass das Produkt dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen, vermehrt um die mittlere
Zahl, stets die dritte Potenz der mittleren Zahl ergibt!

Aufgabe 5 - 190835

Es sei EG ein Durchmesser eines Kreises k. Die in F und G an k gelegten Tangenten seien ¢ bzw. t'.
Auf t sei eine Strecke AB so gelegen, dass E ihr Mittelpunkt ist. Die von A und B aus an k gelegten
(und von t verschiedenen) Tangenten mégen ¢’ in D bzw. C' schneiden. Der Radius von k sei r; die
Langen von AB bzw. C'D seien a bzw. c.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets die Gleichung 7% = & gilt!
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Aufgabe 6 - 190836
Ein Taxifahrer hatte den Auftrag, um 15.00 Uhr einen Gast vom Bahnhof abzuholen. Bei einer
Durchschnittsgeschwindigkeit von 50 kTm hétte er sein Ziel plinktlich erreicht. Auf Grund ungiinstiger

Verkehrsverhéltnisse konnte er jedoch nur mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 30 kTm fahren
und kam deshalb erst um 15.10 Uhr am Bahnhof an.

a) Berechne die Linge des Weges, den der Fahrer bis zum Bahnhof zuriickgelegt hat!

b) Berechne die Zeit, die der Fahrer bis zum Bahnhof benotigte!
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1.22 XX. Olympiade 1980
1.22.1 I. Runde 1980, Klasse 8

Aufgabe 1 - 200811

Im Bild sind die Buchstaben so durch Ziffern zu ersetzen, dass alle waagerecht und senkrecht zu
lesenden Aufgaben richtig gerechnet sind. Dabei sind gleiche Buchstaben durch gleiche Ziffern, ver-
schiedene Buchstaben durch verschiedene Ziffern zu ersetzen. Eine Begriindung wird nicht verlangt.

a a ¢ — d e = f f e
+ —

g b x g f = d b a
h e + ¢ g = Lk g

Aufgabe 2 - 200812
Ulrike fertigt gern Stickarbeiten an.

fffffffffffffff In der Mitte eines kleinen Deckchens mdochte sie ein Muster erhalten,
— das im Bild zur grofleren Deutlichkeit auf quadratisch angeordneten
Gitterlinien gezeichnet wurde.

nichsten Mal in einem Kreuzungspunkt durchstochen wird, der von
dem vorangehenden mindestens den im Bild angegebenen Abstand
a hat. Auf diese Weise soll das Muster mit einem einzigen Faden
hergestellt werden, und dieser soll so kurz wie moglich sein.

}——]‘——‘I:‘[—]‘——;——} Ulrike will bei der Herstellung dieses Musters den Stoff bei jedem
L Nadelstich genau in einem Kreuzungspunkt von Gitterlinien durch-
‘_]ﬁljf]”}”j stechen und dann den Faden so weiterfithren, dass der Stoff beim

Zeichne eine Moglichkeit fiir die zu durchstechenden Kreuzungspunkte und ihre Reihenfolge sowie
fiir den Verlauf des Fadens auf Vorder- und Riickseite des Deckchens! Begriinde, dass eine kiirzere
Fadenfithrung nicht moéglich ist!

Aufgabe 3 - 200813
Ein Vater, der von seinen Sohnen Fritz und Heinz begleitet wurde, kaufte sich im Warenhaus einen
Anzug, der mit einem Schild folgenden Inhalts versehen war: ”im Preis um 20% herabgesetzt.”

Auf dem Heimweg sagte Heinz: ”Vati, da hast du 25% des von dir gezahlten Preises eingespart.” Fritz,
der diese Bemerkung bezweifelte, fragte den Vater: ”Stimmt das?”.

Dieser erklarte ihm darauf: ”Das stimmt. Wéare der Preis des Anzugs nur um 10% herabgesetzt wor-
den, dann hétte ich allerdings nur 11%% des von mir gezahlten Preises eingespart.”

Beweise, dass diese Aussagen unabhingig von dem speziellen Wert des Preises vor der Preisherabset-
zung wahr sind!

Aufgabe 4 - 200814

Gegeben sei ein Kreis k mit dem Radius r. AB und BC seien
zwei Sehnen der Lange 7. In A, B und C seien die Tangenten
an den Kreis gelegt. Diese ergeben Schnittpunkte D, E und
F', wie im Bild angegeben.

Beweise aus diesen Voraussetzungen, dass das Dreieck DEF
gleichseitig ist!
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1.22.2 Il. Runde 1980, Klasse 8

Aufgabe 1 - 200821
Herr Schafer hatte sich zwei Hunde gekauft. Er musste sie aber bald wieder verkaufen. Dabei erhielt
er fiir jeden Hund 180 Mark.

Wie Herr Schafer feststellte, hatte er damit an dem einen Hund 20% von dessen fritherem Kaufpreis
dazugewonnen, wihrend er den anderen Hund mit 20% Verlust von dessen fritherem Kaufpreis wei-
terverkauft hatte.

Untersuche, ob sich hiernach fiir Herrn Schéfer insgesamt beim Verkauf beider Hunde ein Gewinn
oder ein Verlust gegeniiber dem gesamten fritheren Kaufpreis ergeben hat! Wenn dies der Fall ist, so
ermittle, wie viel der Gewinn bzw. Verlust betrégt!

Aufgabe 2 - 200822
Ermittle alle Paare (a; b) natiirlicher Zahlen mit a < b, die folgende Eigenschaften besitzen:

Die Summe der Zahlen a und b betriagt 192.
Der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a und b ist 24.

Aufgabe 3 - 200823

Gegeben sei ein Halbkreis mit dem Durchmesser AB und dem Mittelpunkt M. Ferner seien P und
Q@ zwei von A und B und voneinander verschiedene Punkte auf diesem Halbkreis. Die in P und @
auf der Geraden durch P und @ errichteten Senkrechten mégen AB in R bzw. in S schneiden.

Beweise, dass dann RM = SM gilt!

Aufgabe 4 - 200824
Von einem Dreieck ABC' und einer Geraden g werde vorausgesetzt:

(1) Es gilt AB = AC.

(2) Die Gerade g schneidet die Strecke BC' in einem Punkt F, die Strecke AC in einem Punkt E
und die Verlangerung der Strecke BA tiber A hinaus in einem Punkt D.

(3) Es gilt CE = CF.
(4) Der Winkel ZEDA hat die Grofe 18°.

Ermittle aus diesen Voraussetzungen die Grofle o des Winkels ZABC, die Groie S des Winkels
LEFC sowie die Grofie v des Winkels ZC'AB!
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1.22.3 IIl. Runde 1980, Klasse 8

Aufgabe 1 - 200831
Uwe erzéhlt:

"In den Winterferien machten wir mit einer Reisegesellschaft eine Fahrt in den Harz.
Daran nahmen nicht mehr als 80 Personen teil, und zwar waren es genau 3 Méanner
weniger als Frauen und genau 20 Erwachsene mehr als Kinder. Unterwegs wurden wir in
genau 7 Gruppen von gleicher Personenzahl aufgeteilt.”

Ermittle alle Moglichkeiten, die Anzahlen der Méanner, Frauen und Kinder so anzugeben, dal Uwes
Aussagen zutreffen!

Aufgabe 2 - 200832
Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen n mit der Eigenschaft, dass das Produkt aus den ein-
zelnen Ziffern von n gleich dem Fiinffachen der Quersumme von n ist!

Aufgabe 3 - 200833
Konstruiere ein Dreieck ABC aus r = 4; b = 6 und ¢ = 7 cm! Dabei seien r der Umkreisradius des
Dreiecks und b, ¢ die Langen der Seiten AC bzw. AB des Dreiecks ABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
ABC bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Aufgabe 4 - 200834

Auf einem Tisch liegen vier Spielkarten mit der Bildseite nach unten.
Sie sind von links nach rechts in einer Reihe angeordnet, mit gleich-
groflen Abstanden jeweils zwischen unmittelbar benachbarten Karten

(siehe Abbildung).
Den Mitspielern werden folgende Angaben mitgeteilt: Die vier Karten sind ein Bube, eine Dame, ein

Konig und ein As, jede Karte in einer der vier Farben Kreuz, Pik, Herz, Karo, wobei jede dieser
Farben genau einmal vertreten ist. Ferner gilt:

(1) Die Dame ist weiter vom As entfernt als das As vom Konig.
(2) Der Bube liegt niher am As als der Konig.

(3) Von der Herzkarte bis zur Karokarte ist der Abstand geringer als von der Kreuzkarte bis zur
Herzkarte.

(4) Die Karokarte liegt weiter entfernt von der Herzkarte als von der Pikkarte.
(5) Die Pikkarte liegt unmittelbar benachbart links neben der Dame.

Beweise, dass aus diesen Angaben eindeutig hervorgeht, um welche Karten es sich handelt und in
welcher Reihenfolge von links nach rechts sie auf dem Tisch liegen!

Aufgabe 5 - 200835

Zwei Strahlen s; und s;, die von einem Punkt S ausgehen und miteinander einen rechten Winkel
bilden, mogen von zwei zueinander parallelen Geraden g und h geschnitten werden. Die Gerade g
schneide s; in A und s; in C, die Gerade h schneide s; in B und s in D. Ferner gelte SB =5 cm,
und der Fliacheninhalt des Dreiecks SAC betrage genau 36% des Flacheninhalts des Dreiecks SBD.

Ermittle aus diesen Voraussetzungen die Lédnge der Strecke SA!
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1.22.3 III. Runde 1980, Klasse 8

Aufgabe 6 - 200836
Von zwei Dreiecken ABC; und ABC5 werden die folgenden Eigenschaften (1), (2) und (3) vorausge-
setzt:

(1) ZClAB = ZOQAB 3 (2) BCl = BCQ 3 (3) AC1 < ACQ

Beweise aus dieser Voraussetzung, dass die Umkreise der Dreiecke ABC; und ABC5 gleiche Radien
haben!
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1.23 XXI. Olympiade 1981
1.23.1 I. Runde 1981, Klasse 8

Aufgabe 1 - 210811 XXXXXXXXX
In nebenstehender Figur soll jedes Zeichen X durch eine der XXXXXXXX
Lo XXXXXXX
natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 so ersetzt werden, dass XX X X X X
in der zweiten bis neunten Zeile jede Zahl gleich dem absoluten Be- XX XXX
trag der Differenz der beiden dariiberstehenden Zahlen ist! X X X X
Gib eine derartige Ersetzung an! XXX
X X
X

Aufgabe 2 - 210812

Bei einem GST-Wettkampf im Luftgewehrschieflen gaben Falk und Heiko je 5 Schuss ab. Auf den
Scheiben wurden folgende Treffer ermittelt: Je genau einmal die 3, zweimal die 5, zweimal die 6,
zweimal die 7, einmal die 8, einmal die 9, einmal die 10. Weiterhin ist bekannt:

(1) Falk erzielte mit seinen letzten vier Schiissen neunmal so viele Ringe wie mit seinem ersten
Schuss.

(2) Falk schoss die 9.
Lassen sich nach diesen Angaben die folgenden beiden Fragen eindeutig beantworten?
a) Welcher der beiden Jungen erzielte das bessere Ergebnis?

b) Welcher der beiden Jungen schoss die 107

Aufgabe 3 - 210813

a) Beweise den folgenden Satz:

Wenn alle vier Seiten eines Vierecks dieselbe Lange haben, dann stehen die Diagonalen des Vierecke
aufeinander senkrecht.

b) Formuliere die Umkehrung dieses Satzes und untersuche, ob sie auch gilt!

Aufgabe 4 - 210814

Einer Brigade der ausgezeichneten Qualitdt war der Auftrag erteilt worden, in moglichst kurzer Zeit
eine gewisse Anzahl Messgerite fertigzustellen. Die Brigade bestand aus einem erfahrenen Arbeiter
als Brigadier und neun jungen Arbeitern, die eben erst ihre Ausbildung beendet hatten.

Im Laufe eines Tages stellte jeder von den neun jungen Arbeiter 15 Gerate fertig, der Brigadier aber
9 Gerate mehr als jedes der zehn Brigademitglieder im Durchschnitt.

Wie viel Messgeréite wurden insgesamt von der Brigade an diesem Arbeitstag fertiggestellt?
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1.23.2 II. Runde 1981, Klasse 8

1.23.2 Il. Runde 1981, Klasse 8

Aufgabe 1 - 210821

Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen a, fiir die i <o < % gilt!

Aufgabe 2 - 210822

Gegeben sei die Seitenlinge a eines Quadrates ABCD. Um B und D seien
mit dem Radius a Kreisbogen gezeichnet, die in dem Quadrat ABCD eine
blattartige Figur (im Bild blau) einschlieflen.

a) Berechne fiir a = 3,5 cm den Flédcheninhalt der schraffierten Fldche!

b) Ermittle eine allgemeine Formel, die angibt, wie der Fldcheninhalt der
blattartigen Figur von der gegebenen Seitenldnge a abhéngt!

Aufgabe 3 - 210823

a) Beweise folgenden Satz:

Wenn ein Dreieck ABC' gleichseitig ist, dann ist die Summe irgend zweier zu verschiedenen
Ecken gehorender Auflenwinkel stets doppelt so gro8 wie die Summe der zugehérenden Innen-
winkel.

b) Untersuche, ob auch die folgende Umkehrung des in a) genannten Satzes gilt: Wenn in einem
Dreieck ABC' die Summe irgend zweier zu verschiedenen Ecken gehérender Auflenwinkel stets
doppelt so grof§ ist wie die Summe der zugehorigen Innenwinkel, dann ist das Dreieck ABC
gleichseitig.

Aufgabe 4 - 210824
Uber den Mitgliederstand einer Betriebssportgemeinschaft (BSG), in der genau fiinf Sektionen be-
stehen, wurden folgende Angaben gemacht:

- Genau 22 Mitglieder der BSG gehoren zur Sektion Schach.

- Genau ein Drittel aller Mitglieder der BSG gehoren zur Sektion Fufiball.

- Genau ein Fiinftel aller Mitglieder der BSG gehoren zur Sektion Leichtathletik.

- Genau drei Siebentel aller Mitglieder der BSG gehoren zur Sektion Tischtennis.

- Genau zwei Neuntel aller Mitglieder der BSG gehoren zur Sektion Turnen.

- Genau 8 Mitglieder der BSG gehoren zu je genau drei verschiedenen Sektionen.

- Genau 72 Mitglieder der BSG gehoren zu mindestens zwei verschiedenen Sektionen.

- Kein Mitglied der BSG gehort mehr als drei Sektionen an, aber jedes Mitglied mindestens einer
Sektion.

Untersuche, ob es eine Zusammenstellung von Mitgliederzahlen sowohl der gesamten BSG als auch
der fiinf einzelnen Sektionen gibt, so dass alle diese Aussagen zutreffen! Untersuche, ob diese Mitglie-
derzahlen durch die Aussagen eindeutig bestimmt sind! Ist das der Fall, so gib die Mitgliederzahlen
an!
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1.23.3 III. Runde 1981, Klasse 8

1.23.3 IIl. Runde 1981, Klasse 8

Aufgabe 1 - 210831
In dem Schema

A B B C — D C E = F B E G
: < =
C D . H E = J D A F
J F K 4+ D D A = J J F C
sollen die Buchstaben so durch Ziffern (0, 1, 2, ... , 9) ersetzt werden, dass alle waagerechten und

senkrechten Aufgaben richtig gerechnet sind. Insbesondere soll die Ziffer 0 nicht als Anfangsziffer
einer mehrstelligen Zahl auftreten. Gleiche Buchstaben sollen durch gleiche Ziffern und verschiedene
Buchstaben durch verschiedene Ziffern ersetzt werden.

Ermittle alle Ersetzungen, die diese Forderungen erfiillen!

Aufgabe 2 - 210832

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit C als Scheitel des rechten Winkels. Der Mittelpunkt der
Seite AC sei M. Der Kreis £k um M durch A schneide die Seite AB aufler in A auch in E. Die
Tangente an k in E schneide die Seite BC' in D.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen das Dreieck BDE gleichschenklig ist!

Aufgabe 3 - 210833

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit den Seitenlingen BC = 4 cm, AC = 5 cm und AB = 6 cm. Auf
der Seite C'B sei M, derjenige Punkt, fiir den BM; = 3 cm ist. Um M; sei der Kreis k; mit dem
Radius 5,5 cm gezeichnet.

Zu diesen gegebenen Stiicken soll ein dem Dreieck ABC' dhnliches Dreieck A’ B'C” konstruiert werden,
dessen Eckpunkte siamtlich auf dem Kreis k; liegen.

Beschreibe eine Konstruktion eines solchen Dreiecks A’B’C’ und beweise, dass es die geforderten
Eigenschaften hat, wenn es nach dieser Konstruktionsbeschreibung konstruiert wird!

Hinweis: Eine ”Analyse” (Schlussfolgerung aus der Annahme, ein Dreieck A’ B’C” habe die verlangten
Eigenschaften, zur Herleitung der Konstruktionsbeschreibung) und eine "Determination” (Diskussion
auf Existenz und Eindeutigkeit der Konstruktion) werden nicht verlangt.

Aufgabe 4 - 210834
Von einem Trapez ABC'D mit AB || CD, dessen Diagonalenschnittpunkt S genannt sei, wird vor-
ausgesetzt, dass AB = 2,5 cm gilt.

Untersuche, ob bereits durch diese Voraussetzung das Verhiltnis des Flacheninhaltes des Dreiecks
ABS zu dem des Trapezes ABCD eindeutig bestimmt ist! Wenn das der Fall ist, so ermittle dieses
Verhéltnis!

Aufgabe 5 - 210835

Jemand hebt von seinem Sparkonto einen bestimmten Geldbetrag ab. Er erhélt diesen in insgesamt
29 Banknoten ausgezahlt, und zwar ausschliellich in Zehnmarkscheinen, Zwanzigmarkscheinen und
Finfzigmarkscheinen. Dabei ist die Anzahl der 10-M-Scheine um 1 kleiner als die Anzahl der 20-M-
Scheine. Die Anzahl der 50-M-Scheine ist groer als das Zweifache, aber kleiner als das Dreifache der
Anzahl der 20-M-Scheine.

Ermittle die Hohe des abgehobenen Geldbetrages!
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Aufgabe 6 - 210836
Ermittle alle sechsstelligen natiirlichen Zahlen z mit folgender Eigenschaft:

Setzt man die erste Ziffer von z an die letzte Stelle, wihrend die Ziffernfolge der iibrigen fiinf Ziffern
unverandert bleibt, so ist die entstehende Zahl 2z’ dreimal so grofl wie die urspriingliche Zahl z.
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1.24.1 I. Runde 1982, Klasse 8

1.24 XXII. Olympiade 1982
1.24.1 I. Runde 1982, Klasse 8

Aufgabe 1 - 220811

Vier Ménner heiflen Bécker, Fischer, Férster und Miiller. Sie iiben die Berufe Béacker, Fischer, Forster
und Miiller aus, jeder genau einen dieser Berufe. Einer der vier Méanner ist Bruder eines fiinften
Mannes, der Herr X genannt sei. (Er hat natiirlich denselben Namen wie sein Bruder.) Uber diese
finf Ménner werden folgende Angaben gemacht:

(1) Auch Herr X tibt genau einen Beruf aus, denselben wie Herr Bécker.

(2) Herr X bt einen anderen Beruf aus als sein Bruder.

(3) Bei jedem der fiinf Ménner lautet der Anfangsbuchstabe seines Namens anders als der Anfangs-
buchstabe seines Berufes.

a)Beweise, dass Herr X nach diesen Angaben nicht Bécker heifien kann!

b) Beweise, dass sich aus den Angaben eindeutig ermitteln lasst, wie Herr X heifit und welche zwei
Berufe Herr X und sein Bruder haben!

c) Beweise, dass sich aus den Angaben nicht eindeutig ermitteln ldsst, welchen Beruf Herr X hat und
wie derjenige der vier anderen Méanner heif3t, der von Beruf Bécker ist!

Aufgabe 2 - 220812
Von einer 22stelligen Zahl z werden folgende Eigenschaften gefordert:

z hat die Einerziffer 7; streicht man diese Endziffer und setzt sie vor die iibrigen 21 Ziffern, so entsteht
dasselbe Ergebnis wie bei der Multiplikation 7 - z.

Beweise, dass es genau eine solche Zahl z gibt! Ermittle diese Zahl!

Aufgabe 3 - 220813

Eine NVA-Marschkolonne ist 3,2 km lang. Ein Regulierungsposten fihrt mit dem Krad vom Ende
der Marschkolonne ab, holt die Spitze der Marschkolonne nach 5,6 km Fahrt ein, fihrt sofort mit
gleichbleibender Geschwindigkeit genau 6 min lang weiter und hat dann seinen Genossen erreicht,
der an der nichsten Straflenkreuzung steht, um den Gegenverkehr zu sperren. Hier wartet er auf die
Marschkolonne, die wiahrend der gesamten Zeit ihre Durchschnittsgeschwindigkeit beibehalten hat.

a) Wie verhalten sich die Durchschnittsgeschwindigkeiten des Regulierungspostens und der
Marschkolonne zueinander?

b) Wie viel Minuten muss der Regulierungsposten an der Kreuzung insgesamt auf die Spitze der
Marschkolonne warten?

Aufgabe 4 - 220814
In einer Ebene seien k1 und ko zwei Kreise, die sich in einem Punkt A von auflen beriithren. Eine der
gemeinsamen dufleren Tangenten von k; und ko beriihre den Kreis k1 in B, den Kreis ko in C.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets ZBAC' ein rechter Winkel ist!
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1.24.2 1l. Runde 1982, Klasse 8

Aufgabe 1 - 220821

Vor zwei Jahren unterhielten sich Anke, Birgit und Christine iiber ihre Reiseziele in den Sommerferien
1981 und 1982. In jedem Jahr wollte eine von ihnen an die Ostsee fahren, die andere in die Séchsische
Schweiz und die dritte in den Thiiringer Wald. Fiir beide Jahre wurden folgende Aussagen gemacht

(1) Anke fahrt an die Ostsee.
(2) Christine fahrt in den Thiiringer Wald oder Anke fahrt in die Sachsische Schweiz.

Spéter stellte sich heraus: Fiir das Jahr 1981 ist Aussage (1) wahr und Aussage (2) falsch; fiir das
Jahr 1982 ist Aussage (1) falsch und Aussage (2) wahr.
Untersuche

a) fiir das Jahr 1981 b) firr das Jahr 1982,

fiir welche der drei Schiilerinnen sich damit das Reiseziel eindeutig ermitteln ldsst und fiir welche
nicht! Nenne alle dabei eindeutig zu ermittelnden Reiseziele!

Hinweis: Eine Aussage der Form ” A oder B” ist genau dann falsch, wenn sowohl A als auch B falsche
Aussagen sind.

Aufgabe 2 - 220822
In einer Umfrage beantworteten 50 Pioniere einer Schule die folgenden Fragen auf einer Fragenliste:

Ja  Nein
(A) Hast du in diesem Sommer an einem Betriebsferienlager teilgenommen? o 0
(B) Hast du in diesem Sommer an der Feriengestaltung der Schule teilgenommen? o o)
(C)  Warst du in diesem Sommer mit deinen Eltern verreist? o 0

Anschliefend wurden die Antworten mehrfach ausgezahlt. In einer ersten Z&hlung wurde bei allen
Fragenlisten nur auf die Frage (A) geachtet. Diese hatten genau 20 Pioniere mit Ja beantwortet.
Dann wurde in einer zweiten Zahlung bei allen 50 Listen nur auf Frage (B) geachtet, usw., wie in
der folgenden Tabelle angegeben:

Zéhlung Nr. | Gezdhlte Antworten Erhaltene Anzahl
1 (A) Ja 20
2 (B) Ja 25
3 (C) Ja 30
4 (A) Ja und (B) Ja 8
5 (B) Ja und (C) Ja 12
6 (A) Ja und (C) Ja 10
7 (a) Ja und (B) Ja und (C) Ja 3
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1.24.2 II. Runde 1982, Klasse 8

Aus diesen Zahlungsergebnissen soll die Anzahl derjenigen Pioniere ermittelt werden, die

a) an keiner der drei Arten der Feriengestaltung teilnahmen,

b) an genau einer dieser Arten teilnahmen,

c) an einem Betriebsferienlager, aber nicht an der Feriengestaltung der Schule teilnahmen,

)
)
)
d) mindestens eine der Moglichkeiten nutzten, an einem Betriebsferienlager teilzunehmen oder mit
den Eltern zu verreisen.

Trage die gesuchten Antworten in folgende Tabelle ein! Nenne die Rechnungen oder Uberlegungen,
mit denen du deine Antworten begrindest!

|Aufgabe | Gesuchte Antworten Erhaltene Anzahl
a) Keinmal Ja
b Genau einmal Ja

)
c) (A) Ja und (B) Nein
) (A) Ja oder (C) Ja oder beides

Aufgabe 3 - 220823
Beweise die folgende Aussage!

Wenn F der Flicheninhalt, v der Umfang und p der Inkreisradius eines Dreiecks sind, dann gilt
2F
P= e

Aufgabe 4 - 220824
Von einem Parallelogramm werden die folgenden Eigenschaften (1) und (2) gefordert:

(1) Der Umfang des Parallelogramms betrigt 36 cm.

(2) Die Halbierende des Winkels ZBAD schneidet die Verldngerung der Seite BC' iiber C' hinaus
in einem Punkt F, fiir den CE = 3 cm gilt.

Beweise, dass die Seitenlingen a = AB, b = BC des Parallelogramms durch die Forderungen (1), (2)
eindeutig bestimmt sind! Ermittle diese Seitenlangen!
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1.24.3 III. Runde 1982, Klasse 8

1.24.3 I1Il. Runde 1982, Klasse 8

Aufgabe 1 - 220831
Cathrin fragt an einem Tag des Jahres 1981 ihren Grofvater nach seinem Geburtsjahr. Der Groflvater,
ein Freund von Knobelaufgaben, antwortete:

"Ich bin dlter als 65 Jahre, aber jlinger als 100 Jahre. Die Jahreszahl meiner Geburt ist
weder durch 2 noch durch 3 noch durch 5 teilbar. Der Rest, der bei der Division dieser
Jahreszahl durch 60 entsteht, ist keine Primzahl.”

Untersuche, ob diese Angaben insgesamt fiir ein Geburtsjahr zutreffen kénnen und ob sie das Ge-
burtsjahr eindeutig festlegen! Wie lautet dann das Geburtsjahr des Groflvaters?

Hinwers: Die Jahreszahl soll vollstdndig angegeben werden, also z. B. nicht 11 sondern 1911.

Aufgabe 2 - 220832

a) Beweise, dass fiir n = 2,3,4 und 5 der folgende Satz gilt:

Wenn ¢ das arithmetische Mittel von n unmittelbar aufeinanderfolgenden ungeraden natiirlichen
Zahlen ist, dann ist ¢ stets eine natiirliche Zahl.

b) Ermittle unter den Zahlen n = 2,3,4,5 alle diejenigen, fiir die das in a) genannte Mittel ¢ stets
eine gerade Zahl ist!

Aufgabe 3 - 220833
Konstruiere ein Trapez ABC'D mit AB || DC und den folgenden Eigenschaften (1), (2), (3) aus b =6
cm. Dabei sei b die Lange der Seite BC'. Die geforderten Eigenschaften sind:

(1) Es gilt AD = BC.
(2) Es gilt AB: DC =2:1.
(3) Die Kreise mit den Durchmessern AD und BC beriihren einander.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob durch die gegebene Lénge b ein Trapez
mit den genannten Eigenschaften bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Aufgabe 4 - 220834

Ein Hubschrauber startete um 4.30 Uhr in einer Stadt A und flog mit der Geschwindigkeit 250 kTm zZu
einer Stadt B. Dort blieb er 30 Minuten und flog dann auf demselben Weg mit der Geschwindigkeit
200 kTm nach A zuriick, wo er an demselben Tag um 11.45 Uhr ankam.

Ermittle die Lange des Weges von A nach B!

Aufgabe 5 - 220835
Der Zentriwinkel ZASB eines Kreissektors s betrage 60°. In diesem Kreissektor sei derjenige Kreis

k gezeichnet, der die Strecken AS, BS und den Bogen AB von innen beriihrt.
Wie viel Prozent vom Flécheninhalt des Kreissektors s betrigt der Flacheninhalt des Kreises k7

Aufgabe 6 - 220836
Es sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M. Auf &k seien Punkte A, B, C, D in dieser Reihenfolge so
gelegen, dass folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

(1) Die Sehnen AC und BD schneiden einander in einem von M verschiedenen Punkt S.
(2) Derjenige Teilbogen von A nach B, der C und D nicht enthélt, ist kleiner als ein Halbkreis.
(3) Derjenige Teilbogen von C nach D, der A und B nicht enthélt, ist kleiner als ein Halbkreis.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets ZASD = % (AAM B+ /ZCM D) gilt!
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Aufgabe 1 - 230811
Ein quaderférmiger Holzblock hat eine Masse von 25 g.

Welche Masse hat ein quaderférmiger Holzblock gleicher Holzart mit den vierfachen Kantenlédngen?

Aufgabe 2 - 230812
Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen n mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Quersumme von n ist 17.

(2) Multipliziert man die erste Ziffer (d.h. die Hunderterziffer) von n mit 4, so erhélt man eine
zweistellige Zahl, und zwar gerade die aus den letzten beiden Ziffern von n gebildete Zahl.

Aufgabe 3 - 230813

Auf einer 22,5 km langen Straflenbahnstrecke sollen Wagenziige wahrend der Zeit von 8.00 Uhr bis
16.00 Uhr in beiden Richtungen in zehnmintitigem Abstand verkehren, beginnend mit der Abfahrtzeit
genau 8.00 Uhr an beiden Endhaltestellen. Die Durchschnittsgeschwindigkeit der Wagenziige betrage
18 kTm Jeder Wagenzug, der an einer Endhaltestelle angekommen ist, soll bis zu seiner Abfahrt eine
Pause einlegen, die mehr als 10 Minuten, aber weniger als 20 Minuten betragt.

a) Wann hat der Wagenzug, der um 8.00 Uhr an einer Endhaltestelle abfuhr, dieselbe Endhalte-
stelle zum zweiten Mal zu verlassen?

b) Wie viel Wagenziige sind ausreichend, um den geschilderten Verkehrsablauf einzuhalten?

¢) Wie viel Zeit vergeht fir einen Wagenzug, der sich auf der Fahrt von einer Endhaltestelle
zur anderen befindet, durchschnittlich von einer Begegnung mit einem entgegenkommenden
Wagenzug bis zur Begegnung mit dem néchsten entgegenkommenden Wagenzug?

Aufgabe 4 - 230814

a) Es sei ABCD ein Quadrat mit der Seitenldnge a = 12 cm.

Gesucht sind drei Punkte F', @, R, die so auf der Berandung dieses Quadrates liegen, dass die
Strecken AP, AQ, AR das Quadrat in vier flichengleiche Teile zerlegen.

Gib solche Punkte P, @), R an und weise nach, dass sie die geforderte Eigenschaft haben!

b) Ermittle entsprechend zwei Punkte S, T auf der Berandung des Quadrats ABC D, so dass die
Strecken AS, AT dieses Quadrat in drei flichengleiche Teile zerlegen!

¢) Untersuche die Moglichkeit einer entsprechenden Zerlegung eines Quadrats (mit der Seitenlédnge
a) in n flichengleiche Teile!
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Aufgabe 1 - 230821
Ermittle alle diejenigen vierstelligen natiirlichen Zahlen z, die folgende Bedingungen erfillen:

(1) Die aus den ersten beiden Ziffern von z in dieser Reihenfolge gebildete zweistellige Zahl ist eine
Quadratzahl.

(2) Die aus der ersten und vierten Ziffer von z in dieser Reihenfolge gebildete Zahl ist ebenfalls
eine Quadratzahl.

(3) Die aus der zweiten und dritten Ziffer von z in dieser Reihenfolge gebildete Zahl ist ebenfalls
eine Quadratzahl.

Hinweis: Unter der ersten Ziffer verstehen wir diejenige Ziffer von z, die an der Tausenderstelle steht.

Aufgabe 2 - 230822

Eine Schulklasse wird so in Lernbrigaden aufgeteilt, dass die Anzahl der Mitglieder jeder Brigade
um 2 grofler ist als die Anzahl der Brigaden. Hétte man eine Brigade weniger gebildet, so hétte jede
Brigade 2 Mitglieder mehr haben kénnen.

Weise nach, dass man aus diesen Angaben die Anzahl der Schiiler dieser Klasse eindeutig ermitteln
kann, und gib diese Anzahl an!

Aufgabe 3 - 230823
Es sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M. Drei Punkte A, B und C auf k seien so gelegen, dass der
Punkt M im Innern des Dreiecke ABC' liegt. Ferner sei Z/CAM = 20° und LAM B = 120°.

Ermittle aus diesen Voraussetzungen die Grofie des Winkels ZC'BM!

Aufgabe 4 - 230824

Es sei ABC ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck mit C' als Scheitel des rechten Winkels. Uber
den Seiten AB, BC und AC seien Quadrate nach auflen errichtet. Die Diagonalenschnittpunkte die-
ser Quadrate seien in dieser Reihenfolge mit D, B und F' bezeichnet.

Beweise, dass der Flacheninhalt Ap des Dreiecks DEF gleich dem Flécheninhalt Ag eines der Qua-
drate tiber AC bzw. BC' ist!
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Aufgabe 1 - 230831

Ein vollstéindig gefiilltes Wasserbecken besitzt einen grofen und einen kleinen AbfluBhahn. Offnet
man nur den grofen Hahn, so lauft das Becken in genau einer Stunde aus; 6ffnet man nur den
kleinen Hahn, so ist das Becken in genau drei Stunden leer.

Nach welcher Zeit ist das Becken leer, wenn beide Héhne gleichzeitig gedffnet sind? Vorausgesetzt
wird fiir jeden der beiden Hdhne, dass aus ihm jeweils in gleich langen Zeiten gleich grofie Wasser-
mengen entstromen.

Aufgabe 2 - 230832
Es sei ABCD ein Quadrat mit gegebener Seitenldnge a. Der Mittelpunkt der Seite AD sei E. Auf
der Strecke C'E sei F' derjenige Punkt, fiir den CF : FE =1 : 2 gilt.

a) Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen die Flidcheninhalte der Dreiecke BCF und AEF
einander gleich sind!

b) Ermittle den Flicheninhalt des Dreiecks ABF in Abhéingigkeit von a!

Aufgabe 3 - 230833
Konstruiere ein Dreieck ABC' aus b = 7cm, p = 2cm und v = 80°! Dabei sei b die Lange der Seite
AC, p der Radius des Inkreises des Dreiecks ABC, und ~ sei die Grofie des Innenwinkels ZACB.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
ABC bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Aufgabe 4 - 230834
Ermittle die Anzahl aller derjenigen natiirlichen Zahlen von 1 bis 1984, die durch 5, aber nicht durch
7 und nicht durch 11 teilbar sind!

Aufgabe 5 - 230835

a) Zu einem gegebenen Kreis K werde dasjenige Quadrat ) betrachtet, das den gleichen Umfang wie
K hat.

Ist der Fliacheninhalt von @ grofler, gleich oder kleiner als der Flacheninhalt von K? Wie viel Prozent
des Flécheninhaltes von K betriagt der Flacheninhalt von Q7

b) Zu einem gegebenen Kreis k werde dasjenige Quadrat g betrachtet, das den gleichen Fliacheninhalt
wie k hat.

Ist der Umfang von ¢ grofler, gleich oder kleiner als der Umfang von k&7 Wie viel Prozent des Umfanges
von k betrigt der Umfang von ¢?

Fiir 7 kann der auf 4 Dezimalen genaue Néherungswert 7 = 3,1416 verwendet werden. Die gesuchten
Prozentséitze sind auf eine Dezimale nach dem Komma genau anzugeben.

Aufgabe 6 - 230836
Uber finf Punkte A, B, C, D, M wird folgendes vorausgesetzt:

M ist der Mittelpunkt der Strecke AB;

die Punkte A, C, D, B liegen in dieser Reihenfolge auf einem Halbkreis iiber AB;

es gilt AB || CD;

die Strecke MC schneidet die Strecke AD in einem Punkt E, fiir den AC = EC gilt.

Beweise, dass durch diese Voraussetzungen die Gréfle des Winkels ZACM eindeutig bestimmt ist!
Ermittle diese Winkelgrofie!
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1.26.1 I. Runde 1984, Klasse 8

Aufgabe 1 - 240811
An einer Schule wird in den Klassen 5 bis 10 eine Altstoffsammlung durchgefiihrt. Bei der anschlie-
Benden Auswertung fiir einen Wettbewerb zwischen den Klassenstufen wird folgendes festgestellt:

Die Schiiler der Klassenstufe 9 sammelten Altstoffe im Wert von 42 M; ebensoviel sammelten die
Schiiler der Klassenstufe 10. Die Klassenstufe 8 erbrachte doppelt so viel wie die Klassen 9 und 10
zusammengenommen. Die Schiiler der Klassenstufe 5 erreichten 21% des Gesamtergebnisses der Schu-
le; die Klassenstufe 6 lieferte 30% des Gesamtergebnisses der Schule, und die Klassenstufe 7 erreichte
2% des Gesamtergebnisses der Schule weniger als die Klassenstufe 6.

Welchen Betrag hat nach diesen Feststellungen das Gesamtergebnis der Schule?

Aufgabe 2 - 240812
Cathrin stellt ihren Mitschiilern in der Arbeitsgemeinschaft "Mathematik” folgende Knobelaufgabe:

Eine Flasche und ein Glas wiegen zusammen so viel wie ein Krug. Die Flasche wiegt allein so viel wie
das Glas zusammen mit einem Teller, wiahrend drei solcher Teller zusammen so viel wie zwei solcher
Kriige wiegen. Wie viel solcher Gliser wiegen zusammen so viel wie die Flasche?

Aufgabe 3 - 240813
Gesucht ist eine Zerlegung der Zahl 500 in vier Summanden, wobei folgende Bedingungen gefordert
werden:

(1) Alle vier Summanden sind natiirliche Zahlen.

(2) Wenn man zum ersten Summanden 4 addiert, so ergibt sich dasselbe Ergebnis, wie wenn man
vom zweiten Summanden 4 subtrahiert. Ebenfalls dasselbe Ergebnis entsteht, wenn man den
dritten Summanden mit 4 multipliziert, und auch dann, wenn man den vierten Summanden
durch 4 dividiert.

Untersuche, ob es nur eine solche Zerlegung gibt! Ist dies der Fall, so ermittle sie und bestétige, dass
sie die Eigenschaften (1), (2) hat!

Aufgabe 4 - 240814
Aus drei kongruenten gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken mit gegebener Schenkellinge a ldsst
sich ein Trapez zusammensetzen.

a) Zeichne ein solches Trapez!

b) Ein derartiges Trapez lasst sich in vier untereinander kongruente Trapeze zerlegen. Zeichne eine
solche Zerlegung!

¢) Ermittle die Lange der Parallelseiten, die Liange der Hohe und den Fliacheninhalt eines dieser
Teiltrapeze in Abhéngigkeit von a!
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Aufgabe 1 - 240821
Klaus berichtet iiber alle Tage seines Aufenthaltes im Ferienlager:

Stelle fest, ob sich aus diesen Angaben die Anzahl der Tage, die Klaus im Ferienlager war, eindeutig
ermitteln lasst! Ist dies der Fall, so gibt diese Anzahl an! Gib ferner eine (nach den Angaben) mogliche
Verteilung sonniger und regnerischer Vor- und Nachmittage an!

Aufgabe 2 - 240822
Es sei ABC' ein Dreieck; die Groflie des Winkels ZBAC betrage 30°.

Beweise, dass unter dieser Voraussetzung die Lénge der Seite BC' gleich dem Umkreisradius r des
Dreiecks ABC ' ist!

Aufgabe 3 - 240823
Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen z, die die Ungleichung
1 7

15
— < < — fullen!
15<x<11 erfullen

Aufgabe 4 - 240824

Eine Blechtafel hat die in der Abbildung ersichtliche Gestalt, wobei a, b und x gegebene Langen sind.
Die Tafel soll lings der gestrichelten Linie in zwei Teile zerlegt werden, und aus jedem Teil soll dann
ein oben offener quaderférmiger Kasten der Hohe x hergestellt werden.

1. Berechne das Volumen eines solchen
Kastens, wenn a = 360 mm, b = 120 mm,
’ I_l ’ x = 25 mm gegeben sind!
1 2. Ermittle das Volumen eines solchen
| Kastens, dargestellt in Abhéngigkeit
| 3 . von Variablen a, b und z, die (wegen
- - - - ihrer Bedeutung als Langen) nur positive

Werte annehmen konnen!

3. Es seien beliebige positive Werte a und b fest vorgegeben.

Ermittle in Abhéngigkeit von diesen a, b alle diejenigen Werte fiir die Variable z, mit denen es méglich
wird, Kéasten der genannten Art herzustellen!
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Aufgabe 1 - 240831

Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen, deren sechste Potenz in ihrer dekadischen Zifferndarstel-
lung genau je einmal die Ziffern 2, 4, 5, genau je zweimal die Ziffern 8, 9 und keine weitere Ziffer
enthilt!

Aufgabe 2 - 240832
Um die Haltbarkeit eines Motorradreifentyps zu ermitteln, wurden zwei Reifen getestet. Dabei wurde
festgestellt, dass der Reifen auf dem Hinterrad nach 15000 gefahrenen Kilometern und der Reifen auf
dem Vorderrad nach 25000 gefahrenen Kilometern nicht mehr die erforderliche Profiltiefe hatte und
damit abgenutzt war.

a) Es soll nun erreicht werden, dass zwei solche Reifen gleichzeitig abgenutzt sind, indem man sie
nach einer bestimmten Anzahl gefahrener Kilometer gegeneinander austauscht. Ermittle diese Kilo-
meterzahl!

b) Nach wie viel Kilometern sind unter den Voraussetzungen der Teilaufgabe a) beide Reifen abge-
nutzt?

Es werde angenommen, dass sowohl auf dem Vorderrad als auch auf dem Hinterrad die Abnutzung
jeweils proportional zur Fahrstrecke ist.

Aufgabe 3 - 240833
Konstruiere ein nicht iiberschlagenes Viereck ABCD, das die folgenden Bedingungen (I) bis (V)
erfiillt!

(I) Die Seite AB hat die Linge a = 7,0 cm.

(IT) C liegt auf der Mittelsenkrechten p der Strecke AB.

(ITI) D liegt auf der Mittelsenkrechten ¢ der Strecke AC.

(IV) A liegt auf der Mittelsenkrechten r der Strecke BD.

(V) Die Geraden p und ¢ schneiden sich in einem Punkt S, der auf der Stecke AB liegt.

Beschreibe deine Konstruktion! Beweise, dass jedes Viereck, das die geforderten Eigenschaften hat,
nach deiner Beschreibung konstruiert werden kann! Beweise, dass jedes Viereck, das nach deiner
Beschreibung konstruiert wird, die geforderten Eigenschaften hat!

Hinweis: Ein Viereck ABC'D heifit genau dann "nicht iiberschlagen”, wenn die Strecken AB und C'D
sich nicht schneiden und die Strecken AD und BC sich nicht schneiden.

Aufgabe 4 - 240834

Es sei ABC' ein rechtwinkliges Dreieck mit C' als Scheitel des rechten Winkels. In diesem Dreieck sei
CS die Seitenhalbierende von AB, CW die Winkelhalbierende von ZACB und CH die Hohe auf
AB.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets ZSCW = ZWCH gilt!

Aufgabe 5 - 240835

Es sei ABC' ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis AB; deren Lénge sei 3 cm, der Umfang des
Dreiecks betrage 13 ¢cm. Eine Parallele zu AB schneide die Strecke AC' in einem Punkt D zwischen
A und C sowie die Strecke BC in einem Punkt E. Der Umfang des Vierecks ABED betrage 7,4 cm.

Beweise, dass durch diese Voraussetzungen die Lénge der Strecke AD eindeutig bestimmt ist, und
ermittle diese Lange!
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Aufgabe 6 - 240836

Zwei Motorradfahrer unternehmen eine Fahrt, auf der beide die gleiche Entfernung zurticklegen. Sie
starten gleichzeitig und kommen gleichzeitig am Ziel an. Dabei benétigt A doppelt so viel Zeit zum
Fahren wie B zum Rasten. B dagegen fuhr dreimal so lange, wie A rastete.

Welcher der beiden Fahrer hatte die lingere Rastzeit?

91



1.27.1 I. Runde 1985, Klasse 8

1.27 XXV. Olympiade 1985
1.27.1 1. Runde 1985, Klasse 8

Aufgabe 1 - 250811

a) Es sei b diejenige Zahl, die man erhilt, wenn man die Zahl 30 um 50% vergrofert.

Um wie viel Prozent muss diese Zahl b verkleinert werden, um wieder die Zahl 30 zu erhalten?

b) Uberpriife, ob die fiir die Zahl 30 gefundene Aussage bei gleicher Aufgabenstellung auch fiir
jede beliebige positive Zahl a zutrifft!

Aufgabe 2 - 250812
In einer Arbeitsgemeinschaft Mathematik stellen sich die Schiiler gegenseitig Aufgaben. Rainer stellt
folgendes Kryptogramm zur Diskussion:

* * * 2 7 . * *

* * * * * 5
* * * * *

Fiir jedes Zeichen * soll eine Ziffer so eingesetzt werden, dass eine richtig gerechnete Aufgabe entsteht.
Die eingesetzten Ziffern diirfen einander gleich oder voneinander verschieden sein. Gilinter ist der
Meinung, dass es zu dieser Aufgabe keine Losung gibt.

Hat er damit recht? Begriinde deine Antwort!

Aufgabe 3 - 250813
Beweise folgenden Satz: Die Summe zweier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen, die beide nicht
durch 3 teilbar sind, ist stets durch 3 teilbar.

Aufgabe 4 - 250814

Ein Quader habe die Kantenléingen a, 2a und 5, wobei a vorgegeben ist. Von diesem Quader werde
ein gerades Prisma abgetrennt. Die Hohe dieses Prismas habe die Lénge 5, seine Grundfliche sei ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit der Schenkellange a. Der Restkorper sei ein Prisma mit
trapezformiger Grundflache.

a) Zeichne den Restkorper in Kavalierperspektive und wihle dafiir a = 6 cm!
b) Ermittle das Volumen des Restkorpers in Abhéngigkeit von a!

¢) Gib das Verhéltnis der Volumina des Restkorpers und des Quaders an!
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1.27.2 1l. Runde 1985, Klasse 8

Aufgabe 1 - 250821
Ermittle diejenigen zwolf aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, die die Eigenschaft haben, dass die
Summe der beiden grofiten dieser Zahlen gleich der Summe der zehn tbrigen ist!

Aufgabe 2 - 250822
Beweise folgenden Satz:

Das Produkt zweier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen, die beide nicht durch 3 teilbar sind,
lasst bei Division durch 9 stets den Rest 2!

Aufgabe 3 - 250823

Ein Sicherheitsschloss besitze vier Rddchen, die jeweils mit den Ziffern 1 bis 9 versehen sind. Nur durch
Einstellen genau einer Zahlenkombination (an jedem Rédchen eine bestimmte Ziffer) ldsst sich das
Schloss 6ffnen. Der Besitzer eines solchen Schlosses hat sich beim Kauf die genaue Zahlenkombination
nicht gemerkt. Er weif§ nur noch, dass in der Zahlenkombination jede der Ziffern 1, 4 und 6 genau
einmal vorkommt. Die Reihenfolge der einzelnen Ziffern ist ihm ebenfalls entfallen.

a) Wie viele verschiedene Einstellungen sind im ungiinstigsten Falle fir das Offnen des Schlosses
auszufithren?

b) Wie viele verschiedene Einstellungen wiren hochstens notig, wenn der Besitzer noch weif}; mit
welchem Rédchen er die Ziffer 4 einstellen muss?

Aufgabe 4 - 250824

Es sei ABC ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck mit C' als Scheitel
des rechten Winkels. Uber BC' als Durchmesser sei derjenige Halbkreis A

gezeichnet, der AB in einem Punkt D zwischen A und B schneidet
(siche Abbildung).
a) Beweise, dass die Gerade durch D und den Mittelpunkt F von D
BC senkrecht auf BC steht!
b) Berechne, wie viel Prozent der Fliche des Dreiecks ABC' nicht
von dem Halbkreis bedeckt sind! Der gesuchte Prozentsatz ist
auf eine Dezimalstelle nach dem Komma anzugeben. B E C

Hinweis: Benutze den Naherungswert m ~ 3,142/
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1.27.3

I1l. Runde 1985, Klasse 8

Aufgabe 1 - 250831
Beweise folgenden Satz:

Es gibt keine Quadratzahl, die bei der Division durch 3 den Rest 2 lasst.

Aufgabe 2 - 250832

Brigade Schulz spielt im "Tele-Lotto (5aus 35)” nach einem sogenannten ”vollmathematischen System
mit n Zahlen”. Darunter versteht man, wenn n eine natirliche Zahl mit 5 < n < 35 ist, folgendes
System:

Es werden von der Brigade genau n Zahlen 1, 2, ... , 35 ausgewéhlt, und dann werden in der Menge
dieser n Zahlen alle verschiedenen Teilmengen aus je fiinf Elementen ermittelt. Jede dieser Teilmengen
wird als Tipp abgegeben.

a)

Die Brigade spielt nach einem ”vollmathematischen System mit 6 Zahlen”. Bei der nachfolgen-
den Ziehung im Tele-Lotto stellt sich heraus, das genau vier der fiinf Gewinnzahlen unter den
sechs von der Brigade in ihrem System verwendeten Zahlen vorkommen.

Ferner werden nach dieser Ziehung folgende Gewinnquoten bekanntgegeben: Fir jeden Tip mit
genau drei richtig getippten Zahlen gibt es 20 M, fiir jeden Tipp mit genau vier richtig getippten
Zahlen gibt es 400 M, fiir jeden Tipp mit fiinf richtig getippten Zahlen 3000M.

Ermittle den hiermit zustandekommenden Gewinn der Brigade!

Die Brigade spielt nach einem ”vollmathematischen System mit 7 Zahlen”. Bei einer Ziehung
wird festgestellt: Genau vier der fiinf Gewinnzahlen kommen unter den sieben von der Brigade
verwendeten Zahlen vor. Die Gewinnquoten sind dieselben wie in a).

Ermittle ebenfalls den Gewinn der Brigade!

Hinweis: Die Kosten, d.h. der Spieleinsatz, sollen in beiden Aufgaben nicht beriicksichtigt werden.

Aufgabe 3 - 250833
Es sei g eine gegebene Gerade. Ferner seien zwei Punkte A und B gegeben, die beide nicht auf g
liegen, deren Verbindungsstrecke AB aber g schneidet und nicht auf g senkrecht steht.

Fir einen Streckenzug APQ B seien folgende Bedingungen (1), (2), (3) gefordert:

(1)
(2)
(3)
)

a

Die Punkte P und @ liegen auf g.
Die Gerade durch A und P ist parallel zur Geraden durch B und Q.
Die Strecke PQ hat die Léange t = 6cm.

Beweise, dass jeder Streckenzug APQB, der die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt, durch eine
Konstruktion (aus gegebenen g, A, B und der gegebenen Léange ¢ = 6¢m) erhalten werden kann!

Beschreibe eine solche Konstruktion!

Beweise, dass jeder Streckenzug APQ B, der nach dieser Beschreibung konstruiert werden kann,
die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt!

Wahle selbst eine Gerade g und Punkte A, B, wie oben beschrieben, und konstruiere dazu alle
diejenigen Streckenziige APQB, die die Bedingungen (1), (2), (3) erfillen! (Ein Beweis, dass
alle verlangten Streckenziige konstruiert wurden, wird nicht gefordert.)
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Aufgabe 4 - 250834
Es sei k ein Kreis, sein Mittelpunkt sei M. Eine Sehne von k, die nicht Durchmesser ist, sei AB.
Ferner sei t die in A an k gelegte Tangente, und C sei der Fuflpunkt des von B auf ¢ gefillten Lotes.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen die Gerade durch A und B stets den Winkel ZCBM
halbiert!

Aufgabe 5 - 250835
Von Lew Nikolajewitsch Tolstoi (1828 - 1910), einem bedeutenden russischen Schriftsteller, stammt
folgende Aufgabe:

Schnitter sollen zwei Wiesen méhen. Am Morgen begannen alle, die groflere Wiese zu
méahen. Vom Mittag dieses Tages an teilten sie jedoch die Arbeit anders ein: Die Halfte
der Schnitter verblieb beim Mé&hen der ersten Wiese, die sie bis zum Abend fertig mahen.
Die anderen Schnitter gingen zum Mahen der zweiten Wiese iiber, deren Flacheninhalt
gleich dem der Hélfte der ersten war, und arbeiteten bis zum Abend. Nun blieb auf der
zweiten Wiese ein Rest, fiir den ein Schnitter allein einen ganzen Tag benétigte.

Wie viel Schnitter waren am ersten Tag bei der Arbeit?

Anmerkung: Es sei vorausgesetzt, dass jeder Schnitter an jedem Vormittag eine gleichgrofie Fliache
wie an jedem Nachmittag méaht und dass diese Arbeitsleistung aller Schnitter die gleiche ist.

Aufgabe 6 - 250836

Es sei PQRSTU ein gerades dreiseitiges Prisma, dessen Grundflache ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck PQR ist (siche Abbildung). Die
Hohenlédnge des Prismas sei gleich der Kantenldnge a des Dreiecks PQR.

Gesucht ist eine Ebene F, die parallel zu einer der quadratischen Seiten-
flichen F' des Prismas verlduft und die das Prisma in zwei Korper zerlegt,
deren Volumina sich in irgendeiner Reihenfolge wie 9 : 16 verhalten.

Ermittle zu gegebenen a alle diejenigen Werte, die der Abstand zwischen
der Seitenfliche F' und einer solchen Ebene E betragen kann!
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Aufgabe 1 - 260811

In das nachstehende Kryptogramm sind fiir die Buchstaben die Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 so
einzutragen, daf fiir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und fiir verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern stehen und daf alle angegebenen Rechenaufgaben richtig gelost sind.

A B ¢ - D B = E (C C
F G . ¢ H = D I H
K C 4+ C K = D D

a) Gib eine Eintragung an und zeige, dass sie den oben angegebenen Bedingungen geniigt!

b) Untersuche, ob es auler der von dir gefundenen Eintragung weitere Moglichkeiten gibt. ist dies
der Fall, dann ermittle alle Eintragungen, die den Bedingungen geniigen!

Aufgabe 2 - 260812

Uwe mochte mit einem Taschenrechner feststellen, ob 37 ein Teiler von 45679091 ist. Wenn er dabei
den Rechner SR1 verwendet, konnte er folgendermafien vorgehen: Er dividiert 45679091 durch 37. Der
Rechner SR1 zeigt 1234570 an, also ein ganzzahliges Ergebnis. Zur Kontrolle multipliziert Uwe dieses
Ergebnis, ohne es neu einzutippen, wieder mit 37. Der Rechner zeigt als Ergebnis wieder 45679091
an. (Du kannst dies mit einem SR1 selbst ausprobieren.)

Kann Uwe nun schlieflen, dass 37 ein Teiler von 45679091 ist?

Aufgabe 3 - 260813

Es sei k ein Kreis, sein Mittelpunkt sei M. Vier Punkte A, C,
FE und D seien in dieser Reihenfolge auf k£ so gelegen, dafl die
folgenden Bedingungen erfiillt sind (siche Bild):

(1) A, M und F liegen auf ein und derselben Geraden.
(2) Es gilt ZMAD = 60°.

(3) Die Gerade durch M und C schneide die in A an k gelegte
Tangente in einem Punkt B derart, da} MC = BC gilt.

Untersuche, ob unter diesen Voraussetzungen die Strecken AB
und DFE die gleiche Lange haben!

Aufgabe 4 - 260814

Es sei ABCDEF ein gerades dreiseitiges Prisma. Alle drei Seitenflichen ABED, BCFE, CADF
sowie die Grund- und die Deckflache ABC bzw. D EF seien samtlich einander umfangsgleich. Gegeben
sei die Lange h der Strecke AD.

Ermittle in Abhéngigkeit von h die Langen der Strecken BC', C A und AB!
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Aufgabe 1 - 260821

In der Kleinstadt A hat der Fleischer jeden Montag geschlossen, das Haushaltswarengeschéft jeden
Dienstag und der Schuhmacher jeden Donnerstag. Der Optiker hat nur montags, mittwochs und
freitags geoffnet. Am Sonntag sind alle Geschéfte geschlossen.

Eines Tages gingen die Freundinnen Anja, Ilka, Katrin und Susann, jede in ein anderes dieser vier
Geschafte. Als sie sich unterwegs trafen, sagten sie:

nja: "Susann und ich wollten eigentlich schon eher in dieser Woche einkaufen gehen, aber da
1) Anja: ”S d ich wollten eigentlich schon eher in di Woche einkauf h ber d
gab es keinen Tag, an dem wir beide hétten unsere Besorgungen machen kénnen.”

(2) Ilka: Ich wollte heute eigentlich nicht einkaufen, aber morgen hat das Geschéft geschlossen, in
dem ich einkaufen will.”

(3) Katrin: ”Ich hétte auch schon gestern oder vorgestern alles besorgen kénnen.”

(4) Susann: ”Ich hatte ebenso gestern oder auch morgen meinen Einkauf erledigen kénnen.”
Untersuche, ob diese Angaben miteinander vereinbar sind und ob dann aus ihnen eindeutig folgt,

(a) wer von den genannten Médchen in welchem der angegebenen Geschéfte war.

(b) an welchem Wochentag das Gespréich stattgefunden hat!

Ist dies der Fall, dann gib die entsprechenden Antworten auf die Fragen (a) und (b)!

Aufgabe 2 - 260822

Es sei k ein Halbkreis iiber dem Durchmesser AB. Eine Gerade schneide k in zwei von A und B
verschiedenen Punkten D und C sowie die Verlangerung von AB iiber B hinaus in einem Punkt F
derart, dass C zwischen D und F liegt. Aulerdem gelte

(1) BD = BE und
(2) ZDAC = 27°.
Ermittle die Grofle o des Winkels ZAC D!

Aufgabe 3 - 260823

Es sei ABCDEFGHJKLM ein gerades sechsseitiges Prisma, in dem die sechs Seitenflichen
ABHG, BCJH, CDKJ, DELK, EFML, FAGM sowie die Grund- und Deckfliche ABCDEF
und GHJK LM séamtlich einander umfangsgleich sind. Gegeben sei die Lange h der Strecke AG.

Ermittle in Abhéngigkeit von h die Lédngen der Strecken AB, BC, CD, DE, EF und F A!

Aufgabe 4 - 260824

a) Ermittle alle diejenigen zweistelligen natiirlichen Zahlen z, die folgende Bedingung erfiillen:

Setzt man vor die beiden Ziffern von z eine dritte Ziffer, so entsteht eine dreistellige Zahl, die 29 mal
so grof} ist wie z.

b) Gib an, wie man weitere natiirliche Zahlen z’ bilden kann, die folgende Bedingung erfiillen:
Setzt man vor die samtlichen Ziffern von z’ eine weitere Ziffer, so entsteht eine neue Zahl, die 29 mal
so grof} ist wie 2’

c¢) Ermittle alle diejenigen natiirlichen, nicht durch 10 teilbaren Zahlen 2, die folgende Bedingung
erfiillen:

Setzt man vor die samtlichen Ziffern von 2z’ eine weitere Ziffer oder mehrere weitere Ziffern, so entsteht
eine neue Zahl, die 29 mal so grof} ist wie 2”.
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Aufgabe 1 - 260831

Gegen Ende eines Kinderfestes kommen fiinf Mé&dchen zur Solidaritdtstombola und wollen Lose kau-
fen. Der Pionierleiter zéhlt die vorrdatigen Lose und sagt dann: "Der Vorrat reicht dafiir, dass jede
von euch, eine nach der anderen, jeweils genau die Hélfte der gerade noch vorhandenen Lose und ein
halbes Los dazu kauft. Dann bleibt kein Los tibrig.”

(I) Weise nach, dass es als Vorrat an Losen hochstens eine Anzahl geben kann, bei der die Aussagen
des Pionierleiters zutreffen!

(IT) Weise nach, dass fiir diese Anzahl die Aussagen des Pionierleiters zutreffen! Wie viele Lose kann
jedes der funf Madchen nach diesen Angaben kaufen?

Aufgabe 2 - 260832
Ermittle alle diejenigen Paare (p; ¢) von Primzahlen, die die folgenden Bedingungen (1), (2), (3)
erfiillen!

(1) Die Differenz q — p ist groBer als 0 und kleiner als 10.
(2) Die Summe p + ¢ ist das Quadrat einer natiirlichen Zahl n.

(3) Addiert man zu dieser Zahl n die Summe von p und ¢, so erhilt man 42.

Aufgabe 3 - 260833

Gegeben seien ein Kreis & mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r = 5 cm sowie eine Gerade
g, die von M den Abstand d = 6 cm hat. Zu konstruieren sind alle diejenigen Punkte P, die die
folgenden Bedingungen (a) und (b) erfillen:

(a) Der Punkt P liegt auf der Geraden g.
(b) Die von P an k gelegten Tangenten bilden miteinander einen rechten Winkel.

Beschreibe eine Konstruktion! Fertige eine Konstruktionszeichnung an! Beweise die beiden folgenden
Sétze (I) und (II)!

(I) Wenn ein Punkt P die Bedingungen (a) und (b) erfiillt, dann lésst er sich nach der angegebenen
Beschreibung konstruieren.

(IT) Wenn ein Punkt P nach der angegebenen Beschreibung konstruiert wird, dann erfiillt er die
Bedingungen (a) und (b).

Aufgabe 4 - 260834
In einer Ebene seien 100 verschiedene Punkte so gelegen, dass folgende Voraussetzungen erfillt sind:

(1) Es gibt genau eine Gerade, auf der mehr als zwei der 100 Punkte liegen.
(2) Auf dieser Geraden liegen genau drei der 100 Punkte.

Ermittle unter diesen Voraussetzungen die Anzahl derjenigen Geraden, die durch mehr als einen der
100 Punkte gehen!
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Aufgabe 5 - 260835
Beweise folgende Satze:

I) Wenn ABC ein Dreieck mit AC = BC ist, dann ist die Seitenhalbierende von AB zugleich
auch Winkelhalbierende von ZACB.

II) Wenn in einem Dreieck ABC' die Seitenhalbierende von AB zugleich auch Winkelhalbierende
von ZACB ist dann gilt AC = BC.

Aufgabe 6 - 260836
Es sei ABCD eine dreiseitige Pyramide, die die Bedingung erfiillt, daf} die vier Dreiecke ABC, ABD,
ACD und BCD samtlich einander umfangsgleich sind.

Untersuche, ob durch diese Bedingung und durch die Langen
AD=p, BD=gq, CD=r
die Langen BC = a, CA = b und AB = c eindeutig bestimmt sind!

Wenn dies der Fall ist, gib diese Langen a, b, ¢ in Abhangigkeit von p, ¢, r an!
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Aufgabe 1 - 270811
Steffen stellt den Mitgliedern der AG Mathematik folgende Aufgabe:

”Jeder denke sich eine Zahl, multipliziere diese mit 2, addiere zum Produkt 30, dividiere die Summe
durch 2, subtrahiere von dem erhaltenen Ergebnis die anfangs gedachte Zahl!
Schreibe des Ergebnis auf!”

Es stellte sich heraus, dass alle Schiiler der Arbeitsgemeinschaft das gleiche Ergebnis hatten. Missen
sich Steffens Mitschiiler unbedingt auch die gleiche Zahl gedacht haben?

Aufgabe 2 - 270812

In einen rechtwinkligen Koordinatensystem seien die Punkte A(1;5), B(4;4), C(2;8), A'(8;4),
B'(7;1), C'(11;3) gegeben. Sie sind so gelegen, dass es eine Drehung gibt, bei der A, B und C
die Bildpunkte A’, B’ bzw. C’ haben.

Konstruiere das Drehzentrum D dieser Drehung! Beschreibe deine Konstruktion!

Beweise folgende Aussage: Wenn D das gesuchte Drehzentrum ist, dann lésst sich D nach deiner
Beschreibung konstruieren.

Aufgabe 3 - 270813
Es sei ABC ein Dreieck, bei dem der Innenwinkel ZBAC' die Gréfie 30° hat.

Beweise, dass unter dieser Voraussetzung die Lange der Seite BC' gleich der Lange des Umkreisradius
dieses Dreiecks ist!

Aufgabe 4 - 270814

Es soll die Summe der Quadrate zweier beliebiger natiirlicher Zahlen gebildet werden. Dann ist eine
"Division mit Rest” durchzufiithren, und zwar soll die oben genannte Summe durch 4 dividiert werden.
Man will nun untersuchen, welche Zahlen bei einer derartigen Division als Rest auftreten kénnen und
welche nicht.

a) Bilde zunéchst einige Beispiele, indem du jedesmal selbst zwei natiirliche Zahlen wahlst, die
Summe ihrer Quadrate durch 4 dividierst und den auftretenden Rast notierst! Setze das Bilden
solcher Beispiele so oft fort, bis es nur noch eine natiirliche Zahl kleiner als 4 gibt, die in deinen
Beispielen nicht als Rest auftrat!

b) Nun kann man vermuten, dass diese Zahl niemals als Rest auftritt, wenn die Summe der Qua-
drate zweier beliebiger natiirlicher Zahlen durch 4 dividiert wird.

Beweise diese Vermutung!
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Aufgabe 1 - 270821
Ein AG-Leiter behauptet, er kénne jede von seinen Zirkelteilnehmern gedachte Zahl erraten, wenn
ihm nur das Ergebnis der folgenden Rechnung genannt wird:

”Denke dir eine Zahl. Addiere dazu die Zahl 5, multipliziere die Summe mit 16, subtrahiere
davon das Sechsfache der gedachten Zahl und dividiere diese Differenz durch 10!”

Lasst sich tatsédchlich aus dem nun zu nennenden Ergebnis dieser Rechnung die gedachte Zahl ermit-
teln? Wenn das der Fall ist, so beschreibe und begriinde, auf welche Weise das geschehen kann!

Aufgabe 2 - 270822
Gegeben sei ein Kreis k; sein Mittelpunkt sei M, sein Radius betrage r. Von drei Punkten 4, B, C
auf k werde vorausgesetzt, dass AB = BC' gilt und dass der Winkel ZABC' die Gréfie 120° hat.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets AB = r gilt!

Aufgabe 3 - 270823

Uber ein Turnier in einer AG ”Schach” wird berichtet: Das Turnier wurde in mehreren Runden
ausgetragen. In jeder Runde spielte jedes AG-Mitglied gegen jedes andere genau eine Partie. Auf diese
Weise wurden in dem Turnier insgesamt 112 Partien gespielt. Es nahmen mehr als zwei Mitglieder
teil.

Untersuche, ob ein Turnier moglich ist, bei dem diese Angaben zutreffen, und ob die Anzahl der
Runden sowie die Anzahl der Teilnehmer eindeutig aus den Angaben folgen! Wenn dies der Fall ist,
so ermittle diese Anzahlen!

Aufgabe 4 - 270824
Ein Wirfel W werde in volumengleiche Teilwiirfel zerlegt. Der Oberflicheninhalt des Wiirfels W

sei A, die Summe der Oberflaicheninhalte der voneinander getrennten Teilwiirfel sei S. Ermittle das
Verhéltnis A : S

(a) wenn der Wiirfel W die Kantenldnge 14 cm hat und die Anzahl der Teilwiirfel 8 betrégt,
(b) bei beliebiger Kantenldnge a des Wiirfels W und bei der Anzahl 8 der Teilwiirfel,

(c) bei beliebiger Kantenlinge a des Wiirfels W und bei der Anzahl n® der Teilwiirfel, wobei n eine
beliebige natiirliche Zahl mit n > 2 ist!
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Aufgabe 1 - 270831
Wihrend einer Kindergeburtstagsfeier spielt man ”"Geburtstagsdatum erraten”. Katrin, das Geburts-
tagskind, erklart ihrem jeweiligen Spielpartner:

"Teile dein Geburtsdatum auf in eine Tageszahl und eine Monatszahl! (Mein heutiger
Geburtstag, der 24. Mai, wire z.B. aufzuteilen in die Tageszahl 24 und die Monatszahl 5.)
Verdopple nun die Tageszahl deines Geburtsdatums, addiere zum Ergebnis 7, multipliziere
die Summe mit 50 und vermehre das Produkt um die Monatszahl deines Geburtsdatums!”

Nachdem das Ergebnis genannt wurde, war Katrin in der Lage, das betreffende Geburtsdatum zu
nennen. Erklire, durch welche Uberlegung man das Geburtsdatum in jedem Fall aus dem Ergebnis
der von Katrin geforderten Rechnung finden kann!

Aufgabe 2 - 270832

Bei einem Schachturnier spielte jeder der acht Teilnehmer gegen jeden anderen genau eine Partie; die
von den einzelnen Spielern erreichten Punktzahlen waren sdmtlich voneinander verschieden. Bernd,
der den zweiten Platz belegte, gewann so viele Punkte, wie die vier Letztplatzierten zusammen. Gerd
wurde Dritter und Uwe belegte den siebenten Platz.

Untersuche, ob aus diesen Voraussetzungen eindeutig folgt, mit welchem Ergebnis die Partie zwischen
Gerd und Uwe endete! Ist dies der Fall, dann gib das Ergebnis an!

Hinweis: Im Schachsport erhélt der Spieler fiir einen Sieg 1 Punkt, spielt er unentschieden, bekommt
er % Punkt. Fiir eine Niederlage gibt es 0 Punkte.

Aufgabe 3 - 270833

Es sei k ein Kreis, sein Mittelpunkt sei M. Diesem Kreis sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC' einbe-
schrieben, bei dem fiir die Groflen «, 5 der Winkel Z/BAC, ZABC vorausgesetzt werde, dass a > 3
gilt. Im Dreieck ABC sei D der FuBlpunkt der auf AB senkrechten Hohe. Der von C' ausgehende
Strahl durch M schneide k in E.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen der Winkel ZDCFE stets die Groflie o — 8 hat!

Aufgabe 4 - 270834

Es sei ABM ein Kreissektor, fiir den die Linge r = MA = MB
gegeben ist und der Zentriwinkel ZAM B die Grofle 60° hat. Von
einer Geraden g, die zu AB parallel ist und die Strecken M A bzw.
MB in C bzw. D schneidet, sei bekannt, dass der Umfang u; des

Dreiecks M CD gleich dem Umfang us der Figur ABDC ist (siehe
Abbildung).

a) Ermittle unter dieser Voraussetzung die Linge = M C' in Abhéngigkeit von r!

b) Die Lange r sei mit einer Genauigkeit gemessen, bei der sich auf eine Dezimale nach dem
Komma genau r = 6,7 cm ergibt. Ferner sei zur Berechnung verwendet, dafl auf zwei Dezimalen
nach dem Komma genau 7 = 3,14 gilt.

Beweise, dass man daraus die Lange = (in Zentimetern) auf eine Dezimale nach dem Komma
genau durch Berechnung von Schranken ermitteln kann! Wie lautet diese Langenangabe x?
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Aufgabe 5 - 270835

Eine quadratférmige schachbrettartige Tabelle bestehe aus 15 mal 15 Feldern. Eine der beiden Dia-
gonalen des Quadrates sei d genannt. In jedes der 225 Felder der Tabelle kann eine der Zahlen 1 bis
15 so eingetragen werden, dass die folgenden Forderungen (1) und (2) erfiillt sind:

(1) Jede (waagerechte) Zeile enthélt jede der 15 Zahlen genau einmal.

(2) Fiir je zwei Felder, die symmetrisch zu d liegen, gilt: Die Zahlen in diesen Feldern sind einander
gleich.

Fiir jede Eintragung kann man die Summe aus denjenigen Zahlen bilden, die in den 15 von der
Diagonale d durchquerten Feldern stehen.

Beweise, dass diese Summe durch die Voraussetzungen (1) und (2) eindeutig bestimmt ist, und
ermittle diese Summe!

Aufgabe 6 - 270836
Es sei ABCDS eine gerade Pyramide mit einem Quadrat ABC'D als Grundfliche und S als Spitze.
Der FuBpunkt der Hohe dieser Pyramide sei E, ferner sei a = AB und h = ES.

1. Zeichne ein Bild dieser Pyramide mit den Maflen a = 6 cm, h = 8 cm in schriger Parallelpro-
jektion (a = 45°, ¢ = 1), wobei die Strecke ES in wahrer Linge erscheinen soll!

II. Auf der Strecke ES gibt es genau einen Punkt P, fiir den die (im Raum verlaufenden) Strecken
AP und SP einander gleichlang sind.

Leite eine Moglichkeit her, in dem nach I. hergestellten Bild der Pyramide ABCD.S den Bild-
punkt dieses Punktes P zu konstruieren; beschreibe diese Konstruktion und fithre sie durch!

ITI. Die Lange a sei beliebig gegeben. Ermittle diejenigen Werte h, fiir die sich (in der Pyramide
mit diesen Maflen a, h) ein Punkt P auf ES finden lésst, der die in II. genannte Bedingung
AP = SP erfiillt!
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Aufgabe 1 - 280811

In einem Kasten befinden sich 500 Kugellagerkugeln, die sich duflerlich nicht voneinander unterschei-
den; 499 Kugeln haben untereinander die gleiche Grole und das gleiche Gewicht, eine einzige Kugel
hat zwar die gleiche Grofe wie jede der anderen Kugeln, ist aber leichter als sie.

Es soll nun - mit Hilfe einer Balkenwaage, nur durch wiederholte Feststellung, ob Gleichgewicht zwi-
schen zwei gleich grolen Anzahlen dieser Kugeln besteht oder nicht - die leichtere Kugel ermittelt
werden.

Zeige, dass sechs Wigungen hierfiir in jedem Fall ausreichen, d.h.: Wie auch die Ergebnisse einer 1.,
2., ..., 5. Wégung ausfallen mogen, stets soll man die ndchste Wagung so durchfithren kénnen, dass
nach der 6. Wigung die leichtere Kugel eindeutig ermittelt ist.

Aufgabe 2 - 280812
Es sei M der Umkreismittelpunkt eines spitzwinkligen Dreiecks ABC'. Die Grofie des Winkels Z BAM
betrage 40° und die des Winkels Z/BC'M sei 30°.

Ermittle aus diesen Angaben die Gréflen «, 3, v der drei Innenwinkel des Dreiecks ABC!

Aufgabe 3 - 280813
Beweise die folgende Aussage!

Fiir je fiinf unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen gilt: Unter diesen fiinf Zahlen gibt es
stets genau eine, die durch 5 teilbar ist.

Aufgabe 4 - 280814
Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck. Ferner sei P ein beliebiger im Innern dieses Dreiecks gelegener
Punkt.

a) Konstruiere ein derartiges Dreieck!

b) Miss die Lange der von P auf die Seiten geféllten Lote und vergleiche die Summe dieser Langen
mit der Lénge einer Hohe dieses Dreiecks! Was vermutest du?

c¢) Beweise deine Vermutung!

Hinweis: Es ist zweckméaBig, den Fléacheninhalt geeigneter Teildreiecke zu betrachten.
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Aufgabe 1 - 280821

Ein Frachtschiff ben6tigt fiir eine Schiffsroute vom Hafen A zum Hafen B genau 12 Tage. Ein Tanker
fahrt diese Route in entgegengesetzter Richtung und braucht dafiir 15 Tage.

Der Frachter fahrt 6 Tage spéater vom Hafen A ab als der Tanker vom Hafen B.

a) Wie viel Tage nach Abfahrt des Frachters treffen sich die beiden Schiffe, wenn sie mit gleichblei-
bender Geschwindigkeit fahren?
b) Welchen Teil der Route hat dann jedes Schiff zuriickgelegt?

Aufgabe 2 - 280822
Beweise die folgende Aussage! Unter je fiinf unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
gibt es mindestens eine, hochstens aber zwei, die durch 3 teilbar sind.

Aufgabe 3 - 280823

In einer Arbeitsgemeinschaft wird iiber folgende Figur diskutiert: Es sei ABCD ein Quadrat; die
Mittelpunkte der Seiten AD bzw. CD seien M bzw. N, der Schnittpunkt der Strecken CM und BN
sei P.

a) Simone misst den Winkel ZBPM und stellt fest, dafl die Strecken CM und BN aufeinander
senkrecht stehen!

b) Frank misst von den Dreiecken ABM und BPM Seiten- und Hohenlidngen und stellt fest, dass
diese beiden Dreiecke nicht einander flacheninhaltsgleich sind.

Untersuche, ohne an einer Figur Messungen durchzufiihren, fiir jede der beiden Feststellungen, ob sie
fiir jedes Quadrat wahr ist!

Aufgabe 4 - 280824

Es seien k; und ks zwei konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt
M, deren Radien sich wie 3 : 1 verhalten. Zwei Durchmesser A B
und C1 D, von kq schneiden ko in Punkten Ay, By bzw. Cy, Do, die
so angeordnet sind, wie die Abbildung zeigt.

a) Ermittle das Verhéltnis der Flicheninhalte des Kreisausschnittes
Ao M Dy und des Kreisringausschnittes Dy Bs By Dy, wenn vorausge-
setzt wird, dass ZA1 M D, ein rechter Winkel ist!

A
b) Wie hat man die Grofle des Winkels ZA1 M Dy zu wéihlen, damit der Flacheninhalt des Kreisaus-
schnittes A M Dy gleich dem Flacheninhalt des Kreisringausschnittes Do By By Dy ist?
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Aufgabe 1 - 280831

Zwei wanderlustige Freunde A und B beschlieflen, auf einer Wanderstrecke von 30 km einander
entgegenzugehen. Zu Beginn befindet sich A an einem Endpunkt, B an dem anderen Endpunkt dieser
Strecke. Sie verstédndigen sich telefonisch iiber ihr Vorhaben und nehmen dabei an, dass jeder von
ihnen seine personliche Marschgeschwindigkeit wihrend des ganzen Weges gleichbleibend beibehélt.
Damit erhalten sie die folgenden Aussagen:

(1) Wenn A 2 Stunden eher startet als B, so treffen sie sich 2% Stunden nach dem Start von B.
(2) Wenn aber B 2 Stunden eher startet als A, so treffen sie sich 3 Stunden nach dem Start von A.

Zeige, dass unter diesen Voraussetzungen, wenn die Aussagen (1) und (2) zutreffen, die Marschge-
schwindigkeiten von A und B eindeutig bestimmt sind; ermittle diese Geschwindigkeiten!

Uberpriife, dass auch umgekehrt gilt: Wenn A und B die ermittelten Geschwindigkeiten haben, dann
treffen die Aussagen (1) und (2) zu.

Aufgabe 2 - 280832
Beweise den folgenden Satz!

Wenn ABCD ein Quadrat ist, M der Mittelpunkt von AB, N der Mittelpunkt von BC und P der
Schnittpunkt der Strecken CM und DN ist, dann gilt AD = AP.

Aufgabe 3 - 280833
Beweise die folgende Aussage!

Stets, wenn irgendwelche sechs unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen vorliegen, ist es
unmoglich, diese sechs Zahlen so in zwei Gruppen einzuteilen, dass das Produkt der Zahlen einer
Gruppe gleich dem Produkt der Zahlen der anderen Gruppe ist.

Hinweis: Enthélt bei einer Einteilung eine der zwei Gruppen nur eine Zahl, so gilt diese Zahl als das
"Produkt” der Zahlen dieser Gruppe.

Aufgabe 4 - 280834
Fiir ein Schulsportfest mochte die Klasse 8¢ aus den sieben im 100-m-Lauf besten Schiilern eine aus
vier Schiilern bestehende Mannschaft zum 4 x 100-m-Staffellauf auswéhlen.

a) Wie viel verschiedene Mannschaften kénnten aus den sieben Schiilern ausgewihlt werden?

b) Wie viel verschiedene Mannschaften konnten aus den Schiilern ausgewahlt werden, wenn auf jeden
Fall zwei bestimmte der sieben Schiiler dabei sein sollen?

¢) Wie viel verschiedene Mannschaften konnten aus den Schiilern ausgewéhlt werden, wenn auf jeden
Fall drei bestimmte der sieben Schiiler dabei sein sollen?

d) In wie viel verschiedenen Reihenfolgen ihrer Starts lassen sich stets die vier Schiiler einer Mann-
schaft zum Staffellauf aufstellen?

Aufgabe 5 - 280835
Es sei ABC' ein Dreieck, a sei die Grofle des Winkels ZBAC und S die Grofle des Winkels ZABC.
Der Inkreis des Dreiecks beriihre die Seite AB in D, die Seite BC' in E und die Seite AC in F.

Ermittle die Grofie des Winkels ZF DE in Abhéngigkeit von o und 3!

Hinweis: Der Inkreis eines Dreiecks ist derjenige Kreis, der alle drei Seiten des Dreiecks von innen
beriihrt.
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Aufgabe 6 - 280836
Gegeben seien zwei Strecken; fiir ihre Lingen p und ¢ gelte p < ¢. Gesucht ist ein Viereck ABCD,
das die folgenden Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt.

(1) Das Viereck ABCD ist ein Trapez mit AB || CD.
(2) Es gilt AB=pund CD = q.
(3) Es gibt einen Kreis, auf dem die Punkte A, B, C und D liegen und dessen Radius p betrigt.

I. Zeige, dass ein Viereck, wenn es die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt, aus p und ¢ konstruiert
werden kann!

I1. Beschreibe eine solche Konstruktion!

III. Zeige, dass ein Viereck, wenn es nach dieser Beschreibung konstruiert wird, die Bedingungen (1),
(2), (3) erfiillt!

IV. Untersuche, unter welchen Bedingungen fiir die gegebenen Loésungen p und ¢ ein solches Viereck

a) existiert,
b) bis auf Kongruenz eindeutig durch p und ¢ bestimmt ist!
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Aufgabe 1 - 290811

Auf einer Flasche mit handelsiiblicher 40 prozentiger Essigessenz stehe die folgende Gebrauchsanwei-
sung: "Der Inhalt dieser Flasche (200 ml), mit 800 ml Wasser vermischt, ergibt einen zehnprozentigen
Speiseessig.”

Stimmt das?

Aufgabe 2 - 290812
Die Grundflache eines geraden Prismas ist ein gleichseitiges Dreieck mit gegebener Seitenlénge a. Die
Summe aller Kantenldngen dieses Prismas betréigt 15a.

Berechne den Flacheninhalt der Mantelflache dieses Prismas!

Aufgabe 3 - 290813

Zwei Kreise k1 und ko seien so gelegen, dass sie zwei verschiedene Schnittpunkte A und D haben und
dass ihre Mittelpunkte M;, Ms auf verschiedenen Seiten der Geraden durch A und D liegen. Der
von A verschiedene Schnittpunkt, den k1 mit der Geraden durch A und M; hat, sei B. Der von A
verschiedene Schnittpunkt, den ky mit der Geraden durch A und M, hat, sei C.

a) Weise nach, dass unter diesen Voraussetzungen stets der Punkt D auf der Geraden g durch B
und C' liegen muss!

b) Stelle eine Vermutung iiber die gegenseitige Lage der Geraden g und der Geraden h durch My,
Ms auf! Beweise deine Vermutung!

Aufgabe 4 - 290814

Zu jeder sechsstelligen natiirlichen Zahl n, deren Einer-Ziffer von Null verschieden ist, kann man
diejenige Zahl n/ bilden, die man erhélt, indem man die Ziffern von n in umgekehrter Reihenfolge
schreibt. Anschliefend kann man die Zahl n + n’ berechnen.

a) Bilde einige Beispiele! Stelle fest, ob es eine Primzahl gibt, durch die in deinen Beispielen die Zahl
n + n’ teilbar ist! Auflere eine Vermutung!

b) Versuche, deine Vermutung zu beweisen!

c) Jetzt sei k eine beliebige gerade natiirliche Zahl groBer als Null. Auch zu jeder k-stelligen natiirlichen
Zahl n, deren Einerziffer von Null verschieden ist, kann man diejenige Zahl bilden, die man erhélt,
indem man die Ziffern von n in umgekehrter Reihenfolge schreibt.

Gilt fir n + n/ dann auch eine entsprechende Aussage wie in a), b)?
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Aufgabe 1 - 290821

Uber die Anzahl x der Schiiler einer 8. Klasse ist folgendes bekannt:
1) Die Zahl z ist eine Primzahl.

2) Genau 9 Schiiler dieser Klasse kénnen Schlittschuh laufen.

(
(
(
4

)
3) Genau 12 Schiiler dieser Klasse konnen Ski laufen.
) Genau 4 Schiiler dieser Klasse kénnen weder Schlittschuh laufen noch Ski laufen.

Untersuche, ob sich aus diesen Angaben die Schiilerzahl x eindeutig ermitteln lasst!

Aufgabe 2 - 290822 a) Untersuche, ob die Gleichung

(5+2) (do-7) =2+ +1
eine natiirliche Zahl x als eine Losung besitzt!

b) In der genannten Gleichung soll die Zahl 7 so durch eine rationale Zahl r ersetzt werden, dass die
entstehende Gleichung die Zahl x = 1 als eine Losung besitzt.

Ermittle alle diejenigen rationalen Zahlen r, die diese Forderung erfiillen!

Aufgabe 3 - 290823

Es sei ABCDEFGH ein Wiirfel mit beliebiger Kantenldnge (siehe 7 ‘ G
Abbildung). B l a
a) Ermittle die GroBe des Winkels ZDFE B! 1
b) Beweise, dass die Winkel ZAH B und Z/BEC zueinander gleiche //5 ¢
Groflen haben! A& B

Aufgabe 4 - 290824
Das 4 x 4-Felder-Quadrat im Bild soll so in vier Teile zerlegt werden, dass folgende Forderungen
erfiillt sind:

(1) Jedes Teil besteht aus genau vier Feldern.

(2) Jedes Teil ist derart zusammenhéngend, dass sich je zwei Mittelpunkte
seiner Felder durch einen Weg miteinander verbinden lassen, der ganz
in dem Teil verlduft und nur aus Strecken besteht, von denen jede zu
einer Seitenkante des Quadrates parallel ist.

(3) Jedes Teil enthélt alle vier Zahlen 1, 2, 3, 4.

Gib alle Zerlegungen an, die diese Forderungen erfiillen! Weise nach, dass es keine weiteren derartigen
Zerlegungen gibt!
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Aufgabe 1 - 290831
Eine Aufgabe des bedeutenden englischen Naturwissenschaftlers Isaak Newton (1643 bis 1727) lautet:

FEin Kaufmann besaf eine gewisse Geldsumme.

Im ersten Jahr verbrauchte er davon 100 Pfund; zum Rest gewann er durch seine Arbeit ein Drittel
desselben dazu.

Im zweiten Jahr verbrauchte er wiederum 100 Pfund und gewann zum Rest ein Drittel dazu.

Im dritten Jahr verbrauchte er erneut 100 Pfund und gewann zum Rest ein Drittel dazu.

Dabei stellte er fest, dass sich sein Geld gegeniiber dem Anfang des ersten Jahres verdoppelt hatte.

Ermittle aus diesen Angaben, welche Geldsumme anfangs des ersten Jahres vorhanden gewesen sein
muss! Weise nach, dass bei dieser Anfangssumme die Angaben des Aufgabentextes zutreffen!

Aufgabe 2 - 290832
Einem Kreisausschnitt soll ein Quadrat so einbeschrieben werden, dass die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(1) Die - aus zwei Strecken (Radien) und einem Kreisbogen bestehende - Randlinie des Kreisaus-
schnittes enthélt die vier Eckpunkte des Quadrates.

(2) Der Kreisbogen wird durch zwei dieser Eckpunkte in drei gleichlange Teilbogen zerlegt.

Untersuche, ob durch diese Bedingungen die Grofie a des Zentriwinkels des Kreisausschnittes eindeu-
tig bestimmt ist! Ist dies der Fall, so gib diese Grofle an!

Aufgabe 3 - 290833

H G
In einem Wiirfel ABCDEFGH (siehe Abbildung) seien V, W, X, Y in die- |
ser Reihenfolge die Mittelpunkte der Seitenflichen ABCD, BCGF, EFGH E ; r
bzw. ABFE. |
Beweise, dass unter dieser Voraussetzung die Strecken VW, WX, XY und ,L s=codk==AC
YV sidmtlich einander gleichlang sind! s /
A B

Aufgabe 4 - 290834
Ermittle alle diejenigen Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen a, b und ¢, die die folgenden Bedingungen
(1), (2) und (3) erfiillen!

(1) Es gilt a +b = ¢3.
(2) Es gilt a + b+ ¢ = 130.
(

3) Die Zahl a — b ist ein ganzzahliges Vielfaches von 19.
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Aufgabe 5 - 290835

Aus einer sechsstelligen natiirlichen Zahl n soll eine weitere Zahl errechnet werden, indem eine Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation oder Division mit einer hochstens dreistelligen natiirlichen Zahl
durchgefiihrt wird, wobei nur die Multiplikation mit 0 und die Division durch 0 nicht zugelassen sind.
Auf das Ergebnis soll wieder eine der genannten Rechenoperationen angewandt werden, auf das neue
Ergebnis ebenfalls usw. Erst wenn ein Ergebnis den Wert 0 hat, soll das Bilden weiterer Zahlen nicht
mehr fortgesetzt werden.

a) Gibt es sechsstellige Zahlen n, von denen ausgehend das Ergebnis 0 bereits mit zweimaligem
Ausfithren derartiger Rechenoperationen erreichbar ist?

b) Beweise, dass von jeder sechsstelligen Zahl n aus, die nicht grofier als 999000 ist, das Ergebnis
0 mit hochstens dreimaligem Ausfiihren derartiger Rechenoperationen erreichbar ist!

Aufgabe 6 - 290836
Von einem Viereck ABCD wird gefordert, dass es ein Trapez mit AB || DC, e =7 cm, f = 6 cm,
a = 48°, ¢ = 114° ist, wobei e die Liange der Diagonale AC, f die Lénge der Diagonale BD, « die
Grole des Winkels ZDAB und, wenn S der Schnittpunkt von AC mit BD bezeichnet, € die Grofe
des Winkels ZASB ist.

a) Beweise: Wenn ein Viereck diese Forderungen erfiillt, dann kann es aus den gegebenen Langen
und Winkelgréen konstruiert werden!

b) Beschreibe eine solche Konstruktion und fertige eine Konstruktionszeichnung an!

¢) Beweise: Wenn ein Viereck nach der Beschreibung konstruiert wird, dann erfiillt es die gestellten
Forderungen!

d) Beweise, dass durch die Forderungen ein Viereck ABC'D auf Kongruenz eindeutig bestimmt
ist!
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Aufgabe 1 - 300811
Axel lasst Jorg mit einem roten, einem blauen und einem gelben Wiirfel wiirfeln. Ohne dass er die
geworfenen Augenzahlen sieht, sagt er dann:

”Verdopple die Augenzahl des roten Wiirfels, addiere dazu die Zahl 8 und multipliziere die Summe
mit 50! Merke dir das Resultat! Addiere nun zur Augenzahl des blauen Wiirfels die Zahl 10 und
multipliziere die Summe mit 10! Bilde dann zum Schluss die Summe aus dem gerade erhaltenen
Produkt, dem vorher gemerkten Resultat und der Augenzahl des gelben Wiirfels. Wenn Du mir diese
Summe nennst, kann ich Dir von jedem der drei Wiirfel die geworfene Augenzahl nennen.”

a) Wahle drei mogliche Augenzahlen und fiihre die angegebenen Berechnungen aus!

b) Beschreibe, wie man von der am Ende der Berechnungen genannten Summe zu den Augenzahlen
kommen kann! Erkldre, warum man nach deiner Beschreibung stets die richtigen Augenzahlen
findet!

Aufgabe 2 - 300812

Im Mathematikunterricht wird zur Berechnung des Fldcheninhalts eines Drachenvierecks folgende
Formel benutzt: A = % Dabei bedeuten e bzw. f die Lingen der beiden Diagonalen des Drachen-
vierecks.

Rolf behauptet, dass diese Formel fiir jedes Viereck gilt, dessen Diagonalen senkrecht aufeinander
stehen. Hat er recht?

Aufgabe 3 - 300813
In einer Ebene seien sieben Punkte so gegeben, dass keine drei von ihnen auf einer gemeinsamen
Geraden liegen.

Ermittle die Anzahl aller derjenigen Dreiecke, deren Ecken drei der gegebenen Punkte sind!

Aufgabe 4 - 300814

a) In das Schema des Bildes a) sind die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 so einzutragen,
dass jede der drei "Seitensummen” 5+ 146, 6 +2+4, 4+ 3+ 5 den Wert e
S = 12 hat.

Untersuche, ob eine solche Eintragung der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 auch mit
S =9 moglich ist, ebenso auch mit S = 10 und S = 11! e e e
Gib jedes Mal, wenn das der Fall ist, je eine derartige Eintragung an!

b) In das Schema des Bildes b) sollen aufler den bereits eingetragenen
”"Eckenzahlen” 1, 4, 7 die Zahlen 2, 3, 5, 6, 8, 9 so eingetragen werden,
dass jede der drei ”Seitensummen” den Wert S = 19 hat.

Ermittle alle verschiedenen Eintragungen dieser Art! Dabei sollen zwei Ein-
tragungen genau dann als verschieden gelten, wenn in einer dieser beiden
Eintragungen mindestens eine der Zahlen 2, 3, 5, 6, 8, 9 einer anderen Drei-
ecksseite angehort als in der anderen Eintragung.

¢) Im Bild b) betriagt die "Eckensumme” E =1+ 4 + 7 = 12. Ermittle alle diejenigen Werte F, die
als "Eckensumme” auftreten konnen, wenn man die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 so in das Schema
eintragt, dass die drei Seitensummen den Wert S haben! Begriinde, dass es fiir andere Werte E keine
solche Eintragung geben kann!
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Aufgabe 1 - 300821

In einem Garten stehen zwei Fésser mit Wasser. Jorg giefit aus dem ersten Fass so viele Liter Wasser
in das zweite Fass, wie dort bereits enthalten sind. Anschlielend giefit er aus dem zweiten Fass so viele
Liter Wasser in das erste, wie sich dort nach dem vorigen Umgieen befinden. Nach diesen beiden
Umfiillvorgéngen befinden sich in jedem der beiden Fésser genau je 24 Liter Wasser.

Untersuche, ob aus diesen Angaben eindeutig folgt, wie viele Liter Wasser sich anfangs in jedem der
beiden Fésser befanden! Ist dies der Fall, so gib diese beiden Literzahlen an!

Aufgabe 2 - 300822
Ein Rechteck, dessen Seitenldngen sich wie 1 : 2 zueinander verhalten, soll in acht einander kongruente
gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden.

a) Zeichne und beschreibe eine solche Zerlegung! Begriinde, warum die nach deiner Beschreibung
entstehenden acht Dreiecke gleichschenklig-rechtwinklig und einander kongruent sind!

b) Ermittle die Lange eines Schenkels dieser Dreiecke in Abhéngigkeit von der kleineren der beiden
Seitenléngen des Rechtecks!

Aufgabe 3 - 300823

Jemand méchte in einer Ebene eine Anzahl n von Punkten zeichnen. Sie sollen so gewéhlt werden,
dass keine drei dieser Punkte auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Anschlieend will er Dreiecke
suchen, deren sémtliche drei Ecken zu den gezeichneten n Punkten gehoren.

Ermittle die kleinste Anzahl n solcher Punkte, fiir die es moglich ist, 120 verschiedene derartige
Dreiecke zu finden!

Aufgabe 4 - 300824
Man denke sich die Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., 9999 derart hintereinander aufgeschrieben, dass die Ziffern-
darstellung einer Zahl z entsteht.

Der Beginn dieser Darstellung lautet z = 123456789101112131415...; beispielsweise an der elften
Stelle steht die Ziffer 0, die Ziffer 2 tritt z.B. an der zweiten Stelle, an der 15ten Stelle und noch an
weiteren Stellen von z auf.

Welche Ziffer steht an der 206788sten Stelle von 27
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Aufgabe 1 - 300831
Ermittle die Anzahl derjenigen natiirlichen Zahlen, die jede der Ziffern 1, 2, 3, ... , 9 genau einmal
enthalten und durch 45 teilbar sind!

Aufgabe 2 - 300832
Gegeben seien drei verschiedene Sorten von Kugeln; von jeder Sorte seien 100 Stiick vorhanden:

Sorte A: Kugeln mit einer Masse von 0,3 g je Stiick,
Sorte B: Kugeln mit einer Masse von 1,5 g je Stiick,

Sorte C': Kugeln mit einer Masse von 7,0 g je Stiick.

Untersuche, ob es moglich ist, aus diesen Kugeln genau 100 so auszuwihlen, dass ihre Gesamtmasse
genau 100 g betragt! Wenn das der Fall ist, so ermittle alle derartigen Moglichkeiten fiir die drei
Anzahlen, die man jeweils aus Kugeln der Sorten A, B und C auszuwéhlen hat!

Aufgabe 3 - 300833
Aus drei gegebenen Liangen ¢ = 8 cm, s, = 6 cm, s, = 7 cm soll ein Dreieck ABC' konstruiert werden.
Dabei wird gefordert:

(1) Die Seite AB hat die Linge AB = c.
(2) Die Seitenhalbierende AD der Seite BC hat die Linge AD = s,.
(3) Die Seitenhalbierende BE der Seite AC' hat die Linge BE = sy.

)
)
a) Konstruiere ein Dreieck und beschreibe deine Konstruktion!
)

b) Beweise: Wenn ein Dreieck nach deiner Beschreibung konstruiert wird, dann erfiillt es die Be-

dingungen (1), (2), (3).

Aufgabe 4 - 300834
Man beweise: Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 befindet sich stets unter den natiirlichen Zahlen n — 1,
n, n+ 1 und n? 4 1 eine Zahl, die durch 5 teilbar ist.

Aufgabe 5 - 300835

a) Beweise den folgenden Satz:

In jedem Dreieck liegt der grofieren von zwei Seiten stets auch der grolere Winkel gegenitiber.

b) Gib an, ob die Umkehrung dieses Satzes gilt, und beweise die Richtigkeit deiner Angabe!

Aufgabe 6 - 300836
Im Raum seien zwolf Punkte derart gelegen, dass keine vier dieser Punkte in einer gemeinsamen
Ebene liegen.

Ermittle die Anzahl aller derjenigen verschiedenen Tetraeder, deren vier Eckpunkte zu den zwolf
gegebenen Punkten gehoren!

Hinweis: Jedes Tetraeder ist durch die Menge seiner vier Eckpunkte (die nicht in einer gemeinsamen
Ebene liegen) eindeutig bestimmt; irgendwelche Anforderungen an die Reihenfolge oder die gegen-
seitigen Abstidnde der Eckpunkte gibt es nicht.
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1.33 XXXI. Olympiade 1991
1.33.1 I. Runde 1991, Klasse 8

Aufgabe 1 - 310811

Auf einem Tisch liegen drei Schachteln. In einer liegen zwei schwarze Kugeln, in der anderen eine
schwarze und eine weifle Kugel, in der dritten zwei weifle Kugeln. Die Schachteln tragen die Aufschrif-
ten ”Zwei schwarze”, ”Schwarz und weif3”, ”Zwei weifle”; jedoch trifft keine dieser drei Aufschriften
zu.

Untersuche, ob sich bei diesen Voraussetzungen durch Herausnehmen einer einzigen Kugel, ohne dass
die anderen Kugeln gesehen werden, eindeutig die Verteilung der Kugeln ermitteln lasst! Ist das der
Fall, dann gib an, wie dies geschehen kann!

Aufgabe 2 - 310812
Rudolf macht folgende Aussage:

"F1ir je drei unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen gilt stets: Multipliziert man die kleins-
te dieser drei Zahlen mit der mittleren und addiert zum Ergebnis das Produkt aus der mittleren und
der grofiten der drei Zahlen, so ist die entstandene Summe gleich dem doppelten Quadrat der mitt-
leren Zahl”

a) Uberpriife, ob diese Gleichheit in einigen selbstgewihlten Beispielen zutrifft!

b) Beweise oder widerlege Rudolfs Aussage!

Aufgabe 3 - 310813

Dirk zeichnet an einen Kreis k zwei Tangenten, die sich in einem Punkt P aulerhalb von k schneiden.
Den Mittelpunkt des Kreises nennt er M, die Beriihrungspunkte der Tangenten A bzw. B. Nun
stellt er fest, dass der Winkel ZAM B die gleiche Gréfle hat wie einer der Schnittwinkel der beiden
Tangenten.

a) Konstruiere einen Kreis, dazu zwei Tangenten und die von Dirk betrachteten Winkel!
b) Beweise, dass Dirks Feststellung stets fiir beliebige (sich schneidende) Tangenten eines Kreises
zutrifft!

Aufgabe 4 - 310814
Gegeben seien ein Kreis & und ein Punkt P, der innerhalb von k liegt, aber verschieden ist vom
Mittelpunkt M des Kreises k.

Zu konstruieren sind zwei Sehnen s; und s des Kreises k, die folgende Bedingungen erfiillen:

(1
(2

s1 und sy schneiden einander in P.
s1 und sy stehen aufeinander senkrecht.

(3) s1 und s, haben einander gleiche Lénge.

)
)
)
) Beschreibe eine Konstruktion, durch die zu gegebenem Kreis k& und gegebenem Punkt P zwei
Sehnen s; und sy erhalten werden! Fiithre die beschriebene Konstruktion durch!

a

b) Beweise, dass zwei Sehnen, die nach Deiner Beschreibung konstruiert werden, stets die Bedin-
gungen (1), (2), (3) erfiillen!
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Aufgabe 1 - 310821

In einer Schulklasse ist jeder Schiiler 13 oder 14 Jahre alt; beide Altersangaben kommen in dieser
Klasse auch wirklich vor. Addiert man alle diese (ganzzahlig gerechneten) Altersangaben, so ergibt
sich die Summe 325.

Untersuche, ob durch diese Feststellungen eindeutig bestimmt ist, wie viele Schiiler in dieser Klasse
sind! Ist das der Fall, so gib die Schiilerzahl an!

Aufgabe 2 - 310822

m

a) Klaus wahlt natiirliche Zahlen m und n mit 0 < m < n und bildet die Zahlen p = * und
q = 7= Dann ordnet er die drei Zahlen 1, p, ¢ der Gréfle nach, beginnend mit der kleinsten.

Beweise, dass sich bei jeder Wahl solcher m, n stets dieselbe Reihenfolge fiir 1, p, g ergeben
muss! Wie lautet sie?

b) Nun zeichnet Klaus auf einer Zahlengeraden die drei Punkte F, P, @, die den Zahlen 1, p, q
zugeordnet sind. Er ordnet dann die beiden Langen EP und E(Q der Grofle nach.

Zeichne fiir das Beispiel m = 2, n = 5 die Strecken EP, EQ auf einer Zahlengeraden, deren
Einheitsstrecke (vom Nullpunkt O bis E ) die Lange OF = 4cm hat! Beweise, dass sich (bei
jeder Wahl obengenannter m, n) auch fiir EP und EQ stets dieselbe Reihenfolge ergeben muss!
Wie lautet sie?

Aufgabe 3 - 310823

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel bei C'. Der Winkel ZBAC' habe die
Grole o = 30°. Der Mittelpunkt der Seite AB sei D, der Schnittpunkt der drei Winkelhalbierenden
des Dreiecks ABC sei S.

Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen C'S = DS folgt!

Aufgabe 4 - 310824

a) Konstruiere einen Kreis mit dem Radius 3 cm, zwei zueinander parallele Tangenten ¢1, ty sowie
eine dritte Tangente t3 an diesen Kreis! Fiir die Schnittpunkte A, B von t3 mit ¢; bzw. mit
to und fiir den Mittelpunkt M des Kreises stelle eine Vermutung iiber die Grofle des Winkels
/AM B auf!

b) Beweise, dass diese Vermutung stets zutrifft, wenn ¢, to, t3 drei Tangenten an einen Kreis sind
und tl || t2 ist!

¢) Beweise, dass dann auch stets fiir den Schnittpunkt @), den AB mit der Parallelen p durch M
zu t1 und to hat, AQ = MQ gilt!
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1.33.3 IIl. Runde 1991, Klasse 8

Aufgabe 1 - 310831
Eine Schachtel B ist mit blauen Kugeln gefiillt, eine andere Schachtel R mit roten Kugeln. Die Anzahl
der roten Kugeln betrégt % der Anzahl der blauen Kugeln.

Aus der Schachtel B kann man % ihres Inhalts herausnehmen; danach enthélt sie immer noch mehr
als 1000 Kugeln. Aus der Schachtel R kann man % ihres Inhalts herausnehmen; danach enthélt sie

weniger als 1000 Kugeln.

Untersuche, ob durch diese Angaben die Anzahlen der Kugeln eindeutig bestimmt sind, die ur-
spriinglich in den Schachteln waren! Wenn das der Fall ist, nenne diese beiden Anzahlen!

Aufgabe 2 - 310832

Sechs Spieler trugen ein Schachturnier aus, in dem jeder Spieler gegen jeden anderen genau eine
Partie spielte. Wie iiblich gab es bei einem unentschiedenen Spiel fiir jeden der beiden Spieler einen
halben Punkt und sonst fiir den Gewinner 1 Punkt, fiir den Verlierer 0 Punkte. Nach dem Abschluss
des Turniers machte ein Beobachter die Feststellung, dafl keine zwei der sechs Spieler die gleiche
Punktzahl erreicht hatten.

Gesucht ist die groBtmogliche Punktzahl, die in einem solchen Turnier fiir den Letztplatzierten (d.h.
fiir den Spieler mit der niedrigsten Punktzahl) erreichbar ist.

a) Nenne diese Zahl und beweise, dass fiir den Letztplatzierten keine grofiere Punktzahl moglich
ist, wenn nur vorausgesetzt wird, dass die Feststellung des Beobachters zutrifft!

b) Zeige ferner - z. B. mit einer moglichen Ergebnistabelle der einzelnen Spiele -, dafl es Ergebnisse
geben kann, bei denen (die Feststellung des Beobachters zutrifft und) der Letztplatzierte die
von dir genannte Punktzahl wirklich erreicht!

Aufgabe 3 - 310833

Gegeben sei ein Dreieck ABC'. Auf der Seite BC' dieses Dreiecks seien ferner ein Punkt D zwischen
B und C sowie ein Punkt F zwischen D und C gegeben. Gesucht sind zwei Punkte F'; G, mit denen
die folgenden Bedingungen erfiillt werden:

(1) F liegt auf AC.
(2) G liegt auf AB.
(3) DEFG ist ein Parallelogramm.

a) Beweise, dass fiir jedes Dreieck ABC mit den Punkten D, E in beschriebener Lage gilt: Wenn
zwei Punkte F', G die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillen, dann kénnen sie (aus den gegebenen
A, B, C, E) konstruiert werden;

b) Beschreibe eine solche Konstruktion!

¢) Beweise, dass auch umgekehrt F' und G, wenn sie nach deiner Beschreibung konstruiert werden,
die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillen!

d) Wihle A, B, C, D, E wie genannt und fiithre die von dir beschriebene Konstruktion durch!

Aufgabe 4 - 310834

Untersuche fir alle rationalen Zahlen a, b mit a > 2, b > 2, ob bzw. unter welchen Bedingungen das
Produkt der Zahlen a, b kleiner als die Summe, gleich der Summe oder groflier als die Summe von a
und b ist!
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Aufgabe 5 - 310835

Es sei ABCDEF ein gerades dreiseitiges Prisma mit AD || BE || CF. Die Deckfliche DEF sei ein
rechtwinkliges Dreieck mit E als Scheitel des rechten Winkels. Weiterhin sei S der Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden des Dreiecks DEF'.

Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen stets SB < SA folgt!

Aufgabe 6 - 310836
Von einem Dreieck ABC' sind gegeben:

Die Seitenlénge a = BC = 845 cm die Linge h, = AE = 840 cm der auf BC senkrechten Hohe und
die Lange h, = CD = 780 cm der auf AB senkrechten Hohe.

Berechne fiir jedes Dreieck ABC, bei dem diese Liéngen auftreten, die Seitenlingen ¢ = AB und
b= AC!
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1.34 XXXII. Olympiade 1992
1.34.1 I. Runde 1992, Klasse 8

Aufgabe 1 - 320811
In die Felder eines 3 x 3-Quadrates (siehe Abbildung) sollen die Zahlen

-0,5; 1; -2; 2,5; -3,5;
4; -5; 5,5; -6,5

so eingetragen werden, dass in jedes Feld genau eine dieser Zahlen kommt und
dabei in allen drei Zeilen, in allen drei Spalten und in allen beiden Diagonalen die
gleiche Summe entsteht.

a) Gib eine Eintragung an, die alle diese Forderungen erfiillt!

b) Untersuche, ob es noch andere solche Eintragungen gibt, die sich nicht nur durch Drehung oder
Spiegelung von einer gefundenen unterscheiden!

Aufgabe 2 - 320812

Ein Holzwiirfel wurde mit den drei Farben Rot, Gelb und Blau angestrichen, jedes der sechs Quadrate
seiner Oberflaiche mit einer dieser Farben. Dabei wurde jede der drei Farben mindestens einmal
verwendet. AnschlieBend wurde der Wiirfel in 27 kleine Wiirfel zerségt. Auf keinem dieser 27 Wiirfel
waren nun die beiden Farben Blau und Gelb vorhanden.

Ist durch diese Angaben die Verteilung der Farben auf die Oberfliche des urspriinglichen Wiirfels
eindeutig bestimmt? Wenn das der Fall ist, beschreibe diese Verteilung!

Aufgabe 3 - 320813
Es sei ABCD ein Viereck, dessen Innenwinkel samtlich kleiner als 180° sind.

Beweise, dass in jedem solchen Viereck die Summe der Langen der Diagonalen AC und BD stets
a) kleiner als der Umfang des Vierecks ABCD, aber
b) grofer als der halbe Umfang des Vierecks ABC'D ist!

Aufgabe 4 - 320814

Alexander beobachtete zwei Kerzen, eine weifle und eine halb so lange rote. Beide wurden gleichzeitig
angeziindet; nach 2 Stunden war die weifle Kerze heruntergebrannt, die rote (da sie breiter war) erst
nach 5 Stunden.

Wie lange nach dem Anziinden hatte es bis zu dem Zeitpunkt gedauert, an dem beide Kerzen einander
genau gleichlang gewesen waren?
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1.34.2 Il. Runde 1992, Klasse 8

Aufgabe 1 - 320821

Herr Schulz, der in diesem Jahrhundert geboren wurde, stellt fest, dass er an seinem Geburtstag im
Jahr 1992 ein Lebensalter erreicht, das (in Jahren gerechnet) gleich dem Vierfachen der Quersumme
der Jahreszahl seines Geburtsjahres ist.

Untersuche, ob es genau ein Jahr gibt, mit dem als Geburtsjahr die Feststellung von Herrn Schulz
zutrifft! Ist das der Fall, so nenne diese Jahreszahl!

Aufgabe 2 - 320822
Auf einer Kreislinie k¥ um einen Punkt M seien drei Punkte A, B, C' so gelegen, dass MA L MB
sowie BC' = M B gilt und dass sich die Strecken AC' und M B in einem Punkt S schneiden.

Untersuche, ob durch diese Voraussetzungen die Grofle den Winkels ZBSC' eindeutig bestimmt ist!
Wenn das der Fall ist, dann gib diese Gréfie an!

Aufgabe 3 - 320823
Es sei ABCD ein Tangentenviereck, sein Umfang sei u, der Radius seines Inkreises sei 7.

Zeige, dass bereits durch die alleinige Vorgabe von u und r der Flicheninhalt von ABC D eindeutig
bestimmt ist; ermittle diesen Flacheninhalt in Abhéngigkeit von « und r!

Hinweis: Ein Viereck ABCD ist genau dann ein Tangentenviereck, wenn es einen Kreis enthélt, der
jede Seite von ABCD In einem Punkt zwischen den Endpunkten dieser Seite beriihrt. Dieser Kreis
heifit dann der Inkreis von ABCD.

Aufgabe 4 - 320824

In der linken Waagschale einer gleicharmigen Waage stehen drei Kerzen, in der rechten steht eine
Kerze. Die vier Kerzen sind so beschaffen, dass jede von ihnen wéhrend je einer Stunde Brenndau-
er die gleiche Masse verliert wie jede andere von Thnen. Jede der drei linken Kerzen wiirde zum
vollstandigen Herunterbrennen 9 Stunden brauchen, die rechte Kerze 12 Stunden.

Die vier Kerzen werden gleichzeitig angeziindet. Wie lange danach ist die Waage erstmals Im Gleich-
gewicht?
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1.34.3 IIl. Runde 1992, Klasse 8

Aufgabe 1 - 320831

Sind a, b, ¢ die Hunderter-, Zehner- bzw. Einerziffern einer dreistelligen natiirlichen Zahl, so sei diese
Zahl kurz durch abc bezeichnet. Ebenso sei jeweils eine zweistellige Zahl mit Zehner- bzw. Einerziffer
b und ¢ durch be bezeichnet.

Ermittle alle diejenigen a, b, ¢, fiir die abc eine dreistellige und be eine zweistellige Zahl ist, so dass
die Gleichung abe = (be)” gilt!

Aufgabe 2 - 320832

Um einen Behélter mit Wasser fiillen zu kénnen, soll eine Anzahl Rohren angelegt werden. Durch
jede Rohre soll das Wasser gleichméBig stromen (d.h. in gleichen Zeiten gleichviel Wasser). In einer
Stunde soll durch jede Rohre die gleiche Wassermenge zustromen wie durch jede andere Rohre.

Fir die Anzahl der Rohren gibt es drei Vorschldge. Nach dem zweiten Vorschlag, zwei Rohren weniger
als beim ersten Vorschlag zu nehmen, wiirde das Fiillen des Behalters zwei Stunden lédnger dauern als
beim ersten. Nach dem dritten Vorschlag, vier Rohren mehr als beim ersten Vorschlag zu nehmen,
wiirde das Fiillen des Behélters zwei Stunden kiirzer dauern als beim ersten.

Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl der Rohren und die Zeit zum Fiillen des Behélters beim
ersten Vorschlag!

Aufgabe 3 - 320833
Beweise die beiden folgenden Aussagen (a) und (b) fiir jedes spitzwinkliges Dreieck ABC' mit einem
im Innern des Dreiecks gelegenen Punkt P! Dabei seien folgende Bezeichnungen verwendet:

Winkel | GroBe Winkel | GroBe Winkel | Grofe
/PBA 1) /PCB € /PAC %)
/PCA 0’ /PAB e /PBC o'

a) Wenn 6 = § und € = € und ¢ = ¢’ gelten, dann ist P der Héhenschnittpunkt des Dreieck ABC'.
b) Wenn P der Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABC ist dann gelten die Gleichungen § = ¢’ und
e=¢ und p = ¢'.

Aufgabe 4 - 320834

Ein Radfahrer fuhr mit konstanter Geschwindigkeit iiber eine 100 m lange Briicke. Als er auf dieser
Briicke 40 m zurtickgelegt hatte, traf er einen zweiten Radfahrer, der ihm mit gleicher Geschwindigkeit
entgegenkam. Ein Auto, das auf derselben Strecke mit der Geschwindigkeit 70 kTm fuhr, begegnete
dem zweiten Radfahrer in dem Augenblick, als dieser die Briicke verlie8, und es iiberholte den ersten
Radfahrer genau am Ende der Briicke.

Ermittle aus diesen Angaben die Geschwindigkeit der Radfahrer!

Aufgabe 5 - 320835
Beweise, dass fiir jedes Dreieck ABC' die folgende Aussage gilt!

Das Verhéltnis des Flécheninhalts des Dreiecks ABC zum Flidcheninhalt seines Inkreises ist gleich
dem Verhéltnis des Umfangs des Dreiecks ABC zum Umfang seines Inkreises.

Hinweis: Als Inkreis eines Dreiecks bezeichnet man denjenigen Kreis, der alle drei Seiten dieses Drei-
ecks von Innen beriihrt.
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Aufgabe 6 - 320836

In der linken Waagschale einer gleicharmigen Waage steht eine Kerze, in der rechten stehen drei
Kerzen. Die vier Kerzen sind so beschaffen, dass jede von ihnen wéhrend je einer Minute Brenndauer
die gleiche Masse verliert wie jede andere von ihnen.

Die linke Kerze wiirde zum vollstdndigen Herunterbrennen 84 Minuten brauchen,
von den drei rechten Kerzen die erste 70 Minuten,

die zweite 63 Minuten,

die dritte 35 Minuten.

Die vier Kerzen werden gleichzeitig angeziindet. Wie lange danach ist die Waage erstmals im Gleich-
gewicht?
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1.35 XXXIII. Olympiade 1993
1.35.1 I. Runde 1993, Klasse 8

Aufgabe 1 - 330811

Nach dem Kauf eines neuen Autos muss man bekanntlich im Lauf der Zeit mit einem Wertverlust
rechnen. Fiir diesen Wertverlust seien im Lauf des ersten Jahres 20%, im zweiten Jahr weitere 15% und
im dritten Jahr nochmals weitere 15% gerechnet, wobei alle diese Prozentangaben vom urspriinglichen
Kaufpreis verstanden werden. Der jeweils entstehende verminderte Wert wird als Zeitwert bezeichnet.

a) Frau Griibler bezahlte fiir ihren Neuwagen 23800 DM. Berechne den Zeitwert nach zwei Jahren!

b) Herr Bauer will sein Auto nach drei Jahren verkaufen. Zu diesem Zeitpunkt wiirde der Zeitwert
des Wagens 16200 DM betragen. Um 10% dieses Wertes verringert sich jedoch aufgrund eines
Unfalls der Zeitwert nochmals.

Wie viel Prozent des urspringlichen Kaufpreises betrigt nun der so entstandene verringerte
Zeitwert?

¢) Herr Neumann kauft ein neues Auto fiir 43000 DM. Er mochte den Wagen nach vier Jahren
zum Zeitwert verkaufen, den er als 18275 DM annimmt.
Welchen Prozentsatz (vom urspriinglichen Kaufpreis) hat er dabei fiir den Wertverlust im vier-
ten Jahr zugrunde gelegt?

Aufgabe 2 - 330812

_8_e 4 2
Ermittle alle Moglichkeiten, die leeren Felder im folgenden Rechenschema so T__
durch Ziffern zu ersetzen, dass eine richtig gerechnete Multiplikationsaufgabe 3__
entsteht! —
0

Aufgabe 3 - 330813
Sebastian betrachtet eine dreistellige natiirliche Zahl und stellt fest:

(1) Setzt man vor diese dreistellige Zahl eine Ziffer 5, so ist die entstandene vierstellige Zahl eine
Quadratzahl.

(2) Héngt man aber an die (urspriingliche dreistellige) Zahl eine Ziffer 1 an, so ist die entstandene
vierstellige Zahl ebenfalls eine Quadratzahl.

Weise nach, dass es genau eine dreistellige Zahl gibt, mit der die Bedingungen (1) und (2) erfiillt
werden; ermittle diese Zahl!
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Aufgabe 4 - 330814

Ria baut aus Wiirfeln der Kantenlénge 2 cm einen pyramidenartigen Korper. Er besteht aus Schichten,
die jeweils eine Quadratflache vollstandig bedecken. Die Abbildung zeigt das Prinzip seines Aufbaues.
Die Gesamthohe dieses Korpers betrégt 10 cm.

<>

<SS
<

Als 7Sichtflache” eines aus Wiirfeln zusammengesetzten Korpers sei die Gesamtheit aller von oben
oder von den Seiten sichtbaren Teilflichen des Korpers verstanden. Zu dieser ”Sichtfliche” gehdren
also keine Fléchen, die - wie die Grundfliche des von Ria gebauten Korpern - nur von unten zugénglich
sind.

a) Aus wie vielen Wiirfeln besteht dieser Korper?

b) Ria streicht die ”Sichtfliche” dieses Korpers farbig an. In wie vielen der Wiirfel sind dann sechs,
finf, vier, drei bzw. zwei Fliachen, eine bzw. keine Flache farbig angestrichen?

c) Beate entfernt eine Anzahl derjenigen Teilwiirfel, die mindestens eine farbig angestrichene
Flache haben. Sie wéhlt diese Teilwiirfel so, dass der iibrigbleibende Korper eine ebenso grofie
”Sichtflache” hat wie der urspringliche Koérper. Unter Einhaltung dieser Bedingung wahlt Beate
die Anzahl der zu entfernenden Teilwiirfel aber moglichst grol. Wie grof} ist diese Anzahl?

d) An dem von Beate iibriggelassenen Korper streicht Ria von neuem dessen ”Sichtfliche” farbig
an. Danach entfernt wiederum Beate nach denselben Bedingungen wie in ¢) eine moglichst grofle
Anzahl von Teilwiirfeln mit je mindestens einer farbigen Fliache. Wie grof} ist diese Anzahl?

Hinweis: Zu b), ¢), d) werden nur Beschreibungen (gegebenenfalls auch Skizzen), aber keine Be-
griindungen verlangt.

124



1.35.2 II. Runde 1993, Klasse 8

1.35.2 Il. Runde 1993, Klasse 8

Aufgabe 1 - 330821

Zu Beginn einer Feier waren insgesamt anwesend: Genau viermal so viele Frauen wie Ménner. Nach-
dem vier Ehepaare die Feier verlassen hatten, waren genau flinfmal so viele Frauen wie Méanner auf
der Feier.

Wie viele Personen waren insgesamt zu Beginn auf der Feier gewesen?

Aufgabe 2 - 330822

Susann lésst sich je eine natiirliche Zahl von Xaver, Yvonne und Zacharias sagen. Sie teilt ihnen dann
die Summe dieser drei Zahlen mit. Jeder multipliziert die mitgeteilte Summe mit der urspriinglich
von ihm genannten Zahl. So erhélt Xaver das Ergebnis 240, Yvonne 270 und Zacharias 390.

Untersuche, ob hierdurch die drei urspriinglich genannten Zahlen eindeutig bestimmt sind! Ist dies
der Fall, so gib diese Zahlen an!

Aufgabe 3 - 330823

Es sei ABCD ein Quadrat, seine Seitenldnge sei a. Die Seite AB werde tiber B hinaus um die Linge
a bis E verldngert, die Seite BC iiber C hinaus um die Lange a bis F', die Seite C'D iiber D hinaus
um a bis G, die Seite DA iiber A hinaus um a bis H.

a) Beweise aus diesen Voraussetzungen, dass FEFGH ein Quadrat ist!

b) Wie oft ist der Flicheninhalt des Quadrates ABC'D in dem Flidcheninhalt von EFGH enthal-
ten?

Aufgabe 4 - 330824
Fiir jedes Dreieck ABC bezeichne H den Fuflpunkt der auf BC senkrechten Héhe und W den Schnitt-
punkt von BC mit der Winkelhalbierenden durch A.

a) Welche Gréfie muss der Winkel /W AH in einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit AC = BC
haben, in dem der Innenwinkel ZAC'B die Grofle 48° hat?
b),c) Gibt es gleichschenklige Dreiecke ABC mit AC = BC, bei denen der Winkel /W AH
b) die Grofe 12°,
¢) die Grofie 60°

hat? Ermittle jeweils alle diejenigen Werte, die als Grofle des Basiswinkels Z/BAC in einem
derartigen Dreieck moglich sind!
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1.35.3 IIl. Runde 1993, Klasse 8

Aufgabe 1 - 330831
In der Sprachfix-Schule zu Lernhausen sind 120 Schiiler. Jeder von ihnen lernt mindestens eine der
Sprachen Englisch, Latein, Franzosisch. Der Reporter Schreibklug erfahrt folgende Tatsachen:

(1) Fiir genau 102 der 120 Schiiler gilt: Jeder von diesen 102 Schiilern lernt mindestens eine der
Sprachen Englisch, Latein.

(2) Fiir genau 75 der 120 Schiiler gilt: Jeder von diesen 75 Schiilern lernt mindestens eine der Sprachen
Latein, Franzosisch.

(3) Genau 18 der 120 Schiiler lernen nur Latein.

(4) Die Zahl der Schiiler, die genau die beiden Sprachen Englisch und Latein lernen, ist um 9 groer
als die Zahl der Schiiler, die genau die beiden Sprachen Franzosisch und Latein lernen.

(5) Keiner der 120 Schiiler lernt sowohl Englisch als auch Franzosisch.

Schreibklug mochte berichten, wie viele der Schiiler je genau eine der drei Sprachen und wie viele der
Schiiler je genau zwei der drei Sprachen lernen. Sind diese beiden Zahlenangaben durch die Auskiinfte
(1) bis (5) eindeutig bestimmt? Wenn das der Fall ist, so ermittle diese beiden Zahlenangaben!

Aufgabe 2 - 330832 £

Die Abbildung zeigt ein regelméfiges Neuneck ABCDEFGHI, d.h.
ein Neuneck, bei dem alle Seiten dieselbe Linge und alle Innenwinkel g D
dieselbe Grofle haben.

a) Beweise, dass die Diagonalen BT und C'H zueinander parallel sind! I C
b) Beweise, dass CH — BI = BC gilt!

Aufgabe 3 - 330833
Zu jedem Dreieck ABC' seien folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

Die Gerade durch A und B sei u,

die Gerade durch B und C sei v,

die Gerade durch C und A sei w,

bei der Spiegelung an v gehe u in die Gerade p iiber, bei der Spiegelung an w gehe w in die Gerade
q iiber.

Wie iiblich seien die Groflen der Innenwinkel /BAC und ZABC mit « bzw. 8 bezeichnet. Fiir die
folgenden Aufgaben werde stets a = 55° vorausgesetzt.

a) Unter welchem Winkel schneiden die Geraden p und ¢ einander, wenn 8 = 75° ist?
b) Wie grofi muss § sein, damit p und ¢ aufeinander senkrecht stehen?
¢) Gib einen Wert 8 so an, dass sich p und ¢ als zueinander parallel nachweisen lassen!

d),e) Stelle eine Zeichnung her, in der p und ¢ einander in einem Punkt schneiden, der auf der selben
Seite der Geraden u liegt wie C'; wihle dabei das Dreieck ABC

d) mit spitzen Innenwinkel bei B.

e) mit stumpfen Innenwinkel bei B.

(Zu d) und e) wird keine Begriindung verlangt.)
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Aufgabe 4 - 330834

Auf einer Strecke AB fahrt ein Radfahrer X von A nach B, ein zweiter Radfahrer Y von B nach
A. Beide sind zur gleichen Zeit gestartet. In B bzw. A angekommen, kehren sie sofort um, fahren
dieselbe Strecke bis A bzw. B zuriick und beenden dann ihre Fahrt. Es werde angenommen, dass jeder
der beiden Fahrer seine Geschwindigkeit konstant beibehilt und dass die zum Wenden gebrauchte
Zeit vernachlassigt werden kann.

Auf der Hinfahrt begegneten sie sich 30 Minuten nach dem Start an einer Stelle, die 7,5 km von A
entfernt ist. Nochmals 30 Minuten spéater waren die Radfahrer wieder beide zusammen an einer Stelle
zwischen A und B.

Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, wie grofl nach dieser Beschreibung
a) die Lange der Strecke AB,
b) die Geschwindigkeiten der Radfahrer X und Y sein kénnen!

Aufgabe 5 - 330835

Eine sechsstellige natiirliche Zahl heifle genau dann eine ”Spiegelzahl”, wenn ihre erste Ziffer gleich
ihrer sechsten Ziffer, ihre zweite Ziffer gleich ihrer fiinften Ziffer und ihre dritte Ziffer gleich ihrer
vierten Ziffer ist.

a) Ermittle alle diejenigen ”Spiegelzahlen”, die zwei Ziffern 2, zwei Ziffern 5 und zwei Ziffern 7
enthalten! Ermittle die Summe s aller dieser ”Spiegelzahlen”! Welches ist der gréfite echte Teiler
von s7

b) Beweise, dass fiir je drei Ziffern a, b, ¢ von denen keine zwei einander gleich sind, folgende
Aussage gilt!
Die Summe aller derjenigen ”Spiegelzahlen”, die zwei Ziffern a, zwei Ziffern b und zwei Ziffern
c enthalten, ist durch 111111 teilbar.

Hinweis: Als echter Teiler von s bezeichnet man alle diejenigen Teiler von s, die (positiv und) kleiner
als s sind.

Aufgabe 6 - 330836

a) Berechne die Seitenlinge b = AC eines Dreiecks ABC, von dem die Seitenlinge ¢ = AB = 6
cm, die Linge h, = CH. = 5 cm der auf AB senkrechten Hohe und die Lange hy, = BH;, = 2
cm der auf AC' senkrechten Hohe gegeben sind!

b) Beweise, dass es kein Dreieck ABC gibt, in dem die drei Hohenldngen h, = 4 cm (Lénge der
auf BC senkrechten Hohe), h, = 2 cm und h. = 5 cm vorkommen!
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Aufgabe 1 - 330841

Max arbeitet zur Vorbereitung auf die Mathematik-Olympiade eine Anzahl von Aufgaben durch. Sein
Freund Moritz, der ihn fragt, wie viele von diesen Aufgaben er schon gelést habe und wie viele noch
nicht, antwortet er:

"Die Anzahl der gelosten Aufgaben ist um 22 grofier als die Anzahl der nicht gelésten
Aufgaben. Addiert man zur Anzahl der gelosten Aufgaben die dreifache Anzahl der nicht
gelosten Aufgaben, so erhédlt man eine Zahl, die kleiner als 60 ist. Addiert man aber zur
Anzahl der gelosten Aufgaben ein Drittel der Anzahl der nicht gelosten Aufgaben, so
ergibt sich eine ganze Zahl, die grofler als 30 ist.”

Untersuche, ob durch diese Angaben eindeutig bestimmt ist, wie viele Aufgaben Max bearbeitet und
wie viele er davon gelost hat! Ist das der Fall, so gib diese Anzahlen an!

Aufgabe 2 - 330842
Es sei ABCD ein Quadrat mit gegebener Seitenldnge a. Eine Par-

Do 6O allele zu AB schneide die Seiten AD und BC in E bzw. F, eine
Parallele zu AD schneide die Strecke AB und EF in G bzw. H,
H eine Parallele zu AB schneide die Strecken GH und BC in [ bzw.
E F K (siehe Abbildung).

1 e a) Aufler diesen Voraussetzungen soll die Bedingung erfiillt werden,
dass die vier Rechtecke EFCD, AGHE, GBKI und I K FH unter-

I einander flaichengleich sind.
Ao °B Ermittle unter dieser Bedingung den Umfang des Rechtecks I K F'H

in Abhéngigkeit von a!
b) Anstelle der in a) genannten Bedingung soll nun die Bedingung erfiillt werden, dass die vier
Rechtecke EFCD, AGHE, GBKI, IKF H untereinander umfangsgleich sind.
Ermittle unter dieser Bedingung den Flécheninhalt des Rechtecks IK F'H in Abhéngigkeit von a!

Aufgabe 3 - 330843

Auf einer Ecke eines Wiirfels der Kantenldnge 1 cm sitzt eine Ameise. Langs jeder Kante des Wiirfels
ist 1 g Honig verteilt. Die Ameise soll zum Endpunkt derjenigen Korperdiagonale gelangen, an deren
Anfangspunkt sie sich befindet. Sie soll hierzu einen Weg von genau 7 cm Lénge zuriicklegen und
dabei genau 7 Gramm Honig naschen.

Ermittle die Anzahl aller Wege, die unter diesen Bedingungen moglich sind!

Aufgabe 4 - 330844
Fiir ein Dreieck seien folgende Bedingungen gefordert:

(1) Alle drei Seitenlédngen des Dreiecks haben, in Zentimetern gemessen, ganzzahlige Mafizahlen.
(2) Der Umfang des Dreiecks betrdgt 50 cm.

Ermittle die grofitmogliche Anzahl von Dreiecken, die diese Forderungen erfiillen und unter denen
sich keine zwei zueinander kongruenten Dreiecke befinden!

Aufgabe 5 - 330845

Fiir jedes rechtwinklige Dreieck ABC' mit dem rechten Winkel bei C' bezeichne D den Schnittpunkt
von AB mit der Winkelhalbierenden durch C. Der Abstand, den der Punkt D von einer der beiden
Katheten hat, werde mit ¢ bezeichnet. Die Langen der Katheten seien a und b.

Beweise, dass fiir jedes rechtwinklige Dreieck mit diesen Bezeichnungen die Gleichung % + % = % gilt!

128



1.35.4 1V. Runde 1993, Klasse 8

Aufgabe 6 - 330846
Untersuche, ob es ein Paar natiirlicher Zahlen gréfler als Null gibt, deren Produkt genau zehnmal so
grof} wie ihre Summe ist! Wenn dies der Fall ist, ermittle alle derartigen Zahlenpaare!
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Aufgabe 1 - 340811
Anja, Bernd und Christina haben am gleichen Tag Geburtstag.

An diesem Tag sagt Anja zu Christina: ”% deines Alters sind ebenso viele Jahre wie % meines Alters.”
Bernd sagt zu Christina: ”% deines Alters sind ebenso viele Jahre wie die Hélfte meines Alters.”
Christina sagt: "Die Summe unserer drei Altersangaben in Jahren ausgedriickt, betragt 58.”

Zeige, dass durch diese Angaben eindeutig bestimmt ist, wie alt Anja, Bernd und Christina sind!
Nenne diese drei Altersangaben!

Aufgabe 2 - 340812
Eine dreistellige natiirliche Zahl werde genau dann “symmetrisch” genannt, wenn ihre Hunderterziffer
gleich ihrer Einerziffer ist.

a) Bilde alle diejenigen dreistelligen symmetrischen Zahlen, in denen nur Ziffern 0, 1, 2 vorkommen
(jede eventuell auch mehrfach oder gar nicht)! Eine Begriindung wird nicht verlangt.

b) Bilde alle diejenigen dreistelligen symmetrischen Zahlen, die durch 6 teilbar sind und in denen
nur die Ziffern 2, 5, 8 vorkommen! Beweise, dass genau die von Dir angegebenen Zahlen die
geforderten sind!

¢) Ermittle die Anzahl aller dreistelligen symmetrischen Zahlen!

d) Ermittle die Summe aller dreistelligen symmetrischen Zahlen!

Aufgabe 3 - 340813

Zeichne zwei Kreise k1 und ko mit gemeinsamem Mittelpunkt M! Zeichne dann zwei Geraden g und h,
die durch M gehen! Einen der Schnittpunkte von k; mit g bezeichne mit A, einen der Schnittpunkte
von kg mit h bezeichne mit B! Weiterhin bezeichne mit C' denjenigen Schnittpunkt von ko mit g, fir
den M zwischen A und C liegt; und bezeichne mit D denjenigen Schnittpunkt von ky mit h, fiir den
M zwischen B und D liegt!

Untersuche, ob fiir so konstruierte Punkte A, B, C, D stets eine der Aussagen AB < CD,AB=CD,
AB > CD gilt! Wenn das fiir eine dieser Aussagen der Fall ist, beweise dies!

Aufgabe 4 - 340814

An einer Analog-Uhr (einer Uhr mit Minutenzeiger und Stundenzeiger) kann man den Winkel zwi-
schen den Zeigern so messen, dass man die Gradzahl angibt, um die man den Minutenzeiger im
Uhrzeigersinn drehen miisste, bis er den (hierbei unbeweglich gedachten) Stundenzeiger erreicht.
Neben einer solchen Uhr, von der wir voraussetzen, dass sie stets genau geht, denken wir eine Digital-
uhr betrachtet, die ebenfalls genau geht, d.h.: Wir setzen voraus, dass sich ihre Stunden-, Minuten-
und Sekundenanzeige stets zu Beginn jeder Sekunde auf die richtige Zahlenangabe einstellt.

a) Welche Zahlen zeigt die Digitaluhr zu allen denjenigen Zeitpunkten zwischen 9.30 Uhr und
12.30 Uhr, in denen die beiden Zeiger der Analog- Uhr genau aufeinander zu liegen kommen?

b) Wie viele Minuten nach 9.30 Uhr bilden die beiden Zeiger der Analog-Uhr erstmals einen ebenso
groflen Winkel miteinander wie 9.30 Uhr?

Hinweis: Fallt ein Zusammenhang mit den Ergebnissen der Aufgabe a) auf?

¢) Welche Zahlen zeigt die Digitaluhr zu allen denjenigen Zeitpunkten zwischen 3 Uhr und 6 Uhr,
in denen die beiden Zeiger der Analog-Uhr einen Winkel von 30° miteinander bilden?
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Aufgabe 1 - 340821

Eine vierstellige natiirliche Zahl heifle genau dann ”symmetrisch”, wenn ihre Tausenderziffer gleich
ihrer Einerziffer und ihre Hunderterziffer gleich ihrer Zehnerziffer ist. Tanja behauptet, dass jede
vierstellige symmetrische Zahl durch 11 teilbar ist.

a) Uberpriife diese Teilbarkeit an drei selbstgewéhlten Beispielen!
b

) Beweise allgemein Tanjas Behauptung!
c) Wie viele vierstellige symmetrische Zahlen gibt es insgesamt?
)

d

Wie viele geradzahlige vierstellige symmetrische Zahlen gibt es insgesamt?

Aufgabe 2 - 340822

Aus den Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sollen zwei Briiche § und 3 so gebildet werden, dass jede Ziffer
in den Zifferndarstellungen der vier natiirlichen Zahlen a, b, ¢, d insgesamt genau einmal verwendet
wird. Fiir die so gebildeten Briiche soll ¢ + 5 = 1 gelten. In dem ersten der beiden Briiche soll a = 13
und b = 26 gewahlt werden.

Beweise, dass es genau eine Moglichkeit gibt, den Zéhler ¢ und den Nenner d des zweiten Bruches so
zu wéhlen, dass alle genannten Bedingungen erfiillt sind! Gib diesen zweiten Bruch an!

Aufgabe 3 - 340823

a) Wie oft insgesamt stehen im Verlaufe von 24 Stunden ( von 0.00 Uhr bis 24.00 Uhr ) der
Stunden- und Minutenzeiger einer Uhr senkrecht aufeinander?

b) Berechne insbesondere alle derartigen Zeitpunkte zwischen 4.00 Uhr und 5.00 Uhr! Gib diese
Zeitpunkte so an, wie sie eine Digitaluhr anzeigen wiirde, von der wir voraussetzen, dass sie
korrekt geht, d.h. zu Beginn jeder Sekunde die richtige Stunden-, Minuten- und Sekundenanzeige
bringt!

Aufgabe 4 - 340824

Es sei ABCD ein Quadrat mit der Seitenlinge AB = 6 cm. Auf der Seite AD sei @) derjenige
Punkt, fiir den AQ = 4 cm gilt. Fiir jeden Punkt P, der auf der Strecke QC liegt, bezeichne L den
FuBpunkt des von P auf BC' geféllten Lotes; ferner bezeichnen Fy, F» bzw. F3 in dieser Reihenfolge
den Flicheninhalt des Dreiecks APQ), des Dreiecks ABP bzw. des Dreiecks BC'P.

a) Ermittle die Lange der Strecke PL und den Flicheninhalt Fy, wenn vorausgesetzt wird, dass
P so auf QC gewihlt wurde, dass F3 = 7,5cm? gilt!

b) Ermittle die Linge der Strecke PL und den Flicheninhalt F5, wenn vorausgesetzt wird, dass
P so auf QC gewahlt wurde, dass Fy = F3 gilt!

¢) Beschreibe und begriinde, wie man P so auf QC' konstruieren kann, daf§ Fp = F3 gilt!
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Aufgabe 1 - 340831

Auf 10 Kartchen sind die Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 geschrieben, jede Ziffer auf genau einem
Kartchen. Anna wéhlt drei dieser Kartchen und legt sie zweimal hintereinander auf den Tisch, das
erste Mal als Zifferndarstellung der groiten, das zweite Mal als Zifferndarstellung der zweitgrofiten
mit diesen drei Kéartchen erreichbaren Zahl.

Anna berichtet: Die Summe der beiden Zahlen, deren Zifferndarstellungen sie gelegt hat, betrigt
1233. Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, welche zwei Zahlen Anna hiernach gelegt haben kann!

Aufgabe 2 - 340832
Lehrer Lehmann befragt die 26 Schiiler seiner Klasse, in welchen der drei Arbeitsgemeinschaften, die
in dieser Klasse besucht werden, sie sind. Wahrheitsgeméaf ergibt sich:

- Auf die Frage, wer in der Arbeitsgemeinschaft Fotografie sei, melden sich genau 10 Schiiler.
- Auf die Frage, wer in der Arbeitsgemeinschaft Technik sei, melden sich genau 8 Schiiler.

- Auf die Frage, wer in der Arbeitsgemeinschaft Informatik sei, melden sich genau 7 Schiiler.
- Genau 6 Schiiler melden sich bei keiner dieser drei Fragen.

Auf dem Heimweg meint Uwe: ”Genau 3 Schiiler sind in allen drei Arbeitsgemeinschaften.”
Michael meint: ”Genau 2 Schiiler sind in genau je zwei der Arbeitsgemeinschaften.”

Jorg meint: "Genau 14 Schiiler sind in genau je einer Arbeitsgemeinschaft.

Zeige, daB alle drei Meinungen falsch sind!

Aufgabe 3 - 340833
Fiir vier Punkte A, B, C, D in einer Ebene werde vorausgesetzt:

AB =6 cm, AD =1 cm und AB+ BD =11 cm. *)
Gesucht werden zwei Langenangaben x und y so, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
(1) Fiir je vier Punkte, die die Voraussetzung (*) erfiillen, gilt stets * < AB+ BC+CD+ DA < y.

(2) Wenn aufier (*) auch 2 = AB+ BC + CD + DA gilt, liegen A, B, C, D auf einer gemeinsamen
Geraden.

(3) Wenn aufler (*) auch AB+ BC +CD + DA = y gilt, liegen A, B, C, D auf einer gemeinsamen
Geraden.

Nenne zwei Langen z, y und beweise, dass sie diese Bedingungen (1), (2), (3) erfiillen!

Aufgabe 4 - 340834

Ein Schachturnier wurde in "Runden” ausgetragen. Diese Runden - anders als weithin tiblich - so
eingerichtet, dass in jeder Runde jeder Teilnehmer des Turniers genau eine Partie zu spielen hatte
(es nahm also eine gerade Zahl von Spielern teil) und dass im gesamten Turnier fiir jeden Teilnehmer
gegen jeden anderen genau eine Partie angesetzt wurde.

Michael und Robert nahmen 5 Runden lang an diesem Turnier teil, danach mussten sie leider aus-
scheiden. Um den iibrigen Turnierablauf nicht weiter zu dndern, lie man die Partien, die sie nach
dem Turnierplan dann eigentlich noch zu spielen gehabt hétten, einfach ausfallen.
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Michael erzéhlte seinen Freunden Herbert und Gerd, dass daher in dem gesamten Turnier (in dem
sonst keine weiteren Ausfille gab) insgesamt 38 Partien gespielt worden seien. Herbert meinte: "Diese
Anzahl ist nicht moglich.” Gerd entgegnet: ”Doch, und wenn sie die richtige ist, so ist durch Michaels
Angaben sogar eindeutig bestimmt, ob Michael und Robert in dem Turnier gegeneinander gespielt
haben.”

Untersuche, ob Herberts oder Gerds Meinung zutrifft! Wenn Gerds Meinung zutrifft, haben dann
Michael und Robert in dem Turnier gegeneinander gespielt?

Aufgabe 5 - 340835

Auf dem Rand eines Quadrates ABCD mit gegebener Seitenlédnge a seien Py, P>, P; die folgenden
Punkte: Es liege P; so auf BC, dass BP, = P,C gilt, P, so auf CD, dass P,D = 3 - CP, gilt, P3 so
auf DA, dass PsA =3 - DP;.

Ein Punkt X bewegt sich auf den Strecken P;B, BA, AP; von P; nach P3. Gesucht sind auf die-
sem Weg (einschlieflich seines Anfangs- und Endpunktes) alle diejenigen Punkte X, fiir die der
Flacheninhalt des Vierecks X P; Po Ps

a) moglichst klein,
b) moglichst grof ist.

Finde alle diese Punkte und berechne fiir jeden von ihnen auch jeweils den Flacheninhalt des Vierecks
X P, P, Ps!

Hinweis: Fiir ein Viereck wird in dieser Aufgabe auch zugelassen, dass es "zum Dreieck entartet”,
wenn namlich zwei seiner Eckpunkte miteinander zusammenfallen.

Aufgabe 6 - 340836

a) Beweise, dass fiir jedes Dreieck die folgende Aussage gilt!
Sind a und b zwei seiner Seitenldngen, so ist sein Flacheninhalt nicht gréfer als %b.

b) Beweise, dass fiir jedes Viereck ABC'D die folgende Aussage gilt!

Sind @ = AB, b= BC, ¢ = CD und d = DA seine Seitenlingen, so ist sein Flicheninhalt nicht
grofer als

(a+c¢)-(b+d)

—
Hinweis: Beachte, dass die zu beweisenden Aussagen sich auch auf stumpfwinklige Dreiecke
und auch auf Vierecke mit einer einspringenden Ecke beziehen! (Sogenannte ”iiberschlagene”
Vierecke, bei denen zwei Gegenseiten einander schneiden, sollen allerdings nicht zugelassen
werden.)
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Aufgabe 1 - 340841 = 340941

Die Bewohner des Planeten Quadron unterscheiden sich nach ihrem Geschlecht, und zwar gibt es,
anders als auf der Erde, genau vier verschiedene Geschlechter. Politisch ist die Bevolkerung eingeteilt
in genau vier Volkerstdmme. Wenn der planetare Rat zusammentritt, entsendet jeder Vélkerstamm
genau vier Abgeordnete, von jedem Geschlecht einen.

Es ist dann eine Sitzordnung vorgeschrieben, bei der 16 Sitze in quadratférmiger Formierung zu
vier Zeilen und vier Spalten angeordnet sind. In jeder Zeile und in jeder Spalte miissen alle vier
Volkerstamme und alle vier Geschlechter vertreten sein.

Gib eine mogliche Sitzordnung an und bestétige, dass bei dieser Sitzordnung alle genannten Bedin-
gungen erfillt sind!

Aufgabe 2 - 340842
Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, die den folgenden Bedingungen (1) und (2) geniigen!

(1) Die Zahl n ist das Produkt von genau drei Primzahlen; je zwei dieser Primzahlen sind vonein-
ander verschieden; jede dieser Primzahlen ist grofier als 10.

(2) Die Zahl n kann als Produkt von zwei natiirlichen Zahlen dargestellt werden, deren Summe 600
betrdgt. Die Zahl n kann aber auch als das Produkt von zwei natiirlichen Zahlen dargestellt
werden, deren Summe 240 betrigt.

Aufgabe 3 - 340843

Auf einem Zeichenblatt seien drei Punkte A, B, C mit A # B, A # C und B # C gegeben. Gesucht
sind zwei einander gleichgrofle, voneinander verschiedene Kreise, von denen einer durch A, der andere
durch C' geht und die sich im Punkt B beriihren.

Beschreibe Lagemoglichkeiten der gegebenen Punkte A, B, C, bei denen es
a) keine solchen Kreise,
b) mehr als ein Paar solcher Kreise,
¢) genau ein Paar solcher Kreise gibt!

Zu (a) zeige, warum es keine solchen Kreise gibt; zu (b) bzw. (c¢) beschreibe und begriinde je eine
Konstruktion, mit der man aus den gegebenen Punkten mehrere derartige Kreispaare bzw. das eine
derartige Kreispaar erhalten kann! Fiihre die von dir beschriebene Konstruktion durch! Wéhle hierzu
A, B, C jeweils in passender Lage fiir (b) bzw. (¢) und konstruiere aus diesen A, B, C bei (b) zwei
Kreispaare, bei (c) das eine Kreispaar!

Aufgabe 4 - 340844 = 340944
Axel fihrt einen Kartentrick vor. Er benutzt dazu ein Skatspiel, bestehend aus jeweils 4 Karten der
folgenden Arten, denen er folgende Augenwerte zuteilt:

Art der Karte | 7| 8 | 9| 10 | Bube | Dame | Konig | As
Augenwert 71 8] 9| 10 2 3 4 11

Seine Freunde sollen, wéhrend er nicht im Zimmer ist, nach folgender Vorschrift Kartenstapel bilden:

Fiir jeden Stapel wird zunéchst eine Karte offen hingelegt, und der damit beginnende Stapel erhélt
so viele Punkte, wie der Augenwert dieser Karte angibt. Dann werden weitere Karten verdeckt auf
den Stapel gelegt; fiir jede dieser Karten wird die Punktzahl des Stapels um 1 erhoht. Dies wird aber
nur so lange durchgefithrt, bis die Punktzahl 11 erreicht ist; der Stapel ist damit abgeschlossen. Er
wird dann umgedreht, so dass die bisher unterste Karte nun verdeckt oben liegt.
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1. Beispiel: 7 offen hinlegen vier Karten verdeckt darauf legen, Stapel umdrehen.
2. Beispiel: As offen hinlegen, umdrehen.

Solche Stapel werden einige Male gebildet und nebeneinander auf den Tisch gelegt. Falls am Ende
Karten {ibrig bleiben, werden diese "Restkarten” einzeln abzdhlbar und verdeckt neben den Stapel
gelegt.

Dann wird Axel herein gerufen. Er behauptet, er konne aus der Anzahl der fertigen Stapel und der
Anzahl der Restkarten die Summe der Augenwerte der nunmehr obersten Karten der Stapel finden.
Wie ist das moglich?

Aufgabe 5 - 340845
Es sei PQRSTU ein gerades dreiseitiges Prisma, dessen Grundflache

ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck PQR ist (siehe Abbil-
dung). Die Hohenldnge des Prismas sei gleich der Kathetenldnge a
des Dreiecks PQR.

Gesucht ist eine Ebene F, die parallel zu einer der quadratformigen
Seitenflachen F des Prismas verlduft und das Prisma in zwei
Teilkorper zerlegt, deren Volumina sich in irgend einer Reihenfolge
wie 9 : 16 verhalten.

P a Q
Ermittle zu gegebenen a alle diejenigen Werte, die der Abstand zwischen der Seitenfliche F' und
einer solchen Ebene F betragen kann!

Aufgabe 6 - 340846 = 340946
Wie viele Paare (z, y) ganzer Zahlen x, y, die die Ungleichung

|z — 30| + |y — 10| < 100

erfiillen, gibt es insgesamt?
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2 Aufgaben und Losungen

2.1 Vorolympiade 1960
2.1.1 Wettbewerb V1960, Klasse 8

Aufgabe 1 - V00801

Zwei Brigaden einer Spulenfabrik fertigen zusammen 8200 Transformatorspulen. Bei der
Giitekontrolle miissen von den durch das erste Kollektiv gefertigten Spulen 2%, von denen des zweiten
Kollektivs 3% wegen mangelhafter Isolation ausgeschieden werden.

Insgesamt sind 216 Spulen unbrauchbar. Wie viel einwandfreie Spulen werden von jedem Kollektiv
hergestellt?

z sei die Produktion der ersten Brigade, y der zweiten Brigade. Dann ergibt sich das Gleichungssystem
x4y = 8200 ; 0,02-2+ 0,03 -y =216

Das System hat die Losung z = 3000,y = 5200. Nach Abzug der mangelhaften Spulen (0,02 - z = 60,
0,03 - y = 156) ergibt sich, dass die erste Brigade 2940 und die zweite Brigade 5044 einwandfreie Spulen
hergestellt haben.

Aufgabe 2 - V00802

Auf das Heft von Fritz ist Wasser gespritzt. Viele Ziffern sind nicht mehr leserlich. Wie muss die
wiederhergestellte Aufgabe lauten?

(Jeder Punkt in der Waagerechten bedeutet eine Ziffer.)

1 5 4 . . . . 7T =
T
2 6 7

Die unbekannten Ziffern seien mit Variablen a bis r belegt, die alle im Bereich von 0 bis 9 liegen miissen:

1 5 4 a b c¢c :d e 7 = f g h
i j k 4
2 6 7 b
l m n o
p q 1 ¢
P q 1 ¢
0

Dann folgt aus 7- fgh = ijk4, dass f = 2 gilt. Aus der Subtraktion 154a — ijk4 = 267 ergeben sich dann
von hinten nach vorna =1, k=7, 7 =2und i = 1:

1 5 4 1 b ¢c : d e 7 = 2 g h
1 2 7 4
2 6 7 b
Il m n o
p q 1 ¢
P qg 1 ¢
0

Aus 1274 = de7 - 2 ergeben sich d = 6,e = 3. Ein Vielfaches von 637, dass unmittelbar kleiner oder gleich
2670 ist, kann nur das Vierfache sein, womit g = 4 wird und Ilmno = 2548 ist. p wird somit, da grofler
als Null, gleich 1. ¢ kann dann nur 2 oder 3 sein, wobei 3 entfillt, da das Vielfache (das Doppelte, h = 2)
von 637 gleich 1274 ist.

Riickrechnen ergibt dann noch die fehlenden Stellen b = 5 und ¢ = 4.
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1 5 4 1 5 4: 6 3 7 = 2 4 2
1 2 7 4
2 6 7 9
2 5 4 8
1 2 7 4
1 2 7 4
0

Aufgabe 3 - V00803

Ich lasse einen Ball fallen. Er springt bis zu
zweite Mal g der ersten Sprunghdhe.
Berechne, von welcher Hohe ich den Ball fallen liel, wenn er das zweite Mal 45 cm weniger hoch
sprang als das erste Mal!

2

5 seiner Fallhéhe. Er féllt von neuem und springt das

Wenn z die Fallhohe ist, ergibt sich die lineare Gleichung

5 2 2
2.z 45 = =
3 3:0 + 45 3x
mit der Losung =z = 180. Der Ball fiel aus einer Hohe von 180 cm.

Aufgabe 4 - V00804

Wir haben zwei Gefiafle. In beide Gefifle gielen wir Wasser, und zwar in das erste % seines Fassungs-
vermogens, in das zweite % seines Fassungsvermogens.

Wenn wir die beiden Wassermengen zusammengiefien, erhalten wir 8,5 Liter. Wir wissen noch, dass
% des Fassungsvermogens des ersten Gefafles um 6,2 Liter grofer ist als % des Fassungsvermdogens des
zweiten Gefafles.

Berechnet die Fassungsvermégen der beiden Gefafie!

Das Fassungsvermogen der Geféfle sei z und y. Als Gleichungssystem ergibt sich

2 + 5 8,5 1 6,2 3
—xT —_ = N —Tr — = —
5 8y ) ) 5 ) 4y
Das System hat die Losungen z = 14,5 und y = 7,2. Das erste Gefafl hat ein Fassungsvermogen von 14,5

1, das zweite von 7,2 1.

Aufgabe 5 - V00805

Peter ist ein eifriger Lottospieler. Die Gesamtsumme seiner fiinf Lottozahlen betrdgt 167. Die erste
Zahl ergibt mit sich selbst multipliziert die vierte Zahl.

Das Doppelte der ersten Zahl ergibt die zweite Zahl, die verstellt (Einer gegen Zehner vertauscht)
gleich der dritten ist. Multipliziert man die zweite mit der dritten Zahl und die zweite mit der vierten
Zahl, so ergibt die halbe Differenz beider Produkte die fiinfte Zahl.

Wie lauten Peters Lottozahlen?

Hinweis: Beim damals iiblichen Lotto wurden 5 Zahlen aus 90 moglichen getippt.

Die Lottozahlen seien a, b, ¢,d und e. Die zweite Zahl habe die Form b = 10z 4+ y mit 1 < z,y < 9. Nach
der Aufgabenstellung ergeben sich die Gleichungen

a+b+c+d+e=167 (1)
a’=d (2)
20=b=10x+y (3)

0y+z=c (4)
()

b-c—b-d| =2e

(S

Da d nach (2) Quadratzahl von a ist und 90 Zahlen zur Verfiigung stehen, gilt fir a: 1 < a < 9. Nach
(3) muss das Doppelte von a groBergleich 10 sein und da nicht nur b sondern auch ¢ echt zweistellig sein
soll, sogar a > 10.

Damit verbleiben die Moglichkeiten der nachfolgenden Tabelle:
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b c d e Summe
12 21 36 90 173
14 41 49 56 167
16 61 64 24 173
9 18 81 81 -

(Ol Qe RS

a = 9 entfillt, da dann ¢ = d gelten wiirde. Von den drei verbleibenden Féllen ergibt nur a = 7 als
Summe der Zahlen 167. Peters Lottozahlen sind 7, 14, 41, 49 und 56.

Aufgabe 6 - V00806

Fritz hat seinen Fuf} auf ein 0,1 mm starkes Blatt Papier gestellt und iiberlegt, wie hoch er wohl
stehen wiirde, faltete er es finfzigmal.

Koénnt ihr es ihm sagen?

Faltet er 50 mal, so wiirde das gefaltete Stapel theoretisch 2°° - 0,1 mm ~ 112000000 km hoch sein.
Dies ist aber nicht moglich. Im Allgemeinen kann man ein Blatt maximal 8 Mal falten. Der Weltrekord
mit Spezialfolie liegt bei 11 Mal.

Aufgabe 7 - V00807

S Zwolf Streichhoélzchen, in der abgebildeten Form aufgelegt, schliefen
| | eine Flache von fiinf Quadraten ein, deren Seitenkante einer Streich-
— — holzlénge entspricht.
| | Die Streichhélzer sind so umzulegen, dass eine Fléche entsteht, die nur
— — vier Quadraten mit gleicher Kantenlange entspricht!
| | (Streichholzer innerhalb der verlangten neuen Figur diirfen nicht gelegt
— werden!)

Legt man die Streichhélzer wie im linken
Bild um, so entsteht ein Dreieck mit der / \
Fliche F = % = 6 Einheiten. Verschiebt / /

man 3 Streichholzer wie im rechten Bild, / \ / \ / \
ergibt sich F' = 6 — 2 = 4 Einheiten, d.h. / \ / \

die gesuchte Figur.

Aufgabe 8 - V00808

Knobel Knifflig erzéhlt: Ich bin dem Riesen aus Prag begegnet. Sein Kopf und Hals sind zusammen
30 cm lang. Seine Beine sind doppelt so lang wie Kopf, Hals und halber Rumpf, und der ganze Kerl
ist genau ein Meter ldnger als Kopf, Hals und Beine zusammen.

Wie grof} ist er?

Die Lénge von Kopf, Hals, Rumpf und Beine seien k,h,r,b. Dann ergibt sich das Gleichungssystem

(Langen in cm) 1
k+h=30 (1) ; b:2<k+h+2r> (2)

k+h+r+b=100+k+h+b (3)

Aus (3) folgt sofort » = 100. Setzt man (1) und den Wert fiir r in (2) ein, wird b = 160. Damit wird
k+h+1r4b=30+ 100+ 160 = 290. Der Riese ist 2,90 m grof.

Aufgabe 9 - V00809

Fiir die Einzdunung eines Stiickes Weideland, das Rechteckform erhalten soll, stehen der LPG Neues
Leben 400 m Weidezaun zur Verfligung.

Auf einer Arbeitsbesprechung wird der Vorschlag gemacht, die Seiten des Rechtecks von moglichst
gleicher Lange zu wéhlen, da das Quadrat von allen Rechtecken mit gleichem Umfang den grofiten
Flacheninhalt hat.

Versuche, diese Behauptung zu beweisen! Wie steht es mit dem Flacheninhalt, wenn die Weide
kreisformig angelegt werden wiirde?
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Wird mit den 400 m Zaun ein Quadrat
********** abgegrenzt, so hat jede Quadratseite die
Lange 100 m und damit das Quadrat den
Flicheninhalt Fip = 100? = 10000 m?.

|

l

|

100 m !
! 100 —z m . . .

l Um ein Rechteck zu umzédunen, das kein Qua-

‘ drat ist, miissen zwei Seiten des Quadra-

tes um x verlangert und zwei Seiten um x

verkiirzt werden. (rechte Abbildung)

100 m 100+ m

Der Flicheninhalt des Rechtecks ist damit Fr = (100 — x) - (100 + 2) = 10000 — 2 m?. Fiir jedes = > 0
ist dieser Wert aber kleiner, d.h. Fr < Fg, was zu zeigen war.

400m

2m

Wird ein Kreis umzédunt, so ergibt sich bei 400 m Umfang ein Radius r = und somit eine Fldche von
Fx=m (%)2 ~ 12700 m?. Damit ist der Inhalt einer Kreisfliiche groBer als der Inhalt eines Quadrates
mit dem gleichen Umfang.

Aufgabe 10 - V00810

Die Grenze zweier aneinandergrenzender

4 /E 2 Felder (siche Abbildung). einer LPG ist
7 eine gebrochene Linie EFGB. Zur Erleich-
o terung der Bestellung soll die Grenzlinie
AR . ¢ gradlinig fiihren, ohne die Grée der Ein-
S zelfelder zu verdndern.

Lose die Aufgabe durch Konstruktion
und begriinde sie!

h
&

Verschiebt man die Strecke E B parallel durch G, so

entsteht ein Viereck BEE'B'. Dieses Viereck ist ein >
Parallelogramm, da AB und EF parallel sind und

eine Parallelverschiebung von F B erfolgte.

Diese Parallelogramm kann durch eine Diagonale,

z.B. EB', in zwei flichengleiche Dreiecke zerlegt wer- ¢

den.

Beide Teilfelder verandern damit nicht ihren Flidcheninhalt. Die Strecke EB’ ist somit eine Moglichkeit
fiir die neue Grenze zwischen beiden Feldern.

Aufgabe 11 - V00811

Zeichne ein Parallelogramm und in ihm eine Diagonale.

Wihle auf der Diagonalen einen beliebigen Punkt und ziehe durch ihn die Parallelen zu den Paralle-
logrammseiten. Dadurch entstehen vier kleine Parallelogramme.

Vergleiche die Fliachen der beiden Parallelogramme, die nicht von der Diagonale geschnitten werden
und beweise das Ergebnis des Vergleichs!

Das Parallelogramm ABCD habe die Grundseite a und
die Hohe h. Das blaue und das rote Parallelogramm sind

] D T c
zu vergleichen.
Wenn P die Diagonale AB im Verhéltnis x teilt, d.h. 0 he b s
_ D’
AP i
= =T
AC
Q/ a S B

so ist die Strecke nach Strahlensatz QP=x2-AB=za.
Daraus folgt fir PR =SB = (1 —1z) - a.

Ebenso nach Strahlensatz folgt fiir die Hohen hy = x - h und he = (1 — ) - h. Fir die Flichen der zwei
Teilparallelogramme wird

Fsprp = (1 —2)a-zh ; Foprp =za- (1 —x)h
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Die Fliacheninhalte beider Parallelogramm sind unabhéngig von der Lage von P gleich, ihr Verhéltnis ist
1:1.

Aufgabe 12 - V00812
Beweise, dass die vier Winkelhalbierenden eines Rechtecks ein Quadrat begrenzen!

Anmerkung: Die Aufgabenstellung ist nicht exakt. Da jedes D AN ! 9
Quadrat ein Rechteck ist, bei dem sich die Winkelhalbieren- )\ ‘g’ o
den im Quadratmittelpunkt schneiden und kein Viereck bilden, 45° 7\ AN o
muss vorausgesetzt, dass das Rechteck kein Quadrat ist. \Z\E j/ \\G,’/

q- o]
Da die Innenwinkel eines Rechtecks rechte Winkel sind, bil- g N o .
den die Winkelhalbierenden die gleichschenklig-rechtwinkligen 145° o \)(/ \\\\
Dreiecke AED, ABH, BCG und CDF'. Das Viereck EFGH 7 RV N
besitzt damit 4 rechte Innenwinkel und ist damit Rechteck. ;" P N f;

AuBlerdem liegen dann E und G auf der waagerechten Mittellinie des Rechtecks sowie F' und H auf der
senkrechten. (Symmetrie des Rechtecks)

Beide Mittellinien stehen senkrecht zueinander, wodurch die Diagonalen ebenfalls senkrecht zueinander
stehen. Ein Viereck mit rechten Innenwinkeln und senkrecht aufeinander stehenden Diagonalen ist ein
Quadrat. w.z.b.w.

Aufgabe 13 - V00813

Konstruiere ein Dreieck ABC aus a = 8 ¢cm, b = 10 cm, ¢ = 6 cm.

Die Eckpunkte dieses Dreiecks sollen die Mittelpunkte der Kreise sein, die sich gegenseitig beriihren.
Bestimme die Grofle der Radien!

(Der Losungsweg kann beliebig gewéhlt werden!)

Fir die Radien 7, rp, r. der Kreise um die Punkte A, B und C wird dann

re+1.=b=06

T + 1y =c=10 ‘a‘%

n+re=a=38

Dieses Gleichungssystem hat die Losungen r, = 4 cm, 7, = 2 cm und
re =6 cm.

Aufgabe 14 - V00814

Durch einen Wiirfel soll ein ebener Schnitt so gefiihrt werden, dass als Schnittfigur ein gleichseitiges
Dreieck verlauft.

a) Wie muss der Schnitt gefithrt werden?

b) Veranschauliche den Schnitt durch ein Schriagbild!

Die Diagonalen dreier anliegender Wiirfelflichen bilden die Seiten des
gleichseitigen Dreiecks.

Aufgaben der Vorolympiade 1960 gelist von Steffen Polster
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2.2 Vorolympiade 1961
2.2.1 I. Runde V1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - V10811

Der neue Doppelstock-Gliederzug unserer Reichsbahn wiegt insgesamt 129 Mp (Leergewicht) und hat
fiir 640 Reisende Sitzplatze. Ein D-Zug-Wagen alter Bauart wiegt 40 Mp und bietet 64 Reisenden
Sitzplatze.

Um wie viel Prozent ist das ”Sitzplatzgewicht” (Leergewicht je Sitzplatz) bei dem neuen Doppelstock-
Gliederzug geringer als bei einem D-Zug alter Bauart?

Doppelstock-Gliederzug: Leergewicht je Sitzplatz L, = % ~ 0,2016

D-Zug-Wagen: Leergewicht je Sitzplatz Lo = g ~ 0,625
Ly ist gleich 33,22 % von Ly. Beim Doppelstockgliederzug ist das Sitzplatzgewicht somit um 67,75 Prozent

niedriger als bei einem D-Zug alter Bauart.

Aufgabe 2 - V10812
Im VEB Kabelwerk Képenick wird aus einem Draht von 6 mm Durchmesser und 4 m Lénge ein

Draht von 0,02 mm Durchmesser gezogen.
Wie lang ist dieser Draht?

Das Volumen des Drahtes bleibt erhalten, d.h. es ist

-,

Tl"l"gla = 7T’I“gle =1, =

ok ‘ oo

wobei 74,1, Radius und Lénge am Anfang und r.,[. Radius und Linge des Endproduktes sind.
Einsetzen der Werte ergibt [, = 360 Millionen mm = 360 km.

Aufgabe 3 - V10813
(7,3a — 9,8¢) — (2,1b+ 7,2¢) — (3,9a — 4,7b)

a) Fasse zusammen!
b) Welcher Wert ergibt sich fiir a = 2;0 = 1,5;¢ = 77

(7,3a — 9,8¢) — (2,1b+ 7,2¢) — (3,9a — 4,7b) = 7,3a — 9,8¢ — 2,1b — 7,2c — 3,9a + 4,7b
=7,3a —3,9a — 2,16+ 4,7b — 7,2c — 9,8¢
=3,4a 4+ 2,6b — 17¢c

b) Einsetzen ergibt -108,3.

Aufgabe 4 - V10814

Denkaufgabe:

Fritz sagt: ”"Ich habe mich in meinem Leben erst dreimal geirrt.”

Franz erwidert: ”Dann hast du dich jetzt zum vierten Mal geirrt.”

Weise nach, dass Franz mit dieser Behauptung unter allen Umstdnden unrecht hat!

1. Fall:

Fritz hat sich wirklich erst dreimal geirrt. Dann hat er sich jetzt nicht geirrt, weil er ja die Wahrheit
gesprochen hat. Franz hat also in diesem Falle unrecht.

2. Fall:

Fritz hat sich bisher nicht dreimal, sondern mehr (oder weniger) als dreimal geirrt. Dann hat er sich
eben zwar geirrt, aber bestimmt nicht zum vierten Mal. Infolgedessen hat Franz auch in diesem Fall (und

damit in jedem Fall) unrecht.
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Aufgabe 5 - V10815

Konstruiere ein Dreieck aus: ¢ =7 cm, h. =5 cm, v = 60°.

(Hilfslinien miissen erkennbar Sein.)

Konstruktion:

Die Konstruktion ergibt sich aus dem Sehnentangen-
tenwinkel - Peripheriewinkelsatz.

1. An die Strecke AB = ¢ wird der Winkel v angetra-
gen.

2. Die Senkrechte zum freien Schenkel von v und die
Mittelsenkrechte von AB schneiden sich im Umkreis-
mittelpunkt M des gesuchten Dreiecks ABC.

3. Die Parallele zu AB im Abstand h,. schneidet den
Kreis in 0, 1 oder 2 Punkten, je nachdem, wie viele
Loésungen fir den Punkt C' existieren. Fur die gege-
benen Groflen gibt es zwei Schnittpunkte C und Cs.
Die beiden Dreiecke ABC und ABC5 erfiillen die An-
forderungen und sind zueinander kongruent.

Aufgaben der Vorolympiade 1961 I. Runde geldst von
Steffen Polster
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2.2.2 Il. Runde V1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - V10821

In einer LPG werden Kartoffeln mit einer vierreihigen Legemaschine ausgelegt. In 10 Stunden kénnen
mit dieser modernen Maschine 3 Genossenschaftsbauern 5 ha Kartoffeln auslegen.

Friiher, als die Bauern die Kartoffeln ohne Maschine auslegen mussten, konnte ein Bauer in 8 Stunden
0,5 ha schaffen. Auflerdem benétigte er noch 2 Stunden fiir das Lockern des Ackers und das Zudecken
der Kartoffeln.

Wie viel Stunden Arbeit (Arbeitskraftstunden) sind fiir 1 ha erforderlich

a) mit der Kartoffellegemaschine,

b) bei der Handarbeit?

c¢) Vergleiche die Zahlen durch Berechnung von Prozentwerten.

a) Die Verhéltnisgleichung 3-10: 5 = z : 1 hat die Losung = 6. Mit der Kartoffellegemaschine sind fiir
1 ha 6 Arbeitskréfte eine Stunde erforderlich.

b) Analog wird aus 10 : 0,5 = x : 1 die Losung x = 20. Bei Handarbeit sind fiir 1 ha 20 Arbeitskraftstunden
notwendig.

c¢) Aus den Werten von a) und b) wird 6 : = 20 : 100, = 30. Der Aufwand an Arbeitskréften betragt
mit der Legemaschine nur noch 30 Prozent.

Aufgabe 2 - V10822

Im VEB Glaswerk Stralau wurde die Wanne II mit folgenden Rohstoffen beschickt:

250 kg Scherben, 134 kg Pechstein, 7 kg Flussspat, 228 kg Sand, 82,5 kg Kalk, 17 kg Sulfat und 103
kg Soda.

Wie viel Kilogramm der anderen Rohstoffe benétigt man bei gleicher Zusammensetzung fiir 1 t Sand?

Das Verhéltnis 1000 kg : 228 kg = x : 250 ergibt fiir die Menge an Scherben x = 1096,5 kg. Fiir die
anderen Rohstoffe wird die Gleichung entsprechend verédndert und gelost.

Es ergibt sich: Beim Verbrauch von 1 t Sand benotigt man 1096 kg Scherben, 590 kg Pechstein, 31 kg
Flussspat, 362 kg Kalk, 75 kg Sulfat und 452 kg Soda.

Aufgabe 3 - V10823

In der Zahl .378. sind an die Stelle der beiden Punkte Ziffern zu setzen, so dass die entstehende Zahl
durch 72 teilbar ist.

Wie hast du die fehlenden Ziffern ermittelt?

Wenn eine Zahl durch 72 teilbar sein soll, so muss sie auch durch 8 und durch 9 teilbar sein, denn 8-9 = 72.
Um die fehlenden Ziffern zu ermitteln, wendet man die Teilbarkeitsregeln der 8 und 9 an. Man beginnt
mit der Teilbarkeitsregel der 8, dadurch bekommt man die letzte Ziffer der Zahl. 78. muss also durch 8
teilbar sein. 720 : 8 = 90.

Die Zahl 64 ist die einzige zwischen 60 und 70, die durch 8 teilbar ist. Folglich muss die letzte Ziffer 4
sein.

Um die erste Ziffer zu erhalten, wende ich die Teilbarkeitsregel der 9 an. Die Quersumme der bekannten
Ziffern ist 3 + 7 + 8 4+ 4 = 22. Die Differenz bis 27, die folgende durch 9 teilbare Zahl, betragt 5. Dies
ist auch die fehlende Ziffer.

Die vollstandige Zahl lautet 53784.

Aufgabe 4 - V10824
Fritz rechnet 32-38 =30-40+2-8 bzw. 73-77=70-80+3 - 7.
Leite daraus eine Rechenregel ab und beweise sie allgemein!

a)32-38=230-40+2-8
(30+2)(40—2) =30-40+2-40—2-30 — 2.2
=30-40+2(40 —30 —2) =30-40 +2- 8
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b) 73-77=70-80+3-7

(70+3)(80—3) =70-80+3-80 —3-70 — 3-3
—70-80+3(80—70—3)=70-80+3-7

c¢) Verallgemeinerung:

(10a + b)(10a 4 10 — b) = 10a - 10a + 10a - 10 — 10ab + 10ab + 10b — b - b
= 100a® + 100a + 10b — b?
= 10a(10a + 10) + b(10 — b)

Weitere Verallgemeinerung:

Man erhélt das Produkt zweier zweistelliger (ganzer) Zahlen mit gleichen Zehnern und einander zu
10 ergédnzenden Einem, indem man zuerst die Zehner mit dem néchsthoheren Zehner, dann die Einer
miteinander multipliziert und die beiden Zwischenprodukte addiert.

(a+b)(a+ 10 —b) = a(a + 10) + (10 — b)
Aufgabe 5 - V10825

Gegeben sind drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte.
Konstruiere eine Gerade, von der alle drei Punkte den gleichen (senkrechten) Abstand haben!

Wie viel solcher Geraden gibt es?
C
m
| j w g

F B
Konstruktion:

1. Konstruiere die Hohe h. von C auf die Seite AB. Konstruiere den Mittelpunkt M dieser Hohe.

2. Zeichne eine Senkrechte zu h. durch M, die somit parallel zu AB ist. Diese Senkrechte g ist eine
Gerade, die den Anforderungen der Aufgabe entspricht. Der Abstand der Punkte A und B von g ist %
Auf Grund der Konstruktion hat auch C den Abstand % von g.

In einem Dreieck existieren stets 3 derartige Geraden, die mittels einer der Hohen h,, hj und h. konstruiert
werden konnen.

Aufgaben der Vorolympiade 1961 II. Runde geldst von Steffen Polster

144



2.2.3 III. Runde V1961, Klasse 8

2.2.3 IIl. Runde V1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - V10831

Ein Radfahrer fahrt an einem windstillen Tage auf einer geradlinig verlaufenden Landstrafie nach
einem 32 km entfernt liegenden Orte und sofort wieder zuriick. Er benétigt fiir Hin- und Riickfahrt
genau 4 Stunden, hat also eine Geschwindigkeit v = 16%".

Am néchsten Tage ist es windig. Es sei angenommen, dass die Geschwindigkeit des Radfahrers sich
um 4 km je Stunde verringert, wenn er gegen den Wind fahrt, und sich um 4 km je Stunde erhoht,
wenn er mit dem Wind fahrt.

Der Radfahrer nimmt an, dass er ebenfalls 4 Stunden fir Hin- und Riickfahrt benétige, da ja die
Verzogerung auf der Hinfahrt durch die Beschleunigung auf der Riickfahrt ausgeglichen wird.

Trifft das zu? Begriinde deine Antwort!

Hinfahrt: In diesem Fall verringert sich die Geschwindigkeit auf 121%“. Fiir die 32 km benoétigt er dann
t=2=32}
t 12

Riickfahrt: In diesem Fall erhoht sich die Geschwindigkeit auf QOkTm. Fiir die 32 km benétigt er dann

— s — 32
t=7=%h

In der Summe bendtigt der Radfahrer % + % = % h, das sind 4 Stunden und 16 Minuten. Es tritt kein
Ausgleich der Verzogerung und Beschleunigung auf.

Aufgabe 2 - V10832
Beweise: Das Produkt zweier ungerader Zahlen ist stets ungerade!

Jede ungerade Zahl lasst sich in der Form 2z + 1, wobei x ein natiirliche Zahl ist, darstellen. Es seien
a=2m+1,b=2n+1, m,n € N. Dann wird fiir ihr Produkt

ab=(2m+1)2n+1) =4mn+2n+2m+1=22mn+n+m)+1

Da 2mn + m + n eine natiirliche Zahl ist, ist das Produkt ungerade. w.z.b.w.

Aufgabe 3 - V10833

In einem Eisenbahnabteil sitzen vier Schiiler, die von einem Ferienaufenthalt zuriickkehren. Ein
Schiiler wohnt in Berlin, einer in Dresden, einer in Leipzig und einer in Jena. IThre Vornamen sind
Anton, Bruno, Conrad und Dietrich. (Die Reihenfolge der Namen entspricht nicht der Reihenfolge
der Wohnorte.)

Aus Gesprichsfetzen entnehmen wir folgendes:

a) Zwei Schiiler, und zwar Anton und der Berliner, sind begeisterte FuSballspieler.

b) Zwei Schiiler, und zwar Conrad und der Dresdner, spielen nicht Fuball.

¢) Dietrich ist élter als der Berliner.

d) Conrad ist jiinger als der Jenaer.

Wo wohnen Anton, Bruno, Conrad und Dietrich?

Wer von ihnen sind die Fufiballspieler?

Wie hast du die Losung gefunden?

Nach a) und b) sind Anton oder Conrad kein Berliner oder Dresdner.

Berlin  Dresden Leipzig Jena
Anton - -
Bruno
Conrad - -
Dietrich

Nach c) ist Dietrich kein Berliner, so dass Bruno Berliner sein muss sowie Dietrich aus Dresden kommt.

Berlin Dresden Leipzig Jena
Anton - -
Bruno @ - - -
Conrad - -
Dietrich - @ - -
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Nach d) ist Conrad als der Jenenser, muss also aus Leipzig kommen. Anton ist dann aus Jena.

‘ Berlin Dresden Leipzig Jena
Anton - - - D
Bruno &) - - -
Conrad - - &5 -
Dietrich - @ - -

Anton wohnt in Jena, Bruno in Berlin, Conrad in Leipzig und Dietrich in Dresden. Anton und Bruno
sind die Fuf3ballspieler.

Aufgabe 4 - V10834

2r 2r r

Welche Fléche ist grofler, die Fliache der Rosette oder die Gesamtfliche der beiden Kreisabschnitte?

Dreht man den Kreisabschnitt um die Spitze des Dreiecks, so entsteht eine von zwei Kreisbogen begrenzte
Fléache, die die gleiche Form wie ein Viertel der Rosette hat. Da der Kreis der linken Figur einen Radius
2r hat und die Rosette aus vier Kreiszweiecken besteht, sind beide farbigen Flachen gleich grof3.

linke Figur: A = 47mr? — 4r% = 492 (1 — 1)
eine Viertel der Rosette: A = r? —2r?(1 — %) = r?(7 — 1)
Aufgaben der Vorolympiade 1961 III. Runde geldost von Steffen Polster
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2.3 1. Olympiade 1961
2.3.1 I. Runde 1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - 010811

Berechne:
2 25 1 7 1 3 3
12cd+ Zdg—2=d) :5d — [ =mn—1-ng+°n): (==
( 3cd—l— 1 dg 2d) 5d ( mn 4ng+ 4n) ( 8n>

2 25 1 7 1 3 3
(130d—|— ng — 22d) : 5d — (2mn — lzng + 4n> : <—8n>

20 oY (8 (T, L8

5\ 3T 94 3)\2 19Ty
(5, 2 b, (87, 856 83
537549 5.2 3.2 3493

1 1 1 1 1 1 1 1 1
=|zc+l-g— = -m—-3-9+2| =2 -m-—-2—g+1-.
(3c+ 19 2>+<93m 339+ ) 36+93m 12g+ 5

[\

Aufgabe 2 - 010812

In diesem Jahr werden in der UdSSR 8,3 Milliarden Meter Stoffe gewebt. Jemand behauptet, dass
man damit die ganze Bahnldnge des Mondes um die Erde auslegen konnte.

Hat er recht? (Die Mondbahn sei als Kreisbahn angenommen. Der mittlere Abstand des Mondes von
der Erde betrédgt 384000 km.)

Die Lange der Mondbahn ist der Kreisumfang mit dem Radius 384000 km, d.h. 27 - 384000 km =
2413000000 m.
Er hat recht, die Lange der Mondbahn ist weniger als ein Drittel der Stoffbahn.

Aufgabe 3 - 010813
Wenn die Summe von 4 beliebigen nattirlichen (positiven ganzen) Zahlen eine ungerade Zahl ist, so
ist ihr Produkt eine gerade Zahl.

Probiere es! Beweise die Behauptung!

Beispiel: 24+3+5+7=17und 2-3-5-7 = 210.

Beweis: Die Summe von vier natiirlichen Zahlen ist ungerade, wenn genau ein Summand gerade ist oder
wenn genau drei Summanden gerade sind. Ist wenigstens ein Summand gerade, so wird das Produkt
gerade.

Aufgabe 4 - 010814
Setze in ein “magisches Quadrat” mit 9 Feldern die Zahlen von 3 bis 11 so ein, dass die Summe jeder
Reihe, jeder Spalte und jeder Diagonalen 21 betrigt! Beginne mit dem Mittelfeld!

Begriinde deine Anordnung der Zahlen!

Die Abbildung zeigt eine mogliche Losung;:

Es ist giinstig die mittlere Zahl der Zahlen 3 bis 11, d.h. also die 7, in das Mittelfeld 6 |11 | 4
zu setzen. Dadurch ist gewéhrleistet, dass vier Paare gebildet werden kénnen, deren
Summe die noch notwendige 14 ergeben. 5 719

Die Zahlen 11 und 3 konnen nicht in den Eckfeldern stehen, da es nur zwei
Moglichkeiten gibt, bei denen sie in Kombination mit einer anderen Zahl 21 in der
Summe ergeben: 10+8+3=114+74+3=11+6+4 = 21.

10| 3 8
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Aufgabe 5 - 010815
Bei einem mehradrigen Kabel werden Adern gleichen Durchmessers um eine Mittelader vom gleichen
Durchmesser so angeordnet, dass sie einander beriihren.

a) Wie viel Adern braucht man?

b) Beweise diese Behauptung!

Um einen Kreis konnen genau sechs Kreise gleichen Durchmessers so angeord-
net werden, dass sie sich gegenseitig beriihren.

Die Kreismittelpunkte der &ufleren Kreise liegen dann auf den Eckpunkten eines
regelméBigen Sechsecks. Man bendtigt mit der Mittelader genau 7 Adern.

Aufgabe 6 - 010816
Es ist ein Kreis zu konstruieren, der eine gegebene Gerade g in dem gegebenen Punkt B beriihrt und
durch einen gegebenen Punkt A geht, der nicht auf g liegt.

Begriinde die Konstruktion!

Beriihrt der Kreis die Gerade g, so muss der Kreismittelpunkt M auf
dem Lot (Senkrechte) auf g in B liegen.

M muss aber auch, als Punkt der von A und B den gleichen Abstand
hat, auf der Mittelsenkrechten der Strecke AB liegen.

Der Schnittpunkt der Senkrechten in B und der Mittelsenkrechten ist
dann der gesuchte Kreismittelpunkt M.

Bearbeitete Losungen der I. Runde 1961 dbernommen aus [5]
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2.3.2 Il. Runde 1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - 010821
Die Stahlerzeugung ist in der UdSSR, bis 1960 gegeniiber 1913 (zaristisches Russland) auf etwa 1640
Prozent gesteigert worden.

In wieviel Tagen wurde 1960 in der UdSSR genau soviel Stahl erzeugt wie im gesamten Jahr 19137

Die Stahlerzeugung der UdSSR im Jahr 1960 entspricht 1640 Prozent der Jahresproduktion von 1913,
d.h. der Produktion innerhalb von 365 Tagen. Die gesamte Jahresproduktion von 1913, also 100 Prozent,
werden dann an 100 : 1640 - 365 Tagen ~ 22 Tagen im Jahr 1960 erzeugt.

Aufgabe 2 - 010822
Fiir eine grofle Schmiedepresse wurden als Fiihrungssédulen vier Stahlzylinder mit einem Durchmesser
von d = 512 mm und einem Gesamtgewicht von G = 68 Mp gedreht.

Wie lang ist eine Fiithrungssidule? (Wichte des Stahls v = 7,85-2.)

cm3 *

Jeder der vier Stahlzylinder hat ein Gewicht G = % -68 Mp = 17 Mp. Fiir das Gewicht eines Zylinders
gilt G =~-V =+ -7r?h, d.h. Wichte mal Zylindervolumen. Umstellen nach der Hohe h, Einsetzen und
Ausrechnen ergibt:

G, 1,7-107 p

h= _ — 1051,8 cm ~ 10,5 m.
N2 (T8525) -7+ (25,6 cm)? o0 Ao

cm3

Jede Fithrungsséule ist rund 10,5 m lang.

Aufgabe 3 - 010823
In der Messe eines Schiffes unserer Fischereiflotte sitzen die Mitglieder der Besatzung und sprechen
iber ihr Alter.

Der Steuermann sagt: ”Ich bin doppelt so alt wie der jingste Matrose und 6 Jahre &lter als der
Maschinist.”

Der 1. Matrose sagt: "Ich bin 4 Jahre &lter als der 2. Matrose und ebenso viele Jahre dlter als der
jiingste Matrose, wie ich jiinger bin als der Maschinist.”

Der 2. Matrose sagt: "Gestern habe ich meinen 20. Geburtstag gefeiert.”
Die Besatzung besteht aus 6 Mitgliedern, das Durchschnittsalter betrégt genau 28 Jahre.
Wie alt ist der Kapitan?

Es empfiehlt sich, Bezeichnungen fiir das Alter der Beteiligten einzufiihren:
k,s,m,myi, ma und m; seien das Alter des Kapiténs, des Steuermanns, des Maschinisten sowie des 1., 2.
und des jingsten Matrosen. Die Aussagen ergeben nun folgendes Gleichungssystem:

Steuermann: s =2mj =m+6, (1)
1. Matrose: my = mg + 4, (2)
1. Matrose: my —mj =m—mq, (3)
2. Matrose: me = 20, (4)
Durchschnitt:  k+s+m+mq +ma+m; =6-28=168. (5)

Aus (4) und (2) folgt m; = 24, daraus und aus (3) folgt m; = 2m; — m = 48 — m, letzteres in (1)
eingesetzt ergibt m = 30 und s = 36. Diese Ergebnisse schliefilich in (5) eingesetzt, fithrt auf

k436 +30424+204 18 = 168 - k = 40.

Der Kapitéin ist somit 40 Jahre alt.

149



2.3.2 II. Runde 1961, Klasse 8

Aufgabe 4 - 010824
Konnen zwei Sehnen eines Kreises, die nicht Durchmesser sind, einander halbieren? Die Antwort ist
zu begriinden!

Beweis: Zwei Strecken, die sich schneiden, legen eindeutig ein Viereck fest, das diese Strecken als Diagona-
len besitzt. Ein Viereck, dessen Diagonalen einander halbieren, ist ein Parallelogramm. Ein in einen Kreis
einbeschriebenes Parallelogramm ist stets ein Rechteck. Dessen Diagonalen wiederum sind Durchmesser
des Kreises, also ist die Antwort: nein.

Aufgabe 5 - 010825

Gibt es in einem Drachenviereck, das nicht gleichzeitig Rhombus ist, einen Punkt, dessen Absténde
von den vier Seiten einander gleich sind?

Wenn ja, dann konstruiere diesen Punkt und beweise, dass er die angegebene Eigenschaft hat!

Analysis und Konstruktion:

(Bild) Aus Symmetriegriinden muss der gesuchte Punkt E
auf der Diagonalen AC des Drachenvierecks ABCD liegen.
Auf dieser ist es genau der Schnittpunkt mit der Winkelhal-
bierenden von ZADC bzw. ZABC.

Beweis:

Punkte auf einer Winkelhalbierenden haben von beiden
Schenkeln des Winkels stets den gleichen senkrechten Ab-
stand. Das zeigt man, indem zwei rechtwinklige Dreiecke
DFFE und DGE betrachtet werden:

die Winkelhalbierende DF als gemeinsame Seite, die gleichen Winkel ZFDE = /G DF sowie die ebenfalls
gleichen rechten Winkel /DFE = ZDGE = 90°. Damit sind auch die dritten Winkel gleich und die
beiden Dreiecke nach WSW kongruent.

Die Lote EF = EG (die gleichzeitig die gesuchten Abstéinde sind) haben demzufolge die gleiche Linge.
Somit ist Punkt E der Inkreismittelpunkt des Drachenvierecks. O

Aufgaben der II. Runde 1961 geldst von Carsten Balleier
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2.3.3 IIl. Runde 1961, Klasse 8

Aufgabe 1 - 010831

In einem Kreis wurde in einem Quartal der Plan fiir die Produktion von Mauersteinen (Plan: 1350000
Stiick) insgesamt mit 100,1 Prozent erfiillt. Eine Uberpriifung der Betriebe zeigte, dass dabei zwei
Betriebe, die laut Plan 150000 bzw. 290000 Stiick Mauersteine zu produzieren hatten, den Plan nur
mit 80,0 Prozent bzw. 86,2 Prozent erfiillt hatten.

a) Wie viel Mauersteine hitten in diesem Kreis produziert werden kénnen, wenn diese beiden Betriebe
ihren Plan mit 100 Prozent erfiillt hétten?
b) Wie viel Prozent hétte in diesem Falle die Planerfiillung fir den Kreis betragen?

a) Der erste Betrieb hitte 20 % von 150000 Steinen mehr produzieren kénnen, also 30000 Stiick.
Der zweite Betrieb dagegen 13,8 % von 290000, also 40020 Stiick.

Zusammen mit den 1350000 - 1,001 = 1351350 tatsdchlich produzierten Mauersteinen wéren es also
1421370 Mauersteine gewesen.

b) Die Planerfiillung hétte dann bei %ggéggg = 1,053 = 105,3 Prozent gelegen.

Aufgabe 2 - 010832

Peter hat fiir seine Modelleisenbahn ein ”Schienenoval” auf einem
Brett aufgebaut (siehe dazu die Skizze; die Kreisbogen sind Halb-
kreise).

Hans, den er eingeladen hat, fragt plotzlich: "Was meinst du, o 800

fahrt der Zug so schnell wie in Wirklichkeit?” Peter antwortet:
”Bestimmt nicht, stell dir doch einmal einen richtigen Zug dane-

| |

l l

ben vor! Unser Zug schafft doch héchstens einen Kilometer in der ’«T’
'77

tunde!
7Ja”, sagt Peter, "das schon, aber 1 km bedeutet ja fiir die Anlage etwas ganz anderes. Man miisste
es umrechnen.” Sie iiberlegen und ermitteln dann folgende Werte:

Zeit fiir eine Umkreisung;: 11s
Spurweite der Modellbahn: 18,5 mm
Spurweite in Wirklichkeit: 1435 mm

a) Wie grof} ist die Geschwindigkeit des Zuges tatséchlich?
b) Wie groff wére die Geschwindigkeit vom Standpunkt der Modelleisenbahn?

a) Fir die tatsichliche Geschwindigkeit des Zuges benotigt man die Lénge, die er auf dem Schienenoval
zuriicklegt. Das sind zwei Strecken und zwei Halbkreisbogen: 2 - 700mm + 27 - 400mm = 3,91m.

Das ergibt eine Geschwindigkeit des Modelleisenbahnzuges von 35,6<F = 1,28 kaln

b) 18,5 mm Spurweite auf der Modellbahn entsprechen 1435 mm Spurweite in der Wirklichkeit. Der
Geschwindigkeit des Zuges entsprechen also in Realitét

35,6 - 1435mm
18,5mm

m km
=27,6— ~ 100—.
S h

Aufgabe 3 - 010833
Zu beweisen ist folgender Satz:

Die Summe zweier beliebiger aufeinanderfolgender gerader Zahlen ist nicht durch 4 teilbar!

Welcher Rest bleibt bei Division durch 4 ?

Eine gerade Zahl kann stets als 2n (mit n € N) geschrieben werden, die darauf folgende gerade Zahl ist
dann 2n + 2. Damit ist 2n + (2n 4 2) = 4n + 2, also ist die Summe nicht durch vier teilbar, sondern ldsst
den Rest 2. [J
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Aufgabe 4 - 010834
Wer hat den Ring?

Ruth, Fritz, Ewald, Brigitte und Erika spielen ein Pfanderspiel. Ruth verlésst das Zimmer; inzwischen
versteckt eines der anderen Kinder einen Ring bei sich. Ruth kehrt zuriick und soll feststellen, wer
den Ring hat. Nun macht jedes Kind drei Aussagen. Von diesen Aussagen sind zwei richtig und eine
falsch. Ruth soll auf Grund dieser Aussagen, ohne zu raten, finden, wer den Ring hat.

Ewald: 1 Ich habe den Ring nicht.
2 Fritz hat den Ring.
3. Ich habe dieses Spiel schon oft gespielt.
Fritz: 1.  Ich habe den Ring nicht.
2 Ewald irrt sich, wenn er meint, daf ich den Ring habe.
3

Erika hat den Ring.

Jetzt unterbricht Ruth und sagt: ”Ich muss nachdenken, vielleicht finde ich jetzt schon, wer den Ring
hat.” Und nach wenigen Minuten sagt Ruth, wer den Ring hat. Wie konnte sie das feststellen?

Die Idee ist herauszufinden, welche Aussagen von Ewald und Fritz sich widersprechen, da dann eine davon
falsch sein muss.

Da Fritz’ Aussagen 1 und 2 gleichbedeutend sind, kénnen sie nur gleichzeitig wahr oder falsch sein.
Letzteres ist ausgeschlossen, da Fritz nur eine falsche Aussage macht. Also ist seine 3. Aussage falsch;
weder er noch Erika haben den Ring.

Ewalds 2. Aussage widerspricht Fritz’ erster (die wahr ist), also ist sie falsch.

Also muss Ewalds 1. Aussage stimmen, es bleibt nur noch Brigitte iibrig. Folglich hat sie den Ring.

Aufgabe 5 - 010835
Gegeben sind die Punkte P und @ mit einem Abstand von 5 cm.

Konstruiere zwei Parallelen, von denen eine durch P, die andere durch @) geht und die voneinander
einen Abstand ¢ = 3 ¢cm haben!

Begriinde die Konstruktion! Wie viel verschiedene Moglichkeiten gibt es dabei in der Ebene?

1. Analyse:

(Bild) Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck PQA, dessen Hypo-
tenuse PQ) = 5 cm und dessen Kathete AP = 3 cm betrigt. Eine der
Parallelen, etwa go, geht dann durch A und @, die andere, g; || g2, geht
durch Punkt P.

II. Konstruktionsbeschreibung:

Wir zeichnen den Thales-Kreis iiber dem Durchmesser PQ und schlagen
anschliefend mit dem Zirkel einen Kreisbogen mit dem Radius a um P.
Damit erhalten wir zwei mogliche Punkte A; bzw. As.

III. Beweis:
Der (stets senkrechte) Abstand beider Parallelen g; und g5 ist durch die Strecke a nach obiger Konstruk-
tion gegeben; P und @ haben ebenfalls den geforderten Abstand.

Beide Paare von Parallelen erfiillen somit die Bedingungen der Aufgabenstellung. O

Aufgaben der I1I. Runde 1961 geldst von Carsten Balleier
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2.4 1l. Olympiade 1962
2.4.1 I. Runde 1962, Klasse 8

Aufgabe 1 - 020811

Kann die Summe von drei beliebigen, aber aufeinanderfolgenden natiirlichen (positiven ganzen) Zah-
len eine Primzahl sein?

Die Antwort ist zu begriinden!

Die Summe von drei aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen ist n+ (n+ 1) + (n 4 2) = 3n + 3. Sie ist
also durch 3 teilbar, aber verschieden von 3 wegen n > 1. Damit ist die Summe keine Primzahl.

Aufgabe 2 - 020812

Fir den Zusammenbau von 1000 kompletten Schalterteilen fiir elektrische Gerédte benétigte
im VEB Elektro-Apparate-Werk Berlin-Treptow ein Arbeiter bisher 27% Stunden. In einem
Schiilerwettbewerb unterbreitete ein Schiiler einen Verbesserungsvorschlag, durch den diese Zeit auf
16 % Stunden verringert werden konnte.

a) Um wieviel Prozent verringerte sich die Arbeitszeit?

b) Um wieviel Prozent erhohte sich dabei die Arbeitsproduktivitat?

Anmerkung: Unter der Arbeitsproduktivitdt versteht man in diesem Falle den Quotienten aus der
Anzahl der Schalterteile und der fiir ihre Herstellung bendtigten Arbeitszeit.

Die Arbeitszeit verringerte sich um 11 : 273 - 100% = 40%.
Die Produktivitdt betrug vorher 36%h71, jetzt liegt sie bei GO%hfl. Sie ist also um 66%% gestiegen.

Aufgabe 3 - 020813

Im Berliner Stadtzentrum wird das neue Hotel Berolina gebaut. Es ist an der Vorderfront mit 286
Auflenwandplatten verkleidet. Fiir jedes der zehn Obergeschosse werden 26 nebeneinanderliegende
Platten benotigt.

Die beiden duBeren Platten haben eine Fliche von je 6,73 m?, alle anderen 24 Platten eines Geschosses
eine Fliche von je 6,37 m?2. Die Plattenhéhe betrigt 2,74 m.

Den oberen Abschluss der Fassade bilden als Verkleidung des Dachgeschosses ebenfalls 26 Platten.
Von diesen Platten haben die #uBeren eine Fliche von je 3,73 m2. Die Hohe aller dieser Platten
betragt 1,52 m.

Es sind zu berechnen: a) die Hohe der Fassade, b) die Lénge der Fassade!

Anmerkung: Zwischen je zwei Platten verbleibt stets eine Fuge von 5 cm Breite. Zur Hohe ist auflerdem
noch die der Empfangshalle mit 10 m hinzuzufiigen.

Die Fassade ist 10m + 10 - 2,74m + 1,52m + 10 - 0,05m = 39,42m hoch.
Thre Linge betragt 2 - (6,73 : 2,74)m + 24 - (6,37 : 2,74)m + 25 - 0,05m = 61,85m.

Aufgabe 4 - 020814
Bei der folgenden Divisionsaufgabe sind die fehlenden Ziffern zu ergénzen! Wie wurden die Ziffern
ermittelt? (Begriindung!)

* % ok ox ok ox k% % s P = * ok % ox 8 ok ok
* ok %
I T
* ok %
* k%
* % %
* %
* %
* *
* *
0
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Die einzige Ziffer, iiber die wir am Anfang verfiigen, ist die 8. Man sieht, dass ihr Produkt mit dem
Divisor zweistellig ist, also kann der Divisor nicht gréfler als 12 sein.

Da der Quotient aber zwei Stellen weniger hat als der Dividend, muss der Divisor wenigstens 11 sein. Da
aber das Produkt der Einerstelle des Quotienten mit dem Divisor dreistellig ist, bleibt nur die 12 {ibrig —
gleichzeitig muss die Einerstelle selbst 9 und die Zehnerstelle 0 sein. Das ist in der ersten Abbildung zu
sehen.

* * * * * * 0 8 12 = * * * * 8 0 9
* *
* * *
* * *
* * *
* * *
x %
9 6
1 0 8
1 0 8
0

Dann addiert man nach oben, bekommt eine 97 in der fiinften Zeile von unten, die 7 iibertrdgt man in
die Hunderterstelle des Dividenden. Die nédchsthohere Zeile ist wieder dreistellig, also 108. Also wieder
nach oben addieren, die nédchste Zeile ist wieder 108, u.s.w.

Die Aufgabe lautet also 109197708 : 12 = 9099809.

* * x x 7 7 0 8 12 = *x x *x 9 &8 0 9
* *
* k%
1 0 8
1 1 7
1 0 8
9 7
9 6
1 0 8
1 0 8
0

Aufgabe 5 - 020815

Beweise folgenden Satz:

Liegt der Mittelpunkt des Umkreises eines Dreiecks auf einer seiner Seiten, so ist das Dreieck recht-
winklig!

< Der Umkreismittelpunkt hat zu den drei Eckpunkten des Dreiecks den glei-

chen Abstand. Daher ist er — wenn er auf einer der Seiten liegt — Mittel-
punkt dieser Seite; umgekehrt ist diese Seite dann Durchmesser des Kreises.

Der Winkel am verbleibenden Eckpunkt ist dann nach dem Satz des Thales
ein rechter Winkel.

Aufgabe 6 - 020816
D R C Gegeben sei ein Rechteck ABC'D, dessen Seiten wie in der Abbildung

sdmtlich im Verhéltnis 1 : 2 geteilt seien. Wir nennen die Teilpunkte
g P,Q, R, S und verbinden sie fortlaufend miteinander.

0 a) Fihre diese Konstruktion fiir das Rechteck mit den Seiten AB =
10 cm und BC = 7 cm durch!

A P B b) Was fiir ein Viereck ist das Viereck PQRS? (Beweis!)

¢) Wie verhélt sich der Flicheninhalt des Vierecks PQRS zu dem des Rechtecks ABC'D? Gilt das
Ergebnis auch fiir andere derartig geteilte Rechtecke? (Begriindung]!)
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D R C a) Siehe nebenstehendes Bild (nicht mafistabsgerecht).
b) Behauptung: PQRS ist ein Parallelogramm.
S
Beweis: Wegen AB = CD, BC = DA und gleicher Teilungs-
0 verhéltnisse auf den Seiten gilt AS = CQ, AP = CR, BP = DR
sowie BQ = DS. Nach Kongruenzsatz SWS ist AAPS = ACRQ
und ABQP = ADSR. Also ist PQ = RS, QR = SP und somit
A P B PQRS ein Parallelogramm. [J

¢) Mit a = AB = CD und b = BC = DA ist [APS] = [CRQ] = % - & - %b = &ab sowie [BQP] =

[DSR] = 3 - % - 2¢ = Lab, mithin

[PQRS] = [ABCD] — ([APS) + [CRQ] + [BQP) + [DSR]) = ab — gab - gab.

Das Verhéltnis der Flacheninhalte betragt somit stets 8, unabhéngig von den konkreten Abmes-
sungen des Rechtecks.

Bearbeitete Losungen der I. Runde 1962 ibernommen aus [5]
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2.4.2 Il. Runde 1962, Klasse 8

Aufgabe 1 - 020821
Zu beweisen ist folgender Satz:

‘Wenn sich der Bruch

Z;Z nicht kiirzen lisst, dann ist stets auch ¢ unkiirzbar.

Man kann diesen Satz indirekt beweisen. Das bedeutet, dass man die dquivalente Umkehraussage beweist,
also: Wenn ¢ kiirzbar ist, dann ist auch g—;g kiirzbar.

Die Voraussetzung bedeutet, dass a und b einen gemeinsamen Teiler haben, dieser sei m. Damit gilt
a = ma’ und b = mb’, weiterhin
a mad d

T
Setzt man das in den Term der Behauptung ein, sieht man, dass er tatsédchlich kiirzbar ist:

a—b ma —-—mb m(d-V) d-V

a+b  md +mb m(a +0) o +V’

Aufgabe 2 - 020822

Nach den Plédnen, die auf dem XXII. Parteitag der KPdSU ausgearbeitet wurden, soll die Koh-
leférderung 1980 um 687 Millionen t hoher liegen als im Jahre 1960. Die Kohleférderung im Jahre
1980 betrigt 234 Prozent im Vergleich zum Jahre 1960.

Berechne die geplante Kohleforderung des Jahres 1960! Runde auf volle Millionen t!

Es gilt, den Grundwert x zum Prozentwert 687 Millionen t, der 134 Prozent (mehr als 1960, wo es 100
Prozent waren) entspricht, zu berechnen. Also lautet die Beziehung x : 687 Millionen t = 100 : 134.

Daraus erhélt man 513 Millionen t geférderte Kohle im Jahr 1960.

Aufgabe 3 - 020823

Berechne:
m? —n?  m?+2mn+n?
m-—-n m-+n
m?2—n? m24+2mn+n?  (m+n)(m-—n) (m+n)?
= + =m+n+m+n=2m+n)
m-—n m-4+n m-—n m+4+n

Aufgabe 4 - 020824
Welche z erfiillen die folgende Gleichung:

rz 1 x 2\ (3z 1 r 1
6--6-D- G- G-
2?2 oz 2_5(52 3lx 1

T 3 s TT TR

5 5

2" 36

Also ist £ = 2, wovon man sich in der Probe noch einmal tiberzeugt.
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Aufgabe 5 - 020825
Drahtseile bestehen haufig aus Litzen, die wieder aus einzelnen Stahl-

dréhten bestehen. Die Litzen sind um eine gefettete Hanfseele geschlagen,
die das Seil von innen her schmiert. Die Abbildung zeigt den Querschnitt
durch ein solches Drahtseil, das aus 42 Driahten und einer (grau gefiarbten)
Hanfseele besteht. Jeder Draht hat einen Durchmesser von 1 mm.

Wie grof ist der Durchmesser des dem Seilquerschnitt umbeschriebenen
Kreises? Begriindung!

Eine wesentliche Eigenschaft von Kreisen ist, dass man sie in regelméflige Sechsecke einbeschreiben
kann, bei denen der Abstand gegeniiberliegender Seiten gleich dem Kreisdurchmesser ist. Demzufolge

kann man den grau gefirbten Innenbereich mit diesen Sechsecken ”parkettieren”; der Rest ist dann eine
Abzéahlaufgabe.

Der Durchmesser des Umkreises wird von 9 aneinanderliegenden Kugeln gebildet, er ist also 9 mm.

Aufgabe 6 - 020826

Klaus fahrt mit seinem Moped mit gleichbleibender Geschwindigkeit eine Strafle entlang und passiert
dabei zu Anfang einen Kilometerstein mit einer zweistelligen Zahl vor dem Komma. Nach genau
1% Stunden kommt er wiederum an einem Kilometerstein vorbei, auf dem vor dem Komma die
gleichen Ziffern, jedoch in umgekehrter Reihenfolge stehen.

Nach weiteren 1% Stunden ist er am Ziel und erblickt einen Kilometerstein, dessen dreistellige Zahl
vor dem Komma aus den beiden Ziffern des ersten Steines, zwischen denen sich eine Null befindet,
besteht. Hinter dem Komma stand in allen drei Féllen die gleiche Ziffer.

a) Welche Strecke legte Klaus zuriick?

b) Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit fuhr er?

Die Abschnitte zwischen dem ersten und zweiten bzw. zweiten und dritten Kilometerstein miissen gleich
sein. Sei die Zahl auf dem ersten 10a + b, auf dem zweiten 10b + a und auf dem dritten 100a + b mit
1 < a,b <9. Dann gilt (10b+ a) — (10a + b) = (100a + b) — (10b + a) oder umgeformt 108a = 18b oder
6a = b.

Im vorgegebenen Bereich wird das blo3 von ¢ = 1, b = 6 erfillt. Also stand auf den Kilometersteinen
16, 61 und 106 — Klaus legte also 90 km zuriick. Da er 3 h gebraucht hat, war seine durchschnittliche
Geschwindigkeit 30 kTm

Aufgabe 7 - 020827
Von einem Dreieck sind die Summe zweier Seiten und zwei Winkel gegeben:

a+b=10 cm, B = 45°, v = 60°

Konstruiere das Dreieck! Beschreibe und begrinde die Konstruktion!

Man konstruiere zuerst ein beliebiges Dreieck A’ B’C mit den angebenen Winkeln; dieses ist dem gesuchten
dann dhnlich.

Dann verliangere man die Seite b’ iiber den Punkt A’ hinaus um die Seite a’; man erhélt den Punkt D.

Nunmehr kann man eine Gerade durch C' zeichnen, auf der man a+ b abtrage, der entstandene Endpunkt
sei E. Zu beachten ist, dass CD und CFE einen spitzen Winkel miteinander bilden. Die Parallele zu DE
durch A’ teilt (Strahlensatzkonstruktion!) CE = a + b genau in a (Endpunkt ) und b (bei C).

Diese Seiten kann man in C antragen, womit man das Dreieck ABC bekommt.
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Aufgabe 8 - 020828
Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse AB = 10 cm! Der Fuflpunkt der Hohe h,
soll die Hypotenuse in zwei Abschnitte teilen, die sich wie 2 : 3 verhalten.

Bestimme aus der Konstruktion die Linge von h.! Beschreibe die Konstruktion!

Man zeichne die Strecke AB. Diese teile man, z.B. per Strahlensatzkonstruktion, im Verhéltnis 2 : 3. Im
Teilungspunkt errichte man die Senkrechte, auf der die Hohe h, liegt.

Den anderen Endpunkt der Hohe erhédlt man nach dem Satz des Thales: konstruiert werden muss der
Kreis mit AB als Durchmesser. Sein Schnittpunkt mit der errichteten Senkrechten ist der gesuchte Punkt
C' des Dreiecks. Damit kann man feststellen, dass die Lange von h. ~ 4,9 cm betragt.

Aufgabe 9 - 020829
Folgende Behauptung ist zu beweisen:

Die Mittelpunkte der Quadrate, die iiber den Seiten eines beliebigen Parallelogramms so errichtet
worden sind, dass die Quadrate aulerhalb des Parallelogramms liegen, bilden fortlaufend miteinander
verbunden ein Quadrat.

(Hier geniigt es nicht, nur die Zeichnung anzufertigen, das ist kein Beweis! Es miissen die Eigenschaf-
ten eines Quadrates nachgewiesen werden. Die Eigenschaften sind: alle Seiten sind gleich lang, alle
Winkel sind 90° grof}.)

Man bezeichne die Mittelpunkte {iber den Seiten a, b, c und d in dieser Reihenfolge mit M,, M, M. und
M. Dann kann man die Kongruenz von z.B. Dreieck AM,M; und BM, M, zeigen.

Es gilt
AM, = BM, (halbe Diagonalen im gleichen Quadrat),

AM,; = BM, (halbe Diagonalen in kongruenten Quadraten, da gegeniiberliegende Parallelo-
grammseiten gleich lang sind) und

/M,AM, = /M,BM,.

Letzteres sieht man, indem man diese Winkel durch Teilwinkel ausdriickt, d.h. ZM,AM; = 2-45°+2ZDAC
und ZM,BM,, = 2 -45° 4+ (90° — LABC). Da aber im Parallelogramm benachbarte Winkel zusammen
90° grof} sind, sind letztere Ausdriicke gleich.

Aus der bewiesenen Kongruenz folgt M, My = M, My und LAM, My = ZBM,Mj.
Mit der zweiten Aussage gilt L MyM, M, = ZAM,B = 90°.

Da man diesen Beweis analog fiir alle anderen Seitenpaare und Winkel des Vierecks M, My M. M, durch-
fiihren kann, sind alle Seiten gleich und Winkel 90° grof3. [J

Aufgaben der II. Runde 1962 gelist von Carsten Balleier
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2.4.3 I1l. Runde 1962, Klasse 8

Aufgabe 1 - 020831
Zinkblende ist ein Erz und enthélt 65 Prozent Zink. Von dieser Zinkmenge gehen bei der Gewinnung
noch 15 Prozent verloren.

Wie viel kg Zinkblende sind erforderlich, um 1000 kg Zink zu gewinnen?

Die 1000 kg Zink, die gewonnen werden sollen, sind 85% des Zinks, das in der Zinkblende enthalten ist,
also sind 100% 1176,5 kg. Dies wiederum ist 65% der Gesamtmenge an Zinkblende, die demzufolge 1810
kg betragen muss.

Aufgabe 2 - 020832
Rechenvorteile erleichtern das Kopfrechnen. Zwei Zahlen von 11 bis 19 kann man z. B. folgendermafien
multiplizieren:

1817 =7 1847 25
Null anhéngen 250
7 -8 addieren 306

Weise die Richtigkeit dieses Rechenvorteils nach!

Man kann das Produkt darstellen als (10 4+ a)(10 4+ b) mit 1 < a,b < 9. Es ist daher gleich
100 + 10a + 10b + ab = 10(10 4+ a + b) + ab.

Die Summe aus 10 und den beiden Einerstellen entspricht im Beispiel 18 + 7, die Multiplikation mit 10
der angehdngten Null und das Produkt der Einer der 7 - 8.

Aufgabe 3 - 020833

Rainer, der zur Fulballmannschaft der Schule gehort, schafft Ordnung in dem Schrank fiir Fu$ball-
schuhe. Er weif}; dass einige Schuhe zum Schuhmacher gebracht worden sind.

Er stellt fest, dass die Schuhe verschiedene Gréfien aufweisen, ndmlich 37, 38, 39 und 40.

Sechs Paare sind ordnungsgeméf zusammengebunden, das sind Schuhe jeder Gréfie. Die meisten die-
ser Paare sind von der Grofle 38.

Von den auflerdem vorhandenen fiinf rechten Schuhen ist keiner von der Grofle 38, die meisten sind
von der Grofle 39.

Die aufierdem noch vorhandenen acht linken Schuhe gehéren zu jeder Gréfie, am meisten ist die Grofie
40, am wenigsten die Grofle 37 vertreten.

a) Wie viel Fulballschuhe sind beim Schuhmacher?
b) Was fiir Fufiballschuhe sind das?

Begriinde deine Antwort!

Von jeder Grofle gibt es mindestens einen; und von der 38 mehr als von jeder anderen.

Giébe es 2 von der 38, miisste es von einer anderen Grofie auch 2 geben. Es diirfte eine andere Grofle gar
nicht vorhanden sein. Also muss die 38 dreimal, die anderen je einmal unter den Paaren vertreten sein.

Bei den rechten Schuhen geht man analog vor: es gibt nur drei Groflen, insgesamt aber einen Schuh
weniger als bei den Paaren. Rainer hat also 3 rechte 39-er und je einen 37-er und 40-er vor sich.

Bei den linken weifl man, dass es wenigstens einen Schuh der 37 gibt und dass die anderen haufiger (d.h.
mind. 2-mal) vorkommen. Da es nur 8 linke gibt, ist die 40 dreimal, die 39 und 38 je zweimal und die 37
einmal vertreten.

Wenn man schaut, welche linken und rechten noch zu Paaren gebunden werden kénnen, stellt man fest,
dass 2 rechte 38-er, ein linker 39-er und 2 rechte 40-er beim Schuhmacher sein miissen.
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Aufgabe 4 - 020834
Es soll ein Drachenviereck konstruiert werden, in dem 2 gegeniiberliegende Winkel je 100° betragen,
das Verhéltnis der ungleichen Seiten 2 : 3 ist und eine Diagonale 7 cm misst.

Die Konstruktion fihrt man in zwei wesentlichen Teilen durch.

(1) Man konstruiert ein Dreieck, welches der einen Halfte des
Drachenvierecks dhnlich ist.

Man zeichnet einen Winkel von 100° (der Scheitel sei A), auf
dessen Schenkeln man zwei bzw. drei (beliebig wéhlbare) Einheiten
abtrdagt. Die beiden Endpunkte (B’ und D’) verbindet man, die
erhaltene Strecke ¢’ entspricht der Diagonalen e von 7 cm. (2) Per
Strahlensatzkonstruktion erzeugt man die richtige Gréfle. Auf der
Geraden durch D'B’ wird Punkt P konstruiert, indem die Linge e
von D’ aus in Richtung B’ abgetragen wird. Nun wird eine Gerade
durch P parallel zu AD’ konstruiert, die die Gerade durch AB’ in
B schneidet. Die Parallelverschiebung von B’D’ durch B erzeugt D
als Schnittpunkt mit der Geraden durch AD’.

P

(3) Das Dreieck ABD wird an BD gespiegelt. Der Spiegelpunkt von A sei C. Es entsteht das Drachen-
viereck ABCD, welches den geforderten Bedingungen entspricht.

Aufgabe 5 - 020835
Beweise folgenden Satz:

Wenn man durch den einen Schnittpunkt zweier Kreise die beiden Durchmesser zieht, so liegen deren
andere Endpunkte mit dem zweiten Schnittpunkt der Kreise in einer Geraden.

Beweis: Sei der erste Schnittpunkt S, der andere S’ und heiflen die

> anderen Endpunkte der Durchmesser P, und Ps.
Dann ist ZP;S’S ein Peripheriewinkel tiber dem Durchmesser P;S,
nach Satz des Thales also ein rechter Winkel. Ebenso gilt £/PS’'S =
90°. Damit schlieBen P; S’ und P,S’ einen Winkel von 180° ein; mit
P, g 3 anderen Worten: P;, S’ und P, liegen wie behauptet auf einer Geraden.

O

Aufgabe 6 - 020836

a) Gegeben sind drei Geraden g¢;, g» und g3, von denen keine auf einer anderen senkrecht steht. Sie
schneiden einander im Punkt S. Auf g; liegt ein weiterer Punkt A. Gesucht ist das Dreieck ABC, in
dem die Hohen auf den Geraden liegen.

b) Untersuche sdmtliche Fille, bei denen 2 Geraden aufeinander senkrecht stehen und der Punkt A
auf einer dieser Geraden oder auf der dritten liegt!

C
a) Man fillt die Lote von A auf g und g3. Diese verliangert
man, so dass sie g3 bzw. g2 schneiden. Diese Schnittpunkte
g2 sind die anderen beiden Eckpunkte des Dreiecks.
g1 S b) Hier geht man ebenso vor. Falls A auf einer der beiden senk-

9 recht zueinander stehenden Geraden liegt, ergibt sich ein

rechtwinkliges Dreieck. Liegt A aber auf der dritten Gera-
den, entsteht iberhaupt kein Dreieck.

Aufgaben der III. Runde 1962 gelist von Carsten Balleier
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2.5 Ill. Olympiade 1963
2.5.1 1. Runde 1963, Klasse 8

Aufgabe 1 - 030811

Im Jahre 1962 landeten die Fangfahrzeuge der Hochseefischerei 117291 t Fisch an. Die Fangmenge
im ersten Halbjahr 1963 betrug 74445 t Fisch; das waren um 44 Prozent mehr als im ersten Halbjahr
1962.

a) Wie gro8 war die Fangmenge im ersten Halbjahr 19627

b) Wie grofl wire die gesamte Fangmenge im Jahre 1963, wenn man fiir das zweite Halbjahr 1963
die gleiche prozentuale Steigerung gegeniiber dem ersten Halbjahr annimmt wie im Jahre 19627

a) Die Fangmenge im ersten Halbjahr 1962 betrug rund 74445 t/1,44 ~ 51700 t.
b) Die voraussichtliche Fangmenge betrigt 1,44 - 117291 t ~ 168900 t.

Aufgabe 2 - 030812

Klaus wird von seinen Eltern nach dem Ergebnis der letzten Mathematikarbeit gefragt. Er weif}, dass
5 Schiiler die Note 1, 8 Schiiler die Note 2, 4 Schiiler die Note 4 und die tibrigen Schiiler die Note 3
erhielten. Auflerdem erinnert er sich noch, dass die Durchschnittsnote genau 2,5 betrug.

Wie viel Schiiler haben die Arbeit mitgeschrieben?

Anzahl der Schiiler, die eine 3 geschrieben haben: z
Anzahl der Schiiler: n=54+8+44+x=17+=z
Durchschnittsnote: d =25=(5-1+8-24+x-34+4-4)/n

25 = (5-148-2+2-34+4-4)/(17+x)

25 = (54+16+z-3+16)/(17+x)
425+25-x = 37+z-3

55 = 0,5-x

11 = =z

n=17+x =17+ 11 = 28. 28 Schiiler haben die Arbeit mitgeschrieben.

Aufgabe 3 - 030813
Gegeben sind drei beliebige natiirliche Zahlen, die nicht durch 3 teilbar sind.

Beweise, dass entweder die Summe dieser drei Zahlen oder die Summe zweier von ihnen stets durch
3 teilbar ist!

Beweis: Fall 1:
Alle drei Zahlen lassen den gleichen Rest 1 bzw. 2 bei Division durch 3, dann ldsst ihre Summe den Rest
3 bzw. 6, ist also durch 3 teilbar.

Fall 2:
Zwei Zahlen lassen den Rest 1 (bzw. 2) und die dritte den Rest 2 (bzw. 1), dann addiert man eine Zahl,
die den Rest 1 lasst, und eine Zahl, die den Rest 2 ldsst, und erhélt wieder eine durch 3 teilbare Summe.

Da keine weiteren Fille existieren, folgt somit die Behauptung.

Aufgabe 4 - 030814

Rolf war doppelt so alt wie Inge, als er so alt war, wie sie jetzt ist. Jetzt sind beide zusammen 45 Jahre
alt.

Wie alt ist jeder?
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Inge sei frither  Jahre alt gewesen, dann war Rolf damals 2z Jahre. Heute ist Inge also 2z Jahre und
Rolf somit 3z Jahre. Beide zusammen sind heute 5z Jahre. Daraus erhédlt man z = 9.

Folglich ist Rolf 27 Jahre und Inge 18 Jahre alt.

Aufgabe 5 - 030815
In einem Kreis werden durch die Endpunkte eines Durchmessers parallele Sehnen gezogen.

Beweise, dass diese Sehnen stets gleichlang sind!

Beweis: Zusétzlich zur beschriebenen Konstruktion kann man noch die bei-
den Sehnen ziehen, die den Durchmesser und je eine Sehne zu einem Dreieck

: vervollstdndigt. Dann reicht es zu beweisen, dass beide Dreiecke kongruent
sind.

Die beiden urspriinglichen Sehnen und der Durchmesser bilden Wechsel-
winkel an geschnittenen Parallelen ().

Nach dem Satz des Thales sind die beiden Dreiecke rechtwinklig; und sie
haben eine Seite, den Durchmesser, gemeinsam. Aus Kongruenzsatz WSW
folgt, dass beide Dreiecke kongruent und damit beide Sehnen gleich lang
sind. [J

Aufgabe 6 - 030816 L
Gegeben sei eine Strecke AB und ein nicht auf ihr liegender

P Punkt P (Lage siehe Abbildung).

Es ist mit Zirkel und Lineal eine zu AB parallele Strecke gleicher
A B Lénge zu konstruieren, deren einer Endpunkt P ist! Fertige eine
Konstruktionsbeschreibung an!

Konstruktion: (Bild) Es ist ein Punkt @ gesucht mit PQ || AB
und PQ = AB.

e JJ(/ Q Das bedeutet, dass @ mit A, B und P ein Parallelogramm bilden
muss. Der Punkt @ muss also von B den Abstand AP haben.
A B Deshalb zeichnet man um B einen Kreisbogen mit Radius AP

und um P einen mit Radius AB.

Man erhélt zwei Schnittpunkte, es ist derjenige auszuwéhlen, fiir den Z/BQP = ZPAB gilt.

Bearbeitete Losungen der I. Runde 1963 ibernommen aus [5]
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2.5.2 Il. Runde 1963, Klasse 8

Aufgabe 1 - 030821

Ein rechteckiges Maisfeld von 360 m Léinge und 220 m Breite soll von zwei Mahhéckslern abge-
erntet werden. Proben haben einen durchschnittlichen Bestand von 58 kg je 10 m? ergeben. Jeder
Maéhhéacksler kann stiindlich 105 dt ernten.

a) In welcher Zeit wird das Maisfeld (bei ununterbrochenem Einsatz beider Maschinen) abgeerntet?

b) Fiir den Transport des Erntegutes stehen Hénger mit einem Fassungsvermogen von 3.5 t zur
Verfiigung. Jeder Hanger benétigt fiir das Be- und Entladen sowie fiir Hin- und Riickfahrt insgesamt
40 min (Umlaufzeit).

Wie viel Hanger braucht man mindestens, wenn die Arbeit ununterbrochen vonstatten gehen soll?

Die Antworten sind zu begriinden!

a) Das Feld hat einen Flicheninhalt von 360 m - 220 m = 79200 m?. Der Bestand hat also eine Masse
von 28 79200 m? = 459360 kg = 4594 dt.

Da beide Mahhécksler 210 dt jede Stunden ernten, benétigen sie damit 425—1%4 = 21,88 =~ 22 Stunden.

Ein jeder M&ahhéacksler erntet 3,5 t in 20 Minuten. Nimmt man an das Beladen und Hinfahrt genauso
lange dauert wie Entladen und Riickfahrt, so benotigt jeder Héacksler zwei Hanger, insgesamt also 4.

Aufgabe geldst von Steffen Polster

Aufgabe 2 - 030822
Beweise die folgende Behauptung:

Wenn bei einer sechsstelligen Zahl die ersten drei Ziffern mit den letzten drei Ziffern tibereinstimmen
(z.B. 781781), so ist die Zahl stets durch 7, 11 und 13 teilbar.

Eine sechsstellige Zahl z, mit den ersten drei und letzten drei Ziffern a,b,c, kann man darstellen als:
z =100000 - ¢ + 10000 - b+ 1000 - ¢+ 100 - a + 10 - b + c.

= 100100 - a + 10010 - b+ 1001 - ¢ = 1001 - (100a + 10b + a)

Da 1001 die Primteiler 7, 11 und 13 besitzt, wird z = 7- 11 - 13 - (100a + 10b + a).
Damit ist z durch 7, 11 und 13 teilbar.

Aufgabe geldst von Steffen Polster

Aufgabe 3 - 030823

In einer Aula stehen 300 Stiihle in mehreren gleichlangen Reihen hintereinander. Nimmt man fiir den
Mittelgang aus jeder Querreihe 3 Stithle heraus und bildet aus diesen Stithlen 5 neue Querreihen (mit
Mittelgang), so bleibt die Anzahl der Sitzplitze gleich.

Wie viel Stiithle standen urspriinglich in jeder Querreihe? Begriinde deine Behauptung!

r sei die Anzahl der Reihen und x die Anzahl der Stiihle je Reihe. Dann ist zu Beginn 300 = r - =, d.h.
, — 300

Nach dem Umstellen der Stiihle stehen 2:—3 Stiihle in jeder, der nun r+5 Reihen, d.h. 300 = (r+5)-(z—3).

Setzt man die erste Gleichung in die zweite ein, wird
300

Umstellen ergibt die quadratische Gleichung z? — 3z — 180 = 0 und mit der Lésungsformel
3 9 3 27
o=—+14/-+180= -+ —
ST i 27 2
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Nur z; = 15 ist positiv und somit die Losung. Folglich ist r = 3% = % = 20.

Am Anfang gab es 20 Reihen mit jeweils 15 Stithlen. Nach den Umstellen sind es 25 Reihen mit je 12
Stithlen.

Aufgabe gelost von Steffen Polster

Aufgabe 4 - 030824
Gegeben sei ein Trapez ABC' D mit den parallelen Seiten AB und C'D. X sei irgend ein Punkt der
Strecke AB und Y ein Punkt der Strecke C'D.

Beweise, dass die Strecke XY stets von der Mittellinie des Trapezes halbiert wird!

Der Schnittpunkt der Strecke XY mit der Mittellinie EF sei M.

DY H C Man ziehe durch M die Parallele zu AD. Diese schneide AB in G
und CD in H.
M Nun wird die Kongruenz der Dreiecke AGMX und AHY M
E F nachgewiesen:
A LIMGX = ZMHY ; Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen
A a b% B /ZGMX = ZHMY ; Scheitelwinkel, und MG = M H

MG = MH folgt aus der Tatsache, dass die Vierecke AGME und EM HD Parallelogramme sind mit
einer gleichen Seite EM und AE = ED, da die Mittellinie die Trapezseite halbiert.

Wenn nun die beiden Dreiecke AGM X und AHY M kongruent sind, so sind auch ihre Seiten M X und
MY gleich lang.

Lésung ibernommen aus [5]

Aufgabe 5 - 030825

Gegeben seien ein Kreis und ein Punkt P in seinem Innern.

Konstruiere durch P zwei gleichlange aufeinander senkrecht stehende Sehnen. Beschreibe und be-
grinde die Konstruktion!

Da gleichlange Sehnen gleichen Abstand vom Mittelpunkt M haben,
miissen sie symmetrisch zu dem Durchmesser d durch P liegen.

Errichtet man in P auf PM die Senkrechte und halbiert die rechten
Winkel, so erhilt man die gesuchten Sehnen.

Alternative: Man errichtet den senkrechten Durchmesser do auf di,
welcher wiederum der Durchmesser durch P ist. Darauf werden im
Abstand PM von M die Schnittpunkte S; und Sy erzeugt, welche
jeweils mit P verbunden auf den gesuchten Sehnen liegen.

Laut Konstruktion haben die Punkte Sy, P und Sy den gleichen Ab-
stand von M, liegen folglich auf einem Kreis um M, wobei S, M und
S auf einem Durchmesser dieses Kreises liegen. Folglich ist der Winkel
ZS1 PS5 = 90° nach dem Thalessatz.

Ferner gilt PS; = PSy, da PM 1 S5155. Die gesuchten Sehnen sind
eine Vergroflerung der Strecken PS; und PS; um denselben Faktor
(kleiner Kreis zu grofiem Kreis) und bleiben daher in ihrem Verhéltnis
zueinander identisch, also gleich gro8.

Aufgabe geldst von Manuela Kugel
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2.5.3 IIl. Runde 1963, Klasse 8

Aufgabe 1 - 030831
Welches ist die kleinste achtstellige Zahl, die aus lauter verschiedenen Ziffern besteht und durch 36
teilbar ist? Begriinde, dass es die kleinste derartige Zahl ist!

Eine Zahl ist durch 36 teilbar, wenn sie durch 9 und 4 teilbar ist.
Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn die Quersumme der Zahl durch 9 teilbar ist.
Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn die Zahl der letzten 2 Ziffern durch 4 teilbar ist.

Die Zahl soll aus 8 verschiedenen Ziffern bestehen, 10 Ziffern (0-9) gibt es. Es miissen also 2 Ziffern
weggelassen werden, so dass die Summe der restlichen Ziffern durch 9 teilbar ist. Dafiir kommen nur die
Zahlenpaare (0;9), (1;8), (2;7), (3;6) und (4;5) in Frage. Damit gibt es folgende minimal mégliche Zahlen:

(0;9) — 12345678 (1;8) — 20345679 (2;7) — 10345689
(3;6) — 10245789 (4;5) — 10236789

Das Paar (4;5) ermoglicht die kleinste Zahl, allerdings miissen die Ziffern so angeordnet werden, dass
die Zahl durch 4 teilbar ist. Damit die Zahl moglichst klein ist, sollte die grofieren Ziffern weiter hinten
stehen. Die durch 4 teilbare Zahl aus den grofitmoglichen 2 Ziffern ist dann 96. Es miissen also nur noch
die letzten 4 Ziffern umsortiert werden.

Dies ergibt dann die Zahl 10237896.
Aufgabe geldst von Korinna Grabski

Aufgabe 2 - 030832
Beweise folgende Behauptung;:

Wenn a und b entweder beide positive reelle oder beide negative reelle Zahlen sind, dann ist stets

5a% — 6ab + 56 > 0.

Beweis: Es gilt 5a® — 6ab + 50> = 5(a — b)? + 4ab. Der Summand 5(a — b)? ist stets eine nichtnegative
reelle Zahl, wihrend 4ab unter den angegebenen Bedingungen eine positive reelle Zahl ist.

Also gilt 5a® — 6ab + 56> > 0. O

Ubernommen von [5]

Aufgabe 3 - 030833

Zeichne ein beliebiges Dreieck ABC und seine Seitenhalbierenden! Der Schnittpunkt der Seitenhal-
bierenden sei S. Er ist gleichzeitig gemeinsamer Eckpunkt fiir die sechs Dreiecke, in die das Dreieck
ABC' durch die Seitenhalbierenden zerlegt wird.

Beweise, dass diese sechs Dreiecke sémtlich untereinander flichengleich sind!

Beweis: (Bild) Zuerst wird gezeigt, dass je zwei kleine Dreiecke, die an
einer Seite des groflen Dreiecks anliegen, den gleichen Flicheninhalt ha-
ben.

Dazu betrachte man z.B. AB: Die Dreiecke AGS und GBS (im Bild
F E gekennzeichnet) haben eine Hohe gemeinsam, ndmlich das Lot von S
auf die Strecke AB. Auflerdem gilt AG = GB (nach Konstruktion der
Seitenhalbierenden), d.h., dass die zur gemeinsamen Hohe gehorenden
) Grundseiten gleich lang sind.

A G B

Es folgt: [AGS] = [GBS]. Gleichermafien ldsst sich [BES] = [ECS] und [CFS] = [FAS] beweisen.
Nun muss gezeigt werden, dass [GBS| = [BES] und die dazu analogen Beziehungen gelten. Dazu kann
man wie folgt vorgehen:

C
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Aus der Konstruktion folgt [ABE] = [AEC]. Das ist jedoch gleich bedeutend mit
[AGS] + [GBS] + [BES] = [FAS]+ [CFS] + [ECS]

Setzt man das im ersten Teil erhaltene Resultat ein, erhdlt man 2[AGS] + [BES] = 2[FAS] + [BES],
womit [AGS| = [FAS] klar wird.

Jetzt kann man aus [GCA] = [BCG] auch [FAS] = [BES] beweisen, so dass tatsichlich alle sechs
Dreiecke untereinander flichengleich sind. (J

Anmerkung: Der zweite Teil kann auch unter Verwendung der Tatsache, dass S die Seitenhalbierenden
im Verhéltnis 2 : 1 teilt, durchgefiithrt werden.

Dann bekommt man als Zwischenschritt [ABS] = 2[BES]. Umgekehrt ist es moglich, die Giiltigkeit der
2 : 1-Teilung aus der Flachengleichheit herzuleiten.

Aufgabe geldst von Carsten Balleier

Aufgabe 4 - 030834
In der folgenden Aufgabe sind die Buchstaben durch jeweils eine der Ziffern 0 bis 9 zu ersetzen.
Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche, verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

f o r t y

+ t e n

+ t e n

S 1 x t y

Die Losung lautet: 2 9 7 8 6
+ 8 5 0

+ 8 5 0

3 1 4 8 6

Zuerst erkennt man, dass n=0 ist, da die letzte Spalte addiert y ohne Ubertrag ergibt. Dann ist klar, dass
e=5 ist, da die vorletzte Spalte addiert t ergibt. In diesem Falle ergibt sich aber ein Ubertrag von 1.

In der zweiten Spalte muss es einen Ubeyprag geben, damit sich die erste Spalte dndert. Die Addition
in der zweite Spalte erfolgt nur mit dem Ubertrag aus der dritten Spalte, der 1 oder 2 sein kann. Da 0
bereits vergeben ist, muss i damit 1 sein. Somit ist o dann 9, und es gab einen Ubertrag von 2.

Jetzt miissen noch die Gleichungen f +1 = s (aus der 1. Spalte) und r +2-¢+ 1 = 20 + z (aus der 3.
Spalte + Ubertrédge) erfiillt werden. Gleicht man alle moglichen Zahlenkombinationen ab, bleibt nur eine
mogliche tibrig: f=2, s=3, r=7, t=8 und x=4.

Fiir y bleibt nur noch die 6 iibrig.
Aufgabe gelost von Korinna Grabski

Aufgabe 5 - 030835

Gegeben sind die Strecken s —a =3 ¢cm, s —b =2 cm, s —c = 1 cm, wobei 2s = a+ b+ ¢ der Umfang
des Dreiecks ist.

a) Konstruiere das Dreieck!

b) Begriinde die Konstruktion!

Es gilt: = a+bt+c—(b+c)=2s—b—c=(s—b)+(s—¢)
b = at+b+c—(a+c¢)=2s—a—c=(s—a)+(s—c¢)
c = a+btc—(a+b)=2s—a—-b=(s—a)+(s—10)

Aus den so beschriebenen drei Seiten konstruiert man nun das Dreieck in der iblichen Weise.

Anmerkung: Es ergeben sich fiir a, b, ¢ die Seitenldngen 3, 4 und 5 cm, was einem rechtwinkligen Dreieck
entspricht.

Lésung tibernommen von [5]

166



2.5.3 III. Runde 1963, Klasse 8

Aufgabe 6 - 030836
Gegeben seien die parallelen Seiten ¢ = 8 cm und ¢ = 4 cm eines Trapezes sowie seine Diagonalen
e=38 cmund f =6 cm.

a) Konstruiere das Trapez!

b) Begriinde die Konstruktion!

Konstruktion:
C
Dy !
A o)
a B b E
D
2 02

Konstruktionsbeschreibung;:

1. Zeichne die Strecke AB = a = 8 cm.

2. Trage auf der Geraden durch A und B iiber B hinaus E ab, so dass BE = ¢ = 4 cm ist.

3. Zeichne einen Kreisbogen um A mit dem Radius e = 8 cm.

4. Zeichne einen Kreisbogen um F mit dem Radius f = 6 cm. Der Schnittpunkt der Kreisbogen sei C.
5.Konstruiere die Parallele g zu BE durch C.

6. Auf der Geraden g ist von C der Abstand ¢ = 4 cm derart abzutragen und mit D zu bezeichnen, dass
das entstehende Viereck ABC'D nicht entartet ist. D ist mit A zu verbinden.

Begriindung;: - -
Die Linge der Strecke AB betrégt a mit (1). Laut Konstruktion ist BECD ein Parallelogramm: BE || C'D
mit (5) und BE = CD = ¢ mit (2) und (6).

Damit ist die Lénge der Strecke BD = EC = f mit (4).
Ferner hat AC laut Konstruktion die Linge von e mit (3).

Somit erfiillt jedes solcherart konstruierte Trapez die Forderungen der Aufgabenstellung. Lediglich Schritt
(4) ist nicht eindeutig, da es 2 solche Schnittpunkte gibt. Verfihrt man wie beschrieben weiter, erhélt
man 2 zueinander gespiegelte Trapeze.

Aufgabe gelost von Volker Pidschel
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2.6 IV. Olympiade 1964
2.6.1 I. Runde 1964, Klasse 8

Aufgabe 1 - 040811
Fiir ein Experiment werden 50 cm?® 10-prozentige Salzsiure bendtigt. Es steht aber nur 36-prozentige
Salzséure zur Verfiigung.

Wie viel Kubikzentimeter 36-prozentige Salzsiure miissen mit destilliertem Wasser verdiinnt werden?

x sei die gesuchte Menge an 36%-iger Salzsdure

50 cm® an 10%-iger Salzsiure enthalten 5 cm? reiner Salzsdure (S). Somit lisst sich folgende Gleichung

aufstellen:

36 100 5 cm3-100 8
_ 9 =5. —=2""_"""" _ 132 cm3~ 13,9 cm?
100 €T = x 36 36 cm ,J CIn

Man benétigt also =~ 13,9 cm?® 36%-iger Salzsédure und dementsprechend 50 — 13,9 cm?® ~ 36,1 cm?® de-
stilliertes Wasser.

Aufgabe 2 - 040812
Es ist zu beweisen, dass die Héhen in einem Rhombus gleichlang sind!

Die Dreiecke ABF und BCFE sind kongruent nach WSW:

/BAF ~ /BCE (gegeniiberliegende Winkel im Rhombus)
AB ~ BC  (Seiten im Rhombus)
LABF ~ /CBE (da bereits ein gleicher Winkel und ein rechter

Winkel in den Dreiecken vorhanden ist, muss

auch der dritte Winkel iibereinstimmen)

Damit sind auch die restlichen Stiicke in den beiden Dreiecken kongruent, insbesondere h; = ho.

Aufgabe 3 - 040813

Auf einer zweigleisigen Strecke zum Vorort einer Grofistadt fahrt alle 10 Minuten von der Anfangssta-
tion und von der Endstation gleichzeitig je eine Straenbahn ab und benétigt je 50 Minuten Fahrtzeit.
Die Aufenthaltszeit an diesen beiden Stationen betrigt je 10 Minuten.

Wie viel Straflenbahnen sind insgesamt auf dieser Strecke eingesetzt?

Zur Abfahrtszeit befinden sich an der Anfangs- und an der Endstation je 2 Bahnen. Auflerdem sind je 2
Bahnen 10 min, 20 min, 30 min und 40 min unterwegs. Also sind insgesamt 12 Straflenbahnen eingesetzt.

Aufgabe 4 - 040814
Die Zahl 62*%*427 ist durch 99 teilbar.

Bestimme die fehlenden Ziffern, und gib an, wie du sie gefunden hast! Wie viel Losungen gibt es?

Die Quersumme der bis jetzt vorhandenen Ziffern der Zahl 62 % %427 betragt 21. Da sie durch 9 teilbar
ist, muss ihre Quersumme ebenfalls durch 9 teilbar sein, somit kommen folgende Quersummen in Frage:
27 und 36.

Folgende Zahlen ergeben eine dieser Quersummen:
6215427,6251427, 6224427, 6242427, 6233427, 6269427, 6296427, 6278427, 6287427

Nun muss tiberpriift werden, welche dieser Zahlen zusétzlich durch die Zahl 11 teilbar sind. Somit erhé&lt
man genau eine Zahl die durch 99 teilbar ist, und zwar: 6224427.
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Aufgabe 5 - 040815
Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Wenn in einem Dreieck eine Seitenhalbierende halb so lang wie die zugehorige Seite ist, so ist das
Dreieck rechtwinklig.

Nach den Voraussetzungen des Satzes liegen die Eckpunkte des Dreiecks auf dem Thaleskreis iiber AB,
falls a. die Seitenhalbierende ist.

Aufgabe 6 - 040816
Ein Wiirfel soll auf verschiedene Arten durch einen ebenen Schnitt in zwei Teilkérper zerlegt werden.
Koénnen dabei folgende Schnittfiguren entstehen:

a) gleichseitiges Dreieck ~ b) gleichschenkliges Dreieck (nicht gleichseitig)
¢) rechtwinkliges Dreieck  d) ungleichschenkliges Dreieck

e) Quadrat f) Rechteck (nicht quadratisch)

g) Fiinfeck h) Achteck?

Welche moglichen Schnittfiguren sind in der Aufzdhlung nicht enthalten?

Fertige zu jeder Schnittfigur eine Skizze an, aus der man sehen kann, wie der ebene Schnitt gefiihrt
werden muf}, wenn man die betreffende Schnittfigur erhalten will!

Von den angegebenen Schnittfiguren sind folgende moglich (siehe Abbildung):

|
I
i
| I
I I :
I I |
R J—o— -4 -= J—=X4/-- P

” s s -

a b d e

N RPN I~

Soocodes

S ooo o

k k

a, b und d nur fir spitzwinklige Dreiecke; e, f, g (unregelméBig mit 2 Paaren paralleler Seiten). Nicht
moglich sind dagegen: c¢) und h).
In der Aufzidhlung fehlen:

i) Parallelogramm, die weder Rhombus- noch Rechteckform haben,

)
j) Rhombus,
k) Trapeze (gleichschenklig und ungleichschenklig)
)

1) Sechsecke (regelméBige und solche mit 3 Paaren paralleler Seiten).

Bearbeitete Losungen der I. Runde 1964 ibernommen aus [5)
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2.6.2 Il. Runde 1964, Klasse 8

Aufgabe 1 - 040821
Ein beliebiges Trapez ABCD ist in ein flichengleiches Rechteck zu verwandeln (Konstruktion!).

Man konstruiert das Rechteck aus der Mittellinie und der Hohe des Trapezes.

Aufgabe 2 - 040822
Bilde aus einer beliebigen dreistelligen Zahl die Zahl mit der umgekehrten Ziffernfolge, und beweise,
dass die Differenz beider Zahlen durch 99 teilbar ist!

Sind die Ziffern der dreistelligen Zahl as, a1, ag, so gilt:

ag + 10a; + 100as — 100ag — 10a1 — as = 99a9 — 99ag = 99(@2 — ao)

Da ein Faktor 99 ausgeklammert werden kann, ist die Differenz durch 99 teilbar.

Aufgabe 3 - 040823

Gegeben sind die beiden anliegenden Winkel o und 8 mit dem Schei-
telpunkt A und Punkt D auf dem gemeinsamen Schenkel (s. Abb.).

a) Konstruiere aus dieser Figur das Dreieck ABC derart, da8 AD A
Seitenhalbierende ist!
b) Unter welcher Bedingung wird das Dreieck ABC' gleichseitig?

a) Man verlingert AD iiber D hinaus um sich selbst und erhilt dadurch Punkt E. Dann konstruiert
man das Parallelogramm ABEC

b) Genau dann, wenn o = f gilt, ist ABEC ein Rhombus und damit AABC' gleichschenklig. Das
Dreieck ABC ist daher genau dann gleichseitig, wenn o = § = 30° gilt.

Aufgabe 4 - 040824

Peter ist im Ferienlager. Er will fiir seine Gruppe Brause zu 21 Pf je Flasche einkaufen und nimmt
dazu leere Flaschen mit.

Fir das eingeloste Pfandgeld (30 Pf fiir jede der leeren Flaschen) mochte er moglichst viele Flaschen
Brause kaufen. Fiir jede Flasche miissen erneut 30 Pf Pfand hinterlegt werden.

Es stellt sich heraus, dass er 6 Flaschen weniger erhilt, als er abgegeben hat. Aulerdem bekommt er
noch Geld zuriick.

Wie viel leere Flaschen hatte Peter mitgenommen? (Es gibt nicht nur eine Losung.)

Peter muss den Inhalt der gekauften Flaschen von dem Erlos der 6 nicht zuriickerhaltenen Flaschen
bezahlen. Wegen 180 : 21 = 8;—% kann er hochstens 8 Flaschen gekauft haben.

1. Losung: Peter hatte 14 Flaschen mit und erhélt 12 Pf zuriick.
2. Losung: Peter hatte 13 Flaschen mit und erhilt 33 Pf zuriick.

Hétte Peter 12 Flaschen mitgehabt, so hétte er 7 Flaschen kaufen konnen, also (n —5) statt nur (n — 6),
was der Aufgabe widerspricht.

Lésungen der II. Runde 1964 ibernommen von [5]
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2.6.3 IIl. Runde 1964, Klasse 8

Aufgabe 1 - 040831
Vertauscht man die Ziffern einer zweistelligen Zahl n, so entsteht eine Zahl, die g mal so grof} wie n
ist. Die Zahl n ist zu bestimmen.

Es gilt

8
g(lox—ky):lOy—&—x ; Tx =2y

Da x und y natiirliche Zahlen kleiner als 10 sind, folgt x = 2 und y = 7. Die gesuchte Zahl ist demnach
27.

Aufgabe 2 - 040832
Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, wenn der Radius r des Inkreises und die Lange a einer Kathete
gegeben sind, und beschreibe die Konstruktion!

Unter welchen Bedingungen ist die Konstruktion ausfithrbar?

Konstruktionsbeschreibung:

a) Ich zeichne a und erhalte C und B. Um C schlage ich mit r
einen Kreisbogen und erhalte A’ und auf der Senkrechten zu a in
C B’. Um A’ und B’ schlage ich mit r die Kreisbogen und erhalte
M.

M B ist Winkelhalbierende wg. Ich konstruiere 8 in B und erhalte

b) Die Konstruktion ist nur dann ausfithrbar, wenn gilt a > 2r.

Aufgabe 3 - 040833
Von den 31 Schiilern einer 4. Klasse konnen 21 schwimmen, 24 Rad fahren und 19 Schlittschuh laufen.
Fiir einen Wettkampf werden Schiiler gebraucht, die

a) schwimmen und Rad fahren,

b

schwimmen und Schlittschuh laufen,

c¢) Rad fahren und Schlittschuh laufen,

d

)
)
)
) schwimmen und Rad fahren und Schlittschuh laufen kénnen.

Wie viel Schiiler der Klasse stehen jeweils bei a), b), ¢) und d) mindestens, wie viel héchstens zur
Verfligung?

Maximal stehen zur Verfiigung

a) 21, da es nur 21 Schwimmer gibt, b) 19, da es nur 19 Schlittschuhldufer gibt, ¢) 19, da es nur 19
Schlittschuhldufer gibt, d) 19, da es nur 19 Schlittschuhlaufer gibt.

Minimal stehen zur Verfiigung
a) 14 wegen 24+21-31=14, b) 9 wegen 214+19-31=9,
c¢) 12 wegen 24+19-31=12, d) 2 wegen 24+21+419-31-31=2.

Aufgabe 4 - 040834

Gegeben seien drei Strecken mit den Langen py, po und r mit p; < pa. Gesucht ist ein gleichschenkliges
Trapez, dessen parallele Seiten die Liangen p; bzw. ps haben und dessen Umkreis den Radius r hat!
a) Untersuche, unter welchen Bedingungen es solche Trapeze gibt, und beschreibe die Konstruktion!
b) Fihre die Konstruktion fir den Fall p; = 3 cm, po =5 ¢cm und r» = 4 cm aus!
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a) Angenommen, ABCD sei eines der gesuchten Trapeze, wobei
AB = ps und CD = p; ist. Dann gilt po < 2r als Bedingung
fiir die Konstruktion.

b) Konstruktionsbeschreibung:

Wir zeichnen um M einen Kreis mit dem Radius r und dem Durch-
messer EF. Auf EF konstruieren wir zwei Strecken p; bzw. ps so,
dass M sie halbiert. Durch die Endpunkte dieser Strecken zeichnen
wir die Senkrechten zu EF und erhalten A und A’ bzw. B und B’
bzw. C und C’ bzw. D und D’.

Die gesuchten Trapeze sind dann ABCD, ABC'D’', A’B'CD,
A'B'C'D’, von denen je zwei kongruent sind. Fir po = 2r ent-
stehen nur zwei kongruente Trapeze.

Aufgabe 5 - 040835
Gegeben sind vier aufeinander folgende natiirliche Zahlen, die in ihrer Reihenfolge a, b, ¢ und d
genannt sind.

a) Welches Produkt ist groler, ac oder bd ? Bestimme die Differenz der beiden Produkte!
b) Welches Produkt ist grofier, be oder ad ? Bestimme die Differenz der beiden Produkte!

Es seien die vier Zahlen a, b, ¢, d, dabeigilt b=a+1,c=a+2undd=a+3

a)
ac=a-(a+2)=a*+2a ; bd=(a+1)-(a+3)=a’>+4a+3

Daraus folgt a - ¢ < b - d, die Differenz betragt 2a + 3.

b)
be=(a+1)(a+2)=a*+3a+2 ; ad=a-(a+3)=a’>+3a

Daraus folgt b- ¢ > a - d, die Differenz betrégt 2.

Aufgabe 6 - 040836

Es ist folgender Satz zu beweisen:

In einem konvexen Viereck ABC D seien keine zwei Seiten parallel.
Dann sind die Mittelpunkte E, F' bzw. G, H zweier Gegenseiten
und die Mittelpunkte M, N der Diagonalen die Eckpunkte eines
Parallelogrammes.

Der Beweis stiitzt sich auf den Satz: "In einem Dreieck verlauft die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte
zweier Seiten parallel zur dritten Dreiecksseite.”

Behauptung: GN | MH und GM || NH

Voraussetzung: E, F, G und H sind die Mittelpunkte der 4 Seiten des Vierecks. M und N sind die
Mittelpunkte der beiden Diagonalen.

Beweis:
GN || AB im Dreieck ABD; M H || AB im im Dreieck ABC; folglich: GN | MH

GM || DC im Dreieck ADC; NH || DC im im Dreieck BDC; folglich: GM || NH
Da im Viereck GN HM die Gegenseiten zueinander parallel sind, handelt es sich um ein Parallelogramm.

Aufgaben der III. Runde 1964 geldst von Manuela Kugel
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2.7 V. Olympiade 1965
2.7.1 1. Runde 1965, Klasse 8

Aufgabe 1 - 050811
Uber die Beteiligung an der 1. Stufe der IV. Olympiade Junger Mathematiker der DDR hatte ein
Schiiler folgende Ubersicht an die Wandzeitung geheftet:

Klasse 8a: Von 33 Schiilern beteiligten sich 20, das sind etwa 60,6 Prozent.
Klasse 8b: Von 32 Schiilern beteiligten sich 21, das sind etwa 65,6 Prozent.
Klasse 8c: Von 27 Schiilern beteiligten sich 19, das sind etwa 70,4 Prozent.

Die Schiiler dieser Klassen erhalten die Aufgabe, die prozentuale Gesamtbeteiligung der Schiiler der
8. Klassen zu ermitteln. Ein Teil der Schiiler bildet das arithmetische Mittel der Prozentzahlen, die
anderen bilden den mit 100 multiplizierten Quotienten aus der Anzahl aller Teilnehmer und der
Anzahl aller Schiiler dieser Klassen.

a) Wie gro8 ist die Differenz, die sich bei den beiden Rechnungen ergibt?

b) Welche Schiiler haben die Prozentzahl in der richtigen Weise berechnet?

Die Schiiler der zweiten Gruppe haben die Prozentzahl korrekt berechnet und erhalten %100% ~ 65,22%,
wahrend die anderen Schiiler mit einem fehlerhaften Verfahren 65,53% erhalten. Die Differenz zwischen
beiden Ergebnissen betriagt 0,31%.

Aufgabe 2 - 050812
Fiir welche reellen Zahlen a und b ist die Gleichung

! F L latb)-(a=b) erfillt?
a b ab

Weder a noch b diirfen Null sein. Dann ergibt sich
a+b (a+Db)-(a—Db)
ab ab

Ein Produkt ist Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist. Damit muss a +b = 0 oder a — b = 1 gelten.
Umgekehrt ist offensichtlich, dass die Gleichung erfiillt ist, wenn entweder a = —b oder a = b + 1 gilt.

=0=(a+b)-(a—b)—(a+b)=(a+b)(a—b—1)=0

Aufgabe 3 - 050813 o o

a) Gib einen Korper an, der den abgebildeten Grund-,
Auf- und Kreuzriss besitzt (siehe Abbildung)! (Sdmtliche A S =pB"| B" 8" = A"
Risse sind rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke.)

b) Zeichne ein Netz dieses Korpers, und stelle ein
Korpermodell her!

a) Ein Tetraeder, bei dem drei Seitenflichen untereinander kongruen-
te, rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke sind, besitzt einen derartigen
Grund-, Auf- und Seitenriss.

b) Koérpernetz (siehe Abbildung)
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Aufgabe 4 - 050814
Offenbar ist folgender Satz richtig:

Ist das Dreieck ABC' gleichseitig, so ist die Summe je zweier seiner Aulenwinkel doppelt so grofl wie
die Summe der ihnen anliegenden Innenwinkel.

Untersuche, ob der Satz umkehrbar ist!

Die Umkehrung des Satzes ist: "Ist in einem Dreieck ABC' die Summe je zweier seiner Auflenwinkel doppelt
so grofl wie die Summe der ihnen anliegenden Innenwinkel, dann ist das Dreieck ABC' gleichseitig.”

Hilfssatz: "Ist die Summe zweier Auflenwinkel eines Dreiecks gleich der Summe der ihnen anliegenden
Innenwinkel, so betrégt der dritte Innenwinkel 60°.”

Beweis: Die beiden Auflienwinkel, auf die die Voraussetzung zutrifft, seien 0.B.d.A. o/ und ', die zu ihnen
anliegenden Innenwinkel des Dreiecks seien o und f3, der dritte Innenwinkel sei 7, der dritte Aulenwinkel
~" (siehe Abbildung).

Dann gilt nach Voraussetzung:
o+ B =2(a+pB).

Auflerdem gilt nach dem Satz, dass jeder Auflenwinkel eines Dreiecke gleich der Summe der ihm nicht
anliegenden Innenwinkel ist:
o +B +9 =2(a+B+7)

Damit folgt: v/ = 27, womit, da die Summe zweier Nebenwinkel 180° betrigt, sofort v = 60° folgt.
Wendet man den Hilfssatz auf jeden Innenwinkel des Dreiecks ABC' an, ergibt sich die Behauptung.

Bearbeitete Losungen entnommen aus [5]
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2.7.2 1. Runde 1965, Klasse 8

Aufgabe 1 - 050821
Eine Gruppe von Schiilern einer Klasse hat Kastanien gesammelt. Als ein Mitschiiler fragt, wie viel
Schiiler die Klasse hat und wie viel beim Sammeln teilgenommen haben, erhélt er folgende Antworten:

(1) Wéren 12 Schiiler mehr dabei gewesen, dann hétten wir 75% mehr sammeln kénnen.

(2) Wenn 75% der Schiiler unserer Klasse teilgenommen hétten, dann hétten wir das Eineinhalb-
fache sammeln kénnen.

(3) Es soll vorausgesetzt werden, dass jeder Schiiler die gleiche Anzahl von Kastanien sammelt.

a) Wie viel Schiiler haben teilgenommen?
b) Wie viel Schiiler hat die Klasse?

a) Die Anzahl der Schiiler, die gesammelt haben, sei . Wegen (1) und (3) gilt dann (z +12) : z =
175 : 100, woraus sich 75z = 1200 und x = 16 ergibt.

b) Wegen (2) und (3) gilt fiir die Anzahl a der Schiiler in der Klasse

75
ma:z:?):Q = a:x=2:1 = a=2

Folglich ist a = 32, und die Klasse hat genau 32 Schiiler.

Aufgabe 2 - 050822
In dem Dreieck AABC mit den Winkelmafien a, 5 und «y sei die Winkelhalbierende w,, eingezeichnet.
Sie schneide die Seite BC' in D. Die Winkel ZADB und ZADC' haben die Mafle § bzw. €.

Beweise, dass § —e = v — 3 ist!

Nach dem Satz vom Auenwinkel gilt (siche Abbildung):

[0

§d = ’)/+§
o

€ = B+§
b—€e = y=p

Aufgabe 3 - 050823

Die Seiten eines konvexen Fiinfecks seien der Reihe nach a, b, ¢, d und e. Die Seite a sei 5,5 cm, b sei
4 cm, csei 3,4 cm, d sei 4,6 cm und e sei 2,9 cm lang. Die Seiten a und e schlieffen einen Winkel mit
dem Mafl @ = 100°, die Seiten b und c einen Winkel mit dem Maf} 5 = 93° ein.

a) Konstruiere das Fiinfeck aus diesen 7 Stiicken!

b) Beschreibe die Konstruktion!

a) Konstruktion (siehe Abbildung)

b) Man konstruiert zunédchst ein zu dem Teildreieck ABCD
kongruentes Dreieck AB'C’D’ aus zwei Seiten und dem ein-
geschlossenen Winkel. Dann ist B’D’ = BD. Nun konstruiert
man in gleicher Weise das Teildreieck AABFE. Die Punkte D
bzw. C erhélt man durch Konstruktion der Dreiecke AEBD
und ADBC jeweils aus den drei Seiten.

175



2.7.2 II. Runde 1965, Klasse 8

Aufgabe 4 - 050824
Die Fischer Adam, Bauer, Christiansen und Dahse (abgekiirzt A, B, C', D) wégen nach dem Fischen
ihre Ausbeute und stellen fest:

(1) D fing mehr als C.
(2) A und B fingen zusammen genau so viel wie C' und D zusammen.
(3) A und D fingen zusammen weniger als B und C' zusammen.

Ordne die Fangergebnisse a, b, ¢, d der Fischer A, B, C, D der Gréfie nach! (Beginne mit dem groBten
Ergebnis!)

Die Aussagen (1), (2) und (3) lassen sich folgendermafien schreiben:
(1) d >,
(2) a+b=c+d,
3) a+d<b+e

Aus (2) und (3) folgt (4) b > d,

aus (2) und (4) folgt (5) ¢ > a und

aus (4), (1) und (5) folgt schliefllich b > d > ¢ > a.

Aufgaben der II. Runde 1965 geldst von Manuela Kugel

176



2.7.3 III. Runde 1965, Klasse 8

2.7.3 I1l. Runde 1965, Klasse 8

Aufgabe 1 - 050831
Ermittle die Anzahl aller Zahlen zwischen 10000 und 99999, die wie z.B. 35453 vorwarts gelesen die
gleiche Ziffernfolge wie riickwérts gelesen ergeben.

Die gesuchte Anzahl ist gleich der Anzahl aller dreistelligen Zahlen, da sich aus jeder dreistelligen Zahl
genau eine derartige Zahl ergibt, wenn man die ersten beiden Ziffern der Zahl in umgekehrter Reihenfolge
hinter die Zahl schreibt und man umgekehrt jede derartige fiinfstellige Zahl aus einer dreistelligen erhélt.

Da es 900 dreistellige Zahlen gibt, betrdgt die gesuchte Anzahl 900.

Aufgabe 2 - 050832

Ermittle alle in der Ebene des Dreiecks ABC' gelegenen Punkte D, die mit den Eckpunkten A und
B des Dreiecks ABC' ein Dreieck bilden, dessen Fliacheninhalt halb so grof ist wie der des Dreiecks
ABC.

Die zur Seite AB gehorige Hohe CE des Dreiecks AABC habe die Lange h., die Seite AB habe die
Lange c. Dann betrdgt der Flacheninhalt F' des Dreiecks AABC: F = %c - he.

Da die geforderten Dreiecke in der Seite AB mit dem Dreieck AABC iibereinstimmen, haben sie genau
dann einen halb so grofien Fliacheninhalt, wenn die Lange der zu AB gehorigen Hohe bei diesen Dreiecken
% betrigt.

Das ist offensichtlich fiir alle Dreiecke AABD der Fall, bei denen der Punkt D auf einer der beiden zu
AB im Abstand % gezogenen Parallelen liegt, und nur fir diese. In jedem anderen Falle ist namlich der

Abstand des Punktes D von der Geraden durch A und B gréfler oder kleiner als "7“

Die gesuchte Menge ist also die Menge aller Punkte der beiden im Abstand % zu AB gezogenen Parallelen.

Aufgabe 3 - 050833
Gib alle Quadrupel (z1, 29, 23,24) zweistelliger Zahlen z1, 22, 23, 24 an, die folgende Eigenschaften
haben. Fiir jedes Quadrupel gilt:

1) 2120 = 23 - 24,

2) zz erhilt man, wenn man z; riickwérts liest,

z4 erhdlt man, wenn man zo riickwérts liest, (Beispiel 24 - 63 = 42 - 36)

4) Unter den vier Ziffern von z; und z, gibt es keine zwei, die gleich sind,

(

(2)
(3)
(4)
(5) 21 ist die kleinste der vier Zahlen.

Bezeichnet man die Ziffern von z; mit a und b, die von 2 mit ¢ und d (in dieser Reihenfolge), dann gilt
laut Aufgabe (10a + b)(10c + d) = (a + 10b)(c + 10d), also 99ac = 99bd, woraus sich ac = bd ergibt.

Wegen 1 < a, b, e, d <9 (ganz) und wegen (4) sowie wegen (5) erhdlt man die folgenden 10 Zahlenqua-
drupel, fir die (1) gilt:

(12, 63, 21, 36) (14, 82, 41, 28)
(12, 84, 21, 48) (23, 64, 32, 46)
(24, 63, 42, 36) (23, 96, 32, 69)
(13, 62, 31, 26) (34, 86, 43, 68)
(26, 93, 62, 39) (36, 84, 63, 48).

Umgekehrt erkennt man, dass jedes dieser Quadrupel den gestellten Bedingungen geniigt.
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Aufgabe 4 - 050834

Der Inkreis k des Dreiecks ABC habe mit den Dreiecksseiten
AB, BC und CA die Bertihrungspunkte D, E und F (siehe
Abbildung). Die Winkel des Dreiecks ABC' haben die Mafle a,

B, und 7.

Ermittle die Mafle der Winkel ZDEF, Z/EFD und ZFDFE des

B Dreiecks DEF!

Bezeichnet man den Mittelpunkt des Inkreises mit M, dann gilt: ACFM = ACME, da sie in 2 Seiten
und dem rechten Winkel {ibereinstimmen.

Folglich gilt: CF = CE und damit CM L EF, (1)
und wegen (1) und ME 1 EG auch ZMEF = /MFE = /MCE. (2)
Entsprechend erhédlt man /Z/MED = /ZMDE = /MBE (3)
und ZMDF = /MFD = /MAF. (4)

Das Mafl des Winkels ZMCE ist 3, das des Winkels ZM BE ist g und das des Winkels ZMAF ist 5,
da CM bzw. BM bzw. AM die Winkelhalbierenden des Dreiecks AABC' sind. Bezeichnet man das Maf
den Winkels ZDEF mit §, das des Winkels ZEF D mit € und das des Winkels ZF DFE mit n, dann gilt

wegen (2) und (3) § = ’Y;ﬁ, wegen (2) und (4) e = 232 und wegen (3) und (4) n = QTW

Aufgabe 5 - 050835
Jemand gieBBt 9 kg Wasser mit einer Temperatur von 30°C und 6 kg Wasser mit einer Temperatur
von 85°C zusammen und rithrt das Gemisch gut um.

Welche Temperatur wiirde das Gemisch annehmen, wenn man den Warmeaustausch mit der Umge-
bung unberiicksichtigt lasst?

Bezeichnet man die Masse der ersten Komponente mit mq, die der zweiten mit ms, die Temperatur der
ersten Komponente mit t1, die der zweiten mit to, so gilt fiir die Mischungstemperatur ¢, unter den
angegebenen Bedingungen:

mq mo

ty = t1 + ta.
¥ m1+m21 m1+m22

Unter Verwendung der gegebenen Mafizahlen erhilt man also, wenn x die Mafzahl von ¢, bezeichnet,

9 6
= . — . Is
T 15 30—1—15 85, also
r = 952.

Das Gemisch hat eine Temperatur von t, = 52°C.

Aufgabe 6 - 050836

a) Konstruiere das Dreieck ABC, wenn a + b, 7 und « gegeben sind!

Dabei ist a die Lange der Seite BC, b die Lange der Seite AC, r die Lange des Umkreisradius
und a das Mafl des Winkels ZC'AB.

b) Beschreibe und diskutiere die Konstruktion!

Anmerkung: Die Konstruktionsbeschreibung soll kurz gehalten sein. Bei der Konstruktion von Drei-
ecken genligt die Angabe von Seiten und Winkeln, aus denen sich das Dreieck konstruieren lasst.
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a) Fir die Konstruktion:
Analyse:

Wie die Figur zeigt, sind von dem Teildreieck AM BC' zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene
Winkel bekannt. Daher l4sst es sich konstruieren, wodurch gleichzeitig a bestimmt wird.

Damit ist aber, da a + b gegeben ist, auch b bestimmt (wobei a < a + b gelten muss), so daf die

Konstruktion des Dreiecke AABC' auf die Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Seiten und einem
Gegenwinkel zuriickgefiihrt ist.

b) Fiir die Beschreibung und Diskussion:
Beschreibung:

Man konstruiert das Teildreieck AM BC'. Dabei gibt es folgende Félle:

(1) a < 90°. Dann lésst sich das Dreieck aus den Seiten M C (Lénge ), M B (Lénge r) und dem
Winkel /BMC (Winkelma$ 2«) konstruieren.

(2) a > 90°. Dann gilt 2a > 180°. Das Teildreieck AM BC' l&sst sich in diesem Fall aus den Seiten
MC (Lénge ), M B (Lénge r) und dem Winkel ZCM B (Winkelmafl §) konstruieren, wobei
4 = 360° — 2« gilt.

(3) Fiir a« = 90° gilt a = 2r. In diesem Falle 1&sst sich das Dreieck AABC sofort aus den Seiten
BC (Lénge 2r), AC (Lénge a + b — a = b) und dem der groferen Seite gegeniiberliegenden
Winkel ZBAC (Winkelmal o = 90°) konstruieren, wobei die Konstruktion fiir b < 2r, also
a+0b < 4r, und nur dann durchfithrbar ist. Das Dreieck ist in diesem Falle eindeutig bestimmt.

In den Féllen (1) und (2) erhdlt man mit dem Teildreieck AM BC' auch die Seite BC' (Lénge a)
und damit auch die Lange b der Seite AC. Man schldgt den Umkreis um M mit dem Radius r und

mit dem Radius b um C einen Kreisbogen, der den Umkreis im Falle b < 2r in den Punkten A und
A’ schneidet.

Fiir b = 2r haben beide Kreise genau einen Punkt, den Punkt A, gemeinsam, und fiir b > 2r gibt
es keine gemeinsamen Punkte beider Kreise.

Diskussion:
Im Falle b = 2r gibt es genau ein Dreieck. Dieses wird durch die angegebene Konstruktion erhalten.

Wenn b < 2r gilt, gibt es im Falle o < 90° fiir b > a zwei zueinander inkongruente Dreiecke, fir
b = a genau ein Dreieck (das andere artet zu einer Strecke aus) und fiir b < a ebenfalls genau ein
Dreieck, da wegen 2a < 180° der Winkel ZBAC in derselben Halbebene in Bezug auf die Gerade
BC' wie der Punkt M liegen muss.

Im Falle 90° < a < 180° gibt es fiir b > a kein Dreieck, das allen gestellten Bedingungen gentigt,
und fiir b < a genau ein Dreieck, da wegen 180° < 2a < 360° der Winkel ZBAC nicht in der
gleichen Halbebene in Bezug auf die Gerade BC wie der Punkt M liegen kann. Im Falle b > 2r
gibt es kein Dreieck, das allen gestellten Bedingungen geniigt.

Die Entscheidung, welcher der drei Félle eintritt, insbesondere also, ob es iiberhaupt ein solches
Dreieck gibt, kann in den Féllen a0 # 90° auf geometrischem Wege erst nach der Konstruktion des
stets konstruierbaren Hilfsdreiecks ABMC' gefallt werden.

Aufgaben der III. Runde 1965 geldst von Eckart Keller
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2.8 VI. Olympiade 1966
2.8.1 I. Runde 1966, Klasse 8

Aufgabe 1 - 060811

In dem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck AABC mit AB =
¢ =7cm und LACB = v = 90° seien um die Punkte A und B

Kreisbogen mit einem Radius von der Léange % cm geschlagen (siehe
Abbildung).

Ermittle den Inhalt I der in der Abbildung schraffiert gezeichneten
Flache! A M B

Bezeichnet man den Flicheninhalt des Dreiecks AABC mit Ir,, die Flicheninhalte der im Innern des
Dreiecks gelegenen Kreisausschnitte mit I, und Ir,, dann gilt fiir den gesuchten Flédcheninhalt I:

Ir = IF1 - (IFQ + IF%)

Bezeichnet M den Mittelpunkt von AB, so hat das Dreieck AABC die Hohe M C| ihre Linge betrigt %

cm. Daher gilt fir Ig:
1 T o, 49 4

Ip, :§~7'§cm = om
Die beiden Kreisausschnitte mit den Flédcheninhalten I, und Ip, lassen sich zu einem Viertelkreis zu-
sammenlegen. Also gilt I, + I, = 1 - 227cm?. Mithin gilt fiir Ip:

1
Ip = Ip, — (I, + Ip,) = Zg (1 - %) em? ~ 2,63cm?

Der Flicheninhalt der in der Abbildung schraffiert gezeichneten Fliche betrigt also Ir ~ 2,63cm?.

Aufgabe 2 - 060812
Aus Kuhmilch kann man 21% der Masse an Rahm gewinnen. Aus Rahm gewinnt man Butter, und
zwar betrigt die Buttermasse 23% der Rahmmasse.

Ermittle die kleinste Menge Kuhmilch, die ausreicht, um genau 1 kg Butter unter den angegebenen
Bedingungen zu gewinnen!

Die Milchmenge ist in kg anzugeben und als Dezimalbruch zu schreiben, der auf eine Stelle nach dem
Komma so zu runden ist, dass die Menge ausreicht, um 1 kg Butter zu gewinnen.

Aus x kg Milch erhilt man leox kg Rahm und daraus % . %:c kg Butter.

23-21
100-100

10000 __ 10000
21-23 © 483

Aus der Gleichung x =1 folgt x =

Wegen 20,7 < 12gg0 < 20,8 ist bei Beriicksichtigung von genau einer Stelle nach dem Komma 20,8 kg
Milch die kleinste Menge, die ausreicht, um mit dem angegebenen Verfahren 1 kg Butter zu gewinnen.

Aufgabe 3 - 060813

Auf einer 1 km langen kreisférmigen Bahn wird ein Radrennen ausgetragen. Zu einer gewissen Zeit hat
der Radsportler B genau 500 m Vorsprung vor dem Radsportler A. A fahrt mit einer Geschwindigkeit
von 50 km/h, B mit einer Geschwindigkeit von 45 km/h.

Nach wie viel Minuten wiirde A den Fahrer B ein ersten Mal einholen, wenn beide mit gleichbleibender
Geschwindigkeit weiterfahren wiirden?

B hat zunéchst einen Vorsprung von 500 m. In der gleichen Zeit, in der A 500 m zuriicklegt, legt B nur
450 m zuriick. A holt bei also 50 m auf. Insgesamt muss er 500 m aufholen. Das schafft er unter den
Bedingungen der Aufgabe in genau 5 Runden.

Die Gesamtlédnge des Weges betrigt bei 5 Runden 5 km. Daher wird B von A in 6 Minuten eingeholt.
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Aufgabe 4 - 060814
In der Ebene € liegen zwei voneinander verschiedene Punkte P; und P, und zwei voneinander ver-

schiedene Geraden g; und gs.

Ermittle alle Punkte X mit den folgenden Eigenschaften:
(1) XP=XP,
(2) Die Absténde des Punktes X von g; bzw. go sind einander gleich.

Hinweis: Beachte die verschiedenen Falle!

1. Fall:

Die Geraden ¢g; und go schneiden einander im Punkt S. Dann
liegen die gesuchten Punkte X wegen (1) auf der Symmetrieachse
S12, zu Py P, und wegen (2) auf einer der beiden Halbierenden wis
bzw. wy; der Schnittwinkel von g; und go. Fiir die Lage von si5
sind folgende Félle zu unterscheiden:

Fall 1.1: Es sei S12 H w12 oder S12 || wa1q .-

Dann gibt es fiir g2 # wio bzw. fir s12 # we; jeweils genau einen
derartigen Punkt X, ndmlich den Schnittpunkt von si5 mit woy
bzw. den Schnittpunkt von s15 mit wqs.

Fir sio = wya bzw. s15 = wsyy erfiillen alle Punkte von wio bzw.
von wsg; und nur diese die Bedingungen (1) und (2).

Fall 1.2: Es sei s12 zu keiner der beiden Winkelhalbierenden parallel.

g2 g1

Dann schneidet sj2 entweder beide Winkelhalbierenden im Punkt S, und genau S erfiillt (1) und (2),
oder s12 hat mit w12 den Punkt X7 und mit we; den Punkt X5 gemeinsam (X7 # X5), wobei X; und
X5 und nur diese Punkte die Bedingungen (1) und (2) erfiillen.

2. Fall:

Die Geraden g; und go sind zueinander parallel. Die gesuchten Punkte X liegen dann wegen (1) auf der
Symmetrieachse s1o zu Py P, und wegen (2) auf der Mittelparallelen m15 zu g1 und go. Verlduft s;o nicht
parallel zu mqs, so gibt es genau einen Punkt X, den Schnittpunkt von sj2 und myq, der (1) und (2)
erfiillt. Fiir s15 || mq2 erfiillen alle Punkte der Mittelparallelen und nur diese (1) und (2), falls s12 = mq2
gilt. Andernfalls gibt es keinen derartigen Punkt.

Aufgaben der 1. Runde 1986 gelost von Manuela Kugel
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2.8.2 Il. Runde 1966, Klasse 8

Aufgabe 1 - 060821
Klaus hat 7 Kugeln: 4 rote, 2 weifle und eine schwarze. Er soll sie in zwei Késten A und B legen; in
A drei, in B vier.

Gib sdmtliche moglichen voneinander verschiedenen Verteilungen der Kugeln auf die zwei Késten an!
Die Reihenfolge, in der die Kugeln in den Késten liegen, soll dabei nicht beriicksichtigt werden.

Es geniigt, alle moglichen voneinander verschiedenen Verteilungen der Kugeln auf einen der Késten (z.B.
A) zu betrachten, da dadurch die Verteilung der restlichen Kugeln auf den Kasten B eindeutig bestimmt
ist. Der Kasten A kann hochstens 1 schwarze, hochstens 2 weifle und hochstens 3 rote Kugeln enthalten.

Alle moglichen voneinander verschiedenen Verteilungen gibt daher das folgende Schema an:

A B
1. rrr rsww Dabei bedeuten:
2. rrs ITww r - rote Kugel
3. rTw rrsw s - schwarze Kugel
4. rsw rrrw w - weifle Kugel
5. I Www rrrs
6. SW W rrrT

Aufgabe 2 - 060822
In der Ebene € liege das Parallelogramm ABCD und die vollig auflerhalb des Parallelogramme ver-
laufende Gerade g.

Beweise, dass die Summe der Entfernungen zweier gegeniiberliegender Eckpunkte des Parallelo-
gramms von der Geraden g gleich der Summe der Entfernungen der beiden anderen Eckpunkte
von g ist!

Aus den Voraussetzungen folgt, dass die Vierecke CC’ A’ A und

BB’'D'D Trapeze sind, die im Falle g 1 AC oder ¢ 1 BD

auch entartet sein konnen. Beide Trapeze haben die Mittellinie
9 MM’ gemeinsam. Die Lange dieser Mittellinie M M’ ist nach
c einem bekannten Satz

(1) gleich dem arithmetischen Mittel der Léngen der Stre-
cken AA" und CC’ und nach dem gleichen Satz

(2) gleich dem arithmetischen Mittel der Léngen der Stre-
A B cken BB’ und DD’. Daraus folgt die Behauptung.

Aufgabe 3 - 060823
18% einer Zahl sind gleich 15% einer anderen Zahl.

Ermittle das Verhéltnis der ersten zur zweiten dieser beiden Zahlen!

Ist = die erste Zahl und y die zweite, so gilt nach den Angaben die folgende Gleichung:
18-z 15y
100 100

also 6x = 5y. Daraus gewinnt man die Proportion z : y = 5 : 6.
Durch Riickschluss erkennt man, dass unter dieser Bedingung auch tatséchlich die Forderung erfiillt ist.

Aufgabe 4 - 060824
Beweise folgenden Satz:

Im Tangentenviereck ist die Summe der Langen je zweier gegeniiberliegender Seiten gleich der Summe
der Langen der beiden anderen Seiten.
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Behauptung: AB + CD = BC + AD

Beweis:

Die Beriihrungspunkte an den Kreis seien E, F';, G und H. Weil die beiden
Tangentenabschnitte von einem jeden Punkt auflerhalb des Kreises an den
Kreis gleichlang sind, gilt:

AE = AH BE = BF CG=CF DG = DH.

Daraus folgt:

Lésungen der II. Runde 1966 ibernommen aus [5]

183



2.8.3 III. Runde 1966, Klasse 8

2.8.3 IIl. Runde 1966, Klasse 8

Aufgabe 1 - 060831
Die Kante eines Wiirfels habe die Lénge a; = 2 cm, die eines anderen Wiirfels die Lénge as = 6 cm.

Berechne das Verhéltnis der Kantenldngen dieser zwei Wiirfel, das Verhéltnis ihrer Oberflécheninhalte
und das Verhéltnis ihrer Rauminhalte!

Die Oberflaicheninhalte der beiden Wiirfel seien O; bzw. Oz, die Rauminhalte V; bzw. V5. Dann gilt:

ar:a = 2:6=1:3
O1:09 = 6a3:6a5=24:216=1:9
Vi:Va = ab:a3=8:216=1:27

Aufgabe 2 - 060832

Auf der Grundlinie BC eines gleichschenkligen Dreiecks AABC seien von zwei Punkte M; und My
gegeben. Durch M; und Ms werden jeweils die Parallelen zu den Dreiecksseiten AB und AC' gezogen.
Die Parallelen durch M; schneiden AB in D und AC in E, die Parallelen durch Ms die Seite AB in
F und AC in G.

Beweise, dass der Umfang des Parallelogramms M; EAD gleich dem Umfang des Parallelogramms
M>GAF ist!

Es gilt ADBM; ~ AABC (das folgt aus der Gleichheit von Stufen-
winkeln an geschnittenen Parallelen). Also ist das Dreieck AM; DB
gleichschenklig, und es gilt:

BD = M,D (1)
Weiterhin gilt: -
M,E = AD, (2)
B L M, C da M7 EAD laut Konstruktion ein Parallelogramm ist.

Aus (1) und (2) folgt, dass der halbe Umfang des Parallelogramms My EAD gleich der Lange des Schenkels
AB ist.

Entsprechend zeigt man, dass der halbe Umfang des Parallelogramms M>GAF' gleich der Linge des
Schenkels AC' ist. Da AC = AB gilt, folgt, dass die Umfinge der betrachteten Parallelogramme gleich
sind.

Aufgabe 3 - 060833

Gegeben seien 3000 g einer 7,2-prozentigen Losung von Kochsalz in Wasser (d.h. in je 100 g der
Losung sind genau 7,2 g Kochsalz enthalten). Durch Sieden dieser Losung verdampft soviel Wasser,
dass genau 2400 g der eingedampften Losung verbleibt.

Wie viel prozentig ist die so erhaltene Losung?

In je 100 g der Losung sind genau 7,2 g Kochsalz enthalten. Folglich betrdgt die Kochsalzmenge in 3000
g Losung
30-72g=216g

Da beim Verdampfen die Kochsalzmenge konstant bleibt, sind also auch in der neuen Losung von 2400
g genau 216 g Kochsalz enthalten. Mithin enthélt die neue Losung in je 100 g eine Kochsalzmenge von
genau 216 g : 24 = 9 g, d.h., die Losung ist 9-prozentig.
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Aufgabe 4 - 060834
Von 10 Koffern und 10 Schliisseln sei bekannt, dass jeder Schliissel zu genau einem Koffer passt und
zu jedem Koffer genau ein Schliissel. Man weifl aber nicht, welcher Schliissel zu welchem Koffer gehort.

Jemand ermittelt dies durch probieren, wobei jede Probe darin besteht, dass er fiir genau einen Koffer
und genau einen Schliissel feststellt, ob sie zusammenpassen oder nicht. Die Reihenfolge der Proben
wird so gewéahlt, dass fir jeden Koffer, sobald einmal an ihm eine Probe durchgefiihrt wurde, dann
genau so viele Proben vorgenommen werden, bis der passende Schliissel ermittelt ist.

Welches ist

a) die kleinste

b) die grofite

Zahl von Proben, bei der es vorkommen kann, dass genau nach dieser Probenzahl zu jedem Koffer
der richtige Schliissel feststellbar ist?

Nach Aufgabenstellung miissen an dem Koffer, an dem die erste Probe durchgefiihrt wurde, genau so viel
Proben vorgenommen werden, bis zu ihm der passende Schliissel ermittelt ist. Das ist frithestens nach
einer Probe, spéitestens nach 9 Proben der Fall.

Sodann ist eine entsprechende Uberlegung fiir die restlichen 9 Koffer und Schliissel durchzufithren usw. bis
zu 2 Koffern und Schliisseln. Fiir diese sind mit genau einer Probe alle Zusammengehorigkeiten ermittelt.
Also ist die kleinste Probenzahl der gesuchten Art 1+ 14+ 1+14+1+14+1+141 =9, die grofte
Probenzahl der gesuchten Art 9+8+7+6+5+4+3+2+1=45.

Aufgabe 5 - 060835
In der Ebene seien drei Geraden g1, g2, g3 gegeben, von denen keine zwei einander parallel sind.
AuBlerdem ist eine Lénge s gegeben.

Konstruiere einen Kreis, der von jeder der Geraden g1, g2, g3 eine Strecke der Léange s abschneidet!

I. Angenommen, M sei der Mittelpunkt eines der gesuchten Kreise k. Die Sehnen, die k& von g1, go,
g3 abschneidet, sind dann gleich lang, also sind sie gleichweit von M entfernt. Daher liegt M auf
einer Winkelhalbierenden w; von g1, go und auf einer Winkelhalbierenden ws von g1, gs.

a) Haben g;, g2, g3 einen (und wegen ihrer Verschiedenheit dann auch nur einen) Punkt S ge-
meinsam, so gehen w; und wy durch S; auBerdem ist wy; # wq; denn wére wy = ws = w, SO
folgte Z(w,g3) = Z(g1,w) = Z(w,g2), also g5 = g2, also g3 || g2. Somit ergibt sich M = S.
(erste Abbildung)

b) Haben g¢1, g2, g3 keinen Punkt gemeinsam, so bilden sie nach Voraussetzung ein Dreieck D,
und es folgt: M ist einer der 4 Schnittpunkte My, My, My, M3 der Innen- und Auflenwinkel-
halbierenden von D.

Daher kann ein Kreis k& hochstens dann die verlangte Eigenschaft haben, wenn er durch fol-
gende Konstruktion erhalten wird:

II.  a) Man schlage den Kreis £ um S mit dem Radius von der Lénge 3.

b) Man wéhle als M einen der 4 Punkte My, My, My, Ms. Von M fille man das Lot M P auf
g1- Um P schlage man den Kreis mit dem Radius von der Lénge 3; er schneidet g; in zwei
Punkten @, R. Dann schlage man den Kreis k¥ um M durch Q.
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ITI. Ist ein Kreis k£ wie in IT konstruiert, so hat er die verlangte Eigenschaft.

Beweis: Er schneidet von g; nach Konstruktion eine Strecke der Liange s ab und von g2, g3 je eine
ebenso lange Strecke, da sein Mittelpunkt von g1, g2, g3 gleichweit entfernt ist.

IV. Die Konstruktion IT ergibt a) genau einen Kreis, b) genau 4 verschiedene Kreise. Nach I1T sind dies
und nach I auch nur dies alle gesuchten.

Aufgabe 6 - 060836
Man denke sich das Produkt aller derjenigen ungeraden Zahlen gebildet, die grofler als 30 und kleiner
als 50 sind. Beantworte, ohne es vollstdndig zu berechnen, folgende Fragen:

a) Welche Ziffer steht an der Einerstelle des Produkts?

b) Ist das Produkt eine 18stellige Zahl?

a) Multipliziert man eine Zahl, die auf 5 endet, mit einer beliebigen ungeraden Zahl, so erhélt man
wieder eine Zahl mit der Einerziffer 5. Das zu untersuchende Produkt enthélt den Faktor 45, der
auf 5 endet, und sonst nur ungerade Faktoren. Seine Einerziffer ist daher eine 5.

b) Man kann das Produkt in die Teilprodukte 31 -49, 33-47, 35-45, 3743 und 39 - 41 zerlegt denken.
Jedes dieser Teilprodukte ist von der Form (e — b)(a + b) mit @ =40 und 1 < b < 9 und daher eine
positive Zahl, die sicher kleiner als 2000 ist. Das gesamte Produkt ist also kleiner als 2000°.

Nun ist aber

2000° 2000 - 2000 - 2000 - 2000 - 2000
= 2-2-2-2-2-1000-1000 - 1000 - 1000 - 1000

32 - 1000000000000000

eine 17stellige Zahl. Daher kann das zu untersuchende Produkt keine 18stellige Zahl sein.

Lésungen der III. Runde 1966 ibernommen aus [5]
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2.9 VII. Olympiade 1967
2.9.1 I. Runde 1967, Klasse 8

Aufgabe 1 - 070811

Drei Schiiler einer Klasse, Thomas (T), Rainer (R) und Bernd (B), hatten sich bei einem Sportfest
fiir den Endkampf im Hochsprung qualifiziert und eroberten dort die ersten drei Plétze. Klaus, der
in einer anderen Disziplin starten musste, erkundigte sich spéter bei Elke nach dem Ausgang beim
Hochsprung. Diese konnte sich nicht mehr genau entsinnen und sagte:

”"Thomas wurde nicht Erster, Rainer nicht Zweiter, aber Bernd wurde Zweiter.”

Spéter stellte sich heraus, dass Elke einmal etwas Richtiges gesagt, sich aber in den beiden an-
deren Féllen geirrt hatte. Auflerdem ist bekannt, dass alle drei Schiiler unterschiedliche Hohen
iibersprangen.

Welcher Schiiler wurde Erster, Zweiter, Dritter?

Die drei Aussagen kann man mit der Schreibweise Thomas (7'), Rainer (R) und Bernd (B) wie folgt
darstellen:
T#1 (1) 5  R#2 (2) 5 B=2 (3

Wenn Elke genau eine Aussage korrekt und genau zwei falsch gemacht hat, dann miissen folgende drei
Fille unterschieden werden:

1.Fall: (1) ist richtig und (2), (3) sind falsch: T#1 (1x) ; R=2 (2%) ; B#2 (3%)
Aus (1*) und (2%) folgt (4*) T = 3. Daraus folgt (5*) B = 1. Alle drei Aussagen (1%*), (2*), (3*) sind
erfiillt.

2.Fall: (2) ist richtig und (1), (3) sind falsch: T=1 (1x) ; R#2 (2x) ; B#2 (3%)

Aus (1%), (2*) und (3*) folgt, dass niemand Zweiter sein kann. Dies ist ein Widerspruch, daher ist der
Fall nicht erfiillbar.

3.Fall: (3) ist richtig und (1), (2) sind falsch: T=1 (1x) ; R=2 (2x) ; B=2 (3%)

Aus (2*) und (3*) folgt, dass es zwei Zweite gibt. Dies ist ein Widerspruch, daher ist der Fall nicht
erfillbar.

Demzufolge gibt es exakt eine Losung: Bernd war Erster, Rainer Zweiter und Thomas Dritter.

Aufgabe 2 - 070812
Bei welchem Massenverhéltnis von 10 prozentiger und 30 prozentiger Salzlésung erhdlt man nach
Mischung 25 prozentige Salzlosung? (Die Prozentangaben sind auf die Masse bezogen.)

Eine 10-, 30- und 25-%ige Salzlosung a, b und ¢ der Menge 1 (Einheitsmenge) kann man wie folgt
darstellen, wenn s der Anteil Salz und w der Anteil Wasser ist:

a=0,ls+ 0,9 ; b=0,35s+0,7Tw ; c = 0,255 4 0,75w

Wenn in der 25%igen Losung ¢ das Mischungsverhéltnis aus k Teilen 10%iger und [ Teilen 30%iger
Salzlosung besteht, kann dies als Gleichung wie folgt ausgedriickt werden:

c = k-a+l-b
0,255+ 0,75w = k- (0,1s+ 0,9w) + - (0,35 + 0,7w)
0,255 +0,75w = (0,1k +0,30) - s + (0,9k + 0,70) - w

Der Koeflizientenvergleich bedeutet dann:
0,25 = 0,1k 4+ 0,3( ; 0,75 = 0,9k + 0,71

Dies ergibt nach Multiplizieren der ersten Gleichung mit 9 und anschliefendem Abziehen der 2. Gleichung
davon: 1,5 = 2[ bzw. | = 0,75. Dies ergibt in der ersten Gleichung eingesetzt: 0,25 = 0,1k + 0,225 bzw.
k =0,25.

Damit ergibt sich das gesuchte Verhéltnis & : [ wie folgt: 0,25 : 0,75 bzw. 1 : 3.
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Aufgabe 3 - 070813
Drei Sportler starteten gleichzeitig und liefen 100 m. Als der erste am Ziel war, hatte der zweite noch
genau 10 m zu laufen. Als der zweite am Ziel war, blieben fiir den dritten noch genau 10 m.

Wie weit war der dritte noch vom Ziel entfernt, als der erste dieses erreicht hatte? (Es sei angenommen,
dass jeder der drei Sportler die gesamte Strecke mit konstanter Geschwindigkeit durchlief.)

Es kann die Formel der konstanten Geschwindigkeit angewandt werden: v = s : ¢t bzw. umgestellt:
t=s5:v.

Betrachtet man den Zeitpunkt 1, an dem der 1. Laufer (a) ins Ziel kommt, dann gilt fir den Zweiten (b)
und Dritten (¢): t1 = Sp, : Vb, = Se; : Veys

wobei sp, = 100m — 10m = 90m und s., die gesuchte Wegstrecke ist, die ¢ zum Zeitpunkt 1 des Zielein-
laufes hinter sich gebracht hatte.

Zum Zeitpunkt 2, an dem der Zweite Laufer (b) das Ziel erreicht gilt analog: ta = Sp, : Vb, = Se, : Veys
wobei s, = 100 m und s., = 100m — 10m = 90m sowie vp := vp, = Vp, Und V¢ 1= Ve, = Ve, gilt.

Nun werden die Gleichungen des 1. und 2. Zeitpunktes zusammengefiihrt:

v, v S 90m
0 = = =90m- < =90m -2 =90m - —— =81
Ser Sty v m vp mn Sby " 100m m
Demzufolge war der Dritte noch 100m — 81m = 19m vom Ziel entfernt als der Erste das Ziel erreicht
hatte.

Aufgabe 4 - 070814
Von einem gleichseitigen Dreieck ist die Linge p des Inkreisradius bekannt. Das Dreieck ist unter
alleiniger Verwendung von Zirkel und Lineal zu konstruieren!

1. Analyse:

In einem gleichseitigen Dreieck fallen Umkreismittelpunkt, Inkreismittelpunkt und Schwerpunkt zusam-
men, d.h. der Hohenschnittpunkt ist gleichzeitig der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten und Winkelhal-
bierenden. Ferner sind im gleichseitigen Dreieck alle Innenwinkel 60° gro8.

Wenn man irgendein gleichseitiges Dreieck konstruiert ist dieses zum gesuchten Dreieck &hnlich. Dann
kann man auf alle Seiten und den Inkreisradius den Strahlensatz anwenden.

II. Konstruktion:

(1) Man konstruiert ein beliebiges gleichseitiges Dreieck AB'C’, indem
zwei Punkte A und B’ festgelegt werden. Um beide Punkte wird ein
Kreis mit dem Abstand AB’ gezeichnet. Der Schnittpunkt beider
Kreise werde C’ genannt.

(2) Es wird ein Punkt S’ konstruiert aus dem Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten fiir die Dreiecksseiten AB’ und B’C’. Er sei S’

P 3 genannt
% \ (3) Eine Parallele zu AB’ mit Abstand p wird in der Halbebene, in
der C’ liegt, konstruiert. Sie sei p genannt und schneidet die Gerade

A B B durch AS' in S.

(4) Die Senkrechte durch S auf der Geraden durch AB’ schneidet die Gerade durch AC” im Punkt C.

(5) Zuletzt wird die Gerade durch B’C” durch den Punkt C parallel verschoben und schneidet die Gerade
durch AB’ in B. Das Dreieck ABC ist das gesuchte gleichseitige Dreieck mit dem Inkreisradius p.

III. Beweis:
Das gesuchte Dreieck erfiillt die Bedingungen, dass es gleichseitig ist und einen Inkreisradius von p be-
sitzt, denn:

Nach Konstruktion ist das Dreieck AABC zum Dreieck AAB’C” dhnlich mit dem gleichen Winkel ZBAC
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und nach Strahlensatz, da B'C’ | BC und folglich AC" : AC = AB’ : AB = B'C" : BC ist. Also ist das
Dreieck AABC gleichseitig.

Da S’ der Punkt im gleichseitigen Dreieck ist, der gleichzeitig Umkreis-, Inkreismittelpunkt und Schwer-
punkt ist, so ist auch S’ als Schnittpunkt der Hohe durch C sowie der Winkelhalbierenden von Winkel
/BAC derjenige Punkt, der im Dreieck AABC Umbkreis-, Inkreismittelpunkt und Schwerpunkt ist. Folg-
lich ist der Abstand von S zu AB der Inkreisradius, der nach Konstruktion wiederum die Gréfie p hat.

IV. Existenz und Eindeutigkeit:

Die Konstruktionsschritte (1), (2) und (3) sind eindeutig ausfithrbar. Da AC”’ nicht senkrecht auf AB’
steht, gibt es genau einen Schnittpunkt C, der nach Schritt (4) konstruiert werden kann. Auch der Schritt
(5) ist eindeutig durchfithrbar.

Aufgaben der I. Runde 1967 gelist von Manuela Kugel
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2.9.2 Il. Runde 1967, Klasse 8

Aufgabe 1 - 070821

Errichtet man auf den Seiten eines gleichseitigen Dreiecke die Quadrate nach aufien, so bilden
die dufleren Eckpunkte der Quadrate die Ecken eines konvexen Sechsecks. Wir bezeichnen den
Flacheninhalt des Dreiecke mit Ag; den jedes der Quadrate mit A4 und den des Sechsecks mit Ag.

Gesucht sind ganze Zahlen n und m so, dass die Gleichung Ag = nAs + mA, gilt.

In der nebenstehenden Zeichnung sieht man, dass sich der
Flicheninhalt des Sechsecks Ag wie folgt zusammensetzt (der

] 5 Flacheninhalt A, bezeichnet dabei die Fliache des Dreiecks zwi-
a e s schen den Quadraten wie in der Zeichnung ersichtlich):
A4 A6:A3+3A4+3Az (1)
Y
a y Die rot eingezeichneten Linien teilen die Dreiecke A3 und A,
in sdmtlich zueinander kongruente Dreiecke mit einem rechten

Winkel, einer Hypotenuse der Grofle a und einem weiteren
gleichgroflen Winkel 7. Letzteres kann wie folgt begriindet
werden: um den Punkt C setzt sich der Vollwinkel (= 360°)
aus zwei Winkeln zu je 90° (in den Quadraten) sowie je zwei
Winkel v = 30° und o zusammen, d.h. a4+~ = 90° bzw. in dem
Dreieck mit « gilt demzufolge 6 = ~.

Damit und mit der Flacheninhaltsformel eines gleichseitigen Dreiecks gilt:

A3 = Aa: = ?Cﬁ (2)

Ferner gilt fir das Quadrat:
A4 = a2 (3)

Mit (2) und (3) in (1) eingesetzt ergibt sich: Ag = 4- A3+3- A4 woraus sich n = 4 und m = 3 als mogliche
Losung zeigt.

Aufgabe 2 - 070822
Gegeben sind ein Kreis & (Mittelpunkt M, Radius der Lénge r» = 6 cm) und ein Kreis k; (Mittelpunkt
My, Radius der Liange r1 = 2 cm). Beide Kreise beriihren einander von auflen.

Konstruiere alle Kreise mit dem Radius der Lénge 2 c¢m, die die beiden gegebenen Kreise beriihren!

Konstruiere auch die Berithrungspunkte der gesuchten Kreise mit den gegebenen!

(I) Die Mittelpunkte der gesuchten Kreise liegen entweder (1) auf dem Kreis um M mit dem Radius der
Léange r + r; oder (1) auf dem Kreis um M mit dem Radius der Lange r — 1, da sie k beriihren sollen,
und (2) auf dem Kreis um M; mit dem Radius der Lange r + r1, da sie ky beriihren sollen und denselben
Radius haben wie k.

(IT) Daher ergeben sich die Mittelpunkte der gesuchten Kreise als Schnittpunkte der Kreise nach (1) und
(2) (das sind 2 Schnittpunkte) und als Berithrungspunkt der Kreise nach (1’) und (2).

Dieser Punkt liegt auf der Verbindungsgeraden durch M und M;. Die Bertihrungspunkte der Kreise erhélt
man, wenn man die Mittelpunkte der sich berithrenden Kreise miteinander verbindet. Es gibt genau 3
Kreise, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Der Beweis folgt aus (I).

Aufgabe 3 - 070823
Jemand wiirfelte mit n Wiirfeln bei einem einzigen Wurf zusammen die Augenzahl 3n + 4, und zwar
zeigte dabei jeder Wiirfel die gleiche Augenzahl.

Man ermittle sdmtliche Werte von n, fiir die das moglich ist!
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Die Augenzahl 3n + 4 muss durch n teilbar sein.

% =3+ % liefert nur fir n als Teiler von 4, also nur fiir n = 1, n = 2, n = 4 ganzzahlige Ergebnisse.

n = 1 scheidet aus, da keine 7 gewiirfelt werden kann.

Fiir n = 2 erhélt man 10 Augen, d.h., es wurde zweimal eine 5 gewiirfelt.
Fiir n = 4 ergeben sich 16 Augen, d.h., es wurde viermal eine 4 gewtirfelt.
Es wurde also entweder mit 2 oder mit 4 Wiirfeln gewiirfelt.

Aufgabe 4 - 070824
Beweise den Satz: Unter n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen (n > 2) gibt es stets eine, die
durch n teilbar ist.

Wir bezeichnen die grofite der n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen mit g. Sie lasse bei der Division
durch n den Rest r mit 0 < r < n — 1, es gelte also g = gn + r (¢ ganzzahlig).
Daher gehort die durch n teilbare Zahl g — r zu den n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen.

Lésungen der II. Runde 1967 ibernommen von [5]
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2.9.3 IIl. Runde 1967, Klasse 8

Aufgabe 1 - 070831

Konstruiere ein Dreieck AABC aus AB = 5 cm, dem Winkel ZBAC mit der GréBe o = 70° und
der Bedingung, dass der Schnittpunkt der drei Hohen des Dreiecks die Hohe durch den Eckpunkt B
halbiert!

(I) Angenommen, AABC sei das verlangte Dreieck, die Punkte D, E
und F' seien die Fulpunkte der Héhen durch A, B bzw. C; H sei der
Hohenschnittpunkt.

Dann ist AABE ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse AB,
dem rechten Winkel ZAE B und dem Winkel /BAE = /BAC.

Die Hohe durch C' geht durch den Mittelpunkt H der Seite B und
steht senkrecht auf AB.

(IT) Daraus ergibt sich, dass ein Dreieck AABC nur dann den Bedin-
gungen der Aufgabe entsprechen kann, wenn es durch folgende Kon-
struktion erhalten werden kann:

Man konstruiert zunéchst das Teildreieck AABE, halbiert die Seite
; EB (Halbierungspunkt sei H) und fillt von H auf AB das Lot. Sein
A r B FuBpunkt sei F.

Die Verlangerung dieses Lotes tiber H hinaus schneidet die Verldngerung der Seite AE tiber F hinaus im
Punkt C. AABC ist das verlangte Dreieck.

(IIT) Der Beweis, dass ein so konstruiertes Dreieck ABC' tatséchlich den Bedingungen der Aufgabe geniigt
(also die Umkehrung von (I)), ergibt sich leicht aus (II); die eindeutige Losbarkeit der Aufgabe aus (I).

Aufgabe 2 - 070832
Unter einer Quersumme einer natiirlichen Zahl versteht man die Summe ihrer Ziffern: z.B. hat 1967
die Quersumme 1+ 9+ 6 + 7 = 23.

Man ermittle die Summe aller Quersummen der natiirlichen Zahlen von 1 bis einschlieSlich 1000!

Wir nehmen 0 (mit der Quersumme 0) unter die zu beriicksichtigenden Zahlen auf, schlieen 1000 vorlaufig
aus und fassen jeweils die beiden Zahlen a und 999 — a (0 < a < 499) zu einem Paar zusammen. Es sei

a=a-10°+ 510+~ ()

mit ganzen Zahlen a, 3,7, fiir die 0 < «, B,y < 9 gilt.
Dann ist die Quersumme von a gleich « +  + . Ferner ist

999 —a=9-10+9-10+9—-a-102—=-10—y=(9—a) - 102+ (9—B) - 10+ (9 — )

und wegen (*) gilt auch 0 <9 —,9—- 5,9 -7 <9und 9 — «,9 — 3,9 — v sind ganz.
Daher ist die Quersumme dieser Zahl (9 — ) + (9 — ) + (9 — ) und die Summe beider Quersummen
dann

O-—a)+O-B+O—)+ta+pB+y=27

Es gibt genau 500 solcher Paare, also ist die Summe der Quersummen der hiermit erfassten Zahlen
500 - 27 = 13500. Dazu ist noch die Quersumme 1 von 1000 zu addieren.
Die gesuchte Summe betrégt mithin 13501.

Aufgabe 3 - 070833
Es seien a und b positive ganze Zahlen.

Gesucht sind alle ganzen Zahlen z, fiir die 2 = & jst.
(I) Angenommen, z sei eine Zahl mit der genannten Eigenschaft, dann gilt

a+x b

b—=x a
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hieraus folgt a? + ax = b — bx, also (a + b)x = b> — a®. Da a und b positiv sind, ist a + b # 0, und es

folgt weiter
b? — a2
T = =b—a
a+b

Somit kann hoéchstens die Zahl x = b — a die genannte Eigenschaft haben.

(IT) Durch Umkehrung dieser Schliisse folgt, dass sie tatsichlich diese Eigenschaft besitzt.
Aus z = b—a folgt (a+ b)z = b* — a?, hieraus a(a + z) = b(b — z). Da ferner a # 0 gilt und mithin auch
b — z(= a) # 0 ausfillt, ergibt sich weiter

a+zxz b

b—=z a

Aufgabe 4 - 070834
Es sei a eine positive ganze Zahl.

Zeige, dass der Bruch szrgf} weder durch 2 noch durch 3 gekiirzt werden kann!

(I) Ist @ gerade, so ist a® gerade, also auch a? — a; folglich ist dann a? — a + 1 ungerade.

Ist a ungerade, so ist a? ungerade, also a® — a gerade und folglich a® — a + 1 ungerade.
Daher ist der Zéhler stets ungerade, also kann der Bruch nicht durch 2 gekiirzt werden. (Entsprechend
konnte man den Beweis auch durch alleinige Untersuchung des Nenners fithren.)

(IT) Ist a durch 3 teilbar, so auch a?, also auch a? — a; folglich ist dann a? — a + 1 nicht durch 3 teilbar.
(Ahnlich folgt: auch a® 4 a — 1 nicht.)

Lésst a bei Division durch 3 den Rest 1, so auch a?; folglich ist dann a® — a durch 3 teilbar, also a® —a+1
nicht. (Ahnlich: auch a2 + a — 1 nicht.)

Léasst a bei Division durch 3 den Rest 2, so ldsst a? bei Division durch 3 den Rest 1; folglich ist dann
a® + a durch 3 teilbar, also a®> + a — 1 nicht.

Daher ist von den beiden Zahlen a? —a+ 1, a® +a — 1 stets (mindestens) eine nicht durch 3 teilbar, somit
kann der Bruch nicht durch 3 gekiirzt werden.

Aufgabe 5 - 070835

Beweise:

Zwei Eckpunkte eines beliebigen Dreiecks A ABC' sowie die Fufpunkte der durch diese Ecken gehen-
den Hohen bestimmen ein Sehnenviereck, d.h. ein Viereck, dessen Eckpunkte auf demselben Kreis
liegen, dessen Seiten also Sehnen dieses Kreises sind.

D In dem Dreieck AABC seien 0.B.d.A. A und C die in der
Aufgabe genannten Eckpunkte und D und E die zugehorigen
Hohenfulpunkte. Da A, E, C nicht auf derselben Geraden lie-
gen, gibt es genau einen Kreis durch diese drei Punkte. Nach der
Umkehrung des Satzes des Thales ist wegen des rechten Winkels
bei E die Seite AC ein Durchmesser des Kreises, und es liegen
auf diesem Kreis die Eckpunkte aller rechtwinkligen Dreiecke,
die AC zur Hypotenuse haben, mithin auch der Punkt D.
Folglich ist das Viereck AECD ein Sehnenviereck.

Aufgabe 6 - 070836
Gesucht ist eine zweistellige natiirliche Zahl mit folgenden Eigenschaften:

1) Die Differenz ihrer Ziffern betrdgt drei.
2) Vertauscht man ihre Ziffern, so ist die neue Zahl um neun kleiner als das Doppelte der ur-

spriinglichen Zahl.

(I) Da die Zahl zweistellig sein soll, muss sie grofer als 9 sein. Daraus folgt, dass ihr um 9 vermindertes
Doppeltes grofer sein muss als sie selbst.
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Wegen der 2. Bedingung besagt dies, dass bei Umstellung der Ziffern aus der Zahl eine grofiere Zahl
entstehen soll. Daher muss ihre erste Ziffer kleiner sein als ihre zweite.

(IT) Ferner soll das um 9 verminderte Doppelte wieder zweistellig, also hochstens 99 sein.

Daraus ergibt sich, dass die Zahl hochstens 54 betragen kann. Wegen der 1. Bedingung verbleiben hiernach
noch genau die folgenden Moglichkeiten: 14, 25, 36 und 47.

Von diesen erfiillt nur die Zahl 36 alle Bedingungen der Aufgabe.

Lésungen der III. Runde 1967 ibernommen von [5]

194



2.10.1 I. Runde 1968, Klasse 8

2.10 VIII. Olympiade 1968
2.10.1 I. Runde 1968, Klasse 8

Aufgabe 1 - 080811

D
Die Abbildung zeigt einen fiinfstrahligen Stern, bei dem die Punkte E /\ C
A, B, C, D, E Eckpunkte eines regelméfligen Fiinfecks sind.
Ermittle die Grole des Winkels ZACE!
A B

Es sei M der Umkreismittelpunkt des Fiinfecks ABCDE. Der Winkel ZACE ist ein Peripheriewinkel
zum Zentriwinkel ZAM E und deshalb halb so grofl wie dieser.

Weil das Fiinfeck regelméBig ist, ist dieser Zentriwinkel 72° grofl. Also hat der Winkel ZAC'E eine Grofie
von 36°.

Aufgabe 2 - 080812
Die Abbildung zeigt die 400 m lange Laufstrecke auf der

Innenbahn eines Stadions. Die Laufstrecke werde idealisiert
dargestellt durch zwei Halbkreise und die je 90 m langen Seiten
eines Rechtecks. Bei einem 10000-m-Lauf beobachten wir, dass
ein Léufer wiahrend einer ganzen Runde nicht innen, sondern
weiter auflen auf der 2. Bahn, und zwar stets 1 m von der
gezeichneten Laufstrecke entfernt, lduft.

Wie viel Meter mehr als 400 m legt er wahrend dieser Runde zurtick?

1 22

=, und runde die Ergebnisangabe auf volle Meter!

Anmerkung: Setze fir 7 die Zah

Im Folgenden werden die Maflzahl des Kreisumfanges, die Maflzahl des Kreisdurchmessers und die Maf}-
zahl des zuriickgelegten Weges mit u, d bzw. s bezeichnet. Dann gilt

u = 400 — 180 = 220 (1)

Wegen d = 2 ist d ~ % =70.
Ferner besteht die 2. Bahn aus zwei zu den Halbkreisen der 1. Bahn jeweils konzentrischen Halbkreisen
von um 1 m groBerem Radius sowie aus zwei Strecken von je 90 m Lénge. Also gilt

s=T72-7+2-90 ; s~ 226+ 180 =406 (2)

Der Léufer legt daher wiahrend dieser Runde etwa 6 m mehr zuriick.

Aufgabe 3 - 080813
Gerd und Bernd haben sich ein Kartenspiel ausgedacht. Sie schneiden 6 Pappkarten aus und num-
merieren sie nacheinander mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Sie vereinbaren folgende Spielregeln: Jeder bekommt nach dem Mischen drei dieser Karten. Dann
spielt jeder nacheinander jeweils eine Karte aus. Wer die Karte mit einer grofleren Zahl ausspielt,
bekommt den ”Stich” und darf nun ausspielen. Nach drei in dieser Weise zustandegekommenen ”Sti-
chen” ist die Runde beendet. Wer in einer Runde mindestens zwei "Stiche” gewinnt, ist in dieser
Runde Sieger. Um héufiger als Bernd Sieger zu werden, erklirt sich Gerd bereit, in jeder Runde als
erster auszuspielen. Er nimmt an, dadurch mehr Méglichkeiten zum Gewinn zu haben.

Uberpriife anhand der méglichen Kartenverteilungen und der jeweils moglichen Spielverliufe, ob
Gerds Annahme richtig war! Dabei wollen wir voraussetzen, dass jeder der Spieler stets fiir sich
moglichst giinstig spielt.
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Wir bezeichnen im folgenden die Karten durch die auf ihnen stehenden Zahlen. Es gibt insgesamt 20
Moglichkeiten, aus 6 Karten 3 verschiedene auszuwahlen, ndmlich:

1,2,3 1,24 1,25 1,2,6
1,3,4 1,3,5 1,3,6
1,4,5 1,4,6

1,56

2,3,4 2,3,5 2,3,6
2,4,5 2,4,6

2, 5, 6

3,4,5 3,4,6

3,5, 6

4,5,6

Besitzt ein Spieler die Karten 5 und 6, dann erhélt er stets (mindestens) 2 Stiche. Das gilt auch, wenn er
die Karten 3, 4, 5 besitzt.

Ferner gewinnt er stets, wenn er die Karten 4 und 6, aber nicht 5 hat; denn hierzu braucht er z. B.
nur zuerst die dritte Karte, die er aufler 4 und 6 noch hat, aufzulegen. Auf diese Weise kann er stets
erzwingen, dass entweder diese Karte oder seine 4 einen Stich gewinnt; ein weiterer Stich ist ihm durch
die 6 sicher.

Schliefflich gewinnen auch stets die Karten 2, 3, 6, da die 1 des Gegenspielers stete gestochen werden
kann. Es muss nur so gespielt werden, dass das nicht mit der 6 geschieht, d. h., der Besitzer der 6 darf
diese, wenn er auszuspielen beginnt, nicht als erste Karte ausspielen.

Verlieren muss auf jeden Fall daher der Spieler, der eine der folgenden Kartenzusammenstellungen besitzt:

1,2,3 1,24 1,25 1,26 1,34 1,35 1,45 2,34 2,35

9 3

Besitzt ein Spieler aber die Karten 1, 3, 6 bzw. 2, 4, 5, dann verliert er, wenn er zuerst ausspielen muss.
Im 1. Fall sticht der Gegenspieler stets die 1, und zwar (wenn sie als erste Karte eines SSticheséusgespielt
wird) mit der 2, wihrend er mit einer der Karten 4 und 5 die 3 stechen kann. Im 2. Fall darf der
Gegenspieler nur (mit der 3) stechen, falls der Anspielende die 2 anspielt; andernfalls gibt er den ersten
Stich durch Zugeben der 1 ab und kann dann bei dem erneuten Anspiel stets mit der Karte stechen, die
die ausgespielte Karte gerade noch sticht. Dadurch erhélt er aber auch noch den letzten Stich.

Der zuerst Anspielende hat also nur genau 9 (von 20) Méglichkeiten, eine fiir ihn giinstige Kartenzusam-
menstellung zu erhalten.

Daher ist es nicht giinstig fiir Gerd, wenn er stets zuerst ausspielt.

Aufgabe 4 - 080814
Beweise:

Wenn eine Zahl 100a + b (@ und b sind natiirliche Zahlen) durch 7 teilbar ist, so ist auch
die Zahl a 4 4b durch 7 teilbar!

Nach der Voraussetzung gilt 100a + b = 7k mit ganzem k. Um 4b zu erhalten, multipliziert man beide
Seiten der Gleichung mit 4 und bekommt 400a 4 4b = 4 - Tk.
Um auf den Term a + 4b zu kommen, formt man folgendermafien um:
399a +a+4b=4-7k
7-57a+a+4b=4-Tk
a+ 4b = T7(4k — 57a)

Dieser Term 7(4k — 57a) ist durch 7 teilbar. Also ist auch a + 4b durch 7 teilbar.

Lésungen der I. Runde 1968 ibernommen von [5]
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2.10.2 Il. Runde 1968, Klasse 8

Aufgabe 1 - 080821
a) Beweise folgende Aussage:

Wenn in einem Drachenviereck ABCD zwei gegeniiberliegende Innenwinkel je 90° grofl sind,
dann hat es sowohl einen Inkreis als auch Umkreis.

b) Zeige, dass diese Kreise dann auch jeweils eindeutig bestimmt sind!

¢) Untersuche, unter welcher Bedingung die Mittelpunkte dieser beiden Kreise zusammenfallen!

a) Jedes konvexe Drachenviereck besitzt einen Inkreis.

D
S
A Beweis:
Hat ein Drachenviereck ABC'D etwa die Gerade AC als Symme-
trieachse, so sind die Dreiecke AABC und AACD kongruent (sss).
% ¢ Die Halbierenden der Winkel bei B und D schneiden sich daher
auf AC. Ihr Schnittpunkt sei M;.
/ Da AC Halbierende der Winkel bei A und C ist, ist M; Schnitt-
</

punkt aller vier Winkelhalbierenden des Vierecks ABCD. Daher
hat M; von allen vier Seiten des Vierecks denselben Abstand.
Wegen der Konvexitdt von ABCD fallen auch die Fulpunkte der von M; auf die Geraden durch A, B;
durch B, C; durch C, D bzw. D, A geféillten Lote ins Innere der Strecken AB, BC', CD bzw. DA. Daher

ist M; Inkreismittelpunkt des Drachenvierecks ABCD.

Fiir ein Drachenviereck ABC'D mit AC' als Symmetrieachse sind nun unter der zusétzlichen Voraussetzung
der Aufgabenstellung folgende zwei Falle moglich:

1. Fall: ZABC = ZADC = 90°
In diesem Fall hat das Drachenviereck ABCD als Umbkreis den Thaleskreis iiber dem Durchmesser AC.
Der Umkreismittelpunkt M, liegt auf AC und halbiert AC.

2. Fall: /BAD = /BCD = 90°
In diesem Fall folgt aus

LABC + LADC = 360° — (LBAD + ZBCD) = 180°

LABC = LADC (dies wegen AABC = ANADC), dass ZABC = ZADC = 90° gilt, also zugleich auch
der 1. Fall vorliegt.

b) Der Umkreis ist eindeutig bestimmt bereits dadurch, dass er durch drei der Punkte A, B,C, D geht,
etwa durch A, B, C (sein Mittelpunkt ist der Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten des Dreiecks AABC).
Entsprechend ist der Mittelpunkt des Inkreises (und damit dieser selbst) eindeutig bestimmt als Schnitt-
punkt etwa der Halbierenden der Innenwinkel bei A und B.

(Bemerkung: Dies gilt auch im Quadratfall, in welchem nicht etwa drei Vierecksseiten, geniigend verlédngert,
ein Dreieck bilden.)

¢) M; und M, fallen genau dann zusammen, wenn im Dreieck AABC die Winkelhalbierende des Win-
kels ABC und die Seitenhalbierende der Seite AC zusammenfallen. Das ist genau im gleichschenkligen
Dreieck der Fall, d.h., M; und M, fallen genau dann zusammen, wenn das Drachenviereck ABCD ein
Quadrat ist.

Aufgabe 2 - 080822

Gegeben sei eine dreistellige Zahl, deren Einerziffer nicht 0 ist. Man vertausche ihre 1. Und 3. Ziffer
miteinander und denke sich die Differenz zwischen der urspriinglichen und der so entstandenen Zahl
gebildet.

Wie kann man, ohne diese Differenz selbst ausrechnen zu miissen, alle diejenigen natiirlichen Zahlen
finden, die Teiler des Betrages dieser Differenz sind?

197



2.10.2 II. Runde 1968, Klasse 8

Die Hunderter-, Zehner- bzw. Einerziffer der urspriinglichen Zahl werde mit a, b bzw. ¢ bezeichnet. Dann
ist diese Zahl z; als 100a + 10b + ¢ und die zweite Zahl zo als 100c + 10b + a darstellbar. Fiir die Differenz
d = z1 — 29 ergibt sich

d = 100a + 10b + ¢ — (100¢ + 10b + a) = 99(a — ¢)

Genau die folgenden natiirlichen Zahlen sind also Teiler von d:

(1) Alle nattrlichen Teiler von 99, d.s. 1, 3, 9, 11, 33, 99,

(2) alle natiirlichen Teiler von |a — ¢|,

(3) alle Produkte aus je einer unter (1) genannten mit je einer unter (2) genannten Zahl.

Ausfiithrliche Aufziahlung:
Fiir |a — ¢| kommen (wegen 0 < a < 9; 0 < ¢ < 9; a, ¢ ganzzahlig) nur die Werte 0, ...,8 in Frage; man
erhélt:

natiirliche Teiler von d

alle natiirlichen Zahlen

1,3,9,11,33,99

1,2,3,6,9,11,18,22,33,66,99,198

1,3,9,11,27,33,99,297
1,2,3,4,6,9,11,12,18,22,33,36,44,66,99,132,198,396
1,3,5,9,11,15,33,45,55,99,165,495
1,2,3,6,9,11,18,22,27,33,54,66,99,198,297,594
1,3,7,9,11,21,33,63,77,99,231,693
1,2,3,4,6,8,9,11,12,18,22,24,33,36,44,66,72,88,99,132,198,264,396,792

e
0~ O U W R O
o

Aufgabe 3 - 080823

Beweise folgenden Satz:

Der Winkel zwischen einer Hohe und der zugehorigen (d.h. vom
gleichen Eckpunkt ausgehenden) Winkelhalbierenden eines je-
den Dreiecks AABC' ist halb so grof§ wie der Betrag der Diffe-
renz der beiden anderen Innenwinkel des Dreiecks.

Es sei 0.B.d.A. die Hohe C'D und die Winkelhalbierende C'E des Dreiecks AABC betrachtet. Der Winkel
zwischen beiden habe die Grofle §, die Dreieckswinkel mogen die Groflen a, 5,y haben.
Ist « = 3, so fallen C'D und C'E zusammen, also ist dann § = 0° und die Behauptung daher richtig.

Sein nun « # 3, etwa o > . Dann liegt F zwischen D und B. Da E auch zwischen A und B liegt, folgt
ZDEC = LAEC, d.h. 90° — § = 180° — (a + 3, also

1 1
6:a+%f90°:a+§(180°7a7ﬂ)790°:§(a—6)

Aufgabe 4 - 080824

Ein mit konstanter Geschwindigkeit v; fahrender Lastkraftwagen wird 1 h 25 min nach Fahrtbeginn
von einem ebenfalls mit konstanter Geschwindigkeit vy fahrenden Personenkraftwagen eingeholt, der
30 min spéter vom gleichen Ort abfuhr, aber eine um 25 kTm groflere Geschwindigkeit als der LKW
hatte.

a) Berechne v; und vy!

b) Welche Lange s hat die von beiden Fahrzeugen bis zum Uberholungspunkt durchfahrene Weg-
strecke?

In der Zeit t; = 85 min legt der LKW die gleiche Strecke zuriick, fiir die der PKW die Zeit t3 = 55 min
brauchte.

Bezeichnet man die Geschwindigkeit des LKW mit v = kam, dann betriagt die des PKW vy = (x+25)kTm.

Wegen s = t1 - v1 = tg - v gilt dann:m%:(x—k%)-%.
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.. .5
Daraus erhélt man z = 56‘55 = 45%

a) Die Geschwindigkeit des LKW betrug 452 2™ die des PKW 70% km

6 h h
b) Wegen
5-55 85 67
2% a2l a4
60 60 6 72 64,9

betragt die durchgefahrene Wegstrecke s ~ 64,9 km.

Umgekehrt werden durch diese Werte in der Tat alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt, wie eine Probe
zeigt.

Lésungen der II. Runde 1968 ibernommen von [5]
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2.10.3 lll. Runde 1968, Klasse 8

Aufgabe 1 - 080831
Beweise folgenden Satz: Jedes Dreieck AABC lisst sich in zwei rechtwinklige Teildreiecke zerlegen.

Es geniigt zu beweisen, dass in jedem Dreieck wenigstens ein Héhenfufipunkt zwischen den beiden Eck-
punkten einer Dreiecksseite liegt. Das trifft auf den Fupunkt der vom Scheitelpunkt eines gréfiten Drei-
eckswinkels auf die gegeniiberliegende Seite gefillten Hohe zu.

Beweis:

(1) Ein groBter Winkel des Dreiecks AABC liege 0.B.d.A bei C.
Der Fulpunkt des von diesem Punkt auf die Gerade g durch A und B geféllten Lotes sei D.

(2) Wir nehmen (0.B.d.A) an, D liege auf g auflerhalb der Seite AB auf der anderen Seite von B
beziiglich A oder in A.

Dann ist der Winkel ZBAC als Auflenwinkel im Dreieck ADCA oder als rechter Winkel Z/BDC
nicht spitz.

Wegen (1) kann aber keiner dieser Winkel grofler als 60° sein. Damit ist ein Widerspruch erreicht. An-
nahme (2) ist folglich falsch. w.z.b.w.

Aufgabe 2 - 080832
Von fiinf duBerlich gleichen Kugeln haben genau drei gleiches Gewicht; die beiden tibrigen, die un-
tereinander gleich schwer sind, haben jeweils ein anderes Gewicht als jede der erstgenannten.

Beweise, dass in jedem Fall (d.h. bei jedem moglichen Resultat der durchgefithrten Wégungen) drei
Wiégungen ausreichen, um die beiden letztgenannten Kugeln herauszufinden, wenn als Hilfsmittel nur
eine zweischalige Waage ohne Wéagestiicke zur Verfiigung steht!

Zum Beweis wird ein Verfahren angegeben, das nach drei Wagungen sicher zum Ziel fithrt:

Wir bezeichnen die Kugeln mit K;...K5.

Bei der ersten Wagung lege man je eine Kugel, etwa K7 und K>, auf eine Waagschale, bei der 2. Wagung
nehme man zwei weitere, bisher nicht gewogene Kugeln, etwa K3 und K. Dann kénnen die ersten beiden
Wigungen folgende Resultate haben (in der Ubersicht ist Gleichgewicht mit Gl. und nicht Gleichgewicht
mit n. Gl. symbolisiert):

1. Wéagung 2. Wégung

a) Gl Gl
b) Gl n. Gl
c) n. GL Gl
d) n. GL n. GL

Im Fall a) vergleiche man in der 3. Wigung eine Kugel der 1. Wigung, etwa K7 mit der 5. Kugel. Herrscht
Gleichgewicht, so sind K3 und K, die gesuchten Kugeln, andernfalls sind es K7 und Ks.

Die Félle b) und c) lassen sich durch Umnummerierung aufeinander zuriickfithren. Es geniigt also, einen
dieser Fille zu betrachten, es sei der Fall b).

Man vergleiche in der dritten Wégung eine der beiden Kugeln K; oder Ky mit einer der Kugeln K3 oder
Ky.

Es werde z.B. K7 mit K3 verglichen. Herrscht Gleichgewicht, so sind K4 und K5 die gesuchten Kugeln,
herrscht kein Gleichgewicht, so sind es K3 und K.

Im Fall d) vergleiche man schlielich eine der gewogenen Kugeln, etwa K, mit der 5. Kugel. Es sei
0.B.d.A. die Kugel K, leichter als K5. Ebenso sei 0.B.d.A. K3 leichter als K.

Herrscht nun beim Vergleich mit K5 Gleichgewicht, so sind Ky und K4 die gesuchten Kugeln; herrscht
kein Gleichgewicht, so sind es K7 und Kj. In jedem Falle (und andere Fille gibt es nicht) hat man die
beiden gesuchten Kugeln mit drei Wagungen ermittelt.
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Aufgabe 3 - 080833
Es ist zu beweisen: Lisst die Quersumme einer natiirlichen Zahl bei der Division durch 9 den Rest
r, so lasst auch die Zahl selbst bei der Division durch 9 den Rest r.

Die Zahlen 1, 10, 100, 1000, ... lassen bei Division durch 9 jeweils den Rest 1, weil der Vorgédnger jeder
dieser natiirlichen Zahlen durch 9 teilbar ist; die Zahlen 2, 20, 200, 2000, ..., die sich als 1 + 1, 10 4 10,
100 + 100, ... schreiben lassen, ergeben jeweils den Rest 2; die Zahlen 3, 30, 300, ... den Rest 3 usw., die
Zahlen 8, 80, 800, ... den Rest 8, und 9, 90, 900, ... schlieSlich den Rest 0.

Nun lasst sich jede natiirliche Zahl z in der Form
z=ag-10° +a; - 10" +as - 10 + ... + a, - 10n
schreiben (mit ganzen Zahlen a;, fiir die 0 < a; < 9 gilt). Die Quersumme dieser Zahl lautet dann
Qiz)=ar+a1+a2+az+...+a,

Bei Division durch 9 lisst nach dem Obigen ag - 10° den gleichen Rest wie ag, a; - 10' den gleichen Rest
wie aq, ..., a, - 10" den gleichen Rest wir a,,.

Die Summe z der a; - 10% lisst daher bei Division durch 9 den gleichen Rest wie die Summe Q(z) der a;.

Aufgabe 4 - 080834

Von einem Rechteck ABC'D mit den Seitenlingen AB = a und AD = b (b < a) ist durch genau eine
Parallele zu einer Seite ein dem urspriinglichen Rechteck dhnliches abzuschneiden. Lose die Aufgabe
durch Konstruktion!

Bemerkung: Zwei nicht quadratische Rechtecke heiflen dhnlich, wenn das Léangenverhéltnis der
grofleren zur kleineren Seite bei beiden gleich ist.

I. Angenommen, es gibt eine solche Parallele. Dann kann sie wegen b < a nur parallel zur Seite AD
gezogen werden. Es sei FF' diese Parallele. Dann gilt:
ABCD ~ BCEF und damit auch: AABD ~ ABCF'. Daraus folgt: ZABD = /BCF.

D E (&

D2 /

</
;
A F B

I1. Daher kommt man zu folgender Konstruktion:
Man tragt im Punkt C' an BC nach der Seite hin, auf der A liegt, einen Winkel von der Grofie des Winkels
ZABD an. Der freie Schenkel dieses Winkels schneide die Seite AB in F'.

III. Die Parallele zu AD durch F entspricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis:

Die Dreiecke AABD und ABCF sind laut Konstruktion éhnlich; denn sie stimmen in den Winkeln
iiberein. Daher gilt:

AD : BF = AB : BC und mithin ABCD ~ BCEF.

IV. Die Konstruktion ist stets auf genau eine Weise ausfithrbar. Da die Grofle des Winkels ZABD
zwischen 0° und 90° liegt, existiert ein solcher Schnittpunkt F' und ist von B verschieden. Daher existiert
das Dreieck ACFB. Wegen (III) gilt

BC _a

BF b
also BC > BF, und F liegt zwischen A und B.
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Aufgabe 5 - 080835

Fritz soll eine dreistellige natiirliche Zahl z mit sich selbst multiplizieren. Er schreibt versehentlich
als ersten Faktor eine um 5 kleinere Zahl hin. Darauf aufmerksam gemacht, sagt er: "Ich nehme als
zweiten Faktor einfach eine um 5 grofiere Zahl, dann wird das Ergebnis richtig.”

a) Ist diese Behauptung wahr?

b) Gesetzt, sie sei falsch, zwischen welchen Grenzen bewegt sich der absolute Fehler, wenn z alle
dreistelligen Zahlen durchlauft?

a) Fritz sollte rechnen: z - z = 22. Er rechnete: (z — 5)(z + 5) = 22 — 25. Sein Weg ist also falsch.

b) Der absolute Fehler betréigt in jedem Falle: -25.
Er ist also nicht je nach der Zahl z verschieden, sondern konstant.

Aufgabe 6 - 080836
Die Zahlen a, b, ¢ und d mogen folgenden Bedingungen gentigen:

(1) d>c
(2) a+b=c+d
(3) a+d<b+ec

Ordne die Zahlen der Grofie nach (beginnend mit der grofiten)!
Wegen (1) gilt b+d > b+ ¢, und weil a+d < b+ c ist, findet man a+d < b+ d und daraus a < b. (4)
Durch Subtraktion erhilt man aus (2) und (3):
d—b<b—d — 2d<20 — d<b (5)

Aus (2) erhédlt man b — d = ¢ — a, woraus sich wegen b > d die Aussage (6) ¢ > a ergibt.
Wegen (4), (5) und (6) ist die gesuchte Reihenfolge b > d > ¢ > a.

Lésungen der III. Runde 1968 iibernommen von [5]
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2.11 IX. Olympiade 1969
2.11.1 I. Runde 1969, Klasse 8

Aufgabe 1 - 090811
Untersuche, ob es Vielecke mit einer der folgenden Eigenschaften gibt:

a) Die Anzahl der Diagonalen ist dreimal so grofl wie die Anzahl der Eckpunkte.

b) Die Anzahl der Eckpunkte ist dreimal so grof§ wie die Anzahl der Diagonalen.

Die Formel fiir die Anzahl z der Diagonalen in einem konvexen n-Eck lautet: z = w

Begriindung: Von jedem Eckpunkt geht je eine Diagonale zu denjenigen Eckpunkten, die von dem ge-
nannten Eckpunkt verschieden und auch nicht zu ihm benachbart sind. Daher gehen von jedem Eckpunkt
genau (n — 3) Diagonalen aus.

Addiert man diese fiir alle n Eckpunkte gebildeten Anzahlen, so hat man jede Diagonale des n-Ecks genau
2 mal gezéhlt. Daher gilt 2z = n(n — 3), woraus die behauptete Formel folgt.

n(n—3) 2
2

a) Angenommen, es gibt ein n-Eck der genannten Art. Dann gilt: z = 3n — 3n = —9n=n
Daraus folgt wegen n £ 0: n = 9.

Umgekehrt: Fir n =9 ergibt sich z = 27 = 3n. Also haben alle 9ecke und nur diese die Eigenschaft a).

b) Angenommen, es gibt ein n-Eck der genannten Art. Dann gilt:

n n nn-—23) 9
=-—=-=——=1In=3
=3 3 5 n =3n
Es gibt also kein n-Eck mit der Eigenschaft b), weil die letzte Bedingung fiir keine positive ganze Zahl n

erfillbar ist.

Aufgabe 2 - 090812

Gegeben seien in der Ebene ein Kreis ky und 6 Kreise vom Radius r, deren
jeder in der aus der Abbildung ersichtlichen Weise genau zwei von ihnen
und auflerdem den Kreis kg von auflen bertihrt.

Ermittle den Radius ro des Kreises kq!

Angenommen, My sei der Mittelpunkt und r der Radius eines Kreises kg, zu dem 6 Kreise der gesuchten
Art existieren; deren Mittelpunkte seien M7, Ms, ..., Mg. Dann entstehen 6 kongruente gleichschenklige

Dreiecke
AMiMygMsy, AMsMoMs, ... AMgMyM, (1)

also wird LMy MyMs =2 ZMsMoMs = ... =2 L MgMyM;, und da die Summe dieser Winkel 360° betragt,
hat jeder von ihnen eine Grofle von 60°. Die Dreiecke (1) sind somit gleichseitig, und es folgt ro +r = 2r,
also ro = r.

Umgekehrt sind fiir 79 = r die Bedingungen der Aufgabenstellung erfiillt. Denn wahlt man My, M1, ..., Mg
so, dass AM 1 MgMsy, AMsMgMs, ... AMsMyM;g gleichseitige Dreiecke mit der Seitenlénge 2r sind,
so wird AMgMyM; gleichschenklig, mit ZMgMyM; = 360° — 5 - 60°, also ebenfalls gleichseitig.

Daher beriihren sich die Kreise um My, M1, ..., Mg mit dem Radius r in der vorgeschriebenen Weise.

Aufgabe 3 - 090813

a) Beweise folgenden Satz:

Wenn in einem (nicht iiberschlagenen) ebenen Viereck alle Seiten gleichlang sind (Rhombus), dann
stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander.

b) Untersuche, ob der Satz umkehrbar ist!
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a) Voraussetzung: ABCD sei ein ebenes Viereck mit AB = BC = CD = DA.
Behauptung: AC 1 DB.

Beweis:
Wegen AB = CB liegt B auf der Mittelsenkrechten von AC, wegen AD = C'D ebenso auch D. Daher ist

die Gerade durch B und D die Mittelsenkrechte von AC, insbesondere gilt also BD 1 AC.

b) Die formale Umkehrung lautet: Wenn in einem Viereck die Dia-
gonalen senkrecht aufeinander stehen, dann sind alle Seiten gleich-
lang (Rhombus).

Die formale Umkehrung ist kein (wahrer) Lehrsatz, wie z.B. das
folgendermaflen gebildete Viereck ABCD zeigt (siehe Abbildung).
Es sei AB’C’D ein Rhombus mit dem Mittelpunkt M. Ferner sei B
ein von B’ verschiedener Punkt auf dem von M durch B’ gehenden
Strahl. Schlielich sei C' irgendein Punkt auf dem von M durch C’
gehenden Strahl.

Dann ist ABCD ein Viereck, in dem die Diagonalen aufeinander senkrecht stehen; aber es gilt AB # AD.
Denn wire AB = AD, so folgte AABM = AADM (ssw mit rechtem, also der grofiten Seite ge-
geniiberliegendem Winkel), also MB = M D = M B’ im Widerspruch zu B # B'.

Aufgabe 4 - 090814
Auf zwei nebeneinanderliegenden Fahrbahnen sind zwei 4 m lange Kraftwagen in gleicher Fahrtrich-
tung gefahren. Der erste hatte eine Geschwindigkeit von 60 kTm, der zweite eine Geschwindigkeit von

70 kTm Der zweite Kraftwagen fuhr an dem ersten vorbei.

Zu Beginn des betrachteten Vorganges befand sich die Hinterkante des ersten Wagens a = 20 m vor
der Vorderkante des zweiten (siehe Abbildung a); am Ende des Vorganges die Vorderkante des ersten
a = 20 m hinter der Hinterkante des zweiten (sieche Abbildung b).

Wie lange dauerte dieser Vorgang, und welche Fahrtstrecke wurde von der Vorderkante des zweiten

Wagens dabei zuriickgelegt?
K1

]

a) b)

Da der Vorgang laut Aufgabe stattgefunden hat, existiert eine Losung. Es seien folgende Bezeichnungen
eingefiihrt:

Geschwindigkeit von K bzw. Ka: v = 601%“, vy = 701‘Tm

Weg der Vorderkante von K7 bzw. Ky wahrend des Vorgangs: s1, So

Zeitdauer des Vorgangs: t

Abstand der Vorderkanten voneinander zu Anfang bzw. am Ende des Vorgangs: d4 = dg = 24 m
Summe dieser Abstinde: D =d4 +dg =48 m

Angenommen nun, diese Gréflen seien die bei dem Vorgang der Aufgabenstellung auftretenden. Dann

Fahrtrichtu
| —_—
S
Fahrtrichtung
—_—

5

folgt s1 = v1t, So = ot s1 + D = so. Daraus folgt weiter v1t + D = wvot, also
D 0,048
t= =—~——h=1728s~17,3s
V2 — U1 10
sowie D
So9 = Vst (: b2 ) = 336m
V2 — U1

Lésungen der I. Runde 1969 dbernommen von [5]
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2.11.2 1l. Runde 1969, Klasse 8

Aufgabe 1 - 090821
Klaus und Horst spielen mit Wiirfeln. Sie benutzen bei jedem Wurf genau zwei verschieden grofie
Wiirfel und addieren jedesmal die beiden Augenzahlen.

Klaus meint, dass unter allen moglichen verschiedenen Wiirfen solche mit der Summe 7 am h&ufigsten
auftreten. Zwei Wiirfe heiflen dabei genau dann gleich, wenn die Augenzahlen gleich grofier Wiirfel
jeweils iibereinstimmen.

Begriinde die Richtigkeit dieser Meinung!

Ordnet man z.B. die moglichen Wiirfe und die zugehérigen Summen der jeweiligen beiden Augenzahlen
in Form nachstehender Tabelle an, so erkennt man, dass in der Tat die Summe 7 am haufigsten auftritt.
(waagerecht ... grofler Wiirfel, senkrecht ... kleiner Wiirfel):

1 2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
213 4 5 6 7 8
314 5 6 7 8 9
415 6 7 8 9 10
516 7 8 9 10 11
6|7 8 9 10 11 12

Aufgabe 2 - 090822
Auf einer Geraden seien die Punkte A, F, C, F', O, G, D,
H, B in dieser Reihenfolge so gelegen, dass gilt:
AB = 6cm
AE=EF=FO=0G=GH=HB = 1cm;
EC=CF=GD=DH = 055cm

Uber den Strecken AB, EH und FG seien Halbkreise in
die eine Halbebene und iiber den Strecken AO, OB, EF
und GH Halbkreise in die andere Halbebene beziiglich
der Geraden durch A und B gezeichnet.

Berechne den Inhalt der farbigen Fléche!

Der gesuchte Flacheninhalt A ist gleich der Summe der Inhalte der Halbkreisflichen iiber AB, F'G, AO
und OB vermindert um die Summe der Inhalte der Halbkreisflichen iiber EH, EF und GH.

Wegen AB=6cm, FG=2cm, AO=0B=3cm, FH =4 cm, EF = GH =1 cm gilt daher:
™ 2 2
A:§(36+4+9+97167171) cm® = 57 cm

Der Inhalt der schraffierten Fliche betrigt 57 cm?, das sind angenihert 15,71 cm?.

Aufgabe 3 - 090823

a) Wie oft insgesamt stehen im Verlaufe von 24 Stunden (von 0.00 Uhr bis 24.00 Uhr) der Stunden-
und der Minutenzeiger einer Uhr senkrecht aufeinander?

b) Berechne insbesondere alle derartigen Zeitpunkte zwischen 4.00 Uhr und 5.00 Uhr!

(I) Im Zeitraum von je einem Ubereinanderstehen der beiden Zeiger bis zum néchsten nimmt der Winkel
zwischen den Zeigern (gemessen im Uhrzeigersinn vom Stundenzeiger bis zum Minutenzeiger) alle Werte
von 0° bis 360° an, jeden genau einmal. Unter diesen Zeigerstellungen befinden sich genau zwei der
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gesuchten, ndmlich die mit den Winkeln 90° und 270°.

(IT) In der Zeit von 0 Uhr bis 12 Uhr fithrt der Minutenzeiger genau 12 volle Umdrehungen aus, der
Stundenzeiger genau eine in gleicher Richtung.

Daher wird dieser Zeitraum durch die Zeitpunkte des Ubereinanderstehens der beiden Zeiger in 11 Teile
geteilt (und zwar wegen der Gleichférmigkeit der Bewegungen in gleichlange).

(ITT) Aus (I) und (II) folgt zunéchst: Die Zeit von 0 Uhr bis 24 Uhr wird durch die Zeitpunkte des
Ubereinanderstehens in 22 Teile geteilt, und in jedem dieser Teilzeitrdume befinden sich genau 2 gesuchte
Zeitpunkte.

Deren Gesamtzahl betragt somit 44.

(IV) Aus (I), (IT) und der Gleichformigkeit der Bewegungen folgt ferner: Der Zeitraum von 0 Uhr bis 12
Uhr wird, durch diejenigen Zeitpunkte, die den Winkeln 0°,90°,180°,270° entsprechen, in 44 gleichlange
Teile geteilt.

Diese Zeitpunkte ergeben sich somit als die ersten 43 positiven ganzzahligen Vielfachen von ﬁ h= 1—31 h.
Die Zeitpunkte mit den Winkeln 90° und 270° sind dabei die ungeradzahligen unter diesen Vielfachen.
Von diesen liegen zwischen 4.00 Uhr und 5.00 Uhr genau diejenigen n - % h (n ungerade), bei denen n
die Ungleichung 4 < n - % < 5 oder gleichbedeutend % <n< % erfiillt, das sind die Zeitpunkte

11

15-
3

5 11 2 .
h =4h 5ﬁ min ; 17 - ?h = 4h 38ﬁ min

Aufgabe 4 - 090824
Beweise folgenden Satz:
In jedem Dreieck AABC teilt jede Halbierende eines Innenwinkels dessen Gegenseite im

Verhéltnis der beiden anderen Seiten.

Voraussetzung: Dreieck mit Winkelhalbierender
Behauptung: Winkelhalbierende teilt gegeniiberliegende Seite im Verhéltnis der beiden anderen Seiten

Beweis: O.B.d.A. werde die Winkelhalbierende in C' betrachtet, damit gilt 71 = v2 (1). Zu zeigen bleibt
hier a; : as = ¢1 : ¢a.
Der Sinus von zwei sich zu 180° erginzenden Winkeln (Nebenwinkel) ist gleich grof. Deshalb gilt:

sin v = sin a (2)
Wegen des Sinussatzes gilt: sin« : siny = a : ¢. Daher gilt nun ebenfalls:

sinaq :siny; =aq : ¢y (3) und sinao : sinys = ag : ¢o (4)
Mit (3), (4), (1) und (2) gilt:
ay:as = (sinag -sinyg - ¢q) @ (sinyy - sinag - c2) = ¢ : o

Lésungen der II. Runde 1969 ibernommen von [5]
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2.11.3 lll. Runde 1969, Klasse 8

Aufgabe 1 - 090831
Die Altersangaben (in vollen Lebensjahren ausgedriickt) einer Familie - Vater, Mutter und ihre zwei
Kinder - haben folgende Eigenschaften:

Das Produkt aller vier Lebensalter betragt 44950; der Vater ist 2 Jahre &lter als die Mutter.

Wie alt sind die vier Familienmitglieder?

Die Zerlegung von 44 950 in Primfaktoren lautet 44950 = 2-5-5-29-31. Daher gibt es genau die folgenden
Moglichkeiten, 44950 in ein Produkt aus genau 4 natiirlichen Zahlen zu zerlegen:

(1) (2-5)-5-29-31=10-5-29- 31,
(2) (2-29)-5-5-31=58-5-5-31,
(3) (2-31)-5-5-29=062-5-5-29,
(4) (5-5)-2-29-31=125-2.29-31,
(5) (5-29)-2-5-31=145-2-5-31,
(6) (5-31)-2-5-29=155-2-5-29,
(7) (29-31)-2-5-5=899-2-5-5

Da die Altersdifferenz der beiden Eltern 2 Jahre betrdgt, konnen hochstens die Félle (1) und (4) Losung
sein. Von ihnen ist der Fall (4) nicht real; denn nach ihm miisste die 29jdhrige Mutter ein 25jdhriges Kind
haben.

Somit verbleibt nur Méglichkeit (1); d.h., die gesuchten Altersangaben kénnen nur 31, 29, 10, 5 sein.
Umgekehrt erfiillen diese Angaben auch tatséchlich alle Bedingungen der Aufgabe.

Aufgabe 2 - 090832

Uber den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks AABC seien dhnliche Vielecke V,, Vj,, V. konstruiert,
und zwar so, dass die Dreiecksseiten BC, AC, AB jeweils einander entsprechende Seiten von V,, V;
bzw. V, sind.

Beweise: Der Flacheninhalt des Vielecks iiber der Hypotenuse ist gleich der Summe der Fliacheninhalte
der beiden Vielecke iiber den Katheten.

2. Wie tiblich sei BC' = a, AC = b, AB = ¢ gesetzt, AB sei die Hypotenuse von AABC.
Die Flacheninhalte von V,, V;, V. seien F,, F, bzw. F, genannt. Da nun BC' und AB in den &hnlichen
Vielecken V,, V. einander entsprechende Seiten sind, gilt

F,:F.=d%: 02, also F, = —QFC
c

Ebenso erhélt man Fp = i’—ch.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt a? + b = ¢2. Durch Multiplikation mit % folgt hieraus

2 b2

Fc+ 'Fc:Fc

c? c?

d.h. F, + F, = F., w.z.b.w.

Aufgabe 3 - 090833

Beweise die Richtigkeit der folgenden Teilbarkeitsregel:

Eine drei- oder mehrstellige natiirliche Zahl ist stets dann durch 8 teilbar, wenn die aus der Hun-
derterziffer und der Zehnerziffer gebildete Zahl, vermehrt um die Hélfte der Anzahl der Einer, eine
durch 4 teilbare ganze Zahl ist.

Beispiel: 37528 ist zu untersuchen. 52 4+ 4 = 56 ist durch 4 teilbar, also ist 37528 durch 8 teilbar.
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Sind a, b, ¢ die Einer-, Zehner- bzw. Hunderterziffer einer natiirlichen Zahl n, so ldsst sich diese in der
Form
n = 1000d + 100c 4+ 10b + a

mit einer ganzen Zahl d darstellen. Vermehrt man dann die aus der Hunderterziffer und der Zehnerziffer
gebildete Zahl um die Héalfte der Anzahl der Einer, so ergibt sich die Zahl

1
m=10c+ b+ ia

Ist nun voraussetzungsgeméfl m durch 4 teilbar, so ist 10c+ b+ %a = 4k mit einer ganzen Zahl k. Daraus
folgt 20c + 2b + a = 8k, also ist dann

n = 8k + 1000d + 80c + 8b = 8(k + 125d + 10c + b)

durch 8 teilbar, w.z.b.w.

Aufgabe 4 - 090834
Es seien K, Ky, K3, K, vier konzentrische Kreise, fiir deren Radien r1, 9, r3 und ry4

T4 —T3 = T3—Ta=Ty—T1 =" gilt.

Ermittle das Verhéltnis des Flacheninhalts von K; zu den Flicheninhalten der drei von K7 und Ko
bzw. Ko und K3 bzw. K3 und K, gebildeten Kreisringe!

Aus den Gleichungen fiir die Radien folgt ro = 271,73 = 3r1, 14 = 411.
Der Fldcheninhalt A; des inneren Kreises Ky betrigt

A = 7r7“f
Der Fldcheninhalt Ay des ersten Kreisringes betragt
Ay =7 [(2r)? —ri] = 3mr}
Der Fldcheninhalt A3 des zweiten Kreisringes betrigt
Az =7 [(3r1)% = (2r1)?] = 5}
Der Fldcheninhalt A4 des dritten Kreisringes betrigt
Az =7 [(4r1)? = (3r1)?] = T}

Daraus folgt:
Al:Ag:A3:A4:7r7’f:37r7"f:57r7'f:77r7“f=1:3:5:7

Die vier Fldcheninhalte verhalten sich zueinander wie 1 : 3 : 5 : 7.

Aufgabe 5 - 090835
Aus TT7prozentigem und 87prozentigem Spiritus und nur daraus soll durch Mischen genau 1000 g
80prozentiger Spiritus hergestellt werden.

Ermittle die dafir genau benotigten Massen!

Die Prozentangaben beziehen sich auf die Massen.

Wenn es eine Losung der Aufgabe gibt, dann sei fiir diese = die Maflzahl der Masse des 77prozentigen
Spiritus. Dann ist (1000 — z) die Mafzahl der Masse des 87prozentigen Spiritus, und es gilt:

7 87 80
o+ 2L (1000 — 2) = — - 1000
100° * 70010 —#) = 150

also 77z + 87000 — 87x = 80000, woraus man x = 700 erhélt.
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Folglich kommen als Losung der Aufgabe nur die Massen 700 g 77-prozentiger und 300 g 87prozentiger
Spiritus in Frage.

Diese Massen haben tatséchlich die geforderte Eigenschaft; denn 700 g von 77prozentigem Spiritus enthal-
ten genau 539 g reinen Spiritus; 300 g von 87prozentigem Spiritus enthalten genau 261 g reinen Spiritus.
Das sind zusammen 800 g reiner Spiritus.

Laut Definition bezeichnet man 1000 g einer Mischung, die 800 g Spiritus und 200 g Wasser enthilt, als
80prozentigen Spiritus, der laut Aufgabe herzustellen war.

Aufgabe 6 - 090836
Im ebenen Gelinde seien genau alle diejenigen Punkte zugénglich, die auf einem Rechteck ABCD
einschliefflich seines Inneren gelegen sind. In dieser Rechteckfléche fithre ein Kreisbogen von A nach

B, dessen zugehoriger Mittelpunkt nicht zugénglich sei. Auf dem Kreisbogen liege der Punkt P (mit
P # Aund P # B).

Konstruiere die Tangente in P an den Kreisbogen, ohne dafl bei Durchfiihrung des Konstruktion das

Rechteck ABCD verlassen wird!

Es sei 0.B.d.A. AP < BP. Der Kreis um P mit dem Radius PA schneidet den gegebenen Kreis aufler in
Ain F.

D C

Wegen AP < BP ist E zuginglich, ebenso ein Stiick der Winkelhalbierenden w des Winkels ZAPFE.
Behauptung: Die Senkrechte ¢t durch P auf w ist die gesuchte Tangente.

Beweis: Ist M der Mittelpunkt des gegebenen Kreises, so ist AAMP = AUMP (sss), also ZAPM =
/EPM; daher liegt M auf w. Die gesuchte Tangente steht somit senkrecht auf w; sie féllt also mit der
konstruierten Geraden t zusammen.

Lésungen der III. Runde 1969 ibernommen von [5]
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2.12 X. Olympiade 1970
2.12.1 I. Runde 1970, Klasse 8

Aufgabe 1 - 100811
Ermittle die Anzahl aller sechsstelligen natiirlichen Zahlen, in denen die Ziffernfolge 1970 (d.h. die
Grundziffern 1, 9, 7, 0 in dieser Reihenfolge und ohne dazwischen stehende andere Ziffern) auftritt!

Wie lautet die kleinste und wie die grofite dieser sechsstelligen Zahlen?

Bezeichnet man die beiden fehlenden Ziffern der gesuchten Zahl mit z und y, so kénnen sechsstellige
Zahlen der angegebenen Art nur die folgenden Formen haben:

a) zyl970 mit 1 <z <9 und 0 <y <9,
b) 21970y mit 1 <2z <9 und 0 <y <9,
¢) 1970zy mit 0 <2 <9und 0 <y <9.

Alle diese Zahlen sind voneinander verschieden; denn gehoren zwei von ihnen zu derselben mit a), b) oder
¢) bezeichneten Gruppe, so ist diejenige von ihnen die kleinere, in der auch die aus T und g gebildete
zweistellige Zahl Ty die kleinere ist; gehoren sie dagegen zu verschiedenen Gruppen, so unterscheiden sie
sich (z.B.) in ihrer dritten Ziffer.

In Gruppe a) und b) gibt es nun jeweils genau so viele Zahlen der geforderten Art, wie es Zahlen Zy mit
10 < 7y < 99 gibt, das sind je genau 90 Zahlen, in Gruppe ¢) so viele, wie es Zahlen Tg mit 0 < Ty < 99
gibt, das sind genau 100 Zahlen.

Somit betragt die gesuchte Anzahl 2 - 90 + 100 = 280.

Nach dem Vorherigen ist ferner jeweils die kleinste bzw. die grofite Zahl
in Gruppe a) 101 970 bzw. 991 970,
in Gruppe b) 119 700 bzw. 919 709,
in Gruppe c) 197 000 bzw. 197 099.

Folglich ist die insgesamt kleinste der beschriebenen Zahlen 101970 und die insgesamt grofite 991970.

Aufgabe 2 - 100812
Ermittle alle rationalen Zahlen x mit  # 2, die die folgende Gleichung erfiillen:
3 4 3(z+1 1
: @+1)

1 = 2
1:—2+ +x—2 u xr — 2 T —2

Angenommen, die Gleichung hétte eine rationale Losung = mit  # 2. Dann folgt aus der gegebenen
Gleichung
3x+r—2+4+4=2x—-4+3x+3+1

Daraus folgt x = 2 im Widerspruch zur Voraussetzung x # 2. Daher war die Annahme falsch, d.h., es
gibt keine rationale Zahl x mit x # 2, die die gegebene Gleichung erfiillt.

Aufgabe 3 - 100813
Es sei AABC ein beliebiges Dreieck, und es sei D der Beriihrungspunkt des Inkreises des Dreiecks
AABC mit der Seite AB.

Beweise: Die Lange der Strecke AD ist gleich der Differenz aus dem halben Umfang des Dreiecks und
der Lénge der Seite BC.

Es sei E der Berithrungspunkt des Inkreises mit der Seite AC', F' der Berithrungspunkt des Inkreises mit
der Seite BC.

Dann gilt AD = AE, BD = BF, CE = CF je als Tangentenabschnitte von einem Punkt aulerhalb des
Kreises an den Kreis.

Der Umfang des Dreiecks AABC ist also:
AB+ BC + AC =2AD + 2CF + 2BF
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Daraus folgt:

AD — w_mF*BF)
Da BF + CF = BC(C ist, folgt
AD = AB+BC+AC .

2
D

Aufgabe 4 - 100814
Ein Wiirfel werde von allen denjenigen Ebenen geschnitten, die durch die Mittelpunkte jeweils der
drei von einem Eckpunkt ausgehenden Kanten verlaufen. Dabei entsteht ein Restkorper.

a) Stelle diesen Wiirfel mit der Kantenldnge a = 6 ¢cm und den Restkorper in einem Schrigbild
(=60 ¢ = 3) dar!
b) Ermittle die Anzahl aller Eckpunkte und die Anzahl aller Kanten des Restkorpers!

¢) Gib die Form und die Anzahl aller Teilflichen der Oberfliche des Restkérpers an!

b) Die Eckpunkte des Restkorpers sind genau alle Mittelpunkte der Kanten des Wiirfels. Da der Wiirfel
genau 12 Kanten hat, deren Mittelpunkte sdmtlich voneinander verschieden sind, hat der Restkorper
folglich genau 12 Eckpunkte.

Die Kanten des Restkorpers sind genau alle diejenigen Strecken, die die Mittelpunkte je zweier von einem
Eckpunkt des Wiirfels ausgehender Kanten miteinander verbinden.

Jede dieser Verbindungsstrecken verlduft innerhalb einer Seitenfliche des Wiirfels, und zwar liegen in
jeder der 6 Seitenflichen genau 4 verschiedene Verbindungsstrecken. Deren Anzahl betrégt folglich genau
24.

c¢) Die in jeder Seitenflache des Wiirfels liegenden 4 Kanten des Restkorpers begrenzen eine der gesuchten
Teilflichen, ndmlich ein Quadrat (da durch die Verbindungsstrecken von je zwei aufeinanderfolgenden
Seitenmitten eines Quadrates wieder ein Quadrat begrenzt wird). Solche quadratischen Teilflachen gibt
es folglich genau 6.

Die Verbindungsstrecken der Mittelpunkte je dreier von einem Eckpunkt des Wiirfels ausgehender Kan-
ten begrenzen eine der gesuchten Teilflichen, ndmlich ein gleichseitiges Dreieck (da diese 3 Verbindungs-
strecken als Seiten dreier kongruenter vorhin genannter Quadrate gleichlang sind). Solche gleichseitigen
Dreiecke gibt es folglich genau 8.

Diese 14 Teilfliachen schlieBen sich bereits zur Oberfléche eines Kérpers zusammen (wie man z.B. daran
erkennt, dass sich um jeden Eckpunkt des Restkorpers 4 Teilfldchen liickenlos zusammenschlielen). Daher
hat die Oberfliche des Restkorpers keine weiteren Teilflachen.

Lésungen der I. Runde 1970 ibernommen von [5)]
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2.12.2 Il. Runde 1970, Klasse 8

Aufgabe 1 - 100821

In die neun Felder A, B, C, D, E, F, G, H, K der nebenstehenden
Figur sind die natiirlichen Zahlen von 1 bis 9, jede genau in eines O
der Felder, so einzutragen, dass die Summen s;, s und sz der in den G
Feldern A, B, C, D bzw. D, E, F, G bzw. G, H, K, A stehenden
Zahlen einander gleich sind.

=0
= O

a) Welches ist der kleinste und welches ist der grofite Wert, den O O
diese (einander gleichen) Summen unter den genannten Bedin- K E
gungen annehmen kénnen? O O O O

A B C D

b) Gib je eine Moglichkeit an, wie dieser kleinste bzw. dieser grofite
Wert erreicht werden kann!

Die in die Felder A, B,C, D, E, F,G, H, K eingetragenen Zahlen seien a, b, c,d, e, f, g, h, k genannt. Dann
gilt fiir
si=a+b+c+d, sy=d+e+f+g, ss=g+h+k+a (1)

laut Aufgabenstellung s; = so = s3 (2) und
a+b+c+d+et+ f+g+h+k=45 (3)

Aus (1), (2) und (3) folgt 35y =s1+s2+s3=45+a+d+g.

Daher ist 3s; und folglich s; dann am kleinsten (bzw. am grofiten); wenn jeweils dasselbe fiir die Summe
a+d+ g gilt. Die kleinste (bzw. grofite) Summe, die aus drei verschiedenen der natiirlichen Zahlen 1, ...,9
gebildet werden kann, ist 1 +2+3 =6 (bzw. 7+ 8+ 9 = 24).

Daher kann der kleinste Wert von s; nicht kleiner als (45+6) : 3 = 17 sein (bzw. der grofite nicht grofer
als (45 4 24) : 3 = 23).

Wenn man nun noch je eine der in der Aufgabenstellung beschriebenen Eintragungen finden kann, bei
denen s; = 17 (bzw. s1 = 23) wird, so ist einerseits gezeigt, dass diese beiden Werte schon selbst
der kleinste bzw. grofite Wert von s; sind, und andererseits sind damit auch zwei Moglichkeiten derart
gefunden, wie es in b) verlangt war.

Zwei solche Eintragungen sind z.B.:

0 @

G G
© @ @ ®
H F H F

O, © @

K E K E

®

A

©)
A

S1C)
SIC)
SO
G
G

©)
D

Aufgabe 2 - 100822
In einem Dreieck AABC sei B’ der Mittelpunkt der Seite AC' und M der Mittelpunkt der Strecke
BB'. Die Gerade durch A und M schneidet BC' in einem Punkt, der A’ genannt sei.

Man beweise, dass BC' = 3 - BA’ gilt!

Laut Aufgabe gilt: AB’ = B'C und MB’ = BM.
Die Parallele durch B’ zu AA’ ist fiir das Dreieck AAA’C eine Mittelparallele. Sie schneidet BC' in einem
Punkt, der zwischen A" und C liegt und A” genannt sei. Dann gilt nach einem der Strahlensétze

BA :AA"=BM:MB =1:1 (1)
A'A" A"C=AB' :B'C=1:1 (2)
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A B

Aus (1) und (2) folgt BA’ = A’A” = A”C und daraus BC = 3BA’, w.z.b.w.

Aufgabe 3 - 100823

Bei einem 216 kp schweren Stiick einer Kupfer-Zink-Legierung wurde in Wasser ein Auftrieb (Ge-
wichtsverlust) von 26 kp gemessen.

Bekannt ist, dass Kupfer beim Eintauchen in (destilliertes) Wasser é seines urspriinglichen Gewichtes
und Zink % seines urspriinglichen Gewichtes verliert.

Ermittle den prozentualen Gewichtsanteil des Kupfers und den des Zinks in der angegebenen Legie-
rung! (Die zu ermittelnden Gréflen sind auf volle Prozent zu runden).

Das Gewicht des Kupferanteils in der Legierung sei z kp. Dann betrdgt das Gewicht des Zinkanteils
(216 — z) kp.
Beim Eintauchen in Wasser betrégt der Gewichtsverlust des Kupferanteils %az kp und der des Zinkanteils
1(216 — z) kp. Daher gilt:

1 1 216 —x) = 26

996 + 7( =
woraus man 7z + 9 - (216 — z) = 63 - 26, also x = 153 erhiilt.
Der Kupferanteil kann daher nur 153 kp, der Zinkanteil nur 216 kp - 153 kp = 63 kp betragen haben.

Wegen 153 : 216 ~ 0,708 betrug der prozentuale Anteil des Kupfers rund 71 %, der des Zinks rund 29 %.

Aufgabe 4 - 100824
Konstruiere ein Dreieck AABC aus ¢ =5 cm, h, =4 ¢m, a = 6 cm!

Dabei sei a die Lange der Seite BC, ¢ die der Seite AB und h,. die der auf der Geraden durch A und
B senkrechten Hohe.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob sich aus den gegebenen Stiicken ein
Dreieck eindeutig konstruieren lasst!

A D ¢ B

(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Der Fuipunkt der auf der Geraden durch A und B senkrechten Hohe sei D. Dann enthélt das Teildreieck
AC DB, sofern es nicht mit D = B entartet ist, als bekannte Stiicke a, h. und den rechten Winkel ZCDB.
Der Punkt A liegt erstens auf der Geraden durch B und D und zweitens auf dem Kreis um B mit c.

(IT) Daraus folgt, dass ein Dreieck nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Wir konstruieren das Teildreieck ACDB aus BC = a, CD = h, und dem rechten Winkel ZCDB.
Der Entartungsfall D = B tritt nicht auf, da fir die gegebenen Werte h. < a gilt.

213



2.12.2 II. Runde 1970, Klasse 8

(2) Wir zeichnen die Gerade durch D und B.

(3) Wir schlagen den Kreis um B mit ¢. Schneidet er die Gerade durch D und B, so sei A einer der
Schnittpunkte.

(III) Beweis, dass jedes so erhaltene Dreieck AABC den Bedingungen der Aufgabe entspricht:
Nach Konstruktion ist BC' = a, AB = ¢, CD = h. und CD die auf der Geraden durch A und B senkrechte
Hohe.

(IV) Wegen h. < a ist der Konstruktionsschritt (1) nach dem Kriterium ssw eindeutig mdoglich, da der
gegebene rechte Winkel der grofieren Seite gegeniiberliegt. (Wie sich (1) [und (2)] fir h. = a gestalten
wiirde, braucht bei den gegebenen Werten nicht untersucht zu werden.)

Konstruktionsabschnitt (2) ist stets eindeutig moglich, da sich wegen h. < a bei (1) D # B ergeben
hatte. Schliefllich ergibt (3) stets zwei verschiedene Punkte 4; und A,.

Da nun der wegen h. < a spitze Winkel ZDBC in dem einen der beiden Dreiecke AA; BC'; AA3BC
als Innenwinkel, in dem anderen als Auflenwinkel bei B auftritt, so ist das eine dieser Dreiecke bei B
spitzwinklig, das andere bei B stumpfwinklig; folglich sind diese beiden Dreiecke nicht kongruent (bei
gleicher Reihenfolge A1,B,C bzw. As,B,C homologer Punkte).

Somit besitzt die Aufgabe genau diese beiden Dreiecke als Losung.

Lisungen der II. Runde tibernommen von [5]
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2.12.3 lll. Runde 1970, Klasse 8

Aufgabe 1 - 100831
Die Abbildung zeigt vier konzentrische Kreise. Die innere Kreisflache

ist mit 1 bezeichnet. Die von dem innersten und dem néchstfolgenden
Kreis begrenzte Fliche des Kreisringes ist in zwei kongruente Tei-
le, mit 2 und 3 bezeichnet, geteilt. Entsprechend ist die Fliache des
néchsten Kreisringes in 4 und die des letzten in 8 jeweils untereinander
kongruente Teilflachen zerlegt, die fortlaufend nummeriert wurden.

Wie miissen die Verhéltnisse der Radien der vier Kreise gewahlt wer-
den, damit alle diese 15 genannten Flachenstiicke einander inhalts-
gleich sind?

Die Radien der vier Kreise seien von innen nach auflen mit r{, ro, 73, 4 bezeichnet. Die Kreise enthalten
der Reihe nach 1, 3, 7 und 15 der genannten jeweils einander inhaltsgleichen Flédchenstiicke.
Da die Flicheninhalte der Kreise 7r? (i = 1,2,3,4) betragen, erhiilt man aus der Aufgabenstellung die
Proportion

sy sy cqr; =1:3:7:15

und daraus wegen r; > 0 (i = 1,2,3,4) schlieBlich, dass
r1:T2:T3:7“4:1:\/§:\f7:ﬁ5

gelten muss, wenn alle 15 Flachenstiicke einander inhaltsgleich sein sollen.

Aufgabe 2 - 100832
Eine Pumpe P, fiillt ein Becken in genau 4 h 30 min. Eine zweite Pumpe P; fiillt dasselbe Becken
in genau 6 h 45 min. Beim Fillen dieses Beckens wurde eines Tages zunéchst die Pumpe P; genau
30 min lang allein eingesetzt. AnschlieSend wurden beide Pumpen zusammen so lange eingesetzt, bis
das Becken gefiillt war.

Berechne, wie lange es insgesamt dauerte, bis das Becken unter diesen Umstanden gefiillt wurde! (Es
sei angenommen, dass beide Pumpen wéhrend ihres Einsatzes mit konstanter Leistung arbeiteten.)

Da P; das gesamte Becken in genau 4 h 30 min fiillt, wurde durch diese Pumpe in 30 min genau % des

Beckens gefillt. In jeder Minute fillte P; mithin genau % des Beckens.
Da P, das gesamte Becken in genau 6 h 45 min, also in 405 min fiillt, fiillte diese Pumpe in jeder Minute
ﬁ des Beckens.

In der Zeit, in der beide Pumpen zusammen arbeiteten, fiillten sie mithin in jeder Minute wegen
1 n 15 1
270 405 2430 162

genau ﬁ des Beckens. Insgesamt wurden von beiden Pumpen gemeinsam % des Beckens gefiillt.

Wegen § = % geschah das in genau 144 min. Infolgedessen wurde das Becken in der in der Aufgabe

angegebenen Weise in genau 174 min, das sind 2 h 54 min, gefiillt.

Aufgabe 3 - 100833
Gegeben seien eine Gerade g und zwei auf verschiedenen Seiten von g gelegene Punkte A und B.

Konstruiere alle diejenigen Punkte P auf g, die die Eigenschaft haben, dafl der Strahl PB einen der
Winkel halbiert, die von g und der Geraden g; durch A und P gebildet werden!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob sie stets eindeutig durchfiihrbar ist!

(I) Angenommen, P sei ein Punkt, der den Bedingungen der Aufgabe entspricht. Dann hat B als Punkt
der Winkelhalbierenden gleiche Absténde zu g und der Geraden g; durch A und P, also wird derjenige
Kreis um B, der g beriihrt, auch g; beriihren.
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(IT) Daher entspricht ein Punkt P nur dann den Bedingungen der
Aufgabe, wenn er durch folgende Konstruktion erhalten werden
kann:

Man fallt das Lot BF von B auf g. Dann schlagt man den Kreis
k um B durch F und konstruiert die Tangenten von A an k.
Ist g1 eine dieser Tangenten und schneidet sie g, so sei P ihr
Schnittpunkt mit g.

(III) Beweis, dass jeder so konstruierte Punkt P den Bedingun-
gen der Aufgabe gentigt:

Die Geraden g und g; werden nach Konstruktion beide von k
beriihrt, sie haben also gleiche Abstédnde von B. Daher liegt B
auf einer Winkelhalbierenden dieser beiden Geraden.

(IV) Die Konstruktion von F' ist stets eindeutig durchfithrbar und ergibt F' # B und F # A, da A und
B nicht auf g liegen. Ferner liegt & mit Ausnahme des Punktes F' ganz auf der anderen Seite von g wie
A. Also liegt A auflerhalb von k.

Somit gibt es genau zwei verschiedene Tangenten ¢g; und gj von A an k.

Da jede von ihnen A und einen Punkt von k, also einen Punkt auf der anderen Seite von g wie A, enthélt,
schneidet jede von ihnen g, und diese beiden Schnittpunkte P, P’ sind auch voneinander verschieden,
da sie andernfalls sowohl auf gq, als auch auf ¢ ligen, also mit dem Schnittpunkt A von g; und ¢}
zusammenfielen.

Somit hat die Aufgabe genau diese zwei Losungen P, P’.

Aufgabe 4 - 100834
Es seien a, b natiirliche Zahlen, und es gelte a > b.

Gib fiir @ und b Bedingungen an, so dass folgendes gilt: Die Differenz der Quadrate von a und b ist
genau dann eine Primzahl, wenn diese Bedingungen sédmtlich erfiillt sind!

Wegen a > b gilt a® — b? > 0. Wegen (a — b) > (a + b) ist a®> — b*> = (a — b)(a + b) genau dann Primzahl,
wenn a — b =1 und a + b Primzahl ist.

Aufgabe 5 - 100835

Fritz behauptet seinen Mitschiilern gegeniiber:
(1) In unserem Haus wohnen mehr Erwachsene als Kinder.

(2) Es gibt in unserem Haus mehr Jungen als Médchen.

(3) Jeder der Jungen hat wenigstens eine Schwester.

(4) Kinderlose Ehepaare wohnen nicht in unserem Haus.

(5) Alle in unserem Haus wohnenden Ehepaare haben ausschlieflich schulpflichtige Kinder.

(6) AuBler den Ehepaaren mit ihren schulpflichtigen Kindern wohnt niemand in unserem Haus.

Brigitte entgegnet darauf: "Diese Aussagen kénnen aber nicht sdmtlich wahr sein.”

Untersuche, ob Brigitte mit diesem Einwand recht hat!

Angenommen, die Aussagen (1), (2), (3), (4), (5), (6) wéren sdmtlich wahr. Dann hétte wegen (3) und
(4) jedes Ehepaar wenigstens 1 Méadchen.

Wegen (1), (4), (5) und (6) misste folglich die Anzahl der Jungen kleiner sein als die Anzahl der Ehepaare
und damit erst recht kleiner als die Anzahl der Méadchen, im Widerspruch zu (2).

Brigitte hat also mit ihrem Einwand recht.

Aufgabe 6 - 100836
Beweise den folgenden Satz:

Sind D, F, F die Fulpunkte der Hohen eines spitzwinkligen Dreiecks AABC, dann halbieren die
Hohen des Dreiecks AABC die Innenwinkel des Dreiecks ZDFEF'!

(Da der Beweis fiir alle drei Winkel analog verlauft, geniigt es, ihn fiir den Winkel ZEF'D zu fiihren.)
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Die Fuflpunkte der die Punkte A, B bzw. C enthaltenden Héhen des spitzwinkligen Dreiecks ABC' seien
mit E, F bzw. D in dieser Reihenfolge bezeichnet.

Jeder der Punkte E, F, D liegt nach der Umkehrung des Lehrsatzes des Thales auf zwei der drei Kreise,
die je eine der Dreiecksseiten als Durchmesser haben. Sie sind innere Punkte der Strecken BC, AC' bzw.
AB, da AABC spitzwinklig ist. Der Strahl F'B verlauft folglich im Innern des Winkels ZEF D.

Nun gilt LZAEB = ZBDC (rechte Winkel), ZABE = /DBC und mithin wegen des Satzes iiber die
Winkelsumme im Dreieck /BAE = /BCD. (1)
Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt:

N N
/BAFE = /BFE (Bogen BE) sowie /ZBCD = Z/BFC (Bogen BD). Hieraus sowie aus (1) folgt ZBFE ==
ZBFD, d.h. BF halbiert ZEFD.

Lésungen der III. Runde tibernommen von [5]
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2.13 XI. Olympiade 1971
2.13.1 I. Runde 1971, Klasse 8

Aufgabe 1 - 110811 372
a) Berechne die Zahl r = {_ [_(_2)]2}3 R l_ <_1) ]
2

b) Stelle fest, ob sich z als Potenz einer natiirlichen Zahl darstellen l4sst!

p=—{- 2P} ] - [ (;)] —{-pr)" { H} —— - fogp b=

b) Da als Potenz einer natiirlichen Zahl niemals eine negative Zahl auftritt, kann x nicht Potenz einer
natiirlichen Zahl sein.

Aufgabe 2 - 110812
Ermittle alle rationalen Zahlen z, die folgende Eigenschaft haben:

Addiert man 33 zu z und halbiert die entstandene Summe, so erhdlt man das Doppelte der zu z
entgegengesetzten Zahl.

Addiert man 33 zu einer Zahl z und halbiert die entstandene Summe, so erhilt man %33 Das Doppelte
der zu z entgegengesetzten Zahl ist 2 (—x). Daher hat eine Zahl x genau dann die genannte Eigenschalft,
wenn sie die Gleichung

z+ 33 _ oy
2
erfillt.
Diese Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn = + 33 = —4z gilt. Das ist dquivalent mit 5z = —33 und
dies mit x = —%. Daher hat genau diese Zahl die verlangte Eigenschaft.

Aufgabe 3 - 110813

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck AABC mit A als Scheitel des rechten Winkels und mit
AC < AB (1). Der Kreis um A mit AC schneidet BC aufier in C noch in einem Punkt E, wobei
E wegen (1) zwischen C und B liegt. Die im Punkt E an den genannten Kreis gelegte Tangente
schneidet AB in einem Punkt D, der zwischen A und B liegt.

Beweise, dass ED = DB gilt!

Das Dreieck AAEC ist laut Konstruktion gleichschenklig mit AC' = AFE. Folglich sind die Winkel ZACE
und ZAEC als Basiswinkel gleich grofi.

C

A D B

Der Winkel ZACE wird vom Winkel ZABC und der Winkel ZAEC vom Winkel ZBED jeweils zu einem
rechten Winkel ergéinzt. Daher sind auch ZABC und ZBED gleich grof}, also ist ADBE gleichschenklig,
und es gilt: FD = DB, w.z.b.w.
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Aufgabe 4 - 110814
Gegeben seien ein beliebiges Parallelogramm ABCD sowie eine beliebige Linge e (e > 0).

Konstruiere unter Beibehaltung der Seite AB ein zu ABC D flachengleiches Parallelogramm ABC, D,
das auf derselben Seite der Geraden durch A und B wie ABCD liegt und dessen Diagonale AC; die
gegebene Lange e hat!

Beschreibe und begrinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob sich aus den gegebenen Stiicken stets eindeutig ein Parallelogramm der geforderten Art
konstruieren ldsst! (Eine Untersuchung ob zwei eventuell entstehende verschiedene Parallelogramme
einander kongruent sind, wird hier nicht verlangt.)

(I) Angenommen, ABC} Dy sei ein Parallelogramm, wie es konstruiert werden soll. Dann stimmt es mit
ABCD im Fliacheninhalt und in der Seite AC iiberein. Daher muss es mit ABCD auch in der zu AB
gehorigen Hohe iibereinstimmen. Also miissen C; und D; auf der Geraden durch C' und D liegen.

(IT) Daher kann ein Parallelogramm ABC; D; nur dann den Bedingungen der Aufgabe entsprechen, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man zeichnet die Gerade g durch C und D.
(2) Man schldgt den Kreis um A mit e. Schneidet er g, so sei einer der Schnittpunkte C; genannt.
(3) Man zieht die Parallele zu BC; durch A. Thr Schnittpunkt mit g sei D; genannt.

(ITI) Der Beweis, dass jedes so erhaltene Parallelogramm ABC)D; den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht, ergibt sich aus (II) und der Umkehrbarkeit der Schliisse in (I).

(IV) Der Abstand der Seite AB von der Seite C'D sei mit h bezeichnet. Dann erhélt man fiir e < h keinen
Schnittpunkt C;. Die Aufgabe hat in diesem Falle keine Losung.

Im Falle e = h gibt es genau einen Schnittpunkt Cy (Bertihrungspunkt) und mithin genau eine Losung,
im Falle e > h dagegen zwei Schnittpunkte C7; und C5 und damit zwei verschiedene Parallelogramme
ABC1D; und ABC5D4 als Losungen.

Lésungen der I. Runde 1971 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 110821
Beweise den folgenden Satz:

Wenn p eine Primzahl grofler als 3 ist, dann ist genau eine der Zahlen p — 1, p 4+ 1 durch 6 teilbar.

Voriiberlegungen:
Definition Primzahl: Eine Primzahl ist eine Zahl, die nur durch 1 und durch sich selbst teilbar ist.

Teilbarkeitssatz: Wenn eine Zahl durch 2 und durch 3 teilbar ist, dann ist sie auch durch 6 teilbar.

Man muss also beweisen, dass entweder p — 1 oder p+ 1 durch 2 und durch 3 teilbar ist, um zu beweisen,
dass entweder p — 1 oder p + 1 durch 6 teilbar ist.

Teilbarkeit durch 2:

p ist eine Primzahl und grofler als 3, darf demnach nicht durch 2 teilbar sein, da eine Primzahl nur durch 1
und durch sich selbst teilbar ist. Da jedoch jede zweite Zahl durch 2 teilbar ist, miissen die Nachbarzahlen
von p (p— 1 und p + 1) beide durch 2 teilbar sein.

Teilbarkeit durch 3:

p kann nach der Definition von Primzahlen (s. oben) nicht durch 3 teilbar sein, da p eine Primzahl ist.
Geht man davon aus, dass p — 1 auch nicht durch 3 teilbar ist, muss p + 1 aber durch 3 teilbar sein, da
jede dritte Zahl durch 3 teilbar ist. Dies gilt auch fiir p — 1, wenn p + 1 nicht durch 3 teilbar ist. Es ist
also entweder p — 1 oder p + 1 durch 3 teilbar.

= Da p—1 und p+ 1 durch 2 und entweder p — 1 oder p+ 1 durch 3 teilbar sind, ist entweder p — 1 oder
p + 1 durch 6 teilbar.

Aufgabe 2 - 110822

Es sei AB eine Strecke gegebener Lange a, auf der zwei Punkte C' und D liegen. Dabei liege C
zwischen A und D und D zwischen C und B. Uber AC, AD und DB seien auf derselben Seite der
Geraden durch A und B Halbkreise geschlagen, und tiber C'B sei ein Halbkreis auf der anderen Seite
der Geraden geschlagen.

Es ist die Summe s der Léangen aller dieser Halbkreisbogen in Abhéngigkeit von a zu ermitteln.

Die Lénge des Halbkreisbogens iiber AC betrigt AC- 5. Die Lénge des Halbkreisbogens {iber AD betrégt
AD - 7. Die Lénge des Halbkreisbogens iiber DB betriagt DB -7 und die Lénge des Halbkreisbogens iiber
CB betrigt CB - 7.

Daher betridgt die gesuchte Summe

=a-T

s:(AC+AD+DB+CB)-g:2-AB-g

Aufgabe 3 - 110823
Beweise, dass fiir jedes Dreieck AABC der folgende Satz gilt:

Ist S der von C' verschiedene Schnittpunkt der Winkelhalbierenden durch C' mit dem Umkreis des
Dreiecks AABC, dann liegt S auf der Mittelsenkrechten von AB.
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S

Der Mittelpunkt des Umkreises sei M. Nach dem Satz iiber Zentriwinkel und Peripheriewinkel folgt:
JAMS =2 ZSM B und, da M Mittelpunkt des Umkreises ist, AM = SM = BM.

Daher gilt: AAMS = ASMB (sws), woraus AS = SB folgt. Infolgedessen liegt S auf der Mittelsenk-
rechten von AB.

Aufgabe 4 - 110824
In einer Ebene € seien zwei voneinander verschiedene Punkte P und @) sowie eine durch @ gehende
Gerade g beliebig gegeben.

a) Beweise, dass dann stets der Spiegelpunkt P’ von P beziiglich g auf dem Kreis um @ mit dem
Radius PQ liegt!

b) Beweise, dass es umgekehrt zu jedem Punkt P’ des Kreises um @ mit dem Radius PQ eine
durch Q verlaufende Gerade g gibt, beziiglich der P’ der Spiegelpunkt von P ist!

c) Beweise: Ist P* ein Punkt, der nicht auf dem Kreis um @ mit dem Radius PQ liegt, so gibt es
keine durch @ verlaufende Gerade, beziiglich der P* der Spiegelpunkt von P wire!

a) Liegt P auf g, so auch P’; und es gilt QP = QP’ (1).

Liegt P nicht auf g, so ist P/ # P, und die Gerade durch P und P’ steht senkrecht auf g. Ist S ihr
Schnittpunkt mit g, so gilt ferner SP = SP’. Wenn nun S = Q ist, so ist damit (1) gezeigt.

Wenn aber S # @ ist, so erhilt man AQSP = AQSP’ (sws) und hieraus ebenfalls (1). Mit (1) ist bereits
die Behauptung bewiesen.

b) Ist P’ = P, so hat die Gerade g durch P, Q die behauptete Eigenschaft.
Ist P’ # P ein Punkt des Kreises um @Q mit PQ, so gilt (1), und daher geht die Mittelsenkrechte g von
PP’ durch Q. Da P’ der Spiegelpunkt von P beziiglich g ist, ist somit die Behauptung bewiesen.

c¢) Gébe es entgegen der Behauptung doch eine Gerade g mit den genannten Eigenschaften, so lige nach
a) der Spiegelpunkt P* von P beziiglich g auf dem Kreis um @ mit PQ. Das steht im Widerspruch zur
Behauptung.

Es gibt fiir die genannten Punkte P* mithin keine durch @ verlaufende Gerade, beziiglich der P* der
Spiegelpunkt von P wire.

Lésungen der II. Runde 1971 ibernommen von [5]
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2.13.3 lll. Runde 1971, Klasse 8

Aufgabe 1 - 110831

In ein leeres Gefdfl (ohne Abfluss) mit einem Fassungsvermogen von 1000 Liter flossen mit
gleichméBiger Stromungsgeschwindigkeit zunéchst in jeder Sekunde genau 30 Liter Wasser und von
einem spéateren Zeitpunkt ¢ ab in jeder Sekunde genau 15 Liter Wasser. Nach genau 40 s, gemessen
vom Anfang an, war das Gefafl gefillt.

Ermittle, welcher Bruchteil des Gefaflinhalts zum Zeitpunkt ¢ gefiillt war!

Die vom Anfang bis zum Zeitpunkt ¢ vergangene Zeit, wihrend der also genau 30 Liter je Sekunde in
das Gefaf flossen, betrage x, dann sind in der Zeit, wiahrend der genau 15 Liter je Sekunde in das Gefafl
flossen, genau (40 — x) Sekunden vergangen, und es gilt:

30z + (40 — z) - 15 = 1000

also 15x = 400, woraus man x = % erhélt.

Waéhrend dieser % s flossen genau % -30 1, das sind 800 1 Wasser, in das Gefafl. Wegen % = % waren

daher zum Zeitpunkt ¢ genau % des Gefafles gefiillt.

Aufgabe 2 - 110832

Von sieben Schiilern soll jeder auf sein Zeichenblatt vier voneinander verschiedene Geraden zeichnen.
Dabei soll der erste Schiiler die Geraden so zeichnen, dass kein Schnittpunkt, der zweite so, dass
genau ein Schnittpunkt auftritt, der dritte so, dass genau 2 Schnittpunkte, der vierte so, dass genau
3 Schnittpunkte, der fiinfte so, dass genau 4 Schnittpunkte, der sechste so, dass genau 5 Schnittpunkte,
der siebente so, dass genau 6 Schnittpunkte auftreten. Schnittpunkte, die auflerhalb des Zeichenblattes
liegen werden hierbei mitgezahlt.

Nach einer gewissen Zeit behaupten der zweite, der dritte und der sechste Schiiler, dass ihre Aufgabe
nicht I6sbar sei.

Stelle fest, wer von den drei Schiilern recht und wer nicht recht hat, und beweise deine Feststellung!

Der zweite und der sechste Schiiler haben nicht recht: denn es gibt z.B. folgende Losungen:

Der dritte Schiiler hat recht.

Beweis: Angenommen, es giabe 4 Geraden so, dass genau 2 Schnitt-
punkte auftreten. Da Schnittpunkte existieren, konnen die vier Gera-
den nicht sdmtlich parallel zueinander sein.
g4 0.B.d.A. mogen sich die Geraden g und go im Punkt A schneiden.
g1 Von den beiden anderen Geraden muss mindestens eine nicht durch A
gehen, da sonst nur A als Schnittpunkt auftréte.
g3 Dies sei etwa die Gerade g3. Sie hat also mit einer der beiden Geraden,
g3 etwa mit g1, einen von A verschiedenen Schnittpunkt B.

Dann gilt g3 || g2, weil sonst entgegen der Aufgabe gs mit g, einen

weiteren von A und B verschiedenen Schnittpunkt héitte. Die vierte

a1 Gerade kann nun nicht ebenfalls zu go und g; parallel sein, da sie dann
ga g1 in einem von A und B verschiedenen Punkt schneiden wiirde. Also
g2 hat sie einen Schnittpunkt A’ mit go und einen Schnittpunkt B’ mit

g3-
Da sie von g; verschieden ist, kann nicht gleichzeitig A = A’ und B = B’ sein. Somit tritt auer A und
B noch mindestens ein weiterer Schnittpunkt auf.

Dieser Widerspruch beweist, dass die Annahme, es gibe 4 Geraden, fiir die genau 2 Schnittpunkte auf-
treten, falsch war.
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Aufgabe 3 - 110833
Ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die ein gleichschenkliges Dreieck AABC mit den Seitenldngen
a = —bx + 12; b = 3z + 20; ¢ = 4x + 16 existiert!

(Uberlege, welche Bedingungen a, b und ¢ dabei erfiillen miissen!)

Ein Dreieck AABC mit drei reellen Zahlen a, b, ¢ als Seitenléngen existiert genau dann, wenn gleichzeitig
die Ungleichungen

(1) a>0 4) a<b+c (2 b>0

(B5) b<a+c (3) c>0 (6) c<a+bd
gelten. Es ist genau dann gleichschenklig, wenn a = b oder a = ¢ oder b = ¢ gilt. Die Bedingung a = b ist

gleichbedeutend mit —5x + 12 = 3z + 20, also mit x = —1.
Daraus ergibt sich a = b = 17 und ¢ = 12, und (1) bis (6) sind sdmtlich erfiillt.

Die Bedingung a = c ist gleichbedeutend mit —5x + 12 = 4z + 16, also mit x = —%. Daraus ergibt sich
a=c=12 und b= 3, und (1) bis (6) sind sémtlich erfiillt.

Die Bedingung b = c ist gleichbedeutend mit 3x + 20 = 4x + 16, also mit x = 4. Daraus ergibt sich
b=c=32und a — 8, d.h. (1) ist nicht erfiillt.
Mithin gibt es genau fiir = —1 und « = —4 je ein gleichschenkliges Dreieck.

Aufgabe 4 - 110834
Beweise, dass fiir je zwei rationale Zahlen a > 2 und b > 2 das Produkt ab grofler als die Summe
a + b ist!

Wegena>2,b>2ist%+%<%+%<1,also“a—ﬁf’<1undfolglichwegenab>Oaucha+b<ab.

Aufgabe 5 - 110835
Gisela stellt auf einem Pioniernachmittag folgende Aufgabe:

”Wenn ich aus diesem Gefafl mit Niissen an fiinf von euch dem ersten die Hélfte und eine
halbe Nuss und dann dem zweiten, dem dritten u.s.w. nacheinander jeweils die Hélfte der
noch vorhandenen Niisse und eine halbe dazu gebe, dann habe ich alle verbraucht.

Wie grof§ ist die Anzahl der Niisse, die das Gefafl enthielt?

Wie grof} ist fiir jeden der fiinf Pioniere die Anzahl der Niisse, die er erhalten wiirde?”

Die Anzahl der Niisse in dem Gefif sei . Dann wiirde der erste Pionier 5 + % erhalten, als Rest blieben

T 1 1
2737 3@-

Davon wiirde der zweite Pionier (z — 1) 4+ % erhalten, als Rest blieben (z — 1) — 1 = 1(z — 3).

Davon wiirde der dritte Pionier §(z — 3) + § erhalten, als Rest blieben g(z —3) — 3 = $(z — 7).

Davon wiirde der vierte Pionier %(x -7+ % erhalten, als Rest blieben

1 1 1

Davon wiirde der fiinfte Pionier 35 (x — 15) + 3 erhalten, als Rest blieben

1 1 1

3—2(:1:— 15) — 5= —(z — 31)

Dieser Rest betrug laut Aufgabe Null. Daraus folgt x = 31. Also enthielt das Gefafl genau 31 Niisse. Von
diesen wiirden bekommen:

Der 1. Pionier 16 Niisse, der 2. Pionier 8 Niisse, der 3. Pionier 4 Niisse, der 4. Pionier 2 Niisse und der

5.Pionier 1 Nuss.
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Aufgabe 6 - 110836

Einem Rechteck ABC'D mit den Seitenlingen AB = a und BC = b, a > b, sei ein Parallelogramm
EFGH so einbeschrieben, dass die Seiten DA und BC' des Rechtecks von Eckpunkten des Paralle-
logramms im Verhéltnis 2 : 3 oder 3 : 2, die Seiten AB und C'D im Verhéltnis 3 : 4 oder 4 : 3 geteilt
werden und E auf AB, F auf BC, G auf CD, H auf DA liegen.

Stelle fest, ob dies auf eine oder mehrere Weisen moglich ist! Ermittle in jedem der moglichen Félle
das Verhéltnis der Flacheninhalte von Rechteck und Parallelogramm zueinander!

Laut Aufgabe ist EF'GH ein Parallelogramm. Daraus folgt: HE = GF, HG = EF, /HEG = /FGE
und ZAEG = ZCGE als Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen.

Also gilt: ZAEH = Z/CGF. Mithin ist AAEH = ACGF (sww). Analog lasst sich zeigen, dass ABEF =
ADGH gilt.

Folglich gilt: AE = CG, BE = DG, AH = CF, DH = BF, und es gibt genau die folgenden 4
Moglichkeiten, einem Rechteck ABCD ein Parallelogramm EFGH in der geforderten Weise einzube-
schreiben (siehe Abbildungen).

Dabei kann man Figur 3 durch eine Spiegelung der Figur 1 und Figur 4 durch eine Spiegelung der Figur
2 an der Mittelsenkrechten zu AB gewinnen. Es sind daher die folgenden beiden Félle zu betrachten:

4 3 3 4
D 7@ G 7 C D 7% G 74 C
2 2
5@ 3p 54 3p
5 5
H H
2 2
5b 50
A 34 E 14 B A 4, E 3, B
Figur 1 7 7 Figur 2 7 7
3 4 4 3
D 7¢ G 7@ C D 7@ G 7¢ C
2 2
3 5b 3 £b
5% F 5% P
H H
) 20 ) 3
5@ 5@
4 E 3, B A 3, E 4 B
. a a . a a
Figur 3 T 7 Figur 4 7 7

Fall 1:

Essei DH: HA=BF : FC =2:3und AE: EB=CG:GD =3 : 4.

Dann ist der Flacheninhalt Ap des Parallelogramms EFGH gleich der Differenz aus dem Flécheninhalt
Ap des Rechtecks ABC'D und der Summe der Flidcheninhalte der Dreiecke AAEH, AEBF, AFCG und
AGDH. Also gilt

1 3 3 1 4 2 1 3 3 1 4 2
AP—“b‘<2'7“'5b+2'7 '5”2'7“'5”*2'7“'51’)
8 18
= ab (35ab + 350/17) = £G/b

Daraus folgt Ar : Ap =35:18.

Fall 2:
Essei DH: HA=BF :FC=2:3und AF: EB=CG:GD =4:3.
Analog wie im Fall 1 erhélt man dann

1 4 3 1 3 2 1 4 3 1 3 2 12 6 17
Daraus folgt A : Ap =35:17.

Lésungen der III. Runde 1971 ibernommen von [5]
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2.14 XIl. Olympiade 1972
2.14.1 I. Runde 1972, Klasse 8

Aufgabe 1 - 120811

Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen z, von denen jede die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Die Quersumme der Zahl z betriagt 12

(2) Die aus der Zehner- und aus der Einerziffer (in dieser Reihenfolge) der Zahl z gebildete zwei-
stellige Zahl ist das Fiinffache der aus der Hunderterziffer von z bestehenden (einstelligen)

Zahl.

Die Hunderterziffer der gesuchten Zahl z kann nur eine der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sein.
Ermittelt man nach (2) dazu jeweils die beiden anderen Ziffern, so erhilt man genau die Zahlen 105, 210,

315, 420, 525, 630, 735, 840, 945.

Von ihnen haben genau die Zahlen 525 und 840 die Quersumme 12, erfiillen somit auch (1) und sind

damit die sémtlichen Lésungen der Aufgabe.

Aufgabe 2 - 120812

Von einem Wiirfel mit der Kantenlinge a = 9 cm seien an jeder seiner Ecken jeweils ein Wiirfel
mit einer Kantenlidnge b < § herausgeschnitten. (Die Flidchen der herausgeschnittenen Wiirfel seien

parallel zu den entsprechenden Flichen des grofien Wiirfels).

a) Zeichne ein Schragbild des Restkorpers fiir b = 3 cm! (o = 60°, 1 : 3)

b) Es gibt genau einen Wert von b, fiir den das Volumen Vg des Restkorpers 217 cm? betriigt.

Ermittle diesen Wert!

‘

PE——— —_—

N

b) Das Volumen des grofien Wiirfels sei mit V', das eines der herausgeschnittenen Wiirfel mit V4 bezeich-

net. Dann gilt: Vg = Vi — 8V4.

Also hat b genau dann den gesuchten Wert, wenn 217 cm?® = 729 em?® — 803 gilt. Dies ist gleichbedeutend

mit 86> = 512 cm® — b =4 cm, und es gilt 4 cm < 3 cm = a.

Aufgabe 3 - 120813

Man denke sich alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000000 fortlaufend nebeneinander geschrieben. Es

entsteht die Zahl mit der Ziffernfolge 123456789101112...
welche Ziffer steht in dieser Zahl an der 300001. Stelle?
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Es gibt 9 einstellige, 99 — 9 = 90 zweistellige, 999 — 99 = 900 dreistellige, 9999 — 999 = 9000 vierstellige
und 99999 — 9999 = 90000 fiinfstellige Zahlen.

Die ersten neun Stellen der Ziffernfolge nehmen die einstelligen Zahlen, die néichsten 180 Stellen (2-90 =
180) die zweistelligen, die ndchsten 2700 Stellen (3 - 900 = 2700) die dreistelligen ein. 36000 Stellen
benoétigen die vier- und 450000 Stellen die fiinfstelligen Zahlen.

Da die ein- bis vierstelligen Zahlen zusammen also 38889 Stellen einnehmen, ist die uns interessierende
Ziffer eine solche einer mindestens fiinfstelligen Zahl.

Wegen 300001 — 38889 = 261112 < 450000 und 261112 : 5 = 52222 Rest 2 ist die zu ermittelnde Ziffer
die zweite Ziffer der 52223. fiinfstelligen Zahl. Da die fiinfstelligen Zahlen mit 10000 beginnen, ist es die
zweite Ziffer der Zahl 62222.

An der 300001. Stelle steht mithin die Ziffer 2.

Aufgabe 4 - 120814
Gegeben sei ein beliebiges Dreieck AABC.

Konstruiere um jeden der Punkte A, B, C einen Kreis derart, dass die so entstandenen Kreise einander
paarweise von auflen beriihren!

(I) Angenommen, es gibt drei derartige Kreise. Thre Berithrungspunkte seien P;, Py, P3 genannt. Da der
Beriihrungspunkt je zweier Kreise stets auf der Verbindungsstrecke ihrer Mittelpunkte liegt, liegen die
drei genannten Punkte auf den Seiten des Dreiecks AABC. Die Bezeichnung sei nun so gewéahlt, dass P;
auf AB, P, auf BC und P3 auf AC liegt. Dann gilt:

(1) PB=BP,, (2) P,C=CPs;, (3) PsA=AP,

Die Senkrechten auf AB bzw. BC im Punkte P; bzw. P, schneiden einander in einem Punkt, der mit
P bezeichnet sei. Dann sind PP, und PP, Tangentenabschnitte auf den von einem Punkt an denselben
Kreis gezogenen Tangenten, und es gilt: (4) PP, = PPs.

Analog erhélt man PP; = PPs. Folglich ist P der Inkreismittelpunkt des Dreiecks AABC.

(IT) Daraus ergibt sich, dass drei Kreise nur dann die geforderte Eigenschaft haben, wenn sie durch
folgende Konstruktion erhalten werden kénnen:

(1) Man konstruiert den Inkreismittelpunkt P des Dreiecks AABC.

(2) Man fallt von P auf die drei Seiten des Dreiecks die Lote. Thre Endpunkte seien mit Py, Py, P3
bezeichnet.

(3) Man schldgt um A den Kreis mit dem Radius APy, um B den Kreis mit dem Radius BP; und um C
den Kreis mit dem Radius C'Ps.

(ITI) Da jeder der Schliisse in (I) umkehrbar ist, ergibt sich ein Beweis, dass die so konstruierten Kreise
den Bedingungen der Aufgabe entsprechen, aus der Umkehrung der Schlusskette in (I).

(IV) Der in (II) beschriebene Konstruktionsschritt (1) ist stets eindeutig ausfithrbar. Da somit stets genau
ein Punkt P existiert, sind aus bekannten Griinden auch die Konstruktionsschritte (2) und (3) eindeutig
ausfithrbar.

Lésungen der I. Runde 1972 ibernommen von [5)
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2.14.2 1l. Runde 1972, Klasse 8

Aufgabe 1 - 120821
Axel, Bernd, Conrad, Dieter, Erwin, Frank und Gerd sind im Turnunterricht hintereinander der
Grofle nach angetreten, wobei der Grofite von ihnen vorn steht. Es ist auflerdem bekannt:

1) Dieter steht an vierter Stelle.

2) Gerd steht unmittelbar vor Bernd und unmittelbar hinter Erwin.

(1)
(2)
(3) Axel steht unmittelbar hinter Frank.
(4)

4) Gerd und Axel sind Zwillinge, wahrend der Zweitgrofite der sieben Jungen keine Geschwister

hat.

Schreibe die Namen der sieben in der Reihenfolge auf, in der sie angetreten sind!

Erwin kann nicht an erster Stelle stehen, weil sonst im Widerspruch zu (4) wegen (2) Gerd ZweitgroSter
sein miisste.

Wegen (1) und (2) kann Erwin aber auch nicht an zweiter, dritter oder vierter Stelle stehen. Da er wegen
(2) auch nicht an sechster oder siebenter Stelle stehen kann, steht er an fiinfter Stelle, und wegen (2) ist
dann Gerd Sechster und Bernd Siebenter.

Die Plédtze 1 bis 3 kénnen somit nur Axel, Frank und Conrad eingenommen haben, und zwar wegen
(3) Frank nur an erster oder zweiter Stelle. Wiirde Frank an erster Stelle stehen, so miifite Axel im
Widerspruch zu (4) Zweitgrofiter sein. Also steht Frank an zweiter, Axel an dritter und daher Conrad an
erster Stelle.

Die Reihenfolge der sieben Jungen lautet mithin: Conrad, Frank, Axel, Dieter, Erwin, Gerd, Bernd.

Aufgabe 2 - 120822
Es sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r, AB eine Sehne von k der Linge r und
C ein von A und B verschiedener Punkt auf k.

Ermittle alle Méglichkeiten fiir die Grole des Winkels ZBC Al

Laut Aufgabe ist das Dreieck AABM gleichseitig mit AB = AM = r.
Wir unterscheiden nun beziiglich der Lage des Punktes C' zwei Fille: C1

Fall 1: Der Punkt C} liege auf dem grofleren der beiden zu @ gehorenden
Kreisbogen. Dann ist ZAC, B Peripheriewinkel zum Zentriwinkel ZAM B.
Da dieser als Innenwinkel im gleichseitigen Dreieck AABM eine Grofle
von 60° hat, hat AAC1B eine Grofie von 30°.

Fall 2: Der Punkt C5 liege auf dem kleineren der beiden zu AB gehérenden
Kreisbogen. Dann ist ACo BCy ein Sehnenviereck. Nach einem bekannten
Satz ergénzen sich im Sehnenviereck die Groflen der gegeniiberliegende
Winkel zu 180°. Daher hat der Winkel ZAC5B eine Grofle von 180° — Cy
30° = 150°.

Aufgabe 3 - 120823

Als erste Quersumme einer natiirlichen Zahl n sei die in iiblicher Weise gebildete Quersumme ver-
standen. Ist die erste Quersumme von n eine Zahl mit mehr als einer Ziffer, so sei ihre Quersumme
als zweite Quersumme von n bezeichnet. Ist die zweite Quersumme von n eine Zahl mit mehr als
einer Ziffer, so heifle ihre Quersumme die dritte Quersumme von n.

a) Ermittle den grofiten Wert, der als dritte Quersumme einer 1972-stelligen Zahl auftreten kann!
b) Gib (durch Beschreibung der Ziffernfolge) die kleinste 1972-stellige natiirliche Zahl an, die diese
grofftmogliche dritte Quersumme hat!

a) Unter allen 1972stelligen Zahlen hat diejenige die grofite erste Quersumme, die aus 1972 Ziffern 9
besteht. Diese grofite erste Quersumme betrégt somit 9 - 1972 = 17748.
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Da hiernach die erste Quersumme einer 1972stelligen Zahl nicht grofier als 17748 sein kann, erhélt man
die grofite zweite Quersumme als grofite aller Quersummen der Zahlen von 10 bis 17748 und folglich als
Quersumme der Zahl 9999, d.i. 36.

Da hiernach die zweite Quersumme einer 1972stelligen Zahl nicht gréfler als 36 sein kann, erhdlt man
die grofite dritte Quersumme als groite aller Quersummen der Zahlen von 1 bis 36 und folglich als
Quersumme der Zahl 29, d.i. 11.

b) Unter allen Zahlen von 10 bis 36 ist 29 die einzige mit der Quersumme 11. Unter allen Zahlen mit der
29

Quersumme 29 findet man wegen % = 3% die kleinste, indem man eine Zahl mit den letzten drei Ziffern
9 so bildet, dass die aus den vorangehenden Ziffern bestehende Zahl die kleinste mit der Quersumme 2
ist. Diese Zahl ist offenbar 2999.
Mit entsprechender Begriindung findet man wegen % = 333% die kleinste 1972stellige Zahl A mit
der Quersumme 2999, indem man eine Zahl mit den letzten 333 Ziffern 9 so bildet, dass die aus den
vorangehenden 1972 — 333 = 1639 Ziffern bestehende Zahl die kleinste 1639stellige mit der Quersumme
2 ist. So ergibt sich die Zahl

A=10..019...9

AU A

1637 1637
die der Reihe nach aus einer Ziffer 1, 1637 Ziffern 0, einer Ziffer 1 und 333 Ziffern 9 besteht.

Ist nun g irgendeine von der kleinsten Zahl 2999 verschiedene, also groflere Zahl mit der Quersumme 29
und hat eine 1972stellige Zahl n die Zahl g als Quersumme, so gilt:

Wegen & > &5)0 = 333% hat die kleinste 1972stellige Zahl B mit der Quersumme g als ihre letzten 333
Ziffern je eine 9 und unter den davor stehenden 1639 Ziffern mindestens eine Ziffer > 2. Folglich ist B > A
und demnach erst recht n > A.

Damit ist A als kleinste unter allen 1972stelligen Zahlen nachgewiesen, die irgendeine Zahl mit der
Quersumme 29 als Quersumme haben, d.h. aber, die die dritte Quersumme 11 besitzen.

Aufgabe 4 - 120824
Konstruiere ein Dreieck AABC aus ¢ = 7,5 cm; a = 6,5 cm und o + 5 = 120°!

Dabei sei ¢ die Liange der Seite AB, a diejenige der Seite BC, a die Grofle des Winkels ZBAC und
B die des Winkels ZABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Dann ist durch die Aulenwinkel bei C', deren jeder nach dem Auflenwinkelsatz die Grofle « + S hat, auch
die GroBe des Innenwinkels ZAC' B (als Nebenwinkel des Auflenwinkels) bestimmt (es 14sst, sich auch der
Winkelsummensatz benutzen). Seine Grofle betragt 180° — 120° = 60°.

Die ihm gegeniiberliegende Seite ist ldnger als die andere gegebene Seite.

(IT) Daraus ergibt sich, dass ein Dreieck AABC nur dann den Bedin-
gungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende Konstruktion
erhalten werden kann:

Das Dreieck AABC wird aus ZACB = 60°, BC' = a = 6,5 cm,
AB = ¢ =175 cm als Dreieck aus zwei Seiten und dem Gegenwinkel
der grofieren Seite (ssw) konstruiert.

(ITI) Beweis, dass jedes nach (IT) konstruierte Dreieck AABC den Bedingungen der Aufgabe entspricht:
Nach dem Auflenwinkelsatz gilt a + 5 = 180° — ZAC B = 120° und nach Konstruktion AB = ¢ = 7,5 cm
sowie BC' = a = 6,5 cm.

(IV) Die in (II) angegebene Konstruktion ist bekanntlich bis auf Kongruenz eindeutig ausfiithrbar. Daher
ist durch die gegebenen Stiicke wegen ¢ > a das Dreieck AABC bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Lésungen der II. Runde 1972 ibernommen von [5]
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2.14.3 lll. Runde 1972, Klasse 8

Aufgabe 1 - 120831

Die FDJ-Gruppe der Klasse 8a einer Oberschule fiihrte einen Sportwettkampf durch. Vor Beginn des
Wettkampfes sollte jeder Teilnehmer einen Tipp dariiber abgeben, welche drei Teilnehmer in welcher
Reihenfolge das beste Gesamtergebnis erzielen wiirden.

Als man die Tippscheine auswerte, stellte sich heraus, dass ausschlieSlich Annekatrin, Bernd und
Claudia auf den ersten drei Plitzen erwartet wurden. Dabei wurde die Reihenfolge Bernd - Anne-
katrin - Claudia genau finfmal getippt. Auflerdem wurden noch die Reihenfolge Bernd - Claudia -
Annekatrin und Claudia - Annekatrin - Bernd erwartet, und zwar einer dieser beiden Tipps genau
vier- und der andere genau dreimal. Eine andere Reihenfolge wurde nicht getippt.

Fiir die Voraussagen wurden Punkte vergeben, und zwar fiir jeden richtig vorausgesagten Platz ein
Punkt. Maximal waren also drei Punkte mit einem Tippschein erreichbar. Die Summe aller so verge-
benen Punkte betrug 17. Bernd gewann, entgegen den meisten Voraussagen, nicht den Wettkampf,
aber die ersten drei Pliatze wurden tatséchlich von Annekatrin, Bernd und Claudia belegt.

Wer gewann den Wettbewerb? Wer belegte den zweiten und wer den dritten Platz? Wie oft wurde
der Tipp Bernd - Claudia - Annekatrin insgesamt abgegeben?

Im folgenden seien die Namen der auf den Tippzetteln vermerkten drei Wettkampfteilnehmer mit A, B,
C abgekiirzt und die Platzverteilung durch die Reihenfolge dieser drei Buchstaben angegeben.

Da A, B und C die ersten drei Pldtze belegten und B nicht Erster wurde, kommen nur die folgenden
Platzverteilungen in Frage: (1) ABC, (2) ACB, (3) CAB, (4) CBA.

Nun l4sst sich in einer Tabelle angeben, wie viele Punkte in den Féllen (1) bis (4) bei jeder der laut
Aufgabenstellung moglichen Tippverteilungen hitten vergeben werden kénnen:

1. Moglichkeit der Tippverteilung

Platzverteilung ~ ABC ACB CAB CBA
Tipp BAC 5mal 04045 0404+0 04540 04040
Tipp BCA 4mal 0+04+0 04440 04040 0+40+4
Tipp CAB 3mal 04040 04043 34343 3+0+0
Summe 5 7 14 7

2. Méglichkeit der Tippverteilung

Platzverteilung ABC ACB CAB CBA
Tipp BAC 5mal 0+0+5 04+0+0 045+0 040+0
Tipp BCA 3mal 0+0+0 0+3+0 040+0 0+40+3
Tipp CAB 4mal 0+0+0 0+40+4 4+44+4 44040
Summe 5 7 17 7

Wie die Tabelle zeigt, wird die Gesamtpunktzahl 17 genau dann erreicht, wenn Claudia den Wettbewerb
gewann, Annekatrin den zweiten und Bernd den dritten Platz erreichte sowie der Tip BC A genau 3mal
abgegeben wurde.

Aufgabe 2 - 120832
Beweise den folgenden Satz:

Sind a, b, ¢ (a > b > ¢) drei beliebige natiirliche Zahlen, dann ist die Summe dieser Zahlen oder eine
der aus zwei dieser Zahlen gebildeten Differenzen durch 3 teilbar.

Es sind zwei Félle zu unterscheiden:

Fall 1: Die bei der Division der Zahlen a, b, ¢ durch 3 auftretenden Reste sind paarweise verschieden. Es
lasse 0.B.d.A. die Zahl a den Rest 0, die Zahl b den Rest 1 und die Zahl ¢ den Rest 2. Dann lassen sich
a, b, c in folgender Form schreiben:

a=3m ; b=3n+1 ; c=3s+2
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mit natiirlichen Zahlen m,n,s. Nun gilt:
a+b+c=3m+3n+1+3s+2=3(m+n+s+1)

d.h. 3|(a+b+c).

Fall 2: Es gibt unter den Zahlen a, b, c mindestens zwei Zahlen, die bei Division durch 3 den gleichen Rest
r lassen. Das seien 0.B.d.A. die Zahlen a und b.
Dann lassen sich diese Zahlen in folgender Form schreiben:

a=3m+r ; b=3n+r
mit natiirlichen Zahlen m,n,r, wobei 0 < r < 2 gilt. Nun gilt:

a—b=3m+r—Bn+r)=3(m-—n) d.h. 3|(a —b)

Aufgabe 3 - 120833

Gegeben sei ein Dreieck AABC. Uber der Seite AB sei ein Parallelogramm ABDE so errichtet,
dass dessen Seite DFE mit auf derselben Seite der Geraden durch A und B liegt, dass dabei aber die
Punkte D und A nicht auf derselben Seite der Geraden durch B und C liegen und dafl aulerdem
die Punkte F und B nicht auf derselben Seite der Geraden durch A und C' liegen. Ferner seien iiber
den Seiten BC' und AC je ein Parallelogramm C'BIH bzw. ACK L derart errichtet, dass D auf der
Geraden durch I und H sowie E auf der Geraden durch K und L liegt.

Beweise, dass dann der Flicheninhalt des Parallelogramms ABDE gleich der Summe der
Flacheninhalte der Parallelogramme BIHC und CK LA ist!

Falls benotigt, werden die Parallelogramme BIHC und
CK LA wie folgt in flicheninhaltsgleiche Parallelogramme ver-
wandelt:

Man zieht durch C die Parallele zu den parallelen Parallelo-
grammseiten BD und EA. Thre Schnittpunkte mit ED bzw.
AB seien P bzw. ) genannt. Die Gerade durch K und L
schneide die genannte Parallele durch C in einem Punkt M,
die Gerade durch I und H schneide sie in einem Punkt N.

Dann sind ACME und CBDN ebenfalls Parallelogramme,
und es gilt FA = MC sowie BD = NC, woraus wegen
EA = BD folgt, dass M = N ist.

A Q B

Als Parallelogramme mit gleicher Grundseite und gleicher zugehériger Hohe sind nun folgende Paralle-
logramme paarweise inhaltsgleich: einerseits ACKL, ACME und AQPE, andererseits BIHC, BDMC
und BDPQ.

Da der Flicheninhalt des Parallelogramms ABDFE gleich der Summe der Flacheninhalte der Parallelo-
gramme AQPE und BDPQ ist, ist er mithin auch gleich der Summe der Flicheninhalte der Parallelo-
gramme ACKL und BIHC, w.z.b.w.

Aufgabe 4 - 120834
Gegeben sei ein Kreis mit dem Mittelpunkt M. Ein Durchmesser dieses Kreises sei AB. Zwei Punkte
P; und P, mogen sich vom gleichen Zeitpunkt an gleichférmig auf je einer der beiden Halbkreislinien

von A nach B bewegen, wobei die Bewegung des Punktes P; viermal so schnell erfolgen soll wie die
des Punktes Ps.

Gibt es zwischen dem Start und der Ankunft von P; (in B) einen Zeitpunkt, zu dem die Dreiecke
AABP; und AABP; gleichen Fliacheninhalt haben?

Wenn ja, dann ermittle fiir jeden solchen Zeitpunkt die Grofie des Winkels ZAM Py!

Fiir jede Lage des Punktes P;, auf dem von ihm durchlaufenen Halbkreisbogen ist P, so gelegen, dass
ZAMP, = YAMPy < § - 180° = 45° gilt.
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Umgekehrt nimmt die Grofle des ZAM P, wihrend der beschriebene Bewegung alle Werte zwischen 0°
und 45° an, jeden zu genau einem Zeitpunkt. Sind ()1 bzw. Q2 die Fulpunkte der von P; bzw. P auf
AB gefallten Lote, so haben die Dreiecke AABP; und AABP, genau dann gleichen Fldcheninhalt, wenn
gilt:

P1Q1 = PQ (1)

Im Falle ZAM P; < 90° ist
1
4Q2MP2 =LAMP, = ZAAMPI < LAMP; = ZQlMpl

und daher P,Qs < P1Q1.

Im Fall ZAMP; = 90° ist ZQoMPy, = LZAMP, = iéAMPl <
LR 90° und daher ebenfalls P,Qs < (M P, = M P; =)P;Q;. Also kann
(1) in den Féllen ZAM P; < 90° nicht erfiillt werden.

Im Fall ZAM P, > 90° ist die Bedingung (1) genau dann erfiillt,
wenn

/BMP, = /Q.MP, = /QsMP, = /AMP, 2)
gilt; denn aus (1) folgt (2) vermittels des Kongruenzsatzes (ssw), aus (2) folgt (1) vermittels (sww). Nun
ist (2) gleichwertig mit 180° — 4 - ZAM P, = AM P, und dies mit ZAM P, = 36°.

Daher gibt es genau einen Zeitpunkt mit der geforderten Eigenschaft, ndmlich denjenigen, an dem der
Winkel ZAM P, die Grofle 36° hat.

Aufgabe 5 - 120835
Gegeben sei ein Kreissektor mit dem Radius MP = MR = 9 cm und einem Zentriwinkel ZPM R
der Grofie 50°.

Konstruiere ein Quadrat ABC'D so, dass A auf M P liegt, B und C auf dem Bogen PAR liegen und
D auf MR liegt!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! (Eine Untersuchung, ob es genau ein derartiges Quadrat
gibt, wird nicht verlangt.)

Hinweis: Es empfiehlt sich, zur Losung Eigenschaften von zentrischen Streckungen zu benutzen.

R

{p

(I) Angenommen, ABCD sei ein Quadrat, das den Bedingungen der Aufgabe gentigt. Ferner sei A’ ein
Punkt auf M P. Es sei weiter () der Fulpunkt des Lotes [ von M auf BC. Dann ist AMBQ = AMCQ
(ssw), also ist I die Mittelsenkrechte von BC und daher auch die von AD. Somit gilt M A = MD.

Die Parallele durch A’ zu AB schneide den Strahl aus M durch R in einem Punkt, der D’ genannt sei.
Die Parallelen durch B’ zu BC und durch D’ zu DC mogen sich im Punkt C” schneiden.

Dann ist A’B'C’'D’ ein Viereck, das aus ABCD durch eine zentrische Streckung mit dem Zentrum M
hervorgegangen ist, also ein Quadrat, fiir das wegen M A = M D auch M A’ = M D’ gilt. Da das Quadrat
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ABCD nicht auf derselben Seite von AD liegt wie M, so liegt das Quadrat A’ B’C’D’ nicht auf derselben
Seite von A’D’ wie M.

(IT) Daraus ergibt sich, dass ein Quadrat ABC'D nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man wéhlt auf M P einen beliebigen Punkt A’.

(2) Man schlégt den Kreis um M mit M A’. Schneidet er den Strahl aus M durch R in einem Punkt, so
sei dieser D’ genannt.

(3) Man errichtet iiber A’D’ das Quadrat A’B’C’D’, das nicht auf derselben Seite von A’ D’ liegt wie M.

(4) Man zeichnet die von M ausgehenden Strahlen durch B’ bzw. C’. Schneiden sie den Bogen PR, so
seien diese Schnittpunkte B bzw. C' genannt.

(5) Man zeichnet die Parallele zu B’A’ durch B. Schneidet sie PM in einem Punkt, so sei dieser A
genannt.

(6) Man zeichnet die Parallele zu C’A’ durch C. Schneidet sie RM in einem Punkt, so sei dieser D
genannt.

(IIT) Beweis, dass jedes so konstruierbare Quadrat ABC'D den Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Laut Konstruktion ist die Mittelsenkrechte | von A’D’ auch die von B’C’; wegen M A" = M D’ geht sie
durch M, ist also auch Winkelhalbierende von /B’ M(C".

Schneidet sie BC' in @, so ist daher AM BQ = AMCQ (sws), also [ auch senkrecht auf BC' und folglich
BC || B’C’". Hiernach und nach der weiteren Konstruktion ist ABC'D durch eine zentrische Streckung
mit dem Zentrum M aus A’B’C’D’ hervorgegangen.

Daher ist ABCD ebenfalls ein Quadrat, und seine Punkte liegen so, wie es in der Aufgabe verlangt wurde.

Aufgabe 6 - 120836
Untersuche, ob es eine kleinste positive rationale Zahl a gibt, zu der man eine natiirliche Zahl x mit
der Eigenschaft

2
gm—azgx—i—léﬁ

finden kann!

Wenn es ein solches kleinstes a gibt, so ermittle, welchen Wert x hierfiir annimmt!

Angenommen, zu einer positiven rationalen Zahl a gebe es eine natiirliche Zahl x, fiir die gilt:

25 )
?m—a:§x+l42 (1)

Dann gilt auch

1136+ 8a

100z — 8a = bz + 1136 bzw. 95z = 1136 + 8a, also T 95

(2)

Daher gibt es zu einer positiven rationalen Zahl a nur dann eine natiirliche Zahl x mit der Eigenschaft
(1), wenn 1136 + 8a durch 95 teilbar ist, wobei 8a > 0 gilt.

Da 1136 bei Division durch 95 den Rest 91 ldsst, erhdlt man die kleinste Zahl a fiir 8a = 4, sie lautet also
_1

a = 5

Fiir sie ergibt sich nach (2) z = 12, also eine natiirliche Zahl. Umgekehrt erfiillt z = 12 zusammen mit

a = % auch (1), wie man durch Einsetzen bestétigt. Also gibt es ein kleinstes a mit den geforderten

Eigenschaften, und z nimmt hierfiir den Wert 12 an.

Lésungen der III. Runde 1972 ibernommen von [5]
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2.15 XIlIl. Olympiade 1973
2.15.1 |. Runde 1973, Klasse 8

Aufgabe 1 - 130811
Man ermittle alle Moglichkeiten, eine vierstellige ungerade (natiirliche) Zahl z so anzugeben, dass sie
folgende Eigenschaften hat:

(1) Die Zahl z hat vier verschiedene Ziffern.

(2) Das Produkt aus der zweiten und der dritten Ziffer von z ist 21 mal so grofi wie das Produkt aus
der ersten und der vierten Ziffer.

(3) Die kleinste der Ziffern von z steht an erster, die grofite an zweiter Stelle.

Sind a,b,c,d in dieser Reihenfolge die Ziffern einer Zahl z mit den geforderten Eigenschaften, so gilt
wegen (3) a < d sowie b > c. Ferner gilt 1 < a,b,c,d < 9 und somit wegen (1)

b-c<8-9="72 und a-d>1-2=2
Wiére a - d > 4, so folgte nach (2) b-c=21-a-d > 84. Alsoist 2 <a-d < 3.

Da wegen a < d im Falle a - d = 2 nur d = 2 sein konnte, damit aber a gerade wére, kann nur a -d = 3
sein, was auf @ = 1 und d = 3 fithrt. Dann gilt b- ¢ = 63, wegen b > calsob=9 und c = 7.

Daher kann nur die Zahl z = 1973 die geforderten Eigenschaften haben. Sie hat sie tatsichlich; denn
sie ist ungerade, sie besteht aus vier verschiedenen Ziffern, das Produkt 9 - 7 ist 21 mal so grofl wie das
Produkt 1 -3, und die kleinste ihrer Ziffern, 1, steht an erster, die grofite, 9, an zweiter Stelle.

Aufgabe 2 - 130812
In *x- 9 % = xxx ist jedes Sternchen * so durch eine der Ziffern 0 bis 9 zu ersetzen, dass eine richtige
Gleichung entsteht.

Ermittle sdmtliche Losungen dieser Aufgabe!

Angenommen, es gibt eine Losung der Aufgabe. Dann muss das erste Sternchen durch 1 ersetzt werden;
denn anderenfalls entstiinde als Produkt eine vierstellige Zahl.

Ferner ist das zweite Sternchen durch 0 oder durch 1 zu ersetzen; denn sonst entstiinde ebenfalls (da
bereits 12 - 90 = 1080 vierstellig ist) eine vierstellige Zahl.

Wird fiir das zweite Sternchen 0 eingesetzt, dann kann fiir das dritte Sternchen jede der Ziffern 0 bis
9 eingesetzt werden. Wird dagegen fiir das zweite Sternchen 1 eingesetzt, so muss das dritte Sternchen
durch 0 ersetzt werden; denn sonst entstiinde ein Produkt, das mindestens gleich 11 - 91 = 1001, also
vierstellig, ware.

Die somit verbliebenen Moglichkeiten fiir die ersten drei Sternchen fiihren in der Tat zu je genau einer
Lésung, ndmlich zu

10-90 =900, 10-91 =910, 10-92=920, 10-93 =930,
10-94 =940, 10-95=950, 10-96 =960, 10-97 =970,
10-98 =980, 10-99 =990, 11-90 = 990.

Aufgabe 3 - 130813
Beim mathematischen Wettbewerb der Schiilerzeitschrift ”alpha” erhielten drei Schiiler einer Schule
Preise. Auf die Frage nach ihren Vornamen wurden folgende sieben Antworten gegeben:

(1) Christian, Uwe, Iris ~ (2) Eva, Elke, Uwe (3) Roland, Marion, Bernd
(4) Iris, Heike, Uwe (5) Roland, Heike, Bernd  (6) Eva, Marion, Christian
(7) Christian, Eva, Elke.
Es stellte sich heraus, dass in genau einer der Antworten alle drei Vornamen richtig, in genau zwei

Antworten genau zwei Vornamen falsch und in genau drei Antworten alle drei Vornamen falsch
angegeben wurden.

Ermittle die Vornamen der drei Schiiler, die einen Preis erhielten!
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Zunichst folgt aus der Aufgabe, dass in der restlichen Antwort genau zwei Namen richtig angegeben
waren. Daher sind in einer Antwort genau dann alle drei Vornamen richtig angegeben, wenn in genau
zwei weiteren Antworten genau einer dieser Vornamen und in genau einer weiteren Antwort genau zwei
dieser Vornamen vorkommen.

Das trifft nicht fiir

(1) zu; denn in den drei Antworten (2), (6), (7) tritt je genau einer der Namen aus (1) auf,
(2) zu; denn in den drei Antworten (1), (4), (6) tritt je genau einer der Namen aus (2) auf,
(6) zu; denn in den drei Antworten (1), (2), (3) tritt je genau einer der Namen aus (6) auf,
(3) zu; denn nur in der Antwort (6) tritt genau einer der Namen aus (3) auf,

(5) zu; denn nur in der Antwort (4) tritt genau einer der Namen aus (5) auf,

(7) zu; denn nur in der Antwort (1) tritt genau einer der Namen aus (7) auf.

Daher kann nur die Antwort (4) richtig sein; die Vornamen der Preistrager lauten mithin Iris, Heike und
Uwe.

Aufgabe 4 - 130814 - L -

In einem Trapez ABCD mit AB || CD und AB > CD seien AB = a, C'D = c und der Abstand h der
Parallelseiten gegeben. Die Diagonalen AC bzw. BD schneiden die Mittelparallele F'E des Trapezes
in H bzw. G.

Ermittle den Fliacheninhalt A7 des Trapezes ABGH!

Der Fliacheninhalt A7 des Trapezes ABGH ist gleich der Differenz aus dem Flicheninhalt des Trapezes
ABEF und der Summe der Fliacheninhalte der Dreiecke AHF und BEG.

Nun ist der Fldacheninhalt des Dreiecks CDA gleich dem des Dreiecks C' DB, ndmlich gleich % Der
Flacheninhalt des Dreiecks C'DH ist gleich dem des Dreiecks C'DG, ndmlich halb so grofl wie der des
Dreiecks C'D A, also gleich %.

Genau so grofl ist dann aber auch der Flécheninhalt jedes der Dreiecke DAH und BCG.

Schliefllich ist der Flédcheninhalt des Dreiecks AH F' und ebenso der des Dreiecks BEG (wegen AF = F'D
bzw. BE = EC) halb so gro§ wie der des Dreiecks DAH, also gleich %.

Der Fléacheninhalt des Trapezes ABEF betréagt

1 /a+c h h

Folglich erhalt man fiir den Flacheninhalt des Trapezes ABGH

h c-h h
AT—§(3G+C)_ ?—g(?)a—c)

Lésungen der I. Runde 1973 ibernommen von [5]

234



2.15.2 II. Runde 1973, Klasse 8

2.15.2 Il. Runde 1973, Klasse 8

Aufgabe 1 - 130821

In der folgenden Aufgabe sind die Buchstaben a, b, ¢ und das
Zeichen x durch jeweils eine der Ziffern 0 bis 9 so zu ersetzen,

daf} eine richtig geloste und in iiblicher Weise geschriebene Mul- @ S i * b _a c
tiplikationsaufgabe entsteht. . 2

a
Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche, verschiedene Buch- x k%
staben verschiedene Ziffern. An die Ziffern, die fiir die Zeichen ¥ % % % %

% zu setzen sind, werden keine Gleichheits- oder Verschieden-
heitsforderungen gestellt.

Angenommen, es liege eine Eintragung der verlangten Art vor. Dann folgt:

Das Produkt aus abc und a ist dreistellig, das aus abc und b vierstellig. Also gilt a < b. Wére nun a > 3,
so wire daher b > 4 und somit das Produkt aus abc und a vierstellig, im Widerspruch zur Aufgabe.
Das Produkt aus abc und a endet auf a. Ware a = 1, so folgte, dass dieses Produkt auf ¢ enden wiirde,
im Widerspruch zu a # c. Daher und weil a als Anfangsziffer von abe nicht 0 ist, gilt a = 2.

Da somit das Doppelte der Zahl abc auf 2 endet, muss auch das Doppelte von ¢ auf 2 enden. Das gilt nur
fiir ¢ =1 oder ¢ = 6. Da das Produkt aus abc und c vierstellig ist, ist ¢ # 1. Also gilt ¢ = 6.

Da 246 - 4 = 984 dreistellig ist, das Produkt aus abc und b aber vierstellig sein soll, gilt b # 4. Unter den
hiernach fiir b verbleibenden Moglichkeiten 1,3,5,7,8,9 erfiillt nur die Zahl 8 die Bedingung, dass das
Produkt der auf 6 endenden Zahl mit b auf b endet. Daher gilt b = 8.

Somit kann nur die Eintragung

2 8 6 - 2 8 6
2 2 8 8
5 7 2
1 7 1 6
2 3 6 2 3 6

den Anforderungen geniigen. Da sie eine, richtig geloste Multiplikationsaufgabe darstellt und da a = 2,
b =8, ¢ = 6 paarweise verschieden sind, erfiillt sie die Bedingungen der Aufgabe.

Aufgabe 2 - 130822
Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit dem rechten Winkel bei C' aus p = 2,5 cm und
o = 50°! Dabei sei p der Inkreisradius und « die Gréfle des Winkels BAC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
eindeutig bestimmt ist!

(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das den Bedingun-
gen der Aufgabe entspricht, M sei der Schnittpunkt seiner
Winkelhalbierenden, d.h. der Mittelpunkt seines Inkreises,
und E, F seien die Fulpunkte der Lote von M auf die Sei-
ten BC,CD.

Dann hat das Viereck CFM E rechte Winkel bei F,C' und
F und ist daher wegen ME = MF = p ein Quadrat mit
der Seitenldnge p.

A B
Die Halbierende des Winkels BAC' geht durch M; es gilt ZFMA = 90° — 5. Punkt A liegt erstens auf
dem Strahl aus C durch F' und zweitens auf dem freien Schenkel eines in M an M F nach der Seite der
Geraden durch M und F, auf der C' nicht liegt, angetragenen Winkels der Grofie 90° — 5.
Punkt B liegt erstens auf dem Strahl aus C' durch E und zweitens auf dem freien Schenkel eines in A an

AC nach der Seite der Geraden durch A und C, auf der E liegt, angetragenen Winkels der Grofie .
(IT) Daraus folgt, dass ein Dreieck ABC nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es
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durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

1. Wir konstruieren das Quadrat CF M E mit der Seitenlange p.

2. Wir zeichnen den Strahl C' durch F.

3. Wir tragen in M an M F einen Winkel der Gréfle 90° — 5 nach der Seite der Geraden durch M und F'
an, auf der C' nicht liegt. Schneidet sein freier Schenkel den Strahl aus C' durch F', so sei der Schnittpunkt
A genannt.

4. Wir tragen in A an AC nach der Seite der Geraden durch A und C, auf der F liegt, einen Winkel der
Grofle o an.

5. Wir zeichnen den Strahl aus C' durch E. Schneidet er den freien Schenkel des in (4) konstruierten
Winkels, so sei der Schnittpunkt B genannt.

(IIT) Beweis, dass jedes so konstruierte Dreieck ABC' den Bedingungen der Aufgabe entspricht:
Laut Konstruktion ist der Winkel bei C' ein Rechter. Ebenso hat laut Konstruktion der Winkel BAC' die
Grofle a. M hat laut Konstruktion von AC und BC' den Abstand p. Da ferner nach Konstruktion

LCAM = /FAM = % wnd  /MAB = /CAB — /CAM = %

ist, ist AB ebenso wie AC Tangente an den Kreis mit p um M. Folglich ist M der Mittelpunkt des
Inkreises des Dreiecks ABC.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfiithrbar. Ebenso ist Konstruktionsschritt
(2) eindeutig ausfiihrbar. Ferner ist wegen 0° < 90° — § < 90° auch (3) eindeutig ausfithrbar. Danach ist
dann (4) und wegen 0° < « < 90° schliefflich auch (5) eindeutig ausfithrbar.

Das Dreieck ABC ist also durch die gegebenen Stiicke bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 3 - 130823
Man ermittle alle rationalen Zahlen r mit folgender Eigenschaft:

Subtrahiert man r vom Zahler des Bruches % und addiert r zu dessen Nenner, so erhdlt man einen
Bruch, der halb so grofl wie % ist.

Angenommen, es gibt eine rationale Zahl r, die die Bedingungen der Aufgabe erfillt. Dann gilt:

3—r 3

4+7r 8

Daraus folgt 24 — 8r = 12 + 3r. Also kann hochstens r = % die Bedingungen der Aufgabe erfiillen.
Tatséchlich ist

12 21
3-1 o _3
12 56

d.h., r= % erfiillt die Bedingungen.

Aufgabe 4 - 130824

Zwei Kreise k1 und k; mogen einander in zwei verschiedenen Punkten A und B schneiden.

Zwei voneinander verschiedene parallele Geraden g; und go durch A bzw. B seien so gelegen, dass g1
den Kreis & in einem von A verschiedenen Punkte C' und den Kreis k5 in einem von A verschiedenen
Punkte D schneidet, dass ferner g, den Kreis k; in einem von B verschiedenen Punkte £ und den
Kreis ko in einem von B verschiedenen Punkte F' schneidet und dass dabei A zwischen C' und D
sowie B zwischen F und F' liegt.

Beweise, dass dann CD = EF gilt!

Die zueinander parallelen Geraden g; und go schneiden aus den Kreisen k1 und ks je zueinander parallele
Sehnen aus. Nun seien s; bzw. so die Symmetrieachsen dieser beiden Sehnenpaare.

Dann gilt s; || s2 (wegen s; L g1 und s3 L go). Durch Spiegelung an s; geht CE in AB und durch
Spiegelung an sy geht AB in DF {iber, so dass CE || DF folgt.

Somit ist CEF' D ein Parallelogramm, und es gilt CD = EF, w.z.b.w.

Lésungen der II. Runde 1973 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 130831

Anja, Brigitte, Cathrin, Daja und Eva trugen mehrere Spiele fiir vier Personen unter sich aus. In
jedem Spiel gab es einen Gewinner und drei Verlierer. Jedes der Médchen spielte gleich viele Male.
Nach Abschluss aller Spiele stellte man fest:

(1) Cathrin gewann genau die Hélfte, Daja genau ein Drittel und Eva genau ein Viertel der Spiele,
an denen sie beteiligt waren.

(2) Die Anzahl der Siege des Madchens, das das drittbeste Ergebnis erzielte, war eine Primzahl.
(3) Keines der Méadchen verlor alle Spiele.

Ermittle die genaue Anzahl aller Spiele, die ausgetragen wurden, und gib an, wie viele Spiele jedes
Maédchen insgesamt gewann!

Sei z die Gesamtzahl aller Spiele. Da jedes Médchen von jeweils 5 Spielen genau 4 mitspielte, spielte jedes
Médchen in %z aller Spiele mit. Diese Anzahl ist nach (1) durch 3 und 4, also durch 12 teilbar. Daher
4

gibt es eine natiirliche Zahl n mit £z = 12n; hieraus folgt z = 15n.

Von den 15n Spielen gewann nach (1) Cathrin genau 6n, Daja genau 4n, Eva genau 3n Spiele.

Somit gewannen Anja und Brigitte zusammen genau 2n aller Spiele. Daraus folgt, dass Eva wegen 6n >
4n > 3n > 2n das drittbeste Ergebnis erzielte. Da die Anzahl 3n von Evas Siegen nach (2) eine Primzahl
war, gilt n = 1.

Es wurden mithin genau 15 Spiele ausgetragen; Cathrin gewann genau 6, Daja genau 4, Eva genau 3
dieser Spiele, und Anja und Brigitte gewannen nach (3) jeweils genau 1 Spiel.

Aufgabe 2 - 130832
Zeige, dass fiir jede Primzahl p > 5 das Produkt (p — 2)(p — 1)p(p + 1)(p + 2) durch 360 teilbar ist!

Von den fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen p—2, p—1, p, p+1, p+ 2 ist eine durch 5 teilbar.
Da p Primzahl ist und p > 5 gilt, ist p nicht durch 5 teilbar. Folglich ist eine der Zahlen p — 2, p — 1,
p+1, p+ 2 durch 5 teilbar.

Da p # 2 ist, ist p ungerade. Daher ist jede der beiden Zahlen p— 1 und p+ 1 gerade, und eine von beiden
ist wenigstens durch 4 teilbar. Folglich ist ihr Produkt durch 8 teilbar.

Da p # 3 ist, ist p nicht durch 3 teilbar. Mithin sind entweder die beiden Zahlen p — 2 und p+ 1 oder die
beiden Zahlen p — 1 und p + 2 jeweils durch 3 teilbar. Also ist ihr Produkt durch 9 teilbar.

Aus all dem folgt, dass das Produkt (p —2)(p — 1)(p + 1)(p 4+ 2) durch 5, 8 und 9 und, da diese Zahlen
paarweise teilerfremd sind, auch durch 5 -8 -9 = 360 teilbar ist, w.z.b.w.

Aufgabe 3 - 130833

In einem Quadrat ABC'D mit der Seitenlidnge a werde die Seite AB D Cs C» O
durch die Punkte A;, Ay, A3, die Seite BC' durch die Punkte By, Bs, 7
Bs, die Seite C'D durch Cy, Cy, C5 und DA durch die Punkte Dy, D,
D3 jeweils in 4 gleichlange Teilstrecken geteilt. Ferner seien die Stre-
cken AlBQ, A2B3, Bng, B203, ClDQ, 02D3, D1A2 und D2A3 einge— D> Bs
zeichnet. Von den Schnittpunkten dieser Strecken miteinander seien die
Punkte Pl, PQ, Pg, P)47 P5, Pﬁ, P7, Ps wie in der Abblldung bezeichnet. D3 B

Berechne den Flacheninhalt des Achtecks Py P,P3PyPsPsP;Ps in s )
Abhéngigkeit von a! A A Ay As B

e

Man kann den Flacheninhalt A,, des Achtecks berechnen, indem man vom Flacheninhalt des Quadrats
ABCD den vierfachen Flacheninhalt des Sechsecks Ay BBy P3 P> Py subtrahiert.
Die Fulpunkte der Lote von P, auf AB bzw. BC seien E bzw. F. Dann ist EBF P, ein Quadrat.
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Bezeichnet man seine Seitenlinge mit x, so gilt nach einem Teil des

Strahlensatzes
§a c4 §a —z):x
472 \4 '

woraus man %ax = %a — 2 und mithin %x = %a bzw. x = %a erhélt.
Setzt man weiter P; As = y, so gilt nach dem Strahlensatz
3 a 1 ) 3 1 b 1
—-a:—-=-a: also —y=-a ZW. = —aqa
PR 274 Y7 %

Folglich gilt fir den Flacheninhalt Ag des Achtecks

1
Ag:a2—46

a+ 2a 9
10~<2a—10a)-2+a2:a2—a2—a2:a2

1 3
100 75 25 15

Der gesuchte Fliacheninhalt des Achtecks betrégt %ag.

Aufgabe 4 - 130834

Ermittle alle rationalen Zahlen a, die die Ungleichung erfiillen:

3a — 2
a+1

<0

Ein Bruch ist genau dann negativ, wenn entweder sein Zahler positiv und sein Nenner negativ oder wenn
sein Zahler negativ und sein Nenner positiv ist.

Angenommen, es gébe eine rationale Zahl ¢ mit 3a —2 > 0 und a + 1 < 0. Dann folgte aus 3a — 2 > 0
einerseits a > % und aus a + 1 < 0 andererseits a < —1. Da es keine rationale Zahl gibt, die gleichzeitig
grofer als 3 und kleiner als -1 ist, war unsere Annahme falsch.

Dabher ist die gegebene Ungleichung genau fiir diejenigen rationalen Zahlen a erfiillt, fiir die 3a —2 < 0
und a + 1 > 0 gilt. Nun ist 3a — 2 < 0 gleichbedeutend mit a < % und a +1 > 0 mit a > —1.
Diese beiden Bedingungen werden genau von allen rationalen Zahlen a erfiillt, fiir die —1 < a < 1 gilt.

Folglich sind alle rationalen Zahlen a mit —1 < a < % und nur diese Losungen der gegebenen Unglei-

chungen.

Aufgabe 5 - 130835

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit BC = a, AC = b und ZACB = 90°. Ein Halbkreis
iiber einer Teilstrecke von AB sei so gelegen, dass die Seiten BC und AC' auf Tangenten an diesem
Halbkreis liegen und dieser BC und AC' beriihrt.

1

Beweise, dass fiir seinen Radius r dann = = % + % gilt!

r

c

Der Mittelpunkt des Halbkreises sei M, die Seite BC' beriihre den Halbkreis in D, die Seite AC' beriihre

ihn in F. Dann gilt:

MD =rund MD || AC (rechte Winkel bei D bzw. C) und ME =r und ME || BC (rechte Winkel bei
E bzw. C). Folglich ist M DCE ein Quadrat mit der Seitenlidnge r. Nach dem Strahlensatz gilt nun:

b
2= also ab = br + ar
r  b—r
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1

Daraus erhélt man durch Division mit abr: % =+ %, w.z.b.w.

Aufgabe 6 - 130836
Konstruiere ein Dreieck ABC, das den Bedingungen a : b:c=2:3:4 und r = 4 cm genligt!

Dabei seien a, b, ¢ in dieser Reihenfolge die Langen der Seiten BC, AC und AB, und r sei der
Umkreisradius.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob durch die gegebenen Bedingungen ein
Dreieck ABC eindeutig bestimmt ist!

(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht, der Mittelpunkt
seines Umbkreises sei M. Dann gibt es ein Dreieck A’B’C’, das aus AABC durch zentrische Streckung
mit dem Streckungszentrum M entsteht (A’ Bild von A, B’ Bild von B, ¢’ Bild von C) und bei dem
A’'B’ = 4 cm betrégt.

Dabei gilt weiter A’'C’ = 3 cm, B’C’ = 2 cm. Folglich ist AABC dhnlich einem Dreieck A’B’C’ mit
den Seitenlingen ¢’ = 2 ¢cm, V' = 3 cm, ¢/ = 4 c¢m, das aus AABC durch zentrische Streckung mit dem
Streckungszentrum M hervorgeht.

(IT) Daher entspricht ein Dreieck ABC nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert ein Dreieck A’B’C’ mit den Seitenlidngen B'C’ =2 cm, C'A’ =3 cm, A’B' =4 cm
sowie dessen Umkreismittelpunkt M.

(2) Man zeichnet die Strahlen aus M durch A’ bzw. B’ bzw. C'.

(3) Man schliagt um M den Kreis mit dem Radius r. Schneidet er die in (2) gezeichneten Strahlen, so
seien die Schnittpunkte in dieser Reihenfolge mit A, B, C' bezeichnet.

(III) Beweis, dass jedes so konstruierbare Dreieck ABC den Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Laut Konstruktion ist AABC durch zentrische Streckung mit dem Zentrum M aus AA’B’C’ hervor-
gegangen. Daher sind beide Dreiecke dhnlich. Das Dreieck ABC' hat also ebenfalls das Verhéltnis der
Seitenlédngen 2 : 3 : 4. Ebenso gilt laut Konstruktion AM = BM = CM = r, d.h., das Dreieck ABC' hat
einen Umkreis vom Radius r.

(IV) Da wegen 243 > 4; 2+4 > 3 und 3+ 4 > 2 ein Dreieck A’B’C’ mit den angegebenen Seitenldngen
existiert, ist Konstruktionsschritt (1) bis auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar. Die Konstruktionsschritte
(2) und (3) sind ebenfalls eindeutig ausfithrbar. Daher ist durch die gegebenen Bedingungen ein Dreieck
ABC bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Lésungen der III. Runde 1973 ibernommen von [5]
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2.16 XIV. Olympiade 1974
2.16.1 I. Runde 1974, Klasse 8

Aufgabe 1 - 140811

A B ¢C - D E = A F (G
H - H A = cC H
B J + A J = A A C

Ermittle sdmtliche Losungen des Kryptogramms, d.h. sdmtliche Mé&glichkeiten, die Buchstaben so
durch Ziffern zu ersetzen, dass alle waagerecht und senkrecht stehenden Gleichungen erfiillt sind!
Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche und verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern bedeuten.
Hinweis: Die Aufgabe ist nicht nur durch Raten zu lésen, wie haufig in Rétselzeitschriften; sondern
es sind Uberlegungen zur Vollsténdigkeit und Richtigkeit der Lésung anzugeben.

(I) Angenommen, bei einer Angabe von Ziffern fiir die Buchstaben A, ..., J seien die Bedingungen der
Aufgabe erfiillt. Dann folgt:

Da AJ und BJ je zweistellig, also kleiner als 100 sind, ist ihre Summe kleiner als 200. Da sie dreistellig
ist, hat sie die erste Ziffer A = 1. (1)

Da somit AJ < 20 und AAC > 110 ist, folgt BJ > 90, also B =9. (2)

Wegen A =1 ist ABC < 200; wegen ABC : H = BJ gilt daher H < 200 : 90 < 3. Da andererseits H
Anfangsziffer ist, also H # 0 gilt, und da H # A = 1 ist, folgt H = 2. (3)

Damit ergibt sich CH = H-HA =2-21 =42, also C =4. (4)

Weiter folgt BJ = ABC' : H=194:2=97,also J =7. (5)

Sodann erhélt man DE = HA+ AJ =214 17 =38, also D =3 (6) und E =9. (7)

SchlieBlich ergibt sich AFG = ABC — DE =194 — 38 = 156, also F =5 (8) und G = 6 (9). Daher kann
nur (10):

19 4 - 3 8 = 1 5 6
2 1 = 4
9 7 4+ 1 7 = 1 1 4

Losung des Kryptogramms sein.

(IT) Da die Angaben (1) bis (9) den verschiedenen Buchstaben A, ..., J verschiedene Ziffern zuordnen,
die, wie aus (10) ersichtlich ist, alle waagerecht und senkrecht stehenden Aufgaben des Kryptogramms
richtig 16sen, hat dieses somit genau die angegebene Losung.

Aufgabe 2 - 140812
Ermittle alle geordneten Paare (z, y) natiirlicher Zahlen z, y, fir die die Gleichung 13z + 5y = 82
gilt!

(I) Angenommen, (z;y) sei eines der gesuchten Paare. Dann gilt

_ 82 — 13x
N 5

164 — 26 4—
also 2y:%:32—5w+ *

Y

Da z und y natiirliche Zahlen sind, folgt hieraus 5|4 — x, d.h., es gibt eine ganze Zahl n mit 4 — z = 5n,

also x = 4 — 5n. Daraus folgt
82 —13(4—-5
g 2-BU=m) o yg,
5
Wegen = > 0 folgt 4 — 5n > 0, also n < % und, da n ganzzahlig ist, somit n < 0.
Wegen y > 0 folgt 6 + 13n > 0, also n > —1% und, da n ganzzahlig ist, somit n > 0.
Daher ergibt sich n = 0, also x = 4,y = 6. Somit kann hochstens das Paar (4;6) die geforderten
Eigenschaften haben.
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(IT) Tatséchlich ist (4;6) ein Paar natiirlicher Zahlen, und es gilt 13-4+ 5-6 = 52 4 30 = 82. Das Paar
(4;6) erfiillt daher als einziges die Bedingungen der Aufgabe.

Aufgabe 3 - 140813

Gegeben sei ein Kreis k; mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkt M. Um M ist ein Kreis ko derart
zu zeichnen, dass die zwischen k; und k5 gelegene Kreisringflédche einen dreimal so groflen Inhalt hat
wie die Flache des Kreises k;.

Berechne den Radius 7o des Kreises k!

Der Flicheninhalt A; der Kreisfliche des Kreises k1 betriigt A1 = 7rf, der Inhalt A einer Kreisringfliche
zwischen k; und einem Kreis ko mit dem Radius 7o und dem Mittelpunkt M ist

An=r(r3—r})

Daher ist die in der Aufgabenstellung geforderte Bedingung genau dann erfiillt, wenn 37717 = 7(r3 — r?)
gilt. Dies ist gleichbedeutend mit 472 = r2 und dies wegen 71 > 0,79 > 0 mit 2r; = ro.

Der Kreis k3 hat somit genau dann die geforderte Eigenschaft, wenn sein Radius doppelt so grof} ist wie
der des Kreises k.

Aufgabe 4 - 140814 -
Fiir zwei Sehnen AB und BC' (A # C) eines Kreises k gelte AB = BC'. D sei ein beliebiger Punkt
von k, der auf der anderen Seite der Geraden durch A und C' liegt wie B.

Es ist zu beweisen, dass die Gerade durch D und B den Winkel ZADC' halbiert!

Um den Peripheriewinkelsatz anwenden zu kénnen, beweisen wir zunéchst, dass D und C auf demselben
von A und B begrenzten Bogen von k liegen.

Wiirden D und C auf verschiedenen von A und B begrenzten Bégen von k liegen, dann miisste die Sehne
AB die Sehne DC schneiden. Nun liegen laut Aufgabe D und B auf verschiedenen Seiten der Geraden
durch A und C. Wegen A # C' liegen daher auch DC und AB auf verschiedenen Seiten dieser Geraden
und koénnen sich mithin nicht schneiden.

Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt nun
(1) ZADB = ZACB ; (2) 4BDC = /BAC

Da ABC gleichschenklig mit AB = BC ist, gilt (3) LZACB = ZBAC. Aus (1), (2), (3) folgt LZADB =
/ZBDC, w.z.b.w.

Lésungen der I. Runde 1974 dbernommen von [5)
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Aufgabe 1 - 140821

Bei einer Kreisspartakiade wurden fiir die Teilnehmer insgesamt 61 Goldmedaillen, 63 Silbermedaillen
und 60 Bronzemedaillen vergeben. Die Mannschaften der Schulen der Stadt B erkdmpften dabei
zusammen 42 dieser Medaillen. Sie erhielten genau ein Drittel aller Silbermedaillen, mehr als ein
Sechstel, jedoch weniger als ein Fiinftel aller Bronzemedaillen und einige Goldmedaillen.

Ermittle die Anzahl aller Gold-, Silber- und Bronzemedaillen, die von den Schiilern der Stadt B bei
diesem Wettkampf errungen wurden!

Die Anzahl aller von den Schiilern der Stadt B bei dieser Kreisspartakiade errungenen Goldmedaillen sei
g, die der Silbermedaillen s und die der Bronzemedaillen b. Dann gilt laut Aufgabe:

_63_
=35 =

Daraus folgt, da b ganzzahlig ist, b = 11 und somit wegen (1) und (2) g = 42 — 21 — 11 = 10.
Die Schiiler der Stadt B errangen 10 Gold-, 21 Silber- und 11 Bronzemedaillen.

g+s+b=42 (1); s 21 (2); 10<b<12 (3)

Aufgabe 2 - 140822

Vier Lastkraftwagen A, B, C' und D befahren dieselbe Strecke. Fahrt A mit einer Durchschnittsge-
schwindigkeit von 56 kTm und B mit 40 kTm, so benotigt A genau 2 Stunden weniger als B fiir diese
Strecke.

Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit miisste C' fahren, wenn D genau 4 Stunden eher als C
abfahren, durchschnittlich mit 35 kTm fahren und gleichzeitig mit C' am gemeinsamen Ziel ankommen
soll?

Angenommen, A habe die in der Aufgabe genannte Strecke in ¢ Stunden zuriickgelegt. Dann benétigte
B fiir dieselbe Strecke (¢ + 2) Stunden. Daher gilt 56¢ = 40(¢ + 2), woraus man ¢t = 5 erhélt.

A legte mithin die Strecke mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 56 km - h~! in 5 Stunden zuriick.
Die Strecke war daher 280 km lang.

Wegen 280 : 35 = 8 wiirde D fiir diese Strecke bei einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 35 km - h~1
genau 8 Stunden brauchen. Da C erst 4 Stunden spéter als D abfahren soll, miisste er die gesamte Strecke
in genau 4 Stunden zuriicklegen, wenn er gleichzeitig mit D am Ziel eintreffen will. Wegen 280 : 4 = 70
miisste er dabei eine Durchschnittsgeschwindigkeit von 70 km - h=! einhalten.

Aufgabe 3 - 140823
Gegeben sei ein Dreieck ABC, das folgender Bedingung gentigt:

Die Grofle des Winkels ZABC' betragt ein Viertel der Grofle des Aulenwinkels bei A.
a) Stelle fest, ob es auf AB einen Punkt D gibt, fiir den AD = AC gilt!
b) Beweise, dass fiir jeden derartigen Punkt DB = DC gilt!

Es sei ZABC' = 3, Dann hat der Aulenwinkel bei A laut
Aufgabe die Grofle 48. Nach dem Satz iiber den Auflen-
winkel am Dreieck betragt die Grole des Winkels ZAC'B
somit 33, also gilt ZACB > ZABC.

Daraus folgt, da im Dreieck dem gréfleren von zwei Win-
1 D B keln jeweils die ldngere Seite gegeniiberliegt, AB > AC.

Daher gibt es auf AB einen Punkt D, fiir den AD = AC gilt. Mithin sind A, D,C die Ecken eines
gleichschenkligen Dreiecks. Daraus und aus dem Auflenwinkelsatz folgt ZADC = ZACD = 2.

Schlieflich erhélt man fiir jeden Punkt D der genannten Art
LDCB =/ACB - ZACD =35 —-23=0=4ZDBC
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also ist AC'DB gleichschenklig mit DB = DC, w.z.b.w.

Aufgabe 4 - 140824
Konstruiere einen Kreis k, der folgende Eigenschaft hat:

Ist AB ein Durchmesser von k, g die Tangente an k in B und liegt ein Punkt @ so auf g, dass BQ =6
cm gilt, so schneidet &k die Strecke AQ in einem Punkt P, fir den PQ = 3 cm gilt.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein derartiger
Kreis k bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

(I) Angenommen, k sei ein Kreis, wie er laut Aufgabenstellung kon-

struiert werden soll. Q

Sein Mittelpunkt sei M. Dann ist nach dem Satz des Thales ZAPB

ein rechter Winkel und als sein Nebenwinkel ZBP(Q) ebenfalls ein

rechter Winkel. Folglich liegt P erstens auf dem Halbkreis iiber BQ

und zweitens auf dem Kreis um ) mit dem Radius PQ. A B
Punkt A liegt erstens auf dem Strahl aus @ durch P und zweitens

auf der Senkrechten zu BQ durch B.

Daraus folgt, dass ein Kreis nur dann den Bedingungen der Aufgabe

entspricht, wenn er durch folgende Konstruktion erhalten werden g
kann:

(II)

(1) Wir zeichnen die Strecke BQ der Linge 6 cm.

(2) Wir schlagen iber BQ einen Halbkreis.

(3) Wir schlagen um @ mit dem Radius der Lange 3 cm einen Kreis. Schneidet er den in (2) gezeichneten
Halbkreis in einem Punkt, so sei dieser P genannt.

(4) Wir errichten in B die Senkrechte zu g.

(5) Wir zeichnen den Strahl aus @ durch P. Schneidet er die in (4) konstruierte Senkrechte, so sei der
Schnittpunkt A genannt.

(6) Wir zeichnen den Kreis k& mit dem Durchmesser AB.

(III) Jeder so konstruierte Kreis k entspricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis:

Nach Konstruktion gilt BQ = 6 cm und PQ = 3 cm. Der Kreis k bertihrt die Gerade g laut Konstruktion
in B, da AB 1 g ist. Ferner liegt laut Konstruktion P auf AQ (und zwar ist P # A).

Wegen BP 1 PQ (nach dem Satz von Thales) und damit BP 1 AP liegt P nach der Umkehrung des
Satzes des Thales auf dem Kreis & mit dem Durchmesser AB sowie laut Konstruktion auf AQ.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihrbar. Ebenso ist (2) bis auf Kongruenz
eindeutig ausfiithrbar.

(3) liefert bei den gegebenen Léngen fiir BQ und PQ genau einen Schnittpunkt P. (4) ist eindeutig
ausfiihrbar, ebenso (5), und es gibt, da der in (5) konstruierte Strahl einen spitzen Winkel mit dem
Strahl aus @ durch B bildet, genau einen Schnittpunkt A des in (5) konstruierten Strahles mit der in (4)
konstruierten Senkrechten.

Schliefllich ist auch (6) eindeutig ausfiihrbar.

Der Kreis k ist durch die gegebenen Stiicke mithin bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Lésungen der II. Runde 1974 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 140831

Um Peters Fahigkeiten im Knobeln zu erproben, werden ihm an einem Zirkelnachmittag tiber fiinf
Schiiler sieben Aussagen mitgeteilt, unter denen, wie ihm ebenfalls gesagt wird, genau eine falsch
ist. Er soll diese falsche Aussage herausfinden und aulerdem die Namen der Schiiler dem Alter nach
ordnen.

Die Aussagen lauten:

(1) Anton ist &lter als Elvira.
(2) Berta ist jlinger als Christine.
(3) Dieter ist jiinger als Anton.
(4) Elvira ist alter als Christine.
(5) Anton ist junger als Christine.
(6) Elvira ist alter als Dieter.

(7) Christine ist jiinger als Dieter.

Ermittle die falsche Aussage, und ordne die Namen der Schiiler dem Alter nach (beginnend mit dem
Jiingsten)!

Das Alter eines jeden Schiilers sei mit dem Anfangsbuchstaben seines Vornamens bezeichnet. Angenom-
men, (5) wire wahr. Dann folgte erstens, dass (1) und (4) nicht beide wahr sein kénnten; zweitens folgte
auch, dass (7) und (3) nicht beide wahr sein kénnten.

Es gébe also unter den Aussagen (1) bis (7) mehr als eine falsche. Damit ist die Annahme, (5) wére wahr,
widerlegt; d.h., (5) ist die falsche Aussage, und (1), (2), (3), (4), (6) und (7) sind wahr.

Aus (2) folgt B < C, aus (7) folgt C < D, aus (6) folgt D < E, aus (1) folgt E < A.

Die verlangte Reihenfolge der Schiiler lautet mithin: Berta, Christine, Dieter, Elvira, Anton.

Aufgabe 2 - 140832
Von zwei Primzahlen wird folgendes gefordert:

a) Thre Summe ist eine Primzahl.
b) Multipliziert man diese Summe mit dem Produkt der zuerst genannten beiden Primzahlen, so
erhélt man eine durch 10 teilbare Zahl.

Man gebe alle Primzahlen an, die diese Forderungen erfiillen.

Angenommen, zwei Primzahlen P;, P, haben die verlangten Eigenschaften. Eine der Primzahlen P; und
P, muss wegen (a) 2 sein, da die Summe ungerader Primzahlen stets grofier als 2 und durch 2 teilbar ist.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei P, = 2.

Wegen (b) gibt es eine natiirliche Zahl n, so dass
(24 P2)-2P, = 10n also (24 P2)P, = 5n

ist. Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren gilt entweder 24Py = 5,
d.h. P, = 3 oder P, = 5.

Also erfiillen hochstens die Primzahlen (2;3) und (2;5) die Bedingungen. In der Tat haben sie die ver-
langten Eigenschaften; denn ihre Summen P; + P; sind 5 bzw. 7, jeweils also eine Primzahl.
Die Produkte (P; + P) P, P sind 30 bzw. 70, jeweils also durch 10 teilbar.

Aufgabe 3 - 140833 -
Gegeben sei ein Kreissektor mit dem Radius SP = SR = 8,5 cm und dem R
Zentriwinkel ZPSR der Grole 55° (siehe Abbildung).

Konstruiere einen Kreis k, der dem gegebenen Sektor einbeschrieben ist,
d.h., der die Strecken SP, SR und den Bogen PR so beriihrt, dass k in-
nerhalb der Fliche des PR enthaltenden Kreises liegt! Beschreibe und be-
griinde deine Konstruktion!
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(I) Angenommen, k sei ein Kreis, der den Bedingungen der Aufgabe geniigt.

N
A sei sein Beriihrungspunkt mit SP, B der mit SR und C der mit dem Bogen PR. Der Mittelpunkt A
des Kreises k liegt dann auf dem Strahl s aus S durch C; ferner ist ASAM = AMBS wegen SM = SM,
MA = MB (Radius von k) und ZMAS = ZMBS = 90°.

Daher ist ZMSA = /MSB, so dass s den Winkel /PSR halbiert. Wegen M A = MC ist weiter ANACM
gleichschenklig und somit ZACM = LCAM = %LAM S, letzteres nach dem Auflenwinkelsatz, der hier

anwendbar ist, weil wegen der vorausgesetzten Berithrung von innen M zwischen S und C' liegt.

Sind jetzt M’ ein beliebiger von S verschiedener Punkt auf s, A’ der FuBpunkt des Lotes von M’ auf
die Gerade durch S und P und C’ der Schnittpunkt von s mit dem Kreis um M’ mit dem Radius
M'A’, soist LZAAM'S = ZAMS, weil AAMS ~ NA’M'S ist. Es gilt ndmlich ZASM = ZA’SM’ und
/SAM = /SA'M' = 90°.

Daher gentigt ein Kreis k nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn er durch folgende Konstruktion
erhalten werden kann:

(IT) (1) Man konstruiert die Halbierende des Winkels ZPSR, in dessen Innerem der Bogen PR verliuft.

Ihr Schnittpunkt mit dem Bogen ]/DE sei C.

(2) Man wihlt einen beliebigen Punkt M’ auf SC. Von M’ fallt man das Lot M’A’ auf SP.

(3) Man schlagt um M’ den Kreis &’ mit dem Radius M’ A’. Der Schnittpunkt von k&’ mit der Verlangerung
von SM’ {iber M’ hinaus sei C".

(4) Man zeichnet die Parallele zu A’C’ durch C. Thr Schnittpunkt mit SP sei A.

(5) Man errichtet auf SP in A die Senkrechte. Ihr Schnittpunkt mit SC sei M.

(6) Man schlidgt den Kreis £ um M mit dem Radius MA.

(IIT) Jeder so konstruierte Kreis k geniigt den Bedingungen der Aufgabe.
Beweis: Da gemé8 (5) ZMAS = 90° ist und geméB (4) A auf SP liegt, bertihrt k die Strecke SP, und
zwar in A. Aus Symmetriegriinden bertiihrt daher k auch die Strecke SR.

Wegen CA || C'"A’ (nach (4)) gilt LSCA = £SC'A" und wegen M A || M’A’ (nach (2) und (5)) und, da
M auf SC liegt (nach (5)), ZCMA=/ZC"M'A".

Daher gilt ACMA ~ AC'M'A’, und wegen M'A" = M'C" ist MA = MC. Daher beriihrt k¥ den Bogen
N
PR in C, dem gemeinsamen Punkt von k£, PR und der Zentralen durch M und S.

(IV) Die Konstruktionen in (II) sind alle (eindeutig) ausfiithrbar. Das ist fiir (1), (3) und (6) bekannt und
ergibt sich fiir (2), (4) und (5) folgendermafen:

(2) Fiir den FuBpunkt A" des Lotes von M’ auf die Gerade durch S und P gilt SA’ < SM’ < SC = SP,
also liegt A’ auf SP wegen ZCSP < 90°:
(4) Weil M’ auf SC’ liegt, gilt SA” < SC’ und folglich nach dem Strahlensatz fiir den Schnittpunkt A
mit der Geraden durch S und P SA < SC = SP, also liegt wegen ZCSP < 90° der Punkt A auf SP.
(5) Der Schnittpunkt M mit der Geraden durch S und C' gilt nach dem Strahlensatz, und weil M’ auf
SC' liegt,

SM’

Sc!
woraus, weil A auf SP liegt und ZCSP < 90° ist, folgt, dass M auf SC liegt.

SM = -8C < SC
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Aufgabe 4 - 140834

Achim, Bernd, Christian und Detlef waren die vier Teilnehmer der Endrunde eines Schachturniers.
Es hatte jeder gegen jeden genau zweimal zu spielen. Fiir jede gewonnene Partie wurden ein Punkt,
fiir jede unentschiedene ein halber Punkt, fiir jede verlorene 0 Punkte vergeben.

Ein Wandzeitungsartikel {iber dieses Turnier enthélt folgende Angaben:

- Bernd und Christian erzielten zusammen genau einen Punkt mehr als Achim und Detlef zu-
sammen.

- Christian und Detlef erzielten zusammen genau 7 Punkte.

- Achim und Christian konnten zusammen genau 5 Punkte weniger erreichen als Bernd und Detlef
zusamien.

Es wird gefragt, wie viele Punkte jeder der vier Teilnehmer erhielt. Ermittle auf diese Fragen alle
Antworten, die den genannten Angaben entsprechen!

Es wurden genau je 2 Spiele der folgenden Zusammenstellung gespielt: AB, AC, AD, BC, BD, CD. Daher
wurden insgesamt 12 Partien gespielt und mithin 12 Punkte vergeben.

Wenn nun bei einer Punktverteilung, die den Angaben entspricht, Achim, Bernd, Christian und Detlef
in dieser Reihenfolge a, b, ¢, d Punkte erzielten, so gilt:

—
~—

at+d+1=b+c (
c+d=7 (2)
b+d=a+c+5 (3)

Weil 12 Punkte insgesamt vergeben wurden, d.h. a4+ b+ ¢+ d = 12 gilt, kann man aus dem entstandenen
Gleichungssystem von 4 Gleichungen der Reihe nach die Unbekannten zu eliminieren und dann der Reihe
ermitteln.

Es ergibt sich a = 1, d = 4,5, b = 4 und ¢ = 2,5. Daher kann nur die Antwort, Achim erhielt 1 Punkt,
Bernd 4 Punkte, Christian 2,5 Punkte und Detlef 4,5 Punkte, den Angaben entsprechen.

In der Tat erfiillt diese Antwort alle Bedingungen der Aufgabe. Denn wie die folgende Tabelle zeigt, gibt
es Beispiele fiir eine Verteilung der Partieausgéinge, bei der die in der Antwort genannte Punktverteilung
entsteht.

A B C D |
Al - 1 0 01
B|1 - 2 1|4
Cl2 0 - 05]25
D|2 1 15 - |45

Ferner erhielten bei ihr Bernd und Christian zusammen 6,5 Punkte, also genau einen Punkt mehr als die
5,5 Punkte von Achim und Detlef. Weiterhin erhielten Christian und Detlef zusammen genau 7 Punkte.
SchlieBlich erreichten Achim und Christian zusammen 3,5 Punkte, also genau 5 Punkte weniger als die
8,5 Punkte von Bernd und Detlef.

In jedem Fall steht die Anzahl der Punkte, die der in der jeweiligen Zeile stehende Spieler beim Spiel
gegen den in der entsprechenden Spalte stehenden Spieler erzielte.

Aufgabe 5 - 140835
Beweise folgenden Satz:

Verbindet man die Mittelpunkte der Diagonalen eines Trapezes, so erhilt man eine (evtl. zu einem
Punkt ausgeartete) Strecke, deren Lénge halb so groff ist wie die Differenz der Léngen der zwei
parallelen Seiten.
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Es seien A, B, C' und D Eckpunkte des Trapezes, und es sei AB || CD. Weiterhin seien E der Mittelpunkt
der Seite BC, F' der Mittelpunkt der Seite AD sowie G der Mittelpunkt der Diagonalen AC und H der
Mittelpunkt der Diagonalen BD. Dann liegen nach der Umkehrung eines Teiles des Strahlensatzes und
dem Satz iiber die Mittelparallele im Trapez ABCD die Punkte G und H auf FE. Man wéahle die
Bezeichnung so, dass AB > CD ist.

Behauptung: GH = 3(AB — CD)
Beweis:
Aus dem Satz, dass in jedem Dreieck die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte zweier Seiten parallel zur

dritten verlduft und halb so lang wie diese ist, oder nach der Umkehrung eines Teiles des Strahlensatzes
folgt (1) FH = 1 AB sowie (2) FG = 1CD. Aus (1) und (2) folgt FH — FG = 1/AB — CD).

Aufgabe 6 - 140836
Gegeben seien drei Zahlen p, p1, p2 mit 0 < p; < p < p2 < 100.

Aus einer geeigneten Menge x kg einer p;-prozentigen Losung eines Stoffes (d.h. einer Losung, die py
% dieses Stoffes und den Rest Wasser enthélt) und einer geeigneten Menge y kg einer po-prozentigen
Losung des gleichen Stoffes soll durch Zusammengieflen eine p-prozentige Losung hergestellt werden.

a) Ermittle das hierzu erforderliche Mischungsverhéltnis, d.h. die Zahl z : y, zunéchst speziell fir
die Werte p; = 25, p2 = 60 und p = 35!

b) Stelle dann eine fiir beliebige Werte von py, ps und p giiltige Formel fiir das Mischungsverhéltnis
auf!

Anmerkung: Die angegebenen Prozentsétze beziehen sich auf die Masse, sind also nicht als Volumen-
prozent anzusehen.

a) In x kg der 25prozentigen Losung befinden sich % kg des gelosten Stoffes, in y kg der 60prozentigen
Losung entsprechend % kg. Somit hat = : y genau dann den gesuchten Wert, wenn sich in den durch

Zusammengielen erhaltenen (z + y) kg genau w kg des gelosten Stoffes befinden, d.h. genau dann,

wenn
251 60y  35(z+y)

100 100 100
gilt. Dies ist der Reihe nach dquivalent mit 25x + 60y = 35x + 35y, 25y = 10z, % = %
Das gesuchte Mischungsverhiltnis betragt somit 5 : 2.

b) Mit analoger Begriindung wie in a) hat z : y genau dann den gesuchten Wort, wenn

p1 D2 p € P2 —p
= == g :> —_ =
100" " 100Y = 100 TV y p-m

Das gesuchte Mischungsverhaltnis lautet: %

Lésungen der III. Runde 197} ibernommen von [5]
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2.17 XV. Olympiade 1975
2.17.1 I. Runde 1975, Klasse 8

Aufgabe 1 - 150811
Peter kam vom Einkaufen zuriick. Er kaufte in genau 4 Geschéften ein und hatte dafiir genau 35 M
zur Verfligung. Davon bringt er der Mutter genau 2 M wieder und berichtet:

"Im Gemiiseladen habe ich 4 M und noch etwas, jedenfalls mehr als 10 Pf bezahlt. Im
Schreibwarengeschéft habe ich mehr als im Gemiiseladen bezahlen miissen, es war eine
gerade Zahl von Pfennigen und kein 5-Pfennig-Stiick dabei. Beim Bécker war es dann
mehr als im Gemiiseladen und Schreibwarengeschift zusammen, aber diese Geldsumme
war ungerade, und im Konsum schliellich bezahlte ich mehr als in den drei anderen
Geschéften zusammen.”

Welche Geldbetriage bezahlte Peter in den vier genannten Geschéften?

Peter muss im Gemiiseladen mindestens 4,11 M bezahlt haben. Hétte er 4,12 M oder mehr entrichtet, so
hétte er im Schreibwarengeschéft 4,13 M oder mehr, beim Bécker 8,26 M oder mehr, beim Konsum 16,52
M oder mehr, insgesamt also 33,03 M oder mehr bezahlt, hétte daher hochstens 1,97 M wiederbringen
kénnen. Daher hat er im Gemiiseladen genau 4,11 M bezahlt.

Im Schreibwarengeschéft musste er folglich mindestens 4,12 M bezahlen. Er kann aber auch nicht 4,14 M
oder mehr bezahlt haben; denn sonst hétte er beim Bécker 8,26 M oder mehr und beim Konsum 16,52
M oder mehr, insgesamt also 33,03 M oder mehr bezahlt, was nicht moglich ist.

Folglich hat er im Schreibwarengeschéft genau 4,12 M bezahlt. Beim Béacker musste er dann laut Aufgabe
mindestens 8,25 M bezahlt haben. Er kann aber auch nicht 8,27 M oder mehr bezahlt haben; denn in
diesem Falle hétte er beim Konsum 16,51 M oder mehr, insgesamt also 33,01 M oder mehr zu zahlen
gehabt, was ebenfalls nicht moglich ist.

Folglich hat er beim Bécker genau 8,25 M bezahlt. Wegen 4,11 M + 4,12 M + 8,25 M = 16,48 M und da
Peter genau 2,00 M zuriickbrachte, hat er beim Konsum genau 16,52 M bezahlt.

Aufgabe 2 - 150812

a) Ermittle alle geordneten Paare (a, b) natiirlicher Zahlen, fiir die die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:
a<4 (1) ; a—b>0 (2) c a+b>2 (3)

b) Beweise, dass es keine geordneten Paare (a, b) ganzer Zahlen mit den Eigenschaften (1), (2),
(3) gibt, bei denen a < 0 oder b < 0 ist!

a) I. Wenn ein Paar (a,b) natiirlicher Zahlen die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt,so ist a wegen(1) eine
der Zahlen 0, 1, 2, 3.

Wiére a = 0, so folgte aus (2) der Widerspruch b < 0 gegen die Eigenschaft von b, natiirliche Zahl zu sein.
Wiére a = 1, so folgte aus (2) zunidchst b = 0 und damit a + b = 1 im Widerspruch gegen (3).

Fiir a = 2 folgt aus (2), (3) einerseits b < 2, andererseits b > 0, also b = 1.

Fiir a = 3 folgt aus (2) die Ungleichung b < 3.

Daher kénnen nur die Paare (2,1), (3,0), (3,1), (3,2) (4) natiirlicher Zahlen die Bedingungen (1), (2), (3)
erfiillen.

II. Fiir alle diese Paare ist in der Tat a < 4; ferner hat a — b fiir sie die Werte 1, 3, 2, 1, die alle grofler
als 0 sind; schlieflich hat a 4+ b die Werte 3, 3, 4, 5, die alle grofer als 2 sind.
Also sind die Paare (4) alle in Aufgabe a) zu ermittelnden.

b) Gébe es ein Paar (a,b) ganzer Zahlen mit (1), (2), (3) und a < 0, so folgte aus (2) auch b < 0 und
damit a + b < 0 im Widerspruch gegen (3).

Gébe es ein Paar mit (1), (2), (3) und b < 0, so folgte b < —1, aus (1) aber a < 3 und damit a +b < 2
im Widerspruch gegen (3).
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Aufgabe 3 - 150813

Man beweise: Wenn in einem Dreieck ABC fiir die Gréfien 3, v der Winkel ZABC', ZBC A und fiir
einen Punkt D auf der Seite BC' der Winkel ZBDA die Gréle 90° 4 3 — g hat, so liegt D auf der
Winkelhalbierenden von ZBAC.

©
o
o
|
@
+
w2

A B

Wegen der Winkelsumme 180° im Dreieck ABD hat ZBAD die Grofie

(o) (e} ’y (o)

180° — B — _ By _ _B_1

80° — B —(90° + 5 2) 90 5~ 3

Wegen der Winkelsumme 180° im Dreieck ABC hat Z/BAC die Grofle 180° — 3 — #, er ist also doppelt

so grol wie ZBAD, w.z.b.w.

Aufgabe 4 - 150814

Gegeben sei ein Wirfel ABCDEFGH mit der Kantenlédnge 5 cm (siehe H
Abbildung). 1

Dieser Wiirfel ist in senkrechter Zweitafelprojektion abzubilden. Dabei g l gl
wird gefordert, dass die Raumdiagonale AG sowohl parallel zur Grund-
risstafel als auch parallel zur Aufrisstafel liegt. Im tibrigen kann, wenn
diese Forderung erfiillt wird, die Lage des Wiirfels im Raum beliebig . /‘D’ 20
gewihlt werden. Alle Eckpunkte sind entsprechend der Abbildung zu A 2
benennen.

Beschreibe und begrinde die Konstruktion einer derartigen Zweitafelprojektion des Wirfels!

Hinweis: Es empfiehlt sich, eine giinstige Lage der vier Punkte A, E, G, C' zu wéhlen.

Eine Moglichkeit, die Forderung der Aufgabe zu erfiillen, ist die folgende:

Man legt die Ebene €, in der das Rechteck AEGC liegt, parallel zur Grundrisstafel. Als Grundriss
A'E'G'C" erscheint AEGC dann in wahrer Grofe.

Wahlt man seine Lage insbesondere so, dass A’G’ parallel zur Achse verlauft, so ist die in der Aufgabe
gestellte Forderung erfiillt. Bei dieser Lage lassen sich Grund- und Aufriss durch folgende Konstruktion
finden:

Man konstruiert ein Quadrat mit der gegebenen Kantenlinge 5 cm. Ist d seine Diagonalenlédnge, so
konstruiert man ein Rechteck A’E’G’C’ mit der Kantenlange A’E’ =5 ¢cm und A’C’ = d.

Die Achse der Zweitafelprojektion wéhlt man parallel zu A’G’. Die Strecken BD und F'H schneiden
die Strecken AC bzw. EG in ihren Mittelpunkten und stehen senkrecht auf der Ebene e. Also ist der
Mittelpunkt von A’C’ der gemeinsame Grundriss B’ = D’ der Punkte B und D.

Ebenso ist der Mittelpunkt von E'G’ der gemeinsame Grundriss F' = H' von F und H.

Als von oben sichtbare Kanten zeichnet man die Umrissstrecken A’E’, E'G’, G'C’, C' A’ sowie die Stre-
cke D'H’, (von der die Strecke B’H' verdeckt wird, wenn angenommen wird, dass A’E’G’H’ von oben
gesehen entgegen dem Uhrzeigersinn umlaufen ist und folglich DH oberhalb BF liegt).

Die Aufrisse A”, E"”,G"”,C" liegen auf einer Parallelen g zur Achse sowie auf den Ordnungslinien durch
A, E', G' bzw. C'. Zur Bestimmung von B” und D” schneide man zunéchst g mit der Ordnungslinie
durch B’ = D'.
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Da die Strecke BD mit ihrem in e liegenden Mittelpunkt im Aufriss in wahrer Gréfle erscheint, findet
man B” und D", indem man nun von dem Schnittpunkt (E”) aus auf der Ordnungslinie nach beiden
Seiten die Lénge % abtragt.

Ebenso findet man F” und H” auf der Ordnungslinie durch F’ von deren Schnittpunkt (C”) mit g aus
im Abstand %. Dabei sind B”, F”" unterhalb, D", H" oberhalb g zu zeichnen.

Als von vorn sichtbare Kanten zeichnet man die Umrissstrecken A”B"”, B"F", F"G", G"H", H"D",
D" A” sowie die vom Aufriss E” des Punktes E ausgehenden Kanten E” A", E"F", E"H"; denn an der
Lage des Grundrisses F’ ist E als der am weitesten vorn gelegene Punkt zu ersehen.

Entsprechend werden die von C” ausgehenden Kanten C”"G”, C"”" D", C"”B" als verdeckte Kanten ge-
zeichnet.

Lésungen der I. Runde 1975 ibernommen von [5)
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2.17.2 1l. Runde 1975, Klasse 8

Aufgabe 1 - 150821
Die Wagung eines mit Wasser gefiillten Geféles ergab eine Gesamtmasse (Gefa- und Wassermasse)
von 2000 g. Gieit man 20% des Wassers ab, so verringert sich diese gewogene Gesamtmasse auf 88%.

Berechne die Masse des leeren Gefafes!

Die von der Gesamtmasse 2000 g genommenen 12 %, das sind % 2000 g = 240 g, sind laut Aufgabe
genau 20 %, d.h. ein Fiinftel der Masse des Wassers. Wegen 240 g -5 = 1200 g enthielt das Gefa$ also

1200 g Wasser. Mithin betrigt die Masse des leeren Geféafles 800 g.

Aufgabe 2 - 150822

Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n > 1, fiir die unter den sechs Zahlen n+ 1, n 42, n+ 3,
n+4, n+5, n+ 6 ein Paar gefunden werden kann, in dem die erste Zahl des Paares ein echter Teiler
der zweiten Zahl des Paares ist!

Nenne (fiir jedes solche n) alle derartigen Paare!

Wenn bereits das Doppelte der kleinsten der sechs Zahlen (n + 1) die grofite (n + 6) tbertrifft, also
2(n+1) > (n+6) und mithin n > 4 gilt, kann aus den sechs Zahlen sicher kein geordnetes Paar mit den
geforderten Teilbarkeitseigenschaften gefunden werden.

Da aus n > 4 stets auch 2(n+1) > (n+6) folgt, kann n hochstens gleich 1,2, 3,4 sein. Analog stellt man
fest, dass hochstens fiir n = 1 eine der sechs Zahlen das Dreifache einer anderen sein kann und dass das
Vierfache wegen 4(n+ 1) > (n+7) > (n + 6) nicht auftreten kann. Aus analogen Griinden sind héhere
Vielfache erst recht nicht moglich.

Es sein = 1.
Unter den Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7 gilt 2|4, 2|6 und 3|6. Weitere Teilbarkeitsbeziehungen treten nicht auf.
Folglich erhalten wir in diesem Fall genau die Zahlenpaare (2;4), (2;6), (3;6).

Es sei n = 2.
Unter den Zahlen 3, 4, 5, 6, 7, 8 treten genau die Teilbarkeitsbeziehungen 3|6 und 4|8 auf. Man erhélt
mithin genau die Paare (3;6), (4;8).

Es sei n = 3.
Dann erhilt man aus den Zahlen 4, 5, 6, 7, 8, 9 genau das Paar (4;8).

Es sei n = 4.
Aus den Zahlen 5, 6, 7, 8, 9, 10 erhilt man genau das Paar (5;10). Damit sind alle gesuchten Paare
ermittelt.

Aufgabe 3 - 150823

Es sei k ein Kreis mit dem Radius » und dem Mittelpunkt M. Ferner sei AB eine Sehne von k, die
nicht Durchmesser von k ist. Auf dem Strahl aus A durch B sei C' der Punkt auflerhalb AB, fiir den
BC = r gilt. Der Strahl aus C durch M schneide %k in dem auflerhalb C'M gelegenen Punkt D.

Beweise, dass dann ZAMD =3 - ZACM gilt!

Der Winkel ZAM D ist Aulenwinkel des Dreiecks AC M. Folglich gilt: ZAMDOZLACM + ZMAC.
Nun gilt: AM = BM = BC = r. Folglich sind die Dreiecke ABM und BMC' gleichschenklig. Daher gilt:

(LMAC =)/MAB=/MBA (1) und /BMC = /BCM(=ZACM) (2)

Der Winkel ZM BA ist Aulenwinkel des Dreiecks BM C und wegen (2) daher doppelt so grofl wie ZACM.
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Folglich ist wegen (1) ZMAC doppelt so grofl wie ZACM und mithin ZAMD dreimal so grof§ wie
LACM, w.z.b.w.

Aufgabe 4 - 150824
Gegeben seien zwei parallele Geraden g; und go mit dem Abstand a und auflerdem ein Punkt P in
beliebiger Lage zwischen g; und gs.

Konstruiere einen Kreis k, der g; und go bertihrt und durch P geht!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die Aufgabenstellung ein Kreis

eindeutig bestimmt ist!
g1
EN
a 9mMm
Y g2

(I) Angenommen, k sei ein Kreis, der den Bedingungen der Aufgabe entspricht. (siche Abbildung). Sein
Mittelpunkt M liegt erstens auf der Mittelparallelen gy zu g1 und go und zweitens (da sein Radius
folglich § betrdgt) auf dem Kreis um P mit den Radius 3.

Daher entspricht ein Kreis nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn er durch folgende Konstruktion
gewonnen werden kann:

(SIS

(IT) (1) Wir konstruieren die Mittelparallele gas zu g1 und go.
(2) Wir zeichnen um P einen Kreis mit §, schneidet er g, so sei M einer der Schnittpunkte.
(3) Wir zeichnen um M den Kreis k mit §.

(IIT) Jeder so konstruierte Kreis &k geniigt den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion betrdgt der Abstand von M zu g; und go jeweils 5, g1 und go sind somit

Tangenten an k. Ferner gilt auch nach Konstruktion MT = 3.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist stets eindeutig ausfithrbar. Da P zwischen g und go liegt, ist der

Abstand von P zu gy gut kleiner als 5. Also existieren stets genau zwei Schnittpunkte von gys mit dem
Kreis um P mit 5. Es entstehen somit stets genau zwei Kreise, die den geforderten Bedingungen geniigen.

Lésungen der II. Runde 1975 ibernommen von [5]
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2.17.3 lll. Runde 1975, Klasse 8

Aufgabe 1 - 150831
Vor vielen Jahren war ein Wanderer auf dem Wege von Altdorf nach Neudorf. Als er unterwegs nach
dem Weg fragte, erklirte ihm ein Ortskundiger:

"Thr seid auf dem richtigen Weg und werdet bald an einer Weggabelung einen Wegweiser
mit drei Richtungsschildern sehen. Diese weisen auf die Wege nach Altdorf, Neudorf und
Mittendorf. Ich mache Euch aber darauf aufmerksam, dafl genau zwei dieser Richtungs-
schilder falsch beschriftet worden sind.”

Der Wanderer bedankte sich, gelangte zum Wegweiser und las ihn.

Untersuche, ob der Wanderer mit den erhaltenen Informationen den Weg nach Neudorf mit Sicherheit
ermitteln konnte!

Nach den Erklédrungen des Ortskundigen wiirden alle drei Richtungsschilder auf den richtigen Weg weisen,
wenn die beiden falschen Schilder miteinander ausgetauscht wiirden, da genau zwei der drei Schilder falsch
und folglich genau eines richtig beschriftet waren. Weil der Wanderer aus Altdorf kam, konnte er leicht
feststellen, ob das Richtungsschild, das nach Altdorf wies, richtig oder falsch beschriftet war.

Wenn es richtig beschriftet war (a), mufiten die beiden anderen falsch sein, und er ging den Weg, auf
welchen das Schild "Mittendorf” wies.

T T

A
(a) (b) (a)

Wenn es aber falsch beschriftet war (b), (¢), konnte er sich dieses Schild mit dem Richtungsschild ”Altdorf”
vertauscht denken, und dann wiesen alle drei Schilder - auch das nach Neudorf - in die richtige Richtung.

Aufgabe 2 - 150832
Beweise, dass sich alle Primzahlen p > 3 in der Form 6n + 1 oder 6n — 1 schreiben lassen, wobei n
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist!

Jede Primzahl p > 3 ist weder durch 2 noch durch 3 teilbar und daher von keiner der Formen
6n =2-3n; 6n + 2 =2(3n+1); 6n + 3 =3(2n+ 1); 6n +4 = 2(3n + 2)

mit ganzzahligem n. Da sie aber wie jede ganze Zahl von einer der Formen 6n + r mit ganzzahligen n,r
und 0 < r < 5 ist, gilt entweder (1) p = 6n + 1 (n ganzzahlig) oder p = 6m +5 = 6(m +1) — 1 (m
ganzzahlig), also mit n =m + 1 und (2) p = 6n — 1 (n ganzzahlig).

Wére n < 0 in (1) oder (2), so ergébe sich der Widerspruch p < 1 bzw. p < —1. Daher ist in beiden
Féllen die ganze Zahl n > 1, w.z.b.w.

Aufgabe 3 - 150833
Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC'.

Konstruiere in seinem Inneren einen Punkt P, so dass die Dreiecke ABP, BCP, ACP alle einander
flachengleich sind!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob stets genau ein solcher Punkt P existiert!

Angenommen, P sei ein Punkt, wie er nach Aufgabenstellung konstruiert werden soll. Dann hat das Drei-
eck ABP ein Drittel des Flacheninhalts von ABC' als Flacheninhalt. Sind h., h/, die Langen der Hohen
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auf die Gerade durch A und B in den Dreiecken ABC, ABP, so ist folglich h!, = %hc.
Also liegt P auf einer Parallelen zu AB im Abstand %hc, und zwar,

da P im Innern von AABC liegt, auf derjenigen Parallelen p;, die
auf derselben Seite der Geraden durch A und B verlauft, auf der
auch C liegt.

Diese Parallele p; schneidet AC' in einem Punkt @1, fiir den AQ; =
LAC gilt. 9 Qs
Ebenso liegt P auf der Parallelen ps zu BC' durch denjenigen Punkt
Q2 auf AC, fiir den CQs = %AC’ gilt. Somit entspricht ein Punkt
P nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn er durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

II. (1) Man konstruiert die Punkte Q1 und Q2 auf AC, fir die AQ, = CQ2 = %AC gilt.
(2) Man zieht die Parallele p; zu AB durch @) und die Parallele ps zu BC durch Q.
(3) Schneiden sich p; und po, so sei P ihr Schnittpunkt.

III. Jeder so konstruierte Punkt P entspricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis:

Nach Konstruktion liegt P ebenso wie Q1 auf derselben Seite der Geraden durch A und B wie C. Ferner
liegt P ebenso wie Q2 auf derselben Seite der Geraden durch B und C wie A. Weiterhin schneidet p; die
Strecke BC' in einem Punkt @3, der folglich auf derselben Seite der Geraden durch A und C liegt wie B.

Da Q4 zwischen @1 und C liegt, liegt der Schnittpunkt P von p; mit ps zwischen @7 und @3, und damit
ebenfalls auf derselben Seite der Geraden durch A und C' wie B.
Damit ist gezeigt, dass P im Innern von AABC liegt.

Sind ferner h,, k. die Lingen der Hohen auf die Gerade durch A und B in den Dreiecken ABC, ABP
und sind hg, k), die Langen der Hohen auf die Gerade durch B und C in den Dreiecken ABC, PBC je

ein Drittel des Flacheninhalts von AABC' als Flacheninhalt. Dasselbe gilt auch fir AACP; denn da P
im Innern von AABC liegt, setzt sich AABC aus den Dreiecken ABP, PBC, ACP zusammen.

IV. Da die Seiten AB und BC' des Dreiecks ABC nicht parallel zueinander und folglich p; und p, ebenfalls
nicht parallel zueinander sind, schneiden sie einander in genau einem Punkt. Somit existiert stets genau
ein Punkt P, der die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

Aufgabe 4 - 150834

Eine Pioniergruppe wandert von der Touristenstation A zum Bahnhof B. Sie legte in der ersten Stunde
3 km zuriick. Danach rechnete sie sich aus, dass sie bei gleichbleibender Geschwindigkeit 40 Minuten
zu spét zum Zug kommen wiirde. Deshalb erhéhte sie ihre durchschnittliche Marschgeschwindigkeit
auf 4 km in der Stunde und kam damit 45 Minuten vor Abfahrt des Zuges in B an.

Berechne die Lénge des Weges von A nach B!

Die Entfernung von A nach B betrage s km. Die Pioniergruppe hat beim Anstellen ihrer Uberlegung
bereits 3 km zuriickgelegt, muss also noch (s — 3) km bewiltigen. Bei gleichférmiger Bewegung ist die
Zeit der Quotient aus Weg und Geschwindigkeit.

Bei beiden Geschwindigkeiten v; = 3%“ > bzw. vg = 4%“ > ist die Zeit ¢ vom Beginn der Geschwindig-
keitserhohung bis zur Abfahrt des Zuges gleich. Diese Zeit in Stunden betragt somit

_ ) _
s 377 b, t:s 3 3

t =
U1 3 Vo 4

Nach Einsetzen der Werte fiir v; bzw. v24 erhédlt man daraus 4s — 12 —8 =3s — 9+ 9, also s = 20. Die
Lange des Weges von A nach B betragt somit 20 km.
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Aufgabe 5 - 150835
Es ist zu beweisen: Wenn in einem konvexen Viereck ABCD

auf der Seite AB Punkte E und F so zwischen A und B liegen, dass AE = EF = FB gilt, und
auf der Seite BC' Punkte G und H so zwischen B und C' Liegen, dass BG = GH = HC gilt, und
auf der Seite C'D Punkte I und K so zwischen C' und D liegen, dass C1 = IK = KD gilt, und
auf der Seite DA Punkte L und M so zwischen D und A liegen, dass DL = LM = M A gilt,

so sind die Geraden durch M, E und I, H sowie die durch F'; G und K, L jeweils parallel zueinander.

Nach Voraussetzung gilt: AM : AD =1:3=AF: AB.
Daraus folgt nach der Umkehrung des 1. Teiles des Strahlensatzes M E || DB. Ebenso folgt IH || DB,
also gilt ME || IH.

Da ferner ABC'D konvex ist, liegt C' und folglich auch I H auflerhalb von AABD, wiahrend M F innerhalb
AABD liegt. Also sind die Gerade durch M, E und die Gerade durch I, H zwei voneinander verschiedene
Parallelen. Die gleiche Aussage ergibt sich fiir die Gerade durch F, G und die Gerade durch L, K. Daraus
folgt die Behauptung.

Aufgabe 6 - 150836

Fiir ein Viereck ABCD sei gefordert, dass die Summe der Léngen der beiden Diagonalen AC und
BD 11 cm betréigt, dass die Seite AB die Linge a = 6 cm und die Seite AD die Liange d = 1 cm
haben soll.

Ermittle eine Lénge x und eine Lange y so, dass fiir den Umfang u jedes Vierecks, das den angegebe-
nen Forderungen geniigt, die Ungleichung x < u < y gilt, wobei das Gleichheitszeichen jeweils genau
dann gilt, wenn das Viereck ABC'D zu einer Strecke entartet, d.h., wenn die Punkte A, B, C, D auf
ein und derselben Geraden liegen!

Hinweis: ABCD kann auch nicht-konvex sein. Ferner kénnen beim Entartungsfall auch Punkte zu-
sammenfallen.

Es sei BC' =b, CD = ¢, AC = e, BD = f. Nach der Dreiecksungleichung, angewandt auf die Dreiecke
ABD, ABC und ACD, gilt (alle Lingenangaben in Zentimeter)

S f<T (1)
6—e<b<b+te (2)
e—l<ec<e+1 (3)

Aus (1) und e+ f =11 folgt 4 < e < 6 (4). Aus (2), (3) und (4) folgt 5 < b+ ¢ < 2e + 7 < 19. Hieraus

und aus u = b+ ¢+ 7 folgt 12 < u < 26. Wie die Abbildung zeigt, treten diese Langen z = 12 (cm) und

y =26 (cm) im Entartungsfall tatséchlich auf, sind daher die gesuchten Langen. Daher gilt 12 < u < 26.
6 1 6 1 5

O0—O

o o
C A D B A D B

Il
Q
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2.18 XVI. Olympiade 1976
2.18.1 I. Runde 1976, Klasse 8

Aufgabe 1 - 160811

H G
Durch einen Wiirfel ABCDEFGH (siehe Abbildung) soll ein ebener 7
Schnitt so gelegt werden, dass als Schnittfigur ein gleichseitiges Dreieck E . F

entsteht, dessen samtliche Ecken auch Eckpunkte des Wiirfels sind.

Gib alle Moglichkeiten fiir einen solchen Schnitt an, und stelle einen A C

Wiirfel mit einem solchen Schnitt in Kavalierperspektive dar! ¢
A B

Angenommen, zwei Ecken einer Schnittfigur wéiren die Endpunkte ein und derselben Kérperdiagonalen.
Dann miisste die dritte Ecke von jedem dieser beiden Endpunkte den Abstand AG haben, was nicht
moglich ist.

Angenommen, zwei Eckpunkte einer Schnittfigur wéiren die Endpunkte ein und derselben Wiirfelkante.
Dann miisste die dritte Ecke von jedem dieser beiden Endpunkte den Abstand AB haben, was fiir keinen
Eckpunkt des Wiirfels zutrifft.

Also kann nur dann ein der Aufgabe entsprechendes Schnittdreieck vorliegen, wenn es drei Flachendiagonalen
des Wiirfels als seine drei Seiten hat. Jedes solche Dreieck ist gleichseitig, da alle Flachendiagonalen des
Wiirfels einander gleich lang sind, also entspricht jede derartige Schnittfigur den Bedingungen.

A

Die Ecken jedes solchen Dreiecks sind Endpunkte der drei von einer und derselben Wiirfelecke ausgehen-
den Wiirfelkanten. Durch diese Eigenschaft ist jedem Eckpunkt genau ein Dreieck und umgekehrt jedem
derartigen Dreieck genau ein Eckpunkt zugeordnet.

Mithin gibt es genau 8 gleichseitige Dreiecke der geforderten Art, ndmlich die Dreiecke BDE, ACF,
BDG, ACH, AFH, BEG, CFH, DEG.

H G H G H G H G
| | | |
E F E F E F E A F
| | | |
| | |
RN |--4C L----SC K---{-5C - C
D D D )
A B A B A B A B
H G H G H G H G
| | | |
E A F E &1 F E ¢! F E 1 2
| | | |
| | |
L-----5C EN--/-4C E----->XC Y-----JcC
D D D D
A B A B A B A B
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Aufgabe 2 - 160812

In einem VEB macht es sich erforderlich, fir jeden der Arbeiter Arnold, Bauer, Donath, Funke,
Grofle, Hansen, Krause und Lehmann langfristige Qualifizierungsmafinahmen zu planen. Innerhalb
von vier Wochen, und zwar in der Zeit vom 1.11.1976 (Montag) bis 27.11.1976 (Sonnabend) kann
jeweils fir drei Tage (entweder von Montag bis Mittwoch oder von Donnerstag bis Sonnabend) je ein
Arbeiter zu einem dreitdgigen Lehrgang delegiert werden.

Da die laufende Produktion nicht gefihrdet werden darf, kann eine Freistellung von der Arbeit nur
zu bestimmten Zeiten erfolgen:

(1) Arnold kann nicht in der dritten Woche teilnehmen.

(2) Bauer ist in der ersten Hilfte jeder Woche im Betrieb nicht entbehrlich, aber auch nicht vom 11.
bis 13.11. und nicht in der zweiten Hélfte der vierten Woche.

(3) Donath kann nur in der gleichen Woche wie Lehmann gehen.

(4) Funke kann nur in der ersten oder zweiten Woche freigestellt werden.

(5) GroBe kann nur vom 4. bis 6.11. oder vom 18. bis 20.11.76 oder in der zweiten oder vierten Woche
jeweils in der zweiten Hélfte berticksichtigt werden.

(6) Hansen kann nur in der zweiten oder dritten Woche jeweils in der zweiten Héilfte eingesetzt
werden, jedoch nicht in der Woche, in der Funke zum Lehrgang geht.

(7) Krause kann nur in der ersten Woche oder vom 22. bis 24.11.76 zum Lehrgang geschickt werden.
(8) Lehmann kann nur in der ersten Hilfte jeder Woche teilnehmen.

Ermittle sémtliche Moglichkeiten, unter diesen Bedingungen die vorgesehenen Qualifizierungsmaif-
nahmen durchzufiihren!
Gib dabei fiir jeden der Arbeiter die Zeit an, in der er zum Lehrgang delegiert wird!

Wir fertigen eine Tabelle an, in der alle Zeiten, in denen eine Teilnahme am Lehrgang nicht erfolgen kann,
durch ein x gekennzeichnet werden. Die Kenn-Nr. bezeichnet an erster Stelle die Woche, an zweiter Stelle
die Wochenhélfte. Die Namen der Arbeiter werden nur mit dem Anfangsbuchstaben angegeben.

Kenn-Nr. | Zeit vom A B D F G H K L | Teilnehmer
1.1. 1.bis 3.11. X x () x x Funke

1.2. 4.bis 6.11. (d) be x | Bauer

2.1. 8.bis 10.11. | (h) «x X X X X Arnold
2.2. 11.bis 13.11. X (¢) x x | Hansen
3.1. 15.bis 17.11. | x X X X x x x (a) | Lehmann
3.2. 18.bis 20.11. | x (b) x x x| Donath
4.1. 22.bis 24.11. b'e x x x x (D Krause
4.2. 25.bis 27.11. X x (g =x x x | Grofle

Die Spalte D ergibt sich aus (8). Da L nur in der ersten Hélfte jeder Woche teilnehmen kann, kann D zu
diesem Zeitpunkt nicht eingesetzt werden.

(a) Aus Zeile 3.1. ergibt sich, dass L nur vom 15. bis 17.11. eingesetzt werden kann. In Spalte L sind
somit alle leeren Felder zu streichen.

(b) Damit wird nach (3) D vom 18. bis 20.11. abgeordnet. In Zeile 3.2. und Spalte D werden nun alle
leeren Felder gestrichen.

Unter Fortsetzung dieses Verfahrens: Aufsuchen der einzigen Leerstelle in der jeweiligen Spalte bzw. Zeile
und anschlieendes Streichen der Leerstellen in der dazugehorigen Zeile bzw. Spalte ergibt sich:

(¢) H nimmt vom 11. bis 13.11. teil, und fiir F entfillt nach (6) der 8. bis 10.11.
(d) Bauer nimmt vom 4. bis 6.11.,

(e) Funke vom 1. bis 3.11.,

(f) Krause vom 22. bis 24.11.,

(g) GroBle vom 25. bis 27.11.,

(h) Arnold nimmt vom 8. bis 10.11.1976 teil.

Es ist also moglich, und zwar genau auf eine Weise, in der vorgegebenen Zeit jeweils einen Arbeiter zu
qualifizieren. Die Reihenfolge der Belegung ergibt sich aus der Tabelle.
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Aufgabe 3 - 160813
Beweise den folgenden Satz:

Wenn von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen die kleinste Zahl gerade ist dann ist das
Produkt dieser drei Zahlen durch 24 teilbar.

Die kleinste der drei Zahlen ist von der Form 2n mit natiirlichem n. Von den Zahlen n,n + 1 ist eine
gerade, also ist n(n + 1) gerade; folglich ist das zu untersuchende Produkt

p=2n2n+1)2n+2)=2-2-n(n+1)(2n+1)

durch 8 teilbar. Von den drei (in p als Faktoren auftretenden) aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
ist eine durch 3 teilbar; dies gilt somit auch fiir p. Da 3 und 8 teilerfremd sind, ist p folglich auch durch
3-8 = 24 teilbar, w.z.b.w.

Aufgabe 4 - 160814
Peter stellt seinem Freund Fritz folgende Aufgabe:

”Gegeben sei ein Kreis, dessen Durchmesser gleich dem Erddurchmesser ist, und ein zwei-
ter dazu konzentrischer Kreis, dessen Umfang 1 m lénger als der Umfang des ersten Kreises
ist. Ermittle den Abstand beider Kreislinien voneinander!”

Nach kurzem Uberlegen nennt Fritz diesen Abstand und behauptet:

"Wenn der erste Kreis nur den Durchmesser einer Stecknadelkuppe (1 mm) besitzt, und
der Umfang des zweiten konzentrischen Kreises wiederum 1 m langer als der des ers-
ten Kreises ist, dann ist der Abstand dieser beiden Kreise genau so grof wie in deiner
Aufgabe.”

Stimmt diese Behauptung von Fritz?

Wie grof ist der Abstand der konzentrischen Kreislinien in beiden Féllen?

Ist d der Erddurchmesser und u (in m) der Umfang des gegebenen kleineren Kreises, so gilt 7 - d = u.

Ist # der in Peters Aufgabe gesuchte Abstand, so ist der Durchmesser des zweiten (groferen) Kreises

d + 2x. Andererseits ist dessen Umfang u + 1 = 7wd + 1; also gilt w(d 4+ 2z) = wd + 1, woraus 27z = 1,
1

z = 5 folgt.

Analoge Schliisse gelten aber auch fiir die Aufgabe von Fritz, wenn d (= 1 mm) = 0,001 m ist, da ndmlich
der erhaltene Wert z = % nicht von d abhéngt. Somit stimmt die Behauptung von Fritz. Der gesuchte
Abstand betréigt in beiden Fillen 5- (in m), das sind etwa 16 cm.

Lésungen der I. Runde 1976 ibernommen von [5]
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2.18.2 Il. Runde 1976, Klasse 8

Aufgabe 1 - 160821

Fur Schiilerexperimente wurden genau 29 Einzelteile (Versuchsmaterialien) fiir genau 29 M einge-
kauft. Das waren Teile zu 10 M, 3 M oder 0,50 M; von jeder Sorte mindestens ein Teil. Andere Sorten
kamen unter den eingekauften Teilen nicht vor.

Wie viel Teile von jeder der drei Sorten waren es insgesamt?

Da 3 oder mehr Teile zu 10 M mehr als 29 M kosten, waren es hochstens 2 Teile zu 10 M.
Angenommen, es wéren genau 2 Teile zu 10 M gewesen. Dann wéren genau 9 M fiir die beiden iibrigen
Sorten verblieben. Von diesen hétten 1 oder 2 Teile zu 3 M gekauft werden kénnen, wonach 6 bzw. 3 M
fiir die Teile zu 0,50 M geblieben wéren. Das waren 12 bzw. 6 Teile zu 0,50 M und damit insgesamt 15
oder 10 Einzelteile gewesen, also zu wenig.

Folglich wurde genau 1 Teil zu 10 M gekauft, und es blieben genau 19 M fiir die 3-Mark-Teile und 0,50-
Mark-Teile.

Angenommen, es wire nur 1 Teil zu 3 M gekauft worden, dann wéren noch 16 M geblieben, wofiir 32
Teile zu 0,50 M zu kaufen waren, insgesamt also 34 Teile, im Widerspruch zur Aufgabe.

Erhéht man nun die Anzahl der Teile zu 3 M immer um 1, so verringert sich, wenn der Gesamtpreis
gleich bleiben soll, die Anzahl der Teile zu 0,50 M dabei jeweils um 6, wobei die Gesamtzahl der Teile um
genau 5 abnimmt. Die einzige Moglichkeit, auf diese Weise 29 Teile zu erreichen, besteht folglich darin,
dass man die Anzahl der Teile zu 3 M um genau 1 erhoht und damit die Anzahl der Teile zu 0,50 M um
genau 6 verringert. Also wurden insgesamt genau 1 Teil zu 10 M, genau 2 Teile zu 3 M und genau 26
Teile zu 0,50 M gekauft.

Aufgabe 2 - 160822
Ein Rechteck habe die Seitenldngen a; und b;.

Um wie viel Prozent verandert sich der Flidcheninhalt dieses Rechtecks, wenn die Seite a; um 25%
verkleinert und die Seite b; um 20% vergrofert wird?

Der Fliacheninhalt A; des gegebenen Rechtecks betragt A; = ay - by. Er entspricht 100 %.
Die um 25 % verkleinerte Seite habe die Lange as, dann gilt
B 13
az = aj 4(11 = 4111
Die um 20 % verlidngerte Seite habe die Lange by, dann gilt entsprechend by = gbl.
Demnach betrégt der Flacheninhalt des so verdnderten zweiten Rechtecks
3 6 9

A2:a2‘b2:101‘3b1:EA1

Daher wurde der Flacheninhalt des ersten Rechtecks um 10 % verkleinert.

Aufgabe 3 - 160823
In einem Kreis k£ seien zwei verschiedene Durchmesser, die nicht aufeinander senkrecht stehen, ein-
gezeichnet. Ferner sei durch jeden der vier Endpunkte beider Durchmesser die Tangente gelegt.

Beweise, dass die Schnittpunkte E, F, G, H dieser Tangenten die Ecken eines nichtquadratischen
Rhombus sind!

Werden die in der Aufgabe genannten Durchmesser mit AC' und BC' sowie die erwéhnten Schnittpunkte
mit F, F,G, H wie in der Abbildung bezeichnet, dann gilt: AM = MC = BM = M D.
Folglich gilt AMBP =2 AMCF und AMAH = AMDH (s, s, rechter Winkel).

Hieraus folgt EP = CP, /BMF = /CMF = %ABMC, weil B und C' auf verschiedenen Seiten der
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Geraden durch M und F liegen, und entsprechend DH = AH, /DMH = /ZAMH = %ZDMA.

Da nun als Gleichheit von Scheitelwinkeln /ZBMC = ZDM A
gilt, folgt /BMF = /DM H und damit AMBF =2 AMDH
(sww), also

BF =CF=DH =AH (1)

Entsprechend erhilt man BE = AE = DG = GG. (2)

Aus (1) und (2) folgt: EH = EF = GF = GH, d.h.,, EFGH
ist ein Rhombus.

Im Viereck AM DH sind die Winkel bei A und D rechte. Daher ergéinzen sich ZAMD und ZAHD zu

180°. Laut Voraussetzung ist ZAM D kein rechter Winkel. Folglich ist auch ZAH D kein rechter Winkel
und EFGH mithin kein Quadrat.

Aufgabe 4 - 160824
Konstruiere ein Viereck ABCD, das folgende Bedingungen erfiillt:

- Die Groflie 8 des Innenwinkels Z/C'BA im Viereck ABCD betragt 60°.

- Die Lénge f der Diagonalen BD betragt 12,5 cm.

- Die Lénge b der Seite BC betragt 6,0 cm.

- Der Abstand h des Schnittpunktes S der Diagonalen des Vierecks ABCD von der Seite AB betragt
3,5 cm.

- Die Diagonalen des Vierecks ABC D stehen senkrecht aufeinander.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die angegebenen Bedingungen ein
Viereck bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

D

I. Angenommen, ABCD sei ein Viereck, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Dann liegt der Schnittpunkt S seiner Diagonalen wegen der Umkehrung des Lehrsatzes des Thales erstens
auf dem Kreis mit dem Durchmesser BC' und zweitens auf einer Parallelen, die im Abstand h zur Geraden
durch A und B verlauft.

Punkt A liegt erstens auf einem Strahl s, der in B an BC' unter einem Winkel der Grofie 5 angetragen
wurde, und zweitens auf der Geraden durch C und S. Punkt D liegt erstens auf der Geraden durch B
und S und zweitens auf dem Kreis um B mit f als Radius.

Daraus folgt, dass ein Viereck nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

II. (1) Wir zeichnen die Seite BC' der Lénge b.

(2) Wir tragen in B an BC einen Winkel der Gréfie 5 an. Sein freier Schenkel sei s.

(3) Wir zeichnen den Kreis k, der BC' als Durchmesser hat.

(4) Wir zeichnen die Parallelen zu s im Abstand h.

(5) Fiir jeden Schnittpunkt von &k mit einer dieser Parallelen zeichnen wir, wenn der betreffende Schnitt-
punkt S # C ist, die Gerade durch C' und S. Schneidet sie den Strahl s, so sei dieser Schnittpunkt A
genannt.

(6) Wir zeichnen die Gerade g durch B und S.
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(7) Wir zeichnen um B den Kreis mit dem Radius f. Ein Schnittpunkt von g mit diesem Kreis sei mit
D bezeichnet, wenn dabei ABCD ein Viereck wird, das den in (2) konstruierten Winkel als Innenwinkel
hat.

II1. Jedes so konstruierte Viereck ABC' D entspricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Laut Konstruktion hat die Seite BC' die Lénge b = 6 cm. Ebenso hat laut Konstruktion der
Innenwinkel ZABC' die Grofle 8 = 60°, ferner die Diagonale BD die Lange f = 12,5 cm.

Weiter hat der Punkt S von AB einen Abstand von h = 3,5 cm. Da schlieSlich Punkt S auf dem Kreis
mit dem Durchmesser BC' liegt, schneiden sich die Diagonalen BD und AC unter einem Winkel von 90°,
wie es verlangt war.

IV. Die Konstruktionsschritte (1), (2), (3), (4) sind ausfithrbar und - bis auf Kongruenz - eindeutig
ausfithrbar.

Bei den gegebenen Werten fiir 3, b, h schneidet genau eine der beiden in (4) konstruierten Parallelen den
Kreis k, und zwar in 2 Punkten. Fiir genau einen von diesen fiihrt (5) zu einem Punkt A.

Sodann ist Konstruktionsschritt (6) eindeutig ausfiihrbar, und in (7) ergeben sich genau 2 Schnittpunkte
von g mit dem Kreis um B mit f. Von den beiden entstehenden Vierecken hat genau eines den in (2)
konstruierten Winkel als Innenwinkel (das andere hat bei B einen Innenwinkel der Gréfie 300°).

Das Viereck ABCD ist mithin durch die angegebenen Bedingungen bis auf Kongruenz eindeutig be-
stimmt.

Lésungen der II. Runde 1976 ibernommen von [5]
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2.18.3 lll. Runde 1976, Klasse 8

Aufgabe 1 - 160831

Uwe hatte zum Einkauf genau 41 Mark bei sich, ausnahmslos in giiltigen Miinzen der DDR. Darunter
befand sich keine Miinze mit einem geringeren Wert als 1 Mark. Bei seinem Einkauf hatte Uwe nun
genau 31 Mark zu bezahlen. Dabei stellte er fest, dass er diese Summe nicht "passend” hatte, also
nicht ohne zu wechseln bezahlen konnte.

Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, welche Anzahlen der Miinzen einer jeden Sorte (zu 1 M, 2 M, 5
M, 10 M, 20 M) Uwe hiernach bei sich haben konnte!

Wenn eine Moglichkeit fiir derartige Anzahlen von Miinzen vorliegt, so gilt:

1) Wére unter den Miinzen, die Uwe bei sich hatte, eine 10-Mark-Miinze gewesen, so folgte der Wider-
spruch, dass die tibrigen Miinzen zusammen genau 31 M ergeben hétten.

2) Wire keine 10-Mark-Miinze, aber eine 5-Mark-Miinze dabei gewesen, so lieBen sich die restlichen 36
M nicht nur aus 20-Mark-Miinzen zusammenstellen; mindestens 16 M miissten in 5-M-, 2-M- und 1-M-
Miinzen vorliegen.

a) Wére unter diesen eine weitere 5-M-Miinze, so ergibe sie zusammen mit der zuvor genannten 5-M-
Miinze 10 M, und es folgte wie in 1) ein Widerspruch.

b) Wéren es aber nur 2-M- und 1-M-Minzen, so wéren es entweder mindestens funf 2-M-Miinzen, womit
wieder 10 M zusammenkidmen, oder es wéren hochstens vier 2-M-Miinzen, also mindestens acht 1-M-
Miinzen. Aus finf von ihnen und der 5-M-Miinze erhielte man ebenfalls 10 M, so dass wiederum ein
Widerspruch vorliegt.

3) Wire unter den Miinzen, die Uwe bei sich hatte, keine 10-M- und keine 5-M-Miinze, aber eine 2-M-
Miinze oder zwei 1-M-Miinzen gewesen, so lieflen sich die restlichen 39 M nicht nur aus 20-M-Miinzen
zusammenstellen; mindestens 19 M miissten in 2-M- und 1-M-Miinzen vorliegen.

Darunter wéren entweder mindestens fiinf 2-M-Miinzen oder aber héchstens vier 2-M-Miinzen und dann
folglich mindestens elf 1-M-Miinzen, womit in jedem Falle wiederum 10 M zusammengestellt werden
konnten.

4) Also hatte Uwe hochstens eine 1-M-Miinze und sonst nur 20-M-Miinzen bei sich. Unter diesen Be-
dingungen lassen sich aber 41 M nur so zusammensetzen, dass genau eine 1-M-Miinze und genau zwei
20-M-Miinzen vorliegen.

Diese Zusammensetzungsmoglichkeit erfillt die Bedingungen der Aufgabe, da sich aus diesen Miinzen
nur die Betrdge 1 M, 20 M, 21 M, 40 M und 41 M zusammenstellen lassen, also nicht 31 M.

Aufgabe 2 - 160832
Einem Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r sei ein Trapez ABCD mit AB || CD derart
umbeschrieben, dass jede der Trapezseiten den Kreis beriihrt.

Beweise, dass dann ZBMC = 90° ist!

Die Beriihrungspunkte des Inkreises mit den Seiten AB, BC,CD
seien in dieser Reihenfolge mit F, F, G bezeichnet.

Wegen MB=MB,ME = MF = r sowie ZBEM = Z/BFM = 90°
(Beriihrungsradius) gilt ABME =2 ABMF nach dem Kongruenz-
satz (ssw). Analog lasst sich ACMG =2 ACMF zeigen. Folglich gilt:

) _ \ LGMC = ZLCMF sowie /FMB=/BMEFE
A E B
Da MFE und MG die Lote auf die Parallelen AB und C'D von dem zwischen ihnen liegenden Punkt M
aus sind, ist ZGM FE = 180°. Wegen
{BME+ /FMB+ ZCMF 4+ Z/MGC = ZGME = 180° d.h. 2-/FMB+2-/CMF =180°

gilt somit /BMC = ZFMB+ ZCMF = 90°, w.z.b.w.
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Aufgabe 3 - 160833

In einem allseitig geschlossenen quaderférmigen Glaskasten befinden sich genau 600 cm? Wasser. Legt
man den Kasten nacheinander mit seinen verschiedenen Auflenflichen auf eine horizontale Ebene, so
ergibt sich fiir die Wasserhohe im Kasten einmal 2 cm, einmal 3 cm und einmal 4 cm.

Ermittle diejenigen Werte fiir das Fassungsvermogen des Kastens, die diesen Angaben entsprechen!

Bemerkung: Der Wasserspiegel sei als Teil einer horizontalen Ebene angenommen, die Adhésion werde
vernachléssigt.

Wenn die Kantenldngen a,b, ¢ (in cm) des quaderférmigen Innern des Kastens den Angaben der Aufga-
benstellung entsprechen, so gilt 0.B.d.A.

a-b-2=600 (1) ; a-c-3=600 (2) ; b-c-4=600 (3)

Dividiert man (1) durch (3), so erhdlt man 5= = 1 bzw.(4) a = 2c. Setzt man (4) in (2) ein, so folgt

6¢? = 600, und daraus wegen ¢ > 0 (5) ¢ = 10.
Wegen (5) folgt aus (4) @ = 20 und aus (1) oder (3) b = 15.

Also kénnen nur 10 cm, 15 ¢cm, 20 cm als Innenmafe des Kastens und mithin nur der Wert 3000 cm? fiir
sein Fassungsvermogen den Angaben der Aufgabenstellung entsprechen.

Aufgabe 4 - 160834

Fritz behauptet: Zwei zweistellige Zahlen, die durch Vertauschen der Ziffern auseinander hervorgehen
(z.B. 72 und 27), kann man nach der folgenden Vorschrift miteinander multiplizieren, die am Beispiel
der beiden genannten Zahlen dargelegt werden soll:

(1) Man berechnet das Produkt der beiden Ziffern 7-2=14
(2) Man schreibt die erhaltene Zahl zweimal hintereinander auf
(Hinweis: War die in (1) erhaltene Zahl einstellig, so schreibt man

zwischen die beiden Zahlen noch eine Ziffer Null.) 1414
(3) Man addiert die Quadratzahlen der beiden Ziffern 49 +4 =53
(4) Man hingt an das Ergebnis eine Null an 530
(5) Man addiert die Ergebnisse der Rechenschritte (2) und (4)

und erhélt damit das gesuchte Produkt 1414 + 530 = 1944

Beweise die Richtigkeit dieser Behauptung!

Sind a und b die beiden Ziffern, so sind die zu multiplizierenden Zahlen 10a + b und 100 + a. IThr Produkt
ist

(10a + b)(10b 4 a) = 100ab + 10a* + 10b* + ab
In Rechenschritt (1) ergibt sich nun ab, in Rechenschritt (2) demnach 100ab + ab. In Rechenschritt (3)
ergibt sich a? + b?, in (4) also 10(a? + b?).
Somit fithrt Rechenschritt (5) auf 100ab + ab + 10(a? + b?), also, wie behauptet, auf das zu berechnende
Produkt.

Aufgabe 5 - 160835
Gegeben sei ein spitzer Winkel; sein Scheitel sei der Punkt S, seine Schenkel seien die Strahlen a und
b; seine Winkelhalbierende sei der Strahl w. Gegeben sei ferner ein auf w gelegener Punkt P # S.

Konstruiere einen Kreis k, der a und b bertihrt und durch P geht!

Beschreibe und begriinde Deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die genannten Bedingungen ein
Kreis eindeutig bestimmt ist!

1. Angenommen, k sei ein Kreis, der den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Dann liegt dieser Kreis k in dem gegebenen Winkel; sein Mittelpunkt M hat gleiche Abstédnde zu a und
b und liegt folglich auf w. Daher steht die Senkrechte s zu w durch P senkrecht auf einem Durchmesser
von k; sie ist also die Tangente in P an k.
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Folglich hat M auch gleiche Abstdnde zu a und s und liegt demnach auf der halbierenden Geraden eines
Winkels, den s mit a bildet. Daher entspricht ein Kreis nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn er
durch folgende Konstruktion gewonnen werden kann:

II. (1) Man konstruiert in P die Senkrechte s auf w. Schneidet sie a, so sei der Schnittpunkt A genannt.

(2) Man konstruiert die halbierende Gerade eines Winkels, den
s mit a bildet. Schneidet sie w in einem Punkt, so sei dieser
M genannt.

(3) Man zeichnet den Kreis k¥ um M mit dem Radius M P.

ITI. Jeder so konstruierte Kreis geniigt den Bedingungen der
Aufgabe.

S

Beweis: Laut Konstruktion geht k durch P. Ferner beriihrt k£ die Gerade s in P, da M auf w liegt und
da sich w und s in P rechtwinklig schneiden. Weiterhin liegt M (auf w, also) in dem gegebenen Winkel
sowie auf einer winkelhalbierenden Geraden von a und s; hiernach hat M gleiche Absténde zu a und s.

Endlich hat M auch gleiche Abstidnde zu a und b, da M auf w liegt, also beriihrt & auler der Geraden s
auch die Strahlen a und b.

IV. Die Konstruktion von s nach (1) ist eindeutig ausfithrbar. Da w mit a einen spitzen Winkel bildet
und auf s senkrecht steht, schneiden sich a und s; also ist auch A eindeutig bestimmt.

Die in (2) zu konstruierenden winkelhalbierende Geraden, von denen es genau zwei gibt, schneiden beide
w; denn die eine halbiert den Innenwinkel bei A im Dreieck SAP, schneidet also dessen Seite S P zwischen
S und P; die andere steht senkrecht auf der ersten, also bildet ein Strahl von ihr mit dem auf s liegenden
Strahl aus A durch P einen spitzen Winkel, wéhrend w auf s senkrecht steht. Also entstehen in (2) genau
zwei verschiedene Schnittpunkte My, Ms; es gibt mithin zwei Kreise k1 und ko, die den Bedingungen der
Aufgabe geniigen.

Aufgabe 6 - 160836

Gegeben seien eine Linge r und eine Linge a < 2r. Auf einem Kreis £ mit dem Radius r seien A und
B zwei Punkte, deren Abstand a betragt. Weiterhin seien mit P; und P, zwei solche Punkte von &
bezeichnet, die auf verschiedenen Seiten der Geraden durch A und B liegen.

a) Gesucht sind unter allen diesen Punkten P; und P, solche, fiir die der Flacheninhalt des Vierecks
AP, BP, am grofiten ist. Beweise, dass es solche Punkte gibt, und ermittle ihre Lage auf k.
b) Ermittle den entstehenden groftmoglichen Fliacheninhalt unter allen Vierecken AP BP;!

a) Der Flicheninhalt von Viereck AP;BP, ist die Summe
der Flacheninhalte der Dreiecke AP;B und ABP,. Deren
Flacheninhalte sind jeweils am grofiten, wenn die Langen der Lote
von P; bzw. P, auf die Gerade g durch A und B am grofiten sind.

Das ist genau dann der Fall, wenn P;, P, die Schnittpunkte von k
mit der Mittelsenkrechten von AB sind, d.h. der zu g senkrechten
Geraden durch den Mittelpunkt M von k.

Beweis: Bezeichnen namlich e, hi, ho die Abstdnde von M, P; bzw. P, zu g und sind die Bezeichnungen
so gewahlt, dass M und P, in derselben von g begrenzten Halbebene liegen, so kann man zunéchst zu
allen Punkten Py, fiir die ho < e ist, auch Punkte P finden fiir die ho > e gilt, und dann ist stets hy + ¢
bzw. hy — e der Abstand von P; bzw. P, zu dem zu g parallelen Durchmesser von k; d.h., h; + e bzw.
ho — e ist die halbe Lénge der durch P; bzw. P, gehenden auf AB senkrechten Sehne.

Unter allen zu AB senkrechten Sehnen ist aber diejenige am lédngsten, die durch M geht. Also nehmen
auch hy und hs fiir diese Lage von P;, P, ihre grofiten Werte an.

b) Fiir diese gilt hq + ho = 2r; der groftmogliche Flacheninhalt unter allen Vierecken APy BPs ist mithin
1 1 1
Eahl + Eahg = §a(h1 + hg) = ar.

Lésungen der III. Runde 1976 ibernommen von [5]

264



2.19.1 I. Runde 1977, Klasse 8

2.19 XVII. Olympiade 1977
2.19.1 |. Runde 1977, Klasse 8

Aufgabe 1 - 170811
Der Preis einer Ware (100 M) wurde in drei hintereinander liegenden Jahren um jeweils 5% gesenkt.

a) Wie viel Prozent des Anfangspreises miisste eine einmalige Preissenkung betragen, wenn der-
selbe Endpreis erreicht werden sollte?

b) Wie viel Prozent des Endpreises betrdgt der Anfangspreis der Ware?

Die Prozentangaben sind auf 2 Dezimalen genau zu runden.

a) Eine Ware, die anfangs 100 M kostete, kostete nach der

1. Preissenkung um 5i§%0 M = 5 M weniger, also 95,- M,
2. Preissenkung um 352 M = 4,75 M weniger, also 90,25 M,

3. Preissenkung um 5'?8625 M = 4,5125 M = 4,51 M weniger, also 85,74 M

d.h., bei einer einmaligen Preissenkung auf diesen Endpreis wére die Ware 100 M - 85,74 M = 14,26 M
billiger geworden. Daher miisste die einmalige Preissenkung 14,26 % des Anfangspreises betragen, um
denselben Endpreis zu erreichen.

b) Vom Endpreis (85,74 M) als Grundwert ist bei dem gesuchten Prozentsatz x der Anfangspreis (100
M) der Prozentwert. Folglich gilt:

z 100 10000
100% ~ 8574 ¢ T gpaq 0 ©1663%

Der Anfangspreis betriagt somit 116,63 % des Endpreises.

Aufgabe 2 - 170812
Sechs quaderformige Stiicke Wandtafelkreide, jedes mit den Kantenldngen 8 cm, 1 ¢cm, 1 cm sollen

derart hingelegt oder aufgestellt werden, dass jedes Stiick alle fiinf anderen bertihrt.

Gib eine Losung in Form einer Skizze an!
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Aufgabe 3 - 170813

Der Name eines bedeutenden Mathematikers wird mit fiinf Buchstaben geschrieben. Den Buchstaben
A, B,C, ..., Y, Z des Alphabets seien in dieser Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3, ..., 25, 26 zugeordnet.
Setzt man fir die Buchstaben des erwéhnten Namens die ihnen zugeordneten Zahlen ein, so betréigt
die Summe der

1) dem ersten und zweiten Buchstaben zugeordneten Zahlen 26,

2) dem ersten und dritten Buchstaben zugeordneten Zahlen 17,

4

(1)

(2)

(3) dem ersten und vierten Buchstaben zugeordneten Zahlen 10,
(4) dem ersten und fiinften Buchstaben zugeordneten Zahlen 23,
(5)

5) allen fiinf Buchstaben zugeordneten Zahlen 61.

Ermittle den Namen dieses Mathematikers!

Die dem ersten Buchstaben des gesuchten Namens zugeordnete Zahl sei . Dann lautet wegen

(1) die dem zweiten Buchstaben zugeordnete Zahl (26 — x),
(2) die dem dritten Buchstaben zugeordnete Zahl (17 — z),
(3) die dem vierten Buchstaben zugeordnete Zahl (10 — z),
(4) die dem fiinften Buchstaben zugeordnete Zahl (23 — x).

Wegen (5) erhédlt man mithin
z+(26—2)+(17—2)+ (10— 2z)+ (23 —z) =61

woraus sich z = 5 ergibt.

Die den fiinf Buchstaben des gesuchten Namens zugeordneten Zahlen lauten daher der Reihe nach 5, 21,
12, 5, 18. Thre Ersetzung durch die ihnen zugeordneten Buchstaben des Alphabets ergibt:

E, U, L, E, R. Der gesuchte Name des Mathematikers ist Euler.

Aufgabe 4 - 170814
Jens behauptet, es sei moglich, jedes beliebige Dreieck ABC' in zwei kongruente Dreiecke zu zerlegen.
Uwe dagegen meint, dass nur fiir spezielle Dreiecke eine derartige Zerlegung moglich sei.

Untersuche, wer von den beiden recht hat!

Wenn es ein Dreieck ABC' gibt, das sich in zwei kongruente Dreiecke zerlegen ldsst, so geschieht dies
durch ein Stiick einer Geraden (zerlegende Strecke); denn sonst entstiinden Teilstiicke, deren Begrenzung
entweder nicht nur geradlinig wére oder mehr als drei Ecken aufwiese. Die zerlegende Strecke muss von
einer der Ecken A, B,C' ausgehen, da sonst das Dreieck ABC in ein Dreieck und ein Viereck zerlegt
wiirde.

O.B.d.A. gehe die zerlegende Strecke von A aus, ihr anderer auf BC gelegener Endpunkt sei F'. Dann ist
jeder der Winkel ZCAF und ZACF Xkleiner als ZAF B, da nach dem Auflenwinkelsatz ihre Summe so
grofl wie ZAFB ist.

Folglich sind die Dreiecke ABF und ACF hochstens dann kongruent, wenn ZAF B genau so grof} ist wie
der dritte Winkel ZAFC' des Dreiecks ACF'; d.h. wenn jeder von ihnen 90° betrigt, da sie Nebenwinkel
sind. Dann sind AB und AC als Hypotenusen in kongruenten rechtwinkligen Dreiecken gleichlang, also
ist das Dreieck ABC' gleichschenklig.

Somit hat Uwe recht; denn eine Zerlegung in zwei kongruente Dreiecke ist nur bei gleichschenkligen
Dreiecken moglich.

Lésungen der I. Runde 1977 ibernommen von [5]

266



2.19.2 II. Runde 1977, Klasse 8

2.19.2 Il. Runde 1977, Klasse 8

Aufgabe 1 - 170821
Vier Schiiler, Anja, Birgit, Christoph und Dirk, spielten folgendes Spiel, dessen Regeln ihnen allen
bekannt sind:

Einer von ihnen, z.B. Dirk, verldsst das Zimmer. Nun nimmt eine der Personen Anja, Birgit oder
Christoph einen vereinbarten Gegenstand, etwa einen Fingerhut, an sich, und Dirk wird wieder herein-
gerufen. Er erhélt dann von den Mitspielern Aussagen mitgeteilt, wobei genau derjenige eine falsche
Aussage macht, der den Fingerhut bei sich hat.

Bei einer Durchfithrung dieses Spiels lauteten die Aussagen:

Anja: Ich habe den Fingerhut nicht, und Christoph hat den Fingerhut.
Birgit: Anja hat den Fingerhut, und ich habe den Fingerhut nicht.
Christoph:  Ich habe den Fingerhut nicht.

Untersuche, ob mit Hilfe dieser Aussagen eindeutig feststeht, welcher Spieler den Fingerhut genommen
hatte! Ist dies der Fall, so ermittle diesen Spieler!

(1) Angenommen, Christoph hétte den Fingerhut, dann wire Birgits Aussage falsch, im Widerspruch zu
den Spielregeln. Deshalb hat Christoph den Fingerhut nicht.

(2) Angenommen, Birgit hiatte den Fingerhut, dann wére Anjas Aussage falsch, im Widerspruch zu den
Spielregeln. Deshalb hat Birgit den Fingerhut auch nicht.

(3) Folglich kann hochstens Anja den Fingerhut haben. Tatséchlich ist dann Anjas Aussage falsch, und
die Aussagen vor. Birgit und Christoph sind wahr.

Also steht eindeutig fest, dass Anja den Fingerhut an sich genommen hatte.

Aufgabe 2 - 170822
Beweise folgenden Satz:

Jede Strecke, die zwei Punkte paralleler Seiten eines Parallelogramms miteinander verbindet und
durch den Schnittpunkt der Diagonalen geht, wird von diesem Schnittpunkt halbiert.

D F C

A E B

Es seien ABCD ein Parallelogramm, F ein Punkt auf der Seite AB und F' ein Punkt auf der Seite C'D,
und zwar so gelegen, dass die Strecke E'F durch den Schnittpunkt .S der Diagonalen des Parallelogramms
geht.

Fallt F' mit D zusammen, dann ist F'E gleich der Diagonalen BD des Parallelogramms ABC' D. Folglich
fallt danach auch E mit B zusammen, und es gilt BS = SD, da die Diagonalen im Parallelogramm

einander halbieren.
Falls F # D ist, so ist auch F # B (denn aus E = B folgte wie eben auch F' = D), und es gilt:

ZBSE = ZDSF als Scheitelwinkel und ZEBS = ZF DS als Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen.
Also gilt: ASEB =2 ADSF, da diese Dreiecke in einer Seite und beiden anliegenden Winkeln tibereinstimmen.
Daraus folgt ES = SF, d.h., die Strecke EF wird durch den Schnittpunkt S der Diagonalen halbiert.
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Aufgabe 3 - 170823

Die Abbildung zeigt einen fiinfstrahligen Stern, dessen Spitzen A, B, C,
D, E Eckpunkte eines regelméfligen Fiinfecks sind.

Ermittle die Grofle des Winkels ZAD B!

Da A, B,C, D, FE Eckpunkte eines regelméfligen Fiinfecks sind, liegen sie alle auf der Peripherie eines
Kreises; dessen Mittelpunkt sei M.

Verbindet man M mit den genannten Eckpunkten, so entstehen 5 kongruente Dreiecke AM B, BMC,
CMD, DME, EMA. Die Summe ihrer Winkel mit dem Scheitel M bildet einen Vollwinkel, so dass jeder
dieser Winkel 360° : 5 = 72° betrégt.

Da im Kreis jeder Peripheriewinkel halb so grofl wie der Zentriwinkel iber dem gleichen Bogen ist, gilt

LADB = %AAMB = % - 72° = 36°

Aufgabe 4 - 170824
Dieter erzihlt seinen Klassenkameraden:

"Mein Bruder Fritz ist nur halb so alt wie ich. Wenn man die Anzahl seiner Lebensjahre
mit sich selbst multipliziert, erhilt man das Alter meines Vaters. Meine Mutter ist drei
Jahre jinger als mein Vater. Alle zusammen sind wir 87 Jahre alt.”

Ermittle das Alter aller 4 Personen! (Es sind jeweils nur die vollendeten Lebensjahre zu
berticksichtigen.)

Das Alter des Vaters ist eine Quadratzahl kleiner 45, da das Alter von Vater und Mutter zusammen
nicht 87 Jahre oder mehr betragen kann. Da der Vater die édlteste der vier Personen ist, betrigt sein
Alter mindestens ein Viertel von 87 Jahren, also ist es grofier als 21. Zwischen 21 und 45 liegen genau die
Quadratzahlen 25 und 36.

Fall 1: Angenommen, das Alter des Vaters wére 25 Jahre. Dann wéren Fritz 5 Jahre, Dieter 10 Jahre
und die Mutter 22 Jahre. Das Alter aller Familienangehorigen zusammen betriige in diesem Fall nicht 87
Jahre. Also ist der Vater nicht 25 Jahre alt.

Fall 2: Angenommen, das Alter des Vaters betrdagt 36 Jahre. Dann ist Fritz 6 Jahre, Dieter 12 Jahre und
die Mutter 33 Jahre alt. Alle zusammen sind wegen 36+ 6+ 12+ 33 = 87 mithin 87 Jahre, wie es verlangt
war.

Folglich treffen diese Altersangaben als einzige zu.

Lésungen der II. Runde 1977 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 170831
Es ist zu beweisen:

Wenn der Winkel ZC'BA eines Dreiecks ABC' die Grofle 30° hat, dann hat die Seite AC' des Dreiecks
ABC die gleiche Lange wie der Radius des Umbkreises k dieses Dreiecks!

Es sei M der Mittelpunkt und r der Radius von k.

Der Winkel ZAMC' hat nach dem Satz iiber Zentri- und Periphe-
riewinkel die Grofle 60°. Hieraus, und da das Dreieck AMC' wegen
AM = MC = r gleichschenklig ist, folgt nach dem Satz tiber die
Summe der Innenwinkel im Dreieck /ZMCA = ZMAC = 60°, d.h.,
das Dreieck AMC' ist gleichseitig, und es ist AC = CM = MA =r,

w.z.b.w.

Aufgabe 2 - 170832
Gegeben seien ein Punkt S und zwei von S ausgehende Strahlen a und b, die miteinander einen
spitzen Winkel bilden.

Konstruiere im Innern dieses Winkels einen Punkt P, der folgenden Bedingungen entspricht:
(1) P hat von a den doppelten Abstand wie von b.
(2) Die Lénge der Strecke SP betragt 5,0 cm.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die Bedingungen der Aufgabe ein
Punkt P eindeutig bestimmt ist!

I. Es sei P ein Punkt, der den Bedingungen der Aufgabe
entspricht.

Die Fufipunkte der Lote von P auf a bzw. b seien A bzw.
B. Dann gilt PA=2PB,dh. PA: PB=2:1.

Ist h eine beliebige Parallele zu b auf der Seite von b, auf
der a liegt, so schneidet sie den Strahl aus S durch P in
einem Punkt P’. Die Fuipunkte der Lote von P’ auf a
bzw. b seien A’ bzw. B’. Nach dem Strahlensatz gilt dann
P'A: PA=SP :SPund P'B': PB = SP"SP, also
P'A: PA=P B :PB.

Hieraus folgt P’A’: PPB’=PA: PB:2:1.

Somit hat die Parallele g zu a durch P’ doppelt so groen Abstand von a wie h von b. Diese Parallele g
liegt auf der Seite von a, auf der b liegt.

I1. Deshalb entspricht ein Punkt P nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn er durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man zieht eine beliecbige Parallele h zu b auf der Seite von b, auf der a liegt.

(2) Man konstruiert in doppelt so grofiem Abstand von a, wie ihn h von b hat, die Parallele g zu a auf
der Seite von a, auf der b liegt. Schneiden sich g und h im Innern des gegebenen Winkels, so sei der
Schnittpunkt P’ genannt.

(3) Um S beschreibt man einen Kreis mit einem Radius von 5,0 cm. Der Schnittpunkt dieses Kreises mit
dem Strahl aus S durch P’ sei P genannt.

II1. Beweis, dass jeder so konstruierte Punkt P den Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Die Fulpunkte der Lote von P auf a bzw. b seien A bzw. B; die Fulpunkte der Lote von P’ auf a bzw.
b seien A’ bzw. B’. Nach Konstruktion gilt P’A’ : PB = SP’': SP, also P’A’: PA= P'B’': PB.
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Hieraus folgt PA: PB=P'A’: P'B’ =2: 1, also ist (1) erfiillt. Nach Konstruktion erfiillt P auch (2).
Schliefllich liegt P’ (nach Konstruktion) und daher auch P im Innern des gegebenen Winkels.

IV. Die Konstruktionsschritte (1), (2) sind eindeutig ausfithrbar; die Geraden g und h schneiden sich, und
zwar im Innern des gegebenen Winkels. Hierauf ist auch Konstruktionsschritt (3) eindeutig ausfithrbar.
Daher gibt es genau einen Punkt P, der alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

Aufgabe 3 - 170833

Die gebrochene Zahl 99—1 soll als Differenz zweier positiver echter Briiche mit den Nennern 7 und 13
dargestellt werden.

Untersuche, ob es eine solche Darstellung gibt, ob es mehr als eine gibt, und ermittle alle derartigen
Darstellungen!

Angenommen, es gibt eine solche Darstellung; dann lautet sie

9 _T*_y

91 7 13
wobei x und y natiirliche Zahlen mit 0 < x < 7 und 0 < y < 13 sind. Wegen 91 = 7 - 13 gilt daher

13z — Ty = 9 uns somit y = 13””77_9.
Wir erhalten fiur z =1, ...,6:
z 13z 13z—-9 |z 13z 132-9
1 13 4 2 26 17
3 39 30 4 42 43
5 65 56 6 78 69

Von den in der dritten Spalte angegebenen Zahlen ist nur die Zahl 56 durch 7 teilbar. Wir erhalten also
nur fiir x = 5 einen ganzzahligen Wert fiir y, und zwar y = 8.
Somit kann nur die Darstellung
9 5.8 )
91 7 13 (
den Bedingungen der Aufgabenstellung geniigen. Sie erfiillt diese Bedingungen; denn % und 1% sind
positive echte Briiche, und es gilt (1).

Aufgabe 4 - 170834

Eine Pioniergruppe sammelte Altpapier; der gesamte Erlos wurde auf das Solidaritédtskonto
iiberwiesen. Die Pioniere bildeten zwei Brigaden, jeder Pionier der Gruppe gehorte genau einer dieser
Brigaden an. Uber das Sammelergebnis ist folgendes bekannt:

(1) Jeder Pionier der Brigade A sammelte genau 13 kg, aufler einem, der nur 6 kg mitbrachte.
(2) Jeder Pionier der Brigade B sammelte genau 10 kg, auler einem mit nur genau 5 kg.

(3) Brigade A sammelte insgesamt die gleiche Menge wie Brigade B.

(4) Die gesamte Pioniergruppe sammelte mehr als 100 kg, jedoch weniger als 600 kg Altpapier.

a) Wie viel Pioniere gehorten einer jeden Brigade insgesamt an?
b) Wie viel Mark konnte die Pioniergruppe auf das Solidaritdtskonto iiberweisen, wenn der Altstoff-
handel 0,15 Mark pro kg Altpapier bezahlte?

a) Die Anzahl der Pioniere, die je genau 13 kg sammelten, sei 2. Nach (1) gehoren dann genau (x + 1)
Pioniere der Brigade A an, das Sammelergebnis dieser Brigade betrug (13z + 6) kg.

Die Anzahl der Pioniere, die je genau 10 kg sammelten, sei y. Nach (2) gehoren dann genau (y + 1)
Pioniere der Brigade B an, und das Sammelergebnis dieser Brigade betrug (10y + 5) kg.

Nach (3) gilt somit 13z 4+ 6 = 10y + 5, also y = 12+ (*),
13z + 1 ist durch 10 teilbar, folglich endet die (Zifferndarstellung der) Zahl 13z auf die Ziffer 9 und somit

z auf die Ziffer 3.
Aus (4) folgt 100 < 2(13z + 6) < 600 und daraus 44 < 13z < 294.
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Dies wird weder von = 3 noch von den Zahlen x = 23 erfiillt, da hierfiir 132 = 39 bzw. 13z = 299 gilt.
Also ist z = 13.

Nach (*) ergibt sich daraus y = 17. Somit gehorten genau 14 Schiiler der Brigade A und genau 18 der
Brigade B an.

b) Brigade A sammelte (13- 13 + 6) kg = 175 kg und Brigade B (1710 + 5) kg = 175 kg, die gesamte
Gruppe somit 350 kg Altpapier.

Wegen 350 - 0,15 M = 52,50 M konnte die Pioniergruppe genau 52,50 M auf das Solidaritdtskonto
iiberweisen.

Aufgabe 5 - 170835
Man ermittle alle geordneten Tripel [Py; Po; Ps] von Primzahlen Py, P5, P3 mit P, > Ps, die der

Gleichung geniigen:
Pl(PQ ol P3) = 165

Angenommen, es gibt drei derartige Primzahlen. Dann kann wegen 165 = 3 -5 - 11 die Primzahl P; nur
eine der Zahlen 3, 5, 11 sein.

1. Fall: Es sei P; = 3, dann ist P» + P3 = 55.  (2)

Die Summe zweier natiirlicher Zahlen ist nur dann ungerade, wenn ein Summand gerade, der andere aber
ungerade ist. Deshalb, wegen P, > P3; und weil 2 die einzige gerade Primzahl ist, kann hochstens P, = 53;
P; = 2 die Losung von (2) sein.

Da diese beiden Zahlen Primzahlen sind, ist das Tripel [3;53;2] eine Losung.

2. Fall: Es sei P, =5, dann ist P, + P; =33.  (3)
Analog wie im Fall 1 ist hochstens P, = 31; P3 = 2 Losung von (3). Da 31 und 2 Primzahlen sind, ist
das Tripel [5;31; 2] ebenfalls eine Losung.

3. Fall: Es sei P, = 11, dann ist P, + Ps =15:  (4)

Analog zum Fall 1 ist hochstens Py = 13; P3 = 2 Losung von (4). Da 13 und 2 Primzahlen sind, erfiillt
auch das Tripel [11;13; 2] die Gleichung (1).

Somit sind genau die drei Tripel [3;53;2], [5;31;2], [11;13;2] Losung von (1).

Aufgabe 6 - 170836

Zwei Platten von gleicher Dicke bestehen aus Eichenholz bzw. Stahl. Der Flacheninhalt der Grund-
fliche der Eichenplatte ist um 20% grofier als der Flacheninhalt der Grundflache der Stahlplatte. Die
Dichte des Eichenholzes verhélt sich zur Dichte des Stahls wie 1 : 10.

Ermittle, um wie viel Prozent die Masse der Stahlplatte grofier als die Masse der Eichenplatte ist!

Es seien folgende Bezeichnungen verwendet:

Eichenplatte Stahlplatte

Masse mg ms
Dichte PE Ps
Volumen Ve Vs
Inhalt der Dreiecksflache Ag Ag
Dicke h h
Dann ist
(1) mE:AE~h'pE 3 (2) m5:A5~h-ps
sowie nach Voraussetzung (3) pg = 45ps und (4) Ap = 123 Ag. Die Masse der Stahlplatte sei x % der

Masse der Eichenplatte. Dann gilt My = 55 = mg.
Folglich ist wegen (1), ..., (4):

. As-h-ps-100  Ag-h-pg-100 1
p= o= SIS TR IS IPS T 833
mg Ag-h-pE WAS']'L'EPS 3

Die Masse der Stahlplatte ist um (8331 — 100)% = 7334 % grofier als die der Eichenplatte.

Lésungen der III. Runde 1977 ibernommen von [5]
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2.20 XVIII. Olympiade 1978
2.20.1 I. Runde 1978, Klasse 8

Aufgabe 1 - 180811
Die FDJler Arnim, Bertram, Christian, Dieter, Ernst und Fritz waren Teilnehmer an einem 400-m-
Lauf. Keine zwei von ihnen liefen zur gleichen Zeit durchs Ziel.

Vorher waren folgende drei Voraussagen iiber das Ergebnis des Wettkampfes gemacht worden (jeder
Teilnehmer wird mit dem Anfangsbuchstaben seines Vornamens bezeichnet):

Platz 3. 4. 6.

1. 2. 5.
1. Voraussage A B C D E F
2. Voraussage A C B F E D
3. Voraussage C E F A D B

Nach Abschluss des Laufes zeigte sich, dass in der ersten Voraussage fiir genau drei Laufer die von
ihnen erreichten Platze richtig angegeben waren. Keine zwei dieser drei Plitze waren zueinander
benachbart. Bei der 2. Voraussage war fiir keinen Laufer der erreichte Platz richtig angegeben. Bei
der dritten Voraussage war fiir einen Platz derjenige L&aufer richtig angegeben, der diesen Platz
erreichte.

Gib alle Moglichkeiten fiir die von den Laufern unter diesen Bedingungen erreichten Platzreihenfolgen
an!

1. Wenn eine Platzreihenfolge den Bedingungen entspricht, dann folgt fiir sie: A belegte nicht den 1. und
E nicht den 5. Platz, da in der 2. Voraussage fiir keinen Laufer der erreichte Platz richtig angegeben war.

Ferner folgt: Da in der 1. Voraussage fiir genau drei Laufer die Plitze richtig angegeben und keine zwei
dieser Plétze zueinander benachbart waren, belegte B den 2. Platz, D den 4. Platz und F den 6. Platz.
E und A belegten daher weder den 2. noch den 4. noch den 6.Platz. Damit sind fiir alle in der 3. Voraussage
angegebenen Platze mit Ausnahme des ersten die Laufer falsch angegeben.

Mithin belegte C den 1. Platz, da genau eine Platzangabe der 3. Voraussage richtig war. Da E infolgedessen
nicht den 1. Platz belegte, verbleibt fiir E nur noch der 3. Platz und danach fiir A der 5. Platz. Daher
kann nur die Reihenfolge C, B, E, D, A (*) samtlichen Bedingungen der Aufgabe entsprechen.

II. Sie entspricht in der Tat diesen Bedingungen; denn in der 1. Voraussage sind genau fiir B, D, F die
erreichten Plétze richtig angegeben; dies sind der 2., 4. und 6. Platz, keine zwei von ihnen sind also
zueinander benachbart.

In der 2. Voraussage ist fiir keinen Laufer der erreichte Platz richtig angegeben; in der 3. Voraussage ist
fiir einen Platz, ndmlich den 1., derjenige Léufer (in diesem Falle C) richtig angegeben, der diesen Platz
erreichte.

Also entspricht genau die Platzreihenfolge (*) allen Bedingungen der Aufgabe.

Aufgabe 2 - 180812
Uber das Ergebnis einer Klassenarbeit ist folgendes bekannt:

- Es nahmen daran mehr als 20 und weniger als 40 Schiiler teil.

- Das arithmetische Mittel aller Zensuren, die die Schiiler in dieser Klassenarbeit erreichten, betrug
2,3125.

- Kein Schiiler erhielt bei dieser Arbeit die Note ”5”.

- Die Anzahl der "Zweien” war eine ungerade Zahl und grofler als 12.

- Die Anzahl der "Dreien” war genau so grofl wie die der ”Zweien”.

a) Ermittle die Anzahl der Schiiler, die an dieser Klassenarbeit teilnahmen!
b) Wie viele von ihnen erhielten hierbei die Note ”17”?

a) Wegen 2,3125 = fg(l)gg = :1% und da 37 zu 16 teilerfremd ist, muss die Anzahl der Teilnehmer durch 16

teilbar sein. Die einzige (natiirliche) Zahl, die (ganzzahliges) Vielfaches von 16 ist und zwischen 20 und
40 liegt, ist 32. Es waren also 32 Schiiler an dieser Klassenarbeit beteiligt.
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b) Die Summe der Zensuren ergibt 74, da ?—g - 32 = 74 ist.

Die Anzahl der "Zweien” ist nicht gréfier als die Halfte der Anzahl aller Schiiler, sie kann also laut Aufgabe
nur 13 oder 15 betragen haben. Falls 15 "Zweien” und damit laut Aufgabe auch 15 "Dreien” geschrieben
worden wéren, erhielte man als Summe dieser Zensuren 75, im Widerspruch zur oben ermittelten Summe

74.

Es wurden mithin 13 ”Zweien” und 13 ”"Dreien” geschrieben. Folglich erhielten die restlichen 6 Schiiler
entweder eine "1” oder eine ”4”.

Da das arithmetische Mittel aller Zensuren weniger als 2,5 betrug, muss die Anzahl der "Einsen” gréfer
gewesen sein als die der "Vieren”. Damit verbleiben genau die folgenden Moglichkeiten:

1 2 3 4
6 13 13 0
5 13 13 1
4 13 13 2

Von ihnen ergibt nur der zweite Fall das angegebene arithmetische Mittel. Also erhielten 5 Schiiler bei
dieser Arbeit die Note ”1”.

Aufgabe 3 - 180813

Gegeben sei eine dreiseitige Pyramide ABC'S, deren Grundfliche ABC ein gleichseitiges Dreieck mit
der Seitenldnge 4 cm bildet und deren Spitze S so gelegen ist, dass das Lot von S auf die Ebene
durch A, B, C den Schwerpunkt F' der Grundfliche als Fulpunkt besitzt und dass F'S die Linge 6
cm hat.

Diese Pyramide ist in einer Zweitafelprojektion darzustellen. Dabei wird gefordert, dass die Seiten-
fliche ABS in der Grundrisstafel liegt. Zu konstruieren ist die Abbildung nur mit Hilfe von Zirkel
und Lineal aus den gegebenen Streckenlédngen 4 cm, 6 cm.

Bemerkung: Beschreibung und Begriindung der Konstruktion werden nicht verlangt. Man kann z.B.
die geforderte Abbildung aus einer anderen Darstellung gewinnen, in der das gleichseitige Dreieck
ABC in der Grundrisstafel liegt.

A=A

Man wahlt zunéchst eine solche Lage der Pyramide, dass ihre Grundfliche ABC in der Grundrisstafel
liegt, dass dabei die Seite AB senkrecht zur Rissachse verlauft, B auf der Rissachse und S oberhalb der
Grundrisstafel liegt.

Dreieck ABC wird dann im Grundriss in wahrer Grofle abgebildet als AA’B’C’. Der Schwerpunkt dieses
Dreiecks ist der Schnittpunkt seiner Symmetrieachsen und gleichzeitig der Grundriss S’ der Pyramiden-
spitze S.
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Man zeichnet also ein gleichseitiges Dreieck A’B’C’ mit der Seitenlinge 4 cm so, dass A’B’ senkrecht
zur Rissachse verlduft und B’ auf derselben liegt. Dann zeichnet man zwei Symmetrieachsen dieses Drei-
ecks und erhélt als Schnittpunkt S’. Die Ordnungslinien durch A’, C’ und S’ schneiden die Rissachse in
A" = B" = B, C" baw. S

Da die Korperhohe im Aufriss in wahrer Grofie erscheint, verlingert man S’S, iiber S, hinaus und tragt
S.S"” = 6 cm auf ihr ab. Nun werde die Pyramide ABC'S um die Seite AB geklappt, bis die Seitenfliche
ABS in die Grundrissebene gelangt. Die so entstandene Pyramide AgByCySy erfiillt die Forderung der
Aufgabe. Thr Grund- und Aufriss ergibt sich folgendermafen:

Als Punkte der Drehachse bleiben A und B fest, also gilt A’ = Aj und A” = B’ = B” = A = B}, = Bj{.

Bei der Umklappung beschreiben S und C' Kreisbogen, die sich im Aufriss als solche, im Grundriss als
Parallele zur Rissachse abbilden.

Das Bild S des Punktes S liegt also erstens auf der Rissachse und zweites auf dem Kreisbogen um A"
mit A”S” als Radius. Das Grundrissbild Sj liegt dann erstens auf der Parallelen zur Rissachse durch S’
und zweitens auf der Ordnungslinie von S .
Da bei der Umklappung der Drehwinkel fiir alle Punkte der Pyramide der gleiche ist, liegt C{] erstens auf
dem Kreisbogen um A" mit A”C” als Radius und zweitens auf dem freien Schenkel des in A” an A”C"
angetragenen Winkels der Grofle £S5 A”S{.

Verbindet man nun C{ mit A” sowie mit S§, so erhélt man den gesuchten Aufriss der Pyramide.

Im Grundriss liegt C{, erstens auf der Parallelen zur Rissachse durch C’ und zweitens auf der Ordnungslinie
durch C{/. Verbindet man C}) mit AL, B{, und S, sowie S} mit A}, und By, so erhélt man das geforderte
Grundrissbild der Pyramide; sémtliche Seitenkanten der Pyramide sind im Grundriss als sichtbare Kanten
wiederzugeben.

Aufgabe 4 - 180814

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC' mit der Hypotenuse AB, dessen Innenwinkel ZC'AB
die Grofle 60° hat.

Falle von C' aus das Lot CD auf AB, danach von D aus die Lote DE und DF auf AC bzw. BC
sowie von F' das Lot FFH auf AB!

Weise nach, dass HB = HA + AE ist!

Die Dreiecke ABC, ACD, ADE, DF H sind rechtwinklig (bei
C, D, E bzw. H) und haben je einen Innenwinkel der Grofie
60° (bei A bzw. D). Daher gilt

1 1 1
AC = §AB7 AD = §AC = ZAB
1 1 1 :

Ferner ist CDEF ein Rechteck, also gilt DF = CE = AC — AF = %AB und somit DH = %AB. Daraus
folgt einerseits

HB=AB - AD - DH = 1—1—i AB:gAB
4 16 16
andererseits ) 3 ) 0
HA+AE=AD+DH+AE=|-+—+-)AB=—AB
+ + + (4 + 16 + 8> 16

womit die Behauptung bewiesen ist.

Lésungen der I. Runde 1978 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 180821
Uber vier Schiiler mit den Vornamen Alfred, Benno, Detlev, Egon und den Nachnamen Ampler,
Baumbach, Diirer, Erbe werden folgende Angaben gemacht:

1) Egon ist jinger als Benno, aber &lter als Alfred.

2) Detlev ist dlter als Alfred, aber jiinger als Benno.

(
(2)

(3) Der Schiiler Diirer ist alter als der Schiiler Erbe, aber jiinger als der Schiiler Ampler.
(4) Der Schiiler Baumbach ist &lter als der Schiiler Diirer, aber jiinger als Benno.
(5)

5) Genau einer dieser vier Schiiler hat einen Vornamen, der mit dem gleichen Buchstaben beginnt

wie sein Familienname.

Untersuche, ob sich aus diesen Angaben eindeutige Antworten auf die folgenden Fragen (a), (b)
beweisen lassen! Wenn dies der Fall ist, ermittle die Antworten!

(a) Wie heilen die vier Schiiler mit Vor- und Familiennamen?

(b) Wie lautet die Reihenfolge der Schiiler nach ihrem Alter, beginnend mit dem jiingsten Schiiler?

Das Alter der vier Schiiler Alfred, Benno, Detlev und Egon sei in dieser Reihenfolge mit a,b,d, e be-
zeichnet; das Alter der Schiiler Ampler, Baumbach, Diirer, Erbe sei in dieser Reihenfolge mit A, B, D, FE
bezeichnet.

Wenn die Angaben (1) bis (5) zutreffen, so folgt:
aus (1):a<e<b, aus (2):a<d<b aus (3): E<D< A, aus (4): D<B<b

Aus (1) und (2) folgt, dass Alfred der jlingste, Benno der élteste Schiiler ist. Aus (3) und (4) folgt, dass
Erbe der jiingste, Diirer der zweitjiingste Schiiler ist.

Der jiingste Schiiler heifit folglich Alfred Erbe. Da ferner Benno der &lteste Schiiler ist und er nicht Erbe
oder Diirer und wegen (4) nicht Baumbach heiflen kann, muss er Ampler heiflen.

Aus (5) folgt nunmehr: Ein Schiiler heifit Detlev Diirer. Somit heifit der vierte Schiiler Egon Baumbach.
Daher konnen nur die Namen Alfred Erbe, Detlev Diirer, Egon Baumbach und Benno Ampler, in dieser
Reihenfolge aufgezihlt, die Fragen (a), (b) in Ubereinstimmung mit den Angaben (1) bis (5) beantworten.

Umgekehrt zeigt sich: Wenn diese Aufzéhlung die Namen und die Reihenfolge der Schiiler nach ihrem
Alter angibt, so treffen die Angaben (1) bis (5) zu. Also sind mit dieser Aufzdhlung die eindeutigen
Antworten auf die Fragen (a), (b) ermittelt.

Aufgabe 2 - 180822
Man ermittle die Groflen der Innenwinkel eines Dreiecks ABC, auf dessen Auflenwinkel folgende
Aussage zutrifft:

Einer der Auflenwinkel mit dem Scheitel A sei um 16° grofler, einer der Auflenwinkel mit dem Scheitel
B sei um 49° kleiner als einer der Auflienwinkel bei C'.

Werden die Grofien der Innen- bzw. Aulenwinkel des Dreiecks ABC bei A mit o bzw. o/, bei B mit 3
bzw. 8’ und bei C mit v bzw. 7’ bezeichnet, so sind die zwischen ihnen einerseits allgemein giiltigen und
andererseits vorausgesetzten Beziehungen beschrieben durch

o =180° —a ="+ 16° = 180° — v + 16°
B =180° — =4 —49° = 180° — y — 49°
woraus folgt: & = v — 16° und f = v + 49°, und mit Hilfe des Satzes iiber die Innenwinkelsumme im

Dreieck: o + g + v = 180° = 3 + 33°.
Daraus erhélt man v = 49°, o = 49° — 16° = 33° und S = 49° + 49° = 98°.
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Tatséchlich existiert wegen 49° 4 33° 4 98° = 180° ein solches Dreieck ABC, und es besitzt auflerdem
AuBlenwinkel folgender Grofien:

bei C' mit v/ = 180° — 49° = 131°,

bei A mit o/ = 180° — 33° = 147° = 131° + 16° = 4" 4+ 216° und

bei B mit 8/ = 180° — 98° = 82° = 131° — 49° =~/ — 49°.

Aufgabe 3 - 180823
Ermittle alle zweistelligen natiirlichen Zahlen mit folgender Eigenschaft:

Addiert man 2 zu der gesuchten Zahl, so erhélt man das Dreifache derjenigen Zahl, die durch Ver-
tauschen der Ziffern der Ausgangszahl entsteht.

Angenommen, es gibt eine derartige Zahl. Dann hat sie die Form 10z + y, wobei z und y natiirliche
Zahlen mit z,y < 9 sind. Fiir diese gilt:

7 2
10z 4+ y+ 2 =3(10y + ) somit y = 2;

Da y eine natiirliche Zahl ist, ist 7z + 2 ein Vielfaches von 29. Wegen 0 < z < 9 ist 2 < 7z + 2 < 65;
deshalb kommen nur die Falle 7z + 2 = 29 und 7z + 2 = 58 in Frage.
Tx 4+ 2 = 29 ist nicht in natiirlichen Zahlen lésbar. Aus 7z + 2 = 58 folgt = 8; fiir y erhélt man dann 2.

Also kann héchstens die Zahl 82 die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Sie erfiillt sie tatséchlich; denn
es gilt 82 +2 =84 =3-28.

Aufgabe 4 - 180824 L
Gegeben sei ein Quadrat ABC'D. Mit AB als Radius sei um A ein Kreis gezeichnet. Dieser schneide
die Diagonale AC' in E. Die in F an den Kreis gelegte Tangente schneide die Seite BC' in F.

Beweise, dafl die Strecken CE, EF und F'B gleich lang sind!

D C
o

e
A B

(1) Der Winkel ZBC A ist 45° grof}; denn die Diagonale halbiert den rechten Winkel bei C.

(2) Der Winkel ZCEF ist 90° grof3; denn Bertihrungsradius und Tangente stehen senkrecht aufeinander.
(3) Aus den Aussagen (1) und (2) ergibt sich: Der Winkel ZEFC ist 45° grof3, und aus den Aussagen (1)
und (3) folgt EF = EC.

Ferner gilt ANAFE =2 ANAFB (Ubereinstimmung in AF, in AF = AB und in ZAEF < ZABF, wobei
diese Winkel 90° betragen, also jeweils der langsten Dreiecksseite gegeniiberliegen). Daher ist F'B =
FE = EC, w.z.b.w.

Lésungen der II. Runde 1978 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 180831

Im Inneren eines spitzwinkligen Dreiecks ABC', dessen Innenwinkel die Groflen «, 3, v haben, sei ein
Punkt P so gelegen, dass PA = PB = PC gilt. Die GroBen der Winkel /PAB, /PAB bzw. ZPAC
seien mit d, € bzw. i bezeichnet.

a) Berechne §, € und 7 fir den Fall, dass a = 70° und 8 = 80° gilt!

b) Ermittle eine Formel fiir 6 in Abhéngigkeit von «, § und v, ebenso eine Formel fiir € und eine
Formel fiir n!

a) Nach dem Satz iiber die Innenwinkelsumme, angewandt auf das Dreieck
ABC, gilt v = 180° — a — 8 = 30°. Folglich gilt

1 1
0= 5(T0°+80° = 30°) =60° ;€= (80°+30° 70°) =20°

1
0= 3(30° +70° ~80°) = 10°

b) Da die Dreiecke ABP, BC'P und C AP nach Voraussetzung gleichschenklig
sind, gilt laut Basiswinkelsatz

/PBA=/PAB=9¢ , /PCB=/PBC=¢

LPAC =/ZPCA=n

Da P im Inneren des Dreiecks liegt, folgt hieraus
a=04n ,  B=d+e ,  A=ecty

also a+ 8 — v =26,

1 1 1
i=g5l@+B-7) , e=5B6+7-a) , n=50+a-p

Aufgabe 2 - 180832

Von einem Dreieck ABC' wird gefordert, dass fiir die Lange a der Seite BC, die Lange c¢ der Seite
AB, die Lange w, der Halbierenden des Winkels ZBAC und fiir die Groe 5 des Winkels ZABC
die Beziehungen a : ¢ =2 : 3; w, = 6 cm; S = 35° gelten.

a) Konstruiere ein solches Dreieck, und beschreibe deine Konstruktion!

b) Beweise, dass jedes so konstruierte Dreieck die gestellten Forderungen erfillt! Eine Analysis
und eine Determination werden nicht verlangt.

t
A B

a) (1) Man konstruiert eine Strecke AB’, deren Linge das Dreifache einer beliebig gewéhlten Lénge t ist.
(2) In B’ tragt man an den Strahl aus B’ durch A einen Winkel der Grofie 35° an.

(3) Auf seinem freien Schenkel trigt man von B’ aus diejenige Strecke B'C” ab, deren Lange das Zweifache
von t ist.

(4) Man konstruiert den Strahl s, der den Winkel ZB’AC” halbiert.
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(5) Auf s tragt man von A aus die Strecke AD der Linge 6 cm ab.
(6) Man konstruiert die Parallele durch D zu B’C’. Sie schneidet den Strahl aus A durch B’ in einem
Punkt B und den Strahl aus A durch C’ in einem Punkt C.

b) Ist AABC auf diese Weise konstruiert, so folgt:
Nach (6) ist BC || B'C’, also ZABC = ZAB'C’ (Stufenwinkel an Parallelen) und o = 35° (nach (2)).
Nach (4) ist AD Halbierende des Winkels /B’ AC’, der wegen (6) mit dem ZBAC zusammenfillt.

Ferner hat AD nach (5) die Lange 6 cm. Nach einem Teil des Strahlensatzes gilt wegen BC || B'C’
BC:AB=B'C'":AB'=2t:3t=2:3

Damit sind alle geforderten Eigenschaften fiir AABC' nachgewiesen.

Aufgabe 3 - 180833

Jurgen ist im Ferienlager und will fiir seine Gruppe Brause zu 0,21 M je Flasche einkaufen. Er nimmt
kein Bargeld, sondern nur leere Flaschen mit. Fiir das eingeloste Pfandgeld (0,30 M fir jede der leere
Flaschen) kauft er moglichst viele Flaschen Brause, wobei er fiir jede volle Flasche aufier dem Preis
von 0,21 M auch 0,30 M Pfand zu zahlen hat. Es stellt sich heraus, dass er sieben Flaschen weniger
erhélt, als er abgegeben hat. Auflerdem bekommt er noch Geld zuriick.

Ermittle alle Moglichkeiten, wie viele leere Flaschen Jiirgen mitgenommen haben kénnte und wie viel
Geld er dann zuriickerhielt!

Jirgen habe x leere Flaschen mitgenommen, er habe y Pfennig zuriickerhalten. Somit bezahlte Jirgen
einen Betrag von 30z — y, und er erhielt dafiir x — 7 volle Flaschen zu 0,51 M. Es gilt folglich:

(1) 30z —y=>51l(x—T7) mit 0 <y < 51

da Jirgen im Falle y = 51 noch weitere Flaschen erhalten kénnte und im Falle y = 0 kein Geld heraus-
bekédme.
Aus (1) erhilt man:

y =357 — 21y = 7(51 — 3x)

also 0 < 51 -3z < 571.Aus()<51—3xfolgtsc< 17. Aus 51 — 3z < %folgt 3z > 6'—751,alsox> % > 14.

Daher verbleiben nur die Moglichkeiten = = 15 und x = 16. Fiir x = 15 gilt y = 42, und fir = = 16 folgt
y = 21.

1. Moglichkeit: Jiirgen hatte 15 leere Flaschen mitgenommen, das entspricht 4,50 M Pfandgeld. Er kaufte
15 — 7 = 8 Flaschen Brause und musste dafiir 4,08 M bezahlen. Er erhielt 0,42 M zuriick, wofiir er keine
weitere Flasche Brause kaufen konnte.

2. Moglichkeit: Jiirgen hatte 16 leere Flaschen mitgenommen, das entspricht 4,80 M Pfandgeld. Er kaufte
16 — 7 = 9 Flaschen Brause und musste dafiir 4,59 M bezahlen. Er erhielt 0,21 M zuriick, wofiir er
ebenfalls keine weitere Flasche Brause kaufen konnte.

Aufgabe 4 - 180834
Beweise folgenden Satz:

Ist p eine Primzahl grofer als 3, so ist die Zahl (p — 1)(p + 1) durch 24 teilbar.

Die natiirlichen Zahlen p — 1,p,p + 1 sind drei aufeinanderfolgende Zahlen. Von diesen ist genau eine
durch 3 teilbar.

Die Zahl p kann dies als eine Primzahl p > 3 nicht sein, also muss es eine der Zahlen p — 1, p + 1 sein.
Folglich ist das Produkt (p — 1)(p + 1) durch 3 teilbar.

Da p eine Primzahl und grofler als 3 ist, ist p ungerade; p—1 und p+1 sind daher zwei aufeinanderfolgende
gerade Zahlen. Von diesen Zahlen ist stets genau eine durch 2 und die andere durch 4 teilbar. Folglich ist
das Produkt (p — 1)(p + 1) durch 8 teilbar.

Da 3 und 8 teilerfremd sind, ist somit (p — 1)(p + 1) durch 3 - 8 = 24 teilbar, w.z.b.w.
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Aufgabe 5 - 180835
Zum Experimentieren wird eine 30%ige Salzlosung benotigt. Vorhanden sind aber lediglich 2 Liter
10%iger Salzlosung sowie eine Flasche mit 42%iger Salzlosung.

Ermittle, wie viel Liter 42%iger Salzlosung den 2 Litern 10%iger Salzlosung zuzusetzen sind, damit
eine 30%ige Salzlosung entsteht!

Angenommen, beim Zusetzen von x Litern 42%iger Salzlosung zu den 2 Litern 10%iger Salzlosung bilden
die entstehenden (z + 2) 1 eine 30%ige Salzlosung. Es gilt dann:

2 Liter 10%ige Salzlosung enthalten 0,20 1 Salz,
x Liter 42%ige Salzlosung enthalten 0,42z 1 Salz,
(x 4 2) Liter 30%ige Salzlosung enthalten 0,30(x + 2) 1 Salz.

Da die Salzmenge im Losungsgemisch stets gleich der Summe der Salzmengen in den gemischten Losungen
ist, muss gelten:

10
0,20 + 0,422 = 030(z +2) = 20 + 422 = 30z + 60 = = =

Man muss also % Liter 42%ige Salzlosung zusetzen, um die geforderte 30%ige Salzlosung zu erhalten.

Probe: Man erhilt als Mischung 2 Liter + % Liter = 1—36 Liter einer Losung mit folgendem Salzgehalt:
2 Liter 10%ige Salzlésung enthalten 0,20 Liter Salz, & Liter 42%ige Salzlésung enthalten 1,40 Liter Salz.
Das sind zusammen 1,60 Liter Salz.

Von 1—36 Litern Gesamtfliissigkeit sind diese 1,60 Liter Salz aber 1,60 : % -100% = 30%, wie es verlangt
war.

Aufgabe 6 - 180836

Es sei AABC ein spitzwinkliges Dreieck, d die Lange des Durchmessers seines Umkreises, a bzw.
b die Langen der Seiten BC bzw. AC und schliefllich h die Linge der auf AB senkrecht stehenden
Hohe.

Beweise, dass dann stets d = aT'b gilt!

Es sei M der Mittelpunkt des Umkreises, D der Fulpunkt der
auf AB senkrecht stehenden Hohe und E der Schnittpunkt der
Verldngerung von C'M {iber M hinaus mit dem Kreis k.

Da AABC spitzwinklig ist, liegt D zwischen A und B, und FE ist
von A und B verschieden. Die Dreiecke CBD und CE A sind ein-
ander ahnlich, da sie in den rechten Winkeln ZCDB und ZCAE
(Satz des Thales) sowie in den Winkeln ZABC und ZCEA (Peri-
pheriewinkel iiber dem gleichen Bogen) iibereinstimmen.

Ahnliche Dreiecke stimmen in den Verhéltnissen gleichliegender Sei-
ten tiberein, deshalb ist d : a =b: h, also d = "T'b.

Lésungen der III. Runde 1978 ibernommen von [5]
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2.21 XIX. Olympiade 1979
2.21.1 I. Runde 1979, Klasse 8

Aufgabe 1 - 190811
Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH mit der Kantenlinge 5 cm (sie-

he Bild). Dieser Wiirfel ist in senkrechter Zweitafelprojektion abzubilden.
Dabei wird gefordert, dass die Raumdiagonale EC parallel zur Grundriss-
tafel und senkrecht zur Aufrisstafel liegt. Unter Beachtung dieser Forde-
rung kann die Lage des Wiirfels im Raum sonst beliebig gewahlt werden.
Alle Eckpunkte sind entsprechend dem Bilde zu benennen.

Beschreibung und Begriindung der Konstruktion sind nicht erforderlich.

D// H/l

Aufgabe 2 - 190812
Aus den Ziffern 0, 1, ..., 9 seien genau sieben ausgewéhlt, von denen keine zwei einander gleich sind.

Ermittle die Anzahl derjenigen (im dekadischen System) siebenstelligen Zahlen, die in ihrer (dekadi-
schen) Zifferndarstellung jede der ausgewéhlten Ziffern enthalten!

Dabei werde

a) vorausgesetzt, dass die 0 nicht unter den ausgewihlten Ziffern vorkommt,

b) vorausgesetzt, dass die 0 unter den ausgewéhlten Ziffern vorkommt.

Die genannten siebenstelligen Zahlen miissen in ihrer Zifferndarstellung jede der gegebenen Ziffern genau
einmal enthalten.

Im Fall a) hat man fiir die Besetzung der ersten Stelle genau 7 Moglichkeiten. Bei jeder von ihnen
verbleiben fiir die Besetzung der zweiten Stelle genau 6 Moglichkeiten. Daher gibt es insgesamt fiir die
Besetzung der ersten beiden Stellen 7 - 6 Moglichkeiten.

So fortfahrend erhélt man fiir die Besetzung aller 7 Stellen insgesamt 7-6-5-4-3-2-1 = 5040 Moglichkeiten.

Im Fall b) hat man fiir die Besetzung der ersten Stelle genau 6 Moglichkeiten: die weiteren Uberlegungen
verlaufen wie im Fall a). Daher erhélt man hier insgesamt 6-6-5-4-3-2 -1 = 4320 Moglichkeiten.
Die gesuchten Anzahlen sind also a) 5040; b) 4320.
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Aufgabe 3 - 190813
Gegeben seien die vier periodischen Dezimalbriiche

p=0,3456..., q=0,3456..., 7 =0,3456..., s = 0,3456.

a) Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, fiir die folgende Aussage gilt: In der n-ten Stelle
nach dem Komma haben alle vier Dezimalbriiche p, ¢, r, s dieselbe Ziffer.

b) Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen m, fiir die folgende Aussage gilt: In der m-ten Stelle
nach dem Komma haben keine zwei der vier Dezimalbriiche p, ¢, r, s dieselbe Ziffer!

a) Firn=1,2,3 (1) gilt die genannte Aussage. Wenn sie fiir eine natiirliche Zahl
n=4+k mit k>0

gilt, so folgt: In der n-ten Stelle nach dem Komma hat s die Ziffer 6. Diese Ziffer kommt aber in p bzw.
g nur dann an der (4 + k)-ten Stelle vor, wenn k durch 4 bzw. 3 teilbar ist. Also ist & durch die Zahlen 4
und 3 und folglich durch deren kgV 12 teilbar. Somit kénnen (aufier den Zahlen (1)) nur die Zahlen

n=4+12¢g (9=0,1,2,...) (2)

die zu betrachtende Eigenschaft haben.

Sie haben diese Eigenschaft; denn da 12¢g durch 4, 3 und 2 teilbar ist, steht an der (4 + 12g)-ten Stelle in
p,q und r wie in s die Ziffer 6.

Also erfilllen genau die Zahlen (1), (2) die in Aufgabe a) geforderte Bedingung.

b) Fiir m = 1,2,3 ist die genannte Aussage falsch. An der vierten Stelle beginnt bei allen Dezimalbriichen
p,q,7,s eine Periode mit der Ziffer 6. Nach dem in a) Gezeigten wiederholt sich dies nach jeweils 12 weiteren
Stellen. Daher geniigt es, die zwolf Zahlen

m=4,5,...,15 (3)

zu tiberpriifen. Was dabei fiir einen der Werte (3) (iiber die zu untersuchende Eigenschaft) festgestellt
wurde, gilt dann auch fiir alle diejenigen Werte m, die aus dem betreffenden Wert durch Addition belie-
biger ganzzahliger Vielfacher von 12 hervorgehen. (In der folgenden Tabelle ist das Vorkommen gleicher
Ziffern durch Einrahmen gekennzeichnet. 1.Spalte = m-te Stelle in ...)

m|4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
p|6 3 45 6 3 4 5 6 3 4 5
g|6 4 5 6 45 6 4 5 6 4 5
r|6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5
s|{6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

Es ergibt sich, dass unter den Zahlen (3) genau m = 5 die zu betrachtende Eigenschaft hat. Damit sind
genau die Zahlen
m=>5+12h (h=0,1,2...)

die in Aufgabe b) gesuchten.

Aufgabe 4 - 190814

Von zwei Kreisen werde vorausgesetzt, dass sie sich von auflen in einem Punkt P beriihren. Die
Gerade, die beide Kreise in P beriihrt, sei t. Ferner sei s eine weitere gemeinsame Tangente beider
Kreise; sie beriihre diese in den Punkten ) bzw. R. Der Schnittpunkt von s mit ¢ sei .S.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen S der Mittelpunkt der Strecken QR ist!
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Q s R

Der Mittelpunkt des von s in @ berithrten Kreises sei M. Dann gilt ASQM = ASPM; denn diese Dreie-
cke stimmen in den Seitenldngen SM = SN, M@ = M P und in der Gréfle ZSQM = £ZSPM desjenigen
Winkels iiberein, der in beiden Dreiecken als rechter Winkel jeweils der grofiten Seite gegeniiberliegt.
Daher ist SQ = SP (1) (entsprechende Seiten in kongruenten Dreiecken).

Ebenso folgt SR = SP. (2)

Aus (1) und (2) folgt die Behauptung SQ = SR.

Lésungen der I. Runde 1979 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 190821
Eine Gruppe von 39 Schiilern unterhélt sich iiber ihre Zensuren in den Fachern Mathematik, Russisch
und Deutsch. Dabei wird festgestellt:

1) Genau 11 Schiiler haben in Mathematik die Zensur 2.

) Genau 19 Schiiler haben in Russisch die Zensur 2.

) Genau 23 Schiiler haben in Deutsch die Zensur 2.

) Genau ein Schiiler hat in allen drei Féachern die Zensur 2.

) Genau 4 Schiiler haben in Mathematik und Deutsch, aber nicht in Russisch eine 727
) Genau 7 Schiiler haben in Russisch und Deutsch, aber nicht in Mathematik eine 72”.
) Genau 2 Schiiler haben in Mathematik und Russisch, aber nicht in Deutsch eine ”2”.

(
(2
(3
(4
(5
(6
(7

Ermittle aus diesen Angaben, wie viel Schiiler dieser Gruppe in genau einem und wie viel in keinem
der angegebenen Fécher die Zensur 2 haben!

Aus (1), (4), (5) und (7) folgt wegen 11 —1 — 4 — 2 = 4, dass genau 4 Schiiler genau in Mathematik die
Zensur 2 haben.

Aus (2), (4), (6) und (7) folgt wegen 19—1—7—2 = 9, dass genau 9 Schiiler genau in Russisch die Zensur
2 haben.

Aus (3), (4), (5) und (6) folgt, dass wegen 23 —1 — 4 — 7 = 11 genau 11 Schiiler genau in Deutsch eine
”2” haben.

Wegen 449+ 11 = 24 haben somit genau 24 Schiiler dieser Gruppe in genau einem der genannten Fécher
die Zensur 2.

Da wegen (5), (6), (7) genau 13 Schiiler in genau zwei der Facher eine 2 haben und wegen (4) noch ein
weiterer Schiiler hinzukommt, haben wegen 24 + 13 + 1 = 38 mithin genau 38 Schiiler in wenigstens
einem der Fécher die Zensur 2. Folglich hat genau ein Schiiler dieser Gruppe in keinem der genannten
Féacher die Zensur 2.

Aufgabe 2 - 190822
In einer AG Mathematik stellte ein Mitglied der Patenbrigade den Teilnehmern folgende Aufgabe:

”Unsere Brigade hat mehr als 20, aber weniger als 35 Mitglieder. Von ihnen nahmen im letzten
Jahr im Juli dreimal soviel, im Februar doppelt soviel ihren Jahresurlaub wie im Mai. Im Januar
nahmen drei Personen weniger als im Juli Urlaub, im August dagegen eine Person mehr als im Mai.
In den nicht genannten Monaten dieses Jahres nahm kein Mitglied unserer Brigade Urlaub. Unter
den genannten Urlaubern ist jedes Mitglied unserer Brigade genau einmal vertreten.

Stellt fest, ob ihr allein aus diesen Angaben die Anzahl unserer Brigademitglieder ermitteln kénnt!”

Die Anzahl der Mitglieder. dieser Brigade, die im Mai Urlaub nahmen, sei . Dann nahmen im Juli 3z,
im Februar 2z, im Januar 3z — 3 und im August x + 1 Brigademitglieder Urlaub. Das sind zusammen
(10x — 2) Personen.

Nun gilt 20 < 10z — 2 < 35, also 22 < 10z < 37.
Da « eine natiirliche Zahl ist, folgt daraus « = 3. Mithin hatte die Brigade 28 Mitglieder.

Aufgabe 3 - 190823

In einem Parallelogramm ABCD sei P ein beliebiger Punkt auf der Diagonalen AC (P # A, P # C).
Die Parallele durch P zu AB schneide BC in H und AD in G; die Parallele durch P zu BC' schneide
AB in E und CD in F.

Beweise, dass die beiden Parallelogramme FBH P und GPF D den gleichen Fldcheninhalt haben!
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s

Jede Diagonale eines Parallelogramms zerlegt dieses in zwei kongruente und somit flicheninhaltsgleiche
Dreiecke. Wendet man dies auf die Parallelogramme ABCD, AEPG und PHCF an, so erhalt man:

Die Dreiecke ABC' und C' DA haben denselben Fliacheninhalt; dieser sei A; genannt. Die Dreiecke AEP
und PGA haben denselben Flicheninhalt; dieser sei As genannt. Die Dreiecke PHC und C'FP haben
denselben Flicheninhalt; dieser sei A3 genannt.

Daher ergibt sich, dass sowohl das Parallelogramm EBHP als auch das Parallelogramm GPFD den
Flacheninhalt A; — As — A3 haben. Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt.

A

Aufgabe 4 - 190824
Klaus sagt:

"Ich denke mir drei natiirliche Zahlen. Die zweite Zahl ist um 2 grofler als die Hélfte der
ersten Zahl. Die dritte Zahl ist um 2 grofler als die Halfte der zweiten Zahl. Das Produkt
der drei gedachten Zahlen betrigt 1120.

Welche Zahl habe ich mir als erste gedacht, welche als zweite und welche als dritte ?”

Kann diese Frage eindeutig beantwortet werden? Wenn das der Fall ist, so nenne die drei gedachten
Zahlen!

I) Wenn drei Zahlen die genannten Eigenschaften haben und n die erste Zahl ist, so lautet die zweite
F+2= ”TH und die dritte "TH +2 = 7 + 3. Da auch dies eine natiirliche Zahl ist, ist n durch 4 teilbar.

Wiire n eine (durch 4 teilbare) natiirliche Zahl mit n < 12, so wéiren 4§ + 2 und % + 3 natiirliche Zahlen
mit 5 +2 < 8 und § + 3 < 6, also wire ihr Produkt

ne(2+2) (5+3) <12:8.6=576
2 4

und daher kleiner als 1120. Wére n > 20, so wire 5 +2 > 12 und 7 + 3 > 8, also das Produkt > 1920,

und daher grofler als 1120.

Also kommt als erste Zahl nur n = 16, als zweite nur § + 2 = 10 und als dritte nur § + 3 = 7 in Frage.

IT) Diese Zahlen haben die geforderten Eigenschaften wie die Probe zeigt.
Also kann die Frage von Klaus eindeutig beantwortet werden. Er hat sich als erste Zahl 16, als zweite 10
und als dritte 7 gedacht.

Lésungen der II. Runde 1979 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 190831
Klaus erzéahlt:

”Als ich kiirzlich einkaufte, hatte ich genau drei Miinzen bei mir. Beim Bezahlen stellte ich folgendes
fest. Wenn ich zwei meiner Miinzen hingebe, so fehlen noch 3,50 M bis zum vollen Preis der gekauften
Ware, lege ich aber nur die iibrige Miinze hin, so erhalte ich 3,50 M zuriick”

Ermittle aus diesen Angaben alle Moglichkeiten dafiir, wie viel Miinzen welcher Sorte Klaus bei sich
gehabt hat! Dabei sind nur 1, 5, 10, 20, und 50 Pf. sowie 1, 2, 5, 10 und 20 Mark zu berticksichtigen.

Die Differenz zwischen der Summe der Werte der ersten beiden Miinzen und dem Wert der dritten Miinze
betrégt genau 7,00 M. Deshalb ist der Wert der dritten Miinze gréfer als 7 M, also 10 M oder 20 M.
Wiére die dritte Miinze eine Miinze zu 20 M gewesen, dann miisste die Summe der Werte der beiden
anderen Miinzen genau 13 Mark betragen haben, das ist mit den angegebenen Miinzwerten jedoch nicht
moglich.

Also war die dritte Miinze eine Miinze zu 10 M, und die Summe der Werte der beiden anderen Miinzen
betrug genau 3 M. Das ist bei den angegebenen Miinzsorten nur moglich, wenn Klaus eine 2-Mark-Miinze
und eine 1-Mark-Miinze bei sich hatte.

Klaus hatte also bei diesem Einkauf eine 10-Mark-Miinze, eine 2-Mark-Miinze und eine 1-Mark-Miinze
bei sich.

Aufgabe 2 - 190832
Gegeben seien ein Punkt M sowie ein Kreis k mit M als Mittelpunkt. Gesucht ist ein Quadrat
ABCD, das folgende Eigenschaften hat:

(1) Die Eckpunkte A und D liegen auf der Kreislinie k.
(2) Die Quadratseite BC beriihrt den Kreis k in einem Punkt P, der zwischen B und C' liegt.

Begriinde und beschreibe eine Konstruktion, die (ausgehend von dem gegebenen Kreis k) zu einem
Quadrat mit diesen Eigenschaften fiihrt! Untersuche, ob es (zu gegebenen k) bis auf Kongruenz genau
ein solches Quadrat gibt!

I. Angenommen, ein Quadrat ABC' D habe die verlangten Eigenschaften. Dann liegt M wegen M A = M D
auf der Mittelsenkrechten m von AD. Ferner beriihrt die Gerade ¢t durch B, C den Kreis k in P, also ist
t senkrecht zur Geraden durch M, P.

Diese steht somit wegen AD || BC auch auf AD senkrecht und ist daher die Gerade m; damit ist gezeigt,
dass m durch P geht.

Da m auch Mittelsenkrechte von BC' ist, ist folglich P der Mittelpunkt von BC. Wendet man auf ABC'D
eine beliebige zentrische Streckung mit dem Zentrum P an, so entsteht ein Quadrat A’B'C’D’, dessen
Ecken B’,C’ auf t liegen und dessen Seite B’C’ den Mittelpunkt P hat.

II. Daher ist ABCD nur dann ein Quadrat mit den Eigen-
schaften (1), (2), wenn es durch folgende Konstruktion erhal-

C ten werden kann:
(3) Man zieht durch M eine Gerade, die m genannt sei. Einen

c’ ihrer Schnittpunkte mit k bezeichne man mit P.

F m  (4) Man konstruiert die Senkrechte ¢ in P auf m.

P (5) Auf ¢t wihlt man einen beliebigen Punkt B’ # P und

B verldngert die Strecke B’P iiber P hinaus um ihre eigene
Lange bis C".

B (6) Auf B'C’ errichtet man das Quadrat A’B’C’'D’ (nach
der Seite von ¢ hin, auf der k liegt).

) Die Strahlen aus P durch A’ bzw. durch D’ schneiden k in A bzw. D.
(8) Man f&llt die Lote AB bzw. DC von A bzw. D auf t.

III. Beweis, dass jedes so konstruierte Viereck ABCD ein Quadrat mit den Eigenschaften (1) und (2) ist:
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Nach Konstruktion liegen A und D auf k, also ist (1) erfillt. Ferner beriihrt die Gerade ¢, auf der B und
C liegen, den Kreis k in P. Nach Konstruktion ist m die Mittelsenkrechte von B’C’ und damit auch von
A'D’.

Daher liegen die Geraden durch P, A’ bzw. durch P, B’ symmetrisch zu m; dasselbe gilt fiir k£ und folglich
fiir A und D. Somit ist AD 1 m, also AD || A’D’. Da nach Konstruktion auch AB || A’B’ und DC' || D'C’
ist, geht ABCD aus A’B’C’'D’ durch eine zentrische Streckung mit dem Zentrum P hervor.

Folglich ist auch ABC'D ein Quadrat, und die Seite BC' wird von k in ihrem Mittelpunkt P beriihrt, so
dass (2) insgesamt erfiillt ist.

IV. Konstruktionsschritt (3) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar.

Die Schritte (5) und (6) fithren zwar nicht zu einem eindeutig bestimmten Quadrat A’B’C'D’, aber je
zwei der Quadrate, die entstehen koénnen, gehen auseinander durch eine zentrische Streckung mit dem
Zentrum P hervor. Daher sind die in (7) konstruierten Strahlen fiir alle in (5), (6) zu erhaltenden Quadrate
dieselben, d.h. durch (k und) P eindeutig bestimmt; dasselbe gilt somit fiir A, D und nach (8) fiir B, C.

Also gibt es (zu k) bis auf Kongruenz genau ein Quadrat mit den geforderten Eigenschaften.

Aufgabe 3 - 190833
Gegeben sei ein Quadrat ABC' D mit der Seitenlange a.

Eine Parallele zu AB schneide die Seiten BC und AD in den Punkten E bzw. F, eine Parallele zu
BC schneide AB und E'F in den Punkten G bzw. H, und eine Parallele zu AB schneide die Strecken
BE und GH in den Punkten J bzw. K.

a) Ermittle den Umfang des Rechtecks K JEH in Abhangigkeit von a unter der Bedingung, dass
die Rechtecke AGHF, GBJK, KJEH und FECD untereinander flicheninhaltsgleich sind!

b) Ermittle den Flacheninhalt des Rechtecks K JEH in Abhingigkeit von a unter der Bedingung,
dass die Rechtecke AGHF, GBJK, KJEH und FECD untereinander umfangsgleich sind!

a) Nach Voraussetzung hat jedes der vier genannten Rechtecke den
Flacheninhalt “4—2. Daraus folgt

D C
a? a 3
H = — = — = —
. . DP=—:CD=% : AF=Za
2 23 2
y FH=2 . Ar=%.2,=% . EH=%4
K S 1 41973 3
2 2
2
z =% pg=-%.2%,-3,
| ] 1 439738
A G B

1 _ __ 4a 3a __ 3
Also ist der gesuchte Umfang 2EH = 2EJ = 3 + 5 = ga.

b) Wir setzen BJ = z, K.J = y. Da die Rechtecke GBJK und KJEH umfangsgleich sind, ist 2(z +y) =
2(JE +y), also JE = z.

Da AGHF, GBJK und FECD umfangsgleich sind, ist die Summe der halben Umfinge von AGH F und
GBJK gleich dem Umfang von FECD, also FA+ AG + GB + BJ =2(CD + CE), d.h.

3z +a=2(a+a—2x)
Daraus folgt « = %a. Da AGHF und GBJK umfangsgleich sind, gilt FA+ AG = GB + BJ, d.h.

§a—l—a— = +§a
7 y=YTT

Daraus folgt y = %a. Also ist der gesuchte Flacheninhalt zy = %aQ.

Aufgabe 4 - 190834
Beweise, dass das Produkt dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen, vermehrt um die mittlere

Zahl, stets die dritte Potenz der mittleren Zahl ergibt!
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Ist  die mittlere der drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, so lauten sie x — 1, z und = + 1.
Bildet man daher ihr Produkt und vermehrt es um die mittlere Zahl, so erhélt man

(x—1)-z-(z+D)+z=2—z+z=2>

Aufgabe 5 - 190835

Es sei EG ein Durchmesser eines Kreises k. Die in E und G an k gelegten Tangenten seien ¢ bzw. t'.
Auf t sei eine Strecke AB so gelegen, dass E ihr Mittelpunkt ist. Die von A und B aus an k gelegten
(und von ¢ verschiedenen) Tangenten mogen ¢ in D bzw. C' schneiden. Der Radius von k sei r; die
Langen von AB bzw. C'D seien a bzw. c.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets die Gleichung 72 = 4¢ gilt!

D G c

Der Mittelpunkt von k sei M. Bei Spiegelung an der Geraden durch E, G geht k in sich iiber. Ebenso ¢
und ¢, und die Punkte A,B werden miteinander vertauscht. Das gilt folglich ebenfalls fiir die von A und
B an k gelegten Tangenten und somit falls fiir D und C.

Daher ist G der Mittelpunkt der Strecke C'D. Ferner folgt, dass im Trapez ABCD die Innenwinkel bei
A und B beide dieselbe Griéfle o und die Innenwinkel bei C' und D beide die Gréfle v = 180° — « haben
(Gegenwinkel an geschnittenen Parallelen).

Beriihrt & die Gerade durch B,C in F, so gilt ABEM = ABFM (ssw), also ZEBM < ZFBM = §.
Ebenso folgt ZGCM = % = 90° - §, also ZGMC = § (Winkelsumme im rechtwinkligen Dreieck CGM).
Daher sind die rechtwinkligen Dreiecke BM E und M CG einander dhnlich, und es folgt BE : EM =
MG :GC,also §:r=r:§ und somit r? = %aq w.z.b.w.

Aufgabe 6 - 190836
Ein Taxifahrer hatte den Auftrag, um 15.00 Uhr einen Gast vom Bahnhof abzuholen. Bei einer
Durchschnittsgeschwindigkeit von 50 kTm héatte er sein Ziel piinktlich erreicht. Auf Grund ungiinstiger

Verkehrsverhéltnisse konnte er jedoch nur mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 30 kTm fahren
und kam deshalb erst um 15.10 Uhr am Bahnhof an.

a) Berechne die Linge des Weges, den der Fahrer bis zum Bahnhof zuriickgelegt hat!

b) Berechne die Zeit, die der Fahrer bis zum Bahnhof benétigte!

a) Bei einer Geschwindigkeit von 30 % legte der Taxifahrer in 10 Minuten einen Weg von 30 - % km =5

km zuriick. Fiir diese Strecke hétte er mit einer Geschwindigkeit von 50 kTm eine Zeit von & h= -1 h =6

, 50 10
min bendtigt.

Fiir je 5 km benétigte der Taxifahrer daher 4 min mehr, als er bei einer Geschwindigkeit von 50 lem
gebraucht hitte. Da er genau 10 min zu spit kam, hatte er wegen 3 - 10 = 12,5 insgesamt eine Strecke

1
von 12,5 km zuriickgelegt.

b) Fiir die Weglénge 12,5 km wird bei einer Geschwindigkeit von 30 kTm eine Zeit von 13265 h= 15—2 h =25
min bendtigt.

Lésungen der III. Runde 1979 ibernommen von [5]
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2.22 XX. Olympiade 1980
2.22.1 I. Runde 1980, Klasse 8

Aufgabe 1 - 200811

Im Bild sind die Buchstaben so durch Ziffern zu ersetzen, dass alle waagerecht und senkrecht zu
lesenden Aufgaben richtig gerechnet sind. Dabei sind gleiche Buchstaben durch gleiche Ziffern, ver-
schiedene Buchstaben durch verschiedene Ziffern zu ersetzen. Eine Begriindung wird nicht verlangt.

Aufgabe 2 - 200812

a ¢ — d e = f f e
: + -
g b x g f = d b a
h e + &« g = Lk g
4 0 - 6 5 = T T 5
+ —
4 * 2 5 = 6 4
3 + 2 =

Ulrike fertigt gern Stickarbeiten an.

In der Mitte eines kleinen Deckchens mochte sie ein Muster erhalten,
das im Bild zur grofleren Deutlichkeit auf quadratisch angeordneten
Gitterlinien gezeichnet wurde.

Ulrike will bei der Herstellung dieses Musters den Stoff bei jedem
Nadelstich genau in einem Kreuzungspunkt von Gitterlinien durch-
stechen und dann den Faden so weiterfithren, dass der Stoff beim
nichsten Mal in einem Kreuzungspunkt durchstochen wird, der von
dem vorangehenden mindestens den im Bild angegebenen Abstand
a hat. Auf diese Weise soll das Muster mit einem einzigen Faden
hergestellt werden, und dieser soll so kurz wie moglich sein.

Zeichne eine Moglichkeit fiir die zu durchstechenden Kreuzungspunkte und ihre Reihenfolge sowie
fir den Verlauf des Fadens auf Vorder- und Rickseite des Deckchens! Begriinde, dass eine kiirzere
Fadenfithrung nicht moéglich ist!

Eine Moglichkeit fiir die Wahl der Reihenfolge der
Kreuzungspunkte und den Fadenverlauf auf der
Vorder- und Riickseite ist in der Abbildung angege-
ben. (gestrichelte Linie ... Faden auf der Riickseite,
durchgezogene Linie ... Faden auf der Vorderseite)

Dabei betrégt die Fadenlédnge 27a. Da das verlangte
Muster aus 14 Strecken der Léange a besteht, muss
der Fadenverlauf auf der Riickseite mindestens 13
Strecken aufweisen. Jede dieser Strecken soll min-
destens die Lange a haben.

Also kann es keine kiirzere Fadenlédnge als 27a ge-
ben, wenn die Bedingungen der Aufgabe erfiillt wer-

den sollen.
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Aufgabe 3 - 200813
Ein Vater, der von seinen Sohnen Fritz und Heinz begleitet wurde, kaufte sich im Warenhaus einen
Anzug, der mit einem Schild folgenden Inhalts versehen war: ”im Preis um 20% herabgesetzt.”

Auf dem Heimweg sagte Heinz: ”Vati, da hast du 25% des von dir gezahlten Preises eingespart.” Fritz,
der diese Bemerkung bezweifelte, fragte den Vater: "Stimmt das?”.

Dieser erklarte ihm darauf: ”Das stimmt. Ware der Preis des Anzugs nur um 10% herabgesetzt wor-
den, dann hétte ich allerdings nur 11%% des von mir gezahlten Preises eingespart.”

Beweise, dass diese Aussagen unabhingig von dem speziellen Wert des Preises vor der Preisherabset-
zung wahr sind!

War P der Preis vor der Preisherabsetzung, so sind 20% hiervon éP. Daher betrdgt der vom Vater
gezahlte Preis G = %P.

Die eingesparte Summe ist somit %P = i . %P = iG, also 25% von G, wie behauptet.

Ware der Preis nur um 10% , also um %P herabgesetzt worden, hétte der vom Vater gezahlte Preis
G = 1—90P betragen, und die eingesparte Summe wére %P = é . 1—90P = %G’, also 11%% von G’ gewesen,

w.z.b.w.

Aufgabe 4 - 200814

Gegeben sei ein Kreis k mit dem Radius r. AB und BC seien
zwei Sehnen der Léange r. In A, B und C seien die Tangenten
an den Kreis gelegt. Diese ergeben Schnittpunkte D, E und
F', wie im Bild angegeben.

Beweise aus diesen Voraussetzungen, dass das Dreieck DEF
gleichseitig ist!

Ist M der Mittelpunkt von k, so gilt nach Voraussetzung M B | F'D. Ferner sind die Dreiecke ABM und
BCM gleichseitig. Daher ist ZMBC = ZMBA = 60°.

Folglich gilt ZCBF = ZABD = 30°.

Da MC L EC und ZMCB = 60° gilt, folgt /BCF = 30°. Entsprechend erhélt man /BAD = 30°.

Daraus folgt sowohl ZDFE = 60° (1) als auch ZFDE = 60° (2) als Auflenwinkel der Dreiecke CBF
bzw. ADB.
Aus (1) und (2) folgt, dass das Dreieck DEF gleichseitig ist; w.z.b.w.

Lésungen der I. Runde 1980 tibernommen von [5]
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2.22.2 Il. Runde 1980, Klasse 8

Aufgabe 1 - 200821
Herr Schafer hatte sich zwei Hunde gekauft. Er musste sie aber bald wieder verkaufen. Dabei erhielt
er fiir jeden Hund 180 Mark.

Wie Herr Schéfer feststellte, hatte er damit an dem einen Hund 20% von dessen fritherem Kaufpreis
dazugewonnen, wihrend er den anderen Hund mit 20% Verlust von dessen fritherem Kaufpreis wei-
terverkauft hatte.

Untersuche, ob sich hiernach fiir Herrn Schéfer insgesamt beim Verkauf beider Hunde ein Gewinn
oder ein Verlust gegeniiber dem gesamten fritheren Kaufpreis ergeben hat! Wenn dies der Fall ist, so
ermittle, wie viel der Gewinn bzw. Verlust betragt!

War der frithere Kaufpreis des ersten Hundes  Mark, so erhielt Herr Schéfer beim Verkauf dieses Hundes
%x Mark = g Mark. Daher gilt

ga: = 180 also x = 150

War der frithere Kaufpreis des zweiten Hundes y Mark, so erhielt Herr Schéfer beim Verkauf dieses Hundes
%y Mark = %y 57 Mark. Daher gilt y = 225.

Somit hatte der frithere Kaufpreis 150 M + 225 M = 375 M betragen. Da Herr Schéfer die Hunde fiir
insgesamt 360 Mark weiterverkaufte, erlitt er insgesamt einen Verlust von 15 Mark.

Aufgabe 2 - 200822
Ermittle alle Paare (a; b) natiirlicher Zahlen mit a < b, die folgende Eigenschaften besitzen:

Die Summe der Zahlen a und b betrégt 192.
Der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a und b ist 24.

Wenn (a;b) ein Paar natiirlicher Zahlen mit den geforderten Eigenschaften ist, so folgt:

24 ist ein Teiler sowohl von a als auch von b, also gibt es natiirliche Zahlen p, ¢ mit a = 24p, b = 24q.
Da 24 sogar der grofite gemeinsame Teiler von ¢ und b ist, folgt ferner: p und ¢ sind zueinander teilerfremd.
(1)

Aus a < b folgt weiter 24p < 24q, also p < ¢q;  (2)

aus a + b = 192 folgt 24p + 24¢g =192, alsop+¢=38. (3)

Nun werden die Forderungen (2) und (3) nur durch folgende natiirliche Zahlen p,q erfiillt:

b g
0 8
1 7
2 6
3 5

Forderung (1) ist hierbei nur fiir p = 1,¢ = 7 und fiir p = 3,¢ = 5 erfiillt. Daher kénnen nur die Paare
(24;168), (72;120) die geforderten Eigenschaften besitzen.

Sie besitzen diese Eigenschaften; denn es gilt:

24 < 168, 72 < 120; 24 + 168 =192, 72 4+ 120 = 192.

Wegen 168 = 724 ist 24 der ggT. von 24 und 168, wegen 72 = 3- 24 und 120 = 5- 24 ist 24 der ggT. von
72 und 120, da 3 und 5 teilerfremd sind.

Aufgabe 3 - 200823

Gegeben sei ein Halbkreis mit dem Durchmesser AB und dem Mittelpunkt M. Ferner seien P und
Q@ zwei von A und B und voneinander verschiedene Punkte auf diesem Halbkreis. Die in P und @
auf der Geraden durch P und @ errichteten Senkrechten mégen AB in R bzw. in S schneiden.

Beweise, dass dann RM = SM gilt!
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R T M S

o~

Da die Mittelsenkrechte einer Sehne stets durch den Mittelpunkt des Kreises verlauft, schneidet die
Mittelsenkrechte auf PQ den Durchmesser AB in M.

Sie verlauft aulerdem parallel zu PR und QS und ist somit Mittellinie des Trapezes PQSH. Folglich
halbiert sie die Trapezseite RS in M, d.h., es gilt RM = SM, w.z.b.w.

Aufgabe 4 - 200824
Von einem Dreieck ABC' und einer Geraden g werde vorausgesetzt:

(1) Es gilt AB = AC.

(2) Die Gerade g schneidet die Strecke BC' in einem Punkt F, die Strecke AC in einem Punkt E
und die Verldngerung der Strecke BA iiber A hinaus in einem Punkt D.

(3) Es gilt CE = CF.
(4) Der Winkel ZEDA hat die Grofe 18°.

Ermittle aus diesen Voraussetzungen die Grofle o des Winkels ZABC, die Grofle S des Winkels
ZEFC sowie die Grofle v des Winkels ZC' AB!

(I) Da der Winkel ZDFC' Aulenwinkel des Dreiecks DBF ist, gilt 8 + a = 18°.

(IT) Im Dreieck EFC gilt, da es gleichschenklig mit CE = CF ist, ZCEF = ZEFC = (3, mithin nach
dem Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck, angewandt auf das Dreieck EFC, a4+ 8 + v = 180°, und
wegen (I)

a+a+18° + a+ 18° = 180°

woraus man « = 48° erhélt.
(ITI) Aus o = 48° und 8 = a + 18° folgt J = 66°.
(IV) Im Dreieck ABC' ist nun nach dem Satz iiber die Winkelsumme v = 180° — 2« mithin v = 84°.

Lésungen der II. Runde 1980 ibernommen von [5]
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2.22.3 lll. Runde 1980, Klasse 8

Aufgabe 1 - 200831
Uwe erzahlt:

"In den Winterferien machten wir mit einer Reisegesellschaft eine Fahrt in den Harz.
Daran nahmen nicht mehr als 80 Personen teil, und zwar waren es genau 3 Ménner
weniger als Frauen und genau 20 Erwachsene mehr als Kinder. Unterwegs wurden wir in
genau 7 Gruppen von gleicher Personenzahl aufgeteilt.”

Ermittle alle Moglichkeiten, die Anzahlen der Manner, Frauen und Kinder so anzugeben, dal Uwes
Aussagen zutreffen!

Treffen Uwes Aussagen fiir eine Angabe von Anzahlen der Méanner, Frauen und Kinder zu und ist dabei
m die Anzahl der teilnehmenden Ménner, so ergibt sich:

Die Anzahl der teilnehmenden Frauen ist m+3, die Anzahl der Erwachsenen also 2m+3; es gilt 2m+3 > 20
(1)

und die Anzahl der Kinder ist 2m + 3 — 20.

Somit ist m +m + 3 4+ 2m 4+ 3 — 20 = 4m — 14 die Gesamtzahl aller Teilnehmer. Daher gilt einerseits
4m — 14 < 80 (2)

andererseits ist 4m — 14 durch 7 teilbar. Das gilt folglich auch fiir 4m; somit ist wegen der Teilerfremdheit
von 4 und 7 m durch 7 teilbar. (3)

Wire m < 7, so wére 2m + 3 < 17, im Widerspruch zu (1); wire m > 28, so wire 4m — 14 > 98, im
Widerspruch zu (2).

Daher kénnen (1), (2), (3) nur erfiillt sein, wenn m = 14 oder m = 21 ist. Somit kénnen nur die in der
folgenden Tabelle angegebenen Personenzahlen mit Uwes Angaben iibereinstimmen. Aus der Tabelle ist
zugleich ersichtlich, dass sie tatsdchlich mit diesen Angaben iibereinstimmen:

Ménner Frauen Erwachsene Kinder  Teilnehmer
m m+3 2m + 3 2m — 17 4dm — 14
14 17 31 11 42
21 24 45 25 70

Aufgabe 2 - 200832
Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen n mit der Eigenschaft, dass das Produkt aus den ein-
zelnen Ziffern von n gleich dem Fiinffachen der Quersumme von n ist!

Wenn eine dreistellige natiirliche Zahl n die geforderte Eigenschaft hat, so gilt fiir ihre drei Ziffern, in
irgendeiner Reihenfolge mit a, b, ¢ bezeichnet,

abc=5(a+b+c) (1)

Wire eine der Ziffern a,b, ¢ gleich 0, so folgte abc = 0, nach (1) also a + b + ¢ = 0, und hieraus wegen
a>0,b>0,c>0 weiter a = b =c =0, im Widerspruch dazu, dass n dreistellig ist. Also gilt

1<a<9, 1<b<9, 1<¢<9 (2)

Nach (1) ist die Primzahl 5 ein Teiler von abc, also von (mindestens) einer der Ziffern a,b, c. Wegen (2)
ist diese Ziffer gleich 5; wegen der beliebigen Wahl der Reihenfolge kann etwa ¢ = 5 angenommen werden.
Hiernach folgt aus (1)

ab=a+b+5 (3)

Aus (3) folgt
ab—a—b+1=6 = (a—1)(b-1)=6 (4)

Nach (2) sind auch a — 1 und b — 1 natiirliche Zahlen; wegen der beliebigen Wahl der Reihenfolge kann
etwa a < b angenommen werden, wonach es fiir (4) nur die beiden Moglichkeiten gibt, dass entweder
a—1=1,b—1=6,alsoa=2,b=7 (5) oder

a—1=2b—1=3,alsoa=3,b=4 (6)
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gilt. Beriicksichtigt man nun noch alle Moglichkeiten der Reihenfolge von a,b, ¢, so ergibt sich, dass nur
die Zahlen
257,275,527,572,725,752,345, 354,435,453, 534, 543

die geforderten Eigenschaften haben kénnen. Sie haben diese, wie die Probe zeigt.

Aufgabe 3 - 200833
Konstruiere ein Dreieck ABC aus r = 4; b = 6 und ¢ = 7 cm! Dabei seien r der Umkreisradius des
Dreiecks und b, ¢ die Langen der Seiten AC' bzw. AB des Dreiecks ABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
ABC bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

(I) Angenommen, ein Dreieck ABC erfiille die Bedingungen der
Aufgabe.

Sein Umkreis sei mit k, sein Mittelpunkt mit M bezeichnet.
Dann ist das Dreieck ACM nach dem Kongruenzsatz sss ein-
deutig bestimmt. Der Punkt B liegt einerseits auf & und ande-
rerseits auf dem Kreis um A mit dem Radius c.

(IT) Daher entspricht ein Dreieck ABC nur dann den Bedingun-
gen der Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:

(1) Man konstruiere ein Dreieck ACM aus AC = b, AM =
CM =r.

(2) Um A zeichne man den Kreis &’ mit dem Radius ¢. Man
wiahle einen der Schnittpunkte von k mit &’ und bezeichne ihn
mit B.

(III) Beweis, dass jedes so konstruierte Dreieck ABC' den Bedingungen der Aufgabe entspricht:
Nach Konstruktion haben b, c und r die geforderten Langen, und k ist der Umkreis des Dreiecks ABC'.

(IV) Der Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar. Wegen b < ¢ < 2r ent-
stehen beim Konstruktionsschritt (2) genau zwei Schnittpunkte, die sich so mit B; bzw. Bs bezeichnen
lassen, dass M im Innern des Dreiecks AB;C, aber aulerhalb des Dreiecks AB>C' liegt. Daher ist das
Dreieck AB;C' spitzwinklig, das Dreieck AB>;C aber stumpfwinklig; somit sind diese beiden Dreiecke
nicht zueinander kongruent.

Durch die gegebenen Stiicke ist ein Dreieck ABC daher nicht eindeutig bestimmt.

Aufgabe 4 - 200834

Auf einem Tisch liegen vier Spielkarten mit der Bildseite nach unten.
Sie sind von links nach rechts in einer Reihe angeordnet, mit gleich-
groflen Abstdnden jeweils zwischen unmittelbar benachbarten Karten

(sieche Abbildung).
Den Mitspielern werden folgende Angaben mitgeteilt: Die vier Karten sind ein Bube, eine Dame, ein

Konig und ein As, jede Karte in einer der vier Farben Kreuz, Pik, Herz, Karo, wobei jede dieser
Farben genau einmal vertreten ist. Ferner gilt:

(1) Die Dame ist weiter vom As entfernt als das As vom Konig.
(2) Der Bube liegt ndher am As als der Konig.

(3) Von der Herzkarte bis zur Karokarte ist der Abstand geringer als von der Kreuzkarte bis zur
Herzkarte.

(4) Die Karokarte liegt weiter entfernt von der Herzkarte als von der Pikkarte.
(5) Die Pikkarte liegt unmittelbar benachbart links neben der Dame.

Beweise, dass aus diesen Angaben eindeutig hervorgeht, um welche Karten es sich handelt und in
welcher Reihenfolge von links nach rechts sie auf dem Tisch liegen!
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Bube, Dame, Konig, As seien mit B, D, K bzw. A bezeichnet, die Kreuz-, Pik-, Herz-, Karokarte mit Kr,
Pk, Hz bzw. Ka.

Wenn eine Reihenfolge von Karten den Angaben entspricht, so folgt: Zwischen K und A liegt wegen
(2) mindestens eine Karte; denn sonst kénnte der Abstand zwischen B und A nicht kleiner sein als der
zwischen A und K. Aus (1) folgt daher:

Zwischen D und A liegen (mindestens zwei, also genau) die beiden anderen Karten, d.h., die Reihenfolge
ist eine der vier in (6), (7) genannten:

DBKA, DKBA, (6) ; ABKD, AKBD (7)

Die in (6) genannten weisen links von D keine Karte auf, widersprechen also (5) und scheiden daher aus.
Von den in (7) genannten Reihenfolgen entspricht nur

ABKD  (8)

der Bedingung (2).
Weiter folgt: Zwischen Ka und Hz liegt wegen (4) mindestens eine Karte, zwischen Kr und Hz wegen
(3) daher die beiden anderen Karten, d.h., die Reihenfolge ist eine der vier in (9), (10) genannten:

KrPkKaHz,HzPkKaKr, (9) ; KrKaPkHz,HzKaPkKr (10)

Davon entsprechen nur die in (10) genannten Reihenfolgen der auf (8) angewandten Bedingung (5). Von
den Reihenfolgen (10) entspricht nur
KrKaPkHz

der Bedingung (4). Damit ist bewiesen, dass aus den Angaben eindeutig hervorgeht: Auf dem Tisch liegen
die Karten Kreuz-As, Karo-Bube, Pik-Kénig, Herz-Dame von links nach rechts in dieser Reihenfolge.

Aufgabe 5 - 200835
Zwei Strahlen s; und s;, die von einem Punkt S ausgehen und miteinander einen rechten Winkel
bilden, mogen von zwei zueinander parallelen Geraden g und h geschnitten werden. Die Gerade g

schneide s; in A und s, in C, die Gerade h schneide s; in B und s, in D. Ferner gelte SB = 5 cm,
und der Flicheninhalt des Dreiecks SAC betrage genau 36% des Flacheninhalts des Dreiecks SBD.

Ermittle aus diesen Voraussetzungen die Lange der Strecke SA!

Der Flacheninhalt des Dreiecks SBD betréagt % = W‘
Der Flécheninhalt des Dreiecks SAC betrigt %.

Nach Voraussetzung sind das 36 % des Flacheninhalts des Dreiecks SBD. Daher gilt
36

SA-SCZW-SDﬁcm (1)
Nun gilt nach einem Teil des Strahlensatzes SC : SD = SA : 5 cm, also
SA-SD
SC = ——— 2
Scm @)
Setzt man SC' aus (2) in (1) ein, so erhilt man
SA?2.SD 36
el <) 5 W
Sem 100 0D P

und daraus SA2 = 9 cm? und mithin SA = 3 cm.

Aufgabe 6 - 200836
Von zwei Dreiecken ABC; und ABC5 werden die folgenden Eigenschaften (1), (2) und (3) vorausge-
setzt:

Beweise aus dieser Voraussetzung, dass die Umkreise der Dreiecke ABC; und ABC5 gleiche Radien
haben!
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Der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC sei My, der des Dreiecks ABCs sei Ms. Die Winkel ZC1AB
und ZC5AB sind jeweils Peripheriewinkel in den Umkreisen.

o M2

C2

Wegen (1) sind sie gleichgrof}; die zugehorigen Zentriwinkel ZC; My E und £C5 M, B sind daher nach dem
Satz iiber Zentri- und Peripheriewinkel ebenfalls gleichgrofi.

Da die Dreiecke C1 M7 D und Cy M5B beide gleichschenklig sind, in der Gréfle des Winkels an der Spitze
und damit auch in der Grofe ihrer Basiswinkel iibereinstimmen, sind sie wegen (2) nach dem Kongru-
enzsatz wsw kongruent.

Folglich gilt M1 B = M>B, d.h. die Radien der beiden Umkreise sind einander gleich, w.z.b.w.

Lésungen der III. Runde 1980 ibernommen von [5]
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2.23 XXI. Olympiade 1981
2.23.1 I. Runde 1981, Klasse 8

Aufgabe 1 - 210811 XXXXXXXXX
In nebenstehender Figur soll jedes Zeichen X durch eine der XXXXXXXXXXXXXXX
natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 so ersetzt werden, dass XX XXXX
in der zweiten bis neunten Zeile jede Zahl gleich dem absoluten Be- XX XXX
trag der Differenz der beiden dariiberstehenden Zahlen ist! X X X X
Gib eine derartige Ersetzung an! X XX
XX
X
Beispiele:
3 9 8 1 9 8 1 7 6 6 1 9 8 1 9 8 1 7
6 1 7 8 1 7 6 1 5 8 1 7 8 1 7 6
5 6 1 7 6 1 5 3 7 6 1 7 6 1
1 5 6 1 5 4 4 1 5 6 1 5
4 1 5 4 1 3 4 1 5 4
3 4 1 3 1 3 4 1
1 3 2 2 1 3
2 1 1 2
1 1

Aufgabe 2 - 210812

Bei einem GST-Wettkampf im Luftgewehrschieflen gaben Falk und Heiko je 5 Schuss ab. Auf den
Scheiben wurden folgende Treffer ermittelt: Je genau einmal die 3, zweimal die 5, zweimal die 6,
zweimal die 7, einmal die 8, einmal die 9, einmal die 10. Weiterhin ist bekannt:

(1) Falk erzielte mit seinen letzten vier Schiissen neunmal so viele Ringe wie mit seinem ersten
Schuss.

(2) Falk schoss die 9.
Lassen sich nach diesen Angaben die folgenden beiden Fragen eindeutig beantworten?
a) Welcher der beiden Jungen erzielte das bessere Ergebnis?

b) Welcher der beiden Jungen schoss die 107

a) Da die Treffer 3, 5, 5, 6, 6, 7, 7, 8, 9, 10 erzielt wurden, konnte die Summe der Ringe bei vier Schiissen
hochstens 74+ 8 + 9 + 10 = 34 (*) betragen haben.

Hétte Falk mit seinem ersten Schuss eine 5 (oder eine hohere Ringzahl erzielt, dann hétte die Summe der
vier anderen Ringzahlen wegen (1) gleich (oder grofier als) 45 sein miissen, was im Widerspruch zu (¥*)
steht.

Falk muss also mit seinem ersten Schuss die Ringzahl 3 erzielt haben, er erreichte somit 30 Ringe. Heiko
war wegen 3+5+54+64+6+7+7+8+9+ 10 =66 und 66 — 30 = 36 mit seiner Ringzahl von 36 der
bessere Schiitze von beiden.

b) Falk schoss nach a) die 3 und wegen (2) die 9. Hétte er auch die 10 geschossen, miissten sich die
restlichen 30 — 3 — 9 — 10 = 8 Ringe als Summe zweier Treffer aus Ringzahlen 5,5,6,6,7,7,8 darstellen
lassen.

Dies ist jedoch nicht moglich (die beiden kleinsten ergeben bereits 10). Folglich schoss Heiko die 10.

Aufgabe 3 - 210813

a) Beweise den folgenden Satz:

Wenn alle vier Seiten eines Vierecks dieselbe Linge haben, dann stehen die Diagonalen des Vierecke
aufeinander senkrecht.

296



2.23.1 1. Runde 1981, Klasse 8

b) Formuliere die Umkehrung dieses Satzes und untersuche, ob sie auch gilt!

a) Zu beweisen ist: Wenn ABCD ein Viereck ist mit AB = BC = CD = DA, dann folgt AC L BD.

D C

A B

Beweis: Es sei M der Mittelpunkt von AC. Dann ist BM Seitenhalbierende in dem gleichschenkligen
Dreieck ABC, also auch Hoéhe, d.h., es gilt AC 1 BM. Ebenso folgt AC L DM. Daher enthilt die
Senkrechte in M auf AC beide Strecken BM und DM, d.h., es gilt AC L BD.

b) Die Umkehrung lautet: Wenn die Diagonalen eines Vierecks aufeinander senkrecht stehen, dann haben
alle vier Seiten des Vierecks gleiche Lange.

Diese Umkehrung gilt nicht, wie z.B. ein folgendermaflen zu erhaltendes Viereck zeigt:

D

B

Auf einer Geraden g wéhle man drei Punkte A,M,C in dieser Reihenfolge mit AM > MC. Auf der
Senkrechten in M auf AC wihle man zwei Punkte B,D (so, dass M zwischen B und D liegt).
Dann ist ABCD ein Viereck mit AC' L BD. Wegen AM > MC gilt aber DA > DC.

Aufgabe 4 - 210814

Einer Brigade der ausgezeichneten Qualitat war der Auftrag erteilt worden, in méglichst kurzer Zeit
eine gewisse Anzahl Messgerite fertigzustellen. Die Brigade bestand aus einem erfahrenen Arbeiter
als Brigadier und neun jungen Arbeitern, die eben erst ihre Ausbildung beendet hatten.

Im Laufe eines Tages stellte jeder von den neun jungen Arbeiter 15 Geréte fertig, der Brigadier aber
9 Gerite mehr als jedes der zehn Brigademitglieder im Durchschnitt.

Wie viel Messgeriite wurden insgesamt von der Brigade an diesem Arbeitstag fertiggestellt?

Wenn man alle diejenigen Geréte, die die neun jungen Arbeiter fertigstellten, und dazu 9 von den Geréten,
die der Brigadier fertigstellte, gleichméfig auf die neun jungen Arbeiter verteilt, so entféllt auf jedes der
zehn Brigademitglieder der genannte Durchschnitt, das sind also fiir jedes Mitglied gleich viele Gerate.
Da hierbei auf jeden der neun jungen Arbeiter genau 16 Geréte entfallen, so folgt wegen 10 - 16 = 160.
Es wurden an diesem Tag insgesamt 160 Geréte fertiggestellt.

Lésungen der I. Runde 1981 dbernommen von [5)
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2.23.2 Il. Runde 1981, Klasse 8

Aufgabe 1 - 210821

Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen a, fiir die i <o < % gilt!

I. Wenn eine natiirliche Zahl a die geforderte Ungleichung erfiillt, so gilt:

1 a a 1
a4 -4 o= 12
15 ar12 R I (1,2)

Aus (1) folgt a + 12 < 4a, also 12 < 3a, folglich 4 < a. Aus (2) folgt 3a < a + 12, also 2a < 12, folglich
a < 6.

Die einzige natiirliche Zahl, die (3) und (4) erfiillt, ist @ = 5. Daher kann nur diese Zahl die geforderte
Ungleichung erfiillen.

Sie erfiillt diese Ungleichung, wie die Probe zeigt.
2. Losungsweg:

Bildet man 4 fiir zwei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen a = n und a = n + 1, so erhélt man die

n n+1
Zahlen ) und rRER

Bringt man sie auf den gemeinsamen Nenner (n + 12)(n + 13), so lauten sie

n(n+13) n? +13n baw (n+1)(n+13)  n?+13+12
(n+12)(n+13)  (n+12)(n + 13) ' (n+12)(n+13)  (n+12)(n + 13)

Daher gilt stets 5 < 7:’4113, d.h. die fiir a = 0,1, 2, ... gebildeten Zahlen erfiillen die Ungleichungen

0<i<z<i<i<i<£<l<
13 14 15 16 17 18 19 7

Wegen 14—6 = i und 1% = % erfiillt somit genau die natiirliche Zahl a = 5 die geforderte Ungleichung.
Aufgabe 2 - 210822

Gegeben sei die Seitenlinge a eines Quadrates ABCD. Um B und D seien
mit dem Radius a Kreisbogen gezeichnet, die in dem Quadrat ABCD eine
blattartige Figur (im Bild blau) einschliefien.

a) Berechne fiir a = 3,5 cm den Fldcheninhalt der schraffierten Fldche!

b) Ermittle eine allgemeine Formel, die angibt, wie der Flidcheninhalt der
blattartigen Figur von der gegebenen Seitenldnge a abhéngt! A a B

a) Durch die Diagonale AC wird das Quadrat und (wegen der symmetrischen Lage der beiden Kreisbogen)
auch die schraffierte Flache halbiert.

Daher ergibt sich die Héalfte des gesuchten Flécheninhaltes, indem man vom Flidcheninhalt des um B
gezeichneten Viertelkreises den Fldcheninhalt des Dreiecks ABC (d.h. den halben Flicheninhalt des
Quadrates) subtrahiert. Also betriagt der gesuchte Flicheninhalt

1
2. (Z 352 — 5 3’52) em? = (g — 1) -3,5% em? ~ 6,98 cm?

b) Mit derselben Begriindung wie in a) ergibt sich fiir den gesuchten Flacheninhalt die Formel

2.<7T.a21.a2)(7r1>a2
4 2 2
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Aufgabe 3 - 210823

a) Beweise folgenden Satz:

Wenn ein Dreieck ABC' gleichseitig ist, dann ist die Summe irgend zweier zu verschiedenen
Ecken gehorender Auflenwinkel stets doppelt so gro8 wie die Summe der zugehérenden Innen-
winkel.

b) Untersuche, ob auch die folgende Umkehrung des in a) genannten Satzes gilt: Wenn in einem
Dreieck ABC' die Summe irgend zweier zu verschiedenen Ecken gehérender Auflenwinkel stets
doppelt so groff ist wie die Summe der zugehorigen Innenwinkel, dann ist das Dreieck ABC
gleichseitig.

a) Wenn das Dreieck ABC gleichseitig ist, dann betrdgt jeder Innenwinkel 60°, jeder Auflenwinkel also
180° — 60° = 120°. Die Summe der zu zwei Ecken gehérenden Auflenwinkel betrdgt mithin 240°, die
Summe der zu diesen Ecken gehérenden Innenwinkel betragt 120°. Da 240° das Doppelte von 120° ist,
ist hiermit der geforderte Beweis gefiihrt.

b) Die zu den Ecken A,B,C gehérenden Innenwinkelgrofen seien «, 8 bzw. ; die zugehorigen Auflenwin-
kelgroBlen sind dann 180° — «, 180° — 8 bzw. 180° — .
In der zu untersuchenden Umkehrung besagt die Voraussetzung daher, dass die drei Gleichungen

(180° — o) 4 (180° — ) = 2(a + 3) (1)

(180° = B) + (180° — ) = 2(5 +7) (2)

(180° —v) + (180° — a) = 2(y + «) (3)

gelten. Aus (1) folgt 360° —a— 8 = 2a+ 20, also 3a+ 36 = 360° und daher (und aus (2) und (3) ebenso)
a+ B =120° ; B+~ =120° ; v+ a=120° (4,5,6)

Aus (4) und (5) folgt a =~ (7), aus (5) und (6) folgt o = 3 (8).
Mit (7) und (8) ist aber die Aussage gewonnen, dass das Dreieck ABC gleichseitig ist. Damit ist bewiesen,
dass auch die zu untersuchende Umkehrung gilt.

Aufgabe 4 - 210824
Uber den Mitgliederstand einer Betriebssportgemeinschaft (BSG), in der genau fiinf Sektionen be-
stehen, wurden folgende Angaben gemacht:

- Genau 22 Mitglieder der BSG gehoren zur Sektion Schach.

- Genau ein Drittel aller Mitglieder der BSG gehoren zur Sektion Fufball.

- Genau ein Fiinftel aller Mitglieder der BSG gehoren zur Sektion Leichtathletik.

- Genau drei Siebentel aller Mitglieder der BSG gehoren zur Sektion Tischtennis.

- Genau zwei Neuntel aller Mitglieder der BSG gehoren zur Sektion Turnen.

- Genau 8 Mitglieder der BSG gehoren zu je genau drei verschiedenen Sektionen.

- Genau 72 Mitglieder der BSG gehoren zu mindestens zwei verschiedenen Sektionen.

- Kein Mitglied der BSG gehort mehr als drei Sektionen an, aber jedes Mitglied mindestens einer
Sektion.

Untersuche, ob es eine Zusammenstellung von Mitgliederzahlen sowohl der gesamten BSG als auch
der fiinf einzelnen Sektionen gibt, so dass alle diese Aussagen zutreffen! Untersuche, ob diese Mitglie-
derzahlen durch die Aussagen eindeutig bestimmt sind! Ist das der Fall, so gib die Mitgliederzahlen
an!

I. Wenn fiir eine Zusammenstellung von Mitgliederzahlen alle genannten Aussagen zutreffen, so folgt:
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Ist = die Mitgliederzahl der BSG, so sind die Mitgliederzahlen der genannten Sektionen

T T 3 2
22, =, =, = — 1
) 3 ) 5 ) 71.7 9x ( )
Addiert man diese Zahlen, so hat man damit jedes Mitglied der BSG so oft erfasst, wie die Anzahl
der Sektionen angibt, denen das betreffende Mitglied angehort. Dieselbe Art der Erfassung kann man
folgendermaflen erreichen:

Man erfasse jedes der x Mitglieder zunéchst einmal, dann die im Aufgabentext genannten 72 Mitglieder
noch ein zweites Mal und schliellich die zuvor genannten 8 Mitglieder noch ein drittes Mal. Daher gilt

r x 3 2
2+ -+-+3 —x = 80
+3+5+7x+9x T+

Durch Subtraktion von 22 + x und Multiplikation mit 315 folgt
105z 4 63z + 1352 + 70z — 315z = 18270 = x =315

Nach (1) konnen daher die genannten Aussagen nur dann zutreffen, wenn 315 die Mitgliederzahl der BSG
ist und 22, 105, 63, 135, 70 die Mitgliederzahlen der Sektionen sind.

II. Werden umgekehrt diese Mitgliederzahlen fiir die Sektionen erreicht und wird zusétzlich erreicht, dass
genau 72 Mitglieder zu je mindestens zwei Sektionen gehéren und von diesen genau 8 zu je genau drei
Sektionen, so betrdgt die Mitgliederzahl der BSG wegen 22 + 105 4 63 + 135 4+ 70 — 72 — 8 = 315 dann
315.

Also treffen damit auch die Aussagen zu, dass die Mitgliederzahlen 105, 63, 135, 70 dasselbe sind wie

%, %, % bzw. % der Mitgliederzahl der BSG.
Aus I. und II. folgt: Es gibt eine Zusammenstellung von Mitgliederzahlen der BSG und der Sektionen so,
dass alle genannten Aussagen zutreffen. Sie ist durch die Aussagen eindeutig bestimmt und lautet:

BSG: 315; Sektionen: 22, 105, 63, 135, 70.

Lésungen der II. Runde 1981 ibernommen von [5]
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2.23.3 lll. Runde 1981, Klasse 8

Aufgabe 1 - 210831
In dem Schema

A B B C — D C E = F B E G
: < =
C D . H E = J D A F
J F K 4+ D D A = J J F C
sollen die Buchstaben so durch Ziffern (0, 1, 2, ... , 9) ersetzt werden, dass alle waagerechten und

senkrechten Aufgaben richtig gerechnet sind. Insbesondere soll die Ziffer 0 nicht als Anfangsziffer
einer mehrstelligen Zahl auftreten. Gleiche Buchstaben sollen durch gleiche Ziffern und verschiedene
Buchstaben durch verschiedene Ziffern ersetzt werden.

Ermittle alle Ersetzungen, die diese Forderungen erfiillen!
I. Wenn eine Ersetzung die gestellten Forderungen erfiillt, so folgt:
Da die Summe zweier dreistelliger Zahlen stets kleiner als 2000 ist, folgt aus der dritten Zeile
J=1 (1)
Ferner folgt: Wére D < 8, so wire JFK + DDA < 200 4 900 im Widerspruch zu JFC > 1000. Also ist
D=9 (2)

Demnach ist B < 9; folglich muss in der dritten Spalte die Anfangsziffer /' des Minuenden sowohl um
die Anfangsziffer J = 1 des Subtrahenden als auch um einen Ubertrag 1 vermindert werden, um die
Anfangsziffer J = 1 der Differenz zu erhalten. Daraus folgt

F=3 (3)

Aus Zeile 1 folgt, dass die Anfangsziffer A des vierstelligen Minuenden nur deshalb von der Anfangsziffer
F = 3 der vierstelligen Differenz verschieden sein kann, weil sie um den Ubertrag 1 vermindert wurde;
denn der Subtrahend in dieser Zeile ist nur dreistellig. Also ist

A=4 (4)

Aus der zweiten Zeile und der Primfaktorzerlegung 1943 = 29 - 67 folgt unter Beriicksichtigung von (2)

C=2 H=6, E=T7 (5)
Damit ergibt die dritte Zeile
K=8 (6)
und die dritte Spalte
B=0, G=5 (7)

Folglich kann nur die in (1) bis (7) genannte Ersetzung die Forderungen der Aufgabe erfiillen.

II. Sie erfiillt diese Forderungen; denn die Buchstaben werden dabei so durch Ziffern ersetzt, dass gleiche
Buchstaben durch gleiche Ziffern und verschiedene Buchstaben durch verschiedene Ziffern ersetzt sind
und dass alle waagerechten und senkrechten Aufgaben des Schemas

4 0 O 2 - 9 2 7 = 3 0 7 5
: + —

2 9 . 6 7 = 1 9 4 3

13 8 + 9 9 4 = 1 2

richtig gerechnet sind, insbesondere 0 nicht als Anfangsziffer einer mehrstelligen Zahl auftritt.

Also erfiillt genau die Ersetzung (1) bis (7) alle Forderungen der Aufgabe.
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Aufgabe 2 - 210832

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit C als Scheitel des rechten Winkels. Der Mittelpunkt der
Seite AC' sei M. Der Kreis K um M durch A schneide die Seite AB aufler in A auch in E. Die
Tangente an k in E schneide die Seite BC' in D.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen das Dreieck BDFE gleichschenklig ist!

Die Grofie des Winkels ZC' AB sei mit a bezeichnet. Das Drei-
eck AEM ist wegen AM = EM gleichschenklig, und es gilt
/ZAEM = «. Der Winkel ZMED ist ein rechter Winkel, da
die Tangente stets senkrecht auf dem Beriihrungsradius steht.
Mithin ist
/DEB =180° — 90° —a = 90° — «

Im Dreieck ABC ist wegen des Winkelsummensatzes
/ZABC = 90° — «a. Da also ZABC = /DEB ist, und

beide Winkel Innenwinkel des Dreiecks EBD sind, ist dieses
gleichschenklig, w.z.b.w.

2. Losungsweg: Aus ME = MC und ZMCD = ZMED = 90° folgt: M ECD ist ein Drachenviereck, also

gilt ED = DC sowie CE L MD.

Da nach dem Satz von Thales, angewandt auf das Dreieck AEC, auch CE 1 AF gilt, folgt M D || AB.
Hieraus und aus AM = MC erhélt man nach dem Strahlensatz BD = DC'. Damit ist ED = BD gezeigt.

Aufgabe 3 - 210833

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit den Seitenlingen BC = 4 cm, AC =5 cm und AB = 6 cm. Auf
der Seite C'B sei M; derjenige Punkt, fiir den BM; = 3 cm ist. Um M; sei der Kreis k1 mit dem

Radius 5,5 cm gezeichnet.

Zu diesen gegebenen Stiicken soll ein dem Dreieck ABC' dhnliches Dreieck A’ B’C” konstruiert werden,
dessen Eckpunkte sdmtlich auf dem Kreis k; liegen.

Beschreibe eine Konstruktion eines solchen Dreiecks A’B’C’ und beweise, dass es die geforderten
Eigenschaften hat, wenn es nach dieser Konstruktionsbeschreibung konstruiert wird!

Hinweis: Eine ” Analyse” (Schlussfolgerung aus der Annahme, ein Dreieck A’ B’C” habe die verlangten
Eigenschaften, zur Herleitung der Konstruktionsbeschreibung) und eine "Determination” (Diskussion
auf Existenz und Eindeutigkeit der Konstruktion) werden nicht verlangt.

I. Konstruktionsbeschreibung:

(1) Man konstruiert den Schnittpunkt M zweier Mittelsenkrechten des Dreiecks ABC.
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(2) Man wendet auf A, B und C die Verschiebung mit dem Verschiebungspfeil J\/[—]\Jl> an. Die erhaltenen
Bildpunkte von A, B, C seien A", B” bzw. C".

(3) Man verlangert My A”, My B”, M;C" jeweils iiber A”, B” bzw. C" hinaus bis zum Schnitt mit k. Die
Schnittpunkte seien A’, B’ bzw. C’.

II. Beweis, dass jedes so konstruierte Dreieck A’B’C” die geforderten Eigenschaften hat:
Nach Konstruktionsschritt (3) liegen A’, B’ und C" auf k;, also gilt:
MA" = MyB' = My C' *)

Ferner ist der in (1) konstruierte Punkt M Mittelpunkt des Umkreises k& des Dreiecks ABC'. Geht k bei
der in (2) durchgefiihrten Verschiebung in k" {iber, so ist folglich M; der Mittelpunkt von £” und k" der
Umkreis des Dreiecks A” B”C". Hiernach gilt

MA” = MyB" = M,C" (**)

Wegen (3), (*) und (**) gehen A”, B”,C" aus A’,B’,C’ durch eine zentrische Streckung mit dem Zentrum
M hervor. Also entsteht das Dreieck A’ B’C” aus dem Dreieck ABC dadurch, dass erst eine Verschiebung
und dann eine Streckung ausgefiihrt wird; somit sind die Dreiecke A’B’C” und ABC' einander éhnlich.

2. Losungsweg:

I. (1) Man wéhlt einen beliebigen Punkt A" auf ;.

(2) An M; A’ tragt man in M; nach einer Seite den Winkel der Grofle 2 - ZAC'B und nach der anderen
Seite den Winkel der Grofle 2 - ZABC' an. Der freie Schenkel des erstgenannten Winkels schneide k1 in
B’, der freie Schenkel des anderen Winkels schneide k; in C’.

II. Nach (1) und (2) liegen A’,B’,C" auf k. Nach dem Peripheriewinkelsatz und (2) ist ferner ZA'C'B’ =
L/A'M|B' = ZACB sowie ZA'B'C' = 1/ A'M|C" = ZABC.
Daher sind die Dreiecke A’B’C’ und ABC &hnlich nach dem Hauptahnlichkeitssatz.

Aufgabe 4 - 210834
Von einem Trapez ABC'D mit AB || CD, dessen Diagonalenschnittpunkt S genannt sei, wird vor-
ausgesetzt, dass AB = 2,5 cm gilt.

Untersuche, ob bereits durch diese Voraussetzung das Verhéltnis des Flécheninhaltes des Dreiecks
ABS zu dem des Trapezes ABCD eindeutig bestimmt ist! Wenn das der Fall ist, so ermittle dieses
Verhéltnis!

A B

Es sei ABCD ein Trapez mit AB || C'D; sein Diagonalenschnittpunkt sei S. Der Abstand zwischen den
Parallelen AB und CD betrage h, der Abstand des Punktes S von C'D sei x. Dann ist h —x sein Abstand
von AB. Nach dem Strahlensatz gilt
x:(h—x)=5C:SA=CD:AB=1:2, also 2r=h—u = x=-h
Der Fliacheninhalt des Dreiecks ABS betrégt
1 1 2 1
der Fldcheninhalt des Trapezes ABC D betrigt

(AB+CD)-h= AB~h:%AB-h

N |
N |

1
2

Daher ist das gesuchte Verhiltnis eindeutig bestimmt; es betragt % : % =4:9.
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Aufgabe 5 - 210835

Jemand hebt von seinem Sparkonto einen bestimmten Geldbetrag ab. Er erhélt diesen in insgesamt
29 Banknoten ausgezahlt, und zwar ausschliellich in Zehnmarkscheinen, Zwanzigmarkscheinen und
Fiinfzigmarkscheinen. Dabei ist die Anzahl der 10-M-Scheine um 1 kleiner als die Anzahl der 20-M-
Scheine. Die Anzahl der 50-M-Scheine ist grofer als das Zweifache, aber kleiner als das Dreifache der
Anzahl der 20-M-Scheine.

Ermittle die Hohe des abgehobenen Geldbetrages!

Angenommen, es wurden x Zwanzigmarkscheine und y Fiinfzigmarkscheine ausgezahlt. Dann wurden
(z — 1) Zehnmarkscheine ausgezahlt, und es gilt:

(r—1)+x4+y=29, also 2x+y=30 sowie 2z <y<3x

Aus 2z + y = 30 und 2z < y folgt 4o < 30, also z < 7. (1)

Aus 22 + y = 30 und 3z > y folgt 5z > 30, also > 6. (2)

Aus (1) und (2) folgt =7, also y = 16.

Somit wurden 6 Zehnmarkscheine, 7 Zwanzigmarkscheine, und 16 Fiinfzigmarkscheine, also ein Betrag
von 1000 M, ausgezahlt.

Aufgabe 6 - 210836
Ermittle alle sechsstelligen natiirlichen Zahlen z mit folgender Eigenschaft:

Setzt man die erste Ziffer von z an die letzte Stelle, wahrend die Ziffernfolge der iibrigen fiinf Ziffern
unverindert bleibt, so ist die entstehende Zahl 2’ dreimal so grof§ wie die urspriingliche Zahl z.

I. Wenn eine sechsstellige natiirliche Zahl z die geforderte Eigenschaft hat, so folgt: Ist x die erste Ziffer
von z, so ist z = 100000z + y mit einer natiirlichen Zahl y, fir die y < 100000 gilt, sowie 2’ = 10y + =,
und es gilt

(100000x + y) - 3 = 10y + =z, also 428571 =y

Ware x > 3, so wére y > 42857 - 3 im Widerspruch zu y < 100000.
Daher (und weil z als erste Ziffer einer mehrstelligen Zahl grofier als 0 ist) kann nur entweder x = 1,y =
42857 oder x = 2,y = 42857 - 2 = 85714 sein.

Also kénnen hochstens die Zahlen z = 142857 und z = 285714 die geforderte Eigenschaft haben.
Sie haben diese Eigenschaft; denn es gilt 3 - 142857 = 428571 und 3 - 285714 = 857142.
Daher haben genau diese beiden sechsstelligen natiirlichen Zahlen die geforderte Eigenschaft.

Lésungen der III. Runde 1981 dibernommen von [5]
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2.24 XXII. Olympiade 1982
2.24.1 |. Runde 1982, Klasse 8

Aufgabe 1 - 220811

Vier Ménner heiflen Bécker, Fischer, Férster und Miiller. Sie iiben die Berufe Béacker, Fischer, Forster
und Miiller aus, jeder genau einen dieser Berufe. Einer der vier Méanner ist Bruder eines fiinften
Mannes, der Herr X genannt sei. (Er hat natiirlich denselben Namen wie sein Bruder.) Uber diese
finf Ménner werden folgende Angaben gemacht:

(1) Auch Herr X tibt genau einen Beruf aus, denselben wie Herr Bécker.

(2) Herr X bt einen anderen Beruf aus als sein Bruder.

(3) Bei jedem der fiinf Ménner lautet der Anfangsbuchstabe seines Namens anders als der Anfangs-
buchstabe seines Berufes.

a)Beweise, dass Herr X nach diesen Angaben nicht Bécker heifien kann!

b) Beweise, dass sich aus den Angaben eindeutig ermitteln lasst, wie Herr X heifit und welche zwei
Berufe Herr X und sein Bruder haben!

c) Beweise, dass sich aus den Angaben nicht eindeutig ermitteln ldsst, welchen Beruf Herr X hat und
wie derjenige der vier anderen Méanner heif3t, der von Beruf Bécker ist!

a) Aus (1) und (2) folgt, dass Herr Béicker nicht dieselbe Person sein kann wie der Bruder von Herrn X.
Also kann Herr X nicht Bécker heiflen.

b) Nach (3) sind die vier Berufe so auf die vier Ménner aufler Herrn X verteilt, dass die beiden Berufe
mit dem Anfangsbuchstaben F von Herrn Bécker und Herrn Miiller ausgeiibt werden.

Nach (1) hat daher auch der Beruf von Herrn X den Anfangsbuchstaben F. Also heifit Herr X nach (3)
weder Fischer noch Forster. Hieraus und aus a) folgt eindeutig: Herr X heifit Miiller.

Ferner ist eindeutig ermittelt:

Herr X und sein Bruder, der somit ebenfalls Miiller heifit, haben die zwei Berufe mit dem Anfangsbuch-
staben F, also Fischer und Forster.

Wie die folgende Tabelle zeigt, gibt es mehr als eine Moglichkeit, alle Angaben aus der Aufgabenstellung
zu erfiillen:

Es gibt noch weitere Moglichkeiten; dies wird hier nicht benétigt. In diesen beiden genannten Verteilungen
kommen fiir Herrn X zwei verschiedene Berufe vor. Ferner ist in den beiden Verteilungen der Beruf Bécker
bei zwei Méannern verschiedenen Namens angegeben.

Name Beruf, 1. Moglichkeit  Beruf, 2. Moglichkeit

Bécker  Fischer Forster
Fischer Miiller Bécker
Forster Backer Miiller
Miiller  Forster Fischer
Herr X  Fischer Forster

Daher lésst sich weder der Beruf von Herrn X noch der Name des Béckers eindeutig aus den Angaben
ermitteln.

Aufgabe 2 - 220812
Von einer 22stelligen Zahl z werden folgende Eigenschaften gefordert:

z hat die Einerziffer 7; streicht man diese Endziffer und setzt sie vor die iibrigen 21 Ziffern, so entsteht
dasselbe Ergebnis wie bei der Multiplikation 7 - z.

Beweise, dass es genau eine solche Zahl z gibt! Ermittle diese Zahl!

I. Wenn eine Zahl uz die verlangten Eigenschaften hat, so folgt:
Es gibt eine 21stellige Zahl = mit z = 10x + 7, und fiir sie gilt

7-102 42 =7- (102 +7)
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Daraus folgt

69z = 7-10%' — 49
_7-10% — 49 6999999999999999999951

= 1014492753623188405797
69 69

X

Die Probe bestéatigt die Losung.

Aufgabe 3 - 220813

Eine NVA-Marschkolonne ist 3,2 km lang. Ein Regulierungsposten fahrt mit dem Krad vom Ende
der Marschkolonne ab, holt die Spitze der Marschkolonne nach 5,6 km Fahrt ein, fahrt sofort mit
gleichbleibender Geschwindigkeit genau 6 min lang weiter und hat dann seinen Genossen erreicht,
der an der néachsten Straflenkreuzung steht, um den Gegenverkehr zu sperren. Hier wartet er auf die
Marschkolonne, die wiahrend der gesamten Zeit ihre Durchschnittsgeschwindigkeit beibehalten hat.

a) Wie verhalten sich die Durchschnittsgeschwindigkeiten des Regulierungspostens und der
Marschkolonne zueinander?

b) Wie viel Minuten muss der Regulierungsposten an der Kreuzung insgesamt auf die Spitze der
Marschkolonne warten?

a) Die Durchschnittsgeschwindigkeiten des Regulierungepostens und der Marschkolonne seien mit vg
bzw. vp; bezeichnet.

Sie verhalten sich wie die in gleicher Zeit zuriickgelegten Wege. Der vom Regulierungsposten zunéchst
zuriickgelegte Weg sg = 5,6 km setzt sich zusammen aus der Lange s; = 3,2 km der Marschkolorine und
demjenigen Weg ss, den die Marschkolonne wahrend der Vorbeifahrt des Regulierungspostens zurticklegte.
Dieser Weg hat folglich eine Linge von so = so — s1 = 2,4 km. Somit gilt

'UR:’U]V[:SOZSQZ5,6:2,4:7:3

b) Der Zeitpunkt, an dem der Regulierungsposten die Spitze der Marschkolonne verlésst, sei Ty genannt.
Von diesem Zeitpunkt an legt der Regulierungsposten noch den Weg s = vg - 6 min zuritick.
Denselben Weg hat die Spitze der Marschkolonne in der Zeit ¢ vom Zeitpunkt 7y an bis zum Eintreffen
an der Kreuzung zuriickzulegen. Also gilt s = vy, - ¢. Daraus folgt

UR

t=— -6 min
UM

nach a) also t = % -6 min = 14 min. Diese Zeit ¢t = 14 min,setzt sich zusammen aus der vom Zeitpunkt
Ty an bendtigten Fahrzeit 6 min und der gesuchten Wartezeit des Regulierungspostens an der Kreuzung.

Diese Wartezeit betrdgt daher 8 min.

Aufgabe 4 - 220814
In einer Ebene seien k1 und ko zwei Kreise, die sich in einem Punkt A von auflen beriithren. Eine der
gemeinsamen dufleren Tangenten von k; und ko beriihre den Kreis k1 in B, den Kreis ko in C.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets Z/BAC' ein rechter Winkel ist!

Die gemeinsame innere (also durch A gehende) Tangente von
k1 und K, schneide die durch £ und C gehende Tangente
in D. Nach dem Satz von der Gleichheit der Tangentenab-
schnitte gilt dann

DB =DA=DC

Dabher liegt A auf dem Kreis mit BC' als Durchmesser. Nach
dem Satz des Thales ist somit ZBAC ein rechter Winkel.

Lésungen der I. Runde 1982 tibernommen von [5]
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2.24.2 Il. Runde 1982, Klasse 8

Aufgabe 1 - 220821

Vor zwei Jahren unterhielten sich Anke, Birgit und Christine iiber ihre Reiseziele in den Sommerferien
1981 und 1982. In jedem Jahr wollte eine von ihnen an die Ostsee fahren, die andere in die Séchsische
Schweiz und die dritte in den Thiiringer Wald. Fiir beide Jahre wurden folgende Aussagen gemacht

(1) Anke fahrt an die Ostsee.
(2) Christine fahrt in den Thiiringer Wald oder Anke fahrt in die Sachsische Schweiz.

Spéter stellte sich heraus: Fiir das Jahr 1981 ist Aussage (1) wahr und Aussage (2) falsch; fiir das
Jahr 1982 ist Aussage (1) falsch und Aussage (2) wahr.
Untersuche

a) fiir das Jahr 1981 b) fiir das Jahr 1982,

fiir welche der drei Schiilerinnen sich damit das Reiseziel eindeutig ermitteln ldsst und fiir welche
nicht! Nenne alle dabei eindeutig zu ermittelnden Reiseziele!

Hinweis: Eine Aussage der Form ”A oder B” ist genau dann falsch, wenn sowohl A als auch B falsche
Aussagen sind.

a) Fiir das Jahr 1981 gilt: Da (1) wahr ist, folgt: Anke féhrt an die Ostsee. (3)

Da (2) falsch ist, folgt: Christine fahrt nicht in den Thiiringer Wald. Daraus und aus (3) ergibt sich:
Christine fahrt in die Sachsische Schweiz. (4)

Nach (3) und (4) verbleibt nur noch: Birgit fihrt in den Thiiringer Wald. (5)

Damit ist bewiesen, dass sich fiir 1981 die Reiseziele aller drei Schiilerinnen eindeutig ermitteln lassen.
Sie lauten wie in (3), (4),(5) angegeben.

b) Fiir das Jahr 1982 gilt:

Da (1) falsch ist, fahrt Anke nicht an die Ostsee. Wiirde sie in den Thiiringer Wald fahren, so konnte
Christine nicht dorthin und Anke nicht in die Séchsische Schweiz fahren, also wére (2) dann falsch.
Damit ist gezeigt: Anke féhrt in die Séchsische Schweiz. (6)

Bereits mit (6) ist erreicht, dass (1) falsch und (2) wahr ist. Dies gilt daher bei jeder der beiden nach (6)
noch moglichen Verteilungen der Reiseziele (Birgit an die Ostsee, Christine in den Thiiringer Wald oder
umgekehrt). Damit ist fir 1982 bewiesen:

Die Reiseziele von Birgit und Christine lassen sich nicht eindeutig ermitteln; das Reiseziel von Anke lédsst
sich dagegen eindeutig ermitteln, es lautet, wie in (6) angegeben.

Aufgabe 2 - 220822
In einer Umfrage beantworteten 50 Pioniere einer Schule die folgenden Fragen auf einer Fragenliste:

Ja  Nein
(A) Hast du in diesem Sommer an einem Betriebsferienlager teilgenommen? o 0
(B) Hast du in diesem Sommer an der Feriengestaltung der Schule teilgenommen? o o)
(C)  Warst du in diesem Sommer mit deinen Eltern verreist? o 0

Anschliefend wurden die Antworten mehrfach ausgezahlt. In einer ersten Z&hlung wurde bei allen
Fragenlisten nur auf die Frage (A) geachtet. Diese hatten genau 20 Pioniere mit Ja beantwortet.
Dann wurde in einer zweiten Zahlung bei allen 50 Listen nur auf Frage (B) geachtet, usw., wie in
der folgenden Tabelle angegeben:
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Z&hlung Nr. | Gezihlte Antworten Erhaltene Anzahl
1 (A) Ja 20
2 (B) Ja 25
3 (C) Ja 30
4 (A) Ja und (B) Ja 8
5 (B) Ja und (C) Ja 12
6 (A) Ja und (C) Ja 10
7 (a) Ja und (B) Ja und (C) Ja 3

Aus diesen Zahlungsergebnissen soll die Anzahl derjenigen Pioniere ermittelt werden, die

a) an keiner der drei Arten der Feriengestaltung teilnahmen,

b) an genau einer dieser Arten teilnahmen,

¢) an einem Betriebsferienlager, aber nicht an der Feriengestaltung der Schule teilnahmen,

)
)
)
d) mindestens eine der Moglichkeiten nutzten, an einem Betriebsferienlager teilzunehmen oder mit
den Eltern zu verreisen.

Trage die gesuchten Antworten in folgende Tabelle ein! Nenne die Rechnungen oder Uberlegungen,
mit denen du deine Antworten begrindest!

|Aufgabe | Gesuchte Antworten Erhaltene Anzahl
a) Keinmal Ja
b) Genau einmal Ja
c) (A) Ja und (B) Nein
d) (A) Ja oder (C) Ja oder beides

Die gesuchten Eintragungen kénnen durch folgende Rechenschritte gefunden werden:

Angabe

Nr. Gesuchte Antworten Folgerung aus Angaben Nr. Berechnung der Anzahl
8 (A)Ja, (B)Ja, (C)Nein 4.7 8-3=5

9 (A)Ja, (B)Nein, (C)Ja 6,7 10-3 =7

10 (A)Neln (B)Ja, (C)Ja 5,7 12-3=9

11 (A)Ja, (B )Neln (C)Nein 1,7,8,9 20-3-5-7=5

12 (A)Neln (B)Ja, (C)Nein 2,7,8,10 25-3-5-9 = 8

13 (A)Nein, (B )Neln (C)Ja 3,7,9,10 30-3-7-9 = 11
Aufgabe

a) Keinmal Ja 7,...,13 50-3-5-7-9-5-8-11=2
b) Genau einmal Ja 11,12,13 54+8+11 = 24

c) (A)Ja und (B)Nein 9,11 T+5 =12

d) (A)Ja oder (C)Ja oder beides 7,...,11,13 3+5+7+9+5+11 = 40

Aufgabe 3 - 220823
Beweise die folgende Aussage!

Wenn F' der Flacheninhalt, u der Umfang und p der Inkreisradius eines Dreiecks sind, dann gilt

p=2E

Es sei ABC ein beliebiges Dreieck. Sein Inkreis habe den Mittelpunkt M und beriihre die Seiten BC,C' A
bzw. AB in P,Q bzw. R.
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A R B

Dann ist BC+CA+ AB =wund MP = M@Q = MR = p. Ferner gilt nach dem Satz iiber Tangente und
Beriihrungsradius MP 1 BC, MQ 1 CA, MR 1 AB. Die Dreiecke BCM, CAM bzw. ABM haben
folglich die Flacheninhalte

1 1 1
3BC-MP,  SCA-MQ,  SAB-MR

Andererseits ist die Summe dieser Flacheninhalte gleich F'; daher gilt

1

1 1 1
FffBC-p+§CA«p+§AB~p7§u~

B P

Hieraus folgt die zu beweisende Gleichung p = %

Aufgabe 4 - 220824
Von einem Parallelogramm werden die folgenden Eigenschaften (1) und (2) gefordert:

(1) Der Umfang des Parallelogramms betriagt 36 cm.

(2) Die Halbierende des Winkels ZBAD schneidet die Verléngerung der Seite BC iiber C' hinaus
in einem Punkt F, fiir den CFE = 3 cm gilt.

Beweise, dass die Seitenlingen a = AB, b = BC des Parallelogramms durch die Forderungen (1), (2)
eindeutig bestimmt sind! Ermittle diese Seitenléngen!

A B

Wenn ein Parallelogramm ABCD die Eigenschaften (1) und (2) hat, so folgt:
Da AFE nach (2) Halbierende des Winkels ZBAD ist, gilt

/BAE = /FEAD (3)
Ferner sind ZFEAD und ZBEA Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen, also ist
/EAD = /BEA (4)

Aus (3) und (4) folgt ZBAE = ZBEA; also ist das Dreieck ABFE gleichschenklig mit BE = AB = a.
Aus (2) folgt somit a = BE = BC+CE =b+3 cm, d.h. a —b=3 cm. (5)

Wegen der gleichen Linge der Gegenseiten im Parallelogramm ist nach (1) mithin a + b = 18 cm. (6)
Aus (5) und (6) folgt durch Addition 2a = 21 cm, also a = 10,5 cm und damit aus (5) b = (10,5 — 3) cm
= 7,5 cm.

Somit ist bewiesen, dass durch (1), (2) die Seitenlédngen a,b eindeutig bestimmt sind. Sie betragen a = 10,5
cm, b=75 cm.

Lésungen der II. Runde 1982 ibernommen von [5]

309



2.24.3 III. Runde 1982, Klasse 8

2.24.3 lll. Runde 1982, Klasse 8

Aufgabe 1 - 220831
Cathrin fragt an einem Tag des Jahres 1981 ihren Grofvater nach seinem Geburtsjahr. Der Grof3vater,
ein Freund von Knobelaufgaben, antwortete:

"Ich bin édlter als 65 Jahre, aber jlinger als 100 Jahre. Die Jahreszahl meiner Geburt ist
weder durch 2 noch durch 3 noch durch 5 teilbar. Der Rest, der bei der Division dieser
Jahreszahl durch 60 entsteht, ist keine Primzahl.”

Untersuche, ob diese Angaben insgesamt fiir ein Geburtsjahr zutreffen kénnen und ob sie das Ge-
burtsjahr eindeutig festlegen! Wie lautet dann das Geburtsjahr des Grofivaters?

Hinweis: Die Jahreszahl soll vollstdndig angegeben werden, also z. B. nicht 11 sondern 1911.

I. Wenn die Angaben fiir ein Geburtsjahr zutreffen, so folgt:

Da der Grofivater an einem Tag des Jahres 1981 élter als 65 Jahre und jiinger als 100 Jahre war, ist er
vor dem entsprechenden Datum des Jahres 1916 und nach dem entsprechenden Datum des Jahres 1881
geboren.

Die Jahreszahl seiner Geburt ist also eine der Zahlen 1881, 1882, ..., 1916.

Von diesen sind nur die folgenden weder durch 2 noch durch 3 noch durch 5 teilbar:

1883, 1889, 1891, 1897, 1901, 1903, 1907, 1909, 1913

Diese Zahlen lassen bei Division durch 60 folgende Reste: 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53.
Hiervon ist nur 49 keine Primzahl. Daher kénnen die Angaben nur fiir das Geburtsjahr 1909 zutreffen.

II. Sie treffen hierfiir zu; denn wenn der Groflvater 1909 geboren wurde, so war er an einem Tag des Jahres
1981 entweder 71 oder 72 Jahre alt, also &lter als 65 und jiinger als 100 Jahre; ferner ist 1909 weder durch
2 noch durch 3 noch durch 5 teilbar und lasst bei Division durch 60 den Rest 49, der keine Primzahl ist.

Aus I. und II. folgt: Die Angaben koénnen insgesamt zutreffen, und sie legen das Geburtsjahr eindeutig
fest. Es lautet 1909.

Aufgabe 2 - 220832

a) Beweise, dass fiir n = 2,3,4 und 5 der folgende Satz gilt:

Wenn ¢ das arithmetische Mittel von n unmittelbar aufeinanderfolgenden ungeraden natiirlichen
Zahlen ist, dann ist g stets eine natiirliche Zahl.

b) Ermittle unter den Zahlen n = 2,3, 4,5 alle diejenigen, fiir die das in a) genannte Mittel ¢ stets
eine gerade Zahl ist!

Man kann n unmittelbar aufeinanderfolgende ungerade natiirliche Zahlen stets mit jeweils einer geeigneten
natiirlichen Zahl m

fiir n = 2 in der Form 2m — 1,2m + 1,

fir n = 3 in der Form 2m — 1,2m + 1,2m + 3,

fiir n = 4 in der Form 2m — 3,2m — 1,2m + 1, 2m + 3,
fir n =5 in der Form 2m — 3,2m — 1, 2m+1,2m +3,2m +5

darstellen. Das arithmetische Mittel ¢ dieser Zahlen ist

fir n = 2 die Zahl ¢ = 1 - 4m = 2m,
fiirn:?)dieZahlq:i~(6m+3):2m+1,
fﬁrn:4dieZah1q:i-8m:2m,
fﬁrn:5dieZah1q:%-(10m+5):2m—|—1,

Wie m sind auch 2m und 2m + 1 natiirliche Zahlen; damit ist der in a) geforderte Beweis erbracht.
Ferner ist ¢ genau in den Fillen mit ¢ = 2m gerade; also sind genau n = 2 und n = 4 die in b) zu
ermittelnden Zahlen.
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Aufgabe 3 - 220833
Konstruiere ein Trapez ABC'D mit AB || DC und den folgenden Eigenschaften (1), (2), (3) aus b =6
cm. Dabei sei b die Lange der Seite BC'. Die geforderten Eigenschaften sind:

(1) Es gilt AD = BC.
(2) Es gilt AB: DC =2:1.
(3) Die Kreise mit den Durchmessern AD und BC beriihren einander.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob durch die gegebene Lénge b ein Trapez
mit den genannten Eigenschaften bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

I. Wenn ein Trapez ABCD die geforderten Eigenschaften hat (siehe Abbildung) und E,M; bzw. My die
Mittelpunkte von AB, AD bzw. BC sind, so folgt:

Wegen AB | DC ist EB || DC; nach (2) ist AE = EB = DC. Daher ist EBCD ein Parallelogramm; es
gilt ED = BC} hiernach und nach (1) ist AD = ED =b.

Ferner ist M;Ms nach (3) gleich der Summe der Radien der genannten Kreise, also wegen (1) gleich
AD = BC =b. Andererseits ist M7 M, die Mittelparallele des Trapezes ABC D; hieraus und aus (2) folgt

II. Daher ist ein Viereck ABC' D nur dann ein Trapez mit den
geforderten Eigenschaften, wenn es durch folgende Konstruk-
tion erhalten werden kann:

(*) Man konstruiert ein Dreieck AED mit AD = ED = b und
AE =2

(**) Man verlangert die Strecke AE iiber E hinaus um ihre
eigene Linge bis B.

(***) Man konstruiert die Parallele durch D zu AB und die
Parallele durch B zu ED; beide schneiden sich in C.

II1. Beweis, dass jedes so konstruierte Viereck ABC' D die geforderten Eigenschaften hat:

Nach (***) ist ABCD ein Trapez mit AB || DC. Ferner ist EBCD ein Parallelogramm. Hieraus folgt
einerseits ED = BC, nach (*) also AD = BC = b, andererseits EB = DC, nach (**) also AB : DC =
2: 1, und zwar nach (*) DC = EB = AE = 4b, AB = 4b.

Folglich hat die Mittelparallele My My des Trapezes ABC D die Linge

1/2 4
MiMy;==|=-b+=-b)=b=AD = BC
1Mz =3 ( 3 + 3 )
Die Mittelpunkte M7, My der Kreise mit den Durchmessern AB bzw. BC haben als Abstand voneinander
also die Summe der Radien dieser Kreise. Daher beriihren sich diese Kreise.

IV. Konstruktionsschritt (*) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar, da die Seitenlédngen b, b und %b
alle Dreiecksungleichungen erfiillen.

Die Konstruktionsschritte (**) und (***) sind dann eindeutig ausfithrbar. Daher ist durch die gegebene
Lange b ein Trapez mit den geforderten Eigenschaften bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 4 - 220834

Ein Hubschrauber startete um 4.30 Uhr in einer Stadt A und flog mit der Geschwindigkeit 250 kTm zZu
einer Stadt B. Dort blieb er 30 Minuten und flog dann auf demselben Weg mit der Geschwindigkeit
200 kTm nach A zuriick, wo er an demselben Tag um 11.45 Uhr ankam.

Ermittle die Léange des Weges von A nach B!

Die gesuchte Lange betrage = Kilometer, die Zeiten fiir den Hin- bzw. Riickflug seien ¢; Stunden bzw. t;
Stunden. Dann gilt x = 250¢; und x = 200t5, also
x x

f= —— .ty = 1
Y7950 27200 (1)

311



2.24.3 III. Runde 1982, Klasse 8

Vom Start in A bis zur Ankunft in A vergingen 7% Stunden; nach Abzug der Wartezeit verbleibt somit
eine Flugzeit von

(t1 + t2) Stunden = 62 Stunden (2)

Aus (1) und (2) folgt
x x 27

250 1200 4
Also betragt die gesuchte Lange 750 km.

= x =750

Aufgabe 5 - 220835
Der Zentriwinkel ZASB eines Kreissektors s betrage 60°. In diesem Kreissektor sei derjenige Kreis

k gezeichnet, der die Strecken AS, BS und den Bogen AAB von innen beriihrt.

Wie viel Prozent vom Flacheninhalt des Kreissektors s betrdgt der Flacheninhalt des Kreises k7

Es sei 1 = AS = BS. Der Mittelpunkt von k sei M, der Radius von k
sei z. Die Berithrungspunkte von k& mit AS, BS bzw. @ seien P, R bzw.
@. Dann liegt @ auf der Verbindungsgeraden der beiden Kreismittelpunkte
S, M, und es gilt

SM+ax=r. (1)

Ferner sind die Radien M P bzw. M R von k senkrecht auf AS bzw. BS.

| Wegen MP = MR = x hat also M gleiche Abstinde zu AS und BS und
B R S liegt folglich auf der Halbierenden des Winkels ZASB.

Also ist ZPSM = 30°. Daher und wegen ZM PS = 90° gilt nach dem Winkelsummensatz ZPM.S = 60°.

Hat M bei der Spiegelung an der Geraden durch A,S das Bild M’, so ist folglich SM M’ ein gleichseitiges

Dreieck. Darin ist die Hohe SP zugleich Seitenhalbierende, also gilt SM = MM’ =2- M P, d.h.

SM =2z (2)
Aus (1) und (2) folgt 3z = r, der Flicheninhalt des Kreissektors s betréigt also

mr2 - 60° wr? 3ma?

* 3600 6 2
Der Flicheninhalt des Kreises k ist Ak = 7z? = %AS, d.h., Ay betréigt 66%% von Ag.

Aufgabe 6 - 220836
Es sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M. Auf k seien Punkte A, B, C, D in dieser Reihenfolge so
gelegen, dass folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

(1) Die Sehnen AC und BD schneiden einander in einem von M verschiedenen Punkt S.
(2) Derjenige Teilbogen von A nach B, der C' und D nicht enthélt, ist kleiner als ein Halbkreis.
(3) Derjenige Teilbogen von C nach D, der A und B nicht enthélt, ist kleiner als ein Halbkreis.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets ZASD = % (ZAM B+ /ZCM D) gilt!
B Nach dem Satz iiber Peripherie- und Zentriwinkel gilt:
LACB = %AAMB und ZCBD = %4CMD
Durch Addition folgt

A ¢ /ACB + Z/OBD = %(AAMB +/ZCMD)  dh.

5 /SCB+ /CBD = %(4AMB + ZCMD)

Nach dem AuBlenwinkelsatz, angewandt auf das Dreieck BCS, gilt ZASD = /SCB + ZCBS. Daher
folgt

1
LASD = S(ZAMB + LCMD)

Lésungen der III. Runde 1982 ibernommen von [5]
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2.25 XXIII. Olympiade 1983
2.25.1 |. Runde 1983, Klasse 8

Aufgabe 1 - 230811
Ein quaderférmiger Holzblock hat eine Masse von 25 g.

Welche Masse hat ein quaderférmiger Holzblock gleicher Holzart mit den vierfachen Kantenlédngen?

Der Quader habe die Kantenldngen a, b, ¢; sein Volumen betragt mithin V' = abe.
Ein Quader mit den vierfachen Kantenldngen 4a, 4b, 4c hat dann das Volumen

V' =4a-4b- 4¢c- = 64abc = 64V

Da bei gleichem Material die Masse dem Volumen proportional ist, betrdgt die Masse des zweiten Holz-
blockes 64 - 25 g = 1600 g.

Aufgabe 2 - 230812
Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen n mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Quersumme von n ist 17.

(2) Multipliziert man die erste Ziffer (d.h. die Hunderterziffer) von n mit 4, so erhdlt man eine
zweistellige Zahl, und zwar gerade die aus den letzten beiden Ziffern von n gebildete Zahl.

Aus (2) folgt:

Fiir die Hunderterziffer der gesuchten Zahl n kommen nur 3,4, ..., 9 in Frage, fir n hiernach nur die Zahlen
312;416; 520; 624; 728; 832; 936.

Die entsprechenden Quersummen sind: 6;11;7;12;17;13; 18.

Daraus ist ersichtlich, dass genau die Zahl 728 beide Bedingungen (1), (2) erfiillt.

Aufgabe 3 - 230813

Auf einer 22,5 km langen Straflenbahnstrecke sollen Wagenziige wahrend der Zeit von 8.00 Uhr bis
16.00 Uhr in beiden Richtungen in zehnminiitigem Abstand verkehren, beginnend mit der Abfahrtzeit
genau 8.00 Uhr an beiden Endhaltestellen. Die Durchschnittsgeschwindigkeit der Wagenziige betrage
18 kTm Jeder Wagenzug, der an einer Endhaltestelle angekommen ist, soll bis zu seiner Abfahrt eine
Pause einlegen, die mehr als 10 Minuten, aber weniger als 20 Minuten betragt.

a) Wann hat der Wagenzug, der um 8.00 Uhr an einer Endhaltestelle abfuhr, dieselbe Endhalte-
stelle zum zweiten Mal zu verlassen?

b) Wie viel Wagenziige sind ausreichend, um den geschilderten Verkehrsablauf einzuhalten?

c) Wie viel Zeit vergeht fiir einen Wagenzug, der sich auf der Fahrt von einer Endhaltestelle
zur anderen befindet, durchschnittlich von einer Begegnung mit einem entgegenkommenden
Wagenzug bis zur Begegnung mit dem néichsten entgegenkommenden Wagenzug?

a) Da die Strecke zwischen den beiden Endhaltestellen s = 22,5 km betrigt und mit der Geschwindigkeit
v = 18’“}—7‘ durchfahren wird, benétigt ein Wagenzug hierfiir die Zeit
s 225

tzf_
v 18

h = 1,25h = 1hl4min

Der Wagenzug, der um 8.00 Uhr von einer Endhaltestelle abfuhr, erreicht die andere Endhaltestelle
folglich um 9.15 Uhr.

Von dort hat er planméfBig zu einer Uhrzeit abzufahren, die ein ganzzahliges Vielfaches von 10 Minuten
ist, wegen der Pausenregelung also um 9.30 Uhr. Entsprechend hat er von der ersten Endhaltestelle
nochmals 1 Stunden spéter, also um 11.00 Uhr abzufahren.
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b) Von der zweiten Endhaltestelle miissen zu den Abfahrtszeiten 8.00, 8.10, 8.20, 8.30, 8.40, 8.50, 9.00,
9.10, 9.20 Uhr Wagenziige zur Verfiigung stehen, das sind 9 Wagenziige.

Ebenso viele werden zur Abfahrt an der ersten Endhaltestelle zu denselben Zeiten benétigt. Von 9.30 Uhr
ab ist die Fortsetzung des geplanten Ablaufs mit den bereits aufgezdhlten Wagenziigen moglich. Daher
reichen insgesamt 18 Wagenziige aus.

c¢) Der erstgenannte Wagenzug sei Zy; der erste bzw. der zweite ihm begegnende Wagenzug sei Z; bzw.
Zs.

Waéhrend der Fahrt haben Z; und Z5 einen gleichbleibenden Abstand so voneinander; dies ist auch zum
Zeitpunkt von Zy und Z; der Abstand zwischen Zy und Z5. Da der Wagenzug Z» an einer Stelle jeweils
10 Minuten spéter als Z; eintrifft, benotigt er zum Durchfahren von so genau 10 Minuten.

Durch die Bewegung der Wagenziige Z; und Z; gegeneinander verringert sich ihr Abstand mit einer
doppelt so groflen Geschwindigkeit wie die Fahrgeschwindigkeit jedes einzelnen Wagenzuges. Also wird
dieser Abstand in der halben Zeit, die ein einzelner Wagenzug zum Durchfahren von so benétigen wiirde,
auf 0 verringert. Das besagt:

Bis zum Zeitpunkt der Begegnung von Zy mit Z5 vergeht die Hélfte von 10 Minuten, das sind 5 Minuten.

Aufgabe 4 - 230814

a) Es sei ABCD ein Quadrat mit der Seitenlénge a = 12 cm.

Gesucht sind drei Punkte F', @, R, die so auf der Berandung dieses Quadrates liegen, dass die
Strecken AP, AQ, AR das Quadrat in vier flichengleiche Teile zerlegen.

Gib solche Punkte P, @@, R an und weise nach, dass sie die geforderte Figenschaft haben!

b) Ermittle entsprechend zwei Punkte S, T auf der Berandung des Quadrats ABCD, so dass die
Strecken AS, AT dieses Quadrat in drei flichengleiche Teile zerlegen!

¢) Untersuche die Méglichkeit einer entsprechenden Zerlegung eines Quadrats (mit der Seitenlédnge
a) in n flachengleiche Teile!

a) Sei P der Mittelpunkt der Seite BC, sei @ gleich dem Eckpunkt C' und sei R der Mittelpunkt der
Seite C'D des Quadrats ABCD. Dann gilt BP = PQ = QR = RD.

Da die Dreiecke BPA und PQA (wegen ZABP = ZABQ = 90°) die Héhe AB gemeinsam haben, da
die Dreiecke QRA und RDA die Héhe AD gemeinsam haben und da AB = AD (Seitenldngen eines
Quadrats) gilt, stimmen die genannten vier Dreiecke in der Linge einer Grundseite und der Lénge der
zugehorigen Hohe {iberein und sind daher inhaltsgleich.

Damit ist nachgewiesen, dass die angegebenen Punkte P, Q, R die geforderte Eigenschaft haben.

b) Sei S derjenige Punkt auf der Strecke BC, fiir den BS = 8 cm gilt. Sei T' derjenige Punkt auf der
Strecke C'D, fiir den T'D = 8 cm gilt.
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Wegen AB = AD = 12 cm haben dann die beiden rechtwinkligen Dreiecke BSA und T'DA den gleichen
Flicheninhalt von 48 cm?. Der Inhalt des Quadrate ABCD ist wegen AB = 12 cm gleich 144 cm?.

Wegen 144 — 2 - 48 = 48 hat daher die Fliche ASCT den gleichen Inhalt wie jedes der beiden Dreiecke
ABS und AT D. Damit ist nachgewiesen, dass S und T' die geforderte Eigenschaft haben.

¢) Wir unterscheiden die beiden Fille, dass n eine gerade bzw. eine ungerade natiirliche Zahl ist.

cl) Sei n = 2k mit k = 1,2,3,....

Wir zerlegen die Seite BC' und die Seite CD des Quadrats ABCD (mit der Seitenldnge a) durch die
Punkte Py,Ps, ..., Py_1 bzw. R1,Rs, ..., Ri_1 jeweils in k kongruente Teilstrecken mit der gemeinsamen
Lange 7.

Verbindet man A mit diesen Punkten sowie mit C, dann wird ABCD in 2k Teildreiecke zerlegt. Genau
k von diesen Teildreiecken haben die Hohe AB gemeinsam, die restlichen k Teildreiecke haben die Hohe
AD gemeinsam; ferner gilt AB = AD.

Folglich stimmen alle diese 2k Teildreiecke in der Lénge einer Grundseite sowie in der Léinge der zu-
gehorigen Hohe iiberein und sind somit inhaltsgleich.

Damit ist gezeigt, dass auf diese Weise eine Zerlegung des Quadrate in 2k flichengleiche Teile gefunden
wurde.

c2) Sei n = 2k + 1 mit £ = 1,2,3,....
Wir wéahlen auf der Seite BC' die Punkte S1,55, ..., Si so, dass

ASy = 8185 = ... = Sp_1S) = Q;i - ud 50 = 2141 -
gilt. Dies ist wegen BC' = a und
h 2k2j— 1 214:(:— 1 (22kk++11)a -
moglich. Analog wéahlen wir auf der Seite DC' die Punkte T7,75,...; Ty so, dass T,C = Zk"T gilt.
Verbindet man A mit diesen Punkten, dann wird ABCD in 2k Teildreiecke und das Viereck AS,CTy

zerlegt.
Wie oben kann man zeigen, dass diese 2k Dreiecke inhaltsgleich sind. Laut Inhaltsformel betrégt dieser
gemeinsame Inhalt

1 2a a?
T2 2% +1 YT 2%k+1
Da die Summe der Inhalte der 2k Dreiecke und des Vierecks gleich dem Inhalt des Quadrats sein muss,
erhélt man fiir den Inhalt des Vierecks

An

a® a®

k+1 2k+1

AD:a2—2k-

Damit ist gezeigt, dass auch das Viereck AS,CT}, den gleichen Inhalt hat wie jedes der 2k Dreiecke und
dass daher auf diese Weise eine Zerlegung des Quadrats in 2k 4+ 1 flichengleiche Teile gefunden wurde.

Lésungen der I. Runde 1983 ibernommen von [5)
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2.25.2 Il. Runde 1983, Klasse 8

Aufgabe 1 - 230821
Ermittle alle diejenigen vierstelligen natiirlichen Zahlen z, die folgende Bedingungen erfillen:

(1) Die aus den ersten beiden Ziffern von z in dieser Reihenfolge gebildete zweistellige Zahl ist eine
Quadratzahl.

(2) Die aus der ersten und vierten Ziffer von z in dieser Reihenfolge gebildete Zahl ist ebenfalls
eine Quadratzahl.

(3) Die aus der zweiten und dritten Ziffer von z in dieser Reihenfolge gebildete Zahl ist ebenfalls
eine Quadratzahl.

Hinweis: Unter der ersten Ziffer verstehen wir diejenige Ziffer von z, die an der Tausenderstelle steht.

Fir die ersten beiden Stellen von z kommen wegen (1) nur die Quadratzahlen 16, 25, 36, 49, 64, 81 in
Frage. Von diesen entfallen wegen (3) die Zahlen 25 und 49, da es keine zweistelligen Quadratzahlen mit
der Anfangsziffer 5 bzw. 9 gibt.

Geht man von den verbliebenen Zahlen 16, 36, 64 bzw. 81 aus, dann kénnen bei z an der dritten Stelle
wegen (3) nur die Ziffern 4, 4, 9 bzw. 6 und an der vierten Stelle wegen (2) nur die Ziffern 6, 6, 4 bzw. 1
stehen.

Folglich kénnen nur die vier Zahlen 1646, 3646, 6494 und 8161 alle geforderten Eigenschaften haben.

Sie haben diese Eigenschaften, da (fiir die ersten beiden Ziffern sowie ebenfalls fiir die erste und vierte
Ziffer) 16, 36, 64, 31 und (fir die zweite und dritte Ziffer) 64, 64, 49 und 16 sdmtliche Quadratzahlen
sind.

Aufgabe 2 - 230822

Eine Schulklasse wird so in Lernbrigaden aufgeteilt, dass die Anzahl der Mitglieder jeder Brigade
um 2 grofler ist als die Anzahl der Brigaden. Hatte man eine Brigade weniger gebildet, so hétte jede
Brigade 2 Mitglieder mehr haben kénnen.

Weise nach, dass man aus diesen Angaben die Anzahl der Schiiler dieser Klasse eindeutig ermitteln
kann, und gib diese Anzahl an!

Bezeichnet man die Anzahl der Brigaden mit z, so sind in jeder Brigade (z + 2) Schiiler, und der Klasse
gehoren z(x + 2) Schiiler an.

Hétte man eine Brigade weniger gebildet, wéren es (x — 1) Brigaden mit je (x + 4) Schiilern gewesen.
Daraus ergibt sich die Schiilerzahl zu (x — 1)(z + 4). Folglich gilt

2z +2)=(zr—-1)(x+4) = x=4

Es wurden mithin 4 Brigaden zu je 6 Schiilern gebildet. Daher befinden sich insgesamt 24 Schiiler in
dieser Klasse.

Aufgabe 3 - 230823
Es sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M. Drei Punkte A, B und C auf k seien so gelegen, dass der
Punkt M im Innern des Dreiecke ABC liegt. Ferner sei Z/CAM = 20° und LAM B = 120°.

Ermittle aus diesen Voraussetzungen die Grofle des Winkels ZC BM!

Nach dem Satz iiber Peripheriewinkel und Zentriwinkel gilt: Z/BC' A = 120° : 2 = 60°.
D sei der Schnittpunkt der Geraden durch A und M mit der Sehne BC'. Dann gilt aufgrund des Auflen-
winkelsatzes fiir das Dreieck ADC:"

ZADB = 20° + 60° = 80° (1)
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Ferner ist ZBM D Nebenwinkel zu ZAM B, und somit gilt:
/BMD = 180° — 120° = 60° (2)

Aus (1) und (2) folgt nach dem Satz tiber die Summe der Innenwinkel im Dreieck, angewandt auf das
Dreieck DM B:
/DBM (= ZOBM) = 180° — (60° + 80°) = 40°

Folglich gilt fiir den gesuchten Winkel ZCBM = 40°.

Aufgabe 4 - 230824

Es sei ABC ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck mit C' als Scheitel des rechten Winkels. Uber
den Seiten AB, BC und AC seien Quadrate nach auflen errichtet. Die Diagonalenschnittpunkte die-
ser Quadrate seien in dieser Reihenfolge mit D, B und F' bezeichnet.

Beweise, dass der Flacheninhalt Ap des Dreiecks DEF gleich dem Flacheninhalt Ag eines der Qua-
drate iiber AC bzw. BC ist!

Wegen /BCE = ZACF = 45° und ZACB = 90° ist ZECF = 180°, also liegt C' auf EF.

Wegen /BAC = ZCAF = 45°, also ZBAF = 90° und da in den Quadraten iiber AC' und BC die
Diagonalen aufeinander senkrecht stehen, also ZAFC = ZCEB = 90° gilt, ist ABEF ein Rechteck,
somit gilt AB || EF und AB = EF.

Das Viereck ADBC ist ein Quadrat, da es sich aus den beiden kongruenten rechtwinklig-gleichschenkligen
Dreiecken ABC und ABD zusammensetzt. Es ist den Quadraten iiber AC bzw. BC' kongruent. Sein
Flécheninhalt ist Ag = %AB -CD; denn je eine Hilfte von C'D ist in den Dreiecken ABC bzw. ABD die
zu AB gehorende Hohe.

Die Diagonale C'D des Quadrats ADBC' steht auf AB und folglich auch auf F'E senkrecht. Daher hat
das Dreieck DEF' den Flidcheninhalt

%FE-CD:%AB-CD:AQ

Lésungen der II. Runde 1983 ibernommen von [5]
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2.25.3 lll. Runde 1983, Klasse 8

Aufgabe 1 - 230831

Ein vollsténdig gefiilltes Wasserbecken besitzt einen grofien und einen kleinen AbfluBhahn. Offnet
man nur den groflen Hahn, so lduft das Becken in genau einer Stunde aus; 6ffnet man nur den
kleinen Hahn, so ist das Becken in genau drei Stunden leer.

Nach welcher Zeit ist das Becken leer, wenn beide Hahne gleichzeitig ge6ffnet sind? Vorausgesetzt
wird fiir jeden der beiden Hdhne, dass aus ihm jeweils in gleich langen Zeiten gleich grofie Wasser-
mengen entstromen.

Ist nur der grofle Hahn gedffnet, so lauft in jeder Minute leo des Beckeninhalts aus; ist nur der kleine

Hahn geoffnet, so lauft in jeder Minute ﬁ des Beckeninhalts aus.
Sind nun beide Héhne gleichzeitig gedffnet, so 1auft in jeder Minute % + Klo = 14@ = 4—15 des Beckeninhalts

aus. Somit ist das Becken nach genau 45 Minuten leer, wenn beide Hahne gleichzeitig gedffnet sind.

Aufgabe 2 - 230832
Es sei ABCD ein Quadrat mit gegebener Seitenlénge a. Der Mittelpunkt der Seite AD sei E. Auf
der Strecke C'E sei F' derjenige Punkt, fiir den CF : FE =1 : 2 gilt.

a) Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen die Fliacheninhalte der Dreiecke BCF und AEF
einander gleich sind!

b) Ermittle den Flicheninhalt des Dreiecks ABF' in Abhéngigkeit von a!
a) Die Parallele durch F zu DC schneide AD in H und BC in G. Da sie auf

BC und AD senkrecht steht, ist F'G bzw. FH im Dreieck BCF bzw. AEF
die zu BC bzw. AFE senkrechte Hohe.

Fiir die Flicheninhalte J(BCD), J(AEP) dieser Dreiecke gilt also

J(BCF):%BC.FG : J(AEF):%AE~FH (1)

Wegen BC || AD folgt ferner nach dem Strahlensatz F'G : FH = FC :
CE=1:2,also FG=31FH (2).

Da E der Mittelpunkt von AD ist und BC = AD ist, gilt
BC =2-AE 3)
Aus (1),(2),(3) folgt J(BCF) = J(AEF), w.z.b.w.

b) Aus FE =2-CF (und CF + FE = CE) folgt CF = $CE.
Die Parallele durch F' zu BC schneide AB in K und DC in L. Nach dem Strahlensatz gilt dann

FL:ED=CF:CE=1:3

also FIL = %ED = %a. Daher hat im Dreieck ABF' die auf AB senkrechte Hohe die Linge KF =
KL—-FL= %a. Folglich hat das Dreieck ABF' den Fliacheninhalt

1
J(ABF) = 3AB - KF = 1—52a2

Aufgabe 3 - 230833
Konstruiere ein Dreieck ABC aus b = 7cm, p = 2cm und v = 80°! Dabei sei b die Liange der Seite
AC, p der Radius des Inkreises des Dreiecks ABC, und 7 sei die GréBe des Innenwinkels ZACB.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
ABC bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!
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I. Angenommen, ein Dreieck ABC erfiillt die Bedingungen
der Aufgabe.

Der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC sei M;
der Inkreis beriihre die Seite AC in D. Dann ist
MD = p, ZCDM = 90° und, da M auf den Winkelhalbie-
renden des Dreiecks liegt, ZDCM = 3.

Ferner liegt A auf der Verlangerung von C'D tiber D hinaus
im Abstand CA = b von C. Schliellich ist die Gerade
durch A,B die von der Geraden durch A,C' verschiedene
Tangente von A an den Inkreis, und die Gerade durch C,B
ist die von der Geraden durch A,C verschiedene Tangente
von C' an den Inkreis.

As
II. Daher entspricht ein Dreieck ABC' nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiere ein Dreieck CDM aus MD = p, ZCDM = 90° und ZDCM = . (2) Man zeichne
den Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Radius C' M.

(3) Man spiegelt den Punkt D an der Geraden durch C' und M und erhilt den Beriithrungspunkte E
einer Tangente durch C' an den Inkreis.

(4) Die Gerade durch C und D verlangert man auf b = 7 cm und erhélt den Punkt A.

(5) Von A konstruiere man eine von C'A verschiedene Tangente an den Kreis. Der Beriithrungspunkt sei
der Punkt F'.

(5) Diese Tangente und die Verldngerung von CE iiber E hinaus schneiden sich in einem Punkt. Dieser
Punkte ist B.

ITI. Jeder Konstruktionsschritt ist eindeutig ausfiihrbar, womit das Dreieck ABC bis auf Kongruenz
eindeutig ist.

Aufgabe 4 - 230834
Ermittle die Anzahl aller derjenigen natiirlichen Zahlen von 1 bis 1984, die durch 5, aber nicht durch
7 und nicht durch 11 teilbar sind!

Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 gilt:

Durchléuft man die natiirlichen Zahlen von 1 bis 1984 der Reihe nach, so ist dabei immer wieder genau
jede n-te Zahl durch n teilbar. Daraus folgt:

Die Anzahl der durch n teilbaren unter den Zahlen von 1 bis 1984 ergibt sich bei der Division von 1984
durch n mit Rest als dabei auftretender Quotient. Dies wird im folgenden wiederholt angewendet:

Wegen 1984 : 5 = 396, Rest 4, gibt es unter den Zahlen von 1 bis 1984 genau 396 Zahlen, die durch 5
teilbar sind.

Unter ihnen sind aber auch solche Zahlen, die auer durch 5 auch durch 7 und mithin (da 5 und 7
teilerfremd sind) durch 35 teilbar sind. Wegen 1984 : 35 = 56, Rest 24, sind das genau 56 Zahlen.
Ferner wurden bei den durch 5 teilbaren Zahlen alle diejenigen mitgezéihlt, die aufier durch 5 auch durch
11 und mithin (da 5 und 11 teilerfremd sind) durch 55 teilbar.sind. Wegen 1984 : 55 = 35, Rest 4, sind
das genau 36 Zahlen.

Subtrahiert man nun von der Anzahl 396 die anschlieflend soeben ermittelten Anzahlen 56 und 36, so
werden diejenigen Zahlen zweimal erfasst, die sowohl durch 5 als auch durch 7 als auch durch 11 und
mithin (wegen der paarweisen Teilerfremdheit von 5, 7 und 11) durch 385 teilbar sind. Wegen 1984 : 385
= 5, Rest 59, sind das genau 5 Zahlen.

Folglich gibt es wegen 396 - 56 - 36 + 5 = 309 unter den natiirlichen Zahlen von 1 bis 1984 genau 309
Zahlen, die durch 5, aber nicht durch 7 und nicht durch 11 teilbar sind.
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Aufgabe 5 - 230835

a) Zu einem gegebenen Kreis K werde dasjenige Quadrat @ betrachtet, das den gleichen Umfang wie
K hat.

Ist der Fliacheninhalt von @ grofler, gleich oder kleiner als der Flacheninhalt von K? Wie viel Prozent
des Flacheninhaltes von K betragt der Flacheninhalt von Q7

b) Zu einem gegebenen Kreis k werde dasjenige Quadrat g betrachtet, das den gleichen Fliacheninhalt
wie k hat.

Ist der Umfang von ¢ grofler, gleich oder kleiner als der Umfang von k&7 Wie viel Prozent des Umfanges
von k betrigt der Umfang von ¢?

Fiir 7 kann der auf 4 Dezimalen genaue Néherungswert 7 = 3,1416 verwendet werden. Die gesuchten
Prozentsétze sind auf eine Dezimale nach dem Komma genau anzugeben.

a) Hat K den Radius 7 und @ die Seitenlinge a, so ist nach Voraussetzung 4a = 277, also a = §r. Der
Flicheninhalt von K ist J(K) = mr?.

Der Flicheninhalt von Q ist J(Q) = a® = Zr?, er betrégt also das Ffache, das sind 25 pi% ~ 78,5% von
J(K).

Der Flacheninhalt von @ ist also kleiner als der von K.

b) Hat k£ den Radius p und ¢ die Seitenléinge s, so ist nach Voraussetzung s? = 7p?, also s = /7p.
Der Umfang von k ist 2mp. Der Umfang von ¢ ist 4s = 44/mp, er betragt also das %fache, das sind

~ 112,8% des Umfangs von k.
Der Umfang von q ist also gréfler als der von k.

Aufgabe 6 - 230836
Uber finf Punkte A, B, C, D, M wird folgendes vorausgesetzt:

M ist der Mittelpunkt der Strecke AB;

die Punkte A, C', D, B liegen in dieser Reihenfolge auf einem Halbkreis iiber AB;

es gilt AB || CD;

die Strecke MC schneidet die Strecke AD in einem Punkt E, fiir den AC = EC gilt.

Beweise, dass durch diese Voraussetzungen die Gréfle des Winkels ZACM eindeutig bestimmt ist!
Ermittle diese Winkelgrofe!

Es sei @« = ZDAB. Nach dem Satz iiber Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen gilt Z/CDA = /ZDAB = «.
Nach dem Peripherie-Zentriwinkelsatz folgt hieraus:
LAMC =2/CDA = 20

Nach dem AuBlenwinkelsatz gilt (da ZAEC Auflenwinkel
des Dreiecks AME ist)

A M B LAEC = a+2a =3«
Nach Voraussetzung folgt hieraus

/EAC = ZAEC = 3«
und somit /M AC = 4a. Wegen AM = CM ist auch AAMC gleichschenklig, und es folgt

LACM =4a
Somit ergibt sich nach dem Innenwinkelsatz (angewandt auf AAMC)
4o+ 4o + 200 = 180° also a=18°

und somit LZACM = 72°.
Die gesuchte Winkelgréfe ist folglich durch die Voraussetzungen eindeutig bestimmt; sie betrégt 72°.

Lésungen der III. Runde 1983 ibernommen von [5]
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2.26 XXIV. Olympiade 1984
2.26.1 I. Runde 1984, Klasse 8

Aufgabe 1 - 240811
An einer Schule wird in den Klassen 5 bis 10 eine Altstoffsammlung durchgefithrt. Bei der anschlie-
Benden Auswertung fiir einen Wettbewerb zwischen den Klassenstufen wird folgendes festgestellt:

Die Schiiler der Klassenstufe 9 sammelten Altstoffe im Wert von 42 M; ebensoviel sammelten die
Schiiler der Klassenstufe 10. Die Klassenstufe 8 erbrachte doppelt so viel wie die Klassen 9 und 10
zusammengenommen. Die Schiiler der Klassenstufe 5 erreichten 21% des Gesamtergebnisses der Schu-
le; die Klassenstufe 6 lieferte 30% des Gesamtergebnisses der Schule, und die Klassenstufe 7 erreichte
2% des Gesamtergebnisses der Schule weniger als die Klassenstufe 6.

Welchen Betrag hat nach diesen Feststellungen das Gesamtergebnis der Schule?

Nach den genannten Feststellungen heben die Klassenstufen 8, 9 und 10 zusammen
100% — 21% — 30% — 28% = 21
des Gesamtergebnisses geliefert. Das waren andererseits Altstoffe im Wert von
42M + 42M + 2 - (42M + 42M) = 252M
Wegen 252 : 21 = 12 sind 12 M somit 1% des Gesamtergebnisses; dieses betragt daher 1200 M.

Aufgabe 2 - 240812
Cathrin stellt ihren Mitschiilern in der Arbeitsgemeinschaft "Mathematik” folgende Knobelaufgabe:

Eine Flasche und ein Glas wiegen zusammen so viel wie ein Krug. Die Flasche wiegt allein so viel wie
das Glas zusammen mit einem Teller, wiahrend drei solcher Teller zusammen so viel wie zwei solcher
Kriige wiegen. Wie viel solcher Gliser wiegen zusammen so viel wie die Flasche?

Sind F, G, K,T die Gewichte von Flasche, Glas, Krug bzw. Teller, so gilt

F+G=K (1)
F=G+T (2)
37 = 2K (3)

Aus (2) folgt 3F = 3G + 3T. Setzt man hierin (3) ein, so ergibt sich
3F =3G + 2K (4)

Aus (1) folgt 2K = 2F + 2@, Setzt man dies in (4) ein, so erhélt man 3F = 3G + 2F + 2G und daraus
F =5G.
Also wiegen fiinf Glaser so viel wie die Flasche.

Aufgabe 3 - 240813
Gesucht ist eine Zerlegung der Zahl 500 in vier Summanden, wobei folgende Bedingungen gefordert
werden:

(1) Alle vier Summanden sind natiirliche Zahlen.

(2) Wenn man zum ersten Summanden 4 addiert, so ergibt sich dasselbe Ergebnis, wie wenn man
vom zweiten Summanden 4 subtrahiert. Ebenfalls dasselbe Ergebnis entsteht, wenn man den
dritten Summanden mit 4 multipliziert, und auch dann, wenn man den vierten Summanden
durch 4 dividiert.

Untersuche, ob es nur eine solche Zerlegung gibt! Ist dies der Fall, so ermittle sie und bestétige, dass
sie die Eigenschaften (1), (2) hat!
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Wenn eine Zerlegung den Bedingungen (1) und (2) geniigt und wenn dabei  das viermal in (2) genannte
Ergebnis ist, so sind
4x

die vier Summanden, also gilt
p—dtard+ T HAr=500 = 2=80

folglich kann nur die Zerlegung in die Summanden 76, 84, 20, 320 die geforderten Eigenschaften haben.
Sie hat diese Eigenschaften; denn die Summanden sind natiirliche Zahlen und erfiillen die Probe.

Aufgabe 4 - 240814
Aus drei kongruenten gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken mit gegebener Schenkellénge a lésst
sich ein Trapez zusammensetzen.

a) Zeichne ein solches Trapez!

b) Ein derartiges Trapez lasst sich in vier untereinander kongruente Trapeze zerlegen. Zeichne eine
solche Zerlegung!

¢) Ermittle die Lange der Parallelseiten, die Linge der Hohe und den Flicheninhalt eines dieser
Teiltrapeze in Abhangigkeit von a!

Mbogliche Losungen zu (a) und (b) zeigt die Abbildung;:

wle
=
wle
Q

D a C D

A B A B

(c) Jedes der drei gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecke mit der Schenkellinge a hat den Flacheninhalt
%az. Das aus diesen drei Dreiecken zusammengesetzte Trapez hat folglich den Flacheninhalt %az.

Jedes der vier (untereinander kongruenten, also auch flichengleichen) Teiltrapeze hat demnach den
Flacheninhalt %az.

Ist ABCD wie in der rechten Abbildung das zusammengesetzte Trapez und E der Mittelpunkt von C'D,
so sind DA und EC jeweils eine Parallelseite in einem der Teiltrapeze, und DF ist die Hohe in einem
Teiltrapez.

Daher sind die gesuchten Lédngen dar Parallelseiten DA = a und EC' = § und die gesuchte Lénge der
Hohe ist DE = 3.

Der gesuchte Fliacheninhalt F' kann auch aus diesen Léngen gefunden werden:

1 a a 3
Felerd) 5=
5\*t3) 573

Lésungen der I. Runde 1984 ibernommen von [5]
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2.26.2 Il. Runde 1984, Klasse 8

Aufgabe 1 - 240821
Klaus berichtet iiber alle Tage seines Aufenthaltes im Ferienlager:

Stelle fest, ob sich aus diesen Angaben die Anzahl der Tage, die Klaus im Ferienlager war, eindeutig
ermitteln lasst! Ist dies der Fall, so gibt diese Anzahl an! Gib ferner eine (nach den Angaben) mogliche
Verteilung sonniger und regnerischer Vor- und Nachmittage an!

Es sei x die Anzahl der Tage, an denen es vormittags und nachmittags sonnig war,
y die Anzahl der Tage, an denen es vormittags sonnig und nachmittags regnerisch war,
z die Anzahl der Tage, an denen es vormittags regnerisch und nachmittags sonnig war.

Da es nach (4) keinen Tag gab, an dem es vormittags und nachmittags regnerisch war, folgt aus (1) und
(2), dass jeder Tag genau eine der drei bei z, y und z genannten Wetterverteilungen aufwies. Die gesuchte
Anzahl der Tage, die Klaus im Ferienlager war, ist somit = + y + z. Aus (3), (5) bzw. (6) folgt

y+z=171, T+ z=29, r+y==6

Addiert man diese drei Gleichungen, so ergibt sich 2 - (z +y + z) = 18, also  + y + z = 9. Die gesuchte
Anzahl lasst sich also eindeutig ermitteln; sie betragt 9.

Weiter folgt t =9 —-7=2,y=9—-5=4, 2 =9 — 6 = 3 und damit fir die Wetterverteilung:
An genau 2 Tagen war es vormittags und nachmittags sonnig,

an genau 4 Tagen war es vormittags sonnig und nachmittags regnerisch,

an genau 3 Tagen war es vormittags regnerisch und nachmittags sonnig.

Wie eine Oberpriifung der Angaben (1) bis (6) zeigt, gelangt man mit diesen Anzahlen zu einer (nach
den Angaben) moglichen Wetterverteilung, z.B. in der folgenden Tabelle:

Tag 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Vormittag s § s 8 S8 s r T T
Nachmittag s s 1 r 1 1 s s 8

Aufgabe 2 - 240822
Es sei ABC' ein Dreieck; die Grofle des Winkels ZBAC betrage 30°.

Beweise, dass unter dieser Voraussetzung die Lénge der Seite BC gleich dem Umkreisradius r des
Dreiecks ABC ist!

Der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC sei M, der Umkreisradi-
us sei r. Im Umkreis ist /BAC Peripheriewinkel tiber der Sehne BC
und ZBMC' der zugehérige Zentriwinkel. Daher hat ZBMC nach dem

¢ Peripherie-Zentriwinkel-Satz die Gréfle 2 - 30° = 60°; nach dem Innen-
winkelsatz, angewandt auf ABCM, gilt also
ZBMC + ZMCB = 120° (1)
A B

Ferner ist wegen CM = BM = r das Dreieck BCM gleichschenklig mit
LMBC =/ZMCB (2)

Aus (1) und (2) folgt LZMBC = ZMCB = 60°, also ist ABCM sogar
gleichseitig, womit BC = r bewiesen ist.
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Aufgabe 3 - 240823
Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen z, die die Ungleichung

1 7 15
A ] .. |
R < =< 11 erfiillen!

Die geforderte Ungleichung ist genau dann erfiillt, wenn die zwei Ungleichungen

11 7 7 15

15<m (1) ’ 11 2)
erfillt sind.
Fir natiirliche Zahlen z gilt (1) genau dann, wenn (%, d.h. auch) z positiv ist und die Ungleichung
11z < 105 erfiillt. Dies gilt genau dann, wenn 0 < z < %, was wegen % = 916—1 genau von den

natiirlichen Zahlen x mit 0 < z < 9 erfillt wird.

0 ist und die Ungleichung

Fiir natiirliche Zahlen z gilt (2) genau dann, wenn (I existiert, d. h.)
= genau von den natiirlichen

15z > 77 erfiillt. Dies gilt genau dann, wenn x > % ist, was wegen %
Zahlen x mit x > 6 erfillt wird.

T >
2
575

Also ist die Giiltigkeit von (1) und (2) fiir natiirliche Zahlen x gleichbedeutend mit 6 < 2 <9 (d.h., die
gesuchten Zahlen sind genau die Zahlen 6, 7, 8 und 9).

Aufgabe 4 - 240824

Eine Blechtafel hat die in der Abbildung ersichtliche Gestalt, wobei a, b und = gegebene Langen sind.
Die Tafel soll lings der gestrichelten Linie in zwei Teile zerlegt werden, und aus jedem Teil soll dann
ein oben offener quaderformiger Kasten der Hohe x hergestellt werden.

1. Berechne das Volumen eines solchen
Kastens, wenn a = 360 mm, b = 120 mm,
x ’ I_l ’ * x = 25 mm gegeben sind!

| 2. Ermittle das Volumen eines solchen
| Kastens, dargestellt in Abhéngigkeit
| von Variablen a, b und z, die (wegen

- - - - ihrer Bedeutung als Langen) nur positive
Werte annehmen konnen!

3. Es seien beliebige positive Werte a und b fest vorgegeben.

Ermittle in Abhédngigkeit von diesen a, b alle diejenigen Werte fiir die Variable z, mit denen es méglich
wird, Késten der genannten Art herzustellen!

1. Jedes der beiden Teile hat eine Gestalt, die aus einem Rechteck der Seitenléngen § = 180 mm, b =
120 mm entsteht, indem an allen vier Ecken Quadrate der Seitenldnge x = 25 mm herausgeschnitten
sind.

Ein daraus hergestellter oben offener quaderférmiger Kasten der Hohe x = 25 mm hat als Grund-
fliche ein Rechteck der Seitenlédngen § — 2z = 130 mm, b — 2z = 70 mm. Daher ist sein Volumen

V = 130mm - 70mm - 25mm = 227500mm?
2. Mit gleicher Begriindung wie in 1. ergibt sich V = (% — 2z) - (b — 2z) - 2.

3. Als Langenangabe muss x positiv sein. Ferner wird ein Herstellen der genannten Késten genau
dann moglich, wenn auch § — 2z und b — 2z als Léngenangaben (ndmlich fiir Kantenldngen eines
Kastens) positiv sind, d.h. genau dann, wenn auer der Ungleichung z > 0 auch die Ungleichungen

ngm>0 und b—2x>0
gelten. Diese sind dquivalent mit x < § und z < g
Die gesuchten Werte sind also alle diejenigen positiven Werte x, die kleiner sind als die kleinere der
beiden Léngenangaben ¢, g.

Lésungen der II. Runde 1984 iibernommen von [5]
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2.26.3 lll. Runde 1984, Klasse 8

Aufgabe 1 - 240831

Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen, deren sechste Potenz in ihrer dekadischen Zifferndarstel-
lung genau je einmal die Ziffern 2, 4, 5, genau je zweimal die Ziffern 8, 9 und keine weitere Ziffer
enthalt!

I. Wenn eine natiirliche Zahl a die geforderten Eigenschaften hat, so folgt:

al ist siebenstellig, also gilt 1000000 < a® < 9999999,

Wegen 156 = (225 - 15)> 33002 > 9999999 folgt hieraus 10 < a < 14.

Da 105 auf die Ziffer 0 endet, 116 auf die Ziffer 1 sowie 14% und daher auch 145 = (14%)3 auf die Ziffer 6,
kann a nur eine der Zahlen 12,13 sein.

Da 133 = 169-13 auf die Ziffernfolge ...97 und somit 13¢ = (13%)? auf die Ziffernfolge ...09 endet, verbleibt
nur die Moglichkeit a = 12.

IL. In der Tat ist 125 = 2985984, woraus ersichtlich ist, dass die Zahl 12 alle geforderten Eigenschaften
hat.

Aufgabe 2 - 240832
Um die Haltbarkeit eines Motorradreifentyps zu ermitteln, wurden zwei Reifen getestet. Dabei wurde
festgestellt, dass der Reifen auf dem Hinterrad nach 15000 gefahrenen Kilometern und der Reifen auf
dem Vorderrad nach 25000 gefahrenen Kilometern nicht mehr die erforderliche Profiltiefe hatte und
damit abgenutzt war.

a) Es soll nun erreicht werden, dass zwei solche Reifen gleichzeitig abgenutzt sind, indem man sie
nach einer bestimmten Anzahl gefahrener Kilometer gegeneinander austauscht. Ermittle diese Kilo-
meterzahl!

b) Nach wie viel Kilometern sind unter den Voraussetzungen der Teilaufgabe a) beide Reifen abge-
nutzt?

Es werde angenommen, dass sowohl auf dem Vorderrad als auch auf dem Hinterrad die Abnutzung
jeweils proportional zur Fahrstrecke ist.

Wiirde man sowohl auf dem Vorderrad als auch auf dem Hinterrad jeden Reifen erst nach seiner vollstdndigen
Abnutzung durch einen neuen Reifen ersetzen, so miisste ein solcher Reifenwechsel auf dem Vorderrad
nach 25000 km, 50000 km, 75000 km, ... usw. und auf dem Hinterrad nach 15000 km, 30000 km, 45000
km, 60000 km, 75000 km, ... usw. erfolgen.

Daher wiirden bei diesem Vorgehen erstmals nach 75000 km Vorderradreifen und Hinterradreifen gleich-
zeitig gewechselt, und bis dahin wéren drei Vorderradreifen und fiinf Hinterradreifen, also insgesamt acht
Reifen verbraucht.

Wenn man mit acht Reifen insgesamt 75000 km fahren kann, dann kann man mit zwei Reifen insgesamt
@ km = 18750 km zuriicklegen.

Dabei muss jeder der beiden Reifen die gleiche Strecke als Vorder- wie als Hinterradreifen zuriicklegen,
damit beide Reifen denselben Abnutzungsbedingungen unterworfen sind. D.h., die Reifen miissen nach
% km = 9375 km ausgetauscht werden.

Die in a) bzw. b) gesuchten Kilometerangaben lauten also 9375 km bzw. 18750 km.

Aufgabe 3 - 240833
Konstruiere ein nicht iiberschlagenes Viereck ABCD, das die folgenden Bedingungen (I) bis (V)
erfullt!

(I) Die Seite AB hat die Lénge a = 7,0 cm.

(IT) C liegt auf der Mittelsenkrechten p der Strecke AB.

(IIT) D liegt auf der Mittelsenkrechten ¢ der Strecke AC.

(IV) A liegt auf der Mittelsenkrechten r der Strecke BD.

(V) Die Geraden p und ¢ schneiden sich in einem Punkt S, der auf der Stecke AB liegt.
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Beschreibe deine Konstruktion! Beweise, dass jedes Viereck, das die geforderten Eigenschaften hat,
nach deiner Beschreibung konstruiert werden kann! Beweise, dass jedes Viereck, das nach deiner
Beschreibung konstruiert wird, die geforderten Eigenschaften hat!

Hinweis: Ein Viereck ABC D heifit genau dann ”nicht iiberschlagen”, wenn die Strecken AB und C'D
sich nicht schneiden und die Strecken AD und BC sich nicht schneiden.

1. Wenn ein Viereck ABCD die geforderten Eigenschaften hat, so folgt: Nach (V) und (II) ist S derjenige
Punkt der Strecke AB, der auf der Mittelsenkrechten p von AB liegt, also der Mittelpunkt von AB.

Ferner liegt S nach (V) und (III) auf der Mittelsenkrechten von AC), also gilt C'S = AS.
AuBlerdem liegt C nach (II) auf der Mittelsenkrechten p von AB.

Nach (IV) und (I) gilt AD = AB = a; auflerdem liegt D nach (IIT) auf der Mittelsenkrechten ¢ von AC.
Ferner liegt D so, dass die Strecke C'D die Strecke AB nicht schneidet.

Daher kann ein Viereck ABC'D nur dann die geforderten Eigenschaften haben, wenn es folgendermafien

konstruiert werden kann:
II. (1) Man konstruiert eine Strecke AB der

Lénge a.

(2) Man konstruiert den Mittelpunkt S und
die Mittelsenkrechte p der Strecke AB.

(3) Man konstruiert den Kreis k£ um S mit AS
und bezeichnet einen Schnittpunkt von p und
k mit C.

(4) Man konstruiert die Mittelsenkrechte ¢ von
AC.

(5) Man konstruiert den Kreis ¢ um A mit AB.
Die Konstruktion ergibt: Fiir (genau) einen
der Schnittpunkte von ¢ und ¢ schneidet seine
Verbindungsstrecke mit C' die Strecke AB
nicht; diesen Schnittpunkt bezeichnet man
mit D.

~q
III. Beweis, dass jedes Viereck ABC D, das nach dieser Beschreibung konstruiert wird, die geforderten
Eigenschaften hat:

Nach (1) gilt AB = a. Nach (2) und (3) liegt C auf der Mittelsenkrechten p von AB. Nach (4) und (5) liegt
D auf der Mittelsenkrechten ¢ von AC. Nach (5) gilt AD = AB, also liegt A auf der Mittelsenkrechten
von BD.

Da S nach (2) der Mittelpunkt von AB ist, liegt S auf der Mittelsenkrechten p von AB. Da nach (2) und
(3) ferner, C'S = AS ist, liegt S auch auf der Mittelsenkrechten ¢ von AC. Also schneiden sich p und ¢
in dem auf AB liegenden Punkt S.

Ferner ergibt die Konstruktion: Fiir den in (5) konstruierten und ausgewéhlten Punkt D, fiir den sich AB
und C'D nicht schneiden, schneiden sich auch BC und AD nicht. Daher ist ABC D ein nicht iiberschlagenes
Viereck.

Aufgabe 4 - 240834

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit C' als Scheitel des rechten Winkels. In diesem Dreieck sei
CS die Seitenhalbierende von AB, CW die Winkelhalbierende von ZACB und CH die Hohe auf
AB.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets ZSCW = ZWCH gilt!

Es sei 0.B.d.A. BC < AC, also o = ZBAC < ZABC = 90° — o (Winkelsumme im Dreieck ABC) und
daher o < 45°.
Dann ist ZBCH = 90° — ZABC (Winkelsumme im Dreieck BCH), also ZBCH = a.
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Ferner liegt C nach der Umkehrung des Thalessatzes auf dem
Kreis mit AB als Durchmesser. Der Mittelpunkt dieses Kreises
ist .S; daher gilt AS = CS und folglich ZACS = ZCAS = «
(Basiswinkel im Dreieck AC'S).

Weiterhin ist ZACW = ZBCW = 45°, da CW Winkelhalbie-
rende von ZACB ist. Aus den somit gezeigten Beziehungen

LACS = o < 45° = LZACW

A S WH- B 4BCH = a <45° = ZBCW
folgt LSCW =45° —a = ZHCW, w.z.b.w.

Aufgabe 5 - 240835

Es sei ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis AB; deren Lange sei 3 cm, der Umfang des
Dreiecks betrage 13 ¢cm. Eine Parallele zu AB schneide die Strecke AC' in einem Punkt D zwischen
A und C sowie die Strecke BC in einem Punkt F. Der Umfang des Vierecks ABED betrage 7,4 cm.

Beweise, dass durch diese Voraussetzungen die Lénge der Strecke AD eindeutig bestimmt ist, und
ermittle diese Lénge!

C Nach Voraussetzung gilt AC = BC und AC + BC + AB = 13 ¢cm
sowie AB = 3 cm. Hieraus folgt 2- AC' +3 ¢cm = 13 cm, also AC' =5
cm.

Wegen AC = BC gilt Z/CAB = ZCBA. Da nach Voraussetzung
DE || AB gilt (und D auf AC sowie E auf BC liegt), ist ABED ein
gleichschenkliges Trapez.

Hieraus folgt: Ist AD = x c¢m die gesuchte Lénge, so ist auch BE =
AD = x c¢m, und es gilt CD = (5 — z) cm.

Wegen DE || AB folgt nach dem Strahlensatz DE : AB = CD : CA.
Hieraus erhilt man

7 3 B DE:?)(BE)_QU)cm:<3—§x>cm
Nach Voraussetzung gilt ferner AB+ BE + DE + AD = 7,4 cm, also

3+x+<3—§x>+x—7,4 = =1

Damit ist gezeigt, dass durch die Voraussetzungen die Lange der Strecke AD eindeutig bestimmt ist; sie
betragt AD =1 cm.

Aufgabe 6 - 240836

Zwei Motorradfahrer unternehmen eine Fahrt, auf der beide die gleiche Entfernung zuriicklegen. Sie
starten gleichzeitig und kommen gleichzeitig am Ziel an. Dabei benotigt A doppelt so viel Zeit zum
Fahren wie B zum Rasten. B dagegen fuhr dreimal so lange, wie A rastete.

Welcher der beiden Fahrer hatte die lingere Rastzeit?

Bezeichnet man die Rastzeit von A mit a und die von B mit b, so ist bei A die (reine) Fahrzeit 2b und bei
B entsprechend 3a. Da die Summen von Fahrzeit und Rastzeit fiir jeden der beiden Fahrer gleich sind,
gilt

a+2b=>b+3a also b=2a>a

Der Fahrer B hatte mithin die ldngere Rastzeit.

Lésungen der III. Runde 1984 ibernommen von [5]
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2.27 XXV. Olympiade 1985
2.27.1 |. Runde 1985, Klasse 8

Aufgabe 1 - 250811

a) Es sei b diejenige Zahl, die man erhilt, wenn man die Zahl 30 um 50% vergrofert.

Um wie viel Prozent muss diese Zahl b verkleinert werden, um wieder die Zahl 30 zu erhalten?

b) Uberpriife, ob die fiir die Zahl 30 gefundene Aussage bei gleicher Aufgabenstellung auch fiir
jede beliebige positive Zahl a zutrifft!

a) Vergrofiert man die Zahl 30 um 50%, so erhélt b = 30 + 15 = 45.
Die Zahl b muss um 15 verkleinert werden, um erneut 30 zu erhalten. Dieser Wert 15 ist % von 45, also
lautet die gesuchte Prozentangabe 33%%.

b) Fiir jede positive Zahl a gilt: Vergrofiert man a um 50%, so erhélt man

a
b: _ = -
a+2 2a

g . 2 igt aber ein Drittel von 2a.

Diese Zahl muss um g verkleinert werden, um erneut a zu erhalten; g 3
Also lautet auch fur jede beliebige positive Zahl a die - bei gleicher Aufgabenstellung wie in Aufgabe a)

gesuchte Prozentangabe 33%%.

Aufgabe 2 - 250812
In einer Arbeitsgemeinschaft Mathematik stellen sich die Schiiler gegenseitig Aufgaben. Rainer stellt
folgendes Kryptogramm zur Diskussion:

* * * 2 7 . * *

* * * * * 5

* * * * *

* * * * 9 5

Fiir jedes Zeichen * soll eine Ziffer so eingesetzt werden, dass eine richtig gerechnete Aufgabe entsteht.
Die eingesetzten Ziffern diirfen einander gleich oder voneinander verschieden sein. Gilinter ist der
Meinung, dass es zu dieser Aufgabe keine Losung gibt.

Hat er damit recht? Begriinde deine Antwort!

Angenommen, es gidbe eine Losung der Aufgabe.

Dann folgte: Da das erste Teilprodukt (2. Zeile) auf 5 endet, kénnte die letzte Ziffer des zweistelligen
Faktors nur 5 sein, da (unter allen Produkten von 7 mit einer einstelligen Zahl) nur das Produkt 7-5 = 35
auf die Ziffer 5 endet.

Die vorletzte Ziffer des ersten Teilproduktes kann wegen 5 -2 + 3 = 13 nur 3 sein. Also miisste das
Addieren von 3 zur letzten Ziffer des zweiten Teilproduktes (3. Zeile) auf 9 fithren; daher miisste das
zweite Teilprodukt auf die Ziffer 6 enden.

Demzufolge ist die Zehnerziffer des zweistelligen Faktors gleich 8, da (unter allen Produkten von 7 mit
einer einstelligen Zahl) nur das Produkt 7 -8 = 56 auf die Ziffer 6 endet.

Damit wére das Achtfache des fiinfstelligen Faktors fiinfstellig und das Funffache (2. Zeile) der gleichen
Zahl sechsstellig.

Das ist ein Widerspruch, also hat Giinter recht.

Aufgabe 3 - 250813
Beweise folgenden Satz: Die Summe zweier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen, die beide nicht
durch 3 teilbar sind, ist stets durch 3 teilbar.
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Fiir jede natiirliche Zahl n gilt:

Entweder ist n durch 3 teilbar oder n ldsst bei der Division durch 3 den Rest 1 oder 2. Gleichwertig
hiermit ist jeweils die Aussage, dass es eine natiirliche Zahl k mit n = 3k bzw. n = 3k+1 bzw. n = 3k +2
gibt.

Es sei nun n die kleinere von zwei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, die beide nicht durch 3 teilbar
sind. Dann folgt:

Da n nicht durch 3 teilbar ist, gibt es eine natiirliche Zahl k mit n = 3k+1 oder n3k+2. Ware n = 3k+2,
so wire die auf n folgende Zahl n+1 = 3k +3 = 3 - (k + 1) durch 3 teilbar; denn da k eine natiirliche
Zahl ist, ist auch k + 1 eine natiirliche Zahl.

Also verbleibt nur die Moglichkeit n = 3k 4+ 1. Die Summe der beiden aufeinanderfolgenden Zahlen ist
somit
n+n+1=3k+1+3k+2-6k+3=3-(2k+1)

Da k eine natiirliche Zahl ist, ist es auch 2k 4 1; somit ist der verlangte Beweis gefiihrt, dass die genannte
Summe durch 3 teilbar ist.

Aufgabe 4 - 250814

Ein Quader habe die Kantenlingen a, 2a und §, wobei a vorgegeben ist. Von diesem Quader werde
ein gerades Prisma abgetrennt. Die Hohe dieses Prismas habe die Lénge 5, seine Grundfliche sei ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit der Schenkelldinge a. Der Restkorper sei ein Prisma mit
trapezférmiger Grundflache.

a) Zeichne den Restkorper in Kavalierperspektive und wihle dafiir a = 6 cm!
b) Ermittle das Volumen des Restkorpers in Abhéngigkeit von a!

¢) Gib das Verhiltnis der Volumina des Restkorpers und des Quaders an!

B

b) Bezeichnet man den Flacheninhalt der Grundfldche des Restkorpers mit Ag und seine Hohenlédnge mit

h = 5, dann gilt fiir das Volumen Vx deS Restkorpers

VeR=A4c - h

Da die Grundfléche trapezformig (mit a und 2a als Lingen der parallelen Seiten und mit a als Hohenlénge)
ist, betragt der Flacheninhalt der Grundfliche

2
AG:a+ a-a:§a2
2 2
Mithin ist 3 5
_ 922 @ _ 9.3
Vr=ga" 5 =40

¢) Das Volumen Vi des Quaders ist Vg = 2a-a-% = a?. Damit ist das gesuchte Verhéltnis Vi : Vg = 3 : 4.

3
Lésungen der I. Runde 1985 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 250821
Ermittle diejenigen zwolf aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, die die Eigenschaft haben, dass die
Summe der beiden grofiten dieser Zahlen gleich der Summe der zehn tbrigen ist!

Es sei x die kleinste der zwolf Zahlen. Dann gilt laut Aufgabenstellung
r+r+l+zx+2+r+3+ov+4+r+5+2+6+ax+7+0+8+r+9=2+10+2+11

10x +45 = 2x + 21 = r=-3

Tatséchlich ist die Summe der zehn aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen von -3 bis 6 gleich der Summe
der beiden darauffolgenden Zahlen 7 und 8.

Die Bedingungen der Aufgabe werden also genau von den Zahlen -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 und 8
erfiillt.

Aufgabe 2 - 250822
Beweise folgenden Satz:

Das Produkt zweier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen, die beide nicht durch 3 teilbar sind,
lasst bei Division durch 9 stets den Rest 2!

Jede nicht durch 3 teilbare natiirliche Zahl ist von einer der Formen 3k + 1, 3k 4+ 2 mit k € N. Hat eine
solche Zahl die Eigenschaft, dass auch ihr Nachfolger nicht durch 3 teilbar ist, so muss sie von der Form
3k +1 sein, da 3k 42 die durch 3 teilbare Zahl 3k 4 3 als Nachfolger hat. Der Nachfolger einer Zahl 3k +1
ist 3k 4+ 2, und das Produkt beider Zahlen ist

(B3k+1)-(3k+2) =9k* + 3k + 6k +2 =9(k* + k) + 2

Da k eine natiirliche Zahl ist, ist auch k? + k eine natiirliche Zahl und 9 - (k? + k) das Neunfache einer
natiirlichen Zahl, also durch 9 teilbar. 9 - (k? + k) + 2 lisst mithin bei der Division durch 9 den Rest 2,
w.z.b.w.

Aufgabe 3 - 250823

Ein Sicherheitsschloss besitze vier Rddchen, die jeweils mit den Ziffern 1 bis 9 versehen sind. Nur durch
Einstellen genau einer Zahlenkombination (an jedem Rédchen eine bestimmte Ziffer) l&sst sich das
Schloss 6ffnen. Der Besitzer eines solchen Schlosses hat sich beim Kauf die genaue Zahlenkombination
nicht gemerkt. Er weifl nur noch, dass in der Zahlenkombination jede der Ziffern 1, 4 und 6 genau
einmal vorkommt. Die Reihenfolge der einzelnen Ziffern ist ihm ebenfalls entfallen.

a) Wie viele verschiedene Einstellungen sind im ungiinstigsten Falle fiir das Offnen des Schlosses
auszufithren?

b) Wie viele verschiedene Einstellungen wéren hochstens notig, wenn der Besitzer noch weif3, mit
welchem Rédchen er die Ziffer 4 einstellen muss?

a) Man beginne mit denjenigen Zahlenkombinationen, bei denen die Ziffern 1, 4, 6 in dieser Reihenfolge
auftreten. Aufler ihnen tritt noch jeweils eine nicht bekannte Ziffer x auf. Da x nicht mit den Ziffern 1,
4, 6 identisch ist, gibt es fiir x insgesamt sechs Moglichkeiten.

Weil & sowohl an der 1., 2., 3. bzw. 4. Stelle der Einstellungsfolge stehen kann, gibt es fiir die Reihenfolge
1, 4, 6 somit insgesamt 4 - 6 = 24 Moglichkeiten.

Analog verfahrt man bei den weiteren fiinf méglichen Reihenfolgen 1, 6, 4; 4, 1, 6; 4, 6, 1; 6, 1, 4; 6, 4, 1.
Im ungiinstigsten Falle sind also 6 - 24 = 144 Einstellungen auszufiihren.

b) Man beginne mit denjenigen Zahlenkombinationen, bei denen die Ziffern 1, 6 in dieser Reihenfolge
auftreten. Aufler ihnen und der Ziffer 4 tritt noch jeweils eine nicht bekannte Ziffer x auf.
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Wieder gibt es fiir « insgesamt sechs Moglichkeiten. Weil fiir z genau diejenigen drei Plétze in der
Einstellungsfolge frei sind, an denen die Ziffer 4 nicht steht, gibt es fiir die Reihenfolge 1, 6 somit insgesamt
3 -6 = 18 Moglichkeiten.

Analog verfihrt man bei der anderen Reihenfolge 6, 1. Somit wéren unter den Bedingungen der Aufgabe
b) hochstens 2 - 18 = 36 Einstellungen notig.

Aufgabe 4 - 250824

Es sei ABC ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck mit C' als Scheitel
des rechten Winkels. Uber BC' als Durchmesser sei derjenige Halbkreis A

gezeichnet, der AB in einem Punkt D zwischen A und B schneidet
(sieche Abbildung).
a) Beweise, dass die Gerade durch D und den Mittelpunkt E von D
BC senkrecht auf BC steht!
b) Berechne, wie viel Prozent der Fléche des Dreiecks ABC' nicht
von dem Halbkreis bedeckt sind! Der gesuchte Prozentsatz ist
auf eine Dezimalstelle nach dem Komma anzugeben. B E c

Hinweis: Benutze den Naherungswert w ~ 3,142/

a) Da BC Durchmesser des Halbkreises ist, ist der Mittelpunkt F von BC auch der Mittelpunkt des
Halbkreises. Die Punkte B und D liegen auf dem Halbkreis; also gilt EB = ED.
Daraus folgt ZDBE = /BDE (Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck BDE).

Andererseits ist ZDBE = ZABC = 45° (Basiswinkel im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck ABC).
Nach dem Innenwinkelsatz folgt somit

/BED = 180° — (/DBE + /BDE) = 90°

d.h. die Behauptung DE | BC.

b) Wegen ZBED = ZBCA = 90° gilt nach der Umkehrung des Satzes iiber Stufenwinkel an geschnittenen
Geraden ED || CA, das Viereck ACED ist daher ein Trapez.

Seine Hohenlédnge ist zugleich der Radius » = EC des Halbkreises; die parallelen Seiten des Trapezes
haben die Langen ED =7 und CA = BC = 2r. Der Inhalt J der vom Halbkreis nicht bedeckten Fléche
des Dreiecks ABC' lasst sich als Differenz der Flacheninhalte des Trapezes ACE D und eines Viertelkreises

mit dem Radius r darstellen:
r+2r r2

— T2
J = 5T 4" 6(6 )

DaS DIeieCk ABC at dex I a"CheIll'llhall
2
F_ -flT‘-ff’r—ff’r

Der gesuchte Prozentsatz betrigt daher

~100J  25r%(6 —m)
T F 22

=12,5(6 — )

Aus 7 =~ 3,142 ergibt auf eine Dezimalstelle genau p =~ 35,7. Also sind 35,7% der Fliache des Dreiecks
ABC nicht von dem Halbkreis bedeckt.

Lésungen der II. Runde 1985 ibernommen von [5)]
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Aufgabe 1 - 250831
Beweise folgenden Satz:

Es gibt keine Quadratzahl, die bei der Division durch 3 den Rest 2 lasst.

Ist n eine natiirliche Zahl, so gilt entweder n = 3k oder n = 3k+1 oder n = 3k+2, wobei k eine natiirliche
Zahl ist.

Ist nun n = 3k, so ist n? = 9k% durch 3 teilbar.

Ist, jedoch n = 3k + 1, so lisst n? = 9k? + 6k + 1 = 3(3k* + 2k) + 1 bei Division durch 3 den Rest 1.
Ist schlieBlich n = 3k + 2, so lisst n? = 9k? 4+ 12k +4 = 3(3k? + 4k + 1) + 1 bei Division durch 3 ebenfalls
den Rest 1.

In den betrachteten Féllen sind die Quadrate aller natiirlichen Zahlen erfasst. Der Rest 2 tritt also bei
Division von Quadratzahlen durch 3 nicht auf, w.z.b.w.

Aufgabe 2 - 250832

Brigade Schulz spielt im ”Tele-Lotto (5aus 35)” nach einem sogenannten ”"vollmathematischen System
mit n Zahlen”. Darunter versteht man, wenn n eine natiirliche Zahl mit 5 < n < 35 ist, folgendes
System:

Es werden von der Brigade genau n Zahlen 1, 2, ... ; 35 ausgewéhlt, und dann werden in der Menge
dieser n Zahlen alle verschiedenen Teilmengen aus je fiinf Elementen ermittelt. Jede dieser Teilmengen
wird als Tipp abgegeben.

a) Die Brigade spielt nach einem ”vollmathematischen System mit 6 Zahlen”. Bei der nachfolgen-
den Ziehung im Tele-Lotto stellt sich heraus, das genau vier der fiinf Gewinnzahlen unter den
sechs von der Brigade in ihrem System verwendeten Zahlen vorkommen.

Ferner werden nach dieser Ziehung folgende Gewinnquoten bekanntgegeben: Fir jeden Tip mit
genau drei richtig getippten Zahlen gibt es 20 M, fiir jeden Tipp mit genau vier richtig getippten
Zahlen gibt es 400 M, fiir jeden Tipp mit finf richtig getippten Zahlen 3000M.

Ermittle den hiermit zustandekommenden Gewinn der Brigade!

b) Die Brigade spielt nach einem ”vollmathematischen System mit 7 Zahlen”. Bei einer Ziehung
wird festgestellt: Genau vier der fiinf Gewinnzahlen kommen unter den sieben von der Brigade
verwendeten Zahlen vor. Die Gewinnquoten sind dieselben wie in a).

Ermittle ebenfalls den Gewinn der Brigade!

Hinweis: Die Kosten, d.h. der Spieleinsatz, sollen in beiden Aufgaben nicht beriicksichtigt werden.

a) In der Menge der sechs von der Brigade verwendeten Zahlen gibt es genau sechs verschiedene Teilmen-
gen aus je filnf Elementen; diese Teilmengen entstehen nédmlich, indem man jeweils eine der sechs Zahlen
weglésst.

Genau zwei der sechs Zahlen sind nicht Gewinnzahlen. Daher gibt es unter den von der Brigade abgege-
benen Tipps genau die beiden folgenden Sorten (1), (2):

(1) Tipps mit genau einer Zahl, die nicht Gewinnzahl ist,
(2) Tipps mit den beiden Zahlen, die nicht Gewinnzahl sind.

Von der Sorte (1) gibt es genau zwei Tipps, ndmlich genau diejenigen, in denen die vier Gewinnzahlen
und eine der beiden anderen Zahlen stehen.

Von der Sorte (2) sind folglich genau die vier anderen Tipps des Systems. Somit ergibt sich der Gewinn
2-400M +4-20M = 880M.

b) In der Menge der sieben von der Brigade verwendeten Zahlen gibt es genau 21 verschiedene Teilmengen
aus je fiinf Elementen.
Diese entstehen nédmlich, indem man jeweils genau zwei der sieben Zahlen weglésst, und das kann
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- entweder die erste der sieben Zahlen und eine der sechs {ibrigen sein (sechs Moglichkeiten)

- oder die zweite und eine der funf von der ersten und zweiten verschiedenen Zahlen (fiinf Moglichkeiten)
- oder die dritte und eine der vier von der ersten bis dritten verschiedenen Zahlen (vier Méglichkeiten)
- oder die vierte und eine der drei von der ersten bis vierten verschiedenen Zahlen (drei Méglichkeiten)
- oder die fiinfte und eine der zwei von der ersten bis fiinften verschiedenen Zahlen (zwei Moglichkeiten)
- oder die sechste und die siebente Zahl (eine Moglichkeit);

die Anzahl dieser Teilmengen ist somit 6 +5+4+3+2+ 1 = 21.

Genau drei der sieben Zahlen sind nicht Gewinnzahlen. Daher gibt es unter den von der Brigade abgege-
benen Tipps genau die drei folgenden Sorten (1), (2), (3):

(1) Tipps mit genau einer Zahl, die nicht Gewinnzahl ist,
(2) Tipps mit genau zwei Zahlen, die nicht Gewinnzahl sind,
(3) Tipps mit den drei Zahlen, die nicht Gewinnzahl sind.

Von der Sorte (1) gibt es genau drei Tipps, ndmlich genau diejenigen, in denen die vier Gewinnzahlen und
eine der drei anderen Zahlen stehen. Von der Sorte (3) gibt es genau sechs Tipps, ndmlich genau diejenigen,
in denen aufler den drei Zahlen, die nicht Gewinnzahl sind, noch zwei der vier Gewinnzahlen stehen, und
das sind entweder die erste und eine der drei anderen Gewinnzahlen (drei Moglichkeiten) oder die zweite
und eine der beiden von der ersten und zweiten verschiedenen Gewinnzahlen (zwei Moglichkeiten) oder
die dritte und vierte Gewinnzahl (eine Moglichkeit).

Von der Sorte (2) sind folglich genau die 21 — 3 — 6 = 12 anderen Tipps des Systems.
Somit ergibt sich der Gewinn 3 - 400M + 12 - 20M = 1440M.

Aufgabe 3 - 250833
Es sei g eine gegebene Gerade. Ferner seien zwei Punkte A und B gegeben, die beide nicht auf g
liegen, deren Verbindungsstrecke AB aber g schneidet und nicht auf g senkrecht steht.

Fiir einen Streckenzug APQB seien folgende Bedingungen (1), (2), (3) gefordert:

(1) Die Punkte P und @ liegen auf g.

(2) Die Gerade durch A und P ist parallel zur Geraden durch B und Q.

(3) Die Strecke PQ hat die Linge t = 6¢cm.

)
)
)
a)

Beweise, dass jeder Streckenzug APQB, der die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt, durch eine
Konstruktion (aus gegebenen g, A, B und der gegebenen Léinge ¢t = 6¢m) erhalten werden kann!

b) Beschreibe eine solche Konstruktion!

¢) Beweise, dass jeder Streckenzug APQ B, der nach dieser Beschreibung konstruiert werden kann,
die Bedingungen (1), (2), (3) erfillt!

d) Wihle selbst eine Gerade g und Punkte A, B, wie oben beschrieben, und konstruiere dazu alle
diejenigen Streckenziige APQB, die die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillen! (Ein Beweis, dass
alle verlangten Streckenziige konstruiert wurden, wird nicht gefordert.)

Wenn ein Streckenzug APQB die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt, so folgt:

Die Gerade p durch A und P ist nach (1) und den Voraussetzungen iiber g,A nicht parallel zu g; sie
schneidet daher die Parallele A durch B zu g in einem Punkt S.

Fiir diesen gilt SB || PQ und nach (2) auch PS || @B. Also ist PQBS ein Parallelogramm; hieraus und
aus (3) folgt SB = PQ =t.

Somit liegt S auf dem Kreis £ um B mit dem Radius ¢t = 6 cm.
Ferner folgt, dass P auf g und auf AS liegt und dass @ auf g und der Parallelen g durch B zu AS liegt.

Damit ist bewiesen, dass jeder Streckenzug APQB, der (1), (2), (3) erfiillt, durch folgende Konstruktion
erhalten werden kann:

b) [1] Man konstruiert die Parallele h durch B zu g.
[2] Man konstruiert den Kreis & um B mit dem Radius ¢t = 6 cm und bezeichnet einen Schnittpunkt von
h und k mit S,
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[3] Man konstruiert die Gerade p durch A und S und bezeichnet den Schnittpunkt von p und g mit P.
[4] Man konstruiert die Parallele ¢ durch B zu p und bezeichnet den Schnittpunkt von ¢ und g mit Q.

t B

k
h l —— Q- T - T T T - - - - - - ----------20
S ’/,,—’/ ”,,—”Sg
Q -t P -7
_ 12
P

c¢) Fiir jeden Streckenzug APQB, der nach dieser Beschreibung konstruiert wird, gilt:
Nach [3] und [4] liegen P und @ auf g; d.h., (1) ist erfullt. Nach [3] und [4] gilt ferner p || ¢; A und P
liegen auf p; B und @ liegen auf g; also ist (2) erfiillt.

Nach [1], [3] und [4] ist PQBS ein Parallelogramm; hieraus und aus [2] folgt PQ = BS = 6 cm; d.h., (3)
ist erfiillt.

d) Gefordert wird eine Konstruktion, die (wegen der Moglichkeit, in Konstruktionsschritt [2] jeden der
beiden Schnittpunkte S1, .52 von h und k mit S zu bezeichnen) genau zwei Streckenziige ergibt. Die beiden
Streckenziige sind nicht zueinander kongruent. (sieche Abbildung)

Aufgabe 4 - 250834
Es sei k ein Kreis, sein Mittelpunkt sei M. Eine Sehne von k, die nicht Durchmesser ist, sei AB.
Ferner sei t die in A an k gelegte Tangente, und C sei der Fulpunkt des von B auf ¢ gefdllten Lotes.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen die Gerade durch A und B stets den Winkel Z/CBM
halbiert!

Der Beriihrungsradius M A steht senkrecht auf ¢. Deshalb und nach Vor-
aussetzung stehen AM und CB senkrecht auf ¢ und sind nach Umkeh-
rung des Satzes Uber Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen parallel
zueinander.

Da ZM AB und ZABC Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen sind,
gilt LZABC = ZMAB. (1)

Andererseits ist das Dreieck AM B gleichschenklig mit AM = M B (Ra-
dius), und es gilt ZMAB = ZABM (Basiswinkel). (2)

Aus (1) und (2) folgt unmittelbar ZABC = ZABM und damit ist ge-
zeigt, dass AB den Winkel ZC'BM halbiert.

Aufgabe 5 - 250835
Von Lew Nikolajewitsch Tolstoi (1828 - 1910), einem bedeutenden russischen Schriftsteller, stammt
folgende Aufgabe:

Schnitter sollen zwei Wiesen méhen. Am Morgen begannen alle, die gréflere Wiese zu
méahen. Vom Mittag dieses Tages an teilten sie jedoch die Arbeit anders ein: Die Halfte
der Schnitter verblieb beim Mé&hen der ersten Wiese, die sie bis zum Abend fertig mahen.
Die anderen Schnitter gingen zum Mahen der zweiten Wiese iiber, deren Flacheninhalt
gleich dem der Halfte der ersten war, und arbeiteten bis zum Abend. Nun blieb auf der
zweiten Wiese ein Rest, fiir den ein Schnitter allein einen ganzen Tag benétigte.

Wie viel Schnitter waren am ersten Tag bei der Arbeit?

Anmerkung: Es sei vorausgesetzt, dass jeder Schnitter an jedem Vormittag eine gleichgrofle Flache
wie an jedem Nachmittag méht und dass diese Arbeitsleistung aller Schnitter die gleiche ist.

Wenn am ersten Tag x Schnitter bei der Arbeit waren, so gilt:
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Das Méhen der zweiten Wiese ist die halbe Tagesleistung von Z Schnittern, vermehrt um die Tagesleistung
von einem Schnitter. Das Méahen der ersten Wiese ist eine doppelt so grofie Leistung; es ist also die
Tagesleistung von 3 Schnittern, vermehrt um die Tagesleistung von zwei Schnittern.

Andererseits war das Méahen der ersten Wiese die halbe Tagesleistung von x Schnittern, vermehrt um die
halbe Tagesleistung von Z Schnittern.

Folglich waren am ersten Tag acht Schnitter bei der Arbeit.

Aufgabe 6 - 250836

Es sei PQRSTU ein gerades dreiseitiges Prisma, dessen Grundflache ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck PQR ist (sieche Abbildung). Die
Hohenlédnge des Prismas sei gleich der Kantenldnge a des Dreiecks PQR.

Gesucht ist eine Ebene E, die parallel zu einer der quadratischen Seiten-
flichen F' des Prismas verlduft und die das Prisma in zwei Korper zerlegt,
deren Volumina sich in irgendeiner Reihenfolge wie 9 : 16 verhalten.

Ermittle zu gegebenen a alle diejenigen Werte, die der Abstand zwischen
der Seitenfliche F' und einer solchen Ebene E betragen kann!

Fiir jede Ebene, die (0.B.d.A.) parallel zur Seitenfliche F = PSRU verlauft und das Prisma in zwei
Teilkorper PXY RSW ZU und XQYWTZ zerlegt (sieche Abbildung), gilt:

Die Teilkorper sind Prismen der, gleichen Hohenldnge a; ihre Volumina verhalten sich also wie die
Flacheninhalte ihrer Grundflichen PXY R und XQY. Dabei ist wegen XY || PR, also (Stufenwin-
kel) ZQXY = ZQPR = 90° und ZXQY = ZPQR = 45°, auch XQY ein gleichschenklig-rechtwinkliges
Dreieck.

Mit X @ = x ist folglich auch XY = X, und XQY hat den Flacheninhalt %xQ. Somit hat PXY R den
Flécheninhalt 2a* — 122.
Daher hat die Ebene E genau dann die geforderte Eigenschaft, wenn entweder

(> —2?):22=9:16 oder 22 (a® —2%)=9:16
gilt. Dies ist der Reihe nach dquivalent mit

16(a”* — %) = 922 bzw. 1622 = 9(a® — %)

1642 = 2522 bzw. 2522 = 942

und dies wegen a > 0, x > 0 mit
4 3

T =-a bzw. T=-a

5 5
Somit haben fiir den gesuchten Abstand PX genau die beiden Werte

a—r=-a und a—r=-a

5 5
die geforderte Eigenschaft.

Lésungen der III. Runde 1985 ibernommen von [5]
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2.28 XXVI. Olympiade 1986
2.28.1 I. Runde 1986, Klasse 8

Aufgabe 1 - 260811

In das nachstehende Kryptogramm sind fiir die Buchstaben die Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 so
einzutragen, daf fiir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und fiir verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern stehen und daf alle angegebenen Rechenaufgaben richtig gelost sind.

A B ¢ - D B = E (C C
F G . ¢ H = D I H
K C 4+ C K = D D

a) Gib eine Eintragung an und zeige, dass sie den oben angegebenen Bedingungen geniigt!

b) Untersuche, ob es auler der von dir gefundenen Eintragung weitere Moglichkeiten gibt. ist dies
der Fall, dann ermittle alle Eintragungen, die den Bedingungen geniigen!

Um eine in (a) geforderte Eintragung (siche unten) zu finden, kann man mit Uberlegungen zu Aufgabe
b) beginnen, indem man folgende Schliisse zieht: Wenn eine Eintragung allen Bedingungen der Aufga-
benstellung geniigt, so folgt: Nach der Gleichung in der 1. Zeile hat die Summe aus der Einerziffer C' der
rechten Seite und der Einerziffer B wieder die Einerziffer C'. Daher muss B = 0 sein.

Danach folgt durch Betrachtung der Zehnerziffern weiter C + D = 10.

Aus der 2. Spalte folgt K + H = 10 und dann weiter 2C + 1 = D. Setzt man dies in C' + D = 10 ein, so
ergibt sich 3C' + 1 = 10, also C' = 3 und damit D = 7.

Hiernach ergibt sich aus der 3. Zeile K = 4
und damit (wegen K + H = 10) H = 6.
Aus der 3. Spalte folgt nun I = 5 E=8
und damit aus der 1. Zeile A = 9
und aus der 1. Spalte F = 2,G=1.

Als Eintragung, die zu a) anzugeben ist, wurde so

903 - 70 = 833

gefunden, und als Antwort zu b) hat sich ergeben, dass es keine anderen Moglichkeiten geben kann,
die Bedingungen zu erfiillen. Zur vollstindigen Bearbeitung der Aufgabe a) ist dann noch festzustellen,
dass die gefundene Eintragung fiir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und fiir verschiedene Buchstaben
verschiedene Ziffern verwendet und dass bei dieser Eintragung alle angegebenen Rechenaufgaben richtig
gelost sind. Daher erfillt genau die angegebene Eintragung alle geforderten Bedingungen.

Aufgabe 2 - 260812

Uwe mochte mit einem Taschenrechner feststellen, ob 37 ein Teiler von 45679091 ist. Wenn er dabei
den Rechner SR1 verwendet, konnte er folgendermafen vorgehen: Er dividiert 45679091 durch 37. Der
Rechner SR1 zeigt 1234570 an, also ein ganzzahliges Ergebnis. Zur Kontrolle multipliziert Uwe dieses
Ergebnis, ohne es neu einzutippen, wieder mit 37. Der Rechner zeigt als Ergebnis wieder 45679091
an. (Du kannst dies mit einem SR1 selbst ausprobieren.)

Kann Uwe nun schlieffen, dass 37 ein Teiler von 45679091 ist?

Nein, der Schluss ist nicht moéglich. Obwohl ndmlich der SR1 fiir z = 45679091 : 37 das gerundete
Ergebnis 1234570 anzeigte, hatte er dennoch einen genaueren Ndherungswert gespeichert. Das kannst du
feststellen, indem du nach folgendem Ablaufplan rechnest:
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[:1[37]|=] Anzeige: 1234570 |- | =] *)

Nun zeigt der Rechner nicht 0, sondern 0.03 als Ergebnis. Er hat also als Divisionsergebnis von z =
45679091 : 37 den Wert 1234570,03 gespeichert.

Uwe hatte folgendermaflen gerechnet:

[:|[37][=] Anzeige: 1234570 [-|[37]| =] (<)

Das danach angezeigt Ergebnis 45679091 ist somit (ndherungsweise) das Produkt aus dem gespeicherten
Wert 1234570,03 und 37; es ist nicht - wie Uwe gemeint hat - das Produkt aus dem angezeigten Wert
1234570 und 37. Deshalb ist Uwes Schlussweise falsch.

Weitere Hinweise: Um zu sehen, dass diese falsche Schlussweise hier auch tatsdchlich zu einem falschen
Ergebnis fithrt, gibt es mehrere Moglichkeiten:

A. Man kann sofort - ohne nochmalige Rechnerbenutzung - erkennen, dass 45679091 : 37 nicht genau
gleich 1234570 sein kann; denn 1234570 - 37 ist eine (ganze) Zahl mit der letzten Ziffer 0.

B. Man kann 45679091 : 37 schriftlich berechnen und daraus entnehmen, dass das Ergebnis keine ganze
Zahl ist.

C. Die richtige Antwort auf die Frage, ob 37 ein Teiler von 45679091 ist, kann man erhalten, indem
man anstelle der Fortsetzung in (**), die Uwe zur Kontrolle gewéhlt hat, neu eintippt:

1234570 ][ 7] =]

Danach zeigt der Rechner 45679090 an. (Das ist in der Tat, wie in A bemerkt, eine ganze Zahl mit
der letzten Ziffer 0. Da diese Rechnung (***) bei der Rechengenauigkeit des SR1 nicht nur einen
Néherungswert, sondern das genaue Produkt liefert, folgt:

Die Zahl 45679091 ist nicht durch 37 teilbar, sondern lasst bei Division durch 37 den Rest 1.
Aufgabe 3 - 260813
Es sei k ein Kreis, sein Mittelpunkt sei M. Vier Punkte A, C,

E und D seien in dieser Reihenfolge auf k£ so gelegen, dafl die
folgenden Bedingungen erfiillt sind (siehe Bild):

(1) A, M und E liegen auf ein und derselben Geraden.
(2) Es gilt ZMAD = 60°.

(3) Die Gerade durch M und C schneide die in A an k gelegte
Tangente in einem Punkt B derart, dal MC = BC' gilt.

Untersuche, ob unter diesen Voraussetzungen die Strecken AB
und DE die gleiche Lénge haben!

Die Strecken AB und DE sind Seiten der Dreiecke M AB bzw. ADE. Kann man zeigen, dass diese beiden
Dreiecke kongruent sind, so folgt AB = DE.

Der Radius von k sei r. Nach Voraussetzung (1) ist AE ein Durchmesser von k, also gilt AE = 2r. Als
Radius von k ist auch MC = r. Nach (3) folgt hieraus M B = 2r. Somit gilt

MB = AE. (4)

Nach dem Satz von Thales gilt ZADFE = 90°. Da die Tangente senkrecht auf dem Beriihrungsradius
steht, gilt /M AB = 90°, also ist

/MAB = ZADE. (5)

Da A und D auf k liegen, ist das Dreieck M AD gleichschenklig mit M A = M D. Fir den Basiswinkel
folgt aus (2) daher ZM DA = ZM AD = 60°, nach dem Innenwinkelsatz also ZAM D = 60°. Also ist das
Dreieck M AD sogar gleichseitig, und es gilt

MA = AD. (6)
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In den Dreiecken M AB bzw. ADE liegt der in (5) genannte Winkel als rechter Winkel der grofiten Seite
gegeniiber, die in (4) genannt ist. Nach dem Kongruenzsatz sSW folgt somit AMAB = AADE und
damit AB = DE.

Anderer Léosungsweg: Wie oben zeigt man (4) und (5). Nach der Umkehrung des Thalessatzes liegt nun
A auf dem Kreis mit dem Durchmesser BM, der nach (3) als Mittelpunkt C' hat. Somit ist CA = CM =
AM, also das Dreieck ACM gleichseitig, und es folgt

ZBMA =/CMA =60°,

nach (2) also weiter

ZBMA = ZMAD = ZEAD. (7)

Aus (4), (5), (7) folgt nach dem Kongruenzsatz wws, dass AMAB = ANADE, also AB = DF gilt.

Aufgabe 4 - 260814

Es sei ABCDEF ein gerades dreiseitiges Prisma. Alle drei Seitenflichen ABED, BCFE, CADF
sowie die Grund- und die Deckfliche ABC bzw. DEF seien samtlich einander umfangsgleich. Gegeben
sei die Lange h der Strecke AD.

Ermittle in Abhéngigkeit von h die Langen der Strecken BC, CA und AB!

Die Seitenflichen des Prismas sind Rechtecke, haben also gleichlange
Gegenseiten. Mithin gilt

AD=BE=CF=h

g sowie fiir die gesuchten Lingen

a=BC =EFEF, b=CA=FD, c=AB=DE.

p Aus der Umfangsgleichheit der Seitenflichen untereinander folgt somit

2a +2h = 2b+ 2h = 2c + 2h (1)
und aus der Umfangsgleichheit der Seitenflichen mit der Grund- oder Deckflache folgt
2a+2h=a+b+c (2)

Aus (1) ergibt sich damit a = b = ¢ und daher aus (2) 2a + 2h = 3h, also a = 2h.
Die gesuchten Lingen lauten mithin BC = CA = AB = 2h.

Lésungen der I. Runde 1986 ibernommen von [5]

338



2.28.2 II. Runde 1986, Klasse 8
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Aufgabe 1 - 260821

In der Kleinstadt A hat der Fleischer jeden Montag geschlossen, das Haushaltswarengeschéft jeden
Dienstag und der Schuhmacher jeden Donnerstag. Der Optiker hat nur montags, mittwochs und
freitags gedffnet. Am Sonntag sind alle Geschéfte geschlossen.

Eines Tages gingen die Freundinnen Anja, Ilka, Katrin und Susann, jede in ein anderes dieser vier
Geschiéfte. Als sie sich unterwegs trafen, sagten sie:

nja: "Susann und ich wollten eigentlich schon eher in dieser Woche einkaufen gehen, aber da
1) Anja: ”S d ich wollt igentlich sch her in di Woche einkauf h ber d
gab es keinen Tag, an dem wir beide héitten unsere Besorgungen machen kénnen.”

(2) Ilka: ”Ich wollte heute eigentlich nicht einkaufen, aber morgen hat das Geschéft geschlossen, in
dem ich einkaufen will.”

(3) Katrin: ”Ich hitte auch schon gestern oder vorgestern alles besorgen kénnen.”

(4) Susann: ”Ich hatte ebenso gestern oder auch morgen meinen Einkauf erledigen kénnen.”
Untersuche, ob diese Angaben miteinander vereinbar sind und ob dann aus ihnen eindeutig folgt,

(a) wer von den genannten Médchen in welchem der angegebenen Geschéfte war.

(b) an welchem Wochentag das Gespréich stattgefunden hat!

Ist dies der Fall, dann gib die entsprechenden Antworten auf die Fragen (a) und (b)!

Wie der nachfolgende Offnungsplan zeigt, muss das Gespriich der Freundinnen entweder am Mittwoch
oder am Freitag stattgefunden haben, da nur an diesen beiden Tagen die vier genannten Geschéfte
gleichzeitig geoffnet hatten (x bedeutet geschlossen):

Mo | Di | Mi | Do | Fr | Sa | So
Fleischer X X
Haushaltwaren X X
Schuhmacher X X
Optiker X X X | x

Wegen (1) kann das Gesprach nicht an einem Freitag stattgefunden haben, denn alle Besorgungen, die
Anja und Susann am Freitag hatten machen kénnen, waren auch am Mittwoch zu erledigen gewesen.
Also fand das Gesprich an einem Mittwoch statt, und es folgt weiter:

Wegen (4) muss Susann zum Fleischer gegangen sein, wegen (3) Katrin zum Schuhmacher. Hiernach und
wegen (2) war Ilka beim Optiker und folglich Anja im Haushaltwarengeschéft, und bei dieser Verteilung
ist auch (1) erfiillt.

Daher sind die Angaben miteinander vereinbar, und aus ihnen folgt eindeutig;:

(a) Anja war im Haushaltwarengeschift, Ilka beim Optiker, Katrin beim Schuhmacher, Susann beim
Fleischer.

(b) Das Gesprich fand am Mittwoch statt.

Aufgabe 2 - 260822

Es sei k ein Halbkreis iiber dem Durchmesser AB. Eine Gerade schneide k in zwei von A und B
verschiedenen Punkten D und C sowie die Verlangerung von AB iiber B hinaus in einem Punkt E
derart, dass C zwischen D und F liegt. Aulerdem gelte

(1) BD = BE und
(2) LDAC = 27°.
Ermittle die Grofle o des Winkels ZACD!

Das Dreieck EDB ist wegen (1) gleichschenklig, also ist ZEDB = ZBED.
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Die Winkel ZABD und ZACD sind Peripheriewinkel iiber dem gleichen Bogen AD, also ist ZABD =
LACD = a.
Der Winkel ZABD ist Aulenwinkel des Dreiecks EDB. Also ist

LBED+ /EDB = ZABD

und wegen (3)

7BED = ZEDB = %

Der Winkel ZBDA ist als Peripheriewinkel iiber dem Durchmesser ein rechter Winkel. Im Dreieck AC' D
gilt nach dem Innenwinkelsatz und wegen (2):

27° + a4 % 1£90° =180°  also o= 42°

Aufgabe 3 - 260823

Es sei ABCDEFGHJKLM ein gerades sechsseitiges Prisma, in dem die sechs Seitenflichen
ABHG, BCJH, CDKJ, DELK, EFML, FAGM sowie die Grund- und Deckfliche ABCDEF
und GHJK LM séamtlich einander umfangsgleich sind. Gegeben sei die Lange h der Strecke AG.

Ermittle in Abhéngigkeit von h die Lédngen der Strecken AB, BC, CD, DE, EF und FA!

Da die Seitenflichen jedes geraden Prismas Rechtecke sind, also jeweils gleichlange Gegenseiten haben,
ist die gegebene Lénge
h=AG=BH=CJ=DK=FEL=FM

und fiir die gesuchten Léngen gilt
a=AB=GH,b=BC=HJ,c=CD=JK,d=DE=KLe=FEF=LM,f=FA=MG
Aus der Umfangsgleichheit aller sechs Seitenfldchen folgt
2a + 2h = 2b+ 2h = 2c+ 2h = 2d + 2h = 2e + 2h = 2f + 2h also a=b=c=d=e=f

und aus der Umfangsgleichheit der Grundfliche mit jeder Seitenfliche folgt somit 6a = 2a + 2h, also
h

a = —.

2
R
Daher sind die gesuchten Léngen AB = BC =CD =DFE =FEF =FA = 5
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Aufgabe 4 - 260824

a) Ermittle alle diejenigen zweistelligen natiirlichen Zahlen z, die folgende Bedingung erfiillen:

Setzt man vor die beiden Ziffern von z eine dritte Ziffer, so entsteht eine dreistellige Zahl, die
29 mal so groB ist wie z.

b) Gib an, wie man weitere natiirliche Zahlen z’ bilden kann, die folgende Bedingung erfiillen:

Setzt man vor die siamtlichen Ziffern von 2’ eine weitere Ziffer, so entsteht eine neue Zahl, die
29 mal so grof} ist wie z’.

¢) Ermittle alle diejenigen natiirlichen, nicht durch 10 teilbaren Zahlen 2", die folgende Bedingung
erfiillen:

Setzt man vor die samtlichen Ziffern von 2’ eine weitere Ziffer oder mehrere weitere Ziffern, so
entsteht eine neue Zahl, die 29 mal so grof} ist wie z”.

a) Wenn z zusammen mit einer davorzusetzenden Ziffer a die Bedingungen der Aufgabenstellung
2ba

erfiillt, so gilt 100a + z = 29z, also z = — (1),

ferner ist z eine natiirliche Zahl, also 25a durch 7 teilbar. Da 25 zu 7 teilerfremd ist, muss a durch
7 teilbar sein. Auferdem gilt @ # 0 (denn aus a = 0 ergébe sich z = 0 im Widerspruch zur
Zweistelligkeit von z). Die einzige von 0 verschiedene durch 7 teilbare Ziffer ist aber a = 7.

Damit folgt aus (1), dass nur z = 25 den Bedingungen der Aufgabenstellung gentiigen kann, und
zwar zusammen mit der davorzusetzenden Ziffer a = 7.

In der Tat werden damit diese Bedingungen erfiillt; denn es gilt 725 = 29 - 25

b) Man kann Zahlen 2’ mit der geforderten Eigenschaft z.B. dadurch bilden, dass man an die eben
gefundene Zahl 25 eine beliebige Anzahl Nullen anhéngt; denn es gilt 72500...0 = 29 - 2500...0.

¢) Wenn 2" zusammen mit einer davorzusetzenden Ziffernfolge, die fiir sich genommen die natiirliche
Zahl b darstellt, die Bedingungen der Aufgabenstellung erfiillt und wenn 2" eine n-stellige natiirliche
Zahl ist, so gilt
10™-b
1
= 2
z o8 (2)

Ferner ist z” eine natiirliche Zahl, also 10™ - b durch (28 und folglich durch ) 7 teilbar. Da 10" zu 7
teilerfremd ist, muss b durch 7 teilbar sein. Ferner ist b # 0; denn aus b = 0 ergibe sich 2" = 0 im

Widerspruch zu der in der Aufgabenstellung enthaltenen Bedingung, dass 2z’ nicht durch 10 teilbar
sein soll.

10" + b+ 2" = 292" =

b
Daraus, dass z” eine n-stellige Zahl ist, folgt 2" < 10™; hieraus und aus (2) ergibt sich 28 < 1, also
b < 28.

Somit muss b eine der Zahlen 7, 14, 21 sein. In diesen drei Féllen ergibt sich

10" 10" 10" -3
2 = o= 10" 125 bzw. 2= - = 10" 1.5 bzw.z" = = 10"2.75

Das ist jeweils nur dann eine nicht durch 10 teilbare natiirliche Zahl, wenn n = 2 bzw. n = 1 bzw.
n = 2 gilt. Dies fiihrt jeweils auf 2/ = 25 bzw. 2" =5 bzw. 2/ =75

Also konnen nur diese Zahlen den Bedingungen der Aufgabenstellung geniigen, und zwar nur zu-
sammen mit der davorzusetzenden Ziffernfolge b = 7 bzw. b = 14 bzw. b = 21.

In der Tat werden damit die Bedingungen erfiillt, denn die genannten Zahlen z” sind nicht durch
10 teilbar, und es gilt
725 =29 - 25 bzw. 145 = 29 - 5 bzw. 2175 = 29 - 75.

Lésungen der II. Runde 1986 ibernommen von [5]
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2.28.3 lll. Runde 1986, Klasse 8

Aufgabe 1 - 260831

Gegen Ende eines Kinderfestes kommen fiinf Mé&dchen zur Solidaritdtstombola und wollen Lose kau-
fen. Der Pionierleiter zéhlt die vorrdatigen Lose und sagt dann: "Der Vorrat reicht dafiir, dass jede
von euch, eine nach der anderen, jeweils genau die Hélfte der gerade noch vorhandenen Lose und ein
halbes Los dazu kauft. Dann bleibt kein Los tibrig.”

(I) Weise nach, dass es als Vorrat an Losen hochstens eine Anzahl geben kann, bei der die Aussagen
des Pionierleiters zutreffen!

(IT) Weise nach, dass fiir diese Anzahl die Aussagen des Pionierleiters zutreffen! Wie viele Lose kann
jedes der funf Madchen nach diesen Angaben kaufen?

(I) Wenn die Aussagen des Pionierleiters bei einem Vorrat von x Losen zutreffen, so kann jedes der
Médchen so viele Lose kaufen, wie die folgende Tabelle angibt. Ferner ist dort angegeben, wie viele
Lose dann jeweils noch vorhanden sind.

Anzahl der Lose, Anzahl der Lose,
die das Méadchen kaufen kann | die danach noch vorhanden sind
1. Méadchen z4+1 r—(E+H)=2-1
2 Midchen | (5 -3 +5=%+3 G-H-G+hH-5-1
3.Midchen | dG-D+i=g+i | G-D-G+h=%-1
tMidden | JE-DAb=fed | G-D-GrA)=f- 8
5. Miidchen ey l=-z4 L

Da das 5. Médchen alle noch vorhandenen Lose gekauft hat, gilt
x 1 T 15

z 1 _ =31
3273216 16 r=3

also
Als Vorrat an Losen kann daher hochstens die Zahl = 31 die Eigenschaft haben, dass die Aussagen
des Pionierleiters zutreffen.

(IT) Fiir diese Anzahl als Vorrat gilt in der Tat:

Das 1. Méadchen kann 32—1 + % = 16 Lose kaufen. Von den dann vorhandenen 15 Losen kann das 2.
Méadchen 1—25 + % = 8 Lose kaufen.

Von den dann vorhandenen 7 Losen kann das 3. Madchen % + % = 4 Lose kaufen. Von den dann
vorhandenen 3 Losen kann das 4. Méadchen % + % = 2 Lose kaufen.

Von dem dann vorhandenen 1 Los kann das 5. Madchen % + % = 1 Los kaufen, und danach bleibt
kein Los iibrig.

Fiir den Vorrat von 31 Losen treffen somit die Aussagen des Pionierleiters zu; die einzelnen Méadchen
konnen nach diesen Aussagen der Reihe nach 16, 8, 4, 2, 1 Lose kaufen.

2. Losungsweg:

Wenn die Aussagen des Pionierleiters zutreffen, so folgt:

Nachdem die ersten vier Madchen gekauft haben, wie angegeben, kann das 5. Madchen die Hélfte der
noch vorhandenen Lose und ein halbes Los dazu kaufen, und danach bleibt kein Los iibrig.

Also war das eben genannte halbe Los die andere Hélfte der noch vorhandenen Lose; d.h. die Anzahl der
noch vorhandenen Lose hatte 1 betragen.

Also bleibt, wenn das 4. Médchen die Hélfte der noch vorhandenen Lose und ein halbes Los dazu kauft,
danach noch genau dieses eine Los iibrig. Somit war dieses Los und das halbe Los zusammen die andere
Halfte der zuvor noch vorhandenen Lose; d.h. die Anzahl der noch vorhandenen Lose hatte 3 betragen.

Entsprechend schlieft man:
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Fur
also

das 3. Méadchen hatte die Halfte der Anzahl der zuvor noch vorhandenen Lose 3%, diese Anzahl selbst
7 betragen; fiir das 2. Méadchen hatte die Hélfte der Anzahl der zuvor noch vorhandenen Lose 7%,

diese Anzahl selbst also 15 betragen; die Hélfte der Anzahl der ganz zu Beginn vorhandenen Lose hatte

155
(1)

, diese Anzahl selbst also 31 betragen.

wie im 1. Losungsweg.

Aufgabe 2 - 260832
Ermittle alle diejenigen Paare (p; ¢) von Primzahlen, die die folgenden Bedingungen (1), (2), (3)

er

I

II.

fiillen!
(1) Die Differenz q — p ist groBer als 0 und kleiner als 10.
(2) Die Summe p + ¢ ist das Quadrat einer natiirlichen Zahl n.

(3) Addiert man zu dieser Zahl n die Summe von p und ¢, so erhilt man 42.

. Wenn ein Paar (p; ¢) von Primzahlen zusammen mit einer natiirlichen Zahl n die Bedingungen (1),
(2), (3) erfillt, so folgt:

Nach (2) gilt p+¢ = n?, nach (3) gilt n+p+q = 42, wegen der vorigen Gleichung also n+n? = 42,
d.h. n(n+1) =42 (4).

Die einzigen Moglichkeiten, 42 als Produkt zweier natiirlicher Zahlen darzustellen, sind (bis auf die
Reihenfolge der Faktoren) 42=1-42=2-21=3-14=6-7.

Von diesen Darstellungen enthélt nur 6 - 7 zwei Faktoren der Gestalt n und n + 1, d.h. aus (4) (fiir
natiirliche Zahlen n) folgt n = 6.

Nach (2) gilt somit p+ g = 36. Also ist p eine der Primzahlen kleiner als 36, d.h. eine der Zahlen 2,
3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, und q ist jeweils die entsprechende der Zahlen 34, 33, 31, 29, 25,
23,19,17,13, 7, 5.

Von diesen Moglichkeiten scheiden alle auler p = 17, ¢ = 19 aus, da fiir sie entweder ¢ — p > 10
oder g —p < 0 wird, also (1) nicht erfiillt ist (einige auch deswegen, weil bei ihnen ¢ keine Primzahl
ist).

Also kann nur das Paar (p; q) = (17;19) alle Bedingungen der Aufgabe erfiillen.

Es erfiillt diese Bedingungen; denn 17 und 19 sind Primzahlen, es gilt 0 < 19 — 17 < 10, 17+ 19 =
36 = 62 und 6 + 17 + 19 = 42. Also erfiillt genau das Paar (17;19) die Bedingungen der Aufgabe.

Andere Moglichkeiten, von (4) auf n = 6 zu schliefen:

1

2

. Fiir alle natiirlichen Zahlen n < 6 ist n(n+1) <6-7, firn > 6ist n(n+1) > 6-7.

Also kann unter den natiirlichen Zahlen n nur n = 6 die Gleichung n(n + 1) = 42 erfiillen.

. Bei Kenntnis der Losungsformel quadratischer Gleichungen (oder nach Herleitung, etwa vermittels
(n+ 1)? — 1 = 42) erhilt man:

1 1 1
=t d2=(-1£1
M2 =7y 1" 5 3)

Von den beiden Losungen

der quadratischen Gleichung n? 4+ n — 42 = 0 ist nur n; = 6 eine natiirliche Zahl.
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Aufgabe 3 - 260833

Gegeben seien ein Kreis k£ mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r = 5 cm sowie eine Gerade
g, die von M den Abstand d = 6 c¢cm hat. Zu konstruieren sind alle diejenigen Punkte P, die die
folgenden Bedingungen (a) und (b) erfiillen:

(a) Der Punkt P liegt auf der Geraden g.
(b) Die von P an k gelegten Tangenten bilden miteinander einen rechten Winkel.

Beschreibe eine Konstruktion! Fertige eine Konstruktionszeichnung an! Beweise die beiden folgenden
Sétze (I) und (II)!

(I) Wenn ein Punkt P die Bedingungen (a) und (b) erfiillt, dann l4sst er sich nach der angegebenen
Beschreibung konstruieren.

(IT) Wenn ein Punkt P nach der angegebenen Beschreibung konstruiert wird, dann erfiillt er die
Bedingungen (a) und (b).

Konstruktionsbeschreibung:
(1) Man konstruiert ein Quadrat ABC'D mit der Seitenlénge r.

(2) Man konstruiert den Kreis ¢ um M mit dem Radius AC. Die Schnittpunkte P;, P», die ¢ mit g hat,
sind dann alle zu konstruierenden Punkte P.

Beweis zu (I): Es sei P ein Punkt, der (a) und (b) erfiillt; die Berithrungspunkte der von P an k gelegten
Tangenten seien 77 und T (siehe Abbildung).
Nach dem Satz tiber Tangente und Beriihrungsradius gilt dann

ZMT, P =90° , LMT,P =90°

nach (b) gilt ZT7 PT5 = 90°. Also ist MT; PT5 ein Rechteck. Wegen MT, = MT, = r ist dieses Rechteck
ein Quadrat mit der Seitenldnge r und folglich kongruent zu dem in (1) konstruierten Quadrat ABCD.
Daraus folgt M P = AC] also liegt P auf dem in (2) konstruierten Kreis c. Wegen (a) liegt P auch auf g.
Also ist P einer der in (2) erhaltenen Schnittpunkte Py, Ps, w.z.b.w.

Beweis zu (II): Es sei P ein Punkt, der nach der angegebenen Beschreibung konstruiert ist. Nach (2) liegt
dann P auf g, erfiillt also die Bedingung (a). Nach (2) gilt ferner AC = M P.

Da g groBleren Abstand als r zu M hat und somit k& meidet, gibt es zwei von P an k gelegte Tangenten.
Sind 7y und T; ihre Beriihrungspunkte, so folgt: Nach (1) gilt AB = MTy, nach (1) und dem Satz iiber
Tangente und Berithrungsradius gilt ZABC = ZMT; P, zugleich sind die hier genannten Winkel als
rechte Winkel die grofiten Innenwinkel in AABC bzw. AMT, P.

Nach dem Kongruenzsatz sSW ergibt sich damit AABC = AMT; P. Ebenso folgt AADC = AMT,P.

Also sind die Vierecke ABCD und MT; PT; zueinander kongruent. Da nach (1) nun ZBCD = 90° ist,
gilt auch T PT> = 90°; d.h., auch (b) ist erfiillt, w.z.b.w.
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Hinweis: Hat man im Konstruktionsschritt (1) A = M gewéhlt, so kann zum Beweis (II) auch ausgefiihrt
werden, dass es nach (2) eine Drehung um M gibt, die C in P {iberfihrt. Bei dieser Drehung gehen die
tangentialen Strecken C'B, C'D in tangentiale Strecken PTy, PT, {iber; und ihr rechter Winkel bleibt
erhalten.

Aufgabe 4 - 260834
In einer Ebene seien 100 verschiedene Punkte so gelegen, dass folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

(1) Es gibt genau eine Gerade, auf der mehr als zwei der 100 Punkte liegen.
(2) Auf dieser Geraden liegen genau drei der 100 Punkte.

Ermittle unter diesen Voraussetzungen die Anzahl derjenigen Geraden, die durch mehr als einen der
100 Punkte gehen!

Die drei in (2) genannten Punkte, die auf der in (1) genannten Geraden liegen, seien Pyg, Pyg, Pioo, die
iibrigen der 100 Punkte seien P;, P, ... , Py7 genannt.

Eine Gerade geht genau dann durch mehr als einen der 100 Punkte, wenn sie
(a) entweder ein Paar verschiedener Punkte Py, Py, ... , Py7 miteinander verbindet
(b) oder einen der Punkte P;, P, ... ,Py; mit einem der Punkte Pog, Pog, Pigo verbindet
(¢) oder die Gerade durch Pyg, Pog, Pigo ist.

Jede in (a) genannte Gerade ist von jeder in (b) genannten Geraden verschieden. Ferner gilt: Jede in (a)
genannte Gerade und jede in (b) genannte Gerade ist von der in (c) genannten Geraden verschieden.

Die Anzahl der in (a) genannten Geraden l4sst sich folgendermafien ermitteln:
Man kann jeden der 97 Punkte Pi, Ps, ... , Py mit jedem der 96 anderen unter diesen Punkten durch

eine Gerade verbinden. Dabei hat man jede in (a) genannte Gerade genau zweimal erfasst. Also betrigt

deren Anzahl 97 . 96
# =97-48

Die Anzahl der in (b) genannten Geraden betragt 97-3. Also ist die gesuchte Anzahl 97-48+97-3+1 = 4948.

Hinweis: Man kann auch eine schrittweise Uberlegung durchfiihren:

Fiir 3 Punkte, die (1) und (2) (mit der Anzahl 3 statt 100) erfiillen, gibt es genau eine gesuchte Gerade.
Jeder Punkt, der dann noch so hinzugefiigt wird, dass (1) und (2) (mit der jeweils neuen Anzahl n der
Punkte) erfiillt bleiben, erbringt genau n— 1 neue Geraden hinzu. So kommt man auf die gesuchte Anzahl
143444498499 =1+ (3+99)+ (4+98) + ... + (50 + 52) + 51 = 1 + 48 - 102 4 51 = 4948,

Aufgabe 5 - 260835
Beweise folgende Sétze:

I) Wenn ABC ein Dreieck mit AC = BC ist, dann ist die Seitenhalbierende von AB zugleich
auch Winkelhalbierende von ZACB.

II) Wenn in einem Dreieck ABC' die Seitenhalbierende von AB zugleich auch Winkelhalbierende
von ZACB ist dann gilt AC = BC.

(I) Wenn AC' = BC (1) gilt und CD die Seitenhalbierende von AB ist, d.h. D (auf AB liegt und)
AD = BD (2) erfiillt, so folgt aus (1), (2) und CD = DC (3) nach dem Kongruenzsatz sss, dass
ANACD = ABCD und damit ZACD = ZBCD gilt. Also ist C'D auch die Winkelhalbierende von
/ZACB, w.z.b.w.

(Man kann auch CD als Winkelhalbierende voraussetzen und dann aus ZAC'D = ZBCD, (1), (3)
mit dem Kongruenzsatz sws auf (2) schliefien.)

(IT) In einem Dreieck ABC sei die Strecke CD (mit D auf AB) sowohl Seitenhalbierende als auch
Winkelhalbierende; d.h. es werde AD = BD (4) und ZACD = ZBCD (5) vorausgesetzt.
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Es sei E derjenige Punkt, fiir den D der Mittelpunkt von C'E ist. Dann halbieren in dem Viereck
AEBC die Diagonalen einander gegenseitig, also ist es ein Parallelogramm.

Daher gilt AC = BE (6) und ZACD = ZBED (7) (Wechselwinkel an den geschnittenen Parallelen
AC, BE).

Aus (5) und (7) folgt /BCD = ZBED und daraus nach der Umkehrung des Basiswinkelsatzes
BC = BE (8). Aus (6) und (8) folgt AC' = BC', w.z.b.w.

Aufgabe 6 - 260836
Es sei ABC'D eine dreiseitige Pyramide, die die Bedingung erfillt, daf3 die vier Dreiecke ABC', ABD,
ACD und BCD samtlich einander umfangsgleich sind.

Untersuche, ob durch diese Bedingung und durch die Langen
AD=p, BD=gq, CD=r
die Lingen BC = a, CA = b und AB = c eindeutig bestimmt sind!

Wenn dies der Fall ist, gib diese Langen a, b, ¢ in Abhéngigkeit von p, ¢, r an!

Wegen der Umfangsgleichheit von ABC und ABD gilt a+b+c=p+q+c(1).

Wegen der Umfangsgleichheit von ABC und ACD gilt a+b+c=p+b+7r (2).

Wegen der Umfangsgleichheit von ABC und BCD gilt a+b+c=a+ g+ (3).

Behauptung: Hieraus folgt: a, b, ¢ sind eindeutig bestimmt und zwar gilt a = p, b =¢q, c =r.
1. Beweismoglichkeit hierzu:

Aus (1) folgt a+b=p+q (4), aus (3) und (2) folgt a+ ¢+ r =p+b+r und daraus a+q = p+b.
(5)
Addiert man (4) und (5), so ergibt sich 2a + b+ ¢ = 2p + b + ¢ und daraus a = p.

Setzt man dies in (1) bzw. in (2) ein, so ergibt sich b = ¢ bzw. ¢ =r.
2. Beweismoglichkeit:
Addition von (1), (2), (3) ergibt
la+b+c)=a+b+c+2(p+q+7)

alsoa+b+c=p+q+r (6).
Aus (6) zusammen mit (1) bzw. mit (2) bzw. mit (3) folgt ¢ =7 bzw. b = ¢ bzw. a = p.

Lésungen der III. Runde 1987 ibernommen von [5]
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2.29 XXVII. Olympiade 1987
2.29.1 |. Runde 1987, Klasse 8

Aufgabe 1 - 270811
Steffen stellt den Mitgliedern der AG Mathematik folgende Aufgabe:

”Jeder denke sich eine Zahl, multipliziere diese mit 2, addiere zum Produkt 30, dividiere die Summe
durch 2, subtrahiere von dem erhaltenen Ergebnis die anfangs gedachte Zahl!
Schreibe des Ergebnis auf!”

Es stellte sich heraus, dass alle Schiiler der Arbeitsgemeinschaft das gleiche Ergebnis hatten. Missen
sich Steffens Mitschiiler unbedingt auch die gleiche Zahl gedacht haben?

Die Schiiler miissen sich nicht unbedingt die gleiche Zahl gedacht haben. Man stellt fest, dass aus zwei
verschiedenen Anfangszahlen dasselbe Ergebnis entsteht. So geniigen zum Beweis z.B. folgende Feststel-
lungen:

Die Anfangszahl 1 fiihrt der Reihe nach auf die Zahlen 1-2=2,2+30=32,32:2=16,16—1 = 15.
Die Anfangszahl 2 fiihrt der Reihe nach auf die Zahlen 2-2=4,4+30=34,34:2=17,17—2 = 15.

Andere Beweismoglichkeit: Man beweist, dass aus jeder Anfangszahl a dasselbe Ergebnis entsteht, ndmlich
vermittels der Zahlen

a-2; a-2+430; (a-2+430):2=a+15; a+15—a=15

Aufgabe 2 - 270812

In einen rechtwinkligen Koordinatensystem seien die Punkte A(1;5), B(4;4), C(2;8), A'(8;4),
B'(7;1), C'(11;3) gegeben. Sie sind so gelegen, dass es eine Drehung gibt, bei der A, B und C
die Bildpunkte A’, B’ bzw. C’ haben.

Konstruiere das Drehzentrum D dieser Drehung! Beschreibe deine Konstruktion!

Beweise folgende Aussage: Wenn D das gesuchte Drehzentrum ist, dann ldsst sich D nach deiner
Beschreibung konstruieren.

Das Einzeichnen von Punkten wie E,E’ oder
von Dreiecken wie ABC, ABE, A'B'C’,
A’B'E’, die zur Verdeutlichung der nachste-
henden Hinweise dienen, wird nicht gefor-
dert.

Konstruktionsbeschreibung:

(1) Man konstruiert die Mittelsenkrechte g
von AA’.

(2) Man konstruiert die Mittelsenkrechte h
von BB'.

Der Schnittpunkt D von ¢ und h ist das
gesuchte Drehzentrum.

x

0 T T T T T T T T T

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1‘0 1‘1
Beweis: Wenn D das gesuchte Drehzentrum ist, so muss DA = DA’ gelten. Also muss D auf der Mit-
telsenkrechten von AA’ liegen (denn diese ist die Menge aller derjenigen Punkte, deren Entfernung zu A
gleich ihrer Entfernung zu A’ ist).

Ebenso folgt, dass D auf der Mittelsenkrechten von BB’ liegen muss. Daher kann nur derjenige Punkt
D das gesuchte Drehzentrum sein, der durch die Konstruktion (1), (2) erhalten werden kann.

Zur Kontrolle: Es muss sich der Punkt D(4,1) ergeben.

347



2.29.1 I. Runde 1987, Klasse 8

Aufgabe 3 - 270813
Es sei ABC ein Dreieck, bei dem der Innenwinkel ZBAC die Grofie 30° hat.

Beweise, dass unter dieser Voraussetzung die Lange der Seite BC' gleich der Lange des Umkreisradius
dieses Dreiecks ist!

Sei M der Mittelpunkt und r der Radius des Umkreises des Dreiecks ABC. Dann gilt nach dem Zentri-
winkel-Peripheriewinkel-Satz /BMC =2 - /BAC.
Wegen ZBAC = 30° (nach Voraussetzung) folgt hieraus ZBMC = 60°. (1)

Aus M B = MC =r (als Radien eines Kreises) folgt nach dem Basiswinkelsatz Z/CBM = ZMCB. (2)
Wendet man den Innenwinkelsatz auf das Dreieck BCM an, dann folgt aus (1) und (2)

/CBM + /MCB + 60° = 180° ; 2/CBM = 120° ; /CBM =/MCB =60° (3)
Aus (1) und (3) folgt dann, dass das Dreieck BC'M gleichseitig ist. Folglich gilt: BC = M B = r. w.z.b.w.

Aufgabe 4 - 270814

Es soll die Summe der Quadrate zweier beliebiger natiirlicher Zahlen gebildet werden. Dann ist eine
”Division mit Rest” durchzufithren, und zwar soll die oben genannte Summe durch 4 dividiert werden.
Man will nun untersuchen, welche Zahlen bei einer derartigen Division als Rest auftreten kénnen und
welche nicht.

a) Bilde zunéchst einige Beispiele, indem du jedesmal selbst zwei natiirliche Zahlen wihlst, die
Summe ihrer Quadrate durch 4 dividierst und den auftretenden Rast notierst! Setze das Bilden
solcher Beispiele so oft fort, bis es nur noch eine natiirliche Zahl kleiner als 4 gibt, die in deinen
Beispielen nicht als Rest auftrat!

b) Nun kann man vermuten, dass diese Zahl niemals als Rest auftritt, wenn die Summe der Qua-
drate zweier beliebiger natiirlicher Zahlen durch 4 dividiert wird.

Beweise diese Vermutung!

a) Unter den zu bildenden Beispielen konnten etwa die folgenden auftreten:

12 + 22 = 1 4+ 4 = 5 lasst bei Division durch 4 den Rest 1
22 + 62 = 4 + 36 = 40 lasst bei Division durch 4 den Rest 0,
32 + 52 =9 4 25 = 34 ldsst bei Division durch 4 den Rest 2.

Unter den natiirlichen Zahlen kleiner als 4, d.h. den Zahlen 0,1,2,3 trat in diesen drei Beispielen nur die
Zahl 3 nicht als Rest auf.

b) Wenn die Summe der Quadrate zweier beliebiger natiirlicher Zahlen a und b durch 4 dividiert wird,
so gibt es nur die folgenden drei Moglichkeiten: (vollstdndige Fallunterscheidung)

1. a und b sind gerade.

Dann gibt es natiirliche Zahlen m,n, mit denen a = 2m und b = 2n gilt, und es folgt:
a® +b% = (2m)? 4 (2n)* = 4m? + 4n? = 4(m> 4 n?)

ist durch 4 teilbar, ldsst also bei Division durch 4 den Rest 0.
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2. a und b sind ungerade.

Dann gibt es, natiirliche Zahlen m,n, mit denen @ = 2m + 1 und b = 2n + 1 gilt, und es folgt:
A+ =0C2m+ 1)+ 2n+ 1) =4m® +dm+ 14+ 4n° +4n+1=4(m* +n> + m +n) + 2
lasst bei Division durch 4 den Rest 2.

3. Von den Zahlen a, b ist eine gerade und eine ungerade.

Wegen a? + b? = b? + a? geniigt es, den Fall zu betrachten, dass a gerade und b ungerade ist. Mit
a =2m und b = 2n + 1 folgt:

A+ =02m)P+2n+1)2 =4dm? +4n’ +4dn+1=4(m* +n’+n) +1
lasst bei Division durch 4 den Rest 1.

Damit ist bewiesen, dass bei der genannten Division niemals der Rest 3 auftritt.

Lésungen der I. Runde 1987 ibernommen von [5)
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2.29.2 Il. Runde 1987, Klasse 8

Aufgabe 1 - 270821
Ein AG-Leiter behauptet, er kénne jede von seinen Zirkelteilnehmern gedachte Zahl erraten, wenn
ihm nur das Ergebnis der folgenden Rechnung genannt wird:

"Denke dir eine Zahl. Addiere dazu die Zahl 5, multipliziere die Summe mit 16, subtrahiere
davon das Sechsfache der gedachten Zahl und dividiere diese Differenz durch 10!”

Lésst sich tatsdchlich aus dem nun zu nennenden Ergebnis dieser Rechnung die gedachte Zahl ermit-
teln? Wenn das der Fall ist, so beschreibe und begriinde, auf welche Weise das geschehen kann!

Bezeichnet man die gedachte Zahl mit z, dann werden durch die genannte Rechnung der Reihe nach die
Zahlen

T+5 ; (x+5)-16 = 16z + 80
162 + 80 — 62 = 10x + 80 ; (102 +80): 10 =2+ 8
gebildet. Subtrahiert man hiervon die Zahl 8, so erhilt man die Zahl z.

Damit wird bewiesen: Die gedachte Zahl ldsst sich aus dem zu nennenden Ergebnis ermitteln, indem man
von diesem Ergebnis 8 subtrahiert.

Aufgabe 2 - 270822
Gegeben sei ein Kreis k; sein Mittelpunkt sei M, sein Radius betrage r. Von drei Punkten A, B, C
auf k werde vorausgesetzt, dass AB = BC' gilt und dass der Winkel ZABC' die Grofle 120° hat.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets AB = r gilt!

Wegen MA = MB = MC =r und AB = BC sind die Dreiecke ABM und CBM gleichschenklig und
zueinander kongruent (Kongruenzsatz sss). Also ist ZABM = ZCBM.

Hieraus, und da nach Voraussetzung ZABM + Z/CBM = ZABC = 120° ist, folgt ZABM = Z/CBM =
60°.

Daher sind die Dreiecke ABM und C'BM sogar gleichseitig; insbesondere gilt AB = MA =r, w.z.b.w.

Aufgabe 3 - 270823

Uber ein Turnier in einer AG ”Schach” wird berichtet: Das Turnier wurde in mehreren Runden
ausgetragen. In jeder Runde spielte jedes AG-Mitglied gegen jedes andere genau eine Partie. Auf diese
Weise wurden in dem Turnier insgesamt 112 Partien gespielt. Es nahmen mehr als zwei Mitglieder
teil.

Untersuche, ob ein Turnier moglich ist, bei dem diese Angaben zutreffen, und ob die Anzahl der
Runden sowie die Anzahl der Teilnehmer eindeutig aus den Angaben folgen! Wenn dies der Fall ist,
so ermittle diese Anzahlen!

Wenn ein solches Turnier moéglich ist, miissen in jeder Runde gleich viele Partien gespielt werden; daher
muss die Anzahl der Partien einer Runde ein Teiler von 112 sein, d. h. eine der Zahlen

1,2,4,7,8,14, 16,28, 56, 112
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Die folgende Tabelle zeigt eine Ermittlung von Werten fiir die Anzahl der Partien einer Runde. Jeweils
zu einer Teilnehmerzahl wird diese Partienzahl folgendermafien gefunden:

Sind es drei Teilnehmer A, B, C, so ergeben sich drei Partien AB, AC, BC. Bei jeder Vergrofierung der
Teilnehmerzahl um eins kommen so viele Partien hinzu, wie die vorhergehende Teilnehmerzahl angibt
(da der neue Teilnehmer gegen alle vorigen zu spielen hat).

Teilnehmer Partien Teilnehmer Partien
3 3 10 36+9=45
4 3+3=6 11 45+10=55
5 64+=10 12 554+11=66
6 104+-5=15 13 66+12=T78
7 154+6=21 14 784+13=91
8 214+7=28 15 91+14=105
9 28+8=36 16 105+15=120

Bei weiterer Fortsetzung der Tabelle ergeben sich nur noch gréflere Partienzahlen.
Als einzige Partienzahl, die ein Teiler von 112 ist, verbleibt daher 28. Damit und wegen 112 : 28 = 4 ist
bewiesen:

Ein Turnier der genannten Art ist moglich; aus den Angaben folgt eindeutig: Es wurden genau vier
Runden gespielt; es nahmen genau acht AG-Mitglieder teil.

Aufgabe 4 - 270824
Ein Wiirfel W werde in volumengleiche Teilwiirfel zerlegt. Der Oberflicheninhalt des Wiirfels W

sei A, die Summe der Oberflicheninhalte der voneinander getrennten Teilwiirfel sei S. Ermittle das
Verhiltnis A : S

(a) wenn der Wiirfel W die Kantenlinge 14 cm hat und die Anzahl der Teilwiirfel 8 betrégt,
(b) bei beliebiger Kantenldnge a des Wiirfels W und bei der Anzahl 8 der Teilwiirfel,

(c) bei beliebiger Kantenliinge a des Wiirfels W und bei der Anzahl n® der Teilwiirfel, wobei n eine
beliebige natiirliche Zahl mit n > 2 ist!

(c) Es gilt A = 6a2. Ferner hat W das Volumen a?; daraus folgt:

a

Jeder Teilwiirfel hat das Volumen Z—z, also die Kantenldnge ¢ und folglich den Oberflicheninhalt 63—2.

n
Daher ist )

S:n‘q’o6~a—2 = 6na’®
n
Somit ergibt sich
A:S=6a%:(6na®)=1:n

Wihlt man hierin n = 2, so erhiilt man (wegen 23 = 8) als Ergebnis sowohl zu (a) als auch zu (b) das
Verhéltnis A: S =1:2.

Lésungen der II. Runde 1987 ibernommen von [5]
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2.29.3 lll. Runde 1987, Klasse 8

Aufgabe 1 - 270831
Wihrend einer Kindergeburtstagsfeier spielt man ”"Geburtstagsdatum erraten”. Katrin, das Geburts-
tagskind, erklart ihrem jeweiligen Spielpartner:

"Teile dein Geburtsdatum auf in eine Tageszahl und eine Monatszahl! (Mein heutiger
Geburtstag, der 24. Mai, wire z.B. aufzuteilen in die Tageszahl 24 und die Monatszahl 5.)
Verdopple nun die Tageszahl deines Geburtsdatums, addiere zum Ergebnis 7, multipliziere
die Summe mit 50 und vermehre das Produkt um die Monatszahl deines Geburtsdatums!”

Nachdem das Ergebnis genannt wurde, war Katrin in der Lage, das betreffende Geburtsdatum zu
nennen. Erklire, durch welche Uberlegung man das Geburtsdatum in jedem Fall aus dem Ergebnis
der von Katrin geforderten Rechnung finden kann!

Fiir jedes Geburtsdatum mit Tageszahl x und Monatszahl y gilt:
Die geforderte Rechnung fiihrt der Reihe nach auf die Zahlen

2x, 20+ 7, (22 +7) - 50 = 100z + 350

also auf das Ergebnis 100z + 350 + y.
Aus diesem Ergebnis kann man die gesuchten Zahlen x und y folgendermafien finden:

Man subtrahiert 350 und erhélt die Zahl 100z + y. Da y als Monatszahl kleiner als 100 ist, muss y die
aus der Zehner- und Einerziffer von 100z + y gebildete Zahl sein (wobei, falls die Zehnerziffer 0 lautet,
diese wegzulassen ist); und ldsst man umgekehrt aus 100z + y die Zehner- und Einerziffer weg, so bleibt
die (Zifferndarstellung der) Zahl z {ibrig.

Aufgabe 2 - 270832

Bei einem Schachturnier spielte jeder der acht Teilnehmer gegen jeden anderen genau eine Partie; die
von den einzelnen Spielern erreichten Punktzahlen waren sdmtlich voneinander verschieden. Bernd,
der den zweiten Platz belegte, gewann so viele Punkte, wie die vier Letztplatzierten zusammen. Gerd
wurde Dritter und Uwe belegte den siebenten Platz.

Untersuche, ob aus diesen Voraussetzungen eindeutig folgt, mit welchem Ergebnis die Partie zwischen
Gerd und Uwe endete! Ist dies der Fall, dann gib das Ergebnis an!

Hinweis: Im Schachsport erhélt der Spieler fiir einen Sieg 1 Punkt, spielt er unentschieden, bekommt
er % Punkt. Fiir eine Niederlage gibt es 0 Punkte.

Aus den Voraussetzungen folgt, dass Bernd hochstens 6 Punkte erreicht hat; denn entweder hat der Sieger
des Turniers alle seine sieben Partien gewonnen, also auch die gegen den Zweitplazierten Bernd, oder der
Sieger hat hochstens 6 Punkte erreicht und Bernd aus diesem Grunde (als Zweitplazierter mit davon
verschiedener Punktzahl) hochstens 6 Punkte.

Daher haben nach Voraussetzung die vier Letztplazierten zusammen ebenfalls hochstens 6 Punkte er-
reicht. Sie haben aber unter sich bereits 6 Partien gespielt und miissen daher bereits in diesen Partien
zusammen 6 Punkte erhalten haben.

Also haben sie alle ihre Spiele gegen die ersten vier verloren. Insbesondere hat der Siebente gegen den
Dritten verloren; d.h., es folgt eindeutig; dass Gerd seine Partei gegen Uwe gewann.

Aufgabe 3 - 270833

Es sei k ein Kreis, sein Mittelpunkt sei M. Diesem Kreis sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC' einbe-
schrieben, bei dem fiir die Groflen «, 5 der Winkel Z/BAC, ZABC vorausgesetzt werde, dass o > 3
gilt. Im Dreieck ABC sei D der Fulpunkt der auf AB senkrechten Hohe. Der von C' ausgehende
Strahl durch M schneide k in F.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen der Winkel ZDCFE stets die Grofle a — 8 hat!
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Nach Voraussetzung ist C'E ein Durchmesser des Kreises k, und A liegt auf k. Nach dem Satz des Thales
folgt hieraus ZEAC = 90°.

Nach Voraussetzung sind ZAEC und ZABC Peripheriewinkel iiber gleichem Bogen, also gilt £/ =
/ABC = p.

Nach dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck AEC folgt hieraus

ZACE = 90° — B3 (1)

Nach Voraussetzung gilt ferner /DAC = /BAC = o und ZADC = 90°. Nach dem Innenwinkelsatz fiir
Dreieck ADC folgt hieraus
ZACD =90° — « (2)

Nach Voraussetzung gilt schlieBlich o > ; wegen (1) und (2) folgt hieraus ZACE > ZACD und damit,
wie behauptet,
ZDCE = LZACE — ZACD = (90° — 8) — (90° —a) =a—§

Aufgabe 4 - 270834

Es sei ABM ein Kreissektor, fiir den die Linge r = MA = MB
gegeben ist und der Zentriwinkel ZAM B die Gréfle 60° hat. Von
einer Geraden g, die zu AB parallel ist und die Strecken M A bzw.
MB in C bzw. D schneidet, sei bekannt, dass der Umfang u; des

Dreiecks M C'D gleich dem Umfang us der Figur AABDC’ ist (siehe
Abbildung). M

a) Ermittle unter dieser Voraussetzung die Linge © = M C' in Abhéngigkeit von r!

b) Die Lange r sei mit einer Genauigkeit gemessen, bei der sich auf eine Dezimale nach dem
Komma genau r = 6,7 cm ergibt. Ferner sei zur Berechnung verwendet, dafl auf zwei Dezimalen
nach dem Komma genau 7 = 3,14 gilt.

Beweise, dass man daraus die Lange = (in Zentimetern) auf eine Dezimale nach dem Komma
genau durch Berechnung von Schranken ermitteln kann! Wie lautet diese Langenangabe x?

a) Wegen ZAMB = 60° = % hat AB die Bogenlange

2 1
b= % = §7r .7 (1)
Da Dreieck M AB mit M A = M B gleichschenklig ist, gilt fir die Basiswinkel ZM AB = ZM BA sowie
nach dem Innenwinkelsatz /M AB + /M BA = 180° — 60°; daraus folgt /M AB = /M BA = 60°.
Wegen CD || AB gilt daher auch ZMCD = ZMAB = 60° (Stufenwinkel) und ebenso ZM DC' = 60°.
Also ist Dreieck M CD gleichseitig, d.h., es ist

MC=MD=CD=x (2)

Aus (2) folgt uy = 3z und CA = DB =r — x; hieraus und aus (1) folgt uy = x + 2(r — z) + g7r.
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Daher besagt die Voraussetzung u; = us
1
3x=x—|—2r—2m+§ﬂ'r

™ 64+
o= (243): -
T 2+3r 127"

647
= r
12
b) Aus den Genauigkeitsvoraussetzungen ergibt sich nach (3), dass die Mafizahl von z als eine untere
Schranke die Zahl

w - 6,656 = 5,0623125
und als eine obere Schranke die Zahl
% - 6,75 = 5,1440625

hat. Damit ist bewiesen, dass auf eine Dezimale nach dem Komma genau x = 5,1 cm gilt.

Aufgabe 5 - 270835

Eine quadratférmige schachbrettartige Tabelle bestehe aus 15 mal 15 Feldern. Eine der beiden Dia-
gonalen des Quadrates sei d genannt. In jedes der 225 Felder der Tabelle kann eine der Zahlen 1 bis
15 so eingetragen werden, dass die folgenden Forderungen (1) und (2) erfiillt sind:

(1) Jede (waagerechte) Zeile enthélt jede der 15 Zahlen genau einmal.

(2) Fiir je zwei Felder, die symmetrisch zu d liegen, gilt: Die Zahlen in diesen Feldern sind einander
gleich.

Fiir jede Eintragung kann man die Summe aus denjenigen Zahlen bilden, die in den 15 von der
Diagonale d durchquerten Feldern stehen.

Beweise, dass diese Summe durch die Voraussetzungen (1) und (2) eindeutig bestimmt ist, und
ermittle diese Summe!

Fiir jede Eintragung, die die Voraussetzungen (1), (2.) erfiillt, gilt:

Wegen (1) kommt jede der Zahlen 1, 2, ..., 15 in der Eintragung genau 15 mal vor.
Wegen (2) kommt jede der Zahlen 1, 2, ..., 15 aulerhalb der von d durchquerten Felder in einer geraden
Anzahl vor, da diese Felder stets mit der Symmetrie beziiglich d - zu zweien gekoppelt auftreten.

Also kommt jede der Zahlen 1, 2, ..., 15 in den von d durchquerten Feldern in einer ungeraden Anzahl und
somit mindestens einmal vor. Da fiir diese 15 Zahlen aber nur 15 von d durchquerte Felder zur Verfiigung
stehen, kann jede dieser Zahlen auch nicht mehr als einmal vorkommen.

Damit ist bewiesen: In den von d durchquerten Feldern kommt jede der Zahlen 1, 2, ..., 15 genau einmal
vor; ihre Summe ist somit eindeutig bestimmt, sie betrdagt 1 + 2+ ... + 15 = 120.

Aufgabe 6 - 270836
Es sei ABCDS eine gerade Pyramide mit einem Quadrat ABCD als Grundfliche und S als Spitze.
Der Fulpunkt der Hohe dieser Pyramide sei F, ferner sei a = AB und h = ES.

I. Zeichne ein Bild dieser Pyramide mit den Maflen a = 6 cm, h = 8 cm in schriager Parallelpro-
jektion (o = 45°, g = %), wobei die Strecke ES in wahrer Lange erscheinen soll!

II. Auf der Strecke ES gibt es genau einen Punkt P, fiir den die (im Raum verlaufenden) Strecken
AP und SP einander gleichlang sind.

Leite eine Moglichkeit her, in dem nach 1. hergestellten Bild der Pyramide ABC DS den Bild-
punkt dieses Punktes P zu konstruieren; beschreibe diese Konstruktion und fithre sie durch!

ITI. Die Lange a sei beliebig gegeben. Ermittle diejenigen Werte h, fiir die sich (in der Pyramide
mit diesen Maflen a, h) ein Punkt P auf ES finden lésst, der die in II. genannte Bedingung
AP = SP erfiillt!
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Eo

(1S}
N
(=)

So

a) und b) siehe Abbildung

b) Man kann das Dreieck AES in wahrer Grofle als Dreieck AgEySp konstruieren, indem man FySy = h,
LAgEpSy = 90° und AgEy als halbe Diagonalenlinge eines Quadrates der Seitenldnge a verwendet.
Dem Punkt P entsprechend ist dann derjenige Punkt Py auf EySy zu ermitteln, fiir den AgPy = SoPy
gilt. Da (in der Zeichenebene) alle Punkte X mit AgX = SpX auf der Mittelsenkrechten von AySy liegen,
kann man P, konstruieren, indem man FyS— mit dieser Mittelsenkrechten zum Schnitt bringt.

In der Pyramide ABCDS liegt dann der gesuchte Punkt P so auf ES, dass EP = EygP, gilt. Da nun
auf dem in a) hergestellten Bild die Strecke ES mit ihren Teilstrecken in wahrer Lénge erscheint, kann
man den Bildpunkt von P konstruieren, indem man auf der Bildstrecke E'S von E aus die Lange EyF
abtrégt.

c¢) In der Pyramide mit den Maflen a, h 14sst sich genau dann ein Punkt P auf ES finden, der AP = SP
erfiillt, wenn eine nach der Beschreibung in b) durchgefiihrte Konstruktion zu einem Schnittpunkt Py
von EySy mit der Mittelsenkrechten von AgSy fiihrt.

Das ist genau dann der Fall, wenn EySy > AgEy gilt, d.h. genau fiir alle h > %\/ﬁ

Lésungen der III. Runde 1987 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 280811

In einem Kasten befinden sich 500 Kugellagerkugeln, die sich duflerlich nicht voneinander unterschei-
den; 499 Kugeln haben untereinander die gleiche Grole und das gleiche Gewicht, eine einzige Kugel
hat zwar die gleiche Grofe wie jede der anderen Kugeln, ist aber leichter als sie.

Es soll nun - mit Hilfe einer Balkenwaage, nur durch wiederholte Feststellung, ob Gleichgewicht zwi-
schen zwei gleich grolen Anzahlen dieser Kugeln besteht oder nicht - die leichtere Kugel ermittelt
werden.

Zeige, dass sechs Wigungen hierfiir in jedem Fall ausreichen, d.h.: Wie auch die Ergebnisse einer 1.,
2., ..., 5. Wégung ausfallen mogen, stets soll man die ndchste Wagung so durchfithren kénnen, dass
nach der 6. Wigung die leichtere Kugel eindeutig ermittelt ist.

Es gilt 500 = 167 + 167 4 166.

Legt man in einer 1. Wagung in jede Waagschale 167 Kugeln und ergibt sich Gleichgewicht, so muss die
leichtere Kugel unter den restlichen 166 Kugeln sein; anderenfalls muss sie unter den 167 Kugeln auf der
leichteren Waagschale sein.

Entsprechend kann man fortsetzen: Wenn man von einer Menge der Kugeln schon weif3, dass die leichtere
Kugel in dieser Menge ist, so kann man diese Menge in drei Teilmengen zerlegen, von denen zwei gleich
grof} sind und die dritte sich von ihnen um héchstens eine Kugel unterscheidet.

Damit hat man fiir die ndchsten Wagungen die durch Unterstreichen gekennzeichneten Moglichkeiten:

2. Wagung: 166 = 55 + 55 + 56 oder 167 = 56 + 56 + 55,
3. Wagung: 55 = 18 + 18 + 19 oder 56 = 19 4+ 19 + 18,
4. Wagung: 18 =6+ 646 oder 19 =+6+17,

5. Wéigung: 6 =2+2+2oder 7=2+2+ 3,

6. Wiagung: 2=14+14+0o0der3=1+1+1

Die 6. Wégung bei diesem Verfahren bringt somit stets das Ergebnis; dass die leichtere Kugel eindeutig
feststeht. Damit ist der verlangte Nachweis gefiihrt.

Aufgabe 2 - 280812
Es sei M der Umkreismittelpunkt eines spitzwinkligen Dreiecks ABC'. Die Grofle des Winkels Z/ BAM
betrage 40° und die des Winkels ZBC'M sei 30°.

Ermittle aus diesen Angaben die Gréflen «, 3, v der drei Innenwinkel des Dreiecks ABC!

Da das Dreieck ABC spitzwinklig ist, liegt M innerhalb des Drei-
ecks. Da M Umbkreismittelpunkt des Dreiecks ist, folgt ferner AM =
BM =CM.

Somit sind die Dreiecke ABM, BC M und C AM gleichschenklig, und
es gilt nach dem Basiswinkelsatz sowie nach dem Innenwinkelsatz

A

8=4CBA=/CBM + ZABM = /BCM + Z/BAM = 70°
ZAMB = 180° — 2 -40° = 100°
ZBMC =180° —2-30° = 120°

Also ist LZAMC = 360° — 100° — 120° = 140° (Ergénzung zum Vollwinkel), und es folgt weiter nach dem
Basiswinkelsatz und dem Innenwinkelsatz ZCAM = ZACM = 1(180° — 140°) = 20°.

Damit erhalten wir
a=/BAC = /BAM + Z/CAM = 60° und v=/ACB =/ACM + Z/BCM = 50°

Die Groflen der Innenwinkel bei A,B,C' sind somit a = 60°, 8 = 70° und vy = 50°.
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Aufgabe 3 - 280813
Beweise die folgende Aussage!

Fiir je fiinf unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen gilt: Unter diesen fiinf Zahlen gibt es
stets genau eine, die durch 5 teilbar ist.

Fiir jede natiirliche Zahl gilt, dass sie entweder durch 5 teilbar ist oder bei der Division durch 5 einen der
Reste 1, 2, 3 oder 4 lasst; d.h., es gilt, dass sie eine der Formen 5n, 5n + 1, 5n + 2, 5n + 3 oder 5n + 4
hat, wobei n eine natiirliche Zahl ist.

a)

b)

Ist nun von fiinf unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen die kleinste & von der Form
k = 5n, so ist sie durch 5 teilbar, und die iibrigen vier Zahlen lassen bei der Division durch 5 der
Reihe nach die Reste 1, 2, 3 und 4, sind also nicht durch 5 teilbar.

Ist die kleinste der fiinf Zahlen von der Form k = 5n + 1, so ist die groite der Zahlen von der Form
5n+14+4=5n+5=>5(n+1), also durch 5 teilbar. Die {ibrigen vier Zahlen lassen bei der Division
durch 5 wiederum der Reihe nach die Reste 1, 2, 3 und 4.

Ist k von der Form k = 5n+2, so ist die vierte der Zahlen von der Form 5n+243 = 5n+5 = 5(n+1),
also durch 5 teilbar, wahrend die vier iibrigen Zahlen der Reihe nach bei der Division durch 5 die Reste
2, 3, 4 und 1 lassen.

Ist k von der Form k = 5n+3, so ist die dritte der Zahlen von der Form 514342 = 5n+5 = 5(n+1),
also durch 5 teilbar, wahrend die vier iibrigen Zahlen der Reihe nach bei der Division durch 5 die Reste
3, 4, 1 und 2 lassen.

Ist k schlieBllich von der Form k& = 5n + 4, so ist die zweite der Zahlen von der Form 5n +4+ 1 =
5n+5 = 5(n + 1), also durch 5 teilbar, wihrend die iibrigen vier Zahlen bei Division durch 5 der
Reihe nach die Reste 4,1, 2 und 3 lassen.

Damit ist in jedem moglichen Fall der verlangte Beweis gefiihrt.

Aufgabe 4 - 280814
Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck. Ferner sei P ein beliebiger im Innern dieses Dreiecks gelegener
Punkt.

a) Konstruiere ein derartiges Dreieck!

b) Miss die Lange der von P auf die Seiten geféllten Lote und vergleiche die Summe dieser Langen
mit der Lénge einer Hohe dieses Dreiecks! Was vermutest du?

c¢) Beweise deine Vermutung!

Hinweis: Es ist zweckméaBig, den Fléacheninhalt geeigneter Teildreiecke zu betrachten.

a) Konstruktion siehe Abbildung
b) Vermutung: Die Summe der Langen der drei Lote ist gleich der
Lénge der Hohe des gleichseitigen Dreiecks.

¢) Die Seitenlédnge des Dreiecks sei mit a bezeichnet, die Langen
der Lote von P auf AB, BC und AC in dieser Reihenfolge mit hq,
ho und hg; die Lénge einer (also jeder) Hohe des Dreiecks ABC sei
mit h bezeichnet.

Benennt man die Flicheninhalte der Teildreiecke ABP, BPC
und APC in dieser Reihenfolge mit Fj, Fo und F3, sowie den
Flacheninhalt des Dreiecke ABC mit F', dann gilt F' = F;+ Fy+ F3.

Andererseits gilt nach der Fliachenformel fiir Dreiecke

1 1 1 1
F= §ah; Fy = gahlg = §ah2; F5 = iahg

Hieraus folgt

1

1
§ah = §a(h1 + ho + hg) und damit h=hy+ hsy+ h3

Lésungen der I. Runde 1988 ibernommen von [5)
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Aufgabe 1 - 280821

Ein Frachtschiff ben6tigt fiir eine Schiffsroute vom Hafen A zum Hafen B genau 12 Tage. Ein Tanker
fahrt diese Route in entgegengesetzter Richtung und braucht dafiir 15 Tage.

Der Frachter fahrt 6 Tage spéater vom Hafen A ab als der Tanker vom Hafen B.

a) Wie viel Tage nach Abfahrt des Frachters treffen sich die beiden Schiffe, wenn sie mit gleichblei-
bender Geschwindigkeit fahren?
b) Welchen Teil der Route hat dann jedes Schiff zuriickgelegt?

a) Der Tanker legt an jedem Tage -= der Route zuriick. Am Tage des Auslaufens des Frachters hat

15
der Tanker bereits % = % des Weges zuriickgelegt, der Abstand der beiden Schiffe betrégt zu diesem
Zeitpunkt daher % der Route.
Wegen 1—12 + % = % néhern sich beide Schiffe taglich um % der Route. Da % : % = 4 ist, treffen sich

beide Schiffe 4 Tage nach Abfahrt des Frachters.

b) Der Frachter legt in 4 Tagen % = % der Route zuriick und der Tanker wegen 1 — % = % (oder wegen
seiner Fahrzeit von 10 Tagen und % = %) die restlichen % der Route.

Aufgabe 2 - 280822
Beweise die folgende Aussage! Unter je fiinf unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
gibt es mindestens eine, hochstens aber zwei, die durch 3 teilbar sind.

Nach dem Satz, dass es unter drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen genau eine durch 3 teilbare
gibt, folgt erstens, dass es erst recht unter je fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen mindestens
eine durch 3 teilbare Zahl gibt.

Ferner folgt, dass es unter je sechs, also erst recht unter fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
hochstens zwei durch 3 teilbare Zahlen geben kann. Zu beiden Teilen der Aufgabenstellung ist damit der
geforderte Beweis gebracht.

Aufgabe 3 - 280823

In einer Arbeitsgemeinschaft wird iiber folgende Figur diskutiert: Es sei ABC'D ein Quadrat; die
Mittelpunkte der Seiten AD bzw. C'D seien M bzw. N, der Schnittpunkt der Strecken CM und BN
sei P.

a) Simone misst den Winkel ZBPM und stellt fest, dafi die Strecken CM und BN aufeinander
senkrecht stehen!

b) Frank misst von den Dreiecken ABM und BPM Seiten- und Hohenldngen und stellt fest, dass
diese beiden Dreiecke nicht einander flacheninhaltsgleich sind.

Untersuche, ohne an einer Figur Messungen durchzufiihren, fiir jede der beiden Feststellungen, ob sie
fiir jedes Quadrat wahr ist!

a) Fir jedes Quadrat ABC'D mit den genannten M, N, P gilt BC' =
CD (Seitenlingen des Quadrates), CN = DM (halbe Seitenlidngen
des Quadrates), /ZBCN = ZCDM (Innenwinkel des Quadrates), al-
so ACBN = ADCM (Kongruenzsatz sws) und daher ZNBC =
ZMCD.

Die Grofle dieser Winkel sei mit = bezeichnet. Somit gilt ZBCM =
90° — z, und aus dem Innenwinkelsatz fiir ABCP folgt

A B ZCPB =180° — x — (90° — z) = 180° — 2 — 90° + = = 90°
Also stehen die Strecken CM und BN senkrecht aufeinander.
b) Analog zu a) kann man AABM = ADCM zeigen. Die Dreiecks ABM, DCM und CBN haben somit
den gleichen Flécheninhalt, dieser sei mit F' bezeichnet. Ist a die Seitenldnge des Quadrates ABCD, so
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gilt F' = iaQ.

Die Summe der Fliacheninhalte der Dreiecke DC'M und C'BN betragt %aQ. Der Fléacheninhalt des Fiinfecks
DCBPM ist jedoch kleiner als %az, da sich die genannten Dreiecke im Dreieck NCP tiberlappen.

Somit ist die Quadratrestfliche ABP M grofier als %aQ. Hieraus und wegen (1) folgt, dass der Flacheninhalt
des Dreiecks BPM grofier als ia2 sein muss.
Demzufolge sind die beiden Dreiecke ABM und BPM nicht einander flichengleich.

Aufgabe 4 - 280824

Es seien k; und ks zwei konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt
M, deren Radien sich wie 3 : 1 verhalten. Zwei Durchmesser A B
und C7D; von kq schneiden ks in Punkten Ay, By bzw. Cy, Do, die
so angeordnet sind, wie die Abbildung zeigt.

a) Ermittle das Verhéltnis der Flicheninhalte des Kreisausschnittes
Ao M Dy und des Kreisringausschnittes Dy Bs By Dy, wenn vorausge-
setzt wird, dass ZA1 M D, ein rechter Winkel ist!

A
b) Wie hat man die Grofle des Winkels ZA1 M Dy zu wéihlen, damit der Flicheninhalt des Kreisaus-
schnittes Ao M Dy gleich dem Flacheninhalt des Kreisringausschnittes Do By By Dy ist?

a) Es seien AyM = r; und AsM = ro. Dann ist der Flicheninhalt F} des Kreisausschnittes Ao M Dy

PO o
360° 4

und der Flacheninhalt F5 des Kreisringausschnittes Do Bs By Dy

r%w~90°7r§77r_7r s o

Fy = - -
27 73600 y — g1

Wegen r1 = 3ry ist 72 — r3 = 8r3, und es folgt Fy = 2mr3. Das Verhéiltnis F; : Fy betrigt demnach

2
F12F22%2(27T7'§):1:8

b) Es seien A1M = r1; AoM = ro und LA;M Dy = «. Nun gilt fiir den Flicheninhalt F3 des Kreisaus-
schnittes Ao M Ds:
T

360°
Da ZByM Dy Nebenwinkel von ZA; M Dy ist, betragt seine Grofle 180° — . Fiir den Fliacheninhalt Fy
des Kreisringausschnittes Dy By B1 D1 ergibt sich daraus:

r?m(180° —a)  73m(180° —a)  w(180° — )

Fy =

— _ _ 2 _ .2
LT T 3600 360° 3600 U1 "2
Wegen r1 = 3ry ist 72 — r3 = 872, und es folgt
m(180° — «)
S I

Um die Forderung F5 = F}; zu erfiillen, hat man folglich zu wéhlen, dass

rama w(180° — )
360° 360

2
N 8T2

gilt.
Aus dieser Gleichung folgt, nach Multiplikation mit 360° und Division durch 7 - r3

a=238-(180° — a) = o = 160°
Fiir den Winkel ZA; M D; hat man also die Grofle 160° zu wihlen.

Lésungen der II. Runde 1988 iibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 280831

Zwei wanderlustige Freunde A und B beschlieflen, auf einer Wanderstrecke von 30 km einander
entgegenzugehen. Zu Beginn befindet sich A an einem Endpunkt, B an dem anderen Endpunkt dieser
Strecke. Sie verstédndigen sich telefonisch iiber ihr Vorhaben und nehmen dabei an, dass jeder von
ihnen seine personliche Marschgeschwindigkeit wihrend des ganzen Weges gleichbleibend beibehélt.
Damit erhalten sie die folgenden Aussagen:

(1) Wenn A 2 Stunden eher startet als B, so treffen sie sich 23 Stunden nach dem Start von B.
(2) Wenn aber B 2 Stunden eher startet als A, so treffen sie sich 3 Stunden nach dem Start von A.

Zeige, dass unter diesen Voraussetzungen, wenn die Aussagen (1) und (2) zutreffen, die Marschge-
schwindigkeiten von A und B eindeutig bestimmt sind; ermittle diese Geschwindigkeiten!

Uberpriife, dass auch umgekehrt gilt: Wenn A und B die ermittelten Geschwindigkeiten haben, dann
treffen die Aussagen (1) und (2) zu.

a) Wenn die Aussagen (1) und (2) zutreffen, so gilt fiir die MaBzahlen v4, vp der in 2% gemessenen
Geschwindigkeiten von A bzw. B:

Gehen A und B gemif (1) jeweils von ihrem Start bis zum Treffen 4% Stunden bzw. 2% Stunden, so legen
sie dabei Strecken zuriick, deren in km gemessene Linge 4% -v4 bzw. 2% -vp betragt. Daraus folgt

1

1
A= 2
5 VAT 23

Vi =30 3)
Gehen A und B aber geméaf (2) jeweils von ihrem Start bis zum Treffen 3 Stunden bzw. 5 Stunden, so

folgt entsprechend
3-va+5-vp =30 (4)

Aus (3) folgt 9-v4 +5-vp = 60; hieraus und aus (4) folgt 6-vA = 30, v4 = 5. Damit ergibt sich aus (4)
5-vB =15, vp =3.

Also sind die Marschgeschwindigkeiten, wenn (1) und (2) zutreffen, eindeutig bestimmt; sie betragen 5
kTm bzw. 3 %

II. Wenn A und B diese Geschwindigkeiten haben, so folgt:

In 4% Stunden legt A die Teilstrecke 22% km zuriick und B in 2% Stunden die Teilstrecke 7% km. Wegen
221 4+ 71 = 30 treffen sie sich dann, also gilt (1).

In 3 Stunden legt A die Teilstrecke 15 km zuriick und B in 5 Stunden die Teilstrecke 15 km. Wegen
15 4 15 = 30 treffen sie sich dann, also gilt auch (2).

Aufgabe 2 - 280832
Beweise den folgenden Satz!

Wenn ABCD ein Quadrat ist, M der Mittelpunkt von AB, N der Mittelpunkt von BC und P der
Schnittpunkt der Strecken CM und DN ist, dann gilt AD = AP.

Nach Voraussetzung gilt BC = CD (Quadratseiten), BM = BN
(halbe Quadratseiten), ZCBM = /DCN =) =°. Nach dem
Kongruenzsatz sws ist folglich ABCM = ACDN und somit
/ZBCM = ZCDN = ZCDP. (1)

Wegen Z/BCM+/ZPCD = 90° gilt daher auch ZCDP+/PCD = 90°.
Daraus folgt nach dem Innenwinkelsatz ZCPD = 90°, d.h.
CM 1 DN. (2)

A B
Es sei Q der Mittelpunkt von C'D und S der Schnittpunkt der Strecken AQ und DN. Dann gilt: DA = BC
(Quadratseiten), DQ = BM (halbe Quadratseiten), ZADQ = ZCBM = 90°.
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Nach dem Kongruenzsatz sws ist folglich ADAQ =2 ABCM und somit AQ = CM. Ferner ist AM = CQ
(halbe Quadratseiten); also ist AMCQ) ein Parallelogramm. Somit gilt AQ || CM. (3)
Wegen (2) ergibt sich daher AQ L DN, d.h. ZASD = ZASP =90° (4)

Aus (3) folgt nach dem Strahlensatz DS : SP = DQ : QC =1:1, also DS = PS. (5)
Aus (4), (5) und AS = AS folgt nach dem Kongruenzsatz sws AADS = AAPS und damit AD = AP,

w.z.b.w.

Aufgabe 3 - 280833
Beweise die folgende Aussage!

Stets, wenn irgendwelche sechs unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen vorliegen, ist es
unmoglich, diese sechs Zahlen so in zwei Gruppen einzuteilen, dass das Produkt der Zahlen einer
Gruppe gleich dem Produkt der Zahlen der anderen Gruppe ist.

Hinweis: Enthélt bei einer Einteilung eine der zwei Gruppen nur eine Zahl, so gilt diese Zahl als das
"Produkt” der Zahlen dieser Gruppe.

Sechs unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen sind stets mit einer geeigneten natiirlichen Zahl
n von der Formn,n+1,n+2, n+3, n+4, n+5.

Fiir jede Einteilung in zwei Gruppen bezeichne P das Produkt der Zahlen einer Gruppe und @ das
Produkt der Zahlen der anderen Gruppe.

Ist n =0, so ist eines der Produkte P, Q gleich 0, das andere nicht, also gilt dann P # Q.

Ist n > 0, so muss eine der vier Zahlen n + 1, n+ 2, n + 3, n + 4 durch eine Primzahl p > 3 teilbar sein.
Wiren némlich diese vier Zahlen durch keine anderen Primzahlen als 2 und 3 teilbar, so ergébe sich
folgendermaflen ein Widerspruch:

Im Fall eines geraden n > 0 miissten n + 1 und n + 3 ungerade, also Potenzen von 3, und auflerdem
grofler als 1 sein; im Fall eines ungeraden n miisste dies fiir n 4+ 2 und n + 4 gelten; es gibt aber keine
zwei Potenzen von 3, die grofler als 1 sind und sich nur um die Differenz 2 unterscheiden.

Wegen p > 5 folgt nun weiter, dass unter den sechs Zahlen n, n+1, ..., n+5 keine andere als die genannte
(der vier Zahlen n+1,...,n+4) durch p teilbar ist. Also ist eines der Produkte P, @ durch p teilbar, das
andere nicht; somit ist ebenfalls P # @) bewiesen.

Aufgabe 4 - 280834
Fiir ein Schulsportfest mochte die Klasse 8¢ aus den sieben im 100-m-Lauf besten Schiilern eine aus
vier Schiilern bestehende Mannschaft zum 4 x 100-m-Staffellauf auswéhlen.

a) Wie viel verschiedene Mannschaften kénnten aus den sieben Schiilern ausgewahlt werden?

b) Wie viel verschiedene Mannschaften konnten aus den Schiilern ausgewahlt werden, wenn auf jeden
Fall zwei bestimmte der sieben Schiiler dabei sein sollen?

c¢) Wie viel verschiedene Mannschaften konnten aus den Schiilern ausgewéhlt werden, wenn auf jeden
Fall drei bestimmte der sieben Schiiler dabei sein sollen?

d) In wie viel verschiedenen Reihenfolgen ihrer Starts lassen sich stets die vier Schiiler einer Mann-
schaft zum Staffellauf aufstellen?

a) Um zunéchst einen der sieben Schiiler auszuwihlen, hat man genau 7 Moglichkeiten.

Um dann einen zweiten Schiiler auszuwéhlen, hat man zu jeder der 7 genannten Moglichkeiten genau 6
Fortsetzungsmoglichkeiten. Von den so gefundenen 7-6 Moglichkeiten fiihren aber je genau 2 zur gleichen
Auswahl von zwei Schiilern.

Also gibt es genau % = 21 Moglichkeiten der Auswahl von zwei der sieben Schiiler.

So kann man fortfahren. Um einen dritten Schiiler auszuwéhlen, hat man zu jeder der 21 Méglichkeiten
genau 5 Fortsetzungsmoglichkeiten. Von den so gefundenen 21 - 5 Moglichkeiten fiihren aber je genau 3
zur gleichen Auswahl; also gibt es genau 35 Moglichkeiten der Auswahl von drei der sieben Schiiler.

Entsprechend findet man: Es gibt 35 Moglichkeiten der Auswahl von vier der sieben Schiiler.
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b) Sollen auf jeden Fall zwei bestimmte der sieben Schiiler dabei sein, so hat man nur noch eine Auswahl
von zwei der restlichen fiinf Schiiler zu treffen. Wie in a) gibt es hierfiir genau 10 Moglichkeiten der
Auswahl.

¢) Sollen auf jeden Fall drei bestimmte der sieben Schiiler dabei sein, so hat man nur noch einen der
restlichen vier Schiiler auszuwéhlen. Fiir diese Auswahl gibt es genau 4 Moglichkeiten.

d) Um zunidchst den als Ersten startenden unter den vier Schiilern auszuwihlen, hat man genau 4
Moglichkeiten. In jeder dieser Moglichkeiten hat man fiir die Auswahl des als Zweiten startenden Schiilers
genau 3 Moglichkeiten. In jeder der entstandenen 12 Moglichkeiten hat man fiir den Dritten genau 2
Moglichkeiten; der Vierte steht dann jeweils fest. Also gibt es genau 24 Moglichkeiten der Startreihenfol-
ge einer Mannschaft.

Aufgabe 5 - 280835
Es sei ABC' ein Dreieck, a sei die Grofle des Winkels ZBAC und B die Grofle des Winkels ZABC.
Der Inkreis des Dreiecks beriihre die Seite AB in D, die Seite BC' in E und die Seite AC in F.

Ermittle die Grofie des Winkels ZF DE in Abhéngigkeit von o und 3!

Hinweis: Der Inkreis eines Dreiecks ist derjenige Kreis, der alle drei Seiten des Dreiecks von innen
beriihrt.

Bezeichnet man den Mittelpunkt des Inkreises mit M, so sind
DM und FM Radien. Die Geraden durch A und B bzw. durch
A und C sind Tangenten an den Inkreis. Da Tangente und
Beriihrungsradius aufeinander senkrecht stehen, gilt

/ADM = /AFM = 90° (1)

Nach dem Satz iiber die Summe der Innenwinkelgréen im Vier-
B eck gilt fiir das Viereck ADMF:

LBAC + ZADM + ZDMF + ZAFM = 360°

Unter Verwendung von (1) und nach Definition von « folgt daraus

ZDMF =180° — « (2)
Durch analoge Oberlegungen im Viereck DBEM erhéilt man

ZDME =180° — 3 (3)
Fir die Grofle des gesuchten Winkels ZFED gilt

/FDE =/MDF + ZMDE (4)

Der Winkel ZM DF ist Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks DM F'; wegen (2) gilt somit

180° — (180° —a)

2 2

LMDF =

Analog folgt aus (3): ZMDE = g Somit erhélt man aus (4): ZFDE = 0’—"2"6

Aufgabe 6 - 280836
Gegeben seien zwei Strecken; fiir ihre Langen p und ¢ gelte p < q. Gesucht ist ein Viereck ABCD,
das die folgenden Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt.

(1) Das Viereck ABCD ist ein Trapez mit AB || CD.
(2) Es gilt AB=pund CD = q.
(3) Es gibt einen Kreis, auf dem die Punkte A, B, C' und D liegen und dessen Radius p betrigt.
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I. Zeige, dass ein Viereck, wenn es die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt, aus p und ¢ konstruiert
werden kann!

II. Beschreibe eine solche Konstruktion!

III. Zeige, dass ein Viereck, wenn es nach dieser Beschreibung konstruiert wird, die Bedingungen (1),
(2), (3) erfillt!

IV. Untersuche, unter welchen Bedingungen fiir die gegebenen Loésungen p und ¢ ein solches Viereck

a) existiert,
b) bis auf Kongruenz eindeutig durch p und ¢ bestimmt ist!

I. Wenn ein Viereck ABCD die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt, so gilt:

Der Mittelpunkt des in (3) genannten Kreises sei M; dann
ist ABM nach (2) und (3) ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seitenlénge p.

Die Mittelsenkrechte m von AB geht folglich durch M. Wegen
(1) steht sie auch auf C'D senkrecht. Wegen (2), und da das
Lot vom Kreismittelpunkt auf eine Sehne diese halbiert, gilt
CN = { fiir den Schnittpunkt N von m und C'D. Also hat C
den Abstand von der Geraden m und liegt folglich auf einer
Parallelen zu m im Abstand £.

Auflerdem liegt C auf derselben Seite der Geraden m wie B.
Damit ist bewiesen, dass ein Viereck ABC'D, wenn es (1), (2),
(3) erfiillt, nach folgender Beschreibung konstruiert werden
kann:

1. Man konstruiert ein gleichseitiges Dreieck ABM mit der Seitenldnge p.

2. Man konstruiert die Mittelsenkrechte m von AB.

3. Man konstruiert auf derselben Seite der Geraden m wie B die Parallele g zu m im Abstand . Hat sie
einen Punkt mit dem Kreis um M mit p gemeinsam, so sei C' einer dieser Punkte.

4. Man fallt das Lot CN von C auf m und verlédngert es iiber N hinaus um seine Linge bis D.

III. Wenn ein Viereck ABC D nach dieser Beschreibung konstruiert wird, so folgt:

Nach den Konstruktionsschritten 2. und 4. sind AB und CD senkrecht auf m, also zueinander parallel;
damit ist (1) erfiillt. Nach Konstruktionsschritt 1. ist AB = p, nach Konstruktionsschritt 4. ist CD = g;
damit ist (2) erfiillt.

Nach Konstruktionsschritt 1. und 3. liegen A, B und C auf dem Kreis um M mit p. Bei der Spiegelung an
m geht dieser Kreis in sich iiber, da m durch den Mittelpunkt M des Kreises geht. Bei dieser Spiegelung
geht C nach Konstruktionsschritt 4. in D iiber; also liegt auch D auf dem Kreis; damit ist (3) erfiillt.

IV. Die Konstruktionsschritte 1. und 2. sowie die Konstruktion von g in 3. sind stets bis auf Kongruenz
eindeutig durchfiihrbar.
Ein gemeinsamer Punkt C' von g mit dem Kreis existiert genau dann, wenn der Abstand zwischen m und

g nicht grofer als der Radius des Kreises ist, d.h., genau dann, wenn £ < p gilt. Ein solcher Punkt ist

2
genau dann eindeutig bestimmt (ndmlich Berithrungspunkt von g mit dem Kreis), wenn £ = p gilt, wenn

dagegen 4 < p ist, so gibt es genau zwei Schnittpunkte C1, Cy, die man in 3. als C' wéhlen kann.

Liegt ein so erhaltener Punkt C' vor, so ist jeweils D durch Konstruktionsschritt 4. eindeutig bestimmt.
Im Fall % < p erhdlt man so zu C; bzw. Cs jeweils Dy bzw. Dy. Da hierzu verschieden grofie (nicht
iberstumpfe) Zentriwinkel ZBMCy, ZBMC5, also auch verschieden lange Sehnen BC;, BCs gehoren,
sind die Trapeze ABC1D; und ABC5D5 zueinander nicht kongruent. Damit ist bewiesen:

a) Genau dann existiert ein gesuchtes Viereck, wenn 4 < p gilt,
b) genau dann ist es bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt, wenn £ = p gilt.

Lésungen der III. Runde 1988 ibernommen von [5]
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2.31 XXIX. Olympiade 1989
2.31.1 I. Runde 1989, Klasse 8

Aufgabe 1 - 290811

Auf einer Flasche mit handelsiiblicher 40 prozentiger Essigessenz stehe die folgende Gebrauchsanwei-
sung: "Der Inhalt dieser Flasche (200 ml), mit 800 ml Wasser vermischt, ergibt einen zehnprozentigen
Speiseessig.”

Stimmt das?

Der Inhalt dieser Flasche Essigessenz besteht aus % . 200 ml = 80 ml Essigsiure und 200 ml - 80 ml =

120 ml Wasser. .

Nach dem Vermischen mit den angegebenen 800 ml Wasser sind folglich insgesamt 920 ml Wasser und 80
ml Essigsdure vorhanden. Das sind 920 ml 4+ 80 ml = 1000 ml Fliissigkeit und davon 80 ml Essigsdure.
In 100 m1 dieser Fliissigkeit sind folglich 8 ml Essigsdure; d.h., es liegt ein 8 prozentiger Speiseessig vor.

Aufgabe 2 - 290812
Die Grundflache eines geraden Prismas ist ein gleichseitiges Dreieck mit gegebener Seitenlinge a. Die
Summe aller Kantenldngen dieses Prismas betrigt 15a.

Berechne den Flacheninhalt der Mantelflache dieses Prismas!

Ein gerades Prisma ist ein Korper, dessen Grundfliche und Deckfliche parallelliegende kongruente Viel-
ecke und dessen Seitenflichen Rechtecke sind.

Bei dem genannten Prisma ist die Summe der Lédngen der Deckkanten und der Grundkanten 6a, also
verbleibt 15a —6a = 9a fiir die Summe der drei Seitenkantenléngen; jede Seitenkante hat daher die Lange
3a.

Der Flicheninhalt Ay der Mantelfliche betrigt somit Ay = 9a2.

Aufgabe 3 - 290813

Zwei Kreise k1 und k5 seien so gelegen, dass sie zwei verschiedene Schnittpunkte A und D haben und
dass ihre Mittelpunkte M;, My auf verschiedenen Seiten der Geraden durch A und D liegen. Der
von A verschiedene Schnittpunkt, den k; mit der Geraden durch A und M; hat, sei B. Der von A
verschiedene Schnittpunkt, den ks mit der Geraden durch A und M> hat, sei C.

a) Weise nach, dass unter diesen Voraussetzungen stets der Punkt D auf der Geraden g durch B
und C' liegen muss!

b) Stelle eine Vermutung iiber die gegenseitige Lage der Geraden g und der Geraden h durch My,
Ms auf! Beweise deine Vermutung!

My
7 \/\B\_/ :
a) Da D auf einem Halbkreis tiber AB als Durchmesser liegt, folgt nach dem Satz des Thales ZBDA = 90°.
Ebenso folgt ZADC = 90°.

Da B und C (ebenso wie My und M,) auf verschiedenen Seiten der Geraden durch A und D liegen, folgt
/BCD =/BDA+ ZADC = 180°. Also liegen B, D, C auf einer gemeinsamen Geraden.
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b) Vermutung: Unter den genannten Voraussetzungen ist stets g || h.

1. Beweismoglichkeit:
Die Verbindungsgerade h der Kreismittelpunkte steht auf der Schnittsehne AD senkrecht. Nach a) steht
auch g auf AD senkrecht. Also ist g || k.

2. Beweismoglichkeit:
Nach einer Strahlensatz-Umkehrung folgt g || h aus AM; : AB =AMy : AC =1:2.

Aufgabe 4 - 290814

Zu jeder sechsstelligen natiirlichen Zahl n, deren Einer-Ziffer von Null verschieden ist, kann man
diejenige Zahl n/ bilden, die man erhilt, indem man die Ziffern von n in umgekehrter Reihenfolge
schreibt. Anschlieend kann man die Zahl n + n’ berechnen.

a) Bilde einige Beispiele! Stelle fest, ob es eine Primzahl gibt, durch die in deinen Beispielen die Zahl
n + n' teilbar ist! Aufere eine Vermutung!

b) Versuche, deine Vermutung zu beweisen!

c) Jetzt sei k eine beliebige gerade natiirliche Zahl grofier als Null. Auch zu jeder k-stelligen natiirlichen
Zahl n, deren Einerziffer von Null verschieden ist, kann man diejenige Zahl bilden, die man erhalt,
indem man die Ziffern von n in umgekehrter Reihenfolge schreibt.

Gilt fiir n + n’ dann auch eine entsprechende Aussage wie in a), b)?

a) Aus Beispielen wie etwa

110222 + 222071 = 332233 = 11 - 30203

130333 + 333031 = 463364 = 11 - 42124 = 2 - 11 - 10531

118862 + 268811 = 387673 = 11 - 35243 = 11 - 13 - 2711
kann man zu der Vermutung gelangen:

Fiir jede sechsstellige natiirliche Zahl n, deren Einerziffer von Null verschieden ist, ist n + n’ durch 11
teilbar.

b) Beweis dieser Vermutung:
Sind a, b, c,d, e, f in dieser Reihenfolge die Ziffern von n, so ist
n = 100000a + 100000 + 1000c 4 100d + 10e + f
n’ = 100000f + 10000e + 1000d + 100c + 10b + a also
n+mn’ = 100001a + 10010b + 1100¢ + 1100d + 10010e + 100001 f
=11(9091(a + f) + 910(b + €) + 100(c + d))

durch 11 teilbar.

c) Es sei k = 2m mit einer natiirlichen Zahl m > 1, und es sei n eine beliebige k-stellige natiirliche Zahl,
deren Einerziffer von Null verschieden ist. Sind ag, a1, ..., a2.;,m—1 in dieser Reihenfolge die Ziffern von n,
so ist

n =ap- 102m71 +ar - 102m72 + ..+ a92m—2 * 10 + a2m—1
n = ag+ai1-104+ ... +agpm_o - 10%m—2 + agm—1 - 10%2m—1
Nach Addition und anschlieBendem Ausklammern von ag, a1, ..., aa;,—1 steht in n + n’

bei ag und bei as,,—1 der Faktor 1021 41,
bei a; und bei ag,, o der Faktor 1022 + 10 = 10(10*™3 + 1), ...
bei a,,—1 und bei a,, der Faktor 10™ + 10™~1 = 10m~(10 + 1).

Nun kann man beweisen, dass die hier auftretenden Zahlen 10 + 1, 103 +1, ..., 1023 41, 10°™ 1 + 1
durch 11 teilbar sind:

Fir 10 4+ 1 ist das klar die weiteren Zahlen haben 1 als Anfangs- und Endziffer und dazwischen eine
gerade Anzahl Ziffern 0. Subtrahiert man 11, so entsteht eine Zahl mit 0 als Endziffer und davor einer
geraden Anzahl Ziffern 9.

Jede solche Zahl ist durch 11 teilbar; das ist damit auch fir n + n’ bewiesen.

Lésungen der I. Runde 1989 ibernommen von [5)
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Aufgabe 1 - 290821
Uber die Anzahl x der Schiiler einer 8. Klasse ist folgendes bekannt:

1) Die Zahl z ist eine Primzahl.

2) Genau 9 Schiiler dieser Klasse konnen Schlittschuh laufen.

3) Genau 12 Schiiler dieser Klasse konnen Ski laufen.

4) Genau 4 Schiiler dieser Klasse konnen weder Schlittschuh laufen noch Ski laufen.

(1)
(2)
(3)
(4)

Untersuche, ob sich aus diesen Angaben die Schiilerzahl z eindeutig ermitteln l4sst!

Aus diesen Angaben ldsst sich die Schiilerzahl x nicht eindeutig ermitteln. Es gibt beispielsweise die
folgenden beiden Moglichkeiten:

1. Moglichkeit:

- nur Schlittschuhlaufen kann genau 1 Schiiler,

- nur Skilaufen kénnen genau 4 Schiiler,

- beide Sportarten beherrschen genau 8 Schiiler,

- keine der beiden Sportarten beherrschen genau 4 Schiiler.

In der Tat erfillt diese Moglichkeit wegen 144+ 8+4 = 17 die Aussage (1), wegen 1+ 8 = 9 die Aussage
(2), wegen 4 + 8 = 12 die Aussage (3) sowie wegen der vierten Angabe auch (4).

2. Moglichkeit:

- nur Schlittschuhlaufen kénnen genau 3 Schiiler,

- nur Skilaufen kénnen genau 6 Schiiler,

- beide Sportarten beherrschen genau 6 Schiiler,

- keine der beiden Sportarten beherrschen genau 4 Schiiler.

In der Tat erfillt auch diese Moglichkeit die Bedingungen (1) bis (4).

Aufgabe 2 - 290822 a) Untersuche, ob die Gleichung
x =924 %
(3+2)e-n=20 R

eine natiirliche Zahl x als eine Losung besitzt!

b) In der genannten Gleichung soll die Zahl 7 so durch eine rationale Zahl r ersetzt werden, dass die
entstehende Gleichung die Zahl x = 1 als eine Losung besitzt.

Ermittle alle diejenigen rationalen Zahlen r, die diese Forderung erfiillen!

a) Wenn z eine Losung der genannten Gleichung ist, dann folgt

7
2x2—§x+8x—14:2x2+§+1

48x — 21z — 22 = 90
S5r =18

Da dies von keiner natiirlichen Zahl z erfiillt wird, hat die genannte Gleichung keine natiirliche Zahl z
als Losung.

b) Die entstehende Gleichung
(§+2) (4x—r):2172—|—§—|—1

hat genau dann x = 1 als eine Losung, wenn (3 +2) (4 —r) =2+ § + 1 (1) gilt. Das ist genau dann der

Fall, wenn
5 10 8
Z(4—p)= — -2
5 (4-r) 3 = r=g

gilt. Die genannte Forderung wird also genau von der rationalen Zahl r = % erfillt.
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Aufgabe 3 - 290823

Es sei ABCDEFGH ein Wiirfel mit beliebiger Kantenlinge (siehe 1 ‘ &
Abbildung). E ; e
a) Ermittle die Gréfle des Winkels ZDEB! 1
b) Beweise, dass die Winkel ZAH B und /BEC zueinander gleiche //5 ===
Groflen haben! Ak B

a) Das Dreieck DBE ist gleichseitig, da DFE, BE und BD Flichendiagonalen des Wiirfels und somit
einander gleichlang sind. Der gesuchte Winkel ist Innenwinkel dieses Dreiecks, folglich gilt ZDEB = 60°.

b) Die Dreiecke AH B und BEC sind nach dem Kongruenzsatz (sss) zueinander kongruent, da) BC' = AB
(Kanten des Wiirfels), BE = AH (Flichendiagonalen) und CE = BH (Raumdiagonalen) gilt.

In diesen Dreiecken entsprechen die gesuchten Winkel einander, da sie jeweils von einer Fléchen- und
einer Raumdiagonale eingeschlossen werden. Somit gilt LZAHB = /BEC, w.z.b.w.

Aufgabe 4 - 290824
Das 4 x 4-Felder-Quadrat im Bild soll so in vier Teile zerlegt werden, dass folgende Forderungen
erfiillt sind:

(1) Jedes Teil besteht aus genau vier Feldern.

(2) Jedes Teil ist derart zusammenhéngend, dass sich je zwei Mittelpunkte
seiner Felder durch einen Weg miteinander verbinden lassen, der ganz
in dem Teil verlduft und nur aus Strecken besteht, von denen jede zu
einer Seitenkante des Quadrates parallel ist.

(3) Jedes Teil enthilt alle vier Zahlen 1, 2, 3, 4.

Gib alle Zerlegungen an, die diese Forderungen erfiillen! Weise nach, dass es keine weiteren derartigen
Zerlegungen gibt!

a4 |bd|c4|d4

a3 |b3|c3|d3
a2 | b2|c2|d2

al |bl|cl|dl

Die Felder seien wie in der Abbildung bezeichnet. Bei jeder Zerlegung der geforderten Art gilt:

Ein Teil muss das Feld al enthalten. In diesem Teil muss sich an al entweder bl oder a2 anschlieflen, da
in diesen beiden Feldern dieselbe Zahl 2 steht.

Die einzige Moglichkeit fiir ein Feld mit 3 ist dann cl bzw. a3, und fiir ein Feld mit 4 gibt es nur die
Moglichkeiten A, B, C, D in den entsprechenden, nachfolgenden Abbildungen A, B, C, D. Von ihnen
scheidet D aus, da hierbei ein Teil die Felder a4, b4, c4 mit den Zahlen 1, 2, 3 enthalten miisste und sich
daran kein Feld mit 4 anschlielen konnte.

2 3 1 1 2 3|1 1 2 3 1
214 314]2 4 3 4|2
411 3 2 4 |3 |2
1 2 3 4 1 2 314 |1 1
A B C D

Im Fall C folgt, dass zwei weitere Teile a4, b4, c4, b3 und d4, d3, da, c¢3 lauten miissen, wonach als viertes
Teil bl, c1, d1, ¢2 verbleibt.
Im Fall B folgt, dass zwei weitere Teile d1, d2, c2, c¢3 und d3, d4, c4, b4 lauten miissen, wonach als viertes

Teil a2, a3, a4, b3 verbleibt.
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AA AB AC AD

Im Fall A gilt: Ein Teil muss das Feld a2 enthalten. Die einzigen Moglichkeiten fiir ein Feld mit 1 in
diesem Teil sind ¢2 und a4.

Gehort ¢2 dazu, so auch b2 mit 4, und fir ein Feld mit 3 gibt es nur die Moglichkeiten AA, AB. Gehort
aber a4 dazu, so auch a3 mit 3, und fiir ein Feld mit 4 gibt es nur die Moglichkeiten AC, AD.

Im Fall AD folgt, dass ein Teil b2, ¢2, d2, ¢3 lauten muss, wonach b4, c4, d4, d3 verbleibt.

Im Fall AB folgt, dass ein Teil a4, b4, c4, b3 lauten muss, wonach d2, d3, d4, c¢3 verbleibt.

2 3 1 2 3 1 1|2 1 2

4 214 4 3 4 2 3 4

ACA ACB AAA AAB

Im Fall AC muss ein Teil das Feld b3 enthalten, und daran muss sich entweder ¢3 oder b4 anschlieflen,
da in beiden 2 steht. Schlieit sich ¢3 an, so muss das vierte Teil b4, c4, d4, d3 lauten: ACA.

Schlieit sich dagegen b4 an, so muss dieses Teil b3, b4, c4, d4 lauten: ACB.

Im Fall AA gehoren a4 und b4 entweder zu verschiedenen Teilen oder nicht. Gehoren sie zu verschiedenen
Teilen, so muss ein Teil a4, a3, b3, ¢3 lauten: AAA.

Gehoren sie zum gleichen Teil; so muss als Feld mit 4 darin b3 auftreten, es lautet also a4, b4, b3, a3:
AAB.

Damit (und nach Oberpriifen der Forderungen auch zu den jeweils iibriggebliebenen Teilen) ist bewiesen,
dass die Forderungen genau von den acht Zerlegungen B, C, AB, AD, AAA, AAB, ACA, ACB erfillt
werden.

Lésungen der II. Runde 1989 ibernommen von [5]

368



2.31.3 III. Runde 1989, Klasse 8

2.31.3 lll. Runde 1989, Klasse 8

Aufgabe 1 - 290831
Eine Aufgabe des bedeutenden englischen Naturwissenschaftlers Isaak Newton (1643 bis 1727) lautet:

Ein Kaufmann besaf} eine gewisse Geldsumme.

Im ersten Jahr verbrauchte er davon 100 Pfund; zum Rest gewann er durch seine Arbeit ein Drittel
desselben dazu.

Im zweiten Jahr verbrauchte er wiederum 100 Pfund und gewann zum Rest ein Drittel dazu.

Im dritten Jahr verbrauchte er erneut 100 Pfund und gewann zum Rest ein Drittel dazu.

Dabei stellte er fest, dass sich sein Geld gegeniiber dem Anfang des ersten Jahres verdoppelt hatte.

Ermittle aus diesen Angaben, welche Geldsumme anfangs des ersten Jahres vorhanden gewesen sein
muss! Weise nach, dass bei dieser Anfangssumme die Angaben des Aufgabentextes zutreffen!

I. Wenn die Angaben mit der Anfangssumme x Pfund zutreffen, so folgt:
Da durch Hinzugewinn eines Drittels einer Summe stets vier Drittel dieser Summe entstehen, ergibt sich
am Ende des dritten Jahres die Summe von

4 4 4
—100) - = — 100) - = — 100) - = Pfund
(((x —100) 3 00) 3 00) 5 Pfun
Also gilt nach der letzten Angabe des Aufgabentextes
4 4 4
((($—100)-§—100)~§—100)-5—21}

Daraus folgt durch Ausmultiplizieren aller Klammern und anschlieBendes Multiplizieren mit dem Haupt-
nenner

4 400 4 4
=2 100)- 2 —100) -2 =2
(37 -3 )3 )rg=2
16 1600 400 4
D 2 Y q00).2 =2
(gr— =5 3 )y =2
64 6400 1600 400
P e U e QU
27" a7 9 3
642 — 6400 — 4800 — 3600 = 54
2 = 1480

Die Anfangssumme muss folglich 1480 Pfund betragen haben.

Aus dieser Anfangssumme entsteht, im ersten Jahr durch Verbrauchen von 100 Pfund die Summe 1380
Pfund, durch Hinzugewinnen eines Drittels (460 Pfund) die Summe 1840 Pfund; im zweiten Jahr ent-
sprechend 1740 Pfund + 580 Pfund = 2320 Pfund; im dritten Jahr 2220 Pfund + 740 Pfund = 2960
Pfund.

Da 2960 das Doppelte von 1480 ist, treffen bei der genannten Anfangssumme somit die Angaben des
Aufgabentextes zu.

Aufgabe 2 - 290832
Einem Kreisausschnitt soll ein Quadrat so einbeschrieben werden, dass die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(1) Die - aus zwei Strecken (Radien) und einem Kreisbogen bestehende - Randlinie des Kreisaus-
schnittes enthéalt die vier Eckpunkte des Quadrates.

(2) Der Kreisbogen wird durch zwei dieser Eckpunkte in drei gleichlange Teilbogen zerlegt.

Untersuche, ob durch diese Bedingungen die Grofie a des Zentriwinkels des Kreisausschnittes eindeu-
tig bestimmt ist! Ist dies der Fall, so gib diese Grofle an!

Wenn die Bedingungen von einem Kreisausschnitt K mit dem Kreismittelpunkt M, den Radien M P,
M@ und dem Zentriwinkel der Grofle o = ZPMQ sowie von einem Quadrat ABCD erfiillt werden,
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wobei 0.B.d.A. nach (1) die Punkte A und B so auf PQ liegen, dass PQ nach (2) in die gleichlangen
TN N
Teilbogen 1/32, AB, BQ zerlegt wird, so folgt:
Bei der Spiegelung an der Geraden g durch die Mit-
telpunkte E,F von AB bzw. CD werden A und B

miteinander vertauscht, ebenso C' und D miteinander.
Also muss der Kreisausschnitt K in einen kongruenten

Kreisausschnitt K’ {ibergehen, der Bogen @ in den zu
P
K’ gehorenden Teilbogen BA, der folglich wegen der
TN
Kongruenz von K und K’ mit AB zusammenfillt; die

N N
Bogen PA und QB werden miteinander vertauscht, somit
fallt K’ mit K zusammen, g ist Symmetrieachse des
Kreisausschnitts, geht durch M und halbiert den Bogen

PQ.

Da zu gleichlangen Boégen eines Kreises auch gleichlange Sehnen und gleichgrofle Zentriwinkel gehoren,
gilt somit einerseits ZPME = §, wegen g || AD nach dem Stufenwinkelsatz also ZPDA = § (3),
andererseits /PMA = § und PA = AB = AD, nach dem Basiswinkelsatz und dem Innenwinkelsatz also

/PDA=/MPA=/MAP = %(ISOC’ - %) =90° — % (4)

Aus (3) und (4) folgt § = 90° — &, a = 135°. Daher ist die GroBe des Zentriwinkels des Kreisausschnitts
durch die Bedingungen eindeutig bestimmt; sie betrigt o = 135°.

Aufgabe 3 - 290833

H G
In einem Wiirfel ABCDEFGH (siehe Abbildung) seien V, W, X, Y in die- |
ser Reihenfolge die Mittelpunkte der Seitenflichen ABCD, BCGF, EFGH E ; F
bzw. ABFE. |
Beweise, dass unter dieser Voraussetzung die Strecken VW, WX, XY und ,L s=codk==AC
YV sidmtlich einander gleichlang sind! s /
A B

Die Kantenldnge des Wiirfels sei a. Die Punkte V, W sind die Mittel-
punkte dar Quadrate ABCD, BCGF, die die Kante BC' gemeinsam
haben (siehe Abbildung).

Ist M der Mittelpunkt von BC, so ist VM || AB und VM = .
Entsprechend folgt WM || F'B und WM = §. Wegen AB 1 F'B
ist folglich auch VM 1 WM; also ist VW die Hypotenuse in dem
gleichschenklig- rechtwinkligen Dreieck VW M mit der Kathetenlédnge

Fiir jede der Strecken WX, XY, YV folgt ebenso, dass sie die Hypotenuse in einem gleichschenklig-

rechtwinkligen Dreieck mit der Kathetenlinge 5 sind, da ihre Endpunkte ebenfalls die Mittelpunkte
jeweils zweier Quadrate sind, die eine Wiirfelkante gemeinsam haben. Damit ist der verlangte Beweis

gefiihrt.

Aufgabe 4 - 290834
Ermittle alle diejenigen Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen a, b und ¢, die die folgenden Bedingungen
(1), (2) und (3) erfiillen!

(1) Es gilt a +b = ¢3.
(2) Es gilt a +b+ ¢ =130.
(

3) Die Zahl a — b ist ein ganzzahliges Vielfaches von 19.
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I. Wenn ein Tripel (a,b,c) natiirlicher Zahlen die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt, so folgt:
Mit (a,b,c) erfillt auch (b,a,c) die Bedingungen (1), (2), (3). Daher kann 0.B.d.A. vorausgesetzt werden,
dass a,b,c aufler (1), (2), (3) auch a > b (4) erfiillen.

Wegen (1) und (2) gilt ¢® + ¢ = 130. (5)
Wiire ¢ < 5 oder ¢ > 5, so wire ¢ + ¢ < 125+ 5 = 130 bzw. ¢ + ¢ > 130, beides im Widerspruch zu (5).
Als muss ¢ =5 (6) sein, und aus (2) folgt a + b = 125.(7)

Nach (3) gibt es eine ganze Zahl g mit a — b = 19¢, also a = 199 + b (8); wegen (4) ist dabei g > 0. (9)
Setzt man (8) in (7) ein, so folgt 199 + 2b = 125. (10)

Wire g gerade, so auch 19¢g + 2b, im Widerspruch zu (10). Also ist g ungerade. Wire g > 7, so folgte
wegen b > 0, dass 199 + 2b > 19 - 7 = 133 wire, ebenfalls im Widerspruch zu (10). Also ist g einer der
Werte g = 1,3,5. (11)

Aus (10), also b = %, ergibt sich jeweils hierzu b = 53,34,15 (12) und damit nach (7) jeweils
a = 72,91,110. (13)

Daher und wegen (6) kénnen (1), (2), (3), (4) nur von den Tripeln (72,53,5), (91,34,5), (110,15.5)
erfiillt werden; wegen der Eingangsbemerkung iiber (b,a,c) kénnen (1), (2), (3) zusétzlich nur noch von
(53,72,5), (34,91,5), (15,110, 5) erfiillt werden.

II. Die (15) genannten Tripel erfiillen (1), (2), (3), wie die Probe zeigt. Damit ist bewiesen, dass (1), (2),
(3) genau von den in (14) und (15) genannten Tripeln erfiillt werden.

Aufgabe 5 - 290835

Aus einer sechsstelligen natiirlichen Zahl n soll eine weitere Zahl errechnet werden, indem eine Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation oder Division mit einer hochstens dreistelligen natiirlichen Zahl
durchgefiihrt wird, wobei nur die Multiplikation mit 0 und die Division durch 0 nicht zugelassen sind.
Auf das Ergebnis soll wieder eine der genannten Rechenoperationen angewandt werden, auf das neue
Ergebnis ebenfalls usw. Erst wenn ein Ergebnis den Wert 0 hat, soll das Bilden weiterer Zahlen nicht
mehr fortgesetzt werden.

a) Gibt es sechsstellige Zahlen n, von denen ausgehend das Ergebnis 0 bereits mit zweimaligem
Ausfithren derartiger Rechenoperationen erreichbar ist?

b) Beweise, dass von jeder sechsstelligen Zahl n aus, die nicht grofier als 999000 ist, das Ergebnis
0 mit hochstens dreimaligem Ausfiihren derartiger Rechenoperationen erreichbar ist!

a) Es gibt solche Zahlen. Um dies zu beweisen, geniigt es, fiir ein Beispiel einer sechsstelligen Zahl n die
Erreichbarkeit von 0 mit zwei der Rechenoperationen nachzuweisen.

Ein solches Beispiel ist etwa n = 100000 wegen 100000 : 500 = 200, 200 — 200 = 0.
b) Nach Voraussetzung sei n eine natiirliche Zahl mit 100000 < n < 999000. (1)

Fiir die ganze Zahl g mit g < 555 < g + 1 gilt

999 - g <n <999 - g+ 999 (2)

Hieraus und aus (1) folgt 999 - g + 999 > n > 100000 > 999 und 999 - ¢ < n < 999000, also g > 0 und
g < 1000, also ist g eine hochstens dreistellige natiirliche Zahl.

Aus (2) folgt ferner
0<n—999-g <999

also ist auch n — 999 - g eine hochstens dreistellige natiirliche Zahl. Mit diesen Zahlen fiihren daher die
drei Rechenoperationen

n—(n—999-g) =999 g ; 999-¢g:999 =g ; g—9=0

in der behaupteten Weise zum Ergebnis 0.
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Aufgabe 6 - 290836
Von einem Viereck ABC'D wird gefordert, dass es ein Trapez mit AB || DC, e = 7 cm, f = 6 cm,
a = 48°, € = 114° ist, wobei e die Liange der Diagonale AC, f die Lénge der Diagonale BD, « die
Grofle des Winkels ZDAB und, wenn S der Schnittpunkt von AC' mit BD bezeichnet, ¢ die Grofle
des Winkels ZASB ist.

a) Beweise: Wenn ein Viereck diese Forderungen erfiillt, dann kann es aus den gegebenen Léngen
und Winkelgréfien konstruiert werden!

b) Beschreibe eine solche Konstruktion und fertige eine Konstruktionszeichnung an!

¢) Beweise: Wenn ein Viereck nach der Beschreibung konstruiert wird, dann erfillt es die gestellten
Forderungen!

d) Beweise, dass durch die Forderungen ein Viereck ABCD auf Kongruenz eindeutig bestimmt
ist!

a) Wenn ein Viereck ABCD die Forderungen erfiillt, so folgt:

Es gilt ZDAB = o = 48°. Ist ferner E der Schnittpunkt der Geraden durch A, B mit der Parallelen
durch C zu BD, so ist das Viereck BEC'D wegen BD || EC, AB || DC ein Parallelogramm.

Dabher gilt FC = BD = f = 6 ¢cm sowie nach dem Stufenwinkelsatz ZACE = ZASB = € = 114°. Ferner
ist AC =e =7 cm.

Daher kann das Viereck ABCD durch folgende Konstruktion aus den gegebenen Léngen und Winkel-
groflen erhalten werden:

b) (1) Man konstruiert ein Dreieck ACE aus AC =7 cm, ZACE = 114°, EC = 6 cm.

(2) Man konstruiert die Parallele p durch C zu AE.

(3) Man triagt in A an AE nach derjenigen Seite, auf der C' liegt, den Winkel der Grofie 48° an; sein
zweiter Schenkel schneidet p in D.

(4) Man konstruiert die Parallele durch D zu EC} sie schneidet AF in B

Konstruktionszeichnung:

A B E

¢) Wenn ein Viereck ABCD nach dieser Beschreibung konstruiert wird, dann folgt: Nach (2) (und (3),
(4)) ist AB || DC, nach (1) ist AC = e =7 cm, nach (3) (und (4)) ist ZDAB = a = 48°.

Nach (2) und (4) ist ferner BECD ein Parallelogramm, daher und nach (1) folgt BD = EC = f = 6 cm,
und nach dem Stufenwinkelsatz sowie (1) folgt, wenn S den Schnittpunkt der in (1) bzw. (4) erhaltenen
Strecken AC, BD bezeichnet, auch ZASB = LZACE = ¢ = 114°.

Also erfiillt jedes so konstruierte Viereck ABCD die gestellten Forderungen.

d) Konstruktionsschritt (1) ergibt nach dem Kongruenzsatz sws ein bis auf Kongruenz eindeutig bestimm-
tes Dreieck ACE.

Die Konstruktionsschritte (2), (3), (4) fithren dann auf eindeutig bestimmte Punkte D und B. Damit
(und wegen (a)) ist bewiesen:

Durch die Forderungen ist ein Viereck ABC D bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Lésungen der III. Runde 1989 ibernommen von [5]
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2.32 XXX. Olympiade 1990
2.32.1 I. Runde 1990, Klasse 8

Aufgabe 1 - 300811
Axel lasst Jorg mit einem roten, einem blauen und einem gelben Wiirfel wiirfeln. Ohne dass er die
geworfenen Augenzahlen sieht, sagt er dann:

”Verdopple die Augenzahl des roten Wiirfels, addiere dazu die Zahl 8 und multipliziere die Summe
mit 50! Merke dir das Resultat! Addiere nun zur Augenzahl des blauen Wiirfels die Zahl 10 und
multipliziere die Summe mit 10! Bilde dann zum Schluss die Summe aus dem gerade erhaltenen
Produkt, dem vorher gemerkten Resultat und der Augenzahl des gelben Wiirfels. Wenn Du mir diese
Summe nennst, kann ich Dir von jedem der drei Wiirfel die geworfene Augenzahl nennen.”

a) Wahle drei mogliche Augenzahlen und fiihre die angegebenen Berechnungen aus!

b) Beschreibe, wie man von der am Ende der Berechnungen genannten Summe zu den Augenzahlen
kommen kann! Erkldre, warum man nach deiner Beschreibung stets die richtigen Augenzahlen
findet!

a) Werden als Augenzahlen des roten, blauen bzw. gelben Wiirfels etwa 4, 1 bzw. 6 gewéhlt, so fithrt die
Berechnung auf (2 —4+8)-50 = 800, (14 10) - 10 = 110 und damit auf die Summe 800+ 110 + 6 = 916.

b) Die gewihlten Augenzahlen des roten, blauen bzw. gelben Wiifels sind:
Die um 5 verkleinerte Hunderterziffer, die Zehnerziffer, die Einerziffer.

Dies erklért sich folgendermafien: Sind r, b, g die Augenzahlen, so fithrt die Berechnung auf (2-7+8)-50 =
1007 + 400, (b + 10) - 10 = 10b 4 100 und damit auf die summe

1007 + 400 4 106 + 100 + g = 1007 + 106 + g -+ 500

Verkleinert man in dieser Summe die Hunderterziffer um 5, d.h. subtrahiert man 500, so entsteht die Zahl
1007 + 10b + g, also die Zahl mit den Ziffern r, b, g.

Aufgabe 2 - 300812

Im Mathematikunterricht wird zur Berechnung des Flacheninhalts eines Drachenvierecks folgende
Formel benutzt: A = % Dabei bedeuten e bzw. f die Liangen der beiden Diagonalen des Drachen-
vierecks.

Rolf behauptet, dass diese Formel fiir jedes Viereck gilt, dessen Diagonalen senkrecht aufeinander
stehen. Hat er recht?

Fiir jedes Viereck ABC D, dessen Diagonalen AC' und BD senkrecht aufein-
B ander stehen und die Lingen AC = e, BD = f haben, gilt:
Die Diagonale AC wird durch ihren Schnittpunkt S mit BD in zwei Teilstre-
cken AS und C'S zerlegt. Sie sind in den Dreiecken BDA bzw. BDC' jeweils
die zur Grundlinie BD senkrechten Hoéhen.
A SN ¢ Der Flacheninhalt des Vierecks ABC' D ist die Summe der Flécheninhalte der
Dreiecke BDA und BDC'. Daher betrégt er

1 1 1 1
Rolf hat mithin recht.

Aufgabe 3 - 300813
In einer Ebene seien sieben Punkte so gegeben, dass keine drei von ihnen auf einer gemeinsamen
Geraden liegen.

Ermittle die Anzahl aller derjenigen Dreiecke, deren Ecken drei der gegebenen Punkte sind!
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Denkt man sich zu jedem der 7 Punkte je einen der anderen 6 aufgeschrieben und zu jedem der damit
aufgeschriebenen 7 - 6 Paare je einen der anderen 5 Punkte, so erhélt man 7 -6 - 5 Zusammenstellungen
aus je 3,Punkten.

Jede solche Zusammenstellung gibt die Eckpunkte eines der gesuchten Dreiecke an. Dabei wird auch jedes
dieser Dreiecke erfasst und zwar genau 6 mal.

Denn sind etwa A,B,C' die Ecken eines gesuchten Dreiecks, so wird es genau mit den Zusammenstellungen

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA erfasst.
Die Anzahl aller gesuchten Dreiecke ist daher ein Sechstel von 7 -6 - 5, d.h., sie betrdagt 7 -5 = 35.

Aufgabe 4 - 300814

a) In das Schema des Bildes a) sind die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 so einzutragen,
dass jede der drei "Seitensummen” 5+ 146, 6 +2+4, 4+ 3+ 5 den Wert e
S = 12 hat.

Untersuche, ob eine solche Eintragung der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 auch mit
S =9 moglich ist, ebenso auch mit S = 10 und S = 11! e e e
Gib jedes Mal, wenn das der Fall ist, je eine derartige Eintragung an!

b) In das Schema des Bildes b) sollen aufier den bereits eingetragenen
"Eckenzahlen” 1, 4, 7 die Zahlen 2, 3, 5, 6, 8, 9 so eingetragen werden,
dass jede der drei ”Seitensummen” den Wert S = 19 hat.

Ermittle alle verschiedenen Eintragungen dieser Art! Dabei sollen zwei Ein-
tragungen genau dann als verschieden gelten, wenn in einer dieser beiden
Eintragungen mindestens eine der Zahlen 2, 3, 5, 6, 8, 9 einer anderen Drei-
ecksseite angehort als in der anderen Eintragung.

c¢) Im Bild b) betrdgt die "Eckensumme” E' =1+ 4 + 7 = 12. Ermittle alle diejenigen Werte E, die
als "Eckensumme” auftreten konnen, wenn man die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 so in das Schema,
eintrigt, dass die drei Seitensummen den Wert S haben! Begriinde, dass es fiir andere Werte E keine
solche Eintragung geben kann!

a) Je eine solche Eintragung ist moglich, wie z.B. die Eintragungen in der Abbildung zeigen.

b) Um S = 19 zu erreichen, miissen die Zahlen auf der Dreieckseite zwischen 1 und 4 die Summe 14
haben.

Hierfiir gibt es unter Verwendung der vorgeschriebenen Zahlen nur die Méoglichkeiten 14 =5+9 = 64 8.
Ebenso gibt es fiir die Zahlen zwischen 4 und 7 nur die Moéglichkeiten 8 = 2 4+ 6 = 3 + 5 und fiir die
Zahlen zwischen 4 und 7 nur die Moglichkeiten 11 =2+9=3+8 =5+ 6.

Je nachdem, ob man zwischen 1 und 4 die Moglichkeit 5+9 oder 648 gewéhlt hat, verbleiben nur die in
der nachfolgenden Abbildung genannten Eintragungen.

Daher gibt es genau diese beiden verschiedenen Eintragungen der geforderten Art.

c¢) Fiir jede mogliche "Eckensumme” E' gilt

14+24+3<ELST7T+8+9 d.h. 6<E <24
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Addiert man die drei ”Seitensummen”, so wird jede "Eckenzahl” zweimal berticksichtigt. Also ergibt diese
Addition den Wert 1 +2+ ...+ 9+ E, d.h. den Wert 45+ E.

Haben nun, wie gefordert, die drei ”Seitensummen” einen einheitlichen Wert .S, so gilt folglich 45+ F = 3S.
Da 45 durch 3 teilbar ist, muss somit auch E durch 3 teilbar sein. Fiir jede Eintragung der geforderten
Art ist also E eine der Zahlen 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24.

Wire E =9, also S = 18, so giibe es fiir die drei "Eckenzahlen” nur die Moglichkeiten 9 =14+ 246 =
1+3+5=2+3+4.
Wire E = 21, also S = 22, so gébe es fiir die drei "Eckenzahlen” nur die Moglichkeiten 21 =4+4+849 =
5+74+9=6+7+8.

Zur Untersuchung dieser sechs Falle wird in der nachfolgenden Tabelle angegeben, welche Méglichkeiten
fiir die Zahlen zwischen den Ecken nur noch im einzelnen in Betracht kommen. Es zeigt sich jedes Mal, dass
eine gleichzeitige Erfiilllung der damit fiir eine Gesamtverteilung gestellten Bedingungen nicht méglich
ist:

Zwischen 1 und 2: 15 = 748 Zwischen 2 und 6: 10 = 3+7
(Zwischen 6 und 1: 11 = 3+8 = 4+7) | Zwischen 1 und 3: 14 = 6+8
(Zwischen 3 und 5: 10 = 248 = 4+6) | Zwischen 5 und 1: 12 = 448
(Zwischen 2 und 3: 13 = 548 = 6+7) | Zwischen 3 und 4: 11 = 546

Zwischen 4 und 2: 12 = 5+7 Zwischen 4 und 8: 10 = 3+7
Zwischen 8 und 9: 5 = 243 (Zwischen 9 und 4: 9 = 247 = 3+46)
(Zwischen 5 und 7: 10 = 248 = 4+6 | Zwischen 7 und 9: 6 = 2+4
Zwischen 9 und 5: 8 = 246 Zwischen 6 und 7: 9 = 44-5

(Zwischen 7 und 8: 7 = 245 = 3+4) | Zwischen 8 und 6: 8 = 345

(Die eingeklammerten Angaben sind entbehrlich.) Da folglich die Félle mit £ = 9 und E = 21 ausscheiden,
kann als "FEckensumme” unter den geforderten Bedingungen nur einer der Werte 6, 12, 15, 18, 24 auftreten.
Je ein Beispiel fiir diese Werte zeigt die Abbildung.

(1) (2) (1)
ONO () @ ONO
(9) @ () O, (7 &)
066 0060 OO0
(3) (7)

(5 @ OO
(6) ©) (5) )
OO O OO RO OO
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Aufgabe 1 - 300821

In einem Garten stehen zwei Fésser mit Wasser. Jorg giefit aus dem ersten Fass so viele Liter Wasser
in das zweite Fass, wie dort bereits enthalten sind. Anschlielend giefit er aus dem zweiten Fass so viele
Liter Wasser in das erste, wie sich dort nach dem vorigen Umgieen befinden. Nach diesen beiden
Umfiillvorgéngen befinden sich in jedem der beiden Fésser genau je 24 Liter Wasser.

Untersuche, ob aus diesen Angaben eindeutig folgt, wie viele Liter Wasser sich anfangs in jedem der
beiden Fésser befanden! Ist dies der Fall, so gib diese beiden Literzahlen an!

Wenn sich am Schluss in jedem der beiden Féasser 24 Liter befinden und mit dem zweiten Umlfiillen die
Wassermenge des ersten Fasses verdoppelt wurde, dann miissen sich wegen 24 : 2 = 12 vor dem zweiten
Umfiillen in diesem Fass 12 Liter Wasser befunden haben.

Da die gesamte in den Féssern vorhandene Wassermenge 48 Liter betriagt, waren wegen 48 — 12 = 36 in
dem zweiten Fass zu diesem Zeitpunkt 36 Liter. Ferner war mit dem ersten Umfiillen die Wassermenge
im zweiten Fass verdoppelt worden.

Daraus ergibt sich, dass fiir die Wassermengen, die anfangs in den Fassern waren, eindeutig folgt: Wegen
36 : 2 = 18 waren im zweiten Fass 18 Liter und wegen 48 — 18 = 30 im ersten Fass 30 Liter.

Aufgabe 2 - 300822
Ein Rechteck, dessen Seitenldngen sich wie 1 : 2 zueinander verhalten, soll in acht einander kongruente
gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden.

a) Zeichne und beschreibe eine solche Zerlegung! Begriinde, warum die nach deiner Beschreibung
entstehenden acht Dreiecke gleichschenklig-rechtwinklig und einander kongruent sind!

b) Ermittle die Linge eines Schenkels dieser Dreiecke in Abhéngigkeit von der kleineren der beiden
Seitenléngen des Rechtecks!

a) Die Abbildung zeigt fiir ein Rechteck ABCD eine mogliche Zerlegung der geforderten Art.

D F C

A E B

Beschreibung: Sind F, F' die Mittelpunkte von AB bzw. C' D, so entsteht die Zerlegung, indem die Strecken
EF,AF, DE, BF und CFE gezeichnet werden.

Begriindung: Da ABCD ein Rechteck ist und E, F' die Strecken AB bzw. C'D halbieren, folgt aus der
Voraussetzung AD : AB=1:2.

Die Strecken AF und DF sind gleichlang und parallel zueinander, die Strecken AF und AD sind gleichlang
und senkrecht zueinander; also ist AEF D ein Quadrat.

Ebenso folgt: EBCF ist ein Quadrat. Jedes dieser Quadrate wird durch die eingezeichneten Diagonalen
in vier Dreiecke zerlegt.

Da in jedem Quadrat die Diagonalen gleichlang und senkrecht zueinander sind und einander halbieren,
sind alle acht entstandenen Dreiecke gleichschenklig-rechtwinklig mit einander gleichen Kathetenlédngen,
also auch einander kongruent.

b) In Abhingigkeit von a = AD hat das Quadrat AEFD den Flicheninhalt a?. Jedes seiner vier einander
(kongruenten, also) flicheninhaltsgleichen Teildreiecke hat folglich den Flidcheninhalt iaQ.

Ist = die gesuchte Kathetenléinge dieser Dreiecke. so ist andererseits der Flacheninhalt gleich %xQ. Daher
gilt

1 1 1 1

5362 = 1a2 ; x\/§a2 = ia\/i
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Aufgabe 3 - 300823

Jemand mochte in einer Ebene eine Anzahl n von Punkten zeichnen. Sie sollen so gewahlt werden,
dass keine drei dieser Punkte auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Anschliefend will er Dreiecke
suchen, deren sdmtliche drei Ecken zu den gezeichneten n Punkten gehoren.

Ermittle die kleinste Anzahl n solcher Punkte, fiir die es moglich ist, 120 verschiedene derartige
Dreiecke zu finden!

Hat man n Punkte wie angegeben gezeichnet, so kann man zu jedem dieser n Punkte einen der {ibrigen
n — 1 Punkte aufsuchen und damit genau n - (n — 1) geordnete Paare von Punkten erhalten.

Ebenso kann man zu jedem dieser Paare einen der darin nicht vorkommenden n — 2 Punkte aufsuchen
und damit genau n - (n — 1) - (n — 2) geordnete Zusammenstellungen (Tripel) von je drei der n Punkte
erhalten.

Mit diesen Zusammenstellungen wird die Eckenmenge jedes aufzufindenden Dreiecks erfasst, und zwar je
6 mal.

Sind namlich A, B, C die Ecken eines solchen Dreiecks, so werden sie genau mit den 6 geordneten Zusam-
menstellungen ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, C BA erfasst. Daher lassen sich insgesamt % ‘n-(n—1)-
(n — 2) Dreiecke finden, deren samtliche Ecken zu den n Punkten gehoren.

Fir n = 10 ist diese Anzahl 120, fiir n < 10 ist sie kleiner als 120. Die kleinste Anzahl n, fur die es
moglich ist, 120 derartige Dreiecke zu finden, betragt daher n = 10.

Aufgabe 4 - 300824
Man denke sich die Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., 9999 derart hintereinander aufgeschrieben, dass die Ziffern-
darstellung einer Zahl z entsteht.

Der Beginn dieser Darstellung lautet z = 123456789101112131415...; beispielsweise an der elften
Stelle steht die Ziffer 0, die Ziffer 2 tritt z.B. an der zweiten Stelle, an der 15ten Stelle und noch an
weiteren Stellen von z auf.

Welche Ziffer steht an der 206788sten Stelle von z?

Unter den aufgeschriebenen Zahlen gibt es genau 9 einstellige, genau 99 — 9 = 90 zweistellige, genau
999 — 99 = 900 dreistellige, genau 9999 — 999 = 9000 vierstellige und genau 99999 — 9999 = 90000
fiinfstellige Zahlen.

In der damit aufgeschriebenen Ziffernfolge fiir z nehmen die einstelligen Zahlen die ersten 9 Stellen ein, die
zweistelligen Zahlen die nédchsten 2-90 = 180 Stellen, die dreistelligen Zahlen die néchsten 3 - 900 = 2700
Stellen, die vierstelligen Zahlen die néchsten 4 - 9000 = 36000 Stellen und die fiinfstelligen Zahlen die
néchsten 5 - 90000 = 450000 Stellen.

Da somit die ein- bis vierstelligen Zahlen wegen 9 4 180 + 2700 + 36000 = 38889 die ersten 38889 Stellen
einnehmen, die ein- bis flinfstelligen Zahlen jedoch wegen 38889 4 450000 = 488889 die Stellen bis zur
488889sten einnehmen, kommt die Ziffer an der 206788sten Stelle von z wegen 38889 < 206788 < 488889
in einer der aufgeschriebenen fiinfstelligen Zahlen vor.

Um festzustellen, in welcher, bilden wir die Differenz 206788 — 38889 = 167899 und fithren die Division
von 167899 durch 5 mit Rest aus. Damit erhalten wir, dass 167899 = 5 - 33579 + 4 gilt, und es folgt:

Der gesuchten Ziffer gehen 33579 fiinfstellige Zahlen voran, und sie ist in der dann folgenden, also
33580sten fiinfstelligen Zahl die vierte Ziffer. Da die fiinfstelligen Zahlen mit der Zahl 1000 beginnen,
lautet die 33580ste von ihnen 43579. Ihre vierte Ziffer ist 7.

Somit steht an der 206788sten Stelle von z die Ziffer 7.

Lésungen der II. Runde 1990 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 300831
Ermittle die Anzahl derjenigen natiirlichen Zahlen, die jede der Ziffern 1, 2, 3, ... , 9 genau einmal
enthalten und durch 45 teilbar sind!

Jede natiirliche Zahl, die jede der Ziffern 1 bis 9 genau einmal enthélt, hat wegen 1 4+2+3+44+5+6+
7+ 8 +9 = 45 die Quersumme 45 und ist damit durch 9 teilbar.
Von diesen Zahlen sind folglich diejenigen, deren Anzahl gesucht ist, wegen 45 = 9 - 5 (sowie wegen der
Teilerfremdheit von 9 und 5) genau die durch 5 teilbaren. Das sind genau diejenigen, deren letzte Ziffer
5 lautet, da die Ziffer 0 nach Aufgabenstellung nicht vorkommt.

Um die gesuchte Anzahl zu ermitteln, muss man somit untersuchen, wie viele verschiedene Anordnungen
sich aus den restlichen acht Ziffern bilden lassen:

Unter Verwendung zweier Ziffern lassen sich genau zwei Anordnungen bilden (z.B. 12, 21).

Bei Hinzunahme einer dritten Ziffer kann diese an erster, zweiter oder dritter Stelle stehen. Folglich
ergeben sich aus jeder der zwei Anordnungen (z.B. 12, 21) genau drei neue, insgesamt also 2 -3 = 6
Anordnungen.

Nimmt man nun eine vierte Ziffer hinzu, kann diese wiederum an erster, zweiter, dritter oder vierter
Stelle in jeder der schon ermittelten sechs Anordnungen aus drei Ziffern auftreten. Folglich sind bei vier
Ziffern genau 2 - 3 -4 = 24 Anordnungen moglich.

Setzt man diese Uberlegung fort, kommt man zu dem Schluss, dass sich unter Verwendung von acht
Ziffern genau 2-3-4-5-6-7-8 = 40320 Anordnungen bilden lassen.
Die gesuchte Anzahl betriagt somit 40320.

Aufgabe 2 - 300832
Gegeben seien drei verschiedene Sorten von Kugeln; von jeder Sorte seien 100 Stiick vorhanden:

Sorte A: Kugeln mit einer Masse von 0,3 g je Stiick,
Sorte B: Kugeln mit einer Masse von 1,5 g je Stiick,
Sorte C': Kugeln mit einer Masse von 7,0 g je Stiick.

Untersuche, ob es moglich ist, aus diesen Kugeln genau 100 so auszuwahlen, dass ihre Gesamtmasse
genau 100 g betriagt! Wenn das der Fall ist, so ermittle alle derartigen Moglichkeiten fiir die drei
Anzahlen, die man jeweils aus Kugeln der Sorten A, B und C auszuwéhlen hat!

Bei jeder Auswahl von Kugeln A und B haben diese zusammen eine Masse m, die gemessen in Zehntel-
gramm eine durch 3 teilbare Mafizahl hat. Um hierzu eine der in der Aufgabe gesuchten Moglichkeiten
zu erhalten, muss man also eine Anzahl z von Kugeln C' so wéhlen, dass die Masse dieser Kugeln C' eine
derartige Masse m zu 100 g ergénzt.

Die kleinste Anzahl z, fiir die das zutrifft, ist z = 1, wie aus 100g — 1 - 7g = 93,0¢ ersichtlich ist.
Weitere derartige Anzahlen z von Kugeln C' ergeben sich erst wieder, wenn man die Anzahl 1 um Vielfache
von 3 erhoht. So entstehen die Anzahlen

z=4,7,10,... (1)

mit den fiir Kugeln A und B {ibrigbleibenden Massen
m = 93¢, 72¢,51g, 30g, ... (2)

Jede Anzahl z = 13 + n mit n > 0 ergibe eine Masse m von hochstens 100 — (13 +n)-7<9—-6,9-n
Gramm. Selbst wenn man sie nur mit Kugeln A zusammenstellen wiirde, gébe dies nicht mehr als 30—23n
Kugeln A, also insgesamt nicht mehr als

(30 — 23n) + 0+ (13 +n) = 43 — 22n

Kugeln; bei Mitverwendung von Kugeln B wiren es noch weniger.
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Da hiermit keine Gesamtzahl 100 erreicht wird, verbleiben nur die jeweils in (1) und (2) genannten vier
Anfangswerte.

Hiervon scheiden der 1., 3. und 4. Wert aus; denn um diese Werte durch y Kugeln B und folglich
(100 — z — y) Kugeln A zu erreichen, miisste

(99-9)-03+y-1,5=93, y-12=633  bzw.
(93—9)-03+y-1,5=51, y-12=231  bzw.
(90 —y)-034+y-1,5=30; y-12=3

gelten. Da dies nicht mit ganzzahligen y moglich ist, verbleibt in (1) und (2) nur jeweils der 2. Wert.
Fiir ihn werden die Forderungen der Aufgabe genau dann erfiillt, wenn

(96 —1) 03+y-15=72, y-12=432, y=36 96—y =060

gilt. Damit ist bewiesen:
Es ist moglich, die Forderungen der Aufgabe zu erfiillen, und zwar werden sie genau mit 60 Kugeln A,
36 Kugeln 8, 4 Kugeln C' erfiillt.

Aufgabe 3 - 300833
Aus drei gegebenen Lingen ¢ = 8 cm, s, = 6 cm, s, = 7 cm soll ein Dreieck ABC' konstruiert werden.
Dabei wird gefordert:

(1) Die Seite AB hat die Linge AB = c.
(2) Die Seitenhalbierende AD der Seite BC hat die Linge AD = s,.

a) Konstruiere ein Dreieck und beschreibe deine Konstruktion!

b) Beweise: Wenn ein Dreieck nach deiner Beschreibung konstruiert wird, dann erfiillt es die Be-

dingungen (1), (2), (3).

)

(3) Die Seitenhalbierende BE der Seite AC hat die Linge BE = sy,.
)
)

(a) Die Abbildung zeigt ein nach folgender Beschreibung konstruiertes Dreieck:

c 1. Man konstruiert eine Strecke AB der Lénge c.

2. Man verlédngert die Strecke AB iiber B hinaus
um ihre halbe Lénge bis zum Punkt F.
3. Man konstruiert den Kreis um A mit s, den Kreis

D um F mit s, und wahlt einen Schnittpunkt dieser
Kreise als D.
4. Man verlidngert die Strecke BD {iber D hinaus
um ihre eigene Lange bis zum Punkt C.

O

A B F
b) Wenn ein Dreieck ABC' nach dieser Beschreibung konstruiert wird, so folgt (siehe Abbildung 2):
Nach Konstruktionsschritt 1. ist AB = ¢, also (1) erfiillt. Nach 4. ist D der Mittelpunkt, also AD die
Seitenhalbierende von BC, und nach 3. gilt AD = s,; also ist (2) erfiillt.

Ist ferner E der Mittelpunkt, also BE die Seitenhalbierende von AC, so ist nach der Umkehrung des
Strahlensatzes ED || AB, und nach dem Strahlensatz sowie nach 2. folgt ED = $AB = BF. Also ist
BF DF ein Parallelogramm; hieraus und aus 3. folgt BE = FD = sp; d. h., auch (3) ist erfiillt.

c
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Aufgabe 4 - 300834
Man beweise: Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 befindet sich stets unter den natiirlichen Zahlen n — 1,
n, n+ 1 und n? + 1 eine Zahl, die durch 5 teilbar ist.

Jede natiirliche Zahl n ist mit einer geeigneten natiirlichen Zahl k von einer der Formen 5k, 5k+1, bk +2,
o5k + 3, 5k + 4.

Ist n = 5k, so ist n durch 5 teilbar.

Ist n =5k + 1, so ist n — 1 = 5k durch 5 teilbar.

Ist n = 5k + 2, so ist n? + 1 = 25k% + 20k + 5 = 5(5k? 4 4k + 1) durch 5 teilbar.

Ist n = 5k + 3, so ist n? + 1 = 25k? + 30k + 10 = 5(5k? + 6k + 2) durch 5 teilbar.

Ist n =5k +4, soist n+1=5(k + 1) durch 5 teilbar.

Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt.

Aufgabe 5 - 300835

a) Beweise den folgenden Satz:

In jedem Dreieck liegt der grofleren von zwei Seiten stets auch der groflere Winkel gegeniiber.
b) Gib an, ob die Umkehrung dieses Satzes gilt, und beweise die Richtigkeit deiner Angabe!
(a) In einem Dreieck ABC sei BC' > AC vorausgesetzt. c

Dann gibt es zwischen B und C einen Punkt D mit AC = DC (siehe
Abbildung). Fiir ihn, gilt

ZLCAB > ZCAD (1)
Ferner folgt nach dem Basiswinkelsatz A B
LOAD = LADC (2)
und nach dem Auflenwinkelsatz
LADC = LABC + £ZBAD > LZABC (3)

Aus (1), (2) und (3) folgt LCAB > LABC, w.z.b.w.

(b) Die Umkehrung lautet: In jedem Dreieck liegt dem grofieren von zwei Winkeln stets auch die grofiere
Seite gegentiber.

Auch diese Umkehrung gilt. Beweis:
In einem Dreieck ABC' sei
LCAB > LABC (4)

vorausgesetzt. Wére dann BC' = AC, so folgte nach dem Basiswinkelsatz Z/CAB = ZABC'; wéire BC <
AC, so folgte nach dem unter (a) bewiesenen Satz ZCAB < ZABC; beides im Widerspruch zu (4).
Damit ist bewiesen, dass aus (4) stets BC > AC folgt.

Aufgabe 6 - 300836
Im Raum seien zwolf Punkte derart gelegen, dass keine vier dieser Punkte in einer gemeinsamen
Ebene liegen.

Ermittle die Anzahl aller derjenigen verschiedenen Tetraeder, deren vier Eckpunkte zu den zwolf
gegebenen Punkten gehoren!

Hinweis: Jedes Tetraeder ist durch die Menge seiner vier Eckpunkte (die nicht in einer gemeinsamen
Ebene liegen) eindeutig bestimmt; irgendwelche Anforderungen an die Reihenfolge oder die gegen-
seitigen Abstédnde der Eckpunkte gibt es nicht.
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Zu jedem der zwolf Punkte kann man einen der iibrigen elf Punkte zusammenstellen und damit genau
12 - 11 geordnete Paare erhalten. Ebenso kann man genau 12 - 11 - 10 bzw. 12 - 11 - 10 - 9 geordnete
Zusammenstellungen von je 3 bzw. von je vier der zwolf Punkte erhalten.

Mit diesen Zusammenstellungen von je vier Punkten wird die Eckenmenge jedes der zu beriicksichtigenden
Tetraeders erfasst, und zwar je 24 mal. Sind ndmlich A,B,C,D die Ecken eines der Tetraeder, so werden sie
mit allen geordneten Zusammenstellungen dieser Punkte erfasst. Deren Anzahl kann man folgendermafien
ermitteln:

An den ersten Platz einer Zusammenstellung kann jeder der vier Punkte A,B,C,D gesetzt werden, bei
jeder dieser Moglichkeiten bleibt fiir den zweiten Platz die Wahl unter drei der Punkte, und bei jeder der
so entstandenen 4 - 3 Moglichkeiten bleibt fiir den dritten Platz die Wahl zwischen zwei Moglichkeiten,
wonach in jeder der 4 - 3 - 2 = 24 erhaltenen Moglichkeiten auch der vierte Platz feststeht.

Die gesuchte Anzahl der Tetraeder betrégt somit

12-11-10-9

=11-5-9=495
24

Lésungen der III. Runde 1990 ibernommen von [5]
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2.33 XXXI. Olympiade 1991
2.33.1 I. Runde 1991, Klasse 8

Aufgabe 1 - 310811

Auf einem Tisch liegen drei Schachteln. In einer liegen zwei schwarze Kugeln, in der anderen eine
schwarze und eine weifle Kugel, in der dritten zwei weile Kugeln. Die Schachteln tragen die Aufschrif-
ten "Zwei schwarze”, ”Schwarz und weif3”, ”Zwei weifle”; jedoch trifft keine dieser drei Aufschriften
zu.

Untersuche, ob sich bei diesen Voraussetzungen durch Herausnehmen einer einzigen Kugel, ohne dass
die anderen Kugeln gesehen werden, eindeutig die Verteilung der Kugeln ermitteln lasst! Ist das der
Fall, dann gib an, wie dies geschehen kann!

Da keine der Aufschriften zutrifft, gibt es nur zwei Moglichkeiten der Verteilung (man findet sie z.B.,
indem man mit dem Aufstellen der einzigen Moglichkeiten beginnt, die Schachtel mit der Aufschrift
"Zwei schwarze” anders als mit zwei schwarzen Kugeln zu fiillen):

Aufschrift Verteilung 1 Verteilung 2
"Zwei schwarze” S, W W, W
”Schwarz und weif3” W,W S,S
" Zwei weile” S,8 S,W

Nimmt man nun eine Kugel aus der Schachtel mit der Aufschrift ”Schwarz und weif”, so lasst sich aus
der Farbe dieser Kugel eindeutig ermitteln:
Ist die herausgenommene Kugel schwarz, so liegt die Verteilung 2 vor, ist sie weif3, so die Verteilung 1.

Aufgabe 2 - 310812
Rudolf macht folgende Aussage:

"F1ir je drei unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen gilt stets: Multipliziert man die kleins-
te dieser drei Zahlen mit der mittleren und addiert zum Ergebnis das Produkt aus der mittleren und
der grofiten der drei Zahlen, so ist die entstandene Summe gleich dem doppelten Quadrat der mitt-
leren Zahl”

a) Uberpriife, ob diese Gleichheit in einigen selbstgewihlten Beispielen zutrifft!

b) Beweise oder widerlege Rudolfs Aussage!

a) Beispiele einer Uberpriifung der geforderten Art sind etwa:

3 aufeinanderfolgende Zahlen a-b+b-c 2. b2
3,4,5 124+20=32 2-16=32
5,6, 7 30+42=72 2-36="72

b) Je drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen lauten, wenn man die mittlere mit b bezeichnet, b — 1,
b, b+ 1. Die Summe der zu bildenden Produkte betrdgt (b —1)-b+b- (b+ 1), das doppelte Quadrat der
mittleren Zahl betrigt 2 - b2. Da durch Umformen die Gleichung

(b=1)-b4+b-(b+1)=b>—b+b>+b=2 b

folgt, ist Rudolfs Aussage bewiesen.

Aufgabe 3 - 310813

Dirk zeichnet an einen Kreis k zwei Tangenten, die sich in einem Punkt P auflerhalb von &k schneiden.
Den Mittelpunkt des Kreises nennt er M, die Beriihrungspunkte der Tangenten A bzw. B. Nun
stellt er fest, dass der Winkel ZAM B die gleiche Grofle hat wie einer der Schnittwinkel der beiden
Tangenten.
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a) Konstruiere einen Kreis, dazu zwei Tangenten und die von Dirk betrachteten Winkel!
b) Beweise, dass Dirks Feststellung stets fur beliebige (sich schneidende) Tangenten eines Kreises
zutrifft!

a) Die Abbildung zeigt eine geforderte Konstruktion.

b) Fiir je zwei (sich schneidende) Tangenten gilt mit
den angegebenen Bezeichnungen /M AP = /MBP =
90° (Tangenten und Beriihrungsradien), also ZAMB =
180° — ZAPB (Winkelsumme im Viereck).

Folglich hat der Winkel ZAM B die gleiche Gréfle wie ein
Nebenwinkel von ZAPB und damit wie einer der Schnitt-
winkel der beiden Tangenten.

Aufgabe 4 - 310814
Gegeben seien ein Kreis k und ein Punkt P, der innerhalb von k liegt, aber verschieden ist vom
Mittelpunkt M des Kreises k.

Zu konstruieren sind zwei Sehnen s; und so des Kreises k, die folgende Bedingungen erfiillen:

(1) s1 und sy schneiden einander in P.

(2) s1 und sy stehen aufeinander senkrecht.

(3) s1 und sy haben einander gleiche Léinge.

)
)
)
a)

Beschreibe eine Konstruktion, durch die zu gegebenem Kreis k und gegebenem Punkt P zwei
Sehnen s; und s, erhalten werden! Fiihre die beschriebene Konstruktion durch!

b) Beweise, dass zwei Sehnen, die nach Deiner Beschreibung konstruiert werden, stets die Bedin-
gungen (1), (2), (3) erfiillen!

a) Konstruktionsbeschreibung (siehe Abbildung):

[1] Man trégt an die Strecke PM in P einen Winkel der Grofie 45°
an; der freie Schenkel dieses Winkels schneidet den Kreis &k in Q;
die Gerade g durch @ und P schneidet k& auflerdem in R.

[2] Man triagt an PM in P nach der anderen Seite von PM als
soeben in [1] den Winkel der Grofle 45° an; der freie Schenkel dieses
Winkels schneidet & in @Q’; die Gerade g’ durch @' und P schneidet
k auBerdem in R’.

Die Strecken QR und Q' R’ sind zwei Sehnen, die (1),(2),(3) erfiillen.

Ql

b) Beweis: Nach [1] und [2] sind QR und Q'R’ zwei durch P gehende Sehnen, d.h., (1) ist erfiillt. Ferner
ist mit
/QPQ' = ZQPM + /Q'PM = 45° + 45° = 90° (4)

auch (2) erfullt. Weiter gilt MP = M P sowie MQ = M@’ und MR = MR’ (Radien von k), r > MP
(da P innerhalb k ist),

LMPQ=/MPQ =45° , /MPR=/MPR =135°

also AMPQ = AMPQ' und AMPR = AMPR’' (Kongruenzsatz Ssw), PQ = PQ’ und PR = PR’.
Damit folgt QR = Q'R’ ; d.h., auch (3) ist erfiillt.

Lésungen der I. Runde 1991 ibernommen von [5)
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Aufgabe 1 - 310821

In einer Schulklasse ist jeder Schiiler 13 oder 14 Jahre alt; beide Altersangaben kommen in dieser
Klasse auch wirklich vor. Addiert man alle diese (ganzzahlig gerechneten) Altersangaben, so ergibt
sich die Summe 325.

Untersuche, ob durch diese Feststellungen eindeutig bestimmt ist, wie viele Schiiler in dieser Klasse
sind! Ist das der Fall, so gib die Schiilerzahl an!

Ist  bzw. y die Anzahl der 13- bzw. 14-jahrigen Schiiler, so folgt
132 + 14y = 325 = 13- 25 (1)

Somit ist 14y durch 13 teilbar, also auch y durch 13 teilbar. Nach den Feststellungen im Aufgabentext
ist ferner y > 0 sowie z > 0, wegen (1) also 14y < 325 und folglich 14y < 14 - 26, y < 26.

Daher verbleibt nur die Moglichkeit y = 13 und aus (1), also 13 - (z + 14) = 13 - 25; folgt x + 14 = 25,
r=11.
Also ist die Schiilerzahl der Klasse eindeutig durch die Feststellungen bestimmt; sie betrégt = + y = 24.

Aufgabe 2 - 310822

m

a) Klaus wihlt natiirliche Zahlen m und n mit 0 < m < n und bildet die Zahlen p = ™ und
q = ;- Dann ordnet er die drei Zahlen 1, p, ¢ der Gréfle nach, beginnend mit der kleinsten.

Beweise, dass sich bei jeder Wahl solcher m, n stets dieselbe Reihenfolge fiir 1, p, g ergeben
muss! Wie lautet sie?

b) Nun zeichnet Klaus auf einer Zahlengeraden die drei Punkte £, P, @, die den Zahlen 1, p, ¢
zugeordnet sind. Er ordnet dann die beiden Lingen EP und EQ der Grofie nach.

Zeichne fiir das Beispiel m = 2, n = 5 die Strecken EP, EQ auf einer Zahlengeraden, deren
Einheitsstrecke (vom Nullpunkt O bis E ) die Lange OF = 4cm hat! Beweise, dass sich (bei
jeder Wahl obengenannter m, n) auch fiir EP und EQ stets dieselbe Reihenfolge ergeben muss!
Wie lautet sie?

a) Fir natiirliche Zahlen m,n mit 0 < m < n (1) folgt stets, indem man (1) durch m bzw. n dividiert,
1 < & bzw. ™ < 1. D.h., es ergibt sich stets die Reihenfolge p < 1 < ¢. (2)

b) Zeichnung: o r E Q .
0 2 1

[Sfey

5
Aus (2) folgt: Die Strecke EP hat die Linge

EP=1-p=1-2_01""M
n

die Strecke EQ hat die Lange

Nach (1) ist n —m > 0, hieraus und aus (1) folgt

n—m n—m
>

d.h., es ergibt sich stets die Reihenfolge EP < EQ.

Aufgabe 3 - 310823

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel bei C'. Der Winkel ZBAC habe die
Grole o = 30°. Der Mittelpunkt der Seite AB sei D, der Schnittpunkt der drei Winkelhalbierenden
des Dreiecks ABC sei S.

Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen C'S = DS folgt!
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Aus ZACB = 90° und Z/BAC = 30° folgt nach dem

Innenwinkelsatz ZABC = 60°. (1)

Nach der Umkehrung des Thalessatzes liegt C auf einem Halbkreis iber AB, also ist DB = DC und

daher nach dem Basiswinkelsatz Z/DCB = ZDBC. (

2)

Nach (1),(2) (und LZABC = ZDBC) ist BCD ein gleichseitiges Dreieck. Darin ist die Gerade durch B

und S, die den Winkel /D BC halbiert, zugleich die
jeder Punkt dieser Mittelsenkrechten, die Bedingung

Aufgabe 4 - 310824

Mittelsenkrechte der Seite C'D. Also erfiillt S, wie
CS =DS. w.z.bw.

a) Konstruiere einen Kreis mit dem Radius 3 cm, zwei zueinander parallele Tangenten ¢1, ty sowie

eine dritte Tangente t3 an diesen Kreis! Fir

die Schnittpunkte A, B von t3 mit t; bzw. mit

to und fiir den Mittelpunkt M des Kreises stelle eine Vermutung {iber die Grofle des Winkels

LAMB auf!

b) Beweise, dass diese Vermutung stets zutrifft, wenn ¢1, o, t5 drei Tangenten an einen Kreis sind

und t; || to ist!

¢) Beweise, dass dann auch stets fiir den Schnittpunkt @, den AB mit der Parallelen p durch M

zu t; und to hat, AQ = MQ gilt!

a) Die Abbildung zeigt eine geforderte Konstruktion:

t1

to

Py

Ebenso folgt: M B halbiert ZP,M Ps5. Wegen (1), d.h
LAMPs; + ZBMP; = 90°, d.h.
/ZAMB

c) Wegen t1 || p || t2 folgt aus M Py = M P, auch QA

Vermutung: Es gilt ZAM B = 90°.

b) Beweis: Ist P; der Berithrungspunkt, von ¢; (i =
1,2,3) so folgt nach dem Satz iiber Tangente und
Beriihrungsradius:

Wegen t; || t2 sind M P, und M P, zueinander par-
allele Radien, was nur méglich ist, wenn sie einen
Durchmesser P P, bilden, d.h. wenn

/P M P, =180° (1)
ist. Aus (MA = MA und) LZMP/A = ZMP3A =
90°, MP, = MPs; (Radien des Kreises), < MA
(da M A Hypotenuse ist) folgt nun nach dem
Kongruenzsatz Ssw AAMP, = AAMP;, also
halbiert M A den Winkel ZP; M Ps.

. LPIMPs; 4+ ZP, M P3 = 180°, ist folglich

= 90°
- QB.

(2)

Nach (2) und der Umkehrung des Thalessatzes liegt M auf einem Halbkreis tiber AB; fiir dessen Radien

gilt somit AQ = MQ.

Lésungen der II. Runde 1991 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 310831
Eine Schachtel B ist mit blauen Kugeln gefiillt, eine andere Schachtel R mit roten Kugeln. Die Anzahl

der roten Kugeln betriagt % der Anzahl der blauen Kugeln.

Aus der Schachtel B kann man % ihres Inhalts herausnehmen; danach enthélt sie immer noch mehr
als 1000 Kugeln. Aus der Schachtel R kann man % ihres Inhalts herausnehmen; danach enthélt sie

weniger als 1000 Kugeln.

Untersuche, ob durch diese Angaben die Anzahlen der Kugeln eindeutig bestimmt sind, die ur-
spriinglich in den Schachteln waren! Wenn das der Fall ist, nenne diese beiden Anzahlen!

Fiir die Anzahlen b bzw. r der blauen bzw. roten Kugeln gilt r = %b also ist 150 durch 17 teilbar. Da 15

zu 17 teilerfremd ist, ist folglich auch b durch 17 teilbar; d.h., es gilt b = 17n mit einer natiirlichen Zahl

n. Damit folgt weiter
15-17n
T =
17
Da % als (aus B entnehmbare) Anzahl vorausgesetzt wird, ist 2b durch 5 teilbar; wegen 2b = 2-17n und
der Teilerfremdheit von 2 - 17 zu 5 ist somit n durch 5 teilbar; d.h., mit einer natiirlichen Zahl m gilt

n = bm, also

=15n

b=17-5m ; r=15-5m
Ebenso folgt aus der Voraussetzung von 3% als Anzahl sowie aus 3r = 3- 15 - 5m, dass m durch 7 teilbar

ist. Mit einer natiirlichen Zahl k gilt somit m = 7k,

=17-5-7k ; r=15-5-7k
In B bzw. R befinden sich nach dem Herausnehmen von %b bzw. von %r noch %b =3-17-7k = 357k
Kugeln bzw. noch %r =4-15 -5k = 300k Kugeln. Fiir diese Anzahlen gilt nach Voraussetzung
357k > 1000 , 300k < 1000
1000 1000
k> 357 > 2 , k< 300 <4

Damit ist eindeutig bestimmt: Es gilt k=3, b=17-5-7-3=1785,r=15-5-7-3 = 1575.

Aufgabe 2 - 310832

Sechs Spieler trugen ein Schachturnier aus, in dem jeder Spieler gegen jeden anderen genau eine
Partie spielte. Wie iiblich gab es bei einem unentschiedenen Spiel fiir jeden der beiden Spieler einen
halben Punkt und sonst fir den Gewinner 1 Punkt, fiir den Verlierer 0 Punkte. Nach dem Abschluss
des Turniers machte ein Beobachter die Feststellung, dafl keine zwei der sechs Spieler die gleiche
Punktzahl erreicht hatten.

Gesucht ist die groftmogliche Punktzahl, die in einem solchen Turnier fiir den Letztplatzierten (d.h.
fiir den Spieler mit der niedrigsten Punktzahl) erreichbar ist.

a) Nenne diese Zahl und beweise, dass fiir den Letztplatzierten keine groBere Punktzahl moglich
ist, wenn nur vorausgesetzt wird, dass die Feststellung des Beobachters zutrifft!

b) Zeige ferner - z. B. mit einer moglichen Ergebnistabelle der einzelnen Spiele -, dafl es Ergebnisse
geben kann, bei denen (die Feststellung des Beobachters zutrifft und) der Letztplatzierte die
von dir genannte Punktzahl wirklich erreicht!

Die grofitmogliche fiir den Letztplazierten erreichbare Punktzahl betragt 1.

Beweis:

a) Hitte der Letztplazierte 1,5 Punkte oder mehr erreichen koénnen, so wéren nach der Feststellung des
Beobachters fiir die anderen Spieler der Reihe nach mindestens 2;2,5; 3; 3,5; 4 Punkte erreichbar.

Damit miissten in dem Turnier insgesamt mindestens 1,5+2+2,54+3+3,5+4 = 16,5 Punkte zu vergeben
sein. Da aber jeder der 6 Spieler gegen 5 andere spielte und da in dem Produkt 6 - 5 = 30 jede Partie

386



2.33.3 III. Runde 1991, Klasse 8

zweimal erfasst ist, waren insgesamt nur 30 : 2 = 15 Partien zu spielen und folglich auch nur 15 Punkte
zu vergeben.
Dieser Widerspruch beweist, dass eine groflere Punktzahl als 1 fiir den Letztplazierten nicht moglich ist.

b) Ein Beispiel fir Ergebnisse der einzelnen Spiele mit der Punktzahl 1 fiir den Letztplazierten zeigt die
Tabelle

A B C D E F | Punktzahl
Al - 1 1 1 1 1 5
B|O0 - 1 1 1 0 3
clo0 0 - 1 05 1 2,5
D0 0 O - 1 1 2
E|0 0 05 0 - 1 1,5
F|0 1 o o o0 - 1

Aufgabe 3 - 310833

Gegeben sei ein Dreieck ABC'. Auf der Seite BC' dieses Dreiecks seien ferner ein Punkt D zwischen
B und C sowie ein Punkt E zwischen D und C gegeben. Gesucht sind zwei Punkte F', G, mit denen
die folgenden Bedingungen erfiillt werden:

(1) F liegt auf AC.
(2) G liegt auf AB.
(3) DEFG ist ein Parallelogramm.

a) Beweise, dass fiir jedes Dreieck ABC mit den Punkten D, E in beschriebener Lage gilt: Wenn
zwei Punkte F', G die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillen, dann kénnen sie (aus den gegebenen
A, B, C, E) konstruiert werden;

b) Beschreibe eine solche Konstruktion!

¢) Beweise, dass auch umgekehrt F' und G, wenn sie nach deiner Beschreibung konstruiert werden,
die Bedingungen (1), (2), (3) erfillen!

d) Wihle A, B, C, D, E wie genannt und fiihre die von dir beschriebene Konstruktion durch!

a) Wenn F und G (bei genannter Vorgabe von A ,B,C,D,E) die
Bedingungen (1),(2),(3) erfiillen, so folgt: Nach (3) gilt

GF = DE (4)
und GF || DE, also, da D und E auf BC liegen, auch

GF | BC (5)

Weiter folgt: Die Parallele durch F' zu AB schneidet BC' in einem
Punkt P, da F' nach (1) auf AC liegt. Fiir diesen Punkt P gilt

FP| AB (6) als auch FP|GB (7)

da G nach (2) auf AB liegt. Da ferner P auf BC' (8) liegt, besagt (5) auch GF' || BP; hiernach und nach
(7) folgt, dass GBPF ein Parallelogramm ist. Also gilt GF = BP und damit wegen (4) auch BP = DFE

(9).
Mit (8),(9),(6),(5) ist bewiesen, dass F und G durch folgende Konstruktion erhalten werden konnen:
b) [1] Man konstruiert denjenigen Punkt P auf BC, fir den BP = DFE gilt.

[2] Man konstruiert die Parallele durch P zu AB; sie schneidet AC' in einem Punkt F'.
[3] Man konstruiert die Parallele durch F' zu BC sie schneidet AB in einem Punkt G.

¢) Wenn F, G nach dieser Beschreibung konstruiert sind, so folgt:
Nach [2], [3] liegt F' auf AC bzw. G auf AB; d.h., (1), (2) sind erfiillt.
Nach [2], [3] gilt ferner F'P || AB, GF || BC. (10)

Da aber G auf AB und P nach [1] auf BC liegt, besagt (10) auch FP || GB, GF || BP; also ist GBPF
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ein Parallelogramm. Folglich gilt GF' = BP und damit nach [1] auch GF' = DE. (11)

Wegen (10) und weil D, E auf BC liegen, ist GF || DE (12); mit (11),(12) ist gezeigt:
DEFG ist ein Parallelogramm; d.h., auch (3) ist erfiillt.

Aufgabe 4 - 310834

Untersuche fiir alle rationalen Zahlen a, b mit @ > 2, b > 2, ob bzw. unter welchen Bedingungen das
Produkt der Zahlen a, b kleiner als die Summe, gleich der Summe oder gréfier als die Summe von a
und b ist!

Fir alle a > 2, b > 2 gilt
a—1>1 , b—1>1 (1)

Da in beiden Beziehungen (1) die auf beiden Seiten stehenden Zahlen positiv sind, folgt durch Multipli-
kation

(a=1)OB-1)>1 (2)
ab—a—-b+1>1
ab>a+b (3)

Gleichheit gilt in (3) genau dann, wenn sie in (2) gilt, und das ist genau dann der Fall, wenn in beiden
Beziehungen (1) Gleichheit gilt. Damit ist gezeigt:

Es gibt keine Zahlen a,b mit a > 2, b > 2, fiir die das Produkt ab kleiner als die Summe a + b wére;
im Fall, dass beide Zahlen a, b gleich 2 sind, ist das Produkt ab gleich der Summe a + b;

fiir alle anderen a,b mit a > 2, b > 2 ist das Produkt ab groler als die Summe a + b.

Aufgabe 5 - 310835

Es sei ABCDEF ein gerades dreiseitiges Prisma mit AD || BE || CF. Die Deckfliche DEF sei ein
rechtwinkliges Dreieck mit E als Scheitel des rechten Winkels. Weiterhin sei S der Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden des Dreiecks DEF'.

Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen stets SB < SA folgt!

DA ES und DS nach Voraussetzung die Winkel ZDFEF und ZEDF halbieren und da im rechtwinkligen
Dreieck ZEDF < 90° = ZDEF gilt, folgt

/EDS = %AEDF < %ADEF =/DES
Im Dreieck DES liegt dem grofieren Winkel die grofiere Seite gegeniiber, also folgt weiter ES < DS. (1)
Da ABCDEF ein gerades Prisma ist, stehen AD und BE auf der Deckfliche DEF senkrecht, daher gilt
LADS = ZBES =90° (2).
Ferner gilt fir die Seitenkanten AD = BE. (3)

Aus (1), (2), (3) kann die Behauptung BS < AS z.B. folgendermafien erhalten werden:
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Wegen (2) und (3) kann man in einer Ebene Punkte A’ = B/, D’ = E’, S’ und S” so wéhlen, dass S’
und S” auf demselben von D’ ausgehenden Strahl liegen und

AA'D'S' = ANADS ;  AB'E'S"~ ABES (4)

gilt (siehe Abbildung).
S/I S/
Wegen (1) liegt dann S” zwischen D’ und S’ ferner ist ZA’S"E’ < 90°, also D' =F'
ZA’S”S > 90°, und im Dreieck A’S”S’" daher ZA’S”S’ der grofite Winkel.
Daraus und aus (4) folgt

BS=DB'S" < A'S"= AS
A'=B

Aufgabe 6 - 310836

Von einem Dreieck ABC' sind gegeben:

Die Seitenléinge a = BC = 845 cm die Linge h, = AE = 840 cm der auf BC senkrechten Hohe und
die Lange h, = CD = 780 cm der auf AB senkrechten Hohe.

Berechne fiir jedes Dreieck ABC, bei dem diese Lingen auftreten, die Seitenlingen ¢ = AB und
b= AC!
Es gilt a- h, = ¢ he; dies folgt aus den Gleichungen des Flécheninhalts von ABC ist (oder auch aus der
Ahnlichkeit der Dreiecke BCD, BAFE). Somit ergibt sich

a- hg
he

Wegen /BDC = 90° folgt nach dem Satz des Pythagoras

=910 cm

CcC =

BD = \/a® — h2 =325 cm
Je nachdem, ob D zwischen A = A; und B liegt oder B zwischen A = A5 und D, erhélt man weiter
A1D =c¢— BD =585 cm bzw. AsD =c+ BD = 1235 cm
Als gesuchte Seitenlédnge b erhilt man damit im 1.Fall
A1D? 4+ h2 =975 cm

und im 2. Fall

bg = AQC =\ A2D2 + hg = 1460,69 cm

Lésungen der III. Runde 1991 ibernommen von [5]
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2.34 XXXII. Olympiade 1992
2.34.1 |. Runde 1992, Klasse 8

Aufgabe 1 - 320811
In die Felder eines 3 x 3-Quadrates (siehe Abbildung) sollen die Zahlen

-0,5; 1; -2; 2,5; -3,5;
4; -5; 5,5; -6,5

so eingetragen werden, dass in jedes Feld genau eine dieser Zahlen kommt und
dabei in allen drei Zeilen, in allen drei Spalten und in allen beiden Diagonalen die
gleiche Summe entsteht.

a) Gib eine Eintragung an, die alle diese Forderungen erfiillt!

b) Untersuche, ob es noch andere solche Eintragungen gibt, die sich nicht nur durch Drehung oder
Spiegelung von einer gefundenen unterscheiden!

o 55| s a) Die Abbildung zeigt eine Eintragung der geforderten Art.
b) Ein Beweis, dass es bis auf Drehung oder Spiegelung keine weitere gibt (zugleich
-3,51-0,5 | 2,5 ein Weg zum Auffinden einer derartigen Eintragung) ist etwa der folgende:
Die Summe aller neun einzutragenden Zahlen betrégt -4,5 . Also muss in jeder der
4 |-65]| 1 [ .
drei Zeilen die Summe -1,5 kommen.

Dies ist dann auch die Summe fiir jede Spalte und jede Diagonale.
Alle Moglichkeiten, aus den vorgegebenen Zahlen dreigliedrige Summen mit dem Wert -1,5 zusammen-
zustellen, sind (bis auf die Reihenfolge der Summanden):

054+1-2; -05+25-35; -0544-5; -0,5+55-65;
1425-5: 14+4-65; 2.35+44;: -2-5455.

Der einzige Summand, der in vier dieser Summen vorkommt, ist -0,5. Also muss diese Zahl in das Mittelfeld
kommen; denn es ist Bestandteil von vier Reihen (eine Zeile, eine Spalte, zwei Diagonalen), in denen der
vorgeschriebene Summenwert erreicht werden soll.

Aufler -0,5 sind 1 ; -2 ; 4 ; -5 die einzigen Summanden, die jeweils in drei der Summen vorkommen.
Diese Zahlen gehoren folglich in die Eckfelder; auf eine Diagonale 1 und -2 , auf die andere 4 und -5 . Die
Verteilung der iibrigen Zahlen folgt dann eindeutig aus der Forderung an die Zeilen- und Spaltensummen.

Aufgabe 2 - 320812

Ein Holzwiirfel wurde mit den drei Farben Rot, Gelb und Blau angestrichen, jedes der sechs Quadrate
seiner Oberfliche mit einer dieser Farben. Dabei wurde jede der drei Farben mindestens einmal
verwendet. AnschlieBend wurde der Wiirfel in 27 kleine Wiirfel zerségt. Auf keinem dieser 27 Wiirfel
waren nun die beiden Farben Blau und Gelb vorhanden.

Ist durch diese Angaben die Verteilung der Farben auf die Oberfliche des urspriinglichen Wiirfels
eindeutig bestimmt? Wenn das der Fall ist, beschreibe diese Verteilung!

Aus den Angaben geht folgendermaflen eine eindeutig bestimmte Verteilung hervor:

Auf der Oberflache des urspriinglichen Wiirfels war (mindestens) eines der sechs Quadrate blau angestri-
chen. Keines der vier benachbarten Quadrate war gelb angestrichen; denn sonst wére beim Zersédgen ein
kleiner Wiirfel entstanden, auf dem Blau und Gelb vorhanden wéren.

Da aber (mindestens) ein gelbes Quadrat vorkam, war es dasjenige, das dem genannten blauen Quadrat
gegentiberlag. Fur die vier anderen Quadrate, die ja nicht nur dem blauen, sondern auch dem gelben
Quadrat benachbart waren, ist folglich auch die Farbe Blau auszuschlieflen.

Fiir diese Quadrate bleibt also nur die Farbe Rot iibrig. Damit ist die Verteilung der Farben vollstdndig
beschrieben.

390



2.34.1 1. Runde 1992, Klasse 8

Aufgabe 3 - 320813
Es sei ABCD ein Viereck, dessen Innenwinkel samtlich kleiner als 180° sind.

Beweise, dass in jedem solchen Viereck die Summe der Lingen der Diagonalen AC und BD stets
a) kleiner als der Umfang des Vierecks ABC D, aber
b) grofer als der halbe Umfang des Vierecks ABC'D ist!

a) Nach der Dreiecksungleichung, angewandt auf die Dreiecke ABC, BCD,
D CDA und DAB (siche Abbildung), gilt

AC < AB+BC ,BD<BC+CD ,AC<CD+ DA ,BD<DA+AB

Durch Addition dieser vier Ungleichungen folgt

A 2AC +2BD < 2AB+2BC+2CD+2DA
und daraus die zu beweisende Ungleichung
AC+BD < AB+BC+CD+ DA

b) Ist S der Schnittpunkt der Diagonalen des Vierecks, so folgt aus der Dreiecksungleichung, angewandt
auf die Dreiecke ABS, BCS, CDS und DAS

AS+BS>AB , BS+CS>BC , CS+DS>CD , DS+ AS>DA

Durch Addition dieser vier Ungleichungen folgt
2A84+2CS+2BS+2DS > AB+ BC+CD + DA

Wegen AS + CS = AC und BS 4+ DS = BD ergibt sich damit die zu beweisende Ungleichung

1
AC + BD > S(AB +BC + CD + DA)

Aufgabe 4 - 320814

Alexander beobachtete zwei Kerzen, eine weifle und eine halb so lange rote. Beide wurden gleichzeitig
angeziindet; nach 2 Stunden war die weifle Kerze heruntergebrannt, die rote (da sie breiter war) erst
nach 5 Stunden.

Wie lange nach dem Anziinden hatte es bis zu dem Zeitpunkt gedauert, an dem beide Kerzen einander
genau gleichlang gewesen waren?

In jeder Stunde verringerte sich die Lange L der weilen Kerze, solange sie brannte, um %L, die Lange %

der roten Kerze dagegen um % . % = %L.
Jeweils nach = Stunden hat sich demnach die Lange der weilen Kerze um $L auf L — §L = (1 — 3)L
verringert, die der roten Kerze um 5L auf & — ZL = (3 — &) L.

Sind die Kerzen nach x Stunden einander gleichlang, so gilt folglich

5
T =

z LA
0 7 4

1——=
2

N =

Also hatte es g Stunden (= 75 Minuten) gedauert, bis die Kerzen einander gleichlang gewesen waren.

Lésungen der I. Runde 1991 dbernommen von [5)
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Aufgabe 1 - 320821

Herr Schulz, der in diesem Jahrhundert geboren wurde, stellt fest, dass er an seinem Geburtstag im
Jahr 1992 ein Lebensalter erreicht, das (in Jahren gerechnet) gleich dem Vierfachen der Quersumme
der Jahreszahl seines Geburtsjahres ist.

Untersuche, ob es genau ein Jahr gibt, mit dem als Geburtsjahr die Feststellung von Herrn Schulz
zutrifft! Ist das der Fall, so nenne diese Jahreszahl!

Ist a die Einer- und b die Zehnerziffer der Jahreszahl eines Jahres aus diesem Jahrhundert, so sind a und
b natiirliche Zahlen mit 0 < a <9 und 0 < b <9, die Jahreszahl lautet 1900 + 10b + a, ihre Quersumme
betragt 1+ 9+ b+ a.

Ist ein solches Jahr das Geburtsjahr von Herrn Schulz, so erreicht er im Jahr 1992 ein Lebensalter von
1992 — (1900 + 10b + a) Jahren.
Wenn die Feststellung von Herrn Schulz zutrifft, gilt daher

1992 — (1900 + 10b+a) =4- (1 +9+b+a)

Hieraus folgt 92 — 100 — a = 40 + 4b + 4a und 52 — 14b = ba.

Wiére b > 4, so folgte ba < 52 — 14 -4 < 0 im Widerspruch zu a > 0. Wére b = 0 oder b = 1 oder b = 2,
so folgte 5a = 52 bzw. ba = 38 bzw. ba = 24, was durch natiirliche Zahlen a nicht erfiillbar ist.

Also kann nur b = 3 sein, wonach 5a = 10 , also a = 2 folgt.

Daher kann die Feststellung nur mit 1932 als Geburtsjahr zutreffen.

Sie trifft hiermit in der Tat zu; denn die Quersumme von 1932 ist 1 + 9 + 3 + 2 = 15, und das im Jahr
1992 erreichte Lebensalter betrégt 1992 — 1932 = 60 = 4 - 15. Also gibt es genau ein Jahr, mit dem die
Feststellung zutrifft; es ist das Jahr 1932.

Aufgabe 2 - 320822
Auf einer Kreislinie & um einen Punkt M seien drei Punkte A, B, C' so gelegen, dass MA L MB
sowie BC = M B gilt und dass sich die Strecken AC' und M B in einem Punkt S schneiden.

Untersuche, ob durch diese Voraussetzungen die Groflie den Winkels ZBSC' eindeutig bestimmt ist!
Wenn das der Fall ist, dann gib diese Grofle an!

Als Radien von k£ haben M B und M C' einander gleiche Léange; hiernach und wegen BC' = M B ist Dreieck
M BC gleichseitig, also gilt ZBMC = 60°.
Daraus und aus M A 1 M B folgt ZAMC = 60° + 90° = 150°.
Daher und weil Dreieck M AC' mit M A = MC gleichschenklig ist, folgt aus dem Basis- und dem Innen-
winkelsatz 1 1

LMAC = ZMCA = 5(180o — LAMCQC) = 5(180O —150°) = 15°
Aus M A 1 M B und nochmals dem Innenwinkelsatz, auf Dreieck M AS angewandt, folgt damit ZMSA =
90° — LM AC = 75°. Schliefilich ergibt sich nach dem Scheitelwinkelsatz, dass auch ZBSC = 75° gilt.
Diese Winkelgrofie ist damit durch die Voraussetzungen eindeutig bestimmt.
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Aufgabe 3 - 320823
Es sei ABCD ein Tangentenviereck, sein Umfang sei u, der Radius seines Inkreises sei 7.

Zeige, dass bereits durch die alleinige Vorgabe von u und r der Flidcheninhalt von ABC D eindeutig
bestimmt ist; ermittle diesen Flacheninhalt in Abhéngigkeit von u und 7!

Hinweis: Ein Viereck ABCD ist genau dann ein Tangentenviereck, wenn es einen Kreis enthélt, der
jede Seite von ABCD In einem Punkt zwischen den Endpunkten dieser Seite beriihrt. Dieser Kreis
heiit dann der Inkreis von ABCD.

Nach Voraussetzung beriihrt ein Kreis & die Seiten AB,BC,CD,DA in Punkten P,Q,R bzw. S. Ist M
der Mittelpunkt von k, so ist jeweils M P, MQ, M R bzw. M .S senkrecht auf AB, BC,CD bzw. DA.

Mit r = MP = MQ = MR = MS ist folglich jeweils %AB -, %BC - %C’D - 1. bzw. %DA -1 der
Flacheninhalt von ABM, BCM, CDM bzw. DAM.
Daraus folgt: Der Fliacheninhalt F von ABCD betragt

1 1 1 1 1 1
F:§AB~T+§BC-T+§CD~T+§DA~7“:§(AB+BC+C’D+DA)~r=§u-T

und ist so durch u und r eindeutig bestimmt.

Aufgabe 4 - 320824

In der linken Waagschale einer gleicharmigen Waage stehen drei Kerzen, in der rechten steht eine
Kerze. Die vier Kerzen sind so beschaffen, dass jede von ihnen wéihrend je einer Stunde Brenndau-
er die gleiche Masse verliert wie jede andere von Thnen. Jede der drei linken Kerzen wiirde zum
vollstandigen Herunterbrennen 9 Stunden brauchen, die rechte Kerze 12 Stunden.

Die vier Kerzen werden gleichzeitig angeziindet. Wie lange danach ist die Waage erstmals Im Gleich-
gewicht?

Es sei m die Masse, die jede der vier Kerzen wéihrend einer Stunde Brenndauer verliert.

Dann hat jede der drei linken Kerzen die Masse 9m, und die rechte Kerze hat die Masse 12m. Nach
z Stunden Brenndauer befindet sich folglich, solange = < 9 bleibt, auf der linken bzw. auf der rechten
Waagschale die Masse 3 - (9 — z)m bzw. die Masse (12 — z)m.

Hiermit ergibt sich genau dann Gleichgewicht, wenn

3-9—x)=12—2

gilt. Die Lésung der Gleichung ist z = 7%.
Also ist die Waage erstmals 7% Stunden nach dem Anziinden der vier Kerzen im Gleichgewicht.

Lésungen der II. Runde 1992 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 320831

Sind a, b, ¢ die Hunderter-, Zehner- bzw. Einerziffern einer dreistelligen natiirlichen Zahl, so sei diese
Zahl kurz durch abc bezeichnet. Ebenso sei jeweils eine zweistellige Zahl mit Zehner- bzw. Einerziffer
b und ¢ durch be bezeichnet.

Ermittle alle diejenigen a, b, ¢, fiir die abc eine dreistellige und be eine zweistellige Zahl ist, so dass
die Gleichung abe = (be)” gilt!

L. Wenn a,b,c Ziffern der geforderten Art sind, so folgt:
Es kann nicht b = 0 sein, da hierfiir bc nicht zweistellig wére. Es kann nicht b = 1 sein, da hierfiir

(R)b = bc wiire, also nicht gleich der dreistelligen Zahl abc sein konnte.

Es kann nicht b > 3 sein, da hierfiir (E)b > 30° mindestens fiinfstellig wére, also nicht gleich der

dreistelligen Zahl abc sein kénnte. Also muss b = 2 sein und somit abc = (R)2 gelten.

Daher muss c¢ die Einerziffer der Zahl ¢? sein. Wegen 22 =4, 32 =9, 42 = 16, 72> = 49, 82 = 64, 9> = 81
kann dies fiir ¢ = 2;3;4;7;8;9 nicht zutreffen, trifft also hochstens fiir ¢ = 0;1; 5; 6 zu.

Weiter ist an den Zehnerziffern von 20% = 400, 212 = 441, 262 = 676 ersichtlich:

Die Zahl (E)2 mit b = 2 hat fiir ¢ = 0;1; 6 nicht die durch abc = (E)Q geforderte Zehnerziffer 2; sie kann
dies (unter den Moglichkeiten ¢ = 0;1;5; 6) also nur fiir ¢ = 5 haben.
Hiermit fithrt schlieBlich 252 = 625 auf a = 6.

II. Von a = 6, b = 2, ¢ = 5 wird wegen 625 = 252 die geforderte Gleichung abc = (E)b erfiillt.
Mit I. und II. ist gezeigt: Es sind genau a = 6,b = 2, ¢ = 5 Ziffern der geforderten Art.

Aufgabe 2 - 320832

Um einen Behélter mit Wasser fiillen zu kénnen, soll eine Anzahl Rohren angelegt werden. Durch
jede Rohre soll das Wasser gleichméBig stromen (d.h. in gleichen Zeiten gleichviel Wasser). In einer
Stunde soll durch jede Rohre die gleiche Wassermenge zustromen wie durch jede andere Rohre.

Fiir die Anzahl der Rohren gibt es drei Vorschldge. Nach dem zweiten Vorschlag, zwei Rohren weniger
als beim ersten Vorschlag zu nehmen, wiirde das Fiillen des Behalters zwei Stunden ldnger dauern als
beim ersten. Nach dem dritten Vorschlag, vier Rohren mehr als beim ersten Vorschlag zu nehmen,
wiirde das Fiillen des Behalters zwei Stunden kiirzer dauern als beim ersten.

Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl der Rohren und die Zeit zum Fiillen des Behélters beim
ersten Vorschlag!

Beim ersten Vorschlag seien n Réhren sowie eine Fiillzeit von ¢ Stunden vorgesehen. Jede Rohre fiillt
dann in jeder Stunde Tlt des Behéltervolumens.

Die n — 2 Rohren des zweiten Vorschlags fiillen also in jeder Stunde
Behélter wird nach diesem Vorschlag somit in 7?—}2
ersten Vorschlag sind, gilt

n—2

— des Behéltervolumens; der
Stunden gefiillt. Da dies 2 Stunden mehr als beim

n-t

=t+2 d dah t=n—2 1
n_2 + und daher n (1)
Entsprechend folgt: Nach dem dritten Vorschlag wird der Behélter in 7:1’54 Stunden gefiillt, und es gilt
e Ly 2)
n+4 ’ 2

Aus (1) und (2) folgt n — 2 = 5 + 2 und damit nach (1) n =8 und ¢ = 6.
Also war beim ersten Vorschlag vorgesehen, mit 8 als Anzahl der Rohren eine Fiillzeit von 6 Stunden zu
erreichen.
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Aufgabe 3 - 320833
Beweise die beiden folgenden Aussagen (a) und (b) fir jedes spitzwinkliges Dreieck ABC' mit einem
im Innern des Dreiecks gelegenen Punkt P! Dabei seien folgende Bezeichnungen verwendet:

Winkel | GroBe Winkel | GroBe Winkel | GroBe
/PBA ) /PCB € /PAC %)
/PCA d' /PAB e /PBC @

a) Wenn 6 = § und € = € und ¢ = ¢’ gelten, dann ist P der Héhenschnittpunkt des Dreieck ABC'.
b) Wenn P der Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABC' ist dann gelten die Gleichungen § = ¢’ und
e=¢ und p = ¢'.

Die Verldngerung von AP schneide BC in D, die Verlingerung von
BP schneide CA in E, die Verldngerung von C'P schneide AB in F
(siehe Abbildung).

(a) Aus dem Auflenwinkelsatz, angewandt auf die Dreiecke BF'C und
AFC, sowie aus den vorausgesetzten Gleichungen folgt

LAFC=6+¢ +e=0+p+¢e =/BFC

Ferner gilt, da ZAFC, Z/BFC Nebenwinkel voneinander sind, ZAFC + ZBFC = 180°; daher folgt
LAFC = ZBFC = 90°, also ist CF im Dreieck ABC die zu AB senkrechte Hohe. Entsprechend folgt,
dass AD und BF die anderen Hohen sind und damit P der Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABC' ist.

(b) Die Dreiecke ABE und AC'F stimmen in ihrem Innenwinkel bei A {iberein, ferner ist nach Voraus-
setzung ZAEB = ZAFC = 90°. Daher folgt nach dem Innenwinkelsatz: Es gilt auch § = §’.
Entsprechend folgen die anderen behaupteten Gleichungen.

Aufgabe 4 - 320834

Ein Radfahrer fuhr mit konstanter Geschwindigkeit iiber eine 100 m lange Briicke. Als er auf dieser
Briicke 40 m zuriickgelegt hatte, traf er einen zweiten Radfahrer, der ihm mit gleicher Geschwindigkeit
entgegenkam. Ein Auto, das auf derselben Strecke mit der Geschwindigkeit 70 kTm fuhr, begegnete
dem zweiten Radfahrer in dem Augenblick, als dieser die Briicke verlie3, und es iiberholte den ersten
Radfahrer genau am Ende der Briicke.

Ermittle aus diesen Angaben die Geschwindigkeit der Radfahrer!

Die gesuchte Geschwindigkeit der Radfahrer sei v. Die Zeit ¢, in der der erste Radfahrer auf der Briicke
fuhr, bis er dem zweiten Radfahrer begegnete, ist genau so lang wie die anschlieende Zeit ¢5, bis der
zweite Radfahrer die Briicke verliel (und dabei dem Auto begegnete); denn in beiden Zeiten ¢1, to war
dieselbe Strecke mit der gleichen Geschwindigkeit v zu durchfahren.

Daher hat der erste Radfahrer in der Zeit t5 weitere 40 m zuriickgelegt und musste folglich in einer
anschliefenden Zeit t3 noch (100 — 2 - 40) m = 20 m bis zum Ende der Briicke zuriicklegen.
In dieser Zeit t3 durchfuhr das Auto die Strecke 100 m, also eine 5 mal so lange Strecke wie der Radfahrer
Daher war die Geschwindigkeit des Autos 5 mal so grofl wie die des Radfahrers; d.h., es gilt

Also betrigt die gesuchte Geschwindigkeit 14 5*.

Aufgabe 5 - 320835
Beweise, dass fiir jedes Dreieck ABC' die folgende Aussage gilt!

Das Verhéltnis des Fldcheninhalts des Dreiecks ABC zum Flidcheninhalt seines Inkreises ist gleich
dem Verhéltnis des Umfangs des Dreiecks ABC zum Umfang seines Inkreises.
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Hinweis: Als Inkreis eines Dreiecks bezeichnet man denjenigen Kreis, der alle drei Seiten dieses Drei-
ecks von Innen beriihrt.

Die Seitenléngen des Dreiecks seien mit a« = BC, b = CA und
¢ = AB bezeichnet, der Inkreis habe den Mittelpunkt M, er
beriihre die Seiten BC, CA, AB in P, QQ bzw. R (siehe Abbil-
dung).

Der Radius des Inkreises ist dann r = M P = MQ = MR, fer-
ner gilt MP 1 BC, MQ L CA, MR 1 AB. Daher haben die
B Dreiecke BCM, CAM, ABM die Flacheninhalte

1 1 1
Fi = §ar, Fy = ibr, F3 = 507‘

Da M im Innern des Dreiecks ABC liegt, hat dieses somit den Flidcheninhalt
1
FD =F1 +F2+F3 = §(a+b—|—c)

der Inkreis hat den Fldcheninhalt Fx = mr2. Diese Flicheninhalte bilden also das Verhéltnis
Fp:Fxk=(a+b+c): (2nr)

Damit ist die zu beweisende Aussage gezeigt; denn a + b+ c ist der Umfang des Dreiecks, und 277 ist der
Umfang des Inkreises.

Aufgabe 6 - 320836

In der linken Waagschale einer gleicharmigen Waage steht eine Kerze, in der rechten stehen drei
Kerzen. Die vier Kerzen sind so beschaffen, dass jede von ihnen wéhrend je einer Minute Brenndauer
die gleiche Masse verliert wie jede andere von ihnen.

Die linke Kerze wiirde zum vollstdndigen Herunterbrennen 84 Minuten brauchen,
von den drei rechten Kerzen die erste 70 Minuten,
die zweite 63 Minuten,

die dritte 35 Minuten.

Die vier Kerzen werden gleichzeitig angeziindet. Wie lange danach ist die Waage erstmals im Gleich-
gewicht?

Es sei m die Masse, die jede der vier Kerzen wiahrend einer Minute Brenndauer verliert.
Dann hat die linke Kerze die Masse 84m, und die rechten Kerzen haben die Massen 70m, 63m bzw. 35m.

Nach z Minuten Brenndauer befindet sich, solange = < 35 bleibt, auf der linken bzw. auf der rechten
Waagschale die Masse (84 — 2)m bzw. die Masse (70 — x + 63 — 2 + 35 — 2)m = (168 — 3z)m.

Aus x < 35 folgt aber 2z < 70, also erst recht 2x < 84 und daraus weiter 84 — x < 168 — 3x. Daher ist
wéahrend der Brenndauer bis 35 Minuten die linke Waagschale stets leichter als die rechte.

Von da an, also nach x Minuten Brenndauer mit z > 35, befindet sich, solange z < 63 bleibt, auf der linken
bzw. auf der rechten Waagschale die Masse (84 — x)m bzw. die Masse (70 —x 4 63 — x)m = (133 — 2x)m.
Hiermit ergibt sich genau dann Gleichgewicht, wenn 84 — x = 133 — 2z oder, dquivalent hierzu, x = 49
gilt.

Also ist die Waage erstmals 49 Minuten nach dem Anziinden der vier Kerzen im Gleichgewicht.

Lésungen der III. Runde 1993 ibernommen von [5]
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2.35 XXXIII. Olympiade 1993
2.35.1 I. Runde 1993, Klasse 8

Aufgabe 1 - 330811

Nach dem Kauf eines neuen Autos muss man bekanntlich im Lauf der Zeit mit einem Wertverlust
rechnen. Fiir diesen Wertverlust seien im Lauf des ersten Jahres 20%, im zweiten Jahr weitere 15% und
im dritten Jahr nochmals weitere 15% gerechnet, wobei alle diese Prozentangaben vom urspriinglichen
Kaufpreis verstanden werden. Der jeweils entstehende verminderte Wert wird als Zeitwert bezeichnet.

a) Frau Griibler bezahlte fiir ihren Neuwagen 23800 DM. Berechne den Zeitwert nach zwei Jahren!

b) Herr Bauer will sein Auto nach drei Jahren verkaufen. Zu diesem Zeitpunkt wiirde der Zeitwert
des Wagens 16200 DM betragen. Um 10% dieses Wertes verringert sich jedoch aufgrund eines
Unfalls der Zeitwert nochmals.

Wie viel Prozent des urspriinglichen Kaufpreises betrdgt nun der so entstandene verringerte
Zeitwert?

¢) Herr Neumann kauft ein neues Auto fiir 43000 DM. Er mochte den Wagen nach vier Jahren
zum Zeitwert verkaufen, den er als 18275 DM annimmt.
Welchen Prozentsatz (vom urspriinglichen Kaufpreis) hat er dabei fiir den Wertverlust im vier-
ten Jahr zugrunde gelegt?

a) 20 % von 23800 DM sind 4760 DM, 15 % von 23800 DM sind 3570 DM.

Damit entsteht der Wertverlust 4760 DM + 3570 DM = 8330 DM.

Also betragt der Zeitwert 23800 DM - 8330 DM = 15470 DM.

(Mit gleicher Begriindung wie in b) kann man auch 100 % - (20 % + 15 %) = 65 % von 23800 DM
berechnen.)

b) Da die Prozentangaben fiir die Wertverluste einheitlich vom Kaufpreis verstanden werden, betrigt die
Summe der Wertverluste 20 % + 15 % + 15 % = 50 % des Kaufpreises. Daher sind 16200 DM die iibrigen
50 % des Kaufpreises; dieser hatte somit 32400 DM betragen.

Die weitere Verringerung des Zeitwertes betrigt 10 % von 16200 DM , das sind 1620 DM. Als verringerter
Zeitwert, verbleiben 16200 DM - 1620 DM = 14580 DM. Wegen 14580 : 32400 - 100 = 45 sind das 45 %
vom Kaufpreis.

c) 18275 DM sind 42,5 % von 43000 DM. Wieder wegen der einheitlichen Bezugnahme auf den Kauf-
preis wurde somit fiir den Wertverlust im vierten Jahr ein Prozentsatz von 50 % - 42,56 % = 7,5 %
zugrundegelegt.

Aufgabe 2 - 330812

_8_e 4 2
Ermittle alle Moglichkeiten, die leeren Felder im folgenden Rechenschema so T__
durch Ziffern zu ersetzen, dass eine richtig gerechnete Multiplikationsaufgabe 3__
entsteht! ——
0

Da die Einerziffer des Produktes 0 ist und die Einerziffer des zweiten Faktors 2 ist, kann die Einerziffer
des ersten Faktors nur entweder 0 oder 5 sein.

In beiden Féllen gilt fiir das erste Teilprodukt:

Seine Einerziffer ist 0, beim Berechnen der Zehnerziffer ist als Ubertrag aus der Einerstelle nur 0 oder 1
moglich. Diese Berechnung fiihrt also auf 2-8 40 = 16 oder auf 2-8 +1 = 17, in beiden Fallen mit dem
Ubertrag 1 in die Hunderterstelle.

Also hat sich, als die Hunderterziffer i des ersten Faktors mit 2 multipliziert und dann dieser Ubertrag 1
addiert wurde, die angegebene Hunderterziffer 7 des ersten Teilprodukts ergeben. Aus diesem Sachverhalt
2-h+1=7folgt h = 3. Damit ist insgesamt gezeigt: Der erste Faktor lautet entweder 380 oder 385.
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Das zweite Teilprodukt kann somit nur dann die angegebene Hunderterziffer 3 haben, wenn die Zehner-
ziffer des zweiten Faktors 1, dieser also insgesamt 412 lautet. Daher kénnen nur die Eintragungen

380 e 422 385 e 412
760 770

380 385

15620 1540
156560 168620

den Forderungen der Aufgabe entsprechen. Beide fithren in der Tat zu richtig gerechneten Multiplikati-
onsaufgaben.

Aufgabe 3 - 330813
Sebastian betrachtet eine dreistellige natiirliche Zahl und stellt fest:

(1) Setzt man vor diese dreistellige Zahl eine Ziffer 5, so ist die entstandene vierstellige Zahl eine
Quadratzahl.

(2) Hangt man aber an die (urspriingliche dreistellige) Zahl eine Ziffer 1 an, so ist die entstandene
vierstellige Zahl ebenfalls eine Quadratzahl.

Weise nach, dass es genau eine dreistellige Zahl gibt, mit der die Bedingungen (1) und (2) erfillt
werden; ermittle diese Zahl!

I. Wenn die Bedingungen (1),(2) mit einer dreistelligen natiirlichen Zahl z erfiillt werden, so folgt:
Da z dreistellig ist, gilt 100 < z < 999. Fiir die nach (1) entstehende Quadratzahl n? gilt also 5100 <
n? < 5999.

Daraus sowie aus 712 = 5041 < 5100 und 5999 < 6084 = 782 folgt 71 < n < 78. Die Quadrate der Zahlen
n ="72,73,74,75,76,77 sind n? = 5184, 5329, 5476, 5625, 5776, 5929.

Also kann z nur eine der Zahlen 184, 329,476,625, 776,929 sein; durch Anfiigen einer Ziffer 1 entstehen
die Zahlen 1841, 3291, 4761, 6251, 7761, 9291.

Von diesen ist nur 4761 eine Quadratzahl, wie sich z.B. durch

422 = 1764 < 1841 < 1849 = 432 572 = 3249 < 3291 < 3364 = 58>
692 = 4761 : 792 = 6241 < 6251 < 6400 = 802
882 = 7744 < 7761 < 7921 = 892 : 962 = 9216 < 9291 < 9409 = 972

bestétigen lasst. Somit kann nur die Zahl z = 761 die Bedingungen der Aufgabe erfiillen.

II. Sie erfiillt diese Bedingungen; denn sie ist dreistellig, und 5476 sowie 4761 sind Quadratzahlen.
Damit ist der geforderte Nachweis gefithrt und die gesuchte Zahl ermittelt; sie lautet 476.
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Aufgabe 4 - 330814

Ria baut aus Wiirfeln der Kantenlénge 2 cm einen pyramidenartigen Korper. Er besteht aus Schichten,
die jeweils eine Quadratflache vollstandig bedecken. Die Abbildung zeigt das Prinzip seines Aufbaues.
Die Gesamthohe dieses Korpers betrégt 10 cm.

<>

<SS
<

Als 7Sichtflache” eines aus Wiirfeln zusammengesetzten Korpers sei die Gesamtheit aller von oben
oder von den Seiten sichtbaren Teilflichen des Korpers verstanden. Zu dieser ”Sichtfliche” gehdren
also keine Fléchen, die - wie die Grundfliche des von Ria gebauten Korpern - nur von unten zugénglich
sind.

a) Aus wie vielen Wiirfeln besteht dieser Korper?

b) Ria streicht die ”Sichtfliche” dieses Korpers farbig an. In wie vielen der Wiirfel sind dann sechs,
finf, vier, drei bzw. zwei Fliachen, eine bzw. keine Flache farbig angestrichen?

c) Beate entfernt eine Anzahl derjenigen Teilwiirfel, die mindestens eine farbig angestrichene
Flache haben. Sie wéhlt diese Teilwiirfel so, dass der iibrigbleibende Korper eine ebenso grofie
”Sichtflache” hat wie der urspringliche Koérper. Unter Einhaltung dieser Bedingung wahlt Beate
die Anzahl der zu entfernenden Teilwiirfel aber moglichst grol. Wie grof} ist diese Anzahl?

d) An dem von Beate iibriggelassenen Korper streicht Ria von neuem dessen ”Sichtfliche” farbig
an. Danach entfernt wiederum Beate nach denselben Bedingungen wie in ¢) eine moglichst grofle
Anzahl von Teilwiirfeln mit je mindestens einer farbigen Fliache. Wie grof} ist diese Anzahl?

Hinweis: Zu b), ¢), d) werden nur Beschreibungen (gegebenenfalls auch Skizzen), aber keine Be-
griindungen verlangt.

a) Wegen der Gesamthohe 10 cm und der Kantenlinge 2 cm der Wiirfel besteht der Korper aus fiinf
Schichten. Die Seiten der Quadratflachen, die von den Schichten bedeckt werden, werden der Reihe nach
durch 1, 3, 5, 7, 9 Wiirfel gebildet.

Also besteht der Korper aus 1+ 9 4+ 25 + 49 + 81 = 165 Wiirfeln.

b) In keinem Wiirfel betriagt die Anzahl der farbigen Flichen 6, 4 oder 1.

In genau 1 Wiirfel, ndmlich im obersten, betrigt sie 5.

In den 4 - 4 = 16 Eckwiirfeln der vier anderen Schichten betrigt sie 3.

In den iibrigen 4- (1 4+ 3+ 5+ 7) = 64 Kantenwiirfeln dieser Schichten betrégt sie 2.
Die restlichen 84 Wiirfel haben keine farbige Flache.

¢) In den vier oberen Schichten sind von den Ecken- und Kantenwiirfeln genau diejenigen stehenzulas-
sen, die sich in den Kantenmitten befinden. Zu entfernen sind aus diesen Schichten die {ibrigen Ecken-
und Kantenwiirfel. Das sind, aufgezédhlt nach den Schichten in der Reihenfolge von oben nach unten,
4-(04+1+345) =36 Wirfel.

d) In der zweiten bis vierten Schicht, von oben an gezéihlt, befinden sich nun aufler den in ¢) als "stehen-
zulassen” bezeichneten Wiirfeln solche Teilschichten, die wieder je eine Quadratfliche bedecken.

Von diesen sind wieder die Ecken- und Kantenwiirfel mit Ausnahme der Wiirfel an den Kantenmitten zu
entfernen, das sind 4 - (0 + 1+ 3) = 16 Wiirfel.

Lésungen der I. Runde 1993 ibernommen von [5)
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Aufgabe 1 - 330821

Zu Beginn einer Feier waren insgesamt anwesend: Genau viermal so viele Frauen wie Méanner. Nach-
dem vier Ehepaare die Feier verlassen hatten, waren genau flinfmal so viele Frauen wie Méanner auf
der Feier.

Wie viele Personen waren insgesamt zu Beginn auf der Feier gewesen?

Waren zu Beginn genau x Méanner auf der Feier, so waren genau 4z Frauen auf der Feier. Nachdem vier
Ehepaare die Feier verlassen hatten, blieben genau x — 4 Méanner und 4z — 4 Frauen. Fiir diese Anzahlen
gilt folglich

5-(x—4)=4c -4 also x =16

Somit waren zu Beginn insgesamt 16 Méanner und 64 Frauen, also 80 Personen auf der Feier gewesen.

Aufgabe 2 - 330822

Susann lésst sich je eine natiirliche Zahl von Xaver, Yvonne und Zacharias sagen. Sie teilt ihnen dann
die Summe dieser drei Zahlen mit. Jeder multipliziert die mitgeteilte Summe mit der urspriinglich
von ihm genannten Zahl. So erhélt Xaver das Ergebnis 240, Yvonne 270 und Zacharias 390.

Untersuche, ob hierdurch die drei urspriinglich genannten Zahlen eindeutig bestimmt sind! Ist dies
der Fall, so gib diese Zahlen an!
Sind z,y, z die drei urspriinglich genannten Zahlen und ist s = 2 4+ y + 2z (1) ihre Summe, so gilt
x-s =240 , y-s =270 , z-s=2390 (2)
Indem man (1) mit s multipliziert und dann (2) anwendet, folgt
s’=x-s+y-s+z-s : 240 4 270 + 390 = 900
Da s als Summe dreier natiirlicher Zahlen selbst eine natiirliche Zahl ist, ist hierdurch eindeutig bestimmt:

Es gilt s = 30 und damit nach (2) x =8,y =9,z = 13.

Aufgabe 3 - 330823

Es sei ABCD ein Quadrat, seine Seitenlange sei a. Die Seite AB werde tiber B hinaus um die Linge
a bis E verlangert, die Seite BC' {iber C hinaus um die Lénge a bis F, die Seite C'D iiber D hinaus
um a bis G, die Seite DA iiber A hinaus um a bis H.

a) Beweise aus diesen Voraussetzungen, dass EFGH ein Quadrat ist!

b) Wie oft ist der Flécheninhalt des Quadrates ABC'D in dem Flidcheninhalt von EFGH enthal-
ten?

a) Nach den Voraussetzungen ist BE = a = CF, BF = 2a = CG,
ferner (als Nebenwinkel von Innenwinkeln des Quadrates ABCD)
ZEBF =90° = ZFCG. (1)

Damit folgt nach dem Kongruenzsatz sws ABEF = ACFG, also
EF = FG (2) und ZEFB = /FGC. (3)

Nach dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck CFG sowie nach (1) ist ferner
(sieche Abbildung) ZFGC + ZCFG = 90°; hieraus und aus (3) folgt
LEFB+ ZCFG =90°, d.h. ZEFG =90°. (4)

Entsprechend zu (2) und (4) beweist man, dass im Viereck EFGH
alle Seiten einander gleiche Linge und alle Winkel die Gréfle 90°
haben. Also ist es ein Quadrat.

b) Es sei P derjenige Punkt, fiir den GCF' P ein Rechteck ist. Die Verliangerung von AD iiber D hinaus
schneide GF' in @ und PF in R.
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Dann sind DCFR und GDRP zwei Quadrate mit gleicher Seitenlinge a wie ABCD. In den Dreiecken
GD@ und FRQ sind gleichgrofle Winkel bei D, R (rechte Winkel) und @ (Scheitelwinkel), daher und
wegen GD = FR sind sie nach Kongruenzsatz sww einander kongruent.

Fiigt man sie an das Viereck DCFQ an, so folgt:

Das Dreieck GC'F' hat denselben Flédcheninhalt wie das Quadrat DCF R, also auch wie ABC'D. Entspre-
chendes gilt fiir die Dreiecke H DG, EAH, FBE. Also ist der Fliacheninhalt von ABC'D genau 5 mal in
dem von EFGH enthalten.

Aufgabe 4 - 330824
Fiir jedes Dreieck ABC bezeichne H den Fuipunkt der auf BC senkrechten Hohe und W den Schnitt-
punkt von BC' mit der Winkelhalbierenden durch A.

a) Welche Grofie muss der Winkel /W AH in einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit AC = BC
haben, in dem der Innenwinkel ZAC'B die Grofle 48° hat?
b),c) Gibt es gleichschenklige Dreiecke ABC mit AC = BC, bei denen der Winkel /W AH
b) die Grofe 12°,
c) die Grofie 60°

hat? Ermittle jeweils alle diejenigen Werte, die als Grole des Basiswinkels ZBAC in einem
derartigen Dreieck moglich sind!

C

a) Nach dem Basiswinkelsatz und dem Innenwinkelsatz gilt (linke Abbildung)
1
2-/BAC + ZACB = 180° also /BAC =90° — §ZACB =90° — 24° = 66°

Da AW den Winkel ZBAC halbiert, gilt ZBAW = 33°. (1)
Nach dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABH ist

/BAH = 90° — ZABH = 90° — 66° = 24° (2)

Der Winkel ZABC ist kleiner als 90°, also liegt H auf derselben Seite von AB wie W. Daher folgt aus
(1) und (2) LWAH = 33° — 24° = 9°.

b) Wenn ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit AC' = BC und ZWAH = 12° ist, so folgt:

Da der Basiswinkel ZABC' kleiner als 90° ist, liegt H auf derselben Seite von AB wie W, also entweder
auf der Strecke BW (linke Abbildung) oder auf ihrer Verlingerung iiber W hinaus (rechte Abbildung).
In diesen beiden Fillen folgt mit dem oberen bzw. unteren Vorzeichen

/BAH = /BAW + /WAR mit a = ZBAC also ZBAH = g F12° (3)
Somit besagt der Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABH
« o _ o
(§$12)+a—90 (4)
30— 90° 412
2
o = 60° £ 8°
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In der Tat gibt es sowohl fiir @ = 68° als auch fiir & = 52° gleichschenklige Dreiecke mit « als Basiswin-
kelgrofie (da in beiden Fallen o < 90° ist); fiir diese Dreiecke gilt (4), also (3) und damit /W AH = 12°.

c) Die gleiche Schlussweise wie in b) fithrt auf a = 60° £ 40°.

Von diesen beiden Werten scheidet @ = 100° aus, da ein Basiswinkel nicht grofier als 90° sein kann.
Dagegen gibt es fiir o = 20° gleichschenklige Dreiecke mit « als Basiswinkelgrofie.

Fiir diese Dreiecke gilt ZHAB = 70° und ZHAW = 60°.

B

Damit ist gezeigt: Es gibt Dreiecke wie in c¢) genannt; als Basiswinkelgroie « = ZBAC solcher Dreiecke
ist genau der Wert a = 20° moglich.

Lésungen der II. Runde 1983 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 330831
In der Sprachfix-Schule zu Lernhausen sind 120 Schiiler. Jeder von ihnen lernt mindestens eine der
Sprachen Englisch, Latein, Franzosisch. Der Reporter Schreibklug erfahrt folgende Tatsachen:

(1) Fiir genau 102 der 120 Schiiler gilt: Jeder von diesen 102 Schiilern lernt mindestens eine der
Sprachen Englisch, Latein.

(2) Fiir genau 75 der 120 Schiiler gilt: Jeder von diesen 75 Schiilern lernt mindestens eine der Sprachen
Latein, Franzosisch.

(3) Genau 18 der 120 Schiiler lernen nur Latein.

(4) Die Zahl der Schiiler, die genau die beiden Sprachen Englisch und Latein lernen, ist um 9 groer
als die Zahl der Schiiler, die genau die beiden Sprachen Franzosisch und Latein lernen.

(5) Keiner der 120 Schiiler lernt sowohl Englisch als auch Franzosisch.

Schreibklug mochte berichten, wie viele der Schiiler je genau eine der drei Sprachen und wie viele der
Schiiler je genau zwei der drei Sprachen lernen. Sind diese beiden Zahlenangaben durch die Auskiinfte
(1) bis (5) eindeutig bestimmt? Wenn das der Fall ist, so ermittle diese beiden Zahlenangaben!

In der linken Abbildung sind die Schiiler

die Englisch, Latein bzw. Franzosisch
lernen, durch je einen Kreis zusam-
mengefasst. AuBlerdem sind dort die
moglichen Sprachenzusammenstellungen
ersichtlich. Die Angaben in der rechten
Abbildung bezeichnen die Schiilerzahlen
hierzu. Aus (3) und (5) folgen insbe-
sondere die Eintragungen 18 und 0.
Beriicksichtigt man sie, so folgt weiter:

Wegen der Gesamtzahl 120 gilt a + b+ ¢+ d + 18 = 120 (6), wegen (1) gilt a + b+ d + 18 = 102 (7),
wegen (2) gilt ¢+ b+ d+ 18 =75 (8), wegen (4) gilt b—9—|—d 9).
Aus (6) und (7) folgt ¢ = 18 (10), aus (6) und (8) folgt a = 45 (11).

Damit erhédlt man aus (7) oder (8) b+ d = 39.
Die gewiinschten Zahlenangaben sind also eindeutig bestimmt; sie lauten:

Genau eine der drei Sprachen lernen insgesamt a + ¢ + 18 = 81 Schiiler,
genau zwei der drei Sprachen lernen insgesamt b + d = 39 Schiiler.

Aufgabe 2 - 330832 £

Die Abbildung zeigt ein regelméfiges Neuneck ABCDEFGHI, d.h.
ein Neuneck, bei dem alle Seiten dieselbe Lange und alle Innenwinkel g D
dieselbe Grofle haben.

a) Beweise, dass die Diagonalen BI und C'H zueinander parallel sind! I c
b) Beweise, dass CH — BI = BC gilt!
A B

a) Nach Voraussetzung ist AB = BC = AI = IH (1); ferner gilt
fiir die Innenwinkel im regelméfigen Neuneck ZABC = LZAIH =
ZIAB = 14°. (2)

Aus (1) und (2) folgt AABC =2 ANAIH also /ZBAC = /IAH (3)
und CA = HA.

Im somit gleichschenkligen Dreieck CHA ist die Hohe auf CH
zugleich Winkelhalbierende von ZC AH. Wegen (3) halbiert sie auch
/BAI und ist daher auch im gleichschenkligen Dreieck BIA die
Héhe auf BI.
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Da BI und C'H also auf derselben Geraden senkrecht stehen, sind sie zueinander parallel.

b) Fiir den Schnittpunkt K von CH mit der Parallelen durch B zu IH gilt:

Im Parallelogramm IBKH ist KH = BI (4) und BK = IH, nach (1) also auch BK = BC. (5)

Nach dem Innenwinkelsatz fiir das gleichschenklige Dreieck BIA gilt wegen (2) ferner ZBIA = 1(180° —
140°) = 20°, also nochmals wegen (2) ZBIH = 140° — 20° = 120°.

Als Gegenwinkel im Parallelogramm I BK H hat dann auch ZBK H die Gréfle 120°, somit gilt /BKC =
60°. (6)

Nach (5) und (6) ist das Dreieck BCK gleichseitig. Damit und wegen (4) ergibt sich BC' = CK =
CH - KH =CH — BI, wz.b.w.

Aufgabe 3 - 330833
Zu jedem Dreieck ABC' seien folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

Die Gerade durch A und B sei u,

die Gerade durch B und C sei v,

die Gerade durch C' und A sei w,

bei der Spiegelung an v gehe u in die Gerade p iiber, bei der Spiegelung an w gehe w in die Gerade
q iiber.

Wie iiblich seien die Groflen der Innenwinkel /BAC und ZABC mit « bzw. 8 bezeichnet. Fiir die
folgenden Aufgaben werde stets a = 55° vorausgesetzt.

a) Unter welchem Winkel schneiden die Geraden p und ¢ einander, wenn 8 = 75° ist?
b) Wie grofi muss § sein, damit p und ¢ aufeinander senkrecht stehen?
¢) Gib einen Wert 8 so an, dass sich p und ¢ als zueinander parallel nachweisen lassen!

d),e) Stelle eine Zeichnung her, in der p und ¢ einander in einem Punkt schneiden, der auf der selben
Seite der Geraden u liegt wie C'; wéahle dabei das Dreieck ABC

d) mit spitzen Innenwinkel bei B.

e) mit stumpfen Innenwinkel bei B.

(Zu d) und e) wird keine Begriindung verlangt.)

a) Man erhilt p, indem man an die Strecke BC' im Punkt B nach
derjenigen Seite, auf der A nicht liegt, nochmals den Winkel der
Grole § = 75° antrégt.
Entsprechend erhélt man ¢ durch nochmaliges Antragen von 55°
an AC (siehe Abbildung).
.- P Fiir den Schnittpunkt D von p und ¢ gilt damit ZABD = 180° —
2-75° =30° und ZLBAD = 180° — 2 - 55° = 70°.
%  Nach dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABD folgt: p
und ¢ schneiden sich unter einem Winkel der Grofle
0 =ZLADB = 180° — 30° — 70° = 80°.

b) Wie in a) ergibt sich ZABD = 180° — 28, ZBAD = 70°, also
0 = 180° — (180° — 23) — 70° (siche 2. Abbildung).
Da nun 6 = 90° gefordert wird, folgt 25 = 90° 4 70°, also 8 = 80°.
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¢) Fir 8 = 35° bilden p und q jeweils nach der Seite hin, auf der C
liegt, mit uw Winkel der Grofle 2 - 35° bzw. 2-55° (siehe 3. Abbildung).
Da diese sich zu 180° ergédnzen, sind p und ¢ fiir den genannten Wert

u . .
£ = 35° als zueinander parallel nachgewiesen.
\ \ d),e) Die Abbildungen zeigen je eine Zeichnung der verlangten Art.
\\ \\
P g
DY
AN
\\ ~ N
\ AN
\ N
\ AN
\ N N
RN CRERN
\ AN
\ ~
\ N
A u

Aufgabe 4 - 330834

Auf einer Strecke AB fiahrt ein Radfahrer X von A nach B, ein zweiter Radfahrer Y von B nach
A. Beide sind zur gleichen Zeit gestartet. In B bzw. A angekommen, kehren sie sofort um, fahren
dieselbe Strecke bis A bzw. B zuriick und beenden dann ihre Fahrt. Es werde angenommen, dass jeder
der beiden Fahrer seine Geschwindigkeit konstant beibehélt und dass die zum Wenden gebrauchte
Zeit vernachléssigt werden kann.

Auf der Hinfahrt begegneten sie sich 30 Minuten nach dem Start an einer Stelle, die 7,5 km von A
entfernt ist. Nochmals 30 Minuten spéater waren die Radfahrer wieder beide zusammen an einer Stelle
zwischen A und B.

Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, wie grofl nach dieser Beschreibung
a) die Lange der Strecke AB,
b) die Geschwindigkeiten der Radfahrer X und Y sein kénnen!

Da X in der Zeit %h bis zum ersten Treffen den Weg 11 km zuriicklegte, fuhr X mit der Geschwindigkeit
15 kTm Wiéren X und Y beim zweiten Treffen einander entgegengefahren, so hétte X zwischen dem ersten
und zweiten Treffen B erreichen und dort die Richtung wechseln miissen, also wére die Strecke vom ersten
Treffpunkt bis B kiirzer als 12 km.

Daher hatte Y eine kleinere Geschwindigkeit als X und hétte somit in der zweiten halben Stunde noch
nicht einmal A erreichen, also erst recht nicht wenden und X begegnen kénnen.

Daher gibt es nur zwei Moglichkeiten:

I. In der Zeit % h vom ersten bis zum zweiten Treffen war X nochmals % km in gleicher Richtung
weitergefahren und wurde am Ende dieser Zeit von Y eingeholt (der zuvor A erreicht und dort die
Richtung gewechselt hatte).

Das besagt: Y musste in dieser Zeit eine 3 mal so lange Strecke durchfahren und hat somit die Geschwin-

. . km
digkeit 455

Ferner folgt: Y hatte vom Start an bis zum ersten Treffen einen 3 mal so langen Weg wie X zuriickgelegt.
Also hat die Strecke AB insgesamt die Lange 4 - % km = 30 km.

II. Zwischen dem ersten und zweiten Treffen ist X in B angekommen, hat dort die Richtung gewechselt
und dann beim zweiten Treffen Y eingeholt.

Der Ablauf der Begegnungen ist wie im Fall 1., nur mit vertauschten Rollen von X und Y. Also hat nun
X eine 3 mal so grofle Geschwindigkeit wie Y, d.h.: Y hat die Geschwindigkeit 5 kT"’ Dementsprechend
ergibt sich auch, dass die Lange von AB im Fall I. einen 3 mal so groflen Wert hatte wie im Fall II.; d.h.,
im Fall II. hat AB die Lange 10 km.
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Aufgabe 5 - 330835

Eine sechsstellige natiirliche Zahl heifle genau dann eine ”Spiegelzahl”, wenn ihre erste Ziffer gleich
ihrer sechsten Ziffer, ihre zweite Ziffer gleich ihrer fiinften Ziffer und ihre dritte Ziffer gleich ihrer
vierten Ziffer ist.

a) Ermittle alle diejenigen ”Spiegelzahlen”, die zwei Ziffern 2, zwei Ziffern 5 und zwei Ziffern 7
enthalten! Ermittle die Summe s aller dieser ”Spiegelzahlen”! Welches ist der gréfite echte Teiler
von s7

b) Beweise, dass fiir je drei Ziffern a, b, ¢ von denen keine zwei einander gleich sind, folgende
Aussage gilt!

Die Summe aller derjenigen ”Spiegelzahlen”, die zwei Ziffern a, zwei Ziffern b und zwei Ziffern
c enthalten, ist durch 111111 teilbar.

Hinweis: Als echter Teiler von s bezeichnet man alle diejenigen Teiler von s, die (positiv und) kleiner
als s sind.

a) Fiir die Anordnung der drei Ziffern 2, 5, 7 gibt es genau sechs Moglichkeiten; dementsprechend sind
alle ”Spiegelzahlen” der genannten Art die Zahlen 257752, 275572, 527725, 572275, 725527 und 752257.
Als ihre Summe ergibt sich s = 3111108.

Die kleinste natiirliche Zahl, die grofler als 1 und Teiler von s ist, ist 2. Daher ist die Zahl § = 1555554
Teiler von s, kleiner als s und zugleich die gréfite Zahl mit diesen beiden Eigenschaften, also der grofite
echte Teiler von s.

b) Entsprechend gilt fiir je drei Ziffern a,b, ¢, von denen keine zwei einander gleich sind:

Um mit dem tblichen Additionsverfahren die Summe der im Aufgabentext genannten ”Spiegelzahlen” zu
bilden, hat man beim Addieren an allen sechs Stellen (Einer-, Zehner-, ..., Hunderttausenderstelle) die
Zahl z=2-a+2-b+ 2-c zu bilden. Daher betrigt diese Summe

241024102 24103 24+ 10* - 24+ 10° - 2 = 111111 - 2
und ist folglich durch 111111 teilbar.

Aufgabe 6 - 330836

a) Berechne die Seitenlinge b = AC eines Dreiecks ABC, von dem die Seitenlinge ¢ = AB = 6
cm, die Lange h, = CH. = 5 cm der auf AB senkrechten Hohe und die Linge h, = BHy, = 2
cm der auf AC senkrechten Hohe gegeben sind!

b) Beweise, dass es kein Dreieck ABC' gibt, in dem die drei Hohenlidngen h, = 4 cm (Lénge der
auf BC' senkrechten Hohe), hy = 2 cm und h, = 5 cm vorkommen!

a) Fiir den Flacheninhalt F' des Dreiecks ABC gilt

1 1 'hc
F=3b-hy=sc-he  also b= "

=1
5 . I 5 cm

b) Angenommen, es gibe ein solches Dreieck. Fiir seinen Flicheninhalt F' miisste dann

1 1 1
F:§a'ha:§b'hb:§C'hc also

2F b 2F 2F
a = M =
4 cm ' 2 cm

5 cm
fe— 1+1 2F 9 2F< 2F _
are= 4 5)1cecm 20 1cm 2cm

im Widerspruch zur Dreiecksungleichung. Damit ist die eingangs gemachte Annahme als falsch nachge-
wiesen.

gelten. Daraus folgte

Lésungen der III. Runde 1993 ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 330841

Max arbeitet zur Vorbereitung auf die Mathematik-Olympiade eine Anzahl von Aufgaben durch. Sein
Freund Moritz, der ihn fragt, wie viele von diesen Aufgaben er schon gelost habe und wie viele noch
nicht, antwortet er:

"Die Anzahl der gelosten Aufgaben ist um 22 grofler als die Anzahl der nicht gelosten
Aufgaben. Addiert man zur Anzahl der gelosten Aufgaben die dreifache Anzahl der nicht
gelosten Aufgaben, so erhélt man eine Zahl, die kleiner als 60 ist. Addiert man aber zur
Anzahl der gelosten Aufgaben ein Drittel der Anzahl der nicht gelosten Aufgaben, so
ergibt sich eine ganze Zahl, die groler als 30 ist.”

Untersuche, ob durch diese Angaben eindeutig bestimmt ist, wie viele Aufgaben Max bearbeitet und
wie viele er davon gelost hat! Ist das der Fall, so gib diese Anzahlen an!

Aus den Angaben folgt: Wenn Max x Aufgaben gelost hat, so hat er x — 22 Aufgaben nicht gelost; es gilt

1
x+3-(x—22) <60 (1) x—|—§-(x—22)>30 (2)
x + 7 (x —22) ist eine ganze Zahl (3)

Aus (1) folgt = + 3z — 66 < 60 und < 31%. Aus (2) folgt z + 7z — 7 > 30 und z > 28.
Daher ist = eine der Zahlen 29, 30, 31 und folglich x — 22 eine der Zahlen 7, 8, 9.

Die Bedingung (3) erfordert, dass x — 22 durch 3 teilbar ist; dies wird unter den genannten Zahlen nur
von x — 22 = 9 erfillt.

Also ist durch die Angaben eindeutig bestimmt: Max hat = 31 Aufgaben gelost von insgesamt 40
bearbeiteten Aufgaben.

Aufgabe 2 - 330842
Es sei ABCD ein Quadrat mit gegebener Seitenldnge a. Eine Par-

Do oC allele zu AB schneide die Seiten AD und BC in E bzw. F, eine
Parallele zu AD schneide die Strecke AB und EF in G bzw. H,
H eine Parallele zu AB schneide die Strecken GH und BC in I bzw.
E F K (siche Abbildung).

I P a) Aufler diesen Voraussetzungen soll die Bedingung erfiillt werden,
dass die vier Rechtecke EFCD, AGHE, GBKI und I K FH unter-

a einander flachengleich sind.
Ao °B Ermittle unter dieser Bedingung den Umfang des Rechtecks T K FFH

in Abhéngigkeit von a!
b) Anstelle der in a) genannten Bedingung soll nun die Bedingung erfiillt werden, dass die vier
Rechtecke EFCD, AGHE, GBKI, IKF H untereinander umfangsgleich sind.
Ermittle unter dieser Bedingung den Flacheninhalt des Rechtecks I K F'H in Abhangigkeit von a!

a) Wegen der zu erfiillenden Bedingung hat jedes der vier Rechtecke EFCD, AGHE, GBKI, IKFH
den Flicheninhalt 2a®. Daraus folgt

1 1 1 3 1 3 1
ED=-d%>:a=~ : AE=a—-a= - ; AG =-d?:Sa= =
4a a 4a ; a 4a 4a ; G 4a 4a 3a
1 2 1 2
GB:IK:a—ga:§a ; GI:IH:Za2:§a:ga

Der Umfang des Rechtecks 1K FH betréigt somit 2- (IK + IH) = 2a.

b) Fiir die Langen ED = FC = x und AG = y folgt aus der Umfangsgleichheit von EFCD mit AGHI,
dass 2- (a+2) =2 (y+a—x), also y = 2z gilt.

Wegen der Umfangsgleichheit von GBKI mit IKFH ist ferner 2- (IK + BK) = 2 - (IK + KF), also
BK = KF = i(a — ).
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Die Umfangsgleichheit von EFCD mit GBKI ergibt daher die Gleichung
1
2-(a+x)= -(a—y+2(a—x)> also Tx=a

Somit erhélt man z = %a, y=%2a,IK=a—y= %a, KF =

2
den Flacheninhalt 1K - KF = %az.

$1(a — x) = 2a; das Rechteck ITK FH hat

Aufgabe 3 - 330843

Auf einer Ecke eines Wiirfels der Kantenldnge 1 cm sitzt eine Ameise. Langs jeder Kante des Wiirfels
ist 1 g Honig verteilt. Die Ameise soll zum Endpunkt derjenigen Korperdiagonale gelangen, an deren
Anfangspunkt sie sich befindet. Sie soll hierzu einen Weg von genau 7 cm Lénge zuriicklegen und
dabei genau 7 Gramm Honig naschen.

Ermittle die Anzahl aller Wege, die unter diesen Bedingungen méglich sind!

I. Die Ecken des Wirfels seien wie in der Abbildung mit
A,B,C,D,E . F,GG,H bezeichnet.

Der Anfangspunkt der abzuzéahlenden Wege sei A, der Endpunkt folglich
G.

Von A aus kann eine erste Kante nur entweder nach B oder D oder E
gegangen werden. Es geniigt, eine dieser Moglichkeiten, etwa die nach
B, zu betrachten und die Anzahl der hiermit beginnenden Wege mit 3
zu multiplizieren.

II. Von B aus kann eine zweite Kante nur entweder nach C oder F' folgen. Es geniigt, etwa die fiir die
Fortsetzung nach C' gefundene Anzahl mit 2 zu multiplizieren. Von C' aus gibt es wieder genau zwei
Fortsetzungsmoglichkeiten:

ITI. Setzt man von C' aus nach G fort, so ist man bereits nach einem Weg von 3 cm Lénge im Zielpunkt.
Also hat man noch einen Weg der Lénge 4 cm von G nach G anzuschlieBen. Das ist nur durch Umlaufen
einer Seitenfliche moglich. Die einzige G enthaltende Seitenfliche, bei der dies ohne Wiederholung einer
schon durchlaufenen Kante moglich ist, ist GHEF'.

Daher kommt man (nach dem Beginn tiber C, G) genau zu den 2 Wegen ABCGHEFG und ABCGFEHG.

IV. Von C aus nach D gibt es genau die beiden Fortsetzungen:

a) Anfangsweg ABCDH.
Von H aus dann sofort nach G zu gehen, wére nicht moglich, da man danach auf einem Weg von 2 cm

wieder nach G kommen miisste, was ohne Kantenwiederholung nicht méglich ist. Also verbleibt nur der
Weg ABCDHEFG.

b) Anfangsweg ABCDA.
Von A aus geht es eindeutig nach E. Von dort aus ist auf einem Weg von 2 cm nach G zu gelangen. Hierzu
gibt es genau zwei Moglichkeiten; so erhilt man die beiden Wege ABCDAFEFG und ABCDAEHG.

Die Anzahl der in III. und IV. gefundenen fiinf Wege ist nach I. und II. mit 3 und 2 zu multiplizieren.
So ergibt sich: Die Anzahl der Wege, die unter den Bedingungen der Aufgabe moglich sind, betrigt
5-3-2=230.

Aufgabe 4 - 330844
Fiir ein Dreieck seien folgende Bedingungen gefordert:

(1) Alle drei Seitenldngen des Dreiecks haben, in Zentimetern gemessen, ganzzahlige Mafizahlen.
(2) Der Umfang des Dreiecks betrdgt 50 cm.

Ermittle die grofitmogliche Anzahl von Dreiecken, die diese Forderungen erfiillen und unter denen
sich keine zwei zueinander kongruenten Dreiecke befinden!

Sind a,b,c mit a > b > ¢ die ganzzahligen Maflzahlen dreier Streckenldngen, so sind diese Langen genau
dann die Seitenldngen eines Dreiecks, wenn a < b+ ¢ gilt.
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Zusammen mit der Bedingung (2) besagt diese Ungleichung 2a < a4+ b+ ¢ =50, a < 25. Ausa >b>c¢
folgt andererseits 3a > a + b+ ¢ > 48, a > 16. Daher kann a nur eine der Zahlen 17, 18, ..., 24 sein.

In der folgenden Tabelle werden zu jeder dieser Zahlen a alle diejenigen Paare (b,c) aufgesucht, mit denen
die Gleichung b+ ¢ = 50 — a und die Ungleichungen a > b > cgelten:

Man beginnt mit b = a (und folglich ¢ = 50 — 2a), dann stellt man fest, ob durch Verkleinern von b um 1
und gleichzeitiges Vergrofiern von ¢ um 1 ein weiteres derartiges Paar (b,c) entsteht; dies ist so lange der
Fall, bis die Bedingung b > ¢ nicht mehr erfiillt wird.

Anschlieflend wird in der Tabelle die Anzahl der gefundenen Paare vermerkt.

a b4+c=50—a Paare (bc) Anzahl
17 btc=33 (17,16) 1

18 btc=32 (18,14), (17,15), (16,16) 3

19 btc=31 (19,12), (18,13), (17,14), (16,15) 4

20 b+c=30 (20,10), (19,11), ..., 16,14), (15,15) 6

21 b+ec=29 (21,8), (20,9), ..., (16,13), (15,14) 7

22 btc=28 (22,6), (21,7), ..., (15,13), (14)14) 9

23 btc=27 (23.4), (22,5), ..., (15,12), (14,13) 10

24 b+c=26 (242), (23,3), ..., (14,12), (13,13) 12

Damit enthélt die Tabelle fiir jedes Dreieck der geforderten Art die Mafizahlen seiner Seitenlédngen a,b,c.
Wie ersichtlich ist, gibt es unter diesen Angaben auch keine zwei, die (wegen Ubereinstimmung in allen
drei Zahlen a,b,c) zu kongruenten Dreiecken fithren wiirden.

Die gesuchte Anzahl betriagt somit 1 +3+4+6+74+9+ 10+ 12 = 52.

Aufgabe 5 - 330845

Fir jedes rechtwinklige Dreieck ABC mit dem rechten Winkel bei C' bezeichne D den Schnittpunkt
von AB mit der Winkelhalbierenden durch C. Der Abstand, den der Punkt D von einer der beiden
Katheten hat, werde mit ¢ bezeichnet. Die Langen der Katheten seien a und b.

Beweise, dass fiir jedes rechtwinklige Dreieck mit diesen Bezeichnungen die Gleichung % + % = % gilt!

Fiir jedes rechtwinklige Dreieck gilt mit den eingefithrten Bezeichnungen:

Jeder Punkt der Winkelhalbierenden des rechten Winkels, also auch der Punkt D, hat gleichgrofie
Abstéinde zu den beiden Katheten. Daher haben die beiden Dreiecke BC' D und ACD die Flécheninhalt
%a -t bzw. %b - 1.

Aus diesen beiden Dreiecken ist das Dreieck ABC zusammengesetzt. Da es rechtwinklig ist, also die Hohe
auf einer Kathete die andere Kathete ist, ist sein Flacheninhalt %a -b. Daher gilt a-t+b-t = @ b; Division
durch a - b -t ergibt, wie behauptet

Aufgabe 6 - 330846
Untersuche, ob es ein Paar natiirlicher Zahlen gréfler als Null gibt, deren Produkt genau zehnmal so
grofl wie ihre Summe ist! Wenn dies der Fall ist, ermittle alle derartigen Zahlenpaare!

Fiir natiirliche Zahlen x > 0, y > 0 folgt aus der Bedingung xy = 10-(x+y) (1), dass 2y = 10-(x+y) >
10y, also = > 10 gilt; ebenso folgt y > 10. Also ist (1) nur erfillbar, wenn

r=10+u , y=104+v (2)
mit natiirlichen Zahlen v > 0, v > 0 gilt. Hierfiir ist (1) gleichbedeutend mit
(10 +w)(10 +v) = 10+ (20 + u + v) ; uv = 100
Dies gilt genau dann, wenn (u;v) eines der Paare
(1;100), (2; 50), (4; 25), (5; 20), (105 10), (20; 5), (25;4), (50; 2), (1005 1)
ist; also werden die Bedingungen der Aufgabe genau von den Paaren erfiillt:
(11;110), (12; 60), (14; 35), (15; 30), (20; 20), (30; 15), (35; 14), (60; 12), (110; 11)

Lésungen der IV. Runde 1993 iibernommen von [5)]
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2.36 XXXIV. Olympiade 1994
2.36.1 I. Runde 1994, Klasse 8

Aufgabe 1 - 340811
Anja, Bernd und Christina haben am gleichen Tag Geburtstag.

An diesem Tag sagt Anja zu Christina: ”% deines Alters sind ebenso viele Jahre wie % meines Alters.”
Bernd sagt zu Christina: ”% deines Alters sind ebenso viele Jahre wie die Hélfte meines Alters.”
Christina sagt: "Die Summe unserer drei Altersangaben in Jahren ausgedriickt, betragt 58.”

Zeige, dass durch diese Angaben eindeutig bestimmt ist, wie alt Anja, Bernd und Christina sind!
Nenne diese drei Altersangaben!

Aus den Angaben folgt fiir das Alter a bzw. b bzw. ¢ von Anja bzw. Bernd bzw. Christina:
3 2 3 1

4c:§b (2) a+b+c=58 (3)

Aus (1) folgt 9¢ = 8a, also a = ¢ (4), aus (2) folgt 3¢ = 2b, also b = 3c. (5)
Damit folgt aus (3)
9 3 58 -8
§C+§C+C—58 = ch9716
und dann nach (4), (5) weiter a = 18 und b = 24.
Also ist durch die Angaben eindeutig bestimmt: Anja ist 18 Jahre alt, Bernd ist 24 Jahre alt, Christina

ist 16 Jahre alt.

Aufgabe 2 - 340812
Eine dreistellige natiirliche Zahl werde genau dann ”symmetrisch” genannt, wenn ihre Hunderterziffer
gleich ihrer Einerziffer ist.

a) Bilde alle diejenigen dreistelligen symmetrischen Zahlen, in denen nur Ziffern 0, 1, 2 vorkommen
(jede eventuell auch mehrfach oder gar nicht)! Eine Begriindung wird nicht verlangt.

b) Bilde alle diejenigen dreistelligen symmetrischen Zahlen, die durch 6 teilbar sind und in denen
nur die Ziffern 2, 5, 8 vorkommen! Beweise, dass genau die von Dir angegebenen Zahlen die
geforderten sind!

¢) Ermittle die Anzahl aller dreistelligen symmetrischen Zahlen!

d) Ermittle die Summe aller dreistelligen symmetrischen Zahlen!

a) 101, 111, 121, 202, 212, 222.

b) I. Wenn eine Zahl die genannten Forderungen erfiillt, so folgt:
Da die Zahl durch 6, also auch durch 2 teilbar ist, ist ihre Einerziffer gerade, also entweder 2 oder 8.
Daher konnen hochstens die Zahlen 222, 252, 282, 828, 858,888 (1) die Forderungen erfiillen.

II. Sie erfiillen die Forderungen; denn sie sind gerade, ihre Quersumme betrégt 6, 9, 12, 18, 21, 24, ist also
durch 3 teilbar; also sind diese Zahlen durch 3 und damit auch durch 6 teilbar. Nach I. und II. erfiillen
genau die Zahlen (1) die Forderungen.

c¢) Die Hunderter- und Einerziffer einer dreistelligen symmetrischen Zahl ist eine der neun Ziffern 1, 2,
..., 9, die Zehnerziffer ist eine der zehn Ziffern 0, 1, 2, ..., 9. Daher betrigt die Anzahl aller dieser Zahlen
9-10 = 90.

d) Jede der Hunderter- und Einerziffern 1, 2, ...; 9 kommt in den soeben aufgezahlten Zahlen genau 10
mal vor, jede der Zehnerziffern 0, 1, 2, ..., 9 kommt genau 9 mal vor.
Zur insgesamt gesuchten Summe liefert daher die Summe der Einerziffern den Beitrag

10- (142+...+9) =450
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die Summe der mit 10 multiplizierten Zehnerziffern liefert den Beitrag
9-1000+142+...4+9)=4050

die Summe der mit 100 multiplizierten Hunderterziffern liefert den Beitrag
10-100(1 + 2 + ... +9) = 45000

Also ist die insgesamt gesuchte Summe 450 + 4050 + 45000 = 49500.

Aufgabe 3 - 340813

Zeichne zwei Kreise k1 und ko mit gemeinsamem Mittelpunkt M! Zeichne dann zwei Geraden g und h,
die durch M gehen! Einen der Schnittpunkte von k1 mit g bezeichne mit A, einen der Schnittpunkte
von kg mit h bezeichne mit B! Weiterhin bezeichne mit C' denjenigen Schnittpunkt von kg mit g, fir
den M zwischen A und C liegt; und bezeichne mit D denjenigen Schnittpunkt von k; mit h, fiir den
M zwischen B und D liegt!

Untersuche, ob fiir so konstruierte Punkte A, B, C, D stets eine der Aussagen AB < CD, AB =CD,
AB > CD gilt! Wenn das fiir eine dieser Aussagen der Fall ist, beweise dies!

Die Abbildung zeigt eine Zeichnung der verlangten Art.

Fiir so konstruierte Punkte A,B,C,D gilt stets AB = CD.

Beweis:

Da A und D auf kq, liegen, gilt M A =MD (1); da B und C auf ks liegen, gilt MB = MC. (2)

Aus der Lage von M zwischen A und C sowie zwischen B und D folgt, dass ZAMB und ZDMC
Scheitelwinkel voneinander sind; daher gilt ZAMB = ZDMC. (3)

Aus (1),(2),(3) folgt ZABC nach dem Kongruenzsatz sws AAMB = ADMC.
In diesen Dreiecken sind AB und DC' einander entsprechende Seiten; damit folgt die Behauptung AB =
CD.

Aufgabe 4 - 340814

An einer Analog-Uhr (einer Uhr mit Minutenzeiger und Stundenzeiger) kann man den Winkel zwi-
schen den Zeigern so messen, dass man die Gradzahl angibt, um die man den Minutenzeiger im
Uhrzeigersinn drehen miisste, bis er den (hierbei unbeweglich gedachten) Stundenzeiger erreicht.
Neben einer solchen Uhr, von der wir voraussetzen, dass sie stets genau geht, denken wir eine Digital-
uhr betrachtet, die ebenfalls genau geht, d.h.: Wir setzen voraus, dass sich ihre Stunden-, Minuten-
und Sekundenanzeige stets zu Beginn jeder Sekunde auf die richtige Zahlenangabe einstellt.

a) Welche Zahlen zeigt die Digitaluhr zu allen denjenigen Zeitpunkten zwischen 9.30 Uhr und
12.30 Uhr, in denen die beiden Zeiger der Analog- Uhr genau aufeinander zu liegen kommen?

b) Wie viele Minuten nach 9.30 Uhr bilden die beiden Zeiger der Analog-Uhr erstmals einen ebenso
groflen Winkel miteinander wie 9.30 Uhr?

Hinweis: Fallt ein Zusammenhang mit den Ergebnissen der Aufgabe a) auf?

¢) Welche Zahlen zeigt die Digitaluhr zu allen denjenigen Zeitpunkten zwischen 3 Uhr und 6 Uhr,
in denen die beiden Zeiger der Analog-Uhr einen Winkel von 30° miteinander bilden?
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Der Minutenzeiger bewegt sich in jeder Minute um 6 Grad vorwérts, der Stundenzeiger 12 mal so langsam,
also in jeder Minute um % Grad.

a) Um 9.30 Uhr zeigt der Minutenzeiger auf die 76”, der Stundenzeiger auf die Mitte zwischen ”9” und
7107, also (3 + %) - 30 Grad vor dem Minutenzeiger. Liegen die Zeiger nach = Minuten iibereinander, so
gilt folglich
6—(3+1) 30 + L — _
TR Ty T
Da % Minute wegen % = 5% dasselbe wie 5
09 : 49 : 05 Uhr. (1)

% Sekunden sind, zeigt die Digitaluhr zu dieser Zeit
II. Vergehen bis zum nichsten Ubereinanderliegen « Minuten, in denen der Minutenzeiger eine volle
Umdrehung (360°) und zusétzlich denselben Winkel wie der Stundenzeiger zuriicklegt, so gilt also

1 5
u-6—360+u-§ — u-65ﬁ
Somit sind die néchsten gesuchten Zeitpunkte:
65-+ Minuten nach 9.49-% Uhr, d.i. 10.54 Uhr, digital 10 : 54 : 32 Uhr, (2)
65-7 Minuten nach 10.54-% Uhr, d.i. 12.00 Uhr, digital 12 : 00 : 00 Uhr (3)

Damit sind die gesuchten Anzeigen (1), (2), (3) gefunden.

b) Der Zeitraum von einer Zeigerstellung bis zur néchsten mit gleichem Winkel zwischen den Zeigern ist
genau so lang wie der Zeitraum von einer Begegnung bis zur néchsten Begegnung, also 6515—1 Minuten.

c¢) Bilden die Zeiger erstmals  Minuten nach 3 Uhr einen Winkel von 30°, so hat sich der Winkel, der
um 3 Uhr noch 90° betragen hatte, um 60° verringert, indem némlich der Minutenzeiger x - 6 Grad
zuriicklegte, der Stundenzeiger aber nur x - % Grad. Daher gilt

6-60+a ~ — 10
rv= Ty T

Der erste gesuchte Zeitpunkt ist also 3.10% Uhr, wegen % = 54% digital 03 : 10 : 54 Uhr.

II. Die néchsten Zeitpunkte sind nach b) jeweils 65% Minuten spéter:
digital 04 : 16 : 21 Uhr bzw. 05 : 21 : 49 Uhr.

Lésungen der I. Runde 199/ ibernommen von [5]
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2.36.2 Il. Runde 1994, Klasse 8

Aufgabe 1 - 340821

Eine vierstellige natiirliche Zahl heifle genau dann ”symmetrisch”, wenn ihre Tausenderziffer gleich
ihrer Einerziffer und ihre Hunderterziffer gleich ihrer Zehnerziffer ist. Tanja behauptet, dass jede
vierstellige symmetrische Zahl durch 11 teilbar ist.

a) Uberpriife diese Teilbarkeit an drei selbstgewéhlten Beispielen!
b

Beweise allgemein Tanjas Behauptung!

d

)
c) Wie viele vierstellige symmetrische Zahlen gibt es insgesamt?
) Wie viele geradzahlige vierstellige symmetrische Zahlen gibt es insgesamt?

(a) Man bestétigt zum Beispiel 3443 : 11 = 313, 5555 : 11 = 505, 9009 : 11 = 819.

(b) Jede vierstellige symmetrische Zahl z ist mit zwei natiirlichen Zahlen a,b von der Form
1000a + 100b + 10b + a = 11 - (91a + 10b) (1)

also, da 91a + 100 eine natiirliche Zahl ist, durch 11 teilbar.

(c) In (1) gibt es fir die Ziffer a die 9 Moglichkeiten 1, 2, ..., 9 und, unabhéngig hiervon, fiir die Ziffer b
die 10 Moglichkeiten 0, 1, 2, ..., 9 . Also gibt es insgesamt 9 - 10 = 90 vierstellige symmetrische Zahlen.

(d) Da z genau dann gerade ist, wenn die Einerziffer a gerade ist, gibt es nun fir a die 4 Méglichkeiten 2,
4, 6, 8. Fiir b hat man dieselben Moglichkeiten wie in (c). Also gibt es insgesamt 4 - 10 = 40 geradzahlige
vierstellige symmetrische Zahlen.

Aufgabe 2 - 340822

Aus den Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sollen zwei Briiche § und 3 so gebildet werden, dass jede Ziffer
in den Zifferndarstellungen der vier natiirlichen Zahlen a, b, ¢, d insgesamt genau einmal verwendet
wird. Fiir die so gebildeten Briiche soll # + ¢ = 1 gelten. In dem ersten der beiden Briiche soll a = 13
und b = 26 gewahlt werden.

Beweise, dass es genau eine Moglichkeit gibt, den Zéhler ¢ und den Nenner d des zweiten Bruches so
zu wéhlen, dass alle genannten Bedingungen erfiillt sind! Gib diesen zweiten Bruch an!

I. Wenn die Bedingungen der Aufgabe von zwei natiirlichen Zahlen ¢ und d erfiillt werden, so folgt:
Wegen a = 13 und b = 26 folgt aus ¢ + & =1, dass § = 3, also 2 —c=d (1) gilt.

Ferner folgt, dass in den Zifferndarstellungen von ¢ und d nur die Ziffern 0, 4, 5, 7, 8, 9 vorkommen, jede
insgesamt genau einmal.

Waire ¢ hochstens zweistellig, also d mindestens vierstellig, so wére ¢ < 99, d > 1000; wéire ¢ mindestens
vierstellig, d hochstens zweistellig, so wére ¢ > 1000, d < 99; beides im Widerspruch zu (1).

Also sind ¢ und d beide dreistellig.

Die Hunderterziffer von c ist 4, da sonst d wegen (1) vierstellig wére. Die Einerziffer von d ist wegen (1)
gerade, also entweder 0 oder 8. Wire sie 8, so miisste ¢ wegen (1) (und da die 4 schon als Hunderterziffer
von ¢ vergeben ist) die Einerziffer 9 haben. Damit aber wére die Hunderterziffer von d weder 8 noch 9,
was wegen der Hunderterziffer 4 von ¢ im Widerspruch zu (1) steht.

Daher hat d die Einerziffer 0 und folglich ¢ die Einerziffer 5. Die Zehnerziffer von ¢ ist weder 7 noch 9;
denn wegen (1), also 2 - 475 = 950 bzw. 2 - 495 = 980, kéme die Ziffer 5 bzw. 9 zweimal vor.
Hiernach und wegen (1) verbleibt nur die Moglichkeit ¢ = 485, d = 970. (2)

II. Diese beiden Zahlen haben die geforderten Ziffern, und sie erfiillen auch (1), also ¢ 4+ ¢ = 1.
Mit I. und II. ist gezeigt, dass genau der mit den Zahlen (2) gebildete Bruch % die Bedingungen der
Aufgabe erfiillt.
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Aufgabe 3 - 340823

a) Wie oft insgesamt stehen im Verlaufe von 24 Stunden ( von 0.00 Uhr bis 24.00 Uhr ) der
Stunden- und Minutenzeiger einer Uhr senkrecht aufeinander?

b) Berechne insbesondere alle derartigen Zeitpunkte zwischen 4.00 Uhr und 5.00 Uhr! Gib diese
Zeitpunkte so an, wie sie eine Digitaluhr anzeigen wiirde, von der wir voraussetzen, dass sie
korrekt geht, d.h. zu Beginn jeder Sekunde die richtige Stunden-, Minuten- und Sekundenanzeige
bringt!

(a) Da beide Zeiger mit gleichbleibenden Geschwindigkeiten gehen, gilt:

Kommen im Verlauf von 24 Stunden (wobei etwa der Anfang dieser Zeitspanne mit dazugerechnet werde,
aber nicht das Ende) die Zeiger genau n mal miteinander zur Deckung, so gibt es in dieser Zeitspanne
auch genau n Zeitpunkte, in denen der Minutenzeiger um 90° vor dem Stundenzeiger steht, und auch
genau n Zeitpunkte, in denen der Minutenzeiger um 90° hinter dem Stundenzeiger steht.

Diese Zahl n kann man folgendermaflen finden:

In 12 Stunden macht der Minutenzeiger genau 12 vollstdndige Umléufe, der Stundenzeiger genau einen
Umlauf. Also muss es in dieser Zeitspanne genau 11 Zeitpunkte geben, in denen der Minutenzeiger den
Stundenzeiger tiberholt. In 24 Stunden sind es doppelt so viele Zeitpunkte; d.h., es gilt n = 22.

Also stehen die Zeiger im Verlauf von 24 Stunden insgesamt 44 mal aufeinander senkrecht.

(b) Um 4 Uhr steht der Stundenzeiger 20 Teilstriche vor dem Minutenzeiger. Hat sich nach x Minuten
dieser Abstand zum ersten Mal um 5 Teilstriche verringert, so deshalb, weil der Minutenzeiger um =z
Teilstriche vorgeriickt ist, der Stundenzeiger aber nur um 5 Teilstriche. Also gilt x =5+ {5.

Daraus folgt 12x = 60 + x, x = 51—51; d.h., der erste gesuchte Zeitpunkt ist 51—51 Minuten nach 4 Uhr.
Digital wird dieser Zeitpunkt als 04:05:27 angezeigt.

Hat aber y Minuten nach 4 Uhr der Minutenzeiger den Stundenzeiger iiberholt, also den urspriinglichen
Abstand von 20 Teilstrichen aufgebraucht und steht dann erstmals 15 Teilstriche vor dem Stundenzeiger,
so gilt y = 20 + 15 + {5 mit y = 381—21. Fiir einen zweiten gesuchten Zeitpunkt erhélt man die digitale
Anzeige 04:38:10.

Aufgabe 4 - 340824

Es sei ABCD ein Quadrat mit der Seitenlinge AB = 6 cm. Auf der Seite AD sei @ derjenige
Punkt, fiir den AQ = 4 cm gilt. Fiir jeden Punkt P, der auf der Strecke QC liegt, bezeichne L den
Fuipunkt des von P auf BC gefillten Lotes; ferner bezeichnen Fi, F» bzw. F3 in dieser Reihenfolge
den Flacheninhalt des Dreiecks AP, des Dreiecks ABP bzw. des Dreiecks BC'P.

a) Ermittle die Lange der Strecke PL und den Flidcheninhalt Fj, wenn vorausgesetzt wird, dass
P so auf QC gewéihlt wurde, dass F3 = 7,5cm? gilt!

b) Ermittle die Linge der Strecke PL und den Flicheninhalt Fb, wenn vorausgesetzt wird, dass
P so auf QC gewahlt wurde, dass Fy = F3 gilt!

¢) Beschreibe und begriinde, wie man P so auf QC' konstruieren kann, daf§ Fp = F3 gilt!

A B A B

(a) (Siehe linke Abbildung) Wegen PL 1 BC ist F3 = $BC - PL, also PL = 2F5 : BC = 2,5 cm.
Verldangert man LP iiber P hinaus bis zum Schnitt H mit AD, so ist ABLH ein Rechteck, also gilt
LH =6 cm , PH = 3,5 cm; ferner ist PH die auf AQ senkrechte Hohe des Dreiecks APQ, also gilt

414



2.36.2 II. Runde 1994, Klasse 8

F =1AQ-PH =7 cm?.

-2
(b) Wegen Fy = 1AQ-PH, F3 = 1BC-PL (1) und $AQ = 2 cm, £ BC' = 3 cm sowie der Voraussetzung
F\ = Fy, gilt 2- PH = 3- PL, also PH = §PL.
Hieraus und aus PH + PL =6 cm folgt (5 +1)- PL =6 cm, also PL=6: 2 =24 cm.

Nach (1) und (2) ist dann F3 = 7,2 cm?, also auch Fy = 7,2 cm?. Ferner hat das Dreieck CDQ den
Flécheninhalt $CD - DQ = 6 cm?. Damit erhélt man F» = (36 —2- 7,2 — 6) = 15,6 cm?.

(c) Die Bedingung F» = F3 wird wegen AB = BC dann erfiillt, wenn die Dreiecke ABP und BCP in den
Léngen der auf AB bzw. BC' senkrechten Hohen tibereinstimmen, d.h. wenn P auf der Winkelhalbierenden
des von AB und BC gebildeten Winkels liegt. Das ist die Diagonale BD.

Damit ist begriindet: Die geforderte Bedingung wird erfiillt, wenn man P als Schnittpunkt der Strecken
CQ und BD konstruiert (siehe rechte Abbildung).

Lésungen der II. Runde 199/ ibernommen von [5]

415



2.36.3 III. Runde 1994, Klasse 8

2.36.3 lll. Runde 1994, Klasse 8

Aufgabe 1 - 340831

Auf 10 Kartchen sind die Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 geschrieben, jede Ziffer auf genau einem
Kartchen. Anna wahlt drei dieser Kéartchen und legt sie zweimal hintereinander auf den Tisch, das
erste Mal als Zifferndarstellung der grofiten, das zweite Mal als Zifferndarstellung der zweitgrofiten
mit diesen drei Kéartchen erreichbaren Zahl.

Anna berichtet: Die Summe der beiden Zahlen, deren Zifferndarstellungen sie gelegt hat, betrigt
1233. Ermittle alle Moglichkeiten dafiir, welche zwei Zahlen Anna hiernach gelegt haben kann!

Die Ziffern auf den von Anna gewéhlten Kértchen seien so mit a, b, ¢ bezeichnet, dass a > b > ¢ gilt.
Dann hat Anna die Zahlen 100a + 10b + ¢ und 100a + 10c + b gelegt. Daher gilt Annas Aussage genau
dann, wenn diese Ziffern die Gleichung

200a + 11 - (b + ¢) = 1233 (1)

erfiillen.
I. Wenn (1) erfiillt wird, so folgt: Wegen 0 << b < 8ist 1 <b+ ¢ < 15, also

11<11-(b+¢) <165 ; 1233 — 165 <1233 —11- (b+¢) <1233 — 11
Aus (1) folgt daher 1068 < 200a < 1222, wegen 1068 : 200 > 5 und 1222 : 200 < 7 also a = 6. (2)

Aus (1) und (2) folgt 11 - (b+ ¢) = 1233 — 1200, also b+ ¢ = 3.
Dies kann von den Ziffern b, ¢ mit b > ¢ nur dadurch erfiilllt werden, dass entweder b = 3, ¢ = 0 oder
b=2,¢c=1 (3) gilt.

II. Bei beiden in (2), (3) genannten Moglichkeiten fiir a, b, ¢ wird (1) erfiillt.
Mit I. und II. ist gezeigt: Es gibt genau die beiden Moglichkeiten, dass Anna entweder die beiden Zahlen
630, 603 oder die beiden Zahlen 621, 612 gelegt hat.

Aufgabe 2 - 340832
Lehrer Lehmann befragt die 26 Schiiler seiner Klasse, in welchen der drei Arbeitsgemeinschaften, die
in dieser Klasse besucht werden, sie sind. Wahrheitsgeméaf ergibt sich:

- Auf die Frage, wer in der Arbeitsgemeinschaft Fotografie sei, melden sich genau 10 Schiiler.
- Auf die Frage, wer in der Arbeitsgemeinschaft Technik sei, melden sich genau 8 Schiiler.
- Auf die Frage, wer in der Arbeitsgemeinschaft Informatik sei, melden sich genau 7 Schiiler.
- Genau 6 Schiiler melden sich bei keiner dieser drei Fragen.
Auf dem Heimweg meint Uwe: "Genau 3 Schiiler sind in allen drei Arbeitsgemeinschaften.”
Michael meint: ”Genau 2 Schiiler sind in genau je zwei der Arbeitsgemeinschaften.”
Jorg meint: "Genau 14 Schiiler sind in genau je einer Arbeitsgemeinschaft.”

Zeige, daf} alle drei Meinungen falsch sind!

Sind genau z Schiiler in allen drei Arbeitsgemeinschaften, genau y Schiiler in genau je zwei der Arbeits-
gemeinschaften und genau z Schiiler in genau je einer Arbeitsgemeinschaft, so gilt:
Die Anzahl aller Meldungen auf die Fragen des Lehrers ist 3x + 2y + z; daher gilt

3x+2y+2=10+8+7=25 (1)
Die Anzahl aller Schiiler der Klasse ist « + y + z 4 6; daher gilt
r+y+2=26—6=20 (2)

Subtrahiert man (2) von (1), so folgt 2z +y = 5. Diese Gleichung hat in natiirlichen Zahlen z, y nur die
im folgenden angegebenen Loésungen, zu denen nach (2) nur die dazu
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z 15 16 17

In keiner dieser Losungen ist « = 3, also kann Uwes Meinung nicht zutreffen;
In keiner dieser Losungen ist y = 2, also kann Michaels Meinung nicht zutreffen;
In keiner dieser Losungen ist z = 14, also kann Jorgs Meinung nicht zutreffen.

Aufgabe 3 - 340833
Fiir vier Punkte A, B, C, D in einer Ebene werde vorausgesetzt:

AB = 6 cm, AD =1 c¢cm und AB + BD =11 cm. *)
Gesucht werden zwei Langenangaben x und y so, dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
(1) Fiir je vier Punkte, die die Voraussetzung (*) erfiillen, gilt stets * < AB+ BC+CD+ DA < y.

(2) Wenn aufier (*) auch x = AB+ BC + CD + DA gilt, liegen A, B, C, D auf einer gemeinsamen
Geraden.

(3) Wenn aufier (*) auch AB+ BC +CD + DA = y gilt, liegen A, B, C, D auf einer gemeinsamen
Geraden.

Nenne zwei Langen z, y und beweise, dass sie diese Bedingungen (1), (2), (3) erfiillen!

Fiir je vier Punkte A, B, C, D, die die genannten Voraussetzungen erfiillen, gilt mit den Bezeichnungen
b,c,e, f fur die Mafizahlen der in cm gemessenen Liangen BC, CD, AC bzw. BD (siehe Abbildung)

A 6 cm B

Nach der Dreiecksungleichung fiir Dreieck ABD ist 5 < f <7 (1,17)

Nach der Dreiecksungleichung fiir Dreieck ABC ist 6 —e <b <6+ e (2,2')
Nach der Dreiecksungleichung fiir Dreieck ACD ist c— 1 <e<c+1 (3,3)
Nach der Dreiecksungleichung fiir Dreieck BCD ist b—c < f < b+ ¢ (2,2")

Aus (1’,1) und der Voraussetzung AC + BD =11 cm, d.h. e+ f =11, (5) folgt 4 < e < 6. (6,6)

Aus (2) und (3’) folgt 5 < b+ ¢, aus (2’), (3) und (6”) folgt b+ ¢ < 2e+7 < 19. (7)

Die somit gefundenen Ungleichungen 5 < b+ ¢ < 19 besagen wegen AB = 6 cm, AD = 1 cm: Fiir je vier
Punkte A, B, C, D, die die Voraussetzungen (*) erfiillen, gilt

12em < AB+ BC +CD + DA < 26¢cm

Wenn speziell 12 cm = AB+ BC + CD + DA, also b+ ¢ =5 gilt, so folgt nach (4’): Es gilt f <5, nach
(5) also e > 6. Zusammen mit (6’) und nochmals (5) besagt dies e =6, f = 5.

Damit hat man aus AB =6 cm , AD =1 cm, f =5 bzw. aus b+ ¢ = f die Schlussfolgerungen, dass D
auf der Strecke AB, C auf der Strecke BD liegen muss.

Daraus folgt: A, B,C, D liegen auf einer gemeinsamen Geraden; es folgt sogar B = C.

Wenn aber speziell AB + BC + CD + DA = 26 cm, also b+ ¢ = 19 gilt, so folgt aus (7), dass b+ ¢ =
2e +7 =19, also e = 6 gilt. Nach (5) folgt f = 5.

Aus (4) erhédlt man damit 2b < b+c+ f =19+ 5, also b < 12; aus (3) erhdlt man b+c <b+e+ 1, also
19<b+4+7,12<b. Esfolgt b=12 und ¢ = 7.
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Damit hat man aus AB =6 cm, b =12, ¢ =6 bzw. aus b = 12, ¢ = 7, f = 5 die Schlussfolgerungen, dass
A auf der Strecke BC, D auf der Strecke BC' liegen muss.
Daraus folgt: A, B, C, D liegen auf einer gemeinsamen Geraden.

Die Bedingungen (1), (2) und (3) werden also von den Léngen x = 12 cm und y = 26 cm erfillt.

Aufgabe 4 - 340834

Ein Schachturnier wurde in "Runden” ausgetragen. Diese Runden - anders als weithin iiblich - so
eingerichtet, dass in jeder Runde jeder Teilnehmer des Turniers genau eine Partie zu spielen hatte
(es nahm also eine gerade Zahl von Spielern teil) und dass im gesamten Turnier fiir jeden Teilnehmer
gegen jeden anderen genau eine Partie angesetzt wurde.

Michael und Robert nahmen 5 Runden lang an diesem Turnier teil, danach mussten sie leider aus-
scheiden. Um den iibrigen Turnierablauf nicht weiter zu dndern, lie man die Partien, die sie nach
dem Turnierplan dann eigentlich noch zu spielen gehabt hétten, einfach ausfallen.

Michael erzéhlte seinen Freunden Herbert und Gerd, dass daher in dem gesamten Turnier (in dem
sonst keine weiteren Ausfille gab) insgesamt 38 Partien gespielt worden seien. Herbert meinte: "Diese
Anzahl ist nicht moglich.” Gerd entgegnet: "Doch, und wenn sie die richtige ist, so ist durch Michaels
Angaben sogar eindeutig bestimmt, ob Michael und Robert in dem Turnier gegeneinander gespielt
haben.”

Untersuche, ob Herberts oder Gerds Meinung zutrifft! Wenn Gerds Meinung zutrifft, haben dann
Michael und Robert in dem Turnier gegeneinander gespielt?

Haben an dem Turnier aufler Michael und Robert noch genau 2x Spieler teilgenommen, so hat von diesen
jeder gegen jeden anderen genau eine Partie gespielt; das waren insgesamt

%-2x(2x—1):x-(2x—1)

Partien.
Wenn Michael und Robert in dem Turnier nicht gegeneinander gespielt haben, so haben sie in jeder der
ersten 5 Runden zwei Partien gespielt. Dass zusammen mit diesen 10 Partien insgesamt

z-(2x—1)+10=38

Partien gespielt wurden, ist moglich; denn diese Gleichung hat (wie die Probe zeigt) die Losung x = 4.
Also trifft Herberts Meinung nicht zu.

Ferner gilt: Hatten Michael und Robert in dem Turnier gegeneinander gespielt, so hétten sie nur in 4
Runden je zwei Partien gespielt, in einer Runde dagegen nur die eine Partie gegeneinander. Dann wéren,
wenn die Gesamtzahl 38 der Partien die richtige ist, zusammen mit diesen 9 Partien insgesamt

x-(2x—-1)+9=238

Partien gespielt worden. Diese Gleichung hat aber keine natiirliche Zahl x als Losung, wie z.B. daraus
folgt, dass fur alle natiirlichen Zahlen z < 4 sich z(2¢ — 1) +9 < 4.7+ 9 = 37 ergibt, fur alle z > 5
dagegen - (22 —1)+9>5-949 = 54.

Also scheidet die Moglichkeit aus, dass Michael und Robert in dem Turnier gegeneinander gespielt haben
konnten; d.h., aus den Angaben geht eindeutig hervor: Sie haben nicht gegeneinander gespielt; Gerts
Meinung trifft zu.

Aufgabe 5 - 340835
Auf dem Rand eines Quadrates ABCD mit gegebener Seitenldnge a seien Py, P>, P; die folgenden
Punkte: Es liege P; so auf BC, dass BP; = P,C gilt, P, so auf CD, dass P,D =3 - CP, gilt, P3 so

auf DA, dass PsA =3 - DPs.
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Ein Punkt X bewegt sich auf den Strecken P;B, BA, AP; von P; nach Ps. Gesucht sind auf die-
sem Weg (einschliefllich seines Anfangs- und Endpunktes) alle diejenigen Punkte X, fir die der
Flacheninhalt des Vierecks X Py P, P3

a) moglichst klein,
b) moglichst grof ist.

Finde alle diese Punkte und berechne fiir jeden von ihnen auch jeweils den Flacheninhalt des Vierecks
X PP, P3!

Hinweis: Fiir ein Viereck wird in dieser Aufgabe auch zugelassen, dass es "zum Dreieck entartet”,
wenn némlich zwei seiner Eckpunkte miteinander zusammenfallen.

D P, C
[0} O

Ps

O
A X B
h

Das Viereck X P; P> P3 setzt sich zusammen aus dem Dreieck X P; P; und dem Dreieck Py P, P3 bzw. es
ist in den Féllen X = P, X = Pj gleich dem letztgenannten Dreieck.

Daher ist sein Flédcheninhalt genau in diesen beiden Fillen moglichst klein; und moglichst grofl ist er
genau dann, wenn der Fliacheninhalt des Dreiecks X P; P; moglichst grof ist.

Das ist genau dann der Fall, wenn der Abstand des Punktes X von der durch P; und P3, gelegten Geraden
g moglichst grof} ist. Dies gilt genau fiir X = A.

Beweis (siehe Abbildung):

Die Parallele A durch A zu g hat wegen PsA > P B mit dem Quadrat ABCD, also auch mit dem
gesamten Weg des Punktes X nur den Punkt A gemeinsam. Alle Punkte dieses Weges aufler A liegen
folglich in dem von g und h eingeschlossenen Parallelstreifen, ndher an g als der Punkt A. Damit sind die
in (a) und (b) gesuchten Punkte X gefunden.

Wegen CD = a und P,C = %a, PsD = ia hat das Trapez P;CDP; den Fliacheninhalt

1/1 1 3
F(P.CDPs)=a-=(=a+ -a| = =d?
(PLCDP3) =a 5 (2a a) 8a

da auflerdem P,C = ia und P, D = %a gilt, ist weiter
1 1 1 1,
F(PlCPQ)—i'ia'Za—TGa
1 3 1 3 4
F(PgDPg)—§~Za~1a—§a

fir die zu (a) gefundenen Punkte X = P; und X = P; ergibt sich damit als Flacheninhalt von X P, P, P3

F(P,PyPy) = F(P,CDP3)-F(P,CP,)-F(P,DP;) = 3126{2

Mit AB = a und BP; = 1a erhilt man F(ABP;) = 1a? und damit fiir den zu (b) gefundenen Punkt

2 4

X = A als Flacheninhalt von X P, P, Ps:

1
F(P,P,Ps) = F(ABCD) — F(P,CP,)~F(P,DP;) — F(ABP,) = 3—3&
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Aufgabe 6 - 340836

a) Beweise, dass fiir jedes Dreieck die folgende Aussage gilt!

Sind @ und b zwei seiner Seitenldngen, so ist sein Flidcheninhalt nicht grofler als %b.

b) Beweise, dass fiir jedes Viereck ABC'D die folgende Aussage gilt!

Sind @ = AB, b= BC, ¢ = CD und d = DA seine Seitenlingen, so ist sein Flicheninhalt nicht
grofer als

(a+c)-(b+d)

—
Hinweis: Beachte, dass die zu beweisenden Aussagen sich auch auf stumpfwinklige Dreiecke
und auch auf Vierecke mit einer einspringenden Ecke beziehen! (Sogenannte “tiberschlagene”
Vierecke, bei denen zwei Gegenseiten einander schneiden, sollen allerdings nicht zugelassen
werden.)

(a) Es sei ABC ein beliebiges Dreieck; die auf BC' senkrechte Hohe habe den Fulpunkt D. Fiir a = BC,
b= AC, h = AD und den Fldcheninhalt F' des Dreiecks ABC gilt dann:

Ist D = C, so ist h = b; ist aber D # C so ist ACD ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel
bei D, also gilt dann h < b (siche Abbildung).

Damit folgt in jedem Fall F' = ‘12—}1 < %b, w.z.b.w.

(b) Zu jedem Viereck mit einer einspringenden Ecke gibt es ein Viereck ohne einspringende Ecken, das
dieselben Seitenldngen wie das urspriingliche Viereck hat (siehe Abbildung); es hat grofieren Flacheninhalt
als das urspriingliche.

Daher geniigt es, zum Beweis ein Viereck ABCD ohne einspringende Ecken vorauszusetzen. Fiir den
Flacheninhalt F' des Vierecks ABCD und die Fliacheninhalte Fy, Fy, F3, Fy der Dreiecke ABC, BCD,
CDA, DAB gilt F = Fy + F5 = F» + F, sowie nach (a)

ab be cd da
FISE ) F2§5 ) FSS? 9 F4§?

Daraus folgt

b b d d
2F:F1+F2+F3+F42%+§C+%+?a

also
< (a+c)(b+d)
- 4
w.z.b.w.

Lésungen der III. Runde 199/ ibernommen von [5]
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Aufgabe 1 - 340841 = 340941

Die Bewohner des Planeten Quadron unterscheiden sich nach ihrem Geschlecht, und zwar gibt es,
anders als auf der Erde, genau vier verschiedene Geschlechter. Politisch ist die Bevolkerung eingeteilt
in genau vier Volkerstimme. Wenn der planetare Rat zusammentritt, entsendet jeder Vélkerstamm
genau vier Abgeordnete, von jedem Geschlecht einen.

Es ist dann eine Sitzordnung vorgeschrieben, bei der 16 Sitze in quadratférmiger Formierung zu
vier Zeilen und vier Spalten angeordnet sind. In jeder Zeile und in jeder Spalte miissen alle vier
Volkerstamme und alle vier Geschlechter vertreten sein.

Gib eine mogliche Sitzordnung an und bestétige, dass bei dieser Sitzordnung alle genannten Bedin-
gungen erfillt sind!

Wir bezeichnen die Vélkerstimme mit a, b, ¢ und d, sowie die Geschlechter mit 1, 2, 3 bzw. 4, sodass
also al den Abgeordneten von Voélkerstamm a mit Geschlecht 1 bezeichne.

Dann gibt folgende Tabelle eine zulédssige Sitzordnung an, wobei man sich leicht davon iiberzeugt, dass
in jeder Zeile und jeder Spalte jeder Volkerstamm a bis d sowie jedes Geschlecht 1 bis 4 genau einmal
vertreten ist und kein Abgeordneter mindestens zwei oder gar keinen Sitzplatz erhalt:

al b2 3 d4
b3 a4 dl 2
c4 d3 a2 bl
d2 ¢l b4 a3

Aufgabe 2 - 340842
Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, die den folgenden Bedingungen (1) und (2) gentigen!

(1) Die Zahl n ist das Produkt von genau drei Primzahlen; je zwei dieser Primzahlen sind vonein-
ander verschieden; jede dieser Primzahlen ist grofler als 10.

(2) Die Zahl n kann als Produkt von zwei natiirlichen Zahlen dargestellt werden, deren Summe 600
betrdgt. Die Zahl n kann aber auch als das Produkt von zwei natiirlichen Zahlen dargestellt
werden, deren Summe 240 betrigt.

I. Wenn eine natiirliche Zahl n den Bedingungen (1) und (2) gentigt, so folgt:
Nach (1) gibt es Primzahlen p, ¢, mit p > 10, ¢ > 10, r > 10, p# q, p#r,¢Frund n=p-q-r. Alle
Darstellungen von n als Produkt zweier natiirlicher Zahlen sind daher

n=1-pgr=p-qr=q-pr=r-pq
Nach (2) ist folglich eine der Zahlen 1 + pgr, p + qr, ¢ + pr, r + pq gleich 600, eine andere gleich 240.

Sowohl 599 als auch 239 sind Primzahlen. Dies folgt wegen 252 > 599 bzw. 162 > 239 daraus, dass 599
durch keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 teilbar ist bzw. 239 durch keine der Primzahlen
2,3,5, 7,11, 13.

Damit scheidet sowohl das Vorliegen von 1 4 pgr = 600 als auch das von 1 + pgr = 240 aus.

Also kann die Reihenfolge der Bezeichnungen p, ¢, r so gewéhlt werden, dass die Gleichungen
p+qr=600 ,  q+pr=240 (3)

gelten.

Daher gilt pr < 240, wegen der Voraussetzung p > 11 also r < % < 22 und wegen der Voraussetzung
r > 11 ebenso p < 22. Folglich kommen fiir p und r nur die Primzahlen 11,13,17,19 in Frage.

Somit ist die Zahl gr = 600 — p eine der Zahlen 589, 587, 583, 581. Von ihnen sind aber nur 589 = 19 - 31
und 583 = 11 - 53 das Produkt zweier Primzahlen grofler als 10, wahrend dies fiir die Primzahl 587 und

fir 581 = 7 - 83 nicht zutrifft.

Damit verbleiben nur die Moéglichkeiten, dass

421



2.36.4 IV. Runde 1994, Klasse 8

entweder r =19, ¢ = 31, p =600 — 589 = 11, n = 11-31 - 19 = 6479

oder r =11, ¢ =53, p =600 —583 =17, n =17-53 - 11 = 9911

gilt.

II. Fiir jede dieser beiden Zahlen n zeigt die angegebene Zerlegung, dass (1) erfiillt ist. Ferner zeigen die
Proben, dass auch (2) erfiillt ist.

Mit I. und II. ist gezeigt, dass genau die beiden Zahlen n = 6479 und n = 9911 den Bedingungen (1) und
(2) geniigen.

Aufgabe 3 - 340843

Auf einem Zeichenblatt seien drei Punkte A, B, C mit A # B, A # C und B # C gegeben. Gesucht
sind zwei einander gleichgrofle, voneinander verschiedene Kreise, von denen einer durch A, der andere
durch C' geht und die sich im Punkt B beriihren.

Beschreibe Lagemoglichkeiten der gegebenen Punkte A, B, C, bei denen es
a) keine solchen Kreise,
b) mehr als ein Paar solcher Kreise,

¢) genau ein Paar solcher Kreise gibt!

Zu (a) zeige, warum es keine solchen Kreise gibt; zu (b) bzw. (c¢) beschreibe und begriinde je eine
Konstruktion, mit der man aus den gegebenen Punkten mehrere derartige Kreispaare bzw. das eine
derartige Kreispaar erhalten kann! Fiihre die von dir beschriebene Konstruktion durch! Wéhle hierzu
A, B, C jeweils in passender Lage fiir (b) bzw. (¢) und konstruiere aus diesen A, B, C bei (b) zwei
Kreispaare, bei (c) das eine Kreispaar!

(a) Bei den folgenden Lagemoglichkeiten fir A, B, C' (mit
A+# B, A+ C, B # C) gibt es keine Kreise der genannten
Art:

(al) Der Punkt B liegt auf einer Verlingerung der Strecke
AC.

(a2) Der Punkt B liegt auf der Strecke AC, ist aber nicht
ihr Mittelpunkt.

Beriihren sich ndmlich zwei einander gleichgrofe, voneinander verschiedene Kreise, so muss dies eine
Beriihrung von auflen sein.

Fiir jede Gerade durch den Berithrungspunkt B, die die Kreise in je einem von B verschiedenen Punkt
A bzw. C schneidet (siehe Abbildung), gilt aber:

B liegt zwischen A und C; also kann nicht (al) vorliegen. Ferner gilt fiir jede solche Gerade: Sind M
bzw. N die Mittelpunkte der beiden Kreise, so liegt B auf der Strecke M N, daher gilt ZABM = Z/CBN
(Scheitelwinkel), wegen ZABM = /BAM, ZCBN = /ZBCN (Basiswinkel) und MB = NB nach
Kongruenzsatz sww also AABM = ACBN, AB = CB, somit kann auch (a2) nicht vorliegen.

(b) Mehr als ein Paar von Kreisen der genannten Art gibt es, wenn B der Mittelpunkt der Strecke AC
ist. Man erhélt solche Kreise durch folgende Konstruktion:

Auf der Mittelsenkrechten von AB wihlt man einen beliebigen Punkt M und bringt die Gerade durch
M und B zum Schnitt N mit der Mittelsenkrechten von BC'. Die Kreise um M und um N durch B
gehen dann nédmlich wegen M A = M B und NC = NB auch durch A bzw. C; sie beriihren sich in B, da
B auf M N liegt. Schliefflich sind diese Kreise auch einander gleichgrof; denn wegen der Voraussetzung
AB = CB und wegen ZBAM = ZABM = ZCBN = £ZBCN gilt AABM = ACBN, also MB = NB.

Die Abbildung zeigt zwei Kreispaare, die nach dieser Beschreibung bei den Wahlen M = M; und M = M,
erhalten werden.
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(c) Genau ein Kreispaar der genannten Art gibt es, wenn A, B und C nicht auf einer gemeinsamen
Geraden liegen.

Man erhélt es durch folgende Konstruktion (siche dritte Abbildung):

Man verlidngert die Strecken AB und CB jeweils {iber B hinaus um ihre eigene Lange bis A’ bzw. C’
und konstruiert die Umkreise der Dreiecke ABC’ und A’BC' (die Umkreismittelpunkte M bzw. N sind
in bekannter Weise als Schnittpunkte von Mittelsenkrechten zu erhalten).

Diese Kreise haben die geforderten Eigenschaften; denn nach Konstruktion wird AABC’' = AA’BC, also
sind die Umkreise einander gleichgrof.

Daher ist auch AABM = AA’BN (Kongruenzsatz sss), also sind die Winkel ZABM, ZA'BN einander
gleichgrofl und folglich Scheitelwinkel; d.h., B liegt auf M N, die Kreise beriihren sich in B.

Dass dieses Kreispaar das einzige mit den geforderten Eigenschaften ist, kann so gezeigt werden:

Wenn vorausgesetzt wird, dass zwei Kreise diese Eigenschaften haben, so folgt wie in (a), aber mit A, B, A’
und nochmals mit C, B, C’ statt der dortigen A, B, C, dass die Kreise auch durch die hier konstruierten
Punkte A’ bzw. C' gehen.

Aufgabe 4 - 340844 = 340944
Axel fithrt einen Kartentrick vor. Er benutzt dazu ein Skatspiel, bestehend aus jeweils 4 Karten der
folgenden Arten, denen er folgende Augenwerte zuteilt:

Art der Karte | 7| 8 | 9| 10 | Bube | Dame | Konig | As
Augenwert 71 8] 9| 10 2 3 4 11

Seine Freunde sollen, wihrend er nicht im Zimmer ist, nach folgender Vorschrift Kartenstapel bilden:

Fiir jeden Stapel wird zunéchst eine Karte offen hingelegt, und der damit beginnende Stapel erhélt
so viele Punkte, wie der Augenwert dieser Karte angibt. Dann werden weitere Karten verdeckt auf
den Stapel gelegt; fiir jede dieser Karten wird die Punktzahl des Stapels um 1 erhoht. Dies wird aber
nur so lange durchgefiihrt, bis die Punktzahl 11 erreicht ist; der Stapel ist damit abgeschlossen. Er
wird dann umgedreht, so dass die bisher unterste Karte nun verdeckt oben liegt.

1. Beispiel: 7 offen hinlegen vier Karten verdeckt darauf legen, Stapel umdrehen.
2. Beispiel: As offen hinlegen, umdrehen.

Solche Stapel werden einige Male gebildet und nebeneinander auf den Tisch gelegt. Falls am Ende
Karten {ibrig bleiben, werden diese "Restkarten” einzeln abzédhlbar und verdeckt neben den Stapel
gelegt.

Dann wird Axel herein gerufen. Er behauptet, er konne aus der Anzahl der fertigen Stapel und der
Anzahl der Restkarten die Summe der Augenwerte der nunmehr obersten Karten der Stapel finden.
Wie ist das moglich?

Bevor der erste Stapel gebildet wurde, war die Anzahl der Restkarten 32. Es sei a; der Wert der fiir
den ersten Stapel zu Beginn offen hingelegten Karte. Dann verringert sich die Anzahl der Restkarten um
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14 (11 — a1) = 12 — a;, denn neben der einen aufgedeckten Karte mit Wert a; werden noch 11 — a4
weitere Karten auf diesen Stapel gelegt.

Analog reduziert jeder weiterer Stapel mit zuerst offen liegendem Kartenwert a — ¢ die Anzahl der nun
noch vorhandenen Restkarten um den Wert 12 — a;.

Sieht also Axel n Stapel und r Restkarten, so weif} er

r=32-(12—-a;)—--—(12—a,)=32—-—n-124+ (a1 +--- +an)

bzw. a1 +---+a, =n-124+1r — 32,
kennt also die Summe der Kartenwerte der zuerst fiir jeden Stapel ofen ausgelegten Karten, die nach dem
Umdrehen nun die obersten Karten eines jeden Stapels sind.

Aufgabe 5 - 340845

Es sei PQRSTU ein gerades dreiseitiges Prisma, dessen Grundflache
ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck PQR ist (siehe Abbil-
dung). Die Hohenlédnge des Prismas sei gleich der Kathetenlidnge a
des Dreiecks PQR.

Gesucht ist eine Ebene F, die parallel zu einer der quadratformigen
Seitenflichen F' des Prismas verlauft und das Prisma in zwei
Teilkorper zerlegt, deren Volumina sich in irgend einer Reihenfolge
wie 9 : 16 verhalten.

P a Q
Ermittle zu gegebenen a alle diejenigen Werte, die der Abstand zwischen der Seitenfliche F' und
einer solchen Ebene F betragen kann!

Fiir jede Ebene E, die (0.B.d.A.) parallel zur Seitenfliche FF = PSUR verlauft und das Prisma in zwei
Teilkorper PXY RSW ZU und XQY W JZ zerlegt (siehe Abbildung), gilt:

Die Teilkorper sind Prismen, beide mit der Hohenldnge a; ihre Volumina verhalten sich also wie die
Flacheninhalte ihrer Grundflichen PXY R und X QY.

Wegen ZXQY = ZPQR = 45° und XY || PR, also ZQXY = ZQPR = 90° (Stufenwinkel) ist auch
X QY ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck.

Mit X@Q = z ist folglich auch XY = z, und XQY hat den Flicheninhalt %xz; somit hat PXY R den
Flacheninhalt %az — %x?

Daher hat die Ebene E genau dann die geforderte Eigenschaft, wenn entweder
(> —2?):22=9:16 oder 22 (a® —2%)=9:16
gilt. Dies ist dquivalent zu 16a12 = 2522 bzw. 2522 = 9a? und dies wegen a > 0, z > 0 mit = = %a bzw.

r = 2a.
5
Also haben fiir den gesuchten Abstand PX genau die beiden Werte

1
a—x:ga und a—x=-T

die geforderte Eigenschaft.
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Aufgabe 6 - 340846 = 340946
Wie viele Paare (z, y) ganzer Zahlen z, y, die die Ungleichung

|z — 30| + |y — 10| < 100

erfiillen, gibt es insgesamt?

Wir betrachten zuerst die Ungleichung (*) a + b < 100 und bestimmen die Anzahl der Lisungen von
dieser Ungleichung mit nicht-negativen ganzen Zahlen a und b. Dabei unterscheiden wir, ob diese gleich
0 werden, oder verschieden davon sind:

Es gibt genau eine Losung mit a = b = 0.
Fiir a = 0, b # 0 gibt es genau die 99 Losungen b = 1 bis b = 99. Analog gibt es fiir a # 0, b = 0 genau
99 Losungen.

Sei nun @ > 0 und b > 0. Fiir festes a gibt es fiir b genau die Losungen 1,2,...,99 — a, also 99 — a
verschiedene. Insgesamt gibt es also

99 99

99 - 100
D (99-a)=99-99-) a=99-99 - =99 (99 — 50) = 99 - 49
a=1 a=1

Losungen in diesem Fall.

Nun zuriick zur Ungleichung aus der Aufgabenstellung:

Fiir jede Losung (a,b) der Ungleichung (*) mit a,b # 0 erhélt man vier Losungen der Ungleichung der
Aufgabenstellung, da man z — 30 = 4a und unabhéingig davon y — 10 = 4+b wéhlen kann. Ist einer
oder sind beide Werte a, b aber gleich Null, so kann man hierbei nur ein Vorzeichen wéahlen und erhélt
x—30=0bzw. y —10=0.

Zusammen ergeben sich also fiir die Ausgangsgleichung folgende Anzahlen von Lésungen:

Ist @ = b =0, so erhéilt man genau 1-1 =1 Losung fiir die Ausgangsgleichung.

Ist @ = 0 und b # 0, oder umgekehrt, dann erhdlt man jeweils genau 99 - 2, in beiden Féllen zusammen
also 99 - 4, Losungen der Ausgangsgleichung.

Und sind sowohl a als auch b von 0 verschieden, erhilt man daraus (99 - 49) - 4 = 99 - 196 Losungen der
Ausgangsgleichung.

Insgesamt erhalten wir damit, dass die Ungleichung aus der Aufgabenstellung genau 99-196+99-4+1 =
19801 ganzzahlige Losungen besitzt.

Lésungen der IV. Runde 199/ tibernommen aus [5]
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Anmerkung:

Dieser Text enthélt die offiziellen Aufgaben der Mathematik-Olympiade der Klassenstufen 8 der Stufen
I bis IV.

Die Texte wurden aus verschiedenen Quellen zusammengetragen. Die Losungen wurden vorwiegend den
Musterlosungen der offiziellen Aufgabenkommission entnommen und zum Teil aus anderen Quellen ent-
nommen, darunter der mathematischen Schiilerzeitschrift "alpha”und der Internetseite
www.olympiade-mathematik.de von Manuela Kugel.

Der nachfolgende Text ist eine nahezu identische Abschrift der Originaltexte.

Es wurden nur wenige Verdnderungen vorgenommen. Die Rechtschreibung und Grammatik wurde der
heutigen Form angepasst. Aulerdem wurde die mathematische Symbolik an die heutige Form angepasst.
Die Abbildungen weichen vom Original in der Form, jedoch nicht in der inhaltlichen Aussage ab.

Der einleitende Text jedes Aufgabenblattes:

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch
und grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene
Aussagen sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder
aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, gentigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt
anzufithren.

wurde nicht iibernommen.

Quellen:
1) Zeitschrift "alpha”, Verlag Volk und Wissen 1967-1990

2) ?Aufgaben mit Losungen aus Olympiaden Junger Mathematiker der DDR”, W.Engel und U.Pirl,
Verlag Volk und Wissen 1975

Zeitschrift "Mathematik in der Schule”, Verlag Volk und Wissen 1968
Leipziger Volkszeitung Sonderausgabe 1965 "mathematik-olympiaden”
Offizielle Aufgabenkommission

7573 Mathematikaufgaben aus Olympiaden der DDR”, J.Lehmann und W.Unze

TN
N

Dieses Werk ist lizenziert unter einer Creative Commons “Namensnennung — @ @ @
Nicht-kommerziell - Weitergabe unter gleichen Bedingungen 3.0 Deutschland” @

Lizenz.
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