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Vorwort

Vorwort

Mit der Ubersetzung des Werkes von Boris Anastasewitsch Kordemski wurde ein Buch
geschaffen, das auf dem Biichermarkt der Deutschen Demokratischen Republik das
einzige seiner Art sein dirfte. In ansprechender Weise sind hier Mathematik und Un-
terhaltung miteinander verkniipft.

"Kopfchen, Képfchen!" ist eine Sammlung fesselnder und lehrreicher Aufgaben, mathe-
matischer Spiele, Ratsel und kleiner "Zaubereien". Je nach der Vorbildung kann sich
der Leser den schwierigen oder den leichteren Aufgaben zuwenden.

Jedes Kapitel enthalt Aufgaben unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades.

Wer mit der Begriffswelt der Mathematik noch wenig vertraut ist, findet ebenso un-
terhaltsamen Ansporn zum scharfsinnigen Denken wie der Absolvent der zehn- oder
zwolfklassigen Oberschule. Der Autor bietet eine Fiille von Problemen, die der Praxis
des taglichen Lebens oder der Freude an der Losung "kniffliger" Denksportaufgaben
entsprungen sind. Er gibt uns ein Werk in die Hand, das den Verstand und die Logik
unseres Denkens schult, das zu Findigkeit und Spiirsinn erzieht und dariiber hinaus
tausenderlei Anregungen zu geistvollen Spielen und Wettstreiten im Freundes- und Fa-
milienkreis bietet.

Mit Hilfe des Losungsteiles vermag der Leser zu tberpriifen, ob er bei der Losung einer
Aufgabe auf der richtigen "Spur" war.

In der Sowjetunion erlebte dieses Werk bereits die siebente Auflage. Fiir die Heraus-
gabe in der Deutschen Demokratischen Republik wurde es von Autor und Verlag neu
bearbeitet.

Jede Auflage bereitete der Autor in engem Kontakt mit seinem Leserpublikum vor, das
ihm in zahlreichen Zuschriften selbstgefundene, originelle Loésungen oder neue Aufgaben
mitteilte. Auch vom deutschen Leser erwartet der Autor eine solche Regsamkeit. Der
Verlag ibernimmt fiir alle Anregungen aus den Kreisen unserer Leserschaft gern die
Vermittlung zwischen Leser und Autor.

Wir wiinschen dem Buclﬂ eine gute Verbreitung und unseren Lesern - "Kopfchen,
Kopfchen"!

Der Verlag

lIn dieser Abschrift wurden einzelne Abbildungen des Originals, die keinen direkten Bezug zu den
Aufgaben haben, aus technischen Griinden nicht aufgenommen.
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1 Unterhaltsame Aufgaben 1

1 Unterhaltsame Aufgaben 1

Prift und ibt euern Verstand zunachst an solchen Aufgaben, zu deren Loésung nur
zielbewusste Ausdauer, Geduld, Auffassungsgabe und die Kenntnis des Addierens, Sub-
trahierens, Multiplizierens und Dividierens ganzer Zahlen verlangt wird.

1. Die aufmerksamen Jungen Pioniere

Zwei Schiler - ein Junge und ein Madchen - haben gerade wetterkundliche Beobach-
tungen angestellt. Jetzt ruhen sie sich an einem Abhang aus und beobachten einen
voriiberfahrenden Giiterzug.

Die Lokomotive keucht schwer unter starker Rauchentwicklung eine Steigung hinan.
Der Wind weht gleichmaBig, ohne Bden, genau den Eisenbahndamm entlang. "Welche
Windgeschwindigkeit haben unsere Beobachtungen ergeben?" fragte der Junge.

"7 Meter in der Sekunde", antwortete ihm das Madchen.

"Das geniligt mir jetzt, um festzustellen, mit welcher Geschwindigkeit der Zug fahrt."
"Ja wirklich?" bezweifelte das Madchen.

"Sieh doch genauer auf die Bewegung des Zuges!"

Das Madchen (iberlegte ein bisschen, und da begriff sie auch, worum es hier ging. Sie
erfasste vollkommen richtig, was unser Zeichner dargestellt hat (Abb. 1). Mit welcher
Geschwindigkeit fuhr der Zug?

2. Die steinerne Blume

In dem Marchen von P. Bashow "Die steinerne Blume" tritt ein begabter und geschickter
Meister Danila auf.

Man erzahlt im Ural, dass Danila, als er noch ein Lehrling war, zwei Blumen, wie in Abb.
2 dargestellt, anfertigte, deren Blatter, Stengel und Bliiten sich auseinandernehmen
lieBen. Aus diesen Teilen konnte man eine kreisrunde Platte zusammensetzen.
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Probiert es! Zeichnet die Blumen des Danila auf Papier oder Karton, schneidet die
Blitenblatter, Stengel und Blatter aus und legt sie zu einem Kreis zusammen.

3. Damesteine sollen verschoben werden

Legt auf den Tisch in eine Reihe 6 Damesteine, und zwar abwechselnd einen weiBen
und einen schwarzen (Abb. 3).

o Jof Jol &

A 3.

Rechts oder links davon lasst einen freien Platz, der fiir 4 Steine ausreicht. Die Steine
sollen so verschoben werden, dass alle weiBen rechts und alle schwarzen links daneben
liegen.

Dabei soll man auf einen freien Platz immer gleichzeitig 2 nebeneinanderliegende Steine
verschieben, ohne ihre Reihenfolge zu andern. Zur Losung genligen 3 Zlige.

Wenn ihr keine Damesteine habt, dann verwendet Geldstiicke oder schneidet euch
Papier- oder Kartonstiicke zurecht.

4. In 3 Ziigen

Legt auf den Tisch 3 Haufchen Streichhélzer, eines mit 11, das andere mit 7 und das
dritte mit 6 Streichhélzern. |hr sollt alle 3 Haufchen dadurch, dass ihr Streichhdlzer von
einem Haufchen auf ein anderes umlegt, so ausgleichen, dass auf jedem 8 Streichhdlzer
liegen. Das ist moglich, weil die Gesamtzahl - 24 - ohne Rest durch 3 teilbar ist.
Dabei sollt ihr folgende Regel einhalten: Auf ein Haufchen miisst ihr soviel Streichholzer
legen, wie bereits daliegen.

Wenn zum Beispiel 6 Streichholzer daliegen, dann miisst ihr 6 hinzulegen, wenn 4
daliegen, 4. Die Aufgabe ist in 3 Ziigen zu losen.

5. Zahlt aus!

Prift eure geometrische Auffassungsgabe:
Zahlt aus, wieviel Dreiecke in der Figur enthalten sind, die in Abb. 4 dargestellt ist.
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6. Man muss eben dahinterkommen

In einem Korb liegen 5 Apfel. Wie verteilt man diese Apfel so unter 5 Madchen, dass
jedes einen Apfel erhalt und einer im Korb bleibt?

7. Ohne lange zu iiberlegen

Sagt, wieviel Katzen sind im Zimmer, wenn in jeder der 4 Ecken eine Katze sitzt, jeder
Katze gegeniiber 3 Katzen sitzen und auf dem Schwanz jeder Katze eine Katze sitzt?

A 5.

8. Der Weg des Gartners

Abb.5 stellt den Plan eines kleinen Obstgartens dar.

Ein Gartner bearbeitete alle Apfelbaume der Reihe nach. Er begann seinen Weg in dem
mit einem Pfeil bezeichneten Feld und lief nacheinander alle Felder ab, sowohl die mit
Baumen bestandenen wie auch die freien, ohne dabei einmal in ein bereits betretenes
Feld zuriickzukehren. Er ging aber weder in den Diagonalen, noch konnte er die Felder
betreten, in denen verschiedene Gebaude standen.

Nachdem der Gartner seinen Rundgang beendet hatte, befand er sich in demselben
Feld, von dem aus er seinen Weg begonnen hatte.
Zeichnet den Weg des Gartners ein!

9. Abwarts und aufwarts

Ein Junge driickt eine Flache eines kantigen blauen Bleistifts fest gegen eine Flache
eines kantigen gelben Bleistifts. Einen Zentimeter der angedriickten Flache des blauen
Bleistifts hat er, vom unteren Ende gerechnet, mit Farbe bestrichen.

Wahrend er den gelben Bleistift unbeweglich festhalt, schiebt er den blauen um 1 cm
nach unten, wobei er ihn immer an den gelben andriickt. Dann schiebt er ihn in die
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alte Stellung zuriick, schiebt ihn wieder um 1 cm nach unten und wieder in die alte
Stellung zuriick.

So schiebt er den blauen Bleistift 10mal nach unten und 10mal wieder zuriick (das sind
20 Bewegungen).

Wieviel Zentimeter sind von der Lange des gelben Bleistifts nach der 20. Bewegung
mit Farbe bestrichen, wenn man annimmt, dass wahrend dieser Zeit die Farbe weder
eingetrocknet ist noch sich erschopft hat?

Anmerkung. Diese Aufgabe hatte sich der Mathematiker Leonid Michailowitsch Ryba-
kow auf dem Heimweg von einer erfolgreichen Entenjagd ausgedacht. Was der Anlass
zur Abfassung dieser Aufgabe war, lest ihr, nachdem ihr die Aufgabe gel6st habt.

10. Die Uberfahrt iiber den Fluss (eine Aufgabe aus alter Zeit)

Mehrere Wanderer kamen an einen Fluss, den sie (iberqueren wollten. Jedoch die Briicke
war eingestiirzt, und der Fluss war tief. Was sollten sie tun?

Da bemerkte einer von ihnen seitab am Ufer zwei Jungen, die sich mit einem Boot
vergniigten. Das Boot war aber so klein, dass damit nur ein Erwachsener oder zwei
Jungen libergesetzt werden konnten.

Dennoch wurden alle Erwachsenen mit diesem Boot liber den Fluss gebracht. Wie war
das moglich?

Lost die Aufgabe "im Kopf" oder praktisch, indem ihr Steine, Streichhodlzer oder ir-
gendwelche derartige Gegenstande verwendet und sie auf dem Tisch iiber einen ange-
nommenen Fluss hinweg verschiebt!

11. Der Wolf, die Ziege und der Krautkopf

Dies ist auch eine Aufgabe aus alter Zeit. Sie kommt in Schriften des 8. Jahrhunderts
vor und hat ein Marchen zum Inhalt.

Es war einmal ein Mann, der musste einen Wolf, eine Ziege und einen Krautkopf in
einem Kahn Uber einen Fluss setzen. In dem Kahn konnten aber nur der Mann und mit
ihm entweder der Wolf oder die Ziege oder der Krautkopf untergebracht werden.
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Wenn man aber den Wolf mit der Ziege ohne den Menschen zurlicklasst, frisst der Wolf
die Ziege, und wenn man die Ziege mit dem Krautkopf allein zuriicklasst, dann frisst
die Ziege den Krautkopf; nur in Anwesenheit des Menschen frisst keiner den anderen.
Dennoch brachte der Mann seine Ladung iiber den Fluss. Wie machte er das?

12. Wie rollt man die schwarzen Kugeln heraus?

In einer engen und sehr langen Rinne befinden sich 8 Kugeln: 4 schwarze links und 4
weiBe von nur ganz wenig groBerem Durchmesser rechts (Abb. 7).

In der Mitte der Rinne ist in der Wand eine kleine Ausbuchtung, in der nur eine Kugel,
gleich welcher Art, Platz hat. Zwei Kugeln konnen nebeneinander quer zur Rinne nur
an der Stelle liegen, wo sich die Ausbuchtung befindet.

Das linke Ende der Rinne ist geschlossen, aber am rechten Ende ist eine Offnung, durch
die wohl die schwarzen, aber nicht die weiBen Kugeln hindurchrollen kénnen. Wie kann
man alle schwarzen Kugeln aus der Rinne herausrollen?

Das Herausnehmen der Kugeln aus der Rinne ist nicht gestattet.

,""—',,
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13. Die Kettenreparatur

Ein junger Meister hat folgende Aufgabe Vor ihm liegen 5 Teile einer Kette (Abb.
8), die ohne Verwendung zusatzlicher Glieder zu einer einzigen Kette vereinigt werden
sollen. Wenn er zum Beispiel das Glied 3 6ffnet (ein Arbeitsgang) und es an das Glied
4 anschlieBt (ein weiterer Arbeitsgang), dann das Glied 6 6ffnet und es an das Glied 7
anschlieBt usw., dann ergeben sich insgesamt 8 Arbeitsgange.

C‘o::mcﬁg
e

A8 40 1 12

Der Meister mochte die Kette aber gern in nur 6 Arbeitsgangen zusammenschmieden.
Es gliickt ihm auch. Wie hat er es bewerkstelligt?

14. Aus 3 macht 4!

Auf dem Tisch liegen 3 Streichhoélzer. Aus 3 macht 4, ohne dass ein Streichholz hinzu-
gefligt wird. Es darf aber auch kein Streichholz zerbrochen werden.

15. 3 Quadrate

Aus 8 Stabchen (zum Beispiel Streichhdlzern), von denen 4 halb so lang sind wie die
ibrigen 4, soll man 3 gleiche Quadrate bilden.
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16. Korrigiert den Fehler!

Nehmt 12 Streichhélzer und legt damit eine "Gleichung", wie man sie in Abb. 9 sehen

T =X

Die Gleichung ist, wie ihr seht, falsch, weil 6 — 4 = 9 sein soll.
Legt ein Streichholz so um, dass sich eine richtige Gleichung ergibt!

17. Wieviel Einzelteile ergeben sich?

In der Dreherei eines Betriebes werden Einzelteile aus Bleirohlingen gedreht. Jeder Roh-
ling ergibt ein Einzelteil. Die Abfallspane, die man bei der Anfertigung von 6 Einzelteilen
erhalt, kann man einschmelzen und daraus noch einen Rohling herstellen.

Wieviel Einzelteile kann man auf diese Weise aus 36 Rohlingen anfertigen?

18. Probiert es aus!

In einem quadratischen Tanzsaal sollen 10 Sessel so an den Wanden aufgestellt werden,
dass an jeder Wand dieselbe Anzahl Sessel steht.

19. Die Anordnung der Fahnchen

Ein kleines Betriebsgebaude ist von einer Jugendbrigade fertiggestellt worden. Zum
Tage der Einweihung schmiickten es die Angehorigen der Brigade auBen auf allen vier
Seiten mit Girlanden, Lampchen und Fahnchen. Es standen aber nur 12 Fahnchen zur
Verfligung.
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Zuerst brachte man sie so an, dass auf jeder Seite 4 zu sehen waren, wie der Grundriss
(Abb. 10) zeigt. Dann lberlegte man, dass man die 12 Fahnchen auch so anbringen
konnte, dass auf jeder Seite 5 und sogar 6 zu sehen waren. Der zweite Plan gefiel den
Brigademitgliedern mehr, und sie beschlossen, die Fahnchen so anzubringen, dass auf
jeder Seite 5 zu sehen waren.

Zeichnet in den Grundriss ein, wie die Brigademitglieder die 12 Fahnchen anordneten,
damit auf jeder Seite 5 zu sehen waren, und wie sie sie hatten anordnen miissen, damit
6 hatten gesehen werden konnen.

20. Das magische Zahlendreieck

a1, | e 3

An die Ecken eines Dreiecks sind die Zahlen 1, 2 und 3 geschrieben. Verteilt nun die
Zahlen 4, 5, 6, 7, 8 und 9 so auf die Seiten des Dreiecks, dass die Summe der Zahlen an
jeder Seite 17 ergibt. Das ist nicht schwer, weil die Zahlen an den Ecken des Dreiecks
bereits angegeben sind.

Bedeutend langer misst ihr euch aber abmiihen, wenn die Zahlen an den Ecken nicht
angegeben sind. Verteilt zum Beispiel die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8 und 9 so auf
die Seiten und die Ecken des Dreiecks, dass die Summe der Zahlen an jeder Seite 20
betragt. Wenn euch das gelungen ist, dann sucht noch andere Verteilungen. Es gibt
viele Losungen.

21. Mit 4 Geraden

Zeichnet 9 Punkte so auf, dass sie ein Quadrat wie in Abb. 12 ergeben.
» 9 @

A 12.

Jetzt verbindet alle Punkte mit 4 Geraden, ohne den Bleistift abzusetzen.

22. 12 Madchen spielten Ball

12 Madchen standen im Kreis und begannen, Ball zu spielen. Jedes Madchen warf den
Ball seiner linken Nachbarin zu. Als der Ball um den ganzen Kreis herumgegangen war,
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warfen sie ihn in entgegengesetzter Richtung. Nach einiger Zeit sagte ein Madchen:

"Wir wollen lieber den Ball immer jedem zweiten
zuwerfen."

"Nein, weil wir zwolf sind, wiirde dann die Halfte
nicht am Spiel beteiligt sein", entgegnete rasch das
alteste von ihnen.

"Dann werden wir den Ball jedesmal (iber zwei wer-
fen!" (Jedes dritte fangt den Ball.)

"Noch schlechter, dann spielen nur vier. Wenn ihr
wollt, dass alle mitspielen, muss der Ball tiber vier
geworfen werden. (Jedes fiinfte fangt.) Eine andere
Kombination gibt es nicht."

"Und wenn der Ball iiber sechs Madchen geworfen
wird?"

"Das ist dieselbe Kombination, nur erhalten die
Madchen den Ball in umgekehrter Reihenfolge."

"Und wenn man Gber zehn wirft?" (jedes elfte fangt
den Ball) fragten die Madchen.
"So haben wir schon gespielt."

Die Madchen begannen, alle Moglichkeiten des Spiels aufzuzeichnen, und iiberzeugten
sich sehr rasch davon, dass das alteste recht hatte. Nur bei einer Spielweise (auBer der
anfanglichen) waren alle Mitspielerinnen beteiligt (Abb. 13a).

Wenn nun 13 Madchen spielen wiirden, kénnte der Ball auch jedem zweiten zugeworfen
werden (Abb. 13b) und tber zwei (Abb. 13c), tber drei (Abb. 13d) und iiber vier (Abb.
13e), und jedesmal waren alle Mitspielerinnen beteiligt.

Stellt fest, ob bei 13 Mitspielerinnen der Ball liber fiinf und iiber sechs Madchen ge-
worfen werden konnte.

23. Die Ziegen sollen von den Krautkopfen getrennt werden

Lost jetzt eine Aufgabe, die in gewissem Sinne der Aufgabe 21 entgegengesetzt ist.
Dort haben wir Punkte mit Geraden verbunden, und hier wird verlangt, 3 Gerade so zu
ziehen, dass die Ziegen von den Krautképfen getrennt werden (Abb. 14).
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24. Die beiden Eisenbahnziige

Ein Schnellzug fuhr ohne Unterbrechung von A nach B mit einer Geschwindigkeit von
60 km/h. Ein anderer Zug fuhr ebenfalls ohne Unterbrechung von B nach A mit einer
Geschwindigkeit von 40 km/h.

Welchen Abstand voneinander haben die Ziige eine Stunde vor ihrer Begegnung?

25. Bei Flut

Nicht weit von der Kiiste liegt ein Schiff vor Anker. An seiner Bordwand hangt eine
Strickleiter bis zum Wasser hinab. Sie hat zehn Sprossen. Der Abstand zwischen den
Sprossen betragt 30 cm. Die unterste Sprosse beriihrt die Wasserflache. Das Meer ist
sehr ruhig.

Da beginnt die Flut, die das Wasser in jeder Stunde um 15 cm steigen lasst. Innerhalb
welcher Zeit wird die dritte Sprosse vom Wasser erreicht?

26. Das Zifferblatt

a) Es soll das Zifferblatt einer Uhr durch zwei Geraden so in drei Teile zerlegt werden,
dass sich beim Addieren der Zahlen in jedem Teil die gleichen Summen ergeben.

A. 15

b) Kann man das Zifferblatt so in sechs Teile zerlegen, dass sich in jedem Teil zwei
Zahlen befinden und die Summe der beiden Zahlen in allen sechs Teilen gleich groB ist?
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27. Das zerbrochene Zifferblatt

Ich sah in einem Museum eine altertimliche Uhr mit rémischen Ziffern, bei der an Stelle
der uns bekannten Schreibweise der Zahl IV vier Striche (llll) standen. Risse, die sich
auf dem Zifferblatt gebildet hatten, zerlegten es in vier Teile, wie in Abb. 16 dargestellt
ist.

A. 16

Die Summen der Zahlen betrugen in dem einen Teil 21, in dem anderen 20, im dritten
20 und im vierten 17.

Ich bemerkte, dass bei geringer Anderung des Verlaufs der Risse die Summe in jedem
der vier Teile 20 sein konnte. Bei dieser Anordnung brauchen die Risse nicht durch den
Mittelpunkt des Zifferblatts zu gehen. Sucht diesen anderen Verlauf der Risse!

28. Die merkwiirdige Uhr

Einmal wurde ein Uhrmacher dringend in ein Haus gerufen.

"Ich bin krank", antwortete der Uhrmacher, "und kann nicht kommen, aber wenn die
Reparatur einfach ist, schicke ich meinen Lehrling."

Es stellte sich heraus, dass abgebrochene Zeiger ersetzt werden mussten.

"Damit wird mein Lehrling fertig", sagte der Meister. "Er priift das Werk und bringt
neue Zeiger an."

Der Lehrling ging sehr aufmerksam an die Arbeit und regulierte sorgfaltig das Uhrwerk,
aber es waren keine passenden Zeiger zu finden. Da entschloss sich der junge Mann, die
abgebrochenen Stiicke der Zeiger mit Zustimmung des Eigentiimers der Uhr anzul6ten,
und er tat dies gewissenhaft.

Als er die Arbeit beendet hatte, steckte er die geloteten Zeiger auf die Achse und stellte
sie nach seiner Uhr: den groBen Zeiger auf die 12 und den kleinen auf die 6; es war
gerade 6 Uhr abends.

Aber bald nachdem der Lehrling in die Werkstatt zuriickgekehrt war, um dem Meister
zu berichten, dass der Auftrag ausgefiihrt sei, klingelte das Telefon. Der Lehrling nahm
den Horer ab und vernahm die argerliche Stimme des Kunden:

"Sie haben die Uhr schlecht repariert, sie geht falsch!"
Verwundert dariiber eilte der Lehrling zum Kunden. Als er hinkam, zeigte die reparierte
Uhr kurz nach 8 Uhr. Der Lehrling nahm seine Uhr heraus und zeigte sie dem erziirnten
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Kunden:

"Vergleichen Sie, bitte. lhre Uhr geht auf die Sekunde genau."
Der verbliffte Kunde musste zugeben, dass seine Uhr in diesem Augenblick wirklich die
richtige Zeit angab.

Am anderen Morgen rief der Kunde wieder an und meinte, dass die Uhrzeiger offenbar
verrlickt geworden seien und auf dem Zifferblatt umherspazierten, wie es ihnen gerade
einfiele. Der Lehrling eilte zum Kunden. Die Uhr zeigte kurz nach 7 Uhr. Er verglich
die Zeit mit seiner Uhr und erklarte argerlich:

"Was unterstehen Sie sich! Die Uhr geht genau!"

Die Uhr zeigte wirklich die genaue Zeit. Erziirnt wollte der Lehrling sofort weggehen,
aber der Kunde hielt ihn zuriick, und binnen weniger Minuten entdeckten sie die Ursache
des unwahrscheinlichen Vorfalles.

Kommt ihr auch darauf, was hier los war?

29. 3 in der Reihe

Legt auf den Tisch 9 Knopfe in Gestalt eines Quadrats mit 3 Knopfen auf jeder Seite
und einem in der Mitte (Abb. 17).

A. 17

Wir wollen, wenn an einer Geraden 2 oder mehr Knopfe liegen, eine solche Anordnung
als "Reihe" bezeichnen. Dann sind AB und C'D "Reihen" mit 3 Kndpfen und E'F ist
eine "Reihe" mit 2 Knopfen.

Stellt fest, wieviel Reihen mit 3 Kndpfen und wieviel mit 2 Knopfen es in der Zeichnung
gibt.

Nehmt jetzt 3 beliebige Knopfe weg und ordnet die librigen 6 so in 3 Reihen an, dass
in jeder Reihe 3 Knopfe liegen.

30. Einordnung von Briefmarken

Legt euch 17 Briefmarken zu folgenden Werten zurecht:
5 Briefmarken zu je 20 DPf,

3 Briefmarken zu je 15 DPf,

3 Briefmarken zu je 10 DPf,

6 Briefmarken zu je 5 DPf,
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Ordnet die Briefmarken so in die Quadrate der Figur Abb. 18 ein, dass die Summe
der Briefmarkenwerte in jeder Geraden, die in der Abbildung eingezeichnet ist, 55 DPf
betragt.

;:HI
A. 18 AL 19

31. Das Bild des Krebses

Das Bild des Krebses, das in Abb. 19 dargestellt ist, besteht aus 17 Teilen. Bildet aus
den Teilen dieses Krebses schnell zwei Figuren: einen Kreis und daneben ein Quadrat.

32. Schnell, aber mit Uberlegung

Lost die folgenden drei Aufgaben "auf die Schnelle". Wer gibt am schnellsten die richtige
Antwort?

Aufgabe 1. Zu Mittag fahrt ein Autobus von A nach B ab. Eine Stunde spater fahrt ein
Radfahrer von B nach A ab. Er fahrt auf derselben StraBe, aber natiirlich bedeutend
langsamer als der Autobus.

Wer wird, wenn sich Autobus und Radfahrer treffen, weiter von A entfernt sein?

Aufgabe 2. Um 6 Uhr schlug eine Wanduhr sechsmal. An der Taschenuhr stellte ich
fest, dass die Zeit, die vom ersten bis zum sechsten Schlag verstrich, 30 Sekunden
betrug.

Wenn die Uhr fiir 6 Schlage 30 Sekunden brauchte, wie lange wird sie dann zu Mittag
oder zu Mitternacht fiir 12 Schlage bendtigen?

Aufgabe 3. Drei Schwalben fliegen von einem gemeinsamen Platz weg. Wann werden
sie in einer Ebene sein?

Und jetzt tberpriift mit ruhiger Uberlegung eure Losungen und schlagt im Lésungsteil
nach!

Nun? Seid ihr in die kleinen Fallen geraten, die in diesen einfachen Aufgaben enthalten
sind? Solche Aufgaben haben ihren Reiz, weil sie die Aufmerksamkeit scharfen und zur
Vorsicht im gewohnten Gedankengang anhalten.
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33. Der Preis des Buches

Fiir ein Buch zahlte man 1 DM und dazu noch die Halfte des Preises. Wieviel zahlte
man nun fir das Buch, das heiBt, wieviel kostete es?

34. Die rastlose Fliege

Auf einer FernverkehrsstraBe begannen zwei Radrennfahrer gleichzeitig ihr Training in
entgegengesetzter Richtung aufeinander zu. Als zwischen den Rennfahrern noch 120
km lagen, begann eine Fliege sich lebhaft fiir das Rennen zu interessieren.

Sie flog von der Schulter des einen Rennfahrers weg und eilte ihm voraus dem anderen
entgegen.

Als sie dem zweiten Rennfahrer begegnete und sich lberzeugt hatte, dass er wohlauf
war, kehrte sie unverziglich um.

Sie flog bis zum ersten Rennfahrer und kehrte wieder um und flog zum zweiten.

So flog sie zwischen den sich ndhernden Radfahrern hin und her, bis diese sich trafen.
Da beruhigte sie sich und setzte sich auf einen von ihnen.

Die Fliege flog zwischen den Radfahrern mit einer Geschwindigkeit von 60 km /h hin und
her, und die Radfahrer fuhren die ganze Zeit mit einer Geschwindigkeit von 30km /h.
Wieviel km flog die Fliege?

35. Zwei Scherzaufgaben

1. Ein Vater rief seine Tochter an und beauftragte sie, aus einem Laden eine bestimmte
Ware abzuholen. Das Geld, sagte er, lage in einem Briefumschlag auf dem Schreibtisch.
Das Madchen blickte fliichtig auf den Umschlag, sah, dass darauf die Zahl 98 stand,
nahm das Geld heraus und steckte es, ohne es nachzuzahlen, in seine Tasche, den
Umschlag aber zerkniillte es und warf ihn weg.

Im Laden sollte sie 90 DM bezahlen. Als sie aber zahlen wollte, zeigte sich, dass sie

nicht nur keine 8 DM zuriickbehielt, wie sie angenommen hatte, sondern dass sogar 4
DM fehlten.

Als sie dies ihrem Vater berichtete, fragte sie, ob er sich
nicht geirrt habe, als er das Geld abgezahlt hatte. Der

wang Vater antwortete, dass er es richtig abgezahlt hatte,
_1__ @} sie aber habe sich geirrt, und lachend wies er auf den
2 4; [rrtum hin.
+ b 4 Worin bestand der Irrtum des Madchens?

71 §5 2. Fertigt acht Zettel mit den Zahlen 1, 2, 3, 4,5, 7, 8
: und 9 an und legt sie in zwei Spalten auf wie in Abb.
X 8¢ o0

A. 20 19 20 Ihr sollt die Summen der beiden senkrechten Reihen

dadurch auf den gleichen Betrag bringen, dass ihr nur
zwei Zettel umlegt.
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36. Wie alt bin ich?

Als mein Vater 31 Jahre alt war, war ich 8 Jahre. Jetzt ist mein Vater doppelt so alt
wie ich. Wie alt bin ich jetzt?

37. Bestimmt nach dem Anschein
Ihr habt vor euch zwei Spalten mit den Zahlen:

123456789 1
12345678 21
1234567 321
123456 4321
12345 54321
1234 654321
123 7654321
12 87654321
1 987654321

Die Zahlen der zweiten Spalte sind aus genau den gleichen Ziffern gebildet wie die der
ersten Spalte, nur in umgekehrter Anordnung. Welche Spalte ergibt bei der Addition
das groBere Resultat?

Vergleicht zuerst die Summen "nach dem Anschein", das heiBt, fiihrt noch nicht die
Addition aus, sondern schatzt, ob die Summen gleich groB sein miissen oder ob eine
groBer als die andere sein muss. Dann erst priift mit der Addition nach.

38. Eine schnelle Addition

328 645 Die acht sechsstelligen Zahlen sind so ausgewahlt, dass man
491 221 bei kluger Gruppierung die Summe in 8 Sekunden "im Kopf"
816 304 finden kann. Kommt ihr da mit? Im Losungsteil sind Hin-
117 586 weise, aber ihr braucht allein schon zum Suchen mehr als 8
671 355 Sekunden.

508 779

183 696 lhr konnt euren Freunden zwei Kunststiicke vorfiihren, die
882 414 ihr zum SpaB "die schnelle Addition" nennen konnt:

1. lhr sagt: "Schreibt, ohne es mir zu zeigen, untereinander soviel mehrstellige Zah-
len, wie ihr wollt. Dann komme ich und werde ganz schnell noch ebensoviel Zahlen
hinzuschreiben und im Nu alle addieren."

Nehmen wir an, die Freunde haben geschrieben:

7621
3057
2794
4518

Ihr schreibt zu jeder Zahl diejenige Zahl dazu, die sie zu 9999 erganzt. Diese Zahlen
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5481
7205
6942
2378

Tatsachlich ergibt sich:

4548 2794 3057 7621
+5441 +7205 +6942 42378
9999 9999 9999 9999

Jetzt ist es nicht schwer, dahinterzukommen, wie man schnell die ganze Summe er-
rechnet:

7621
3057
2794
4518
5481
7205
6942
+2378

Man muss 9999 mit 4 multiplizieren, und eine solche Multiplikation lasst sich schnell im
Kopf ausfiihren: Wir multiplizieren 10000 mit 4 und subtrahieren die 4 (iberschiissigen
Einer. Es ergibt sich:

10000 - 4 — 4 = 40000 — 4 = 39996

Das ist das ganze Geheimnis des Kunststiicks.

2. Schreibt untereinander zwei beliebige Zahlen von beliebiger Lange. Ich werde eine
dritte hinzuschreiben und augenblicklich von links nach rechts die Summe aller drei
Zahlen darunterschreiben.

Wir nehmen an, ihr habt geschrieben.

72 603 294
51 273 081

Ich werde zum Beispiel die Zahl 48726918 hinzuschreiben und euch sofort die Summe
nennen.

Welche Zahl man hinzuschreiben muss und wie man in diesem Falle schnell die Summe
findet, das lberlegt selbst!

39. In welcher Hand?

Gebt eurem Kameraden zwei Geldstiicke, eins mit einer geraden Zahl und eins mit einer
ungeraden (zum Beispiel ein 10-DPf und ein 5-DPf-Stiick). Er soll, ohne es euch sehen
zu lassen, das eine Geldstiick, ganz gleich welches, in die rechte Hand nehmen und das
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andere in die linke. lhr kdnnt leicht erraten, in welcher Hand er welches Geldstiick hat.

Gebt ihm auf, dass er die Zahl auf dem Geldstiick in der rechten Hand verdreifacht und
die auf dem Geldstiick in der linken Hand verdoppelt. Die Resultate soll er addieren
und euch nur die Endsumme nennen.

Wenn die Summe geradzahlig ist, dann ist das 10-DPf-Stiick, in der rechten Hand,
wenn nicht, dann ist es in der linken.

Erklart, warum das immer so ist, und denkt euch aus, wie man dieses Kunststiick
variieren kann!

40. Wieviel sind es?

Ein Junge hat ebenso viele Schwestern wie Briider, und seine Schwestern haben halb
so viele Schwestern wie Briider.
Wieviel Briider und wieviel Schwestern gibt es in dieser Familie?

41. Mit gleichen Ziffern

Stellt in Form einer Addition die Zahl 28 durch 5 Zweien und die Zahl 1000 durch 8
Achten dar.

42. Hundert

Stellt mit Hilfe beliebiger Grundrechnungsarten die Zahl 100 entweder durch 5 Einsen
oder durch 5 Fiinfen dar. Dabei kann die 100 aus 5 Fiinfen in dreierlei Weise gebildet
werden.

43. Der Mathematik-Zweikampf

In einem Schiilerzirkel fiir Mathematik herrschte eine Zeitlang folgender Brauch.
Jedem, der in den Zirkel eintreten wollte, stellte der Leiter eine Aufgabe - so ein richtiges
mathematisches "Nisschen". Loste der Bewerber die Aufgabe, dann wurde er sofort
Mitglied; konnte er aber die Nuss nicht knacken, dann durfte er den Zirkel nur als Horer
besuchen.
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Einmal stellte der Leiter einem Bewerber folgende Aufgabe: "Es sind gegeben die Zahlen
111, 333, 555, 777, 999

Es sollen zwolf Ziffern so durch Nullen ersetzt werden, dass man bei der Addition der
funf Zahlen 20 erhalt."
Der Bewerber lberlegte kurz und schrieb schnell hin:

011 010
000 003
000 000
000 %% go7
009 000

020 020

Dann lachelte er und sagte:

"Wenn man in den 5 dreistelligen Zahlen nur neun Ziffern durch Nullen ersetzt, dann
kann man bei der Addition 1111 erhalten.

Versucht es!

Der Zirkelleiter war nicht lange verlegen, sondern fing mutig mit der Rechnung an. Er
blieb dem Bewerber die Antwort nicht schuldig. Er l6ste nicht nur die Aufgabe, sondern
fand sogar noch eine Variante:

"Man braucht bei diesen 5 dreistelligen Zahlen", sagte er, "nicht neun, sondern nur
acht Ziffern durch Nullen zu ersetzen, und die Summe bleibt dieselbe, namlich 1111."

Die Reihe war jetzt an dem Bewerber. Die Zirkelmitglieder beobachteten mit Interesse
den plotzlich ausgebrochenen mathematischen "Zweikampf". Der Bewerber knackte
auch diese Nuss, und zum Vergniigen aller Anwesenden fand er noch eine Fortsetzung
der Aufgabe:

"Man braucht in den 5 dreistelligen Zahlen nicht neun und nicht acht, sondern nur
sechs Ziffern durch Nullen zu ersetzen und erhalt immer noch die Summe 1111."

Der Mathematiklehrer lobte die beiden Zweikampfteilnehmer und sagte, dass man die
Summe 1111 erhalten kann, wenn man nicht neun, nicht acht und auch nicht sechs
Ziffern, sondern nur fiinf Ziffern durch Nullen ersetzt.

Sucht die Losung aller vier Varianten. Denkt euch analoge Aufgaben fiir Zahlen aus,
die nicht aus drei Einsen, Dreien, Fiinfen, Siebenen und Neunen bestehen, sondern aus
funf!

44. Zwanzig
Es ist leicht, vier ungerade Zahlen anzugeben, deren Summe 10 ist, namlich:
1+1+34+5=10 oder 1+414+1+7=10

Moglich ist auch eine dritte Losung: 1 + 3 + 3 + 3 = 10.
Andere Lésungen gibt es nicht. Anderungen in der Reihenfolge der Summanden stellen
natirlich keine neuen Losungen dar. Bedeutend mehr Losungen hat folgende Aufgabe:
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Man soll acht ungerade Zahlen angeben, deren Summe 20 ist. Es diirfen auch gleiche
Summanden dabei sein.

Sucht alle Lésungen dieser Aufgabe und stellt fest, wieviel Summen darunter sind, die
die groBte Anzahl verschiedener Summanden enthalten.

Ein kleiner Rat: Wenn ihr die Zahlen aufs Geratewohl auswahlt, bringt ihr es auf einige
Losungen, aber das unsystematische Probieren gibt euch nicht die Gewahr, dass ihr
alle Losungen gefunden habt. Wenn ihr systematisch vorgeht, entgeht euch keine der
moglichen Losungen.

45. Verschiedene Grundrechnungsarten, aber ein Resultat

Wenn zwischen zwei Zweien das Additionszeichen durch das Multiplikationszeichen
ersetzt wird, verandert sich das Resultat nicht: 2+ 2 =2 - 2.

Es ist nicht schwer, auch drei Zahlen zu finden, die dieselbe Eigenschaft besitzen,
namlich 1+2+4+3=1-2.3.

Es gibt auch vier einstellige Zahlen, die, addiert und multipliziert, ein und dasselbe
Resultat ergeben.

Setzt diese Zusammenstellungen fort. Sucht fiinf, dann sechs, sieben usw. natiirliche
Zahlen, die dieselbe Eigenschaft besitzen.

Behaltet dabei im Auge, dass von fiinf Zahlen an die Antworten verschiedenartig sein
konnen. (Alle verwendeten natirlichen Zahlen sollen kleiner als 10 sein.)

46. Wieviel Wege?
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In einem Schiilerbrief stand: "In unserer Arbeitsgemeinschaft fiir Mathematik zeich-
neten wir einen Plan mit 16 H&uservierteln unserer Stadt auf. Auf der beigefiigten
schematischen Wiedergabe des Planes (Abb. 21) sind alle Hauserviertel durch gleiche
Quadrate dargestellt.

Uns interessierte folgende Frage:

Wieviel verschiedene Wege kann man von Punkt A nach Punkt C einschlagen, wenn
man auf den StraBen unserer Stadt von A aus nur geradeaus und nach rechts fahren
darf, das heiBt, auf der Karte nach oben und nach rechts?

Streckenweise diirfen die Wege zusammenfallen (vgl. die punktierten Linien auf der
schematischen Darstellung). Wir hatten den Eindruck, dass das keine leichte Aufgabe
ist. Losten wir sie richtig, wenn wir 70 Moglichkeiten erhielten?"

Was muss man auf diesen Brief antworten?

47. Man soll die Anordnung der Zahlen andern

An den Endpunkten von fiinf Durchmessern eines Kreises sind die natiirlichen Zahlen
1 bis 10 so angeordnet, wie aus Abb. 22 ersichtlich ist.

10 1

A. 22

Bei dieser Anordnung ist nur in einem Falle die Summe zweier benachbarter Zahlen
gleich der Summe der gegeniiberliegenden Zahlen, und zwar: 10 +1 = 5 + 6, aber es
ist zum Beispiel: 1 +2 # 6 + 7 oder 2+ 3 # 7+ 8.

Stellt die Zahlen so um, dass die Summe zweier beliebiger benachbarter Zahlen gleich
der Summe der gegeniiberliegenden Zahlen ist.

Man kann erwarten, dass diese Aufgabe nicht nur eine Losung hat, das heiBt, dass
verschiedene Anordnungen der Zahlen die Bedingung der Aufgabe erfiillen. Versucht,
den Losungsweg zu finden, der es gestattet, auch die Anzahl aller moglichen Losungen
festzustellen!
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48. Das zerlegte Schachbrett

Ein witziger Schachspieler zerschnitt sein
? ? B'j Ehlzh:] Schachbrett aus Karton in 14 Teile, wie
aus Abb.23 zu ersehen ist. Er stellte seinen
E___- E& E& Kameraden, die zu ihm zum Schachspielen
kamen, die Aufgabe, das Schachbrett aus
den 14 Teilen zusammenzusetzen.
H Schneidet die Teile aus kariertem Papier
ﬁ .ﬁ aus und iberzeugt euch selbst, ob es
schwer oder leicht ist, daraus das Schach-
brett zusammenzusetzen!

49. Neunundneunzig und Hundert

Wieviel Plus-Zeichen (+) muss man zwischen die Ziffern der Zahl 987654321 setzen,
damit man als Summe 99 erhalt?

Es sind zwei Losungen moglich. Wenn es auch nicht gerade leicht ist, eine zu finden, so
gewinnt ihr doch dabei die Erfahrung, die euch dazu verhilft, Plus-Zeichen so zwischen
die sieben Ziffern 1234567 zu setzen, dass sich als Summe 100 ergibt.

(Eine Anderung der Reihenfolge der Ziffern ist nicht gestattet.) Auch hier gibt es zwei
Losungen.

50. Ein Gelande soll abgesucht werden

Einer Einheit der GST wurde die Aufgabe gestellt, ein Gelande abzusuchen. Der Leiter
legte dazu eine Karte vor, die in Quadrate aufgeteilt war (Abb. 24) und sagte:

UT ’,‘-' ;’-
'&)OA @//r L o , i A
T AT

A 24 ‘..94' Q%?’?@%{“ - l[ s Ay

"Zwei Mann suchen dieses Gelande ab. Dabei miissen alle Quadratfelder abgegangen
werden, mit Ausnahme des mittelsten, in dem sich ein kleiner Teich befindet. Ein Feld,
das schon einer der beiden betreten hat, darf der andere nicht mehr betreten. Man darf
sich (auf der Karte) nur horizontal oder vertikal bewegen, nicht in den Diagonalen.

Einer beginnt bei Feld A und kommt bei Feld B heraus, und der andere beginnt bei Feld
B und kommt bei Feld A heraus. Zeichnet die Marschwege der beiden Leute ein, so
dass jeder von ihnen die gleiche Anzahl Felder durchschreitet. Die etwas ungewohnlichen
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Bedingungen stelle ich nur zur Prifung eurer Findigkeit.

Die Mitglieder der GST-Einheit zeichneten den Plan ab und waren nach kurzer Zeit
mit der Aufgabe fertig. Lost auch ihr sie!

51. Streichhdlzer sollen in Gruppen zu je 2 zusammengelegt
werden

Es liegen zehn Streichholzer nebeneinander. Ich kann sie zu fiinf Paaren zusammenlegen,
indem ich jedesmal mit einem Streichholz zwei andere tiberspringe und es auf das dritte
lege, wobei mit jedem Streichholz nur ein Sprung gemacht werden darf, zum Beispiel
so, wie in Abb. 25 dargestellt ist.

Ihr findet sicherlich auch eine andere Reihenfolge, in der man die Streichhélzer zu fiinf
Paaren zusammenlegen kann und wobei auch die Bedingung eingehalten wird, jedesmal
zwei Streichholzer zu liberspringen. Interessant ist folgende Frage: Wie kann man nach
derselben Regel aus 100 nebeneinanderliegenden Streichhdlzern 50 Paare bilden?

Seht auf die Abb. 25! Als erstes "sprang" das Streich-
1

>
N
(6]

holz Nr. 4 und bildete das Paar (1, 4) an einem der
Enden der Reihe. Uber das Paar (1, 4) kénnen kei-
l ne Streichholzer "springen”; folglich ist dieses auBers-
10 te Paar Streichholzer am weiteren Gang der Losung
nicht mehr beteiligt.

Die Aufgabe lauft darauf hinaus, dass vier Paare aus
* der Reihe der iibrigen acht Streichhélzer 2, 3, 5, 6, 7,
8, 9, 10 zu bilden sind.

T —

-
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ﬂ

ﬂ
; ﬂ 1! Wenn 100 Streichholzer nebeneinandergelegt sind,
% dann fiihrt der "Sprung" des Streichholzes Nr.4 zum

8

ﬂ Streichholz Nr.1 und die Bildung des Paares (1,4) am
8 9510 Ende der Reihe die Aufgabe dahin, dass 49 Paare aus
Ur

7@. N ————— W N ————— W W ——— ]

den 98 (ibrigen Streichhdlzern zu bilden sind.
* Weiter lasst der "Sprung" des Streichholzes Nr. 6 (das
951  jetzt das vierte vom Ende der Reihe aus ist) zum
* * * ** Streichholz Nr.2 (das das erste in der Reihe der 98
£ Streichhdlzer ist) und die Bildung des Paares (2, 6)
* a7 6* 9°1 % die Aufgabe darauf hinauslaufen, dass 48 Paare aus
den 96 lbriggebliebenen Hoélzern zu bilden sind usw.

—
+
L7y
h |
o
%

Das beschriebene Verfahren der Verminderung der Reihe um je zwei Streichholzer kann
nicht mehr angewandt werden, sobald nur noch acht Streichhélzer nebeneinanderliegen,
weil man sechs nebeneinanderliegende Streichhélzer unter den gestellten Bedingungen
nicht zu drei Paaren zusammenlegen kann. Uberzeugt euch davon!

Wie sich die Aufgabe fiir acht Streichholzer l6sen lasst, ist nach Abb. 25 (b, c, d, e, f)
klar, wenn ihr dabei das erste Paar Streichhdlzer (1, 4) unberiicksichtigt lasst.
Beachtet, dass im Falle von acht Streichhélzern die ersten beiden Paare symmetrisch
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gebildet werden, und zwar mit den zweiten Streichhélzern von jedem Ende der Reihe
aus [Abb.25, Stellung d, die Paare 8,7) und (9, 5)].

52. Streichhdlzer sollen in Gruppen zu je 3 zusammengelegt
werden

Es liegen 15 Streichholzer nebeneinander (Abb. 26). Es wird verlangt, sie in Gruppen
zu je 3 zusammenzulegen. Man darf dabei die Streichhélzer nur einzeln umlegen, muss
jedesmal drei andere (iberspringen und das Streichholz auf das vierte Streichholz oder

ein Streichholzpaar legen.
SCF 83

10 T ‘12 13 1 1’-5'
Mit jedem Streichholz darf nur ein "Sprung" ausgefiihrt werden.
Diese Aufgabe ist etwas schwieriger als die vorhergehende. Lost sie in zehn Ziigen!
Damit ihr den Gang eurer Losung mit der Antwort vergleichen kénnt, schreibt die Rei-
henfolge auf, in der ihr die Streichhdlzer umlegt.

S GRGEer maa)

i&
y _
2

3 $

A. 26

Zusatz. Es sollen jetzt nicht 15, sondern 18, 21, 24, ... Streichholzer nebeneinander.
aufgelegt werden. Wenn wir das Verfahren verallgemeinern, das bei der Losung der
vorhergehenden Aufgabe angewandt wurde, verringern wir in jedem dieser Falle nach-
einander die Zahl der nebeneinanderliegenden Streichhoélzer um 3 Stiick, indem wir sie
zu dreien nach irgendeinem Ende der Reihe sammeln.

Aber auch hier muss man zunachst klaren, fir welche kleinste Anzahl von Streichhdlzern
die Aufgabe losbar ist.

Um diese Zahl schneller festzustellen, lasst die Streichholzer nicht so "springen", dass
sie Gruppen zu je 3 bilden, sondern lasst sie umgekehrt aus Dreiergruppen springen, so
dass sie einzeln liegen. Dabei beachtet folgende Regeln:

s 8
AP | y
, §
> “IN. | -
1 3 #L'e 3 # s ¢
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o §f f i
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1. Ein Streichholz muss aus irgendeiner Dreiergruppe genommen und tiber drei andere
Streichhoélzer hinweg auf einen neuen Platz gelegt werden.

2. Ein nochmaliges Umlegen des Streichholzes ist nicht gestattet.

3. Eins der Streichholzer aus jeder Dreiergruppe muss an seinem Platz bleiben.
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Wenn sich das vollstandige Auseinanderlegen der Dreiergruppen als undurchfiihrbar
erweist, dann folgt daraus auch die Unlosbarkeit der Aufgabe, Gruppen zu je 3 aus der
gleichen Anzahl nebeneinanderliegender Streichhdlzer zu bilden.

Auf diese Weise lasst sich leicht feststellen, dass diese Aufgabe zum Beispiel weder eine
Losung fir sechs noch fiir neun Streichholzer hat. Nehmen wir einmal drei Dreiergrup-
pen (Abb. 27a).

Verlegen wir das Streichholz Nr.2 tber die Dreiergruppe (4, 5, 6) hinweg (Abb.27b)
und dann Uber dieselbe Dreiergruppe das Streichholz Nr. 3 (Abb.27c), dann ist es
unmoglich, die Dreiergruppe (4, 5, 6) aufzuldsen.

Fir einen Sprung der Streichholzer aus dieser Dreiergruppe nach links ist nur ein Streich-
holz vorhanden und nach rechts eins, zwei oder dann sogleich fiinf, aber nicht drei, wie
die Bedingung fordert. Die analoge Lage ergibt sich auch dann, wenn man mit dem Aus-
einanderlegen nicht bei der ersten Dreiergruppe, sondern bei der zweiten oder dritten
beginnt.

Untersucht selbstandig den Fall mit vier Dreiergruppen!

Zusammenfassende Frage. Welche Anzahl von Streichhélzern ist mindestens notig, um
aus ihr Gruppen von n Streichholzern zu bilden, wenn jedes mal ein Streichholz (ber
n andere Streichhdlzer springt?

53. Die Uhr war stehengeblieben

Ich habe keine Taschenuhr, sondern nur eine Wanduhr. Als sie stehenblieb, ging ich
zu meinem Bekannten, dessen Uhr genau ging. Ich lieB mir die Zeit sagen und kehrte,
ohne mich lange aufzuhalten, nach Hause zuriick.

Dort stellte ich schnell eine einfache Berechnung an und brachte die Zeiger der Wanduhr
in die Stellung, die der genauen Zeit entsprach.

Wie verfuhr ich, und welche Schlussfolgerungen zog ich, wenn mir vorher nicht bekannt
war, wieviel Zeit der Weg erforderte?
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54. Die vier Grundrechnungsarten der Arithmetik
Ihr habt vor euch sieben Zeilen mit Ziffern in natiirlicher Folge:

123=1
1234=1
12345=1
123456=1
1234567=1
12345678=1
123456789=1

Ohne die Ziffernfolge zu andern, sollt ihr zwischen sie Zeichen der arithmetischen Grund-
rechnungsarten setzen, so dass sich als Resultat dieser Rechenoperationen in jeder Zeile
1 ergibt.

Die Rechenoperationen miissen in der Aufstellung von links nach rechts ausgefiihrt
werden, dabei kann zum Beispiel eine Addition vor einer Multiplikation stehen.

Wie ihr wisst, muss man in solchem Falle Klammern setzen. Wenn es nétig ist, konnt
ihr zwei nebeneinanderstehende Ziffern als zweistellige Zahl betrachten. Sucht zwei
Losungen, die eine ohne Verwendung der Subtraktion, die andere unter Anwendung
aller vier Grundrechnungsarten!

55. Der verdutzte Kraftwagenfahrer

Worliber dachte der Kraftfahrer nach, als er auf den Kilometerzahler seines Wagens
sah (Abb. 28)7?

Der Zahler zeigte die Zahl 15951, und der Fahrer bemerkte, dass die vom Wagen
zuriickgelegte Kilometerzahl eine symmetrische Zahl darstellte, das heiBt eine solche,
die man von links nach rechts wie von rechts nach links gleich lesen kann.

A. 28

"Das ist interessant!" murmelte der Kraftwagenfahrer.
"Jetzt wird wahrscheinlich nicht sobald eine derartige Zahl auf dem Zahler erscheinen."

Jedoch nach genau zwei Stunden zlgiger Fahrt zeigte der Zahler eine neue Zahl, die
sich ebenfalls nach beiden Seiten gleich lesen lieB.
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Stellt fest, mit welcher Geschwindigkeit der Kraftfahrer in diesen zwei Stunden gefahren
ist!

56. Die Tagesleistung einer Brigade der ausgezeichneten
Qualitat

Einer Brigade der ausgezeichneten Qualitat war der Auftrag erteilt worden, in moglichst
kurzer Zeit eine gewisse Anzahl Messgerate fertigzustellen.

Die Brigade bestand aus einem alten erfahrenen Arbeiter als Brigadier und neun jungen
Arbeitern, die eben erst ihre Ausbildung beendet hatten. Im Laufe eines Tages baute
jeder von den jungen Arbeitern 15 Gerate zusammen und der Brigadier 9 Gerate mehr
als jedes der zehn Brigademitglieder im Durchschnitt.

Wieviel Messgerate wurden insgesamt von der Brigade an einem Arbeitstag zusammen-
gebaut?

57. Die piinktliche Getreideablieferung

Eine LPG beginnt mit der Ablieferung des Getreides und beschlieBt, die Lieferung Punkt
11 Uhr zur Erfassungsstelle zu bringen.

Wenn die Zugmaschinen mit einer Geschwindigkeit von 15 km/h fahren, wirden sie
10.30 Uhr in der Erfassungsstelle eintreffen, und wenn sie mit einer Geschwindigkeit
von 10 km/h fahren, 11.30 Uhr.

Wie weit ist es von der LPG bis zur Erfassungsstelle, und mit welcher Geschwindigkeit
muss man fahren, um piinktlich einzutreffen?

58. In der S-Bahn

Zwei Schulfreundinnen fuhren mit der S-Bahn vom Hauptbahnhof nach Hause.

"Ich stelle fest", sagte die eine, "dass uns aller fiinf Minuten ein S-Bahnzug begegnet.
Wieviel S-Bahnziige, meinst du, kommen im Laufe einer Stunde aus der Gegenrichtung
im Hauptbahnhof an, wenn die Geschwindigkeit der Ziige in beiden Richtungen gleich
groB ist?"

"Natdrlich zwolf, weil 60 : 5 = 12 ist", sagte die andere.

Aber die Fragestellerin war damit nicht einverstanden und erlauterte der anderen ihre
Uberlegungen. Und was denkt ihr dariiber?

59. Von 1 bis 1000000000

Es wird erzahlt, dass der neunjahrige Gau[ﬂ von seinem Lehrer die Aufgabe erhielt,
die Summe aller ganzen Zahlen von 1 bis 100, also 1 4+2+ 3+ ... + 98 + 99 + 100, zu
suchen.

Der junge GauB iiberlegte, wie man die Addition recht schnell ausfiihren kdnnte. Man
muss die erste mit der letzten Zahl, die zweite mit der vorletzten usw. addieren. Die
Summe eines jeden Zahlenpaares ist 101, und das wiederholt sich 50 mal.

2Carl Friedrich GauB (1777-1855), bedeutender deutscher Mathematiker
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Folglich ist die Summe aller ganzen Zahlen von 1 bis 100: 101 - 50 = 5050.
Wendet dieses Verfahren zur Losung einer schwierigeren Aufgabe an: Es soll die Summe
der Ziffern aller ganzen Zahlen von 1 bis 1000000000 gesucht werden.

60. Schrecklicher Traum eines FuBballfans

Ein FuBballfan, bekiimmert (iber die Niederlage sei-
ner Mannschaft, schlief unruhig. Er traumte von einem
groBen quadratischen Zimmer ohne Mobel. Darin trai-

j éﬁé %;;Ljy nierte ein Torwart. Er spielte den FuBball gegen die
E%f b Wand und fing ihn wieder auf.

Plotzlich wurde der Torwart kleiner und immer kleiner und verwandelte sich schlieBlich
in ein kleines Zelluloidballchen aus einem Tischtennisspiel, und der FuBball wurde zu
einer groBen guBeisernen Kugel.

Die Kugel rollte wie besessen (iber den FuBboden und wollte das kleine Zelluloidballchen
zerdriicken. Das ungliickliche Ballchen warf sich in seiner Verzweiflung hin und her, bis
sich seine Krafte erschopften und es nicht mehr springen konnte.

Konnte es sich, da es vom Boden nicht mehr loskam, dennoch irgendwo vor den Ver-
folgungen durch die gusseiserne Kugel in Sicherheit bringen?

\_—\_‘—
6
L
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Zur Loésung der Aufgaben des zweiten Abschnitts ist die Kenntnis der Grundrechnungs-
arten mit gemeinen und Dezimalbriichen erforderlich.

Der Leser, der noch nicht mit Briichen rechnen kann, mag vorlaufig die Aufgaben dieses
Abschnitts Giberspringen und zum folgenden Kapitel iibergehen.

61. Die Uhr

Auf meinen Reisen durch die groBe Sowjetunion kam ich an Orte, wo der Temperatur-
unterschied der Luft am Tage und in der Nacht so groB ist, dass er sich beim Aufenthalt
im Freien am Gang der Uhr bemerkbar macht.

Ich stellte fest, dass durch die Temperaturschwankungen die Uhr am Tage eine halbe
Minute vor- und nachts eine drittel Minute nachging.

Am Morgen des 1. Mai zeigte die Uhr die richtige Zeit. An welchem Tage ging sie
bereits 5 Minuten vor?

62. Die Treppe

In einem Haus sind sechs Stockwerke (einschlieBlich des Erdgeschosses). Sagt, wieviel
mal der Weg bis zum sechsten Stock langer ist als der bis zum dritten, wenn die Treppen
zwischen den Stockwerken die gleiche Anzahl Stufen haben.

63. Ratselaufgabe

Welches Zeichen muss man zwischen die Ziffern 2 und 3 setzen, damit man eine Zahl
erhalt, die groBer als 2, aber kleiner als 3 ist?

64. Interessante Briiche

Wenn man zum Zahler und Nenner des Bruches % den Nenner addiert, dann verdoppelt

sich der Wert des Bruches
1+3 4 2

3+3 6 3
Sucht den Bruch, dessen Wert sich bei der Addition des Nenners zum Zahler und
Nenner a) verdreifacht, b) vervierfacht.
(Wer in der Algebra Bescheid weiB, kann die Aufgabe verallgemeinern und sie mit Hilfe
einer Gleichung losen.)
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65. Welche Zahl ist das?

% ist ihr Drittel. Welche Zahl ist das?

66. Der Schulweg

A hat jeden Morgen einen sehr weiten Schulweg.

Am Ende des ersten Viertels des Weges von der Wohnung bis zur Schule liegt das
Gemeindeamt, das an der Vorderfront eine elektrische Uhr hat, und am Ende des ersten
Drittels des gesamten Weges liegt der Bahnhof.

Als A am Gemeindeamt vorbeiging, war es 7.30 Uhr, und als er den Bahnhof erreichte,
zeigte die Uhr 25 Minuten vor 8 Uhr.

Wann ging A zu Hause weg, und wann kam er in die Schule?

67. Im Stadion

Entlang einer Aschenbahn sind 12 Fahnchen in gleichen Abstanden aufgestellt. Der
Start ist am ersten Fahnchen. Am achten Fahnchen befand sich ein Laufer 8 Sekunden
nach dem Start. In wieviel Sekunden befand er sich bei unveranderter Geschwindigkeit
am zwolften Fahnchen?

Blamiert euch nicht!

68. Hatte er Zeit gewonnen?

A kehrte von der Stadt nach Hause zuriick. Die erste Halfte des Weges fuhr er mit der
Eisenbahn 15 mal schneller, als wenn er zu FuB gegangen ware. Die zweite Halfte des
Weges war er jedoch gezwungen, mit einem Ochsenkarren zu fahren, und das ging halb
so schnell, als wenn er zu FuB gegangen ware.

Brauchte A weniger Zeit, als wenn er den ganzen Weg zu FuBB gegangen ware?

609. GroBe Teile anstelle kleiner

In Maschinenbaubetrieben gibt es einen sehr interessanten Beruf; er nennt sich "Anrei-
Ber" . Ein AnreiBer zeichnet auf dem Material die Linien an, nach denen es bearbeitet
werden muss.
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Er muss interessante und mitunter nicht ganz leichte geometrische Aufgaben I6sen,
arithmetische Berechnungen anstellen usw.

Einmal mussten sieben gleiche rechtwinklige Platten in gleiche Teile fiir zwolf Werk-
stiicke zerschnitten werden. Man brachte diese sieben Platten dem AnreiBer und fragte
ihn, ob es moglich ware, sie so anzuzeichnen, dass keine von ihnen in sehr kleine Teile
zerlegt werden misste.

Die einfachste Losung also, jede Platte in zwolf gleiche Teile zu zerschneiden, ging
nicht an, weil man dabei viele kleine Stiicke erhielt. Was war zu tun?

Ist es moglich, die Platten in groBere Teile zu zerschneiden? Der AnreiBer iiberlegte,
stellte einige arithmetische Berechnungen mit Briichen an und fand schlieBlich das
sparsamste Verfahren zur Teilung der Platten.

Spater zerkleinerte er fiinf Platten in gleiche Teile fiir sechs Werkstiicke, 13 Platten in
Teile fir 12 Werkstuicke, 13 Platten in Teile fiir 36 Werkstlicke, 26 in Teile fur 21.
Wie verfuhr der AnreiBer?

70. 1 Riegel Kernseife

Auf der einen Waagschale einer Waage liegt ein Riegel Seife, auf der anderen liegen
drei Viertel eines solchen Riegels und noch % kp. Die Waage ist im Gleichgewicht.
Wieviel wiegt ein Riegel?

71. Arithmetische Niisse
Aufgabe 1. Man soll mit zwei Ziffern die kleinste natiirliche Zahl ausdriicken,

Aufgabe 2. Die Zahl 37 kann man mit Hilfe von fiinf Dreien schreiben: 37 = 33+3+§.
Versucht, die Zahl 37 auf andere Weise mit Hilfe von fiinf Dreien auszudriicken!

Aufgabe 3. Man soll 100 durch sechs gleiche Ziffern ausdriicken. Es sind mehrere Losun-
gen moglich. Versucht, eine allgemeine Losung in Form einer algebraischen identischen
Gleichung zu finden.

Aufgabe 4. Man soll 55 unter Verwendung von nur fiinf Vieren ausdriicken.
Aufgabe 5. Man soll 20 mit Hilfe von vier Neunen ausdriicken.

Aufgabe 6. Die Zahl 1 (Abb. 30) ist aus sieben Streichhdlzern gelegt.
Man soll diesen Bruch in den Wert % verwandeln, ohne die Streichhdlzer zu vermehren
oder zu verringern.

. VI
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Aufgabe 7. Man soll die Zahl 20 unter je dreimaliger Verwendung der Ziffern 1, 3, 5
und 7 schreiben.

Aufgabe 8. Die Summe zweier Zahlen, die aus den Ziffern 1, 3, 5 und 7 gebildet sind,
soll gleich der Summe zweier Zahlen sein, die aus den Ziffern 2, 4, 6 und 8 gebildet
sind. Sucht diese Zahlen, wobei ihr jede Ziffer nur einmal verwenden diirft.
Anmerkung. Es diirfen dabei keine unechten Briiche verwendet werden.

Aufgabe 9. Welche zwei Zahlen ergeben bei der Multiplikation der einen mit der anderen
und bei der Subtraktion der einen von der anderen dasselbe Resultat?
Solche Zahlenpaare gibt es unendlich viele. Wie bildet man sie?

Aufgabe 10. Man soll aus den Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,7,8 und 9 zwei gleiche Briiche
bilden, deren Summe 1 ist. Es miissen alle Ziffern verwendet werden, aber jede von
ihnen nur einmal (es sind mehrere Lésungen moglich).

Aufgabe 11. Aus den Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,7,8 und 9, jede nur einmal verwendet,
soll man gemischte Briiche bilden, deren Summe 100 ergibt (es sind mehrere Losungen
moglich).

72. Domino-Briiche

Nehmt aus einem Dominospiel alle Steine heraus, deren beide Halften die gleiche An-
zahl Augen enthalten (Pasche), und die Steine, die nur auf einer Halfte Augen haben
(Blanke). Die tbrigen 15 Steine kann man als Briiche betrachten und sie so in drei
Reihen aufstellen, dass die Summe der Briiche in jeder Reihe 2, ist (Abb. 31).

S+ E _'+E|+EI=2%
'+'—»+E|+E‘-:+:, 1
v =22

Es ist interessant, dass man, wenn man diese 15 Dominosteine anders verteilt, Reihen
von Briichen bilden kann, deren Summe eine ganze Zahl ist (im allgemeinen sind es
jedoch in verschiedenen Reihen verschiedene Zahlen).

A. 31

Verwendet einige der Dominosteine als unechte Briiche, zum Beispiel 2 T 1,% usw., und
versucht, alle 15 Steine in drei Reihen zu je fiinf Steinen so anzuordnen, dass die Summe
der Briiche in jeder Reihe die Zahl 10 ergibt.

Beim ersten Mal gelingt das freilich nicht.

Man muss tiberlegen und es praktisch ausprobieren.

Welche Zahlen konntet ihr noch erhalten, wenn ihr die Dominosteine in drei Reihen
aufstellt und die entsprechenden Briiche addiert (die Summe muss in allen drei Reihen
ein und dieselbe sein)?
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73. Die jungen Katzen

Ein Junge fand irgendwo ein verlassenes Katz-
chen, er nahm es hoch und brachte es nach Hau-
se. Er zog schon immer ein paar junge Katzen auf;
aber wieviel er hatte, sagte er nicht gern, damit
man ihn nicht auslachte.

Einmal wurde er gefragt: "Wieviel Katzchen hast
du jetzt?"

"Nicht viele", antwortete er, "drei Viertel ihrer
Zahl und noch drei Viertel eines Katzchens."

Seine Kameraden dachten, dass er SpaB machte. Er hatte ihnen jedoch eine Aufgabe
gestellt, die gar nicht schwer zu lésen ist. Versucht es!

74. Die mittlere Geschwindigkeit

Die Halfte eines Weges ging ein Pferd ohne Last mit einer Geschwindigkeit von 12
km/h. Den Rest des Weges zog es einen Wagen und schaffte 4 km/h.

Welches ist die mittlere Geschwindigkeit, das heiBt, welche gleichbleibende Geschwin-
digkeit misste das Pferd einhalten, um den ganzen Weg in der gleichen Zeitspanne
zurlickzulegen?

75. Der schlafende Fahrgast

Als ein Fahrgast die Halfte seiner Reise zurlickgelegt hatte, begann er zu schlafen und
schlief so lange, bis von der Reise noch die Halfte der Strecke zuriickzulegen war, die
er schlafend verbracht hatte.

Welchen Teil der ganzen Strecke war er schlafend gefahren?

76. Der Radfahrer

Als ein Radfahrer zwei Drittel seines Weges zuriickgelegt hatte, platzte ein Reifen. Fiir
den Rest des Weges brauchte er zu FuBB doppelt soviel Zeit wie fiir die bisherige Fahrt
mit dem Rade.

Wieviel mal schneller war er mit dem Rade gefahren, als er lief?
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77. Wie lang war der Eisenbahnzug?

R suuaEE
o

Zwei Zige fuhren aneinander
in entgegengesetzter Richtung
vorbei, der eine mit der Ge-
schwindigkeit von 36 km/h, der
andere mit der von 45 km/h.
Ein Fahrgast, der im zweiten
Zug saB, stellte fest, dass der
erste Zug zur Vorbeifahrt an
ihm sechs Sekunden brauchte.

Wie lang war der Zug?

78. Der Wettbewerb

Die Dreher A und B sind Lehrlinge in einer Metallarbeiterfachschule. Als sie von ihrem
Ausbilder den Auftrag erhielten, je einen gleich groBen Posten Werkstiicke anzufertigen,
wollten sie ihren Auftrag gleichzeitig und frither als in der gesetzten Frist zu Ende
bringen.

Nach einiger Zeit zeigte sich jedoch, dass B nur die Halfte der Menge geschafft hatte,
die dem A noch zu tun lbrig blieb, und dass A die Halfte dessen zu tun uGbrig blieb,
was er bereits geschafft hatte.

Um wieviel musste B jetzt seine tagliche Produktion im Verhaltnis zu A steigern, damit
er gleichzeitig mit diesem fertig wurde?

79. Wer hat recht?

Die Schiilerin A loste eine Rechenaufgabe. Dabei war u.a. auszurechnen, wieviel Ku-
bikmeter Erde bei der Ausfiihrung eines bestimmten Bauprojektes transportiert werden
mussten.

Das Ergebnis lieB sich als Produkt von drei Zahlen darstellen. A hatte gliicklich die
ersten beiden Zahlen multipliziert und wollte das Resultat mit der dritten Zahl mul-
tiplizieren, als sie auf einmal bemerkte, dass der zweite Multiplikator von ihr falsch
niedergeschrieben worden war, und zwar war er um; groBer, als er hatte sein missen.

Um die bereits durchgefiihrte Rechnung nicht noch einmal schreiben zu miissen, meinte
A, dass sie ja doch das richtige Resultat erhalten wiirde, wenn sie den dritten Multipli-
kator um 5 seiner GroBe verminderte, und das um so mehr, als der zweite und dritte
Multiplikator gleich groBe Zahlen waren.

"So darfst du das nicht machen", sagte ihre Freundin B, "du verrechnest dich dabei
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um 20 Kubikmeter."

"Wie kann das falsch sein?" entgegnete A.

"Wenn ich die eine Zahl vergroBere und die andere, die gleich groB ist, um ebensoviel
verringere, dann, denke ich, bleibt das Resultat unverandert."

Wer hat recht? Konnt ihr mit diesen Angaben die Aufgabe l6sen?

80. Rostbrote

In einem Brotroster konnen gleichzeitig zwei Scheiben Brot einseitig gerdstet werden.
Das Rosten jeder Seite dauert 30 Sekunden. Drei Scheiben beiderseitig zu rosten dauert
danach 2 Minuten.

Uberlegt, wie man diese Menge in nur 1% Minuten rosten kann!
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81. Der Scharfsinn des Schmieds Chetscho

Auf einer Reise im vergangenen Sommer durch Grusinien unterhielten wir uns manchmal
damit, dass wir uns alle moglichen sonderbaren Geschichten ausdachten, zu denen wir
durch irgendwelche Denkmaler aus langst vergangener Zeit angeregt wurden.

Einmal kamen wir an einen einsamen alten Turm. Wir besichtigten ihn und setzten
uns ein bisschen zum Ausruhen nieder. Unter uns war ein Student der Mathematik. Er
dachte sich sogleich eine interessante Aufgabe aus:

"Vor 300 Jahren lebte hier ein boser und hochmiitiger Fiirst. Er hatte eine heiratsfahige
Tochter, Daridshan mit Namen. Der First hatte sie einem reichen Nachbarn zur Frau
versprochen, sie aber hatte einen einfachen Burschen lieb gewonnen, den Schmied
Chetscho.

Daridshan und Chetscho versuchten aus ihrer bedrangten Lage in die Berge zu entflie-
hen, aber sie wurden von den Knechten des Fiirsten ergriffen.

Der First wurde wiitend und beschloss, am folgenden Tage beide hinrichten zu lassen;
fir die Nacht lieB er sie jedoch hier in diesen hohen, finsteren, verfallenen Turm ein-
sperren, und zusammen mit ihnen die Dienerin Daridshans, ein halbwiichsiges Madchen,
das ihr bei der Flucht geholfen hatte.

Chetscho verlor im Turm den Mut nicht; er sah sich um,
stieg die Stufen empor zum oberen Teil des Turmes, schau-
te zu einem Fenster hinaus, aber es war unmoglich, hinab-
zuspringen, man ware zerschmettert worden.

Da bemerkte Chetscho neben einem Fenster einen von den
Bauleuten vergessenen Strick, der liber eine Krampe ge-
worfen war. An den Enden des Strickes war je ein leerer
Korb angebunden. Chetscho erinnerte sich, dass die Mau-
rer mit diesen Korben die Ziegel nach oben beférderten und
nach unten den Schutt hinablieBen, wobei, wenn die Last in
dem einen Korb die in dem anderen um 5-6 kp (iibertragen
in moderne MaBeinheiten) (iberschritt, der Korb ziemlich
sanft zur Erde hinuntersank; der andere stieg wahrenddes-
sen zum Fenster empor.

VL

:

Chetscho schatzte, dass Daridshan etwa 50 kp wog, die Dienerin nicht mehr als 40 kp.
Sein eigenes Gewicht kannte er, es waren etwa 90 kp. Chetscho fand im Turm noch 13
gleiche, 5 kp schwere Glieder einer Kette.

Da in jedem Korb ein Mensch und samtliche Kettenglieder oder sogar zwei Menschen
Platz hatten, gliickte es den dreien, auf den Erdboden zu gelangen, wobei sie sich
so hinablieBen, dass in keinem Falle das Gewicht des niedergehenden Korbs das des
aufsteigenden um mehr als 5 kp tberschritt.

Wie befreiten sie sich aus dem Turm?"
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82. Der Kater und die Mause

Der Kater hatte soeben seiner jungen Herrin bei den Rechenaufgaben "geholfen". Nun
schlaft er suB und traumt von 13 Mausen, die im Kreis um ihn herumtanzen. Zwolf
Mause sind grau, und eine ist weiB.

Da hort der Kater, wie eine ihm vertraute Stimme spricht: "Lieber Kater, du sollst
jede 13. Maus fressen, wobei du sie in einer Richtung im Kreis herum abzahlen musst,
aber so, dass als letzte Maus die weie zum Fressen bleibt."Mit welcher Maus muss er
anfangen, um die Aufgabe richtig zu l6sen? Helft dem Kater!

83. Das Los fiel auf den Zeisig und das Rotkehlchen

Am Ende ihres Aufenthaltes im Ferienlager beschlossen die Jungen Pioniere, die von den
jungen Vogelstellern eingefangenen gefiederten Bewohner aus Wald und Feld wieder in
Freiheit zu lassen. Insgesamt waren es 20 Vogel, jeder in einem besonderen Bauer. Der
Lagerleiter schlug folgende Reihenfolge vor:

"Stellt alle Bauer mit den Vogeln in eine Reihe und offnet von links nach rechts jeden
flinften Kafig. Wenn ihr mit der Zahlung an das Ende der Reihe kommt, dann fangt
wieder an ihrem Anfang an; aber die gedffneten Kafige dirft ihr nicht mehr mitzahlen.
Das macht so lange, bis alle Kafige bis auf zwei geoffnet sind. Die Vogel, die sich in
diesen Kafigen befinden, diirft ihr mit in die Stadt nehmen."

Sie nahmen den Vorschlag an.

Den meisten Kindern war es gleich, welche beiden Vogel sie mitnahmen (wenn sie
schon nicht alle mitnehmen durften); aber zwei Junge Pioniere wiinschten, dass das
Los unbedingt auf den Zeisig und das Rotkehlchen fiel. Als sie die Kafige in einer
Reihe aufstellen halfen, erinnerten sie sich der Aufgabe mit dem Kater und den Mausen
(Aufgabe 82).

Sie berechneten schnell, an welchen Platz man die Kafige mit dem Zeisig und dem
Rotkehlchen stellen muss, damit gerade diese ungeodffnet bleiben. So stellten sie die
beiden Kafige an ...

Eigentlich konnt ihr selbst feststellen, an welchen Platz die beiden die Kafige stellten.

84. Geldstiicke sollen verteilt werden

Legt euch sieben Streichhdlzer und sechs Geldstiicke zurecht. Die Streichholzer legt
strahlenformig auf den Tisch, wie in Abb.34 gezeigt ist. |hr beginnt bei einem beliebi-
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gen Streichholz und zahlt im Uhrzeigersinn das dritte ab und legt an seinen Kopf ein
Geldstiick.

Dann zahlt wiederum in derselben Richtung das dritte ab, wobei ihr bei einem beliebi-
gen Streichholz beginnt, an dem noch kein Geldstiick liegt, und legt ebenfalls an den
Kopf ein Geldstiick. Bemiiht euch, auf diese Weise alle sechs Geldstiicke an den Kopf
von sechs Streichhélzern zu legen.

Beim Abzahlen darf man diejenigen nicht auslassen, an denen bereits ein Geldstiick liegt.
Man muss unbedingt mit der Zahlung bei einem Streichholz beginnen, an dem noch
kein Geldstiick liegt. Zwei Geldstiicke diirfen nicht auf einen Platz zu liegen kommen.

Nach welchem Prinzip muss man verfahren, um die Aufgabe richtig zu l6sen?

85. Der Personenzug muss vorbeigelassen werden

An einem Haltepunkt einer eingleisigen Bahnstrecke hielt ein Zug, bestehend aus der
Lokomotive und fiinf Waggons. Er brachte eine Brigade zum Bau einer neuen Ab-
zweigstrecke. Vorlaufig gab es an dem Haltepunkt nur ein kleines, vom Bauzug aus in
rickwartiger Richtung gelegenes Abstellgleis, auf dem notfalls gerade eine Lokomotive
und zwei Waggons Platz hatten. Kurz hinter dem Zug mit der Baubrigade naherte sich
dem Haltepunkt ein Personenzug.

Wie konnte der Personenzug vorbeigelassen werden?

86. Weil3 und schwarz

Nehmt vier weiBe und vier schwarze Damesteine und legt sie in einer Reihe auf den
Tisch: abwechselnd weil3, schwarz, weiB, schwarz usw. Links oder rechts davon lasst
einen freien Platz in der Breite von zwei Steinen.

Man soll die Steine in vier Ziigen so verlegen, dass alle schwarzen Steine nebeneinander
und alle weiBen Steine nebeneinander liegen. Dabei miissen bei jedem Zug gleichzeitig
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zwei nebeneinanderliegende Steine verlegt werden, ohne dass dabei der linke und der
rechte vertauscht wird. AuBer den Platzen der Steine darf nur der freie Platz benutzt
werden.

Eine Erschwerung der Aufgabe 86

Durch Vermehrung der Anzahl der Steine lasst sich die Aufgabe erschweren.

Wenn ihr fiinf weiBe und fiinf schwarze Steine abwechselnd nebeneinander legt, sind
finf Zlge notig, um alle schwarzen Steine nebeneinander und alle weien nebeneinander
einzuordnen.

Bei sechs Steinpaaren sind sechs Ziige erforderlich, bei sieben Steinpaaren sieben usw.
Sucht die Losungen fiir fiinf, sechs und sieben Steinpaare!

Beachtet dabei, dass man bei der ersten Aufstellung links oder rechts der Steine einen
freien Platz von der Breite zweier Steine lassen muss und dass jedesmal zwei Steine
verlegt werden mussen, ohne den einen mit dem anderen zu vertauschen.

88. Verallgemeinerung der Aufgabe

Je mehr Steine genommen werden, um so mehr Schwierigkeiten gibt es bei der Suche
nach der Lésung. Dennoch versuchen wir, eine allgemeine Regel fiir n Steinpaare auf-
zustellen.

Wir haben Grund anzunehmen (vgl. die beiden vorigen Aufgaben), dass bei n weiBen
und n schwarzen Steinen (n Paare) die Lésung in n Ziigen moglich ist. Aber das miissen
wir noch beweisen.

Da wir praktisch festgestellt haben, dass bei vier Steinpaaren die Aufgabe in vier Ziigen
|6sbar ist, bei fiinf Steinpaaren in finf Ziigen, bei sechs in sechs und bei sieben in sieben
Ziigen, konnen wir den Beweis flir n Ziige bei n Steinpaaren folgendermaBen fiihren:

1. Wir nehmen an, dass fiir n — 4 Steinpaare die Aufgabe in n — 4 Ziigen losbar ist.
2. Wir beweisen, dass fiir n Steinpaare vier Ziige mehr erforderlich sind als fiir n — 4
Paare.

3. Da die Behauptung fiir n = 4,5,6 und 7 Steinpaare richtig ist, gilt sie auch fiir

n = §,12,16,...

n=0918,17,..
n =10, 14,18...
n=11,15,19...

das heiBt fiir jedes n > 4.
Denkt dieses Beweisverfahren gut durch; es heiBt vollstindige Induktion. Sucht einen
anderen Beweis!
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89. Karten sollen in der Reihenfolge ihrer Nummern aufgelegt
werden

Schneidet aus Karton zehn Karten in der GréBe 4 cm mal 6 cm und nummeriert sie
mit den natirlichen Zahlen von 1 bis 10.

Dann legt sie in der Reihenfolge von 1 bis 10 auf einen StoB und nehmt sie in die Hand.
Legt die oberste Karte auf den Tisch, die zweite unter den StoB, die dritte neben die
oberste auf den Tisch, die vierte unter den StoB.

Setzt das fort, bis alle Karten auf dem Tisch liegen. Mit Sicherheit |asst sich voraussa-
gen, dass die Karten nicht mehr in der Reihenfolge von 1 bis 10 liegen.

Uberlegt, in welcher Reihenfolge man am Anfang die Karten in dem StoB ordnen muss,
damit sie bei dem geschilderten Verfahren in der Reihenfolge der Nummern von 1 bis
10 auf den Tisch zu liegen kommen.

90. Die tapfere Besatzung

Eine tapfere "Besatzung" verteidigte eine Schneeburg. Die Jungen schlugen fiinf Sturm-
angriffe ab, sie ergaben sich nicht.

1i1
9|40|9
19

Am Anfang des Spieles bestand die "Besatzung" aus 40 Mann. Der "Kommandant"
hatte seine Streitkrafte nach einem Plan aufgestellt, wie er aus dem nebenstehenden
quadratischen Rahmen zu ersehen ist.

Der "Gegner" sah, dass jede der vier Seiten der Burg elf Mann verteidigten. Nach der
Spielregel "verlor" die "Besatzung" beim ersten, zweiten, dritten und vierten Sturman-
griff jedes mal vier Mann.

Beim letzten, dem fiinften Sturmangriff, setzte der "Feind" mit seinen Schneeballen
noch zwei Mann auBer Gefecht.

Trotz der Verluste war nach jedem Sturmangriff jede Seite der Burg mit elf Mann zur
Verteidigung besetzt.

Wie stellte der "Kommandant" der Burg die Streitkrafte seiner Besatzung nach jedem
Sturmangriff auf?

91. Tageslichtlampen in einem Raum fiir Fernsehiibertragungen

Ein Lichttechniker, der einen Raum fiir eine Fernsehiibertragung vorbereitete, probierte
verschiedene Moglichkeiten aus, ihn mit Tageslicht-Leuchtrohren zu beleuchten. Zuerst
brachte er je 3 Lampen in jeder Ecke und an jeder der 4 Wande des Raumes an,
insgesamt 24 Lampen (Abb. 37).
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Dann fligte er noch 4 Lampen und schlieBlich noch einmal 4 Lampen hinzu. Er versuchte
auch, die Zahl der Lampen auf 20 und sogar auf 18 zu verringern.

In allen Fallen teilte er die Lampen so auf die Ecken und die Wande auf, dass an jeder
Wand 9 Lampen waren.

3 -3-3
| |
3 3
| |
3 -3 -3

Sucht das Schema fiir die Anordnung der Lampen bei 28 und 32 und auch bei 20 und
18 Stiick.

Stellt fest, bis zu welchen Grenzen der Lichttechniker die Anzahl der Lampen vermehren
und verringern kénnte, ohne vom Prinzip der Anordnung von 9 Lampen an jeder Wand
abgehen zu miissen. Wie kénnte der Techniker die Anzahl der Lampen statt um je 4
um 1, 2 oder 3 vermehren oder verringern, wenn trotzdem an jeder Wand 9 Lampen
angebracht werden sollen?

92. Vorbereitung auf den Festtag

Die geometrische Bedeutung der vorhergehenden beiden Aufgaben bestand darin, Ge-
genstande auf vier sich paarweise schneidenden Geraden (den Seiten eines Rechtecks
oder Quadrates) so anzuordnen, dass die Anzahl der Gegenstande auf jeder Geraden
auch bei Anderung ihrer Gesamtzahl ein und dieselbe blieb.

Dieses Ziel wurde dadurch erreicht, dass alle Gegenstande, die sich in den Ecken befan-
den, so gezahlt wurden, als ob sie zu jeder der Seiten, die die Ecke bildeten, gehorten,
so wie ein Punkt, in dem sich zwei Gerade schneiden, zu beiden Geraden gehort.

Wir wollen jetzt eine gewisse Anzahl von Gegenstanden (Steinchen, Lampchen, Baume
usw.) in einer Ebene anordnen und wollen uns dabei nicht auf die Forderung beschran-
ken, diese Gegenstande nur auf vier Geraden anzuordnen. Wenn wir dazu fordern, dass
die Losung in irgendeinem Sinne symmetrisch sein soll, dann fiihrt sie meist zur Kon-
struktion irgendeiner geometrischen Figur.

Wie konnte man zum Beispiel fiir eine Festtagsillumination 10 Lampchen in 5 Zeilen
zu je 4 formschon aufstellen?
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A. 38

Die Antwort auf diese Frage gibt der flinfeckige Stern, wie er in Abb.38 dargestellt ist.
Ubt euch in der Lésung analoger Aufgaben. Bemiiht euch dabei, die geforderten An-
ordnungen moglichst symmetrisch zu gestalten.

Aufgabe 1. Wie kann man 12 Lampchen in 6 Zeilen zu je 4 aufstellen? Diese Aufgabe
hat nicht weniger als 5 Losungen. Aufgabe 2. Verteilt 13 Dekorationspflanzen in 12
Zeilen zu je 3 Stiick!

A. 39

Aufgabe 3. Auf einer dreieckigen Flache (Abb. 39) hatte ein Gartner 16 Rosen angebaut,
die in 12 geraden Zeilen zu je 4 Rosen angeordnet waren. Spater bereitete er ein neues
Beet vor und verpflanzte alle 16 Rosen dorthin in 10 Zeilen zu je 4 Rosen. Wie machte
er das?

Aufgabe 4. Ordnet 25 Baume in 12 Zeilen zu je 5 Stiick an!

03. Kleine Eichen sollen anders verteilt werden

27 kleine Eichen waren formschén nach einem Schema verpflanzt worden, wie es in
Abb. 40 dargestellt ist, und zwar in 9 Zeilen zu je 6 Baumchen. Aber der Forster wiirde
sicherlich diese Anordnung beanstanden.

Die Eiche darf die Sonne nur von oben haben, an ihren Flanken muss Griin sein. Wie
man sagt, wachst sie gern im Pelz, aber ohne Miitze.

A. 40

Hier aber stehen drei Eichen losgelost von der Gruppe abseits und einsam. Versucht,
diese 27 Eichen anders anzuordnen, zwar auch in 9 Zeilen zu je 6 Stiick, aber so,
dass sich alle Baume auf drei Gruppen verteilen und keiner von ihnen losgeldst von der
Gruppe steht. Achtet auch dabei auf Symmetrie.

51



3 Schwierige Lagen

94. Geometrisches Spiel

Legt auf den Tisch 10 Damespielsteine (Geldstiicke, Knopfe 0.4.) in 2 Zeilen zu je 5
Stiick, wie man in Abb. 41 sehen kann.

Man soll drei beliebige Steine aus der einen Zeile und einen Stein aus der anderen - ohne
die tbrigen Steine von den Platzen zu riicken und ohne einen Stein auf den anderen zu
legen - so umordnen, dass fiinf Geraden zu je vier Steinen gebildet werden.

0066
R ACACRORe

Die Anordnung der Steine muss nicht symmetrisch sein. In Abb. 42 sind als Beispiel
finf verschiedene Losungen dargestellt. |hr denkt vielleicht, dass sich mit diesen fiinf
Losungen bereits alle Moglichkeiten erschopft haben. Das trifft nicht zu!

Man kann ja fiir die Losung verschiedene Gruppen von Steinen wahlen, die man um-
ordnen will (vgl. in Abb. 42 die Beispiele a, b, c und €), und eine und dieselbe Gruppe
von Steinen verschiedenartig einbauen (vgl. in Abb. 42 die Beispiele a und d).

%C
A. 42, 43 '

Angenommen, ihr nehmt zur Umordnung drei Steine aus der oberen und einen Stein
aus der unteren Zeile. Die Zusammenstellung einer Gruppe von drei Steinen aus fiinf
Steinen ergibt bereits zehn verschiedene Kombinationsmoglichkeiten.

Uberzeugt euch davon! Der Anschluss eines Steins aus der unteren Zeile an jede dieser
Kombinationen ergibt jeweils noch fiinf weitere Moglichkeiten. So erhalt man fiir die
Gruppierung der Steine, die umgeordnet werden sollen, 10 - 5=50 verschiedene Mog-
lichkeiten.

Organisiert einen Spielwettbewerb. Legt vor jeden Mitspieler 10 Steine (man kann auch
Kartonstiicke schneiden) in 2 Zeilen, und nun soll jeder - ohne es die anderen sehen zu
lassen - vier Steine (drei aus der einen und einen aus der anderen Zeile) so umstellen,
dass fiinf Zeilen zu je vier Steinen gebildet werden. Vergleicht dann die Losungen!

Diejenigen Spieler, die gleiche Gruppierungen haben, erhalten je einen Pluspunkt; die
Gruppierungen, die sich von den (ibrigen unterscheiden, werden mit zwei Punkten be-
wertet. Wer die Aufgabe in einer bestimmten Zeit nicht gelost hat, erhalt keinen Punkt.
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Wenn ihr das Spiel einige Male wiederholt habt, zahlt ihr die Summe der Punkte bei
jedem Mitspieler zusammen und ermittelt den Sieger.

Man kann das Spiel auch ohne Steine durchfiihren.

Verteilt an jeden Mitspieler ein Blatt Papier und ein Lineal. Die Steine werden durch
Punkte auf dem Papier ersetzt, die bei Spielbeginn in zwei Zeilen zu je fiinf aufgezeich-
net werden.

Das Spiel besteht darin, dass man drei beliebige Punkte aus der einen Zeile und einen
beliebigen aus der anderen ausstreicht und vier neue Punkte so einsetzt, dass sie zu-
sammen mit den Gbrigen (selbstverstandlich mit Ausnahme der ausgestrichenen) fiinf
Zeilen zu je vier Punkten bilden.

Man kann auch zulassen, dass fiir die vier Steine je zwei aus den beiden Zeilen genom-
men und dass ein Stein auf den anderen gelegt werden darf. Dann sind zum Beispiel
auch solche Losungen moglich, wie in Abb. 43 gezeigt ist. Durch diesen Zusatz wird
die Anzahl der Losungsmoglichkeiten bedeutend erhoht.

95. Gerade und ungerade Zahlen

Baut acht durchnummerierte Damespielsteine in dem mittleren Kreis (Abb. 44) zu einer
Saule in natirlicher Zahlenfolge so auf, dass der Stein mit der 1 zuoberst und der mit
der 8 zuunterst liegt.

Gerade

A. 44

Die Aufgabe besteht darin, mit der geringsten Anzahl von Ziigen die Steine mit den
Zahlen 1, 3, 5 und 7 aus der Saule in den Kreis mit der Bezeichnung "ungerade" und
die Steine mit den Zahlen 2, 4, 6 und 8 in den Kreis mit der Bezeichnung "gerade"
umzubauen.

Als Zug wird jede Bewegung eines Steines von einem Platz zu einem anderen gewertet.
Notfalls dirfen die Steine voriibergehend in die Kreise C und D gelegt werden.

Mit einem Zug kann von Kreis zu Kreis nur ein Stein (jedesmal der obere) verlegt
werden. Dabei darf man aber keinen Stein mit einer hoheren Zahl auf einen solchen mit
einer niedrigeren legen. Ebenso darf man keinen Stein mit einer geraden Zahl auf einen
mit einer ungeraden und keinen mit einer ungeraden Zahl auf einen mit einer geraden
legen.

53



3 Schwierige Lagen

Man darf, sagen wir, den Stein 1 auf den Stein 3, den Stein 3 auf den Stein 7 oder den
Stein 2 auf den Stein 6 legen, aber nicht umgekehrt, und man darf nicht den Stein 1 auf
den Stein 2 oder den Stein 4 auf den Stein 7 legen, weil dann "gerade" und "ungerade"
zusammenkommen wiirden.

Wieviel Ziige braucht ihr fiir die Losung?

96. Die Aufstellung der Damespielsteine soll in Ordnung
gebracht werden

Stellt 25 nummerierte Damespielsteine in 25 quadratischen Feldern auf, wie in Abb. 45
gezeigt ist.

T

i
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A. 45

Durch Platztausch der Steine sollt ihr sie in die richtige Reihenfolge bringen, das heiBt,
ihr sollt die Nummern 1, 2, 3, 4 und 5 von links nach rechts in die erste Zeile, die
Nummern 6, 7, 8, 9 und 10 von links nach rechts in die zweite Zeile usw. bis zum
Schluss unterbringen.

Ihr konnt zum Beispiel die Platze der Nummern 7 und 1, 24 und 2 tauschen usw. Stellt
fest, wieviel Ziige wenigstens erforderlich sind! Damit man nicht unnétige Ziige macht,
muss man irgendein System ausarbeiten. Denkt dariiber nach!

97. Ein Ratselgeschenk

A. 46
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Fertigt euch ein Spielzeug aus vier Kastchen an, wie es in Abb. 46 gezeigt ist. In das
kleinste innere Kastchen und in die beiden folgenden legt ihr je vier Pralinen und in das
groBte neun. So enthalten die vier Kastchen 21 Pralinen.

Schenkt dieses Kastchen mit Pralinen eurem Freund zum Geburtstag mit der Bitte,
dass der "Jubilar" die Pralinen nicht eher isst, als bis er die 21 Pralinen so verteilt hat,
dass in jedem Kastchen eine gerade Zahl von Paaren und noch eine Praline liegen.

Selbstverstandlich miisst ihr, bevor ihr das Geschenk macht, das Réatsel selbst gelost ha-
ben. Beachtet, dass hier keinerlei arithmetische Regeln helfen; man muss nur Scharfsinn
besitzen und ein bisschen Witz.

98. Im Rosselsprung

Zur Losung dieser spaBigen Schachaufgabe braucht man nicht Schach spielen zu kon-
nen. Es geniigt, wenn man weiB, wie sich das Rossel auf dem Schachbrett bewegt.
Auf einem Schachbrett sind schwarze Bauern aufgestellt (vgl. die schematische Zeich-
nung in Abb. 47).
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Stellt ein weiBes Rossel auf irgendein von euch ausgewahltes freies Feld so auf, dass mit
diesem Rossel alle Bauern in einer moglichst geringen Anzahl von Ziigen geschlagen
werden konnen.

99. Damespielsteine sollen verschoben werden

1. Nummeriert neun Damespielsteine mit den Ziffern 1 bis 9. Setzt diese Steine so auf
ein besonderes Spielfeld (vgl. Abb. 48), dass die Nummern der Felder und der Steine
iibereinstimmen; nur den Stein Nr. 1 setzt in das Feld Nr. 10 und das Feld Nr. 1 lasst
frei.
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Ihr sollt den Stein Nr. 1 nur durch Verschieben, ohne die Steine von den Feldern
wegzunehmen, in das Feld Nr. 1 bringen.
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Voriibergehend darf man einen Stein in das Feld A, B oder C bringen. Es ist nicht
erlaubt, mit einem Stein einen anderen zu iiberspringen. Wenn der Stein Nr. 1 auf
seinem Platz, dem Feld Nr. 1, anlangt, dann miissen auch alle (ibrigen Steine auf ihren
friheren Platzen sein, das heiBt, es mussen die Nummern der Steine und der Felder
tbereinstimmen.

2. Fir die zweite Aufgabe nehmt acht schwarze und acht weiBe Steine und stellt sie so
auf, wie in Abb. 49 gezeigt wird. Es wird verlangt, in 46 Ziigen alle schwarzen Steine
auf die Platze der weiBen und alle weiBen auf die Platze der schwarzen zu bringen, ohne
Steine von einem Feld wegzunehmen.

A. 49

Die Steine diirfen vorwarts und riickwérts, nach rechts und nach links, aber nicht diago-
nal verschoben werden. Es ist gestattet, (iber einen Stein auf ein freies Feld zu springen.
Zwei Steine dirfen nicht auf ein Feld gesetzt werden. Es wird nicht verlangt, bei der
Verschiebung einen Wechsel zwischen weien und schwarzen Steinen einzuhalten; wenn
es notig ist, darf man, mehrere Male hintereinander Steine einer Farbe bewegen.

100. Einige originelle Gruppierung der natiirlichen Zahlen von 1
bis 15

Seht, wie schon man alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 15 in fiinf Gruppen zu je drei
Zahlen anordnen kann:

1 4 2 3 11
8 d=T7,9 d=5 6 d=4;5 d=2; 12 ;d=1
15 14 10 7 13

Die Zahlen sind so auf die Gruppen verteilt, dass in jeder Gruppe die Differenz d
zwischen der zweiten und der ersten Zahl gleich der zwischen der dritten und der
zweiten ist; zum Beispiel: 8 =1 =7und 15 -8 =7 oder 9 —4=5und 14 — 9 = 5.
(Jede Zahlengruppe mit konstanter Differenz zwischen benachbarten Zahlen bildet eine
Folge, die man "arithmetische Folge" nennt.)

Diese spaBige Aufteilung der ersten 15 natiirlichen Zahlen auf fiinf Gruppen mit den
angegebenen Differenzen ist nicht die einzig mogliche. Wenn man die erste Zahlen-
gruppe (1, 8, 15) unverandert lasst, kann man die tbrigen 12 Zahlen (2, 3, 4, 5, 6, 7,
9, 10, 11, 12, 13 und 14) in neue Dreiergruppen mit den gegebenen Differenzen d = 5,
d=4,d=2,d=1 ordnen.

Sucht diese neue Gruppierung der Zahlen!
Interessierte konnen ihr Gliick versuchen und die Zahlen von 1 bis 15 in Gruppen
arithmetischer Folgen mit anderen Werten fiir d ordnen.
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101. Acht Sternchen

In eins der weiBen Felder in Abb. 50 habe ich ein Sternchen gesetzt. Setzt noch sieben
weitere Sternchen in die weiBen Felder, aber so, dass sich auf keiner Horizontalen, keiner
Vertikalen und auf keiner Diagonalen mehr als ein Sternchen befindet.

|

>
A. 50

Diese Aufgabe kann man freilich nur durch Probieren |6sen; man sollte aber ein gewisses
System hineinbringen.

102. Zwei Aufgaben iiber die Anordnung von Buchstaben

1. Setzt in ein Quadrat, das in 16 gleich groBe Quadrate unterteilt ist, vier Buchstaben
so ein, dass in jeder Zeile und jeder Spalte und in jeder der beiden Diagonalen des
groBen Quadrats nur ein Buchstabe vorkommt.

Wie groB ist die Zahl der Losungen, wenn die einzuordnenden Buchstaben gleich sind,
und wie groB, wenn sie verschieden sind?

2. Setzt in ein Quadrat, das in 16 gleich groBe Quadrate unterteilt ist, jeden der vier
Buchstaben a, b, c und d viermal so ein, dass in keiner Zeile, keiner Spalte und in keiner
der beiden Diagonalen des groBen Quadrats ein Buchstabe mehrmals steht.

Wie groB ist die Zahl der Lésungen?

103. Die Anordnung verschiedenfarbiger Quadrate

Fertigt euch 16 Quadrate gleicher GroBe aus vier verschiedenen Farben an, nehmen wir
an, weiBe, schwarze, rote und griine, und zwar von jeder Farbe vier Quadrate. Bildet
vier Satze verschiedenfarbiger Quadrate.

Auf jedes Quadrat des ersten Satzes schreibt 1, auf jedes des zweiten 2, auf die Quadrate
des dritten Satzes 3 und auf die des vierten 4.

Es wird verlangt, diese 16 verschiedenfarbigen Quadrate wiederum in Gestalt eines
Quadrates zusammenzustellen. Dabei sollen in jeder Zeile, jeder Spalte und in jeder der
beiden Diagonalen in beliebiger Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 und 4 und auBerdem
jede der vier Farben vorkommen.

Die Aufgabe lasst sehr viele Losungen zu.
Uberlegt ein System, nach dem man die geforderten Aufstellungen erhalt!
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104. Die letzte Spielmarke!

Schneidet 32 gleiche Spielmarken aus und legt eine in jeden Kreis (Abb.51). Da es 33
Kreise sind, bleibt einer, gleichgiiltig welcher, frei.

Die Aufgabe besteht darin, alle Spielmarken mit Ausnahme einer zu schlagen. Diese
letzte Spielmarke muss in demjenigen Kreis (ibrig bleiben, der am Anfang frei war. Man
schlagt eine Spielmarke, indem man Uber sie auf einen freien Kreis springt, wobei die
Ziige vorwarts, riickwarts und nach den Seiten gemacht werden konnen. Bei jedem Zug
muss eine Spielmarke geschlagen werden.

g‘:ﬁ R o e

A. 51

Folglich muss man die Aufgabe in 31 Ziigen lésen.

105. Ein Ring aus Scheiben

Nehmt sechs gleichgroBe Scheiben und legt sie dicht aneinander, wie in Abb. 52a gezeigt
wird. Es wird verlangt, sie in vier Ziigen als Ring anzuordnen (Abb. 52b).

A. 52

Ein "Zug" besteht in folgender Tatigkeit:

Wahrend man fiinf beliebige Scheiben fest auf den Tisch driickt, muss man die sechste
Scheibe, ohne dass sie die Berlihrung mit den (brigen Scheiben verliert, in eine neue
Lage rollen, wobei sie in der neuen Lage mindestens zwei Scheiben beriihren muss.
Diese Aufgabe genau in vier Ziigen zu l6sen, ist nicht so einfach, wie es auf den ersten
Blick erscheinen mag.

Als Scheiben nehmt zum Beispiel sechs gleich groBe Geldstiicke, oder schneidet aus
Pappe sechs gleich groBe Kreisscheiben. Die Losung hangt von der Reihenfolge ab, in
der man die Scheiben umrollt. Wenn man diese Reihenfolge andert, kann man verschie-
dene Losungen erhalten. Es wird verlangt, alle Losungsmoglichkeiten zu finden.
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Um nicht irre zu werden, nummeriert die Scheiben und schreibt jeden Zug nach fol-
gendem System auf:
1 — 2, 3 bedeutet, dass die Scheibe Nr. 1 bis zur Beriihrung mit den Scheiben 2 und

3 gerollt wird;
2 — 6, 5 bedeutet, dass die Scheibe Nr. 2 bis zur Berlihrung mit den Scheiben 6 und
5 gerollt wird usw.

Hier ist ein Muster fiir eine Losung: 1 —+ 2,3;2 -+ 6,5;6 — 1,3; 1 — 6,2.
Sucht noch 23 Losungen!

106. Eiskunstlaufer auf der Kunsteisbahn

Auf einer Kunsteisbahn proben die Mitglieder eines Eisballets fiir eine Auffiihrung. Ein
Kiinstler, der die Ausstattung der Vorstellung besorgte, zeichnete auf eine Halfte der
Eisbahn in der Art eines gemusterten Teppichs 64 Blumenornamente (Abb. 53a) und
auf die andere 64 weiBe und schwarze Felder (wie ein Schachbrett, Abb. 53b).
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A. 53

Es war gerade eine Ubungspause. Ein Madchen und ein Junge - zwei unermiidliche
Eiskunstlaufer - fuhren wahrend der Pause fort, ihre "Kurven" auf der spiegelglatten
Eisflache zu "ziehen".

Das Madchen interessierten die Blumenornamente des Eisteppichs, und sie bekam Lust,
in einem Zug, natirlich mit Wendungen an einigen Punkten, lber alle 64 Blumen zu
laufen. Sie wollte sich nur in Geraden bewegen, und zwar so, dass die letzte Gerade sie
an den Punkt zurickfiihrte, von dem aus sie den Lauf begonnen hatte (er ist in der
Abbildung durch einen Punkt vermerkt).

Es gelang ihr, mit nur 14 geradlinigen Abschnitten auszukommen, wobei sie allerdings
iber einige Blumen mehrmals hinweglief. Zeichnet die Bahn des Madchens auf!

Der Junge libte auf dem anderen Teil der Eisbahn. Als er die "geometrischen" Leistungen
seiner Freundin im Figurenlaufen bemerkte, wollte er nicht zuriickstehen und stellte sich
eine noch kompliziertere geometrische Aufgabe:

Er wollte nur auf den weiBen Feldern des Parketts laufen und die Ecken der Felder
nicht mehr als einmal kreuzen, dabei von der linken duBeren Ecke der Eisbahn bis zur
diagonal gegeniiberliegenden rechten Ecke gelangen und jedes weiBe Feld beriihren.
Es gelang ihm mit 17 geradlinigen Abschnitten. Zeichnet die Bahn des Eiskunstlaufers
auf!
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107. Scherzaufgabe

Jemand bemiihte sich unverdrossen, den Springer auf einem Schachbrett von der linken
unteren Ecke (Feld al) nach der rechten oberen (Feld h8) zu bringen, wobei der Springer
jedes Feld einmal beriihren sollte. Es gelang ihm aber nicht.
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Beweist, dass die Aufgabe tatsachlich unlosbar ist!

108. 145 Tiren

Mittelalterliche Feudalherren bauten manchmal die Keller ihrer Schlésser zu Kerkern
aus, zu Labyrinthen mit sonderbaren Eigenschaften und Geheimnissen: mit Zellenwan-
den, die sich auseinanderschoben, geheimen Gangen und mancherlei Fallen.

Wenn man sich so ein altertiimliches Schloss ansieht, entsteht unwillkiirlich die Lust
zum Phantasieren.

Stellen wir uns vor, dass in einen solchen Keller, dessen Plan in Abb. 55 dargestellt ist,
einer von den Gegnern des Feudalherren gesperrt wurde. Wir denken uns ein Geheimnis
in der Anlage dieses Kellers aus.

Von 145 Tiren sind nur neun verschlossen (in der Abb.55 durch starke Striche gekenn-
zeichnet), alle iibrigen stehen sperrangelweit offen. Es scheint leicht zu sein, zu der Tur
zu gelangen, die nach auBen fiihrt, und sein Glick zu versuchen, sie zu 6ffnen. Da hat
man sich aber verrechnet!
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A. 55
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3 Schwierige Lagen

Es ist auf keinerlei Weise moglich, eine verschlossene Tiir zu 6ffnen. Aber sie 6ffnet
sich von selbst, wenn sie gerade die neunte in der Zahlung ist, das heiBt, wenn vor ihr
acht offene Tiren durchschritten wurden.

Dabei miissen alle geschlossenen Tiiren des Kellers geoffnet und durchschritten werden;
jede offnet sich von selbst, wenn vor ihr acht offene Tiiren durchschritten worden sind.

Man kann auch nicht, um einen Fehler zu berichtigen, zwei bis drei Tiren in der
Nachbarschaft noch einmal durchschreiten, um die Anzahl der benutzten Tiren auf
acht zu bringen; denn sobald man durch eine Zelle gegangen ist, schlieBen sich alle
vorher offenen Tiiren und bleiben verschlossen. Ein zweites Mal kann man nicht durch
eine Zelle gehen.

So hatten es die Feudalherren mit Bedacht eingerichtet.

Der Gefangene kannte dieses Geheimnis des Kellers, und er fand den genauen Plan des
Kellers mit einem Nagel in die Wand seiner Zelle (auf dem Plan mit einem Sternchen
gekennzeichnet) eingeritzt. Lange zerbrach er sich den Kopf, wie er den richtigen Weg
einschlagt. SchlieBlich I16ste er die Aufgabe und gelangte in die Freiheit.

Welche Losung fand der Gefangene?

109. Wie gelangte der Gefangene hinaus in die Freiheit?

Wer Lust hat, kann lber folgende Variante der vorhergehenden Aufgabe nachdenken.
Stellt euch vor, dass die Kasematte, in der ein Gefangener schmachtet, aus 49 Zellen
besteht.

A. 56

In sieben Zellen, die in dem Grundriss des Kellers (Abb. 56) mit den Buchstaben A, B,
C,D, E, F und G bezeichnet sind, befindet sich je eine Tiir, die nur mit einem Schlissel
geoffnet werden kann.

Der Schlussel zur Tur der Zelle A befindet sich in der Zelle a, der zur Tir der Zelle B
in der Zelle b, die Schlissel zu den Tiren der Zellen C, D, E, F und G befinden sich
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3 Schwierige Lagen

entsprechend in den Zellen c, d, e, f und g.

Die tbrigen Tiren werden durch einfachen Druck auf die Klinke geoffnet, aber die
Klinke befindet sich nur auf einer Seite jeder Tiir. Wenn man eine Tir durchschritten
hat, klappt sie automatisch zu.

Aus dem Grundriss des Kellers ist zu ersehen, nach welcher Seite man durch jede Tiir
gehen kann, die sich ohne Schliissel 6ffnen lasst. Aber in welcher Reihenfolge man
die verschlossenen Tiiren 6ffnen muss, ist unbekannt. Es ist gestattet, durch eine und
dieselbe Tiir beliebig oft zu gehen, selbstverstandlich unter Beachtung der Bedingung,
unter der sie sich 6ffnen lasst.

Der Gefangene befindet sich in der Zelle, die in der Zeichnung kenntlich gemacht ist.
Zeigt ihm den Weg, der zum Ausgang in die Freiheit fiihrt!
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4 Geometrie mit Streichhélzern

4 Geometrie mit Streichholzern

Eine Schachtel Streichhoélzer oder ein Biindel Stabchen von gleicher Lange ist ein aus-
gezeichnetes Hilfsmittel fiir geometrische Unterhaltungsspiele, die Findigkeit verlangen
und die Auffassungsgabe fordern.

Mit Streichholzern kann man alle moglichen geradlinigen Figuren bilden; man kann ei-
ne Figur durch Umlegen von Streichholzern in eine andere verwandeln; sogar Lehrsatze
kann man mit Streichhdlzern beweisen. Betrachten wir als Beispiel folgende Aufgabe.

Wieviel gleich groBe Quadrate kann man aus 24 Streichhélzern bilden, wobei man keins
zerbrechen darf, aber auch alle verwenden muss?

Wenn fiir jede Seite des Quadrats sechs Streichhdlzer verwendet werden (es diirfen
nicht mehr sein), dann erhalt man ein Quadrat. Bei fiinf oder vier Streichhdlzern auf
jeder Quadratseite erhalt man aus den 24 Streichhélzern keine gleich groBen Quadrate.

Bei drei Streichhdlzern auf jeder Quadratseite kann man zwei Quadrate auflegen (Abb.
57). Bei zwei Streichhdlzern auf jeder Quadratseite erhalt man drei Quadrate (Abb.
58).

A. 57,58 o N M

Beachtet, dass man aus Quadraten mit drei und zwei Streichhdlzern auf jeder Seite noch
zusatzlich Quadrate anderen Umfangs bilden kann, wie in Abb. 59 und 60 gezeigt wird:
ein zusatzliches Quadrat (1) aus Quadraten mit drei Streichhdlzern je Seite (Abb. 59),
vier zusatzliche Quadrate (1-4) aus Quadraten mit zwei Streichhélzern je Seite (Abb.
60).
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Wenn man je vier Streichholzer fiir ein Quadrat verwendet, kann man aus 24 Streich-
holzern sechs gleich groBe Quadrate bilden (Abb. 61a).

Wenn man aber einige Streichhdlzer als gemeinsame Seite zweier Quadrate benutzt,
kann man aus 24 Streichhdlzern sieben gleich groBe Quadrate bilden (Abb. 61b) oder
acht (Abb. 62a und b) oder sogar neun (Abb. 62c).

Bei der Bildung der letzten drei Figuren sind noch zusatzliche Quadrate anderen Um-
fanges entstanden: eins in Abb. 62a, zwei in Abb. 62b und fiinf in Abb. 62c; sucht
siel
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4 Geometrie mit Streichhélzern
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Bei einem halben Streichholz auf jeder Quadratseite (wir lassen zu, ein Streichholz
quer dber ein anderes zu legen) kann man 16 Quadrate gleich groBen Umfangs und
vier zusatzliche Quadrate bilden, insgesamt 20 Quadrate (Abb. 63).
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Bei einem drittel Streichholz auf jeder Quadratseite konnen aus 24 Streichhdlzern 27
gleich groBe Quadrate gebildet werden, und mit den zusatzlichen Quadraten anderen
Umfangs sind es 42 (Abb. 64a). Und schlieBlich sind es bei einem fiinftel Streichholz je
Quadratseite 50 Quadrate gleichen Umfangs (Abb. 64b). Wenn man noch die zusatz-
lichen Quadrate (60) hinzurechnet, erhélt man insgesamt 110 Quadrate.
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Uberlegt, wie die folgenden Ratselaufgaben zu lésen sind.E|

110. Fiinf Ratselaufgaben

Aus zwolf Streichhoélzern sind vier gleich groBe Quadrate gelegt (Abb. 65); dabei hat
sich noch ein zusatzliches (groBes) Quadrat gebildet. Man soll:

3Unter einer Nummer sind jeweils solche Aufgaben vereinigt, bei deren Lésung man von ein und
derselben Anfangsstellung der Streichhdlzer ausgehen muss. Jede Aufgabe ist unabhéngig von der
vorhergehenden l6sbar.
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4 Geometrie mit Streichhélzern

a) zwei Streichhdlzer wegnehmen, ohne die lbrigen anzuriihren, so dass man zwei
ungleich groBe Quadrate erhalt;

b) drei Streichhélzer so umlegen, dass sich drei gleich groBe Quadrate bilden;

c) vier Streichholzer umlegen, so dass drei gleich groBe Quadrate entstehen;

d) zwei Streichhdlzer umlegen, dass sich sieben Quadrate bilden (bei dieser und der
folgenden Aufgabe wird gestattet, Streichhdlzer quer (ibereinander zu legen);

e) vier Streichholzer umlegen, dass man zehn Quadrate erhilt.

111. Weitere acht Ratselaufgaben

Aus 24 Streichholzern ist die Figur eines Quadrates mit neun quadratischen Zellen
gelegt (Abb. 66). Man soll:
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a) zwolf Streichholzer umlegen, dass zwei gleich groBe Quadrate entstehen;

b) vier Streichholzer wegnehmen, dass die Gbrigen ein groBes und vier kleine Quadrate
bilden:

c) funf gleich groBe Quadrate bilden, nachdem man vier oder sechs oder acht Streich-
holzer weggenommen hat;

d) acht Streichhdlzer so herausnehmen, dass die ibrigen vier gleich groBe Quadrate
bilden (zwei Lésungen);

e) sechs Streichholzer so herausnehmen, dass die dbrigen drei Quadrate bilden;

f) acht Streichhdlzer so herausnehmen, dass zwei Quadrate iibrig bleiben (zwei Losun-
gen);

g) andere acht Streichhdlzer so herausnehmen, dass drei Quadrate (ibrig bleiben;

h) sechs Streichhoélzer so herausnehmen, dass man zwei Quadrate und zwei gleich groBe
unregelmaBige Sechsecke erhilt.

112. Aus neun Streichhodlzern

Aus neun Streichhélzern soll man sechs Quadrate bilden; dabei ist gestattet, ein Streich-
holz quer lber ein anderes zu legen.

‘  ¢—+-——v 113, Die Spirale

Aus 35 Streichholzern ist eine Figur gelegt, die an

., .+ & . eineSpirale erinnert (Abb. 67).
- Legt vier Streichhdlzer so um, dass drei Quadrate
* + """ 1 entstehen.
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4 Geometrie mit Streichhélzern

114. Scherz

Legt sechs Streichhélzer so hin, dass ein Quadrat entsteht.

115. Wie kommt man iiber den Graben?

Aus 16 Streichholzern ist der "Grundriss" einer Burg gelegt, die von einem tiefen Graben
umgeben ist (Abb. 68).
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Wie kann man mit Hilfe von zwei Balken (Streichhdlzern), deren Lange gerade gleich
der Breite des Grabens ist, in die Burg gelangen?

116. Zwei Streichholzer sollen weggenommen werden

Die Figur, die in Abb.69 dargestellt ist, besteht aus acht Streichhdlzern, die teilweise
iibereinandergelegt sind. Man soll zwei Streichhélzer so wegnehmen, dass drei Quadrate
ubrig bleiben.

117. Die Hausfassade

Die "Hausfassade" (Abb. 70) besteht aus elf Streichhdlzern. Wenn man zwei Streichhdl-
zer umlegt, kann man elf Quadrate erhalten, und wenn man vier Streichholzer umlegt,
kann man das "Haus" in eine Figur verwandeln, die 15 Quadrate enthalt. Versucht das!

e

118. Dreiecke

Zur Bildung eines gleichseitigen Dreiecks braucht man drei Streichhélzer (wenn man
sie nicht zerbricht); zur Bildung von sechs gleichseitigen Dreiecken, die einandergleich
(deckungsgleich, kongruent) sind, genligen aber zwolf Streichhélzer. (Figuren werden
deckungsgleich oder kongruent genannt, wenn sie beim Ubereinanderlegen in allen ihren
Teilen ibereinstimmen.)

Fuhrt das durch!

Danach legt vier Streichhdlzer so um, dass drei gleichseitige Dreiecke gebildet werden,
von denen zwei kongruent sind.
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119. Wieviel Streichholzer muss man wegnehmen?
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Es sind 16 kongruente Quadrate aufgelegt (Abb. 71). Wenn man alle Quadrate zusam-
menzahlt, die in dieser Figur enthalten sind, dann ergeben sich insgesamt ... zahlt sie
selbst!

Wieviel Streichholzer muss man (mindestens) wegnehmen, damit die Gbrigbleibende
Figur weder ein groBes noch ein kleines Quadrat enthalt?

120. Schwierig!

Unsere Streichholzer haben eine Durchschnittslange von 4,6 cm.
Wie kann man aus 18 oder sogar aus 5 Streichhélzern, ohne sie zu zerbrechen, einen
Meter legen?

121. Der Zaun

Bei einem "Zaun", dargestellt in Abb. 72, soll man 14 Streichhodlzer so umlegen, dass
sich drei Quadrate ergeben.
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122. Der Pfeil

In Abb. 73 ist aus 16 Streichholzern ein Pfeil gelegt.
a) Legt acht Streichholzer so um, dass man acht kongruente Dreiecke erhilt.
b) Legt sieben Streichhdlzer so um, dass man fiinf kongruente Vierecke erhalt.
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123. Quadrate und Rhomben

Aus zehn Streichhdlzern soll man drei Quadrate legen, dann ein Streichholz wegnehmen
und aus den iibrigen ein Quadrat und zwei Rhomben bilden.

124. In einer Figur verschiedene Vielecke

Legt acht Streichholzer so hin, dass ein Achteck, zwei Quadrate und acht Dreiecke,
alles in einer Figur, entstehen.

125. Der Plan fiir den Garten

16 Streichholzer, die in Gestalt eines Quadrats aufgelegt sind, stellen den Zaun eines
Gartens dar (Abb. 74). Ein Teil der Gartenflache wird von einem Haus eingenommen,
das aus vier Streichhdlzern als Quadrat dargestellt ist. Der (brige Teil des Gartens soll
mit Hilfe von 10 Streichholzern in fiinf kongruente Parzellen geteilt werden.

A 74 '————

126. In flachengleiche Teile zerlegen

1. Zerlegt mit elf Streichholzern ein Quadrat, das aus 16 Streichholzern gebildet ist
(Abb. 75), in vier flachengleiche Teile, und zwar so, dass jedes Teil die drei anderen,
mit seinen Seiten oder Teilen seiner Seiten, berihrt.

gw oo e ,,E, o .
1 /% ! : i
j i g s §
K e i
! e ? I
: : i e
) : k F
; ! : |
: § {
1
(]

) 3 5
A 75 TR N SRS S S i) A 76 Ty @, WOSTL MALERY, g

2. Ein Garten, dessen Umrisse in 20 Streichholzern dargestellt sind und in dessen Mitte
sich ein Brunnen von quadratischer Gestalt befindet (Abb. 76), soll

a) mit 18 Streichhdlzern in sechs kongruente,

b) mit 20 Streichhélzern in acht kongruente Teile zerlegt werden.
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127. Das Parkett

Wieviel Streichhdlzer werden gebraucht, um einen Quadratmeter mit gleich groBen
Quadraten auszulegen, deren Seitenldnge die Lange eines Streichholzes betragt? Die
Lange eines Streichholzes soll 5 cm betragen.

128. Das Verhaltnis der Flachen wird bewahrt

Aus 20 Streichholzern sind zwei Rechtecke gebildet worden: das eine aus sechs und das
andere aus 14 Streichholzern (Abb. 77).
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Durch punktierte Linien ist das erste Rechteck in zwei und das zweite in sechs gleich
groBe Quadrate geteilt. Daraus folgt, dass die Flachen des zweiten Rechtecks dreimal
so groB ist wie die des ersten.

Teilt jetzt diese 20 Streichhdlzer in zwei andere Gruppen auf: in sieben und 13 Streich-
holzer. Setzt aus jeder Gruppe eine Figur so zusammen, dass die Flache der zweiten
Figur dreimal so groB ist wie die der ersten (die Figuren brauchen nicht von gleicher
Gestalt zu sein).
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129. Es sollen die Umrisse einer Figur gesucht werden

Gegeben sind zwolf Streichhdlzer. Wir setzen jedes fiir eine Langeneinheit. Es wird ver-
langt, aus den zwolf Streichhdlzern eine Figur zusammenzusetzen, deren Flacheninhalt
gleich drei Quadraten mit Seiten von je einer Langeneinheit ist.

Das ist eine schwierige Aufgabe, wenn man den einfachsten Fall, dass die Figur aus
drei Quadraten besteht, die mit je einer Ecke zusammenstoBen, ausschlieBt.
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130. lhr sollt den Beweis finden

Legt zwei Streichhdlzer so genau nebeneinander, dass sie eine Gerade bilden, und be-
weist durch Uberlegungen die Richtigkeit eurer Konstruktion.

Zur Beweisfliihrung macht sich eine zusatzliche Konstruktion aus Streichholzern erfor-
derlich, wozu eine beliebige Menge von Streichhdlzern benutzt werden darf.

131. Konstruieren und beweisen

Konstruiert aus Streichholzern ein regelmaBiges Sechseck und beweist die Richtigkeit
der Konstruktion!
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5 Erst wag’s, dann wag’s!

132. In gleiche Teile schneiden

Aufgabe 1. Schneidet die Figur, die in Abb. 78 dargestellt ist, in vier kongruente Vier-
ecke.

A. 78,79

Aufgabe 2. Wie man ein gleichseitiges 0000 Dreieck in vier kongruente Teile schneidet,
ist aus Abb. 79 ersichtlich. Nehmt das obere Dreieck weg; die librigen drei Dreiecke
bilden eine Figur, die man in der Geometrie ein Trapez nennt. Versucht, es ebenfalls in
vier kongruente Teile zu zerschneiden.

Aufgabe 3. Die Platte, die in Abb. 80 dargestellt ist, sollt ihr in sechs kongruente Platten
zerschneiden.

Aufgabe 4. Wenn ein Viereck gleiche innere Winkel und gleiche Seiten hat, nennt man
es ein regelmaBiges Viereck.

Zerschneidet das in Abb.81 dargestellte regelmaBige Sechseck in zwolf kongruente Vier-
ecke! Werden diese Vierecke regelmaBige sein?
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Aufgabe 5. Nicht jedes Trapez kann man in drei oder vier kongruente kleinere Trapeze
zerschneiden. Aber ein Trapez, das aus drei kongruenten gleichschenkligen rechtwinkli-
gen Dreiecken gebildet ist (Abb. 82), dhnlich einem Hammer ohne Stiel im Langsschnitt,
zerschneidet ihr leicht in vier vollkommen gleiche rechtwinklige Trapeze.

A. 82 .

133. Sieben Marzipanrosen auf der Torte

Zum Nachmittagskaffee gab es eine Torte. Mit drei geraden Schnitten wurde sie in
sieben Stiicke aufgeteilt. Dabei ergab sich auf jedem Stiick eine Marzipanrose.
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5 Erst wag's, dann wag's!

Wie wurde die Torte geschnitten?

A. 83

134. Figuren, die ihren Umriss verloren haben

Ein Quadrat, in dessen Feldern ihr einige Ziffern seht (Abb. 84), sollte in vier kongru-
ente Figuren geteilt werden. Diese Figuren waren symmetrisch zur Mitte des Quadrats
angeordnet. Mehr noch, um eine der kongruenten Figuren mit einer anderen zur De-
ckung zu bringen, geniigte es, eine beliebige Figur um 90° um die Mitte des Quadrats
zu drehen. Das schlimme ist aber, dass jemand die Schnittlinien wegradiert hat.
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Nur die Ziffern blieben erhalten, und ich entsinne mich, dass sie so angebracht waren,
dass jede Ziffer einmal in jeder Figur vorkam.

Ich denke, das geniigt euch, um den Figuren ihre verlorenen Umrisse zuriickzugeben,
wenn dazu noch bekannt ist, dass die Schnitte nur an den Seiten der Felder des Quadrats
entlangliefen.

135. Gebt einen Rat!

In Abb.85 ist der Grundriss des unteren Teils einer Vorrichtung dargestellt. Gebt einen
Rat, wie man die Vorrichtung in vier kongruente Teile zerlegen kann, wobei auf jedes
Teil zwei Stifte (dargestellt durch Punkte) und eine Offnung (dargestellt durch kleine
Quadrate) kommen sollen.

A. 85
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136. Ohne Verluste!

Ihr wisst schon, dass in den Betrieben gewisse Werkstiicke nicht sofort auf die Bearbei-
tungsmaschinen, sagen wir, die Hobel- oder Bohrmaschinen gegeben werden, sondern
zuerst dem AnreiBer vorgelegt werden, der auf ihnen die nétigen Linien und Punkte
anbringt. Findigkeit und Fertigkeit des AnreiBers konnen viel zur Materialeinsparung
beitragen.

A. 86

Eines Tages wurde in einem Betrieb eine groBe Menge vieleckiger Messingplatten von
sieben verschiedenen Formen gebraucht, wie sie in Abb. 86 dargestellt sind. Der AnreiBer
iberlegte, dass eine der sieben Platten (stellt fest, welche!) genau sechsmal in ein kleines
rechteckiges Messingblech hineinpasst.

Fir die Anfertigung der ibrigen Platten suchte der AnreiBer in den Abfallen so geschickt
Reste von Messingblechen aus (Abb. 87), dass sich jedes Stiick zu kongruenten Platten
zerschneiden lieB, ohne dass ein Quadratzentimeter Messing verlorenging.

4
=
||
I
)

A. 87

e P T

So erhilt man zum Beispiel aus dem Abfallblech | (Abb. 87) drei Platten Nr. 4 (Abb.86),
aus dem Abfallstiick Il finf Platten Nr.7 usw. Welche Platten der in Abb.86 dargestell-
ten sich aus den (brigen Abfallblechen, die in Abb.87 dargestellt sind, schneiden lassen,
stellt selbst fest!

Ich will noch verraten, dass sich das Abfallblech Il in drei kongruente Platten, das
Blech IV in vier, das Blech V in sechs und das Blech VI in vier kongruente Platten zer-
schneiden lasst. Vergesst nicht, dass sich eine Platte der sieben angegebenen Formen
aus einem rechteckigen Messingblech sechsmal ausschneiden lasst.

Zur Erleichterung fiir die Losung sind die Figuren in Abb.86 und Abb.87 in Felder
eingeteilt.
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137. Die Fensterblende

A entwickelte und kopierte seine Fotoaufnahmen selbst. Dazu musste er in einem klei-
nen Raum seiner Wohnung das Fenster verdunkeln. Dieses hatte das Format 120 cm
mal 120 cm.

Es war ihm nichts anderes zur Hand als eine rechteckige Sperrholzplatte, deren Fla-
cheninhalt zwar dem des Fensters gleich war, die aber nicht dessen MaBe hatte, sie war
90 cm mal 160 cm groB.

Zuerst wusste sich A keinen Rat. Dann aber begann er, mit einem Lineal die Sperr-
holzplatte auszumessen.

Er zog Linien und zerschnitt die Platte lediglich in zwei Teile, aus denen er ein quadrati-
sches Brett in der bendtigten GroBe fir die Verdunklung des Fensters zusammensetzte.
Sucht die Losung!

138. Alles geht zu machen!

"Kann man aus diesem Abfallbrett ein Schachbrett mit 64 Feldern machen?" (iber-
legte ich mir, als ich ein rechteckiges Brett aus Nussbaumholz mit zwei rechteckigen
Vorspriingen (Abb. 88) genau betrachtete.

A. 88

Als ich das Brett ausmaB, errechnete ich, dass ich es ohne jeden Abfall ganz ausnutzen
konnte.

Dann zog ich Linien fiir 64 gleich groBe Felder, wobei auf jeden Vorsprung zwei Felder
entfielen, und zersagte das Brett in nur zwei Teile, die in Form wie GroéBe gleich waren.
Daraus leimte ich das Schachbrett zusammen.

Sucht die Schnittlinie!

139. Ein Hufeisen in Stiicke schlagen

Wie muss man zwei Gerade legen, dass ein Hufeisen durch sie in sechs Teile zerschnitten
werden kann, ohne beim Schneiden den Platz der Teile zu verandern?

140. Ein Quadrat aus dem Buchstaben E bilden
Die Figur in Abb. 89 hat die Umrisse des Buchstabens "E".

Es wird verlangt, die Figur mit nur vier geradlinigen Schnitten in sieben Teile zu zerlegen
und aus den gewonnenen Teilen ein Quadrat zusammenzusetzen.
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A. 89 et

Anmerkung. Jeder spitze Winkel in dieser Figur ist die Halfte eines rechten Winkels,
und jeder stumpfe Winkel ist dreimal so groB wie ein spitzer. Das Verhaltnis der Langen
der Seiten lasst sich nach der Abbildung leicht feststellen.

141. Eine schone Verwandlung

In Abb.90 ist ein regelmaBiges Achteck dargestellt. Die innere Offnung ist ebenfalls
ein regelmaBiges Achteck. Es wird verlangt, die Figur in acht kongruente Teile zu zer-
schneiden und sie zu einem achtzackigen Stern zusammenzulegen, der eine achteckige
Offnung hat.

A. 90

142. Die Reparatur des Teppichs

An einem alten, aber wertvollen Teppich musste man zwei kleine verdorbene dreieckige
Sticke (in Abb. 91 sind es die schraffierten Dreiecke) entfernen.

Eine Kunststopferei sollte die rechteckige Gestalt des Teppichs wieder herstellen, dabei
sollte das Muster erhalten bleiben und kein Stiickchen verlorengehen. Man schnitt den
Teppich in nur zwei Teile und setzte sie zu einem neuen Rechteck (das ein Quadrat
ergab) zusammen. Dabei brauchte man am Teppich nichts umzuarbeiten.

Wie war das moglich?
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143. Helft dem armen Kerl!

Erinnert ihr euch der Rétselaufgabe Nr. 48 mit dem zerlegten Schachbrett? Die Kame-
raden des Erfinders der Aufgabe lernten schlieBlich bald, das Schachbrett aus den 14
Teilen zusammenzusetzen. Darum beschloss der witzige Schachspieler, Zahl und Ge-
stalt der Teile zu andern. Zu seinem Ungliick kam ihm der Gedanke, es zu versuchen,
das Schachbrett in 15 kongruente Figuren, dhnlich dem kopfstehenden Buchstaben L
(F) (Abb. 92a), und ein Quadrat (Abb.92b) zu zerschneiden.

Seitdem hat unser junger Konstrukteur die Ruhe verloren. Es gelingt ihm nicht, das
Schachbrett auf diese Weise zu zerschneiden. Er neigt nun zu der Auffassung, dass es
unmoglich ist, das Brett so zu zerlegen, und versucht, dies zu beweisen. Aber auch das
ist vor der Hand erfolglos. Man muss dem armen Teufel helfen.

Wir wollen ihm beweisen helfen, dass die Losung unmoglich ist, und ihm zum Ersatz
vorschlagen, das Schachbrett in zehn kongruente Figuren, dhnlich dem Buchstaben P

(Abb. 92¢), und eine Figur, dhnlich dem kopfstehenden Buchstaben L (F) (Abb. 92a)
zu zerschneiden. Unsere Aufgabe ist auch nicht gerade leicht, aber sie ist I6sbar.

144. Eine Aufgabe fiir einen Tischler

Zu einem Tischler brachte man zwei kongruente ovale Platten mit einer langlichen
Offnung in der Mitte (Abb. 93) und trug ihm auf, daraus eine kreisrunde geschlossene
Tischplatte anzufertigen.

A. 93

Die Platten waren aus einem kostbaren Holz, und der Meister wollte sie vollstandig, ohne
irgendwelchen Abfall, fiir die Arbeit verwenden. Um keine unniitzen und uniiberlegten
Schnitte zu machen, fertigte sich der Tischler aus festem Papier ein Schnittmuster einer
Tafel an. Er betrachtete sich genau die Form und maB mit dem Zirkel nach.

Da zeigte sich, dass sich die Absicht des Meisters vollstandig durchfiihren lieB und er
dabei mit einer geringen Anzahl von Schnitten bei jeder Tafel auskam.

Wie zersagte der Tischler die Tafeln?
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145. Geometrie auch beim Kiirschner

Ein Kirschner musste auf einen Pelz einen Flicken von der Gestalt eines ungleichseitigen
Dreiecks aufnahen. Er schnitt den Flicken aus gleichem Pelzwerk zu, versah sich aber
dabei. Der Flicken passte auf das Loch im Pelz nur von der linken Seite. Das war sehr
argerlich.

Man konnte doch nicht das zugeschnittene Stiick des wertvollen Pelzes wegwerfen.
Aber wie soll man es auf die rechte Seite wenden und dabei die nétige Dreiecksform
einhalten? Lange tiberlegte der Kiirschner, und endlich kam ihm ein Gedanke. Er kam
dahinter, dass das Stiick irgendwie so in Teile geschnitten werden musste, dass jedes
beim Wenden an seinen alten Platz gelegt werden konnte.

Wie musste er schneiden?

146. Noch mehr!

Versucht, einen Kreis durch sechs Gerade in die groBtmogliche Anzahl von Teilen zu
zerlegen.

In Abb.94 ist der Kreis zum Beispiel in 16 Teile zerlegt. Aber das ist noch nicht die
groBte Anzahl von Teilen; man kann beweisen, dass sie sich nach der Formel %
berechnen |asst, wobei n die Anzahl der schneidenden Geraden ist.

A. 94

Bemiiht euch, bei der Losung eine symmetrische Anordnung der Geraden zu erreichen!
berechnen

147. Verwandlung eines Vielecks in ein Quadrat

Konnt ihr zwei beliebige Quadrate so in Teile zerlegen, dass man daraus ein einziges
Quadrat zusammensetzen kdnnte?

Die erste grundlegende Losung dieser Aufgabe wird dem altgriechischen Gelehrten Py-
thagoras (6. Jahrhundert v. u.Z.) zugeschrieben; aber mit Aufgaben der Verwandlung
einer Figur in eine andere beschiftigten sich die indischen Mathematiker (im Zusam-
menhang mit der Entwicklung der Baukunst im alten Indien) schon ein- oder andert-
halbtausend Jahre vor Pythagoras.

A. 95
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Ordnet die gegebenen beiden Quadrate A und B so an, dass die Seiten des einen als
Verlangerung der Seiten des anderen dienen (Abb. 95) und verbindet mit einer Geraden
c zwei Ecken, wie in Abb. 95 angegeben ist. Es entsteht ein rechtwinkliges Dreieck.
Wenn man jetzt noch ein Quadrat C' liber der Seite ¢ (der Hypotenuse) des gebildeten
rechtwinkligen Dreiecks konstruiert, dann ist es dasjenige Quadrat, das man aus den
Teilen der beiden ersten Quadrate zusammensetzen kann.

Wie kann man aber die gegebenen Quadrate zerlegen? In den zwei- bis anderthalbtau-
send Jahren, die uns von Pythagoras trennen, sind sehr viele praktische Verfahren zur
Losung dieser Aufgabe ersonnen worden. Hier ist eine davon, sie ist sparsam und schon.

Wir ordnen die gegebenen Quadrate in Gestalt der Figur ABCDEF (Abb. 96) an.
Auf der Seite AF' tragen wir den Abschnitt F'Q) = AB ab und zerschneiden die Figur
durch die Geraden EQ) und B(@). Wir tbertragen das Dreieck BAQ in die Lage BCP
und das Dreieck EF(Q in die Lage EDP. Es entsteht das Quadrat EFQBP, das alle
Teile der beiden gegebenen Quadrate enthalt.

Seine Seiten sind gleich der Hypotenuse E () des rechtwinkligen Dreiecks FF'(Q und die
Seiten der beiden gegebenen Quadrate sind gleich den Katheten FF' und F'Q).

(Der Leser, der in Geometrie Bescheid weiB, beweist leicht die Kongruenz der Dreiecke
BAQ, BCP, EFQ und EDP und ferner, dass EQ)QBP ein Quadrat ist. Das ist ein
anderer Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes als der in der Schule gelehrte.)

Und jetzt zerschneidet die in Abb. 97 gezeigte Figur aus einem Quadrat und einem
rechtwinkligen gleichschenkligen Dreieck in nur drei Teile und bildet daraus ein Quadrat!

148. Verwandlung eines regelmaBigen Sechsecks in ein
gleichseitiges Dreieck

Geometrische Aufgaben iiber die Bildung einer Figur aus Teilen einer anderen begeistern
die Mathematiker, die Architekten wie liberhaupt Mathematikinteressenten schon einige
tausend Jahre.

Die gewohnlichen Verfahren fiir die Verwandlung einer Figur in eine andere sind so,
dass man die Figur zerschneidet und die Teile neu zusammensetzt, aber ihre praktische
Verwendung ist meist sehr umstandlich.

Interessant ist bei solchen Aufgaben, das Verfahren zu finden, nach dem man eine
gegebene Figur nur in eine moglichst kleine Anzahl von Teilen zu zerschneiden braucht.
Das ist nicht leicht und erfordert viel Geduld und Findigkeit.
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Wie zerschneidet man zum Beispiel am besten ein regelméaBiges Sechseck (Abb. 98),
um daraus ein regelmaBiges Dreieck zu bilden?

Es gibt einige Losungen, bei denen das Sechseck nur in sechs Teile zerlegt zu werden

braucht.
A 08 Q

Versucht, eine solche Lésung zu finden! Uberdies hat bisher noch keiner gefunden,
wie man ein solches Sechseck in fiinf Teile zerlegen muss, um daraus ein regelmaBiges

Dreieck zu bilden. Aber es hat auch noch keiner bewiesen, dass eine solche Teilung
unmoglich ware.
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149. Wo befindet sich das Ziel?

In Abb.99 sind in den Kreisen die Bildschirme von Radarstationen dargestellt. Auf den
Bildschirmen zeichnet sich eine Zickzacklinie ab. Darunter befindet sich ein Entfer-
nungsmesser. Von der Station werden Radarwellen ausgesendet.

Auf dem Schirm entspricht dieser Augenblick dem Nullpunkt der Skala. Binnen einer
gewissen Zeit gelangen die Radarwellen, reflektiert von einem Ziel (zum Beispiel einem
Schiff auf See), zur Station zuriick. In diesem Augenblick erscheint auf dem Schirm ein
Ausschlag nach oben.

In der Zwischenzeit durchmaB die Radarwelle die doppelte Entfernung zwischen Station
und Ziel, aber der Entfernungsmesser ist so eingerichtet, dass die Zahl, die unter dem
Ausschlag steht, nur die Entfernung von der Station zum Ziel anzeigt. Der linke Schirm
zeigt die Angaben der Kistenradarstation A, der rechte die der Station B.

MaBstab in km

0 10 20 % 40 50 60 70 80 90 00|

Wir nehmen an, dass die Angaben der beiden Kiistenstationen gleichzeitig auf beiden
Schirmen erschienen, nachdem sie das Ziel auf See entdeckt hatten.

Erklart die Angaben der Anzeiger auf den Schirmen (Abb. 99) und bestimmt danach,
in welchem Punkte sich das Ziel befindet.

150. Fiinf Minuten zur Uberlegung

Stellt euch einen holzernen Wiirfel mit 30 cm Kantenlange vor, dessen gesamte Ober-
flache mit schwarzer Farbe angestrichen ist.

1. Wieviel Schnitte sind notig, um den Wairfel in Wiirfel mit 10 cm Kantenlange zu
zerlegen?

Wieviel solcher Wiirfel erhalt man?

Wieviel Wiirfel haben 4 schwarze Flachen?

Wieviel Wiirfel haben 3 schwarze Flachen?

Wieviel Wiirfel haben 2 schwarze Flachen?

Wieviel Wiirfel haben 1 schwarze Flache?

Wieviel Wiirfel haben keinen Anstrich?

NookRwbdN
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151. Das Gleisdreieck

Ein Hauptgleis AB (Abb.100) und zwei kleine Abzweiggleise AD und BD bilden ein
Gleisdreieck. Wenn eine Lokomotive, die auf dem Hauptgleis AB mit dem Schornstein
nach rechts steht, das Gleisdreieck abfahrt, gelangt sie auf den alten Platz mit dem
Schornstein nach links.

Wenn man die Abb. 100 betrachtet, kann man sich leicht vorstellen, wie die Lok fahren
muss damit sie sich mit dem Schornstein nach der anderen Seite "dreht" (nehmt dazu
an, dass keine Waggons auf den Abzweigungen stehen). Jetzt aber steht vor dem
Lokflihrer eine andere Aufgabe.

Er soll die Waggons umrangieren, die auf den Abzweigungen AD und BD stehen: den
weiBen Waggon von der Abzweigung B D nach der Abzweigung AD und den roten von
AD nach BD. Er selbst soll mit der Lok auf den alten Platz zuriickkehren.

A.100

An dem Ende D der Abzweigungen haben hinter der Weiche nur ein Waggon oder die
Lok Platz. Wie loste der Lokfiihrer diese Aufgabe?

Wenn ihr jedes Ankuppeln und jedes Abkuppeln als einen einzelnen "Zug" rechnet,
dann kann ich euch sagen, dass der Lokfiihrer die Aufgabe in zehn Ziigen loste; ihr
konntet sie aber sogar in sechs Ziigen l6sen. Das "StoBen" eines Waggons zahlt als
zwei Ziige, weil es gleichbedeutend mit einem An- und Abkuppeln ist.

152. Eine Aufgabe zum Auswiegen

In einem Paket befinden sich 9 kp Graupen. Versucht, mit Hilfe einer Waage mit
Waagschalen und zweier Gewichte zu 50 p und 200 p die Graupen auf zwei Pakete zu
verteilen, das eine zu 2 kp und das andere zu 7 kp. Dabei diirfen nur drei Wiegevorgange
ausgefiihrt werden.

153. Die Transmission

Die Riemenscheiben A, B, C und D sind durch Treibriemen verbunden, wie in Abb. 101
gezeigt wird. Ist bei dieser Anordnung eine Drehung aller vier Scheiben moglich?

In welcher Richtung dreht sich dann jede Scheibe, wenn sich die Scheibe A im Uhrzei-
gersinn dreht? Ist eine Drehung der Scheiben moglich, wenn alle vier Treibriemen so
gekreuzt sind wie zum Beispiel bei den Scheiben A und B, und ist sie moglich, wenn
nur ein oder drei Riemen gekreuzt sind?
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154. Sieben Dreiecke

Wenn man die Enden von drei Streichhdlzern durch Kigelchen aus Plastilina mitein-
ander verbindet, lasst sich leicht ein gleichseitiges Dreieck bilden (Abb. 102).

A102 &

Nehmt jetzt neun Streichhdlzer und bildet, indem ihr ihre Enden in gleicher Weise
verbindet, sieben gleichseitige Dreiecke!

155. Die Leinwand des Malers

Ein Kunstschiiler bildete sich ein, die zweckmaBigsten AusmaBe einer rechteckigen Lein-
wand fiir seine Werke seien die, bei denen sich die Flache der Leinwand und ihr Umfang
durch ein und dieselbe Zahl ausdriicken lieBen.

Wir werden nicht die Frage erortern, ob solche MaBe fiir die Leinwand von Gemalden
zur besseren Wirkung beitragen; wir werden vielmehr festzustellen versuchen, welche
MaBe (wir nehmen an, nur in ganzen Zahlen ausgedriickt) ein Rechteck haben muss,
damit sein Umfang, ausgedriickt durch eine gewisse MaBeinheit, dieselbe Zahl betragt
wie seine Flache.

Das ist keine leichte Aufgabe, und dennoch hat man eine elegante Lésung ersonnen.
Dabei wurde sogar bewiesen, dass liberhaupt nur zwei Rechtecke moglich sind, die die
Bedingung der Aufgabe erfiillen. Nun mal los! Wer von euch "entdeckt" die Lésung
oder ersinnt eine nicht weniger geistreiche?
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156. Wieviel wiegt die Flasche?

Auf der linken Waagschale einer Waage (Abb. 103a) stehen eine Flasche und ein Glas,
auf der rechten ein Krug; die Waage ist im Gleichgewicht.

Wir stellen das Glas von der linken Waagschale auf die rechte, und den Krug ersetzen
wir durch einen Teller (Abb. 103b).

Die Waage ist wiederum im Gleichgewicht. Jetzt nehmen wir die Flasche von der linken
Waagschale herunter und stellen auf diese zwei gleiche Kriige, und auf der rechten
Waagschale ersetzen wir das Glas durch zwei gleiche Teller (Abb. 103c). Dabei zeigt
sich, dass die beiden Kriige ebensoviel wiegen wie die drei Teller.

Um wieviel ist die Flasche schwerer als das Glas?

157. Die Wiirfel

Einem Meister, der Spielzeug anfertigte, brachte man eine Anzahl holzerner Wiirfel
gleicher GroBe; er sollte auf die Wiirfel Buchstaben und Zahlen fiir ein Spiel kleben.
Der gesamte Inhalt der Oberflachen aller Wiirfel reichte aber nicht aus. Er brauchte
eine doppelt so groBe Flache.

Wie verdoppelte er die Summe des Oberflacheninhalts aller Wiirfel, ohne neue Wiirfel
hinzuzunehmen?

158. Die Biichse mit Schrot

Bei Arbeiten an einer Wasserleitung machte es sich einmal erforderlich, eine Bleilasche
von bestimmtem Volumen anzufertigen. In der Werkstatt war kein Blei vorhanden. Aber
der Meister besaB etwas Jagdschrot und wollte ihn schmelzen. Zum Abmessen hatte
er eine Halbliterbiichse mit Teilstrichen wie bei einem Messzylinder. Diese fiillte er mit
Schrot.

Erhalt man aber nun aus dieser Menge Schrot die Lasche in dem geforderten Volumen?
Bleikugeln sind doch kein Wasser. lhr Volumen kann man wegen der Zwischenraume
nicht mit einem Messzylinder messen.

Wie konnte man das Volumen des zusammengeschiitteten Schrots bestimmen?

Zunachst dachte er, das Volumen eines Schrotkornchens nach der Formel fir den Ku-
gelinhalt zu bestimmen und die Anzahl der Schrotkérner auszuzahlen. Aber das war
kompliziert und langwierig, um so mehr, als sich die Schrotkorner von verschiedener
GroBe erwiesen. Wenn ein Gegenstand aus ein und demselben Stoff besteht, dann kann
man sein Volumen durch Teilung seines Gewichts durch die Wichte des Stoffes bestim-
men.
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Aber, wie zum Trotz, konnte er sich nicht an die Wichte fiir Blei erinnern, und ein
Nachschlagebuch war nicht zur Hand.

Und dennoch bestimmte er schlieBlich schnell und genau genug das Volumen des Bleis,
wobei alle Berechnungen in einer einzigen Grundrechnungsart, einer Subtraktion, be-
standen. Wie machte er das?

159. Wohin kam der Unteroffizier?

In Ausfiihrung eines Befehls seines Kommandeurs ging ein Unteroffizier von der Ort-
schaft M mit dem Azimut (= Winkel der Abweichung in Bogengraden von der Nordsiid-
Richtung tber Ost hinweg) 330° weg.

Als er zu einem Hugel gelangte, ging er mit dem Azimut 30° weiter und kam zu einem
einzeln stehenden Baum. Von dort wandte er sich 60° nach rechts.

Als der Unteroffizier in dieser Richtung an eine Briicke gelangt war, ging er auf dem
Ufer des Flusses mit dem Azimut 150° weiter. Als er nach einer halben Stunde bei einer
Mihle herauskam, wechselte er wieder die Richtung.

Jetzt ging er mit dem Azimut 210° weiter. Am Hause des Miillers angelangt, bog
er noch einmal nach rechts, er ging mit dem Azimut 270° und kam genau an dem
befohlenen Punkt heraus.

Konstruiert mit Hilfe eines Winkelmessers die Marschroute des Unteroffiziers und stellt
fest, wohin er gelangte, wenn bekannt ist, dass er in jeder Marschrichtung 2,5 km
zurlicklegte.

160. Der Durchmesser eines Stammes soll bestimmt werden

Wie groB ist ungefahr der Durchmesser des Stammes, aus dem die in Abb. 104 dar-
gestellte Furnierplatte verfertigt ist? Die GroBe der Platte ist 150 cm mal 150 cm.
Ich erinnere daran, dass der Kreisdurchmesser d annahernd nach der Formel d = 37614
errechnet wird, wobei ¢ der Kreisumfang ist.

150

Verseht euch aber nicht bei der Lésung! d # 37; cm.

A.104

161. Die Erzahlung des Schiilers einer Fachschule

In der Fachschule lernen wir die Einrichtung von Werkbanken und Maschinen kennen;
wir lernen die Werkzeuge richtig zu gebrauchen und uns in schwierigen Lagen zu be-
helfen. Natiirlich kommen uns dabei sehr die Kenntnisse zustatten, die wir uns in der
Schule angeeignet haben. Da gibt mir eines Tages der Meister einen Draht und fragt:
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"Womit misst man den Durchmesser des Drahtes?"
"Mit dem Mikrometer", antwortete ich.
"Wenn nun aber kein Mikrometer zur Hand ist, was machst du dann?"

Nach langerem Nachdenken kam ich darauf. Erratet ihr, wie ich den Durchmesser des
Drahtes gemessen habe? Ein anderer Fall war noch erstaunlicher.

Ich erhielt den Auftrag, eine kreisrunde Offnung in ein Stiick Dachblech von 2 1/2 mm
Starke zu machen.

"Ich hole Bohrer und MeiBel!" sage ich zum Meister.

"Ist nicht notig", antwortet der Meister und kneift dabei listig die Augen zu. "Du hast,
wie ich sehe, Hammer und Flachfeile da. Mit diesen Werkzeugen sollst du auskommen."
Dahinter, gestehe ich, bin ich nicht selbst gekommen. Was hatte ich in diesem Falle
tun miissen?

162. Kann man eine hundertprozentige Einsparung erreichen?

Jemand horte von drei Erfindungen: eine ersparte 30% Brennstoff, die andere 45% und
die dritte 25%. Er gedachte alle drei Erfindungen sofort anzuwenden, in der Absicht,
damit 30% + 45% + 25% = 100% Brennstoff einzusparen.

Ist das aber richtig? Wieviel Prozent Einsparung erhalt man in Wirklichkeit?

163. Mit Federwaagen

Es liegen einige Federwaagen bereit. Die duBerste Belastung fiir eine Federwaage ist 5
kp. Wie kann man unter ausschlieBlicher Verwendung dieser Federwaagen einen Balken
wiegen, dessen Gewicht schatzungsweise 15 bis 20 kp betragt?

164. Wer hat Geschick zum Konstruieren?

1. Wie muss man eine Kette zu drei Gliedern aus
drei Streifen bilden, damit beim Durchschneiden ei-
nes einzigen beliebigen Gliedes die ganze Kette in
die drei Teile zerfallt?

Die ubliche Verkettung, die in Abb.105 dargestellt
ist, eignet sich offensichtlich nicht dazu, weil die
Kette in diesem Falle nur dann in drei Teile zerfallt,
wenn das mittlere Glied durchschnitten wird und
nicht, wenn ein beliebiges durchschnitten wird, wie
die Bedingung fordert.

2. Wie muss man eine Kette zu fiinf Gliedern aus finf Streifen bilden, damit sie in finf
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Teile zerfallt, wenn man ein bestimmtes Glied durchschneidet?

3. Wie muss man eine Kette zu fiinf Gliedern aus fiinf Streifen bilden, damit beim
Durchschneiden eines beliebigen Gliedes die ganze Kette in die fiinf Teile zerfallt?

165. Der Misserfolg

A beobachtete folgendes: Sein alterer Bruder B nahm einen holzernen Spielwiirfel und

sagte ihn so geschickt durch, dass die Schnittflache ein regelmaBiges Sechseck ergab
(Abb. 106).

A.106

Dann zog er mit dem Bleistift Linien, die die Ecken des Sechsecks, eine um die andere,
miteinander verbanden, und er erhielt einen sechszackigen Stern. Von den dreieckigen
Zwischenraumen zwischen den Zacken des Sterns (in Abb. 106 die weiBen Dreiecke) hob
er mit dem Messer eine diinne Schicht Holz ab, klebte auf den Stern eine Gummiplatte
und beschnitt sie ringsherum genau nach den Konturen des Sterns und sagte: "Der
Stempel ist fertig."

Dem A gefiel das. Als Mitgestalter der Wandzeitung seiner Klasse meinte er, dass es ihm
sehr von Nutzen sein kdnnte, wenn er einen solchen Stempel mit einem flinfzackigen

Stern hatte (Abb. 107).
SN
LJ

Er nahm einen Wiirfel aus seinem Baukasten und machte sich an den Versuch, ihn so
zu zersagen, dass die Schnittflache ein regelmaBiges Filinfeck ergab. Er hatte aber bei
seinen Bemiihungen keinen Erfolg.

A.107

Wie sehr er auch versuchte, mit einem Schnitt durch den Wiirfel ein regelmaBiges Fiinf-
eck zu erhalten, es gelang ihm in keiner Weise. Es ergaben sich regelmaBige Dreiecke
verschiedener GroBen, es ergaben sich Quadrate und regelmaBige Sechsecke, und die
nur von einer GroBe, aber kein Fiinfeck. Lange miihte sich A ab, er zersagte alle Wiirfel
seines Baukastens, aber es klappte nicht - entweder kam er einfach nicht dahinter, wie
man den Wiirfel durchschneiden muss, oder es ist liberhaupt unmoglich, mit einem
ebenen Schnitt durch einen Wiirfel ein regelmaBiges Fiinfeck zu bilden.

Und das alles geschah nur deshalb, weil A noch nicht viel von Geometrie verstand. Man
muss ihm helfen, sich iiber folgende Fragen klar zu werden:

1. Kann man mit einem ebenen Schnitt durch einen Wiirfel ein regelmaBiges Fiinfeck
bilden?
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2. Wie muss man einen Wiirfel durchsdgen, damit man mit einem ebenen Schnitt ein
regelmaBiges Dreieck oder ein regelmaBiges Sechseck erhalt?

3. Kann man mit einem ebenen Schnitt durch einen Wiirfel ein regelmaBiges Vieleck
mit mehr als sechs Seiten bilden?

166. Welcher Kasten ist schwerer?

Gegeben sind zwei gleiche Kasten von Wiirfelgestalt, gefillt mit Kugeln von gleicher
Wichte. In dem ersten Kasten befinden sich 27 gleich groBe Kugeln und in dem zweiten
64 kleinere, aber untereinander gleich groBe Kugeln. Welcher Kasten ist schwerer?

Es wird vorausgesetzt, dass in beiden Kasten die Kugeln dicht bis obenan liegen, dass
sich in jeder Schicht die gleiche Anzahl befindet und dass die duBeren Kugeln jeder
Schicht die Kastenwande beriihren. Wenn man den Kasten schlieBt, dann wird auch
der Deckel von den Kugeln der obersten Schicht beriihrt.

167. Man soll den Mittelpunkt eines Kreises suchen

Wie sucht man den Mittelpunkt eines Kreises (Abb. 108) mit Hilfe eines Zeichendreiecks
ohne MaBeinteilung und eines Bleistifts (wobei der Bleistift nur zum Zeichnen von
Hilfslinien verwendet werden darf)?

A.108

168. Die Kunst des Tischlers

In einer Ausstellung von Arbeiten junger Tischler - Schiilern einer Betriebsberufsschule
- zeigte man uns einen merkwirdigen holzernen Wiirfel. Er bestand aus zwei Teilen,
die fest miteinander durch Zapfen verbunden waren, deren Umrisse man aber von jeder
der vier Seitenflachen des Wiirfels sehen konnte (Abb. 109).

A.109

Die Teile des Wiirfels waren nicht aufeinandergeklebt und mussten sich offensichtlich
trennen lassen. Aber wie?

Wir versuchten, die Teile nach oben und nach unten, nach links und nach rechts, nach
vorn und nach hinten auseinanderzuziehen; es war erfolglos. Kommt ihr vielleicht darauf,
wie sich die Teile trennen lieBen und welches Aussehen jedes von ihnen hatte?
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169. Geometrie auf einer Kugel

Im Geometrieunterricht musstet ihr gewiss Konstruktionsaufgaben mit Hilfe von Zir-
kel und Lineal l6sen. Dabei wurden alle Konstruktionen auf dem Papier oder an der
Schulwandtafel ausgefiihrt.

Ihr musstet aber wohl kaum bei der Losung geometrischer Aufgaben Konstruktionen auf
einer beliebigen gekrimmten Flache, nehmen wir an, auf der Oberflache einer Kugel,
ausfiihren?

Auf diese Weise kann man zum Beispiel den Durchmesser einer Kugel nur unter Zuhil-
fenahme von Zirkel und Lineal bestimmen.

Legt auf den Tisch eine beliebige Kugel, zum Beispiel aus dem Krocketspiel (Abb. 110),
nehmt ein Blatt Papier, Zirkel, Lineal ohne MaBeinteilung und Bleistift und Gberlegt,
wie man auf dem Papier eine Strecke konstruiert, die gleich dem Durchmesser der Kugel
ist.

170. Jetzt ist viel Scharfsinn notig

Einen Holzblock (ein rechtwinkliges Parallelepiped) mit Kanten von der Lange 8 cm,
8 cm und 27 cm (Abb. 111) soll man so in vier Teile zersagen, dass man daraus einen
Wiirfel bilden kann.
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A.111

Es ist natiirlich wiinschenswert, den Block nicht aufs Geratewohl zu zersagen, sondern
erst zu Uberlegen, zu rechnen und einen Aufriss zu entwerfen.

Beachtet, dass diese Aufgabe von euch gute raumliche Vorstellungen und Auffassungs-
gabe verlangt.

171. Schwierige Bedingungen

Um euren Scharfsinn zu iiben, stellt euch folgende schwierige Lage vor:

Ihr sollt nur unter Verwendung eines Lineals mit MaBeinteilung das Volumen einer
Flasche (mit kreisrundem, quadratischem oder rechteckigem Boden) bestimmen, die
zum Teil mit einer Flissigkeit gefiillt ist. Es wird angenommen, dass der Flaschenboden
flach ist. Es ist weder erlaubt, die Flissigkeit auszugieBen noch sie aufzufillen.
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172. Zusammengesetzte Vielecke

Bauleute konnen ein ganzes Haus aus Fertigteilen montieren, die in der Fabrik vorgefer-
tigt sind. Warum sollten nicht auch wir unser Gliick versuchen, eine analoge "Bauweise"
in der Geometrie anzuwenden, freilich mit dem Unterschied, dass unsere "Fertigteile"
kongruente Vielecke sind.

Stellt euch vor, es steht euch eine ungeordnete Menge kongruenter Vielecke zur Verfi-
gung. Es wird verlangt, die Vielecke so aneinanderzulegen, dass aus ihnen ein Vieleck
der gleichen Gestalt entsteht, wie sie die gegebenen Vielecke haben, nur groBer, genau-
er: ein Vieleck dhnlich (im Sinne der Geometrie) den gegebenen zu bilden.

Beim Zusammenlegen darf man die Vielecke beliebig drehen und wenden, aber nicht
falten oder in Teile schneiden.

Nicht jedes Vieleck eignet sich hierzu. So lassen sich zum Beispiel gleiche regelmaBige
Sechsecke schon in einer Ebene auflegen (denkt an einen FuBboden, der mit sechse-
ckigen Fliesen ausgelegt ist), aber aus ihnen ein regelmiaBiges Sechseck zu bilden ist
unmoglich.
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Aus kongruenten Quadraten oder kongruenten gleichseitigen Dreiecken lassen sich leicht
ahnliche Figuren bilden (Abb. 113).

/2

A.113

Als hochst taugliche "Fertigteile" fiir ahnliche Figuren erweisen sich Vielecke, wie sie
in Abb. 114 dargestellt sind, und andere, die man aus kongruenten Quadraten (zum
Beispiel aus den Kastchen von kariertem Papier) oder aus kongruenten gleichseitigen
Dreiecken bilden kann.

a

SN

Vielecke, die den in Abb. 114 dargestellten ahnlich sind, kann man nicht nur aus vier,
sondern auch aus neun oder 16 oder einer noch groBeren Anzahl der in Abb. 114
gegebenen Vielecke bilden.

Al14 Lo

In Abb. 115 wird als Beispiel gezeigt, wie man aus vier Vielecken a oder b oder aus 16
Vielecken c (vgl. Abb. 114) diesen ahnliche Figuren bildet.
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Zu einem "Bau" von Figuren, die einer gegebenen dhnlich sind, muss man, wie ihr seht,
wenigstens vier kongruente Anfangsfiguren haben, und dann entweder neun oder 16,
iiberhaupt n? Figuren, wobei n eine ganze Zahl ist.

Und das folgt aus dem bekannten Lehrsatz der Geometrie, wonach sich die Flachen
ahnlicher Vielecke verhalten wie die Quadrate ihrer Seitenlangen.

Bei der Bildung eines Vielecks aus einer Anzahl einzelner, ihm ahnlicher Vielecke kdnnen
wir erwarten, dass die Langen seiner Seiten 2- oder 3- oder 4- oder ... n-mal so groB3
sind wie die Langen der entsprechenden Seiten des anfanglich gegebenen Vielecks.
Dann wird seine Flache 22- oder 32- oder 4%- oder ... n?>-mal so groB sein wie die Flache
des anfangs gegebenen Vielecks. Folglich werden zum "Bau" der geforderten Figuren
entsprechend 4 oder 9 oder 16 oder ... n? Anfangsfiguren benétigt.

Aufgabe. Bildet Vielecke, die denen aus Abb. 114 ahnlich sind 1. aus 9 Figuren a; 2.
aus 9 Figuren b; 3. aus 4 Figuren c; 4. aus 16 Figuren b; 5. aus 9 Figuren c.

Fertigt aus Papier (mit quadratischen oder dreieckigen Kastchen) andere "Fertigteile",
analog den in Abb.114 dargestellten, schneidet sie in groBerer Menge aus und veran-
staltet einen Wettbewerb darliber, wer am schnellsten und aus der geringsten Anzahl
von Vielecken einer gegebenen Gestalt dhnliche Figuren baut.

Behaltet im Auge, dass man aus vier oder neun kongruenten Figuren nicht immer ein
ahnliches Vieleck bilden kann. Es konnen auch mindestens 16, 25, 36 und lberhaupt
n? Figuren erforderlich sein, wobei n eine beliebige ganze Zahl ist, die im voraus nicht
bekannt ist. Daher ist es interessant, festzustellen, welche Anzahl gegebener Figuren
mindestens zur Bildung eines dhnlichen Vielecks erforderlich ist.

"Musterfertigteile" sind in Abb. 116 dargestellt. |hr konnt auch andere entwerfen, nur
bedenkt dabei, dass es "Fertigteile" gibt, aus denen keine ahnlichen Figuren gebildet
werden konnen.

173. Ein Mechanismus mit Scharnieren zur Konstruktion
regelmaBiger Vielecke

Bastlern sind die Schwierigkeiten bekannt, die mit der Konstruktion regelméaBiger Fiinf-
, Sieben- oder Neunecke verbunden sind. Zirkel und Lineal reichen hier zur genauen
Konstruktion nicht aus.

Ihr konnt euch aber selbst einen einfachen Mechanismus anfertigen, der sich zur Kon-
struktion eines beliebigen n-Ecks von n = 5 bis n = 10 eignet.
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Der Mechanismus besteht aus beweglichen Staben oder Leisten, die zwei kongruente
Parallelogramme ABF'G und BCHK bilden (Abb. 117).

A.117

Die Leiste DFE ist mit den Gleitern D und E versehen, die frei beweglich sind, und
zwar D auf AG und E auf BK.

Die GroBe der Leisten ist so, dass AB = BC = CD = DF ist. Trotz Veranderung
der Lage von D auf AG und von E auf BK bleiben die Parallelogramme ABFG
und BC'HK kongruent. Es bleiben auch die Trapeze ABC'D und BC'DE kongruent,
wodurch die Gleichheit der Winkel des n-Ecks gewahrleistet ist, von dem vier aufeinan-
derfolgende Seiten jedesmal die Strecken AB, BC', C'D und DE und die zugehorigen
inneren Winkel ZABC, ZBCD und ZCDEFE sind.

Eine solche Verbindung zweier Parallelogramme durch Gelenke gewahrt bei geniigen-
der Lange die Moglichkeit, in einem einheitlichen Verfahren mechanisch ein beliebiges
regelmaBiges n-Eck von n = 5 bis n = 10 zu bilden.

Zur Konstruktion eines Quadrats mit Hilfe dieses Mechanismus besteht zwar kein Be-
diirfnis, aber man wiirde auch ein Quadrat erhalten, wenn man praktisch £/ mit A zur
Deckung bringen konnte.

Das praktische Verfahren zur Konstruktion regelmaBiger n-Ecke fir n = 5,6,7,8,9
und 10 mit Hilfe des Scharniermechanismus ist in folgenden Eigenschaften der entspre-
chenden Vielecke begriindet:

a) ZDOB = 90° bei dem Fiinfeck (Abb. 118a);
b) ZEAB = 90° bei dem Sechseck (Abb. 118b);
) ZEOB = 90° bei dem Sechseck (Abb. 118c);
) ZEBA = 90° bei dem Achteck (Abb. 118d);
) ZEAB = 60° bei dem Neuneck (Abb. 118e);
) ZDAB = 36° bei dem Zehneck (Abb. 118f);

A.118

Um mit dem Scharniermechanismus regelmaBige n-Ecke mit n = 5,6,7 oder 8 zu
zeichnen, muss man hilfsweise die rechten Winkel Y10X, Y5AX, Y30X oder Y1 BX
konstruieren.
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Dann legt man den Mechanismus mit der Leiste AB an die Gerade durch A und B,
so dass sich entweder die Punkte O (bei den Zeichnungen a und c) oder die Punkte B
decken. Wahrend man die Leiste AB fest auf das Papier driickt, dreht man die tbrigen
Leisten, bis sich D mit der Geraden OY; (fir das Fiinfeck) deckt oder E mit der
Geraden AY; (fiir das Sechseck) oder F mit OY3 (fir das Siebeneck) und schlieBlich
E mit BY; (fiur das Achteck).

Um regelmaBige n-Ecke mit n = 9 oder 10 zu zeichnen, muss man hilfsweise die
Strahlen AY; und AYj so ziehen, dass ZY5AX = 60° und £YgAX = 36° sind.

Dann legt man den Mechanismus mit der Leiste AB so an die Gerade durch A und
B, dass sich die Punkte A decken. Wahrend man die Leiste AB fest auf das Papier
driickt, dreht man die Gbrigen Leisten, bis sich E mit AY; (fir das Neuneck) oder D
mit AYy (fur das Zehneck) deckt.

Wenn der Mechanismus starr in der erlangten Stellung belassen wird, erhalten wir vier
aufeinanderfolgende Seiten (und finf Ecken) des gesuchten n-Ecks. Wenn wir vier Sei-
ten des n-Ecks haben, ist es nicht schwer, durch mehrfaches Anlegen der "Schablone",
die durch die festgehaltenen Leisten gebildet wird, das ganze n-Eck zu konstruieren.

Es ist klar, dass die Seitenldnge eines jeden konstruierten n-Ecks gleich der Lange der
Leisten AB ist. Wenn ein Vieleck anderer GroBe gebraucht wird, kann man es durch
Konstruktion eines geometrisch ahnlichen Vielecks erhalten.

Theoretisch ist die Konstruktion genau; die praktische Genauigkeit hangt jedoch von
der Prazision des Gerats ab. Der beschriebene Mechanismus kann aus Holz oder Leicht-
metall angefertigt werden.

Aufgabe. lhr kénnt gewiss einen Winkel mit Zirkel und Lineal halbieren. Uberlegt, wie
man einen Winkel von 1° konstruieren kann, wobei ihr zunachst den beschriebenen
Mechanismus mit Scharnieren und dann Zirkel und Lineal verwenden sollt.
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7 Domino und Waurfel

A. Domino

Das Dominospiel besteht aus 28 rechteckigen Tafelchen, den Steinen (Abb. 119).
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A. 119

Jeder Stein ist in zwei Quadrate geteilt, auf denen Punkte angebracht sind. Die Punkte
sind auf den Quadraten so verteilt, dass auf jedem Stein eine der moglichen Kombina-
tionen zu je 2 aus den 7 Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 dargestellt ist.

Damit ist jeder Dominostein durch zwei Zahlen charakterisiert: die Zahl der Punkte
auf dem einen Quadrat und die der Punkte auf dem anderen. Die Summe aller Punkte
eines Steins bestimmt die Zahl seiner "Augen". Wenn beide Halften eines Steins die
gleiche Anzahl Augen haben oder beide "leer" sind, dann wird ein solcher Stein "Pasch"
genannt.

Anstelle einer vollstandigen Darstellung eines Steins wollen wir einfach zwei Ziffern (mit
einem Bindestrich dazwischen) nebeneinander schreiben, die die Anzahl der Augen auf
jeder Halfte des Steins anzeigen. So bezeichnet die Angabe 0-5 den Stein, bei dem
auf einem Quadrat kein Punkt (0) und auf dem anderen fiinf Punkte (5) sind. Der
Ausdruck 4-6 bezeichnet den Stein mit vier und sechs Punkten usw.

Die Spielweise ist so bekannt, dass es nicht nétig ist, sie zu beschreiben. Ich erinnere
nur an die Hauptregel: An ein Quadrat eines auf dem Tische ausgelegten Steins darf
nur ein Quadrat mit gleicher Augenzahl gelegt werden.

Die Bezeichnung aller 28 Dominosteine kann man in folgender Weise ordnen:

0-6 1-6 2-6 3-6 4-6 5-6 6-6 0-5 1-5 2-5 3-5 4-5 5-5 0-4 1-4 2-4 3-4 4-4 0-3 1-3 2-3 3-3
0-21-22-20-11-10-0

Das Dominospiel an und fir sich bietet keine mathematischen Probleme. Wenn ihr aber
einen vollstandigen Satz Dominosteine habt, dann (ibt euch in der Losung folgender
interessanter Rechen- und Ratselaufgaben.

174. Wieviel Augen?

Lost unter Beachtung der Hauptregel des Dominospiels (siehe oben) folgende Aufgabe:
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Alle 28 Dominosteine sind nach der Spielregel in einer Kette so auf den Tisch ausgelegt,
dass sich an dem einen Ende 5 Augen befinden. Wieviel Augen miissen an dem anderen
Ende der Kette sein? Uberlegt zuerst und probiert es dann praktisch aus!

175. Zwei Kunststiicke

1. lhr versteckt unauffallig einen der Dominosteine (aber keinen "Pasch") und verheim-
licht vor euren Freunden, dass vor ihnen 27 Steine und nicht 28 liegen.

Dann gebt ihr ihnen auf, alle Steine nach der Spielregel in einer Kette aufzulegen,
beginnend mit einem beliebigen Stein (man kann dabei die "Pasche" auslassen), und
ihr sagt im voraus die Zahlen der Augen an, die an den Enden der Kette liegen werden.

Es sind die Zahlen der Augen, die auf den Quadraten des versteckten Steins stehen.
Warum?

2. Nehmt 25 Dominosteine, dreht sie "mit dem Gesicht" nach unten und legt sie mit
den Langsseiten nebeneinander. Dann erklart ihr, dass ihr euch umdrehen oder sogar in
ein anderes Zimmer gehen werdet, wahrend jemand eine beliebige Anzahl von Steinen
(aber nicht mehr als zwolf) vom rechten Ende an das linke legen soll. lhr versprecht,
die Anzahl der umgelegten Steine zu erraten.

Wenn ihr die Steine zum "Raten" vorbereitet und sie "mit dem Gesicht" nach unten
dreht, legt ihr 13 von ihnen mit fallender Augenzahl von 12 bis 0 hin (Abb. 120) und
rechts davon die lbrigen 12 in willkiirlicher Folge.

Wenn ihr in das Zimmer zuriickkehrt, deckt ihr den mittelsten Stein auf (das ist beim
Abzahlen von einem Ende der 13.). Seine Augenzahl gibt mit Sicherheit die Anzahl der
in eurer Abwesenheit umgelegten Dominosteine an. Warum ist das so?

176. Der Gewinn der Partie ist gesichert

Angenommen, es spielen vier Personen Domino: A und C gegen B und D. Die Steine
werden bei Spielbeginn zu gleichen Teilen verteilt, jeder erhalt sieben Steine. Versuchen
wir zu erklaren, wovon der Gewinn einer Partie abhangt.

Er hangt natiirlich in gewissem MaBe von der Fertigkeit des Spielers ab; aber es sind
auch Falle der Verteilung der Steine unter die Mitspieler méglich, dass das erste Paar
unbedingt gewinnt, namlich dass einer von diesen beiden Spielern eher als alle anderen
samtliche Steine auslegt.

Es habe zum Beispiel A folgende Steine:

1-0, 1-1, 1-2, 1-3, 0-4, 0-5, 0-6

und D habe die tbrigen Steine mit Nullen und Einsen, das heiBt:

0-0, 0-2, 0-3, 1-4, 1-5, 1-6

und noch irgendeinen Stein.

Die lbrigen Steine gehoren den Spielern B und C, gleichgiltig, wem welche.
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In diesem Falle fiihrt das ganze Spiel zu einem Zweikampf zwischen dem Spieler A vom
ersten und dem Spieler D vom zweiten Paar, und die anderen beiden Spieler B und C
konnen nicht einen einzigen Stein auslegen.

Der Spieler A beginnt und legt 1-1 aus. B und C argern sich, denn sie haben keinen
passenden Stein. D kann einen von den drei Steinen 1-4, 1-5 und 1-6 anlegen. Danach
muss A 0-4, 0-5 oder 0-6 anlegen. B und C "passen" wiederum, weil sie weder Einsen
noch Nullen haben. D kann einen von den Ubrigen Steinen anlegen.

A hat immer einen Anschluss, der an den Enden der Kette 0 oder 1 ergibt. SchlieBlich
legt A alle Steine aus, B und C legen nicht einen Stein aus, und D behalt einen Stein
ibrig. Die Partie hat das Paar A und C gewonnen. (Fiihrt diese Partie von Anfang bis
Ende durch!)

Bei der Verteilung der Steine auf die Spieler konnen die Kombinationen aus Nullen und
Einsen durch entsprechende Kombinationen der Zahlen 2, 3, 4, 5 und 6 ersetzt werden.
Es lasst sich leicht feststellen, dass die Anzahl aller Serien, die analog der untersuchten
sind, gleich der Anzahl aller einfachen Kombinationen von sieben Elementen zu je zwei
ist, das heiBt, die Anzahl ist 21. Die Wahrscheinlichkeit, zufallig eine von diesen Serien
zu erwischen, ist hochst gering.

Im vorhergehenden Spiel dauerte die Partie so lange, bis die Steine bei einem der
Mitspieler zu Ende waren; aber es kommt auch vor, dass nach einigen Zigen das Spiel
zu Ende ist, weil keiner der Mitspieler einen passenden Stein hat. In diesem Falle ist
dasjenige Paar Gewinner, bei dem die Summe der Augen auf den zuriickbehaltenen
Steinen die kleinere ist.

Versucht, nach indirekten Angaben iiber eine solche Kurzpartie darauf zu kommen,
welche Steine auf den Tisch aufgelegt worden waren. Es spielen dieselben Personen:

A und C gegen B und D. Jeder hat sechs Steine, vier Steine bleiben verdeckt, und die
Spieler machen aus, keine Steine zu "kaufen"Die Steine des Spielers A sind bekannt:
2-4, 1-4, 0-4, 2-3, 1-3, 1-5.

Sein Partner C hat fiinf Pasche. D hat zwei Pasche; die Summe seiner samtlichen Steine
ist 59.

Der Spieler A beginnt das Spiel mit dem Stein 2-4. B passt, C legt an, D passt, A legt
an, B passt wieder, C legt an und beendet das Spiel. Das Paar B und D verliert die
Partie, bei der es nicht einen einzigen Zug getan hat.

Die Partner A und C behalten 35 Augen und die Partner B und D 91 Augen zuriick.
Die Summe der Augen auf den vier ausgelegten Steinen ist 22.

Bestimmt nach diesen Angaben, welche vier Steine verdeckt blieben und welche vier
Steine ausgelegt wurden!

177. Der Rahmen

Legt die Dominosteine nach der (iblichen Spielregel aneinander, so dass ein quadrati-
scher Rahmen entsteht. Verwendet dabei alle 28 Steine und ordnet sie so, dass in jeder
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Seite des Quadrats die Summe der Augen 44 ist!

178. Das Fensterchen

Aus Dominosteinen kann man "Fensterchen" mit gleicher Augenzahl auf jeder Seite des
"Fensterchens" legen (Abb.121).
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Bildet unter Verwendung aller 28 Dominosteine weitere sieben gleichartige "Fenster-
chen", die besagte Eigenschaft besitzen.

Anmerkung.

1. Die Zahlen der Augen in den Ecken der Quadrate gehen zweimal in die Berechnung
ein, einmal in der horizontalen und einmal in der vertikalen Seite.

2. Die Augenzahl braucht nur in den Seiten jedes einzelnen "Fensterchens" gleich zu
sein.

179. Magische Quadrate aus Dominosteinen

Aus Dominosteinen kann man nicht nur "Fensterchen" und "Rahmen" bilden, sondern
auch volle Quadrate, ja sogar "magische".

Wenn verschiedene Zahlen, jede nur einmal, so in Form eines Quadrats angeordnet
werden, dass die Summen der Zahlen in jeder Zeile, in jeder Spalte und in jeder der
beiden Diagonalen gleich sind, dann nennt man ein solches Quadrat ein "magisches" [

So ist es zum Beispiel sehr leicht, aus allen sieben Blanken (so heiBen die Dominosteine,
bei denen auf einer oder beiden Halften keine Augen sind) und zwei weiteren Steinen
(1-6 und 2-6) ein magisches Quadrat (Abb.122) mit der konstanten Summe 12 zu
bilden.

4Ausfiihrlicheres iiber die magischen Zahlenquadrate vgl. im Kapitel "Kreuzsummen und magische
Quadrate".
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A. 122

[Bei diesem und anderen magischen Quadraten aus Dominosteinen wird als ein Feld des
Quadrats jeweils der ganze Stein, nicht nur eine seiner Halften, gerechnet (vgl. Abb.
122) ]

Fir die Darstellung des magischen Quadrats ist folgende Schreibweise bequemer:

1-6 0-0 0-5
0-2 0-4 0-6
0-32-6 0-1
oder in Zahlen
705

246

381

Interessant ist die Feststellung, dass die Zahlen der Augen der verwendeten neun Steine
sich als die acht ersten Zahlen der natiirlichen Zahlenfolge 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8 darstellen,
und dazu kommt noch die Null.

Wenn man jedoch die neun Steine nimmt, deren Augenzahlen den neun ersten Gliedern
der natiirlichen Zahlenfolge entsprechen, wie zum Beispiel in Abb. 123, dann kann man
aus ihnen ein magisches Quadrat mit der konstanten Summe 15 bilden (Abb. 124).
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Analoge Quadrate kann man aus Steinen konstruieren, die alle Zweier oder Dreier oder
Vierer enthalten, und aus noch zwei entsprechend ausgewahlten Steinen. Die konstante
Summe dieser Quadrate ist 18, 20 und 24. Man kann magische Quadrate auch aus
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einer groBeren Anzahl von Steinen, aus 16, 25 usw. bilden; dabei ist gestattet, dass
sich Zahlen wiederholen.

Als Beispiel fithren wir das Schema eines magischen Quadrats mit der konstanten
Summe 18 an, das aus 16 Dominosteinen besteht:

2-6 1-2 1-3 0-3
1-4 0-2 3-6 1-1
0-51-50-1 0-6
0-02-50-4 1-6

Es besteht aus den Steinen, die alle Nullen und alle Einsen enthalten und dazu aus
den drei Steinen 2-5, 2-6, 3-6. Die Summe der Augen in jeder Spalte, jeder Zeile und
den beiden Diagonalen dieses Quadrats ist 18. Einige der Steine enthalten eine gleiche
Anzahl von Augen, zum Beispiel 1+4=0+5 (1. Spalte), 24+ 5 = 1 + 6 (letzte Zeile)

Uusw.
s v EEEAAHE

Das erhaltene Quadrat besitzt auBerdem die interessanten Eigenschaften, dass man die
erste Spalte hinter die vierte oder die oberste Zeile unter die unterste setzen kann und
dabei wiederum ein magisches Quadrat erhalt. Wenn in diesem Quadrat alle Steine, die
Nullen und Einsen enthalten, durch Steine ersetzt werden, deren Augenzahlen um 1,2
oder 3 groBer sind, dann erhalten wir wieder ein magisches Quadrat. (Der Stein 0-6
darf jedoch nicht ausgewechselt bzw. nur um 1 statt um 2 und nur um 2 statt um 3
erhoht werden!)

Wenn wir schlieBlich in einem beliebigen solchen Quadrat jeden Stein durch einen
Erganzungsstein! ersetzen, dann erhalten wir wiederum ein magisches Quadrat.

Wie ihr seht, gibt das Domino reichlich Material zur Ubung an magischen Quadraten.
Lost jetzt folgende Aufgaben:

1. Bildet ein magisches Quadrat mit der konstanten Summe 21 aus den neun Steinen,
die in Abb. 125 gegeben sind!

2. Sucht neun Dominosteine heraus, deren Augenzahlen die Folge 4, 5, 6,7, 8,9, 10, 11
und 12 bilden, und setzt daraus ein magisches Quadrat zusammen. Welche konstante
Summe hat dieses Quadrat?

3. Sucht 16 Dominosteine mit den Zahlen 1, 2, 3, 3, 4, 4,5,5,6,6, 7,7, 8, 8, 9 und
10 heraus und bildet aus ihnen ein magisches Quadrat.

4. Bildet ein magisches Quadrat mit der konstanten Summe 27 aus folgenden 25 Stei-
nen: 0-0, 0-1, 0-2, 1-1, 0-3, 1-2, 0-4, 2-2, 3-1, 3-2, 4-1, 5-0, 1-5, 6-0, 4-2, 3-3, 1-6,
3-4, 2-5, 2-6, 3-5, 44, 4-5, 6-3, 6-4.
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7 Domino und Wiirfel

180. Multiplikation im Domino

Seht euch Abb. 126 an! Mit Hilfe von vier Steinen haben wir die Multiplikation einer
dreistelligen Zahl (der Zahl 551) mit einer einstelligen (der Zahl 4) dargestellt.

A. 126

Versucht, alle 28 Dominosteine so zu ordnen, dass sich sieben "Multiplikationen" dhn-
lich der in Abb. 126 gezeigten ergeben. Sechs "Multiplikationen" konstruiert ihr ohne
besondere Miihe. Aber bei der siebenten muss man mehr (iberlegen.

Als Erganzungssteine werden die Dominosteine bezeichnet, bei denen die Augenzahlen
in den Quadraten diejenigen eines anderen Steines zu 6 erganzen.

Solche Steine sind zum Beispiel 2-3 und 4-3 oder 1-2 und 5-4. In einem Satz von 28
Steinen gibt es vier Steine (0-5, 1-5, 4-2 und 3-3), die sich selbst ergénzen

181. Ein gemerkter Dominostein soll erraten werden

Gebt euren Freunden auf, dass sie sich gemeinsam, aber geheim vor euch, einen belie-
bigen Dominostein merken.
Jetzt sollen sie nacheinander folgende Berechnungen anstellen:

1. die Anzahl der Augen einer beliebigen Halfte des gemerkten Steins mit 2 multipli-
zieren,

2. zum Produkt eine beliebige euch genannte Zahl m hinzufiigen,
3. die erhaltene Summe mit 5 multiplizieren,

4. zum Produkt die Zahl der Augen der anderen Halfte des gemerkten Steins hinzu-
zahlen.

Fragt sie nach dem Endresultat und zieht davon 5m ab. Dann geben euch die zwei Zif-
fern der erhaltenen zweistelligen Zahl die Zahl der Augen auf den Halften des gemerkten
Dominosteins an.

Nehmen wir zum Beispiel an, dass sie sich den Stein 6-2 gemerkt haben. Sie haben 6
mit 2 multipliziert und nach eurer Forderung m = 3 hinzugefiigt. Das ergibt 15. Sie
multiplizieren 15 mit 5 und flugen die zwei Augen der anderen Halfte des gemerkten
Steins hinzu. Das ergibt 77. Wir ziehen 5m = 15 ab und erhalten 77 — 15 = 62. Der
gemerkte Dominostein ist 6-2.

Wie kommt das zustande?

B. Wiirfel

Der Spielwiirfel ist ein Wiirfel, auf dessen Seitenflichen Punkte angebracht sind. Auf
einer Seite ist ein Punkt, auf einer anderen sind zwei, auf der dritten drei, auf den
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7 Domino und Wiirfel

ubrigen vier, finf und sechs Punkte. In Abb. 127 wird ein solcher Spielwiirfel und sein
Schnittmuster gezeigt.

A. 127 °

Die Anzahl der Punkte auf den Seitenflachen des Wiirfels bestimmt die Zahl der Augen.
Die Punkte sind auf den Seitenflachen so angebracht, dass die Summe der Augen auf
gegeniiberliegenden Flachen 7 ist.

Warum erwies sich gerade der Wiirfel als derjenige Vielflachner (Polyeder), der sich am
besten zum Spiel eignet?

Vor allem ist klar, dass ein Spielkorper ein regelmaBiger Vielflachner sein muss, da nur
in diesem Falle beim Wurf fiir jede seiner Seitenflachen die gleiche Chance besteht,
oben zu sein. Von den fiinf Arten regelmaBiger Polyeder hat sich schlieBlich der Wiirfel
als der geeignetste erwiesen: ihn herzustellen bereitet keine groBe Schwierigkeit, und
beim Waurf rollt er sich leicht genug.
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A. 128

Wenn man alle fiinf regelmaBigen Polyeder mit gleichem Kraftaufwand wirft, dann
rollen Tetraeder und Oktaeder (Abb. 128) kaum, der Wiirfel (Abb. 127) rollt besser,

und Dodekaeder (Abb. 129) und lkosaeder (Abb. 130) sind so "rund" , dass sie fast
wie eine Kugel rollen.
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A. 129,130

Die sechs Seitenflachen lieBen den Gedanken aufkommen, die sechs ersten natdrlichen
Zahlen zu verwenden, und die paarweise parallele Anordnung der einander gegeniiber-
liegenden Seitenflachen gestattete es, diese Zahlen einfach, gesetzmaBig und in einem
gewissen Sinne symmetrisch anzuordnen.

Das hier angewendete Prinzip der Sieben ist auch der Schliissel zur Lésung verschiede-
ner Kunststiicke mit einem oder einigen Spielwiirfeln. Wer diese Eigentiimlichkeit der
Anordnung der Punkte auf den Wiirfelflachen nicht kennt, dem wird es nicht leicht
fallen, die Geheimnisse des "Erratens" bei den Kunststicken zu entschleiern.
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182. Ein arithmetisches Kunststiick mit Spielwiirfeln

Fir das Kunststiick braucht man drei Spielwiirfel.

Wenn ihr sie nicht habt oder auf euren Wiirfeln das "Prinzip der Sieben" nicht gewahrt
ist, dann zeichnet das Schnittmuster des Wiirfels, das in Abb. 127 dargestellt ist, auf
festes Papier oder diinnen Karton, schneidet es aus und klebt es zusammen.

Der "Zauberer" dreht sich um. Jemand aus dem "Publikum" wirft drei Wiirfel auf den
Tisch. Der Zauberer fordert das Publikum auf, die Zahl der Augen auf den oberen
Seitenflachen aller drei Wiirfel zu addieren, irgendeinen beliebigen Wiirfel hochzuheben
und die Zahl der Augen auf der Unterflache des Wiirfels zur vorigen Summe zu addieren.

Weiter fordert der Zauberer auf, denjenigen Wiirfel, der hochgehoben wurde, noch
einmal zu werfen und die Zahl der Augen auf seiner oberen Flache zur erhaltenen
Summe zu addieren. Danach dreht sich der Zauberer um, erinnert das Publikum daran,
dass er nicht weiB, welcher Wiirfel noch einmal geworfen wurde, nimmt alle drei Wiirfel
in die Hand, schiittelt sie (zur Steigerung der Spannung) und "errat" zur Verwunderung
des Publikums das Endresultat der Rechenoperation.

Wie macht man das? Bevor man die Wiirfel in die Hand nimmt, muss man die Augen
auf ihren oberen Seitenflachen addieren und 7 hinzufiigen. Die erhaltene Summe ist
diejenige, die "erraten" werden muss.

183. Die Summe der Augen auf den verdeckten Flachen soll
erraten werden

Drei Spielwiirfel sollen zu einer Saule iibereinander gestapelt sein (Abb. 131).

A. 131

Wenn ihr nur die obere Flache der Saule oder nur zwei seitliche Flachen seht, konnt ihr
sofort die Summe der Augen auf den Flachen, mit denen die Wiirfel aufeinander liegen,
und auf der Unterflache der Saule ermitteln.

So ist zum Beispiel in der Anordnung der Wiirfel, die in Abb. 131 dargestellt ist, die
gesuchte Summe 17. Uberlegt, nach welchen Regeln man sich richten muss, um die
Summe der verdeckten Augen zu erraten.

184. In welcher Reihenfolge lagen die Wiirfel?

Gebt euren Freunden drei Wiirfel, ein Stiick Papier und einen Bleistift und sagt ihnen,
sie sollen die Wiirfel beliebig nebeneinanderlegen und die dreistellige Zahl bilden, deren
Ziffern den Augen auf den oberen Seiten der Wiirfel entsprechen.
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A. 132

Das ist zum Beispiel bei den in Abb. 132 dargestellten Wiirfeln die Zahl 254. An diese
Zahl sollen sie die drei Ziffern anhangen, die den Augen auf den Unterseiten der Wiirfel
entsprechen. Damit erhalt man eine sechsstellige Zahl, in unserem Beispiel 254523.
Dann sollen sie diese Zahl durch 111 teilen und euch das Resultat sagen.

Ohne eine Multiplikation durchzufiihren, konnt ihr sehr schnell die drei ersten Ziffern
der sechsstelligen Zahl angeben und damit also sagen, in welcher Reihenfolge die Wiirfel
lagen.

Wie wird das gemacht? Man zieht von der angesagten Zahl 7 ab und teilt die Differenz
durch 9. Die Ziffern des Quotienten geben die Lage der Wiirfel an. Wenn wir unser
Beispiel fortsetzen, erhalten wir also:

254523 : 111 = 2293; 2293 — 7 = 2286; 2286 : 9 = 254

Was ist die mathematische Grundlage dieses Kunststiicks?
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8 Eigentiimlichkeiten der Neun

Einige Eigentiimlichkeiten bei Rechenoperationen mit ganzen Zahlen sind mit der Zahl
9 verkniipft. Jede Eigenheit der Zahl 9 kann dazu dienen, sich verschiedene mathema-
tische Aufgaben zur Unterhaltung auszudenken.

Bekannt ist zum Beispiel das Merkmal der Teilbarkeit durch 9: Eine Zahl ist durch 9
teilbar, wenn die Summe ihrer Ziffern (= Quersumme) durch 9 teilbar ist. Ein Beispiel:
354-9 =3186; 3+ 1+ 8+ 6 = 18 (18 ist durch 9 teilbar).

Als sich ein kleiner Junge darliber beklagte, dass es ihm so schwer falle, sich das kleine
Einmaleins mit der Neun einzupragen, schlug ihm sein Vater ein einfaches Verfahren
vor, mit den Fingern dem Gedachtnis nachzuhelfen. Wir wollen es ausprobieren!

Legt beide Hande nebeneinander auf den Tisch und streckt die Finger aus. Jeder Finger
von links nach rechts soll einer Zahl der natiirlichen Zahlenfolge entsprechen: der erste
der 1, der zweite der 2, der dritte der 3, der vierte der 4 usw. bis zum zehnten, der die
Zahl 10 bedeuten soll. Jetzt soll eine beliebige Zahl der ersten Dekade mit 9 multipliziert
werden. Dazu braucht ihr nur, ohne die Hiande vom Tisch zu nehmen, denjenigen Finger
hochzuheben, der den Multiplikanden darstellt.

Dann stellt die Zahl der iibrigen Finger, die links vom erhobenen Finger liegen, den
Zehner des Produkts, und die Zahl der Finger rechts davon den Einer dar.

Beispiel. Multipliziert 7 mit 9. Legt die Hande auf den Tisch und hebt den siebenten
Finger (Abb. 133). Links vom erhobenen Finger liegen 6 Finger und rechts 3. Das
Resultat der Multiplikation von 7 mal 9 ist 63. Diese auf den ersten Blick erstaunlich
mechanische Multiplikation wird sofort klar, wenn man sich erinnert, dass die Quer-
summe eines jeden Produkts mit der 9 als Faktor bis 90 gleich 9 ist und der Zehner
des Produktes immer um 1 kleiner ist als diejenige Zahl, die wir mit 9 multipliziert
haben. Durch das Hochheben des entsprechenden Fingers zeigen wir das an und ...
multiplizieren folglich.

Die menschliche Hand ist eine der ersten Rechenmaschinen!
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Noch einige Besonderheiten der Zahl 9:

1. Durch 9 ist stets teilbar

a) die Differenz zwischen einer beliebigen Zahl und ihrer Quersumme;

b) die Differenz zwischen zwei Zahlen mit gleichen, aber verschieden angeordneten
Ziffern;

c) die Differenz zwischen zwei Zahlen mit gleichen Quersummen.

2. Wenn man aus beliebigen Ziffern Zahlen bildet, die sich nur durch die Folge dieser
Ziffern unterscheiden, dann erhalt man bei der Division einer jeden dieser Zahlen durch
9 ein und denselben Rest. Dieser Rest ist gleich dem aus der Division der Quersumme
der genannten Zahlen durch 9.

3. Wenn wir den Rest aus der Division der Quersumme einer Zahl durch 9 mit Neun-
errest bezeichnen, dann ist

: Summe _
a) der Neunerrest aus einer Differenz VO" Zahlen gleich dem Neunerrest aus der
Summe der Neunerreste der Summanden .
Differenz von Minuend und Subtrahend '

b) der Neunerrest aus dem Produkt zweier Zahlen gleich dem Neunerrest aus dem
Produkt der Neunerreste der gegebenen Zahlen.

Ihr prift diese Eigentiimlichkeiten leicht an Zahlenbeispielen nach und, wenn ihr mit
der Algebra vertraut seid, dann kénnt ihr sie beweisen. Sucht als selbstandige Ubung
eine analoge GesetzmaBigkeit fiir den Neunerrest eines Quotienten. Wenn ihr mit den
Losungen der Aufgaben dieses Kapitels klargekommen seid, konnt ihr viele von ihnen
als mathematische Kunststiicke verwerten.

185. Welche Ziffer wurde weggestrichen?

Aufgabe 1. Euer Freund soll, ohne es euch sehen zu lassen, eine Zahl aus drei oder mehr
Ziffern, aber ohne Verwendung der Null, aufschreiben, sie durch 9 teilen und euch den
Rest aus dieser Division ansagen.

Jetzt fordert ihr ihn auf, eine beliebige Ziffer in der von ihm verwendeten Zahl wegzu-
streichen.

Die Zahl, die danach entsteht, soll er durch 9 teilen und euch wieder den Rest dieser
Division nennen. lhr kénnt sofort sagen, welche Ziffer weggestrichen wurde, wenn ihr
folgende Regeln beachtet:

5Zu 1a) 953 — 17 = 936;936 : 9 = 104, zu 1b) 8573 — 3785 = 4788; 4788 : 9 = 532; zu 1c) 8573
(Quersumme 23) - 6962 (Quersumme 23) = 1611; 1611 : 9 = 179;
62u 2)817:9=90 Rest 7; 178 : 9 = 19 Rest 7; 187 : 9 = 20 Rest 7; Quersumme 16 : 9 = 1 Rest 7
"zu 3a) 27805 + 219 = 28024; Quersumme 16:9 = 1 Rest 7; 27805; Quersumme 22 : 9 = 2 Rest 7;
219; Quersumme 12:9 =1 Rest 3; Rest 4 + Rest 3 =7;7:9 =0 Rest 7
27805 — 219 = 27586; Quersumme 28:9 = 3 Rest 7; 27805; Quersumme 22 : 9 = 2 Rest 7;
219; Quersumme 12:9 =1 Rest 3; Rest 4 - Rest 3 =1;1:9 =0 Rest 1;
zu 3b) 2073 - 56 = 116088; Quersumme 24 : 9 = 2 Rest 6; 2073; Quersumme 12 : 9 = 1 Rest
3: 56; Quersumme 11 :9 =1 Rest 2; Rest 3 - Rest 2=6; 6 : 9 = 0 Rest 6

104



8 Eigentiimlichkeiten der Neun

a) Wenn der zweite Rest kleiner ist als der erste, dann erhaltet ihr die weggestrichene
Ziffer, wenn ihr den zweiten Rest vom ersten abzieht.

b) Wenn der zweite Rest groBer ist als der erste, erhaltet ihr die weggestrichene Ziffer,
wenn ihr den zweiten Rest von dem um 9 vermehrten ersten abzieht.

c) Wenn die Reste gleich sind, dann ist die ausgestrichene Ziffer 9.
Warum ist das so?

Anmerkung. In denjenigen Fallen, in denen die Division keinen Rest ergibt, muss der
Rest gleich 0 gesetzt werden.

Aufgabe 2. Jetzt gebt eurem Freunde auf, sich zwei Zahlen mit gleichen, aber in ver-
schiedener Reihenfolge angeordneten Ziffern auszudenken und die kleinere von der gro-
Beren abzuziehen. Er darf euch natiirlich weder die ausgedachten Zahlen noch die
Differenz sagen, vielmehr soll er aus der Differenz eine Ziffer (nur keine 0) wegstrei-
chen und euch die Quersumme der iibrigen Ziffern ansagen. Um die gestrichene Ziffer
festzustellen, geniigt es, wenn ihr die angesagte Zahl bis zum nachsten Vielfachen von
0 erganzt.

Zum Beispiel: 72105 — 25507 = 47034.

Wir streichen die Ziffer 3 aus. Die Quersumme ist 4+7+4 = 15. Die Erganzung von 15
bis zur nachsten durch 9 teilbaren Zahl, das heiBt bis 18, ist 3. Das ist die gestrichene
Ziffer.

Warum ist das so?

Anmerkung. Die Aufgabe kann man durch Verwertung der obengenannten Eigenschaf-
ten der 9 verschiedenartig umgestalten:

Man kann zum Beispiel die Aufgabe stellen, von einer Zahl ihre Quersumme abzuziehen
und eine Ziffer der Differenz (auBer 0) wegzustreichen, und an Hand der Quersumme
der lbrigen Ziffern der Differenz die weggestrichene Ziffer auf die gleiche Weise erraten.

Aufgabe 3. Wir schreiben eine beliebige Zahl auf, zum Beispiel 7146. Eine Ziffer strei-
chen wir weg, zum Beispiel die 4. Von der (briggebliebenen Zahl ziehen wir die Quer-
summe der anfangs niedergeschriebenen Zahl (18) ab. In unserem Beispiel erhalten wir:
716 — 18 = 698. Das Resultat wird angesagt.

Wie kann man, wenn man das Resultat der Subtraktion weiB, die gestrichene Ziffer
ermitteln?

Aufgabe 4. Schreibt zwei oder mehr Zahlen mit der gleichen Anzahl von Ziffern auf.
Ich schreibe noch ebenso viele Zahlen hinzu, drehe mich um und bitte euch, irgendeine
Ziffer, auBer einer 0, auszustreichen und die Summe der Zahlen zu errechnen, wobei
fir die weggestrichene Ziffer 0 zu setzen ist.

Wenn ihr mir jetzt die Summe oder gar nur ihre Quersumme ansagt, dann gebe ich
euch sofort an, welche Ziffer gestrichen wurde. Zum Beispiel:
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605 Diese zwei Zahlen habt ihr niedergeschrieben
218

781 Diese Zahlen habe ich dazugeschrieben

394

1298

Die Quersumme der Summe ist 1 +2 + 9 4+ 8 = 20.
Gestrichen wurde eine 7. Welche Zahlen muss ich hinzuschreiben, und wie stelle ich die
gestrichene Ziffer fest?

Aufgabe 5. In der vorhergehenden Aufgabe wurden ebenso viele Zahlen hinzu geschrie-
ben, wie bereits dastanden. Aber es braucht unter denselben Bedingungen auch nur
eine Zahl hinzugeschrieben zu werden. Zum Beispiel:

3521 Diese drei Zahlen habt ihr niedergeschrieben
4086

7219

4272 Diese Zahl habe ich dazugeschrieben

19108

Die Quersumme der Summe ist 1 +9 + 1+ &8 = 19.
Gestrichen wurde die 8. Welche Zahl muss ich hinzuschreiben, und wie stelle ich die
gestrichene Ziffer fest?

Aufgabe 6. Denselben, Gedanken kann man in anderer Formulierung ausdriicken. Gebt
eurem Freunde auf, nebeneinander einige Spalten einstellige Zahlen niederzuschreiben.
Dann schreibt ihr rechts oder links davon - nach Wunsch des Mitspielers noch eine
Spalte Zahlen dazu, so dass jede eurer Zahlen die Quersumme der Zeile zu einem
Vielfachen von 9 erganzt.

Jetzt konnt ihr getrost eurem Mitspieler aufgeben, eine beliebige Ziffer zu streichen und
durch die 0 zu ersetzen und die Zahlen nach der Regel fiir die Addition mehrstelliger
Zahlen zu addieren.

Nach der euch angegebenen Quersumme bestimmt ihr unter Verwendung der euch nun-
mehr bekannten Regel mit Leichtigkeit, welche Ziffer gestrichen wurde. Zum Beispiel:

Diese Zahlen schrieb ich dazu Vom Mitspieler geschriebene Zahlen

63 216
44 802
47 421
51 921
95 238
302 198

Die Quersumme der Summe ohne 9 ist: 3 +2+ 1+ 8 = 14; 18 — 14 = 4. Gestrichen
wurde eine 4.

Es ist interessant, dass man alle hinzugeschriebenen Zahlen durch eine einstellige Zahl
ersetzen kann, die an beliebiger Stelle hinzugeschrieben wird. Erratet, wie!
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186. Eine geheimnisvolle Eigenschaft

Die Zahl 1313 lasst sich leicht merken.

Gebt euren Kameraden auf, die Zahl 1313 niederzuschreiben und von ihr eine von
euch genannte Zahl zu subtrahieren. Fiir die Subtraktion kénnt ihr beliebige Zahlen
vorschlagen: dem einen Teilnehmer die eine, dem anderen eine andere.

Dann soll jeder Teilnehmer zu der von ihm bei der Subtraktion erhaltenen Zahl rechts
oder links die Zahl hinzuschreiben (wohlgemerkt: hinzuschreiben, nicht addieren), die er
subtrahiert hat, aber vermehrt um 100. In der neu gebildeten Zahl soll er eine beliebige
Ziffer streichen, nur keine 0, und euch die (brigen Ziffern ansagen.

An Hand dieser Ziffern ermittelt ihr mit Leichtigkeit die Ziffer, die von den Teilnehmern
weggestrichen worden ist.

Welche Eigentliimlichkeit der Zahl 1313, die mit der Eigenschaft der 9 zusammenhangt,
verhilft zur Feststellung der weggestrichenen Ziffer, und wie kann man das berechnen?

187. Noch einige unterhaltsame Verfahren zur Ermittlung einer
fehlenden Zahl

Aufgabe 1. Aus den neun Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8 und 9 suche ich acht beliebige
heraus und verteile sie willkirlich auf einem Blatt Papier.

Um euch nicht zu zeigen, welche Zahlen ich ausgewahlt habe, sind sie in Abb. 134
durch Kreise ersetzt.

An einer beliebigen Stelle ziehe ich darunter die Gerade AB und nenne sie "Additionss-
trich".

Die Zahlen verbinde ich willkiirlich durch einige Linien, gerade oder krumme, das ist
gleichglltig; aber jede Zahl beriihre ich nur einmal. Jede Linie verlangere ich bis zum
Additionsstrich. Unter den Additionsstrich schreibe ich die Summen der Zahlen, die
entlang der Linien liegen. Euch zeige ich nur die Zahlen, die unter dem Additionsstrich
stehen, oder ich nenne euch ihre Quersumme.

Die Zahlen, die in Abb. 134 unter dem Additionsstrich stehen, ergeben folgende Quer-
summe: 1 +4+1+44+ 1+ 2 = 13. Stellt fest, obwohl ihr nur diese Summe kennt,
welche Zahl in der Anzahl der ausgesuchten nicht enthalten ist!

Anmerkung. Anstatt die ausgewahlten Zahlen auf dem Papier zu verteilen, kann man
sie auch beliebig auf die Seiten eines Dreiecks (Abb. 135a) oder Vierecks (Abb. 135b)
oder eines anderen Vielecks verteilen und unter den Additionsstrich nur die Summen
der Zahlen schreiben, die an u Seite der Figur gesetzt sind.
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Aufgabe 2. Jetzt verteile ich auf einem Blatt Papier die Zahlen 11, 22, 33, 44, 55, 66,
77, 88 und 99. Wiederum ziehe ich den Additionsstrich und verbinde alle Ziffern auBer
einer so durch einige Linien, dass jede Ziffer nur zu einer Linie gehort.

Y T

A.136 % 13 25 ° 13 12

Damit ich euch nicht zeige, welche Ziffer ich ausgelassen habe, ist in Abb. 136 jede Zahl
durch ein Rechteck mit zwei Kastchen ersetzt, die den Ziffern dieser Zahl entsprechen.

Unter den Additionsstrich schreibe ich die Quersumme der Zahlen, die durch die Ziffern
ausgedrickt werden, die an jeder Linie stehen. Ich bitte euch wiederum, nach diesen
Summen die Ziffer zu ermitteln, die von keiner Linie berthrt wird. Wer aus der vorher-
gehenden Aufgabe klug geworden ist, fiir den ist das nicht schwer.

Aufgabe 3. Schreibt alle Zahlen von 1 bis 8 auf und nehmt eine beliebige Zahl heraus.
Die iibrigen sieben Zahlen ordnet willkiirlich in zwei oder mehr Spalten ein. Addiert alle
Zahlen, indem ihr sie wie mehrstellige behandelt, und sagt mir die Summe oder die
Quersumme der Summe an.

Ich stelle sofort die herausgenommene Zahl fest. Wie mache ich das?

188. Nach einer Ziffer des Resultats sollen die iibrigen drei
ermittelt werden

Irgendeine zweistellige Zahl mit gleichen Ziffern war mit 99 multipliziert worden. Es
lasst sich leicht feststellen, dass das Produkt eine vierstellige Zahl sein muss.

Wie kann man, wenn man nur die dritte Ziffer des Resultats kennt, das Resultat re-
konstruieren? Angenommen, die erhalten gebliebene Ziffer sei eine 5. Wie lautet das
ganze Resultat?

189. Die Differenz soll erraten werden

Schreibt eine beliebige dreistellige Zahl mit ungleichen Ziffern, ohne sie mir zu sagen,
nieder (angenommen 621). Bildet aus denselben Ziffern eine neue Zahl, wobei die
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Ziffern in umgekehrter Reihenfolge angeordnet sind (fiir das gegebene Beispiel ist das
126).

Berechnet die Differenz zwischen beiden Zahlen, indem ihr die kleinere von der groBeren
abzieht (621 — 126 = 495). Sagt mir die letzte Ziffer der Differenz (5), und ich nenne
euch das gesamte Resultat. Wie macht man das?

190. Das Lebensalter soll bestimmt werden

Wenn ihr die Ziffern des Lebensalters von A vertauscht, erhaltet ihr das Alter von B.
Die Differenz der Lebensalter von A und B ergibt das doppelte Lebensalter von C. B
sei zehnmal so alt wie C. Bestimmt das Alter eines jeden!

191. Worin liegt das Geheimnis?

Einer aus unserem Freundeskreis erklarte, er konne, ohne lange zu liberlegen, eine be-
liebige Anzahl von Zahlen mit einer ungeraden Anzahl von Ziffern niederschreiben, von
denen jede folgende merkwiirdige Eigenschaft besaBe:

Wenn man die Quersumme der Zahl bilde und von der Quersumme wieder die Quer-
summe und so fort, bis die Quersumme nur noch durch eine Ziffer ausgedriickt wird,
dann sei diese Ziffer unausbleiblich dieselbe wie die mittelste Ziffer der Ausgangszahl.

Sofort (iberhaufte er uns mit solchen Zahlen. Darunter waren dreistellige, wie zum Bei-
spiel 435, fiinfstellige, wie 46853, und selbst 13stellige, wie zum Beispiel 1207941800554

Er schrieb Zahlen nieder mit Ziffern, wie wir sie verlangten. Und jedes Mal bewahrhei-
tete sich die von ihm angekiindigte Eigenschaft der Ziffern.

Priifen wir das einmal an den Zahlen nach, die als Beispiele angefiihrt sind. Wir haben:

44+3+5=12;1+2=3;
4+6+8+5+3=26;24+6=38;
1+24+7+94+4+1+8+5+5+4=46;4+6=10;1+0=1.

Tatsachlich ergibt die letzte Quersumme jedesmal die mittelste Ziffer der Zahl.
Die originelle "Begabung" unseres Freundes machte auf uns groBen Eindruck. Er konnte
doch wirklich nicht eine solche Masse von Zahlen auswendig gelernt haben!

Wir versuchten selbst aufs Geratewohl, analoge Zahlen aufzuschreiben, aber unsere
Zahlen besaBen aus irgendeinem Grunde fast nie die genannte Eigenschaft. Worin lag
das Geheimnis der Zahlen unseres Freundes?
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9 Mit und ohne Algebra

Mit der Entwicklung der Mathematik als Wissenschaft vervollkommnete sich auch die
Fertigkeit, Aufgaben zu I6sen. Rein arithmetische Losungsverfahren traten mit der Ent-
wicklung der Buchstabensymbole allmahlich die Palme der Meisterschaft an die Algebra
mit ihrem Apparat von Gleichungen ab.

Die Bezeichnung unbekannter Zahlen mit Buchstaben und die nachfolgende Aufstellung
von Beziehungen zwischen unbekannten und bekannten Zahlen, das heiBt die Aufstel-
lung einer Gleichung, wurde eine groBartige, allgemeinverstandliche und einheitliche
Methode zur Lésung verschiedenartiger Aufgaben.

Wenn wir eine Aufgabe I6sen, ziehen wir immer Schlussfolgerungen; aber wir sind dabei
auch bestrebt, den kiirzesten Gedankengang zu wahlen. In einem Falle ist es glinsti-
ger und einfacher, die Uberlegungen "von der unbekannten zur bekannten GroBe" zu
fihren und sie mit der Aufstellung einer oder einiger Gleichungen abzuschlieBen (der
algebraische Weg).

Bei diesem Wege muss man zur zweckmaBigsten Wahl der Unbekannten, fiir die man
die Gleichung aufstellt, die Eigenheiten der Aufgabe beriicksichtigen.

Um spater erfolgreich schwierige Aufgaben lésen zu konnen, ist die Beherrschung des
algebraischen Weges unerlasslich. In anderen Fallen ist es besser, eine Aufgabe in ein-
zelnen Etappen "von der bekannten zur unbekannten GroBe" zu I6sen, indem man jede
Etappe konkret festlegt (der arithmetische Weg).

Beide Wege der Gedankenfiihrung erganzen sich gewissermaBen; auf jedem kann man
geistreiche und elegante Losungen entwickeln.

Bekannt ist im Familienkreis bereits seit mehr als einem halben Jahrhundert folgende
Aufgabe, die bisweilen auch in den Schulen gestellt wird:

Wie die Gans und der Storch eine Aufgabe losten

Eine einzelne Wildgans begegnete einem Flug Wildganse. Sie rief: "Guten Tag, ihr
hundert Ganse!"

Die alte Leitgans antwortete ihr: "Nein, wir sind nicht hundert Ganse! Schau an, wenn
wir soviel waren, wie wir sind, und dann noch einmal soviel und dann noch einhalbmal
soviel und noch ein viertelmal soviel und dann du dazu, dann waren wir hundert Ganse,
aber so sind wir ... na, rechne einmal selbst, wieviel wir sind."
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Die Wildgans flog weiter und dachte nach. Wieviel Artgenossen war sie denn nun
begegnet?

Sie liberlegte und Uberlegte und konnte auf keine Weise die Aufgabe 16sen, von welcher
Seite sie auch immer anfing. Da sah sie am Rande eines Teiches einen Storch, der
umherstelzte und Frosche suchte. Der Storch ist ein wirdiger Vogel und genieBt unter
den Vogeln den Ruf eines Mathematikers. Stundenlang steht er manchmal regungslos
auf einem Bein, und jeder denkt: Jetzt lost er eine Aufgabe.

Die Wildgans freute sich, flog hinab auf den Teich, schwamm zum Storch heran und
erzahlte ihm, wie sie einem Flug Artgenossen begegnet sei und welches Ratsel ihr die
Leitgans aufgegeben habe. Sie konne es aber nicht losen.

"Hm! ...", rausperte sich der Storch. "Wir wollen versuchen, es zu l6sen. Sei aufmerksam
und gib dir Miihe, dass du alles verstehst! Horst du?"

"Ich hore und werde mir Miihe geben!" antwortete die Wildgans.

"Also! Wie sagte sie zu dir? Wenn man zu dem Flug Wildganse noch ebensoviel hin-
zufligt, dann noch ein halbmal soviel, dann ein viertelmal soviel und dann noch dich,
dann waren es hundert? Nicht wahr?"

"Jal" antwortete die Gans.

"Jetzt schau her", sagte der Storch, "was ich dir hier auf den Ufersand zeichne."

Der Storch kriimmte seinen Hals und zog mit dem Schnabel einen Strich, daneben noch
einen gleich groBen Strich, dann einen halb so groBen, danach einen viertel so groBen
Strich und noch ein kleines Strichelchen, fast einen Punkt. Das ergab folgendes Bild:

Die Wildgans schwamm zum Ufer heran, stieg aus dem Wasser, watschelte auf den
Sand, schaute auf die Zeichnung, verstand aber nichts.

"Verstehst du das?" fragte der Storch.

"Nein, noch nicht!" antwortete die Gans.

"Schau einmal her: Wie sagte sie zu dir, ein Flug und noch ein Flug und ein halber Flug
und ein viertel Flug und du? So habe ich es auch gezeichnet: ein Strich und noch ein
Strich, dann ein halber Strich und ein viertel Strich und noch ein kleines Strichelchen,
und das bist du. Hast du verstanden?"

"Das habe ich verstanden!" sagte die Gans erfreut.

"Wenn zu dem Flug, der dir begegnete, noch ein gleich groBer hinzukommt, und dann
ein halber und dann ein viertel und dann du, wieviel erhaltst du dann?"

"Hundert Ganse!"

"Und wieviel sind es also ohne dich?"

"99."

"Gut! Lassen wir in unserer Zeichnung den Punkt, der dich darstellt, weg, und merken
wir uns, dass 99 Ganse Ubrigbleiben."

Der Storch schrieb mit seinem Schnabel in den Sand:

. Rl et S sl G
ein Flug ein Flug
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ein halber Flug ™™ ein viertel Flug ™™
= 99 Ganse

"Jetzt iberlege einmal”, fuhr der Storch fort, "wieviel Viertel hat ein halber Flug?"
Die Gans lberlegte, blickte auf die Striche und sagte:

"Die Linie, die den halben Flug bedeutet, ist doppelt so lang wie die Linie fiir ein Viertel
des Flugs, das heiBt, die Halfte besteht aus zwei Vierteln."

"Prachtkerl" lobte der Storch die Gans.

"Nun, und wieviel Viertel hat der ganze Flug?"

"Natirlich vier!" antwortete die Gans.

"So ist es! Wenn du jetzt einen Flug und noch einen Flug und einen halben Flug und
einen viertel Flug in Viertel umrechnest, wieviel Viertel sind das dann im ganzen?"

Die Gans lberlegte und antwortete:

"Ein Flug, das sind soviel wie vier Viertel, und noch ein Flug sind noch einmal vier
Viertel, zusammen also acht Viertel; und ein halber Flug enthalt zwei Viertel, sind
zusammen zehn Viertel; und noch ein Viertel, sind zusammen elf Viertel, und das
macht zusammen 99 Ganse."

"So ist es!" bestatigte wiederum der Storch. "Jetzt sage an, was du am Ende heraus-
bekommen hast."

"Ich habe herausbekommen", antwortete die Gans, "dass in elf Vierteln des Fluges 99
Ganse sein miissten."

"Und wieviel Ganse gehoren folglich zu einem Viertel des Fluges?"

Die Gans teilte 99 durch 11 und antwortete: "In einem Viertel des Fluges sind 9 Ganse."
"Nun, und wieviel sind in dem ganzen Flug?"

"Im ganzen sind vier Viertel ... ich begegnete 36 Gansen!" rief freudig die Gans aus.
"Ja, so ist es!" sprach feierlich der Storch.

"Selbst kommst du wohl nicht darauf? Du Gans, dul!"

Diese Aufgabe lasst sich in der Sprache der Algebra sehr kurz aufschreiben und lésen.
Nehmen wir ein Viertel des Flugs mit x an. Dann betragt der ganze Flug 4z und der
halbe Flug 2z. Danach haben wir: 4z +4x + 2z 4+ 2 = 99 oder 11z = 99, woraus folgt:
x=099:11=9, und 42 =4 -9 = 36. Der Flug bestand aus 36 Gansen.

Bei der Losung der folgenden Aufgaben verwendet nach Belieben die euch bekann-
ten Verfahren: arithmetische, algebraische, grafische usw. Die Antworten am Ende des
Buches erginzt mit euren Uberlegungen und Lésungen!

192. Gegenseitige Hilfe

Als noch nicht alle LPGs ausreichend mit landwirtschaftlichen Maschinen ausgestat-
tet waren, mussten sie sich untereinander in Zeiten groBen Arbeitsanfalls aushelfen.
So lbergab einmal eine von drei benachbarten LPGs der zweiten und dritten so viele
verschiedene landwirtschaftliche Maschinen, wie in jeder von ihnen vorhanden waren.

Nach einiger Zeit stellte ihrerseits die zweite LPG der ersten und dritten so viele Ma-
schinen zur Verfligung, wie in diesem Augenblick in jeder von ihnen vorhanden waren.
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Zum Abschluss der Bestellungsarbeiten libergab auch die dritte LPG der ersten und
zweiten so viele Maschinen, wie in diesem Zeitpunkt sich in jeder von ihnen befanden.
Danach befanden sich in jeder der drei LPGs 24 Maschinen.

Wieviel landwirtschaftliche Maschinen waren anfangs in jeder LPG vorhanden?

193. Der Faulenzer und der Teufel

Unter den Menschen, die bewusst und freudig ihre Arbeit tun, tauchte einmal der
Faulenzer auf. Er liebt die Faulheit und geht der Arbeit aus dem Wege, er hat das Geld
gern und ist sehr gierig danach.

Er will aber gar nicht begreifen, dass man nur Geld hat, wenn man es durch redliche
Arbeit verdient. So lauft der Faulenzer ohne Beschaftigung umher und seufzt:

"Ach, mein unglickliches Los! Niemand will sich mit mir abgeben. Da sagen die Leute:
'Einen Faulenzer brauchen wir nicht. Selbst tust du nichts, und uns storst du nur!
Scher dich zum Teufel!” Ja, welcher Teufel gibt mir denn einen guten Rat, wie man
reich wird?"

Kaum hatte das der Faulenzer gesagt, da stand der Teufel vor ihm.

"Was denn?" sprach er. "Wenn du es wiinschst, helfe ich dir. Die Arbeit ist leicht und
du wirst reich dabei. Siehst du dort die Briicke tiber den Fluss?"

"Ich sehe sie", antwortete der Faulenzer ein bisschen verschichtert.

"Nun, so geh lber die Briicke zum anderen Ufer, und du wirst doppelt soviel Geld
haben, wie du jetzt besitzt. Wenn du noch einmal die Briicke (iberschreitest, wirst du
wieder doppelt soviel haben, wie du hattest. Und so ist es bei jedem Mal: Wie du nur
iber die Briicke gehst, wirst du genau doppelt soviel Geld haben wie vorher."
"Stimmt das wirklich?" fragte der Faulenzer erfreut.

"Ehrenwort!" beteuerte der Teufel. "Nur halt, noch eine Abmachung! Dafiir, dass ich
dir soviel Gliick bringe, gibst du mir jedesmal, wenn du (iber die Briicke gegangen bist,
24 Pfennig fur den guten Rat."

"Nun, es sei", willigte der Faulenzer ein.

"Wenn sich erst einmal das Geld verdoppelt, warum soll ich dir dann nicht jedesmal 24
Pfennig geben? Los gehts, meinetwegen!"

Der Faulenzer ging einmal (ber die Briicke, zahlte das Geld und ... was fiir ein Wunder!
Tatsachlich hatte es sich verdoppelt.

Er warf dem Teufel 24 Pfennig zu und ging zum zweiten Mal (iber die Briicke. Wieder
war das Geld doppelt soviel geworden, als er vorher hatte. Er zahlte 24 Pfennig ab, gab
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sie dem Teufel und ging zum dritten Mal tber die Briicke. Das Geld hatte sich wieder
verdoppelt, aber es waren gerade nur noch 24 Pfennig, die nach der Abmachung voll
und ganz der Teufel bekommen musste.

Der Teufel lachte laut und verschwand. Der Faulenzer blieb ohne einen Pfennig zuriick.
Da sieht man, zu einem fremden Rat gehort auch eigener Verstand! Wieviel Geld hatte
der Faulenzer am Anfang in der Tasche?

194. Ein kluges Kerlchen

Drei Briider hatten 24 Apfel bekommen, wobei jedem soviel Apfel zugeteilt worden wa-
ren, als er vor drei Jahren Lebensjahre gezahlt hatte. Der Jiingste, ein kluges Kerlchen,
schlug den Briidern folgenden Tausch vor:

"Ich" , sagte er, "behalte nur die Halfte der Apfel, die ich bekommen habe, die iibrigen
verteile ich an euch zu gleichen Teilen. Danach soll unser mittelster Bruder auch die
Halfte behalten und die iibrigen Apfel mir und dem altesten Bruder je zur Halfte geben.
Dann soll auch der ilteste Bruder die Halfte aller Apfel, die er hat, behalten und die
iibrigen zwischen mir und dem mittelsten Bruder je zur Halfte verteilen."

Ohne dass die Briider bei diesem Vorschlag eine Hinterlist vermuteten, willigten sie
darein, dem Wunsche des jiingsten nachzukommen. Am Ende ... hatte jeder die gleiche
Menge Apfel.

Wie alt waren das Kerlchen und seine beiden Briider?

195. Die Jager

Drei Jager gingen auf die Jagd. Da passierte ihnen ein Missgeschick. Als sie einen Bach
durchwateten, lieBen sie ihre Patronentaschen nass werden. Ein Teil der Patronen wurde
dadurch unbrauchbar.

Sie verteilten daher die noch brauchbaren Patronen unter sich zu gleichen Teilen. Nach-
dem jeder Jager vier Schuss abgegeben hatte, besaBen sie zusammen noch soviel Pa-
tronen, wie nach der Verteilung jeder einzelne gehabt hatte.

Wieviel brauchbare Patronen verteilten sie untereinander?

196. Die Begegnung der beiden Eisenbahnziige

Zwei Giiterziige, jeder 250 m lang, begegnen einander mit der gleichen Geschwindigkeit
von 45 km/h.

Wieviel Sekunden verstreichen von dem Augenblick, in dem die Lokfiihrer einander
begegnen, bis zu dem Augenblick, in dem die Zugfiihrer in den letzten Waggons einander
begegnen?
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197. Frau A schreibt ein Manuskript

Frau A hatte ein Manuskript mit der Schreibmaschine abzuschreiben.

"Ich werde im Durchschnitt 20 Seiten am Tag schreiben", meinte Frau A.

Aber die erste Halfte des Manuskripts schrieb sie langsam, sie schaffte nur 10 Seiten
taglich. Von der zweiten Halfte jedoch schrieb sie 30 Seiten am Tag.

"Das ergibt auch einen Durchschnitt von 20 Seiten am Tag", folgerte Frau A.

"Du rechnest falsch", meinte ihre Kollegin B.

"Wieso falsch? 10 + 30 = 40; 40 : 2 = 20. In der ersten Halfte schrieb ich 10 Seiten
am Tage weniger; aber in der zweiten schrieb ich diese 10 Seiten tber die Norm."
"Trotzdem", beharrte Frau B, "hast du im Durchschnitt weniger als 20 Seiten am Tag
geschrieben. Du musst dir das noch einmal (iberlegen."

Ist der Gedankengang der Frau A richtig? Was ergibt eure Berechnung?

198. Die Geschichte mit den Pilzen

Finf Junge Pioniere, das Madchen A und die Jungen B, C, D und E, die in einem
Pionierlager ihre Ferien verbrachten, gingen in die Pilze. Ernstlich mit dem Pilzesuchen
befasste sich nur das Madchen A.

Die Jungen jedoch tollten die meiste Zeit im Grase herum und erzahlten einander
erfundene Geschichten. Als sie sich auf den Heimweg machten, waren die Korbe der
Jungen leer, wahrend das Madchen A in seinem Korb 45 Pilze zahlte.

- c?ﬁ@ﬁ? & €&

"Es wird euch unangenehm sein, ihr Jungens, wenn ihr mit leeren Korben in das Lager
zuriickkommt", meinte das Madchen A und verteilte hilfsbereit alle seine Pilze auf die
Korbe der Jungen. In seinem Korb blieb nicht ein einziger Pilz.

Auf dem Heimweg stieBen B und D auf einen Pilzfleck, B fand zwei Pilze und D
verdoppelte die Anzahl seiner Pilze. C und E trieben auf dem ganzen Heimweg Unfug
und verloren nach und nach einen Teil ihrer Pilze. C verlor zwei Stiick, und E verlor die
Halfte seiner Pilze, die er von A erhalten hatte.

Hochst erstaunlich war es, dass sich, als sie sich daran machten, die mitgebrachten Pilze
zu zahlen, bei allen Jungen die gleiche Anzahl Pilze vorfand. Als die Pilzsammler ihren
Freunden die ganze Geschichte erzahlt hatten, interessierten sich die Mathematiker
unter ihnen fiir folgende Frage:

Kann man wohl an Hand der Erzahlung berechnen, wieviel Pilze jeder Junge von A
erhalten hatte? Was meint ihr?
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199. Wer kam eher zuriick?

Zwei Sportler begannen beim Training gleichzeitig ein Wettrudern, der eine auf einem
Fluss, die Stromung hinab und hinauf, der andere lber dieselbe Entfernung auf einem
See mit stehendem Wasser, der sich neben dem Fluss erstreckte.

Wir nehmen an, dass der Kraftaufwand beider Ruderer die ganze Zeit hindurch voll-
kommen gleich blieb. Wer von ihnen kam eher zuriick? Die Zeit, die fiir die Wendung
gebraucht wurde, soll bei der Berechnung nicht beriicksichtigt werden.

Anmerkung. Vor ungefahr 40 Jahren erhob sich erstmalig in der Luftfahrt eine analoge
Frage. Es wurde ein Fliegerwettkampf ausgetragen, nach dessen Bedingungen die Flie-
ger ein groBes rechteckiges Feld umfliegen mussten; an den Ecken standen 4 Masten,
die man bei den Wendungen umfliegen musste.

Es erhob sich die Frage, ob die Flugbedingungen bei Wind wie bei Windstille gleich
waren.

200. Der Schwimmer und der Hut

Es wird angenommen, dass jemand aus einem Boot springt, das mit der Stromung
treibt, einige Zeit gegen den Strom schwimmt, dann wendet und das Boot wieder
einholt.

Wozu braucht er mehr Zeit: fir die Strecke gegen die Stromung bis zum Wendepunkt
oder fiir das Einholen des Bootes von der Wende an? Oder sind vielleicht beide Zeit-
spannen gleich groB?

Es wird dabei angenommen, dass der Schwimmer wahrend der ganzen Zeit die gleiche
Muskelkraft aufwendet. Welche Antwort erhaltet ihr auf den ersten Anschein; wird sie
durch die folgende Uberlegung bestatigt?

Der Schwimmer braucht, um das Boot mit der Stromung einzuholen, ebenso lange
Zeit, wie er anfangs gegen den Strom geschwommen ist.

Die Stromung tragt mit gleicher Geschwindigkeit das Boot wie den Schwimmer flussab,
das heiBt, die Stromung beeinflusst an und fiir sich nicht den Abstand zwischen Boot
und Schwimmer, es ist vielmehr, als ob gar keine Stromung da waére.

Hieraus folgt, dass der Schwimmer selbst beim Vorhandensein einer Stromung an das
Boot in ebenso langer Zeit wieder herankommt, wie er sich von ihm entfernt hat.

Jetzt stellt euch vor, dass ein Sportler von einer Briicke in einen Fluss hinabspringt
und gegen die Stromung zu schwimmen beginnt. Gleichzeitig fallt vom Kopf eines
Zuschauers, der auf der Briicke steht, der Hut Ins Wasser und schwimmt mit der
Stromung weg.
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Nach 10 Minuten wendet der Schwimmer und, wie er wieder zur Bricke zurickkommt,
bittet man ihn, weiterzuschwimmen und den Hut zu holen. Der Schwimmer holt den
Hut gerade unter einer zweiten Briicke ein, die sich in 1000 m Entfernung von der
ersten Briicke befindet. Die Geschwindigkeit des Schwimmers ist nicht bekannt.

Es wird aber vorausgesetzt, dass er, solange er schwimmt, seinen Kraftaufwand nicht
andert. Obwohl ihr nur Gber diese Angaben verfiigt, konnt ihr die Geschwindigkeit der
Stromung ermitteln.

Wenn ihr eure Losung mit der im Losungsteil dieses Buches vergleicht, dann beachtet
besonders das dort angefiihrte zweite Losungsverfahren.

201. Priift euern Scharfsinn!

Zwei Gleitboote fahren einen groBen See entlang, hin und her, ohne am Ufer anzuhalten.
Die Geschwindigkeit eines jeden Bootes ist wahrend der ganzen Fahrt gleichbleibend.

Die Boote verlassen gleichzeitig die gegeniiberliegenden Ufer: Das Boot M fahrt vom
Ufer A aus und das Boot N vom Ufer B. Das erste Mal begegnen sie sich 500 m vom
Ufer A entfernt. Nachdem sie am gegentiiberliegenden Ufer gewendet haben, begegnen
sie sich das zweite Mal 300 m vom Ufer B entfernt.

Stellt nach diesen Angaben die Lange des Sees fest und das Verhaltnis der Geschwindig-
keiten der Gleitboote. Scharfsinn hilft euch, diese Aufgabe "im Kopf" ohne komplizierte
Berechnungen zu losen.

202. Die Verlegenheit konnte rechtzeitig behoben werden

Junge Pioniere halfen beim Bepflanzen einer Obstplantage. Die Gruppe veranstaltete
dabei einen Wettbewerb.

Alle waren fleiBig bei der Arbeit. Da waren sie beinahe in Verlegenheit geraten. A erklar-
te, dass seine Brigade die Halfte aller Obstbaume pflanzen werde, die von samtlichen
iibrigen Pionieren gepflanzt wiirden.

B versprach im Namen seiner, der groBten Brigade, soviel Baume zu pflanzen, wie alle
ubrigen Pioniere einschlieBlich der Brigade A pflanzen wiirden.

Die Pioniere begannen ihre Arbeit nicht alle gleichzeitig, sondern in einer gewissen
Reihenfolge. Die Brigaden A und B wurden bestimmt, gemeinschaftlich an letzter Stelle
zu arbeiten. Alle (ibrigen Brigaden erfiillten erfolgreich ihre Verpflichtungen.

Sie pflanzten insgesamt 40 Baume. Als die Arbeitszeit fiir die Brigaden A und B heran-
gekommen war, entstand eine Schwierigkeit, an die vorher niemand gedacht hatte, die
man aber hatte voraussehen konnen: Um namlich sein Versprechen erfiillen zu kénnen,
musste A wissen, wieviel Baume die Brigade B pflanzen wiirde. Und B musste seiner-
seits wissen, wieviel Baume die Brigade A pflanzen wiirde.

Beide Brigaden warteten aufeinander, und die Lage erschien ausweglos. Da zeigte der
alteste Pionierleiter einen einfachen und logischen Ausweg. Welchen?
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203. Um wieviel groBer?

Wenn man von jeder von zwei verschiedenen Zahlen die Halfte der kleineren abzieht,
dann ist die Differenz aus der groBeren und der Halfte der kleineren dreimal so groB
wie die aus der kleineren und ihrer Halfte.

Um wieviel ist die groBere Zahl groBer als die kleinere?

204. Das Seeschiff und das Wasserflugzeug

Ein Seeschiff ging auf groBe Fahrt. Als es 180 Seemeilen von der Kiste entfernt war,
flog ihm ein Wasserflugzeug mit Post nach.

Die Geschwindigkeit des Flugzeuges war zehnmal so groB wie die des Seeschiffs. In
welcher Entfernung von der Kiiste holte das Wasserflugzeug das Seeschiff ein?

b dat P

205. Die Kunstradfahrer in der Arena

Als Arena dient ein groBer ebener Platz mit vier kreisrunden Bahnen. Vier Kunstrad-
fahrer arbeiten hier ihre gemeinsame Zirkusnummer aus. Jeder Fahrer fahrt auf einem
Kreis (Abb. 140).

Sie beginnen ihre Fahrt gleichzeitig, jeder an dem Punkt seiner Bahn, der dem Zentrum
der Arena am nachsten liegt. Die Geschwindigkeit eines jeden ist mathematisch genau
und nach vereinbarten Streckeneinheiten berechnet und kann durch folgende Zahlen

ausgedriickt werden:
A.140 Q

V1 = 6 Streckeneinheiten /Stunde,
Vo = 9 Streckeneinheiten /Stunde,
V3 = 12 Streckeneinheiten/Stunde,
V4 = 15 Streckeneinheiten /Stunde,

Der Umfang eines jeden Kreises betragt ein Drittel einer Streckeneinheit. Die Dauer
des Auftretens der Kunstradfahrer betragt 20 Minuten.
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Werden die Fahrer im Verlauf dieser 20 Minuten noch ein- oder ein paarmal gleichzeitig
an den Punkten sein, von denen aus sie die Fahrt begannen?

206. Das Arbeitstempo des Drehers Bykow

Als der bekannte sowjetische Schnelldreher P. Bykow die Geschwindigkeit fiir das
Schneiden von Gusseisen um 1690 m/min erhohte, verringerte sich die Zeit fir die
Bearbeitung eines Werkstiicks von 35 Minuten. auf 2 1/2 Minuten. Mit welcher Schnei-
degeschwindigkeit erreichte er diese Zeit?

207. Die Fahrt Jack Londons

Jack London beschreibt in einer Erzadhlung, wie er auf einem Schlitten, der mit fiinf
Hunden bespannt war, von Skagway (Alaska) zu seinem Lager eilte, wo sich seine
sterbenden Kameraden befanden.

Die Erzahlung enthalt einige hochst interessante Einzelheiten, die es gestatten, daraus
eine interessante Aufgabe zu konstruieren,

Die ersten 24 Stunden der Fahrt fuhr der Hundeschlitten mit der vollen von Jack Lon-
don vorausberechneten Geschwindigkeit. Am Ende dieser 24 Stunden zerrissen zwei
Hunde das Geschirr und liefen mit einem Rudel Wolfe weg.

London musste die Fahrt mit drei Hunden fortsetzen, die den Schlitten mit einer Ge-
schwindigkeit zogen, die nur % der Anfangsgeschwindigkeit betrug. Durch diese Ver-
zogerung kam London zweimal 24 Stunden spater an den Bestimmungsort, als er be-
rechnet hatte. Dazu bemerkt der Autor: "Wenn die beiden Hunde, die ausrissen, noch
50 Meilen im Geschirr mitgelaufen waren, hatte ich mich nur um einen Tag gegenlber
dem berechneten Termin verspatet."

Es erhebt sich die Frage: Wie groB war die Entfernung von Skagway bis zum Lager?
In der Erzahlung ist dariiber nichts gesagt, aber die Angaben geniigen, um diese Ent-
fernung zu ermitteln.

208. Fehler, die durch falschen Analogieschluss moglich sind

Manche Schlussfolgerungen und sogar ganze Entdeckungen gelingen mit Hilfe des soge-
nannten Analogieschlusses. Ihm liegt die Annahme zugrunde, dass die Ubereinstimmung
zweier Dinge in einzelnen Merkmalen oder Eigenschaften den Schluss rechtfertigt, dass
diese Dinge auch in anderen Merkmalen Ubereinstimmen.

Aber die Analogie beweist nichts. Sie kann uns nur zu einem Gedanken verhelfen, dessen
Richtigkeit noch der Priifung, der Bestatigung bedarf.
Ungeeignete Analogien fiihren zu unrichtigen Vorstellungen.

Ein Fall: Du fragst jemand: "Um wieviel Einer ist 40 groBer als 327"
"Um 8", antwortet er.
"Um wieviel Einer ist 32 kleiner als 407"
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"Natdrlich auch um 8."

"Richtig. Jetzt berechnen Sie, um wieviel Prozent die Zahl 40 groBer ist als die Zahl
32. Ubrigens, geben Sie sich keine Miihe! Ich sage es, um wieviel. Genau um 25%.
Aber nun, um wieviel Prozent die Zahl 32 kleiner als die Zahl 40 ist, das muss man
berechnen..."

"Was gibt es da zu berechnen", fallt der andere ins Wort. "Sie haben doch gerade selbst
erst gesagt, dass 40 um 25% groBer ist als 32, folglich ist auch 32 um 25% kleiner als
40...

Da muss man dem anderen in sehr ausfiihrlicher Weise seinen Fehler erklaren.

Die Differenz ist zwar in beiden Fallen ein und dieselbe, namlich 8. Aber im ersten Fall
beziehen wir sie auf die Zahl 32, die wir mit 100% ansetzen, und im zweiten Fall auf
die Zahl 40, die wir mit 100% ansetzen. 8 von 40 ist % oder 20%. Also ist 40 um 25%
groBer als 32, wahrend 32 um 20% kleiner ist als 40.

Die Ursache fiir den Fehler des Gesprachspartners liegt in dem falschen Analogieschluss.
Stellt doch einmal euren Bekannten folgende Aufgaben:

1. Wir nehmen an, euer Monatsgehalt wiirde sich um 30% erhéhen. Um wieviel Prozent
nimmt eure Kaufkraft zu?

2. Es soll euer Monatsgehalt unverandert bleiben, aber die Warenpreise werden um 30%
gesenkt. Um wieviel Prozent steigt in diesem Falle eure Kaufkraft?

3. Ein Antiquariat gab beim Verkauf einen Rabatt von 10% auf den Ladenpreis (Or-
dindrpreis) eines Buches und erzielte dabei noch 8% Gewinn vom Selbstkostenpreis.
Wieviel Prozent Gewinn wollte das Geschaft urspriinglich erzielen?

4. Wenn ein Arbeiter die Zeit zur Anfertigung eines Werkstiicks um P% verringerte,
um wieviel Prozent nahm die Produktivitat zu?

Ihr begegnet gar nicht so selten falschen Antworten auf diese einfachen Fragen, aber
... versucht es zunachst einmal selbst, sie zu beantworten.

209. Ein Rechtsfall

Die alten Romer haben sich in der Mathematik wenig hervorgetan. Auf dem Gebiet der
Rechtswissenschaften haben sie groBeren Ruhm erlangt. Altromische mathematische
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Schriften, die uns tberliefert sind, tragen iberwiegend rein praktischen, zweckbestimm-
ten Charakter.

Ein Anlass zur Entwicklung arithmetischer Aufgaben war das rémische Erbrecht. Hier
ist eine solche Aufgabe aus dem Altertum. Jemand hinterlieB bei seinem Tode seine
Ehefrau, die gerade ein Kind erwartete. Er hatte folgendes Testament gemacht:

Wenn ein Sohn geboren wird, féllt ihm 2/3 des Nachlasses und der Mutter 1/3 zu.
Wenn eine Tochter geboren wird, soll sie 1/3 und die Mutter 2/3 erhalten.

Die Witwe des Erblassers gebar Zwillinge, einen Jungen und ein Madchen. An ein sol-
ches Ereignis hatte der Erblasser nicht gedacht. Wie soll man den Nachlass unter die
drei Erben teilen, damit man sich moglichst nahe an die Bestimmungen des Testaments
halt?

Die mathematische Losung der Aufgabe hangt von der juristischen Auslegung des Wil-
lens des Erblassers ab. Eine der moglichen juristischen Begriindungen gab der romische
Jurist Salvian Julian. Seine Antwort und einige erginzende Uberlegungen sind im L6-
sungsteil des Buches angefiihrt.

Habt aber keine Eile, dort nachzusehen. Uberlegt, streitet euch ein wenig untereinander
und legt dann erst einmal eure eigene Lésung vor!

210. Mit Doppel- und mit dreifachen Schritten

Ich wollte die Entfernung von meinem Haus bis zu dem meines Freundes feststellen.
Ich ging daher mit gleichmaBigen Schritten und zahlte auf der ersten Halfte des Weges
die Doppelschritte und auf der zweiten Halfte jeden dritten Schritt. Dabei ergaben sich
250 Doppelschritte mehr als dreifache.

Wieviel Schritte waren es bis zum Haus meines Freundes?

211. Wer fuhr mit dem Pferdewagen?

Zwei Manner fuhren, der eine mit dem Pferdewagen, der andere mit dem Auto, gleich-
zeitig vom Dorf weg nach der Stadt. Der eine von ihnen war jung, der andere bejahrt.
Nach einiger Zeit stellte sich folgendes heraus: Wenn der bejahrte das Dreifache der
bisherigen Strecke zurlickgelegt haben wiirde, dann blieb ihm noch die Halfte der jetzt
vor ihm liegenden Strecke zu fahren.

Wenn der junge nur die Halfte der bisherigen Strecke zurilickgelegt hatte, blieb ihm
noch das Dreifache der jetzt vor ihm liegenden Strecke zu fahren.
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Kommt ihr darauf, wer mit dem Pferdewagen fuhr, der bejahrte oder der junge Mann?

212. Die beiden Motorradfahrer

Zwei Motorradfahrer unternahmen eine Spazierfahrt und fuhren gleichzeitig von ein
und demselben Ort weg. Beide legten die gleiche Entfernung zuriick und kehrten zum
selben Zeitpunkt heim. Unterwegs ruhten die Motorradfahrer aus.

Dabei ist bekannt, dass der erste von ihnen doppelt so viel Zeit zum Fahren bendtigte
wie der zweite zum Ausruhen, und der zweite dreimal so viel Zeit zum Fahren wie der
erste zum Ausruhen.

Welcher von den beiden Motorradfahrern fuhr schneller?

213. In welchem Flugzeug war Wolodjas Vater?

"Sag mal, Papa", wandte sich Wolodja an seinen Vater, einen Flugzeugfiihrer, "in
welchem Flugzeug warst du bei der Luftparade?”

"Das kannst du leicht selbst ausrechnen", antwortete sein Vater, wahrend er eine Gruppe
von neun Flugzeugen aufzeichnete (Abb. 141).

Ras s

"Ich entsinne mich, dass die Anzahl der Flugzeuge rechts von mir multipliziert mit der
Anzahl derer links von mir eine Zahl ergab, die um 3 kleiner war, als sie gewesen ware,
wenn sich mein Flugzeug 3 Platze weiter rechts befunden hatte."

Wolodja liberlegte und zeigte auf der Zeichnung das Flugzeug, in dem sich sein Vater
befunden hatte.

Wie fand Wolodja das Flugzeug seines Vaters heraus?

214. Eine Zahl soll zerlegt werden

Zerlegt die Zahl 45 so in vier Summanden, dass alle Resultate gleich sind, wenn ihr zum
ersten Summanden 2 addiert, vom zweiten 2 subtrahiert, den dritten mit 2 multipliziert
und den vierten durch 2 dividiert. Bringt ihr das fertig?

215. Die beiden Kerzen

D Q Es brennen zwei Kerzen von ungleicher Lange und verschiedener
Starke. Die langere brennt in 3 1/2 Stunden herunter, die kiirze-
re in 5 Stunden. Nach 2 Stunden Brenndauer haben die Kerzen

Rl l_wg? gleiche Lange.
Wieviel war die eine anfangs kiirzer als die andere?
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216. Erstaunlicher Scharfblick

Wenn die Kinder ihren alten Freund, den Buchhalter N, besuchen, gibt er ihnen immer
etwas zu rechnen auf.

Und das ist das Erstaunliche: Manchmal weiB er nicht einmal, welche Zahlen die Kinder
addieren oder subtrahieren, er blickt nur auf das Resultat und sagt sofort, bei wem die
Losung richtig ist und bei wem sie falsch ist.

"Nun mal los", sagt er, "denkt euch irgendeine beliebige vierstellige Zahl aus, jeder eine
fir sich. Habt ihr sie? So, jetzt setzt die erste Ziffer ans Ende der Zahl. Da erhaltet ihr
noch eine vierstellige Zahl. Addiert die beiden Zahlen.

Zum Beispiel 1234 + 2434 = 3575. Nun sagt mir eure Resultate!"

A: 8612, B: 4322, C: 9867, D:13859.

"Alle haben sich verrechnet auBer C."

Die Kinder kontrollierten. Es war wirklich so. Wie hat das N festgestellt?

217. Die richtige Zeit

In eine Uhrmacherwerkstatt brachte man vier Uhren: Eine Wanduhr, eine Tischuhr,
einen Wecker und eine Armbanduhr. Die Wanduhr geht im Vergleich zum Zeitzeichen
2 Minuten in der Stunde nach. Die Tischuhr geht verglichen mit der Wanduhr 2 Minuten
in der Stunde vor.

Der Wecker geht im Verhaltnis zur Tischuhr stiindlich 2 Minuten nach. Die Armbanduhr
geht im Vergleich zum Wecker stiindlich 2 Minuten vor. Um 12 Uhr wurden alle Uhren
nach dem Ton des Zeitzeichens gestellt.

Welche Zeit zeigt die Armbanduhr um 19 Uhr beim Ton des Zeitzeichens?

218. Die Uhren

Es ist eine Not mit diesen Uhren. Am Mittag des 2. Januar stellten mein Freund und
ich unsere Uhren genau. Nach einigen Tagen verglichen wir sie miteinander und mit
der genauen Zeit.

Da zeigte sich, dass meine Uhr etwas vor- und meines Freundes Uhr nachging. Bei
der Umrechnung auf 1 Stunde ergab sich, dass meine Uhr um 1 Sekunde vorging und
meines Freundes Uhr um 1 1/2 Sekunde nachging. Wir interessierten uns fiir folgende
Fragen:

Angenommen, wir stellen die Zeiger unserer Uhren nicht wieder auf die genaue Zeit;
wann wiirden meine und meines Freundes Uhr das nachste Mal
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1. ein und dieselbe Zeit zeigen,
2. gleichzeitig die richtige Zeit angeben?

219. Um wieviel Uhr?

1. Kurz nach 12 Uhr mittags ging der Meister zum Essen. Beim Weggehen merkte er
sich die Stellung der Zeiger an der Uhr.

Als er zuriickkehrte, fand er, dass Minuten. und Stundenzeiger ihre Platze gewechselt
hatten. Um wieviel Uhr kam der Meister zuriick?

Wenn ihr euch (iber die Losung dieser ersten Aufgabe klar geworden seid, dann wird es
euch auch nicht mehr schwerfallen, die zweite und die dritte Aufgabe zu lésen.

2. Ich war langer als 2 Stunden, aber weniger als 3 Stunden von zu Hause abwesend.
Als ich heimkam, stellte ich fest, dass in der Zeit meiner Abwesenheit der Minuten-
und der Stundenzeiger unserer Wanduhr die Platze gewechselt hatten. Um wieviel war
ich langer als 2 Stunden abwesend?

3. Ein Schiiler begann mit der Lésung einer Aufgabe zwischen 4 und 5 Uhr nachmittags,
als die Uhrzeiger sich (iberdeckten, und war mit ihr fertig, als der Minutenzeiger dem
Stundenzeiger (in einer Geraden mit diesem) gegeniiberstand.

In wieviel Minuten |6ste der Schiiler die Aufgabe, und um wieviel Uhr war er mit der
Losung fertig?

220. Ausbildung im Gelande

Der Leiter einer GST-Einheit benutzte jede Gelegenheit, die Angehérigen seiner Ein-
heit im Beobachten, Uberlegen und schlagfertigen Handeln zu iiben. Da fragte er sie
zum Beispiel einmal (iberraschend: "Wieviel Pfeiler hat die Briicke, tiber die wir heute
gegangen sind?"

So legte er ihnen auch einmal folgende Aufgabe vor:

"Stellt euch vor, zwei Angehorige unserer Einheit sind nach ein und demselben Punkt
geschickt worden. Beide gingen sie denselben Weg, aber beide brauchten fiir den ganzen
Weg verschiedene Zeiten. Der erste ging wahrend der Halfte der gesamten von ihm
benstigten Zeit mit irgendeiner bestimmten Geschwindigkeit.

Der zweite ging mit derselben Geschwindigkeit die Halfte des Wegs. Wahrend der zwei-
ten Halfte seiner Zeit ging der erste mit einer anderen Geschwindigkeit. Mit derselben
anderen Geschwindigkeit ging der zweite die zweite Halfte seines Wegs.

Welcher von beiden kam schneller zum Bestimmungsort; '

Die Befragten setzten verschiedenartige Zahlen fiir den Weg und die beiden Geschwin-
digkeiten ein, stellten die entsprechenden Berechnungen an und kamen jedesmal zu ein
und demselben Resultat: Der erste Mann brauchte weniger Zeit fiir den ganzen Weg
als der zweite.

Diejenigen von den Befragten, die die Aufgabe algebraisch rechneten, bewiesen, dass
der erste immer schneller als der zweite ans Ziel kommt.
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Konnt ihr auch die Losung "in Buchstaben" ausdriicken?

221. Wieviel neue Bahnhofe baute man?

"Das stiirmische Wachstum von Industrie und Landwirtschaft in unserem Lande wird
vom Bau neuer Siedlungen und Stadte begleitet und folglich auch von einer standigen
Erweiterung des Eisenbahnnetzes", erklarte der Leiter der Eisenbahn von N auf einer
Versammlung der Arbeiter und Angestellten.

"Auf einer Zweiglinie unserer Bahn", fuhr er fort, "wird in nachster Zeit der Bau neuer
Personenbahnhofe abgeschlossen. Wir miissen uns auf die Inbetriebnahme mustergiiltig
vorbereiten, und es darf keine Stockung im Transportwesen zugelassen werden."

"Werden auch neue Fahrkartensatze fiir den Personenverkehr gedruckt?" interessierte
sich ein alter Eisenbahner.

"Ja, alle nétigen Fahrkarten werden vorbereitet. Damit auf jeder Station unserer Zweig-
linie fiir jede ihrer Stationen Fahrkarten vorhanden sind, muss man in Verbindung mit
der Eroffnung der neuen Bahnhofe 46 Fahrkartensatze zusatzlich drucken."

Stellt nach diesen Angaben fest, wieviel Bahnhofe an der Zweiglinie der Eisenbahn von
N lagen und wieviel neu gebaut wurden!

222. Es sollen vier Worter ausgesucht werden

Pl

LOT

PLUS

MINUS

ZIFFER

QUADRAT

DIVISION
GLEICHUNG
MATHEMATIK
LOGARITHMUS
STEREOMETRIE
TRIGONOMETRIE
VEKTORRECHNUNG
KUGELAUSSCHNITT

Wir haben 14 Worter zusammengestellt. In jedem Wort, beginnend mit dem zweiten,
ist ein Buchstabe mehr als im vorhergehenden. Das letzte Wort (Kugelausschnitt) hat
15 Buchstaben. Aus allen diesen Wortern sucht vier Worter so aus, dass sich folgende
Gleichungen ergeben:

a*=bd  ad=bc

Mit a, b, ¢ und d wird die Anzahl der Buchstaben in dem ausgesuchten ersten, zweiten,
dritten und vierten Wort bezeichnet. Welche Woérter sind das?
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223. Darf man so abwiegen?

Die Arme des Waagebalkens einer Balkenwaage miissen gleich lang sein (a = b, Abb.
142).

A.142

Auf einem Markt wurde ein neuer Verkaufsstand eroffnet. Die angelieferte Waage war
aber etwas ungleicharmig, und sie durfte deshalb nicht benutzt werden. Eine neue
Waage konnte erst am nachsten Tage geliefert werden. Deshalb wurde nur abgepackte
Ware verkauft. Kurz vor Geschaftsschluss am Abend wurde das letzte Paket Zucker
verkauft.

Da kam noch ein Kaufer, der 2 kp Zucker haben wollte. Der Verkaufer wollte den
Kunden nicht ohne Ware weggehen lassen; er entschloss sich, die ungenaue Waage zu
benutzen, und schlug dem Kaufer folgendes Verfahren fiir das Abwiegen vor:

"Ich lege ein Einkilogewicht auf die linke Waagschale und wiege damit den Zucker auf
der rechten aus, dann lege ich umgekehrt das Gewicht auf die rechte Schale und wiege
den Zucker auf der linken aus.

Ich denke, das wird richtig sein; wenn Sie in der ersten Tiite etwas weniger als 1 kp
Zucker haben, dann ist in der zweiten entsprechend mehr."

Kann man sich mit diesem Verfahren einverstanden erklaren?

Zusatzliche Fragen. 1. Wisst ihr, dass es mehrere Verfahren fiir ein genaues Abwiegen
auf einer ungleicharmigen und nicht im Gleichgewicht befindlichen Balkenwaage gibt?
2. Wie kann man das Gewicht einer Last auf einer ungleicharmigen, aber ins Gleichge-
wicht gebrachten Waage feststellen?

224. Zwei Angaben

Die 1. Angabe: Der Zug N fuhr an mir in der Zeit von t; Sekunden vorbei.
Die 2. Angabe: Derselbe Zug N fuhr tiber eine Briicke von der Lange m in der Zeit von
to Sekunden.

Wie kann man nach diesen beiden Angaben die Lange und die Geschwindigkeit des
Zuges N unter der Voraussetzung ermitteln, dass die Geschwindigkeit gleichbleibend
war?
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225. Der Elefant und die Miicke

Ein Liebhaber mathematischer Spielereien beschaftig-
te sich einmal mit Umwandlungen algebraischer Aus-
driicke und kam zu der sonderbaren Schlussfolgerung,
dass das Gewicht eines Elefanten gleich dem einer
Miicke sei! Er verfuhr auf folgende Weise:

Es sei © das Gewicht des Elefanten und y das Gewicht
der Miicke. Wir bezeichnen die Summe dieser Gewichte
mit 2v. Dann gilt: x + y = 2wv.

Aus dieser Gleichung kann man zwei andere ableiten:
r—20=—y,r=—y+ 2.

Wir multiplizieren die linken und die rechten Seiten der beiden Gleichungen miteinander:
2?2 — vz = y? — uy.

Wenn wir auf beiden Seiten v? addieren, erhalten wir: 22 — 2vz +v? = % — 2vy + /2
oder (x —v)? = (y —v)>.

Wenn wir die Quadratwurzel aus beiden Seiten ziehen, erhalten wir: z7v = y — v oder
x =y, das heiBt, das Gewicht des Elefanten (z) ist gleich dem Gewicht der Miicke (y).
Untersucht einmal, was hier los ist!

226. Die fiuinfstellige Zahl

Mir begegnete einmal eine interessante fiinfstellige Zahl A. Wenn ich eine Eins vor diese
Zahl setzte, erhielt ich natirlich eine sechsstellige Zahl: [1] [A]; wenn ich die Eins an
ihr Ende setzte, erhielt ich auch eine sechsstellige Zahl: [A] [1], und die zweite Zahl

war dreimal so grol3 wie die erste: {ﬁ] [[/H = 3. Sucht diese Zahl Al

227. Wie alt?

Wollen Sie bitte anhand der folgenden Angaben das Verhéltnis meines Alters zudem
Ihrigen klarstellen!

Sie und ich sind zusammen 86 Jahre alt. Mein Lebensalter betragt 15/16 von dem
Lebensalter, das Sie dann haben werden, wenn mein Lebensalter 9/16 von der Zahl
Jahre betragt, die Sie zdhlen, wenn Sie das Alter erreichten, das doppelt so groB wie
die Zahl meines Alters in dem Zeitpunkt ist, in dem ich doppelt so alt wie Sie sein
konnte. Wie alt bin ich, und wie alt sind Sie? Diese Aufgabe kann man auf folgende
recht geistreiche Weise |6sen:

1. In irgendeinem Zeitpunkt kann ich doppelt so alt wie Sie sein. Wenn in diesem
Zeitpunkt lhr Alter x ist, dann ist das meinige 2x. Zur besseren Anschaulichkeit stellen
wir dieses Verhaltnis der Lebensalter durch zwei Strecken dar, von denen eine doppelt
so lang ist wie die andere:

127



9 Mit und ohne Algebra

2X -- X
ich JSie

Hieraus folgt, dass ich = Jahre alter bin als Sie, und diese Differenz bleibt zwischen
unseren Lebensaltern.

2. In irgendeinem anderen Zeitpunkt betragt mein Alter 9/4 des |hrigen, wie dieses im
Zeitpunkt 1 war; die Strecke, die mein Lebensalter darstellt, muss jetzt von der Lange
2%:{; sein und lhr Alter, wie immer, um x weniger, das heiBt: 1%30:

3. Jetzt betragt die Zahl meines Alters 15/16 lhres Alters, wie es im Zeitpunkt 2 war,

das heiBt % . %x = %x und Sie sind nach wie vor x Jahre jlinger:

Da wir jetzt zusammen 86 Jahre sind, sind

75 11
Hieraus folgt x = 64. Demnach bin ich jetzt 2—2-64 = 75 Jahre und Sie sind (13711-64 =11
Jahre alt.
Das ergibt sich nach der Aufgabe. In Wirklichkeit bin ich noch lange nicht 75 Jahre alt;
dafiir sind Sie wahrscheinlich alter als 11 Jahre. Jetzt l6sen Sie eine dhnliche Aufgabe.

Ich bin jetzt doppelt so alt wie Sie damals waren, als ich so alt war, wie Sie jetzt sind.
Wenn Sie so alt sind, wie ich jetzt bin, werden wir zusammen 63 Jahre alt sein. Wie
alt ist jeder von uns ?
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228. Die Aufgabe des E. Lucas

Diese Aufgabe dachte sich der franzosische Mathematiker Edouard Lucas aus.

Bei einem Kongress erklarte L. am Ende eines Frihstiicks, bei dem viele bekannte
Mathematiker aus verschiedenen Landern zugegen waren, er mochte den Anwesenden
eine der schwierigsten Aufgaben vorlegen.

"Ich nehme an", sagte L., "dass jeden Tag mittags von Le Havre nach New York ein
Dampfer abfahrt und zur gleichen Zeit ein Dampfer derselben Schifffahrtslinie von New
York nach Le Havre. Die Uberfahrt dauert in der einen wie in der anderen Richtung
genau sieben Tage. Wieviel Schiffen seiner Linie, die in entgegengesetzter Richtung
fahren, begegnet ein Dampfer, der heute mittag in Le Havre abfahrt?"

Wie wiirdet ihr auf die Frage L.s antworten? Uberlegt euch eine grafische Darstellung
fir die Losung dieser Aufgabe.

229. Ungewohnliche Spazierfahrt

Zwei Jungen wollten eine kleine Reise mit dem Fahrrad unternehmen. Unterwegs ging
einem das Rad entzwei, und er musste es zur Reparatur zuriicklassen. Trotzdem wollten
sie ihre Reise nicht abbrechen, sondern sie teils zu FuB, teils mit dem einen Fahrrad auf
folgende Weise fortsetzen:

Sie brechen gleichzeitig wieder auf, der eine mit dem Rad, der andere zu FuB. An einem
vereinbarten Ort lasst der Radfahrer das Fahrrad stehen und setzt seinen Weg zu Ful3
fort. Wenn sein Begleiter zu dem verabredeten Ort gelangt, setzt er sich auf das Rad
und, wenn er seinen Kameraden einholt, tberlasst er es wieder ihm, selbst geht er
jedoch zu FuB weiter.

In welcher Entfernung vom Endpunkt der Reise
musste das Fahrrad zum letzten Mal von einem der
beiden fiir den anderen zuriickgelassen werden, da-
mit beide gleichzeitig am Ziel ankamen? Dabei sei-
en es vom Ort der Panne bis zum Ziel 60 km. Die
beiden sollen zu FuB 5 km, mit dem Rad aber 15
km in der Stunde zuriickgelegt haben.

War diese Art der Fortbewegung fiir die Jungen von
Vorteil?

230. Eine Eigenschaft einfacher Briiche

Schreibt, soviel ihr wollt, verschiedene einfache Briiche nieder, deren Zahler und Nenner
positiv sind. Bildet einen neuen Bruch, dessen Zahler gleich der Summe aller Zahler der
niedergeschriebenen Briiche und dessen Nenner gleich der Summe aller ihrer Nenner
ist.

Dieser neue Bruch ist unbedingt groBer als der kleinste, aber kleiner als der groBte der
niedergeschriebenen Briiche. Probiert diese Eigenschaft an Beispielen aus und beweist
ihre Richtigkeit fiir eine beliebige Anzahl positiver Briiche.
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Die Lésung jeder Aufgabe stiitzt sich mehr oder weniger auf "Uberlegungen"; beson-
deren Reiz haben solche Aufgaben, in denen es im wesentlichen darauf ankommt, die
richtige Kette praziser, geistreicher Gedankengange zu finden.

Einige derartige Aufgaben sind mit einfachen logischen Uberlegungen zu lésen, aber
auch sie entwickeln "mathematische Denkweise", erziehen zum "Analysieren" und zur
Beweglichkeit im Denken.

231. Im dunklen Zimmer

Ich ging in das Zimmer, um aus dem Schrank meine Schuhe und Socken zu holen. Im
Zimmer schlief meine Schwester, und es war dunkel. Ich wusste genau, in welchem Teil
des Schranks sich meine drei Paar Schuhe - alle von verschiedener Fasson - und 12
Paar Socken befanden, schwarze und braune. Licht wollte ich nicht machen, um meine
Schwester nicht zu wecken.

Ich fand tatsichlich Schuhe wie Strimpfe an ihrem Platz, aber, ich muss gestehen,
in Unordnung - namlich ein Durcheinander von sechs Schuhen und einen Berg von 24
Socken.

Wieviel Schuhe und wieviel Socken musste ich wenigstens aus dem dunklen Zimmer
ins Helle hinaustragen, damit ich ein Paar Schuhe gleicher Fasson und ein Paar Socken
gleicher Farbe erhielt, wobei mir die Fasson des Schuhwerks und die Farbe der Socken
gleichglltig waren?

232. Die Wettervorhersage (Scherz)

Kann man, wenn es um Mitternacht regnet, erwarten, dass nach 72 Stunden sonniges
Wetter ist?

233. Der Waldtag der Pioniere

Am "Waldtag" wurden zwei Pioniergruppen - Schiiler der 4. und 6. Klasse - beauftragt,
auf beiden Seiten einer StraBe Baume zu pflanzen, auf jeder Seite die gleiche Anzahl.
Um nicht vor der 6. Klasse ins Hintertreffen zu geraten, gingen die Pioniere der 4.
Klasse frither an die Arbeit und schafften es, fiinf Baume zu pflanzen, bevor die 6.
Klasse ankam.
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Da aber stellte sich heraus, dass sie die Baume auf der
falschen Seite gepflanzt hatten. Nun mussten die Pio-
niere der 4. Klasse auf ihre StraBenseite gehen und von
neuem mit der Arbeit beginnen. Die Pioniere der 6.Klas-
se wurden natirlich mit ihrer Arbeit friher fertig. Da
schlug der Gruppenratsvorsitzende vor: "Los, helfen wir
der 4. Klasse!"

Alle waren einverstanden. Sie gingen hiniiber auf die
andere StraBenseite, pflanzten fiinf Baume, erstatteten
so gewissermaBen ihre Schuld zuriick und fanden noch
Zeit, funf weitere Baume zu pflanzen. Damit war die
ganze Arbeit getan.

"Obwohl ihr frither als wir gekommen seid, haben wir euch doch lbertroffen", lachte
einer von denen aus der 6.Klasse, zur 4. Klasse gewandt.

"Du sagst, ihr habt uns iibertroffen! Aber nur um fiinf Bdume", entgegnete jemand.
"Nicht um funf, um zehn", [armte die 6. Klasse los. Der Streit entbrannte. Die einen
beharrten darauf, dass sie nur fiinf Baume weniger, die anderen versuchten irgendwie
zu beweisen, dass sie zehn Baume mehr gepflanzt hatten. Sie kamen zwar schlieBlich
zur Klarung, aber sie stritten lange.

Wer hatte recht?

234. Wer hat welchen Vornamen?

"Kinder, in unser Ferienlager kommen morgen frith noch drei Jungen, Miiller, Schul-
ze und Lehmann", sagte der Leiter, zu einer Gruppe alterer Kinder gewandt. "lhre
Vornamen sind: Klaus, Rainer und Dieter."

"Aber wer ist denn nun davon Miiller und wer Schulze und wer Lehmann?"

"Das wollen wir mal raten", sagte eins der Kinder.

"Ich denke, dass Miiller der Familienname von Klaus ist", ertdnte schon eine Stimme.
"Nein, du hast es nicht erraten", antwortete der Leiter. "Aber es ist liberhaupt nicht
notig, dass ihr ratet. lhr konnt nicht nur die Vornamen von Miiller, Schulze und Leh-
mann, sondern auch ihr Alter selbst ermitteln, und zwar nach einigen Andeutungen, die
ich euch sofort machen werde."

Der Vorschlag verlockte und wurde mit Zustimmung aufgenommen.
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"Zu dem, was ihr nun schon lber die drei Jungen wisst, fliige ich noch folgende Einzel-
heiten hinzu:

1. Der Vater von Petra Meier, die ihr alle kennt, ist der Bruder von Mullers Mutter.
2. Rainers fiinf Jahre alterer Bruder ist erst mit sieben Jahren zur Schule gekommen.
In einem Brief, den ich kirzlich erhielt, erzahlt Rainer, dass sein Bruder dieses Jahr
die Zehnklassenschule beendet. Ich mochte noch hinzufligen, dass unser Nachbar, der
Forster Naumann, der GroBvater von Rainer ist und seinen Enkel mit Ungeduld erwartet.
3. Schulze ist ein Jahr alter als Rainer.

4. Dieter ist ein Jahr alter als Rainer

"Ist das alles?"

"Ja."

"Aber wissen wir da nicht etwas zu wenig?" bezweifelte jemand.

"Das geniigt vollkommen, um die gestellte Aufgabe zu I6sen."

Nach einigem Wortwechsel, nach Uberlegungen und Vergleichen fanden die Kinder
die einzig mogliche Losung und bestimmten genau Vornamen und Alter ihrer neuen
Kameraden Miller, Schulze und Lehmann.

235. Wettbewerb im KleinkaliberschieBen

Drei Jungen - A, B und C - schossen mit Kleinkalibergewehren auf eine Spezialscheibe,
die in Abb. 144 dargestellt ist.

Jeder von ihnen gab sechs Schuss ab. Die Treffer sind auf der Scheibe in der Zeichnung
durch Punkte gekennzeichnet. Als die Jungen die Resultate zusammenzahlten, ergab
sich, dass jeder von ihnen 71 Ringe geschossen hatte. Dabei sal von allen 18 Schiissen
nur einer im mittelsten Ring der Scheibe (50 Ringe).

Von welchem der Jungen dieser erfolgreichste Schuss stammte, habe ich vergessen.
Aber ihr konnt das nach folgenden Angaben feststellen: Die ersten beiden Schiisse
ergaben fiir A 22 Ringe; der erste Schuss von C ergab nur 3 Ringe.

Welcher von den drei Jungen traf in den mittelsten Ring?

236. Der Einkauf

Ein Madchen kaufte im Laden 42 Schreib- und Zeichenstifte: 15 Bleistifte zu je 16 DPT,
7 Buntstifte zu je 28 DPf, 12 Zeichen- und 8 Kopierstifte. Es wurde ein Kassenzettel
tber 8,90 DM ausgeschrieben.
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An die Preise fiir die Kopier- und die Zeichenstifte konnte sich das Madchen nicht mehr
erinnern.

Aber da es die Anzahl dieser Stifte wusste, fand es sofort auf dem Kassenzettel einen
Fehler.

Das Madchen meldete das dem Verkaufer. Dieser tiberrechnete noch einmal die Summe,
entschuldigte sich und korrigierte den Kassenzettel.
Wie fand das Madchen den Fehler?

237. Die Fahrgaste in einem Eisenbahnabteil

In einem Abteil des Zuges Moskau-Odessa reisten Fahrgéaste aus Moskau, Leningrad,
Tula, Kiew, Charkow und Odessa. Ihre Familiennamen fingen mit den Buchstaben A,
B, C, D, E und F an.

Unterwegs ergab sich in der Unterhaltung, dass A und der Moskauer Arzte waren, E
und der Leningrader Lehrer, der Fahrgast aus Tula und C:Ingenieure. B und F waren
Teilnehmer am GroBen Vaterlandischen Krieg der SU, und der Fahrgast aus Tula hatte
uberhaupt nicht in der Armee gedient.

Der aus Charkow war alter als A und der aus Odessa alter als C. B und der Moskauer
stiegen in Kiew aus und C und der aus Charkow in Winniza. Stellt nach diesen Angaben
den Beruf eines jeden Fahrgastes und seinen Wohnort fest!

Anmerkung. Nicht ohne Interesse ist die Frage, ob alle hier gemachten Angaben zur Lo-
sung dieser Aufgabe notwendig sind. Vielleicht stellt ihr auch diese kleine Untersuchung
an?

238. Das Finale des Schachturniers der Sowjetarmee

Im Finale des Schachturniers der Sowjetarmee trafen Vertreter von acht militarischen
Dienstgraden aufeinander: ein Oberst, ein Major, ein Hauptmann, ein Leutnant, ein
Oberfeldwebel, ein Unteroffizier, ein Gefreiter und ein Soldat.

Alle gehorten verschiedenen Waffengattungen an: einer war Infanterist, ein anderer Flie-
ger, einer war von der Panzertruppe, einer war Artillerist, einer Kavallerist, einer war
von der Granatwerfertruppe, einer war Pionier und einer von der Nachrichtentruppe.

Wenn ihr richtig tberlegt, konnt ihr die Waffengattung eines jeden der acht Schach-
spieler nach folgenden Angaben feststellen:

In der ersten Runde spielte der Oberst mit dem Kavallerist. Der Flieger kam erst zur
zweiten Runde.
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In der zweiten Runde spielte der Infanterist mit dem Gefreiten und der Major mit dem
Oberfeldwebel. Nach der zweiten Runde schied der Hauptmann krankheitshalber aus
dem Turnier aus. Deshalb blieben spielfrei:

in der dritten Runde der Unteroffizier, in der vierten Runde der Angehorige der Panzer-
truppe, in der fiinften der Major.

In der dritten Runde gewann der Leutnant gegen den Infanteristen, und die Partie des
Oberst mit dem Artilleristen endete unentschieden.

In der vierten Runde gewann der Pionier gegen den Leutnant und der Oberfeldwebel
gegen den Oberst. In der vorletzten, der sechsten Runde, blieb die Partie des Kavalle-
risten mit dem Angehorigen der Granatwerfertruppe unentschieden.

Anmerkung. 1. Zur Losung ist die Kenntnis des Schachspiels nicht erforderlich. Man
muss nur wissen, dass im Turnier ein und derselbe Teilnehmer nicht zweimal spielfrei
ist und er mit jedem Partner eine Partie spielt.

2. Wer Lust hat, kann an Hand der Losung eine vollstandige Tabelle der einzelnen
Begegnungen nach Runden aufstellen.

239. Der Sondereinsatz

Vor Beginn des Winterhalbjahres gingen sechs Schiiler einen Wettbewerb im Sagen von
Brennholz ein. Sie iibernahmen es, Rundstdmme in 1/2-m-Abschnitte zu zersagen.

Dazu teilten sie sich in drei Paare: A und A;, B und By und C und C;. A und
Ay zersagten 2 m lange Rundstamme mittlerer Starke, B und By 1 1/2 m lange
Rundstamme von groBerer Starke als die 2 m langen, C' und C'; 1 m lange sehr dicke
Stamme.

Am anderen Tage wurde an der Schulwandzeitung die gute Arbeit der drei Sagebrigaden
R, S und T hervorgehoben. Es wurde mitgeteilt, dass R und Ry 26 Abschnitte, S und
S1 27 Abschnitte und T und T7 28 Abschnitte gesagt hatten.

Wer von den oben mit A usw. bezeichneten Schiilern entsprach dem S;7?

240. Die versteckte Division

An einem Tischchen im Spielzimmer des Jugendklubhauses wird eine stille "Schlacht"
zwischen zwei jungen Schachspielern geschlagen.

Neben sie hat sich ein Madchen gesetzt, das "Redakteurin" einer Mathematik-Wandzeitung
ist und gerade eine Aufgabe fiir die nachste Nummer der Zeitung entwirft.

Nachdem es die Division einer siebenstelligen Zahl durch eine zweistellige beendet hat,
legt es das Blatt mit den Berechnungen zur Seite und beginnt mit der Zeichnung.

Da beginnen die Schachspieler, ohne das Spiel zu unterbrechen, mit der Spielerei, jede
Schachfigur, die vom Brett genommen wird, auf eine der Ziffern auf dem Blatt Papier zu
setzen, ohne sich dabei an irgendein System zu halten. Bei Schluss der Schachpartie sind
alle Ziffern des Dividenden, des Divisors, des Quotienten und aller Zwischenprodukte
und Reste mit Ausnahme eines allerletzten Einers von Schachfiguren bedeckt.
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"Das ist auch eine Aufgabe fiir deine Zeitung", sagt einer der Schachspieler, "zeichne
oder fotografiere hier diese in Figuren dargestellte Division und gib den Lesern auf, alle
Ziffern zu bestimmen, die von den Figuren verdeckt sind."

"Das ergibt tatsachlich eine interessante Aufgabe", meint das Madchen erfreut, "aber
wartet; wir wollen erst (iberlegen, ob die Lésung auch eindeutig ist."

Nach kurzer Uberlegung kamen sie zu dem Ergebnis, dass die Aufgabe in der Form noch
nicht interessant genug sei, weil sie viele verschiedene Losungen zulasst; aber wenn die
Figur auf der mittelsten Ziffer des Quotienten (diese Ziffer ist 8) weggenommen wiirde,
dann wiirde die Aufgabe vollig bestimmbar sein und hatte nur eine einzige Losung.
Sucht nach Abb.145 Dividend, Divisor und Quotient!

241. Arithmetisches Mosaik

Das hier dargestellte Mosaik von Buchstaben und mathematischen Zeichen bildet zwei
sehr interessante arithmetische Rebusse, deren Losung man nicht durch planloses Zu-
sammensuchen, sondern nur durch logisches Denken erhalten kann.

ATU + IAS = IITE HEB + EUS — LFS

- - : - + :

L Rebus e . 106 = E 2.Rebus vy . EH = US
PAU - NS — PPA EHB - ESU = RA

Die Ziffern sind durch Buchstaben verschliisselt, wobei verschiedene Buchstaben auch
verschiedenen Ziffern entsprechen. Zwischen die verschliisselten Zahlen sind mathema-
tische Zeichen gesetzt, die auf die Rechnungsarten, in den Vertikalen von oben nach
unten, in den Horizontalen von links nach rechts, hinweisen. Das Resultat der Berech-
nungen in den Vertikalen ist unter dem Strich, das Resultat der Berechnungen in den
Horizontalen hinter dem Gleichheitszeichen vermerkt.

Setzt an Stelle der Buchstaben Ziffern ein, so dass das mit den mathematischen Zeichen
angedeutete Rechenwerk stimmt.

Wenn ihr den Zahlenwert eines jeden Buchstaben entschliisselt habt, dann stellt die
Buchstaben nach ihrem Zahlenwert von 0 bis 9 zusammen. Sie bilden ein Wort, in dem
ersten Rebus in russischer Sprache, im zweiten in deutscher.
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Das erste Wort ist ein mathematischer Ausdruck, und das zweite bezeichnet einen
wichtigen Schritt im Leben eines jeden Menschen.

242. Der Motorradfahrer und der Radfahrer

Ein Motorradfahrer war von einem Postamt nach dem Flugplatz zur Ankunft eines
Flugzeugs geschickt worden. Das Flugzeug kam aber vor der fahrplanmaBigen Zeit an,
und die Post war mit einem Radfahrer zum Postamt geschickt worden. Als der Radfahrer
eine halbe Stunde des Wegs zuriickgelegt hatte, begegnete er dem Motorradfahrer, der
die Post iibernahm und unverziiglich umkehrte.

Im Postamt traf der Motorradfahrer 20 Minuten friiher ein, als er hatte da sein missen.
Wieviel Minuten vor der fahrplanmaBigen Zeit war das Flugzeug angekommen?

243. Schlussfolgerungen aus dem Gegenteil

Stellt euch zwei Behauptungen A und B vor, die einander ausschlieBen und von denen
eine richtig ist. Wir nehmen an, es soll die Richtigkeit der Behauptung A bewiesen
werden.

Anstatt den unmittelbaren, direkten Beweis der Richtigkeit der Behauptung A zu fiih-
ren kann man auch zum indirekten Beweis greifen, das heiBt, man beweist, dass die
entgegengesetzte Behauptung B nicht richtig ist, da sie zum Widerspruch mit bekann-
ten Tatsachen fiihrt. Diese Methode der Schlussfolgerungen, auch "Beweis aus dem
Gegenteil" genannt, wird haufig in der Geometrie, in der Algebra, bisweilen auch in der
Arithmetik angewandt. Dariiber hinaus kann man sie mit Erfolg nicht nur zum Beweis
von Lehrsatzen, sondern auch zur Lésung von Aufgaben verwenden.

Die Summe von zwei Zahlen ist 75. Die erste von ihnen ist um 15 groBer als die zweite.
Durch indirekten Beweis soll gezeigt werden, dass die zweite Zahl gleich 30 ist.
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Losung. Wir nehmen an, dass die zweite Zahl nicht gleich 30 ist. Dann ist sie entweder
groBer oder kleiner als 30. Wenn die zweite Zahl groBer als 30 ist, dann ist die erste
groBer als 45 und beider Summe ist groBer als 75, was der Bedingung widerspricht.
Wenn jedoch die zweite Zahl kleiner als 30 ist, dann ist die erste kleiner als 45 und die
Summe kleiner als 75, was wiederum der Bedingung widerspricht.

Folglich ist die zweite Zahl gleich 30. Lost folgende beide Aufgaben mit dieser Methode:

1. Das Produkt zweier ganzer Zahlen ist groBer als 75. lhr sollt beweisen, dass wenigs-
tens einer der Faktoren groBer als 8 sein muss.

2. Das Produkt aus einer zweistelligen Zahl mit 5 ist auch eine zweistellige Zahl. lhr
sollt beweisen, dass die erste Ziffer des Multiplikanden 1 ist.

244. Es ist eine falsche Miinze ausfindig zu machen

In der Praxis kommt es wohl kaum vor, unter gleichartigen Minzen eine falsche da-
durch ausfindig machen zu miissen, dass man sie auf einer Waagschale ohne Gewichte
auswiegt. Um aber unser Denken zu schulen, nehmen wir diesen Fall als Ausgang fiir
die Lésung folgender vier "Denkaufgaben"

1. Es ist bekannt, dass von 9 Miinzen mit gleichem Nennwert 8 ein und dasselbe Ge-
wicht haben und eine - die gefalschte - etwas leichter ist. Es wird verlangt, mit Hilfe
von zwei Wagungen auf Waagschalen ohne Gewichte die falsche Miinze ausfindig zu
machen.

2. Unter denselben Bedingungen soll die falsche (leichtere) Miinze aus 8 Miinzen glei-
chen Nennwertes, und zwar auch durch zwei Wagungen, herausgefunden werden.

3. Unter 12 Minzen ist eine falsche. Es ist bekannt, dass sie sich im Gewicht von
den echten unterscheidet, es ist aber nicht bekannt, ob sie leichter oder schwerer ist
als die echten. Die echten Miinzen haben alle gleiches Gewicht. Mit nur drei Wagun-
gen auf Waagschalen ohne Gewichte soll die falsche Miinze ermittelt und gleichzeitig
festgestellt werden, ob sie leichter oder schwerer als die echten ist.

245. Logisches Unentschieden

Bei einem Wettbewerb in mathematischen Aufgaben und Ratseln zeichneten sich be-
sonders drei Teilnehmer aus. Um von diesen einen Sieger zu ermitteln, beschloss man,
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noch eine Priifung durchzufiihren. Man zeigte ihnen fiinf Zettel, drei weiBe und zwei

schwarze.

Dann verband man allen dreien die Augen und klebte jedem einen weiBen Zettel auf
die Stirn, die schwarzen Zettel vernichtete man. Danach nahm man die Binden ab
und erklarte, dass derjenige Sieger sein werde, der als erster die Farbe seines Zettels
feststellt. Niemand von den Wettbewerbsteilnehmern konnte die Farbe seines Zettels
sehen; aber jeder sah die weiBen Zettel bei seinen Konkurrenten.

Nach einiger Zeit kamen alle drei gleichzeitig zu dem Schluss, dass jeder von ihnen
einen weiBen Zettel hatte. Welche Uberlegungen stellten sie an?

246. Funf Fragen fiir Schiiler

Eine rein mathematische Formulierung muss hinlanglich vollstandig sein, darf aber keine
unniitzen Worte enthalten. Die Sprache der Mathematik ist kurz und genau.

1. Sucht die Gberfliissigen Worte in folgenden euch bekannten mathematischen Satzen
heraus:

a) Die Summe der zwei spitzen Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck ist gleich 901o.
b) Wenn eine Kathete in einem rechtwinkligen Dreieck gleich der Halfte der Hypotenuse
ist, dann betragt ihr gegeniiberliegender spitzer Winkel 30°.

2. Unter Verwendung der entsprechenden mathematischen Ausdriicke sollt ihr folgende

Bezeichnungen vereinfachen:

a) Der Teil der Sekante, der innerhalb eines Kreises eingeschlossen ist,

7

b) das Vieleck mit der geringsten Anzahl Seiten,

O
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c) die Sehne, die durch den Mittelpunkt eines Kreises geht,

A

d) das gleichschenklige Dreieck, dessen Basis gleich einer Seite ist,

e) zwei Kreise ungleicher Radien, die einen gemeinsamen Mittelpunkt haben.

«B
A

F A
FAR

.-:-"-\‘
R

%

A146 A.: 5 _ﬂM .5..$“_..\,\._a.. C
3. In dem Dreieck ABC (Abb. 146) ist AB = BC, AD = DC'. Sucht mindestens fiinf
Ausdrucke, die den Abschnitt BD bezeichnen!

4. Die sieben verwandten Ausdriicke: Parallelogramm, geometrische Figur, Quadrat,
Vieleck, ebene Figur, Rhombus, konvexes Vieleck ordnet nacheinander so, dass der
Begriff, der durch das vorhergehende Wort gekennzeichnet ist, den Begriff in sich ein-
schlieBt, der durch das folgende Wort gekennzeichnet ist.

5. Da ihr wisst, dass die Summe aller AuBenwinkel eines beliebigen konvexen Vielecks
gleich vier Rechte ist, liberlegt, welche groBte Zahl innerer spitzer Winkel in einem
konvexen Vieleck vorkommen kann.

247. Die drei Weisen
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Ermiidet von den Streitgesprachen und der sommerlichen Hitze legten sich drei alte
griechische Philosophen zum Ausruhen ein wenig unter einen Baum des Gartens der
Akademie und schliefen ein. Wahrend sie schliefen, beschmierten ihnen SpaBvogel mit
Kohle die Stirnen.

Als sie erwachten und sich gegenseitig ansahen, gerieten sie in heitere Laune und be-
gannen zu lachen. Keinen beunruhigte das, weil es jedem natiirlich vorkam, dass die
beiden anderen sich gegenseitig auslachten.

Plotzlich horte einer der Weisen auf zu lachen, weil er begriff, dass auch seine Stirn
beschmiert war.

Welche Uberlegung hatte er angestellt?

248. Schlussfolgerungen als Ersatz fiir Gleichungen

Manche Aufgabe aus der Algebra kann auch der l6sen, dem Gleichungen unbekannt
sind. Oft hilft schon gesunder Menschenverstand, Aufmerksamkeit und ruhiges Uberle-
gen. Das sind auch berechtigte Losungswege.

Lost einmal folgende beiden Aufgaben "mit Schlussfolgerungen®:

1. Wenn man eine zweistellige Zahl anstatt wie (iblich von rechts nach links von links
nach rechts liest, dann ist die von links gelesene Zahl 4 1/2 mal so groB wie die
gegebene. Was fiir eine Zahl ist das?

Wenn man die Angaben in der Bedingung geschickt verwertet, kann man diese Aufgabe
allein "mit Schlussfolgerungen" musterhaft auf folgende Weise l6sen:

a) Die gesuchte Zahl ist groBer als 10, weil sie zweistellig ist.

b) Aber sie ist kleiner als 25, weil 25 - 4 1/2 eine dreistellige Zahl ist.

c) Die gesuchte Zahl ist durch 2 teilbar, weil sich bei ihrer Multiplikation mit 4 1/2
eine ganze Zahl ergibt.

d) Die von links gelesene Zahl ist nach der Bedingung 9 mal so groB wie die Halfte der
gesuchten Zahl; folglich ist sie durch 9 teilbar.

e) Da die von links gelesene Zahl durch 9 teilbar ist, lasst sich ihre Quersumme durch
9 teilen, und da die gesuchte Zahl aus denselben Ziffern besteht, ist sie folglich auch
durch 9 teilbar.

Sucht die Fortsetzung dieser Schlussfolgerungen und fiihrt die Losung zu Ende!

2. Das Produkt vier aufeinanderfolgender ganzer Zahlen ist gleich 3024. Diese Zahlen
sollen gesucht werden. Zur "logischen"Lésung kann man folgenden Gedankengang vor-
schlagen:
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) Man stellt fest, dass unter den gesuchten Zahlen nicht die Zahl 10 ist.

) Unter den gesuchten Zahlen missen Zahlen sein, die kleiner als 10 sind.

) Aus a) und b) und aus der Bedingung der Aufgabe gelangt man zu dem Schluss,
dass alle gesuchten Zahlen kleiner als 10, das heiBt einstellig sind.

d) Man stellt fest, dass unter den gesuchten Zahlen nicht die Zahl 5 ist.

e) Man bildet aus allen Gbrigen einstelligen Zahlen zwei Gruppen und klart, welche
Gruppe die Bedingung der Aufgabe erfiillt.

a
b
C

249. Mit gesundem Menschenverstand

Eine Studentin bereitete sich auf ihren "Probeunterricht" in Mathematik in der 8. Klasse

vor.
"Sag mir doch, welche Aufgaben du deinen Schiilern stellen willst?" fragte interessiert
ihr Vater, ein ausgezeichneter Maschinist.

"Das Alter eines Kindes, vermehrt um 3 Jahre, ergibt eine Zahl, aus der sich genau die
Quadratwurzel ziehen lasst, diese Wurzel ergibt das um 3 Jahre verminderte Alter des

Kindes. Wie alt ist das Kind?"
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"Nun, eine ganz gute Aufgabe fiir miindliche Ubungen. Aufgeweckte Kinder lésen sie

in einer Minute."
"Wie, fiir miindliche Ubungen? In einer Minute? Bei dieser Aufgabe beabsichtige ich,

den Schiilern noch einmal den Vorzug des algebraischen Verfahrens - mit Aufstellung
einer Gleichung - vor dem arithmetischen zu zeigen."
"Dazu ist die Aufgabe wenig brauchbar. Jeder, der in ihren Sinn eindringt, |6st sie 'im

Kopf' fast ohne jegliche Rechenarbeit."
Wie loste der Vater der Studentin die Aufgabe? Zusatzliche Fragen fiir diejenigen, die

quadratische Gleichungen aufstellen und lésen kénnen:

1. Wie wollte die Studentin diese Aufgabe arithmetisch und algebraisch l6sen?

2. Welche naturlichen Zahlen muss man fiur n wahlen, damit die Zahl, die dem um
n Jahre vermehrten hoheren Lebensalter entspricht, wieder eine Zahl ergibt, die eine
Quadratzahl darstellt, deren Quadratwurzel das um n Jahre verminderte Alter ergibt?
3. Sucht das kiirzeste Verfahren zur Ermittlung des Alters bei einer gegebenen Zahl n!
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10 Mathematik fast ohne Rechnen

250. Ja oder nein?

Stellt euch vor, dass euer Freund sich irgendeine ganze Zahl zwischen 1 und 1000
ausgedacht hat. Um die gedachte Zahl zu erraten, stellt ihr Fragen. Ihr verabredet,
dass euer Freund auf alle Fragen nur "ja" oder "nein" antworten soll.

Es mag unglaublich erscheinen, dass insgesamt nur zehn Fragen genligen sollen, um
jede beliebige gedachte ganze Zahl zwischen 1 und 1000 sicher zu ermitteln. Uberlegt,
welche Fragen man stellen muss!
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11 Mathematische Spiele und Kunststiicke
A. Spiele

Es gibt Spiele, deren erfolgreicher Verlauf nicht vom zufélligen Zusammentreffen giins-
tiger Umstande abhangt, sondern vom eigenen Nachdenken und von Vorausberechnun-
gen.

Wer die Berechnung anstellen kann, die dem Spiel zugrunde liegt, wird zum Besitzer
des Spiel"geheimnisses", das ihm den Sieg liber die anderen Teilnehmer sichert, die sich
die mathematischen Grundlagen noch nicht angeeignet haben. Solche Spiele nehmen
den Charakter von Aufgaben an.

251. EIf Gegenstdnde

Auf dem Tisch liegen elf gleiche Gegenstande, zum Beispiel Streichholzer. Der erste
Mitspieler nimmt sich von dieser Menge nach seinem Belieben 1, 2 oder 3 Gegenstande;
dann nimmt sich der zweite Mitspieler von den (ibriggebliebenen Gegenstanden auch
nach seinem Belieben 1, 2 oder 3. Dann nimmt wieder der erste usw.

So nehmen nacheinander beide Spieler jedesmal nicht mehr als 3 Gegenstande. Es
verspielt derjenige, dem es zufallt, dass er den letzten Gegenstand nehmen muss.

Kann wohl derjenige, der das Spiel beginnt, seinen Partner in die Zwangslage versetzen,
das letzte Stiick zu nehmen?

Wie muss man das Spiel fithren, um zu gewinnen, wenn die Anfangszahl der Gegen-
stande 30 ist?

Eine Verallgemeinerung des Spiels: Zwei Mitspieler nehmen nacheinander Streichhélzer
vom Tisch. Wie muss man das Spiel fiihren, um den Partner zu zwingen, das letzte
Streichholz zu nehmen, wenn am Anfang auf dem Tisch n Streichhdlzer liegen und es
erlaubt ist, auf ein mal 1 bis p Streichhdlzer wegzunehmen (p ist bedeutend kleiner als

n)?
252. Wer das letzte Streichholz nimmt, gewinnt

Wir andern die Hauptbedingung des vorigen Spiels. Es soll jetzt der Spieler, der als
letzter Streichholzer wegnimmt, nicht verlieren, sondern das Spiel gewinnen.

72—l

Es sind zwei Spieler beteiligt. Sie nehmen nacheinander, jeder nach seinem Belieben,
eine beliebige Menge Streichhdlzer von 1 bis 6 Stiick weg.

Wie muss man das Spiel fithren, damit man als letzter Streichhélzer nimmt, wenn am
Anfang auf dem Tisch 30 Streichholzer liegen?
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253. Die gerade Zahl siegt

Von 27 Streichholzern, die auf dem Tisch liegen, nehmen zwei Mitspieler nacheinander
wenigstens eins, aber nicht mehr als 4 Streichholzer weg. Als Sieger gilt derjenige, der
am Ende des Spiels eine gerade Anzahl Streichholzer hat.

Wie gewinnt man das Spiel?

254. Wie gewinnt man?

Es sind zwei Spieler beteiligt. Das Spielfeld ist ein schmales Stiick Papier, das in 8
Felder eingeteilt ist. Auf die Felder d, f und h werden Damespielsteine gesetzt (Abb.
147).
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Die Spieler verschieben nacheinander irgendeinen von den drei Steinen nach einem belie-
bigen Feld in Richtung des Pfeils. Ein Stein kann auch einen anderen Stein {iberspringen
und auf ein Feld gesetzt werden, das von einem anderen Stein besetzt ist.

Es gewinnt derjenige, der als letzter einen Stein auf das Feld a setzt. Derjenige, der
bei diesem Spiel den ersten Zug macht, kann immer gewinnen, wenn er das System
ausgearbeitet hat. Dies und den Beweis iiberlasse ich euren selbstandigen Uberlegungen.

255. Ein Quadrat soll ausgelegt werden

Dieses Spiel ist eine kleine Konstruktionsaufgabe. Zwei Spieler miissen je 18 ebene
Figuren aus Karton (Abb. 148) haben.

21 Stek

4 Stk Y
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i
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Die beiden Figurensatze mussen verschiedene Farben haben.

Das Spielfeld ist ein Quadrat aus 36 Feldern, die in 9 quadratische Abschnitte zu
je 4 Feldern zusammengefasst sind (Abb. 149). Die GroBe der Figuren ist der GroBe
der Felder des Spielfelds angepasst. Durch Kombination der Figuren kann man einige
Quadrate von der GroBe der Abschnitte (das heit der Quadrate zu je 4 Feldern)
auslegen.
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Selbstverstandlich kann jeder Spieler nicht mehr als 4 Quadrate auslegen, weil er nur
iber 18 Figuren verfiigt, deren Gesamtflache 17 1/2 Felder betragt.

Es werden die Quadrate auf dem Spielfeld abwechselnd belegt. Ein Zug besteht darin,
dass der Spieler eine seiner Figuren in ein beliebiges freies Feld eines Abschnitts, der
noch nicht vom Partner besetzt ist, legt; dabei darf er aber mit seinen Figuren nicht
mehr als 4 Abschnitte besetzen.

Es ist nicht erlaubt, eine Figur von einem Feld des Spielfelds in ein anderes umzusetzen,
die Lage einer Figur zu andern oder eine Figur aus einem Abschnitt in einen anderen
umzulegen.

Der Sinn des Spiels besteht darin, dass man iiberlegt, wie man seine Figuren zum
Auslegen der groBten Anzahl von Quadraten. verwenden kann.

Das Spiel endet, wenn keiner der Partner ein Quadrat mit den Gbriggebliebenen Figuren
seines Satzes mehr auslegen kann. Es gewinnt derjenige, der die meisten Quadrate
ausgelegt hat.

Mogliche Anordnungen der Figuren werden als Beispiel in Abb. 149 gezeigt.

256. Wer sagt als erster 1007

Es sind zwei Spieler beteiligt. Der erste Teilnehmer nennt eine beliebige natiirliche
Zahl, nicht groBer als 10, das heiBt, er kann 10 und jede natiirliche Zahl kleiner als 10
nennen. Der zweite Spieler addiert zur genannten Zahl eine natiirliche Zahl, die auch
nicht groBer als 10 ist, und sagt die Summe an.

Zu dieser Summe addiert der erste Spieler eine beliebige natirliche Zahl, die wiederum
10 nicht lbersteigt, und sagt die neue Summe an. Zur neuen Summe fiigt der zweite
eine natirliche Zahl hinzu, nicht groBer als 10 usw. bis die Summe 100 erreicht wird.

Der erste kann zum Beispiel 7 ansagen, der zweite 12, der erste 22 usw. Es gewinnt
derjenige, der als erster 100 erreicht. Wie erlangt man den Sieg?

Wenn ihr den Schlissel zum Sieg gefunden habt, dann (iberlegt, wie man das Spiel unter
anderen Bedingungen fiihren kann, zum Beispiel mit einer anderen Zahl als hochstem
Summanden und mit einer anderen Grenzsumme als 100.

257. Spiel mit Quadraten

Als Spielfeld dient eine auf kariertes Papier gezeichnete rechtwinklige Figur, die aus
einer gewissen (am besten ungeraden) Anzahl quadratischer Felder besteht. GroBe und
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Umrisse der Figur sind gleichgiiltig.

Zwei Spieler zeichnen nacheinander mit Bleistift oder Feder die Seiten der Innenfelder
nach (bei jedem Zug wird eine Seite nachgezeichnet). Diejenigen Seiten der Felder,
die mit den Grenzen des Spielfelds zusammenfallen, werden nicht nachgezeichnet - sie
gelten als schon fertig.

Wer die letzte Seite eines Felds nachzeichnet, rechnet es als seiniges, kennzeichnet es
mit irgendeinem Zeichen und macht noch einen zusatzlichen Zug, das heiBt, er zieht
einen weiteren Strich. Infolgedessen kann er nacheinander mehrere Felder "nehmen".

Das Spiel gewinnt, wer am haufigsten die Umrandung quadratischer Felder beendet,
das heiBt, mehr Felder "nimmt" als der Partner. Die "Qualitat" des Gewinns richtet
sich nach der Differenz zwischen der Zahl der genommenen und der der tbrigen Felder.

Die Vorausberechnung des Spielverlaufes ist bei weitem komplizierter, als sie auf den
ersten Blick scheinen mag. Wenn das Spielfeld aus einer groBen Anzahl von Feldern
besteht, dann erhalt man so viele mégliche Kombinationen, dass es fast unmoglich ist,
sie im voraus festzulegen, geschweige denn, sie sich zu merken.

Wir betrachten nur einige einfachste Falle, fiir die der Ausgang des Spiels verhaltnis-
maBig leicht berechnet werden kann. Die Kenntnis dieser Falle gibt euch eine Vorrang-
stellung vor dem "Gegner".

A150 4 b

1. Bei einem Quadrat aus 4 Feldern (Abb. 150a) verliert, wer anfangt. Wenn der Spieler,
der den ersten Zug macht, eine beliebige Seite eines beliebigen inneren Quadrats, zum
Beispiel die Seite a nachzieht, dann nimmt sein "Gegner", wenn er b nachzieht, ein
Feld, und dann nimmt er, da er das Recht auf einen weiteren Zug hat, auch die tibrigen
3 Felder weg.

2. Wenn eine Figur 5 Felder enthalt (Abb. 150b), dann braucht man beim richtigen
Anfangszug hochstens 3 Felder zu verlieren (1 nehmen, 4 abgeben); bei einem falschen
Zug verliert man alle 5 Felder.

Um ein Feld zu nehmen und dem "Gegner" nur die iibrigen 4 Felder abzugeben, muss
man als ersten Zug die Seite a nachziehen.

Bei jedem anderen Anfangszug nimmt der "Gegner" nacheinander alle 5 Felder weg.
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3. Bei einem Rechteck aus 6 Feldern gewinnt derjenige, der als ersten Zug die Seite a
nachzieht (Abb. 151).

4. Einen "Kanal" in der Breite von einem Feld, geradlinig, gebrochen, an einer Seite
offen oder geschlossen, aber ohne innere Offnungen (Abb. 152), gewinnt vollstandig
derjenige, der als erster in diese Figur "hineingeht".
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A.152

Wenn jedoch der geschlossene Kanal um eine Offnung herumlauft (zum Beispiel um
ein schon eingenommenes Quadrat), dann ist es ungiinstig, als erster "hineinzugehen".
Jeder beliebige Zug fithrt dann zum Verlust aller Felder (Abb. 153).

A.153

5. Bei einem Rechteck, das aus 8 Feldern besteht (Abb. 154), kann es ein unentschie-
denes Spiel (remis) geben, wenn beim ersten Zug die Seite a oder a’ nachgezogen wird.
Jeder andere Anfang fiihrt zum Verlieren dessen, der anfangt.

a
a.l'

A.154

Nach den angefiihrten Beispielen kann man sagen, dass die Kunst des Spiels darin
besteht, dass man geschickt die urspriingliche Figur in einfache Figuren der betrachte-
ten Art zerlegt und den "Gegner" zwingt, diejenigen Ziige anzubringen, die zu seiner
Niederlage fiihren, selbst aber zur rechten Zeit diejenigen anbringt, die den Sieg ge-
wabhrleisten.

Dabei muss man freilich bestandig auf die Zahl der eingenommenen Felder achtgeben.

A.155

Aufgabe. Bei einem Quadrat, das aus 9 Feldern besteht (Abb. 155), kann man wenigs-
tens 7 Felder gewinnen (8 Felder nehmen, 1 abgeben). Bestimmt, mit welcher Seite
man beginnen muss, und untersucht die moglichen Varianten fiir die Fortsetzung!
Konstruiert selbstandig den Spielplan fiir ein Feld in Gestalt eines Vielecks aus 11
Feldern, wie es in Abb. 156 dargestellt ist. Muss der Anfangende unbedingt siegen oder
verlieren, und wieviel Felder gewinnt oder verliert er wenigstens?

A.156
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258. Oua

Oua ist ein Nationalspiel der Bewohner von Westafrika. Das Spiel wird auf einem
Brett ausgefiihrt, das in 12 Facher eingeteilt ist. In jedem Fach ist eine kleine Grube
ausgehohlt, und in jeder Grube liegen bei Spielbeginn 4 gleiche Kiigelchen (Abb. 157).
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A.157 ¢ B £ F
Die afrikanischen Kinder begniigen sich oft damit, dass sie 12 Vertiefungen in den
Erdboden graben und mit 48 Steinchen spielen. Es sind zwei Spieler beteiligt. Der eine
Spieler (nennen wir ihn P) setzt sich an die Seite AF, der andere (nennen wir ihn p)
an die Seite af.

Ein "Zug" besteht darin, dass der Spieler aus einer beliebigen Grube auf seiner Seite
alle Kiigelchen herausnimmt und zu je eins auf jede der nachfolgenden Gruben verteilt.
Die Reihenfolge der Gruben ist entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn (ABC D E Fabcdef).
Wenn zum Beispiel der Spieler P bei seinem ersten Zug die Kiigelchen aus der Grube
D nimmt, dann muss er je eins in die Gruben FE, F, a, b legen. Der Spieler p kann
antworten, indem er zum Beispiel die Grube a ausleert (die nach dem Zug des P 5
Kiigelchen enthalt) und die Kiigelchen auf die Gruben b, ¢, d, e, f verteilt.

Als Resultat erhalt man folgende Position:

f e d ¢ b a
5 5 5 5 6 0
4 4 4 0 5 5
A B CD E F

Wenn im Verlauf des Spiels aus einer Grube 12 und mehr Kiigelchen herausgenommen
werden, dann muss man, wenn man bei der Austeilung bis zu dieser Grube kommt, sie
auslassen, das hei3t, sie bleibt leer.

Wenn bei der Verteilung auf die Gruben das letzte Kiigelchen in die letzte Grube der
Seite des "Gegners" (f auf der einen Seite und F' auf der anderen) gelangt und danach
in dieser Grube 2 oder 3 Kiigelchen enthalten sind, dann nimmt der Spieler, der den
Zug getan hat, die Kiigelchen aus dieser Grube in seine "Beute".

Er nimmt sich nacheinander auch die Kiigelchen aus den vorangehenden Gruben auf der
Seite des "Gegners", wenn in ihnen 2 oder 3 sind, aber nicht weiter als bis zu derjenigen
Grube, in der die Zahl der Kiigelchen nicht 2 oder 3 betragt.

Ich erlautere die letzte Regel an Beispielen.

Beispiel 1. In der Position
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geht der Spieler P bei seinem nachsten Zug von der Grube F' aus (einen anderen Zug
hat er nicht). Die Position wird darauf folgende:

f e d ¢ b a
3 2 3 4 2 3
0O 00O 0O OO (2)
A B C D E F

Das letzte Kiigelchen des Spielers P ist nach f gekommen. Die Grube f auf der
Grube des "Gegners" enthalt jetzt 3 Kigelchen. Dem Spieler P gibt dies das Recht auf
"Beute".

Er nimmt sich die 3 Kiigelchen aus Grube f plus die 2 und 3 aus den Gruben e und
d. In den Gruben b und a sind auch 2 und 3 Kiigelchen; diese darf der Spieler P aber
nicht nehmen, weil die Reihe der Gruben mit 2 oder 3 Kiigelchen durch die Grube ¢
unterbrochen wird, in der weder 2 noch 3 Kiigelchen sind. Folglich brachte der Zug fiir
P einen Gewinn von 8 Kiigelchen.

Wenn ibrigens der Spieler p in der Position (2) wiinscht, dass das Spiel weitergeht,
dann darf er nicht von der Grube a oder b aus spielen; weil dann der Spieler P keine
Kigelchen auf seiner Seite hat und das Spiel zu Ende ist.

Beispiel 2. In der Position

f e d ¢ b a
01 2 0 1 2
1 0 0 0 7 7
A B CDEF

gewinnt der Spieler P, wenn er mit seinem nachsten Zug von der Grube F' ausgeht,
nichts, weil sein letztes Kigelchen auf die eigene Seite des Bretts gelangt. Wenn er
seinen Zug von E aus unternimmt, gewinnt er auch nichts, weil sein letztes Kiigelchen
zwar in die Grube f kommt, aber sich nach diesem Zug darin nicht 2 oder 3 Kiigelchen
befinden.

Beispiel 3. Eine leere Grube ist nicht immer ungefahrlich. In der Position

f e d ¢ b a
0O 0 0 0o 0 O
1 0 0 0 0 17
A B CDE F

sind alle Gruben auf der Seite des Spielers p leer, und dennoch gewinnt der Spieler P
12 Kiigelchen. Er beginnt von der Grube F' her; das fiihrt zu folgender Position:
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f e d ¢ b a
2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 1 0
A B CDEF

Das letzte Kiigelchen fallt in f, und der Spieler P nimmt alle 12 Kiigelchen aus den
Gruben auf der Seite des Spielers p.
Das Spiel nimmt nur in zwei Féllen ein Ende:

1. wenn die Spieler feststellen, dass die auf dem Brett verbliebenen Kiigelchen nicht
ausreichen, um eine Position zu bilden, die "Beute" bringt;

2. wenn ein Spieler keine Kiigelchen auf seiner Seite hat und daher keinen Zug tun
kann.

Als Sieger gilt derjenige, der am Ende der Partie die meisten Kiigelchen hat!

Dieses Spiel verlangt, ahnlich dem Schach, Berechnungen auf einige Ziige voraus. Seine
Theorie hat noch niemand erarbeitet.

Wenn das Spiel aus dem ersten Grunde aufgehért hat, dann werden die auf dem Brett
verbliebenen Kiigelchen bei der Schlussabrechnung der Gewinnpunkte nicht beriicksich-
tigt. Wenn jedoch das Spiel aus dem zweiten Grunde zu Ende ging, dann werden nach
Vereinbarung die auf dem Brett verbliebenen Kiigelchen entweder auch nicht beriick-
sichtigt oder dem Spieler liberlassen, auf dessen Seite sich noch Kiigelchen befinden,
oder umgekehrt als Kompensation demjenigen Spieler liberlassen, der der Moglichkeit
beraubt ist, den nachsten Zug zu tun.

259. Spiel mit magischen Quadraten

Mit diesem Spiel kann man sich allein unterhalten, aber es konnen auch mehrere Spieler
teilnehmen und miteinander in Wettbewerb treten.

Jeder Spieler zeichnet auf ein Blatt Papier ein Quadrat, das aus 16 oder 25 oder 36
usw. gleichen Feldern besteht (die Anzahl der Felder wird vorher unter den Teilnehmern
festgelegt). Fiir jede Runde wird eine bestimmte Menge ganzer Zahlen festgelegt, von
denen jede Zahl wenigstens einmal verwendet werden muss.

- [ Man setzt die Zahlen so in die Felder des Quadrats, dass

i die Summen der Zahlen in jeder Zeile und in jeder Spalte

= Z f des Quadrats gleich sind. Man hat dann ein sogenanntes
s magisches Quadrat aufgestellt.

Streng genommen miissten bei einem magischen Quadrat
'~ auch die Summen der Zahlen in jeder Diagonale gleich
denen jeder Zeile und Spalte sein. Fiir dieses Spiel ist, wie
ihr seht, die Aufgabe etwas erleichtert, und sie lasst sich in
dieser Art allein mit Additionen und Subtraktionen |6sen.

[
i
-

Man kann die Zahlen von Feld zu Feld verschieben und austauschen. Die Zahlen kann
man entweder mit Bleistift in die Felder des Quadrats eintragen oder auf zugeschnit-
tene Spielmarken schreiben und dann diese Spielmarken in die Felder einordnen. Es ist
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zweckmaBig, nicht zu viele verschiedene Zahlen festzulegen. Es kénnen zum Beispiel
alle einstelligen Zahlen oder ein Teil davon sein.

Beim Wettbewerb unter mehreren Teilnehmern sind zwei Sieger moglich: Der eine Sie-
ger ist, wer zuerst die Losung hat, der andere, wer von den Teilnehmern die groBte
Summe in jeder Zeile und Spalte seines Quadrats erreicht hat.

Beispiel 1. Das Quadrat hat 25 Felder. Gegeben sind die Zahlen: 0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8
und 9. Mit diesen Zahlen sollen alle Felder nach der Spielregel ausgefiillt werden; dabei
soll jede Zahl mindestens einmal verwendet werden. Eine der moglichen Losungen wird
in Abb. 158 gezeigt. Die Summen der Zahlen sind in jeder Zeile und Spalte gleich, und
zwar 30.

Beispiel 2. Das Quadrat hat 16 Felder. Gegeben sind die Zahlen: 1, 2, 3,4, 5, 6 und 7.
Ordnet sie nach der Spielregel ein!
Zusatzlich wird jetzt gefordert, dass die Summe der Zahlen in den vier mittleren Feldern
des Quadrats dieselbe sein soll wie in jeder Zeile oder Spalte. Eine der moglichen
Losungen wird in Abb. 159 gezeigt.

A.160 'JTl

Ein Spielvorschlag: Das Quadrat hat 25 Felder. Gegeben sind die Zahlen: 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7 und 8.

Die Felder des Quadrats sollen mit diesen Zahlen nach der Spielregel ausgefiillt werden.
Zusatzlich wird folgendes verlangt:

a) In den farbigen Feldern (Abb. 160) soll die Summe der Zahlen dieselbe sein wie in
jeder Zeile oder Spalte.
b) Die Zahlen 0 und 6 diirfen nur einmal verwendet werden.

260. Kreuzzahlenratsel

Anstatt irgendeine beliebige Figur mit Wortern auszufiillen, wie das bei Kreuzwortrat-
seln verlangt wird, kann man die freien Felder einer solchen Figur mit Zahlen ausfiillen,
die man nach bestimmten Bedingungen aussucht.

Die Anfangsziffer der gesuchten Zahl muss in das nummerierte Feld gesetzt werden und
ihre letzte Ziffer in das letzte Feld der Spalte oder Zeile oder vor eine Begrenzung, die
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in den Zeichnungen durch einen starken Strich oder ein schraffiertes Feld dargestellt
wird.

Die Zahlen werden hier, wie die Woérter bei Kreuzwortratseln, in der Waagerechten von
links nach rechts und in der Senkrechten von oben nach unten gelesen. In jedes Feld
kann nur eine Ziffer gesetzt werden. Hier sind einige Beispiele fiir Kreuzzahlenratsel:

[
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Aufgabe 1. Es sollen alle Felder eines Quadrats (Abb. 161) mit Zahlen ausgefiillt wer-
den, die folgende Bedingungen erfillen:

waagerecht:

1. Die positive Differenz (a — b) zwischen einer Zahl a, die aus vier Ziffern in natiirlicher Folge
besteht, und der Zahl b, die mit denselben Ziffern, aber in umgekehrter Reihenfolge geschrieben
ist ("umgekehrte" Zahl).

4. Eine Zahl mit Ziffern in natirlicher Folge.

6. Das Produkt aus den beiden Zahlen Nr.3 senkrecht und Nr.8 waagerecht.

8. Eine Primzahl, das heiBt eine solche natiirliche Zahl, die nur durch 1 und durch sich selbst
teilbar ist.

9. Ein Vielfaches der Zahl 13.

senkrecht:

1. Der Kubus einer Zahl, die durch eine Ziffer der Zahl Nr.1 waagerecht ausgedriickt wird.

2. Die letzten drei Ziffern stimmen (iberein mit den letzten Ziffern des Produkts aus den beiden
Zahlen Nr. 1 waagerecht und Nr. 7 senkrecht.

3. Das Resultat aus der Division von Nr.6 durch Nr. 8, beide waagerecht.

5. Die Zahl besteht aus drei Ziffern in natiirlicher Folge.

7. Das Produkt eines Teilers der Zahl Nr.3 senkrecht mit einem Teiler der Zahl Nr.1 waagerecht.

Wie auch in Kreuzwortratseln muss man die Losung mit der klarsten Bedingung begin-
nen.
So ergibt zum Beispiel eine kleine Berechnung die Antwort auf die Frage Nr.1 waa-
gerecht. Da die "umgekehrte" Zahl nach dem Sinn der Bedingung kleiner als die ur-
spriingliche ist, stellen die Ziffern der urspriinglichen Zahl offensichtlich eine fallende
Folge dar: a, a — 1, a — 2, a — 3.
Wir lesen diese Buchstaben als Ziffern und schreiben nach der arithmetischen Methode
eine vierstellige Zahl: [a][a — 1][a — 2][a — 3].
Wir suchen die Differenz zwischen dieser Zahl und der "umgekehrten":
[a] [a-1] [a-2] [a-3]

-[a-3] [a-2] [a-1] [q]
a — 3 Einer sind weniger als a Einer; borgen wir einen Zehner, wandeln ihn in Einer um;
dann haben wir (104+a —3) —a=T.
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Die Zehner sind a — 2; einen haben wir geborgt, bleiben a — 3; das ist weniger als a — 1.
Wir borgen einen Hunderter, wandeln ihn in Zehner um; dann haben wir (104+a—3) —
(a—1)=8.

An Hundertern bleiben ebensoviel, wie wir subtrahieren missen. Folglich steht an der
Stelle der Hunderter eine Null und an der Stelle der Tausender a — (a — 3) = 3. Als
endgililtige Zahl ergibt sich:

[a] [a-1] [a-2] [a-3]

-[a-3] [a-2] [a-1] [a]
3 0 8 7

Wir schreiben diese Zahl in die erste Zeile des Quadrats ein (Abb. 162).

Jetzt lasst sich leicht auch die Frage Nr.1 senkrecht beantworten. Nach der Bedingung
muss in dieser Senkrechten der Kubus einer der drei Zahlen 3, 7 oder 8 stehen. Es passt
343 (Kubikzahl von 7).

Die Bedingung der Frage Nr. 4 waagerecht erfillt die Zahl 4567. Jetzt hat sich auch
die Zahl fir Nr. 3 senkrecht ergeben. Die librigen Zahlen sucht selbstandig.

Aufgabe 2. Es sollen alle Felder des Quadrats (Abb. 163) mit Zahlen ausgefiillt werden,
die folgende Bedingungen erfiillen:

waagerecht:

1. Eine Zahl, bei der alle Ziffern verschieden sind und die keine Ziffer mit der Zahl Nr.8 waage-
recht gemeinsam hat, bei der ihrerseits auch alle Ziffern verschieden sind.

5. Der groBte Teiler der Zahl Nr.3 senkrecht.

7. Die "umgekehrte" Zahl Nr. 3 senkrecht.

8. Vgl. Nr.1 waagerecht.

9. Ein Neuntel der Summe der Zahlen Nr.1 und Nr.8 waagerecht.

12. Das Produkt aus drei zweistelligen Primzahlen, von denen zwei Teiler der "umgekehrten"
Zahl Nr.6 senkrecht sind.

senkrecht:
1. Die erste Ziffer ist gleich der Summe der beiden anderen.

2. Eine Jahreszahl aus der zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts.
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3. Die Differenz zwischen den Zahlen Nr.1 und Nr. 8 waagerecht.

4. Die letzte Ziffer der Zahl ist das Produkt der durch die ersten beiden Ziffern ausgedriickten
Zahlen.

6. Die "umgekehrte" Zahl ist ein Vielfaches der Zahl Nr. 3 senkrecht und besteht aus drei
zweistelligen Primfaktoren.

9. Die Zahl ist einer der Teiler der "umgekehrten" Zahl Nr. 6.
10. Dieselbe Zahl wie Nr.5 waagerecht.
11. Der kleinste Teiler der Zahl Nr.3 senkrecht.

Aufgabe 3. Es sollen alle Felder des Quadrats, das in Abb. 164 dargestellt ist, mit
Zahlen ausgefiillt werden, die folgende Bedingungen erfiillen:

1 |2 3/4

5 e |7

[0 s F-]/ 122

13 14

A.164 t

waagerecht:
1. Das Quadrat einer Primzahl.

5. Die Halfte der Zahl, die der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen Nr. 10 und Nr. 11 senkrecht
ist.

6. Der Kubus einer Quadratzahl.
8. Die positive Quadratwurzel aus der Zahl Nr. 1 waagerecht.

10. Das Quadrat einer Zahl. Es ist eine symmetrische Zahl, das heiBt eine solche, die in gleicher
Weise von links nach rechts wie von rechts nach links gelesen werden kann.

13. Um 1 mehr als die Zahl Nr. 9 senkrecht.

14. Das Fiinffache der Zahl Nr.8 waagerecht.

15. Das Quadrat der Zahl, die um 1 groBer als Nr. 13 waagerecht ist.
senkrecht:

1. Die Zahl, die um 8 Einer kleiner ist als die kleinste positive ganze Zahl, die bei der Division
durch 2, 3, 4, 5 und 6 entsprechende Reste von 1, 2, 3, 4 und 5 ergibt.

2. Eine Zahl mit der Quersumme 29.
3. Eine Primzahl.
4. Eine Primzahl, die ein Teiler der Zahl Nr. 11 senkrecht ist.

7. Das vierfache Produkt der Zahl der Zehner von Nr. 15 waagerecht mit der Zahl Nr. 13
waagerecht.

9. Die verdoppelte Zahl Nr. 4 senkrecht.
10. Die "umgekehrte" Zahl Nr.11 senkrecht.
11. Die positive Quadratwurzel aus der Zahl Nr. 10 waagerecht.

12. Ein Vielfaches des groBten Teilers der Zahl Nr. 13 waagerecht.
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B. Kunststiicke

Hauptinhalt von Rechenkunststiicken ist das Erraten gedachter Zahlen oder der Ergeb-
nisse damit angestellter Rechenoperationen. Das ganze "Geheimnis" dieser Kunststiicke
besteht darin, dass der "Ratende" besondere Eigenschaften der Zahlen kennt und aus-
zunutzen versteht.

Das mathematische Interesse an jedem Kunststiick besteht in der "Entlarvung" seiner
theoretischen Grundlagen, die in der Mehrzahl der Falle ziemlich einfach sind, aber
manchmal geschickt getarnt werden.

Ob ein Kunststiick durchfiihrbar ist, kann man an jedem beliebigen Beispiel priifen,
aber fiir den Beweis muss man sich der Algebra bedienen. Im Anfang koénnt ihr die
"Beweise" der Kunststiicke weglassen und braucht euch nur darauf zu beschranken,
dass ihr ihren Inhalt fiir die Vorfiihrung vor euren Freunden einstudiert. Aber auch die
"Beweise" bereiten dem keine Schwierigkeiten, der gern nachdenkt und mit den An-
fangsgriinden der Algebra vertraut ist.

Hier wird nur das wesentliche Geriist der Kunststiicke gegeben, wahrend ihre Ausge-
staltung je nach Gelegenheit und Ort und je nach eurem Geschmack, eurem Scharfsinn
und euren Einfallen verschiedenartig sein kann.

261. Es sollen gedachte Zahlen erraten werden (7 Kunststiicke)

1. Denkt euch eine Zahl aus. Zieht 1 ab. Verdoppelt den Rest und fligt die gedachte
Zahl hinzu. Nennt das Resultat. Ich errate die gedachte Zahl.

Das Verfahren. Fiigt zum Resultat 2 hinzu und teilt die Summe durch 3. Der Quotient
ist die gedachte Zahl.

Beispiel. Ich denke mir 18; 18 — 1 = 17; 17 : 2 = 34; 34 + 18 = 52. Wir erraten:
52+ 2 =054; 54 : 3 = 18.

Beweis. Die gedachte Zahl bezeichnen wir mit . Wir fiithren die verlangten Rechen-
operationen durch: © — 1; 2(z — 1); 2(x — 1) + . Das Ergebnis: 20 — 242 = 3z — 2.
Wenn wir 2 addieren, erhalten wir 3z, und bei der Division durch 3 erhalten wir die
gedachte Zahl x.

2. Gebt eurem Freund auf, sich irgendeine Zahl auszudenken und mit dieser und einiger
beliebiger von euch genannter Zahlen mehrere Male abwechselnd Multiplikationen und
Divisionen anzustellen, das Resultat euch aber nicht zu nennen.

Nach einigen Multiplikationen und Divisionen haltet ihr an und gebt ihm auf, das
Resultat durch die Zahl zu teilen, die er sich ausgedacht hat, dann zu dem Quotienten
die gedachte Zahl zu addieren und euch das Resultat zu sagen. Nach diesem Resultat
erratet ihr sofort die Zahl, die sich euer Freund ausgedacht hatte. Das Geheimnis ist
sehr einfach.

Der Ratende muss sich selbst auch eine beliebige Zahl ausdenken (zum Beispiel 1) und
mit ihr alle Multiplikationen und Divisionen bis zur Division durch die anfangs gedachte
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Zahl durchfiihren,

Dann erhalt er als Quotienten dieselbe Zahl wie der Freund, selbst wenn die beiden
urspriinglich ausgedachten Zahlen verschieden waren. Danach muss der Ratende von
dem angesagten Resultat sein Resultat abziehen. Die Differenz ist die gesuchte Zahl.

Beispiel. Die gedachte Zahl soll 7 sein. Sie wird mit 12 multipliziert, das Resultat (84)
durch 2 geteilt, die erhaltene Zahl (42) . mit 5 multipliziert, das Resultat (210) durch
3 geteilt. Es ergibt sich 70 und nach der Division durch die gedachte Zahl und der
Addition der gedachten Zahl 17.

Gleichzeitig habt ihr "fiir euch" die Zahl 1 gemerkt. Ihr multipliziert mit 12, das ergibt
12. lhr teilt durch 2, das ergibt 6. Ihr multipliziert mit 5, das ergibt 30. lhr teilt durch
3, das ergibt 10, und zieht 10 von 17 ab und erhaltet die gesuchte Zahl 7.

Anmerkung. Zur Verstarkung der Wirkung konnt ihr dem Freund selbst die Gelegenheit
einrdaumen, die Zahlen zu nennen, mit denen er die Multiplikationen und Divisionen
durchfiihren mochte. Er muss euch nur jedesmal diese Zahlen ansagen.

Anmerkung 2. Man braucht nicht unbedingt mit den Multiplikationen und Divisionen
abzuwechseln. Man kann erst einige Multiplikationen ansagen und dann einige Divisio-
nen oder umgekehrt.

Beweist dieses Kunststiick, das heiBt, erklart "in Buchstaben", dass das Kunststiick mit
jeder beliebigen Zahl angestellt werden kann.

3. Wir vereinbaren, als groBeren Teil einer ungeraden Zahl die Zahl zu bezeichnen, die
um 1/2 groBer ist als die Halfte der ungeraden Zahl. So ist bei der Zahl 13 der groBere
Teil gleich 7, bei der Zahl 21 ist er gleich 11. Denkt euch eine natiirliche Zahl aus.
Addiert ihre Halfte oder, wenn sie ungerade ist, ihren groBeren Teil. Zu dieser Summe
fugt deren Halfte und, wenn sie ungerade ist, deren groBeren Teil hinzu. Teilt die
erhaltene. Zahl durch 9, gebt den Quotienten bekannt, und, wenn ein Rest geblieben
ist, sagt an, ob er groBer, kleiner oder gleich 5 ist.

Je nach der Antwort ist die gedachte Zahl gleich

dem vierfachen Quotienten, wenn kein Rest geblieben ist;

dem vierfachen Quotienten + 1, wenn der Rest kleiner als 5 ist;
dem vierfachen Quotienten + 2, wenn der Rest gleich 5 ist;
dem vierfachen Quotienten + 3, wenn der Rest groBer als 5 ist.

Beispiel. Ausgedacht wurde 15. Wenn wir die geforderten Berechnungen durchfihren,
haben wir: 15+ 8 = 23; 23+ 12 = 35; 35 : 9 = 3 Rest 8. Es wird angesagt: "Quotient
3, Rest groBer als 5."

Wir "erraten": 3 — 4 + 3 = 15; es war 15 ausgedacht worden.

Beweist auch dieses Kunststiick. Beim Beweis beachtet, dass jede nicht negative ganze
Zahl (folglich auch die gedachte) durch eine der folgenden Formen ausgedriickt werden
kann: 4n + 1, 4n + 2, 4n + 3, wobei der Buchstabe n eine beliebige nicht negative
ganze Zahl bedeutet.

4. Zuerst geht vor wie in dem vorangehenden Kunststiick, das heiBt, gebt auf, sich
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eine positive ganze Zahl auszudenken und zu ihr die Halfte oder ihren groBeren Teil
zu addieren und dann wiederum die Halfte der erhaltenen Summe oder deren gréBeren
Teil zu addieren.

Aber an Stelle der Forderung, das Resultat durch 9 zu teilen, gebt jetzt auf, alle Ziffern
des erhaltenen Resultats bis auf eine zu nennen. Nur darf diese verschwiegene Zahl
keine Null sein.

Zu jeder Ziffer einschlieBlich der verschwiegenen muss angegeben werden, an welcher
Stelle sie im Resultat steht. SchlieBlich muss der Befragte angeben, in welchen Fallen
(im ersten, im zweiten, oder im ersten und zweiten oder in keinem Falle) er den groBeren
Teil einer Zahl addieren musste.

Um danach die gedachte Zahl zu ermitteln, muss man alle Ziffern, die genannt werden,
addieren und hinzufligen:

0, wenn Uberhaupt kein groBerer Teil einer Zahl addiert wurde;

6, wenn nur im ersten Falle ein groBerer Teil einer Zahl addiert wurde;

4, wenn nur im zweiten Falle ein groBerer Teil einer Zahl addiert wurde;

1, wenn in beiden Fallen ein groBerer Teil einer Zahl addiert wurde.

Weiterhin muss man in allen Fallen die erhaltene Summe bis zur nachsten durch 9teil-
baren Zahl erganzen. Diese Erganzung stellt die unbekannte Ziffer dar. Da man jetzt
alle Ziffern des Resultats kennt und folglich auch das gesamte Resultat, ist es nicht
schwer, auch die gesuchte Zahl zu finden.

Dazu muss man das Resultat durch 9 teilen, den Quotienten mit 4 multiplizieren und
je nachdem, ob der Rest kleiner als 5, gleich 5 oder groBer als 5 ist, zu dem Produkt
1, 2 oder 3 addieren. Ist der Rest = 0, wird nichts addiert.

Beispiel 1. Ausgedacht wurde 28. Wenn man alle Berechnungen durchgefiihrt hat, ergibt
sich 63. Die Ziffer 3 halt man geheim.

Dann erganzt der Ratende die genannte Ziffer 6 auf 9 und erhalt 3. Als Resultat findet
man 63. Die gesuchte Zahl ist (63 : 9) —4 = 28.

Beispiel 2. Ausgedacht wurde 125. Nach Ausfiihrung der Berechnungen ergibt sich
282. Verschwiegen wird, nehmen wir an, die erste Ziffer; 2. Angesagt wird: Die zweite
Ziffer ist 8 und die dritte 2, und der groBere Teil einer Zahl wurde nur im ersten Falle
hinzugefigt.

Wir "erraten": 8 2+ 6 = 16. Die nachste durch 9 teilbare Zahl ist 18. Folglich ist die
geheim gehaltene Ziffer eine 2; denn 18 — 16 = 2. Wir stellen die gedachte Zahl fest;
282:9 =31 Rest 3; 31-4+1=125.

Beispiel 3. Es soll der, der sich die Zahl ausgedacht hat, angesagt haben, dass das
zuletzt erhaltene Resultat aus 3 Ziffern besteht, wobei die erste Ziffer 1 und die letzte
7 ist und der groBere Teil einer Zahl in beiden Fallen hinzugefiigt wurde.

Wir "raten"die gedachte Zahl: 1+7+1 = 9. Die Erganzung bis zu der nachsten durch
9 teilbaren Zahl ist Null oder Neun; aber Null darf nach der Bedingung nicht geheim
gehalten werden. Folglich ist die geheim gehaltene Ziffer 9 und das ganze Resultat 197.
Wir teilen 197 durch 9. 197 : 9 = 21 Rest 8. Die gedachte Zahl ist 21 - 4 4+ 3 = 87.
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Beweist das Kunststiick! Es ist nicht schwer, besonders nicht fiir diejenigen, die sich
iiber die Beweisfiihrung bei dem vorangehenden Kunststiick klar geworden sind.

5. Denkt euch irgendeine Zahl (die kleiner als 100 ist, um die Berechnung nicht zu
erschweren) und erhebt sie ins Quadrat. Zur gedachten Zahl fiigt eine beliebige Zahl
(auBer Null) hinzu (sagt an, welche) und erhebt die erhaltene Summe auch ins Quadrat.
Sucht die Differenz zwischen den erhaltenen Quadratzahlen und sagt das Resultat an.
Um die gedachte Zahl zu erraten, genligt es, die Halfte dieses Resultats durch die Zahl
zu teilen, die zur gedachten hinzugefiigt worden ist, und vom Quotienten die Halfte der
hinzugefligten Zahl abzuziehen.

Beispiel. Ausgedacht wurde 53; 532 = 2809. Zur gedachten Zahl wird 6 hinzugefiigt:
53 + 6 = 59; 592 = 3481; 3481 — 2809 = 672. Dieses Resultat wird angesagt.

Wir raten: 672 : 12 =56 (=336 : 6 = 56) ; 6 : 2 = 3; 56 — 3 = 53. Die gedachte Zahl
ist 53. Sucht den Beweis!

6. Gebt eurem Freund auf, sich eine beliebige ganze Zahl zwischen 6 und 60 auszu-
denken. Jetzt soll er zunachst diese Zahl durch 3 teilen, dann durch 4 und dann durch
5 und die Reste der Divisionen ansagen. Nach diesen Resten findet ihr mit Hilfe einer
Formel die gedachte Zahl.

Es sollen die Reste 71,75 und r3 sein. Merkt euch jetzt folgende Formel: S = 40r; +
4519 + 3673.
Wenn sich S = 0 ergibt, dann ist die gedachte Zahl 60; wenn S # 0 ist, dann gibt der
Rest aus der Division von S durch 60 die gedachte Zahl an. Eurem Freunde, der sich
die Zahl ausgedacht hat, wird es nicht so leichtfallen, von selbst hinter euer Geheimnis
zu kommen.

Beispiel. Gedacht wurde 14. Angesagt werden die Reste: 1 = 2, r.o = 2, r3 = 4. Wir
rechnen: S =40-2+45-2+ 36 -4 = 314; 314 : 60 = 5 Rest 14. Die gedachte Zahl
ist 14.

Ihr braucht der Formel, die euch ohne Ableitung vorgesetzt wurde, nicht blindlings zu
trauen. Uberzeugt euch zunachst davon, dass sie in allen Fallen, die nach der Bedingung
des Kunststiicks zulassig sind, unweigerlich zutrifft, und dann fiihrt das Kunststiick vor.

7. Wenn ihr euch die mathematische Grundlage der hier dargelegten Kunststiicke klar-
macht, konnt ihr sie variieren. Ein Beispiel:

Im vorangehenden Kunststiick, in dem eine gedachte Zahl nach ihren Resten bei einer
Division erraten wurde, waren Divisoren die Zahlen 3, 4 und 5. Wir ersetzen sie durch
andere Divisoren, zum Beispiel 3, 5 und 7, und stecken den Bereich fiir die auszuden-
kende Zahl von 7 bis 105 ab. Die Multiplikatoren in der Formel andern sich natiirlich
auch. Sucht die neue Formel!

Antwort. S = 70ry + 21ry + 1573, wobei 71, 79 und 73 entsprechende Reste aus der
Division der gedachten Zahl durch 3,5 und 7 sind. Ist S > 105, dann ist die gedachte
Zahl gleich dem Rest aus der Division von S durch 105; ist 0 < .S < 105, dann ist S
die gedachte Zahl; ist S = 0, dann ist 105 die gedachte Zahl.
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262. Es werden die Resultate von Rechenoperationen erraten,
ohne nach etwas zu fragen

Die folgenden Kunststiicke beruhen darauf, dass man Berechnungen anstellen lassen
kann, die zu einem im voraus festgelegten Resultat fiihren, ohne dass man sich die Zahl
sagen lasst, mit der die Berechnungen begonnen wurden.

Kunststlick 1. Gebt auf, eine gedachte Zahl mit einer willkirlich von euch ausgewahlten
Zahl zu multiplizieren und zu dem Produkt eine Zahl zu addieren, die auch willkiirlich
von euch ausgewahlt wird.

Die Summe gebt auf durch eine dritte ebenfalls von euch willkiirlich gegebene Zahl
(auBer Null) zu dividieren. lhr dividiert in dieser Zeit im Kopfe die erste der von euch
genannten Zahlen durch die dritte und, welche Zahl sich dabei ergibt, soviel mal lasst
ihr von dem Quotienten die gedachte Zahl subtrahieren. Dieses letzte Resultat "erratet”
ihr.

Es ist gleich dem Quotienten aus der Division der zweiten der von euch aufgegebenen
Zahlen durch die dritte.

Beispiel. Angenommen, gemerkt wurde 6. |hr gebt auf, diese Zahl mit 4 zu multiplizieren
(ihr merkt euch diese Zahl als erste). Man erhalt 24.

Ihr gebt weiter auf, 15 (die zweite Zahl) zu addieren. Man erhalt 39. lhr gebt schlieBlich
auf, durch 3 (dritte Zahl) zu dividieren. Man erhalt 13. Eure Berechnung ist: 4 : 3 = 1%.
Nun gebt ihr dem Teilnehmer auf, von dem von ihm errechneten Quotienten (von 13)
die gedachte Zahl und noch ein Drittel von ihr zu subtrahieren.

Er subtrahiert 6 und 2, insgesamt 8, und erhalt 13 — 8 = 5. In dieser Zeit fihrt ihr im
Kopf die Division der zweiten von euch genannten Zahl (15) durch die dritte (3) aus
und erhaltet auch 5. Diese Zahl gebt ihr als das erwartete Resultat bekannt.

Beweist, dass eine solche Ubereinstimmung der Resultate nicht zufillig, sondern véllig
gesetzmaBig ist!

Kunststlick 2. Schreibt irgendeine ganze Zahl zwischen 1 und 50 auf ein Stiick Papier
und haltet sie geheim. Auch jeder Teilnehmer soll nach Belieben eine ganze Zahl auf-
schreiben, die groBer als 50 ist, aber 100 nicht (ibersteigt, und ohne sie euch zu zeigen,
soll er folgende Berechnungen ausfiihren:

1. Er soll zu seiner Zahl 99 — = addieren, wobei = die von euch aufgeschriebene Zahl
ist. Die Differenz berechnet ihr im Kopf und nennt dem Teilnehmer nur das Resultat.

2. In der erhaltenen Summe soll er die duBerste linke Ziffer wegstreichen und die ihr
entsprechende Zahl zur restlichen Zahl addieren.

3. Die erhaltene Zahl soll er von der Zahl abziehen, die er am Anfang niedergeschrieben
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hat.

Im Ergebnis kommt bei allen Teilnehmern ein und dieselbe Zahl heraus, und zwar die-
jenige, die von euch im voraus niedergeschrieben worden war.

Beispiel. Die Zahl, die von euch niedergeschrieben worden ist und geheim gehalten wird,
soll 18 sein; die Zahl, die einer der Teilnehmer niedergeschrieben hat, 64. |hr gebt auf,
99 — 18 = 81 zu addieren. Man erhalt 64 + 81 = 145.

Die Ziffer 1 wird ausgestrichen und die Addition 45+1 = 46 durchgefiihrt. Die Differenz
zwischen der gedachten Zahl (64) und der errechneten (46) ist 64 — 46 = 18. Das ist
die Zahl, die ihr niedergeschrieben und geheim gehalten habt.

263. Ich finde heraus, wieviel jeder genommen hat

Es soll der erste Teilnehmer eine beliebige durch 4 teilbare Anzahl von Gegenstanden
(Streichholzer, Geldstiicke usw.) nehmen.

Der zweite soll das 7fache von dem nehmen, wovon der erste das 4fache genommen
hat. Den dritten Teilnehmer bittet ihr, das 13fache zu nehmen.

Jetzt soll der dritte Teilnehmer von der Anzahl seiner Gegenstande dem ersten und
dem zweiten soviel abgeben, wieviel jeder von ihnen bereits hat. Dann soll der zweite
Teilnehmer dem dritten und dem ersten soviel Gegenstande geben, wieviel jeder hat.
SchlieBlich soll auch der erste so verfahren.

Fragt einen beliebigen Teilnehmer, wieviel Gegenstande er hat. Die Zahl, die er euch
nennt, teilt durch 2. Das Ergebnis besagt, wieviel Gegenstande der erste Teilnehmer
urspriinglich genommen hat. Die Zahl der Gegenstande, die der erste gecnommen hatte,
teilt durch 4 und multipliziert mit 7.

Das ist die Zahl der Gegenstande, die der zweite Teilnehmer genommen hatte. Und
der dritte Teilnehmer nahm das 13fache von dem, von dem der zweite das 7fache
genommen hatte. Es ist sehr leicht, das Kunststiick zu beweisen.

264. 1, 2 Versuche ... und ich habe es erraten

Denkt euch zwei beliebige positive ganze Zahlen aus. Addiert ihre Summe zu ihrem
Produkt und sagt mir das Resultat. Wie ein Sportler ein Hindernis nach ein, zwei
Anlaufen iberspringt, so unternehme ich es, die von euch gedachte Zahl zu erraten,
wenn auch vielleicht nicht gleich beim ersten Mal.

Die Methode ist einfach, wenn auch nicht gleich zu tberblicken.

Ich flige 1 zu eurem Resultat, das Ergebnis teile ich in 2 Faktoren und von jedem Faktor
subtrahiere ich 1.

Beispiel 1. Man hat mir das Resultat 34 genannt.

Ich rechne: 34 + 1 = 35; dann 35 = 5 -7 und auch 35 = 35 : 1. Folglich sind die
gedachten Zahlen 4 und 6 oder 34 und O.

Ich kann euch aufgeben, die Summe der gedachten Zahlen von ihrem Produkt zu
subtrahieren. Um jetzt die gedachten Zahlen herauszubekommen, addiere ich wieder 1
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zu eurem Resultat, zerlege die erhaltene Zahl in 2 Faktoren und addiere zu jedem 1.

Beispiel 2. Man hat das Resultat 64 genannt. Ich rechne: 6441 = 65; 65 = 13 -5 oder

65 = 65 : 1. Folglich sind die gedachten Zahlen 14 und 6 oder 66 und 2.
Beweist die Richtigkeit dieses Verfahrens.

265. Wer hat den Radiergummi genommen und wer den
Bleistift?

Eure Mitspieler sollen A und B sein. Dreht euch um und gebt dem einen auf, einen
Bleistift, dem anderen, einen Radiergummi zu nehmen. Dann sagt:

"Dem Besitzer des Bleistifts nenne ich die Zahl 7, dem des Radiergummis die Zahl 9."
(Es kdénnen auch andere Zahlen sein, aber die eine muss eine Primzahl und die andere
eine zusammengesetzte Zahl sein, die sich nicht durch die erste teilen l3sst.)

"Du, A, multiplizierst deine Zahl mit 2 und du, B, mit 3." (Die eine dieser Zahlen muss
ein ganzzahliges Mal in der von euch genannten zusammengesetzten Zahl enthalten
sein, wie zum Beispiel 3 in 9, und die andere muss wieder eine Primzahl sein, wie zum
Beispiel 3 und 2.)

"Addiert die Resultate und nennt mir die Summe oder sagt, ob sich diese Summe ohne
Rest durch 3 teilen lasst" (durch die von euch gegebene Zahl, die als Teiler in der
gegebenen zusammengesetzten Zahl enthalten ist).

Wenn ihr das wisst, kénnt ihr sofort feststellen, wer den Bleistift genommen hat und
wer den Radiergummi.

Wenn nun die erhaltene Summe durch 3 teilbar ist, bedeutet das, dass die mit 3 mul-
tiplizierte Zahl die nicht durch 3 teilbare ist, das heiBt die 7. Da ihr wisst, wer seine
Zahl mit 3 multipliziert hat (B) und dass die Zahl 7 dem Besitzer des Bleistifts genannt
worden ist, folgert ihr, dass B den Bleistift hat.

Umgekehrt, wenn die erhaltene Summe nicht durch 3 teilbar ist, dann bedeutet das,
dass die Zahl mit 3 multipliziert worden ist, die durch 3 teilbar ist, das heit die 9. In
diesem Falle hat B den Radiergummi.

Wie beweist ihr dieses Kunststiick?

266. Das Erraten von drei gedachten Summanden und der
Summe

Gebt euren Gasten auf, drei beliebige aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen aufzu-
schreiben, jede nicht groBer als 60. (Sie schreiben zum Beispiel 31, 32, 33.)

Ihr bittet sie, dazu noch eine natiirliche Zahl, die durch 3 teilbar und kleiner als 100
ist, anzusagen. (Sie nennen zum Beispiel 27.)

Diese Zahl musst ihr euch merken. Bittet sie, alle 4 Zahlen zu addieren (314 32+ 33+
27 = 123) und die Summe mit 67 zu multiplizieren (123 - 67 = 8241).
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Jetzt sollen eure Gaste die beiden letzten Ziffern des Resultats ansagen. Ihr konnt sofort
das ganze Resultat und die drei aufgeschriebenen Zahlen angeben.

Das Verfahren. Teilt 27 durch 3. lhr erhaltet 9. Addiert 1 zur 9. |hr erhaltet 10, die
Schliisselzahl. Wenn ihr sie von der Zahl subtrahiert, die aus den beiden euch angege-
benen Ziffern des Resultats besteht (41 — 10 = 31), erhaltet ihr die kleinste der drei
aufgeschriebenen Zahlen. Wenn ihr 41 verdoppelt, erhaltet ihr 82, die beiden ersten
Ziffern des Resultats.

Der Beweis dieses Verfahrens ist eine interessante Aufgabe.

267. Es sollen mehrere gedachte Zahlen erraten werden

Es gibt ein einfaches Verfahren, mehrere gedachte einstellige Zahlen zu erraten. Die
erste der gedachten Zahlen multipliziert man mit 2 und addiert zum Produkt 5. Die
erhaltene Zahl multipliziert man mit 5 und addiert zum Produkt 10.

Zum Resultat addiert man die zweite gedachte Zahl und multipliziert die Summe mit
10. Zum Resultat addiert man die dritte gedachte Zahl und multipliziert das Ergebnis
wieder mit 10. Dann addiert man die vierte gedachte Zahl und multipliziert mit 10 und
so fort, bis die letzte der gedachten Zahlen addiert ist.

Die letzte Summe und die Anzahl der gedachten Zahlen miissen angesagt werden.

Zum "Erraten" muss man von der angesagten Summe abziehen:
35, wenn 2 Zahlen ausgedacht worden sind,

350, wenn 3 Zahlen ausgedacht worden sind,

3500, wenn 4 Zahlen ausgedacht worden sind usw.

Die Ziffern der Differenz sind auch die Ziffern der gedachten Zahlen.

Beispiel. Ausgedacht wurden die Zahlen 3, 5, 8 und 2. Wir verdoppeln die erste: 3-:2 = 6,
addieren 5, erhalten 645 = 11, multiplizieren mit 5, erhalten 11-5 = 55, addieren zum
Resultat 10: 55410 = 65, addieren die zweite gedachte Zahl: 65+5 = 70, multiplizieren
mit 10, erhalten 70 - 10 = 700, addieren die dritte gedachte Zahl: 700 + 8 = 708, und
weiter: 708 - 10 = 7080; 7080 + 2 = 7082.

Vom Endresultat subtrahieren wir 3500; das ergibt 3582. Die Ziffern dieser Differenz
sind die gedachten Zahlen.

Beweist dieses Verfahren!

268. Wie alt seid ihr?

"Ihr wollt es nicht sagen? Nun gut, sagt mir nur, was sich ergibt, wenn man von der
Zahl, die 10 mal so groB ist wie die Zahl eures Lebensalters, das Produkt aus einer
beliebigen einstelligen Zahl mit 9 abzieht. Ich danke euch, jetzt weiB8 ich, wie alt ihr
seid."

Das Verfahren. Von dem angesagten Resultat wird die Ziffer der letzten Stelle abge-
trennt und die ihr entsprechende Zahl zur restlichen Zahl addiert.
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Beispiel. Von der Zahl 170, die 10mal so groB ist wie das Lebensalter, subtrahierte man,
sagen wir, 27. Danach wurde das Resultat angesagt: 143.

Wir bestimmen das Alter: 14 + 3 = 17.

Leicht und eindrucksvoll! Aber zur Vermeidung von lrrtiimern (iberlegt den Grundge-
danken des Kunststiicks.

269. Geometrisches Kunststuck

Zeichnet auf ein rechtwinkliges Stiick Karton 13 gleiche Striche in gleichen Abstanden,

wie in Abb. 165 gezeigt wird.
~N
Ti I i i | |

Jetzt schneidet das Rechteck entlang der Geraden durch M und N durch, die den
oberen Endpunkt des duBersten linken Striches mit dem unteren Endpunkt des du-
Bersten rechten Striches verbindet. Verschiebt beide Halften des Rechtecks entlang der
Schnittlinie, wie in der Abbildung gezeigt wird.

Es hat sich eine interessante Erscheinung ergeben: Anstatt der 13 Striche sind es 12!
Wohin ist der eine Strich verschwunden?

A.165
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Von allen Grundrechnungsarten ist am eigenartigsten die Division. Nehmen wir bei-
spielsweise das Rechnen mit der Null. Fir alle anderen Grundrechnungsarten ist die
Null eine gleichberechtigte Zahl. Man kann sie addieren wie subtrahieren; sie kann
Multiplikator oder Multiplikand sein, aber sie darf niemals Divisor sein. Grundsatzlich
darf man keine Zahl, keinen algebraischen Ausdruck durch Null dividieren.

Wenn man das nicht beachtet, kann man sich leicht blamieren. Man kann, sagen wir,
eine beliebige bewusst falsche Behauptung "beweisen" - und das ist doch "paradox".
Wie verhaltet ihr euch zum Beispiel zu folgender Behauptung:

"Jede GroBe ist ihrer Halfte gleich."

Der "Beweis".

Angenommen, a und b sind zwei gleiche GroBen: a = b. Wir wollen beide Seiten dieser
Gleichung mit a multiplizieren: a? = ab. Jetzt vermindern wir die linke wie die rechte
Seite der Gleichung um b?. Die erhaltenen Differenzen a®> — b? und ab — b? sind auch
gleich: a? — b? = ab — b2

Wir lésen die Seiten dieser Gleichung in Faktoren auf: (a + b)(a — b) = b(a — b).

Wir teilen beide Seiten der Gleichung durch a — b, worauf wir folgende Gleichung erhal-
ten: a+b =0. Da b = a ist, konnen wir in der letzten Gleichung b durch a ersetzen. Es
ergibt sich dann a + a = a oder 2a = a. Teilen wir durch 2, dann erhalten wir a = 3,
das heiBt also, die GroBe a ist ihrer Halfte gleich (7).

AuBerlich oder, wie man sagt, "formal" scheint alles richtig zu sein, aber genau genom-
men ist irgendwo in den Rechenoperationen ein Fehler. Ihr wart natiirlich aufmerksam
und habt gemerkt, an welcher Stelle der Umwandlungen der Fehler steckt. Der be-
sondere "Charakter" der Division zeigt sich nicht nur im Verhalten zur Null, sondern
allgemein darin, dass die Division im System der ganzen Zahlen nicht uneingeschrankt
durchfihrbar ist:

Man definiert: Eine ganze Zahl a ist durch eine ganze Zahl b teilbar, wenn es eine ganze
Zahl c gibt, die mit b multipliziert die Zahl a ergibt; wenn es eine solche Zahl ¢ nicht
gibt, dann ist a nicht durch b teilbar.

Diese Eigentiimlichkeiten der Division fiihrten zur Entwicklung von Begriffen wie der
Primzahlen, des groBten gemeinsamen Teilers®| und des kleinsten gemeinsamen Vielfa-
chen’] sowie von Teilbarkeitsregeln.

Die Beschaftigung mit den Aufgaben dieses Kapitels wird den Umfang eurer Schul-
kenntnisse tber die Teilbarkeit ganzer Zahlen erweitern.

8Der groBte gemeinsame Teiler (g.g.T.) zweier oder mehrerer Zahlen ist die groBte Zahl, durch die
sich eine jede von ihnen teilen lasst

Das kleinste gemeinsame Vielfache (k.g.V.) zweier oder mehrerer Zahlen ist die kleinste Zahl, die
durch die gegebenen Zahlen teilbar ist
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270. Die Zahl auf dem Grabmal

In einer agyptischen Pyramide entdeckten Gelehrte auf der Steinplatte eines Grabmals
in Hieroglyphen eingehauen die Zahl 2520. Es ist schwer, genau zu sagen, weshalb dieser
Zahl eine solche Ehre zuteil wurde. Vielleicht deshalb, weil sie ohne Rest ausnahmslos
durch alle ganzen Zahlen von 1 bis 10 teilbar ist. Es gibt keine Zahl kleiner als 2520,
die die genannte Eigenschaft besitzt.

Man kann sich leicht davon (iberzeugen, dass diese Zahl das kleinste gemeinsame Viel-
fache der ersten zehn ganzen Zahlen ist.

271. Gibt es eine solche Zahl?

Gibt es eine Zahl, die bei der Division durch 3 den Rest 1 ergibt, bei der Division durch
4 den Rest 2, bei der Division durch 5 den Rest 3, bei der Division durch 6 den Rest 47

272. Der Eierkorb (aus einem alten franzdsischen Rechenbuch)

Eine Frau trug einen Eierkorb zum Markte. Ein Passant stieB sie versehentlich an; dabei
fiel der Korb herunter, und die Eier zerbrachen. Der Mann wollte den Schaden ersetzen
und fragte:

"Wieviel Eier waren in dem Korb?"

"Genau kann ich mich nicht erinnern", antwortete die Frau, "aber ich weil3, wenn ich
aus dem Korb je 2, 3, 4, 5 oder 6 Eier herausnahm, blieb allemal ein Ei im Korb zurtick,
und wenn ich je 7 herausnahm, blieb nichts im Korb."

Wieviel Eier waren im Korb?

273. Die dreistellige Zahl

Wenn ich von einer dreistelligen Zahl 7 subtrahiere, dann ist sie durch 7 teilbar, und
wenn ich von ihr 8 subtrahiere, ist sie durch 8 teilbar; wenn ich von ihr 9 subtrahiere,
ist sie durch 9 teilbar. Welche Zahl meine ich?

274. Die vier Schiffe

In einem Hafen hatten vier Schiffe festgemacht. Am Mittag des 2. Januar 1953 verlieBen
sie gleichzeitig den Hafen.

Es ist bekannt, dass das erste Schiff aller 4 Wochen in diesen Hafen zuriickkehrte, das
zweite aller 8 Wochen, das dritte aller 12 Wochen und das vierte aller 16 Wochen.
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Wann trafen alle Schiffe das erste Mal wieder in diesem Hafen zusammen?

275. Das Versehen des Kassierers

Ein Kaufer wandte sich an den Kassierer eines Warenhauses und sagte: Ich kaufte 2
Pakete Salz zu je 0,30 DM, 2 Stiick Seife zu je 0,90 DM und 3 Pakete Zucker und 6
groBe Schachteln Streichholzer; fiir Zucker und Streichhélzer weiB ich aber den Preis
nicht mehr.

Der Kassierer handigte dem Kaufer einen Kassenzettel iber 13,15 DM aus. Als der
Kaufer auf den Kassenzettel blickte, gab er ihn dem Kassierer zuriick und sagte:
"Sie haben sich gewiss verrechnet."

Der Kassierer priifte nach und gab dem Kaufer recht. Er musste sich entschuldigen und
handigte ihm einen anderen Kassenzettel aus. Wie fand der Kaufer den Fehler?

276. Zahlenrebus

Mit Hilfe arithmetischer Uberlegungen soll man die Zahl ¢ und die Ziffer a finden, so
dass folgende Gleichung erfiillt ist:

[3(230 + 1)]* = 492a04

277. Die Teilbarkeit durch 11

Eins der wichtigsten Verfahren zur Lésung von Aufgaben ist folgendes: Man fiihrt die
Losung einer gegebenen Aufgabe auf die Losung einer anderen, einfacheren zuriick.
Man soll, nehmen wir an, feststellen, ob sich irgendeine mehrstellige Zahl durch eine
andere dividieren lasst. In vielen Fallen ist es durchaus nicht nétig, die Division der
gegebenen Zahlen im einzelnen durchzufiihren.

Sehr oft zeigt sich, dass die Aufgabe auf die Feststellung der Teilbarkeit irgendeiner
anderen, nicht mehrstelligen Zahl zuriickgefiihrt werden kann, die nach bestimmten
Regeln aus Ziffern der gegebenen Zahl gebildet wird. So entstehen die Teilbarkeitsre-
geln.

Ist euch zum Beispiel folgende einfache Teilbarkeitsregel fiir 11 bekannt?

"Wenn die Summe jeder zweiten Ziffer einer Zahl, mit der Einerziffer beginnend, gleich
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der Summe der Ubrigen Ziffern ist oder die Differenz dieser Summen (= Querdifferenz)
sich durch 11 teilen lasst, dann ist auch die gegebene Zahl durch 11 teilbar.

Wenn jedoch die genannten Quersummen nicht gleich sind und ihre Differenz nicht
durch 11 geteilt werden kann, dann ist auch die gegebene Zahl nicht durch 11 teilbar."

Beispiel. Ist 3528041 durch 11 teilbar?
Wir wenden das Merkmal an:

S1=140+24+3=6,5%=44+8+5=17,5 -5 =11

Sy — Sy ist durch 11 teilbar. Nach dieser Regel ist die Zahl 3528041 durch 11 teilbar.
Wenn ihr die Division durchfiihren wiirdet, konntet ihr euch davon iiberzeugen.

Es ist nicht schwer, diese Teilbarkeitsregel zu beweisen, wenn ihr zunachst feststellt,
dass Zahlen der Art, wie zum Beispiel 10+ 1, 100 —1, 1000+ 1, 10000 — 1, 100000 + 1
usw. durch 11 teilbar sind.

Betrachten wir zuerst die Differenzen:

100 — 1 =99, 10000 — 1 = 9999 usw. Sie alle schreiben sich mit einer geraden Zahl
von Neunen, und folglich sind sie durch 11 teilbar. Durch 11 teilbar sind aber auch alle
Summen der genannten Art: 10 + 1 = 11, 1000+ 1 = 99 - 10 + 11, 100000 + 1 =
9999-104 11 usw., da jede Summe in zwei Summanden zerfallt, von denen jeder durch
11 teilbar ist.

Nehmen wir eine beliebige mehrstellige Zahl an, zum Beispiel 3516282, und zerlegen
sie in folgender Weise:

2+8-10+2-100+6-1000 + 1 - 10000 + 5 - 100000 + 3 - 1000000

Alle zweiten Multiplikatoren (Einsen und Nullen) wandeln wir so um, dass die oben
genannten Summen und Differenzen entstehen (10 + 1, 100 — 1 usw.). Wir haben:

351628 = 2+ 8(10 + 1 — 1) 4+ 2(100 — 1 + 1) 4+ 6(1000 + 1 — 1) + 1(10000 — 1 4 1)
+5(100000 + 1 — 1) + 3(1000000 — 1 4+ 1) = 24+ 8(10 + 1) — 8 + 2(100 — 1)
+246(1000 + 1) — 6 + (1000 — 1) 4 1 + 5(100000 + 1) — 5 + 3(1000000) + 3
—(2-84+2—6+1—5+3)+[8(10+1) + 2(100 — 1) + 6(1000 + 1)

+ (10000 — 1) + 5(100000 + 1) + 3(1000000 — 1)]

Alle Summanden, die in der eckigen Klammer stehen, sind durch 11 teilbar. Folglich
hangt die Teilbarkeit durch 11 allein von der Teilbarkeit der Zahl ab, die in der ersten
runden Klammer steht:

Wenn sie sich durch 11 teilen lasst, dann ist die betrachtete Zahl durch 11 teilbar. Die
Querdifferenz in der ersten runden Klammerist (2+2+1+43)— (8 +6+5) = —11,
sie ist durch 11 teilbar.

Also lasst sich auch die gegebene Zahl durch 11 teilen.

Wenn die Querdifferenz der gepriiften Zahl sich nicht durch 11 teilen lieBe, dann kénnte
auch die gepriifte Zahl nicht durch 11 geteilt werden.
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Das Beispiel zeigt im einzelnen das Verfahren, mit dessen Hilfe man eine beliebige ganze
Zahl (N) so in zwei Summanden (x und y) zerlegen kann (N = z + y), dass einer
von ihnen (x) sich durch 11 teilen lasst und der andere (y) sich als die Querdifferenz
darstellt.

Es ist klar, dass dann, wenn sich beide Summanden x und y durch 11 teilen lassen,
auch N durch 11 teilbar ist, wenn jedoch nur x durch 11 teilbar ist, nicht aber auch y,
dann ist auch N nicht durch 11 teilbar.

Umgekehrt, wenn N und = durch 11 teilbar sind, muss auch y durch 11 teilbar sein;
wenn jedoch N nicht durch 11 teilbar ist, wohl aber z, dann kann auch y nicht durch
11 geteilt werden.

So lasst sich die Losung der Frage nach der Teilbarkeit einer beliebigen mehrstelligen
Zahl durch 11 zuriickfiihren auf die leichtere Klarung der Teilbarkeit der Querdifferenz

der Zahl durch 11.
Lost noch einen arithmetischen Rebus.

Wie findet man schnell die fehlende Ziffer a in der achtstelligen Zahl 37210201, und
durch welche Zahl muss man den Buchstaben z in dem Ausdruck [11(492 + z)]? er-
setzen, damit die Gleichung [11(492 + z)]* = 37410201 richtig ist?

278. Die Teilbarkeit durch 7, 11 und 13

In der Tabelle der Primzahlen, das heit derjenigen positiven ganzen Zahlen, die nur
durch 1 und durch sich selbst geteilt werden konnen, stehen die Zahlen 7, 11 und 13
nebeneinander. |hr Produkt ist gleich 7-11 - 13 = 1001 = 1000 + 1.

Wir merken uns, dass 1000 + 1 sich sowohl durch 7 wie durch 11 wie durch 13 teilen
|asst.

Wenn eine beliebige dreistellige Zahl mit 1001 multipliziert wird, dann schreibt sich das
Produkt mit denselben Ziffern wie der Multiplikator, nur mit zweimaliger Wiederholung.
Es soll abc eine beliebige dreistellige Zahl sein. (a, b und ¢ sind die Ziffern dieser Zahl.)
Wir multiplizieren sie mit 1001:

abe - 1001
abc

abe
abcabc

Folglich lassen sich alle Zahlen in der Form abcabc durch 7, 11 und 13 teilen. Insbe-

sondere lasst sich die Zahl 999999 oder, anders ausgedriickt, 1000000 — 1 durch 7, 11
und 13 teilen.
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Die Frage nach der Teilbarkeit einer mehrstelligen Zahl durch 7 oder 11 oder 13 lasst
sich auf die Frage nach der Teilbarkeit einer beliebigen, hochstens dreistelligen Zahl
zurtickfiihren.

Man soll, nehmen wir an, feststellen, ob sich die Zahl 42623295 durch 7, 11 und 13
teilen lasst. Wir teilen die Zahl von rechts nach links in drei Gruppen zu je drei Ziffern
ab. Die auBerste linke Gruppe braucht nicht drei Ziffern zu haben. Wir stellen jetzt die
gegebene Zahl in folgender Form dar:

42623295 = 295 4 623 - 1000 + 42 - 1000000
oder (analog dem Verfahren bei der Betrachtung der Teilbarkeitsregel fiir 11):

42623295 = 295 + 623(1000 + 1 — 1) + 42(1000000 — 1 + 1) = (295 — 623 + 42)
+[623(1000 4 1) + 42(1000000 — 1)]

Die Zahl in der eckigen Klammer lasst sich durch 7 wie durch 11 und durch 13 teilen.
Folglich hangt die Teilbarkeit der untersuchten Zahl durch 7, 11 und 13 allein von der
Teilbarkeit der Zahl ab, die in der ersten runden Klammer steht und die wir Gruppen-
differenz nennen wollen.

Man kann folgende gemeinsame Teilbarkeitsregel fiir die drei Zahlen 7, 11 und 13 for-
mulieren:

"Wenn die Gruppendifferenz einer gegebenen Zahl durch 7 oder 11 oder 13 teilbar ist,
dann lasst sich dementsprechend auch die gegebene Zahl durch 7 oder 11 oder 13
teilen."

Kehren wir zur Zahl 42623295 zuriick. Wir bestimmen, durch welche der Zahlen 7, 11
oder 13 sich die Gruppendifferenz dieser Zahl teilen lasst: (295 + 42) — 623 = —286.
Die Zahl —286 lasst sich durch 11 und durch 13, aber nicht durch 7 teilen, folglich ist
die Zahl 42623295 durch 11 und durch 13, aber nicht durch 7 teilbar.

Daraus folgt, dass die Teilbarkeit durch 7, 11 und 13 bei vier-, fiinf- und sechsstelligen
Zahlen, das heiBt bei solchen, die sich nur in zwei Gruppen zerlegen lassen, besonders
leicht feststellbar ist.
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So ist zum Beispiel leicht festzustellen, dass 29575 durch 7 und durch 13 teilbar ist,
nicht aber durch 11. Die Gruppendifferenz ist 575 — 29 = 546, und die Zahl 546 lasst
sich durch 7 und durch 13, aber nicht durch 11 teilen.

Aufgabe. Als wir die Teilbarkeitsregel fir 7, 11 und 13 erorterten, haben wir mit einer
Zahl operiert, die in drei Gruppen zerlegt werden musste. Beweist die Teilbarkeitsregel
fiir eine Zahl, die von rechts nach links in vier Gruppen zu je drei Ziffern zu zerlegen
ist!

279. Vereinfachung der Teilbarkeitsregel fiir 8

In der Schule lernt man gewohnlich folgende Teilbarkeitsregel fiir 8: Wenn die Zahl, die
die letzten drei Ziffern der gegebenen Zahl bilden, durch 8 teilbar ist, dann ist auch die
ganze gegebene Zahl durch 8 teilbar.

Folglich ist die Frage der Teilbarkeit durch 8 auf die Frage der Teilbarkeit einer beliebigen
dreistelligen Zahl durch 8 zuriickgefiihrt.

Dabei wird aber nichts dariiber gesagt, wie man wiederum schnell erkennt, ob sich
eine dreistellige Zahl durch 8 teilen lasst. Die Teilbarkeit einer dreistelligen Zahl durch
8 ist doch auch nicht immer sofort erkennbar, man muss dazu faktisch die Division
durchfihren.

Die Teilbarkeitsregel fiir 4 ist einfacher. Hier hangt die Teilbarkeit davon ab, dass sich
die Zahl durch 4 teilen lasst, die nur aus den beiden letzten Ziffern der untersuchten
Zahl besteht. Es ergibt sich die Frage, ob man nicht auch die Teilbarkeitsregel fiir 8
vereinfachen kann. Das ist moglich.

"Durch 8 lasst sich eine dreistellige Zahl teilen, wenn die zweistellige Zahl, die aus den
ersten beiden Ziffern gebildet wird, vermehrt um die Halfte der Zahl, die durch die
letzte Ziffer ausgedriickt wird, durch 4 teilbar ist."

Beispiel. Gegeben ist die Zahl 592. Wir trennen die letzte Ziffer ab und addieren die
Halfte der durch sie ausgedriickten Zahl zu der Zahl, die aus den beiden ersten Ziffern
gebildet wird. und erhalten 59 + 1 = 60. Die Zahl 60 lasst sich durch 4 teilen; folglich
lasst sich auch die Zahl 592 durch 8 teilen.

Beweist die Richtigkeit der hier dargestellten Regel fiir die Teilbarkeit einer dreistelligen
Zahl durch 8 und formuliert sie fiir eine Zahl mit einer beliebigen Anzahl von Stellen.

Anmerkung. Es ist klar, dass eine Zahl, deren letzte Ziffer eine ungerade Zahl ist, nicht
durch 8 geteilt werden kann.

Anmerkung. In den meisten Fallen ist die Summe aus der zweistelligen Zahl, die in der
Regel erwahnt wird, und der Halfte der durch die letzte Ziffer ausgedriickten Zahl auch
eine zweistellige Zahl. Die Summe ist nur bei den Zahlen von 984 bis 998 dreistellig;
aber auch in diesen Fallen ist sie hochstens 103, namlich 99 + 4 = 103.
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280. Erstaunliches Gedachtnis

Erklart euren Freunden, dass ihr alle durch 37 teilbaren Zahlen, selbst wenn sie sechs-
und neunstellig sind, auswendig wisst.

Um die Wirkung zu steigern, sagt, dass ihr es auf euch nehmt, augenblicklich zu einer
beliebig angegebenen dreistelligen Zahl noch drei Ziffern oder sogar sechs Ziffern so
hinzuzuschreiben, dass die gebildete sechs- oder neunstellige Zahl durch 37 teilbar ist.

Wir nehmen an, euch sei die Zahl 412 genannt worden. Schreibt 143 daneben, rechts
oder links - es ist gleichglltig. Es ergeben sich die Zahlen 143412 oder 412143, von
denen jede durch 37 teilbar ist.

Das liegt hier natiirlich nicht an einem phanomenalen Gedachtnis, sondern an der recht
einfachen Teilbarkeitsregel fir 37.

Sollen wir von einer gegebenen Zahl feststellen, ob sie durch 37 teilbar ist, so zerlegen
wir sie von rechts nach links in Gruppen zu je 3 Ziffern. (Die letzte Gruppe links kann
unvollstandig sein.)

Wir betrachten jede Gruppe als selbstandige Zahl und addieren diese Zahlen. Wenn die
sich ergebende Summe (wir nennen sie Gruppensumme) durch 37 teilbar ist, dann ist
auch die gegebene Zahl durch 37 teilbar.

So ist zum Beispiel die Zahl 153217 durch 37 teilbar, weil 153 + 217 = 370 durch 37
teilbar ist.

Beweis. Es sei N eine positive ganze Zahl, die in 2 Gruppen zerlegt wird. Wir stellen
sie in folgender Form dar: N = 1000a + b, wobei a die von der linken Zifferngruppe
und b die von der rechten Zifferngruppe gebildete dreistellige Zahl bezeichnet.

Wenn N durch 37 teilbar ist, dann ist 1000a + b = 37k. (k ist eine positive ganze
Zahl.)

Wir beweisen, dass in solchem Falle a + b auch durch 37 teilbar ist.

Dazu lésen wir die erste Gleichung nach b auf und setzen das Ergebnis in a + b ein.
Dann ist a + b = a + (37k — 1000a) = 37k — 999a = 37(k — 27a), also teilbar durch
37.

Ist umgekehrt a + b durch 37 teilbar, dann ist a + b = 37k. Wir I6sen nach b auf
und setzen das Ergebnis in die Gleichung N = 1000a + b ein. Wir erhalten: N =
1000a + 37k — a = 999a + 37k = 37(27a + k), das heiBt, N ist durch 37 teilbar.

Fir Zahlen mit mehr als 2 Gruppen ist der Beweis analog.

Das Geheimnis des Kunststiicks liegt folglich darin, dass ihr zu der von euren Freunden
angegebenen dreistelligen Zahl geschickt eine (fiir eine sechsstellige Zahl) oder zwei (fir
eine neunstellige Zahl) passende dreistellige Zahlen hinzuschreibt, so dass die Summe
der von euch hinzugeschriebenen Zahlen und der Zahl, die euch gegeben worden ist,
durch 37 teilbar ist.

Wie erreicht man das?

Es ist sehr einfach. Schreibt solche Zahlen hinzu, dass sich, wenn ihr sie zu der gegebe-
nen Zahl addiert, eine dreistellige Zahl mit gleichen Ziffern ergibt: 111 oder 222 oder
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333 usw. bis 999.
Jede dreistellige Zahl, die aus gleichen Ziffern besteht, ist durch 37 teilbar.

Wenn die gegebene Zahl, sagen wir, 341 ist, dann schreibt 103 hinzu (die Erganzung
zu 444) oder 214 (die Erganzung zu 555) usw.

Eine solche Erganzung im Kopfe durchzufiihren, ist sehr leicht. Das gewahrleistet euch
auch die wiinschenswerte Schnelligkeit bei der Vorfiihrung des Kunststiicks.

Falls eine neunstellige Zahl zu bilden ist, die durch 37 teilbar ist, schreibt zuerst drei
beliebige Ziffern hinzu und dann 3 weitere Ziffern so, dass die Gruppensumme der
entstandenen neunstelligen Zahl durch eine dreistellige Zahl mit gleichen Ziffern aus-
gedriickt wird.

Wenn euch zum Beispiel die Zahl 412 angesagt wurde, dann konnt ihr, sagen wir,
erst 101 hinzuschreiben und dann 042 als Erganzung zu 555. Es ergibt sich die Zahl
412101042.

Bedenkt dabei, dass ihr zur Variierung geeignete Zahlen auf beiden Seiten der angege-
benen Zahl hinzuschreiben konnt.

Wenn die angegebene Zahl selbst aus gleichen Ziffern besteht, wie zum Beispiel 333,
dann ist es riskant, eine Zahl hinzuzuschreiben, die auch aus gleichen Ziffern besteht:
Dadurch kann man leicht "entlarvt" werden.

Um dem zu entgehen, vergroBert oder verringert die Zahl, die ihr hinzuschreiben muss-
tet, um 37 oder 74. Man kann zulassen, dass nur eine zweistellige oder einstellige Zahl
genannt wird.

In solchem Falle schreibt ihr zuerst eine beliebige dritte oder zweite und dritte Ziffer
hinzu und verfahrt dann wie dargelegt.

Aufgabe. Beweist die Teilbarkeitsregel beziiglich der Teilbarkeit durch 37 fiir eine Zahl,
die aus drei Gruppen besteht.

281. Die Teilbarkeit durch 3, 7 und 19

Das Produkt der Primzahlen 3, 7 und 19 ist 399.

Wenn eine Zahl 100a + b (wobei b eine zweistellige Zahl, a eine einstellige Zahl ist)
durch die Zahl 399 oder durch einen ihrer Faktoren teilbar ist, dann ist es auch. die
Zahl a + 4b.

Beweist diese Behauptung! Formuliert und beweist die Umkehrung des Satzes. Stellt
auf Grund des Beweises eine Regel fiir die Teilbarkeit einer Zahl durch 3, 7 und 19 auf.

282. Die Teilbarkeit eines Binoms

Einige Vorbemerkungen:
1. Als Polynom bezeichnet man einen algebraischen Ausdruck der Form:

anz" 4+ anp_ 12"+ ..+ a1z + ag
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eine nicht negative ganze Zahl ist und die Koeffizienten ag, a1, ..., a, beliebige reelle
Zahlen sind; unter dem Buchstaben = wird auch eine beliebige reelle Zahl verstanden.

2. Wenn ein Polynom (p) der angegebenen Form gleich dem Produkt zweier anderer (p;
und po) ist (p = p1 - p2), dann sagen wir, dass sich das Polynom p durch das Polynom
p1 (oder py) teilen lasst und sich als Quotient das Polynom p, (oder py) ergibt.

Zum Beispiel lasst sich 22 — 9 durch 3z + 9 teilen, und als Quotient ergibt sich 3z — 1.
In der Tat ist

(3z +9) (;x—1> =22 -9

Wir sehen, dass einige der Koeffizienten des Quotienten Briiche sein kénnen, obwohl
alle Koeffizienten des Dividenden und des Divisors ganze Zahlen sind.

3. Aus der Tatsache der Teilbarkeit eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten durch
ein anderes Polynom, mit ebenfalls ganzzahligen Koeffizienten folgt noch nicht, dass
auch die Zahlen, die sich aus den Polynomen ergeben, wenn man fiir = eine beliebige
ganze Zahl einsetzt, durcheinander teilbar sind.

Wie wir oben gesehen haben, ist zum Beispiel (22 —9) durch (32 +9) teilbar. Bei z = 6
ergibt der Dividend die Zahl 62 — 9 = 27, der Divisor die Zahl 3 -6 4+ 9 = 27.

Diese Zahlen sind durcheinander teilbar (27 : 27 = 1). Bei x = 7 ergibt der Dividend
die Zahl 72 — 9 = 40, der Divisor die Zahl 3-7 + 9 = 30, aber diese Zahlen sind nicht
durcheinander teilbar, wenigstens nicht im Bereich der ganzen Zahlen.

4. Wenn jedoch alle Koeffizienten des Dividenden, des Divisors und des Quotienten
ganze Zahlen sind, dann sind auch die Zahlen, die sich aus den Polynome n ergeben,
wenn man fiir x eine beliebige ganze Zahl einsetzt, durcheinander teilbar, ausgenommen
den Fall, dass der Divisor Null ergibt.

Beispiel:
(22% — 322 — 82 +12) : (2* —4) =22 — 3

Alle Koeffizienten sind ganzzahlig, folglich lasst sich auch der Dividend durch den
Divisor teilen, wenn man fiir x eine beliebige ganze Zahl einsetzt, auBer bei x = £2,
da bei diesen Werten der Divisor: Null ergibt, die Division also unmoglich ist.

Setzt man zum Beispiel z = 3, so ergibt sich fiir den Dividenden: 2.33-3.32-8.34+12 =
15, fiir den Divisor: 32 — 4 = 5.

Wir (iberzeugen uns davon, dass sich der erste Wert durch den zweiten teilen lasst:
15 : 5 = 3. Dieselbe Zahl 3 ergibt sich auch fiir das Polynom des Quotienten bei
r =3, namlich 2-3 -3 = 3.
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Zur Losung einiger Aufgaben, besonders zum Beweis von Teilbarkeitsregeln, ist es niitz-
lich, wenn man weiB, in welchen Fallen ein Polynom der Form z™ 4 a™ bzw. 2 — a™
- ein sogenanntes Binom - durch ein Binom der Form x 4+ a bzw. x — a teilbar ist.

Die Antwort auf diese Frage wird im Algebra-Unterricht der Oberklassen der Schule
gegeben. Aber auch der Leser, der in seiner Ausbildung noch nicht so weit gekommen
ist, hat keine groBe Miihe, sich in der Losung dieser Frage zurechtzufinden.

Die Binome 2™ 4+ a™ und 2™ — a™ sind Spezialfalle des Polynoms
@™ + a1 2™+ L+ agx + ag (1)

Unter den auftretenden Buchstaben werden wir hier nur ganze Zahlen einschlieBlich der
Null verstehen.

Zum Beispiel ergibt sich beim =4, a,, =1, a1 = app2 = ... = a1 =0, ag = 16
folgende einfache Form des Polynoms: 2% + 16 oder 2% + 2%.
Versuchen wir jetzt, z* 4+ 2* durch x + 2 zu dividieren:

(ot +16) : (z+2) =a® — 22 + 4z — 8+ 52
—zt — 223 T2
— 223
223 + 422
42
— 42? — 8z
—8r + 16
8xr + 16
32

x* 4+ 2% lasst sich nicht durch x + 2 teilen. Wir stellen aber fest, dass der Rest nicht
mehr von z abhangt.

Es ist leicht zu begreifen, dass nicht nur in diesem Beispiel, sondern ganz allgemein die
Division eines Polynoms durch ein Binom der Form = + a (das heiBt durch ein Binom,
das x nicht hoher als in der ersten Potenz enthélt), einen von z unabhéngigen Rest
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ergibt, wenn Uberhaupt ein Rest bleibt.

Die Division geht ohne Rest auf, wenn der Dividend um die GroBe des Restes vermindert
wird. Daher gilt folgender Satz:

Dividend minus Rest ist gleich dem Produkt aus Divisor und Quotient. Beispiel:
(2% +16) — 32 = (z + 2)(2® — 222 + 42 — 8)

Uberzeugt euch durch unmittelbares Ausmultiplizieren davon, dass diese Gleichung al-
gebraischer Ausdriicke zu einer Gleichung von Zahlen fiihrt, gleichviel welche Zahl man
fir den Buchstaben z einsetzt.

Eine solche Gleichung bezeichnet man kurz als identische Gleichung.

Angenommen, ihr dividiert ein beliebiges Polynom von der Form (1) durch ein Binom
von der Form z £ a und stellt die Gleichung auf A = (z &+ a)B + C, wobei ich zur
Verkiirzung der Schreibweise mit dem Buchstaben A den polynomischen Dividenden
bezeichnet habe, mit dem Buchstaben B den Quotienten und mit dem Buchstaben '
den Rest, dann lautet die Frage, ob die Gleichung A = (z £ a)B + C (2) identisch ist.

Antwort: Sie ist eine identische Gleichung. Der Beweis dieser Behauptung in allgemeiner
Form ist umfangreich, aber ein Beispiel erhartet ihre Richtigkeit.

Die identische Gleichung (2) ist deshalb interessant, weil man mit ihrer Hilfe, ohne die
Division durchzufiihren, den Rest bestimmen kann. Ich gebe euch zum Beispiel folgende
Werte:

Dividend z* + 1, Divisor z — 1, Quotient 2% + 22 + = + 1. Welche Zahl C stellt den
Rest dar?

Losung. Wir stellen die Gleichung auf:
4 l=(r -+t +1)+0

Da sie fiir jeden Wert von x erfiillt sein muss, nehmen wir zum Beispiel x = 1 an. Das
ergibt 1 +1 =0+ C. Hieraus folgt C' = 2.

Bei beliebigen anderen Werten fiir = ergibt sich derselbe Wert fiir C'. Noch eine Probe:
Es soll x = 2 sein. Das ergibt 16 +1=(2—1)(84+4+2+ 1)+ C oder 17 =15+ C.
Hieraus folgt wiederum C' = 2.

Daraus ergibt sich noch etwas Interessantes:

Es ist moglich, auch ohne den Quotienten zu kennen, den Rest zu ermitteln. Es sei zum
Beispiel der Dividend 2* — 1 und der Divisor = + 1. Wie ermitteln wir den Rest, ohne
die Division durchzufiihren?

Wir bezeichnen das Polynom, das den Quotient darstellt, mit dem Buchstaben B und
den Rest mit dem Buchstaben C. Dannist 2* — 1 = (z + 1)B + C.

Wir wissen, dass sich fiir den Rest C' ein und derselbe Wert ergibt, wenn wir fiir x
beliebige Zahlen einsetzen, und wahlen x = —1. Dieser Wert fiir = ist deshalb giinstig,
weil er von uns nicht die Ausrechnung des Wertes des Quotienten B erfordert, da bei
x = —1 der Ausdruck (z + 1)B Null ergibt.
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Wir haben: (—1)* =1 =0+ C oder 1 — 1 = C'. Hieraus folgt C' = 0. Der Rest ist also
gleich Null. Das bedeutet, dass 2* — 1 sich ohne Rest durch x + 1 dividieren lasst.

Jetzt kann man allgemein feststellen, in welchen Fallen sich das Binom 2™ 4 1 durch
x + 1 teilen lasst. (m ist eine positive ganze Zahl.)

Losung. Es sei der Quotient B und der Rest C'. Wir haben: 2 + 1 = (z +1)B + C.
Wir wahlen x = —1. Dann ist (—1)" 4+ 1 = C. Es zeigt sich, dass C' = 2 ist, wenn
m eine gerade Zahl (m = 2n) ist, und dass C' = 0 ist, wenn m eine ungerade Zahl
(m =2n+1) ist.

Wenn m eine gerade Zahl (m = 2n) ist, dann lasst sich folglich ™ + 1 oder 2?" + 1
nicht durch x + 1 teilen, wenn jedoch m eine ungerade Zahl ist (m = 2n + 1), dann
lasst sich ™ + 1 oder 2"t + 1 durch = + 1 teilen.

Der Quotient besteht, wie man sich iiberzeugen kann, aus fallenden Potenzen von x
mit wechselndem Vorzeichen, so dass wir folgende allgemeine Formel haben:

xQn—l—l — (.I' + 1)(1,271 . x?n—l + .CCQTL_Q... T4+ 1)

Das Binom 2™ — 1 lasst sich durch x — 1 bei einer beliebigen positiven ganzen Zahl fiir
m teilen, durch 2+ 1 aber nur bei einer geradzahligen Zahl fiir m (m = 2n). Uberzeugt
euch selbst davon!

Zur Ermittlung der GroBe des Restes (C') bei der Division des Binoms von der Form
™ 4 a™ durch x4 a muss man in der identischen Gleichung 2™ +a™ = (x+a)B+C
fir x den Wert —a einsetzen.

Wir kommen zu folgenden Schlussfolgerungen (3)

2" + a?™ lasst sich weder durch x + a noch durch = — a teilen,
22t 4 o2+ |3sst sich durch = + a, aber nicht durch x — a teilen;
2 — 2" |asst sich sowohl durch x + a wie durch z — a teilen;

a2t g2t 3sst sich nicht durch = + a, aber durch = — a teilen.

Ich erinnere daran, dass im Falle der Teilbarkeit von 2™ 4 a™ durch z £ a sich auch
diejenigen ganzen Zahlen durcheinander teilen lassen, die man erhalt, wenn man die
Buchstaben a und = durch ganze Zahlen ersetzt.

Aufgabe. Ohne den Ausdruck 1110 — 1 auszurechnen, soll bewiesen werden, dass er
durch 100 teilbar ist.

283. Einheitliche Teilbarkeitsregeln

Der Gedanke der Zerlegung einer Zahl in Gruppen und der Bildung von Gruppensummen
bzw. Gruppendifferenzen erwies sich als sehr niitzlich und fiihrte zu einer einheitlichen
Regel fiir die Teilbarkeit mehrstelliger Zahlen durch gewisse Primzahlen.

Solche Regeln lassen sich fiir alle Primzahlen p beweisen, die Teiler von d = 10" + 1
(n=1,2,34...) sind.

n=1d=11, p=11;
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n=2,d=10, p=101,;
n=3,d=100, p="7,11 und 13;
n =4, d=1000 p =73 und 137 usw.

Zur Feststellung der Teilbarkeit einer beliebigen ganzen Zahl durch eine dieser Zahlen
p muss man:

1. die gegebene Zahl von rechts nach links (von der Einerstelle aus) in Gruppen zu je n
Ziffern zerlegen; jedem Wert fiir p entspricht ein bestimmter Wert fiir n; die duBerste
linke Gruppe kann weniger als n Ziffern haben;

2. die durch die Zifferngruppen ausgedriickten Zahlen eine um die andere addieren,
wobei man mit der duBersten rechten beginnt;

3. die durch die iibrigen Zifferngruppen ausgedriickten Zahlen addieren;
4. von der groBeren Summe die kleinere subtrahieren.

Wenn sich das Resultat durch p teilen (nicht teilen) lasst, dann ist auch die gegebene
Zahl durch p teilbar (nicht teilbar).

So zerlegen wir zur Feststellung der Teilbarkeit einer Zahl durch p = 11 die Zahl in
Gruppen zu je einer Ziffer (n = 1). Wenn wir weiter, wie angegeben, vorgehen, gelangen
wir zu der bekannten Teilbarkeitsregel fir 11.

Zur Feststellung der Teilbarkeit einer Zahl durch 7, 11 oder 13 (p = 7,11, 13) zerlegen
wir sie in Gruppen zu je 3 Ziffern (n = 3). Zur Untersuchung der Teilbarkeit einer Zahl
durch 73 und 137 zerlegen wir die Zahl in Gruppen zu je 4 Ziffern (n = 4).

Priifen wir zum Beispiel, ob die flinfzehnstellige Zahl 837362172504831 durch 73 und
durch 137 teilbar ist (p = 73, 137; n = 4).
Wir teilen die Zahl in Gruppen: 837/3621/7250/4831. Wir addieren sie wechselweise:

4831 7250
+3621 +837
8452 8087

Wir subtrahieren die kleinere von der groBeren Summe: 8452 — 8087 = 365.
Wir stellen fest, dass sich 365 durch 73 teilen lasst, aber nicht durch 137; das gleiche
gilt also auch fir die gegebene Zahl.

Eine einheitliche Teilbarkeitsregel lasst sich auch fiir alle Primzahlen p beweisen, die
Teiler von d = 10" — 1 (n = 1,3,5,7,...) sind. Wir beschranken uns auf ungerade
Werte fiir n, weil bei geradzahligen n (n = 2m) der Ausdruck 10?™ — 1 in die Faktoren
(10™ 4 1) und (10™ — 1) zerlegt werden kann und wir die Regeln fiir Primzahlen, die
Teiler von 10™ + 1 sind, schon behandelt haben.

Die Zahl d = 10™ — 1 ergibt folgende Divisoren:

n=1d=9, p=3
n=3,d=999, p=37,
n=>5,d=299999, p =41,271 usw.
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Zur Feststellung der Teilbarkeit einer beliebigen Zahl durch eine dieser Zahlen p muss
man:

1. die gegebene Zahl von rechts nach links (von der Einerstelle aus) in Gruppen zu je n
Ziffern zerlegen; jedem Wert fiir p entspricht ein bestimmter Wert fiir n; die duBerste
linke Gruppe kann weniger als n Ziffern haben.

2. alle durch die Gruppen ausgedriickten Zahlen addieren.

Wenn das Resultat durch p teilbar (nicht teilbar) ist, dann ist auch die gegebene Zahl
durch p teilbar (nicht teilbar).

Wir bemerken nebenbei, dass eine Zahl, bei der alle n Stellen Einsen sind (beginnend
mit n = 3), sich stets durch die dem n entsprechenden Werte fiir p teilen lasst. So
l[asst sich 111 durch 37, 11111 durch 41 und durch 271 teilen.

284. Ein Kuriosum der Teilbarkeit

Zum Abschluss des Kapitels sollen euch vier ungewohnliche zehnstellige Zahlen vorge-
stellt werden:

2438195760
3785942160
4753869120
4876391520

In jeder von ihnen sind alle Ziffern von 0 bis 9 enthalten, jede Ziffer aber nur einmal,
und jede dieser Zahlen lasst sich durch 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17 und 18 teilen.
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13 Kreuzsummen und magische Quadrate

A. Kreuzsummen

Wir nehmen alle ganzen Zahlen von 1 bis 9 und versuchen sie so in zwei Zeilen zu
ordnen, dass die Summe der Zahlen in jeder Zeile gleich ist. Priifen wir nach, ob eine
solche Aufstellung dieser Zahlen in zwei getrennten Zeilen moglich ist.

Die Summe aller ganzen Zahlen von 1 bis 9 ist 45. Wenn jede dieser Zahlen nur in
eine der beiden Zeilen aufgenommen wird, muss die Summe der Zahlen jeder einzelnen
Zeile die Halfte der Summe aller gegebenen Zahlen betragen. Aber 45 lasst sich nicht
in zwei gleich groBe ganze Zahlen teilen, also ist die Verteilung aller ganzen Zahlen von
1 bis 9 in zwei getrennte Zeilen mit gleicher Summe nicht méglich. Aber das gesteckte
Ziel kann man erreichen, wenn man die Zahlen in zwei sich kreuzende Reihen aufteilt,
zum Beispiel so:

5
9
37 1 84/23= Summe
6
2
23 = Summe

Bei der Addition ist die Eins in der Summe der Zahlen der horizontalen wie der vertikalen
Reihe enthalten.

Sich lberkreuzende Reihen von Zahlen mit gleichen Summen in jeder Reihe wollen wir
in Analogie zu den Kreuzwortratseln "Kreuzsummen" nennen. Die Zahlen kénnen statt
zu Zahlenkreuzen auch an den Linien beliebiger symmetrischer Figuren angeordnet
werden. Die Zahlen, die sich in den Kreuzungspunkten zweier oder mehrerer Linien
befinden, werden in die Summe der Zahlen an einer jeden dieser Linien eingerechnet.
Lost die hier gestellten Aufgaben, bei denen Kreuzsummen aufzustellen sind, und denkt
euch selbst Aufgaben aus. Strebt dabei nach einer symmetrischen Anordnung der ge-
gebenen Zahlen. Beachtet, dass eine Aufgabe liber "Kreuzsummen" in der Regel nicht
nur eine Losung hat.

285. Interessante Gruppierungen

In zehn Kreisen, die an den Seiten eines gleichseitigen Dreiecks und an den Radien des
umbeschriebenen Kreises angebracht sind (Abb. 166), kann man die zehn Zahlen von
1 bis 10 so anordnen, dass die Summe der Zahlen, die an den Seiten und in den Ecken,
eines jeden der drei durch die Radien gebildeten kleinen Dreiecke stehen, gleich 28 ist.
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Eine der moéglichen Lésungen wird in dem mittleren Schema der Abb. 166 angegeben.
Hier ist die Zahl 1, die im mittelsten Kreis steht, in jeder der drei Summen enthalten:

14+24+7+8+6+4=14+44+6+9+5+3=1+3+5+10+7+2=28

Dieselben zehn Zahlen kann man auch anders in die Kreise des Dreiecks setzen, siehe
das zweite Beispiel in Abb. 166. Jetzt ist die Summe der Zahlen, die an den Seiten und
in den Ecken der kleinen Dreiecke stehen, jedes mal gleich 38:

10+6+8+14+94+4=10+4+9+3+7+5=10+5+7+2+8+6 =38

Interessant ist, dass man aus denselben zehn ganzen Zahlen Gruppierungen bilden kann,
und zwar so, dass sich fiir jedes der kleinen Dreiecke die Summen 29, 30, 31, 32, 33,

34, 35, 36 und 37 ergeben!
Wie muss man dann die gegebenen Zahlen in die Kreise setzen?

Fertigt euch zehn Spielmarken von beliebiger Gestalt an, schreibt die Zahlen darauf und
verschiebt sie von Kreis zu Kreis, bis ihr die gewlinschten Ergebnisse erhaltet.

286. Das Sternchen

Fertigt euch 12 Spielmarken an, nummeriert sie mit den Zahlen von 1 bis 12 und legt
sie so in die Kreise eines sechszackigen Sternchens (Abb. 167), dass die Summe der
Zahlen in den vier Feldern eines jeden der sechs Strahlen gleich 26 ist.

A.167

287. Der Kristall

In Abb. 168 wird ein Teil eines Phantasie-"Kristallgitters" gezeigt, dessen "Atome"
durch 10 Ketten zu je 3 "Atomen" verbunden sein sollen. (Die Verbindungen der "Ato-
me" in Ketten sind in Abb. 168 durch Linien dargestellt.) Wahlt 13 ganze Zahlen aus,
unter denen 11 verschieden und 2 gleich sind und setzt sie in die "Atome" so ein, dass
die Summe der Zahlen in jeder Kette (an den in der Abbildung angegebenen Linien)
gleich 20 ist.
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Die kleinste der auszuwahlenden Zahlen soll gleich 1 und die groBte gleich 15 sein.

288. Die Schaufensterdekoration

Fir das Schaufenster eines Juweliergeschaftes fertigte ein Lehrling einen fiinfzackigen
Stern aus Drahtringen und runden Fassungen an (Abb. 169).

A.169

In die Fassungen setzte er alle moglichen Edelsteine (sie sind in der Zeichnung nicht
dargestellt); in die eine Fassung einen Stein, in die andere zwei Steine in die dritte drei
usw. der Reihe nach bis zu 15 Steinen.

Der Meister aber verteilte die Steine so geschickt, dass ihre Gesamtzahl in allen fiinf
Fassungen, die an einem Ring angebracht waren, gleich 40 war und die Gesamtzahl der
Steine in den Fassungen an den fiinf Spitzen des Sterns ebenfalls gleich 40 war.
Sucht die Verteilung der Steine auf die 15 Fassungen, die die geforderten Bedingungen
erfullt.

289. Wer ist eher fertig?

Fertigt zwei Satze Spielmarken an und nummeriert jeden Satz mit den Zahlen von 1
bis 19. Zeichnet fiir euch und einen Mitspieler je ein Sechseck, wie es in Abb. 170
dargestellt ist, gebt dem Mitspieler einen Satz Spielmarken und fordert ihn auf, an
einem kleinen Wettkampf teilzunehmen.

009,

ofg G
009709
0,000

A170 O -© .©

Es soll jeder von euch seine Spielmarken so in die Kreise seines Sechsecks einordnen,
dass die Summe der Zahlen an jeder Seite des Sechsecks und an jedem Radius des ihm
umbeschriebenen Kreises gleich ist, und zwar bei einem von euch gleich 22 und bei
dem anderen gleich 23. Die Schwierigkeit ist fiir beide Zahlen vollig gleich. Wem von
euch gelingt es zuerst, die Aufgabe zu 16sen?

Beachtet, dass sich bei dem einen von euch zwolf gleiche Summen zu 22 und bei dem
anderen auch zwolf Summen, aber zu 23 ergeben miissen.
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290. Das Ornament

lhr habt vor euch ein eigenartiges Ornament, das aus 16 kleinen Dreiecken besteht.
Einige Gruppen aus 4 benachbarten kleinen Dreiecken bilden groBe Dreiecke. In der
Abbildung des Ornaments (Abb. 171) lassen sich unschwer 6 groBe Dreiecke erkennen,
die miteinander "verflochten" sind.

. ee—

A7 KL / |

Tragt in jedes kleine Dreieck des Ornaments eine der ganzen Zahlen von 1 bis 16 (ohne
sie zu wiederholen) in der Weise ein, dass die Summe der Zahlen in jedem beliebigen
der 6 groBen Dreiecke 34 betragt.

B. Magische Quadrate
291. Aus China und Indien

Als alteste und vollkommenste Kreuzsummen stellen sich die sogenannten magischen
Quadrate dar. Zum ersten Mal wurden magische Quadrate wahrscheinlich von den
Chinesen ersonnen; ihre fritheste Erwahnung findet sich in einem chinesischen Buch,
das etwa 4000 bis 5000 Jahre vor unserer Zeitrechnung verfasst worden ist.

Das alteste magische Quadrat der Welt ist in Abb. 172 dargestellt.
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Mit schwarzen Kreisen sind in diesem Quadrat die geraden (weiblichen) Zahlen bezeich-
net, mit weiBen die ungeraden (mannlichen). In der gewohnlichen Schreibweise ist es
nicht so eindrucksvoll:

41912
3/5|7
8116

Und dennoch, was fiir ein ausgezeichnetes Vorbild fiir Kreuzsummen ist das! Die neun
ersten Zahlen der natirlichen Zahlenfolge sind auf die neun Felder des Quadrats so
verteilt, dass die Summen der Zahlen in jeder Zeile, jeder Spalte und jeder der beiden
Diagonalen gleich sind (die Haupteigenschaften eines magischen Quadrats).
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13 Kreuzsummen und magische Quadrate

Magische Quadrate, die bereits auf das 1. Jahrhundert zuriickgehen, sind uns aus Indien
iberliefert. Hier ist eines dieser altindischen Kulturdenkmale von fast 2000jahrigem
Alter:

1 (1415 4
12, 71619
8 |11 10| 5
1312 ] 3 |16

Hier sind die 16 ersten Zahlen der natiirlichen Zahlenfolge auf 16 Felder eines Quadrates
so verteilt, dass alle Haupteigenschaften magischer Quadrate erfiillt sind. Im einzelnen
ergibt sich:

1 +14 +15 +4 =34
12 +7 +6 +9 =34

8 +11 +10 +5 =34
13 +2 +3 +16 =34
34 34 34 34

und 14+ 7410+ 16 =34, 134+ 11+ 6+ 4 = 34.

Jede Zahl des magischen Quadrats ist in mindestens zwei Summen einbezogen, und
die Zahlen, die in den Diagonalen stehen, sogar in drei, und alle diese Summen sind
einander gleich!

Nicht ohne Grund schrieben in dieser fernen Epoche des Aberglaubens die alten Inder
und nach ihnen auch die Araber diesen Zahlenverbindungen geheimnisvolle und magi-
sche Eigenschaften zu.

Dieses ganz eigenartige Zahlenmosaik mit seiner Unveranderlichkeit der Summen ver-
leiht wirklich dem magischen Quadrat die "magische" Kraft eines Kunstwerks, und diese
zog die Aufmerksamkeit nicht nur der Mathematiker, sondern auch der Kiinstler an.
Nach Westeuropa kam das magische Quadrat aus Indien erst am Anfang des 16. Jahr-
hunderts.

Den hervorragenden deutschen Kiinstler Albrecht Direr, der auch mathematisch inter-
essiert war, bezauberte es so, dass er es sogar (in etwas veranderter Gestalt) in einem
seiner Kupferstiche (der "Melancholie", 1514) nachbildete.

Der Zauber des magischen Quadrats liegt nicht nur in der Unveranderlichkeit der Sum-
men. Ahnlich, wie man einem wahrhaft kiinstlerischen Werk um so mehr neue fesselnde
Seiten abgewinnt, je aufmerksamer man es betrachtet, verbergen sich auch in diesem
Werk mathematischer Kunst noch manche weitere schone Eigenschaften.

Wir weisen noch auf sechs zusatzliche Eigenschaften des oben angefiihrten 16 Feld
groBen Quadrats hin:

1. Die Summe der Zahlen in den Ecken unseres magischen Quadrats ist gleich 34, das
ist dieselbe Zahl wie die Summe der Zahlen in jeder Zeile oder Spalte des Quadrats.

2. Die Summen der Zahlen in jedem der kleineren (aus vier Feldern bestehenden)
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Quadrate, die an die Ecken des gegebenen Quadrats grenzen, und in dem mittelsten
Quadrat sind auch gleich, und jede von ihnen ist gleich 34:

1+144+1247 =34,
8+ 11+ 13+ 2 = 34,
104+5+3+16 = 34,
15+4+6+9 =34,
7T+6+11+10 = 34.

3. In jeder Zeile gibt es ein Paar nebeneinanderliegender Zahlen, deren Summe 15 ist,
und ein weiteres Paar ebenfalls nebeneinanderliegender Zahlen, deren Summe 19 ist.

4. Stellt nun einmal die Summe der Quadrate der Zahlen in den beiden duBeren und
den beiden mittleren Zeilen fest:

1241424152 +42 =438  und 132+ 22+ 3%+ 16% = 438
1224+ 72462+92=310 und 8 +112+10%+5% =310
Wie ihr seht, haben sich paarweise die gleichen Summen ergeben!

5. Es ist nicht schwer, sich davon zu lberzeugen, dass die analoge Eigenschaft auch
die Zahlenspalten besitzen. Die Summen der Quadrate der Zahlen der beiden duBeren
Spalten sind einander gleich, und die Summen der Quadrate der Zahlen der beiden
mittleren Spalten sind auch gleich.

6. Wenn man in das gegebene Quadrat noch ein Quadrat einzeichnet, dessen Ecken
die Seitenmitten des gegebenen Quadrats sind (siehe Zeichnung), dann ist
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a) die Summe der Zahlen, die an einem Paar gegeniiberliegender Seiten des eingeschrie-
benen Quadrats liegen, gleich der Summe der Zahlen, die an dem anderen Paar der
gegeniiberliegenden Seiten liegen, und jede dieser Summen ist wiederum gleich 34:

124144+34+5=15+9+8+2=234

b) noch interessant, dass die Summen der Quadrate und die Summen der Kuben dieser
Zahlen einander jeweils gleich sind:

122414243245 = 152492482422, , 1284143 43345% = 153493483 +23
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13 Kreuzsummen und magische Quadrate

Wenn man alle Spalten des magischen Quadrats unter Beibehaltung ihrer Reihenfolge
zu Zeilen macht, das heit, wenn man die Zahlen der ersten Spalte in derselben Rei-
henfolge als erste Zeile anordnet, die Zahlen der zweiten Spalte als zweite Zeile usw.,
dann bleibt das Quadrat "magisch" mit entsprechenden Eigenschaften.

Beim Austausch der Platze einzelner Zeilen oder Spalten des magischen Quadrats kon-
nen einige der oben aufgezahlten Eigenschaften verlorengehen, aber es kénnen auch
alle erhalten bleiben und neue auftreten.

Wir tauschen zum Beispiel die Platze der ersten und zweiten Zeile des gegebenen
Quadrate:

12,7169
11415 4
8 |11 10| 5
13, 2] 3 |16

Die Summen der Zahlen in den Zeilen und Spalten dndern sich zwar nicht, aber die
Summen der Zahlen in den Diagonalen werden anders, sie sind nicht gleich 34; das ma-
gische Quadrat hat eine seiner Haupteigenschaften verloren. Es ist ein "halbmagisches
Quadrat" geworden.

Wenn ihr fortfahrt, die Platze der Zeilen und Spalten des Quadrats zu vertauschen, er-
haltet ihr immer wieder neue magische Quadrate aus 16 Zahlen. Einige davon erfiillen
alle Haupteigenschaften.

Aufgabe. Versucht, durch Austausch der Platze der Zeilen und Spalten des gegebenen
magischen Quadrats eine solche Anordnung der Zahlen zu erhalten, dass

1. alle Haupteigenschaften des magischen Quadrats (Gleichheit der Summen in jeder
Zeile, Spalte und Diagonalen) erfillt sind;

2. die Summen der Quadrate der Zahlen in den Diagonalen gleich sind;

3. die Summen der Kuben der Zahlen in den Diagonalen auch gleich sind.

292. Wie setzt man sich selbst ein magisches Quadrat
zusammen?

Der Gedanke, magische Quadrate zu bilden, der vor einigen tausend Jahren entstanden
ist, begeisterte allmahlich interessierte Laien wie auch die Fachleute auf dem Gebiet der
Mathematik. Es begannen die bis jetzt noch andauernden Nachforschungen nach den
theoretischen Grundlagen dieser merkwiirdigen und schénen Erscheinung in der Welt
der Zahlen. In Hunderten von Jahren wurden Hunderte von geistreichen Verfahren er-
sonnen, wie man magische Quadrate bilden kann.

Mochtet ihr einige der interessantesten davon kennenlernen? In solchem Falle werden
wir ahnlich den Rundfunkbastlern verfahren. Obwohl sie noch nicht in allen Einzelhei-
ten der Theorie des Rundfunkempfangs Bescheid wissen, verstehen sie es doch, einen
Rundfunkempféanger aus fertigen Einzelteilen nach vorgegebenem Schema zu bauen.
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13 Kreuzsummen und magische Quadrate

Unsere "Einzelteile" sind Zahlen, und das Chassis, auf das alle Einzelteile montiert
werden, ist ein Quadrat mit entsprechenden Feldern.

Durch die Anzahl der Felder in jeder Zeile oder Spalte des magischen Quadrats wird
seine Ordnung bestimmt. Ein magisches Quadrat 3. Ordnung hat in jeder Reihe 3
Felder, ein magisches Quadrat 4. Ordnung 4 Felder usw. Quadrate ungeradzahliger
Ordnung.

Es wird verlangt, nehmen wir an, ein magisches Quadrat irgendeiner ungeradzahligen
Ordnung "zusammenzubauen".

Das kann man nach einem einheitlichen Schema tun, und Schemata sind viele ersonnen
worden. Hier fithren wir eines zur Aufstellung eines Quadrats 5. Ordnung an; spater
konnt ihr dieses Schema auch fiir Quadrate 3., 7. und anderer ungeradzahliger Ordnung
anwenden.

Wir konstruieren das Quadrat ABCD (Abb. 173) mit 25 Feldern und ergénzen es
voriibergehend zu einer symmetrischen stufenférmigen Figur (wie sie in derselben Ab-
bildung dargestellt ist) mit Stufen von der GroBe eines Feldes.

23] |19 |15 -
| |20l
25

A.173

In die Figur setzen wir nacheinander in schragen Reihen von oben nach rechts unten die
25 ganzen Zahlen von 1 bis 25 ein. Und jetzt muss man jede Zahl, die sich auBerhalb
des Quadrats ABC'D befindet, in derselben Zeile oder Spalte genau um soviel Felder
von ihrem Feld entfernt versetzen, wie die Ordnung des Quadrats angibt, in unserem
Beispiel um 5.

A .- B
.2 Fi 20 2
J4 12,25 8 16,
s M3 Wi S
BN o M0 b O B W |
D 2% 6L 19 2f 15 C

A.174
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So muss nach dieser Regel die Zahl 6 in das Feld unter der Zahl 18 eingetragen werden,
die Zahl 24 (ber der Zahl 12; weiter 1 unter 13, 25 (ber 13, 16 rechts von 8 und 4
links von 12 usw. Wir erhalten ein magisches Quadrat, wie es in Abb. 174 dargestellt
ist.

Man kann sich leicht davon (iberzeugen, dass in dem erhaltenen Quadrat die Hauptei-
genschaften des magischen Quadrats erfiillt sind, das heiBt, dass die Summe der Zahlen
in jeder Diagonalen, jeder Horizontalen und Vertikalen ein und dieselbe, und zwar gleich
65 ist.

Diese Zahl heiBt die Konstante des Quadrats 5. Ordnung. In dem Quadrat findet sich
aber noch eine zusatzliche Eigenschaft: Alle Zahlenpaare, die symmetrisch zum mit-
telsten Feld liegen, ergeben die gleiche Summe; zum Beispiel

14+25=19+7=8+8=23+3=6+20=2+24=4+22

usw. Magische Quadrate, die diese Eigenschaft besitzen, nennt man symmetrische.

Aufgabe. Uberlegt, wie man das eben beschriebene Verfahren zur Bildung eines magi-
schen Quadrats mit 25 Feldern zur Aufstellung magischer Quadrate 3. und 7. Ordnung
anwenden kann.

Quadrate einer durch 4teilbaren Ordnung (n = 4k).

Zur Bildung eines beliebigen magischen Quadrats der Ordnung n = 4,8,12,...4k aus
den n? ganzen Zahlen von 1 bis n? ist zum Beispiel folgendes einfache Schema nétig:

1. Man tragt die gegebenen Zahlen in die Felder des gegebenen Quadrats in natiirlicher
Folge ein.

2. Dann trennt man in den Ecken des gegebenen Quadrats die 4 Quadrate mit den
Seiten 7 und in der Mitte ein Quadrat mit der Seite 5 (zum Beispiel wie in Abb. 175a
und 176a).

A.175 i

3. Nunmehr vertauscht man in den 5 abgetrennten Quadraten die Platze der Zahlen
miteinander, die symmetrisch zum Mittelpunkt des gegebenen Quadrats liegen. Das
bedeutet, dass man bei natiirlicher Zahlenfolge in einem Quadrat 4. Ordnung die Platze
1 und 16, 4 und 13, 6 und 11, 7 und 10 (Abb. 175b) und bei natiirlicher Zahlenfolge
in einem Quadrat 8. Ordnung die Platze 1 und 64, 10 und 55, 2 und 63, 9 und 56, 19
und 46, 28 und 37, 20 und 45, 27 und 38, 21 und 44 usw. (Abb. 176b) austauschen
muss.
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Man erhalt in jedem Falle symmetrische magische Quadrate.
Zwei Aufgaben zur selbstandigen Lésung (ohne Antworten im Losungsteil).

1. Uberzeugt euch davon, dass auch dann ein magisches Quadrat entsteht, wenn die
Zahlen in den 5 abgetrennten Quadraten auf ihren Platzen bleiben und man in den
iibrigen 4 Rechtecken die Zahlen miteinander vertauscht, die symmetrisch zum Mittel-
punkt des Quadrats liegen.

2. Bildet ein magisches Quadrat 12. Ordnung!

Quadrate einer durch 2, aber nicht durch 4teilbaren Ordnung (n = 4k +2) aus
den n? ganzen Zahlen von 1 bis n?.

Zum "Bau" von Quadraten der Ordnung n = 6, 10...4k + 2 wird vielleicht am meisten
die "Rahmenmethode" bevorzugt, die schon im Jahre 1544 von Michael Stifel ausge-
arbeitet worden ist.

Zuerst wird auf beliebige Art ein magisches Quadrat (n — 2)ter Ordnung (das ist einer
durch 4 teilbaren Ordnung) aus den (n—2)? ganzen Zahlen von 1 bis (n —2)? gebildet.
Dann wird das Quadrat in einen Rahmen eingesetzt, mit dem zusammen ein magisches
Quadrat der n-ten Ordnung entsteht.

Nach dieser Methode lassen sich leicht aus magischen Quadraten 4. und 8. Ordnung
magische Quadrate 6. und 10. Ordnung konstruieren usw.

Die Methode kann auch fiir Quadrate ungeradzahliger Ordnung verwertet werden:
Aus einem Quadrat 3. Ordnung kann man ein Quadrat 5. Ordnung bilden usw. Die
ganze "Montage" lasst sich so auf ein geschicktes Ausfiillen der Felder des auBeren
Rahmens mit Zahlen zuriickfiihren.

Man soll zum Beispiel ein magisches Quadrat n-ter Ordnung aus den Zahlen 1,2,3,...n?
bilden. Wir verfahren so:

1. Wir bilden ein magisches Quadrat (n—2)ter Ordnung aus den Zahlen 1,2, ..., (n—2)?
und vermehren jede Zahl um 2n — 2.

2. Das erhaltene Quadrat erganzen wir mit einem Rahmen von der Breite eines Feldes
(vgl. zum Beispiel Abb. 177).

Jetzt muss man in die Felder des Rahmens die Zahlen 1,2,3,...2n — 2 und ihre Ergan-
zungen zu n? + 1 so setzen, dass die magischen Eigenschaften erfiillt werden.

Wie stellt man das an? Nach welcher Regel muss man die Zahlen in das Rahmchen
setzen?
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Fir eine kleine Zahl fiir n kann man die gewiinschte Aufstellung durch Versuche er-
halten. Selbstverstandlich muss man dazu die Konstante des zu bildenden magischen
Quadrats kennen. Sie ist leicht vorauszuberechnen: Die Summe aller Zahlen des Qua-
drats ist
(1 + n*)n?

2
dividieren wir diese Summe durch n, dann erhalten wir die Konstante S des magischen
Quadrats n-ter Ordnung:

1424+ ... +n%=

g (1+n?)n

2
Aber man kann auch auf rein mathematischem Wege die Anordnung der Zahlen in den
Feldern des AuBenrahmens finden, wobei es genligt, sie fiir die Zahlen 1,2,...,.2n — 2 zu
ermitteln.
Im einzelnen muss also, wenn eine dieser Zahlen ein Eckfeld des Rahmens einnimmt, ihre
Erganzung zu n? + 1 auf der Diagonalen in die gegeniiberliegende Ecke (zur Erlangung
der magischen Konstanten in der Diagonalen) gesetzt werden.

Infolgedessen muss man, wenn eine der Zahlen der Gruppe 1,2,...,2n — 2 irgendein Feld
des Rahmens belegt, dann ihre Erganzung zu n? + 1 in dieselbe Spalte (in dieselbe
Zeile) auf der gegeniiberliegenden Seite des Rahmens setzen.

Der bekannte deutsche Mathematiker L. Bieberbach stellte 1954 fest, dass in dem
Rahmen oben und unten diejenigen Zahlen aus der Folge 1,2, ....2n — 2 stehen miissen,
die nach dem Verhaltnis bestimmt werden:

e (M), = (3,

und links und rechts die iibrigen Zahlen derselben Folge in Ubereinstimmung mit der

Forderung
n—2 n—2
oo+ (U5, = ("5),

wobei a und b fiir das linke und rechte obere Eckfeld mit der Einschrankung beliebig
ausgewahlte Zahlen sind, dass a < b und a + b nicht durch 2 teilbar ist.

Der Strich (iber der Zahl bedeutet, dass man soviel Zahlen aus der Folge 1,2,....2n — 2
addieren muss, wieviel die Zahl angibt, die unter dem Strich steht.

Wenn die Summanden (auf dem Wege des einfachen Probierens) bestimmt werden,
dann kann man sie in den Feldern des Rahmens in willkiirlicher Folge anordnen, aber
man muss es in Ubereinstimmung mit den Hinweisen 0 = oben, u = unten, [ = links
und r = rechts tun.

Fir ein Beispiel bilden wir nach den Formeln Bieberbachs einen Rahmen fiir ein magi-
sches Quadrat 6. Ordnung.

Dan = 6 ist, ist 2n — 2 = 10, n? + 1 = 37; folglich miissen im Rahmen die Zah-
len 1,2,3,...,10 und ihre Erginzungen zu n? + 1 = 37, das heiBt noch die Zahlen
36, 35,34, ...,27 stehen.
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Wir nehmen an, dass @ = 1 und b = 2 ist. Nun sind noch die Platze fiir die Zahlen
3,4,5,6,7,8,9,10 zu suchen. Die Formeln Bieberbachs nehmen folgenden Ausdruck an:

1+2+(1),=(3), oder 3+(1),=(3),
1-24(2),=(2), oder —1+(2),=(2),

Das bedeutet, dass man die Zahlen 3,4,5,6,7,8,9,10 in 4 Gruppen teilen muss; fiir die
eine Gruppe muss man eine Zahl aussuchen, fiir die andere Gruppe drei, fiir die dritte
zwei und fir die vierte die tibrigen zwei.

Die erste Formel verlangt, dass die Summe der Zahlen der ersten Gruppe (1) und der
Zahl 3 gleich ist der Summe der Zahlen der zweiten Gruppe (3).

Die zweite Formel verlangt, dass die Summe der Zahlen der dritten Gruppe (2) und der
Zahl -1 gleich der Summe der Zahlen der vierten Gruppe (2) ist. Wenn wir die Gruppen
zusammensetzen, erhalten wir:

34 (9=08+44+5), —14(6+10); = (7T +8),

Damit sind die Platze fiir alle Zahlen festgelegt: in den oberen Ecken des Rahmens 1
und 2, auBerdem oben noch die Zahl 9; unten 3, 4 und 5 in beliebiger Folge; links 6
und 10, rechts 7 und 8 (Abb. 177 a).
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Die ubrigen Felder des Rahmens werden mit den Erganzungen zu 37 nach dem oben
erlauterten Prinzip ausgefillt (Abb. 177b).

Jetzt nehmen wir ein beliebiges fertiges magisches Quadrat der 4. Ordnung, zum Bei-
spiel dasjenige, das in Abb. 175b gezeigt wurde; wir vermehren alle Zahlen um 10 (das
ist um 2n — 2) und erhalten ein neues magisches Quadrat (Abb.177c).

Bleibt nur noch librig, es in den Rahmen zu setzen, und das magische Quadrat 6.
Ordnung ist fertig (Abb. 177d).

113319 (34|32 2

26 |12 |13 ] 23 6 | 26| 12|13 | 23] 31
15 | 21|20 | 18 10 | 15 | 21 | 20 | 18 | 27
AlTTcHot17T16 T2 A9 %1017 16 22 8
14 [ 24 | 25 | 11 30 |14 |24 | 25 [ 11| 7

35| 4 28| 3 |5 |36

Bildet mit Hilfe der Bieberbachschen Formeln selbstandig magische Quadrate 8. und
12. Ordnung!
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293. Eine Priifung auf Scharfsinn

Tragt in die weiBen Felder des Quadrats, das in Abb.178 dargestellt ist, alle ganzen
Zahlen von 30 bis 54 so ein, dass die Summe der Zahlen in jeder der 7 horizontalen und
der 7 vertikalen Reihen gleich 150 ist und die Summe der Zahlen in jeder der beiden
Diagonalen gleich 300.

A.178 [

Tut das nicht aufs Geratewohl, sondern versucht, euch irgendein Schema fiir die An-
ordnung der gegebenen Zahlen auszudenken.

294. Magisches Spiel mit 15

In einem Kastchen, das fiir 16 quadratische Steine berechnet ist, befinden sich 15
durchnummerierte Steine; ein Platz ist "frei". Gewohnlich besteht das Spiel mit "15"
darin, dass man zunachst alle 15 Steine in willkiirlicher Folge in das Kastchen legt und
dann versucht, sie in die natirliche Zahlenfolge zu ordnen (Abb. 179), indem man die
Steine einen um den anderen verschiebt, ohne sie aus dem Kastchen herauszunehmen.

A179

In dieser Form ist das Spiel wenig inhaltsreich. Aber sein mathematischer Wert kann
durch eine zusatzliche Forderung bedeutend erhoht werden: Man soll durch Verschieben
die Steine so ordnen, dass ein magisches Quadrat aus 16 Zahlen entsteht.

(Das leere Feld, das sich an beliebiger Stelle im Kastchen befinden kann, wird als Null
gerechnet.)
Ordnet jetzt die Steine des Spiels so an, wie in Abb. 180 dargestellt ist.

11234

516|738
A-180 9 1101112
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(Die natiirliche Zahlenfolge in der Anordnung der Steine wird lediglich durch die beiden
letzten Steine gestort.) Ohne dass ihr Steine aus dem Kastchen nehmt, nur, indem ihr
sie verschiebt, sollt ihr ein magisches Quadrat mit der Konstanten 30 bilden.

Sucht nach einer Losung in nicht mehr als 50 Ziigen!

Hierzu muss man zweifellos Geduld und groBe Beharrlichkeit aufbringen.

Man kann ein magisches Quadrat auch aus der in Abb. 179 gezeigten Stellung bilden,
aber das wird immer ein anderes Quadrat sein als eins, das man aus der in Abb. 180
gezeigten Stellung bilden kann. Uberzeugt euch!

295. Ein nicht traditionelles magisches Quadrat

Aufgabe 1. TraditionsgemaB werden n? Felder eines magischen Quadrats der n-ten
Ordnung mit den Zahlen von 1 bis n? ausgefiillt. In allgemeineren Fillen konnen die
Felder des Quadrats mit beliebigen Zahlen ausgefiillt werden.

Es sollen in den 16 Feldern eines Quadrats alle ganzen Zahlen von 1 bis 8, jede zweimal,
angeordnet sein, wie in Abb. 181 gezeigt wird.

A.181
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Stellt diese Zahlen so um, dass ihre Summe in jeder beliebigen horizontalen, vertikalen
und diagonalen Reihe und ebenso in den Ecken des Quadrats gleich 18 ist. AuBer-
dem sollen dieselbe Summe bilden 1. die Zahlen jedes beliebigen Quadrats aus vier
benachbarten Feldern, 2. die Zahlen, die in den Ecken jedes beliebigen Quadrats aus
neun benachbarten Feldern stehen, wobei sich kein Summand in einer dieser Summen
wiederholen darf.

Sucht die Loésung durch Probieren; vielleicht denkt ihr euch auch ein Lésungsschema
aus.

Aufgabe 2. Bildet ein magisches Quadrat aus den 16 ungeraden Zahlen von 1 bis
31. Es wird weiter verlangt, dass dieses magische Quadrat noch einige zusatzliche
Eigenschaften haben soll, namlich:

1. Es sollen gleich sein, und zwar gleich der Zahl 64 (der Konstanten des Quadrats),
die Summe der Zahlen, die angeordnet sind

a) in den vier Ecken des gesamten 16feldigen Quadrats,

b) in den vier Ecken der vier 9feldigen Quadrate,

c) in den vier Ecken der neun 4feldigen Quadrate,

d) in den vier Ecken der sechs Rechtecke mit einer Lange von 4 Feldern und einer Breite
von 2 Feldern,

e) an jedem Paar gegeniiberliegender Seiten des eingeschriebenen Quadrats, dessen
Ecken in den Seitenmitten des gegebenen Quadrats liegen;

2. die Summen der Quadrate der Zahlen in zwei Zeilen sollen gleich sein, und die
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Summen der Quadrate der Zahlen in den beiden anderen Zeilen sollen auch einander
gleich sein;

3. die Summen der Quadrate der Zahlen in zwei Spalten sollen einander gleich sein,
und die Summen der Quadrate der Zahlen in den beiden anderen Spalten sollen auch
gleich sein.

Ihr bildet das Quadrat, das alle geforderten Eigenschaften besitzt, indem ihr in dem
Ausgangsquadrat die Zeilen miteinander und die Spalten miteinander vertauscht.

96 | 11 | 89 | 68
88 |69 | 91| 16
A.182 61 | 86 | 18 | 99
19198 | 66 | 81

Ein Witzbold bildete ein ziemlich spaBiges, "untraditionelles" magisches Quadrat mit
der Konstanten S = 264 (Abb. 182).
Es ist ein "Verwandlungsquadrat". Was meint ihr, warum?

296. Welche Zahl steht im mittelsten Feld?

Bildet ein magisches Quadrat 3. Ordnung aus den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9.
Habt ihr es?

Jetzt bildet durch Drehung des Quadrats um 900, 1800 und 270° 3 weitere magische
Quadrate. Dann vertauscht in jedem dieser 4 Quadrate die obere mit der unteren Zeile.
Insgesamt habt ihr damit 8 magische Quadrate.

Ich kann nun mit Bestimmtheit vorhersagen, dass eins eurer Quadrate so ist wie das in
Abb. 183 dargestellte.

41912
A183 (3|5 |7]|S5S=15
8l1]|6

Wie wir sehen, befindet sich im mittelsten Feld dieses Quadrats die Zahl 5, die 1/3 der
Konstanten des magischen Quadrats bildet.

Beweist, dass keine andere Zahl im mittelsten Feld eines magischen Quadrats 3. Ord-
nung stehen kann.

ay | a2 | as
A.184 | a4 | a5 | ag
a7 | ag | ag

Fir den algebraischen Beweis benutzt die Form des Quadrats 3. Ordnung in Abb. 184
und betrachtet die Haupteigenschaften des magischen Quadrats:

a1+ as+az3 =39 , a1 +as+a; =S
as+as+ag =S , as+as+ag =S
a7 +ag+ag =95 , as+ag+ag =5
a1+ as+ag =39 , az + as + a7y =S

193



13 Kreuzsummen und magische Quadrate

Beweist, dass bei diesen Bedingungen a5 = % ist, selbst wenn das magische Quadrat
"untraditionell" ist.

297. Eine Kiste voller arithmetischer Kuriositaten

AuBerst seltsame Wechselbeziehungen zeigen sich manchmal zwischen den ganzen Zah-
len. Wir nehmen zum Beispiel die 12 positiven ganzen Zahlen: 1, 2, 3, 6, 7, 11,13, 17,
18, 21, 22, 23.

Dem Aussehen nach haben sie nichts Bemerkenswertes an sich. Aber jetzt teile ich sie
in zwei Gruppen: 1, 6, 7, 17, 18, 23 und 2, 3, 11, 13, 21, 22.
Stellt jetzt die Summen der Zahlen jeder Gruppe gegeniiber:

1464+7+17+18+23 =172 , 24+3+11+134+21+2="T72
Die Summen sind gleich. Und die Summen der Quadrate dieser Zahlen?
12462 +72+17%+18%+23% = 1228, , 2243241124132 4+212 4222 = 1228

Die Summen der Quadrate sind auch gleich. Und die Summen der Kuben? |hr kénnt
euch selbst davon iberzeugen, dass auch die Summen der Kuben und die Summen der
4. Potenz und die Summen der 5. Potenz dieser Zahlen gleich sind:

PB4+6d+mP+17+18%4+233 =23 +3% + 113+ 13% + 213 + 223
P46+ 1+ 180+ 230 =24 + 34 + 114 + 13 + 214 4 22¢
PH+6+7+17°+18 +23° =254+ 3% +11° + 13° + 21° 4+ 22°

Etwas noch Erstaunlicheres: Vermehrt oder vermindert alle Zahlen der ersten und der

zweiten Gruppe um ein und dieselbe beliebige ganze Zahl; die sich daraus ergebenden
neuen Gruppen besitzen dieselben Eigenschaften.

Wir vermindern zum Beispiel alle gegebenen Zahlen um 12; wir erhalten: —11, —6, —5,5,6, 11
und —10,-9,—1,1,9, 10.

Es ist offensichtlich, dass die Summe der Zahlen der ersten Gruppe gleich der Summe

der Zahlen der zweiten Gruppe ist (beide Summen sind 0). Gleich sind auch die Summen

der Kuben und die Summen der 5. Potenz dieser Zahlen (sie sind auch 0). Es ist nicht
schwer, sich von der Gleichheit der Summen der Quadrate und der Summen der 4.
Potenz der Zahlen zu liberzeugen:

(=112 + (=6)* + (=5)2 + 52 + 6% + 11* = (=10)* + (=9)* + (=1)* + 1* + 9% + 10?
(—11)* 4 (=6)* + (=5)* + 5* + 6 + 11* = (—=10)* + (=9)* + (=)' +1* + 9* + 10*

Und jetzt noch ein kleiner Trick, und ihr habt eine Formel in der Hand, die soviel
Gruppen von Zahlen mit den obengenannten Eigenschaften ergibt, wie ihr wiinscht:

(m—-11)"+(m—6)"4+(m—=5)"+(m+5)"+(m+6)"+ (m+11)"
= (m—10)"4+(m—9)"4+ (m —1)"+ (m+ 1)" + (m + 9)" + (m + 10)?
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wobei m eine beliebige Zahl ist und n = 1,2, 3,4 oder 5.

Interessant sind auch diejenigen Zahlen, die von der Zahl m abgezogen oder zu ihr
hinzugefiigt werden. Diese Zahlen, entsprechend positiv oder negativ verwendet, eignen
sich zur Bildung der ersten und der dritten Zeile eines sogenannten unvollstandigen
magischen Null-Quadrats (Abb. 185).

6 |-11| 5
A185|-16 | 12 | 4
10| -1 |-9

Null-Quadrat heiBt es deswegen, weil die Summe der Zahlen in jeder Zeile und in
jeder Spalte gleich 0 ist. Die Zahlen dieses magischen Null-Quadrats bieten noch einige
kuriose Beziehungen:

1. 6%+ (—11)2 452 =102+ (—1)2 + (=9)%, 64 + (=11)* +5* = 10* + (—=1)* + (—9)~.

2. die Summen der Produkte der Zahlen in den Zeilen, in den Spalten und in den
Diagonalen sind gleich auch bei beliebigen Umstellungen der Zeilen und der Spalten
des Quadrats:

6+ (~16) - 10] 4 [(~11) - 12+ (~1)] + [5-4- (=9)] = [6 - (~11) - 5] + [(~16) - 12 -4]
£ 10 (1) (=9)] = [6- 12+ (~9)] + [(~11) - 4- 10] + [5 - (~16) - (~1)]
— (5-12-10) + [(~11)- < 6) - (~9)] +[6-4- (~1)] = —1008

3. wenn man die Zahlen einer beliebigen Spalte oder Zeile mit den Buchstaben a,
b und ¢ bezeichnet, dann ergeben sich, ab- gesehen von der identischen Gleichung
a+ b+ c =0, folgende Gleichungen:

a2 —be=0b—ca=c*—ab : a® + b + & = 3abc

Uberzeugt euch davon!
Wie ihr seht, ist dieses magische Null-Quadrat eine ganze "Kiste" voller verschiedener
kurioser arithmetischer Wechselbeziehungen.

298. RegelmadBige magische Quadrate 4. Ordnung

Jedes "traditionelle" magische Quadrat 4. Ordnung mit den Zahlen von 1 bis 16 kann
man in ein magisches Quadrat 4. Ordnung mit den Zahlen 0, 1, 2, ..., 15 verwandeln,
indem man jede Zahl um 1 vermindert.

Jede ganze Zahl von 1 bis 15 kann man durch eine Summe von héchstens 4 Summanden
der Zahlen 1, 2, 4 und 8 ausdriicken, wobei keiner der Summanden 1, 2, 4 und 8 mehr
als einmal in einer Summe auftritt:

1=1 2=72 3=1+2
4=4 b=1+4+4 6=2+4
7T=1+2+4 8=8 9=1+38
10=2+38 11=1+2+8 12=4+38

13=14+4+8 14=24+4+4+8 15=1+2+4+428
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Nunmehr setzen wir in das magische Quadrat an Stelle der Zahlen 1 bis 15 die Sum-
manden aus der vorstehenden Tabelle ein und streichen alle von 1 verschiedenen Sum-
manden weg. In die leer werdenden Felder setzen wir Null. Es ergibt sich ein Quadrat,
das nur Nullen und Einsen enthalt.

Die weggestrichenen Summanden 2 setzen wir in die entsprechenden Felder eines zwei-
ten Quadrats, das also nur Nullen und Zweien enthélt. Die weggestrichenen Summanden
4 setzen wir in die entsprechenden Felder eines dritten und die Summanden 8 in die
eines vierten Quadrats, so dass das dritte Quadrat nur Nullen und Vieren und das vierte
nur Nullen und Achten enthalt.

So haben wir das Quadrat, das in Abb. 186 dargestellt ist,

9114 2 | 5
154|183
A.186 0|11} 7 |12
6|1 ]13|10

in die vier Quadrate zerlegt, die in Abb. 187 dargestellt sind. A.187

1/0{0]1 012210 0/4|0|4 8181010
1/0{0]1 21002 414/0/|0 8/0(8]0
0/1]1]0 0/2/2]0 0/0[|4|4 0/8(0]|8
0110 21002 410/4|0 0/0[{8]|8

Das magische Quadrat, das in Abb. 188 dargestellt ist, wird auf diese Weise in die vier
Quadrate zerlegt, die in Abb. 189 dargestellt sind.

0|4 |15 11

9 |13 2| 6

A'188141051

713|812
0j|0|1]1 0/]0]2]2 0/0/8]|8 8/8(01]0
A.1891100 0/]0]2]2 818|010 8/0(81]0
0j|0|1]1 212010 88|00 0/8(0]|8
1/1/0]0 212010 0/0/8]|8 0/0({8]|8

(Die "Summe" der vier Quadrate ergibt das jeweilige Ausgangsquadrat; sie wird durch
Addition der Zahlen in sich entsprechenden Feldern gebildet.)

Wenn jedes dieser vier Quadrate auch ein magisches Quadrat ist, nennen wir das ma-
gische Quadrat 4. Ordnung, von dem wir ausgegangen sind, ein "regelmaBiges". So ist
das magische Quadrat das im ersten Beispiel dargestellt ist, ein regelmaBiges, das im
zweiten Beispiel dargestellte aber ein unregelmaBiges.

Magische Quadrate 4. Ordnung, die aus nur zwei verschiedenen Zahlen bestehen, kann
man in acht verschiedenen Zusammenstellungen bilden (vgl. Abb. 190)
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A.190
alala |a b|b | b|b cl|c|c|Cc d|d|d|d
a'la | ala b|b | b|b c|lc|c|c d|d|d|d
alala |a bbb | b clc|c|c d|d|d|d
a'la | ala b b|b | b cl|c|c|Cc d|d|d|d
ele|e|¢€ flff]f glglg|g h | h | h|h
e le|lele ff|f|f glglglg h"|h"| h | h
e e lele '/ b|f|f glglg|sg h|h|h|}K
ele|e|é f'"1b|f|f glglglg h"| h |h" | h

Jede "Summe" von vier aus diesen acht Quadraten ergibt ein regelmaBiges magisches
Quadrat 4. Ordnung. Darunter sind nur elf magische Quadrate, die in allen Teilen
voneinander verschieden sind.

Wenn wir die acht Quadrate mit den Buchstaben A, B,C, D, E, F, G und H bezeich-
nen, dann sind diese elf "Summen"aus vier Quadraten die folgenden:

A+B+C+DA+B+C+FE A+B+D+F, A+B+E+F, A+C+D+FE,
A+D+E+F, B+C+D+F,B+C+E+F, C+D+E+F,
C+EF+G+H, D+F+G+H

In jedem der elf Quadrate muss man an Stelle der Buchstabenpaare und a und d’, b
und b, ¢ und ¢’ usw. die vier Zahlenpaare 0 und 1, 0 und 2 ,0 und 4, 0 und 8 einsetzen.
So setzen wir in dem Quadrat C + E + G + H ein:

c=0,e=4,g=8h=0,d =2,/ =0, =0,h =1

Es ergibt sich das magische Quadrat, das in Abb. 191 dargestellt ist.

121151 0 | 3
1111 (14| 4
A.191 > T8 7 13
516|902

Da man vier Zahlenpaare auf 24 verschiedene Weisen zu vier Paaren und jedes Zah-
lenpaar auf zwei Weisen zusammenstellen kann, ist die Anzahl aller regelmaBigen ma-
gischen Quadrate 4. Ordnung gleich 11 -24 - 16 = 4224.

Wenn wir jedoch die acht Quadrate, die sich durch Umkehrung und Spiegelung eines
Quadrats ergeben, als eine Losung betrachten, dann ist die Zahl der moglichen ver-
schiedenen regelmaBigen magischen Quadrate 4. Ordnung fiir die Zahlen 0,1,2,...,15
gleich 4224 : 8 = 528.

299. Auswahl der Zahlen fiir ein magisches Quadrat beliebiger
Ordnung

Es sei ein Quadrat gegeben, das aus n? Feldern besteht (n sei eine beliebige ganze
Zahl, groBer als 1). Es wird verlangt, alle Felder so mit ganzen Zahlen auszufillen, dass
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ihre Summe in jeder Zeile, jeder Spalte und jeder Diagonalen gleich ein und derselben
beliebig vorgegebenen Zahl S (der Konstanten des Quadrats) ist.

Mit anderen Worten, es wird aufgegeben, ein magisches Quadrat zu bilden, das kein
"traditionelles" zu sein braucht, das heiBt, nicht aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen
enthalten muss.

Wir lassen also, wenn wir die Felder des Quadrats ausfiillen, zu, beliebige ganze Zahlen
zu verwenden, sogar negative, und nicht unbedingt jede nur einmal. (Dabei versteht
sich, dass nicht alle n? Zahlen gleich sein sollen.)

Man konnte glauben, dass die Aufgabe bei dieser Freiheit in der Wahl der Zahlen hochst
einfach wird. Ein Versuch wird euch davon liberzeugen, dass das bei weitem nicht so
ist.

Ich empfehle zu versuchen, ein Quadrat 5. Ordnung aus beliebigen Zahlen mit einer ge-
gebenen Konstanten zu bilden und erst danach die Lektiire dieses Kapitels fortzusetzen.
Bevor wir zur generellen Formulierung iibergehen, gehen wir besonders auf Quadrate
3. und 4. Ordnung ein. Wir nehmen dabei die Algebra zu Hilfe.

Das Quadrat 3. Ordnung. Die gesuchten Zahlen bezeichnen wir mit dem Buchstaben
a und mit zwei Zahlen, die wir rechts unten hinzusetzen (Indizes) (Abb. 192).

a1l | 12 | 13
A.192 a921 | G292 | 23

a31 | a32 | A33

Die erste Zahl des Index zeigt die Nummer der Zeile an, in der sich a befindet, und die
zweite Zahl die der Spalte, in der a liegt.

Da das Quadrat magisch sein soll, haben wir 8 Gleichungen: 6 fiir die Summen der
Zahlen in jeder der 3 Zeilen und in jeder der 3 Spalten und 2 fiir die Summen der
Zahlen in jeder der beiden Diagonalen.
Wenn wir berlicksichtigen, dass a9y = g ist, wobei S die Konstante des Quadrats
bezeichnet, erhalten wir folgende 8 Gleichungen:

a1 —|—(l12 + a3 = S

~ N/~~~
w N
~— — — ~— —

asy + asy +azz =S
ajp +ag +az =S

a3 + ags +azz = S 4
S

asy + azz = 3 5

a2 + aze = g (6)

ap + asz = g (7)

s+ azy = 2 (8)

Wenn wir die Gleichungen (6), (7) und (8) addieren und davon die Gleichung (2)
subtrahieren, erhalten wir die Gleichung (1).
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Das zeigt, dass die Gleichung (1) von den lbrigen nicht unabhangig ist, sondern aus den
ibrigen Gleichungen abgeleitet werden kann. Wir streichen sie aus unserem System.

Wenn wir die Gleichungen (5), (7) und (8) addieren und davon die Gleichung (3)
subtrahieren, erhalten wir die Gleichung (4).

Hieraus folgt, dass die Gleichung (4) auch aus den ibrigen Gleichungen ableitbar ist.
Wir streichen sie auch aus unserem System. Es bleiben 6 Gleichungen fiir die 8 Unbe-
kannten.

Jetzt muss man beweisen, dass diese 6 Gleichungen (2), (3), (5), (6), (7) und (8)
voneinander unabhangig sind. Dazu muss man 6 beliebige Unbekannte aus den 8 aus-
wahlen und jede von ihnen durch die tbrigen 2 unbekannten Zahlen und die bekannte
GroBe S ausdriicken. Wenn das gelingt, dann ist das System unabhangig.

Uberzeugt euch selbst davon, dass das System der Gleichungen (2), (3), (5), (6), (7)
und (8) auflésbar ist, zum Beispiel nach den Unbekannten a1, a12, ais, asi, ass und
aso.

Da a9 = % ist, ist mit S auch a9s eindeutig festgelegt, und wir setzen age = k. Fir
die tbrigen 8 Unbekannten haben wir 6 voneinander unabhangige Gleichungen. Das
berechtigt uns, zwei Unbekannte beliebig zu wahlen.

Wir setzen a1 = k + x und a13 = k + y. Dann erhalten wir die Losungen, die in Abb.
193 angegeben werden.

k+x k—x—y k+y
Al93 | k—z+vy k k+x—y
kE—vy k+x+vy k—x

Wenn wir in dieser Losung = durch —x oder y durch —y oder = durch y und vy durch
x ersetzen, dann erhalten wir die gleiche Aufteilung der Zahlen, bis auf Vertauschung
von Zeilen und Spalten bzw. auf die Reihenfolge der Zeilen oder Spalten. Wir kénnen
daher x > y setzen, wobei x und y positiv sind.

Die kleinste Zahl in dem Quadrat ist dann &k —x —y, die groBte k+ x+y. Wenn wir das
wissen, ist es leicht, auch das uns schon bekannte traditionelle Quadrat zu erhalten,
dessen kleinste Zahl 1 und dessen groBte 9 ist.

Wir haben k —x —y =1, k+2x+y =09 auBerdem k£ = % = 5. Hieraus folgt:
x = 3, y = 1, und wir erhalten die einzig mogliche Anordnung der Zahlen (mit Aus-

nahme der genauen Anordnung der Zeilen und Spalten) fiir das traditionelle magische
Quadrat 3. Ordnung (Abb. 194).

8116
Al194|3 5|7
41913

Das Quadrat 4. Ordnung.

Zur Auffindung der 16 Zahlen, aus denen man ein magisches Quadrat 4. Ordnung
(Abb. 195) zu einer gegebenen Konstanten S bilden kann, haben wir 8 unabhangige
Gleichungen.
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ail | a2 | a13 | a4

a1 | Q22 | G2 a24
A.195 3

a31 | a32 | A33 | 34

Q41 | Q42 | A43 | Q44

Wenn wir die Werte fiir 8 Unbekannte beliebig auswahlen, dann ergeben sich die tibrigen
8 Unbekannten als Losung des Gleichungssystems. Von Nutzen ist hierbei die Feststel-
lung, dass in einem jeden magischen Quadrat 4. Ordnung die Summe der 4 mittelsten
Zahlen gleich der Summe jeder Zeile oder Spalte ist, das heiBt der Konstanten des
Quadrats S:

agy + ag3 + ase +agz = S

Von der Richtigkeit dieser charakteristischen Eigenschaft des magischen Quadrats 4.0rd-
nung konnt ihr euch selbst tiberzeugen. Wir setzen jetzt 8 beliebige Zahlen A, B, C,
D, a, b, ¢, d in folgender Weise ein:

CL23:C,
CL12:C—|—CL+C,

asy = A, axn =B, ass = D,

an:A—a, asg =B+b—c, anw=D4+a—d
Die Ubrigen 8 Zahlen festzustellen ist nicht schwer, und wir erhalten die Formeln (auf-

gestellt von E. Bergholz 1910), die in Abb.196 dargestellt sind.

A.196

A—a CH+a+c|B+b—c D—b
D+a—d B C A—a+d
C—-b+d A D B+b—d

B+b D—a—c|A-b+c C+a

Bedeutend frither, 1884, wurde in der russischen "Zeitschrift fir Elementarmathematik"
von Prof. W. P. Jermakow eine Formel veroffentlicht, die man als "Summe" zweier
magischen Quadrate darstellen kann Abb. 197).

A|lC| D | B a+b | —a—0>

D | B|AC | C c—d | —a—c| a—c c+d
A.197 B|\D| C | A T —c+d| —-a+c| a+c | —c—d

C|A| B |D a—b | —a+b

Wenn man willkiirlich 8 Zahlen A, B, C, D, a, b, ¢, d auswahlt und beide Quadrate
"felderweise" addiert (das heiBt, wenn man die Zahlen in den Feldern addiert, die sich
decken, wenn man das eine Quadrat auf das andere legt), erhalten wir das gesuchte
magische Quadrat.

Dariiber, wie man diese 8 Zahlen auswahlt, damit in den Feldern des erhaltenen Qua-
drats alle ganzen Zahlen von 1 bis 16 stehen (das heiBt, damit das Quadrat ein "tradi-
tionelles" ist), schreibt W. P. Jermakow:

"Wir kennen keine einfache Losung dieser Frage und stellen es den Lesern anheim, eine
solche zu finden."

Das Quadrat n.Ordnung (n > 4).
Die Zahlen, die ein Quadrat n. Ordnung bei n > 4 bilden, kann man so darstellen:
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ail 12 aip a1,p+1 ain—-1 Qain
az1 22 az p a2 p+1 a2 n—1 a2 n
asy as2 asp a3 pi-1 as n—1 asn
Ap—11 | Apn—1,2 Qp—1,p | An—1,p+1 Ap—1,n—1 | Gpn—1,n
anl An2 Qp,p A p+1 Qpn—1 Qpn.n
=2 fll d . _ n+l
(p = %, falls n gerade, sonst: p = "3=)

Ihre Summe in jeder Zeile, jeder Spalte und in jeder der beiden Diagonalen muss ein
und dieselbe und einer beliebigen vorher ausgewahlten Zahl S gleich sein.

Nach der Bedingung haben wir fiir die n? Unbekannten 2n 4+ 2 lineare Gleichungen, von
denen 2n voneinander unabhingig sind. Folglich kann man n? — 2n GréBen a beliebig
auswahlen.

Wir behalten fiir diejenigen GroBen, die wir beliebig festlegen, als Bezeichnung den
Buchstaben a mit entsprechenden Indizes bei; die librigen gesuchten GréBen bezeichnen
wir mit by, bo, ..., ban und verteilen sie auf die Felder des Quadrats, indem wir uns nach
folgendem Schema richten:

a11 @12 a1,p—1 ai,p a1,n—1 a1,n

a1 ag asp—1 asp asn—1 by

as1 a32 azp—1 as,p a3n—1 by
Ap—21 | Gp—2,2 an—2p—1 | An—2p ap—2mn—1 bn—3
bon—2 | Gn_12 Ap—1p—-1 | Qn-1p Ap—1n—1 | bn—1
b2n—3 b2n—4 b2n—v—1 b2n bn bn—2

Es sei R; die Summe der Zahlen in der i. Reihe, wobei R; = S ist, C; die Summe der
Zahlen in der i.Spalte, und es seien D und Dy

Dy =an +ax+ ...+ ap—1n0-1 : Dy =ay1, +az,+...+an-12

die Summen der Zahlen in den Diagonalen. Die Summe aller Zahlen, die es im Quadrat

gibt, bezeichnen wir mit S.
Wenn wir die GroBen, die wir mit a bezeichnet haben, durch beliebige Zahlen ersetzen,
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konnen wir die GroBen b mit Hilfe folgender Gleichungen feststellen:

by =R1— Ry
by = R4 — R3

bz =R1 — R,—9

bp—o =Ry — Dy

bor = Ri — Cry — (b1 +ba + . + )
bn = R1 — Cp 1

bny1 = R1 — Cpo
bon—p-2 =R —Cp_y
bon—p-1=R1 —Cp_3
bon—a = R1 — Oy
bon—3 = R1 — D3
bon—2 = Ry — C1 — bap3
bon—1=R1 — Ry 1 —bp1— by 2
bap, = Ry — Cp — bap—1
Wir stellen fest, dass by,—1 ein Feld in der (n — 1). Zeile einnimmt, aber nicht zum
Bestand der einen oder anderen Diagonalen gehort. Eine solche Anordnung ware un-

moglich fiir n < 4. Folglich werden diese Falle von diesem Schema nicht erfasst, sie
sind ja auch schon gesondert betrachtet worden.

Alle GroBen b, die in der letzten Zeile angeordnet sind, werden unabhangig voneinander
festgestellt, folglich muss man probieren, ob ihre Summe

bp—2 4+ by + bpy1 + ... + bop—3 + boy, (**)

die Konstante S unseres Quadrats bildet oder, was dasselbe ist, R;. Dazu wahlen wir
die entsprechenden Gleichungen aus dem System (*) und gestalten einige von ihnen
voriibergehend um:

b1 =R —Cp— (b1 +by+ ... +by_2)
=R -C,—(Ri—Ry+Ri—R3+..+ R — Ry o+ R — D)
=Ri-C,—Ri+Ry,—Ri+R3+..—Ri+R, o— R+ D
=D —Ch+ R+ R+ ...+ Ry o) — (Ri+ R+ ...+ Ry

(n—2) mal

Wenn wir uns die Definition der Zahlen R; und S ins Gedachtnis rufen und beachten,
dass in allen Zeilen mit Ausnahme der letzten Zahlen a;;. stehen, dann haben wir:

Ri+Ro+ ..+ Ry o= S — R, _1
folglich:
bn,1 = D1 — Cn — g — Rn,1 — (n — 2)R1

bon—o = Ry — C), —boyp_3 = R1 — Cy — (R1 — D3) = Dy — C}
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13 Kreuzsummen und magische Quadrate

bon1=Ri— Ry 1—by1—bypo=R1— Ry
— [Dl—Cn+§—Rn_1—(n—2)R1] —(DQ—Cl)
=n—-1)Ri+C1+C,—Dy—Dy— S
by =R —Cp—bypy1=R1—C,—(n—1)R —C1—C,,+ D1+ Dy + S

:D1+D2—01—Cp—Cn—(’n—Q)fh—{—g
Wenn wir die gefundenen Gleichungen in (**) einsetzen, erhalten wir:

bn—2 + (b + bpy1 + ... + bay—3) +bap,
(n—2) Summanden
=R —-Di+(Ri—Ch 1+ R +Cha+ ..+ R —Co+ Ry — Dy)
+ D1 +Dy—C,—Cy—Cp—(n—2)R + 8
=R —Di+[Ri(n—2)—(Crhe1 +Cha+ ... + Cy) — D — 2]
+D1+Dy—C,—C,—Cp,— (n—2)R1 + S
=R —(Cr,+Chqg+..4Cp+ ...+ Co+C1) + S

Aber C) + Oy + ... + C,, = S, folglich ist
bn72 + b, + bn+1 + ...+ b2n73 + by, = R1

Folglich gewahrleisten die hier dargelegten allgemeinen Formeln, beliebig viele magische
Quadrate aufzustellen.

Fir den Fall n = 5 ist die Konstruktion eines magischen Quadrats in Abb. 198 darge-
stellt.

[ ] [ ] [ ]

° [ J bl

Al198| e | o | o | @ | b
bg | ® | by | ® | Dy

bz | bg | bio | bs | b3

Setzt an Stelle der Punkte beliebige Zahlen und bestimmt b1, b, ..., b1g. Das erhaltene
Quadrat wird magisch sein.

300. Magische Produkte

Eine Variante der Ubungen mit dem magischen Quadrat ist die Aufgabe, die Felder
eines Quadrats mit natirlichen Zahlen, von denen jede nur einmal verwendet werden
darf, so auszufiillen, dass ihre Produkte in jeder Zeile, jeder Spalte und in den beiden
Diagonalen einander gleich sind.

Aus aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist ein solches Quadrat tGberhaupt noch
nicht gebildet worden, ja, anscheinend kann es auch nicht gebildet werden. Wenn man
jedoch eine willkiirliche Zahlenauswahl zulasst, dann finden sich schlieBlich in der un-
endlichen Menge der natiirlichen Zahlen geeignete.
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13 Kreuzsummen und magische Quadrate

Wie soll man sie aber aussuchen?

Ein Verfahren zur Bildung irgendeines Quadrats mit gleichen Produkten beruht auf der
bekannten Regel der Multiplikation von Potenzen: Bei der Multiplikation von Potenzen
mit gleicher Basis bleibt die Basis dieselbe, und die Exponenten der Potenzen werden
addiert.

Zum Beispiel 2%. - 23 .28 = 2443+8 oder 28.2. 26 = 284146 |n dem gewihlten Beispiel
sind die Summen der Exponenten der Potenzen gleich: 4 +3 + 8 = 8 + 1 + 6, folglich
sind auch die Produkte der Potenzen gleich: 24 .23 .28 == 28.2. 26,

Jetzt ist klar, dass dann, wenn man eine beliebige natirliche Zahl, zum Beispiel 2,
als Basis der Potenzen und die Zahlen irgendeines magischen Quadrats mit gleichen
Summen als Exponenten nimmt, zum Beispiel so wie in Abb. 199a, die erhaltenen
Potenzen ein magisches Quadrat mit gleichen Produkten P darstellen (Abb. 199 b).

4192 21199192 16 [ 512 | 4
A1992a)|3[5|7|b)[22[2°|27|=| 8 | 32 | 128 |c)
8116 28 [ 21 [ 26 25| 2 | 64

In diesem Quadrat ist das Produkt
P=2924.93.98_-9%.99.92_94.95.96 —  — 32768

Auf diese Weise kann ein beliebiges magisches Quadrat mit gleichen Summen in ein
Quadrat mit gleichen Produkten umgewandelt werden.

Ein zweites Verfahren zur Bildung eines Quadrats mit gleichen Produkten ergibt sich
aus folgenden Uberlegungen. Da Multiplikation und Division gewisse Analogien mit
Addition und Subtraktion haben, missen alle in Buchstaben ausgedriickten Formeln fiir
magische Quadrate mit gleichen Summen sich als Formeln fiir magische Quadrate mit
gleichen Produkten verwenden lassen, wenn man alle Additionen durch Multiplikationen
und alle Subtraktionen durch Divisionen ersetzt.

So ergibt sich aus der Formel, die in Abb.193 dargestellt ist, sofort die Formel fiir ein
magisches Quadrat 3. Ordnung mit gleichen Produkten (Abb. 200; hier erhalt man
die Formel b aus a, wenn man alle Ausdriicke in den Feldern des Quadrats mit xy
multipliziert und k£ = 1 setzt), und aus der Formel von Bergholz (Abb. 196) und der
von Jermakow (Abb. 197) ergeben sich die Formeln fiir Quadrate 4. Ordnung mit
gleichen Produkten. (Fiithrt das selbstandig durch!)

ka x% ky 2y 1 | xzy?
A.200 a) % k k—yy oder| * | xy | 2 |b)
S kxy % z |2y’ |y

Von diesen Gedanken ausgehend, arbeitete der junge E. Tscherpow ein Verfahren zur
Bildung von Quadraten beliebiger Ordnung mit gleichen Produkten aus, mit dessen
Hilfe man Quadrate mit der kleinstmoglichen Konstanten P erhalt.

Um nach dem Tscherpowschen Verfahren ein solches magisches Quadrat n. Ordnung
zu bilden, muss man folgendermaBen verfahren:
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13 Kreuzsummen und magische Quadrate

1. Man nimmt die kleinste Zahl, die n? Divisoren hat, und stellt alle Divisoren dieser
Zahl zusammen;

2. dann nimmt man ein beliebiges magisches Quadrat n. Ordnung mit gleichen Summen
und ersetzt darin alle Zahlen nach Einer festgelegten Regel (die aus den Beispielen klar
wird).

Jeder ganzen Zahl N kann man die sogenannte kanonische Form verleihen:

N = p{t - p32..pp*

wobei p1, po, ..., pr verschiedene Primfaktoren sind. Die Anzahl aller Teiler einer solchen
Zahl, einschlieBlich ihrer selbst und 1, ist gleich dem Produkt

(1 + 1)(ae +1)...(ax + 1)

So hat zum Beispiel N = a?b?, wobei a und b Primzahlen sind, (2 +1)(2+1) = 9
Teiler. Da sind sie: 1, a,a?, b, ab, a®b, b?, ab?, a®b>.

Richtet euer Augenmerk auf das System der Reihenfolge der Teiler. Bei diesem System
muss man immer bleiben.

Wir bilden ein magisches Quadrat 3. Ordnung mit gleichen Produkten.

Dazu nehmen wir ein magisches Quadrat 3.0Ordnung mit gleichen Summen (Abb.201a)
und ersetzen die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 durch die 9 Teiler der Zahl N = a?b?
in der Reihenfolge, in der sie oben stehen.

Wir erhalten das uns schon bekannte Quadrat 3. Ordnung mit gleichen Produkten
(Abb. 201 b).

41912 b | a®?] a 31362
A201a)|3[5|7| b)|a*]| ab | * | )| 4]6 |09
8116 ab®>| 1 [a®b 18112

Wenn wir fur a und b die kleinsten Primzahlen, also 2 und 3, einsetzen, erhalten wir
das Quadrat 3. Ordnung mit dem kleinstmoglichen Produkt P = 216 (Abb. 201 c).

Die Zahl N = @b hat analog 4 - 4 = 16 Teiler; folglich kann man aus ihren Teilern
ein Quadrat 4. Ordnung mit gleichen Produkten bilden. Das fiihrt selbstandig durch.
(Tut es unbedingt, damit ihr kontrolliert, ob ihr euch das System der Anordnung der
Teiler angeeignet habt.)

Die Zahl N = abcd hat auch 16 Teiler (2 -2 -2 - 2), aber bei den kleinstmdglichen
Primzahlenwerten a = 2, b= 3, ¢ = 5, d = 7 ist sie kleiner als N = a3b?,

Die erste Zahl (fir N = 23 - 33) ist 216, und die zweite Zahl (fir N =2-3-5-7) ist
210 (die kleinste Zahl, die 16 Teiler hat).

Folglich gibt die Formel N = abcd das Quadrat mit der kleinsten Konstanten P fiir die
Quadrate 4. Ordnung an.

Wir stellen die Teiler der Zahl N = abcd zusammen: 1, a, b, ab, ¢, ac, be, abe, d, ad, bd, abd, cd,
acd, bed, abed.
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13 Kreuzsummen und magische Quadrate

Wir wenden uns jetzt zur Abb. 175b und ersetzen die Zahlen des magischen Quadrats
durch die Teiler der Zahl N; dann erhalten wir die Losung, die in Abb. 202 dargestellt
ist.

abed | a b cd
c bd | ad | abc
d bc | ac | abd
ab | acd | bed | 1

A.202

Wenn ihr euch die Tscherpowsche Methode angeeignet habt, dann fallt es euch leicht,
aus den Teilern der Zahlen N = a*b* und N = a°b°® Quadrate mit gleichen Produkten
zu bilden. Werden ihre Konstanten P die kleinstmoglichen fiir Quadrate 5. und 6.
Ordnung sein?
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14 Kurioses und Ernsthaftes von Zahlen

14 Kurioses und Ernsthaftes von Zahlen

An den Dingen eurer Umwelt bemerkt ihr zuallererst die Besonderheiten, in denen
sich ein Ding von anderen unterscheidet. Der Reichtum an besonderen, individuellen
Eigenheiten lasst die allgemein allen Dingen gemeinsamen und charakteristischen Ei-
genschaften zuriicktreten. Solche Eigenschaften aufzudecken ist daher immer schwierig.
Eine wichtige allgemeine Eigenschaft der Dinge ist, dass man sie zahlen und messen
kann. Wir bringen diese gemeinsame Eigenschaft der Dinge im Begriff der Zahl zum
Ausdruck.

Die Fahigkeit, Dinge zu zahlen und zu vergleichen (zu messen), entwickelten die Men-
schen schon in sehr friher Zeit. Sie entstand allmahlich im Laufe von Jahrhunderten,
und zwar bei der Arbeit des Menschen.

"Zum Zahlen" - schreibt Friedrich Engels - "gehoren nicht nur zdhlbare Gegenstande,
sondern auch schon die Fahigkeit, bei Betrachtung dieser Gegenstande von allen ihren
iibrigen Eigenschaften abzusehen auBer ihrer Zahl - und diese Fahigkeit ist das Ergebnis
einer langen geschichtlichen, erfahrungsmaBigen Entwicklung."ﬂ

Mit Hilfe der Zahlen zu zahlen, lernt jetzt jeder Mensch in der Kindheit, fast gleichzei-
tig mit dem Beginn des Sprechens. Aber dieses uns gewohnte Zahlen durchlief einen
langwierigen Weg der Entwicklung und nahm verschiedene Formen an.

Es gab eine Zeit, da fiir das Zahlen von Gegenstianden nur zwei Zahlworter verwendet
wurden: 1 und 2. Bei der weiteren Ausdehnung des Zahlensystems wurden Teile des
menschlichen Koérpers zu Hilfe genommen, in erster Linie die Finger, und wenn es an
"Zahlen" solcher Art fehlte, dann noch Stabchen, Steinchen und andere Gegenstande.

N.N.Miklucho-Maklai erzahlt in seinem Buch "Reisen" von einem spaBigen Zahlver-
fahren der Einwohner Neuguineas: 'Ein beliebtes Zahlverfahren besteht darin, dass der
Papua nacheinander die Finger einer Hand kriimmt und dabei einen bestimmten Laut
von sich gibt, zum Beispiel 'be, be, be .. Wenn er bei fiinf angekommen ist, sagt er
'ibon-be’ (Hand).

Dann krimmt er die Finger der anderen Hand und wiederholt die Laute 'be, be ..., bis
er zu 'ibon-ali’ (zwei Hande) kommt. Dann fahrt er mit den Worten 'be, be..." fort, bis
er zu 'samba-be’ und 'samba-ali’ (ein FuB, zwei FiiBe) gelangt. Wenn der Papua weiter

0Engels, F.: Anti-Diihring. Dietz Verlag Berlin 1948, S.44
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zihlen muss, benutzt er Finger und Zehen eines anderen.'[]]

Nach der Entstehung und Entwicklung der Zahlen bildete sich die Lehre von ihren
Eigenschaften und den sie beherrschenden Gesetzen aus, die "Zahlentheorie".

Beim Operieren mit Zahlen, das heiBt bei der Ausfiihrung der verschiedenartigen mathe-
matischen Grundrechnungsarten, finden wir nicht nur ihre gemeinsamen Eigenschaften,
mit deren Studium sich die Zahlentheorie beschéaftigt, sondern auch Besonderheiten,
die manchmal nur kleineren Zahlengruppen oder einzelnen Zahlen eigentiimlich sind.

Diese Besonderheiten brauchen nicht einmal groBe theoretische Bedeutung zu haben,
aber sie sind mitunter hochst interessant, wir finden seltsame und spaBige, unerwar-
tete und kuriose. Wir stoBen auf manches Zahlenunikum, aber auch auf Gruppen von
Zahlen, die eigenartige Zusammenhange haben.

301. Zehn Ziffern

1. Fast in der ganzen Welt benutzt man jetzt ein einheitliches Zahlensystem: das Dezi-
malsystem. In diesem System werden zehn Ziffern verwendet: 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9 und
0, und diese Ziffern reichen aus, um beispielsweise jede natiirliche Zahl auszudriicken.

Als Beispiel wollen wir die groBte zehnstellige natiirliche Zahl bilden, in der alle zehn Zif-
fern vorkommen, wobei wir die gewohnliche, allgemein gebrauchliche Form der Schreib-
weise einer natirlichen Zahl verwenden.

Da ist sie: 9876 543 210.

Jede Umstellung der Ziffern in dieser Zahl fiihrt doch unbedingt zu einer kleineren Zahl,
nicht wahr?

Es ware interessant, zu klaren, wieviel verschiedene natiirliche zehnstellige Zahlen man
mit Hilfe der zehn Ziffern aufstellen kann, wenn man jede Ziffer nur einmal verwendet.
Eine Million? Oder weniger? Wie kann man das feststellen, ohne alle Moglichkeiten
probieren zu missen?

2. Nachdem wir festgestellt haben, dass es mehr als drei Millionen zehnstellige natiirliche
Zahlen mit Ziffern, die sich nicht wiederholen, gibt, ziehen wir aus dieser Zahlenmenge
insgesamt nur sechs heraus:

1037246958, 1046389752, 1286375904, 1307624958, 1370258694, 1462938570.

Was ist wohl Interessantes an diesen dem Anschein nach in keiner Weise bemerkens-
werten Zahlen?

Dividiert jede der sechs gegebenen Zahlen durch 2 und die Quotienten durch 9. Die
erste Rechenoperation fiihrt zu neunstelligen Zahlen, die zweite zu achtstelligen.
Wiederholen sich etwa irgendwelche Ziffern in einer dieser Zahlen, die sich aus der
ersten und zweiten Rechenoperation ergeben haben?

Die zweite Rechenoperation fiihrt zu Zahlen, die keine Ziffer 9 enthalten. Wenn ihr

1 Miklucho-Maklai, N.N.: Reisen. Verlag der Akademie der Wissenschaften der UdSSR 1940, Band |,
S. 280
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aber die verschwundene 9 an das Ende einer dieser Zahlen hangt, dann wird diese eine
vollstandige Quadratzahl, das heiBt eine Zahl, aus der sich "restlos" die Quadratwurzel
ziehen lasst.

Stellt selbstandig fest, welcher der sechs achtstelligen Quotienten diese Eigenschaft
besitzt!

3. Fir weitere Betrachtungen kurioser Eigenschaften von Zahlen wahlen wir die beiden
natirlichen Zahlen a = 123456789 und b = 987654321, die kleinste und die groBte
neunstellige Zahl, die aus allen Ziffern (ohne Null) besteht, wobei jede Ziffer in jeder
Zahl nur einmal vorkommt.

Die Differenz b—a besteht aus denselben Ziffern: 987654321—123456789 = 864197532.
Wenn man weiter alle einstelligen natiirlichen Zahlen, auBer 1, mit den Zahlen a und
b multipliziert, dann kann man an den Produkten Gemeinsamkeiten feststellen, nach
denen sich alle einstelligen Multiplikatoren in die beiden Gruppen 2, 4, 5, 7, 8 und 3,
6, 9 aufteilen lassen. Welche Besonderheit besitzen die Zahlen jeder dieser Gruppen
beziiglich ihrer Produkte mit a und b7

Bei der Division der Zahlen a und b durch dieselben einstelligen Zahlen kann man auch
eine gewisse Besonderheit bemerken, in der sich die Zahlen der ersten Gruppe von
denen der zweiten unterscheiden. Welche ist das?

Die Zahl a verwandelt sich mit Hilfe zweier Rechenoperationen in die Zahl b: durch
die Multiplikation von a mit einer einstelligen Zahl und die Addition einer anderen
einsteliigen Zahl zu dem Produkt.

Sucht den passenden Multiplikator und den passenden Summanden

4. Wenn man die Zahl 12345679 erst mit einer beliebigen einstelligen natirlichen Zahl
multipliziert und dann mit 9, dann stimmen alle Ziffern des Endresultats mit der Ziffer
des ersten einstelligen Multiplikators tberein.

Zum Beispiel:

12345679 - 7 = 86419753;
86419753 - 9 = 777777777
12345679 - 8 = 98765432;
08765432 - 9 = 8388888888.

Probiert die anderen Multiplikatoren und sucht nach einer Erklarung fiir diese kuriose
Erscheinung!
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302. Noch einige interessante Beobachtungen

1. Ein Telegrammstreifen zerriss einmal mitten in der Zahl 9801. Auf dem einen Stiick
stand 98 und auf dem anderen 01.

Zum SpaB berechnete ich die Summe dieser Zahlen, das Ergebnis erhob ich ins Quadrat
und - zu meinem Erstaunen erhielt ich wiederum die Ausgangszahl: (98 +01)? = 9801.
Es ist nicht schwer nachzupriifen, dass auch die Zahl 3025 diese Eigenschaft besitzt.
Wenn man sie in die beiden Zahlen 30 und 25 zerlegt, diese addiert und die Summe
ins Quadrat erhebt, dann ist das Ergebnis gleich der Ausgangszahl.

Unter den vierstelligen natiirlichen Zahlen gibt es auBer den beiden genannten nur
noch eine mit dieser Eigenschaft. Wie ich sie ermittelt habe, erzahle ich im Losungsteil.
Welches Verfahren wiirdet ihr in diesem Falle fiir die Losung wahlen?

2. Wir schreiben einige Zahlenfolgen untereinander:

A
N1 1 3 5 7 9 11 13
N2 1 4 7 10 13 16 19
N3 1 5 9 13 17 21 25
N4 1 6 11 16 21 26 31
N5 1 7 13 19 25 31 37
N6 1 8 15 22 29 36 43
N7 1 9 17 25 33 41 49

c
Die erste Zahl in jeder Zeile ist 1, und alle folgenden Zahlen sind groBer als die vor-

hergehenden: in der ersten Spalte um 2, in der zweiten um 3, in der dritten um 4 usw.
(Solche Folgen heiBen "arithmetische".)

Es ergibt sich eine gewisse Zahlentabelle. Wenn wir diese Zahlen nach der punktierten
Einteilung gruppieren und addieren, dann ist die Summe der Zahlen innerhalb jeder
punktierten Begrenzung gleich dem Kubus der Nummer des Abschnitts. Zum Beispiel
im Abschnitt Nr.2: 1 +4 4+ 3 = 23; im Abschnitt Nr.3: 1 +5+9+ 7+ 5 = 33 usw.
Allgemein ausgedriickt ist die Summe der Zahlen im n. Abschnitt gleich n?.

Weiter ist jede beliebige Zahl auf der Diagonalen AC' das Quadrat der Nummer ihrer
Zeile. Die Summe der Zahlen in jedem beliebigen Quadrat, dessen Diagonale einen
beliebigen Teil der Diagonalen AC' bildet, stellt auch eine vollstandige Quadratzahl
dar, das heiBt, sie ist gleich dem Quadrat irgendeiner Zahl.
Zum Beispiel ist die Summe der Zahlen in dem Quadrat, das die Diagonale 25, 36 und
49 hat:

25 + 31 + 37 + 29 + 36 + 43 + 33 + 41 + 49 = 324 = 18

Prift diese Eigenschaft fiir andere Abschnitte der Diagonalen AC' nach. Sucht die
analogen Eigenschaften bei den Zahlen der folgenden Tabelle:

1 3 5 7 9 11 13
1 5 9 13 17 21 25
1 7 13 19 25 31 37
1 9 17 25 33 41 49
1 11 21 31 41 51 61
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3. Viele interessante Eigenschaften kann man an der Zahl 37 entdecken.

a) Wenn man sie mit 3 oder einem Vielfachen von 3 (bis 27) multipliziert, dann wird das
Resultat durch eine dreistellige Zahl mit drei gleichen Ziffern ausgedriickt: 37-3 = 111;
376 =222; 37-9 = 333; 3712 = 444; 37 - 27 = 999.

b) Das Produkt aus der Zahl 37 und ihrer Quersumme ist gleich der Summe der Kuben
ihrer Ziffern: 37 - (3 +7) = 3% + 73.

c) Wenn man von der Summe der Quadrate der Zahlen, die die Ziffern der Zahl 37
ausdriicken (wir nennen sie Quersumme 2.0rdnung), das Produkt aus diesen Zahlen
abzieht, erhilt man wieder 37: (32 +72) — (3-7) = 37.

d) Die interessanteste Eigenschaft: Wir nehmen aufs Geratewohl irgendeine dreistellige
Zahl, die ein Vielfaches von 37 ist, zum Beispiel 37 -7 = 259. Die Zahlen, die man aus
dieser Zahl erhalt, wenn man ihre Ziffern zyklisch vertauscht, das heiBt die Zahlen 925
und 592, sind auch durch 37 teilbar.

Unter zyklischem Vertauschen versteht man eine Umstellung, bei der man jedesmal die
letzte Ziffer der Zahl an die erste Stelle setzt, ohne die Folge der (brigen Ziffern zu
andern.

Wir nehmen aufs Geratewohl noch eine dreistellige Zahl, die ein Vielfaches von 37 ist.
Sie sei 37 - 5 = 185. Die zyklische Vertauschung der Ziffern ergibt die Zahlen 518 und
851. Sie sind auch durch 37 teilbar.

Eine gleichartige Eigenschaft zeichnet auch die flinfstelligen durch 41 teilbaren Zahlen
aus. So sind z.B. die Zahlen 15498, 81549, 98154, 49815, 54981, wie man leicht
nachpriifen kann, alle durch 41 teilbar, und jede erhalt man aus der vorhergehenden,
wenn man deren letzte Ziffer nach vorn setzt.

303. Zwei interessante Versuche

1. Wir schreiben nacheinander willkiirlich vier positive ganze Zahlen auf, zum Beispiel
8, 17, 3, 107. Dann berechnen wir die Differenzen zwischen der ersten und zweiten
Zahl (indem wir die kleinere von der groBeren abziehen), zwischen der zweiten und
dritten, der dritten und vierten und schlieBlich zwischen der vierten und ersten, wobei
wir jedesmal die kleinere Zahl von der groBeren abziehen:
17—8=9;17—3=14; 107 — 3 = 104; 107 — 8 = 99.

Wir nennen die erhaltenen Zahlen die ersten Differenzen und stellen sie zu einer Gruppe

zusammen:
9, 14, 104, 99.

Wieder berechnen wir die Differenzen zwischen der ersten und zweiten, der zweiten und
dritten, der dritten und vierten und der vierten und ersten Zahl der Gruppe der ersten
Differenzen, wobei wir jedesmal die kleinere Zahl von der gréBeren Zahl abziehen:

14 —-9=5;104 — 14 =90; 104 —99 =5; 99 —9 =90

Wir erhalten die Gruppe der zweiten Differenzen: 5, 90, 5, 90.

Auf die gleiche Weise bilden wir die Gruppe der dritten Differenzen: 85, 85, 85, 85.
Nun aber besteht die Gruppe der vierten Differenzen nur aus Nullen: 0, 0, 0, 0.
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Wir wiederholen das mit einer anderen Gruppe positiver ganzer Zahlen. Wir fiihren fiir
die Anfangsgruppe die Bezeichnung A ein, fiir die Gruppe der ersten Differenzen Aq,
fur die der zweiten A, usw.

Es soll die Anfangsgruppe Ay folgende vier Zahlen enthalten: 93, 5, 21, 50. Wir fiihren
die Rechenoperationen durch:

Ay =(93,5,21,50), A; =(88,16,29,43), Ay =(72,13,14,45),

As = (59,1,31,27), A4 =(58,30,4,32), A5 =(28,26,28,26),

Ag = (2,2,2,2), A;=(0,0,0,0).
Nachdem wir sieben Differenzengruppen berechnet haben, erhalten wir wieder eine
Gruppe von Nullen.
Ein Experimentator muss die Voraussetzungen eines Versuchs variieren. Wir wiederholen

daher den Versuch mit einer weit auseinandergezogenen Vierergruppe von Zahlen, zum
Beispiel mit den Zahlen: 1, 11, 130, 1760. Es ergibt sich:

Ay = (1,11,180,1760), A; = (10,119,1630,1759), A, = (109, 1511,129, 1749),
Ay = (1402, 1382, 1620, 1640), A, = (20,238,20,238), A5 = (218,218,218, 218),
Ag = (0,0,0,0).

Die Nullen ergeben sich wider Erwarten sogar eher, namlich bei der sechsten Differenz.

Fihrt selbst noch zehn derartige Versuche an verschiedenen Gruppen von vier positiven
ganzen Zahlen durch; in jedem Falle gelangt ihr zu einer Nullengruppe, und zwar haufig
(aber nicht immer) bei weniger als acht Differenzengruppen.

Ist die beobachtete Erscheinung gesetzmaBig, oder lasst sich vielleicht eine Vierergruppe
von positiven ganzen Zahlen finden, die nicht zu einer Nullengruppe flihrt, wieviel
Differenzen wir auch bilden mégen?

Das zu klaren ist nicht leicht, es erfordert einige Findigkeit, welchen Gedankengang
man einschlagen soll. Dennoch muss man sein Gliick versuchen. Die Suche nach der
Losung ist sogar in dem Falle von Nutzen, wenn es einem nicht selbstandig gelingt, bis
zur vollstandigen Losung zu gelangen.

Anmerkung 1. Die Eigenschaft, stets auf Nullengruppen zu flihren, besitzt auch jede
beliebige Gruppe aus 8 oder 16 oder allgemein aus 2" positiven ganzen Zahlen. (n ist
eine beliebige positive ganze Zahl.)

Anmerkung 2. Wenn die Anzahl der Zahlen in der Ausgangsgruppe keine Potenz von
2 (das heiBt nicht 4, 8, 16 usw.) ist, dann kann das Verfahren der Differenzenbildung
niemals zu einer Nullengruppe fiihren.

Zum Beispiel sei
Ap=1(2,5,9), A1 =(3,4,7), Ay=(1,3,4), A3=(2,1,3), As=(1,2,1),
As =(1,1,0), Ag=1(0,1,1), A;=(1,0,1), Ag=(1,1,0).

Ag stimmt mit A; (berein; folglich werden sich die Differenzen Ag, A7, Ag unendlich
wiederholen.
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2. Schreibt eine beliebige positive ganze Zahl auf und bildet die Quersumme 2. Ordnung
(vgl. Aufgabe 302, 3c). Vom Resultat bildet wieder die Quersumme 2. Ordnung.
Wenn ihr diese Operation einige Male fortgesetzt habt, kommt ihr unbedingt entweder
zur Zahl 1 oder zur Zahl 89. So haben wir zum Beispiel fiir die Zahl 31: 3% + 12 = 10;
12+ 0% =1.

Zum gleichen Resultat fiihren offensichtlich sofort die Zahlen der Form 10", wobei n
eine beliebige positive ganze Zahl ist, und auch die Zahlen, die aus den Ziffern 1 und
3 oder 6 und 8, jede einmal verwandt, und aus einer beliebigen Anzahl von Nullen
gebildet sind, das heiBt zum Beispiel solche Zahlen wie 13, 103, 3001, 68, 608, 8006
USW.

Wir nehmen jetzt irgendeine andere Zahl, zum Beispiel 48. In diesem Falle ist

4248 =80, 8+0*°=64, 6*+42=052, 5°+2*=29, 224+9%=29
22+ 92 =85 8 +5°=89

Wenn wir die Berechnung fortsetzen, dann erhalten wir:

82 +9° =145, 1°+4°+5° =42, 4°+2°=20, 2°4+0°=4, 4%>=16,
12462=37, 34+7°=58, 5 +8 =89

Nach acht Stufen wiederholt sich die Zahl 89. Wir stellen fest, dass die Zwischenzahlen
145, 42, 20, 4, 16, 37 und 58 waren. Hieraus folgt, dass dann, wenn die Quersumme 2.
Ordnung einer Zahl zur Zahl 89 fiihrt, man nicht bis zur 89 zu rechnen braucht, sondern
nur bis zu einer beliebigen der sieben Zahlen 145, 42, 20, 4, 16, 37 oder 58. Fiihrt selbst
noch einige Versuche mit verschiedenen Zahlen durch. Beweist diese Eigenschaft.

Nicht weniger interessante GesetzmaBigkeiten kann man entdecken, wenn man die
Quersummen 3. oder 4. Ordnung einer beliebigen Zahl bildet. Priift das selbst nach
und beweist es!

304. Das Zahlenkarussell

1. Ich nehme aus der unendlichen Menge der positiven ganzen Zahlen die Zahl 142857
heraus. Sie besteht aus sechs verschiedenen Ziffern. Diese ordnen wir in einem Kreis
nach Art eines Zifferblatts an (Abb. 203).

P P :1 s "':._‘.q.“.
T 4"
U _};
2 2 ¢
o, 8 v 4 E‘J
AP TS

A.203
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Jetzt multiplizieren wir die Zahl nach einander mit 1, 2, 3, 4, 5 und 6:

1 = 142857
2 = 285714
3 = 428571
142857 - 4 = 571428
5 = 714285
6 = 857142

Jedes dieser Produkte lasst sich auf dem Kreis ablesen, wenn man, bei der ersten
Ziffer des Produkts beginnend, im Uhrzeigersinn fortschreitet. Ist das nicht wirklich ein
Zahlenkarussell?

2. Es gibt noch eine interessante Eigenschaft:

Wenn man jedes dieser Produkte in zwei Teile zu je drei Ziffern zerlegt und beide Teile
addiert, dann ist das Resultat in allen Fallen ein und dieselbe Zahl: 999. Zum Beispiel:
142 + 857 = 999; 285 + 714 = 999 usw.

3. Wir setzen unsere Beobachtungen an den Produkten aus der Zahl 142857 und den
ganzen Zahlen fort, die groBer als 7 sind (das Produkt mit 7 betrachten wir spater):

8 = 1142856(142856 + 1 = 142857)
— 1285713(285713 + 1 = 285714)
10 = 1428570...

142857 - 11 = 1571427...

69 = 9857133(857133 + 9 = 857142)

Es ergeben sich siebenstellige merkwiirdige Zahlen: Wenn wir die erste Ziffer wegstrei-
chen und sie als Einer addieren (vgl. die Additionen in den runden Klammern), erhalten
wir wieder eine der zyklischen Vertauschungen von 142857.

Dasselbe "Karussell" aus den Ziffern der Zahl 142857 ergibt sich (mit einigen Ausnah-
men) auch bei achtstelligen Produkten, wenn die ersten beiden Ziffern weggestrichen
und als Zahl addiert werden.

4. Das Produkt aus der Zahl 142857 und 7 unterscheidet sich stark von den tbrigen
Produkten. Es besteht nur aus Neunen: 142857 - 7 = 999999. Das ist der Umstand,
der auch Licht in den Ursprung der Zahl 142857 wie auch in ihre "geheimnisvollen"
Eigenschaften bringt:

Die Ziffernfolge der Zahl ist die Periode des Bruchs % bei seiner Umwandlung in einen
Dezimalbruch. Wir teilen 1 durch 7:

1.7 = 0,142857
10
30
20
60
40

50

1
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Der letzte Rest ist wieder 1; folglich werden sich bei der Fortsetzung der Division im
Quotienten dieselben Ziffern in derselben Folge wiederholen. Es ist also ein periodischer
Dezimalbruch, das heit ein unendlicher Bruch, bei dem sich die Ziffern gruppenweise
wiederholen.

Um zu erklaren, warum die Zahl 142857 bei der Multiplikation mit 2,3, 4, 5 und 6
nur zyklische Vertauschungen ihrer Ziffern ergibt, teilen wir den ganzen Vorgang der
Umwandlung des Bruchs % in einen Dezimalbruch in folgende Etappen auf:

1 3 2 6 4
—=014+--10'=014+=--102=0,142+ - -10"2=0,1428 + - - 10~*
7 ’+7 ’ +7 ’ +7 ’ +7
5 1
— 0,14285 + o 1075 = 0,142857 + = 1075 + ..

(von hier ab wiederholen sich dieselben Ziffern). Hieraus ist klar, dass bei der Umwand-
lung des Bruchs % in einen Dezimalbruch die Periode mit der Ziffer beginnt, die in
der Zahl 14285714285714....nach der Ziffer 1 steht, das heiBt, die Periode ist 428571;
dieselbe Zahl muss offensichtlich das Produkt aus den Zahlen 142857 und 3 sein, da

3 1 .
?—7'3|St.

Ferner beginnt bei der Umwandlung des Bruchs % in einen Dezimalbruch die Periode
mit der Ziffer, die in der Zahl 14285714285714... nach der Ziffer 4 steht, das heiBt,
die Periode ist 285714; dieselbe Zahl muss offensichtlich auch das Produkt aus 142857
und 2 sein, da % = % - 2 ist usw.

Ebenso ist es nicht schwer zu erklaren, warum das Produkt aus der Zahl 142857 und 7
nur aus Neunen besteht. Das liegt daran, dass der Dezimalbruch mit unendlich sich wie-
derholenden Neunen hinter dem Komma die Zahl 1 darstellt, das heiBt 1= 0,9999999....,
und das Produkt aus dem Bruch % und 7 auch gleich 1 ist.

5. Wenn man einen Bruch aus positiven ganzen Zahlen 3 in einen Dezimalbruch um-

wandelt, dann ergibt sich stets ein periodischer Bruch, und die Periode hat nicht mehr
als b — 1 Ziffern. In der Tat muss bei der Division der von 0 verschiedene Rest immer
kleiner als der Divisor sein; aber es gibt nur endlich viele ganze Zahlen, die kleiner als
b sind, und zwar 1,2,3,....0 — 1.

Jede dieser Zahlen kann bei der Division von a durch b Rest sein, und jedem Rest
entspricht eine bestimmte Ziffer des Quotienten. Da sich keiner der moglichen Reste
innerhalb der Periode wiederholen kann, kann die Periode nicht mehr Ziffern haben, als
positive Reste moglich sind, also hochstens b — 1 Ziffern.

In dem Bruch 1 ist gerade diese maximale Léange einer Periode erreicht (6 Ziffern).
Diese Periode heiBt "voll", weil sie aus der entsprechend dem Nenner groBtmaoglichen
Anzahl von Ziffern besteht.

Aber nicht jeder Bruch hat eine volle Periode.

Zum Beispiel enthalt die Periode des Bruchs g5 nicht 38 Ziffern, sondern nur 6:

1
— =0,025641025641...
39 7
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Die "Kreis"eigenschaft der Zahl 142857, die sich als volle Periode des Bruchs %; erweist,
finden wir bei allen positiven ganzen Zahlen, deren Ziffernfolge einer vollen Periode eines
Bruches entspricht.

Die Perioden der Briiche % und % sind voll:

1
7= 0,(0588235294117647),

1
55 = 0-(0344827586206806551724137931).

Im ersten Falle sind es 16 Ziffern, im zweiten 28. Die Zahlen, die aus den Ziffern dieser
Perioden gebildet sind, besitzen dieselben Eigenschaften wie die Zahl 142857.

305. Eine Scheibe fiir schnelle Multiplikation

Zu derselben Familie der "Kreis"zahlen wie die Zahl 142857 (vgl. Aufgabe 304) gehort
die Zahl M = 052631578947368421.

Mit Hilfe der Scheibe, die in Abb. 204 dargestellt ist, kann sie schnell mit einer beliebigen
ganzen Zahl im Bereich von 1 bis 18 multipliziert werden.

A.204

Auf dem &uBeren Ring der Scheibe werden alle 18 Multiplikatoren eingetragen, auf
dem inneren Ring alle Ziffern des Multiplikanden M; diese Ziffern bilden auch die 18
Produkte. Um das Resultat der Multiplikation der Zahl M mit einer beliebigen Zahl
des duBeren Rings abzulesen, muss man den inneren Ring im Uhrzeigersinn vollstandig
durchlaufen, wobei man mit der Ziffer beginnt, die von dem Pfeil bezeichnet wird, der
sich - von der Mitte der Scheibe aus gesehen - rechts vom Multiplikator befindet.

Zum Beispiel zeigt der Pfeil rechts von der Zahl 14 im auBeren Ring auf die Ziffer 7.
Das bedeutet, dass die Zahl 736842105263157894 das Resultat der Multiplikation der
Zahl M mit 14 ist. Fihrt noch einige Multiplikationen mit der Zahl M durch!

Das Produkt aus der Zahl M und 19 ist ganz anders; es besteht nur aus Neunen, und
ihr "erratet" sofort, dass die Ziffernfolge der Zahl M die (volle) Periode des Bruchs 15
darstellt.

Die Periode dieses Bruchs ist "voll", sie enthalt 18 Ziffern. Folglich kann sie im Kreis
gruppiert werden, womit sich auch das "Geheimnis" unserer Scheibe erklart.

Fertigt euch aus starkem Papier noch zehn verschiedene "Scheiben fiir schnelle Multipli-
kation" mit Ziffern voller Perioden anderer Briiche an und demonstriert euren Freunden
eure "phanomenale Fahigkeit" im Schnellrechnen!
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306. Ziffernornamente

Manchmal bilden Ziffern, wenn wir sie zu Zahlen zusammenstellen, hochst phantasti-
sche und in ihrer Art schone Kombinationen, die an die Kristallornamente der Schnee-

flocken an den Fensterscheiben erinnern.

1. Betrachtet zum Beispiel folgende sehr einfache Multiplikationen, die richtig, aber

originell durchgefiihrt sind:

7777 7777
49 7
4949 oder 777
49
5929

847 - 7 = 5929

666-666
36 666-666
3636 6
363636  oder 666
3636 66666
36 73926 - 6 = 443556
443556

(0000000000 - (0000000 7010v¢
49
4949
494949
49494949
4949494949
494949494949
49494949494949
4949494949494949
494949494949494949
49494949494949494949
4949494949494949494949
494949494949494949494949
4949494949494949494949
49494949494949494949
494949494949494949
4949494949494949
49494949494949
494949494949
4949494949
49494949
494949
4949
49
604938271603728395061729

2. Noch 8 Produkte:

1738 - 4 = 6952,
1963 - 4 = 7852,
198 - 27 = 5346,
138 - 42 = 5796,

oder

(00000000000 - (0000007771
7
77
7T
T
e
rrrrerTeTy
rrrTrTerTiTT
(0 iririiies
(000 0reeeeeeees
(00 ririiiiiies
(00000 0reeeeeeeiies
(0000000000000 eer(
86419753086246913580247 - 7 =
604938271603728395061729

483 - 12 = 5796,
297 - 18 = 5346,
157 - 28 = 4396,
186 - 39 = 7254.

Der Multiplikand, der Multiplikator und das Produkt enthalten in jeder Multiplikation

9 verschiedene Ziffern.

3. In folgenden Gleichungen werden beide Seiten durch ein und dieselben Ziffern aus-

gedriickt:
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42:3=4-3+2, 63:3=6-3+3,
95:5=9+5+05, (24+7)-2-16 = 272 + 16,
502 = 625, (8 4+9)2 = 289,

210 — 2 = 1022, 28 1 =128,
4.23=43:2=34-2 V121 =12 — 1,

V64 = 6+ /4, V49 =49 =9 — /4,
V169 =16 — /9 =+v/16+9, /256 =2-5+6,

V324 =3-(2+4), V11881 =118 — 8 — 1,
V1936 = —1 + 9 + 36, V1331 =1+3+3+1+3

Denkt euch analoge schone Beispiele aus!

4. Unsere Schneeflocken-Ziffern haben folgendes "Ornament" gebildet: das Produkt
aus irgendeiner Zahl und ihrer Quersumme, zum Beispiel 37 (3+ 7). Auf einmal ist der
erste Multiplikator "geschmolzen" und, was Ubrig blieb, verwandelte sich in die Summe
der Kuben: 3% + 73, doch - stellt euch vor - das Resultat hat sich nicht verandert:

37:-3+7) =347

Jetzt wird eine andere Zahl mit ihrer Quersumme multipliziert: 48 - (4 4 8). Mit ihr
geschieht dasselbe: Der erste Multiplikator verschwindet, das ibrige wird durch die
Summe der Kuben ersetzt (43 +83), und das Resultat bleibt unverandert: 48-(4+8) =
43 4 83.

Und hier sind noch drei analoge "Ornamente";

147 - (144+7) =14+ 7%, 148 (14+8) = 14° + 8%, 111-(11+1) =113 + 17

5. Zwei andere Schneeflocken-Ziffern, 1 und 6, haben die Zahl 16 = 42 gebildet.

Nun hat sich zwischen die Ziffern 1 und 6 eine "Schneeflocke" (15) gelagert. Dadurch
hat sich eine neue Zahl, 1156, gebildet; sie ist auch eine Quadratzahl: 1156 = 342.
Wiederum fallt eine "Schneeflocke" (15) und gerat genau in die Mitte der Zahl 1156.
Jetzt entsteht die Zahl 111556, die wiederum eine Quadratzahl ist: 111556 = 3342,
Schneeflocke (= die Zahl 15) auf Schneeflocke fallt, und jede gerat genau in die Mitte
der Zahl. Diese wird dadurch immer "langer", aber sie bleibt unverandert eine Qua-
dratzahl, wie lange auch der "Schneefall" anhilt:

11115556 = 33342,
1111155556 = 333342,
111111555556 = 3333342 usw.

Der Vorgang spielt sich anscheinend gesetzmaBig ab; um aber voll von dieser Gesetz-
maBigkeit lberzeugt zu sein, muss man natirlich beweisen, dass jede positive ganze
Zahl N, die von links nach rechts n Einsen (wobei n eine beliebige positive ganze Zahl
ist), n — 1 Finfen und eine 6 hat, das heiBt, dass jede positive Zahl N in der Form:

N =11...155..56
———

—
n mal n—1 mal
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eine Quadratzahl ist. Beweisen kann man das auf verschiedene Arten. |hr braucht nur
ein bisschen Scharfsinn, und ihr findet einen verhaltnismaBig kurzen Beweis fiir die

Behauptung, dass N das Quadrat der Zahl 10?2 ist.

Beweist selbstandig, dass bei einer beliebigen positiven ganzen Zahl n

1. 1952 eine ganze Zahl ist und

10"+2 :
2. 10042 — 33 341 ist.

n mal

307. Einer fur alle und alle fiir einen

1. Um alle ganzen Zahlen von 1 bis 26 ausdriicken zu kénnen, geniigen die 10 Ziffern
0,1, 2, ..., 9. Aber sie sind nicht einmal nétig.

Wenn man will, kann man alle Ziffern mit Ausnahme der 2 entbehren, und man kann
sogar fordern, dass man sie genau fiinfmal zur Bildung jeder Zahl verwendet und nur
die vier arithmetischen Grundrechnungsarten, einschlieBlich der Erhebung ins Quadrat,
und Klammern benutzt.

Beschaftigt euch in einer ruhigen Stunde mit dieser Gehirngymnastik! Hier sind als
Beispiele die ersten zehn Zahlen:

1=2+2-2-2 2=2+2+2-2-2
3-242-242 4=2.2.2-2-2
5:2+2+2—§ 6=2+2+2+2-2
7=22:2-2-2 8=2-2-24+2-2
9=2-2-2+2 10=2+2+2+4+2+2

Nach dem angefiihrten Muster bildet auch die folgenden 16 Zahlen (von 11 bis 26). Die
Zahl 27 durch fiinf Zweien unter diesen Bedingungen zu bilden gelingt jedoch nicht. Ich
erinnere noch einmal daran, dass zur Bildung jeder Zahl genau fiinf Zweien verwendet
werden miissen.

2. Bildet mit Hilfe der Vier unter der Bedingung, sie unbedingt viermal zu verwenden,
alle ganzen Zahlen von 1 bis 10.

3. Fiir den, der sich fiir Zahlenratsel interessiert, verallgemeinern wir die vorhergehende
Aufgabe.

Es soll eine positive ganze Zahl mit Hilfe von vier beliebigen gleichen Ziffern dargestellt
werden, die durch mathematische Zeichen zu verbinden sind. Das bedeutet: Es soll eine
Zahl durch vier gleiche Ziffern so dargestellt werden, dass man bei Ersatz dieser Ziffern
durch vier beliebige andere gleiche Ziffern (auBer der Null) dieselbe Zahl erhilt.

Wir nehmen zum Beispiel die Darstellung der Zahl 3 durch vier Vieren: 3 = (4+4+4) :
4.

Bei dieser Darstellungsweise der Zahl 3 ersetzen wir die Ziffer 4 durch eine beliebige
andere Ziffer (auBer durch Null). Zum Beispiel 3 = (5+5+5) : 5 oder 3 = (84+8+38) : 8
und allgemein 3= (n+n+n) : n.

Bei der Darstellung der Zahl 5 mit Hilfe von vier Vieren: 5 = (4 -4 +4) : 4, kann man
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jedoch die Ziffer 4 durch keine andere Ziffer ersetzen. Man muss folglich eine andere
Darstellung der Zahl 5 suchen.

Dabei ist gestattet, Additions-, Subtraktions-, Multiplikations- und Divisionszeichen
und Klammern zu verwenden. Wenn diese Zeichen nicht ausreichen, dann kann man
noch verwenden

a) das Zeichen fir die Quadratwurzel: /.
Dabei haben wir den arithmetischen Wert der Wurzel im Auge, das heit nur ihren
positiven Wert aus einer positiven Zahl: V9 = 3, aber nicht -3;

b) das Fakultatszeichen: !.
Dieses Zeichen wird rechts neben eine positive ganze Zahl gesetzt und bedeutet das
Produkt aus allen ganzen Zahlen von 1 bis zu dieser Zahl, sie eingeschlossen; zum

Beispiel 51 =1-2-3-4 -5 = 120; allgemein
nl=1-2-3..n—1)-n

c) einen Punkt vor der Zahl (auf Zeilenhohe), zum Beispiel .4; und je einen Punkt vor
der Zahl und iber der Zahl, zum Beispiel .4.

Das erste Symbol ist in einigen Landern ublich, um einen Dezimalbruch zu kennzeich-
nen: .4 = 0,4, und das zweite Symbol, um eine Periode auszudriicken: .4 = 0,(4).

Ich erinnere daran, dass sich ein periodischer Bruch durch einen gemeinen Bruch erset-

zen lasst: 0,(4) = 3; 0,(n) = 2.

Denkt darliber nach, wie man unter Verwendung der genannten mathematischen Zei-
chen eine positive ganze Zahl mit Hilfe von vier beliebigen gleichen Ziffern darstellen
kann.

Beispiele. 1 = (n:n)-(n:n), 5= ’::L’;l 16 = + (\/En)' wobei n eine beliebige
ganze Zahl zwischen 1 und 9 bezeichnet.
Es soll im letzten Beispiel, sagen wir, n = 7 sein; dann ist

T ([T, T (7T
7 e L =10+ (VO =10+ 3! = 16
.7*( .7) 0,7 (o,(7)) VO =10+

Uberlegt, wie man alle ganzen Zahlen von 1 bis 21 mit Hilfe von nur vier n darstellen
kann, wobei man n durch jede beliebige Ziffer (auBer 0) ersetzen kann.

Aus dem genannten Zahlenbereich ist mir bisher nur die Darstellung der Zahl 14 noch
nicht begegnet. Wenn ihr sie herausbekommt, dann teilt sie mir mit.

Warnung. Eine "Lésung" ahnlich folgender: 14 = = + \/n + n ist falsch, da diese
Gleichung nur bei n = 8 richtig ist, nach der Bedingung muss n aber durch jede
beliebige Ziffer (auBer 0) ersetzbar sein.

4. Wenn sich die ganze Familie der Ziffern von 1 bis 9 (ohne die Null) beteiligt, kann
sie jede beliebige Ziffer ihrer eigenen Familie ersetzen. Hier ersetzt sie zum Beispiel 2

und 4:

__ 13458 __ 15768
2= 6729 4= 3942
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Jeder dieser unechten Briiche enthilt alle Ziffern von 1 bis 9, und zwar jede Ziffer nur
einmal.

Wenn ihr analoge Briiche aus den Ziffern von 1 bis 9 bildet, dabei aber jede Ziffer
nur einmal verwendet, konnt ihr die Zahlen 3, 5, 6, 7, 8 und 9 bilden, das heiBt alle
iibrigen positiven einstelligen Zahlen auBer 1. Fiir die Darstellung der 1 mit Hilfe der
neun Ziffern muss man sich ein besonderes Verfahren ausdenken.

Schlagt nicht gleich im Losungsteil nach, sondern versucht erst einmal selbst, die Losung
zu finden.

5. Nehmen wir die AusgestoBene (die Null) in die Familie der ibrigen Ziffern wieder
auf. Jetzt kann man mit Hilfe der zehn verschiedenen Ziffern sechs Briiche bilden, von
denen jeder gleich 9 ist.
Drei Briiche sind folgende:
dig.

9 — 97524 __ 95823 __ 57429
T 10836 10647 T 06381

die Ubrigen drei bildet selbstan-

Die 1 lasst sich schlieBlich auch sehr leicht aus zehn Ziffern bilden (tut es!). Man kann
sein Gliick versuchen, auch die anderen einstelligen Zahlen aus allen zehn Ziffern zu
bilden.

308. Zahlenbesonderheiten

Unendlich viele verschiedenartige Wechselbeziehungen gibt es zwischen Zahlen. Einige
bedeutende wurden Gegenstand ernsthafter Forschungen. Andere sind weniger wesent-
lich; ihre Eigenschaften sind begrenzt und nicht allgemein, aber gerade durch ihre
AusschlieBlichkeit sind sie bisweilen auch interessant.

1. Unter den ganzen Zahlen lassen sich einige Paare finden, bei denen sich die Summe
und das Produkt der Zahlen eines jeden Paares nur durch die Anordnung der Ziffern
unterscheiden:

9+9 =18, 9.9 =241,
24 4+ 3 =27, 24-3 =172,
AT + 2 = 49, 47 -2 = 94,
263 + 2 = 265, 263 -2 = 526,
49742 =499, 4972 =994

2. Einige Paare zweistelliger Zahlen sind durch eine ganz andere Eigenschaft bemer-
kenswert: Das aus den Zahlenpaaren gebildete Produkt andert sich nicht, wenn in jedem
Faktor die Ziffern umgestellt werden. Seht euch an

1242 =21-24, 24 - 63 = 42 - 36,
12-63 =21-36, 24 - 84 = 42 - 43,
1284 =21-48, 2693 =62 - 39,
13-62 =31-26, 36 -84 =63 - 48,
23-96 = 32-69, 46 - 96 = 64 - 69.

Es gibt noch 4 Paare zweistelliger Zahlen, die diese Eigenschaft besitzen. Sucht sie!
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3. Und hier sind noch drei Paare je zweier aufeinanderfolgender ganzer Zahlen, deren
Quadrate sich mit denselben Ziffern, aber in anderer Reihenfolge schreiben lassen:

132 =169 157% = 24649 913% = 833569
14%2 = 196 1582 = 24964 914% = 835396

4. Gibt es etwa unter den ganzen Zahlen eine, die folgende Eigenschaften besitzt?

a) Sie muss die vierte Potenz ihrer Quersumme sein. (Hieraus folgt, dass sie auch eine
Quadratzahl sein muss.)

b) Wenn man sie in drei Gruppen zu je 2 Ziffern zerlegt, muss die Summe der drei
zweistelligen Zahlen auch eine Quadratzahl sein.

c) Wenn man sie in umgekehrter Ziffernfolge schreibt und wieder in drei Gruppen zu
je 2 Ziffern zerlegt, muss die Summe dieser drei zweistelligen Zahlen ebenfalls eine
Quadratzahl sein.

Die Berechnungen ergeben, dass es eine solche Zahl gibt. Da ist sie: 234256. Uberzeugt
euch selbst davon, dass sie alle geforderten Eigenschaften besitzt!

5. Wir kdénnen die Zahlen zu verschiedenartigen Zahlen"sternbildern" gruppieren.

Ein "Sternbild" aus den sechs Zahlen 2, 3, 7, 1, 5, 6 ist dadurch interessant, dass die
Summe der ersten drei Zahlen gleich der Summe der letzten drei ist, gleich sind aber
auch die Summen ihrer Quadrate:

24+34+7=14+5+6 22+ 3247 =12 +5% +6°

Diese Zahlen 2, 3, 7, 1, 5, 6 lassen sich sozusagen durch die sechs Unbekannten
X1, T2, T3, Y1, Y2, y3 in dem Gleichungssystem

T+ T2+ T3=y1+ Y2+ Y3
oi+ag+ a5 =yt +ys + s
ersetzen.
Es gibt unendlich viele ganze Zahlen, die dieses Gleichungssystem erfiillen. Es ware
interessant, wie schnell es euch gelingt, noch eine solche Gruppe aus sechs ganzen
Zahlen zusammenzusuchen. Noch groBartiger sind die "Sternbilder" aus den acht Zahlen
0, 5, 5,10, 1, 2, 8, 9 und aus den zehn Zahlen 1, 4, 12, 13, 20, 2, 3, 10, 16, 19. In
jedem Falle ist die Summe der Zahlen der ersten Halfte gleich der Summe der Zahlen
der zweiten Halfte; auBerdem sind, wie im vorangehenden Beispiel, die Summen der
Quadrate dieser Zahlen gleich; ja noch mehr, es sind auch die Summen der Kuben
dieser Zahlen gleich:

04+5+5+10=1+2+8+9
02+52+52+102=12+224+ 824+ 92
B+ +54+100 =12 4+23+854+9°
14+44+124+134+20=2+3+10+ 16+ 19
12+ 42+ 122 + 132 +20% = 22 + 32 + 10% + 16% 4 19?
P 4+4% 4128 +133420° = 23 + 32 + 10° + 16 + 19°
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Gewiss gibt es auch andere Gruppen ganzer Zahlen, die durch genau dieselben Glei-
chungen verknlipft sind; aber wie soll man solche Zahlen finden?

In das "Geheimnis" aller hier angefiihrten "Zahlensternbilder" drangen als erste schon
vor 200 Jahren (1750-1751) zwei Petersburger Akademiemitglieder ein: Goldbach und
der geniale Euler.

Sie fanden eine Reihe von Formeln, die sich fiir die Lésung einiger Gleichungssysteme
mit ganzen Zahlen eignen, besonders auch fiir solche, die zu den erwdhnten "Zahlens-
ternbildern" fiihren. So erwiesen sich fiir die Zusammenstellung der Zahlen, die das
erste "Sternbild"

r1+r2+x3=Yy1 +y2+ys
ot 425+ 2 =yl Y+ ys

darstellen, folgende Formeln als geeignet:

rin=a4+c¢, x3y=b+c, x3=2a+2b+c und
yi=c¢ Yyp=2a+b+c, ys=a+2b+c

Ihr braucht in diesen Formeln die Buchstaben a, b und ¢ nur durch beliebige Zahlen zu
ersetzen, und ihr erhaltet soviele Zahlen fur das "Sternbild", wie ihr wollt.

Speziell bei a = 1, b = 2 und ¢ = 1 ergibt sich das Sternbild, das als erstes Beispiel
angefuhrt ist: 2, 3,7, 1, 5, 6.

Bildet andere Zahlengruppen fiir das erste "Sternbild", indem ihr den Buchstaben a, b
und c verschiedene Werte beilegt.

Euler und Goldbach fanden auch noch eine andere Formelgruppe fiir die Zahlen des
ersten "Sternbilds":

r1=ad, xy=ac+bd, x3=>bc und
y1 = ac, Yy =ad+bc, y3=>0bd

wobei a, b, ¢ und d auch willkiirlich gewahlte Zahlen sind.
Fur die Aufstellung von Zahlen, die das zweite "Sternbild"

T+ To+T3+ 2Ty =Y+ Y2+ Y3+ Y4
T3+ as i+ al =y Y Y+
T3+ as o+l =y +ys s+ ud

ergeben, sind folgende Formeln geeignet:

rn=a, x2=05b wx3=3a+3b, x4=2a+4b und
y1 =2a+b, yp=a+3b, y3=3a+4b, ys=0

Ersetzt wiederum die Buchstaben a und b durch beliebige Zahlen, und ihr erhaltet
soviele Zahlen fiir das zweite "Sternbild", wie ihr wollt.
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Es ist nitzlich, die hier angefiihrten Formeln nicht nur
an diesen speziellen Beispielen nachzupriifen, sondern
allgemein zu beweisen, indem ihr in jeder Gleichung die
Unbekannten durch die entsprechenden rechten Seiten
obiger Formeln ersetzt.

6. Nach Euler tauchten im Zusammenhang mit der Lo-
sung von Gleichungen mit ganzen Zahlen viele andere
Zahlenbesonderheiten auf, wofiir euch Beispiele schon
begegnet sind. Miihe, Beharrlichkeit und mathemati-
scher Scharfsinn mehren unseren Vorrat an "Zahlens-
ternbildern" durch neue interessante Muster.

aVgl. auch Helfond, A.O.: Die Lésung von Gleichungen mit
ganzen Zahlen. Populére Kapitel aus der Mathematik, Jg. 8,
Gostechisdat, 1952

Méochtet ihr euch nicht zum Beispiel mit einem der neuen, sehr groBartigen "Sternbilder"
bekanntmachen? Die Summen aller Potenzen, von der ersten bis zur flinften, der sechs
Zahlen 1, 6, 7, 17, 18 und 23 sind gleich den Summen derselben Potenzen der anderen
sechs Zahlen 2, 3, 11, 13, 21 und 22:

1+6+7+17+18423=2+3+11+13+21+422
PP4+62+ 74+ 177+ 1824232 =22 + 32 + 112 + 132 + 212 4 222
B+6+7P 4174184233 =23+ 33 + 113 + 133 + 213 + 223
et 41t 418t 423t =21 31 11t 4+ 131 + 214 4+ 224
PP+6"+ 7 +17° 4+ 18> +23° =2° +3° + 11° + 13° + 21° + 22°

Als "Schlissel" zur Auffindung anderer Zahlen fiir dieses "Sternbild" dient die Gleichung

a"+(a+4b+ )"+ (a+b+2¢)" 4+ (a+9b+4c)" + (a + 6b+ 5¢)" + (a + 10b + 6¢)" =
=(a+0)"+(a+c)"+ (a+6b+2c)" + (a+ 4b+ 4c)" + (a + 100 + 5¢)" + (a + 9b + 6¢)"

Ersetzt ihr die Buchstaben a, b und ¢ durch beliebige Zahlen und setzt ihr fiir n die
Werte 1, 2, 3, 4 oder 5 ein, dann erhaltet ihr immer eine Gleichung.

7. Bildet zwei Gruppen aus der gleichen Anzahl solcher einstelliger Zahlen, dass die
Quadratsumme der Zahlen der ersten Gruppe gleich der Quadratsumme der Zahlen der
zweiten ist, zum Beispiel 4% 4 5% + 62 = 82 4 32 + 22. Und jetzt bildet aus den Ziffern
4,5, 6 und 8, 3, 2 drei zweistellige Zahlen, indem ihr die ersten drei Ziffern als Zehner
und die letzten drei als Einer verwendet und sie beliebig kombiniert.

Die Summe ihrer Quadrate ist gleich der Summe der Quadrate der Zahlen, die entste-
hen, wenn man bei jeder gebildeten zweistelligen Zahl die Ziffern vertauscht. So kann
man aus den Gruppen 4, 5, 6 und 8, 3, 2 folgende Gleichungen bilden:

48% 1+ 532 1+ 622 = 262 + 352 + 842  oder
432 + 527 + 682 = 862 + 252 + 34>  usw.
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Wenn man verallgemeinert, kann man sagen, dass dann, wenn n einstellige Zahlen
X1, T2, ..., Ty und n andere einstellige Zahlen 1, vo, ..., ¥, durch die Gleichung

i R v g S R V- S Vo
verbunden sind, auch folgende Gleichung richtig ist:
(1021441 )+ (1029 +12) 2 +... 4+ (102, +1n)? = (10y,+2,) 2+ (10y, 1 +2p—1 ) *+...+(10y; +21)?

Wer will, kann sich selbst davon (iberzeugen, indem er die Klammern in der zweiten
Gleichung auflést und die erste Gleichung beachtet. Ubt euch in der Zusammenstellung
derartiger Summen.

Nehmt zum Beispiel die acht ersten Zahlen der natirlichen Zahlenfolge 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7 und 8, uberlegt, welche von ihnen zu der Gruppe x1, x9, x3 und x4 und welche zu
der Gruppe 41,92, y3 und y, zusammengefasst werden missen, und dann bildet nach
der angefiihrten Regel Gruppen zweistelliger Zahlen mit gleichen Quadratsummen.

8. Als interessante "Zahlensternbilder" erweisen sich auch noch kompliziertere Paare
von Gruppen derartig gebildeter Zahlen, zum Beispiel:

13442 + 53457 + 68 4+ 97 = 79 4 86 + 75 + 35 + 24 + 31

132 4 42% + 53% + 572 + 68% + 972 = 792 + 86% + 752 + 35% + 242 4 312

13% + 423 +53% + 57 + 68 4+ 97° = 793 + 86> + 75° + 35% + 243 4 312
12432 + 43 4 56 + 67 4 87 = 78 4+ 76 + 65 + 34 + 23 + 21

122 4 32% + 43% + 562 + 672 + 872 = 78% + 76% + 652 + 34% + 23% 4 212

123 4323 +43% + 563 + 67% + 87% = 783 + 76% + 65° + 343 + 23% 4 213

Untersucht, ob nicht auch hier Beziehungen zwischen den Summen von Potenzen ein-
stelliger Zahlen und entsprechenden Summen von Potenzen zweistelliger Zahlen beste-
hen.

9. Und noch eine Besonderheit! Die Zahl 145 ist einzigartig; sie kann als einzige posi-
tive ganze Zahl durch die Summe der Zahlenwerte ihrer Ziffern mit Fakultatszeichen
(1) (vgl. Aufgabe 307, 3) ausgedriickt werden:

145 = 11 4 41 4 5! (wenn man die trivialen Félle 1 = 1! und 2 = 2! nicht mitrechnet).

Der Student N. Golowin aus Taschkent hat bewiesen, dass es andere Zahlen mit solchen
Eigenschaften nicht gibt. Wenn man aber beriicksichtigt, dass 0! = 1 ist, findet sich
noch eine Zahl. Welche?

10. Es gibt nur zwei positive ganze dreistellige Zahlen, deren Ziffern in gleicher Folge
und an gleicher Stelle bei jeder beliebigen Potenz mit positiven ganzen Exponenten
wiederkehren:

3762 = 141376, 3763 = 53157376  usw.
6252 = 390625, 6253 = 244140625 usw.
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Wie hat man diese dreistelligen Zahlen gefunden, und wie hat man festgestellt, dass
es nur zwei gibt? Das war eine der Aufgaben des jahrlichen Preisausschreibens, das
von der (sowjetischen) Zeitschrift "Mathematik in der Schule" fiir alle mathematisch
Interessierten veranstaltet wird.

Sie hat eine kurze, aber recht komplizierte Losung. Sich dariiber klarzuwerden ist gewiss
von Nutzen, aber noch niitzlicher ist es, eigene geistige Anstrengungen zur Auffindung
einer Losung zu machen.

309. Beobachtungen an der natiirlichen Zahlenfolge

1. Wir ordnen die natirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4 ... in Gestalt eines Dreiecks an:

Spalte Nr. 123 4 5 6 7 8
50
37 51
26 38 52 .. ..
17 27 39 53 .. 107
10 18 28 40 54 .. 108
5 11 19 29 41 55 .. 109
2 6 12 20 30 42 56 .. 110
(Y1 3 7 13 21 31 43 57 .. 111
4 8 14 22 32 44 58 .. 112
9 15 23 33 45 59 .. 113
16 24 34 46 60 .. 114
25 35 47 61 .. 115
36 48 62
49 63
64

Betrachtet aufmerksam dieses Zahlendreieck, ihr werdet sicherlich manches Gesetzma-
Bige in der Anordnung der Zahlen in Zeilen und Spalten und Beziehungen zwischen
den Zahlen und den Stellen, die sie einnehmen, finden. Habt ihr zum Beispiel folgendes
bemerkt?

a) Die unterste Zahl jeder Spalte ist das Quadrat der Nummer der Spalte.

b) Das Produkt aus zwei beliebigen benachbarten Zahlen irgendeiner Zeile ist eine Zahl
aus derselben Zeile; zum Beispiel 5- 11 = 55.

Beide Faktoren und das Produkt findet ihr in einer Zeile. Der Platz in der Zeile, an
dem das Produkt steht, ist die Summe aus der Zahl 1 und dem kleineren der beiden
Faktoren. Die Zahlung muss man von links nach rechts vornehmen, wobei man mit der
Stelle beginnt, die der kleinere Faktor einnimmt.

Zum Beispiel steht das Produkt 5 - 11 = 55 in derselben Zeile, in der sich 5 und 11
befinden, und zwar auf der 1 + 5 = 6. Stelle, wenn man mit der Zahlung bei der Zahl
5 beginnt.

7-13 = 91; 91 befindet sich auf derselben Zeile an der 1 + 7 = 8. Stelle, gerechnet
von der Zahl-7 an.
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c) Alle Zahlen der Zeile, die mit einem Sternchen (*) gekennzeichnet ist, erhalt man
nach der Formel n? —n +1, wobei n = 1,2,3,4,5... ist. In dieser Zeile ist nach der Zahl
3 jede dritte Zahl durch 3 teilbar, jede siebente Zahl nach.der Zahl 7 oder der Zahl 21
ist durch 7 teilbar, jede 13. Zahl nach 13 oder 91 ist durch 13 teilbar usw.

Analoge Eigenschaften besitzen die Zahlen der anderen Zeilen.

2. Kann man die ganze Folge der natiirlichen Zahlen 1,2,3,4,5,....n—1,n,n+1..., ohne
die Folge zu andern, in Gruppenpaare gleicher Summen teilen?

Probieren wir es! Das erste Paar fallt sofort ins Auge: 142 = 3. Priifen wir die folgenden
Zahlen: 44546 =7+ 8.

Bis hierher klappt es. Noch ein Versuch und wieder ein Erfolg: 9 + 10 + 11 4+ 12 =
13+ 14 + 15.

Wir bemerken, dass die Anzahl der Summanden zunimmt, aber sie nimmt gesetzmaBig
zu: Jedesmal vermehrt sie sich auf der linken Seite der Gleichung wie auf def rechten
um einen Summanden, wobei auf der linken Seite jeder Gleichung ein Summand mehr
steht als auf der rechten. Betrachten wir folgendes Beispiel: 16 4+ 17 4+ 18 + 19 + 20 =
21 + 22 4 23 + 24. Es stimmt!

Sehen wir uns jetzt an, was der kleinste Summand (der duBerste linke) eines jeden
Paares gleicher Summen darstellt. Er ist das Quadrat der Anzahl der Summanden
derjenigen Summe, die die geringere Anzahl Summanden enthalt.

In der Tat besteht die rechte Seite der ersten Gleichung aus einer Zahl (3), und der
kleinste Summand in dieser Gleichung ist 12; auf der rechten Seite der zweiten Gleichung
stehen zwei Summanden (7 + 8), und der kleinste Summand in dieser Gleichung ist
22: auf der rechten Seite der dritten Gleichung sind drei Summanden, und der kleinste
Summand in dieser Gleichung ist 3% usw.

Diese GesetzmaBigkeit gestattet es, schnell ein Paar gleicher Summen niederzuschrei-
ben, die einer im voraus festgelegten Anzahl von Summanden entsprechen.

Es sollen: zum Beispiel fiir die linke Seite der Gleichung 7 Zahlen in natiirlicher Folge
gesucht werden, die die Bedingung erfiillen. Wir legen den kleinsten Summanden fest:
Zuerst finden wir, dass 7 — 1 = 6 die Anzahl der Summanden auf der rechten Seite
der Gleichung bestimmt; der kleinste Summand ist danach 62 = 36. Folglich ist das
gesuchte Paar gleicher Summen:

36 +37+384+39+40+41 +42 =43 + 44 + 45+ 46 + 47 + 48

Allgemein gilt, dass die Summe von n + 1 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen,
deren kleinste n? ist, gleich der Summe der ihnen folgenden n Zahlen ist. Wenn der
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erste Summand der ersten Summe n? ist, dann ist der zweite Summand dieser Summe
um 1 groBer, der dritte Summand um 2, der vierte um 3, der (n + 1)-te um n groBer
als der erste. Folglich ist der letzte Summand der ersten Summe n? + n.

Also ist der erste Summand der zweiten Summen n? + n + 1, der zweite Summand
ist, wie bisher, um 1 groBer, der dritte um 2, der n-te um n — 1 groBer als der erste.
Folglich ist der letzte Summand der zweiten Summe: n? +n+ 1+ (n— 1) oder n?+2n.

Das Ergebnis konnen wir also in folgender algebraischer Form ausdriicken:

D)+ 02+ + )= +n+ D)+ 0P+ n+2).. + (n®+2n)

(n+1) Summanden n Summanden

Wer die Formel fiir die Summe der Zahlen einer arithmetischen Reihe 1. Ordnung kennt,
beweist ohne groBe Miihe die Richtigkeit dieser Gleichung.

3. Nach der Betrachtung der Summen natiirlicher Zahlen wenden wir uns den Summen
der Quadrate natiirlicher Zahlen zu. Wir betrachten die Summe der Quadrate der n
ersten natiirlichen Zahlen:

12422432+ ..+ (n—1)* +n?

Das ist eine arithmetische Reihe 2. Ordnung. lhre Summe lasst sich ebenfalls nach einer
Formel berechnen:

1)(2 1
12+22+32+...—|—(n—1)2+n2:n(n+ )6(n+ )

Wenn man nur die Quadrate der geraden oder nur die der ungeraden Zahlen addieren
will, benétigt man andere Formeln. Die Summe der Quadrate aller ungeraden Zahlen
von 1 bis 9 kann man zum Beispiel nach folgender Formel ausrechnen:

1
12+32+52+72+92:6<103_10)

Zur Berechnung der Summe der Quadrate aller geraden Zahlen von 2 bis 10 eignet sich
die Formel:

1
22 4+ 4% + 6%+ 82 +10% = 6(113 —11)
Wenn wir diese beiden Gleichungen addieren, erhalten wir eine Variante der Formel fiir
die Summe der Quadrate aller ganzen Zahlen von 1 bis 10:

1
1?+224+37+4%+ ... +10° = 6[103 + 113 — (10 4 11)]

Erweitert selbst diese Formel auf eine beliebige Anzahl von Summanden!

4. Wenn die Katheten eines Dreiecks 3 bzw. 4 Einheiten lang sind, dann ist die Hypote-
nuse 5 Einheiten lang, denn 3% + 4% = 52, (Es ist das sogenannte agyptische Dreieck.)

Hier ist die Summe der Quadrate zweier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen gleich
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dem Quadrat der nachstfolgenden Zahl. Eine andere Beobachtung: Ende des 19. Jahr-
hunderts malte der Genremaler N.P.Bogdanow-Beiski (1868-1945) ein Bild "Eine schwie-
rige Aufgabe", auf dem er eine Gruppe von Schiilern einer Dorfschule darstellte, die dar-
iiber nachdenken, wie man "im Kopf" die Aufgabe des S. A. Ratschinski lésen konne,
die vom Lehrer an die Wandtafel geschrieben worden war:

102+ 112 + 122 + 132 + 142 B
365 -

?

In der Tat keine leichte Aufgabe zur raschen Losung "im Kopf", wenn man das "Ge-
heimnis" nicht kennt. Aber das "Geheimnis" ist sehr einfach.

Es besteht darin, dass 10 4 112 + 122 = 365 und 132 + 142 = 365 sind. Folglich ist
die gesuchte Antwort 2.

Aber lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf etwas anderes. Aus dem Vergleich der oben
angegebenen Gleichung folgt, dass 10% + 112 + 122 = 132 4 142 ist, das heiBt, dass die
Summe der Quadrate einiger aufeinanderfolgender natdirlicher Zahlen gleich der Summe
der Quadrate der nachstfolgenden Zahlen ist, und wieder ist (wie in der gleichartigen
Aufgabe unter 2) die Anzahl der Summanden auf der linken Seite der Gleichung nur
um einen groBer als auf der rechten Seite.

Aufgabe. Es sollen n + 1 aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen gesucht werden, bei
denen die Summe der Quadrate gleich der Summe der Quadrate der nachstfolgenden
n Zahlen ist.

5. Unter den natiirlichen Zahlen gibt es kein Paar aufeinanderfolgender Zahlen, von
denen die Summe der Kuben gleich dem Kubus der nachstfolgenden Zahl ist. Davon
kann man sich mit Hilfe der Algebra (iberzeugen.

Wenn man drei beliebige aufeinanderfolgende Zahlen mit x — 1, z, « + 1 bezeichnet,
dann miisste nach der Bedingung (z —1)? + 23 = (2 + 1) oder 2® — 62> — 2 = 0 sein.
Wir verleihen dieser kubischen Gleichung folgende Gestalt: z2(z — 6) = 2.

Es lasst sich leicht feststellen, dass keine natiirliche Zahl diese Gleichung erfiillt. lhre
rechte Seite ist eine natirliche Zahl; folglich muss = groéBer als 6 sein. Der kleinste
mogliche Wert fir x ist dann 7. Aber bei x = 7 ist der Wert der linken Seite der
Gleichung bedeutend groBer als 2; das gilt erst recht bei groBeren Werten fiir x, das
heiBt, dass es keine natiirliche Zahl fir x gibt, die die Gleichung erfiillt.

Dennoch ist es Liebhabern derartiger Zahlenratsel gegliickt, auch aus Kuben aufein-
anderfolgender natiirlicher Zahlen gesetzmaBig gleiche Summen zu bilden, wenn auch
jedesmal mit einigen Zusatzen:

[5° +6°] +1° = [7°] - 1°,
[16% + 17% + 18°%] 4 (1% 4 2%) = [19° + 20%] — (17 + 2%),
[33% 4+ 34 +35% + 36 4+ (12 + 23 + 3%) = [37° +38% +39%] — (13 +2° +3%)  usw.

In den eckigen Klammern stehen die Summen der Kuben aufeinanderfolgender natdirli-
cher Zahlen, wobei wieder auf n Summanden in der rechten Klammer n-+1 Summanden
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in der linken Klammer entfallen. In den runden Klammern stehen rechts und links die
gleichen Summen der Kuben aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen, beginnend mit
1.

Dabei ist zu bemerken, dass die unterstrichene Zahl (ohne den Exponenten) in jeder
Gleichung folgendermaBen mit der Anzahl der Summanden in den eckigen Klammern
zusammenhangt: Die unterstrichene Zahl (jeweils die groBte in der eckigen Klammer
der linken Seite) ist gleich dem dreifachen Produkt aus der Anzahl der Glieder links
und der Anzahl der Glieder rechts (in den eckigen Klammern).

So sind in der ersten Gleichung in der linken eckigen Klammer 2 Glieder und in der
rechten 1, und folglich ist 3(2 - 1) = 6. In der zweiten Gleichung stehen in der linken
eckigen Klammer 3 Glieder und in der rechten 2, und folglich ist 3(3 - 2) = 18. In der
dritten Gleichung Ist 3(4 - 3) = 36.

Wir wollen auf den Beweis dieser GesetzmaBigkeit verzichten und beschranken uns
auf die Bildung und praktische Erprobung einer Gleichung solcher seltsamen Summen
fir einen anderen Einzelfall. Wir wiinschen zum Beispiel, dass in der linken eckigen
Klammer 5 Summanden sind und demgemaB in der rechten 4. Wir verdreifachen ihr
Produkt: 3(5 - 4) = 60. Dann ist

(563 +573+583+593+60%]+ (13 +2°4-33+43) = [613+623+633+64%]— (13 +234-33+43)
Uberzeugt euch auf arithmetischem Wege von der Richtigkeit dieser Gleichung!
Ubrigens kann man analoge GesetzmaBigkeiten auch bei gleichen Summen aufeinan-

derfolgender natiirlicher Zahlen und bei den Summen ihrer Quadrate feststellen. Ihr
erinnert euch, welche Gleichungen wir hatten:

fir die ersten Potenzen:
1+42=3, 4454+6=7+8, 9410+11+12=13+14+15

die unterstrichene Zahl ist gleich dem Produkt aus der Anzahl der Summanden rechts
und links vom Gleichheitszeichen;

fur die zweiten Potenzen:
32 4+42 =52 10+ 1124122 = 132+ 142, 212 + 222 + 232 + 24% = 252 4 262 + 27>

die unterstrichene Zahl (ohne den Exponenten) ist gleich dem doppelten Produkt aus
der Anzahl der Summanden links und rechts vom Gleichheitszeichen.

6. Ist euch folgende Multiplikationstabelle bekannt?
1 2 3 4 5 .. p .. n

2 4 6 8 10 .. 2p .. 2n
3 6 9 12 15 ... 3p .. 3n
5 8 12 16 20 .. 4p .. 4n
5 10 15 20 25

p 2p 3p 4dp ... ... p?

n 2n 3n 4n .. ... .. .. n?
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Das Produkt aus einer beliebigen Zahl der ersten Zeile und einer beliebigen Zahl der
auBersten linken Spalte steht im Schnittpunkt der Zeile und der Spalte, in der die
Faktoren stehen. So steht zum Beispiel die Zahl 12 im Schnittpunkt der vierten Spalte
mit der dritten Zeile oder der sechsten Spalte mit der zweiten Zeile.

Wenn ihr diese Tabelle aufmerksam betrachtet, findet ihr auch noch einige andere
interessante Beziehungen:

a) Die Summe der Zahlen in einem beliebigen Quadrat, das die 1 enthilt, ist eine
Quadratzahl, zum Beispiel: 1 =12, 14+2+2+4=3>=(1+2)?, 1 +2+3+2+4+
6+3+6+9=06%=(1+2+ 3)% usw.

b) Jedes der oben erwdhnten Quadrate wird durch Anlegen einer im rechten Winkel
gekrimmten Spalte bzw. Zeile an das vorhergehende Quadrat gebildet. Das angelegte
Gebilde ist ein sogenannter Gnomon.

Die Summe der Zahlen in jedem beliebigen Gnomon ist der Kubus irgendeiner Zahl:
1=17,24+442=2%3+64+9+6+3 =3 usw.

c) Jedes der oben erwihnten Quadrate besteht aus 1,2,3...n Gnomonen. Hieraus ergibt
sich die Formel, die schon aus dem Altertum bekannt ist:

P+2d 4 +nP=1+24+3+.. +n)?

7. In dieser klassischen Formel fiur die Summe der Kuben natiirlicher Zahlen sind die
Summanden aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, mit 1 beginnend.

Der Mathematiker Liouville (Frankreich) stellte die um-
fassendere Aufgabe:

Es sollen beliebige natiirliche Zahlen a, b, ¢, d ... ge-
sucht werden, bei denen die Summe ihrer Kuben dem
Quadrat ihrer Summe gleich ist:

A+ + . F=(a+b+ct..)?

Unter den Zahlen a, b, ¢, d ... diirfen auch einige wie-
derkehren. Passende Zahlen einfach aufs Geratewohl
auszuwahlen, ohne sich dabei nach irgendeiner Regel
zu richten, ist beinahe hoffnungslos.

Macht dennoch zwei, drei Versuche! Liouville gelang
es, ein interessantes Ergebnis zu erhalten, dessen We-
senskern sich leicht an folgenden beiden Beispielen er-
kennen lasst.

Beispiel 1. Wir nehmen die Zahl 6. Sie ist teilbar durch 1, 2, 3 und 6. Und wieviel Teiler
hat jeder dieser Teiler? Die Zahl 1 hat einen Teiler, die Zahl 2 zwei (1 und 2), die Zahl
3 zwei (1 und 3) und die Zahl 6 vier (1, 2, 3 und 6).

Hier ist die Zahlenfolge der Teiler: 1, 2, 2 und 4; sie erfiillt die uns interessierende
Beziehung, das heiBt, wir haben:

P+ 43 +4=(1+2+3+4)72=381
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Beispiel 2. Wir nehmen die Zahl 30. |hre Teiler sind: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30. Die Anzahl
der Teiler bei jeder Zahl ist: 1, 2, 2, 2, 4, 4, 4, 8. Wir haben:

P2+ 28428 4834+ 8 483483 =(1+4+2+2+2+4+4+4+8)°

Das Verfahren ist einfach und geistreich. Wendet es selbstandig fiir andere Zahlen an!

8. Beobachtungen an der natiirlichen Zahlenfolge kann man endlos fortfiihren. Hier ist
ein anderes Beispiel fiir eine interessante Beziehung zwischen den natiirlichen Zahlen.
Wir teilen die natiirliche Zahlenfolge in folgende Gruppen ein:

1;2,3;,4,5 6;7,8,9, 10; ...

In der ersten Gruppe steht eine Zahl, in der zweiten stehen die beiden folgenden, in der
dritten die drei darauffolgenden usw., in der n. Gruppe n aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen.

Wir stellen fest, dass die erste und die letzte Zahl in jeder Gruppe nach den Formeln

(”_21)” und ”(”;1) festgestellt werden kann, wobei n die Nummer der Gruppe ist.

Die Zahlen jeder Gruppe bilden eine arithmetische Reihe mit der Differenz d = 1. Wenn
man die Anzahl (n) der Glieder in jeder Gruppe und auch ihr erstes (a1) und letztes
(a,,) Glied kennt, kann man die Summe der Zahlen in jeder Gruppe errechnen.

Die Summe der Glieder einer arithmetischen Reihe wird nach der Formel S = W

festgestellt. Fiir jede Gruppe ist

g @—Fl—F%}n:(ﬁ—kl)n:ng’—kn
2 2 2

Wenn wir die Summen der verschiedenen Gruppen mit Si, S5, S3, Sy ... bezeichnen und
uns nur fiir die Summen der Gruppen mit ungeraden Nummern interessieren, haben
wir:

1°+1 S 3¥+1 g 541 s (2k — 1)+ (2k — 1)
- 2 = 3= 2k—1 —

Sl 9 ) 9 ) 9 ) e 9

Die Summe aller dieser Summen ist

13433 +53 + .+ (2k— 131 +3+5+...+(2k—1)]
2

S1+S3+ ...+ Sop_1 =

Fir den, der an algebraischen Umwandlungen Interesse hat, ergibt sich hier eine inter-
essante Aufgabe.
Aufgabe. Es soll bewiesen werden, dass

1B 4+33 453+ .+ 2k - 131 +3+5+ ...+ (2k — 1)]
2

= k* st

Hinweis. Wandelt dazu die Formel fiir die Summe der Kuben in eine Formel fur die
Summe der Kuben ungerader Zahlen um, also in die Formel 13433453+ ...+ (2k—1)3.
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Wir kehren zuriick zur Summe S; + S5 + ... + Sor_1. Als Ergebnis der Umwandlungen
haben wir: S7 4+ S3+ ... 4+ Sop_1 = k2.

Diese Formel enthiillt uns eine recht interessante Beziehung zwischen den genannten
Zahlengruppen: 1; 2, 3; 4,5, 6; 7, 8, 9, 10; ..., und zwar: Wenn man aus der Folge
dieser Gruppen diejenigen mit geradzahliger Nummerierung (die zweite, vierte usw.)
herausstreicht und die Zahlen der iibriggebliebenen Gruppen addiert, dann ist die Sum-
me gleich der vierten Potenz der Anzahl der addierten Gruppen.

So kann man zum Beispiel sofort sagen, dass die Summe der Zahlen 1+ (4 +5+6) +
(11 + 12+ 13 + 14 + 15) = 3%, das heiBt 81 ist.

9. Jeder, der sich fiir die betrachteten mannigfaltigen Abhangigkeiten, die zwischen
den natirlichen Zahlen bestehen, interessiert, muss die einfachsten Eigenschaften ihrer
Summen, besonders der Summen der ungeraden Zahlen 1,3,5, ...,(2n — 1) kennen:
Die Summe der zwei ersten ungeraden Zahlen 1 und 3 ist gleich dem Quadrat der Zahl
2, also 22.

Die Summe der drei ersten ungeraden Zahlen 1, 3 und 5 ist gleich dem Quadrat der
Zahl 3, also 32.

Die Summe der vier ersten ungeraden Zahlen 1, 3, 5 und 7 ist gleich dem Quadrat der
Zahl 4, also 42 usw.

Diese Eigenschaft der Summen der ungeraden Zahlen wird hochst anschaulich, wenn
man sich ein Quadrat vorstellt (Abb. 205 a), das in Gnomone eingeteilt ist.

A.205 a

Jeder Gnomon besteht aus ungeradzahlig vielen quadratischen Feldern: Die Angliede-
rung der Gnomone an das einzelne Feld links unten (Abb. 205 b) veranschaulicht, dass
die Summe aufeinanderfolgender ungerader Zahlen stets gleich dem Quadrat der Anzahl
der Summanden ist:

14+3+5..+(2n—1)=n?

n Summanden

1¢3+5=5"*

A.205 b

Wird nun vielleicht doch einmal diese Vermutung nicht bestatigt? Ordnen sich viel-
leicht doch einmal unsere Summen nicht mehr dem gefundenen Gesetz unter, etwa bei
irgendeiner sehr groBen Zahl von Summanden?

Bei GesetzmaBigkeiten, die nur an Beispielen gefunden worden sind, kann das durchaus
einmal eintreten.
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Da die natiirliche Zahlenfolge unendlich ist, ist es nicht moglich, die beobachtete Ge-
setzmaBigkeit an Beispielen fiir alle Summen ungerader Zahlen nachzupriifen. Aber
dazu besteht auch keine Notwendigkeit.

Der Mathematiker hat Mittel, die Allgemeingiiltigkeit einer Aussage zu beweisen,
Wir (berlegen so: Es sei fiir K Summanden die Behauptung richtig, dass ihre Summe
gleich dem Quadrat ihrer Anzahl ist:

1+3+5..+(2k—1) =k

k Summanden

Flgen wir jetzt die nachstfolgende ungerade Zahl 2k + 1 hinzu, so ergibt sich: 1+ 3 +
5.4+ 2k —1)+ 2k +1) = k® + 2k + 1 = (k + 1)2, das heiBt, die Behauptung gilt
auch fir k + 1 Summanden.

So haben wir festgestellt, dass dann, wenn die Behauptung fiir & Summanden gilt, sie
auch fir £+ 1 Summanden gilt. Also braucht man die Richtigkeit der Behauptung nur
an einem Beispiel zu priifen. Wir nehmen die kleinste Anzahl der Summanden: k = 2.
Wir haben 1 + 3 = 22.

Die Summe zweier Summanden (k = 2) ist gleich dem Quadrat der Anzahl der Sum-
manden. Folglich gilt die Behauptung auch fiir drei Glieder (k + 1 = 3); aber wenn sie
fur drei Summanden (k = 3) gilt, dann gilt sie auch fiir vier (k + 1 = 4); wenn sie fr
k = 4 gilt, gilt sie auch fir £+ 1 = 5; wenn sie fiir k = 5 gilt, dann auch fir k+1 =06
usw.

Damit ist allgemein bewiesen, dass die Summe der ersten n ungeraden Zahlen gleich
dem Quadrat der Anzahl der Summanden, also gleich n? ist.

Von der Richtigkeit der Formel 1 + 3 + 5... + (2n — 1) = n? kénnte man sich auch
durch die Berechnung der Summe 1+ 3 +5... 4+ (2n — 1) nach der Summenformel fiir
arithmetische Reihen 1.0rdnung (iberzeugen; aber im Grunde genommen waren dies
dieselben Schlussfolgerungen, denn der Beweis der Summenformel verlauft ebenso wie
der obige nach der Methode der vollstandigen Induktion.

10. Nicht weniger interessant ist noch eine Eigentliimlichkeit der Summe der ungeraden
Zahlen.

Wenn man die Folge der ungeraden Zahlen, beginnend mit 1, in Gruppen einteilt, und
dabei in die erste Gruppe eine Zahl, in die zweite zwei Zahlen, in die dritte drei usw.
aufnimmt, dann ist die Summe der Zahlen in der n-ten Gruppe gleich dem Kubus von
n (Lehrsatz des Nikomachos).

Zeile Nr. 1: 13 = 1

Zeile Nr. 2: 23 = 3+5

Zeile Nr. 3: 3% = 7T+94+11
Zeile Nr. 4: 43 = 13+15+17+19

Zeile Nr. 5: 52 = 21 +23+ 25+ 27+ 29

Jede Zeile enthilt die Summe von n Gliedern (n ist die Nummer der Zeile) einer
arithmetischen Reihe mit der konstanten Differenz d = 2.
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Wenn ihr die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung fiir eine beliebige GroBe n
beweisen wollt, dann sucht zuerst einen allgemeinen Ausdruck fiir das erste Glied der
n-ten Zeile zu finden. Wenn man mit an das erste Glied der Zeile bezeichnet, deren
Nummer n ist, dannist a1 =1, as = 3, a3 = 7, as = 13 usw.

Allgemein gilt: a,, = n? — n + 1. Beweist das!

310. Eine lastige Differenz

Schreibt eine vierstellige Zahl auf, bei der nicht alle Ziffern gleich sind.

Bildet aus den Ziffern der Zahl zwei neue Zahlen, und zwar M als die groBtmogliche
Zahl und m als die kleinstmogliche. Sucht die Differenz d = M — m und flihrt mit ihr
dasselbe durch.

(Wenn die Differenz d dreistellig ist, dann setzt als vierte Ziffer eine 0 vor diese drei Zif-
fern.) Wenn ihr diese Berechnungen einige Male wiederholt habt, kommt ihr unbedingt
zur Differenz 6174, die sich bei der Fortfiihrung der Berechnung immer wiederholen
wird.

Es soll zum Beispiel die Ausgangszahl 4818 sein.

My = 8841; my = 1488; d; = 7353;
My =7533; mo = 3357; dy = 4176;
My =7641; mg3 = 1467; d3 = 6174;
My = 7641; my = 1467; dy = 6174  usw.

Beweist, dass diese Erscheinung bei jeder beliebigen vierstelligen Zahl auftritt.

J. N. Lambina (aus Rjasan) wies darauf hin, dass es zum Beweis dieser Eigenschaft ge-
niigt, sich von ihrer Richtigkeit an 30 vierstelligen Zahlen zu tberzeugen. Wie liberlegte
sie, und welches sind diese Zahlen?

Kann man nicht die Anzahl der zur Uberpriifung nétigen Zahlen noch verringern?

311. Die symmetrische Summe (eine bisher noch nicht
geknackte Nuss)

Schreibt irgendeine beliebige positive ganze Zahl mit 2, 3 oder mehr Stellen auf. Addiert
dazu die Zahl mit umgekehrter Ziffernfolge. Dasselbe fiihrt mit der erhaltenen Summe
durch.

Es wird sich zeigen, dass ihr, wenn ihr diese Berechnungen einige Male wiederholt habt,
unbedingt eine Zahl erhaltet, die sich von links nach rechts genauso wie von rechts nach
links lesen lasst.

48017

139 +71084

38 +931 119101

Einige Beispiele: + 83 1070 +101911
121 +0701 221012

1771 +210122

431134
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Manchmal muss man eine groBe Anzahl Additionen bis zu einem symmetrischen Re-
sultat durchfiihren. Wenn ihr zum Beispiel mit der Zahl 89 beginnt, erhaltet ihr das
erwartete Resultat nicht so bald. Erst 24 Additionen fiihren zu dem symmetrischen
Resultat 8813200023188.

Uberzeugt euch davon!

Gibt es etwa eine Zahl, die niemals zu einem symmetrischen Resultat fiihrt?

Auf der Suche nach der Antwort stieB P.R. Mols (Riga) auf die Zahl 196. Sie erwies sich
als "tiickisch". Nicht einmal 75 Additionen fiihrten zu einer symmetrischen Summe. Es
war schlieBlich toricht, die Nachpriifung fortzusetzen; denn die 75. Summe hatte schon
36 Ziffern. Man muss durch Uberlegungen die vermutete GesetzmaBigkeit widerlegen
oder bestatigen.
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15 Alte und doch ewig junge Zahlen

A. Die Primzahlen

312. Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen

Die natirliche Zahl a heiBt Teiler einer natlrlichen Zahl N, wenn sich als Resultat der
Division von N durch a wieder eine natlrliche Zahl ergibt.

Eine Sonderstellung nimmt die 1 ein. Sie ist (ohne Rest) nur durch sich selbst teilbar;
folglich hat die Zahl 1 nur einen Teiler.

Jede andere positive ganze Zahl hat entweder zwei Teiler (die 1 und sich selbst) oder
mehr als zwei Teiler.

Nur durch 1 und durch sich selbst lassen sich zum Beispiel die positiven ganzen Zahlen
2, 3, 5, 7 teilen.

Die positive Zahl 4 hat drei Teiler: 1, 2 und 4.

Die positive Zahl 6 hat vier Teiler: 1, 2, 3 und 6 usw.

Positive ganze Zahlen, die nur zwei Teiler haben, heiBen "Primzahlen"; positive ganze
Zahlen, die mehr als zwei Teiler haben, heiBen "zusammengesetzte Zahlen".

Die kleinste Primzahl ist die Zahl 2. Sie ist die einzige gerade Primzahl. Alle (ibrigen
Primzahlen sind ungerade Zahlen; aber selbstverstandlich ist bei weitem nicht jede
ungerade Zahl eine Primzahl. So sind zum Beispiel die ungeraden Zahlen 3, 5, 7, 11,
13 Primzahlen, und solche Zahlen wie 9, 15, 21 sind zusammengesetzte Zahlen; die
positive Zahl 9 hat drei Teiler: 1, 3, 9, die positive Zahl 15 hat vier Teiler: 1, 3, 5, 15
usw.

Jede zusammengesetzte Zahl kann man so lange in Faktoren zerlegen, bis jeder Faktor
eine Primzahl ist. Zum Beispiel: 12 =2-2-3; 363 =3 -11 - 11 usw.

Primzahlen sind wie primare Elemente, aus denen sich alle Zahlen bilden lassen. Be-
greiflich ist daher bei den Mathematikern das Interesse an diesen Zahlen.

313. Das Sieb des Eratosthenes

Wie findet man nun die Primzahlen aus der Menge aller positiven ganzen Zahlen heraus?
Je groBer eine Zahl ist, desto schwieriger ist es zu erkennen, ob sie. Teiler hat, die
kleiner als sie selbst und groBer als 1 sind.

Wenn man Korner aus einem Gemenge heraussortiert, verwendet man ein Sieb mit Lo-
chern, die dem Umfang der Korner entsprechen. Ungefahr nach diesem Verfahren sucht
man auch die Primzahlen aus den zusammengesetzten Zahlen heraus.

Es wird verlangt, nehmen wir an, alle Primzahlen aus dem Bereich von 2 bis zu irgend-
einer gegebenen positiven ganzen Zahl N herauszusuchen.

Wir schreiben zunachst alle positiven ganzen Zahlen von 2 bis N nebeneinander: 2, 3,
4,5, ... N.
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Die erste Primzahl ist 2. Wir unterstreichen sie, und alle Zahlen, die durch zwei teil-
bar sind (die geraden), streichen wir durch. Die erste der iibriggebliebenen Zahlen ist
3. Wir unterstreichen sie ebenfalls als Primzahl, und alle durch drei teilbaren Zahlen
streichen wir durch. Die erste der libriggebliebenen Zahlen ist jetzt 5. Die Zahl 4 ist
bereits durchgestrichen. Wir unterstreichen 5 als Primzahl und streichen alle durch fiinf
teilbaren Zahlen durch usw.

Alle unterstrichenen Zahlen bilden die Tabelle der Primzahlen im Bereich von 2 bis N:

2 3 4 5 6 17 8 9 10
11 2 13 14 15 16 17 18 19 20
2 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 46

Dieses Verfahren des allmahlichen "Durchsiebens" der Zahlen ist vor mehr als 2000
Jahren von dem griechischen Mathematiker Eratosthenes (276-194 v. u. Z.) erdacht
worden.

o uﬂﬂd‘é‘bﬁ«' -

Eratosthenes strich die durch 2, 3, 5 usw. teilbaren Zahlen nicht durch, sondern zeich-
nete Gber ihnen kleine Locher. Es ergab sich so etwas wie ein Sieb, durch dessen Lécher
die zusammengesetzten Zahlen gewissermaBen durchgesiebt worden waren, wahrend die
Primzahlen zurtickblieben.

Daher heiBt dieses Verfahren zur Aufstellung der Tabelle der Primzahlen bis heute das
"Sieb des Eratosthenes".

Dieses Verfahren ist, wie ihr seht, sehr miihsam, aber vollig zuverlassig.

Die Tabelle der Primzahlen ist gegenwartig bis auf 10000000 gebracht, das heiBt, es
gibt eine Tabelle aller Primzahlen von 1 bis 10000000. Die groBe Arbeit der Aufstellung,
sorgfaltigen Nachprifung und Herausgabe dieser Tabelle (1914 veréffentlicht) bewal-
tigte der amerikanische Mathematiker D. Lemmer.

Zwanzig Jahre vor Lemmer stellte ein Autodidakt auf dem Gebiete der Mathematik, der
Priester I. M. Perwuschin, eine Tabelle der Primzahlen gleichen Umfangs (bis 10000000)
auf und Gbergab sie als Geschenk der Nationalen Akademie der Wissenschaften.

Die Tabellen Perwuschins werden im Archiv der Akademie der Wissenschaften der
UdSSR im Manuskript aufbewahrt und sind bis in unsere Tage noch nicht veroffentlicht
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worden.

Eine noch gewaltigere Rechenarbeit vollbrachte der Professor der Prager Universitat
J. F. Kulik. Er fiihrte die Tabelle der Primzahlen bis zu 100000000 fort (6 Béande der
Primzahlen und der Teiler der zusammengesetzten Zahlen). Seit 1867 sind die Tabellen
Kuliks im Besitz der Bibliothek der Wiener Akademie der Wissenschaften.

Ein Band ist jedoch spurlos verschwunden, und zwar derjenige, der die Zahlen im Be-
reich von der 13. bis zur 23. Million enthielt. Wer stellt wohl alle verlorenen Primzahlen
wieder her, und wer priift die Unmenge an Zahlen nach, die in den erhaltenen Banden
der Tabellen Kuliks stehen?

Der Mathematiklehrer W. A. Golubew (Kuwschinowo) arbeitete fiir die Aufstellung der
Tabellen der Primzahlen ein System von "Schablonen" aus, das die Rechenarbeit ver-
einfacht und die Moglichkeit von Fehlern fast ausschlieBt. Mit Hilfe seiner "Schablonen”
ermittelte W. A. Golubew 1939 die Primfaktoren aller Zahlen der 11.Million und 1941
der 12. Million.

Seine Tabellen (iberbrachte er traditionsgemaB der Akademie der Wissenschaften der
UdSSR als Geschenk.

Die Menge der ermittelten Primzahlen nimmt standig zu. Bekannt sind einzelne sehr
groBe Zahlen auch auBerhalb der Grenzen der vorhandenen Tabellen.

So bewies zum Beispiel I. M. Perwuschin 1883, dass die Zahl
20171 = 2305843009213693951
eine Primzahl ist. Lange Zeit war die Zahl
2127 _ 1 = 170141183460469231731687303715884105727

die groBte bekannte Primzahl. Mit Hilfe moderner schnellarbeitender Rechenmaschinen
wurde in Los Angeles die riesige Primzahl 22281 — 1 ermittelt.

Die Mathematiker méchten sich nicht damit abfinden, dass Primzahlen mit Hilfe primi-
tiver Verfahren ermittelt werden. Sie mochten eine allgemeine Formel aufstellen, nach
der die Primzahlen fiir alle moglichen positiven ganzen Zahlen berechnet werden kon-
nen. Aber leider erwies sich eine solche Formel als lllusion. Sie hat bisher noch keiner
ersonnen.

314. Ein neues Sieb fiir Primzahlen

In den zwei Jahrtausenden, die uns von Eratosthenes trennen, entwickelte sich die
Technik der Ermittlung von Primzahlen vom primitiven "Sieb" bis zur Anwendung von
elektronischen Rechenautomaten.

Aber fir den "Hausgebrauch" ist es ganz gut, wenn man das einfache "Sieb" zur Hand
hat. Allmahlich tauchten einige Vervollkommnungen auch in dieser "handwerklichen
Technik" der Primzahlenermittlung auf.
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Der Student der Mathematik S.P. Sundaram (Indien)!? erdachte zum Beispiel ein sol-
ches "Sieb":

4 7 10 13 16 19
7 12 17 22 27 32
10 17 24 31 38 45
13 22 31 40 49 58
16 27 38 49 60 71

Dieses Sieb ist eine Tabelle, die aus einer unendlichen Anzahl unendlicher arithmetischer
Folgen besteht, wobei jedes Glied der ersten Folge 4, 7, 10, 13, 16, 19, ... den Beginn
einer neuen Folge darstellt.

Alle Differenzen der Folgen sind ungerade Zahlen, beginnend mit 3: d; = 3, dy = 5,
d3 =17, dy =9 usw.

Wenn irgendeine beliebige Zahl N in dieser Tabelle vorkommt, dann ist 2N + 1 eine
zusammengesetzte Zahl. Wenn es diese Zahl N in der Tabelle nicht gibt, dann ist
2N + 1 eine Primzahl.

Beispiele.

1. In der Tabelle gibt es nicht die Zahl N = 3; folglich ist 2N 4 1 = 7 eine Primzahl.
In der Tabelle gibt es nicht die Zahl N = 5; folglich ist 2N + 1 = 11 eine Primzahl.
Die Zahl N = 6 gibt es auch nicht in der Tabelle; folglich ist 2N + 1 = 13 eine
Primzahl.

Die Zahl N = 7 gibt es in der Tabelle; folglich ist 2N +1 = 15 eine zusammengesetzte
Zahl usw.

Wenn man N in der Formel 2N + 1 nacheinander durch alle Zahlen ersetzt, die nicht in
der Tabelle stehen (die gewissermaBen durch das "Sieb" hindurchgefallen sind), kann
man alle Primzahlen auBer der Zahl 2 erhalten.

Wie beweist man, dass 2N + 1 eine zusammengesetzte Zahl ist, wenn N "im Sieb
geblieben"ist, und eine Primzahl, wenn N "durchgesiebt" ist?

127 wei andere neue "Siebe" teilte mir der Ingenieur fiir Fernmeldetechnik M. Soukup (CSSR) mit.
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315. Die 50 ersten Primzahlen

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
73 79 83 89 97 101 103 107 109 113

127 131 137 139 149 151 157 163 167 173
179 181 191 193 197 199 211 223 227 229

316. Ein anderes Verfahren zur Ermittlung von Primzahlen

Wir nehmen die ersten n Primzahlen und teilen sie beliebig in zwei Gruppen. In jeder
Gruppe bilden wir das Produkt aller enthaltenen Zahlen. Wenn die Summe oder die
Differenz dieser Produkte eine Zahl N ergibt, die kleiner ist als das Quadrat der (n+1)-
ten Primzahl, dann ist NV eine Primzahl.

Wir nehmen zum Beispiel 1 und die vier ersten Primzahlen, also 1, 2, 3, 5 und 7. Die
fiinfte Primzahl ist 11; 112 = 121. Folglich kdnnen wir mit dem geschilderten Verfahren
Primzahlen bilden, die kleiner als 121 sind.

Wir teilen die ausgewahlten Zahlen in zwei Gruppen, zum Beispiel 2, 3, 5, 7 und 1 und
bilden 2-3-5-7—1 = 209.

Da die Differenz 209 groBer als 121 ist, kdnnen wir nicht dafiir garantieren, dass sie
eine Primzahl ist. In der Tat ist sie in der Tabelle nicht enthalten.

Wir teilen die Zahlen anders: 1, 3, 5, 7 und 2 und erhalten Ny=1-3-5-7-2 = 103;
Ny =1-3-5-7+2=107. Beide Zahlen sind kleiner als 121. Folglich miissen beide
Primzahlen sein. Wenn sie zusammengesetzt waren, dann zerfielen sie in Primfaktoren;
aber aus der Art der Bildung dieser Zahlen folgt, dass keine von ihnen durch 2, 3, 5
oder 7 teilbar ist.

Die Zahlen N; und N, kénnen aber auch nicht durch eine groBere Primzahl teilbar sein.
Nehmen wir an, dass N; (oder Ny) durch 11 teilbar wére. Da jede Zahl kleiner als 121
ist, ware der Quotient kleiner als 11 und konnte folglich keine anderen Primfaktoren
enthalten als 2, 3, 5 oder 7. Ware aber in solchem Falle N; (oder N») durch irgendeinen
dieser Faktoren teilbar, dann widersprache das dem Verfahren zur Bildung der Zahlen
N7 oder Ns.

Wenn wir als erste Gruppe 1, 5 und 7 nehmen und als zweite 2 und 3, dann konnen
wir zwei andere Primzahlen bilden:

1-5-7—2-3=29und 1-5-7+2-4=41.

Einige andere mogliche Kombinationen:

1-3.-7-2-5=11;1-3-74+2-5=31;
1-2-3-5—-7=23;1-2-3-5+7 =37 usw.

Es ist auch klar, dass dann, wenn man einen beliebigen Faktor der ersten oder zweiten
Gruppe potenziert, die Summe oder Differenz der Produkte ebenfalls eine Primzahl
ergibt, wenn sie nur kleiner ist als das Quadrat der (n + 1)-ten Primzahl.

Zum Beispiel:
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1-3-5-7—23=97:1-3-5-7+23=113;
1-5-7—2-32=17;1-5-74+2-3% = 53;
1-3:-52—-22.7=47:1-3-52+22.7=103 usw.

Wenn man Kombinationen ahnlicher Art nur aus den drei Zahlen 1, 2 und 3 bildet,
kann man alle Primzahlen, die kleiner als 25 sind, feststellen. |hr konnt ohne groBe
Schwierigkeiten dieses Verfahren zur Ermittlung von Primzahlen begriinden.

317. Wieviel Primzahlen gibt es?

Die Tabelle der Primzahlen hat keine groBte Primzahl. Die Anzahl der Primzahlen ist
unendlich. Das hat schon Euklid bewiesen 5]

Aber die Primzahlen verteilen sich auf die natirliche Zahlenfolge sehr ungleich. Die
ersten zehn naturlichen Zahlen enthalten 4 Primzahlen, das sind 40natlrlichen Zahlen
enthalten 25 Primzahlen, das sind 25%.

Die erste Million der natiirlichen Zahlen enthalt bereits nur noch 8% Primzahlen usw.

Wie kann man durch Berechnung feststellen, und ware es auch nur annahernd, wieviel
Primzahlen in der Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis zu einer beliebigen Zahl N
enthalten sind? Diese Frage hat sich als derart schwierig erwiesen, dass es bisher noch
keine exakte Formel gibt. Es wurde nur eine Naherungsformel gefunden, die es erlaubt,
um so genauer die Anzahl n der Primzahlen zu finden, die auf die N ersten natiirlichen
Zahlen entfallen ("Dichte" der Verteilung der Primzahlen), je groBer N ist:@

0,43429...
n~ —-
lg N

B. Die Zahlen des Fibonacci
318. Eine offentliche Priifung

Anfang des 13. Jahrhunderts lebte in der Stadt Pisa in Italien der groBe Meister der
Zahlentheorie und hochst geschickte Rechner Leonardo mit dem Beinamen, "von Pisa".
Man nannte ihn auch Fibonacci, was "Sohn des Bonacci" bedeutet. Im Jahre 1202 gab
er ein Buch in lateinischer Sprache unter dem Titel "Das Buch vom Abacug™]" heraus
(Liber abaci compositus a Leonardo filio Bonacci Pisano), das in sich die Gesamtheit
des Wissens der damaligen Zeit auf dem Gebiete der Arithmetik und Algebra vereinigte.

Es war eins der ersten Biicher in Europa, das den Gebrauch des Dezimalsystems lehrte.
Das Buch des Leonardo von Pisa erlebte eine weite Verbreitung und genoss auf dem
Gebiete der Zahlentheorie mehr als zwei Jahrhunderte lang hochste Autoritat in der

3Der Beweis des Euklid ist in den Lehrbiichern iiber die Zahlentheorie enthalten und auch in den
Biichern: Berman, G.N.: Die Zahl und die Wissenschaft von ihr. Gostechisdat, 1954; Rademacher,
G. und Teplitz, O.: Zahlen und Figuren. ONTI, 1936

14\Wegen der Einzelheiten verweise ich die Leser auf die in der vorherigen FuBnote angefiihrten Biicher.

15abax (griech.), abacus (lat.) war eine meist besonders schmuckvolle Tischplatte zum Auflegen der
Rechensteine
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Wissenschaft.

Nach den Sitten jener Zeit nahm Fibonacci an Mathematik-Turnieren teil (6ffentlichen
Wettkampfen um die beste und schnellste Lésung schwieriger Aufgaben; etwa in der
Art der in der Sowjetunion iblichen Mathematik- Olympiaden).

Leonardos Fertigkeit in der Losung von Rechenaufgaben versetzte alle in Staunen.

Sein hohes Ansehen veranlasste eines Tages im Jahre 1225 Friedrich Il., den Kaiser des
Romischen Reiches deutscher Nation, in Begleitung einer Gruppe von Mathematikern,
die Leonardo offentlich priifen wollten, nach Pisa zu kommen. Eine der Aufgaben, die
auf dem Turnier gestellt wurden, hatte folgenden Inhalt:

Es sollte eine Quadratzahl gesucht werden, die sowohl nach ihrer VergroBerung wie
nach ihrer Verringerung um 5 eine Quadratzahl ergab.

Fibonacci fand nach einigen Uberlegungen eine solche Zahl. Sie war ein Bruch: 68l —

144
()

12) -
In der Tat ist % — 5= % und % +5 = 2{%, anders ausgedriickt

41\ 31\? 41\° 49\

_ _ 5 — | —— , _ + 5 — |

12 12 12 12
Von welchen Uberlegungen sich Fibonacci bei dem Turnier leiten lieB, haben wir niemals
erfahren, aber die Aufgabe Ioste er glanzend. Vielleicht loste er die Aufgabe wirklich
so, wie darliber in dem Buch von G. N. Popow "Historische Aufgaben" (ONTI, 1932)
berichtet wird, das heiBt folgendermaBen:

Nach der Bedingung ist 22 + 5 = u? und 22 — 5 = v2. Hieraus folgt u? — v? = 10, da
aber 10 = £13%, folgt (u +v)(u — v) = 3 .

122 122
Wenn wir u+v = % und u—v = % setzen, erhalten wir u = %, v = % und schlieBlich
_ 4
T =15

Welches Vorstellungsvermogen von der Welt der Zahlen muss man besitzen, um dar-

aufzukommen, dass man 10 durch den Bruch 8%128 ersetzen muss?

Ein solcher Scharfsinn erscheint unglaublich, um so mehr unter den Bedingungen eines
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Turniers. Vielleicht ist die angefiihrte Losung nur das Ergebnis einer spateren Bearbei-
tung des Problems?

Sucht selbst nach Méglichkeiten fiir die Losung und (berlegt euch, fiir welche anderen
natlrlichen Zahlen an Stelle der 5 man eine analoge Aufgabe stellen und lésen kann.

319. Die Folge des Fibonacci

Fibonacci bildete folgende Folge natiirlicher Zahlen, die spater von groBem Nutzen in
der Wissenschaft war: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 ...

Das Gesetz zur Bildung dieser Folge ist sehr einfach: Die ersten beiden Glieder sind
Einsen, und dann ergibt sich jedes folgende Glied als Summe der beiden ihm unmittelbar
vorausgehenden Glieder.

Zum Beispiel ist2=1+1,3=142,5=24+3,8=345 usw.

Jedes beliebige Paar x,y benachbarter Zahlen der Folge des Fibonacci erfiillt eine der
Gleichungen 22 — vy — y? = 1 oder 22 — 2y — y?> = —1, wobei die gréBere Zahl z und
die kleinere vy ist.

L xr =2 T=29 x =13 .
Zum Beispiel sind { Y =2 oder { y =3 oder { y =8 usw. Loésungen der ers-

r=3

: 8 r=21 . .
ten Gleichung und { Y =2 oder { =5 oder { y =13 Losungen der zweiten

Gleichung.
Der Beweis dieser Eigenschaft wird fiir den allgemeinen Fall spater gefiihrt.

Die Folge des Fibonacci ist nicht nur den Mathematikern, sondern auch den Naturwis-
senschaftlern bekannt.

Wenn Blatter einzeln am Zweig sitzen, dann sind sie immer ringsherum um den Zweig
angeordnet, aber nicht in einer Kreislinie, sondern in schraubenférmigen Linien, das
heiBt, jedes Blatt sitzt hoher als das vorhergehende und seitwarts von ihm. Dabei ist
fir jede Pflanzenart der Winkel zwischen zwei benachbarten Blattern charakteristisch,
der, wie die Botaniker behaupten, mehr oder oder weniger genau in allen Teilen des
Zweiges eingehalten wird.

Diesen Winkel driickt man gewohnlich durch einen Bruch aus, der angibt, welchen Teil

des Kreises er bildet. So bildet bei der Linde und der Ulme der Winkel zwischen zwei
Blattern % des Kreises, bei der Buche % beider Eiche und der Kirsche % bei der Pappel

und der Birke %, bei der Weide % usw.
Der gleiche Winkel tritt bei der jeweiligen Pflanzenart auch in der Stellung der Zweige,
der Knospen, der Blattchen im Innern der Knospe und der Bliiten auf.

Am meisten sind bei den Pflanzen folgende Winkel (nach Kreissektoren) verbreitet: 3,
1:2°3°5 8  Die Folge der Zahler und die der Nenner sind hierbei die Zahlen des
Fibonacci, so dass sich jeder der Briiche (beginnend mit dem dritten) aus den beiden

vorhergehenden durch die Addition der Zahler und der Nenner ergibt:
2 1+1

3 142
, -—=— USwW.
5 243 8 3+5
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320. Ein Paradoxon

Mit den Zahlen des Fibonacci ist indirekt ein interessantes geometrisches Paradoxon
verbunden.

Wenn man eine beliebige ebene Figur in einige Teile zerlegt und dann eine neue Fi-
gur bildet, indem man die Teile aneinanderlegt (ohne sie jedoch aufeinanderzulegen),
dann ist ganz klar, dass sich die neue Figur der Form nach von der Ausgangsfigur-
unterscheiden kann, aber ihre Flache die urspriingliche bleiben muss.

Sie nimmt um nichts zu und nimmt um nichts ab.

I A

i
| Y

In Abb. 206 wird die Umwandlung eines Quadrats in ein Rechteck gezeigt. Das Quadrat
ist in zwei kongruente Dreiecke und zwei kongruente Trapeze geteilt, deren Seitenlangen
mit den Buchstaben = und y bezeichnet sind. Aus diesen Teilen ist ein Rechteck gebildet
worden.

Wie muss man die Seite des Quadrats in Abschnitte  und y teilen, damit eine solche
Umwandlung eines Quadrats in ein Rechteck tatsidchlich moglich ist? Einer meiner
jungen Freunde wollte das praktisch durchfiihren und stieB dabei auf eine liberraschende
Erscheinung.

—

A.206

"Ich dachte", schrieb er mir, "diese Umwandlung praktisch durchzufiihren. Ich wollte
die Abbildung aus dem Buch nicht kopieren, sondern zeichnete auf Millimeterpapier ein
Quadrat mit 64 Feldern und dachte liber die Frage nach, in welche Abschnitte x und
y man eine Seite des Quadrats teilen muss.

Zuerst meinte ich, dass das gleichgiiltig sei, und setzte x = 6 und y = 2. Ich teilte
das Quadrat in zwei kongruente Dreiecke und zwei kongruente Trapeze, begann, das
Rechteck zusammenzusetzen, wie in der Abb. 206 angegeben ist, und ... es gelang
nicht!

Es ergab sich kein vollkommenes Rechteck. Es ergab sich aber auch bei anderen Werten
fur  und y, zum Beispiel bei x = 41/2 und y = 31/2 kein vollkommenes Rechteck.
Nur bei x = 5 und y = 3 konnte ich ein Rechteck aus den Teilen des Quadrats bilden.

Aber hier wurde ich durch eine neue Schwierigkeit in Erstaunen gesetzt: Die Flache des
Rechtecks bestand aus 65 Feldern, das heiBt, sie war um ein Feld groBer als die Flache
des Ausgangsquadrats (Abb. 207).

Tatsachlich entspricht die Lange des Rechtecks (vgl. Abb. 206) der von x + x +y =
2v +1y = 2-5+ 3 = 13 Feldern und die Breite des Rechtecks der von z = 5 Feldern
(vgl. Abb. 207).

Folglich enthalt die Flache des Rechtecks 13 - 5 = 65 Felder.
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A.207

Aber das ist noch nicht alles. Nach demselben Muster (vgl. Abb. 206) zerlegte ich auch
ein anderes Quadrat mit der Seitenlange von 13 Feldern. Wenn ich x =8 und y = 5
nahm, lieB sich aus den Teilen des Quadrats ein Rechteck bilden, aber dieses Mal mit

einer Flache, die kleiner war als die Flache des Quadrats, und zwar auch genau um ein
Feld.

Urteilen Sie selbst: Die Flache des Quadrats enthalt 132 = 169 Felder und die Fliache
des Rechtecks (2z + y)xr = (2-8 4+ 5) - 8 = 168 Felder!

Zwei andere Beispiele:

1. Ich nehme ein Quadrat von 21 - 21 = 441 Feldern, teile eine Seite in die Abschnitte
x = 13 und y = 8 und zerlege es. Ich lege die Teile wieder zusammen, und es ergibt
sich ein Rechteck. Die Berechnung der Flache ergibt (22 +y)x = (2-13+8)-13 = 442
Felder! Wieder ein Feld mehr.

2. Ich nehme ein Quadrat von 34 - 34 = 1156 Feldern, teile eine Seite in die Abschnitte
x = 21 und y = 13 und zerlege es.

Wenn ich die Teile wieder zusammenlege, entsteht ein Rechteck mit der Flache: (2x +
y)r = (2-21+13) - 21 = 1155 Felder. Hier fehlt ein Feld!

Was soll das bedeuten? Woher kommt dieses Ergebnis?
Was wiirdet ihr meinem jungen Freund antworten? Uberdenkt genau dieses Paradoxon,
bevor ihr die Losung durchlest. Welche Rolle spielen dabei die Zahlen des Fibonacci?

321. Eigenschaften der Zahlen des Fibonacci

Es sind viele interessante Beziehungen zwischen den Zahlen des Fibonacci: 1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, 21 ... entdeckt worden.

1. Das Gesetz der Bildung dieser Folge fiihrt zu folgender Beziehung zwischen beliebigen
drei nebeneinanderstehenden Gliedern S,,_5,.5,_1 und S,,:

Sn = Op-1+ Sn—Q

Diese Formel gibt die Moglichkeit, aus den ersten beiden Gliedern der Folge ihr drittes
Glied zu bestimmen, aus dem zweiten und dritten ihr viertes, aus dem dritten und
vierten ihr flinftes usw.
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2. Es ware interessant, ob man ein beliebiges Glied S,, der Folge ermitteln konnte, wenn
man nur die Nummer n seines Platzes in der Folge kennt. Das erweist sich als durchaus
moglich; aber hierbei stoBen wir auf eine der merkwiirdigen Uberraschungen, die in der
Mathematik nicht selten sind.

Jedes beliebige Glied der Folge des Fibonacci ist eine ganze Zahl. Die Nummer seines
Platzes ist auch eine ganze Zahl. Man konnte erwarten, dass sich die Abhangigkeit
jedes beliebigen Gliedes S,, der Folge von der Nummer n des von ihm eingenommenen
Platzes mit Hilfe von Berechnungen nur mit ganzen Zahlen ergibt. Aber so ist es nicht.
Nicht nur die ganzen Zahlen, sondern sogar die Menge der rationalen Zahlen reichen
nicht aus, um die uns interessierende Formel zu bilden.

Aus der schwierigen Lage helfen uns zwei irrationale Zahlen:

_1+V5 1-5

5 und ay = 5

Ihr erinnert euch, dass gerade diese beiden Zahlen die Differenz R zwischen den Flachen
eines Rechtecks und eines Quadrats (vgl. die Lésung zur Aufgabe 320) zu Null gemacht
haben. Das ist doch ein (iberraschendes Zusammentreffen!

ai

So kénnt ihr, wenn n die Nummer des Platzes ist, jedes beliebige Glied S,, der Folge
des Fibonacci nach folgender Formel ermitteln:

1v5)" _ (1=v5)" v an
R ECO S N

S

1+vV5 _1-V5

Ausnzlfolgt&:%zl, aus n = 2 folgt Sy =

Da diese Formel sich fiir die zwei ersten Glieder der Folge bestatigt und jedes folgende
Glied der Folge des Fibonacci sich als Summe der beiden vorangehenden ergibt, besteht
weiter keine Notwendigkeit, die Richtigkeit der Formel fiir die librigen Falle nachzuprii-
fen, wenn man ihre Richtigkeit fir jedes beliebige n zeigen kann.

S
iy
[\v)
B
I N
L~/ N
T
[\v)
S
N——
(V)
—_

Wir schreiben sie als Ausdruck flr zwei benachbarte Glieder n:

an—? . an—2 an—l o an—l
S, o= bt S und S, o= a2 /s
NG NG
Also gilt:
S LS — a’f’_2 — a§_2 N a?_l — ag_l B a?_z(al +1)— a3_2(a2 +1)
n— n— - -

V5 V5 V5

Da ihr wisst, was a; und ay darstellen, konnt ihr leicht durch Rechnung nachpriifen,
dass a; + 1 =a? und as + 1 = a3 ist.
Wenn wir zur Summe S,,_s + S,,_1 zuriickkehren, erhalten wir:

n—2_2 n—2_2 n n
< g _Mai—ay ey _af—aj
n—2 tOn-1= \/5 - \/5 — Mn
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was zu beweisen war.

3. Wir wissen, dass sich das Glied S,, der Folge des Fibonacci nach der Formel bestimmt:
S, = % wobei a; = HT\/E und as = % ist. Es ist daher leicht zu beweisen,
dass jedes beliebige Paar z,y benachbarter Zahlen der Folge des Fibonacci einer der

Gleichungen 22 — 2y — y> = 41 entspricht, wobei, wenn y = S,, ist, dann z = S,

ist.
n+1 n+1
at—ay 4 —ay .
Aus y = 75 und x = 75 erhalten wir:
n+1 n+1\2 n+1 n+1 n n n n\2
22—y —y? = (ai™ —ay™) _ (ai" —ay")(af —ay) _ (af — a3)
! ) o}
1
— *(CL%M—Q _ Qa?ﬂ n+1 + a2n+2 2n+1 + a1a3+1 T an+1
d
—a3" — @t + 2atal — a3")
1
2n( 2 n(,2 n_.n
5[a1 (a7 — a1 — 1) +ab(a; —ay — 1) + alay(—2a1as + as + a1 + 2)]

= aay = (H\/_l_\[ = (—1)" = +1

2 2

4. Ein sehr spaBiges Aussehen hat die Formel fiir die Summe der ersten n Glieder der
Folge des Fibonacci: S + Sy + ... + .5, = S,42 — 1. Die Summe der ersten n Glieder
der Folge des Fibonacci ist um 1 kleiner als das (n + 2)-te Glied der Folge.

Beweis. Nach dem Gesetz fiir die Bildung der Glieder der Folge haben wir:

Sn+2 = Sn+1 + S
Sn+1 S + Sn 1
Sn - Sn—l + Sn—2

54 53—{—»92
S3 =55+ 5,

Wenn wir diese Gleichungen addieren und die gleichartigen Glieder gegeneinander auf-
heben, erhalten wir:

Snte = (Sp + Sp—1+ ... +51) + 52
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ist wegen Sy =1

V5

5. Die Quadratsumme der ersten n Zahlen aus der Folge des Fibonacci lasst sich durch
das Produkt aus der n-ten und der (n + 1)-ten Zahl dieser Folge ausdriicken:

<1+\/g>n+2_ <1_\/g>n+2
2
S1+S2+...4+S, = Spi0—1 oder S1+S+...+S, =

St + 85+ ... 4 5; =SSt (**)

Zum Beispiel: 124+ 12=1-2, 12 4+124+22=2.3, 124+ 12+ 224+ 32 =35 usw.

Fir den Beweis wenden wir die Methode der vollstandigen Induktion an. Wie die Probe
gezeigt hat, gilt die Formel (**) fiir k = 2 Glieder. Es sei die Formel (**) fiir k Glieder
richtig:

S? 4+ 52+ ...+ S =SSkt

Wir addieren zu beiden Seiten der Gleichung S7_+:
ST+ 55+ ..+ Sp 4 5P = SeSk1 + Siy1 = Sk4a(Sk + Ski1) = Skr1Sk2

Die Formel ist also auch fiir £ + 1 Summanden bestatigt. Damit ist bewiesen, dass sie
fir alle natiirlichen Zahlen k > 2 gilt.

Beweist unter Verwendung der Formel (*) oder der Methode der vollstéandigen Induktion
selbstandig folgende weitere Beziehungen

6. Das Quadrat eines jeden Glieds der Folge des Fibonacci, vermindert um das Produkt
aus dem vorausgehenden und dem folgenden Glied, ergibt abwechselnd +1 und -1.

Zum Beispiel: 22 — (1-3) = +1, 32— (2-5) = —1, 52 — (3 - 8) = +1,
allgemein ausgedriickt:

Srzz - Sn—lsn—l-l = (_1)n+1
7.5+ 53+ ...+ S9,-1 =59,
8. So+S4+ ... + 89, =59,41—1

9. In der Folge des Fibonacci ist jede dritte Zahl gerade, jede vierte teilbar durch 3,
jede flinfte teilbar durch 5, jede 15. teilbar durch 10.

10. Es ist unmoglich, ein Dreieck zu konstruieren, dessen Seitenlangen durch Zahlen
aus der Folge des Fibonacci ausgedriickt werden kénnen.

11. Nimmt man beliebige vier aufeinanderfolgende Zahlen aus der Folge des Fibonacci
und betrachtet man das Produkt der duBeren Glieder und das doppelte Produkt der
inneren Glieder als die Langen der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, dann ist die
Lange seiner Hypotenuse ein Glied der Folge:

(anan+3)2 + (2an+1an+2)2 = a%n+3
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C. Figurierte Zahlen
322. Eigenschaften figurierter Zahlen

1. Bereits lange vor unserer Zeitrechnung bildeten Gelehrte Folgen natirlicher Zahlen,
deren Gliedern sie die eine oder andere geometrische Deutung beilegten. So wurden
zum Beispiel im 5. und 4. Jahrhundert v.u.Z. solche Folgen sogenannter "figurierter
Zahlen" entwickelt.

Betrachten wir zuerst eine Folge, in der die Differenz zwischen je zwei benachbarten
Gliedern ein und dieselbe natirliche Zahl ist (arithmetische Folge), zum Beispiel

1,2, 3, 4,5 .. (Differenz d = 1),
1,3,5 7,10 .. (d=2),

1,4,7, 10, 13 ... (d = 3);

in allgemeiner Form:

1,14d, 1+2d,143d,1+4d ...

Um das n-te Glied der Folge (wir nennen es a,) zu erhalten, muss man zum ersten
Glied der Folge das Produkt aus der Differenz der Folge und der Zahl hinzufiigen, die
um 1 kleiner ist als n: n, =14 d(n —1).

Die Glieder einer solchen Folge heiBen "lineare figurierte Zahlen" oder "figurierte Zahlen
erster Ordnung".

2. Aus den Folgen mit linearen figurierten Zahlen bilden wir Summen: die erste "Summe"
aus dem ersten Glied der Folge linearer figurierter Zahlen, die zweite Summe, indem wir
die beiden ersten Glieder dieser Folge addieren, die dritte Summe, indem wir die drei
ersten Glieder addieren usw., die n-te Summe, indem wir die n ersten Glieder addieren.

Aus der ersten Folge linearer figurierter Zahlen (mit d = 1) 1, 2, 3, 4, 5 ... ergibt sich
so die Folge:
S1=1,85=142=35=1424+3=6,5=14+2+3+4=10,5; =
1+2+3+4+5=15... oder 1, 3, 6, 10, 15 ... Man hat diese Zahlen "dreieckige"
genannt.

Die zweite Folge linearer figurierter Zahlen (mit d = 2) 1, 3, 5, 7, 9... fithrt zur Folge
1, 4,9, 16, 25 ... Diese Zahlen nannte man "quadratische".

Aus der dritten Folge der linearen figurierten Zahlen (mit d = 3) 1, 4, 7, 10, 13 ... kann
man die Folge der "fliinfeckigen" Zahlen bilden: 1, 5, 12, 22, 35 ...

Analog kann man "sechseckige", "siebeneckige" usw. Zahlen bilden.

Alle diese "vieleckigen" Zahlen heiBen "ebene" figurierte Zahlen oder "figurierte Zahlen

zweiter Ordnung".

3. Die der Geometrie entnommenen Namen, die diese Zahlen erhalten haben, erklaren
sich dadurch, dass man sie anschaulich darstellen kann. Wir konstruieren gleichseitige
Dreiecke, Quadrate, regelmaBige Fiinfecke, Sechsecke usw. mit Seiten, die wir gleich 1
setzen.

In jeder Figur verlangern wir, von einer der Ecken ausgehend, alle Seiten um das Zwei-,
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15 Alte und doch ewig junge Zahlen

Drei-, Vier-... fache, das heiBt, wir konstruieren Vielecke, die, wie die Mathematiker
sagen, den gegebenen perspektivisch dhnlich sind (Abb. 208).

_amGri

Wir setzen in alle Ecken der Figuren und auf ihre Seiten in Abstanden gleich 1 markante
Punkte. Wenn man die Punkte zusammenzahlt, die jedes Dreieck enthalt, kommt man
zur Folge der dreieckigen Zahlen 1, 3, 6, 10, 15 ...

Die Addition der Punkte in jedem Quadrat ergibt die Folge der quadratischen Zahlen 1,
4,9, 16, 25 ... Analoge Additionen der Punkte in jedem Fiinfeck, Sechseck usw. fiihren
demgemaB zu den Folgen der fiinfeckigen, sechseckigen usw. Zahlen. (Das erste Glied
S1 der jeweiligen Folge ist gleich 1.)

4. Wir geben eine Zusammenstellung ebener figurierter Zahlen:

d Figur Zahlen Allgemeines Glied S,
S1 Sy Ss Sy S5

1 Dreiecck 1 3 6 10 15 .. el

2 Viereck 1 4 9 16 25 .on?

3 Finfeck 1 5 12 22 35 .. el

4  Sechseck 1 6 15 28 45 .. n(2n—1)

d 1 24+d 3+3d 4+6d 5+10d .. "d=l2)

Das allgemeine Glied S, jeder Folge ebener figurierter Zahlen ist, wie sich aus der
Berechnung ergibt, die Summe von n Gliedern der entsprechenden Folge der linearen
figurierten Zahlen 1, 14+d, 1 +2d, 1 +3d ... 1 +d(n — 1), wobei d = 1,2,3/4... ist
Mit anderen Worten ist .S,, die Summe von n Gliedern einer arithmetischen Folge, bei
dera; =1, a, =1+ d(n — 1) und die Differenz d = 1,2,3... ist

Ihr erinnert euch an die Formel fiir die Summe der Glieder einer arithmetischen Folge:

S = W Nach dieser Formel haben wir:

1+1+dn—1)n nldn—(d—2)]

2 B 2
Hiernach erhalten wir bei d = 1 die Formel fiir S,, der ersten Zeile der Tabelle; bei
d = 2 erhalten wir die Formel fiir S,, der zweiten Zeile der Tabelle usw.

Sp =
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15 Alte und doch ewig junge Zahlen

5. Zwischen den natiirlichen Zahlen und den ebenen figurierten Zahlen und zwischen
den ebenen figurierten Zahlen selbst gibt es viele interessante Beziehungen.

Pierre Fermat (1601-1665), ein Jurist, der im offentlichen Leben der Stadt Toulouse
(Frankreich) stand, beschaftigte sich in seinen MuBestunden mit. Mathematik; er fand
zum Beispiel, dass

a) jede natirliche Zahl eine dreieckige oder die Summe zweier oder dreier dreieckigen
Zahlen ist;

b) jede natiirliche Zahl entweder eine quadratische oder die Summe von zwei, drei oder
vier quadratischen Zahlen ist; jede natiirliche Zahl entweder eine flinfeckige oder die
Summe von zwei, drei, vier oder fiinf fiinfeckigen Zahlen ist;

c) Uberhaupt jede natiirliche Zahl in der Form einer Summe von nicht mehr als k
k-eckigen Zahlen dargestellt werden kann. Fir einzelne spezielle Falle bewies diesen
Lehrsatz der Petersburger Mathematiker Euler, und den allgemeinen Beweis erbrachte
1815 der franzosische Mathematiker Cauchy.

Zur Ubung: Nehmt irgendeine natiirliche Zahl und zerlegt sie in die Summe dreieckiger,
quadratischer oder fiinfeckiger Zahlen. Man kann einen Wettbewerb veranstalten, wer
das am schnellsten fertigbringt.

6. Der Mathematiker Diophant (Griechenland, 3.Jahrhundert v.u.Z.) fand eine einfache
Beziehung zwischen dreieckigen und quadratischen Zahlen. Ist T eine dreieckige Zahl
und bildet man 87"+ 1 = K, dann ist K stets eine quadratische Zahl.

Man kann sich diese Formel des Diophant etwa am Beispiel der dreieckigen Zahl 21
vorstellen.

s[olclolo(c|o[e[efe]a]ele
.| e ofocoooﬁio
$'n ololo|oe|ele]e[a]o
s/ n|elefololoje|e|e|ofol0
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° cfﬂ.o_olo elojo oﬁioﬂi?_o
ololo|olofe(olels ele|e o
?6\0[0 . .Eﬁ.\:_. ole
¢ T_ ; clelele]e

ojo|e|ele
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A.209

In der Abb. 209 sind 169 Punkte dargestellt, die in einem Quadrat angeordnet sind.
Sie bilden die quadratische Zahl K. Ein Punkt liegt genau in der Mitte des Quadrats,
und die Ubrigen 168 sind zu 8 dreieckigen Zahlen T' In Gestalt von acht "rechtwinkligen
Dreiecken" mit gebrochenen Hypotenusen gruppiert. Es ergibt sich: 8T+ 1 = K.

7. Als selbstandige Ubung beweist algebraisch:

a) die Richtigkeit der Formel des Diophant,

b) dass keine dreieckige Zahl auf die Ziffern 2, 4, 7 und 9 enden kann,

c) dass jede sechseckige Zahl einer dreieckigen mit ungerader Platznummer gleich ist.
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15 Alte und doch ewig junge Zahlen

8. Fiir die linearen figurierten Zahlen ist folgende Formel bekannt:
(1+2+3. +n)?=1+22 43+ . 4+’
Jacobi fand eine andere interessante Beziehung zwischen diesen Zahlen:
21 +24+3.. +n)' =P+ 2+ . +2)+ (1" +2"+ ... +n")

Eine analoge Beziehung wurde fiir dreieckige Zahlen entdeckt:

ne 13

3 1+3+6+10+...+n(n;>] :[13+33+63+103+...+W]
14
+2[14+34+64+104+...+W]

Zum Beispiel: 3(1 4+ 3 4 6)% = 1% + 33 + 63 + 2(1* 4 3* + 6*) = 3000,
3(1+34+6+10)% =1%+3%+63+ 103 +2(1* + 31 + 61 + 10*) = 24000.

9. Wie bei der Bildung ebener figurierter Zahlen bilden wir Summen aus den ebenen
figurierten Zahlen V; = 51, Vo = 51 + .5, V3 =51 + 59 + 53, ...

Dadurch erhalten wir "raumliche figurierte Zahlen" oder "figurierte Zahlen dritter Ord-
nung": V1, V5, V3 ... So fiihrt die Folge der dreieckigen Zahlen 1, 3, 6, 10, 15 ... zur
Folge figurierter Zahlen dritter Ordnung: 1, 4, 10, 20, 35 ...

Diese Zahlen heiBen auch "pyramidale", weil zu ihrer geometrischen Darstellung Pyra-
miden aus Kugeln mit einheitlichem Durchmesser aufeinander gelegt werden.

Wir legen unter eine Kugel drei Kugeln und erhalten eine "Pyramide" aus vier Kugeln
als Darstellung der Zahl 4. Legen wir darunter sechs weitere Kugeln, erhalten wir eine
Pyramide aus zehn Kugeln als Darstellung der Zahl 10 (Abb. 210) usw.

10. Wir geben eine Zusammenstellung figurierter Zahlen dritter Ordnung:

d Zahlen Allgemeines Glied V,
Vi W V3 Vi Vs

11 4 10 20 35 tn(n+1)(n+2)

2 1 5 14 30 55 gn(n+1)(2n +1)

3 1 6 18 40 75 n?(n+1)

4 1 7 22 50 95 w.  en(n+1)(4n-1)

d 1 3+d 6+4d 10+10d 15420d .. gn(n+1)[dn— (d—3)]

Die Formel fiir das allgemeine Glied V,, fir raumliche figurierte Zahlen aufzustellen
ist verhaltnismaBig schwierig. Das erfordert Kenntnisse der Kombinatorik. Diejenigen
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15 Alte und doch ewig junge Zahlen

Leser, die sie nicht haben, konnen die weitere Beschreibung der Ableitung der Formel
fur V,, Gbergehen.
Wir fiihren die Bezeichnungen ein:

Vo — Vi =b;, wobeiby =3+d—1=2+4d;
V3 — V5 = by, wobei by = 3 + 3d;

Vi — V3 = b3, wobei b3 = 4 + 6d;

Vs — V4 = by, wobei by =5+ 10d; ...

Vo — V5 = b3

Vo=Vi4+b, Va=Vatby, Va=V34+0by, Vs =Vi+ by, Vg =V5+ Do, ...
Weiter:

bg—blle,WObei T1:3—|—3d—2—d:1+2d,
bs — by = 19, wobei 7y =1 + 3;

b4—b2:7“3, wobei T3:1—|—4d;

bs — by =14, ... wobeiry =3+3d—2—d=1+ 2d;

by = by + 11, b3 = by + 19, by = bg + 13, by = by + 14, ...
Wir bemerken jetzt, dass
ro—ri=d, r3—ro=d, r4—r3=d, USW.
hieraus folgt:
ro=r1+d, r3=ro+d=r1+2d, ry=r3+d=rlzd usw.

Diese Beziehungen geben die Moglichkeit, die Zahlen Vi, V5, V3...V,, durch Vi, 01,1
und dy auszudriicken:

Vo =V1 + by, Va=Vo+bo=Vi+b1+b+r1=Vi+2b1 +1
Wir stellen fest, dass die Koeffizienten bei b; und r; durch die Formeln fiir Kombi-
nationen aus zwei Varianten ausgedriickt werden kénnen: 2 = C3, 1 = C4. Dann
* Vi = Vi + Cybby + Ciry
Weiter ist:
Vi=Va+bs=Vi+2bi+ri+ba+ro=Vi+2b1+ri+bi+rm+r+d
=Vi+3by +3r +d
Da3=C%=C3%und 1 =C5 sind, ist
Vi=Vi+ C3by + Ciry + Cid
Fiar V5 und Vi erhalten wir:
Vs = Vi + Ciby + Ciry + Cid
Vs = Vi + Ciby + Ciry + Cd
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15 Alte und doch ewig junge Zahlen

Fir V,, ergibt sich:
Vn - ‘/1 + 0717,—1b1 + 0727/_1701 + Cg—ld

Wenn wir hier die Ausdriicke fiir by, r; einsetzen und die Formeln der Kombinationen

auflosen, erhalten wir:

(n—1)(n—2)
2

(n—1)(n—2)(n—3)
2-3

Vo=14(n—1)2+d)+ (1 +2d) + d

Nach der Umgestaltung ist
1
Vo= én(n + 1)[dn — (d — 3)]

Bei d = 1 erhalten wir Vi = ¢n(n+ 1)(n + 2).
Bei d = 2 ergibt sich V3 = in(n+ 1)(2n+ 1) usw. (vgl. die erste und die zweite Zeile
der Tabelle)

11. Ein Vorschlag fiir selbstandige Ubungen (nur fiir solche Leser, die in der Kombina-
torik bewandert sind):

Auf analogem Wege, wie sich die figurierten Zahlen dritter Ordnung ergaben, bildet
figurierte Zahlen vierter Ordnung und sucht die Formel fiir die allgemeinen Glieder.

323. Pythagoreische Zahlen

Manchmal entsteht die Notwendigkeit, ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, bei
dem die Langen beider Katheten und der Hypotenuse durch natiirliche Zahlen aus-
gedriickt werden koénnen. Natlrliche Zahlen, die dazu geeignet sind, nennt man auch
"Pythagoreische", weil sie die von Pythagoras gefundene Beziehung zwischen den Ka-

theten = und y und der Hypotenuse z erfiillen miissen: 22 4 y? = 22

Wenn man die Langen der Katheten x und y vorgibt, kann man die Hypotenuse 2z nach
der Formel z = ++/x? + y* berechnen; jedoch ist es schwierig, aufs Geratewohl solche
natirliche Zahlen fiir x und y auszuwahlen, dass z auch eine natiirliche Zahl ist.

Bei z = 3 und y = 4 erhalten wir zum Beispiel 2 = /32 + 42 = 5, wohlbekannt als
"agyptisches" Dreieck (3,4,5); aber bei z = 2 und y = 6 lasst sich die Hypotenuse
2z = /22 4+ 62 = /40 nicht durch eine natiirliche Zahl ausdriicken.

Nichtsdestoweniger gibt es eine unzahlige Menge pythagoreischer Zahlen. Jede belie-
bige komplexe Zahl a + bi mit ganzen von Null verschiedenen Werten fiir @ und b ist
eine Zahl, die zu pythagoreischen Zahlen fiihrt, vorausgesetzt a® + b?.

Ich erinnere daran, dass mit dem Buchstaben i der Ausdruck v/—1 bezeichnet wird,
wobei 72 = —1 ist. Eine komplexe Zahl wird nach der Formel fiir das Quadrat von
Summen ins Quadrat erhoben.

Zum Beispiel:
a) 3+2)2=9+12i—4=5+12i
b) (2 +5¢)? = 4 + 20i — 25 = —21 + 204
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15 Alte und doch ewig junge Zahlen

Das Quadrat einer komplexen Zahl a + bi ist wieder eine komplexe Zahl von der Form
x + yi. Die Zahlen |z, |y| und a? + b* bilden immer pythagoreische Zahlen.

So haben wir fiir das Beispiel a): x| = 5, |y| = 12, a®> + b* = 3% + 22 = 13, wobei
5% 4+ 127132 ist;

fir das Beispiel b) haben wir: x| = 21, |y| = 20, a® + b* = 2% + 5% = 29, wobei
21% 4 20% = 297 ist.

Wir wollen, nehmen wir an, pythagoreische Zahlen aus den Zahlen 1 und 4 ableiten.
Wir bilden, die komplexe Zahl 1 + 4i (oder auch: 4 + 7). Wir erheben sie ins Quadrat:
(14 4)% = —15 + 8i. Jetzt haben wir: 15% 4 82 = 17%; (17 = 1% + 4?).

Ein einfaches, leicht einpragsames Verfahren!

Wenn wir diese Berechnungen mit Buchstaben ausfiihren, ergeben sich die wohlbe-
kannten Formeln fir die Ermittlung der pythagoreischen Zahlen z, y, z:

(a+bi)? = (a — bi)? + 2abi.

Hieraus folgt:

x = |a® —b?, y = 2|ab

, z = a® + b?, wobei a und b willkiirliche ganze Zahlen sind.

Von Interesse ist die erganzende Bemerkung, dass der Kubus einer beliebigen komplexen
Zahl auf analogem Wege zur Losung der Gleichung 22 + y? = 22 fiihrt.

Es soll zum Beispiel sein: a 4+ bi = 1 4 2i. Wir erheben in die 3. Potenz:
(1+20)3=1+3-20+3-4i>+83=1+6i —12—8i

(weil 2 =423 =—1-i=—iist); (1+2i)3=—11— 2i.

Hieraus haben wir: |z| = 11, |y| = 2, 2 = 1 + 22 = 5. In der Tat ist 11? 4 2% = 53,

Noch ein Beispiel: (54 3i) = 125 +3,,-25-3i + 3 -5-9i> + 27i% = —10 + 198i. Wir
haben: 10% + 1982 = 343.

Auf diese Weise findet ihr leicht eine
beliebige Anzahl Losungen mit natir-
lichen Zahlen fiir die Gleichung x? +
y?> = 2* (fiir beliebiges natiirliches
n). Sucht zum Beispiel drei natirliche
Zahlen z, y und z, die die Gleichung
2?4+ y? = 2z* erfiillen!
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16 Lésungen

16 Losungen

16.1 Losungen - Unterhaltsame Aufgaben

1. Man muss die Aufmerksamkeit auf den Rauch richten, der aus der Esse der Lokomo-
tive kommt. Wiirde der Zug stehen, dann wiirde der Rauch dorthin ziehen, wohin der
Wind weht. Wiirde der Zug hingegen bei Windstille vorwarts fahren, wiirde der Rauch
nach riickwarts ziehen.

Wie man in Abb. 1 sehen kann, steigt der Rauch aus dem fahrenden Zug senkrecht
nach oben. Folglich hat der Zug dieselbe Geschwindigkeit wie der Wind, das heiBt 7 m
in der Sekunde oder etwa 25 km in der Stunde.

2. Die Losung kann man in Abb. 211 sehen.

A.211

3. Wir nummerieren die Damesteine von links nach rechts, wie aus Abb. 212 ersichtlich
ist.

80090

AR b b st e 4 S

000 @80 A

B A B BT B, A P RN

A 915 2161 Gleloza

Wenn der freie Platz rechts bleibt, dann verlegen wir die Steine Nr.4 und 5 nach rechts
und setzen sie an das Ende der Reihe, so dass der Stein Nr.4 neben dem Stein Nr.
6 liegt (vgl. Umstellung A in Abb. 212). Auf den freigewordenen Platz legen wir die
Steine Nr.1 und 2 (Umstellung B).

Jetzt verschieben wir die Steine Nr. 3 und 1 nach rechts neben den Stein Nr.5 (Um-
stellung C).

Fihrt die Losung in umgekehrter Reihenfolge aus. Kehrt von der letzten Anordnung der
Steine, ebenfalls in 3 Ziigen, zur Anfangsstellung zuriick. Das ist jetzt nicht schwer!

4,

Haufchen Anfangsbestand 1.Zug 2.7ug 3.Zug
1. 11 11-7=4 4 4+4=28
2. 7 T+7=14 14—-6=28 8
3. 6 6 6+6=12 12—4=38
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5. 35 Dreiecke. Und jetzt zahlt aus, wieviel Vierecke in der Figur in Abb.4 enthalten
sind.

6. Man gibt 4 Madchen je einen Apfel und dem 5. Madchen den (brigen Apfel zusam-
men mit dem Korb.

7. 4 Katzen.

8. Einen der moglichen Wege kann man an dem Pfeil in Abb. 213 erkennen.

9. In der Anfangsstellung der Bleistifte ist 1 cm von der Lange des gelben Bleistifts mit
Farbe bestrichen. Bei der Bewegung des blauen Bleistifts nach unten wird der zweite
Zentimeter seiner Lange bestrichen, und bei der folgenden Aufwartsbewegung bestreicht
der zweite Zentimeter des blauen Bleistifts den zweiten Zentimeter des gelben.

Auf diese Weise bestreicht jede Ab- und Aufwartsbewegung 1 cm der Lange des gelben
Bleistifts. 10 Auf- und Abwartsbewegungen bestreichen 10 cm, und zusammen mit dem
Zentimeter in der Anfangsstellung werden 11 cm von der Lange des gelben (aber auch
des blauen) Bleistifts mit Farbe bestrichen.

Als Leonid Michailowitsch seine Stiefel besah, bemerkte er, dass sie von unten bis oben
mit Schlamm beschmutzt waren, und zwar an den Stellen, an denen sich die Stiefel
beim Gehen beriihrten.

"Wie komisch", dachte Leonid Michailowitsch, "ich bin gar nicht durch tiefen Schlamm
gegangen und habe mich bis zu den Knien beschmutzt."

Jetzt wird uns klar, wie dieser seltsame Vorgang zustande kam.

10. Zuerst setzten die Jungen tber den Fluss. Der eine blieb am Ufer, und der andere
trieb das Boot zu den Wanderern und stieg aus. In das Boot setzte sich nun ein
Erwachsener und fuhr nach dem anderen Ufer hiniiber.

Darauf trieb der Junge, der am anderen Ufer geblieben war, das Boot zuriick zu den
Wanderern, nahm seinen Kameraden auf, brachte ihn zum anderen Ufer und fuhr erneut
zuriick und stieg aus. Nun betrat der zweite Wanderer das Boot und setzte iber und
so fort.
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Auf diese Weise wurde mit zwei Fahrten hin und her iiber den Fluss jeweils ein Erwach-
sener libergesetzt. Das war so viele Male nétig, wie erwachsene Personen da waren.

11. Ein Wolf frisst keinen Krautkopf, also muss man die Uberfahrt mit der Ziege begin-
nen, weil der Wolf und der Krautkopf ohne den Menschen auf dem Ufer zuriickgelassen
werden konnen.

Nachdem der Mann die Ziege zum andern Ufer gebracht hat, kehrt er zuriick und nimmt
den Krautkopf in den Kahn, fahrt ihn zum anderen Ufer, wo er ihn niederlegt, jedoch
die Ziege wieder in den Kahn nimmt und sie zum ersten Ufer zuriickbringt.

Hier lasst er die Ziege zuriick und setzt den Wolf tiber. Den Krautkopf lasst er zusammen
mit dem Wolf auf dem zweiten Ufer.

Er selbst kehrt wegen der Ziege zuriick und setzt sie iiber. So bringt er glicklich die

Uberfahrt zuwege.
'—"‘"‘”\-—V'ihmru' " w%f%

12. Abb. 214 zeigt, welche Verschiebungen nétig
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17. Wenn man die Aufgabe nicht aufmerksam genug durchdenkt, (iberlegt man folgen-
dermaBen: 36 Rohlinge, das sind 36 Einzelteile; da die Spane von je 6 Rohlingen einen
weiteren Rohling ergeben, konnen aus den Spanen von 36 Rohlingen 6 neue Rohlinge
hergestellt werden, und das sind noch einmal 6 Einzelteile, insgesamt also 36 + 6 = 42
Einzelteile.

Man vergisst aber dabei, dass die Spane, die man von den letzten 6 Rohlingen erhilt,
noch einmal einen Rohling ergeben und damit noch ein Einzelteil. Auf diese Weise
ergeben sich insgesamt nicht 42, sondern 43 Einzelteile.

18. Aus Abb. 216 kann man die Anordnung der Sessel ersehen, die der Aufgabenstellung
entspricht.

A.217 %
20. Mogliche Varianten der Zahlenanordnung werden in Abb.218 gezeigt.

A218 1 ...E__,,\_#__,:.S 2 7_)3__ ‘__T, ] 4 s 3

Die Summe der Zahlen an jeder Seite des 1.Dreiecks ist 17 und an jeder Seite des 2.
und 3. Dreiecks 20.

21. Eine der moglichen Lésungen wird in Abb. 219 gezeigt.

A.219 A.220

22. Bei 13 Mitspielerinnen kann der Ball auch Gber fiinf Personen geworfen werden
(Abb. 220). Wenn man ihn iber sechs Personen wirft (den Ball fangt also jedes sie-
bente Madchen), dann luft er in entgegengesetzter Richtung.
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23. Die Losung ist in Abb. 221 dargestellt.

24. Wo sich die Ziige auch begegnen mogen, eine Stunde vorher werden sie immer 100
km (60 km + 40 km) voneinander entfernt sein.

25. Keinerlei Berechnungen fiihren zu einem richtigen Ergebnis; man muss nur beriick-
sichtigen, dass sich mit dem Wasser auch das Schiff und die Strickleiter heben, so dass
in Wirklichkeit das Wasser niemals die dritte Sprosse erreicht.

26. a) Die Summe aller Zahlen auf dem Zifferblatt ist 78. Folglich muss die Summe in
jedem Teil des Zifferblatts 78 : 3 = 26 sein. Wenn wir erkennen, dass 12+ 1 = 13 und
11 + 2 = 13 ist usw., dann liegt die Losung (Abb. 222a) nahe.

A.222

b) Die Summe der Zahlen in jedem der sechs Teile des Zifferblattes muss 13 sein. Da
wir auf dem Zifferblatt solche Zahlenpaare finden, deren Summe 13 ist, erhalten wir
die Losung wie in Abb. 222b.

27. Bei den Zahlen IX, X und Xl liegen drei Zehner (X) nebeneinander. Es ist klar,
dass zwei von ihnen einen Teil bilden miissen. So braucht man nur zwei Moglichkeiten
durchzuprobieren. Nach einigen Versuchen werdet ihr die Anordnung der Risse finden,
wie sie Abb. 223 zeigt.

Die Summen der Zahlen sind in jedem Teil des Zifferblattes 20.
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28. Der Lehrling verwechselte die Teile der Zeiger und Iotete sie so zusammen, dass
der Minutenzeiger zum kleinen und der Stundenzeiger zum groBen Zeiger wurde.

Als er sie nun wieder auf die Achse steckte, hatte das zur Folge, dass sich der groBe Zei-
ger auf dem Zifferblatt mit der Geschwindigkeit des Stundenzeigers zu drehen begann,
also sehr langsam, und der kleine Zeiger mit der Geschwindigkeit des Minutenzeigers,
also schnell.

Das erste Mal kehrte der Lehrling ungefahr 2 Stunden und 20 Minuten, nachdem er
die Uhr auf 6 Uhr (abends) gestellt hatte, zum Kunden zuriick. Der groBe Zeiger war
mit der Geschwindigkeit eines Stundenzeigers von der 12 auf die 2 geriickt.

Der kleine Zeiger jedoch, der wie ein Minutenzeiger lief, hatte zwei vollstandige Umlaufe
und noch 10 Minuten zuriickgelegt. Auf diese Weise zeigte die Uhr in diesem Augenblick
die genaue Zeit an.

Es ist nicht schwer auszurechnen, dass der Lehrling nach dem nochmaligen Anruf am
folgenden Morgen 13 Stunden 5 Minuten, nachdem er die Zeiger auf 6 Uhr gestellt
hatte, zum Kunden kam. Zu dieser Zeit war der groBe Zeiger mit der Geschwindigkeit
eines Stundenzeigers 13 Stunden vorgeriickt und war so bis zur 1 gelangt.

Der kleine Zeiger jedoch, der wie ein Minutenzeiger lief, hatte bis dahin 13 vollstandige
Umlaufe und noch 5 Minuten zuriickgelegt und war so auf die 7 gelangt. Daher zeigte
auch im zweiten Falle die Uhr Ubereinstimmung mit der genauen Zeit.

29. Mit 3 Knopfen gibt es 8 Reihen (vgl. Abb. 224a), mit 2 Knopfen 12 (Abb. 224b).
(Die Reihen sind durch punktierte Gerade gekennzeichnet.)

A.224 % B

Die iibriggebliebenen 6 Knopfe legt man in 3 Reihen zu je 3 Knopfen in Gestalt eines
Dreiecks auf (Abb. 224c).

30. Die Anordnung der Briefmarken zeigt Abb. 225.

31. Die Losung zeigt Abb. 226

32. 1. Oft antwortet man, dass der Autobus weiter von A entfernt ist als der Radfahrer.
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Das ist falsch, weil sich alle Beteiligten bei der Begegnung an einem Ort befinden und
folglich in demselben Abstand von A.

2. Sechs Schlage dauern 30 Sekunden. Folglich brauchen 12 Schlage 60 Sekunden oder
1 Minute. Das ist der haufig angestellte falsche Gedankengang.

Wenn die Uhr sechsmal schlagt, dann sind zwischen den Schlagen nur fiinf Zwischen-
raume. Jeder von ihnen dauert 30 : 5 = 6 Sekunden. Zwischen dem ersten und zwdlften
Schlag sind elf Zwischenrdume mit einer Dauer von je 6 Sekunden. Folglich sind fiir
zwolf Schlage 66 Sekunden notig.

3. Immer.

33. 2 DM.

34. Auf den ersten Blick scheint die Aufgabe kompliziert zu sein und besondere Uber-
legungen zu erfordern. Wenn man sich aber hineinvertieft, kommt man leicht darauf,
dass die Fliege ununterbrochen genau 2 Stunden flog und folglich 120 km zuriicklegte.

35. 1. Das Madchen las die Zahl kopfstehend: 98 anstatt 86.
2. Tauscht die Platze der Zettel mit den Zahlen 8 und 9 aus und dreht dabei die 9 um,
dass sie eine 6 wird! Dann ergibt jede Spalte 18.

36. 23 Jahre alt. Die Differenz zwischen dem Lebensalter des Vaters und dem des
Sohnes betragt 23 Jahre. Folglich muss der Sohn 23 Jahre alt sein, wenn der Vater
doppelt so alt sein soll.

37. Auf den ersten Blick scheint es, dass die Summen der beiden Spalten nicht gleich
groB zu sein brauchen. Wenn man diese aber ein bisschen aufmerksamer betrachtet,
merkt man, dass den 9 Einsen (9 - 1) in der zweiten Spalte eine 9 (1 -9) in der ersten
Spalte entspricht, den 8 Zweien (8-2) in der zweiten Spalte 2 Achten (2-8) in der ersten
Spalte entsprechen, den 7 Dreien (7 - 3) in der zweiten Spalte 3 Siebenen (3 - 7) usw.
Hieraus folgt, dass die Summen der beiden Spalten gleich groB sein miissen. Uberzeugt
euch davon durch die Addition!

38. In der ersten und fiinften Zeile erganzen sich die Einer gegenseitig zu 10 und die
Zehner, Hunderter und alle lbrigen Stellen erganzen sich gegenseitig zu 9; folglich ist
die Summe dieser beiden Zeilen 1000000.

Dieselbe Eigenschaft findet sich auch in den iibrigen drei Zahlenpaaren: in der zweiten
und sechsten, der dritten und siebenten und der vierten und achten Zeile. Die Sum-
me eines jeden Zahlenpaares ist 1000000. Folglich ist die Summe aller acht Zahlen
4000000.

Antwort zum zweiten Kunststuck: Wahrscheinlich habt ihr erraten, dass man eine Zahl
hinzuschreibt, deren Ziffern alle Ziffern einer der beiden Zahlen, zum Beispiel der zwei-
ten, zu 9 erganzen.

Unter dieser Bedingung wird die letzte Ziffer der Summe um 1 kleiner sein als die letzte
Ziffer des ersten Summanden, alle iibrigen Ziffern werden die gleichen in der Reihenfolge
sein wie beim ersten Summanden, und die allererste Ziffer der Summe wird immer eine
1 sein.
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So beginnt man, die Summe von links nach rechts zu schreiben, indem man mit einer
1 anféngt und dann alle Ziffern des ersten Summanden wiederholt mit Ausnahme der
letzten, die man um 1 vermindern muss. Die Summe lautet 172603293.

Ubt euch, bevor ihr euren Kameraden diese mathematischen Kunststiicke zeigt!

39. Zunachst sei das Geldstiick mit der geraden Zahl (das 10-DPf-Stiick) in der rechten
Hand und das mit der ungeraden (das 5-DPf-Stiick) in der linken. Dann bleibt die
verdreifachte gerade Zahl eine gerade Zahl, und die verdoppelte ungerade Zahl wird
auch eine gerade Zahl, die Summe gerader Zahlen ist selbstverstandlich eine gerade.

Jetzt sei das Geldstiick mit der ungeraden Zahl (das 5-DPf-Stiick) in der rechten Hand
und das mit der geraden (das 10-DPf-Stiick) in der linken. Dann bleibt die verdreifachte
ungerade Zahl eine ungerade Zahl, und die verdoppelte gerade Zahl eine gerade. Die
Summe einer geraden und einer ungeraden Zahl ist selbstverstandlich eine ungerade.

Man kann das Kunststiick folgendermaBen abwandeln: Man gibt auf, den Inhalt der
rechten Hand nicht unbedingt mit 3, sondern iiberhaupt mit einer beliebigen ungeraden
Zahl zu multiplizieren und den Inhalt der linken Hand mit einer beliebigen geraden Zahl.

40. 4 Brider und 3 Schwestern.

41. 224242+ 2 und 888 + 88 + 8 + 8 + 8.

42.100 = 11—111, 100 = 5-5-5-5-5,100 = (5+5+5+5)-5,100 = 5-5 (5 — 2).
43.

100 111 111 100 111
000 030 003 330 333

005 000 000 505 500

L go7 ©9" 070 2 007 3 o7 & o077
4999 4900 4990 499 +090
1111 1111 1111 1111 111l

44. Ahnlich wie man beim Fiillen eines Behilters mit Gegenstinden verschiedener GroBe
mit den groBten Gegenstanden beginnt, so fangt man auch bei der Zusammenstellung
der gegebenen Summe am besten mit dem groBtmoglichen Summanden an. Nach der
Aufgabenstellung miissen die Summanden acht ungerade Zahlen sein. Wir iiberlegen
folgendermaBen:

Es kann keine der Zahlen 19, 17 und 15 ein Summand sein, weil in jedem dieser Félle
kein Platz fiir weitere sieben Summanden bleibt. Wenn man als Summand die Zahl 13
nimmt, dann ist es fiir die Zusammenstellung der Zahl notwendig und hinreichend, zur
13 siebenmal die 1 hinzuzufiigen:

13+1+1+1+1+1+1+1=20.

Wenn der erste Summand 11 ist, dann kann der zweite Summand nicht 9, 7 oder 5
sein. (Es bleibt kein Platz fir die nétige Anzahl der (ibrigen Summanden.) Versuchen
wir es mit der 3: 11 + 3 = 14.
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Bis 20 bleiben sechs Einsen, und wir brauchen sechs Summanden. Folglich erhalten wir
als zweite Losung:
114+3+1+14+14+1+141=20

Nehmen wir nun als ersten Summanden die Zahl 9. 7 kann nicht der zweite Summand
sein (9 + 7 = 16; es bleiben vier Einsen fiir sechs Summanden). Versuchen wir es mit
der 5. Wir erhalten 9 + 5 = 14. Fir sechs Summanden bleiben sechs Einsen. Das ist
moglich. Wir erhalten somit die dritte Losung:

94+5+1+14+1+1+1+1=20.

Probieren wir die 3. Wir erhalten 9 + 3 = 12. Es bleiben acht Einsen fiir sechs Sum-
manden. Flgen wir noch die 3 hinzu. Dann ist 9 + 3 + 3 = 15. Es bleiben fiinf Einsen
far finf Summanden. Wir erhalten die vierte Losung:
9+3+3+14+1+1+1+1=20.

Das System des Ausprobierens ist, denke ich, jetzt klar. Setzt die Uberlegung selbstéindig
fort, indem ihr als ersten Summanden 7, dann 5 und dann 3 setzt. Insgesamt ergeben
sich folgende 11 Losungen:

B34+1+1+1+14+14+1+1=20 11+3+14+14+1+1+14+1=20
94+5+1+1+1+1+1+1=20 9+3+3+1+1+1+1+1=20
T+7+1+1+1+1+14+1=20 7+54+3+1+14+1+1+1=20
T+3+3+3+1+14+14+1=20 S5454+5+1+1+1+1+1=20
S+5+3+3+1+1+14+1=20 S5434+3+3+3+1+1+1=20
3+3+3+3+3+3+1+1=20

Nur eine Loésung (die 6. Zeile von unten) hat vier ungleiche Summanden; eine groBere
Anzahl ungleicher Summanden gibt es nicht.

45. Bei vier Zahlen gibt es nur eine Moglichkeit: 1 +1+2+4=1-1-2-4.
Bei fliinf Zahlen gibt es drei Moglichkeiten:
1+14+24+5=1-1-1-2-5,14+14+14+34+3=1-1-3-3, 1+14+2424+2=1-1-2-2-2.

Die Moglichkeiten bei sechs oder sieben oder mehr Zahlen sucht selbst. Nehmt, sagen
wir, die Zahlen 2 und 6 und erganzt ihre Summe 2 + 6 mit Einsen bis zum Produkt
2 -6 = 12 und multipliziert das Produkt 2 - 6 mit der entsprechenden Anzahl Einsen.

D
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46. Einfach alle Moglichkeiten des Weges von A nach C auszuzéhlen ist kompliziert,
und ihr "verheddert" euch. Man muss mit der Zahlung der Wege bis zu den StraBen-
kreuzungen beginnen, die dem Ausgangspunkt A am nachsten liegen (Abb. 227).
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Es ist klar, dass nach jeder StraBenkreuzung, die an den Seiten AB und AD liegt, nur
ein Weg fiihrt; zur StraBenkreuzung 2b fiihren 2 Wege. Zur StraBenkreuzung 2c kann
man gelangen:

1. von Punkt 2b, also auch auf zwei Wegen, und 2. von Punkt 1c, das heit auf einem
weiteren Weg. Folglich fiihren zur StraBenkreuzung 2c insgesamt 2 + 1 = 3 Wege.
Wenn wir analog lberlegen, finden wir, dass auch zur StraBenkreuzung 3b drei Wege
fuhren.

Zur StraBenkreuzung 3c fiihren diejenigen drei Wege, auf denen man zur StraBenkreu-
zung 3b, und diejenigen drei Wege, auf denen man zur StraBenkreuzung 2c gelangen
kann, das heiBt insgesamt sechs Wege.

Wenn wir diese Uberlegungen fortsetzen, merken wir, dass allgemein die Anzahl der
Wege, die zu einer beliebigen StraBenkreuzung fiihren, gleich der Summe der Wege ist,
die (in der Bezeichnung nach der Karte) zu den links und unterhalb von ihr gelegenen
StraBenkreuzungen fiihren.

Wenn wir zum Beispiel feststellen, dass die Zahl der Wege, die nach 3c fiihren, 6 ist,
und die nach 2d 4, dann ist die Anzahl der Wege nach 3d 10 usw.

So kann man die Anzahl der Wege bestimmen, die vom Ausgangspunkt A zu jeder
beliebigen StraBenkreuzung fithren. Zum Endpunkt C kann man so auf 70 verschiedenen
Wegen gelangen.

47. Wenn an den Endpunkten eines beliebigen Durchmessers die Zahlen A und a stehen
und an den Endpunkten eines benachbarten Durchmessers B und b, dann ist nach der
Bedingung A+ B = a +b.

Hieraus folgt A — a = b — B, das heiBt, es miissen die Differenzen zweier einander
gegenuberliegender Zahlen gleich sein. Hierin liegt der Schliissel zur Auffindung aller
Losungen.

Es ist jetzt klar, dass man zur Losung alle gegebenen Zahlen von 1 bis 10 auf 5 Paare
mit gleicher Differenz verteilen muss. Eine einfache Probe zeigt, dass nur zwei Gruppen
von Paaren moglich sind, die diese Bedingungen erfiillen:

a) mit der Differenz=1:1-2,4—-3,5-6,8—-7,9—10
a) mit der Differenz=5:1—-6,7—2,3—-8,9—4,5—-10

Wenn wir diese Zahlen um den Kreis herum anordnen, erhalten wir zwei Grundlésungen
(Abb. 228).

A.228

Alle tibrigen Losungen konnen aus den Grundlosungen gebildet werden, indem man die
Zahlenpaare von einem Durchmesser zu einem anderen versetzt, weil die Reihenfolge
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der Paare innerhalb einer Gruppe willkiirlich sein kann.

So kann man neben das Paar 1 — 2, das an den ersten Durchmesser geschrieben ist,
an den zweiten Durchmesser das Paar 4 — 3 oder 6 — 5, 8 — 7 oder 10 — 9 setzen.
Das ergibt vier verschiedene Losungen. Bei jeder Anordnung kann man an den dritten
Durchmesser ein beliebiges der (ibrigen drei Paare setzen. Das ergibt 4-3 = 12 Losungen.
Bei jeder von ihnen gibt es zwei Moglichkeiten fiir die Anordnung der Ulbrigen 2 Paare
an den vierten und fiinften Durchmesser.

Das fuhrt zu 12 - 2 = 24 Losungen fiir jede Gruppe von Zahlenpaaren. Insgesamt sind
es 48 Losungen.

48. Eine mogliche Losung zeigt Abb. 229. e

49. 9 +8+7+66+44+3+2+1=990der 9+8+7+6+5+43+21 =99;
14+2+34+56+7=100 oder 1 +23+4+ 5467 =100

50. Eine der moglichen Losungen ist in Abb. 230 dargestellt.

A.230

Der Weg des einen ist durch die ausgezogene Linie, der des anderen Mannes durch die
punktierte angegeben. Beide durchschreiten je 40 Felder und beriihren jedes Feld nur
einmal.

51. Jede beliebige von euch ersonnene und zum Ziel fiihrende Reihenfolge beim Um-
legen der Streichholzer ist nur eine Variante des Grundschemas der Losung, nach dem
unbedingt ein Paar am Ende der Reihe zusammengelegt werden muss und je ein Paar
auf den zweiten Streichholzern, gerechnet vom Ende der Reihe aus, die aus den acht
ibriggebliebenen Streichhdlzern besteht.

52. Um die Benutzung des nachgenannten Schemas, nach dem die Streichholzer verlegt
werden, zu erleichtern, schreibt die ersten 15 natiirlichen Zahlen, mit 1 beginnend, auf
Papier und legt tiber jede Zahl ein Streichholz, wie aus der Zeichnung auf ersichtlich
ist:
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Legt die Streichholzer in folgender Reihenfolge um: 5 auf 1, 6 auf 1, oder schematisch
ausgedriickt: 5-1, 6-1, 9-3, 10-3, 8-14, 7-14, 4-2, 11-2, 13-15, 12-15.

Beachtet, dass die Losung nach demselben Schema aufgebaut ist wie in der vorherge-
henden Aufgabe: Es wird eine Dreiergruppe an einem Ende der Reihe zusammengelegt
und je eine Dreiergruppe auf den zweiten Streichhélzern, gerechnet vom Ende der Reihe
aus, die aus den 12 iibriggebliebenen Streichhdlzern besteht.

Jede andere Reihenfolge beim Umlegen der Streichhoélzer ergibt nur eine Variante der
angefiihrten Losung.

Die Schlussfolgerungen im Text der Aufgaben 51 und 52 zeigen, dass zur Verwandlung
von Streichholzpaaren in eine Reihe einzelner Streichhdlzer wenigstens vier Paare (acht
Streichhdlzer) und zur Verwandlung von Dreiergruppen in eine solche Reihe wenigstens
vier Dreiergruppen (zwolf Streichhélzer) nétig sind.

Die gleichen Schlussfolgerungen gelten auch fiir Gruppen, die je 4,5...n Streichholzer
enthalten:

Jedes Mal muss man wenigstens vier Gruppen (4n Streichhdlzer) haben. Hieraus folgt,
dass zur Bildung von Gruppen zu je n Streichhélzern mindestens 4n nebeneinander-
liegende Streichhdlzer nétig sind, aber es kénnen auch 5n, 6n, Tn usw. Streichhdlzer
sein.

Folglich kann man kn Streichholzer, wobei k > 4 ist, immer in Gruppen zu je n Streich-
holzern anordnen.

53. Der Angelpunkt fiir die Losung liegt darin, dass ich beim Weggehen von meiner
Wohnung auf den Gedanken kam, meine Wanduhr in Gang zu bringen und nach ihr
festzustellen, wann ich wegging und wann ich wieder heimkam.

So ersah ich an meiner Uhr, wie lange ich abwesend war. Bei der Ankunft bei meinem
Bekannten und beim Weggang stellte ich die Zeit an seiner Uhr fest. Damit hatte ich
die Moglichkeit, die Dauer des Aufenthaltes bei meinem Bekannten zu ermitteln.

Als ich von der Zeit, die ich abwesend war, die Dauer meines Aufenthaltes bei meinem
Bekannten abzog, erhielt ich die Zeitspanne, die ich fiir den Hin- und Herweg aufge-
wandt hatte. Wenn ich nun die Halfte dieser Zeitspanne zu der Zeit hinzuzahlte, die die
Uhr meines Bekannten beim Weggang anzeigte, erhielt ich die Zeit, auf die ich meine
Wanduhr stellen musste.

54. 1.Losung. Man braucht fiir die Aufstellung der ersten beiden Gleichungen nicht viel
zu Uberlegen: (14+2):3=1,12:3:4=1.

Zur Aufstellung der dritten Gleichung wiederholen wir die Berechnungen der ersten
Zeile, addieren die vorletzte Zahl (4) und dividieren das Resultat durch die letzte Zahl
(durch 5): [(142):3+4]:5=1.

Dieses Verfahren kann man nacheinander fiir alle Zeilen mit ungerader Nummer wie-
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derholen, das heiBt, wir wiederholen zum Beispiel zur Bildung der flinften Gleichung
die Berechnungen der dritten Zeile, addieren die vorletzte Zahl (6) und dividieren das
Resultat durch die letzte Zahl (durch 7).

Auf analogem Wege bilden wir auf der Grundlage der zweiten Gleichung nacheinander
die Gleichungen auch fiir alle Zeilen mit geraden Nummern. Zusammengefasst ergibt
sich:

(1+2):3=1 12:3:4=1
(1+2):3+4]:5=1 (12:3:445):6=1
{[(1+2):3+4]:5+6}:7=1 [(12:3:445):6+7:8=1

{[(1+2):34+4]:5+6]:7+8}:9=1

Wie ihr seht, gibt es dabei keine Subtraktion.

2.Losung.
(1+2):3=1 12:3:4=1
[(1+2)-3-4]:5=1 (1-243—4+5):6=1
{[(1+2)-3-4]:54+6}:7=1 (1+2):3-4+5+6-7:8=

(1-2434+4-5+6+7-8):9=1

55. Der Zahler des Kraftwagens zeigte 15951. Die Ziffer der Zehntausender konnte
sich innerhalb von 2 Stunden nicht andern, folglich bleibt die erste und letzte Ziffer der
neuen symmetrischen Zahl 1.

Die Ziffer der Tausender konnte und musste sich andern, weil der Wagen in 2 Stunden
zugiger Fahrt doch mehr als 49 km zuriicklegte. Da er aber keinesfalls mehr als 1000
km gefahren war, war die Ziffer der Tausender und damit auch die Ziffer der Zehner
eine 6.

Es ist nun klar, dass die Ziffer des Hunderters nur eine 0 oder eine 1 sein konnte, und der
Zahler entweder 16061 oder 16161 anzeigte. Die Zahl der Hunderter konnte schwerlich
2 erreichen, weil sich in diesem Falle ergeben wiirde, dass der Wagen in 2 Stunden
16261 minus 15951 = 310 km zuriickgelegt hatte und eine solche Geschwindigkeit fur
Kraftfahrzeuge zu hoch ist, es sei denn, es handelt sich um Rennwagen.

Wenn der Zahler die Zahl 16061 zeigte, hatte der Wagen in 2 Stunden 16061 - 15951
= 110 km zuriickgelegt und die Geschwindigkeit betrug 110 : 2 = 55 km/h. Im zweiten
Falle betrug die Geschwindigkeit 105 km/h.

56. Zur Lésung muss man die Anzahl der Gerate kennen, die vom Brigadier zusam-
mengebaut wurde, und dazu muss man wiederum wissen, wieviel Gerate jedes der zehn
Brigademitglieder im Durchschnitt zusammenbaute.

Wenn wir unter die neun jungen Arbeiter die neun zusatzlich vom Brigadier angefertig-
ten Gerate verteilen, ermitteln wir, dass jedes Brigademitglied im Durchschnitt 15 +
1 = 16 Gerate zusammenbaute. Daraus folgt, dass der Brigadier 16 + 9 = 25 Gerate
anfertigte und die ganze Brigade (15 -9) 4 25 = 160 Gerate.

(Wer in Algebra Bescheid weiB, kann diese Aufgabe (iber eine Gleichung mit einer
Unbekannten losen.

(15 9) + 9 = z, wobei = die Anzahl der Gerate des Brigadiers ist.)

269



16 Lésungen

57. Bei einer Geschwindigkeit von 15 km/h legt eine Zugmaschine einen Kilometer in
4 Minuten zuriick, bei einer Geschwindigkeit von 10 km /h braucht sie dazu 6 Minuten.
Folglich verliert eine Zugmaschine bei einer Geschwindigkeit von 10 km/h auf jedem
Kilometer 2 Minuten.

Wie angegeben, braucht sie bei dieser Geschwindigkeit 1 Stunde oder 60 Minuten mehr;
folglich ist die Entfernung von der LPG bis zur Erfassungsstelle 30 km.

Mit welcher Geschwindigkeit muss man fahren, um piinktlich einzutreffen?

Haufig meint man, dass die erforderliche Geschwindigkeit das arithmetische Mittel aus
15 km/h und 10 km/h sein misse, das heiBt 12,5 km/h; aber das ist nicht richtig. Fiir
den ganzen Weg braucht man 2 1/2 Stunden (32 + § = 25 und 20 — § = 23).
Folglich muss man, um das Getreide Punkt 11 Uhr bei der Erfassungsstelle abzuliefern,

mit einer Geschwindigkeit von 30 : 2% = 12 km/h fahren.

58. Wenn wir den Gegenverkehr aus einem stehenden Zug beobachten wiirden, dann
wirde die erste Berechnung richtig sein.

Aber unser Zug fahrt dem Gegenverkehr entgegen. Wenn folglich von der Begegnung
unseres Zuges mit einem Gegenzug bis zur Begegnung mit dem nachsten Gegenzug
5 Minuten vergehen, dann bedeutet das, dass der zweite Gegenzug nach weiteren 5
Minuten an den Punkt kommt, an dem wir dem ersten Gegenzug begegneten, das
heiBt, die Zeitspanne zwischen den Gegenziigen betragt, bezogen auf einen ruhenden
Punkt, 10 Minuten.

Mithin kommen im Laufe einer Stunde nicht 12, sondern nur 6 Ziige aus der Gegen-
richtung im Hauptbahnhof an.

59. Man soll die Summe der Ziffern der Zahlen 1, 2, 3, 4 ... 999 999 998, 999 999 999,
1 000 000 000 suchen.

Dazu muss man die Zahlen paarweise gruppieren:

999 999 999 und 0,

999 999 998 und 1,

999 999 997 und 2 usw.

Das sind eine halbe Milliarde (500 000 000) Paare, und die Summe der Ziffern in jedem
Paar ist 81. Die letzte Zahl 1 000 000 000 hat keinen Partner, die Summe ihrer Ziffern
ist 1.

Die Gesamtsumme der Ziffern ist

(500000000 - 81) + 1 = 40500000001.

60. Wenn das Ballchen klein genug ist und es auf dem FuBboden bleibt und sich an
einer beliebigen Stelle an eine beliebige Wand des Zimmers anlegt, dann kann es dort
von der groBen gusseisernen Kugel nicht zerdriickt werden. Wenn sich zwischen Wand
und FuBboden eine Scheuerleiste befindet, misste sich das Ballchen in die Zimmerecke
driicken.

Wer in der Geometrie Bescheid weil3, kann berechnen, dass das kleine Ballchen, wie in
Abb. 231 an die Wand angelegt, in Sicherheit ist, wenn sein Durchmesser etwa 5,33
mal (genau 3 + 2v/2 mal) kleiner ist als der Durchmesser der groBen Kugel.
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A.231

Der FuBball und der Tischtennisball haben offiziell festgelegte MaBe, und ein einfacher
Vergleich des Verhaltnisses ihrer Durchmesser mit der Zahl 5,83 zeigt, dass dem Ball-
chen keine Gefahr droht, zerquetscht zu werden, wenn es sich an eine Wand anlegt.

61. In 24 Stunden geht die Uhr % — % das heiBt % Minute vor. Auf den ersten Blick
scheint es, dass die Uhr dann nach 30 Tagen 5 Minuten vorgeht, das heiBt am Morgen
des 31. Mai. So ist es aber nicht.

Bereits am Morgen des 28. Mai wird die Uhr um 27 - % = 4% Minuten vorgehen, und,
weil sie am Tage 5 Minute vorgeht, wird sie schon am Abend des 28. Mai um 5 Minuten
vorgehen.

62. Der Weg ist 2% mal so lang.
63. Ein Komma; man erhalt 2,3.

64.2a) 1, b) 1

65. Wenn 1 ein Drittel der gesuchten Zahl ist, dann enthalt die gesuchte Zahl 3 - %

das heiBt 1;

66. Die Entfernung vom Gemeindeamt bis zum Bahnhof betragt % — i = 1—12 des
gesamten Schulwegs.

Diese Strecke lief A in 5 Minuten. Folglich brauchte er fiir den ganzen Weg 12 -5 = 60
Minuten oder 1 Stunde.

Ein Viertel des Weges legte er in 60 : 4 = 15 Minuten zuriick. Folglich ging er 7.15
Uhr weg und kam 8.15 Uhr in die Schule.

67. Die Antwort ist nicht: 12 Sekunden!

Das liegt daran, dass es vom ersten bis zum achten Fahnchen sieben Zwischenraume
sind. Vom ersten bis zum zwolften Fahnchen sind es elf Zwischenraume. Jeden Zwi-
schenraum durchlauft der Sportler in 8/7 Sekunden; folglich brauchte er fiir die elf

/wischenraume % 11 = 8—78 = 12% Sekunden.

68. An Zeit gewann A nichts, vielmehr verlor er etwas. Fiir die zweite Halfte des Weges
brauchte er soviel Zeit, wie ihn die ganze Strecke zu FuB gekostet hatte. Folglich verlor
er gerade soviel Zeit, wie er mit der Eisenbahn fuhr, das heiBt, er verlor 1/15 der Zeit,
die nétig war, um die Halfte des Weges zu FuB zu gehen, oder 1/30 der Zeit, die er fir
die ganze Strecke zu FuB gebraucht hatte.

69. Der AnreiBer (iberlegte, dass 1—72 = % + i ist.

Wenn wir also von den sieben Platten vier in drei gleiche Teile zerschneiden, dann
erhalten wir zwolf Drittel, das heiBt je ein Drittel fiir jedes Werkstiick. Die tibrigen drei
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Platten zerschneiden wir in vier gleiche Teile und erhalten zwolf Viertel, das heiBt je
ein Viertel fiir jedes Werkstiick.

Fir die Verteilung von fiinf Platten auf sechs Werkstlicke tiberlegen wir, dass % = %+%

ist. Folglich machen wir aus drei Platten sechs Halften und aus den tibrigen zwei Platten
sechs Drittel.

Ferner ist % = % + %. Folglich nehmen wir zu jedem Werkstiick ein Stiick aus vier
Platten, die wir jede in drei gleiche Teile zerlegen, und drei Stiick aus den lbrigen neun
Platten, die wir jede in vier gleiche Teile zerlegen.

Analog ist % = %+ %; neun Platten werden in vier gleiche Teile geteilt und vier Platten
in neun gleiche Teile.

Da % = % + % ist, werden in diesem Falle 14 Platten in drei Teile geteilt und zwolf in
sieben Teile.

Denkt euch unter Verwendung dieses Verfahrens selbst noch einige analoge Aufgaben

aus!

70. Ein Viertel des Riegels wiegt 1/8 kp; ein ganzer Riegel wiegt dann 1/2 kp.

71.
1. 1,532 usw. auch 1-1 oder 1 —0, 2 — 1, ... oder 1°,2°, ...
_ 333
2.37T= 3%
3. Zum Beispiel: 99 + % oder 55 4+ 55 — 5 — 5 oder in allgemeiner Form:

(100a 4 10a + a) — (10a + a)
a

wobei a eine beliebige Ziffer ist.

4. 44+ 4
5.9+ %
(I
(7
I
[
- e AR M £
255
% &
\/

6. Vgl. folgende Abb.; 2 =1
7.14+3+5+7+02 43

8.795+5=284+2
9

.1 und %,% und %; % und n%rl wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist, beginnend

und 1, oder 2 und xil, wobei x eine beliebige reelle Zahl ist (auBer z = —1).
10. 24+ B8 =1, 05+1(9-8)(T—6)(4—3) =1

11. 782 + 2152 = 100 oder 503 + 492% = 100
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Es sind auch andere Lésungen moglich.
72. Eine der moglichen Losungen:

16355_1025264_1042455_10
I R R T B T A S T R T
73. Es ist nicht schwer zu erkennen, dass 3/4 Katzchen einem Viertel aller Katzen
entspricht. Folglich sind alle Katzen viermal mehr als 3/4, das heiBt 3.
Probe: 3/4 von 3 sind 2 1/4; wenn zu 2 1/4 Katzchen noch 3/4 hinzukommt, sind es
3 Katzchen.

74. Wer nicht nachdenkt, mag vielleicht antworten: 8 km/h (134 = 8). Aber so ist es
nicht.

Nehmen wir die ganze Entfernung an mit 1. Dann lief das Pferd die erste Halfte des
Weges in 1/2 : 12 = 1/24 Zeiteinheiten und die zweite Halfte in 1/2 : 4 = 1/8
Zeiteinheiten.

Fir den ganzen Weg brauchte es 1/24 + 1/8 = 1/6 Zeiteinheiten. Folglich ist die
mittlere Geschwindigkeit 6 km/h, denn 1:1/6 = 6.

75. Der Fahrgast schlief wahrend 2/3 der Halfte der ganzen Strecke, also wéahrend 1/3
der ganzen Strecke.

76. Der Radfahrer legte zu FuB 1/3 des Weges zuriick, das heiBt halb soviel, wie er
gefahren war. An Zeit brauchte er doppelt soviel. Folglich war er 4 mal so schnell
gefahren, wie er lief.

77. Die Geschwindigkeit, mit der sich der Fahrgast im zweiten Zug gegeniiber dem
fahrenden ersten Zug fortbewegt, ist 45 km/h + 36 km/h = 81 km/h = £ m/s.
Folglich ist die Lange des ersten Zuges 42—5 m/s-6s=135m.

78. A hatte 2/3 seines Auftrages erfiillt, und ihm blieb noch 1/3 zu tun. B hatte 1/6
seines Auftrages erledigt, und ihm blieb noch 5/6 seines ganzen Auftrages iibrig.
Folglich musste B seine tagliche Produktion um das Zweieinhalbfache gegeniiber A

steigern (% 1 = 15— 91) ‘wenn er ihn einholen und gleichzeitig mit ihm fertig werden
wollte.

37 6 ~2

79. Recht hat B. Durch die VergroBerung des zweiten Multiplikators um 1/3 vergroBert
sich das Produkt um 1/3 auf 4/3 = 12/9.

Durch die Verringerung des dritten Multiplikators um 1/3 verringert sich das erhdhte
Produkt (12/9) um 1/3; das ist um 4/9 auf 8/9; der Fehler betragt also 1/9.

Da er 20 Kubikmeter ausmachen soll, ist das richtige Resultat der Aufgabe 180 Kubik-
meter.

Probe: Angenommen, die Aufgabe lautete: 5- 6 = 30; 30 - 6 = 180.

A rechnete: 5 -8 = 40; 40 = 4/3 von 30. Sie rechnete weiter: 40 - 4 = 160; 160 = 8/9
von 180.

80. Man legt zwei Scheiben Brot in den Brotroster und rostet in 30 Sekunden ihre
eine Seite. Dann dreht man die eine Scheibe um, die zweite nimmt man aber heraus
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und legt an ihrer Stelle die dritte ein. So wird in der zweiten halben Minute die erste
Scheibe vollstandig gerostet und die dritte zur Halfte.

Jetzt nimmt man die erste Scheibe heraus, legt die zweite halbfertige ein und wendet
die dritte. Sie werden in der folgenden halben Minute fertig.

Die ganze Zeit ist, wie ihr seht, 1 1/2 Minuten und nicht 2 Minuten Es sind auch
andere Losungen moglich.
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16.2 Losungen - Schwierige Lagen

81. Zuerst legten die Gefangenen ein Kettenglied (5 kp) in den Korb und beférderten
ihn nach unten. In den leeren nach oben steigenden Korb legten sie 2 Kettenglieder (10
kp). Diese Last sank zur Erde und gab die Mdglichkeit, die Belastung des aufsteigenden
Korbs auf 15 kp zu erhéhen, indem sie 2 Kettenglieder hinzulegten.

Es sanken 15 kp zur Erde hinab, 10 kp schwebten nach oben. Wieder legten sie 2
Kettenglieder hinzu. Jetzt sanken 20 kp hinab. Indem die Gefangenen so fortfuhren,
lieBen sie in einem Korb 7 Kettenglieder (35 kp) zur Erde hinab. In diesem Augenblick
befanden sich in dem aufsteigenden Korb 6 Kettenglieder.

Chetscho lud sie aus und setzte die junge Dienerin (40 kp) in den Korb. Das Madchen
lieB sich nach unten, wodurch die 7 Kettenglieder nach oben stiegen. 6 Kettenglieder
lud Chetscho aus in den Turm und gab dem Madchen ein Zeichen, aus dem Korb zu
steigen.

Das eine Kettenglied (5 kp) sank hinab, und nach oben stieg der leere Korb. Unten
setzte sich das Madchen in den Korb (40 kp + 5 kp), und in den hinabfahrenden Korb
setzte sich Daridshan (50 kp). Daridshan fuhr hinab und hob dadurch das Madchen
nach oben.

Dieses stieg aus dem Korb in den Turm, und Daridshan stieg unten aus. Der Korb mit
dem zuriickgebliebenen Kettenglied sank hinab zum Erdboden, und gleichzeitig stieg
der leere Korb nach oben.

Jetzt wiederholte Chetscho das ganze Verfahren, um das Madchen abermals nach unten
zu bringen.

Als das ausgefiihrt war, setzten sich unten Daridshan und die Dienerin (50 kp + 40
kp) in den Korb, und in den emporgestiegenen Korb setzte sich Chetscho mit einem
Kettenglied (90 kp + 5 kp).

Chetscho fuhr hinab, und Daridshan und die Dienerin stiegen nach oben. Beide stiegen
aus dem Korb in den Turm, und Chetscho stieg unten aus.

In der gleichen Weise wie am Anfang lieB sich nun zuerst die Dienerin zur Erde hinab
und dann Daridshan, wobei das Madchen wieder nach oben stieg. SchlieBlich lieB sich
die Dienerin noch einmal hinab, wobei 7 Kettenglieder nach oben gehoben wurden.

Den Korb, aus dem das Madchen zum letzten mal ausstieg, befestigte Chetscho, damit
der emporgefahrene Korb nicht mit Krach zur Erde hinabstiirzte. Dann versteckten sich
alle drei wohlbehalten in den Bergen vor dem rasenden Fiirsten.

82. Zahlt zum Beispiel im Uhrzeigersinn von der weiBen Maus aus (diese nicht mitge-
rechnet) die sechste Maus ab. Mit dieser muss man die Auszdhlung beginnen und dabei
im Kreis herum in ein und derselben Richtung (im Uhrzeigersinn) zahlen.

Um im voraus festzustellen, mit welcher Maus die Auszahlung beginnen muss, zeichnet
zwolf Punkte und ein Kreuzchen auf einen Kreis (Abb. 232) und fangt mit der Aus-
zahlung beim Kreuzchen an. Zahlt immer im Kreis herum in einer Richtung ab und
streicht jeden 13. Punkt aus (auch das Kreuzchen, wenn die Zahlung darauf fallt), so
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lange, bis nur ein Punkt tbrigbleibt.

8

A.232 ¥ o#

Setzt jetzt an die Stelle dieses Punktes die weie Maus, dann zeigt das Kreuzchen an,
mit welcher Maus man die Auszahlung beginnen muss.

83. Wenn die 20 Kafige in einer Reihe stehen und jeder fiinfte gedffnet wird, dann
bleiben als die beiden letzten Kafige diejenigen ungeoffnet, die auf dem 7. und dem 14.
Platz stehen, wobei man von links nach rechts zahlen muss.

84. Das Geheimnis liegt darin, dass jedesmal das Geldstiick an dasjenige Streichholz
gelegt wird, von dem aus man vorher zu zahlen begonnen hat. Wir nehmen an, ihr
beginnt mit der Zahlung beim fiinften Streichholz (Abb. 233).

A.233

Das erste Geldstiick wird dann an das siebente Streichholz gelegt.

Jetzt muss man das nachste Geldstiick an das flinfte Streichholz legen. Dazu muss
man mit der Zahlung beim dritten Streichholz beginnen. Beim dritten Mal beginnen
wir die Zahlung vom ersten Streichholz aus, und das nachste Geldstiick wird an das
dritte Streichholz gelegt usw.

85. Der Lokfiihrer des Bauzuges bringt die drei letzten Waggons seines Zuges auf
das Abstellgleis, kuppelt sie ab und fahrt den Gbrigen Teil des Zuges nach vorn. Der
Personenzug riickt hinter den Bauzug, stoBt zuriick an das Abstellgleis, kuppelt an sein
Ende die drei abgestellten Waggons des Bauzuges, fahrt mit diesen auf seinen alten
Platz zuriick und kuppelt sie dort wieder ab.

Wahrenddessen fahrt der tbrige Teil des Bauzuges, die Lokomotive und zwei Waggons,
auf das Abstellgleis, und die Strecke ist frei fiir den Personenzug.

86. Die Losung ist in Abb. 234 dargestellt.
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Nach dem vierten Zug liegen die vier schwarzen und die vier weiBen Steine nebenein-
ander. Aus dieser Aufstellung kann man zur Anfangsstellung umgekehrt auch in vier
Zigen gelangen. Lost diese umgekehrte, nun nicht mehr schwere Aufgabe!

87. Fir finf Paare ist die Losung in Abb.235 dargestellt, fiir sechs Paare in Abb. 236
und flr sieben Paare in Abb. 237.
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88. Von n Steinpaaren trennen wir je zwei duBere Paare links und rechts ab. (In Abb.238
sind sie durch vertikale Striche abgetrennt.) Wir fiihren zwei Umstellungen (Zige) aus,
die die inneren n — 4 Steinpaare nicht beriihren, aber neben ihnen zwei freie Platze
schaffen (Abb. 238, Aufstellung nach den Ziigen 1 und 2).

Die zwei Umstellungen, die zur Losung der Aufgabe bei vier Paaren noch nétig sind,
schieben wir einstweilen auf und wenden uns der Umstellung der inneren Steine zu,
wobei wir die beiden links entstandenen freien Platze mit verwenden.

L1 [cle[c[ejo[e]- - - [c[e[c[e]C]e]

+. [eoloe[o|ec[e] - - -[c[e[o[ T Te]

2.[8o[ole[ T [o[e] = - [O[e[o[clefe]

n-2 EISTS{‘-'E'ZT'&T' - Jole[o] T [elolele]
n-1 [e[ [ [e[e[e[e]. = Jo[c[o[oo]c[clele]
Ao3g " (e .].io—[?m_- « +Jo[o]o[olo[ole] 1]

Nach der Annahme kénnen wir das in den folgenden n—4 Ziigen tun, und wir erhalten,
wie die gesammelte Erfahrung lehrt, im Ergebnis links schwarze und rechts weiBe Steine
(Abb.238, Aufstellung nach dem Zug n — 2).
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Jetzt wenden wir uns wieder den vier am Anfang abgetrennten Steinpaaren zu und
beenden mit zwei Umstellungen (Abb. 238, Zug n — 1 und Zug n) die Losung.

Jede Aufgabe mit n Steinpaaren ist in n — 4 + 4 = n Ziigen losbar. Dabei hat sich
auch das Schema fiir die Reihenfolge der Ziige herausgestellt.

Die Losung fiir die Reihenfolge der Ziige bei jeder beliebigen Anzahl von Steinpaaren
besteht darin, dass man die Aufgabe auf die Umstellung einer kleineren Anzahl von
Steinen bis zu der Lage zuriickfiihrt, fiir die die Losung soeben gefunden wurde.

89. Legt die Karten mit den Nummern nach oben in folgender Reihenfolge auf einen
StoB: 1, 6, 2,10, 3,7, 4,9,5, 8.

90. Nach dem ersten Sturmangriff verblieben in der "Besatzung" 36 Mann. Wir wol-
len feststellen, wieviel von ihnen sich in der Mitte jeder Seite befinden mussten. Da
in der ersten und dritten Reihe je 11 "Verteidiger" stehen mussten, mussten in der
zweiten Reihe 36 — 22 = 14 Mann sein, das heiBt je 7 Mann in der Mitte der beiden
gegeniiberliegenden Seiten, also auch je 7 Mann in der Mitte der beiden anderen Seiten.
Insgesamt sind die Mitten der Seiten mit 28 Mann besetzt. Die tbrigen 8 Mann bleiben
fir die Ecken, das heiBt je 2 Mann fiir jede Ecke. Es ergibt sich folgende Aufstellung
der Streitkrafte vor dem zweiten Sturmangriff:

1.Reihe 2 7 2
2. 7 7
3. 2 7 2

Nach dem zweiten Sturmangriff blieben 32 "Verteidiger" in der Burg. Wir (iberlegen
analog dem Vorhergehenden. In der ersten und dritten Reihe mussten nach wie vor 11
Mann stehen, in der zweiten waren 32 — 22 = 10 Mann, das heiBt je 5 in der Mitte
jeder Seite der Burg; folglich in den Ecken 32 — 20 = 12 Mann, also je 3 Mann in jeder
Ecke. Es ergibt sich folgende Aufstellung der Streitkrafte vor dem dritten Sturmangriff:

1.Reihe 3 5 3

2. 5 [32] 5

3. 3 5 3

Auf die gleiche Weise kann man die Aufstellung der Streitkrafte nach dem dritten und
vierten Sturmangriff festlegen:

4 3 4 5 1 5
3 (28] 3 1 [24] 1
4 3 4 5 1 5

Nach dem fiinften Sturmangriff waren noch 22 "Verteidiger" in der Burg. In diesem
Falle verblieben fir die Mitten der Seiten keine Streitkrafte mehr, weil 22 — 22 = ( ist.
Folglich mussten alle 22 Mann in den Ecken aufgestellt werden:
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Wenn weitere "Verteidiger" der Burg auBer Gefecht gesetzt wurden, war es unmoglich,
mit den restlichen Streitkraften noch je 11 Mann auf jeder Seite der Burg aufzustellen.

91. Wenn man dieselben Uberlegungen anstellt wie bei der vorhergehenden Lésung,
erhalt man folgendes Schema der Anordnung der Lampen (im mittleren Feld steht die
Gesamtzahl der Lampen):

4 5 4
4

4 1
1 [20]
4 1 4 4 5

_

7
7

=~

2
5
2

5
5

N O N

Bei 18 Lampen konzentrieren sich alle auf die Ecken des Raumes. Wenn man 36 Lampen
anbringt, bleiben umgekehrt alle Ecken frei, wie aus dem folgenden Schema ersichtlich
ist:

9
9 [18] 9
9

Auf diese Weise kann der Techniker unter Wahrung des Prinzips der Anordnung von 9
Lampen an jeder Wand als geringste Anzahl 18 und als hochste 36 Lampen anbringen.

Uber die letzte Frage kann man sich entweder durch einfaches Probieren oder mit Hilfe
der Algebra Klarheit verschaffen. (Wer sich nicht mit den folgenden mathematischen
Uberlegungen befassen will oder wem das zu hoch ist, der moge vorlaufig die nachfol-
genden Darlegungen iberschlagen.)

Wir bezeichnen mit a die Anzahl der Lampen in jeder Ecke, mit b die Lampen an jeder
Wandflache des Raumes. Dann ergibt sich, wenn n die Gesamtzahl aller Lampen ist:
n=4(a+b).

Diese Zahl kann folgendermaBen geschrieben werden: n = 2(a + b+ a) + 20b.

Hierbei ist a + b 4+ a = s die Anzahl der Lampen an jeder Wand. Wenn diese Zahl s
unverandert bleibt, dann verringert sich die Zahl aller Lampen n mit der Verringerung
von b und nimmt zu mit der VergréBerung von b.

Wenn b um 2 zunimmt, dann vergroBert sich die Gesamtzahl der Lampen n um 4.
Entsprechend verfuhr auch der Techniker: Wenn er die Zahl der Lampen um 4 ver-
mehrte, vergroBerte er jedes b um 2 und, um die unveranderliche Summe s = a+b+a
einzuhalten, verringerte er jedes a um 1.

Dabei wurde immer eine Symmetrie in der Anordnung der Lampen gewahrt. Aber es ist
auch bei unsymmetrischer Anordnung der Lampen die Beibehaltung ein und derselben
Summe s der Lampen an jeder Wand moglich.
Die Anzahl der Lampen in den Ecken des Raumes sei a1, a9, ag und a4 und die der
Lampen an den Wandflachen by, by, bs und by:

ar b1 ag
by b3
as b4 a4
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Die Anzahl aller Lampen n kann man folgendermaBen ausdriicken: n = 4s — (aj +as +
as + ay), wobei s die unveranderliche Anzahl der Lampen an jeder Wand ist

s:a1+b1+a2:ag—i—bg—i—ag:a3+b4—|—a4:a2+b3+a4

Wenn s eine unveranderliche Zahl ist, dann vergroBert sich die Gesamtzahl der Lampen
mit der Verringerung von a; + as + as + a4 und verringert sich umgekehrt mit der
Vermehrung von a; + as + as + ay.

Wir fligen zum Beispiel zu by und by je x Lampen hinzu, das heiBt insgesamt 2x
Lampen, und verringern a; um z, dann andert sich s nicht, aber die Gesamtzahl der
Lampen n vergroBert sich um x. Dasselbe erhadlt man, wenn man je x Lampen zu b,
und by hinzufiigt und entsprechend x Lampen von as wegnimmt usw.

Analog ist es, wenn man z zu jeder der Zahlen by, bo, b3 und b4 hinzufligt und x von a;
und ay oder von as und a3 oder 3 von jeder der Zahlen ay,az, a3 und a4 wegnimmt.
Dann andert sich s nicht, aber die Zahl aller Lampen n vergroBert sich gleichzeitig um
2x. Auf diese Weise kann man, wenn man eine unsymmetrische Anordnung der Lampen
zulasst, auf Wunsch die Gesamtzahl n um 1, 2, 3, 4 usw. vergroBern.

Wenn der Lichttechniker die Zahl der Lampen von 24 auf 25 vermehren wollte, dann
waren sie zum Beispiel in folgender Weise anzuordnen:

2 4 3
4 3
3 3 3
92. Die Lésungen der Aufgaben 1 bis 4 sind in den Abb. 239a-h dargestellt.
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93. Die Losung wird in Abb. 240 gezeigt.
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94. Eine der Losungen kann man leicht und schnell mit Hilfe einfacher geometrischer
Konstruktionen erhalten. Man ersetzt die Steine durch Punkte auf einem Blatt Papier
und streicht in der oberen Zeile drei und in der unteren einen beliebigen Punkt aus.
Den ersten der libriggebliebenen beiden Punkte in der oberen Zeile verbindet man
durch Geraden mit zwei beliebigen Punkten der unteren Zeile und den zweiten Punkt
der oberen Zeile mit den ibrigen beiden Punkten der unteren Zeile (Abb. 241).

x X -{}r_?s’___.__.--x'
A241 .”"‘:;/-?f\o x

Meidet dabei solche Gruppierungen von Punkten, die zu Parallelen fiihren. Ihr erhaltet
vier Kreuzungspunkte der Geraden. Auf diese Punkte muss man die vier Steine setzen,
die den ausgestrichenen Punkten entsprechen.

95. Es sind mindestens 24 Zige erforderlich; die Reihenfolge ist folgende:

1.1 — A (den Stein Nr.1 umlegen in den Kreis A); 2.2 — B (den Stein Nr. 2 umlegen
in den Kreis B);3.3 — C;44 — D;5.2 - D; 65 -+ B; 7.3 -+ B; 81 — B; 9.6 — C;
10.7 — A; 11.1 - A; 126 — E; 133 —+ C; 141 — C; 155 —- A; 16.1 — B; 17.3 —
A; 18.1 — A; 19.6 — C; 20.8 — B; 21.6 — B; 22.2 — E (oder C); 23.4 — B; 24.2
— -B.

96. Es sind mindestens 19 Ziige erforderlich.

Das sparsamste Spielsystem besteht darin, dass man die Einordnung der Steine in
Ketten vornimmt, das heiBt, man tauscht zum Beispiel die Platze der Steine 1 und 7
und dann den Stein 7 mit demjenigen Stein, der den Platz 7 einnimmt, in unserem
Beispiel mit 20. Den Stein 20 muss man wieder mit dem Stein tauschen, der seinen
Platz einnimmt, das ist der Stein 16, und diesen wieder mit dem Stein 11, der félschlich
auf dem Platz 16 liegt usw. bis zum Ende der Kette, wenn beide Steine auf den richtigen
Platz geraten.

Dann muss man mit einer neuen Kette beginnen und so verfahren bis zum vollstandigen
Abschluss. Alle Ziige, die fiir die Losung nétig sind, sind in folgenden fiinf Ketten
enthalten:

1—7,7—20;,20 — 16; 16 — 11; 11 — 2;

2 — 24,

3—10; 10 — 23; 23 — 14; 14 — 18; 18 — 5;
4 —19;19 — 9; 9 — 22;

6 — 12; 12 — 15; 15 — 13; 13 — 25; 17 — 21.

Eine schematische Darstellung der erforderlichen Ziige kann man sich so skizzieren,
dass man die Nummern der Steine zunachst in der Reihenfolge der urspriinglichen
Aufstellung und darunter in der natirlichen Reihenfolge aufschreibt:

7 24 10 19 3 12 20 8 22 usw.
1 2 3 45 6 7 8 9usw.
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Wir streichen das erste Zahlenpaar 1-7 aus; diese Zahlen stellen den ersten Austausch
von Steinen dar. Dann suchen wir in der unteren Zeile die 7. Dariiber steht die Zahl
20. Wir streichen das Zahlenpaar 7-20 aus; das ist der zweite Austausch. Nun suchen
wir in der unteren Zeile 20 und finden uber ihr 16.

Wir streichen das Paar 20-16 aus; das ist der dritte Austausch usw. Wenn die Kette
abreiBt, beginnen wir mit dem auBersten noch nicht durchgestrichenen Zahlenpaar von
links.

Als wenigstes konnte sich eine einzige Kette ergeben; dann waren fiir die Einordnung
der 25 Steine 25 — 1 = 24 Ziige nétig, weil beim letzten Zug gleichzeitig zwei Steine
den richtigen Platz einnehmen. Die Aufgabe hat fiinf Ketten. AuBerdem nimmt ein
Stein (8) bereits in der Anfangsstellung seinen richtigen Platz ein. Daher sind fiir die
Losung mindestens 25 — 5 — 1 = 19 Ziige noétig.

97. Wenn man zum Beispiel eine von den neun Pralinen aus dem &uBeren, groBten
Kastchen in das kleinste legt, dann befinden sich in diesem inneren Kastchen 5 Pralinen,
das heiBt zwei Paare plus eine Praline, und diese fiinf Pralinen muss man einbeziehen
in die Zahl der Pralinen, die sich in dem zweiten inneren Kastchen befinden.

Hieraus folgt, dass das zweite innere Kastchen jetzt 5 + 4 = 9 Pralinen enthilt, das
heiBt vier Paare plus eine Praline. Wenn wir so rechnen, erhalten wir fiir das dritte
Kastchen 9 + 4 = 13 Pralinen, das heiBt wiederum eine Zahl, die die Bedingung der
Aufgabe erfillt usw.

Sucht selbstandig noch einige andere Verteilungsmoglichkeiten fiir die Pralinen auf die
Kastchen!

98. Es sind mindestens 16 Zige erforderlich. Als ersten kann man jeden beliebigen
Bauern schlagen mit Ausnahme der Bauern c4, d3, d4, €5, €6, f5.

Wenn das Rossel als ersten Bauern zum Beispiel den Bauern c2 schlagt, folgt als nachs-
ter der Bauer b4 und dann weiter d3, b2, c4, d2, b3, d4, €6, g7, f5, 7, gb, €5, {7, gb.

99. 1. Wir legen fest, dass die erste Zahl die Nummer des Steins und die zweite Zahl (in
einigen Fallen der Buchstabe) die Nummer des Feldes angibt, in das der Stein gesetzt
werden soll. Dann kénnen die Steine in folgender Reihenfolge verschoben werden:

2—-51,3—+2.4—-3:4—-A;5—-45—-3:6—>56—47—>67—5T7—8B;
8—+7,8—+46,8—+59—-+89—-79—461—491—-81—-71—-C9—T;
9—-+89—-+99—-10,8—+6,8—>7,8—288—>97—57—=>67—=>77—
81 —-7,1—-61—-51—-B;6—>56—+66—-7,6>Cb—>45—505—
6;56—=+74—-34—-44—-54-61—-51—-41—3 1A

Die weitere Reihenfolge ist klar.

2. Wenn wir die moglichen Richtungen fiir die Bewegung der Steine als die vier Himmels-
richtungen Norden, Siiden, Osten und Westen ansehen, dann lasst sich die Reihenfolge,
in der die Steine verschoben werden miissen, so ausdriicken:

1. Zug nach Osten; 2. Sprung nach Westen; 3. Zug nach Westen; 4. Sprung nach
Osten; 5. Zug nach Norden; 6. Sprung nach Suden;
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weiter in abgekiirzter Schreibweise: 7. ZS, 8. SN, 9. SO, 10. ZW, 11. SW, 12. ZN, 13.
Z0, 14. SW, 15. 7S, 16. SO, 17. ZN, 18. SS, 19. ZO, 20. ZN, 21. SS, 22. ZW, 23.
SN, 24. SN, 25. 7S, 26. SS, 27. SO, 28. ZN, 29. SS, 30. SW, 31. SN, 32. Z0O, 33. SW,
34. SN, 35. Z0, 36. SW, 37. SS, 38. SO, 39. SO, 40. ZW, 41. SW, 42. ZO, 43. SN,
44. 7S, 45. SS, 46. ZN

100.
1 2 6 9 3
8 bd=7 7 Yd=5 10%d=4 11 }d=2 4 td=1
15 12 14 13 5

101. Die Aufgabe hat eine einzige Losung. Sie ist in Abb. 242 dargestellt.

=

wgl Tl
A4 BT ¥

Um bei der Suche nach der Lésung nicht im Dunklen zu tappen, kann man folgendes
Verfahren anwenden: Man setzt ein Sternchen in die zweite Spalte der Felder so tief
nach unten, wie dies die Stellung des Sternchens in der ersten Spalte zulasst.

Dabei muss die Bedingung beachtet werden, dass die Sternchen nur auf weiBe Felder
gesetzt werden diirfen. In der dritten Spalte muss man das Sternchen wieder in ein
moglichst tiefes Feld setzen. Sobald sich zeigt, dass man in kein Feld einer Spalte ein
Sternchen setzen kann, muss man das Sternchen in der vorhergehenden Spalte um die
kleinstmogliche Anzahl Felder hoherriicken (aber immer unter Einhaltung der Bedin-
gungen der Aufgabe).

Wenn man es ebenfalls nirgendwohin mehr setzen kann, dann muss man es ganz weg-
nehmen und das vorhergehende Sternchen wieder hoherriicken und die folgenden nach
der Regel unterbringen: Die bereits eingesetzten Sternchen diirfen nur in dem Falle nach
oben geriickt werden, wenn rechts davon durchaus kein Platz mehr fiir das folgende
Sternchen ist.

Dieses Ausprobieren ist vielleicht langwierig, aber dafiir ist es systematisch und fiihrt
unbedingt zum Ziel.

102. 1. Angenommen, die Buchstaben sind gleich. Wir setzen einen Buchstaben in ein
beliebiges Feld der Diagonale AC, zum Beispiel in die linke obere Ecke (Abb. 243).
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Unter den Feldern der zweiten Diagonale BD gibt es ein Feld, das in derselben Zeile
liegt wie der erste eingesetzte Buchstabe, und ein Feld, das in derselben Spalte liegt.
In eins der lbrigen beiden Felder der zweiten Diagonale kann man den zweiten Buch-
staben setzen.

Man kann sich leicht davon liberzeugen, dass die Lage der tbrigen beiden Buchstaben,
nachdem zwei Buchstaben festgelegt sind, eindeutig bestimmt ist, das heiBt, in jeder
der noch nicht mit einem Buchstaben besetzten Zeile ist nur ein Feld, wohin man nach
den Bedingungen der Aufgabe die librigen Buchstaben setzen kann.

Jetzt ist es nicht schwer, die Anzahl der méglichen Losungen zu berechnen. Fiir jede
der vier Moglichkeiten fiir die Einordnung des ersten Buchstabens in ein Feld der Dia-
gonale AC gibt es zwei Moglichkeiten fiir die Einordnung des zweiten Buchstabens auf
der Diagonale BD, das heiBt insgesamt 4 - 2 = 8 Moglichkeiten.

Alle acht Losungen kann man aus einer Drehung des Quadrats um jeweils 90° und durch
Spiegelung des Quadrats an einer Diagonale erhalten. Jetzt nehmen wir an, dass die
vier Buchstaben verschieden sind, namlich a, b, ¢ und d, und an Stelle der Buchstaben
a in denselben Feldern wie in Abb. 243 in beliebiger Reihenfolge untergebracht sind,
zum Beispiel in der Reihenfolge a, b, ¢, d.

Aber in dieselben Felder kann man die Buchstaben auch in anderer Reihenfolge einord-
nen, zum Beispiel b, ¢, d, a. So gibt es 24 Reihenfolgen der Buchstabenanordnung.
Alle diese Moglichkeiten ergeben verschiedene Losungen. Insgesamt gibt es 824 = 192
verschiedene Losungen.

2. Aus der Aufgabe folgt, dass die Buchstaben in den Eckfeldern verschieden sein
mussen. Deshalb setzen wir die vier Buchstaben in willkiirlicher Reihenfolge in die
Eckfelder (Abb. 244a).

In den mittleren Feldern der Diagonale, die bereits die Buchstaben a und d enthalten,

missen die Buchstaben b und c stehen. Sie kénnen auf zwei Arten eingesetzt werden
(Abb. 244b und c).

A.244 a) b) c) b
c d c d c d

Nachdem sechs Felder, wie angegeben, ausgefiillt sind, konnen die librigen Felder unter
Einhaltung der Bedingungen der Aufgabe nur auf eine einzige Art ausgefiillt werden.
Dazu muss man zunachst die Buchstaben in die duBeren Zeilen und Spalten setzen und
dann in die zweite Diagonale. Die endgiiltige Aufstellung wird in Abb. 245 gezeigt.

ald|d|bflajd|c|b
d/blalcl||b|c|d]a
A-245 bid|clal|ld|a|b]|c
cla|b|d||c|blald

So hat die Aufgabe, wenn die Buchstaben in den Eckfeldern eingesetzt sind, zwei
Losungen. Da man aber die vier Buchstaben in die Eckfelder auf 24 Arten einordnen
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kann, hat die Aufgabe 24 - 2 = 48 Losungen. Aus jeweils einer Aufstellung erhalt man
durch Drehung des Quadrats um 90° und durch Spiegelung an einer Diagonale sieben
weitere Losungen.

Wenn man alle Aufstellungen, die man durch Drehung und Spiegelung erhilt, als eine
Losung rechnen will, dann hat die Aufgabe 48 : 8 = 6 verschiedene Losungen.

103. Nach einer Reihe von Versuchen ist es euch sicherlich gelungen, irgendeine der
zahlreichen Loésungen zu finden. Eine Losung ist die in der folgenden Tabelle.

1 4 2 3
rot schwarz | grin weil3
2 3 1 4
weil grin | schwarz rot
3 2 4 1
schwarz rot weilB grun
4 1 3 2
grin weil3 rot schwarz

Zur Klarung der Anzahl aller moglichen Losungen bezeichnen wir mit A, B, C und D
die Farben der angefertigten Quadrate, mit a, b, c und d die Ziffern 1, 2, 3 und 4. Die
Aufgabe wird dahin zusammengefasst, dass die vier groBen Buchstaben A, B, C und D
so auf die 16 Felder verteilt werden, dass alle vier Buchstaben in jeder Horizontalen,
jeder Vertikalen und jeder Diagonale vor kommen, aber sich nicht wiederholen.

In der gleichen Weise verfahren wir auch mit den kleinen Buchstaben a, b, ¢ und d,
wobei sie mit den groBen Buchstaben auf alle méglichen Arten kombiniert werden. Jede
dieser Anordnungen kénnen wir durch ein Verfahren erreichen, wie es in der Losung der
vorhergehenden Aufgabe beschrieben ist.

Wie dort klargestellt worden ist, erhalten wir im Ergebnis 48 Varianten fiir die Anord-
nung der Buchstaben A, B, C und D in der Form eines 16 Felder umfassenden Quadrats
und 48 Varianten fiir die Anordnung der Buchstaben a, b, c und d in der Form eines
anderen 16 Felder umfassenden Quadrats.

Um die Losung zu finden, genligt es jetzt, eine beliebige Variante der ersten Gruppe auf
eine beliebige Variante der zweiten zu legen. Ein Beispiel fiir eine Losung ist in Abb.
246 dargestellt.

Aa | Bd | Cb | Dc
Db | Cc | Ba| Ad
A-246 5 I Ab TDd | Ca
Cd | Da| Ac | Bb

Wenn wir jetzt A, B, C und D entsprechend durch rote, schwarze, griine und weiBe
Quadrate ersetzen und wenn wir den Buchstaben a,b, c und d wieder die Bedeutungen
1, 2,3 und 4 zulegen, dann erhalten wir die oben angefiihrte Tabelle. Es ergeben sich
danach 48 - 48 verschiedenartige Losungen, das heiBt mehr als 2000.
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104. Es soll am Anfang der Kreis Nr.1 frei bleiben. Jeden Zug kann man durch zwei
Zahlen ausdriicken: die erste bedeutet die Nummer des Kreises, in dem ein Zug beginnt,
die zweite die Nummer des Kreises, in dem er endet.

Es ist dann folgende Losung moglich:

9-1;,7—-9.10—-821 - 7:7—49.2—-8,8—-10;6 —>41—9:18—6:3
— 11; 16 — 18; 18 — 6; 30 — 18 ; 27 — 25; 24 — 26; 28 — 30; 33 — 25; 18 —
30; 31 — 33; 33 — 25; 26 — 24; 20 — 18; 23 — 35; 26 — 11; 6 — 18; 9 — 11; 18
—6;13 =+ 11; 11 — 3; 3 — 1.

105. Die Tabelle aller 24 Losungsmoglichkeiten:

1—+23 2—65 6—>13 1—6.2
1—+23 4—-13 3—465 5—34
1—-45 341 4 26 2—34
1—-45 5—26 6—41 1—65
2—+34 3—165 6—-24 2—106
2—-34 5—23 3—-16 1—35
2—45 5—-136 6—~>24 2106
2—45 3 —25 5—16 1—53
90 3—12 5—32 2—>64 4 —572
100 3—412 4—3]1 1—-65 5—14
11. 3—412 1—+264 6—23 3—65
12. 3—412 2—+165 6—+31 3—64
13. 3—45 2—35 5—16 1—25
14. 3—-45 1— 34 4 26 2—>14
15. 3—45 45165 6—+53 3—26
16. 3—445 5—+264 6—34 3—16
17 4 —-32 35165 6—>24 4—56
18. 4 —+32 1—43 3—56 5—31
19. 4512 1—+365 6—+24 4—65
200 412 3—14 1—-65 5—+13
21. 5—>34 4—16 6 —35 b—64
22. 5 —>34 2—35 3516 1—23
23. 512 3—25 256064 4—32
24, 512 1—46 6—25 5—106

N AE W

106. Die Bahnen des Madchens und des Jungen sind in Abb. 247a und b dargestellt.

A.247 2 B

107. Der Springer gelangt immer von einem schwarzen Feld auf ein weiBes und dann
vom weiBen wiederum auf ein schwarzes usw. Das Schachbrett hat 64 Felder. Um in
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die rechte obere Ecke (Feld h8) zu gelangen, muss der Springer, wenn er jedes Feld
beriihrt, 63 Ziige ausfiihren.

Am Anfang steht der Springer auf einem schwarzen Feld und am Ende muss er ebenfalls
auf einem schwarzen Feld ankommen (h8). Das ist aber nicht moglich, weil der 63.
Zug ein ungerader ist und der Springer bei jedem ungeraden Zug, da er doch auf einem
schwarzen Feld beginnt, auf ein weiBes Feld kommt.

108. Der Weg, den der Gefangene fand, ist in Abb. 248 dargestellt.

]

AL I TTFF
Fr [ 42
g‘i‘%gg

A.248

109. Zuerst muss der Gefangene die Schliissel d und e holen und damit die Tiiren der
Zellen D und E 6ffnen (vgl. Abb.56). Dann muss er den Schliissel ¢ holen, mit ihm die
Tir der Zelle C 6ffnen und den Schliissel a holen, der ihm die Moglichkeit gibt, durch
die Zelle A zu gehen und den Schliissel b zu holen.

Es ist jetzt unumganglich, noch einmal durch die Zellen E und D zu gehen, um nach
der Zelle B zu gelangen. Er nimmt den Schlissel f und geht wieder durch E und 6ffnet
die Tir der Zelle F, nimmt den Schliissel g und geht durch die Tiir G aus dem Keller
heraus.

Der Weg in die Freiheit war nicht leicht, er fiihrte durch 84 Tiiren.

+1
TR
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. Gl
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16.3 Losungen - Geometrie mit Streichholzern

110. a) vgl. Abb.249; b) vgl. Abb.250; c) vgl. Abb. 251; d) vgl. Abb. 252; e) vgl. Abb.
253.
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111. a) Man nimmt die zwolf Streichholzer
heraus, die innerhalb des groBen Quadrats goveisty B e o .
liegen und legt aus ihnen ein neues eben- E ; E i §
solches Quadrat; e &8 St -y i
b) vgl. Abb. 254; [ P é | ...,,..,§
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c) vgl. Abb. 255a (wenn man vier | g 174

Streichholzer wegnimmt vgl.; vgl. Abb. e g,_wf" i PR
255b )(wenn man sechs wegnimmt); vgl. % %
Abb.255¢ (wenn man acht wegnimmt); A zm g E o

d) vel. Abb. 256; ¢) vgl. Abb. 257; f) vgl. I 4 L& i }
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Abb. 258; g) vgl. Abb. 259; h) vgl. Abb.
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112. Vgl. Abb. 261, *—S—s e
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113. Vgl. Abb. 262.
114. Knickt zwei Streichhélzer in der Mitte (Abb 263)

[ e B e B
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| £ |
A.262,263 *—- § A

115. Vgl. Abb. 264. 116. Vgl. Abb. 265.
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]
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A.264,265 'b( (

117. Vgl. Abb. 266. 118. Vgl. Abb. 267.
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119. 1. Frage: 30 Quadrate (vgl. Abb. 71); 2. Frage: vgl. Abb. 268.
120. Vgl. Abb. 269.

j I i
A.268,269 =
121. Vgl. Abb. 270.

b e ) ——

122. )Vgl Abb.271a3; b) vgl. Abb. 271b.
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123. Vgl. Abb.272 -
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124. Vgl. Abb.273, 125. Vgl. Abb.274

{ ke |
171:’5‘-‘3‘,- ’:--i l"——— -i-mi
g N1
b
A.273,274 u O S

T g S

127. 840
128. Vgl. Abb.277. Es sind auch andere Lésungen moglich.

129. 1.L6sung. Aus den zwolf Streichholzern muss man zunéchst ein rechtwinkliges
Dreieck mit den Katheten aus drei und vier Streichhélzern und mit der Hypotenuse aus
funf Streichholzern legen (Abb. 278).

Die Flache eines solchen Dreiecks enthalt 5(3 - 4) = 6 Quadrate (mit Seiten von einer
Langeneinheit).

Wenn man dann die vier Streichhdélzer wegnimmt, die den rechten Winkel bilden, und
sie stufenformig umlegt (wie in Abb. 278 gezeigt ist), dann verringert sich die Flache
des Dreiecks um drei Quadrate. Die sich ergebende Figur (in der Zeichnung schraffiert)
enthalt ebenfalls 6 — 3 = 3 Quadrate (mit Seiten von einer Langeneinheit).

2.Losung. Eine geistreiche Losung ist folgende: Man konstruiert ein Quadrat, das vier
Quadrate mit Seiten von einer Langeneinheit enthalt (Abb. 279a), verwandelt es in
eine flachengleiche Figur (wie Abbildung) und, nachdem man ein Quadrat herausge-
nommen hat, erhdlt man eine Figur, deren Flache drei Quadrate (mit Seiten von einer
Langeneinheit) enthalt.
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3.Losung. Sehr geistreich ist auch die Losung, dass man ein Parallelogramm mit einer
Grundlinie von der Lange eines Streichholzes und einer Hohe von der Lange dreier
Streichhélzer konstruiert (Abb. 279b).

130. Zwei Streichholzer, die in einer Geraden liegen, bilden miteinander einen Winkel
von 180°. Um einen solchen Winkel zu erhalten, konstruieren wir aus Streichhdlzern
drei gleichseitige Dreiecke mit einer gemeinsamen Spitze (Abb.280).

7N
A280 Mﬂ-—:—.—.“::_\y

Die Summe der Winkel an der gemeinsamen Spitze bildet gerade 180°, weil 60° - 3 =
180° sind.

131. Wir konstruieren sechs gleichseitige Dreiecke mit einer gemeinsamen Spitze (Abb.
281). Alle inneren Streichholzer nehmen wir weg. Die Figur, die ibrigbleibt, ist ein
regelmaBiges Sechseck, weil jede Seite gleich dem Radius des umbeschriebenen Kreises
ist; eine solche Eigenschaft besitzt nur das regelmaBige Sechseck.
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16.4 Losungen - Erst wag’s, dann wag’s!

132. 1. Die Schnittlinien sind in Abb. 282 angegeben. Wenn alle Konstruktionen und
Schnitte genau ausgefiihrt sind, dann kann man die Kongruenz der erhaltenen Teile
durch Ubereinanderlegen priifen:

A.282

2. Das Trapez ABCD (Abb. 283) muss man entlang der gebrochenen Linie, die die
Mitten der Strecken AE, BE, CE und DE verbindet, und entlang den Strecken BF
und C'G zerschneiden. Man erhalt vier kongruente Trapeze.

A
A.283

A.284

4. Um die nétigen Schnittlinien des regelmaBigen Sechsecks ABC'DEF (Abb. 285) zu
erhalten, muss man die Mitten seiner Seiten mit den Mitten der Radien OA, OB, OC,
OD, OF und OF verbinden.

A.285 D

Jeder Teil des Sechsecks ist ein Rhombus (ihr konnt es nachpriifen), der zwar gleiche
Seiten hat, der aber doch kein regelmaBiges Viereck ist, weil nicht alle seine Winkel
gleich sind.

.- ;..awr‘-"'""
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5. Die Losung ist in Abb. 286 angegeben.
133. Die Losung wird in Abb. 287 gezeigt.

A.287
134. Die Schnittlinien werden wir folgerichtig wieder herstellen (Abb. 288):

[ EE BN MK BB 7.7
BRanE 3 7 VA7
1: 2] | 12 ] A G4l
a _E_J 12 JI b 1 H1i2 Cr 1 %4' ]
[ ]3] ] B E U Tz a 1]
HEBE | 113 _T 15]3
[ERRENnN A 4 [2 %%y 00 P
A28 LLI[[]1s 5:1 | l‘j U Va7 |

a) Wir geben die Schnitte zwischen nebeneinanderliegenden Feldern mit gleichen Ziffern
an (Abb. 288a);

b) entsprechend der geforderten Symmetrie (die Figurenumrisse decken sich bei einer
Drehung um 90°) rekonstruieren wir jeden Schnitt noch an drei Stellen des Quadrats
(Abb. 288 b);

c) wir trennen die vier mittelsten Felder, weil nicht mehr als eins von ihnen einer Figur
angehoren kann, und beenden die Rekonstruktion der Konturen, indem wir beachten,
dass alle Eckfelder verschiedenen Figuren angehdren missen und dass in jeder Figur
einmal alle Ziffern von 1 bis 4 enthalten sein miissen (Abb. 288c).

135. Die Trennungslinien sind in Abb. 289 durch gestrichelte Linien dargestellt.

A.289

136. Durch Probieren kann man sich leicht davon tberzeugen, dass ein Rechteck aus
sechs Platten Nr. 1 zusammengesetzt werden kann (Abb. 290).

A.290

Die Figur Il (vgl. Abb. 87 S.60) lasst sich in drei Platten Nr. 3 schneiden, die Figur
[V in vier Platten Nr. 5, die Figur V in sechs Platten Nr. 6, die Figur VI in vier Platten
Nr.2. Alle erforderlichen Schnitte sind in Abb. 291 eingezeichnet.
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fici]

137. A kam auf den Gedanken, einen stufenférmigen Schnitt durch die rechteckige
Sperrholzplatte (Abb. 292) zu fiihren.

A.291

A.292

Man muss zugeben, dass fiir die genaue geometrische Umwandlung eines Rechtecks
in ein Quadrat ein solcher stufenférmiger Schnitt nicht immer brauchbar ist. Dennoch
kann jedes beliebige Rechteck in ein Quadrat verwandelt werden.

138. Die Schnittlinie ist in Abb.293 angegeben.

A.2903

139. Man darf sich nicht darauf beschrinken, das Hufeisen schematisch als Bogen
darzustellen (Abb. 294).

A.294

Wenn ihr das Hufeisen nicht in den genauen AusmaBen zeichnet, dann gelingt es euch
nicht, wie sehr ihr euch auch muaht, es mit zwei Geraden in mehr als finf Teile zu
zerlegen.

In der Abbildung ist ein Hufeisen dargestellt, wie es mehr der Wirklichkeit entspricht,
und darin ist angegeben, wie es in sechs Teile zerlegt werden kann.

140. Die Losung ist in Abb. 295 dargestellt. Die Schnittlinien sind eingezeichnet. Gleiche
Ziffern kennzeichnen gleiche Teile.
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A295 B

Um die Schnittlinie M N zu ziehen, tragt auf der Seite AB den Abschnitt AM = KL
ab und zieht eine Gerade durch die Punkte M und K {ber K hinaus. Die Schnittlinie
N P erhaltet ihr, wenn ihr eine Gerade durch die Punkte N und F' tber F' hinaus zieht.
Die Konstruktion der iibrigen Schnittlinien ergibt sich klar aus der Zeichnung. Wenn die
Figur genau gezeichnet ist, dann ist der Winkel M N P ein rechter, und die Abschnitte
MB, BN, NC und CP sind gleich.

141. Die Losung zeigt Abb. 296.

A.296

142. Die Losung zeigt Abb. 297. Wenn man den oberen gezackten Teil herausnimmt
und, nachdem man ihn um einen Zahn nach rechts verschoben hat, wieder in den
unteren gezackten Teil schiebt, erhalt der Teppich die Gestalt eines Quadrats.
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143. Zum Beweis dessen, dass es unmoglich ist, aus einem Schachbrett 15 Figuren
der Form a und eine der Form b (Abb. 298) zu schneiden, betrachten wir ein ebensol-
ches Brett aus 8 x 8 Feldern, bei dem aber die schwarzen und weien Felder anders
angeordnet sind (Abb. 298c).

A.297

A.208 agjbEE[a;r% 4T

Aus welchem Teil des Bretts wir auch die Figur a herausschneiden mogen, sie wird eine
ungerade Anzahl weiBer und eine ungerade Anzahl schwarzer Felder enthalten.
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15 Figuren a werden auch eine ungerade Anzahl weiBer wie schwarzer Felder enthalten.
Die Figur b hat dagegen eine gerade Anzahl weiBer wie schwarzer Felder. Alle 16 Figu-
ren werden zusammengenommen so eine ungerade Anzahl weiBer wie schwarzer Felder
haben, wahrend unser Brett jedoch eine gerade Anzahl weiBer wie schwarzer Felder
enthalt.

Hieraus folgt die Unlosbarkeit der Aufgabe. Eine der moglichen Losungen der Zusatz-
aufgabe ist in Abb.298 d dargestellt. Die dicken Linien sind die Schnittlinien.

144. Zuniachst stellte der Tischler fest, dass jede Tafel eine symmetrische Figur mit
zwei Symmetrieachsen darstellt. Dann fand er folgendes:

Wenn man die Halfte der Langsachse der Offnung (OA in Abb. 299) auf der Querachse
abtragt (OO; = OA und OOy = OA) und die Punkte O; und A sowie Oy und A
durch Gerade verbindet, dann stellt jede der Figuren BO{B; und C'O,C; genau ein
Viertel eines Kreises mit dem Radius BO; dar und jede der Figuren ABC und A1 BC}
ein Viertel eines Kreises mit dem Radius A; B, der gleich der Halfte des Radius O; By
ist.

A.299

Der Tischler zersagte jede Platte entlang den Linien BA, C'A, B1A; und C1A; und
leimte aus den acht Teilen eine genau kreisrunde Tischplatte zusammen, wie in Abb.
299 dargestellt ist.

145. Es soll ABC (Abb. 300) der Grundriss des Pelzflickens sein. Wir fallen das Lot
BD auf AC.

Wenn E und F die Mitten der Seiten BC und AB sind, dann muss der Kiirschner
den Flicken ABC entlang den Geraden DFE und DF zerschneiden, jedes Teil wenden,
wobei es seinen Platz beibehalt, und alles wieder zusammennahen. Dann ist das Stiick
ABC auf die andere Seite gewendet und hat seine Gestalt behalten. Das kann man

genau beweisen.
F 3

A.300 * D ¢

Bekanntlich ist im rechtwinkligen Dreieck die Seitenhalbierende (oder Mittellinie) der
Hypotenuse gleich der Halfte der Hypotenuse.

DF und DFE sind die Seitenhalbierenden in den rechtwinkligen Dreiecken ADB und
BDC, folglich sind DFF = AF = FB und DE = BE = C'E. Hieraus folgt:
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AFBE = AFDE, und die Dreiecke AF'D und DEC sind gleichschenklig. Wenn wir
also die gleichschenkligen Dreiecke AF'D und DEC' um ihre Hohen und das Viereck
FBED um die Achse F'E drehen, gelangt jede Figur wieder auf ihren alten Platz in
die alte Lage.

Die Aufgabe, ein Dreieck auf die andere Seite zu wenden, kann man auch auf andere
Arten l6sen.
Das hier dargestellte Verfahren ist das sparsamste.

146. Um die groBtmogliche Anzahl von Teilen zu erreichen, muss man die Geraden
so legen, dass jede von ihnen alle tibrigen schneidet, wobei sich in einem Punkt nicht
mehr als zwei Gerade schneiden diirfen. Eine der Losungsmoglichkeiten wird in Abb.
301 gezeigt; die Anordnung der Geraden ist symmetrisch. Man erhalt 22 Teile.

A.301

147. Das Verfahren fiir die Losung ist analog demjenigen, das im Text der Aufgabe

angewandt wurde.
Wir suchen von AC' die Mitte K (Abb. 302) und tragen F'QQ = AK auf der Seite AF’

und DP = AK auf der Verlangerung von C'D ab.

A.302 F

Jetzt zerschneiden wir die Figur durch die Geraden B(@) und QQFE. Aus den Teilen wird
das Quadrat BPE() gebildet. Wer in der Geometrie Bescheid weiB, liberlegt sich den
Beweis.

Anmerkung: Das Losungsverfahren andert sich nicht, wenn der rechtwinklige Vorsprung
ABC so groB ist, dass der Punkt C' mit der Ecke D des Quadrats zusammenfallt, oder
wenn ferner AC' groBer ist als die Quadratseite AD, aber kleiner als 2AD, sofern nur
das Dreieck ABC' gleichschenklig und rechtwinklig ist.

148. Gegeben ist ein regelmaBiges Sechseck ABCDEF (Abb. 303). Um es in ein
regelmaBiges Dreieck zu verwandeln, fiihren wir folgende Konstruktionen aus:

Wir ziehen die Gerade AC), fallen auf AC' das Lot BK und auf die Verlangerung von
AF das Lot F'L. Dann tragen wir LM = LFE auf LA ab, ziehen die Gerade EM und
konstruieren das gleichseitige Dreieck EM N iber der Seite E M. SchlieBlich ziehen
wir K P als Verlangerung von KN bis zum Schnittpunkt P auf C'D.
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A.303

Probe: Wenn alle Konstruktionen sorgfaltig ausgefiihrt worden sind, ist C'P = C'K.
Die Schnittlinien sind in Abb. 303a durch ausgezogene Linien, die Hilfslinien durch
gestrichelte dargestellt. Man erhalt insgesamt sechs Teile.

In Abb.303b wird gezeigt, wie sich aus diesen Teilen ein gleichseitiges Dreieck zusam-
mensetzen |asst.

Zeichnet das Sechseck auf festes Papier oder Karton und schneidet es in die angege-
benen Teile. Ihr erhaltet eine Ratselaufgabe fiir eure Freunde: Sie sollen aus den Teilen
entweder ein regelmaBiges Sechseck oder ein regelmaBiges Dreieck bilden.

An Hand der Loésungszeichnung kann man, leicht die Richtigkeit der Konstruktion be-
weisen.
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16.5 Losungen - Konnen ist immer von Nutzen

149. Das Ziel befindet sich nach den Angaben auf den Schirmen 75 km von Station A
und 90 km von Station B entfernt.

Man muss mit dem Zirkel in dem MaBstab, der in Abb. 99 unten angegeben ist, entspre-
chend den beiden Entfernungen Kreisbogen schlagen, und zwar einen um A mit dem
Radius, der der Entfernung von 75 km entspricht, und einen um B mit dem Radius,
der der Entfernung von 90 km entspricht.

Die Bogen schneiden sich in dem Punkte auf dem Meer, wo sich das entdeckte Ziel
befindet.

150. 1. 6 Schnitte; 2. 27 Wiirfel; 3. kein einziger; 4. 8, das sind soviel, als der Wiirfel
Ecken hat; 5. 12, das sind soviel, als der Wiirfel Kanten hat; 6. 6, das sind soviel, wie
der Wiirfel Flachen hat; 7. 1 Wirfel.

151. Wie der Lokfiihrer die Aufgabe I6ste, kann man sich an Hand der folgenden
schematischen Darstellung (Abb. 304) vorstellen.

Rl O
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A.304 g

(Wir kennzeichnen den weiBen und den roten Waggon mit den entsprechenden Buch-
staben W und R und die Lok mit dem Buchstaben L.)

1. Die Lok fahrt nach BD, kuppelt den Waggon W an und fahrt mit ihm nach D;

2. bringt den Waggon W auf das Auslaufgleis D, lasst ihn dort und fahrt nach BA;
3. fahrt iber BA nach AD, kuppelt den Waggon R an und fahrt mit ihm in Richtung
Auslaufgleis D;

4. kuppelt den Waggon W an und fahrt mit den Waggons R und W nach AB;

5. lasst den Waggon W auf AB stehen und fahrt mit R nach AD;

6. bringt R auf das Auslaufgleis D, lasst ihn dort und fahrt nach AB;

7. kuppelt den Waggon W an und fahrt mit ihm nach AD;

8. lasst W auf AD stehen und fahrt Uber AB nach BD;

9. kuppelt R an und bringt ihn nach DB;

10. lasst R auf DB stehen und kehrt zurlick auf ihren alten Platz auf AB. Sucht
selbstandig andere Losungen! Mir sind zum Beispiel noch zwei Lésungen in zehn Ziigen
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bekannt.

Losung der Aufgabe in sechs Ziigen (Abb. 305):

LA
TNy
DAL SN

A.305

Die Lok fahrt nach BD, kuppelt den Waggon W an und fahrt mit ihm nach AB;
lasst W auf AB stehen und fahrt nach AD uber die Weiche bei D:;

kuppelt den Waggon R an und fahrt mit ihm nach AB;

kuppelt W an und fahrt mit den Waggons R und W nach BD;

lasst den Waggon R auf BD und fahrt mit dem Waggon W iiber BA nach AD;
6. lasst den Waggon W dort stehen und kehrt allein zuriick nach AB.

o=

Ihr habt natirlich bemerkt, dass am Ende der Rangierbewegungen die Lok mit dem
Schornstein nach links zeigt.

Wahrscheinlich bevorzugte deshalb auch der Lokfiihrer die Losung in zehn Ziigen, weil
er seine Lok nicht um 180° drehen wollte.

152. 1. Wiegevorgang: Die Graupen werden zu zwei gleichen Mengen von je 4,5 kp
ausgewogen (das kann man ohne Gewichte machen);

2. Wiegevorgang: Eine Halfte wiegt man noch einmal zu zwei gleichen Mengen von je
2,25 kp aus;

3. Wiegevorgang: Von einem Teil werden mit Hilfe der Gewichte 250 p abgewogen.
Ubrig bleiben 2 kp.

153. Bei der Anordnung, die in Abb. 101 gezeigt wird, ist eine Drehung aller Scheiben
moglich. Wenn sich dabei die Scheibe A im Uhrzeigersinn dreht, dann dreht sich die
Scheibe B entgegen dem Uhrzeigersinn, die Scheiben C und D drehen sich jedoch
ebenfalls im Uhrzeigersinn.

Wenn alle vier Treibriemen gekreuzt sind, ist auch eine Drehung der Scheiben mdglich;
wenn aber nur ein Riemen, beliebig welcher, oder drei Riemen, auch beliebig welche,
gekreuzt sind, ist keine Drehung moglich.

154. Die Aufgabe ist bei Beschrankung auf eine Ebene unlésbar, das heiBt, wenn man
alle sieben Dreiecke so anordnen will, dass sie, sagen wir, auf dem Tisch liegen.

Man muss unbedingt "aus der Ebene herausgehen" und zwei Pyramiden mit gemeinsa-
mer Grundflache bilden, wie es in Abb. 306 gezeigt wird.
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A.306

155. Man nimmt zunachst ein beliebiges Rechteck mit ganzzahligen MaBen fiir die
Seiten und zerlegt es in einzelne Quadrate (Abb. 307a).

&
A.307

Betrachten wir jetzt den Rand in der Breite von einem quadratischen Feld langs den
Seiten des Rechtecks. Der "Rand" ist schraffiert.

Die Flache des "Rands" ist bereits ein Teil der Flache des Rechtecks. Aber die Anzahl
der einzelnen Quadrate des Rands ist immer um 4 kleiner als die Zahl, die den Umfang
des Rechtecks ausdriickt.

Der Umfang ist 4 + 7+ 4 + 7 = 22 Einheiten; die Anzahl der Felder des Rands betragt
nur 18 Einheiten. Folglich muss das iibrige "Mittelstiick" des Rechtecks (der nicht
schraffierte Teil in Abb. 307a) unbedingt 4 Quadrateinheiten umfassen.

Das "Mittelstiick" des gesuchten Rechtecks ist auch ein Rechteck. Aber 4 einzelne
Quadrate kann man nur auf zweierlei Weise zu einem Rechteck zusammenstellen (die
nicht schraffierten Teile in den Abb.307b und c).

Wenn wir sie mit einem Rahmen umgeben, erhalten wir zwei Losungen:

1. ein Quadrat 4 - 4;

2. ein Rechteck 6 - 3.

Die algebraische Losung der Aufgabe fiihrt zu einer sogenannten Diophantischen Glei-
chung mit zwei Unbekannten. Die MaBe des gesuchten Rechtecks sollen x und ¥ sein.
Dann ist sein Umfang 2(z + y) und seine Flache xy. Nach der Bedingung der Aufgabe
ist 2(x + y) = x. Im Bereich der natirlichen Zahlen hat diese Gleichung nur drei
Losungen:

r=4,y =4 x =0,y =3; r =3,y =0.

Im geometrischen Sinne sind die beiden letzten Losungen identisch.

156. Wir beginnen mit Abb.103, in der gezeigt wird, dass die Flasche und das Glas den
Krug im Gleichgewicht halten. In Abb. 103 b befinden sich auf der linken Waagschale die
Flasche und auf der rechten ein Teller und das Glas. Wenn wir auf beide Waagschalen
noch ein Glas stellen, storen wir das Gleichgewicht nicht.

Folglich halten die Flasche und das Glas einem Teller und zwei Glasern das Gleichgewicht

(Abb. 308a).

Wenn wir die linke Waagschale der Abb.103a mit der Abb.308a vergleichen, stellen
wir fest, dass der Krug ebensoviel wiegt wie ein Teller und zwei Glaser. Weil aber
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andererseits zwei Kriige mit drei Tellern im Gleichgewicht sind (Abb. 103c), wiegen
drei Teller ebensoviel wie zwei Teller und vier Glaser (Abb. 308b).

A.308

Nehmen wir jetzt von jeder Waagschale zwei Teller herunter, dann zeigt sich, dass das
Gewicht eines Tellers gleich dem Gewicht von vier Glasern ist (Abb. 308c).

Kehren wir zuriick zur Darstellung in Abb. 103b. An die Stelle des Tellers setzen wir
vier Glaser, dann halten fiinf Glaser der Flasche das Gleichgewicht (Abb. 308d), woraus
sich die Antwort ergibt:

Die Flasche ist fiinfmal schwerer als ein Glas. Gleichzeitig erhellt daraus, dass ein Krug
sechsmal so schwer ist wie ein Glas.

157. Der Meister zerschneidet jeden Wiirfel in acht Wirfel (Abb. 309). Der Gesamtin-
halt der Oberflachen eines Wiirfels verringert sich auf ein Viertel, aber die Anzahl der
Woirfel wird verachtfacht.

A.309
Folglich verdoppelt sich der Gesamtinhalt der Oberflachen aller Wiirfel.

158. Er goss Wasser in die mit Schrot gefiillte Biichse. Das Wasser fiillt alle Zwischen-
raume zwischen den Schrotkugeln aus. Jetzt bildete das Volumen des Wassers und das
des Bleis das Volumen der Biichse.

Nun nahm er das Blei aus der Biichse und maB das Volumen des Wassers, das in
der Biichse blieb. Durch Subtraktion des Volumens des Wassers von dem der Biichse
berechnete er das Volumen des Bleis.
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159. Wie aus der Konstruktion (Abb. 310) ersichtlich ist, kam der Unteroffizier an
demselben Punkt heraus, von dem aus er den Marsch begonnen hatte.

160. Wenn man die Entfernung von einer Schnittstelle durch einen Ast bis zur nachs-
ten Schnittstelle durch denselben Ast misst, dann zeigt sich (vgl. Abb. 104), dass sie
ungefahr 2/3 der Breite der ganzen Furnierplatte betragt.

Die Platte ist 150 cm breit. Folglich betragt die Entfernung zwischen den Aststellen
oder der Umfang des Stamms 100 cm, und der Durchmesser d des Stamms ist d ~
100 : 3,14 =~ 32 cm.

161. Wenn wir einige Windungen des Drahts fest auf einen Stab - einen Nagel oder
einen Bleistift - wickeln, dann kénnen wir seinen Durchmesser mit Hilfe des Lineals
bestimmen (Abb. 311a).

Es sollen zum Beispiel 20 Windungen des Drahts 6 mm einnehmen. Dann ist der
Durchmesser des Drahts 0,3 mm.

Um eine runde Offnung nur mit Hilfe von Hammer und Flachfeile in ein Blech zu
machen, muss man das Blech vor allem auf eine Unterlage mit einer rechteckigen oder
noch besser mit einer kreisrunden Offnung legen. Dann klopft man mit dem Hammer
eine becherartige Vertiefung in das Blech (Abb. 311b), und nachdem man es mit der
Woalbung nach oben gedreht hat, feilt man den Huckel ab (Abb. 311c).

162. Mit keinerlei Erfindung kann man eine Brennstoffeinsparung von 100% erreichen,
weil Energie nicht "aus nichts" entstehen kann. Allein dieser Umstand zeigt, dass die
Berechnung der Einsparung uniiberlegt war.

Wenn die Anwendung jeder Erfindung unabhangig von der Anwendung der anderen
Erfindungen eine bestimmte Menge Brennstoff einspart, dann bewirkt die gleichzeitige
Anwendung aller Erfindungen eine groBere Einsparung als jede beliebige von ihnen, aber
natirlich keine Einsparung von 100%.

Die Berechnung muss man folgendermaBen ausfiihren:

Es sollen vor Anwendung der Erfindungen 100 kp Brennstoff verbraucht werden. Nach
der Anwendung der Erfindung, die 30% einspart, wird man nur 70 kp Brennstoff brau-
chen.

Die zweite Erfindung erspart 45% von 70 kp Brennstoff, das heiBt, sie setzt den Ver-
brauch an Brennstoff herab auf 0,55 - 70 = 381/2 kp.

Die nachste Erfindung erspart 25% von 38 1/2 kp Brennstoff, das heiBt, sie setzt den
Verbrauch an Brennstoff herab auf 0,75 - 381/2 = 287/8 kp. Die gesamte Einsparung
an Brennstoff ist 100 kp - 28 7/8 kp = 71 1/8 kp, was also eine Einsparung von 71
1/8% bedeutet.

Man kann die Reihenfolge der Berechnung der Einsparungen andern, indem man zum
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Beispiel die Berechnung mit der Erfindung beginnt, die 45% Brennstoff einspart, dann
die Einsparung von 30% und dann die von 25% berechnet oder nach noch einer anderen
Reihenfolge verfahrt: Das Endergebnis ist das gleiche.

Uberzeugt euch davon.

Wenn jedoch die Wirkung einer Erfindung auf denselben Voraussetzungen beruht wie
die der iibrigen, dann kann sich praktisch ergeben, dass die Wirkung der Anwendung
aller drei Erfindungen dieselbe ist wie die der wirksamsten Erfindung, das heiBt im
vorliegenden Falle 45%.

A312

163. Man muss die Last an vier Federwaagen hingen (Abb. 312). Jeder Haken tragt
ein gewisses Teil des gesamten Balkens. Die Summe aller angezeigten Gewichte ergibt
das Gewicht des Balkens. Die Abbildung zeigt, dass der Balken 16 kp wiegt.

164. In Abb.313a, b, c sind die entsprechenden Losungen der Aufgaben 1 bis 3 ange-
geben.

165. 1. Es ist unmoglich, mit einem Schnitt durch einen Wiirfel ein regelmaBiges
Finfeck zu bilden. Dazu misste die Schnittflache fiinf von den sechs Flachen des
Wiirfels schneiden. Dessen Flachen sind aber alle paarweise parallel.

Folglich muss man beim Schnitt eine Figur erhalten, die parallele Seiten hat. (Wenn
zwei parallele Ebenen von einer dritten geschnitten werden, dann sind die Schnittlinien
parallel.) Das trifft aber fir das regelmaBige Fiinfeck nicht zu.

2. Wenn man einen Wiirfel in einer Ebene durchschneidet, die durch drei seiner Ecken
geht, so wie in Abb.314 durch Dy, A und C, dann erhalt man als Schnittflaiche das
regelmaBige Dreieck AD,C’; es ist regelmaBig, weil seine Seiten die Diagonalen ADq,
AC und D;C kongruenter Quadrate sind.
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A314 °

Ein regelmaBiges Dreieck erhadlt man auBer bei dem Schnitt AD;C' auch bei dem
dazu parallelen Schnitt A1 BCY und bei jedem beliebigen Schnitt, der parallel zu den
genannten, aber nicht zwischen ihnen liegt.

Erklart, welche Figur man bei einem ebenen Schnitt durch einen Wiirfel zwischen den
Schnittflaichen AD,C und A; BC; und parallel zu ihnen erhalt.

Um mit einem Schnitt ein regelmaBiges Sechseck zu bilden, ist es ndtig, die Ebene
durch die Punkte a, b, ¢, d, e, f zulegen, das sind die Mittelpunkte der Kanten A; By,
AAy, AD, DC, CCy, B1C; (Abb. 315). Wenn man die Mittelpunkte der anderen
Kanten verwendet, erhdlt man auch regelmaBige Sechsecke (insgesamt vier); sie sind
alle kongruent.

A3l5 A € o

3. Eine Ebene kann jede Flache eines Wiirfels nur einmal schneiden; die Gesamtzahl
der Flachen des Wiirfels ist sechs. Folglich kann man beim Schnitt durch den Wiirfel in
einer Ebene unmoglich ein Vieleck mit einer Anzahl von mehr als sechs Seiten erhalten.

166. Weil jeder Kasten die Gestalt eines Wiirfels hat, liegen in dem einen Kasten
drei, in dem anderen vier Kugeln in einer Reihe. Gleiche Kasten haben gleiche Kanten.
Folglich ist der Durchmesser einer groBen Kugel 4/3 mal so groB wie der Durchmesser
einer kleiner Kugel und ihr Volumen und Gewicht ist 64/27 mal so groB wie bei der
kleinen Kugel (weil Volumen und Gewicht einer Kugel proportional dem Kubus ihres
Durchmessers sind).

Also muss jede groBe Kugel 64/27 mal so schwer sein wie eine kleine, aber dafiir sind
nur 64 /27 mal soviel groBe Kugeln in einem Kasten wie kleine.
Daraus ergibt sich, dass beide Kasten gleich viel wiegen.

167. Wir legen das Zeichendreieck so auf den Kreis, dass die Ecke C' des Dreiecks sich
mit einem beliebigen Punkt des Kreises deckt, und zeichnen die Punkte D und F als
Schnittpunkte der Katheten mit dem Kreis an. Die Strecke DFE ist der Durchmesser
(Abb. 316).
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Auf analoge Weise konstruieren wir einen zweiten Durchmesser; der Schnittpunkt der
Durchmesser ist der Mittelpunkt des Kreises.

168. Die Teile des Wiirfels bestanden aus Formen, wie sie in Abb. 317 dargestellt sind.

Zusammengefligt deckten sich die rechten Winkel A und A; sowie B und B;.
Die Teile des Wiirfels lieBen sich nur durch Verschiebung von Ecke zu Ecke entlang der
Linie AB trennen.

169. Wir setzen die Spitze des Zirkels auf einen beliebigen Punkt M der Kugel und

beschreiben mit einem beliebigen Radius auf ihrer Oberflache einen Kreis, auf dem wir
drei beliebige Punkte A, B und C angeben (Abb.318a).

A.318

Die Abstande zwischen den Punkten nehmen wir in den Zirkel und tibertragen sie auf
das Papier in Gestalt eines Dreiecks ABC' (Abb. 318b). Weiter umschreiben wir dem
Dreieck ABC' einen Kreis und ziehen durch ihn zwei senkrecht aufeinander stehende
Durchmesser PQ) und GH.

Dieser Kreis ist gleich dem Kreis, den wir auf der Kugel beschrieben haben, also
PQ =KL.

Es soll der Punkt P auf dem Kreis dem Punkt K auf der Oberflache der Kugel ent-
sprechen. Wir nehmen den Abstand K M in den Zirkel und tragen von P aus mit dem
Radius KM auf GH den Punkt S ab. Wir errichten auf PS bis zum Schnittpunkt mit
der Verlangerung von GH in R die Senkrechte PR.

Die Strecke SR ist gleich dem Durchmesser der Kugel. Wenn man K mit den End-
punkten M und N des Durchmessers durch Gerade verbindet, dann ist in der Tat
das entstandene rechtwinklige Dreieck M K'N kongruent dem rechtwinkligen Dreieck
SPR, weil KM = PS und KO = PO ist.

170. Wir schneiden den Block (das Parallelepiped) in zwei gleiche stufenférmige Kor-
per, wie in Abb. 319a gezeigt wird, wobei wir die Hohe der Stufen 9 cm und ihre Breite
4 cm wahlen.
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A.319

Wenn wir den oberen Teil der Blocks um eine Stufe heruntersetzen, bilden wir einen
neuen Block (ein neues Parallelepiped) mit den Kanten von 12 cm, 8 cm und 18 cm
Lange (Abb. 319b).

Den erhaltenen Block schneiden wir wiederum in zwei stufenformige Korper, aber jetzt
in der Richtung, die auf der vorherigen senkrecht steht. Die Hohe der Stufen wahlen
wir 6 cm und ihre Breite 4 cm. Dabei ergeben sich insgesamt vier Kérper. Wenn wir
die beiden oberen Teile eine Stufe heruntersetzen, ergibt sich ein Wiirfel (Abb. 319c).

171. Weil der Boden der Flasche nach der Bedingung die Form eines Kreises, Quadrates
oder Rechtecks hat, kann man seine Flache mit Hilfe nur eines Lineals mit MaBeinteilung
leicht bestimmen. Wir bezeichnen sie mit s.

Darauf messen wir die Hohe der Flissigkeit in der Flasche. Dann ist das Volumen
desjenigen Teils der Flasche, den die Flissigkeit einnimmt, gleich sh; (Abb. 320).

he|t
it

A.320 JL

Jetzt drehen wir die Flasche um und messen die Hohe ho des Abschnitts vom Spiegel
der Flissigkeit bis zum Flaschenboden. Das Volumen dieses Abschnitts der Flasche ist
gleich sho. Den Rest der Flasche nimmt die Fliissigkeit ein, deren Volumen wir bereits
mit sq1 bestimmt haben.

Hieraus folgt, dass das Volumen der ganzen Flasche gleich shy + shy = s(hy + hg) ist.

172. Vergleiche die Lésungen in Abb. 321.
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A.321 fin

173. Die inneren Winkel eines Neunecks und eines Zehnecks betragen 140° und 144°.
Wenn wir sie unter Zuhilfenahme des Mechanismus mit Scharnieren in einer Zeichnung
mit gemeinsamem Eckpunkt A darstellen, erhalten wir einen Winkel von 4°. Wenn wir
diesen Winkel mit Zirkel und Lineal halbieren und einen der halben Winkel nochmals
auf diese Art halbieren, dann erhalten wir einen Winkel von 1°.
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16.6 Losungen - Domino und Wiirfel

174. Da auf den Dominosteinen jede Ziffer von 0 bis 6 achtmal vorkommt und die
Quadrate paarweise mit gleicher Augenzahl aufgelegt sind, muss die Kette, die mit fiinf
Augen beginnt, mit der gleichen Augenzahl enden, also mit fiinf Augen.

175. 1. Aus der Losung der vorhergehenden Aufgabe folgt, dass alle 28 Dominosteine
bei Einhaltung der Spielregel eine geschlossene Kette bilden. Und wenn man aus dieser
Kette zum Beispiel den Stein 3-5 herausnimmt, dann ist klar, dass die Kette der librigen
27 Steine an einem Ende mit fiinf und am anderen mit drei Augen beginnt.

2. Es ist nicht schwer, sich dariiber klar zu werden, warum das so ist. Die Augenzahlen
der 13 Dominosteine, die ihr von links nach rechts aufgelegt habt, stellen die Zahlenfolge
12,11, 10,9,8, 7,6, 5, 4, 3, 2, 1,0 dar.

Nach rechts anschlieBend liegen 12 Steine in willkiirlicher Reihenfolge, von denen ein
Teil (nach der Bedingung nicht mehr als 12) von rechts nach links hinter den Stein 6-6
umgelegt worden ist.

Vor der Umstellung der Steine lag der "leere" Stein (der Blanke) in der Mitte, das heiBt
0-0.

Nehmen wir jetzt an, dass in eurer Abwesenheit ein Dominostein vom rechten Rand
nach dem linken umgelegt worden ist.

Welcher Stein liegt jetzt in der Mitte? Offensichtlich 0-1. Die Eins besagt euch, dass
ein Stein umgelegt worden ist. Und wenn eure Freunde zwei Steine umgelegt haben,
liegt der Stein mit zwei Augen in der Mitte usw. Mit einem Wort, der mittlere Stein
gibt euch mit Sicherheit die Anzahl der umgelegten Steine an.

176. Verdeckt blieben die Steine 0-2, 1-2, 2-5, 6-2. Aufgelegt wurden 2-4, 3-4, 3-2,
2-2.

Es ist folgende Verteilung der Steine unter die Spieler B, C und D méglich: B: 0-1, 0-3,
0-6, 0-5, 3-6, 3-5; C: 0-0, 1-1, 2-2, 3-3, 4-4 und 3-4; D: 6-6, 5-5, 6-5, 6-4, 5-4, 6-1.

177. Obere Seite (von links nach rechts): 4-3, 3-3, 3-1, 1-1, 1-4, 4-6. 6-0.
Rechte Seite (von oben nach unten): 0-2, 2-4, 4-4, 4-5, 5-5, 5-1, 1-2.
Untere Seite (von rechts nach links): 2-3, 3-5, 5-0, 0-3, 3-6, 6-2, 2-2.
Linke Seite (von unten nach oben): 2-5, 5-6, 6-6, 6-1, 1-0, 0-0, 0-4.

Der Anschluss in den oberen beiden Ecken wird in Abb. 322 gezeigt.

A.322

[ L!_.J " I..‘ -.:
178. Die Losung ist in Abb. 323 dargestellt. A.323 H—_!"‘LJ el
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179. 1. Die Losung wird in Abb. 324 gezeigt.
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2. Die Losung wird in Abb. 325 gezeigt. Die Konstante des Quadrats ist 24.
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3. Eine Lésungsmoglichkeit zeigt Abb. 326.
4. Die Losung zeigt folgendes Schema:

5-3 0-3 0-6 2-2 15
1-1 32 1-6 45 04
6-2 46 0-0 1-2 24
0-1 1-3 25 3-6 33
4-4 1-4 3-4 0-2 05

Wenn wir in diesem Quadrat die Spalten oder Zeilen vertauschen, erhalten wir wieder
ein magisches Quadrat, adhnlich, wie man mit dem Quadrat mit 16 Steinen verfahren
konnte.

180. Die Losung wird in Abb. 327 gezeigt.
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181. Es soll der Stein z —y gemerkt und die Halfte mit den x Augen ausgewahlt worden
sein. Wir fiihren die Berechnung aus:

1. 2z; 2. 2z +m; 3. (2x +m)b = 10z + 5m; 4. 10x 4+ 5bm + y.

Wir subtrahieren 5m; es bleibt 10z + y, eine zweistellige Zahl. Die Ziffern des Zehners
und des Einers dieser zweistelligen Zahl stimmen (iberein mit den Ziffern  und y, die
die Zahlen der Augen auf dem gemerkten Stein bezeichnen.
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182. Nach der Bedingung der Aufgabe besteht die "erratene" Summe aus der Zahl der
Augen auf den Oberflaichen der Wiirfel in ihrer letzten Stellung plus der Summe der
Augen auf einem beliebigen Paar gegeniiberliegender Seitenflachen, und diese Summe
ist, wie bekannt, 7.

183. a) Feststellung der verdeckten Summe nach der sichtbaren Zahl der Augen auf
der oberen Flache der Saule. Die Summe der Augen auf den verdeckten Flachen, mit
denen die Wiirfel aufeinanderliegen, und auf der unteren Flache ist 21 minus die Zahl
der Augen, die auf der oberen Flache der Saule sichtbar ist (vgl. Abb. 131).

Wenn also die Augen addiert werden, die sich auf allen horizontalen Flachen der drei
Wiirfel befinden, das heiBt die Augen auf drei Paar einander gegeniiberliegenden Fla-
chen, dann betréagt die Summe 21 (37 = 21). Aber die Summe soll nach der Bedingung
der Aufgabe nicht die Zahl der Augen a auf der oberen Flache enthalten. Wenn wir
diese Zahl von 21 abziehen, erhalten wir die gesuchte Summe.

b) Feststellung der verdeckten Summe nach zwei sichtbaren Seitenflachen der Saule.
Bei Beachtung des "Prinzips der Sieben" sind zwei Reihenfolgen fiir die Anordnung
der Augen auf den Flachen eines Spielwiirfels moglich. Die eine Reihenfolge fiir die
Anordnung ist die spiegelbildliche Wiedergabe der anderen. Legt einen Wiirfel mit der
1 nach oben auf den Tisch.

Dann befindet sich die 2 auf einer Flache und die 3 auf einer benachbarten Flache
rechts oder links davon. Mit anderen Worten folgen beim Blick von oben die drei
Augen den zwei Augen entweder im Uhrzeigersinn (Abb. 328a) oder entgegengesetzt
dem Uhrzeigersinn (Abb. 328b).

A.328

Nachdem die Reihenfolge der Anordnung fiir 1, 2 und 3 Punkte festliegt, ist die Anord-
nung der 4, 5 und 6 Punkte auf den (ibrigen Wiirfelflichen eindeutig nach dem "Prinzip
der Sieben" bestimmbar.

Wenn wir wissen, wie die Punkte auf den Seiten des Wiirfels zueinander geordnet sind
und das "Prinzip der Sieben" kennen, genligt es, wenn wir zwei beliebige benachbarte
Seitenflachen des Wiirfels sehen, um die Zahl der Augen auf der oberen und dann auch
auf der unteren Flache festzustellen.

Zum Beispiel sehen wir auf dem unteren Wiirfel in Abb. 131 auf einer Flache 3 Punkte
und auf der rechts benachbarten 5 Punkte.

Folglich missen auf der benachbarten Flache nach links 2 Punkte sein, oben 1 Punkt
und unten 6 Punkte (wenn es ein Wiirfel vom Typ b ist). Auf dem mittleren Wiirfel hat
eine Seitenflache 6 Augen, folglich die abgewandte 1 Auge, die rechte hat 3, folglich
die obere 2 und die untere 5 Augen.

Zum fehlerlosen Erraten der Augen auf den verdeckten Flachen nach der gezeigten
Methode ist freilich angespannte Aufmerksamkeit und praktische Ubung erforderlich.

184. Da die Summe der Augen auf zwei einander gegeniiberliegenden Flachen eines
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jeden Spielwiirfels immer gleich 7 ist, sind die drei Ziffern, die der zuerst aufgeschrie-
benen dreistelligen Zahl angehangt werden, Erganzungen zu 7.

Wenn wir die anfangs aufgeschriebene Zahl mit A bezeichnen, dann ist die hinzuge-
setzte dreistellige Zahl 777 — A und die ganze sechsstellige Zahl 1000A + (777 — A)
oder 999A 4 777 = 111 (9A + 7).

Wie man sieht, ist die Zahl durch 111 teilbar. Man erhalt 94 + 7. Diese Zahl wird
angesagt. Wenn wir von ihr 7 abziehen und die Differenz durch 9 teilen, dann erhalten
wir die urspriingliche Zahl A.
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16.7 Losungen - Eigentiimlichkeiten der Neun

185. 1. Der Rest aus der Division einer Zahl durch 9 ist derselbe wie der aus der
Division ihrer Quersumme durch 9 (Besonderheit 2).

Da sich die Quersumme um die GroBe, die durch die weggestrichene Ziffer ausgedriickt
wird, verringert, verkleinert sich auch der Rest um dieselbe GréBe. Es wird auch klar,
dass sich die GroBe des Restes nicht andert, wenn die weggestrichene Ziffer eine 9 oder
eine 0 ist. (Deshalb wurde die Verwendung der Null verboten.)

2. Nach der Besonderheit 1b ist die Differenz der ausgedachten Zahlen immer durch 9
teilbar. Folglich ist die Quersumme der Differenz ein Vielfaches von 9, und wenn sich
die uns angesagte Zahl nicht durch 9 teilen lasst, dann nur wegen der weggestrichenen
Ziffer, die durch die Erganzung der angesagten Zahl bis zum nachsten Vielfachen von
9 ermittelt wird.

Wenn die angesagte Zahl selbst ein Vielfaches von 9 ist, dann folgt daraus, dass die
gestrichene Ziffer eine 9 war.

3. Man muss die Quersumme der erhaltenen Differenz (6 + 9 + 8 = 23) bilden. Die
Erganzung dieser Summe bis zum nachsten Vielfachen von 9 ist die weggestrichene
Ziffer.

In unserem Beispiel ist das 27 — 23 = 4, die weggestrichene Ziffer ist die 4.

4. Zu jeder von euch niedergeschriebenen Zahl schreibe ich diejenige dazu, deren Ziffern
die Ziffern eurer Zahlen zu 9 erganzen.

Dann muss die Summe ein Vielfaches von 9 sein, und sie bleibt durch 9 teilbar, wenn
ihr eine 9 weggestrichen habt. Wenn ihr jedoch eine andere Ziffer gestrichen habt, dann
ist die Quersumme der Summe kein Vielfaches von 9 und die weggestrichene Ziffer ist
diejenige Zahl, die die angesagte Summe zu einem Vielfachen von 9 erganzt.

5. Es wird die Zahl hinzugeschrieben, von der jede Ziffer die Summe der Ziffern der
einzelnen Spalten zu 9 oder zu einem Vielfachen von 9 erganzt. Die gesuchte Ziffer
findet man nach der allgemeinen Regel.

6. Zunachst muss man eine Spalte aus solchen Zahlen hinzuschreiben, die die Quer-
summe jeder Zeile zu einem Vielfachen von 9 erganzen, dann die hinzugeschriebenen
Zahlen addieren (eine 9 braucht dabei nicht beriicksichtigt zu werden) und an Stelle
der ganzen Spalte dieser Zahlen nur den Rest aus der Division ihrer Summe durch 9
hinschreiben.

186. Ich habe zum Beispiel aufgegeben, 48 von 1313 zu subtrahieren. Das ergab 1265.
lhr habt 148 hinzugeschrieben und, sagen wir, die 6 weggestrichen. Ubrig blieb die Zahl
125148.

Jetzt bilden wir die Quersumme: 1 +2+5+1+4+ 8 = 21.

Bis zur nachsten durch 9 teilbaren Zahl fehlen 6 (27 — 21 = 6); folglich ist die wegge-
strichene Zahl eine 6.

Warum das gerade so ist, ist nicht schwer zu verstehen. Wir wissen, dass bei der Sub-
traktion von Zahlen ihre Neunerreste subtrahiert und bei der Addition addiert werden
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(vgl. Besonderheit 3a).

Wir schreiben jetzt die gleiche Zahl, die wir abziehen, vermehrt um 100 hinzu. Folglich
ist der Neunerrest des Resultats um 1 groBer als der Neunerrest der Ausgangszahl 1313.
Und da die Quersumme dieser Zahl 1 4+ 3 4+ 1 4+ 3 = 8 und ihr Neunerrest auch gleich
8 ist, ist die Zahl, die sich als Endresultat (bis zum Wegstreichen der Ziffer) ergibt,
immer durch 9 teilbar. Die weggestrichene Ziffer kann man dann durch Erganzung der
Quersumme bis zum nachsten Vielfachen von 9 ermitteln.

Selbstverstandlich kann man als Ausgangszahl jede beliebige andere Zahl nehmen, de-
ren Quersumme gleich 8 ist oder einen Neunerrest gleich 8 hat.

Man kann auch aufgeben, die Zahl, die abgezogen wurde, unmittelbar (ohne Vermeh-
rung um 100) hinzuzuschreiben. Aber in solchem Falle muss man zur Ermittlung der
weggestrichenen Ziffer zur Quersumme der lbriggebliebenen Zahlen 1 addieren, wenn
der Neunerrest der Ausgangszahl gleich 8 war, und dann bis zum Vielfachen von 9
erganzen.

(Ganz allgemein muss man zur Quersumme die Differenz zwischen der Zahl 9 und dem
Neunerrest der Ausgangszahl hinzufiigen.)

187. 1. Man muss die Summe der Zahlen, die unter dem Additionsstrich stehen, bilden
und von dem dieser Summe nachstgréBeren Vielfachen von 9 subtrahieren. Die Differenz
ist die gesuchte Zahl.

Es handelt sich hierbei darum, dass die Summe aller gegebenen Zahlen durch 9 teilbar
ist. Wie man sieht, lasst sich die Summe (14+8)+ (2+7)+ (3+6) + (4+5) durch 9
teilen.

Wenn in der Addition alle gegebenen Zahlen enthalten waren, dann ware die Summe
der Zahlen unter dem Additionsstrich oder ihre Quersumme durch 9 teilbar; weil aber
eine Zahl nicht enthalten ist, unterscheidet sich die Summe der Zahlen unter dem
Additionsstrich von einer durch 9 teilbaren nur um die Zahl, die durch die fragliche
Ziffer ausgedriickt wird.

Die Summe der Zahlen unter dem Additionsstrich in Abb. 134 ist gleich 1 +4 4+ 1 +
44+ 1+ 2 =13. Bis 18 fehlen 5. Folglich ist die gesuchte Ziffer die 5.

2. Die gesuchte Ziffer ist die 3. Die Summe der Zahlen unter dem Additionsstrich in
Abb.136ist 1 +4+1+3+24+54+1+14+3+1+2=24. Bis 27 fehlen 3. Folglich
ist die Ziffer 3 diejenige, die von keiner Linie bertihrt wird.

Der Losungsweg griindet sich auf Uberlegungen analog denen der vorhergehenden Auf-
gabe.

3. Es ist nunmehr klar, dass die gesuchte Zahl gleich der Erganzung der Quersumme
zum nachsten Vielfachen von 9 ist.

188. Wir sehen die Tabelle aller moglichen Resultate durch:

11-99 =1089 22-99 = 2178 33-99 = 3267
44 -99 = 4356 55-99 = 5445 66 -99 = 6534
77-99 =7623 88-99 =8712 99 -99 = 9801
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Es ist nicht schwer, an diesen Produkten folgende Eigenschaften festzustellen:

1. Die erste Ziffer des Resultats erganzt immer die dritte zu 9, und die zweite erganzt
die vierte zu 9.

2. Die zweite Ziffer ist immer um 1 kleiner als die erste.

3. Die Ziffern des Multiplikanden stimmen mit der ersten Ziffer des Produkts lberein.
Die Kenntnis dieser Eigenschaften gibt die Méglichkeit, ohne auf die Tabelle zu sehen,
jedes Resultat zu rekonstruieren, wenn eine seiner Ziffern bekannt ist.

Nach der Bedingung der Aufgabe ist die dritte Ziffer eine 5. Folglich ist die erste eine
4 (1. Eigenschaft), die zweite Ziffer eine 3 (2. Eigenschaft), die vierte Ziffer eine 6 (1.
Eigenschaft). Danach ist die gesuchte Zahl 4356.

Die dritte Eigenschaft gestattet es, auch den Multiplikanden festzustellen, ohne die
Division des Produkts durch den Multiplikator durchzufiihren. Hier ist er: 44.

189. Die mittelste Ziffer der Differenz ist immer 9, und die duBeren Ziffern erganzen
sich zu 9 (letzteres folgt aus der Besonderheit 1b).

Essollen A, B und C die Ziffern einer dreistelligen Zahl sein. Wir schreiben die gegebene
Zahl arithmetisch: [A] [B] [C]. Die umgekehrte Zahl ist [C] [B] [A].

Es soll ferner A > C' sein. Dann ist [A]|[B][C] > [C][B][A]. Wir bilden die Differenz:
[AIBIIC] = [C]IB]IA]

Die letzte Ziffer der Differenz ist 10+ C' — A (da C' < A, nehmen wir zur Subtraktion
10 Einer aus der Anzahl der Zehner B). Die mittlere Ziffer der Differenz ist 10 + (B —
1) — B =9 (die Zahl der Zehner ist um 1 vermindert und fiir die Subtraktion nehmen
wir 10 Zehner aus der Anzahl der Hunderter A).

So ist tatsachlich die mittelste Ziffer der Differenz immer 9. Die erste Ziffer der Differenz
ist (A—1)—C. Die Summe der ersten und letzten Zifferist A—1—-C+10+C—A = 9.

190. Die Differenz zwischen zwei beliebigen Zahlen mit vertauschten Ziffern ist immer
9 oder ein Vielfaches von 9. Wie nicht schwer nachzupriifen ist, sind alle Bedingungen
der Aufgabe nur dann erfiillt, wenn die Differenz der Lebensalter von A und B gleich
0 ist.

Dann aber ist das Lebensalter von C' die Halfte von 9= 4 1/2 Jahre. B ist zehnmal so
alt wie C', folglich ist er 45 Jahre alt. Das Alter von A ist dann 54 Jahre. Also sind A
54, B 45 und C 4 1/2 Jahre alt.

191. Unser Freund bildete die Zahlen folgendermalBen:

Die mittelste Ziffer der Zahl war eine beliebige Ziffer, mit Ausnahme der 0, und die
Summe der (brigen Ziffern war durch 9 teilbar. Es geniigt aber nicht, dahinterzukom-
men.

Man muss auch beweisen, dass jede beliebige Zahl mit dieser Besonderheit ihrer Ziffern
die in der Aufgabe genannte Eigenschaft besitzt. Zu diesem Zweck erinnern wir uns
vor allem daran, dass dann, wenn eine beliebige Zahl S durch 9 teilbar ist, auch ihre
Quersumme S durch 9 teilbar ist. Wenn ferner die Zahl S; nicht einstellig ist, ist auch
ihre Quersumme Sy durch 9 teilbar usw.
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Wenn wir diese Berechnung fortsetzen, kommen wir einmal unvermeidlich zu einer ein-
stelligen Zahl, die durch 9 teilbar ist. Die einzige einstellige Zahl, die sich durch 9 teilen
|asst, ist aber die 9 selbst.

Wenden wir uns jetzt einer solchen Zahl zu: ...cbhaxmnp...; die Summe aller ihrer Ziffern
ohne die mittelste ist

S=.+c+b+a+m+n+p+..

sie ist nach der Bedingung durch 9 teilbar.

Wenn die Zahl S einstellig ist, dann ist sie 9. Wenn sie jedoch nicht einstellig ist, dann
ist ihre Quersumme oder irgendeine der fortlaufend gebildeten Quersummen unbedingt
9.

Wenn wir folglich zunachst die Quersumme der gegebenen Zahl ...cbaxmnp... und dann
von dieser wieder die Quersumme bilden usw., gelangen wir unvermeidlich zu der Zahl
9 + x, wobei = die mittelste Ziffer der gegebenen Zahl ist.

Die Quersumme der Zahl 9 + z ist gleich x. Verleihen wir der Zahl 9 + = folgende
Gestalt: 10+ (z — 1), dann zeigt sich, dass ihre Quersumme 14+ 0+ x — 1 = x ergibt.

316



16 Lésungen

16.8 Losungen - Mit und ohne Algebra

192. Es ist am besten, mit der Losung "am Ende" anzufangen.

Die dritte LPG verdoppelte mit der Ubergabe eines Teils ihrer Maschinen an die erste
und zweite LPG den Bestand an Maschinen, (iber den diese in diesem Augenblick ver-
fiigten, worauf alle drei LPGs je 24 Maschinen hatten. Folglich hatte vor der Ubergabe
die erste LPG 12 Maschinen, die zweite auch 12 und die dritte 48 Maschinen.

Diese Verteilung ergab sich, nachdem die zweite LPG der ersten und dritten geholfen
hatte, ihren Maschinenpark zu verdoppeln. Demnach waren die Maschinen vordem fol-
gendermaBen verteilt:

Die erste LPG hatte 6 Maschinen, die dritte 24 und, weil die zweite LPG an die erste
und dritte 30 Maschinen abgab, hatte sie 12 4+ 30 = 42 Maschinen.

So waren die Maschinen verteilt, nachdem die erste LPG die Anzahl der Maschinen der
zweiten und dritten LPG verdoppelt hatte. Folglich hatten die zweite und dritte LPG
anfangs 21 und 12 Maschinen und die erste 6 + 33 = 39 Maschinen.

193. Bei der Losung dieser Aufgabe fangen wir wieder am besten "am Ende" an und
richten unser Augenmerk darauf, dass der Faulenzer nach dem dritten Gang (iber die
Briicke noch genau 24 Pfennig hatte, die er abgeben musste.

Wenn er aber nach dem letzten Gang (liber die Briicke 24 Pfennig hatte, dann besaB er
vorher 12 Pfennig. Aber diese 12 Pfennig hatten sich ergeben, nachdem er 24 Pfennig
abgegeben hatte.

Folglich besaB er insgesamt 36 Pfennig und hatte den zweiten Gang iiber die Briicke
mit 18 Pfennig angetreten. Diese 18 Pfennig waren ihm verblieben, als er das erste Mal
uber die Briicke gegangen war und 24 Pfennig abgegeben hatte.

Folglich hatte er nach dem ersten Gang tiber die Briicke 18 + 24 = 42 Pfennig. Danach
ist klar, dass der Faulenzer anfangs 21 Pfennig in der Tasche hatte.

194. Am Ende des Tauschs hatte jeder Bruder 8 Apfel. Folglich hatte der alteste
Bruder, bevor er die Halfte seiner Apfel an seine Briider abgab, 16 Stiick; der mittelste
und der jlingste hatten je 4 Stiick.

Bevor der mittelste Bruder seine Apfel verteilte, hatte er 8, der ilteste hatte 14 und
der jlingste 2.

Folglich hatte der jiingste vor der Verteilung seiner Apfel 4; der mittelste hatte 7 und
der ilteste 13. Jeder erhielt anfangs soviel Apfel, wie er vor drei Jahren Lebensjahre
zahlte, also war der jlingste jetzt 7 Jahre, der mittelste Bruder 10 und der alteste 16
Jahre alt.

195. Nach der Verteilung der Patronen verbrauchten die Jager zu dritt 12 Stiick.
Danach verblieben allen zusammen soviel, wie jeder nach der Verteilung gehabt hatte,
das heiBt, die Gesamtzahl der Patronen verringerte sich auf ein Drittel.

Mit anderen Worten hatten die Jager zwei Drittel verbraucht und ein Drittel war Gbrig
geblieben.

Zwei Drittel waren 12 Stiick, ein Drittel sind also 6 Stiick. Folglich blieben 6 Patronen
ibrig. Das ist auch die Anzahl der Patronen, die jedem bei der Verteilung zugefallen
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war. Folglich hatten sie vor der Verteilung noch 18 brauchbare Patronen.

196. Im Augenblick der Begegnung der Lokfiihrer betragt der Abstand zwischen den
Zugfiihrern 250 m + 250 m = 500 m. Weil jeder Zug mit einer Geschwindigkeit von
45 km/h fahrt, nahern sich die Zugfihrer einander mit einer Geschwindigkeit von 45
km/h +45 km/h = 90 km/h oder 25 m/s. Die gesuchte Zeit ist 500 m : 25 m/s = 20
s.

197. Einfachheit und Kiirze jeder Losung hangt von der geschickten Wahl des Aus-
gangspunkts in der Gedankenkette ab, oder in der Sprache der Algebra ausgedriickt,
von der Wahl der unbekannten GroBe.

Wir stellen fest, dass Frau A die zweite Halfte des Manuskripts dreimal so schnell
schrieb wie die erste. Wir wollen mit n die Anzahl der Tage bezeichnen, die Frau A fiir
das Abschreiben der zweiten Halfte des Manuskripts brauchte.

Dann schrieb Frau A die erste Halfte in 3n Tagen zu je 10 Seiten taglich. Hiernach
besteht das halbe Manuskript aus 3n - 10 = 30n Seiten, und das ganze Manuskript
enthalt 60n Seiten.

Das ganze Manuskript aber schrieb Frau A in 3n + n = 4n Tagen. Folglich schrieb
Frau A im Durchschnitt 60n : 4n = 15 Seiten taglich.

Die Kollegin B hatte recht.

Lost die Aufgabe, indem ihr eine andere GréBe als Unbekannte wahlt!

198. Es sei die Anzahl der Pilze, die von jedem Jungen ins Lager gebracht worden sind,
x. Aus der Bedingung der Aufgabe folgt, dass A dem B (z — 2) Pilze, dem C (z + 2),
dem D § und dem E 2x Pilze gegeben hat, insgesamt

x 9
(x—2)+(x—|—2)—|—§—|—2:£:§x
Nach der Bedingung ist %:1: = 45. Hieraus folgt x = 10.
B hat von A 8 Pilze, C 12, D 5 und E20 Pilze erhalten, und als sie in das Lager kamen,
hatte jeder Junge 10 Pilze.

199. Mitunter antwortet man: "Beide kehren gleichzeitig zuriick."

Man begriindet die Antwort mit der Uberlegung, dass der Sportler, der mit der Stro-
mung des Flusses rudert, seinem Konkurrenten um eine gewisse Zeitspanne zuvor-
kommt, er aber auf dem Rickweg gegen die Stromung gerade soviel Zeit wieder ver-
liert.

Das ist falsch. Die Stromung verkiirzt zwar die Fahrzeit, solange das Boot mit ihr fahrt,
und verlangert sie, solange es sich in entgegengesetzter Richtung bewegt. In dem einen
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Falle unterstiitzt der Fluss in gewissem MaBe die Bewegung, im anderen hindert er sie.
Aber die Unterstlitzung dauert eine geringere Zeitspanne als die Behinderung.

Folglich ist natiirlich zu erwarten, dass der Sportler, der auf dem Fluss rudert, spater
an den Start zuriickkommt, als der Sportler, der im stehenden Wasser rudert.
Wir betrachten jetzt folgenden Grenzfall:

Es sei die Eigengeschwindigkeit des Bootes (das ist die Geschwindigkeit, die das Boot
bei gleichem Kraftaufwand des Ruderers im stehenden Wasser hat) gleich der Ge-
schwindigkeit der Stromung. Dann erreicht der Sportler, der auf dem Fluss rudert,
den Wendepunkt, wenn er mit der Stromung gerudert ist, doppelt so schnell wie sein
Konkurrent auf dem See.

Wenn aber der erste Sportler wendet, halt ihn die Stromung an, und er kann {iberhaupt
nicht zum Start zuriickkehren.

Wir gehen wieder zum allgemeinen Fall iiber:
Es sei x die Geschwindigkeit der Stromung und v die Eigengeschwindigkeit des Bootes.
Dann werden in stehendem Wasser fiir die Strecke s bis zum Wendepunkt 2 Zeitein-

heiten gebraucht, mit der Stromung werden fiir den Weg s dagegen .7 Zeiteinheiten

benotigt. Der Zeitgewinn ist 2 —

v v+x”
Wenn wir die Briiche auf einen gemeinsamen Nenner bringen, ergibt sich

S S ST

v v+az  vlv+x)

Fir den Weg s gegen die Stromung werden —“— Zeiteinheiten bendtigt, und ein Ver-
gleich mit der Bewegung im stehenden Wasser ergibt den Zeitverlust

S S ST

v—x v v(v—1)

ot a) (Zeitgewinn) und )

gleichen, stellen wir fest, dass der erste Bruch kleiner ist als der zweite, weil er einen
groBeren Nenner hat. Folglich benétigt das Boot auf dem Fluss mehr Zeit gegen die
Stromung, als es bei der Fahrt mit der Stromung gewinnt.

Wenn wir die Briiche (Zeitverlust) miteinander ver-

Also kehrt in jedem Falle von den beiden Ruderern derjenige eher zum Start zuriick,
der im stehenden Wasser gefahren ist, um wieviel eher, das hangt von der Geschwin-
digkeit der Stromung ab, wobei eine VergroBerung der Stromungsgeschwindigkeit nicht
in jedem Falle eine VergroBerung dieser Zeitdifferenz zur Folge hat.

Uberlegt euch, wie sich Strdomungsgeschwindigkeit und Zeitdifferenz zueinander verhal-
ten!

200. Die im Text der Aufgabe angestellten Uberlegungen fiihren zu der Feststellung,
dass die Zeit, die der Schwimmer von der ersten Briicke gegen die Stromung bis zum
Wendepunkt braucht, gleich der Zeit ist, die er mit der Stromung vom Wendepunkt bis
zur zweiten Briicke benoétigt, wo er den Hut einholt.

Hieraus folgt, dass sich der Schwimmer und der Hut 20 Minuten lang im Wasser be-
wegen. Der Hut legt in dieser Zeit mit der Geschwindigkeit der Stromung den Abstand
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zwischen der ersten und der zweiten Briicke zuriick, das heiBt 1000 m. Folglich ist die
Geschwindigkeit der Stromung 1000 : 20 = 50 m/min.

Ich fiihre noch eine andere Lésung an, die sich auf eine andere, sehr geistreiche Uber-
legung stiitzt. Wir betrachten die Situation "vom Standpunkt des Hutes aus".

Wir nehmen an, dass nicht der Hut, von der Stromung mitgerissen, von der ersten
zur zweiten Briicke schwimmt, sondern die zweite Briicke mit der Geschwindigkeit der
Stromung in Richtung zum Hut schwimmt, der unter der ersten Briicke im ruhenden
Wasser liegt. An der Sache selbst andert sich dadurch nichts. Nicht wahr?

Was ergibt sich daraus? Der Hut fallt ins Wasser und bleibt an seinem Platz, und die
Briicke Nr. 2 bewegt sich auf ihn zu. Und was ist mit dem Schwimmer? Er schwimmt
im stehenden Wasser 10 Minuten in der einen Richtung und (weil das Wasser ruht) in
der gleichen Zeit wieder zuriick.

Nach 20 Minuten ist er wieder zum alten Platz zuriickgekehrt und trifft dort den Hut.
In diesem Augenblick kommt die zweite Briicke, nachdem sie 1000 m zurlickgelegt hat,
bei dem Schwimmer und dem Hut an (nach der Bedingung der Aufgabe sollte doch
der Schwimmer den Hut unter der zweiten Briicke erreichen).

Folglich hat sich die Briicke mit einer Geschwindigkeit von 1000 : 20 = 50 m/min be-
wegt. Diese stellt auch die Geschwindigkeit der Stromung dar. Auf die Geschwindigkeit
des Schwimmers kommt es gar nicht an.

201. Das Gleitboot M, das vom Ufer A aus abfahrt, begegnet dem Gleitboot N, nach-
dem es 500 m zuriickgelegt hat. Zusammen haben die Boote eine Strecke zuriickgelegt,
die gleich der Lange des Sees ist (Abb. 329).

A.329

Bei der Weiterfahrt erreicht das Gleitboot M das Ufer B und begegnet auf dem Riick-
weg wiederum dem Gleitboot N in einem Abstand von 300 m vom Ufer B. In diesem
Augenblick haben beide Gleitboote zusammen eine Strecke von der dreifachen Lange
des Sees zuriickgelegt (vgl. die schematische Darstellung in Abb. 329).

Hieraus folgt, dass vom Beginn der Fahrt der Gleitboote an bis zu ihrer zweiten Be-
gegnung dreimal soviel Zeit vergangen ist wie vom Beginn ihrer Fahrt bis zur ersten
Begegnung.

Da aber das Boot M im Augenblick der ersten Begegnung 500 m zuriickgelegt hat, hat
es bis zum Augenblick der zweiten Begegnung folglich 500 - 3 = 1500 m zuriickgelegt
(bei gleichbleibender Geschwindigkeit ist der zuriickgelegte Weg proportional der Zeit).
Die Lange des Sees ist um 300 m kirzer als der Weg, den das Boot M vom Beginn der
Fahrt bis zur zweiten Begegnung zuriickgelegt hat, das heiBt, sie ist 1500 — 300 = 1200
m.
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Vom Beginn der Fahrt der beiden Boote M und N bis zu ihrer ersten Begegnung ist die
gleiche Zeit abgelaufen. Folglich ist das Verhaltnis ihrer Geschwindigkeiten gleich dem
Verhaltnis der von beiden Booten in dieser Zeit zuriickgelegten Strecken, das heiBt

U1 500 5%

vy 1200 —500 7

202. Es gibt einen Ausweg. Die ganze Gruppe soll x Baume pflanzen. Die Brigade B
versprach, soviel Baume zu pflanzen, wie alle tbrigen Pioniere der Gruppe zusammen

pflanzen; folglich musste sie die Halfte der gesamten Anzahl Baume pflanzen, das heiBt
xX .

i\ versprach, mit seiner Brigade die Halfte der Zahl der Baume zu pflanzen, die von
allen tbrigen gepflanzt werden. Wenn man den Teil der Brigade A als einen Teil der
Gesamtzahl der zu pflanzenden Baume rechnet, dann betragt der Anteil der iibrigen
Pioniere zwei solche Teile.

Hieraus folgt, dass die Brigade A ein Drittel von z, das heiBt % Baume pflanzen muss.
Die Brigaden A und B haben sich also verpflichtet § + £ = %ZI} Baume zu pflanzen.
Die dbrigen Pioniere der ganzen Gruppe pflanzten demnach & B3ume, was nach der
Bedingung der Aufgabe 40 Stiick ausmachte.

Wir haben: % = 40, woraus sich ergibt, dass x = 240 Baume sind. Hiervon entfallen
auf die Brigade A £ = 80 und auf die Brigade B § = 120 Baume.

203. Sie ist doppelt so groB.

Wenn man die Halfte der kleineren Zahl mit m bezeichnet, dann ist die Differenz aus
ihr und ihrer Halfte auch m, und die Differenz aus der groBeren Zahl und der Halfte der
kleineren ist 3m. Dann ist die kleinere Zahl m+m = 2m und die groBere 3m+m = 4m.
Die Zahlen stehen also in dem Verhaltnis 4m : 2m = 2 : 1 zueinander.

204. Algebraische Losung. Die Geschwindigkeit des Seeschiffes sei x, die des Was-
serflugzeuges 10x. Die Strecke des Flugzeuges betragt bis zum Zusammentreffen mit
dem Seeschiff s. Wahrend des Fluges betragt die Fahrtstrecke des Seeschiffs s — 180.

Folglich ist:
S s — 180

10x T

Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung mit 10z (z # 0) und erhalten s = 200
Seemeilen.

Arithmetische Losung. In der Zeit, in der das Wasserflugzeug 10 Seemeilen zuriicklegt,
entfernt sich das Seeschiff um 1 Seemeile.

Wenn daher das Flugzeug die ersten 180 Seemeilen zuriickgelegt hat, hat sich das
Seeschiff um 18 Meilen entfernt.

Wahrend das Flugzeug die nachsten 10 Meilen zuriicklegt, fahrt das Seeschiff die 19.
Meile, und zwischen ihnen bleiben noch 9 Seemeilen.

Nach der 20. Meile erreicht das Wasserflugzeug das Seeschiff. Dabei sind beide 200
Seemeilen von der Kiiste entfernt.
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205. Da man die Geschwindigkeit der Kunstradfahrer kennt, kann man folgern, dass
sie eine Streckeneinheit in 1/6, 1/9, 1/12 und 1/15 Stunde zuriicklegen.

Fir eine Runde braucht jeder aber nur 1/3 der angegebenen Zeit, das heiBt 1/18, 1/27,
1/36 und 1/45 Stunde (der Umfang eines jeden Kreises betragt 1/3 Streckeneinheit).

In einer Stunde legen die Fahrer 18, 27, 36 und 45 volle Umlaufe zuriick und nach 20
Minuten 6, 9, 12 und 15 Umlaufe.

Alle Zahlen sind ganze, folglich treffen die Kunstradfahrer nach 20 Minuten an den
Ausgangspunkten zusammen. Grundsatzlich konnen die Fahrer an den Ausgangspunk-
ten nur zusammentreffen, wenn sie eine ganze Anzahl von Umlaufen (wenn auch nicht
gleich viele) zuriickgelegt haben.

Die groBtmogliche Zahl solcher Ereignisse im Laufe von 20 Minuten wird folglich durch
den groBten gemeinsamen Teiler der Zahlen 6, 9, 12 und 15 bestimmt. Dieser ist 3.
Folglich werden die Radfahrer im Verlaufe von 20 Minuten dreimal gleichzeitig die
Ausgangspunkte passieren, namlich aller 6 2/3 Minuten (20 : 3 = 62/3).

206. Zwischen der GroBe der Bearbeitungsgeschwindigkeit fiir ein Werkstiick und der
Zeit, die fiir die Bearbeitung gebraucht wird, besteht eine umgekehrt proportionale
Abhangigkeit.
Bezeichnet ¢ die Zeit fir die Bearbeitung eines Werkstiicks bei einer Schneidegeschwin-
digkeit v; und t, die Zeit fiir eine Schneidegeschwindigkeit v5, dann ist das Verhaltnis
22 gleich dem Verhaltnis %
1 v2

la 01

tl n (%)
Nach der Bedingung ist to = 2 1/2 min (bei einer Schneidegeschwindigkeit vs), t1 =
35 min (bei einer Geschwindigkeit v; = vy — 1690 m/min).
Wir bilden die Verhaltnisgleichung

5 vz — 1690 m/min
35 (%)

und erhalten die Lésung vy = 1820 m/min.
Der Dreher P. Bykow erreichte die Zeit von 2 1/2 min mit einer Schneidegeschwindigkeit
von 1820 m/min.

207. Die Entfernung von Skagway bis zu dem Lager, zu dem Jack London eilte, betrug
133 1/3 Meilen.

Nach der Bedingung ware Jack London um einen Tag frither in das Lager gekommen,
wenn er weitere 50 Meilen mit voller Geschwindigkeit zurtickgelegt hatte. Folglich ware
er um zwei Tage friiher, also ohne Verspatung im Lager eingetroffen, wenn er noch 100
Meilen mit voller Geschwindigkeit zurlickgelegt hatte.

Hieraus kann man folgern, dass es am Schluss des ersten Tages der Fahrt noch 100
Meilen bis zum Lager waren.

Wenn London die ganze Zeit mit voller Geschwindigkeit gefahren ware, hatte er anstatt
100 Meilen % Meilen = 166 2/3 Meilen zuriickgelegt. Die iberschieBenden 66 2/3
Meilen hatten ihm 2 Tage Fahrt erspart.
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Hieraus folgt, dass die volle von Jack London berechnete Geschwindigkeit 33 1/3 Mei-
len je Tag betrug. In den ersten 24 Stunden legte er daher 33 1/3 Meilen zuriick.

Wenn wir hierzu die Gbrigen 100 Meilen hinzufligen, erhalten wir die gesamte Entfer-
nung. Sie betragt 100 Meilen + 33 1/3 Meilen = 1331/3 Meilen.

208. 1. Wenn sich das Monatsgehalt um 30% erhéhen wiirde, dann wiirde auch die
Kaufkraft um denselben Prozentsatz steigen.

2. Wenn das Gehalt jedoch unverandert bleibt, aber die Warenpreise um 30% fallen,
dann erhoht sich die Kaufkraft nicht um 30%, wie viele meinen, sondern um mehr.

Wenn man vor der Preissenkung fiir 1 DM einen Gegenstand zum Preise von 1 DM
kaufen kann, dann kann man nach der Preissenkung (um 30%) fir 1 DM 1% = 10
Gegenstande kaufen, das heiBt um 3/4 mehr, und 3/7 sind ungefahr 43%.

3. Falsche Analogie fiihrt auch hier zu fehlerhafter Antwort: 10% + 8% = 18%.

In Wahrheit betragt der anfangs beabsichtigte Gewinn 20% . Wenn das Geschaft ein
Buch mit einem Rabatt von 10% verkauft, erzielt es 8% Gewinn vom Selbstkostenpreis.
Das bedeutet, dass 90% vom Ladenpreis 108Selbstkostenpreises des Buches betragen.

Es ist nicht schwer zu bestimmen, wieviel Prozent des Selbstkostenpreises der Laden-
preis ausmacht.
Zur Losung dieser Frage stellen wir die Verhaltnisgleichung auf:

90 _ 108
100 =
Hieraus folgt x = 120%. Also ist der urspriinglich beabsichtigte Gewinn 20% vom
Selbstkostenpreis.

4. Sehr viele denken, dass die Produktivitdt um ebensoviel Prozent zunimmt, wie sich
die Anfertigungszeit fiir das Werkstlick verringert. Es lasst sich leicht dartun, dass das
ein lrrtum ist.

Es soll anfangs fiir die Anfertigung eines Werkstiicks 1 Stunde gebraucht werden. Nach

Senkung der Arbeitszeit um P% ist diese um WPO Stunden geringer, das heiBt, sie
betragt 1 — % Stunden. Folglich wird in 1 Stunde nicht nur ein Werkstiick hergestellt,
sondern 1 : (1 — %) = 10100913 Werkstiicke, also 10100913 —1= méj_P Werkstiicke mehr

als anfangs.

Wenn man diese Produktionssteigerung in Prozenten ausdriickt, dann ergeben sich
A00F %: Wenn zum Beispiel die Zeitnorm um 50% (P = 50) gesenkt wird, dann
nimmt die Produktivitat nicht um 50%, sondern um 100% zu, das heiBt, sie verdoppelt

sich.

209. Durch den Mangel an Eindeutigkeit in der Formulierung des Testaments kann der
Wille des Erblassers verschieden ausgelegt werden. Wenn man als wesentlichen Inhalt
seines Willens das Verhaltnis des Erbteils der Mutter (m) zu dem des Sohnes (s) und
der Tochter (t) ansieht, dann folgt daraus, dass eine Tochter einen halb so groBen Teil
vom Nachlass wie die Mutter und ein Sohn einen doppelt so groBen Anteil erhalten
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soll.

Folglich muss der Nachlass in 7 gleiche Teile geteilt werden, von denen 2 Teile der
Mutter, 4 Teile dem Sohn und 1 Teil der Tochter ausgehandigt werden (m :s:t=2:
4:1).

So schlug auch Salvian Julian vor, den Nachlass zu teilen. Aber diese Losung ist fiir die
Mutter ungiinstig. Man kann doch den Willen des Erblassers auch so deuten, dass er
im Auge hatte, der Mutter wenigstens 1/3 des Nachlasses zu hinterlassen; die Lésung
des romischen Juristen gesteht ihr aber nur 2/7 zu.

Wenn man daher die Interessen der Mutter vertritt, muss man ihr 1/3 des Nachlasses
iibergeben und die iibrigen 2/3 zwischen dem Sohn und der Tochter im Verhaltnis 4:1
teilen. Dann erhalt er Sohn = -4 = 3 und die Tochter -1 = 5 des gesamten
Nachlasses, oder m : s : t = 5 8: 2.

Eine andere geistreiche Losung ist folgende:

Die Zwillinge erblickten doch nicht gleichzeitig das Licht der Welt. Wenn als erstes
der Sohn geboren wurde, dann féllt ihm 2/3 des gesamten Nachlasses zu; vom Rest
erhalten die Tochter 1/3 und die Mutter 2/3.

Wenn als erstes die Tochter geboren wurde, dann erhalt sie 1/3 des gesamten Nach-
lasses; vom Rest erhalten 2/3 der Sohn und 1/3 die Mutter.

210. Die gesuchte Entfernung sei 2z Schritte. Auf die eine Halfte dieser Entfernung
entfallen § Doppelschritte, auf die andere g dreifache Schritte. Nach der Bedingung
waren es 250 Doppelschritte mehr als dreifache.

Folglich ist § — 3 = 250, § = 250, x = 1500 Schritte. Die ganze Entfernung betrug
2x = 3000 Schrltte

211. Die Entfernung vom Dorf zur Stadt sei  km. Wenn der bejahrte Mann y km
zurlickgelegt hat, hat er noch (z—y) km zu fahren. Wenn er 3y km zuriickgelegt hatte,
dann blieben ihm noch (z — 3y) km. Nach der Bedingung der Aufgabe ist z — 3y halb
so viel wie die Entfernung x — 3. Folglich ist x —y = 2(x — 3y) oder x — y = 2z — 6y.
Hieraus folgt y = %x

Der junge Mann soll z km zuriickgelegt haben; er hat noch (x — z) km zu fahren. Wenn
er z km gefahren ware, blieben ihm noch (x — 7) km

Nach der Bedmgung der Aufgabe ist (z—2)3 = 2 — 3. Hieraus folgt = = 2, fx ist aber
groBer als 1 zw, das heiBt z > y, und das bedeutet, dass der junge mehr zuruckgelegt
hat als der beJahrte

Folglich fuhren der junge mit dem Auto und der bejahrte mit dem Pferdewagen..

212. Es soll

der erste Motorradfahrer = Stunden gefahren sein, % Stunden ausgeruht haben;

der zweite Motorradfahrer 5 Stunden ausgeruht haben, y Stunden gefahren sein.

Da die beiden I\/Iotorradfahrer ein und dleselbe Zeitlang unterwegs waren, ist z + £ =
5 +y oder § 3y Hieraus folgt x = y, das heiBt y < .

Der zweite Motorradfahrer ist schneller gefahren als der erste.
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213. Wenn sich das gesuchte Flugzeug auf dem n. Platz, von links nach rechts gezahlt,
befindet, sind rechts von ihm 9 — n Flugzeuge (vgl. Abb. 141) und links von ihm n — 1
Flugzeuge.

Das Produkt dieser Zahlen ist (9 —n)(n — 1).

Wenn sich das Flugzeug 3 Platze weiter rechts befunden hatte, dann waren rechts von
ihm 6 —n Flugzeuge und links von ihm n + 2 Flugzeuge gewesen. Nach der Bedingung
ist (6 —n)(n+2)—(9—n)(n—1)=3. Hieraus folgt n = 3.

Das gesuchte Flugzeug war das dritte, wenn man von links nach rechts zahlt.

214. Die gesuchten Summanden sind 8, 12, 5 und 20.

215. x soll die Lange der langeren, y die der kiirzeren Kerze sein. In einer Stunde
brennt die erste Kerze um z : 31 = %x er herunter und d|e zweite um y : b = 5y

In zwei Stunden brennen sie entsprechend um ;lx und 5y herunter. Von der ersten
Kerze bleibt 3 Zx, von der zweiten y

Nach der Bedmgung der Aufgabe |st 7:13 = y Folglich war die eine Kerze 5/7 mal so

lang wie die andere.

216. Der ganze Witz besteht darin, dass die Summe der Zahlen immer durch 11 teilbar
ist. Man kann die gedachte vierstellige Zahl [a][b][c][d] so niederschreiben:

1000a + 1006 + 10c + d
Nach der Umstellung der ersten Ziffer an das Ende der Zahl erhalt man:
10006 + 100¢ + 10d + a
Die Summe dieser beiden Zahlen ist:
1000a + 1006 + 10¢ + d — 10000 4 b100c + 10d 4 a = 1001a + 110000 + 110c + 11d

Es lasst sich leicht feststellen, dass jeder Summand durch 11 teilbar ist. Von den Zah-
len, die A, B, C und D nannten, lasst sich nur das Resultat von C durch 11 teilen.

Daraus ergibt sich, dass sich A, B und D verrechnet haben und nur das Resultat von
C richtig ist.

217. Im ersten Augenblick mag es scheinen, dass das Nachgehen der Wanduhr durch
das Vorgehen der Tischuhr um dieselbe Anzahl von Minuten kompensiert wird und dass
das Nachgehen des Weckers durch das Vorgehen der Armbanduhr seinerseits ausgegli-
chen wird, so dass die Armbanduhr die genaue Zeit anzeigt. Aber das ist nicht so.

Nach 1 Stunde genauer Zeit sind nach der Wanduhr 58 Minuten vergangen. 60 Minuten
nach der Wanduhr sind nach der Tischuhr 62 Minuten. Folglich zeigt die Tischuhr fiir
jede Minute der Wanduhr Mlnuten an, und fiir 58 Minuten nach der Wanduhr (das
heiBt auf 1 h Stunde genauer Zeit) zeigt die Tischuhr % 62? Minuten an.

Weiter. Fir 60 Minuten an der Tischuhr zeigt der Wecker 58 Minuten an. Folglich zeigt
der Wecker fiir jede Minute auf der Tlschuhr 22 Mlnuten an, und fur % Minuten

nach der Tischuhr (das heiBt auf 1 Stunde genauer Zeit) zeigt er 58632 58 Minuten an.
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Genauso zeigt fiir jede Minute auf dem Wecker die Armbanduhr Mmuten an. Folglich

zeigt sie fiir 20258 Minuten nach dem Wecker (das heiBt fiir ' Stunde genauer Zeit)

60-60
586258 62
60.60 Minuten an.

Wenn wir die Rechnung durchfiihren, erhalten wir anndhernd 59,86 Minuten.

Folglich geht die Armbanduhr in jeder Stunde genauer Zeit 0,14 Minuten nach. So geht
sie in 7 Stunden genauer Zeit 0,14 - 7 Minuten = 0,98 Minuten ~ 1 Minute nach.
Um 19 Uhr genauer Zeit zeigt die Armbanduhr 18.59 Uhr.

218. Es sollen unsere Uhren in & Stunden wieder ein und dieselbe Zeit zeigen. Das tritt
dann ein, wenn meine Uhr soviel vorgeht und meines Freundes Uhr soviel nachgeht, dass
es zusammen 12 Stunden (43200 Sekunden) sind. Meine Uhr differiert auf 2 Stunden
um x Sekunden und meines Freundes Uhr um %x Sekunden.

Wir erhalten die Gleichung = + %x = 43200. Hieraus folgt x = 17280.

17280 Stunden oder 720 Tage, also fast 2 Jahre miissen wir warten, bis unsere beiden
Uhren wieder ein und dieselbe Zeit anzeigen.

Noch langer miissten wir auf die Ubereinstimmung unserer beiden Uhren mit der ge-
nauen Zeit warten.

Dazu muss meine Uhr 12 Stunden vorgehen und meines Freundes Uhr 12 Stunden
nachgehen. Bei meiner Uhr wiirde dies in 43200 Stunden oder 1800 Tagen eintreten,
bei meines Freundes Uhr %—mal frither, das heift in 1200 Tagen.

Gleichzeitige Ubereinstimmung unserer beiden Uhren mit der genauen Zeit wiirde in
einer Anzahl von Tagen eintreten, die durch die Zahlen 1800 und 1200 teilbar ist, das
heiBt in 3600 Tagen - also in knapp 10 Jahren!

219. 1. Wahrend der Abwesenheit des Meisters beschrieben die Zeiger zusammen einen

vollen Umlauf um das Zifferblatt. Da sich der Minutenzeiger 12-mal so schnell Wie der

Stundenzelger bewegt, machen die von beiden Zeigern durchlaufenen Strecken ﬁ und
des ganzen Kreises aus.

Hleraus folgt, dass der Melster - 60 = 553 5 Minuten abwesend war.

Wenn man von den Zeigern zurl'jckgelegten Weg in Zeitminuten rechnet und mit x die

Anzahl der Minuten bezeichnet, die von der Stellung beider Zeiger auf der 12 bis zur

Stellung des Minutenzeigers beim Weggang des Meisters zum Mittagessen verstrichen

sind, dann ist der Stundenzeiger in diesen z Minuten nur um 11255 vorgeriickt; folglich

betragt die "Entfernung" zwischen beiden Zeigern beim Weggehen des Meisters z— 5 =
JJ Minuten.

er erhalten die Gleichung 3 12:): = = - 60. Hieraus folgt x = 5143

Folglich ging der Meister 5->- Minuten nach 12 Uhr zum Mittagessen und blieb 55%
Minuten abwesend.
Als er zuriickkehrte, war es 55 5+ 5143 = 6039 Minuten nach 12 Uhr, das heiBt 5%

143 143
Minuten nach 1 Uhr.

143

2. 2 Stunden, nachdem ich weggegangen bin, steht der Minutenzeiger an der gleichen

Stelle, und der Stundenzeiger ist um % einer vollen Umdrehung vorgertickt.
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Damit die Zeiger ihre Stellungen in mehr als 2 Stunden tauschen, miissen sie zusammen
noch des gesamten Zifferblatts oder noch 50 Minuten zuriicklegen. Der Minuten-
zeiger bewegt sich 12-mal so schnell wie der Stundenzeiger. Folglich dauert sein Weg
gleich % - 50 = 46%3 Minuten. Demnach war ich noch 4612—3 Minuten (iber 2 Stunden
hinaus abwesend.

3. Zwischen 4 und 5 Uhr iiberdecken sich die Zelger genau 20 : 1; = 21> Minuten
nach 4 Uhr. Der Minutenzeiger steht um 50 : 546 I\/Imuten nach 4 Uhr dem
Stundenzeiger genau gegeniiber.

Folglich léste der Schiiler die Aufgabe in 545 — 212

T = 32% Minuten. Er war um 4
Uhr 54% Minuten mit der Losung fertig.

220. Da der erste Mann wahrend einer Halfte der gesamten Zeit mit der groBeren
der beiden ungleichen Geschwindigkeiten lief, ging er mit der groBeren Geschwindigkeit
offensichtlich mehr als die Halfte des Wegs, der zweite Mann ging jedoch mit derselben
Geschwindigkeit nur die Halfte des Wegs.

Also brauchte der erste Mann fiir den ganzen Weg weniger Zeit als der zweite. Das ist
die ganze Losung, kurz und elegant.

Es ist nicht schwer, algebraisch zu beweisen, dass der zweite Mann langer lief als der
erste. Es seien m und n die beiden Geschwindigkeiten, wobei m > n; t sei die Halfte
der gesamten Zeit, die der erste Mann brauchte; sy ist der Weg, der von ihm mit der
Geschwindigkeit m durchlaufen wurde, und s, der Weg, den er mit der Geschwindigkeit

n ging.

Bei m > n haben wir %t = %2; hieraus folgt 51 > s3.
In der Sprache der Algebra kann man die Losung folgendermaBen fortsetzen: Der ganze

Weg ist mt + nt; der halbe Weg ist ™" — (m;”)t; bezeichnet = die gesamte Zeit des

ersten Mannes, dann ist x = 2t; bezeichnet y die gesamte Zeit des zweiten Mannes,

dann ist y = (”;J;f) + (m+n)

Wir bilden die Differenz y —x:

(m+n)t+ (m+n)t of — (mn+n?+m? +mn —4mn)t _ (m —n)t

2m 2n 2mn 2mn

y—x=

Da alle Faktoren auf der rechten Seite gréBer als 0 sind, ist y —x > 0 oder y > x. Der
zweite Mann lief langer als der erste.

221. Wenn an der Zweiglinie n Bahnhofe liegen, dann muss jeder Bahnhof iiber n — 1
Fahrkartensatze verfiigen, und insgesamt sind n(n — 1) Fahrkartensatze nétig.

Wenn an der Linie bisher  Bahnhofe lagen und es in Zukunft y sein werden, dann
werden y(y — 1) — z(x — 1) neue Fahrkartensatze gebraucht. Wir haben die Gleichung:
yly —1) —z(x — 1) = 46 oder

y? — 2% — (y — x) = 46 , (y—z)(y+x—1) =46

Beide Faktoren miissen ganze und positive Zahlen sein; das ergibt nur zwei Moglich-
keiten: 46 = 2 - 23 oder 46 = 1 - 46.
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Im ersten Falle ist y —x = 2 und y + 2 — 1 = 23. Die Lésung dieser Gleichungen ergibt
r=11,y=13.

Folglich lagen bisher an der Zweiglinie 11 Bahnhofe und nach der Eroffnung zweier
neuer Bahnhofe werden es 13 sein.

Der zweite Fall (46 = 1 - 46) wiirde bedeuten, dass die Anzahl der neuen Bahnhofe
y—x = 1 ist; aus der Rede des Eisenbahners folgt aber, dass die neuen Bahnhofe mehr
als einer sein miissen.

222. Wir multiplizieren die linken und die rechten Seiten der Gleichungen a® = bd und
ad = b*c und erhalten: a®>d = b3dc oder mit d gekiirzt: a®> = bc.

Hieraus folgt, dass ¢ die dritte Potenz irgendeiner ganzen Zahl sein muss. Unter den
ganzen Zahlen 2 bis 15 gibt es nur eine, die eine dritte Potenz ist, namlich 8. Folglich
ist c = 8.

Hiernach haben wir: a® = 8b% oder a = 2b. Da nach der Bedingung a® = bd ist, ist
dann 4b? = bd oder 4b = d. b kann aber nicht 2 sein, weil dann d = 8 ware, wir haben
aber schon ¢ = 8, und unter den Woértern sind nicht zwei mit je 8 Buchstaben.

b kann auch nicht groBer als 3 sein, weil unter den Wortern kein Wort mit 16 Buchstaben
und mehr ist. Folglich ist b = 3. Hieraus folgt a = 6 und d = 12.

Also haben die ausgesuchten Worter 6, 3, 8 und 12 Buchstaben. Diese Worter sind:
Ziffer, Lot, Division, Stereometrie.

223. Nein, man kann es nicht. Der abgewogene Zucker wiegt mehr als 2 kp.

Beweis: Wenn die Waage im Gleichgewicht ist, dann wird, einerlei ob gleicharmig oder
ungleicharmig, die Gleichung ap = bq erfiillt, wobei a und b die Langen des linken und
rechten Waagebalkens sind und p und ¢ die Gewichte der Lasten auf der linken und der
rechten Waagschale (Abb. 330).

P 9
= |=~
— a—sk-b

In unserem Falle ist a # b, und es soll das Einkilogewicht im ersten Falle x kp Zucker
und im zweiten ykp Zucker entsprechen.

Dannist a-1 = bx und b-1 = ay. Hieraus folgt x = { und y = 2 also x4y = (% + g)
kp. Aber die Summe aus einer positiven Zahl § (auBer 1) und der zu ihr reziproken

Zahl gimmer groBer als 2. Wenn a # b, dann ist (a — b)? > 0.

A.330

Hieraus folgt: a® — 2ab + b? > 0 und daraus a® + b? > 2ab. Dividieren wir beide Seiten
der Ungleichung durch ab, dann erhalten wir: ¢ +§ > 2,

Die Verfahren zum genauen Auswiegen auf ungenauen Waagen.

1. Die Ware durch irgend etwas, zum Beispiel Schrot, ins Gleichgewicht bringen. Die
Ware wegnehmen und an ihrer Stelle die Gewichte auf die Waagschale legen, die den
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Schrot ins Gleichgewicht bringen. Diese Gewichte zeigen das Gewicht der Ware an.

2. Die Ware zweimal "abwiegen", indem man die Gewichte zuerst auf die eine Waag-
schale und dann auf die andere legt. Wenn im ersten Falle das "Gewicht" der Ware p
ist und im zweiten Falle ¢, dann ist das richtige Gewicht gleich \/p¢. Ihr beweist das
mit Leichtigkeit.

224. Es sei x die Lange des Zuges und y seine Geschwindigkeit. Da der Zug am Be-
obachter in der Zeit t; voriiberfahrt, das heiBt, da er den Weg, der gleich seiner Lange
ist, in der Zeit {; zuricklegt, ist y = ;.

In der Zeit t, fahrt er tber die Briicke von der Lange a, das heiBt, er legt in dieser Zeit
einen Weg zuriick, der gleich der Summe aus seiner eigenen Lange und der Lange der

Briicke ist.
Folglich ist y = “*. Hieraus folgt

atq a

h—t, YT

T =

225. Als der "Mathematiker" die Quadratwurzel aus den beiden Seiten der Gleichung
(x —v)? = (y—v)? zog, lieB er auBer acht, dass es fiir das Resultat zwei Moglichkeiten
gibt: entweder z —v =y —voderz —v=0v —y.

Richtig ist nur das zweite Resultat, und zwar aus folgenden Griinden: Da = und y
positive Zahlen sind, folgt aus der Ausgangsgleichung = + y = 2v, dass dann, wenn
x > v ist, y < v (erster Fall), und dann, wenn z < v ist, y > v (zweiter Fall).

Im ersten Fall ist t —v > 0 und y—v < 0, was der Gleichung x —v = y—v widerspricht.
Die zweite Gleichung x — v = v — y jedoch widerspricht weder den Bedingungen des
ersten Falles noch denen des zweiten.

Aus der Gleichung x — v = v — y folgt wieder die Ausgangsgleichung = + y = 2v.

226. Wenn wir die 1 vor die fiinfstellige Zahl [A] setzen, vermehren wir sie um 100000,
wir erhalten: A + 100000.

Wenn wir die Eins an das Ende der Zahl A setzen, ist das gleichbedeutend mit einer
Multiplikation der Zahl A mit 10 und der Addition einer Eins zu diesem Produkt; wir
erhalten: 10A + 1.

Aus der Bedingung folgt, dass A}roﬁl)aroloo =3

Hieraus folgt: 104 4+ 1 = 3A 4 300000 oder 7A = 299999 und schlieBlich A = 42857.

227. Wenn wir mein Lebensalter durch die Strecke AB(Abb. 331) und das Ihrige durch
die Strecke C'D darstellen, dann gibt die Strecke K B an, vor wieviel Jahren mein Alter
gleich dem lhrigen war.

A M K B
C I iD
A.331 N
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Aber vor soviel Jahren war Ihr Alter um die Strecke ND = K B geringer, und es lasst
sich durch die Strecke C'N ausdriicken, die halb so groB ist wie die Strecke AB.
Hieraus folgt, dass auch die Strecke M B zweimal die Strecke K B enthalt. Die Strecke
AB enthalt viermal die Strecke K B, und C'D enthalt sie dreimal.

Wenn Sie so alt sein werden, wie ich jetzt bin, dann wird Ihr Alter durch eine Strecke
ausgedriickt, die gleich der Strecke AB ist, die aber, wie festgestellt, viermal die Strecke
K B enthilt.

Aber auch mein Alter hat sich zu diesem Zeitpunkt um die Strecke K'B vermehrt und
wird durch eine Strecke ausgedriickt, die fiinfmal die Strecke K B enthalt.

Nach der Bedingung sind 4K B + 5K B = 63, das heit, der Abschnitt K B stellt 7
Jahre dar.

Folglich sind Sie jetzt 21 Jahre alt, und ich bin 28 Jahre alt. Vor 7 Jahren waren Sie
14 Jahre alt, was in der Tat die Halfte meines gegenwartigen Alters darstellt.

228. Oft gibt man eine falsche Antwort, namlich 7. Sie erklart sich daraus, dass man
nur diejenigen Dampfer im Auge hat, die noch auf die Reise gehen missen. Man vergisst
aber diejenigen, die schon unterwegs sind. Eine sehr einleuchtende und anschauliche

Losung kann man mit Hilfe einer grafischen Darstellung der Schiffsbewegungen erhalten
(Abb. 332).

Le Havre
0123456789 0M12131%151617

RROTSATS
CROLREEREEELS
LSRRGS

012345673 89101M121314151617
NEW‘ York, Anzahl der

A.332 i

An dem Beispiel des Dampfers, der in der grafischen Darstellung durch die Strecke AB
gekennzeichnet ist, kann man sehen, dass ein Dampfer auf der Fahrt von Le Havre nach
New York auf See 13 Schiffen begegnet und dazu noch zweien, einem im Augenblick
der Abfahrt (das von New York ankommt) und einem bei der Ankunft in New York
(das nach Le Havre abfahrt), insgesamt also 15 Schiffen.

Die grafische Darstellung zeigt auch, dass die Begegnungen taglich mittags und mit-
ternachts stattfinden.

229. Auch hier ist fiir die Analyse und Losung der Aufgabe das grafische Verfahren
geeignet. Auf der vertikalen Achse (Abb. 333 a) tragen wir die Entfernungen Stunden
in km und auf der horizontalen die Zeiten in Stunden ab.

Die MaBstabe sind beliebig. Wenn der gesamte Weg auf dem Fahrrad (mit 15 km/h Ge-
schwindigkeit) zurlickgelegt wird, dann braucht man, wie der Endpunkt A der Strecke
OA zeigt, dazu vier Stunden.
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R

______

5 FHunden,
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A.333

Wenn er aber zu FuB (ohne Unterbrechung, mit 5 km/h Geschwindigkeit) zuriickgelegt
wird, dann braucht man, wie der Endpunkt B der Strecke OB zeigt, dazu zwélf Stunden.
Beide Jungen bewegen sich aber abwechselnd zu FuB und mit dem Rad fort und beenden
ihre Reise gleichzeitig. Folglich miissen in der grafischen Darstellung ihre Bewegungen
einen gemeinsamen Endpunkt haben.

In der Bedingung der Aufgabe ist nicht gesagt, wieviel mal die Jungen sich abwechseln.
Nehmen wir an, einmal. In diesem Falle miissen die Linien ihrer Bewegung ein Paralle-
logramm bilden.

An die Strecke OC fiir die Bewegung des Radfahrers schlieBt sich von einem beliebigen
Punkt C' die Strecke C'E’ an, die die Bewegung zu FuB darstellt und folglich parallel zu
OB lauft. Die Linie, die, beginnend mit der Strecke OD, die Bewegung des zweiten
Jungen darstellt, wird im Punkt D, der in bezug auf die horizontale Achse in einer
Hohe mit dem Punkt C' liegt, "gebrochen", weil der zweite Junge hier den FuBmarsch
beendet und auf das Fahrrad liberwechselt.

Da er den (ibrigen Teil des Weges mit dem Rad fahrt, lauft die Strecke D FE parallel zu
OA.

So ist die Figur OCED ein Parallelogramm. Die Figur CDBE ist auch ein Parallelo-
gramm (CE | DB und CD || BE).

Wenn wir die Seiten der Parallelogramme vergleichen, erhalten wir OD = C'E und
CFE = DB. Hieraus folgt OD = DB,

Folglich entsprechen die Punkte D und C' der Mitte des gesamten Weges. In diesem
Falle l6sen sich die Jungen nur einmal, und zwar in einer Entfernung von 30 km vom
Endziel der Reise ab. Der Punkt E ist die Mitte der Strecke AB und zeigt, dass bei
dem gewahlten Verfahren die Jungen fiir den ganzen Weg nur acht Stunden brauchen
an Stelle von 12 Stunden, wenn beide den Weg zu FuB zurilickgelegt hatten.

Aber die Ablésung mit dem Fahrrad braucht nicht nur einmal zu geschehen. Nach der
Bedingung der Aufgabe holt der eine Junge, der auf dem Rad fahrt, seinen Kameraden
ein, Ubergibt ihm das Rad und setzt den Weg zu FuB fort.

Der Zeitpunkt einer solchen Ubergabe ist in dem Diagramm dadurch gekennzeichnet,
dass sich die Linien, die die Bewegungen darstellen, schneiden. Es ist klar, dass ein
solcher Punkt analog dem Punkt E auch der Punkt E; sein kann, die Mitte der Strecke
CD.

Wenn man die Uberlegungen analog dem Vorhergehenden wiederholt, kann man zum
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Beispiel folgende grafische Darstellung der Bewegungen erhalten: OC} F1 F'E fiir den
ersten Jungen und OD; E1GFE fir den zweiten Jungen.

In diesem Falle vollzieht sich der Wechsel zwischen FuBganger und Radfahrer zum
letzten Mal 15 km vor dem Endpunkt der Fahrt (in der Abb.333a in Hohe F'G).

Man kann jetzt leicht begreifen, dass man die Linien fiir die Bewegungen der Jungen
verschiedenartig gestalten kann.

So kann man zum Beispiel den Jungen nach ihrem Zusammentreffen im Punkt E;
(Abb. 333b), in grafischer Darstellung ausgedriickt, folgende Bewegungen vorschlagen:
dem ersten E1 F} E5 K E und dem zweiten E1G1EsLE. In diesem Falle findet der letzte
Wechsel noch naher am Ziel, nur 7 1/2 km vor diesem statt (in Abb. 333b in Héhe
KL).

Die Bedingung der Aufgabe gestattet, wie ihr seht, zahllose Varianten. In diesem Sinne
ist die Aufgabe ungeniigend bestimmt.

Aber eine Antwort bleibt vollig unzweifelhaft: Wie oft sie auch wechseln, fiir den ganzen
Weg brauchen sie acht Stunden.

230. Beispiele kann man wahlen, wieviel man will. Aber mit Beispielen beweist man
keine allgemeine Eigenschaft. Dazu ist die Algebra mit ihren Regeln fiir das Rechnen mit
Buchstaben unentbehrlich, wo unter jedem Buchstaben eine beliebige Zahl verstanden
wird.

a a2 as an

Es seien b b B g die gegebenen Briiche, deren Zahler und Nenner beliebige

positive Zahlen sind. Wir nehmen an, dass sie steigend angeordnet sind, so dass der

ar an

kleinste Bruch % und der groBte 3 ist. Es wird verlangt zu beweisen, dass

a1 aiy +ag +az+ ... +ay Qp,

— < <
by by +by+ b3+ ...+ b, b,

Wir haben:
as ai ai
— > — oder as > by—
by b 27
a3 ai a1
— > — oder asg > by3—
by ~ by 5T
Qnp ai a1
— > — oder a,>b,—
b, by " " by

Hieraus folgt:
ai

b
Wir fiigen zur linken Seite dieser Ungleichung a; und zur rechten b1yt hinzu, dann ist

as+az+ ...+ ap, > (bo + b3+ ... + by)

ai

a1+a2—|—a3+...+an>(bl—l—bg—l—bg—l—...-l—bn)b
1

Hieraus folgt:
ai +ag +asz+ ... +ay a1

>7
by +by+ b3+ ...+ b, by
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Analog lasst sich auch der 2. Teil des Lehrsatzes beweisen, das heiBt,

ay +ag +asz+ ... +ay, Qp,

<
by +by+ b3+ ...+ b, b,
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16.9 Losungen - Mathematik fast ohne Rechnen

231. Vier Schuhe und drei Socken. Unter 4 Schuhen, die aus dem Schrank geholt wer-
den, sind bestimmt 2 von einer Fasson; unter 3 Socken sind 2,von einer Farbe. Wenn
man nur 2 oder 3 Schuhe herausnimmt, kann es passieren, dass alle von verschiedener
Fasson sind. Und wenn man nur 2 Socken herausnimmt, dann konnen sie von verschie-
dener Farbe sein.

232. Nein, da nach 72 Stunden, das heiBt nach dreimal 24 Stunden wieder Mitternacht
ist und die Sonne nachts nicht scheint (wenn sich die Sache nicht jenseits des Polar-
kreises bei Mitternachtssonne abspielt).

233. Die Schiiler der 6. Klasse tbererfiillten ihre Aufgaben um fiinf Bdume, und des-
halb blieben die der 4. Klasse mit der Erfillung ihrer Aufgabe um fiinf Baume zuriick.
Folglich pflanzten die alteren zehn Baume mehr als die jiingeren.

234. 1. Der Familienname Rainers ist nicht Schulze (das widerspricht der Bedingung
Nr. 3).

2. Die Mutter Miillers ist eine geborene Meier (Bedingung Nr. 1).

Der GroBvater Rainers heiBt Naumann (Bedingung Nr. 2).

Folglich ist er der Vater von Rainers Mutter, nicht seines Vaters, weil der Vater Rainers
entweder Miller oder Lehmann heiBt (vgl. Nr.1 der Lésung). Folglich ist die Mutter
Miillers und die Mutter Rainers nicht ein und dieselbe Person.

Dadurch stellt sich heraus, dass Muller nicht Rainer heiBit; aber Miiller heit auch nicht
Klaus, wie das ganz am Anfang des Gesprachs zwischen dem Leiter und den Kindern
klargestellt wurde.

Wenn jedoch Miiller weder Rainer noch Klaus heit, dann ist sein Vorname Dieter.

3. Wenn Miiller mit Vornamen Dieter heiBt, heiBt folglich Schulze nicht Dieter; aber
er heiBt auch nicht Rainer (vgl. Nr.1 der Lsung). Folglich ist Schulzes Vorname Klaus
und Lehmanns Vorname Rainer.

4. Da Rainers Bruder mit 7 Jahren zur Schule gekommen ist und in diesem Jahre die
Zehnklassenschule verlasst, ist er jetzt 17 Jahre alt, und da Rainer 5 Jahre jlinger ist,
ist er 12 Jahre alt (Bedingung Nr. 2).

5. Schulze und Dieter sind 1 Jahr alter als Rainer (Bedingung Nr.3 und 4), folglich sind
Schulze und Miiller 13 Jahre alt.

Zusammengefasst: Dieter Miiller, 13 Jahre alt, Klaus Schulze, 30 Jahre alt, Rainer
Lehmann, 12 Jahre alt.

235. Zuerst muss man die Ringzahlen aller 18 Schiisse herausschreiben. Dann muss
man sie so auf 3 Zeilen (jede Zeile zu 6 Zahlen) verteilen, dass die Summe der Zahlen
in jeder Zeile 71 ergibt.

Es ist nur eine Verteilung moglich, und zwar:

1. Zeile: 25, 20, 20, 3, 2, 1; zusammen 71 Ringe,
2. Leile: 25, 20, 10, 10, 5, 1; zusammen 71 Ringe,
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3. Zeile: 50, 10, 5, 3, 2, 1; zusammen 71 Ringe.

Weil A bei den ersten beiden Schiissen 22 Ringe erzielte, gilt fir ihn die 1. Zeile, da
nur in dieser Zeile zwei Zahlen vorhanden sind, die als Summe 22 ergeben.

C erreichte beim ersten Schuss 3 Ringe, folglich gilt fiir ihn die 3. Zeile (in der 2. Zeile
kommt die Zahl 3 nicht vor). In dieser Zeile befindet sich auch die Zahl 50. Folglich
traf C den mittelsten Ring. Die 2. Zeile entfallt dann auf B.

236. Die Anzahl der Zeichen- und Kopierstifte wie auch die Preise fiir die Blei- und
die Buntstifte sind ohne Rest durch 4 teilbar. Folglich muss auch der Gesamtbetrag fiir
alle Stifte durch 4 teilbar sein. Aber 890 lasst sich nicht ohne Rest durch 4 teilen.
Folglich war in der Berechnung des Gesamtbetrages ein Fehler.

237. Aufgaben dieser Art 16st man nach der Aussonderungsmethode. Wir zahlen die
Aussagen auf:

1. A und der Moskauer sind Arzte.

2. E und der Leningrader sind Lehrer.

3. C und der aus Tula sind Ingenieure.

4. B und F sind Teilnehmer am GroBen Vaterlandischen Krieg der SU, und der aus Tula
hat nicht in der Armee gedient.

5. Der aus Charkow ist alter als A.

6. Der aus Odessa ist alter als C.

7. B und der Moskauer stiegen in Kiew aus.

8. C und der aus Charkow steigen in Winniza aus.

Aus diesen Aussagen ergeben sich als logische Folgerungen die noch unbekannten Tat-
sachen.

Zum Beispiel folgt aus der Aussage (1) und (2), dass A kein Moskauer ist (1), aber
auch kein Leningrader (1-2); E ist kein Leningrader (2), aber E ist auch kein Moskauer
(1-2) usw.

Wir stellen eine Tabelle aller ermittelten Tatsachen auf, die sich auf unsere Fahrgaste
beziehen, und setzen in die Facher der Tabelle die Nummern der Aussagen ein, aus
denen folgt, dass die Moglichkeit fiir die jeweilige Verbindung ausgeschlossen ist:

A B C D E F
Moskau 1 7 78,13 - 12
Leningrad | 1-2  * 2-3 -2 -
Kiew - - * - - -
Tula 1-3 4 3 * 2.3 4
Odessa * - 6 - - -
Charkow 5 7-8 8 - .

Aus der Tabelle folgt sofort, dass C aus Kiew ist (wir setzen ein Sternchen ein). Die
librigen Fahrgéste sind also keine Leute aus Kiew (wir setzen in die freien Felder der
Zeile "Kiew" Minuszeichen). Sofort wird nun der Wohnort des A klar. Er ist aus Odessa.
Wir setzen im entsprechenden Feld der Tabelle ein Sternchen ein; in die Gbrigen freien
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Felder dieser Zeile tragen wir Minuszeichen ein.

Wenn wir dieses Verfahren fortsetzen, ermitteln wir folgendes: A ist aus Odessa, B aus
Leningrad, C aus Kiew, D aus Tula, E aus Charkow und F aus Moskau.

Jetzt kann man leicht auch den Beruf der Fahrgaste ermitteln: A und F sind Arzte,
Bund E sind Lehrer, C und D Ingenieure.

Zusatzliche Bemerkung. Die Tabelle zeigt, dass aus den Aussagen insgesamt 17 Anga-
ben entnommen worden sind. Dass diese Anzahl ausreichend war, folgt daraus, dass die
Aufgabe gelost worden ist und auf dem Losungswege keine Widerspriiche auftraten.
Sind aber auch alle 17 Angaben fiir die Losung notwendig? Offensichtlich nicht, weil
zum Beispiel 2 Angaben belegen, dass C kein Moskauer ist.

Welche Anzahl von Angaben ist notwendig?

Da jeder Fahrgast Einwohner einer von 6 Stadten ist, sind fiir die Bestimmung des
Wohnorts des ersten Fahrgastes nach der Aussonderungsmethode Angaben notwendig,
die ergeben, in welchen 5 Stadten er nicht wohnt.

Danach sind zur Bestimmung des Wohnorts des zweiten Fahrgastes nur 4 Aussagen
notwendig usw.

Folglich sind im ganzen bei 6 Fahrgasten nur 5+4+3+2+1 = 15 Aussagen notwendig.
In unserer Aufgabe sind also 2 Aussagen tiberfliissig.

238. Diese Aufgabe eignet sich zur Losung nach dem gleichen Verfahren wie dem in
der vorhergehenden angewandten. Wir stellen die Angaben zusammen:

1. In der ersten Runde spielte der Oberst mit dem Kavallerist.
In der ersten Runde spielte der Flieger nicht.

In der zweiten Runde spielte der Infanterist mit dem Gefreiten.

In der zweiten Runde spielte der Major mit dem Oberfeldwebel.

Nach der zweiten Runde schied der Hauptmann aus dem Turnier aus.
Deshalb blieb in der dritten Runde der Unteroffizier spielfrei.

Deshalb blieb in der vierten Runde der Angehérige der Panzerwaffe spielfrei.
Deshalb blieb in der fiinften Runde der Major spielfrei.

9. In der dritten Runde spielte der Leutnant mit dem Infanterist.

10. In der dritten Runde spielte der Oberst mit dem Artillerist.

11. In der vierten Runde spielte der Pionier mit dem Leutnant.

12. In der vierten Runde spielte der Oberfeldwebel mit dem Oberst.

13. Nach der sechsten Runde endete die Partie des Kavalleristen mit dem Angehorigen
der Granatwerfertruppe unentschieden.

©NODOA W N

Wir stellen nach dem gleichen Prinzip wie in der vorhergehenden Aufgabe eine Tabelle
der Turnierteilnehmer und der Waffengattungen auf und fiillen sie aus:

Die Sternchen in der Tabelle zeigen die Waffengattung der Turnierteilnehmer an. In die
Tabelle sind 28 Aussagen eingetragen.
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Die Anzahl der Aussagen, die fiir die Losung notwendig ist, ist auch gleich 28 (74 6 +
5+4+ 3+ 2+ 12 = 28). Folglich enthélt die Aufgabe keine tberflissigen Aussagen.

239. Bei dem Zersagen von 1 m langen Rundstammen in 1/2-m-Stiicke muss die
Menge der Abschnitte ohne Rest durch 2 teilbar sein. Beim Zersagen von 1 1/2 m
langen Rundstdammen missen die Abschnitte ohne Rest durch 3 und bei 2 m langen
Stammen ohne Rest durch 4 teilbar sein.

R und Ry sagten 26 Abschnitte (ohne Rest durch 2 teilbar),
S und S} sagten 27 Abschnitte (ohne Rest durch 3 teilbar),
T und T} sagten 28 Abschnitte (ohne Rest durch 4 teilbar).

Folglich zersagten S und Sy die 1 1/2 m langen Rundhoélzer, und B; entsprach dem
Si.

240. Der Quotient hat 5 Ziffern, und als Produkt stehen unter dem Dividenden nur 3.
Folglich missen 2 von den 5 Ziffern des Quotienten Nullen sein. Nach den Produkten
zu schlieBen sind das weder die erste noch die letzte Ziffer des Quotienten.

Folglich sind die zweite und vierte Ziffer, die durch den weiBen und den schwarzen
Laufer verdeckt sind, Nullen. Wenn ferner der zweistellige Divisor mit 8 multipliziert
wird, dann erhalt man ein zweistelliges Produkt, wenn aber der Divisor mit der Zahl
multipliziert wird, die im Quotienten durch den weiBen Turm verdeckt wird, dann erhalt
man ein dreistelliges Produkt.

Folglich muss die Zahl, die vom weiBen Turm verdeckt wird, groBer als 8 sein, offen-
sichtlich also 9. Die letzte Zahl des Quotienten gibt bei der Multiplikation mit dem
Divisor auch ein dreistelliges Produkt; folglich ist die letzte Ziffer des Quotienten wie
die erste auch gleich 9.

Der Quotient ist damit vollstandig bestimmt: 90809.

Wir suchen jetzt den Divisor. Seine Multiplikation mit 8 ergibt eine zweistellige Zahl,
und seine Multiplikation mit 9 ergibt eine dreistellige Zahl. Die einzige zweistellige Zahl,
die dieser Forderung entspricht, ist 12, weil 12 -8 =96 und 12 -9 = 108 ist.
Also ist der Divisor 12. Wenn wir den Divisor (12) mit dem Quotienten (90809) mul-
tiplizieren und den Rest 1 hinzufligen, erhalten wir den Dividenden: 1089709.

241. 1. Rebus. Ich erinnere daran, dass jede Ziffer einer Zahl durch einen Buchsta-
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ben verschliisselt ist und verschiedene Ziffern auch durch verschiedene Buchstaben
verschliisselt sind.

Wir bemerken, dass sich in der ersten Spalte bei der Subtraktion des Wertes G vom
Wert U wiederum der Wert U ergibt. Das bedeutet, dass G = 0 ist.

Betrachten wir die Summe ATU + [AS = IITE. Die Summe zweier dreistelligen
Zahlen kann nicht mehr sein als 1998, folglich ist I = 1.

ATU
Jetzt haben wir: +1AS

11TE

Da wir wissen, dass A < 10 ist und die Summe der Zahlen in der Spalte der Hunderter
11 betragt, finden wir, dass A = 9 ist (bei der Addition von zwei Zahlen ist in jeder
Spalte hochstens eine Zehneriibertragung moglich).

Aus der Gleichung IITE : E = PPA folgt, dass das Produkt A - E auf die Ziffer £
endet. Da A gleich 9 ist, kann E nur die Zahl 5 sein, folglich £ = 5.

Da E = 5 ist, haben wir 1175 : 5 = PP9.

Die Division von 11 Hundertern durch 5 ergibt 2 Hunderter; folglich ist P = 2 und
demnach T' = 4.

Aus der Gleichung 99U — N50 = 29U erhalten wir N = 6, und aus der Gleichung
195 — 100 = 65 finden wir, dass O = 3 ist.

Aus PAU — NS = PPA folgt: 200+ 90+ U — 60 — 55 = 200+ 20+ 9; hieraus ergibt
sich: S — U =L1.

Da nur noch die Platze fiir die zwei Ziffern 7 und 8 nicht festgelegt sind, ist offensichtlich
S=8und U =1T7.

Wir stellen die Resultate in einer Tabelle zusammen:

012 3 45 6 7 8 9
G I POTENUSA

In russischen Buchstaben: r v n o 1 e n v 3 a
Nun ist nur noch das gebildete Wort zu lesen: r v n o 7 € v v 3 4 = Hypotenuse.

2.Rebus. Die Losung verlauft analog der des ersten Rebus und ist kaum schwerer, Die
Werte der Buchstaben sind in der Tabelle angegeben:

01 2 3 45 6 7 8 9
B ERUFSWAMHIL

Das deutsche Wort "Berufswahl" bedeutet in der Tat einen sehr wichtigen Schritt im
Leben des Menschen.

Anmerkung. Es ist interessant, sich analoge Rebus-Mosaike auszudenken.

242. Der Motorradfahrer war 20 Minuten weniger unterwegs, als er gebraucht hat-
te, um den Weg zum Flugplatz und wieder zuriick zum Postamt zuriickzulegen. Die
Zeitersparnis entstand dadurch, dass er diesmal nicht bis zum Flugplatz fuhr.

Diese 20 Minuten hatte er fiir die Strecke vom Treffpunkt mit dem Radfahrer bis zum
Flug platz und zuriick benétigt. Um den Weg nur in einer Richtung, zum Beispiel vom
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Treffpunkt mit dem Radfahrer bis zum Flugplatz zuriickzulegen, hatte er 10 Minuten
gebraucht.

Wir wissen aber, dass der Motorradfahrer den Radfahrer traf, als dieser 30 Minuten
unterwegs war, das heiBt eine halbe Stunde nach der Ankunft des Flugzeuges. Da
der Motorradfahrer zur rechten Zeit vom Postamt weggefahren war und er zu diesen
30 Minuten noch 10 Minuten bis zum Flugplatz gebraucht hatte, folgern wir, dass
das Flugzeug 40 Minuten vor der fahrplanmaBigen Ankunftszeit auf dem Flugplatz
eingetroffen war.

243. 1. Wir nehmen an, dass keiner der Faktoren groBer als 8 ist. Dann sind 3 Fille
moglich:

a) Beide Faktoren sind gleich 8,

b) der eine Faktor ist gleich 8, der andere ist kleiner als 8,

c) beide Faktoren sind kleiner als 8.

Man erkennt sofort, dass in jedem dieser Falle das Produkt kleiner als 75 ist; das aber
widerspricht der Bedingung. Folglich ist wenigstens einer der Faktoren groBer als 8.

2. Wir nehmen an, dass die erste Ziffer eine Zahl darstellt, die nicht 1 ist. Dann ist diese
Zahl nicht kleiner als 2, und die zweistellige Zahl ist nicht kleiner als 20. Nun ist aber
das Produkt aus 20 und 5 gleich 100; folglich ist das Produkt der zweistelligen Zahl mit
5 nicht kleiner als 100, das heiBt, es ist keine zweistellige Zahl; das aber widerspricht
der Bedingung.

Folglich ist die erste Ziffer der zweistelligen Zahl 1.

244. 1. Wir teilen die 9 Miinzen in 3 gleiche Gruppen und legen 3 Miinzen auf jede
Waagschale (1.Wagung); die dritte Gruppe lassen wir beiseite. Es sind 2 Falle moglich.

1. Fall.

Die Waage bleibt im Gleichgewicht.

Dann ist die gesuchte Minze unter den beiseite gelegten. Wir suchen von diesen 3
Miinzen 2 beliebige aus und legen eine auf jede Waagschale (2. Wagung). Wenn die
Waagschalen nicht im Gleichgewicht bleiben, dann geht die Waagschale mit der falschen
(leichteren) Miinze nach oben; wenn jedoch die Waagschalen im Gleichgewicht bleiben,
dann ist die gesuchte Miinze diejenige, die nicht auf die Waage gelegt wurde,

2. Fall.

Die Waagschalen bleiben nicht im Gleichgewicht.

Folglich ist die gesuchte Minze auf derjenigen Waagschale, die sich gehoben hat. Damit
stellt die 1. Wagung die 3 Minzen fest, unter denen die gesuchte ist. Durch die 2.
Wagung sondern wir (genau wie im 1. Fall) die gesuchte Miinze aus. 2.

Sie wird analog der 1. Aufgabe gel6st.

Die zusatzliche Schwierigkeit liegt darin, dass man darauf kommen muss, 8 Miinzen
in ungleiche Gruppen zu teilen: 2 Gruppen mit je 3 Miinzen und eine Gruppe mit 2
Miinzen.

Wir legen die ersten beiden Gruppen auf die Waage, 3 Miinzen auf jede Waagschale
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(1. Wagung). Wenn die Waage im Gleichgewicht bleibt, dann ist die gesuchte Miinze
unter den Gbrigen beiden, und wir finden sie, da sie leichter ist, sofort durch die 2.
Wagung. Wenn jedoch die Waage nicht im Gleichgewicht ist, liegt die falsche Miinze
auf derjenigen Waagschale, die sich gehoben hat. Wir wahlen jetzt aus diesen Miinzen
2 beliebige aus und legen eine auf jede Waagschale (2. Wagung).

Wenn die Waagschalen nicht im Gleichgewicht bleiben, dann ist wiederum die Waag-
schale mit der falschen Miinze nach oben gegangen; wenn jedoch die Waage im Gleich-
gewicht bleibt, dann ist die gesuchte Miinze diejenige, die nicht auf die Waage gelegt
wurde.

3. Die ganze Schwierigkeit besteht darin, dass von der falschen Miinze nicht bekannt
ist, ob sie leichter oder schwerer als die echten ist. Daher ist es hier, wenn man die
Minzen auf 3 Gruppen zu je 4 Miinzen verteilt, notig, sie einzeln zu kennzeichnen, zum
Beispiel durchzunummerieren.

Auf eine Waagschale legen wir die 1. Gruppe Miinzen, die, sagen wir, die Nummern 1,
2, 3 und 4 haben sollen, und auf die andere Waagschale die 2. Gruppe Miinzen mit den
Nummern 5, 6, 7 und 8 (1. Wagung). Es sind zwei Falle moglich.

Fall A. Die Waage ist im Gleichgewicht.

Folglich befindet sich die falsche Miinze in der 3. Gruppe mit den Nummern 9, 10, 11
und 12. Wir vergleichen jetzt die Gewichte von 3 von ihnen, zum Beispiel das Gewicht
der Miinzen mit den Nummern 9, 10 und 11 mit dem Gewicht der Minzen Nr.1, 2 und
3 (2. Wagung).

Wenn die Waage im Gleichgewicht bleibt, ist die falsche Miinze die mit Nr. 12, und
wenn wir sie zum Beispiel mit der Miinze Nr.1 vergleichen, von der bekannt ist, dass
sie echt ist (3. Wagung), stellen wir fest, ob die falsche Miinze schwerer oder leichter
als die echten ist.

Wenn jedoch die 2. Wagung kein Gleichgewicht ergibt, dann ist die falsche Miinze
entweder die mit Nr.9, 10 oder 11, wobei nach der Stellung der Waagschale mit diesen
Miinzen sofort geklart ist, ob sie schwerer oder leichter ist.

Wir nehmen an, es tiberwiegt die Schale mit den Miinzen Nr. 9, 10 und 11. Folglich ist
die falsche Miinze schwerer. Um sie herauszufinden, reicht noch eine (3.) Wagung.

Dazu legen wir auf die Waage die Miinzen Nr. 9 und 10; dann wiegt entweder die
falsche iiber oder sie ist die mit Nr. 11.

Fall B. Die 1. Wagung fiihrt nicht zum Gleichgewicht. Es wog lber, sagen wir, die
Schale mit den Miinzen Nr.1, 2, 3 und 4. Dann ist die gesuchte Miinze entweder unter
den Nummern 1,2,3 und 4 (1.Gruppe), und sie ist schwerer, oder sie ist unter den
Miinzen mit den Nummern 5, 6, 7 und 8 (2. Gruppe), und sie ist leichter.

Es stellt sich dabei heraus, dass die Miinzen der 3. Gruppe mit den Nrn. 9, 10, 11 und
12 echt sind.

Bei der 2. Wagung vergleichen wir die Miinzen Nr.1, 2 und 9 (2 Minzen aus der 1.
Gruppe und 1 aus der 3.) mit den Miinzen Nr.3, 4 und 5 (noch 2 Miinzen aus der 1.
Gruppe und 1 aus der 2. Gruppe). Die Miinzen Nr.6, 7 und 8 aus der 2. Gruppe legen
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wir einstweilen beiseite.

Es sind 3 Falle moglich:

a) Gleichgewicht. Die falsche Miinze befindet sich folglich in der leichteren Gruppe
unter den Miinzen Nr. 6, 7 und 8. Bei der 3. Wagung vergleichen wir 2 beliebige dieser
3 Miinzen und finden dabei die falsche, leichtere heraus.

b) Die Gruppe der Miinzen Nr.3, 4 und 5 ist schwerer. Bei der 3. Wagung vergleichen
wir die Minzen Nr.3 und 5. Wenn ihre Gewichte im Gleichgewicht sind, ist die falsche
Miinze die mit Nr.4; sie ist schwerer als die echten. Wenn kein Gleichgewicht ist, dann
wiegt die Miinze Nr.3 (iber und ist falsch.

c) Die Gruppe der Miinzen Nr.1, 2 und 9 ist schwerer. Bei der 3. Wagung vergleichen
wir zum Beispiel die Miinzen 1 und 2.

Im Fall des Gleichgewichts ist die falsche Miinze Nr.5, und sie ist leichter als die echten.
Wenn kein Gleichgewicht ist, dann ist die falsche Miinze diejenige, die iberwiegt; sie
ist dann schwerer als die echten.

Die angefiihrte Losung ist nicht die einzige, da man die Gruppierung der Miinzen, die
man fir die zweite Wagung bestimmt, variieren kann.

245. A dachte so: "Die Zettel bei meinen Konkurrenten sind weiB, folglich kann ich
einen weiBen Zettel haben, er kann auch schwarz sein. Nehmen wir an, er ist schwarz.
Dann hat B allen Anlass, die Farbe seines Zettels richtig zu melden, weil er sich sagen
kann: "Ich sehe, dass A einen schwarzen Zettel hat und C einen weiBen, folglich kann
Ich entweder einen weiBen oder einen schwarzen haben; er kann aber nicht schwarz
sein, weil dann C, der weiB, dass nur zwei schwarze Zettel da sind und der bei mir und
A schwarze Zettel sieht, sofort die Farbe seines Zettels gemeldet hatte.

Aber C hat das nicht getan, er folgert also, dass er keinen schwarzen Zettel hat; aber
dann muss er bei mir einen weiBen Zettel sehen."

Aber B schweigt auch, folglich ist mein Zettel nicht schwarz. Wenn er aber nicht
schwarz ist, dann ist er wei3."

So iiberlegte A, tiberzeugt von der Fahigkeit seiner Konkurrenten, ebenso logisch denken
zu konnen.

Nach der Aufgabe geben alle drei gleichzeitig die richtigen Antworten. Folglich iiber-
legten die anderen beiden Konkurrenten analog.

Jedoch kénnen alle drei auch so gedacht haben: Man muss uns gleiche Bedingungen
stellen, das heiBt, uns Aufgaben von gleicher Schwierigkeit stellen.

Wir hatten keine gleichen Bedingungen (und jemand von uns wiirde folglich protestie-
ren), wenn einem oder zweien von uns schwarze Zettel angeklebt worden waren; folglich
hat jeder von uns einen weilen Zettel.

246. 1. a) Uberfliissiges Wort: "zwei";
b) tberflissige Worte: "rechtwinkliges Dreieck" und "spitzer".

2. a) Sehne; b) Dreieck; c) Durchmesser; d) gleichseitiges Dreieck; e) konzentrische
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Kreise.

3. Hohe, Mittellinie, Winkelhalbierende, Symmetrieachse, geometrischer Ort der Punk-
te, die gleich weit von den Endpunkten der Strecke AC' entfernt sind.

4. Geometrische Figur - ebene Figur - Vieleck - konvexes Vieleck - Parallelogramm -
Rhombus - Quadrat.

5. Die Summe aller AuBenwinkel eines konvexen Vielecks ist gleich vier Rechte; folglich
kann kein konvexes Vieleck mehr als drei stumpfe AuBenwinkel haben. Hieraus folgt,
dass kein konvexes Vieleck mehr als drei spitze Innenwinkel haben kann. Drei spitze
Innenwinkel gibt es im Dreieck.

247. A lberlegte so: "Jeder von uns denkt, dass sein eigenes Gesicht sauber ist. So
ist B Gberzeugt, dass sein Gesicht sauber ist, und lacht liber das beschmierte Gesicht
des Weisen C. Aber wenn B sehen wiirde, dass mein Gesicht sauber ist, dann wiirde er
sich wundern, warum C lacht, weil in diesem Falle C keinen Grund zum Lachen hatte.
Indessen B wundert sich nicht, folglich kann er denken, dass C (iber mich lachen muss.
Folglich ist mein Gesicht schwarz."

248. 1. Es steht fest, dass die gesuchte Zahl durch 2 und durch 9 teilbar ist, folglich
ist sie durch 18 teilbar. Es steht auch fest, dass sie groBer als 10, aber kleiner als 25
ist.

Daraus ergibt sich, dass die gesuchte Zahl 18 ist, weil zwischen 10 und 25 die Zahl 18
die einzige ist, die sich durch 18 teilen lasst.

Probe: 18 - 45 = 81.

2. a) Unter den gesuchten Zahlen ist nicht die Zahl 10, weil sonst die letzte Ziffer des
Produkts eine 0 ware.

b) Wenn alle gesuchten Zahlen groBer als 10 wéren, dann ware das Produkt groBer als
10-10-10-10, das heiBt groBer als 10000.

c) Es ist festgestellt, dass wenigstens eine der gesuchten Zahlen kleiner als 10 ist.
Aber die gesuchten Zahlen unterscheiden sich nach der Bedingung voneinander um 1,
und da keine von ihnen gleich 10 sein darf, sind alle 4 gesuchten Zahlen kleiner als 10
und einstellig.

d) Unter den gesuchten einstelligen Zahlen ist nicht 5, weil sonst auch die Zahl 4 oder
6 dabei sein wiirde und danach das Produkt aus den gesuchten Zahlen als letzte Ziffer
0 haben misste.

e) Wir betrachten die beiden moglichen Gruppen einstelliger Zahlen, die die Bedingung
der Aufgabe erfiillen kénnen:

el)1,2,3,4unde2)6,7, 8, 0.

Die erste Gruppe scheidet aus, weil 1-2-3 -4 = 24 ist; wenn die Aufgabe eine Lésung
hat, dann konnen folglich die gesuchten Zahlen nur die Zahlen 6, 7, 8 und 9 sein.
Probe: 6-7-8-9 = 3024.
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249. Der alte Maschinist iiberlegte folgendermaBen:

Das Alter des Kindes darf nicht geringer als 3 Jahre sein (das folgt aus der Bedingung),
und es darf (nach dem Sinn des Wortes "Kind") nicht hoher als 15 Jahre sein.
Folglich wird das Kind nach 3 Jahren nicht weniger als 6 und nicht mehr als 18 Jahre
alt sein. Aber zwischen den Zahlen 6 und 18 gibt es nur zwei ganze Zahlen, aus denen
sich die Quadratwurzel genau ziehen lasst: 9 und 16.

Wir priifen die 9: v/9 = 3; 9—3 = 6; vV9+ 3 = 6. Mit der Zahl 16 stimmt diese Probe
nicht.

Folglich betragt das Alter des Kindes 6 Jahre.

Antworten auf die zusatzlichen Fragen:

1. Die Studentin hatte folgende Losungen im Auge:

a) arithmetisch. Es sei a das Alter des Kindes vor 3 Jahren. Das Quadrat dieser Zahl
soll um 6 groBer als sie selbst sein das heiBt a? — a = 6 oder a(a — 1) = 6.

Wenn wir annehmen, dass a eine ganze Zahl ist, dann sind a und a — 1 Teiler der Zahl
6. Aber6=3-2=6-1.

Von diesen beiden Moglichkeiten ergibt nur die erste Teiler, die sich um 1 unterscheiden.
Folglich ist a = 3, und das Alter des Kindes ist gleich 3 + 3 = 6 Jahre.

b) algebraisch. Es sei « das Alter des Kindes im gegenwartigen Zeitpunkt. Vor drei
Jahren war das Kind x — 3 Jahre alt, und nach 3 Jahren wird es = + 3 Jahre alt sein.
Nach der Bedingung ist x + 3 = (x — 3)2. Hieraus folgt  — 7x + 6 = 0; die Wurzeln
dieser Gleichung sind 1 = 6 und x5 = 1. Aber nach dem Sinn der Aufgabe ist = > 3,
folglich muss die Losung x = 6 sein.

2. Es sei das Alter 2. Dann ist nach der Bedingung z +n = (x — n)%. Daraus ist klar,
dass zur Ermittlung ganzer und positiver Zahlen fiir x und n eine Zahl gesucht werden
muss, die eine Quadratzahl darstellt; sie ist so in zwei Summanden = und n aufzuteilen,
dass deren Differenz die Quadratwurzel der gesuchten Zahl ist.

Wir nehmen zum Beispiel 9; dannist n =3, x=6,6+3=9und 6 — 3 = V0.

Es haben sich also die Zahlen der gestellten Aufgabe ergeben. Nehmen wir 16; dann
istn=6, x =10, 10+ 6 = 16 und 10 — 6 = \/16.

Wir nehmen 35; dann ist n = 10, z = 15, 15+ 10 = 25 und 15 — 10 = /25 usw.

3. Es wird verlangt, die Zahl zu finden, die die Bedingung bei einer gegebenen Zahl n
erfillt. Wir suchen die kleinste Quadratzahl, die groBer als 2n ist; ziehen aus ihr die

343



16 Lésungen

Quadratwurzel und fliigen zum Resultat n hinzu.

Wenn zum Beispiel n = 3, dann ist 2n = 6; die nachste groBere Quadratzahl ist 9,
V9 4 3 = 6; in diesem Falle ist z = 6.

250. Das Intervall, dem die gedachte Zahl angehért, muss halbiert werden, und es muss
geklart werden, in welcher Halfte sich die gedachte Zahl befindet.

Mit dem halbierten Intervall verfahrt man wiederum so, das heiBt, man nimmt, wie die
Artilleristen sagen, die gesuchte Zahl "in die Gabel" und fahrt fort, diese "Gabel" bis
zum "Volltreffer ins Ziel" zusammenzudriicken.

Woraus ist erkennbar, dass hierfiir zehn Fragen geniigen?

Das liegt daran, dass man das Intervall der Zahlen von 1 bis 1000 nur neunmal nach-
einander zu halbieren braucht, um zu einem Intervall zu kommen, dem nur noch zwei
Zahlen angehoren, von denen eine die gedachte ist.

Nehmen wir ein Intervall, dem die beiden Zahlen 1 und 2 angehoren. Verdoppeln wir
es, dann erhalten wir das Intervall 1 bis 4. Wir verdoppeln wieder. Die obere Grenze
des Intervalls wird die Zahl 8 oder 23. Wir verdoppeln noch einmal. Die obere Grenze
riickt bis zur Zahl 16 oder 2.

Wenn wir fortfahren, das Intervall zu verdoppeln, werden wir es von 1 bis 2° ausdehnen,
dann von 1 bis 2% usw., bis es die Zahl 210 = 1024 erreicht, die, wie ihr seht, 1000
schon (iberschreitet.

Wie man die Fragen stellt, erlautere ich an Beispielen.

Beispiel 1. Es soll die gedachte Zahl 1 sein. Wir fragen:

Ist die gedachte Zahl groBer als 512 (die Halfte des Intervalls 1 bis 1024)? - Nein.
Ist die gedachte Zahl groBer als 256 (die Halfte des Intervalls 1 bis 512)7 - Nein.
Ist sie groBer als 128 (die Halfte des Intervalls, dem sie angehéren soll)? - Nein.
Ist sie groBer als 647 - Nein.

Ist sie groBer als 327 - Nein.

Ist sie groBer als 167 - Nein.

Ist sie groBer als 87 - Nein.

Ist sie groBer als 47 - Nein.

9. Ist sie groBer als 27 - Nein.

10. Ist sie groBer als 17

N W=

Da die Zahl 1 gemerkt worden ist, muss man natiirlich auch auf diese Frage verneinend
antworten, also: Nein.
Dann ist klar, dass die gedachte Zahl 1 ist.

Beispiel 2. Es soll die gedachte Zahl 860 sein. Wir fragen:
1. Ist die gedachte Zahl groBer als 5127 - Ja.

Folglich gehort die gesuchte Zahl zu dem Intervall 512 bis 1000; wir werden zur Verein-
fachung annehmen, dass sie zum Intervall 512 bis 1024 gehért. Wir nehmen die Halfte
dieses Intervalls, das heiBt 256, fiigen sie zu 512 hinzu und fragen:
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2. Ist die gedachte Zahl groBer als 7687 - Ja.

Wir vermerken uns, dass die gesuchte Zahl zum Intervall 768 bis 1024 gehort. Wir
figen zu 768 die Halfte dieses Intervalls, das heit 128, hinzu, und fragen:

3. Ist die gedachte Zahl groBer als 8967 - Nein.

Wir merken uns, dass die gesuchte Zahl zum Intervall 768 bis 896 gehort. Wir fligen zu
768 die Halfte dieses Intervalls, das heiBt 64, hinzu (oder ziehen sie von 896 ab) und
fragen:

4. Ist sie groBer als 8327 - Ja.

Die gesuchte Zahl gehort zum Intervall 832 bis 896. Wir fragen jetzt:
5. Ist sie groBer als 8647 - Nein.

Die gesuchte Zahl gehort also zum Intervall 832 bis 864.

6. Ist sie groBer als 8487 - Ja.
7. Ist sie groBer als 8567 - Ja.
8. Ist sie groBer als 8607 - Nein.
9. Ist sie groBer als 8587 - Ja.

Folglich kann die gesuchte Zahl nur 859 oder 860 sein. Wir fragen:

10. Ist sie groBer als 8597 - Ja.
Die gedachte Zahl ist 860.
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16.10 Losungen - Mathematische Spiele und Kunststiicke

251. Das ist moglich. Es ist glinstiger, die Vorausberechnung "vom Ende aus" vorzu-
nehmen.

In der letzten Runde muss der erste Spieler fiir den zweiten einen Gegenstand (ib-
riglassen. Wieviel muss er dem zweiten Spieler in der vorletzten Runde (briglassen?
Offensichtlich 5.

Wenn jetzt der zweite Spieler 1, 2 oder 3 Gegenstdnde nimmt, dann kann der erste
Spieler in der Tat entsprechend 3, 2 oder 1 Gegenstand nehmen, und auf alle Falle
bleibt als Rest fiir den zweiten Spieler 5 — 4 = 1 Gegenstand.

Wenn wir analog tberlegen, finden wir, dass vorher der erste Spieler dem zweiten 9
Gegenstande lbriglassen muss. Nimmt jetzt der zweite Spieler 1, 2 oder 3 Gegenstande,
dann kann der erste Spieler entsprechend 3, 2 oder 1 Gegenstand nehmen, und auf alle
Falle bleiben fiir den zweiten Spieler 9 — 4 = 5 Gegenstande.

Im ganzen sind es 11 Gegenstande. Folglich muss derjenige, der das Spiel beginnt, 2
Gegenstande nehmen, damit dem zweiten Spieler 9 bleiben. In der zweiten Runde muss
er dem zweiten Spieler 5 Gegenstande Ubriglassen, dann kann er in der dritten Runde
seinem Partner 1 Gegenstand Ubriglassen und das Spiel gewinnen.

Die Anzahl der Gegenstande, die der erste Spieler dem zweiten Ubriglasst, sind (vom
Ende aus gezahlt) 1, 5, 9 und sie bilden eine Zahlenfolge, in der die erste Zahl 1 ist
und jede folgende um 4 groBer als die vorhergehende.

Wenn wir diese Zahlenfolge fortsetzen, erhalten wir den Schliissel zum Gewinn des
Spieles im Falle von 30 Gegenstanden: 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29. Folglich muss bei
30 Gegenstanden der Spieler, der das Spiel beginnt, 1 Gegenstand wegnehmen, so dass
seinem Partner 29 bleiben, und in jeder folgenden Runde muss er ihm dementsprechend
25,21, 17, 13, 9, 5 und 1 Gegenstand (ibriglassen.

Die Verallgemeinerung des Spiels. Wenn wir analog liberlegen, finden wir, dass das Spiel
derjenige gewinnt, der seinem Gegner die folgende Anzahl Streichhdlzer (gerechnet
"vom Ende aus") tbriglassen kann:

1,p+2,2p+ 3,3p + 4 usw. bis zu der Zahl, die n am nachsten kommt, aber kleiner
als n ist. Wir bezeichnen sie mit V.

Es gewinnt der erste Spieler, wenn er unter Beachtung der aufgestellten Regeln beim
ersten Mal n — N Streichholzer wegnimmt.

252. Es gewinnt derjenige, der am Ende des Spiels seinem Partner 7 Streichholzer
ubriglasst.

Alle 7 Streichholzer kann der Partner nicht nehmen, und wieviel er sich im Rahmen von
1 bis 6 Streichholzern auch wegnimmt, er wird nicht der letzte sein, der Streichholzer
vom Tische nimmt.

Um die Moglichkeit zu haben, dem Partner 7 Streichhélzer (ibrigzulassen, muss man
ihm vorher 14 Streichholzer (ibriglassen und vordem 21 und anfangs 28.
Derjenige Spieler, der das Spiel beginnt, muss also zunachst 2 Streichhélzer nehmen
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und gewinnt, wenn er die aufgestellte Regel einhilt.

253. Wieder kommt es darauf an, wer den ersten Zug macht.
Aber den richtigen Weg zum Sieg tber den "Gegner" in diesem Spiel zu finden, ist
schwieriger als in den vorhergehenden Spielen.

Wer das Spiel beginnt, muss beim ersten Zug 2 Streichholzer nehmen und dann, je
nach dem, wieviel Streichhdlzer der "Gegner" nimmt, sich beim Spiel an folgende Regel
halten:

Wenn der "Gegner" eine gerade Anzahl Streichholzer hat, dann muss er ihm die mogli-
che Anzahl Streichhélzer iibriglassen, die um 1 groBer ist als ein Vielfaches von 6 (19,
13, 7); wenn der "Gegner" eine ungerade Zahl von Streichhélzern hat, dann muss er
ihm die mogliche Anzahl ibriglassen, die um 1 kleiner ist als ein Vielfaches von 6 (23,
17, 11, 5), und wenn das nicht geht, dann muss er ihm die mogliche Anzahl Gbriglassen,
die ein Vielfaches von 6 ist (24, 18, 12, 6).

Ihr nehmt zum Beispiel 2 Streichhélzer und euer "Gegner" 4 oder 2 (eine gerade Zahl).
Es bleiben librig 27 — 6 = 21 oder 27 — 4 = 23 Streichholzer. Nach der Regel nehmt ihr
2 oder 4 Streichholzer, damit dem "Gegner" 19 bleiben. Wenn jedoch der "Gegner" 3
Streichhdlzer genommen hat (ungerade Zahl), dann bleiben 27 — 5 = 22 iibrig. Da ihr
den Rest nicht auf 17 herabdriicken kénnt (5 Streichhélzer darf man nicht nehmen),
musst ihr 4 nehmen, damit der Rest 18 bleibt.

Wenn der "Gegner" 1 Streichholz genommen hat, dann miisst ihr auch 1 Streichholz
nehmen, damit als Rest 27 — 4 = 23 bleiben usw. Diese Regel ergibt sich aus folgenden
Uberlegungen (es spielen A und B):

1. Es sollen am Ende des Spiels auf dem Tisch 5 Streichholzer (ibrigbleiben. Das ist fiir
A nur in dem Falle vorteilhaft, wenn B den folgenden Zug macht und er eine ungerade
Zahl von Streichholzern hat.

(Da 22 Streichholzer weggenommen sind, kann A auch nur eine ungerade Zahl von
Streichholzern haben.) Man muss alle Varianten fiir die mogliche Fortsetzung des Spiels
betrachten:

A B/A B/A B|A B

es hat U ufu uju uju u

esnimmt |- 1|- 2|- 3|- 4

esnimmt|{3 13 -|1 1|1 -

es hat g ulg ulg ulg u
g ... gerade, u ... ungerade

Wenn jedoch B (folglich auch A) eine gerade Zahl von Streichhélzern hat, dann ist es
fir A ungiinstig, fir den nachsten Zug von B 5 Streichhodlzer tbrigzulassen, und das
Spiel verliert A (Uiberzeugt euch!).

2. Es sollen am Ende des Spiels auf dem Tisch 6 Streichholzer tbrigbleiben. Das ist auch
fir A nur in dem Falle giinstig, wenn B den folgenden Zug macht und er eine ungerade
Zahl von Streichholzern hat. (Dabei hat A natirlich eine gerade Anzahl Streichhdlzer.)
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A B/A B/A B|A B

es hat g ulg ulg ulg u

esnimmt | - 1|- 2|- 3|- 4

esnimmt |4 14 -2 1|2 -

es hat g ulg ulg ulg u
g ... gerade, u ... ungerade

Wenn jedoch Beine gerade Anzahl Streichhélzer hat (folglich A eine ungerade), dann
ist es fir A unglinstig, fir B's Zug 6 Streichholzer tbrigzulassen, A verliert.

Sobald A nur 1 Streichholz nimmt, zeigt sich, dass A in derselben Lage ist, in welcher
B ist,wenn 5 Streichholzer ibrigbleiben (vgl. unter 1.).

3. Es sollen am Ende des Spiels auf dem Tisch 7 Streichholzer (ibrigbleiben. Das ist
fir A nur dann glnstig, wenn B den folgenden Zug macht und er eine gerade Anzahl
Streichholzer hat.

A B/A B|A B|A B
es hat g 8|8 8|8 8|8 8
esnimmt | - 1|- 2|- 3|- 4
esnmmt |1 -4 1|4 -2 1
es hat ¥ *1lg ulg ulg u

g ... gerade, u ... ungerade; * ... weiter wie 1.

(Dabei hat A natirlich auch eine gerade Anzahl Streichhdlzer.)

Wenn aber B (und folglich auch A) eine ungerade Anzahl Streichhdlzer hat, dann ist
es fir A unginstig, fir B's Zug 7 Streichholzer iibrigzulassen, A verliert. Sobald B 1
Streichholz nimmt, ist A in derselben Lage, in der B war, als noch 6 Streichhélzer lbrig
waren (vgl. unter 2.).

4. Nach seinem Zug 8, 9 oder 10 Streichhdlzer iibrigzulassen, ist in allen Fallen fir A
ungiinstig und fihrt zum Verlieren. Es sollen zum Beispiel nach dem Zug des A auf
dem Tisch 8 Streichholzer bleiben. Es sind zwei Falle moglich:

a) A hat eine ungerade Zahl von Streichhélzern, B eine gerade; B nimmt 3 Streichhélzer.
Jetzt hat er auch eine ungerade Zahl Streichholzer. Es bleiben auf dem Tisch 5 Streich-
holzer. In diesem Falle verliert, wie bekannt (vgl. unter 1.), derjenige, der am Zug ist.
Am Zug ist A, folglich verliert er.

b) A hat eine gerade Zahl Streichhélzer, B eine ungerade; B nimmt ein Streichholz.
Jetzt hat er eine gerade Zahl. Auf dem Tisch bleiben 7 Streichholzer. In diesem Falle
verliert, wie bekannt (vgl. unter 3.), derjenige, der am Zug ist. Den nachsten Zug hat
A, folglich verliert er.

Diese Moglichkeit jedoch, das Spiel zu seinem Vorteil zu wenden, bietet sich B auch in
den Fallen, in denen A nach seinem Zug 9 oder 10 Streichholzer auf dem Tisch Iasst.
Fihrt die Analyse dieser Falle durch.

5. Bei weiterer Vermehrung der Zahl der Streichhdlzer, die nach einem Zug von A auf
dem Tisch bleiben, das heit bei 11, 12, 13 ... Streichhdlzern, wiederholen sich die
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Voraussetzungen fiir einen Gewinn in derselben Reihenfolge wie bei 5, 6, 7... Gbrigge-
bliebenen Streichhélzern, was auch die oben ausgesprochene Regel, wie man das Spiel
"zum Gewinn" fiihrt, bestatigt.

Es sollen zum Beispiel nach dem Zug des A auf dem Tisch 11 Streichholzer bleiben.
Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass A gewinnt, wenn B (und folglich auch A) eine
ungerade Anzahl Streichhoélzer hat.

A B A B
es hat u u u u
es nimmt - 1 oder 3 - 2 oder 4
es nimmt | 3 oder 1 - 4 oder 2 -
es hat * **

g ... gerade, u ... ungerade; * ... weiter wie 3., ** .. weiter wie 1.

Betrachtet noch einige Félle, zum Beispiel die, in denen 12 und 13 Streichhdlzer auf
dem Tisch bleiben!

6. Es bleibt noch zu zeigen, warum man bei 27 Streichhélzern beim ersten Zug gerade 2
Streichholzer nehmen muss und nicht mehr und nicht weniger. Wenn ihr 1 Streichholz
nehmt, dann kann der "Gegner" 2 nehmen; es bleiben 24 Streichholzer Gbrig, und es
gelingt euch nicht, ihm 19 Streichhdlzer librigzulassen.

Wenn ihr 3 Streichhoélzer nehmt, dann kann der "Gegner" 1 nehmen; es bleiben 23
Streichholzer. Ihr seid am Zuge, und bei 23 Streichholzern verliert derjenige, der eine
ungerade Zahl hat und den nachsten Zug macht (vgl. unter 5.).

Wenn ihr 4 Streichholzer nehmt, dann nimmt der "Gegner" ebenso viele; es bleiben 19
zurlick. lhr seid am Zuge, und bei 19 Streichholzern verliert derjenige, der eine gerade
Anzahl Streichhélzer hat und den nachsten Zug macht (vgl. unter 5.).

Wenn ihr jedoch 2 Streichhélzer wegnehmt, dann kénnt ihr, wieviel auch der "Gegner"
nehmen mag, das Spiel zu euren Gunsten wenden.

254. und 255. entfallen

256. Wenn ihr als erster 100 erreichen wollt, dann musst ihr als erster auch 89 erreichen.
Wenn die euch genannte Zahl um 11 von 100 entfernt ist, dann findet ihr, welche
Zahl (10 oder weniger) euer Partner auch hinzufiigt, sofort den Summanden, der die
vom Partner genannte Summe zu 100 erganzt. Um aber 89 zu erreichen, muss man
den Gegner auch um 11 von dieser Zahl fernhalten, das heiBt, man muss 78 ansagen
konnen.

Wenn wir diese Uberlegungen fortsetzen, erhalten wir die Reihenfolge der Zahlen, die
ihr ansagen misst, um als erster das Ziel zu erreichen. Diese Zahlenfolge beginnt mit
1:

1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89.

Jetzt ist klar: Wenn ihr 1 sagt, dann kann euer Partner, welche Zahl er auch ansagt (11
oder weniger), euch nicht hindern, 12 zu sagen, dann 23, 34 usw. Sich diese Zahlen zu
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merken, ist leicht; in jeder ist die Zahl des Einers um 1 groBer als die Zahl des Zehners
und jeder Zehner ist um 1 groBer als der vorangehende.

(Wenn der Partner den "Schlissel" zum Spiel nicht kennt, dann wird er freilich Zahlen
hinzufiigen, die ihm zufallig in den Kopf kommen; daher konnt ihr es, wenn ihr das
Spiel mit ihm wiederholt, riskieren, innerhalb der ersten Halfte bis 100 "die Spuren zu
verwischen" und euch nicht an die "Schliissel"zahlen zu halten.) Das Spiel kann man
durch Anderung des hochstzulissigen Summanden und der Endsumme variieren.

Es soll zum Beispiel der hochste Summand nach wie vor 10 sein, aber die Endsumme
nicht 100, sondern 120. Wenn wir 11 von 120 subtrahieren, vom Ergebnis wiederum
11 subtrahieren usw., erhalten wir folgende Zahlen: 109, 98, 87, 76, 65, 54, 43, 32, 21,
10.

Wer dieses "Geheimnis" kennt, gewinnt, wenn er mit 10 beginnt. Jetzt soll die End-
summe 100 bleiben, aber der hochste Summand soll nicht 10, sondern 8 sein. Dann
finden wir die "Schlissel"zahlen durch Subtraktion von je 9 von 100 und von jeder sich
ergebenden Differenz:

91, 82, 73, 64, 55, 46, 37, 28, 19, 10, 1.

Wenn man als héchsten Summanden die Zahl 9 annimmt, sind die Zahlen, die man im
Auge haben muss, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90. In diesem Falle darf derjenige, der
das Spiel gewinnen will, es freilich nicht beginnen, wenn dem Partner das "Geheimnis"
des Sieges bekannt ist.

257. Wenn das Spielfeld ein Quadrat aus 9 Feldern ist, dann muss man das Spiel mit
einer beliebigen Seite des mittelsten Quadrats beginnen, zum Beispiel mit der Seite a
(Abb. 334a).

Wenn jetzt der "Gegner" die Seite eines beliebigen der 3 Quadrate der linken Spalte
nachzieht, nehmt ihr sofort alle Felder dieser Spalte weg und macht den gewinnbrin-
genden Zug im (briggebliebenen Rechteck (vgl. Fall 3).

Alle 9 Felder sind euer. Wenn der "Gegner" als Antwort auf euern ersten Zug (Seite a)
eine beliebige zweite Seite (zum Beispiel b) des mittelsten Quadrats nachzieht (Abb.
334 b), zieht ihr sofort die dritte (c) nach, und dem "Gegner" bleibt, um nicht alle
9 Felder zu verlieren, nichts anderes (ibrig, als das mittelste Feld zu nehmen und die
ubrigen 8 abzugeben.

Wenn jedoch der "Gegner" nach eurem ersten Zug (a) eine Seite eines beliebigen der
drei Quadrate der rechten Spalte nachzieht, zum Beispiel x (Abb.334c), kénnt ihr das
Feld oben rechts nehmen, ihm mit dem Zug y antworten, und alle 9 Felder sind euer.

258. und 259. entfallen
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260. Aufgabe 1.

Fur die Zahl Nr.5 senkrecht gibt es zwei Moglichkeiten: entweder 543 oder 567 (vgl. die
Bedingung). Priifen wir erst 543. Wenn diese Zahl richtig ist, dann sind die ersten beiden
Ziffern der vierstelligen Zahl Nr. 6 waagerecht 34, und die vollstandige Zahl besteht

nach der Bedingung aus dem Produkt der Zahlen 77 und 23 (x ist die unbekannte
Ziffer des Zehners).

Der einzige in Frage kommende Wert fiir x ist die Zahl 4, aber 77 - 43 = 3311. Die
Ziffer des Hunderters ist nicht richtig.

Priifen wir die zweite mogliche Zahl Nr.5 senkrecht: 567. Jetzt sind die ersten Ziffern
der Zahl Nr.6 waagerecht 36; sie miissen ebenfalls die ersten Ziffern des Produkts der
Zahlen 77 und z7 sein. Der passende Wert fiir x ist die Zahl 4.

Wir prifen: 77 - 47 = 3619. Das ist die Zahl Nr. 6 waagerecht, und 47 erfillt die
Bedingung fiir die Zahl Nr. 8.

Bleiben noch die Zahlen Nr.7 senkrecht und Nr. 9 waagerecht zu suchen. Wir kombi-
nieren die Faktoren der Zahlen Nr.1 waagerecht und Nr. 3 senkrecht; dabei stellen wir
leicht fest, dass die Zahl Nr. 7 senkrecht 99 ist. Die Zahl Nr. 9 waagerecht ist 39. Alle
Felder des gegebenen Quadrats sind ausgefillt (Abb. 335).
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Aufgabe 2. Die Losung kann man zum Beispiel auf folgendem Weg erhalten. In erster
Linie muss man die Zahlen Nr. 1 und 8 waagerecht ermitteln. Fiir die Zusammenset-
zung dieser beiden fiinfstelligen Zahlen muss man alle zehn Ziffern verwenden, und die
Differenz der Zahlen muss eine dreistellige Zahl ergeben (vgl. Nr. 3).

Das bedeutet, dass sich die ersten Ziffern der gesuchten Zahlen um 1 unterscheiden
missen.

Damit stehen die ersten Ziffern der Zahlen Nr. 5 und Nr. 10 fest (vgl. Nr.1 senkrecht).
Wenn der groBte Teiler der Zahl Nr. 3 (vgl. Nr.5) mit 1 beginnt, dann fangt sein

kleinster zweistelliger Teiler natiirlich auch mit 1 an. Damit steht die erste Ziffer der
Zahl Nr. 11 fest (Abb. 336.a).

a i

A.336

Auch die Zahl Nr. 2 beginnt mit 1, und ihre zweite Ziffer ist 7. Dieselbe Ziffer driickt
die Zahl der Zehner der Zahl Nr. 8 aus (vgl. Nr. 7). Da die letzten beiden Ziffern der
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Zahl Nr. 9 waagerecht festgestellt sind (zwei Einsen) und sie zusammen ein Neuntel
der Summe der Zahlen Nr. 1 und Nr. 8 waagerecht bilden, ist die Summe der Einer
dieser Zahlen gleich 9 und auch die Summe ihrer Zehner gleich 9.

Folglich ist die erste Ziffer der Zahl Nr. 3 eine 2. Sie ist auch die letzte Ziffer der Zahl
Nr.7.

Wenn x und y die Zahlen der Einer von Nr. 1 und Nr. 8 waagerecht sind, dann ist klar,
dass erstens z + y = 9 und zweitens 2z = y ist (vgl. Nr. 4). Hieraus folgt: = = 3,
y = 6. Die Zahl Nr. 4 ist damit vollstandig: 326.

Die zweite Ziffer der Zahl Nr. 7 ist eine 4, denn 11 — 7 = 4 (vgl. Nr. 3). Da wir die
Zahl der Hunderter der Differenz von. Nr.1 und Nr. 8 waagerecht und die Zahl der
Hunderter von Nr. 1 waagerecht kennen (1), lasst sich leicht die Zahl der Hunderter
von Nr. 8 feststellen: Sie ist gleich 8.

So lassen sich jetzt leicht (nach der Aussonderungsmethode) die ersten beiden Ziffern
der Zahlen Nr.1 und Nr.8 waagerecht feststellen (Abb. 336a).

Ferner ergibt sich die Zahl Nr. 9 waagerecht (11111). Die Zahl 247 hat zwei Teiler: 19
und 13. Das ergibt die Zahlen Nr. 5, Nr. 10 und Nr. 11,

Wir suchen jetzt die Zahl Nr.6 senkrecht. Die "umgekehrte" Zahl ist eine vierstellige,
sie endet auf 99 und besteht aus dem Produkt der Zahl 247 mit einer zweistelligen
Primzahl. Es passt nur 17.

Folglich ist die "umgekehrte" Zahl Nr.6 gleich 4199 und besteht aus den drei Primfak-
toren 13, 17 und 19. Die Zahl Nr.6 senkrecht ist 9914. Die Losung wird in Abb. 336 b
gezeigt.

Aufgabe 3. Wenn wir in einer Tabelle der Quadrate dreistelliger Zahlen nachsehen, fin-
den wir nur eine Zahl, die in gleicher Weise von links nach rechts und von rechts nach
links gelesen werden kann: 698896.

Die Kenntnis dieser Zahl bildet den Schliissel zur Ermittlung der Zahlen Nr.10 und Nr.
11 senkrecht und unmittelbar hinterher auch der Zahlen Nr. 4 und Nr. 9 senkrecht, Nr.
13, Nr. 15 und Nr.5 waagerecht.

Die Ermittlung der Zahl Nr. 1 senkrecht besteht in der Losung einer kleinen Aufgabe:
Es ist die kleinste positive ganze Zahl zu suchen, deren Division durch 2, 3, 4,5 und
6 entsprechende Reste von 1, 2, 3, 4 und 5 ergibt. Fiigen wir zur gesuchten Zahl 1
hinzu, dann ist sie teilbar durch 2, 3, 4, 5 und 6. Wenn wir alle Primfaktoren in ihren
groBten Potenzen, in denen sie in diesen Zahlen vorkommen, multiplizieren, erhalten
wir 22-3-5 = 60, und die gesuchte Zahl ist 59. Hieraus folgt die Zahl Nr.1 senkrecht:
59 — 8 = 51.

Wir suchen die Zahl Nr.1 waagerecht. Es gibt nur zwei vierstellige Quadrate von Prim-
zahlen: 5041 (= 712) und 5329 (= 732).

Die erste Zahl passt nicht, weil an der Spitze der Zahl Nr.2 senkrecht keine Null ste-
hen kann. Also ist die Zahl Nr.8 waagerecht die 73. Die Zahl Nr.2 senkrecht hat sich
stiickweise ergeben; bleibt noch, zur Kontrolle ihre Quersumme zu priifen. Die einzige
zweistellige Primzahl, die mit 9 beginnt, ist 97. Damit ergibt sich die Zahl Nr. 3 senk-
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recht.

Das (ibrige ist einfach. Die vollstandige Losung ist in Abb. 337 dargestellt.
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261. Kunststiick 2. Es sollen sich euer Freund die Zahl n und ihr euch die Zahl p
ausgedacht haben. Wenn wir bei jeder der beiden Zahlen nacheinander die einzelnen
Multiplikationen und Divisionen durchgefiihrt haben, erhalten wir die Resultate in fol-

gender Form:
abce... abc...

n

3 p
TYZ... TYZ...

Diese beiden Resultate ergeben, wenn wir das erste durch n und das zweite durch p

teilen, ein und dieselbe Zahl:
abe...

n
TYZ...

Da wir diese Zahl und die Summe

abe...

kennen, geniigt es, von der letzteren die erstere abzuziehen, um die Zahl n zu erhalten.

Kunststiick 3.

Fall 1. Die gedachte Zahl hat die Form 4n.

Wir fithren die Berechnungen durch: 4n + 2n = 6n; 6n+3n = 9n; 9n : 9 = n (es
bleibt kein Rest). Die gedachte Zahl ist 4n.

Fall 2. Die gedachte Zahl hat die Form 4n + 1.
Ihr groBerer Teil ist 2n + 1. Wir haben:

An+1)+2n+1)=6n+2; (6n+2)3n+1)=9n+3; n+3):9=n
Rest 3. Der Rest ist kleiner als 5. Die gedachte Zahl ist 4n + 1.

Fall 3. Die gedachte Zahl hat die Form 4n + 2.

Wir haben: (4n 4+ 2) + (2n + 1) = 6n + 3. Wenn wir zu diesem Resultat seinen
groBeren Teil, das heiBt 3n + 2, addieren, erhalten wir: (6n + 3) + (3n +2) = 9n + 5;
(97 4+5) : 9 =n Rest 5.

Der Rest ist gleich 5. Die gedachte Zahl ist 4n + 2.

Fall 4. Die gedachte Zahl hat die Form 4n + 3.
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Ihr groBerer Teil ist 2n + 2. Wir haben: (4n + 3) + (2n + 2) = 6n + 5. Davon ist der
groBere Teil 3n + 3, daher haben wir:

(6n+5)+8n+3)=9In+8 (In+8) :9=n
Rest 8. Der Rest ist groBer als 5. Die gedachte Zahl ist 4n + 3.

Kunststiick 4. Es ist klar, dass dann, wenn die gedachte Zahl die Form 4n hat, wobei
n = 1,2,3... ist, das Endresultat der Berechnung 9n ergibt, das heiBt eine Zahl, die
durch 9 teilbar ist.

Folglich muss die Quersumme dieser Zahl durch 9teilbar sein, und das bedeutet, dass
die geheimgehaltene Ziffer die Summe der (ibrigen zu einer durch 9 teilbaren Zahl er-
ganzt.

Wenn die Summe der angesagten Ziffern selbst durch 9 teilbar ist, dann bedeutet das,
dass die Ziffer 9 oder 0 geheimgehalten wurde; aber eine Null darf es nach der Bedin-
gung nicht sein.

Fir Zahlen von der Form 4n + 1, 4n + 2 und 4n + 3 ergibt das Resultat der Rechen-
operationen entsprechend 9n + 3, 9n + 5 und 9n + 8.

Die Quersumme ist durch 9 teilbar, wenn im ersten Falle 6, im zweiten 4 und im dritten
1 addiert wird.

Folglich muss auch in diesen Fallen die geheimgehaltene Ziffer die Summe der (ibrigen
zu einer Zahl erganzen, die durch 9 teilbar ist.

Kunststiick 5. Wir bezeichnen die gedachte Zahl mit dem Buchstaben = und die hinzu-
zufiigende mit dem Buchstaben y. Wenn wir die Berechnungen durchfiihren, erhalten
wir:

(x+y)2—:v2:2:vy—l—y2:2y(x—l—g> =z
Hieraus wird klar, dass die gedachte Zahl (z) gleich der Halfte des Resultats (

durch die hinzugefiigte Zahl (y) minus deren Halfte (%) ist.

), geteilt

[NGIE\

Kunststiick 6. Wir bezeichnen die gedachte Zahl mit dem Buchstaben z, die Quotienten
aus der Division von z durch 3, 4 und 5 entsprechend mit den Buchstaben a, b und ¢
und die Reste mit den Buchstaben rq, 7 und r3. Wir erhalten drei Gleichungen:

T =3a+11, x = 4b+ 7o, T =05s5+713

Hieraus folgt:
r=x — 3a; ro = x — 4b; r3 =x — bc
Wir berechnen:
S = 401 + 45r9 + 36r3 = 40(x — 3a) + 45(x — 4b) + 36(x — 5¢)
= 121z — 120a — 180b — 180c¢

Die Multiplikatoren 40, 45 und 36 waren so ausgewahlt, dass alle Glieder der erhaltenen
algebraischen Summe sich ohne Rest durch 60 teilen lassen auBer dem ersten (121x),
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das bei der Division durch 60 gerade den Rest ergibt, der gleich der gedachten Zahl x
ist.
Die Richtigkeit der Regel ist damit bewiesen.

262. Kunststiick 1. Die Rechenoperationen, die im gegebenen Falle mit der gedachten
Zahl n ausgefiihrt werden, kann man so ausdriicken: %*b und diesen Ausdruck kann
man in der Form =% + % darstellen.

Es ist klar, dass wir bei der Subtraktion von n% den Rest % erhalten.

Es ist immer moglich, a, b und ¢ so auszuwahlen, dass sich kein Bruch ergibt.

Kunststiick 2. Wir bezeichnen mit dem Buchstaben x die Zahl, die von euch, und
mit dem Buchstaben y diejenige, die vom Teilnehmer aufgeschrieben wurde. Die erste
Berechnung, die vom Teilnehmer durchgefiihrt wird, fiihrt zu der Zahl y + 99 — x.

Da nach der Bedingung = nicht groBer als 50 ist und y zwischen 51 und 100 liegt,
ist y + 99 — z nicht kleiner als 100, aber auch nicht groBer als 199, das heiBt, es ist
unbedingt eine dreistellige Zahl, deren erste Ziffer eine 1 ist.

Die erste Ziffer dieser Zahl wegzustreichen bedeutet, von der Zahl 100 zu subtrahieren.
Daher fiihrt die zweite Berechnung, die vom Teilnehmer ausgefiihrt wird, zu der Zahl
y+9—2x—-100+1 =y — x.

Die letzte Berechnung, y — (y — z) = z fihrt zur Zahl x, was zu beweisen war.

Ihr konnt dem Teilnehmer auch gestatten, sich ganze Zahlen aus einem anderen Bereich
auszudenken, zum Beispiel aus dem Intervall zwischen 201 und 1000. Aber dann darf
die von euch geheimgehaltene Zahl nicht kleiner als 100 und nicht groBer als 200 sein,
und bei den weiteren Berechnungen muss man die Zahl 999 an Stelle von 99 verwenden.

263.

der erste der zweite der dritte

Urspriinglich hat 4k 7k 13k
nach der 1. Ubergabe hat 8k 14k 2k
nach der 2. Ubergabe hat 16k 4k 4k
nach der 1. Ubergabe hat 8k 8k 8k

Nach der dritten Ubergabe hat jeder doppelt soviel, wie urspriinglich der erste hatte.
Das tibrige ist klar.

264. Es sollen die gedachten Zahlen a und b sein. Dann bilden wir nach der Bedingung
(a + b) + ab. Nachdem wir 1 addiert haben, erhalten wir eine Zahl, die sich wie folgt
darstellen lasst:

(a+b)+ab+1=a+1+ba+1)=(a+1)(b+1)

Wie sich zeigt, ist jeder Faktor um 1 groBer als die entsprechende gedachte Zahl.
Man kann auch die Summe der gedachten Zahlen von ihrem Produkt subtrahieren, der
Beweis verlauft dann entsprechend.

265. Es soll A die Primzahl, B die zusammengesetzte, aber nicht durch A teilbare
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Zahl sein. Die beiden anderen Zahlen x und y sind beides Primzahlen, wobei i einer
der Teiler der Zahl B ist. Nach den geforderten Berechnungen kann sich die Summe
Ax + By oder Ay + Bx ergeben.

Es ist klar, dass sich die erste Summe nicht durch y teilen lasst, wohl aber die zweite.
Folglich stellen wir je nach dem, ob sich das Endresultat durch y teilen lasst oder nicht,
eindeutig fest, ob die Zahl A oder die Zahl B mit y multipliziert worden war.

266. Die Summe der drei Zahlen und der durch 3 teilbaren Zahl ist:
a+(a+1)+(a+2)+3k=3a+3k+3=3a+k+1)

Nach der Multiplikation dieser Summe mit 67 erhalten wir: 201(a + k£ + 1). Nach der
Bedingung ist a < 60, 3k < 100 oder k < 34.

Folglich ist a + k£ + 1 nicht groBer als eine zweistellige Zahl. Die letzte Stelle bzw. die
letzten beiden Stellen des Produkts einer beliebigen einstelligen oder zweistelligen Zahl
mit 201 bilden immer, wie leicht zu begreifen ist, dieselbe einstellige oder zweistellige
Zahl, und die vorangehenden Stellen ergeben die verdoppelte Zahl.

Zum Beispiel

41 - 201
41
+82
8241

Also gibt a+ k41 die Zahl an, die aus den beiden letzten Ziffern des Produkts besteht.
Wenn wir von dieser bekannten Zahl die ebenfalls bekannte Zahl k41 abziehen, erhalten
wir die Zahl a, die kleinste der drei ausgedachten Zahlen.

267. 1. Ausgedacht wurden die beiden Zahlen a und b. Wir fithren die geforderten
Berechnungen durch: 2(a +5) - 5 = 10a + 25;

10a + 25 + 10 = 10a + 35 ; 10a 4 354+ b = 10a + b + 35

Wenn wir 35 abziehen, erhalten wir die zweistellige Zahl 10a + b, deren Ziffern die
gedachten Zahlen darstellen.

2. Die ausgedachten drei Zahlen sind a, b und c. Wir fiihren die geforderten Berech-
nungen durch.

(10a + b+ 35) - 10 + ¢ = 100a + 10b + ¢ + 350

Wenn wir 350 abziehen, dann erhalten wir die dreistellige Zahl 100a + 10b + ¢, deren
Ziffern die gedachten Zahlen darstellen.
Analog priift man auch die weiteren Falle.

268. Wenn das gesuchte Alter x ist, dann erhalt man im Resultat der geforderten
Berechnungen 10z — 9k, wobei k die beliebige einstellige Zahl ist. Wir gestalten die
erhaltene Differenz um:

10z — 9k = 10z — 10k + k= 10(x — k) + k
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Unser Gesprachspartner ist doch wahrscheinlich alter als 9 Jahre (x > 9), und k ist
nach der Bedingung nicht groBer als 9 (k < 9).

Folglich ist © — k keine positive Zahl. Die Zahl 10(z — k) 4+ k hat in solchem Falle
k Einer und, wenn man k abtrennt, dann andert sich gleichzeitig der Stellenwert der
ubrigen Ziffern, das heiBt die Zehner werden Einer und die Hunderter Zehner usw., mit
einem Wort, die Zahl verringert sich auf den zehnten Teil und ist gleich x — k.

Wenn wir die abgetrennte Ziffer k als Zahl addieren, erhalten wir das gesuchte Alter x.

269. Der 13. Strich ist nicht verschwunden, er ist verteilt auf die iibrigen zwolf und hat
sie verlangert. Davon kann man sich lberzeugen, entweder durch Messung der Lange
der urspriinglichen 13 Striche und der erhaltenen zwolf Striche oder geometrisch.

Wir stellen uns die Gerade vor (vgl. Abb.165, die die oberen Endpunkte der 13 Striche
verbindet. Diese Gerade und die Gerade durch M und N bilden die Schenkel eines
Winkels, die von den parallelen Geraden in gleichen Abstanden durchschnitten werden.

Wenn wir an den entsprechenden geometrischen Lehrsatz denken, begreifen wir, dass
die Gerade durch M und N von dem zweiten Strich 1/12 seiner Lange abschneidet,
von dem dritten 2/12, von dem vierten 3/12 usw.

Wenn wir beide Teile des Kartonblatts verschieben, setzen wir das abgeschnittene Stiick
eines jeden Strichs (beginnend mit dem zweiten) an den unteren Teil des vorhergehen-
den. Und da jedes abgeschnittene Stiick um ein und dasselbe Stiick (um 1/12) groBer
als das vorhergehende ist, muss sich jeder Strich infolgedessen um 1/12 seiner GroBe
verlangern, und es missen sich insgesamt zwolf Striche ergeben.

Mit dem Auge ist diese Verlangerung nicht zu erkennen, so dass sich das Verschwinden
des 13. Strichs fir den ersten Anschein als ziemlich ratselhaft darstellt.

A.338

Um die Wirkung zu steigern, kann man die Striche im Kreis anordnen, wie in Abb. 338
gezeigt wird. Wenn wir den inneren Kreis herausschneiden und ihn in seinem Mittelpunkt
so befestigen, dass er gedreht werden kann, dann erreichen wir durch eine geringe
Drehung des Kreises wieder, dass ein Strich "verschwindet".
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16.11 Losungen - Die Teilbarkeit der Zahlen

270. Das kleinste gemeinsame Vielfache (k.g.V.) der ersten zehn Zahlen ist 2520. Man
bildet das k.g.V., indem man die Zahlen in ihre Primfaktoren zerlegt und das Produkt
aus den groBten Anzahlen der gleichen Faktoren bildet, die in einer der Zerlegungen
auftreten.

Es ist interessant, dass das k.g.V. der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 und 10 mit dem
k.g.V. der zweiten Halfte dieser Zahlenfolge iibereinstimmt, das heiBt mit dem k.g.V.
der Zahlen 6, 7, 8, 9 und 10.

Dieses Beispiel veranschaulicht den allgemeinen Lehrsatz, dass das k.g.V. aller natiir-
lichen Zahlen von 1 bis 2n mit dem k.g.V. der natiirlichen Zahlen von n + 1 bis 2n
iibereinstimmt.

271. Solche Zahlen gibt es eine unzahlige Menge. Die kleinste ist 58. Die Differenz
zwischen dem Divisor und dem Rest ist in allen Fallen gleich 2. Wenn man daher zu ihr
2 addiert, dann ist sie ohne Rest durch einen beliebigen der in der Aufgabe genannten

Divisoren teilbar.
Das k. g.V. der Zahlen 2, 3, 4, 5 und 6 ist 60. Ziehen wir 2 ab, erhalten wir 58.

272. Das k.g.V. der Zahlen 2, 3, 4, 5 und 6 ist gleich 60. Man muss dasjenige Vielfache
von 7 suchen, das um 1 groBer ist als ein Vielfaches von 60. Wir formulieren danach:

60n+1=7-8n+4n+1

Die Zahl 60n + 1 lasst sich durch 7 teilen, wenn sich 4n + 1 durch 7 teilen lasst. Der
kleinste der geeigneten Werte fiir n ist die Zahl 5.

Folglich konnten in dem Korb 301 Eier sein. Bei dem folgenden geeigneten Wert fiir
n, das ist n = 12, ergeben sich 721 Eier. Aber dieser Fall (und alle folgenden) ist
ausgeschlossen: Eine solche Last konnte die Frau nicht tragen.

273. Offensichtlich ist die Zahl durch 7, 8 und 9 teilbar. Die kleinste mogliche positive
ganze Zahl ist 7-8-9 = 504. Andere Faktoren kann die gesuchte Zahl nicht haben, da
selbst beim kleinsten, das heiBt bei einer 2, die gesuchte Zahl vierstellig ware.

274. Das k.g.V. der Zahlen 4, 8, 12 und 16 ist 48. Folglich trafen die Schiffe nach 48
Wochen wieder zusammen, das heilit am 4. Dezember 1953.

275. Der Preis fiir Salz und Seife ist durch 3 teilbar. Die Anzahl der Pakete Zucker
und der Schachteln Streichhélzer ist auch durch 3 teilbar.

Daher muss der Gesamtpreis durch 3 teilbar sein. Diese Teilbarkeit besaB aber die
Summe, die auf dem Kassenzettel stand, nicht (ihre Quersumme 1 +3+1+5 =10
ist nicht durch 3 teilbar). Folglich war in der Rechnung ein Fehler.

276. Die Losung geht von der Beobachtung aus, dass die linke Seite der Gleichung
durch 9 teilbar ist. Folglich muss auch die Quersumme 4+ 9+ 2+ a + 4 durch 9 teilbar
sein. Aber 4 +9 4 2 44 = 19; daher ist a = 8.

Andere Werte fiir a kann es nicht geben, weil a weder eine negative noch eine mehr-
stellige Zahl sein darf. Wenn wir jetzt die Quadratwurzel aus 492804 ziehen, erhalten
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wir 3(230 4 t) = 702. Also ist ¢ = 4.

277. Die linke Seite der Gleichung ist durch 11 teilbar. Folglich muss sich auch die
rechte Seite durch 11 teilen lassen. Entsprechend der Teilbarkeitsregel fiir 11 haben
wirr 1 +2+1+4+7=a+ 3. Folglich ist a = 8.

(Andere Fille, die nach der Teilbarkeitsregel in Betracht gezogen werden konnten, kom-
men hier nicht in Frage, da sie fiir a negative oder mehrstellige Werte ergeben wiirden.)

Wenn wir die Quadratwurzel aus 37 810 201 ziehen, erhalten wir 6149. Jetzt haben
wir die einfache Gleichung: 11(492 + x) = 6149. Sie ergibt = = 67.

278. Wir wissen, dass die Zahlen 10% + 1 und 106 — 1 durch 1001 teilbar sind. Es ist
nicht schwer, sich davon zu iiberzeugen, dass die Zahl 10° 4+ 1 auch durch 1001 teilbar
ist und folglich auch durch 7, 11 und 13.

Jetzt nehmen wir eine beliebige Zahl, die in vier Gruppen zerlegt werden muss, zum
Beispiel 31218001416, und stellen sie in folgender Form dar:

31218001416 = 416 + 1 - 10> + 218 - 10° + 31 - 10°
=416+ 1(10> + 1 — 1) +218(10° — 1 4+ 1) + 31(10? + 1 — 1)
= (416 — 1+ 21 — 831) + [(10° + 1) + 218(10° — 1) + 31(10” + 1)]

Die Zahl, die in der eckigen Klammer steht, ist durch 7, 11 und 13 teilbar. Folglich
hangt die Teilbarkeit der untersuchten Zahl durch 7,11 und 13 nur von der Teilbarkeit
der Zahl ab, die in der ersten runden Klammer steht.

Die Gruppendifferenz ergibt: (416 + 218) — (1 4 31) = 602.

Die Zahl 602 und damit auch die untersuchte Zahl lassen sich durch 7, aber nicht durch
11 und 13 teilen.

279. Wir schreiben eine dreistellige Zahl in der Ublichen algebraischen Form nieder:
100z 4 10y + z. Es soll bewiesen werden, dass sie unter der Bedingung durch 8 teilbar
ist, dass die zweistellige Zahl (10 + y), vermehrt um die Halfte von z, das heiBt, die
Zahl 10x + y + 5 durch 4 teilbar ist.

Es sei 10z + y + 5 = 4k, wobei k eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet. Wir
l6sen nach z auf und setzen das Ergebnis in die oben angefiihrte Schreibweise einer
dreistelligen Zahl ein:

20 + 2y + z = 8k ; z =8k — 20x — 2y

100z + 10y 4 2 = 100z + 10y + 8k — 20z — 2y = 80z + Sy + 8k

Es ist klar, dass der letzte Ausdruck und folglich auch die dreistellige Ausgangszahl
durch 8 teilbar sind.

Und wenn nun 10z +y + % nicht durch 4 teilbar ist? Wiirde daraus folgen, dass auch
die gegebene Zahl 100x 4 10y + z nicht durch 8 teilbar ist?

Die Antwort gibt die Umkehrung des Satzes:

Wenn 100z + 10y + 2 durch 8 teilbar ist, dann ist 10z + y + 5 auch durch 4 teilbar.
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Es sei 1002+ 10y + 2z = 8k. Wir lésen nach 2 auf und setzen das Ergebnis in 10z +y+3
ein. Wir erhalten:

1
10x+y+;:1Ox+y+2(8k;—100:c—10y):—40x—4y+4k

Die Teilbarkeit dieses Ausdrucks durch 4 ist klar.

Damit ist die Regel fiir die Teilbarkeit einer dreistelligen Zahl durch 8 bewiesen. Wenn
man sie mit der allbekannten Regel fiir die Teilbarkeit einer mehrstelligen Zahl durch 8
verbindet, ergibt sich, dass eine gegebene Zahl durch 8 teilbar ist, wenn die Zahl durch
4 teilbar ist, die aus der drittletzten und vorletzten Ziffer gebildet wird, vermehrt um
die Halfte der Zahl, die durch die letzte Ziffer ausgedriickt wird.

280. Es sei N eine aus drei Zifferngruppen bestehende Zahl. Wir stellen sie in folgender
Form dar: N = 10%z + 1030 + ¢, wobei a, b und ¢ die dreistelligen Zahlen der Gruppen
bezeichnen.

Es sei a+ b+ c durch 37 teilbar, also a + b+ ¢ = 37k. Wir I6sen nach ¢ auf und setzen
das Ergebnis in der Gleichung N = ... ein:

N =10% + 10°b + 37k —a — b = a(10° — 1) + b(10° — 1) + 37k

Die Zahlen 105 — 1, 103 — 1 und 37 sind durch 37 teilbar, folglich ist auch die Zahl N
durch 37 teilbar.

281. Verwendet fiir den Beweis dasselbe Verfahren wie in der Lésung der vorhergehen-
den Aufgabe. Aus der bewiesenen Eigenschaft ergibt sich folgende Regel zur Bestim-
mung der Teilbarkeit einer gegebenen Zahl durch 3, 7 und 19:

Streicht von der gegebenen Zahl die letzten beiden Ziffern ab und addiert die mit 4
multiplizierte abgetrennte Zahl zur libriggebliebenen Zahl; wenn es noétig ist, wiederholt
das Verfahren, bis ihr ein Resultat erhaltet, dessen Teilbarkeit durch 3, 7, 19 oder 399
offensichtlich ist.

Wenn das Resultat durch eine oder mehrere dieser Zahlen teilbar (nicht teilbar) ist,
dann ist auch die gegebene Zahl durch diese Zahlen teilbar (nicht teilbar).

Wir untersuchen nach diesem Verfahren zum Beispiel die Teilbarkeit der Zahlen 138264
und 40698 durch 3, 7 und 19. Wir erhalten:

Die Zahl 138264 ist durch 3 und 7, aber nicht durch 19 teilbar und die Zahl 40698 ist
durch 3, 7, 19 und daher auch durch 399 teilbar.

282. Es ist bekannt, dass 2™ — 1 sich durch z — 1 teilen lasst. Folglich ist 1110 — 1
durch 11 — 1 teilbar. Es ergibt sich

0 —1=11 -1 #1184+ 117+ 118+ 1P + 11+ 1P+ 112+ 11+ 1)

Der erste Faktor ist 10. Der zweite Faktor lasst sich auch durch 10 teilen, weil er aus 10
Summanden besteht, von denen jeder auf 1 endet (jede beliebige ganzzahlige Potenz
von 11 endet auf 1).
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Wenn aber jeder von zwei Faktoren sich durch 10 teilen lasst, dann lasst sich ihr Produkt
durch 100 teilen. Folglich lasst sich auch 11'° — 1 durch 100 teilen.

283. und 284. entfallen
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16.12 Losungen - Kreuzsummen und magische Quadrate

285. Je eine der moglichen Losungen ist Abb. 339
dargestellt.

286. Eine Losung wird in Abb. 340 gezeigt.
287. Eine Losung wird in Abb. 341 gezeigt.

XX

3 q 34.

,,@:%@

A.342
289. In Abb.343 a wird ein Sechseck mit der Summe gleich 22 an jeder Seite und jedem
Radius gezeigt, in Abb. 343 b ist die entsprechende Summe gleich 23.
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290. Eine Losung wird in Abb. 344 gezeigt.
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291. Wir nummerieren die Zeilen und Spalten des gegebenen Quadrats (Abb.345 a).
Unter seinen Zahlen sind, wie wir wissen (vgl. Eigenschaft 6b), solche, bei denen die
Summen der Quadrate und die Summen der Kuben gleich sind. Das sind 12, 14, 3, 5
und 15, 9, 8, 2.

e [1lw '15.?;4 ’?{T‘Z'i?‘fﬁ

F7icto | 1383 B2 b0t

JEooanons

Teepogel=g LLEsRl )

- 1?_?21‘3.,;165; by ’_3\10 -11!153

el _ S v . Y ¥
A.345 LR A

Aber im gegebenen Quadrat stehen diese Zahlen nicht in den Diagonalen. Um sie dahin
zu bringen, genligen folgende Umstellungen: die Zeile Il an die 1. Stelle setzen, die Zeile
IV an die 2., die Zeile | an die 3. und die Zeile Il an die 4. und dann die Platze der 2.
und 3. Spalte austauschen.

Es ist nicht schwer nachzupriifen, dass das auf diese Weise erhaltene neue Quadrat
(Abb.345 b) alle geforderten Eigenschaften besitzt.

292. 1. Man erganzt ein Quadrat von 9 Feldern zu einer symmetrischen stufenformigen
Figur (Abb.346a) und setzt darin die 9 ganzen Zahlen von 1 bis 9 in schragen Reihen
ein.

ER
4 2
7 5 31
8 6 ™
4 . sial2
{ ]3is ?u}
1
A.346 b L

Alle Zahlen, die sich auBerhalb des Quadrats befinden, versetzt man in das Quadrat,
wobei man sich an die Regel hlt, die im Text der Aufgabe dargelegt worden ist (Abb.346
b).

Die Haupteigenschaften des magischen Quadrats sind, wie man sich leicht liberzeugen
kann, erfillt. Die Konstante dieses Quadrats ist 15.

2. Die Bildung eines magischen Quadrats 7. Ordnung fiihrt selbstandig aus.

293. Das gegebene Quadrat (vgl. Abb. 178) enthalt 4 horizontale und 4 vertikale Reihen
zu je 4 weiBen Feldern und 3 horizontale und 3 vertikale Reihen zu je 3 weiBen Feldern,
das heiBt, man kann es bilden, indem man abwechselnd die Spalten und Zeilen zweier
magischen Quadrate nebeneinandersetzt, und zwar eines Quadrats aus 16 Feldern und
eines aus 9 Feldern.
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In dem Quadrat mit 9 Feldern sind weniger Felder als in dem mit 16, die Konstanten
missen aber nach der Bedingung gleich sein; folglich muss man fiir das Quadrat zu 9
Feldern die 9 groBten der gegebenen Zahlen nehmen.

Jedes Quadrat bilden wir nach dem entsprechenden Schema (Abb. 347 und 348).

301313233 3031|3233 30|44 | 43 | 33
34 | 35|36 | 37 41 140 | 39| 38 41 | 35| 36| 38
38 |39 40|41 34 | 35|36 |37 34 140 | 39 | 37
42 | 43 | 44 | 45 45 | 44 | 43 | 42 45 1 31| 32| 42
30 | 44 | 43 | 33
41 | 35|36 | 38
37139 |40 | 34
42 | 32 | 31| 45

Beide Quadrate haben ein und dieselbe Konstante: 150.

40
FRG (49 |54 {7
552 ol (a8 ug 50 is2
b Wimd et s
53 E1 53 qu, 51
54 |
A.348 a—

Es bleibt jetzt (brig, sie zu einem Quadrat zu verbinden, indem man die Zeilen und
Spalten des zweiten Quadrats zwischen die Zeilen und Spalten des ersten setzt (Abb.
349).

Die Zahlen, die in den Diagonalen dieses Quadrats liegen, sind aus den Diagonalen
der beiden Quadrate zusammengesetzt; daher sind ihre Summen ein und dieselbe und
gleich der geforderten Zahl 294.

Wenn ihr die Anordnung der Steine, die in Abb. 180 gegeben ist, als Anfangsstellung
nehmt, dann verschiebt sie in folgender Reihenfolge: 12, 8, 4, 3, 2, 6, 10, 9, 13, 15,
14, 12,8, 4,7, 10,9, 14, 12,8, 4,7,10,9,6,2,3,10,9,6,5,1,2, 3,6, 5, 3,2, 1,
13, 14, 3, 2, 1, 13, 14, 3, 12, 15, 3.

Die Zahlen geben an, welcher Stein auf den jeweils freien Platz geschoben werden muss.
Das sind genau 50 Ziige! Die neue Anordnung der Steine ist in Abb. 350 dargestellt.
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13/ 16 |10
1412 5|9
Abb. 350 DI 7
3115|184

Es ist nicht schwer nachzupriifen, dass das erhaltene Quadrat ein magisches mit der
Konstanten 30 ist. Beim Verschieben der Steine kann man, versteht sich, auch zu einer
anderen Anordnung der Zahlen in Gestalt eines magischen Quadrats gelangen; aber mir
ist keine Losung bekannt, die in weniger als 50 Ziigen zu erreichen ist.

Wenn ihr das euch bekannte Schema fiir die Bildung eines magischen Quadrats ver-
wendet, konnt ihr viele magische Quadrate aus den Zahlen 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9,
10, 11, 12, 13, 14 und 15 bilden.

Wenn ihr die Aufstellung eines magischen Quadrats mit der Anordnung beginnt, die in
Abb. 179 dargestellt ist, so ist es niemals moglich, ein solches magisches Quadrat zu
bilden, das man aus der Anfangsstellung erhalten kann, die in Abb. 180 gegeben ist.

Der ganze Unterschied zwischen diesen beiden Stellungen besteht nur darin, dass die
natlirliche Zahlenfolge der Nummern der Steine durch die beiden letzten Steine gestort
ist; es gelingt durch keinerlei Verschiebungen der Steine, eine dieser Stellungen in die
andere umzuwandeln.

Das ist das Hauptergebnis der Theorie des "Spiels mit 15", das von Mathematikern in
der zweiten Halfte des vergangenen Jahrhunderts (1879) ausgearbeitet worden ist.

Man erreicht aus einer beliebigen ungeordneten Anfangsstellung der 15 Steine in dem
Kastchen durch Verschieben entweder die Anordnung von Abb. 179 oder die in Abb.
180 dargestellte.

Es ist interessant, dass man im voraus sagen kann, welche von den beiden Stellun-
gen durch Verschieben der Steine erreichbar ist. Dazu braucht man nur eine Probe
auszufiihren:

Man fiihrt die Umordnung der willkiirlich im Kastchen untergebrachten Steine in die
naturliche Zahlenfolge nicht auf dem Wege des Verschiebens durch, sondern durch
Austausch nur der Steine, die in einer Zeile oder in einer Spalte nebeneinanderliegen,
und zahlt die Anzahl der erforderlichen Ziige zusammen.

Wenn die erhaltene Zahl gerade ist, dann bedeutet das, dass man die Steine im Kastchen
vollstandig durch Verschieben ordnen kann; umgekehrt ist es nicht moglich, sie zu
ordnen, wenn die erhaltene Zahl ungerade ist.

Die Probe ist leicht ausfiihrbar. Beim Austausch der Platze kann das "leere" Feld im
Kastchen zum Nebeneinanderlegen der Steine benutzt werden.

Wenn man einen Stein, der neben dem "freien" Feld liegt, auf dieses verschiebt, wird
bei der Zahlung der Ziige dieser nicht mitgerechnet. Wir nehmen zum Beispiel die
Anordnung der Steine in der Form des magischen Quadrats, das in Abb. 350 dargestellt
ist, als Ausgangsstellung.

Wir untersuchen, ob man die Anordnung in natiirlicher Zahlenfolge durch Verschieben
erreichen kann.
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Wir fithren den "Austausch" aus und zahlen die Anzahl der Ziige. Beginnen wir mit dem
Stein Nr. 1. Um ihn auf den ersten Platz zu bringen, muss man ihn mit dem Stein Nr.
13 austauschen. Dann muss der Stein Nr. 13 den Platz mit dem Stein Nr. 2 tauschen
(zweiter Austausch).

Um den Stein Nr.3 auf "seinen" Platz zu bringen, miissen wir ihn nacheinander mit den
Steinen 15, 8, 11, 5 und 6 tauschen oder, was wir auch tun, ihn auf den "freien" Platz
ricken und mit den Steinen 14, 13, 5 und 6 tauschen (vier Austausche).

Der Stein Nr.4 kommt auf "seinen" Platz nach Austausch mit den Steinen 7, 9 und 10
(drei Austausche). Es sind bisher 141+ 4 + 3 = 9 Austausche ausgefiihrt; vier Steine
nehmen "ihren" Platz ein (Abb. 351).

1[2[3]4
13] 5 6|10

APb. 351 T 1T 9
15 8 | 7

Die Zahl aller Zige ist ungerade. Folglich ist es nicht moglich, die Steine, wie sie in
dem magischen Quadrat (Abb.350) angeordnet sind, mit Hilfe von Verschiebungen zu
ordnen.

Es ist folglich auch die Losung der umgekehrten Aufgabe nicht méglich: die in na-
turlicher Zahlenfolge angeordneten Steine (in Abb. 179) so zu verschieben, dass das
magische Quadrat von Abb. 350 entsteht.

Wie man dennoch ein magisches Quadrat aus der Stellung, die in Abb. 179 dargestellt
ist, bilden kann, lberlegt selbst!

295. 1. Die gesuchte Anordnung der Zahlen ist in Abb. 352 dargestellt.
117128

Abb. 352

41635
7111812
6453

Es ist nicht schwer, sich davon zu (iberzeugen, dass alle geforderten Bedingungen der
Aufgabe erfillt sind.

2. Wir bilden das magische Quadrat nach dem Schema, das im Text der Aufgabe 292
angefiihrt ist. Es wird viele der im Text der Aufgabe genannten zusatzlichen Eigen-
schaften besitzen, aber nicht alle.

Wenn man jetzt die zweite Zeile mit der ersten und dann die zweite Spalte mit der ersten
vertauscht, dann wird das erhaltene magische Quadrat alle geforderten zusatzlichen
Eigenschaften besitzen. So sind zum Beispiel die Summen der Quadrate der Zahlen
in den Zeilen | und Il dieses Quadrats gleich, und die Summen der Quadrate in den
Spalten Il und IV sind auch gleich.

Das magische Quadrat in Abb. 182 heit deshalb "Verwandlungsquadrat", weil es ein
magisches mit derselben Konstanten bleibt, wenn man paarweise die Zeilen miteinander
und die Spalten miteinander vertauscht.
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296. Wir haben

a1+as+a;=S5, a+as+a9g=95 az+tagt+ag=95 az3+tas+a;=>5
Hieraus folgt

as+a7;=S—ay, as+ag=S—a;, ag+ag=95—a3, as+a;=5—as

und folglich as + a7 = a5 + ag, ag + a9 = as + ay. Wenn wir die beiden letzten
Gleichungen gliedweise addieren, erhalten

as + a7 + ag + ag = 2a5 + ag + ay oder as + ag = 2as

Wir fligen zu beiden Seiten dieser Gleichung as hinzu: dann ist a4 + a5 + a5 = 3as,
aber a4 + a5 + ag = 5, folglich 3a; = S und a5 = %; bei S = 15 ist also a5 = 5.

297., 298., 299., 300. entfallen
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16.13 Losungen - Kurioses und Ernsthaftes von Zahlen

301. 1. Nach der Bedingung soll sich die eine Zahl von der anderen nur durch die
Anordnung der Ziffern unterscheiden.

Nehmen wir eine Ziffer, sagen wir 1. Sie kann eine beliebige der zehn Stellen einer
zehnstelligen Zahl einnehmen. Das sind schon 10 mogliche zehnstellige Zahlen.

Bei jeder dieser Zahlen bleiben noch 9 Stellen frei, und auf jede kann man die zweite
Ziffer, sagen wir 2, setzen.

So werden schon 10-9 = 90 Zahlen gebildet, bei deren jeder noch 8 Stellen fiir die
dritte Ziffer frei sind. Wenn wir die freien Stellen je einmal mit der Ziffer 3 ausfiillen,
bilden wir 10-9-8= 720 Zahlen, bei deren jeder je 7 freie Stellen fiir die vierte Ziffer
bleiben.

Alle moglichen Varianten fiir die Einordnung der vierten Ziffer (4) ergeben 10-9-8-7 =
5040 Zahlen mit je sechs freien Stellen.

So finden wir, wenn wir alle Moglichkeiten fiir die Anordnung der Ziffern berechnen,
dass man die 10 Ziffern auf

10-9-8-7-6-5-4-3-2-1= 3628800

verschiedene Arten anordnen kann. Da aber unter den Ziffern die Null ist, ist nicht in
allen dieser 3628800 Falle die gebildete Zahl zehnstellig.

Wenn die Null links an erster Stelle steht, wie zum Beispiel in der Zahl 0123456789,
hat sie keinen Stellenwert; die Zahl ist nicht zehn-, sondern neunstellig und erfiillt die
Bedingung nicht. Jede Ziffer muss die gleiche Anzahl von Malen an der ersten Stelle
stehen.

Insgesamt sind es 10 Ziffern.

Folglich ist in % Teil der 3628800 moglichen Falle die erste Ziffer eine Null; diese
Zahlen sind neunstellig. Jedoch in den tbrigen Féllen (deren Anzahl man sofort erhalten
kann, wenn man von der Zahl 3628800 deren zehnten Teil abzieht) ergeben sich die
geforderten zehnstelligen Zahlen.

Folglich kann man, wenn man jede der 10 Ziffern nur einmal verwendet, 3628800 -
362880 = 3265920 zehnstellige Zahlen bilden.

3. Jedes Produkt aus der Zahl a und einer Zahl der ersten Gruppe besteht aus neun
verschiedenen Ziffern; jedes Produkt aus der Zahl b und einer Zahl der ersten Gruppe
besteht aus zehn verschiedenen Ziffern.

Die Produkte aus den Zahlen a bzw. b und den Zahlen der zweiten Gruppe enthalten
auch wiederkehrende Ziffern. Die Zahlen der ersten Gruppe haben keine von 1 verschie-
denen Teiler mit den Zahlen a und b gemeinsam.

Die Zahlen der zweiten Gruppen haben sie. Wenn man a mit 8 multipliziert und 9
hinzufiigt, erhalt man b: 123456789 - 8 + 9 = 987654321.

4. Der Grund der Erscheinung liegt darin, dass das Produkt aus der Zahl und der Neun
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ausschlieBlich aus Einsen besteht:
12345679 -9 = 111111111

302. 1. Ich habe einfach die Tabelle der Quadratzahlen von 32 bis 99 durchgesehen
und die entsprechenden Berechnungen durchgefiihrt. Man soll auch solche Lésungsver-
fahren nicht gering achten.

303. 1. Zuerst stellen wir fest, dass bei der Bildung der Differenzen aus den gegebenen
Zahlen diejenigen Zahlengruppen nicht als verschiedene zu gelten brauchen, die sich aus
einer Gruppe (a,b, ¢, d) durch zyklische Vertauschung der Zahlen ergeben: (d,a,b,c),
(e,d,a,b), (b,c,d,a) oder (¢,b,a,d), (b,a,c,d) usw.

Es ist fir das Endresultat unwesentlich, welchen Platz eine Zahl in ihrer Gruppe ein-
nimmt, wenn sie nur dieselben Nachbarn hat. (Als Nachbar der vierten Zahl betrachten
wir die erste.)

Wir sehen uns jetzt an, wieviel voneinander verschiedene Anfangsgruppen man aus vier
Zahlen bilden kann, wenn man gerade und ungerade Zahlen ohne Riicksicht auf ihre
GroBen kombiniert.

Die erste Kombination: vier gerade Zahlen (g, g, g, g); die zweite Kombination: drei
gerade und eine ungerade Zahl (g, g, g, u).

Weiter: Weiter: (g, g, u, u), (g, u, u, u), (g, u, g, u), (u, u, u, u). Insgesamt sind es
sechs Kombinationen.

Jede andere Kombination ist eine zyklische Vertauschung einer dieser sechs.

Bei jeder dieser sechs Gruppen bestehen die vierten Differenzen ausschlieBlich aus ge-
raden Zahlen. Fir die erste Zahlenkombination (g, g, g, g) ist dies offensichtlich.

Wir tiberzeugen uns von der Richtigkeit fiir die zweite Kombination: 4y = (g, g, g, u).
Da die Differenz zweier geraden Zahlen oder zweier ungeraden Zahlen eine gerade Zahl
ist und die Differenz einer geraden und einer ungeraden eine ungerade, ist A; = (g, g,

u, u), A2 = (g, u, g, u), A3 = (u, u, u,u), 44 = (g, g g g)-

Untersucht selbst die tibrigen vier moglichen Kombinationen. In allen Fallen bestehen
die vierten Differenzen (A4) nur aus geraden Zahlen (das heiBt, alle Zahlen der Gruppe
A, sind durch 2 teilbar).

Wir beweisen jetzt, dass alle Zahlen der achten Differenzengruppe (Ag) ein Vielfaches
von 4 sind. Fir den Beweis ersetzen wir voriibergehend die Zahlen der vierten Dif-
ferenzengruppe durch ihre Halfte und bilden die erste Differenzengruppe aus diesen
Halften.

Wodurch wird sich diese Gruppe von der flinften Gruppe der urspriinglichen Differenzen
unterscheiden?

Antwort. lhre Zahlen werden auch die Halften der Zahlen der Gruppe As sein.

Wenn zum Beispiel Ay = (4, 6, 12, 22) ist, dann ist Ag = (2, 6, 10, 18). Wenn wir
jedoch die Gruppe aus den Halften bilden (2, 3, 6, 11), dann besteht die Differenzen-
gruppe auch aus den Halften der Zahlen der Gruppe A; (1, 3, 5, 9).
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Dieses Verhaltnis zwischen den Zahlen bleibt auch in den folgenden Differenzengrup-
pen erhalten, das heiBt, die zweite Differenzengruppe der Halften bildet die Halfte der
Gruppe Ag, die dritte die Halfte der Gruppe A7, die vierte die Halfte der Gruppe As.
Wenn wir alle Zahlen der vierten Gruppe der Halften verdoppeln, erhalten wir die Zah-
len der Gruppe Ag.

Aber die vierte Differenzengruppe der Halften, wie jede vierte Differenzengruppe, be-
steht nur aus geraden Zahlen, und die Zahlen der Gruppe Ag sind doppelt so groB.
Folglich sind die Zahlen der Gruppe Ag nicht nur durch 2, sondern auch durch 4 teilbar,
was zu beweisen war.

Wenn zum Beispiel A4 = (4, 6, 12, 22) durch 2 teilbare Zahlen sind, dann sind A; =
(2,6, 10, 18), A = (4, 4, 8, 16), A7 = (0, 4, 8, 12) und As = (4,4,4,12) Zahlen, die
durch 4 teilbar sind.

Wenn wir den Gedankengang fortsetzen, stellen wir fest, dass wir nach weiteren vier
Differenzengruppen in der zwolften Differenzengruppe Ao Zahlen erhalten, die durch
8 teilbar sind, das heiBt durch 23. Die Zahlen der Gruppe A sind durch 2* teilbar usw.
So miissen zum Beispiel die Zahlen der Differenzengruppe Ay durch 2'° = 1024 teilbar
sein. Nehmen wir an, dass alle Zahlen der Ausgangsgruppe kleiner als 1000 sind, dann
sind alle Zahlen aller Differenzengruppen kleiner als 1000.

Nehmen wir an, dass aus vier Zahlen 39 Differenzen gebildet worden sind und keine
von ihnen nur aus Nullen besteht, dann besteht A4y unbedingt nur aus Nullen, da keine
Zahl dieser Differenz gréBer als 1000 ist und alle Zahlen Ay sich durch 210 = 1024
teilen lassen.

Es gibt aber nur eine ganze Zahl, die kleiner als 1000 ist und sich durch 1024 teilen
lasst, das ist die Null. Folglich sind alle Zahlen A4y Nullen.

Wenn die Ausgangszahlen groBer als 1000 sind, aber kleiner als 1000000, dann mdssen
spatestens in der 80. Differenz nur Nullen stehen, da die Zahlen der Differenz Agy durch
220 = 1048576 teilbar sein miissen, und die einzige ganze Zahl, die kleiner als 1000000
und durch 1048576 teilbar ist, ist die Null.

So kann man die Beweisfiihrung auf jede beliebige Vierergruppe von Zahlen ausdehnen.
Es gibt also keine Vierergruppe von Zahlen, deren Differenzengruppen nicht friiher oder
spater nur aus Nullen bestehen.

2. Beweisen kann man diese Eigenschaft der Zahlen so:

a) Es ist nicht schwer zu beweisen, dass die Quersumme 2. Ordnung einer dreistelligen
Zahl kleiner als die Zahl selbst ist.

Hieraus folgt, dass wir, mit welcher Zahl wir auch den Versuch beginnen, nach einigen
Schritten eine zweistellige Zahl erhalten.

b) Bei zweistelligen Zahlen lasst sich die beobachtete Eigenschaft einfach durchpriifen.
304. und 305. entfallen

306. 5. Wir vermindern die nachzupriifende Zahl N um 1 und fiigen diese 1 als einzelnen
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Summanden hinzu. Dann nimmt die Zahl folgende Form an:

11...155...5+1

N—— N —
n—mal n—ma

n = 1ist das 15+ 1 = 16; bei n = 2 ist das 1155 + 1 = 1156 usw. Wir stellen ferner
fest, dass man die Zahl 11...1 als Summe der Potenzen der Zahl 10 plus 1 ausdriicken

n—mal
kann:
o n—1 n—2
11...1|—10 + 10 +...+10+1
n—ma

Wenn das klar ist, wenden wir uns wiederum der nachzupriifenden Zahl N zu und
gestalten sie folgendermaBen um:

11...155...54+1=11...100...0 4+ 55...5 +1

— ———
n—mal n—mal n—mal n—mal n—ma
= 11..1-10" +5-11..1+1 = 11..1-(10" + 5) + 1
n—mal n—mal n—mal

= (10" +10" 24+ .. + 10+ 1)(10" +5) + 1
Der Ausdruck in der ersten Klammer lasst sich auf die Form bringen:

10" -1

10" +10" 2+ .. +10+1 =
+ + ... +10+ 01

(wegen einiger Erklarungen zu dieser Form vgl. im Kapitel "Die Teilbarkeit der Zahlen").
Dann ist

10" —1)(10™ 4+ 5
11..155..5 +1 == ( J10" +5) +1=

n—mal n—mal

102 +4-10" +4 <1o”+2>2
3

was zu beweisen war. Wie auch das kleine "Zahlenkristallchen" (16) durch wiederholte
Einschaltungen der Zahl 15 in seiner Mitte gewachsen sein mag, die Zahl 11...1 55...5 6
n—mal (n—1(—ma

ist immer ein Quadrat der Zahl %.

307.

11=22:2+2-2,  20=224+2-2-2,
12=2-2-2+42+42, 21=22-2+2
13=(22+2+2):2, 22=22-2-22,
14=2.2.2.2-2,  23=22+2-32,

1. 15=22:2+2+2,  24=22-24+2+2,
16=(2-2+2+2)-2, 25=22+2+2,

17=(2-2)%+2, 26 =2 (% +2)
18=2-2-2-242,
19=22-2-2
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1=(4:4)-(4:4), 2=(4:4)+(4:4),
S—(4+4+4:4, 4d=44 (4—4)-4
2 5= (4-444):4 G=4+(4+4):4,
T=4+4—-4:4, 8=44+4+4-4,
O—4td+4:4 10=(44—4): 4

7~

2=(n:n)+(n:n), 4==421,
7 — n—.@—.n, 12 — n+.n—|—.n'
17 = n+'7;;.h, 21 = n+'71L1+n

Wie man die tibrigen Zahlen darstellen kann, lberlegt selbst.
4.

5 17469 13484 6 17659 - 16758 - 25496 - 57429
- 58237 2697 20437 23947 3187 6381

Die 1 kann man mit neun Ziffern folgendermaBen darstellen: 123456789 (Der Exponent
der Potenz kann willkiirlich aus den Ziffern 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 gebildet werden.)

95742 75249 58239
© 10638 08361 06471

308. 10. Es sei n eine der gesuchten dreistelligen Zahlen. Nach der Bedingung stimmen
die letzten drei Ziffern von n? mit den Ziffern von n iiberein. Folglich sind die letzten
drei Ziffern der Differenz n? — n Nullen.

Betrachten wir den Ausdruck n* — n, wobei k eine beliebige positive ganze Zahl ist.
Wir klammern n aus: n* —n = n(n*~1 —1).

5.9

Sofort ist klar, dass dieser Ausdruck durch n teilbar ist; er ist aber auch durch n — 1
teilbar, da n*~! — 1 sich durch n — 1 teilen lasst.

Folglich ist der Ausdruck n¥ — n durch das Produkt aus den Zahlen n und n — 1, das
heiBt durch n> — n teilbar.

Da aber n2 — n als letzte drei Ziffern Nullen hat, miissen auch bei n2 — n wenigstens
die letzten drei Ziffern Nullen sein, das heiBt, n* muss bei beliebigen positiven ganzen
k die gleichen drei Endziffern haben wie auch n.

Zur Losung der Aufgabe genligt es folglich, wenn man sich lediglich auf diejenigen
Zahlen beschrankt, deren Quadrat die gleichen drei Endziffern hat wie die Zahl selbst.

Die Zahlen n und n—1 sind zwei benachbarte natiirliche Zahlen, und ihr Produkt muss,
wie festgestellt, durch 1000 teilbar sein.

Folglich muss eine von ihnen gerade und durch 8 teilbar und die andere ungerade
und durch 125 teilbar sein. Dreistellige Zahlen, die der letzten Bedingung entsprechen,
auszusuchen ist nicht schwer.

Es gibt deren nur vier: 125, 375, 625 und 875. Die ihnen benachbarten Zahlen sind
folgende: 124 und 126, 374 und 376, 624 und 626, 874 und 876.

Aber durch 8 sind nur zwei davon teilbar: 376 und 624. Folglich sind sie die gesuchten.
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309. 4. Es sei x die kleinste der gesuchten Zahlen; wir nennen sie die erste Zahl; dann
ist die zweite Zahl der ersten Gruppe der Summanden = + 1, die dritte  + 2, ... die
(n+ 1)-te Zahl ist z + n.

Die erste Zahl der zweiten Gruppe ist x+n+ 1, die zweite x +n+2, die dritte z+n+3,
... die n-te Zahl x +n +n =2 + 2n.

Von der Bedingung ausgehend bilden wird die Gleichung

4+ 1)+ (@ +2°+ . F+rn)i=@+n+ D2+ (x+n+2)%+ .+ (z+2n)?

n+1 Summanden n Summanden
(*)

Zur Erleichterung der weiteren Umwandlungen dieser Gleichung lassen wir 22 auf der
linken Seite der Gleichung, und alle Gibrigen n Summanden bringen wir auf die rechte
Seite und gruppieren sie in n Differenzen der Quadrate:

r=[z+n+1)?—(z+ 1)+ [(z+n+2)°? - (2+2)+...+[(x+2n)? - (2 +n)
Jede eckige Klammer gestalten wir nach

22 =n2z +n+2)+n2x+n+4).. +n(2z+n+2n)

n Summanden

oder

2 =n[2r+2r+ .. +20)+F(n+n+ ... +n)+2+4+ ... +2n)

n Summanden n Summanden n Summanden

In der letzten runden Klammer steht die Summe von n Gliedern der arithmetischen

Reihe
(24 2n)n

2+4..4+2n=
+ +2n 5

=(n+1)n
Dann ist
2?2 = n[2en 4+ n? + n(n + 1)] oder z2—2n*—n®—n*-—n?=0

Wenn wir die quadratische Gleichung 22 — 2n%z — n?(2n + 1) = 0 auflésen, erhalten
wir: 1 = n(2n + 1) und z9 = —n, wobei n = 1,2.3... ist.
Wir nehmen vorlaufig nur x; = n(2n + 1).

Angenommen, es ist n = 1. Das bedeutet, dass wir uns auf der rechten Seite der
Gleichung (*) auf einen und auf der linken auf zwei Summanden beschranken.
Bei n = 1 ist 1 = 3, und wir haben 32 + 42 = 52.

Bei n = 2 sind auf der rechten Seite der Gleichung (*) zwei Summanden, auf der linken
drei. Dann ist 2y = 10, und wir haben 10 + 117 + 127 = 13% 4- 142,

Bei n = 3 sind auf der rechten Seite der Gleichung (*) drei Summanden und auf der
linken vier. Dann ist 2y = 21, und wir haben 21% + 222 4- 232 + 24% = 252 4 262 + 277,

Diesen Prozess konnt ihr jetzt beliebig weit fortsetzen. Wenn man den zweiten Wert der
Wurzel xo = —n in die Gleichung (*) einsetzt, fiihrt er zu der identischen Gleichung:

(—n)? 4+ (—n+ 124 ..+ (=12 =124+22+ 32+ .. +n?
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8. Es ist bekannt, dass 13+ 23+ 33 + .. +n¥ = (1 +2+3+ ... + n)? ist.
Wenn n gerade ist, also n = 2k, dann nimmt die linke Seite der Formel folgendes
Aussehen an:

1P +23+ 3%+ .+ (2 — 1)° + (2k)°

Wir gruppieren um:
1P+ 28+ 3%+ .+ (2k — 1)% + (2k)?
=[P +3 .+ 2k — 1)+ 22 + 4% + .+ (2k)F]
=[P +3+ . 2k — 1))+ 2313 + 2% + .+ k]

hieraus folgt:

P33 45+ 2k — 1) =1+ 22+ .+ (2k)%] — 8[13 +2° + ... + k]
=(1+2+34+...+2k)? —8(1+2+34..+k)?

So hat sich eine Formel fiir die Summe der Kuben der ungeraden Zahlen ergeben. Sie
wird gebraucht fir die weitere Umwandlung des Ausdrucks

[13+33+53+.. + 2k =13+ [1+3+5+ ... +(2k — 1)]

2
Wir erhalten:
[P+3+5+ . +2k—1)°]+1+3+5+...+(2k—1)]
: —
(424 42k 81 +2+ .+ k)P +1+34+ .+ (2k—1)
B 2

Da in jeder Klammer die Summe der Glieder einer arithmetischen Reihe 1. Ordnung
steht, schreiben wir die Summenformel

[(1+22k)2k}2 B {(14—2k)k}2 n [1+(21;—1)]k

S1+S3+ ...+ Sp_1 =

2
(142K - 200+ k)2RP 4+ K2 RP(1 44k 4+ 4k —2 — 4k — 2k* + 1
B 2 B 2
_kR2k 4
2

10. Zuerst stellen wir, beginnend mit der zweiten Zeile, die Abhangigkeit des ersten
Gliedes jeder Zeile von der Nummer der Zeile, in der es sich befindet, und vom ersten
Glied der vorhergehenden Zeile fest. Es ergibt sich

3=142-1;7=3+2-213=7+2-3;21=13+2-4 usw.

Entsprechend haben wir fiir das erste Glied der n-ten Zeile: a, = a,—1 +2(n — 1).
Fir das erste Glied der (n — 1)-ten Zeile ist a,—1 = a,_2 + 2(n — 2) und weiter
p—o=an3+2(n—3), ..., aa=a;+2- 1.
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So kann man die Beziehung zwischen a,, und a; erhalten.

Dazu ersetzen wir in der ersten Gleichung a,,_1 durch den entsprechenden Ausdruck in
der zweiten Gleichung. Wir erhalten:

ap = Ap_o++2(n—1)+2(n —2)

Hierin ersetzen wir in derselben Weise a,,_5, dann in dem erhaltenen Ausdruck a,,_3
usw. Als Ergebnis erhalten wir:

(n—1)+1

an =a1+2[(n—1)4+n—-2)+...42+1] =a;+2 5

(n—1) =a;+n(n—1)
oder
an=1+nn—-1)=n*-n+1

Das ist die Abhangigkeit des ersten Gliedes jeder beliebigen Zeile im Zahlendreieck des
Nikomachos von der Nummer dieser Zeile.

Da ihr wisst, dass in jeder Zeile n Summanden sind und die Differenz zwischen ihnen
d = 2 ist, konnt ihr jetzt selbst die Summe der Zahlen in der Zeile berechnen und
bestatigen, dass sie tatsichlich gleich n? ist.

310. Es sollen a, b, ¢ und d die Ziffern sein; dabei sei a > b > ¢ > d, aber a > d.
Dann ist
M = [a][b][d][d] ,  m=[d][c][b][a]

Wir suchen die Ziffern der Differenz d = M — m. Es sind zwei Falle moglich:

1. wenn b > c:

[a] [b] [c] [d]
-[d] [c] [b] [a]
[a-d] [b-1-¢] [10+4c-1-b] [10-+d-a]

2. wenn b =c:

[a] [b] [c] [d]
-[d] [] [b] [a]
[a-1-d] [104b-1-c] [10+c1-b] [10+d-a]

Im ersten Falle ist die Summe der auBeren Ziffern der Differenz gleich 10 und die Summe
der mittleren Ziffern gleich 8.

Im zweiten Falle ist die Summe der duBeren Ziffern gleich 9 und die Summe der mittleren
Ziffern gleich 18; folglich sind diese beiden mittleren Ziffern Neunen.

Diese Struktur muss nicht nur die erste Differenz haben, sondern auch alle folgenden.
Daher geniigt es, wenn man nur solche vierstellige Zahlen tiberpriift, deren Ziffern die
ermittelten Bedingungen erfiillen. Da es auf die Zifferngruppe ankommt und nicht auf
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die Stellung der Ziffern in der Zahl, werden die geforderten Bedingungen die Zahlen
mit folgenden Zifferngruppen erfiillen:

9801 8802 7803 6804 5805
9711 8712 7713 6714 5715
9621 8622 7623 6624 5625 , 1. Fall
9531 8532 7533 6534 5535
9441 8442 7443 6444 5445

9990 8991 7992 6993 5994 2. Fall

Insgesamt haben sich 30 mégliche Differenzen (im Sinne der Zifferngruppen) ergeben,
mit welcher vierstelligen Zahl M wir auch begonnen hatten.

Bei jeder beliebigen vierstelligen Anfangszahl M sind nicht mehr als sieben Operationen
erforderlich, um zu der Differenz 6174 zu kommen. Uberzeugt euch selbst davon!

311. entfallt
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16.14 Losungen - Alte und doch ewig junge Zahlen
312. und 313. entfallen

314. Fir den Beweis suchen wir zuerst das allgemeine Glied (a,,) einer arithmetischen
Folge mit dem Anfangsglied (a1) und der Differenz d:

ap =a +d(n—1)

Wir werden mit a,, das n-te Glied der k-ten Folge und mit dj die Differenz der k-ten
Folge bezeichnen.
Fur die erste Folge der Tabelle ist a1 = 4, d; = 3, folglich:

app =4+3n—1)=1+3n
Fir die zweite Folge ist a;9 = 7, dy = 5, folglich
e =T7+5(n—1)=2+5n
Fir die dritte Folge ist a13 = 10, d3 = 7, folglich
ang=10+7(n—1)=3+Tn
Fir die k-te Folge ist a1, = 1 + 3k, di = 1 + 2k; folglich
any =14+ 3k(1+2k)(n—1)=k+ 2k + 1)n

Die Formel a,; = k + (2k + 1)n, in der £ = 1,2,3,4... und unabhéangig davon n =
1,2,3,4... sein kann, driickt ein beliebiges Glied der Tabelle aus.

Wenn irgendeine beliebige Zahl NV in der Tabelle enthalten ist, dann ist sie gleich einer
von den Zahlen a,y, das heiBt N =k + (2k + 1)n. Dann ist

ON +1=2k+ (2k+1)n] +1 =2k + 1+ 4kn +2n = 2k + 1 + 2n(2k + 1)
= (2k+1)(2n + 1)

das heiBt, die Zahl 2N + 1 besteht aus dem Produkt von wenigstens zwei Faktoren, von
denen keiner gleich 1 ist; folglich ist notwendigerweise 2N + 1 eine zusammengesetzte
Zahl, was zu beweisen war.

Umgekehrt sei 2N + 1 eine beliebige zusammengesetzte ungerade Zahl; folglich kann
sie in zwei ungerade Faktoren zerlegt werden, von denen keiner gleich 1 ist:

ON +1=(2k+1)(2n+1)

wobei k und n irgendwelche natiirliche Zahlen sind. Wenn wir die Gleichung nach N
auflosen, erhalten wir:

2k+1)(2n+1)—1
5 _

N = k+ 2k + 1)n = ang
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das heiBt, N muss in diesem Falle eine von den Zahlen der Tabelle sein.

Wir haben auf diese Weise bewiesen, dass die Zahl 2N +1 eine zusammengesetzte Zahl
ist, wenn NV in der Tabelle vorkommt, und dass es fiir jede gegebene zusammengesetzte
ungerade Zahl von der Form 2N + 1 in der Tabelle eine auf sie hinfiihrende Zahl N
gibt.

Aber alle Primzahlen (auBer 2) sind ungerade, und jede ungerade Zahl (auBer 1) ist
entweder eine zusammengesetzte oder eine Primzahl. Hieraus folgern wir, dass eine
ungerade Primzahl von der Form 2N + 1 keine entsprechende auf sie hinfiihrende Zahl
N im Bereich der Tabelle hat.

315.-319. entfallen

320. Mein junger Freund verlieB sich zu sehr auf seine Augen und erhartete seine
Ergebnisse nicht mit Beweisen. Das fiihrte zu scheinbaren Widerspriichen.

Entgegen seinen Behauptungen erhielt er nicht ein einziges Mal aus den Teilen des
Quadrats ein vollkommenes Rechteck; unbedingt mussten sich fiir das Auge vielleicht
nicht erkennbare Liicken oder Uberschneidungen ergeben.

Analysieren wir irgendeinen seiner "giinstigen" Falle, zum Beispiel den, als er eine Seite
des Quadrats von 64 Feldern in Abschnitte von der Lange 5 und 3 teilte (Abb. 207).
Wenn wir das Dreieck A mit dem Trapez C' und das Dreieck B mit dem Trapez
D zusammenlegen, wie in Abb. 353 gezeigt wird, kénnen wir nicht erreichen, dass die
Linien EFK und EH K zu der einen Diagonalen E K des Rechtecks verschmelzen, weil
die Linien EFK und EHK keine Geraden, sondern mit einem sehr geringen Knick in
den Punkten F' und H gebrochene Linien sind.

G E

A.350

Das ist leicht zu beweisen.
Es soll M der Punkt sein, in dem die Verlangerung der Seite E'F' des Dreiecks EF'N
die Seite K L des Rechtecks schneidet.

Wenn EF K eine Gerade und keine gebrochene Linie ist, dann fallt der Punkt M mit
dem Punkt K zusammen. Wir priifen durch eine Berechnung nach, ob diese Punkte
zusammenfallen.
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Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke EFN und EM L erhalten wir:
ML :FN=FL: EN oder ML :3=13:8
Hiernach ist ML = %‘3 = 4,875, wahrend KL =5 ist.

Der Punkt M fallt, wie ihr seht, nicht mit der Ecke K zusammen. Folglich sind EF K
und EH K gebrochene Linien.

Die Flache der rechteckigen Figur K LEG enthalt tatsachlich 65 Felder, aber in ihr
liegt die rhombenférmige Licke EFK H, deren Flache gerade ein Feld ausmacht.

Es sind noch zwei Fragen zu untersuchen:

1. Warum bildete sich bei unserem "Experimentator" in allen Féllen, die gelungen er-
schienen, eine Abweichung der Flache des Quadrats von der des "Rechtecks" um genau
ein Feld, und

2. bei welcher Teilung der Seiten des Quadrats kdnnte man ein vollkommenes Rechteck
und folglich auch eine véllige Ubereinstimmung der Flachen erhalten?

Wir nehmen die Algebra zu Hilfe. Die Flache des Quadrats (vgl. Abb. 207) ist gleich
(z+1y)? = 22 + 22y + 2.

Die Flache des Rechtecks (vgl. Abb. 202) ist gleich (z + y)z = 222 + xy.

Die Differenz R zwischen der Flache des Rechtecks und der des Quadrats ist gleich
R = 2% — oy — v°

Die Flachen des Quadrats und des Rechtecks sind gleich, wenn 22 — zy — 3% = 0 ist.

Wenn wir durch 32 teilen, erhalten wir eine quadratische Gleichung mit %:

(-

Wenn wir nur die positive Losung berlicksichtigen haben wir

x_l\/g

Y 2
Nur bei einem solchen (irrationalen) Verhaltnis der Seitenabschnitte x und y ist bei der
Zerlegung eines Quadrats in zwei kongruente Dreiecke und zwei kongruente Trapeze
die vollkommene Umwandlung eines Quadrats in ein Rechteck moglich.
Bei rationalen Werten fiir  und y kann R nicht gleich Null sein. Bei ganzzahligen
Werten fiir x und y ist die kleinstmogliche Differenz zwischen den Flachen R = 1.

Diese kleinste ganzzahlige Differenz Rerhielt auch mein junger Freund, als er als Werte
fir x und y ein Paar nebeneinanderliegender Zahlen der Zahlenreihe des Fibonacci
nahm (beim ersten Versuch © = 5 und y = 3), beim zweiten z = 8 und y = 5), bei
den beiden folgenden x = 13 und y = 8 sowie z = 21 und y = 13), weil sie eben eine
der Gleichungen

2 —ay—yt=1 und 2 —zy—yt=—1
erfillen.

321.-323. entfallen
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