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Vorbemer kungen

Die vorliegende Aufgabensammlung filr den Einsatz im Mathematik-

unterricht an Spezialschulen mathematisch-naturwissenschaftlich-
technischer Richtung ist das Ergebnis eines intensiven Erarbei-
tungs—, Erprobungs- und Diskussionsprozesses ilber mehrere Jahre.

Durch die weitere Ausgestaltung der Spezialschulen m-n-t Rich-
tung wurde es notwendig, sowohl den Lehrern als auch Schillern
Arbeitsmaterialien in die Hand zu geben, um den Unterrichts—
prozeld effektiver zu gestalten. Insbesondere wurde die Bitte
gedufert, eine Sammlung von Aufgaben zu erstellen, die es
Lehrern und Schillern erleichtern soll, den spezifischen Anfor-
derungen des Mathematikunterrichts an Spezialschulen m-n—t Rich-
tung besser gerecht zu werden. Viele Kollegen der Spezialschulen
und Hochschullehrer verschiedener Hochschulen und Universitdten
der DDR haben dazu Aufgaben eingereicht, die im Unterrichtsprozefl
erprobt wurden. Der Nutzer dieser Aufgabensammlung wird sehr
schnell bemerken, daB ihrer Linienfihrung und Gliederung der
Lehrplan Mathematik fiir Spezialschulen m-n-t Richtung von 1986
zugrunde gelegt wurde. Obwohl dabei noch keine véllige Einheit-
lichkeit der einzelnen Kapitel hinsichtlich Formulierung und

Akzentuierung der Aufgaben erreicht wurde, hdlt er die Arbeits—

gruppe doch fiir gerechtfertig, daf Material inm der vorliegenden
Form als Manuskript zu veréffentlichen, da der Wunsch nach einer
solchen praktikablen Hilfe immer nachdriicklicher gedufiert wurde.

In einer iberarbeiteten, teilweise noch zu erganzenden Fassung
mufl es dann gelingen, die jetzt noch vorhandenen Schwidchen zu
iiberwinden. Fiir Hinweise und Vorschlédge ware die Arbeitsgruppe

sehr dankbar.

Berlin, Juni 1990 Klaus Miller

Leiter der Arbeitsgruppe



Aufgabensammlung

zu den Stoffgebieten 1.2. und 1.3.
“Reelle Zahlen; Potenzen und Potenzgesetze;
Wurzeln und Logarithmen; Elemente der Kom-

binatorik”

zusammengestellt und bearbeitet von einem Autorenkollektiv

an der Spezialschule “Heinrich Hertz", Berlin



Potenzen

Leichte Aufgaben aus Lehrbuch Klasse 9 (alt, neu)
wie z. B.

3 4b 3 2p - 5
1. ) - () 2. (;;’74;5)
- ganzzahliger Exponent
3. ak41 . bk-l . c-k . a'k . ck-1
4. 332::;532_ 5, 12_2_913_
qZn+1.r—3n (a -b2)2

6. Berechnen Sie ohne Taschenrechner

a) {t§,013-1o4-0.14-(11

1) }2 - 108
b) [(-;-)“2-4'3+ %]2 : [0,25'3(% -1 ] -1

5. (a2-46%)3  (a%44abeab?)3 [mzb)‘ N
(a -2b)* (a + 2b)° (a-2b)

8. {(a —ab-6b2)"1 (as+2b) - a_ﬁ; (T bll)

o A - gl - e

a2-4a+4 a2-6a+9

e FR R SR = ey
(3(a-b) ] 1

- rationaler Exponent

11. a) Leichte Aufgaben aus Lehrbuch
b) Rationalmachen des Nenners
X

z. B. —_—
1 +71-x



12. Berechnen (ohne Taschenrechner)

SN ARy

13. a>0; b>0

1 3 v
~ 75 4 )a3b2 :f 6'39!)4

14. [1 . (%)‘ZJ a2 : [}fg'-fE)a +2 12?{}

Fds a2 a -4+ 3”1 2
1s. |72 -1+ 1 g
2a2 - 3a 2 52 - a N
' S
1 1 2a% - 2
16. I 1 i1 X - T I~
a4+aa+1 34—3 * & 32-_3 + 1

Logarithmen
1. Berechne x.ohne Zahlentafel und Rechner
11g9-1g2
a) x = 10 * 100
1 4
5 - _lg Ft-‘

b) x = 100

1
L 2 +2 1g 16
c) x = |10

4
1 - 10972 + i - logg

d) x = 49
2. log, (log3 (lc:g2 x)) = 0
3. log16 x + log,x + log,x = 7

Literatur: 1. J. Wisliceny "Grundbegriffe der Mathematik"
II. Rationale, reelle und komplexe Zahlen
Reihe MfL



2. "Aufgabensammlung zur Elsmentarmathematik"
Bd. 1 von N. A. Antonow
VuN 1963

Kombinatorik

[

(o2}

Wieviele Permutationen der Elemente a, b, c, d, e gibt
es? Wie lautet die 43. Permutation in lexikographischer
Anordnung?

Zwolf Personen sollen namentlich in eine Liste eingetra-
gen werden. Auf wieviele verschisdene Arten ist dies még-
lich?

Ein Nummernschild eines Autos soll aus drei Buchstaben
und vier Ziffern bestehen. Wieviele verschiedene Nummern-
schilder lassen sich aus 26 Buchstaben und 10 Ziffern
bilden?

In einer Sportsektion gibt es 10 gute Volleyballspieler.
Auf wieviele Méglichkeiten 1&Bt sich aus ihnen eine Mann-
schaft (6 Spieler) zusammenstellen?

Alle finfbuchstabigen Wérter, die sich genau aus den Buch-
staben A, E, G, L, R bilden lassen, werden alphabetisch
geordnet. An wievielter Stelle steht LAGER?

Auf einem Schachturnier spielte jeder genau einmal gegen
Jjeden. Insgesamt wurden 28 Partien gespielt. wieviele
Teilnehmer gab es bei diesem Turnier?

Eine FDJ-Gruppe hat 21 Mitglieder. Wieviele varschiedene
Méglichkeiten gibt es dafir, daB 5 von ihnen in die Grup-
penleitung gewahlt werdsn?

Wieviele M&glichkeiten gibt es dafar, daB drei Soldaten
und ein Unteroffizier zum Dienst eingeteilt werden, wenn
dafiir 15 Soldaten und 4 Unteroffiziers zur Verfigung ste-
hen?

Die neun Mitglieder einer Gewerkschaftsleitung missen ei-
nen Vorsitzenden, einen Sekretdr und einen Kassierer wih-
len. Wieviele Méglichkeiten gibt es dafiir?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

i8.

Die Schiler einer Klasse werden in neun verschiedenen Fa-
chern unterrichtet. Wieviele Méglichkeiten gibt es far den
Schultag, an dem funf verschiedene Stunden auf dem Plan

stehen?

Gageben seien 12 Punkte einer Ebene, von denen keine drei
auf einer Geraden liegen. Wieviele Verbindungsgeraden exi-

stieren?
wieviele Diagonalen hat ein konvexes Neuneck?

wieviele gerichtete Streckenzlge kénnen in der Ebene durch
vier Punkte gelegt werden, wenn nicht mehr als zwei Punk-
te davon auf einer Geraden liegen?

Zu Silvester feiert eine achtképfige Gesellschaft. Wie
oft klingen die Gldser, wenn um Mitternacht jeder mit je-
dem anstoBt?

Fur welches n-Eck gilt, daB die Anzahl seiner Diagonalen
a) gleich der Anzahl

b) doppelt so groB wie die Anzahl

c) k-mal so groB wie die Anzahl

seiner Seiten ist?

wieviele verschiedene Arten von Fahrkarten einer Klasse
muB die Eisenbahnverwaltung a) fiar 5 b) fdar n
Stationen einer Strecke zur Verfigung stellen, wenn die
Méglichkeit bestehen soll, in jeder Station eine Fahrkar-
te nach jeder beliebigen anderen Station der Strecke zu

lsen?

wieviele verschiedene Verbindungsgeraden von 7 Punkten

einer Ebene sind héchstens méglich, wann liegen

a) keine drei Punkte auf ein und derselben Geraden

b) 4 Punkte auf einer ersten und 3 Punkte auf einer zwei-
ten Geraden? i

Sechs Schiiler (Axel, Bernd, Christian, Dieter, Enno,

Frank) wollen in einem Kaufhaus die Rolltreppe zur nédch-

sten Etage benutzen.

A) Auf wieviele Arten kénnen sie sich nacheinander auf
jeweils einer Stufe anordnen?

B) Auf wieviele Arten ist das méglich, wenn jeweils Axel

5



19.

20.

21.

22

23.

24

.

25

26.

27

unmittelbar vor Bernd und Bernd unmittelbar vor Chri-
stian die Rolltreppe benutzen wollen?

C) Auf wieviele Arten ist die Benutzung der Rolltreppe
méglich, wenn Axel, Bernd und Christian auf jeweils
einer Stufe unmittelbar vor- oder hintereinander ste-
hen wollen?

D

‘Wieviele Anordnungsméglichkeiten verbleiben, wenn
Axel als erster und Frank als letzter mit der Roll-
treppe fahren wollen?

In der Blindenschrift werden Buchstaben, Zahlen oder
Satzzeichen durch Anordnung von 6 Punkten, die erhoben
oder als Lécher in Papier gedruckt werden, dem Blinden
tihlbar gemacht. Wieviele Zeichen sind méglich?

Auf wieviele verschiedene Weisen kann ein Skatspieler
seine zehn Karten erhalten?

Wieviele verschiedene Zeichen lassen sich mit einem
a) 5-Kanal-Lochstreifen b) 8-Kanal-Lochstreifen
erzeugen (Dualsystem)?

Wieviele fiunfstellige Zahlen gibt es, in deren Ziffern
die gleiche Grundziffer nicht mehrfach auftritt?

Wieviele filinfstellige Zahlen lassen sich aus drei Grund-
ziffern 1 und zwei Grundziffern 2 bilden? In wievielen
stehen zwei Grundziffern 2 nicht nebeneinander? In wie-
vielen stehen drei Grundziffern 1 nicht nebeneinander?

Wieviele sechsstellige Zahlen lassen sich aus je drei
Grundziffern 5 und 7 bilden? Wieviele beginnen mit
a) § b) 7 c) 55 d) 57 2

Wieviele siebenstellige Zahlen lassen sich aus drei Grund-
ziffern 1, zwei Grundziffern 3 und zwei Grundziffern S

bilden? Wieviele beginnen mit e) 5 b) 531 2
Wieviele verschiedene Zahlenkombinationen sind bei einem-
Wurf mit a) drei b) vier gleichartigen Wirfeln
méglich?

Wieviele voneinander verschiedene Méglichkeiten gibt es
fir die Augenzahlen der Wirfel bei einem Wurf mit 3 Wiir-
feln



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

a) dberhaupt

b) wenn samtliche Warfel verschiedene Augenzahlen anzei-
gen

c) wenn genau zwei wirfel die gleiche Augenzahl haben?

In einer Schachtel befinden sich r rote und g gelbe Ku-

geln, die durch Numerierung voneinander zu unterscheiden
sind. Auf wieviele verschiedene Arten kénnen unter den n
entnommenen Kugeln m gelb sein?

Drei rote und vier gelbe Kugeln, die durch Numerierung
voneinander zu unterscheiden sind, sollen so nebeneinan-
der gelegt werden, daB die Farben abwechseln. Wieviele
Méglichkeiten gibt es hierfar?

Auf wievielen verschiedenen Wegen kann ein Turm auf dem
Schachbrett von einem Eckfeld zum diagonal gegeniberlie-
genden Eckfeld gelangen, wenn keine Umwege zugelassen
werden?

wieviele verschiedene Méglichkeiten gibt es fir die Auf-
teilung von acht verschiedenen Geldstiicken unter Bruder
und Schwester?

Beim Dominospiel bestehen die Steine aus Kombinationen
von jeweils zwei Zahlen. Es werden die Zahlen von O bis
6 verwendet. Aus wievielen Steinen besteht das Spiel?

Wieviele verschiedene Aufgaben enthilt das kleine Ein-
maleins? (1 1 bis 9 9)

Ein schwarzer und ein weiBer Turm stehen auf einem
Schachbrett. Wieviele verschiedene Méglichkeiten ihrer
Anordnung gibt es?

In einem GefaB befinden sich 10 rote und 5 weiBe Kugeln.
Wieviele Méglichkeiten gibt es beim Herausnehmen von 3,
Kugeln, so daB a) 2 rote und 1 weiBe

b) 1 rote und 2 weiBe darunter sind?

wieviele RENTNER-Zahlen (symmetrisch, siebenstellig,
nat.) gibt es? Wieviele REGER-Zahlen gibt es?

Auf wieviele verschiedene Weisen kénnen aus 9 Personen
zwei Gruppen gebildet werden, von denen die erste



38.

39.

40.

41.

42.

43,

44,

b

a) 7 b) 4 Personen umfaBt?

wieviele verschiedene Widerstinde kann man durch Hinter-
einanderschaltung von Widerstinden mit 1, 2, 5, 10, 20
Ohm orzeugen?

In der Umgebung eines Erholungsortes sollen 15 Wanderwe-
ge durch je zwei parallele Striche gekennzeichnet werden.
Wieviele Farben benétigt man, wenn

a) die Reihenfolge der Striche eine Rolle spielt und bei-
de Striche von gleicher Farbe sein dirfen

die Reihenfolge der Striche keine Rolle spielt und
beide Striche von gleicher Farbe sein dirfen

die Reihenfolge der Striche keine Rolle spielt und
beide Striche nicht von gleicher Farbe sein dirfen?

-

c

-~

Fir einen Automaten werden von 4 Sorten Pralinen jeweils

3 Stick in einem Beutel so abgepackt, daB der Inhalt je-

des Beutels aus 3 verschiedenen Pralinensorten besteht.

Die Preise der einzelnen sind: A: SO Pf., B: 40 Pf.,

C: 30 Pf., D: 20 Pf. An den Beuteln ist jeweils der Ge-

samtpreis der in ihnen verpackten Pralinen angegeben.

a) Wieviele verschiedene Zusammenstellungen zu je 3 Stiick
gibt es?

b) wieviele verschiedene Preise gibt es?

c) Kénnen die Stickpreise der einzelnen Pralinensorten
aus‘den méglichen Gesamtpreisen berechnet werden?

Wieviele verschiedene Spielanfinge gibt es beim Skat-
spiel? (Verteilungen der Karten auf Spieler und Skat)

Beim Zahlenlotto werden aus 90 Zahlen 5 ermittelt. Wie-
viele Tips muB man abgeben, um mit Sicherheit einen Fin-
fer zu erzielen? Wieviele Vierer und Dreier werden dabei
auftreten?

Beim Tele-Lotto (5 aus 35) sind 5 Zahlen von insgesamt
35 auszuwdhlen. wieviele verschiedene Tips missen je-
weils abgegeben werden, um mit Sicherheit einen Finfer,
Vierer bzw. Dreier zu erzielen?

Wieviele Stichprobenméglichkeiten gibt es bei einer Pro-
duktionsserie von 100 Stick, wenn bei der Stichprobe 5



45,

46.

47.

48,

49.

50.

Einzelstiicke untersucht werden sollen?

wieviele Anschliisse sind in einem Fernsprechnetz mit
funfstelligen Rufnummern méglich, wenn man die mit O und
1 beginnenden Rufnummern fur Sonderanschlisse reserviert
und hier nicht beriicksichtigt?

Zu einem Eishockey-Turnier werden 20 Spieler eines Ver-
bandes gemeldet. Wieviele Méglichkeiten der Verteilung
der Ricken-Nummern 1 bis 20 gibt es, wenn ein bestimmter
Spieler auf jeden Fall die Nummer 11 erhdlt und ein zwei-
ter keinesfalls die Nummer 9 tragen soll?

Die Entwertung von Fahrscheinen fir Nahverkehrsmittel er-
folgt in einer Stadt durch das Einstanzen von 1 bis 6 L&-
chern an verschiedenen Stellen eines 2mal3-Schemas. Wie-
viele verschiedene Kennzeichnungen sind auf diese Weise
mdglich?

Am Ende des 1. Schuljahres werden die Disziplinen Lesen,
Rechtschreibung, Ausdruck, Schreiben des Faches Deutsch
und das Fach Heimatkunde zensiert. wieviele Schiiler miB-
ten in der Klasse sein, wenn nur die Zensuren 1 und 2 auf
alle méglichen Arten auf diese Facher verteilt werden

sollen?

Auf wieviele Arten kénnen sich & Schiler auf 3 Zimmer
verteilen, wenn die Anordnung in den Zimmern beliebig
ist? )

wieviele verschiedene vierstellige Zahlen lassen sich
aus den folgenden Ziffern bilden?

a) 3, 4, 5, 6 )

b) 2, 3, 4, 5, 6

¢) o, 1, 2, 3, 4,5, 6



Aufgabensammlung
zum Stoffgebiet 1.4.
“ginfuhrung in die wWahrscheinlichkeits-

rechnung”
(mit L&sungen)

zusammengestellt und bearbeitet von einem Autorenkollektiv
an der Spezialschule "M. A. Nexd", Dresden, mit Unterstitzung

durch Dr. Maibaum, TU Dresden



1. Ein Bankhalter wirfelt mit drei wirfeln, ein Gegenspieler
kann mit einem beliebigen Einsatz auf eine der Zahlen 1,
.., 6 setzen.
Diesan Einsatz erhalt der Spieler (k + 1)-mal zurick, wenn
seine zahl k-mal (k = 1, 2, 3) erscheint. Erscheint sie
nicht (k = 0), so ist der Einsatz verloren.
Ist dieses Spiel "gerecht"?

Lésung
Berechnungen Uber Binomialverteilung oder Uber "klassi-
sche" Def. der Wahrscheinlichkeit

a) k=0
= 3.3
py = P (X =0) po =t " 2 35=%
. 6
5
@B @F
N éis P, = Pg Wahrsch. dafar,
daB der Spieler
verliert bzw. daB
der Bankhalter
gewinnt.
b) k = 1
Py = P (x=1)
3 2
3 1 1.2 T)°
= (P - G- a-g P1=———(1) 35
& 75 :
216
c) = 2
—— 3, .
p2=P(X=2)= (_;_) . (%)2 . (%)1 Py = ('2') 5
63
)
216
d)y k=3
—_— 3,. <0
p3=P(x=3)=-iﬁ} py = 35
3
6

11
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Py Wke. "Spialer gewinnt"

91 _ 125
Pg = Py * Py * P37 375 Pg = Pg =1 -Pg=371

(s. a) )

Also Pg< % <Pg: d. h. ohne Betrachtung der Gewinnchancen
("um die Ehre"), wadre das Spiel “ungerecht“; (“gerechtes
Spiel” soll durch Py, = % = Pg charakterisiert sein).

Werden die Gewinnchancen ("Spiel mit Bewertung") in die

Betrachtungen einbezogen, so muB die Beurteilung Uber die
“Gerechtigkeit” des Spieles iber den Erwartungswert erfol-
gen. 4
EX = E: g, P,

k=0 KT¥

125 75 15 1
=0-37g*+2 "z75 * 3 375 *4° * 37E
. 199

216

g9,: kein Gewinn fir Spisler (g, = 0)

gy (k =1, 2, 3): Gewinne fir Spieler (e: Einsatz (z. B.
in M));
d. h. g = (k +1) = e ; g9y = 20, g, = 3e , 93 = 4e

z, B. e = 216 M EX = 199 M EX - e = = 17 M

Auch dieses Spiel ist "ungerecht”, da EX = 216 M (= e)

sein miBte, um das Spiel als “gerecht" zu bezeichnen, d.hu
der “mittlere Gewinn" miBte dem Einsatz e entsprechen.

EY Erwartungswert fiGr Bankhalter

EX + EY = e EY = e - EX

z. B. s. 0. EY = 17 M

Der "mittlere Gewinn" des Bankhalters muB aber bei einem
“gerechten” Spiel seinem 'Einsatz” (also O M) entsprechen.

AbschlieBand kdnnten die Schiler z. B. ein “gerechtes



Spiel” erfinden, hier z. B. durch ... Einsatz (2k)-mal zu-

rick ...
. s .15 .1 _150 +60 + 6
EXx = 20 * 57z + 4 " 375 * 68 "z T 216 °©

EY =e -8 =0

In einem Versuch sagen Schiler die Zahlen "0" und “1" be-
liebig an. Die Anzahl der angesagten Zahlen soll z. B. 60
sein.

Die Anzahl der Wechsel der "L&ufe" (Umschlagpunkte) von O
auf 1 und umgekehrt ist eine ZufallsgrbBe, Bezeichnung L

z.B., L_=1 ; 111 ... 111 oder 000 ...... 0O
n A —— A SN———
60 mal 60 mal
Uns interessiert die Wwahrscheinlichkeitsverteilung der Zu-

fallsgréBe "L " und der Erwartungswert der ZyfallsgroBel

Losung
Auswertung des Schiilerversuchs:
z. B. léngste Kette der "0"

léngste Kette der 1%
Ly des Versuchs ermitteln; Vergleich verschiedener

Versuche
<L <60
1L, = 60
zZufalliges Ereignis ZufallsgroBe Wahrscheinlichkeit
: 2 - 1
A, — L, =1 P (L, =1) = =5—=
- 2 + (n -1
Ay — L, =2 P (L, =2) = o
n-1
22 (1)
2!1
n - 1)
A —s L =3 P(L =3) =2 _2
3 n n n

13
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Zufalliges Ereignis ZufallsgréBe Wahrscheinlichkeit
) 2_(n ; 1)
Ay —_— L, =4 P (L, =4)= o
22(p - Y
A, —_— Ly=n P(Ln=n)=——2—n—
- % 1
allgemein: P(Lnak)a(z_l) znT k=1...n
(Binomialverteilung; p = %)
Erwartungswert der ZufallsgroBe La
n
B, =25 kP (L =k
k=1
n
-1 1
- koo (072 ¢ =2
k=1 k-1 2n=1
n
1,n-1 S n-1
= (3) Lk (ply)
2 ko1 k-1
n-1
<
o Lyl 2 n-1 .
) = 140y j=k-1
n-1

=B 20 G 3h - P

j=0 J

n=-1 n=-1
= (iyn-1 | 2 n-1 2 T
= (2) [ = ( j ) + £

1. Summand ist "0", deshalb

j (nsl)J



2 b= 7 Tt
n-1 -
1,0-1f on-1 . 5 n-1)!
= (3) [2 = bz GO T(a-1=701

J=1
n-1 (
-1, ,n-1 -2)!
- " [zn * Z;; (n=1) {3 T{A=2=(3=00" ]
n-1
e n-1.[2n-1 & -1) - n-2) ¢ 1
(3) (n = (3-1 ‘J 8+
n-2
- (l)n-i.[zn-l + (n-1)- ;" (n;2)

EL_ = (_1_)n-1.[2n-1 & (n—1) . 2n-2‘| = _l%_l_

4 Steine kénnen als zwei Stapel angeordnet werden,

z. B.:
—1 —
— C—1
— — 1 oder —1
Stapel A Stapel B Stapel A Stapel B

Es gibt also insgesamt finf verschiedene Anordnungen.

Mit einem Zufallsexperiment wird einer der beiden Stapel
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ausgewdhlt, und zwar mit Wahrséheinlichkeit % der Stapel A

und mit Wahrscheinlichkeit % der Stapel B. Vom ausgewahl-

ten Stapel wird dann ein Stein entfernt (falls dort {ber-

haupt ein Stein vorhanden ist). Diesen Vorgang - wir wol-

len ihn kurz einen “Zug" nennen - wiederholen wir (gedank-

lich) nétigenfalls bis beide Stapel leer sind.

Wie sollte man die 4 Steine auf die beiden Stapel vertei-

len, so daB

a) die mittlere Anzahl der Ziige bis zum ersten Leerwerden
eines Stapels maximal ist?

b) die mittlere Anzahl der Zige bis zum Ende des Abbaus
beider Stapel minimal wird?
c) die Wahrscheinlichkeit des Abbaus beider Stapel mit ge-

nau 4 Zigen maximal wird?

Verallgemeinerungen
N Steine, 2 Stapel A und B, Abbauwahrscheinlichkeiten
pund 1 - p

“Hilfsmittel": . diskrete Zufallsgr5Be, Wahrscheinlich-
keitsverteilung, Erwartungswert

(evtl. / ggf.) . Baumdiagramme

geometrische Verteilung, Binomialvertei-

lung
. Computer zur Simulation
Hinweis: Vor Bearbeitung Lésung 'raten’' oder 'vermuten'’
lassent

Lésung

All1 2 3
a) Es kommen of fenbar nur die Verteilungen
’ 3 2 1

B
in Betracht; dabei ist die Verteilung A : 3, B : 1 ge-
wiB nicht die optimale Verteilung.

Y ... (zufallige) Anzahl der Zige bis zum ersten Leer-
werden eines Stapels; gesucht: EY = Erwartungswert von

Y 4 {?%L'Mfl)
Verteilung A : 1 4 37, (i)

8w % 2 lﬁ-q



mégliche Werte fir Y:
1, 2, 3

1 3
EY=1'Z'+2'TE+3

verteilung A : 2
B : 2

mégliche Werte fir Y:

2, 3
(0;1)
1.3 ,.3_5 5_3
p(va2) =2 .2+3.3-3. P(=3)=1-5"3
BY=2-3+3-3=23=2375

Ergebnis zu a) Die optimale Verteilung der 4 Steine ist
also die Verteilung A : 2, B : 2 (und nicht die Verteilung
A:1, B : 3, die den “Abbauwahrscheinlichkeiten" der Sta-
pel A u. B entsprechen wiirde!)

A| 0 1
b) Es kommen die Verteilungen BI

3

2 4
in Be-
4 3 2 1 0
tracht; dabei sind die Verteilungen A : 3, B : 1 und

A : 4, B : O gewiB nicht optimal.

T g a2 (zufallige) Anzahl der Zige bis zum Ende des Ab-

baus beider Stapel, wenn am Anfang i Steine auf
Stapel A und j Steine auf Stapel B liegen.

By,j * ™ ET, 1‘9 mittlere Anzahl der Zige bis zum Ende des
Abbaus beider Stapel

17



gesuchet: 50'4 / 51,3 / Er 2 / E3.1 / E4.0

(i, 3) (0, 3) (i, 0)
3 A 3 1 3
7 3 t i o

(i-1.3) (1.3-1) (0.3) (0.3-1)  ((i-1),0) (i,0)

i31 i1 Iz iz1
1
Hieraus: i,y " (1 + Ei-l,J) cz (1 Ey 1_1) ry
E = 4i E =% (121, j3:1)
4,0 0,3 3 U
Damit: €g,0 * 0
4
Ey o= 4 Eo,1 3
13 8
Ez0= 8 €11 73 Eo,2* 3
97 59
€30 12 By, =13 E1,2° 12 Boug =™
577 398 3 _ 256
Eao=16 B3, =8 F2="1F B3 B 4. 28

Ergebnis: Die optimale Verteilung der 4 Steine ist also die
Verteilung A : 0, B : 4 (und nicht die Verteilung
A : 1, B : 3, die den "Abbauwahrscheinlichkeiten"
der Stapel A und B entsprechen wiirde).

c) Es kommen die Verteilungen
AIO 1, 2 3 4

in Betracht;
Bl4 3 2 1 0

dabei sind die Verteilungen A : 4, B : O und A : 3

B : 1 gewiB nicht optimal. Es bezeichnet q jeweils die
Wahrscheinlichkeit des Abbaus beider Stapel (also der 4
Steine) mit genau 4 Zigen.

Verteilung: A : 0, B : 4 q = (%)4 = 0,3164



A:1,8:3 q=(‘;’)-%-(%)3=0,4219

4 2
A:2 B:2 a=(3 - $? (3)%= 0,2109

Ergebnis: Die optimale Verteilung der 4 Steine ist also
die Verteilung A : 1, B : 3, d. h. also, die
verteilung, die den “Abbauwahrscheinlichkeiten®
der Stapel A und B entspricht.

4. Eine Strecke der Lénge a soll auf "gut Glick™ in 3 Teil-
strecken zerlegt werden. Wie groB ist die Wahrscheinlich-
keit, daB sich aus diesen 3 Teilstrecken sin Dreieck bil-
den 1&aBt?

Die Formulierung laBt folgende Betrachtungen zu:

1) Die Punkte werden gleichzeitig geworfen
Lésung P (4 mdglich) = 1

(Dr. Maibaum, wahrscheinlichkeitsrechnung, S. 60, Auf-
gabe 8)

2) Vor dem 2. Wurf wird das kleinere Teilstick weggenom-

men
1. Wurf 2. Wurf
oder
—t o — —
o] 1 2. o] 2. 1.
v ¥
X Y

Realisierung der ZufallsgrdBe

1. Punkt 2 X gleichméBig verteilt auf dem Intervall
[o: 11
Y gleichmaBig verteilt auf dem Inter-
& ,//1 vall [x; 1], falls X = x und x£ 1 :
Y gleichméBig verteilt auf Intervall

[O;x] , falls X = x und x2 %

u

2. Punkt

19
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1
(%) P (améglich) = / P (améglich / X = x) f (x)dx
o

gleichméaBige
Verteilung
A méglich <————> a+b2c
xf% Dreieckseiten x; Y - x; 1 - Y;
Dreieck mglich: - x +Y = x31 =Y Y2 %
eX +1=Y2Y = x YEx+d
Y 1
% - X +1=-Y2x x & 3
%I;Y&x«r%
x23 —> x-2¢veld
mit (%) 1
2 1 3
P(Ambglich)alP(-z- §Y$x¢-2-)/x=x dx
]
1
1 1
#/ P (X-E,‘.Yﬁi) dx
1
2
1 1
P (hevex+ i/ xax)a2t2 -3 =
1-x 1 -x 1-x

(P (a=X<b) = F(b) - F(a); gleichmiBige stetige Vertei-

lung
PR |
» Sprunghdhe TR )
1 1
SECEE A N AL ppvE
4 1
P (A méglich) =? I —dx + J 1o gy
0 t



1

P (améglich) = 2 ° f 1 ; X dx (Symmetriel)
Py
2
1

o s . 1

P (amsglich) = 2 = [ (2 - 1) dx
1
2

1

P (A méglich) = 2-[1nx - x ]
1

2

P (ambglich) = 2 « 1n 2 -1

P (& méglich) = 0,3863

Programm zur Aufgabe:

1. P

1

x Yy z
—~_— TN N
— + A
A P1 P2 B

zuféllig gesetzt

AP, - kirzere Strecke

2. .P

2

zufallig auf 51P gesetzt

gesucht: Wahrscheinlichkeit, da8 AP PP, s P.B Dreieck

10

20

30°

40
50
60

70
80

12 1
W: = 0 : G: =0
FOR I = 1 TO 30000
X3 -“R‘ND (1) >* 0,5
y: = RND (1) ¥ (1 - x)
Z: =1 - X - y'
IF (x +y 2)
ADN (x + 2 Y)
ADN (y + 2 Xx)

THEN G: =G + 1 :
W: =G/ I
NEXT I
PRINT W Rechnerausdruck: 0, 38744624820827

0

21
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Problem der vollstdndigen Serie

Allgemeine Aufgabenstellung: Ein Versuch hat 1, 2, ..., r
(reN) Ausgédnge. Mit wievielen Versuchen muB man durch-
schnittlich rechnen, damit jeder mégliche Ausgang minde-
stens einmal eintritt?

Erklarung

1. Beim Minzwurf sind die Ausgénge “Zahl" und “Wappen”,
also r = 2, méglich. wie oft muB die Minze im Durch-
schnitt geworfen werden, damit jeder mdgliche Ausgang
mindestens einmal eintritt?

2. Beim wirfeln ist r = 6 (Augenzahlen). wie oft muB der
wirfel ... (s. 1.)?

Oiskussion des Problems

r>2 : Zahl der méglichen Ausgénge

P.a % (gleichméBige Verteilung wird angenommen)

—
AR e
Al N

Nach n wirfen (ne¢N, n 2 r) soll eine vollsténdige Serie

realisiert sein,

ZufallsgréBe X (zufdllige Anzahl der Wiirfe bis zum ersten
Erreichen einer vollsténdigen Serie)

xefror+1,r+2 ..}

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafdr, daB nach

n=r+K(Kefo, 1, 2, ...] ) wirfen die vollstindige Se-

rie aufgetreten ist?

P (X =r +K) = w_ (K) Kennzeichnung der W.-Verteil.

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung ist z. B. durch ihren

Erwartungswert EX charakterisiert, der in den Ldsungen be-

trachtet werden soll.

Das Problem wird fir r = 2 und r = 3 durchgerechnet:

Lésung
a) r = 2 (Far Klasse 10 vollstindig “machbar*)



3 2 1 2 3 ... (n - 1) n Wwarfe
(l _1_)
2 2 z.B. 1 1 1 “ee 1

oder 2 2 2 e 2

P(X=22#+K)=P(Xs= n) =_2 —> ginstige Félle

N n . N i
=n 2" —> n wirfe —» 2 Mog-
lichk.
R
2n-1 ZE+1
w, (K) = & W, (K) = 1
2 2E+1 2
K=0
o0
— (1,K+1 i - a
2_1 (-2_) = 1_2. 4 :
K=0 2
1
Folge (W, (K)) : w, (0) = 3 Wy (K)> Wy, (K+1)
Wy (1) = % Monotonieverhalten
1
Wi (2) = 3§

Erwartungswert
o

o=
EX=Z: P(Xan) ~n=J , W (K + (2+K)

n=2 K=0
o
< 1,K+1
= _>_ (K +2) (3)
K=0
oo =
.5 Rl 52 P
K=0 K=0
o0
<
3 ke (HF* v 2
K=0
m
Durch Probieren erhdlt man S K- 1 q-Br2
K+1 m+1
K=0 2 2

AnschlieBend Beweis mittels vollst. Ind.

lim (1 - &
B> 00 2m+1

2) =1

23
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-

=

EX =1 +2a=_3 D. h. z. B. Eine (ideale) Minze
muB man durchschnittlich dreimal
werfen, um beide Ausgédnge (“zahl";
“Wappen") zu erhalten.

b) r = 3 (Erst in Klasse 11 vollstindig ™machbar")

[
Gl N
1=
-

1 2 3 4 n-1 n warfe
3 1 2 . . . 3
2 3 . . . !
LI 3 S . . 2

Die Miglichksiten fir den AbschluB der vollst. Serie im
n-ten Versuch

2n-1 Mégl. z. B. 1, 2 auf den Pliatzen (n - 1) zu erhalten
2" 5 Mégl. far “alles” 1 oder "alles” 2
=3 n=-1
3 - (2™t -2 2™t .o
P (X =n)= 3N = z0-1
2K+2 -2
Px=ssk)afpgml awy
W, (0) = 2 W, (3) = 10 Monotonieverhalten!
3 3 3 BT
We (1) = 2w, (4) = 82 (Zeichnung auf mm-Papier)
3 3 3 723 9 P
14
W3 (2) = BT
Erwartungswert
=, = Koz,
EX = D Wy (K) (K¢3)=Z K K+ 3)

K=0 K=0

0 o)
2
=1 B Rken-2-) ] (352 (ke3)
K=0 k=0

oQ

& o
Oiffersntislrech- 7 = 5 g (x)N*3 - 2.7 4 (k3

nungl

K=0 K=0
o 2 1
fiez /x=3



K=0
/=% /x=%
d 3 1 3 1
=gx o)t Zax (7 T
/x-% /x-%
EX = %1—'

Aus weiteren Berechnungen ergibt sich die Vermutung

(r-].)K”'1

- e e (P e-n T -

W, (K) = [Ker-1

e % (=037 (E2y ()72

{Kof-’l

Das ware noch zu beweisen!

25



Aufgabensaamlung

zum Stoffgebiet 2.3.
“Lineare Ungleichungssysteme”

zusammengestellt und bearbeitet durch Doz. Or. H.-J. Spren-

gel, PH Potsdam



Formale ginfihrungsaufgaben

1. a) Geben Sie ein Paar (x,y) reeller Zahlen an, das die
folgenden ungleichungen (1), (2) und (3) erfalltl

’ 10y - x 4 100 (1)
5y - 5x > 0 (2)
y+ x2 21 (3)

b) Beweisen Sie. daB es mehr als zehn verschiedene der=-
artige Paare (x.Y) gibt! (03 - Aufgabe 201011)

2. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen a mit der Eigenschaft,
daB das folgende Ungleichungssystem (1), (2), (3) min-
destens eine (aus reallen Zahlen x, y bestehende) Lé&sung

hat!
2y + x < 20 (1)
y - x < 4 (2)
y - ax 2 6 (3)

3. Ermitteln Sie samtliche Eckpunkte des konvexen Bereiches,
der durch
X + y+1§0
x -2y -2=20
2x - y - 420 definiert ist (vgl. /1/, S. 44).

Aufgaben zur theoretischen Durchdringung

4. a) Beweisen Sie, daB die durch lineare Ungleichungssy-
steme definierten Mengen konvex sind!

b) Beweisen Sie, daB der Durchschnitt konvexer Mangen
wieder konvex ist (vgl. /1/, S. 21) und damit Aufga-
be a)!

5. Beweisen Sie, daB die Summe aus einer beliebigen Ldsung
eines gegebenen ungleichungssystems und einer beliebigen
Lésung des zugehérigen homogenen Ungleichungssystems wie-
derum Lésung des gegebenen Systems ist1 (vgl. /1/. S. 39)

* a

6. Beweisen Sie: Ist ein lineares ungleichungssystem lésbar,
so gibt es eine geeignete Linearkombination der Unglei-
chung, die eine unlésbare Ungleichung ist. (vgl. /1/.5.71)

27



Lineare Optimierung

7. a) ELn.Batrieb stellt die Erzeugnisse A und B her. Die

Produktionskapazitidten unterliegen gewissen Ein-
schrénkungen.
Fir eine Zeiteinheit gilt:

GieBerei
Putzerei

El

- Die kann entweder 48 Mengeneinheiten des

Erzeugnisses A oder ig Mengeneinheiten des Erzeug-

nisses B oder entsprechende Mengeneinheiten von A

herstellen

und 8 bearbeiten®

1 35
2 25
heiten des Erzeugnisses S. Der Betriebsgewinn be-

- Die Kapazitét der MontagestraBe betragt Ein-

25 A
35 TM bei 8

Ziel ist ein gewinnoptimales Produktionsprogramm.
Inwiewsit werden bei einem optimalen Programm die
vorhandenen Kapazitédten genutzt?

tragt pro Erzeugniseinheit

b) Man lése die Aufgabe fir die Gewinnannahme von 2% TM

40
A
bei B*

8. s. /1/, S. 88 ff

9. a sei positiv reell; x, y seien nichtnegativ reell mit

X + ay € 7a (1)
-x + y4é2 (2)
2x - y & 2 (3)

Berechnen Sie den maximalen Wert von ax + y |
(Man fihre ge®tignete Fallunterscheidungen nach a ein!)

10. Man zeige, daB Jax + bl<1 einem linearen Ungleichungs-

system &dquivalent ist,

Jax + bl>1 dagegen nicht.

Lit.: /1/ Solodownikow, A. S.: Lineare Ungleichungssysteme
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Aufgabensamnmm lung

zum Stoffgebiet 3.2.

"Quadratische Funktionen und quadratischa

Gleichungen®

zusammengestellt und bearbeitet von Dieter Kertzsch,

spezialschule Rissa



Inhalt Aufgaben

Bestimmung von Scheitelpunkten, Monotonieinter-
vallen, Nullstellen quadratischer Funktionen 1

Ermittlung von Gleichungen quadratischer Funk-
tionen 2 - 4

Verschieben, Strecken, Stauchen, Spiegéln von

Graphen quadratischer Funktionen 5
Funktion und Umkehrfunktion 6
Quadratische Gleichungen 7- 9
Anwendungen des Vietaschen Wurzelsatzes 10 - 11
Anwendungen quadratischer Funktionen 12 - 21
- Nachweis, daB f gegebene Funktional-

gleichungen erfillt 12
- Einfache Funktionalgleichungen 13
- Extremwertaufgaben 14
- Parabel und Gerade 15 - 18
- Parabel und Parabel 19
- Geradlinige, gleichmiBig beschleunigte Bewe-

gung 20
< Senkrechter Wurf 21
Quadratische Gleichungen / Substitutionen 22 - 26
Gleichungssystems 27 - 29
Quadratische Ungleichungen 30
Ungleichungen 31
Ungleichungssysteme 32
Beweisen von Ungleichungen 33
Reziproke Gleichungen 34
Anwendungen quadratischer Gleichungen 35 - 36
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Inhalt Aufgaben

Rechnen mit komplexen Zahlen 37 - 38
Lésungen

Anmerkung: Die Aufgaben sind in Aufgabenblécken zusammenge-
stellt. Jeder Aufgabenblock enthalt Aufgaben in
drei Niveauatufen, wobei die Anforderungen von
Stufe 1 zu Stufe 3 zunehmen.
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1. Bestimmen Sie die Scheitelpunkte, Monotonieinter-
valle und Anzahl der Nullstellen quadratischer
Funktionen in Abhéngigkeit vom Parameter al

1.1.1. f (x) = ax2 + 1

1.1.2. f (x) = ax? + a

1.2.1. f (x) = ax2 + a

1.2.2. f (x) = 11 - a2 x4 a

1.3.1. f (x) = (1 - a2) x2 - [al

1.3.2. f (x) = [2a + 1) x% = [ -a

Ermittlung von Gleichungen quadratischer Funktionen:

Aufgaben 2 - 4

2. f (x) = x2 -2 . (p1 +1) x +1 - Py (%, v, P,€R)
Ermitteln Sie Py und f |

2.1. f geht durch P (2; 3).
2.2.1. f berihrt die x-Achse.
2.2.2. f geht durch 0 (0; 0).

alo

2.2.3. Yg =

2.2.4. xg = =2

2.2.5. f hat keine Nullstelle.

2.3.1. Far welche Py € R wird die y-Koordinate des Schei-
telpunktes maximal bzw. minimal?

2.3.2. Fir welches P& R ist das Produkt der beiden Null-
stellen -10?

2.3.3. Fur welches Pj€ R 1st die Summe der Quadrate der
beiden Nullstellen 8?

Ermittlung von Funktionsgleichungen der Form

2, bx + ¢

f (x) = ax
el S (1; -1); A (-2; 0)
3.2, A1 (1; 0); Ay (-2; -1,5); A3 (3: 6)

1 2 3 4 Ny+ N, sind einstellige na-
n, tirliche Zahlen.

3.3. X

Y 1 2 n1

32



4.

4.1.

4.2.

4.2.1.

4.2.2.

5.1.
5.1.1.

5.1.2.

5.1.3.
5.1.4.
5.1.5.
5.1.6.

Ermittlung von Funktionsgleichungen
fo(x) = x2 + (a +1) x + 8

Bestimmen Sie die Parabel, die die Symmetrieachse
x = =3 hat!

f (x) = x2 + (a +1) x + a

Diskutieren Sie die Anzahl der Nullstellen in Ab-
hiangigkeit vom Parameter al Fiar welche a R sind
die Nullstellen ganzzahlig?

Falls zwei verschiedene Nullstellen existieren, hat
dann die Summe der Quadrate der beiden Nullstellen
einen gréBten oder kleinsten wert?

f (x) = ax2 - ax + C (a = O, a, C R)
Bestimmen Sie diejenige Parabel, die durch den
Punkt P (0; 4) geht und auf der x-Achse ein Segment

7 'LE
-n LE

Verschieben, Strecken, Stauchen, Spiegeln von Gra-

von ; herausschneidet!

phen quadratischer Funktionen

2

f (x) = 2x° + 2x - 1

Verschieben Sie f um 3 Einheiten in Richtung der
positiven y-Achsel Gleichung!

Verschieben Sie f um 2 Einheiten in Richtung der
negativen x-Achsel Gleichung!

Stauchen Sie f im Verhadltnis 1 : 3l Gleichung!
Spiegeln Sie f an der x-Achsel Gleichung!
Spiegeln Sie f an der y-Achsel Gleichung!

Spiegeln Sie f an der winkelhalbierenden y = xlI
Gleichung!

Fihren Sie die Anweisungen (1) bis (6) nacheinander
aus und ermitteln Sie die Endgleichung und den End-
graph!

Es ist die Ausgangsgleichung zu bestimmen, wenn
nach der Nacheinanderausfihrung der Aaweisungen (1)
bis (6) folgende Endgleichung entstanden ist:

33



6.1.

6.2.2.

6.2.3.

6.3.1.

6.3.2.

34

f (x) = Benutzen Sie den

[N
+
x
+

»lo

gréBtméglichen Defi-
nitionsbereich!

+
[N

[

x

+
&lo

Funktion und Umkehrfunktion

- Fihren Sie den Monotonienachweis, daB
£ (x) = ~2x2
noton fallend istl

im Intervall x 2 0, x¢R streng mo-

- Begrinden Sie, ob die beiden Funktionen im gege-
benen Intervell umkehrbar sindl

Yy
Y g0 ]
! ]
P\{ | |
1 L J —>
X4 : x; x x1 1% Irx 3, %
' L///j
€L|
f auf [xl, le g (x) =|f (x); x, & x < x,

\fz(x)i X5 < x4 X3
C-x® s 4; 0bxbo2
roas T,
;x> 2

Begrinden Sie, warum die Umkehrfunktion T von f
existiert!

Skizzieren Sie f und T in das gleiche Koordinaten-
system! !

Was sind notwendige und hinreichende Bedingungen
fir die Existenz der Umkehrfunktion zu einer gege-
benen Funktion?

f(x)?/-xfa (a>0, agR)

Zeigen Sie, daB f auf dem gesamten Definitionsbe-
reich monoton fallend ist! Bilden Sie die Umkehr-
funktion!

g (x) =]-x +a + ’+x + a (a>0, aéR)

Untersuchen Sie, ob g auf dem gesamten Definitions-
bereich umkehrbar ist!



7. Lésen Sie folgende Gleichungen der Form

ax® + bx = ¢ | (a, b, c € R)
7.1. ax2-b =1 (a. b, x € R)
7.2. axz -b =1+ x2
7.3. azxz -b-= b2x2 + a
8. Lésen Sie folgende Gleichungen der Form
ax2 +bx +c=01 (a, b, c€R)
8.1. X +a _a+ b
x - a a-b
(a_= x)2 + (x = blE a2 + b2
i 2 5 T, 2
(a = x)° = (x - b) a“ - b
02 (1 = x3) + (ux = B)2 _ 8%+ b2
B3 z z 3% 2 .2
a® (1 - x°) - (ax - b) a“ - b
9. Lésen Sie folgende Gleichungen!
5 6 14
B X+ 1t x+2 X+3 ° Q
3.2. x -8 _ 2; +5 . 72 + 13x_ . _S
8x-48 x“= 386 24x + 144 12
9.3. > 1 + = 1 + =5 e +
xS = 3x + 2 x© - 5x + 6 x - 7x + 12
1 1 1
+ + =
x2 - 9% + 20 x2 - 11x + 30 x2 - 13x + 42
x (x + 5)
x© - 8x + 7
10. Anwendung des Vietaschen Wurzelsatzes:
2 15
xS - =3x +a= o}
10.1. Fur welche a€R ist die Differenz der L&sungen
gleich 1?
10.2. Fir welche agR ist eine Lé&sung gleich dem Quadrat

der anderen L&sung ?



10.3.

11.

11.1.
11.2.
11.3.

12.

12.1.

12.2.

12.3.

13.

13.1.

13.2.

13.3.

36

Fir welche ag R ist die Summe der Kuben der L&sun-
gen gleich légé e/

Anwendung des Vietaschen Wurzelsatzes:

Geben Sie eine quadratische Gleichung an, die als
Wurzeln hat:

2 2
Yi ® Xy v Xp i ¥ ® X Xy 4 oxyXy
1 1 2 2
Y, = S— 4+ =— ; Yo = X + X
1: Xy Xy 2 1 2
2 2 3 3

Zeigen Sis, daB f folgende Funktionalgleichungen
erfullt:

f (x) = %xz - %x H

x o f(x+2) = (x+2).f(x+1) =0 (x£0)
f(x) = 2x% = 3x + 4 ;

f(x=1) +8x=af (x+1) +6
F(x) = x2 ~2x +1

fFLF(x+1)] = f (x) ©f (=x)

" Einfache Funktionalgleichungen

f (x) = ax? + bx + c (a #0; a, b, ce R)
Ermitteln Sie alle quadratischen Funktionen f, far
die gilt: f (x + 1) = f (=x) |

f(x) = x%+px+q (pe a2 &R)
Ermitteln Sie alle quadratischen Funktionen f, far
die gilt: f (p) = f (q) = 0 1

f (x) = x2 4 px + g (P’ q € R)
Ermitteln Sie slle quadratischen Funktionen f, far
die gilt: f (p) = f (q) |



14.

14.1.

14.2.

14.3.

15.

15.1.

15.2.

15.3.

16.
16.1.

Extremwertaufgaben

Die zahl 250 soll so in zwei Summanden zerlegt wer-
den, daB das Produkt der beiden Summanden maximal
wird. Wie groB sind die Summanden?

Aus 200 m Maschendraht soll eine Rechteckfléche mit
maximalem Inhalt entstehen.

a) wie groB sind die Lénge und Breite des Zaunes?
Die maximale Rechteckfléche soll unter Ausnutzung
einer Mauer entstehen.

b) wie groB sind jetzt Linge und Breite des Zaunes?

Ein Sportplatz hat eine Innenbahn von 400 m.
Far welche Lénge a und Breite b wird die Fléche des
rechteckigen FuBballfeldes maximal?

Parabel und Gerade

Zeigen Sie, daB der Punkt (-4; 16) auf der Geraden
g der Gleichung y = =3x + 4 liegt.

Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch den
Punkt B (-3; 9), die parallel zur urspringlichen
Qeraden ist.

Gegeben sind die Punkte A (-4; 16); B (=3; 9) der
Parabal f (x) = x2. Gesucht ist das Paar paralleler
Geraden AA', BB', welches die Parabel in den Punk-
ten A,A', B,B' schneidet, so daB gilr:

A&
BB'
Gegeben sind die Punkte A (xz. yz): B (xi, y1) der
Parabel f (x) = x2. Gesucht ist das Paar paralleler
Geraden AA‘, BB', welches die Parabel in den Punk-
ten A,A', B,B' schneidet, so daB gilt:

- 4

1

=T

Parabel und Gerade

Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel, die durch
die Punkte O (0; 0) und P, (-3; - 2) geht1
Welche Lage hat die Gerade y = mx beziiglich dieser
parabel? Geben Sie die Koordinaten des Punktes A
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16.2.

16.3.

17.
17.1.

17.2.

17.3.

18,

18.1.

18.2.
18.3.

19.

38

in Abhéngigkeit von m anl A liegt sowohl auf g als
auch auf der Parabel.

B (xz; yz) ist zentralsymmetrisch zu A beziglich

O (0; 0) gelegen. Geben Sie die Koordinaten von B

in Abhéngigkeit von m anl

Bestimmen Sie den geometrischen Ort fir alle Punkte
B, wenn die Gerade y = mx um den Koordinatenursprung
gedreht wird. Geben Sie die Gleichung (x) anl

Zeigen Sie, daB die Parabel und die Funktion mit
der Gleichung (x) eine gemeinsame Tangente besitzen.
Bestimmen Sie die Tangentengleichung!

Parabel und Gerade

f (x) = x2 4 2x + 1

g (x) = =-2x + 3
Ermitteln Sie die Lagebeziehung von Parabel und Ge-
radel
2
f (x) = x° + 2px + p
g (x) = =-2x + 3
Ermitteln Sie die Lagebeziehung von Parabel und Ge-
rade in Abhiéngigkeit vom Parameter p!
f (x) = x2 + 2px + p
g (x) = -2x + 3
Fir welche ganzen Zahlen p sind die Schnitt- und
Berihrungspunkte von Parabel und Gerade ganzzahlig?
Parabel und Gerade
f (x) = 2x2
9 (x) = dx vz
Fir welche z & R ergeben sich zwei Schnittpunkte?

Fdr welche ganzen Zahlen z ergeben sich ganzzahlige
Abszissen und Ordinaten far die Schnittpunkte?

Fir welche z€ R, 1 € z € 5 ergeben sich Schnitt-
punkte mit ganzzahligen Abszissen und Ordinaten?

Parabel und Parabel



19.1.

19.2.

19.3.

20.

20.1.

20.2.

20.3.

L (x) = ax® + ¢ (a, ¢ $0, a, cg&R)

2
fy (x) = cx” + a

Welche Lage .haben beide Parabeln zueinander?

wWelche Parabeln f1 (x). f2 (x) haben die Nullstel-

len
1
:51—'= 72 2
—
wir betrachten die Nullstellen x %'12 H :, 2 als

Nullstellen einer Funktion 4. Grades.
Bestimmen Sie die zugehérige Funktionsgleichung

g (x) = ax® + bx> + cx2 +dx + e |

Geradlinige, gleichmaBig beschleunigte Bewegung

Der Abstand des Kérpers A vom Kdrper B betragt 20m.
Bside'KBrper bewegen sich in die gleiche Rich-
tung. Kérper A legt wiahrend der ersten zwei Sekun-
den 24 m, wihrend der ersten drei Sekunden 39 m zu-~
rick, Kérper B wahrend der ersten Sekunde 14,75 m,
wihrend der ersten zwei Sekunden 29 m zurick.,
Nach wieviel Sekunden holt Kérper A den Kérpar B
ein?

zwel Kérper, die sich von zwei Punkten einer Gera-
den A,B, Abstand 200 m, in ein .und dieselbe Rich-
tung geradlinig gleichmaBig beschleunigt bewegen,
haben folgende Eigenschaften:

Der erste Kérper legt in der ersten Sekunde 25 m und
in der zweiten Sekunde % mehr zuriick. Der zweite
Kérper, der sich gleichmaBig verzégert bewegt, legt
in der ersten Sekunde 30 m zurick und in der zwei-
ten Sekunde % m weniger. Nach wievielen Sekunden
holt der erste Kérper den zweiten Korper ein?

Ein Kérper bewegt sich geradlinig, gleichmaBig be-
schleunigt aus der Ruhelage. In der letzten Sekun-
de legt er % seines Gesamtweges zurick, die Be-
schleunigung betrédgt a = 2 52 . Berechnen Sie den

Gesamtweg und die dafir bendtigte Zeitl
Verallgemeinerung: In der letzten Sekunde wird der
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21.
21.1.

21.2.

21.3.

22-26

22.1.

22.2.

22.3.

23.1.

23.2.

40

g te Teil von s zurickgelegt (p « q), die Beschleu-

nigung sei a. Berechnen Sie den Gesamtweg und die
Gesamtzeit|

Senkrechter wWurf
Eine Kugel wird mit einer Anfangsgeschwindigkeit

Vo = 25 E senkrecht nach oben geworfen. Nach wie-

vielen Sekunden erreicht sie die Héhe h = 30 m? Wie
groB ist die Steigzeit und die Steighéhe?

Aus einer Héhe von h = 195 m (ber dem Erdboden be-
wegt sich ein Kérper im freien Fall. Im Moment, wo
dieser Kérper zu fallen beginnt, werfen wir vom Bo-
den aus einen zweiten Korper mit Vo = 65 % senk=
recht nach oben. Wann und in welcher Héhe treffen
beide Kérper aufeinander?

Gleiche Aufgabenstellung wie 21.2. Ein dritter Kér-
per soll aus einer Héhe von 195 m waagerecht so ab-
geschossen werden, daB er mit den beiden anderen
Kérpern gleichzeitig zusammentrifft. Berechnen Sie
die Anfangsgeschwindigkeit des dritten Kérpers,
wenn sein Abstand zu den beiden anderen Kérpern
2000 m betrégt. Zu welchem Zeitpunkt muB der dritte
Kérper abgeschossen werden?

Lisen Sie folgende Gleichungen! Benutzen Sie geeig-
nete Substitutionent

(x + 1) + 12 (x - 2) -7=0

X - 2 x + 1
(x € R)
x2 - 2x + 3 x2 + 2% + 4 5 ’
2 *7 =
X" + 2x + 4 X" - 2x + 3
x2 -+ 12x + 4
a6 x (x>0, x € R)

X +
2 2 7
G e hH2. 12

X (x+2) (x+4) (x+6) = (x+1) (x+3)2 (x+5)



23.3.

24.1.

24.2.

24.3.

25.1.

25.2.

25.3.

26.1.
26.2.
26.3.
27-29
27.1.

27.2.

27.3.

28.1.

28.2.

2_oap-1) x+a(p-22=0

Es sind alle diejenigen Werte von peR zu ermit=-

teln, far die die quadratische Gleichung wenigstens

eine reelle Lgsung hat, deren absoluter Betrag

kleiner als 1 ist!

X (x +1) (x +2) (x+ 3= 18

x (x + 1) (x + 2) (x + 3) = a

Diskutieren Sie die Anzahl der Lésungen in Abhdn-

gigkeit vom Parameter a, ae Rl

x4 - sz

Gleiche Aufgabenstellung wie 24.2.

+a =0

x4 - 10x2 +9=0

4

X - 8x3

2

+ 20x< + 16x +'3 = 0

(4x#3)2'(2x—1)'(x+2).-§%

x4 - 14x3 + 71x2 - 154x + 120 = o)

(1 +x + x% + x>+ x4)2 -x* =0
x4 + 2x3 - 13x2 +2x +1=0

Lésen Sie folgende Gleichungssystemel
x +xy +y=-1

xz + y2 = 5

x *y=2

X « Z =3

x20y2 a5

x + Xy +y=2+3 fE?
x2 + y2 = 6

X

+
x| <X
[ u
v vl

<
1

xT +y =12 (x2 + yz) - 6x2y2 + 16

Xy = 3
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28.3.- X+ Yy, L. 2N §
XY X +y a
L5 QP . ST |
XY X -y 1)
2 2

29.1. - X" + Xy +vy = 13
X +y = 4

29.2. 2]x +y +x+yas8

x3¢y3 = 40

29.3. X +y +2a3

)(:s + y3 + 23 = 3
Xyz = 1
30. Quadratische Ungleichungen
30.1.1. x2 +2x+ 350 (x € R)
30.1.2. x2-4x+5¢<0
30.1.3. x2-6x+5>0
2

30.2. X~ + 10 < 7
x

30.3. ; <x? ., 2x <35

31. Lésen Sie folgende Ungleichungeni
7x - 3

.1, -1 gET2<t (x € R)

3.2 x* 4 10x® + 35x% - s0x + 24 < 0

31,3, ' 1x¢1>%

32. Lésen Sie folgende Ungleichungssysteme|

3

32.1. x2-5:<f6>0

x2-4x+4<0

32.2. x2-3x02>0

+4x + 5> 0
+6x +9>0
X"+ x=-2>0
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32.3.

33.

33.1.
33.2.
33.3.

34.

34.1.

34.2.

34.3.

35-36
35.1.

35.2.

35.3.2.

1-]1-x|< 2x

-1-2'-+2>|x+1\

Beweisen Sie folgende Ungleichungenl

x> % y3 2 x2y + xy2 {x, ¥ € rR*)
XA - axyd s 3ytao0 (x, YE R)
x2 + y2 + 1 A x +y + Xy (x, YE R)

Reziproke Gleichungen

Definition: Reziproke Gleichungen besitzen Losun-
gen, die zueinander reziprok sind. Es treten keine
Mehrfachlésungen auf. Die Lgsungen werden dabei
vorausgesetzt.

Eine Gleichung 2. Grades axz + bx +c=0
(a # O, a, b. ¢ R) 1ist genau dann reziprok,

WeNN ecseee

Eine Gleichung 3. Grades ax> + bx?2 + cx +d = 0
(a # 0O, a, b, c e R) 1ist genau dann reziprok,
wenn ...

Eine Gleichung 4. Grades ax4 + bx3 + cxz

+ dx + e a0
(a # O, a, b, c, d, e € R) 1ist genau dann rezi-

prok, wenn ....

Anwendungen quadratischer Gleichungen

Der Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks batrégt
30 cm, sein Flécheninhalt 30 caZ. Wie lang sind die
Seiten des Dreiscks?

Die MaBzahlen des Flacheninhalts und des Umfanges
eines rechtwinkligen Dreiecks sind gleich und ganz-
zahlig. Wie lang sind die ganzzahligen Seiten a, b,
c?

Bewaisen Sie, daB in jedem pythagoreischen Zahlen-
tripel a% + b2 = 2 (a, b, ¢ & N) wenigstens eine
durch drei teilbare Zahl enthalten ist. :
Fihren Sie den Beweis:

Wenn die natdrlichen Zahlen a, b, c die Gleichung
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36.1.

36.2.

36.3.1.

36.3.2.

37, 38
37.

37.1.
37.2.

37.3.1.
37.3.2.
38.1.

38.1.1.

38.1.2.
38.2.

38.2.1.
38.2.2.

44

a2 + b2 - ¢ erfullen, so ist das Produkt a * b . ¢

durch 60 teilbar.

2

Fur welche x ¢ R ist der Zdhler doppelt so groB wie
der Nenner?
X

5T e 5

xS .~ 5x + 7

Fur welche x € R ist der Zihler das k-fache (k ¢2Z)
des Nenners?
x

x2 - 5x + 7

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen p, far die die
Gleichung x2 - 5x +7 = p + x keine Ldsung hat!

Bestimmen Sie alle ¢ € R, so daB die Gleichung

x2 - 5x + 7 = ¢ « x zwei komplexe Lisungen besitzt,
wobei die Summe der Quadrate der Lgsungen gleich 11
ist!

Rechnen mit komplexen Zahlen

Losen Sie folgende Gleichungen im Bereich der
komplexen Zahlen!

x3 +1=0

x6 -1=0

Bilden Sie die Produkte Xy Yy

(1, 1 & (1, 2, 3, 4, 5, 6))

x3 - 6x2 +13x - 10 = O

x3 4 xz (1 +#1) + x +1 +1 =0

'Stellen Sis dis Form a + bi her! (a, b € R)

l3—4i =
Nutzen Sie den Ansatz]3 - 41 = a + bi und bestim-
men Sie a, b mit Hilfe eines Gleichungssystenms!

1 - 11 3 -
Berechnen Sie z|
12l =z =21 + 24

1zl +2=22 + 1



38.3.

Fir welche komplexen Zahlen r, s gibt es ein Polynom

p (x) mit (x2 +rx +1) ° p (x) = x*-12
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Aufgabensanm lung
zum Stoffgebiet 3.3.
=~potenz- und Wurzelfunktionen; Wurzel-

gleichungen”

zusammengestellt und bearbeitet von einem Autorenkollektiv

an der Spezialschule “Friedrich Engels”, Riesa



Ganzrationale Funktionen

1.

Gegeben sei fomit f (x) = x" und ng N.

a) Beweisen Sie, daBffar x 2 O streng monoton wachsend
ist!

b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f in Abhéan-

~

gigkeit von n.
c) Untersuchen Sie die Existenz von Extremalstellen far
f.

Es sei f* der Graph der Funktion f mit f (x) = x" ; neN.
Durch welche elementaren Transformationen aus f entstehen
dann die Graphen der Funktionen f (x -a), f (x)+ b,

£ (%), d-f ()2

(vgl. /3/. S. 28 ff.)

a) Far welche Verhdltnisse der Koeffizienten ag. 85, 3,
und a, gilt, daB der Graph g* von g mit

g (x) = a3x3 + ezxz + a,x +a, aus dem Graphen von

f (x) = %3 durch ausschlieBlich elementare Transforma-
tionen hervorgegangen 1ist?
b) Man ermittle die Nullstelle einer solchen Funktion g.

Aus einem rechteckigen Material mit den Abmessungen 80 cm
x 60 cm ist das Netz eines oben offenen Kastens so Zu
schneiden, daB das Volumen des Kastens
a) 24 000 =m3
b) 23 000 cm> betrigt.
wie groB sind die Kantenldngen des Kastens?
(Hinweis: Im Fall a) ist eine der Lésungen ganzzahlig,
im Fall b) ist eine Naherungsmethode - z. B.
Bisektion - angebracht.)

Bei der Messung der Kantenléngen eines Quaders ergaben
sich a = 50 cm, b = 87 cm und ¢ = 93 cm. Jede der Mes-
sungen konnte nur mit der Genauigkeit von + 0,5 cm vorge-
nommen werden.

welche Fehlerschranke ergibt sich fir das Volumen, wenn
man Fehler "hgéherer Ordnung” vernachléssigt?
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6. Formale Ermittlung von Interpolationspolynomen wie in 72/
Nr. 12-15, S. 45.

7. Man ermittle alle Paare (f (x), g (x)) von Polynomen 3.
Grades
3 2

f (x) = azx” + a,x” +a,x +a,

g (x) = b3x3 + bzx2 +byx + by

deren Koeffizienten a,, a,. a5, ez, bo' bi' b2’ b3 reelle

Zahlen sind und fir die die folgenden Bedingungen erfillt

sind:

(1) Jeder der werte, die f (x) und g (x) fir x = 1, 2, 3
und 4 annehmen, ist eine der Zahlen O und 1

(2) wenn f (1) = 0 oder f (2) = 1 1ist, so ist

g (3) =0 und g (4) = 1

(3) wenn f (1) = 1 oder f (4) = 1 ist, so ist
g (1) =1 und g (3) =1

(4) Wenn f (2) = O oder f (4) = O ist, so ist
g (2) = 0 und g (4) =0

(5) Wenn f (3) = 1 oder f (4) = 1 ist, so ist
g (1) = 0.

(03M - Aufgabe 191241)

8. Mit deg (f) werde der Gred der ganzrationalen Funktion f
bezeichnet.
f und g seien ganzrationale Funktionen mit
deg (f) = n, deg (9) = p und n % p
Beweise: a) deg (a « f + bg) € p (a und b beliebig, aber
fest gewdhlte reelle Zahlen)
b) deg (f - g) =n +p

©

Man ermittle alle ganzen Zahlen a mit der Eigenschaft,
daB zu den Polynomen
f (x) = x12 - x4 3x
g (x) = x> +2x +a
ein Polynom h (x) so existiert, daB fir alle reellen x
die Gleichung f (x) = g (x) * h (x) gilt.

(03M - Aufgabe 181241)

10 3

+ 11x~ - x2 + 23x + 30,
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10.

11.

12.

Beweisen Sie, daB die Gleichung
x4 + 5x3 + 6x2 - 4x - 16 = 0

genau zwel reelle Ldsungen hat.

(03M - Aufgabe 221045)

Hinweis auf Lasungsméglichkeiten:

a) Zerlegung in Produkt zweier quadratischer Terme (ver=-
sagt allerdings bei den meisten andaren Koeffizienten-
kombinationen)

b) Betrachtung von f (x) = g (x) mit Funktionen f und g
von 4. und 2. Grades so, daB amit Sicherheit Aussagen
uber das Schnittverhalten dieser Funktionen gemacht

werden kdnnen.

In einer Abhandlung des franzésischen Astronomen Lever-
rier Gber den Planeten Uranus aus dem Jahr 1849 findet
sich die Gleichung

5797x% + 4951x> + 5892x2 + 2876x + 6942 = O

Beweisen Sie, daB diese Gleichung keine reellen Lésungen
hat.

Untersuchen Sie, ob es reelle Zahlen a $# 0, b und c so
gibt, daB die fir alle reellen x durch

4 2

f (x) = ax” + bx° + ¢

definierte Funktion f die Funktionswerts f (0) = 1,
f (2) = 1 hat und bei x = 1 einen lokalen Extremwert be-
sitzt!

(0JdM - Aufgabe 221241a)

Potenzfunktionen mit ganzzahligem Exponenten

13.

Beweisen Sie, fur alle Funktionen f mit

mx + n

y=f(x)= =7 mit ml # nk, k § O
gilt, daB ihre graphischen Darstellungen aus den fir

y = % durch die Nacheinanderausfiihrung elementarer Trans-
formationen gewonnen werden kénnen.

{ /3/. S+ '31)
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14. Gibt es eine Funktion f (f (x) # 0), so daB folgende Be-
dingungen gelten?
(1) D (f) =R
(2) Jede Dreliung lings der Ordinatenachse mit dem Faktor
r = 0 kann durch eine Dreshung lings der Abzissenachse
mit dem Faktor r ersetzt werden. (/3/, S. 34)

15. Ermitteln Sie die Nullstellen und lokalen Extrema de(
Funktionen f mit

f (x) = x + % +C .

16. Die elektromotorische Kraft einer Stromquelle sei e, ihr
innerer Widerstand Ry. Wie groB muB der &uBere Widerstand
x gewdhlt werden, damit die von der Stromquelle abgegebe-
ne Leistung N maximal wird?

17. a

Zeigen Sie, daB die Umkehrfunktion der Funktion

foatt f(x) = oS
den gleichen Graphen wie f hat. (val. /3/, s. 42)

b) Fir welche der Funktionen f aus Aufgabe 13 gilt die

-

in a) an einem speziellen Beispiel registrierte Ei-
genschaft?

Wurzelfunktionen (Wurzelgleichungen)

18. a) Beweisen Sie, daB zu einer Funktion f genau dann eine
Umkehrfunktion f~1 existiert, wenn f streng monoton
ist,

b) Beweisen Sie, daB die Umkehr funktion f"1 einer Funk-
tion f eine streng monotone Funktion ist.
c

-

Ermitteln Sie, zu welchen (eingeschrénkten) Potenz-
funktionen mit ganzzahligem Exponenten Umkehrfunktio-
nen (Wurzelfunktionen) existierenl

19. Mit welcher Genauigkeit muB die Seitenlédnge eines Quadra-
tes gemessen werden, damit der prozentuale Fehler des
Flacheninhalts nicht 1 % Uberschreitet?

S0



20. Gegeben seien die beiden Terme

f1 (x) =7x + 0,1 -f;(—‘ und f2 (x) =

mit x $ O

a) Zeigen Sie, daB durch f1 (x) und f2 (x) die gleiche
Funktion f definiert wird, die Terme f1 (x) und
f2 (x) damit ~formal gleichwertig” sind.

b) Berechnen Sie f1 (106) und f2 (106) mit dem TR! Daraus
folgt, daB f1 (x) und f2 (x) “numerisch nicht gleich-
wertig” sind.

1
R T SOt B
10 (fx + 0,71 +7x)

Welcher Term ist ginstiger?
Anmerkung:

Far fl (x) = x xz +1 - x2 und f2 (x) = —_—

)x2+1+x

warden die numerischen Effekte deutlicher.

21. Vorgelegt sei folgende "textlich auszuschmickende” Si-

tuation:

A mit gegebenen
c 1 = AB + BC

a a = AF
C c = CE

F- E b = FE

v 3
Gesucht sind die Absténde B und BE |

22. Formale WUrzelglaichungeﬁ héheren Anspruchs findet man
z. B. in /1/, S. 46 ff.

23. welche der "fundamentalen” Funktionalgleichungen
£ (x, +xp) = f (xg) + f (x3) )
fo(xy + x5) = f (xi) . f (xz)-
Fo(xy ® x5) = f(xq) *+ f(x5)
f (x1 . xz) a f (xl) « f (xz)

wird von einer oder allen Potenzfunktionen f (x) = x"
(mit rationalem r) erfdllt?
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Kontrastaufgaben
(sollen vorschnelle und damit falsche Analogiebildungen ver-
hindern)

24. a) Skizzieren Sie den Graphen f* der Funktion f mit
1
x2 + 1
b) Beweisen Sie, daB I aus keinem Graphen einer Potenz-

funktion durch elementare Transformationen erzeugt

f (x) =

werden kann.

25. Bekanntlich gilt: Ist f mit f (x) = [x + ¢ nullstellen-
frei, so ist auch g mit g (x) = f (x) + f (2x) nullstel-
lenfrei. (Beweis?)

Zeigen Sie, daB eine analoge Aussage fir h (x) =[7§?]¢ c
falsch ist.

26. Ermitteln Sie alls diejenigen positiven rationalen Zahlen

x, far die

X2 o % giltl

.

(03M - Aufgabe 271034)

Literatur:

/1/ P. Borneleit: Obungen far Junge Mathematiker - Teil 4

Gleichungen -
Teubner VG, Leipzig 1976 (MSB 87)

/2/ N. M. Ginter, R. O. Kysmin: Aufgabensammlung zur héheren
Mathematik, Bd. II =~
Dtsch, Verl., d. Wiss., Berlin 1957

/3/ H.-3. Sprengel, 0. Wilhelm: Funktionen und Funktional-
gleichungen
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b)

(D]

ungen

Die rechte Seite folgender
y = cos ( M
y = - tan (T - )
y = cos (2,5 - o)

Zeigen Sie, daf die Funktion

nicht periodisch ist.

Funltionen ist

zu

[=}]

01,

A ped

fomit F o)

cos T

Man berechne die Werte der snderen Winkelfunktionen fiir

Winkel des I. Quadranten:

4.

VYon einem gleichschenkligen Dreieck saien

die Schenkel & = 75,0 cm und

winkel o= 70° gegeben.

der Basis-

Wie grof sind der Winksl 9 an der Spitze,

die Baszis c, die Héhe he auf

und die Fliche A

Einsm Kreis mit dem Radius r

einbeschriebean.

der Basis

<

des Dreiecks?

ist ein regslmifBiges n-Eck

Wie groBl sind die Seite s, der Umfang u und die Fliche A
d=s n-Ecks, wenn n = 9 und r = 100 cm o sind?

Ein zylindrizcher Dampfhkesszal hat den Durchmesser d =

und  die Langl = 600 cm und ist bis zu einer Héhe von
ho= 80 c; mit Wasser gefilllt.

Wie groB ist die mit dem Wasser

benstzte Fliche A des Dampfkesssls?

&

vereinfachen:

100 cm



11.

Ein Turm von der Hohe h = 30,0 @ erscheint untar 1nem
Erhebungswinkel vongl = S°. Um welche Strecke x mul

man sich ihm ndhern, damit er unter doppeltem

oL ) ] 2¢l44
o |

Der Achsenabstand zweier Riemenscheiben mit den Radien

Erhebungswinkel 2oL zu szhen ist? h

R =0,30 mund r = 0,20 m betriagt d = 4,50 m.
Welche Liange 1 hat ain straff iiber die Scheiben gespannter

Treibriemen?

Von einam glei:hs:henhligen Dreieck sind die Basiz c = 28,0 cm
und der Schenkel a = 42,7 cm gegeben. Es sind
a) der Inkreisradius @

b) der Unmkreisradius r zu berechnen.

Im rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuss c, den Katheten
a, b und den Winkeln o , P gilt: c =b + & tanel/Z.

Man beweise diese Formel!

Durch eine Grundkante eines gagebenen Wiirfels mit der Kanten-—
liange & = 12,3 cm ist eine unter oL = I0° geneigte Ebene
gelegt. Wie grof sind die Rauminhalte der beiden Teile, in

die der MWirfel durch die Ebene zerlegt wird?

o)
]



b)

u

0 fir Dreiecke

12.

Seiten und Winkel!

a A b ! c

'S2,00 m!

" Ein rechtwinkligas Blatt Fapier mit den Ssiten a = 23,3 cm
und b = 41,2 cm wird so gefaltet, dai zwei gegenilber-
liegende Eckan ibereinander liegen. Wis groB ist die Flache

des dadurch entstandenen Gebildes?

14. In einem Drzieck mit den Seiten a, b, ¢ und der Seitan-
lialblerwnden sa gilts  2( L% g2 ) . a? = 4z,

Der Beweis ist zu filhren.

S. In einem Farallelogramm mit den Seitsn &, 5 und den Diagona-
len e und f gilts @ 4 F® o= D oav g opw oy

Man beweise die Formel.

16. Die Diagonalen e und f eines beliebigen konvexen Vierecks
schneiden sich unter einem winkelq’. Fiir den Flicheninhalt

des Vierecks ergibt sich die Formel ef
A= - sin?

Diese Formel ist zu beweisen.

17. Ein Dreieck ist zu berechnen (Seiten, Winkel, @ A, W aus:

a) a:b=28:89 A = 1220 m= T = 51,2
B)  ha t hy = 15% L= gun B = ao=
c) £ =100m & = so= g = e2=
d a+b=127m A = 500 m= T = z0=



18.

19.

20.

e) w2 =112 m a=7&m ol = 41~

§) a + b =115 m ha = hue = 21,3 m T = 2w

g) a+ b =73I24m 9 =43 m = 72=

h) uw/2 = 65,04 m A = 802,55 m= 7= 49,2°

i) a + b = 52,32 cm c = 24,17 cm °"P = 23,3I2°
a) Von einem Dreieck sind he = 118,55 m und ¥~ = 4S5° bekannt.

Welche Ling2 haben die Seitan a, b und c, wenn
sinot = 4 sin P ist?

b) In einem Dreieck mit der Seite BB = c = 140,2 m ist durch
den Eckpunkt C 2ine Garade g derart gezogen, dal diz Seite
c im Punkt D im Verhaltnis AD : DB = 3 : 2 getailt wird
und die den Streckan AD und DB gegeniiberlieganden Teil-
winkeln von ¥ die GroBe d = I7= und £ = 28= erhilt.
Wie grof sind a, b, e, p,f?

c) Die Seiten a, b, ¢ eina; Dreiecks verhalten sich wie
10 : 35 : 39. In welche Teilwinkel & und € zerlegt

die Seitenhalbieren se den Winkel P ?

Eine gerade regelmiBige dreiseitige Pyramide habe die
Grundkante a = 5,0 cm und die Héhe h = 8,0 cm. Man berechne
den Winkel o& zwischen Grund- und Seitenkante, den Neigungs-—
winkel .P einer Seitenkante gegen die Grundfliche, den
Neigungswinkal ¥ einer Seitenfliche gegen die Grundflache

sowie den Neigungswinkel ef zweier Seitenflichen zueinander.

Vorgegeben seien ein Winkel oL mit dem Scheitel A und saine

Winkelhalbierende wy, - Zieht man durch einen beliebigen Funkt F
-—

auf  w mit dem Abstand AP = a vom Scheitel eine beliebige

Gerade g, SO schneidet diese auf den Schenkeln des Winkels die



Abschnitte AB = u und AC = v derart ab, dafs fir jede Gerade =]
1 1
- + - = const. ist.

u v

Man filhre den Beweis und driicke die Konstante durch & und a aus.

21. Zeigen Sie, daB die Linge der Winkelhalbierenden des Winkels P
im Dreieck ABC gleich 2ac

===es oS Q ist.
a +b 2

22. Bilden Sie nach dem Sinussatz s

a) a+b sin o + sin P b) a - b sin g = sin p

c sin o c sin

und leiten Sie daraus die sogenannten Mollweideschen Formeln

i oL -
a+b a-b sin —=3-I=-
————— = = 2

c c sin =1L

ab!

23. Hansensche Aufgabe
Die Entfernung zweier Punkte P und P; soll bestimmt uerdeﬁ.
Zu diesem Zweck werden in zwei Punkten A und B mit dem
bekannten Abstand AB = a die Winkel oL und of, , sowie {3 una {3,

gemessen.

?

Zahlenbeispiel:

a=3l1,16m
o = Sg= 24° 3ae
oy = 18 59 o7"
3 = 72= sa* a2+

£y = 2e= 17 z2v




24. Snellinsche Aufgabe = Riickwartseinschneiden

Die Lange dreier Funkte A, B, C zueinander sei durch die
Strecke BC = a = 625,30 m, B =b = 418,40 m und den Winkel

& ACB s 1520 370 23" bekannbl. Durch Messung dews Winbely

X CPA =ol= 47° 26' 04" und L BFC =f= z8= 53 37" woll
die Lage des Funktes F in bezug anf A, B wnd © bhestimel werr e,
d.h. es sind die Strecken FZ = 3 und FB = y zu ermitteln.
?
X
3
b
A Q
[«

1)
w

Ein Ballon schwebt iber einem See, 1in dem sein Spiegelbild B
gesehen wird. Wie grofi ist seine Héhe x iilber dem See, wenn
er von einem Standpunkt A mit der Hohe h = 28,32 iiber dem
See unter dem Hohenwinkel £ = SSe 27°' und sein Spiegelbild

unter dem Tiefenwinkelé~= So=

-

4' zu sehen ist?

Ballon

26. Ein Eisenbahndamm ist aufzuschiitten. Es sollen die
Kronenbreite 10,00 m, der Bbéschungswinkel I0° betragen.
Da die Dammrichtung parallel zu den Hbhenlinien des Gelandes
;erléuft, hat die Dammsohle eine Querneigung von 15 %.
Die Dammhéhe h=z soll 1,60 m betragen.
Zu bérechnen sind:
a) die Dammhdhe hi,

b) die Lange der Béschungsfallinien BAD und EE,



-
c) die Breite AB der Dammsohle,
d) die Flache ABCD des Dammquerschnittes.

h. = DE hs = CF

A ' F! G

Additionstheoreme

27. Man vereinfache:

a) cos ( J0° + %) - cos ( IZoe - %)
b) sin ( x = I30°) - cos (120 - M) b ondn (D708 o )
) sin (210® - ) + cas (150° - %)

) = cos (3o0® + i)

d)
Sin (60° + %) + cos (30= + yu)
e)
sin 2x ¢« cos x
+3

(1 + cos2x)(1 + cos x)

28. Zeigen Sie die folgenden Identititen unter Beachtung ihrer

Definitionsbereiche!
sin % + cos x-tan Y

al = tan (x + y)
€os x - sin x-tany

b) tan (4S= +x) B G e
: cot x - 1
1 1

<) - - - tan=
2 2
1 + sin x
d) tan® (4%5° + %/2) = cmmee_

e) €os % cos y = 0,5(cos(x + y) + cos(x - y))



1 + sin 2

£) sin=® (T/4 + 2x) =

Q) tan=:x
h) cot®x
i)

sin(n + 0,9)x -

i) cosi: + cos 2 ¥ ees P COS AR = =7
2 sin 2
k) sin®2(ATe4n) - sin2 (308 = zinlBfcos (159120 ) = sin
1) 32 sin3®x  cos®x =2 + cos 2 =— 2 cos 4x - €OS bx
cos % — 2cos 3x + cos Sx
m) = cot (T - 3x )-tan=x
sin x + 2sin 3x + sin Sx
Goniometrische Gleichungen
. ‘
29. sin 2x = tan x
sin %
30. cot x + =2 x # (2k+DTjk € B

1. cos (x + 38=) + cos (x ¥ 15=) = 0,5

z2. sin Sx - sin % =0

33. 3 cos® x = sin 2%

34, 1 + cos x = cot ®/2

5. sin x — cos( /2 + 3x) =0
Ib. sin x + cos x = cos 2%

3I7. sin® » + cos® x = S/8

Quadratische Gleichungen mit derselben Funktion des
unbekannten Winkels (bzw. Gleichungen, die sich auf

diesen Term zurickfihren lassen):

3
38. sinx - T3 sin® x + —— =0
4 &1



Cos 2x + cos x =0

40. sin 3x - 2 sin x = 0
41. I sin x = 2 cos=
42. T cos 2x - 20 sin x = 9

Gleichungen, die sich

lassen:
4z = €COS % + sin x = 1
44. sin + cos x =1

45. tan x
.l 2
446, + - sin Cas 2+ -~ gin=
= 3
a7. SIN® o0k 2 win nocos ko= 2
48. 2 cos(x + 609) + sin(x - 90°) =
49. 2 cos(x + I0e) - Y2 sin(x - 4Se)

Goniometrische

Gleichungssysteme

1
S0. sin x +.sin y = - 16 S1.
2
Cos % - cos y =
S2. cos % + siny = -1 S3.
X+ y = 450=
S4. siny =5 sin x -1

3 cos

+*

sin y =1

cos y =

- & sin y =

3 cos y =

480=



Naherungsldsungen fir Gleichungen f(x) = cx, § ist eine

winkelfunktion

wm
~N

w
[T

cos x - - =0 (=27 2T

sin x - ¥ =0
Ein Oeltank hat die Bestalt eines !iegenden Zylinders vom
Radius 1,00 m. Wie hoch steht das Oel, wenn der Tank zu
1
q = - seines Fassungsvermégens gefillt b i A%
4

Wie lang ist die Sehne, die den l‘reis in zwei Teil flachen

zerlegt, die =ich wie 1 ¢ 2 verhalten?




