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9.1 Grundbeqriffe und Eigenschaften von
11 Einfiihrung

Zahlenfolgen

1.

Setzen Sie die folgenden Zahlenfolgen jeweils um vier Glieder

fort!

a) 133;5;7;93... b) 7;431:-2;-5;...
2 2

0 d) 25;1%;0;*1%;-25;...
-t - - -

e) 1;2;4;7311;... t) 33;53437;5-15...
g) Zlngz(g);logz(g);z;logzl2:21agzb;...

h) ~%;-vT;3~/633+/7;6/5;

2
2.

“Wi) o

Z. Gegeben sind die Zuordnungsvorschriften:

a) ay =13 &, =a + [
b) a, = 13 ay = 13 a4 = A LI (Fibonacci-Folge)
c) a, = 1; a, = 2; Ben = 303
2
d) a, = 13 Aer T 3 (ak + ;k) .
Bilden Sie jeweils die ersten sechs Glieder (im Fall d) N&ihe-
rungswerte)!

4. Vereinfachen Sie die Briche in den folgenden Zahlenfolgen und

geben Sie

2 3
2) 35 533 3
2. 2+4
B) 35 3iss
1. 142,
€)1 o1EEs
S. Far Jjedes

1,014,151
I, = 615205 1

jeweils eine Rildungsvorschrift an!

3¥3+6+8°

244+5+8

33537595 -

1+42+43+4

1+3¥5%77

n=1,2,3,... sei a_ = Ferner seien

a die abgeschlossenen Intervalle

o> = B80,5%;0,5319; I, = §0,509;0,510 und I, =

£0,4;0,50.
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Untersuchen Sie fur jedes dieser Intervalle, ob in ihm Glieder
der Zahlenfolge liegen. Ist dies der Fall, so ermitteln Sie
jeweils die Indizes n aller Glieder an in dem betreffenden
Intervall.

S.12 Arithmetische Folgen

6.

7.

Bestimmen Sie in den arithmetischen Folgen
a) 7;10313;16;5...
b) 7;431;-2;.

o) 285145051850
jeweils die Differenz d sowie das S., 10. und das k-te Glied.
In einem in Kahun, sidlich der Pyramide von lll.iwmn, gefunde-—
nen Papyrusfragment, das in das 2.Jahrtausend vor der Zeit-
rechnung gehoért, findet sich eine l0O-gliedrige arithmetische
Folge, deren erste Glieder 13% und 12%% lauten. Wie heiflen die

anderen Glieder?

Das Anfangsglied einer endlichen arithmetischen Folge ist 0,
die Differenz S, das letzte Glied J0. uie viele Glieder hat

die Folge, wie grof ist die Summe aller Glieder?

r9. Leiten Sie anhand von Abb.1 das von lamblichus (Anfang des

4.Jahrhunderts n.d.Z.) gefundene Resultat ab, wonach
2
1 +2+ 3+ ... +9+10+9+ ... +3+2+1=10"

ist. Die Punkte sind in Parallelen zu einer Diagonalen zusam-

menzufassen.
Abb.1 [ ..
AN
e e e e . >,

110



10.a) Gehen Sie in Abb.l von einem Eckpunkt aus. Fassen Sie da-

11.

14,

156.

17.

18.

b

nach die ihn umgebenden drei Funkte, dann wieder die diese
umgebenden funf Punkte zusammen usw. und czeigen Sie damit
-

1 + 3+ S8 + ... + 19 = 107 |

Zeigen Sie allgemein, daB sich jede Quadratzahl als Summe
der mit 1 beginnenden Folge der ungeraden Zahlen darstellen

14Bt. Wie heiBt die letzte ungerade Zahl dieser Folge?

Von einer arithmetischen Folge sind gegeben: ag * a, = 100

a5 *ang = 800. HRestimmen Sie das Anfangsglied a, und

die Differenz d!

und

- 2 2
Es sind a”, b” und ¢~ aufeinanderfolgende Glieder einer

arithmetischen Folge. FHeweisen Sie, daB dann auch die Zahlen

1 1 1 : : :
g3c 5 i3 und 3B Glieder einer arithmetischen Zahlenfolge
sind!

In einem rechtwinkligen Dreieck bilden die drei Seiten eine

endliche arithmetische Folge. Sein Flacheninhalt betriagt
2

150 cm™. Wie grof sind die drei Seiten?

Die Raumdiagonale eines Quaders ist 7m. Die HoShe ist das har-
monische Mittel zwischen Ldnge und Breite. Die Summe aller

drei Kanten ist 11m. Wie grof sind die drei Kanten?

Zwischen die beiden Zahlen &6 und 20 sind 15 Zahlen so dazwi-
schenzuschalten, daB eine arithmetische Folge entsteht. Be-
stimmen Sie die Differenz d und die Summe aller 17 Folgeglie-—

der!

Vier Zahlen bilden eine arithmetische Folge. Die Summe aller
25
Glieder betridgt 0, die Summe ihrer reziproken Werte e

Bestimmen Sie die Glieder der Folge!
vie groB ist die Summe aller dreiziffrigen Zahlen?

Aus Diophants Schrift (ber Polygonalzahlen (um 300 v.d.Z.):
Beweisen Sie folgenden Satz: Sind p,q,r drei aufeinanderfol-

gernde Glieder einer arithmetischen Folge so ist
p2 + 8qr = (2q + r)2-



19. Aus der Abhandlung "Anaphorikos” von Hypsikles ( 170 v.d.Z.):
Beweisen Sie, daB in einer arithmetischen Folge von gerader
Gliederzahl die Summe der zweiten Halfte der Glieder die der
ersten H&alfte um ein VYielfaches des QOuadrates der halben
Gliederzahl lbertrifft!

20. Auf Grund von Beobachtungen (ber die Eigenwérme der Erde wur-—
de festgestellt, daB die Warme der Erde in 25m Tiefe mit der
mittleren Jahrestemperatur des BReobachtungsortes Uuberein-
stimmt und von hier ab um je 1°C mit je 32m Tiefe zunimmt.
Wie hoch miBte demnach bei einer mittleren Jahrestemperatur
von 10°C die Temperatur der Erde in einer Tiefe von

a) 345m b) 14m c) 20km sein?

21. Beweisen Sie: Jedes Glied einer arithmetischen Folge ist das

arithmetische Mittel seiner beiden Nachbarglieder!

22. Aus dem Fapyrus Rhind des Achmes (um 1700 v.d.Z.):
10 MaB Getreide sollen unter 10 Personen so aufgeteilt wer-
den, daB jede folgende Person é MaB weniger erhdlt als die

vorhergehende.

23. Beweisen Sie: Wenn die positiven reellen Zahlen a, b, c eine
arithmetische Folge bilden, so bilden auch die Zahlen
1 1

. . 1
orde fordfa’ faedo

eine arithmetische Folge.

24. Beweisen Sie: Wenn die positiven reellen Zahlen asan,e.,an
eine arithmetische Folge bilden, so gilt

1 1
ISR

+ ...t

23. Beweisen Sie:
a) Wenn die von Null verschiedenen reellen Zahlen

158553550058 eine arithmetische Folge bilden, so ist

JEE S IS VR L bt S T
ajas anaz a3, aja,

.b) Wenn eine Folge (an) fir alle n 3 3 der Bedingung (%) ge-
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nigt, dann ist sie eine arithmetische Folge.

26. Zeigen Sie, daf fir jede arithmetische Folge al,aﬁ,...,an,...
2

gilt:
-2 =
a, 2a, + a- o
a - 3a2 + 3a3 -8, = Q
a; - 43- + 6a3 - 434 + ag = [o
allgemein
n n-1_ n n.n _

al (1)a + (,‘)a3 cee + (1) (n—l)an + (-1) (n)an+1 =0

(5]
~N

Die Folge 134;10;19;... bhat die Eigenschaft, daf die Diffe-
renzenfolge 3;5;9;... eine arithmetische Folge ist. Geben Sie
das n-te Glied der urspringlichen Folge und die Summe der

ersten n Glieder dieser Folge an'!

S.17 Geometrische Folgen

28. In den geometrischen Folgen
a) 2;63;18;54;5...
111
b) 1333535g3---
c) 1;-3;9;-27;5...
sind jeweils der Quotient q, das flinfte Glied und das allge-

meine Glied zu bestimmen.

29. uWie &ndert sich der Quotient einer endlichen geometrischen
Folge, wenn man ihre Glieder in umgekehrter Reihenfolge auf-

schreibt?

0. Ein Fapier von 0,1 mm Stadrke wird einmal gefaltet. Die ent-
stehende Doppellage wird wieder gefaltet usw. bis das Papier
20 mal gefaltet ist. Wie stark ist die Lage?

31. BReweisen Sie: Jedes Glied einer geometrischen Folge ist das

geometrische Mittel seiner beiden Néchbarglieder.

32. Drei Zahlen, deren Summe 39 ist, bilden eine endliche geome-
trische Folge. Vermindert man die gréfte der drei Zahlen um
9, so entsteht eine endliche arithmetische Folge. Wie heiBen
die drei urspriinglichen Zahlen?
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33.

34.

35.

38.

39.

40.

41.

Was fur eine Folge bilden die Logarithmen der Glieder einer
geometrischen Folge?
Was fir eine Folge bilden die Zahlen, deren Logarithmen eine

arithmetische Folge bilden?

Aufgabe von Isauk Newtorn:

a) Eine geometrische Folge hat drei Glieder. Die Summe dieser
Glieder ist 19, und die Summe ihrer Quadrate ist 13T. Be-
stimmen Sie die Glieder der Folge!

b) Eine geometrische Folge hat vier Glieder. Die Summe der
beiden &duBeren Glieder ist 13, die Summe der beiden mitt-

leren ist 4. Bestimmen Sie die Glieder der Folge!

In einer endlichen geometrischen Folge aus drei Gliedern ist
die Summe dieser Glieder I5. Die Summe ihrer Quadrate ist
§25. Bestimmen Sie die Glieder der Folge!

In einer geometrischen Zahlenfolge Q855 seii = A

a
n+m

und @ _n = BE. Bestimmen Sie hieraus a und aL - Dabei sei

A # 0.

Zwischen je zwei Gliedern der geometrischen Folge 1;2;4;8;5...
ist noch ein Glied einzuschalten, so daf wieder eine geome-

trische Folge entsteht. Wie lautet die neue Folge?

Zwischen aa und ba sollen 7 Glieder so eingeschaltet werden,
daB eine endliche geometrische Folge entsteht. Wie lautet

diese?

Der Erfinder des Schachspiels erbat sich als Eelohrnung die

Summe der Weizenkdrner, die sich ergibt, wenn man auf das
erste Feld des Schachbretts ein Korn legt, auf das zweite 2,
auf das dritte 4, auf das vierte 8 usw., auf jedes folgende
der 44 Felder immer doppelt so viel als auf das vorhergehende.
Das Wievielfache einer Welternte an Weizen (1985 S20 Millio-
nen Tonnen) miBte man aufbringen, eine Dezitonne zu J0000OO

Koérner gerechnet?

Jemand erzahlt eine Meuigkeit zwei Rekannten. VYon dicsen er-
zahlt jeder es wieder :zwei Bekannten usw.. Man nehme an, daf
das Weitersagen jeweils in der nichsten Viertelstunde ge-
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4z.

3z,

aa.

€chieht und daB auBerdem die Meuigkeit stets anderen Men-—

schen, die von ihr nichts wissen, auf diese Weise mitgeteilt
wird. Wann werden die 220000 Einwohner der Stadt Erfurt die

Neuigkeit wissen, wenn sie um 7 Uhr die Runde :tu machen be-

ginnt?

Es sei Sn die Summe der ersten n Glieder einer geometrischen

Zahlenfolge und Sn die Summe der Inversen dieser Glieder.
Geben Sie das Frodukt Pn der ersten n Glieder der Folge
in Abhangigkeit von Sn und Sn an.

Geben Sie die Summe 1+ 11 + 111 + ... + 11...11 an, wobei
der letzte Summand eine n-stellige Zahl aus lauter Ziffern 1

ist.

Zeigen Sie, daBf es eine monoton fallende geometrische Folge
2

15 93 973 «.. 3 qn; oo gibt, in der jedes Glied sich von

der Summe aller folgenden Glieder um einen konstanten Faktor

k unterscheidet. Fir welche k ist diese Aufgabe lésbar?

Eine unendliche Folge (in) mit a, = O genigt der Bedingung

2 2 2 2 2) ( + . . )2
+ +o..* (a, +a; +...+a)=(a a a.a ceeta a .
(51 &2 an-l)‘ 2 z n 172 273 n-1"n

Zeigen Sie, dag (an) eine geometrische Folge ist.

S5.14 Sonstiqe Folgen

456,

a

b

47,

a8.

Fur eine Zahlenfolge (an) gelte

an + 1
=2 . = —————— = 2,3,...).
a, =23 LI PR (n 1,2,3, )
) Berechnen Sie a, und 53 und zeigen Sie, daB an > 1 far

alle n = 1,2,7,... gilt.

Beweisen Sie, daB die Folge (an) streng monoton fallend

ist.

Eestimmen Sie alle reellen Loésungen der Gleichung

3 S
1+ 2+ “2 L x99 = % (r + 22+ wT o+ L.+ xqq) .
Es ceien (an) und (bn) die durch a, = I -2, b = a
(n = 1,2,3,...) definierten Zahlenfolgen. BReweisen Sie, dafB
dann die Folge der Differenzen b .4 - b, eine arithmetische
Zahlenfolge ist.’ 115



a) Bestimmen Sie die ersten vier Glieder der Folge.

b) Zeigen Sie, daB alle Glieder der Folge positive ganze Zahlen

sind, die der Rekursionsgleichung Ae T A + LI genigen

(vergl. Aufgabe JTb).

50. Aus einer babylonischen Keilschrift:
10 PBrider besitzen 1% Silberminen. PBei der Teilung wird
gleichm&fig abgestuft. Um welchen Eetrag micscsen die Anteile
geringer werden, wenn de? achte & Schekel erhdlt? Wieviel

-
bekommt jeder der EBErider? (1§ Silbermine = 100 Schekel)

31. Aus einem indischen Rechenbuch von Ealhzhal: (J00 bis 400
n.d.Z.):
Ein Reisender legt am 1.Tag 2 Wegeinheiten zurick, an jedem

folgenden Tag I mehr. Ein zweiter Reisender legt am 1.Tag
3 Wegeinheiten curick, jeden folgenden Tag 2 mehr. Wann holt

der erste den zweiten Reisenden ein?

.2 Partialsummen

S.21 Partialsummen und Summenformeln

52. In den folgenden Zahlenfolgen (an) ist jeweils die Fartial-
summenfolge (sn) zu bilden, eine explizite EREildungsvor-

schrift far S, =u formulieren und zu beweisen:

a) & = ool 4) 8 = oo
n (n + 3)(n +4) n (4n - Z)(4n + 1)
b) a_ = g-—--i_——o L e ——
n 2n(n + 1) n (n + 2)(n + 3)
= i = e 1
€) a, = ~n-1 e (n + 1)(n + 2)

53. Gegeben ist die Fartialsummenfolge (sn) der Zahlenfolge (an)
= == __ 5 i i i sa_s

durch s, = 3n s 1) (n > 1). Geben Sie die Glieder ajsajzas

der Zahlenfolge (an) an und ermitteln Sie die explizite

Bildungsvorschrift fir die Zahlenfolge (an).

S54. Zeigen Sie, daB die Partialsummenfolge der Folge (an) mit
S
n n'

116
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3 3 2 -
In die i1dentische Gleichung (n - 1)7 =n" = Zn" + 3n -1
setze man der Reihe nach die VWerte 1,2,3,...,n-1,n ein und
addiere die erhaltenen Gleichungen. Durch passende Umformung
. X . 2 A2 2 n(n+l)(Zn+1)
des Ergebnisses ist die Formel 17 + 27 +...+ n7 = =2--=22=--=2

herzuleiten. (frchimedes, um 287 - 212 v.d.Z.)

Unter BRenut:zung der Formel fir (n - 1)4 ist nachzuweisen,
daB sich die Summe der ersten n Kubikzahlen zu

= -
P S TPV S Ty KL ¥ SR S

ergibt. (Micomachus, etwa 100.n.d.2.)

Zeigen Sie,. daf die n-te Fartialsumme der Folge 1;3;6;10;

10, gleicn ot L)(n +2) .

!..-;...,(~

Zeigen Sie, daB die n-te Fartialsumme der Folge 0;2;6;12;..

eee3(k = L)k3;... gleich SE_:_llQiﬂ_ﬁ_ll ist.

S$.22 Partialsummen arithmetischer Folgen

S9.

&1.

Gegeben sind die Folgen ax;az;...; n;an*l;...;a:n;a2n¢1;...

ceszan und S,3iS0iSziecce- . Zwischen beiden

tn38znerd 0
Folgen sollen folgende EBeziehungen bestehen:

s, = a +a,\+...“'$n

1 1

= a + a + ...+ a
S2 n+1 n+2 2n
- + a + ...+ a,
=3 #2n+1 2n+2 3n

Beweisen Sie: Wenn die Folge (an) eine arithmetische Folge
ist, dann ist auch die Folge (sn) eine arithmetische Folge.
Es sei (an) eine arithmetische Zahlenfolge mit der Dif-
ferenz d. Wir betrachten die Partialsummentolgen (sn) und

(z_) mit
n a und z_ =

a) Ermitteln Sie ay und d so, daB S; = 4 und =, = 15 gilt.

b) Zeigen Sie, daf fir beliebige 2, d und alle n = 1,2,...
. = Nn(n_* 1) n-_1 .
=, = 5 (al + 3 d) gilt.

Es sei (an) eine Zahlenfolge und (sn) die Partialsummenfolge.
Ermitteln Sie die ersten 5 Glieder der Folge (an), wenn (an)
eire arithmetische Zahlenfolge ist, fir die Sy = 1S und

sg = 225 gilt.
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5.27

.27 Partialsummen geometreischer Folgen

62,

63,

Es sei (an) eine Zahlenfolge und (sn) die Fartialsummen-—
folge. Ermitteln Sie die ersten finf Glieder der Folge (an),
wenn (an) eine geometrische Zahlenfolge ist, fir die
Sy = 15 und sg = 255 gqgilt.

Bestimmen Sie jeweils die n-te Partialsumme der geometrischen
Folgen (a ) fir x f 1:

a) a = , 0= 0,1,2,...
B) a, = ()" , no=0,1,2,...
‘) a, = x‘n¢1 s N = 0,1,2,...

s4.

b6.

67.

68.

1

In einer geometrischen Folge (an) betrachten wir die ersten
20 Glieder a5 ag; e Po8ng- Die Summe der gerad:zahligen
Glieder sei a, die Summe der ungerad:zahligen Glieder sei b.

Wie heiBen das erste Glied und der Quotient der Folge?

Bestimmen Sie die n-te Partialsumme der Folge

1; 2x; 3xn7; cee 3 (Inﬂ.)::n; cee .

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe &Za).

Bestimmen Sie die n—te Partialsumme der Folge

5 3oeee 3

Nl
(2]

3 3

N
[S1A)

Drei Zahlen, deren Summe 217 ist, konnen als drei aufeinan-—
derfolgende Glieder einer geometrischen Folge oder auch als
das 2., 9. und 44. Glied einer arithmetischen Folge betrach-
tet werden. Wieviel Glieder dieser arithmetischen Folge muf

man nehmen, um eine Summe von 820 zu erhalten?
Ermittle die finf ersten Glieder der geometricschen Folge, in

der das zweite Glied 1% und die Summe der drei ersten Glieder
56 ist!
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8.2 Eonvergens von Zahlenfolgen
S.7

Schranke und Grenze

69. Untersuchen Sie die Folgen auf Monotonie, und geben Sie je-—

weils eine obere und eine untere Schranke von (an) an!

a) a_ = z==- b) a_ =

c) an = d) an =
e) a, = ZIn3noTIosEn f) & = 0g5-T-2ER-Io 30
sino=n e - 400
2n
= (-130731 240 - 3
9) 3, = (=7 3T T3

70. Geben Sie jeweils die untere und obere Grenze der Folge (bn)

an!

~ + 2 2
a) b = =02 B) b = ——Eeeeee
" 2 4+ 160 + 14 n logyn
) b = 5n2 + 2n - -/n¥z_- 2-/A+l + 20
€ by = (" + 1+
d) b, = 5 = cpim + —faes e) b =
n Al -/n=+1 n
2
f) b = Egs_g_ - EQ;-Q
n tan 2n -

71. Untersuchen Sie die Zahlenfolge (an) auf Monotonie und
Beschrianktheit!

72. Man zeige, daf die Zahl I eine obere Schranke der Folge (cn)
ist!

a) c_ = “sTsin n b) ¢ = (1 + ;) c) €n = (20=-n)n - 97

73. Tausend reelle Zahlen Heso o . r %00 seien durch die
Festsetzung bestimmt, dag By S und fur alle n = 1,2,...,999
2
x; + 18
Hoey = v gelten soll. Beweisen Sie, daB fir jedes

n=1,2,...,1000 die Ungleichung 4
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74.

Fur jede reelle Zahl b sei (an) diejenige Zahlenfolge, die
durch an=§ (n = 1,2,...) (1)
definiert ist. Man ermittle alle diejenigen gan:zen Zahlen b,

flir die die durch (1) definierte Zahlenfolge genau

der besit:zt,

erfillen.

die die Ungleichungen
1,45 < a
n

< 1,47

che gibt) gebe man die drei Glieder

S.32 Bestimmung von Grenzwerten

75.

76.

a

an,

die

drei Glie-—

(2)

Zu jeder so ermittelten Zahl b (falls es eine sol-

(2) erfullen.

Zahlenfolgen!

VA¥L - ~

cos n

—

)

Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender
a3 a = 15290 6) b =
n + 1
c) €, = d) dn =
e) e, = )y f =
= (=1)" -Ln*31(4zn)
9) 9, = ("1 {ERIIY(ATS) n Py =
i) i o= sin AZ0) T - -
B i, = sin C1i3AY(5+Em) 3 g
. 2 _{n*2) (7-3n)
K) kn = cos """T(a—‘tn)(nua)
Hna1 =2 3n° 2n% + 30+ 1
n
m) m, = n) Mo =
Zeigen Sie die
tion!
-
2
a) a_ = -0-2.7 b) b_ =
n 3 n
9n - n
c) €q = d) dn
2 _ 4
n~_ - 2n_+ 3
e) e, = :-E --------- 1) fn
2nT + 4n - 4

84n~

+ 63n



77. Bilden Sie die ersten acht Glieder der Folgen und bestimmen
Sie eine € -Umgebung, so daB die gebildeten acht Glieder als

einzige auferhalb dieser Umgebung liegen!

a) a, = ni (n>0) b) bn = aTI71 (n>1)
2 2
= - 9
€ e, = ool ey a) g, = LI T PR )
: 1 - n" 2n° +n -3
—_—
e) e = ~/7n%48 - ~n3+3n ot = (E—f—g)“

78. Welcher Index gehdért jeweils zu dem Glied a, der Zahlenfolge

(an), das als erstes innerhalb der Umgeburng mit &€ = 0,01

liegt?
a) 8, =73 b) a, =
-
c) a_ = d) a_ =222 -2
n n n
3 + log,*n
e) &, = T2 = TTraggn T

(a>1) b) a_ = -/anZ+Sn+2 - 2n

= = ) )
c) a_ = d) a_ = S48 -3 (n“-1)~
n n
2n+1
1 7
e) a_ = - -3) ) a_ = Se——————=s
n k* n " + 4

80. Man zeige, daB die Zahlenfolge (an) mit den rekursiv defi-
. . _ 1
nierten Eolgeglxadern a, = Q; ay = 1; a = Z(an-l + a2 )

. -
den Grenzwert % besitzt!

§.33 Konvergenz von Reihen

81. Bestimme den Grenzwert!

. 1 2 n-=1
a) [lim, (5 + 35+ ...+ 773)
n n
- -~ -
2,2 4,2
®) ,lim, (éq * ig e Lﬂ_él-)
’ n~ n n
- - 2
i 1z, 30 (2n=1)"
) Llig, Pz Ty o... 377
n n n
n
5
@ lim (2 3283 .. 245



B82. Zeigen Sie fur folgende Reihen an Hand der Definition, daf

sie konvergieren, und bestimmen Sie ihre Summe!

a) ¥ __ TRETTTIISSITY

83. Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten folgender Reihen mit
Hilfe des Majoranten— bzw. Minorantenkriteriums!

1 < 1

A=0 3 A=l

84. Stellen Sie mit dem Quotientenkriterium fest, ob folgende
Reihen konvergieren oder divergieren!

- o

13
1N Jiywvy
e Vi
] )
2]
=]
3]

v

It
-y

oo )

3 # -1)

2 n
(L+)(1+%x7) ... (1+x)

85. Stellen Sie mit dem Wurzelkriterium die FKonvergenz bzw.

Divergenz folgender Reihen fest!

86~ Untersuchen Sie folgende Reihen 'auf Konvergen:z!

(n+l1)

1
VAT




B7. Gegeben sind die Folgen

2) P oatn*1)

®) {73

Porce b RTARINineZy O}

Welchem Grenzwert streben die Summen von n Gliedern dieser

Folgen fir n-rc zu 7

383. Es seien a, = -4 und a, = 2 die beiden ersten Glieder
einer Zahlenfolge (an). Ferner sei a_ flr jede natlrliche

=
Zahl n 3 2 das arithmetische Mittel der beiden vorhergehen-—

dern Glieder. Man berechne den Grenzwert der Folge der

artialsummen.

89. Es sei (Jn) diejenige Folge wvon reellen Zahlen, flur die

=1 und

) xn;l (n = 1,2,...) gilt. Man unter-

suche, ob diese Folge konvergent ist, und ermittle, falls das

zutrifft, ihren Grenzwert.

90. Gegeben sei eine Zaklenfolge (x_) durch die Rekursions-

gleichung xn(z—xn) mit O < x. 7 1. Untersuchen Sie

Fnet o
(ur) auf Konvergenz und ermitteln Sie gegebenenfalls ihren
v

Grenzwert.

91. Gegeben ist die Folge (an) mit a, =1, a = 2+an far
alle n : 1.

a) Bestimmen Sie a5 00°

b) Ist die Folge konvergent?

92. Flr eine Folge (an) reeller Zahlen seien folgende Bedingun-—

gen erfuallt: .

(1) Die unendliche Reihe

a, ist konvergent zum UWert a.

a fir alle n 1.

k

AL
Eestimmen Sie die Glieder der Folge (an).

93. Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergen:z und geben Sie

gegebenenfalls die Summe der Reihe an!




J)

S.4
5.4

I3 10
|
S
+
+
1
1
1
Al

na1 VA o+ (-1)"

Homplexe ubungen
1 Aufgaben zur Einbeziehunq des Computers

94.

96.

Das BASIC-Frogramn

10 S=0

20 N=1

30 S=S+N

40 FRINT S

SO N=N+2

S0 IF N<=19 THEM 3Z0

70 END

druckt eine Zahlenfolge. Bestimmen Sie diese Folge durch das

Ausfihren des Programms.

Durch® a = —~/24k+l ist eine Zahlenfolge definiert. Schreiben
Sie ein Programm, das die ersten 10 ganz:zahligen Glieder die-
ser Folge samt Index druckt. Formulieren Sie eine Yermutung

und beweisen Sie diese.

Das Programm

10 N=0:C=0

20 A=1:B=1

30 D=6

40 FPRINT A

S5O N=MN+1

&0 C=C+D

70 B=B+C

80 A=A+ER

90 IF N<=10 THEM 40
100 END

druckt eine Zahlenfolge. Ermitteln Sie diese durch Ausfiihrung

des Frogramms.
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7.

98.

99.

a

b

(=4

100,

102,

-
Wenn Kk wvon 1 bis n” ldauft, dann lauft f(k) = [k + =%+ é]

- . 2
bis n® + n und Gberspringt daher genau n Zahlen. Schreiben
Sie ein Frogramm, das die Ubersprungenen Zahlen druckt.

Formulieren Sie eine Yermutung und beweisen Sie diece.

venn k die Zahlen 1,2,3,4,... durchlauft; welche Zahlen

GUberspringt dann die Funktion f(k) = [k + BT %] ?

Das arithmetisch—-harmonische Mittel

Es seien &4 O und bn » 0. Wir definieren die Folgen

RS s Y

et 2 ’ k+1 a, * b, °

) Schreiben Sie ein Frogramm, das (ak’bk) far k = 0,1,2,...
druckt.

) Experimentieren Sie mit verschiedenen Startwerten LR bo
und versuchen Sie, klfgo L und klfgo bk durch a, und
b, auszudricken.

) Beweisen Sie die in b) durch Frobieren gefundenen Ergeb-—
nisse.

Es seien LIVEPE BT drei aufeinanderfolgende Glieder der

Fibonacci-Folge. Schreiben Sie ein Programm, das AL T A 1341

druckt. Formulieren Sie eine VYermutung und beweisen Sie

diese.

Anwendungen

Nach den Gesetzen der Physik fdllt ein Kérper im luftleeren

Raum in der 1.Sekunde etwa 4,9m, in jeder folgenden Sekunde

um 9,8m mehr als in der vorhergehenden. Uelchen Raum durch-

fallt danach ein Kérper in 12 Sekunden, und wieviel Meter
fallt er in der 12.Sekunde?

Eine Zentrifuge lauft mit einer Drehzahl von a_. Umdrehungen

Q
pro Minute. HNach Abstellen des Stromes verringert sich die

Drehzahl und nimmt nach einer Sekunde den Wert ay Umdrebhun-

gen pro Minute an, nach k Sekunden den Wert a Umdrehungen

pro Minute. g

a) Die Zahlen ao;al;a:;...;ak;... sind Glieder einer geome-

trischen Folge. Berechnen Sie die Glieder an und a dieser
Folge fur den Fall, daB ag = 12580 und a, = 1000 gilt.

1
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b) Die Dreh:zahl y Umdrehungern pro Minute nach t Sehunden kann
beschrieben werden durch eine E:ponentialfunktion der Form
-ct

y = f(x) = 1280 e mit reellen Zahlen t O und ¢ O,

Berechnen Sie c flr den Fall, daB f(1) = 1000 gi1lt. Geben

Sie in diesem Fall f(3) an.

LO3. In einem geraden Kreiskegel mit dem Radius r und der HOhe h
seien Kugelrn so einbeschrieben, daB die erste Hugel die
Grundflidche und die Mantelfldche des Kegels, jede folgende
Kugel die vurhergehende Kugel von auBen und die Mantelfliche
des tegels bterdhrt, wobei camtliche Kugelmittelpunkte auft
der Hegelachse liegen. Gesucht ist eine formelmaBige Ermitt-
lung des Radius L der n;ten Kugel &aus den gegebenen Langen
r und h. WUWeisen Sie ingbusondere nach, daB die Fuolge (rn)

h_ - _2r

eine geometrische Folge mit dem QOuotienten q = - ist.

104, Die Swnme einer unendlichen fallenden geometrischen Fulge
sei 6. Die Summe ihrer ersten vier Glieder ist Sg; Wie heiBt
das erste Glied dieser Folge?

105. Eine bestimmte Kultur von Eakterien braucht eine Stunde, um
sich un ein Prozent zu vergroBern. Wie lange muf man warten,

bis sich die Kultur verdoppelt hat?

104. Ein Gef&B von 501 Inhalt ist mit BO-prozentigem Spiritus ge-
fillt. Wieviel Liter an reinem Spiritus sind noch in dem
GefiB, nachdem man 20 mal 11 der vorhandenen Fllssigkeit
ausgeschopft und daflir jedesmal 11 Wasser hineingegossen hat
(Yon den durch die chemischen VYorgdnge bedingten Yolumenan-

derungen: soll abgesehen werden.)?

107. Funf Bauelemente haben die elektrischen Widerstande R
R., R
= 4
Zahlenfolge. Es sei R1 = 10& und R5 = 160 R .

1’ R

und Ré. Ihre Zahlenwerte bilden eina geometrische

2
2

a) Berechnen Sie den Quotienten q dieser geometrischen Folge!
b) Berechnen Sie den elektrischen Widerstand R fur den Fall,
daB die & uWiderstinde in Reihe geschaltet sind!

c

Schaltet man :zwei verschiedene dieser 5 Widerst&ande in
Reihe, so erhidlt man jeweils einen anderen elektrischen
Widerstand. Wie viele verschiedene elektrische Widerstinde
lassen sich auf diese Weise herstellen?
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108.

109,

110,

111.

112,

113,

d) Auch Lei Reihenschaltung von je = oder je 4 verschiedenen
dieser S Widerstande erhdlt man jeweils einen anderen
elektrischen Widerstand. UWie viele verschiedene elektrische
Widerstande lassen sich dann insgecamt erzeugen, wenn man
alle moéglichen Schaltungen wvon 2 und von I und von 4 ver-—

schiedenen Widerstadnden herstellt?

Die MaB:zahlen des Inkreisradius und der Seiten seien bei
einem Dreieck gan:zzahlige Glieder einer arithmetischen Fol-
ge. Wie grof sind sie, wenn sie so klein wie méglich sind?

i

Man bestimne alle Glieder der Folge a = , die man

als Summe aus drei Quadraten natlrlicher Zahlen ,y,z dar-

stellen kann!

In ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit der Kathe-
tenlange a wird ein gréBtmégliches Ouadrat so einbeschrie-—
ben, daB =zwei Quadratcseiten auf den Katheten des Dreiecks
liegen. Analog werden in den verbleibenden Restflachen Jje-
weils wieder groBtmégliche Quadrate einbeschrieben.

a) wie lang sind die Seiten des ersten so einbeschriebenen
Quadrates?

b) Wie oft wmuB man die Konstruktion wiederhclen, damit der
Flicheninhalt der verbleibenden Restfldchen hdchstens 1%
des Dreieckinhaltes betragt?

c) Wie groB ist der Inhalt der Restflache bei n Wiederholun-

gen dJder Konstruktion?
Wenn logyx, logmu, lognx eine arithmetische Folge bilden,

logpm

-
dann ist n~ = (ken) . Beweisen Sie diesecg!

Von einer arithmetischen Reihe sei bekannt:

1. a, = 10a + b =x ; a,be N; 1

a o 93

2. a =10c +d =y ; c,d€ N; O

_ & = 1000a + 100b + 10c + d.

i=
Man ermittle San"

Man bestimme alle reellen Werte des Parameters a, so daB die
. 3 z 2 _ X
Gleichung 1657 - ax™ + (2a+17)x~ - ax + 18 = 0 genau vier
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verschiedene reelle Wurzeln hat, die eine geometrische Folge

bilden.
. . . . . A .
114. Sei (an) eine unendliche Zahlenfolge mit a_ + A 4o 2 2a s
n=1,2,3,... . Man zeige, daf fur n = 1,2,3,... gilt:
ay tas tag+ oo rag L . ay tag vag to... A
n o+ 1 = n :

115. Von einer geometrischen Folge ao,al,az,...,alm sei bekannt,
daB alle Glieder natlirliche Zahlen sind, wobei die ersten 3
Glieder vierstellig, die nidchsten 2 Glieder S-stellig, die
néchsten drei Glieder &-stellig und die letzten drei Glieder

7-stelliqg sind. Man bestimme diese Folge!

1145. Die positiven Zahlen a ai M= 1,2,... 5 n =1,2,... mégen
s

fir alle m und n den Bedingungen

a =2. +La
m+l,n+1 3 "m,n 3 Tm+l,n

i =0
3. 21,n e 21,n+1 und  lim, 1,n ="

genigen. Man beschreibe das Verhalten der Foclgen (ar n)’
~ .
(a ) und (a ) far k-oo.

n+k, k m,yk

117. Gegeben ist die Folge (an). n=1,2,3,... mit a = a =1

- - ; . sa’
und a ., 18a a _y- Man beweise, daB alle Zahlen Sa_

Quadratzahlen sind.

118. Die Folge (xn) sei durch x_. = 1000 und =x = %

(&} n+1

+

gegeben. Man beweise, daff ‘“’0 - V21 < 10-6 ist.

s

119. T sei eine Tabelle. Die u-te Zeile bestehe aus den Elementen

ALK mit 1 £ k £ u, die gem&B folgender Bildungsvorschrift
, =
definiert sind:

fir uw =1

au,.l S u

far w

au,k#l = au-l,k - au,k
Man bestimme das harmonische Mittel der Elemente der 1985-

ten Zeile.
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120

121

~n

. Man bestimme eine Folge P YL IV TRRE positiver reeller Zah-
) 2
1

. .
len so, daB a. =1 und a - @ = a fir n = 0,

Q ] n+1 ne2

ist.

. n:3 nattirliche Zahlen seien so auf einem kKreis verteilt, daB
fur Jjede dieser Zahlen a der Quotient aus der Summe ihrer
beiden Machbarn und der Zahl a selbst eine natlirliche Zahl
ist. Man beweise, daB die Summe aller dieser Quotienten

a) nicht kleiner als 2n, b) nicht gr&Ber als In ist.

. Beweisen sie, daB in der Fartialsummenfolge der harmoni-

schen Reihe kein einziges Glied Sa mit n 2 eine ganze

rationale Zahl ist!

43 Aufgaben aus Olympiaden Junger Mathematiker

122

124

L(S1233)

Die Faare (nn,yn) reeller Zahlen R Vg (n = 0,1,2,...) seien

wie folgt definiert: Re = 1 ; Yo = O [ =g + 2yn H
v =% +vy far n > 0. Man beweise, daf fur alle n N
n+l n n =
2 2 n .
die Gleichung [ :yn = (-1) gilt.
.(171022
Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen al,d,bl,q far

die folgende Aussage gilt:

(1) venn a das Anfangsglied und d die Differenz einer

1
arithmetischen Folge (an) ist und

(2) wenn bl = O das Anfangsglied und q der QOuotient einer
geometrischen Folge (bn) ist, so haben diese Folgen die

Eigenschaften

1 1
() d ist eine ganze Zahl.

(3) a, = =3b (4) a, = b, (S) a. = b,

25.(17124%)

Es sexr  f f,y ... eine Folge von Funktionen, die fur alle

1)
reellen Zahlen i definiert sind, und zwar durch

2
+ 48 ; fr+1(x) = ~/;_ + 5fr(X) flir k = 1,2,...
Man ermittle fir jedes n = 1,2,... alle reellen Zahlen »x,

fl(a) = =

die L&ésungen der Gleichung fn(x) = 2x sind.
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(S) Die Summe der ersten sechs Glieder der Folge (an) betragt
13

171.(251042)

Far jede natirliche Zahl n ; 1 sei
2

(1)

Man ermittle einen geschlossenen Ausdruck flr fin) (d.h.
einen Ausdruck, der f(n) in Abh&ngighkeit von n =so darstellt,
daB zu seiner Bildung nicht wie in (1) eine vonn n  abhangende

Anzahl von Rechenoperationen verlangt wird).

132.(25124%)
Es <cei (pn) die Folge der Frimzahlen, also Py, = 2, Pay = 3,
Py = S, Py = 7, «e. « Man untersuche, ob es eine natlrliche
Zahl M gibt, so daB fur alle natirlichen Zahlen n mit n > N
die Ungleichung P, > 4n gilt.

133.(251048)
Es sei F = (al,a,,a,,...) diejenige unendliche Folge natlur-

licher Zahlen, die durch die Festlegungen (1),(2) definiert

ist:
(1) Die ersten vier Glieder der Folge lauten al =1, a2 =9,
az = 8, a; = b; sie bilden also die Teilfolge (1,9,8,6).

(2) Fir jedes n i 5 ist an die Einerziffer der Summe der
- vier Glieder, die dem Glied a, in der Folge F unmittelbar
vorangehen.
Man untersuche, ob es in der Folge F auBer der Teilfolge
(al,az,aa,a4) noch eine weitere Teilfolge gibt, die aus vier
unmittelbar aufeinanderfolgeznden Gliedern von F besteht und
(1,7,8,5) lautet.

134.(261242)
Man ermittle alle diejenigen Zahlenfolgen (an), n=1,2,...,
Jiwe die folgenden Eedingungen (1) und (2) erflllen:

(1) Fir alle ganzen Zahlen m,n mit n > m > O gilt

2 2
Yn+m Fa-m T %n m
(2) Es gilt a_ =1 ud a, =

1 2

[3117)

- 131



Aufgabensaamamlung

zu den Stoffgebieten 6.1. und 6.2.
“Grenzwerte von Funktionen; Stetigkeit
von Funktionen”

zusammengestellt und bearbeitet von einem Autorenkollektiv
an der Spezialschule “Carl Zeiss™, Jena



6.

Grenzwerte von Funktionen;

6.1.1.

Wiederholung des Funktionsbeqriffes

Es sind die Graphen folgender Funktionen zu zeichnen, und ih-

re Definitionsbereiche sind anzugeben!

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

1)

k)

for x
far x
-x2 far
x2 far
X + 2 far x
2 -
x forlx
2 for x
x2 fur x
%x far x
x2 - 6x + 5
4x - x
[x1
x
1
2x~1
xz + 5x + 6
X +
2
E
1+ 2*

v N v N
o o o

1<1
> 1

<o
20

fur x € 2
far x > 2
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6.1.2. Zur Grenzwertdefinition mittels Zahlenfolgen (nach
Heine)

6.1.2.1.

Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen an der jeweils
gegebenen Stelle x_ einen Grenzwert haben!

o

2
a) vy = f(x) = =3 xg =1

1 _

3%+ 1 for x < 1
b) y = f (x) = x, =1

%xoz far x = 1

2 _6x+5 far x & 2
x_ = 2

) yv=fi(x) = { ax - x2 for x > 2 °

-
d) y= f (x) = 2571 far x, = 1
6.1.2.2.

Es ist zu untersuchen, ob die Funktion

F() g% (b FO)

an der Stelle Xy = % den Grenzwert a - % hatl

6.1.2.3.
Gegeben ist die Funktion
=3 far x > 4

y=fx)- mx + n fir x & 4

8) Bestimmen Sie m und n so, daB lim f(x) existiert und
xX->4
f(-2) = 2 istl

b) wie gro8 muBten m und n sein, wenn man verlangt, daB die

Kurve in X, = 4 keinen Knick aufweist?
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6.1.3. Zur Grenzwertdefinition nach Cauchy

6.1.3.1.
Es 1ist zu aberprifen, ob folgende Gleichungen geltent

a) lim (3x = 2) = 4
x—» 2

b) lim  x2 = 4
x—> 2

c) lim (2x2 - 1) = 17
x—> 3

d) lim (x> + 2) = 10
x=— 2

6.1.3.2.
Beweisen Sie, daB lim (2x - 1) = 5 ist. Far eine'gagebeno
x~> 3

Zahl € > 0 ist eine solche gréBte Zahl > 0 zu ermitteln,
daB fir beliebiges x aus der § -Umgebung der Zahl 3 der Funk-
tionswert 2x - 1 in der £ -Umgebung der Zahl 5 liegt. Erléu-
tern Sie das -graphischl

6.1.3.3.
Beweisen Sie, daB lim (3 - 2x - xz) = 4 ist.

. x—>» -1
Aus welcher gréBtend -Umgebung der Zahl -1 ist der Wert x zu
nehmen, damit sich der Wert der Funktion (3 - 2x - xz) von
deren Grenzwert um weniger als & = 0,0001 unterscheidet?

6.1.4. Grenzwerte fir unbeschrdnkt wachsendes Argument

6.1.4.1.
Berechnen Sie folgende Grenzwerte!

3x - 1 2x2 - 1
a) lim 2 b) lim 2

x—poo Xt 1 x_ach3x - 4x




xz-i 7’;(_'-6x

) la ZL S ar
-, N
e) la' Jx(x - ¥x% - 1) £) la (32X 4 2%
X—>» O X=>»%9 1.x

2 2
g)ii::m(/],ox¢x -7/1-x¢x)

3x + 1 2
h) lim 2 1) lim (x =7x° - x +1)

x—>°0 /3x" + 1 X— 0O
3/ <1
k) 1ia  (x -7 x2 - a2 ) e (T1-x3 +x)
x—» <O X=—> 6O
a) lim x3 (7x2 + 7’x4 + 1 - xJ2 )'
X—»
6.1.4.2.

Man bestimme A und [+ aus der éadingung

3 —
lim (%1-x3 -,lx -/.4) =0
x—>»

6.1.5. Grenzwertsidtze

6.1.5.1.

Es sind die Grenzwerte der folgenden Funktionen an der jewei-
ligen Stelle xg Zu berechnenl
-x2 - 3x + 10

X = 2
2x2+ x - 10

a) y=f (x) =

2
b) y = f (x) = X,—=5x+8 x =4
x© - 5x + 4
x2 - 8x _+ 15
c) y = f (x) = x =5
x© - 9x + 20
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303

,.‘\,y.f(,)..’is_——_— x, = -2
x~ + 3x + 2
2
x° - 3x - 10
e) y = f (x) = X = 5
xz - 2x - 15 °
6.1.5.2.
Folgende Grenzwerte sind zu berechnenl
x2-4x#1 1 + sin 2x
a) lia b) lim _
x—> 2 2x + 1 x_.’izf 1 cos 4x
2. x =2
c) lim d) lim 2
x—> 2 -2 x_>2x-3x-r2
xz -9 tan x
e) lim 2 f) lim
)x__)3x - 3x + 2 x—p7r Sin 2x
sinx - cosx 1 1 +x =-)1 - x
g) lim h) lim
x_.‘vzr cos 2x x—> O x
7/1 - tanx - 7/1 + tanx
1) lim
X sin 2x
ein 2x - cos 2x - 1
J) lim _
""'4-": cos x - sin x
3
K 1 x '74_- 1
im 1) liam
x—0 71 *+3x = 1 x—> 1 7x-1
y———
) 11 ax = x 1 +mx -1
[ L] n) lim
x—> a x-a x—> 0 x
1 9 - xz 1 2 -7x -3
o) lim f— p) lim
x—w 3 13%x -3 X—> 7 - 49
72 + x -73x - 2 Zl+x¢xg-1
q) lim _ = r) lim
x—> 2 7’4} + 1 7'5x 1 x—> O x
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6.1.6. Spezielle Grenzwerte

Folgende Grenzwerte sind zu berechnenl!

sin 2
a) lim _ai_nx_4_x_ b) lim 3
x—> 0 x=—» 0 x
c) lim L.cil—"b"- ; c4 o0 d) 11m a0 x
x—> 0 x—> 0 *
. 2 X
o) lim sin 22 £) lim 1 - cos 2x
x—> 0 x x—> 0 x * sinx
sin 3x
g) lim 7/——-_
x—> 0 x +2 fZ—
cos 2x -° tenzx 1 - cos x
h) lim 1 - x « sinx i) lim x2
x—» 0 x—> 0
§) lim sin (x + hlh- sin (x - h)
h— O
1gx - 1 lnx - 1
k) lim x - 10 "1) lim x - e
x—> 10 x—> 8
a) 1l X | oBX 2% - a®
. 3 n) lim X = c
x—> 0 x—> ¢

o) lim 1n(14x+x2)-rln(1-x*x2)

x—= 0 x

28+ x

p) lim "'l"a+x

x—> o0
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6.2. Stetigkeit von Funktionen

6.2.1. Stetigkeitsuntersuchungen mittels S/J-Technik

6.2.1.1.

Man diskutiere mittels £/d -Technik die Stetigkeit der Funk-
tion f (x) for alle x, €D (f).

a) f (x) = 2x + 3 b) f (x) = x2 c) f (x) = x~1

d) f (x) = sin x 6) f (x) =[x] £) £ (x) = 7%

6.2.2, Klassifikation der Unstetigkeiten

6.2.2.1.

Man begridnde die Unstetigkeit der Funktionen an der jeweili-
gen Stelle Xge charakterisiere die Art der Unstetigkeit und
skizziere den Graphen der Funktion!

a) f (x) = x°; x, = 0 b)f(x)-ggnzx; x, =0
c) f (x) = x - [x]; x, =0 d) f (x) = x-['x] ; X°€Z
E
o) f (x) = 2% i x =0 £) £ (x) = lnlxl; x, =0
1 12
g)f(x)-lin; ;xo-O h)f(x)-r;-‘- ; xoao
2
= fa
:)f(x)-Z"" ST
3 .far x = 0 °
sin x far x § O
J)f(x)-{ ) P %m0
1 far x = 0




| 1
1) f (x) = o*7% Poxg =1 m) £ (x) =2°% ; x =0
2 1
n) f (x) = &% i x, =0 o) f (x) = &* P oxy =0
P) F (x) = x * lox : x, =} Q) F(x) =i x, = L

__l__!
f) £ (x) = sin (x2) ; x, = 2 s) f (x)-z(’“” Poxg =1
N 1
0) f (x) m %+ Lo x =0 u)f(x)-i’zé;xono
"oz'z
1 1
v)f(x)-z’.-]'; ixg, =0 w)f(x)-o'Inx:xO-T
2 2
x) f(x) = 2—1 ixgm-1 o oy) f (x) =182y ag

6.2.3. Stetigkeit in einem Intervall

6.2.3.1.
Far welchen Wert von a ist die durch die folgenden Gleichun-

gen gegebene Funktion

2
y=§ x5 far x § 0
a fir x = 0
in einem Intervall (-9Q; +99) stetig?
6.2.3.2.
Man ermittle diejenigen Werte von x, fiir die die Funktion

'y = ﬁ- -[f;] eiﬁo Un-totfgkoita.tollo besitzt!
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6.2.3.3.

x2 far xe®
Die Funktion f (x) = Ixl for xe R\Q ist hinsichtlich

Stetigkeit vollstdndig zu diskutieren, und alle Aussagen sind
zu beweiseni

6.2.3.4.

FGr welche Werte von x besitzen die folgenden Funktionen Un-
stetigkeitsstellen?

s) f (x) = 20 3x b) f (x) = oo
%
c) f (x) = 1n 1n (1 + x2) d) £ (x) =S50 2
X ( x< (x = 1)
o) f (x) = g e far x § O
] fir x = O

6.2.4. Stetigkeit rationaler Funktionen

Ist x, eine r-fache Nullstelle (r € N; r § 0) des Nennerpoly-
noms und eine e-fache Nullstelle (s & N) des Zdéhlerpolynoms
aeiner gebrochenen rationalen Funktion, so liegt

~ im Falle r > 8 eine Polstelle und

- im Falle r € 8 eine hebbare Unstetigkeit vor.

6.2.5. Satze iber stetige Funktionen

6.2.5.1.

Beweisen Sie, daB folgende Funktionen f im angegebenen Inter-
vall I eine Nullstelle habeni

a) f (x) = x2 = 3; I = 2>

b) f (x) = x> « 2x - 8; I a<1; 2>

c) f (x) = x” - 12; I =<1; 2>
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d) f(x) =2, -3 I3 o1> Lb. K1. 11 S. 120
x
6.2.5.2.

Untersuchen Sie, ob folgende Funktionen im angegebenen Inter-
vall ein Maximum und ein Minimuam haben, und bestimmen Sie
diese gegebenenfalls!

a) f (x) =5~ x; <S5; 7>
b) £ (x) = 2x -3 (-1:727)

Lb. K1. 11 S. 120
c)f(x)-x2-4x¢1 < 0; 5>

d) f(x) =% < 0; 4>
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Berechnungen von Ableitungen unter Nutzung der Definition
(Aufgaben 1 bis 3)

Berechnen Sie
die Gleichung

tion suf, und
gentenl

1.4, f (x) =
1.#. £ (x) =
1.3, fF (x) =
2.1, f (x) =
2.2, f (x) =
2.3, f (x) =
3.1, f (x) =
3.2, f (x) =
3.3, f (x) =

die 1. Ableitung an der Stelle X stellen Sie
der Tangente im Punkt Po (xo, Yo) an die Funk-
ekizzieren Sie die Funktionen mit ihren Tan-

2x? Py (1: y,)
3x - 4x? Py (1 Yo)
x3 - %xz Py (1 Yo)
22,4 Py (0: v,)
2x3 - %xz + %x Po (0: Yo)
-5 (x2-1)% .3 (x2- 1) Py (0: v,)
- % Po (1: ¥,)
T x % Py (25 v,)
%‘2 - % Po (1i v,)

Formales Differenzieren
(Aufgaben 4 bis 16)

Berechnen Sie die 1. Ableitung folgender trigonometrischer

Funktionen!

4.1, f (X) = 2$§_2£

4.2, f (x) =

2
4.3, f (x) = ? ain (x+1)_
cos (x+1)

(x # 0, x ¢ R)

sin 2x

1
' R
(2x-1)z (x * 5. X € R)

((x + )2 4 T o)
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S. Berechnen Sie die 1. und 2. Ableitung folgender
Funktionenl!

S.1. f (x) = x * sinx + cos 2x
5.2, f (x) = =271 + cos 3x
5.3. f (x) = ln (einx + J1 + cinzx)

6. Berechnen Sie die 1. und 2. Ableitung folgender
Funktionen, und machen Sie die Nenner rationall

6.1. f (x) = x Ix (x 3 0, x € R)
6.2. f(x) =)x 0% (x 3 0, x € R)

6.3. f (x) = (x > 1, x £ R)

<
7. Berechnen Sie die 1. Ableitung foigendar Funktionenl|
7.1.1. f (x) = 2 *Jein 2x
7.1.2. f (x) = :% ln tan 2x (tan 2x > 0)
7.2.1. f (x) = ‘e’;%'ﬁ (x pk)

7.2.2. f (x) = 1n (7 462* +4 + 26%)

7.3.1. f (x) = alP X (x> 0)
=1
7.3.2. f (x) = (log,x) x (x, a>0, x, aé€R)
8. Berechnen Sie die 1. Ableitung folgender Funktionen!
x
8.1.1. f (x) = 7 x (x >0, x € R)

8.2.2. f (x) =
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8.3.1.

9.

9.1.1.
9.1.27
9.2.1.
9.2.2.
9.3.1.

9.3.2.

10.

10.1.1.

10.1.2.

10.2.1.

10.2.2.

x X
X ; 1y x (x 41, xe& R)
x

f(x)=(

Berechnen Sie die erste Ableitung!

2 1 2

f (x) = 281n x® +  otn? x
R (x 4 F 4T
f(x)-x-unz.x-:fé: bt T+T

f (x) = 1ln (tan ,’2‘) (x & (2k , (2k+1)7)
f (x) = %"2;@‘1’—1’3 x$-3

2
f (x) = =x * cotx + ln (sinx) - %—

(x $Tk, xe(2k, (2k + 1)7T)

Berechnen Sie die 1. und 2. Ableitungl

7

f - — 0
(x) = e (x >0)

f(x) = ——— (x > 0)

f (x) =

(x > 0)

(x>0, xj1)

147



10.3.1.

10.3.2.

11.

11.1.1.

11.1.2.

11.2.1.

11.2.2.

11.3.1.

11.3.2.

i2.

12.1.1.

12.1.2.

12.2.1.

12.2.2.

f(x)..ﬁ_— (x>0, x§1)

(x > 1)

Berechnen Sie die 1. Ableitung!

f(x)-1x2+3x02 (x & -2, x 3 -1)

f(x) = x)2 - 3x (x4 %
f(x)-@ (x 0, a+ bx 20)

x

f(x).__"_ (a+ bx> 0)

Ja + bx

3
f(x) = (-3a + 2bx) + J(a + bx)2 (a, b, xe R)
4
f(x)-7[x2+3-—/3x“+1 (x € R)

Berechnen Sie die 1. Ableitungl

f (x) = ln (tan 2x) xe @, T+
f(x)-e;—1'1an (x $ 0)
£ (x) = aln 2, Gln 3 (x > 0)
f(x) » —1o (x > 0)
o1nx



12.3.1.

12.3.2.

13.

13.1.1.

13.1.2.

13.2.1.

13.2.2.

13.3.1.

13.3.2.

14.

14.1.

14.2.

14.3.

2
f (x) = iﬂziﬂil_ (ax > 0)

°1n (ax)

f (x) = 1n (7462* + 3 - 2¢*) (x € R)

Berechnen Sie die 1. Ableitung!
-1

X
f (x) = sin (2x) - e-E

f (x) = 1n (x + x% 4 1)

‘X

f(x) = 54— (a > 0)
e (ln a-1)
f(x)-a“"x-tanax (a > 0)

1 +1
f (x) = e s )‘T (x a-1)

f (x) = (2 +#x)1n(1+x)+ (1-x)1ln (1~ x)

(-1 < x< 1)
Berechnen Sie die 1. Ableitungl
f (x) = x®10% (x > 0)
82 +* Xz
£ (x) = (x) (x > 1)
i x* -1
f(x) = 1n (252 (x> 1)
b3
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15.

1S.1.

15.2.

15.3.

16.

16.1.

16.2.

16.3.

Berechnen Sie die 1. Ableitung!

£x) = (1 e

f (x) = sinx

tanx

X
f (x) = ("x—;‘) x

xx

x

-1

(x > 0)

(x € (2kT, (2k+1)7 )
(x3%F + kT

(x> 1)

Berechnen Sie die erste Ableitung!

f (x) = (x * cosx)

f (x) = (x + cosx)

.

f(x) = (

x* -1

xx

)

X + cosx

X « COBX

x
X

1

(x « cosx > 0)

(x + cosx > 0)

(x> 1)

Ableitungen héherer Ordnungen (Aufgaben 17 bis 18)

Bilden Sie die 1., 2., 3. und 4. Ableitung!
AStellen Sie eine Vermutung fur die n-te Ableitung auf, und
beweisen Sie diese durch vollsténdige Induktionl

17.1.

17.2.

17.3.

18.1.

18.2.

18.3.
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f (x)

f (x)

f (x)

f (x)

1nx

(x>0, x &R)
(x435 . xeR)

(a 40, x, a€R)



Implizites Differenzieren (Aufgaben 19 bis 20)

19.1.

19.2.

19.3.

20.1.

20.2.

20.3.

Bilden Sie die 1. und 2. Ableitung!

x2+y?-a2a0

Bilden Sie y' (1; 1) und y'*' (1; 1)I

x2 4 xy + y2 -6=0

Bilden Sie y*' (4; 2)!

¥ -y*=o0 (x, y>o,

Bilden Sie. y*' und y*'°1
b2 x2 4+ o2 y2 -e2b2.0

Bilden Sie y' (0; 0)!

e* . siny - oY . cosx = O

Bilden Sie y' (1: g)l

xzsiny - cosy + coszy»- o

x, Yy € R)

Zeigen Sie, daB f die folgenden Differentialgleichungen er-
fallt! (Aufgaben 21 bis 22)

21.1.

21.2.

21.3.

22.1.

22.2.

f (x) = e* - cos x erfallt y(f) +4y = 0

=1

f (x) = x -0 X orfallt x>

‘2

-x
f (x) 5—;—%—— orfillt x « y* + 2y = @
X

- W a 0
~-X-y!

f (x) = x - e erfallt x2 . Y'+xy' - ya=

f(x) =0 % - § o™X orfillt y'* - y = o~

2 3

(x § 0)
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22.3. Suchen Sie eine Funktion f, die die Differentialglei-
chung y4 + 3y’ + 2y = 0 erfallel

Mittelwertsatz der Differentialrechnung:
(Aufgaben 23 bis 26)

23. Mittelwertsatz der Differentialrechnung zur ndhe-
rungsweisen Berechnung von Funktionswerten

(f (x + x) = f (x) +ax-f' (x), fallsax relativ

klein)
23.1.1. 725,04
23.1.2. —%

74,02
23.2.1. ¢
23.2.2.

1
——
7 0,996
23.3. Geben Sie eine brauchbare obers und untere Schranke
far den Naherungswert 2/:6 anl

24, Mittelwertsatz der Differentialrechnung als Beweis-
mittel
Beweisen Sie, daB gilt:
24.1. > 1+ x (x § 0, x €R)
X
24.2. g < (1+x)< x (x >0, xE€ R)

. n... n -
24.3. nbn-1< :—_?r( na" 1
(a>b >0, a, béER); (n>1, née N)

25.1. Gegeben sind die Funktionen f (x) = x3 . g (x) = 2%

und h (x) = 1n % + Bestimmen Sie im Intervall< 1, 2>
die Abszissen der Punkte, in denen*die Tangente par-
allel zu der Sekante durch die Punkte Py (1; f (1)),
P2 (2; f (2)) verlsufe,



25.2.

25.3.

26.

26.1.

26.2.

26.3.

Bewaisen Sie, daB fir jede Parabel der Gleichung

f (x) = ax2 + bx + ¢ gilt: die Abszisse des Beruh-
rungspunktes einer Tangente liegt stets in der Mitte
zwischen den Absziscen der Endpunkte einer zur Tan-
gente parallelen Sehne.

Beweisen SYe folgende Sdtze:

- Wenn eine Funktion f im Intervall< a, b) definiert,
in (a, b) differenzierbar und fir alle x ¢ (a, b)
die Ableitung Null hat, so ist die Funktion f in
diesem Intervall konstant.

- Wenn die beiden Funktionen f1 und f2 in einea In-
tervall (a, b) gleiche Ableitungen besitzen, dann
unterscheiden sich die beiden Funktionen nur um
eine additive Konstante.

Gegeben sei die Funktion f im Intervellc<a, b>.
Bestimmen Sie die Abszisse des Berihrungspunktes der
Tangente, die parallel zur Sehne durch die Punkte

Py (a; f (8)). Py (b; f (b)) verladufrtl

f (x) = [einx | <-g:g>:<0;g>
3 2
f(x) =1-7x <-1; #1> ; <0; 1>
] { x, |x[<2
- [*H H H
(x) 1 Ixi3 2 €0; 2> ; <0; 1>

Anwendungen der Differentialrechnung (Aufgaben 27 bis 37)

27.

27.1.

27.2.

Monotonieuntersuchungen von Funktionen
Bestimmen Sie das Monotonieverhalten folgender Funk-
tionen:

f(x) = § (ax - x%); xeR

f (x) = ax2 + bx + ¢ ; (e$0; a, b, ceR)
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27.3.

28,

28.1.

28.2.

28.3.

29,

29.1.

29.2.

29.3.1.

29.3.2.
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f (x) = X in dea gréBtméglichen De-
1-x finitionsbereich (x ¢ R)

Benutzen Sie dazu sowohl die Differentialrechnung
als auch elementare Verfahrent
Kurvendiskussionen von Funktionen

Benutzen Sie effektive Kriterien und beziehen Sie
auch globale Extrema einl

f (x) = x* (x> 0; x €R)
1 -~

f(x) = x* (x>0; x €R)
1n x

f(x) =x * (x> 0; xé&R)

Extremwerte von Funktionen

Ermitteln Sie die lokalen und globalen Extrema far
die Funktion

4 2
f (x) = fg - %— + 1 (x & R)

4 2

. Gegeben esei die Funktion f (x) = ax~ + bx“ + ¢

(e # 0; a, b, c eR).
Wie missen (a, b, c) &€ R gewahlt werden, demit
a) 3 lokale Extrema

f b) nur ein lokales Extremum

hat?
Kann die Funktion f (x) = ax4 +bx2 s+ ¢

(a § 0; a, b, c¢ R)
fur x = 1 ein lokales Extremum haben, wenn gilt:
f(0) = f (2) =17

Kann for Xy ein lokales Extremum existieren, wenn
gilt: f (0) = f (xz) = 1 und Xy > X4 > 0 iet?



30.

30.1.

30.2.

30.3.

Extreawerte von Funktionen

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f auf Ex-
treawerte an den Stellen Xy @n deren sie nicht dif-
ferenzierbar sind. Skizzieren Sie die Graphen dieser
Funktionen!

f(x) =[x -1} x = ?

3
£ (x) = 1 - 7x? xg = ?
3 3
f (x) = 7 x2 . J1- x2 X, = ?

Extreawertaufgaben (Aufgaben 31 bis 35)

31.

31.1.
31.2.
31.3.

32.

32.1.
32.2.
32.3.

33.

33.1.
33.2.
33.3.

Einer Kugel vom Radius R soll ein gerader Kreiskegel
(r. h) einbeschrieben werden.

Berechnen Sie das Verhidltnis % , damit

das Volumen des Kreiskegels maximal wird.

die Mantelfléche des Kreiskegels maximal wird.

die Oberfldche des Kreiskegels maximal wird.

Einer Kugel vom Radius R soll ein gerader Kreiskegel
(r, h) umschrieben werden.

Berechnen Sies das Verhdltnis % , damit

das Volumen des Kreiskegels minimal wird.

die Mantelfldche des Kreiskegels minimal wird.

die Oberfldche des Kreiskegels minimal wird.

Einer Halbkugel, Radius R, soll ein gerader Kreiske-
gel (r, h) umschrieben werden.

Berechnen Sie das Verhéltnis % , damit

das Volumen des Kreiskegels minimal wird.

die Mantelflache des Kreiskegels minimal wird.

die Oberflache des Kreiskegels minimal wird.
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34.

34.1.
34.2.
34.3.

34.4.

35.1.

35.2.

35.3.

36.

36.1.

36.2.
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Einer Kugel, Radius R, soll ein gerader Kreiszylin-
der (r, h) einbeschrieben werden.

Berachnen Sie das Verhéltnis % , damit

das Volumen des Kreiszylinders maximal wird.

die Mantelflache des Kreiszylinders maximal wird.
die Oberfldache des Kreiszylinders maximal wird.
die Oberfliache des Kreiszylinders maximal wird.

Welcher unter allen geraden Kreiskegeln mit konstan-
ter Oberfléche hat das gréBte Volumen?

Der Querschnitt einer oben offenen Rinne ist ein
gleichschenkliges Trapez. Berechnen Sie x bzw.
fir den Fall, daB der Flicheninhalt des Querschnitts

maximal wirdl x
q)/ |4 -
M

o

Aus einem Silberdraht der Liange a soll ein Ohrgehidn-
ge angefertigt werden, welches aus einem Kreis mit
angeldtetem Quadrat besteht. Wie verhdlt sich der
Durchmesser des Kreises zur Seitenlange des Quadra-
tes, wenn die Summen der Flicheninhalte von Kreis
und Quadrat méglichst klein sein soll?

Anwendungen der Differentialrechnun§
- Beweise -

Diskutieren Sie das Monotonieverhalten von Funktio-
nen dritten Grades! (Fallunterscheidung)

Die Funktion f (x) = x3-x2 s+ x+a (a € R)

hat far keine reelle Zahl a drei verschiedene reelle
Nullstellen.

Beweisen Sie diese Behauptung mit Hilfe der Diffe-
rentialrechnung!



36.3.

37.

37.1.

37.2.

37.3.

38.

38.1.

38.2.

Beweisen Sie diese Behauptung ohne Verwendung der
Differentialrechnung!

Versuchen Sie, mindestens zwei unterschiedliche Lé-
sungswege zu realisierent

Anwendungen der Differentialrechnung in der Physik

Die Gleichung der Flugbahn eines Geschosses im luft-
leeren Raum lautet:

f(x)-x~tanaL-—-——2—3—T-x
2v° e CO8 o

Vg seeee Anfangsgeschwindigkeit
oL eeee.. AbschuBwinkel

g +.... Erdbeschleunigung

Berechnen Sie die SchuBweite fir horizontales Gelan-
de, wenn Vo ® 350 —%

ol = 35° betragen.

Berechnen Sie die Koordinaten des Gipfelpunktes die;
ser Flugbahn und die Geschwindigkeit des Geschosses
im Gipfelpunkt. (Werte aus 37.1. benutzen)

Leiten Sie die Gleichung der Flugbahn des Geschosses
hert

Oszillierende Funktionen 1

x +sinX , x$0
[o} , X = ]
Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und Differenzier-
barkeit an der Stelle X, = 0! Graphli

Gegeben sei die Funktion f (x) = {

1 .
2 k3
Gegeben sei die Funktion f (x) = { x“ - 8inX,x 40
x =0
/
Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und Differenzier-
barkeit an der Stelle X, = O. Zeigen Sie, daB f' an

der Stelle Xg = 0 unstetig ist! Skizzel
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1
.8inXx, x40

3
38.3. Gegeben sei die Funktion f (x) -{ x
o] x =0

i
Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und Differenzier-
barkeit an der Stelle Xy = 0. Zeigen Sie, daB f* for

X, = 0 stetig, aber nicht differenzierbar istl

Ermittlung von Stammfunktionen (Aufgaben 39 bis 56)

Integration durch Substitution

39.1. f (x) = sindx - cosx
39.2.  f (x) = A% (x >0)
39.3. f (x) = 1"",‘* 1 (x >3

2x
40.1. f (x) = —_—
1+ x

40.2. f (x) = ten x

40.3 £ (x) = sin x + cos x

1 + 8in®x
1
41.1. f(x) = 1% (x>0) (x § 1)
41.2. f (x) = x xz + 1
X - g%
41.3. f(x) = 2 .

42.1. f (x) = _"2
42.2, fo(x) = 22 (a€ R, afo0)

42.3. f(x) = (3x
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Lésen Sie durch partielle Integration!

43.1.

43.2.

43.3.

44.1.

44.2,

44.3.,

45.1.

45.2.

45.3.

f

f

f

f

(x) = x « cos x

(x)
(x)
(x)
(x)
(x)
(x}
(x)
(x)

xz « 1n x

ainzx

X'Ox

1n x

xS + 7%

.« o™X

x© « sin x
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Lésen Sie durch Partialbruchzerlegung!
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48.2. f
48.3. f
Wenden Sie
49.1. f
49.2. f
49.3. f
S0.1. f
50.2. f
50.3. f
S51.1. f
51.2. f
51.3. f
52.1. f
52.2. f
52.3. f
53.1. f
53.2. f
53.3. f
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(x)

xz + 4
(x = 2)

3

- 3x4 - 9x3 + 4x2

(x - 2)° (x + 3)°

verschiedene Integrationsmethoden anl!
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(x)
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(8> 0, ae€R)

(x>0, ngN)

(x>0, neN)

(sin x > 0)



S54.1.
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S5.1.

55.2.

55.3.

56.1.

56.2.

56.3.
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1
-—

sin'x
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(x > 0)
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Aufgabensammlung

zum Stoffgebiet 7.2,
“Einfihrung in die Integralrechnung®

zusammengestellt und bearbeitet durch ein Autorenkollektiv
an der Spezialechule "C. F. GauB", Frankfurt (0)



1. Formale Beispiele zum unbestimmten Integral

a) /nrax + b dx b) [(4x~- 2)'3 dx
c) [ xdx
J(x+1)3

d) /(x3 + x2 - 2x » 2)-(3)t2 + 2x - 2) dx

o) /xv21x+1dx

x
27, 27 1
f) /(oin 7t ¢+ cos 1) dt g) J(sinx - z, ) dx
sin
h) j 2dx 1) }’(sin x - cos®x dx
sin xccoszx ain X-cos”x
1) /(2" + x?) dx k)f ;Z"s’zdx
l)j + .)fisx ozsx-sdx
2 - 3x - 10 4
4
n) f—z——" L dx o) T———dx
x“ - 4 f + 3x - 7
2
P) x 2gx 24 4. q)/
x¥ - 2x© - 24x x1lnx
2. Beispiele zuam bestimmten Integral
401 A
n)/%xsdx b)/(i-xsoé)dx
-1
400 4o 7
/(1 + sinx) dx d) f einx cosx dx
o4 Ty
e) /log x dx f)'}—’i— o x
° e
g)
/,r_ :
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3.

~

b

-

c

-~

d

~

e)

f)

Aufgaben insbesondere zum Abschnitt 7.2.3.

Stelle die Folge (An) der Inhalte der Flichen zwischen
den Bildern der Funktionen y = f (x) = x" und y = g (x)
a E/;- (neN, n 2 1, x ¥ 0) auf, und berechne den Grenz-

wert lim Al
n~»e0

Die Flache, die vom Graphen der Funktion y = f (x) = %
und der x-Achse im Intervall von 1 bis a (a>1) ein-
geschlossen wird, rotiere um die x-Achse. Fir a —» %9 gilt
A —>»©°0 ., Wie groB wird das Rotationsvolumen?

Beraechnen Sie den Flécheninhalt eines "Kugelrings”!
Hinweis:

~r-& [0 & r x

Bestimmen Sie in der Funktion y = f (x) = x2 + a den Pa-

rameter a so, daB sich die Graphen von f und T berihrent
Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die durch x-Achse,
y-Achse und die Graphen der Funktionen f und T vollstédn-
dig eingeschlossen wirdl

Berechnen Sie den Inhalt des Parabelsegments, das durch

y a f (x) = xz und y = f (x) = x + 2 gebildet wirdl

Oberprifen Sie, ob fir dieses Parabelsegment die folgende
Flachenformel gilt, wobei s die Sehnenlinge und h die Hd-
he des Segments senkrecht zur Sehne ist:

A= % s - h.

Bestimmen Sie a so, daB die Graphen der Funktionen

X

y = f (x) =a und y = g (x) = logax

genau einen Punkt gemeinsam haben!

Barechnen Sie den Inhalt der Flache, die von den Graphen
der Funktionen f und g und den Koordinatenachsen voll-
stédndig eingeschlossen werden|
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g) Gegeben sei eine Flidche, die vom Graphen der Funktion

f (x) = x2 (x ® 0), der y-Achse und der Geraden y = ¢
(c > 0) eingeschlossen wird. Bestimmen Sie die Geraden g
und h, die parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen
und jeweils die Fléche halbieren!

h) Die Fldche zwischen dem Graphen der Funktion f (x) = x2
und der x- bzw. der y-Achse im Intervall <O; a» erzeugt
bei Rotation um die Koordinatenachsen das Volumen Vx bzw.
Vy. Berechnen Sie a so, da8 Ve = VY giltl

‘1) Berechnen Sie das Volumen des stromlinienfdérmigen Kér-
pers, der durch Rotation eines parabolischen Blattes um
die x-Achse entstehtl
(Hinweie: Gleichung des parabolischen Blattes laute

9y% = x (3 - x)2. )



