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8.1.

Geradengleichungen

1. Ermitteln Sie, welche der Punkte Ml (3: 1), My (2; 3),
M3 (6: 3). M, (=3: =3), Ms (3; -1) und "6 (-2; 1) auf
der Geraden (mit der Gleichung) 2x - 3y - 3 = O liegen
und welche nicht!

2. Ermitteln Sie den Schnittpunkt der Geraden 2x - 3y - 12
a 0 mit den Koordinatenachsen, und veranschaulichen Sie
diese Gerade in einer Zeichnungt

3. Ercitteln Sie den Anstieg und den Schnittpunkt mit der
y-Achse fir die Gerade ’

a) 5x ~y + 3 =20 b) 2x + 3y - 6 = O
c) Sx + 3y + 2= 0 d) 3x + 2y = 0
e) Yy -3=0

4. Eine Gerade g geht durch den Punkt A (3; 1) und schnei-
det die x-Achse unter einem Winkel von 45°, Ermitteln
Sie den Punkt B von g mit Yg = 4!

S. Die Seiten AB, BC und AC des Dretecks ABC liegen ent-
sprechend auf den Geraden
4 + 3y - 5= 0, x - 3y + 10 = 0, x - 2 = 0.
Ermitteln Sie die Koordinaten von A, B und C !

6. Ermitteln Sie die gegenseitige Lage der Geraden
g: ax =2y -1 =0 und h: 6x - 4y -~ b 2 0 1in Ab-
héngigkeit von a und b 1

7. Fir welche Werte von a und b sind die Geraden
g: ox +8y +b=0 und h: 2x +ay -1 =0
a) parallel, b) orthogonal, <c) identisch ?

8. Gegeben sel die Gerade 2x + 3y + 4 = 0. Geben Sie eine
Gleichung an fur die Gerade durch den Punkt M (2; 1),
die zur gegebenen Gerade
a) parallel, b) orthogonal verlauft 1|
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Gegeben seien die Gleichungen

x -2y =0 und x - 2y + 15 = 0

zwelier Seiten eines Rechtecks (genauer: der Geraden,
auf denen diese Seiten liegen) sowie die Gleichung

7x + y - 15 = O einer seiner Diagonalen. Ermitteln Sie
die Koordinaten der Eckpunkte des Rechtecksl

Gegeben sind die Gleichungen

Bx + 3y + 1 20 und 2x +y -1 =20

zweier Seiten eines Parallelogramms sowie die Gleichung
3x + 2y + 3 =0

einer seiner Diagonalen. Ermitteln Sie die Eckpunkte
des Parallelogramms!

Ermitteln Sie die Orthogonalprojektion des Punktes
P (-6; 4) auf die Gerade 4x - Sy + 3 a O | )

Ermitteln Sie den Punkt Q, der beziglich der Geraden
2x = 3y - 3 = 0 symmetrisch zum Punkt P (-5; 13)
liegt!

Gegeben seien die Punkte A (x,: YA) und B (xB; YB)’

Beweisen Sie, daB
Xy v Xg Yo * Vg
a) der Punkt M ( 5 H '—-E—_-) der Mittelpunkt von
AB 1istl

nx, + mxg L/
m+n - °
im Verhdltnis a : n teiltl

oy,
B) die Strecke AB

b). der Punkt N ( T

Hinweise: wdhlen Sie zundchst A und B im ersten Qua-
dranten des kartesischen Koordinatensystems!

Gegeben seien die Mittelpunkte My (2: 1), My (5; 3) und
My (3; -4) der Seiten eines Dreiecks ABC. Geben Sie je
eine Gleichung fiir die Seiten des Dreiecks anl Ermit-
teln Sie A, B und C |

Beweisen Sie, daB der Schnittpunkt M der Seitenhalbie-
renden eines Dreiecks mit den Eckpunkten A (x,; Ya).

B (xB; yB) und C (xc; yc) (der sogenannte Schwerpunkt
des Dreiecks) die Koordinaten
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Xy = % (xA + Xg + xc) und Yy % (yA +yg *+ YC)
hat!

Ermitteln Sie den Schwerpunkt folgender Dreiecke ABC!
a) A (3; 1), B (-1; 4), C (1; 1),

b) A (-2; 3), B (5: -2), C (-3; -1),

c) A (7;: 4), B (3; -6), C (-5; 2)

Veranschaulichen Sie sich Ihr Ergebnis in einer Zeich-
nung |

Walcher Bedingung midssen die Koordinaten eines Punktes
P (x; y) genugen, der von den Punkten A (7; =3) und
B (-2; 1) gleichweit entfernt ist?

Beweisen 51i' daB die Gleichung der Geraden durch den
Punkt Ml (xl; Yl)' die zur Geraden Ax + By + C = O par-
sllel ist, in der Gestalt A (x - x;) + B (y - y,)= 0
geschrieben werden kann.

Geben Sie eine Gleichung der Geraden durch den Punkt
M1 (2; -3) an, die parallel zur Geraden

a) 3x - 7y + 3 = 0 b) x + 9y - 11 = 0O
c) 16x - 24y - 7 = O d) 2x + 3 = 0
e) 3y -1=0

istl Beachten Sie die vorhergehende Aufgabel

Beweisen Sie, daB die Geraden
g: Ayx + By +Cy = O und h: Ayx + Byy +C, = 0

zueinander orthogonal sind gdw. gilt A_A, + B.B

P2 * BBy =01

Gegeben seien die Eckpunkte A (~10; 2) und B (6; 4) ei-
nes Dreiecks ABC und der Schnittpunkt N (5; 2) seiner
Hohen. Ermitteln Sio den dritten Eckpunkt C des Drei-
aecksl

Geben Sie je eine Gleichung der Seiten des Dreiecks ABC
an, von dem der Eckpunkt A (1; 3) und die Gleichungen

X =2y +1 320 bzw. y -1=0

zweier seiner Seiten gegeben sindl



23. Geben Sie je eine Gleichung der Seiten des Dreiecks ABC
an, von dem der Eckpunkt B (-4; ~5) und die Gleichungen
Sx + 3y = 43 0 bzw. 3x + 8y + 13 = 0
zweler seiner Héhen gegeben sindl

24. Ermitteln Sie diejenige Gerade, die durch den Punkt
P (3; O) geht und fir die der zwischen den Geraden
2x -y =-2=20 bzw. x +y + 3 =0
eingeschlossene Geradenabschnitt im Punkt P halbiert
wirdl

25. Ermitteln Sie einen Punkt P der x-Achse fiGr den die
Summe seiner Abstédnde von den Punkten M (1; 2) und
N (3; 4) minimal ist!

26. Die Punkte A (-1; =9), B (9; 1) und C (-7; 9) sind Eck-
punkte eines Dreiecks.

a) Ermitteln Sie den Schnittpunkt H der Héhen, den Um-
kreismittelpunkt U und den Schwerpunkt S des Orei-
ecksl|

b) Beweisen Sie, daB H, U und S suf ein und derselben
Geraden liegen!

Abstand zweier Punkte, Abstand Punkt/Gerade

1. P (3; 5) und Q (1; -3) selen gegeniberliegends Eckpunk-
te eines Quadrates. Berechnen Sie seinen Flécheninhalt!

2. Berechnen Sie den Flécheninhalt einss regelméBigen
DOreiecks mit den Eckpunkten A (-3; 2) und B (1; 6)!

3. Fir das Parallelogramm ABCD sind die Eckpunkte A (3;-7),
B (5; =7) und C (-2; 5) bekannt. Ermitteln Sie die
Lange seiner Diagonalenlt

4. Prifen Sie, ob das Dreieck ABC mit den Eckpunkten
A (1; 1), B (0; 2) und C (2; -1) einen stumpfen Innen-
winkel hat!
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Welcher Bedingung miissen die Koordinaten der Eckpunkte
eines Drelecks ABC genigen, damit

a) es rechtwinklig ist mit dem rechten Winkel bei C?
b) der Winkel bei A grdBer ist als bei B?

Vomr Rhombus ABCD sind die Scheitel A (8; -3) und C (10;
11) bekannt sowie die Liange der Seite AB, AB = 10 (Ein-
heiten). Ermitteln Sie die Koordinaten von B und D1}

Ermitteln Sie den Mittelpunkt M eines regelméBigen
-~

Sechsecks, fir das die zwei benachbarten Eckpunkte

A (2; 0) und B (5; 373) bekannt sindl

Beweisan Sie, daB der Flicheninhalt eines Dreiecks mit
den Eckpunkten A (xA; YA)' 8 (xa, yB) und C (xc: yc)
bis auf das Vorzeichen nach der Formel

Fad[(xg = %) (vg = Ya) = (xg = %4) (vg = ¥)
L1 [ "% Y8~ Va
i !

X~ %A Yo~ Ya

berechnet werden kann! Interpretieren Sie das Vorzei-

chen von F1I

Hinweis: Beschrdanken Sie Ihre Betrachtungen zunachst
auf den Fall, daB das Dreieck im 1. Quadranten
liegt, und stitzen Sie sich auf eine Zeich-
nung, die die Lote von A, B und C auf die x- -
Achse enthalt!

Berechnen Sie den Flacheninhalt der Dreiecke mit fol-
genden Eckpunkten:

a) A (2; -3), B (3; 2), C (-2; 5),

b) P (-3; 2), Q (5; -2). R (1; 3),

c) L (3; -4), M (-2; 3), N (4; 5) |

Berechnen Sie die Lange der Hohe hc des Dreiecks mit
den Eckpunkten
A (3; 6), B (-1; 3) und C (2; =-1) |

Gegeben seien die Punkte A (1; 3), B (4; 7), C (2; 8)
und D (-1; 4).
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Beweisan Sie, daB das Viereck ABCD ein Parallelogramm
ist, und ermitteln Sie seine Hohe Uber der Seite AB |

Ermitteln Sie einen Punkt P der y-Achse, fur den die
Differenz seiner Abstidnde von den Punkten M (-3; 2) und
N (2; 5) am groBten 1ist!

Ermitteln Sie einen Punkt der Geraden 2x - y - 5 = O,
far den die Summe seiner Abstdnde von den Punkten
A (-7; 1) und B (-5; 5) em kleinsten ist!

Ist die Gleichung einer Geraden in der Gestalt

cosg® x + sing¢- y - p = 0

geschrieben, wobei p die Lidnge der Strecke OP und der
Winkel zwischen der x-Achse und dem Strahl 0 ist, so
nennt man diese Gleichung die Hessesche Normalform der
Geradengleichung.

Welche der folgenden Geradenglaichungen sind Hessesche

Normalformen?
4 2 3
a)3x -3y -3=0 b) 2x -2y -1=0
5 12 S 12
c) = -1 2=0 d) - =% * 13y - 2=0
8) =x + 2 a0 f) x - 2as0
g) y+2=0 h) -y -2=0

Berechnen Sie den Abstand des Punktes von der Geradenl!

a) A (2; -1) 4x + 3y + 10 = O
b) B8 (0; -3) 5x - 12y - 23'=s 0
c) P (-2; 9) 3x - 4y - 2 = 0
d) Q (1; -2) x -2y - 5 = 0

Veranschaulichen Sie in einer Zeichnung jeweils dies ge-
genseitige Lage von Punkt und Geradel

Der Punkt A (2; =5) ist Eckpunkt eines Quadrats, dessen -
eine Seite auf der Geraden x - 2y - 7 = O liegt. Be-
rechnen Sie den Flacheninhalt des Quadrats!

Prifen Sie, ob das Viereck ABCD mit den Eckpunkten
A (-1; 6), B (1; -3), C (4; 10) und DO (9; O) konvex
ist!
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Ermitteln Sie, ob die Punkte M (2; 3) und N (5; -1) be-
zdglich der sich schneidenden Geraden

a) x -3y - 5=0 2x + 9y - 2 =2 0
b) 2x + 7y - 5= 0 x +3y +7 =0
c)i2x + y -1=0 13x + 2y = 5a 0

in ein und demselben Winkel, in Neben- bzw. in Scheitel-
winkeln liegenl

Liegt der Punkt M (-3; 2) innerhalb oder auBerhalb des
Oreiecks, dessen Seiten auf Geraden mit folgenden Glei-
chungen liegen:

X +y-~-4a0, 3x - 7y + 8 = 0, 4x - y - 31 207

Geben Sie jeweils eine Gleichung derjenigen Geraden an,
die perallel zu den Geraden mit den folgenden Gleichun-
gen ist und von beiden Geraden gleichen Abstend hat!

a) 3x -2y -1 =0 3x - 2y - 13 =2 0

b) 5x + y + 3 = Sx + y - 17 =
c) 2x + 3y - 6 = 2x + 3y + 17 =
d) 5x + 7y +15 = Sx + 7y + 3 =
8) 3x =15y - 1 = X =55 - 2=

O 0O o0 o
0 o0 oo

von einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit der Basis
AB weiB man: :

(1) AB: x+2y = -10 (2) AB = 275

(3) A: x-Achse (4) B liegt im 3. Quadranten
(5) C = (1; yg)

a) Berechnen Sie die Koordinaten von A, B und C!

b) Barechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks ABCI

Kreis, Kreis/Gerade, Kreis/Kreis

1.

Stellen Sie jeweils eine Gleichung des Kreises k (M ; r)
ait dem Mittelpunkt M und dem Radius r auf!

a) M ist der Koordinatenursprung,r = 3;

b) M= (2; 3), r = 7;

c) k geht durch O (0; 0) und hat den Mittelpunkt M (6:-8);



d) k geht durch A (2; 6) und hat den Mittelpunkt M (-1;2);

e) Die Punkte A (3; 2) und B (~1; 6) sind Endpunkte ei-
nes Durchmessers von k;

f) M= 0 (0; O) und die Gerade 3x -~ 4y + 20 = 0 ist
Tangente an den Kreis;

g) M= (1; -1) und die Gerade 5x - 12y + 9 = O 1ist

Tangente an den Kreis;

k geht durch A (3; 1) und B (-1; 3) und M liegt auf

dar Geraden 3x - y - 2 = O;

1) k geht durch A (-1; 5), B (=2; -2) und C (5; 5).

h

~

Der Punkt C (3; -1) ist Mittelpunkt eines Kreises, der

mit der Geraden 2x - Sy + 18 = O eine Sahne der Liénge 6
gemeinsam hat. Gesucht ist eine Gleichung dieses Krei-~

ses.

Gesucht ist eine Gleichung des Kreises,
a) der die einander parallelen Geraden
2x + y - 5=0 bzw. 2x + y + 152 0
beriihrt und zwar eine davon im Punkt A (2; 1);
b) der durch den Punkt A (1; O) geht und die einander
parallelen Geraden 2x + y + 2 = O bzw.
2x + y - 18 = O berihrt;
c) dessen Mittelpunkt auf der Geraden 2x + y = 0 liegt
und der die Geraden 4x - 3y + 10 = O bzw.
4x - 3y - 30 = O berdhrt; .
d) der durch den Punkt A (-1; S) geht und die einander
schneidenden Geraden 3x + 4y - 35 = O bzw.
4x + 3y + 14 = O berthrr.

Wie liegt der Punkt A (1; -2) beziglich folgender Krei-
se8 - innerhalb, auBerhalb oder auf dem Kreis?

a) x2 + yz =1 b) x2\0 y2 a5
c) x“ + y* -8x -4y - 5a 0

d) x2 + yz - 10x + 8y =0

Berechnen Sie den Abstand des Punktes vom Kreisl|

a) A (6; -8), xz + y2 = 9;
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+ y% - 26x + 30y + 313 2 O
+y% - 10x - 14y - 15 2 O

b) B (3; 9)., x°
¢) C (-7; 2), x?

Ermitteln Sie die gegenseitige Lage von Gerade und
Kreisl|

a) y =2x - 3
b) y = %x - % bzw. x2
c) y=s x + 10

+ y2 - 3x +2y -3 =0
+ yz - B8x + 2y +12 2 O
+ y2 -1 = 0

bzw. xz

bzw. x

Gegeben sei die Gerade y = kx. Fir walche werte von k

a) schneidet die Gerade den Kreis x2 + y2 - 10x + 16 = 0
b) berihrt sie diesen Kreis

c) haben Gerade und Kreis keinen gemeinsamen Punkt?

Ermitteln Sie die Lange derjenigen Sehne des Kraises
(x - 2)2 + (y - 4)2 a 10, die im Punkt A (1; 2) hal-
biert wird!

Berechnen Sie den Abstand des Mittelpunktes des Kreises

x2 + y2 = 2x von der Geraden, die durch die Schnittpunk-
te der Kreise

x2 + y2 +5x - 3y +1a0 bzw.

x2 4 yz - 3x + 7y =25 = 0O geht!

Berechnen Sie

die Lange der Sehne, die die Kreise

x2 + y2 - 10x - 10y = O und

x2 4 y2 + 6x + 2y - 40 = 0 gemeinsam haben|
Ermitteln Sie den Punkt P des Kreises

16x2 + 16y2 + 48x - 8y - 43 = 0, der der Geraden

Bx - 4y + 73 a 0 am ndchsten liegt, und

berechnen Sie

den Abstand d von P zu dieser Geradenl

Der Punkt P1 (xl; yi) liege auf dem Kreis

a) xz + y2
Ermitteln Sie

= r

b) (x - a)2 v (y - )%= r2 .
je eine Gleichung der Tangente an den

Kreis im Punkt P, |

Vom Punkt C (-

X2+y2

Berechnen Sie

1

9; 3) aus sind an den Kreis

- 6x + 4y - 78 = 0 dis Tangenten gelegt.

den Abstand d des Kreismittelpunktes zu



derjenigen Sehne, die die Tangentenberihrungspunkte
miteinander verbindet!

Erweiterunq des kartesischen Koordinatansystems auf den
dreidimensionalen Raum

1. Veranschaulichen Sie in einer Zeichnung die Lage fol-
gender Punkte:
A (3; 4; 6), B (-5; 3; 1), C (1; -3: -5),
D (0; -3; 5), E (-3; -5; 0), F (-1; =-5; =3)1

2. Ermitteln Sie die Koordinaten der Punkte, die zu den
Punkten A (2; 3; 1), B (-3; 2; -1) und C (a; b; c) sym-~
metrisch liegen beziglich
a) der xy-Ebene, b) der xz-Ebene, <c) der yz-Ebene,

d) der x-Achse, e) der y-Achse, f) der z-Achse,
g) des Koordinatenursprungs|

3. In welchen Oktanten kénnen die Punkte P (x; y; z) lie-
gen, deren Koordinaten der folgenden Bedingung genigen?

a) x -y =0, b) x + y =0, c) x -z =0,
d) x + z = O, e) y -z =0, f) y + z= 0,
g) xy > O, h) xz < O, 1) yz > o,
J) xyz > 0, k) xyz < O

4. Zeichnen Sie einen im 1. Oktanten liegenden Quader
ABCDEFGH, fir den A (0; 0; 0), B (3; 0; 0) und
E (0;. 0; 4) Eckpunkte sindl Baerechnen Sie die Langen
seiner Flichen- und Raumdiagonalenl Geben Sie die Koor-
dinaten der Mittelpunkte der Seitenfldchen des Quaders
und des Mittelpunktes des Quaders anl

S. Beweisen Sie, daB das Dreieck mit den Eckpunkten
A (3; -1; 2), B (0; -4; 2) und C (-3; 2; 1) gleich-
schenklig 1ist!

6. Beweisen Sie, daB das Dreieck mit den Eckpunkten
A (3; -1; 6), B (-1; 7; -2) und C (1; -3; 2) rechtwink-
lig 1istl
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Ermitteln Sie den Mittelpunkt M und den Radius r einer
Kugel, die durch den Punkt P (4; -1; -1) geht und alle
drei Koordinatensysteme berihrt!

Ermitteln Sie welcher Punkt der x-Achse vom Punkt
A (-3; 4; 8) den Abstand 12 hat!

Veranschaulichen Sie die Menge aller der Punkte
P (x; y:; z), deren Koordinaten folgender Bedingung ge-
nagen:

8) x = 4 , b) x a -2, c)ys5s , d) y = -3,
e)z=7 ., f)z=-3, g)xay . h) y=-x,
i) z = 4y , iy z = 3x ,

k) x2 - y2 =0, za0, 1) x2 - 22 - 0, y=0

Hinweis: Zeichnen Sie der Obersichtlichkeit wegen jede
dieser Punktmengen gesondert (bezogen auf ein
raumliches kartesisches Koordinatensystem)|

Veranschaulichen Sie sich die Menge aller der Punkte
P (x; y: z), deren Koordinaten folgender Bedingung ge-
ndgen:

n

L2 2

a) x° + y2 + 2% = 25 b) x2 + y< = 25
c) xz + z2 = 25 d) y2 +* 22 a 25
e) x2 4 y2 =25, za 7

2 2
f) x° + ¥ s 25, 2 = -3

2 2
g) x% +y =25, ya= 3
h) x2 « y2 a 25, x = -4

Veranschaulichen Sie sich die Menge aller der Punkte
P (x;  y; z), deren Koordinaten folgender Bedingung ge-
nigen:

a) x° + y2 +22 s 0 b) x2 4 y2 = 0

c) x2 . y2 -z% .0 d) x2 4 y2 - 22 . 0, za7
e) x2 & y2 - 2% . 0, z= -3

f) xz + y2 - zz =0, xa O

g) xz + y2 - zz 20, y= 0



Andere Koordinatensystame

1.

3.

Bezliglich eines kartesischen Koordinatensystems axy der

Ebene wird durch die Gleichung y = ax, x ¢ R, a € R,

fur fest gewahltes a jeweils eine Kurve beschrieben.

Ebenso beschreibt r = a-@; >0, ,acP; a # 0, fir

fest gewdhltes a jeweils eine Kurve, bezogen auf ein

Polarkoordinatensystem. Zeichnen Sie diese Kurve fur

(qualitativ) verschiedene Werte von al

Beziglich eines kartesischen Koordinatensystems des

Raumes bezeichnet man die Menge (n) der Punkte

P (x; y; z), fur die x = O (bzw. vy = O bzw. z = 0) ist,

als Koordinatenebene (n). Ermitteln Sie die "Koordina-

tenebenen”

a) eines Zylinderkoordinatensystems,

b) eines sphédrischen Koordinatensysteas|

Beschreiben Sie die Schnittfigur einer Kugel K (0; r)

mit einer Ebene z = z = const. durch Bedingungen fur

die Koordinaten ihrer Punkte beziglich

a) eines kartesischen Koordinatensystems,

b) eines Zylinderkoordinatensystems,

c) eines sphérischen Koordinatensystems!|

Gegeben sei die Parameterdarstellung

x a3 - 2t, y = t2 - 2 elner Kurve .

a) Liegen die Punkte M (-1; ~1), N (4; 2) und P (1; 2)
auf dieser Kurve?

b) Ermitteln Sie den Schnittpunkt von ¥ mit den Koordi-
natenachsen!

c) Ermitteln Sie die Punkte von ¥ mit der kleinsten
Ordinatel

d) Geben Sie eine Gleichung fir ¥ in x und y anl

Geben Sie eine Parameterdarstellung des Kreises -

x2 4 yg -2ax = 0 an, indem Sie als Parameter wdhlen:

a) den Anstieg der Garaden, die durch den Koordinaten-
ursprung und einen Punkt des Kreises geht;
b) den Winkel ¢ zwischen der x-Achse und der Geraden,
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die

Welche

a) x
b) x
c) x

d) x

‘@) x

f) x

g) x

h) x

Welche

lung:

a) r

d) r

1) r2cos 29 = a

durch den Mittelpunkt des Kreises geht!

Kurven haben folgende Parameterdarstellung?
t2 - Tt +1,vys= tz + t + 1

t2-2t43,y-t2-2t01
a sinr, y = b cos?t

a , y = —2t
1 + tz 1+t

t -t

3"+ 3 ' y=3 -3

a -t t
a t ’ Y3+t
aloc ., y=3(+d
2
1 -t 2t
a+r=—mm, vy = b+r —_—
1+ 1+t

Kurven haben folgende Polarkoordinatendarstel-

4 b)?_"%" c) r = 28 cos @
b 2
co:ep e) r = 3inp fy r=g1= cos¢

2 J) rabsing

6 16

1
k)r'S-Scosp R N TIT

Durch die Gleichung

a) r=a-¢@ b) r =

?

a
= c) rse

ist fir a € P, a = const. § O, jeweils eine Spirale ge-
geben (Archimedische Sp.; hyperbelische Sp.; logarith-
mische Sp.). Zeichnen Sie diese Kurve und diskutieren
Sie ihren Verlauf fir (qualitativ) verschiedene Werte

von a

Gegeben sei ein Kreis vom Radius a und auf ihm ein Punkt
0, um den sich ein von O ausgehender Strahl dreht, der
den Kreis in einem weiteren Punkt A schneidet. Auf die-
sem Strahl werden von A aus nach beiden Seiten AM, und

1



10.

11.

12.

13.

Xﬁz der Lange 2a abgetragen.
Geben Sie eine Gleichung der Kurve an, die durch die

Punkte M1 und My beschrieben wird (Kardioide)!

Die Endpunkte einer Strecke AB der Lénge a gleiten auf
den Achsen eines kartesischen Koordinatensystems. Die
Geraden AC und BC, die parallel zu den Koordinatenach-
sen liegen, schneiden sich in C, von dem aus das Lot
auf AB geféllt iat. Der LotfuBpunkt sei M. Geben Sie
eine Gleichung fir die Kurve an, die von M durchlaufen
wird (Astroide).

Ein Kreis vom Radius a rollt ohne Reibung auf einer.ce-
raden ab. M sei ein fester Punkt dieses Kreises. Gaben
Sie eine Parameterdarstellung der Kurve an, die der
Punkt M beschreibt (Zykloide).

Ein Kreis vom Radius a rollt ohne Reibung auf einer Ge-
raden ab. Ein Punkt' M liegt auf einem vom Mittelpunkt
des Kreises ausgehenden und mit dem Kreis starr verbun-
denen Strahl im Abstand d vom Kreismittelpunkt aus. Ge-
sucht ist eine Parameterdarstellung der Kurve, die von
M durchlaufen wird. (Fir d <a spricht man von einer
verkirzten Zykloide, fir d> a von einer verschlungenen
oder verlingerten Zykloide.)

Zwei durch Parametergleichungen
x = %, (t), y =y (t), z=z(t), tel, (I, - In-
tervall) bzw.

x = xz(u), Yy = Vz(”)' z = zz(u), u I2 (I, - In-

2
tervall)

gegebene Kurven 1, und 1, heiBen zueinander &quivalent
gdw. (bei fester wahl des Koordinatensystems) eine ein-
eindeutige Abbildung

f von 1, auf 11 existiert mit t a f (u) und

Xy (F (u)) = x5 (u). vy (F (U)) =y, (u).

z, (f (u)) = z, (u).

Gegeben seien Parametergleichungen fir vier Kurven:
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1t x=acost, y=asint, 0<t <2, a40
1

2i x = a cos(u3 +1), vy = a sln(u3 +1), -1 £ us

5'211’-1, a#$0

13: X = cos t , y = sin t , zat,
0<t <4

1 2 2

4% % = cos u” , Yy = sin u—, z = 2u

0=su 2%
Beweisen Sie, daB
a) 11 und l2 einander &aquivalent sind,
b)*l3 und 14 nicht 2ueinander &aquivalent sind,
c) l1 und 13 nicht zueinander &quivalent sind!

8.2. Vektoren

1. wann gilt fir zwel Vektoren a und B die Beziehun
9 g

3+8//3-F>

2. Es sel ABCD ein Parallelogramm und O ein beliebiger
Punkt der Ebene. Weisen Sie nach, daB dann
VA + OC = OB + OO0 giltl Beweisen Sie umgekehrt, daB,
falls far finf Punkte O, A, B, C, D die Beziehung
OA + OC = O8 + O0 erfallt ist, die Punkte A, B, C, D
Eckpunkte eines Parallelogramms sindl

3. Beweisen Sie mit Hilfe von Vektoren:
Zwai Dreiecke, die durch eine Punktspiegelung auseinan-
der hervorgehen, sind kongruent.

4. Gegeben sei ein regelmaBiges Sechseck ABCDEF. Weisen
Sie nach, daB die Beziehung AC = A8 + % AS giltl

5. Es sei ein Viereck ABCD gegeben. Die Gerade, die durch
A verlauft und parallel zu BC 1ist, schneidet dies Diago-
nale BD in einem Punkt M, die zu AD parallele Gerade
durch B schneide die Diagonale AC in N. Weisen Sie
nach, daB die Geraden MN und DOC parallel sind!

6. Es sel ABC ein Dreieck, M ein Punkt auf der Seite AC mit
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10.

11.

AM = % AC sowle N ein Punkt auf der Verliangerung der

Seite BC iuber B hinaus mit BN = BC. Ferner sei P der
Schnittpunkt der Geraden AB und MN. Ermitteln Sie die
Langenverhaltnisse dar Strecken MP und PN sowie AP und
P8B!

Welisen Sie nach:

Die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen (nicht un-
bedingt ebenen) Vierecks sind Eckpunkte eines Paralle-
logramms.

Es sei ABCD A1810101 ein Parallelepiped mit dem
Schnittpunkt O der Raumdiagonalen; M, N, P und Q seien
die Mittelpunkte der Strecken KKI, Eﬁi, CC, sowie DD,.

1 1
Weisen Sje nach, daB folgende Beziehungen gelten:

a) M0 = OF
b) Q0 = ON
c) MV = QF.

In einer geraden, vierseitigen Pyramide ABCODE mit recht-
eckiger Grundfliche sei M Mittelpunkt der Basisfliéche
ABCD, F der Halbierungspunkt der Kante AB sowie G der
Schwerpunkt der Seitenfldche DCE. Ermitteln Sie das
verhaltnis, in dem FG und ME einander teilen!

Es sei ABCDEFGH ein Quader, M der Diagonelschnittpunkt
der Deckfldche EFGH, N dar Mittelpunkt der Kante TG und
P der Mittelpunkt der Strecke MN. Beweisen Sie, daB P
auf der Raumdiagonalen AG liegt und AP : AG = 3 : 4
giltl

Weisen Sie nach, daB sich die Verbindungsstrecken zwi-

schen den Eckpunkten eines beliebigen Tetraeders und

den Schwerpunkten der jeweils gegeniberliegenden Sei-
tenflachen des Tetraeders in einem Punkt schneiden und
jeweils im Verhdltnis 1 : 3 teilenl

Bemerkung: Der Schnittpunkt dieser Strecken heiBt
Schwerpunkt des Tetraeders.
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12.

13.

14.

15,

16.

17.

18.

184

Berechnen Sie die Koordinaten des Schwerpunktes des Te-
traeders mit den Eckpunkten A (O; O; 2), B (1; -1; 8),
C (-1; -1; -1), D (1; =-2; 3)!

Von einem Tetraeder ABCD seien die Eckpunkte A (1; -1;
0), B (4; -3; 1) und C (O; O; 5) gegeben. Berechnen Sie
die Koordinaten des vierten Eckpunktes, falls der Koor-
dinatenursprung Schwerpunkt des Tetraeders ist!

Es sel ABCD ein beliebiges Tetraeder, S sein Schwer-
punkt. Welche Bezishung gilt zwischen SX, 58, SC und
50 unter Bericksichtigung aller vier Vektoren?

Es seien 3 und B Vektoren mit /?/ = 13, /F/ = 19 und

/'; + F/ a 24. Ermitteln Sie den Betrag des Vektors
-
a-F%1

Es seien 3 und B Vektoren mit /a/ = 11, /B/ a 23 und
/a2 - B/ = 30. Ermitteln Sie /3 + B/ 1

Welche Bedingungen missen fir zwei Vektoren 3 und B er-
fillt sein, damit die Beziehung

a) /a +B/ = /3 -/

b) /2 +B/ /3 - B/ oder

c)/?+F/ /’-F/ gile?

Ein Junge schwimmt in ruhendem Wasser mit einer Ge-

schwindigkeit /V:V =1 m s, Der 100 @ brette FluB,

den der Junge Uberqueren will, hat die Strémungsge-

schwindigkeit /V;V = 0,8nm s'i. Berechnen Sie den Ge-

schwindigkeitsvektor (dessen Betrag und Richtung - Win-

kel zum Ufer), wenn der Junge

a) genau senkrecht zur Stromrichtung schwimmt,

b) unter einem Winkel von 45° mit dem Strom

c) unter einem Winkel von 60° gegen dan Strom schwimmt!

Wo und nach welcher Zeit erreicht er jeweils das gegen-

seitige Ufer?

d)'Unter welchem Winkel gegen die Strémungsrichtung
miBte er schwimmen, um auf dem kirzesten Wege quer
uber den FluB zu gelangen? Entspricht dem kirzesten



19.

20.

21.

22.

23.

weg auch die kidrzeste Zeit?
e

-

Unter welchem Winkel gegen die Strémungsrichtung muB
der Junge schwimmen, wenn er die genau gegeniberlie-
gende Stelle des anderen Ufers in kirzester Zeit er-
reichen will, falls seine Laufgeschwindigkeit 2 m 5-1

betrigt? Welche Gesamtzeit bendtigt er?

Gegeben sei ein System von drei Punktmassen, von denen

bekannt ist: ny

(1) my =My, 2= 1

(2) Oer Schwerpunkt deseSystems sei S, die Punktmasse
my befindet sich im Punkt A, LPY in C und my in B.

welche Bezishung gilt zwischen SA, S8 und 5C unter Be-

ricksichtigung aller 3 Vektoren?

Bemerkung: Der Begriff des Schwerpunktes wird hier in

physikalischem Sinne verwendet.

Weisen Sie mit Hilfe des Verfahrens der vollsténdigen
Induktion nach, daB fir beliebige Vektoren 3, 3,, ....
3; und beliebige reelle Zahlen x, Xgo eees Xg die fol-
genden Beziehungen gelten:

X, ¢+ X, ¢+ .« + x) x + X,8 + ... + X 3
= n
a) ( 1 2 .o n a

12 * %2
b) x (3; + 3} * e * 3;) = xg; + x?z *oeee * x:n

Beweisen Sie auf Grundlage der Vektorraumaxiome:
Es existiert genau ein Vektor 3, der die Forderung des

- Axioms 3. erfillt,

Beweisen Sie auf Grundlage der Vektorraumaxiome:

Fir zwel beliebige Vektoren 3, B existieren genau ein
Vektor X mit 3 + X = B | Beweisen Sie umgekehrt, daB
aus diesem Satz die Axiome 3. und 4. folgen!

Weisen Sie nach, daB die Menge der in einem Intervall
<a; b> differenzierbaren Funktionen beziglich der Ad-
dition von Funktionen und der Multiplikation von Funk-
tionen mit reellen Zahlen einen Vektorraum bildet. Ober-
legen Sie dazu 2undchst, wie diese beiden Operationen
exakt definiert werden kdnnen!
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24. Nennen Sie den Nullvektor des Vektorraumes der

a) n - Tupel

b) Polynome héchstens n-ten Grades und

c) in einem Intervall < a; b > differenzierbaren Funk-
tionenl!

Lineare Abhdngigkeit; Komponenten- und Koordinatendar-

186

stellung von Vektoren

In einem Tetraeder ABCD liegt der Punkt E auf der Strek-
ke AB mit AE = 3 EB. Stellen Sie die Vektoren BO, BC,
55, E¥ und EC als Linearkombination der Vektoren 3 = AL,
B =AC und ¢ = AD dart

. Stellen Sie den Vektor X=T- B-J' als Linearkombination

der Vektoren a3 = 2T - 27, B = 5T+ T, T = 67 - 107 dar!
Ist diese Darstellung eindeutig? Geben Sie eine Bedin-
gung an, die erflillt sein muB, damit ein Vektor der
Ebene eindeutig als Linearkombination einer Menge von
Vektoren darstellbar ist!

Weisen Sie nach, daB jeder Vektor ¥ der Ebene als Li-
nearkombination zweier beliebig vorgegebener, nicht
paralleler Vektoren 2. B darstellbar istl

Definieren Sie den Begriff der linearen Unabhdngigkeit
fur

a) zwel Vektoren der Ebene,

b) drei Vektoren des Raumes,

ohne den Begriff der linearen Abhingigkeit zu verwen-
dent

Weisen Sie nachl

Ist eine Menge M von Vektoren linear abhdngig, so exi-
stiert in dieser Menge ein Vektor, der sich als Linear-
kombination der Ubrigen Vektoren darstellen l&Bt.

Beweisen Sie, daB eine Menge von Vektoren, die den
Nullvektor enthdlt, stets linear abhingig istl



10.

11.

12.

13.

Es seien M und N Mengen von Vektoren, wobei M € N und
M linear abhdngig ist. Zeigen Sie, daB dann auch N 1li-~
near abhingig sein muBl

Weisen Sie nach, daB zwei Vektoren 3 und B aic
3a xa? + yaT spwie B = be + be genau dann linear ab-
hangig sind, falls X, Yp = XpYa = 0 gilrty

Weisen Sie nach, daB die Vektoren 3; B und ¢ des Raumes
mit den Koordinaten (xa; Yai za), (xb; Ypi zc) sowie
(xc; Yei z.) bezaglich einer orthogonalen Basis genau
dann linear abhéngig sind, wenn die Beziehung

Xa¥pZc * YaTpXe * Za%pYe T XcYb%a T YePb¥a T Z*bYa < O

erfGlle ist!

Esseien?=’f44?vﬁ?, B‘--ST«»ZT und T=1T -7
drei Vektoren im Raum.
a) Weisen Sie nach, daB ?, B und T eine Basis bilden!
b) Stellen Sie die Vektoren =T+ ZT und
7: 3T - T + 48 boeziiglich der Basis 3, B. T dart

Es sei eine Basis {?1, ?2 f der Ebene
mit /8;/ = 2 und
/-GZ/ a 3 gegeben, wobei die Vektoren

?1 und 3'2 einen Winkel von 120° ein-
schlieBen., Weiterhin seien ?. B, T und
T vektoren derselben Ebene mit der in
der nebenstehenden Abbildung angegebe-
nen Lage beziglich ?1 und ?2 sowie mit
—

/37 =1, /B =4, /& = 3 und

/37 = 2. stellen Ste 7, B, T und 3 be-
zaglich der Basis ?1, 32

darl

Es sei ABCDEF ein regelmaBiges Sechseck. Geben Sie die
Koordinaten der Vektoren AC, AD, AF und EF beziglich

der Basis AB, A anl

Gegeben sei ein Tetraeder ABCS mit den Mittelpunkten
A*, B* und C' der Seiten AS, BS und CS. Ferner seien O
und O° die Schwerpunkte der Oreiecke ABC und A‘B'C'.
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14.

15.

16.-

17.

18€

a) Bilden die Vektoren 30 0~ , O°B” und O°C” eine Basis
des Raumes?

b) Geben Sie - falls dies erfillt ist - die Koordinaten
der Vektoren CS, AC, CA", 0°X, AS, AC', BE' und AET
beziglich dieser Basis an, wobei E' der Mittelpunkt
der Strecke A'C' sein solli

Es sei ABCD ein Parallelogramm mit dem Diagonalen-
schnittpunkt O und es seien E, F die Mittelpunkte der
(gegeniberliegenden) Seiten BC und AD. Geban Sie die
Koordinaten der Vektoren AC, CO, FC, BC, €0, BO und EX

beziglich der Basis ?1, ?2 mit ?1 = A8 und ?2 = A0
anl

Es seien A, B, C, D die Eckpunkte der Grundfliche eines
Quaders, E, F, G, H die entsprechenden Eckpunkte der
Deckfliche. Stellen Sie fest, ob die Vektoren

a) EC, E8, A

b) OF, €3, BT

eine Basis des Raumes bildenl| Beweisen Sie Ihre Aussa-
gel

Gegeben seien vier Punkte A (-2; 3), B (2; -1),
C (6; =-1) und D (2; 3). .
a) Was fir ein spezielles Viereck bestimmen diese vier
Punkte? .
b) Berechnen Sie die Koordinaten des Diagonalenschnitrt-
punktes dieses Vierecks und das MaB des Winkels
<X 0AB |
Gegeben sei ein Vektor 2 mit a = %'i" + %T . Erganzen
Sie diesen Vektor zu einer Orthonormalbasis, d. h. ge-
ben 53 einen Vektor B an, so daB 3; B eine Ortho-
normalbasis 1istl
Hinweis: Setzen Sie B s xT + y? an, und bestimmen Sie
die Koeffizienten x und y. Ist B dadurch ein-
deutig bestimmt? Interpretieren Sie Ihre Ant-
wort geometrischl!



18.

19.

20.

21.

22.

Entwickeln Sie ein zu Aufgabe 17. analoges Verfahren
far den raumlichen Falll

In einem Tetraeder schneiden 'sich die Verbindungslinien
zwischen den Eckpunkten und den Schwerpunkten der je-
weils gegeniberliegenden Seitenflichen in einem Punkt
(dem Schwerpunkt - s. 8.2., Aufgabe 11). Unter welchem
winkel schneiden sich je zwei dieser Linien bei einem

reguldren Tetraeder? (Bindungswinkel von Methan, CH,)

Es sei {O, 1,7, Ff ein Kartesisches Koordinatensystem
des Raumes, P ein Punkt dés Raumes. Leiten Sie die Be-
ziehungen zwischen den Kartesischen Koordinaten x, y, 2z
des Punktes P und seinen sphidrischen Koordinaten

rs /7. X2 (T T+ v und @ = 90° - ¢ (%, m

herlt

Berechnen Sie die kartesischen Koordinaten des Punktes
P mit den spharischen Koordinaten r = 0,7; X = 145° und
P = -35° 4 (Koordinatensysteme entsprechend Aufgabe 20)

Ist die Zuordnung der spharischen Koordinaten zu einem
beliebigen Punkt des Raumes eindeutig bzw. sogar ein-
eindeutig?

Geraden und Ebenen

Ein Sender S wird von zwel FunkmeBfahrzsugen I und II
angepeilt. Im Augenblick der Erfassung von S hat der
FunkmeBwagen I den Standort P, (-300; 800). Er peilrc

S auf einer Geraden durch P1 im winkel 146,3° an (ge-
messen gegen N uiber 0). Der Wagen II am Ort P, (-400;
-300) miBt 26,6°. Wo befindet sich S?

Bemerkung: Die Koordinaten beziehen sich auf ein Koor-

2 (

dinatensystem mit x-Achse in Ost-West- ,
y-Achse in Nord-Sud-Richtung. Die Erdkrim-
mung wird vernachlassigt.

Ermitteln Sie je eine Gleichung der Geraden, auf denen
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die Seiten eines Rhombus liegen, dessen Mittelpunkt der
Koordinatenursprung ist und dessen Diagonalen auf den
Koordinatenachsen liegen. Die Lénge der Diagonalen auf
der x-Achse baetrage 2a und der auf der y-Achse 2b. Wel-
che Langen haben die Seiten des Rhombus?

Eine Gerade g habe die Parametergleichung
oF a t1'a'1 mita, s T + 7.,

1
O = T, atc T, » -4 - 4T und

- -
oF - Wo + tgay mit P (-2; -2) und 3y = T+7.

Bestimmen Sie den funktionalen Zusammenhang zwischen

den Parametern £y und ty, T und Ty sowie t, und t_ |

1 2 3

Gegeben sei das Ahnlichkeitszentrum M (-4; -1) zweier
éhnlicher und Ahnlichkeitslage befindlicher Dreiecke
ABC und DEF sowie die Eckpunkte des kleineren dor bei-
den Dreiecke A (-3; -2), B (2; 0) und C (-1; 1). Der
Ahnlichkeitsfaktor sei k = 3. Geben Sie fur die Gera-
den, die die Seiten des zwoiten Dreiecks enthalten, je
eine Gleichung ani

Gegeben seien die Eckpunkte A (3; 0), B (0; 3) und

C (~-3; =-1) sowie A* (6,5; 2,5), B' (5; 4), C* (4: 2)
zweler Dreiecke ABC und A'B'C'. Beweisen Sie, daB die
Seiten dieser Dreieckspaarweise parallel zueinander
sind und daB sich die Geraden, die jeweils durch zwei
einander entsprechende Punkte beider Dreiecke gehen, 1in
einem Punkt schneiden.

a) Weisen Sie nach, daB die Raumdiagonalen eines Paral-
lelepipeds einander halbieron!

b) Es seien A (1; 1; 1), B (2; 3; 4), C (-1; 6; 7) und
A' (3; 5; 10) Eckpunkte eines Parallelepipeds
ABCDA'B'C*'D'. Berechnen Sie die Koordinaten des
Schnittpunktes der Raumdiagonalenl

Der Schwerpunkt S eines (nicht unbedingt ebenen) n-Ecks
1 "
PyP, ... P hat den Ortsvektor oF - 2 5?; . Weisen

]



10.

11.

12.

13,

14.

Sie nach: wird jeder Eckpunkt P1 mit dem Schwerpunkt Si
der restlichen Eckpunkte verbunden, so gehen n Verbin-

dungslinien durch S.

Geben Sie Parametergleichungen fir

a) die
b) die
c) die
d) die

x-y-Ebene,

x-z-Ebene,

durch 2x -y + 3z = 2 = 0 gegebene Ebene und
durch x + 7 a O gegebane Ebene anl

Geben Sie parameterfreie Gleichungen fur die durch fol-

gende Parametergleichungen gegebenen Ebenen an:

a) oF (

t, 5)-:(T¢To?)»s(s'f-%j'),

b)a?(t. s)=3‘1‘-10?08?*t (?QT) 4s(T+1?) |

In einem Parallelepiped ABCDA'B'C°'D' wurden alle Punkte
der Seitendiagonalen BD mit allen Punkten der Seiten-
diagonalen A'C' verbunden. Welsen Sie nach, daB die
Mittelpunkte dieser Verbindungsstrecken in einer Ebene

liegen!

Liegen Sie sogar auf einer Geraden?

Geben Sie eine Parameterdarstellung des Durchschnitts
der durch

(1) x + y +2z2 -2 a2 0 sowie (2) x +2y +2 - 1= 0
gegebenen beiden Ebenen ani

Oberprifen Sie, ob die Punkte P (11; - %; 9) und
Q (%; 3; T%) den durch die Gleichungen

a) O (t, s) a 3T -R + ¢t (T-) +s (3T + a0,
b) 3x -~y + 8z - 1=0

beschriebenen Ebenen angehéreni

Bestimmen Sie die Lage der durch
(1) x +y -2z =0, 2x -y =2 =0 bzwu.
(2) x + 2y = 2 =20, x +2y + 2z +4 =0

gegebenen Geraden zueinander!

Gibt es einen Schnittpunkt zwischen der Ebene §

mit OF

(s, ) 2 T-Ket (T+30) + s (T-FT+ 1) und



1s.

16.

17.

18.

19.

192

der Stracke mit den Endpunkten Q1 (0; 0; 10) und

Q2 (6; O; 12) ? Bastimmen Sie diesen, falls er exi-
stiert! Bestimmen Sie anderenfalls den Abstand des
Schnittpunktes der Ebens £ mit der Geraden Q1°2
demjenigen der beiden Punkte 01 und Qz, der ndher an
der Ebene £ liegt, als der anderel

von

In welchem Verhiltnis X teilt die Ebene, die durch den
Punkt Po (1. 0; 2) und die Gerade g mit

OF (t) a aT - T-2F+ t (T + T+ B) geht, die Strecke
AZ mit A (-1; 2; 3) und B (O; O; 1) ?

Welche Beziehung muB zwischen den Koeffizienten a, b, ¢
der Ebene £ : ax + by + cz = d bestehen, damit die Ebe-
ne die gerichtete Strecke FIF;'mit Pl (xi; Yqi 21) und
P2 (xz; Yai zz) im Verhiltnis A : 1 teilt ?

Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden, die durch den
Punk.t_‘P (2: O;‘S) g_e‘ht u_n.d die p.eider_LGeradan
9y OP (t) = 34 + 5j + 2k + t (1 + 33) sowie

— - - Fd -> - -~
95 0Q (s) = 7L + J - 4k + s (21 + § - k)
schneidet! Welsen Sie nach, daB eine derartige Gerade
existiert und daB es nur eine Gerade gibt, die die Be-
dingung erfallt!

Untersuchen Sie fir beliebige reelle Zahlen die Lage-

relation zwischen der Ebene

E: ?(r,s):?o]#?&r(? 'k‘)+s(1¢h

und der Geraden

g: 0 () T T R d)Te -1 T
S

und bestimmen Sie gegebenenfalls die Koordinaten des

Schnittpunktes!

Untersuchen Sie die Lagebeziehung zwischen der Geraden
g durch den Punkt Py (1; O; O) mit dem Richtungsvektor
3. -T-7 3 - ® und der Ebeneo(,durch Q, (0; 1:; 0) mit
den Richtungsvektoren a =T+ _], a = T P | Be-
stimmen Sie - falls vorhanden - die Koordinaten des
Schnittpunktes!



20.

21,

22.

8.7.

Es sei die Ebenad-l durch P (1: 1; 0), ?1 a7t T,
-3.2 = 'J' + R, otz durch 2x - y + 3k a 2 gegeben. Eramit-
teln Sie die Lage der beiden Ebenen zueinander. Geben
Sie eine Gleichung fur die Schnittgerade ~ falls vor-

handen - ant

Wie lieBe sich der Winkel zwischen

a) zwei Ebenen,

b) einer Geraden und einer Ebene

sinnvoll definieren? Berechnen Sie die MaBe der ent-
sprechenden Winkel fir die Beispiele aus den Aufgaben
19. und 20. 1|

Bestimmen Sie fiir beliebige reelle Zahlen A die Lagebe-
ziehung zwischen den beiden angegebenen Ebenen, und er-
mitteln Sis gegebenenfalls eine Gleichung der Schnitt-
geraden!
2)€, 0P (r,8) =T+ T+Rur T+ s (FT+H
£, 0P (ros) =T+ T+ Reor Q3T+ + s W%
01(;)
b) €yt x vy +2za 1
Ep i x*+ANy+rza= 3

Parallelprojektion ebener Schnitte durch einen geraden

Kreiskegel
Einteilung der Kegelschnitte

Gegeben sei ein gerader kreiskegel, dessen Erzeugende

mit der Grundkreisebene einen Winkel von 60 Grad bil-

den, und eine den Kegel schneidende Ebene, die mit des-

sen Grundkreisebene einen Winkel von 45 Grad bildet.

Konstruieren Sie Grund- und AufriB des Kegels, der Ebe-

ne und der Schnittfigur sowie deren wahre Gestalt

a) mit Hilfe von Erzeugenden des Kegels,

b) mit Hilfe von Parallelebenen zur Grundkreisebene des
Kegels!
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Ein gerader Kreiskegel werde von einer Ebene so ge-

schnitten, daB die Schnittfigur eine Ellipse ist. Wie

andert sich die Gestalt der Ellipse, wenn

a) bei gleichbleibendeam Kegel die Neigung der Schnitt-
ebene,

b) bei gleichbleibender Ebenenneigung der Neigungswin-
kel der Erzeugenden des Kegels zur Grundkreisebene
des Kegels kontinuierlich gedndert wird?

Gegeben sei ein geradaer Kreiskegel, dessen Erzeugends

mit der Grundkreisebene einen Winkel von 60 Grad bil-

den, und eine den Kegel ‘schneidende Ebene, die mit des-

sen Grundkreisebene einen Winkel von 85 Grad bildet.

Konstruieren Sie Grund- und AufriB der Schnittfigur so-

wie deren wahre Gestalt

a) mit Hilfe von Erzeugendsn des Kegels,

b) mit Hilfe von Parallelebenen zur Grundkreisebene des
Kegels!

Untersuchen Sie das in Aufgabe 2 genannte Problem far
den Fall, daB die Schnittfigur eine Hyperbel ist)

Ein Kegel werde von einer Ebene so geschnitten, daB ei-
ne Parabel entsteht. Konstruieren Sie die Schnittfigur
in wahrer GroBel

Ein gerader Kreiskegel wird von einer parallel zur Ach-
se verlaufenden Ebene geschnitten. Konstruieren Sie
Grund- und AufriB der Schnittfigur sowie deren wahre
Gestalt,

wihlen Sie dabei den Neigungswinkel der Erzeugenden des
Kegels zur Grundkreisebene

a) 60 Grad,

b) 30 Grad,

c) 45 Gradl



Eigenschaften der Kegelschnitte mittels Dandelinscher Ku-

qeln;

Punktkonstruktionen

1.

S.

Konstruieren Sie eine Schar konfokaler Ellipsenl
(Anleitung: Unter konfokalen Ellipsen versteht man El-
lipsen mit gleichen Brennpunkten und unterschiedlichen
Achsenlingen.)

Wie &ndert sich die Gestalt einer Ellipse, wenn bedi
gleichbleibendem a die lineare Exzentrizitdt e kleiner
wird?

Was ergibt sich im Grenzfall e w 0 ?

Zeichnen Sie eine solche Ellipsenschar!

Zeichnen Sie zwei kongruente Ellipsen mit gleichem Mit-
telpunkt, deren Hauptachsen aufeinander saenkrecht ste-
heni

Lésen Sie die Aufgaben 2), 3), 4) des nidchsten Ab-
schnittes entsprechend fir Hyperbeln|

Konstruieren Sie zwei gleichseitige Hyperbeln mit ge-
meinsamen Brennpunktent

wie &ndert sich die Gestalt einer Hyperbel, wenn bei
gleichbleibandem e die GréBe a kleiner wird? Zeichnen
Sie eine solche Hyperbelschar!

Konstruieren Sie zwei Parabeln, deren Scheitel und Ach-
san zusammenfallen und deren Parameter 2p = 8 bzw.

2p = 4 sindl Beschreiben Sie das Verhalten der Parabeln
bei weiterer Verkleinsrung des Parameters|

Beweisen Sie mit Hilfe Dandelinscher Kugeln und der
Ortsdefinition der Ellipse, daB beim Schnitt des gera-
den Kreiszylinders mit einer nicht orthogonal und nicht
parallel zur Achse verlaufenden Ebene die Schnittfigur
eine Ellipse istl
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10.

11.

Beweisen Sie, daB das Bild einer Kugel bei senkrechter
Parallelprojektion ein Kreis und bei schriger Parallel-
projektion eine Ellipse ist!

Gegeben ist ein gerader Kreiskegel K und eine Ebene E,
die zur Achse des Kegels parallel liegt. Der Schnitt
von E und K i1st eine Hyperbel H. Es sei 2a die Lénge
der Hauptachse, e die Brennweite. Beweisen Sie, daB der
Radius der Dandelinschen Kugeln b = o2 - a2 tstl ’

Ein gerader Kreiskegel werde von einer Ebene & ge-
schnitten. Die Schnittfigur sei eine Ellipse. AuBerdem
sei eine der beiden Dandelinschen Kugeln vorhanden. Sie
berdhrt den Kegelmantel lings eines Kreises K und in
die Ebene E in einem Brennpunkt F der Ellipse. Die Ebe-
ne des Kreises K schneidet E in einer Geraden 1. Zeigen
Sie, daB 1 eine Leitlinie der Ellipse ist, d. h., daB
das Verhaltnis der Abstinde jedes Ellipsenpunktes von

F und 1 konstant ist.

Mittelpunktsgleichung der Ellipse und Hyperbel:; Scheitel-
gleichung der Parabel

1.

3.
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Stellen Sie eine Gleichung der Ellipse auf, far die
folgendes gilt:

a) a=5 baig b) 2e = 8; 2a = 10

c) b= 2; 26 = 6 d) a + b= 10; 20 = 4,5
e) 2a = 26; F1 (-10; 0); F2 (14; 0)

f) 2b = 2; F1 (- 1; 1); F2 ( 1; 1)

Berechnen Sie die Achsenldnge der Ellipse
16x2 + 25y2 = 400 sowie die Koordinaten ihrer Brenn-
punktel

Stellen Sie fest, welche der Punkte A1 (-2; 3):

A2 (2; =2); A3 (2; =4); A4 (=1; 3); A5 (-4; =3);

A6 (3;: =1); A7 (3; =2); A8 (2; 1);: A9 (0; 15);

A10 (0; -16) auf, welche auBerhalb und welche innerhalb
der Ellipse 8x2 + 5y2 = 77 liegenl



10.

Berechnen Sie den Flacheninhalt des Vierecks, dessen
Eckpunkte mit den Brennpunkten und den Nebenscheiteln
der Ellipse

2 2
a) x° + 5y© = 20
b) 9x< + 5y2 a1
zusammenfallenl

2

2. y2 = 4 w=xbgen

Die Abszissen der Punkte des Kreises x
a) verdoppelt,

b) halbiert werden.

Ermitteln Sie die entstandene Kurve, und veranschauli-

chen Sie diesel

Stellen Sie die Mittelpunkte der Hyperbel, von der
a) 2a = 6; 2b a8,

b) 2a = 24; 20 = 26,

c) 2a = 8; F1 (-6; 0); F2 (6; 0)

gegeben 1ist, aufl

Stellen Sie die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf,
fur die bekannt ist, daB die Absténde eines ihrer
Scheitelpunkte von den Brennpunkten 9 bzw. 1 betragenl!

Gegeben sei die Ellipse x2 /8 + yz/ 5 = 1. Stellen Sie
die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel auf, deren Schei-
tel sich 1in den Brennpunkten und deren Brennpunkte sich
in den Scheiteln der gegebenen Ellipse befindent

Stellen Sie die Scheitelgleichung der Parabel auf, de-

ren Scheitel im Ursprung liegt und fir die bekannt ist:

a) Sie 1ist symmetrisch beziglich der x-Achse, liegt in
der rechten Halbebene und fir sie ist p = 3.

b) Sie ist symmetrisch bezuglich der x-Achse, liegt in
der linken Halbebene und fir sie ist p = O,5.

c) Sie ist symmetrisch beziglich der y-Achse, liegt in
der unteren Halbebene und fir sie ist p = 0,25.

Stellen Sie die Gleichung der Parabel auf, die durch
den Ursprung geht, den Brennpunkt F (O; =-3) hat und
symmetrisch beziglich der y-Achse istl
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12.

13.

14.

15.
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Welche Kurven haben die folgenden Gleichungen?
a) y = 3/47’16 - xE

b) x = =57y
c)x-4/3m
4y =7

o) y=7-3 -2x

£) x = + -Y49 - y?

Veranschaulichen Sie diese Kurvenl

Berechnen Sie den Wertevorrat der Funktion

a) x = 2 :I.-y2
b) x = =79 + y?
c)x-1/77’49-y2
d) x = - Y73y

e) y = -3 7-2x

f) y = 2/5/x% + 25 1

von einer Strecke konstanter Lange mdgen die Eckpunkte
auf verschiedenen Koordinatenachsen liegen. Welche Kur-
ve beschreibt ein beliebiger Punkt dieser Strecke, wenn
die Endpunkte auf den Achsen gleiten?

Gesucht ist die Seite eines Quadrates, dessen Eckpunkte
auf der Hyperbel :tz/a2 - yz/b2 = 1 liegen. Fir welche
Hyperbeln kann man ein solches Quadrat finden?

Wie lautet die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel,
die durch den Punkt P (5; 3) hindurchgeht und deren
Achsen in den Achsen des Koordinatensystems liegen? Man
bestimme auch die Brennpunkte und die Scheitelpunkte
der Hyperbell



16. Von einer Ellipse sind die Brennpunkte F1 (3; 0),
F2 (-3; 0) sowie ein Punkt P (4; 12/5) gegeben. Gesucht
sind die Ldngen der Ellipsenachsen und die Gleichung
der Ellipsel

17. Gegeben ist eine Ellipse mit der Gleichung
xz/a2 + yz/b2 = 1. Der Ellipse soll ein Rechteck einbe-
schrieben werden, dessen Seiten parallel zu den Achsen
des Koordinatensystems sind und sich wie A : 1 verhal-
ten. Die Koordinaten der Eckpunkte dieses Rechtecks
sind zu bestimmen.

18. Welche der folgenden Gleichungen beschreiben Kurven
zweiter Ordnung? Welche beschreiben insbesondere entar-
tete Kurven zweiter Ordnung, und um was fir einen Ent-
artungsfall handelt es sich dabei jeweils?

a) xz + y2 = a2

b) x2/a2 - y3/b2 o 1
c) x2 s y2 a -1

d) xz/a2 - yz/b2 = 0

Kegelschnitte in achsenparslleler Lage

1. Eine Ellipse berihrt die x-Achse im Punkt P1 (8; 0) und
die y-Achse in P2 (0; -5); ihre Achsen sind den Koordi-
natenachsen parallel. Geben Sie fir die Ellipse eine
Gleichung ant

2. Berechnen Sie fir folgende Kurven a, b, e, M, F1 und
F2

a) 9x2 - 16y2

+ 90x + 32y - 367 = O
b) x = 5 - 3/4y2 - 4y - 12
c)y=-702/5(16¢6x-x2)

2

d) 4x2 + 3y2 - 8x + 12y - 32 2 0
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9.
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Ermitteln Sie die Scheitel- und Brennpunkte folgender
Kegelschnitte, und veranschaulichen Sie ihre Lage im
Koordinatensysteml

2, 9y% - 32x + 18y + 72 = O

b) 4x%2 - y% 4+ 24x + 4y + 3120

a) 16x

Welche Koordinaten hat der Brennpunkt der Parabel
a) y2 = 6x
b) y2 = -5x

¢) (y - 3% =9 (x-1)

d) xz = -6y

e) (x"‘)z' -y ?

Wie lautet die Gleichung der Parabel mit der Achse

y = 2, die durch den Punkt P (5; 7) geht und deren
Scheitel die Abszisse x = 4 hat?

Eine Ellipse berihre die y-Achse in P1 (0; S) und
schneide die x-Achse in P2 (S; 0) und P3 (11; 0). Ihre
Achsen seien zu den Koordinatenachsen parallel. Geben
Sie oine Gleichung far die Ellipse anl

Von einer Hyperbel seien zwei Punkte P1 und P2 bekannt.
Berechnen Sie jeweils ihre Mittelpunktsgleichungl

a) P1 (5; 9/4), P2 (2 6; 3 2/2)

b) P1L (3; 2),. P2 (4: 3)

c) PL ( 3; 4), P2 (0; -2)

Eine Hyperbel liege symmetrisch zu den Koordinatenach-

sen, gehe durch P (6; -2 2), und es sei b'a 2. Stellen

Sie ihre Mittelpunktsgleichung auf, und berechnen Sie
die Abstidnde des Punktes P von den Brennpunktenl

Wie groB ist der Halbparameter der Parabel y2 a 2px,
wenn diese durch den Punkt P (5; 6) geht?



10.

von einer Ellipse sind ein Brennpunkt F1 (3; 0), die zu
diesem gehérende Leitlinie x = O und die numerische Ex-
zentrizitdt € = 1/2 gegeben. Gesucht ist die Gleichung
der Ellipse.

Lageverhdltnisse von Kegelschnitt und Gerade, Tangenten und

Asymptoten

1.

Berechnen Sie die Linge derjenigen Sehne der Ellipse
x2 +,2y2 = 18, die durch den Ursprung geht und den Win-

kel 45 (1; j) halbierti

Berechnen Sie die Schnittpunkte der folgenden Kurvenl
a) (1) x2/25 + y2/9 = 1 (2) y = 2x + 3

b) (1) x2 4 4y2 = 16 (2) vy - 1/3x = 5

c) (1) x2 /36 + y2/16 = 1 (2) y = 2x

Ermitteln Sie die gemeinsamen Punkte der Ellipse

x2 + 4y2 = 4 und des Kreises, der durch die Brennpunkte

der Ellipse geht und seinen Mittelpunkt in deren “obe-
ren” Scheitel hatl

wieviele Tangenten an die Ellipse x2/9 + y/4 = 1 gehen
durch den Punkt P1 (1; 1), P2 (3; 1), P3 (O; 2)? Stel-
len Sie ihre Gleichungen aufl

Ermitteln Sie die gegenseitige Lage der durch folgende
Gleichungen gegebenen Kurven!

a) (1) 2x -y = 3= 0  (2) x2/16 + y2/9 = 1

b) (1) 2x +y - 10 = 0 (2) x2/9 + y?/4 = 1

c) (1) 3x + 2y - 20 = 0 (2) x2/40 + y2/10 = 1

An die Ellipse (x - 5)2/16 + (y - 3)2/4 = 1 seien vom

Ursprung aus die Tangenten gelegt. Berechnen Sie den
Winkel, den sie miteinander bilden!

Gegeben sei die Ellipse x2/9 + y2/4 = 1. Legen Sie
durch den Punkt P (-2; 1) die Sehne der Ellipse, die
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11.

12.

13.

14.

15.
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von P halbiert wirdl

Zeichnen Sie die Hyperbel

2. 18

2

a) x2 - 4y

2

b) 16x% - 9y° = 144

und ihre Asymptoten! Gesucht sind Brennpunkte, Scheitsl
und der wWinkel zwischen den Asymptoten.

Unter welchem Winkel schneiden einander die Asymptoten
einer gleichseitigen Hyperbel?

Von einer Hyperbel seien die Asymptoten und die Lage
der Scheitel bekannt. Konstruieren Sie die Brennpunkte
der Hyperbell

Ermitteln Sie die Schnittpunkte der Asymptoten der Hy-
perbel xz - 3y2
im rechten Brennpunkt der Hyperbel liegt und der durch
den Ursprung gehtli

= 12 mit dem Kreis, dessen Mittelpunkt

Berechnen Sie mit Hilfe der quadratischen Ergdnzung die
Koordinaten des Mittelpunktes und die Halbachsen der
Hyperbel

2

a) 4x° - 48x - 16y“ + 128y - 166 = O

b) x2 + ax - 4y

c) 2x2 - 2x = Yy

- 24y - 36 =0

+ Y = 0

N N NN

d) 4x2 + x - y2+ 2y = 12 |

Stellen Sie die Gleichungen der gemeinsamen Tangenten
des Kreises x2 + y2 = 4 und der Hyperbel
ax? - Qyz = 36 aufl

Berechnen Sie den Punkt der Parabeal y2 a 12x, in dem
die Tangente an die Parabel mit dar Symmetrieachse der
Parabel einen Winkel von 30 Grad bildet!

Stellen Sie die Gleichung der Tangenten an die Parabel
x2 = ax auf, die durch den Punkt P (3; -4) gehen|



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Stellen Sie die Gleichung der Tangente an die Parabel
y2 = 2x auf, die

a) parallel zur Geraden 2x -y + 5 =2 O,

b) senkrecht zur Geraden x + y - 7 = O verlauftl

Das Drahtseil einer Hangebricke habe die Form einer Pa-
rabel. Ihr tiefster Punkt liege 17 m Uber dem Wasser-
splegel, die Aufhdngepunkte seien 95 m voneinander ent-
fernt und mégen sich 33 m Gber dem Wasserspiegel befin-
den. Wie groB sind die Anstiegswinkel des Drahtseils in
den Aufhéngepunkten?

In die Ellipse x2 4 4y2 a 4 sel ein gleichseitiges Drei-

eck einbeschrieben, von deam ein Eckpunkt in den Schei-~

tel 51 (-a; O) fallt. Berechnen Sie die Koordinaten der

beiden anderen Eckpunkte des Dreiecks!

(Hinweis: Im gleichseitigen Dreieck betragen die Innen-
winkel jeweils 60 Gradl)

Beschreiben Sie einer gegebenen Ellipse mit a = 5 und
b = 3 ein Quadrat ein, und legen Sie durch die Eckpunk=-
te desselben die Tangenten an die Ellipse. Wie lang
sind die Seiten des durch die Tangentenabschnitte be-
stimmten Rhombus?

Stellen Sie eine Gleichung fur die Tangente an die El-
lipse xz/a2 + yz/b2 = 1 auf, die auf den Koordinaten-
achsen gleiche positive’ Strecken abschneidet!

Zwel Ellipsen seien durch die Gleichungen xz/a2 + yz/b2
= 1 und xz/b2 + yz/a2 = 1 gegeben. Stellen Sie die Glei-
chungen fir die gemeinsamen Tangenten beider Ellipsen
auf, und berechnen Sie den Flécheninhalt des durch die
Schnittpunkte der Tangenten bestimmten Rhombus!

Stellen Sie eine Gleichung fir die Tangente an die El-
lipse (x = c)z/a2 + (y - d)z/b2 = 1 im Ellipsenpunkt
Py (xo; Yo) aufl

Berechnen Sie den Abstand der Brennpunkte der Hyperbel
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xz/a2 - yzlb2 = 1 von den Asymptoten und den Winkel
zwischen den Asymptoten!

wie lautet die Gleichung der Parabel, die die gleich-
seitige Hyperbel mit der Gleichung x2 - y2 = 1 in dem
Scheitelpunkt S1 (1; O) vierpunktig berdhrt?

Ua den Punkt Po (x.; 0) mit O ¢ Xg < a soll ein Kreis

22 4 22,2 o a2p2

]
beschrieben werden, der die Ellipse
von innen in zwei reellen Punkten berihrt. wie groB ist
der Radius des Kreises, und fir welchen Punkt Py ricken
die beiden Berihrungspunkte im Scheitel 51 (a: 0O) der
Ellipse zusammen? Fir welche Punkte P des gegsbencn
Intervalls ist ein solcher Kreis nicht vorhandan?

Bestimmen Sie den geometrischen Ort der FuBpunkte der
Lote vom Mittelpunkt einer gleichseitigen Hyperbel auf
deren Tangenten!

Beweisen Sie, daB der FuBpunkt des Lotes am Brennpunkt
einer Parabel auf eine ihrer Tangenten auf der Schei-

teltangente liegt.

Hinwels: Man bestimme den Schnittpunkt der Tangente in
- einem Parabelpunkt mit der Scheiteltangente.

Beweisen Sie, daB die Gerade ax + by + c = O genau dann
Tangente der Parabel y2 = 2px ist, wenn pb2 a 2ac gile!

Beweisen Sie, daB die Entfernung des Scheitelpunktes
einer Parabel vom Schnittpunkt einer Tangente mit der
Achse der Parabel gleich der Entfernung des Scheitel-
punktes vom FuBpunkt des vom Berihrungspunkt dieser
Tangonte auf die Achse gefdllten Lotes istl

Zeigen Sie, daB zwei zueinander senkrechte Tangenten
einer Parabel sich auf der Leitlinie schneiden!

Zeigen Sie, daB der Abstand des FuBpunktes des von ei-
nem Parabelpunkt S auf die Parabelachse gefallten Lotes
vom Schnittpunkt der Normalen in S gleich dem Abstand
des Scheitelpunktes der Parabel von ihrer Leitlinie ist.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

Zeigen Sie, daB die Gerade CyX + Coy + Cy = 0 Tangente

an die Kurve xz/a2 + yz/b2 = 1 genau dann ist, wenn

b2c22 + azc2 - c2 a 0 gile.

Beweisen Sie, daB die Mittelpunkte der zu einer Haupt-
achse einer Ellipse der Hyperbel parallelen Sehne die-
ser Kurve immer auf der anderen Hauptachse liegent

Bewelsen Sie, daB die Mittelpunkte paralleler Sehnen
einer Parabel alle auf einer Parallelen in ihrer Achse
liegenl!

Beweisen Sie: Schneidet eine Gerade eine Hyperbel in
den beiden Punkten T1 und T2 und die Asymptoten in den
Punkten s1 und SZ' so haben die Strecken 5152 und T, T

12
dieselben Mittelpunktal

Bewelsen Sie: Der Berihrungspunkt einer Tangente an ei-
ne Hyperbel halbiert die Strecke zwischen den Schnitt-
punkten dieser Tangente mit den Asymptoteni

Beweisen Sie, daB jede in den Asymptoten einer Hyperbel
parallele Gerade diese Hyperbel in genau einem Punkt
schneidet!

Beweisen Sie, daB der Umkreis des Dreiecks, das von

drei Tangenten einer Parabel begrenzt wird, durch den

Brennpunkt dieser Parabel geht! '

Hinweis: Man zeige zunéchst, daB die FuBpunkte der von
einem Punkt aus auf die Seitengeraden eines
Dreiecks gefdllten Lote genau dann auf einer
Geraden liegen, wenn der Punkt auf dem Umkreis
des Dreiecks liegt und verwen?e dann Aufgabe
27.
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Charakteristische Eigenschaften und Besonderheiten der Ke-
gelschnitte

1.

206

Beweisen Sie, daB die Mittelpunkte jeder Schar paralle-
ler Sehnen einer Ellipse auf einer Geraden liegen, die
durch den Mittelpunkt der Ellipse geht!

Die Spiegeloberfléache eines Scheinwerfers werde durch
die Rotation einer Parabel um ihre Symmetrieachse ge-
bildet. Der maximale Durchmesser des Spiegels betrage
80 cm, seine Tiefe 10 cm. In welchor Entfernung vom
Scheitel der Parabel muB man die Lichtquelle anbringen,
wenn sie zur Erzeugung eines parallelen Strahlenbidndels
ia Brennpunkt liegen muB?

Es sei M der Mittelpunkt einer Ellipse mit der groBen
Halbachse a. F1 seil dcr Schnittpunkt einer ihrer Tan-
genten mit der Geraden durch ihre Brennpunkte und P2
der FuBpunkt des Lotes vom Tangentenberihrungspunkt auf

diese Gerade. Beweisen Sie, daB MP1 . MP2 - a2 ist1

Beweisen Sie, daB der Abstand eines Brennpunktes der
Hyperbel xz/a2 - yz/b2 = 1 von ihren Asymptoten gleich
b 1istl

Beweisen Sie, daB der Flacheninhalt des Parallelogramas,
velches von der Asymptote der Hyperbel xz/a2 - yz/b2 = 1
und den durch einen beliebigen Punkt derselben parallel

zu den Asymptoten gefihrten Geraden bestimmt wird, kon-

stant ist und ab/2 betrigti

Beweisen Sie, daB das Produkt der Abstidnde eines belie-
bigen Punktes der Hyperbel xz/a2 - y2/b2 = 1 von ihren

beiden Asymptoten konstant ist und azbz/a2 + b2 be-
trédgti

Gegeben seien eine Ellipse und eine Hyperbel mit ge-
meinsamen Brennpunkten. Beweisen Sie, daB die Tangonten
im Schnittpunkt beider Kurven senkrecht aufeinander
stehenl



10.

11.

12.

13.

14.

Bewaisen Sie,. daB die Tangenten zweier Parabeln mit ge-
meinsamer Achse und einem gemeinsamen, zwischen ihren
Scheiteln gelegenen Brennpunkt, im Scheitelpunkt beider
Kurven senkrecht aufeinander stehenl!

Bestimmen Sie die Mange der Punkte, die beim Spiegeln
eines (des) Brennpunktes eines Kegelschnittes an den
Kegelschnittangenten entsteht!

Bestimmen Sie den geometrischen Ort der FuBpunkte der

von den Brennpunkten einer Ellipse auf ihre Tangenten

gefallten Lotel

Hinweis: Hierzu benutze man die Tatsache, daB jede El-
lipsentangente den Winkel halbiert, den die
Brennstrahlen nach ihrem Berihrungspunkt mit-
einander bilden, und auBerdem, daB bei Verkir-
zung aller von einem Punkt in der Ebene ausge-
henden Strecken um die Hélfte ihrer Lange ir-
gendein Kreis mit dem Radius r in einen Kreis
mit dem Radius r/2 Gbergeht.

Gegsben sind eine Ellipse mit der groBen Achse 2a, den
Brennpunkten F1' Fz und dem Mittelpunkt M sowle ein
Punkt P auBerhalb der Ellipse. Der Kreis mit dem Durch-
messer F1P schneidet den Kreis um M mit dem Radius a in
zwei Punkten Q und Qz. Zeigen Sie, daB FQ1 und PQ2
Tangenten an die Ellipse sind!

Hinweis: Man benutze das Ergebnis der Aufgabe 10.

wie laBt sich die in Aufgabe 11 gegebene Konstruktion
einer Ellipsentangente in die Konstruktion einer Tan-
gente von einem Punkt P aus an eine Parabel Gbertragen?

Bewelisen Sie: Das Produkt der Abstidnde der Brennpunkte
einer Ellipse bzw. Hyperbel von ihren Tangenten ist
gleich dem Quadrat der kleinen Halbachse!

Bestimmen Sie die Menge aller Punkte, von denen aus
zwei zueinander senkrechte Tangenten an die durch die
Gleichung xz/a2 + yz/b2 - 1 = 0 gegebene Ellipse (Hy=-
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perbel) gelegt werdan kénnen.

Hinwels: DOie Berihrungspunkte der Tangenten von einem
Punkt P seien 01 und 32; Man j::ze das skalare
Produkt der Vektorsn PQ1 und PQ, gleich 0. Die

Berechnung der Koordinaten von 01 und Q2 ist

dabei nicht nétig; es genigt, die Koeffizien-

ten der quadratischen Gleichung fir sie heran-

zuziehen.

Beweisen Sie: Haben eine Ellipse xz/a2 + yz/b2 a 1 und
eine Hyperbel xz/a2 - yz/b2 = 1 dasselbe Paar von Brenn-
punkten, so schneiden sie einander in allen vier
Schnittpunkten rechtwinklig (d. h. so, daB in jedenm
Schnittpunkt die Tangente an die Ellipse senkrecht auf
der Tangente an die Hyparbel steht).

Gemeinsame Scheitelgleichung

1.
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Konstruieren Sie nach folgenden Angaben einen Kegel-
schnittl
a) 51 (-9; 0) ,E= 3/2, 11 hat die Gleichung x a -4

b) 51 (-9/4; 0), £¢= 3/4, 12 hat die Gleichung x = 4
c) F2 (1; 0) , E= 1/3, 12 hat die Gleichung x = 9
d) F (5: 0) ,€= 1, 1 hat die Gleichung x = -5

Stellen Sie eine Gleichung des Kegelschnittes auf, des-

sen Brennpunkte auf der x-Achse symmetrisch zua Ur-

sprung liegen und fir den gilt:

a) €= 3/5, e =3

b) E= 5/4, a =8

c) €= 3/2, e = 3
S

d) g= 12/13,b a 5 1

Berechnen Sie die numerische Exzentrizitadt e der Ellip-

se, fiar die gilt:

a) ihre Nebenachse erscheint von den Brennpunkten aus
gesehen unter einem Winkel von 60 Grad,

b) die Strecke F1F2 sieht man vom Nebenscheitel aus un-



10.

ter einem rechten Winkell

Ermitteln Sie die numerische Exzentrizitdt einer
gleichseitigen Hyperbell

Ermitteln Sie die numerische Exzentrizitat der Ellipse,
fir die der Abstand der Brennpunkte gleich dem Abstand
der Endpunkte der groBen und der kleinen Halbachse istl

Stellen Sie eine Gleichung der Bahnkurve des Punktes

P (x; y) auf, bel dessen Bewegung sein Abstand vom

Punkt A (1; O) stets gleich

a) einem Drittel,

b) dem Dreifachen seines Abstandes von der Geraden x = 9
bleibt!

Berechnen Sie die numerische Exzentrizitdt der ellipti-
schen Erdbahn, wenn die Entfernung der Erde von der
Sonne in Sonnennéhe (Perihel) und in Sonnenferne (Aphol)
ndherungsweise sich wie 29 : 30 verhaltenl!

Stellen Sie die Gleichung der Parabel und ihrer Leitli-
nie auf, wenn die Parabel durch die Schnittpunkte der
Geraden x + y = O mit dem Kreis xz + y2 + 4y = 0 geht
und symmetrisch zur y-Achse liegt! Zeichnen Sie den
Kreis, die Gerade und die Parabell

Der Abstand zwischen den Leitlinisan einer Ellipse be-
trage 36 Einheiten, die Abstdnde eines Ellipsenpunktes
von den Brennpunkten dieser Ellipse 9 bzw. 15.
Stellen Sie eine Gleichung dieser Ellipse aufl

Ermitteln Sie die Menge der Mittelpunkte der Kreise,
die durch einen gegebenen Punkt gehen und eine gegebene
Gerade berihrent
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