Jiri Sedlacek

Keine Angst vor Mathematik

1968 Fachbuchverlag Leipzig

MSB: Nr. 67
Abschrift und LaTex-Satz: 2020 https://mathematikalpha.de



https://mathematikalpha.de

Vorwort

Als ich vor Jahren in den Schuldienst eintrat, bemiihte ich mich, die mir anvertrauten
jungen Menschen von der Wichtigkeit der Mathematik zu iiberzeugen.

"Betrachtet die Mathematik nicht bloB als notwendiges Ubel", sagte ich ihnen.
"Nein", antwortete mir ein Schiiler, "wir halten sie fiir ein unniitzes Ubel."

Es ist bedauerlich, dass ein Teil unserer Jugendlichen die mathematischen Kenntnisse,
die sie auf der Schule erwerben sollen, vollig passiv und ohne Interesse aufnimmt. Nicht
nur fir diese jungen Menschen ist das schade, sondern selbstverstandlich auch fiir unsere
gesamte Gesellschaft. Wenn das Ende der Schulzeit herankommt und die Absolventen
sich ihren kiinftigen Beruf wahlen sollen, kann man oft horen:

"Zur Hochschule gehen wir nicht, dort gibt es zuviel Mathematik."

Ein junger Mensch, der seine Zukunft mit einer solchen Einstellung aufzubauen ge-
denkt, wird wahrscheinlich nach einigen Jahren erkennen miissen, dass seine Ansicht
falsch war. Die Mathematik ist keine trockene Biicherweisheit, die eigens erdacht wur-
de, um unaufmerksame Schiiler und Studenten zu argern, und auch keine stumpfsinnige
Rechnerei, die nur dem Erfolg bringt, der eine Formelsammlung auswendig gelernt hat.
Die Mathematik ist vielmehr ein groBartiges Werkzeug, das uns die Arbeit in mannig-
fachen Bereichen erleichtert und in der letzten Zeit auch in Berufe eingedrungen ist, in
denen wir sie niemals gesucht hatten. Ein Facharbeiter, ein Verkaufer im Handel und
ein Bankangestellter kommen nicht ohne numerische Berechnungen aus; ein Fortschritt
der Wirtschaftswissenschaften ist nicht ohne Forschungen denkbar, deren Grundlage die
mathematische Statistik bildet. Blattert man aber in medizinischen Fachzeitschriften,
so sieht man, dass die Mathematik auch in diesem Bereich Eingang gefunden hat.

Im Zeitalter der Atomkraftwerke, der kinstlichen Erdtrabanten und kosmischen Rake-
ten werden die umfangreichsten numerischen Berechnungen zwar von Rechenmaschinen
ausgefiihrt, doch das Programm fiir diese Berechnungen muss der Mensch festlegen.
Uberall werden fahige Menschen gebraucht, und das griindliche Studium der Mathema-
tik wird zweifelsohne auch in den nachsten Jahrzehnten ein untrennbarer Bestandteil
der Allgemeinbildung bleiben.

Die Frage, warum manche Menschen die Mathematik eigentlich so sehr fiirchten, lasst
sich nur schwer beantworten.

Es herrscht die irrige Ansicht, dass eine auBergewohnliche, nur wenigen Gliicklichen
angeborene Begabung erforderlich sei, um den Mathematikstoff der Schule erfolgreich
bewaltigen zu konnen. Es stimmt zwar, dass nicht jeder Mathematikdozent an einer
Hochschule werden kann, doch der Unterschied zwischen der Mathematik und den tib-
rigen Wissenschaften, deren Grundlagen wir in der Schule studieren, ist gar nicht so
groB.

Uber einen Schiiler, der in allen anderen Fachern gute Noten erreicht, aber in Ma-
thematik zurlckbleibt, sollten sich nicht nur seine Eltern und Lehrer, sondern in erster
Linie er selbst Gedanken machen. Geniigt doch bisweilen schon eine kleine Veranderung
in der Lernmethode, das Erfassen einiger Grundbeziehungen des dargebotenen Stoffes,




um zunachst ein Fiinkchen Interesse dafiir zu wecken und aus dem zuriickgebliebenen
schlieBlich einen erfolgreichen Schiiler zu machen.

Die Ursache der Schwierigkeiten beim Studium der Mathematik liegt in der besonderen
Ausdrucksmethode, die wir mathematische Sprache nennen koénnten. Damit die Aus-
drucksweise kurz und klar wird, ersannen die Mathematiker eine Reihe von Symbolen
und Abkirzungen, die fast so etwas wie stenographische Zeichen darstellen. So werden
z.B. Zahlen mit Buchstaben aus dem lateinischen, griechischen und mitunter auch he-
braischen Alphabet bezeichnet; die Beziehungen zwischen den Zahlen werden oft nicht
durch Worte ausgedriickt, sondern man verwendet vereinbarte Zeichen (z. B. schreibt
man anstelle des Satzes "die Zahl a ist kleiner als die Zahl b" kurz a < b) u.a.

Man muss besonders betonen, dass es im Begleittext dieser mathematischen Symbolik
meist auf jedes einzelne Wort ankommt. Fehldeutungen und Missverstandnisse kénnen
bereits aufkommen, wenn wir nur um einziges Wort auslassen. Daher muss ein ma-
thematischer Text um vieles langsamer als ein gewohnlicher Text gelesen Werden; wir
verschlingen nicht Zeile um Zeile und. Seite um Seite, sondern studieren aufmerksam
Satz fir Satz.

In die mathematische Ausdrucksweise dringen jedoch auch Woérter und. Wendungen
aus der Umgangssprache ein, mit denen wir einen Sachverhalt mitunter so deutlich wie
moglich machen wollen. "Diese zwei Jungen sind fast gleich groB", sagen wir zu einem
Bekannten.

Die Wendung "fast gleich groB" wird in der Mathematik mit dem Zeichen =, d.h.
angenahert, nahezu gleich, rund, etwa (vergleiche die Darlegungen iber die angena-
herte Gleichheit auf Seite 47 ), kenntlich gemacht. Wenn dagegen in unserem Text
Wortverbindungen auftauchen, die keinen Anspruch auf vollstandige mathematische
Genauigkeit erheben, setzen wir sie in diesem Buch in Anfiihrungszeichen.

Die Methode der Mathematik unterscheidet sich von den Methoden der tibrigen Wis-
senschaften, die im Lehrplan der Schulen vertreten sind. In der Physik bildet der Versuch
den wichtigsten Bestandteil der Forschung. Wenn wir z.B. einige Metallstabe erhitzen,
beobachten wir, dass sich die Abmessungen der Stabe andern; auf Grund dieser be-
grenzten Anzahl von Versuchen stellen wir den allgemeinen Satz auf: Metalle dehnen
sich bei Erwarmung aus.

Die Erkenntnismethode, durch die wir von besonderen Fallen zu einer allgemeinen
Schlussfolgerung gelangen, heiBt Induktion. Wir nennen daher die Physik eine induktive
Wissenschaft[]

Die induktive Methode lasst sich aber in der Mathematik nicht verwenden, und auch
das unterscheidet diese Wissenschaft zum Leidwesen der Lernenden von den (ibrigen
Disziplinen.

Die Mathematik geht in ihren Uberlegungen im allgemeinen gerade umgekehrt vor,
namlich vom Allgemeinen zum Besonderen; ihre Methode heiBt Deduktion. Doch auch
in der Mathematik ist die induktive Methode sehr fruchtbar, und zwar bei der Aufstel-
lung neuer GesetzmaBigkeiten und Beziehungen. Wenn in der Mathematik irgendeine

IWir diirfen "Induktion" nicht mit der sogenannten mathematischen oder vollstindigen Induktion
verwechseln, die eine sehr wichtige Beweismethode in der Mathematik darstellt.




Behauptung aufgestellt wird, die in einzelnen Spezialfallen richtig zu sein scheint, kon-
nen wir diese Behauptung nicht als allgemein richtig anerkennen, solange ihr mathe-
matischer Beweis nicht erbracht ist; auch eine noch so groBe Zahl von Fallen, die die
Annahme rechtfertigen, geniigt noch nicht als Beweis.

In diesem Buch wenden wir uns an Leser, die die ersten acht Schuljahre absolviert
haben. Nur an einigen Stellen setzen wir die Kenntnis des Lehrstoffs voraus, den die
mittlere Reife erfordert. Wir wollen jedoch darauf hinweisen, dass diese Arbeit kein
Mathematiklehrbuch und auch keine Sammlung von Formeln und Lehrsitzen istP]

Dieses Buch ging aus Vortragen hervor, die ich fiir die Tschechoslowakische Gesellschaft
zur Verbreitung politischer und wissenschaftlicher Kenntnisse und im Auftrag der Ver-
einigung tschechoslowakischer Mathematiker und Physiker gehalten habe. Der Stoff
wird in sieben, nur sehr lose zusammenhangenden Kapiteln dargeboten. Ich mochte
den jungen Leser - in seinem eigenen Interesse - fiir ein ernsthafteres Studium der Ma-
thematik gewinnen und glaube, dass der gangbarste Weg dazu (iber die "unterhaltsame
Mathematik" fuhrt.

Das mathematische Spiel, die mathematische Unterhaltung oder das Ratsel haben sich
in den letzten Jahrzehnten neben den klassischen mathematischen Disziplinen das Recht
auf selbstandige Existenz erobert.

Auf dem V. Weltkongress der Mathematiker, der 1912 in Cambridge stattfand, hielt
der griechische Mathematiker N. Hatzidakis einen Vortrag iiber das Thema "Systema-
tischer Kurs der "unterhaltsamen Mathematik' an der Mittelschule"; der Redner sprach
sich fir die Einfiihrung der "unterhaltsamen Mathematik" in den Schulunterricht aus,
wodurch, wie er sagte, ein groBeres Interesse der Schiiler an diesem wichtigen Gebiet
geweckt und eine Uberbeanspruchung der Lernenden vermieden wiirde. Leider verfolgte
man diesen fruchtbaren Gedanken bisher nicht ernsthaft weiter.

Wir gehen also in diesem Buch vom mathematischen Spiel aus; doch sei betont, dass
viele "harte Niisse" und mathematische Unterhaltungsspiele nicht nur Mittel zur "Ver-
kirzung der Langeweile" sind, sondern zu ernsten Aufgabenstellungen fiihren und. fir
die Anwendung der Mathematik im Verkehrswesen, in der Technik, in den Naturwis-
senschaften und auch im alltaglichen Leben sehr wertvoll sind.

Dieser propadeutische (einfilhrende) Charakter der "unterhaltsamen Mathematik" ist
in ahnlichen Schriften nicht geniigend hervorgehoben worden. Den Ubergang zwischen
dem mathematischen Spiel und dem ernsteren mathematischen Problem bilden die ein-
gekleideten Aufgaben. Auch ihnen wird in unserem Werk Aufmerksamkeit geschenkt;
im letzten, siebenten Kapitel wenden wir uns ausschlieBlich eingekleideten Aufgaben
mit polytechnischer Thematik zu.

Ich bin der Meinung, dass in unserer Publikation auch eine Beschreibung des histori-
schen Hintergrundes nicht fehlen darf, vor dem interessante kleine Werke bedeutender
Mathematiker entstanden.

2Die Begriffe, die wir in unseren Ausfiihrungen verwenden, werden mit Ausnahme der von der Schule
her gut bekannten Dinge meist direkt im Text erklart. Sollte sich jemand (iber einen bestimmten
Ausdruck nicht im klaren sein, konnen ihm die Mathematiklehrbiicher unserer Schulen weiterhelfen.




Der Leser, der sich mit der Mathematik erfolgreich beschaftigen will, darf sich nicht nur
mit einer passiven Aneignung des Stoffs begnligen, sondern muss ihn an entsprechenden
Aufgaben selbstandig durchdenken. Mitunter bereitet uns zwar beim Studium gerade
die Losung solcher Aufgaben die groBten Schwierigkeiten, aber sie garantiert auch den
groBten Nutzen. In diesem Buch haben wir einen bestimmten Teil des zu behandelnden
Stoffes zu Aufgaben verarbeitet, die den Schluss der einzelnen Kapitel bilden.

Die Losungen dieser Aufgaben befinden sich zwar am Ende unseres Biichleins, doch
bitte ich den Leser, sie lediglich zum Vergleich mit dem eigenen Ergebnis zu benutzen.
Nur wenn ein Leser mit einer Aufgabe (iberhaupt nichts anzufangen weiB, sei ihm schon
vorher ein Blick auf die Losung gestattet.

Man darf erwarten, dass dieses Buch auch fortgeschrittenere Leser interessiert. Ich
habe auch an sie gedacht; schwierigere Aufgaben werden mit einem Sternchen (*),
besonders schwere Aufgaben mit zwei Sternchen (**) bezeichnet. Wer solchen Schwie-
rigkeiten noch nicht gewachsen ist, mag diese Abschnitte zunachst auslassen und erst
spater zu ihnen zuriickkehren.

Zum Schluss mochte ich Herrn Dozenten J. Holubafr danken, der das gesamte Manu-
skript dieses Blichleins sehr sorgfaltig durchgesehen und an vielen Stellen zur Verbes-
serung meiner Arbeit beigetragen hat.

Jifi Sedlacek
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1.1 Aufgaben vom Schachbrett

1 Beginen wir mit einem Spiel

1.1 Aufgaben vom Schachbrett

Nicht nur auf Schachspieler (ibte und Gbt das Schachbrett noch immer eine groBe
Anziehungskraft aus; seine 64 Felder haben auch zahlreiche Mathematiker inspiriert.
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Bereits die Art und. Weise, wie man die Schachpartien aufzeichnet (Sehachnotation),
macht dem Uneingeweihten den Eindruck einer mathematischen Aufzeichnung; in der
Schachliteratur wird namlich am haufigsten die sogenannte algebraische Notation ge-
braucht, wobei die einzelnen Felder des Schachbretts so bezeichnet werden, wie Bild 1
veranschaulicht.

Den vertikalen Reihen werden die Kleinbuchstaben a bis h, den horizontalen die Zah-
len 1 bis 8 zugeordnet. Die Felder als Schnittpunkte der Horizontalen und Vertikalen
bezeichnet man mit den betreffenden Buchstaben und der dazugehérigen Zahl.

Das Feld al befindet sich stets zur linken Hand des Spielers, der die weiBen Figuren
fihrt. Ein guter Mathematiker ist in der Regel auch ein guter Schachspieler, und viele
Schachspieler haben, selbst wenn sie keine Mathematiker von Beruf sind, eine Vorliebe
fir mathematische Probleme.

Es ist nicht uninteressant, dass zwei der offiziellen Schachweltmeister, Emanuel Lasker
und Max Euwe, wissenschaftlich tatige Mathematiker waren. Ubrigens brauchen wir
Beispiele nicht im Ausland zu suchen: Unser internationaler Schachmeister Miroslav
Katétov ist Professor der Mathematik an der Karls-Universitat in Prag.

Damit soll freilich nicht gesagt werden, dass das Schachspiel ein mathematisches Spiel
in dem Sinne ist, dass man darin Lehrsitze der Schulmathematik anwendet.

Das Schachbrett hat jedoch bereits vor einigen Jahrhunderten auf indirektem Wege
Eingang in manche mathematischen Lehrbiicher gefunden.

Der beriihmte Mathematiker Leonhard Euler beschaftigte sich gern mit Aufgaben, deren
Grundlage das Schachbrett und die Schachregeln bilden; mit einigen dieser Probleme
wollen wir uns hier bekannt machen.

Wenden wir uns zunachst einer Schachfigur, dem Springer, zu. Die Schachregeln er-




1.1 Aufgaben vom Schachbrett

lauben ihr einen interessanten Zug: Wenn sich die Figur auf dem Feld A (s. Bild 2)
befindet, darf sie alle mit einem Punkt bezeichneten Felder besetzen.

Der Name L. Eulers gehort zu den bedeutendsten in der Geschichte der Mathematik. Da
wir diesem vielseitigen Mathematiker in unserem Biichlein noch mehrere Male begegnen
werden, wollen wir hier seinen Lebenslauf wenigstens skizzieren.
L. Euler wurde 1707 in Basel geboren und starb 1783 in Petersburg. Bereits mit drei-
undzwanzig Jahren war er Mitglied der Petersburger Akademie der Wissenschaften.
1735 erblindete er auf einem Auge, 1766 auch auf dem zweiten.

Er arbeitete jedoch weiter, indem er seine Werke diktierte, und blieb bis zu seinem Tode
wissenschaftlich tatig. Euler gab eine Menge wissenschaftlicher Arbeiten heraus. Seine
Schriften iiber Integralrechnung, Zahlen- und Kurventheorie, Trigonometrie und unend-
liche Reihen bilden eine Grundlage, auf der ein groBer Teil der heutigen Mathematik
aufgebaut ist.

Nicht unbedeutend ist ferner auch Eulers Verdienst um die Einflihrung einer eindeutigen
Symbolik. So stammen z.B. die Namen fiir einige mathematische Begriffe (e, 7, i) von
Euler.

"Eines Tages kam ich in eine Gesellschaft", schreibt Leonhard Euler 1759, "in der
Schach gespielt wurde. Jemand stellte die Frage, ob es moglich sei, mit dem Springer
von einem gegebenen Feld aus das ganze Schachbrett so zu durchwandern, dass jedes
Feld nur einmal besetzt werde."

Aus diesen Worten geht hervor, dass Euler die Springeraufgabe bis dahin unbekannt
war.

Wir verraten jedoch unseren Lesern, dass Autoren verschiedener Lander bereits vor Euler
mit mehr oder weniger Erfolg dieses Problem zu lésen versucht hatten. Die alteste




1.1 Aufgaben vom Schachbrett

europaische Quelle dieses Problems geht auf die erste Halfte des XIV. Jahrhunderts
zuriick.
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Euler gebiihrt jedoch ohne Zweifel das Verdienst, eine mathematische Theorie dieser
Aufgabe entwickelt zu haben.

Es ist durchaus nicht selbstverstandlich, dass es tiberhaupt moglich ist, wenigstens in
einer Weise das Schachbrett so zu durchwandern, wie es in der Aufgabe verlangt wird.
Hatten wir namlich statt des normalen Schachbrettdd ein kleineres mit nur 9 Feldern
(3. Bild 8) gewahlt, so ware es unmdglich, dieses mit dem Springer in der geforderten
Weise zu durchwandern. Vom Feld b2 aus kann namlich der Springer nicht ziehen, auch
kann er das Feld von keinem andern Feld des Schachbretts erreichen. Die Aufgabe ist
also fiir dieses kleine Brett nicht losbar.

Hingegen lasst sich auf dem normalen Schachbrett die Aufgabe leicht erfiillen. Es gibt
sogar sehr viele Moglichkeiten, wie der Springer ziehen kann. Jeder Leser, der es ver-
sucht, wird wohl nach einigen Versuchen erfolgreich sein.

Dies war gewiss auch der Grund dafiir, weshalb Mathematiker und Schachspieler die
Aufgabe noch erweiterten und zusatzliche Bedingungen fiir die Springerziige stellten.
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So schlug bereits Euler vor, den Springer zunachst alle Felder der "unteren" Schach-
bretthalfte durchwandern und ihn erst dann in die "obere" Halfte (ibertreten zu lassen.
Dieses Vorgehen ist in Bild 4 veranschaulicht, in dem die Schachfelder in der Beihen-
folge der Springerziige numeriert sind.

3Unter einem normalen Schachbrett versteht man ein quadratisches Brett mit 64 Feldern.
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1.1 Aufgaben vom Schachbrett

Schwieriger ist jedoch die Losung der "Résselsprungaufgabe”, wenn man die Bedingung
stellt, dass die Reihenfolge der Rosselspriinge ein magisches Quadrat bilden soll.
Bevor wir das im vorigen Jahrhundert entdeckte Schema anfiihren, missen wir einige
Worte iiber magische Quadrate sagen.

Dieses Spiel, das wohl orientalischen Ursprungs ist, verlangt, dass man in jedes der n?
Felder eines Quadrats eine der Zahlen 1, 2, 3, ..., n? so eintragt, dass die Summen in
allen horizontalen und vertikalen Reihen (manchmal auch in den Diagonalen) einander
gleich sind.

Man erkennt mathematisch leicht, dass diese Summen der Zahl $n(1+n?) gleich sind,
die die sogenannte Konstante des magischen Quadrats bildet.

1
So kann man z.B. fir n = 3 das Quadrat zusammenstellen, dessen Konstante 5 3-
(1+3% =15 ist:

294
753
618

Der Name "magisch" wurde diesem arithmetischen Spiel (das vom wissenschaftlichen
Standpunkt aus in die sogenannte Additionszahlentheoridﬂ gehort) im Mittelalter gege-
ben, das solchen Quadraten Zauberkraft zusprach: Amulette mit magischen Quadra-
ten sollten Kinder vor Krankheit, Pferde vor Unfall, Wanderer vor Schlangenbiss usw.
"schitzen".

Wir lacheln heute iiber diese naiven Vorstellungen unserer Verfahren; fiir uns bleiben
die magischen Quadrate nur ein Spiel.

Kehren wir jedoch zu den Springerziigen zuriick. Wir kdnnen das normale Schachbrett
zur Grundlage eines magischen Quadrates wahlen, dessen eingeschriebene Zahlen die
Reihenfolge der Springerziige auf dem Schachbrett angeben. Das wird in Bild 5 ver-
anschaulicht, in dem man auch sieht, dass die Konstante dieses magischen Quadrate

1
wirklich = -8 - (1 + 8%) = 260 ist.
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Bild 5

4Aus dem lateinischen Wort additio: das Zusammenzahlen.
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1.2 Der Turm von Hanoi

Der in Bild 5 beschriebene Zug ist sogar "geschlossen" (d.h., der Springer kann von
dem mit der Zahl 64 bezeichneten Feld auf das mit 1 bezeichnete zuriickgelangen).

1.2 Der Turm von Hanoi

Am Anfang dieses Jahrhunderts erschien ein vierbandiges Werk "Récréations mathé-
matiques"des Franzosen Ed. Lucas. Dieser Mathematiker "lberschwemmte" bereits
im vorigen Jahrhundert illustrierte Zeitschriften mit geistreichen Beitrdgen, von denen
manche noch heute popular sind.

Er liebte es, seinen Ratseln einen exotischen Rahmen zu verleihen und unterschrieb
seine Zeitschriftenartikel mit dem Pseudonym "Mandarin Claus".

Diese Unterschrift trug 1890 auch ein Artikel in der franzosischen Zeitschrift "Cosmos",
in dem Lucas den Lesern ein neues mathematisches Ratsel vorlegte. Die Aufgabe ver-
breitete sich bald tiber die ganze Welt und ist heute unter dem Namen "der Turm von
Hanoi" bekannt.

Stellen wir uns ein Brett mit drei Holzpflocken A, B, C' vor, wie es in Bild 6 schematisch
dargestellt ist. Auf einen der Pflocke (in Bild 6 mit A bezeichnet) sind durchbohrte,
runde Scheiben so gesteckt, dass sie eine Art Pyramide bilden.

Die Aufgabe besteht nun darin, alle Scheiben vom Pflock A auf den Pflock B zu
iibertragen, wobei man immer nur eine Scheibe wechseln, die kleinere auf die groBere
(nicht umgekehrt) legen und von allen drei Pflocken A, B, C' Gebrauch machen darf.

Bild 6

Wir haben bisher nicht gesagt, wie viele Scheiben auf den Pflock A gesteckt sind. In
Bild 6 sind es fiinf, die Aufgabe lasst sich jedoch fiir eine beliebige Zahl Scheiben lésen.
Wenn Sie eine Losung versuchen, werden Sie sehen, dass die Zahl der nétigen Wechsel
schnell anwachst, wenn die Zahl der anfanglich auf dem Pflock A steckenden Scheiben
zunimmt.

Falls man die Aufgabe z.B. fiir fiinf Scheiben I6sen soll, muss man offensichtlich die
unterste (groBte) Scheibe auf den Pflock B ibertragen. Vor dem Wechsel der unteren
Scheibe von A zu B sind die vier restlichen Scheiben auf den Pflock C' zu stecken;
denn die Pflocke A und B miissen zum Wechseln der groBten Scheibe frei bleiben.

Wie man sieht, wird damit die Aufgabe auf den Wechsel von vier Scheiben reduziert,
und es ist auch leicht ersichtlich, dass sich die beim Spiel auszufilhrende Anzahl der
Wechsel vom anfanglichen W zu 2W + 1 vergroBert, wenn die Zahl der Scheiben am

12



1.3 Das Arithmomachiaspiel

Pflock A (in der Grundstellung) um eins anwachst.

Stellen wir eine Tabelle zusammen, aus der die Minimalzahl der Wechsel bei gegebener
Scheibenzahl ersichtlich ist:

Anzahl Scheiben | Anzahl Wechsel
1 1
2 3
3 7
4 15
5 15

Aus der Tabelle ergibt sich als Schlussfolgerung: Wenn der Turm von Hanoi n Scheiben
hat, muss man beim Spiel mindestens 2" — 1 Wechsel ausfiihren. Den Beweis bringen
wir hier nicht; fortgeschritteneren Lesern wollen wir nur verraten, dass dieser Beweis
mit Hilfe mathematischer Induktion gefiihrt werden kann.

1.3 Das Arithmomachiaspiel

Das Spiel, mit dem wir den Leser in diesem Kapitel bekannt machen wollen, zeichnet
sich durch besondere Einfachheit aus, denn man braucht dazu keinerlei Hilfsmittel.
Das bedeutet freilich nicht, dass die Arithmomachia (auch als Nim- oder Fan-Tan-Spiel
bekannt) mathematisch nicht interessant ware - im Gegenteil.

Wir wollen zunachst die einfachste und geldufigste Spielweise fiir den Fall anfiihren,
dass sich nur zwei Spieler, A und B, mit der Arithmomachia unterhalten. Spieler A
wahlt eine beliebige Zahl von 1, 2, 3, ..., 10, Spieler B tut dasselbe und addiert seine
Zahl zu der von A genannten; dann fahrt Spieler A ebenso fort.

Auf diese Weise losen beide einander ab; zu dem zuletzt erreichten Ergebnis addieren
sie stets nach Belieben eine der Zahlen 1, 2, 3, ..., 10. Gewonnen hat, wer als erster
die im voraus festgesetzte Zahl T' (z.B. T — 100) erreicht.

Wie soll man vorgehen, um sich den Sieg zu sichern? Wir wollen dies fiir den Fall
T = 100 beschreiben.

Der Spieler, der die Zahl 89 erreicht, muss gewinnen, Weil sein Gegner durch einmaliges
Addieren 100 nicht erzielen kann. Ahnlich nimmt derjenige, der sich die Zahl 78 sichert,
dem Mitspieler die Méglichkeit, die Zahl 89 zu erreichen; durch zweimaliges Wahlen
kann er sich dann selbst den Sieg sichern.

Wenn wir diese Uberlegungen fortsetzen, sehen wir, dass der Spieler gewinnt, der nach-
einander die Zahlen 1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89 fiir sich in Anspruch nimmt. Diese
Zahlen (die man sich Gbrigens leicht merkt) kann man strategische Zahlen nennen.
Aus der angefiihrten Folge der strategischen Zahlen erkennt man, dass sich der Spieler,
der die erste Wahl hat, den Sieg sichern kann, indem er die Zahl 1 nennt. Wenn jedoch
der erste Spieler die Gesetze des Spiels nicht kennt und eine andere Zahl wahlt, kann
sein Gegner dadurch mit Sicherheit gewinnen, dass er die als erste gewahlte Zahl auf
12 erganzt und dann die angefiihrten strategischen Zahlen konsequent beibehalt.
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1.3 Das Arithmomachiaspiel

Dies ist die gelaufigste Form des Arithmomachiaspieles. Der Leser kann jedoch auch
andere Varianten berechnen:

Wenn z.B. jeder Spieler von den Zahlen 1, 2, 3, ..., 13 wahlen kann und das Erreichen
von T" = 144 den Sieg bedeutet, sind die strategischen Zahlen 4, 18, 32, 46, 60, 74,
88, 102, 116, 130.

Auch bei dieser Spielvariante gewinnt derjenige, der zuerst wahlt, sofern er die Bedeu-
tung der strategischen Zahlen kennt; er beginnt sein Spiel, indem er die Zahl 4 nennt.
Falls aber jeder Spieler aus den Zahlen 1, 2, 3, ..., 7 wahlen kann und das Erreichen
der 80 den Sieg bedeutet, kann im Gegenteil der Spieler den Sieg erzwingen, der als
zweiter an der Reihe ist. Die strategischen Zahlen sind hier namlich 8, 16, 24, 32, 40,
48, 56, 64, 72 (d.h. das Vielfache der 8); der Spieler, der als erster wahlt, kann die
strategische Zahl 8 nicht erreichen und verliert daher die Moglichkeit des Sieges.

Die Arithmomachia wird komplizierter, wenn man gewisse Einschrankungen vornimmt.
So kann man z.B. festsetzen, dass jeder Spieler die zugezahlte Zahl im Spielverlauf
hochstens dreimal wiederholen darf. Durch diese Zusatzregel wird das Spiel interessan-
ter und spannender: eine vollstandige mathematische Theorie dieser Variante ist jedoch
sehr schwierig. Es ist dann auch nicht leicht zu entscheiden, ob es vorteilhafter ist, das
Spiel zu eroffnen oder als zweiter zu spielen.

Eine andere Variante erlaubt, dass der Spieler A eine von den Zahlen 1, 2, 3, .., 9 und
der Spieler B eine von den Zahlen 1, 2, ..., 10 (die Intervalle, in denen man Zahlen
wahlen kann, sind verschieden) wahlt.

Sieger wird, wer als erster die Zahl T" = 100 erreicht.

Bei dieser Variante kann der Spieler B den Sieg erzwingen, wenn er folgendermaBen
verfahrt: Wenn A die Zahl 2 oder eine groBere Zahl wahlt, ergénzt sie der Spieler B
durch seine Wahl so, dass sich die Summe 12 ergibt; er halt weiter an seinen strategi-
schen Zahlen 23, 34, 45, ..., 89 fest und muss gewinnen.

Wenn der Spieler A die Zahl 1 wahlt, erzwingt der Spieler B das Erreichen der strategi-
schen Zahl 12 dadurch, dass er ebenfalls die Zahl 1 (die Summe ist dann 2) nennt. Mag
nun bei seiner zweiten Wahl der Spieler A eine beliebige Zahl von 1, 2, ..., 9 wahlen,
so erreicht Spieler B auf jeden Fall 12 und dadurch auch den Sieg.

Eine andere Variante ware es, wenn die Spieler Zahlen aus Intervallen wahlen kdénnten,
die sich gar nicht liberdecken (der eine z. B. die Zahlen 1, 2, ..., 5, der andere die
Zahlen 7, 8, 9, ..., 12). In diesen komplizierteren Fallen kdnnte es vorkommen, dass das
Spiel unentschieden bleibt, da die im voraus gesteckte Grenze T' nicht genau erreichbar
ist.

Um das zu vermeiden, kann man die Regeln in dem Sinn abandern, dass der Spieler
gewinnt, der als erster die verabredete Grenze iiberschreitet.

Das Arithmomachiaspiel war vor Jahren sehr verbreitet.

Es wurde bereits 1624 von Bachet de Méziriac in verschiedenen Varianten beschrieben.
Statt die Zahlen auswendig zuzurechnen, kénnen die Spieler Spielmarken (Streichhdl-
zer, kleine M[jnzen) von einem Haufchen wegnehmen, wobei die Person gewinnt, die
die letzte Spielmarke einheimst: Selbstverstandlich konnen die Arithmomachia in ent-
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1.4 Sport im Zahlenspiel

sprechend abgeanderter Form auch drei oder mehrere Personen spielen.

1.4 Sport im Zahlenspiel

In den letzten Jahren haben das Sazka- und das Sportkaspiel weite Verbreitung gefun-
den. Auch im Ausland ist diese Unterhaltung beliebt und unter verschiedenen Namen
bekannt. Man sieht gleichsam auf den ersten Blick, dass beide Spiele mit Mathematik
zusammenhangen, und es ist daher angebracht, die Spielenden (iber diese Zusammen-
hange wenigstens in groben Ziigen zu informieren.

Unter den Sazka- und Sportkaenthusiasten sind zwar viele "Spielsysteme" im Umlauf,
es handelt sich jedoch meistens um Spielanweisungen, die nicht auf mathematischer
Grundlage beruhen.

Wir filhren zunachst einige interessante Einzelheiten an, die das Tippen in der Sazka
betreffen. Aus den Spielregeln der Sazka, die wohl den meisten Lesern bekannt sind,
wiederholen wir die folgenden wichtigsten Grundsatze:

Jede Woche wird auf das Ergebnis von zwolf Spielen getippt, wobei jedem Spiel eine
Zeile auf dem Ticket vorbehalten ist. (Von den zwei Ersatzspielen sehen wir ab, da nur
selten eins von ihnen in die zu tippenden Kampfe einbezogen ist.)

Mit einem Einser tippt man auf den Sieg der Mannschaft, die auf der Zeile an erster
Stelle steht, mit einem Zweier auf den der Mannschaft an zweiter Stelle; ein Kreuz
schlieBlich bedeutet ein Unentschieden. Der richtig getippte Kampf, der auf dem Ticket
mit einem Einser bezeichnet ist, zahlt einen Punkt, der mit einem Zweier bezeichnete
zahlt zwei Punkte und der mit einem Kreuz drei Punkte.

Wenn der Tippende das Ergebnis aller Spielkdmpfe erraten hat, hat er Anspruch auf
den Gewinn im ersten Rang. Derjenige, dem ein Punkt fehlt (da er einen Einser nicht
erriet), gewinnt den zweiten Rang. Wem zu einem richtigen Tip zwei Punkte fehlen,
der gewinnt den dritten Rang usw.

Um festzustellen, wie viele verschiedene Tips in der Sazka moglich sind, verfahrt man
folgendermaBen: Auf jeder Zeile kann man sich fiir eines der drei Symbole 1, 2, x
entscheiden; da es im ganzen 12 Zeilen gibt, ist die gesuchte Zahl gleich

3.3....-3=2312—=7531441
12

Der Spieler, der alle diese Moglichkeiten einsetzte, wiirde die Gewissheit haben, den
fir den ersten Rang bestimmten Gewinn zu bekommen; auBerdem wiirde er eine Reihe
Gewinne des zweiten, dritten und vierten Ranges einheimsen.

Sein Gesamtgewinn hinge davon ab, wie viele Einser, Zweier und Kreuze in der betref-
fenden Woche der richtige Tip enthalt. Wenn man die Zahl der Einser, die bei einem
richtigen Tip vorkommen, mit 3; bezeichnet, kann man leicht berechnen, wie viele Ge-
winne des zweiten Ranges ein solcher Spieler erreichen wiirde.

Wenn y = 0 ist, wiirde er keinen dieser Gewinne erzielen. Ist das y positiv, so wird
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1.4 Sport im Zahlenspiel

die Zahl der Gewinne im zweiten Rang durch die Zahl der Tips gegeben, in denen ein
Einser fehlt und statt dessen entweder ein Zweier oder ein Kreuz geschrieben steht; im
ganzen also 2y Gewinne. Analog lasst sich die Zahl der Gewinne im dritten und vierten
Rang berechnen.

Natirlich kann kein Spieler auf alle Tips setzen, um unbedingt einen Gewinn im ersten
Rang zu erzielen. Ein Tip kostet in der Sazka 1 Krone, so dass ein solcher Versuch auf
mehr als eine halbe Million Kronen kame.

AuBerdem fehlt fiir einen solchen Versuch auch die zur Ausfiillung einer so groBen Zahl
Tickets notwendige Zeit.

Neben der Sazka erfreut sich auch eine unter dem Namen Sportka bekannte Lotterie
groBer Beliebtheit. Jede Woche werden aus 49 verschiedenen Sportarten (bezeichnet
mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., 49) sechs Sportarten durch das Los bestimmt.

Das Ticket, auf dem alle diese Sportarten richtig bezeichnet stehen, erzielt den Gewinn
des ersten Ranges.

Der nur fiinf Sportarten erratende Spieler gewinnt den zweiten, der mit vier Sportarten
den dritten Rang usw.

Um die Sportka naher untersuchen zu kénnen, erinnern wir uns an die Begriffe Fakultat
und Binomialkoeffizient (Kombinationszahl). Wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet,
bezeichnet man das Produkt aller ganzen Zahlen von 1 bis n mit dem Zeichen n! und
liest es
dg n Fakultat". Es ist also

n'=1-2-3-4-...-n

AuBerdem setzt man 0! = 1.
Es ist also zum Beispiel: 5! =1-2-3-4-5 = 120.

Wenn die Zahl n anwéachst, wachsen die Werte von n! sehr schnell an, und die Berech-
nung der Fakultat fir groBe n ist ziemlich mithsam. In ausfiihrlicheren mathematischen
Tafeln wird manchmal eine Ubersicht der Werte n! fiir die ersten Dekaden der natiirli-
chen Zahlen n angegeben.

Es wurden auch N&herungsformeln gefunden, die die Berechnung von n! fiir groBe n
erleichtern sollen.

Wenn man ganze Zahlen k,n hat, fir die 0 < k < n gilt, dann versteht man unter
dem Binomialkoeffizienten (Z) (gelesen "n iiber k") den Bruch

n n!
(k) " kl(n—k)!

n

0) = 1 gilt. Wenn k positiv ist, lasst sich der

an Man iiberzeugt sich leicht, dass (
angefiihrte Bruch auch in der Form

(n) _nn—1)(n—2)..(n—k+1)
1-2-3-...-k

k
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1.4 Sport im Zahlenspiel

schreiben; im Zahler und im Nenner gibt es die gleiche Anzahl Faktoren (ndmlich gerade
Ferner ist es zweckmaBig, (Z) =0 fur 0 < n < k zu setzen.
Als Beispiel sei (2) berechnet. Es gilt

8 8! 8! 8-7-6
(3) 3(8—3) 35 1.2.3

Der Binomialkoeffizient (Z) gibt die Zahl der Moglichkeiten an, aus n verschiedenen
Elementen & Elemente zu wahlen (wobei die Reihenfolge der Elementenauswahl unbe-
riicksichtigt bleibt) ]

Kehren wir jetzt zu den Sportkaproblemen zuriick. Zunachst wird uns wohl interessie-
ren, wie viele Male man aus 49 verschiedenen Sportarten 6 herauswahlen kann; diese
Zahl ist durch den Binomialkoeffizienten

49 49! 49! 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44
— = = = 8- 7= 13983816
(6) 6!(49 — 6)!  6!43! 1-2-3-4-5-6
gegeben.

Wenn in der CSSR alle Biirger, Schulkinder und Siuglinge eingerechnet, die Sportka
spielten und jeder von ihnen das Ticket mit anderen sechs Sportarten ausfiillte, wiirde
noch ungefahr eine Million Tips frei bleiben. Daraus ist ersichtlich, dass sich kein ein-
zelner den Sieg in der Sportka dadurch sichern kann, dass er auf alle erdenkbaren Tips
setzt.

Ein Tip in der Sportka kostet 3 Kcs, ein Ticket 0,20 K¢s; der Spieler, der sich alle Tips
sichern mochte, wirde

4
3,20 Kds - (69) = 3,20 Kds - 13983816 = 44748211, 20 Ks

aufwenden missen, also ungefahr 45 Millionen Kronen.

Die Berechnung der Kombinationszahl (469) erklart auch, warum nur sehr selten einer
der Sportkaenthusiasten den ersten Rang gewinnt. In den meisten Spielwochen wird
gemeldet, dass im ersten Rang kein Gewinn zu verzeichnen ist und dass erst auf den
zweiten Rang einige Gewinne fallen.

Einige Spieler versuchen, durch wohliiberlegte Verteilung ihrer Tickets wenigstens einen
vierten Rang an sich zu reiBen, die meisten jedoch verlassen sich auf den Zufall. Sie
verfolgen die Zahlen, die in mehreren vorangegangenen Wochen gezogen wurden.

Sie behaupten namlich, dass es vorteilhaft sei, auf jene Zahlen zu setzen, die langere
Zeit nicht gezogen wurden; andere Spieler ziehen dagegen jene Sportarten vor, die in
letzter Zeit ofters ausgelost wurden.

5Der Name Binomialkoeffizient erinnert daran, dass Zahlen in der Form (Z) eine wichtige Rolle beim
sogenannten binomischen Lehrsatz spielen. Dieser Satz zeigt, wie eine zweigliedrige Zahl (Binom)
a + b in die n-te Potenz erhoben wird oder wie man die Potenz (a + b)™ berechnet.
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1.5 Die bunten Wiirfel des Majors Mac Mahon

Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitstheorie aus muss man jedoch feststellen, dass
weder die einen noch die andern Enthusiasten recht haben. Die Ergebnisse der einzelnen
Ziehungen sind voneinander ganzlich unabhangig. Unrichtig sind auch die Vorstellun-
gen einiger Spieler darliber, wie regel- oder unregelmaBig die gliickbringenden sechs
Sportarten unter den 49 zu wahlen sind.

Die meisten Spielenden setzen nicht gern auf die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, obwohl diese
Sechsergruppe den ersten Rang mit gleicher Wahrscheinlichkeit erzielen kann wie jede
beliebige andere.

Zur Sazka und Sportka kommen wir noch in einigen Aufgaben am Ende dieses Kapitels
zurlick.

1.5 Die bunten Wiirfel des Majors Mac Mahon

Das Spiel des Majors Mac Mahon besteht aus dreiBig gleich groBen Wiirfeln, deren
Flachen in sechs Farben gehalten sind:

Jeder Wiirfel hat eine weiBe, blaue, griine, gelbe, rote und schwarze Flache. Dabei un-
terscheiden sich je zwei dieser Wiirfel durch die gegenseitige Lage der farbigen Flachen
voneinander.

Warum enthalt das Spiel ausgerechnet dreiBig Wiirfel? Weil die sechs Farben gerade auf
dreiBigfache Weise so auf die Wiirfelflachen verteilt werden konnen, dass je zwei Far-
benordnungen voneinander verschieden sind. Man kann sich davon auf folgende Weise
iiberzeugen:

Man stelle sich einen Wiirfel vor, der vor uns auf dem Tisch steht. Eine der sechs Fla-
chen muss weiB sein (man nehme an, dass es die Grundflache ist). Fir die Farbe der
entgegengesetzten (Deck-) Flache gibt es also fiinf Moglichkeiten (sie kann blau, griin,
gelb, rot oder schwarz sein). Wenn man eine dieser fiinf Farben wahlt, bleiben fiir die
Farbe der senkrechtstehenden "Wandflachen"noch vier Moglichkeiten iibrig.

Wenn man diese vier Farben mit A, B, C, D bezeichnet, muss man noch entscheiden,
auf wievielfache Weise man sie auf die vier Wandflachen verteilen kann.

Eine dieser Flachen muss die Farbe A haben; den Wirfel kann man auf den Tisch so
stellen, dass die Farbe A uns zugewandt ist. Fiir die Farbe der hinteren Wandflache gibt
es dann drei Moglichkeiten (Farbe B oder C' oder D). Wenn man sich fiir eine davon
entscheidet, bleiben noch die letzten zwei Farben X, Y und zwei Wandflachen des
Wiirfels (die linke und die rechte) tbrig. Die rechte Wand bekommt also die Farbe X
und die linke die Farbe Y oder umgekehrt (wir haben im ganzen zwei Moglichkeiten).

Wenn man diese Uberlegungen zusammenfasst, so erkennt man, dass man zuerst mit
finf Moglichkeiten gerechnet hat, von denen jede sich in drei Falle und jeder von diesen
sich in zwei mogliche Farbungen Verzweigt. Die Zahl der verschiedenen Farbanordnun-
gen ist also 5 - 3 - 2 = 30, wie bereits oben erwahnt wurde.

Mit den dreiBig Wiirfeln des Mac Mahon lassen sich verschiedene Spiele verabreden;
auf das bekannteste wollen wir hier eingehen.
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1.6 Aufgaben

Von den dreiBig Wiirfeln wahlt man einen beliebigen, den man Muster nennt. Von den
29 (brigen soll man 8 herauswahlen und sie zu einem groBen Wiirfel zusammenstellen,
der die gleiche Farbverteilung wie das Muster hat. Wenn man nichts weiter verlangt,
ist die Aufgabe verhaltnismaBig leicht. Mac Mahon fligte jedoch noch einige andere
Forderungen fiir die Zusammenstellung des Wiirfels aus acht Einzelwirfeln hinzu.

Er verlangte, dass im "groBen" Wiirfel nur Wiirfel mit gleichfarbigen Flachen aneinan-
derstoBen sollen. Wenn z.B. ein Einzelwiirfel eine weiBe Deckflache hat und man darauf
einen weiteren stellt, muss die Grundflache dieses Wiirfels wiederum weiB sein.

Wie man sieht, geht es um einen Zeitvertreib, zu dessen Verstandnis man keine ma-
thematischen Vorkenntnisse aus der Schule braucht. Es wurde zwar eine Theorie dieses
Spiels ausgearbeitet, aber diese kann denjenigen nicht viel niitzen, die sich wirklich mit
den Wiirfeln unterhalten wollen.

In der Theorie wird namlich im wesentlichen bewiesen, dass die Aufgabe eine Losung
hat, die Anweisungen zur Erreichung des Ziels aber sind ziemlich kompliziert. Ein Spieler
kommt jedoch ohne die Theorie aus, und nach ein wenig Ubung wird er in den einzelnen
Fallen die Losung selbst finden.

1.6 Aufgaben

1.1. Wieviel Ziige kann auf einem normalen leeren Schachbrett a) ein Springer, b) eine
Daméd® ausfiihren?
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Bild 7

*1.2. Man soll die kleinste (bzw. groBte) Anzahl der Kénigd'| bestimmen, mit denen das
normale, leere Schachbrett so zu besetzen ist, dass jedes freie Feld von einem Konig zu
erreichen ist und dass dabei kein Konig einen anderen bedroht.

1.3. Auf einem leeren Schachbrett sind funf Damen so aufzustellen, dass sie alle nicht
besetzten Felder decken.

1.4. Auf ein normales, leeres Schachbrett sind vier Damen so zu stellen, dass sie alle
nicht besetzten Felder mit Ausnahme der Felder al, a2, bl, b2 decken.

®Die Dame kann sich bei jedem Zuge beliebig weit vor oder zuriick parallel zu den Seiten des Brettes
oder parallel zu den beiden Diagonalen des Brettes bewegen (s. Bild 7).
"Der Kénig kann nach allen Seiten einen Schritt ziehen oder schlagen.
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1.6 Aufgaben

1.5. Zwei Spieler spielen das folgendermaBen variierte Arithmomachiaspiel: Der Spieler
A wahlt aus den zehn Zahlen 1, 2, 3, ..., 10, der Spieler B aus den zehn Zahlen 6, 7,
8, . . ., 15 eine beliebige Zahl. Es gewinnt derjenige, der die Zahl 100 iiberschreitet.
Kann der Spieler A, der anfangt, den Sieg erzwingen?

1.6. Zwei Spieler - A, B - verabreden miteinander folgendes Spiel:

In zwei Haufchen liegt eine bestimmte Anzahl Spielmarken (Streichhdlzer, Miinzen u.
a.). Der Spieler A nimmt von einem beliebigen (aber nur einem) Haufchen eine beliebige
Anzahl Spielmarken fort, dann nimmt wieder der Spieler B auch eine beliebige Anzahl
Spielmarken von einem beliebigen Haufchen, dann folgt der Spieler A usw.

Es gewinnt derjenige, der als letzter Spielmarken einheimst. Kann der Spieler A, der
als erster am Zug ist, den Sieg erzwingen? Wie soll er vorgehen?

1.7. Die Regeln aus der vorangehenden Aufgabe 1.6. sind so abzudndern, dass derjenige
Spieler verliert, der als letzter Spielmarken wegnimmt. Kann der Spieler, der den ersten
Zug macht, den Sieg erzwingen?

*1.8. In der Sazka wurden x Einser, y Zweier und z Kreuze gezogen (z +y + z = 12).
Berechnen Sie, wie viele Tips einen Gewinn im dritten und vierten Rang erreichen kon-
nen.

1.9. In der Sazka wurden 4 Einser, 6 Zweier und 2 Kreuze ausgelost. Wie viele Tips
konnen den Gewinn im ersten, zweiten, dritten und vierten Rangerzielen? (Benutzen
Sie die Ergebnisse der vorangehenden Aufgabe.)

1.10. Bei welcher Verteilung der Einser, Zweier und Kreuze entsteht in der Sazka die
groBte Anzahl von Tips, die einen Gewinn im zweiten Rang erzielen kénnen?

*1.11. Bei welcher Verteilung der Einser, Zweier und Kreuze entsteht in der Sazka die
groBte Anzahl von Tips im dritten Rang?

*1.12. Wieviel verschiedene Gewinne des zweiten, dritten und vierten Ranges gibt es in
der Sportka?

1.13. Auf wievielfache Weise kann man die Ecken eines gegebenen regelmaBigen Vier-
flachs ABGB mit den Zahlen 1, 2, 3, 4 so bezeichnen, dass keine zwei so "numme-
rierten" Vierflache durch eine passende raumliche Verschiebung gleichgesetzt werden
konnen ?

1.14. Man versuche, ein magisches Quadrat von 16 Feldern zu konstruieren.
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2.1 Bilder sind manchmal triigerisch

2 Wirklichkeit und Tauschung

2.1 Bilder sind manchmal triigerisch

Ein illustrierter Roman liest sich besser als ein Buch ohne Bilder. In einem Lehrbuch
der Geographie kommt man ohne Skizzen und Landkarten nicht aus, ein Buch tber
Biologie oder Botanik kann man sich ohne Bildmaterial (iberhaupt nicht vorstellen.
So wird der Autor des Textes von dem lllustrator und dessen Werk begleitet; Bilder
helfen dem Leser, in den Stoff einzudringen, klaren Begriffe und erhdhen die Anschau-
lichkeit. Uberhaupt gewinnen wir wohl die meisten Erfahrungen iiber unsere tagliche
Umwelt mit dem Auge.

Auch in mathematischen Lehrbiichern findet man in der Regel eine Reihe von Abbil-
dungen, und niemand, der sich mit Geometrie beschaftigen will, wird ohne Zeichen-
hilfsmittel, wie Bleistift, Lineal, Zirkel, Winkelmesser oder Kurvenlineal, auskommen
kénnen.

Man braucht jedoch nicht besonders hervorzuheben, dass mathematische Figuren eine
ganz andere Gestalt und Funktion haben als Romanillustrationen oder Bilder in einem
Lehrbuch der Botanik.

Welche Bedeutung hat ein Bild bei mathematischen Uberlegungen? Es ist ein sehr
wertvolles Hilfsmittel, das unser Vorgehen anschaulicher macht und unserem Gedachtnis
nachhilft.

Wenn wir ohne Abbildungen arbeiteten, dhnelten wir Schachspielern, die eine Partie
"blind" spielen - ohne Figuren und ohne das Schachbrett anzusehen.

Solche Schachspieler gibt es, und ich zweifle nicht daran, dass manche der erfahreneren
Leser geometrische Schulaufgaben I6sen kénnen, ohne vorher eine Skizze gezeichnet zu
haben; das setzt jedoch Ubung und ein gutes Vorstellungsvermégen voraus.

Die Bedeutung eines Bildes darf andererseits nicht (iberschatzt werden. Gerade seine
Anschaulichkeit kann uns manchmal zu ganz falschen Schlussfolgerungen verfiihren.

AuBerdem kénnen wir niemals ganz sicher sein, bei der Zeichnung keine Ungenauigkeit
begangen zu haben, die das ganze Ergebnis negativ beeinflussen kénnte. Auch der beste
Zeichner kann ohne mathematische Uberlegungen nicht beweisen, dass drei Geraden,
die sich in seiner Zeichnung schneiden, wirklich einen gemeinsamen Schnittpunkt ha-
ben. Selbst wenn man aufs sorgfaltigste gearbeitet hat, kann man niemals ausschlieBen,
dass Folgerungen, die sich scheinbar aus der fertigen Zeichnung ergeben, durch zufallige
Ungenauigkeiten der Zeichnung hervorgerufen sein konnten.

Ubrigens kann sich der Leser selbst davon iiberzeugen, dass Misstrauen zu einem ge-
zeichneten Bild manchmal sehr berechtigt ist. Wir wollen das an einem Beispiel zeigen,
das in der Schule einen Priifstein genauen Zeichnens bildet, am sogenannten Feuer-
bachschen Neun-Punkte-Kreis.

Bild 8 zeigt ein Dreieck ABC'. Drei Geraden AA;, BB;, CC; die in der Abbildung
gestrichelt sind, stellen die Hohen dieses Dreiecks dar. Jeder Leser weiB aus der Schule,
dass sich diese drei Hohen in einem Punkt schneiden (H in Bild 8).
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2.2 Was sind optische Tauschungen?

Der Punkt A, ist die Mitte der Seite BC, der Punkt By die Mitte der Seite C'A und
der Punkt C5 die der Seite AB.

Der Punkt A3 halbiert die Strecke AH, der Punkt Bs die Strecke BH und der Punkt
C5 die Strecke C'H.

Nun wollen wir uns jene neun Punkte, die wir mit A;, By, C1, Ay, By, Csy, A3, Bs,
C5 bezeichnet haben, naher ansehen. Die Zeichnung legt uns den Gedanken nahe,
dass alle neun Punkte auf einem Kreis liegen - oder nur auf einer einem Kreis sehr
"ahnlichen"Kurve.

Wir verraten gleich, dass die aus dem Bild abgelesene Vermutung lber den Kreis dies-
mal richtig ist. Die konstruierten Punkte liegen wirklich auf der Peripherie des Kreises,
wovon man sich durch einen genauen mathematischen Beweis (iberzeugen konnte (der
Beweis ist jedoch einigermaBen schwierig, weshalb wir ihn weglassen). Da die Konstruk-
tion der genannten neun Punkte ziemlich kompliziert ist, schleicht sich fast immer ein
Fehler in die Zeichnung ein. Man muss ein recht gewandter Zeichner sein, wenn der
Feuerbachsche Neun-Punkte-Kreis wirklich durch alle verlangten Punkte gehen soll, wie
es Bild 8 veranschaulicht.

2.2 Was sind optische Tauschungen?

Das Beispiel des Feuerbachschen Kreises zeigt, wie wichtig es fiir einen Mathematiker
ist, sich mit den verschiedenen Fallstricken bekannt zu machen, die Vorstellungs- oder
Anschauungskraft auslegen konnen. Ein Mathematiker verlasst sich niemals auf Aus-
kiinfte, die sich aus mehr oder weniger unvollkommenen Bildern ergeben und nimmt
sie nur als (wenn auch manchmal sehr wertvolle) Anregungen hin, um alles von neuem
und grindlich zu Uberlegen. Ein Bild, das zeigt, dass unser Auge und unsere Vorstellung
nicht immer als verlassliche Richtschnur dienen und dass manchmal das Gegenteil von
dem wahr ist, was man Ubereilt erwarten wiirde, nennt man (nicht ganz zutreffend)
eine optische Tauschung.

Die Lehre von den optischen Tauschungen wurde grindlich und bis in einzelne Details
ausgearbeitet. Betrachten wir jene optischen Tauschungen naher, die eine direkte Be-
ziehung zur Mathematik und ihrer Anwendung haben. Zunachst missen wir uns jedoch
einige Begriffe eines etwas entlegeneren Gebiets klarmachen.

Aus dem Physikunterricht wissen wir noch, dass das Auge einem photographischen
Apparat ahnlich ist. Das Objektiv des Apparate vertritt hier die Augenlinse, die licht-
empfindliche photographische Platte die Netzhaut. Auch ein gesundes Auge weist eine
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2.3 Falsches Schatzen von Liange und Entfernung

Reihe optischer Fehler auf, mit denen sich die geometrische und die medizinische Optik
befassen.

Der deutsche Physiker Helmholtz duBerte iiber die Mangel des Menschenauges sogar
folgendes:

Wenn sich ein Optiker unterstehen wiirde, ihm ein Instrument mit solchen Mangeln,
wie sie ein Auge hat, zu verkaufen, wiirde er sich fiir berechtigt halten, die Qualitat
seiner Arbeit scharf zu tadeln und ihm das Instrument unter Protest zuriickzugeben.

Das ist freilich ein wenig (ibertrieben. Wir haben keinen Grund, unser Auge so abfallig
zu beurteilen. Gabe es keine optischen Tauschungen, so waren wir z.B. um alle Schatze
der Malkunst gebracht und kénnten weder Filmvorstellungen noch Fernsehprogramme
verfolgen.

Man lese nur, was 1774 Leonhard Euler schrieb:

"Wenn wir gewohnt waren, iber Dinge nur nach der Wirklichkeit zu urteilen, konnte fiir
uns die Malkunst lberhaupt nicht existieren, und es ware um uns so bestellt, als seien
wir blind. Der Maler wiirde vergebens alle seine Kunst aufs Farbenmischen verwenden.
Wir wiirden sagen: Hier, auf dieser Platte, ist ein roter Fleck, hier ein blauer, dort sind
einige weiBe und hier einige schwarze Linien. Alle befinden sich in derselben Ebene,
man sieht ihnen keinen Entfernungsunterschied an.

Man konnte keinen einzigen Gegenstand abbilden. Alles auf dem Bild kime uns wie eine
Schrift auf dem Papier vor. Bei aller Vollkommenheit waren wir arm daran, denn wir
waren jedes Vergnligens verlustig, das uns die so angenehme und niitzliche Malkunst
bringt."

Optische Tauschungen sind manchmal schwierig zu erkléren, ist doch z.B. schon das
Schatzen von Entfernungen und Langen ein komplizierter Prozess, bei dem Erfahrung
und Ubung eine bedeutende Rolle spielen. Meistens geht es nicht um eine durch Au-
genfehler verursachte Tauschung, sondern um einen Trugschluss auf Grund unrichtiger
Deutungen.

Wir sollten daher eigentlich besser von Trugschliissen als von optischen Tauschungen
sprechen; aber der Name "optische Tauschung" ist bereits eingebiirgert.

2.3 Falsches Schatzen von Lange und Entfernung

Die Entfernung von Gegenstanden beurteilt man oft nach der jeweiligen "Ermidung"
des Auges, das die betreffende Strecke durchlaufen muss. Daher erscheint uns eine
senkrechte, auf eine Tafel gezeichnete Strecke langer als eine in Wirklichkeit gleich
lange waagerechte. Wenn man versucht, ohne Lineal auf der Tafel ein Quadrat mit
waagerechter Grundlinie zu zeichnen, und dann das Bild mit einem Lineal nachpriift,
so fallt das Quadrat gewohnlich niedriger aus, als es sein sollte.

Einige Druckbuchstaben halt man unwillkirlich fiir symmetrisch zu einer horizontalen
Achse.

Der Zeichner der Buchstaben B, H, S oder der Ziffer 8 rechnete mit dieser optischen
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2.3 Falsches Schatzen von Liange und Entfernung

Tauschung und hat daher den oberen und unteren Teil dieser Buchstaben ungleich
groB entworfen. Der Leser wird diese kleine Asymmetrie kaum wahrnehmen, nur wenn
der Druckfehlerteufel die Buchstaben zufallig auf den Kopf stellt, wird man von der
Asymmetrie (iberrascht:

BHS 8 8 SHY

Mit fiinfzehnjahrigen Schiilern machte ein Lehrer folgenden Versuch:

Er gab ihnen auf, die Lange und die Breite des Schulkatheders, das sie alle Tage vor
Augen hatten, zu schatzen und das Ergebnis aufzuschreiben. Bei der Auswertung der
Resultate stellte es sich heraus, dass die Schiler die Lange (horizontal gemessen) im
groBen ganzen richtig abschatzten, wahrend sie die Hohe (in vertikaler Richtung) fast
alle iberschatzten.

Mit solchen Schatzfehlern muss auch ein Bildhauer bei der Wahl der Dimensionen von
Statuen rechnen, die in verschiedener Hohe angebracht werden und trotzdem natiirlich
wirken sollen.

Ein anderer Irrtum beim Langenschatzen kann dadurch verursacht werden, dass man
statt der Lange unwillkirlich die FlachengroBe abschatzt. Wenn man mit Hilfe eines
Lineals die Hohe des gleichschenkligen Dreiecks in Bild 9 halbiert, ist man iiberrascht,
da der Halbierungspunkt (scheinbar) zu hoch angebracht ist. In der unteren Bildhalfte
sieht man namlich eine groBere Flache als in der oberen.

Mit Hilfe des Lineals kann man sich iiberzeugen, dass in Bild 10 die Strecke AB nicht
langer ist als BC'. Hier beurteilt man unwillkiirlich wieder die Flache der Rhomben,
deren Diagonalen durch die zu schatzenden Strecken dargestellt werden.

/

[ /

A Bild 9 und 10

Eine ahnliche Erscheinung sieht man in Bild 11; auf einer (nicht gezeichneten) horizon-
talen Geraden sind drei Punkte gegeben, die nicht besonders bezeichnet, aber durch
die Scheitelpunkte von drei Winkeln (in der Form <, >) dargestellt sind.

Von den zwei Strecken, die auf diese Weise auf der Geraden entstehen, ist die linke durch
finf Striche in gleiche Teile zerlegt. Man soll abschatzen, um wie viele solche Teile die
rechte Strecke kirzer ist als die linke. Man schatze zunachst und messe anschlieBend
mit dem Lineal nach.

In einigen Fallen fallen zwei optische Tauschungen so zusammen, dass sie einander
unterstiitzen. Das haben wir eigentlich bereits in Bild 11 gesehen, wo die Beurteilung
der Lange nach der FlachengroBe (begrenzt durch die angedeuteten Winkelschenkel)
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2.3 Falsches Schatzen von Liange und Entfernung

noch dadurch erganzt wurde, dass eine geteilte Strecke in der Regel groBer erscheint
als eine gleiche Strecke ohne Teilpunkte. Jeder, der sich fiir geschmackvolle Bekleidung
interessiert, weiB, dass man durch passende Muster eine Person entweder voller oder
schlanker erscheinen lassen kann.

)

Eine weitere Tauschung, die zu einer unrichtigen Wertung der GroBe oder Lange fiihrt,
wird dadurch hervorgerufen, dass man diese unwillkirlich mit einer anderen GroBe oder
Lange vergleicht.

/

Bild 11

In Bild 12 ist ein ungleichseitiges Viereck gezeichnet;
im Inneren sieht man unweit von den Seiten zwei Stre-
cken. Man soll entscheiden, welche von den Strecken
kiirzer ist.

Bild 12

In Bild 13 beurteilt man die Lange der mittleren Stre-
cke danach, ob sie zwischen kiirzeren oder langeren
Strecken liegt. Dieselbe Strecke scheint in der oberen
Halfte des Bildes langer als in der unteren.

Bild 13
In Bild 14 kann man sich durch Nachmessen (iberzeugen, dass die beiden mittleren

Kreise denselben Durchmesser haben, obwohl sie auf den ersten Blick verschieden groB
erscheinen.

Bild 14

Diesen Langen- und GroBenkontrasten begegnet man tibrigens auch im Alltagsleben.
Wenn man in einem engen Treppenhaus Manner trifft, die ein Klavier tragen, scheint
das Instrument riesengroB. Auf einer weitlaufigen Bithne kommt es uns viel kleiner vor.
Einen Autobus, der taglich durch unseren Ort fahrt, halten wir nicht fiir sehr gerdumig;
wir sind jedoch von seiner GroBe iiberrascht, wenn wir ihn in der Reparaturwerkstatte
sehen.
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2.4 Merkwiirdiges von Parallelen und Senkrechten

e

Iy

Bild 15

Bild 15 erinnert an zwei gleich hohe PapierstoBe, der linke ist mehr, der rechte weniger
zur Seite verschoben. Man soll entscheiden, welche Strecken langer sind - die im linken
oder die im rechten Teil des Bildes. Das scheinbare Ergebnis triigt, die Strecken sind
in Wirklichkeit gleich lang.
Eine interessante lllusion entsteht, wenn weiBe und
schwarze Farbe miteinander kontrastieren. In Bild
‘ 16 sieht man gleich groBe schwarze Kreise, die
in den Scheitelpunkten eines (nicht gezeichneten)
gleichschenkligen Dreiecks angebracht sind. Man soll
abschatzen, wie viele solche Kreise in den freien Raum
zwischen den zwei unteren Kreisen und dem oberen
Kreis noch hineinpassen. Man ist nicht sicher, ob es
vier oder fiinf Kreise sein werden. Das gemessene
. ° Bild 16 Resultat ist (iberraschend: Es gibt gerade Platz fiir
drei solche Kreise.

Wie ist diese Tauschung zu erklaren? Es geht um die sogenannte Irradiation (Hinlber-
strahlen), unter deren Einfluss dem Auge die schwarzen Gegenstande kleiner erscheinen

als eine gleich groBe weiBe Flache.

2.4 Merkwiirdiges von Parallelen und Senkrechten

Leicht verschatzt man sich bei parallelen oder bei aufeinander senkrecht stehenden
Geraden und bei der GroBe von Winkeln.
Die ZoélInerschen Parallelen (Bild 17) erwecken bei fliichtigem Blick den Eindruck aus-

einanderlaufender Linien.
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Bild 17, 18

In Bild 18 scheinen die Parallelen gekriimmt zu sein, in Bild 19 kommt uns das Quadrat
unter dem Einfluss der konzentrischen Kreise ein wenig deformiert vor.
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2.5 Vom raumlichen Sehen

Zwei Parallelen schneiden in Bild 20 eine Gerade; ist es wirklich eine Gerade, oder ist
ihr unterer "Teil" ein wenig verschoben?

Der Winkel, den die Gerade in Bild 20 mit den Parallelen einschlieBt, betragt ungefahr
15°. Wenn man ein ahnliches Bild fiir einen Winkel von 45° oder dariiber konstruiert,
entsteht die Tauschung nicht.
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' Bild 19 und 20

In den letzten vier Fallen kam die Tauschung dadurch zustande, dass unsere Aufmerk-
samkeit durch einige Einzelheiten der Abbildung abgelenkt wurde. Auf gemusterten
Textilien mit vielen winzigen Details entdeckte man durch Zufall eine Reihe optischer
Tauschungen.

Jeder diirfte bemerkt haben, dass z.B. ein Tischtuch mit kleinen, aber ausgepragten
Mustern manchmal sogar unangenehm wirkt (volkstiimlich sagt man, dass einem "die
Augen Ubergehen").

Diese Eigenschaften von Mustern und Ornamenten missen die Gestalter und Produ-
zenten von Textilwaren berlicksichtigen, wenn sie ihre Kunden zufriedenstellen wollen.

2.5 Vom raumlichen Sehen

Vor einiger Zeit wurde ein interessanter Versuch durchgefiihrt. Kindern der ersten Klasse
wurde auferlegt, einige Gegenstande, die sie um sich sahen, einen Tisch, einen Ball auf
dem Boden, einen Ziegel, zu zeichnen.

Die Ergebnisse des Versuchs zeigten, dass sogar Kinder im Vorschulalter Vorstellungen
iber dreidimensionale Gegenstande ihrer Umgebung besitzen und diese unbeholfen in
spitzwinkliger Projektion zu zeichnen versuchen.

Dreidimensionale Gegenstande auf einer ebenen Bildflache wiederzugeben ist eine ver-
haltnismaBig schwierige Aufgabe, mit der sich ein mathematisches Sonderfach, die
darstellende Geometrie, befasst.

Viele Menschen haben die darstellende Geometrie nicht
erlernt, sind aber trotzdem imstande, verstandliche
Skizzen eines raumlichen Gegenstandes zu zeichnen.

Wenden wir uns der umgekehrten Aufgabe zu: Wir missen
erst lernen, auf einem Bild einen Gegenstand im Raum
und kein Liniengewirr zu sehen. Dieses "Lernen" verlauft
freilich bei den meisten von uns spontan, da viele Bilder in
Biichern, Zeitungen oder auf Plakaten "dreidimensionale"
Gegenstande darstellen.

Bild 21
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2.5 Vom raumlichen Sehen

Wir bringen hier einige Tauschungen, die mit der Darstellung von Gegenstanden im
Raum im Zusammenhang stehen.

In Bild 21 sehen wir das Bild eines Wiirfels, auf dessen zwei Vorderwandflachen einige
Strecken gezeichnet sind. Wenn man sich wirklich in die Vorstellung hineinlebt, dass
die Zeichnung einen Wiirfel darstellt, wird man nicht imstande sein, die gegenseitige
Lage der Strecken an den Wiirfelwanden richtig zu beurteilen.

So wird man die untere Strecke an der rechten Wand wohl fiir "schrag" relativ zur
entsprechenden vertikalen Strecke erklaren (obwohl dieses Paar einen rechten Winkel
bildet). Ebenso ist die obere Strecke an der linken Vorderwand relativ zur vertikalen
Strecke senkrecht (und nicht schrag). Anderseits sind wir bereit zu behaupten, dass
die ubriggebliebenen zwei Strecken an den Wanden (oben rechts unten links) senkrecht
zu der Vertikale stehen, obwohl sie im Bild mit den vertikalen Strecken keinen rechten

Winkel einschlieBen.

=

Bild 22 und 23

Bild 22 stellt eine fiinfstufige Treppe dar, die wir von oben betrachten; wenn wir jedoch
das Bild eine Weile ansehen, haben wir den Eindruck, von unten auf die Treppe zu
blicken.

Man betrachte die zwei kleinen Wiirfel (Bild 23); ihre Deckflache ist am starksten be-
leuchtet, die linke Vorderwand befindet sich im Halbschatten und die rechte Vorderwand
im Kernschatten. Wir werden jedoch leicht unsicher: Sind es wirklich zwei Wiirfel? Viel-
leicht ist es nur einer, dessen Grundflache hell beleuchtet ist; im Halbschatten befindet
sich dann seine rechte und im Kernschatten seine linke Vorderwand.

.
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Bild 24 stellt sieben aufeinandergelegte Servietten dar;
welches Randdreieck ist oben und welches, unten?

S
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Bild 24
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3.1 Riesenzahlen - Zahlenriesen

3 Unterhaltung mit Zahlen

3.1 Riesenzahlen - Zahlenriesen

In der uns umgebenden Natur begegnen wir oft auffallend groBen Pflanzen- und Tier-
arten, die man mit einer gewissen Ubertreibung als "Riesen" der Natur bezeichnen
kann.

Vor einigen Millionen Jahren lebte in den Siimpfen Nordamerikas ein gewaltiger Di-
plodokus, der vom Kopf bis zum Schwanz bis zu 27 m lang war; er war iiberhaupt
das groBte Landwirbeltier. Die heutigen Wale, die 30 m lang werden, tibertreffen auch
ihrem Umfang und ihrer Masse nach alle Tierwesen, die je auf Erden gelebt haben.

In Kalifornien wachsen noch heute riesige Sequoien, die bis 100 m hoch sind und deren
Stamm einen Umfang von mehr als 20 m hat. Viele dieser Baume sind nahezu 5000
Jahre alt, so dass sie Zeugen alterer Zeiten sind als die geschriebenen Urkunden der
Menschheit.

In diesem Kapitel wird jedoch nicht von den Riesen die Rede sein, denen wir in der
lebenden Natur begegnen; wir wollen uns Zahlenriesen zuwenden, von denen es in den
modernen Wissenschaften, in der Technik und vor allem auch in der Mathematik form-
lich wimmelt.

"Beriihmt" durch gigantische Zahlen sind die Astronomie und die Astronautik (Lehre
von den Weltraumfliigen), in denen mit Dimensionen, Entfernungen und Geschwindig-
keiten alles andere als sparsam umgegangen wird.

So muss z.B. ein kinstlicher Satellit, um seine Umlaufbahn zu erreichen, die sogenannte
"erste kosmische Geschwindigkeit" (7,9 km/s) haben. Wie groB diese Geschwindigkeit
ist, davon macht man sich am besten eine Vorstellung, wenn man sie in Kilometern
je Stunde ausdriickt, wie gewohnlich die Geschwindigkeiten auf der Erde angegeben
werden. Man erhalt:

7,9-60-60 km/h =7,9-3600 km/h = 28440 km/h

Die erste astronautische Geschwindigkeit betragt also 28440 km/h.

Und was ist iiber die astronomischen Entfernungen zu sagen? Unser nachster Himmels-
nachbar - der Mond - ist von der Erde ungefahr 384 000 km entfernt, die Entfernung
der Erde von der Sonne betragt annahernd 149 500 000 km.

Zur Messung der Entfernungen zwischen einzelnen Fixsternen ist der Kilometer eine
allzu kleine Einheit. Als Einheit wahlt man hier das Lichtjahr, d.h. die Strecke, die das
Licht in einem Jahr zuriicklegt. Wenn man beriicksichtigt, dass das Licht in der Se-
kunde 300 000 km durchmisst, entspricht ein Lichtjahr annahernd 9 500 000 000 000
km. Der nachste Fixstern (Proxima Centauri) ist von der Erde ungefahr 4 Lichtjahre
entfernt.

Beim Umgang mit groBen Zahlen (auch in manchen anderen technischen Berechnun-
gen) ist es meistens nicht nétig, die Zahl ganz genau auszuschreiben. In der Praxis
lasst sich auch mit den gegebenen Messmitteln der untersuchte Wert gar nicht so
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3.1 Riesenzahlen - Zahlenriesen

genau feststellen, und meistens sind lberdies nicht alle Ziffern der betreffenden Zahl
wichtig.

In Forschungsinstituten, in Fabriken und auch in der Schule arbeitet man in diesen Fallen
iiberwiegend mit sogenannten unvollstandigen Zahlen. Man muss erfahrener Techniker
sein und spezielle Messinstrumente haben, wenn man mehr als die vier ersten Ziffern
einer zu untersuchenden Zahl feststellen will.

Zur Darstellung einer angenaherten Gleichheit verwendet man das Symbol ~. Will man
z.B. schreiben, dass die Entfernung D des Mondes von der Erde angenahert 384000
km betragt, so schreibt man D ~ 384 000 km.

Zahlenriesen konnen wir uns nur mit groBer Miihe anschaulich vorstellen. Wenn man
durch bloBes Abschitzen (ohne jedwede Berechnung) entscheiden soll, welchen Zeit-
abschnitt z.B. eine Million Sekunden darstellt, so wird man wohl einen bedeutenden
Fehler begehen (die richtige Antwort ist 11 1/2 Tage). Dabei ist die Million eine Zahl,
die man im Zehnersystem sehr leicht mit sieben Ziffern niederschreibt: 1 000 000.
Eine Milliarde sind tausend Millionen (als Zahl 1 000 000 000), eine Billion eine Million
Millionen (als Zahl 1 000 000 000 000).

Analoge Namen fiir noch groBere Zahlen (Trillion, Quadrillion, Quintillion usw.) wer-
den nicht sehr oft verwendet; denn sie sind zu schwerfallig und der Arbeit mit solchen
Zahlenriesen nicht besonders forderlich. Hier kommt es auch zu haufigen Missverstand-
nissen, da fir groBe Zahlen einige Fremdsprachen (z.B. das Russische und das Franzo-
sische) andere Namen als das Deutsche haben. Am besten sieht man den Unterschied
in der folgenden Tabelle:

Zahl Deutscher Name Russischer Name

1 000 000 Million Million
Tabelle | 1 000 000 000 Milliarde Milliarde oder Billion
1 000 000 000 000 Billion Trillion
1 000 000 000 000 000 Billiarde Quadrillion

Aus der Tabelle ist leicht ersichtlich, dass die Unaufmerksamkeit eines Ubersetzers zu
ernsten Versehen fiihren kann, insbesondere, wenn es um einen wichtigen wirtschaft-
lichen oder technischen Text geht. Um der Gefahr vorzubeugen, dass der wortliche
Ausdruck missverstanden wird, flihrt man diese Zahlen gewohnlich nur in Ziffern des
Zehnersystems (ohne Worte) an oder kiirzer und iibersichtlicher mit Hilfe der Potenzen
der Zahl 10, vor allem in technischen und wissenschaftlichen Abhandlungen.

So schreibt man eine Million als 109, eine Milliarde als 10?, eine Billion als 10'2 usw.
Die Potenz 10n stellt also bereits fiir verhaltnismaBig kleine n eine sehr groBe Zahl dar;
trotzdem genligen wenige Zeichen, sie niederzuschreiben.

Die tbersichtliche Darstellung mit Zehnerpotenzen verwendet man auch bei abgerun-
deten Zahlen, deren ziffernmaBige Darstellung zu umstandlich ware. Wir wollen das
am Beispiel der Loschmidtschen Zahl zeigen, die fiir Physik und Chemie von groBer
Bedeutung ist.

Die Loschmidtsche Zahl L gibt die Zahl der Molekiile im Molvolumen eines Gases an;
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3.1 Riesenzahlen - Zahlenriesen

sie ist ein wirklicher Riese, wie man aus ihrer Darstellung
L ~ 602000000000000000000000

ersehen kann.
Uber die GréBe dieser Zahl kann man sich eine wenigstens annahernde Vorstellung nach
dem einst von Prof. F. Nachtikal angegebenen Vergleich machen:

"Wenn jeder der zwei Milliarden Menschenﬂ die auf der Erdkugel leben, eine Sammlung
von Portrats aller seiner Zeitgenossen zusammenstellte, wobei die einzelnen Bilder 6
cm lang und 4 cm breit und als Autotypienﬂ so hergestellt waren, dass benachbarte
Rasterpunkte 1/8 mm voneinander entfernt blieben, dann entsprache die Punktzahl
auf allen Portrats und in allen Sammlungen ungefahr der Loschmidtschen Zahl."

Der Leser moge sich selbst durch Berechnung davon iiberzeugen.

Fir einen Zahlenriesen, wie es die Loschmidtsche Zahl ist, fehlt uns also die Vorstel-
lungskraft, aber auBerdem ist seine ziffernmaBige Darstellung im Zehnersystem sehr
unubersichtlich, denn man braucht dazu 24 Ziffern.

Um diese Unibersichtlichkeit zu vermeiden, schreibt man die Loschmidtsche Zahl in
der Form L ~ 6,02 - 10%; die Potenz 10%® entspricht namlich der Zahl 100 000 000
000 000 000 000 000. und daraus ist leicht ersichtlich, dass unsere kurze Darstellung
der Zahl L richtig ist.

Ahnlich driickt man auch andere, hier bereits erwahnte Zahlen aus: Die Entfernung der
Erde von der Sonne betrigt etwa 1,5 - 10% km, ein Lichtjahr ist 9,5 - 102 km usw.

Ein Zahlenriese kommt auch in der Geschichte des Schachspiels vor. Einer Sage nach
fand der indische Konig Shehram am Schachspiel solches Gefallen, dass er Sessa, den
Erfinder dieses Spiels, aufforderte, sich eine beliebige Belohnung auszuwahlen. Sessa
verlangte, dass man ihm auf das erste Feld des Schachbretts ein Weizenkorn lege und
auf jedes folgende doppelt soviel wie auf das vorhergehende. Shehram schien diese Bitte
lacherlich, und er befahl den Verwaltern seiner Speicher, dem Erfinder die Belohnung
auszuhandigen.

Als sie jedoch ausgezahlt werden sollte, stellte es sich heraus, dass Sessa eine so groBe
Menge Korner verlangte, dass sie nicht nur in allen Speichern des Konigs nicht ent-
halten waren, sondern dass diese Zahl - wie wir heute wissen - die Weizenernte der
ganzen Erdoberflache iiberstiege, selbst wenn man auf dem gesamten Festland nichts
als Weizen angebaut hatte.

Wir wollen dieses tiberraschende Ergebnis rechnerisch nachpriifen. Sessa verlangte soviel
Korner, wie die Summe

r=1+2" 422428 42t 4 2%
ausmacht. Wenn man beide Seiten dieser Gleichung mit 2 multipliziert, erhalt man

2 =24+22 423 494 495 4 oW

8Bevolkerungszahl in den 1960er Jahren
9Bildreproduktion durch Zerlegung in Bildpunkte
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3.2 Vom Zweiersystem

Zieht man nun die erste Gleichung von der zweiten ab, ist das Ergebnis:
2 —x=2+22 42542V 20 4 420 (1428 422423 2t 4209
Nach Vereinfachung auf beiden Seiten erhalt man
r=2%-1

Ausmultiplizieren der Zweierpotenz ergibt: 264 = 18 446 744 073 709 551 616. Damit
wird die gesuchte Zahl:

r = 18446744073709551615 ~ 1,8 - 10*

Um uns von der Zahl x der Weizenkorner eine gewisse Vorstellung zu machen, wollen
wir sie in Hektolitern ausdriicken.

Ein Hektoliter Weizen enthalt ungefahr (je nach Qualitat und Sorte) 3 000 000 Korner,
so dass eine einfache Berechnung zu dem Ergebnis fiihrt, dass Sessa 6149 Milliarden
Hektoliter Weizen zu bekommen hatte.

Auf der ganzen Erde werden heutzutage jahrlich etwa 2 Milliarden Hektoliter Weizen
geerntet. Wenn es eine solche Ernte in jedem Jahr gabe, wiirde es beinahe 3100 Jahre
dauern, bis die Welt so viel anbaute, dass sie die ungeheure Forderung des Erfinders
des Schachspiels zufriedenstellen kénnte. Uber 3000 Jahre diirften die Bicker kein Wei-
zenmehl verbacken, kein einziges Korn diirfte verlorengehen, und erst nach dieser Zeit
konnte Sessa vielleicht seine Belohnung dafiir bekommen, dass er der Menschheit das
Schachspiel schenkte.

In Wirklichkeit ist Sessas Forderung noch aussichtsloser. Wir haben namlich voraus-
gesetzt, dass Jahr fir Jahr 2 Milliarden Hektoliter Weizen geerntet wurden, was im
groBen und ganzen dem heutigen Stand der Welternte entspricht.

Es steht jedoch fest, dass der Getreideertrag in fritheren Jahrhunderten viel niedriger
war. Wir missen uns namlich vergegenwartigen, dass gerade die Lander, die jetzt den
meisten Weizen erzeugen, z.B. die Sowjetunion oder Kanada, noch unlangst so gut wie
nichts produzierten; auch war die Bevolkerungszahl der ganzen Erde vor 100 oder 200
Jahren, verglichen mit dem heutigen Stand, etwa nur halb so groB. Wenn man das alles
in Betracht zieht, kommt man zu folgendem Schluss:

Seit Menschengedenken hat die Erde nicht so viel Weizen erzeugt, dass es moglich
ware, die "unschuldige" Forderung Sessas zu befriedigen.

3.2 Vom Zweiersystem

Der Umstand, dass man mit Hilfe von zehn Ziffern 0, 1, 2, 3, ..., 9 leicht jede natdirli-
che Zahl, der man in der taglichen Praxis begegnet, darstellen kann, ist allen unseren
Mitmenschen gut bekannt, auch denjenigen, die sonst mit Mathematik nichts zu tun
haben.

Die Art und Weise, wie man diese Darstellung mit Hilfe von zehn Ziffern zustande
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3.2 Vom Zweiersystem

bringt, heiBt das Zehnersystem (das dekadische System), da die 10 seine Basis ist. Von
der Schule her wissen wir, dass z.B. die Darstellung 4705 im Zehnersystem die Zahl

4-1000+7-1004+0-10+5  oder  4-10°4+7-1024+0-10"+5-10"

bedeutet. AuBer dem Zehnersystem haben sich auch noch Reste friiher gebrauchter
Zahlensysteme erhalten.

Bis heute werden Taschentiicher in Packungen zu zwolf Stiick (Dutzend) und bisweilen
auch Geschirrsatze fiir zwolf Personen verkauft. Friither verkaufte man manche Klein-
waren auch im "Gros" ; ein Gros bedeutet zwolf Dutzend oder 144 Stiick. Ein anderes
handelsiibliches MaBB war in alterer Zeit auch das Schock. Bis heute zdhlt man man-
cherorts Eier nach Schock. Ein Schock enthéalt 60 Stiick.

Ein Zahlensystem mit der Basis 60 hat sich auch bei Zeitangaben und Winkelmessungen
erhalten. Die Grundeinheit dieses Systems ist eine Sekunde (Zeit- oder Winkelsekunde),
60 Sekunden bilden eine Zeit- oder Winkelminute und 60 Minuten eine Stunde oder
einen GradED. So bedeutet z.B. 5 h 27 min 35 s 5 Stunden, 27 Minuten, 35 Sekunden;
128°17'43"gibt die WinkelgroBe 128 Grad, 17 Minuten und 43 Sekunden an.

Wenn man etwa die Angaben des ersten Beispiels in Sekunden ausdriicken will, muss
man berlicksichtigen, dass die Basis des Systems die Zahl 60 ist. 5 h 27 min 35 s sind
daher 5 - 60% 4 27 - 60 + 35 = 19655 Sekunden.

Als Basis eines Zahlensystems kann eine beliebige natiirliche Zahl dienen, die groBer als
eine ist. Wenn nicht angegeben ist, in welchem Zahlensystem man rechnet, wird jedoch
stillschweigend stets das Zehnersystem vorausgesetzt. Sonst muss man ausdriicklich an-
flihren, welche Basis man zugrunde legt. Hier machen wir uns eingehender mit dem
sogenannten Zweiersystem vertraut, das als Basis die Zahl 2 hat.

Um eine gegebene natiirliche Zahl in das Zweiersystem iiberfiihren zu kénnen, wollen
wir zunichst einige Potenzen der Zahl 2 angeben. Es gilt 2° = 1, 2! = 2, 22 = 4,
23 =8, 24 =16, 2° = 32, 20 = 64, 27 = 128, 28 = 256, 27 = 512, 20 = 1024.
Das Zweiersystem verwendet nur zwei Ziffern, namlich die O und die 1. Wenn man z.B.
die Zahl 29 in das Zweiersystem lberfiihren soll, verfahrt man folgendermalBen:

Man sieht, dass 2% = 16 (weniger als 29) und dass 2° = 32 (mehr als 29). Man
subtrahiert 29 - 24 = 29 - 16 = 13 und fiihrt nun eine analoge Uberlegung mit dem
Rest 13 aus.

Man sieht, dass 2% = 8 (weniger als 13) und dass 2* = 16 (mehr als 13). Man subtrahiert
13 - 23 = 13 - 8 = 5. Ferner sieht man, dass 22 = 4 (weniger als 5) und dass 2% = 8
(mehr als 5). Man subtrahiert 5 - 22 = 5 - 4 = 1. Im ganzen hat man also 29 - 24 - 23
- 22 = 1 oder 29 = 24 4+ 23 4 22 1 20,

Das lasst sich in folgender Form schreiben

20=1-24+1.2241.2240-24+1.20

10Hshere Einheiten werden nicht verwendet.
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3.2 Vom Zweiersystem

Die Zahl 29 driickt man daher im Zweiersystem durch 11101 aus. Umgekehrt kann man
auch Zahlen des Zweiersystems in das Zehnersystem (berfiithren. So bedeutet z.B. die
Darstellung 100110 die Zahl

1-2540-2240-224+1-224+1-2'4+0-2°=324+4+2=38

Im Zweiersystem addiert man sehr einfach, denn es genigt, sich folgende Summen (die
sogenannten Grundregeln der Addition) zu merken:

0+0=0 , 0+1=1 , 1+0=1 , 1+1=10

Als Beispiel der Summe mehrziffriger Zahlen addiere man 29 + 38. Wir wissen bereits,
wie man die Zahlen 29 und 38 im Zweiersystem ausdriickt; die Niederschrift der Summe
wird analog dem Zehnersystem durchgefiihrt:

OO =

1
0
0

Ol =
R~ o
= o =

1
10

Die gesuchte Summe ist also 1000011 (im Zweiersystem); diese Zahl bedeutet:
1-254+0-2°40-2+0-2°40-2°41-2"+1-2°=644+2+1==067

In der Tat ist 29 + 38 = 67.
Auch das Multiplizieren ist im Zweiersystem sehr einfach, denn "das kleine Einmaleins"
besteht aus folgenden Produkten!]]

0-0=0 , 0-1=0 , 1-0=0 , 1-1=1

Als Beispiel multipliziere man die Zahlen 29 und 38, freilich im Zweiersystem ausge-
driickt. Die Niederschrift ist analog der des Zehnersystems:

11101 -1 00110
11101

1 101

01

1

1
111
1 000 001110

Das gesuchte Produkt ist also 10 001 001 110 (im Zweiersystem); wir Uberfithren es

ins Zehnersystem:

1-2940-2740-2°40-2"+1-2040-2°40-2"+1-2°+1-2°+1.2' 402
= 1024 +64 + 8+ 4+ 2 = 1102

Die Multiplikation lasst sich im Zehnersystem kontrollieren; in der Tat ist 29 - 38 =
1102.

11Sie heiBen auch Grundregeln der Multiplikation.
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3.3 Stammbriiche

Ein Nachteil des Zweiersystems sind die verhaltnismaBig vielstelligen Zahlen. Wir ha-
ben gesehen, dass z.B. die Zahl 1102, die im Zehnersystem eine vierziffrige Zahl ist, im
Zweiersystem eine elfziffrige Darstellung verlangt.

Diese Schwierigkeit ist jedoch kein Hindernis fiir den Gebrauch des Zweiersystems in
der modernen Technik. Das System wird namlich in modernen elektronischen Rechen-
maschinen angewandt, die eine groBe Anzahl miteinander verkniipfter Stromkreise ent-
halten. Jeder Stromkreis bedeutet eine Ziffer. Ausgeschaltet bedeutet er die Ziffer 0,
eingeschaltet 1.

Die moderne Wissenschaft und Technik machen von diesen Maschinen immer mehr Ge-
brauch, die die Durchfiihrung numerischer Berechnungen, vor allem durch wesentliche
Abkiirzung der fiir die einzelnen Rechenoperationen notwendigen Zeit, von Grund auf
verandert haben.

Wahrend friiher Berechnungen, die eine Million arithmetischer Operationen verlang-
ten, sich an der Grenze der Realisierungsmoglichkeit bewegten, l6sen die modernen
elektronischen Rechenmaschinen oft Aufgaben mit einigen Milliarden arithmetischer
Operationen. Diese Maschinen kommen in den verschiedensten wissenschaftlichen und
technischen Disziplinen zur Anwendung.

So befindet sich z.B. ein Meteorologe, der mathematische Methoden fiir seine Wetter-
vorhersagen benutzen mochte, oft in arger Zeitnot: Er kann namlich seiner Arbeit nicht
mehrere Tage widmen, denn dann wirde sein Wetterbericht keinen Wert mehr haben,
er kdme zu spat. Die Maschine kiirzt die fir die Berechnungen notwendige Zeit auf ein
Minimum ab.

Auch die Weltraumforschung kommt nicht ohne komplizierte Rechenanlagen aus, die in
sehr kurzer Zeit Kontrollberechnungen der Raketenbahn durchfiihren kénnen, eine be-
standige Verfolgung der Bewegung kiinstlicher Satelliten erméglichen und wissenschaft-
liche Daten, welche die in Satelliten und kosmischen Raketen angebrachten Instrumente
aussenden, fast augenblicklich verarbeiten.

3.3 Stammbriiche

Das alte Agypten zeichnete sich durch seine groBe Kultur aus, von der zahlreiche bis
auf den heutigen Tag erhaltene Denkmaler zeugen. Es ist selbstverstandlich, dass die
Entwicklung der Landwirtschaft, der Baukunst und der ganzen damaligen Technik ge-
wisse mathematische Kenntnisse voraussetzte.

Die Mathematik von damals war zwar ganz anders beschaffen, hatte andere Ziele und
andere Arbeitsmethoden als die von heute, aber ihre Leistungen, wenigstens einige da-
von, rufen bei den Historikern, die sich mit dem Studium der altdgyptischen Kultur
befassen, immer noch groBe Bewunderung hervor.

Zu den besten Kennern der agyptischen Geschichte zahlt der deutsche Mathematiker
O. Neugebauer, dessen Arbeiten aus der ersten Halfte unseres Jahrhunderts in der
Geschichte der agyptischen Mathematik viel Interessantes entdeckt haben. Besondere
Aufmerksamkeit wandte Neugebauer dem agyptischen Bruchrechnen zu, in dem die
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3.3 Stammbriiche

in der taglichen Praxis am haufigsten vorkommenden Briiche eine bedeutende Stelle
einnahmen.

AuBer den natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ... verwendet man bei Berechnungen sehr oft
die Begriffe "Halfte", "Drittel", "Viertel", die manchmal in gewissem Sinne fast die Be-
deutung von neuen Einheiten erlangen. Fiir diese Briiche hatte bereits die altagyptische
Schrift besondere Symbole; spezielle Zeichen besaBen die Agypter auch fiir "Ergénzun-
gen" dieser Briiche, d.h. fiir die Briiche 2/3 und 3/4.

GroBe Beachtung schenkten die agyptischen Mathematiker den sogenannten Stamm-
briichen, das sind Briiche in der Form

11 1 1
1720 3 47

Die heutige Terminologie versteht also unter Stammbruch jenen (positiven) Bruch,
dessen Zahler 1 und dessen Nenner eine beliebige natiirliche Zahl ist?

Der Begriff des Stammbruchs hat eine ziemlich lange Geschichte; davon zeugt auch
der Umstand, dass einige moderne Sprachen fiir den Stammbruch einen besonderen
Namen haben (franzésisch: fraction primaire, englisch: unit fraction, polnisch: ulamek
prosty, tschechisch: kmenny zlomek).

Neugebauer hat fiir die Stammbriiche in der modernen Mathematik eine zweckmaBige
Schreibweise eingefiihrt, die wir auch in diesem Kapitel benutzen wollen. Statt des
Bruchs % werden wir nur @ (gelesen "n quer") schreiben. Es gilt also z.B.

6+3+2=1 (1)

wovon man sich nach der Umschrift

L1
6 3 2
iiberzeugen kann.
Die altagyptischen Mathematiker kannten eine Reihe Formeln, die der Formel (1) dhn-
lich waren. In ihren Aufzeichnungen findet man auBer der Gleichung (1) noch folgende

—_ - 2 o mmr oo 2 4

O0+42=— ; 20+12 155 = — ; 42+86+ 129+ 301 = —

+ 35 + + 37 + b + + 13
. 2 2
0+ 356 + 53 90 = — 101 4202 + 303 + 606 = —
+ + + 39 + + + 101

Die damaligen Rechner leiteten freilich aus den angefiihrten Formeln noch keine allge-
meineren GesetzmaBigkeiten ab.

Es ist interessant, dass der Begriff des Stammbruchs in letzter Zeit wieder die Aufmerk-
samkeit einiger Mathematiker erregt hat; es wurden Resultate gefunden, die in ihrer
Gesamtheit fast so etwas wie eine neue mathematische Disziplin bilden, mit einer Reihe
geloster Fragen, aber auch mit einigen bisher ungelésten Problemen.

Auf diesem Gebiet haben im letzten Jahrzehnt insbesondere die polnischen Mathemati-
ker W. Sierpinski und A. Schinzel und der ungarische Mathematiker P. Erdds gearbeitet.
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3.3 Stammbriiche

Wir wollen einige ihrer Ergebnisse wenigstens fliichtig skizzieren.

Eine Zahl, die man als Summe von s Stammbriichen ausdriicken kann, nennt man die
Zahl der Form A,. So sind z.B. alle Stammbriiche Zahlen der Form A;. Der Bruch %
hat keine Form A;, sondern die Form As denn es gilt

2 3+3

5 =3+
Es lasst sich beweisen, dass jede Zahl der Form A, auch die der Form A, ist. Aus
dem, was wir (iber die Zahlen A, gesagt haben, folgt, dass es rationale Zahlen sind,
d.h., sie lassen sich als Bruch mit einem ganzen Zahler und einem ganzen Nenner
ausdriicken. Wenn umgekehrt eine positive rationale Zahl °* gegeben ist, kann man die
Frage stellen, ob sie eine Zahl der Form A ist (fir s = 1, 2, 3, ...).

Da der Fall der Zahlen der Form A; im ganzen uninteressant ist (man weiB, dass es
lauter Stammbriiche sind), ergibt sich von selbst die Frage, wie wohl die Zahlen der
Form A, aussehen moégen, die nicht zugleich Zahlen der Form A; sind.

Es ist leicht ersichtlich, dass z.B. alle Briiche, deren Zahler 2 und deren Nenner eine
beliebige natiirliche ungerade Zahl ist, hierher gehoren, also die Brijchﬂ

2 2 2 2

17 3 5 7
Man verfolge jetzt die Briiche der Form % wo n eine natirliche Zahl ist. Wenn n durch
drei dividierbar ist (d.h. n =3, 6, 9, 12, ...), kann man den Bruch % durch drei kirzen:
man sieht also, dass dieser Fall zu den Zahlen der Form A; (zu den Stammbriichen)
fihrt. Wenn n durch drei nicht dividierbar ist, wird die Sache komplizierter. So lasst
sich z.B. beweisen, dass der Bruch % nicht eine Zahl der Form A, ist, wahrend z.B.
jeder der Briiche % und % eine Zahl der Form A, ist, wie folgende Gleichungen zeigen:

3 - 3 -
- =2+1 ; —=3+2

5 i ’ 8 -
Nachdem wir Zahlen der Form A, kennengelernt haben, wollen wir noch kurz auf Zah-
len der Form Ajs eingehen. Aus den vorhergehenden Uberlegungen wissen wir bereits,
dass jeder der Briiche =, 2, 3 (wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist) eine Zahl der

n'n'n
Form Aj ist.

Der Untersuchung des Bruchs % haben die Mathematiker groBe Aufmerksamkeit gewid-
met. Der ungarische Mathematiker P. Erdos hat namlich vor einiger Zeit die Vermutung
ausgesprochen, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 der Bruch % eine Zahl der Form
Ag ist.
Seine Vermutung wurde bisher weder bewiesen noch widerlegt, ihre Giiltigkeit bestatigte
sich jedoch fiir alle natiirlichen Zahlen n < 141 649. So gilt z.B. fiir n = 5:

4 -

—=2+45+1
= =245+

12Fg ist z.B. % =T7+7.
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3.4 Aufgaben

so dass die Zahl % wirklich die Form As hat.

Wir wollen jedoch hier nicht naher auf diese Frage eingehen; denn diese Problematik
setzt erhebliche mathematische Kenntnisse voraus und tberschreitet den Rahmen un-
serer Uberlegungen.

AbschlieBend mochten wir bemerken, dass mit Hilfe der Stammbriiche manche bekann-
ten Ergebnisse lbersichtlicher gemacht werden kénnen. So haben z.B. die Physiker die
Wellenlangen der Linien n des Wasserstoffspektrums gemessen.

Es hat sich herausgestellt, dass fiir die Wellenfrequenz v (d.h. fiir den umgekehrten
Wert der Wellenlange) die Formel

VzR(?—W)

gilt, wobei R eine Konstante und s, n geeignete natiirliche Zahlen sind.

3.4 Aufgaben

3.1. Ein Buch hat 498 Seiten, die in der oberen Ecke numeriert sind.
Wie viele Ziffern werden dazu verwendet? Wie viele Male wurde bei der Numerierung
die Ziffer 0 angewendet?

3.2. Eine Stenotypistin schreibt auf der Maschine die Reihe der natirlichen Zahlen (ohne
Zeischenraume) 12345678910111213 ... Welche Ziffer wird sie mit dem hundertsten
Anschlag schreiben?

3.3. Man stelle sich vor, dass man auf das erste Feld eines normalen Schachbretts einen
Pfennig legt und auf jedes folgende einen Pfennig mehr als auf das vorhergehende.
Berechnen Sie, wie viele Pfennige auf dem ganzen Schachbrett sind.

3.4. Wodurch ist die folgende Multiplikationsaufgabe 142 857 - 264 513 interessant?

*3.5. An einer Tafel wurde eine Multiplikationsaufgabe (im Zehnersystem) aufgeschrie-
ben, jemand hat jedoch die Ziffern verwischt, so dass nur vier Einsen leserlich geblieben
sind. Kann man die fehlenden Ziffern, an deren Stelle Sterne gedruckt sind, erganzen?

* %

*
1

x| ¥ X =
= % ¥

*

*3.6. Die Zahl 5% ist unvorstellbar groB, trotzdem kann man auch ohne Rechenma-
schine ihren Wert annahernd angeben.

Berechnen Sie, wie viele Ziffern 5!%0 beij einer Niederschrift im Zehnersystem hat; geben
Sie einige erste und letzte Ziffern dieser Niederschrift an.

3.7. Wie viele natirliche a) dreiziffrige, b) n-ziffrige Zahlen hat das Zehnersystem?

3.8. Wie viele natirliche a) dreiziffrige, b) n-ziffrige Zahlen hat das Zweiersystem?
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3.4 Aufgaben

3.9. Wie viele dreiziffrige natiirliche Zahlen (im Zehnersystem) kann man niederschrei-
ben, wenn man nur die Ziffern 5, 6, 7, 8 benutzen darf? Wie viele gerade Zahlen sind
darunter?

3.10. Wie viele dreiziffrige natirliche Zahlen kann man im Zehnersystem schreiben,
wenn man nur die Ziffern 0, 1, 2, 3 benutzen darf?

3.11. a) Die Zahl 333 ist aus dem Zehner- in das Zweiersystem zu tiberfiihren.
b) Die Zahl 1111 ist aus dem Zweier- in das Zehnersystem zu Uberfiihren.

*3.12. Welche natiirliche Zahl wird im Zweiersystem mit gleichen Ziffern und gleicher
Ziffernfolge niedergeschrieben wie im Zehnersystem?

3.13. Fordern Sie lhren Freund auf, sich eine beliebige Zahl kleiner als 64 zu denken
und anzugeben, in welcher dieser sechs Querspalten die Tabelle Il (nachste Seite) sie
vorkommt.

Die gedachte Zahl findet man leicht, indem man die ersten Zahlen in den angegebenen
Querspalten addiert. Wie ist das moglich?

Tabelle Il

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31
33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63
2 3 6 7 10 11 14 15 18 19 22 23 26 27 30 31
34 35 38 39 42 43 46 47 50 51 54 55 58 59 62 63
4 5 6 7 12 13 14 15 20 21 22 23 28 29 30 31
36 37 38 39 44 45 46 47 52 53 54 55 60 61 62 63
8 9 10 11 12 13 14 15 24 25 26 27 28 29 30 31
40 41 42 43 44 45 46 47 56 57 58 59 60 61 62 63
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63
32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47
48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63

3.14. Den Bruch % kann man "kiirzen", indem man im Zahler und im Nenner die Ziffer
6 weglasst; man bekommt so den Bruch %. Interessanterweise erreicht man dasselbe
Resultat, wenn man Zahler und Nenner durch die Zahl 16 dividiert (dieses Kiirzen
haben wir in der Schule gelernt).

Es sind andere Beispiele von Briichen zu finden, die man "kiirzen" kann, indem man
im Zahler und im Nenner die gleiche Ziffer weglasst.

*3.15. Manchmal sind wir von dem Resultat einer Rechenaufgabe (berrascht und.
Wissen nicht, ob es sich um Zufalligkeiten oder um eine tiefere GesetzmaBigkeit handelt.
Interessant sind z.B. diese Wurzelziehungen:

/.3 3 | 4 | 4 o 2 o2
3-=34/= ; 4— =4-\/— ; 3222-%
8 \/; ’ 15 15 ’ 7 7
14/2322.14/3 . ‘5/2322.,5/3
15 15 ’ 31 31
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3.4 Aufgaben

Warum ist in diesen Beispielen die Vereinfachung so "einfach"?

3.16. Es ist zu zeigen, dass der Bruch % auch als Summe zweier Stammbriiche ausge-
driickt werden kann.

**3.17. Es ist zu zeigen, dass sich die Zahl 2 als Summe einer endlichen Anzahl von-
einander verschiedener Stammbriiche ausdriicken lasst, deren Nenner ungerade Zahlen
sind.

3.18. Zum Schluss noch zwei Fragen, auf die wir keine erschopfende Antwort verlangen:
a) Kann man die Zahl 10 so schreiben, dass man alle zehn Ziffern 0, I, 2, 3, ..., 9
benutzt, jede von ihnen jedoch nur einmal? Bei der Niederschrift kann man Addition
und Briiche verwenden.

b) Dasselbe ist fiir die Zahl 100 zu versuchen.
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4.1 Konvexe Gebilde in der Ebene

4 Vielecke

4.1 Konvexe Gebilde in der Ebene

Wenn man eine Untersuchung anstellte, welche Gebilde in der Ebene im Schulunter-
richt, in den Zeichnungen unserer Ingenieure und in der taglichen Praxis am haufigsten
vorkommen, wiirde man feststellen, dass die sogenannten konvexen (nach auBen ge-
wolbten) Gebilde die groBte Bedeutung haben.

Ein Gebilde in der Ebene wird konvex genannt, wenn zwei beliebige Punkte X und Y
im Inneren des Gebildes sich durch eine Strecke XY verbinden lassen, die ebenfalls
ganzlich in diesem Gebilde liegt. Eine Gerade, eine Strecke oder ein Kreis sind Beispiele
konvexer Gebilde in der Ebene.

Hingegen ist das in Bild 25 dargestellte Gebilde nicht konvex; denn die Punkte X, Y,
gehoren ihm zwar an, aber die Strecke XY} liegt nicht ganz in dem gegebenen Gebilde.
In diesem Kapitel wenden wir unsere Aufmerksamkeit einer bestimmten Art konvexer
Gebilde in der Ebene zu, ndmlich den konvexen (nach auBen gewdlbten) Vielecken.

Bild 25 und 26

Es ist leicht ersichtlich, dass jedes Dreieck ein konvexes Vieleck ist. Unter Vielecken
kann man jedoch sowohl konvexe Gebilde (Bild 26) als auch Gebilde finden, die nicht
konvex sind (in Bild 27 "stort" z.B. das Punktpaar X7, Y7); dhnlich verhilt es sich mit
anderen Vielecken.

Vielecken diirfte der Leser in der Mathematik bereits ofters
begegnet sein, so dass wir daher von einigen sehr anschauli-
chen Grundbegriffen (wie Scheitel, Seite, Diagonale, Innen-
winkel des Vielecks) absehen kénnen.

Dagegen halben wir es fiir notwendig, uns bei der Definie-
rung des Flacheninhalts des Vielecks ein wenig aufzuhalten,
denn trotz der scheinbar groBen Anschaulichkeit der Gebilde
in der Ebene ist eine mathematische Definition dieser
Bild 27 Begriffe keineswegs einfach. Wir erinnern daher an den

Hauptgedanken:

Vor der Berechnung des Flacheninhalts muss man stets wissen, welches Quadrat man
als Einheitsquadrat festlegt oder welches Quadrat den Inhalt 1 hat.

Fiir das Einheitsquadrat wahlt man z.B. 1 m? (ein Quadrat, dessen Seite die GroBe
von 1 m hat) oder 1 cm? u.a. Bei Berechnungen geht man dann von folgenden zwei
Grundeigenschaften aus:
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4.2 RegelmaBige Vielecke

1. Gebilde, die man so aufeinanderlegen kann, dass sie sich decken, haben gleiche
Inhalte.

2. Wenn sich ein Gebilde aus einigen sich nicht (iberdeckenden Gebilden zusammensetzt,
ist sein Inhalt der Summe der Inhalte dieser Gebilde gleich.

Bereits in der altesten Zeit, aus der uns schriftliche Mitteilungen erhalten sind, waren
die Menschen imstande, die GroBe ihrer Felder und die Grundrisse ihrer Bauten zu
messen. Meistens ging es dabei um die Flacheninhalte konvexer Vielecke - Rechtecke,
Quadrate, Dreiecke. Sehr frith hat man auch einfache Rechenausdriicke fiir diese Inhalte
entdeckt:

Der Inhalt eines Rechtecks mit den Seiten a, b ist A = a - b, der Inhalt eines Dreiecks
mit der Seite a und der zugehorigen Hohe h, ist A = %a - hg u. a.

Erst in spateren Zeiten hat man diese Formeln mathematisch begriindet und. bewiesen.
Um in den weiteren Ausfiihrungen unseren Gedankengang nicht unterbrechen zu miis-
sen, wollen wir hier noch an einige notwendige Begriffe erinnern:

Wenn man zum Ausdruck bringen will, dass ein Vieleck n Ecken hat, spricht man kurz
von einem n—Eck (die Zahl n mudd ganz und groBer als 2 sein).

Wie bekannt, ist die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks 180° gleich. Es lasst sich
beweisen, dass die Summe der Innenwinkel in einem konvexen n—Eck (n — 2) - 180°
betragt.

Einen Sonderfall konvexer Vielecke stellen Sehnenvielecke dar. Ein konvexes n-Eck
A1A5As.. A, heiBt Sehnenvieleck, wenn man einen Kreis k konstruieren kann, der
durch samtliche Eckpunkte A;A3As... A, geht.

Die Kreislinie k& heit eine dem n-Eck umschriebene Kreislinie, die Seiten des n-Ecks
sind die Sehnen im Kreis & (daher der Name Sehnen-n-Eck.)

Wie bekannt, lasst sich jedem Dreieck ein Kreis umschreiben; daher ist das Dreieck ein
Sehnenvieleck. Unter konvexen Vierecken gibt es sowohl Sehnenvierecke (z.B. Rechte-
cke) als auch Vierecke, die keine Sehnenvierecke sind (der Leser wird selbst Beispiele
finden).

Ein Sehnenvieleck, dessen Seiten gleich lang sind, heiBt regelmaBiges Vieleck. Statt
"regelmaBiges Dreieck" sagt man jedoch gleichseitiges Dreieck; statt "regelmaBiges
Viereck" wird der Name Quadrat gebraucht.

4.2 RegelmidBige Vielecke

Unter den regelmaBigen Vielecken haben zuerst das gleichseitige Dreieck, das Quadrat,
das regelmaBige Fiinfeck und das Sechseck die Aufmerksamkeit der Menschen auf sich
gezogen.

Bereits der beriihmte altgriechische Mathematiker Pythagoras (6. Jh. v.u.Z.) wuss-
te, dass sich diese vier Vielecke mit Zirkel und Lineal genau konstruieren lassen. Der
Umstand, dass sich die Griechen der Antike mit Konstruktionen regelmaBiger Viele-
cke befassten, ist ein Zeugnis dafiir, dass sie diese Gebilde bei ihrem Handwerk, ihrer
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4.2 RegelmaBige Vielecke

Baukunst und bei der taglichen Arbeit benétigten. Es waren jedoch nicht immer nur
Ornamente und Baugrundrisse, bei denen diese geometrischen Gebilde benutzt wur-
den. Der Mensch des Altertums und des Mittelalters unterlegte diesen Formen oft eine
aberglaubische Bedeutung und schrieb ihnen magische Kraft zu.

Besonders berihmt wurde das Fiinfeckzeichen ("der
DrudenfuB"), das zum Symbol der "Magier" und der
"dunklen Machte" geworden war.

Dagegen behielten bis heute die Ergebnisse ihren Wert,
die Gelehrte vergangener Jahrhunderte bei Konstruk-
tionen mit Lineal und Zirkel erzielten.

Als Beispiel bringen wir hier die Konstruktion eines re-
gelmaBigen Fiinfecks mit Lineal und Zirkel.

In Bild 28 isfg?n2?(reis 10 mit dem Mittelpunkt O und dem Halbmesser r konstruiert;
man wahle darin einen Durchmesser A1OM, konstruiere einen Hilfskreis [ mit dem
Mittelpunkt A; und dem Halbmesser 7.

Die Kreise k, [ schneiden sich in den Punkten X, Y, so dass XY die Mittelsenkrechte
der Strecke A;O ist. Man beschreibe ferner einen Kreis m, der den Mittelpunkt S hat
und durch den Punkt B geht, (der Punkt B ist einer der Endpunkte des Durchmessers,
der senkrecht auf dem Durchmesser A;OM steht).

Wenn man den gemeinsamen Punkt des Kreises m und des Radius OM mit C' bezeich-
net, so kann man beweisen, dass die Strecke BC' die Seite des gesuchten regelmaBigen
Flnfecks ist.

Vi

Ein regelmaBiges Siebeneck war ein weiteres Gebilde, dessen Konstruktion bereits im
Altertum von Archimedes (3. Jh. v.u.Z.) versucht wurde. Langjahrige, vergebliche Be-
muhungen einer Reihe von Mathematikern wiesen darauf hin, dass sich dieses Vieleck
mit Lineal und Zirkel wahrscheinlich nicht konstruieren lasst.

Freilich hat man Naherungslosungen fiir diese Aufgabe gefunden (so ist z.B. in Bild 28
die Strecke SX annahernd gleich der GroBe einer Seite des regelmaBigen, dem Kreis &
eingeschriebenen Siebenecks).

Erst der deutsche Mathematiker C. F. GauB (1777-1855) hat diese Forschungen zum
Abschluss gebracht, indem er nachwies, welche regelmaBigen Vielecke sich mit Lineal
und Zirkel konstruieren lassen und welche nicht. Es gilt folgender Satz:

Ein regelmaBiges n-Eck lasst sich mit Lineal und Zirkel gerade dann konstruieren, wenn
n eine Zahl der Form

n=2"py-p2-.. Pk

ist, wobei s eine ganze positive Zahl oder Null ist und py, P, ..., pr wechselseitig ver-
schiedene Primzahlen der Form 22" + 1 sind.

Aus diesem Satz folgt, dass sich ein regelmaBiges Siebeneck mit Zirkel und Lineal nicht
konstruieren lasst, denn die Primzahl 7 hat nicht die Form 22" 11,

Dagegen ist es moglich, ein regelmaBiges Siebzehneck mit Hilfe der zwei Zeichenmit-
tel zu konstruieren, denn 17 = 22 + 1. Diese Konstruktion hat C. F. GauB schon als
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4.3 Geometrie der Bienenwaben

Neunzehnjahriger angegeben.

Wie werden wir zweckmaBig vorgehen, wenn wir ein regelmaBiges Vieleck (als Kon-
struktionsteil oder Ornament) mit einer groBeren Seitenzahl konstruieren sollen? Am
besten wahlen wir wohl die Methode der Berechnung, denn die geometrische Konstruk-
tion belastet das Resultat immer mit kleinen Fehlern, die durch die Unvollkommenheit
unserer Zeichengerate verschuldet werden. Eine Berechnung kann man hingegen ge-
wohnlich mit beliebiger Naherung durchfiihren.

Wir konnen eine Tabelle, die uns die Aufgabe erleichtert, folgendermaBen zusammen-
stellen:

n r:a mn r:a n r:.a
0577 9 1,462 15 2,405
0,707 10 1,618 16 2,563
0,851 11 1,775 17 2,721
1,000 12 1,932 18 2,879
1,152 13 2,089 19 3,038
8 1,307 14 2,247 20 3,196

Tabelle Il

~N O 01~ W

In der ersten Spalte der Tabelle Ill ist die Seitenzahl eines regelmaBigen n-Ecks angege-
ben, in der zweiten der Naherungswert des Bruches r/a, wobei r der Halbmesser eines
dem n-Eck umschriebenen Kreises und a die Seite des n-Eck s sind[13]

Wenn jetzt z.B. ein regelmaBiges Siebzehneck mit der Seite @ = 4 cm zu konstruieren
ist, werden wir folgendermaBen verfahren:

Tabelle Il entnehmen wir r : a ~ 2,721 fiir das Siebzehneck, so dass der Durchmesser
des unserem Siebzehneck umschriebenen Kreises r ~ 4 - 2, 721 = 10, 884 ist.

Nach Aufrunden erhalt man r ~ 10,9 cm. Wir konstruieren also einen Kreis mit dem
Halbmesser 10,9 cm und tragen auf dessen Umfang die Lange 4 cm siebzehnmal ab.
Auf diese Weise ist das regelmaBige Siebzehneck angenahert konstruiert.

4.3 Geometrie der Bienenwaben

Ja, auch so ein kleines Wesen wie die Biene hat mit Geometrie zu tun: Die Bienen
"konstruieren" ihr Leben lang geometrische Gebilde, deren RegelmaBigkeit erstaunlich
ist.

Bild 29 a und b
13Der Frage der Zusammenstellung der Tabelle |1l sind die Aufgaben 4.9. und 4.10. gewidmet.
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4.3 Geometrie der Bienenwaben

Beim fliichtigen Blick auf eine Bienenwabe sieht man sechseckige Offnungen. Ein senk-
rechter Schnitt zur Langsachse der Zelle ergibt ein regelmaBiges Sechseck (Bilder 29a,
29b) mit der Seitenldnge 2,71 mm. Die Genauigkeit ist so groB, dass Réaumur so-
gar einmal vorschlug, die Dimensionen der Bienenzelle zur Grundlage des Systems der
LangenmaBe zu nehmen. Der Leser wird sich Gedanken machen, warum Bienenzellen
gerade diese sechseckige Form haben. Gewiss nicht deshalb, damit der Anblick einer
Bienenwabe unserem Auge wohltue; der Grund ist vielmehr in dem Bestreben zu su-
chen, mit dem vorhandenen Baumaterial moglichst groBen Raum einzuschlieBen, also
mit Wachs zu sparen.

Zum Ausfiillen einer Ebene mit kongruenten regelmaBigen Vielecken konnte man jedoch
auch andere Gebilde als das Sechseck wahlen.

EEnnsSAVAVAVAVAN
ARRIRAVAVAYAVA

Bild 30 und 31

Bild 30 veranschaulicht das fir kongruente Quadrate, und in Bild 31 ist die Ebene
mit gleichseitigen Dreiecken bedeckt. Wir fragen, ob noch andere Ausfiillungen der
angefiihrten Art zu finden sind.

Die kongruenten regelmaBigen n-Ecke sollen die Ebene liickenlos ausfiillen. Die GroBe
des Innenwinkels eines regelmaBigen n-Ecks ist

(n—2)-180°
n

Damit bei jedem Scheitelpunkt des n-Ecks die Ebene "Vé”l% ausgefiillt wird, muss die
Zahl 360° (d.h. die GréBe des Vollwinkels) durch die Zahl =218 ohne Rest teilbar
sein. Man erhalt den Quotienten

—2)-180° 2 4
)-180° N _ g

o (n
360° : —
n n—2 n—2

der einer ganzen Zahl gleich sein soll. Die Zahl 2 + ﬁ ist ganz, wenn man n = 3,
4 oder 6 setzt. Falls jedoch n > 6, ist der Nenner n — 2 groBer als 4, so dass der
Bruch =5 echt ist. Man kann daher nur drei Ausfillungen finden, die man auch in den
Blldern 29a 30 und 31 sieht.

Wiare es vielleicht 6konomischer, wenn die Bienenzelle einen quadratischen Querschnitt
oder den eines gleichseitigen Dreiecks hatte? Wir wollen diese Frage durch eine Be-
rechnung beantworten.

Der Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite s3 ist —\/_ der Inhalt
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4.4 Vom Parkettlegen

eines Quadrate mit der Seite s, ist s7, und der eines regelmaBigen Sechsecks mit der

Seite s gleicht dem Sechsfachen der Zahl 846 -v/3 (denn dieses Sechseck lasst sich aus

sechs einander nicht berdeckenden gleichseitigen Dreiecken zusammensetzen), also

2 2
S 3¢
= V3 =—V3
4 V3 2 V3
Man setze diesen Inhalt jeweils einer Flacheneinheit gleich und berechne den Umfang
des zugehorigen Vielecks. Vorher muss man jedoch die GroBe der Seiten s3, s4, Sg
bestimmen.
Fir das gleichseitige Dreieck ergibt sich:
4 4

2 _ /3~ ~
55 = —= = —-V3~ 2,309 oder sz~ 1,52
Fiir das Quadrat ist s = 1 oder s, = 1. Fiir das regelmiaBige Sechseck ist

2= 2 _2/3:038 oder s~ 0,62

6 3\/§ 9 ~ Y, 6 ~ Y,
Man berechne nun den Umfang dieser n-Ecke. Der Umfang des gleichseitigen Dreiecks
ist

us = 3s3~3-1,52=4,56

Der Umfang des Quadrats ist uy = 4s4 = 4. Der Umfang des regelmaBigen Sechsecks

Ist
ug = 656 ~ 6-0,62 = 3,72

Man sieht, dass von den Zahlen us, u4, ugs die letzte am kleinsten ist. Wir konnen
daher zusammenfassend feststellen:

Eine Flache von der GroBe 1 wird am 6konomischsten von einem Sechseck begrenzt.
Das ist zugleich die Antwort auf die gestellte Frage.

4.4 Vom Parkettlegen

Wenn man die Pflasterung eines Weges entwerfen soll, wird man wohl nicht nur prak-
tischen, sondern auch asthetischen Gesichtspunkten Rechnung tragen wollen. Es ist
daher erwiinscht, dass die Herstellung der Pflastersteine einfach sei (man wahlt keine
zu komplizierten Formen) und dass der gepflasterte Weg einen ansprechenden Eindruck
mache (darum gibt man den Pflastersteinen die Form regelmaBiger Vielecke).

Friher fand man Gefallen an verschiedenartig getafelten FuBbéden, wie wir sie in eini-
gen historischen Bauten noch besichtigen konnen. Im weiteren Verlauf unserer Lektiire
werden wir Beispielen solcher Parkettboden begegnen, die interessante und bizarre Or-
namente bilden.

Wir sollen also eine ebene Flache mit Vielecken so ausfiillen, dass kein Teil der Flache
leer bleibt und dass sich nirgends zwei Vielecke iiberdecken. Eine solche Ausfiillung der
Ebene heiBt Parkettierung.
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4.5 Parkett - vielfdltig gemustert

Die von uns gestellten Forderungen umreiBen freilich das Problem noch zu allgemein;
meistens wird verlangt, dass die Vielecke regelmaBig oder kongruent oder regelmaBig
und kongruent sein sollen.
] I — Jl [ '":i
]

——_ ‘_ﬁ_l't

Bild 32

|

Einem Beispiel des Parkettierens mit regelmaBigen und kongruenten Vielecken sind
wir bereits in dem Abschnitt "Geometrie der Bienenwaben" (Bilder 29a, 29b, 30, 31)
begegnet.

AuBer den angefiihrten drei Ausfiillungen kann man in dieser Art des Parkettlegens
keine andere finden.

1 [ 1
Bild 33

In Wohnungen wird das Parkettholz am haufigsten so verlegt, wie es Bild 32 zeigt;
hier geht es um die Ausfiillung der Ebene mit kongruenten Rechtecken (sie bilden das
sogenannte "Fischgratenmuster"). Kongruente Rechtecke konnen freilich eine Ebene
auch auf eine andere Art decken, wie es Bild 33 zeigt; dieses Muster erinnert an einen
vertikalen Schnitt durch Mauerwerk.

4.5 Parkett - vielfaltig gemustert

In Bild 29a sieht man, dass in den Eckpunkten jedes Sechsecks drei Vielecke zusam-
menstoBen. Wir wollen jetzt alle Ausfiillungen der Ebene mit regelmaBigen (nicht not-
wendigerweise kongruenten) Vielecken suchen, bei denen in jedem Scheitelpunkt des
Vielecks diese drei Gebilde zusammenstoBen.

Man bezeichnet die Seitenzahl dieser drei Vielecke der Rei-
he nach mit z, y, z (Bild 34). Die GroBe des Innenwinkels
im 2-Eck (im GradmaB ausgedriickt) ist durch die Zahl

(x —2) - 180°

X

o =

Bild 34
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4.5 Parkett - vielfdltig gemustert

gegeben. Analoge Formeln kann man auch fir das y-Eck und z-Eck (die GroBen der
Innenwinkel werden hier mit /3, v bezeichnet) schreiben.
Es gilt o + 5 + v = 360° oder

—2)-180°  (y—12)-180° (z—2)-180°
(x —2) L =2 L2
x Y z

= 360°

Wenn man beide Seiten dieser Gleichung durch 180° dividiert, erhalt man

@-2 w-2 (-2
x Y z

=2

und nach weiterer Vereinfachung die Gleichung

1 1 1
+ -+ (1)

Wenn also im Scheitelpunkt das z-Eck, y-Eck und z-Eck einander beriihren, gilt fiir
die Zahlen z, y, z notwendig die Gleichung (1).

Das Problem wird also in die Aufgabe umgewandelt, drei positive Zahlen z, y, z so zu
bestimmen, dass die Beziehung (1) gilt. Eine Gleichung mit mehreren Unbekannten, in
der man eine Ldsung nur in ganzen Zahlen sucht, heiBt unbestimmte (diophantische)
Gleichung[™¥ Unsere Aufgabe iiber das Parkettlegen wird somit zur Aufgabe, eine un-
bestimmte Gleichung (1) zu lésen. Es lasst sich beweisen [?] dass die Gleichung (1)
folgende Losungen hat:

(x=3,y="7,2=42), (x=3,y=8,2=24), (r=3,y=9,2=18
(x=3,y=10,2=15), (r=3,y=12,2=12), (r=4,y=>5,2=20
(x=4,y=06,2=12), (r=4,y=8,2=238), (m:5,y—52—10),
(z=6,y=0,2=0)

),
)

’

AuBer den angefiihrten zehn Zahlentripeln befriedigt die Gleichung (1) kein anderes
Tripel (abgesehen von der Zahlenvertauschung, die z.B. das Tripel t =3, y =7, z =
42 etwa in das Tripel x = 42, y = 3, z = 7 u.4. umwandelt).

Es fragt sich nun, ob dem Tripel x = 3, y =7, z = 42, zu dem wir in der vorhergehenden
Uberlegung gelangt sind, eine Ausfiillung der angefiihrten Art entspricht. Wenn dies der
Fall sein sollte, miissten wir das Dreieck ABC' in dieser Ausfiillung (Bild 35) in Betracht
ziehen.

Der Scheitelpunkt A wiirde zugleich auch Scheitelpunkt des bestimmten (Nachbar-)
Siebenecks und eines bestimmten (Nachbar-) Zweiundvierzigecks sein.

Man wahle die Bezeichnung der Scheitelpunkte so, wie es in Bild 35 angegeben ist (die
Seite AB gehort dem Siebeneck, die Seite AC' dem Zweiundvierzigeck an).

14Der Name diophantische Gleichung geht auf den griechischen Mathematiker Diophantos (3. Jh. v.
Z.) zuriick.
155 auch die Aufgabe 4.14.
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Der schraffierte Teil in Bild 35 wiirde dann weder dem Siebeneck (da wiirden im Schei-
telpunkt B zwei Siebenecke einander beriihren) noch dem Zweiundvierzigeck angehéren
(da wiirden im Scheitelpunkt C' zwei Zweiundvierzigecke zusammenstoBen). Man sieht
also, dass man dem Tripel x = 3, y = 7, z = 42 keine Ausflllung der Ebene zuteilen
kann.

-

Bild 35 und 36

Analog lasst sich zeigen, dass die weiteren Tripel (z = 3,y =8,z = 24), (x = 3,y =
9,2 =18) und (x = 3,y = 10, z = 15) nicht zu dem erwiinschten Ergebnis fiihren.
Das Tripel x = 3, y = 12, z = 12 liefert jedoch bereits das Ergebnis, das in Bild 36
veranschaulicht ist.

Das Tripel x = 4, y = 5, z = 20 fihrt auch zu keiner Losung, denn man kann um
ein Fiinfeck herum die Ebene nicht so decken, dass ein Quadrat stets ein Zwanzigeck
ablésen wiirde; auch das Tripel x = 5, y = 5, 2z = 10 fiihrt zu keiner Losung.

- 1T

Bild 37 und 38

\’_._

Hingegen entsprechen den Tripeln (x =4,y = 6,2 = 12), (x =4,y = 8,2z = 8) und
(x = 6,y = 6,z = 6) die Ausfiilllungen der Ebene, wie sie in den Bildern 37, 38 und
29a veranschaulicht sind.

Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass die Parkettierungsaufgabe insgesamt die
vier in den Bildern 36, 37, 38 und 29a veranschaulichten Lésungen hat.

4.6 Aufgaben

4.1. Man stelle sich vor, dass ein gegebenes regelmaBiges Fiinfeck ABCDE langs der
Diagonale AC zerschnitten ist. Es sind die durch das Zerschneiden entstandenen Drei-
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und Vierecke naher zu beschreiben; berechnen Sie die GréBe ihrer Innenwinkel.

4.2. Das gegebene regelmaBige Fiinfeck ABC' DFE ist langs zweier Diagonalen AC, BD
zu zerschneiden. Beschreiben Sie naher die vier entstandenen Teile und berechnen Sie
die GroBe ihrer Innenwinkel.

4.3. Das gegebene regelmaBige Fiinfeck ABCDE' zerschneidet man langs der drei
Diagonalen AC', BD, BE. Beschreiben Sie genauer die sechs entstandenen Teile und
berechnen Sie ihre Innenwinkel.

*4.4. In dem gegebenen regelmaBigen Fiinfeck ABC DFE sind die Diagonalen AC' und
BD gezogen; ihr Schnittpunkt ist mit X bezeichnet. Berechnen Sie das Verhaltnis der
Strecken AX, XC.

4.5. Ein aus Papier geschnittenes Modell eines regelmaBigen Fiinfecks zerteile man
langs aller seiner Diagonalen. Einer der so entstandenen Teile hat wieder die Form
eines regelmaBigen Fiinfecks.

Wieviel Prozent des Flacheninhalts des urspriinglichen Fiinfecks betragt der Inhalt die-
ses Flinfeckteils?

4.6. Die in Bild 37 veranschaulichten Pflastersteine sind in drei Farben (z.B. rot, gelb
und schwarz) so zu farben, dass je zwei Steine, die eine Seite gemeinsam haben, in
verschiedenen Farben gehalten sind.

4.7. Bestimmen Sie, in wieviel Punkten sich die Diagonalen eines regelmaBigen Sechs-
ecks schneiden.

*4.8. Unter allen konvexen Sechsecken ist das Beispiel eines Sechsecks zu finden, des-
sen Diagonalen sich in moglichst vielen Punkten schneiden. Wieviel Schnittpunkte der
Diagonalen entstehen dabei?

*4.9. Gegeben ist das regelmaBige n-Eck A;AsAs...A.n. Man bezeichnet mit a die
GroBe seiner Seite, mit » den Halbmesser des dem n-Eck umschriebenen Kreises. Be-

rechnen Sie den Quotienten g

4.10. Es ist die numerische Berechnung des Quotienten * fiir ein regelmaBiges Sieb-
zehneck durchzufiihren.

4.11. Die GroBe der Strecke SX in Bild 28 ist angenahert der GroBe der Seite eines dem
Kreis k eingeschriebenen Siebenecks gleich. Berechnen Sie den N&herungswert dieser
Konstruktion.

4.12. Gegeben ist das konvexe Siebeneck A;A5A3...A7.
Wie viele Dreiecke, deren Scheitelpunkte in denen des gegebenen Siebenecks liegen und
deren Seiten dessen Diagonalen sind, kdnnen gefunden werden?

4.13. Es sind alle regelmaBigen Vielecke zu finden, bei denen die GroBe des Innenwinkels
(im GradmaB) durch eine ganze Zahl angegeben ist.
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**4.14. Bestimmen Sie alle ganzen positiven Zahlen, z, y, z, die die Gleichung
-+ —-—+-== (1)

befriedigen [19]

4.15. Auf wievielfache Weise kann man die Summe a+b+ +c-+d so einklammern, dass
in jeder Klammer zwei Summanden stehen; dabei kann der Summand eine beliebige der
Zahlen a, b, ¢, d oder die eingeklammerte Summe sein. Die Reihenfolge der Zahlen a,
b, ¢, d soll unverandert bleiben. Es ist zu zeigen, wie diese Aufgabe mit der Zerlegung
eines konvexen Fiinfecks in Dreiecke (mit Hilfe von Diagonalen) zusammenhangt.

16Es ist eine Gleichung, deren Lésung wir aus dem Haupttext des Kapitels von Vielecken in die Aufga-
ben verlegt haben. Mit dieser Aufgabe kdnnen sich jene Leser befassen, die mit Ungleichheiten zu
rechnen verstehen. Man sieht, dass es hier eigentlich um die Zerlegung der Zahl % in die Summe
von drei Stammbriichen geht (vgl. das Kapitel "Stammbriiche").
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5.1 Das Sieben-Briicken-Problem

5 Geometrie ohne Lineal

5.1 Das Sieben-Briicken-Problem

Die meisten unserer Leser diirften bereits vor die Aufgabe gestellt worden sein, ein
gegebenes Bild (Haus, menschliche Figur, Ornament) in einem Zug zu zeichnen. Dabei
wird verlangt, jede Linie nur einmal zu durchlaufen.

Natirlich muss das Bild, das wir zeichnen sollen, "zusammenhangend" sein:

Zwischen je zwei Punkten der Skizze muss eine Linienverbindung moglich sein. So
stellen vier Strecken, mit denen der Umfang eines Quadrats gebildet wird, ein zusam-
menhangendes Bild dar, wahrend zwei konzentrische Kreise kein solches Bild ergeben.
Wir wollen uns hier also nur mit zusammenhangenden Bildern beschaftigen, wie sie
z.B. in den Bildern 39 und 40 veranschaulicht sind.

Bild 39 und 40

Wenn man ein Fiinfeck samt allen seinen Diagonalen (Bild 39) mit einem Zug zu
zeichnen versucht, erkennt man, dass dies nicht schwierig ist; das scheinbar "einfachere"
Quadrat mit seinen Diagonalen (Bild 40) mit einem Zug zu zeichnen gelingt jedoch
nicht.

Was ist der Grund dafiir? Bevor wir diese Frage beantworten, wollen wir einen Blick in
die Geschichte werfen. Die Aufgabe, Bilder mit einem Zuge zu zeichnen, ist ungefahr
250 Jahre alt. Es war kein Geringerer als der beriihmte Leonhard Euler, der sich bereits
um das Jahr 1736 mit den Bild 39 "Bildern auf einen Zug" beschaftigt hat.

In seiner Arbeit taucht diese Aufgabe als das beriihmte "Problem der sieben Briicken
der Stadt Konigsberg" (heute Kaliningrad) auf.

Bild 41

In Konigsberg bildete zu Eulers Zeit der Pregel eine Insel; sie konnte, wie aus Bild 41
hervorgeht, iber 7 Briicken erreicht werden. Die Stromungsrichtung ist durch Pfeile
angegeben, die Insel mit dem Buchstaben A bezeichnet, das linke Ufer mit B, das

rechte Ufer mit C' und der Raum zwischen den beiden Flussarmen (im Bild rechts) ist
D.
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5.1 Das Sieben-Briicken-Problem

Es lasst sich heute schwer sagen, wer als erster die Frage stellte, ob man alle die sie-
ben Briicken nacheinander passieren konne, ohne eine Briicke auszulassen oder mehr
als einmal zu tiberschreiten. Vielleicht war einer der lustigen Zechbriider, die in fortge-
schrittener Nachtstunde (iber die Briicken nach Hause gingen, der Autor der bekannten
Aufgabe.

Mancher wird sich an der Lésung des Problems versucht haben, aber niemand hatte
Erfolg. Auch Euler horte davon, und in diesem Augenblick wurde aus dem Scherz der
Konigsberger Zechbriider ein ernstes mathematisches Problem.

C

Bild 42 und 43

Wir wollen von allen Nebensachlichkeiten der Aufgabe absehen, um die Antwort leichter
finden zu konnen. Statt der Felder A, B, C', D wahle man in der Ebene einen (mit
dem betreffenden Buchstaben bezeichneten) Punkt.

Da von der Insel A zum Ufer B zwei Briicken fiihren, verbinde man die Punkte A, B mit
zwei Bogen. Auch an das Ufer C' gelangt man von der Insel Giber zwei Briicken, so dass
man auf der Skizze wieder zwei Bégen zwischen A und C zeichnet. Das Feld D verbindet
mit der Insel eine Briicke, so dass zwischen A, D nur ein einziger Bogen gezeichnet wird.
Wie ersichtlich, gibt es zwischen den Ufern B und C' keine (direkte) Briickenverbindung,
weshalb die Punkte B, C mit keinem Bogen verbunden sind. Wenn man eine solche
Konstruktion auch fir das tbriggebliebene Paar BD und C'D durchfiihrt, bekommt
man das durch schwarze Linien in Bild 42 veranschaulichte Ergebnis.

Wenn es moglich ware, alle Briicken so zu passieren, wie es die Aufgabe verlangt, misste
man das Bild 42 (natirlich mit Ausnahme der Flussarme und Briicken) in einem Zug
zeichnen konnen.

Wir wollen also dem schwarz gezeichneten Teil in Bild 42, den wir in Bild 43 noch
einmal fir sich wiedergegeben haben, unsere Aufmerksamkeit zuwenden. Man sieht,
dass Bild 43 nicht mit einem Zug gezeichnet werden kann.

In einem der Petersburger Akademie der Wissenschaften im Jahre 1736 vorgelegten Bei-
trag hat Euler nachgewiesen, dass die Sieben-Briicken-Aufgabe nicht Isbar ist, dass
man also jene sieben Biicken nicht so passieren kann, wie es die Aufgabe verlangt.
Uberdies formulierte Euler in seiner Arbeit einen Lehrsatz, nach dem man gleich fest-
stellen kann, ob sich ein Bild mit einem Zug zeichnen lasst oder nicht. Wir wollen uns
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5.2 Was sind Baume?

hier mit diesem Satz naher bekannt machen.

In den Bildern 39, 40 und 43 fallen uns Punkte auf, von denen wenigstens drei Linien
ausgehen. In Bild 39 sind das teils die Ecken des Fiinfecks, teils die Schnittpunkte seiner
Diagonalen (im ganzen also 10 solcher Punkte). Wir wollen diese Punkte die Knoten-
punkte des Bildes nennen. Auch den Punkt, von dem gerade eine Linie ausgeht, wollen
wir Knotenpunkt nennen, ein Knotenpunkt ist also z.B. der Endpunkt einer Strecke.
Die Linienzahl, die auf dem gegebenen Bild von einem seiner Knotenpunkte ausgeht,
heiBt der Grad dieses Knotenpunktes.E So gibt es z.B. 10 Knotenpunkte in Bild 39,
die alle vierten Grades sind.

Nun kann man bereits den Satz (iber das Bilderzeichnen in einem Zug aussprechen:
Eine notwendige und genligende Bedingung dafiir, ein gegebenes zusammenhangendes
Bild mit einem Zug zu zeichnen, ist, dass dieses Bild gerade zwei Knotenpunkte unge-
raden Grades oder gar keinen solchen enthalte. Im ersten Fall beginnt der Zug in einem
jener zwei Knotenpunkte ungeraden Grades und endet im anderen Knotenpunkt.

Das ist also der Grund, warum die Aufgabe mit den sieben Briicken in Konigsberg
nicht losbar ist. Wenn man namlich den schwarz gezeichneten Teil in Bild 42 ansieht,
entdeckt man vier Knotenpunkte ungeraden Grades.

Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, dass es fiir die Aufgabe, Bilder mit einem
Zug zu zeichnen, ganz unwesentlich ist, ob die Linien (Bogen), die wir zeichnen, ge-
rade oder krumm, lang oder kurz sind. Wenn man z.B. in Bild 39 die Strecken durch
Kreisbogen ersetzte, wiirde sich nichts an der untersuchten Eigenschaft andern:

Das deformierte Bild 39 kann man wieder in einem Zug zeichnen, wahrend sich das
deformierte Bild 40 nicht in einem Zug konstruieren lasst.

Diese Aufgabe gehort namlich zu jenem Zweig der Mathematik, der sich in den letzten
Jahrzehnten besonders entwickelt hat und Topologie heiBt. Die Topologie (mit einem
alteren Namen analysis situs) studiert also ganz andere Eigenschaften geometrischer
Gebilde als diejenigen, an die der Leser von der Schule her gewohnt ist; man konnte sie
kurz als "Geometrie ohne Lineal" charakterisieren.

5.2 Was sind Baume?

Wir wollen jetzt den einfachen Bildern, die Baume heiBen, unsere besondere Aufmerk-
samkeit zuwenden. Der Name wurde tibrigens recht treffend gewahlt; denn ein solches
Bild dhnelt der Skizze eines Baumes, wie sie ein kleines Kind zeichnen wiirde.

"Baum" wird ein zusammenhangendes Bild genannt, das aufhoért, zusammenhangend
zu sein, wenn man einen seiner Bogen "zerreiBt".

So stellt z.B. Bild 44 einen Baum dar; Bild 45 ist kein Baum: Das "ZerreiBen" des
Bogens, das man in Bild 46 sieht, fiihrt namlich wieder zu einem zusammenhangenden
Bild.

17\Wir beschrinken uns hier begreiflicherweise auf Bilder, die nur eine endliche Knotenpunktzahl haben
und durch endliche Linienzahl gebildet sind.
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5.2 Was sind Baume?

Bild 44 und 45

Unter Baume (vom mathematischen Standpunkt aus) rechnet man auch Bilder, die
mit diesem botanischen Begriff iiberhaupt keine oder nur eine sehr geringe Ahnlichkeit
haben; die Bedingung des Zusammenhangs miissen sie freilich erfiillen. Beispiele der
gleichen Baume sieht man in den Bildern 47a und 47b.

Der Baum des Bildes 44 hat 12 Knotenpunkte und 11 Bogen (jeder Bogen verbindet
zwei Knotenpunkte), also einen Knotenpunkt mehr als Bégen. Ahnlich ist in den Bildern
47a und 47b die Zahl der Knotenpunkte um eins groBer als die der Bogen (22= 21
+ 1 und 26= 25+ 1). Durch mathematische Induktion lasst sich folgender Lehrsatz
beweisen:

Fir jeden Baum ist die Zahl der Knotenpunkte um eins groBer als die der Bogen. Ist
umgekehrt auf einem zusammenhangenden Bild die Zahl der Knotenpunkte um eins
groBer als die der Bogen, ist dieses Bild ein Baum.

Es ist interessant, dass sich in jlingster Vergangenheit
zahlreiche Mathematiker mit dem Studium der Baume
beschaftigt haben. Man muss gleich hinzufligen, dass es
sehr ernste und fir die Praxis wichtige Griinde waren, die
sie zu diesem Studium fihrten.

So wurde bereits 1847 G. Kirchhoff zu Betrachtungen
iber Baume gefiihrt, als er sich mit den verschiede-
nen Moglichkeiten der elektrischen Stromverzweigung

k befasste, und spater (in der zweiten Halfte des 19. Jahr-
hunderts) schrieb A. Cayley mehrere Artikel, die sich
Bild 46 mit der Anwendung dieses Begriffs in der organischen

Chemie beschaftigten. Wir wollen diese Problematik
naher betrachten.

>/ el

Bild 47
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5.2 Was sind Baume?

Von der Schule wissen wir noch, dass die Molekiile eines organischen Stoffes durch eine
empirische oder durch eine Strukturformel dargestellt werden kdénnen. So ist z.B. die
empirische Formel des Paraffins C), Ho, 12, wo C ein Kohlenstoffatom, H ein Wasser-
stoffatom und n eine natlirliche Zahl bezeichnet.

So erhalt man fiir n = 1,2, 3, ... der Reihe nach Methan C'H,, Athan CyHjg, Propan
C3Hg usw. Das Suchen der betreffenden Strukturformel kann man offensichtlich auf
die Aufgabe zuriickfiihren, ein zusammenhangendes Bild zu konstruieren, dessen Kno-
tenpunkte die Atome des fraglichen Kohlen- oder Wasserstoffes und dessen Bogen die
betreffenden "Valenzstriche" sind. So ist z.B. die Strukturformel des Methans

H
I
H-C-H
I
H

Es lasst sich leicht zeigen, dass die Strukturformel jedes der Paraffine einen Baum
darstellt:

Die Zahl der Knotenpunkte des konstruierten Bildes ist namlich n+ (2n+2) = 3n+2.
Man weiB ferner, dass Kohlenstoff C vierwertig, Wasserstoff H dagegen einwertig ist.
Die Zahl 4n+1-(2n+-2) drickt also die zweifache Zahl aller Bogen (jeder Bogen endet
in zwei Knotenpunkten) aus, so dass die wirkliche Zahl der Bégen 5(6n —2) = 3n+1
ist.

Die Knotenpunktzahl ist also um eins groBer als die der Bogen, und damit ist die
Bedingung fiir einen Baum erfillt.

Die Chemiker interessieren sich dafiir, wie viele "verschiedene" Biume man (bei der
gegebenen Zahl n) der Formel C, Hy, o zuordnen kann. Die Erklérung dessen, was
man unter "verschiedenen" Baumen versteht, bereitet freilich gewisse Schwierigkeiten.
Wir wollen uns hier daher statt mit einer genauen mathematischen Definition mit einer
Veranschaulichung begniigen, die (ibrigens (wenigstens fiir den Zweck unserer Uberle-
gungen) das Ganze recht gut erfasst.

Man stelle sich folgendes Baummodell vor: Die Knotenpunkte des Baumes sollen kleine
Metallringe sein, wobei die Zweige durch Gummischniire zwischen jeweils zwei Ringen
dargestellt sind. Dann entspricht es unserem Zweck, jene zwei Modelle fiir "einander
gleich" anzusehen, die man durch Anspannen einiger Gummiverbindungen in miteinan-
der lbereinstimmende Formen (berfiihren kann.

Dabei darf keine Verbindung zerrissen und anders gekniipft werden, auch diirfen keine
neuen Metallringe (Baumknotenpunkte) hinzugefiigt werden. Zwei Baummodelle, die
einander nicht gleich sind, werden dann verschieden genannt. Wir bitten den Leser zu
uberlegen, ob die zwei in Bild 48 dargestellten Baume einander gleich sind.

=

Bild 48
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5.2 Was sind Baume?

Kehren wir jedoch wieder zu der Formel C,, Hy,, 1o zuriick und zu der Frage, wie viele
Baume ihr entsprechen. Wir wollen Beispiele von Strukturformeln untersuchen, in denen
n eine kleine Zahl ist.

Die ersten drei Glieder der Paraffinreihe (fiir n = 1,2,3) sind nur in einer einzigen
Form bekannt; man kennt nur ein einziges Methan C' H, ein einziges Athan C'Hg und
ein einziges Propan C3Hg.

Mit dem Glied CyHy begegnet man einer Erscheinung, die in der Chemie Isomerie
heiBt: Es sind namlich zwei Butane bekannt, die beide die empirische Formel CyHq
haben, sich jedoch durch chemische Eigenschaften - und auch durch die Strukturformel
- voneinander unterscheiden (Normal-Butan und Iso-Butan).

Fir weitere Glieder der Paraffinreihe liegen die Verhaltnisse noch komplizierter. Diese
Tatsachen, an die man sich aus den Chemiestunden vielleicht noch erinnert, stimmen
auch mit unserer Baumlehre tberein. Die Strukturformel fir Methan, C'H4, haben wir
schon angefiihrt, und man findet leicht, dass es keine andere Formel fiir C Hy, geben
kann. Dem Athan CyHj entspricht eine einzige Strukturformel,

H H
I I
H-C-C-H
I I
H H

und dieselbe Eindeutigkeit findet man fiir Propan C3Hg das die Strukturformel

H H H
I I I
H-C-C-C-H
I I I
H H H

hat. Die Formel des Butans, CyHyy, kann man jedoch bereits durch zwei verschiedene
Baume darstellen, wie diese Schemas zeigen:

H H H
H-C-C-C-H
H HHH H H
H-C-C-C-C-H H-C-H
H H OHH H

Es lasst sich beweisen, dass auBer den angefiihrten zwei Anordnungen der Formel Cy H1
kein anderer Baum mehr entspricht.

Bei unseren Uberlegungen sind wir von einem mathematischen Spiel ausgegangen und
auf einem fir die Praxis sehr niitzlichen Gebiet der Mathematik angelangt: Wir haben
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5.3 Aufgaben

festgestellt, dass man durch geometrische Uberlegungen die Hochstzahl der Struktur-
formeln eines organischen Stoffes bestimmen kann. Nun ist es fraglich, ob die "voraus-
gesagten" Verbindungen in der Natur wirklich existieren oder ob sie wenigstens von den
Chemikern in den Laboratorien hergestellt werden kénnen.

Von diesem Standpunkt aus haben die Paraffinderivate - die Alkohole C,, Hs,,.1OH, de-
ren Strukturformeln wiederum in Baumform gegeben sind, eine interessante Geschichte
gehabt; so entspricht z.B. der Formel C HsOH der Baum

Bereits 1874 wusste Cayley auf Grund mathematischer Erwagungen, dass man sich
theoretisch acht Pentanderivate, Pentanole, mit der empirischen Formel C5H{1OH
vorstellen kann, aber in seiner Zeit waren bloB zwei bekannt. Der deutsche Mathema-
tiker W. Ahrens, Autor eines umfangreichen Buches (iber Unterhaltungsmathematik,
kommentierte 1901 Cayleys Voraussage, indem er sagte, dass "von den theoretisch
moglichen acht Verbindungen sieben bekannt sind". Die neuesten Lehrbiicher der or-
ganischen Chemie fiihren jedoch schon das Verzeichnis aller acht Pentanole an. Das ist
ein Uberzeugendes Beispiel fiir die Zusammenarbeit zwischen Chemie und Mathematik.

5.3 Aufgaben

5.1. Zeichnen Sie ein Rechteck ABC'D und darin die Diagonale AC. Kann man das
Bild mit einem Zug zeichnen?

5.2. Zeichnen Sie zwei konzentrische Kreise. In dem groéBeren sind zwei senkrecht auf-
einander stehende Durchmesser zu konstruieren. Lasst sich dieses Bild mit einem Zug
zeichnen?

5.3. Zeichnen Sie ein regelmaBiges Sechseck mit allen moéglichen Diagonalen; ist es
moglich, dieses Bild mit einem Zug zu zeichnen?

5.4. Welches regelmaBige n-Eck (in dem n > 6) mit allen moglichen Diagonalen lasst
sich mit einem Zug zeichnen und welches nicht?

*5.5. Auf einem gegebenen Bild ist die Anzahl der Knotenpunkte ungeraden Grades
stets einer geraden Zahl gleich. Geben Sie Griinde an, warum das der Fall ist!

5.6. Wie man weiB, kann das in Bild 40 veranschaulichte Quadrat mit den beiden Dia-
gonalen nicht mit einem Zug gezeichnet werden. Es ist die Mindestzahl der Ziige zu
finden, mit denen sich das Bild zeichnen lasst.

5.7. Es ist die Mindestzahl der Ziige zu finden, mit denen man das Bild der Aufgabe
5.2. zeichnen kann.

5.8. Wieviel Strukturformeln entsprechen dem Pentan C5H{5?
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5.3 Aufgaben

5.9. Bild 49 stellt einen Plan mit drei Hausern und drei Brunnen dar. Die Bewohner
wollten hier Wege, die sich nicht kreuzen, so fiihren, dass jedes Haus mit jedem Brun-
nen in Verbindung steht. Es lasst sich beweisen, dass man diese neun Wege auf dem
Bilde nicht konstruieren kann. Man kann namlich hochstens acht Wege anlegen, wenn
kein Schnittpunkt entstehen soll; diese acht Wege sind zu zeichnen.

=
S &

Bild 49 und 50
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5.10. In einer Ziegelei gibt es drei Produktionszentren und vier Lager. Von jedem Zen-
trum (in Bild 50 durch einen Kreis veranschaulicht) soll eine Schmalspurbahn zu jedem
Lager (in Bild 50 veranschaulicht durch ein Quadrat) fiihren.

Wenn sich in einem bestimmten Punkt zwei Bahnen kreuzen, wiirde es zu technischen
Schwierigkeiten fiihren, iiber dieselbe Kreuzung noch eine weitere Bahn zu leiten. Unter
dieser Voraussetzung soll die Mindestzahl der Kreuzungen im Plan fiir die Streckenfiih-
rung angegeben werden.

Es lasst sich beweisen, dass wenigstens zwei Kreuzungen entstehen; es soll ein Stre-
ckenplan vorgeschlagen werden, der gerade mit diesen zwei Kreuzungen auskommt.

c
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Bild 51

5.11. Bild 51 stellt eine Lageskizze von vier Gemeinden A, B, C', D dar; darin sind auch
die gegenseitigen Entfernungen dieser Gemeinden (in Kilometern) angegeben. Alle vier
Gemeinden sollen so an das Stromnetz angeschlossen werden, dass je zwei entweder
direkt oder lber die (ibrigen Gemeinden verbunden sind und dass die Gesamtlange des
Netzes moglichst klein bleibt. Entwerfen Sie die Leitungsfiihrung.

*5.12. Gegeben sind drei GefaBe. Das erste hat einen Inhalt von 8 Litern und ist bis
an den. Rand mit Wasser gefiillt, das zweite einen von 5 Litern, das dritte einen von 3
Litern; das zweite und das dritte sind leer.

Durch Umfullen ist zu erreichen, dass im ersten Gefal3 vier und im zweiten ebenfalls
vier Liter Wasser sind. Wie geht man vor, wenn man kein MeBgefaB zur Hand hat?
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6.1 Knobelei im Restaurant

6 Mathematische Paradoxa und Ratsel

6.1 Knobelei im Restaurant

Manche Ratsel sehen scheinbar wie mathematische Probleme aus, in Wirklichkeit sind
sie aber nur "Fallen" fiir unaufmerksame Leser, sogenannte Paradoxﬂ. Wir wollen
hier ein Beispiel anfiihren, das in verschiedenen Abanderungen bekannt ist, obwohl
manchmal auch ein erfahrener Ratselloser das "Problem" nicht erklaren kann.

Zwei Freunde bezahlen in einem Gasthaus ihre Rechnung:

Der Geschaftsfiihrer hat ihnen 50 Mark berechnet, nach ihrem Weggang jedoch fest-
gestellt, dass die Zeche nur 45 Mark betragen hat. Um seinen Fehler gutzumachen,
schickt er den Gasten einen Lehrling mit den irrtiimlich berechneten 5 Mark nach. Die
beiden Freunde sind (iber die Aufmerksamkeit des Leiters erfreut, geben dem Lehrling
1 Mark als Trinkgeld und teilen sich die restlichen 4 Mark. Berechnen wir nun, welche
Betrage im Umlauf waren.

Jeder der zwei Freunde bezahlte urspriinglich 25 Mark, da jedoch jeder 2 Mark zuriick-
bekam; betrug seine Zeche 23 Mark. Beide zusammen haben also 46 Mark bezahlt.

Dem Lehrling fiel 1 Mark zu, so dass 46 Mark + 1 Mark = 47 Mark. Wo sind die drei
Mark hingeraten?

Der Text dieses Ratsels ist so suggestiv formuliert, dass viele Menschen der Tauschung
erliegen und freilich vergebens zu (iberlegen beginnen, was den Fehlbetrag verursacht
hat. Man konnte sagen, dass es eher um einen Buchhaltungs- als um einen mathema-
tischen Scherz geht, wie wir gleich sehen werden.

Wir stellen uns eine "Lohnliste" zusammen, aus der ersichtlich sein soll, wie die be-
schriebenen "Finanztransaktionen" verliefen. Dabei missen wir beriicksichtigen, dass
auf jeder Zeile der Tabelle die Summe der "Einnahmen" der Summe der "Ausgaben”
gleich sein muss. Jede Zeile stellt namlich eine solche Finanztransaktion dar, die letzte
Zeile halt dann das Schlussergebnis fest.

Tabelle 1V

1. Freund 2. Freund Betriebsleiter Lehrling

Einnahme Ausgabe Einnahme Ausgabe Einnahme Ausgabe Einnahme Ausgabe
- 25 - 25 50 - - -

_ _ _ i, i, 5 5 .

2,50 - 2,50 - - - - 5

- 0,50 - 0,50 - - 1 -

- 23 - 23 45 - 1 -

Der Text des Ratsels hat uns also dadurch getauscht, dass er die Ausgaben beider
Freunde mit der Einnahme des Lehrlings zusammenzahlte und die Summe mit den
urspriinglichen fiinfzig Mark verglich.

Die Einnahme des Lehrlings (1 Mark) ist aber genauso wie die Einnahme des Leiters in
der Ausgabe der beiden Freunde inbegriffen.

18Ein Paradox oder Paradoxon heiBt eine Erscheinung oder ein Ausspruch, der scheinbar widersinnig
ist.
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6.2 Wellblech - so oder so?

6.2 Wellblech - so oder so?

Der Querschnitt des in Bild 52 veranschaulichten Wellblechs bildet eine Wellenlinie, die
aus kongruenten Halbkreisen vom Halbmesser r (in Zentimetern gemessen) besteht.
Dieses Blech wird in zwei Sorten gefertigt:

Die eine hat Halbkreise vom Halbmesser r; = 2 cm, die andere Halbkreise vom Halbmes-
ser 75 = 1 cm; beide Blechsorten haben die gleiche Breite (in Bild 52 mit b bezeichnet).
Es ist festzustellen, bei welcher Sorte mehr Material verbraucht wird.

Bild 52

Man kontrolliert den Materialverbrauch, indem man berechnet, wieviel laufende Meter
Flachblech von derselben Breite wie das Wellblech man (in beiden Féllen) braucht, um
dieselbe Lange (z.B. 100 cm) Wellblech zu produzieren.
Auf 100 cm Lange gehen é%) Halbkreise mit dem Halbmesser r; und % Halbkreise
mit dem Halbmesser r. Jeder der Halbkreise hat den Radius r; bzw. 9, so dass die
Gesamtlange des flachen Materials

100 100

— bzw. — Ty

2rq 279
ist. Man sieht, dass die GroBen r1, 79 bei der Berechnung wegfallen; man bekommt das
Resultat 507 ~ 157, das von den Halbmessern 71, 75 unabhangig ist.
Zur Erzeugung von 100 cm Wellblech braucht man in beiden Fallen etwa 157 cm
Flachblech; der Materialverbrauch ist fiir beide Sorten gleich.

6.3 Zahnrader

Wir wollen uns mit einer interessanten Eigenschaft der Zahnrader bekannt machen;
doch wollen wir zunachst die Zahnrader beschreiben, die wir im Sinne haben. (Ich
mache darauf aufmerksam, dass dieses Kapitel sich an Leser wendet, die das Rechnen
mit goniometrischen Funktionen beherrschen.)

Bild 53
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6.3 Zahnrader

In einer Ebene ist ein (Hilfs-)Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem Halbmesser r ge-
geben. Man schreibt dem Kreis ein regelmaBiges k-Eck A;As... Ay ein und konstruiert
iiber jeder seiner Seiten A As, AyAs, ...Ap_ 1Ay, A Ay als Basis "nach auBen hin" ein
gleichschenkliges Dreieck mit dem angegebenen Winkel 2a: bei den Hauptscheitelpunk-
ten Bl, BQ, Bg, ey Bk

Die Scheitelpunkte A1B;AsByA3Bs... A B gehdren einem bestimmten, nicht konve-
xen Vieleck an, das ungefahr die Form eines Zahnrads hat; man bezeichne dieses Vieleck
kurz mit V. (In Bild 53a ist fiir & = 40° das Vieleck V5 konstruiert, und in Bild 53b
ist fir o = 40° das Vieleck Vjo gezeichnet.)

Um den Flacheninhalt und den Umfang des Gebil-
des V. berechnen zu kénnen, muss man zunachst
die Langen MB;, A;B; bestimmen. Bild 54
veranschaulicht einen Teil des Vielecks V}, wobei
C1 der FuBpunkt der durch M gehenden Hohe des
8, Dreiecks M A A ist.
Der Zentriwinkel A;M A, entspricht dem k-ten
Teil des Vollwinkels; driickt man die WinkelgroBe
im BogenmaB aus, dann betragt der Vollwinkel
27, und die GréBe des Winkels AjMA, ist 2.
Bild 54 Ferner gl't AlMC'l = %, d.h. ClAl = sin%,
MCy = cos 1.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck A;C By berechnet man

inZk
smk

sin «

ABy =

Y

T
B.C = sin% - cot av

Der Inhalt des Dreiecks A1 M Ay ist sinz . COSZ, der Inhalt des Dreiecks A;B;As

sinzz - cot . Daraus ergibt sich fiir den Inhalt des ganzen Vielecks V:

™

T s T T ™ sin -
k(sin-cos—{—sin?k-cota) :ksin%-cos— <1+ f; ~cota>

k k k oS 1
Lsin 2T (14 tan T -cota) = 7 P2 - (1 41an T - cota)
= RSl — an—-cota | =7 - : an — - cot &
2 ki k i k

Es ist zu erwarten, dass sich mit wachsendem £ dieser Inhalt dem Inhalt eines Einheits-
kreises, d.h. der Zahl 7, nahert.

Die Zahne an solchen Zahnradern werden (mit zunehmendem k) immer kleiner, und
das ganze Zahnrad "ahnelt" dann einem Kreis. Tatsachlich hat diese "Ahnlichkeit" et-
was fiir sich, wie die hohere Mathematik mit Hilfe des Limesbegriffes beweist. Einen
genauen mathematischen Beweis wollen wir hier nicht bringen; wir begniigen uns mit
einer Naherungslosung.
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6.3 Zahnrader

Von der Schule her erinnert man sich noch, dass fiir sehr kleine Winkel sin o = arc ofYY]
2T\ 2w
. —, die

und damit % =1 gilt. Fir hinreichend groBe k ist also die Zahl sin? -
in dem Ausdruck fir den Inhalt des Gebildes V. vorkommt, angenahert gleich 1; fiir ein
solches k ist 7 sehr klein, tan 7 ist "fast" gleich Null.

Man sieht hier schon leicht ein, wie berechtigt die Vermutung war, dass der Flachenin-
halt des Gebildes Vj angenahert der Zahl 7 gleich ist.

Man berechne nunmehr den Umfang des Vielecks Vj. Fiir diesen Umfang gilt

in=T
Slnk

2k - A1By =2k -

sin o

Nach der Anschauung hatte man den Eindruck, dass sich mit anwachsendem £ dieser
Umfang dem Umfang eines Einheitskreises, d.h. der Zahl 27, ndhert. Zu diesem Schluss
kénnte man entweder nach der vorangehenden Uberlegung kommen oder auf Grund des
Umstandes, dass die Entfernung

MB, = COSZ +Sin7; - cot av
bei anwachsendem £ der Zahl 1 "nahekommt". Dieser Schluss ware jedoch falsch. Es
lasst sich beweisen, dass sich die Umfange der Gebilde V}. der Zahl &QH—WQ nahern, die fur
keinen spitzen Winkel 27 gleich, sondern stets groBer ist. Die den Umfang des Gebildes
V. ausdriickende Zahl kann man namlich in der Form

3 ™
2w sin ¢

: s
Sin A

schreiben, wobei der letzte Bruch - wie bereits bekannt - der Zahl 1 "nahekommt": das

Ganze "nahert sich" also der Zahl 5
T

sin «
Zu jeder Zahl L groBer als 27 kann man sogar den spitzen Winkel o herausfinden, in-
dem sich die Umfange der Vielecke V3, Vi, V5, ... der Zahl L nahern (obwohl freilich die
Flacheninhalte dieser Vielecke dem Flacheninhalt eines Einheitskreises nahekommen).
Wir wollen uns dieses Resultat noch an einem numerischen Beispiel erlautern.

Man wahle einen Einheitskreis mit dem Halbmesser 1 m; dann suche man einen solchen
spitzen Winkel «, dass wir, wenn wir das Gebilde V}, (mit einer "hinreichend groBen"
Anzahl Scheitelpunkte) umgehen, ungefahr den gleichen Weg zuriickgelegt haben wie
beispielsweise von Prag nach Bratislava (396 km). Alle Langen werden bei der Berech-
nung in Metern angefiihrt.

Es geht um eine Lésung der Gleichung

2 m
= 396000 oder sinag = ——
sin av 198 - 103
YNach den vierstelligen Tafeln ist z.B. sin0°10’ = arc 0°10' = 0,0029; sin0°20' = arc 0°20' =
0, 0058; sin 0°30’ = arc 0°30’ = 0, 0087 u.3..
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6.4 Aufgaben

Der Sinuswert ist hier sehr klein, so dass man die Tafeln der goniometrischen Funktionen
iiberhaupt nicht anwenden kann. Bekanntlich kann man aber fiir eine Naherungsberech-
nung sin a = arc « setzen und erhalt:

™

T 198108
Fir o (im GradmaB) ergibt sich

T 180°  1°
198-103 =« 1100

. . 1!
in Sekunden sind das % oder etwa 3% Sekunden.

Wenn man fiir diesen Winkel das Vieleck Vi mit einem genligend groBen k konstruiert,
ist sein Umfang ungefahr ebenso lang wie der Weg von Prag nach Bratislava. So ist
z.B. bereits fiur k = 20 dieser Umfang

2-20-8in9° T
- =40-0,1564: ———— ~ 394
sin o 0-0,156 198 - 103 394000

was der Entfernung Prag-Bratislava ziemlich nahekommt.

AbschlieBend soll bemerkt werden, dass die Probleme, die wir hier in der Ebene gelost
haben, sich analog auch im Raum studieren lassen. Anstatt von einem Kreis geht
man von einem senkrechten Kreiszylinder aus, wie es bereits gegen Ende des vorigen
Jahrhunderts der deutsche Mathematiker G. A. Schwarz getan hat.

Die betreffenden Berechnungen und die eingehende Untersuchung dieser Aufgabe sind
freilich schwieriger als die planimetrischen Beispiele, die wir in diesem Kapitel angefiihrt
haben.

6.4 Aufgaben

6.1. Man stelle sich einfachheitshalber die Erde als eine vollkommen glatte Kugel vor;
um ihren Aquator soll ein elektrisches Kabel gelegt werden. Der Draht ist bereits gelegt;
er beriihrt den Boden, und seine Lange gleicht daher der des Aquators, d.h., sie betragt
40000 km.

Um wieviel Meter muss man schatzungsweise diese Leitung verlangern, wenn sie an 10
cm hohen Isolatoren befestigt werden soll?

6.2. Eine Strecke AB von der Lange [ ist gegeben. Sie ist in n gleiche Teile AP, P, P,
PP, ..., P, 1B zu teilen, und es sind gleichseitige Dreiecke AP, C, P P,Cy, PoP3C}3,
..., P,—1BC,, zu konstruieren (Bild 55).

Man berechne die Summe der Umfange aller dieser Dreiecke. Wie hangt diese Summe
von der Zahl n ab?
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6.4 Aufgaben

) Co

Bidss 4 A4 %2

6.3. Berechnen Sie die Summe der Flacheninhalte von Dreiecken, wie sie in der vorher-
gehenden Aufgabe beschrieben wurden, und stellen Sie fest, wie diese Summe von der
Zahl n abhangt.

*6.4. Uber einer Tischplatte in der Form eines Rechtecks mit den Ecken ABCD
schwirrt eine Fliege. Welche Kurven beschreibt sie, wenn fiir ihren Schwerpunkt S

unabanderlich
AS® 4+ SC* = BS* + SC?  gilt?

6.5. Emil, Johann, Karl und Rudolf haben auf dem Hof FuBball gespielt und ein Fenster
eingeschlagen. Als der Fall untersucht wurde, sagten sie folgendermaBen aus:

Emil: "Das Fenster hat Karl oder Rudolf eingeschlagen."
Johann: "Rudolf hat’s getan."

Karl: "Ich habe das Fenster nicht eingeschlagen."
Rudolf: "Ich auch nicht."

Ihr Lehrer, der die Jungen gut kannte, sagte: "Drei von ihnen sprechen immer die Wahr-
heit."Wer hat also das Fenster eingeschlagen?

6.6. Der Mensch hat hochstens 150000 Haare auf dem Kopf. Gibt es in Prag wenigstens
zwei Menschen, die die gleiche Anzahl Haare haben? (Prag hat ungefahr eine Million
Einwohner.)

6.7. In einer Klasse sind 40 Schiiler. Kann man ohne eingehendere Kenntnis behaup-
ten, dass es unter ihnen wenigstens vier Schiiler gibt, die in demselben Monat geboren
wurden? Konnte man sich dafiir verbiirgen, dass es in dieser Klasse fiinf im gleichen
Monat geborene Schiiler gibt?

6.8. Ein Junge hatte sieben scheinbar ganz gleiche Knopfe, von denen je zwei verschie-
dene Massen hatten. Es ist zu zeigen, wie man auf einer gleicharmigen Waage ohne
Wagestiicke den schwersten Knopf finden kann. Reicht ein sechsmaliges Abwiegen?

6.9. Auf dem Tisch liegen drei scheinbar gleiche Wiirfel, von denen einer (der falsche)
sich von den lbrigen durch seine Masse unterscheidet. Man weiB jedoch nicht, ob er
schwerer oder leichter als die Gbrigen zwei Wiirfel ist. Man hat eine gleicharmige Waage
ohne Wagestlicke zur Verfligung und darf hochstens zweimal wiegen. Kann man dabei
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6.4 Aufgaben

den falschen Wiirfel finden?

*6.10. Auf dem Tisch liegen sieben scheinbar gleiche Wiirfel, deren einer (der falsche)
sich von dem Rest durch seine Masse unterscheidet. Analog der Aufgabe 6.9. ist der
falsche Wiirfel herauszufinden, wenn man hochstens dreimal wiegen kann. H

6.11. Sonderbarerweise greift die Mathematik auch in die Theorie der Literatur ein, wie
wir in folgender Aufgabe zeigen wollen.

Der tschechische Dichter Jaroslav Vrchlicky hat die lyrische Form der provenzalischen
Dichtung, die sogenannte Sestine, in die tschechische Poesie eingefiihrt. In Deutsch-
land wurde sie bereits im Zeitalter des Barocks und im 19. Jahrhundert vor allem von
Friedrich Riickert gepflegt.

Die Sestine war ein reimloses Gedicht in sechs Strophen mit einem dreizeiligen Ge-
leit. Jede Strophe hatte sechs Verse; wenn man die Woérter am Versende in der ersten
Strophe der Reihe nach mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnet, hat die zweite Strophe am
Versende dieselben Woérter, doch in der Reihenfolge 6, 1, 5, 2, 4, 3; analog findet man
die Reihenfolge der Schlussworter in den folgenden Strophen.

Das Gesamtschema einer Sestine ist also:

1,2,3,4,56; 6,1,5, ;
1 .

2,4,3; 3,6,4,1,2,5
5,3,2,6,1,4;, 45/1,3,6, 2, 2 1

741 67 51 3,

Wenn man bei der Reihenfolge 2, 4, 6, 5, 3, 1 in der sechsten Strophe wieder dieselbe
Abwandlung anwendet, kehrt man zur urspriinglichen Reihenfolge 1, 2, 3, 4, 5, 6 zuriick
(eine siebente Strophe gibt es jedoch in der Sestine nicht).

Dem Leser wird nun die Frage vorgelegt: Es ist ein "Sestinenschema" zusammenzustel-
len, das in jeder Strophe acht (bzw. zehn) Verse aufweist. Wieviel Strophen hat eine
solche "Sestine"?

20Die Aufgaben 6.9. und 6.10. zeigen, wie wichtig es ist, an die Lésung der verschiedenen Aufgaben
mit Bedacht heranzutreten. Die sieben Wiirfel, von denen in der Aufgabe 6.10. die Rede ist, kann
man durch Abwiegen von je zwei 21mal vergleichen, eine logische Uberlegung verkiirzt diesen
Prozess zu dreimaligem Abwiegen.
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7.1 Was ist eine eingekleidete Aufgabe?

7 Keine Angst vor Textaufgaben!

7.1 Was ist eine eingekleidete Aufgabe?

Es besteht kein Zweifel darliber, dass uns unsere Umgebung eine Reihe Anregungen
zu mathematischen Problemen bietet. So entstehen wichtige und weniger wichtige,
schwierige und. einfache Aufgaben, die in Lehrblichern Textaufgaben heiBen. Es gibt
eine ganze Lehre von den Textaufgaben, in der diese in Gruppen (Typen) geteilt wer-
den, teils nach dem Inhalt, teils nach der Art der Auflosung. Mit dieser Einteilung der
Textaufgaben wollen wir uns hier nicht weiter befassen; wir missen jedoch beachten,
dass Textaufgaben grundsatzlich in zwei Gruppen zerfallen.

Die erste Gruppe umfasst Textaufgaben, die eine unmittelbare Verbindung zu techni-
schen und wirtschaftlichen Bereichen, Produktion, Verkehr, Finanzwesen u.a. haben;
diese Aufgaben werden Aufgaben mit polytechnischen Motiven genannt; in der zweiten
Gruppe finden wir alle iibrigen:

verschiedene Spiele, wie das Erraten des Alters bestimmter Personen, der Erbschaft,
einer gedachten Zahl unter gegebenen Bedingungen u. a. In diesem Kapitel wollen wir
uns mit der ersten Gruppe beschaftigen.

Jede der Aufgaben besteht aus den Bedingungen und der Fragestellung. Unter den
Bedingungen versteht man Zahlenangaben und die Beschreibung ihrer gegenseitigen
Abhangigkeit. In den Aufgaben mit polytechnischen Motiven verlangt man, dass die
Frage wirklichkeitsnah formuliert ist und dass der beschriebene Vorgang realisierbar
und sinnvoll ist.

Wir wollen als Beispiel eine Aufgabe anfiihren, die diese Forderung nicht erfiillt, obwohl
sie scheinbar "der Praxis" entnommen ist.

Ein Wasserbehalter, der die Form eines hohlen Quaders und einen Inhalt von 100 hl
hat, fullt sich durch Zufluss in 8% Stunden. Im Boden ist eine Offnung, durch die sich
der (volle) Behalter in 11 Stunden leert.

Wann wird der Behalter voll, wenn man gleichzeitig das Zufluss- und Ausflussrohr &ff-
net?

Diese Aufgabe kommt (mit kleinen Abweichungen) bereits in mathematischen Samm-
lungen des vorigen Jahrhunderts vor und wird gewohnlich folgendermaBen gelost:
Man berechnet zuerst, wieviel Wasser in einer Stunde zugefiihrt wird. Man dividiert

3 35 80 hl 3
100 hl: 8= h =100 hl : — h = —— =11_- hl/h
00 84 00 1 T - /

Ahnlich berechnet man, wieviel Wasser in einer Stunde ausflieBt:
1
100 hl : 11 h =9— hl/h
11 /

In jeder Stunde verbleibt also im Behalter die Zuflussmenge

3

1 26
112 hi/h — 9— hi/h = 2= hi/h
7 hl/h =97 hl/h =277 hl/
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7.2 Wir verpacken Streichholzschachteln

Der ganze Behalter flllt sich also in der Zeit

100 hi : 228 pijp = (10N 38R o7
77 180 9 9

Die Aufgabe und ihre Lésung weisen zwei bedeutende Mangel auf (auf die unlangst der
slowakische Mathematiker Pavel Barto$ hingewiesen hat).

Erstens hat die Handlung, von der die Rede ist, keinen praktischen Sinn, und zweitens
- kommt es zu dem Resultat, mit dem die Aufgabe rechnet, gar nicht. Der wirkliche
Behalter, von dem in den Bedingungen der Aufgabe gesprochen wird, wiirde sich bei
"gleichzeitigem Offnen des Zufluss- und Ausflussrohrs niemals fiillen.

Bei der Losung hat man namlich eine wichtige physikalische Erkenntnis auBer acht
gelassen: Das Wasser flieBt um so schneller aus dem Behalter, je voller er ist (genauer
beschreibt die Ausflussgeschwindigkeit einer Fliissigkeit die sogenannte Torricellische
Formel). Davon wird das Endresultat wesentlich beeinflusst "]

Die Bestimmung des Zusammenhangs zwischen den gegebenen Angaben, zwischen der
Frage und den Angaben, und die Entscheidung, welches Rechenverfahren zur Beantwor-
tung der gestellten Frage fiihrt, sind einzelne Etappen, die man bei der Lésung etwas
komplizierter Textaufgaben tiberwinden muss.

Das verlangt meist unsere ganze Aufmerksamkeit, unseren ganzen Scharfsinn und das
kritische Erfassen samtlicher Details der Aufgabe. Wir konnen uns die in der Praxis
auftretenden Probleme nicht "aussuchen”; nur in einigen Lehrbiichern und Aufgaben-
sammlungen werden manchmal die Probleme so verteilt, dass man bereits auf den
ersten Blick sieht, wie die Aufgabe zu losen ist.

Je schwieriger eine der Praxis entnommene Aufgabe ist, desto wichtiger wird gewohn-
lich ihre Losung fir die Wirtschaft oder Technik sein. Viele Verbesserungen in Technik
und Produktion sind deshalb zustandegekommen, weil ein schwieriges mathematisches
Problem gelost werden konnte.

Die in dieses letzte Kapitel eingereihten Aufgaben beweisen, wie auch scheinbar all-
tagliche Erscheinungen, die uns umgeben, Anlass zu ernsthaften Aufgabenstellungen
bieten konnen.

7.2 Wir verpacken Streichholzschachteln

Eine Streichholzschachtel hat die Seiten a = 17 mm, b = 37 mm, ¢ = 52 mm. Es
ist eine Zehnschachtelpackung zu entwerfen, fiir die moglichst wenig Einschlagpapier
verbraucht wird.

Eine Zehnschachtelpackung hat die Form eines Quaders. Jeder Leser hat eine solche
Packung schon in der Hand gehabt, so dass er weil3, wie die Schachteln darin geordnet
sind (je zwei Nachbarschachteln beriihren sich mit den entsprechenden kongruenten
Wanden). Man bezeichne die Seiten der Packung mit A, B, C; dabei liegen = a-
Langen der Kante (der Lange) A an (es gilt, dass A = a - z), y b-Langen der Kante B

21Dje Loésung, die die Torricellische Formel berlicksichtigt ist mathematisch viel komplizierter; daher
ist sie hier nicht angefiihrt.
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7.2 Wir verpacken Streichholzschachteln

(B=10-y) und z c-Langen der Kante C' (C' =c¢- 2).

Das Volumen der ganzen Packung ist ABC = abcxyz; da abc das Volumen einer
Schachtel bezeichnet, gibt das Produkt zu z - y - 2 die Anzahl der Schachteln in der
Packung an, also x - y - 2 = 10. Da x, y, z nur ganze positive Zahlen sein konnen, gibt
es neun Moglichkeiten, die aus der folgenden Tabelle ersichtlich sind:

x(1 1 10 1 1 2 2 5 5
Tabelle V yl1l 10 1 2 5 1 5 2
z|10 1 1 5 2 5 1 1

1
2

Der Papierverbrauch fiir eine Packung ist durch die OberflachengroBe des aus zehn
Schachteln bestehenden Quaders (abgesehen vom Randeinschlag) ausgedriickt. Die
Oberflache des Quaders ist

2AB + 2AC + 2BC = 2(abxy + acxz + beyz)

Da die Oberflache moglichst klein sein soll, muss auch die Zahl W = abzy+acxz+beyz
moglichst klein sein.

Man berechne die Zahl W in den angegebenen neun Fallen:
Firz=1,y=1,2=10ist

W=17-37-1-1—-17-52-1-104+37-52-1-10 = 629 + 8840 + 19240 = 28709
Firxz =1,y =10,z =1 ist
W=17-37-1-10+17-52-1-1+37-52-10-1 = 6290 + 884 + 19240 = 26414
Firx =10,y =1,z =1 ist
W=17-37-10-1417-52-10-1437-52-1-1 = 6290 4 8840 + 1924 = 17054
Firxz =1,y =2,2=>5 st
W=17-37-1-2417-52-1-5+37-52-2-5 = 1258 + 4420 + 19240 = 24918
Firx =1,y =5,2=2 st
W=17-37-1-54+17-52-1-2+37-52-5-23 = 3145 4+ 1768 + 19240 = 24153
Firx=2,y=1,2=>5 st
W=17-37-2-14+17-52-2-5+37-52-1-5 = 1258 + 8840 + 9620 = 19718
Firx=2,y=5,2=1 st
W=17-37-2-54+17-52-2-1+4+37-52-5-1=6290 + 1768 + 9620 = 17678
Firx=5,y=1,2=2ist

W=17-37-5-14+17-52-5-2+37-52-1-2 = 3145 + 8840 + 3848 = 15833
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Fir x =5,y = 2,z = 1 ist schlieBlich

W=17-37-5-2+17-52-5-1437-52-2-1 = 6290 + 4420 + 3848 = 14558

Wie ersichtlich, ist das Resultat W = 14558, das wir als
letztes ermittelt haben, kleiner als alle vorangehenden Re-

/\ sultate. Auf diese Weise haben wir also die 6konomischste
Packung gefunden.

Der Leser kann sich lberzeugen, dass die bei uns verkauf-

ten Streichholzer wirklich so verpackt sind, wie es Bild 56

veranschaulicht.

Diese Packung hat freilich (abgesehen von dem gerade er-

mittelten Mindestverbrauch an Papier) noch eine Reihe
Bild 56 anderer Vorteile (die Oberflache ist verhaltnismaBig reiB-

fest u.a.).

7.3 Wir mischen Fliissigkeiten

In Physik, Chemie und taglicher Praxis begegnet man oft Aufgaben, nach denen be-
stimmte Mengen verschiedener Stoffe zu mischen sind. Es wurden verschiedene Rechen-
regeln zur Losung solcher Aufgaben erdacht, die manchmal unter dem Sammelnamen
"Mischungsrechnung" erscheinen.

Fir den Studierenden ist es jedoch besser, wenn er jede Aufgabe selbstandig lost. Eine
Rechenregel oder -anweisung kann man leicht vergessen oder verlieren, wahrend man
eine Aufgabe, die man bereits einmal selbstandig gelost hat, auch nach langerer Zeit
wieder 16sen kann.

Nehmen wir uns folgendes Beispiel vor:

Wie bekannt, vermischen sich Alkohol und Wasser in beliebigem Verhaltnis. Einen
wievielprozentigen Alkohol bekommt man, wenn man 300 g vierzigprozentigen und 700
g siebzigprozentigen Alkohol vermischt 7

Man vergegenwartige sich zunachst, dass 40prozentiger Alkohol 40 % reinen Alkohol
und 60 % Wasser enthilt. Die erste Losung (300 g) enthalt also 120 g reinen Alkohol
und 180 g Wasser. Die zweite Lésung ist 70prozentig, enthalt also 70 % reinen Alkohol
und 30 % Wasser. In 700 g sind also 490 g reiner Alkohol und 210 g Wasser enthalten.

Wenn man beide Alkohollésungen mischt, erhadlt man 300 g + + 700 g = 1000 g
Losung, in der 120 g + 490 g = 610 g reiner Alkohol und 180 g + 210 g = 390 g
Wasser enthalten sind.

Nun heiBt es, die Lésungszusammensetzung in Prozenten ausdriicken. Da 1 % von 1000
g 10 g sind, sind 610 g gerade 61 % der Gesamtmasse, so dass der gemischte Alkohol
6lprozentig ist.

Bild 57
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Dieses Beispiel lasst sich durch ein interessantes Diagramm veranschaulichen (Bild 57).
Man wahle die Strecke AB, deren Lange gleich 1 ist. Der Punkt A soll reines Wasser,
der Punkt B reinen Alkohol bezeichnen.

Die a % Wasser und b % Alkohol enthaltende Losung (wobei a+b = 100 ist) kann man
durch einen bestimmten Punkt K auf der Strecke AB folgendermaBen veranschauli-
chen:

Wir stellen uns A als einen sehr kleinen Gegenstand (den sogenannten "Massenpunkt")
vor, der eine Masse von a Einheiten (z.B. Gramm) verkorpert, und sehen in B einen
Massenpunkt von b Einheiten (Gramm); man findet dann den Punkt K als Massenmit-
telpunkt oder Schwerpunkt (im physikalischen Sinne des Wortes) dieses Systems zweier
Massenpunkte

Es lasst sich auch sagen, dass die Strecke AK der Massenanteil ist, der in der Lésung
auf Alkohol, und die Strecke K B der Massenanteil, der auf Wasser entfallt. Umge-
kehrt stellt jeder Punkt K auf der Strecke AB eine bestimmte Lésung von Wasser und
Alkohol dar, deren Verhaltnis sich aus dem Diagramm leicht herauslesen lasst.

Wenn man also z.B. 40prozentigen Alkohol (unser erster Fall) darstellen soll, findet man
auf der Strecke AB den Punkt K7, indem AK; 10% der StreckengréBe AB gleich ist.
Der 70prozentige Alkohol ist dann auf demselben Bild durch den Punkt K5 dargestellt.
Der Ubersicht halber ist die Strecke AB in Bild 57 in zehn Teile zerlegt, wobei jeder
Teil 10 % bedeutet.

Man stelle sich nun K als einen Massenpunkt von 300 g (Masse der ersten Losung)
und K als einen Massenpunkt von 700 g (Masse der zweiten Lsung) vor.

In der Physik lernt man, dass ein solches System durch einen einzigen Massenpunkt K
von 300 g + 700 g= 1000 g ersetzt werden kann; die Lage des Punktes K innerhalb
der Strecke K1 K5 findet man ebenso wie die des Schwerpunktes, es gilt daher

KKy -300 = KK, - 700
Wenn AK =z, danngilt KK, =x—0,4, KKy = 0,7—x, so dass man die Gleichung
(x —0,4)-300 = (0,7 —x) - 700
erhalt. Daraus folgt:
3(x—0,4) =7(0,7— x)
3r—1,2=4,9—-"Tx

10x =6,1
r=0,61=61%
Auf diese Weise haben wir also die Zusammensetzung des durch Vermischen entstan-

denen Alkohols berechnet (vgl. die vorangehende Losung). Es lasst sich beweisen, dass
das angefiihrte Diagramm fiir zwei beliebige Lésungen verwendbar ist.

2|n der Physik versteht man unter dem Massenmittelpunkt (Schwerpunkt) des Systems der zwei
Massenpunkte A, B den auf der Strecke AB liegenden Punkt K, wobei das Produkt der Entfernung
K A und der Masse a dem Produkt der Entfernung K B und der Masse b gleich ist, also KA-a =
KB -b.
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7.4 Ein Transportproblem

Unsere Transportunternehmen haben verantwortliche Aufgaben bei der Verteilung der
Rohstoffe zu l6sen, mit denen Bergwerke und andere Fundstatten die Betriebe beliefern.
Man stelle sich eine Landkarte vor, auf der einige Gruben und einige Industriebetriebe
eingezeichnet sind. Die Betriebe beziehen aus diesen Gruben einen Rohstoff (z.B. Kohle)
und verbrauchen gerade so viel, wie in den Gruben geférdert wird.

Bild 58

Sollte man nun einen Verteilungsplan zusammenstellen, dann wiirde man die Rohstoff-
verteilung moglichst 6konomisch gestalten; die Kohle darf, um Betriebsstoffe zu sparen
und die Transportkosten niedrig zu halten, nicht unniitz nach entlegenen Verbrauchs-
statten befordert werden.

In Bild 58 sind drei Bergwerke durch Ringe und zwei Industriebetriebe durch Quadrate
dargestellt. Die Zahlen bei den Ringen bedeuten die geforderte Menge in Tonnen (fir
einen bestimmten Zeitabschnitt), und bei den Quadraten ist fir die gleiche Zeit der
Verbrauch der Fabriken bezeichnet.

Man sieht, dass der Gesamtabbau der drei Gruben 200 + 300 4+ 500 dem Gesamt-
verbrauch beider Fabriken 600 + 400 gleich ist. Auf dem Plan sind schematisch auch
die moglichen Transportwege und die zugehorigen Entfernungen (in Kilometern) einge-
zeichnet. Wir wollen fiir dieses Gebiet den wirtschaftlichsten Verteilungsplan entwerfen.

Man bezeichne mit x1; die Fracht, die nach diesem Entwurfe aus der ersten Grube in
den ersten Betrieb befordert wird, x1o ist die aus dem ersten Bergwerk in die zweite
Fabrik beforderte Fracht usw.

Die Summe x1; + x12 entspricht der Gesamtproduktion der ersten Grube, also x1; +
12 = 200.

Die Summe x11 + x21 + x31 ist dem Kohlenverbrauch in der ersten Fabrik gleich, also
211 + 21 + 231 = 600. So kann man folgendes Gleichungssystem zusammenstellen:

x11 + 212 = 200

Ta1 + w22 = 300

31 + 232 = 500 (1)
11 + x21 + 231 = 600
T12 + Tog + w39 = 400

Dieses System enthalt fiinf Gleichungen mit sechs Unbekannten. Wir suchen jedoch
nicht alle Losungen dieses Systems, sondern nur solche, in denen 11, 19, ..., T30 €ine
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positive Zahl oder gleich Null ist. Uberdies wiinschen wir, dass der Ausdruck
W = 401}11 + 70%’12 + 401721 + 603322 + 60$31 + 303332

moglichst klein ist. Wenn m der Preis in Mark ist, den der Transport von 1 t iiber eine
Entfernung von 1 km kostet, dann bezeichnet z.B. 4021, - m die Transportkosten fir
211 Tonnen aus der ersten Grube in die erste Fabrik, also ist W -m der Ausdruck fir die
gesamten Transportkosten. Darum bemiihen wir uns, W - m (also auch W) moglichst
klein zu gestalten.

Dem Ausdruck W geben wir folgende Form:

W = 40(1‘11 + 1’12) + 3019 + 40(3321 + 3322) + 20x99 + 60(1’31 + 1’32) — 30x39

Setzt man fiir die Klammerausdriicke die Werte des Gleichungssystems (1) ein, so erhalt
man die Gleichung

W =40 - 200 4 3012 + 40 - 300 + 20292 + 60 - 500 — 3032
Aus der letzten Gleichung des Systems (1) folgt
32 = 400 — 212 — 222
so dass man W weiter vereinfachen kann:

W = 8000 4 30212 + 12000 + 20x99 + 30000 — 30(400 — x19 — x22)
= 50000 + 30x12 + 20292 — 12000 + 30x12 + 30222 = 38000 + 60x12 + 50222

Der Ausdruck W wird also dann am kleinsten sein, wenn x15 = 0 und x99 = 0 ist; wir
miussen uns allerdings noch davon (iberzeugen, ob sich fiir diese Werte aus dem System
(1) die Zahlen x11, x19, ..., w32 als positiv (oder gleich Null) ergeben. Dies ist wirklich
der Fall:

11 = 200, To21 — 300, Ir31 — 100, T32 = 400

Der 6konomischste Verteilungsplan, den wir gerade gefunden haben, ist in Bild 59 veran-
schaulicht (die Zahlen bezeichnen hier im Gegensatz zu Bild 58 die zu transportierende
Kohlenmenge).

@

200\ ‘400

_ﬂ_f{?&.,-@

200 ~
Bild 59 ©

Wenn der Produktions- und Verbrauchsplan von Rohstoffen komplizierter ist als in Bild
58 angegeben, reicht zur rechnerischen Lésung des Transportproblems das schulmaBige,
in diesem Kapitel besprochene Verfahren nicht aus.

Uber Transport- und Verkehrsprobleme wurde bereits eine umfangreiche Literatur her-
ausgegeben, in der sehr anspruchsvolle, zur Lésung fiihrende Methoden beschrieben
sind. Es muss erwahnt werden, dass in den letzten Jahren auf diesem Gebiet auch
einige tschechoslowakische Mathematiker bedeutsame Erfolge erzielt haben.
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Es ist nicht immer leicht, eine groBe Gruppe Zahlenangaben, die sich bei einer Unter-
suchung oder einem Experiment angehauft haben, lbersichtlich zu machen.

Dem Gedachtnis kénnen verschiedene Diagramme und Schemas, aber auch Ubersichts-
tafeln und einige charakteristische Rechenausdriicke zu Hilfe kommen. Eines der be-
kanntesten Verfahren ist das sogenannte arithmetische Mittel, dem unsere weitere Auf-
merksamkeit gelten soll.

Die statistische Auswertung hat insbesondere im Verlauf des letzten Jahrzehnte - auch
in unseren Schulen Einzug gehalten: Die Schiiler und Studenten verfolgen ihren Fort-
schritt in den einzelnen Semestern, der Fortgang in verschiedenen Fachern wird unter-
sucht, und die Lehrer beobachten die Zahl der versaumten Unterrichtsstunde fiir die
vergangenen Abschnitte des Schuljahrs.

Die Auswertung der Ergebnisse bei solchem Wettbewerb stiitzt sich vorwiegend auf
die Berechnung des arithmetischen Mittels. Auch in der technischen Literatur ist das
arithmetische Mittel oft bedeutungsvoll:

So lesen wir z.B., dass eine Gliihlampe durchschnittlich eine Lebensdauer von 1000
Stunden hat, dass der jahrliche Durchschnittsverbrauch von Kohle fiir einen Haushalt
25 dt betragt usw.

Man stelle sich vor, dass n Zahlen x1, x5, x3, ..., ,, gegeben sind. Unter dem arithme-
tischen Mittel dieser Zahlen versteht man dann die Zahl

X1+ Xo+2x3+ ... +2y

xr = (1)

n

Wir wollen diese Definition an einem Beispiel erlautern:

Eine Gruppe Schiiler eines Interessenzirkels hatte die Dicke einer Metallplatte zu mes-
sen; um ein moglichst genaues Resultat zu erhalten, verwendeten die Schiiler eine
Messschraube und wiederholten die Messung 10mal mit folgenden Ergebnissen (in Mil-
limetern):

2,10:2,15;2,13;2,21;2,16;2,17; 2, 18; 2, 12; 2, 15; 2, 13.

Wie man sieht, weichen die gewonnenen Resultate etwas voneinander ab; wir wollen
daher das arithmetische Mittel dieser Werte berechnen. Zu diesem Zweck muss man
zunachst

2,104+ 2,15+ 2,13 +2,21 +2,16 + 2,17+ 2,18 + 2, 12 + +2,15 + 2,13 = 21,50

addieren und dann die Division 21,50 : 10 = 2,15 durchfiihren. Das gesuchte arithme-
tische Mittel ist also x = 2, 15.

Die Erfahrungen vieler Praktiker zeigen (neben theoretischen Erwagungen), dass man
sich der wirklichen (gesuchten) Dicke der Platte am meisten gerade durch dieses arith-
metische Mittel nahert. Die Schiiler geben daher am Ende des Experiments an, dass
die Platte 2,15 mm dick ist.
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Wir wollen nun einige Eigenschaften des arithmetischen Mittels kennenlernen. Man
betrachte wieder die gegebenen Zahlen x1, x9, z3, ..., x, die das arithmetische Mittel
zu haben, und bilde die Differenzen

r—=oIy, T —T2, T — X3, Y i

Diese Differenzen nennt man Abweichungen vom arithmetischen Mittel. Man berechnet
leicht, dass die Summe der Abweichungen vom arithmetischen Mittel gleich Null ist.
Es gilt namlich

(x—m2)+(x—29) + (x —23) + .. + (T — ) =nx — (x1 + 22+ 23+ ... + )

Aus der Formel (1) folgt nx = 1 + 2 + 23 + ... + =, so dass man nach weiterer
Vereinfachung

(x1+xo+a3+ ... +2,) —(T1+ 22+ 235+ ... +2,) =0
erhalt. Damit ist die gesuchte Summe der Abweichungen berechnet.

Kehren wir wieder zu jenen Zahlen zuriick, die die Schiilergruppe bei der Messung der
Metallplatte gefunden hat. Die Abweichungen vom arithmetischen Mittel sind hier der
Reihe nach: 0,05; 0; 0,02; -0,06; -0,01; -0,02; -0,03; 0,03; 0; 0,02.

Die Summe der positiven Abweichungen ist 0,05+ 0,02 4+ 0,03 + 0,02= 0,12, die der
negativen -0,06 - 0,01 - 0,02 - 0,03 = -0,12, so dass die Summe aller Abweichungen
vom arithmetischen Mittel wirklich gleich Null ist. Das ist zugleich eine Kontrolle der
Berechnung der Zahl .

Eine weitere Eigenschaft des arithmetischen Mittels lasst sich wieder durch eine einfache
Berechnung ableiten. Man geht von den gegebenen Zahlen 1, x5, x3, ..., x,, aus und
vermindert jede von ihnen um dieselbe Zahl p. Auf diese Weise bekommt man n neue
Zahlen:

Xy —p, o — D, X3 — D, oo Iy — P
Um ihr arithmetisches Mittel zu berechnen, addiert man zunachst
(x1=p)+(r2—p)+(23—p)+... + (20, —p) = (v1 + 22+ T3+ ... +T,) —p = nx —np
und dividiert dann durch die Zahl n; man erhalt

nr—np  n(xr—p)
n  n

:x—y

Das abgeleitete Resultat kann dann in diesem Satz zusammengefasst werden:

Wenn jede der gegebenen Zahlen um dieselbe Zahl p vermindert wird, wird auch das
arithmetische Mittel dieser Zahlen um die Zahl p vermindert.

Wir wollen an einem numerischen Beispiel die Niitzlichkeit dieses Satzes bei praktischen
Berechnungen zeigen. Wenn wir z.B. das arithmetische Mittel der zehn Zahlen bestim-
men sollen, mit denen wir uns bereits zweimal beschaftigt haben, ist es von Vorteil, so
vorzugehen:
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Wir suchen die kleinste der Zahlen heraus; es ist die Zahl 2,10. Diese Zahl subtrahieren
wir von allen gemessenen Werten, so dass wir folgende Resultate bekommen:

0;0,05;0,03;0,11;0,06;0,07;0,08;0,02;0,05;0,03;
von diesen Zahlen finden wir dann sehr leicht (auch im Kopf) das arithmetische Mittel:

0+ 0,054 0,03+ 0,11 4+ 0,06 + 0,07 + 0,08 4+ 0,02 + 0,05 + 0,03 _ 0,50
10 10

= 0,05

Das arithmetische Mittel der urspriinglichen zehn Zahlen ist also 2,10 + 0,05 = 2,15,
was natlrlich mit unserer vorhergehenden Berechnung tibereinstimmt.

Wir (iberlassen es dem Leser, sich von der weiteren Eigenschaft des arithmetischen
Mittels zu lberzeugen (analog derjenigen, die wir gerade besprochen haben); diese
Eigenschaft ist in dem Satz ausgedriickt:

Wenn man jede der gegebenen Zahlen mit derselben Zahl p multipliziert, wird auch das
arithmetische Mittel dieser Zahlen mit der Zahl p multipliziert.

Auch diese Eigenschaft lasst sich vorteilhaft ausnutzen. Wenn man z.B. das arithme-
tische Mittel einiger Dezimalzahlen (wie es in unserem numerischen Beispiel der Fall
war) berechnen soll, kann man durch Weglassen des Dezimalkommas die Aufgabe in
eine mit ganzen Zahlen umwandeln.

Alle angefiihrten Eigenschaften des arithmetischen Mittels, weisen darauf hin, dass man
mit diesem Ausdruck leicht rechnet. Ubrigens geht aus der Formel (1) hervor, dass man
das arithmetische Mittel an Hand von nur zwei Rechnungsarten (Addieren und Divi-
dieren) berechnen kann. Das hat groBe Bedeutung; denn diese Rechnungsarten werden
dann leicht, z.B. von den (iblichen Rechenmaschinen, durchgefiihrt.

Das arithmetische Mittel hat jedoch auch Mangel. Einer von ihnen ist der Umstand,
dass es von einem zufélligen Fehler ziemlich stark beeinflusst wird. Wir wollen das an
einem Beispiel deutlich machen.

Setzen Wir voraus, dass die Schiiler bei ihrer letzten Messung einen "groben" Fehler
begangen und. das Resultat 1,93 mm erhalten hatten. Dann ware das arithmetische
Mittel 2,13 mm, also um ungefahr 1% kleiner gewesen als der im Text berechnete Wert.

In der statistischen Praxis wird jedoch auch der sogenannte Median (aus dem lateini-
schen Eigenschaftswort medius = der mittlere) gebraucht, der ahnliche Eigenschaften
wie das arithmetische Mittel hat, auf groBe zufallige Fehler jedoch nicht so stark rea-
giert. Die Berechnung des Medians wird folgendermaBen durchgefiihrt:

Wenn n Zahlen gegeben sind, ordnen wir sie zunachst nach der GroBe (von der kleins-
ten zu der groBten). Bei ungeradem n ist der gesuchte Median die mittlere der so
geordneten Zahlen. Wenn n eine gerade Zahl ist, entspricht der gesuchte Median dem
arithmetischen Mittel der zwei mittleren Zahlen.

Wir wollen den Median fiir die Zahlengruppe unseres numerischen Beispiels heraussu-
chen. Zunachst missen wir die gemessenen Werte nach ihrer GréBe ordnen 2,10; 2,12;
2,13; 2,13; 2,15; 2,15; 2,16; 2,17; 2,18; 2,21.
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Die zwei mittleren Glieder sind 2,15 und 2,15, ihr arithmetisches Mittel ist 2,15. Das
ist also der gesuchte Median. Wie man sieht, wiirde der grobe Fehler (1,93 mm), den
wir oben erwihnt haben, auf den Median keinen Einfluss haben[Z]

Wenn die Anzahl der Werte, mit denen man arbeitet, nicht zu groB ist, findet man
den Median verhaltnismaBig leicht. Der Median hat aber auch eine Reihe Nachteile,
mit denen sich der Leser in den Lehrbiichern der mathematischen Statistik bekannt
machen kann. Seine Verwendung ist daher im ganzen beschrankt, und die Aufgaben,
von denen wir in diesem Kapitel gesprochen haben, bleiben berechtigterweise dem
arithmetischen Mittel vorbehalten.

7.6 Aufgaben

7.1. In welchem Verhaltnis muss man 40prozentigen mit 70prozentigem Alkohol vermi-
schen, um 50prozentigen Alkohol zu bekommen?

*7.2. Das Schriftmetall (Letternmetall), mit dem die Druckereien arbeiten, ist eine Le-
gierung von drei Metallen - Antimon, Zinn und Blei. Je nach ihrem Verhaltnis bekommt
man verschiedene Schriftmetallarten, die sich durch Schmelzpunkt, Harte, Abnutzung
beim Druck u.a. voneinander unterscheiden.

Aus zwei bereits im Druck verwendeten Schriftmetallarten soll ein neues Schriftmetall
hergestellt werden. Die erste Art enthalt 20 % Antimon, 5 % Zinn und 75 % Blei, die
andere 14 % Antimon, 7 % Zinn und 79 % Blei. Die Arten vermischt man im Verhaltnis
2 : 3. Welche Zusammensetzung hat das neue Schriftmetall?

7.3. Zwischen zwei Stadten A, B verkehren zwei Autobusse, die auf der Strecke ei-
ne einzige Haltestelle in der Gemeinde C' haben. Das Verhaltnis der Entfernungen der
Orte A, C' und B, C ist 4 : 5. Beide Autobusse fahren gleichzeitig aus A und B in
entgegengesetzter Richtung und erreichen die Endstation auch zu gleicher Zeit nach
1% Stunden; (iberdies halt jeder Autobus 10 Minuten in der Gemeinde C'. Es ist fest-
zustellen, an welcher Stelle der Strecke sich die Autobusse treffen.

Bild 60

7.4. An einer LandstraBe liegen fiinf Gemeinden (man bezeichne sie der Reihe nach mit
A, B, C, D, E), die voneinander 8 km, 13 km, 3 km und 8 km entfernt sind (Bild 60).
In einer dieser Gemeinden soll ein Warenlager eingerichtet werden, das in alle fiinf
Gemeinden liefert. Welche Gemeinde ist als Standort des Lagers zu wahlen, wenn man
weil3, dass die Gemeinde A 450, die Gemeinde B 600, die Gemeinde C 150, die Gemeinde

23Der Umstand, dass der Median hier mit dem arithmetischen Mitte iibereinstimmt, ist nur ein Zufall.
In vielen Fallen haben wir es mit zwei voneinander verschiedenen Zahlen zu tun, deren Unterschied
jedoch gewdhnlich klein ist.
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D 900 und die Gemeinde E 400 Einwohner hat? (Der Leser mag lber die Bedeutung
der Einwohnerzahl in dieser Aufgabe selbst entscheiden.)

7.5. Die Arbeiter einer Transportgesellschaft fahren ein groBes Vergniigungsschiff zu
einem See. Der Transport dieser schweren Fracht, die auf dem Landwege vor sich ging,
hat auch bei der Jugend groBe Aufmerksamkeit hervorgerufen.

Kurt interessierte sich fiir die Lange des Schiffes, er mochte wissen, wieviel Schritte
das Deck misst. Er hoffte, der Transport werde auf einige Augenblicke stocken und
er werde durch Abschreiten die ungewohnliche Fracht nachmessen konnen. Das Schiff
bewegt sich jedoch auf der LandstraBe zwar langsam, aber ohne zu halten. Kurt, der
beste Mathematiker der Klasse, weil bald Rat

Er geht zunachst am StraBenrand in der Fahrtrichtung von einem Ende des Schiffes
zum anderen und stellt fest, dass er dazu 120 Schritte braucht; dann macht er kehrt
und stellt fest, dass er gegen die Fahrtrichtung 30 Schritte benoétigt.

Genligen schon diese zwei Angaben, die Lange des Schiffes zu berechnen? (Es sei ver-
merkt, dass Kurt weder die Transportgeschwindigkeit noch die seiner Schritte kennt.)

*7.6. Eine Zuckerfabrik verarbeitet in 8 Stunden ungefahr 6500 dt Zuckerriiben; der
Wasserverbrauch zum Waschen betragt annahernd 150 % der Ribenmasse. Es ist
zu entscheiden, ob zum Riibenwaschen zwei Zufuhrrohren geniigen, deren jede einen
Durchmesser von 20 cm hat (die Wassergeschwindigkeit ist 1 m/s).

7.7. Die geforderte Steinkohle enthalt 2 % Wasser. Nach einiger Zeit vergroBert sich
durch Einfluss der Witterungsverhaltnisse der Wassergehalt auf 13 %. Um wieviel Pro-
zent nimmt die Masse der Kohle zu?

7.8. Finf gleich gewandte Maurer haben eine Mauer zur Halfte binnen 14 Tagen er-
richtet. Um den geplanten Termin einzuhalten, soll der restliche Teil in 6 Tagen gebaut
werden. Wieviel Maurer missen zusatzlich eingesetzt werden?

7.9. Hefte, Biicher und Kanzleipapier werden gewohnlich in standardisierten Formaten
hergestellt. Die Grundform ist ein Rechteck mit einer Fliche von 1 m? (dieses For-
mat wird mit AQ bezeichnet); daraus entstehen weitere Formate Al, A2, A3, ... durch
sukzessives Halbieren der Lange.

Dabei wird verlangt, dass das Verhaltnis % in allen Breite Rechtecken gleich bleibt
(oder dass die Rechtecke einander ahnlich sind).

Berechnen Sie die Lange und die Breite fiir die einzelnen Formate A0, Al, A2, ...

7.10. Zwei Klassen halfen bei der Hopfenernte. Die erste, in der 31 Schiiler waren,
arbeitete 9 Tage und pfliickte im ganzen 2242 Viertel; die andere, mit 33 Schiilern,
erntete in 8 Tagen 2125 Viertel; dabei hatte jedoch ein Schiiler dieser Klasse nur 4
Tage gearbeitet, weil er krank war. Welche Klasse erzielte bei der Ernte die bessere
Leistung?

7.11. Eine Stahllieferung wurde auf Kohlenstoffgehalt (in Prozent) untersucht. Zwanzig
Proben gaben folgende Resultate:
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0,06 0,07 0,07 0,07 0,09
0,08 0,06 0,09 0,08 0,07
0,08 0,08 0,08 0,06 0,08
0,06 0,10 0,06 0,13 0,11

Berechnen Sie, welche Messung vom arithmetischen Mittel am meisten abweicht.

7.12. Das Beispiel mit der Messung der Plattendicke ist durch folgende Berechnung
zu erganzen: Erheben Sie die Abweichungen vom arithmetischen Mittel in die zweite
Potenz, und bestimmen Sie dann das arithmetische Mittel dieser Zahlen.
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8 Losungen der Aufgaben

1.1. a) Man schreibt auf jedes Feld des Schachbretts eine Zahl, die angibt, wieviel Ziige
von da aus der Springer machen kann; man bekommt dann folgendes Quadratschema:

213|444 /4|3]|2
3/14(6[/6[6|6(4]|3
416888864
416888864
416888864
416888864
3/14(6|(/6[6|6(4]|3
2/3|4/4/4/4|3]|2

Die gesuchte Anzahl der Ziige wird durch die Summe aller Zahlen in diesem Schema
ausgedrickt, d.h, durch die Zahl 4 -2 4+ 8- 3 4+ 20- 4 + 16- 6 + 16- 8 = 8 + 24 +
80+ 96 + + 128 = 336. Der Springer kann also im ganzen 336 Ziige ausfiihren.

b) Analog wie im Absatz a) stellt man fest, dass die Dame im ganzen 1456 Ziige
machen kann.

® [ ] @
|
[ ] @ I @
il b =
|||® ] [ ]
Hill ] o
Bild 61 und 62

1.2. Es zeigt sich, dass die kleinste zur Besetzung des Schachbretts notwendige Figuren-
zahl 9 und die groBte 16 ist. In Bild 61 ist ein Schachbrett mit 64 Feldern dargestellt;
man teile es so in neun Teile, wie in Bild 61 durch die starkeren Linien angegeben

wird P4

Wenn man die entstandene Zerlegung des Schachbretts naher ins Auge fasst, sieht
man, dass in jedem dieser neun Teile sich (wenigstens) ein Feld finden lasst, das nur
der Konig angreifen kann, der in demselben Teil des Schachbretts steht (in Bild 61 sind
diese "inneren" Felder aller neun Teile des Schachbretts durch Punkte gekennzeichnet).

Hieraus folgt, dass es wenigstens 9 Konige sein missen. Wenn man nun die neun Ko-
nige z.B. auf jene neun Felder stellt, die in Bild 61 gekennzeichnet sind, so sieht man,

24Auf dieser Einteilung des Schachbretts beruht der ganze "Knif" der Lésung. Zur logischen Vollstan-
digkeit der Uberlegung ist es gar nicht notwendig zu beschreiben, wie man zur Lésung gelangt ist,
wenn auch z.B. das Herausfinden der Zerlegung in Bild 61 ein gewisses Nachdenken erfordert.
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dass in dieser Stellung jedes freie, nicht gekennzeichnete Feld (wenigstens) von einem
Konig angegriffen ist und dass kein Konig einen andern bedroht.

Analog stellt man fest, dass man auf einem Schachbrett hochstens 16 Konige der ge-
gebenen Aufgabe gemaB aufstellen kann.

In Bild 62 ist wieder ein Schachbrett skizziert und durch starkere Linien in 16 Teile
zerlegt, wobei jeder dieser Teile 4 Felder des Schachbretts enthélt. Es ist leicht einzu-
sehen, dass man auf jedes von ihnen allenfalls einen Konig stellen kann, wenn verlangt
wird, dass kein Konig einen anderen bedrohe. Auf das ganze Schachbrett konnen auf
diese Weise hochstens 16 Konige gestellt werden.

pic M T
.@_ ® .. ®
o Jo] o] |o =

Bild 63

Wenn man nun die 16 Konige z. B. so aufstellt, wie es Bild 63 zeigt, sieht man, dass
die Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind.

Anmerkung: Es ist leicht nachzuweisen, dass die soeben erwahnten Aufstellungen der
neun bzw. sechzehn Koénige nicht die einzigen Losungen der Aufgabe sind. Der Leser
kann selbst herausfinden, dass sich auf einem normalen Schachbrett auch 10, 11, 12,
13, 14 oder 15 Konige so aufstellen lassen, dass jedes freie Feld wenigstens von einem
Konig und kein Konig von einem anderen angegriffen wird.

1.3. Die Aufgabe hat eine Reihe von Lésungen. Die Damen kann man z.B. auf die
Felder d6, €5, f4, g8, h7 stellen.

1.4. Die Damen stellt man z.B. auf die Felder c6, €3, 8, hb.

1.5. Der Spieler A kann den Sieg erzwingen, wenn er die strategischen Zahlen 5, 21,
37, 53, 69, 85 besetzt.

1.6. Wenn es auf einem Haufchen mehr Spielmarken als auf dem andern gibt, kann der
Spieler A den Sieg erzwingen, wenn er vom groBeren Haufchen so viele Spielmarken
wegnimmt, dass beide Haufchen die gleiche Zahl an Spielmarken aufweisen.

Nach jedem Zug des Spielers B muss freilich der Spieler A so viele Spielmarken weg-
nehmen, dass die Haufchen wieder die gleiche Zahl enthalten. Wenn also der Spieler B
mit einem Haufchen zu Ende ist, nimmt der Spieler A den Rest vom andern Haufchen
und wird Sieger.
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Wenn allerdings beide Haufchen vor Spielbeginn dieselbe Zahl Spielmarken aufweisen,
ist der Spieler A im Nachteil. Den Sieg kann dann der Spieler B erringen, wenn er sich
an die eben gegebene Weisung halt.

1.7. Wenn einer der Haufen eine groBere Zahl Spielmarken als der andere hat, kann
der Spieler A den Sieg erzwingen, indem er vom groBeren Haufen so viel Spielmarken
wegnimmt, dass die beiden Haufen gleich werden.

Diesen Grundsatz behalt der Spieler A nach jedem Zug des Spielers B so lange bei,
bis der Spieler B entweder alle Spielmarken eines Haufens fortnimmt oder von einem
Haufen eine einzige Spielmarke (ibriglasst.

In beiden Fallen kann der Spieler A damit antworten, dass er seinem Gegner eine einzige
Marke ubriglasst.

Wenn beide Haufchen die gleiche Zahl von Spielmarken (wenigstens zwei) enthalten,
ist der Spieler A im Nachteil.

Den Sieg kann dann der Spieler B erzwingen, wenn er sich nach der oben angefiihrten
Anweisung richtet.

1.8. a) Bestimmen wir zunachst die Zahl aller moglichen Gewinne im dritten Rang.
Es gewinnt der Spieler, dessen Tip sich von dem richtigen Resultat entweder dadurch
unterscheidet, dass zwei Einser (an deren Stelle ein Zweier oder ein Kreuz steht) fehlen,
oder dadurch, dass statt des richtigen einen Zweiers ein Einser oder ein Kreuz steht.
Die zwei Einser, die der Spieler nicht erraten hat, kdnnen an einer beliebigen der z-
Stellen auftreten, was (”2”) Moglichkeiten entspricht. Statt ihrer kann auf dem Ticket
der Tip 2 2 oder 2 x oder x 2 oder x x stehen, was vier Moglichkeiten ergibt.

Die Anzahl der Tips im dritten Rang, der sich von dem richtigen Resultat durch zwei
Einser unterscheidet, ist also

vy . z(z—-1)
4-(2) —4-ﬁ—2x(aj—l)

Man berechnet die Anzahl der Tips im dritten Rang, die sich von der richtigen Losung
dadurch unterscheidet, daB der Spieler einen Zweier nicht erraten hat.

Die Zahl der Zweier im richtigen Tip ist ; man hat also y Moglichkeiten, einen falschen
Zweier zu wahlen. Anstatt des Zweiers steht hier der Einser oder das Kreuz, was zwei
Moglichkeiten entspricht. Man sieht also, dass die Anzahl der Tips im dritten Rang,
die sich von der richtigen durch einen Zweier unterscheidet, 2y ist.

Die Anzahl aller moglichen Gewinne im dritten Rang ist also

2e(x — 1) + 2y

b) Nun wollen wir die Anzahl aller méglichen Gewinne im vierten Rang bestimmen.
Man erreicht ihn, indem man drei Einser nicht errat, oder indem ein Einser und ein
Zweier fehlt, oder schlieBlich durch Verlust eines Kreuzes.

Drei nicht erratene Einser kann man auf ("?f)fache Weise wahlen; statt dessen kann auf
dem Ticket eine beliebige dieser acht Moglichkeiten vorkommen:

222;22x; 2x2; x22; 2xx; x2x; x12; 0w
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Die Anzahl der Tips mit dem Verlust von drei Einsern ist daher

x z(zx—1)(x—2) 4
8-(3):8- T 5.3 :§a:(x—1)(:):—2)

Man berechnet die Anzahl der Tips, die sich von der richtigen durch einen Einser und
einen Zweier unterscheiden. Den Einser kann man auf z-fache, den Zweier auf y-fache
Weise wahlen, den Einser und den Zweier also auf zy-fache Weise verlieren.

Statt eines richtigen Einsers kann ein falscher Zweier oder ein falsches Kreuz (zwei
Moglichkeiten) und statt eines richtigen Zweiers ein Einser oder ein Kreuz (zwei Mog-
lichkeiten) stehen. Wenn man diese Falle kombiniert, erhélt man 2 - 2 = 4 Moglichkei-
ten, so dass die Anzahl aller durch den Ausfall des Einsers und Zweiers entstandenen
Tips 4zy ist.

SchlieBlich berechnet man die Anzahl der durch den Ausfall eines Kreuzes entstandenen
Tips. Ein Kreuz kann man auf z-fache Weise wahlen, und es kann durch einen Einser
oder einen Zweier ersetzt werden (zwei Moglichkeiten). Die Anzahl dieser Tips ist also
2z2.

Zusammenfassend ist also die Anzahl aller méglichen Gewinne im vierten Rang

4
gx(x —1)(z —2) +4ay + 32
1.9.
Rang | Zahl der Tips
erster 1
zweiter 8
dritter 36
vierter 132

1.10. Dieser Fall tritt ein, wenn lauter Einser verlost werden. Dann kann der zweite
Rang 24 Tips gewinnen.

1.11. Man benutzt die Resultate der Aufgabe 1.8, nach denen der dritte Rang () =
2x(x — 1) + 2y Tips gewinnen kann.

Man weiB, dass die Zahlen x,y, z durch die Beziehung x +y + +2 = 12 verknipft sind.
Man wahle also sukzessivz = 0, 1, 2, ..., 12 und erganze es durch ein moglichst groBes
y. Dieser groBte Wert y = 12 — z (bei z = 0). Fiir y = 12 — z ist Q = 22% — 4224 =
2((z — 1)? + 11), Daraus ist ersichtlich, dass Q fiir z = 12 am groBten ist.

Im dritten Rang entsteht die groBte Anzahl moglicher Tips, wenn lauter Einser gezogen
werden. Dann kénnen 264 Tips im dritten Rang gewinnen.

1.12. Die Anzahl der Gewinne im zweiten Rang ist

) (¢)-ves
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im dritten Rang

6\ (43\ 6-5-4-3 43-42
: = : —3.5-43-21 = 1354
(4) (2) 1234 1.2 7% 3510

und im vierten Rang

6 43 6-5-4 43-42-41
. — . = '4'4 . '41:24 2
(3) (3) 1-2-3 1-2-3 ° 57 6820

Die Begriindung der Berechnung sei dem Leser lberlassen.

1.13. Eine Ecke eines regelmaBigen Vierflachs muss mit der Zahl 4 bezeichnet werden.
Man stelle sich vor, dass das Vierflach auf einer horizontalen Ebene (auf einem Tisch)
so liegt, dass die mit 4 bezeichnete Ecke nach oben weist. Fiir die Bezeichnung der
ubrigen drei Ecken mit den Zahlen 1, 2, 3 gibt es zwei Moglichkeiten:

Man numeriert sie entweder so, dass beim Blick von oben auf die Tischebene die Zah-
len 1, 2, 3 so aufeinander folgen wie die Zahlen auf einem Zifferblatt, oder umgekehrt.
Demnach konnen also die Ecken eines regelmaBigen Vierflachs auf zweierlei Art nume-
riert werden.

Es sei hinzugefiigt, dass mit Hilfe der Numerierung eines regelmaBigen Vierflachs die
organische Chemie das optische Verhalten einiger asymmetrischer Kohlenstoffverbin-
dungen (z.B. der Milchsaure) erklart. Der asymmetrische Kohlenstoff C* ist ein Koh-
lenstoff, der durch seine vier "Valenzarme" vier verschiedene (einwertige) Elemente oder
Elementengruppen bindet.

Um erklaren zu kénnen, warum dieselbe chemische Verbindung einmal in einer rechts-
drehenden und ein andermal in einer linksdrehenden Form vorkommt, stelle man sich
(nach van't Hoff und Le Bel) den asymmetrischen Kohlenstoff inmitten eines regelma-
Bigen Vierflachs vor; seine Valenzen tendieren nach den Eckpunkten dieses Vierflachs.
Da es bekanntlich nur zweierlei Bezeichnungen der Eckpunkte gibt, sind auch nur zwei
Verbindungsformen - eine rechts- und eine linksdrehende - méglich.@

1.14. Ein Beispiel des gesuchten magischen Quadrats zeigt folgendes Schema:

1 14|15 4
12, 71619
8 11110 | 5
13123 |16

3.1. Bei der Numerierung des Buches kommen 9 einziffrige Zahlen (d.h. 9 Ziffern), 90
zweiziffrige Zahlen (d.h. 180 Ziffern) und 399 dreiziffrige Zahlen (d.h. 1197 Ziffern)
vor. Im ganzen also 9 + 180 + 1197 = 1386 Ziffern.

Die Ziffer 0 kommt bei der Niederschrift einziffriger Zahlen iberhaupt nicht vor, bei der
Niederschrift zweiziffriger Zahlen ist sie in neun Fallen (9 Nullen) notwendig. Von den

2Diese Bezeichnungen driicken die Fahigkeit einiger chemischer Stoffe aus, die Ebene des polarisierten
Lichtes nach links oder rechts zu drehen.
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dreiziffrigen Zahlen nimmt man zunachst Zahlen, die kleiner als 110 (11 Nullen) sind,
ferner Zahlen groBer als 109 und kleiner als 200 (weitere 9 Nullen). Zur Niederschrift
aller dreiziffrigen Zahlen, die kleiner als 500 sind, sind also 4 - (11 + 9) = 80 Nullen
notwendig.

Da die Zahl 499, die bei der Paginierung nicht vorkommt, keine Null enthalt, ist die
gesuchte Nullenzahl 9 + 80 = 89.

3.2. Zur Niederschrift aller einziffrigen Zahlen sind 9 Anschlage notwendig. Es bleiben
noch 91 Anschlage Ubrig, die zur Niederschrift der zweiziffrigen Zahlen erforderlich sind.
Es gilt, dass 91 = 2 - 45 + 1.

Die Schreiberin wird also noch 45 zweiziffrige Zahlen (deren letzte 54 ist) und mit dem
hundertsten Anschlag die erste Ziffer der Zahl 55 niederschreiben.

3.3. Ein Leser, der von der Schule her die arithmetischen Reihen kennt, wird diese
Aufgabe leicht l6sen. Wir bieten jedoch eine Losung, die die Kenntnis dieses Teils des
Unterrichtsstoffs nicht voraussetzt. Man sieht, dass die Summe

1+2+3+4+...+63+64

zu berechnen ist. Um uns die Berechnung zu erleichtern, stellen wir die Reihenfolge der
Summanden auf geeignete Weise um und setzen dann die einzelnen Paare in Klammern.
Wir bekommen dabei

(1+64)+(2463)+ (3+62) + ...+ +(31+34) + (32 + 33)

Die Summe der Summanden in jeder Klammer ist gleich 65, so dass die gesuchte
Summe 65 - 32 = 2080 ist.
Auf dem ganzen Schachbrett liegen also 20,80 Mark.

3.4. Wenn man die Multiplikation schriftlich ausfiihrt, sieht die Niederschrift folgender-
maBen aus:

7 -2 6 45 13
1

NN NN NS
0 00 00 00| N
o o1 o1

~N ~| o

~l| 00 ©o

NN IS IS,

(e IENEENEENEEN|
B e Y

1321 I G NG N NG

2
3 336 41

3.5. Der Kiirze wegen bezeichne man die einzelnen Stellen des Schemas mit den Buch-
staben A, B, C, ... wie folgt:

1 A B C D
E F G 1
H I J 1
KL M 1 N
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Man sieht, daSS N = 1, daher G = 0. D kann nicht gleich 1 sein, denn auf der zweiten
Zeile steht eine vierziffrige Zahl.

Das Produkt BD endet mit der Ziffer 1, wie auf der zweiten Zeile zu sehen ist; daher
B=9, D=9oderB=7, D =3o0der B=3, D=7. Wir wollen jeden dieser drei
Falle gesondert untersuchen.

a) Wenn B =9, D = 9 ist, dann ist BD = 81. Da G = 0, muss das Produkt AD oder
9A mit der Ziffer 2 enden (dann ist namlich 2 + 8 = 10).

Das Produkt 9A endet mit einer Zwei nur fir A = 8. Auf der ersten Zeile steht also
die Zahl 189.

Welche Moglichkeit besteht fiir die Ziffer C? Das Produkt BC oder 9C endet mit der
Ziffer 1; daraus folgt, dass C = 9. Nun kennen wir auch den zweiten Faktor und kénnen
leicht die ganze Multiplikation erganzen.

b) Der Fall B = 7, D = 3 fiihrt zu keiner Losung. Die auf der ersten Zeile stehende
Zahl beginnt namlich mit einer Eins, so dass sein Dreifaches dreiziffrig (kleiner als 600)
ist. Auf der zweiten Zeile soll jedoch eine vierziffrige Zahl stehen.

c) Wenn B =3, D = 7, dann BD = 21. Das Produkt AD oder 7A muss also mit der
Ziffer 8 enden (dann ist namlich 8 + 2 = 10); das tritt fir A = 4 ein. Auf der ersten
Zeile steht also die Zahl 143. Analog wie im Absatz a) iiberzeugt man sich, dass C =
7. Dadurch erhalten wir auch den zweiten Faktor.

Zusammenfassung: Die Aufgabe hat zwei Losungen

189 99 1 4 3 77
1 7 01 1 0 01
1 701 1 001
1 87 11 11011

3.6. Die Anzahl der Ziffern 5'%° bestimmt man mit Hilfe einer Logarithmentafel. Es gilt
log 5% = 100 - log 5. Wenn man vierstellige Logarithmen benutzt, erhilt man

log 5% ~ 100 - 0, 6990 = 69, 90

Hieraus folgt, dass die Zahl 5!% im Dezimalsystem 70 Ziffern hat. Die vierstelligen
Logarithmen geniigen jedoch nicht einmal dazu, (durch Logarithmierung) wenigstens
die erste Ziffer der Zahl 5'%° (von links gezahlt) zu berechnen. Aus diesen Tafeln ist
nur ersichtlich, dass die erste Ziffer 7 oder 8 ist.

Will man ein genaueres Resultat gewinnen, so muss man mit einem auf eine groBere Zahl
von Dezimalstellen berechneten Logarithmus 5 rechnen. So gilt bei einer Berechnung
auf 9 Dezimalstellen: log5 ~ 0,698970004; log 5'% ist also ~ 69,8970, und durch
Einsicht in vierstellige Tafeln stellt man fest, dass die Zahl 5'%° mit der Ziffer 7 beginnt;
beim Logarithmieren mit Hilfe fiinfstelliger Logarithmen sieht man, dass die ersten zwei
Ziffern der Zahl 5'%° 78 sind. Die Zahl 5!% kann man angenahert in der Form 7, 8-10%
niederschreiben.

Die Gruppe der Ziffern, mit denen die Zahl 5!%° endet, kann man logarithmisch nicht

berechnen, es hilft jedoch folgende Uberlegung: Wenn man die Potenzen 52, 53, 5%,
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5°, ... verfolgt, sieht man, dass alle mit den Ziffern 25 enden (es geniigt, sich zu
vergegenwirtigen, dass man 5""! erhalt, indem man 5" mit finf multipliziert). Die
Zahl 519 endet also mit den Ziffern 25.

Die dritte Ziffer von rechts kann man jedoch auch bestimmen, denn die Potenzen 53, 54,
5°, 59, ..., enden abwechselnd mit den Ziffern 125 (bei ungeradem Exponenten) und
mit 625 (bei geradem Exponenten). Die Potenz 5! hat einen geraden Exponenten
(100), endet also mit der Ziffernfolge 625. Auf dhnliche Weise konnte man auch die
vierte Ziffer von rechts heraussuchen usw.

3.7.a) 900; b) 9 - 10" 1.
3.8.2) 4; b) 21

3.9. An die erste Stelle von links kann man eine beliebige der vier Ziffern 5, 6, 7,
8 (vier Moglichkeiten) setzen, an die zweite ebenso eine beliebige dieser Ziffern (vier
Méglichkeiten) und schlieBlich an die dritte auch eine beliebige dieser Ziffern (vier
Moglichkeiten). Die Gesamtzahl der Moglichkeiten ist also 4 - 4 - 4 = 64. Um zu
bestimmen, wie viele dieser 64 Zahlen gerade sind, erinnere man sich zunachst, dass
im Dezimalsystem alle natiirlichen Zahlen gerade sind, die mit einer der Ziffern 0, 2, 4,
6, 8 enden.

Man berechne also zunachst, wie viele Zahlen, die Gegenstand unserer Betrachtungen
waren, mit der Ziffer 6 enden.

Jede dieser Zahlen kann an erster Stelle von links eine beliebige der Ziffern 5, 6, 7, 8 (vier
Moglichkeiten) haben, an zweiter Stelle auch jede dieser Ziffern (vier Moglichkeiten)
und an letzter Stelle die Ziffer 6 (eine Moglichkeit). Die Gesamtzahl der Moglichkeiten
ist also 4 - 4 - 1 = 16. Man kann also 16 mit der Ziffer 6 endende Zahlen finden.
Gleich groB ist offensichtlich auch die Anzahl der mit der Ziffer 8 endenden dreiziffrigen
Zahlen.

Die Gesamtzahl der geraden Zahlen in unserer Aufgabe ist 32.

3.10. Man muss analog wie in der gerade besprochenen Aufgabe vorgehen. Zunachst
muss man sich aber vergegenwartigen, dass keine der dreiziffrigen Zahlen mit einer Null
beginnen darf. An die erste Stelle von links kann jede beliebige der drei Ziffern 1, 2, 3
(drei Moglichkeiten), an die zweite jede der vier Ziffern 0, 1, 2, 3 (vier Moglichkeiten)
und schlieBlich an die letzte Stelle ebenfalls jede der vier Ziffern 0, 1, 2, 3 (vier Mog-
lichkeiten) kommen. Die Gesamtzahl der Moglichkeiten ist also 3 - 4 - 4 = 48.

3.11. a) Es gilt, dass 333 = 28 + 2° 4 23 4 2% 4 29 so dass der Zahl 333 im
Zweiersystem die Niederschrift 101 001 101 entspricht.
b) Im Dezimalsystem findet man die Zahl 23 + 22 + 21 + 20 =8 + 4 + 2 + 1 = 15.

3.12. Man stellt fest, wieviel Ziffern die gesuchte Zahl haben kann; man bezeichne diese
Anzahl mit k. Die groBte k-ziffrige Zahl im Zweiersystem ist die Zahl

a=1-2F141.98241.9k3 1 4+ 1.2041.90

Durch die beschriebene Operation erhilt man a = 2% — 1.
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Die kleinste k-ziffrige Zahl im Zehnersystem ist die Zahl b = 10!, Fiir k = 1 ist
a =1, b = 1; die Zahl 1 ist also sowohl im Zehner- als auch im Zweiersystem gleich
dargestellt.
Eine andere natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft lasst sich jedoch nicht finden, da
man beweisen kann, dass fiir andere k£ die Zahl a kleiner als die Zahl b ist. Es gilt
namlich

a=2"—1<2F=2F1. 2 <of . 5h 1t = 10" =p

oder a < b.

3.13. Wenn man alle Zahlen, die in den Tabellen vorkommen, in das Zweiersystem
iberflihrt, sieht man, dass die an der Spitze jeder Tabelle angefiihrten Zahlen der Reihe
nach folgende sind: 29, 21, 22, 23, 24 und 2°. In der ersten Tabelle kommen gerade die
Zahlen vor, die im Zweiersystem das Glied 2V enthalten, in der zweiten Tabelle gerade
diejenigen mit dem Glied 2! usw.; in der letzten, sechsten Tabelle sind gerade jene
Zahlen, die das Glied 2° enthalten. Es genligt also, die ersten Zahlen der betreffenden
Tabellen zu addieren, um die gedachte Zahl festzustellen.

Erlautern wir diesen "Trick" noch an einem Beispiel. Unser Freund mag sich z.B. die
Zahl 39 gedacht haben. Diese Zahl findet man in der ersten, zweiten, dritten und
sechsten Tabelle.

Man addiert also 1 + 2 + 4 + 32 = 39. Man sieht, dass die Summe 1 + 2 + 4 + 32
oder 20 + 21 + 22 4 25 oder

1-2240-2240-2541-2241-2141.20

die Niederschrift der Zahl 39 im Zweiersystem ist.
3.14. Die Aufgabe befriedigen natiirlich neun Briiche

1122 33 99
117 227 337 77 99
Weitere Beispiele, die man auf diese Weise "kiirzen" kann, sind folgende:

26 2 19 1 49 1

65 5 95 5 08 2

16 1
Es lasst sich beweisen, dass es zusammen mit dem Fall o1 1 der im Text dieser
Aufgabe angefiihrt ist, die einzigen Briiche mit der vorgeschriebenen Eigenschaft sind.

Anmerkung: Weiteres Suchen wiirde uns zeigen, dass z.B. im Zahler und im Nenner des

1212
Bruches 39118 die Zahlengruppe 21 weggelassen werden kann. Man erhalt denselben
Bruch ——, den wir erhalten wiirden, wenn wir Zahler und Nenner des urspriinglichen

Bruches durch die Zahl 101 dividieren. Wir (iberlassen es dem Leser, weitere analoge
Beispiele zu finden.

3.15. Dies sind spezielle Falle einer Formel, die sich leicht ableiten lasst. Man bezeichne
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mit n, p zwei beliebige natiirliche Zahlen groBer als 1. Dann gilt

pt—1 pt—1 pt—1 pt—1 pt—1

/.3 3
Fir n = 2, p = 3 erhalt man z.B. 3§ = 3\/;, das erste Beispiel des Textes.

3.16. Man benutze die Neugebauersche Methode, die Stammbriiche auszudriicken. Es

3 -
gilt - 4+ 44 (oder der Bruch 2 ist eine Zahl der Form A,).
3.17. Durch Berechnung kann man sich von der Giiltigkeit der Gleichung
2=14+3+54+7+9+15+21+27+35+45+ 105+ 945

uberzeugen.

Es ist zu erwahnen, dass die Beantwortung der Frage in dieser Aufgabe zwar kurz ist,
das Herausfinden des hier angegebenen Resultate jedoch sehr mithsam. Das diirfte wohl
auch der Leser erfahren haben, der ihre selbstandige Losung gesucht hat.

3.18. Wir fiihren zwei Losungen fiir jede der Fragen an; der Leser mag jedoch versuchen,
noch andere Antworten zu finden:

35 46
10=82 412
) 002
15 48
10 = 2-2 4 722
30 T 96
b)  100=0+1+2+3+4+5+6+7+8-9

6 4

100=0+93+5+1+—+ —

FO3 454142+

4.1. Die GroBe des Innenwinkels in einem regelméaBigen Fiinfeck ist (im GradmaB aus-
gedriickt)

(5—2)-180°  3-180°

5 -5

sie ist also 108°. Durch Zerschneiden des Fiinfecks ABC DEPY entstehen ein Dreieck
ABC und ein Viereck ACDFE. Das Dreieck ABC' ist gleichschenklig, so dass seine
Innenwinkel bei den Scheitelpunkten A, C die gleiche GroBe haben; man berechnet sie
wie folgt:

= 108°

an =

1 1
—(180° — 108°) = — - 72° = 36°
2< ) 2

(Der Winkel beim Scheitelpunkt B hat natiirlich 108°.)

Das Viereck ACDE ist ein regelmaBiges Trapez mit den Grundlinien AC, Man stellt
dies fest, indem man die GroBe seiner Innenwinkel berechnet. Die GroBe des Winkels
beim Scheitelpunkt A ist 108° - 36° = 72°, und gleich groB ist der Winkel beim
Scheitelpunkt C.

26\\ir bitten den Leser, sich selbst das Bild zu zeichnen
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Nun zu den Innenwinkeln bei den Scheitelpunkten A, E; es gilt 72° 4+ 108° = = 180°,
so dass nach dem bekannten Satz von den anliegenden Winkeln die Geraden AC, DE
parallel sind und das Viereck ACDFE ein gleichschenkliges Trapez ist.

Bild 64

4.2. Man bezeichne den Schnittpunkt der Diagonalen AC, BD (Bild 64) mit X. Die
Winkel, deren GroBe der Aufgabe 4.1. zufolge 36° sind, sind in Bild 64 mit einem
Pluszeichen, diejenigen, die 72° haben, mit einem Minuszeichen versehen.

Das Dreieck BC' X ist gleichschenklig, denn seine Innenwinkel bei den Scheitelpunkten
B, C sind 36° groB ; der Innenwinkel bei X ist also 180° - 36° - 36° = 108°. Die
Dreiecke ABX und C'DX sind kongruent, denn sie stimmen in einer Seite und zwei
gleichliegenden Winkeln (berein (der Satz "WSW"); wir werden uns daher nur mit
einem von ihnen befassen, z.B. mit dem ersten Dreieck.

Man berechnet die GroBe seines Innenwinkels beim Scheitelpunkt X; sie ist 180° - 36°
- 72° = 72°. Das Dreieck ABX hat also zwei Innenwinkel von der GroBe 72° und
ist demnach gleichschenklig. Die Strecken AB und AX sind also gleich, das Viereck
AXDE ist daher ein Rhombus. Die GroBe von drei Innenwinkeln ist bereits bekannt;
man berechnet leicht, dass der Innenwinkel beim Scheitelpunkt X 108° ist.

Damit ist die Aufgabe gelost.

4.3. Der Leser erganzt sich Bild 64 selbst, indem er darin noch die Diagonale BE zieht
und mit dem Buchstaben Y den gemeinsamen Punkt der Diagonalen AC und BE
bezeichnet. Es ist leicht festzustellen, dass die Dreiecke ABY und BCX sowie die
Dreiecke AY E und C' X D kongruent sind.

Das Dreieck BXY ist gleichschenklig, und das Viereck X DEY ist ein gleichschenkliges
Trapez. In allen sechs durch Zerschneidung entstandenen Teilen kommen nur Winkel-
groBen von 36°, 72° und 108° vor.

4.4. Benutzen wir das beim Losen der vorhergehenden Aufgabe vom Leser konstruierte
Bild. Die GroBe der Strecke XY bezeichnen wir mit s, die GroBe der Strecke AY, mit ¢.
Wenn wir uns die Dreiecke ABX und BXY naher ansehen, finden wir darin zwei Paare
kongruenter Innenwinkel. Diese Dreiecke sind also dhnlich (nach dem Satz "WW" von
der Ahnlichkeit der Dreiecke). Die GréBe des Schenkels im (gleichschenkligen) Dreieck
ABX ist s+t, die GroBe des Schenkels im (gleichschenkligen) Dreieck BXY ist t; ihr
Verhiltnis (das sogenannte Ahnlichkeitsverhaltnis) ist (s + +t) : ¢.

Die GroBe der Basis im Dreieck ABX ist t, die der Basis im Dreieck BXY ist s; das
Ahnlichkeitsverhiltnis ist ¢ : 3. Beide Verhaltnisse miissen gleich sein:

t:s=(s+1t):t (1)
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Nach Vereinfachung erhalt man
tP=s-(s+t) t2=s+st s2siit — 2 = 0
Wenn man beide Seiten dieser Gleichung durch die Zahl #* (die nicht gleich Null ist)

dividiert, erhalt man
() +e1-0
t t N

Dies ist eine quadratische Gleichung mit der Unbekannten . Man berechnet die Dis-
kriminante D = 12 —4-1-(—1) = 5. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung sind

damit
(1)2 _ —1+456

2/19 2

Die zweite Wurzel *1%\/5 ist negativ, so dass sie dem Quotienten zweier positiver Zahlen
f nicht gleich sein kann. Man schlieBt sie daher aus. Die erste Wurzel —14V5 ot positiv,

2
denn /5 ~ 2,236, so dass

—1+v5 _ —1+2,36
2 2

=0,618
Diese erste Wurzel ist der gesuchte Quotient f Es ist also
1
5= 5zs(—1 +/5) &~ 0,618t

Um das Verhaltnis der Strecken AX, X C' zu berechnen, geht man folgendermaBen vor:

1
H(=1+VB)+t — —
Ax . oo Sttt +Vh)+t 1+\/S+1: 1++v5+2
t t 2 2
1 1+2,2
_ +2\/5z +2’ 6 _ 1 618

Anmerkung: Das Verhaltnis (1) driickt aus, dass der Punkt X die Diagonale AC' so
in zwei Teile teilt, dass die GroBe des kleineren Teiles zu der des groBeren sich wie die
GroBe des groBeren Teiles zu der der ganzen Strecke verhilt.

Eine solche Teilung der Strecke heiBt der "Goldene Schnitt". In der Vergangenheit ent-
stand eine ganze Literatur liber den Goldenen Schnitt wegen seiner "Wichtigkeit" fir
das menschliche Leben. Die Vertreter der "Theorie" des Goldenen Schnittes erklarten,
dass antike Bauten und Statuen nach den Grundsatzen des Goldenen Schnitte ausge-
fuhrt worden seien, dass berihmte Maler mit dem Goldenen Schnitt in ihren Bildern
gerechnet hatten und dass sich auch in der Natur (bei Pflanzen und Tieren) dieses
Prinzip verfolgen lieBe.

Genaue Messungen haben jedoch erwiesen, dass diese Vermutungen einer wissenschaft-
lichen Grundlage entbehren; denn es ergab sich meistens nur eine sehr grobe Uberein-
stimmung mit dem Goldenen Schnitt. Da, wo diese Ubereinstimmung genauer zu sein
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schien (und das war nur auf wenige Falle beschrankt), handelte es sich offensichtlich
nur um einen Zufall.

4.5. Wir benutzen alle Bezeichnungen aus der vorangehenden Aufgabe. Ferner bezeich-
nen wir den Inhalt des groBen regelmaBigen Fiinfecks mit A; und den seines fiinfeckigen
Teils mit As. Da je zwei regelmaBige Fiinfecke ahnlich sind, kann man das Verhaltnis
zwischen A; und A, folgendermaBen ausdriicken:
Wir berechnen zunichst das Ahnlichkeitsverhaltnis als den Quotienten der GroBe der
Seite des gegebenen regelmaBigen Fiinfecks und der seines fiinfeckigen Teils. Wenn
man dieses Ahnlichkeitsverhiltnis als k bezeichnet, dann gilt
Lo st GtV G-+ VE+2)
5 Lt(—1+/5) (-1 +5)
1+ VE (VB (1 V)
~14+v5 (=14 V5)(1+V5)

(1+v5)? 14+2V5+5
ek . 4(6+2\/_) ,3+\[

Aus der Lehre iiber die Ahnlichkeit von Vielecken weiB man, dass A; = k? - A,, dass
also Ay = %Al. Man berechnet also zunichst k?; es gilt

k> ((3+f)) 4(9+6\/_+5) 4(14+6\/_) (7+3f)

Ferner bestimmt man k% es gilt

1 1 2 2(7 — 3+/5) _2(7-3V5)
%(3+\/g))2_7+3\/5_(7+3\/3)(7—3\/5)_ 49 — 25

1 1
(7—3V5) = 5(7—3\/5) ~ (7= 13-2,236) = 0,146

Man bekommt das angenaherte Verhaltnis Ay ~ 0,164 A;; in Prozenten ausgedriickt,
bedeutet das gefundene Resultat, dass der Flacheninhalt Ay etwa 16,4% des Flachen-
inhalts A; ausmacht.

4.6. Die Pflastersteine kann man z.B. folgendermaBen farben: alle Zwolfecke rot, alle
Sechsecke gelb und alle Quadrate schwarz.

4.7. Auf dem Bild, das sich der Leser selbst zeichnen mag, sieht man, dass die Diago-
nalen 13 Schnittpunkte haben.

4.8. Es kénnen héchstens 15 Schnittpunkte entstehen, wie folgende Uberlegung zeigt:
Wenn sich zwei Diagonalen in einem (inneren) Punkt schneiden, bilden die Randpunkte
dieser Diagonalen die Ecken eines konvexen Vierecks. Von den sechs Scheitelpunkten
des Sechsecks wahlt man also je vier, was sich auf (Z)fache Weise durchfiihren lasst.

6 :6-5-4-3:15
4 4-3-2-1
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so dass man Wirklich hochstens 15 Schnittpunkte finden kann. Das Bild des Sechsecks,
dessen Diagonalen sich in 15 Punkten schneiden, mag sich der Leser selbst zeichnen.

4.9. Zur Loésung dieser Ubung ist die Kenntnis der goniometrischen Funktionen erfor-
derlich.

Man bezeichne mit O die Mitte des einem gegebenen n-Eck umschriebenen Kreises.
(Wir lberlassen es wieder dem Leser, sich das Bild zu konstruieren.) Das Dreieck
A1 As0 ist gleichschenklig, seine Schenkel O A1, O A, sind dem Halbmesser 7 gleich.

Die GroBe des Winkels A1OA5 ist w = %. Man konstruiere im Dreieck A; A0
die Héhe OB; das Dreieck OB A; ist rechtwinklig, und es gilt OA; = r, A1B = 3,
/A10B = %w. Das Verhiltnis 4.2 ist dem Sinus des Winkels %w gleich, also

OA

A1 B 1

—— =gin —w

OA; 2
Nach Einsetzen erhalt man

% - 1K0°

£ = gin

r n
nach weiterer Vereinfachung:

o 1

a  2sin 8%

Auf diese Weise ist das gesuchte Verhaltnis berechnet.

4.10. Man gehe von dem Resultat der vorhergehenden Ubung aus und setze n = 17.
Es gilt 152- ~ 10°35'18". Fiir weitere Berechnungen benutzen wir vierstellige logarith-
mische Tafeln:

log - ~ —log2 — log sin 10°35'18" ~ —0, 3010 — (9,2642 — 10) = 0, 4348
a

Daraus folgt, dass ~ ~ 2,721, was mit der Angabe in der Tabelle Ill iibereinstimmt.

4.11. Die Strecke SX kann man fir die Hohe des gleichseitigen Dreiecks A1OX halten,
so dass ihre GroBe .
5\/5 ~ 10,8660

ist. Nach dem Resultat der Aufgabe 4.9. ist die GroBe der Seite eines dem Kreis mit
dem Halbmesser r eingeschriebenen regelmaBigen Siebenecks:

180°

2r sin ~ 2r - sin 25°43" ~ 2r - 0,4339 = r - 0, 8678

Man sieht, dass diese Naherungskonstruktion eine Seite ergibt, die etwa um r -0, 0018
kleiner ist, als sie sein sollte. Dies ist eine ziemlich gute Naherung, denn bei dem
Halbmesser » = 1 m ist die konstruierte Seite um weniger als 2 mm kleiner.

4.12. Die Aufgabe hat 7 Losungen. Die gesuchten Dreiecke sind A1 A3As, A1A3Aq,
A1 Ay Ag, AgAyAg, AsAyAz, AsAsAq, A3AsAsz.
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4.13. In einem n-Eck ist die GroBe des Innenwinkels (im GradmaB) durch

—92).180° 360°
oy = (n ) oder o, = 180° —
n n

gegeben. Die Zahl «, ist eine ganze Zahl nur dann, wenn @ eine ganze Zahl ist oder
wenn 360° durch n (restlos) aufgeht.

Man sucht daher alle Divisoren der Zahl 360 heraus (es konnen nur Zahlen groBer als
2 sein); wir haben n = 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72,
90, 120, 180, 360.

Wir haben im ganzen 22 der Aufgabe entsprechende Vielecke gefunden.

4.14. Man kann voraussetzen, dass die Bezeichnung der Zahlen mit x,y, z so gewahlt
ist, dass < y < z. Dann ist

1 1_1
izizf
x Ty oz
und es gilt
1 1 1 1 1 1 1 1 3
S oder —<— oder <6
2 x» y zx x = 2 x

Es muss jedoch auch % > % oder x > 2 sein. Fir die Zahl z hat man also vier
Moglichkeiten x = 3, 4, 5 oder 6. Wir wollen eine jede naher analysieren.

a) Wenn = = 3, geht die gegebene Gleichung in die Form

1 1+1+1 q 1 1+1
=4 oder — = — 4 -
2 3 y =z 3y oz
uber. Doch
1 1 1 1 2 1 2
S I< 4 =1 so daB — < — oder y<12
y z-y oy oy 6"y

Da jedoch § > i oder y > 6 gilt, hat man (wobei stets x = 3) fiir die Zahl y sechs
Moglichkeiten; y = 7, 8, 9, 10, 11 oder 12.

Wenn man x = 3, y = 7 in die Gleichung (1) einsetzt,erhalt man % = ﬁ oder z = 42;
das Tripel (3, 7, 42) befriedigt das Verhaltnis (1).

Wenn man z = 3, y = 8 in die Gleichung (1) einsetzt,erhalt man % = 21—4 oder z = 24:
das Tripel (3, 8, 24) ist eine weitere Losung der Gleichung (1).

Wenn man x = 3, y = 9 in die Gleichung (1) einsetzt,erhalt man % = % oder z = 18;

das Tripel (3, 9, 18) befriedigt die Gleichung.

Wenn man z = 3, y = 10 in die Gleichung (1) einsetzt,erhalt man % = 1—15 oder z = 15;

das Tripel (3, 10, 15) befriedigt die Gleichung.

Wenn man x = 3, y = 11 in die Gleichung (1) einsetzt,erhalt man % = %; diesem

Bruch entspricht keine ganze Zahl z.
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Wenn man z = 3, y = 12 in die Gleichung (1) einsetzt,erhalt man 1 = L oder z = 12;
das Tripel (3, 12, 12) ist eine weitere Losung der Gleichung (1).

b) Wir wollen jetzt Lésungen suchen, in denen = = 4. Man setzt = = 4 in die Gleichung
(1) ein; man erhalt

1 1 1+1 d 1 1
B oder - =—-+4-
2 4y =z y =
Da
1 1 2 1 2 )
< s muss — < — seinoder y <8
y oz y 47y

Zugleich muss jedoch gelten

> oder y >4

] =
<< | =

Fir y kommen also die Zahlen 5, 6, 7 oder 8 in Betracht.
Wenn man z = 4, y = 5 in die Gleichung (1) einsetzt, erhalt man
das Tripel (4, 5, 20) ist eine weitere Losung der Gleichung (1).

W =

= 2—10 oder z = 20;

—_

Wenn man z = 4, y = 6 in die Gleichung (1) einsetzt, erhalt man s = 1—12 oder z = 12;
das Tripel (4, 6, 12) ist eine weitere Losung.

Wenn man z = 4, y = 7 in die Gleichung (1) einsetzt, erhalt man 1 = 2; diesem

Bruch entspricht keine ganze Zahl z.

1

Wenn man x = 4, y = 8 in die Gleichung (1) einsetzt, hat man s = % oder z = &; das

Tripel (4, 8, 12) ist eine weitere Losung der Gleichung (1).

c) Ferner wollen wir solche Lésungen suchen, in denen = = 5. Man setzt z = 5 in die
Gleichung (1) ein; man erhlt

1 1 1 1 3 1 1
—=—4 -4 - oder —=—+4-
2 5 vy oz 10 vy =z
Da
1 1 2 3 2 ) 20 2
-4 -< - muss — < — seinoder y< — =06=
y o oz 10 — vy 3 3

Da jedoch y > x = 5, kommen nur zwei Zahlen in Betracht: y = 5 oder y = 6.
Wenn man z = 5, y = 5 in die Gleichung (1) einsetzt, erhilt man £ = & oder z = 10;
das Tripel (5, 5, 10) ist eine weitere Losung der Gleichung (1).

Wenn man z = 5, y = 6 in die Gleichung (1) einsetzt, hat man 1 = 2; dem Bruch

15
entspricht jedoch keine ganze Zahl z.

d) Man nehme schlieBlich den Fall z = 6. Man setze wieder x = 6 in die Gleichung (1)

ein. Man erhalt
1 1+1+1 d 1 1+1
— =4 -+ = oder — =4+ —
2 6 y =z 3 Yy oz
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Da
1

2 2
— + -, —
Yy Yy Yy
Da jedoch y > x = 6, hat man fir y die einzige Loésung y = 6.
Wenn man = = 6, y = 6 in die Gleichung (1) einsetzt, erhalt man % = % oder z = 6;

das Tripel (6, 6, 6) ist die letzte Losung der Gleichung (1), die wir hier gefunden haben.

< muss < sein oder y <6

N | =
W =

Die vorangehenden Berechnungen kann man zum folgenden Schluss zusammenfassen:
Die Gleichung (1) hat insgesamt 10 Lésungen, namlich (3, 7, 42), (3, 8, 24), (3, 9,
18), (3, 10, 15), (3, 12, 12), (4, 5, 20), (4, 6, 12), (4, 8, 8), (5, 5, 10), (6, 6, 6). 4.15.
Man kann die Summe auf fiinffache Weise einklammern:

[((a+b)+c]+d; [a+(b+c)]+d; (a+b)+(c+d); a+[(b+c)+d]; a+[b+(c+d)]

Eine Seite des konvexen Hilfsfiinfecks bezeichne man mit aa, die tbrigen dann der
Reihe nach mit a, b, ¢, d. Man zerlege das Fiinfeck durch Diagonalen in Dreiecke,
wie es in Bild 65 veranschaulicht ist. Das erste Schema der Abbildung entspricht der
Einklammerung [(a + b) + ¢] + d, die Ubrigen vier der Reihe nach den ibrigen vier

Moglichkeiten.
N N ¢ bHooC b oC b
ad Joi a’i :\j? dw q ad aq
¥ X X ¥ X

Anmerkung: Eine allgemeine Beantwortung der oben erwahnten Frage haben bereits
1838 Catalan und Rodrigues gebracht. Sie haben festgestellt, dass die Anzahl der Mog-
lichkeiten, ein konvexes n-Eck (durch Diagonalen) in Dreiecke zu zerlegen, durch die
Formel

Bild 65

1 2.6-10-...- (4n — 14)(4n — 10)
n—1 1-2:3-..-(n—2)/n—1)

gegeben ist.

5.1. Es ist moglich, denn das Bild hat zwei Knotenpunkte ungeraden Grades (Punkte
A, C).

5.2. Es ist nicht moglich, denn das Bild enthalt 4 Knotenpunkte ungeraden Grades.

5.3. Es ist nicht mdglich, denn das Bild enthalt 5 Knotenpunkte ungeraden (fiinften)
Grades.

5.4. Wenn n eine gerade Zahl ist, kann man das Bild nicht mit einem Zug zeichnen;
dieses Bild enthalt namlich gerade n Knotenpunkte (n — 1)ten Grades, wobei n — 1
eine ungerade Zahl ist. Wenn n eine ungerade Zahl ist, kann man das Bild mit einem
Zuge zeichnen; hier sind namlich alle Knotenpunkte geraden Grades.

5.5. Auf dem gegebenen Bild bezeichne man mit s die Anzahl der Knotenpunkte k-ten
Grades. Man bilde die Zahl

x = 1s1 + 383+ 4s4 + 585 + 656 + Ts7 + ... (1)
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Die drei Punkte am Ende dieser Gleichung bedeuten, dass man das Addieren fortsetzen
soll, solange man s; als eine von der Null verschiedene Zahl finden kann. Man sieht
leicht ein, dass = eine gerade Zahl ist.

Die rechte Seite der Gleichung (1) driickt namlich die Zahl der Bogen aus, die sukzessiv
von den Knotenpunkten ersten, dritten, vierten, fiinften ... Grades ausgehen. x driickt
also das Zweifache aller Bégen aus, die man lberhaupt auf dem Bild finden kann.
Daher gilt, dass = = 2y, wobei y eine geeignete natiirliche Zahl ist. Schreiben wir die
Gleichung (1) in der Form

2y = (s1+ 83+ 85+ 57+ ...) + (283 + 4sy + 4s5 + 656 + 657 + ...)
Hieraus folgt
S1+ 83+ 85+ S+ ... =2y — (283 + 4s4 + 4s5 + 656 + 657 + ...) (2)

Die Zahl s; + s3 + s5 + s7 + ... stellt die Anzahl der Knotenpunkte dar, die ungeraden
Grades sind. Die Gleichung (2) driickt diese Zahl als Differenz zweier gerader Zahlen
aus; s1 + S3 + S5 + s7 + ... ist somit ebenfalls eine gerade Zahl.

Anmerkung: Die Behauptung, mit der wir uns soeben beschaftigt haben, war bereits
L. Euler bekannt.

5.6. Das Bild lasst sich mit zwei Ziigen zeichnen. Mit dem ersten Zug kann man den
Umfang und eine Diagonale, mit dem zweiten die andere Diagonale zeichnen. Allgemein
hat die Mindestzahl der Ziige, mit denen sich ein gegebenes Bild zeichnen lasst, bereits
im vorigen Jahrhundert der deutsche Mathematiker J. Listing bestimmt. Sein Satz
lautet:

Wenn ein gegebenes Bild z Knotenpunkte ungeraden Grades hat, lasst es sich mit %z
Zugen zeichnen; eine kleinere Anzahl von Ziigen genligt nicht.

5.7. Das Bild lasst sich mit zwei Ziigen zeichnen.

5.8. Man kann diese drei Strukturformeln finden:

H
H-C-H
H H H
H H H-C-H H-C-C-C-H
H H H H H-C-C——C-H H H
O S ST D S
HH HHH H H

Die Chemiker kennen in der Tat drei Isomeren des Pentans: Normal-Pentan, Iso-Pentan,
Tetramethyl-Methan.

5.9. Die Wege kann man z.B. so flihren, wie es das Bild 66 veranschaulicht.
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Bild 66

5.10. Es gibt mehrere Moglichkeiten fiir die Streckenfiihrung, eine davon zeigt Bild 67,
wo beide Kreuzungen durch auffallende Punkte markiert sind. Mit dieser Aufgabe hat
sich 1954 der polnische Mathematiker K. Zarankiewzicz befasst. (Sein Artikel wurde in
der Zeitschrift Fundamenta Mathematicae, Jg. 1954, S. 134-145 abgedruckt.)

Bild 67

5.11. Man verbinde die Gemeinde D der Reihe nach mit den Gemeinden A, B, C; auf
diese Weise entsteht eine 20 km lange Leitung. Man wird bemerkt haben, dass diese
Leitung ein von uns Baum genanntes Bild formt. Wenn der Plan mehr als vier Gemein-
den enthilt, ist die Aufgabe, sie durch die kiirzeste elektrische Leitung zu verbinden,
viel schwieriger.

Unter ganz allgemeinen Bedingungen hat im Jahre 1926 Professor Boruvka dieses Pro-
blem gelost; in der letzten Zeit haben sich einige tschechoslowakische Mathematiker
erneut mit dieser Aufgabe befasst.

5.12. Man bezeichne sukzessiv mit z, y, z die Anzahl der Liter, die (zu einer bestimmten
Zeit) im ersten, zweiten, dritten GefaB enthalten sind. Die Zahlen z, y, z sind ganze
Zahlen, und es gilt von ihnen

r+y+z=38 ; 0<z<8 ; 0<y<5 ; 0<z<3

Natirlich werden wir beim Umfiillen nur jene Zustande in Betracht ziehen, bei denen

wenigstens ein GefaB leer oder eins voll ist. Es muss also mindestens eine dieser sechs

Gleichungen befriedigt sein:
r=0 ; =8 ; y=0 ; y=>5; z2z=0 ; z2z=3

Man {liberzeugt sich leicht, dass alle die angefiihrten Bedingungen gerade bei den fol-
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genden sechzehn Tripeln erfiillt sind 7|
800, 710, 701, 620, 602, 530, 503, 440, 413, 350, 323, 251, 233, 152, 143, 053

Die Aufgabe wird besonders tibersichtlich, wenn man sie durch folgendes Diagramm
veranschaulicht:

g2 &02

Bild 68

In einer Ebene wahlt man 16 Punkte (in Bild 68 sind diese Punkte der Ubersichtlichkeit
wegen auf der Peripherie einer nicht gezeichneten Kreislinie liegend dargestellt); jedem
von ihnen ordnet man eines der gefundenen Tripel zu. Aus dem mit dem Tupel zyz
bezeichneten Punkt fiihrt man einen Pfeil in den mit dem Tripel 2'y'z" bezeichneten
Punkt gerade dann, wenn man den Zustand 2'y'2" aus dem xyz-Zustand durch nur eine
Umfillung gewinnen kann; auf diese Weise entstehen in Bild 68 im ganzen 58 Pfeile.
Nach dem Text der Aufgabe soll man nun aus dem Zustand 800 in den Zustand 440
gelangen, wobei man nur in den durch die Pfeile bezeichneten Richtungen vorgehen
darf.

Man findet leicht die kiirzeste Losung der gestellten Aufgabe; man verwendet dazu
sieben Strecken; die Losung ist in Bild 68 durch starkere Linien veranschaulicht. Es
gibt jedoch auch andere Losungen, die zu finden wir dem Leser tberlassen kénnen (wir
verraten nur, dass die Aufgabe insgesamt 16 Losungen hat).

Anmerkung: Diese Aufgabe ist iber 500 Jahre alt, die hier gebrachte grafische Losung
legte jedoch erst 1894 der franzésische Mathematiker G. Brunel vor.

6.1. Auf den ersten Blick scheint es, als miisse man die Leitung um einige hundert oder
auch tausend Meter verlangern, um sie gleichmaBig auf dem ganzen Aquator um 10 cm

2"Das Tripel 800 bedeutet, dass das erste GefaB 8 Liter enthalt (voll ist), wahrend das zweite und das
dritte leer sind. Das Tripel 710 bedeutet, dass das erste GefaB 7 Liter, das zweite 1 Liter enthalt
und das dritte leer ist; ahnliche Bedeutung haben auch die lbrigen Tripel.
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heben zu konnen. Man Uberpriife jedoch diese Vermutung durch eine Berechnung.@

Man bezeichne mit r den in cm ausgedriickten Halbmesser der Erde (es gilt » ~ 638
000 000 cm). Die urspriingliche Lange der Leitung kann man dann durch 271 (wobei
7 ~ 3,14), diejenige der Leitung in einer Hohe von 10 cm (iber der Erdoberflache durch
27(r 4 10) ausdriicken. Der Unterschied zwischen diesen Langen ist dann die gesuchte
Verlangerung:

27(r + 10) — 27r = 20w cm ~ 62,8 cm

Die Berechnung hat uns das liberraschende Resultat gebracht, dass man den Draht nur
ungefahr um 63 cm verlangern muss, um das beabsichtigte Experiment durchfiihren zu
konnen.

6.2. Die Seite jedes Dreiecks ist % der Umfang % und die Summe dieser Umféange also

3l
n-— =3l
n

Wie man sieht, ist das Resultat von der Zahl n unabhangig.

6.3. Man erinnere sich, dass der Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks von der

Seite a
a?y/3
4

ist. Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite % hat also den Flacheninhalt
1?3
4n?

und die Summe n solcher Flacheninhalte ist also

V3 %3

4n? — 4n

Man sieht, dass mit anwachsendem n dieses Resultat stets kleiner wird und sich der
Null "nahert".

n .

6.4. Die Fliege kann in beliebigen Bahnen liber dem
Tisch, in der Ebene des Tisches und unter dem Tisch

v i Sp fliegen, wobei das Verhaltnis
AN
| . AS* + SC? = BS* + SD?
Vi 7 | ﬁ'
& stets erfiillt bleibt.
v ! Wir wollen das zunachst fiir einen beliebigen in der
4 ' g Y Ebene des Tisches liegenden Punkt S, beweisen.
Bild 69 Man bezeichne AB = a, BC = b, man wahle ein
|

rechtwinkliges Koordinatensystem, wie es Bild 69 zeigt.

28Dje in unserer Aufgabe beschriebenen Bedingungen lassen sich natiirlich nicht verwirklichen; an
dem Problem ist aber sein paradoxes Resultat interessant.
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Der Punkt Sy hat dann die Koordinaten [z, y]. Es gilt:

ASy = a® + 4
SoC? = (z —a)* + (y — b)?

so dass
ASE + SyC?% = 22* + 29 — 2ax — 2by + a® + b*
Ferner gilt
BSg = (x—a)2+y2 : Sy D? :x2+(y—b)2
so dass

BS; + SyD? = 22* + 2y* — 2ax — 2by + a® + b?

Hieraus folgt:
ASg + S()Cz = BS(Q) + S()D2

Wenn sich die Fliege in der Hohe h iber (oder unter) dem Tisch in dem Punkt S
befindet, fiihrt man durch den Punkt S eine Senkrechte zur Tischebene und bezeichnet
den FuBpunkt dieser Senkrechten mit Sj. Es gilt:

AS? = B+ AS?; SC? = h2+5,C%; BS? = h*+BSZ; SD?* = h?+S,D?
Daraus folgt schon leicht die Gleichung AS? + SC? = BS? 4+ SD?.

6.5. Emil wird als Ubeltater von Karl und Rudolf, Johann wieder von Karl und Rudolf
und. Karl von Emil und Rudolf angegeben. Keiner dieser drei Jungen kann also der
Tater sein, denn nach der Erklarung des Lehrers muss der Schuldige von drei Verhorten
genannt werden.

Rudolf wurde von Emil, Johann und Karl, d.h. von drei Jungen, beschuldigt. Er hat
also das Fenster eingeschlagen.

6.6. Da ein Mensch hochstens 150000 Haare auf dem Kopf hat, kann man gerade
150001 Gruppen formen.

In die erste Gruppe reiht man alle die Prager Biirger ein, die kein Haar haben (die An-
zahl der Haare ist 0), in die zweite die mit einem Haar, in die dritte diejenigen mit zwei
Haaren. So fahrt man fort, so dass in die letzte Gruppe die Biirger eingereiht werden,
die gerade 150000 Haare haben.

Es ist ganz gut moglich, dass in eine der angefiihrten Gruppen gar keine Biirger ein-
gereiht werden. Da jedoch die Stadt Prag mehr als 150001 Einwohner hat, muss es
wenigstens in einer Gruppe mehr (mindestens zwei) Menschen geben. Diese Biirger
werden die gleiche Anzahl Haare haben [

6.7. Wenn im Januar hochstens drei Schiiler geboren worden waren, im Februar auch
hochstens drei, im Marz auch usw., hatte die Klasse hochstens 3 - 12 = 36 Schiiler
gehabt. Da sie jedoch 40 Schiler hat, kann man vier (mdglicherweise auch mehr) im
selben Monat geborene Schiiler ausfindig machen. Ohne nahere Kenntnisse (iber die

2Diese Art Uberlegung, die in den Aufgaben 6.6. und 6.7. vorkommt, wird Schubfachprinzip genannt.
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Klasse gewonnen zu haben, konnen wir freilich nicht wissen, ob es im Januar, Februar
oder einem anderen Monat der Fall war.

Man kann sich aber nicht verbiirgen, dass in der Klasse fiinf Schiiler sind, die im selben
Monat geboren wurden. Es kénnte z.B. vorkommen, dass in jedem der zehn Monate
(Januar bis Oktober) vier Schiiler, im November und Dezember dagegen keine geboren
wurden.

6.8. Der Junge kann folgendermaBen vorgehen: Er legt auf jede Waagschale je einen
beliebigen Knopf; das Abwiegen zeigt ihm, welcher Knopf leichter ist. Diesen Knopf
nimmt er von der Schale weg und ersetzt ihn durch einen dritten. Bei diesem (zweiten)
Abwiegen wird wieder der leichtere Knopf ermittelt, der durch einen vierten ersetzt
wird. So fahrt der Junge fort, bis alle sieben Knopfe abgewogen sind. Beim letzten
(sechsten) Abwiegen bleibt auf einer Waagschale der gesuchte schwerste Knopf liegen.

6.9. Der Kiirze wegen bezeichne man die Wiirfel der Reihe nach mit A, B, C. Dann
gehen wir folgendermaBen vor.

Wir legen A auf eine Schale und B auf die andere (erstes Abwiegen). Wenn es zum
Massenausgleich kommt, ist keiner der Wiirfel A, B falsch, sondern der Wiirfel C. (Ohne
weiteres Abwiegen lasst sich jedoch nicht sagen, ob C leichter oder schwerer als der
Normalwiirfel ist.)

Wenn es beim ersten Abwiegen zu keinem Massenausgleich kommt, ist einer der Wiirfel
A, B falsch. Der Wirfel C ist daher nicht falsch und kann bei weiterer Kontrolle benutzt
werden.

Man leert die Waagschalen und legt auf eine den Wiirfel A, auf die andere den Wiirfel
C (zweites Abwiegen). Wenn es jetzt zum Massenausgleich kommt, so ist der Wiirfel
A normal, und falsch ist also der ibrigbleibende Wirfel B. (Vom ersten Abwiegen
weiB man auch, ob B leichter oder schwerer als der Normal-Wiirfel ist.) Wenn es beim
zweiten Abwiegen zu keinem Massenausgleich kommt, bedeutet das, dass A falsch ist;
aus dem Ergebnis ist auch ersichtlich, ob der falsche Wiirfel leichter oder schwerer als
der Normalwiirfel ist.

Wir haben damit gezeigt, dass zum Herausfinden des falschen Wiirfels tatsachlich ein
zweimaliges Abwiegen genligt.

6.10. Der Kiirze wegen bezeichne man die Wiirfel der Reihe nach mit den Buchstaben
A, B, C, D, E, F, G. Beim Abwiegen geht man z.B. so vor:

Auf eine Schale legt man die Wiirfel A, B, auf die andere die Wirfel C, D (erstes
Abwiegen). Man muB dabei zwei Falle unterscheiden: a) es kommt zum Massenausgleich
; b) es kommt nicht zum Massenausgleich.

a) Wenn es zum Massenausgleich kommt, bedeutet das, dass keiner der Wiirfel A, B, C,
D falsch ist. Man kann daher jeden beliebigen davon zur Kontrolle der librigen Wiirfel
E, F, G benutzen. Man entfernt die Wiirfel A, B, C, D von den Waagschalen und fahrt
folgendermaBen fort:

Auf eine Schale legt man A, auf die andere E (zweites Abwiegen). Wenn die Schalen
nicht gleiche Massen enthalten, bedeutet es, dass der Wiirfel E falsch ist. Das Suchen
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ist damit zu Ende. (Dadurch wird auch erwiesen, ob der falsche Wirfel leichter oder
schwerer als der Normalwiirfel ist.)

Wenn es beim zweiten Abwiegen zum Massenausgleich kommt, sind wir noch nicht
fertig: Wir leeren die Waagschalen; auf die eine legen wir den Wiirfel A und auf die
andere den Wiirfel F (drittes Abwiegen). Wenn es jetzt nicht zum Massenausgleich
kommt, bedeutet es, dass der Wiirfel F falsch ist. (Zugleich ist auch ermittelt, ob der
falsche Wiirfel leichter oder schwerer als der Normalwiirfel ist.)

Wenn es beim dritten Abwiegen zum Massenausgleich kommt, bedeutet es, dass der
Wiirfel F nicht falsch ist. Daraus folgt, dass der tibriggebliebene Wiirfel G falsch sein
muss (wobei man jedoch nicht sagen kann, ob der falsche Wiirfel leichter oder schwerer
als der Normalwiirfel ist, es sei denn, wir wiirden noch ein weiteres - viertes - Abwiegen
durchfiihren).

b) Man kehre zum ersten Abwiegen zuriick, bei dem auf der einen Schale die Wirfel
A, B und auf der anderen die Wiirfel C, D liegen. Wenn es bei diesem Abwiegen zu
keinem Massenausgleich kommt, ist einer der Wiirfel A, B, C, D falsch. Die Ubrigen
drei Wiirfel E, F, G sind nicht falsch, und man kann daher jeden beliebigen von ihnen
(z.B. E) bei weiterer Kontrolle benutzen.

Man entferne von einer Schale den Wiirfel A und zugleich von der anderen Schale den
Wiirfel C. Auf der einen Schale liegt jetzt also B, auf der anderen D (zweites Abwiegen).
Kommt es zu keinem Massenausgleich, ist einer der Wiirfel B, D falsch. Es genlgt also
z.B., von der Schale den Wiirfel B wegzunehmen und an seine Stelle den Wiirfel E zu
legen, von dem man weiB, dass er nicht falsch ist (drittes Abwiegen).

Wenn es jetzt zum Massenausgleich kommt, bedeutet es, dass der Wiirfel B falsch ist.
(Dadurch wird auch zugleich festgestellt, ob der falsche Wiirfel leichter oder schwerer
ist als die tbrigen.) Wenn es jedoch beim dritten Abwiegen zu keinem Massenausgleich
kommt, ist D der falsche Wiirfel (man sieht auch zugleich, ob er leichter oder schwerer
als der Normalwiirfel ist).

Es bleibt noch der Fall iibrig, wenn es beim zweiten Abwiegen zu keinem Massenaus-
gleich kommt. Dieser Fall bedeutet, daB einer der Wiirfel A, C, die wir nach dem ersten
Abwiegen von den Schalen weggenommen haben, falsch sein muss.

Wir leeren daher beide Schalen; auf die eine legen wir den Wiirfel A und auf die andere
den Wiirfel E (drittes Abwiegen). Wenn es jetzt nicht zum Massenausgleich kommt,
ist A falsch (man sieht auch. ob er leichter oder schwerer als der normale ist).

Beim Massenausgleich ist der Wiirfel C falsch. (Ohne weiteres Abwiegen ist nicht zu
ermitteln, ob er leichter oder schwerer ist als die Gibrigen Wiirfel.)

Damit wurde gezeigt, dass zum Herausfinden des falschen Wiirfels in jedem Falle ein
dreimaliges Wiegen genligt.

6.11. Einer "Sestine", die in jeder Strophe acht Verse hatte, wiirde dieses Schema
entsprechen:

1,2,3,4,5,6,7,8; 8,1,7,2,6,3,5,4; 4,85,1,3,7,6,2; 2,4,6,8,7,5,3,1.
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Eine solche "Sestine" hatte also vier Strophen.
Analog kann sich der Leser selbst iiberzeugen, dass die "Sestine", deren Strophe zehn
Verse hat, sechs Strophen enthalt.

7.1. Man nimmt 95 Masseeinheiten des ersten und y Masseeinheiten des zweiten Alko-
hols. In der ersten Menge sind 100:(; Masseemhelten reinen Alkohols und Ool‘ Masse-
elnhelten von Wasser, in der zweiten Menge sind 100y Masseeinheiten reinen Alkohols
und 1ooy Masseeinheiten von Wasser enthalten. Den Bedingungen der Aufgabe gemaB

gilt
40z 70y 60z 30y

100~ 100 100 ' 100
Nach einer Vereinfachung erhalt man das Verhaltnis

dor + Ty = 62 + 3y — 20 =1 — riy=2:1

Der Alkohol ist im Verhaltnis 2 : 1 zu mischen.

7.2. Das Verhaltnis 2 : 3, in dem die Rohstoffe gemischt wurden, bedeutet, dass man 2
k Masseeinheiten der ersten und 3 k£ Masseeinheiten der zweiten Sorte verbraucht hat.
Der Antimongehalt (in Masseeinheiten ausgedriickt) ist:

im ersten Schriftmetall 0,20 -2 k= 0,40 &
im zweiten Schriftmetall 0,14 - 3 k= 0,42 k
in der neuen Legierung 0,82 k

Die Gesamtmasse der neuen Legierung ist 5 k£ (Masseeinheiten); nun berechnet man,
wieviel Prozent Antimon die resultierende Legierung enthalt:

0,82k : 0,05k =82:5=16,4
Der Zinngehalt (in Masseeinheiten) ist folgender:

im ersten Schriftmetall  0,05-2 k= 0,10 £
im zweiten Schriftmetall 0,07 - 3 £k = 0,21 &
in der neuen Legierung 0,31 k

Jetzt berechnet man, wieviel Prozent Zinn die resultierende Legierung enthalt:
0,31k : 0,06k =31:5=06,2
Der Bleigehalt (in Masseeinheiten) ist folgender:

im ersten Schriftmetall 0,75 -2 k= 1,50 k
im zweiten Schriftmetall 0,79 - 3 k = 2,37 k
in der neuen Legierung 3,87 k

Man berechnet, wieviel Prozent Blei die resultierende Legierung enthalt:

3,87k : 0,05k =387 :5="77,4
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Wir haben also gefunden, dass das neue Schriftmetall 16,4 % Antimon, 6,2 % Zinn
und 77,4 % Blei enthalt.

AbschlieBend wollen wir bemerken, daB wir die Schlussberechnung (den Bleiinhalt im
neuen Schriftmetall betreffend) nur der Kontrolle halber ausgefiihrt haben; denn wir
kennen die Summe 16,4 + 6,2 + 77,4 = 100.

7.3. Wir wollen zeigen, dass sich die Autobusse gerade in der Gemeinde C treffen (was
freilich nicht bedeutet, dass sie dort gleichzeitig ankommen). Wenn man die Haltezeit
in C abzieht, dauert die Fahrzeit von A nach B gerade 80 Minuten.

Davon entfallen % auf die Strecke AC und der Rest, g, auf die Strecke CB. Man
berechnet

4 320 ) 5 400 4 4 ) 8
— = — = —_ N — . = — = 44— N 44— — —_ = —_
9 80 9 359 ; 9 80 9 5 ; 5 359 89

Der aus B kommende Autobus kommt also in C um 8% Minuten spater an als der aus A
kommende. Da der Aufenthalt in C langer als 8% Minuten ist, treffen sich die Autobusse
tatsachlich in der Gemeinde C.

7.4. Wenn man dieses Problem I6sen will, muss man sich zunachst dartber klar werden,
was die in der Aufgabe enthaltenen Angaben bedeuten. Die Einwohnerzahl in den ein-
zelnen Gemeinden kann der Betriebsleitung angenahert zeigen, wie sich der Verbrauch
der Erzeugnisse gestalten wird. Es lasst sich annehmen, dass das Verhaltnis der Fahr-
tenanzahl in die einzelnen Gemeinden (fiir einen groBeren Zeitabschnitt) etwa 450 :
600 : 150 : 900 : 400 sein wird.

So wird man in einem Jahr nach A 450 k Fahrten, nach B, C, D, E dann der Reihe
nach 600 k, 150 k, 900 k, 400 k& unternehmen miissen, wobei k eine positive Zahl ist,
die davon abhangt, wieviel Erzeugnisse man jahrlich (auf einen Einwohner) plant.

Das Warenlager wird dort eingerichtet, von wo aus die geplante Verteilung der Erzeug-
nisse am billigsten wird. Wenn man es in A errichten wiirde, ware die in einem Jahr bei
den Hin- und Herfahrten zuriickgelegte Kilometeranzahl

450k - 0 4 600k - 8 + 150k - (8 4+ 13) + 900k(8 + 13 + 3) 4+ 400k(8 4+ 13 + 3 + 8)
= 4800k + 3150k + 21600k + 12800k = 42350k

Wenn das Lager in B errichtet wird, betragt diese Anzahl

450k - 8 + 600k - 0 + 150k - 13 4 900k(13 + 3) + 400k(13 + +3 + 8)
= 3600k + 1950k + 14400k + 9600k = 29550k

Errichtet man das Warenlager- in der Gemeinde C, wird die Kilometeranzahl

450k(8 4+ 13) 4+ 600k - 13 + 150k - 0 + 900k - 3 + 400k - (3 + 8)
= 9450k 4 7800k + 2700k + 4400k = 24350k

betragen. Befande sich das Lager in der Gemeinde D, wiirde die Kilometeranzahl

450k (8 4 13 + 3) + 600k (13 + 3) + 150k - 3 + 900k - 0 + +400k - 8
— 10800k + 9600k + 450k + 3200k = 24050k
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sein. Wenn schlieBlich das Warenlager in der Gemeinde E errichtet wiirde, miisste man
jahrlich

450k (8 4 13 + 3 + 8) 4 600k(13 + 3 + 8) + 150k(3 + 8) 4+ +900k - 8 + 400k - 0
— 14400k + 14400k + 1650k + 7200k = 37650k

Kilometer zuriicklegen.

Wir haben der Reihe nach folgende Resultate erhalten: 42350 k, 29550 k, 24350 k,
24050 k, 37650 k; aus ihnen ist ersichtlich, dass es am giinstigsten sein wird, das
Warenlager in der Gemeinde D zu errichten.

7.5. Man bezeichne die Schiffslange (in Schritten) mit z. Bevor Kurt einen Schritt
macht, riickt das Schiff um y seiner Schritte auf der LandstraBe vorwarts.

Bevor also Kurt 120 Schritte macht, wird sich das andere Ende des Schiffes, dem er
zustrebt, um 120y Schritte vorwartsbewegt haben. Man sieht, dass die Lange der 120
Schritte Kurts x 4+ 120y gleich ist. Fir die entgegengesetzte Richtung sind 30 Schritte
langs des Schiffes erforderlich.

Inzwischen hat sich jedoch das andere Frachtende um die Lange 30y genahert, so dass
x — 30y = 30 gilt. So haben wir das Gleichungssystem

x+ 120y = 120 ; xr — 30y = 30

erhalten.
Man kann es z.B. durch Subtrahieren der zweiten von der ersten Gleichung I6sen. Man
erhalt 120y + 30y = 120 — 30 oder 150y = 90. Hieraus folgt

_ 9% 3
Y= 150 " 5

Wenn man dieses Resultat in die zweite Gleichung unseres Systems einsetzt, erhalt man

x—30-§:30
5

oder x = 48. Wir haben festgestellt, dass das Schiff 48 Schritte Kurts misst.

7.6. Man berechnet die Wassermenge (in Kubikdezimetern), die je Stunde durch ein
Rohr zuflieBt, d.h., man bestimmt das Volumen eines Rotationszylinders mit dem Ba-
sishalbmesser 1 dm und der Héhe 36000 dm:

V =7 -1dm?-36000 dm = 360007 dm?

In 8 Stunden flieBen also durch zwei Rohre 8 - 2 - V' Wasser, d.h. ungefahr 1810000
Liter zu. Zum Waschen sind jedoch nur etwa 9750 dt notwendig, d.h. 975000 Liter, so
dass die beiden Rohre genligen.

7.7. Jede Dezitonne frisch gewonnener Kohle enthalt 2 kg Wasser, so dass die Mas-
se ganzlich trockener Kohle 98 kg ware. Durch Einfluss von Witterungsverhaltnissen
enthalt die Kohle spater 13 % Wasser, also 87 % trockener Kohle; daher entsteht aus
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jeder Dezitonne eine Masse, von der 87 % 98 kg entsprechen. Man berechnet 98 : 87
~ 1,126, was 1 % gleich ist.
Die Masse jeder Dezitonne ist also angenahert auf 112,6 kg gestiegen, d.h., sie hat sich
um etwa 12,6 % vergroBert.

7.8. Wenn fiinf Maurer in 14 Tagen die Aufgabe zur Halfte erfiillt haben, leistet ein

. a1 . : 56 _ 3
Maurer in einem Tag ungefdhr ;5 der Arbeit. In sechs Tagen leisten 5 Maurer {55 = 15

der Arbeit; man berechne, ein wie groBer Teil der Arbeit noch tbrigbleibt:

1 3 14-7-3 2

2 14 14 7

Es bleiben also % der Arbeit Ubrig. Die Zahl der Arbeiter, die diesen Teil in 6 Tagen
bewaltigen, erhalt man, wenn man

2 6 2 140 62

7140 6 3
dividiert.
Man wird dem Bau also noch weitere 7 Arbeiter zuweisen miissen; dann lasst sich frei-
lich erwarten, dass die Arbeit frither als in den festgesetzten Tagen geleistet wird.

Anmerkung: Bei Aufgaben dieser Art muss man sich vergegenwartigen, dass die Be-
rechnung nur eine Naherung ist. Es kommt hier namlich sehr wesentlich auf die Ar-
beitsfahigkeiten der einzelnen Maurer (die fast nie ganz gleich sind) an sowie auf die
Arbeitsbedingungen wahrend der einzelnen Tage.

Man muss auch darauf achten, dass die Frage, die wir stellen, sinnvoll bleibt. Wenn
man z.B. in der Frage der Aufgabe 7.8. verlangte, dass die Maurer die zweite Halfte
der Mauer in einem Tag fertigbauen sollten, wiirde man leicht errechnen, dass noch 65
Maurer erforderlich waren. Es ist jedoch wahrscheinlich, dass 70 Maurer die Aufgabe
wahrend eines Tages nicht erfiillen konnten, da sie einander im Wege stiinden.

7.9. Man bezeichne die Lange des standardisierten Formats A0 mit a und die Breite
mit b (in Millimetern). Das Format Al ist also ein Rechteck mit den Seiten g, b; § ist
offensichtlich die Breite und b die Lange des Formats A1, denn sonst ware die Forderung
der Ahnlichkeit nicht erfiillt. Es gilt also

2
a:b=b:2  oder C;:b2

Da a, b positive Zahlen sind, folgt daraus, dass

\%:b oder a:b=+2
Dadurch haben wir das Seitenverhaltnis des genormten Formats berechnet.

Da der Inhalt des Formats A0 1000000 mm? ist, erhalten wir die Gleichung a - b =
1000000 mm?. In diese setzen wir nun a = b\/2; wir erhalten, dass b%v/2 = 1000000

mm?2 oder dass
1000

b=
V2

mm
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Ein Leser, der logarithmieren kann, berechnet leicht, dass b ~ 841 mm gleich ist. Es
gilt namlich v/2 ~ 1,414, so dass v/2 ~ /1,414 ~ 1, 19, und daher b ~ 1000 mm :
1,19.

Die Division fiihrt wieder zu einer Naherung b ~ 841 mm.

Ferner berechnet man, dass a = bv/2 ~ 1189 mm.

Das genormte Format AQ ist also ein Rechteck, 841 mm breit und 1189 mm lang. Das
Seitenverhaltnis der Formate Al, A2, A3, ... berechnet man schon leicht (man rundet
sie auf Millimeter ab). Das Format Al ist 594 mm breit und 841 mm lang, A2 420 mm
breit und 594 mm lang, A3 297 mm breit und 420 mm lang usw.

7.10. Man berechnet, wieviel Viertel durchschnittlich je Tag auf einen Schiiler entfallen
sind. Den Ertrag von 2242 Vierteln dividieren wir durch den Quotienten 9 - 31 = 2709.
Es gilt 2242 : 279 ~ 8,03; in der ersten der beiden Klassen hat jeder Schiiler durch-
schnittlich 8,03 Viertel taglich gepfliickt.

Die zweite Klasse hat folgendermaBen gearbeitet: fiir 4 Tage 33 Schiiler und fiir 4 Tage
nur 32 Schiiler. Man wird den Ertrag von 2125 Vierteln durch die Zahl 4 - 33 + 4 -
32 = = 260 dividieren. Es gilt 2125 : 260 ~ 8,17; in der zweiten Klasse hat also jeder
Schiiler durchschnittlich 8,17 Viertel taglich gepfliickt. Die Leistung der zweiten Klasse
war also besser.

7.11. Ohne jedes Rechnen sieht man, dass das Ergebnis 0,13 von der Gruppe der ib-
rigen Zahlenangaben auffallend absticht. Durch Berechnung iiberzeugt man sich auch
leicht, dass gerade die Probe 0,13 die groBte Abweichung vom arithmetischen Mittel
aufweist.

Wenn man alle zwanzig Zahlenangaben addiert, bekommt man 1,58; das arithmetische
Mittel ist also 0,079. Von diesem arithmetischen Mittel weicht wirklich die Messung
0,13 am meisten ab; die entsprechende Abweichung vom arithmetischen Mittel ist 0,079
- 0,13 = -0,051.

7.12. Die Abweichungen vom arithmetischen Mittel sind 0,05; 0; 0,02; -0,06; -0,01;
-0,02; -0,03; 0.03; 0; 0,02, ihre zweiten Potenzen 0,0025; 0; 0,0004; 0,0036; 0,0001;
0,0004; 0,0009:; 0,0009:; 0; 0,0004, die Summe dieser zweiten Potenzen ist 0,0092 und
das gesuchte arithmetische Mittel also 0,00092.

Anmerkung: Analoge Berechnungen sind in der Praxis haufig, insbesondere, wenn man
feststellen Will, in welchem MaBe die gemessenen Werte, um das arithmetische Mittel
"gehauft", oder "gestreut" sind. Das Resultat dieser Berechnung wird Streuung ge-
nannt. In unserem numerischen Beispiel kann man sehen, dass die gemessenen Werte
sich um das arithmetische Mittel 2,15 "haufen", so dass auch die Streuung klein ist
(0,00092).
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