Mathematik

Ergiinzungsheft

Ahnlichkeit

Klasse 3




MATHEMATIK

Klasse 8

Ergiinzungsheft ,,Ahnlichkeit*

h 4

v

Volk und Wissen
Volkseigener Verlag Berlin

1969



Autoren: Dr. Giinter Lorenz und Dr. Giinter Pietzsch

Vom Ministerium fiir Volksbild der D« h

Doskokratiachsn Repulk als Bobislbosdh bentatiy

1. Auflage - Ausgabe 1969
Lizenz-Nr. 203 1000/69 (E) - ES 11G
Redaktion: Siegmar Kubicek, Karlheinz Martin

von R. Schul

Deb

ki)

Zeich Waltraud Schmidt (Zwei Zeich
Batz: VEB Druckerei ,,Magnus Poser* Jena
Textdruck: Druckerei Fortschritt Erturt
Gesetzt aus der Modernen Extended
RedaktionsschluB: 31. Mirz 1969

Bestell-Nr. 000805-1

Preis: —,80



Seite Seite

Der Strahlensatz Ahnliche Figuren
Streckenwerhéltnisse 3 Ahnlichkeitsabbildungen 22
Der Strahlensatz 4  Gleichsinnige und ungleichsinni
Vervielfachen einer Strecke 6 Ahnlichkeit 24
Innere und &uBere Teilung einer Ahnlichkeit von Vielecken 24
Strecke 8 Ahnlichkeitssatze fiir Dreiecke 26
Umkehrungen des, Strahlensatzes 10 Ahnlichkeit von krummlinig be-
Anwendungen 11 grenzten Flichen und von Kérpern 28
Umfang und Inhalt 29
Konstruktionen mit Hilfe der
Zentrische Streckung Ahnlichlkeit 20
Anwendungen 31
Wiederholung : Bewegungen
und Kongruenz 14 Die Satzgruppe des Pythagoras
MaBstéibliche VergroBerungen und Ahnlichkeit im rechtwinkligen Dreieck 33
Verkleinerungen 16 Hohensatz 33
Die zentrische Streckung 17 Kathetensatz 34
Eigenschaften 19 Satz des Pythagoras 356
Zusammensetzen zweier zentrischer Umkehrungen 36
Streckungen . 21 Anwendungen 39

Der Sirahlensatz

Streckenverhiltnisse

Auf fast allen Landkarten finden wir eine MaBstabsangabe, z. B. 1 : 25000.
Dieses Zahlenverhiltnis gibt an, daB sich die Lénge einer jeden Strecke
auf der Landkarte zur Lange der. betreffenden Originalstrecke wie 1.: 25000
verhilt. Anders ausgedriickt: Die Lénge einer Kartenstrecke betragt -

% s o s 25000
von der Linge der zugehérigen Originalstrecke.

DEFINITION : Zwei Strecken s, und s, mégen bei gleicher Lingeneinheit die
MaBzahlen z; und z, haben. Der Quotienl ’1 13y = '-l heiBt Streckenverhdltnis

von 8, und s;. Man schreibt nnch - == bzw. 51 18y = &) %3,

Ermittle (durch Messen) samllzche Streckenverhilinisse fir die Kanten einer
Streichholzschachtel ! '

Beim Messen einer jeden Strecke s wird das Streckenverhiltnis zwischen s
und der benutzten Einheitsstrecke e ermittelt. So besagt zum Beispiel das
MeBergebnis 5,3 cm: Wenn die Einheitsstrecke ¢, die Lénge 1 cm hat, so ist

e— = 5,3. Hat die Einheitsstrecke e, die Linge 1 mm = Tlﬁ cm, 80 mt— = 53.

MaBzahlen von Strecken kénnen sowohl rationale als auch m‘ahonale Zahlen
séin. Da Streckenverhiltnisse Quotienten solcher Zahlen sind, trifft das
demzufolge auch fir sie zu.



Bild 1

Die beiden Rechtecke im Bild 1 haben den gleichen Flicheninhalt. Es gilt
also @ - b = ¢ - d. Daraus folgt durch beiderseitige Division durch b - ¢ :
d

a

T b

Fiir die beiden Dreiecke ABC und DEF im Bild 2 gilt a : d = hy : hq.

a) Folgere daraus eine Aussage iiber die Flicheninhalte !

b) Betrachte die Strecken b, hy, e, ke, und gib eine giiltige Verhiltnisgleichung an !

/]

Bild 2 A

e
f Ry

n
ha

F
Aufgaben 1 bis 3
Der erste Teil des Strahlensatzes

Das Bild 3 zeigt ein Strahlenbiischel mit dem Scheitelpunkt 8, dem Biischel-
zentrum. Seine Strahlen (s, bis s,) werden von einer Parallelenschar (g, bis gs)
geschnitten. Dadurch entstehen Strahlenabschni Auf s, zum Beispiel
sind dies die Strecken S_A, S_B, FC, E, A_O, BC. Der zu AC gleichliegende
Strahlenabschnitt auf s, ist DF.

Nenne zu den Strahlenabschnitten auf s, jeweils die gleichliegenden Strahlen-
abschnitte auf sy! Gib weitere Paare gleichliegender Strahlenabschnitte an !
SATZ (Strahlensatz, erster Teil):

Werden die Strahlen eines Biischels von einer Parallelenschar geschni

so gilt fiir je zwei Strahlen: Die Abschnitte auf dem einen Strahl verhalten
leichliegend Abschni auf dem anderen.

sich zueinander wie die gl

Bild &



Es geniigt, den Beweis fiir diesen Satz am Spezialfall mit zwei Parallelen
(Bild 4) zu fithren. Der Satz besagt dann, daB folgend Verhaltnisgleich
(Proportionen) gelten:

)

ay 54 _5C o4 AR—750:0D
= =% (94:4B=8C:0D)
B B — — = ==
@ =% (SB:84="5D:50)
B BB ms e
(3) ﬁ_CZD (SB:AB:SD:C'D)

Beweis fir (1):

Wir verbinden 4 mit D und B mit C (Bild 5) und betrachten die Flichen-
inhalte einiger Dreiecke.

S4.-b, _ SC-h
==, 2, also| S4.h, =80 hy

|
I

Fir A SACgilt 4,

Fir A ABC gilt 4,

I

fir A DCA gilt Ay=2

Da A ABC und A DCA die Seite AC und deren Hohe gemeinsam haben,
sind ihre Flacheninhalte gleich: 4, = Ay Das heilt

AB2'h‘=CD2'h’,also AB-h,=CD-hy |.
Demzufolge ist :gi L P 'E By oder S=A = i "
AB.h, CD-hy 4B 0D

was zu beweisen war.

Ahnlich kann man (2) und (3) beweisen. Man kann diese Beziehungen aber
auch unmittelbar aus (1) folgern; das sei hier nur fir (2) durchgefiihrt:

B 4 | 4B
5B _SA+4B_ 54 L 4B _, 4B

SA SA SA 8. SA

B _H10B_F,B_,, B

50 sc s¢ s8¢ sC

4AB __ CD SB sD
Wegen (1) ist =" und damit o

4B Lo 7B ) )

Aus (1) fdﬂ =% durch Multiplikation mit —= auf beiden Seiten.

Forme (2) und ( 3 ) genauso um ! Formuliere den ersten Tetl des Strahlensatzes
s0, dap er diesen Verhiltnisgleichungen entspricht !

Autgaben 4 bis 7
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Vervielfachen einer Strecke

Die Bezeichnung ,,Vervielfachen“ wird nicht nur verwandt, wenn das
Doppelte, Dreifache, . .., allgemein das n-fache einer Strecke 4B fiir natiir-
liche » = 2 zu konstruieren ist. Diese Aufgabe ist leicht zu l6sen, indem man
4B iiber 4 od¥r B hinaus verlingert und auf dieser Verlingerung mit dem
Zirkel (n — 1)mal die Strecke AB abtrigt. .

Von ,,Vervielfachen® spricht man auch, wenn fiir eine beliebige positive reelle *
(also rationale oder irrationale) Zahl k das k-fache einer Strecke 4B konstru-
iert wird. Man tut dies sogar dann, wenn ¥ < 1 ist, die gesuchte Strecke also
kiirzer als die Ausgangsstrecke AB ist.

Fiir rationales & = ’E’ (P # 0, g == 0 natiirliche Zahlen) 1aBt sich: diese Auf-
gabe auf das beschriebene Verfahren zuriickfiihren, indem man das p-fache
des g-ten Teils von AB konstruiert. Dazu ist zuerst die Konstruktion des
g-ten Teils von AB notwendig, also die Teilung von 4B in g kongruente
(d. h. gleich lange) Teilstrecken.

Eine Strecke 4B soll in drei kongruente Teilstrecken geteilt werden (Bild 6).
Konstruktionsbeschreibung :

Wir zeichnen von einem Endpunkt.von 4B §

einen Strahl s. Auf diesem tragen wir eine be-

liebig gewahlte Strecke dreimal ab. Den End-

punkt der so erhaltenen Streckenfolge ver-

binden wir mit dem anderen Endpunkt von A B.

Die Parallelen zu dieser Verbindungsstrecke 4 8
teilen 4B in drei kongruente Teile. Bild 6

Von einer Strecke 4B soll ihr k-faches konstruicrt werden.

Bild 7a Bild 7b
\
i 1 1
A
A i 8 e Q 0
a) k=3 = L6(Bild 7a) b) k= %(Bild 7b)

a) Gib fiir das Beispiel 2a eine Konstruktionsbeschreibung !

b) Erliutere, inwiefern es zwei Méglichkeiten gibt, im Beispiel 2b den Punkt Q
zu erhalten! Gib entsprechend auch fir den Punkt P im Beispiel 2a eine
zweite Konstruktionsmoglichkeit an !

Ist k eine LIrx'z;,f;ionalza.hl, also ein unendlicher nichtperiodischer Dezimal-

bruch, so néhern wir k& durch rationale Naherungswerte an. Auf diese Weise

konnen wir den Punkt P, der zu einem irrationalen & auf der Zahlengeraden
gehort, mit beliebiger Genauigkeit erfassen.



Ist z.B. k = }/2 = 1,41421 . . ., soll also zur Strecke AB=ua das }/E-fache
konstruiert werden, so wird a als Einheit einer Zahlengeraden gewahlt
(Bild 8). Dann konstruieren wir das 1,4-fache, das 1,41-fache, das 1,414-fache

. von @ nach dem obigen Verfahren. Auf diese Weise kommen wir dem
Punkt P mit AP = AB - 2 beliebig nahe.

Bild 8 . a7
-
A -
0 () b9

i
—

4

Es gibt auch Irrationalzahlen &, fir dic man dic zagehirigen Punkte auf der Zahlengeraden
direkt konstruieren kann; dann ist auch das k-fache von AB direkt zu konstruieren.

;/—gehort zu diesen Irrationalzahlen, und so kann man das }/Efwhe jeder Strecke a kon-
struieren als Diagonale eines Quadrats mit @ als Seite. (Vgl. auch Lerneinheit 29).

Auigaben 8 bis 11
Der zweite Teil des Strahlensatzes

So, wie durch die Parallelen Strahlenabschni tsteh 80 entsteh

durch die Strahlen Parallelenabschnitte, z. B. AC und BD im Blld 4 Em
Strahlenabschnitt und ein Parallelenabschnitt heiBen i i
wenn der Strahlenabschnitt vom Scheltelpunkt bis zu der betreffenden

Parallelen reicht. Im Bild 4 gehoren z.B. §4 und 4C zueinander, auch 8D

und BD, nicht aber CD und BD.

a) Nenne zu finf Parallelenabschnitten im Bild 3 je zwei zugehirige Strahlen-
abschnitte !

b) Gib zu vier Strahlenabschnitten im Bild 3 je drei zugehorige Parallelen-
abschnitte an !

SATZ (Strahlensatz, zweiter Teil):

Werden die Strahlen eines Biischels von einer P

so verhalten sich je zwei Parallelenabschnitte, die
liegen, zueinander wie die zugehdrigen Strahlenab
Strahls.

55 5B ( 4D
Fir die Figur im Bild 9 gilt ﬁ=:4(==)

Beweis : Bild 9 )

Wir ziehen durch A die Parallele zu OD, die BD in E schneidet. Dann ist
AC=1ED, da AC und ED Gegenseiten im Parallelogramm AEDC sind.
BD SB

Nach Satz 2 gllt == also auch 5o = 54 wew beweisen war.



Nenne Verhilinisgleichungen, die nach Satz 3 fir die Figur im Bild 3 gelten !
Im Bild 10 werden zwei einander schneidende
Geraden so von zwei Parallelen geschnitten,
daB der Scheitelpunkt S des Geradenbiischels I
zwischen den Parallelen liegt. Es entstehen so s
die Geradenabschnitte S4 und SB, die zum A
Parallelenabschnitt AB gehoren, sowie die
Geradenabschnitte SC und 'SD, die zum Par-
allelenabschnitt CD gehéren. Bild 10

SATZ: Werden zwei Geraden eines Geradenbiischels von zwei Parallelen
(auf verschiedenen Seiten des Biischel ums) geschnitten, so gilt: Die
Parallelenabschnitte bildlen das gleiche Verhiltnis wie die zugehérigen

Geradenabschnitte der gleichen G

Im Bild 10 heiBt das: AB: 0D = 84 : SC (= SB : 8D)

Das folgt aus Satz 3, wenn man A SCD um 180° mit S als Zentrum dreht.
Aufgaben 12 bis 15

Innere und &uBere Teilung einer Strecke

In der Lerneinheit 3 wurde das k-fache einer Strecke (k> 0, rational) mit
Hilfe des ersten Teils des Strahlensatzes konstruiert. Im Bild 7 gilt
:47’=—:--E\md C‘_Q=;-al_).Fﬁngil-t&lso CQ:QD=5:2.

Man sagt auch: Die Strecke CD wird durch @ im Verhaltnis 5 : 2 geteilt,
und zwar innen geteilt.

Fiir P gilt nun entsprechend PA : PB = 5 : 2. Aber P liegt auBerhalb von
E, deshalb wird 4B von P im Verhéltnis 5 : 2 auBen geteilt.

Erklire allgemein, wann ein Punkt T eine Strecke AB innen baw. aufen
wm Verhdltnis p : q (p, q natiirliche Zahlen mit q == 0) teilt!

Das Bild 7 zeigt also auch, wie innere und &uBere Teilpunkte nach dem ersten

Teil des Strahlensatzes konstruiert werden kénnen. Haufig ist es aber be-
quemer, den zweiten Teil des Strahlensatzes zur Konstruktion zu benutzen.

Eine Strecke 4B soll innen und auBen im Verhiltnis 8 - 3 (nach dem zweiten
Teil des Strahlensatzes) geteilt werden (Bild 11).

/ /ﬁ/ //j>\‘fa
. ; ; 17

Ihld 1la Bild 11H
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Wie grop ist fiir die Teilungen im Bild 11b jeweils k in ATy = k- AB und
AT, =Fk- AB? "Aufgaben 16 bis 20

Der dritte Teil des Strahlensatzes

Wihrend der erste Teil des Strahlensatzes eine Beziehung der Strahlen-
abschnitte untereinander, der zweite Teil eine Beziehung zwischen Strahlen-
und Parallelenabschnitten ausspricht, ist im dritten Teil die Rede von einer
Beziehung der Parallelenabschnitte untereinander. Parallelenabschnitte, die
von den gleichen Strahlen begrenzt werden, heiBen zueinander gleichliegende
Parallelenabschnitte. So ist im Bild 3 z. B. der Parallelenabschnitt FM
gleichliegend zum Parallelenabschnitt EL und zum Parallelenabschnitt DK.

Nenne die in Bild 3 gleichliegenden Parallelenabsch *'ttezuB_E,ZI?,E—'EundEf/
SATZ (Strahlensatz, dritter Teil):

Werden die Strahlen eines Biischels von einer Parallelenschar geschnitten,
so gilt fiir je zwei Parallelen: Die Abschnitte auf der einen Parallelen ver-
halten sich inander wie die gleichliegenden Abschnitte auf der and
Parallelen.

Im Bild 12 gilt demnach:

AB _ DE (4B : BC = DE : EF)
BC EF
4B, 2D (4B:4C = DE : DF)
AC DF
B0 . BE (BC : AC = EF : DF)
AC DF

Beweis fiir (1): .
Nach Satz 3 gilt $B : S£ = AB : DE und auch SB : SE = BC : EF.
Dann ist aber 4B : DE = BC : EF und damit (nach Multiplikation mit %)

auch 4B : BC = DE :—ﬁ, was zu beweisen war.

Gib auch die Beweisschritte fiir (2) und (3) an!

Der Satz 5 umfaBt auch die Fille, bei denen jeweils gleichliegende Parallelen-
abschnitte verschied Parallel haren angehéren, die sich auf den
Strahlen des Biischels so schneiden, wie dies das Bild 13 zeigt. s

Stelle nach dem Strahlensatz Verhiltnisgleichun-  Bild 13
gen fiir die Figur im Bild 13 auf!

Verbindet man im Bild 13 die Punkte 4 und C,
D und F sowie G und I, so liegt es nahe, das
Bild als ebznes Bild einer dreiseitigen Pyramide
bei Parallelprojektion aufzufassen. Dabei wirl
offenbar die Pyramide durch drei parallcl:
Ebenen geschnitt>n, so daB8 die Schnittfiguren
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ABC, DEF und GHI entstehen. Damit scheint beispielsweise auch zu gelten
AC :DF = AB : DE. DaB aber wirklich AC || DF (und DF|| GI) gilt,
ist nicht aus dem Strahlensatz zu folgern, denn dort wird ja die Parallelitit
jeweils vorausgesetzt. Wir benétigen dafiir vielmehr einen Satz, in dem die
Gleichheit gewisser Verhaltnisse vorausgesetzt und die Parallelitit erzeu-
gender Geradenabschnitte sich daraus ergibt, also eine Umkehrung: des

Strahlensatzes. . Aufgaben 21 bis 24
Umkehrungen des Strahlensatzes

Um die verschiedenen Teile des Strahlensatzes auf ihre Umkehrbarkeit
untersuchen zu kénnen, ist es zweckmaBig, bei ihnen jeweils deutlich Vor-
g und Beh g zu trennen. Dann lautet z. B. der erste Teil

des Strahlensatzes (Satz 2), bezogen auf Bild 4:

Wenn AC || BD gilt, so gilt SA : AB = SC: CD  oder

Voraussetzung: AC || BD Behauptung: SA : AB = 8C : CD
Durch Vert hen von Vora g und Behauptung erhalten wir eine

néue Aussage, die zu beweisen (oder zu widerlegen) ist (Bild 14).

Bild 14 Bild 15

Voraussetzung: SA : AB = 8C : CD Behauptung: AC || BD
Beweis: Wiren AC und BD nicht parallel, so wiirde die Parallele zu AC
durch D den Strahl S4 in einem Punkt B’ schneiden, der von B verschieden
wire. Nach Satz 2 wiirde dann gelten:

SA : AB" = §C : CD.
Wegen AB’ == AB ist das aber nicht moglich, denn es steht im Widerspruch -
zur Voraussetzung.
SATZ (Umkehrung zum Strahlensatz, erster Teil):

Bilden gleichliegende Strahlenabschnitte eines Strablenbiischels das gleich
Verhiiltnis, so werden sie von parallelen Gerad gt.

Als Umkehrung von Satz 3 (Strahlensatz, zweiter Teil) ist anzusehen :
Voraussetzung: S4 : SB = AC : BD Behauptung: AC || BD
Weise unter Benutzung von Bild 15 nach, daf diese Umkehrung nicht gilt!




Nimmt man die Tatsache, daB die geschnitt Strahlen einen gemein-
samen Scheitelpunkt haben, ausdriicklich unter die Voraussetzungen auf,
so erhalt man eine weitere Moglichkeit, Umkehrungen zu bilden. Beim
zweiten Teil des Strahlensatzes fithrt das auf einen wichtigen wahren Satz
(Bild 16).

Varauasetzung % === ;AC||BD  Behauptung: CD geht durch §

Beweis: Wir nennen den Schmttpnnkt der Geraden CD und 4B zunichst 8’ .
und miissen dann zeigen: §' = 8.

Nach Satz 5 gilt i_B— =20
K 4c
Soll das der Vor tzung nicht widersprechen, so muB gelten:
5 _ 5
54 54
Nun ist aber S—l_B— —FALAD B und
S’A S’A
B_S+48_, .2,
54 SA S4

Diese beiden Verhiltnisse sind aber nur fiir S4 = 84 einander gleich, also
miissen § und §’ zusammenfallen.

SATZ: Gegeben seien ein Strahl SA4 (Sclleltelpunh S), auf ihm ein weiterer
Punkt B und zwei parallele Strecken AC und BD auf der gleichen Seite des
Strahls. .

Wenn dann SB : S4 = BD : AC gilt, so geht die Gerade CD durch S.
Formuliere zum Satz 5 (Strahlensatz, dritter Teil) eine entsprechende Um-
kehrung und beweise ihre Giltigkeit!

Als Verallgemeinerung ergibt sich daraus:

SATZ: Gegeben seien zwei verschieden lange, p llele Strecken AC und BD
und zwei parallele Strecken CE und DF, wobei E und F auf der gleichen
Seite von CD liegen (Bild 17).

Wenn dann AC : BD = CE : DF gilt, so schneiden sich AB, CD und EF
in genau einem Punkt. Aufgaben 25 bis 27

N Bild 16 Bild 17

E ¢

Anwendungen des Strahlensatzes

Die verschiedenen Teile des Strahlensatzes und deren Umkehrunge. sonnen
bei der Bestimmung der Lingen unzuginglicher Strecken angewandt werden.

11
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0° Bild 18 Bild 19

Um dic Breite 4B eines Flusses zu bestimmen (Bild 18), wird senkrecht
zu AB eine Strecke BC abgesteckt und ver Durch Fluchten wird
auf der Verlingerung von AB tiber B hinaus ein Punkt D festgelegt. Parallel
zu BC wird eine Strecke DE derart abgesteckt, daB E auf der Geraden AC
liegt. Die Messungen ergeben: BC =24 m; DE — 34 m; BD = 20 m.
4B _ BC
D DB
Multiplikation mit AD - DE ergibt AB- DE — BC - AD.
Fiir die MaBzahl z der Strecke AB heiBt das: z - 34 = 24 (z + 20)

34z =24z 4 480

10 2 = 480

x =48

Da tatsichlich % = 34 o gllt erhalten wir: Die Breite des Flusses
betriigt 48 m.

Nach Satz 3 gilt:

a) Beschreibe miglichst eingehend das praktische Vorgehem mit Fluchistiben
und einfachem Feldwinkel; bei dieser Vermessung !

b) Berechne die Flupbreite fiir die folgenden Mepergebnisse :

BC =243 m; DE = 30,5m; BD = 16,5 m!
Auch fiir verschiedene Mef- und Zeichengerite wird der Strahlensatz an-
gewandt.

Der MeBkeil wird zur Messung kleiner Abstande verwendet. Fiir den lichten

(inneren) Durchmesser d des Rohrchens in Bild 19 gilt nach Satz 3:
4 _ %7om por Durchmesser betriigt also 6,7 mm.

lem 10cm

Das Bild 20 zeigt ein Rechteck von 5 cm Linge mit zehn Lings- und fiinf
Querstreifen jeweils gleicher Breite, Mit Hilfe der Diagonale im ersten Quer-

10
L v 4
6 7
¢
£
2 Ly Bild 20
0




Bild 21 10 (TTTT

T i g)

IR EBERERS J

s T z |
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(] 7 1

T —

L iR REREREE z —\
plisusnunnny N\
T \
o OO i \

1086 420 10m 20m

streifen kann man Streckenlingen auf Millimeter gehau bestimmen. So ist

z. B. a = 3,7 cm. Einen sog ten TransversalmaBstab erhilt man, wenn

man den ersten Querstreifen wie in Bild 21 teilt. Damit konnen Léngen

sogar bis auf % der Einheit genau bestimmt werden. Der Transversal-

maBstab im Bild 21 tragt die Bezifferungen 10 m, 20 m usw., weil er fir

einen Gelandeplan im MaBstab 1:500 (2 cm £ 10m) bestimmt ist. So

entspricht d in Wirklichkeit eine Strecke von 27,9 m Lange.

a) Wie lang sind die Strecken b und c in Bild 207

b) Wie lang sind die Originalstrecken zu e, f, g, h und i in Bild 21?

¢) Greife die Strecken in Bild 22 mit dem Stechzirkel ab und bestimme thre
Linge mittels des Liniennetzes in Bild 20!

d) Wie lang sind die Originalstrecken, wenn AB, CD, EF und GH Strecken
auf einer Karte im Mapstab 1: 500 sind?

— b

8¢ 0

i
F 6 H
Aulgaben 28 his 31

Bild 22 |
A

~r

ZUSAMMENFASSUNG

Ein Geradenbiischel werde
von einer Parallelenschar
. geschnitten.

Dann gilt z. B.:

_“_=_d.‘ =2 und L =5—
a+b c+ e+f g TR d
nach dem ersten Teil des Strahlensatzes;

a u a u
=— und — = —
6+ b v g Y
nach dem zweiten Teil des Strahlensatzes;
T L
v z 2z

nach dem dritten Teil des Strahlensatzes.

13



Zentrische Stredkung

14

Wiederholung: Bewegungen und Kongruenz

t * Bild 23

Bild 24

o b

Die Punkte A, B, C, D, E im Bild 23 liegen so, daff BC = CD, AB — 27 BC

und X ABC = <& BCD = 90° ist. Der Punkt E liegt auf dem Strahl BC

mit BC = CE. Ubertrage dieses Bild fiir die folgenden drei Auftrige dreifach

in dein Heft!

a) Inder Zeichenebene wird eine Verschiebung ausgefiikrt, bei der der Punkt A
den Punkt A' als Bildpunkt hat. Dabei ist A'C = A'E, und A’ hat von
der Geraden BC die Entfernung % BC. Konstruiere auch tﬁe Bildpunkte

2u B, C, D und E! Wo liegt der Punkt, der fiir D Originalpunkt ist (fir
den also D Bildpunkt ist)?

b) In der Ebene. wird eine Drehung (im positiven Drehsinn ) ausgefiihrt mit
dem Punkt E als Drehzentrum und einem Drehwinkel von 70°. Konstruiere
die Bildpunkte von A, B, C, D und E! Bestimme die Punkte, fir die A,
B, C, D und E Bildpunkte sind ! ’

) In der Ebéne wird diejenige Spiegelung ausgefihrt, bei der A und D in
sich selbst iibergehen. Konstruiere die Bildpunkte zu B, C und E! Welches
sind die Punkte, die fiir B, C und E Originalpunkte sind? Gib noch eine
andere Spiegelung an, bei der die Strecke AD als Ganzes in sich iibergeht,
aber nicht jeder ihrer Punkte mit seinem Bildpunkt zusammenfdllt !

Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen einer Ebene sind umkehrbar

eindeutige Abbildungen der Ebene auf sich. Das heiBt: Jeder Punkt der

Ebene hat genau einen Bildpunkt und ist seinerseits auch Bildpunkt genau

eines Punktes. Original- und Bildpunkt werden auch als einander entspre-

chende Punkte bezeichnet. Werden endlich viele Verschiebungen, Drehungen
oder Spiegelungen nacheinander ausgefiihrt, so ist das Ergebnis ebenfalls eine
umkehrbar eindeutige Abbildung der Ebene auf sich, eine ebene Bewegung.
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Gegeben ist ein Viereck ABCD und ein Punkt E. Der Punkt F sei der Mittel-
punkt von CD (Bild 24).
Gesucht ist das Bild A'B’C'D’ des Vierecks A BOD bei folgender Bewegung:

Verschiebung in Richtung BF um ; BF; danach Spiegelung an der Par-
allelen zu BD durch E.

a) Ubertrage das Bild 24 in dein Heft und konstruiere auch den Bildpunktzu E !
b) Woliegt der Punkt, fiir den E Bildpunkt ist?

Die ebenen Bewegungen haben folgende Eigenschaften:

(1) Das Bild jeder Geraden ist wieder eine Gerade.

(2) Liegt ein Punkt A4 auf einer Geraden a, so liegt auch der Bildpunkt A’
auf der Bildgeraden a'.

(3) Liegt ein Punkt B zwischen den Punkten 4 und C, so liegt auch der Bild-
punkt B’ zwischen den Bildpunkten A’ und C".

(4) Die Bildgeraden zweier paralleler Geraden sind ebenfalls parallel.

(5) Jede Strecke 7B hat als Bild eine Strecke 4'B’ mit gleicher Linge.

(6) Jeder Winkel (k, k) hat als Bild einen Winkel (&', k') gleicher GroBe.

Uberlege, welche Eigenschaften dariber hinaus

a) die Verschiebung,

b) die Drehung und

¢) die Spiegelung haben !

Die Bewegungen dienen dazu, die Kongruenz von Punktmengen zu erkliren,
weshalb sie auch Kongruenzabbildungen genannt werden.

DEFINITION: Punktmengen M, und M, heien einander kongruent

(deckungsgleich: M, ~ M,) genau dann, wenn es eine Bewegung gibt, die

M, auf M, abbildet.

Damit ist die Kongruenz auch fiir krummlinig begrenzte Figuren erklart.

So sind z. B. alle Kreise mit gleichem Radius einander kongruent.

Im Beispiel 7 sind die Vierecke ABCD und A'B’'C’D’ einander kongruent,

und zwar gegensinnig kongruent, weil die Punkte 4’, B', ¢, D' gegeniiber

ihren Originalpunkten im entgegengesetzten Drehsinn angeordnet sind.

Speziell fiir Dreiecke haben wir vier Kongruenzsiitze (sws, wsw, 888, 8sw)

kennengelernt.

Mit Hilfe dieser Kongruenzsitze kann man von zwei vorgelegten Dreiecken

entscheiden, ob sie einander kongruent sind oder nicht, ohne auf die Be-

wegungen zuriickzugreifen.

Von den Fiinfecken ABCDE und FGHIK in Bild 25 sei bekannt:

AB = IK = 3,4c¢cm; BC = KF = 2,2cm; DE = EA = GH = HI =2,5cm;

X BCD = X KFG = 116,6°; X ABC = X DEA=90°; S BCA= X KFI;

X CDA = S FGI

a) Von welchem Eckpunkt des Finfecks FGHIK aus ist eine Zerlegung in
Dreiecke moglich, die zu den Dreiecken im Fiinfeck ABCDE kongruent
sind? Zeichne die Diagonalen ein, und beweise die Kongruenz!

16



12

16

0, 6 P Bild 25

E A K F
b) Was lipt sich diber die Finfecke sugen? Stelle die einander entsprechenden
Punlte, Seiten und Winkel zusammen ! .

Von Kongruenz kann man auch bei réumlichen Punktmengen und speziell bei Kérpern
sprechen. So sind z. B. sémtliche Kugeln mit gleichem Radius einander kongruent, alle

Wiirfel mit gleicher Kantenlange usw. Bei allen i iBig Ind

i handelt es sich ~ von geringfiigigen Abweict durch Ferti, ig
keiten ab hen — um kong Gebilde. Die réumlich Kongruenz kann auf gewisse
umkehrbar eindeutige Abbildungen des R. auf sich, die réumlichen Bewegungen,

gegriindet werden.
Aufgaben 32 bis 35

MaBstéibliche VergroBerungen und Verkleinerungen

Das Bild 26 zeigt den GroBbuchstaben B einer Frakturschrift,

Um das maBstabliche VergroBern oder Verkleinern beim Nachsch eiben zu
erleichtern, kann man den Buchstaben mit einem Quadratnetz iiberziehen.
Das Bild 27 ist dazu eine maBstibliche Verkleinerung. Der Abbildunges-
maBstab, also das Verhéltnis der Streckenlingen im Bild zu den entspre-
chenden Streckenlingen im Original, ist hier 1 :2. Man kann auch das
Bild 26 als eine maBstabliche VergroBerung von Bild 27 auffassen. Der
Abbildungsmafstab ist dann 1:0,5 oder 2:1. Auch bei Korpern gibt es
maBstabliche VergroBerungen und Verkleinerungen. Bekannt sind die
Modelleisenbahnen in den AbbildungsmaBstiben 1 : 87 (NenngréBe HO),
1:120 (NenngroBe TT) und 1 :160 (NenngroBe N). Solche maBstiblichen
Modelle dienen aber nicht nur der Freizeitbeschaftigung. So werden z. B.
Tragflichenprofile und Rumpfformen bei der Entwicklung eines neuen
Flugzeugs an Modellen im Windkanal untersucht, und die Verkehrshoch-

il
/////4.&

13ild 26
Y

Bild 27




- nicht nur der Ausbildung, sondern auch wi
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3 000805

schule ,,Friedrich List* in Dresden hat eine gfoBe Modellbahnanlage, die

haftlichen U h

dient.

Im Bild 28 wurde ein Fiinfeck (a) verdndert. Dazu wurde im Bild 28b das
Quadratnetz vergrofert und in den Bildern 28c und d jeweils das Quadratnetz
in ein Rechtecknetz mit dem Seitenverhdlinis 1:2 verformt. Von welchen der
Figuren b, ¢ und d wiirdest du sagen, sie seten 2u @ ,,Ghnlich*?

So wie die Kongruenz auf den Begriff der Bewegung zuriickgefiihrt wird,
so kann man auch fiir einen mathematisch exakten Begriff von Ahnlichkeit
gewisse umkehrbar eindeutige Abbildungen der Ebene (bzw. des Raumes)
auf sich als Grundlage nchmen.

™~~~ N
4 ,l =
P
13ild 28 Bild 28b Bild 28¢ Bild 28d
Aufgaben 36 bis 38

Die zentrische Streckung

Bei den Dreiecken ABC und DEF im Bild 20 ist AB|| DE, 4C|| DF

und BC || EF. Dem Augenschein nach ist A DEF eine maBstibliche Ver-

gréBerung von A ABC, wobei D das Bild von 4, E das Bild von B und F

das Bild von C ist.

a) Ubertrage das Bild 29 in dein Heft und ziehe die Geraden AD, BE und CF!
Wieviel Schnittpunkte entstehen?

b) Der Schnittpunkt der in a) gezeichneten Geraden sei Z. Ermittle u, v und
winﬁ:u-Z_A,ZE‘=v-Z_BundZ_F=w~Z?!

¢) Konstruiere zum Punkt Q einen Punkt S, fiir den Z8 =u-2Q gilt!
Konstruiere zu R einen Punkt T mit ZR = u - ZT!

DEFINITION: Eine zentrische

Streckung der Ebene ist eine Abbil- R, &
dung, bei der jedem Punkt P der
Ebene sein Bildpunkt P’ folgender- ¢

maBen zugeordnet wird:

1. Ein Punkt wird als Streckungs-
zentrum Z festgelegt.

2. Eine positive reelle Zahl wird als
Streckungsfaktor k festgelegt.

3. P’ liegt auf dem Strahl ZP mit A 8
ZP' = k. ZP fir P =+ Z.

4. Z hat sich selbst als Bildpunkt: ' 0 £
zZ = 2. 2°

17
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P und P’ werden einand prechende Punkte g Die zentrische
Streckung mit Z als Zentrum und dem Streckungsfaktor k wird héufig
kurz mit (Z; k) bezeichnet. Aus der Definition ergibt sich: Bei jeder zen-
trischen Streckung (Z; k), wobei Z ein beliebiger Punkt der Ebene ist und
k > 0 eine beliebige reelle Zahl ist, existiert zu jedem Punkt der Ebene genau
ein Bildpunkt. Ferner ist jeder Punkt Bildpunkt genau eines Punktes,
seines Originalpunktes. .

SATZ: Die zentrische Streckung (Z: k) ist eine umkehrbar eindeutige Abbil-
dung der Ebene auf sich.

Wenn k = 1 ist, gilt P = P’ fiir alle Punkte P. Fiir k& == 1 ist Z der einzige
Punkt, der sich selbst entspricht. Da alle Strahlen mit Z als Anfangspunkt
nur den Punkt Z gemeinsam haben, koénnen einander entsprechende Punkte
P und P’ nie von einem solchen Strahl getrennt werden.

Gegeben sind vier Punkte 4, B, C, D (Bild 30).

Gesucht sind 4’, B’, C’ bei der zentrischen Streckung (D; %)
Konstruktion: Wir zeichnen den Strahl DA und bestimmen auf ihm den
Punkt 4’ durch Konstruktion des ;fa,chen der Strecke DA | (vgl. Lerneinheit 3).

Nach dem Strahlensatz erhalten wir B’ als Schnittpunkt der Parallelen zu
AB durch A’ mit dem Strahl DB. Entsprechend erhalten wir ¢’ als Schnitt-
punkt der Parallelen zu AC durch 4’ mit dem Strahl DC.

Eine zentrische Streckung sei festgelegt durch A als Zentrum, A’ als Original-
punkt und D als Bildpunkt (Bild 30). Gib den Streckungsfaktor an und er-
liiutere, wie man das Bild des Punktes B bei dieser Streckung erhdlt !

Gegeben: m

¢
°
°8
7
-
°4
¢ [0 ]
°
°8
I}
\~T~ y
Streckung ( 0,'-})‘ c
VA

15itd 30 Aufgaben 39 bis 42
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Eigenschaften der zentrischen Streckung

Fiir jede zentrische Streckung (Z; k) gilt:

(1) Das Bild jeder Geraden ist wieder eine Gerade; dabei sind Original- und
Bildgerade parallel zueinander.

{2) Parallele Originalgeraden hgben parallele Bilder.

(3) Das Bild jeder Strecke ist eine zu ihr parallele Strecke.

(4) Das Bild jeder Strecke ist 4-mal so lang wie ihr Original.

(5) Je zwei Strecken stehen zueinander im gleichen Verhaltnis wie ihre Bilder.

(6) Jeder Winkel ist genauso groB wie sein Bildwinkel, d. h., einander ent-

sprechende Winkel sind kongruent (Bild 31).
Bild 31

(3) dla (4) o'-k-a
(glg (2 Aus ghn gt 91w’ | (8) §=5 (6) «-« ,

Alle diese Bigenschaften lassen sich mit Hilfe des Strahlensatzes und seiner
Umkehtungen beweisen; zum Teil konnen sie auch aufeinander zuriick-
gefiihrt werden. .

Als Beispiel diene der Beweis fir die Eigenschaft (1):
Voraussetzung (Bild 32):

ZA =k-ZA) __
CZIg i
. | za B
ZB' =k-ZB
Behauptung : Bild 32
Die Gerade A’B’ ist das Bild der Geraden AB und parallel zu AB.
Beweis: '

P sei ein beliebiger Punkt von g, P’ sein Bild. Dann gilt
ZP _ 74 _ ZB

Za 7B »
Nach Satz 8 ist deshalb P’A’ parallel zu AB und P'B’ parallel zu AB. Da es durch P
zu AB nur eine Parallele gibt, liegt P’ auf der Geraden A'B’, und diese ist parallel zu AB.
Da P ein beliebiger Punkt der Geraden AB war, ist gezeigt, daB alle Punkte der Geraden
AB als Bilder Punkte der Geraden A’B’ haben. Andererseits kann man jeden Punkt
der Geraden A’B’ als Bildpunkt eines Punktes der Geraden A4 B erhalten, wie die Betrach-
tung in umgekehrter Richtung zeigt.
Durchdenke den Fall, daB die Gerade AB durch Z geht, und vervollstindige
somit die Beweisfihrung fir die Eigenschaft (1)!

ZP =k - ZP, also

19/
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Wir uni;ersuchen das Bild des Fiinfecks 4 BCDE (Bild 33) bei der Streckung
(Z; k).

Da fiir Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, auch die Bildpunkte
nicht auf einer Geraden liegen, bilden die Bildpunkte 4’, B', ¢, D', E"
der Punkte 4, B, C, D, E selbst ebenfalls ein Fiinfeck. GemiiB Eigenschaft (4)
gilt fiir die einander entsprechenden Fiinfeckseiten:

=k.

4B FBFC 0D DE F4
4B BC 0D DE EA
GemiB der Eigenschaft (6) sind die einander entsprechenden Innenwinkel
der Fiinfecke kongruent, also gleich gro8:
<X E'A'B'= X EAB; & A'B'C" = & ABC; X BC'D = <X BOD;

X C'D'E' = X CODE; X D'F'A’' = X DEA
Bild 33 z Diese Uberlegungen sind unabhéngig von

R der Lage des Streckzentrums Z, der
GroBe des Streckungsfaktors k und auch
von den Besonderheiten des abgebildeten
Vielecks, insbesondere auch der Anzahl
seiner Ecken. Wir konnen aus diesen
Uberlegungen auf eine weitere Eigen-
schaftderzentrischen StreckungschlieBen :
(7) Bei jeder zentrischen Streckung
(Z; k) ist das Bild jedes n-Ecks (n > 3)
wieder ein n- Eck. Einander entsprechende
Winkel sind gleich groB; die Verhalt-
nisse einander entsprechender Seiten sind
gleich. Insbesondere ist das Bild eines
regelméBigen n-Ecks wieder ein regel-
méBiges n-Eck mit k-facher Seitenlinge.
Man kann auch das Bild krummlinig be-
grenzter Figuren bei einer zentrischen
Streckung betrachten. ]
(8) Bei jeder zentrischen Streckung (Z; k) ist das Bild jedes Kreises wieder
ein Kreis. Dabei ist das Bild des Mittelpunktes des Originalkreises der
Mittelpunkt des Bildkreises, und fiir die Radien r des Originalkreises und 7’
des Bildkreises gilt (Bild 34):

Bild 34

Aufgaben 43 bis 46
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a) Welche Bilder haben eine Tangente und eine Sekante des Kreises K7
b) Was gilt fiir die gemes: Guperen Tangenten von K und K'?

Zusammensetzen zweier zentrischer Streckungen

Im Bild 35 ist P durch die zentrische Streckung (Z; 3) in P’ iiberfiihrt worden ;
danach ist P’ durch die zentrische Streckung (Z; %) in P’ iiberfithrt worden.

4 p L L TITEN
Offenbar gibt es eine einzige Streckung (Z: k), bei der 2 das Bild von /* ist.
Denn:
a) Wenn Z, P und P’ und auBerdem Z,P’ und P” auf dem gleichen Strahl
mit Z als Anfangspunkt liegen, dann gilt dies auch fiir Z, P und P".
b) Wegen ZP = 3. ZP und ZP" = - ZP gilt
Py
ZP =T'3ZP=TZP‘
Der Streckungsfaktor k der durch Zusammensetzen entstandenen Streckung
istalsok=i-3=ﬁ,
4 4

Im Bild 36 ist P'Q’ das Bild von
PQ bei der Streckung (Z,; k;) und
P”’Q" das Bild von P’ Q' bei der
Streckung (Z,; ky); dabei ist
By kg =1
Beide Streckungen lassen sich zu
einer . Streckung (Zg; &, - kg) zu-
sammensetzen.
Begrindung : Bild 36
Wegen der Eigenschaft (3) von zentrischen Streckungen sind PQ und P”’Q"” parallel.
Nach Eigenschaft (5) gilt:

PQ =k -PQ und P'Q” = ky- P'Q und daher P"Q" = ky - ky - PQ.
Wenn k, - kg = 1 ist, miissen sich PP” und @Q" in einem Punkt Z, schneiden. Nach dem
Strahlensatz gilt dann

Q" _zP _ QF

ZQ Z,P QP
Das bedeutet: Die Streckung (Zg; k, - k) fithrt PQ in P'Q” iiber. )
DaB Z, tatsichlich stets auf der Geraden Z,Z, liegt, kann man sich so
iiberlegen: Die Gerade Z,Z, geht sowohl bei der Streckung (Z,; k,) als auch
bei der Streckung (Zy; k) in sich iber. Also muB sie auch bei der Streckung
(Zg; Ky - ky) in sich iibergehen, d. h. Z; muB auf Z,Z, liegen. ¢
Zeichne ein Quadrat ABCD mit AB = 1,5 cm ! Konstruiere sein Bild A'B'C'D
bei der Streckung (A; 3)! Der Diagonalenschnittpunkt von A'BC'D sei 8.
Wende auf A'B’'C' D’ die Streckung (S; 2) an, die A" B"C" D" liefert! Errechne
den Streckfaktor und konstruiere das Zentrum derjenigen Streckung, die ABCD
in A”B"C"D" iiberfiihrt! Aufgaben 47 bis 50

p P
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Ahnlichkeitsabbildungen

Im Bild 37 ist das Dreieck ABC
mittels (Z; %) gestreckt und dann das
Bild A'B'C’ um 228° um A’ gedreht
worden.

DEFINITION: Jede Zusammensetzung
einer zentrischen Streckung mit einer
Bewegung  heiBt  Ahnlichkeitsab-
bildung.

Bild 37

So, wie mit Hilfe der Bewegungen die Kongruenz von Punktmengen erklart
wurde, so definieren wir jetzt mit Hilfe der Ahnlichkeitsabbildungen die
Ahnlickkeit von Punktmengen.

DEFINITION: Zwei Punktmengen M, und M, heilen genau dann einander
dhnlich, wenn es eine Khnliehkeitubbildung gibt, bei der sie sich entsprechen.
Man schreibt dann: M, ~ M,

Den Streckungsfaktor nennt man auch ' Xhnlichkeitsfaktor. Ist die vermit-
telnde Ahnlichkeitsabbildung nur eine Streckung, so bezeichnet man das
Streckzentrum auch als Ahnlichkeitspunkt.

Im Bild 37 gilt A ABC ~ A A'B'C’.

Ahnlichkeitsfaktor ist g (oder g, fa.l%s man A A’B’'C’ als Original ansieht).
Ahnlichkeitspunkt ist Z.

Ferner gilt A ABC ~ A A”B"C" ebenfalls mit * (oder g) als Ahnlichkeits-

faktor. Da es keine zentrische Streckung gibt, die A ABC in A 4”B"C"
tberfiihrt, haben diese beiden Dreiecke keinen Ahnlichkeitspunkt,

Nach Definition 13 ist die Ahnlichkeit fiir beli bige Punk ngen und damit z. B. auch
fiir krummlinig begrenzte Figuren erklirt. Es ist nicht tiblich, von &hnlichen Punkten,
shnlichen Geraden, shnlichen Strahlen und &hnlichen Strecken zu prechen; denn zwei

Punkte, zwei Geraden, ... kénnen stets durch eine Ahnlichkeitsabbild g
tibergefithrt werden. Zwei Punkte, zwei Geraden, . . . sind also stets &hnlich.

Jede Bewegung fiir sich allein ist bereits eine Ahnlichkeitsa.bbild\mg; denn
man braucht sie sich ja nur mit einer zentrischen Streckung zusammengesetzt
zu denken, bei der k =1 ist. So ist z. B. im Bild 37 auch A A'BC
~ AA"B"C".

Die Kongruenz ist der Sonderfall der Ahnlichkeit mit dem Ahnlichkeitsfaktor 1.

a) Gib an, welche der auf Seite 15 aufgefiihrien sechs Eigenschaften der ebenen
Bewegungen nicht fir alle Ahnlichkeitsabbildungen gelten !



b) Gib an, welche der auf der Seite 19 aufgefiihrten sechs Eigenschaften nicht
nur fiir zentrische Streckungen, sondern [iir alle Ahnlichteedsabbildungen
gelten !

Es soll -untersucht werden, ob n
A ABC und A DEF von Bild 38a F
einander ahnlich sind, ob es also
eine Ahnlichkeitsabbildung gibt,
die A ABC in A DEF iiberfihrt
(oder umgekehrt).
Wir iiberlegen: Einander entspre-
chende Winkel miissen gleich groB
sein. Daher kann eine solche Abbil-
dung nur existieren, wenn es zu
jedem Winkel in A ABC einen
Winksl gleicher GroBe in A DEF
gibt. Durch Messen kénnen wir
feststellen:

X CAB = X DEF;

X BCA = X FDE;

<X ABC = X EFD.
Wegen & CAB + X FDE, X CA
4 <& EFD, & BCA + & EFD
kann nur E das Bild von 4, D das
Bild von C, F das Bild von B sein.
Da die jeweils gleichen Winkel in
beiden Dreiecken im gleichen Um-
laufsinn angeordnet sind, gilt:
A DEF kann durch eine Drehung,
2.B. um E, in A D'E'F’ iiber-
gefithrt werden, so da
D'F || 4C, E'F || AB, F'D’ || BC
ist (Bild 38b).
Dann kann A D'E'F’ durch einc
Schiebung in A D'E'F” iiber-
gefiihrt werden (Bild 38c). Wegen

GAI . BL (Strahlensatz) kann

DA F’A . R
nun' A AF”D’” durch die zentrische | A=£” 8 F"
Streckung- (A; %) in A ABC nud 3s
tibergefiihrt werden. Also kann A ABC durch zentrische Streckung mit an-
schlieBender Verschiebung und Drehung in A DEF iibergefiihrt werden, d. h.,
es gilt A ABC ~ A DEF. ¥k
Zeichne die innere und Gufere Umrandung eines Zei hendreiecks in dein Heft
und weise nach, dap die beiden so tand Dreiecke dhnlich sind !

i Auigaben 51 bis 54
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Gleichsinnige und ungleichsinnige Ahnlichkeit

Enthélt die Ahnlichkeitsabbildung Bild 39
eine Geradenspiegelung (oder eine B
andere ungerade Anzahl davon), so
sind Original- und Bildfigur un-
gleichsinnig #hnlich (Bild 39). In
allen anderen Fillen spricht man
vonvl-l- ;w ‘l 1 bl ol

Im Bild 40 ist die Figur F, das
Bild von F; bei der Streckung
(z; ;) Fy ist das Bild von Fj bei

einer Drehung um Z mit dem Dreh-
winkel 180° (einer Punktspiegelung).
Zusammenfassend sagt man:

Bild 40

1
Fy ist das Bild von F; bei der Streckung (Z; - 5). Z wird auch hier als
Ahnlichket Ko Sok

a) Erkldre, was man unter einer Streckung (Z; k) mit negativem Streckfaktor k
versteht !

b) Gib eine Konstruktionsvorschrift fiir eine Streckung (Z; k) mit negativem k
an, ohne dabes die Drehung zu benutzen !

Beachte : Eine Streckung (Z; k) mit ¥ < 0 verindert den Umlaufsinn nicht!

Aufgaben 55 bis 57
Ahnlichkeit von Vielecken

Im Beispiel 11 war es recht langwierig, eine Ahnlichkeitsabbildung zu zwei
vorgegebenen Figuren zu finden. Es gibt Moglichkeiten, um wenigstens fiir
Vielecke beq tscheiden -zu kénnen, ob Ahnlichkeit vorliegt oder
nicht. Beachten wir, da8 Bewegungen als Kongruenzabbildungen nichts an
der GréBe von Winkeln und der Linge von Strecken sndern, so konnen wir
aus Eigenschaft (7) der zentrischen Streckung einen Satz iiber &hnliche
Vielecke folgern:

SATZ: Fiir zwei einander &hnliche n-Ecke (n = 3) gilt stets:

a) Einander entsprechende Winkel sind gleich gro8 (kongruent).
b) Einander entsprechende Seiten stehen im gleichen Verhiiltnis (dem Ahn-

lichkeitsaktor k bzw. %)




Soll untersucht werden, ob gegeb: Vieleck inander #hnlich sind, so
koénnen wir die folgende Umkehrung des Satzes 15 anwenden.

SATZ: Zwei n-Ecke (n = 3) sind einander dhnlich, wenn sich eine umkehr-

bar eindeutige Z g zwischen ihren Eckpunkten h llen liBt, wobei
zu b hb Eckpunk im einen n-Eck lllcll benachbarte Eckpunkte
im anderen gehéren. Fﬁr diese Zuordnung muB ferner gelten:
a) Einand d  { inkel sind gleich gro8.
b) Einander zugeonlnete Seiten bilden das gleiche Verhiltnis.
0

Bild 41

A 8

Den Beweis dicses Satzes fithren® wir am Bcispiel der beiden Fiinfecke
ABCDE und FGHIK im Bild 41.

(Bei anderer Eckenzahl oder anderer Lage wiirde er ganz entsprechend ver-
laufen.)

Voraussetzung :
a) < ABC = & KFG; X BCD = X FGH; < CDE = < GHI;
X DEA = <):HIK; X EAB = L IKF

Behauptung : Es gibt eine Ahnlichkeitsabbildung, beider ABCDE und KFGHI
einander entsprechen.

Beweis : Wegen der Gleichheit der Winkel gibt es eine Bewegung
(Drehung und Verschiebung), bei der AF'G’H’'I’ das Bild von
KFGHI ist, F’ auf AB und I’ auf AF liegt, und ferner gilt:

Da bei dieser Bewegung die Streckenlingen erhalten bleiben, gilt:
AB:AF —BC:F@ und EA:TA=ED:T'H'.
Nach Satz 7 miissen dann die Geraden DH’ und C@’ durch A gehen.

25
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Nach dem Strahlensatz gilt also
EA:TA=DA:HA=CA:GA=BA:FA—k
Das heiBt aber: ABCDE ist Bild von AF'G’'H'I’ bei der zentrischen Strek-

'kung (4; k). Es gibt also eine Abnlichkeitsabbildung, wie sie in der Behaup-

tung gefordert wurde.
Uberprife die Vierecke ABCD und EFGH in Bild 42 nach Satz 15 bzw. 16
auf Ahnlichkeit!
Es soll untersucht werden, ob die Parallelogramme ABCD und AEFD im
Bild 43 einander hnlich sind. Dabei sei AB = 4 cm, BC = 3om, & Mittel.
punkt von 4B und F Mittelpunkt von DC.
Die Winkelgleichheit ist erfiillt:

<X FDA = ¥ CDA; X AEF = & ABC; & DAE — <X DAB;

< EFD = < BCD.
Bleibt zu untersuchen, ob
(1) AB:AE = 4D : 4D oder (2) AB:EF = 4D : 48
gilt. Die Proportion (1) scheidet aus, denn hier steht 2 — 1. Die Proportion (2)
ergibt durch Einsetzen 4 :3 = 3 : 2, also ebenfalls eine falsche Ausgage.
ABCD und AEFD sind also nicht einander &hnlich.
Es-soll nun ermittelt werden, wie lang AB = a und BC = b hatten ge-
wihlt werden miissen, damit das Halbieren zu einem zum Ausgangsparallelo-
gramm &hnlichen Parallelogramm gefiihrt hitte:

u:b=b:%a; %a’=b’;v a® = 2 b2; a=b-}/§
Eine Seite hatte also das }/2_-f_a,che der anderen sein miissen, bzw. das Ver-
hiiltnis beider Seiten miiBte ¥2 sein.

g Bild 42 Bild 43

A 8 H E
Als Spezialfall ergibt sich aus Satz 16
SATZ: Zwei regelmiiBige n-Ecke (n = 3) sind stets einander #hnlich.
i Autgaben 58 bis 60
Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke
Die Kongruenz zweier Dreiecke kénnen wir mit Hilfe der vier Kongruenz-
sitze feststellen. Diese Sitz> sagen aus, daB die Ubereinstimmung in drei
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geeigneten Stiicken fiir die Kongruenz bereits ausreicht. Ganz entsprechende
Satze gibt es auch fiir die Ahnlichkeit von Dreiecken. Um sie vermuten zu
konnen, iiberlegen wir:

Wenn Kongruenz dasselbe ist wie Ahnlichkeit mit k = 1, muB jeder Kon-
gruenzsatz Spezialfall eines Ahnlichkeitssatzes fir ¥ = 1 sein. Dazu driicken
wir in den vier Kongruenzsatzen die Beziehung a = o’ fiir zwei Dreiecks-
seiten durch o’ : @ = 1 aus und ersetzen dann diese 1 durch k: '

Kongruenzsatz (wsw) ad:a=1;=F;y=9

entspr. Ahnlichkeitssatz aa=kp=F;7v=9
Kongruenzsatz (sws) ad:a=1b:b=1;y=9

entspr. Ahnlichkeitssatz dia=kb:db=ky=9
Kongruenzsatz (s8s) d:a=1b:b=1;c:c=1
entspr. Ahnlichkeitssatz a:a=k b:b=k;c:c=k
Kongruenzsatz (ssw) a:a=1b:0=1;@=2b); a =o'

entspr. Ahnlichkeitssatz a:a=kb:b=Fk (@a2d); =0
So kénnen wir vier Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke formulieren.

HAUPTAHNLICHKEITSSATZ: Wenn zwei Dreiecke in zwei Winkeln iiber-
einstimmen, so sind sie #hnlich.

Das Seitenverhiltnis o’ : @ = k kann unberiicksichtigt bleiben, denn irgend-
ein Verhaltnis k haben zwei Strecken stets. Den Beweis dieses Satzes haben
wir durch die Uberlegungen zum Beispiel 11 in L inheit 18 bereits er-
bracht. Denn dort benutzten wir von den beiden Dreiecken nur, daB zu jedem
Innenwinkel des einen Dreiecks ein gleich groBer im anderen Dreieck existiert.
Wegen des Winkelsummensatzes fiir Dreiecke ist das aber bereits erfiillt,
wenn es fiir zwei Winkel gilt.

Zeichne ein Dreieck ABC mit X BCA = 90° und der Hohe CD. Untersuche
mit Hilfe des Satzes 18 die entstandenen drei Dreiecke auf Ahnlichkeit !

SATZ: Wenn zwei Dreiecke in einem Winkel
iibereinstimmen und die anliegenden Seiten

gleiche Verhiltnisse bilden, sind die Dreiecke 0
@hnlich. v
- Voraussetzung : (Bild 44)
% BAC = DEF; DE _ EF _ 4
AC AB
Behauptung :
Es gibt eine Ahnlichkeitsabbildung, bei der A DEF 4 B
Bild von A ABC ist.
Beweis :
Bei der zentrischen Streckung (4 ; k) gilt fir A AB'C’
als Bild von A ABC: Bild 44
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X C'AB’ = & CAB
CA:CA=PBA:BA=k (nach Definition 10)
Aus der Voraussetzung folgt dann:
< C'AB' = X DEF; C'A = DE; B'A = EF.
Damit sind A C'AB’ und A DEF kongruent nach dem Kongruenzsatz (sws); also gibt es
eine Bewegung, bei der A DEF Bild von C'4B’ ist. Diese Bewegung, zusammengesetzt
mit der Streckung (4 ; ), ist eine Ahnlichkeitsabbildung mit der beh p Ei )i
wae zu beweisen war.

.SATZ: Wenn es bei zwei Dreiecken zu jeder Seite des einen Dreiecks je eine

Seite im anderen derart gibt, daB die drei Seitenverhiltnisse gleich sind, so
sind die Dreiecke dhnlich.

SATZ: Wenn bei zwei Dreiecken zwei Seiten des einen Dreiecks mit je einer
Seite des anderen gleiche Verhiltnisse bilden und die beiden Winkel iiber-
einstimmen, die der jeweils griBeren der beiden Seiten gegeniiberliegen, so
sind die Dreiecke einander ihnlich.

Die Sitze 20 und 21 lassen sich genauso mit Hilfe der entsprechenden
Kongruenzsiitze beweisen, wie dies fiir Satz 19 geschehen ist.

Welche der folgenden Sitze sind wahr?

Gleichschenklige Dreiecke sind stets Ghnlich,

a) wenn sie in einem Winkel iibereinstimmen ;

b) wenn sie im Winkel an der Spitze iibereinstimmen ;

) wenn sie in einem Basiswinkel ibereinstimmen ;

d) wenn die Schenkel gleiche Verhdltnisse bilden ;

€) wenn das Verhiltnis der Basen gleich dem Verhdiltnis aus je einem Schenkel
beider Dreiecke ist.

Mit Hilfe der Sitze 18 bis 21 kénnen wir die Ahnlichkeit von Dreiecken nach-

weisen, ohne eine Ahnlichkeitsabbildung angeben oder alle Winkel und

Seiten beriicksichtigen zu mii

=)

Aufgaben 61 bis 63

Ahnlichkeit von krummlinig
begrenzten Figuren und von Kérpern

Zum Nachweis der Ahnlichkeit bei krummlinig begrenzten Figuren ist im
allgemeinen eine Ahnlichkeitsabbildung anzugeben. Fiir Kreise ist das
allerdings nicht nétig, denn zwei Kreise sind stets einander &hnlich.

Die Definition 10 fir die zentrische Streckung 1aBt sich von der Ebene suf
den Raum iibertragen, und riumliche Streckungen koénnen mit raumlichen
Bewegungen zu rdumlichen Ahnlichkeitsabbildungen zusammengesetzt
werden. Zwei riumliche Punktmengen werden dann als dhnlich bzzeichnet,
wenn es eine (réumliche) Ahnlichkeitsabbildung gibt, bei der di>s> Punkt-
mengen einander entsprechen. Als raumliche Punktmengen kénnen Korper
auftreten, und auch hier gilt:

Entsprechende Winkel sind gleich groB,

entsprechende Strecken stehen im gleichen Verhaltnis.



AuBerdem sind entsprechende Flichen einander dhnlich.

Es gibt auch hier Sétze iiber Polyeder, die den Sitzen 15 und 18 fiir Vielecke
entsprechen. So sind speziell alle Wiirfel einander ahnlich, aber z. B. auch
alle regelmiBigen Pyramiden, bei denen das Verhéltnis der Hohen gleich dem
Ahnlichkeitsfaktor der Grundflachen ist. Auch alle Kugeln sind einander
dhnlich.

a) Uberprife, ob die Milchflaschen von 31,31 und 11 Fassungsvermogen
einander dhnlich sind! ~ . -

b) Wiihle aus den Becherglisern des Chemie-Ri dres hiedlich grofe,
einander dhnliche aus !

Aufgaben 64 bis 67
Umfang und Inhalt
Fiir zwei Kreisz mit den Radien r; und r, = k- ry gilt:
u = 27ry; u,=27z~r‘,=2:z-lc~1’1=k-2yr~r,=k-u,1
A, =anr?; A,=m’,‘2=7tolc~rl-lc-r1=I¢:’-7z-r1"=lt:2-.41
Diese Zusammenhinge gelten nicht nur fiir zwei Kreise, sondern fiir zwei

beliebige ahnliche Punktmengen, die einen Umfang und einen Flacheninhalt
haben.

SATZ: Wenn zwei iihnliche ebene Figuren F und F’ den Ahnlichkeitsfaktor k
besitzen, so gilt fiir ihre Umfinge v’ = k- u und fir ihre Flicheninhalte
A =K. A ;
Auf einen Beweis dieses Satzes werden wir hier verzichten.

Fiihre den Nachweis fiir zwei Ghnliche Dreiecke so, wie er oben fiir den Kreis
gefiihrt wurde!

Es gibt auch einen Satz iiber dhnliche Korper, der dem Satz 22 entspricht
und der hier ebenfalls nur ohne Beweis angefiihrt wird:

SATZ: Wenn zwei dhnliche Korper den Ahnlichkeitsiak k besi 80
gilt fiir die Inhalte ihrer Oberflichen Ao = k% A, und fiir ihre Volumina
V=K.V

a) Uberprife Satz 23 an zwei Wirfeln mit den Kantenlingen 2 cm und 6 cm
(5¢m)!

b) Welche Kantenlingen miifite eine Streichholzschachtel haben, die das acht-
fache Fassungsvermiogen der iiblichen hat und zu ihr dhnlich 1st? In welchem
Verhiltnis stehen die Materialaufwendungen, wenn beide Schachieln aus
dem gleichen Material gefertigt werden?

Aufgaben 68 bis 70

Konstruktionen mit Hilfe der Ahnlichkeit

Die Sitze iiber die zentrische Streckung und iiber dhnliche Figuren kénnen
bei verschiedenen Konstruktionsaufgaben angewandt werden.
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E Dem Dreieck ABC (Bild 45) E ein Quadrat PQRS einzubeschreiben, von
dem eine Seite auf der Seite 4B, die anderen Eckpunkte auf 4C bzw. BC
liegen.

Konstruktion : :

Nach Wahl eines beliebigen Punktes P’ auf AC wird von P’ auf 4B das
Lot P'_Q’ geféllt und daraus das Quadrat P’ Q'R’'S' konstruiert. Dieses
Quadrat erfiillt im allgemeinen noch nicht die Bedingung, daB sein Eck-
punkt §' auf BC liegt. Das gesuchte Quadrat PQRS erhalt man durch die

zentrische Streckung (A ; ::.:); dabei ergibt sich § als: Schnittpunkt von 4.9’

mit BC. P und RS werden als Parallelen zu P’S’ und R’S’ durch § festgelegt,
PQ als Lot von P auf 4B. )

@ a) Erliutere, warum das so erhaltene Viereck PQRS wirklich ein Quadrat ist!
b) Ldse die gleiche Konstrukti fgabe mit einer Streckung von C aus!

26 Haufig ist es zweckmaBig, fir die Losung von Konstruktionsaufgaben die
in den Sitzen 15 und 16 bzw. in den Ahnlichkeitssi auftr den Ver-
héltnisgleichungen umzuformen. Wir wissen, daB beispielsweise die Ahnlich-
keit der Dreiecke 4 BC und 4’B’'C’ (Bild 46) bedeutet:

@:a=b:b=c:c(=k),

Bild 45 ¢ o Bild 46

falls (4; 4’), (B; B') und (C'; ') die Paare einander entsprechender Punkte
-sind. Das kann auch umgeformt werden zu

’

a:b =a:ba:¢=a:c;b:¢ =b:ec.

> " SATZ: Fiir zwei einander &hnliche Dreieck gilt stets: In dem einen Dreieck
verhalten sich die Seiten zueinander wie die ihnen entsprechenden Seiten
im anderen Dreieck. ! «
Dieser Satz gilt nicht nur fiir Dreiecke, sondern fiir beliebige n-Ecke (n = 3).
Fiir Dreiecke gilt auch seine Umkehrung, denn das ist ja nichts anderes als
eine Umformulierung des Satzes 20.

@ Formuliere die Ahnlichkeitssitze 19 bis 21 entsprechend in Worten !

El Es ist ein Dreieck ABC zu konstruieren mit a:c =4 :3, B = 170° und
b=2,5cm.
Konstruktion (Bild 47): Man konstruiert zunichst ein beliebiges Dreieck
A'B'C’'mita’ : ¢ =4 :3und f = 70° beispielsweise, indem man @’ — 4 cm
und ¢’ = 3 cm wahlt. Das gesuchte Dreieck ABC ist zu A A’B’C’ ahnlich.

30



Bald 47
Um b = 2,5 cm zu erhalten, trigt man b auf 4’'C’ von €’ (= C) aus ab und
zieht durch den erhaltenen Punkt A die Parallele zu ¢, die B'C’ in B
schneidet.
@ a) Gib das Zentrum der damit durchgefihrten zentrischen Streckung an, und
ermittle durch Messen den Streckungsfaktor !
b) Erliutere, wie sich die gleiche Aufgabe mit einer zentrischen Streckung von A’

M i g
aus losen lapt ! & ke

27 Anwendungen der Ahnlichkeit
Die in den Lerneinheiten 8 und 9 behandelten Anwend des Strahlen-
satzes lassen sich auch als Anwendungen der Ahnlichkeit ebener Figuren

auffassen. Es gibt aber noch weitere MeB- und Zeichengerite, bei denen die
Ahnlichkeit ausgenutzt wird.

IE] Ein Gerdt zur mechanischen VergroBerung und Verkleinerung ebener
Figuren ist der Pantograph. Eine vereinfachte Ausfithrung wird auch als
Storchschnabel bezeichnet. Er wurde bereits im Jahre 1600 erfunden und

beruht auf folgendem Prinzip (Bild 48):
Ein Parallelogramm PAFB ist mit einem groBeren PA'F'B’ durch einen
Querstab AC fest verbunden. Alle Eckpunkte sind als Gelenkpunkte aus-
gebildet, doch sind die beiden Parallclogramme in jeder Lage cinander

Bild 48 O=o-
= Pr::Aa;'rn:mnrzA’
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ahnlich. Halt man den ,,Pol“ P fest und beschreibt mit dem ,,Fahrstift* F
eine beliebige Kurve K, so beschreibt der ,,Zeichenstift F’ eine dazu
dhnliche Kurve K’. Das Ahnlichkeitsverh&ltnis, also den MaBstab, kann
man durch Verschieben des Stabes 4C und entsprechende Einstellung des
Fahrstiftes verandern. Vertauscht man Fahrstift und Zeichenstift, so dient
der Pantograph zum Verkleinern.

Bestimme das VergroPerungsverhiilinis im Bild 48!

Zur kartographischen Aufnahme eines Gelandestiicks dient das MeBtisch-
verfahren (Bild 49). Eine quadratische Platte, die mit Zeichenpapier iiber-
spannt ist, ruht als MeStisch-auf einem DreifuB und ist um eine lotrechte
Achse schwenkbar. Eine Wasserwaage dient zum waagerechten Einstellen.
In dem aufzunehmenden Gelande sei die waagerechte Entfernung zweier
Punkte 4 und B bekannt. Die Standlinie 4B wird im gewiinschten MaBstab
(meist 1 : 25000) als Strecke A’ B’ auf das MeBtischblatt iibertragen. Um das
Bild ¢’ eines dritten Gelindepunktes C festzulegen, stellt man den MeBtisch
zunéchst in A4 so auf, daB A’ lotrecht iiber A liegt und 4’B’ parallel zu AB
verlauft. Der Strahl 4'C’ wird durch den Peilstrahl nach C bestimmt.
Danach stellt man den MeBtisch in B so auf, daB B’ lotrecht iiber B liegt,
und verfahrt entsprechend. C’ ergibt sich als Schnittpunkt der Strahlen
A'C" und B'C’. Wendet man dieses Verfahren fiir verschiedene Gelinde-
punkte an, erhilt man auf dem MeBtischblatt ein Bild des Gelindes im
gewiinschten MaBstab. Mit dem MeBtisch kénnen so auch unzugéngliche
Strecken aufeenommen werden. Bild 49

nam- i
—~

Nierr
o e o

~ ] e
L.V A e —
" "
A 8
Benulze eine Sperrholzplatle als behelfsmafigen Meptisch, auf dem die Rich-
tungen durch Peilen iber eingesteckte Stecknadeln festgel gt werden ! Nimm auf,
diese Weise ein Bild des Schulhofes auf! Aufgaben 81 bis 86
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ZUSAMMENFASSUNG: Eine zentrische Streckung (Z; k) wird festgelegt durch
ein Streckungszentrum Z und einen reellen Streckungsfaktor k & 0. Ebene Ahn-
lichkeitsabbildungen sind Z: i Strecl in der Ebene
mit ebenen Bewegungen. Sie sind umkehrbar eindeutige Abbildungen der Ebene auf
sich, bei denen Geraden als Bilder Geraden haben. Jede Bildstrecke ist | k|-mal
s0 lang wie ihr Original; Original- und Bildwinkel sind gleich groB (kongruent).

Punktmengen, die sich bei einer Ahnlichkei i j heiBen ein-
ander #hnlich.




Die Satzgruppe des Pythagoras

28
@

Ahnlichkeit im rechtwinkligen Dreieck Bild 50

a) Begriinde, warum von den drei Rechtwinkliges Dreieck
Seiten eines jeden rechtwinkligen
Dreiecks eine Seite am lingsten
wst!

b) Erklire, was man wunter der
Hypotenuse und den Katheten
eines rechtwinkligen Dreiecks ver-
steht (Bild 50) !

¢ Hypotenusenabschnitt ,zu b gehirig
p : Hypotenusenabschnitt . zu @ gehitig

Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck wie im Bild 50, und fdille die Lote DK
und DF von D auf a und b! Gib Hypotenusen, Katheten usw. in den entstan-
denen rechtwinkligen Dreiecken an!

Wir vereinbaren: Wenn von einem rechtwinkligen Dreieck 4 BC gesprochen
wird, soll — falls nicht ausdriicklich anderes hinzugefiigt wird — C der Scheitel-
punkt des rechten Winkels, also AB = ¢ die Hypotenuse sein, die Katheten
sind dann @ und b.

Im Auftrag 31 erkannten wir mit Hilfe des Hauptahnlichkeitssatzes fir
Dreiecke: Zieht man im rechtwinkligen Dreieck 4BC die Hohe H), 80
entstehen zwei Dreiecke, die untereinander und zum Dreieck 4BC éhnlich
sind. Aus der folgenden Tabelle geht hervor, welche Seiten dabei einander
entsprechen.

A ABC A ADC A DBO

Hypotenuse c b a
Kathete gegeniiber x = ¢ BOD a h P
Kathete gegeniiber § = < DCA - b q h

Da a, bund h jeweils in zwei Dreiecken vorkommen, gibt es drei Proportionen,
in denen diese Strecken doppelt auftreten:
(1) h:g=p:h 2 ae:p=c:a B)Yb:g=c:b

bt 54,

Diese Proportionen fiihren uns zu wichtig Aufgaben 87 und 88

Q
o

Der Hohensatz

Aus A ADC ~ A DBC folgt% = % [Gleichung (1) aus Lerneinheit 28].
Durch Multiplikation mit p - & ergibt sich

M=p-q
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HOHENSATZ: Bei Jedem mhtwmkligen Dreieck fiihrt das Quadrieren der
Hih Bzahl zum g gebnis wie das Multiplizieren der MaBzahlen
bei den Hypotenunenllm:hmlten.

Etwas leichter a8t sich eine andere Formulisrung merken:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Hhenquadrat flich gleich dem
hteck aus den Hyp bschni (Bild 51).

Stelle fiir die drei Hohen im Bild 52 die Gleichungen nach dem Hohensatz auf!

Zu dem Rechteck BCDF (Bild 52) soll ein flichengleiches Quadrat konstru-
iert werden. Dazu geniigt es offenbar, ein rechtwinkliges Dreieck mit BC

und CD als Hypotenusenabschnitten zu konstruieren. Sein 1Téhenquadrat
ist dann die Losung. i

Bild 51 P Bild 52 Blild 53

-

4
e—= ¢

E-P

\ N N
Konstruktion (Bild 563):

Auf einer Geraden werden aneinander zwei Strecken /°¢) und Q_.IE mit den
Lingen von BC und CD abgetragen. Um den Mittelpunkt M von PR
wird mit MP = MR als Radius ein Halbkreis geschlagen. Die Senkrechte
auf PR in @ schneidet diesen Halbkreis in S. Nach dem Satz von THALES
ist < RSP = 90°. Das. Quadrat mit QS als Seite ist also das gesuchte

E

Konstrusere eine Strecke der Linge }/Ecm! (Anleitung : Zerlege 10 in zwei
Faktoren!)
Mit Hilfe des Hohensatzes 1iBt sich zu jeder Zahl a > 0 die Quadratwurzel
konstruieren, denn jede Zahl @ 1aBt sich als Produkt, zumindest als @ - 1,
schreiben.

Aufgaben 89 bis 92
Der Kathetensatz
Aus A ADC ~ A ABC und A DBC ~ A ABC (Bild 50) folgt 2= .und
L= —b- [Gleichungen (2) und (3) aus Lerneinheit 28].

c
Daraus ergibt sich

I a?=c-pund B2=c-gq

KATHETENSATZ: Bel allen rechtwmkhgen Dreiecken fiibrt das Quadrieren
jeder Kath 8 zum gleichen Ergebnis wie das Multiplizieren der
Mafizahlen von Hypotenuse und (der Kathele) gehérigem Hyp

abschnitt.




Das Bild 54 fiihrt noch zu einer anderen Formuliex;ung':
In allen rechtwinkligen Dreiecken ist jedes Kath drat flichengleich dem

Rechteck aus Hyp und héri, Hyp. bschnitt.

S -

Stelle fiir die Katheten der Dreiecke ACE, ABF und CEF im Bild 52 die
ichungen nach dem Kathetensatz auf!
Zu dem Quadrat mit Aac (Bild 52) als Seite soll ein flichengleiches Rechtecl
konstruiert werden. Eine Seite dieses Rechtecks soll die Lange von BC haben.
Dazu kénnen wir den Kathetensatz benutzen: Gesucht ist ein rechtwinkliges
Dreieck mit 4C als Kathete und BC als zugehorigem Hypot bschnitt
Die Hypotenuse selbst ist dann die gesucht; ite Rechteckseit;
Konstruktion (Bild 55):
Auf einer Geraden wird eine Strecke PQ = BC festgelegt und auf PQin Q
die Senkrechte errichtet. Um P wird ein Kreis mit 4 C als Radius geschlagen;
er schneidet die Senkrechte in R. Die Senkrechte auf PR in R schneidet
PQin 8. Das Rechteck mit PQund P& als Seiten ist das verlangte.

Bild 54a Bild 54b Bild 656

a) Kann im Falle des Beispiels 18 die vorgegebene Rechteckseite beliebig lang
sein?

b) Wie verliuft die Konstruktion, wenn die vorgegebene Rechteckseite Linger
als die Quadratseite 1st?

¢) Erliutere, wie man die Aufgabe ym Beispiel 17 mit Hilfe des Kathetensalzes
und die im Beispiel 18 mit Hilfe des Hohensatzes losen kann ! :

Aufgaben 93 bis 98
Der Satz des Pythagoras

Die beiden Rechtecke aus der Hypotenuse und den Hypotenusenabschnitten
ergeben zusammen das Hypotenusenquadrat (Bild 56).

copte-g=c-(p+49.

Dac-p=a?undc- q—b’undp+q—cerh&ltenwu‘
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SA’fZVON PYTHAGORAS:! Bei jedem rechtwinkligen Dreieck fiihrt das

Quadrie der Kath 8: mit hlieBender Addition zum gleichen
Ergebnis wie das Quadri der Hyp Bzahl

—  oder:
In jedem rechtwinkligen Dreieck haben die Kath quad den

gleichen Flicheninhalt wie das Hypotenusenquadrat.

L

8) Stelle fiir die Hypotenusen der sieben Dreiecke im Bild 52 die Gleichungen
nach dem Satz des Pyruacoras auf!

b) Lise die Gleichung a* + b® = c* nach den Kathetenquadraten auf! Formu-
liere beide Gleichungen in Worten !

Bild 56

Ein rechtwinkliges Dreieck hat Katheten von 3 cm und 4 em Linge.

Wie lang ist seine Hypotenuse ?

Lésung: Fir die MaBzahl ¢ der Hypotenuse (MaBeinheit cm) muB gelten
2=32+4+42=9 416 = 25.

Die einzige positive Zahl ¢ mit ¢® = 25 ist 5 = }25.

c=}/ﬁ=5

Die Hypotenuse ist 5 cm lang.
Aufgaben 99 bis 104

Umkehrungen zur Satzgruppe des Pythagoras

Die altagyptischen Seilspanner gingen beim Abstecken eines rechten Winkels
im Geliande wahrscheinlich folgendermaBen vor: Ein Seil wurde (etwa dureh
Knoten) in 12 Teilstiicke gleicher Linge eingeteilt. Aus diesem Seil wurde
ein Dreieck gelegt, dessen Seiten 3, 4 und 5 der 12 Teilstiicke maBen. Der
Winkel gegeniiber der lingsten Seite war ein rechter.

1 Pythagoras (etwa 580 bis etwa 500 v. u. Z.), griechischer Philosoph und Math il
Es ist ungewiB, ob Pythagoras oder einer seiner Schiiler diesen Satz ebenfalls entdeckt
hat. Es steht aber fest, daB der Satz schon frither von anderen gefunden wurde.




a) Fertige dir eine solche Knotenscknur an, und lege ‘ein derartiges Dreieck !
b) Konstruiere ein Dreieck ABC mita = 3cm, b= 4cem, c = 5cm!

Mip X BCA! ]
¢) Uberlege, ob bei dem Vorgehen der Seilspanner der Saiz des PYTHAGORAS

benutzt wurde!
SATZ (Umkehrung des Satzes von PYTHAGORAS):
Wenn fiir die Seiten a, b, c eines Dreiecks a® + b® = c? gilt, s0 ist das Dreieck-
rechtwinklig und ¢ Hypotenuse.
Voraussetzung (Bild 57a): A ABC mit a? + 5% = ¢?
Behauptung : X BCA = 90°
Beweis: Es gibt gewiB ein rechtwinkliges Dreieck 4,B,C; mit a und b als
Katheten (Bild 57b); seine Hypotenuse sei ¢;. Nach dem Satz des PyTHa-
GORas gilt fiir A 4,B,Cy:

a® 4+ b =

Dann folgt aus der Voraussetzung ¢ =¢;, und A ABC und A 4,B,C,
sind kongruent nach (s, s, s). Demnach ist ¢ BC4A = < B,C,4, = 90°.
Die Beziehung a? 4 b2 = ¢ kann also nur fiir rechtwinklige Dreiecke
gelten.

[
) a
Bild 574 A ¢ 8 ¢
2N
Bild 571 Ay € 8,

Wir wissen: Will man die Umkehrung eines Satzes bilden, ist deutliches
Unterscheiden von Vor ng und Behauptung nétig. Dazu ist es
zweckmiBig, den Satz in der ,,Wenn-so-Form* auszusprechen. WeiB man,
daB ein Satz ,Wenn 4, so B* und seine Umkehrung ,,Wenn B, so A
gelten, so kann man beide Sétze zu einem zusammenfassen:

A dann und nur dann, wenn B¢ oder ,,4 genau dann, wenn B¢,
Selbstverstandlich kann man auch sagen:

»»B dann und nur dann, wenn 4% oder ,,B genau dann, wenn A%,

Fiir den Satz des Pyraacoras und seine Umkehrung heiflt das z. B.

SATZ: In einem Dreieck 4BC gilt <X BC4 = 90° dann und nur dann,
wenn a® + b2 = ¢? ist,

oder:

Fiir ein Dreieck A BC gilt a®> + b? = c? genau dann, wenn { BCA = 90° ist.
Die Ahnlichkeitssitze 18, 19, 20 sind umkehrbar. Formuliere 2u jedem Satz
die Umkehrung, und fasse jeweils zu einem neuen Satz zusammen !
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Wir wollen untersuchen, ob auch Hohen- und Bild 58
Kathetensatz umkehrbar sind.

Voraussetzung (Bild 58):

h = CD liegt im Inneren von A ABC
B =p-q (p=DB,g= AD)
Behauptung :

<X BCA = 90°

Beweis: Wenn <t BCA = 90° wire, so miiBte die Senkrechte auf 4C in C
die Gerade in einem Punkt B, 3 B schneiden (innerhalb oder auBerhalb

der Strecke 4 B), und es wire DB; = p, = p. Fiir das rechtwinklige Dreieck
AB,C wire nach dem Hohensatz h® = p, - ¢ und damit 42 4 p. ¢ wegen
? % p,. Das steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung. Deshalb muB
unsere Annahme, <¢ 4CB sei kein rechter Winkel, falsch sein.

SATZ (Umkehrung des Héhensatzes):

Wenn eine Seite eines Dreiecks durch die zugehdrige Hohe h in zwei Ab-
schnitte p und g geteilt wird und h? = p . g gilt, so ist das Dreieck recht-
winklig; p und g bilden die Hypotenuse.

a) Fasse den Hohensatz und seine Umbkehrung zu einem einzigen Satz zu-
sammen !
b) Konstruiere ein Dreieck ABC, fiir dessen Hohe CD gilt
CD*= 4D - BD,
das aber nicht rechtwinklig ist!
Der Beweis der Umkehrung des Hohensatzes erfolgte ,,indirekt*.
Beim indirekten Beweis benutzt man die Tatsache, daB eine Aussage, die
Behauptung, entweder wahr oder falsch ist, und zeigt, daB sie nicht
falsch sein kann:
a) Man nimmt zunéchst an, die Behauptung sei falsch.
b) Man zeigt, daB diese Annahme zu einem Ergebnis fiihrt, das der Voraus-
setzung oder einem bereits als wahr erkannten Satz widerspricht.
Damit ist nachgewiesen, daB die Behauptung nicht falsch sein kann, also
wahr sein muB.
Einen indirekten Beweis fiilhrt man oftmals dann, wenn die Umkehrung
eines (bereits bewiesenen) Satzes zu beweisen ist.-Dabei benutzt man dann
den Satz selbst. In Lerneinheit 7 wurde so bereits Satz 6 indirekt bewiesen. .
‘Wie der Hohensatz, so ist auch der Kathetensatz umkehrbar:

SATZ (Umkehrung des Kathetensatzes): ]

Wenn fiir die Seiten a, b und ¢ = p + q eines Dreiecks (Bild 58) a®> = p - ¢

(oder b2 = c - q) gilt, so ist das Dreieck rechtwinklig, und c ist Hyp

a) Beweise Satz 31 (indirekt) !

b) Fasse den Kathetensalz und seine Umkehrung zu einem Satz zusammen !
Aufgaben 105 und 106




Anwendungen

Bild 59

Ein Antennenmast von 103,5 m Héhe soll in —2— seiner Hohe durch vier Seile

abgespannt werden. Die Verankerungen der Abspannseile am Erdboden
sollen vom FuBpunkt des Mastes 51,6 m entfernt sein. Wie lang sind die
Abspannseile zusammen ?

Losungsiiberlegung (Bild 59):

Wir ermitteln zunichst die Linge a eines Abspannseiles und multiplizieren
dann mit 4. Jedes Abspannseil ist Hypotenuse in einem rechtwinkligen
Dreieck, dessen Kathetenlingen % der Antennenmasthéhe und 51,5m
betragen.

Gegeben: h = % +103,6m =~ 77,6 m Gesucht: 8 = 4 a (in m)

e=>51,5m
Allgemeine Losung: a® = h* + e?
a =yh? + e

s=4a =42 +¢
Uberschlag: 4 Y80% + 502 = 4 /6400 + 2500 = 4 8900
Wegen 902 = 8100 < 8900 < 10000 = 1002 gilt 90 < }/8900 < 100.
Somit wird s zwischen 360 m und 400 m liegen.

Numerische Losung: Erlduterung:
s =4V717,6 +51,5°m In der Quadrattafel finden wir:
- 7,762 = 60,22, also 77,62 = 6022
& = 46022 4 2652 m 5,152 = 26,52, also 51,5 = 2652
=48674 m Wir versuchen, der Quadrattafel

}/m zu entnehmen, finden aber
nur /86,68 und ¥86,86. Da 86,74
naher an 86,68 als an 86,86 liegt,
. muB mit dem kleineren Wert weiter-
§=4.931m gearbeitet werden:
=37124m V86,74 = 9,31, also 18674 = 93,1

Vergleich mit Uberschlag: 360 < 372,4 <400

Fir die Beantwortung der Frage nach der Seillinge ist noch zu runden, da
eine Angabe mit vier giiltigen Grundziffern bei Ausgangsdaten mit nur
drei giiltigen Grundziffern (51,5) sinnlos ist.
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Ergebnis: .
Insg t ist das Absy il rund 372 m lang.

a) Ermittle den Seilbedarf, wenn fiir Befestigung des Seils am Mast und
Verankerung 3% Zuschlag zu beriicksichtigen sind !

b) Die Verankerungen der vier Abspannseile sollen die Ecken eines Quadrats
bilden, das einzuziunen ist. Wie grop ist mindestens die gesamte Zaun-
linge? :

Das Bild 60 zeigt den senkrechten Schnitt durch ein zweiteiliges Sigedach,

dessen Flichen einen rechten Winkel bilden. Solche Dacher werden fiir

Industriebauten bevorzugt, weil sie eine gute und blendungsfreie Auslichtung

des Innenraumes gestatten. Dazu werden die steileren Dachflichen mit Glas

ausgelegt.

Bild 60 Bild 61

¢

Eine Werkhalle, deren GrundriB ein Rechteck mit den Seiten a = 25,0 m
und b = 31,0m ist, soll mit einem achtgliedrigen Sagedach iiberdeckt
werden, dessen Dachflichen parallel zur kiirzeren Seite liegen. Insgesamt
miissen A4 = 425 m? lichtdurchlassige Fliche vorhanden sein (Bild 61). Wie
breit sind die Dachflichen, die nicht mit Glas bedeckt werden ?
Losungsiiberlegung :

Der senkrechte Schnitt des Daches besteht aus acht reechtwinkligen, einander
kongruenten Dreiecken. Von einem solchen Dreieck wird die Kathete e
gesucht. Die Hypotenus= ¢ 1a8t sich aus der Linge b der Halle und der Anzahl n
der Dachteile berechnen; die Kathete d 1aBt sich aus der gesamten Glas-
fliche A4, der Anzahl n der Teile und der Hallenbreite a errechnen. Somit
konnen wir den Satz des PyTHAGORAS anwenden.

Gegeben: a = 25,0m; A = 425 m? . Gesucht: e (in m)
=3l0m; n =8
Allgemeine Losung :

2 =d? 4 ¢ c=_f7 d=%a

€2 = c? — d?

e =yt —d®
Uberschlag: c ~4m d~2m e%}/lﬁ——«imm}/ﬁm
Wegen 9 < 12 < 16 wird e zwischen 3 m und 4 m liegen.
Numerische Losung:

c=,%m=3,88n



®

Vergleich mit Uberschlag:

flichen sind 3,26 m breit.

425

d=_———_m=2]12m

8,26

e=1388 —21%m
e=171151—45m
= 10,6 m

=326m

3<326 <4
Ergebnis:
Die schwicher geneigten Dach-

Wir lesen am Rechenstab ab.

A 4540 0§ 51 5
] 10 7
¢ 3 x
0 212 326 348 x
Bild 62

a) Wieviel Quadratmeter des Daches werden nicht mit Glas (oftmals mit sog.
Asbestbeton) gedeckt?

b) Wie hoch ist das Dach?

— S

Aufgaben 107 bis 127

AUFGABEN

1. Berechne die Zahlen, die in die offenen
Felder gehéren!

2, Berechne die Zahlen, die in die offenen

Felder gehoren!

MaBstab | Original- Bild- Liénge Lénge | & k)
strecke strecke von & von &, 8 8
a) 1:40000 1cm a) 7 em| 2lcm
b) 1:25000 400 m b) | 2,8em 0,5
) 10km | 2em ) 1,35m %
d) 500 m 25 em d) | 71,2cem 3,66 m |
€) 1:25 15 om ) 0,8
f) 1: 500 15 m f) | 41,3m | 413cm
3. Zeichne je drei Streckenp mit den folgenden Verhaltni !
2) 25 b) 05 ¢ 31 d) % ) 7:2,
1. Einem Kreis (Radius r) ist je ein Quadrat einbeschrieben und beschrieb Ermittle
das Verhiiltnis der Quadratseiten !
Verhil — hl 3

4, Gib zu den folgenden Verhéltnissen jeweils gleiche V

der Figur im Bild 3 an!

»

KL

KM -

ALy % ) DF:GI d) §5:5L
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S. Berechne die fehlenden Strecken in der folgenden Tabelle zu Bild 4!
84 SB 4B sc SD [7:]
a) 4cm 5 em 2cm
b) 4,2 cm 1,2 em 6,3 em
) 10 em 2,9 om 7 mm
d) 9,5 cm 12,8 em 3,3cm
6. Unt, he die folgenden Verhil leict fiir Bild 3 auf ihre Giiltigkeit !
DE . KL SB _EF ~ 8I @I
a) — = — ) — = — i) ===
DF KM SE BC SF DF
b) EF:IM =DF: KM 1) KL: 4B — 8K : 54 k) §C: 4B = SK : KM
HI _ BO DE @I GI DF
) — =— g —=— ) —==—
GH AB DF GH 8SG SD
d) SA:BC=5G:GH  h) SK:5M = 5G: 5T m) DF : SIQ)p 5G : 61
7. U he folgende Verhaltnisgleichungen fiir Bild 63 auf ihro Giiltigkeit!
L a f k ;
V=7 RPES Sl s
e a g e+ f
e)f+g_b+n L c T a+b
f+g_i itk+l a+b+te
Vs¥e D Erirm—bTonu
Bild 63
8. Zoichio eine beli Strecke und kon- 9, a) K eine Strecke, die d 1

3
struiere dann ihr k-faches! Fiir welche
der genannten k 148t sich die Konstruk-
tion auch ohne Zuhilfenahme des Strah-
lensatzes ausfiihren ?

s0 lang wie AB (Bild 64) ist und teile
sie in 5 kongruente Teile !

b) Teile CD (Bild 64) in 5 kongruente
Teile und verdopple eine so erhaltene

- = Toilstroke!
Dk=1 o2 i » ;
1 4 al =8
k=g k=3 .
e)k=§ 0 k=037 ch — )

10. Wihle die Strecke 4B (Bild 64) als Ein-
d k i

Bild 64

von Strecken, die

11. Konstruiere zwei Paare
i i ichen Verhiltnis stehen

4 1

heit eines Zahl hl
auf dem Strahl diejenigen Punkte, die
zu den folgenden Zahlen gehoren !

3 10
l)% b)7 e)% d)~§—

m
wie AB und CD (Bild 64), aber eine
andere Linge als diese haben !
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2. Konstruiere zu AB und CD (Bild 84) eine Strecke z, fiir die gilt TB =

Bild 65

p—

u
. . . ¢ 2
3. Konstruiere ein Rechteck mit dem Umfang « (Bild 63), fiir dessen Seiten ;

PR

12, Untersuche die Verhaltnisgloick
SD D@ SC oM
o 32 _D08 o 80 oM
SE EH SA AQ
SH BH HL SL
UL RN
SI CcI IM SM

a) bis h) fiir die Figur in Bild 3 auf ihre Giiltigkeit !

¢) FM:DK = DF :SD ) SB:SA = BH : AG

f) 56:

13. a) Berechne die Linge der senkrechten
Streben des Pultdachbinders (Bild 68) !
b) Ermittle die Liinge der schrégen
Streben und des Obergurts zeich-

SH = DG :HL

Bild G

nerisch | -¥
14, hne die fehlenden S ) in der fol, den Tabelle zu Bild 41
.
s4 8B 4B sC SD [577) 40 BD
a)| 6cm 3em 12cm 10 cm
b) 1,0 cm 5,6 cm 24cm | 4,0cm
c) 8,6 cm 52 mm 56mm | 70 mm
d) 6,2cm | 12,4 cm 6,2 cm 9,8 em
e) | 17,8cm | 22,6 cm 14,3 cm | 20,9 cm
f) 35 cm 56 cm 104 cm 26 cm
15. Es sei g || 93| g5 (Bild 87). Bestimme z so, daB jeweils richtige Verhl leich

entstehen !

4D
8) =— =

EH
e) BF:

EI
)y —
) G
Bild 67



4. Gegeben sei ein Dreieck ABC und auf Seite AB ein Punkt P.
Durch P ist eine Gerade derart zu legen, da8 sie die Verléngerung von AC in einem
Punkte Q so schneidet, da8 PQ von BC halbiert wird.
Anleitung: Ziehe zuerst einé passende Parallele zu AC oder BC!

16. In welchem Verhéltnis wird AB von P 17. In welchem Verhiltnis wird CD von R

und @ und S
a) im Bild 68, a) im Bild 70,
b) im Bild 69 b) im Bild 71
geteilt ? goteilt ?
Bild 68 Bild 70

A P 8 C R 0 5

K 1 1

[ 20 [ 5 | 2 25 5 30

v .
Bild 649 Bild 71

a . ’ 2 &
(e | 32 Lm‘ﬂ_ 2 | # | n

18. Fille die folgende Tabelle so aus, daB 4B innen von I’ und auBen von Q im gleichen Ver-

héltnis p : ¢ geteilt wird (zu Bild 68)!

a) » | o ) °) D | ®
AB 60 cm 56 cm 12mm | 70mm | ‘80 cm
4P 20 cm 10mm | 35mm 12mm. | 10 mm
E 28 cm 30 mm
P:g | 5:3 0,4

1?. Teile die Strecke AB = 45 mm im gleichen Verhiltnis innen und auBen, in dem die

20,

Stroeke O im Bild 72 von'?” innen geteilt wird !
i . G
L, + { .
° P 0 Bild 72
Tetle die Strecke AB = 45 mm inen und aulion in Verhiiltnis der Strecken m und n
im Bild 73!
———

m

I ————————
n Bild 73

5. Im Bild 11b wird AB von T und T, innen und auBen im Verhiltnis 8 : 3 geteilt. In
welchem Verhiltnis wird 7,7, von A und Bgeteilt ?

21, Eine Pyramide mit der Hohe k und einem Rechbeek mit den Selten a u.nd b lls Grund-

fliche werde in der Héhe A* parallel zur Gr ittfigur ist ein
Rechteck mit den Seiten ay und b,. Bestimme auf Seite 45 jeweils die fehlendsn GroBen !




8) b) °) )

e =20cm a = 25cm a =24cm a = 42cm
b =12em b =35¢m b =15cm ay = 12om
h =32cm ay = 15cm ay = 16 cm by = 10 om
h* = 24 om h =40cm h* = Tem h = 56cm

22, Bei einer einfachen Lochkamera ohne Linse ergibt ein 15 m hoher Mast ein 6 cm hohes
Bild in 15 cm Entfernung von der Offnung. Wie weit ist der. Mast von der Kamera ent-
fernt ?

23. Das Blld 74 zeigt vereinfacht den
bei der Projektion eines
Diapositivs, wie er vom (hier weg-
gelassenen) Objektiv hervorgerufen wird.
Wie hoch kann das Bild von einem
Kleinbilddiapositiv (Format 24 mm X
36 mm). héchstens werden, wenn das
ganze Bild auf eine Leinwand im Format
1m X1 wm projiziert werden soll ? Bild 74

24, Aus welcher Entfernung muB man ein Projektionsbild von der Breite a) 2 m, b) 1,80 m,
¢c) 8,50 m, d) 1,20 m betrachten, damit es dem Auge genauso groB erscheint wie eine
Fotografie von 9 em Breite in normaler Sehweite (25 cm) ?

. g 11 i % o

6. Bei der Projektion eines Diapositivs (vgl. Bild 74) gilt Pl 7= fl Dabei ist f die

B: ite des Objektivs, s die G dsweite (Abstand des Diapositive vom
Objektiv) und &" die Bildweite (Abstand des Bildes vom Objektiv).

a) Wie gro8 wird das Bild eines Klembllddmpomuvs (24 mm X 36 mm), wenn der

Bildwerfer 5 m von der Lei it und ein Objektiv mit 100 mm
Brennweite verwandt wird ?
b) In welcher Entf muB ein Projek mit einem Objektiv von 150 mm Brenn-

weite aufgestellt werden, wenn das Bild 2,4 m breit werden soll ?

¢) Welche Brennweite wird benétigt, wenn der Abstand des Projektors von der Lein-
wand étwa 12 m betragen und das Bild 3,6 m breit werden soll ?

d) Erléutere, warum man niherungsweise f A & setzen kann!

25, ise, daB folgende Aussage gilt 8
(Bild 75): 7\
Aus S4 : SC = SB: 5D ~ S yas
folgt AB|| CD! (Welchem Batz ent- 4 \(
spricht diese Aussage ?) . M)

Bild 75

26. Untersuche die G\iltlgkalt fo]gendar Aussage (Bild 75): Aus SA :8C = AB: (D lul(,b
AB|| CD!

27. U he, bei welchen der hstehend b MaBe fiir den in Bild 76 darge-
stellten Korper es sich um einen Pyramidenstumpf handelt !
a) a=40om; b=30cm; ay=20cm; by = 15cm Bild 76

b) a=450m; b=233cm; @y = 30cm; by =20cm

¢) a=60cm; b=42cm; ay=40cm; by = 28cm

d) Gib bei den Pyramidenstiimpfen jeweils die Hohe der
ganzen Pyramide an, zu der man den Stumpf ergénzci
kann; wenn dessen Hohe 24 om betragt!




7. Gegeben seien zwei Geraden g, und g;, die sich auBerhalb des Zeichenbl shneid
und ein Punkt P nuBerhalb ¢, und gg.
Erldutere, wie man \mter Ausnutzung von Sutz 10 eine Gerade durch P und den

lich 1

P von g, und g, konstruieren kann! Fiihre eine solche

Konstruktlon durch!

28. Die Bestimmung der FluBbreite AB kann auch so erfolgen, wie dies die Bilder 77 und 78
zeigen. Dies ist niitiz. wenn die Verléngerung von AB iiber B hinaus nicht zugiinglich ist.

Bild 77
a) Bestimine dic Broite des Flusses im b) Bestimme die Breite des Flusses im
Bild 76, wenn BC = 29 m, CD=11m Bild 78, wenn DE = 18,6 m,
und DE = 14 m! FH = 24,6 m und CG = 10,1 m!
29, 4 und B seien zwei durch ein Sichthindernis gotrennte Punkte. Auf AT ist vin von A aus
nicht sichtk Punkt C ab )!

a) Erldutere das Verfahren am Bild 79!
b) Wie lang ist DC fir 4E = 96 m;
AD = 60m; BE = 28m?

Bild 79
30, Steffen hélt mit ausgestrecktem Arm 31, Die Entfornunyg des Mondes von der Erde
(60 cm) ein Zehnpfennigstiick so, daB es betrhgc etwa 60 Erdradien (R = 6370km).
gerade einen Gasbehél (Durch wie man mit Hilfe einer Mur-
62 m) verdeckt. Wieviel Meter stand er mel o. dgl. néherungsweise den Mond-
vom Gasbehilter entfernt ? durchmesser bestimmen kann !

8. A'und B seien durch einen Berg von-
einander getrennt. Gibt es einen
Punkt C, von dem aus sowohl 4 als
auch B sichtbar sind, und sind die
Strecken AC und BC zu vermessen, so
kann man die waagerechte Entfernung
AB folgendermaBen bestimmen
(Bild 80):

Man legt auf AC einen Punkt D fest
mit 4D :DC = m :n. Danach teilt
man BC ebenfalls im Verhiltnis
m : n; der Teilpunkt sei E. Dann wird

DE gemessen. X Bild 80




a) Ermittle 4B aus AC = 4200 m; BC = 5040 m; DE = 1900 m; m : n = 9 : 5! Wel
Sitze werden benétigt ? ’ amEas

b) E!‘l&umre,' wie. man auf AB einen Punkt G festlegen kann, so da8 AG die Rich-
tung ngg:bt, in der von A4 aus ein Tunnel nach B vorgetrieben werden muB!
(Es sei OF = 1350 m.) Entsprechend ist von B aus die Richtung festzulegen.

32, Zeichne ein Quadrat ABCD mit 33, Zeichne wie in Aufgabe 32 ein Quadrat

AB = 2,6 cm! Konstruiere jeweils sein ABCD mit AB = 2,56 cm! Fiihre dann
Bild bei folgenden Bewegungen ! die drei Bewegungen von Aufgabe 32
a) Verschiebung in Richtung A_(:‘ um hintereinander aus, und zwar in der -
i ey Reihenfolge

2 AB;
b) Drehung um 135° mit C als Zentrum; :;; b), ), :);
¢) Spiegel an der Parallelen zu 4C @) :))' :))' 0;:

durch B. S i s X

Vergleiche die drei d Bilder!
84, Es sei AB ~ OD und AB|| CD. Gibt es immer eine Verschiebung (Drehung, Gerad

spiegelung), ber der sich AB und CD entsprechen ?

35, Es seien g und A ied inander parallele Geraden. Gib moglichst je zwei Be--
wegungen an, bei denen
a) g Bild von A und b Bild von g ist;
b) g und h jeweils in sich bergehen;
¢€) g in sich iibergeht und A nicht;
d) g Bild von h ist, aber A nicht Bild von y;
¢) g Bild von h ist und % in sich iibergeht !
36. Das Bild 81 zeigt einen Proportional-
sirkel. Er ist verstellbar und dient zur a
Verk]smerung bzw VergréBerung von

=la

Xon' in MaBstab. Be-
schreibe ihn und begrunde seine Wir-
kungsweise ! Eald 81

87. a) Die N weite der Eisenbah 3000

betriigt 1435 mm. Welche Spurweitc
haben die Modellbahnen in den Nenn-
groBen HO (1:87), TT (1 :120) und
N (1:160)?

b) Du Bild 82 zeigt die Stirnwand emm

wagens mit B

gen. Berechne die MaBe fiir ein Modcll
in der NenngréB8e HO (TT, N)!

|

2680
2265

4100

1233

435
214

Bild 82
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38, Das Bild 83 zeigt die Seitenansicht des
Modells eines Schrankenwirterhéduschens
fiir die NenngréB8e HO. .

a) Welche MaBe muB8 man wiihlen, wenn
das Modell fir NenngréBe TT (N)
hergestellt werden soll ?

b) In welchem MaBstab ist die Zeich
angefertigt ?

Bald 83

39. Zeichne ein Dreieck ABC und winen 40, Zeichne ein Dreieck ABC und ermittle
Punkt Q auBerhalb des Dreiecks. Kon- die Bildpunkte A’B’C” bei der zentrischen
strufere A’, B’, C’ bei der zentrischen Streckung (4; 1,5)!

Streckung (Q; 3)!

41. Zeichne ein Dreieck ABC und einen Punkt R innerhalb des Dreiecks. Konstruiere 4’,
B’, C' bei der zentrischen Streckung (R; 2)!

42, Zeichne ein Rechteck A BCD mit AB = 3 cm, BC = 2 cm! Diagonalenschnittpunkt sei .
a) Konstruiere B’, C’, D, S’ bei der ¢) Konstruiere 4’, B, ¢', D’ bei der
zentrischen Streckung (4; 2,5)! Streckung (S; g \
b) Konstruiere zwei Punkte, deren Bll- 3

der A und B bei der f) K i zwei Punkte, deren Bil-

Streckung (S; 0,5) sind ! der B und C bei der zentrischen
¢) Wie groB ist k in (4; k), wenn C Bild Streckung (D; 3) sind !

von § ist ? g) Konstruiere Z in (Z 2), wenn A4 Bild
d) Gibt es zu jedem Punkt Z der Ebene von B ist!

ein k >0, so daB C Bild von 4 ist h) Gibt es zu jedem k& > 0 ein Z, so daB C

bei (Z; k) ? Bild von 4 ist ?

43, A, B, C, R sind vier Punkte einer Ge-
raden g, P und Q liegen auBerhalb von g
(Bild 84). Durch A4 als Zentrum, B als
Originalpunkt und C als dessen Bild-.
punkt wird eine zentrische Streckung
festgelegt. Bestimme die Bilder von P,
Q, R bei dieser Streckung!

44. In der Ebene sei eine ,,Geradenstreckung‘
gemdB, Bild 85 erklért:

FP :FP=06Q :GQ=2;
alle Punkte von g entsprechen sich selbst. 9

a) Handelt es sich um eine umkehrbar

eindeutige Abbildung der Ebene auf a) 6

sich ? < Q' ]

b) Ist das Bild jeder Geraden eine p It
Gerade ? F

¢) Ist das Bild jedes Kreises ein Kreis?

d) Sind Original- und Bildgeraden ein-
ander parallel ? Bild 85




45, Betrachtet werden eine Gerade g mit den Punkten P und @ und eine Gerade h mit den
Punkten P’ und @'. h sei das Bild von g bei der zentrischen Streckung (Z; k).
a) Beschreibe die Lage vong und h!
b) Welchen Einschréankungen unterliegt die Lage von P, @, P’ und @', wenn auerdem
P’ Bild von P und @’ Bild von Q bei (Z; k) sein soll ?
c) Woliegt Zfiirk >1bzw. 0 < k< 1?

46, Welche der folgenden Sétze sind wahr ? (Begrindung!)
Bei jeder zentrischen Streckung hat
a) jedes Parallelogramm als Bild ein Parallelogramm;
b) jedes Rechteck als Bild ein Rechteck;
) jedes Rechteck als Bild ein Quadrat;
d) jedes Rechteck als Bild ein Parallelogramm.

47, Zeichne eine kr linig b Figur F' wie die im Bild 86
und einen Punkt Z! Lege auf dem Rand der Figur 8 Punkte
(moglichst gleichmiiBig verteilt) fest und konstruiere ihre
Bilder bei der Streckung (Z; 2)! Verbinde die Bildpunkte so, Zo
daB sich moglichst genau das Bild F' der Figur ergibt!
Markiere anschlieSend zur Kontrolle auf der erhaltenen
Linie zwei weitere Punkte und iiberpriife, ob sie wirklich zu
F’ gehoren! Biid 86

48, Auf ein Dreieck ABC mit den Seiten a = 3 cm; b = 4 cm; ¢ = 5 cm wird die Streckung
(A; 7) angewandt, danach auf das Bilddreieck A'B’C’ die Streckung ( 3) Wie lang

sind die Seiten des so entstehenden Dreiecks A”B"'C" ¢

49. Es sei Z ein fester Punkt der Ebene. ittle die ische Streck die die gleich
Bilder erzeugt wie die Zusammensetzungen a) bis €) !

a) (Z; 2) und (Z; 3) b)( ; )und(z; i) ©) (Z:}2) und (Z; }2)

d) Die Seitenlingen eines Rechtecks seien 3 cm und 5 cm. Wie lang sind die Seiten des
Bildrechtecks bei a) bis ¢) ?

I
50, Die Streckungen a) bis d) sollen zerlegt werden in zwei Streckungen (Z; m) und (Z g ;) )

wobei m und n natiirliche Zahlen sind. F
3 7
o (2:3) b (2:5) 9 (Zi ) O (25

9. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck ABC mit 2 cm Seitenlinge! Konstruiere das Zen-
trum Z derjenigen Streckung, die sich durch Zusammensetzen von 1. (4; 1,5) und
2. (B; 3) ergibt ! Beschreibe und begriinde die Konstruktion !

5
10. Ein Viereck ABCD hat bei der Streckung { 4; T) das Bild A’B'C’D’. Bei der Strek-
kung (C'; i—) hat 4’B’C’D’ das Bild A”B"C" D’
a) Vergleiche ABCD mit A”B”C"D"!
b) Gibt es eine Streckung, bei der ABCD und A”B" (D" einander entsprechen ?

5L Suehe in ]edem der genannten Bilder nach einander éhnlichen Figuren ! Gib, wenn méglich,
und Ahnlichkeitspunkt an !
a) 3;10;13 .b) 24; 25 ) 29; 33; 34
d) 65; 66 e) 75; 78 f) 79; 80
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52, Zeichne ein Dreieck ABC mit BO = 2om;

40 = 1,50m; & BOA = 90°!
a) Ermittle sein Bild A4’B'C’ bei den
Abbildungen (1) bis (4)!
(1) Btreckung (4; 2), dann Verschie-
—
bung AC
=5
(2) Verschiebung 4C, dann Streck
(4;2)
’ -
(3) Verschiebung AC, dann Streck
C;2)
(4) Streckung (4; 2), dann Verschie-
=
bung 2 AC.
b) Vergleiche jeweils 4'B'C’ mit ABC
und gib .den Ahnlichkeitsfaktor an!

ung

'8

83, Zeichne das Dreieck von Aufgabe 52 und

dazu die Parallele g zu AC durch B!

a) Untersuche das Bild 4’B’C’ bei den
Abbildungen (1) bis (4)!

(1) Spiegelung an g, dann Streckung
(B; 1,6)

(2) Streckung (B;1,5), dann Spiege-
lung an g

(3) Spiegelung an g, dann Streckung
(C; 1,6)

(4) Btreckung (C; 1,5), dann Spiege-
lung an g

b) Vergleiche die Bilder! Welche Ver-
mutung liegt nahe ?

80, daB gilt:

54, Beschreibe eine Ahnlichkei bild bei der folgende Figuren (Bild 87) einander
entsprechen ! "
a) Rechteck EFGH und Rechteck IKLM L
b) Rechteck ABCD und Rechteck IKLM
) Rechteck ABCD und Rechteck EFGH H 6
d) Dreieck ABD und Dreieck IKM
€) Trapez IKFE und Trapez KLF(
) ¢
3 F
Bild 87 A 8 J K

55, Zeichne ein Dreleck DEF und konstruicre dazu cin ungleichsinnig iihnliches mit'k = 3

a) A DEF und A D'E'F’ haben genau einen Punkt gemeinsam;
b) A DEF und A D’E’F’ haben keinen Punkt gemeinsam;
c) eine Seite von A DEF und eine Seite von A D’E’F’ liegen auf ein und derselben

Geraden.

56. Im Bild 87 hen durch die Di; 1

A_(,', IT. FH sechs Dreiecke. Gib alle Paare

) dhnlicher Dreiecke an !

a) Konstruiere A’B’C’ bei der Streckung

(F; —%)!

57, Zeichne zwei stumpfwinklige Dreiecke- ABC und DEF wie im Bild 44!

b) Konstruiere D'E’F’ bei der Streckung

(o= 2

11. Zeichne zwei beliebi‘ge Punkte Z und P! Konstruiere die Bilder P; und P, bei den -

7

Streckungen (Z iy

7 S— peanm.
> und (Z ;= I)! Beschreibe die Lage von Z zu PP; und PP,

mit den Begriffen ,,innere Teilung* und ,,éuBere Teilung*!

12. Wie viele Streckungen lassen sich in Aufgabe 43 durch das Punkttripel 4, B, C fest-
legen, wenn auch negative Streckfaktoren zugelassen werden? Stelle eine Tabelle

auf!




58, Gib fiir die genannten Figuren gleiche Winkel und gleiche Seitenverhiltnisse an !
a) Fiinfecke in Bild 33 Seite 20 b) A ABC und A DEF in Bild 38a Seite 23

59, Begnlnde ‘Wabhrheit bzw. F' i der A ,,Zwei Quad (Rhomb Rechteck
htwinklige D; leichsch Dreisecke) sind stets einander
ﬂhnhch ““| Ergtinze im Falle der Falschheit 8o, daB eine wahre Auaaage entsteht !
60. Im Bild 88 ist EF || AD. Untersuche, 0 F I

ob die Trapeze ABCD und EBCF ein-
ander &hnlich sind !

Bild 88

13. In zwei dhnlichen Rechteck mit dem Ahnlichkei Itnis k = 3 heid
sich die beiden kiirzeren Seiten um 6 om und die beiden léngeren um 12 em. Wie lang
sind die Seiten beider Rechtecke ?

61, Gegeben ist ein Dreieck ABC mit AB = 70em; BC = 60 om; AC = 50cm;
& CAB = 67,1°; & ABC = 44,4°; L BCA = 178,5°. Priife nach, ob dieses Dreieck ABC
zu einem Dreieck DEF #hnlich ist, wenn fiir A DEF folgendes gilt:

a)D—E=l2cm;ﬁ=100m; l)ﬁ=84um;ﬁ=000m;
FD = l4cm < EFD = 78,5°

b) & DEF = 57,1° X FDE = 18,6°% ¢) DE = 36 cm; EF = 30 cm;
DE = 50 cm © X FDE=511°

&) & EFD — 44,4% FD = 42 om; f) X DEF = 44,4°;. DE = 60 om;
FF — 45 om EF = 10 em

62. In jedem Trapez werden von den Diagonalen zwei éhnliche Dreiecke erzeugt.
a) Beweise diese Aussage!
b) Stelle Proportionen zwischen den Diagonalenabschni und den Grundseiten suf!
Ziehe eine Folgerung fiir das Parallelogramm !
63. Beweise: Wenn D, E, F die Mittelpunkte der Seiten des Dreiecks ABC sind, so gilt
A ABC ~ A DEF. Gib Faktor und Zentrum einer entsprechenden Streckung an'!

14. Beweise, daB fiir die Figur im Bild 89
A APT ~ A BPT gilt und da8 dar-

aus PA - PB =ﬁ"iolgt!

64. Konstruiere zu den Figuren in Bild 90
#hnliche im Verhiiltnis 2 : 1!

Bild 89

30

o 40 IR |

Bild 90
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65,

66.

67,

Einem Quadrat wird je ein Kreis ein- und umbeschrieben. Gib das Ahnlichkei 1
beider Kreise an!

Gib an, unter welchen Vi gen zwei Kreisringe aus Kreisen mit den Radien 1,
R, bzw. rg, R, einander #hnlich sind !

Gib Bedingungen an, unter denen zwei der genannten Korper einander #hnlich sind !
a) Quader b) quadratische Pyramiden €) Zylinder d) Kegel

68, Bei zwei Mchm Vielecken sind @ und a’ einander entsprechende Seiten, u und.u'-

70.

3.

4.

die Umfiinge, 4 und A’ die Flicheninhalte. Fiile dic Tabelle aus!

a a’ u u A 4
a) 3om 6 om 11 cm 5 cm?
b) 12em 60 om 35 om 180 cm?
) 4cm 18 cm 15 cm? 135 om?

A ABC mit 4B = Tem; 4C = 6cem; BC = 5 om ist durch eine Parallele zu 4B fol-
gendermaBen zu teilen:

a) Der Inhalt des abgeschnittenen Drei- b) Der Inhalt des abgeschnittenen Drei-
ecks soll sich zum Inhat von A ABC ecks soll sich zum Inhalt des ent-
verhalten wie 4 : 25. . stehenden Trapezes verhalten wie 1:3.

Berechne den Quotient von Oberflicheninhalt und Volumen fir Wiirfel verschiedener
Kantenléingen ! .

a).a = 20cm b)a=2cm €) a=02cm d) a = 0,02cm

€) Ziehe Folgerungen fiir den Quoti aus Oberflacheninhalt und Gewicht bei gleichem
Material und damit fiir das Verhalten kleiner Teilchen im lufterfiillten Raum !

Einem Halbkreis (r = 3cm) ist ein 72, Einem Rhombus ABCD mit 4B = 6em -

Quadrat (Rechteck mit dem Seiten- und X ABC = 110° ist ein Quadrat ein-
hiiltnis 4 : 3) einzubeschrei Dabei zubeschreiben. :

soll eine Seite auf dem Durchmesser

liegen, die anderen Eckpunkte auf der

Kreislinie. :

Da: Gi(:l‘relfeld :ines Sl:m‘nldachea sgll:me Bild 91

deren E:l:en 1m Abstand von den Dach-
simsen haben und deren Breite sich zur
Hohe wie 5:3 verhdlt. Entnimm die
MaBe dem Bild 91, und ermittle Lage
und MaBe der Fensterdffnung !

Einem gegebenen Dreieck ist ein anderes einzubeschreiben, dessen Seiten parallel (senk-
recht) zu den Seiten des b Dreiecks verl




75, Konstruiere ein Dreieck mit den angegebenen MaBen, und achte auf nicht lésbare und
nicht eindeutig lésbare Aufgaben !

a) b:c=1:0,75; a = 85°; hg = 5om
b)a:b=3:5; y=60° a = 45°

€ a:c=2:3; y=050° 8, =5em
d)a:c=2:3; x =30° he = 2cm

76. Konst‘ruiete ein rechtwinkliges Dreieck 77, K iere ein gleichschenkliges Dreieck
ABC (4. BCA = 90°) mit a :b = 5: 6; mit ¢ als Basis und
he = 4cm! a:c=4:5; he = 5,5cem!
78. Konstruiere ein Rechteck ABCD mit 79. Konstruiere einen Rhombus ABCD mit
40: 4B =17:5; BC = 4cm! AC:BD =3:2; 4B = 4,5 cm!
80. Konstruiere alle Kreise durch P, die g;
und g, beriihren (Bild 92)! D
9
of
97 Bild 92

15. Gegeben sind 8ine Gerade g und zwei Punkte P; und P, auf derselben Seite von g.
Konstruiere einen Kreis durch P; und P,, der g beriihrt!
Anleitung: Konstruiere zuniichst einen beliebigen Kreis, der g berithrt und seinen

Mittelpunkt auf der Mittelsenkrechten m von P,Pg hat! Verwende dann den Schnitt-
punkt von g und m als Streckzentrum ! .

16. Konstruiere ein Viereck ABCD (Diagonalenschnittpunkt S) aus AB = 4 em;
<X BCD = 100°; < CDA = 95°; X DBC = 35°; < DSC = 85°! .
Anleitung: 0berlege anhand einer Planfigur, wie zunéchst ein zu ABCD &hnliches
Viereck A’B’C’D’ zu konstruieren ist! Dieses ist von A" = A4 (oder B'= B) aus
auf A = 4 cm zu strecken.

81. Wie hoch ist ein Baum, der einen 6 m langen Sch wirft, wenn gleichzeitig ein 1,25 m
langer Stab einen 0,75 m langen Schatten hat ?

82, Die Drahtseilbahn auf den 1214 m hohen Fichtelberg fiberwindet bei einer Streckenlinge
von 1175 m einen Hohenunterschied von 306 m.
a) Wie lange muB man im Durchschnitt b) Wie groB ist der Hohenunterschied,
fahren, damit man um 10 m steigt ? der durchschnittlich auf 100 m Shrek-
kenlénge iiberwunden wird ?

83. Am Beginn einer 700 m langen Gefill-
strecke steht ein Warnzeichen (Bild 93).

a) Ermittle zeichrerisch, wieviel Meter der Endpunkt der Strecke ticfer liegt als der An-
fangspunkt ! .

b) Gilrden Winkel an, unter dem die StraBe fallt!

€) Welcher Winkel gehért zu einem Gefiille von 100 % ?
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84, Das Papierf

AO ist ein R/

h

hteck, dessen Flache 1 m' betr&gt und das beim Falten

A

léings einer Sy

ein zum

a) Bestimme die MaSe fiir die Formate A0 und Al in mm!
Falten

b) Bestimme auch die MaBe fiir die durch

bis A6!

Rechteck (Al) ergibt.

hendan

A2

85. Um 200 v. u. Z. bestimmte der Grieche ERaToSTHENES den Erdumfang aus folgenden

Messungen:
1. E Al

(heute

Syent

Assuan) 5000 Stadien (1 Stadion

= 184,3m)

o

. Genau zu dem Zeitpunkt, zu dem die

Sonne senkrecht iiber Syene steht, wird
in Alexandria aus der Lénge eines

senkrecht stehenden

Stabes und

seiner Schattenléinge ermittelt, da8 die
Sonnenstrahlen mit dem Stab einen
Winkel von 7,2° bilden.

a) Erldutere anhand des (nicht ma8-
stéblichen) Bildes 94, wie man daraus
den Erdumfang u bestimmen kann!
(A - Alexandria; S - Syene; M — Erd-

mittelpunkt)

b) Errechne den von Eratosthenes er-

mittelten Wert!

c) Ermittle den absoluten und den rela-
tiven Fehler dieser Messung!

86. Eine Kugel mit dem Gewicht G = 1,2 kp
rollt auf einer geneigten Ebene (Bild 95):

l=184cm; h = 43cm;

8 = 189 cm.

Berechne die Normalkraft N und die

Hangabtriebskraft H !

87, Gib -Ahnlichkeitsabbildungen an, die im
rechtwinkligen Dreieck ABC

a) A DBCin A 4DC,
b) A ADCin A ABC,
¢) A DBCin A ABC

iiberfiihren!

Bild 94

Bild 95

&

88, Beweise, daB fiir jedes rechtwinklige Dreieck A (' dic Proportion a? : b% = p : g gilt! -

89, In einem rechtwinkligen Dreieck ABC sind die Hypotenusenabschnitte AD und DB
bekannt. Wie lang ist die Hohe CD ?

a) b) ) ) €) f) 8
4D 2,0 cm 3cm 3,5cm 2,6 cm 4,1 cm 3,7 cm 5,3 cm
DB . 2,6 em 3cm 3,0ecm 4,5 cm 2,2cm 2,8 cm 4,1 em




90. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hohe 6 cm lang.
a) Wie lang ko die Hyp bschnitte sein ?

1
b) Wie lang sind sie, wenn ihr Verhéltnis T betréigt ?
¢) Beantworte a) und b) fir den Fall, da8 die Hohe 10 om lang ist!
91, In einem rechtwinkligen Dreieck ist A = 3,5 cm.

a) Wie lang muB die Hypotenuse mindestens sein ?
b) Wie lang kann die Hypotenuse hochstens sein ?

92, Konstruiere zu den Rechte~ken ABCD, EFGH, IKLM aus Aufgabe 54 (Bild 87) je ein
fléchengleiches Quadrat ! .

93, Im rechtwinkligen Dreieck ABC sind Hyp AB und Hyp bschnitt AD
bekannt. Wie lang sind die Katheten ?
a) b) ) d) ©) H g
AB 5em 6,1 cm 5,7cm 49cm 37 cm 97 cm 0,83 m
4D 2 ecm 4,7cm 2,8 cm 1,3 em 1,7dm | 620 mm | 3,4dm

94, Im rechtwinkligen Dreieck 4 BC sind Hypotenuse 4B und Kathete 4C bekannt. Berechne
die Hypotenusenabschnitte, die andere Kathete und die Héhe!

a) b) ) L)) €) ) ()]
4B 9cm 8 cm 2lem | 3,2cm | 94cm | 760 mm | 85cm
ac 6om | Gom | 20em | Ldem | 31cm | 43em |0,68m

95, Fiille die folgende Tabelle aus unter der Voraussetzung, in A ABC sei < ACB = 90°!

. 4B -4D DB (7] ac BO
a) 3,0 cm 4,0 cm
b) 3,9cm 5,1 cm
c) 6,2 cm 3,6 cm

96. Konstruiere zu einem gegebenen Quadrat ABCD ein flichengleiches Rechteck PQRS,
fiir das die Linge der Seite PQ gegeben ist! MiB QR und tberpriife rechnerisch ! =

a) b) ) L) ©) b))
4B 4cem 5,6 cm 3,4cm 2,9cem 6,1 em 4,3 cm
}6 3em 4,1 cm 4,8 cm 3,2 om 3,7cm 7,1 cm
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97.

98.

100.

101,

102,

Konstruiere zu einem gegebenen Rechteck ABCD ein flichengleiches Quadrat! MiB die
Quadratseite und iiberpriife die Genauigkeit der Konstruktion !

a) b) <) d) €) f
AB 1,5 em 2,4 cm 2,8 em 4,9 cm 5,6 cm 6,3 cm
BC 37¢m | 3lem | 22em | 36cm | 42em | L7em
Die hiedlich groBen Rechtecke einer Streichholzschachtel seien R;, Ry, R,y. Kon-

struiere die zu ihnen jeweils flichengleichen Quadrate @, @, Q5!

17. Konstruiere ein Quadrat, das flichengleich ist
a) mit einem gegebenen rechtwinkligen Dreieck,
b) mit einem gegebenen Trapez!

Im rechtwinkligen Dreieck ABC sind die Katheten AC und BC bekannt. Berechne die
Linge der Hypotenuse !

a) b) <) L)) €) D} 8)
4c 24 em | 20em | 33cm | 27cm | 16mm | 6,32dm | 27,5m
BC 7 em | 2lem | 56cm | 09cm | 37mm [ 23,8em | 27,5dm

Im rechtwinkligen Dreieck A BC sind Hypotenuse AB und Kathete BC bekannt.
Berechne AC'!

a) b) D] d): €) H 8
4B 17em | 3,7em | 109em | 0,85m | 236cem | 4,81 m | 634 mm
BC 15em | L2em | 9lem | 7,2dm | 118mm | 19,6dm | 2,75 dm

Fiille die Tabelle aus unter der Voraussetzung, in A PQR sei <X PQR = 90°!

a) b) <) L)) €) H &)
PQ 3,6 om 23cm | 7,22m | 469 mm 37,1m
Q_R 7,7 em 9,9 cm 1,4 cm 5,37Tm 9,82 m
RP 10,1 em 7,68dm | 10,6m | 27,6m
Ermittle die MaBe fiir die in Aufgabe 71 - .nstruierten einbeschriebenen Vierecke !



103. Konstruiere ein Quadrat, das den gleichen Flacheninhalt hat wie die Quadrate iiber
Strecken von 3,8 cm und 4,5 em Liénge zusammen !

104, Konstruiere Strecken der Liinge ]/fcm. y3_om, Vium, V?cm. V7—em, V?em!

105, Gib an, ob bei folgenden MaBangaben das A ABC mit dem HéhenfuBpunkt D zwischen 4
und B rechtwinklig ist oder nicht!

-)A_B=7am c)E=Scm e)ﬁ:ﬁnm
AC = 5om DB = 12cm AB = 20cm
BC =43cm i CD = 6em BC = 65cm

b)ﬁ=l2om d)ﬁ=l,50m [)E:acm
DB = 18cem BO = 2cm DB=5cm
AD = 6em 40 = 2,5cm CD = 4om

.
106, Entscheide, ob < PQR in A PQR ein spitzer, rechter oder stumpfer Winkel ist! Hohen-
fuBpunkt S liegt zwischen P und R.

a) PS =9cm c) PS =9em e) PQ =68cm g)?Q:lOcm
SR=18cm SR = 5em Q—R=ch PR = 26cem
Q_S=12nm Q?:icm RP =9ocm a:uom

b) PS = 6cm d) PR=1lcem f) PQ=12em b) PR = 8cm
SR =6em E_E=4cm Q_R=50m RS =3em
Q_S-'1om 07=7cm PR = l4cm FQ:Gcm

107. Die Diagonalen emes Rhombus sind 42,4 cm und 35,2 cm lang. Bestimme Umfang und
Flicheninhalt !

108. Gegeben sei ein Kreis mit 10 em Radius.
a) Welchen Abstand vom Mittelpunkt hat eine 14 cm lange Sehne ?

b) Welchen Abstand vom Mittelpunkt hat ein Punkt P, wenn die von ihm an den Kreis
gelegte T bis zum Berithrungspunkt 15 cm lang ist ?

109, a) Die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks ist 5,7 cm lang.
Wie gro8 ist der Umfang des Dreiecks ?
b) Leite gine Formel fiir die Hohe (den Flacheninhalt) des gleichseitigen Dreiecks mit
der Seite a her!
110, Ein Oktaeder ist ein regelmiiBiger Korper mit drei
gleich langen, paarweise aufeinander senkrecht ste-
henden und sich halbierenden Achsen (Bild 96).
a) Welche Form haben die Seitenfléchen ? ﬁ
b) Bestimme die Liénge der Kanten eines Oktaeders,
bei dem die Kérperachsen 12 cm lang sind !

) hne den Oberflicheninhalt des Oktaed
von B! Bild u6
111 a) Wie lang ist die R di le einer ichholzschachtel ¥
b) Gib eine Formel fiir die Raumdiagonale d eines Quaders mit den Kanten a, b,can!
112, Berechne den in der Aufgabe 83a) zelch- 118, Gib die Stei der Fichtelbergbah
nerisch ermittel (Aufgabe 82) in P an!
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114. Die Eisenbahnstrecke von Dresden nach Karl-Marx-Stadt steigt zwischen: Tharandt und
Klingenberg-Colmnitz bei 11,6 km Streckenliinge um 228 m an. Ermittle die Steigung,
und vergleiche mit der fiir Hauptbahnen héchstzuléssigen Steigung von 2,5%!

115. Zum Schleif eines Spiralboh von 2
20 mm Durchmesser soll eine Lehre ’-—-L
angefertigt werden. Berechne h fiir die
im Bild 97 eingetragenen MaBe! 4
Bild 97

116. Jiirgen 148t einen Drachen steigen, so hoch es der 87 m lange Bindfaden zuliBt. Michacl
sieht den Drachen senkrecht iiber sich. Welche Hohe hat der Drachen erreicht, wenn
Michael von Jiirgen 60 Schritte von je 80 cm Lénge entfernt steht ? (Der Durchhang der
Drack ird igt.) pe

117. Die Giebelseite eines Hauses, die der 118, An eine 12 m lange Hauswand wird ein

Wetterseite zugekehrt ist, muB neu ver- Schuppen mit einem einfachen Pultdach
putzt werden. Der Dachgiebel hat die gebaut. Berechne nach den MaBen in
Form eines gleichseitigen Dreiecks. Ent- Bild 99, wieviel Quadratmeter Bretter
nimm die MaBe dem Bild 98 und berech zum Bedeck des Daches erforderlich
die Kosten, wenn 1 m? Verputzen 6,40 M sind ! i
kostet !
Bild 99

E

-

~

Skm Hild 98

119. Von einem Feld in Form eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse von 200 m
und einer Kathete von 120 m wurden 900 dt Sil i Berechne den Hek trag !

120. Ein Weg, der fiir eine kartographische 121, Auf einer Karte im MaBstab 1 : 25000

Aufnahme vermessen wurde, steigt auf erscheint die Projektion eines Skilifts, der
330,0 m insgesamt um 46,0 m gleich- einen Hohenunterschied von 120 m iiber-
miBig an. In die Karte wird seine windet, 12 mm lang.

Projektion auf die Hori ' ol a) Wie lang etwa ist der Skilift in Wirk-
getragen. Wie lang erscheint sie auf einer lichkeit ?

Karte im Magstab 1: 400007 b) Ist der in a) errechnete Wert ein
N Mindest-, Hochst- oder Mittelwert ?

122, Der Pkw Trabant 601 hat ein Leergewicht von 615 kp. Berechne Hangabtriebskraft
und Normalkraft bei einer StraBe mit 12% Gefille (vgl. Aufgabe 86)!



123. Ein Kasten mit einseitiger Schwerpunkt- A Bild 100
lage hiéingt an einer gespreizten Kette @
(Bild 100). Die Kette bildet am Auf-
héngepunkt A einen rechten Winkel. Wie
lang ist die Kette, wenn der Haken-
abstand H,H, eine Ldnge von 2,68 m
hat und der Abstand des Schwerpunktes S
von der Kastenwand, iiber der sich
Haken H, befindet, 0,76 m betrigt? -

260 m
124, Wie groB sind bei dem Dachbinder in 125, a) Bestimme die Liinge des Oborgurts,
Bild 101 die Firsthohe und die Sparren- der Di len und der krech
léngen, wenn @ = b =c¢ = 1,65 m gilt ? des Dachbinders aus Aufgabe 13
(Bild 66)!
b) Desgleichen fiir Bild 102!
Bild 101 Bild 102
S
S
(4 -+
a
a ’ P 12000 2
- 1

126. Berechne die Blickweite von cincmn 100 m hohen Turm auf das Meer! (Erdradius 6370 ki)

127, Ein Kraftwerk wud von einem See her durch eine sechsfache Rohrleitung gespeist, fir
deren H: lgende Angaben gelten: i
Miindung Anfang am
am Tur- Knickpk Knickpk Knickpl ‘Waasser-
binenhaus 1 2 3 schloB
Waagerechte
Entferng. vom 0 127,6 m 171,0 m 235,56 m 3564,0 m
Turbinenhaus .
Héhe iiber NN 603,0m 618,0 m 649,56 m 71,0 m 783,0 m

a) Zeichne einen Lingsschnitt durch das Leitungssystem im Mal!stnb 1: 5000 mit der
Hohenlinie 600 iiber NN als Bezuglinie!

b) Berechne die Léngen der Teilstiicke der Leitung, die Gesamtlinge der Leitung und die
Liénge der Luftlinie vom Anfang bis zur Miindung!

18. In einer mindestens 2000 Jahre alten chinesischen Arithmetik findet sich folgende
Aufgabe:

Mittelpunkt eines quadratischen Teiches von 10 FuB Seitenlédnge wichst ein Schilf,
das einen FuB iiber der Wasserfliche emporsteht. Wenn man es ans Ufer nach der
Mitte einer Seite hin zieht, reicht es gerade bis an den Rand des Teiches. Wie tief ist
das Wasser !
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Aufgaben zur Obung und Wiederholung

L. B die in der folgenden Tabelle fehlenden St aus Bild 4 auf Seite 4!
sS4 SB | 4B | sC 57) [77) 4c BD
a) 2,2cem| 2,7cm 4,6 em 1,8 cm
b) 3,7em | 5,3cm | 1,6cm 3,0 cm
€) 17,8cm | 22,6 cm 14,3cm | 20,9 em
d) 36 cm 56cm | 104 cm 26 cm.

4
2, Von zwei Strecken a und b ist ihr Verhéltnis Ta =5 bekannt.
8) Konstruiere b fiir a = 4,6 cm!
b) Konstruiere a fir b = 5,4 cm!
3. Léwenberg und Gransee liegen an der FernverkehrsstraBe 96 und sind 13 km voneinander
entfernt. Von Gransee aus befihrt ein Lkw die F 98 mit einer Geschwindigkeit von
km . km
50 T » von Léwenberg aus ein Pkw mit 80 T

a) In welcher E: von G b sich beide Fah ge, wenn sie d
entgegenfahren und ihre Fahrt zum gleichen Zeitpunkt antreten ?

b) In welcher E: g von Gransee iiberholt der Pkw den Lkw, falls beide gleichzeitig
in Richtung N denburg abfahren ?

4. Das Bild 103 zeigt schematisch die Anordnung von Sonne, Mond und Erde bei einer
Sonnenfinsternis.

e
S eee

RO KRS

Bild 103
Erde

a) Berechne, wie weit der Kernschatten des Mondes reicht, unter Benutzung folgender
Naherungswerte:
Sonnendurchmesser 1,4 Mill. km, Monddurchmesser 3500 km, mittlere Entfernung
Sonne-Erde bzw. Sonne-Mond 150 Mill. km. Erléutere, warum man mit den Durch-
messern statt mit den Berithrungssehnen rechnen darf !

b) Vergleiche den unter a) ermittelten Wert mit der Entfernung Erde-Mond, die zwischen
356000 km und 407000 km schwankt! Was ergibt sich daraus fiir die Sichtbarkeit
einer totalen Sonnenfinsternis ?

¢) Berechne entsprechend die Liénge des K h der Erde (Erddurch
12740 kim) ! Fiir welche Fi is ist dieses Ergebnis bed 1




5. Zeichne einen Rhombus ABCD mit < ABC %+ 90° und dem Diaganalenschnittpunkt M
Gib moglichst je zwei Beweg! an, bei denen
a) A ABM das Bild von A BCM ist;
b) A ABM das Bild von A DMC ist;
¢) A ABC das Bild von A ABD ist;
d) der Rhombus Bild von sich selbst ist !

6. Zoichne das’ Rechteck ABUD mit AB = 5cm; BC = 3cm! Disgonalenschnittpunkt
sei S. :

a) Konstruiere sein Bild A”B”C”D" bei der (Z; k) der Streck
3
1. (4;2) undﬁ.(S; T)’

b) Berechne A"B” und B'0"!
¢) Gib drei Geraden an, suf denen Z liegen mu8 !
_ d) Uberpriife an deiner Konstruktion, ob sich die unter ¢) genannten Geraden wirklich
in einem Punkt schneiden !

3
e) Ergibt die Zusammensetzung 1. (S; Z)’ 2. (4; 2) dieselbe zentrische Streckung (Z; k) ?

7. Ein rechteckiges Bild hat einen 5 em breiten Rahmen. Sind die beiden Rechtecke einander
dhnlich ?

8. Bei zwei dhnlichen Vielecken sind a und a’ einander entsprechende Seiten, « und »’ die
Umfiinge, A und A’ die Flécheninhalte.

a) Berechne v’ und 4’, wenn @ = 5 cm, ¢’ = 8 om, » = 20 cm und 4 = 9 em? ist!
b) Berechne a’ und «’, wenn @ = 6 cm, u = 25 cm, 4 = 30 em? und 4’ = 60 cm? ist!

9, Ubertrage die folgende Tabelle in dein Heft und fiille sie aus unter der Voraussetzung,
in A ABC sei ¥ ACB = 90° und der Punkt D der FuBpunkt der Héhe hc!

4B 4D DB D 4c BC
a) 5,6 cm 4,1 cm
b) 2,1 ecm 4,9cm
) 5,0 cm 5,4 cm

10. Gib die MaBe der in den genannten Aufgaben konstruierten Figuren an !
a) Dreieck in Aufgabe 77
b) Rhombus in Aufgabe 79
c) Rechteck in Aufgabe 78
d) Dreieck in Aufgabe 76
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