Maria Hasse

Grundbegriffe der Mengenlehre und
Logik

1966 BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
MSB: Nr. 2
Abschrift und LaTex-Satz: 2020 https://mathematikalpha.de



https://mathematikalpha.de

Vorwort

Das vorliegende Biichlein ist aus einer Reihe von Vortragen hervorgegangen, die der
Verfasser im Winter 1963/64 vor Lehrern des Bezirkes Dresden gehalten hat. An die-
ser Veranstaltung nahmen auch einige Schiiler von Dresdener Oberschulen teil, und es
zeigte sich, dass diese durchaus in der Lage waren, dem Vortrag zu folgen.

Hieraus und aus der Tatsache, dass in einer Reihe anderer Lander die Grundbegriffe
der Aussagenlogik und der Mengenlehre - teils explizit, teils implizit - in den obligato-
rischen Schulunterricht aufgenommen wurden und bei uns ebenfalls Bestrebungen in
dieser Richtung bestehen, glauben wir die Berechtigung herleiten zu diirfen, dieses zu-
nachst nicht fir Schiiler abgefasste Manuskript in die Mathematische Schiilerbibliothek
aufzunehmen.

Wir empfehlen seine Lektiire jedoch in erster Linie den Schiilern der 11. und 12. Klas-
se unserer Oberschulen. Dariiber hinaus glauben wir, dass dieses Buch auch Lehrern,
Ingenieuren und mathematisch interessierten Studenten naturwissenschaftlicher Fach-
richtungen von Nutzen sein kénnte.

Sowohl Herrn Dr. llse vom Institut fiir Schulmathematik an der Humboldt-Universitat
Berlin als auch vor allem meinem Mitarbeiter Herrn Dr. Michler bin ich fiir wertvol-
le Anregungen zu Dank verpflichtet. Bei der Durchsicht der Korrekturen haben mich
meine Assistenten Frau Geisler, Frau Ludwig und Herr Reichel freundlicherweise unter-
stutzt.

Dresden, den 13. Januar 1965
Maria Hasse
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1 Grundbegriffe der Aussagenlogik

1 Grundbegriffe der Aussagenlogik

Unter einer Aussage verstehen wir einen Satz, der die Eigenschaft hat, entweder wahr
oder falsch zu sein, oder - wie wir auch sagen wollen - genau einen der Wahrheitswerte

"das Wahre" (W) oder "das Falsche" (F) zu besitzen:
Beispiele fiir Aussagen sind etwa:

a) 13 ist eine Primzahl.

b) v/2 ist eine transzendente Zahl.

c) Zu keiner natirlichen Zahl n, die groBer als 2 ist, lassen sich drei natirliche Zahlen
x, Yy, Z so angeben, dass

ist.

Die Aussage a) hat den Wahrheitswert W, die Aussage b) den Wahrheitswert F und
die Aussage c), die Fermatsche Vermutung, hat ebenfalls einen Wahrheitswert, den wir

Mathematiker allerdings im Augenblick noch nicht angeben kénnen.

In enger Beziehung mit dem Begriff der Aussage steht der Begriff der Aussageform. Eine
Aussageform hat die Gestalt (Form) eines Satzes, in dem eine oder mehrere Variable
auftreten, und besitzt die Eigenschaft, dass man jedesmal eine Aussage erhalt, wenn
man fiir diese Variablen beliebige Objekte oder, genauer, Namen fiir Objekte einer
irgendwie festliegenden Gesamtheit einsetzt.

Ist a(z) eine Aussageform, in der fiir z Objekte einer Gesamtheit X einzusetzen sind,
so spricht man von einer Aussageform a(x) tiber X.

So ist beispielsweise "z ist durch 3 teilbar" eine Aussageform setzt man hier fiir x eine
beliebige, aber feste ganze rationale Zahl ein, so kommt man zu einer Einzelaussage,
die wahr oder falsch ist, je nachdem, welche Zahl man fiir x gesetzt hat. Fiir x = 26
etwa ergibt sich eine falsche, fiir x = 27 dagegen eine wahre Aussage.

Eine Aussageform iiber der Gesamtheit der reellen Zahlen ist etwa "y = 3z + 5" oder
"(x 4+ y)? = 2% + 2zy + y*". Wahrend die erstere Aussageform z.B. fir z =1, y = 8
eine wahre Aussage liefert und fir x = 1, y = 9 eine falsche, ergibt die letztere Aussa-
geform fiir jede Wahl von = und y eine wahre Aussage. Dabei kann man ohne Anderung
des Sachverhalts den Bereich der reellen Zahlen zu dem Bereich der komplexen Zahlen
erweitern.

Wir bemerken an dieser Stelle noch, dass man aus einer Aussageform auch dadurch
eine Aussage gewinnen kann, dass man vor die Aussageform noch gewisse sprachli-
che Gebilde setzt, die eine Quantifizierung der in der Aussage auftretenden Variablen
bewirken.

Diese vorgestellten sprachlichen Gebilde lauten:

"Fir alle 2" ("Zu jedem z") bzw. "Es gibt ein 2" ("Es existiert ein x), in Zeichen
Vo bzw.3x

Ilhrem Inhalt entsprechend nennt man die Symbole V und 3 Quantifikatoren. Aussagen,
die auf diese Weise erhalten werden, heiBen, je nachdem, welcher der Quantifikatoren
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auftritt, Allaussagen oder Existentialaussagen.

Neben den Aussageformen spielen bei der Erzeugung von Aussagen auch die sogenann-
ten Aussagenverbindungen eine Rolle.

Eine solche Aussagenverbindung erhalt man, wenn man vor eine Aussage das Wort
"nicht" setzt oder wenn man zwei Aussagen zu einer neuen Aussage verkniipft, bei-
spielsweise mit Hilfe der folgenden aussageerzeugenden Worter:

"und", "oder", "wenn - so", "genau dann - wenn".
Dabei wird festgelegt, wenn man eine beliebige Aussage durch einen der Buchstaben
p,q,7, ... kennzeichnet:

Die Negation "nicht 0" (in Zeichen: ~ p) ist genau dann wahr, wenn die Aussage p
falsch ist.

Die Konjunktion "p und ¢" (in Zeichen: p A q) ist genau dann wahr, wenn sowohl die
Aussage p als auch die Aussage q wahr ist.

Die Alternative (auch Disjunktion genannt) "p oder ¢" (in Zeichen: p V q) ist genau
dann falsch, wenn sowohl die Aussage p als auch die Aussage ¢ falsch ist.

Die Implikation "wenn p, so ¢" (in Zeichen: p = ¢) ist genau dann falsch, wenn die
Aussage p wahr und die Aussage ¢ falsch ist.

Die Aquivalenz "genau dann p, wenn ¢" (in Zeichen: p < ¢) ist genau dann wahr, wenn
die Aussagen p und ¢ beide den gleichen Wahrheitswert haben.

Hierbei ist wesentlich, dass sich der Wahrheitswert einer Aussagenverbindung aus den
Wahrheitswerten der Einzelaussagen ergibt.

Die oben angegebenen Festsetzungen kann man in Form von logischen Matrizen oder
Wahrheitstafeln wie folgt ausdriicken:

~ ANWIF] [VIW[F] [=[W[F] [&[W]F
W F| [WIW[F| WW[W| W/ W[F| [W/W[F
FIW| [FIF|[F| [F{W| F| [F|[W|W||[F W

Entsprechend kann man die Negation, Konjunktion, Alternative, Implikation und Aqui-
valenz von Aussageformen bilden, deren Variable durch die Objekte einer und derselben
Gesamtheit ersetzt werden diirfen.

Unter den Aussagenverbindungen a(p1, pa, ..., p) von n Aussagen p1, po, ..., P gibt es
solche, die unabhangig davon, welche Aussagen man fiir py, ..., p, einsetzt, stets den
Wahrheitswert W bzw. stets den Wahrheitswert F haben.

Solche Aussagenverbindungen nennt man Tautologien oder auch Identitaten bzw. Kon-
tradiktionen.

Beispielsweise ist die Aussagenverbindung p V (~ p) eine Tautologie (Satz vom ausge-
schlossenen Dritten) und die Aussagenverbindung p A (~ p) eine Kontradiktion (Satz
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vom ausgeschlossenen Widerspruch) ]

Zwei Aussagenverbindungen a; und as heiBen logisch adquivalent, im Zeichen: a; = as,
wenn sie unabhangig davon, welche Aussagen fiir p1, ps, ..., p, eingesetzt werden, stets
denselben Wahrheitswert haben, d.h., wenn die Aussagenverbindung

a1(p1, P2, s Pn) < A2(P1, D25 -y Pn)
eine Tautologie ist.

Wir bemerken, dass die logische Aquivalenz eine Beziehung zwischen Aussagen ist. Die-
se geniigt den folgenden Gesetzen:

a) a = a (Reflexivitat);

b) aus a; = as und ay = a; (Symmetrie);

c) aus a; = as und as = ag folgt a; = az (Symmetrie);
d) aus a; = ay folgt ~ a; =~ ay;

e) aus a3 = ag,a3 = a4 folgt (a1 Aag) = (ax A ag), (a1 Vag) = (a2 V ay),
(61 == Cl3) (Clg == Cl4) (Cll ~ Clg) (CLQ ~ a4)

Man kann daher eine in einer Aquivalenz auftretende Aussagenverbindung durch eine
zu ihr aquivalente Aussagenverbindung ersetzen, ohne dadurch das Bestehen der Aqui-
valenz zu zerstoren.

Beispiele fiir Tautologien:

) (p=r~p)=~p

2) [pA(p=q)]=q,

3) pAg)=p, (PAg) =q,
YHp= Ve, = PVa),

5 w=q) =g=r)=(@=r),
) ([(p=9)A(g=r1))]Ap)=r.
Beispiele fiir logische Aquivalenzen:
(1) (pAg)=(anp), (PVa)=(qVp)

@) [pAlanm=lprg Arl, [pVigvr)=[p

O) pA(gvr)=lpvaneVvr)l Vrr)]=lpAgVeAr)
(

(

(1
(
(
(
(
(6

<
=

<
i

10) (p=>q) = (~pVa),
11) (p=q) = (~qg=~Dp),

1Treten in einem Ausdruck gleichzeitig mehrere logische Zeichen auf, so ist zu beachten, dass =
und < starker binden als A und V.
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(12) [(pPA ~q) = (rA ~7)] = (p = q),

(BB) pea=p=aA(@=Dp)

(14) (=g =[pAg)V(~pA~0q),

(15) ~(pAq) = (~pV ~q), ~(pVaq)=(~pA~q),
(16) [(p =) A (r=q]=[lpVr)=d],

(17) [pV (gA ~ @)l = p,

(18) [p A (qV ~ @) = p.

Den Nachweis der logischen Aquivalenz zweier Aussagenverbindungen erbringt man,
indem man das Symbol = ersetzt durch das Symbol < und mit Hilfe einer Wahrheits-
tafel zeigt, dass die so entstehende Aussagenverbindung eine Tautologie ist, d.h. stets
den Wahrheitswert W hat.

Bei Kenntnis gewisser Tautologien kann man den Beweis fiihren, ohne eine Wahrheitsta-
fel aufzustellen, indem man mit Hilfe dieser Tautologien die linke Seite der betrachteten
Aquivalenz in die rechte Seite liberfithrt. Wir werden beide Arten des Beweises am Bei-
spiel (14) vorfiihren.

a) Beweis mit einer Wahrheitstafel:

plq|pANqg|~p|~q|~pAN~q|(pVQV(~pA~q) | | peq
WIWl W | F | F F W W[ W
WI|F| F F | w F F W| F
FIW| F | W | F F F W| F
FIF| F | wW/|w W W Wl w

b) Beweis mit Hilfe von Umformungen bei Kenntnis von (7), (8), (9)
(17):

~—

10), (13) und

(13 10

)[(p=>q)A(q:‘p)]( )[(NPVQ)/\(NCJVQ)]
= [(~pA~ @)V (~pAD)V (g ~q) V (pAp)

7),(8),(17
DD 1) A gV (~ pA ~ )

(peq)

Folglich ist wegen der Transitivitat von =: (p < q) = [(p A q) V (~ pA ~ q)].

Wir machen abschlieBend noch eine fiir das Weitere wesentliche Bemerkung:

Ist p eine wahre Aussage und ist die Aussagenverbindung p = ¢ ebenfalls wahr, so ist
auch ¢ eine wahre Aussage. Man nennt diese Schlussweise die Abtrennungsregel oder
den modus ponens; sie wird symbolisch so ausgedriickt:

p
P=4q
q

Allgemeiner erhalt man durch n-malige Anwendung der Abtrennungsregel
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p
P = D1
P1 = D2

Pn—2 = Pn—1
Pn—1 = (¢
q

Man hat also bewiesen, dass eine Aussage ¢ wahr ist, wenn man zeigen kann, dass die
Aussagenverbindungen p = p1, p1 = P2, ..., Pn—2 = Pn_1, ---» Pn_1 = ¢ samtlich
wahr sind, und wenn obendrein die Aussage p, von der wir ausgehen, ebenfalls wahr
ist.

Im folgenden werden wir fiir: "Die Aussagenverbindungen p = p1, p1 = po, ..., Ph_1 =
q sind wahr" sehr oft abkiirzend schreiben:

"Es gilt: p = p1 = po, ..., pr—1 & ¢".

Sind die Aussagenverbindungen

P <= P1,P1 <= P2y -y Pn—-1 = (

alle wahr, so ist mit p auch ¢ und mit ¢ auch p wahr. Anstelle von: "Die Aussagen-
verbindungen p < p1,p1 < po, ..., Pn_1 < q sind wahr"schreiben wir wieder kurz: Es
gilt:

P PL= P2 . = Pl & (

Aufgabe:
Man beweise die Tautologien (1) bis (6) und die logischen Aquivalenzen (7) bis (18).
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2 Mengen und Teilmengen

Der Prozess der Mengenbildung als Zusammenfassung von verschiedenen Einzelobjek-
ten zu einem einheitlichen Ganzen ist jedem von Kindheit an gelaufig. So bilden z.B.
alle Schiiler, die gemeinsamen Unterricht haben, eine Menge, namlich eine Schulklasse.
Auch die Bewohner eines Hauses bilden eine Menge, die Hausgemeinschaft des betref-
fenden Hauses.

SchlieBlich betrachten wir hier noch die Menge M,, die von allen Punkten einer Ebene
mit den Koordinaten (a, y) gebildet wird, wo a eine beliebige, aber feste ganze rationale
Zahl bedeutet und y tber der Menge der ganzen Zahlen variiert.

Zur Menge M, gehoren also alle Punkte mit den Koordinaten (a,0), (a,1), (a,—1),
(a,2), (a,—2), ... und nur diese.

Es ist tblich, die Objekte z, die eine bestimmte Menge M bilden, die Elemente der
Menge M zu nennen und den Sachverhalt "x ist Element von M" symbolisch mit Hilfe
des Zeichens fiir die Elementrelation € in der Form "z € M" auszudriicken.

Anstelle von "~ (x € M)" schreibt man: "z ¢ M" und liest dies: "z ist kein Element
von M".

Ist die Anzahl der Elemente einer Menge endlich, so spricht man auch von einer endli-
chen Menge und im entgegengesetzten Fall von einer unendlichen Menge.

In allen drei oben angegebenen Beispielen sind die Elemente der betrachteten Mengen
ihrerseits keine Mengen. Sowohl ein Schiiler als ein Hausbewohner als auch ein Punkt
sind Einzelobjekte. Man kann aber auch Mengen bilden, deren Elemente selbst Mengen
sind, z.B. die Menge aller Klassen einer Schule, die Menge aller Hausgemeinschaften
einer StraBe oder die Menge aller Mengen M, wo jetzt a alle ganzen Zahlen durchlauft.
Die erste Festsetzung liber Mengen, die wir treffen, betrifft die Gleichheit von Mengen,
und zwar fordern wir die Giiltigkeit der folgenden Aussage:

Genau dann sind die Mengen M; und M, gleich - in Zeichen: M; = M, -, wenn jedes
Element von M; auch Element von M; und umgekehrt jedes Element von M auch
Element von M ist.

Fir die Aussage "~ (M; = Ms)" schreibt man: "My # M>". Hiernach ist also eine
Menge bereits durch ihre Elemente eindeutig bestimmt. Man kann daher eine endliche
Menge notieren, indem man ihre Elemente in irgendeiner beliebigen Reihenfolge, jeweils
durch ein Komma getrennt, nacheinander aufschreibt und diese dann unter Verwendung
des Klassifikators {...} nach links und rechts gegen andere, nicht zur Menge gehdrige
Elemente abgrenzt. So schreiben wir z.B. die Menge mit den Elementen 1 und 2 in der
Form {1,2} und die Menge, die nur das Element 1 besitzt, als {1}.

Beispiele fiir gleiche Mengen:
{i,s,e,r} ={re,s,i} ={rei,3}, {1,2,2,1} ={1,2}, {a,b} ={b,a}

Man beachte wohl, dass dagegen nach unserer Festsetzung der Mengengleichheit die
Schiilerschaft einer Schule A, die Einwohnerschaft einer StraBe B und die Menge der
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"Gitterpunkte" (z,y) (—oo < x,y < +00;x,y ganz rational) verschieden ist von der
Menge der Klassen der Schule A, der Menge der Hausgemeinschaften der StraBe B
und der Menge der Mengen M,,.

Im ersteren Falle sind die Elemente Schiiler, Hausbewohner und Punkte, im letzteren
dagegen Schulklassen, Hausgemeinschaften und Punktmengen.

Wir treffen nunmehr unsere zweite Festsetzung tiber Mengen.
Wir denken uns eine Menge M und eine Aussageform ¢(x) tiber M gegeben und fordern
dann die Giiltigkeit der folgenden Aussage:

Es gibt eine Menge NV, die genau diejenigen Elemente von M umfasst, fir die ¢(z) eine
wahre Aussage liefert oder - wie wir kurz dafiir sagen wollen - fiir die ¢(z) wahr ist.
Diese Forderung ist naheliegend. Betrachten wir z.B. die Aussageform "x ist durch 2
teilbar" (iber der Menge I" der ganzen rationalen Zahlen, so bilden diejenigen ganzen
Zahlen, fir die diese Aussage zutrifft, ihrerseits eine Menge, namlich die der geraden
Zahlen.

Offenbar ist die Menge N durch ¢(z) und M eindeutig bestimmt. Man driickt diesen
Sachverhalt symbolisch aus durch die Schreibweise

N={zeM:ex)}

was man liest: "N ist die Menge aller x aus M, fir die ¢(x) wahr ist" oder "N ist die
Menge aller x aus M, die die Eigenschaft ¢ besitzen".

Es ist dabei durchaus moglich, dass sprachlich verschiedene Aussageformen die gleiche
Menge N in M definieren. So lasst sich z.B. die Menge {1,2} in " erklaren als

{rel:2?—32+2=0} oder auch als {rel:0<x <2}
Dabei gilt jedoch ersichtlich fiir jedes x € T’
(2 —=32+2=0)< (0<z<2)

Man (iberlegt sich unschwer, dass die hier im Spezialfall gewonnene Erkenntnis allge-
mein gilt:

Zwei iber einer Menge M erklarte Aussageformen e;(x) und eq(x) definieren genau
dann dieselbe Menge N in M, wenn ¢;(x) < eo(x) fur jedes z € M gilt.

Wir haben im Vorhergehenden diejenigen Elemente einer Menge M zu einer Menge N
zusammengefasst, die eine gewisse Eigenschaft ¢ besitzen. Da mit e¢(x) auch ~ e(x)
eine Aussageform (iber M ist, so existiert nach unserer Festsetzung auch eine Menge
N*, die genau diejenigen Elemente von M umfasst, die die Eigenschaft ¢ nicht besitzen,

namlich
N ={z e M :~e(x)}

Nun ist nach unserer Definition des Begriffes der Aussageform e(x) fiir jedes Element
x der Menge M entweder wahr oder falsch - eine dritte Moglichkeit haben wir nicht
zugelassen. Also gehort jedes Element von M auch einer der Mengen N oder N* als

10
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Element an, jedoch niemals beiden gemeinsam.

Unter Beachtung der fiir jedes € M bestehenden Aquivalenz e¢(x) =~ (~ e(x))
erhalten wir weiter

(N '={xeM:~(~e@)}={reM:ex)} =N
Es ist ublich, fir die so erklarten Mengen N und N* eine Bezeichnung einzufiihren.

Definition 1: Es sei M eine Menge und ¢(x) eine Aussageform tber M. Dann heiBen
die Mengen

N={xeM:e(x)} und N ={z e M :~e(x)}

in M komplementare Mengen, und man sagt auch, dass N* die Komplementarmenge
von N in M ist. Umgekehrt ist dann N die Komplementarmenge von N* in M.

So ist die zur Menge der ungeraden Zahlen in I' komplementire Menge die Menge
der geraden Zahlen, und die zur Menge der Primzahlen in Tt = {z € F : z > 0}
komplementare Menge enthalt auBer der Zahl 1 genau alle zusammengesetzten Zahlen.
Setzt man fiir ¢(x) speziell die fir jedes x € M wahre Aussage "z = ", so ergibt sich:
{reM:x=z}=M, also

M ={zeM: ~(x=a))={xeM:x+#uz}

N* enthalt offensichtlich iberhaupt keine Elemente; dennoch haben wir M* nach un-
serer obigen Festsetzung als Menge anzusehen.

Wir nennen M* die in M leere Menge und bezeichnen sie mit & ;. Diese ist nach ihrer
Konstruktion von M abhangig.

Wir werden jedoch sofort sehen, dass diese Abhangigkeit nur eine scheinbare ist. Dazu
zeigen wir, dass fiir zwei ganz beliebige Mengen M, und M stets &y, = Dy, ist,
d.h., dass jedes Element von @, auch Element von &, ist und umgekehrt.

Es sei a ein beliebiges, aber festes Element von M. Dann ist die Aussage "a ist Element
von &)y, "sicherlich falsch, und demzufolge (siehe § 1) ist die Implikation "Wenn a
Element von &, so a Element von @;.," wahr.

Ist b ein beliebiges Element von M, so ist die Aussage "b ist Element von &j.,"
wiederum falsch und demzufolge die Implikation "Wenn b Element von @y, so b
Element von &, "wahr.

Da die beiden Implikationen fiir jedes beliebige a € @), und jedes beliebige b € &y,
gelten, so ist tatsachlich @y, = @y,

Es gibt also unter allen Elementen nur eine Menge, die keine Elemente enthalt. Diese
heiBt die leere Menge und wird mit & bezeichnet.

Wie wir gesehen haben, enthalt eine Menge N, die in einer Menge M durch eine Aussa-
geform ¢(z) bestimmt ist, zu Elementen ausschlieBlich Elemente von M, im allgemeinen
enthalt dagegen M jedoch auch Elemente, die nicht in IV gelegen sind.

Den Sachverhalt, dass eine Menge N zu Elementen nur gewisse Elemente einer anderen
Menge M hat, treffen wir in der Mathematik haufig an. Man fiihrt daher fiir Mengen

11
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M und N, die in dieser Beziehung zueinander stehen, eine Bezeichnung ein.

Definition 2: Es seien M und N Mengen. Dann heit N eine Teilmenge oder Unter-
menge von M - in Zeichen: N C M - oder M eine Obermenge von N - in Zeichen:
M O N -, wenn jedes Element von N auch Element von M ist.

Gilt speziell fir zwei Mengen M und N die Aussage

(N C M)A (N # M)

so heilt N eine echte Teilmenge von M - in Zeichen: N C M - oder M eine echte
Obermenge von N - in Zeichen: M D N.

Ist N eine Teilmenge einer Menge M, so lasst sich N eindeutig (bis auf logische
Aquivalenz) eine Aussageform ¢(z) Giber M zuordnen, so dass gilt

N={xeM:e(x)}
Beispielsweise kann man stets die Aussageform "x € N" wahlen.
Wir bemerken, dass es durchaus ublich ist, auch bei echtem Enthaltensein das Zeichen
C zu setzen. N C M schreibt man gewohnlich nur dann, wenn man ausdriicklich
betonen will, dass M # N ist.
Stets ist, wie erwahnt,
N={zeM:e(x)} T M

und damit speziell
aCM undM C M

Weitere Beispiele sind:

a) {s,i,e} C{re,s,i}

b) Es bezeichne jetzt und im folgenden P, die Menge der rationalen Zahlen, P (manch-
mal auch E) die Menge der reellen Zahlen, K die Menge der komplexen Zahlen und
IT die Menge der Primzahlen. Dann gilt

H§F+7 F+QF, FQPO, POQPJ PgK

Ist M eine beliebige Menge und sind ¢;(x) und es(x) Aussageformen lber M, so ist
- wie man sich leicht iiberlegt - genau dann die Menge Ny, = {z € M : e;(x)} eine
Teilmenge der Menge No = {x € M : ¢s(x)}, wenn fir jedes x € M, fir das ¢;(x)
wahr ist, auch es(z) gilt. Beispielsweise ist fir M = I, ¢;(z): "z ist Primzahl" und
eo(x): "x ist positiv"

Ny ={z €T :zist Primzahl} C {z € ' : z ist positiv} = Ny

Folglich gilt fiir jede ganze Zahl x: "Wenn x Primzahl ist, so ist x positiv".

Folgt wie hier fiir alle = einer Menge N die Behauptung ¢o(x) aus der Voraussetzung
¢1(z), so nennt man ey(x) eine notwendige Bedingung fiir ¢;(x) und umgekehrt ¢;(z)
eine hinreichende Bedingung fiir es(x).

12



2 Mengen und Teilmengen

Die Menge derjenigen = von M, fiir die die hinreichende Bedingung erfiillt, d.h. ¢;(x)
wahr ist, ist demnach stets Teilmenge der Menge derjenigen x von M, fir die die
notwendige Bedingung gilt, d.h. ex(z) zutrifft.

In unserem Beispiel ist "x ist Primzahl" eine hinreichende Bedingung dafiir, dass =
positiv ist, und "z ist positiv" eine notwendige Bedingung dafiir, dass x Primzahl ist.

Betrachten wir dagegen die beiden Aussageformen "z ist Quadratzahl" und "x ist un-
gerade" Uber T', so lasst sich zwischen den Mengen {x € I : x ist Quadratzahl} und
{z € I : x ist ungerade} keine Enthaltenseinsbeziehung angeben, und das besagt, dass
"x ist Quadratzahl" weder hinreichend noch notwendig ist fir "z ist ungerade".

Ist ¢ eine definierende Eigenschaft einer Teilmenge von M und sind ee;(x) eine hinrei-
chende und ey(x) eine notwendige Bedingung fiir e(z), so gilt

{reM:e(x)} C{rxeM:e(x)} C{xeM:ex)}
Satz 1: Fiir beliebige Mengen M; und M; gilt
M1 = Mg = [(Ml - 2) A (M2 - Ml)]

Beweis: Ist M| = Ms>, so ist jedes Element von M; auch Element von M, also
M; C My, und jedes Element von Ms ist auch Element von M, also My C M.
Gilt gleichzeitig My C My und My C M, so ist jedes Element von M; in M, enthal-
ten und jedes Element von My in My, also My = Ms.

Wir kommen nun zur dritten Festsetzung liber Mengen, indem wir die Gliltigkeit der
folgenden Aussage fordern:

Zu jeder Menge M gibt es eine weitere Menge, die genau die Teilmengen von M zu
Elementen hat. Sie heiBt die Potenzmenge von M und wird mit P(M ) bezeichnet, also

P(M)={N:N C M}

Man beachte, dass als Teilmengen von M stets auch @ und M als Elemente zu P(M)
gehoren.

Besteht die Menge M nur aus endlich vielen Elementen, so kann man P(M) ein
Diagramm zuordnen. Teilmengen mit gleich vielen Elementen werden auf gleicher H6-
henlinie eingetragen, Teilmengen mit ungleicher Elementezahl so, dass die mit groBerer
Elementezahl jeweils oberhalb von denjenigen mit niederer Elementezahl stehen.

Zwei Teilmengen N; und N, werden durch eine Linie verbunden, wenn Ny C Ny ist,
aber kein N3 mit N1 C N3 und N3 C N, existiert.

Beispielsweise erhalt man fir P(@), P({1}), P({1,2}) und P({1,2,3}) die folgenden
Diagramme:

{123}
{12}
N DO
MT M<-. ){f} 0) o
e b SN
¢ [ 7} ¢
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2 Mengen und Teilmengen

Man kann, da P(M) nach unserer Festsetzung wiederum eine Menge ist, die Menge
P(P(M)) bilden, die man auch mit P?(M) bezeichnet, und diesen Vorgang iterieren.
So kommt man zu

P™(M) = P(P(..P(M))...)

m—mal P

Wie man sich leicht lberlegt, besitzt P(M) fiir den Fall, dass M eine Menge von n

Elementen ist, genau Z (n) = 2n Elemente, und entsprechend ist die Elementeanzahl
v=0 \V
von P™(M) gleich

Aufgaben:
1. Man schreibe folgende Mengen in der Form {z € K : ¢(z)}:
a) {2,4,6,..}, b) {1,—1,i, —i}
c) {0,1,0,01,0,001,...}, d) {§,%,3,1}
2. Man zeige:
{PEEQIPP():l}U{PEEQ:PP()Sl}

dabei bezeichnet P einen variablen und F, einen festen Punkt der euklidischen Ebene

Es.

3. Man betrachte die folgenden Teilmengen von P:

PTNT,P,I={zxeP:2¢DR},
A ={x € P:x algebraisch}, T = {x € P : x transzendent}

und stelle die zwischen diesen Mengen bestehenden Enthaltenseinsbeziehungen durch
ein Diagramm dar.

4. Man zeige:

(a,b) ={reP:a<zx<b}C{reP:a<z<b} =/ ab)
C{xreP:a<x<b}=/{a,b)

5. a) Man bilde die Menge P%({a,b});
b) Man iberlege sich die Richtigkeit der Beziehungen

I1 ¢ P(I), {II,I'", T} € P*(P)

6. Man beweise durch Betrachtung der zugehorigen Teilmengen von K:

"r € A" ist notwendig fir "z € Py";

"r € I'" ist hinreichend fir "(z) = 0"

"z% = 1"ist hinreichend fiir "|x| = 1".

Dabei bedeutet (x) den Imaginarteil der komplexen Zahl z und |z| ihren absoluten
Betrag.
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3 Vereinigung, Durchschnitt und Produkt von Mengen

3 Vereinigung, Durchschnitt und Produkt von
Mengen

Wir wenden uns nun der "Mengenalgebra" zu. Die drei Verknipfungen von Mengen,
die wir betrachten wollen, sind die Vereinigungsbildung, die Durchschnittsbildung und
die Produktbildung.

Dabei handelt es sich jeweils um Zuordnungvorschriften, bei denen zwei oder mehreren
gegebenen Mengen eine durch diese eindeutig bestimmte weitere Menge - als Resultat
der betreffenden Verkniipfung - zugeordnet wird.

Den Mengen {1,2,3} und {2,3,4} lassen sich offenbar eindeutig die beiden Mengen
{1,2,3,4} und {2,3} zuordnen, von denen die erstere genau diejenigen Zahlen zu
Elementen hat, die in {1,2,3} oder in {2,3,4} gelegen sind, und die letztere genau
diejenigen, die sowohl in {1,2,3} als auch in {2,3,4} enthalten sind. Man sagt im
ersteren Falle, man hat {1,2,3} mit {2, 3,4} vereinigt, im letzteren, man hat {1, 2, 3}
mit {2, 3,4} geschnitten. Allgemein erklart man:

Definition 3: Es seien M7 und Ms Mengen. Dann ist die Gesamtheit aller der Elemente,
die in My oder M, gelegen sind, wieder eine Menge. Diese heiBt die Vereinigung von
My und M5 und wird mit M; U My bezeichnet Man schreibiﬂ

M1UMQI:{[BZ.T€M1\/EM2}

Definition 4: Es seien M7 und Ms Mengen. Dann heiBt die Menge aller der Elemente,
die in My und M, gelegen sind, der Durchschnitt von M7 und M5 und wird mit MMM,
bezeichnet. Man schreibt

My N M, I:{ZEZ.I'EMl/\$EM2}
Wie man unmittelbar erkennt, ist dann
MlﬂMQ:{xEMl:xEMg}:{xEMQ:xEMl}

also My N M5 sowohl Teilmenge von M; als auch Teilmenge von Ms.

Beispiele:

a) (a,b) U{a,b} =< a,b > (a,b € P);

PUI =P,
{(reK:22+1=0}U{reK:2?-1=0}={z € K:2'—1=0},

(a,b) UN(a,b) = (a,b);

Pom[:@;

) {(@,y) € B2:a® + 9> = 4} N {(w,y) € B* 1y = 32+ 2} = {(0,2), (=%, %)}

Satz 2: Fiir beliebige Mengen M; und M; gilt

b)
c)
d)
e)

My My € My € My U M, ; My My C My C My UM,

2Der Doppelpunkt vor dem Gleichheitszeichen wird gelesen: "nach Definition"
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3 Vereinigung, Durchschnitt und Produkt von Mengen

Beweis: Wir beweisen die erstere der beiden Aussagen.
Ist x € My N M, so ist wegen

reMiNMy=xeMiANzeMy=xeM =x€ M Vel

auch x € My U M,. Man beachte dabei (3) und (4) (§ 1).
Satz 3: Fir jede Menge M gilt

MUM=M ; MNM=M
Beweis: Ist . € M U M, so ist wegen
reMUM&sSrzeMVeeM&sSxeM
auch x € M und umgekehrt. Ist z € M N M, so ist wegen
reMNM&szeMNANrveMerzeM

auch x € M und umgekehrt.
Man beachte hierbei, dass die logischen Aquivalenzen

pVp=p und PADP=Dp
Satz 4: Fiir beliebige Mengen M; und M; gilt
My U My = My U M, ; My N My = My N M,y
Beweis: Es gilt unter Beachtung von (7) (§ 1)
reM UMy rzeMiVee MysrveMyVaee M & xe MUDM

Bei x € MU Ms ist folglich x € My U My und umgekehrt. Die Richtigkeit der zweiten
Aussage beweist man entsprechend.

Satz 5: Fir beliebige Mengen My, My, Mj gilt
(M1UM2)UM3:M1U<MQUM3> ; (MlﬂM2>ﬂM3:Mlm(M2ﬂM3)

Der Beweis verlauft wie der obige unter Beachtung von (8) (§ 1).
Satz 6: Fir beliebige Mengen M, Ms und M3 gilt

(MyUM2)NMs = (MiNM3)U(ManMs)  (MiNM)UM;s = (MyUMs)N(MoUMs)

Beim Beweis beachte man (7) und (9) (§ 1).
Satz 7: Fur beliebige Mengen M; und M; gilt

MyUM N M) =M, ,  Mn(MUDM) =DM
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3 Vereinigung, Durchschnitt und Produkt von Mengen

Beweis: Wie man leicht nachprift (z.B. an Hand einer Wahrheitstafel) bestehen die
logischen Aquivalenzen

pViAg=p . pABVE=DP
Aus diesen lassen sich die Behauptungen leicht herleiten.

Satz 8: Fiir beliebige Mengen M; und M; gilt
M, C My < My U My = M,y , M, C My < My N My = M,y

Beweis: Es sei My C M. Dann gilt: x € M; = x € M, was unter Beachtung von
(10) (§ 1) mit (~ (z € M) V (x € M>)) logisch aquivalent ist.

Somit gilt Wegen (7), (8), (9), (17) sowie der logischen Aquivalenzen p A p = p,
(pANg)Vp=p:

(x € My UMy) A (z € My = x € My)

= (reMiVaeM)N(~(xeM)V(re M)

= (e MiN~(x €M)V (r €M Nz M)V (x € MN~ (x € M))
V(ce MyNx e My) = (x€ MyANx € M)V (x € MaA~ (x € My)) Ve M
= (xeMiNx e My)Vare M= x€ M

also ist My UM?2 C Ms. Nach Satz 2 ist My C My U Ms, und daher ist, wie behauptet,
My U My = M.

Es sei nun M; U My = Ms. Dann gilt
re M VxeMy=xe M also

r €M =z € M d.h. M, C M,

Der Beweis der zweiten Behauptung sei dem Leser zur Ubung (iberlassen.
Man verdeutliche sich den Inhalt der Satze 2-8, indem man zwei oder drei sich paar-
weise Uberlappende ebene Punktmengen betrachtet.

Definition 5: Es sei M eine Menge, P(M ) die Potenzmenge von M und T eine Teilmen-
ge von P(M). Dann ist die Vereinigung bzw. der Durchschnitt aller in 7" enthaltenen
Teilmengen N von M

U N bzw. NN

NeT NeT

erklart als die folgende Teilmenge von M

U N:={z € M: esexistiert ein N € T, so dass z € N}
NeT

bzw.

(N N:={zreM: firalle NeTist x € N}
NeT

Beispiele:
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3 Vereinigung, Durchschnitt und Produkt von Mengen

a) M =T" T = {{1,2,3},{3,4,5},{5,6,7},{7.8,9}}. Dann ist

U N={1,2,3,4,56,7,89} N N=o
NeT NeT

b) M =T,T = {Ny, Ny, N3, ...} mit Ny ={z €T :2"| 2} (k=1,2,...). Dann ist
UN={xel:2|z} ; N N ={0}

NeT NeT

c) M = K;T = {Ni1, Ni2, Na1, Nag, N31, N3, ...}
mit Npy = {z € K : R(2) =k}, Npo ={2€ K :3(2) =k} (k=1,2,3,...). Dann
ist

UN={:eK: Rz el"VvS3() el"} ; N N=o

NeT NeT
Die Produktmenge von Mengen M; und Ms, deren Betrachtung wir uns nun zuwenden
wollen, wird als eine Menge von geordneten Paaren (x,y) erklart. Wéahrend nach der
Festsetzung der Mengengleichheit eine Menge durch ihre Elemente eindeutig bestimmt
ist, die Reihenfolge der Elemente dagegen als unwesentlich angesehen und demzufolge
von ihr abstrahiert wird, sehen wir ein geordnetes Paar als eine Gesamtheit von zwei
Elementen an, die erst durch Angabe dieser Elemente und deren Reihenfolge eindeutig
gekennzeichnet ist. Mit anderen Worten, wir fordern fiir diese Gesamtheiten eine andere
Festsetzung der Gleichheitsbeziehung ]

(a,0) = (¢,d) = a=cANb=d

Man kann das geordnete Paar als einen neuen Begriff in die Mengenlehre einfiihren.
Das ist jedoch nicht notwendig; denn es lasst sich zeigen, dass man die geordneten
Paare mit bestimmten Mengen identifizieren kann.

Dass die im allgemeinen zweielementige Menge {a, b} der von einem geordneten Paar
geforderten Gleichheitsdefinition nicht geniigt, ist bereits frither gesagt; es ist stets

{a,b} = {b,a}.

Auch die Menge {{a},{b}} geniigt aus denselben Grinden nicht unseren Anforde-
rungen. Man konnte jedoch eine Menge von im allgemeinen zwei Mengen betrachten,
die im allgemeinen in der Anzahl ihrer Elemente verschieden sind, um dadurch eine
Festlegung der Reihenfolge von a und b zu gewinnen.

Betrachten wir etwa Mengen der Gestalt

{{a},{a,b}}
so gilt fur diese

Satz 9: Die Mengen M; = {{a},{a,b}} und My = {{c},{c,d}} sind genau dann
gleich, wenn @ = c und b = d ist.

Beweis: Aus M; = M, folgt nach unserer Festsetzung der Mengengleichheit, dass

{a} ={c} und {a,b} ={c,d} oder {a} ={c¢,d} und {a,b} ={c}

3Der Doppelpunkt nach (c,d) wird gelesen: "nach Definition".
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3 Vereinigung, Durchschnitt und Produkt von Mengen

ist. Im ersten Fall folgt aus der linken Beziehung a = ¢ und damit aus der rechten
Gleichung b = d. Im zweiten Fall folgt aus der linken Beziehung a = ¢ = d und aus der
rechtena =b=c¢, alsoa =c¢, b=d.

Ist umgekehrt @ = c und b = d, soist {a} = {c}, {b} = {d} und {a,b} = {c,d} und

damit auch
{{d}7 {d7 b}} = {{C}v {Cv d}}

Der vorstehende Satz berechtigt uns, eine gewisse Menge als ein geordnetes Paar zu
bezeichnen:

Definition 6: Eine Menge der Gestalt

{{a}, {a,b}}

heiBt ein geordnetes Paar und wird mit (a, b) bezeichnet:

(a,0) := {{a},{a, b}}

Bemerkungen: Man kann den Begriff des geordneten Paares verallgemeinern zu dem
eines geordneten n-Tupels (n > 1). Dieses wird rekursiv erklart durch

(a1, a9, ...,an) == {{(a1,a2,...,an-1)},{(a1,a2, ..., an_1),a,}}

Ein geordnetes Paar nennt man auch eine zweielementige Folge, ein geordnetes Tripel
eine dreielementige Folge und allgemein ein geordnetes n-Tupel eine n-elementige Fol-

ge.

Der Begriff des geordneten Paares ist uns z.B. aus der Geometrie bekannt. Bekannt-
lich lasst sich jedem Punkt einer affinen Ebene bzw. eines affinen Raumes umkehrbar
eindeutig ein geordnetes Paar bzw. ein geordnetes Tripel reeller Zahlen zuordnen.

Bei n > 3 definiert man in sinnvoller Verallgemeinerung der Verhaltnisse in den "an-
schaulichen" Raumen der Dimensionen 1, 2, 3 einen Punkt als eine n-elementige Folge
reeller Zahlen.

Die Gesamtheit aller dieser Punkte wird ein n-dimensionaler affiner Raum, oder, wenn
man ihm noch die euklidische Metrik aufpragt, ein n-dimensionaler euklidischer Raum
genannt. Es ist also, Wenn man den euklidischen Raum der Dimension n mit £" be-
zeichnet und, wie schon frither bemerkt, die Menge der reellen Zahlen mit E angibt,

En = {(x17x27 7xn) : x17x27 "'7xn € E} (n - ].,2, )

Unter B ist die Menge E zu verstehen.

Die hier betrachteten Mengen E" sind Spezialfélle sogenannter Produktmengen, die
wie folgt erklart sind:

Definition 7: Es seien M; und M zwei nicht notwendig verschiedene Mengen. Dann ist
die Gesamtheit aller geordneten Paare (z1,22) mit x; € My, 9 € M, ebenfalls eine
Menge.
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3 Vereinigung, Durchschnitt und Produkt von Mengen

Diese heiBt die Produktmenge von M und M - in Zeichen: M; x Ms:
My x My :={(x1,29) : 21 € My N x9 € M}
Allgemeiner erklart man ein Produkt von n Faktoren (n > 1) in der folgenden Weise:
My x My X ... x My = {(x1,29,....,x,) : x1 € My Nxg € Moy A ... Ny € M, }

Fir n = 1 ist darunter die Menge M, zu verstehen.
Unter Beachtung der Bemerkung zu Definition 6 ist bei n > 3

My x My x ... x My, = (My x My X ... x My,_q) x M,

Ist speziell My = My = ... = M,, = M, so schreibt man fiir My x My x ... x M,
auch M™. In dem Sinne ist die oben betrachtete Menge E™ nichts anderes als die
Produktmenge

ExExX..xE

n—mal

Weiter setzt man fiir jede beliebige Menge M

Mx o= X M=o

Y

Beispiele:
a) Bei My = {a,b}, My = {a, 3,7} ist

My x My = {(a, ), (a, ), (a,7), (b, @), (b, B), (b;7) }

b) Es seien r, ¢ und 6 beliebige reelle Zahlen. Wir betrachten die Mengen
M,={reP:0<r<oo},

M¢={¢€P:—g§¢§+g} . My={0cP:-r<0<+r}

Fasst man 7, ¢, 0 als raumliche Polarkoordinaten auf, so entspricht mit Ausnahme des
Ursprungs jedem Punkt des dreidimensionalen affinen Raumes umkehrbar eindeutig ein
Element (7, ¢,6) aus M, x My x My und umgekehrt.

Die Produktbildung und die Vereinigungsbildung sind durch das folgende distributive
Gesetz miteinander verkettet:

Satz 10: Fiir beliebige Mengen My, Ms, Mj gilt
M1 X (MQ U Mg) = (M1 X MQ) U (Ml X Mg)
Beweis: Wegen

(x,y) € Mi x (MaUM3) <z € My NA(y € MyVy € Ms)
& (xeM Ay €M)V (z €M Ay E Ms)
& (z,y) € My x My V (x,y) € My x M3
& (z,y) € [(My x My) U (M x M;)]
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3 Vereinigung, Durchschnitt und Produkt von Mengen

ist bei (z,y) € My x (MyUDMs3) auch (z,y) € (My x My)U(M; x Ms) und umgekehrt.
Entsprechend gilt fir die Produktbildung und die Durchschnittsbildung
Satz 11: Fiir beliebige Mengen My, Ms, Mj gilt

M1 X (MQ N Mg) = (Ml X MQ) N (M1 X M3)
Beweis: Wegen

(x,y) € M1 x (MaNMs) < xze M A(ye MyNy € Ms)
S@xeMANyeM)N(xe M ANy € Ms)
S (x,y) € My x My A (x,y) € My x M3
& (z,y) € [(My x M) N (M x Ms3)]

ist bei (z,y) € My x (MaNMs) auch (z,y) € (My x My)N(M;y x Ms) und umgekehrt.

Beim Beweis von Satz 10 wurde (9) (§ 1) und beim Beweis von Satz 11 neben (7),
(8) (§ 1) noch beachtet, dass p = p A p gilt.

Aufgaben:

1. Essei My = {s,c,h,a,u,m}, My = {w,e,i,n}. Man bilde M; U M und M; N Ms.
2. Es bezeichne () die Menge aller Polynome von hochstens zweitem Grade mit reellen
Koeffizienten, und es sei

M, = {ap+az+ax* € Q :ag =1} , My = {ap+az+ar* € Q:a; =1}

Man bestimme M1 U M2 und M1 N MQ.
3. Gegeben seien die folgenden Teilmengen der Menge E?:

My ={(z,y) € E*:0<2<2AN0<y <2}
My={(z,y) € E*:2<2<5A0<y<2}
Ms={(z,y) € E*:2<y<3Ay—2<z<4-—y}
My={(z,y) e B*:2<y<3Ad—y<az<T-y}

Man bestimme M; U My U M3 U My und My N My N My N My (Skizze!).

4. Essei M = Kund T ={N, € P(K) : k€ T} mit N, = {2z € K:2¥=1}. Man

zeige, dass gilt

arg z

UNkZ{Z€K3|Z|=1/\ €P0ﬁ(—1,+1>} ; ﬂNkZ{l}
NyeT T NLET

5Essei M = K und T'={N, € P(K):a € P} mit

Ny={z€ K :|z—ai]l =1+ ail}

Man beweise, dass gilt

U No={z€K:(2=+\/142ay — y>+iy)A(a,y € P)A(1+2ay—y* € (0,00))}

N(LET

21



3 Vereinigung, Durchschnitt und Produkt von Mengen

m N, = {+17 _1}
NLeT

6. Man bilde die Produktmengen der folgenden Mengen:

a) My = {1,2,3}, My = {a,b};
by Mi={xeP:2<zx<3}, Mo={xeP:5<ax<T}
C) Ml = {p7Q}v M2 = {/\,\/,@}, M3 = {7“}

7. Man Uberlege sich an einem Beispiel, dass im allgemeinen
M1 X M2 7é M2 X M1

ist.
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4 Relationen

Im vorigen Paragraphen wurde die Produktmenge M; x Ms X ... X M, der Mengen
My, Ms, ..., M, als Menge aller geordneten n-Tupel (x1,x9,...,x,) mit x; € M;,
(i =1,2,...,n) eingefiihrt.

Im folgenden wollen wir Teilmengen solcher Produktmengen naher betrachten. Diese
haben - wie wir sehen werden - eine selbstandige und sehr wichtige Bedeutung fir die
Mathematik. Man gibt ihnen daher einen eigenen Namen.

Definition 8: Es sei My x My x ... x M,, die Produktmenge von n (> 1) nicht notwendig
paarweise verschiedenen gegebenen Mengen My, M, ..., M,,.

Eine n-stellige Relation R zwischen den Mengen My, Ms, ..., M, ist eine Teilmenge
von My X My X ... X M,. Bei (x1, 23, ...,x,) € R schreibt man auch R{xy,xs,....,x,}
und sagt: "1, x9, ..., x, stehen zueinander in der Relation R". -

Ist speziell My = My = ... = M,, = M so heiBt R eine n-stellige Relation in der Menge
M.

Von besonderer Wichtigkeit sind fiir uns die zweistelligen oder binaren Relationen, mit
denen wir uns im folgenden vornehmlich beschaftigen wollen. Statt (z,y) € R oder
R{x,y} schreibt man hier meist xRy und sagt: "z steht in der Relation R zu y".

Um den Namen "Relation" besser zu verstehen, iiberlege man sich, dass sich jeder
Teilmenge N einer Menge M umkehrbar eindeutig eine Aussageform e(z) lber M
zuordnen Iésslﬂ die genau fiir diejenigen © € M wabhr ist, die in IV enthalten sind.

Es gilt also fiir jedesx € M : x € N < e¢(x) ist wahr oder bei M = My x My X ... x M,
fur jedes Element (21, xo, ..., zp):

(1,29, ..., x5) € N < e((z1,22, ..., Tp))

ist wahr.
Spricht man nicht von einer Aussageform ¢((z1, x2, ..., x,)), die fiir das Element
(21,9, ...,x,) genau dann wahr ist, wenn dieses in der Teilmenge N gelegen ist, son-
dern von einer Beziehung oder Relation R, die zwischen den Elementen 1 von M,
xo von My, ..., x, von M, genau dann besteht, wenn (z1,x2,...,z,) € N ist, und
schreibt man, um dieses auszudriicken, statt e((x1, xo, ..., z,,)) dann R{z1,xo, ...,z },
so gilt

(x1,T9,...,2,) € N & R{x1,29,...,2,}

Es entsprechen sich also die Teilmengen N von M; x My x ... X M,, und die so erklarten
n-stelligen Relationen umkehrbar eindeutig, und man ist daher berechtigt, jede solche
Teilmenge mit der ihr bei der eineindeutigen Zuordnung entsprechenden Relation zu
identifizieren und die Teilmengen demzufolge auch als Relationen zu bezeichnen.

Eine solche "ldentifizierung" wird beispielsweise auch vorgenommen, wenn man von
den "Punkten (x,y)" einer euklidischen (affinen) Ebene spricht und dabei in Gedanken

4Zwei Aussageformen e¢(x) und ¢/(z) iber M werden hierbei als gleich angesehen, wenn ¢(z) und
¢/(x) fur jedes x € M denselben Wahrheitswert haben.
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einen Punkt mit dem von ihm begrifflich wohl zu unterscheidenden geordneten Paar
reeller Zahlen (z,y) identifiziert.

Die Berechtigung dazu liefert auch hier - wie stets - die Tatsache, dass sich jedem Punkt
der affinen Ebene umkehrbar eindeutig ein geordnetes Paar reeller Zahlen, namlich das
seiner Koordinaten in einem bestimmten Koordinatensystem, zuordnen lasst.

Beispiele:

a) M1:M2:M3:E;R:{(a,b,6>EE?’Z(CLS[))/\(Z)SC)}

R heiBt die Zwischen-Relation in E, und man sagt bei (a,b,c) € R: "b liegt zwischen
a und c". Wegen 2 < 5und 5 <38, ist (2,5,8) € R, dagegen ist (2,5,3) ¢ R.

b) M; bezeichne die Menge aller Geraden g eines euklidischen Raumes, M, die Menge
aller Ebenen ¢ desselben Raumes, und R sei die wie folgt definierte Teilmenge von
M1 X MQZ

R ={(g,€) € My x My : g parallel ¢}

R heiBt die Parallelitatsrelation zwischen M; und Ms. Anstelle von gRe ist es in diesem
Falle iiblich, g || € zu schreiben.

c) My =My =TF; R={(a,b) € (T")?: a teilt b}.
R heiBt die Teilbarkeitsrelation in T'", und man schreibt statt aRb gewohnlich: a | b.
Da 3 die Zahl 18, dagegen nicht die Zahl 17 teilt, ist (3,18) € R, (3,17) ¢ R.

d) My + My =T%; R={(a,b) € (I'")?: a kleiner oder gleich b}.
R heiBt die natirliche GroBenordnungsrelation in I'". Statt aRRb schreibt man hier
a <b.

Wir wollen uns im folgenden auf binare Relationen in einer Menge M beschranken.
Wenn wir in Zukunft von einer Relation sprechen, ist damit stets eine binare Relation
gemeint.

Spezielle Relationen, die in jeder Menge M erklart sind, sind die Nullrelation R = &,
die Allrelation R = M x M und die Gleichheitsrelation R = Ay; = {(z,z) : ©x € M}.
Die Menge A heiBt die Diagonale von M x M. Die Gleichheitsrelation wird bisweilen
auch die identische Relation von M genannt und mit Id,; angegeben.

Es seien nun R und S Relationen in einer Menge M, d.h. definitionsgemaB Teilmengen
von M x M.

Ist R speziell eine Teilmenge von S, so sagt man auch, die Relation R sei in der Relation
S enthalten. Weiter ist man berechtigt, von der Vereinigung und dem Durchschnitt der
Relationen R und S zu sprechen. Es ist

RC S < (zRy = xSy fur alle z,y € M);
r(RUS)y < (x,y) € RUS < (z,y) € RV (x,y) € S < xRy V xSy fir alle z,y € M
r(RNS)y < (x,y) € RNS & (z,y) € RA(x,y) € S < xRy A xSy fir alle z,y € M

SchlieBlich fithrt man noch das Kompositum von bindren Relationen R und S ein.

Definition 9: Es sei R eine Relation zwischen einer Menge M7 und einer Menge M,
und S eine Relation zwischen M5 und einer Menge Mj5. Dann ist das Kompositum von
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R und S - in Zeichen: R o S - die wie folgt definierte Relation zwischen M; und Mj:
Genau dann steht ein Element z; aus Mj in der Relation R o S zu einem Element x5
aus Ms, wenn es ein Element z9 aus M, gibt mit x1 Rxo und z9 Rxs.

Das Kompositum von R und S wird auch das Produkt der Relationen R und S genannt.
Dieses ist wohl zu unterscheiden von dem Produkt R x S der Mengen R und S.

Beispiele:

e) In der Menge aller Dreiecke einer euklidischen Ebene ist die Kongruenzrelation = in
der Ahnlichkeitsrelation N enthalten, da aus x = y (lies: "Dreieck z ist kongruent zu
Dreieck y") stets x ~ y (lies: "Dreieck z ist dhnlich zu Dreieck y") folgt.

f) In der Menge I'* ist die Teilbarkeitsrelation in der natiirlichen GréBenordnungsrelation
enthalten ; denn es gilt: @ | b = a < b fir beliebige a,b € T'".

g) In der Menge I'" bezeichne R die natirliche GroBenordnungsrelation, und es sei
S = {(z,y) € I'")? : x > y}. Dann ist RU S die Allrelation und R N S die

Gleichheitsrelation.

h) Es seien R und S die beiden wie folgt definierten Relationen in I'":

R={(z,y) € ") : (@ |y A1 <) Az <y)}
— {(z,y) € (I'")? : z echter Teiler von
{(z,y) e (I7) y}
S ={(z,y) € (IT'")*: 2 4 y gerade}
= {(2,y) € ('")?: (x gerade und y ungerade) V (x ungerade und y gerade}
= {(z,y) € (I'")? : x und y von gleicher Paritat}
Dann ist:
RUS = {(x,y) € (I'")? : (z echter Teiler von y) V (z und y von gleicher Paritat)}

€
RN S ={(x,y) € (I'")?: (z echter Teiler von y) A (z und y von gleicher Paritat)}
RoS ={(z,y) € (I'")?: v ungerade oder y gerade}

i) Essei R={(z,y) € E?:y =2} und S = {(z,y) € E? : y = ¢”} Dann ist
RoS={(z,y) €EE?*:(32): (€ EAz=22 Ny =¢")} = {(z,y) EEQ:y:emQ}

Definition 10: Es seien M7 und M, Mengen und R eine Relation zwischen M7 und M.
Dann heiBen die wie folgt erklarten Teilmengen von M; bzw. von M, der Definitions-
bereich oder Vorbereich der Relation R - in Zeichen: D(R) - bzw. der Wertebereich
oder Nachbereich von R - in Zeichen: W(R).

D(R) :={x € My : es existiert ein y € My, so dass (z,y) € R}
W(R) :={y € M : es existiert ein x € My, so dass (z,y) € R}

So ist beispielsweise bei My = {a,b,c} und My ={1,2,3}, R = {(a,1),(b,2),(0,3)}
DR)=M, und W(R) =DM,
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Bei My = My =T7" und R={(z,y) € (T7)?:y=a?} ist
D(R)=T* und W(R)={z?clt:2cl"}
Ist R eine Relation zwischen den Mengen M; und My, so ist die Teilmenge
{(y,x) € My x My : (z,y) € R}

von My x M; offenbar eine Relation zwischen M5 und Mj. Diese ist durch die Rela-
tion R eindeutig bestimmt. Um sie nicht jedesmal, wenn man von ihr spricht, explizit
aufschreiben zu miissen, gibt man ihr einen Namen.

Definition 11: Es seien M7 und M, Mengen und R eine Relation zwischen M7 und Ms.
Dann heiBt die Relation

{(y,x) € My x My : (z,y) € R}

zwischen M, und M, die zu R inverse oder duale Relation und wird mit R~ oder R*
bezeichnet.
Ist etwa R = {(z,y) € E? : 2 > 0 Ay = 2%}, so ist

R ={(z,y) € E*: 2 >0 Ay = Vx}
Satz 12: Es sei M eine Menge, und R, S und T seien Relationen in M. Dann gilt:

(RUS) ' =RrR1'us™t | (RNS)y'=R'nst | (RoS)'=5"1oR,
(RNS)oT CRoTNSoT |, To(RNS)CToRNToS
(RUS)oT =oTUSoT |, To(RUS)=ToRNToS

Beweis: Es gilt fir beliebige x,y, x1, x2,y1,y2 € M:

r(RNS) 'y e y(RNS)x < yRr ANySr < zR 'y AzS 'y (RTINS 1y
z(RUS) 'y e y(RUS)x & yRrVySz < 2R 'yvaSly e 2(RTTUS )y
r(RoS)Y lyey(RoS)xr e (32):2€ MAyRz A28t < (32): 2 € M A 2Sx AyRz
z((RNS)oT)y= (Fz):ze MANx(RNS)z A 2Ty
= (F2):z€ MA(xRzANxSz) A 2Ty
= (Jz) :z€ M A (xRz A 2Ty) N\ (xSz A 2Ty)
= z(RoT)yNx(SoT)y=x((RoT)N(SoT))y
z((RUS)oT)y= (Fz):z€e M ANz(RUS)z A 2Ty
= (J2):z€ M A (zRzV xSz) A 2Ty
= (J2):z€ M A(xRz N 2Ty) V (xSz A 2Ty)
= z(RoT)yVa(SoT)y=x((RoT)U(SoT))y
Unter Beachtung des modus ponens ergeben sich hieraus die Behauptungen. Der Beweis
fur die beiden rechts stehenden Beziehungen der 3. und 4. Formelzeile in Satz 12 sei

dem Leser als Ubung iiberlassen. Man (iberlege sich weiter, warum in der 3. Zeile nicht
das Gleichheitszeichen steht.

Definition 12: Es sei M eine Menge und R eine Relation in M. Die Relation R heiBt
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reflexiv (in M)  bei xRz fur alle x € M;

symmetrisch bei x Ry = yRx fir beliebige x,y € M,
antisymmetrisch bei xRy A yRx = x = y fir beliebige z,y € M,
transitiv bei xRy N\ yRz = xRz fir beliebige z,y, z € M;
eindeutig bei Ry A xRy’ = ' = y fir beliebige x,y,vy’ € M.

So ist beispielsweise R = {(1,1),(1,2),(2,2)} € P({1,2}?) eine reflexive Relation in
{1,2} und R = {(x,y) € P*: 2> + y* = 1} eine symmetrische Relation in P.

Fir eine beliebige Menge M ist R = {(Ny, Ny) € P(M) x P(M) : N; C Ny} eine
transitive Relation in P(M). SchlieBlich ist R = {(z,y) € P? : y = 3x + 1} eine
eindeutige Relation in P.

Eine besondere Rolle in der Mathematik spielen diejenigen binaren Relationen in einer
Menge M, die gleichzeitig reflexiv, symmetrisch und transitiv sind, und diejenigen, die
gleichzeitig reflexiv, antisymmetrisch und transitiv sind. Die Eindeutigkeit erklart man
auch dann, wenn R eine Relation zwischen zwei verschiedenen Mengen M und M’ ist.

Ist m eine beliebige, aber fest gewahlte Zahl aus I'*, so ist beispielsweise die Relation
Ry ={(a,b) € (I)*:m|a—0b}
wegen der flr beliebige a, b, c € T" geltenden Beziehungen
m|a—a, m|a—b= m|b—a, mla—bAm|b—c=m|a—c

eine reflexive, symmetrische und transitive Relation in T'.
Die Relation
R={(a,b) € (I"")?:a| b}

ist wegen der fir alle a, b, c € I'" geltenden Beziehungen
ala, albAb|la=a=0b, a|ANb|lc=alc

eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation in I'".
Die Relation
R={(z,y) € E*:y = 3z}

ist eine eindeutige Relation in E. Da sich zu jedem beliebigen festen yy € FE stets
ein g € I, namlich zyp = % angeben lasst, so dass (7g,y0) € R ist, stimmt der
Wertebereich von R mit E Uberein.

AbschlieBend sei an dieser Stelle noch vermerkt, dass sich eine Relation R in einer
endlichen Menge M in der folgenden Weise graphisch veranschaulichen lasst:

Jedem Element x von M wird umkehrbar eindeutig ein Punkt X einer Zeichenebene
zugeordnet. Genau dann, wenn das Element x von M in der Beziehung R zu dem
Element y von M steht, verbindet man den Punkt X mit dem Punkt Y durch einen
von X nach Y weisenden "Pfeil", und bei Giiltigkeit von x Rx zeichnet man im Punkte
X eine "Schlinge".
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So entspricht etwa der Relation

R = {(aaa)a(aab>7(bvc)’<dad>}

@
i
A [
in der Menge {a, b, ¢, d} der nebenstehende "Relationsgraph”.
8

Aufgaben:

1. Man untersuche, welche der in Definition 12 angegebenen Eigenschaften die folgen-
den Relationen in {1,2,3} haben:

a) {<171)7(1>2>7(173)7(272)7(273>7(373)};

b) {(1,1),(2,1),(3, D)}

) {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2)}.

2. Es sei R eine Relation in einer Menge M. Man beweise:

Genau dann ist R eine reflexive Relation in M, wenn gilt: Ay C R.

Genau dann ist R symmetrisch, wenn gilt: R~! C R oder - gleichbedeutend damit -
R'=R.

Genau dann ist R transitiv, wenn gilt: Ro R C R.

Genau dann ist R antisymmetrisch, wenn gilt: RN R~ C Ayy.

3. Es sei M eine endliche Menge. Man lberlege sich, wie sich die in Definition 12 an-
gegebenen Eigenschaften einer Relation R in M in dem zugehorigen Relationsgraphen
widerspiegeln.

4. Man beweise: Hat eine Relation R in einer Menge M eine der ersten 4 Eigenschaften
von Definition 12, so hat auch R~! diese Eigenschaft. Man zeige an einem Beispiel,
dass diese Aussage fiir die Eindeutigkeit von R nicht gilt.

5. Man zeichne den Relationsgraphen fiir die drei in Aufgabe 1) angegebenen Relatio-
nen in {1,2,3}.

6. Man zeige an dem Beispiel der beiden folgenden Relationen R und S in I'", dass
R o S im allgemeinen von S o R verschieden ist:

R={(z,y) e M) : (@Al <a)A(<y)}, S={(zy) e ["):2+ygerade}

7. Man beweise: Ist R eine Relation zwischen M; und Ms, S eine Relation zwischen
Ms und M5 und T eine Relation zwischen M3 und My, so gilt stets

(RoS)oT =Ro(SoT)
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5 Aquivalenzrelationen

Einige spezielle Relationen treten in der Mathematik so haufig auf, dass es sinnvoll ist,
sie als selbstandige Begriffe in die Mengenlehre aufzunehmen. Dem Studium solcher
spezieller Relationen sind dieser und die nachstfolgenden Paragraphen gewidmet.

Definition 13: Eine bindre Relation R in einer Menge M ist eine Aquivalenzrelation,
wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Statt xRy schreibt man dann gewdhnlich = ~ y(R) und liest dies: "x ist dquivalent zu
y modulo R". Kann es beziiglich der Relation R zu keinen Verwechslungen fiihren, so
schreibt man auch kurz: = ~ ¥, und man spricht dann auch von der Aquivalenzrelation

Y,

Bemerkung: Spezielle Aquivalenzrelationen sind, wie man sich leicht iiberlegt, die Gleich-
heitsrelation und die Allrelation in einer Menge M.

Beispiele:
a) Es sei M die Menge aller Waren eines Kaufhauses. Dann ist die Relation ~ mit

Wy ~ Wy i< Preis von Wi = Preis von Wy (W1, Wy € M)

eine Aquivalenzrelation in der Menge M.

b) Es sei M die Menge aller Exemplare eines bestimmten in einem Betrieb hergestellten
Produktes. Dann ist die Relation ~ mit

Ey ~ Ey < Giitezeichen von E; = Giitezeichen von Fy(FEy, By € M)

eine Aquivalenzrelation in der Menge M.

c) Die in § 4 angegebene Relation R,, ist eine Aquivalenzrelation in I'. Man schreibt
bei aR,,b in diesem besonderen Fall a = b(m) und liest dies: "a ist kongruent b modulo

m".

d) Es sei M = P x (P — {0}))P] Dann ist die wie folgt definierte Relation ~ eine
Aquivalenzrelation in M:

(a,b) ~ (¢,d) : & ad =bc  (a,c € P;b,d e P—{0})

e) Es sei M die Menge aller gerichteten Strecken s eines zweidimensionalen euklidischen
Raumes. Weiter bezeichne |s| die Lange der Strecke s, v ihren Winkel mit der positiv
gerichteten x-Achse (0 < o < 7) und o(s) ihre Orientierung. Dann ist die Relation ~
mit

51~ 82 (|s1] = [s2]) A (a1 = ag) A (o(s1) = 0o(s2))  (s1,82 € M)

eine Aquivalenzrelation in M.

%Ist M’ eine Teilmenge von M, so verstehen wir unter M — M’ die Menge {z € M : x ¢ M'}, d.h.
die zu M’ in M komplementare Menge.
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f) Die in P erklarte Relation ~ mit
z e~y < x? =y furalle z,y € P

ist eine Aquivalenzrelation.

g) Es bezeichne M die Menge aller n! Permutationen der Zahlen 1,2, ..., n und es seien
P =[p1,p2,...,onl, @ = [q1,92, .-, qn], ... die Elemente von M. Dann ist die Relation
~ in M, die definiert ist durchf]

Pr~Qesgn|[(pi—p—k)=sgn[[(es—q—k) (P,Qe M)

i<k i<k
eine Aquivalenzrelation in M.

h) Es bezeichne 9t die Menge aller endlichen Teilmengen N einer unendlichen Menge
M und |N| die Anzahl der Elemente von N € 9. Dann ist die wie folgt definierte
Relation ~

NlNN2¢>|N1|:|N2| (Nl,NQEEJﬁ)

eine Aquivalenzrelation in 9.

Der Begriff einer Aquivalenzrelation steht in engem Zusammenhang mit dem einer
Zerlegung einer Menge M.

Definition 14: Es sei M eine nicht leere Menge. Eine Zerlegung Z von M ist eine
Teilmenge von P(M), die die folgenden Eigenschaften besitzt:
1. Ne Z= N # @ firalle N € Z,
2. Ny EZ/\NQEZ/\N17éN2:>NlﬂN2:®ﬂjralle Ny, Ny € Z,;
3. M= U N.

NeZ
Bemerkung: Die Elemente N von Z heiBen die Klassen von M bei der Zerlegung ~Z.
Nach Definition 14 wird M durch Z in nicht leere, paarweise elementefremde Mengen
zerlegt, deren Vereinigung mit M (bereinstimmt.

So ist beispielsweise Z = {{1},{3,5},{2,4}} eine Zerlegung der Menge M = {1,2,3,4,5},
dagegen ist {{1,2},{3,4},{2,5}} keine Zerlegung von M.

Den oben erwihnten Zusammenhang zwischen einer Aquivalenzrelation ~ in einer Men-
ge M und einer Zerlegung Z von M liefert der folgende wichtige

Satz 13: Es sei M eine beliebige nicht leere Menge. Jede Aquivalenzrelation ~ in M
definiert eindeutig eine Zerlegung Z von M, und umgekehrt bestimmt jede Zerlegung
Z von M eindeutig eine Aquivalenzrelation ~ in M.

Beweis: 1. In der Menge M sei eine Aquivalenzrelation ~ gegeben. Dann ist die Teil-
menge Z von P(M)

Z={N,={reM:x~a}:ae M}

®sgn z (Signum von ) bedeutet das Vorzeichen der reellen Zahl .
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eine Zerlegung von M.

Wir zeigen zunachst, dass jedes Element N, von Z eine nicht leere Menge ist. N,
enthalt genau diejenigen Elemente x von M, die zu dem festen Element a aus M
aquivalent sind. Wegen der Reflexivitat von ~ gilt fiir jedes a € M: a ~ a. Demnach
ist a Element von N,, also N, # &.

Als zweites weisen wir nach, dass zwei beliebige Elemente N, = {z € M : x ~ a} und
Ny={x € M :x ~ b} von Z bei N, # N, elementefremd sind.

Es gilt unter Beachtung der Symmetrie und Transitivitat von ~:

Ist N, N N # &, so existiert ein d € M mit d € N, und d € Ny, d.h. mit d ~ a und
d ~ b, also mit a ~ d und d ~ b. Daraus folgt a ~ b, und das besagt gerade:

Noy={zeM:z~a}={xeM:xz~b} =N,

SchlieBlich stimmt die Vereinigung der Mengen N,(a € M) mit M iberein. Wegen
a € N, fur jedes a € M ist namlich |J N, 2 M, und aus N, C M firr jedes a € M
aceM
folgt |J N, C M. Folglichist | J N, = M.
aceM aeM
2. In der Menge M sei eine Zerlegung gegeben. Dann sieht man zwei nicht notwendig
verschiedene Elemente von M, die bei der Zerlegung Z in der gleichen Klasse liegen,
als dquivalent an und definiert dementsprechend eine binare Relation ~ in M durch die
Forderung
o~y Ny =Ny(x,y e M)

Dabei bezeichnen N, bzw. N, die das Element x bzw. y enthaltende Klasse bei der
Zerlegung Z. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation in M, denn es gilt:

a) x ~ x wegen N, = N, fir jedes x € M;
b) z ~y =y~ x wegen N, = N, = N, = N, fir alle z,y € M;
c)x~yANyn~z=xn~zfiralle z,y,z € M wegen

[(N: = N,) A (N, =N,)] = N, =N,

Bemerkung: Wird eine Zerlegung Z der Menge M durch Vorgabe einer Aquivalenzre-
lation ~ in M bewirkt, so heiBen die Klassen von M bei der Zerlegung Z die Aquiva-
lenzklassen modulo ~.

Statt wie oben die Klassen der Zerlegung mit N, zu bezeichnen, schreibt man fiir die
das Element a von M enthaltende Aquivalenzklasse modulo ~: @ mod ~ (manchmal
auch [a]..) oder - Wenn beziiglich der Aquivalenzrelation keine Verwechslungen méglich
sind - einfach @.

Man beachte, dass nach der Definition der Zerlegung jede Klasse bereits durch die
Angabe eines beliebigen Elements dieser Klasse eindeutig festgelegt ist und dass jedes
Element von M auf diese Weise genau eine Klasse bestimmt (jedes Element von M
liegt in einer und nur einer Klasse bei der Zerlegung Z!). Die Aquivalenzklassen @ und
b modulo ~ sind genau dann gleich, wenn a ~ b gilt.

31



5 Aquivalenzrelationen

Zu den oben angegebenen Aquivalenzrelationen werden im folgenden die zugehérigen
Zerlegungen bestimmt. Da jede Menge durch Angabe ihrer Elemente eindeutig festge-
legt ist, konnen wir uns im folgenden auf die Angabe der die Zerlegung bestimmenden
Klassen beschranken. Man tiberlege sich, dass die unten stehenden Zerlegungen umge-
kehrt eindeutig die oben angegebenen Aquivalenzrelationen bestimmen.

a) Es sei WW; ein beliebiges, aber festes Element aus M. Dann ist die das Element W;
enthaltende Klasse gegeben durch

W; : {W € M : Preis von W = Preis von W;}

mit anderen Worten beinhaltet die Klasse 1W; genau diejenigen Waren W von M, die
preisgleich zur Ware W, sind. Wir nennen eine solche Klasse eine Preisklasse. Offenbar
besteht zwischen den Preisklassen und den Preisen der Waren von M eine umkehrbar
eindeutige Zuordnung

W; <> Preisvon W; (W; € M)
wahrend die Zuordnung
W; — Preisvon W; (W; € M)

im allgemeinen nur eindeutig ist.

Liegt in jeder Aquivalenzklasse genau ein Element W aus M, d.h., haben je zwei
verschiedene Waren verschiedene Preise, so stimmt die Anzahl der Elemente von Z mit
der Anzahl der Elemente von M (berein.

Bei M = {Wy,Ws,...,W,} ist ndamlich Z = {W;, Wy, ..., Wy} mit W; # W, bei
it # k. Haben samtliche Waren den gleichen Preis, so besitzt die Menge Z als einziges
Element die Menge M : Z = M.

b) Es bezeichne E; ein beliebiges, aber festes Element aus M. Dann ist die E; ent-
haltende Aquivalenzklasse gegeben durch E; = {E € M : Giitezeichen von E =
Giitezeichen von E;}.

Mit anderen Worten beinhaltet die Klasse E; genau diejenigen Erzeugnisse, die mit F;
gitegleich sind. Wir nennen eine solche Klasse eine Gliteklasse. Offenbar besteht zwi-
schen den Giiteklassen und den Glitezeichen der Erzeugnisse eine umkehrbar eindeutige
Zuordnung

FE; <> Guitezeichen von E; (F; € M)
wahrend die Zuordnung

E; — Gutezeichen von E; (F; € M)

im allgemeinen nur eindeutig ist.

c) Es bezeichne a ein beliebiges, aber festes Element aus I" und m ein festes Element
aus I'*. Dann ist die a enthaltende Aquivalenzklasse

a={zel:z=an)}={zel m|le—at={z=gn+a:qel}
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5 Aquivalenzrelationen

Wir beachten nun, dass sich in I" die Division mit Rest stets eindeutig ausfiihren lasst,
d.h., dass es bei fest vorgegebenem m € I'" zu jeder beliebigen ganzen Zahl a eine
ganze Zahl q und eine ganze Zahl r mit 0 < r < m — 1 gibt, so dass gilt

a=qm-+r

Die Zahlen g und r sind dabei durch a eindeutig bestimmt. Wegen m | a — r sind
die Zahl a und ihr Rest » demnach stets kongruent modulo m, und somit stimmt die
Aquivalenzklasse @ mit der Aquivalenzklasse 7 iiberein.

Die bei Division durch m auftretenden Reste sind 0,1, ...,m — 1. Je zwei verschiedene
Reste sind modulo m inkongruent.

Also besteht Z genau aus den Klassen 0,1, ..., m — 1. Diese sind

Il
—~
8
m
'1
)
Il
—
S
— -
Il
—~ —

m—l={zel:z=m—-1m)}={r=gn+m—-1:¢qel}

Die Klasse @ enthalt demnach genau diejenigen ganzen Zahlen, die bei Division durch m
restgleich mit der Zahl a sind. Wir nennen eine solche Klasse eine Restklasse modulo m.
Offenbar besteht zwischen den Restklassen und den Resten eine umkehrbar eindeutige
Zuordnung

a<rr (ael,0<r<m-—1)

wahrend die Zuordnung
a—r (ael,0<r<m-—1)

nur eindeutig ist.

d) Es sei (a,b) ein beliebiges, aber festes Element aus P x (P — {0}). Dann ist

(a,b) = {(z,y) € P x (P —{0}) : b =ya}

die das Element (a,b) enthaltende Aquivalenzklasse. Eine solche Klasse heiBt eine ra-
tionale Zahl und wird mit ¢ bezeichnet. Bei (a,b) ~ (c,d) gilt also § = 4.

e) Es sei s; ein beliebiges, aber festes Element aus M. Dann ist
Si={seM:|s|=|sii Na=a; No(s) =0o(s;)}

die das Element s; enthaltende Aquivalenzklasse. Sie enthilt alle zu s; gleichlangen,
gleichgerichteten und gleichsinnig orientierten Strecken. Jede solche Klasse heiit ein
Vektor und wird mit s bezeichnet. Bei s; ~ s}, ist §; = s¢.

Wie schon oben bemerkt, bestimmt jedes Element einer Klasse diese eindeutig. In
diesem Falle besagt das, dass jede gerichtete Strecke den Vektor, namlich die Klasse
aller zu dieser Strecke aquivalenten Strecken, eindeutig bestimmt. Man nennt daher
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haufig auch die gerichteten Strecken selbst Vektoren, muss sich dabei aber im klaren
sein, dass diese Sprechweise zwar bequem, aber unkorrekt ist.

Eine gerichtete Strecke bestimmt zwar einen Vektor, und umgekehrt kann ein Vektor
durch eine gerichtete Strecke reprasentiert werden.

Begrifflich sind aber gerichtete Strecken und Vektoren etwas Verschiedenes, was schon
allein daraus hervorgeht, dass die Gleichheit zweier gerichteter Strecken anders definiert
ist als die Gleichheit zweier Vektoren.

f) Es sei a eine beliebige, aber feste reelle Zahl. Dann ist die a enthaltende Aquivalenz-
klasse
a={r € P:2*>=d"} ={+a,—a}

Bis auf die einelementige Klasse 0 ist jede andere Klasse zweielementig. Man kénnte
eine solche Klasse eine Betragsklasse nennen.

Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Klassen @ und den
absoluten Betragen |a].

g) Es sei @ ein beliebiges, aber festes Element aus M. Dann ist

Q={PeM:sgnl][(pi—pr) =sen[[(z —ar)}

i<k i<k

die das Element @) enthaltende Aquivalenzklasse.

Die Zerlegung Z besteht, wenn M mehr als ein Element enthalt, aus genau zwei Klas-
sen. In der einen liegen alle die Permutationen, fiir die das in Rede stehende Vorzeichen
positiv ist, in der anderen alle die, fiir die dieses Vorzeichen negativ ist. Die Permu-
tationen der ersten Klasse sind bekanntlich durch eine gerade Anzahl von Inversionen,
die der zweiten durch eine ungerade Anzahl von Inversionen charakterisiert.

h) Es sei N eine beliebige, aber feste endliche Teilmenge von M. Dann ist, wenn
wiederum T die Menge aller endlichen Teilmengen von M angibt,

N* = {N eM:|N|=|N|}

die das Element N* aus 90T enthaltende Aquivalenzklasse. Diese Klasse enthilt siamtliche
Teilmengen von M, die die gleiche Anzahl von Elementen haben wie N*.

Es besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Aquivalenzklassen N
und den nicht negativen ganzen Zahlen n = |N|. Man nennt n die Machtigkeit der
Menge N, wenn |N| = n ist.

Definition 15: Es sei ~ eine Aquivalenzrelation in einer nicht leeren Menge M mit der
zugehorigen Zerlegung Z. Dann wird die als Teilmenge von P(M) definierte Zerlegung
7 gewohnlich die Quotientenmenge oder Faktormenge von M nach ~ genannt und
mit M/ ~ bezeichnet.

So ist etwa in Beispiel ¢): I'/ ~={0,1,...,m — 1}.

Satz 14: Sind R und S Aquivalenzrelationen in einer Menge M, so ist R N5 ebenfalls
eine Aquivalenzrelation in M.
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5 Aquivalenzrelationen

Beweis: RN .S ist eine reflexive, symmetrische und transitive Relation in M, denn
a) wegen xRz und xSz ist auch (RN .S)x fir alle z € M;

b) x(RNS)y = xRy AN zSy = yRx AySxz Ay(RN S)x fir alle x,y € M,

)
)

(@]

z(RNSYyAy(RNS)z = (xRy N zSy) A (yRx N yS=z)
= (zRy NyRz) N (xSy ANySz) = zRz ANxSz = x(RNS)z
fur alle x,y,z € M.

Satz 15: Es seien R und S Aquivalenzrelationen in einer Menge M. Genau dann ist
R o S eine Aquivalenzrelation in M, wenn gilt

RoS=S0oR
Beweis: Ist R o S eine Aquivalenzrelation in M, dann gilt (siehe Aufgabe 2, § 4)
(RoS) ™ =RoS also S'oR!'=RoS also SoR=RoS

Umgekehrt ist bei R oS = S o R die binare Relation R o S eine Aquivalenzrelation in
M. Wegen Ay C R, Ay C S ist zunachst

AM:AMOAMQROS

Weiter ist
(RoS)'=8"1oR1'"=S0oR=RoS

SchlieBlich ist wegen Ro R C R, SoS C S unter Beachtung von Aufgabe 7, § 4, auch
(RoS)o(RoS)=Ro(SoR)oS=Ro(RoS)oS=(RoR)o(S0oS)C RolS

Satz 16: Es seien Ry bzw. Ry Aquivalenzrelationen in den Mengen M; bzw. M. Dann
ist Ry X Ry eine Aquivalenzrelation in M; x M.

Beweis: Es gilt a) 21 Ryz1 und 29 Rox9, also (21, x2)( Ry X Ra)(x1, x2) fir alle (z1,x2) €
M1 X Mg;

b) (x1,22)(R1 X R2)(y1,y2) = 1 R1y1 AxaRoyo = y1 Rix1 AyaRozo = (y1,y2) (Ry X
Ry)(x1, z9) fur alle (x1,22), (y1,y2) € My X M.

) ((x1,22)(R1 X Ra)(y1,52) A (y1,42)(R1 X Ra)(21, 22))
= (z1Riy1 A 22Roy) A (y1Ri21 A y2Ro2o)
= (v1Riyh ANy Riz1) A (2aRoye A yaRoze) = w1 R121 A xaRo20
= (Il,l'Q)(Rl X Rg)(zl, Zz)

fur alle (1’1,I2), <y17y2)7 (Zl, ZQ) - M1 X MQ.

Der nun folgende Satz sagt aus, dass jede beliebige binare Relation R in einer nicht
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leeren Menge M eindeutig eine Aquivalenzrelation in M und damit auch eine Zerlegung
von M in paarweise elementefremde, nicht leere Klassen bewirkt.

g Bevor wir den Satz formulieren, wollen wir uns seinen Inhalt an
/\ einem Beispiel verdeutlichen:
A ¢ Es sei eine Relation
r R ={(a,b),(c,b),(d,e), (e, f)}
. in einer Menge M = {a,b,c,d, e, f} gegeben.

Abb. 3
Offenbar ist R eine bindre Relation in M, die weder reflexiv noch symmetrisch noch

transitiv ist.

Wir zeichnen uns zunachst (s. Abb. 3) den zu R gehdrigen Relationsgraphen. Man
erkennt aus der Figur, dass der Graph eindeutig in zwei "zusammenhangende Kompo-
nenten"zerfallt.

Dabei gehoren zwei Eckpunkte des Graphen genau dann zur gleichen zusammenhan-
genden Komponente, wenn sie durch eine Kette von Pfeilen - die Orientierung der
Pfeile spielt dabei keine Rolle - verbunden sind. Zwei Eckpunkte, die zu verschiedenen
zusammengehorigen Komponenten des Graphen gehoren, sind dagegen niemals durch
eine solche Pfeilkette miteinander verbunden.

Wir erklaren nun eine - von R abhingige - binare Relation R in M auf die folgende
Art:

Das Element x von M steht genau dann in der Relation R zu dem Element y von M,
wenn der dem Element = in dem R zugehdrigen Relationsgraphen entsprechende Punkt
X zur gleichen zusammenhangenden Komponente gehért, wie der y entsprechende
Punkt Y.

Wie man sich leicht iiberlegt, ist R sogar eine Aquivalenzrelation in M, und die durch
R bewirkte Zerlegung Z von M lautet in dem betrachteten Beispiel

Z - {{(Z, b7 C}v {d7 €, f}}

In Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes erhalten wir den

Satz 17: Es sei M eine nicht leere Menge und R eine beliebige bindre Relation in M.
Dann ist die wie folgt definierte binare Relation R eine Aquivalenzrelation in M. Es ist
xRy genau dann, wenn in M endlich viele Elemente x1, 2o, ..., x,, existieren, so dass

x, = x,41 oder z,Rx, 1 oder x,.1Rx, (vr=0,1,2,...,n)
ist mit xg =z, Yo = v.

Beweis: Wegen = = x (z9 = 71 = 22 = z; n = 1) gilt xRz fir jedes x € M, die
Symmetrie von R folgt daraus, dass in der Definition von R x, mit x,, vertauscht
werden darf.

SchlieBlich gibt es bei Ry und yRz Elemente 1, xo, ..., z,, und y1, Y2, ..., Ym aus M,
so dass x, = x,41 oder x,,, Rx, 1 oder xRz, (v =0,1,2,....n) und

Yu = Yu+1 oder y, Ry, 1 oder y, 1Ry, (1 =0,1,2,...,m)
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mit xo = T, Tpi1 = Y = Yo, Ym+1 = 2 gilt. Dann ist aber mit 21 = x1, 25 = 29, ...,
Zn = Tpy Rpn4+1 = Y, Zn+2 = Y1y -y Bntm+1 = Ym:

2, = Zp41 oder z,Rz,,1 oder z,;1 Rz, (p=0,1,....,n+m+1; 20 = &, Zpymiz = 2)

Also gilt auch zRz.

Definition 16: Die in dem vorstehenden Satz erklirte Aquivalenzrelation R in M heiBt
die durch R in M induzierte Aquivalenzrelation.

So ist beispielsweise, wenn M die Menge aller lebenden Menschen bedeutet und R die
wie folgt definierte binare Relation in M ist:

rRy < x Elternteil von y (x,y € M)
die durch R induzierte Aquivalenzrelation R gegeben durch
TRy & (x =y) V (z verwandt mit y)(z,y € M)

Aufgaben:

1. Es bezeichne M = {ej, e9,...,w,} die Menge aller im April 1964 hergestellten
Erzeugnisse eines bestimmten Produkts. Dann sind die wie folgt definierten binaren
Relationen R und S in M

eiRey, :< Gltezeichen von e; = Gitezeichen von e, (e;, e € M)

e;Sey :< Herstellungszeit von e; = Herstellungszeit von e, (e;, e, € M)

Aquivalenzrelationen in M. Wann stehen die Elemente e;, e;, von M zueinander in der
Relation RN S ?

2. In der Menge M = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} sei die folgende Zerlegung gegeben:

Z ={{1,7},{2,3,9},{4},{5,6,8,10}}

Wie lautet die durch Z definierte Aquivalenzrelation in M ? -
Sind die Mengen a) {{1,2,3},{4,5,6,7},{8,9}}, b) {{1,2,3},{3,4,5,6},{7,8,9,10}}
ebenfalls Zerlegungen von M 7 (Begriindung!)

3. Essei M = {(z,y) € P?: 2,5y >0}, und R, S und T seien die bindren Relationen
in M, die folgendermaBen definiert sind:

(.Z',y)R(LL’/,y/) e x2+y2:x'2+yl2,
/

S(z', :@g:y—

(z,9)S(2",y) o — ==

(2, )T (@' y) = v =2'((z,y), («',y) € M)

Man iiberlege sich, dass R, S und T" Aquivalenzrelationen in M sind, und veranschau-
liche sich geometrisch die Bedeutung der Aquivalenzklassen mod R, mod S und mod
T.
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4. Der 1. Januar 1964 fiel auf einen Mittwoch; man (iberlege sich, auf welchen Tag der
31. Oktober 1964 fiel.

(Anmerkung: Man betrachte die Aquivalenzrelation ~ in der Menge M = {1,2, ..., 366}
mit z ~ y = x =y(7).)

5.In der Menge M = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12} sei die Relation R = {(1,4), (2,7),
(3,6),(4,4), (5,4),(5,12),(6,6),(7,2),(9,7),(9,9), (10,4), (11, 3), (11,6), (11, 8)} ge-
geben. R sei die durch R in M induzierte Aquivalenzrelation. Wieviel Elemente besitzt
M/R ?

Wie lauten die Aquivalenzklassen mod R ?

6. Es seien R und S Aquivalenzrelationen in einer Menge M. Dann ist die binire
Relation RUS in M im allgemeinen keine Aquivalenzrelation, wie das folgende Beispiel
zeigt:

M=T, R={(x,y) el :x=y6)}, S§={(z,y) el z=y9)}
Es ist
RUS = {(z,y) eI :2=y(6)Vae=y9)}
Die Relation RU S ist nicht transitiv, denn wegen 1 =7 (6), 7 = 16 (9), aber 1 # 16
(6) und 1 # 16 (9) giltf|
L(RUS)7, T(RUS)16, aber nicht: 1(RUS)16
Man zeige, dass die durch R U S induzierte Aquivalenzrelation RU S die kleinste R

und S umfassende Aquivalenzrelation in M ist, d.h., dass RC RUS und SC RUS
ist und dass fiir jede Aquivalenzrelation 7" in M mit RC T, S C T gilt:

RUSCT

Wie lautet R U S in dem oben angegebenen Beispiel?

7. Es seien R und S Aquivalenzrelationen in einer Menge M mit R C S. Man beweise:
Bezeichnet 7 die © € M enthaltende Aquivalenzklasse mod R, so ist durch

Ty = xSy (x,y € M)

in der Menge M /R der Aquivalenzklassen mod R eine binre Relation 7' definiert, die
sogar eine Aquivalenzrelation in M /R ist.

(Anmerkung: Die so erklarte Aquivalenzrelation T"in M /R heiBt die Quotientenrelation
von S nach R und wird mit S/ R bezeichnet.)

Man bestimme T' = S/R, falls M =T, R = {(z,y) € T? : x = y(10)} und
S={(x,y) €T?: 2 =y(2)} ist.

"Statt ~ (a = b) schreibt man a # b
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Wir wenden uns nun der Betrachtung von Mengen zu, in denen eine reflexive, antisym-
metrische und transitive Relation definiert ist.

Definition 17: Eine binare Relation R in einer Menge M heiBt eine Halbordnungsrelation
in M, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

Bei xRy schreibt man im Falle einer Halbordnungsrelation gewdhnlich x < y (manch-
mal auch x C y oder z < y) und liest dies: "z ist kleiner oder gleich y" ("z ist enthalten
in y" oder "x steht vor y") und spricht dann auch von der Halbordnungsrelation <, C
oder <.

Bemerkung: In der Literatur gibt man haufig auch einer reflexiven und transitiven Re-
lation R in einer Menge M einen Namen, und zwar bezeichnet man sie als Quasihalb-
ordnungsrelation.

Bevor wir Beispiele fiir Halbordnungsrelationen angeben, wollen wir noch den Begriff
der Ordnungsrelation und der Wohlordnungsrelation erklaren.

Definition 18: Eine Halbordnungsrelation < in einer Menge M heiBt eine Ordnungsre-
lation in M, wenn fiir beliebige Elemente x, y ausM gilt.

r<yVysuzx

Definition 19: Eine Ordnungsrelation < in einer Menge M heiBt eine Wohlordnungsre-
lation in M, wenn jede nicht leere Teilmenge N von M ein kleinstes Element besitzt,
d.h., wenn es ein xg € N gibt mit zg < 2/ fiir jedes 2’ € N.

Ist < eine Halbordnungsrelation in einer Menge M, so schreibt man anstelle von x <y
und y < z auch kurz: z < y < z.

Beispiele:
a) Es bezeichne M = {W;,Ws, ..., W, } die Menge aller Waren eines Kaufhauses und
P(W) den Preis der Ware W. Dann ist die binare Relation R in M, die folgendermaBen
definiert ist:

W;RW), = P(W;) = P(Wy) (W;,W), € M)

eine Quasihalbordnungsrelation in M; denn es ist wegen P(W) = P(W) : WRW fiir
alle W € M. Weiter ist wegen

W:RW, A WyRW, = P(W;) = P(W},) A P(W},) = P(W)
= P(W;) = P(W}) = W;RW,

bei W; RW;. und W, RW; auch W,;RW, erfullt.

Es folgt aber aus P(W;) = P(W}) und P(W},) = P(W;) nicht, dass W; = W}, ist, da
es sich bei WW; und W; um zwei verschiedene Waren gleichen Preises handeln kann.
R ist also im allgemeinen nicht antisymmetrisch. Das ware nur dann der Fall, wenn
samtliche Waren des Kaufhauses verschiedene Preise hatten.
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b) Es sei M eine beliebige Menge und P(M) ihre Potenzmenge. Dann ist die men-
gentheoretische Inklusion in P(M) eine Halbordnungsrelation in P(M). Fiir beliebige
Teilmengen Ny, Ny und N3 gilt namlich

Ni €Ny, Ny CNaANyCN1I= Ny =DNy, N CNyANyC N3= N; C N3

Daraus folgt unmittelbar die Reflexivitat, Antisymmetrie und Transitivitat von der in
Rede stehenden Relation in P(M).

c) Es sei M eine Menge von Aussagen mit der logischen Aquivalenz als Gleichheits-
relation. Dann ist die Implikation eine Halbordnungsrelation in AM; denn es gilt bei
beliebigen p, q, r € M

p=p; ausp=qundqg=pfolgtp=¢q, ausp=qundq=rfolgtp=gq
und daraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung.

d) Die in T'" erklarte Teilbarkeitsrelation ist eine Halbordnungsrelation in T'", wie wir
schon in § 4 feststellten. Sie ist jedoch keine Ordnungsrelation in I'", denn es gibt
Zahlenpaare (a,b) in (I'")? fiir die weder a | b noch b | a gilt, wie etwa (2, 3).

e) Die in I' erklarte natiirliche GroBenordnungsrelation ist eine Ordnungsrelation in
I'; denn sie ist bekanntlich reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, und weiter gilt fiir
beliebige ganze rationale Zahlen a und b stets a < bV b < a. Sie ist jedoch keine
Wohlordnungsrelation in I', da I' Teilmengen besitzt, die beziiglich < kein kleinstes
Element enthalten, zB. I'" = {g €' : g < 0}.

Man sieht ebenso, dass I' bei der zu < dualen Relation > geordnet ist. Da in diesem
Fall I'" kein beziglich > kleinstes Element besitzt, so ist I" auch bei der Relation >
nicht wohlgeordnet.

f) Die Beschrankungf| der in e) definierten Relation < auf I'* ist eine Wohlordnungsre-
lation in I'"; denn jede nicht leere Teilmenge positiver ganzer Zahlen besitzt beziiglich
< ein kleinstes Element.

Ebenso ist die Beschrankung von > auf die Menge I'~ eine Wohlordnungsrelation in
r-.

g) Ist M eine endliche Menge, so ist jede Ordnungsrelation in M eine Wohlordnungs-
relation.

Satz 18: Es sei M eine nicht leere Menge und R eine Quasihalbordnungsrelation in M.
Dann ist die wie folgt definierte Relation ~ in M:

r~y s cRyNyRr (x,y € M)

eine Aquivalenzrelation in M. In der Menge M/ ~ der Aquivalenzklassen mod ~ ist
die durch R eindeutig bestimmte Relation S in M/ ~ mit

Sy < zRy (z,y € M)

8Es sei R eine binire Relation in M, also R eine Teilmenge von M x M. Weiter sei N C M. Dann
heiBt die Teilmenge RN (N x N) die Beschrankung von R auf N.
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eine Halbordnungsrelation. Dabei bezeichnet - wie immer - @ die a € M enthaltende
Aquivalenzklasse mod ~.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass ~ eine Aquivalenzrelation in M ist. Wegen z Rx gilt
x ~ x fur alle z € M;

wegen r ~ y = Ry NyRx = yRx N xRy = y ~ x gilt bei x ~ y auch y ~ x;
wegen t ~yAy ~x = xRy ANyRrx NyRz N zRy = xRz A\ zRx = x ~ z gilt bei
x~yund y~ z auch z ~ 2.

Wir zeigen zweitens, dass S eine Halbordnungsrelation in M/ ~ ist. S ist zunachst eine
bindre Relation in M/ ~, denn bei 'Rz, xRy und yRy' gilt wegen der Transitivitat
von R auch 2’Ry/.

Weiter ist wegen xRz auch ST fir alle x € M. Die Antisymmetrie von S folgt aus

TSYANYST = cRyANyRr = x~y=7oT =7

Die Transitivitdt von S ergibt sich unmittelbar aus der Transitivitat von R.

So ist in Beispiel a) die Aquivalenzrelation ~ gegeben durch
Wi ~ Wy & P(W;) = P(Wy) (W, W, €M)

Eine Aquivalenzklasse mod ~ enthilt in diesem Fall also genau alle Waren von M
eines gleichen Preises. Die durch R bestimmte Relation S in M/ ~ ist offenbar eine
Wohlordnungsrelation in M/ ~.

Satz 19: Es sei M eine Menge und R eine Halbordnungsrelation in M. Dann ist die zu
R duale Relation R* ebenfalls eine Halbordnungsrelation in M.

Beweis: Die Reflexivitat von R* in M folgt aus der Tatsache, dass die Gleichheitsrelation
zu sich selbst dual ist.
Die Antisymmetrie von R* folgt aus

tR'y NyR'x = yRx NxRy = xRy NyRr =z =y
Die Transitivitat von R* folgt aus:
TRy NyR*z = yRx N zRy = zRy N\yRr = zRx = tR*z

Wie man sich leicht iberlegt, ist mit R auch stets R* eine Ordnungsrelation in M.
Dagegen ist die zu einer Wohlordnungsrelation R in M duale Relation im allgemeinen
keine Wohlordnungsrelation, wieder Leser sich am Beispiel f) klarmachen maoge.

Aufgaben:

1. Welche der folgenden Relationen in {1, 2, 3} sind Halbordnungsrelationen und welche
sind Ordnungsrelationen?

a) {(1,1),(3,3),(1,2),(2,3), (L, 3)};

b) {(1,1),(2,2),(3,3), (1,2),(2,3)};

c) {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,3), (1,3), 3, ) };
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d) {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2)};
) {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,3),(1,3)}.

2. Es seien Ry und Ry Halbordnungsrelationen in einer Menge M. Man Uberlege sich,
ob Ry U Ry, Ri N Ry oder Ry o Ry ebenfalls Halbordnungsrelationen in M sind.

3. Man beweise: Ist M eine endliche Menge und ist R eine Wohlordnungsrelation in
M, so ist auch die zu R duale Relation R* eine Wohlordnungsrelation in M.
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Die im folgenden eingefiihrten Begriff der Funktion und der Abbildung sind zentrale
Begriffe in der Mathematik und werden fiir den Aufbau jeder mathematischen Disziplin
benotigt.

Man nennt eine Menge von geordneten Paaren, die beispielsweise durch eine Tabel-
le oder eine Kurve gegeben sein kann, eine Zuordnungsvorschrift und bezeichnet sie
gewodhnlich mit dem Buchstaben f. Ist das geordnete Paar (a,b) ein Element von f,
so nennt man a die erste und b die zweite Projektion des Paares (a,b) - in Zeichen:
a =pi((a,b)), b=p2((a,b)) -, und man sagt, b sei a bei f zugeordnet.

Beispiele:
a) Die durch die nebenstehende Tabelle gegebene Zuord-
nungsvorschrift lautet beispielsweise:

f = {(173>7 (17 2)7 (27 1)’ (37 2)}

ool\)l—li—t‘%%
l\)l—\l\.)w‘@

b) Durch den Kreis mit dem Radius 1 um den Ursprung einer euklidischen Ebene wird
als Menge der Punkte dieses Kreises die folgende Zuordnungsvorschrift definiert:

f={lz,y):®+y* =1}

c) Die Menge f = {(1,a),(2,b),(3,a)} ist eine Zuordnungsvorschrift. Bei ihr wird den
Zahlen 1 und 3 der Buchstabe a und der Zahl 2 der Buchstabe b zugeordnet.

Bei einer Zuordnungsvorschrift f ist es durchaus moglich (siehe Beispiel a) und b)),
dass neben dem Element (a,b) auch ein Element (a,c) mit ¢ # b in f liegt; mit
anderen Worten: die zweite Projektion ist durch die erste Projektion im allgemeinen
nicht eindeutig bestimmt.

Wir sondern nun unter den Zuordnungsvorschriften f diejenigen aus, fiir die, wie im
Beispiel c), gilt:

(z,91) € f A(7,y2) € f = y1 =y fir beliebige (z,11), (z,42) € f
Diese Zuordnungsvorschriften tragen einen eigenen Namen.

Definition 20: Eine die obige Bedingung erfiillende Zuordnungsvorschrift f nennt man
eine funktionale Zuordnungsvorschrift oder kurz eine Funktion. Die Menge D(f) der
ersten Projektionen von f heiBt der Definitionsbereich und die Menge W ( f) der zweiten
Projektionen der Wertebereich von f. Bei (x,y) € f schreibt man auch y = f(x).

Eine Funktion f mit dem Definitionsbereich M und dem Wertebereich M’ ist demnach
nichts anderes als eine eindeutige Relation R = f zwischen D(R) = M und W(R) =
M.

So ist beispielsweise der Definitionsbereich der in c) angegebenen Funktion die Menge
{1,2,3} und der Wertebereich die Menge {a,b}. Man beachte, dass die in a) und b)
angegebenen Zuordnungsvorschriften in unserem Sinne keine Funktionen sind.
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Man iiberlege sich weiter, wie eine Kurve beschaffen sein muss, damit die durch diese
bestimmte Zuordnungsvorschrift eine Funktion ist.

Man kann jede Funktion f, deren Definitionsbereich und Wertebereich jeweils eine
Menge reeller Zahlen ist, stets graphisch darstellen, indem man bei y = f(x) dem
Paar (z,y) reeller Zahlen aus f den Punkt P(x,y) einer euklidischen Ebene mit den
Koordinaten x, y zuordnet. In herkdbmmlicher Weise nennt man die Menge aller Punkte
P(z,y), mit y = f(z) die Kurve "y = f(x)". Man wiirde besser von dem Bild der
Funktion f sprechen oder von der durch f erklarten Kurve.

Definition 21: Eine Funktion f mit dem Definitionsbereich M und dem Wertebereich M’
heiBt eine umkehrbar eindeutige oder eineindeutige Funktion, wenn sie der Bedingung

(z1,y) € f A (x2,y) € f = 21 = xo fir beliebige (21,y), (z2,y) € f

genugt.
Eine eineindeutige Funktion f mit
Funktion g mit D(g) = M', W(g)

D(f) = M, W(f) = M’ bestimmt eindeutig eine
= M und

(y,z) cge (v,y)ef oder  x=g(y) <y=f(r)

Diese Funktion g heiBt die zu f inverse Funktion oder die Umkehrfunktion von f, und
man bezeichnet sie mit f~!. Auch f~! ist eine eineindeutige Funktion, und es gilt

(FY =

Man beachte, dass in der Sprache der Relationen f~! nichts anderes ist als die zu f
inverse Relation zwischen M’ und M.

So ist beispielsweise die Funktion f mit f(z) = 2z + 3 bzw. f(x) = e* eine umkehrbar
eindeutige Funktion mit D(f) = P, W(f) = P bzw. D(f) = P, W(f) = P™.

Die Umkehrfunktion f~!ist gegeben durch f~!(z) = L2 mit D(f 1) =W(f ) =P
bzw. f~1(x) =Inz mit D(f~1)=PT W(f!)=P.

Definition 22: Eine Abbildung F' aus der Menge M in die Menge M’ ist ein Tripel
(M, f, M"), wobei f eine Funktion mit D(f) C M, W(f) C M’ ist.

Um auszudriicken, dass F' eine Abbildung aus M in M’ ist, schreibt man symbolisch:

F:M— M

Interessiert dabei, wie die Abbildung elementweise aussieht, d.h., auf welches Element
y von M’ das Element x von M abgebildet wird, so muss man auch die der Abbildung
zugrunde liegende Funktion f - die sogenannte Abbildungsvorschrift - angeben, und
dies geschieht symbolisch in der folgenden Weise:

(F):z—=y=f(x)

Nach der gegebenen Definition sind die Abbildungen Fy : (M, fi, M]) und F; :
(Ms, fo, M}) gleich, wenn My = My, M{ = M) und f; = fo im mengentheoreti-
schen Sinn ist.
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Stimmt der Definitionsbereich von f mit der Menge M (berein, so nennt man die
Abbildung F' = (M, f, M") speziell eine Abbildung von der Menge M in die Menge
M'; stimmt der Wertebereich von f mit der Menge M’ iiberein, so spricht man von
einer Abbildung F' aus der Menge M auf die Menge M.

Sind beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt, so nennt man F' eine Abbildung von der
Menge M auf die Menge M’. Im letzteren Falle ist F' offenbar durch f eindeutig
bestimmt und umgekehrt, so dass man die Funktionen mit dem Definitionsbereich M
und dem Wertebereich M’ mit den Abbildungen von M auf M’ identifizieren kann.
Im Sinne dieser ldentifizierung sind also Funktionen spezielle Abbildungen, und es wird
daher in Zukunft nur noch von Abbildungen die Rede sein.

Beispiele:
a) M =M =T; f={(1,2),(2,3),(3,2)}.
F = (M, f,M') ist eine Abbildung aus M in M.

by M ={1,2,3}; M' =T, f ={(1,2),(2,3),(3,2)}.
F = (M, f, M) ist eine Abbildung von M in M’

O M =T; M' = {2,3}; f = {(1,2),(2,3), (3,2)}
F = (M, f, M") ist eine Abbildung aus M auf M.

d) M ={1,2,3}; M'={2,3}; f ={(1,2),(2,3),(3,2)}.
F = (M, f, M") ist eine Abbildung von M auf M.

Da in der Mathematik hauptsachlich Abbildungen von einer Menge M in eine Menge
M’ auftreten und die Abbildungen aus einer Menge M in eine Menge M’ nur eine
untergeordnete Rolle spielen, so wollen wir uns in Zukunft auf die ersteren beschranken.
Wir werden im folgenden einfach von Abbildungen (M, f, M’) sprechen; gemeint ist
dann damit immer eine Abbildung von M in M.

Definition 23: Es sei ' = (M, f, M') eine Abbildung von M in M’.Ist N eine Teilmenge
von M, so heiBt die Teilmenge

N ={f(z):x € N}

von M’ das Bild von N bei F' - in Zeichen: N’ = F(N). Ist N’ eine Teilmenge von
M, so heiBt die Teilmenge

N={zxeM: f(x) e N'}

von M das Urbild von N’ bei F - in Zeichen: N = F~Y(N’). Ist speziell N’ eine
einelementige Menge {b} (b € M’), so setzt man fir F~({b}) auch einfach F'~1(b).

Beispiele:
a) Bei F' = (P, f,P) mit (F) : x — logx ist das Bild der Menge {1,10,100} die
Menge {0, 1, 2}.

z ) mit (F') : © — arcsinx ist das Urbild der Menge
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Definition 24: Die Abbildung F' = (M, f, M") von M in M’ heiBt eine umkehrbar ein-
deutige oder eineindeutige Abbildung von M in M’, wenn f eine umkehrbar eindeutige
Funktion ist.

Ist speziell I eine eineindeutige Abbildung von M auf M’, so ist (M’, f~1 M) eine
eineindeutige Abbildung von M’ auf M. Diese heiBt die Umkehrbeziehung von F' und
wird mit F'~! bezeichnet.

Anstelle von "I ist eine Abbildung von M auf M’ " sagt man auch "F ist surjektiv".
Anstelle von "F' ist eine eineindeutige Abbildung von M in M sagt man auch "F ist
injektiv". SchlieBlich sagt man im Falle, dass F' eine eineindeutige Abbildung von M
auf M’ ist, auch "F ist bijektiv".

Ist F' = (M, f, M) eine Abbildung von M in M’, so ist durch xRy & f(z) =
f(y)(z,y € M), wie man leicht sieht, eine Aquivalenzrelation R in M definiert. Diese
heiBt die zu F' gehorige Abbildungsaquivalenz.

Bemerkung: Existiert eine eineindeutige Abbildung von der Menge M auf die Menge
M’, so nennt man die beiden Mengen M und M’ gleichméachtig. Ist M speziell eine
endliche Menge, so ist auch M’ eine endliche Menge, und M und M’ haben die gleiche
Elementezahl.

Jede zur Menge I'" gleichmachtige Menge heiBt abzahlbar-unendlich. Alle anderen
unendlichen Mengen heiBen nicht abzahlbar. So ist etwa < —1,+1 > ein Beispiel fiir
eine nicht abzahlbare Menge.

Ist M eine fest vorgegebene Menge und F' = (I, f, M) eine Abbildung von einer
beliebigen nicht leeren Menge I in M, so ist nach Definition f eine bestimmte Teilmenge
von [ x M.

Bei (¢, ) € f ist x durch ¢ eindeutig bestimmt. Mit f(¢) = z,(v € I) schreibt man fir
f auch (z,),e; und nennt dann (x,),c; eine Familie von Elementen aus M.

Die Menge I wird als die Indexmenge dieser Familie bezeichnet, und {z, : « € I} =
F(I) heiBt die Menge der Elemente der Familie (z,),¢;.

Ist z.B. F' = (II, f, P(I")), wobei wieder I die Menge aller Primzahlen und P(T") die
Menge der Teilmengen von I' bezeichnet, die Abbildung von IT in P(I") mit

(F):p—=M,={p":nel™} (pell)

so schreibt man fir f in diesem Fall (M),),er. Die Indexmenge ist hier also die Menge
der Primzahlen.

Definition 25: Es sei (M,),cr eine Familie von Teilmengen einer Menge M. Dann ver-
steht man unter N M, und U M,, die wie folgt definierten Mengen

el el

(M, :={m:m € My, firalle . € I'}

el

U M, :={m : m € My, fir mindestens ein . € I}
el

Beispiel: Es sei (M,,)ner+ die Familie von Elementen von P(I'") mit

M,={n*:AeTTu{0}}, (nel™)
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Dannist N M,={1}und U M, =TT,

nel* nel't

Wir betrachten abschlieBend noch die Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen
F=(M,fM)und G = (M g, M"), fur die also W(f) = D(g)(= M) gilt.

Satz 20: Es sei F' = (M, f, M) eine Abbildung von M in M’ und G = (M’, g, M")
eine Abbildung von M’ in M".
Dann ist f o g (s. Def. 9) eine Funktion mit D(f o g) = M, W(fog) C M", also
(M, f og, M") eine Abbildung von M in M":
Fiur (M, f o g, M") schreibt man F'G und nennt F'G das Produkt der Abbildungen F
und G. Es gilt

(FG):z = (fog)(x) =9g(f(z) (xeM)
Beweis: Wegen D(g) = M’ ist offenbar D(f o g) = D(f). Weiter existieren bei
21 = (fog)(r)und 20 = (fog)(z) (x € M; 2,2 € M") Elemente y;,y2 von M"
mit y1 = f(z), 21 = g(v1), y2 = f(x) und 22 = g(y2). Daraus folgt sofort y; = y» und
21 = 9.

Bemerkung: In der Analysis ist f o g die durch f und g bestimmte mittelbare Funktion
mit f als innerer und g als duBerer Funktion.

Aufgaben:

1. Man uberlege sich, welche der folgenden Zuordnungsvorschriften Funktionen sind,
und gebe dann ihren Definitions- und Wertebereich an. Wie lauten die inversen Rela-
tionen, und in welchen Fallen sind diese Funktionen?

a) f={(z,y) € P?:y=a?+22+1}

b) f={(z,y) € P*:y=V1-2%}
C)f:{(l',y) <071>X<071>:y:\/1_x2}
d) f={(x,y) € P*: x =tany}

e) f={(v,y) € Px(—5,+3) 2 =tany}

2. Essei ' = (M, f, M') eine Abbildung von der Menge M in die Menge M’. Weiter
seien Ny und Ny Teilmengen von M mit Ny C Ns. Man zeige, dass F/(N1) C F(Ns)
ist und iiberlege sich, ob dabei das Gleichheitszeichen weggelassen werden darf.

3. Essei F' = (M, f, M') eine Abbildung, und es seien N, Ny, Ny C M sowie N', N},
N} C M’'. Dann gilt

a) N € F~Y(F(N));
b) F(F~'(F(N')) C N
C) F(N1UN2) F(Nl)UF(N2>
d) F(N1 N N,) C F(Nl) N F(N);
e) F-Y(N{UN}) = F7Y(Nj) U F~1(NY);
f) FTHNTNNg) = F=H(NT) N F7H(V);

Man Uberlege sich weiter, dass in a), b) und (1) genau dann stets das Gleichheitszeichen
gilt, wenn F injektiv bzw. surjektiv bzw. injektiv ist.

4. Es seien F'= (M, f,M'"), G = (M' g, M"), H= (M",h, M") Abbildungen. Man
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beweise, dass
(FG)H = F(GH)
ist (Assoziativgesetz fir die Multiplikation der Abbildungen).

5. Essei F'= (M, f, M) eine eineindeutige Abbildung von M auf M’. Man zeige, dass
FF™' = (M, Idy, M), F'F= (M, Idy,M)
ist.

6. Es seien F' = (M, f,M') und G = (M, g, M") Abbildungen. Man iberlege sich,
ob die Relationen fN g und fUg (s. § 4) Funktionen sind, und gebe ihre graphische

Darstellung fiir zwei spezielle Abbildungen F' = ((—1,+1), f, P), G = ((—1,+1),9, P)
an.

7. Man Uberlege sich an Hand der Figur
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dass eine eineindeutige Abbildung ' = (I'", f, P;) existiert. Man gebe f(1), f(2), ...,
f(10) an. Hiernach ist die Menge der positiven rationalen Zahlen und damit auch die
Menge der rationalen Zahlen abzahlbar:

r1=0,mp=1lLuws=—-l, 04 =205 =-2,06 = 5,07 = —3

5

DO | —
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8 Operative Mengen, Halbordnungen

In der Mathematik beschaftigt man sich nicht nur mit Mengen selbst, sondern vor allem
mit Mengen, in denen noch gewisse Relationen erklart sind.

Solche Relationen konnen beispielsweise die im folgenden erklarten Operationen oder
Halbordnungsrelationen sein.

Um eine erste Vorstellung von den in dieser Weise "strukturierten Mengen" zu geben,
betrachten wir im folgenden als einfachsten Spezialfall hiervon eine Menge, in der eine
einzige binare Operation oder eine einzige Halbordnungsrelation definiert ist.

Definition 26: Eine n-stellige Operation oder n-stellige Verkniipfung in einer Menge M
ist eine Funktion ¢ mit D(¢) = M"™ und W (¢) C M.

Insbesondere nennen wir eine zweistellige Verknlpfung in M auch eine binare Verkniip-
fung in M. Da wir uns hier auf bindre Operationen beschranken wollen, sprechen wir
im folgenden einfach von einer Operation oder Verknipfung und meinen damit still-
schweigend eine binare Operation.

Definition 27: Ein geordnetes Paar A = (M, ¢), wobei M eine Menge und ¢ eine Ver-
knipfung in M ist, heiBt eine operative Menge. Man nennt M die Tragermenge von A
und ¢ die definierende Operation von A.

Die operativen Mengen (M, ¢) und (M’,¢’) sind genau dann gleich, wenn M = M’
und ¢ = ¢’ ist.

Ist A = (M, ¢) eine operative Menge, so schreibt man anstelle von ¢((a,b))((a,b) €
M x M) meist a - b oder a+ b oder a o b oder a T b usw. und bezeichnet dann auch ¢
einfach bzw. mit - oder + oder o oder T usw.

So ist beispielsweise (I',+) und (I, -), wobei + die Addition und - die Multiplikation
ganzer Zahlen bedeutet, je eine operative Menge.

Definition 28: Sind A = (M, 1) und A" = (M’,1") operative Mengen, so heiBt eine
Abbildung F' = (M, f, M') von M in bzw. auf M’ eine homomorphe Abbildung von A
in bzw. auf A’, wenn

flaTb) = f(a) T f(b) fir beliebige a,b € M

gilt.

Soistz.B. F'= (P*, f,P) mit (F) :  — f(x) = Inx unter Beachtung von In(x-y) =
Inz+Iny (x,y € PT) eine homomorphe Abbildung von A = (P™,) auf A’ = (P, +),
wenn hier - die Multiplikation positiver reeller Zahlen und + die Addition reeller Zahlen
ist.

Ist die homomorphe Abbildung F' = (M, f,M') von A = (M, ¢) in A" = (M, ¢/)
insbesondere eine eineindeutige Abbildung von M auf M’, so heiBt I eine isomorphe
Abbildung von A auf A’.

Man nennt dann A’ zu A isomorph - in Zeichen: A = A’. So ist z.B. die vorhin
angegebene homomorphe Abbildung F' = (P*, f, P) mit (F) : x — f(z) = Inx von
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(P*,-) auf (P,+) eine isomorphe Abbildung, also (P*,-) = (P, +).

Da (M, Idy;, M) eine isomorphe Abbildung der operativen Menge A = (M, ¢) auf
sich ist, so ist A = A fir jede operative Menge A. Ist F' = (M, f, M’) eine isomorphe
Abbildung von A = (M,71) auf A’ = (M', 7)), so ist F~! = (M’ f~1, M) eine
isomorphe Abbildung von A’ auf A; denn F'~! ist bijektiv, und es gilt fiir beliebige
oy e M mitz = fH ),y = 1Y)

YY) =@ T fw) = fety)=zT1y=F") 1)

Folglich gilt mit A = A" auch A’ = A, so dass wir auch von zwei isomorphen operativen
Mengen A und A’ sprechen kénnen.

Ist ' = (M, f, M') eine isomorphe Abbildung von A = (M, 1) auf A" = (M’,7’) und
G = (M',g, M") eine isomorphe Abbildung von A" = (M’ 1') auf A” = (M",1"),
soist FG = (M, f o g, M") eine isomorphe Abbildung von A auf A”; denn F'G ist
bijektiv, und es gilt fiir beliebige z,y € M:

(fog)eTy) =9(fxTYy) =9(f(2) T f(y) = 9(f(2)) 7" 9(f(v))
=(fog)(@) 7" (fog)(y)
Folglich ist bei A= A" und A’ = A” auch A= A”.

Definition 29: Eine Kongruenzrelation einer operativen Menge A = (M, T) ist eine
Aquivalenzrelation R in M mit der zusatzlichen Eigenschaft:

a1 Ras N\ by Rby = (a1 T bl)R(ag T b2> fur beliebige a1, a9,b1,bo € M

Fiir jede feste Zahl m € I'" ist die in § 5, Beispiel c) definierte Aquivalenzrelation R,, in
" eine Kongruenzrelation sowohl der operativen Menge (I', +) als auch der operativen
Menge (I, -).

Es gilt namlich fir jede feste Zahl m € I'" bei beliebigen a;, as, b1, by € I:

a1 R,a9 N\ blRme = m | (a1 — CLQ) Am | (bl — bg) = m | [(a1 — CLQ) + (bl — bg)]
= m | [(a1 +b1) — (a2 + b2)] = (a1 + b1) Rin(az + b2)

und

alRmaQ A blRme = m | (a1 — ag) Am | (bl — bg) = m | [(a1 — CLQ) - b+ as - (bl — bg)]
= m | ((11 . b1 —ag - bz) = m | (a1 . bl)Rm(CLQ . bz)

Es gilt

Satz 21: Ist F' = (M, f, M") eine homomorphe Abbildung von einer operativen Menge
A = (M, T) in eine operative Menge A" = (M', 1'), so ist die zugehdrige Abbildungs-
aquivalenz R

Ry & f(z) = f(y) (v,y €M)

eine Kongruenzrelation von A.
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Beweis:

Fir beliebige ai,as,bi,bo € M g”t

alRag A bleQ = f(CL1> = f((lz) AN f(bl) =
= fla1 7b1) = f(a1) 7" f(b
= (&1 T bl)R(CLQ T bz)

Definition 30: Ein geordnetes Paar H = (M, R), wo M eine Menge und R eine Halb-
ordnungsrelation (§ 6) in M ist, heiBt eine Halbordnung oder auch eine halbgeordnete
Menge.
Man nennt M die Tragermenge von H und R die definierende Halbordnungsrelation
von H.

f(b2)
1) = f(a2) T’ f(b2) = f(az T b2)

Die Halbordnungen (M, R) und (M’, R') sind hiernach genau dann gleich, wenn M =
M'" und R = R’ ist.

Beispiele fiir Halbordnungen sind:
a) (', <), wobei < die natiirliche GréBenordnungsrelation in T'" ist;
b) (T'",|), wobei | die Teilbarkeitsrelation in T'" ist, also fiir alle a,b € T'" gilt:

a|b:< (Esgibteinn el :b=na) (a,bel™)

c) (P(M),C), wobei C die mengentheoretische Inklusion in der Menge P(M) der
Teilmengen der Menge M ist.

Ist R speziell eine Ordnungsrelation bzw. eine Wohlordnungsrelation in der Menge M,
so heiBt H = (M, R) auch eine Ordnung oder geordnete Menge bzw. eine Wohlordnung
oder wohlgeordnete Menge.

Definition 31: Sind H = (M, <) und H' = (M’,=) Halbordnungen, so heiBt eine
Abbildung F' = (M, f, M") von M in bzw. auf M’ eine homomorphe Abbildung von
H in bzw. auf H’, wenn fiir beliebige a,b € M gilt

a<b= f(a) =2 f(b)

Ist die homomorphe Abbildung F' = (M, f, M') von H = (M, <) auf H' = (M', <
) insbesondere eine eineindeutige Abbildung von M auf M’ und ist auch F'~! eine
homomorphe Abbildung von H' auf H, d.h. ist F bijektiv und gilt

a<b<s f(a) X f(b) fir beliebige a,b € M

so heiBt F' eine isomorphe Abbildung von H auf H’. Man sagt dann: H' ist eine zu H
isomorphe Halbordnung - in Zeichen: H = H'.

Man (iberlegt sich wieder leicht, dass H = H fiir jede Halbordnung H gilt, dass mit
H = H' auch H' = H ist und dass bei H = H' und H' = H” auch H = H" gilt.

Definition 32: Es sei H = (M, <) eine Halbordnung. Dann heiBt ein Element s von M
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eine obere Schranke bzw. eine untere Schranke der Teilmenge N von M (in H), wenn
fur jedes x € N gilt: x < s bzw. s < z.

Eine Teilmenge N von M, die eine obere bzw. untere Schranke (in H) besitzt, heiBt
(in H) nach oben bzw. nach unten beschrankt. Existiert gleichzeitig eine untere und
eine obere Schranke, so wird N beschrankt genannt.

Besitzt M selbst eine untere Schranke, so ist diese durch H eindeutig bestimmt und
heiBt das kleinste Element oder das Nullelement der Halbordnung H. Hat M eine obere
Schranke, so heiBt dieses durch H eindeutig bestimmte Element das groBte Element
oder das Einselement der Halbordnung H.

Definition 33: Es sei H = (M, <) eine Halbordnung. Gibt es zu der Teilmenge N von
M eine obere Schranke ¢ (in H) mit der Eigenschaft, dass fiir jede obere Schranke s
von N (in H) g < s gilt, so heiBt dieses durch N eindeutig bestimmte Element g von
M die obere Grenze oder das Supremum von N (in H) - in Zeichen: g = sup V.

Ist g eine untere Schranke von N und gilt s < g fiir jede untere Schranke s von IV, so
heiBt das durch N eindeutig bestimmte Element g von M die untere Grenze oder das
Infimum von N (in H) - in Zeichen: g = inf V.

So ist beispielsweise bei H = (I', <), wobei < die natiirliche GréBenordnungsrelation
in I" ist, jede nicht positive ganze Zahl eine untere Schranke und 0 die untere Grenze
von N = I't U {0}. Diese Teilmenge N von F besitzt weder eine obere Grenze noch
eine obere Schranke in H.

In der Halbordnung H = (P, <), wobei < die natiirliche GroBenordnungsrelation in P
ist, hat die Teilmenge P von P jede nicht positive reelle Zahl als untere Schranke,
und 0 ist die - im Gegensatz zu oben nicht zu P* gehérende - untere Grenze von P
in H.

In der Halbordnung H = (I'*,|), wobei | die Teilbarkeitsrelation in T'" ist, hat jede
zweielementige Teilmenge {a, b} von I'" sowohl ein Infimum als auch ein Supremum,
und zwar gilt

inf{a,b} = (a,b) (g.g.T. von a und b)
inf{a,b} = [a,b] (k.g.V. von a und b)

(Beweis!).
Diese Halbordnung H hat zwar ein Nullelement, namlich 1, aber kein Einselement.

Ist H = (M, <) eine Wohlordnung, so besitzt jede nicht leere Teilmenge N von M ein
(in N enthaltenes) Infimum.

Aufgaben:
1. Wie muss man die definierende Operation T der operativen Menge A" = (P, 7)
festsetzen, damit F' = (P, f, P) mit

(F):z— f(x) =ax+b (a,be P;a#0,b#0, fest)

eine isomorphe Abbildung von A = (P, +) auf A’ ist? Dabei ist + die Addition reeller
Zahlen.
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2.Essei M = {a,b,c,d}, R ={(a,a),(a,b),(a,c),(a,d),(bb),(bd),(cc),(cd),(dd)}
und R = {(d, a), (a,b), (a,0), (a,d), (b,b), (b,c),(b,d),(c,c),(c,d),(d,d)}

Man zeige, dass H = (M, R) und H' = (M, R') Halbordnungen sind und dass F' =
(M, Idys, M) eine eineindeutige homomorphe Abbildung von H auf H’, aber keine
isomorphe Abbildung von H auf H' ist!

3. Es sei H = (P, <), wobei < die natiirliche GroBenordnungsrelation in P ist. Man
gebe im Falle ihrer Existenz die Grenzen der Teilmenge

N:{...,l,..., ,1,3,...,"“,...}
n 2

n
4. Es ist zu zeigen, dass in der Halbordnung (P(M), C), wobei C die mengentheore-
tische Inklusion in der Potenzmenge P(M) einer Menge M ist, jede Teilmenge T von
P(M) ein Infimum und ein Supremum besitzt und dass bei 7' # @&

DN | —

von Py (in H) an!

infT’= () N  und supT = |J N
Ner NeT

gilt. Weiterhin ist inf @ = M und sup @ = 9.
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9 Losungen der Aufgaben

§2
la){reK:z el + A2 |z}

b) {re K:a2'=1}

c){r € K: esgibteinn eIt mta=10""}

d) {z € K : es gibt Elemente m,n € I'" mit m +n=>5und z =2} 3.

P
A I
2, T
r
[n"

§3
1. My UMy ={s,c,h,a,u,m,w,e,i,n}, My N My=.

2. M1UM2:{a0+a1x+a2x2EQ:aozl\/a1:1},
MlﬂM2:{1+$+a2$2€Qia2€P}

3.
A
3-
M, M,
2
! M, M,
v S
7 2 3 4 5 X

My U My U M3 U My ist, geometrisch ausgedriickt, die Menge der Punkte im Innern
und auf dem Rande der Flache in Abb. 6.

A

y
3-/
24

17

My MY My v M,

Weiterhin ist My N My N Ms N My = {(2,2)}
6. a) My x My ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}
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b) My x My = {(x,y) € P*: (2<x2<3)A(5 7
c) My x My x My = {(p, A, q), (p,V,q), (p,<,q), (g, A,

§ 4

1. a) reflexiv in {1,2,3}, antisymmetrisch, transitiv.
b) antisymmetrisch, transitiv, eindeutig.

c) reflexiv in {1,2,3}, symmetrisch, transitiv.

), (q,V,7),(q, 1)}

3. R ist reflexiv in M : In jedem Punkt ist eine Schlinge vorhanden.

R ist symmetrisch: Gibt es einen Pfeil vom Punkte X nach dem Punkte Y, so gibt es
auch einen Pfeil vom Punkte Y nach dem Punkt X.

R ist antisymmetrisch: Zu zwei verschiedenen Punkten X und Y existiert nicht gleich-
zeitig ein Pfeil von X nach Y und von Y nach X.

R ist transitiv: Gibt es einen Pfeil von einem Punkt X nach einem Punkt Y und einen
Pfeil von Y nach einem Punkt Z, so gibt es auch einen Pfeil von X nach Z.

R ist eindeutig: Ist in einem Punkt X eine Schlinge vorhanden, so gibt es keinen Pfeil
von X nach einem Punkt Y. Gibt es einen Pfeil von X nach einem Punkt Y, so gibt
es auBer diesen keinen weiteren von X ausgehenden Pfeil und auch keine Schlinge in
X.

5.

Y 3 5 5 < %

)]
X2 X3 Xz A3 X, X3

Bemerkung: Hierbei wurde der dem Element v von {1, 2,3} entsprechende Punkt mit
X, bezeichnet.

§5
1. Genau dann, wenn die Herstellungszeit und das Giitezeichen von e; und e;, lberein-
stimmen.

2. Die durch Z definierte Aquivalenzrelation in M lautet:

R {( )7<]‘7 )7( ? )7( ? )7<279) ( ) ( ) (379)7(474)7(575>7(576)7<578>7
(5,10), (6,5), (6,6), (6,8), (6,10), (7,1),(7,7),(8,5), (8,6), (8,8), (8,10), (9, 2),
(9,3),(9,9),(10,5), (10,6), (10,8), (10,10) }

Die unter a) und b) angegebenen Mengen sind keine Zerlegungen von M.

3. Betrachtet man (x,y) als Koordinaten eines Punktes in einem rechtwinkligen karte-
sischen Koordinatensystem, so gilt geometrisch ausgedriickt:

Jede Aquivalenzklasse mod R ist die Menge aller Punkte eines Kreisbogens mit einem
von 0 verschiedenen Radius um den Koordinatenursprung, der im Innern des ersten
Quadranten verlauft. Jede Aquivalenzklasse mod 5 ist die Menge aller Punkte einer
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im Innern des ersten Quadranten verlaufenden Geraden, die dem Koordinatenursprung
beliebig nahe kommt.

Jede Aquivalenzklasse mod T ist die Menge aller Punkte einer im ersten Quadranten
verlaufenden Parallelen zur y-Achse.

4. Der 31. Oktober 1964 fiel auf einen Sonnabend.

5. M /R ist eine dreielementige Menge. Die Aquivalenzklassen mod R sind {1, 4, 5,10, 12},
12,79} und {3,6,8,11}.

6. RUS ={(z,y) eI :2=y(3)}

7. Die durch S/R definierte Zerlegung von I'/R ist die Menge

{{0,2,4,6,8} , {1,3,5,7,9}}

mita = {z € I': x = a(10)} fir jedes a € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
§6

1. a), b), c) keine Halbordnungsrelationen, d) Halbordnungsrelation, e) Ordnungsrela-
tion.

2. R{ U Ry und R; o Ry sind im allgemeinen keine Halbordnungsrelationen in M. Da-
gegen ist R N Ry eine Halbordnungsrelation in M.

§7
1. a) f ist eine Funktion mit D(f) = P, W(f) = PT U {0}.
(

b) f ist eine Funktion mit D(f) = (—1,+1), W(f) = (0,1).
c) f ist eine Funktion mit D(f) = (0,1), W(f) = (0,1)

d) f ist keine Funktion.

e) f ist eine Funktion mit D(f) = P, W(f) = (—%,—kg)

6. f N g ist eine Funktion, dagegen im allgemeinen nicht f U g.

§38
. x Ty =2+ y — b fir beliebige x,y € P.

3.inf N =0, supN:%
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