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Vorwort

Die Methode der vollstandigen Induktion, der dieses Biichlein gewidmet ist, findet in verschie-
denen Gebieten der Mathematik weitgehende Anwendung. Sie wird sowohl im Schulunterricht
als auch in den neuesten Untersuchungen in verschiedenen Disziplinen benutzt.

Es ist daher verstandlich, dass man ohne Beherrschung dieser Methode nicht einmal die Schul-
mathematik ernsthaft betreiben kann. Abgesehen davon besitzen die Ideen der vollstandigen
Induktion auch einen groBen allgemeinbildenden Wert. Daher diirften sie auch fiir Menschen,
welche der Mathematik und ihren Anwendungen fernstehen, von Interesse sein.

Der Hauptinhalt der Methode und die einfachsten Beispiele fiir ihre Anwendung finden wir im
Abschn. | und im § 1 des Abschn. I, zu deren Verstandnis das auf der Grundschule erworbene
Wissen vollig ausreicht. Die tibrigen Paragraphen des Heftchens sind jedem Leser verstandlich,
der den mathematischen Wissensstoff einer Oberschule beherrscht.

Das Bichlein ist fiir Schiiler der oberen Klassen der Oberschule, fiir Studenten der ersten Se-
mester an padagogischen Instituten, Universitaten und Fachschulen geschrieben; es kann aber
auch in einer mathematischen Arbeitsgemeinschaft an der Schule verwendet werden.

Der Methode der vollstandigen Induktion sind auch folgende Aufsitze gewidmet:
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1936.

J. S. Besikowitsch, "Die Methode der vollstandigen Induktion", Mathematik in der Schule,
Heft 1, 1946.
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finden.
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Einfiihrung

Bei Aussagen unterscheidet man allgemeine und spezielle. Wir wollen zunachst einige Beispiele
fur allgemeine Aussagen anfiihren:

1. Alle Biirger der UdSSR besitzen das Recht auf Bildung.
2. In jedem Parallelogramm werden die Diagonalen durch ihren Schnittpunkt halbiert.
3. Alle Zahlen, die mit einer Null enden, sind durch 5 teilbar.

Die entsprechenden Beispiele spezieller Aussagen sind:

Petrow besitzt das Recht auf Bildung.
1. In dem Parallelogramm ABC'D werden die Diagonalen durch ihren Schnittpunkt halbiert.
2. 140 ist durch 5 teilbar.

Den Ubergang von allgemeinen zu speziellen Aussagen nennt man Deduktion. Wir betrachten
dazu ein Beispiel.

1. Alle Biirger der UdSSR besitzen das Recht auf Bildung
2. Petrow ist Biirger der UdSSR.
3. Petrow besitzt das Recht auf Bildung.

Aus der allgemeinen Aussage 1 haben wir mit Hilfe der Aussage 2 die spezielle Aussage 3
gefolgert.

Den Ubergang von speziellen Aussagen zu allgemeinen nennt man Induktion. Dabei kann die
Induktion sowohl zu richtigen als auch zu falschen Schlussfolgerungen fithren. Wir wollen dies
an zwei Beispielen erlautern.

1. 140 ist durch 5 teilbar.
2. Alle Zahlen, die mit einer Null enden, sind durch 5 teilbar.

Aus der speziellen Aussage 1 erhielt man die allgemeine Aussage 2, und diese ist richtig.

1. 140 ist durch 5 teilbar.
2. Alle dreistelligen Zahlen sind durch 5 teilbar.

Aus der speziellen Ansage 1 entstand die allgemeine Aussage 2. Diese Aussage ist jedoch falsch.
Es fragt sich nun, wie die Induktion in der Mathematik zu handhaben ist, damit man richtige
Folgerungen erhalt. Die Antwort auf diese Frage soll in dieser Broschiire gegeben werden.
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1 Die Methode der vollstandigen Induktion

§ 1. Wir wollen zunachst zwei Beispiele fiir eine in der Mathematik unzulassige Induktion
betrachten.
Beispiel 1. Es sei

5 _ 1 N 1 N 1 N 1
1.2 23 3-4 n(n+1)
Man bestatigt leicht, dass
1 1
51_1-2_5
1 1 2
Szi _— = =
2= 1975373
S 1 N 1 N 13
7 1.2 "72.373.4 4
1 1 1 1 4
54— + ‘l‘ + - =

ist.

Beispiel 2. Wir betrachten das von dem Mathematiker L. Euler, einem der ersten Mitglieder
der Berliner und der Petersburger Akademie, angegebene Trinom z* 4 z + 41.

Setzen wir in diesem Trinom fiir z die Zahl Null, so erhalten wir die Primzahl 41. Setzen wir
dann in dem gleichen Trinom x gleich Eins, so erhalten wir wiederum eine eine Primzahl, und
zwar 43.

Lassen wir in dem Trinom x die Folge 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 durchlaufen, so erhalten wir die
Primzahlen 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151. Auf Grund dieser Ergebnisse konnten wir
behaupten, dass man stets eine Primzahl erhalt, wenn man in diesem Trinom fiir x eine ganze
nichtnegative Zahl einsetzt.

Warum ist die in diesen Beispielen angefiihrte Uberlegung in der Mathematik unzulissig ?
Worin liegt die Unzulanglichkeit unserer Schlussfolgerungen ?

Bei diesen Uberlegungen machten wir eine allgemeine Aussage iiber jedes n (bzw. jedes z im
2. Beispiel) lediglich auf Grund dessen, dass sich diese Aussage fiir gewisse Werte von n (bzw.
x) als richtig erwies.

Man wendet die Induktion in der Mathematik sehr oft an, aber man muss sie auch richtig an-
wenden, da man bei leichtfertiger Verwendung der Induktion zu unrichtigen Schlussfolgerungen
gelangen kann.

So wird sich zwar unsere in Beispiel 1 aufgestellte allgemeine Aussage - wie spater im Beispiel
5 bewiesen werden soll - als richtig, unsere allgemeine Aussage von Beispiel 2 dagegen als
falsch herausstellen.

In der Tat ergibt sich bei aufmerksamer Untersuchung, dass das Trinom z? + x + 41 fiir
x=0,1,2,...,39 Primzahlen liefert, dass dieses Trinom aber fiir x = 40 gleich 412, d.h. gleich
einer zusammengesetzten Zahl ist.
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§ 2. Im Beispiel 2 begegneten wir einer Aussage, die sich in 40 Fallen als richtig, im allgemeinen
aber als falsch erwies.

Wir wollen deshalb noch 2 Beispiele anfiihren, in denen die Aussagen in gewissen speziellen
Fallen richtig, allgemein jedoch falsch sind.

Beispiel 3. Das Binom 2™ — 1 (n eine natirliche Zahl) ist fiir die Mathematiker von groBem
Interesse, da es mit der geometrischen Aufgabe der Teilung des Kreises in n gleiche Teile eng
verkniipft ist. Es ist daher nicht verwunderlich, dass dieses Binom in der Mathematik allseitig
untersucht wird.

Insbesondere interessiert die Mathematiker die Frage der Zerlegung dieses Binoms in Faktoren
mit ganzzahligen Koeffizienten.

Bei der Betrachtung dieser Zerlegung bei vielen speziellen Werten von n stellten die Mathe-
matiker fest, dass die absoluten Betrage aller Koeffizienten bei einer Zerlegung die Zahl Eins
nicht Gbertreffen. Es gelten namlich die Identitaten

r—1=x—-1,
2 —1=(x—1)(z+1),
x —1—(30—1)(13 —i—x—l—l)
vt —1=(z—1)(z+1)(@" +1),
(z —1)(2*

(z — 1)z +

2’ —1= +2d +2® + x4 1),

P—1=(x-1 D(2* +z+1)(2® —x+1)

Es wurden Tabellen aufgestellt, innerhalb deren die Koeffizienten auch die genannte Eigen-
schaft besaBen. Versuche aber, diese Tatsache fiir jedes n zu beweisen, schlugen fehl.

Im Jahre 1938 erschien darauf in der Zeitschrift 'Fortschritte der mathematischen Wissen-
schaften’, Heft IV, eine Veroffentlichung des hervorragenden sowjetischen Mathematikers und
korrespondierenden Mitglieds der Akademie der Wissenschaften der UdSSR N. G. Tschebor-
tarew, in der er die sowjetischen Mathematiker aufforderte, dieses Problem zu |6sen.

Diese Aufgabe loste W. lwanow. Es zeigte sich, dass die erwahnte Eigenschaft allen Binomen
2" — 1 zukommt, deren Grad kleiner als 105 ist. Einer der Faktoren von x'% — 1 aber ist das
Polynom

288 AT 46 43 42 oAl 40 039 4 36 L 035 L 034 033 4 32 31
g2 2 24 022 020 4 07 4 06 L 05 4 o0y I3y 212 09 8

— 2" =S — i+l
das diese Eigenschaft nicht mehr besitzt.

Beispiel 4. In wieviel Teile wird der Raum durch n Ebenen, die durch einen Punkt gehen,
zerlegt, wenn keine drei von ihnen eine Schnittgerade gemeinsam haben 7

Wir betrachten die einfachsten Spezialfille dieses Problems.

Eine Ebene zerlegt den Raum in 2 Teile. Zwei durch einen Punkt gehende Ebenen zerlegen den
Raum in 4 Teile. Drei Ebenen, die einen Punkt, aber keine Gerade gemeinsam haben, zerlegen
den Raum in 8 Teile.

Auf den ersten Blick konnte es scheinen, dass bei VergroBerung der Anzahl der Ebenen um Eins
der Raum in die doppelte Anzahl von Teilrdumen zerlegt wiirde und dass daher vier Ebenen
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den Raum in 16 Teile, fiinf in 32 Teile usw. zerlegen, allgemein, dass n Ebenen den Raum in
2" Teile zerlegen.

In Wirklichkeit ist es jedoch nicht so, denn 4 Ebenen zerlegen den Raum in 14 Teile, 5 Ebenen
in 22 Teile. Allgemein gilt, dass n Ebenen den Raum in (n — 1)n + 2 Teile zerlegen.E]

Die betrachteten Beispiele erlauben den einfachen, aber gleichzeitig auch wichtigen Schluss:
Eine Aussage kann in einer ganzen Reihe spezieller Falle richtig und trotzdem allgemein falsch
sein.

§ 3. Es entsteht jetzt folgende Frage: Eine Aussage sei in einigen speziellen Fallen richtig; alle
Falle konnen jedoch unmoglich untersucht werden; wie kann man erkennen, ob diese Aussage
allgemein richtig ist?

Diese Frage kann mit Hilfe einer besonderen Methode, der sogenannten Methode der vollstan-
digen Induktion (Schluss von n auf n + 1) manchmal geldst werden.

Diese Methode beruht auf dem Prinzip der vollstandigen Induktion, des in Folgendem besteht:

Eine Aussage ist fiir jede natlrliche Zahl n richtig, wenn sie

1) fiir n = 1 richtig ist und wenn

2) aus der Richtigkeit der Aussage fiir eine willkiirliche natirliche Zahl n = k die Richtigkeit
fir n = k + 1 folgt.

Beweis. Wir nehmen an, die Aussage sei nicht fiir jede natirliche Zahl n richtig. Es wiirde
dann eine natiirliche Zahl m existieren mit der Eigenschaft, dass

1) die Aussage fiir n = m falsch.

2) fiir jedes n, das kleiner als m ist, die Aussage richtig ist. (Mit anderen Worten: m ware die
erste natiirliche Zahl, fiir welche die Aussage falsch ist.)

Offenbar ware m > 1, da fir n = 1 die Aussage richtig ist (Bedingung 1). Folglich ware
m — 1 eine natiirliche Zahl. Daraus ergabe sich weiter, dass fiir die natirliche Zahl m — 1 die
Aussage richtig, aber fiir die nachfolgende natiirliche Zahl m falsch ware. Dies widersprache
der Bedingung 2.

Bemerkung. Beim Beweis des Prinzips der vollstandigen Induktion haben wir benutzt, dass in
jeder Menge natiirlicher Zahlen eine kleinste enthalten ist. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Eigenschaft ihrerseits als Folgerung aus dem Prinzip der vollstandigen Induktion abgeleitet
werden kann. Somit sind beide Aussagen aquivalent. Jede von ihnen kann man als Axiom
ansehen, welches die Folge der natiirlichen Zahlen definiert; die andere ist dann ein Satz.
Gewohnlich nimmt man als Axiom das Prinzip der vollstandigen Induktion selbst.

§ 4. Einen auf dem Prinzip der vollstandigen Induktion beruhenden Beweis nennt man Beweis
durch vollstandige Induktion. Ein derartiger Beweis muss notwendigerweise aus zwei Teilen
bestehen, aus dem Beweis der beiden voneinander unabhangigen Satze:

Satz 1. Die Aussage ist fiir n = 1 richtig.

Satz 2. Die Aussage ist fiir n = k + 1 richtig, wenn sie fir n = k richtig ist, wobei k eine
beliebige natiirliche Zahl ist.

Sind diese beiden Satze bewiesen, so ist auf Grund des Prinzips der vollstandigen Induktion
die Aussage fir jedes natiirliche n richtig.

1Lésung siehe Aufgabe 30.
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Beispiel 5. Man berechne die Summe (vgl. Beispiel 1)

1 1 1 1
S, =
1-2 23 3-4 n(n+ 1)
Wir wissen, dass ) ) 5 A
5125 ) 52:§ y 5321 s 54:5

ist.
Jetzt wollen wir den Fehler, den wir im Beispiel 1 zulieBen, nicht wiederholen und nicht gleich
behaupten, fiir jedes natiirliche n sei

. n
T on+1

n

Wir sind vorsichtig und sagen, die betrachteten Sy, Sy, S3, S4 wiirden die Vermutung nahele-
gen, dass die Beziehung .5, = .25 fir jedes natirliche n gilt. Gleichzeitig wissen wir, dass diese
Vermutung fiir n = [, 2, 3,4 richtig ist. Zum Beweis der Allgemeingiltigkeit jener Vermutung
wollen wir nun die Methode der vollstandigen Induktion benutzen.

Satz 1. Fir n = 1 ist die Vermutung richtig, da S; = % ist.

Satz 2. Wir nehmen an, die Vermutung sei fiir n = k richtig, d.h., es sei
1 1 1 k

[ _
T R O S A § R S

wobei k eine natiirliche Zahl ist. Wir zeigen, dass dann die Vermutung auch fir n = k£ + 1
richtig ist. d.h., dass

k+1
S =
BT )
gilt.
In der Tat ist ]
Sk1 = Sk +

(k+1)(k+2)
und folglich nach Induktionsannahme

k 1 4+2k+1 k+1

TRl il(kt2) hrDk+2)  kt2

Sk+1

Damit sind beide Satze bewiesen. Auf Grund des Prinzips der vollstandigen Induktion gilt also
die Aussage, dass fiir jede natiirliche Zahl n

ist.

Bemerkung 1. Es ist notwendig, zu betonen, dass ein Beweis durch vollstandige Induktion
unbedingt den Beweis der beiden Satze 1 und 2 verlangt.

Wir sahen schon, zu welchem Ergebnis die Nichtbeachtung des Satzes 2 fiihrt (Beispiel 2).
Nunmehr zeigen wir, dass auch Satz 1 niemals weggelassen werden darf. Wir betrachten dazu
das folgende Beispiel.
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Beispiel 6. Behauptung. Jede natiirliche Zahl ist der ihr folgenden natiirlichen Zahl gleich.
Wir "beweisen" dies durch vollstandige Induktion. Wir nehmen dazu an, es sei

k=k+1 (1)

und beweisen, dass dann
k+1=k+2 (2)

gilt.
In der Tat erhalten wir, wenn wir auf jeder Seite der Gleichung (1) eine 1 addieren, die Gleichung

(2). Hieraus folgt: Ist die Aussage fiir n = k richtig, so ist sie auch fir n = k + 1 richtig, und
die Behauptung ware bewiesen.

Folgerung. Alle natiirlichen Zahlen sind einander gleich.

Wo ist hier aber der Fehler? Der Fehler liegt darin, dass der erste der fiir die Anwendung des
Prinzips der vollstandigen Induktion notwendigen Satze hier nicht bewiesen wurde und auch
gar nicht richtig ist, dass vielmehr nur der zweite Satz bewiesen wurde.

Die Satze 1 und 2 haben beide ihre spezielle Bedeutung.

Satz 1 schafft sozusagen die Basis fiir die Durchfiihrung der vollstandigen Induktion. Satz 2
liefert die Berechtigung der automatischen Ausdehnung (Verbreiterung) dieser Basis, die Be-
rechtigung fiir den Ubergang von dem gegebenen speziellen Fall zu dem folgenden, von n auf
n + 1 (daher die Bezeichnung "Schluss von n auf n + 1"; d. Red.)

Ist Satz 1 nicht bewiesen, wohl aber Satz 2 (siehe Beispiel 6), so ist die Basis fir die An-
wendung der Induktion nicht geschaffen; daher ist es sinnlos, Satz 2 anwenden zu wollen, da
eigentlich nichts zum Verbreitern vorhanden ist.

Wurde aber Satz 2 nicht bewiesen, sondern nur Satz 1 gezeigt (vgl. Beispiel 1 und 2), so
fehlt die Berechtigung fiir eine Verallgemeinerung, obgleich die Basis fiir die Anwendung der
Induktion vorhanden ist.

Bemerkung 2. Die vollstandige Induktion wurde im vorstehenden fiir einfachste Falle unter-
sucht. In komplizierteren Fallen missen die Formulierungen der Satze 1 und 2 entsprechend
geandert werden.

Bisweilen stitzt sich der zweite Teil des Beweises auf die Richtigkeit der Aussage nicht nur fir
n = k, sondern auch fiir n = k — 1. In diesem Falle muss die Aussage im ersten Teil fiir zwei
aufeinanderfolgende Werte von n bewiesen werden (siehe spater Aufgabe 18).

Manchmal kann man eine Aussage nicht fir alle natirlichen n, wohl aber fiir alle ganzen n,
die oberhalb einer gewissen ganzen Zahl m liegen, beweisen. In diesem Fall verifiziert man im
ersten Teil des Beweises die Aussage fiir n = m + 1 und, wenn dies notwendig ist, auch fiir
gewisse nachfolgende Werte von 1; (vgl. Aufgabe 24).

§ 5. Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir zur Klarung einer wesentlichen Seite der vollstan-
digen Induktion noch einmal auf Beispiel 1 zuriickkommen.

Als wir die Summe

S, = + ! + ! + ..+
"T1-202-3 9 3-4 7 n(n+l)

fur verschiedene Werte von n untersuchten, berechneten wir

1 2 3 4
S1—§ y Sg—g 5 Sg—z N 54—3,...
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Dies fiihrte uns zu der Vermutung, dass fiir jedes n

n
n+1

’VL:

gilt. Zum Beweis dieser Vermutung benutzten wir die vollstandige Induktion.

Wir hatten Gliick und sprechen eine Vermutung aus, die sich dann auch bestatigte. Hatten
wir eine sich als falsch erweisende Vermutung aufgestellt, so hatte sich der Fehler beim Beweis
des Satzes 2 gezeigt.

Beispiel 7. Wir wissen, dass

Sp= oy oy Ly L o _ (1)
1.2 2:3 34 7 " nn+l) n+l
ist. Nehmen wir an, wir hatten
n—+1
3n+1

vermutet.
Fir n = 1 ist die Formel (2) richtig, da S; = 5. Nehmen wir an, die Formel (2) sei fiir n = k
richtig, d.h., es gelte

k41

3k +1

Wir versuchen nun zu zeigen, dass die Formel (2) dann auch fiir n = k + 1 richtig ist, d.h.,
dass

Sk =

k+2
3k +4

Sk+1 -
gilt. Nun ist aber

1 _ ka1 1 K 4+ 4k* + 8k +3
(k+1)(k+2) 3k+1 (k+1)(k+2) (E+1)(k+2)(3k+1

Sk41 = Sk +

d.h., wir finden ein anderes als das erwartete Resultat. Die beiden Ausdriicke fiir Sy, sind
nicht identisch; setzt man sie gleich, so ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir &, die keine
reellen Lésungen hat.

Also folgt aus der Richtigkeit der Formel (2) fiir n = k nicht die fir n = k& + 1. Wir haben
vielmehr gefunden, dass die Formel (2) falsch ist.

Daher gestattet die vollstdndige Induktion, die bei der Suche nach einem allgemeinen Gesetz
entstehenden Vermutungen zu priifen, falsche zu verwerfen und richtige zu bestatigen.

2 Beispiele und Ubungen

Um die vollstandige Induktion anwenden zu lernen, muss man eine geniigende Anzahl von
Aufgaben betrachten.

In diesem Kapitel sind 52 Aufgaben angegeben, von denen 22 mit genauen Losungen versehen
sind, wahrend man die Lésungen der tbrigen 30 Aufgaben, die fiir selbstandige Arbeit gedacht
sind, am Ende der Broschiire findet.

§ 1. Aufgabe 1. Wir schreiben die ungeraden Zahlen der GroBe nach auf; 1, 3, 5, 7, ... Die
erste bezeichnen wir mit u; die zweite mit uy die dritte mit us usw., d.h., wir wollen

Ulzl, U2:37 U3:5, U4:7,




2 Beispiele und Ubungen

setzen. Jetzt stellen wir uns die Aufgabe, eine Formel zu finden, welche die ungeraden Zahlen
u,, durch ihre Indizes n ausdriickt.

Losung. Die erste ungerade Zahl u; kann man in der Form

uy=2-1-1 (1)
schreiben, die zweite ungerade Zahl u, in der Form

up=2-2-1 (2)
die dritte ungerade Zahl ug in der Form

uz=2-3—-1 (3)

usw.
Bei aufmerksamer Betrachtung der Gleichungen (1), (2), (3) gelangt man zu der Annahme,
dass man jede ungerade Zahl erhalt, wenn man ihren Index mit 2 multipliziert und davon 1
subtrahiert, d.h., fiir die n-te ungerade Zahl gilt die Formel,

Uy =2-n—1 (4)
Wir wollen beweisen, dass diese Formel richtig ist.

Satz 1. Die Gleichung (1) zeigt, dass die Formel (4) fir n = 1 richtig ist.

Satz 2. Wir nehmen an, die Formel (4) sei fur n = k richtig. d.h., die k-te ungerade Zahl
besitze die Form
U = 2k —1

Wir beweisen, dass die Formel (4) dann auch fiir die (k + [)-te ungerade Zahl richtig sein
muss, d.h., dass diese die Form
Upsr = 2k +1) — 1

oder, was das gleiche ist,
U1 = 2k +1

haben muss.

Um die (k + 1)-te ungerade Zahl zu erhalten, geniigt es, zur k-ten ungeraden Zahl die Zahl 2
zu addieren,d.h. ug 1 = ux + 2 zu bilden. Nach Annahme ist u; = 2k — 1. Daher gilt

Uppr = 2k — 1) +2 =2k +1

was zu beweisen war.
Ergebnis: u, = 2n — 1.

Aufgabe 2. Man berechne die Summe der ersten n ungeraden Zahlen.

Losung. Wir wollen die gesuchte Summe mit .S,, bezeichnen, also
Sp=1+3+5+...+2n—-1)

Zur Losung dieser Aufgabe gibt es in der Mathematik eine bestimmte Formel. Fiir uns ist
es aber interessant, nicht auf eine fertige Formel zuriickzugreifen, sondern zur Lésung dieser
Aufgabe vollstandige Induktion zu benutzen. Dazu ist es zunachst notwendig, eine Vermutung

10
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aufzustellen, d.h. zu versuchen, die Losung zu erraten.

Wir lassen n die Werte 1, 2, 3, ... durchlaufen, bis wir das nétige Material gesammelt haben,
um auf dieser Grundlage eine mehr oder weniger aussichtsreiche Vermutung aufstehen zu
konnen. Danach ist dann noch diese Vermutung durch vollstandige Induktion zu beweisen.

Es ist
Si=1, Sy=4, S3=9, S,=16, S5=25  Sz=236

Jetzt hangt alles von der Beobachtungsgabe des Studierenden ab, von seiner Fahigkeit, aus
den speziellen Werten die allgemeine Losung zu folgern.
Wir glauben, dass man in den gegebenen Fallen sehr schnell

S =12, Sy=2° S3=3 S, =4
bemerkt. Auf Grund dessen kann man dann annehmen, dass allgemein S,, = n? gilt. Dass

diese Annahme richtig ist, wollen wir jetzt beweisen.

Satz 1. Fiir n = 1 besteht die Summe aus der Zahl 1. Der Ausdruck n? ist fiir n = 1 ebenfalls
gleich 1. Folglich ist die Annahme fiir n = 1 richtig.

Satz 2. Wir nehmen an, die Vermutung sei fiir n = k richtig, d.h., es sei S, = k?. Wir
beweisen, dass die Vermutung dann auch fiir n = k + 1 richtig sein muss, d.h.

Sk+[ = (k + l)2
ist. In der Tat ist

Da aber S;, = k? ist, gilt
Sp1 =k + 2k +1) = (k+1)?

was zu beweisen war.
Ergebnis: S, = n?.

Aufgabe 3. Man bestimme das allgemeine Glied u,,, wenn u; = 1 und fiir jede natiirliche Zahl
k > 1 die Beziehung
U = Up_1 + 3

gilt.
Hinweis: uy =3-1—2, us =3-2 — 2.

Aufgabe 4. Man bestimme die Summe
S,=14+24+224+234 ... 42"
Hinweis: 1) S; =2 —1; Sy =22 — 1; S3 = 2% — 1, oder 2) man betrachte 25, — S,,.

Aufgabe 5. Man beweise, dass die Summe der ersten n Zahlen der natiirlichen Zahlenfolge
. n(n—1) .
gleich ==— ist.

Losung. Diese Aufgabe unterscheidet sich von den vorhergehenden dadurch, dass es hier nicht
notig ist, eine Vermutung aufzustellen; sie ist gegeben. Es ist nur zu zeigen, dass diese Ver-
mutung richtig ist.

Wir bezeichnen die gesuchte Summe mit S,,, d.h., es ist

Sp=1+2+3+...+n

11
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Satz 1. Fir n = 1 ist die Vermutung richtig.
Satz 2. Es sei o
Sk:1+2+...+k;:(2+)

Wir beweisen, dass
(k+1)(k+2)

2

Shy1 =
ist. In der Tat gilt

k(k+1
Skt1 =5k +(k+1)= (k+1)

womit die Aufgabe gel6st ist.

Aufgabe 6. Man beweise, dass die Summe der Quadrate der ersten n Zahlen der natdrlichen

n(n+1)(2n+ 1) -

Zahlenfolge gleich
Aufgabe 7. Man beweise

Sp=12 22432 2 4 (—1) it = (-1)”1”(”;r 2

Lésung. Satz 1. Fir n = 1 ist die Annahme offenbar richtig ((—1)° = 1).
Satz 2. Es sei

k(k+1)

Sp=12—22 432 42 4+ (=) = (-1)F! 5

Wir beweisen, dass

LB+ 1) (k+2)

S =12 =22 43— 4+ (D) (DR + 1) = (—1) >

gilt. In der Tat ist

Sk+1 — Sk + (_1)k(k + 1)2 — (_1>k_1 k’(k’;— 1) + (—1)k(k3 + 1)2 _
= (—1)F [(k L1y — ’;] (1) = (—1etEE 1>2(’“ +2)

Aufgabe 8. Man beweise

2 _ n(2n—1)(2n+1)

PP+32+5+..+(2n—1) 3

Aufgabe 9. Man beweise, dass die Summe der Kuben der ersten n natiirlichen Zahlen gleich

{%} 2 ist.

Aufgabe 10. Man beweise
vt -1

l+ox+22+. 42" ="~
r—1

(1)

12
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Aufgabe 11. Man beweise

n(n+1)(n+2)

124234344 ... +nn+1)= 3

Aufgabe 12. Man beweise

1 2
1.2.342.8.443-4-54 . +n(n+1)(n42) = D +D0+3)

4
Aufgabe 13. Man beweise
1 N 1 T 1 _on
1-3 3.5 7 (2n-1D2n+1) 2n+1
Aufgabe 14. Man beweise
12 22 n? n(n+1)
— =
1-3  3-5 (2n—1)2n+1) 2(2n+1)
Aufgabe 15. Man beweise
1 N 1 N 1 A 1 _on
1-4 4.7 7-10 7 (B3n-2)Bn+1) 3n+1
Aufgabe 16. Man beweise
1 n 1 N 1 - 1 _on
1-5 5-9 9-13 7 (4n-3)4n+1) 4n+1
Aufgabe 17. Man beweise
1 1 1 n

et @ D@+ T @ n—D+n)  aa+n)

Aufgabe 18. Man beweise, dass v, = 2" 4 1 ist, wenn vg = 2, v; = 3 und fiir jedes natiirliche
k die Beziehung
Vg1 = U — 2051

gilt.

Losung. Fir n = 0 und n = 1 ist die Aussage nach Voraussetzung richtig. Nehmen wir an, es
sei
vy =261 41 : v =2F4+1
denn gilt
Vpyr = 328 + 1) +2(2F 1) = 2F 41

Aufgabe 19. Man beweise, dass
anJrl - 6n+1
Uy = —————

a—p3
ist, wenn ) ) , ,
e = 2

13
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und. fir jedes natiirliche k > 2 die Beziehung
up = (@ + Blup—1 — afug_o

gilt.

Aufgabe 20. Das Produkt 1-2-3-...-n bezeichnet man mit dem Zeichen n! (lies "n-Fakultat").
Esgilt: 11 =1, 21 =2, 31 =6, 4! = 24, 5! = 120.
Man berechne

S,=1-1142-2043-31+ ...+ n-nl

Losung.

Si=1-1=1

Sy=1-142-21=5
Sy=1-11+4+2-21+3-31=23
Sy=1-1142-2143-31+4-41 =119

Bei einer genauen Betrachtung dieser Ergebnisse bemerkt man, dass
Sy =21-1, Sy =3l -1, Sy =4l -1, S;=5l—1
ist. Dies gibt zu der Vermutung Anlass, dass
Sp=Mn+1)-1
gilt. Wir wollen diese Annahme beweisen.

Satz 1. Fir n = 1 ist die Vermutung richtig, da

Si=1-11=2-1

ist.
Satz 2. Es sei
Sp=1-114+2-21+ . +k-kl=(k+1)! -1
wir zeigen
Sk =1-1+2-20+ +Ek-El+k+1)-(E+1D)=(k+2)!-1
In der Tat ist

S =S+ k+1) -+ =[k+1)! =1+ (k+1)-(k+1) =
=k+DII+k+1D)]-1=Fk+DI(k+2)—1=(k+2)! -1

Aufgabe 21. Man beweise die ldentitat

1 N 2 N 4 " 8 I 2m B 1 n gntl
1+x 1422 142 1428 7 14222 -1 1-—g2""

Aufgabe 22. Es sei

a
a+ [ =m, af = a, Ay =m —

m—1

14
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A3 =m — a —, Ay =m — a ,  Usw
m_mfl m_mf -
gegeben, d.h. fiir £ > 1 gelte
a
Ak+1—m—Af (m;«él,a#ﬁ)
k

Man beweise

(C(”'H _ ﬂn—i—l) o (an . Bn (1)
(an _ Bn) _ (an*1 _ 57171)

Losung. Satz 1. Wir beweisen zunachst, dass die Formel (1) fiir n = 2 richtig ist. Nach
Voraussetzung gilt

A, =

B a af P+t af-a—f
de=mo T =@ LT 1T T e sl

Nach Formel (1) ist
(o = %) — (* = %)
(a2 = 5?) — (a = B)

Kiirzt man diesen Bruch durch o« — 3, so erhalt man

2+ 4+ af—a-p
a+p—-1

AQZ

Ay =

was zu beweisen war.
Satz 2. Die Formel (1) sei fiir n = k richtig, d.h., es gelte

(k1 = §41) — (o —

(oF = ) (o = 1) )

A =

Wir beweisen, dass sie denn auch fiir n = k + 1 richtig sein muss, d.h.

(ak+2 _ 5k+2) _ (ak+1 _ gkt

(k7T = BT) — (aF — 57)

Ak:+1 =

ist. In der Tat, es ist

A1 =m — Ai oder  Agi=(a+p)— ap
k

Benutzt man die Gleichung (2), so erhalt man
6 k Bk k—1 ﬁk—l
Ak+1 = (Oé + ﬁ) - OEO[L(_._Oi _ ﬁk+)1()a_ (ak _ ﬁk;]
(ak+2 _ 6k+2> _ (akz—i-l _ ﬁkH

(ak+1 _ ﬁk—‘rl) _ (Oék _ 5]@)

womit der Satz bewiesen ist.
Aufgabe 23. Man vereinfache das Polynom

z(z—1)..(r—n+1)
n!

r  z(x—1) "
L= S+ = =t (5])
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r—1)(x—2)...(x —n)
n!

Ergebnis: (—1)" (

Aufgabe 24. Man beweise, dass man jeden Rubelbetrag, der groBer als 7 ist, mit Geldscheinen
im Werte von 3 und 5 Rubel bezahlen kann, ohne dass herausgegeben werden muss.

Losung. Fir 8 Rubel ist die Aussage richtig.

Die Aussage sei fiir k£ Rubel richtig, wobei k eine ganze Zahl groBer oder gleich 8 ist.

Es sind zwei Falle moglich: 1) & Rubel werden ausschlieBlich in 3-Rubelscheinen bezahlt und
2) k Rubel werden in Geldscheinen bezahlt, unter denen sich mindestens ein 5-Rubelschein
befindet.

Im ersten Falle diirfen es nicht weniger als drei 3-Rubelscheine sein, da in diesem Falle £ > 8
ist. Um k + 1 Rubel zu bezahlen, miissen wir drei 8-Rubelscheine durch zwei 5-Rubelscheine
ersetzen.

Im zweiten Falle mussen wir einen 5-Rubelschein durch zwei 3-Rubelscheine ersetzen, um k41
Rubel zu bezahlen.

Aufgabe 25. Man zeige, dass die Summe der Kuben dreier aufeinanderfolgender natiirlicher
Zahlen durch 9 teilbar ist.

Lésung. Die Summe 13 + 23 + 32 ist durch 9 teilbar. Folglich ist die Behauptung richtig, falls
die erste der drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen gleich 1 ist.

Sei nun die Summe k3 + (k+ 1)3 + (k + 2)*, wobei k eine beliebige natiirliche Zahl ist, durch
9 teilbar. Die Summe

k+1°+(k+2°+(k+3° =K +k+1)>+ (k+2)%)+9(k* + 3k + 3)

lasst sich aber in zwei Summanden zerlegen, von denen jeder durch 9 teilbar ist. Sie ist also
ebenfalls durch 9 teilbar.

Aufgabe 26. Man zeige, dass fiir ganze nichtnegative Zahlen n der Ausdruck
A, = 11712 4 12201

durch 133 teilbar ist.

Aufgabe 27. Man wahle aus den 2n Zahlen 1,2, ..., 2n beliebig (n+1) Zahlen aus und beweise,
dass unter diesen mindestens zwei sind, von denen eine durch die andere teilbar ist.

Lésunﬂ. 1. Wir nehmen an, aus den 2n Zahlen 1,2,...,2n mit n > 2 hatte man (n + 1)
Zahlen so aussuchen konnen, dass keine von diesen Teiler einer anderen ist. Die Menge dieser
(n+1) Zahlen bezeichnen wir zur Abkirzung mit M, 1. Wir zeigen nun, dass aus den 2n — 2
Zahlen 1,2, ...,2n — 2 dann n Zahlen derart ausgewahlt werden kénnten, dass wiederum keine
von ihnen durch eine andere teilbar ist.

Es sind vier Falle moglich:

1. In M,y sind weder die Zahl 2n — 1 noch die Zahl 2n enthalten.
2. In M, ist die Zahl 2n — 1 enthalten, jedoch nicht 2n.

3. In M, ist die Zahl 2n enthalten, jedoch nicht 2n — 1.

4. In M, sind sowohl 2n — 1 als auch 2n enthalten.

2Diese Losungsmethode wurde dem Verfasser von M. Fridmann, einem Studenten des Leningrader staatl.
"Herzen-Instituts fir Padagogik" mitgeteilt.

16



2 Beispiele und Ubungen

Fall 1. Wir nehmen aus M,, ., eine beliebige Zahl heraus. Dann verbleiben in M, 1 noch in
Zahlen, von denen keine groBer als 2n — 2 ist. Keine dieser Zahlen ist durch eine andere teilbar.

Fall 2. Wir nehmen aus M, | die Zahl 2n—1 heraus. Unter den restlichen n Zahlen ist ebenfalls
keine groBer als 2n — 2, und keine von ihnen ist durch eine andere teilbar.

Fall 3. Wir nehmen aus M,, ., die Zahl 2n heraus und kommen wieder zu dem gleichen Ergebnis.

Fall 4. Wir bemerken zunachst, dass in M,, ., die Zahl n nicht enthalten sein kann, da sonst
in M, .1 zwei Zahlen, namlich 2n und n, zu finden waren, von denen eine durch die andere
teilbar ist. Wir nehmen nun aus M, die Zahlen 2n — 1 und 2n heraus.
Die Menge der restlichen n — 1 Zahlen werde mit M,,_; bezeichnet. Wir fiigen nun die Zahl n
zu M,,_1 hinzu und erhalten n Zahlen, von denen keine groBer als 2n — 2 ist. Es bleibt noch
zu zeigen, dass unter diesen n Zahlen keine durch eine andere teilbar ist.

In M, existieren keine zwei Zahlen, von denen eine die andere teilt. Folglich gibt es auch
in M,,_, keine solchen Zahlen. Man muss sich nur noch davon iiberzeugen, dass zwei solche
Zahlen auch dann nicht vorhanden sind, wenn wir die Zahl n. zur Menge M, hinzunehmen.
Fur diesen Fall genligt es nachzupriifen, dass 1) keine der Zahlen aus M,,_; durch n teilbar ist
und 2) die Zahl n nicht durch irgendeine Zahl aus M,,_; teilbar ist.

Dass die erste Forderung erfiillt ist, folgt aus der Tatsache, dass alle Zahlen aus M,,_; nicht
groBer als 2n — 2 sind.

Die zweite folgt daraus, dass die Zahl 2n durch keine der Zahlen aus M,,_; teilbar ist.

Nehmen wir also an, die Behauptung sei fiir die 2n Zahlen 1,2, .., , 2n falsch, so muss sie auch
fur die 2(n — 1) Zahlen 1,2, ..., 2n — 2 falsch sein. Ware also die Behauptung fir die 2(n — 1)
Zahlen 1,2, ....,2n — 2 richtig, so misste sie es auch fir die 2n Zahlen 1,2, ..., 2n sein.

Fiir zwei Zahlen 1, 2 gilt die Behauptung. Also ist sie auch fiir 2n Zahlen 1,2, ..., 2n giiltig,
wobei n eine beliebige natiirliche Zahl sein kann.

Diese Aufgabe kann man auch auf folgende einfache Art |6sen:

Wir wahlen aus den 2n Zahlen 1, 2, ..., 2n beliebige n+1 Zahlen aus und bezeichnen die Menge
dieser Zahlen mit M,, ;.

Jede gerade Zahl aus M, teilen wir durch eine solche Potenz von 2, dass der Quotient
ungerade ist. Aus diesen Quotienten und den ungeraden Zahlen aus M, bilden wir die
Menge M, 1. In M, sind n + 1 ungerade Zahlen enthalten, von denen jede kleiner als 2n
ist.

Da es n positive ungerade Zahlen kleiner als 2n gibt, so muss es in M, ; mindestens zwei
gleiche Zahlen geben. Jede dieser gleichen Zahlen bezeichnen wir mit dem Buchstaben £.
Dieses Ergebnis bedeutet, dass es in M,,,; mindestens zwei Zahlen 2°k und 2'k geben muss.
Eine von diesen ist jedoch durch die andere teilbar.

Aufgabe 28. Man beweise, dass n verschiedene Geraden, die in einer Ebene durch einen ge-
meinsamen Punkt gehen, die Ebene in 2n Teile zerlegen.

Aufgabe 29. Man zeige, dass n in einer Ebene liegende Geraden diese Ebene in Bereiche zerle-
gen, die man so weiB und schwarz farben kann, dass alle benachbarten Bereiche (d.h. Bereiche,
die langs einer Strecke aneinandergrenzen) verschieden gefarbt sind.

§ 2. Aufgabe 30. Man zeige, dass n Ebenen, die durch einen Punkt gehen, aber so, dass nicht
drei von ihnen eine gemeinsame Schnittgerade haben, den Raum in A,, = n(n — 1) + 2 Teile
zerlegen.
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Losung. 1. Eine Ebene teilt den Raum in zwei Teile, also A; = 2. Fir n = 1 gilt also die
Behauptung.

2. Wir nehmen an, die Behauptung sei richtig fiir n = k, d.h., k Ebenen mogen den Raum in
k(k—1)+2 Teile zerlegen. Wir zeigen nun, dass dann k+ 1 Ebenen den Raum in (k+1)k+2
Teile zerlegen.

Es sei P die (k+1)-te Ebene. Mit jeder der ersten k Ebenen hat die Ebene P eine Schnittgerade
gemeinsam; sie wird daher durch die £ verschiedenen Geraden, die alle durch einen Punkt
gehen, zerlegt. Aus Aufgabe 28 folgt, dass die Ebene P demnach in 2k Teile zerlegt wird, von
denen jeder einen ebenen Winkel mit dem Scheitel im gegebenen Punkt darstellt.

Die ersten k Ebenen teilen den Raum in gewisse Polyederecken, von denen einige durch die
Ebene P in zwei Teile zerlegt werden.

Die gemeinsame Flache zweier solcher Teile bildet der Teil der Ebene, welcher von zwei Strahlen
begrenzt wird, langs welcher P die Flachen der gegebenen Polyederecke schneidet, d.h. einer
der 2k ebenen Winkel, in welche die Ebene P zerlegt wird.

Das bedeutet, dass die Zahl der Polyederecken, die durch die Ebene P in zwei Teile zerlegt
werden, nicht groBer als 2k sein kann. Andererseits ist jeder der 2k Teile, in welche die Ebene
P infolge ihres Schnitte mit den ersten k Ebenen zerlegt wird, die gemeinsame Flache zweier
Polyederecken und teilt folglich die Polyederecke, welche von den ersten k£ Ebenen gebildet
wird, in zwei Teile.

Die Anzahl der Polyederecken, die durch die Ebene P in zwei Teile zerlegt werden, kann also
auch nicht kleiner als 2k sein.

Die Ebene P teilt somit genau 2k Teile des Raumes, die von den ersten k Ebenen erzeugt
werden, in zwei Teile. Teilen also & Ebenen den Raum in k(k — 1) + 2 Teile, so zerlegen k + 1
Ebenen den Raum in [k(k — 1) + 2] + 2k = k(k + 1) + 2 Teile. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Aufgabe 31. Man beweise die ldentitat

2n+1

sin Q
cosq - cos2a - cosda - ...-cos2"qy = —————
2+l sin o
Losung. 1. Fir n = 0 ist die Gleichung richtig, da
sin 2
CoS ¥ = —
2sin o
gilt.
2. Die Gleichung gelte fir n = k, d.h.
c 2k+1
sin «
cosa - cos2a - cosda - ... -cos 2 = ———
2k+1 sin ov

Dann gilt sie jedoch auch fir n = k£ + 1, denn es ist

bl sin?**tacos 28t sin?**2q
cosa - cos2a - cosda - ... cos2"T o= T =
2k+lsin v 282 5in v

Aufgabe 32. Man zeige, dass A,, = cosn®© ist, wenn bekannt ist, dass A; = cos©O, Ay =
cos 20 und fiir jedes natirliche k£ > 2 die Beziehung

Ak = 2cos @Ak—l - Ak_g
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gilt.
Losung. 1. Die Behauptung ist richtig fiir n =1 und n = 2.
2. Es sei
Aj—o = cos(k —2)© : Ay =cos(k—1)©
Dann folgt

A =2cosO - cos(k —1)© — cos(k — 1)© = cos kO
Aufgabe 33. Man beweise die Beziehung

n+1

. . . sin 5T . nx
sinw +sin2r + ... +sinnr = ——=— = sin —
sin § 2
Losung. 1. Fir n = 1 ist die Behauptung richtig.
2. Es gelte
. . ) sin %x o kx
sinz +sin 2z + ... +sinkr = ——=— = sin —
sin § 2
Dann folgt
o ktl
sin &1+
sinz +sin 2z + ... + sinkx + sin(k + 1)z = —2— +sin(k + 1)z
sin Z
2
sin 2y ka . k+1 kE+1 sin 2z (k+ 1)
= ——=—sin — + 2sin T COS T = ——— sin
sin 3 2 2 2 sin 2 2
da
k+1 | «x Ck+2 . kx
2 cos rsin — = sin T — sin —
2 2 2
Aufgabe 34. Man beweise
1 sin 25y
— +cosx +cos2x + ... +cosnr = ——=—
2 28111%

Aufgabe 35. Man beweise die Beziehung

(n+ 1)sinnz —nsin(n + 1)z

. 2£
4 sin 5

sinx + 2sin2x + 3sin3z + ... + nsinne =

Aufgabe 36. Man beweise die Beziehung

(n+1)cosnz —ncos(n+ 1)z — 1
cosx + 2cos2x + ... + ncosnr =

4sin2§
Aufgabe 37. Man beweise die Beziehung
1t x+1t ZL’+ —|—1t T 1 tx ‘ (z # )
—tan — + — tan — + ... + — tan — = — cot — — co
g WM T 92 Mo, on M on T 90 © gn voArFmT

Aufgabe 38. Man beweise die Beziehung

—narctan 1

3 n+1
arccot 34arccot 5+...4+arccot(2n+1) = arctan 2+arctan 5 +...+arctan i

19



2 Beispiele und Ubungen

Aufgabe 39. Man beweise die Beziehung

(1+i)" =22 <COS7ZT + isin T)

Losung. 1. Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig, da

1+i:2% (cosZ%—isinW)

4
gilt.
2. Es sei " L
(1+i)F = 23 (cos;r + isin I)
Dann folgt

k k
(14 i)+ = 23 (cos % + isin I) .22 (COSZ + isin W)

4
=27 (cos L —21)7? + isin L zl)w>

Aufgabe 40. Man beweise

(V3 —i)"=2n (cos "7 4 isin mr)
6 6
Aufgabe 41. Man beweise folgenden Satz:
Erhalt man unter Anwendung endlich vieler rationaler Rechenoperationen (d.h. Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division) auf die komplexen Zahlen zy, ..., x, die Zahl u, so
kommt man unter Anwendung derselben Operationen auf die konjugiert komplexen Zahlen 7,
...y Ty, zur Zahl @, d.h. der zu u konjugierten.

Losung. Zunachst beweisen wir, dass die Behauptung fiir jede der vier Operationen bei zwei
komplexen Zahlen erfillt ist. Es sei 21 = a + bi und x5 = ¢ + di (a, b, ¢, d reell). Dann folgt

ri+rao=(a+c)+(b+di=u
T1+Te=(a—bi)+(c—di)=(a+c)—(b+d)i=1u

Auf die gleiche Art lasst sich die Richtigkeit der Behauptung fiir die Subtraktion, Multiplikation
und Division nachweisen.

Es sei jetzt ein gewisser rationaler Ausdruck der komplexen Zahlen x4, ..., x, gegeben. Die
Berechnung dieses Ausdrucks lasst sich bekanntlich auf die sukzessive Ausfiihrung von je einer
der vier Rechenoperationen auf zwei komplexe Zahlen zuriickfithren, wobei dies Operationen
nummeriert werden konnen.

Es sei z.B.
- T1X2 + T3y

_$1+$2—.CE3

Zur Berechnung von u genlgt es, folgende Operationen auszufiihren:

1. T1xa =uU1 4. U3 — T3 = Uy
2. T3Ts = Uy D. U]+ Uy = us
3. x1+x9=u3 6. Us Uy = U
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Wir nehmen an, die Behauptung sei richtig fiir alle Ausdriicke, zu deren Berechnung nicht
mehr als k& Operationen erforderlich sind. Unter Operationen verstehen wir hier Addition,
Subtraktion, Multiplikation oder Division zweier komplexer Zahlen. Wir zeigen nun, dass dann
die Behauptung auch fiir Ausdriicke gilt, die k + 1 Operationen erfordern.

Die letzte, (k + 1)-te Operation fithren wir an den Zahlen u; und u; aus, die selber mittels
hochstem k Operationen berechenbar sind.

Ersetzt man die Zahlen x4, ..., z, durch ihre Konjugierten, so gehen die Zahlen w; und u; in
ihre Konjugierten u; und ; Uber.

Denn leistet dies aber auch die Anwendung der (k + 1)-ten Operation auf sie, d.h., auch die
Zahl u geht in ihre Konjugierte w iiber.

Aufgabe 42. Man zeige, dass fir jede natiirliche Zahl n die Beziehung

(cosx +isinz)" = cosnx + isinnx

gilt.
Aufgabe 43. Man zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Beziehung

1 . 1 + +1>13
n+1 n+2  2n 24

gilt.

Losung. Wir bezeichnen die linke Seite der Ungleichung mit S,,.

1. Sy = & = 11, folglich gilt fir n = 2 die Behauptung.

2. Es sei S, > 33 fiir ein gewisses k. Wir beweisen nun, dass dann auch Sy, > 32 ist; offenbar
ist

So= bty ]
Tkl T kr2 T 2k
Sep= -y gy b Lo
M e o T k3 T 9k T 2%k+1 2k +2

Subtrahieren wir Sj von S, 1, so erhalten wir

1 1 1 1
— d.h. Ske1 — Sk =
%+l 2k+2 kil PR T 9k + 1) (2k + 1)

Sk41— Sk =

Fir jede natirliche Zahl k ist die rechte Seite dieser Gleichung positiv. Daher ist Si.1 > S,
und da S, > % ist erst recht Si,q > %.

Aufgabe 44. Man suche den Fehler in dem folgenden Beweis:
Behauptung. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt die Ungleichung

2" >2n+1
Beweis. Die Ungleichung mége fiir n = k (k eine natirliche Zahl) erfillt sein, d.h., es gelte
2F > 2k 4+ 1 (1)
Wir beweisen nun, dass dann die Ungleichung auch fiir n = k£ + 1 gilt, d.h.

M > 2(k + 1)+ 1 (2)

21



2 Beispiele und Ubungen

Fiir jede natiirliche Zahl k ist 2% nicht kleiner als 2. Wir addieren zur linken Seite der Unglei-
chung (1) die Zahl 2%, zur rechten Seite die Zahl 2. Wir erhalten die Ungleichung

ok 4 ok S 9k +1+2

oder
2K S o(k 4+ 1)+ 1

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 45. Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt die Ungleichung
2" >2n+1 7
Aufgabe 45. Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt die Ungleichung
2" > n? ?

Losung.

Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig, da 2! > 12,
Fiir n = 2 ist die Behauptung falsch, da 2% = 22.
Fiir n = 3 ist die Behauptung falsch, da 23 < 32.
Fiir n = 4 ist die Behauptung falsch, da 2* = 42.
Fiir n = 5 ist die Behauptung richtig, da 2° > 52.
Fiir n = 6 ist die Behauptung richtig, da 2% > 62

Anscheinend gilt die Behauptung fiir n = 1 und fiir beliebiges n > 4. Wir wollen dies beweisen.
1. Fir n = 5 gilt die Behauptung.
2. Es sei

2k > k2 (1)

erfillt, wobei k& eine gewisse natiirliche Zahl > 4 ist. Wir zeigen nun, dass dann auch

okl > (k4 1)? (2)

gilt.
Wir wissen, dass 2F > 2k + 1 fir k > 4 ist (Aufgabe 45). Addieren wir also zur linken Seite

der Ungleichung (1) 2%, zur rechten Seite 2k + 1, so erhalten wir die richtige Ungleichung (2).
Antwort. 2" > n? fiir n = 1 und alle n > 4.

Aufgabe 47. Man beweise, dass
(1+a)" >1+na

gilt, wenn a > —1, a # 0 und n eine natirliche Zahl gréBer als Eins ist. (Das ist die sog.
Bernoullische Ungleichung)

Loésung. 1. Fiir n = 2 ist die Ungleichung richtig, da o > 0 ist.
2. Die Ungleichung sei fiir n = k erfiillt, wobei k eine gewisse natiirliche Zahl ist, d.h., es gelte

(1+a)">1+ka (1)
Wir zeigen nun, dass die Ungleichung dann auch fiir n = k£ + 1 gilt, d.h.

(1+a)™ >14+(k+1a (2)
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Nach Voraussetzung ist namlich (1 + «) > 0, und daher gilt die Ungleichung
(1+a)"™ > 1+ ka)(1+a) (3)

die man aus der Ungleichung (1) durch Multiplikation jeder ihrer Seiten mit dem Faktor (1+«)
erhalt. Schreiben wir die Ungleichung (3) nun in der Form

(1+a)"™ > 14 (k+Da + ka?

und lassen auf der rechten Seite der letzten Ungleichung den positiven Summanden ka? un-
beriicksichtigt, dann erhalten wir die richtige Ungleichung (2).

Aufgabe 48. Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1

1 1 1
ﬁ+ﬁ+...+ﬁ>\/ﬁ

gilt.
Aufgabe 49. Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Beziehung

4" (2n)!
<
n+1 ~(n!)?
gilt.
Aufgabe 50. Man beweise die Beziehung
2" M a" +b") > (a+0)" (1)

wenn a + b > 0, a # b und n eine natirliche Zahl groBer als 1 ist.

Losung. 1. Fir n = 2 hat die Ungleichung (1) die Form
2(a®> +b*) > (a +b)? (2)
Du a # b vorausgesetzt wurde, gilt die Ungleichung
(a—b)*>0 (3)

Addieren wir auf jeder Seite der Ungleichung (3) den Ausdruck (a + b)?, so erhalten wir die
Ungleichung (2).
Damit ist gezeigt, dass die Ungleichung (1) fiir n = 2 richtig ist.

2. Die Ungleichung (1) sei bereits fiir n = k richtig, wobei k: eine beliebige natiirliche Zahl
ist, d.h., es gelte
247 (a" +0) > (a +b)* (4)

Wir zeigen, dass die Ungleichung (1) dann auch fiir n = k + 1 giiltig sein muss, d.h.
2k<ak+1 + bk—l—l) > (a_|_ b)k+1 (5)

Wir multiplizieren beide Teile der Ungleichung (4) mit (a+b). Da nach Voraussetzung a+b > 0
ist, erhalten wir die folgende Ungleichung

25" (ak +0F) (a + b) > (a+ b)FT? (6)
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Um die Richtigkeit der Ungleichung (5) zu zeigen, geniigt es zu beweisen, dass
28 (aF*t 4 oY > 2K (0 4+ bF) (a + b) (7)
oder, was das gleiche ist,
a"tt 4 b > aFb 4 bk (8)

gilt. Die Ungleichung (8) kann nun umgeschrieben werden:
(aF —b*)(a—b) >0 (9)

Ist a > b, so ist auch a® > 0¥, und auf der linken Seite der Ungleichung (9) erhalten wir ein
Produkt zweier positiver Zahlen.

Ist @ < b, so ist auch a® < b*, und wir erhalten auf der linken Seite der Ungleichung (9) das
Produkt zweier negativer Zahlen. Die Ungleichung (9) ist also in beiden Fallen richtig.
Damit ist gezeigt, dass aus der Richtigkeit der Ungleichung (1) fiur n = k ihre Giiltigkeit fir
n =k + 1 folgt.

Aufgabe 51. Man zeige, dass fiir beliebiges = > 0 und fiir jede natirliche Zahl n die Ungleichung

1 1
x”+x”‘2+x”‘4+...+xn_4+xn_2+ﬁzn+1 (1)

gilt.
Losung. 1a): Fir n = 1 besitzt die Ungleichung (1) die Form
+ = >2 (2)
x J—
e

Die Ungleichung (2) folgt aus der trivialen Ungleichung
(z—1)2>0

1b): Fir n = 2 hat die Ungleichung (1) die Gestalt
9 1
xr° + 1 + ? Z 3 (3)
Die Ungleichung (2) gilt fiir beliebiges # > 0, man kann also = durch x? ersetzen und erhalt

224+ = >2
x
Fiigen wir zu jeder Seite der letzten Ungleichung die Zahl 1 hinzu, so erhalten wir die Unglei-
chung (3).

2) Wir nehmen an, die Ungleichung (1) sei bereits fiir n = k bewiesen, wo k eine beliebige
natirliche Zahl ist, d. h.,es gelte

AR A N

1
st 2kl (4)

Wir beweisen nun, dass die Ungleichung (1) dann auch fir n = k + 2 erfillt ist, d.h., dass

1
AR N L R + =+ >k+3 (5)

$k—2 l’k l’k+2 -
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2 Beispiele und Ubungen

gilt. Ersetzen wir in der Ungleichung (2) = durch 2%%2, so erhalten wir

1
k+2

Addieren wir die beiden Ungleichungen (4) und (6), so bekommen wir die Ungleichung (5).

Fassen wir das Ergebnis kurz zusammen. In 1a) und 1b) haben wir bewiesen, dass die Unglei-
chung (1) fir n = 1 und n = 2 giiltig ist, und in 2) zeigten wir, dass aus der Richtigkeit der
Ungleichung (1) fir n = k ihre Giltigkeit auch fir n = k + 2 folgt. Mit anderen Worten, 2)
erlaubt uns den Ubergang von n =k zun = k + 2.

Die Ergebnisse von 1a) und 2) geben uns das Recht auszusagen, dass die Ungleichung (1) fiir
jedes ungerade n erfillt ist. Genauso folgt aus den Ergebnissen von 1b) und 2) die Richtigkeit
der Ungleichung (1) firr jedes gerade n. Die Ungleichung (1) gilt also fiir jede natiirliche Zahl
n.

Aufgabe 52. Man beweise folgenden Satz:
Das geometrische Mittel einer gewissen Anzahl positiver Zahlen ist nicht groBer als ihr arith-
metisches Mittel, (d.h. bei positiven aq, as, ..., a, gilt

ai+as+ ... +a,
n

Yajas...a, < (1)

Losung. 1) Fiir n = 2 nimmt die Ungleichung (1) die Form

a1+a2

Vaiay < = (2)

an. Fir beliebige positive a; und ay gilt die Ungleichung

(var — vaz)* > 0

Aus dieser Ungleichung ist aber die Ungleichung (2) leicht herzuleiten.

Die Ungleichung (2) besitzt eine einfache geometrische Bedeutung. Auf der Geraden AB seien
die Abschnitte a; und as, nebeneinander abgetragen. Uber ihrer Summe als Durchmesser
beschreiben wir einen Kreis. Dann ist “3%2 der Radius dieses Kreises und \/aia; die Halfte
der Sehne, die senkrecht zum Durchmesser durch den gemeinsamen Punkt von a; und as,
geht.

2) Wir nehmen an, die Ungleichung (1) sei fiir n = k richtig. Wir werden zeigen, dass sie dann
auch fir n = 2k gilt. Es ist namlich

Vaias...a + g1 Qo

¥ ajas...as, = \/\k/alag...ak C g ag, < 5

aitaz+...a Op41+...4ag
< T 4 = _ it art . tapt .t ay
2 2k

Die Ungleichung (1) war richtig fir n = 2, ist also dann auch giltig fir n = 4,8, 16 usw., d.h.
allgemein flir n = 2%, wo s eine natdrliche Zahl ist.

3) Um die Richtigkeit der Ungleichung (1) fiir jedes natiirliche n zu zeigen, beweisen wir, dass
aus der Giiltigkeit der Ungleichung fiir n = k auch ihre Giltigkeit fir n = k — 1 folgt.
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2 Beispiele und Ubungen

Seien also ay, ..., a,_1 gewisse positive Zahlen. Es sei \ eine gewisse, vorlaufig unbestimmte

Zahl. Dann gilt
N 1+ A
kalag...ak,l/\ S a; + ag + k—i- ag—1 +

Wir wahlen A so, dass

ap+az+..+ag1+A  artaxt+...tag

k k—1

d.h., wir setzen
a)+as + ... + ap—1
N\ —
k—1
Wir erhalten
\,ﬂ/alag...akl(al + a9+ ... + ak,l) < ay+ag + ...+ ap_q

k—1 - k—1

d.h.

ap+as + ...+ ag_q

Varag...ap—1 <
AV 102...0p 1 S 1

Sei nun m eine willkiirliche natirliche Zahl. Ist m = 2%, so ist nach 2) fiir m die Ungleichung
erfullt. Ist dagegen m # 2°, so kann man ein s finden, so dass m < 2° ist, und daraus folgt
auf Grund von 2) und 3) die Richtigkeit der Ungleichung auch fir n = m.

Dieser hiibsche Beweis stammt von A. Cauchy, 1789-1857.
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3 Der Beweis einiger Satze der elementaren Algebra
mittels vollstandiger Induktion

Satz 1. Das Quadrat eines Polynome ist gleich der Summe der Quadrate der einzelnen Glieder,
vermehrt um alle moglichen doppelten Produkte je zweier verschiedener Glieder, d.h.

(ay+ag+ ... +an)* =a® +a3+ ...+ a2 +2(ayay + aras + ... + a,_1a,) (1)

Fir n = 2 kann die Formel (1) durch unmittelbares Ausmultiplizieren bewiesen werden.
Wir nehmen an, die Formel (1) sei richtig fir n = k — 1, d.h., es gelte

(a1 + a2+ ... +ar1)’ =ai + a5+ .. +af_, +25

wobei S die Summe aller moglichen Produkte je zweier verschiedener uns den aq, ..., a, 1
darstellt. Wir werden zeigen, dass dann auch

(a1 +ag+ ... Fapy +ap)? =a>+a2+...+a2 | +al+2S

gilt, wobei S die Summe aller méglichen Produkte je zweier verschiedener aus den ay, ..., ap_1, ax
ist, d.h.
S1 =8+ (a1 +ag+ ... + ar_1)ay

In der Tat gilt dann

= [(ay +ag + ... + ap_1) + az)?

=(ay+ay+ ... +ap1)*+2(ay + ... +ap_1)ag + a;
al+ .. +ai | +25+2(a+ ...+ ap_1)ap +a’k
al+as+ ... +a; + 25

(a1 +as+ ... +ap_1+ ak)2

Satt 2. Das n-te Glied einer arithmetischen Reihe kann durch die Formel
a, = a1 +d(n—1) (1)

ausgedriickt werden, wobei a; das erste Glied der Reihe und d die Differenz der Reihe ist.

Fir n =1 ist die Formel (1) richtig.
Wir nehmen an, die Formel (1) gelte auch fir n = k, d.h., es sei

ak:al—i—d(/{—l)

Dann folgt
A1 :ak+d:a1+d(k—1)+d:a1+dk

d.h., die Formel (1) erweist sich auch fiir n = k + 1 als richtig.

Satz 3. Das n-te Glied einer geometrischen Reihe kann in der Form
an = arq"* (1)

dargestellt werden, wobei a; das erste Glied und ¢ der Quotient der Reihe ist.

Fir n =1 ist die Formel (1) richtig.
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Es sei
k-1
ap = a1q

Dann folgt
Ap4+1 = g = alqk

Satz 4. Die Anzahl der Permutationen von n Elementen wird durch die Formel
P, =m! (1)
angegeben.

Zunachst bemerken wir, dass P, = 1, die Formel (1) fir m = 1 also giltig ist. Es sei nun
P, = k!. Wir beweisen nun, dass dann auch

gilt. Aus den gegebenen k 4+ 1 Elementen aq, as, ..., ax, a1 nehmen wir die ersten k heraus
und bilden unter diesen samtliche moglichen Permutationen. Nach unserer Annahme ist ihre
Anzahl gleich £!.

In jede dieser Permutationen setzen wir nacheinander das Element a;; vor das erste Element,
vor das zweite , ..., vor das k-te, hinter das k-te. Auf diese Weise erhalten wir aus einer einzigen
Permutation von k Elementen k£ + 1 Permutationen aus k£ + 1 Elementen. Insgesamt haben
wir also

Kl(k+1)=(k+1)!
Permutationen von k£ 4 1 Elementen.

Dabei muss noch geklart werden:
1) Gibt es unter diesen (k + 1)! Permutationen nicht zwei gleiche ?
2) Haben wir auch samtliche Permutationen von k + 1 Elementen erfasst ?

1) Wir nehmen an, unter den (k + 1)! Permutationen waren zwei gleiche vorhanden. Wir
nennen sie p; und ps. In der Permutation p; stehe das Element a;; an der s-ten Stelle, von
links gerechnet. Dann muss auch in py das Element a;,; an der s-ten Stelle von links stehen.
Wir nehmen nun aus p; und p, das Element aj,, heraus und erhalten zwei gleiche Permuta-
tionen von k Elementen: p; und p,.

Es ergibt sich folgendes: Um p; und p, aus ein und derselben Permutation aus den Elementen
ai, as, ..., aj zu erhalten, muss das Element a;,; zweimal an dieselbe Stelle gesetzt werden.
Dies widerspricht aber der Regel, nach welcher die Permutationen gebildet wurden.

2) Wir nehmen an, eine gewisse Permutation p von k + 1 Elementen sei von uns nicht erfasst
werden. In p stehe das Element a1 an der s-ten Stelle von links. Wir nehmen aus p das
Element a;1 heraus und erhalten eine Permutation p aus den ersten k& Elementen.

Das bedeutet aber, dass es zur Bildung von p geniigt, die Permutation p zu nehmen und in
ihr das Element a1 so einzusetzen, dass es die s-te Stelle von links einnimmt.

Wir konnten jedoch die Permutation p nicht heranziehen, da alle méglichen Permutationen
der ersten k Elemente bereits erfasst sind. Wir konnten auch nicht a;,; an der bezeichneten
Stelle einsetzen, da wir es sowohl an der ersten, zweiten, ..., als auch der (k + 1)-ten Stelle
von links eingesetzt hatten.

Unsere Permutationen sind also alle verschieden, und jede Permutation von k£ + 1 Elementen
ist erfasst worden.
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Aus dem Gesagten folgt also, dass tatsachlich

gilt.

Satz 5. Die Anzahl der Kombinationen zu je n von m verschiedenen Elementen (unter Be-
ricksichtigung der Anordnung) kann nach der Formel

A =m(m—1)..(m—n+1) (1)

m
berechnet werden.

Wir stellen zunachst fest, dass Al = m, die Formel (1) also, fiir n = 1 richtig ist. Wir nehmen
nun an, die Formel
AR =m(m—1)...(m —k+1)

sei richtig, falls & < m ist. Wir beweisen nun, dass dann
AP — m(m —1)...(m — k)

gilt.

Um alle Kombinationen (k + 1)-ter Ordnung von m Elementen zu erhalten, geniigt es, alle
Kombinationen k-ter Ordnung dieser m Elemente zu nehmen und jeder von ihnen jedes der
verbleibenden (m — k) Elemente als letztes Element hinzuzufiigen.

Man iberzeugt sich leicht davon, dass die so gebildeten Kombinationen (k + 1)-ter Ordnung
von m Elementen alle verschieden sind und auBerdem jede Kombination zu je (k+ 1) von m
Elementen erfasst ist. Man erhalt also

AL — AR (m — k) =m(m —1)...(m — k)

Satz 6. Die Anzahl der Kombinationen zu je n von m Elementen (ohne Beriicksichtigung der
Anordnung) wird durch den Ausdruck

()= syt <1>

gegeben.

Wir bemerken zunachst, dass (T) = m, und daher die Formel (1) fiir n = 1 richtig ist.
Nehmen wir an, es gelte

m\  m(m—1)..(m—k+1)
k) 1-2-.. -k
Wir wollen zeigen, dass dann

( m ) _ m(m —1)...(m —k+1)(m — k)
k+1 12 k- (k+1)

gilt.
Um alle Kombinationen (k + 1)-ter Ordnung von m Elementen zu erhalten, schreiben wir

alle Kombinationen k-ter Ordnung von m Elementen auf und fiigen zu jeder von ihnen als
(k + 1)-tes Element jedes der (m — k) restlichen Elemente hinzu.
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3 Der Beweis einiger Satze der elementaren Algebra mittels vollstandiger Induktion

Es ist klar, dass man auf diese Weise alle Kombinationen (k+1)-ter Ordnung von m Elementen
erhalt, aber jede von ihnen (k + 1)-mal.

Die Kombination ay, as, ..., ax, axy1 erhalt man namlich, indem man zur Kombination a,, as,

, ak, ag+1 das Element a; hinzunimmt, indem man zur Kombination aq,as, ..., ag, axi1
das Element ay hinzufligt usw., schlieBlich, wenn man zur Kombination aq, as, as, ..., a; das
Element a1 hinzufligt. Auf diese Weise erhalten wir

()= (it et e

Satz 7. Fiir beliebige Zahlen a und b und fiir jede natiirliche Zahl n gilt die Gleichung

(a+b)" =a" + (?) a" b+ ...+ (Z) a" b + .+ <n i 1) ab" '+ b" (1)

(der binomische Satz).

Firn =1 gilt a4+ b= a + b, fir diesen Fall ist die Gleichung (1) also richtig.
Es sei nun

k k
(a+b)* =ad" + <1>ak1b + <2> a" 2% 4L

Dann folgt

(a+b)"*" = (a+b)*(a+b) = (ak + (T)ak_lb%— .t bk) (a+0b)

e o ()0 () () -
() (E )

k n k (k+1
s s+1) \s+1
ist, so ergibt sich

1 1 1
(a4 b =ap g + <k+ )akb+ <k+ )ak_le + ..+ <k+ )a’“‘sbs + .4

Beachten wir, dass

1 2 s+1

30



4 Lésungen

4 Losungen
3. Fir n =1 ist die Vermutung richtig. Es sei
U = 3k —2

Dann folgt
uk+1:uk+3:3k‘—2+3:3(k‘—|—1)—2

4. Fir n =1 ist die Vermutung richtig. Es sei
S = ok 1

Dann folgt
Spy1 = S+ 28 =2k 1
6. Fiir n = 1 ist die Vermutung richtig. Es gelte

k(k +1)(2k + 1)

1249224324+ .+ k2= o

Dann folgt

k(k +1)(2k + 1)
6

k+1)(k +2)(2k + 3)
6

24224324 L+ (k+1)% = +(k+1)2:(

8. Fiir n = 1 ist die Vermutung richtig. Es gelte

1243 g5t (2h - 1)? = MR D@D

3
Dann folgt
k(2k—1)(2k+1 kE+4+1)(2k 4+ 1)(2k
9. Fiir n = 1 ist die Vermutung richtig. Es sei
k(k+1)7°
P23+ 4k = [( 2+ )}
Dann folgt
k2 (k +1)? k+1)(k+2)7°
13+23+...+k3+(k+1)3:7( : ) +(k+1)3_[( + )2( + )}
10. Fiir n = 1 ist die Vermutung richtig. Es sei
k+1_1
1+z+a?+..+ah=2""=
z—1
Dann folgt
k+1 _ k+2
R S S B !
z—1 z—1

11. Fir n = 1 ist die Vermutung richtig. Es sei

k(k +1)(k +2)

1:2+2-3+ .. +k(k+1)= ;
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Dann folgt
k(E+1)(k+2
( )( )Jr

12423+ .4+ k(k+ 1)+ (k+1)(k+2) =

— (k4 D)k +2) <§+1> _ (’”1)(":;2)(’”3)

(k+1)(k+2)

12. Fir n =1 ist die Vermutung richtig. Es sei

k(k+1)(k +2)(k + 3)

1-2:3+2-3- 44 ..+ k(k+1)(k+2) = 1

Dann folgt

1234234+ .+ k(k+1)(k+2)+ (k+ 1)(k+2)(k +3)

_ k(k+1)(k+2)(k+3) b )+ 2) (k4 3) = (k+1)(k+2)(k+3)(k+4)

4 4
13. Fiir n = 1 ist die Vermutung richtig. Es sei
1-3 3.5 7 2k—1)(2k+1) 2k+1
Dann folgt
S N ! + !
1-3 35 7 (2k—1(2k+1)  (2k+1)(2k+3)
_ k. 1 k+1
C2k+1 (2k+1)(2k+3)  2k+3
14. Fiir n = 1 ist die Vermutung richtig. Es sei
12 22 k? k(k+1
1-3 3.5 (2k —1)(2k+1)  2(2k +1)
Dann folgt
12 22 k2 (k+1)?
—t—+..+
1-3  3-5 (2k—1)(2k+1)  (2k+1)(2k + 3)
_ k(k+1) N k? _(k+1)k(2k+3)+2(k+1)_(k+1)(2k2+5k+2)
C202k+1)  k—1)(2k+1) 202k +1)(2k+3) 22k +1)(2k +3)

(k+1)©2k+1)(k+2) (k+1)(k+2)

22k +1)(2k+3)  2(2k+3)
15. Fir n = 1 ist die Vermutung richtig. Es sei
! + ! + ! + ...+ ! = b
1-4 4.7 7-10 (Bk—2)Bk+1) 3k+1
Dann folgt
1 1 1 1 1

R T S TR Yy YA DR
k 1 k41

T3+l Bk DBk+4)  3k+4

3k + 1)(3k + 4)

16. Fiir n = 1 ist die Vermutung richtig. Es sei

1 1 1 1 k

15 50 o s Tt @S @ke D) k41
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Dann folgt

1 1 1 1 1
15750 0.3 "N @k—3)@k+1)  (@k+1)@k15)
k 1 kE+1

T+l @k D@k+5)  4k+5

17. Fir n = 1 ist die Vermutung richtig. Es sei

1 1 1 ok
aa+) TarDar) T ark—Datk)  alat k)
Dann folgt
1 1 1 1
aatD) @rD@r2) T ark—Darh) T @rRar kD

k 1 k+1

~ala+k) + (a+k)a+k+1) ala+k+1)

19. Fiir n =1 und n = 2 gilt die Behauptung. Es sei

__ak—l__ﬁk—l ‘ __ak—-ﬁk
Up—2 = OZ—B ) Up—1 = Oé—ﬁ
Dann folgt
k k k—1 k—1 k+1 k+1
_ o' — B " =pm ot =

21. Far n = 0 erhalten wir
1 1 2

142 z-1 * 1 — 22
Die Behauptung gilt also fiir n = 0. Angenommen, es sei

Ly 2 4y N + g
l+az  1+a2 I+a?  z-1 1-22"
Dann folgt
1 2 ok ok+1 1 2kt 2+
1+gg+1+7952+”'Jr 1+ 22* + 1+ 227 -1 * 1 — g2! + 14 22

1 2k+2

:L‘_l 1_x2k+2

23. Firn =1 gilt

T r—1
TR
farn =2 (o 1) | s l) (- DE-2)
e T\ — xr — T\ — xr — xr —

=t =71 T < 2!

firn =3
1_£+x(az—1)_$(:c—l)(x—2):_(x—l)((x—2)(x—3)
1! 21 3! 3!

Dies fiihrt zu der Vermutung

x  x(r—1)

n
-G+ = =+ (1)
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Fir n = 1 ist die Vermutung richtig. Gilt

x  x(r—1)

(r—1)((x —2)...(x — k)

1_ﬂ+ - "+(_1)kx(m—1)..];:(!x—k+1 (1) k!
so folgt
r x(x—1 z(x—1)...(r—k+1 oz —1)..(x—Ek
11!+(2!)...+(1)k ( ) k(' 4 (—1)kH ( (k—)i_l()!
TN Dle ) (st ?kll'i(f g
(z—1)((x —2)...(x — k) T
_ (71)k+1 - <k - B 1)
_ (_1)k+1 (z—1)((x—2).c(x —k)(z—k—1)

(k+1)!

26. Fir n = 0 ist die Behauptung richtig. Wir nehmen an, die Behauptung gelte fiir n = k, d.h.
Ak; — 11k‘+2 + 122k+1

sei durch 133 teilbar. Dann folgt

Ak‘+1 — 11k+3 + 122(k+1)+1 — 11k+3 + 122k+3 — 11 . 11k+2 + 144 . 122k+1
= 11- 1152 4133 - 122671 £ 11122800 = 11 (118F2 4 12201 1 133 . 122FH1
= 114, + 133 - 12%F+!

Wir haben Ay als Summe zweier Summanden dargestellt, die beide durch 133 teilbar sind. Folglich
ist auch Ay durch 133 teilbar.

28. Fiir n = 1 ist die Behauptung richtig, da eine Gerade die Ebene in zwei Teile zerlegt.

Wir nehmen an, dass k verschiedene Geraden, die durch einen Punkt gehen, die Ebene in 2k Teile
zerlegen. Dann zerlegt die (k + 1)-te Gerade, die durch den gleichen Punkt geht, zwei dieser Teile in
je zwei Teile, die Ebene wird also in 2k 4+ 2 = 2(k + 1) Teile zerlegt.

29. 1. Eine Gerade AB teilt die Ebene P in zwei Halbebenen P; und P. Wir farben P; wei}, P
schwarz und geniigen damit den Forderungen der Aufgabe. Fir n = 1 ist somit die Behauptung
richtig.

2. Die Behauptung gelte fiir n = k, und die Ebene P sei entsprechend der Aufgabenstellung gefarbt.
Die (k+1)-te Gerade C'D teilt die Ebene P in zwei Halbebenen Q1 und Q5. Uberall auf Q1 behalten
wir die Farbung bei, und in Q)2 ersetzen wir weill durch schwarz und umgekehrt.

Es seien nun O; und O3 beliebige Nachbarbereiche aus der Figur nach Einfliihrung der Geraden C'D.
Dabei ist einer der beiden Falle moglich:

a) O und Oy liegen auf verschiedenen Seiten der Geraden C'D.
b) O1 und Oy liegen auf der gleichen Seite der Geraden C'D.

Im ersten Fall bilden O; und Oz nachdem die ersten k& Geraden gezogen sind, die Gerade C'D jedoch
noch nicht gezogen ist, einen einheitlichen Bereich und sind mit der gleichen Farbe gefarbt. Derjenige
von beiden, der in Q1 liegt, behilt seine Farbe, der andere, in Q5 liegende, hat seine Farbe geandert.
Folglich sind in diesem Falle O und O verschieden gefarbt.

Im zweiten Fall sind O; und Oy nachdem die ersten k Geraden gezogen sind, die Gerade C'D
jedoch noch nicht gezogen ist, in zwei benachbarten verschieden gefarbten Bereichen enthalten, deren
gemeinsame Grenze eine der ersten k Geraden ist. Urspriinglich waren also O und O verschieden
gefarbt.
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Liegen O1 und O in Q1, so andert sich ihre Farbung beim Ziehen der Geraden C' D nicht, liegen sie
in Q2 dann andert sich die Farbung jedes von ihnen. In beiden Fallen sind O und Os auch nachher
verschieden gefarbt.

34. Fir n = 1 ist die Behauptung richtig, da

sin3%  sin% 4sin3 —sin 1
—2 =2 —L 2 — _ tcosw
2sin 5 2sin 5 2
gilt, dann folgt
1 sin 22—“:15
— 4+ cosx 4 cos2x + ... + coskx + cos(k + 1) = ———=-— +cos(k + 1)z
2 2sin 5
sin 2’“2—+1x +2sin g cos(k + 1)z sin L;lx + (sin L;'?’x — sin L;lm sin 2’“2—+3x
= N T ey N T = N T
2sin 5 2s8in 5 2sin 5

Aufgabe 35. Fiir n = 1 gilt die Behauptung wegen

2sinx —sin2x  2sinz(1l — cosx) )
- = , =sinz
4sin? & 4sin? &

Es sei
(k+1)sinkz — ksin(k + 1)z
4sin? &

sinz + 2sin2x + 3sin3x + ... + ksinkx =

dann ergibt sich

sinz + 2sin 2z + 3sin3z + ... + ksinkx + (k4 1) sin(k + 1)z

1)si — ksi 1
:(k+ )sin kx — ksin(k + )x+(k+1)sin(k‘+1)m

4sin? &
(k+1)sinkx — ksin(k + 1)z + 2(k + 1) sin(k + 1)2(1 — cos x)
- 4sin? &
(k+2)sin(k + 1)z + (k+ 1)sinkz  2(k+1)coszsin(k+ 1)
- 4sin? & a 4sin? &
(k+2)sin(k+ 1)z + (k+ 1)sinkz  (k+ 1)[sin(k + 2)x + sin kz]
- 4sin? & a 4sin? &
(k+2)sin(k + 1)z + (K + 1) sin(k + 2)x
- 4sin?Z

2
36. Fir n = 1 ist die Behauptung richtig, weil

2cosx —cos2r —1  2cosz2cos’z  cosz(l — cosx)

4sin? & - Asin? 2 = 2sin? 2 = cos T
gilt. Gilt nun
k+1)coskax — kcos(k + 1)z — 1
COS$+2COSQLL‘—|—...—|—]<;COS]€:E:( + 1) cos kx 'QC(;S( + 1)z
4 sin o
so folgt

cosx + 2cos2x + ... + kcoskx + (k + 1) cos(k + 1)z

kil kxr — k E+1z—1
:( + 1) cos kx cos(k+ 1)z + (k+1)cos(k+ 1)z

4sin® 2
(k+1)coskx —kcos(k+ 1)z —1 2(k+1)cos(k+ 1)xz(1 — cosx)
- 4sin? & * 4sin? &
(k+2)cos(k+ 1)z + (k+ 1)coskx 2(k+1)cosxzcos(k+ 1)z +1
B 4sin? % + 4sin? 2 -
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(k+2)cos(k + 1) + (k+ 1) cos kx n (k+ 1)[cos(k + 2)x + coskx] + 1
2

4sin2% 4sin® 3
~ (k+2)cos(k+ 1)z — (k+1)cos(k +2)z — 1
= —
4sin® 5
37. Fir n = 1 ist die Behauptung richtig wegen
1 L . 1 L ltanzg tanzg 1t x
—_ —_— = - —_ — = = - n —
2y T T Y T Stant T 2tanz 2 2
Es sei
1 T 1 x 1 T 1 T
itangﬁ-ﬁtan?—f——l—ﬁtanﬁ = QTCOtzik—COtx
dann folgt
1 x 1 T 1 T 1 x
§tan§+2f2tan?++2fktan2fk+ﬁtanﬁ
B x x 1 cot? & —1 1
= ﬁcot?k —cotx + s tan ohil — kil cotﬁ% 9 cot 2&1 —cotx
1 z
= Wcotﬁ —cotx
38. Es gilt
2—-1 . 1
tan(arctan 2 — arctan 1) = 523 folglich ist arctan2 — arctan 1 = arctan 3= arccot 3

Fir n = 1 ist die Behauptung also richtig. Wir beweisen zunachst

k+2
arccot(2k + 3) = arctan +

1 arctan 1 (1)
Es ist namlich
k+2
+2 f 1
an(arcank+1 arcan) 1+§7ﬁ %3
also 12
arctan i3 arccot(2k + 3) = arctan ’ :t T~ arctan 1

Nehmen wir nun an, die Behauptung sei fiir n = k richtig, d.h., es gelte

3 E+1
arccot 3+arccot 5+ ... +arccot(2k+1) = arctan 2+ arctan g Tt arctan —karctan1 (2)

Wir beweisen, dass sie dann auch fir n = k + 1 erfillt ist, d.h.

k+2
arccot 3 + arccot 5 + ... + arccot(2k + 3) = arctan 2 + ... + arctan i

1 (k+1)arctanl (3)

Durch Addition der beiden Gleichungen (1) und (2) erhalten wir die Gleichung (3).
40. Fir n = 1 gilt die Behauptung wegen

\/3—i=2<cosg—ising)
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Es sei

k k
(V3 — i) = 2F (coséT —isin f;T)

dann folgt daraus

k k
(\/‘3 - i)k+1 = ok (cos % —1sin g) -2 <cosg — ¢sin g) ik

(k+ 1)

cos ——— — ¢sin
6

(k+ 17

42. Fir n = 1 gilt die Behauptung. Es sei
(cosx + isinx)* = cos ka + i sin kx
dann ergibt sich
(cosz + isin z)**! = (cos kx + isin kz)(cos z + isinx) = cos(k + 1)z + isin(k + 1)z

44. Fehlerhaft ist gerade der letzte Satz: "Damit ist die Behauptung bewiesen".
In Wirklichkeit haben wir gezeigt, dass die Ungleichung

2" > 2n 41

fir n = k 4+ 1 giltig ist, wenn sie fiir n = k gilt, wo k eine beliebige natiirliche Zahl ist.

Daraus folgt aber noch nicht, dass diese Ungleichung auch nur fiir einen einzigen Wert von n oder
gar fir jede natirliche Zahl n gilt.

Kurz gesagt, der Fehler liegt darin, dass nur Aussage 2. bewiesen wurde, die Aussage 1. jedoch nicht
beachtet und keine Induktionsbasis geschaffen wurde.

45. Man sieht leicht, dass 3 die kleinste natiirliche Zahl n ist, fir welche die Ungleichung 2™ > 2n+1
erfillt ist.
Beriicksichtigen wir, dass aus der Giiltigkeit der Ungleichung fiir n = k ihre Richtigkeit firn = k+1
(Aufgabe 44) folgt, so kdnnen wir schlieBen, dass die Ungleichung fiir jede natiirliche Zahl n > 3
richtig ist.

48. Fiir n = 2 ist die Behauptung richtig wegen

S

1+ >

Sl

Es sei
1

AT BTt > Vk (1)

Sl
Sl-

Wir beweisen nun, dass dann auch

gilt. Fiir beliebiges k > 0 gilt die Ungleichung

>VEk+1 (2)

\%H>w+—@ 3)

denn die Ungleichung (3) folgt aus der Ungleichung

2
1 _ 1
VErlo

durch Multiplikation beider Seiten mit der positiven Zahl /& + 1 — v/k. Addieren wir die Unglei-
chungen (1) und (3) gliedweise, so erhalten wir die Ungleichung (2).
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49. Fiir n = 2 hat die Ungleichung die Form 13—6 < 6 und ist richtig. Es sei

4¥ - (2k)!
E+1 (k)2

und k > 2. Es ist leicht nachzupriifen, dass fiir £ > 0 die Beziehung

Ak +1)  (2k+1)(2k +2)

k+2 (k+1)?
gilt. Daher gilt
4% 4k +1) _ (2k)! (2k+1)(2k + 2)
E+1 k+2 (Kk!)2 (k+1)2
d.h. aber

4+l _ (2k 4+ 2)!
E4+2 " [(k+1))2
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