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Vorwort

Im mathematischen Unterricht der sowjetischen Oberschulen lernt der Schiiler die Ei-
genschaften von Ungleichungen sowie Methoden zu ihrer Losung in den einfachsten
Fallen kennen (Ungleichungen ersten und zweiten Grades).

In diesem Biichlein setzte sich der Autor nicht das Ziel, die grundlegenden Eigenschaf-
ten von Ungleichungen darzulegen; er war lediglich bestrebt, die Schiiler der hoheren
Klassen der Oberschule mit einigen bemerkenswerten Ungleichungen, die in verschie-
denen Teilgebieten der hoheren Mathematik eine groBe Rolle spielen, sowie mit ihrer
Anwendung auf die Bestimmung von Maxima und Minima und zur Berechnung einiger
Grenzwerte bekannt zu machen.

Es sind insgesamt 62 Aufgaben angefiihrt; 36 davon werden in aller Ausfiihrlichkeit
vorgerechnet. Darin besteht der wesentliche Inhalt des Heftchens; 26 Aufgaben werden
am Ende der §§ 1, 4, 5 (in Kleindruck) als Ubungsaufgaben gestellt. Die Lésungen der
Ubungsaufgaben findet der Leser am Ende des Biichleins kurz angegeben.

Die selbstandige Losung einiger schwieriger Aufgaben bringt dem Leser zweifellos gro-
Beren Nutzen als die Losung einer groBen Menge einfacher Aufgaben.

Daher empfehlen wir dem Studierenden, sich die Lésung einer Ubungsaufgabe erst dann
anzusehen, wenn er eine eigene gefunden hat; diese kann natirlich von der Losung, die
der Autor angegeben hat, verschieden sein (was sogar sehr gut ist).

Beim Beweis von Ungleichungen und bei der Losung der Aufgaben benutzte der Autor
nur diejenigen Eigenschaften von Ungleichungen und Grenzwerten, die zum Stoff der
9. Klasse der Oberschule gehéren.

P. Korowkin




§ 1

Ganzer Teil einer Zahl z heiBt die groBte ganze Zahl, die = nicht tbertrifft (in Zeichen
]).

Aus dieser Definition folgt die Beziehung [z] < x, da der ganze Teil von x die Zahl x
nicht dbersteigt. Da [z]| die groBte ganze Zahl ist, die dieser Ungleichung geniigt, ist
[z] +1>1.

Somit ist [z] diejenige ganze Zahl, welche durch die Ungleichungen

[z] <z <[z]+1

definiert wird.
So folgen z.B. aus den Ungleichungen

17
3< <4 5<?;<& —2 < —V/2 < —1; 5=5<6
die Beziehungen

7] = 3 mza V3 =-2  [5=5

Aufgabe 1: Man bestimme den ganzen Teil der Zahl

1
r=14+-—4+

1 1 1
V2 BTV

Losung: Wir benutzen die Ungleichungen

1 /1
/1 /1

die sich beim Wurzelziehen mit einer Genauigkeit von 0,1 ergeben; durch Addition dieser
Ungleichungen erhalten wir

14+0,74+0,5+0,5+0,4<2<1+0,8+0,6+0,5+0,5

d.h. 3,1 <z < 3,4, folglich ist [z] = 3.
Aufgabe 2: Man bestimme den ganzen Teil der Zahl

1 1 1 1
g=1+—+—F—+—+.t——
V2 V3 VA4 /1000000
Losung: Diese Aufgabe unterscheidet sich von der vorhergehenden nur durch die Anzahl
der Summanden; in der ersten sind es 5 Summanden, in der zweiten 1000000. Aber das
allein macht praktisch die Anwendung der vorhergehenden Losungsmethode unmoglich.




Zur Losung der Aufgabe untersuchen wir die Summe

111 1
z=14+—"F+—72+—+..+

V2 VB VI Vi

Dazu beweisen wir die Ungleichungen

2vn + —2\/ﬁ<\/1%<2\/ﬁ—2\/n—1 (1)
In der Tat: wegen
AT RWATTE o
2Vn 41 =2vn = NCES TN RS
und v/n + 1> /n gilt

Damit ist die eine Halfte der Ungleichung (1) verifiziert; die zweite wird analog bewie-
sen.
Setzen wir in den Ungleichungen (1) n = 2,3,4, ..., n, so erhalten wir:

1
N3 22 < <222

V2
1
2V4 —2V3 <= < 2V/3 - 22
V3
1
2V5 —2v4d <— < 2Vv4 - 2V4
Vo-2vi<os <2vi- 2V
1
2vn + —2\/ﬁ<7<2\/_—2\/n—1
n
Wir addieren jetzt diese Ungleichungen:
2vn + —2¢§<1+i+i+i+ +i<2f—2
V2 V3 VAT W

Addieren wir zu allen Teilen der so erhaltenen Ungleichungen die Zahl Eins, so bekom-
men wir
1

1 1 1

Da 2v/2 < 3, aber \/n + 1 > /n ist, folgt aus den Ungleichungen (2), dass

1 1 1 1
2vVn—2<1l+—=+—F7=+—F+..+—=<2y/n—-1 (3)
n

V2 V3 V4 v




gilt.
Benutzen wir die Ungleichungen (3), so finden wir jetzt leicht den ganzen Teil der Zahl

1
y=1+-—7=+

1
V2 \/_ \/_ v/1000000

Setzen wir in den Ungleichungen (3) n = 1000000, so erhalten wir

2v100000 -2 <1+

_|_

1
o+ == < 2v/1000000 — 1

f \/‘ f /1000000
oder 1998 < y < 1999. Folglich ist [y] = 1998.
Aufgabe 3: Man beweise die Ungleichung
1 35 99 1
l‘ —— — + — + — [ —
2 46 100 10
Losung: Wir setzen
2 46 100
Y735 7 100
Wegen
L_2 3 _4 5 6 99 100
2 3 4 5 6 T 100 101
ist x < y und folglich
9 1 2 3 99 100 1
e < ij —_ — e — . — . —

2 3 4 77100 101 101

Zieht man auf beiden Seiten die Quadratwurzel, so ergibt sich

1 1 1
< < = —
V101 /100 10

Ubungen
1. Man beweise die Ungleichungen

1
2vn+1—-2ym < +—= < 2v/n—2vym—1
T
2. Man beweise die Ungleichungen
1 1 1
1800 < + + ...+ ———= < 1800, 02

v/10000 /10001 v/1000000

3. Man bestimme [50z], wobei

1 1 1
= + S B —
v/10000 /10001 +/1000000

Antwort: [50z] = 90000.




4. Man beweise die Ungleichung

durch vollstandige Induktion.

5. Man beweise die Ungleichung

§ 2

Wir gehen jetzt zur Behandlung einiger wichtiger Ungleichungen iber, die bei der
Losung vieler Aufgaben angewandt werden.

Aus der Ungleichung (1 —x2)? > 0 folgt 23 +x3 > 21129, wobei das Gleichheitszeichen
nur dann gilt, wenn x; = x9 ist.

Sind x1 und xo positive Zahlen, so erhalten wir, wenn wir beide Seiten der letzten
Ungleichung durch xqx9 dividieren,

T2 (4)
) x1

Unter Benutzung der Ungleichung (4) beweist man leicht, dass die Summe zweier
positiver Zahlen, deren Produkt gleich 1 ist, mindestens 2 ist.

Ist namlich zy =1, so ist y = % Die Ungleichung x +vy > 2, d.h. x—i—% > 2 folgt aus
(4) fur 21 = x und x9 = 1.

Wir beweisen jetzt einen Satz.

Satz 1: Ist das Produkt von n positiven Zahlen gleich 1, so ist ihre Summe mindestens
n.

Mit anderen Worten, aus der Gleichung x1-x9-23-...-x, = 1 folgt x1+x9+2x3+...+ 2, >
n und zwar ist
1+ To+2T3+...+2Tp, >N

wenn die Zahlen x1, x9, x3, ..., x,, nicht alle gleich sind.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz durch vollstandige Induktion [f]
Oben haben wir die Richtigkeit des Satzes 1 fiir den Fall zweier positiver Zahlen (n = 2)
gezeigt. Wir nehmen nun an, der Satz sei richtig fiir n = k > 2, d.h., die Ungleichung

r1+r9o+a3+ ... +xp >k

IDje Methode der vollstandigen Induktion wird ausfiihrlich behandelt in dem Biichlein: .S. Sominski,
Die Methode der vollstandigen Induktion, 7. Auflage, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1966




gelte fir x1 - 29 - x3 - ... - . = 1, und beweisen ihn fiir n = k 4+ 1, d.h., wir beweisen,
dass
1+ rot+ a3+ ... +ap+ap >k+1

gilt, wenn z1xox3...xxx)1 = 1 ist, wobei 50,29 > 0,23 > 0, ..., xp > 0, 41 > 0
sein sollen.
Zunachst bemerken wir folgendes: Ist

T1X2X3...TpLk+1 — 1

so sind zwei Falle moglich:
1. Alle Faktoren x1, x2, x3, ..., Xk, X111 sind gleich, d.h., es ist

T =129 =..= T = Tkl

2. Nicht alle Faktoren sind gleich.

Im ersten Falle ist jeder Faktor gleich Eins, ihre Summe ist also gleich k& + 1, d.h.
r1+rot+ 3+ ... +rp+rp=k+1

Im zweiten Falle gibt es unter den Faktoren des Produktes x1z9x3...2x1 1 Zahlen, die
groBer und solche, die kleiner als Eins sind. (Waren alle Faktoren kleiner als Eins, so
ware auch ihr Produkt kleiner als Eins.)

Es sei z.B. 1 < 1, aber x3,.; > 1. Es ist also

($1l‘k+1)l’2$3...l’k =1
Setzen wir y; = 21211, So erhalten wir
Y1T2x3...0 = 1

Da hier das Produkt von k positiven Zahlen gleich Eins ist, kann (nach Induktionsan-
nahme) ihre Summe nicht kleiner sein als k, d.h., es ist

1 +xo+x3+ ...+ >k
Es gilt aber

T1+ a2+ a3+ . Tt = (et o3+ ag) 2 — Y+
>kt —yptri=k+1) o -yt —1

Bedenken wir, dass y; = z1x11 ist, so erhalten wir

r1+xo+x3+ otk + T > K+ 1) 4 2pp — x1xp +21 — 1
=(k+1) + (zp+1 — (1 —21)

Da x; < 1, aber xp 1 > 1 ist, gilt (xg11 — 1)(1 — x1) > 0 und folglich

1+ xet+ 3+ .+t x> (k+1) 4+ (xp — 1)1 —21) > k+1




Damit ist Satz 1 bewiesen.

Aufgabe 1: Man beweise, dass

1 1) Tn—1 Tp
— 4+ —+ ...+ +—2>n
X2 x3 Tn X

gilt, wenn z1, xo, ..., x,, positive Zahlen sind, und dass das Gleichheitszeichen nur dann
gilt; wenn x1 = 29 = 3 = ... = x,, ist.
Losung: Wegen

TT Ten T

ro T3 X, T
folgt die Ungleichung aus Satz 1. Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn

r1 X2 _33n71_£Un_1
wy  my  xm m
dh. ri =29 =23 =... =1, ist.
Aufgabe 2: Man beweise die Ungleichung
2
7+ 2 > 9
2 +1
Losung: Offenbar ist
2+ 2 22 +1 1 1
= + =Va+1l+ ——
Viz+1 Va2 +1 a2+l 2+ 1

Da das Produkt der Summanden auf der rechten Seite der Gleichung gleich Eins ist,
kann ihre Summe nicht kleiner als 2 sein.
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir x = 0.

Aufgabe 3: Man beweise, dass fiir a > 1 die Ungleichung

logpa + log, 10 > 2

gilt.
Losung: Wegen log, 10 - log;pa = 1 gilt

> 2
0810 @

log,y,a + log, 10 = logqa +

Aufgabe 4: Man beweise die Ungleichung

x2 1

14+24— 2

Losung: Durch Division von Zahler und Nenner der linken Seite der Ungleichung durch

22 erhalten wir ,
T 1

1+at L+ 22




Wegen % cx? =1 st # + 22 > 2 und folglich

1

1
p—FZ‘Q

IA

1
2

Definition: Die Zahl g = /x175...x,, heiBt das geometrische Mittel der positiven Zahlen

. T+ T+ ...+ Xy, . . .
1, T2, ..., T, und die Zahl a = L 2 “ ihr arithmetisches Mittel.
n

Satz 2: Das geometrische Mittel positiver Zahlen ist nicht groBer als ihr arithmetisches
Mittel. Sind die Zahlen z1, x5, ..., z, nicht alle gleich, so ist das geometrische Mittel
kleiner als das arithmetische.

Beweis: Aus der Gleichung g = /x179...2,, folgt

1<g=g2t22 I gp 2222 Iy
999 999

Da das Produkt dieser n positiven Zahlen gleich Eins ist, kann ihre Summe nicht kleiner
als n sein (Satz 1), d.h.,, es gilt

il + 2 + ...+ In >n
9 9 g
Durch Multiplikation beider Seiten dieser Ungleichung mit ¢ und Division durch n

erhalten wir
1+ 2o+ ... +xy >

n
Wir bemerken, dass Gleichheit nur dann besteht, wenn

T1 Xy Tnp 1
99 9
d.h. x1 =29 = ... = x,, = g ist. Sind aber die Zahlen 1, z9, ..., z,, nicht alle gleich, so

gilt a > g.

Aufgabe 5: Unter allen Quadern mit gegebener Summe der drei zueinander senkrechten
Kanten ist derjenige zu finden, dessen Rauminhalt am groBten ist.

Losung: Es sei m = a+ b+ ¢ die Summe der Kanten und V' = abc der Rauminhalt des
Quaders. Wegen
. b 3
W:vsabcguzﬂ ist ng—
3 3 27
Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenna =b = ¢ = % d.h. der Quader ein Wiirfel
ist.

Aufgabe 6: Man beweise die Ungleichung

177,
n!<<”; ) L b0 (5)




Losung: Unter Benutzung von Satz 2 erhalten wir

14+24 .. 1 1
Vnl=+v1-2-....n< tot +n:(n—2|— )n:n—Ql—
n n

Erheben wir beide Seiten der letzten Ungleichung in die n-te Potenz, so erhalten wir
die Ungleichung (5).

Definition: Die Zahl

Cq =

1
af +ay + ... +ay\°
n
heiBt Mittel a-ten Grades der Zahlen aq, as, ..., a,. Speziell ist

_a1+a2+...+an
n

8]

das arithmetische Mittel der Zahlen aq, ao, ..., a,; die Zahl’

1
(a%+a%+...+afl>2
Co = n

heiBt das quadratische und die Zahl

(al_l—l—a2_1+...+an1> n
Cfl — = i
a1 +

n L 4+ 1L

a2 an
das harmonische Mittel der Zahlen ay, ao, ..., a,.

Aufgabe 7: Man beweise folgendes: Sind aq, as, ..., a,, positive Zahlen und ist o < 0 <
B, so gilt
Ca <9< (6)

d.h., das Mittel n-ten Grades bei negativem Exponenten n ist hochstens gleich dem
geometrischen Mittel; bei positivem Exponenten n ist es mindestens gleich dem geo-
metrischen Mittel.

Losung: Wir benutzen die Tatsache, dass das geometrische Mittel positiver Zahlen das
arithmetische Mittel nicht Gbertrifft,

a+as + ...+ a®
vagag...a® < 1 2 n
n

Durch Potenzieren beider Seiten der letzten Ungleichung erhalten wir unter Beriick-
sichtigung von é < 0 die Beziehung

1
a‘f+a§+...+a%‘>a B
_COC
n

g = {/a10a9...ay > (

Damit ist der erste Teil der Ungleichung (6) bewiesen; den zweiten Teil zeigt man
analog.

10



Aus (6) folgt speziell, dass das harmonische Mittel ¢_; das arithmetische Mittel ¢; nicht
ubertrifft.

Aufgabe 8: Man zeige, dass flr positive ay, as, ..., a,

11 1 )
(a1 +as+...+a) | —+—+...+— | >n
aq a9 Qp,

gilt.
Losung: Da c_1 < g < ¢ ist, gilt

n a1+ a9+ ... + ay,
1 1 r = =a
af‘f’*—f—...—i—* n
1 a2

C_1—=
Aus dieser Ungleichung folgt

) 11 1
n“<(am+ay+..4ap)|—+—+..+—
a1 a2 Qn,

Aufgabe 9: Man zeige, dass fiir beliebige positive Zahlen a,b (a # b) die Ungleichung

o < 21

n+1

gilt.
Losung: Offenbar ist

——
a+b—|—b+...+b_a+nb
n-+1 Con+1

"Nabr = . Jabb..b <

n
was zu zeigen war.

Aufgabe 10: Man beweise, dass mit wachsendem n die GroBen

1\" 1\"
T, = <1+> und Zp = (1—)
n n

zunehmen, d.h. dass die Beziehungen

1 n+1 1 n+1
xn<xn+1:<1+n+1> , zn<zn+1:<1—n+1>

gelten.

Losung: Wir setzen in der Ungleichung der vorhergehenden Aufgabe a =1, b =1+ %
und erhalten:

. 1\" 1+n(1+1) n42 1
1 < = =1+
n+1 n+1 n+1

14—
n

11



Wir erheben beide Seiten der Ungleichung in die (n + 1)-te Potenz und erhalten

1 n 1 n+1
<1+) <(1+ )
n n—+1

d. h. z, < x,41. Die zweite Ungleichung beweist man analog.

1 n+1
oo}
n

mit wachsendem n abnimmt, d.h., dass

Aufgabe 11: Man zeige, dass

n > Yn =1
Y Yn+1 <+n+1>

gilt.
Losung: Offenbar ist

_<1+1>”+1_<n+1>”+1_ 1 1 1
Yn = n - n _(n)n+1_( _L)nJrl_Znﬁ—l

n+1 n+1

(siehe die Bezeichnungen der Aufgabe 10). Da z, mit wachsendem n wachst, fallt y,,.
In den Aufgaben 10 und 11 wurde bewiesen, dass

1\ 1)?
x1:<1+1> :2<:1:2:<1+2> =220<x3< ... <z, < ...

1\? 1\*
y1:<1+1) :4<y2:<1—|—2) =3,315>y3 > ... >y, > ...

gilt; andererseits ist

1 n n+1
2:x1<xn:<1+> <<1+> =y, <y =4
n n

Die GroBe x,, hat also zwei Eigenschaften:
1. z,, wachst monoton mit n,
2. x, ist nach oben durch 4 und nach unten durch 2 beschrankt.

Bekanntlich?| hat eine monoton wachsende und beschrankte Folge einen Grenzwert.
Folglich existiert der Grenzwert der Folge der z,. Diesen Grenzwert bezeichnet man
mit dem Buchstaben e, also

n
e= lim x, = lim (1—1—)
n—oo n—oo n

2Vgl. W.I. Smirnow, Lehrgang der héheren Mathematik, Teil |, 7. Auflage, VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin 1966 (Ubersetzung aus dem Russischen), S. 48.
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Da sich die Folge der x,, ihrem Grenzwert monoton wachsend nahert, ist also z,, kleiner
als dieser Grenzwert; somit ist

xn:<1+i>n<e (7)

Man priift leicht nach, dass e < 3 ist; denn fiir groBes n ist
1\ 6
Ty < Yp < Y5 = (1 + 5> = 2,985984

folglich auch
e = lim x, <2,985984 < 3

Die Zahl e hat ebenso wie die Zahl 7 in der Mathematik eine groBe Bedeutung. Sie wird
z.B. als Basis eines Logarithmensystems verwendet, namlich als Basis der sogenannten
natirlichen Logarithmen. Der Logarithmus einer Zahl N zur Basis e wird mit 1nNE|
bezeichnet (lies: Logarithmus naturalis V).

Bekanntlich sind die Zahlen e und 7 irrational. Jede dieser Zahlen ist mit einer Genau-
igkeit bis auf viele Stellen hinter dem Komma berechnet worden, und zwar ist

e = 2,7182818284590...

Wir zeigen jetzt, dass auch der Grenzwert der Folge der y,, gleich e ist. Zunachst ist

1\ 1\" 1
limyn:lim<1—i—> zlim<1+> '<1+>:€'1:6
n n n

Da sich die y,, der Zahl e monoton fallend nahern (Aufgabe 11), gilt

(1 + i)m > e (8)

Aufgabe 12: Man beweise die Ungleichung

nl > (”)” (9)

e

Losung: Wir beweisen die Ungleichung (9) durch vollstandige Induktion. Sie gilt fir

n =1 es ist namlich .
1
N=1> <>
e

Wir nehmen an, die Ungleichung (9) sei fiir n = k richtig, d.h.

L k
k!><)
€

3Im Original wird die nicht mehr gebrauchliche Bezeichnung log nat fiir In verwendet
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Durch Multiplikation beider Seiten der letzten Ungleichung mit k£ + 1 erhalten wir

(k+Dk!'=(k+1)! > <k>k(l~s+1):<

(&

k+1>k+1 e
e ) (1+d)

Da nach (7) die Ungleichung (1 + %)k < e gilt, ist

(bt 1) > (k+ 1)‘“1 e (k—i— 1)“1

e € e

d.h., die Ungleichung (9) ist fir n = k + 1 bewiesen. Damit ist die Richtigkeit der
Ungleichung (9) fiir alle natirlichen Zahlen n gezeigt.
Da e < 3 ist, folgt aus Ungleichung (9) die Beziehung

NG
n: —
3

Mit Hilfe der letzten Ungleichung lasst sich leicht zeigen, dass 300! > 1003 ist. Setzen
wir namlich n = 300, so ergibt sich

300! > (3) = 10030

Genauso wie (9) beweist man die Ungleichung

n!<e< )
e

Aufgabe 13: Man beweise fiir positive aq, as, ..., a, die Ungleichung
najas...a, < al +ay + ...+ a, (10)
Losung: Da das geometrische Mittel hochstens gleich dem arithmetischen Mittel ist,

gilt
n n mn
ay +ay +...+a
ajaz...a, = \J/atay...a® < ! 2 " L

Durch Multiplikation beider Seiten dieser Ungleichung mit n erhalten wir die Unglei-
chung (10). Aus (10) folgt

2, 2 3 4 4 4 4
2a1a9 < aj + aj; 3ajazaz < a3 + aj + ag; dajasasay < aj + ay + ag + ay

d.h., das Doppelte des Produktes zweier positiver Zahlen ist nicht groBer als die Summe
ihrer Quadrate, das Dreifache des Produktes dreier Zahlen ist nicht groBer als die
Summe ihrer Kuben, usw.

14



§ 3

Bei der Losung der Aufgaben des vorigen Paragraphen verwendeten wir den Satz, dass
das geometrische Mittel positiver Zahlen ihr arithmetisches Mittel nicht Gbertrifft, d.h.
die Beziehung
T T < Ty +x0+ ...+ 1,

" n
wobei das Gleichheitszeichen nur fir 1 = 29 = ... = z,, gilt.
Diesen Satz benutzen wir zum Beweis der wichtigsten Ungleichung dieses Paragraphen,
die, wie wir sehen werden, bei der Losung von Aufgaben oft angewendet wird.

Satz3:Istx > —1und 0 < a < 1, so gilt

(I+2)*<14ax (11)
Ist aber z #£ 1, a < 0 oder a > 1, so gilt

1+2)*>14ax (12)
Das Gleichheitszeichen in (11) und (12) gilt nur fiir x = 0.

Beweis: Wir nehmen an, « sei ein positiver echter Bruch. Ist a = % m und n ganz

und positiv und 1 < m < n, so gilt

(14+2)*=1+z)" = \"/(14—:1:)7”-1”—”: \T/(l—l—aj)(1+x)...(1+:):)-1-1-...-1

A+2)+Q+2)+. . +Q+2)+1+1+...+1 ml+z)+n—m
n n

<

n +mx m
= =1+—z=1+4+ax
n n

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn alle unter dem Wurzelzeichen stehenden
Faktoren gleich sind, d.h., wenn 1 4+ 2 =1, also x = 0 ist. Fir # 0 gilt

1+2)*<1l+4+ax

Wir haben somit den ersten Teil des Satzes fiir den Fall, dass « eine rationale Zahl ist,
bewiesen.

Wir nehmen nun an, « sei irrational (0 < o < 1). Es sei r1,79,...,7y, ... eine Folge
echter Briiche mit dem Grenzwert . Aus den Ungleichungen

(I+2)™ <1+ryz, x> 1, n=123,..
die wir ja fiir den Fall rationaler Exponenten schon bewiesen hatten, folgt
(14 2)* = ALiI_I}a(l + )" < Tlrbiga(l + ) =1+ ax

Damit ist die Ungleichung (11) auch fiir irrationale Werte von « bewiesen. Es bleibt
zu zeigen, dass fir t Z0und 0 < a < 1

1+2)*<1l+4+ax

15



gilt, d.h., dass fir # 0 in (11) nicht das Gleichheitszeichen steht. Zu diesem Zweck
wahlen wir eine rationale Zahl r, fiir die < r < 1 ist. Offensichtlich gilt

o

(I+z)*=[1+a)]
Wegen 0 < % < 1 gilt, wie bereits bewiesen,

(1+2)f <1+
T

Folglich ist
(14+2)* < (1 + ax)
,

Fir x # 0 gilt

,
(1+ax> <1+r%r=1+az d.h. (14+2)*<1+4+ax
r r
Damit ist der erste Teil des Satzes vollstandig bewiesen. Wir kommen nun zum Beweis
des zweiten Teiles.

Essei a > 1. Ist 1 + ar < 0 (das ist fir z < 0 moglich; zB. o =4, © = —%, also

l4+ar=1+4-(—1/2) = =1 < 0), so ist die Ungleichung (12) sicher erfillt, da ihre
linke Seite nichtnegativ und ihre rechte Seite negativ ist.

Ist 1 + ax > 0, ax > —1, so gilt auf Grund des ersten Teiles des Satzes
1 1
(1+ar)s <1+ —-—ar=1+4z
Q

wobei das Gleichheitszeichen nur im Falle x = 0 steht. Wir erheben beide Seiten der
Ungleichung in die a-te Potenz und erhalten

l+ar < (1+2)"

Es sei jetzt a < 0. Ist 1+ ar < 0, so ist die Ungleichung (12) offenbar erfiillt. Ist aber
1+ ax > 0, so wahlen wir eine ganze positive Zahl n so, dass —% > 0 ist. Auf Grund
des ersten Teiles des Satzes gilt

a o a 1
1 <1 — — 1 n >
L S L

Zl—l—gl’
n

(die letzte Ungleichung ist wegen 1 > 1 — %za:Q richtig). Erheben wir beide Seiten der
letzten Ungleichung in die n-te Potenz, so erhalten wir

(1+x)* > (1—aaj) 21+nga::1—|—ozx
n n

Wir bemerken, dass Gleichheit nur dann moglich ist, wenn z = 0 ist. Damit ist der
Satz vollstandig bewiesen.

16



Satz 4: Sind ay, as, ..., a, positive Zahlen und ist a@ < f3, so ist ¢, < cg; dabei ist
co = cg nur dann, wenn
a1 =as = ...=a, gilt.

Beweis: Fiir den Fall, dass o und (3 verschiedene Vorzeichen haben, ist der Satz 4 oben
bereits bewiesen worden (siehe Aufgabe 7 des vorigen Paragraphen und die Definition
des Mittels n-ten Grades). Wir brauchen den Satz nur noch fiir den Fall zu beweisen,
dass v und 3 gleiche Vorzeichen haben.

Wir nehmen an, es sei 0 < o < 5 und setzen

k=c, =

(aﬁf‘ +a§ + ... —l—a%)i
n

Dividieren wir cg durch k, so erhalten wir

Setzen wir jetzt

so erhalten wir

8 B BN\ B
%cﬁ(df—l—dﬁ”-l-...-i—dﬁ) (13)

k Coy n

Wegen

Q=

(dl Fdy+ ... +dn>i

n n

()" + ()" + -+ (”2:)“)

T =

<a$+ag+...+ag>i:1 1
n

ist

dy+do+...+d, _

- =

Wir setzen nun dy = 1+ 21, do = 1+ 29, ..., d, = 1+ x,. Aus der Gleichung
d1—|—d2—|——|-dn=nfo|gt

1 s d1+d2++dn:n

r1+ro+...+x,=0
Auf Grund des Satzes 3 (wir bemerken, dass g > 1 ist) gilt

B

dy = (1+x1)§ > 1—|—§x1,
B

d§ = (1+$2)§ > 1+§$2,

= d =(l+a)f =1+ 20, (%)
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Durch Addition dieser Ungleichungen erhalten wir

B

B B
Ay +ds + ...+ dg >n+§(x1+q;2+...+xn):n (14)

Aus (13) und (14) folgt

Wir bemerken, dass nur dann c¢g = k = ¢, ist, wenn in (*) iiberall das Gleichheitszeichen
gilt, d.h., wenn x; = ... = x,, = 0 ist (Satz 3). In diesem Falle ist d; = dy = ... =
d, = 1 und daher

ag=ay=..=a, =%k

Sind aber die Zahlen aq, as, ..., a, nicht alle gleich, so ist
Ccg > Cqy
Damit ist der Satz 4 auch fiir den Fall 0 < o < 8 bewiesen.

Ist « < § <0, s0ist 0 < g < 1. SchlieBen wir ebenso wie vorher, so erhalten wir in
den Ungleichungen (*) und (14) die umgekehrten Zeichen.
Da aber 3 < 0 ist, folgt aus der Ungleichung

1

dé dﬁ dé dﬁ dﬁ dﬁ 3
1—|— 2—|—+n§1 ,dass Cﬁ<l+ 2++ n) 211:1

!

n n

gilt, d.h. ¢cg > k = ca. Damit ist Satz 4 vollstandig bewiesen. Fortan nennen wir das
geometrische Mittel Mittel O-ten Grades, d.h., wir setzen g = cy.

Wir bemerken, dass Satz 4 auch fiir diesen Fall richtig bleibt, da (Aufgabe 7, § 2)
Ca < g = ¢ ist, sobald a < 0, und ¢ > g = ¢, sobald 3 > 0 ist.

Aus dem bewiesenen Satz folgt insbesondere, dass
c1<c¢<c <

gilt, d.h., flr positive Zahlen ist das harmonische Mittel hochstens gleich dem geo-
metrischen, das geometrische hochstens gleich dem arithmetischen, das arithmetische
hochstens gleich dem quadratischen Mittel. Z.B. ist fiir a1 = 1, ay = 2, ag = 4

arl 4+ ast +azt 3 12

c-1= 3 I i St
1 2 4
Cy = \3/(11@2&3 = \3/1 22-4=2
14244 7
e L N G W
C1 4 3 ’
1

2 2 2\ 2 1 4 1

W{%ff%>:+;6:ﬁ<mm
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und somit
c1=1,7..<2=¢c<2,3...=c1<2,7... = ¢

Aufgabe 1: Man beweise, dass z2 4 y? + 22 > 12 gilt, falls z 4+ y + z = 6 ist.

Losung: Da das arithmetische Mittel das quadratische Mittel nicht Gbertrifft, ist

1
>2 d.h m2+y2+22>(1’+y+z)2
h. 2

rrytz_ 2+ y? + 22
3 - 3

In unserer Aufgabe ist 2+ y? 422 > % = 12. Das Gleichheitszeichen steht nur dann,
wenn x =y = z = 2 ist.

Aufgabe 2: Man beweise, dass fiir positive z, y, z, welche der Bedingung 2% +1%+2% = 8

geniigen, die Beziehung
2
vyt 2 2163

gilt.
Losung: Aus ¢y < c3 folgt

1 1
<$2+y2+22>2 - <x3+y3—|—23>3
3 - 3

In unserer Aufgabe ist

1
3+ + 228 8 8 [8 2
T T ) > 2 dh Syt 4+28>3. 242 =16¢/=
( 3 ) =\3 TRy =gy 3

Aufgabe 3: Man beweise, dass fiir positive Zahlen a, as, ..., a,, die Ungleichungen

(a1 +ag + ... + ap)® < Hal 4+ aS + ... + a%), a>1 (15)
(a1 +ag + ... +a,)* > n*Haf +as + ... + a2), O<a>1 (16)

gelten.

Losung: Ist o > 1, so gilt

1
a+as+...+a%\ e a a ...+ta
Ca:<1+ 5 + —|—n> > 1+ as + -|-n:q

n n

Hieraus folgt leicht die Ungleichung (15). Genauso wird auch Ungleichung (16) bewie-
sen.

Speziell folgt aus den Ungleichungen (15) und (16)

(z + 7)™ <2 M2 4 y%), a>1l,z>0,y>0
(z +1)* <27 M2 4 y%), O<a<l,z>0,y>0
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Aufgabe 4: Man beweise, dass fiir positive z, y, z, welche der Bedingung 3+ > + 2% =
81 genligen, die Beziehung
r+y+2z<9

gilt.
Losung: Aus

(z+y+2)0° <3 +y°+2°)=9-81=1729
(Ungleichung (15)) folgt

rHy+2<V729=9

Aufgabe 5: Man beweise: Ist 0 > o > —1, so gilt

(TL + 1)04—1—1 _ noz—i—l na—H _ (n _ 1)a+1

<n®*<
a+1 a-+1

(17)

Losung: Aus 0 < o + 1 < 1 folgt nach Ungleichung (11)

<1+> <1427 , (1—) oo
n n n n

Durch Multiplikation dieser Ungleichung mit n®*! ergibt sich
(n + 1)a+1 < na—l—l a4+ 1n® ’ (n . 1)oc+1 < na—l—l — a4+ 1n”
Aus diesen Ungleichungen folgt unmittelbar (17).

Aufgabe 6: Man beweise, dass im Falle 0 > o > —1 die Ungleichung

(n + 1)a+1 . ma+1 n06+1 _ (m . 1)a+1

a+1 a+1

<m*+(m+1)%+...+n*<

(18)

gilt.
Losung: Wir setzen in (17) n = m,m + 1,...,n und erhalten

(m T 1)1+a o mlfa - N _ m1+a o (m . 1)1+a
m
1+« 1+«
(m+2)"** = (m+1)'~ (m 4 1)1+ — ml+e
14+« 1+«
(m 4+ 3)1T* — (m +2)1- (m + 2)1% — (m + 1)1+

1+« 1+«

<(m+1)*<

<(m+2)*<

(’fl 4 1)1+a _ nl—a N nl—l—a - (n . 1)1+a
<n <
1+« 1+«

Durch Addition dieser Ungleichungen folgt (18).

Aufgabe 7: Man bestimme den ganzen Teil der Zahl
RS D U S
V465 W6 T /1000000

X
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Losung: Wir setzen in (18) m = 4, n = 1000000, o = —% und erhalten

10000015 — 45 1000000% — 33
5 <z < 5
3 3
d.h. ; ; ; ;
5 10000015 — 5 45 < g < 5 10000005 — 5 33
Da

3 3 3 3 3
5.1000001% > 540000003 = 5-10000 = 15000, /16 = /51 <4, 5\3/5 = v8=3

ist, gilt 15000—4 < x < 15000—3, d.h. 14996 < x < 14997. Aus diesen Ungleichungen
folgt [x] = 14996.

§4

In diesem Paragraphen wenden wir einige Ungleichungen, die wir frither betrachtet
haben, auf die Losung von Extremwertaufgabenﬂ an.

Aufgabe 1: Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion
x?, a>0,r>0,a>1

Losung: Die Aufgabe lasst sich fiir den Fall, dass o = 2 ist, sehr einfach losen. Wegen
o= (2= 2) =%

—ar=(r—2) — =

2 4

nimmt namlich die Funktion den kleinsten Wert fir z = 5 > 0 an, und zwar ist dieser
Wert gleich —%2.

Im Falle eines beliebigen v > 1 lasst sich die Aufgabe unter Benutzung der in Satz 3
bewiesenen Ungleichung (12) lésen. Wegen o« > 1 gilt

(1+2)*>1+4+az, z>—1
wobei Gleichheit nur fiir z = 0 besteht. Setzen wir hier 1 4 z = y, so erhalten wir
y*2ltaly—1), y-ayzl-a, y=0

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir y = 1 steht. Durch Multiplikation beider Seiten
der letzten Ungleichung mit ¢ ergibt sich

(cy)* —ac* Hey) > (1 —a)e*, y>0

4Uber die Anwendung von Ungleichungen zweiten Grades zur Ermittlung von Maxima und Minima
vgl. I.P. Natanson, Einfachste Maxima- und Minimaaufgaben, 2. Auflage, VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin 1965 (Ubersetzung aus dem Russischen).
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1

a a—1
Setzen wir z = cy und ac® ! =aqa, c = <> , so erhalten wir
«
N N a\ a1
% —ax > (1 — a)c :(l—a)()
«

«

. . . . A\ o1 | . . .
wo das Gleichheitszeichen nur fiir z = ¢ = () gilt. Also nimmt die Funktion
a
% — ax, a>1,a>0x>0

) a\ a1 o
den kleinsten Wert fiir x = () 1 an; es ergibt sich zu
o

Speziell nimmt die Funktion 22

an, und dieser ist gleich
1 2

- (E)7 -

Dieses Resultat stimmt mit dem Schluss tiberein, zu dem wir frither auf anderem We-
ge gekommen waren. Die Funktion 23 — 27z nimmt ihren kleinsten Wert fiir z =

27\ 1 N
(3) = 3 an, und dieser ist (1 — 3) (%)3_1 = —54.

Anmerkung: Wir vermerken fiir das Weitere, dass die Funktion
ar — % = —(z% — ax)

wobei o > 1, a > 0, x > 0 ist, ihren groBten Wert fir:
(a)ail
r=|—
«

()

Aufgabe 2: Aus einem runden Stamm ist ein Balken groBter Festigkeit auszusigen P

annimmt; dieser ist

Losung: Es sei AB = x die Breite des Balkens, BC' = y; seine

) £
Hoéhe und AC = d der Durchmesser des Stammes. Bezeichnen
wir mit S die Festigkeit des Balkens, so erhalten wir
o
S = kxy® = ka(d* — 2%) = k(d®z — 1)
4 - g

Die Funktion d?z — 23 nimmt ihren groBten Wert an fiir

1
( 3 /3 3T 3 ’ 5
°Die Festigkeit eines Balkens ist direkt proportional dem Produkt aus seiner Breite und dem Quadrat
seiner Hohe.
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Also hat der Balken die groBte Festigkeit, wenn sich seine Hohe und seine Breite wie 7
: 5 verhalten.

Aufgabe 3: Man bestimme einen groBten Wert der Funktion y = sin x sin 2.
Losung: Da sin 2x = 2sin z cos z ist, gilt

2

sin z sin 22 = 2 coszsin® r = 2cos z(1 — cos® x) = 2(z — 2%)

wo z = cosz, also —1 < z < 1 ist. Die Funktion z — 2% = 2(1 — 22) hat negative
Werte fir —1 < 2 < 0. Fir 0 < z < 1 nimmt sie nichtnegative Werte an.
Folglich wird ein Maximum der Funktion im Intervall 0 < z < 1 erreicht.

In Aufgabe 1 wurde gezeigt, dass die Funktion z — 23, 2 > 0, ein Maximum fiir
1
6 -7
z = —_ = —
3 V3

2 1 4

sinxsin?x:2z(1—22):— 1—Z )= —"—
\/§< 3) 3v/3

1

Die Funktion y = sin x sin 2z nimmt also dann ein Maximum an, wenn z = cosx = 7

annimmt. Fir diesen Wert ist

ist, und zwar ist sein Wert 34%. Der Verlauf der Funktion y = sin x sin 2z ist in Abb.
2 dargestellt.

s A

. an 7 7
F o 2 _g i % Wﬂwg % s o

Aufgabe 4: Man bestimme einen groBten Wert der Funktion y = cosz - cos 2.

Losung: Die Funktion y = cosx - cos 2x wird nicht groBer als 1, da jeder der Faktoren
cos x und cos 2x die Zahl 1 nicht Gbertrifft. In den Punkten = 0, £27, =4, ... ist aber

cosx-cos2x =1

Also nimmt die Funktion y = cosz cos2x ihre groBten Werte in den Punkten x =
0, £27m, £4m, ... an. Die graphische Darstellung der Funktion y = cosx cos2x zeigt
Abb. 3.
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Aufgabe 5: Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion
%+ ax
fallsa >0, o <0, x > 0 ist.
Losung: Da a < 0 ist, gilt nach Ungleichung (12)
(1+2)*>1+az
wobei Gleichheit nur fir z = 0 vorliegt. Wir setzen 1 + z =y, 2 = y — 1 und erhalten
y*>1+aly—1), y=>0
wobei Gleichheit nur fir y = 1 gilt. Aus dieser Ungleichung folgt:
Poayzl-a ()" —ac(ey) = (1—a)e

Setzen wir a = —ac®™!, = ¢y, so erhalten wir

“4ar>(1—a)c®=(1-a) <a)u1
—

wobei das Gleichheitszeichen wieder nur fiir x = ¢ = < ¢ )al gilt.

«

a \a-
Also nimmt die Funktion 2% + ax ihren kleinsten Wert fur z = () ' an, und zwar

=)

1
2Tz, x>0

N&:

den kleinsten Wert an der Stelle

ist er gleich

Z.B. nimmt die Funktion

27 — 1
an. Dieser Wert ist .
1\ 27—
<1 + ) T)i%il =4
3/ 3

Aufgabe 6: Man bestimme die sparsamsten MaBe eines zylindrischen GefaBes mit Boden
und Deckel (Konservendose)[]

Lésung: V = mr2h ist der Inhalt des GefaBes, wobei r der Radius und h die Hohe des
Zylinders ist. Die gesamte Oberflache des GefaBes ist

F =2nr® + 2nrh

%Die MaBe des GefaBes heiBen sparsam, wenn bei gegebenem Rauminhalt zu seiner Herstellung eine
moglichst geringe Menge Material erforderlich ist, d.h., wenn das GefaB eine moglichst kleine
Oberflache hat.
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Wegen h = % gilt
V 2V
F =2mr? 4+ 27r = 2mr? + ——
272 r

Setzen wir x = % so erhalten wir

v
F=2mr2+2Vy=2r (x_Q + :L‘)
T

Die Funktion 72 + %x nimmt laut Losung der vorigen Aufgabe ihren kleinsten Wert

far )
()7
o\ 2r Vv

Kehren wir zu unseren fritheren Bezeichnungen zuriick, so finden wir

1 2

r V 27
Also hat das GefaB die sparsamsten MaBe, wenn seine Hohe gleich dem Durchmesser
seiner Grundflache ist.

Ubungen

6. Man bestimme das Maximum der Funktion (6 — x)? fiir 0 < 2 < 6.
Hinweis: Man setze y = 6 — z.

7. Aus einem quadratischen Blatt Papier mit der Seite 2a soll eine Schachtel ohne
Deckel hergestellt werden, indem an den Ecken Quadrate ausgeschnitten und dann die
iberstehenden Streifen hochgebogen werden.

Die Schachtel soll groBten Rauminhalt haben (Abb. 4). Wie groB muss die Seitenlange
der auszuschneidenden Quadrate sein?

7 7

%

i 2a k-5 3y —20-2T

8. Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion 25 + 822 + 5.
9. Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion 6 — 822 + 5.
10. Man suche den groBten Wert der Funktion % —ax, wenn 0 < a < 1, a > 0, > 0.

11. Man beweise die Ungleichung

\/§§2+2x
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12. Man zeige, dass fir n > 3 folgende Ungleichung gilt:
Vn> "Vn+1

Hinweis: Man benutze die Ungleichung (7).

18. Man bestimme die groBte der Zahlen

1,V2,V3, V4, ... /n, ...
14. Man beweise die Ungleichung

2
Un <1+ NG
15. Man beweise die Ungleichung
(I+a)(1+ag)...(1+a,) >1+a+ay+..+a,
wenn die Zahlen a; gleiches Vorzeichen haben und nicht kleiner als -1 sind.
16. Man beweise die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
(a1by 4 agby + ... + apby)? < (a3 + a3+ ...+ a2)(b] + b3+ ... +b2)  (19)

Hinweis: Man beweise zuerst, dass das Polynom

(arz — by)? + (agz — by)? + ... + (apz — by)* =

= 2%(a? 4+ a3 + ... + a2) — 2x(a1by + agby + ... + axby) + (b2 + 03 + ... +b?)
nicht zwei verschiedene reelle Wurzeln haben kann.

17. Unter Benutzung der Ungleichung (19) zeige man, dass das arithmetische Mittel
nicht groBer als des quadratische Mittel ist.

18. Man beweise die Ungleichung

1
< Vndl-vao1
n

vn

19. Unter Benutzung der Ungleichung aus Ubung 18 beweise man die Ungleichung
1 1
ViFl4+vn—V2>14+—=+—F—=+..+Vn

20. Man gebe den groBten Wert der Funktionen
3
z 6 10
L xz° — 0,6z
an.
3
Antwort: ——:0, 4.

44/15"

21. Fiir welchen Wert a ist der kleinste Wert der Funktion \/z + % gleich 2,57
Antwort: a = 8.
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§ 5

In diesem Paragraphen untersuchen wir noch einige wichtige Ungleichungen und zeigen
ihre Anwendung bei der Berechnung gewisser Grenzwerte.

Aufgabe 1: Man zeige, dass fiur p > 1, %4— % =1, 2 >0, y > 0 die Beziehung

P q
<4 L (20)
p p
gilt.
Losung: Zu Beginn des § 4 (Aufgabe 1) haben wir gezeigt, dass

a (y(il
a > (1 — ()
€T axr ( Oé)

gilt, wenn a > 1, a > 0, z > 0 ist.
Setzen wir in dieser Ungleichung o = p, a = py, so erhalten wir

py\ 71 p
¥ — (py)z > (1 —p) " = (1—p)y»1 (21)
Wegenl—i—%:lgilt
1 I p—-1 P D
1= , q = 7 p—1==
q D D p—1 q

Setzen wir diese Werte in die Ungleichung (21) ein, so erhalten wir
a’ — pyx > —zyq

Wenn wir alle Glieder der letzten Ungleichung durch p dividieren und die negativen
Glieder auf die andere Seite bringen, so erhalten wir die Ungleichung (20).

Aufgabe 2: Man beweise: Sind a1, as, ..., a, und by, b, ..., b, positive Zahlen und genii-
gen p und ¢ den Bedingungen der Aufgabe 1, so gilt die Holdersche Ungleichung

S

(a1by + asbo + .. + anby) < (@@ + ab + ...+ a®)p (b + b+ ...+ b2)s  (22)
Losung: Wir setzen
al +adh+ ...+ ab = AP, bi+ 03+ ...+ bl = B
Dann erhilt die rechte Seite der Ungleichung (22) die Form
(AP)#(BY)7 = AB
Jetzt setzen wir

a1 = Acy, as = Aco, - a, = Ac,
b1 = Bd;, by = Bds, - b, = Bd,,
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Wegen

A =al +adb+. . +a =Ad +E+ ...+ =A(+E+ ...+ )

n

st +h+... .+ =1
Ebenso weist man nach, dass di+d4+...+d% = 1 ist. Benutzen wir jetzt die Ungleichung
(20), so erhalten wir

q
albl = AB(Cldl) S AB <C§ + Ci;) ,
q D q
asbs < AB <C§+d2> ey Qb < AB <Cn—|—dn) (*)
p q p q

Aus diesen Ungleichungen folgt

Erd+.+@ A +di+ ..+ d
arby +agb—2+ ... +apxb, < AB 16+ +cn+ T dd 4.+ n)
p

( ;
1 1
= AB ( + ) = AB
P g
Wir erinnern daran, dass
1 1 g q
5+5:L d+d+..+& =1, di+di+..+dl =1

ist. Damit ist gezeigt, dass die linke Seite der Ungleichung (22) hochstens gleich AB
ist, also ist die Ungleichung bewiesen. Es ist unschwer zu zeigen, wenn in (22) das
Gleichheitszeichen steht. In (21) gilt nur fir

1

=1

x:<mvp::w;:ya al =yt
p

Gleichheit (siehe Aufgabe 1, § 4).
Ebenso kann das Gleichheitszeichen in jeder Zeile von (*) nur dann stehen, wenn

hSHSY

q q
cp=di,co=dj,....,c, = dh

d.h. cﬁjzd?,cg:d%,...,cﬁzd%
ist. Multiplizieren wir schlieBlich diese Gleichungen mit AP B¢, so erhalten wir
BY(Acy)P = AP(Bdy)? d.h.Bla} = APb]

af AP ay AP ab AP

Fg_ﬁag_ﬁw"aa:ﬁa

Daher steht in (22) das Gleichheitszeichen nur dann, wenn

p p D
©_%_
o bl b
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ist.
Anmerkung: Setzen wir in (22) p =2, ¢ = 2, so erhalten wir (19) (Siehe Ubung 15):

arby + ashy + ... + apby < /(a3 + a3+ ..+ a2)(bF + b3 + .. + b2)
Aufgabe 3: Man beweise die Ungleichungf’|

1 1
<ln(1—|—>< (23)
n n

n+1

Losung: Durch Vereinigung der Ungleichungen (7) und (8) aus § 2 erhalten wir

1n 1 n+1
<1+> <e<<1+>
n n

Logarithmieren wir diese Ungleichungen zur Basis e, so finden wir schlieBlich

1 1
nln(l—i—) <lne:1<(n—l—1)ln<1+)
n n

1 1 1
<Iln(l4+-—-|<-—
n+1 n n

Aufgabe 4: Man setze

. R L, 1 L,11 1
z] = — ==+t - 3=+ -+-+, ==+ -+ =+ =+ -, ..
L T2y T3 TS 3y "5 "™ 4576 78"
LN
Zn = — e+ —
n n-+1 2n

und bestimme lim .
n—0o0
Losung: In der ersten der Ungleichungen (23) ersetzen wir n durch n — 1 und erhalten

1 <1 n
n
1

n — n—1

1
<1n<1+
n

Daraus und aus der zweiten der Ungleichungen (23) folgt

n-+1 1 n
<Iln— <In
n n n—1

(24)

In

Unter Benutzung der Ungleichungen (24) kénnen wir jetzt die Ungleichungen ,

n-+1 1 n
In < —<In——:r
n n n—1
n -+ 2 1 n—+1
In < <In :
n+1 n+1 n
) n+3< 1 - n+ 2
n n——m—
n+2 n+2 n+1’
2n +1 1 2n
In < — <1

n
2n 2n 2n —1

"In bedeutet den Logarithmus zur Basis e
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aufschreiben. Addieren wir sie und beachten wir, dass der Logarithmus eines Produktes
gleich der Summe der Logarithmen der einzelnen Faktoren ist, so erhalten wir

1 N..2n+1) 1 1 1 1 9)...2
e +2).@Gn+l) 1, ooy Mt D t2).2n

n(n+1)..2n n n+1 2n (n—1nn+1)...2n —1)

d.h.
2n +1 1 1 1 2n
<

n n n+1 7 2n n—1

In

(25)
Wegen

2n +1 1 ) . 2n +1
=24+ — gt limIn
n n n—oo n

Ebenso folgt aus

die Beziehung

lim In =In2

n—o0 Tb—l

Der linke und der rechte Teil (25) haben also denselben Grenzwert. Folglich hat auch
der mittlere Teil diesen Grenzwert, d.h.

. 1 1 .
lim [ — + 4+..+— ] =1lim z,=1In2
n—oo \ n n + 1 on n—00

Aufgabe 5: Man setze

1 1 -l oLy + ( 1)"—11
r1 = o = — =, L9 = — = N S — = _ — = — —
1= 52 973 9 37 23 4 n

und berechne lim z,,.
n—oo

Losung: Offenbar ist

1 1 1 1 1
e R S S R
:(1+1+1+1+...+ ! +1>—2<1+1+...+1>
2 3 4 2n—1 2n 2 4 2n
:<1+1+1+1+...+ ! +1)—<1+1+1+...+1>
2 3 4 2n—1  2n 2 3 n
1 1 1
_n+1+n+2+m+%

In der vorigen Aufgabe setzen wir
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Folglich ist 9, = 2, — +. Nun ist aber lim z, =In2 (siehe vorige Aufgabe). Somit
Ist

lim z9, = lim (zn — ) =In2
n—oo n—oo n

Wir bemerken noch, dass

1
Ton41 = Ton + o1
und folglich
li i1 = i n =1In2
A, ot = 1 <fL’2 T 1> !
gilt. Also ist

lim z, =1In2
n—oo
Anmerkung: Die Zahlen
Tr1—=ay; Toe—=ai+az; T3—aj+az+as;, .., Tp—a+a+a3—+..+a,
heiBen Partialsummen der Reihe
ay+as +ag~+ ...+ ay+ ...

Eine Reihe heiBt konvergent, wenn die Folge ihrer Teilsummen einen endlichen Grenz-
wert hat. In diesem Falle nennt man die Zahl S = 1}1_)11010 x,, die Summe der Reihe.

Aus Aufgabe 5 folgt, dass die Reihe

konvergiert und ihre Summe In 2 ist.

Aufgabe 6: Die Reihe

heiBt harmonische Reihe. Man beweise, dass die harmonische Reihe divergiert.
Losung: Nach Ungleichung (23) ist

1 n+1
—>1In
n n

Setzen wir diese Ungleichungen fiir 1,2, 3,...,n an, so erhalten wir

1>12 1>13 1>14 1>1n—|—1
n — — n— — n — — 1
17 2 2" 3 3’ " n n
Durch Addition folgt
1 1 1 1 1 2.3-4-..-(n+1)
n=ld+ -4+ -4+ >1 =1 1
o to gttt o T T s n(n+1)
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Aus dieser Ungleichung folgt

lim z, > 11m(n—|—1)—>oo

n—oo
folglich divergiert die harmonische Reihe.

Aufgabe 7: Man beweise, dass die Reihe
LI e ! — + ..
200 3a
bei beliebigem o > 1 konvergiert.

Losung: Die Folge der Teilsummen dieser Reihe wachst monoton:

~1 —1+1 —1+1+1 —1+1+1+ +1
T = 1,02 = 9a 2 3a 3a
d.h., es ist
T < Ty <3 < ..Tp < ...

Andererseits hat bekanntlich eine monoton wachsende beschrankte Zahlenfolge einen
endlichen Grenzwert. Folglich wird die Konvergenz der Reihe (26) bewiesen sein, wenn
wir zeigen konnen, dass die Zahlenfolge x,, beschrankt ist. Wir setzen

1 1 1 1 1

_1_7 o _ _
Yo e e T T T T o T e T 2npe

e <21a - 310‘) - <41a - 510‘) T ((QniQ)oc a (Qnil)a> - (2;)a

ist Yo, < 1, da die Zahlen in jeder Klammer positiv sind. Es ist aber auch

PR SR S S 1
Yo 90 T30 qa T T T g 1)a T (2p)e
S LI IR I S o( Lt bt
B 200 3o 4o T (2 —1)>  (2n)@ 20 4o g T (2p)
S NI IR S S 2l 2
B 200 3o 4o T (2p—1)  (2n)e ) 2@ 20 3o T (p)e
Aus
1+1+ +1+ + !
Tp = — —
" 20 3 4o (n)e
folgt
2
an:xQn_?xn
Da x9, > x,, yon, < 1 ist, gilt also
2 20 — 2
1>y2n>xn—2—axn: 50 Ty
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Hieraus folgt
2a
20 — 2
d.h., die Zahlen z,, sind fiir & > 1 beschrankt. Damit ist bewiesen, dass die Reihe (24)

«

Ty <

konvergiert und ihre Summe nicht gréBer ist als

20 — 2
Ist z.B. a = 2, so ist
RIS R
Ty = —+ -4+ < ==
22 32 n? = 22-2
1
S = lim xn—l—k?—k?—k + =+ <2
In den Vorlesungen (iber hohere Mathematik wird gezeigt, dass
11 1 s
S=1+=+=+..+=+..=—
gttt gt ;
ist.
Ubungen
22. Man gebe die Summe der Reihe
1 1 1 noq 1
521—?—1-?—@—1—...—1-(—1) ﬁ—i—
an.
Hinweis: Man benutze die Gleichung (27).
71_2
Antwort: S = T5.
23. Man beweise die Ungleichung
a+1 1 a+1
n <1+2“+3“+...+n0‘<u, a >0
a+1 a+1
24. Man beweise fiir x,, =1+ 2% + 3% + ... + n% und a > 0 die Beziehung
x" 1

11m =
n—o0 na+1 o _|_ ]_

25. Man beweise
(arbier + agbaco + ... 4 anbncy)® < (af +aj + .. +ad) (b3 + 03+ ... +03) (¢} + 3+ ... + )

unter der Annahme, dass die Zahlen ay, by, c; positiv sind.
Hinweis: Man benutze die Ungleichung (10) und die Beweismethode aus § 5, Aufgabe
2.

26. Es sei
1+ 1 N 1 R 1
Ty = — e+ —
n n+1l n+2 kn

wobei k eine ganze positive Zahl ist; man beweise

lim =z, = Ink
n—o0

Hinweis: Man benutze die Losungsmethode der Aufgabe 4 dieses Paragraphen.
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Lésungen der Ubungsaufgaben

1. Wir setzen in den Ungleichungen (1) n =m,m+1,...,n

2v/m —2\/_<i 2v/m — 2v/m

2vm+2—-2vym+1< <2Vm+1-2vm
2vVm+3—-2vm+2 < <2vVm—+2-2vm+1

Hé

m—+ 1

1
vm+ 2

N —2\/ﬁ<\/16<2\/_—2\/—n—1

Durch Addition dieser Ungleichungen erhalten wir
T

2. Wir setzen in den Ungleichungen der Ubung 1 m = 10000 und n = 1000000 und
erhalten

2Wn+1—2ym < <2vn—2vVm —1

1 1 1
24/1000001 — 2+/10000 < + 4o+ ————— < 24/1000000 — 24/19999
V10000 /10001 v/1000000

Wegen

21/1000001 > 2v/1000000 = 2000, 2/10000 = 200, 2v/9999 = /39996 > 199, 98

(die letzte Ungleichung kann man leicht nachpriifen, indem man die Quadratwurzel auf
2 Dezimalen genau zieht) ist

1 1 1
2000 — 200 = 1800 < + + o+ ————= < 2000 — 199, 98 = 1800, 02
v/10000 /10001 v/1000000

3. Wir multiplizieren die Ungleichungen aus Ubung 2 mit 50 und erhalten in unseren
Bezeichnungen 90000 < 50z < 90001; hieraus folgt

[50z] = 90000
4. Fur n = 1 gilt die Ungleichung
ot 1
273 1T+1 2
offensichtlich. Nehmen wir nun an, die Ungleichung sei fiir n = k richtig:
1 35 2k —1 1
— = e — . S (a)
2 4 6 2k V3k+1
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wir beweisen ihre Richtigkeit fir n = k£ + 1, d.h., wir beweisen

135 2k—1 2k+1 1 (b)
2 4 6 2k 2k+27 \3k+4
Durch Multiplikation der Ungleichung (a) mit g,ﬁ—ié erhalten wir
1 3 5 2k -1 2]€+1< 1 2k +1
2 46 2k 2k+27 \Bk+1 2k+2
Zu beweisen bleibt

1 2k+1< 1
V3k+1 2k+2  /3k+4

Wir multiplizieren diese Ungleichung mit (2k + 2)v/3k + 14/3k + 4 und erheben dann
beide Seiten ins Quadrat, das ergibt

(2k + 1)2(3k +4) < (2k +2)*(3k + 1)

d.h.
12k3 + 28k% + 19k + 4 < 12k + 28K2 + 20k + 4

1 3 5

Diese Ungleichung ist richtig, da &£ > 1 ist. Damit ist bewiesen, dass die Ungleichung
2n — 1

1
L2 DL <
2 4 6

2n

T V3n+1
kdnnen.

fir alle n richtig ist, da wir die letzten Schliisse in umgekehrter Richtung machen

5. In der Ungleichung der Ubung 4 setzen wir n = 50 und erhalten
13 99 1
5 1

1 1

1
. < — < —
100 +/3-50+1 /151 /144 12
6. Setzen wir y = 6 —z, also x = 6 —y, so fiihren wir die Aufgabe auf die Bestimmung
des groBten Wertes der Funktion

(6—y)y* =6y" —y’
fir 0 < y < 6 zuriick. Wir setzen ferner y?> = z und erhalten die Funktion
6z — 2°
deren groBter Wert (sieche Bemerkung am Schluss der Aufgabe 1 in § 4) gleich

G-)(8) ¢

2 0,543 =32
33
ist und an der Stelle




Die Funktion 6y — y* nimmt ihren groBten Wert fiir y = \/z = 4 an. Dieser Wert ist
gleich 32. Die Funktion z(6—x)? nimmt den Wert 32 an der Stellex = 6—y = 6—4 = 2
an.

7. Der Inhalt der Schachtel (s. Abb. 4) ist
V=202a—-22)?=4z(a—2)* O<z<a
Setzen wir y = a — , y2 = z, so erhalten wir
V =4(az — zg)

Der groBte Wert der Funktion az — 22 wird an der Stelle
_1
(a) 3-1 <2a>2
<= 1\73 = |\ 5
5 3
2 2 a

y:\/zzga 5 .'L':a_y:a_?—g

erreicht. Folglich ist

Also ist der Rauminhalt der Schachtel am groBten, wenn die Seitenlange des ausge-
schnittenen Quadrates gleich dem sechsten Teil der Seitenlange des gegebenen Qua-
drates ist.

8. Der kleinste Wert der Funktion 2% + 822 +5 ist gleich 5 und wird fiir x = 0 erreicht.

9. Setzen wir y = 22, so fiihren wir die Aufgabe auf die Bestimmung des kleinsten
Wertes der Funktion 4> — 8y + 5 fiir positive Werte von y zuriick. In der Aufgabe 1, §
4 haben wir gezeigt, dass das Minimum der Funktion 3® — Sy gleich

3 3

8\ 31! 82 32v/6

(1-3) <3> _ _2% _ 326
2

ist. Der kleinste Wert der Funktion 3% — 8y + 5 ist

321/6
—gf +5=-3,6...

10. Setzen wir y = z“, so erhalten wir die Funktion
1 1 1 1
y—ayuza(y—yu), a>0,—>1
a o

Auf Grund der Aufgabe 1, § 4 ist das Maximum der Funktion %y — yé gleich

B -G 50"
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Multiplizieren wir den I?tzten Ausdruck mit a, so finden wir gerade den groBten Wert
der Funktion a (éy — ya), der folglich gleich

o (3 = () = (2

o\ «
ist.

11. Die Funktion
Vv — 2z, r>0,a=

hat als groBten Wert den Wert

1\ [2\i ' 3 .3
1—= - — ~ .73 — —
( 4)(}1) 48 8

Folglich ist fir alle > 0 die Ungleichung
4 8 4 8
\/_—2:1:25 d.h. \/Ezg—l—Q:U

richtig.
12. Wir schreiben die Ungleichung (7) aus § 2 in der Form

1 n
<n+ ) <e, (n+1)%en”
n

Ist n >3 > e, soist

(n+1)" <en™ < 3n™ < nn™ = "

Erheben wir beide Seiten der letzten Ungleichung in die ﬁ—te Potenz, so erhalten

WiIr

13. Wegen 1 < V2 = V8 < /9 = /3 ist /3 die groBte der Zahlen 1, V2, /3.
Andererseits haben wir in der vorhergehenden Ubungsaufgabe , gezeigt, dass die Zahlen

V3,4, ..., /n, ... abnehmen. Folglich ist /3 die groBte der Zahlen 1, v/2, V/3, ...,

14. Wir setzen /n = 1+ ay,, «;, > 0. Erheben wir in die n-te Potenz, so erhalten wir

n=(1+a,)" = [(1 + O‘n)%]z

Nehmen wir n > 2, also § > 1 an, so ist auf Grund des Satzes 3
2

(1+an)g>1+gan, n>(1+an)2=1+nan+2a

2
n
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Hieraus folgt

n? 4
n > L @

S

2
Un=1+ap<1+——

NG

Anmerkung: Benutzt man den binomischen Satz, so kann man leicht sogar

2
Yn <1+4/=
n
beweisen. Es ist namlich

2\" 9 ~1)2 —1)2
1+ 4/= :1+nww+ﬂ3—l—+m>1+ﬂﬁ—lf:n
n n 2 n 2 n

Hieraus folgt
/2
{L/ﬁ <1+ E

15. Fir n = 1 und a; > —1 ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt:
1+a;,>14+a;
Wir nehmen an, die Ungleichung gelte fiir n = k, d.h., es sei
(1+a)(1+az)...(14+ap) >1+a +ag+ ...+ ag
Multiplizieren wir beide Seiten der Ungleichung mit (1 + ax41), so erhalten

(I1+a1)(T+ag)...(1+ap)(l+ar1) > (1+a1+as+ ... +ag)(l+ ary1)
=1l+a+ax+ ... +ak+ a1 + arap41 + a20k41 + o+ agag

Da die Zahlen ay,ao, ..., a, a1 gleiches Vorzeichen haben, ist
a1ag+1 + agagy1 + ... + agagyy > 0
und daher
(I+a1)(1+ag)...(1+ap)(1+ake1) > 14+a1+as+ ... + ap + ari1

d.h., die Ungleichung ist auch fiir n = k + 1 richtig.
Damit ist die Giltigkeit der Ungleichung

(I+a)(1+ag)...(1+a,) >1+a+ay+..+a,

fur alle n bewiesen.

16. Hat das Polynom

(arz — b1)? + (agz — by)? + ... + (apx — by)?
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die reelle Nullstelle z = x4, d.h., ist
(a1 — b))+ (agwy — bo)* 4 ... 4 (anzy — by)* =0
so ist jede der Zahlen
a1x1 — by, asxy — by, ..., a,x1 — by

Null, d.h., es ist
bbb

0:a1x1—b1 :agxl—bgz ...:anazl—bn, I
ai az an

Damit haben wir gezeigt, dass das Polynom
(arz — b1)? + (agz — by)? + ... + (apz — by)?
= 2%(a? + a5+ ... + a2) — 2x(arby + agby + ... + anby) + (b3 4+ b3 + ... + b2)
nicht zwei verschiedene reelle Wurzeln haben kann; daher ist
(a1by + agby + ...anby)?* — (a4 ...a2)(b] + ... + b2) <0
Hieraus folgt gerade die Ungleichung (19)
(a1by + agby + ...anbp)? < (a® + ...a®) (0 + ... +b?)

Wir bemerken, dass das Gleichheitszeichen nur dann steht, wenn das von uns betrach-
tete Polynom eine reelle Nullstelle hat, d.h., wenn

ap a2 Qn

b71, b72’ ceey bn
ist.

17. Benutzen wir die Ungleichung (19), so erhalten wir

62_<a1+a2+...+an>2_ ﬁLjL +a7ni2

L n S \Vnvn T nyn
< ﬁ+a7§+ +ﬁ l+l+ +l :a%+a%+...+aizcz
—\n n  n n n n n 2

n

Hieraus folgt ¢; < ¢9. Das arithmetische Mittel ist hochstens gleich dem quadratischen
Mittel.

18. Aus der Ungleichung
(WVntl+vn—1)2=n+14+2Vn2 —1+n—1=2n+2Vn2 —1<2n+2Vn?=4n

folgt

Vn+1l+vn—1<2yn
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1 _ 1 B vn+1l—+y/n—1 _Vn+l—+vn—1
2vn n+l+vn—-1 (Vn+l+vn-1)H\n+l-yvn—-1) 2

Durch Multiplikation mit 2 erhalten wir

1
< Vndl-va—1

N4
19. In der Ungleichung der Ubung 18 setzen wir n = 2.3, ...,n
1
— <31, <V4-2, <V5-V3, .. —<\/n+1—\/n—1
V2 f f Vi
Durch Addition der Ungleichungen erhalten wir

f+\1f .+\/15<\/n—+1+\/ﬁ—\/§—1

Wir addieren auf beiden Seiten der Ungleichung die Zahl 1 und finden

11 1
+\/§+\/§+"'+\/ﬁ<\/n—+1+\/__ﬂ

Anmerkung: In § 1 wurde die Ungleichung

1 1 1
1+ —=+—4—=+..+—>2vVn+1-2yn+1
NCIERVE] vn vn

bewiesen.

Die Zahlen v/n + 1++/n—+/2 und 2¢/n + 1 —2,/n+1 unterscheiden sich voneinander

um weniger als 0,42. Jede dieser Zahlen kann als Naherungswert fiir die Summe

1

11
I+ =4 =+t
V2 V3 vn

:Zn

genommen werden.
Wir teilen ohne Beweis mit, dass die v/n + 1 + y/n — /2 ein besserer Naherungswert

fur 2z, ist als 2v/n + 1 —2y/n + 1.

3

20. Die Funktion PR nimmt fir negative = negative Werte an. Da sie fiir positive
x
x positive Werte annimmt, erreicht sie ihr Maximum fiir ein positives x.

Da.

x3 1

x4+5:5(%x+x_3)

ist, wird der groBte Funktionswert an der Stelle erreicht, an der die Funktion %x + 73
den kleinsten Wert annimmt. Aus der Aufgabe 5, § 4 folgt, dass der kleinste Wert

dieser Funktion gleich
1\ 51 1 3
1+3) (2 —4(—
e (3) =)
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ist; der groBte Wert der Funktion %:c + 273 ist also gleich
1 156 15 3
1 20 20v15  4v/15
54 (1)

Um den groBten Wert der Funktion 25 — 0,62 zu finden, setzen wir y = 2. Es ist
klar, dass y > 0 ist. Die Funktion

IS

10 10 10
y—Oﬁy6=Q6<6y—yﬂ

nimmt den groBten Wert (siehe Aufgabe 1, § 4)

10 107 £
0,6(6—1> (ﬁ))ﬁ =0,4
6

21. Setzen wir hier y = % so erhalten wir

els

an.

a
v%+;§=yf+ay

Der kleinste Wert der Funktion y’% + ay ist, wie aus Aufgabe 5 § 4 folgt, gleich

(1 + i) (4a)} = i(4a)é

Ut

Wir setzen 2(4a)s = 2,5 und erhalten

at|=

(4a)s =2, 4a=32, a=38

22.
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
= 1+§+§+E+§+... -9 ﬁ_'—ﬁ—'—@—i—m

11 1 1 2 11
=t gtmtptat-)—mlltgtat-

= 1+14—1+1—+1+ L 1+1+—1+ = =
N 22 © 32 42 52 7 2 22 1 32 U] a

(Wir benutzten die Gleichung (27)).
23. Aus a > 0 folgt @+ 1 > 1, und daher gilt

1 1+a 1
<1+> sS4 9
n n

1 1+Oé 1
(1—) ] -@
n n
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Multiplizieren wir diese Ungleichungen mit n'™%, so erhalten wir
(n+ D" >plt* 4 (14 a)n® | (n — 1) > M — (1 + a)n®

Daraus folgt

n1+o¢ _ (n _ 1)1+a (n + 1)1+a _ n1+a

<n®* <
1+« 1+«
Wir betrachten diese Ungleichung fir n = 1,2, 3, ..., n:
1 _ | _ 21+a -1
1+« l+oa ’
21+a -1 31—|—a _ 21—|—a
— <2< —
14+« 1+«
n1+oz _ (n _ 1)1+a N (n + 1)1+a _ n1+a
<n <
1+« 1+«
Durch Addition erhalten wir
1+a 1o _q 1)1+
" <1+20‘+3°‘+...+n°"<(n+ ) <<n+ )
14+« 1+« 1+«

24. Aus den Ungleichungen der Ubung 23 folgt

1+o
1 1+2a+30‘+...+na<(1+%)

<
1+« nlta 1+a
Die linke Seite der letzten Ungleichung ist die konstante Zahl p%a Die rechte Seite
hat fir n — oo den Grenzwert oco. Folglich strebt auch der Mittelteil der Ungleichung
gegen diesen Grenzwert, d.h.

142943+ ...+ n” 1
lim =
n—oo n1+a 1+a

25. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

A =dltay+.. +a, B=0+b+.+0, C=c++..+c

@G G b by _bn
1 A’ 2 A, i Aad 1] A? yl B7y2 B?"'?yn B’
C1 C2 c
AT oRT o T 5n

Auf Grund der Ungleichung (10) gilt

3 3 3
a1b161 = ABC’xlylzl < ABCM

3 bl
3 3 3
a/2b2€2 == ABC.I’QQQZQ S ABOW,
3 3 3
apbpcn, = ABCxpynz, < ABCM
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Durch Addition dieser Ungleichungen erhalten wir

arbicr + asbacy + ... + anbpe, < ABC

<x§’+yi”+zi”+x§+y§+z§+m+W>

Benutzt man die eingefiihrten Bezeichnungen, so ist leicht zu erkennen, dass

ai+a3+ .. +ay A
A3 A3
Vityst o tys=1,  Z4a+.+ai=1

R R =1

Y

gilt.
Folglich ist

1 1 1
arbicy + asbacs + ... + a,bye, < ABC (3 + § + 3) — ABC

Wir erheben beide Seiten der Ungleichung in die 3-te Potenz und erhalten schlieBlich

(a1b101 -+ (lzbgCg + ...+ anbncn)?’ S AgBSCS
_ (3 3 3 3 3 3 3 3 3
=(aj+ay+...+a)b]+b5+...+b)(c]+c5+...+¢)

26. Wir schreiben die Ungleichungen (24) fir verschiedene Werte von n auf:

n-+1 1 n
< —<In
n n n—1
n -+ 2 1 n—+1

< < In
n+1 n+1 n

In

In

kn+1 1 kn

In o <%<lnk’n—1

Durch Addition dieser Ungleichungen erhalten wir

1 (n—i—1)(n+2)...(lm—|—1)<l+ 1 N +i<1 { n n+l  kn ]
" n(n+1)...(kn) n o ntl Tk S tln—1n kn —1
d.h.
1 1 1 1 1
T L N §
n n+1 1

n n n—
Fir n — oo streben In (k:—l— %) und In (k+ %) gegen denselben Grenzwert In k.
Folglich ist auch

1
lim ( +

n—oo

1
o+ — ] =Ink
n n—|—1+ +k5n> "
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