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Vorwort

In diesem Biichlein sollen einige elementare (d. h. keine Kenntnisse der Differentialrech-
nung erfordernde) Methoden zur-Lésung von Maxima- und Minima-Aufgaben dargelegt
werden.

Es ist fur Schuler der hoheren Klassen an OberschulenE] gedacht, die eine wenn auch
allgemeine Vorstellung vom Charakter der in der hoheren Mathematik betrachteten
Aufgaben bekommen mochten. Der vorliegende Stoff kann aber auch bei der Arbeit
mathematischer Schulzirkel verwendet werden.

Ich vermute jedoch, dass die Lektiire dieses Biichleins auch fiir Studenten Technischer
Hochschulen, Padagogischer Institute oder Universitaten, ja selbst fiir einen in die Ge-
heimnisse der Analysis "Eingeweihten" niitzlich sein diirfte.

Die machtigen Hilfsmittel der Differentialrechnung liefern zwar allgemeine und gleich-
artige Methoden zur Lésung von Aufgaben verschiedensten Charakters, sofern in ihnen
Extrema einer endlichen Kombination elementarer Funktionen gesucht werden. Bei der
Anwendung dieser Methoden braucht man nicht einmal die individuelle Eigenart der
Aufgabe zu berlicksichtigen.

Haufig ist es jedoch bei Ausnutzung gerade dieser Besonderheit moglich, eine Aufgabe
einfacher, schneller und schoner zu losen als mit Hilfe allgemeiner Methoden.

Die Verhaltnisse liegen hier ahnlich wie bei arithmetischen Aufgaben: Die Anwendung
der Theorie der algebraischen Gleichungen ermoglicht es, von den individuellen Beson-
derheiten der Aufgaben abzusehen; jedoch gelingt die rein arithmetische Losung oft
einfacher, schneller und schoner als die algebraische.

Die algebraischen Mittel, die in dieser Broschiire angewandt werden, sind nicht sehr
zahlreich:

Es werden nur die einfachsten Eigenschaften des quadratischen Trinoms und eine sich
auf das arithmetische und das geometrische Mittel beziehende Ungleichung benutzt.
Dadurch wird die Darstellung besonders einfach.

Dem Leser, der starkere, aber immer noch elementare Losungsverfahren fiir Maxima-
und Minima-Aufgaben kennenlernen will, seien folgende Biicher empfohlen: |.B. Abel-
son, Maximum und Minimum, 1935 und S.I. Setel, Maxima- und Minima-Aufgaben,
Gostechisdat, 1948.

17. XI1. 1949

[. Natanson

1In der Sowjetunion gehérte damals Differentialrechnung nicht zum Schulstoff.




Einfuhrung

In der Technik und in der Naturwissenschaft, in der Produktion und im taglichen Leben
stoBen wir auf eine besondere Art mathematischer Aufgaben. Es sind die sogenannten
"Maxima- und Minima-Aufgaben". Hier einige Beispiele:

1. Aus einem kreisrunden Holzstamm soll ein rechteckiger Balken so ausgesagt werden,
dass der Abfall moglichst gering ist.

2. Aus gegebenen Brettern kann ein 200 m langer Zaun errichtet werden. Mit diesem
Zaun soll ein rechteckiges Stiick Land groBten Flacheninhaltes eingefriedet werden.

3. An der Wand hangt ein Bild. In welcher Entfernung von der Wand sieht man es
unter dem groBten Winkel?

4. Wie hoch muss man eine Lampe hangen, um die starkste Beleuchtung (am Tisch-
rand) zu erhalten?

Alle diese Aufgaben haben trotz ihrer Unterschiede etwas Gemeinsames:

Bei allen handelt es sich darum, wie bei verschiedenartigen Anwendungsmoglichkeiten
der verfliigbaren Mittel der groBte Nutzen zu erzielen ist. Es braucht nicht betont zu
werden, wie wichtig es ist, diese Probleme I6sen zu kénnen.

In der Mathematik sind sehr zweckmaBige und allgemeine Verfahren zur Losung ahnli-
cher Aufgaben geschaffen worden; sie werden in der Differentialrechnung gelehrt.

In vielen Fallen gelingt es jedoch, solche Aufgaben zu lésen, ohne die komplizierten
Hilfsmittel der Differentialrechnung heranzuziehen, wobei man nur einfache Mittel der
elementaren Algebra benutzt.

In diesem Biichlein sollen gerade einige Verfahren zur Lésung von Maxima- und Minima-
Aufgaben ohne Zuhilfenahme der Hoheren Mathematik behandelt werden?| Selbstver-
standlich sind solche Verfahren nur in Einzelfallen anwendbar; die Vertrautheit mit ihnen
gereicht jedoch auch solchen Lesern zum Nutzen, die Kenntnisse in der Differential-
rechnung besitzen.

2Insbesondere werden die vier angefiihrten Aufgaben geldst werden.
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1 Fundamentalsatz der quadratischen Trinome

1 Fundamentalsatz der quadratischen Trinome

§ 1. Wir betrachten zwei GréBen x und y, die durch die Gleichung
y=27 47 (*

zusammenhangen. Wenn wir annehmen, dass x = 3 ist, so sehen wir, dass y = 25
wird. Geben wir an einen anderen Wert, beispielsweise x = 10, so erhalten wir y = 207.
Allgemein konnen wir der GroBe x jeden beliebigen Wert geben.

Wenn aber x einen von uns gewahlten Wert annimmt, so erhalt y seinen Wert sozu-
sagen "automatisch", da y durch die Gleichung (*) festgelegt ist und somit nicht von
unserer Willkiir abhdngt. Diesen Sachverhalt charakterisieren die Mathematiker mit den
Worten: y ist eine Funktion von z.

Die GroBe x selbst nennt man dabei die unabhéngige Variable (Veranderliche).

Wir stellen uns nun folgende Frage: Gibt es unter den Werten, welche die durch die
Gleichung (*) bestimmte Funktion y annimmt, einen groBten 7 Es ist leicht zu sehen,
dass ein solcher groBter Wert von y nicht existiert. Nimmt namlich die unabhangige
Veranderliche x die Werte

T = 1, To9 = 10, T3 = 100, Ty = 1000,
an, so ergeben sich die entsprechenden Funktionswerte y zu
y1 =9, y2=207, y3=20007, y4= 2000007, ...

woraus zu ersehen ist, dass es keinen groBten y-Wert gibt.

Eine vollig andere Antwort erhalten wir, wenn wir uns fragen, ob es unter den Werten
der Funktion y einen kleinsten gibt.

Wie die Gleichung (*) zeigt, ist die Funktion y die Summe zweier Glieder: 2 - 22 und 7.
Der zweite Summand, d.h. 7, ist eine bestimmte feste Zahl, die nicht von x abhangt.
Was den ersten Summanden 2 - 22 anbetrifft, so kann er offensichtlich bei keinem 2-
Wert negativ, d.h. kleiner als Null werden. Gleich Null kann dieser erste Summand 2- 22
jedoch werden, und zwar fir x = 0.

Somit nimmt der erste Summand 2 - 22 und mit ihm die ganze Summe 2 - 22 + 7 den
kleinsten Wert fir £y = 0 an. Dieser kleinste oder, wie man sagt, Minimalwert, ist
offensichtlich gleich 7. Man schreibt dies so:

Ymin = 7
Durch solche Uberlegungen ist leicht zu zeigen, dass jede der Funktionen
y=>52>+3, y=924+4, y=2>-5 y=3z>-11

ahnliche Eigenschaften besitzt: Einen groBten Wert haben sie nicht, wohl aber einen
kleinsten, wobei fir alle vier Funktionen dieser kleinste Wert an der Stelle 7o = 0
angenommen wird, und beziehungsweise

Ymin = 37 Ymin = 4; Ymin = _57 Ymin = —11

ist.
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§ 2. Die eben betrachteten Beispiele sind sehr einfach. Die Ursache dieser Einfachheit
liegt darin, dass sich die Funktion y als Summe zweier Summanden darstellen l3sst,
von denen der eine eine feste Zahl (Konstante) und der andere ein Quadrat (mit einem
bestimmten positiven Koeffizienten) ist.

Komplizierter wird die Sache in dem Beispiel

y = 22° — 122 + 93

Um auch hier die gleiche Uberlegung wie oben anwenden zu kénnen, schreiben wir y
in der Form
y = 2(x* — 6x) + 93

Jetzt erganzen wir den Klammerausdruck so, dass er zu einem vollen Quadrat wird:
y=2(2*—6x+9)+93-18 oder y=2(x—-3)?+75

Nunmehr kénnen wir die gleiche Uberlegung wie oben anstellen; denn jetzt ist die
Funktion y als Summe zweier Summanden dargestellt, von denen einer - namlich 75
- Uberhaupt nicht von = abhangt, wahrend der andere, wie 2(z — 3)2, zwar niemals
negativ, aber an der Stelle x = 3 gleich Null werden kann. Daher hat unsere Funktion
einen kleinsten Wert yin = 75, den sie bei x = 3 erreicht.

Ein groBter Wert unserer Funktion existiert dagegen nicht. Hiervon liberzeugt man sich
leicht, wenn man beispielsweise

r1 =13, x9 =103, x3= 1003,
annimmt. Die entsprechenden Werte der Funktion y werden
y1 = 275, yo = 20075, y3 = 2000075,
Analog behandelt man das Beispiel
y = 32 + 24z + 50
Wie erhalten
x = 3(z% + 87) + 50 = 3(2? + 8z + 16) + 50 — 48 = 3(x + 4)* + 2

wobei wir die selbstverstandlichen Zwischenbemerkungen weggelassen haben. Die Funk-
tion y nimmt demzufolge ihren kleinsten Wert bei g = —4 an, und fir diesen Mini-
malwert gilt
Ymin = 2
Es sei noch das Beispiel
y = 5z® — 50z + 39

gegeben. Hier ist
Ty = 5 ; Ymin = —86
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(mit 2o wollen wir stets den Wert der unabhangigen Veranderlichen bezeichnen, dem
der kleinste (bzw. der groBte) Funktionswert entspricht).

§ 3. Es ware falsch, anzunehmen, dass jedes quadratische Trinom (so werden Funktionen
dieser Art genannt) einen kleinsten, aber keinen groBten Wert besitzt.
Zum Beispiel hat die Funktion

y=—32>+8

offensichtlich einen groBten oder, wie man sagt, einen Maximalwert

Ymax = 8

den sie bei x5 = 0 annimmt. Hingegen hat sie keinen kleinsten Wert. Ebenso besitzt
die Funktion
y = —4x* + 402 — 73

keinen Minimal-, wohl aber einen Maximalwert, wovon wir uns mit Hilfe folgender
Umformungen liberzeugen kénnen:

y = —4(2? — 102) — 73 = —4(2* — 10z + 25) — 73 + 100 = —4(x — 5)* 4 27
Es ergibt sich bei g = 5 ymax = 27.

§ 4. Einige quadratische Trinome besitzen somit einen kleinsten, aber keinen groBten
Wert, dagegen haben andere einen groBten, jedoch keinen kleinsten Wert. Der aufmerk-
same Leser hat wahrscheinlich schon bemerkt, dass der Charakter des Trinome durch
das Vorzeichen des Koeffizienten des quadratischen Gliedes bestimmt wird. Um dies in
vollem MaBe zu beweisen, betrachten wir das Problem in seiner allgemeinen Form.

Es sei das quadratische Trinom
y=ar’+bxr+c

gegeben. Hier konnen die Koeffizienten beliebige reelle Zahlen sein: positive und nega-
tive sowie Null. Der Koeffizient des quadratischen Gliedes muss jedoch jedenfalls von
Null verschieden sein, da y sonst kein Glied mit 22 enthalten wiirde und folglich kein
quadratisches Trinom ware.

Wir transformieren y in der folgenden Weise:

b b b? b2
y:a<$2+22ax>—|—c:a<x2—|—22a:v+4a2>+c—

Setzen wir zur Abkiirzung
b2
2 M
¢ 4a
so erhalten wir schlieBlich )
b
y=a (x + ) + M
2a
Man beachte dabei, dass M eine feste Zahl ist, die durch die Koeffizienten a, b und ¢

vollstandig bestimmt und vollig unabhangig vom Wert der unabhangigen Variablen x
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ist.
Wir unterscheiden zwei Falle:

2
1. Ist @ > 0, so wird der erste Summand a (:c2 + %) niemals negativ, verschwindet

jedoch bei
b

" 2a
Die Funktion hat daher einen Minimalwert M: y,;n = M. Sie hat jedoch keinen Ma-
ximalwert.

To —

2. Ist a < 0, so ergibt sich durch die gleichen Uberlegungen, dass ymax = M ist, wobei
die Funktion diesen Wert an der Stelle 2o = —% annimmt. Dagegen existiert kein 9min.

Wir erwahnen, dass sowohl kleinste als auch groBte Werte der Funktion Extremwerte
genannt werden. Daher kann alles bisher Gesagte in Form des folgenden, fiir uns we-
sentlichen Satzes zusammengefasst werden:

Satz: Das quadratische Trinom
y=az’+br+c

besitzt einen Extremwert, den es bei
b
2a

annimmt. Dieser Wert ist ein kleinster, wenn a > 0, und ein groBter, wenn a < 0 ist.
Existiert ymin, SO existiert ymax nicht und umgekehrt.

Tog =

Wir bemerken noch, dass dieser Extremwert, wie wir frither sahen, immer gleich

YExtr = M
oder, ausflhrlicher geschrieben,
b2
YExtr = C — @

ist. Es ist jedoch nicht nétig, sich die letzte Gleichung einzupragen, da ja diese Zahl
der Wert unseres Trinoms bei

b
T =Xy = —%
ist. Folglich ist es hinreichend, in dem Trinom fiir x die Zahl
b
Tog = —%

einzusetzen, um die GroBe Y, zu erhalten.

Beispiele:
y:3[L’2—121’+8 330:2 ymin:_4
y:—2x2—|—8$—3 Ty = 2 Ymin = O
y=22*+20x+17 9= —5 Ymin = —33
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2 Einige Anwendungen des Fundamentalsatzes

§ 5. Wir zeigen nun, dass der in § 4 bewiesene Satz die Losung einer groBen Anzahl
verschiedenster konkreter Aufgaben ermoglicht.

Aufgabe 1: Man zerlege eine gegebene positive Zahl A so in zwei Summanden, dass
ihr Produkt maximal wird.

Losung: Wir bezeichnen einen der gesuchten Summanden mit x. Der zweite Summand
ist dann gleich A — x, und ihr Produkt wird

y=x(A—m) oder y=—2°+ Ax

Auf diese Weise ist das Problem auf die Bestimmung eines solchen z-Wertes zuriick-
gefiihrt, fir den dieses quadratische Trinom den Maximalwert annimmt. Nach dem
Satz des § 4 ist ein solcher Wert vorhanden (da hier der Koeffizient des quadratischen
Gliedes gleich -1, d.h. negativ ist) und gleich

A

2

o =

In diesem Falle ist
A
A — Ty = 5

d.h., die beiden Summanden miissen einander gleich sein.
Zum Beispiel gestattet die Zahl 30 unter anderen die Zerlegungen

30=5+25 5-25 =125
30 =7+23 07-23 =161
80 =13+4+17 13-17 =221
30 =20+ 10 20 - 10 = 200
30=29+1 29-1=129
30=30+0 30-0=0

Alle diese Produkte sind kleiner als 15 - 15 = 225.

§ 6 Aufgabe 2: Gegeben ist ein Draht der Lange [. Er soll so gebogen werden, dass sich
ein Rechteck ergibt, das einen groBtmoglichen Flacheninhalt umgrenzt.

Losung: Wir bezeichnen eine Rechteckseite mit x (Fig. 1).

Fig. 1
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Offensichtlich ist dann die andere Seite % — 2 und der Flacheninhalt

F=x E—x oder F:—xz—kéx
2 2

Diese Funktion nimmt ihr Maximum bei

[
Ty = —
T4
an, welches der gesuchte Wert einer der Rechteckseiten ist. Die andere Seite wird

danach
[ l

SR

d.h., unser Rechteck erweist sich als ein Quadrat. Das gefundene Ergebnis der Aufgabe
kann in folgendem Satz zusammengefasst werden:

Satz: Von allen Rechtecken ein und desselben Umfanges besitzt das Quadrat den groB-
ten Flacheninhalt.

Bemerkung: Unsere Aufgabe lieBe sich auch leicht mit Hilfe des bei der Losung der Auf-
gabe 1 erhaltenen Ergebnisses l6sen. Tatsachlich sehen wir, dass der uns interessierende

Flacheninhalt l
F=x ( — x)
2

ist. Mit anderen Worten: F' ist das Produkt der zwei Faktoren x und é—x. Die Summe

dieser Faktoren ist aber l l

d.h. eine Zahl, die nicht von der Wahl von x abhangig ist. Somit fiihrt die Angelegenheit
auf die Zerlegung der Zahl % in zwei Summanden, die so beschaffen sind, dass ihr
Produkt maximal ist.

Wir wissen aber, dass dieses Produkt bei Gleichheit der Summanden, d.h. bei z =
am groBten ist.

L
4

§ 7. Aufgabe 3: Aus Brettern kann man einen 200 m langen Zaun errichten. Es wird
verlangt, mit diesem Zaun einen rechteckigen Hof groBten Flacheninhalts einzufrieden,
wobei fiir eine Hofseite eine Fabrikmauer zu benutzen ist.

2
t
Flg 2 r————— 200-2x

Losung: Wir bezeichnen eine der Hofseiten mit = (Fig. 2). Die andere wird dann gleich
200 — 2z und der Flacheninhalt

F =2(200 —2r)  oder I = —22%+200x

10
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GemaB dem Satz aus § 4 erreicht diese Funktion ihr Maximum bei 2y = 50.

Die senkrecht zur Fabrikmauer stehende Hoffront muss somit 50 m lang sein, wodurch
sich fiir die parallel verlaufende Front der Wert von 100 m ergibt, d.h., der Hof muss
die Form eines halben Quadrates besitzen.

Bemerkung: Wollten wir auch in diesem Fall die Losung der Aufgabe 1 benutzen, so
wirde uns das nicht unmittelbar gelingen, da

F = (200 — 22)

das Produkt zweier Faktoren ist, deren Summe gleich 200 — x, d.h. von x abhangig ist.
Mit anderen Worten: die Bedingungen der Aufgabe 1 sind nicht erfiillt. Mit Hilfe eines
kleinen Kunstgriffes kann man jedoch die Sache auf Aufgabe 1 zuriickfiihren. Untersu-
chen wir dazu anstatt F' die GroBe z = 2F. Wegen

z = 22(200 — 2x)

ist diese Funktion das Produkt zweier Faktoren, deren Summe schon nicht mehr von z
abhangt und ihr Maximum bei 2z = 200 — 2z erreicht, woraus x = 50 folgt.

Es bleibt noch zu erwahnen, dass die Funktionen F' und z = 2F' ihr Maximum bei ein
und demselben x-Wert annehmen.

§ 8. Aufgabe 4: Es sei das Quadrat ABC' D gegeben (Fig. 3). Von seinen Eckpunkten
seien die gleichgroBen Abschnitte Aa, Bb, Cc, Dd abgetragen und die Punkte a, b, c,
d durch Geraden verbunden.

D < c
o
b
Fig.3 4 G ;

Bei welchem Wert von Aa ist das Quadrat abcd am kleinsten?

Losung: Setzt man AB = [ und Aa = =z, so ist offensichtlich aB = [ — x und
demzufolge nach dem Satz des Pythagoras

ab’ =22 + (I — 2)* = 20% — 2z + I?
Der Flacheninhalt F' des Quadrates abcd ist aber gerade gleich ab’. Daraus folgt
F =22 =2z +I?

Den Minimalwert fur F' erhalt man daher bei

[
I0:§

11
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Die Punkte a, b, ¢ und d missen also in der Mitte der Quadratseiten von ABCD
liegen.

§ 9. Aufgabe 5: Von den Punkten A und B (Fig. 4) fahren gemaB den Richtungspfeilen
ein Dampfer und eine Yacht gleichzeitig ab. lhre Geschwindigkeiten sind vp = 40 km /st
bzw. vy = 16 km/st. Nach welcher Zeit ist der Abstand zwischen ihnen am geringsten,
wenn AB = 145 km misst?

D

B[/
Fig. 4 Y

Losung: Wir bezeichnen mit den Buchstaben D und Y die Standorte des Dampfers
bzw. der Yacht ¢ Stunden nach der Abfahrt von den Punkten A und B. Es ist dann
AD = 40t km, BY = 16tkm und weiter, nach dem Satz des Pythagoras,

DY = VBD? + BY? = /(145 — 40t)2 + (16t)?

woraus

DY = /185612 — 11600t + 21025
folgt. Diese Wurzel hat ihr Minimum bei dem gleichen ¢, bei dem auch der Radikand

2 = 1856t% — 11600t + 21025

am kleinsten ist, d.h. bei
11600 1

= ﬁ = 3§ Stunden
Somit haben der Dampfer und die Yacht 3 Stunden 7 Minuten 30 Sekunden nach ihrer

Abfahrt von A bzw. B den kiirzesten Abstand voneinander.

§ 10. Aufgabe 6: In einen gegebenen Kreis ist ein Rechteck groBten Flacheninhalts
einzuzeichnen.

D c
A
z

A 8

Fig. 5

Losung: Wir bezeichnen mit R den Radius des Kreises und mit = die Seite AB des
gesuchten Rechtecks (Fig. 5). Nach dem Satz des Pythagoras ist

BC = V4R? — 22

12
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woraus man fur den uns interessierenden Flacheninhalt ' den Ausdruck
F =a2VAR? — 2

erhalt. Diese Funktion nimmt ihr Maximum bei dem gleichen x an wie die Funktion
y = 2. Setzen wir in
y = r2(4R* — 2?)

x?2 = 2, so erhalten wir

y=2z(4R* — 2) = —2* +4R*2

Folglich wird ymax bei z = 2R? erreicht, d.h. bei x = Rv/2.

Diesen x-Wert hatte man auch ohne Einfiihrung der GroBe z finden kdnnen, wenn man
benutzt hatte, dass y das Produkt zweier Faktoren mit der konstanten Summe 4R? ist;
hieraus folgt nach dem Resultat, das wir bei der Losung der Aufgabe 1 erhielten,

2% = 2R? und r = RV?2

Beachten wir, dass fir AB = x = Rv/2 sich BC' = R\?2 ergibt, so sehen wir, dass
das gesuchte Rechteck ein Quadrat sein muss.
Somit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz: Unter allen Rechtecken, die ein und demselben Kreis einbeschrieben werden kon-
nen, hat das Quadrat den groBten Flacheninhalt.

§ 11. Aufgabe 7: In eine gegebene Kugel ist ein Zylinder mit groBter Mantelflache
einzuzeichnen.

Fig. 6

Losung: Wir bezeichnen mit R den Radius der Kugel, mit » und h Radius bzw. Hohe
des gesuchten Zylinders (Fig. 6). Die Mantelflache des Zylinders ist dann

F =2nrh

Wie aus Fig. 6 zu ersehen ist, sind die Strecken R, r und %h durch die Beziehung

1
Zh2 +r? = R?

verkniipft. Hieraus folgt

h=2VR2—1r2 und damit F =4nrvV R?2 —r2

13
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Setzen wir wie in der vorhergehenden Aufgabe y = F'2, so erhalten wir
y = 167°r*(R* — r?)

2

Fihren wir nun als neue unabhangige Variable x = r* ein, so ergibt sich

y = 16mx(R? — x)

wobei Yunay bei 2o = £, d.h. bei

- —~=R
NV

erreicht wird. Ist » bekannt, so finden wir leicht h = R+v/2. Bemerken wir noch, dass
im gesuchten Zylinder h = 2r ist, so sehen wir, dass der Achsenschnitt dieses Zylinders
ein Quadrat ist.

R _ V2
2

§ 12. Aufgabe 8: In einen gegebenen Kegel ist ein Zylinder mit groBter Mantelflache
einzuzeichnen.

Losung; Wir bezeichnen mit R und H Grundkreisradius bzw. Hohe des Kegels und mit
r und h Radius bzw. Hohe des gesuchten Zylinders. Die Mantelflache des Zylinders ist

dann
F =2nrh

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OAB und O1 A, B (Fig. 7) ergibt sich die Proportion

h R-—r H
7= R woraus h = 7(R—7")

und schlieBlich o
F = QWET(R —7)

folgt. Diese Funktion erreicht ihr Maximum bei ry = %R. Hieraus ergibt sich die Hohe
des gesuchten Zylinders zu

ho

||
ol !
=
E
o
2

r p]

Fig. 7 und 8

14
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§ 13. Aufgabe 9: In das Dreieck ABC' (Fig. 8) ist eine Gerade ab parallel der Grundlinie
AB so einzuzeichnen, dass der Inhalt des Rechtecks abecd maximal wird.

Losung: Wir setzen
AB =1L, ab =1, bc=h

und bezeichnen mit H die Héhe C'D des Dreiecks ABC, die auf der Seite AB senkrecht
steht. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ABC' und abC' ergibt sich die Proportion

l H—h L
Z = T woraus [ = E(H_h>

folgt. Da der Inhalt des uns interessierenden Rechtecks abcd

L
F =hl ist, folgt F = Eh(H —h)

Hieraus ergibt sich, dass Fjax bei hg = 3H erreicht wird.

15
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3 Weitere Satze, mit deren Hilfe Maxima- und
Minimawerte von Funktionen bestimmt werden
konnen

§ 14. Kehren wir noch einmal zu der in § 5 betrachteten Aufgabe 1 zuriick. lhre Losung
fihrt zu dem folgenden Satz:

Satz: Das geometrische Mittel zweier positiver Zahlen ist hochstens gleich ihrem arith-
metischen Mittel: Tty

V< *)
Es seien x und y zwei positive Zahlen. lhre Summe werde mit A bezeichnet. Die Zahlen
%A und —%A haben eben diese Summe. Da diese beiden Zahlen einander gleich sind, ist
ihr Produkt (wie in § 5 bewiesen wurde) groBer als das Produkt jedes anderen Paares
von Zahlen mit derselben Summe, insbesondere der Zahlen = und v, d.h.

A2
xy < 5

(das Gleichheitszeichen muss stehen, weil z = y = $A nicht ausgeschlossen wurde).
Da A = x + y ist, sehen wir, dass

2
e (75)

gilt. Dies ist mit der Ungleichung (*) gleichbedeutend. Der Beweis zeigt, dass das
Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn z = y ist.

Dieser Satz kann jedoch noch auf eine andere Art, ohne Bezugnahme auf das Ergebnis
des § 5 bewiesen werden. Man kann namlich die Ungleichung (*) in der aquivalenten
Form

0<x—-2/xy+vy
schreiben, und in dieser Form wird sie offensichtlich, da

r=2yayty=(Ve— )=

Dieser Beweis zeigt ebenfalls, dass in (*) dann und nur dann Gleichheit besteht, wenn
r =1y ist.

§ 15. Aufgabe 10: Eine gegebene positive Zahl P ist so in zwei positive Faktoren zu
zerlegen, dass deren Summe minimal ist.

Losung: Es sei P in beliebiger Weise als Produkt zweier positiver Faktoren x und y
dargestellt:
P=uxy (x >0,y >0)

GemaB Ungleichung (*) ist dann

x+y>2VP

16



3 Weitere Satze, mit deren Hilfe Maxima- und Minimawerte von Funktionen
bestimmt werden kénnen

Bei beliebiger Wahl der Faktoren kann somit deren Summe nicht kleiner als 2v/P
werden. Im Falle ihrer Gleichheit, d.h., wenn = = /P, Yy = VP gilt, erhalten wir
offensichtlich 2¢/P als Summe. Folglich ist 2/ P das gesuchte Minimum, das dann
und nur dann angenommen wird, wenn beide Faktoren einander gleich sind.

Beachten wir, dass y = g ist, so kann die Losung der Aufgabe in dem folgenden Satz
formuliert werden:

Satz: Die Funktion P
z=x+ — (P >0)
T

(bei der die unabhiangige Variable x nur positive Werte annehmen kann) erreicht ihr
Minimum zum bei g = V/P und nur bei diesem Wert von z.

§ 16. Aufgabe 11: An einer vertikalen Wand hangt ein Plakat AB. In welcher Entfernung
von der Wand muss ein Beobachter stehen, damit der Winkel 6, unter dem er das Plakat
(von unten) sieht, am groBten ist?

K

Fig.9 ¢

Losung: Wir bezeichnen den Schnittpunkt der Wand mit der Horizontalen, die durch
das Auge O des Beobachters verlauft (Fig. 9), mit K.

Die gesuchte Entfernung ist dann O K. Sie werde mit = bezeichnet, und es sei KA = a,
KB =b.

Bezeichnen wir die Winkel KOA und KOB mit o bzw. (3, so ist offensichtlich

0=p—«

Hieraus folgt

tan § — tan «
tan 6 = tan(f — ) = 1+ tanatan g

Wegen
a b
tana = — : tan = —
T T
ist aber
b—a
tan9 = b
x + =

Da das Maximum des Winkels # beim Maximum seines Tangens erreicht wird, lauft
unsere Aufgabe auf die Bestimmung eines solchen z-Wertes hinaus, bei dem der Bruch

b—a

ab
$+;

17
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am groBten ist. Da der Zahler konstant ist, muss folglich sein Nenner

ab
T+ —
x

am kleinsten sein. Nach dem Satz des vorigen Paragraphen ist der gesuchte z-Wert
To = Vab

§ 17. Der Satz des § 14 lasst eine wichtige Verallgemeinerung zu, die von groBem
theoretischem Interesse ist. Mit ihrer Hilfe gelingt es uns, noch eine ganze Reihe von
Maxima- und Minima-Aufgaben zu I6sen. Diese Verallgemeinerung kann in folgendem
Satz formuliert werden:

Satz: Das geometrische Mittel beliebig vieler positiver Zahlen ist nicht groBer als ihr

arithmetisches Mittel
1 +x9+ ...+,

n

X1 Ty <

Beweis: Wir wollen einen scharfsinnigen, obgleich nicht ganz einfachen Beweis dieses
Satzes anfiihren, der eine iberaus ungewohnliche Variante der vollstandigen Induktion
darstellt. (Die Idee stammt von A. Cauchy, d. Red.)

Ist n = 2, so stimmt unser Satz mit dem in § 14 bewiesenen lberein. Es sei also n = 4.
Dem bewiesenen Satz gemaB ist dann

+ T4 - 331—12—322 + :cg—;—m

VI1T2T3T4 = \//T1T24/T3T4 < \/:1:1 ;L 25 5 < 5

d.h.
T T T T
V1222314 < Lr QZ 310
Damit ist fur n = 4 der Satz bewiesen. Nun sei n = 8. Nach dem bisher Bewiesenen
ist

1+ 2o+ 23+ 24 5+ 2+ 27+ 28

Jx1x9...08 = \/(4/331352333354 N T5Tex7T8 < \/ 1 1

und folglich

Ti+xo+T3+1Ty + T5+Te+r7+T8
4

8T 29...08 < 4
VE1T2...08 < 5

was den Satz fiir n = & beweist.
Analog beweisen wir diesen Satz fir n = 16, n = 32, n = 64 und mit vollstandiger
Induktion fir n = 2™.

Nehmen wir jetzt an, n sei keine Zahl der Form 2™. Dann wahlen wir m so groB, dass
2" >n
Setzen wir

1+ X2+ ... + 2,
n

=A

18
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und fiigen zu unseren Zahlen x1, x», ..., x,, noch 2™ —n Zahlen
Tn+1 = A;mn+2 - A, ceey Logm = A

hinzu, so ist nach dem Bewiesenen

m X1+ ...+ Ty +Tp—1+ ... +Tom
2\/$1...In$n+1...$2m S om

G

r1+x9+ ... +x, =nA

woraus

folgt. Da aber

so gilt
1+ x4+ ... +x,+ (2" —n)A B nA+ (2™ —n)A
2m - 2m
Daher nimmt die vorstehende Ungleichung die Form

=A

m P
2\/:1:1@...:1:”142"1'—” < A
an, woraus durch Potenzieren
m__ m
$1$2...ZL’nA2 " S A2

und damit
LTy < AP

folgt. Also ist
1+ 29+ ... +x,

n

129,00y < A=
und der Satz bewiesen.

§ 18. Aus dem bewiesenen Satz ergibt sich die Moglichkeit, zwei Aufgaben, die in
diesem Paragraphen betrachtet werden sollen, zu l6sen.

Aufgabe 12: Eine gegebene positive Zahl A ist so in n positive Summanden zu zerlegen,
dass deren Produkt maximal ist.

Losung: Die Zahlen x1, xs, ..., x,, seien positiv, und es sei
r1+xo+ ... +x,=A
Nach dem Satz des § 17 ist dann

n

()
T1T92...Tp S —

DasnProdukt beliebig ausgewahlter Summanden kann also in keinem Fall groBer als
(%) sein. Andererseits erhalt man fir

A
xlzxgz...:xnzﬁ

19



3 Weitere Satze, mit deren Hilfe Maxima- und Minimawerte von Funktionen
bestimmt werden kénnen

offensichtlich ein Produkt, das gleich (%)n ist. Folglich miissen die gesuchten Sum-
manden alle einander gleich sein.

Aufgabe 13: Eine gegebene positive Zahl P ist so in n positive Faktoren zu zerlegen,
dass deren Summe minimal ist.

Die Losung ist analog der von Aufgabe 12. Wenn namlich
r129..0, = P
so wird nach dem Satz des § 17
1+ X9+ ... + x5 = n\n/ﬁ

Folglich kann die Summe beliebig gewihlter Faktoren nicht kleiner sein als n4/P. Da
sich nun bei

T =a9=..=x,=VP

eine Summe ergibt, die gleich n+/ P, missen alle gesuchten Faktoren einander gleich
sein.

§ 19. Die Ergebnisse des § 18 gestatten die Losung einer ganzen Reihe konkreter
Aufgaben. Wir fiihren einige Beispiele an.

Aufgabe 14: In eine gegebene Kugel ist ein Zylinder groBten Volumens einzuzeichnen.

Losung: In den Bezeichnungen des § 11 erhalten wir fiir das Volumen des Zylinders die
Formel
V =mr’h

Wie wir in § 11 gesehen haben, ist
h=2VR?—r2

Folglich ist

V =21’V R2 — 12

L V2 so erhalten wir

Setzen wir z = p
z=1rYR* —1?)

wobei 2z sein Maximum fiir dasselbe r» annimmt wie V. Wegen

LT T 2
42’ 5 2(R )

ist %z das Produkt dreier Faktoren, deren Summe gleich R? ist. Folglich wird z dann
seinen groBten Wert annehmen, wenn r die Bedingung
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erfillt, also fir

5
:Rf
" 3

§ 20. Aufgabe 15: In einen Kegel ist ein Zylinder groBten Volumens einzuzeichnen.

Losung: In den Bezeichnungen des § 12 lautet die Formel fiir das gesuchte Volumen

V =mr’h
In § 12 hatten wir
h = Z(R - )
gefunden; hieraus folgt
V= ﬂgTQ(R —7)

V erreicht sein Maximum bei dem gleichen r wie die Funktion

ror
— . (R-—
2= 2( T)
die das Produkt dreier Faktoren mit konstanter Summe ist. Folglich ergibt sich 2.
bei
r

r
i—i—R—T
d.h.f[]rrz%.

§ 21. Aufgabe 16: In eine gegebene Kugel ist ein Kegel groBten Volumens einzuzeichnen.

D

Fig. 10

Losung: Wir bezeichnen mit R den Kugelradius, mit r und h Grundradius bzw. Héhe des
Kegels. Aus Fig. 10 ist zu erkennen, dass r = AB die mittlere Proportionale zwischen
den Strecken BD und BC'ist. Wegen BD = h, BC' = 2R — h folgt

r* = h(2R — h)

Da das gesuchte Volumen durch

V = —mr’h
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ausgedriickt wird, ist
V= gh2(2R —h)

Wird an Stelle von V' die Funktion

h h
=—-—(2R—-h
2 =55 )
eingefiihrt, die gleichzeitig mit V' ihr Maximum annimmt, so sehen wir, dass bei
h h
—=—-—=2R—h
2 2

d.h. fiir h = %R Zmax €rreicht wird.

§ 22. Aufgabe 17: Uber der Mitte eines runden Tisches hingt eine Lampe. In welcher
Hohe muss diese Lampe angebracht werden, damit die Beleuchtung des Tischrandes
maximal wird?

Losung: Wir flihren die Bezeichnungen der Fig. 11 ein. Aus der Physik ist bekannt,
dass die Lichtstarke I im Punkte A durch die Formel

sin ¢
2

gegeben wird, wobei k ein Proportionalitatsfaktor ist. Wegen

I =k

r
cos ¢ = —

l

erhalten wir

k
I = —Qsin¢-c082¢
r

Fig. 11

Wir betrachten an Stelle von I die GroBe

7“4

_ 2

Es ist klar, dass zpmax und I.x gleichzeitig angenommen werden. Nun ist

z = sin® ¢ cos? ¢
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und hieraus folgt

L
Zz-(l cos” @)

Das Maximum von z wird bei

cos’ ¢ cos® o
2 2

cos2¢_0082¢
2 2

cos ¢ = \/g

tan ¢ = \f

und da h = rtan ¢ ist, ergibt sich die gesuchte Hohe zu

2
hozr\é_%O,?r

1 —cos® ¢ =

d.h. bei

erreicht. Fir dieses ¢ ist

§ 23. Aufgabe 18: Gegeben sei eine rechteckige Blechplatte von der GroBe 80 cm x
50 cm. An den Ecken sollen gleichgroBe Quadrate so ausgeschnitten werden, dass die
durch Aufbiegen der Rander entstehende oben offene Schachtel ein groBtes Volumen
erhalt.

e

YA

50

Fig. 12 80 !

Losung: Wir bezeichnen die Seite des ausgeschnittenen Quadrates mit = (Fig. 12). Es
ist nicht schwer einzusehen, dass das Volumen V der Schachtel durch

V = 2(80 — 22)(50 — 2x)

gegeben wird. Hier gelingt es nicht, das gesuchte Maximum V. in der mehrfach
verwendeten Weise zu ermitteln. Setzt man namlich

z = 42(80 — 22)(50 — 2x)
so kann man die Faktoren nicht gleichsetzen, da die Gleichung

80 — 2z =50 — 2z
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einen Widerspruch enthalt und unerfiillbar ist. Wir verfahren deshalb so, dass wir in den
letzten Faktor einen konstanten Multiplikator & einfiihren, iiber den wir spater verfligen.
Demzufolge miissen wir anstatt V' die GroBe

kV = x(80 — 22)(50k — 2kx)

betrachten. Hier ist die Summe der Faktoren keine konstante GroBe, deshalb multi-
plizieren wir den ersten Faktor noch mit 2k + 2. Statt V' untersuchen wir nun die
Funktion

z = [(2k + 2)x][80 — 2x][50k — 2kx]

Bei jeder Wahl von k ist hier die Summe der Faktoren von x unabhangig und gleich
80 + 50k. Folglich nimmt die Funktion z (und mit ihr V') den Maximalwert dann an,

wenn
(2k + 2)x = 80 — 2z = 50k — 2kx

So erhalten wir zur Ermittlung von x zwei Gleichungen
(2k +2)z =80 — 2z : (2k +2)x = 50k — 2k

Diese Gleichungen besitzen folgende Lésungen

40 25k
rT = ——— Tr =
k+2 ’ 2k +1

Wenn die Aufgabe losbar sein soll, missen diese x-Werte zusammenfallen, d.h., es muss

40 25k
E+2 2k+1

(*)

sein.

Jetzt kommt uns der Umstand zu Hilfe, dass wir die Zahl k& frei wahlen kénnen. Wir
wahlen k£ namlich so, dass die Bedingung (*) erfillt ist. Wir fassen also die Beziehung
(*) als Bestimmungsgleichung fiir k£ auf. Losen wir diese Gleichung, so finden wir fir

k zwei Werte 4
kl - 2 5 k’Q - —g

Ein negativer Wert fiir k ist jedoch unbrauchbar. Entsprechend dem Sinn der Aufgabe
muss der in den Ausdruck fir V' eingehende Faktor 50 — 2x positiv sein. Anderer-
seits missen, wenn zur Bestimmung von z,.x das "Verfahren der Faktorgleichsetzung"
anwendbar sein soll, alle Faktoren positiv sein. Insbesondere muss der Faktor

50k — 2kx = k(50 — 2x)

positiv sein. Die Ausdriicke k£(50—2x) und (50—2x) kénnen jedoch nur dann gleichzeitig
positiv sein, wenn k positiv ist. Folglich muss fiir K notwendig der Wert . k£ = 2 gewahlt
werden. Bei dieser Wahl von k erhalt man fiir x den Wert = = 10. Dies ist die Lésung
der Aufgabe.

24



4 Schlussbemerkungen

4 Schlussbemerkungen

Wie wir sahen, kann mit Hilfe elementarer algebraischer Mittel jede beliebige Aufgabe
gelost werden, die auf die Bestimmung eines Extremwertes des quadratischen Trinoms

y=azr’+br+c

hinauslauft.

In denjenigen Fallen, in denen das Problem auf die Ermittlung eines Minimal- oder
Maximalwertes einer komplizierten Funktion flihrte, gelang uns die volle Lésung nur mit
Hilfe dieses oder jenes Kunstgriffes, der fiir jede einzelne Aufgabe besonders gefunden
werden musste.

NaturgemaB fragt man sich, ob allgemeine Verfahren zur Ermittlung der Extremwerte
von Funktionen beliebiger Art und nicht nur quadratischer Trinome existieren. Derartige
Verfahren gibt es.

Wie jedoch schon in der "Einfiihrung" gesagt wurde, miissen dazu Hilfsmittel der ho-
heren Mathematik herangezogen werden.
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