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Vorwort

Grundlage dieses Buches ist ein Vortrag liber Diophantische Gleichungen, den ich im
Jahre 1951 auf der mathematischen Olympiade in der Moskauer Staatlichen Universitat
gehalten habe.

Ich mochte an dieser Stelle meinem Schiler, Doz. N. M. Kopobow, danken, der den
ersten, den zweiten und einen Teil des dritten Paragraphen nach dem Konzept meiner
Lektion geschrieben hat.

Das Biichlein ist fiir Schiiler der hoheren Klassen von Oberschulen gedacht.

A. Gelfond
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Einleitung

Die Zahlentheorie untersucht im wesentlichen die arithmetischen Eigenschaften der
natirlichen Zahlen, also der ganzen positiven Zahlen, und gehort zu den altesten Teil-
gebieten der Mathematik.

Eines der zentralen Probleme der (im 19. Jahrhundert entstandenen; d. Red.) sog.
analytischen Zahlentheorie ist die Verteilung der Primzahlen in der Folge der natiirlichen
Zahlen.

Primzahl nennt man jede ganze positive Zahl, die groBer als Eins ist, wenn sie ohne
Rest lediglich durch sich selbst und durch Eins teilbar ist. Das Problem der Verteilung
der Primzahlen in der Folge der natirlichen Zahlen besteht darin, zu untersuchen, nach
welchen GesetzmaBigkeiten die Anzahl der Primzahlen unterhalb einer gewissen Zahl NV
anwachst, falls diese Zahl N immer groBer wird. (Die von GauB [1777-1855] vermutete
Beziehung wurde Ende des 19. Jahrhunderts von Hadamard und de la Vallée-Poussin
bewiesen; d. Red.)

Das erste Ergebnis in dieser Richtung finden wir schon bei Euklid (IV. Jahrhundert
v. u. Zeitr.). Es handelt sich um den Beweis der Tatsache, dass es unendlich Viele
Primzahlen gibt.

Das zweite Resultat nach Euklid lieferte in der zweiten Halfte des XIX. Jahrhunderts
der groBe russische Mathematiker P. L. Tschebyscheff. Eine andere wesentliche Auf-
gabe der Zahlentheorie ist die Darstellung ganzer Zahlen als Summe ganzer Zahlen
eines bestimmten Typus, z.B. die Darstellung der ungeraden Zahlen als Summen dreier
Primzahlen.

Dieses letzte Problem, die Goldbachsche Vermutung wurde erst 1937 von dem bedeu-
tendsten derzeitigen Vertreter der Zahlentheorie, dem sowjetischen Mathematiker |. M.
Winogradow, gelost.

Das vorliegende Biichlein behandelt eines der interessantesten Gebiete der Zahlentheo-
rie, namlich die Auflésung von sog. diophantischen Gleichungen.

Die Ermittlung der ganzzahligen Losungen algebraischer Gleichungen mit ganzen Ko-
effizienten und mehr als einer Unbekannten ist eines der schwierigsten Probleme der
Zahlentheorie. Mit diesen Problemen beschaftigten sich viele hervorragende Mathema-
tiker des Altertum, z.B. der griechische Mathematiker Pythagoras (VI. Jahrhundert
v.u.Zeitr.), der alexandrinische Mathematiker Diophant (Il.-1ll. Jahrhundert [nach ihm
werden diese Gleichungen benannt; d. Red.]) und die besten Mathematiker der Neuzeit,
Pierre Fermat (XVII. Jahrhundert), Leonhard Euler (XVIII. Jahrhundert), Lagrange und
andere.

Ungeachtet der Bemiihungen vieler Generationen hervorragender Mathematiker fehlen
auf diesem Gebiet irgendwelche allgemeine Methoden, etwa von der Art der Winogra-
dowschen Methode der trigonometrischen Summen, welche die Losung der verschie-
densten Probleme der analytischen Zahlentheorie erlaubt.

Das Problem, die ganzzahligen Losungen von Gleichungen zu finden, ist nur bis zu
Gleichungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten vollstandig gelost. Fiir Gleichungen
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beliebigen Grades mit einer Unbekannten ist das Problem nicht sehr interessant, da es
hier in endlich vielen Schritten entschieden werden kann. (Man probiert, ob die Teiler
des absoluten Gliedes Lsungen sind; d. Red).

Fir Gleichungen hoheren als zweiten Grades mit zwei oder mehr Unbekannten ist nicht
nur das Problem, alle ganzzahligen Losungen zu ermitteln, sehr schwierig, sondern so-
gar schon die wesentlich leichtere Aufgabe, festzustellen, ob endlich oder unendlich
viele solcher Losungen existieren.

Die Auflésung von Gleichungen in ganzen Zahlen hat nicht nur theoretisches Interesse;
solche Gleichungen kommen bisweilen auch in der Physik vor.

Das theoretische Interesse an diesen Gleichungen ist sehr groB3, da sie eng mit vielen
Problemen der Zahlentheorie zusammenhangen. AuBerdem kénnen die in diesem Biich-
lein behandelten elementaren Teile der Theorie solcher Gleichungen gut zur Erweiterung
des mathematischen Gesichtskreises von Schiilern der Oberschule und von Studieren-
den an Lehrerbildungsinstituten und Padagogischen Instituten verwendet werden.

In diesem Buch werden die grundlegenden Resultate der Theorie der diophantischen
Gleichungen behandelt. Die Beweise der vorkommenden Satze sind angegeben, soweit
sie nicht zu schwierig sind.




1 Gleichungen mit einer Unbekannten

1 Gleichungen mit einer Unbekannten
Wir betrachten eine Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten
a1z + ag =0 (1)

Sind die Koeffizienten a; und ag der Gleichung ganze Zahlen, so ist klar, dass die
Losung dieser Gleichung,
L
ai
nur dann eine ganze Zahl ist, wenn a; in ay aufgeht. Somit ist die Gleichung (1)
nicht immer in ganzen Zahlen |osbar; so hat zum Beispiel von den beiden Gleichungen
3x727 = 0 und 5z + 21 = 0 die erste die ganzzahlige Losung x = 9, die zweite ist

jedoch nicht in ganzen Zahlen lésbar.

Denselben Sachverhalt finden wir auch bei Gleichungen hoheren als ersten Grades: die
quadratische Gleichung 2% + x — 2 = 0 hat die ganzzahligen Lésungen z; = 1 und
ry = —2; die Gleichung 2% — 42 + 2 = 0 hat keine ganzzahligen Lésungen, da ihre
Wurzeln 12 =2 = \/2 irrational sind.

Das Problem, die ganzzahligen Losungen einer Gleichung n-ten Grades mit ganzzahligen
Koeffizienten

A" + ap 2"+ ar+ag =0 (n>1) (2)

zu finden, ist leicht zu l6sen. Angenommen, = a sei eine ganzzahlige Wurzel dieser
Gleichung. Dann gilt

~1 ~1 -2
ana” + anp_1a" 4+ . taa+ag=0 , ay=—ala,a" " +a,_1a""+ ...+ a)

Aus dieser Identitat ist ersichtlich, dass ay ohne Rest durch a teilbar ist; folglich ist
jede ganzzahlige Wurzel der Gleichung (2) ein Teiler ihres absoluten Gliedes.

Um die ganzzahligen Lésungen einer Gleichung zu finden, muss man diejenigen Teiler
von ag suchen, die beim Einsetzen in die Gleichung eine Identitat liefern.

So ist zum Beispiel von den Zahlen 1, -1, 2 und -2, die sdmtliche Teiler des absoluten
Gliedes der Gleichung
42"+ 222 4+2=0

ausmachen, nur -1 eine Wurzel. Folglich ist unter den Wurzeln dieser Gleichung x = —1
die einzige ganzzahlige. Nach der gleichen Methode kann man leicht zeigen, dass die
Gleichung

2% — 25+ 32+ — 2 +3=0

keine ganzzahligen Wurzeln hat.

Von wesentlich groBerem Interesse ist die Ermittlung der ganzzahligen Losungen bei
Gleichungen mit mehreren Unbekannten.
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2 Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten
Wir betrachten eine Gleichung ersten Grades mit zwei Unbekannten
ax+by+c=0 (3)

wobei a und b ganze, von Null verschiedene Zahlen sind, wahrend c eine beliebige ganze
Zahl ist. Wir diirfen annehmen, dass die Koeffizienten a und b keine gemeinsamen Teiler
auBer 1 habenll}
Ist ndmlich der groBte gemeinsame Teiler d = (a,b) dieser Koeffizienten von 1 ver-
schieden, so gelten die Beziehungen a = a1 - d und b = by - d; die Gleichung (3) nimmt
die Form

(arz +by)d+c=0

an und kann nur dann ganzzahlige Losungen haben, wenn ¢ durch d teilbar ist. Somit
missen fir den Fall (a,b) = d # 1 samtliche Koeffizienten der Gleichung (3) ganze
Vielfache von d sein. Wenn wir (3) durch d kiirzen, kommen wir zur Gleichung

a1r +by+c1 =0 (01:§>

deren Koeffizienten a; und by teilerfremd sind.

Wir betrachten zuerst den Fall ¢ = 0. Aus Gleichung (3) wird dann:
ar +by =0 (3)

Losen wir die Gleichung nach z auf, so erhalten wir:

b

r=——y
a

Es ist klar, dass x dann und nur dann ganzzahlige Werte annehmen kann, wenn y ohne
Rest durch a teilbar ist. Nun kénnen alle ganzen Zahlen y, die Vielfache von a sind, in
der Form

y=at

dargestellt werden, wobei ¢ alle ganzzahligen Werte (t = 0, £1,£2,...) annimmt. Set-
zen wir diesen Wert fiir y in die obige Gleichung ein, so erhalten wir

b
r=——at = —bt
a

und besitzen damit folgende Formeln, die alle ganzzahligen Lésungen der Gleichung
(3") liefern:
x = —bt, y = at (t=0,£1,42,...)

Wir gehen jetzt zum Fall ¢ # 0 lber.

!Solche Zahlen @ und b nennt man teilerfremd; bezeichnet man mit (a, b) den groBten gemeinsamen
Teiler der Zahlen a und b, so ist also fiir teilerfremde Zahlen (a,b) = 1.




2 Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten

Wir zeigen zunachst, dass es fiir das Auffinden aller ganzzahligen Losungen der Glei-
chung (3) geniigt, irgendeine ihrer Losungen zu finden, d.h. solche ganzen Zahlen zg, yo
zu finden, fur die

arg+ by +c=0

gilt.
Satz I. Sind a und b teilerfremd und ist [z, yo] irgendeine Lésundﬂ der Gleichung
ar+by+c=0 (3)
so liefern die Formeln
T = x9— bt , Yy =1y +at (4)
mit ¢ = 0,41, 42, ... alle Lésungen der Gleichung (3).

Beweis: Sei [z, y] eine beliebige Losung der Gleichung (3). Wir erhalten dann aus den
Gleichungen
ar+by+c=0 und arg+byy+c=0

die Beziehungen

a(xg — x)

ar —axo+by —byo =0 ; Yy —yo= 2

Da y — yg eine ganze Zahl ist und die Zahlen a und b teilerfremd sind, muss xg — x ein
ganzes Vielfaches von b sein, d.h., o — x hat die Form

ro— T = bt
wobei t eine ganze Zahl ist. Dann ist aber

abt

y—yo:T:at

und wir erhalten:
r=umx9— bt , Yy =1y +at

Damit ist bewiesen, dass jede Lésung [z, y] die Form (4) hat.

Es bleibt noch zu verifizieren, dass jedes Zahlenpaar [z1, y1], das man durch die Formeln
(4) bei ganzzahligem ¢ = t; erhélt, eine Lésung der Gleichung (3) ist. Zu diesem Zwecke
setzen wir die GroBen x; = x¢ — bty und y; = yo + aty in die linke Seite von (3) ein:

axy + by + ¢ = axg — abty + byg + abt; + ¢ = axg + byy + ¢
da aber [xg, yo] eine Losung ist, ist axg + byy + ¢ = 0, und folglich

ary +byy +c=0

2Ein Paar ganzer Zahlen z und v, welche die Gleichung befriedigen, wollen wir eine Lésung nennen
und mit [z, y] bezeichnen.
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d.h., [z1,11] ist eine Losung der Gleichung (3), womit der Satz vollstandig bewiesen
ist.

Wenn also eine Losung der Gleichung ax + by + ¢ = 0 bekannt ist, findet man alle
ibrigen Losungen aus den arithmetischen Progressionen, deren allgemeine Glieder die
Form

x =1x9— bt : Yy =1yo+ at (t=0,£1,%2,...)

haben.
Wir bemerken, dass man fiir ¢ = 0 die frither gefundenen Losungsformeln

x = —bt : y=at
aus den eben abgeleiteten Formeln
xr=umx9— bt , Yy =1y +at

erhalt, wenn man zg = yy = 0 wahlt. Das ist moglich, da das Paar x+ = 0, y = 0
offenbar eine Lésung der Gleichung ax + by = 0 ist.

Wie kann man aber irgendeine Losung [z, yo| der Gleichung (3) im allgemeinen Fall,
also mit ¢ # 0 finden? Gehen wir von einem Beispiel aus!

Es sei die Gleichung
1272 — 52y +1 =0

vorgelegt. Wir bilden den Quotienten der Koeffizienten der Unbekannten.
Zunachst verwandeln wir den unechten Bruch % in die Summe einer ganzen Zahl und

eines echten Bruches:
127 B 23

= 94 2
52 +52

. Somit erhalten wir

|~

Der echte Bruch % ist gleich -

&l
IR

127_2+1
52 2

Wir formen den im Nenner stehenden unechten Bruch g—g in gleicher Weise um:

52 6 1
94 - 94
23 * 23 i 23
6
Jetzt hat der urspriingliche Bruch die Form
127 1
= _9
o2 2+
23
6
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Wiederholen wir dieselben Uberlegungen fiir den Bruch %

23 5 1
%:3—1—6:3‘1'8
5
so erhalten wir
52 1
5

Nun stellen wir den unechten Bruch g als Summe einer ganzen Zahl und eines echten
Bruches

6 1
515
dar. Dann kommen wir zum Endresultat:
127 1
5 0T 1
24 — 1
3+ B
1+ 5

Wir haben einen sogenannten endlichen Kettenbruch erhalten. Vernachlassigen wir 1,

das letzte Glied dieses Kettenbruches, und verwandeln wir den dadurch entstehenden
neuen Kettenbruch in einen einfachen Bruch und subtrahieren wir diesen von dem

urspriinglichen Bruch 15%7 so erhalten wir
2+ ! =2+ ! —2+4—22
172414 9 9
24+ ——
342
1
12722 1143 - 1144 1
529  52.9  52.9

Jetzt multiplizieren wir den so erhaltenen Ausdruck mit dem Hauptnenner:
127-9—-52-2241=0
Aus dem Vergleich dieses Ausdruckes mit der Gleichung
1272 =52y +1 =0

folgt, dass * = 9 und y = 22 eine Losung dieser Gleichung bilden.

10



2 Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten

Nach Satz | werden alle ihre Lésungen durch die Folgen
x =94 52t , y =224 127t (t=0,£1,£2,...)

geliefert.
Dieses Resultat bringt uns auf den Gedanken, dass man auch im allgemeinen Fall zur
Auflosung der Gleichung ax + by + ¢ = 0 so vorgehen kann:

Der Quotient der Koeffizienten der Unbekannten wird in einen Kettenbruch entwickelt,
dessen letztes Glied man wegfallen lasst; danach fiihrt man Berechnungen durch, die
den obigen analog sind.

Fiir den Beweis dieser Vermutung benétigen wir einige Eigenschaften der Kettenbriiche.

Wir betrachten einen gekiirzten Bruch ¢ [d.h. (a,b) = 1]. Mit ¢, bezeichnen wir den
Quotienten und mit o den Rest der Division von a durch b. Dann erhalten wir

a = q1b+ ro, rg < b

Wir nehmen ferner an, ¢- sei der Quotient und r3 der Rest der Division von b durch 7
Dann ist

b= qory + 13, rg < T2
und ebenso

ro = q373 + T4, ry < T3

T3 = q4T4 + 75, s < T4

Die GroBengy, go, ... werden unvollstandige Quotienten genannt. Dieses Verfahren nennt
man Euklidischen Algorithmus. Die Reste 79, 3, ... der Division erfiillen die Ungleichun-
gen

b>ro>r3>ry>...>0 (5)

d.h., sie bilden eine Folge abnehmender nichtnegativer Zahlen. Nun kann die Anzahl
der nichtnegativen ganzen Zahlen, welche die Zahl b nicht lbertreffen, nicht unendlich
sein; also muss bei einem gewissen Schritt das Verfahren abbrechen, da ein Rest r Null
wird. Ist 7, der letzte von Null verschiedene Rest in der Folge (5), so ist r,41 = 0, und
der Euklidische Algorithmus fiir die Zahlen @ und b hat die Form

a - qlb + r2,

b = o2 + 13,

T2 = {4373 + 7y, (6)
Tn—2 = (qn-1Tpn—1+ Tn,

Tn—1 = {nTn

11
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Wir schreiben die erhaltenen Gleichungen in der Form

a 1
g =qQ1 + Ia
T2
b 1
— =2 + o
T'n—2
- QW,—l _|_ Tn—1"
rn_l Tn
T'n—1 .
= Gn
Tn

Ersetzen wir den Wert 1 in der ersten Zeile dieser Gleichungen durch den entsprechen-
den Wert aus der zweiten Zeile, den Wert :—i durch den Ausdruck aus der dritten Zeile

usw., so erhalten wir die Entwicklung von % in einen Kettenbruch

1

¢_ +
b—Ch

q2 +

Q3+ ... + 1

Gn—1+ —
dn
Die Ausdriicke, die sich aus einem Kettenbruch beim Vernachlassigen aller seiner Glieder
von einem gewissen Glied ab ergeben, nennen wir Teilbriiche. (lhr Zahlenwert wird als
N&herungsbruch oder Naherungswert bezeichnet.) Der erste Teilbruch §; ergibt sich,
wenn man alle Glieder von q% ab vernachlassigt:

a
51:Q1<g

Der zweite Teilbruch 9, ergibt sich, wenn man alle Glieder von q% ab vernachlassigt:

1 a
b2 =q1+— >+
@ b
Ebenso
L . 01 = qu + ! > 2
3=4q 1 b ) 4 =41 1 b
q2 + — q2 +
q3 q+1
54+ —
7
USW.

Aus der Art und Weise, wie wir die Teilbriiche erhalten haben folgen offenbar die
Ungleichungen

51<53<...<52k1<z; 52>64>...>52k>z

12



2 Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten

Wir schreiben nun den k-ten Teilbruch ¢, in der Form
_ b
Qk

und suchen das Bildungsgesetz fiir die Zahler und Nenner der Teilbriiche. Wir bilden
die ersten Teilbriiche 61, d9 und d3:

a P
h=q==—=—; Py = q; Q=1
I
1 G +1 P
Sp=q+— =" =2 Py=qg2+ 1; Q2 =2
a2 q2 Q2
G19293 +q1 +q3  P3
03 =q1 + T = = —3
G2+ 4 g2q3 + 1 Q3

P = q1q2q3 + q1 + q3; Q3 = qq3 + 1

Daraus erhalten wir:

Py = Pygs + P ; Q3 = Q23 + 1

Wenden wir vollstandige Induktion arﬂ so zeigt sich, dass die Beziehungen

Py = Pgaqr + Pr—2 @k = Qr-1qr + Qr—2 (7)
fur alle k£ < 3 gelten.

Wir nehmen an, die Gleichungen (7) seien fir ein gewisses k < 3 erfillt. Aus der
Definition der Teilbriiche folgt unmittelbar, dass beim Ersetzen von ¢; durch ¢ + qklﬂ
der Ausdruck fiir 5 in 0511 Ubergeht. Nach Induktionsannahme ist

_ B Beagrt P
Qr  Qr-1qk + Qr—2

Ersetzen wir hier ¢ durch g + ﬁ, so erhalten wir

O

P4 (C]k-l- L )+Pk—2 Bt L Py _ PuGry1 + Pea

5k+1 — Qk+1 — leﬂ —
Qv (ar+ =) + Qo Qe+ Qe Qe + Qi
Hieraus folgt wegen ;11 = gi—i die Beziehung
Piot1 = Prger1 + P Qi1 = Qrr+1 + Qi1

Somit ergibt sich aus der Annahme der Giiltigkeit der Gleichungen (7) fiir ein gewisses
k > 3 ihre Gultigkeit fir k + 1. Da aber fiir k = 3 die Gleichungen (7) erfiillt sind, ist
damit ihre Giiltigkeit fir alle £ > 3 erwiesen.

3Siehe in dieser Reihe das Biichlein von I.S. Sominski: "Die Methode der vollstandigen Induktion",
2. Auflage, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1960.

13
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Wir zeigen jetzt, dass die Differenz aufeinanderfolgender Teilbriiche 5 — 051 die Be-
ziehung

5k — 5k—1 = (_l)k (]C > 1) (8)
QrQr—1
erfullt. Es ist
5r— 6y = b P BQr1 — QrPi
Qr  Qr QrQr—1

Unter Benutzung der Formeln (7) formen wir den Zahler des erhaltenen Bruches um:

PrQr—1 — QrPric1 = (Poo1qk + Pr—2)Qi—1 — (Qr—1q + Qr—2)Pr—1 =
— (Peo1Qr—2 — Qr—1Py—2)

Den in Klammern stehenden Ausdruck erhalt man aus dem urspriinglichen, indem man
k durch k — 1 ersetzt. Wir wiederholen dieselben Umformungen fiir die abgeleiteten
Ausdriicke und erhalten offensichtlich eine Kette von Gleichungen:

PeQi1 — QrPr1 = (—1)(Pr1Qp—2 — Qr_1Py2) = (—1)*(Pr—2Qk—3 — Qr—2Ps_3)
= .= ()" HPQ1 — QP) = ()" 2 (qrge + 1 — quqp) = (—1)"2

Hieraus folgt

PrQr—1 — QrPr— _ (—1)k2 _ (—1)F
QrQr—1 QrQr—1  QrQr—

Hat die Entwicklung von % in einen Kettenbruch n Glieder, so ist der n-te Teilbruch ¢,
gleich 7. Aus Gleichung (8) erhalten wir fiir k = n

Ok — Op—1 =

(=1)" a (=1)"
611 - 5117 - y _— — 5n = 9
L QuQus n bQn1 ©)
Wenden wir uns jetzt wieder der Auflosung der Gleichung
ax + by +c =0, (a,b) =1 (10)

zu. Wir schreiben die Beziehung (9) in der Form

a Pn—l (—1)k

b Qna  QrQr

Bringen wir die Gleichung auf den Hauptnenner, so erhalten wir

aQn—l - an—l = (_1)n
aQn-1+b(=P,-1) + (="' =0

Multiplizieren wir diese Beziehung mit (—1)""! - ¢, so erhalten wir

al(=1)" 'eQu_1] +b[(—=1)"cP, 1] +c=0

14



2 Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten

Daraus folgt, dass das Zahlenpaar [z, v,
zo = (—1)"""eQn 1 : Yo = (—1)"cPn_y (11)

eine Losung der Gleichung (10) ist. Nach Satz | haben alle Lésungen dieser Gleichung
die Form

r=(-1D)"1eQu 1 —bt y=(=1)"cP,1+at (t=0%1,42 )

Diese Resultat l6st das Problem, alle ganzzahligen Losungen einer diophantischen Glei-
chung ersten Grades mit zwei Unbekannten zu finden. Wir gehen nun zur Untersuchung
von Gleichungen zweiten Grades (iber.

15



3 Beispiele fiir Gleichungen zweiten Grades mit drei Unbekannten

3 Beispiele fiir Gleichungen zweiten Grades mit drei
Unbekannten

Beispiel 1. Wir betrachten folgende Gleichung zweiten Grades mit drei Unbekannten
e T (12)

Die Aufgabe, die ganzzahligen Losungen dieser Gleichung zu bestimmen, bedeutet geo-
metrisch, alle pythagoreischen Dreiecke zu finden, d.h. die rechtwinkligen Dreiecke, bei
denen die Katheten z,y und die Hypotenuse z ganzzahlige Werte haben.

Bezeichnen wir mit d den groBten gemeinsamen Teiler der Zahlen x und y, so ist
T = x1d , y =yd
und Gleichung (12) erhalt die Form
vid® + yid® = 2*

Hieraus folgt, dass z? durch d? teilbar ist; das bedeutet, dass z ein Vielfaches von d
ist: 2 = 21 - d.

Nun kann man Gleichung (12) in der Form
v3d® + yid® = zid?
schreiben; teilen wir durch d?, so erhalten wir:

2, .2 _ 2
Tyt Y =2

Wir kommen so zu einer Gleichung, welche dieselbe Gestalt hat wie die Ausgangsglei-
chung, wobei jetzt die GroBen z; und y; auBer 1 keine gemeinsamen Teiler haben.
Somit kénnen wir uns bei der Auflésung der Gleichung (12) auf den Fall beschranken,
dass = und y teilerfremd sind.

Sei also (x,y) = 1. Dann ist mindestens eine der GréBen = und y (etwa x) ungerade.
Indem wir 4> auf die rechte Seite der Gleichung (12) bringen, erhalten wir

=2y =ty (13)
Wir bezeichnen den groBten gemeinsamen Teiler von 2z + ¢ und z — y mit d;. Dann ist
24y =ad; , z —y = bd; (14)

wobei a und b teilerfremd sind.
Wir setzen die Ausdriicke fiir z +y und z — y in (13) ein und erhalten:

2% = abd?
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3 Beispiele fiir Gleichungen zweiten Grades mit drei Unbekannten

Da die Zahlen a und b keine gemeinsamen Teiler haben, ist die erhaltene Gleichung nur
dann méglich, wenn a und b Quadratzahlen sind”

Dann ist aber
2% = w0 d? und x = uvdy (15)

Wir bestimmen jetzt y und z aus den Gleichungen (14). Die Addition dieser Gleichungen
ergibt

B u? + v?
2
Subtrahieren wir die zweite der Gleichungen (14) von der ersten, so erhalten wir

22 = ady + bdy = u’d, +v3d; z d (16)

2y = ady — bdy = uidy —v¥d;  ; y= dy (17)

Da x ungerade ist, folgt aus (15), dass u, v und d; ebenfalls ungerade sind; iiberdies
ist d; = 1, da sonst aus den ldentitaten

xr = uvdy und y =

folgen wiirde, dass x und y einen gemeinsamen Teiler d; # 1 haben, was der voraus-
gesetzten Teilerfremdheit widerspriiche.
Die Zahlen u und v sind mit den teilerfremden Zahlen a und b durch die Beziehungen

a=1u , b=wv

verkniipft und infolgedessen selbst teilerfremd; es ist v < u, da aus den Gleichungen

(14) ersichtlich ist, dass b < a ist.

Setzen wir in den Gleichungen (15), (17) und (16) d; = 1, so erhalten wir die Formeln
u? — v? B u? + v?

Y Z =
2 2

(18)

T = uv, Y =

welche bei ungeraden teilerfremden u und v (v < u) alle von gemeinsamen Teilern frei-
en Tripel ganzer positiver Zahlen x, y und z liefern, die der Gleichung (12) geniigen.
Durch einfaches Einsetzen von z, y und z in die Gleichung (12) ist leicht zu zeigen,
dass bei beliebigen u und v die Zahlen (18) dieser Gleichung geniigen.

Fur die ersten Werte von w und v filhren die Formeln (18) auf die folgenden oft anzu-
treffenden Gleichungen

3P +42=5> (v=1,u=3)
524+122=132 (v=1,u=5
152 +82 =17 (v=3,u=5)

4Bekanntlich kann das Produkt zweier teilerfremder Zahlen nur dann eine Quadratzahl sein, wenn
jeder Faktor eine Quadratzahl ist.
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3 Beispiele fiir Gleichungen zweiten Grades mit drei Unbekannten

Wie schon erwahnt, liefern die Formeln (18) nur jene Losungen der Gleichung

fir welche die Zahlen =,y und z keine gemeinsamen Teiler haben.

Alle lbrigen ganzzahligen positiven Losungen dieser Gleichung erhalt man durch Mul-
tiplikation der Lésungen, die sich aus den Formeln (18) ergeben, mit einem beliebigen
gemeinsamen Faktor d.

In gleicher Weise, wie wir alle Losungen der Gleichung (12) erhielten, kénnen wir zu
allen Losungen anderer Gleichungen desselben Typus gelangen.

Beispiel 2. Wir wollen alle Lésungen der Gleichung
22+ 2% = 22 (19)
in ganzen positiven paarweise teilerfremden z,y, z finden.

Wir bemerken folgendes: Bilden z,y,z eine Losung der Gleichung (19) und haben
diese Zahlen auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler, so sind sie paarweise teilerfremd;
waren namlich x und y Vielfache einer Primzahl p > 2, so folgte aus der Gleichung

B)+2(2) - ()

dass 2 ein Vielfaches von p ware, da die linke Seite der Gleichung eine ganze Zahl ist.
Das gleiche ist der Fall, wenn x und z oder y und z durch p teilbar sind.

Wir bemerken, dass = ungerade sein muss, damit der groBte gemeinsame Teiler von z,
y und z gleich 1 ist. Ware namlich x gerade, so ware die linke Seite der Gleichung (19)
eine gerade Zahl, d.h., 22 und damit z wére ebenfalls gerade.

Die Zahlen 2% und 2? waren dann Vielfache von 4; daraus folgte, dass 2y? durch 4
teilbar sein misste, mit anderen Worten, dass auch y eine gerade Zahl sein misste.
Das bedeutet, dass bei geradem xa alle Zahlen x, y, z gerade sein miissen. Somit muss,
wenn 1 der groBte gemeinsame Teiler der Losung sein soll, = ungerade sein. Daraus
folgt schon, dass z ebenfalls ungerade sein muss.

Bringen wir 22 auf die rechte Seite, so erhalten wir

0P =22 -2 = (z+1)(z —2)

Die Zahlen z + x und z — x haben als groBten gemeinsamen Teiler die Zahl 2.
Beweis: lhr groBter gemeinsamer Teiler sei d. Dann ist
z+x=kd , z—x=1d

wobei k und [ ganze Zahlen sind. Durch Addition und Subtraktion dieser Gleichungen
erhalten wir
2z =d(k —1) ) 20 =d(k —1)
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3 Beispiele fiir Gleichungen zweiten Grades mit drei Unbekannten

Nun sind aber z und x ungerade und zueinander teilerfremd. Daher ist der groBte ge-
meinsame Teiler von 22 und 2z gleich 2. Daraus folgt, dass d = 2 ist.

Z—X

Somit ist entweder oder *5* ungerade. Daher ist fur alle, den Bedingungen gen-
genden x und z eines der beiden Zahlenpaare

2tz
2

z+x q z—
un
2 2

z+x und z—x ,

teilerfremd. Im ersten Fall folgt aus der Gleichung

(2 + x) 5 =Y dass z+ax=n* |, z—x=2m’

im zweiten Fall aus der Gleichung

z+x
2

2

(z —x) =9° dass z4rx=2m*> , z—x=n

gilt. Dabei sind n und m ganze Zahlen, m ist ungerade, m und n sind positiv. Losen
wir die zwei Gleichungssysteme nach x und z auf und bestimmen wir y, so erhalten wir

1 1
z:g(n2+2m2) : xzi(nQ—ZmQ) , y=mn

oder 1 1
z:§(n2+2m2) : x:§(2m2—n2) ., y=mn

wobei m ungerade ist. Fassen wir die zwei Losungsformeln fir x, y und z zusammen,
so erhalten wir die allgemeine Formel

1 1
x=i§(n2—2m2) , y=mn z:i(nz-l—sz)

wobei m ungerade ist. Damit z und x ganze Zahlen sind, muss n notwendig eine gerade
Zahl sein. Setzen wir n = 2b und m = a, so erhalten wir schlieBlich die allgemeinen
Formeln, welche alle Lésungen der Gleichung (19) in ganzen positiven teilerfremden
Zahlen liefern:

r=+(®—-2b") |, y=2ab , z=s"+2b (19")

Dabei sind a und b positiv und teilerfremd, a ist ungerade. Unter diesen Bedingungen
konnen die GroBen a und b beliebig gewahlt werden, aber so, dass x positiv ist.

Die Formeln (19') liefern tatsachlich alle Lésungen in ganzen positiven teilerfremden
Zahlen z, y, z; wir haben namlich einerseits gezeigt, dass z, y, z in diesem Falle durch
die Formeln (19') dargestellt werden miissen; andererseits sind bei vorgegebenen a und
b, die unseren Bedingungen geniigen, die sich ergebenden x, y, z tatsachlich teilerfremd
und bilden eine Lésung der Gleichung (19).
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4 Gleichungen der Form % — Ay? =1

4 Gleichungen der Form 22 — Ay? =1

Die Ermittlung aller Losungen dieser Gleichungen

Wir kommen jetzt zur Untersuchung der Losungen in ganzen Zahlen von Gleichungen
zweiten Grades mit zwei Unbekannten der Form

- Ayt =1 (20)

wobei A ganz und positiv, aber keine Quadratzahl ist.
Um einen Losungsansatz fiir solche Gleichungen zu finden, lernen wir die Entwicklung
von lrrationalzahlen der Form v/ A in Kettenbriiche kennen.

Aus dem Euklidischen Algorithmus folgt, dass jede rationale Zahl in einen Kettenbruch
mit endlich vielen Gliedern entwickelt werden kann. Anders ist es mit den lIrrational-
zahlen.

lhnen entsprechen unendliche Kettenbriiche. Entwickeln wir z.B. die Irrationalzahl v/2
in einen Kettenbruch. Wir gehen von der Identitat

V2-1)(V2+1)=1

aus und finden
1 1

V2+1 ERCFN N,y

Ersetzen wir die Differenz /2 — 1, die wir im Nenner erhalten haben, durch den ihr
gleichen Ausdruck

V2= V2 -

1

2+ (V2+1)
so erhalten wir

1 1
V2—-1= ; . Ve=1+

1
24 ——Fr— 24 ———F——
24+ (V2+1) 24 (V2+1)
Ersetzen wir erneut die im Nenner der letzten Gleichung stehende Klammer durch

1 .
so erhalten wir
24+(v24+1)!

V2=1+
2+

1
+2+(¢§+1)

Setzen wir das Verfahren fort, so kommen wir auf folgende Entwicklung von v/2 in
einen unendlichen Kettenbruch:

V2=1+

(21)
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4 Gleichungen der Form % — Ay? =1

Man bemerkt, dass die oben verwendete Methode zur Entwicklung in einen Ketten-
bruch, die auf der Verwendung der ldentitat

(Vm24+1—m)(vm?+1+m)=1

beruhte, nicht fiir jede Irrationalzahl /A anwendbar ist.

Diese Methode kann offensichtlich nur dann verwendet werden, wenn die ganze Zahl A
in der Form A = m? + 1 dargestellt werden kann, wobei m irgendeine ganze von Null
verschiedene Zahl ist (speziell fiir m = 1 erhalten wir die Entwicklung fiir v/2; m = 2
fiihrt auf die Entwicklung von v/5 usw.).

Auch fir den allgemeinen Fall sind jedoch verhaltnismaBig einfache Methoden zur Ent-
wicklung von v/A in einen unendlichen Kettenbruch bekannt.

Genau wie fruher bei den endlichen Kettenbriichen bilden wir fir einen unendlichen
Kettenbruch (21) die Folge der Teilbriiche 41, d9, I3, ...

0 =1 5 < V2
52:1—#;:2 5y > /2
53:1+141r§:; 53 < V2
54:...=g 04 > V2

usw.
Aus der Bildungsweise der Kettenbriiche folgt, dass

01 <03<..<V2 | 0y > 03> ... > /2

ist. Allgemein: Ist die Entwicklung irgendeiner Irrationalzahl « in einen unendlichen

Kettenbruch gegeben,

1
a=q +

q2 +

qs + ...

so erflillen die Naherungsbriiche die Ungleichungen
01 <03< .. <Opg1 < ... <Va< ... <o < ... <0y < 6y (23)

Wir stellen den Naherungsbruch ¢ in der Form

_ B
Qx

5Siehe z.B. I.W. Arnold, "Zahlentheorie", Kapitel VI, Staatsverlag fiir pidagogische Literatur 1939,
oder A.J. Chintschin "Kettenbriiche", Staatsverlag fiir technisch-theoretische Literatur, 1949;
Deutsche Literatur: O. Perron, Irrationalzahlen, Berlin 1939 ; O. Perron, Kettenbriiche, Leipzig
1929; ferner: C. Knochendodppel, Von den Kettenbriichen und den Diophantischen Gleichungen,
Volk und Wissen, Berlin-Leipzig 1948 (d. Red.).

Ok
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4 Gleichungen der Form % — Ay? =1

dar. Die Beziehungen (7)

Py, = Py_1q; + Pr—2 : Qr = Qr—1qr + Qr—2

die wir fruher fur endliche Kettenbriiche erhielten, bleiben auch fur unendliche Ketten-
briiche erhalten, da wir bei der Herleitung dieser Beziehungen nirgends davon Gebrauch
gemacht haben, dass der Kettenbruch endlich ist. Daher bleibt auch die Beziehung (8)
zwischen aufeinander folgenden Naherungsbriichen giiltig:

(—1)"
QrQr—1

Beispielsweise erhalten wir fiir die Naherungsbriiche der Entwicklung von /2 in einen
Kettenbruch fir k = 3 und k = 4 aus (22)

T3 1 17 7 1
5= = =

Op — Op—1 =

(24)

63—62:5—

Dies stimmt natiirlich mit dem Resultat von (24) lberein.
Aus (24) folgt insbesondere

(_1>2k’+1 1
R e

dok — O2k+1 = — (0241 — O2k) =

Wir zeigen jetzt, dass die Ungleichung
1

Q2k+1

0< Py — OéQQk = (25)

gilt. Die linke Halfte dieser Ungleichung ergibt sich sofort, da nach (23)

Py,
o < 5% = —_—

Q2k

ist. Der Beweis der rechten Halfte der Ungleichung (25) lasst sich ebenfalls unschwer
erbringen. Nach (23) gilt
dokt1 < o < Oy,

und folglich
1

QZkQQk-H

Daraus erhalten wir, wenn wir d95, durch % ersetzen,

dop, — ¢ < 02 — O2pt1 =

Py 1
R —
Q2k Q21Q2k+1

Wenn wir diese Ungleichung mit Qo1 multiplizieren, kommen wir zu dem gewiinschten

Resultat 1

Q2k+1

P, — aQqr, <
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4 Gleichungen der Form % — Ay? =1

Verwenden wir nunmehr die gewonnenen Ergebnisse zur Losung der Gleichung
- 22 =1 (26)
Wir formen die linke Seite dieser Gleichung um:
=2 = (¢ — 2,/5)(x + V)

Setzen wir x = Py und y = Qo wobei Py und (o Zahler und Nenner der entspre-
chenden Naherungsbriiche aus der Entwicklung von /2 in einen Kettenbruch sind, so
ist

P3, —2Q3 = (Por, — V2Qu) (Por + V2Qa) (27)
Die linke, also auch die rechte Seite der erhaltenen Gleichung ist eine ganze Zahl. Wir
werden zeigen, dass diese ganze Zahl groBer als Null und kleiner als Zwei, also folglich
gleich Eins ist.
Dazu benutzen wir die Ungleichung (25) fiir o = v/2:

1
Q2k+1

Daraus ist ersichtlich, dass beide Faktoren auf der rechten Seite von Gleichung (27)
positiv sind. Das bedeutet

0 < Py, — V2Qq, <

(28)

P22k - 2Q§k >0
Andererseits ist

1 1 1 1
Py —/Q., < = = <
2 \/7% Qak+1 Qakqary1 + Qak—1 2Qa2k + Qar—1  2Q2

Wegen (28) gilt aber

P
dop = il > V2
ok

Hieraus folgt
V2Qay, < Py, , Po +V2Qoi < 2Py,

und wir erhalten zwei Ungleichungen fir die Faktoren auf der rechten Seite der Glei-
chung (27):

1
Por — vV2Qa < ) Py + V2Qak < 2Py
2Q2r,
Die Multiplikation dieser Ungleichungen liefert
P
P} —2Q% < =2
Q2
Wenden wir Ungleichung (28) an, so erhalten wir hieraus:
V2Qar + g 1
P} —2Q3% < N . —
2 2 Q2 Q21 Q2k+1
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4 Gleichungen der Form % — Ay? =1

Da fiir alle £ > 1 die Ungleichung
1 1 1

Q2 Q2k+1 = Qs 10

gilt, folgt
1
P22,€—2Q§,€<\/§+1—0<2

Damit haben wir gezeigt, dass die ganze Zahl Py, — 2Q3, bei beliebigem k > 1 der
Ungleichung
0< Py, —2Q3, <2

genlgt. Folglich ist
P22k - Qng =1

d.h., die Zahlen x = Py, und y = Q9 stellen bei beliebigem k£ > 1 eine Losung der
Gleichung
z? — 2y2 =1

dar.

Wir wissen vorlaufig nicht, ob die von uns gefundenen Lésungen der Gleichung (26)
alle Losungen dieser Gleichung ausmachen.

Es entsteht nun natiirlich die Frage, wie man alle Losungen der Gleichung 7

? — Ayt =1 (29)

bei ganzem positivem nichtquadratischem A in ganzen = und y erhalt. Wie wir zei-
gen werden, kann man diese Losungen leicht konstruieren, wenn man eine Lésung der
Gleichung (29) kennt. Am Beispiel der Gleichung (26) sahen wir schon, dass solche
Gleichungen auch wirklich Lésungen haben.

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Frage, wie man alle Lésungen der Gleichung (29)
aus einer bestimmten Losung erhalten kann, die wir Minimal-Losung nennen; dabei las-
sen wir die Frage, ob die Gleichung (29) auch immer mindestens eine von der trivialen
Losung x = 1, y = 0 verschiedene Lésung in ganzen Zahlen hat, zunachst offen.
Wir nehmen an, (29) habe eine nichttriviale Losung [zg, yo] mit o > 0 und yo > 0,
d.h. es sei

i Ayt =1 (30)

(Wir nannten ein Paar ganzer Zahlen [x(, 3], welche die Gleichung befriedigen, eine
Losung der Gleichung.) Wir nennen [z, yo] Minimal-Lésung, wenn fiir z = xy und y =
yo das Binom z++v/A-y, VA > 0, den kleinstméglichen Wert unter denjenigen Werten
hat, die es beim Einsetzen aller moglichen ganzen positiven (von Null verschiedenen)
Zahlen der Losungen der Gleichung (29) annehmen kann.

Fir Gleichung (26) ist zum Beispiel das Paar z = 3,y = 2 die Minimal-Lésung, da
=+ /Ay bei diesen Werten von 2 und y den Wert 3+ 2v/2 annimmt und keine andere
Lésung der Gleichung (26) existiert, die das Binom x + /2y nicht gréBer als 3 + 2+/2
machen wiirde.
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4 Gleichungen der Form % — Ay? =1

Dies erkennt man sofort, wenn man die kleinen ganzen positiven Zahlen, die Lésungen
sein konnten, durchprobiert. Die der GroBe nach folgende Losung der Gleichung (26)
ist das Paar z = 17,y = 12; und offenbar ist 17 + 121/2 groBer als 3 + 2+/2.

Wir stellen auch fest, dass nicht zwei Minimal-Lésungen der Gleichung (29) existieren.
Denn wiirde es zwei Losungen [z1, y1] und [z2, y2] geben, fiir welche das Binom z-++/2y
denselben Wert liefert, so ware

T+ \/zyl = XT9 + \/Zyz (31)

Nun ist aber v/A irrational, wahrend x1,Y1, X2,y ganze Zahlen sind. Aus Gleichung
(31) folgt unmittelbar:

T — T2 = (yz - yl)\/z

Dies ist nicht méglich, da 2, — x5 eine ganze Zahl ist, wihrend (o —y1)v/A als Produkt
einer ganzen mit einer irrationalen Zahl irrational ist. Eine ganze Zahl kann aber nicht
irrational sein.

Dieser Widerspruch verschwindet, wenn xy = x5 und y; = y5 ist, mit anderen Worten,
wenn nicht zwei verschiedene Losungen angenommen werden, sondern nur eine.
Wenn also eine Minimal-Lésung existiert, so auch nur eine.

Wir erwahnen jetzt noch eine sehr wichtige Eigenschaft der Losungen von Gleichung
(29). Es sei [z1,y1] eine Losung der Gleichung (29). Dann gilt

i — Ayl =1 oder (21 + VAy) (1 — VAy) =1 (32)

Wir erheben jetzt beide Seiten von (32) in die n-te Potenz (n positiv und ganzzahlig;
d. Red.) und erhalten

(z1 + \/Zyl)n(xl — \/Zyﬁn =1 (33)

Entwickeln wir nach dem binomischen Satz, so kommt

-1
(21 + VAy)" = 27 4+ na? 'V Ay + Maﬂf_QAy% + 4+ (VA Y = 2, + V Ay,
(34)

2

dabei sind x,, und y, ganze Zahlen, da das erste, dritte und allgemein alle Glieder
ungerader Nummer der Binomialentwicklung ganze Zahlen sind, wahrend die Glieder
gerader Nummer ganze, mit dem Faktor VA multiplizierte Zahlen sind. Wenn wir die
ganzzahligen Summanden und die Zahlen, die ein Vielfaches von V/A sind, einzeln
zusammenfassen, so erhalten wir die Gleichung (34).

Die Zahlen z,, und y, bilden, wie wir jetzt zeigen werden, ebenfalls eine Lésung von
Gleichung (29). Aus Gleichung (34) erhalten wir die Gleichung

(Il - \/Zy1>n = Tn — \/Zyn (35)

wenn wir das Vorzeichen von y+v/A wechseln. Multiplizieren wir die Gleichungen (34)
und (35) und benutzen wir (33), so erhalten wir schlieBlich

(21 + VAy)" (21 — VA" = (20 + VAy,) (2, — VAy,) =22 — Ays =1 (36)
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4 Gleichungen der Form % — Ay? =1

d.h., [z, yn] ist ebenfalls eine Losung der Gleichung (29).
Wir kdnnen jetzt den grundlegenden Satz iber die Auflésung der Gleichung (29) be-
weisen.

Satz Il. Jede Losung der Gleichung (29)
22— Ay? =1

hat bei positivem nichtquadratischem A die Form [+, +y,], wobei

Ty = ;[($0+y0\/z)n+(ffo—y0\/z)n] s Yn = [(3304-?;/0\/2)”—(330—@0\/2)”]

(37)

1
2v/A
und [z, yo] die Minimal-Lésung ist.

Beweis. Wir nehmen im Gegensatz dazu an, es existiere eine Losung [z, 4/] der Glei-
chung (29) in ganzen positiven Zahlen, derart, dass die Gleichung

o'+ VAY = (zo + VAyo)" (38)
bei keinem ganzzahligen positiven n gilt. Wir betrachten die Zahlen
zo + VAy, (vo+ VAy)?, (0 + VAy)?,

Sie bilden eine Folge positiver unbegrenzt wachsender Zahlen, da xg > 1, yg > 1 und
zo + VAyy > 1 ist. Da [0, yo] Minimal-Lésung ist, gilt nach Definition

'+ VAY > x4+ vV Ay,
Daher kann man immer ein solches n > 1 finden, dass
(zo + VAy)" < ' + VAY < (o + VAy)""! (39)
gilt. Nun ist aber g — \/Zyo positiv, wegen
(w0 + VAyo)(x0 — VAyg) = 23 — Ay2 =1 >0

Darum bleiben bei der Multiplikation aller Glieder der Ungleichungen (39) mit ein und

derselben positiven Zahl (zy — v/Ayy)" die Vorzeichen der einzelnen Terme erhalten.
Wir bekommen

(z0 4+ VAyo) (x0 — VAy)" < (&' + VAY ) (o — VAyo)" < (w0 + VAyo)" (20 + VAyo)"

(40)
Wegen
(o + VAy)"(wg — VAye)" = (2 — Ay?) =1 (41)
ist
(w0 + VAy)" (w9 — VAy)" = w9 + V Ay, (42)
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4 Gleichungen der Form % — Ay? =1

AuBerdem ist

(2" + VAY ) (20 — VAy)" = (2 + VAY) (2, — VAy,) =
'z, + Ay'y, + \/Z(ylxn —2'y,) =T+ \/Zy (43)

wobei T und 7 ganze Zahlen sind und
Tp — \/Zyn = (35‘0 — \/Zy())n

gilt. Benutzen wir die Beziehungen (41), (42), (43) und die Ungleichungen (40), so
erhalten wir die Ungleichungen

1 <7+ VAy < 20+ /9, (44)

Wir zeigen, dass das Paar 7,7 eine Losung der Gleichung (29) ist.
Multiplizieren wir ndmlich die linken und die rechten Seiten der Gleichung (43), d.h.
der Gleichung

T+ VAY = (¢ + VAY) (o — VAy)" (45)
und der Gleichung

T — VA7 = (2 = VAY)(xo + vV Ayo)" (46)

die sich unmittelbar aus (43) ergibt, wenn man das Vorzeichen von yv/ A andert, mit-
einander, so erhalten wir

(T +VAY)(T - VAy) =7° — 7
= (' + VAY) (2 — VAY) (w0 — VAyo)" (x0 + v/ Ayo)"
= (2% — Ay”)(zf — Ayg) = 1 (47)

da [2/,y] und [z, yo] Losungen der Gleichung (29) sind. Wir beweisen schlieBlich, dass
7T und 7 beide positiv sind. Zunachst ist klar, dass Z nicht gleich Null sein kann. Ware
T gleich Null, so folgte aus Gleichung (47)

—Ayt =1

Dies ist aber nicht moglich, da A positiv ist.

Ferner folgte, falls 7 = 0 ware, T2 = 1, aus Ungleichung (44) jedoch T > 1, was nicht
moglich ist.

AuBerdem stellen wir fest, dass die Vorzeichen von Z und 7 gleich sein miissen. Waren
namlich die Vorzeichen von T und 7 verschieden, so hatten T und —7 gleiche Vorzeichen.

Vergleichen wir dann die absoluten Betrage der Zahlen Z++/27 und T—+/A7, so miisste
der erstere kleiner als der zweite sein, da wir im ersten Fall die Differenz zweier Zahlen
gleichen Vorzeichens zu bilden haben, im zweiten aber die Summe. Nun wissen wir
schon, dass

VA > 1
ist; also ist T — /27 auch dem absoluten Betrage nach groBer als Eins. Nun gilt

(T+ VA (T +VAy) =7° - Ap* =1
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4 Gleichungen der Form % — Ay? =1

und wir kommen auf einen Widerspruch, da das Produkt zweier Zahlen, deren absoluter
Betrag groBer als Eins ist, ebenfalls dem Betrage nach groBer als Eins sein muss. Somit
haben T und 7 gleiche Vorzeichen, und es gilt T # 0 und 7 # 0. Dann folgt aber aus
Ungleichung (44) unmittelbar, dass 7 > 0 und 7 > 0 ist.

Aus der Annahme, dass eine solche Losung [2,y'] der Gleichung
2 — Ay? =1, A>0

existiert, fir welche Gleichung (38) bei keinem ganzzahligen positiven n gilt, konnten
wir eine Losung [Z,7] (z > 0, § > 0, T und 7 ganzzahlig) konstruieren, die den
Ungleichungen (44) geniigt, welche im Widerspruch zur Definition der Minimal-Lésung
[0, Yo] stehen.

Somit haben wir bewiesen, dass die Annahme der Existenz einer Lésung, die nicht durch
die Formel (38) dargestellt wird, auf einen Widerspruch fiihrt.

Mit anderen Worten: wir haben bewiesen, dass man alle Losungen unserer Gleichung
aus Formel (38) erhalt.

Somit ergibt sich jede Losung [z, y| der Gleichung (29) aus
z -+ VAy = (z0 + VAy)", n >0 (48)

wobei [zg, 10] die Minimal-Lésung ist. Andern wir in dieser letzten Gleichung das Vor-
zeichen von y\/Z so erhalten wir die Gleichung

x — Ay = (zo — VAy)" (49)

Durch Addition und Subtraktion dieser Gleichungen und Division beider Seiten durch
2 bzw. durch 2 VA erhalten wir

T =z, = 3[(x0 + VAyo)" + (z0 — VAyo)"] }

Y = tn = 5oz 1(z0 + VAyo)" — (zg — V/Ayo)"] (50)

m.a.W., explizite Ausdriicke fiir alle Lésungen [z,y] mit positivem x und y. Hieraus
erhalt man alle Lésungen, wenn man die Vorzeichen bei x,, und y,, variiert.

Da wir weiter oben schon gesehen hatten, dass die Minimal-Losung fiir die Gleichung
2? — 2y?> = 1 das Paar x = 3,y = 2 ist, werden z.B. alle Lésungen dieser Gleichung
somit durch die Formeln

- ;[(3 L 2V2) 1 (3— 2V2)"]

s 2%[(3 +2V3)" - (3 - 23"

geliefert.
Fir n = 1,2, 3 erhalten wir die Lésungen [3, 2], [17,12] und [99, 70].

Wir bemerken noch, dass die Zahlen z,, und y,, bei wachsendem n in der GréBenordnung
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4 Gleichungen der Form % — Ay? =1

einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten zy + \/Zyo wachsen, da wir infolge der
Gleichung
(z0 + VAyo)(z0 — VAy) = 1

die Ungleichung
0<z9— \/Zyo <1

aufstellen konnen. Hieraus folgt, dass (xg — \/Zyo)” mit wachsendem n gegen Null
strebt.

Wenn also die Gleichung (29) mindestens eine nichttriviale Losung hat, d.h. wenn eine
Losung mit y # 0 existiert, so existiert die Minimal-Losung dieser Gleichung, und alle
Losungen ergeben sich durch die Formeln (50).

Die Frage nach der Existenz einer nichttrivialen Losung dieser Gleichung bei beliebi-
gem ganzzahligem positivem nichtquadratischem A haben wir bisher offengelassen; ihr
wenden wir uns nun zu.
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5 Die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit zwei
Unbekannten

Wir werden in diesem Paragraphen beweisen, dass bei beliebigem ganzzahligem positi-
vem nichtquadratischem A (v/A also irrational) die GIeichun

v? — Ayt =1 (51)

immer eine nichttriviale Losung hat. Es existiert also immer ein Paar ganzer Zahlen
X0, Yo Mit xg, yo # 0, das dieser Gleichung genligt.

Zuerst zeigen wir, wie man eine beliebige positive Zahl in einen Kettenbruch entwickelt.
Weiter oben hatten wir zur Entwicklung der Zahl v/2 in einen Kettenbruch besondere
Eigenschaften von /2 benutzt.

Es sei a eine beliebige positive Zahl. Dann existiert stets eine ganze Zahl, die kleiner
oder gleich « und groBer als v — 1 ist. Eine solche Zahl heiBt der ganzzahlige Anteil
von « und wird mit [«] bezeichnet.

Die Differenz zwischen « und seinem ganzzahligen Anteil wird der gebrochene Anteil
der Zahl o genannt und mit {«} bezeichnet. Aus der Definition des ganzzahligen und
des gebrochenen Anteils der Zahl « folgen unmittelbar die Beziehungen

a—lo]={a} , a=[a+{a} (52)

Da der gebrochene Anteil einer Zahl gleich der Differenz zwischen einer positiven Zahl
und einer ganzen Zahl ist, die nicht groBer ist als diese positive Zahl, ist der gebrochene
Anteil immer kleiner als Eins und nichtnegativ. Beispielsweise ist von % der ganzzah-
lige Anteil 5 und der gebrochene Anteil %; der ganzzahlige Anteil von /2 ist 1, der
gebrochene /2 — 1; von /52 ist der ganzzahlige Anteil 3, der gebrochene /52 — 3,
usw.

Diese Begriffe konnen wir bei der Entwicklung einer Zahl in einen Kettenbruch verwen-
den. Setzen wir

1
Wl=a i {ab=o
so gilt
1
= — 53
oa=q+ o (53)

Da {a} immer kleiner als Eins ist, ist oy stets groBer als Eins. Ware « selbst eine
ganze Zahl, so ware der gebrochene Anteil Null und wir wiirden die Gleichung oo = ¢
erhalten. Dieser spezielle Fall kommt hier nicht vor, da wir ja. eine irrationale Zahl in
einen Kettenbruch entwickeln.
Wir konnen also sagen, dass «y eine positive Zahl groBer als Eins ist. Mit dieser Zahl
ay verfahren wir genauso wie mit o und schreiben

1

1
ay = g2 + 072, ¢ = o], 072 = {a1}

®In der zahlentheoretischen Literatur ist der Name "Pellsche Gleichung" gebrauchlich (d. Red.).
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Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir die Gleichungen

CYZQ1+O%1, (h:[Oé],
aq :C_I2+a%7 g2 = [ou],
Op—1 = (gn + Oéirﬂ Gn = [Odnfl]a

Dieses Verfahren der schrittweisen Ermittlung der ganzen Zahlen q1, g2, as, ..., qn, --.
unterscheidet sich, wie man leicht feststellt, in dem Fall, dass « eine rationale Zahl,
a

o = ¢ (a, b ganz und positiv) ist, in nichts von der Bestimmung der unvollstandigen

Quotienten durch den Euklidischen Algorithmus (s. Formeln (6)).

Das Verfahren muss also bei rationalem « nach endlich vielen Schritten abbrechen. Bei
irrationalem « bricht der Prozess nicht ab. Ware namlich fiir irgendein n die GroBe a,
eine ganze Zahl, so folgte daraus, dass «,,_1 rational ware, was zur Folge hatte, dass
«,—o rational ware usw.

SchlieBlich ware a rational. Durch sukzessives Einsetzen von oy, o, ..., a,,—1 erhalten
wir aus den Formeln (54) den Kettenbruch

a=q1+ (55)

1
q +

1

Q3—|—...‘|—71

an + —
n
Da n beliebig groB genommen werden kann, kénnen wir (55) auch als unendlichen
Kettenbruch schreiben:

a=q + 1
q2 +

1

q+ ... +
Qn + ...

Wie wir bereits in § 4 erwdhnten, bleibt die Beziehung (8) zwischen den Naherungs-
briichen auch fiir unendliche Kettenbriiche giiltig. Wir sahen bereits oben, dass aus der
Beziehung (8) fiir Naherungsbriiche gerader Nummer die Ungleichung (25) folgt.

Die Ungleichung (25) bildet ihrerseits wieder die Grundlage fiir den Beweis der Exis-
tenz von Losungen der Gleichung (51), jedoch wird dieser Beweis schwieriger als im
Spezialfall A = 2.

Fir ein eingehenderes Studium der Theorie der Kettenbriiche verweisen wir den Leser
auf das Buch von Prof. A. J. Chintschin, "Kettenbriiche"[]

"Den deutschen Leser verweisen wir auf O. Perron, "Kettenbriiche".
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Satz Ill. Bei beliebigem ganzem positivem nichtquadratischem A hat die Gleichung
(51)
22— Ayt =1

eine nichttriviale Losung [z, yo] mit 2o > 0 und 3y > 0.

Beweis: Da der Beweis fiir die Existenz einer Losung der Gleichung (51) etwas kompli-
ziert ist, fuhren wir ihn in mehreren Schritten durch.

Der erste Schritt wird damit abschlieBen, dass wir die Existenz einer ganzen positiven
Zahl k bewiesen haben, welche die Eigenschaft besitzt, dass

? — Ayt =k (56)

unendlich viele Lésungen [z,y] in ganzen positiven Zahlen z,y hat. Betrachten wir
namlich das Polynom 22 — Ay? und setzen wir an Stelle von z und y die Zahler und
Nenner aufeinanderfolgender Naherungsbriiche gerader Nummer der irrationalen Zahl
a = v/A ein, so erhalten wir

29n = P22n - AQ%H - (P2n - aQQn)(PZn + OJQQn) (57)

Nun folgt aus

1
0< Py, + a@zn <
Q2n+1

unmittelbar

0< P2n + aQQn - 201@2n + P2n - CV622n - 20‘@2n +
Q2n—|—1

Wir verwenden die letzten beiden Ungleichungen zur Abschatzung von zs,. Ersetzen
wir die beiden Faktoren auf der rechten Seite von (57) mit Hilfe dieser Ungleichungen
durch die groBeren Werte, so erhalten wir fiir z5,, die Ungleichung

0< 29, <

(2aQ2, + <20 +1 (58)

1 1
Q2n+1 Q2n+1

da 9, kleiner als (2,1 ist. Setzen wir in das Binom
2z = 2% — Ay?

fir z und y die GroBen Py, bzw. ()5, ein, so nimmt z einen positiven ganzzahligen
Wert an. Somit sind alle Zahlen 25, 24, ..., 295, ... positiv, ganz und nicht groBer als die
Zahl 2a + 1.

Da aber o = /A irrational ist, ist der Kettenbruch unendlich. Das bedeutet, dass es
unendlich viele solcher Zahlenpaare Ps,, (02, gibt.

Von den ganzen positiven Zahlen zo, 24, ..., 29, ... sind nur endlich viele verschieden,
da zwischen 1 und der wohlbestimmten Zahl 2a + 1, die von n nicht abhangt, nicht
mehr als [2a + 1] ganze Zahlen liegen konnen.
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5 Die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbekannten

Die unendliche Folge der Zahlen zo, 24, ..., 29,, ... besteht also nur aus sich irgendwie
wiederholenden Zahlen der Folge 1,2, 3, ..., [2a+1], wobei nicht einmal alle diese Zahlen
in der Folge 29, 24, ..., vorkommen miissen.

Da 29, 24, ..., 29y, ... €ine unendliche Folge ist, jedoch nur endlich viele verschiedene
Glieder hat, kommt eine Zahl k (1 < k < [2a + 1]) in dieser Folge unendlich oft vorf|

Unter den Zahlenpaaren [Py, Q2, [Py, Q4l, ..., [Pan, Q2n], ... befinden sich also unendlich
viele Paare, die beim Einsetzen in die Gleichung z = 22 — Ay? ein und denselben Wert
k liefern. Somit haben wir die Existenz einer ganzen positiven Zahl k bewiesen, fiir
welche Gleichung (56) unendlich viele ganzzahlige Losungen hat.

Wir nummerieren die Zahlenpaare, die eine Losung von Gleichung (56) bei vorgegebe-

nem k sind, neu und bezeichnen sie mit [uy,v1], [u2,va, ..., [Un, vy], ... So erhalten
wir

u? — Av? =k (59)
Wir bemerken, dass die Folge der Zahlenpaare [u1,v1], [ug,v : 2], ..., [un, vy], ... €ine

Teilfolge der Paare ist, die jeweils aus Zahler und Nenner eines Naherungsbruches der
Zahl an mit gerader Nummer bestehen.

Koénnten wir k& = 1 beweisen, so ware schon gezeigt, dass Gleichung (51) unendlich
viele ganzzahlige Losungen hat. Da wir das so ohne weiteres nicht konnen, nehmen wir
k > 1 an (im Fall £ = 1 sei schon alles bewiesen) und kommen zum zweiten Schritt
unseres Beweises.

Wir zeigen jetzt, dass von den Zahlenpaaren [ujv1], ..., [un,vy], ... unendlich viele
Paare bei Division durch £ ein und denselben Rest ergeben, m.a.W., dass zwei ganze
nichtnegative Zahlen p und ¢, die kleiner als k sind, existieren, derart, dass fiir unendlich
viele Paare [uy,v1], ..., [tn,vy], ... die Gleichungen

Uy = ank +p , v, = b,k +q (60)

gelten; a, und b, sind die bei der Division von u,, und v, durch k entstehenden Quo-
tienten, p und ¢ die Reste. Teilen wir u,, und v, durch die ganze Zahl k (k > 1), so
erhalten wir Beziehungen der Form (60), wobei die Reste wie stets zwischen 0 und
k — 1 liegen.

Da diese Reste der Division sowohl von w,, als auch von v,, durch £ jeweils nur Zahlen
aus der endlichen Folge 0,1, 2, ..., k— 1 sein konnen, ist die Anzahl der moglichen Paare
dieser Reste k - k = k2.

Dies ergibt sich auch daraus, dass jedem Paar [u,,, v, ein Restepaar [p,,, ¢,] entspricht,
wobei p,, und g, einzeln nicht mehr als k verschiedene Werte annehmen kdénnen und
somit die Anzahl der Paare nicht groBer als k? ist.

Somit entspricht bei Division durch k jedem Paar ganzer Zahlen [u,,,v,] ein Reste-
paar [p,, ¢n]. Nun ist aber die Zahl der verschiedenen Restepaare endlich (sie ist nicht
groBer als k%), wahrend die Anzahl der Paare [u,,, v,] unendlich ist.

Da in der Folge [p1,q1], [p2, 2], -, [Pn,@n), ... nur endlich viele verschiedene Paare
vorkommen, bedeutet das, dass mindestens ein Paar unendlich oft vorkommt.

8Diese Schlussweise wird nach dem deutschen Mathematiker Dirichlet (1805-1859) das Drichletsche
Schubfachverfahren genannt.
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Bezeichnen wir dieses Restepaar mit [p, g|, so ergibt sich gerade, dass unendlich viele
Paare [u,, v,| existieren, fir die (60) gilt. Da nicht alle Paare [u,,, v,] bei vorgegebenen
p und ¢, deren Existenz wir eben bewiesen haben, den Gleichungen (GO) geniigen,
nummerieren wir alle diejenigen Paare [u,,,v,], die den Gleichungen (GO) geniigen,
neu und bezeichnen sie mit [R,, S,].

Somit ist die unendliche Folge [Ry,S1], [R2,S2], ..., [Rn,Sy], ... eine Teilfolge der
Folge der Paare [u,, v,], die ihrerseits eine Teilfolge der aus den Zahlern und Nennern
der Naherungsbriiche von o gerader Nummer gebildeten Paare ist. Die Zahlenpaare
dieser Folge erfiillen die Gleichung (59) und liefern bei Division durch & jeweils ein und
dieselben Reste p und gq.

Nachdem wir die Existenz unendlich vieler Paare ganzer positiver Zahlen R,, und S,
nachgewiesen haben, kommen wir zum dritten und letzten Schritt unseres Beweises.

Zunachst stellen wir fest, dass die Zahlen der Paare [R,,S,] als Zahler und Nenner
von Naherungsbriichen teilerfremd sind. Ersetzen wir namlich in der Beziehung (24) k

durch 2k und setzen wir dop, = % und dop_1 = %, so erhalten wir aus Gleichung
Po Pop1 1

Que Qo1 QurQor s

wenn wir beide Seiten mit Qo - Q211 multiplizieren,

PoQop—1 — Qo Pop—1 =1 (61)

Diese Beziehung zwischen den ganzen Zahlen Py, (Do, 2k—1 und Q251 zeigt folgendes:
wenn Py und Q9 einen gemeinsamen Teiler hatten, der groBer als 1 ware, so miisste
die linke Seite dieser Gleichung ohne Rest durch diesen gemeinsamen Teiler teilbar sein.
Die rechte Seite der Gleichung ist aber gleich Eins und somit durch keine Zahl, die
groBer als 1 ist, teilbar.

Hiermit ist gezeigt, dass die Zahlen R,, und S,,, die nur Zahler und Nenner von Na-
herungsbriichen sein konnen, teilerfremd sind. Aus den Beziehungen (7) folgt ferner
unmittelbar

Qo < Qs < ... <Qop < ...

Da die Zahlen R, und S,, teilerfremd sind und die Zahlen s1, S5, ..., Sy, ..., die der Folge
der voneinander verschiedenen Zahlen ()5, entnommen wurden, ebenfalls voneinander
verschieden sind, folgt unmittelbar, dass in der unendlichen Folge der Briiche

By By R,
R

keine gleichen Zahlen vorkommen. Wir schreiben zwei Gleichungen, die aus der Defini-
tion von R, und S,, folgen, auf:

R? — AS? = (R, — aS))(R; +aS;)) =k und (62)

R5 — AS3 = (Ry — aS9)(Ry + aSy) = k (63)
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dabei ist wie vorher o = \/A. Weiterhin ist

(Ry — aS1)(Re + aS3) = RiRe — AS152 + a(R1S2 — S1R2) (64)
da o? = A ist, und ebenso

(R1 + aS1)(Ry — aSy) = RiRy — AS1S5 — a(R1S2 — S1R») (65)

Nun liefern R,, und S,, bei Division durch k jeweils ein und dieselben, nicht von n
abhangigen Reste. Folglich gilt infolge der Beziehungen (60)

R,=ck+p , Sp = dp,k+q (66)
Wir erhalten dann durch einfache Umformungen und Substitutionen die Gleichungen

RiRy — AS1Sy = Ry(cok + p) — AS1(dok + p)
= Ri[(co — 1)k + c1k + p] — AS1[(dy — dy)k + dik + ¢
= Ri[(ca — 1)k + Rq] — ASy[(d2 — dq)k + 4]
= k[Ri(cy — ¢1)AS1(d — 2 — dy)] + R} — AS?
= k[R1(ca — 1) — AS1(dy — dy) + 1] = kay (67)

in denen z; eine, ganze Zahl ist, da R — AS? = k gilt. Ebenso gilt

RSy — S1Rs = Rl[(dg — dl)k + dik + q] — Sl[(CQ — Cl)/f + 1k —|—p]
= Rl[(dz — dl)k -+ Sl] — Sl[(CQ — 01>I€ -+ Rl]
= k[Rl(dQ — d1> — Sl(CQ — Cl)] = kyl (68)

wobei y; ebenfalls eine ganze Zahl ist. Wir wollen nun zeigen, dass y; nicht gleich Null
ist. Ware y; gleich Null, so wiirde

kyl = R182 — RQSl =0

gelten; daraus folgte
Ry
Si Sy
Die letzte Gleichung ist nicht mdglich, da wir festgestellt haben, dass alle Briiche 3>
voneinander verschieden sind. Die Gleichungen (67) und (68) zeigen, dass

(R — aS1) (R + aSs) = k1 + akyr = k(21 + ay) (69)

und
(R1 + OéSl)(RQ + OéSg) = kl’l - Oékyl = k(xl — Cl(yl) (70)
gelten. Multiplizieren wir die Gleichungen (62) und (63) miteinander und verwenden
wir (69) und (70), so erhalten wir
k= (R} — AST)(R3 — AS3) = (R1 — aS1) (R + aS2)(R1 + aS1)(Ry — auSs)
= k(21 + ay) (w1 — ayr) = k(21 — Ayy) (71)
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Wenn wir durch k2 teilen, erhalten wir schlieBlich
i — Ayt =1 (72)

Nun ist ¢; nicht gleich Null; das bedeutet, dass auch x; nicht gleich Null sein kann, denn
sonst wiirde links eine negative Zahl, rechts jedoch Eins stehen. Somit fanden wir sogar
unter der Voraussetzung, dass k£ ungleich Eins ist, zwei ganze von Null verschiedene
Zahlen 1 und y; die der Gleichung (51) geniigen.

Damit ist die Theorie von Gleichungen des Typs (51) abgeschlossen, da wir wissen,
dass solche Gleichungen bei ganzzahligem positivem nichtquadratischem A immer eine
Losung haben.

Mit Hilfe der Minimal-Losung, deren Existenz damit bewiesen ist, kdnnen wir alle (ib-
rigen Losungen konstruieren.

In der Praxis kann man die kleinste Losung finden, indem man xy und g, passend
auswahlt.
Wir haben somit die Untersuchung des Falles A > 0 (o = /A irrational) fiir die
Gleichung

22— Ayt =1

zu Ende gefiihrt.
Ist A > 0 und o = /A eine ganze Zahl, so kann man die Gleichung in der Form

=ty =(z+ay)(z—ay) =1

schreiben; da « eine ganze Zahl ist, miissen, wenn x( und yy ganze Zahlen sind, welche
die Gleichung erfiillen, die Gleichungen

To+ayo =1 ) To — ayo =1
oder die Gleichungen
ro+ ayy = —1 , ro— ayy = —1

einzeln gelten, da das Produkt zweier ganzer Zahlen dann und nur dann gleich Eins
sein kann, wenn jede dieser Zahlen gleich +1 oder gleich -1 ist.

Diese beiden Systeme von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten x( und v haben
nur triviale Losungen, namlich xo =1, yo = 0 und 29 = —1,yy = 0.

Somit hat die Gleichung (51), wenn A gleich dem Quadrat einer ganzen Zahl ist, als
Losung in ganzen Zahlen nur die trivialen Losungen xp = £1 und y9 = 0. Bei ganz-
zahligem negativen A hat die Gleichung (51) als Lésungen in ganzen Zahlen dieselben
trivialen Losungen. (Bei A = —1 hat die Gleichung die symmetrischen trivialen Lésun-
gen xg =0 und yo = +1.)

Wir betrachten jetzt die Gleichung der allgemeineren Form

22— AP =C (73)
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dabei sei A > 0 ganzzahlig, C ganzzahlig, o = /A irrational.

Wir sahen schon, dass fir C' = 1 diese Gleichung immer unendlich viele ganzzahlige
Losungen x und y hat. Bei beliebigen C' und A hat diese Gleichung im allgemeinen
keine Losung.

Beispiel: Wir zeigen, dass die Gleichung
r? -3y =1 (74)

uberhaupt keine Losung in ganzen z und y hat.

Zunachst bemerken wir, dass das Quadrat einer ungeraden Zahl bei Division durch 8
immer den Rest 1 liefert. Da namlich jede ungerade Zahl @ in der Form a = 2N + 1
geschrieben werden kann, wobei IV eine ganze Zahl ist, gilt

a>= (2N +1)*=4N>4+4N +1=4N(N+1)+1=8M +1 (75)

Hierbei ist M eine ganze Zahl, da entweder N oder N + 1 eine gerade Zahl sein
muss. Nun kénnen, falls [z, yo| eine Losung von (74) darstellt, die Zahlen zy und yo
nicht gleichzeitig beide gerade oder ungerade sein. Waren namlich zy und gy beide
gleichzeitig gerade oder ungerade, so ware 3 — 3y7 eine gerade Zahl und kdnnte nicht
gleich -1 sein.

Wire aber z ungerade und yo gerade, so wiirde 3 bei Division durch 4 den Rest 1
ergeben, die Zahl 3y3 ware durch 4 teilbar, und z3 — 3y3 wiirde bei Division durch 4
den Rest 1 ergeben. Dies ist aber nicht méglich, da bei Division durch 4 die rechte
Seite trivialerweise den Rest -1 oder 3 = 4 -1 liefert. Ware schlieBlich zy gerade und 1
ungerade, so ware x3 durch 4 teilbar, die Zahl —3y3 konnte wegen (75) in der Form

—3yp = —3(8M +1) = —24M — 3 = 4(—6M — 1) + 1

geschrieben werden; das wiirde bedeuten, dass die Zahl —Syg bei Division durch 4 den
Rest 1 ergibt. Daher miisste 73 — 3y3 bei Division durch 4 als Rest wieder 1 liefern.
Das ist, wie wir schon gesehen haben, nicht moglich.

Es kann daher keine zwei ganzen Zahlen 5 und yo geben, welche die Gleichung (74)
befriedigen.

Wir beschaftigen uns nicht mit der Frage, unter welchen Bedingungen fir C' und A
die Gleichung (73) eine Losung hat. Die Frage ist schwierig und wird mit Hilfe der all-
gemeinen Theorie der quadratischen Irrationalitaten in der algebraischen Zahlentheorie
beantwortet.

Wir befassen uns mit dem Fall, dass (73) nichttriviale Lésungen hat. Wie friher werden
wir eine Losung [2/,¢/] als nichttrivial bezeichnen, wenn 2,3/ # 0 gilt. Wir nehmen an,
Gleichung (73) habe eine nichttriviale Lésung [2/,3/]; m.a.W., es soll

? — Ay? =C (76)
gelten. Bei gleichem Wert fiir A betrachten wir die Gleichung

2 — Ay =1 (77)
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Sie hat unendlich viele ganzzahlige Lésungen bei positivem nichtquadratischem A. Jede
Losung [z, 7] hat die Form

wobei x,, und y, durch die Formeln (50) gegeben werden. Da [z, 7] eine Lésung von
(77) ist, gilt
7= Ay* = (z+ ay)(z — ay) =1
Gleichung (76) ihrerseits kann in der Form
(' +ay)(@' —ay)=C

geschrieben werden. Multiplizieren wir die letzten beiden Gleichungen miteinander, so
erhalten wir
(@' + )@ + ay) (2’ — ay')(T — ay) = C (78)
Nun gilt aber
(¢ +ay) (T +ay) = 2'T+ Ay + a(2'y + ')
und ebenso
(2" = ay) (7 — ay) = 2’2+ AY'y — a(2'y + y'T)

Verwenden wir diese beiden Gleichungen, so kénnen wir (78) in der Form
"7+ Ay'y + a(2'y + y'T)][2'T + Ayy — a(2'7 + y'T)] = ¢

oder
(¢'T + Ay'y)® — A2y —y/'7)* = C

schreiben. Damit haben wir bewiesen, dass das Zahlenpaar [z, 1],
=T+ AYy , y=27+y7 (79)

ebenfalls diese Gleichung befriedigt, sofern [z, 4/] eine Losung der Gleichung (73) ist;
das Paar [, 7] ist dabei eine beliebige Losung der Gleichung (77).

Hiermit ist bewiesen, dass aus der Existenz einer einzigen Losung der Gleichung (73)
das Vorhandensein unendlich vieler Losungen folgt.

Man kann natirlich nicht behaupten, dass die Formeln (79) alle Lésungen der Glei-
chung (73) liefern. In der Theorie der algebraischen Zahlen wird gezeigt, dass man
alle ganzzahligen Losungen der Gleichung (73) erhalten kann, indem man eine endliche
wohlbestimmte, von A und C' abhangige Anzahl von Losungen dieser Gleichung nimmt
und diese Losungen mit Hilfe der Formeln (79) vermehrt.

Ist A negativ oder das Quadrat einer ganzen Zahl, so kann (73) nur endlich viele
Losungen haben.

Den Beweis dieser einfach zu beweisenden Aussage iiberlassen wir dem Leser. Die
Auflésung der allgemeinsten diophantischen Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbe-
kannten, einer Gleichung der Form

A2® + Bry + Cy* + D+ Ey + F =0 (80)
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wobei A, B, C, D, E, F ganze Zahlen sind, lasst sich durch Variablentransformation
wieder auf eine Gleichung der Form (73) mit positivem oder negativem A zuriickfiihren.
Daher verlauft sie, falls Losungen existieren, analog wie bei den Gleichungen vom Typ

(73).

Ziehen wir das Fazit des oben Behandelten, so kdnnen wir folgendes aussagen:

Eine Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbekannten vom Typ (80) kann keine ganz-
zahligen Losungen, endlich viele ganzzahlige Losungen oder unendlich viele ganzzahlige
Losungen haben; dabei ergeben sich diese Losungen aus einer endlichen Anzahl verall-
gemeinerter geometrischer Progressionen, die durch die Formeln (79) geliefert werden.

Vergleichen wir das Aufsuchen und die Art der ganzzahligen Losungen der Gleichungen
zweiten Grades mit zwei Unbekannten mit dem Aufsuchen der ganzzahligen Losungen
der Gleichungen ersten Grades, so stellen wir einen wesentlichen Unterschied fest.

Die Losungen der Gleichungen ersten Grades bilden namlich, wenn sie existieren, arith-
metische Progressionen, wahrend die Losungen der Gleichungen zweiten Grades, wenn
es unendlich viele gibt, aus endlich vielen verallgemeinerten geometrischen Progressio-
nen entstehen. Fiir Gleichungen zweiten Grades sind also die Paare ganzer Zahlen, die
Losungen einer Gleichung sind, wesentlich seltener anzutreffen, als die Paare ganzer
Zahlen, die Lésungen einer Gleichung ersten Grades sind. Dies ist nicht zufallig.

Es wird sich zeigen, dass Gleichungen von hoherem als zweitem Grade mit zwei Un-
bekannten im allgemeinen nur endlich viele Loésungen haben konnen. Ausnahmen von
dieser Regel sind duBerst selten.
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6 Gleichungen hoheren als zweiten Grades mit zwei
Unbekannten

Gleichungen hoheren als zweiten Grades mit zwei Unbekannten haben bis auf seltene
Ausnahmen nur endlich viele Losungen [z, y] in ganzen Zahlen. Wir betrachten zunéchst
die Gleichung

aox™ + arx" Y + asx" 2yt + 4 apy" = c (81)

dabei sei n eine ganze Zahl, die groBer als Zwei ist; alle Zahlen aq, as, as, ..., a,, c seien
ganze Zahlen.

Wie zu Beginn dieses Jahrhunderts von A. Thue bewiesen wurde, hat eine solche Glei-
chung nur endlich viele Lésungen [z, y| in ganzen Zahlen.

Eine Ausnahme ist in den Fallen moglich, in denen die linke homogene Seite dieser
Gleichung eine Potenz eines homogenen Binoms ersten Grades oder eines homogenen
Trinoms zweiten Grades ist.

Dann hat namlich unsere Gleichung die Form
(ax + by)" = ¢ oder (az® 4 bry + cy®)" = ¢

und lasst sich daher auf eine Gleichung ersten oder zweiten Grades zuriickfiihren, da
fiir die Existenz von Losungen die Zahl ¢y die n-te Potenz einer ganzen Zahl sein muss.

Da die Methode von Thue schwierig ist, konnen wir sie hier nicht behandeln. Wir
beschranken uns auf einige erlauternde Bemerkungen, die uns Hinweise auf das Prinzip
des Beweises fiir die Endlichkeit der Anzahl der Lésungen der Gleichung (81) geben.ﬂ

Wir dividieren beide Seiten der Gleichung (81) durch y™:

n n—1
xr X X &
agp <> +ap () +otap— Fa, = — (82)
Yy Yy Yy Y

Zur Vereinfachung der Uberlegungen setzen wir nicht nur voraus, alle Wurzeln der
Gleichung
apz" +a12" '+ .. 4+ a,12+a,=0 (83)

seien verschieden und es sei ag-a, # 0, sondern auch, dass die Wurzeln dieser Gleichung
nicht Wurzeln einer Gleichung niedrigeren Grades mit ganzzahligen Koeffizienten sein
konnen; dies erweist sich fiir uns als besonders wichtig.

In der hoheren Algebra wird bewiesen, dass jede algebraische Gleichung mindestens eine
Wourzel hat. Hieraus folgt dann schon ganz einfach auf Grund der Tatsache, da jedes
Polynom ohne Rest durch z — « teilbar ist, sofern a eine Wurzel ist, dass ein Polynom
in Form eines Produktes

ap?" + 12" L ap_1z 4+ a, = ap(z — o) (2 — az)...(z — ay) (84)

9Literaturangaben zu dieser Frage findet man zum Beispiel im Artikel des Verfassers "Die Approxima-
tion algebraischer Zahlen durch algebraische Zahlen und die Theorie der transzendenten Zahlen",
Fortschritte der Mathematik, Band 4, 4 (32), 1949, S. 19; Deutsche Literatur: E. Landau, Vorle-
sungen Uber Zahlentheorie, Bd. Ill, Hirzel, Leipzig 1927 (d. Red.).
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dargestellt werden kann, wobei a1, as, ..., a,, die n Wurzeln des betreffenden Polynome
sind. Benutzen wir diese Produktdarstellung eines Polynome, so kénnen wir (82) in der

Form
)G fe)s e

Nehmen wir an, es existieren unendlich viele Losungen [z, yi] von Gleichung (85) in
ganzen Zahlen. Das wiirde bedeuten, dass auch Losungen mit beliebig groBen Absolut-
betragen von y;. existieren.

Wiirden unendliche viele Paare mit beschranktem y; (d.h. mit absoluten Betragen aller
yr kleiner als eine wohlbestimmte Zahl) und beliebig groBen z;, existieren, so wiirde fiir
diese x die linke Seite beliebig groB werden, wahrend die rechte beschrankt ist; dies
ist natdrlich nicht moglich.

schreiben.

Wir kénnten nun yj sehr groB annehmen. Die rechte Seite von Gleichung (85) wiirde
dann klein, (d.h. auch die linke Seite miisste klein sein. Nun ist die linke Seite ein
Produkt von n Faktoren, die ;—’; und die ganze Zahl ag, welche nicht kleiner als 1 sein
kann, enthalten.

Das bedeutet, dass die linke Seite nur dadurch klein werden kann, dass irgendeine der
Differenzen -

Yk
einen kleinen Absolutbetrag hat. Offenbar kann diese Differenz nur dann klein werden,
wenn a, reell ist, d.h. wenn nicht o, = a+ bt mit b # 0 gilt. Andernfalls kann namlich
der absolute Betrag dieser Differenz nicht beliebig klein gemacht werden, da

2
:J<xk—a> + b2 > |0
Yk

ist. Zwei dieser Differenzen, d h. zwei Faktoren der linken Seite von Gleichung (85) kon-
nen nicht gleichzeitig einen kleinen Absolutbetrag haben, da alle Wurzeln verschieden

sind und daher
(e =om) = (5t )
— — Oy | — — — Oy
Yk Yk

ist. Hat eine der Differenzen einen absoluten Betrag kleiner als %|am — |, SO muss
infolge (86) jede andere groBer als 1|, — cv| sein. Dies folgt daraus, dass der Abso-
lutbetrag einer Summe niemals groBer als die Summe der Absolutbetrage ist.

Da alle Zahlen «,,, voneinander verschieden sind, ist die kleinste Differenz ihrem Abso-
lutbetrag |, — a| nach groBer als Null (m # s.

Bezeichnen wir diesen Wert mit 2d, so erhalten wir bei einem geniigend groBen ., das
vorkommen muss, weil y; unbeschrankt wachst,

m

%—a—bz’
Yk

= |om —as| #0 (86)

Tk
— = am| <d und

> d 87
Yk ( )

s=1,2,...,n, s #m.
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Da der absolute Betrag eines Produktes gleich dem Produkt der absoluten Betrage ist,
folgt aus Gleichung (85), dass

T L

— — Oyl
Yk

Tk

Yk

]

TR

Yk

Yk

Am—1 (7% n (88)

gilt. Ersetzen wir in dieser Gleichung jede der Differenzen ‘z—’; — ozS’, s # m durch den
kleineren Wert d und die Zahl |ag| durch 1 (kleiner kann die ganze Zahl [ag] nicht sein),
so wird die linke Seite von (88) kleiner als die rechte, und wir erhalten die Ungleichung

el

|yg|™

c1 ]
= dn—l

Lk
Yk

(89)

Tk
Yk

a1 oder

wobei ¢ nicht von z,, und y, abhangt. Zahlen «,, gibt es nicht mehr als n, aber
Paare [z, x|, fir welche bei irgendeinem Ungleichung (89) richtig sein muss, gibt
es unendlich viele. Daher existiert ein m derart, dass fiir das entsprechende «,, die
Ungleichung (89) durch unendlich viele [z, yi| erfillt wird.

Mit anderen Worten: Wenn Gleichung (81) unendlich viele ganzzahlige Lésungen hat,
so besitzt die algebraische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten (83) eine solche
Wurzel a, fiir die bei beliebig groBem ¢ die Ungleichung

oa——| < — 90
J <7 (90)

p| A

gilt; dabei ist A eine von p und ¢ unabhangige konstante Zahl, p und ¢ ganze Zahlen,
n ist der Grad der Gleichung, welcher o geniigt.

Ware « eine beliebige reelle Zahl, so konnte man sie so wahlen, dass unendlich viele
Losungen [p, ] der Ungleichung (90) in ganzen p und g existieren wiirden.

Nun ist in unserem Fall o Wurzel einer algebraischen Gleichung mit ganzzahligen Ko-
effizienten. Solche Zahlen nennt man algebraisch; sie haben besondere Eigenschaften.
Als Grad einer algebraischen Zahl bezeichnet man den Grad derjenigen algebraischen
Gleichung niedrigsten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten, der diese Zahl geniigt.

Der norwegische Mathematiker A. Thue (1863-1922) bewies, dass fiir eine algebraische
Zahl o vom Grade n die Ungleichung

1

s (91)

o | <
q
nur endlich viele Losungen in ganzen p und ¢ haben kann. Ist aber n > 3, so wird die
rechte Seite der Ungleichung (90) bei hinreichend groBem ¢ kleiner als die rechte Seite
der Ungleichung (91), da dann n > § 4 1 ist.
Daher hat, wenn Ungleichung (91) nur endlich viele Ldsungen in ganzen p und ¢ haben
kann, die Ungleichung (90) erst recht nur endlich viele Lésungen. Das bedeutet, dass
die Gleichung (81) nur endlich viele Lésungen in ganzen Zahlen haben kann, wenn alle
Wurzeln der Gleichung (83) nicht Wurzeln einer Gleichung niedrigeren als n-ten Grades
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mit ganzzahligen Koeffizienten sein konnen.

Bei n = 2 kann, wie man leicht feststellen kann, die Ungleichung (90) unendlich viele
Losungen in ganzen p und ¢ bei einem gewissen A haben.

Der Satz von A. Thue wurde spater noch wesentlich verscharft. Es sei nur noch erwahnt,
dass die Methode fiir den Beweis dieses Satzes es prinzipiell nicht ermoglicht, eine obere
Schranke fiir die Betrage der Losungen anzugeben, d.h. eine obere Schranke fiir die
moglichen Werte |z| und |y| in Abhéangigkeit von den Koeffizienten ag, a1, ..., a,, und c.

Dieses Problem ist auch heute noch offen. Die Methode von A. Thue erméglicht es zwar
nicht, eine Schranke fiir die Betrage der Losungen zu finden, dafiir erméglicht sie es
aber, eine wenn auch recht grobe Schranke fiir die Anzahl der Losungen von Gleichung
(83) anzugeben. Fir einzelne Klassen von Gleichungen des Type (83) kann die Schranke
wesentlich genauer angegeben werden. Der sowjetische Mathematiker B.N. Delaunaﬂ
bewies zum Beispiel, dass die Gleichung

aa:3—|—y3:1

bei ganzzahligem a auBer der trivialen Lésung = = 0,y = 1 nicht mehr als eine Losung
in ganzen x und y haben kann. Weiterhin bewies er, dass die Gleichung

az® + bzty + cxy? + dy = 1
nicht mehr als fiinf Losungen in ganzen = und y bei ganzzahligen a, b, ¢, d haben kann.

Es sei P(x,y) ein beliebiges Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, es gelte also
P(z,y) = Y Agsa"y’

wobei die Aps ganze Zahlen sind. Wir nennen ein solches Polynom irreduzibel, wenn
man es nicht als Produkt zweier anderer Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten dar-
stellen kann (natiirlich sollen diese Faktoren keine bloBen Zahlen sein).

Mit Hilfe einer speziellen, sehr komplizierten Methode bewies der deutsche Mathema-
tiker C.L. Siegel (geb. 1896), dass die Gleichung

})Ctvy):: 0

wenn P(x,y) ein irreduzibles Polynom hoheren als zweiten Grades in z und y ist (d.h.

wenn darin Glieder der Form Aksxkys, k + s > 2, vorkommen), nur dann unendlich

viele Lésungen in ganzen x und y haben kann, wenn Zahlen a,,, a,,_1,...,a9,a_1,...,a_,

und b,,b,_1,...,b0,b_1,...,b_,, existieren, derart, dass wir bei Ersetzung von x und y
in unserer Gleichung durch

a_ a_

T =ant" +a, 1"+ ... +ag+ Tl 4o+ Tnn

n n—1 b—l b—n

y Zibnt +‘bn,1t -F...%‘b0'+"gf’—F...%—‘E%f

die Identitdt P(x,y) = 0 in t erhalten. Hierbei ist n eine ganze Zahl.

1O\Weitere Literaturangaben zu dieser Frage sind in dem Artikel "Zahlentheorie" des Verfassers in
"Mathematik in der UdSSR in 30 Jahren" (1917-1947), Staatsverlag fiir technisch-theoretische
Literatur, 1948, zu finden.
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7 Algebraische Gleichungen hoheren als zweiten
Grades mit drei Unbekannten und einige
Exponentialgleichungen

Fir Gleichungen mit zwei Unbekannten konnten wir die Frage nach der Existenz endlich
oder unendlich vieler ganzzahliger Losungen beantworten.

Bei Gleichungen hoheren als zweiten Grades mit mehr als zwei Unbekannten konnen
wir das nur fiir sehr spezielle Klassen von Gleichungen. Um so weniger lasst sich in
diesem letzten Fall die noch schwierigen Frage nach der Bestimmung aller ganzzahligen
Losungen solcher Gleichungen losen.

Als Beispiel behandeln wir die sogenannte Fermatsche Vermutung.
Der hervorragende franzésische Mathematiker Pierre Fermat (1601-1665) stellte die
Behauptung auf, dass die Gleichung

"yt =" (92)

bei ganzem n > 3 keine Lésung in ganzen positiven ., y, z habe (derFallz =y = 2 =0
wird dadurch ausgeschlossen, dass x, y und z positiv sein sollen).

Obwohl Pierre Fermat behauptete, einen Beweis zu besitzen (wahrscheinlich nach der
Deszendenz-Methode, von der weiter unten noch die Rede sein wird), konnte man bis-
her keinen Beweis finden.

Als der deutsche Mathematiker E. Kummer (1810-1893) ihn zu finden versuchte und
eines Tages dachte, ihn gefunden zu haben, entdeckte er, dass eine Voraussetzung, die
bei den gewohnlichen ganzen Zahlen erfiillt ist, fiir komplizierte Zahlengebilde, auf die
man bei den Untersuchungen des Fermatschen Problems ganz naturgemaB stoBt, falsch
ist.

Die sogenannten ganzen algebraischen Zahlen, d.h. die Wurzeln algebraischer Gleichun-
gen mit ganzrationalen Koeffizienten, deren hochste Potenz den Koeffizienten 1 hat,
konnen namlich nicht eindeutig in Primfaktoren der gleichen algebraischen Art zerlegt
werden.

Die gewdhnlichen ganzen Zahlen lassen sich (bis auf die Reihenfolge; d. Red.) eindeutig
in Primfaktoren zerlegen. Zum Beispiel ist 6 = 2 - 3; es gibt keine andere Zerlegung in
Primfaktoren innerhalb der natiirlichen Zahlen.

Betrachten wir aber einmal die Menge aller ganzen algebraischen Zahlen m + n\/—5,
wobei m und n gewohnliche ganze Zahlen sind. Man sieht leicht, dass sowohl die
Summe als auch das Produkt zweier solcher Zahlen wieder eine solche Zahl ist.

Eine Menge von Zahlen, welche die Eigenschaft besitzt, dass Summe und Produkt
zweier Elemente wieder zu dieser Menge gehoren, nennt man einen Ring. In dem oben

angefiihrten Ring sind u.a. die Zahlen 2, 3, 1 + +/—5, 1 — 1/—5 enthalten.

Jede dieser Zahlen ist in diesem Ring, wie man leicht feststellen kann, eine Primzahl,
d.h., man kann sie nicht als Produkt zweier zum Ring gehoriger ganzer Zahlen, von
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denen keine gleich Eins ist, darstellen. Nun ist aber
6=23=(1++vV-5)(1—V-5)

die Zahl 6 kann also in unserem Ring nicht eindeutig in Primfaktoren zerlegt werden.
Diese nicht eindeutige Zerlegbarkeit in Primfaktoren kann auch in anderen komplizier-
ten Ringen ganzer algebraischer Zahlen auftreten.

Als Kummer diese Tatsache entdeckt hatte, fand er, dass sein Beweis der Fermat-
schen Vermutung falsch war. Zur Uberwindung der Schwierigkeiten, die mit der Nicht-
eindeutigkeit der Primfaktorenzerlegung zusammenhingen, wurde von KUMMER die
Idealtheorie entwickelt.

Diese Theorie spielt heute in Algebra und Zahlentheorie eine groBe Rolle.

Aber auch mit dieser neuen Theorie konnte Kummer die Fermatsche Vermutung nicht
vollstandig beweisen. Er bewies sie nur fiir solche n, die durch mindestens eine der
sogenannten regularen Primzahlen teilbar sind. Wir wollen uns hier nicht mit dem
Begriff der regularen Primzahl beschéaftigen; es sei lediglich darauf hingewiesen, dass
bis heute nicht bekannt ist, ob endlich oder unendlich viele dieser Zahlen existieren.

Die Fermatsche Vermutung ist heute fiir viele n bewiesen, insbesondere fiir beliebige
n, die durch eine Primzahl, welche kleiner als 100 ist, teilbar sind.

Die Fermatsche Vermutung spielte eine groBe Rolle in der Entwicklung der Mathematik,
da im Zusammenhang mit den Versuchen, sie zu beweisen, die ldealtheorie entwickelt
wurde. Dazu sei aber noch bemerkt, dass diese Theorie auf ganz anderem Wege und
aus anderem Anlass von dem beriihmten russischen Mathematiker E.l. Solotarjow, der
in der Bliite seines wissenschaftlichen Schaffens starb entwickelt wurde.

Heute kann ein Beweis der Fermatschen Vermutung, insbesondere ein Beweis, der auf
Uberlegungen der Theorie der Teilbarkeit von Zahlen beruht, nur noch von "sportli-
chem" Interesse sein.

Freilich, sollte ein solcher Beweis mit einer neuen und fruchtbaren Methode gelingen,
so kann seine Bedeutung im Zusammenhang mit der Bedeutung dieser Methode sehr
groB sein.

Die Versuche von Amateurmathematikern, die Fermatsche Vermutung mit ganz ele-
mentaren Mitteln zu beweisen, haben heute keine Aussicht auf Erfolg. Elementare
Uberlegungen, die sich auf die Theorie der Teilbarkeit von Zahlen stiitzen, wurden
schon von Kummer angewendet, und die Fortfiihrung dieser Uberlegungen durch her-
vorragendste Mathematiker hat bis jetzt nichts Wesentliches ergeben.

Wir fihren hier den Beweis des Fermatschen Satzes fiir n = 4 durch, da die Deszendenz-
Methode, auf der dieser Beweis beruht, auch an sich sehr interessant ist.

Satz IV. Die Fermatsche Gleichung

o (93)

1und von dem deutschen Mathematiker R. Dedekind (1831-1916) (d. Red).
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hat keine Losung in ganzen x, y und z (zyz #=0).

Beweis. Wir beweisen sogar den scharferen Satz, dass die Gleichung
ot +yt =22 (94)

keine Lésung in ganzen z, y und z hat (zyz # 0).

Aus diesem Satz folgt dann unmittelbar, dass Gleichung (93) keine Losungen hat.
Hat Gleichung (94) eine Losung [z, v, 2] in ganzen nichtverschwindenden z, y, z, so
kann man annehmen, diese Zahlen seien paarweise teilerfremd. Existierte namlich eine
Losung, in der = und y einen groBten gemeinsamen Teiler d > 1 haben, so galte

T =dxr; , y = di;

mit (z1,y1) = 1. Teilten wir beide Seiten von (94) durch d, so erhielten wir

i 4y = i2—2:2 (95)
1T Y = 2) A

Nun sind z; und y; ganze Zahlen, d.h., z; = ﬁ ist ebenfalls eine ganze Zahl. Hatten

z1 und y; einen gemeinsamen Teiler & > 1, so miisste =7 infolge (95) durch k teilbar

sein; 1 und k konnen also nicht teilerfremd sein. Somit haben wir folgendes bewiesen:

falls eine Losung [x,y, z] von (94) in ganzen von Null verschiedenen x,y, z existiert,
so existiert eine Losung in ganzen von Null verschiedenen teilerfremden x, vy, z. Daher
genligt es zu beweisen, dass Gleichung (94) keine Losungen in ganzen von Null ver-
schiedenen paarweise teilerfremden Zahlen hat.

Im Verlaufe unseres Beweises werden wir immer dann, wenn wir davon sprechen, dass
Gleichung (94) eine Lésung hat, meinen, dass sie eine Losung in ganzen positiven und
paarweise teilerfremden Zahlen besitzt.

In § 3 haben wir gezeigt, dass alle Lésungen von Gleichung (12)
r? 4yt = 2P (96)

in ganzen positiven paarweise teilerfremden Zahlen durch die Formeln (18) geliefert
werden:

u? — v? - u? + v?
2 T2

dabei sind u und v zwei beliebige ungerade positive teilerfremde Zahlen.
Wir formen die Formeln (97), die alle Lésungen von (96) bestimmen, etwas um. Da u

und v ungerade sind, erhalten wir, wenn wir

T = uv, y = (97)

u+v u—uv
2 ¢

= (98)
setzen, die Zahlen u und v durch die Gleichungen

u=a+b : v=a—1>b (99)
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wobei a und b ganze Zahlen sind, von denen wegen (98) eine gerade, die andere un-
gerade sein muss. Die Gleichungen (98) und (99) zeigen, dass jedem Paar ungerader
teilerfremder Zahlen u und v ein Paar teilerfremder Zahlen a und b entspricht, die nicht
beide gleichzeitig gerade oder ungerade sind; und dass jedem Paar teilerfremder Zahlen
a und b, die nicht beide gleichzeitig gerade oder ungerade sind, ein Paar teilerfremder
ungerader Zahlen u und v entspricht.

Ersetzen wir in den Formeln (97) uw und v durch @ und b, so stellen wir fest, dass
alle Tripel ganzer positiver paarweise teilerfremder Zahlen z, y und z (x ist ungerade),
welche eine Losung von Gleichung (96) bilden, durch die Formeln

r=a*— b y = 2ab, z=a*+ b (100)

geliefert werden, wobei a und b zwei beliebige teilerfremde Zahlen sind, die nicht gleich-
zeitig gerade oder ungerade sind, wobei z > 0 sein muss.

Diese Formeln zeigen, dass x und y nicht gleichzeitig gerade oder ungerade sein konnen.
Hat Gleichung (94) eine Losung [xo, yo, 20], S0 ist

[3]* + [y5)* = 25

d.h., das Tripel (23,43, z0) ist Lésung der Gleichung (96). Dann existieren aber zwei
Zahlen a und b (a > b), die teilerfremd und nicht gleichzeitig gerade oder ungerade
sind, derart, dass

x2 =a® —V? ye = 2ab, 20 = a* + b? (101)

gilt.
Wir nehmen etwa an, x( sei ungerade und y, gerade. Die entgegengesetzte Annahme
wirde nichts andern, da es dann geniigen wiirde, xy durch yg zu ersetzen und ¥, durch
Zg.

Nun wissen wir schon (siehe Gleichung (75)), dass das Quadrat einer ungeraden Zahl
bei Division durch 4 den Rest 1 ergibt. Daher folgt aus Gleichung

z2 = a?® — b? (102)

dass a ungerade und b gerade ist. Andernfalls wiirde die linke Seite dieser Gleichung bei
Division durch 4 den Rest 1 ergeben, die rechte aber, da wir annehmen, a sei gerade
und b ungerade, den Rest -1. Da a ungerade ist und (a, b) = 1 gilt, ist auch (a, 2b) = 1.
Dann folgt aber aus Gleichung

ye =2ba  dass a=t> 2b=s" (103)

gilt, wobei ¢t und s irgendwelche ganze Zahlen sind. Aus der Beziehung (102) folgt aber,
dass [z, b, a] eine Lésung von (96) ist, d.h.

To = m? — n?, b =2mn, a=m?+n?
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dabei sind m und n teilerfremde Zahlen, die nicht beide gleichzeitig gerade oder unge-
rade sind. Aus (103) erhalten wir
=)
mn=—-=|=
2 2

hieraus folgt, da m und n teilerfremd sind, dass
m=p> , n=¢ (104)

ist; dabei sind p und g von Null verschiedene ganze Zahlen. Da a = t? und a = m? +n?
gilt, ist
¢ +pt =1t (105)

Wegen
n=a+*>d> gt O<t=vVa<Vz<z (2>1) (106)

Setzen wir ¢ = x1, p = y; und t = z1, so sehen wir, dass eine Losung [z1,y1, 21]
existieren muss, sofern eine Losung [xoflyo, 2] existiert; dabei ist 0 < z1 < 2.

Diesen Prozess der Bildung von Lésungen der Gleichung (94) kann man beliebig lange
fortsetzen. Wir erhalten eine Folge von Losungen

[3307y0720]7 [xlvylazl]u "'7[xnaynvzn]7

Die ganzen positiven Zahlen zg, 21, 29, ..., 25, ... bilden eine monoton fallende Folge, d.h.
fur sie gilt die Ungleichung

20 >R >R > .. > 2y >

Nun kénnen aber ganze positive Zahlen keine unendliche monoton fallende Folge bilden,
da in einer solchen Folge nicht mehr als z; Glieder vorkommen koénnen.

Unter der Annahme, dass Gleichung (94) eine Losung [x,y, 2] in ganzen von Null
verschiedenen zx, y, z besitzt, kommen wir somit zu einem Widerspruch.

Es ist also bewiesen, dass Gleichung (94) keine solchen Losungen hat.
Folglich hat auch Gleichung (93) keine Lésungen [x,y, 2] in positiven ganzen z, y, z,
da [z,y, z] eine Lésung von (94) ist, falls [z, y, z] Losung von (98) ist.

Die Beweismethode, die wir verwendeten, bestand in der Konstruktion einer unendlichen
Folge von Lésungen mit unbeschrankt fallendem z aus einer einzigen Lésung. Man nennt
sie die Deszendenz-Methode.

Wie wir schon weiter oben sagten, verhindert die Nichteindeutigkeit der Zerlegung
ganzer Zahlen algebraischer Ringe in Primfaktoren des jeweiligen Ringes die Anwendung
dieser Methode auf die Fermatsche Vermutung im allgemeinen Falle[?

12Zum weiteren Studium der Fermatschen Vermutung verweisen wir den Leser auf das Buch von
A.J. Chintschin "Der groBe Fermatsche Satz"(russisch). Deutsche Literatur: W. Lietzmann, Der
Pythagoreische Lehrsatz ... Leipzig 1951, E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie Ill, Leipzig
1927. P. Bachmann, Das Fermatproblem ..., Berlin 1919 (d. Red.)
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Wir haben bewiesen, dass Gleichung (94) und damit die Gleichung

x4n + y4n — Z?n

keine Losung in ganzen Zahlen hat. Es ist interessant, dass die Gleichung

ot y? = 2
unendlich viele Losungen in ganzen Zahlen hat, zum Beispiel z = 2, y = 3, z = 5.
Die Ermittlung der Form aller Lésungen dieser Gleichung in ganzen positiven z, y, 2
iberlassen wir dem Leser.

Wir bringen noch ein weiteres Beispiel fiir die Deszendenz-Methode, verandern jedoch
den Gedankengang ein wenig.

Beispiel. Wir beweisen, dass die Gleichung
ot 4 2yt = 22 (107)

keine Losungen in ganzen von Null verschiedenen z, y, 2z hat.

Nehmen wir an, Gleichung (107) habe eine Ldsung [xo,yo, 20] in ganzen positiven
Zahlen. Diese Zahlen konnen wir sogleich als teilerfremd annehmen, da, falls sie einen
groBten gemeinsamen Teiler d > 1 haben sollten, auch die Zahlen %’, %), %‘; Loésungen
von (107) sind.

Das Vorhandensein eines gemeinsamen Teilers zweier dieser Zahlen wiirde die Existenz
eines gemeinsamen Teilers aller drei Zahlen zur Folge haben.

Wir nehmen auBerdem an, 2z, habe den kleinsten Wert unter allen z in Losungen von
(107) in ganzen positiven x, y, z. Da [xg, 30, 0] eine Losung von Gleichung (107) ist,
ist [22, Y2, 20] eine Losung der Gleichung

2?4+ 22 = 2P (108)

Verwenden wir die Formeln (19') aus § 3, die alle Losungen von (108) in ganzen
positiven Zahlen liefern, so sehen wir, dass zwei ganze positive teilerfremde Zahlen a
und b existieren, die den Gleichungen

x2 = +(a® — 20?), Y2 = 2ab, 2 = a® + 2b° (109)

genligen; dabei ist a ungerade.
Aus der Gleichung 332 = 2ab folgt, dass b gerade ist; denn g ist gerade, y2 also durch
4 teilbar, a jedoch ungerade. Da g und a teilerfremd sind, folgt aus Gleichung

(5) =3
wy?_ b
2 2

unmittelbar, dass
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gilt; dabei sind m und n ganze positive Zahlen, und es gilt (m,2n) = 1. Nun folgt aber

aus (109), dass
b 2
2
—8( = 110
-5 (3) ] (110)
ist, wobei z( und a ungerade sind.

Wir sahen schon, dass das Quadrat einer ungeraden Zahl bei Division durch 4 den Rest
1 ergibt. Daher liefert die linke Seite von (110) bei Division durch 4 den Rest 1; die
Zahl a2 — 8 (%)2 liefert bei Division durch 4 ebenfalls den Rest 1.

Das bedeutet, dass die Klammer auf der rechten Seite von Gleichung (110) nur mit
dem Pluszeichen stehen kann. Jetzt kann man Gleichung (110) schon in der Form

22 =+(a® - 20*) =+

z3 =m* — 8n? : x3 4+ 2(2n%)? = (m?)? (111)

schreiben, wobei xy, n und m ganze positive teilerfremde Zahlen sind. Die Zahlen
xg, 2n% und m? bilden also eine Lésung von Gleichung (108), wobei x¢, 2n? und m?
teilerfremd sind.

Daher lassen sich infolge der Formeln (19') aus § 3 wieder solche ganzen Zahlen p und
q (p ungerade, (p,q) = 1) finden, dass

o2n* = 2pq, m? = p? + 2¢°, zo = £(p* — 2¢%) (112)

gilt. Nun ist
2 2

p=3s ) q=r
da (p,q) = 1 und n? = pq gilt; s und r sind ganze teilerfremde Zahlen. Hieraus folgt
schlieBlich die Beziehung
st 4 2r? = m? (113)

Sie besagt, dass die Zahlen s, 7, m eine Lésung der Gleichung (107) bilden. Nun folgt
aber aus der oben abgeleiteten Gleichung

20 = a® + 2b° , a=m?

dass zy > m ist. Unter der Voraussetzung, dass [z, yo, 20] eine Losung ist, fanden wir
eine andere Losung [s, 7, m], wobei 0 < m < zj gilt.

Dies widerspricht unserer Annahme, dass in der Lésung [xg, o, 20] die Zahl z, den
kleinsten aller moglichen Werte haben soll. Somit fiihrte die Annahme, dass Gleichung
(107) eine Losung hat, zu einem Widerspruch.

Damit ist der Beweis erbracht, dass diese Gleichung in ganzen von Null verschiedenen
Zahlen nicht lésbar ist.

Wir (iberlassen es jetzt dem Leser zu beweisen, dass die Gleichungen

2 4 4 4 4 2 4

zt 4+ 4yt = 22, zt — oyt =222 xt =yt =2z gt — 4yt = 22

keine Losungen in ganzen positiven Zahlen haben.

Zum Abschluss noch einige Bemerkungen liber Exponentialgleichungen.
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Die Gleichung
a® + b =c* (114)

mit ganzen a, b, ¢, die weder Null noch Potenzen von 2 sind, kann nur endlich viele
Losungen in ganzzahligen z,y, z haben.

Diese Behauptung bleibt mit wenigen zusatzlichen Voraussetzungen in Kraft, wenn a,
b und c beliebige algebraische Zahlen sind. Uberdies kann die Gleichung

Aai' ..oy + BB B + Crftyy = 0 (115)

wo A, B,C ganz (ABC # 0), au,...,an, B1,-..; Bm, 71,--Yp ganz und die Zahlen
o, 3,7
Q= Q...ap, B = BB, Y =7

teilerfremd sind, nur endlich viele Lésungen in ganzen Zahlen x1,..., 24, Y1, .., Ym,
21, ..., Zp haben.
Diese Aussage lasst sich auch auf den Fall, dass A, B, C' und «, (%, 7y algebraisch sind,
verallgemeinern.

Gleichungen vom Typ (115) und ihre Verallgemeinerungen sind von groBem Interesse,
da in der Theorie der algebraischen Zahlen bewiesen wird, dass jeder algebraischen
Gleichung vom Typ (81) eine gewisse Exponentialgleichung vom Typ (115) entspricht;
dabei entspricht jeder Losung von (81) eine Losung von (115) in ganzen Zahlen.
Diese Zuordnung lasst sich auch auf Gleichungen allgemeineren Typs als (81) und (115)
ausdehnen.
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