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Vorwort

Den Vortrag "Flacheninhalte und Logarithmen" habe ich im Herbst 1951 an der Moskauer
Universitat vor einem groBen Auditorium von Schiilern der 9. und 10. Klasse - zukiinftigen
Teilnehmern einer mathematischen Olympiade - gehalten.

Sein Ziel bestand darin, die geometrische Theorie der Logarithmen darzulegen, in der die
Logarithmen als Flacheninhalte eingefiihrt und alle ihre Eigenschaften aus Eigenschaften des
Flacheninhaltes abgeleitet werden. Gleichzeitig wurden darin die einfachsten Begriffe und Tat-
sachen der Integralrechnung gebracht.

In die vorliegende Broschiire wurden einige wenige Erganzungen aufgenommen. Zu Beginn
der Lektiire braucht der Leser nichts von Logarithmen zu wissen. Nur die Grundbegriffe der
einfachsten Funktionen und ihrer graphischen Darstellung, die geometrische Reihe sowie der
Grenzwertbegriff werden vorausgesetzt. Uber diese Kenntnisse verfiigt schon ein Schiiler der
9. Klasse im zweiten Quartal des Schuljahres.

Wenn ein Leser seine Kenntnisse (iber Logarithmen Uber diese Broschiire hinaus erweitern will,
dann moge er zu dem Buch I. B. Abelson, Die Entstehung der Logarithmen oder dem Buch A.
|. Markuschewitsch, Reihen greifen, dessen letztes Kapitel einen anderen Aufbau der Theorie
der Logarithmen enthalt als diese Broschiire.

Der Autor




1.

Gegeben sei eine beliebige Funktion. Das bedeutet, dass eine Vorschrift gegeben ist, durch die
man zu jedem Wert von x den ihm zugeordneten Wert y (Funktionswert) findet.

Funktionen werden meistens durch Formeln gegeben. So definiert die Formel y = 22 zum
Beispiel y als Funktion von x. Hier ergibt sich fiir jede Zahl = (z.B. = 3) der entsprechende
Wert y, indem man die Zahl x ins Quadrat erhebt (y = 9).

Die Formel y = i definiert eine andere Funktion. Hier ist fir jedes von Null verschiedene x der

entsprechende Wert y der reziproke Wert; ist x = 2, so ist y = % ist x = —%, so ist y = —2.

Spricht man von Funktionen, ohne anzugeben, welche Funktion man gerade betrachtet, so
schreibt man: y = f(x) (gelesen: f von z). Das bedeutet, dass y eine Funktion von z ist
(etwa y = 2% oder y = i oder auch irgendeine andere Funktion).

Diese Bezeichnungsweise erinnert an die Methode der Bezeichnung von Zahlen durch Buch-
staben. Wie man von den Zahlen 2,—%,\@ sprechen kann, kann man auch von der Zahl a
sprechen, wobei man unter a die Zahl 2, —%, 2 oder auch irgendeine andere Zahl versteht.

So wie man fiir die Bezeichnung von Zahlen verschiedene Buchstaben benutzt, kann man
auch fiir die Bezeichnung von Funktionen neben der Schreibweise y = f(x) noch andere, z.B.
y = g(x), y = h(x) usw. verwenden.

Wenn also in ein und demselben Problem von zwei Funktionen die Rede ist, so muss man,
falls man die eine durch y = f(z) bezeichnet, die andere durch y = g(x) oder auch anders
bezeichnen.

Eine Funktion y = f(x) kann man graphisch darstellen. Dazu nimmt man zwei senkrecht
aufeinanderstehende Geraden Ox und Oy - die Koordinatenachsen (Abb. 1) - und tragt nach
Wahl einer MaBeinheit auf der z-Achse die Werte x und senkrecht dazu (in der z,y-Ebene)
die entsprechenden Werte y = f(x) ab.

Dabei beachtet man folgende Vorzeichenregel: positive Zahlen werden durch einen Abschnitt
dargestellt, der rechts von der y-Achse bzw. oberhalb der z-Achse liegt, negative jedoch durch
einen links bzw. unterhalb gelegenen.

Wir erinnern an folgendes: die Strecke zwischen dem Punkt 0 und dem Punkt = wird Abszisse
genannt; die von x senkrecht zu dieser Geraden abgetragene Strecke heiBt Ordinate.

Konnte man die angegebene Konstruktion fiir alle moglichen x-Werte ausfiihren, so wiirden
die Endpunkte der Ordinaten in der Ebene eine Kurve ergeben, die graphische Darstellung
(das Bild) der Funktion y = f(x) (im Fall y = ? ist die Kurve eine Parabel, die in Abb. 2
dargestellt ist).

) =
7

Abb. 1 und 2 b

) hff‘,_:_
AW
- f(b)—-I\
Fepe

|

i |

Greifen wir auf einer Kurve (Abb. 1) zwei beliebige Punkte A und B heraus und fallen von
ihnen die Lote AC und BD auf die z-Achse, so erhalten wir die Figur ACDB. Eine solche




Figur heiBt krummliniges Trapez[1]

Ist insbesondere der Bogen AB ein Abschnitt einer Geraden, die zur x-Achse nicht parallel
verlauft, so erhalt man ein gewohnliches Trapez mit zwei rechten Winkeln. Ist diese Strecke
AB Abschnitt einer Geraden, die zur z-Achse parallel verlauft, so erhalt man ein Rechteck.

Somit sind des Trapez mit zwei rechten Winkeln und das Rechteck Spezialfalle des krummli-
nigen Trapezes.

Die in Abb. 1 angegebene Kurve liegt oberhalb der x-Achse. Diese Lage ist nur dann moglich,
wenn die Funktionswerte positive Zahlen sind.

Waren die Funktionswerte negativ, so wiirde die Kurve unterhalb der xz-Achse liegen (Abb.
3). Wir verabreden, in diesem Fall den Flacheninhalt des krummlinigen Trapezes mit einem
Minuszeichen zu versehen und ihn als negativ anzusehen.
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SchlieBlich ist es moglich, dass die Funktion in verschiedenen Bereichen der Veranderlichen z
verschiedene Vorzeichen hat. Dann liegt die Kurve teilweise oberhalb und teilweise unterhalb
der z-Achse.

Ein solcher Fall ist in Abb. 4 dargestellt. Hier muss man den Flacheninhalt A'C'D'B’ als
negativ, aber den Flacheninhalt A”C” D" B” als positiv ansehen. Wenn wir in diesem Fall die
Punkte A und B auf der Kurve so wahlen, wie in der Abbildung gezeichnet, und von ihnen
aus die Lote AC' und BD auf die x-Achse fallen, so erhalten wir zwischen diesen Loten die
Figur, die in Abb. 4 schraffiert ist.

Abb. 4

Diese Figur heiBt nach wie vor krummliniges Trapez. Es ist begrenzt von dem Bogen
AKA'B'LA"B"B, den beiden Ordinaten AC und BD und der Strecke C'D der Abszissen-
achse.

Seinen Flacheninhalt betrachten wir als die Summe der Flacheninhalte der Figuren ACK,
KA'B'L und LDBB"”A”, wobei die Inhalte des ersten und dritten Gliedes dieser Summe
positiv, der Flacheninhalt des zweiten negativ sind.

Der Leser folgert leicht, dass unter diesen Bedingungen der Flacheninhalt von krummlinigen
Trapezen AC'D B sowohl positiv als auch negativ sein kann und in gewissen Fallen sogar gleich
Null ist. Zum Beispiel ist das Bild der Funktion

y = ax (a>0)

IDjeser Ausdruck wird trotz seiner Anschaulichkeit und ZweckmaBigkeit in der deutschen Literatur kaum
verwendet (Anm. d. Herausgebers).




eine Gerade. Hier wird der Flacheninhalt der Figur ACDB (Abb. 5) positiv fiir
OD > O0C

negativ fir OD < OC' und schlieBlich Null, falls OD = OC ist.E]

[
S

Abb. 5 4
2.

Wir wollen uns die Aufgabe stellen, den Flacheninhalt S eines krummlinigen Trapezes zu be-
stimmen. Solche Berechnungen erweisen sich in den verschiedensten Fragen der Mathematik,
Physik und Mechanik so oft als notwendig, dass eine besondere Wissenschaft - die Integral-
rechnung - entstand, in welcher die Methoden zur Losung dieser Aufgabe untersucht werden.

Wir beginnen damit, dass wir den allgemeinen Plan zur Losung der Aufgabe skizzieren; dabei
haben wir zwei Schritte zu tun. Im ersten suchen wir einen angendherten Wert des Flachenin-
halts, wobei wir anstreben, den Fehler bei der Annaherung beliebig klein zu machen. Im zweiten
Schritt werden wir von Naherungswerten des Flacheninhaltes zu genauen Werten iibergehen.

Zu Beginn des ersten Teiles ersetzen wir das krummlinige Trapez AC'D B durch eine Treppen-
figur, wie sie Abb. 6 zeigt (schraffiert).

Der Flacheninhalt der Treppenfigur ist leicht zu berechnen: er ist gleich der Summe der Fla-
cheninhalte der Rechtecke. Diese Summe sehen wir als Naherungswert fiir den gesuchten
Flacheninhalt an.

Wenn wir S durch den Flacheninhalt der Treppenfigur ersetzen, machen wir einen gewissen
Fehler .. Der Fehler setzt sich zusammen aus den Flacheninhalten der krummlinigen Dreiecke,
die in unserer Abbildung schwarz gezeichnet sind. Um die GroBe des Fehlers abzuschatzen,
wahlen wir das breiteste Rechteck aus und vergroBern es so, dass seine Hohe gleich dem
groBten Funktionswert wird (BD im Fall der Abb. 6).
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Ferner verschieben wir alle krummlinigen Dreiecke parallel der Achse in dieses Rechteck. Sie
bilden darin eine gezahnte Figur etwa in Form des Bandes einer Sage (Abb. 7). Da diese Figur
sich ganz in dem Rechteck unterbringen lasst, muss der Fehler «, der gleich der Summe der

2Es handelt sich hier um die Langen der Strecken ohne Beriicksichtigung ihrer Richtung (ihres Vorzeichens)
(Anm. d. Herausgebers).




Sagezihnd|ist, kleiner als der Flicheninhalt des Rechtecks sein.

Ist die Basis des Rechteckes 0 (griechischer Buchstabe "Delta"), so erhalten wir |a] < - BD.
Hieraus folgt, dass man den Fehler beliebig klein machen kann, wenn man die Rechtecke in
Abb. 6 so schmal nimmt, dass die Basis des breitesten unter ihnen eine hinreichend kleine Zahl
ist.

Ist z.B. BD = 20 und wollen wir, dass der Flacheninhalt der Treppenfigur sich von S um
weniger als 0,001 unterscheidet, so geniigt es, 6 - BD = 206 kleiner als 0,001 zunehmen, d.h.
0 < 0,00005; dann ist

la] <6-BD < 0,001

Wiirden wir jedoch § nicht verkleinern, so ergabe sich jedes mal ein gewisser, wenn auch sehr
kleiner Fehler «, weil der Flacheninhalt des krummlinigen Trapezes nicht dem Flacheninhalt
der Treppenfigur gleich ist.

Der zweite und letzte Teil der Losung der Aufgabe besteht in einem Grenziibergang. Man
nimmt an, dass nicht eine und nicht zwei, sondern eine unendliche Menge von Treppenfiguren
wie in Abb. 6 betrachtet wird.

Man nimmt die Zahl der Rechtecke immer groBer und groBer, vergroBert sie unbegrenzt,
wahrend sich die Basis ¢ des breitesten Rechtecks immer mehr verkleinert und sich unbegrenzt
der Null nahert.

Dann wird der Fehler v beim Ersetzen des Flacheninhalts des krummlinigen Trapezes durch
den Flacheninhalt der Treppenfiguren immer kleiner werden und sich ebenfalls unbegrenzt der
Null ndhern. Der gesuchte Flacheninhalt S ergibt sich als Grenzwert der Flacheninhalte der
Treppenfiguren.

3.

Verfolgen wir den im vorliegenden Abschnitt gezeigten Weg zur Berechnung des Flacheninhalts
eines krummlinigen Trapezes in dem wichtigsten Spezialfall, dass die Funktion y = f(x) eine
Potenz mit ganzem, nicht negativem Exponenten ist: y = 2. Fiir die Exponenten k£ = 0, 1,2

erhalten wir die Funktionen y =2 =1, y = 2! =z, y = 22
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Abb. 8, 9 und 10

lhre Bilder sind leicht zu konstruieren:

3In Abb. 6 und 7 hat die Kurve der Funktion die Form eines Aufstiegs auf einen Berg (oder Abstiegs von
einem Berg). Hatte die Kurve eine komplizierten Form mit wechselnden Aufstiegen und Abstiegen (siehe
z.B. Abb. 4), dann kénnten sich die krummlinigen Dreiecke nach ihrer Ubertragung in ein einziges Rechteck
tiberdecken, und die Summe ihrer Flacheninhalte kdnnte gréBer sein als die Summe des Flacheninhalts der
Rechtecke.
Um unsere Uberlegungen auch auf diesen komplizierteren Fall anwenden zu kénnen, muss man die ganze
Figur so in Teile teilen, dass am Rande eines Teils die Kurve entweder die Form eines Aufstiegs oder die
eines Abstiegs hat, und die Uberlegung fiir jeden Teil einzeln durchfiihren.




die zur z-Achse parallele Gerade, die oberhalb der x-Achse durch den Punkt z =0, y = 1
geht (Abb. 8), die Winkelhalbierende des 1. Quadranten (Abb. 9) und die Parabel (Abb. 10).

Nimmt man einen héheren Exponenten, so erhilt man die Funktionen y = 23, y = 2%, y = 2°,

die in den Abbildungen 11, 12, 13 graphisch dargestellt sind.
Ist k& eine ungerade Zahl, so ist die Kurve symmetrisch in Bezug auf den Punkt O (Abb. 9,
11, 13). Ist k gerade, so ist sie symmetrisch in Bezug auf die y-Achse (Abb. 8, 10, 12).
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Abb. 11 und 12

Ist £ > 1, so geht die Kurve durch den Punkt O. Je groBer k ist, desto enger schmiegt sie
sich in der Nahe des Punktes O an die z-Achse an und desto steiler steigt sie nach oben (oder
fallt nach unten), je weiter sie sich vom Punkt O entfernt.

In jeder der Abb. 8 bis 13 sind krummlinige Trapeze schraffiert.

|
B lhre Flacheninhalte sind fiir K = 0 und & = 1 leicht zu finden.
-] Ist ndmlich £ = 0, so ist der Flacheninhalt von AC DB gleich
(k=5) CD-AC=(b—-a)-1=b—a
ist jedoch k =1, so ist der Flacheninhalt von AC'DB gleich
A
AC + BD a+b b —ad°
o9 D ———=0b-a=-=—
Wir wollen nun beweisen, dass fur & = 2 der Flacheninhalt von
ACDB gleich @ fur k = 3 gleich # ist usw.
Abb. 13

Im allgemeinen Fall, wenn £ eine beliebig gewahlte nichtnegative ganze Zahl ist, beweisen wir,
dass der Flacheninhalt des entsprechenden krummlinigen Trapezes gleich

pr+l _ k1
k+1
ist. Offenbar umfasst dieses allgemeine Resultat alle obigen Ergebnisse als Spezialfalle.

Um die weitere Berechnung leichter verfolgen zu kénnen, geben wir dem Exponenten k einen
bestimmten Zahlenwert, z.B. kK = 5. AuBerdem setzen wir 0 < a < b voraus.

Wir betrachten also die Kurve der Funktion 3y = 2% und beweisen, indem wir den im Abschnitt
2 skizzierten Plan realisieren, dass der Flacheninhalt des krummlinigen Trapezes AC' DB (Abb.
14) gleich % ist.




4.
y B Wir miissen die Summe der Flacheninhalte einer sehr groBen
Zahl von Rechtecken, Teilen der Treppenfigur (Abb. 14),
berechnen.
Zur Vereinfachung der Arbeit wahlen wir die Rechtecke so,
dass ihre Flacheninhalte eine geometrische Folge bilden. Da-
zu nehmen wir die Punkte F, F', G, H, ..., I auf der 2-
Achse so, dass die Langen OC = a, OF, OF, OG, ..., Ol,
OD = b eine geometrische Folge bilden.
Die Anzahl der Glieder dieser Folge bezeichnen wir mit n+1
und ihren Quotienten mit ¢ (weil b > a ist, ist ¢ > 1). Dann
gelten die Gleichungen

OC = a, OF = aq, OF = ag?,
OG = ag®, o Ol = aq"™*, OD =aq" =b

In Abb. 14 sind sechs Rechtecke dargestellt, und demzu-
folge ist n + 1 = 7, wir werden aber im folgenden vor-

0|_, CEFGHID| ¥

b
aussetzen, dass n eine beliebig groBe Zahl ist, z.B. n =
1000, 10000, 100000 usw.
Abb. 14 Die Grundlinien der Rechtecke bilden eine geometrische Fol-
' ge mit dem Quotienten ¢:
CE=0F—-0C=ua(q—1) : EF =0F —OFE =aq(q—1)
FG=0G—~O0F =ag*(g—1) .. , ID=1ID—0OI =aq" (g —1)

(die Anzahl der Glieder dieser und der nachsten Folge ist n und nicht n + 1).

Die Hohen der Rechtecke sind die Ordinaten CA, EE,, F'Fy, GG4, ..., 11;; jede von ihnen ist
gleich der fiinften Potenz ihrer entsprechenden Abszisse (wir hatten ja y = ° angenommen).
Folglich ist

CA=0C°=d, EE, = OF° = d°¢°, FF, = OF% = a°¢"*
GGi=da"¢"®, .., 1L =0L=d¢""

Wir sehen, dass auch die Hohen der Rechtecke eine geometrische Folge bilden, und zwar mit
dem Quotienten ¢° (= ¢").

Da die Grundlinien der Rechtecke eine geometrische Folge mit dem Quotienten ¢ und die Hohen
eine geometrische Folge mit dem Quotienten ¢° (= ¢*) bilden, bilden die Flicheninhalte der
Rechtecke eine geometrische Folge mit dem Quotienten ¢ - ¢° = ¢% (= ¢"*1).

CE-CA=a(qg—1)a® =d%(q—1)
EF - EE; = aq(q — 1)a’¢® = a®¢®(q¢ — 1)
FG-FF, = ag*(¢—1)d’¢"" = a°¢**(¢ — 1)

ID - I]l _ aqn—l(q . 1)a5q5(n—1) — CLGqG(n—l)(q o 1)

Daher ist die Summe der Flacheninhalte der Rechtecke, die mit dem Inhalt der Treppenfigur
identisch ist, die Summe der geometrischen Reihe mit dem Anfangsglied a®(q¢ — 1), dem




Endglied a%¢%~1 . (¢ — 1) und dem Quotienten ¢°:

a®¢"" V(g —1)a® —a’(g - 1)
¢°—1

qg—1 b® — b

n\6 6
l{ag”) ]q6—1 CHP+E+PE+q+1

(Wir benutzten dabei, dass b = ag" und q;%ll =¢@+a'+¢@+¢*+q+1ist)
5.

Wir lassen nun die Anzahl n der Rechtecke unbeschrankt wachsen. Weil die Grundlinien der
Rechtecke eine steigende geometrische Folge bilden (¢ > 1), ist die erste Grundlinie im Ver-
gleich zu allen anderen die kleinste. Die Summe der Langen aller n Grundlinien ist aber b — a;
daher kommt auf den Teil C'E weniger als =%, d.h. ag — a < ®=%, woraus ¢ — 1 < =2 folgt.

Die rechte Seite dieser Ungleichung strebt gegen Null, wenn n unbeschrankt wachst; weil die
linke Seite positiv ist, so muss auch sie gegen Null streben, d.h., ¢ strebt gegen Eins.
Daraus geht ferner hervor, dass auch ¢2, ¢3, ¢* und ¢° gegen 1 gehen und die Summe ¢° +¢*+
@+q¢*+q+1gegen 1+1+1+1+1+1 =6 strebt. Folglich strebt der ganze Flicheninhalt
der Treppenfigur, der gleich

b — ab

CH i +@E+¢+q+1

ist, gegen den Grenzwert
b — a®
6
Dieser Grenzwert muss gerade der gesuchte Flacheninhalt des krummlinigen Trapezes sein:

b8 — b

=%

Dieses Resultat erhielten wir fiir k£ = 5. Hatten wir die Berechnungen in allgemeiner Form fiir
beliebiges natiirliches k durchgefiihrt, so hatten wir

bk:—i—l o ak“
k+1

erhalten.
Somit haben wir bewiesen, dass der Flacheninhalt des krummlinigen Trapezes, das nach oben

durch einen Bogen der Kurve der Funktion y = z* begrenzt ist und zwischen zwei Ordinaten
k41 k41
—a

it den Abszi d b liegt, gleich ——— ist.
mit den Abszissen a un iegt, gleic T is

6.

Wir erhielten die Resultate des vorigen Abschnitts unter der Voraussetzung, dass 0 < a < b
ist, d.h. das krummlinige Trapez rechts von der y-Achse liegt. Ist a < b < 0, so wird der
Beweis auf dem gleichen Wege gefiihrt.

Da wir jedoch nach wie vor den Quotienten ¢ der Folge positiv und groBer als Eins annahmen,
missen wir jetzt b als erstes Glied der Folge und a als letztes rechnen (weil |a| > |b] ist).
Wiederholen wir die Berechnung, so kommen wir zum gleichen Resultat:

prHL _ gkl

k+1




Ist k eine ungerade Zahl, so ist k + 1 gerade, und infolgedessen sind v**' und a**! positive
Zahlen, wobei die erste kleiner als die zweite ist. Dadurch ergibt sich in diesem Fall fiir S eine
negative Zahl.

Das muss auch so sein, weil fiir ungerade k das entsprechende krummlinige Trapez unterhalb
der x-Achse liegt (siehe die linken Seiten der Abb. 11, 13).
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Abb. 15 PR

Wir wenden uns wieder dem Fall 0 < a < b zu. Bleibt b unverandert und lasst man a gegen
Null gehen, so dehnt sich das krummlinige Trapez nach links aus, und fiir a gleich Null ver-
wandelt es b sich in das krummlinige Dreieck ODB (Abb. 15) (wir nehmen k£ > 1 an).

Offenbar strebt, falls a gegen Null geht, der Flacheninhalt des krummlinigen Trapezes gegen
den Flacheninhalt des krummlinigen Dreiecks. Die Differenz zwischen dem ersten und dem
zweiten Flacheninhalt wird namlich geringer als die Flache OC' AL, welche selbst gegen Null
strebt. Andererseits strebt der Flacheninhalt des krummlinigen Trapezes fiir gegen Null stre-

k+1
bendes a (wie aus der bewiesenen Formel zu ersehen ist) gegen Zﬁ

Daher ist der Flicheninhalt des krummlinigen Dreiecks ODB gleich ® k+1 d.h. gleich dem
(k 4 1)-ten Teil des Flacheninhalts des Rechtecks ODBK oder, was dasselbe ist, gleich dem
(k + 1)-ten Teil des Produktes der "Katheten des rechtwinkligen Dreiecks" ODB (wir setzen
Anflihrungsstriche, weil es sich hier nicht um ein gewohnliches, sondern um ein krummliniges
Dreieck handelt).

Fir k = 1 erhalten wir die Funktion y = x, die Kurve geht in eine Gerade (ber (siehe Abb.
9), das Dreieck wird ein gewdhnliches rechtwinkliges Dreieck und sein Flacheninhalt gleich der
Halfte des Produkts der Katheten.

Analoge Resultate erhalt man, wenn man vom Fall a < b < 0 (krummliniges Trapez links

von der y-Achse) ausgeht. Dann lasst man a konstant und b gegen NuII gehen Der Ausdruck
bk+1_ak+1

k+1
chenden krummlinigen Dreiecks.

k+1

Das krummlinige Dreieck kann als Spezialfall des krummlinigen Trapezes betrachtet werden.
Aus dem hier Abgeleiteten folgt, dass die Formel

PR+l _ Rl
k+1

auch fir das krummlinige Dreieck richtig bleibt. Man braucht nur darin a = 0 (falls das Dreieck
rechts von der y-Achse liegt) oder b = 0 (wenn das Dreieck links von der y-Achse liegt) zu
setzen.

[#
Wenden wir uns nun der allgemeinen Aufgabe der Bestimmung der Flacheninhalte krummliniger
Trapeze zu. Es sei AC'DB das krummlinige Trapez, welches durch den Bogen AB der Kurve

Sp =

10



der Funktion y = f(z), den von den Bogenpunkten A und B auf die x-Achse gefallten zwei
Loten AC und BD und dem Abschnitt C'D der x-Achse zwischen den Loten begrenzt ist
(Abb. 16).

C D x
Abb. 16 -J"j‘

Ist OC = a und OD = b, a < b, so wird sein Flacheninhalt durch

[ stayis *)

bezeichnet.
Jede Einzelheit dieser Bezeichnung hat einen bestimmten Sinn.

Hier wird auf die Funktion f(x) hingewiesen, deren Kurve eine Seite des krummlinigen Trapezes
begrenzt, sowie auf die Zahlen a und b, die die Grenzen links und rechts festlegen.

Die Bezeichnung (*) erinnert auch an die Methode, mit der wir den Flacheninhalt von ACDB
gefunden haben. Diese Methode, die in den Abschnitten 2 und 3 wiedergegeben ist, besteht
in der Berechnung der Summe der Flacheninhalte der Rechtecke, aus welchen sich die Trep-
penfigur zusammensetzt, und in einem Grenziibergang.

Das Zeichen [ stellt den stilisierten Buchstaben S, den Anfangsbuchstaben des lateinischen
Wortes "summa", dar. Der Buchstabe .S wird nicht in gewohnlicher Weise geschrieben.

Das soll daran erinnern, dass die Berechnung des Flacheninhaltes des krummlinigen Trapezes
sich nicht auf die Bildung der Summen beschrankt, sondern noch einen Grenziibergang erfor-
dert. Rechts vom Zeichen [, welches Integralzeichen genannt wird (vom lateinischen "integer"
= ganz, vollstandig), steht das Produkt f(z)dz.

Es stellt den Flacheninhalt des Rechteckes mit der Hohe f(z) und der Grundlinie dzx dar. Der
Buchstabe d, der vor dem z steht, ist der Anfangsbuchstabe des lateinischen Wortes "diffe-
rentia" = Differenz, Unterschied; dz bezeichnet die Differenz zwischen zwei x-Werten (siehe
Abb. 16): dz = 2’/ — .

Die Zahl a heiBt untere Grenze und b die obere Grenze des Integrals.

Die Bezeichnung (*) gibt also fiir den Flacheninhalt eines krummlinigen Trapezes erstens alle
Angaben iber Form und AusmaBe [durch die Zahlen a und b und die Funktion f(z)] , und
zweitens erinnert sie an das Verfahren zur Bestimmung des Inhalts des Trapezes, welches in der
Berechnung des Inhalts von Rechtecken mit der Hohe f(z) und der Grundlinie dz, nachfolgen-
der Summenbildung und anschlieBendem Grenziibergang besteht (wobei das Integralzeichen
an die Operation der Summenbildung und den Grenziibergang erinnert).

Die Formel (*) liest man:
"Integral von a bis b f von x dz".

Wir wiederholen, dass dieses Zeichen den Inhalt des krummlinigen Trapezes AC'D B bezeich-
net. Unter Benutzung der neuen Bezeichnung kann man das Resultat des Abschnittes 5 in
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folgender Form wiedergeben:

(k ist eine ganze nichtnegative Zahl). Die letzte Gleichung lesen wir so: "Das Integral von a
bis b Giber z* dz ist gleich der durch k+1 dividierten Differenz zwischen b**1 und a**" (kurz:
Integral a bis b 2% dz gleich b¥**! minus a**! durch k + 1).

8.

Wir geben nun einige der einfachsten Eigenschaften des Integrals an. Offenbar ergibt die
Addition des Flacheninhalts von AC DB zum Flacheninhalt von BDD'B’ den Flacheninhalt
von ACD'B' (Abb. 17).

b c c
Ersterer ist jedoch gleich [ f(z)dx, der zweite gleich [ f(z)dx und der dritte gleich [ f(x)dx.
a b a
Also gilt

/bf(x)dm+/cf(x)dx—/cf(x)dx

Hierbei war a < b < ¢; ist aber a < ¢ < b (Abb. 18), so ergibt sich, dass die Addition des
Flacheninhalts von ACD’B’ zum Inhalt von B’D’'D B den Flacheninhalt von AC DB liefert:

/Cf(x)dx—k/bf(x)d:z::/bf(x)dx

b
Als wir den Integralbegriff [ f(z)dz in Abschnitt 7 einfihrten, nahmen wir a < b, d.h. die

untere Grenze kleiner als die obere an.

y A y A
T R 7
/] -~ 3 4 8
Bl e NG _—
—C
o,a-cb D D x ar_a,c op ¥
Abb. 17 und 18 c b

Dann wird namlich der Flacheninhalt von BDD'B’, wobei OD = bund OD' = cist, firb < a
c b

(Abb. 17) in der Form [ f(x)dz, fir b > ¢ (Abb. 18) aber in der Form [ f(z)dx geschrieben
b c

(jedes mal ist die untere Grenze kleiner als die obere).
Im ersten Fall war die Differenz der Integrale

/Cf(x)dx—/bf(x)dx

c b
gleich [ f(x)dx, wahrend sie im zweiten Falle gleich — [ f(z)dx war (wir haben die obigen
b c

Gleichungen zwischen den Integralen benutzt). Um beide Félle in einer einzigen Formel zu-
sammenfassen zu kdnnen, vereinbaren wir, im Falle b > ¢

/cf(x)dx: —/bf(x)dx

12



zu schreiben.

Mit anderen Worten, wir werden jetzt auch solche Integrale zulassen, bei denen die untere
Grenze groBer ist als die obere, indem wir darunter den mit entgegengesetztem Vorzeichen
genommenen Inhalt des entsprechenden krummlinigen Trapezes verstehen. Dann lassen sich
die beiden verschiedenen Formeln

/Cf(x)dx—/bf(x)dx:/cf(x)dx (b<c)
a a b

oder
/f(a:)dx—/bf(a:)da:: —/bf(x)dx (b> c)

in der fir alle Falle geltenden Formel

f f(w)da — / f@)de = [ fl@ydz (b0

zusammenfassen.
Fir b = ¢ wird die linke Seite der Formel Null. Daher wird man naturgemaB das Integral

b
[ f(x)dx gleich Null setzen.

%omit kann man, unabhangig davon, ob b < ¢, b > 0 oder b = c ist, in jedem Fall die Formel

/cf(m)dx—/bf(x)dx:/af(x)da:
a a b

benutzen. Diese Formel kann auch in der folgenden Gestalt geschrieben werden:

/bf(x)dx+/cf(x)dx:/bf(x)d:c

Wir schlagen dem Leser vor, mit Hilfe dieses Resultates nachzupriifen, dass die Formel

b
. bk+1 o ak+1
zidr = —————

a

fur beliebige a und b richtig ist (und nicht nur fiir 0 < a < b oder a < b < 0).
9.

Wir lassen jetzt zu, dass f(z) die Form einer Summe bzw. Differenz zweier Funktionen hat:

f(x) = g(z) + h(z) bzw. f(z) = g(z) — h(z) (z.B. f(z) =2’ —2°).
Dann kann man das Integral tber f(x) durch die Summe bzw. Differenz der Integrale der
Funktionen g(z) und h(x) ersetzen:

/bf(x)d:c = /bg(a:)da:+/bh(:c)d:c

oder

13



Zum Beispiel ist
b b b

/(x?’ — 2”)dx = / r3dr — /x5d$

Wir beweisen nun diese Eigenschaft der Integrale, wobei wir uns mit dem Fall der Summe
begniigen. Es sei also f(x) = g(x) + h(z).

Die Kurven der drei Funktionen g(z), h(z) und f(z) sind
in Abb. 19 dargestellt. Wir miissen zeigen, dass

Iy 4 Y9 b b b
- 8 /f(x)dx :/g(:v)dx+/h(x)dx
ALTE
0 @ b X ist, d.h., dass der Inhalt von ACDB gleich ist der Summe
der Inhalte von A;C DBy und A3C5D5Bs.
& A Wir zerlegen den Abschnitt der 2-Achse zwischen den Punk-
/§’%"’J /B’/ ten z = a und = = b in Teile und konstruieren die entspre-
¢l L ), b chenden Treppenfiguren fiir alle krummlinigen Trapeze (wie
0| a b x in Abb. 19 dargestellt). Es ist klar, dass der Flacheninhalt
vl 2 Tl jedes Rechteckes in Abb. 19c gleich der Summe der bei-
A : den Rechtecke ist, die in Abb. 19a und 19b gerade dariiber
% liegen.
P R : o Daher ist der Flacheninhalt der unteren Treppenfigur
% gleich der Summe der Flacheninhalte der beiden oberen
c b i W ¢ Treppenfiguren.
0| ¢ bx X

Dieser Zusammenhang zwischen den Flacheninhalten

Abb. 19 der Treppenfiguren bleibt bei beliebigen Zerlegungen des

Abschnitts der z-Achse zwischen z = a und x = b erhalten.

Denken wir uns diese Strecke in eine unbeschrankt wachsende Anzahl von Teilen zerlegt, deren
b

Lange gegen Null strebt, so strebt der untere Flacheninhalt gegen den Grenzwert [ f(x)dx,

und die beiden dariiber liegenden streben gegen die Grenzwerte

/bg(a:)da: und /bh(g:)dm

Da der Grenzwert einer Summe gleich der Summe der Grenzwerte ist, gilt also

/bf(:v)d:v = /b[g(:v) + h(x)]dx = /bg(x)dx + /bh(x)dx

was zu beweisen war.
Genau so kann man die Beziehung

b b

/ lg(2) — h(z)|dz = / g(x)dz — /b h(z)dz

a a

beweisen.
Es ist leicht zu sehen, dass diese Eigenschaft der Integrale auch dann gilt, wenn f(x) aus
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mehreren Summanden besteht. Ist etwa f(z) = g(x) — h(x) + k(z), so ist

/b[g(a:)—h(x)—i-k(x)]dx = /b[g(h)—h(x)]dx—l—/bk(:c)dx = /bg(a:)dx—/bh(a:)dx—i-/bk(:c)dx

10.

b b
Wir mussen noch klaren, welche Beziehung zwischen den Integralen [ f(x)dx und [ C'f(x)dx

besteht, wobei C' eine Konstante ist (d.h. eine feste Zahl), z.B. dieaBeziehung zwaischen den

b b
Integralen [ z3dx und [ 2x3dx. Wir zeigen, dass

b

/C’f(x)dx = C’/bf(a:)daz

a

ist, also z.B.

b b
b4— 4 b4_ 4
/2x3dx22/x3dx:2 4&2 Qa

Zur Vereinfachung unserer Uberlegungen geben wir C' irgendeinen bestimmten Zahlenwert,

b b
sagen wir C' = 1. Jetzt handelt es sich also darum, die Integrale [ f(z)dz und [ 3 f(z)dz zu
vergleichen.

In Abb. 20 sind die krummlinigen Trapeze skizziert, deren
Flacheninhalte diese Integrale darstellen. Wir zerlegen den
Abschnitt der z-Achse zwischen den Punkten z = a und
x = b in irgendwelche Teile und zeichnen die entsprechen-
den Treppenfiguren.

Es ist leicht zu sehen, dass der Flacheninhalt jedes Recht-
ecks in Abb. 20b gleich der Halfte der Flache des Abb. 20

. entsprechenden Rechtecks in Abb. 20a ist.
//"’ y:}k(::‘j{'if{x} _ Daher wird der Flacheninhalt der unteren Treppenfigur halb
. ,5,25 "“"',‘ so groB wie der Flacheninhalt der oberen Treppenfigur. Voll-
’?52% B ziehen wir den Grenziibergang (wie im Abschnitt 9), so kon-
b C'/////A/// [24 nen wir schlieBen, dass auch der ganze Inhalt des unteren
a4 o krummlinigen Trapezes halb so groB wie der Inhalt des obe-
Abb. 20 ren krummlinigen Trapezes ist:

/b;f(x)dx = ;/bf(a:)da:

In dieser Uberlegung war die Zahl C' positiv; ist C' negativ, z.B. C' = —%, so ersetze man Abb.
20 durch Abb. 21.

"

c"\o\Q\ NN
NN ~—

ARNNS 7

Abb. 21
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Vergleichen wir hierbei die Flache AC DB mit der Flache A"C"D"B”, so finden wir, dass
hier nicht nur eine Anderung des absoluten Betrages des Flacheninhalts (Verkleinerung auf die
Halfte), sondern auch ein Vorzeichenwechsel stattfindet. Folglich ist

e

a a

Natirlich haben wir nur der gréBeren Deutlichkeit halber C' = i% genommen. Allgemein gilt
fir beliebiges C' die Gleichung

/bC'f(x)dx = C’/bf(x)dx

Als Anwendungsbeispiel fiir die in diesem und den vorangegangenen Abschnitten abgeleiteten
1

Eigenschaften des Integrals berechnen wir das Integral [(3z? — 2z + 1)dz. Wir erhalten
0

1 1 1 1 1 1 1
/(3x2—2:p+1)dx:/3x2d:17—/2xda:—l—/1dx:3/x2dx—2/xda:+/x0dx
0 0 0 0 0 0 0

1B-0 _12-0> 1' -0
=3 —2 + =1
3 2 1

11. Wir betrachten die Funktion

y y = mil = —
T

Ihre Kurve wird gleichseitige Hyperbel genannt. Sie ist in
Abb. 22 gezeichnet. Wollten wir die Formel fiir den Inhalt

des krummlinigen Trapezes

ol lc — b pEHL _ ght
o S /xkdx —
b — J k + 1
die fir £ > 0 abgeleitet wurde, auf den vorliegenden
Fall anwenden, so erhielten wir, da hier £ + 1 = 0,
Abb. 22 b+l = gF+t1l = 1 ist, auf der rechten Seite den sinnlosen

Ausdruck % Also gilt unsere Formel nicht fir £ = 1.

b
Das Versagen dieser Formel fiir die Berechnung des Integrals [ 2~ 'dz hindert uns jedoch nicht,

einige Eigenschaften dieses Integrals zu studieren.

Wir beweisen nun folgendes: VergroBert oder verkleinert man a und b im selben Verhiltnis,
d.h., multipliziert man mit ein und demselben ¢ > 0, so erhalt man ein neues krummliniges
Trapez mit genau demselben Flacheninhalt.

Selbstverstandlich beweisen wir diese Eigenschaft unter der Voraussetzung, dass die Kurve,
deren Bogen auf einer Seite unser krummliniges Trapez begrenzt, eine gleichseitige Hyperbel
ist und nicht irgendein anderer Kurvenbogen. Mit anderen Worten:

bq b
/x’ldx = /m’ld:c
aq a
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fur beliebige Werte von ¢ (¢ > 0).

Um den Beweis leichter verstandlich zu machen, nehmen wir fiir ¢ einen bestimmten Zahlenwert
an, z.B. ¢ = 3. In der Abb. 23 sind die beiden entsprechenden krummlinigen Trapeze ACDB
und A”C"D'B" dargestellt.

Yy
A A
=
&
sl 1B
-, .
0[_C,,0 ]
Abb. 23 3b

Das erste von ihnen ist enger, aber hoher, das zweite breiter, aber niedriger. Man hat zu
beweisen, dass die VergroBerung der Breite beim zweiten eine solche Verkleinerung der Hohe
bewirkt, dass der Flacheninhalt konstant bleibt.

Zu diesem Zweck zerlegen wir das erste Trapez in schmalere und ersetzen diese durch Rechte-
cke (Abb. 23). Wenn wir die Abszisse jedes Punktes der Treppenfigur AC'D B auf das Dreifache
vergroBern, aber die Ordinaten unverdndert lassen, so erhalten wir die Figur A’C'D’'B’, deren
Flacheninhalt dreimal so groB ist, weil jedes Rechteck dreimal so breit wurde. Die Endpunkte
der Ordinaten liegen natiirlich jetzt nicht auf unserer Hyperbel.

Diese Hyperbel ist namlich die Kurve der Funktion y = % und wenn Punkte auf ihr liegen sol-
len, mussen die Ordinaten im selben Verhaltnis verkleinert werden, wie die Abszissen vergroBert
wurden.

Wenn man alle Ordinaten der Figur A’C" D' B’ auf ein Drittel verkleinert, erhalt man die Figur
A//C/D/BH.

Das ist das krummlinige Trapez, welches oben durch den Bogen der Hyperbel y = % begrenzt
wird und dessen Seiten die Ordinaten sind, die durch x = 3a und = = 3b gehen.

Die Rechtecke, die wir dabei erhalten, haben eine Grundlinie, die dreimal so groB ist wie die
der Ausgangsrechtecke, aber eine Hohe, die nur ein Drittel der urspriinglichen misst. Daher
sind ihre Flacheninhalte genau so groB wie die der urspriinglichen Rechtecke. Folglich sind
die Flacheninhalte der beiden Treppenfiguren gleich, also auch deren Grenzwerte, d.h., fiir die
Inhalte der krummlinigen Trapeze gilt

bq b
/x_ldas = /a:_ldx
aq a

Wir haben diese Eigenschaft fiir a < b bewiesen. Sie ist aber auch fiir @ = b und a > b richtig.
Fir a = b ist namlich auch ag = bg, und beide Integrale werden Null, so dass die Gleichung
besteht. Ist aber a > b, so ist auch aq > bq; in diesem Fall gilt die Gleichung

aq a

/x_ldx = /x_ldx

bq b
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(Hier ist b < @, daher sind die Rollen von a und b vertauscht.)
b a

Im Abschnitt 8 hatten wir aber vereinbart, dass [ f(x)dz fir a > b die GroBe — [ f(z)dx.
a b

Daher ist

bq aq b a
/x’ldx = —/m’ldx , /x’ldx = —/x’ldaj
aq bq a b

und weil die rechten Seiten dieser Gleichungen (ibereinstimmen, sind auch die linken gleich:

bq b
/w‘ldaj = —/x_ldx
aq a

Also bleibt die bewiesene Beziehung richtig, unabhangig davon, ob a < b, a = b oder a > b
ist.

12.
b
Wir setzen a = 1 und betrachten [z !dx. Ist b > 1, so stellt dieses Integral den Inhalt des

1
krummlinigen Trapezes AC' DB dar (Abb. 24). Ist b = 1, so wird es Null.
SchlieBlich ist fir 0 < b < 1 die untere Grenze kleiner als die obere, und wir erhalten

b 1
/x_ldx = —/x_ldx
1 b

Das bedeutet, dass sich in diesem Fall das Integral nur durch das Vorzeichen von dem Inhalt des
krummlinigen Trapezes B’D’C'A unterscheidet (Abb. 25). In jedem Fall nimmt das Integral

b
[ x~1dx fiir jede positive Zahl b einen wohlbestimmten Wert an. Er ist positiv fiir b > 1, gleich
1

Null fir b = 1 und negativ, wenn b < 1 ist.

b
Offenbar ist das Integral [ 2~ 'dz eine Funktion von b.
1

7!

=)

*'_'ch D x gquch T

Abb. 24 und 25

Diese Funktion spielt in der Mathematik eine groBe Rolle. Sie heiBt natiirlicher Logarithmus
der Zahl b und wird mit In b bezeichnet. Hier sind [ und n die Anfangsbuchstaben der Worte
logarithmus und naturalis;

b
/x’ld:c =Ilnz
1

Wir erwahnen einige Eigenschaften des natirlichen Logarithmus. Zunachst ist Inb > 0, wenn
b>1:In1=0;Inb <0, wenn b < 1 ist.
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Wir fiihren eine weitere grundlegende Eigenschaft des Logarithmus an, die darin besteht, dass
der Logarithmus eines Produktes gleich der Summe der Logarithmen der Faktoren ist, z.B.
In6 =1In2+ In3. In allgemeiner Form

be b c
In(bc) =Inb+1Inc d.h. /x_ldx = /x_ldx + /x_ldx
1 1 1
Nach dem oben Bewiesenen ist namlich
c qgc
/x_ldx = /x_ldx
1 q
fur jedes ¢ > 0. Setzen wir ¢ = b, so erhalten wir
c be
/a:_lda: = /a:_ldx
1 b

Daher ist
b c b be
/x’ldan/x*ldx = /x’ldx—ir/x*ldx
1 1 1 b

be
wobei die Summe nach der im Abschnitt 8 bewiesenen Eigenschaft durch das Integral [ 2~ 'dx

1
ersetzt werden kann. Demnach ist

be

b c
/x’ldm+/x*1da: = /m’ldw
1 1

1

was zu beweisen war.

Aus dieser Eigenschaft lassen sich einige Folgerungen ziehen. Sei b > 0. Dann ist nach dem
Bewiesenen

Inl=1In (bi) zlnb+ln2
und wegen In1 =0 ist Inb + ln% = 0 oder
lnll) =—Inb
Zum Beispiel ist ln% = — In 2. Weiterhin gilt, falls b > 0 und ¢ > 0, dass
C 1 1
lng =In <Cb> :lnc+lng =Inc—1Inb

mit anderen Worten, der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Differenz der Logarithmen
von Dividend und Divisor.

Die Haupteigenschaft des Logarithmus wurde fiir das Produkt zweier Faktoren definiert; sie
bleibt jedoch auch fiir das Produkt einer beliebigen Anzahl von Faktoren richtig. So erhalten
wir z.B. fiir drei Faktoren

In(bed) = In|[(be)d] = In(be) + Ind = (Inb+1Inc) +Ind =Inb+Inc+1Ind
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Offenbar ist, wieviel Faktoren auch vorhanden sein mogen, der Logarithmus ihres Produktes
immer gleich der Summe der Logarithmen der Faktoren.

Diese Eigenschaft wenden wir auf den Logarithmus einer Potenz mit ganzem positivem Expo-
nenten k an. Wir finden

Inb* =lnbb..b=Inb+Inb+..+Inb==Fklnd

k—mal k—mal

Beispielsweise ist In 16 = In2* =4 -In 2.
Es sei ¢ = v/b: dann ist ¢ = b, folglich

Imb=1Inc* =klne=kln Vb

daher ist .
In Vb = z Inb

Zum Beispiel ist In v/2 = %ln 2.

Ist ¢ = b4, wobei p und ¢ ganze positive Zahlen sind, so erhalten wir auf Grund der bewiesenen
Eigenschaften
1
Inbi =In¥br = -Inb = LInb
q q

Folglich ist
Inb* =kinb

nicht nur dann richtig, wenn k eine positive ganze Zahl ist, sondern auch dann, wenn k ein
Bruch der Form g ist.

Es ist leicht einzusehen, dass diese Eigenschaft auch fiir negative (ganze oder gebrochene) k
richtig bleibt. Ist £ < 0, so ist —k > 0, und es gilt
1

Inb* = In o= = ~Inb %= —(~kInb) = klnb

SchlieBlich bleibt diese Gleichung auch fir £ = 0 gultig.
I’ =In1=0=0-Inb

Somit kann man firr jedes rationale (positive oder negative, ganze oder gebrochene) k sowie
fir kK = 0 aussagen, dass
Inb* =kInb

ist.
Man kann beweisen, dass diese Beziehung auch fir irrationales k richtig bleibt, z.B. ist
Inbv2 = \/21nb.

Wir verwenden diese Behauptung ohne Beweis und benutzen die Eigenschaft: Der natiirliche
Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Produkt des Exponenten der Potenz und dem natiir-
lichen Logarithmus der Basis der Potenz fiir alle moglichen Werte des Exponenten k, sowohl
fur rationale als auch fiir irrationale.

13.

Wir wollen uns nun der Berechnung von Logarithmen zuwenden. Es sei In 2 zu berechnen.
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Gesucht ist also der Inhalt des krummlinigen Trapezes AC DB, das in Abb. 26a dargestellt ist.
Wir zerlegen die Strecke C'D in 10 gleiche Teile und zeichnen die entsprechenden Ordinaten:
KlLl, KQLQ, . Kng.

Um eine moglichst genaue Annaherung an In 2 zu finden, ersetzen wir die 10 sich ergebenden
schmalen krummlinigen Trapeze nicht durch Rechtecke, wie wir es bisher getan hatten, sondern
durch gewohnliche, d.h. geradlinige Trapeze.

¥
L,
L
A by, L,
" 1] &
0 CKKKKKID ¥ Ko K *
Abb. 26a und b 2

Zu diesem Zwecke verbinden wir den Punkt A mit L;, den Punkt L; mit Lo, ..., Ly mit B durch
geradlinige Strecken. In Abb. 26a waren die gewdhnlichen Trapeze schwer von krummlinigen
zu unterscheiden; um ihren Unterschied sichtbar zu machen, geben wir die vergroBerte Abb.
26b.

Der Flacheninhalt jedes Trapezes ist gleich dem Produkt des arithmetischen Mittels seiner
Grundlinien mit der Hohe. In unserem Falle sind alle Hohen gleich groB:

CKi=K Ky=..=K¢yD=0,1
Daher erhalten wir fiir die Flacheninhalte der Trapeze
AC+2K1L1 0.1 KlLl—gKng 0.1; o K9L92+ BD 0.1

die Summe dieser Flacheninhalte ist gleich

(AC + K L) + (K Ly + KoLy) + ... + (K9Lg + BD)

0,1
’ 2

oder
0,1(0,5AC + K Ly + KoLy + ... + KgLg + 0,5BD)

Es bleibt zu bemerken, dass alle Grundlinien der Trapeze Ordinaten der Kurve der Funktion
y = 1 sind, die den Abszissen

1:1,1;1,2;1,3;1,4;1,5;1,6;1,7;1,8;1,9; 2

entsprechen. Daher ist

1 1 1
AC = - =1 KL= — — KoLy = — —
C =+ = 1,000, = g = 0,909, 2Ly = 15 =0.833
K3lLsy = L = 0,769 KL, = L =0,714 KsLs = L 0,667
33_173_ ) ) 44_1’4_) ’ 55_175_7 )
1 1 1
646 1,6 Oa6 5a 7T 1’7 075887 8448 1,8 075567
1 1
9Lg 1.9 0,526, 5 0,500




Folglich ist die Summe der Flacheninhalte der Trapeze gleich
0, 1(0, 50040, 90940, 83340, 769+0, 714+0, 667+0, 625++0, 5884-0, 55640, 52640, 250) = 0, 6937

Aus Abb. 26b ist ersichtlich, dass die Summe der Inhalte dieser Trapeze eine GroBe ergibt,
die etwas groBer ist als der Flacheninhalt des krummlinigen Trapezes. Das bedeutet, dass wir

einen etwas zu groBen Naherungswert fiir In2 gefunden haben, d.h., dass In2 etwas kleiner
als 0,6937 ist.

Wir werden spater eine andere Art der Berechnung von Logarithmen kennenlernen, die es uns
gestattet, insbesondere In 2 mit einem groBeren Genauigkeitsgrad zu berechnen.

14.

Zahlen wir die Abszissen nicht vom Punkt 0 an, sondern vom Punkt C' (Abb. 27), und be-
zeichnen wir noch die neuen Abszissen mit dem Buchstaben ¢, so besteht zwischen den alten
und neuen Abszissen ein und desselben Punktes die Beziehung '

r=1+1

Diese Beziehung ist fiir alle Punkte richtig, wenn wir ¢ > 0 fiir z > 1 annehmen und ¢ < 0,
wenn < 1 ist.

s y

L,

o . C blo x

Abb. 27 b

Ersetzt man x durch 1 + ¢, so erhilt die Funktion y = 1 die Form y = 1 die Kurve
bleibt aber dieselbe. Alles Neue, was durch die Einfiihrung von ¢ hereinkommt, ist ein neuer
Koordinatenursprung (C statt 0) und folglich eine neue y-Achse (parallel der fritheren). Die
Kurve bleibt unverandert.

Auch der Flacheninhalt von AC DB bleibt natirlich unverandert. Als wir die Abszisse mit x
bezeichneten, wurde dieser Flacheninhalt durch das Integral

148

/ v 'dr = In(1 + B)

1

dargestellt (hier ist 5 = C'D). Jetzt aber, da wir t als Abszisse nehmen, wird der Flacheninhalt

durch das Integral
B

/ (1+)"'at
0
dargestellt. Setzen wir beide Integrale gleich, so erhalten wir

B
In(1 + 8) = /(1 + ) dt

0
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Wir ziehen nun folgende ldentitat heran:

1_t2n
1+1¢

1—t+822 -3+ .. —t2 1 =

Sie ergibt sich sofort, wenn man beachtet, dass die linke Seite eine geometrische Reihe mit
dem Anfangsglied 1, dem Quotienten —¢ und dem Endglied —t?"~! ist. Aus dieser Identitat
folgt

L:l—t+t2—t3+ —tQ"—1+tQ—n
1+t " 1+
Daher ist
B t2n
In(1 :/ Ity ety U g
n(l+ 3) [ + + +1+t

0

Jetzt steht unter dem Integral an Stelle von (1 + ¢)~! ein komplizierterer und umfangreicher
Ausdruck - die Summe vieler Summanden. Wir wissen bereits, dass das Integral einer Summe
oder Differenz von Funktionen gleich der Summe oder Differenz der Integrale dieser Funktionen
ist. Daher gilt

2n

3
t

1 / /tdt /t2dt /t3dt /tQ” Lt — / dt

(1 + ) = + T ) 1+t

Jedes der Integrale auf der rechten Seite der Gleichung auBer dem letzten kdnnen wir ausrech-
nen, und zwar ist

B ; 8 f 8 ]

62 ) 53 64 6211
1dt = j, /tdt = /t dt = =, /t3dt = ., /tQ” Ydt =
0/ B / 27 ) 37 ) 4 2n

0

Daraus folgt

2 3 4 6271

1+

Der Ausdruck in der Klammer auf der rechten Seite der Gleichung ist ein Polynom 2n-ten
Grades, das nach wachsenden Potenzen von (3 geordnet ist.

Ist der Wert von (3 bekannt und auBerdem die positive ganze Zahl n gewahlt (sie kann beliebig
genommen werden), so ist der Wert dieses Polynoms leicht auszurechnen.

Schwierigkeiten bereitet nur die Berechnung des Integrals f i d

Wir zeigen jetzt, dass es fiir —1 < 3 < 1 beliebig klein gemacht werden kann, wenn n geniigend
groB genommen wird. Wenn das so ist, so kann man bei der Berechnung von In(1 + ) das
letzte Integral ganz vernachlassigen, wobei man nur einen ganz unbedeutenden Fehler macht.
Angenahert gilt also

62 33 4 52n

ln(l—i-ﬁ) 6—?4‘?—1"‘ om
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15.
Um den Fehler der Naherungsgleichung abzuschatzen, muss man das vernachlassigte Integral

B
t2n

/ dt
1+¢

0

betrachten. Wir setzen zunachst 0 < 3 < 1 voraus. Dann bleibt ¢ innerhalb der Integrations-
grenzen positiv, und folglich ist

2n

1+1

0< <t

Dies bedeutet, dass die Kurve der Funktion y = f—:t unterhalb
der Kurve der Funktion y = " verlauft (Abb. 28) ; daher ist der
Flacheninhalt CBA;1 kleiner als der Flacheninhalt von C'BA,
d.h.

B B

t2n 2n+1
/ ﬁ</ﬁﬁ_6
J 1+t J 2n+1

Also ist der Fehler in unserer Naherungsgleichung kleiner als
62n+1 . . . .
s wegen 0 < 8 < 1 kann dieser Fehler beliebig klein ge-
macht werden, wenn n hinreichend groB wird.

Nehmen wir z.B. 5 = 1, dann liefert die oben angegebene Formel

2~ 1 1+1 1+1 1+ n 1 1
n2~1—-—4+-—-—-4+=-—=-4 . — —
2 3 4 5 6 2n—1 2n

mit einem Fehler, der kleiner als ﬁ ist. Wenn wir auf diese Weise In 2 mit einer Genauigkeit
von 0,001 berechnen wollen, so miissen wir fordern, dass ﬁ < 0,001 wird, d.h. 2n +1 >

1000; eine Bedingung, die durch die Festsetzung 2n = 1000 erfiillt werden kann.

Das bedeutet aber, dass auf der linken Seite der Gleichung 1000 Glieder auftreten, deren
Summe man berechnen miisste. Das ware natiirlich eine ungeheuer groBe Arbeit.

Wir werden in Kiirze sehen, wie wir sie durch Verwendung einer anderen Formel fiir In2
vermeiden konnen.

16.
t2n

B
Kehren wir wieder zum Integral [ {;dt zuriick, setzen jetzt aber —1 < S < 0 voraus. Wir

0
B 0
th th
ﬁ:—/ dt
/1—i—t 1+t
0 J&i

0
Das Integral f%dt ist gleich dem Flacheninhalt der in Abb. 29 schraffierten Figur ABCK.
B

wissen, dass

Diese Figur liegt oberhalb Ct, weil fiir t > —1 die GroBe y = % positiv ist.
Daher ist der Flacheninhalt von ABCK eine positive Zahl, d.h., das Integral

0
t2n

/ dt
1+t

B




ist eine positive Zahl. Es unterscheidet sich nur durch das Vorzeichen vom Integral f 1+t

und ist infolgedessen gleich dem absoluten Betrag des letzteren:
0
t2n
dt
[5it= |1
B

Wir vermerken ferner, dass fir t > 3 und g > —1 die Ungleichung

1+t>1+5>0

erfllt ist und damit

L < L sowie—— il il

1+t 1+5 T4+¢ 140
Das bedeutet, dass im Bereich § < t < 0 die Kurve der Funk-
tion y = th unterhalb der Kurve der Funktion y = 1+B liegt

(Abb. 29). Daher wird der Flacheninhalt ABCK kleiner als der
Flacheninhalt ABCL,

0 0
t2n t2n
/ dt
RN

B

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist leicht auszurechnen:

B2n+1

_ 1 2n _
=155 = A

fo— 1 ——

Q\O
—_
~
[

Abb. 29
(das ist eine positive Zahl, da 32" <0, 1+ 8 > 0 und 2n + 1 > 0 ist). Folglich ist
/ﬂ 420 /0 gant1
/Ty J T Cnt D+ B)

Wenn wir also in dem Ausdruck fiir In(1+ ) den Summanden f ¥ dt vernachlissigen, machen

1+t
wir einen Fehler, der seinem absoluten Betrage nach kleiner aIs

62n+1
@2n+1)(1+p)

(-1<6<0)

ist. Er strebt mit unbeschrankt wachsendem n gegen Null.

Also ist unsere Naherungsformel

B2 63 B4 62n

In(1 _—t = - =

e T Tl Sl

fir —1 < B < 0 bis auf einen Fehler von hochstens —m richtig.

Setzen wir z.B. [ = —%, so wird der Fehler unserer Naherungsformel kleiner als

1 {@ +D} L
D =(Zn = —
22n+1 " |9 (2n + 1)22n
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Nehmen wir n = 4, so ist dieser Bruch gleich s = 5r < 0,0005. Daher kénnen wir mit
diesem Genauigkeitsgrad
1 1 1 1 1 1 1 1 1

In-r—= — - . - - - -

2 2 22.2 23.3 2¢.4 26.5 26.6 27.7 28.8

schreiben. Fiihren wir die Berechnung durch,

1 1 1 1
5 0, 5000, 5 0, 1250, 3 0,0417, 1 0,0156,

= 0,0062, - = 0,002, = 0,0011, = 0,0005

255 2T.7 28.8

so erhalten wir )
In B ~ —0,6927 ~ —0,693

mit einer Genauigkeit von 0,001. (Wir beriicksichtigen dabei, dass die Formel selbst einen Fehler
bis 0,0005 enthalten kann, da bei der Verwandlung jedes einzelnen der acht Summanden in
einen Dezimalbruch Fehler bis zu 0,00005 entstehen kénnen.)

Da ln% = —In 2 ist, folgt hieraus
In2 =~ 0,693

Setzt man in der Naherungsformel fir In(1 + () die Zahl § = —%, so kann man auf diese
Weise In 3 ausrechnen und schlieBlich auch In3 = —1In 3.

Nehmen wir allgemein g = —kLH, so erhalten wir

k 1
In(l— — )=l
n(l =)=

und damit auch In(k + 1) = —In =

Jedoch ist diese Methode zur Berechnung von Logarithmen immer noch sehr umstandlich.

Wollen wir z.B. In 11 berechnen, so miissen wir k+1 = 11, d.h. kK = 10 nehmen und = —3¢

11
setzen; dann wird der Fehler der Naherungsformel kleiner als

(10>2n+1 (2 N 1) ( 10> 11 <10)2n+1
— : n - — | = —
11 11 2n +1 \11

Es ist
10 10\ ? 104 100\ ®
— =~ 0,91; — ] =0,83; — ] =0,69; — | =0,48;
11 Y b <11> 7 ) (11> ) ) <11) Y )
10 16 10 32 10 64 10 65
— =~ 0, 29; — = : — = : — ~
<11) 0,29; <11) 0,08; <11) 0,006 (11> 0,005

Also kénnen wir nur, wenn wir 2n + 1 = 65 nehmen, garantieren, dass der Fehler der Nahe-

rungsformel fiir die Berechnung von In 1—11 kleiner als % 0,005 ~ 0,001 wird.

Es ist klar, dass die Rechenarbeit zur Bestimmung von 1111—11 hier sehr groB wird, da wir eine
Summe von 64 Summanden ausrechnen missen:

10 1(10)2 1(10)3 1<10>64
11 2 \11 3 \11 64 \11
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17.

Die Schliisse, zu welchen wir in Bezug auf die Naherungsformel fiir In(1+ ) kamen, veranlassen
uns, eine andere Formel zu suchen, die weniger Rechnen erfordert.

Eine solche Formel existiert tatsachlich. Um sie zu finden, nehmen wir eine beliebige positive

Zahl k und setzen [ = Tlﬂ Dann finden wir

1 1 1 1 1

In(1 ~ — —

n( * 2k+1) k+1 22k 112 32k+1P  42k+ 1)t T
1 1

e D)@k ) a2k + 1)

Der Fehler dieser Naherungsgleichung ist kleiner als W Nehmen wir nun ein

negatives /3 gleich —#ﬂ, so erhalten wir eine andere Naherungsgleichung, namlich
1 1 1 1 1
Y (S U S N E . R,
2k +1 2k+1 2(2k+1)2 3(2k+1)2 4(2k+1)*
1 1

(2n —1)(2k + 1)2=1  (2n)(2k + 1)2"
welche uns In (1 - ﬁ) gibt mit einem Fehler, der kleiner als

1
(2k+ 1)2n+1 :

1 )]_2k+1 1 1
2k +1/)] 2k 2n+1(2k+1)2H!

(2n+1) (1 -

ist. Wir subtrahieren nun die zweite Naherungsgleichung von der ersten und finden

1 1 2 2 2
In(1 —In(1-— ~
n( +2k+1) n( 2k+1> %1 BRkL1)P 52k 1)

2
(2n — 1)(2k + 1)2—1

+ .+ +

Der Fehler dieser Naherungsgleichung ist hochstens gleich dem Absolutwert der Summe der
Fehler, welche in den Formeln fiir In (1 + #) und In (1 — #) auftreten. Daher ist er

2k+1 2k+1
kleiner als
1 1 N 2k+1 1 1 Cdk+1 1 1
2n +1 (2k + 1)2n+1 2k 2n+1 (2k+1)2tL 2k 2n+1 (2k+1)2nH!
_dk+2 1 1 B 1

2% 20 +1(2k+ 1)+ k(2n+1)(2k + 1)

Wir bilden die Differenz der Logarithmen, welche, wie wir wissen, gleich dem Logarithmus des
Quotienten ist, und erhalten

1 1 1+ 5 2k + 2 1
ln<1—|—>—ln(1—):ln el 22 R )~k

Also ist

2 2 2 2

In(k+1)—Ink =~
nk+ ) -k~ o+ sy Vs T T T e

i ()

1 1
2n+1  (2k+1)2n

mit einem Fehler, der kleiner als % . ist. Das ist die gewiinschte Formel.
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Sie gestattet, In(k+1) zu berechnen, wenn In £ bekannt ist. Wir benutzen [nl = 0 und setzen
in der Formel £ = 1; dann finden wir In 2 mit einem Fehler kleiner als

1 1
2n+1 32
Nehmen wir n = 5, dann kénnen wir behaupten, dass der Fehler kleiner als 1—113%0 = TEOM <
0,000002 wird. Also ist
2 2 2 2 2
In2=mn2—-Inl~ -
mem e T R e e g 73 9.3

mit einem Fehler kleiner als 0,000002.

Jeden dieser finf Briiche verwandeln wir in einen Dezimalbruch mit sechs Stellen hinter dem
Komma. (d.h. mit einer Genauigkeit von 0,0000005) und addieren sie; wir erhalten so den
Wert von In 2 mit einer Genauigkeit von 0, 000002 + 0, 0000005 - 5 < 0,000005:

In2 ~ 0,693146 ~ 0,69315

Setzen wir jetzt in Formel (*) k = 2 und n = 3, so erhalten wir

2, 2
3.5 5.5

ln3—ln2%§+ ~ 0,40546

mit einem Fehler, der kleiner als 3 - 2 - & < 0,000005 ist. Daher ist
In3 ~ In2+ 0, 40546 ~ 1,09861

Weiter ergibt sich In4 = 2In2 =~ 1,38630. Setzen wir in Formel (*) £k = 4 und n = 3, so
finden wird

2
In5—lndr =4+ 2
no— AN Gt s T g

~ 0,223144 =~ 0,22314
mit einem Fehler kleiner als 1

1
- =+ — =10,0000001
7 96 ’

1 =

Daher ist
Inb5 ~In4+0,22314 ~ 1,60944

Jetzt konnen wir auch In 10 bestimmen:
In10 =In5+In2 =~ 2,30259

SchlieBlich erhalten wir durch Einsetzen von k = 10 und n = 2 in Formel (*):

mil—Im10~ > + 2 0 00531
o A TR T C

(der Fehler der Naherungsformel ist hier kleiner als 0,0000001). Daher ist
In11 ~ In10 + 0,09531 =~ 2, 39790

Diese Beispiele geniigen, um zu zeigen, wie man eine Tabelle der natiirlichen Logarithmen
zusammenstellen kann. Auf diesem Wege erhalt man die nachstehende Tabelle der natiirlichen
Logarithmen der ganzen Zahlen von 1 bis 100 mit einer Genauigkeit von 0,0005.
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Tabelle der natiirliche Logarithmen von 1 bis 100

Inn| n Inn | n Inn| n Inn n Inn
0,000 | 21 3,045 | 41 3,714 | 61 4,111 | 81 4,394
0,693 |22 3,001 |42 3,738 |62 4,127 | 82 4,407
1,009 | 23 3,135 | 43 3,761 | 63 4,143 | 83 4,419
1,386 | 24 3,178 | 44 3,784 | 64 4,159 | 84 4,431
1,609 | 25 3,219 | 45 3,807 | 65 4,174 | 85 4,443
1,792 | 26 3,258 | 46 3,829 | 66 4,190 | 86 4,454
1,946 | 27 3,296 | 47 3,850 | 67 4,205 | 87 4,466
2,079 | 28 3,332 |48 3,871 |68 4,220 | 88 4,477
2,197 | 29 3,367 |49 3,892 | 69 4,234 | 89 4,489
10 2,303 |30 3,401 |50 3,912 |70 4,248 | 90 4,500
11 2,398 | 31 3,434 |51 3032 |71 4263 | 91 4,511
12 2,485 |32 3,466 |52 3951 |72 4277 | 92 4,522
13 2,565 |33 3,497 |53 3970 |73 4,290 | 93 4,533
14 2,639 | 34 3,526 | 54 3,989 | 74 4,304 | 94 4,543
15 2,708 | 35 3,555 | b5 4,007 | 75 4,317 | 95 4,554
16 2,773 |36 3,584 |56 4,025 |76 4331 | 96 4,564
17 2,833 |37 3,611 |57 4,043 |77 4,344 | 97 4575
18 2,890 | 38 3,638 | 58 4,060 | 78 4,357 | 98 4,585
19 2944 |39 3,664 |59 4078 |79 4369 | 99 4,595
20 2,996 | 40 3,689 | 60 4,004 | 80 4,382 | 100 4,605

O oo ~NOOTh WN 3

18.

Wir haben gesehen, dass man den Logarithmus eines Produktes durch Addition, den Loga-
rithmus eines Quotienten durch Subtraktion, den einer Potenz durch Multiplikation (mit dem
Exponenten der Potenz) und den Logarithmus einer Wurzel durch Division (durch den Wur-
zelexponenten) findet.

Hat man daher eine Tafel, in der neben den Zahlen ihre Logarithmen stehen (Logarithmen-
tafel), so kann man mit ihrer Hilfe die Multiplikation durch die Addition, die Division durch
Subtraktion, das Potenzieren durch Multiplizieren und das Radizieren durch Dividieren, d.h.
jedes mal durch eine einfachere Operation ersetzen. Genaueres dariiber kann der Leser in den
iblichen Schulbiichern finden. Wir beschranken uns hier auf ein einfaches Beispiel.

Wir wollen ¢ = /2 berechnen. Dazu benutzen wir den oben gegebenen Wert In2 =~ 0, 693,
teilen ihn durch 5 und erhalten

1
ln\5/§:51n2%0,139

Es muss nur noch die Zahl v/3 zu dem ihr entsprechenden Logarithmus gefunden werden.
Unsere Tafel reicht dazu nicht aus. In ihr sind die Logarithmen 0,000 (der der Zahl 1 entspricht)
und 0,693 (der der Zahl 2 entspricht) enthalten. Der erste ist viel zu klein, der zweite viel zu
groB.

Daher konnen wir nur sagen, dass 1 < v/2 < 2 ist. Nun ist aber

In (10\5/5) =1n10+1n V2 = 2,303 + 0,139 = 2, 442

Der unmittelbar kleinere Logarithmus in unserer Tafel ist 2,398 (= In11), der unmittelbar
groBere ist 2,485 (= In 12), folglich ist 11 < 10v/2 < 12.
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Da 2,442 annahernd in der Mitte zwischen In11 und In12 liegt (das arithmetische Mittel
beider Zahlen ist 2,441), kénnen wir 10v/2 ~ 11,5 setzen, d.h. /2 ~ 1, 15.
Zur Probe berechnen Wir

In(100v/2) = In 100 + In v/2 = 4,605 4 0,139 = 4, 744

und
In115=In5+1In23 =1,609 + 3,135 = 4, 744

19.

Um die Kurve der Funktion y = In x zu zeichnen, muss man die Koordinatenachsen und einen
beliebigen EinheitsmaBstab wahlen und dann fiir jedes positive x den Wert In z auf der in dem
entsprechenden Punkt errichteten Senkrechten zur x-Achse abtragen.

Die Endpunkte der Senkrechten, die uns die verschiedenen z liefern, liegen auf der Kurve,
welche die graphische Darstellung des natirlichen Logarithmus ist. Diese Kurve ist in Abb.
30a dargestellt. Zum Vergleich ist darunter in Abb. 30b In x durch eine Flache dargestellt.

In beiden Zeichnungen wurde ein und derselbe MaBstab ver-

7 wendet. Nehmen wir den gleichen x-Wert, so kénnen wir
L behaupten, dass der Flacheninhalt des krummlinigen Tra-
ptn%n( pezes ACDB in der Abb. 30b genauso viel quadratische
3t 8L o Einheiten enthalt wie der Abschnitt K L der Abb. 30a. Lan-
/. geneinheiten (Abb. 30a und 30b).
Wir sehen, dass fir 0 < 2’ < 1 die Beziehung
a)

= dx / dx

ne' = [ —=—- [ —

/ S

d.h., Inz’ ist eine negative Zahl, deren absoluter Betrag
gleich dem Inhalt des Trapezes B’D'C'A ist; also wird
In 2’ fur diesen Fall in Abb. 30a durch den Abschnitt K'L’

dargestellt, der unterhalb der x-Achse liegt.

Alle Eigenschaften der Kurve der Funktion y = Inz gehen
aus der Definition und den Eigenschaften des natirlichen
Logarithmus hervor. Zum Beispiel ist Inx negativ fir
Abb. 30 x < 1, verschwindet fiir z = 1 und ist positiv fir z > 1.

Daher liegt die Kurve des Logarithmus unterhalb der x-Achse fiir x < 1, schneidet die x-Achse
im Punkt x = 1 und verlauft oberhalb der z-Achse fiir jedes = > 1.

Ferner wachst y = In x mit wachsendem z.

Diese Eigenschaft liegt fir > 1 auf der Hand (sieche Abb. 30b), sie gilt jedoch auch fiir
x = x' < 1. Wachst 2/, bleibt dabei jedoch kleiner als Eins, so verkleinert sich der absolute
Betrag des Flacheninhalts B’D'C'A (Abb. 30b); das bedeutet aber, dass Inz, das sich von
diesem Flacheninhalt nur durch das Vorzeichen unterscheidet, groBer wird.

In der graphischen Darstellung kommt das Anwachsen des Logarithmus dadurch zum Ausdruck,
dass die Kurve die Form eines Berghanges hat, welcher von links nach rechts ansteigt.
Dieser Hang ist anfangs steil, wird dann jedoch immer flacher.

Zur groBeren Anschaulichkeit werden wir hier die Kurve des Logarithmus den logarithmischen
Hang nennen.
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Wenn wir einen horizontalen Pfad langs der z-Achse anlegen und darauf vom Punkt O aus
nach rechts gehen, werden wir anfangs, nach unten schauend, einen unendlichen Abgrund
sehen, in dessen Tiefe sich der logarithmische Hang verliert.

Es geniigt jedoch,einen Schritt von der GroBe der Langeneinheit zu machen, um den Abgrund
hinter sich zu lassen.

Bewegen wir uns auf unserem Pfad weiter fort, so bemerken wir, dass der Hang mit jedem
Schritt hoher wird. So ist nach zwei Schritten (z = 2) seine Hohe In2 = 0,693, nach drei
Schritten In3 = 1,099 usw.

Wir wollen einmal berechnen, um wieviel der Hang ansteigt, wenn wir nach m Schritten noch
einen weiteren machen.

Da die Hohe nach m Schritten (jeder eine Einheit) gleich Inm ist und nach m + 1 Schritten
gleich In(m + 1), ist der Anstieg des Hanges, der dem einen Schritt entspricht,

1 1
ln(m+1)—lnm:lnm+ zln(1—|—>
m m

Je mehr Schritte wir gemacht haben, um so kleiner wird =, um so mehr nahert sich 1 + -

der Eins und um so naher kommt In (1 + %) der Null. Das bedeutet, dass der Anstieg des
Hanges merklich kleiner und kleiner wird, je weiter wir nach rechts fortschreiten, d.h., der
logarithmische Hang wird tatsachlich immer flacher und flacher.

Die stets geringer werdende Steilheit des Hanges hindert ihn jedoch nicht daran, unbegrenzt
hoher zu werden, so dass der Hang sogar beliebig hoch wird, wenn wir nur weit genug langs
unseres horizontalen Pfades nach rechts gehen.

Diese Hohe des Hanges wird namlich nach 2™ Schritten gleich

In2"™ =mlIn2 = 0,693m

und diese Zahl wird fiir hinreichend groBes m beliebig groB.

Wird zusammen mit dem horizontalen Pfad ein anderer geradliniger Pfad mit irgendeiner,
wenn auch noch so geringen Neigung nach oben gelegt (Abb. 31a), so werden wir auf diesem
Pfad friiher oder spater den logarithmischen Hang nicht nur erreichen, sondern bei weiterem
Anstieg sogar unter uns lassen (Abb. 31 b).

———
-———

xtga
lnx lnx

X xtge
[7 X x x=4™ X

a} b}

Abb. 31

Um diese Aussage nachpriifen zu kdnnen, beweisen wir folgenden Hilfssatz: Fiir jedes natiirliche
m gilt die Ungleichung
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In der Tat wéchst der Bruch %7, falls m um 1 wachst, d.h.
4m gm+l
m? = (mt 1)
dies folgt aus der Ungleichung

gm+l 4 4m? _<2m )2_(m+m>2>1
(m+1)2 " m2 (m+12 \m+1) \\m+1/) —

die flir m > 1 richtig ist. Daher hat unter den Briichen

41 42 4m
?7 ?, ceey w7 cee
der erste den kleinsten Wert, d.h., stets ist
41 qm
r m

was wir beweisen wollten.

Wir bemerken nun, dass in jedem Punkt unseres schragen geradlinigen Pfades die Beziehung
y = xtana gilt, wobei a der Neigungswinkel des Pfades ist (« ist ein spitzer Winkel, und
folglich ist tan a > 0).

Ist x = 4™, so wird fiir diesen Wert von x die Hohe des Pfades 4™ tan «r, die Hohe des
logarithmischen Hanges wird jedoch In 4™ = m -In4. Das Verhaltnis der Hohen zueinander ist

4™ tan o B 4™ tan o

milnd  m2ln4

Nach dem oben Bewiesenen ist aber fn—n; > 4. Daher ist das Verhaltnis der Hohe des Pfades zur
Hohe des logarithmischen Hanges mindestens 4?2% -m, und diese GroBe wird fiir genligend
groBe m beliebig groB.

Folglich fiihrt der schrage geradlinige Pfad fiir x = 4™ und groBes m bedeutend héher als der
logarithmische Hang (siehe Abb. 31b).

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass der logarithmische Hang eine abgerundete, tiberall nach
oben gewolbte (konvexe) Form ohne jede Vertiefung hat. Diese Eigenschaft kann man geome-
trisch so ausdriicken: Jeder Bogen der logarithmischen Kurve liegt oberhalb der Sehne dieses
Bogens (Abb. 32).

Abb. 32

Bezeichnen wir die Abszissen der Endpunkte eines willkiirlich gewahlten Bogens L Ly mit x4
und x5, so finden wir, dass fiir den Mittelwert x = %2” der Punkt L des Bogens tatsachlich
hoher liegen muss als der entsprechende (mittlere) Punkt A/ der Sehne. In der Tat ist

T1 + To KLy + KoLy

NL =1In dagegen NM = 5
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(als Mittellinie des Trapezes), d.h.

NM — lnxl—;—lnxg

Wir missen beweisen, dass
r1+x9  Inzy +Inze

2 2

In

Nun ist aber
Inz;+Ilnzy 1

5 =3 In(z129) = In /2129

Daher muissen wir
1+ T2

In 5 > In /129

beweisen. Wir bemerken, dass

(\/E— \/1'_2)2 =T — 2\/.’1311’2 + X9 > 0

(wenn x; und x5 voneinander verschiedene positive Zahlen sind). Daher ist

X1+ X9

T+ Ty > 2\/T 122 ferner > \/T1T2

und schlieBlich
T+ X9

In 5 > In /2129

was zu beweisen war.

Folglich liegt fiir jeden beliebigen Bogen der logarithmischen Kurve der Punkt des Bogens,
welchem das arithmetische Mittel der Abszissen der Endpunkte entspricht, hoher als die Seh-
nenmitte. Hieraus folgt aber, dass es auf der Kurve des Logarithmus keine Vertiefungen gibt.

7

Abb. 33

Gébe es namlich eine solche Vertiefung (Abb. 33), so kénnten wir einen Bogen finden, fiir den
die gezeigte Eigenschaft nicht gelten wiirde (die Mitte M der Sehne lage nicht tiefer, sondern
hoher als der entsprechende Punkt des Bogens).

Unter Benutzung der Eigenschaften des Logarithmus konnten wir nun noch weitere interessante
Eigenschaften der logarithmischen Kurve folgern; wir wollen es aber damit genug sein lassen.

20.

Der natirliche Logarithmus tritt bei der Losung vieler Probleme der Mathematik und Physik
auf, die auf den ersten Blick gar keine Beziehungen zu den Flacheninhalten der krummlinigen
Trapeze haben, welche von Hyperbelbogen begrenzt werden.

Mit einem Problem dieser Art befasste sich der beriihmte russische Mathematiker Pafnuti
Lwowitsch Tschebyscheff: Eine moglichst einfache Formel fiir die ungefahre Bestimmung der
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Anzahl aller Primzahlen zu finden, die eine (beliebig) vorgegebene Zahl n nicht tbertreffen.

Ist n nicht groB, so ist das Problem, diese Anzahl zu bestimmen - wir bezeichnen sie mit 7(n),
(wobei 7 hier keinerlei Beziehung zu der bekannten Zahl 3,14159... hat) -, auBerordentlich
einfach zu losen.

Ist z.B. n = 10, so sind die Primzahlen, die nicht groBer als 10 sind, die Zahlen: 2, 3, 5, 7;
ihre Anzahl ist 4, daher ist 7(10) = 4.

Ist n = 100, so erhalten wir unter Benutzung des bekannten "Siebes des Eratosthenes" die 25
Primzahlen: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79,
83, 89, 97; daher ist w(100) = 25.

Ist n jedoch groB, so wird die Aufgabe sehr schwierig. Wie berechnet man 7(n), und sei es
nur ungefahr, wenn n gleich einer Million, Billion usw. ist?

Tschebyscheff fand, dass es fiir die angenaherte Berechnung von 7(n) geniigt, durch den
natirlichen Logarithmus von n zu dividieren:

n
m(n) ~ Inn

Der relative Fehler dieser Gleichung [der Fehler im Verhaltnis zu 7(n)] kann groB sein, aber er
strebt gegen Null, wenn n gegen Unendlich strebt.
Die Naherungsformel Tschebyscheffs ist besonders geeignet fiir den Fall, dass n eine Potenz von
10 mit einem positiven ganzen Exponenten ist: n = 10*. Dann erhalten wir Inn = In 10* =
kIn10 ~ 2,303k und damit

10
2,303k

~ 0,434 erhalten wir die zur Berechnung noch geeignetere Formel

m(n) ~

_1
Wegen 5555

10*

m(10%) ~ 0,434——

So finden wir fir k=1 und k = 2:
7(10) ~ 0,434 -10 = 4,34 (genau: 4),
100
7(100) ~ 0,434 - 5 = 21,7 (genau: 25)

Ferner wiirde sich folgendes ergeben:

1000
7(1000) ~ 0,434 - —5 = 145 (genau: 168),

10000
7(10000) ~ 0,434 - 4 = 1090 (genau: 1229)

6

10
7(10%) ~ 0,434 - —- = 72300 (genau: 78948)

Der relative Fehler des letzten Resultates ist

78498 — 72300
78498

~ 0,08

d.h. 8%. Er ist noch sehr groB. Es lasst sich streng beweisen, dass der relative Fehler der
Tschebyscheffschen beliebig klein gemacht werden kann, wenn man nur 10* hinreichend groB
wahlt.
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Es tritt ein Moment ein, von dem ab der relative Fehler kleiner als 1% wird, weiter dann
kleiner als 0,1%, kleiner als 0,001% usw. Darin besteht die groBe theoretische Bedeutung der
Tschebyscheffschen Formel.

P.L. Tschebyscheff gab noch eine andere Formel fiir die angenaherte Berechnung von 7(n),
die etwas komplizierter ist, dafiir aber eine bei weitem bessere Naherung gibt. Diese Formel|

lautet .
dt
w~ [
2
Wir fithren keine Berechnungen durch, sondern geben hier nur einige Resultate an:
1/000 dt 177 (m(1000) = 168)
J Int
10000

dt
A 124 1000) = 122
2/ = 5 (w(1000) 9)

1000000 dt
— ~ 78627  (w(1000) = 78498)

Int
Der relative Fehler der Naherungsgleichung

1000000
dt . 78498 — 78627\

1 ~ / — t ~ 1

7(1000000) J i is 73198 0,0016

d.h. 0,16%.

21.

Wir haben gesehen, das In2 = 0,69315 < 1, dagegen In3 = 1,09861 > 1 ist. Das
bedeutet, dass der Flacheninhalt von ACDB (Abb. 34) kleiner als 1, aber der Flacheninhalt
von AC' DBy groBer als 1 ist. Es ist zu erwarten, dass zwischen den Punkten D und D; ein

¥y
g

R T—
by Bl ol B

Abb. 34 .

Punkt D’ liegt derart, dass der Flacheninhalt ACD'B’ gleich 1 wird. Ein solcher Punkt D’
existiert tatsachlich. Bezeichnet man OD’ mit e, so kann man behaupten, dass 2 < e < 3 ist.

4Schon GauB hatte 1796 dieselbe Formel vermutet und spater (mit fremder Hilfe) bis n = 8000000 gepriift;
vgl. GauB, Werke, Bd. Il (Anm. d. Herausgebers).
5Das Zeichen "="bedeutet eine "Ubereinstimmung" mit der hier verwendeten Genauigkeit, keine Gleichheit

im strengen Sinne (Anm. d. Herausgebers).
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Benutzen wir die angegebene Logarithmentafel, so stellen wir fest, dass 2,7 < e < 2,8 ist. In
der Tatist In2,7 =1n27 — In 10 = 0,993, dagegen In2,8 = In28 — In 10 =~ 1, 029.

Es existieren verschiedene Verfahren, die es gestatten, e mit beliebiger Genauigkeit zu bestim-
men. Wir gehen darauf nicht ein, sondern geben nur ein Ergebnis an:

e=2,71828
(alle aufgeschriebenen Stellen sind genau). Laut Definition gilt
Ine=1

Die Zahl e heiBt Basis der natiirlichen Logarithmen oder Neper- (auch Napier-)sche Zahl zu
Ehren des schottischen Mathematikers Neper (Napier), der (im Jahre 1614) die erste Loga-
rithmentafel veroffentlichte.

Unter Zuhilfenahme der Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus kann man folgenden be-
merkenswerten Satz beweisen:

Der natiirliche Logarithmus einer beliebigen positiven Zahl b ist gleich dem Exponenten der-
jenigen Potenz, in welche die Zahl e erhoben werden muss, damit man b erhalt. Mit anderen
Worten:

Ist Inb = «, so ist b = e“.

Zum Beispiel folgt aus In2 = 0,69315, dass 2 = %6915 ist, und aus In 10 = 2, 30259 folgt
10 = 230259 ysw.

Zum Beweis geniigt die Anwendung der Eigenschaften des Logarithmus einer Potenz. Sei
b==¢€% dannist Inb =1ne* = zlne. Nun ist aber Ine = 1, daher ist

Inb=2x

d.h., der natiirliche Logarithmus von b stimmt mit dem Exponenten x der Potenz iiberein.

Man kann also den natiirlichen Logarithmus definieren, ohne die geometrische Darstellung zu
benutzen. Es ware moglich gewesen, von Anfang an zu sagen, dass der natiirliche Logarithmus
einer Zahl b der Exponent derjenigen Potenz ist, in welche die Zahl e = 2,71828 erhoben
werden muss, damit man b erhalt.

Bei dieser Definition ist aber zunachst nicht klar, warum uns der Exponent einer Potenz
gerade dieser Zahl e interessiert und nicht der irgendeiner anderen. Wird aber der natdrliche

Logarithmus als Flacheninhalt eingefiihrt, so wird die Definition anschaulich und in keiner
Weise befremdlich.

Wir wollen noch hinzufiigen, dass neben den natiirlichen Logarithmen auch solche zu einer
anderen Basis eingefiihrt werden kdnnen.

So ist z.B. der dekadische Logarithmus einer Zahl b der Exponent derjenigen Potenz, in welche
10 erhoben werden muss, damit man b erhalt. Den dekadischen Logarithmus bezeichnet man
mit 1g b.

Setzt man Igb = 3, so muss nach Definition b = 10” sein. Offenbar ist 1g 10 = 1.

Die dekadischen Logarithmen werden eingehend behandelt in der 9. Klasse der Oberschule,
wobei alle ihre Eigenschaften auf Grund der bekannten Eigenschaften der Potenzen gefolgert
werden und nicht auf geometrischem Wege.
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Zwischen den dekadischen und den natiirlichen Logarithmen existiert eine einfacher Zusam-
menhang.

SeiInb =« und Igb = .

Das bedeutet, dass b = ¢® und b = 107, d.h. e® = 107 ist.

Folglich ist Ine* = In10% oder awlne = FIn10, d.h. @ = B — 2,30259. Daher ist Inb =
2,302591g b, also

lg b Inb = 0,434291In b

~ 2,30259

Aus einer Tafel der natiirlichen Logarithmen erhalt man durch Multiplikation jedes Logarithmus
mit 0,43429 eine Tafel der dekadischen Logarithmen. So z.B.

lg2 =0,434291n 2 = 0,43429 - 0,69315 = 0,30103
Fir lg 10 missen wir Eins erhalten:
lg10 = 0,434291n 10 = 0,43429 - 2, 30259 = 1

Der Umstand, dass die Zahl 10, die Basis des dekadischen Zahlensystems, die Basis der de-
kadischen Logarithmen ist, erleichtert das Rechnen mit Logarithmen bedeutend. So folgt aus
lg2 =0,30103 und Ig 10 = 1 sofort

1620 =1g2 +1g10 = 1g2 + 1 = 1,30103
1200 = 1g2 +1g 100 = 1g2 + 2 = 2, 30103

usw.
Dagegen miissten wir, ausgehend von In2 = 0,69315 und In 10 = 2, 302585, die Zahlen In 20
und In 200 folgendermaBen ausrechnen:

In20 =In2+1n10 = 0,69315 + 2,30259 = 2,99574
In200=In2+1n100 =In2+2In10 = 0,69315 + 4,60517 = 5, 29832

Daher bevorzugt man die Tafeln der dekadischen Logarithmen als Hilfsmittel zum Rechnen.

Das vermindert aber die Bedeutung der natirlichen Logarithmen, welche in den verschiedensten
Problemen der Mathematik und Naturwissenschaften auftreten, nicht im geringsten.

Zwei mathematische Probleme, die auf natirliche Logarithmen fiihren - das Problem des Fla-
cheninhaltes der Figur unter einer gleichseitigen Hyperbel und das Tschbeyscheffsche Problem
der Verteilung der Primzahlen - wurden in diesem Biichlein behandelt.
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