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Vorwort

Das vorliegende Bandchen der MSB, das die Kenntnis des in der gleichen Reihe er-
schienenen Biichleins "Determinanten” voraussetzt, gibt eine Einfiihrung in die Matri-
zentheorie. Matrizen spielen in den verschiedensten mathematischen Disziplinen, in der
Physik, in der Technik und in der Okonomie eine wichtige Rolle.

Im ersten und dritten Abschnitt werden grundlegende Begriffe der Matrizentheorie ein-
gefiihrt.

Aus der Theorie der reellen Vektorraume werden im zweiten Abschnitt einige Begriffe,
die zum Verstandnis des Folgenden erforderlich sind, bereitgestellt. Der vierte Abschnitt
gibt auf der Grundlage der ersten drei Abschnitte eine Einfiihrung in die Theorie der
linearen Gleichungssysteme von m Gleichungen mit n Variablen.

Definitionen, Satze, ausfiihrlich durchgerechnete Beispiele und in den Text eingestreu-
te Aufgaben sind jeweils fortlaufend nummeriert. Die Aufgaben dienen nicht nur der
Festigung des vorher behandelten Stoffes, sondern sie erganzen ihn auch. Das Losen
dieser Aufgaben ist daher vor dem jeweiligen Weiterlesen unbedingt erforderlich.

Die Losungen sind am Ende des Biichleins zusammengestellt.

Horst Belkner
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1.1 Grundbegriffe

1 Matrizen (1. Teil)
1.1 Grundbegriffe

Unter einem linearen Gleichungssystem von m Gleichungen mit n Variablen x1, xo, ..., x,
versteht man ein System der Form

a11x1 + apx9 + ... + a1, = bl
a91T1 + A29To + ... + a9, x, = bo (1)
Am1T1 + AmaT2 + ... + GppTp = bm

Die reellen Zahlen a;, (i = 1,2,...,m; k= 1,2,...,n) heiBen die Koeffizienten und die
reellen Zahlen by, b, ..., b,, die Absolutglieder des Gleichungssystems.

Sind alle Absolutglieder von (1) gleich null, so heiBt das System homogen, ist wenigstens
ein Absolutglied von null verschieden, so heiBt das System inhomogen.

Ein n-Tupel von reellen Zahlen xy, x5, ..., x, heiBt eine Lésung von (1), wenn dieses
n-Tupel allen m Gleichungen von (1) geniigt.
So besitzt beispielsweise das Gleichungssystem

3r1+1x0 =1

ey @)
wegen

3 1

ERIEE

auf Grund der Cramerschen Regel (siehe Belkner, Determinanten, Satz 1) die eindeutig
bestimmte Losung

1111 1 113 1 1
371:—2'21‘:2 y 372:_2'5 2‘:—2 (3)
Das Gleichungssystem
6z, + 922 =3
4%‘1 + 6%2 =2 (4)
201 +3x9 =1

besitzt dagegen mehrere Losungen. So sind etwa die drei Zahlenpaare
T = 2,79 = —1; x1=—1,129 =1 x1=—4,29 =3 (5)

Losungen des Gleichungssystems, denn jedes dieser drei Zahlenpaare geniigt allen drei
Gleichungen von (4). Wie man diese Losungen erhalt, werden wir im Abschnitt 4.3.,
Beispiel 21, zeigen.

Untersuchen wir, ob das Gleichungssystem

31‘1—{-332:1
533’1+(I?2:2 (6)
4$1+l’2:3




1.1 Grundbegriffe

l6sbar ist. Da das eindeutig I6sbare Gleichungssystem (2) ein Teilsystem von (6) ist, ist
die Lésung von (6), falls Gberhaupt eine existiert, das Zahlenpaar (3). Dieses Zahlenpaar
genligt aber nicht der dritten Gleichung von (6). Also ist das Gleichungssystem (6) nicht
|6sbar.

Wie wir an diesen drei Beispielen erkennen, gibt es lineare Gleichungssysteme, die nicht
|6sbar bzw. die l6sbar sind.

Bei den losbaren Systemen unterscheidet man noch lineare Gleichungssysteme mit ein-
deutig bestimmter Losung und Systeme mit mehreren Losungen. Ein Ziel des Biichleins
wird die Beantwortung der Frage sein, wie man entscheiden kann, ob ein System der
Form (1) lésbar ist und wie man im Fall der Losbarkeit alle Losungen erhilt.

Auf diese Frage kommen wir im Abschnitt 4. zuriick.

Die Koeffizienten des Gleichungssystems (1) fassen wir zu dem rechteckigen Schema

a1 a12 o Qp

a1 a9 . Qop (
7)

Am1 Am2 ... Qmn

zusammen, das man als Matrix oder im Hinblick auf das Gleichungssystem (1) als
Koeffizientenmatrix bezeichnet.

Eine Matrix besitzt keinen Zahlenwert, sie ist lediglich ein geordnetes Schema von
reellen Zahlen.

Wir bezeichnen Matrizen mit groBen deutschen Buchstaben und schreiben

ail ai12 o A1p
ao21 Ag92 ... Q2

A = ! (8)
Am1 Am2 ... Qmn

Die Horizontal- bzw. die Vertikalreihen einer Matrix heiBen Zeilen bzw. Spalten der
Matrix. Zeilen und Spalten einer Matrix werden unter der gemeinsamen Bezeichnung
Reihen zusammengefasst.

Stimmt in einer Matrix die Anzahl der Zeilen mit der Anzahl der Spalten lberein, ist
also m = n, so heiBt 2 eine n-reihige Matrix oder quadratische Matrix.

Die reellen Zahlen a;i, in (7) heiBen die Elemente der Matrix. Der erste bzw. der zweite
Index der mit Doppelindizes versehenen Elemente einer Matrix gibt die Zeile bzw. die
Spalte an, in der das Element in der Matrix steht.

Die Diagonale der Matrix, in der die Elemente a1, ass, ass, ... stehen, heiBt die Haupt-
diagonale der Matrix. Sie ist nur im Fall m = n eine echte Diagonale der Matrix. Hat
eine Matrix m Zeilen und n Spalten, so heiBt das Zahlenpaar (m,n) der Typ der Matrix,
und man schreibt 7(2() = (m,n). Fir (8) ist auch die Schreibweise

Ql = (alk)

gebrauchlich. Diese Kurzschreibweise setzt aber voraus, dass der Typ von 2l bekannt
ist.




1.2 Addition von Matrizen

Da eine Matrix ein geordnetes rechteckiges Schema von reellen Zahlen ist, liegt folgen-
de Definition nahe.

Definition 1. Zwei Matrizen 2 = (a;;) und B = (b;) sind gleich genau dann, wenn
sie den gleichen Typ haben und die entsprechenden Elemente beider Matrizen iiberein-
stimmen.

So sind beispielsweise die Matrizen
1 2 3 1 2 3
2=(156)  ®=(i¢5)
die beide Vom Typ (2, 3) sind, nicht gleich, da beispielsweise agg # bys ist.
In den folgenden Abschnitten werden wir definieren, wie man mit Matrizen rechnet.

1.2 Addition von Matrizen

Definition 2. Sind 20 = (a;) und B = (b;) zwei Matrizen vom Typ (m, n), so versteht
man unter 2 + ‘5 die Matrix

ain+bi1 ai2+bi2 ... am+bin
A4+ B | 2 +0bo1 @+ b ... ag, + by
Am1 + bml am2 + bm2 <o Qmp + bmn

in der Kurzschreibweise lautet diese Definition
(air) + (bix) = (@i + bir)
Beim Beweis der folgenden Satze machen wir von dieser Kurzschreibweise Gebrauch.

Beispiel 1. Es seien

1 2 3 2 3 4
a-(557) - w=(201)
Dann ist
3 5 7
m%_(gm)

Satz 1. Fiir die Matrizenaddition gilt das Kommutativgesetz
A+ B =B+

Beweis. Wegen der Kommutativitat der Addition reeller Zahlen kénnen wir in der Matrix
A+ B = (ai + bix) die Elemente a;x + b;r durch b + a;i, ersetzen. Wir erhalten

A+ DB = (bix + air) = (bir) + (a) =B+ 2
Satz 2. Fur die Matrizenaddition gilt das Assoziativgesetz

A+ (B+E)=(A+B)+¢C




1.3 Subtraktion von Matrizen

Beweis. Wegen der Assoziativitat der Addition reeller Zahlen kénnen wir in der Matrix
A+ (B + ) = (ain + [bir + cir])

die Elemente a;;, + [bir, + cix] durch [a;; + bir] + ¢ ersetzen.
Wir erhalten , .

A+ (B + C) = ([aix + bix] + cix]) = (ai + bir) + cix)) = (A +DB) + €
womit der Satz bewiesen ist.

Der Satz 2 besagt, dass die beiden Matrizen A + (8 + €) und (20 + B) + € gleich
sind. Es kommt also nicht darauf an, auf welche der beiden moglichen Arten man die
drei Summanden 2(, %5, € durch Klammern zusammenfasst, so dass man diese auch
weglassen kann.

Dasselbe gilt analog auch fiir eine beliebige endliche Anzahl von Matrizen gleichen
Typs A, 25, ..., Ayn. Auf den einfachen Beweis durch vollstandige Induktion wollen wir
verzichten.

Beispiel 2. Es seien

12 01 11 12
we(o) we(20) we(oa) e (0d)

Dann ist

1 1 1 1 2
911+212+9l3+9l4=KQH%H%H%Z[(2 §>+<0 2>]+<1 0>

(24 12) (36
“l2a)T{10)7 34
1.3 Subtraktion von Matrizen

Wir untersuchen, ob die Addition von Matrizen eine umkehrbare Operation ist, d.h.,
ob die Gleichung
A+X =8

bei vorgegebenen Matrizen gleichen Typs 2L, B immer eine Losung besitzt. Diese Frage
beantwortet der

Satz 3. Zu zwei beliebig vorgegebenen Matrizen gleichen Typs 2 = (a;x) und B = (bj)
existiert genau eine Matrix X, die der Gleichung (1) geniigt.

Beweis. Es seien 2 = (a;;) und B = (b;;) zwei Matrizen vom Typ (m, n). Wir zeigen
zunachst, dass die Matrix
:{ = <bzk — aik) (2)

miti=1,2,....m, k=1,2,...,n eine Lésung von (1) ist. Es gilt

A+ X = (ai) + (bir, — air) = (air + bir, — air) = (bix) =B




1.3 Subtraktion von Matrizen

Damit ist die Existenz einer Losung von (1) nachgewiesen.

Wir missen noch zeigen, dass es neben der Losung X = (x;;) keine weitere Lésung
gibt. Dazu nehmen wir an, es sei auch ) = (y;x) eine Lésung von (1).

Dann gelten die beiden Gleichungen

A+X=SB und A+LYP=95

woraus A + X = 2 + > folgt. Die letzte Gleichung besagt auf Grund von Definition
1, dass fiir alle 7, k gilt a;x + x5 = a;x + yi. Hieraus folgt x;. = ;. fur alle 4, k. Das
ist aber gleichbedeutend mit X = %), d.h., es gibt nur eine Losung der Gleichung (1),
womit der Satz bewiesen ist.

Das Ergebnis von Satz 3 fiihrt zur

Definition 3. Die nach Satz 3 existierende und eindeutig bestimmte Losung (2) der
Gleichung (1) bezeichnen wir mit X = B — 2. Sie heiBt die Differenz der Matrizen B
und 2.

Auf Grund von Definition 3 gilt somit

bit —ain  bip—aix ... by —a,
ba1 — ag baa — a2 o bap —ag

B A= n T G2n (3)
bml — Um1 bm2 — Am2 ... bmn — Umn

Aus dem Satz 3 wollen wir in Verbindung mit (3) einige Folgerungen ziehen.

Folgerung 1. Fiir alle Matrizen 2L vom Typ (m,n) hat die Gleichung 24 + X = 2 die
Matrix

0 0 ... 0
0 0 .. 0
0 0 ... 0

als eindeutig bestimmte Losung. Diese Matrix bezeichnen wir abkiirzend mit . Sie
heiBt die Nullmatrix vom Typ (m,n).
Fir alle Matrizen 2l gilt demnach

A+O =2 (3)
mit
0 0 0
o 0 0 0
0 0 ... 0

Folgerung 2. Die Matrizengleichung 21+ X = © besitzt die eindeutig bestimmte Losung

—all —aig .. —A1p

—a91 —a92 . —Aan
O —-A= "

—Am1 —Am2 ... —0mp




1.4 Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl

Die Matrix O — 2 bezeichnen wir abkiirzend mit —2l. Sie heiBt die zu 2 entgegenge-
setzte Matrix.
Fir alle Matrizen 2l gilt demnach

A+ (—A) =9 (5)
wobei
—a11 —ai2 ... —Qip
= —a21 —Q22 ... —Q2p (6)
—am1 —Qm2 ... —Qmp
ist.

Folgerung 3. Sind 2( und B Matrizen gleichen Typs, so gilt wegen (3) und (6)
B —A =B+ (-2 (7)

1.4 Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl

Definition 4. Ist 2 eine Matrix vom Typ (m,n) und X eine reelle Zahl, so versteht man
unter A2( die Matrix vom Typ (m,n), die man erhalt, wenn man jedes Element von 2
mit A multipliziert.

In der Kurzschreibweise lautet diese Definition A(a;;) = (Aaix).
Wahlen wir aus Beispiel 1, die Matrix 2, so gilt

2 4 6
2m:<6 42)

Wegen la;i. = a; gilt fir alle Matrizen

12 =2 (1)
Ferner gilt wegen (—1)a;z = —ay fir alle Matrizen A
(DA =-A (2)

Auf Grund von (2) lasst sich 1.3.(7) auch in der Form
B-A=B+ (-1)A (3)
schreiben.

Beispiel 3. Wir berechnen mit Hilfe von (3) die Differenz der Matrizen 6 und 2 von
Beispiel 1. Es ist

23 4 1 -2 -3 111
%_m_<567>+<—3—2—1>_<246>

0A =9 (4)

Weiter ist




1.5 Transponierte einer Matrix

fur alle Matrizen A, und fiir alle reellen Zahlen X\ gilt
A0 =9 (5)
Satz 4. Fiir alle Matrizen 2 und fir alle reellen Zahlen \, 14 gilt
(A2t = A(p2)

Beweis. Wegen der Assoziativitat der Multiplikation reeller Zahlen gilt unter Beriick-
sichtigung von Definition 4 und der Kurzschreibweise

(A = ([Aulair = (Alpai]) = Mpair) = AM(pA)

Satz 5. Fiir alle Matrizen 2 und fiir alle reellen Zahlen \, 14 gilt

(A + )2 = XA+ pA (6)
Beweis. Bertiicksichtigen wir die Kurzschreibweise, so folgt

(A4 ) = ([A+ plaw) = (Aag + pag) = (Aag) + (paig) = AA+ p2A

Satz 6. Fur alle Matrizen gleichen Typs 21, B und fiir alle reellen Zahlen A gilt

AR+ B) = \A+ B (7)
Beweis. Es ist
ARA4+DB) = Maip +bir) = (Mag+bik]) = (Aaix +Abig) = (Aair) + (Abi) = AA+ DB

Die Gesetze (6) und (7) lassen sich auf endlich viele Summanden ausdehnen. Auf die
einfachen Beweise wollen wir verzichten.

Aufgabe 1. Es seien
6 5 4 2 20 2 20
2[_<3 2 1)’ %_<1 1 O)’ €_<4 2 8)
a) Man berechne 22 — 3%B + €. b) Man bestimme die Lésung der Matrizengleichung

AA +5X + 8 = 3¢ + 3X

1.5 Transponierte einer Matrix

Werden in einer Matrix 20 vom Typ (m,n) die Zeilen mit den Spalten vertauscht, so
erhalt man eine Matrix vom Typ (n,m).

Die auf diese Weise entstandene Matrix heiBt die Transponierte der Matrix 2, Sie wird
mit AT bezeichnet. Ist

ail ai12 o Qp
Q[ _ a921 a9292 o Qop
aml1 Am2 ... Qmnp

10



1.5 Transponierte einer Matrix

so gilt also
aj;p a2r ... ami
AT — 12 Az ... Am2
A1p A2n ... Amn

Beispiel 4. Die Transponierte der Matrix 2l von Beispiel 1 ist

AT =

W DN =
_ N W

Die Definitionsgleichung fiir die Transponierte einer Matrix lautet in der Kurzschreib-
weise ,

(aix)" = (ar:) (1)

11



2.1 Begriff des reellen Vektorraumes

2 Reelle Vektorraume

2.1 Begriff des reellen Vektorraumes

Im folgenden verstehen wir unter 9t,, ,, die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) mit
festem m und n. Die Matrizen selbst bezeichnen wir als die Elemente der Menge 90,,, ,,.
Fir die Aussage "2l ist ein Element von 901,,, ,," schreiben wir kiirzer "20 € 9, ,". Un-
ter "A,, 2, ..., Ay € M, ,, verstehen wir dann analog "A,, A,, ..., A, sind Elemente
von M, "

Zur Vorbereitung der folgenden Definition stellen wir einige der fiir Matrizen gefunde-
nen Eigenschaften zusammen.

A. In 9, ,, ist eine als Addition geschriebene Verkniipfung definiert, die je zwei Ele-
menten 2, B von IM,,, ,, eindeutig ein Element A 4B von 9, ,, zuordnet. Sie besitzt
folgende Eigenschaften:

1. Esgiltstets A+ (B +¢) = (A+DB) + .

2. Zu zwei beliebig vorgegebenen Elementen 2L, (B von I, ,, existiert ein Element X
von M, , mMit A+ X = %H

3. Es gilt stets A + B =B + 2.

B. In 9, ,, ist eine Verknlpfung mit reellen Zahlen definiert, die jeder reellen Zahl A
und jedem Element 2( von 91, ,, eindeutig ein Element A2 von 90,,,, zuordnet. Sie
besitzt folgende Eigenschaften:

1. Es gilt stets 12 = 2.

2. Es gilt stets (Ap)?A = A\(p2L).

3. Es gilt stets (A + p)2A = AA + p&.
4. Es gilt stets A(”A +B) = A\A + \B.

Die Eigenschaften A und B charakterisieren eine, wichtige algebraische Struktur, die als
reeller Vektorraum bezeichnet wird. Die Elemente eines reellen Vektorraumes werden
haufig mit kleinen deutschen Buchstaben a, b, ¢, ... bezeichnet und heiBen Vektoren.

Definition 5. Eine nichtleere Menge heiBt ein reeller Vektorraum, und ihre Elemente
heiBen Vektoren, wenn fiir diese Menge die Eigenschaften A und B erfillt sind.

Auf Grund von Definition 5 gilt der

Satz 7. Die Menge 9,, ,, aller Matrizen vom Typ (m,n) ist mit den durch Definition 2
und Definition 4 eingefiihrten Verkniipfungen ein reeller Vektorraum, den wir mit 901, ,,
bezeichnen.

Fir die Elemente von ﬁtm,n mit m > 1 und n > 1 behalten wir die Bezeichnung Matrix
und die Kennzeichnung durch groBe deutsche Buchstaben bei. Dagegen fiihren wir fiir

1Es wird in A.2. nur die Existenz einer Losung der Gleichung 2 + X = B aufgefiihrt, also weniger
als in Satz 3 bewiesen wurde.

12



2.2 Linearkombination

die Elemente

(aras...ap) (1)
von My ,, bzw. fiir die Elemente
a1
ar = | @)
a

von 97?”71 die Bezeichnung Zeilenvektor bzw. Spaltenvektor und die Kennzeichnung
durch kleine deutsche Buchstaben ein.

Die reellen Zahlen aq, as, ..., a, in (1) bzw. (2) heiBen auch die Koordinaten des Zeilen-
bzw. des Spaltenvektors. Den Zeilenvektor (1) werden wir, um Verwechslungen zu
vermeiden, immer in der Form

(ah agy ..., an)
schreiben und den Spaltenvektor (2) aus drucktechnischen Griinden haufig in der Form
(al, ag, ..., an)T

angeben. Den Zeilenvektor (0,0, ...,0) bzw. den Spaltenvektor (0,0, ...,0)T bezeichnen
wir mit 0. Er heiBt Nullvektor.

In den beiden folgenden Abschnitten fiihren wir zwei Begriffe aus der Theorie der
reellen Vektorrdume ein, wobei wir uns im Rahmen dieses Blichleins auf den konkreten
Vektorraum 9, ,, beschranken.

2.2 Linearkombination

Definition 6. Es seien 2, Ao, ... A € ii)vtn’l und x1, T9, ..., x} reelle Zahlen. Dann heiBt
B € 9)?”71 mit
B = 21 + xR + ... + 22,

eine Linearkombination von 2, 2As, ... ;..
Beispiel 5. Wir untersuchen, ob

a) der Zeilenvektor b = (1, 3,2,4) eine Linearkombination der Zeilenvektoren a, =
(3,5,2,0), a, = (1,1,0, —2) ist,

b) der Spaltenvektor b = (1,3,1,2)T eine Linearkombination der Spaltenvektoren
a, = (3,5,1,1)T, a, = (1,1,0,0)T ist.

Dazu machen wir in beiden Fallen den Ansatz
a) Durch Einsetzen der Zeilenvektoren erhalten wir

21(3,5,2,0) 4+ z2(1,1,0, —2) = (1,3,2,4)

13



2.2 Linearkombination

Machen wir von den Definitionen 4 und 2 in der angegebenen Reihenfolge Gebrauch,
so folgt

(3561, oy, 211, O) + (SL’Q, Z9,0, —2@’2) = (1, 3,2, 4)
(3x1 4 9, b1 + X9, 221, —229) = (1,3,2,4)

Auf Grund von Definition 1 ergibt sich hieraus das lineare Gleichungssystem

3r1+ 10 =1
S5r1 4+ x9 =3
—2]}2 =4
Das System
2271 =2
—2[L’2 =4

ist ein Teilsystem von (2), und es besitzt die eindeutig bestimmte Losung =7 = 1,
Ty — —2. (3)

Dieses Zahlenpaar genligt aber auch den ersten beiden Gleichungen von (2). Damit ist
(3) die Losung des Gleichungssystems (2). Der Zeilenvektor b lasst sich demnach auf
genau eine Weise als Linearkombination der beiden Zeilenvektoren a;, as darstellen.
Wegen (3) gilt somit

b= a; — 2&2

b) Durch Einsetzen der Spaltenvektoren in (1) erhalten wir
c1(3,5,1,1)T + 29(1,1,0,0)T = (1,3,1,2)7

Machen wir wieder von den Definitionen 4, 2 und 1 Gebrauch, so ergibt sich in diesem
Fall das lineare Gleichungssystem

3r1+ 10 =1
9x1 + 10 =3
{Elzl
1'2:2

Dieses System ist nicht |osbar, da es ein nichtlosbares Teilsystem

Ir1 — 1

T — 2
enthalt. Der Spaltenvektor b lasst sich also nicht als Linearkombination der beiden
Spaltenvektoren a;, as darstellen.

46

4 6 Aufgabe 2. Man untersuche, ob die Matrix 5 = ( 3 10

> eine Linearkombination

der Matrizen

11 13 11 11
w=(ia) m=(d) m=(5a) 2=(iv)

ist.

14



2.3 Lineare Abhangigkeit

2.3 Lineare Abhidngigkeit
Es seien 2A1,%s, ..., A, € ﬁﬁmyn. Dann besitzt die Gleichung

1A + 2R + ...+ 1A = O (1)
mit O € iﬁm,n stets die Losung
21=0,29=0,....,2. =0 (2)

Die Loésung (2) bezeichnet man als die triviale Lésung von (1). Besitzt (1) neben (2)
noch eine weitere Losung, in der nicht alle z; = 0 sind, so nennt man diese Lésung
eine nichttriviale Lésung von (1).

Definition 7. Es heiBen 241, %y, ..., A € iftmm, linear abhangig bzw. linear unabhangig
genau dann, wenn die Gleichung (1) eine nichttriviale Lésung bzw. nur die triviale
Losung (2) besitzt.

Beispiel 6. Wir untersuchen, ob
a) die Matrizen

11 1 -1 11 11
w=(ia) m=i ) () ()

b) die Spaltenvektoren a; = (1,1)T, a; = (1,2)T, ag = (1,3)7
c) die Zeilenvektoren a; = (1,1,0,0), as = (2,0,1,0), az = (1,0,0,1)
linear abhangig oder linear unabhangig sind.

Aus dem Ansatz

a( ) el ) o2 ) e D)-(22)
i 21(1, 1) 4+ 22(1,2)T + 25(1,3)T = (0,0)7 (4)

bzw.
x1(1,1,0,0) + 22(2,0,1,0) + 23(1,0,0,1) = (0,0,0,0) (5)

lesen wir das homogene lineare Gleichungssystem

rT1+ 290+ 23 +24=0
r1—To+r3+24=0

6
rT1+ a9 —23+24=0 ()
T1+x9+23—24 =0

bzw.
r1+ 29 +23=0 (7)
r1+ 229+ 323 =0
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2.3 Lineare Abhangigkeit

bzw.
I —+ xI9 + T3 = 0
r1 = 0
o =0 (8)
Ty = 0
ab.
a) Das Gleichungssystem (6) ist wegen
1 1 1 1
1 -1 1 1
11 1 1| 870
1 1 1 -1

auf Grund von Satz 27 (Determinanten) nur trivial lésbar. Demnach besitzt die Glei-
chung (3) ebenfalls nur die triviale Losung, die Matrizen 2, s, A3, A4 € My sind
also linear unabhangig.

b) Wir untersuchen, ob das System (7) neben der Lésung

r1 =0, r9 =0, r3 =10
noch eine weitere Losung besitzt. Setzen wir beispielsweise 23 = —1, so geht (7) tber
" To+13=1 }
219 +3x3 =1
Dieses System besitzt die eindeutig bestimmte Losung x1 = —1, 29 = 2, also ist
r1 = —1, To = 2, r3 = —1

eine nichttriviale Losung von (4). Die Spaltenvektoren ay, as, as € 9712,1 sind also linear
abhangig.

c) Das Gleichungssystem

33120
ZEQZO
373:0

das nur trivial l6sbar ist, ist ein Teilsystem des homogenen linearen Gleichungssystems
(8). Folglich besitzt das System (8) und damit auch die Gleichung (5) nur diese Losung.
Die Zeilenvektoren ay, az, az € M 4 sind linear unabhangig.

Aufgabe 3. Man zeige, dass die Spaltenvektoren
= (d117 d217 e dr17 d17 07 07 5 O)T
——

n—r—1

Lo = (d127 d227 ceey dTQJ 07 d27 07 07 ceey O)T
————

n—r—2

n—r = (dl,n—r; d2,n—7"7 A dv",n—r; 07 07 07 dn—r)T

wobei die d;; beliebige und dy,ds, ..., d,_, von null verschiedene reelle Zahlen sind,
linear unabhangig sind.
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3.1 Multiplikation von Matrizen

3 Matrizen (2. Teil)

3.1 Multiplikation von Matrizen

Zur Vorbereitung der beiden folgenden Definitionen betrachten wir die Systeme

anyr + ay2 = 21
a91Y1 + a22Y2 = 29 (1)
asiy1 + asye = 29

und

biiz1 + b2z + bisxs = 1 } 2)
ba171 + baaxa + bazrs = Yo

die die Koeffizientenmatrizen

ain a1z
A= | an o 7 B — ( bui b2 b13>

ba1 by ba3
as; asz

besitzen. Ersetzen wir 31, y2 in (1) durch die linken Seiten von (2), so erhalten wir das
System

(a11b11 + a19b21)x1 + (a11b12 + a12b9a) T2 + (a11b13 + a12ba3)x3 = 21
(a21b11 + agebor) 1 + (a21bia + agabes) s + (a21b13 + azebas)xrs = 22
(a31b11 + asebor)z1 + (asibio + agabea)ra + (as1big + asebaz)xrs = 23

mit der Koeffizientenmatrix

a11b11 + aigbar  anbiz + aiabae  a11biz + ai2b93
C = | anbii + aznba a2biz + axnba a21biz + azbeg (3)
ag1b11 + agabar  asibia + asabaa  as1biz 4 asabos

Die Matrix € heiBt das Produkt der beiden Matrizen 2(, 23, und wir schreiben A8 = €.
Das Element ¢;; von € erhalten wir, indem wir das erste bzw. das zweite Element der
ersten Zeile von 2l mit dem ersten bzw. dem zweiten Element der ersten Spalte von 5
multiplizieren und anschlieBend diese beiden Produkte addieren:

c11 = anbir + aebio (4)

Fir (4) sagt man auch: Um das Element ¢;; der Produktmatrix € zu erhalten, bilden
wir die Produktsumme der ersten Zeile von 2 und der ersten Spalte von B. Wie (3)
zeigt, erhalten wir allgemein das Element c¢;; von €, indem wir die Produktsumme der
i-ten Zeile von 21 und der k-ten Spalte von ‘B bilden.

Mit
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3.1 Multiplikation von Matrizen

ist

1 2 12 1 1-1+2-1 1-242-1 1-1+2-0 3 41
AB=| 3 1 (1 1 0)2 3-1+1-1 3-2+1-1 3-1+1-0 =4 7 3

2 1 2-1+1-1 2-2+1-1 2-1+1-0 3 5 2
Die Matrizen 21 und B in (5) sind nicht vom gleichen Typ. Dagegen haben sie die
Eigenschaft; dass 2 gerade soviel Spalten besitzt wie B Zeilen hat, eine Eigenschaft,

die offenbar fiir die Bildung von 208 in der angegebenen Weise notwendig ist; Dies
flihrt zunachst zur

Definition 8. Die Matrix 2l heiBt mit der Matrix B verkettet, wenn die Anzahl der
Spalten von 21 mit der Anzahl der Zeilen von B (bereinstimmt.

Wir definieren nun in Verallgemeinerung von (3) fiir verkettete Matrizen eine Multipli-
kation wie folgt:

Definition 9. Die Matrix 2 sei mit der Matrix B verkettet, d.h., es seien 7(2() = (m,n)
und 7(%B) = (n,p).
Dann ist AB = € diejenige Matrix vom Typ (m, p), deren Elemente ¢;;, die Produkt-
summen der i-ten Zeile von 2L und der k-ten Spalte von B sind:

Cik = anbik + izbok + ... + Ainbny

In der Kurzschreibweise lautet diese Definition

(air) (bir) = (ai1big + aizbog + ... + ainbni) (6)
Beispiel 7. Es seien
) 0 2
A = . ®B=|03
3 -2 1 1 92
0 11

Die Matrix 2( ist mit der Matrix B verkettet, die Produktmatrix 208 ist vom Typ (4,
2), und es gilt

AB =

— O
ot DN Oy CO

In Beispiel 7 ist die Matrix 2l mit der Matrix B verkettet, aber die Matrix B ist nicht
mit der Matrix 2l verkettet, da die Anzahl der Spalten von B nicht mit der Anzahl der
Zeilen von 2 lbereinstimmt. Wir kdnnen also nicht B2l bilden.

Fir die Matrizenmultiplikation gilt also offensichtlich nicht das Kommutativgesetz.
Aber auch dann, wenn die Matrix 2l mit der B und auch die Matrix B mit der Matrix
2l verkettet ist und beide Produktmatrizen 2[5 und B2 vom selben Typ sind, braucht
nicht 2B mit B (ibereinzustimmen, wie das folgende Beispiel zeigt:

()G )=0a )
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3.1 Multiplikation von Matrizen

()5 3) (s »)

Man nennt zwei Matrizen 2l und ‘B vertauschbar genau dann, wenn A5 = B gilt.

Aufgabe 4. Man zeige, dass die Matrizen

() ==l

wobei a, b, ¢, d beliebige reelle Zahlen sind, vertauschbar sind.

Fir jede Matrix 2 gilt offensichtlich
AOD =9 : OA =9 (7)

Bekanntlich ist ein Produkt zweier reeller Zahlen gleich null genau dann, wenn wenigs-
tens einer der Faktoren gleich null ist. Ein analoger Satz gilt nicht fiir Matrizen. Es
kann B = O sein, ohne dass 2 = O oder B = O ist, wie das Beispiel

11 1 -1\ (00
3 3 -1 1) \00
zeigt. Man nennt derartige Matrizen Nullteiler.

Wir fiihren die n-reihige Matrix

1 0 ... 0
e, —| " ! (8)
0O 0 .. 1

ein. Verstehen wir unter 2 eine Matrix vom Typ (m,n), so gilt
A¢, =2A | EA =2 (9)

d.h., jede Matrix 2 bleibt bei Multiplikation mit Matrizen der Form (8) unverandert.
Matrizen der Form (8) spielen also bei der Matrizenmultiplikation eine dhnliche Rolle,
wie die Zahl 1 bei der Multiplikation reeller Zahlen, denn analog zu (9) gilt fir jede
reelle Zahl a

a-1=a , l-a=a

Die Matrix &,, heiBt daher n-reihige Einheitsmatrix.

Aufgabe 5. Es seien

1 -2
1 -2
1 0 -1 2 3 —4
A= _g _g’ SB‘(o ~1 2—1)’ =1 2 1
4 -3

Man berechne (AB)€ und A(*BE).

19



3.1 Multiplikation von Matrizen

Ein Vergleich der beiden Produktmatrizen in Aufgabe 5 liefert (AB)C = A(BC).
Dieses Ergebnis haben wir nicht etwa auf Grund einer geschickten Wahl der Elemente
der Matrizen 2,8, € erhalten. Vielmehr gilt der

Satz 8. Fiir die Matrizenmultiplikation gilt das Assoziativgesetz
(AB)€ = A(BC) (10)

Beweis. Es seien 7() = (m,n), 7(B) = (n,p), 7(€) = (p, q).
Wir setzen B = §, BC = &. Dann gilt

(AB)C = FC = (fircir + fiacor + . + fipCpk)
= ([ai1b11 + aizbor + ... + ainbpi]cik
+ [anbia + aiobae + ... + Ginbpa]car + ...
+ [ai1bip + aigbap + ... + ainbpplcpr)

bzw.

AU(BC) = ASG = (a1 g1k + aizgor + ... + CipGpk)
= (@i1[bricix + biacog + ... 4 bipcp]
+ aiz[baicik + baacar + ... + bopcpr] + ...
+ in[Dn1C1k + bnaCak + ... + DrpCpr])

Durch Umordnen der Summanden erhalten wir

Q[(%Q:) = ([ailbu + aigbgl + ...+ ambnl]clk
+ [ainbia + aiobae + ... + Ginbpa]car + ...
+ [ailblp + ai2b2p + ..+ ainbnp]cpk)

Die rechten Seiten von (AB)¢€ und A(BE) stimmen iberein, womit (10) bewiesen ist.
Das Assoziativgesetz (10) lasst sich ebenfalls auf endlich viele Faktoren ausdehnen.

Satz 9. Fiir die Matrizenaddition und die Matrizenmultiplikation gelten die Distributiv-
gesetze

(A + B)C = AC + B (11)
A(B 4+ ) =AB +AC (12)

Beweis von (11). Es seien 7() = 7(*B) = (m, n), 7(€) = (n,p). Dann gilt

(A +B)C = ([ain + balcik + [aiz + bia]cog + ... + [ain + binlcnk)
= ([aj1c1k + aiocor + ... + @incnk] + [bircik + bizcor + ... + binCni))

bzw.

AC + BE = ([ancik + ainCor + .. + inCnr] + [bircir + biacar + ... + bincni])
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3.1 Multiplikation von Matrizen

Die rechten Seiten von (2 + B)¢ und A€ + BE stimmen lberein.
Damit ist (11) bewiesen. Der Beweis fiir (12) verlauft analog. Die beiden Distributiv-
gesetze (11) und (12) lassen sich ebenfalls auf endlich viele Summanden ausdehnen.

Satz 10. Fiir die Matrizenmultiplikation gilt stets

AAB = (AA)B = A(\DB)
fur alle reellen Zahlen A.
Beweis. Es seien 7() = (m,n), 7(B) = (n,p). Dann gilt

AUDB = (A[ajibig + aigbok, + ... + ainbnk])
= (A1 - big + Aagg - bog + ... + A, - bpg) = (AA)B

bzw.
MADB = (a;1 - Abig + Ggo - Abog + ... + @y - Abpg) = A(ADB)

Satz 11. Die Transponierte der Produktmatrix 2B ist gleich dem Produkt der Trans-
ponierten der beiden Matrizen in umgekehrter Reihenfolge, d.h., es gilt

(AB)T = BTYAT

Beweis. Es seien 7(2() = (m,n), 7(B) = (n,p). Die Elemente von A bzw. B bzw. AT
bzw. BT bezeichnen wir mit a;; bzw. b;. bzw. ¢;; bzw. d;;.. Dann ist

Cik = agi di = bri (13)
und wegen (6) gilt
BTAT = (dir) (i) = (dincix + dizcar + ... + dincni)
Beriicksichtigen wir (13), so folgt
BTAT = (bysars + bajar + ... + bpiary)

Ferner ist
(AB)T = (aix)(bir)T = (anbix + aiobok + .. + Qinbpi)T

Anwendung von 1.5. (1) liefert
(AB)T = (ag1bi; + aroby; + ... + apnby;)
Wegen der Kommutativitat der Multiplikation reellen Zahlen ist
(AB)T = (briare + baiart + ... + byiagn)

Die rechten Seiten von BT und (2AB)T stimmen Gberein. Damit ist der Satz bewiesen.
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3.2 Matrizenschreibweise fiir lineare Gleichungssysteme

Matrizen vom Typ (1, 1), das sind Matrizen der Form (a) kann man mit den reellen
Zahlen a identifizieren, denn die fiir Matrizen definierten Rechenoperationen

(@)+ @) =(a+d) , (a)-(b)=(a-D)
stimmen in diesem Sonderfall mit den Rechenoperationen fiir reelle Zahlen iiberein. Ist
a; = (a1, i, ..., Qin) € 97?1771 , = (z1,29,...,2,)7 € 97?“71

so ist a;r eine Matrix vom Typ (1, 1), nach unserer obigen Vereinbarung also die reelle
Zahl

a;r = a;—171 + ;212 4+ ...+ Ain Ly (14)
3.2 Matrizenschreibweise fiir lineare Gleichungssysteme

Unter 2 verstehen wir die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems 1.1.(1) und unter
r bzw. b den Spaltenvektor

(21, T, ..., Tp)T bzw. (b1, bo, ..., by)T

Wir berechnen das Matrizenprodukt 2lx. Es gilt

ail a2 ... Qi T a1, + ajpxe + ... + a1,y
Ar — as1 @99 ... Qo Ty | a91X1 + 92T + ... + G2 Ty
Am1 Gm2 ... Qmn T, Am1T1 + Q22X + ... + Gy,

Rechts steht eine Matrix vom Typ (m, 1), also ein Spaltenvektor.
Seine Elemente sind die linken Seiten der Gleichungen des Systems 1.1.(1), so dass das
Gleichungssystem 1.1.(1) in Matrizenschreibweise die einfache Gestalt

Ar =10 (1)

annimmt. Handelt es sich um ein homogenes lineares Gleichungssystem, so ist b = o.
Die Nitzlichkeit der Matrizenschreibweise (1) fiir das lineare Gleichungssystem 1.1.(1)
wird sich bei mehreren noch zu fiihrenden Beweisen von Satzen (iber lineare Gleichungs-
systeme zeigen. Ein Vektor py,der der Gleichung (1) geniigt, heiBt Losungsvektor von

(1).

Beispiel 8. Wir geben das Gleichungssystem 1.1.(4) in Matrizenschreibweise an:

6 9 3
46 (“): 2 (1)
9 3 )\ ™2 1
Es ist also
6 9 3
A=1|4 6 |, ;_(“>, b= 2
23 2 1
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3.2 Matrizenschreibweise fiir lineare Gleichungssysteme

Beispielsweise sind

a-(2) (1) =)

Losungsvektoren des Gleichungssystems (1').

Satz 12. Es seien 11,19, ..., rx LOosungsvektoren eines homogenen linearen Gleichungs-
systems %[y = 0. Dann ist auch

ro = tixy + taks + oty (2)
fur alle reellen Zahlen tq,t,, ..., t; ein Losungsvektor von RAx = o.

Beweis. Es gilt

Rlrg = A(tir1 + tora + ... + trxx) = A(tarr) + A(tar2) + - + A(trrk)
= 11%r1 + LoRr2 + ...+t A1y

Berticksichtigen wir die Voraussetzung 20y, = o, %y = 0, ..., Ax;, = 0, so erhalten wir
Ar, = 0. Diese Gleichung besagt, dass der Vektor (2) ein Losungsvektor von 20r = o
ist, womit der Satz bewiesen ist.

Aus Satz 12 folgt insbesondere, dass mit zwei Losungsvektoren gy, 1o von 2dr = o0 auch
r1 1o ein Losungsvektor von x = o ist und mit r; auch Ax; fir jede reelle Zahl X ein
Losungsvektor von Ay = o ist.

Damit besitzen die Losungsvektoren von 20y = o, die Matrizen vom Typ (n, 1) sind,
ebenfalls die Eigenschaften A und B von 2.1. Dies fiihrt zum

Satz 13. Die Menge aller Lésungsvektoren eines homogenen linearen Gleichungssystems
ist mit den durch Definition 2 und Definition 4 eingefiihrten Verkniipfungen ein reeller
Vektorraum.

Aufgabe 6.
a) Es seien 11, 19, ..., tx Losungsvektoren eines inhomogenen linearen Gleichungssystems
Ar = b. Man zeige, dass der Vektor (2) fir alle reellen Zahlen t — 1,1, ..., t) die der
Bedingung

t1+to+ ...+t =1

geniigen, wieder ein Losungsvektor von 2Ar = b ist.

b) Man bestatige diesen Sachverhalt an dem Gleichungssystem (1') fir
n=02-17, np=(-L1T, 13=(-43)
und 1 = 4,t2 = —2,t3 =—1.

c) Man zeige, dass die Menge aller Losungsvektoren eines I6sbaren inhomogenen linea-
ren Gleichungssystems 2(r = b mit den durch Definition 2 und Definition 4 eingefiihrten
Verkniipfungen kein reeller Vektorraum ist.
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3.2 Matrizenschreibweise fiir lineare Gleichungssysteme

Wir wollen das Gleichungssystem 1.1.(1) noch in einer anderen Form angeben. Dazu
flihren wir die Zeilenvektoren

ap = (a11,a12, ---,Cb1n), ag = (a217a227 "'7a2n)7 vy Oy = (amlaam27 "'7amn)

ein. Mit Hilfe dieser Zeilenvektoren kénnen wir auf Grund von 3.1.(14) das System
1.1.(1) auch in der Form

ar = by
agy = by
Ak = bm

schreiben.
Wir beweisen nun einen Satz, von dem wir haufig im Abschnitt 4. Gebrauch machen
werden.

Satz 14. Entsteht ein lineares Gleichungssystem G aus einem linearen Gleichungssys-
tem (G dadurch, dass

|. zwei Gleichungen vertauscht werden,

[I. beide Seiten einer Gleichung mit derselben von null verschiedenen reellen Zahl ¢
multipliziert werden,

[I1. beide Seiten einer Gleichung von GG; mit derselben reellen Zahl ¢ multipliziert und
die Ergebnisse zu den entsprechenden Seiten einer anderen Gleichung von G addiert
werden,

so sind beide Gleichungssysteme losbar, und sie haben dieselben Loésungen, oder sie
sind beide nicht lésbar.

Beweis. Dazu missen wir zeigen, dass eine beliebige Losung von GG1 auch eine Losung
von (G5 ist und umgekehrt eine beliebige Losung von (G2 auch eine Losung von G ist.
Fir die Umformungen | und Il ist der Beweis der Behauptung trivial. Aus dem System

amr = by
a;r = b;
(3)
ajr = b;
aml = bm

mit ¢ # j entstehe durch die Umformung Ill das Gleichungssystem
a;r = by

(a; + taj)r = b; + tb;

a;r = b,

Al = bm
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3.3 Inverse einer regularen Matrix

Es sei r; eine Losung von (3). Wir zeigen, dass r; auch eine Lésung von (4) ist. Da die
beiden Systeme (3) und (4) sich nur in der i-ten Gleichung unterscheiden, brauchen
wir nur noch nachzuweisen, dass 11 auch die i-te Gleichung von (4) erfiillt. Dazu setzen
wir r1 in die linke Seite der i-ten Gleichung von (4) ein und erhalten

(a; + taj)r = a;x1 + tajn
Auf Grund der Voraussetzung gilt a;x1 = b;, a;xr1 = b; und folglich ist
(Cli + taj)zcl =b; + tbj

d.h., 11 geniigt der i-ten Gleichung von (4). Damit ist gezeigt, dass 1 auch eine Lésung
von (4) ist.

Es sei umgekehrt 1o eine Losung von (4). Dann genligt o jeder Gleichung von (4),
insbesondere also der i-ten und j-ten Gleichung von (4):

(Cti + taj>§2 =b;, + tbj , alo = bj

Hieraus folgt
Aty = b + tb; — tajrs = b; + tb; — th; = b;

d.h., ro geniigt der i-ten Gleichung von (3). Damit ist g5 auch eine Lésung von (3),
Womit der Satz bewiesen ist.

Entsteht ein lineares Gleichungssystem (5 aus einem linearen Gleichungssystem GG mit
Hilfe der Umformungen I, I1, Ill, so sagt man, das Gleichungssystem G5 entstehe durch
elementare Umformungen des Gleichungssystems G .

Offensichtlich gilt ferner:

Entsteht ein lineares Gleichungssystem aus einem linearen Gleichungssystem durch Ab-
anderung der Reihenfolge der Variablen, so sind beide Gleichungssysteme lésbar, und
sie haben dieselben Losungen, oder sie sind beide nicht I6sbar. (5)

So entsteht beispielsweise aus dem System 1.1.(4), Seite 5, durch Abanderung der
Reihenfolge der Variablen das Gleichungssystem

922 4 621 = 3
6x9 + 411 =2
31‘2 +2.Cb'1 =1

Dieses System besitzt offensichtlich auch die Lésungen 1.1.(5).

3.3 Inverse einer reguldaren Matrix

Bekanntlich ist die lineare Gleichung

ar =b mit a#0 (1)
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3.3 Inverse einer regularen Matrix

fur alle reellen Zahlen a, b eindeutig losbar. Die Lésung schreiben wir in der Form
r=a'b (2)

Wie wir in Verallgemeinerung zu (1) bewiesen haben (Determinanten, Satz 25), besitzt
das lineare Gleichungssystem

a1121 + ... + apx, = by ail ... Qip

mit W | #0 (3)

a1 T1 + ... + appTy, = by, Apl - Qpp

die eindeutig bestimmte Losung

II:A“ b + Az by + .. ++A—-bn
pit 121 pit
Ajo Aoy Ao
To = —— A by + o by + .. —|—+|Q[|'bn (4)
Ty = At by + A by + ...+
E TR T |9t| "

Die Formelzeile (3), die fir n = 1 mit a1; = a, 1 = x, by = b in (1) dbergeht, lasst
sich in der ubersichtlichen Kurzform

schreiben.
Unser Ziel ist es, die eindeutig bestimmte Losung (4) ebenfalls in Matrizenschreibweise
anzugeben. Offensichtlich ist (4) aquivalent mit der Matrizengleichung

All A21 Anl

oA |,
xl A12 A22 An2 bl
2 e T 2
= | = RO ORI (5)
o Aln A2n Ann bn

R
Vergleichen wir (5) mit (2), so werden wir in Analogie zu (2) die quadratische Matrix

A Ay Am

A A2
A12 A22 AnZ
A [2A [ (8)

Aln A2n Ann
2 A

26



3.3 Inverse einer regularen Matrix

die Inverse der Matrix 2 nennen und mit 2A~! bezeichnen. Zu einer vorgegebenen
quadratischen Matrix 2 kénnen wir die Matrix (6) aber nur bilden, wenn |2(| # 0 ist.
Das fiihrt zunachst zur

Definition 10. Eine quadratische Matrix 2 heiBt regular bzw. singular genau dann, wenn
ihre Determinante |2A| von null verschieden bzw. gleich null ist.

(1)

regulér, da || = 1 # 0 ist. Dagegen ist die Matrix
1 —1
(L))

Aufgabe 7. Man untersuche, ob die Matrizen

So ist beispielsweise die Matrix

eine singulare Matrix.

2 32 111 12 3
A2A=|1 21 |b)B=|121|c)e=|456
1 -1 0 2 1 1 789

regular sind.
Beriicksichtigt man, dass auf Grund von Definition 4 gilt

Magk) = (M)
so kann die Inverse einer Matrix auch wie folgt definiert werden:
Definition 11. Ist 2 eine regulare Matrix, so heiBt die Matrix
) ﬁn ﬁm im
e
A Asy oo Anp
die zu 2 inverse Matrix oder die Inverse zu 2.

Beispiel 9. Wir bestimmen die Inverse der regularen Matrix von Aufgabe 7a.

ES ist ‘Qq = —1, AQQ = 1, A12 = 1, A13 = —3, Agl = —2, AQQ = —2, A23 B 5,
A31 = —1, A32 = 0, A33 = 1 und damit

-1 2 1
A= =1 2 0
3 -5 —1

. ann a : . . . .
Aufgabe 8. Es sei A = ( all a12 ) eine regulare Matrix. Man bestimme die Inverse
21 a22
zu 2.
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3.3 Inverse einer regularen Matrix

In Verbindung mit den obigen Definitionen lasst sich die Cramersche Regel (Determi-
nanten, Satz 25) auch wie folgt formulieren:

Satz 15. Ein lineares Gleichungssystem 2(r = b mit regularer Koeffizientenmatrix besitzt
die eindeutig bestimmte Losung
r=2A"1o

Beispiel 10. Die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems
2x1 + 319+ 223 =1

T+ 219 + 13 = 2 (7)
T —To =3

ist regular (vgl. Aufgabe 7a). Wir bestimmen mit Hilfe von Satz 15 die eindeutig
bestimmte Losung von (7). Es ist

-1

1 2 3 2 1
x |=1 21 2
I3 1 =1 0 3

Berticksichtigen wir das Ergebnis von Beispiel 9, so erhalten wir

-1

T —1 2 1 1 6
T2 = -1 2 O 2 == 3
T3 3 =5 —1 3 —10

Die eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssystems (7) ist demnach
1‘1:6, 33223, .CIZ'3=10

Es sei 2 eine n-reihige regulare Matrix. Bildet man das Produkt der beiden Matrizen
2 und A1, also
AA =X

so missen wir auf Grund der Multiplikationsregel fiir Matrizen die Elemente der i-ten
Zeile von 2( mit den entsprechenden Elementen der k-ten Spalte von 2! multiplizieren
und diese Produkte addieren, um das Element z;. der Produktmatrix X zu erhalten.
Es ist

A Aga Agn 1

b= Qo F Qg et Qi =

(aitApr + aipApa + ... + @inAgn
Auf Grund von 8.(1) (Determinanten) gilt
Tip = ... =xi;1 =0, Ty =1, Tijiy1 = ... = Tin = 0

furi € {1,2,...,n}. Damit sind in der Produktmatrix X die Elemente der Hauptdiago-
nale eins, alle tibrigen Elemente jedoch null. Es ist also

AU~ = ¢,
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3.3 Inverse einer regularen Matrix

Da Matrizen nicht stets vertauschbar sind, berechnen wir noch

A A =9
Es ist
A Ay Ak 1
Yik = A1k =+ + G2k + . Fapy = = 7(a1kA1i + aopAoi + ... + anp A
|| |A| 2Ax [ A

Die Anwendung von 8.(2) (Determinanten) liefert
Yir = ... = ¥Yii-1 =0, vii = 1, Yiitl = oo = Yin = 0
fur i € {1,2,...,n}, d.h. es ist auch
A'A=¢,

Damit haben wir bewiesen den

Satz 16. Ist 2 eine n-reihige regulare Matrix, so gilt
AA T =AA = ¢,
Satz 17. Ist 2 eine n-reihige regulare Matrix, so besitzen die beiden Gleichungen
2AX = €, , DA = ¢,

dieselbe eindeutig bestimmte Losung X =) = AL,

Beweis. Auf Grund von Satz 16 ist X = 2! eine Lésung der Gleichung AX = &,. Wir
mussen noch zeigen, dass neben dieser Losung keine weitere Losung existiert.
Dazu nehmen wir an, es sei auch X = ‘B eine Losung.

Dann gilt A8 = ¢&,. Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung von links mit
201, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von 3.1.(9),

AL (AB) = A~
Wegen der Assoziativitat der Matrizenmultiplikation gilt
RA10)B = A

Hieraus folgt B = 2A~!, d.h., die Lésung der Ausgangsgleichung ist eindeutig bestimmt.
Analog beweist man, dass die Gleichung 92 = €&, ebenfalls die eindeutig bestimmte
Losung ) = 2A~! besitzt.

Der Nutzen des soeben bewiesenen Satzes wird sich beim Beweis des folgenden Satzes
zeigen. Um nachzuweisen, dass eine quadratische Matrix B die Inverse der Matrix
2, brauchen wir nur zu zeigen, dass B entweder der Gleichung B2 = &, oder der
Gleichung A8 = €&, geniigt.
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3.3 Inverse einer regularen Matrix

Satz 18. Die Inverse der Produktmatrix A8 zweier n-reihiger regularer Matrizen 2, 8
ist gleich dem Produkt der Inversen der beiden Matrizen in umgekehrter Reihenfolge,
d.h., es gilt

(AB) =Byt

Beweis. Wegen der Assoziativitat der, Matrizenmultiplikation gilt
(BAHERAB) =B RAATHDB

Beriicksichtigen wir Satz 16 und 3.1.(9), so erhalten wir
(BAHEAB) =B B =¢,

Die Matrix ) = B 1A~ Ist also die Lésung der Gleichung 9 (AB) = &,,. Auf Grund
von Satz 17 ist damit B!~ die Inverse der Produktmatrix 2098, womit die Behaup-
tung bewiesen ist.

Mit Hilfe unserer neuen Begriffsbildung sind wir in der Lage, auch die allgemeinere
Matrizengleichung

AX =B (8)
zu losen, in der 2l eine n-reihige regulare Matrix und X und ®B von der Form
Ti1 T12 . Tip bii bz ... by
x— To1 Tz ... Tgp und B — bar baa ... Dy
Tpl Tp2 - Ty but bpa ... by

seien. Um die Losung von (8) zu bestimmen, multiplizieren wir beide Seiten dieser
Gleichung von links mit 2! und erhalten

X=A'9 (9)
Beispiel 11. Wir 16sen die Matrizengleichung (8) fir
2 3 2 11
A=|1 21 oom=|10
1 -1 0 11

Auf Grund von (9) und unter Beriicksichtigung des Ergebnisses von Beispiel 9 erhalten

-1 2 1 11 2 0
X=1-1 2 0 1 0 (= 1 -1
3 —5 —1 11 -3 2
oder in ausgeschriebener Form
r11=2, 212=0, x91=1, woo=-1, x31=-3, x3=2

Aufgabe 9. Man I6se die Matrizengleichung (8) fir
1 11 0111
A=|1 2 1 ., s=[0011
2 11 0001
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3.4 Rang einer Matrix

3.4 Rang einer Matrix

Wir fiihren nun im Zusammenhang mit Matrizen einen wichtigen Begriff ein, mit dessen
Hilfe sich Kriterien fiir die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme einfach formulieren
lassen.

Zur Vorbereitung dieses Begriffes kniipfen wir an frithere Uberlegungen an. Streicht
man in einer quadratischen n-reihigen Matrix 2( die i-te Zeile und die j-te Spalte und
ordnet der aus den verbleibenden Elementen gebildeten quadratischen (n — 1)-reihigen
Matrix ihre Determinante zu, so heiBt diese Determinante auf Grund von Definition 8
(Determinanten) eine Unterdeterminante der Matrix 2.

In Verallgemeinerung hierzu definieren wir fiir beliebige Matrizen vom Typ (m,n):

Definition 12. Streicht man in einer Matrix m — k Zeilen und n — k Spalten und ordnet
der aus den verbleibenden Elementen gebildeten quadratischen k-reihigen Matrix ihre
Determinante zu, so heiBt diese Determinante k-ter Ordnung eine Unterdeterminante
k-ter Ordnung der Matrix 2.

Streichen wir beispielsweise in der Matrix

(1)

— = = N
[ il =\
e

die vom Typ (4,3) ist, die zweite und die vierte Zeile und anschlieBend die zweite Spalte;
so erhalten wir die zweireihige Matrix

2 1

11

Damit ist

eine Unterdeterminante zweiter Ordnung der Matrix .

Diese Unterdeterminante ist von null verschieden. Alle Unterdeterminanten dritter Ord-
nung der Matrix (1) sind null, da nach dem Streichen jeweils einer Zeile in 2 in der
entstehenden quadratischen Restmatrix wenigstens zwei Zeilen elementweise iiberein-
stimmen.

In unserem Beispiel ist also die Zahl 2 die hochste Ordnung aller von null verschiedenen
Unterdeterminanten der Matrix 2(. Die auf diese Weise charakterisierte Zahl heiBt der
Rang der Matrix 2.

Definition 13. Ist r die hochste Ordnung aller von null verschiedenen Unterdeterminan-
ten einer Matrix 2 # O, so heiBt die Zahl r der Rang p(2l) der Matrix 2. Ist 2 = O,
so ist p(2A) = 0.

Aus der Definition 13 folgt unmittelbar, dass der Rang einer Matrix 21 vom Typ (m, n)
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3.4 Rang einer Matrix

niemals groBer sein kann, als die kleinere der beiden Zahlen m, n, d.h., es gilt stets die
Ungleichung
p(2A) < min(m, n)

Die unmittelbare Anwendung der Definition 13 zur Rangbestimmung einer Matrix kann
einen groBeren Rechenaufwand erfordern. Mit Hilfe des folgenden Satzes lasst sich die
Rechenarbeit erheblich vereinfachen.

Satz 19. Entsteht eine Matrix B aus einer Matrix 2l dadurch, dass

|. zwei parallele Reihen vertauscht werden,
[l. eine Reihe mit einer von null verschiedenen reellen Zahl ¢t multipliziert wird,
[1. zu einer Reihe ein beliebiges Vielfaches einer parallelen Reihe addiert wird,

so haben die beiden Matrizen 2l und ®B denselben Rang, d.h., es gilt

Beweis. Die Behauptung fiir die Umformung | bzw. Il folgt aus Determinanteneigen-
schaften (Determinanten, Satz 24 bzw. Satz 23).

Bei der Umformung Il unterscheiden sich in 20 und 28 entsprechende Unterdeterminan-
ten, das sind solche Unterdeterminanten, die aus 2l und B durch Streichen dergleichen
Zeilen und Spalten hervorgehen, hochstens um den Faktor ¢.

Das Verschwinden oder Nichtverschwinden dieser Unterdeterminanten wird aber durch
den Faktor t # 0 nicht beeinflusst. Der Rang bleibt also auch bei dieser Umformung
unverandert, womit der Satz bewiesen ist.

Entsteht eine Matrix 8 aus einer Matrix 2l mit Hilfe der Umformungen |, I1, Ill, so sagt
man in Analogie zu 3.2., die Matrix B entstehe durch elementare Umformungen der
Matrix 2. Auf Grund von Satz 19 bleibt also der Rang einer Matrix bei elementaren
Umformungen unverandert.

Satz 20. Jede von der Nullmatrix verschiedene Matrix 2 kann durch elementare Um-
formungen in die Form

bii biz ... by biy41 ... bip
0 b22 bgr b27,~+1 bgn
B = 0 0 ... by brps1 .. by (2)
o 0 .. 0 0 .. 0
0O 0 .. 0 0 ... 0
mit
bi1 # 0,b99 # 0, ..., # 0 (3)

ibergefiihrt werden, und es gilt
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3.4 Rang einer Matrix

Beweis. Wir konnen durch elementare Umformungen erreichen dass in

ail a2 ... A1p
22[ _ a921 as2 ... A9n,
aml1 Am2 ... Qmnp

das Element aq; von null verschieden ist. Ist namlich a;; = 0, aber a;; # 0, so
vertauschen wir in 2l die erste Zeile mit der i-ten Zeile. Verschwinden alle Elemente
der ersten Spalte, so gibt es auf Grund der Voraussetzung 20 # © in 2l mindestens ein
von null verschiedenes Element a;;, d.h., es verschwinden nicht alle Elemente der k-ten
Spalte.

Vertauschen wir die erste Spalte mit der k-ten Spalte, so verschwinden nicht alle Ele-
mente in der ersten Spalte. Damit haben wir das Problem auf den bereits besprochenen
Fall zuriickgefihrt.

Addieren wir nun der Reihe nach die erste Zeile nach Multiplikation mit — “fl bzw. Z‘E

. bzw. ‘2’1111 zur zweiten bzw. dritten bzw. m-ten Zeile, so erhalten wir eine Matrix
der Form

ai; apz ... Gin
/ /

0 ay ... ay,
/ !/

0 a/m2 amn

mit a1 # 0. Verschwinden in dieser Matrix alle Elemente der zweiten bis m-ten Zeile,
so ist das Verfahren beendet.

Anderenfalls kénnen wir durch analoge Umformungen innerhalb der zweiten bis m-ten
Zeile bzw. der zweiten bis n-ten Spalte erreichen, dass a5, # 0 ist und die unterhalb
von ab, stehenden Elemente verschwinden. Die erste Zeile bleibt dabei unverandert.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir in dieser Weise die Form (2), (3). Die Be-
dingung (3) besagt, dass die von null verschiedenen Elemente der Hauptdiagonale von
B unmittelbar aufeinanderfolgen miissen. Die Unterdeterminante r-ter Ordnung

bir bz ... by,

0 b ... bo,
22 | = b11bgg...by

0 0 ... b,

von ‘B ist wegen (3) von null verschieden. Alle Unterdeterminanten hoherer als r-ter
Ordnung von ‘B verschwinden, da wenigstens in einer Zeile alle Elemente null sind.

Damit ist p(B) = r, und auf Grund von Satz 19 gilt p(2() = r, womit der Satz bewie-
sen ist.

Will man also den Rang einer Matrix 2 # O bestimmen, so kann man 2 mit Hilfe
elementarer Umformungen auf die Form (2) bringen. Die Anzahl der unmittelbar auf-
einanderfolgenden von null verschiedenen Elemente der Hauptdiagonale gibt dann den
Rang der Ausgangsmatrix an.
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3.4 Rang einer Matrix

Beispiel 12. Wir bestimmen den Rang der Matrizen

IR R

a) A = b) B = ge=[02000
1 -3 0 —4 0 001 2 0000 0
0 1 -1 1 -1 000 0

a) Wir subtrahieren von der zweiten bzw. dritten Zeile die erste Zeile. Auf Grund von
Satz 19 gilt dann
1 1 -4 0 —4
0o -2 2 -2 2
PR=Pl g 4 4 4 4
o 1 -1 1 -1

AnschlieBend subtrahieren wir von der dritten Zeile das Doppelte der zweiten Zeile und
addieren zum Doppelten der vierten Zeile die zweite Zeile:

1 1 -4 0 —4
0 -2 2 —2 2
PRD=r10 o 0 0 o0
0O 0 0 0 0

Die so erhaltene Matrix ist von der Form (2). Demnach ist
p(A) =2

b) Die Matrix B besitzt nicht die Form (2), da die beiden von null verschiedenen
Elemente der Hauptdiagonale nicht unmittelbar aufeinanderfolgen. Aus diesem Grund
diirfen wir nicht schlieBen, dass die Matrix 8 den Rang 2 besitzt.

Um die Form (2) zu erhalten, kénnen wir etwa folgende Umformungen vornehmen: Wir
addieren zur zweiten Zeile die dritte Zeile und anschlieBend vertauschen wir die zweite
und die vierte Spalte. Dann gilt

3000
0120
PB)=r| 91 0
0000

Subtrahieren wir von der dritten Zeile das Doppelte der zweiten Zeile, so erhalten wir
die Form (2), und es ist

30 0
01 2
00 O

c) Vertauschen wir die erste und die fiinfte Spalte, so folgt

p(B) =2
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3.4 Rang einer Matrix

Aufgabe 10. Man berechne den Rang der Matrix

1 1 -4 0 —4 6
1 -1 -2 -2 -2 4
D= 1 -3 0 -4 0 2
o 1 -1 1 -11

Aufgabe 11. Man beweise, dass sich die Range der beiden Matrizen

ain a2 a1n ai;r a2 ar, b
as G2 as a1 a2 az, bo

Q[ — n 7 % — n
Am1 am2 Amn Am1 am2 Amn, bm

hochstens um eins unterscheiden konnen.
Eine Erweiterung von Satz 20 ist

Satz 21. Jede von der Nullmatrix verschiedene Matrix 2 kann durch elementare Um-
formungen in die sogenannte Normalform

C11 0 O 0 Clr+1 Cin
0 co O 0 C2 r+2 Con
¢ = 0O 0 0 Crr Cropti Crn (5)
0O 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0
mit
cn#0, c#0, .., ¢ #0 (6)
ubergefiihrt werden, und es gilt .
p(A) = p(€) =r (7)

Beweis. Addieren wir der Reihe nach in (2) die r-te Zeile nach Multiplikation mit -

_ blr

br_a.s
bzw. —=2" bzw. —'* zur

rr
wir eine Matrix der Form

bll b12 0 b/1,7'—|—1 blln
0 by 0 b1 by,
0 0 brr br,r—i—l brn
0 0 0 0 0
0 O 0 0 0

r—1,r

bTT
(r — 1)-ten bzw. (r — 2)-ten bzw. ersten Zeile, so erhalten

in der alle Elemente der r-ten Spalte bis auf das Element b,.. verschwinden. AnschlieBend
addieren wir in dieser Matrix geeignete Vielfache der (r — 1)-ten Zeile zur (r —2)-ten ...
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3.4 Rang einer Matrix

bzw. ersten Zeile so, dass in der entstehenden Matrix auch alle Elemente der (r—1)-ten

Spalte bis auf das Element b). ;. ; verschwinden.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir in dieser Weise die Form (5), (6). Die Matrix
¢ hat auf Grund von Satz 19 denselben Rang wie die Matrix B, und in Verbindung
mit (4) erhalten wir 7), womit der Satz bewiesen ist.

Beispiel 13. Wir uberfiihren die Matrix

1 —4 —
9 9 _
0
0

0
0

OO O
S O NN O
S O N

mit Hilfe elementarer Umformungen in die Normalform. Addieren wir zum Doppelten
der ersten Zeile die zweite Zeile, so erhalten wir

0 —
—2

0

0

S OO NN
S OO
S O N O
S O N

Diese Matrix hat die gewlinschte Form.
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4.1 Transformation auf Normalform

4 Lineare Gleichungssysteme

4.1 Transformation auf Normalform
Die Menge aller Losungen eines linearen Gleichungssystems
ai1r1 + a2 + ... + a1, T, = by
a21%1 + Q222 + ... + ATy = by (1)
Am1T1 + @m2x2 + ... + AppTy = bm

nennt man auch die Losungsmannigfaltigkeit des Gleichungssystems.
Der folgende Satz wird uns die Uberlegungen in den beiden folgenden Abschnitten
erleichtern.

Satz 22. Jedes lineare Gleichungssystem der Form (1), in dem nicht alle Koeffizienten a;j,
verschwinden, kann durch elementare Umformungen und einer eventuellen Abanderung
der Reihenfolge der Variablen in die sogenannte Normalform

1171 + Clp+1%p+1 + oo + C1nTp = Q1
€22T2 + C2p41Tp41 + oo + C2nTn = @2

CrrTy + Crr41Tr41 + oo + CrpTn = Qr (2)
0= gr1
0 = 4m
mit
c1#0, c2#0, cp #0 (3)

ibergefiihrt werden [l Die Systeme (1) und (2) haben dieselbe Lésungsmannigfaltigkeit.
Zur Vorbereitung des Beweises, der den Beweisen der Satze 20 und 21 vollig analog ist,
fihren wir zunachst die Transformation auf Normalform an einigen Beispielen durch.

Beispiel 14. Wir transformieren die linearen Gleichungssysteme

r1  +xo —4dzs —4xs =6

CL) T —X9 —2333 —21}4 —2%5 =4
T1 —3T2 —4xy =2

To —x3 4x4 —x5 =1

3r1 +3x9 —x3 +5x4 =0
b) 51 +5r9 +3xr3 —3r4 =
4dry 4+4x9 +x3 +x4 =0

3r1 +z9 =1
C) 5[171 +x9 = 2
4371 +x9 = 3

2Zur Vereinfachung der Bezeichnung haben wir in dem System (2) die gleiche Reihenfolge der
Variablen wie im Ausgangssystem (1) gewahlt, was keine Beschrankung der Allgemeinheit bedeutet.

37



4.1 Transformation auf Normalform

mit Hilfe elementarer Umformungen und einer eventuellen Abanderung der Reihenfolge

der Variablen auf Normalform.

a) Zunachst eliminieren wir aus der zweiten und dritten Gleichung die Variable 1,
wahrend wir die erste Gleichung unverandert lassen. Dazu multiplizieren wir zuerst beide
Seiten der ersten Gleichung mit -1 und addieren das Ergebnis zu den entsprechenden
Seiten der zweiten Gleichung. Wir erhalten

I +2X9
—2:132

T —3%2
L2

—41‘3
+2x3

—2I4
—41‘4
+24

—4$5
—|—21L’5

In den folgenden Schritten sind Faktoren zur Multiplikation der beiden Seiten einer
Gleichung jeweils am Rande angegeben. Die ebenfalls angebrachten Pfeile fiihren zu
der Gleichung, die durch eine andere ersetzt werden soll.

T  +x9 —4dxs —4xy = 6
—2x9 4213 —2x4 +25 = -2

1 —3%9 —4xy = 2
T9 —Xx3 +T4 —I5 1

T  +x9 —4dxs —4xy = 6
—2x9 4213 —2x4 +25 = -2
—4xy +4x3 —4dxy +4rs; = —4

T9 —x3 +T4 —T5 = 1

1

| =1
| |
1
|
|
|
|
|

Jetzt eliminieren wir analog aus der dritten und vierten Gleichung die Variable z-,
wahrend wir die ersten beiden Gleichungen unverandert lassen:

Ty +x9 —4dzs —4rs = 6
—2x9 +2x3 —214 +25 = —2
—4xy +4x3 —4dxy +4rs; = —4

i) —X3 +I4 —Xy5 = 1

Ty +x9 —4zs —4rs = 6

—2x9 +2x3 —214 +25 = —2
0 = 0
0 = 0

|
— N

< —
—
%__

Aus dem letzten System erhalten wir die gewiinschte Form (2), indem wir die zweite
Gleichung unverandert lassen und aus der ersten Gleichung die Variable x5 eliminieren:

T +29 —4[173 —4{13'5 == 6 | 2 T
—2w9 +2x3 —2x4 +215 = -2 | 1 |
0= 0 |
0= 0| ,
1 —6x3 —2ry —6x; = 10 | (3)
—2w9 +2x3 —2x4 +215 = —2 |
0= 0 |
0= 0|
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4.1 Transformation auf Normalform

In unserem Beispiel ist also r = 2 und ¢;1 = 2, coo = =2, ¢ = 10, ¢ = -2,
q3 = qs = 0.
b) Wir erhalten
3v1 +3xy —x3 +bxy =0 | =5 | —4 |
5r1 +dxy +3x3 —314 = | 3 1 |
4y +4xy  Hx3 +xry4 = ’ 3 1
3(131 +3$2 —XI3 +5(If4 =0 |
l4x3 —34zy =0 |
Trs —17xy =0 |

Da in diesem Gleichungssystem in der zweiten und dritten Gleichung die Variable x5

nicht mehr auftritt, andern wir die Reihenfolge der Variablen ab:

3%1 — I3 —|—5$C4 +3$2 =0 ‘
14xs —34xy =0 | 3
7£E3 —17174 = |
3%1 —X3 +5I4 +3I2 =0 |
7%3 —17564 = ‘ 1 ’
7333 —17$4 = | —1 i
31’1 —x3 +5$4 +31172 =0 | 7 T
7333 —17I4 = | 1 ’
0 =0 |
2121 +18x4 +21xs =0 |
7173 —17174 = |
0 =0 |
c)
3y +xe =11 5 | 4 |
dT1 +T2 = | -3 ] ‘
4x1 +xo = | -3 |
31‘1 +X9 = |
21y =—1 | 1 |
X9 = -5 | —2 i
3r1 +x9 =1 | 2 1
21y =—1 | —1 |
0 =9 |
6CL’1 = |
233'2 =—1 |
0 =9 |

Beweis von Satz 22. Verschwinden in (1) alle Koeffizienten von z1, so andern wir die
Reihenfolge der Variablen ab. Dieser Schritt entfallt, wenn wenigstens ein Koeffizient
von x; von null verschieden ist.

Dann konnen wir, falls erforderlich, durch Vertauschen der Gleichungen erreichen, dass
der Koeffizient an von null verschieden ist.
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4.1 Transformation auf Normalform

Wir eliminieren jetzt aus der zweiten, dritten, ,..., m-ten Gleichung die Variable z1,
wahrend wir die erste Gleichung unverandert lassen;

aj1ry a1ty At apxn, =b | —an | —am |
agnry  +agry ..+ agpx, =by | ai; |
Am1T1 +amaTs +... + QppTy = bm | aii \l«

anry +apry ..+ aps, =b |
ahoTy ...+ ab,z, = by | (4)

|

|

/ / /
a,0T2 +...+ a,,, Ty =0b,

Verschwinden in diesem System alle Koeffizienten der zweiten bis m-ten Gleichung,
so ist die Normalform bereits erreicht. Anderenfalls konnen wir durch eine eventuelle
Abanderung der Reihenfolge der Variablen x5, x3, ..., x,, und, falls erforderlich, durch
Vertauschen der zweiten bis m-ten Gleichungen erreichen, dass a5, # 0 ist.

Wir eliminieren jetzt in (4) aus der dritten, ..., m-ten Gleichung die Variable 3, wahrend
wir die ersten beiden Gleichungen unverandert lassen:

anzr1 +apry +aizrs ...+ apr, =b

/ / / / / /
U9oTo  +a93T3  +... + Ay, Ty = —azy | —aps |
/ / / / /
a32332 +CL33.§C3 + + agnxn — bg CL22 \l, ’

|

|

|

|
al oty +alsxs +..+al,,x, =0, | ahy |

a1y +appTy  +aizry ..+ apr, = b |

Aoy +AH3Ts ...+ ah,xy, = b5 |

ajsrs  +...t+agx, =05 |

|

|

" 1 . N/
a, T3 ...+ a,, T, =b

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir in dieser Weise ein System der Form

biiry +biory +... +byxe +b1,p1Tp1 + b1, = p1
bapaxa +... +boyw, +bori1Try1 .+ b2y, = po

by +br,r+1xr+1 +ooo + by = pr (5)
0= Pr+1
O - pm

mit by 7& 0, boo 7£ 0, ..., by 7& 0. (6)
AnschlieBend eliminieren wir in (5) aus der ersten, zweiten, ..., (r — 1)-ten Gleichung
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4.2 Homogene lineare Gleichungssysteme

die Variable x,, wahrend wir die r-te Gleichung unverandert lassen:

bllxl —|—b12$2 +... ‘I'blrxr +bl,7“—|—1$7"—|—1 +... + blnxn =D | brr T
boota +... +boyxy +bari1Tip1 Heoo F+ bopry, =pa | | byr T
| | |
brr 2y +br7r+lxr+1 +ooo by = DPr | —by | —bo, |
0=pr+1 |
o
0= pm |

hWrr Hbre Ao FUL@e AV e e+ b, =P
bhoTo +... +bo.wy +by, 1 Try1 +. + by, 1, = Pl

o +br,r+1xr+1 +.oo by, = DPr
0= Pr+1

0= pm
In gleicher Weise eliminieren wir in dem letzten System aus der ersten, zweiten, ...,
(r — 2)-ten Gleichung die Variable z,_1 usw.; bis wir schlieBlich nach endlich vielen
Schritten die Normalform (2), (3) erhalten.
Da die Normalform (2) aus dem System (1) durch elementare Umformungen und einer
eventuellen Abanderung der Reihenfolge der Variablen hervorgegangen ist, besitzen
beide Systeme auf Grund von Satz 14 und 3.2.(5) dieselbe Lésungsmannigfaltigkeit,
d.h.; beide Gleichungssysteme haben dieselben Losungen, oder beide Systeme sind nicht
|6sbar.

4.2 Homogene lineare Gleichungssysteme

Das homogene lineare Gleichungssystem

ajiry + appxrs + ... + apr, =0
a9211 + a922X9 + ...+ AonTn — 0 (1)

Am121 + oo + ... + apnxy, =0

von m Gleichungen mit n Variablen z, o, ..., z,, besitzt stets die sogenannte triviale
Losung
1 =29=..=x, =0 (2)

Besitzt das System (1) neben (2) noch eine weitere Losung, in der also nicht alle z; = 0
sind, so nennt man diese Lésung eine nichttriviale Lésung von (1).

In diesem Fall sagt man, das System (1) ist nichttrivial 16sbar. Besitzt (1) dagegen nur
die Losung (2), so sagt man, das System ist nur trivial 16sbar.

Wie wir in 4.1. bewiesen haben, lasst sich das System (1), falls in (1) nicht alle Ko-
effizienten verschwinden, mit Hilfe elementarer Umformungen und einer eventuellen
Abanderung der Reihenfolge der Variablen stets auf Normalform bringen. Das System
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4.2 Homogene lineare Gleichungssysteme

(1) und die Normalform besitzen wegen Satz 14 und 3.2.(5) dieselbe Lésungsmannig-
faltigkeit.
Im Fall eines homogenen linearen Gleichungssystems nimmt die Normalform 4.1.(2) die

einfache Gestalt
C1121 + Clypp1Tpg1 + .o+ C1py = 0

C22T2 + Copi1Tpq1 + ... + Copty =0

CrrZy + Crr4+1Tr41 + ..+ =0 (1,)
0=0
0=0
mit
cn#0, cn#0, e #0 (3)

an. Das System (1) bzw. (1') lautet in Matrizenschreibweise 20x = 0 bzw. € = 0 und
es ist

a1 a2 ... A1p
A — a921 a2 ... Q9p (4)
am1 Gm2 ... QAmn
C11 00 .. 0 Clr+1 - Cin
0 C29 0 .. 0 C2r4+1 .. Cop
¢ = 0 00 ... ¢p Crpg1 - Cmpy (5)
0 00 0 0 ... 0
0O 00 ... O 0 ... 0

Beim Ubergang vom Gleichungssystem (1) zum System (1') ist die Koeffizientenmatrix
¢ aus der Koeffizientenmatrix 2 durch elementare Umformungen entstanden, wobei die
Umformungen des Typs Il und Il auf Zeilen beschrankt blieben. Auf Grund von Satz
21 gilt dann

p(A) = p(€) =r (6)

Da beide Systeme (1) und (1') dieselbe Losungsmannigfaltigkeit besitzen, ist es gleich-
glltig, an welchem der beiden Systeme wir im Fall » > 0 unsere weiteren Untersuchun-
gen vornehmen.

Die Koeffizientenmatrix 2 des Gleichungssystems (1) habe den Rang n. Es ist dann
notwendigerweise m > n, d.h., die Anzahl der Gleichungen von (1) ist mindestens so
groB wie die Anzahl der Variablen von (1). Unter der Voraussetzung p(2() = n gilt
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4.2 Homogene lineare Gleichungssysteme

wegen (6) auch p(€) =mn, d.h., (5) bzw. (1) geht iber in

C11 0 .. 0
0 Coo ... 0
0 0 ... cum
¢= 0 0 .. 0
0O 0 . 0
mit
c1#0, cn#F0, . cm#0 (7)
bzw.
C11T1 = 0
CooT9 = 0 (8)
ConTy = 0

wobei wir in (8) die letzten eventuell auftretenden m — n trivialen Gleichungen 0 = 0
bereits weggelassen haben.
Das System (8) besitzt wegen (7) offensichtlich die eindeutig bestimmte Lésung

r1=x9=..=x,=0

die auch die Losung des Ausgangssystems (1) ist.
Damit haben wir bewiesen:

Hat die Koeffizientenmatrix eines homogenen linearen Gleichungssystems mit n Varia-
blen den Rang n, so ist das Gleichungssystem nur trivial l6sbar.  (9)

Durch Kontraposition erhalten wir aus (9) die zu (9) logisch aquivalente Aussage.

Ist ein homogenes lineares Gleichungssystem mit n Variablen nichttrivial 16sbar, so ist
der Rang der Koeffizientenmatrix von n verschieden.  (10)

Da der Rang der Koeffizientenmatrix (4) nicht groBer als n sein kann, geht (10) dber
in

Ist ein homogenes lineares Gleichungssystem (mit n Variablen nichttrivial 16sbar, so ist
der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als n.  (11)

Von (11) gilt auch die Umkehrung. Diese lautet:

Ist der Rang der Koeffizientenmatrix eines homogenen linearen Gleichungssystems mit
n Variablen kleiner als n, so ist das Gleichungssystem nichttrivial l6sbar. (12

Beweis von (12). Mit r bezeichnen wir den Rang der Koeffizientenmatrix (4). Wir un-
terscheiden die folgenden Falle:

Fall 1. Es sei r = 0.
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4.2 Homogene lineare Gleichungssysteme

Dann verschwinden auf Grund von Definition 13 alle Koeffizienten des Gleichungssys-
tems (1), und es ist
1 =01, T3=02, ...,Tp = Gn (13)

wobei g1, g2, ..., gn beliebige reelle Zahlen sind, eine Lésung von (1), denn das Tupel
(13) genugt jeder Gleichung des Systems (1).
Beispielsweise ist also

171:...:1'1,1:0, Ii:di,..., ZIL'TLZO

mit ¢ € {1,2,...,n} und d; # 0 eine nichttriviale Lésung des Gleichungssystems (1).
Diese Losung schreiben wir in Vektorform und bezeichnen den so entstehenden Vektor
mit r;:
= (0,..,0,d;,0,...,0)T (14)
—_— T/

Fall 2. Essei 0 < r < n.
Wir gehen vom System (1') aus, das wir in der Form

Cl11T1 = —Clyp+1Lr41 — - — Clp+ilpds — - — Clndp
C22T = —C2pp1Lpyl — oo — C2p4ilpds — - — C2nTp (15)
Crrlyr = —Crpr41Tr41 — oo — CprgiLyyg — .. — Cppp

schreiben. Setzen wir beispielsweise
Lr41 = 07 vy Tpgi—1 = 07 Lyii = dia Lr+i+l = 07 ooy I = 0 (153)

mit i € {1,2,...,n — 7} und d; # 0, so geht (15) lber in

Ty = —C1p4id
€Ty = —C2pyid; (16)
CrrLy = _Cr,r+idi

Das Gleichungssystem (16) besitzt wegen (3) offensichtlich genau eine Lésung, die wir
mit
x1 = dyj, v = dai, ..., Ty = dy;

bezeichnen. Es ist dann

T = d1i7x2 = d2i7 ooy Lp = dTi)'IT—Q—l = O) vy Lppj—1 = 07$T+i = di7xr+i+1 = 07 vy I = 0
(17)

miti € {1,2,...,n—7} und d; # 0 eine Lésung des Gleichungssystems (15) und damit
auch des Ausgangssystems (1). Die Lésung (17) schreiben wir wieder in Vektorform
und bezeichnen den so entstehenden Vektor mit r;:

t = (dij, ..., &, 0, ..., 0,d;, 0, ..0)T (18)
i—1 n—r—i
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4.2 Homogene lineare Gleichungssysteme

Da die (r+1)-te Koordinate d; nicht verschwindet, ist r; ein nichttrivialer Lésungsvektor
von (15) bzw. von (1), d.h., das System (1) ist also auch im Fall 0 < r < n nichttrivial
|6sbar.

Damit ist (12) bewiesen.

Ist in (1) die Anzahl m der Gleichungen kleiner als die Anzahl n der Variablen, so kann
der Rang der Koeffizientenmatrix hochstens m betragen. Aus p(21) < m und m < n
folgt p(A) < n.

Damit ist die Voraussetzung in (12) erfiillt, und wir erhalten den

Satz 23. Ist in einem homogenen linearen Gleichungssystem mit n Variablen die Anzahl
der Gleichungen kleiner als n, so ist das Gleichungssystem nichttrivial l6sbar.

Beispiel 15. Da in dem homogenen linearen Gleichungssystem

$1+$2—4$3—4I5:0
$1—I2—2J)3—2l‘4—21}5:0
$1—3$2—4SL’4:O
To—T3+T4—2T5=0

die Anzahl der Gleichungen (m = 4) kleiner ist als die Anzahl der Variablen (n = 5),
so ist das System auf Grund von Satz 23 nichttrivial I6sbar.
Die beiden Teilergebnisse (11) und (12) fassen wir zusammen zum

Satz 24. Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit n Variablen ist nichttrivial [6sbar
genau dann, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als n ist.

Dieser Satz ist logisch aquivalent mit

Satz 25. Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit n Variablen ist nur trivial l6sbar
genau dann, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix gleich n ist.

Mit Hilfe von Satz 25 lasst sich die Untersuchung, ob die n Spaltenvektoren

a; = (a1, 021, .oy m1)7
ag = (@12, a22, ..., 4m2)T (19a)

a, = (a1n7 A2nyy ey amn)T
bzw. die n Zeilenvektoren

a; = (a11,a21, ~-;am1)
g = (CLlQ, a2, ..., am2) (].gb)

anp = (alnu A2ny -y amn)
linear unabhangig sind, vereinfachen. Entsprechend 2.3. miissen wir den Ansatz

r1a1 + o0 + ... + 0, =0 (20)
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4.2 Homogene lineare Gleichungssysteme

machen und priifen, ob diese Gleichung nur die triviale Losung besitzt. Aus dem Ansatz
(20) lesen wir ein homogenes lineares Gleichungssystem Ar = o mit n Variablen ab,
dessen Koeffizientenmatrix die Matrix (4) ist.

Die Elemente der ersten bzw. zweiten ... bzw. n-ten Spalte von 2 sind die Koordinaten
des ersten bzw. zweiten ... bzw. n-ten Vektors von (19a) bzw. (19b).

Hat diese Matrix 2l den Rang n, so besitzt das homogene lineare Gleichungssystem und
damit auch die Gleichung (20) nur die triviale Losung. Die Spalten- bzw. Zeilenvektoren
sind dann linear unabhangig.

Aufgabe 12. Man untersuche, ob die Zeilenvektoren
a = (1,2,3,4) ; as = (1,3,3,4) ) as = (1,2,4,5)
linear abhangig sind.
Aufgabe 13. Man zeige, dass die Spaltenvektoren
1 = (d1,0,0,...,0,0)7
r2 = (0,ds,0,...,0,0)7 (21)
= (0,0,0, ...,O,dn')‘T'

wobei dy, ds, ..., d,, beliebige von null verschiedene reelle Zahlen sind, linear unabhangig
sind.

Der folgende Satz beantwortet die Frage, wie man alle Losungen eines nichttrivial 16s-
baren homogenen linearen Gleichungssystems erhalt.

Satz 26. Ist in einem homogenen linearen Gleichungssystem mit n Variablen der Rang
r der Koeffizientenmatrix kleiner als n, so gibt es n —r linear unabhangige Lésungsvek-
toren, und jeder Losungsvektor dieses Systems ist eine Linearkombination dieser n — r
linear unabhangigen Losungsvektoren.

Beweis.

Fall 1. Es sei r = 0.

Setzen wir in (14) fur ¢ der Reihe nach die Zahlen 1,2,...,n ein, so erhalten wir die
n Losungsvektoren (21) des Gleichungssystems (1). Diese Vektoren sind, wie wir in
Aufgabe 13 gezeigt haben, linear unabhangig. Auf Grund von Satz 12 ist auch eine
beliebige Linearkombination dieser Vektoren, also der Vektor

liry + ks + ... + tuln
ein Losungsvektor von (1). Es bleibt noch zu zeigen, dass jeder Losungsvektor

g="(91,92, - 90)7 (22)

von (1) eine Linearkombination der Vektoren (21) ist. Dazu machen wir mit unbekann-
ten t1,19,...,1, den Ansatz

tiry Hloko+ ...+, =9
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4.2 Homogene lineare Gleichungssysteme

Aus diesem Ansatz lesen wir das lineare Gleichungssystem

dit1 = g1
doty = go
dntn = gn

ab. Dieses Gleichungssystem besitzt wegen dy # 0,dy # 0, ..., d,, # 0 die eindeutig
bestimmte Losung

9 g2 9n
th="to=", .. t, = =
1 dla 2 d27 sy n dn
d.h., es gilt
0=+ o4+ T,
dl S9 dn

Damit haben wir gezeigt, dass im Fall » = 0 jeder Lésungsvektor von (1) als Linear-
kombination der n Lésungsvektoren (21) darstellbar ist.

Fall 2.

Essei 0 <7 < n.

Setzen wir in (18) fiir i der Reihe nach die Zahlen 1,2,...,n — r ein, so erhalten wir
die n, Losungsvektoren

1 = (dll, dgl, ceey dr1, dl, 0, 0, ceey O)T

Lo = (d127d227"'7dr2707d207”'70>T (23)
Lnr = (dlm—r; dQ’n_r, ceny dr,n—r; 0, 0, 0, ceny d—n — T‘)T

des Gleichungssystems (1) bzw. (15). Von diesen Vektoren haben wir in Aufgabe 3

gezeigt, dass sie linear unabhangig sind. Auf Grund von Satz 12 ist auch eine beliebige
Linearkombination dieser Vektoren, also der Vektor

t12€1 + t22¢2 + ...+ tnfrxnfr

ein Losungsvektor von (1) bzw. (15). Wir missen noch zeigen, dass jeder Losungsvektor
(22) von (1) bzw. (15) eine Linearkombination der Vektoren (23) ist. (Dazu machen
wir mit unbekannten ¢y, to, ..., t,,_, den Ansatz

hrr+tkeo+ ..+t lnyr =9 (24)
aus dem wir das lineare Gleichungssystem

diity + digte + ... + di il = @1
doity + dooto + ... + doy—rtpn—r = G2

drltl + dr2t2 + ...+ dr,nfrtnfr = Ggr (25,26)
dity = gri1
daty = Gri2

dyp—rlp_r = gn
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4.2 Homogene lineare Gleichungssysteme

ablesen. Wegen d; # 0, do # 0, ..., d — n —1r # 0 besitzt das Teilsystem (26) des
Gleichungssystem ((25), (26)) die eindeutig bestimmte Losung

Ir+1 Gr+2 9n
t = t = -ntn*T - 27
1 dl Y 2 d2 Y dni,r. ( )
Wir zeigen, dass (27) die Losung der Vektorgleichung (24) und damit auch des Systems
((25), (26)) ist. Dazu fithren wir den Vektor

_ g?”"‘l; _ gT+2 gn (28)

L2 — oo — Ty
dl ' a2 d, .,

ein, dessen letzten n — r Koordinaten verschwinden. Bezeichnen wir die noch unbe-
kannten ersten r Koordinaten von ) mit y1,vo, ..., ¥, so gilt

\'):

U - (3/1; Y2, ooy Ypy 0, 0, ceey O)intercal

Da der Vektor y auf Grund von (28) eine Linearkombination der Ldsungsvektoren
9,51, L2, ..., tn—r des Gleichungssystems (1) bzw. (15) ist, so ist wegen Satz 12 auch y
ein Losungsvektor von (1) bzw. (15), d.h., seine Koordinaten geniigen dem Gleichungs-
system (15):

c11yr =0
cooy2 = 0
CrrYr = 0

Dieses homogene lineare Gleichungssystem besitzt wegen (3) die eindeutig bestimmte
Losung

h=y=.=y =0
Demnach ist y = 0, und (28) geht lber in
_ 9r+1 9r+2 9n
g= dl -+ d2 o+ ...+ dnirxnfr

d.h., auch im Fall 0 < r < n ist jeder Losungsvektor von (1) auf genau eine Weise als
Linearkombination der n—r Lésungsvektoren (23) darstellbar, womit der Satz bewiesen
ist.

Beispiel 16. Wir bestimmen die Losungsmannigfaltigkeit des homogenen linearen Glei-
chungssystems

r1+ 19 —4ry —4rs =0

1’1—562—2.7}3—23}4—2565:0

x1—3x2—4x420

To—xd3+ x4 — 25 =0

(29)

Dieses System bringen wir mit Hilfe elementarer Umformungen und einer eventuellen
Abanderung der Reihenfolge der Variablen auf Normalform. Das ist bereits in 4.1.(3),
wenn wir dort die Absolutglieder durch null ersetzen, geschehen:

2rx1 — 6xg3 — 214 — 625 =0
—2x9 4+ 223 — 224 + 225 =0
0=0

0=0

(30)
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4.2 Homogene lineare Gleichungssysteme

Die Koeffizientenmatrix

2 0 -6 -2 -6
0 -2 2 -2 =2
€= 0o 0 0 0 O
0O 0 0 0 O

des Systems (30) besitzt den Rang r = 2. Auf Grund von Satz 26 gibt es dann
n —r =5 — 2 = 3 linear unabhangige Losungsvektoren, die wir bestimmen wollen.
Lassen wir in (30) die beiden letzten trivialen Gleichungen weg, so erhalten wir

2£E1 - 6:133 - 2I4 — 61‘5 =0
—2x9 + 2x3 — 224 + 225 = 0

Dieses System bringen wir auf die Form (15) und erhalten

r1 = 3x3 + 14 + 375 (31)
To = T3 — T4 + X5
Setzen wir in (31) gemaB (15a) beispielsweise
rg=1,24=25=0 bzw. ry=1,23=25=0 bzw. rs=1,x3=1x4=0
so erhalten wir
r1=3,10=1 bzw. r1 =129 =—1 bzw. r1 =3, 10 =1
und damit die drei linear unabhangigen Losungsvektoren
= (37 ]-7 ]-7 07 0>T
Lo = (17_1707170)T (32)
L3 = (37 ]-7 Oa Oa l)T

des Systems (29). Auf Grund von Satz 26 lautet demnach die vollstandige Lésung von
(29)

r =110 + tare + 313 (33)
bzw. in Koordinatenschreibweise

r1 = 3ty + to + 33
$2:t1—t2+t3

T3 = t1 (34)
Ty — tQ
Iy — t3

Von (31) gelangt man unmittelbar zur Koordinatenschreibweise (34), indem man in
(31) fur xg bzw. x4 bzw. x5 beliebige reelle Zahlen t; bzw. ty bzw. t3 einsetzt, die freie
Parameter heifen.

Da in (33) bzw. (34) drei freie Parameter auftreten, sagt man auch, die Lésungsman-
nigfaltigkeit des Gleichungssystems (29) sei dreifach unendlich.
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Jede Losung ¢ von (29) lasst sich als Linearkombination der n —r =5 — 2 = 3 linear
unabhangigen Losungsvektoren (32) darstellen.

Beispiel 17. Wir bestimmen die Losungsmannigfaltigkeit des homogenen linearen Glei-
chungssystems
3r1+ 319 —x3+dxry, =0
5x1 + bwe + 3x3 — 324 =0 (35)
41 +4x9o+ 23 +24 =0

Dieses System bringen wir mit Hilfe elementarer Umformungen und einer eventuellen
Abanderung der Reihenfolge der Variablen auf Normalform. Das ist bereits in Beispiel
14 b erfolgt:

2121 + 1824 + 217y = 0 21z 4 1824 + 2129 = 0

Trg — 1724 =0
3 320 Tas — 172, =0
.%‘1:—?%4—%2}
5133:177$4

Zur Vermeidung von Briicken setzen wir x4 = Tty, 9 = 5.
Die Lésungsmannigfaltigkeit des Gleichungssystems (35) ist demnach
I = —6t1 — fQ
Tg = 1o
r3 = 17251
T4 = 7t1
Aufgabe 14. Man bestimme die Losungsmannigfaltigkeit des homogenen linearen Glei-
chungssystems
1+ 29+ 223 =0
521 + 319 + 83 =0
3x1 4+ 229 + dx3 =0

Aufgabe 15. Man untersuche, ob es zu der Matrix

*=(% )

in der a, b, ¢, d beliebige reelle Zahlen mit d # 0 sind, zweireihige Matrizen X gibt, die
der Bedingung
A+ |X| = [2A + X

genugen.

4.3 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

Bei inhomogenen linearen Gleichungssystemen der Form

a11x1 + a12X9 4+ ...+ A1pTn — b1
a21T1 + a922X9 4+ ...+ a9nTn — bg (1)

Am1T1 + Qoo + ... + ATy, = by
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4.3 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

betrachten wir neben der Koeffizientenmatrix 2 noch die Matrix

a1 a2 ... A1p b1
a921 aso ... a9on, b2 (2)
Am1 Am2 ... Qmn bm

vom Typ (m,n + 1). Fir diese Matrix schreibt man abkiirzend (2, b). Sie heiBt die
erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (1).

Es sei p(2l) = r > 0. Das Gleichungssystem (1) lasst sich dann wegen 24 # O mit
Hilfe elementarer Umformungen und einer eventuellen Abanderung der Reihenfolge der
Variablen auf die Normalform

C11T1 + CLpp1Trg1 + oo+ ClnTp = q1
€22X2 + C2p41Tp41 + -.o + ConTp = Q2

CrrTp + Crr41Tr41 + oo + CrpTn = Qr (3)
0=qr+1
0= qnm
mit
C11 7& O, C929 7é 0, veey Cpp 7£ 0 (4)

bringen. Das System (3) lautet in Matrizenschreibweise

Cr=q
mit
C11 0 0 0 Clr+1 - Cin
0 C922 0 .. 0 Cr+1 .. Con
¢ = 0 00 ... ¢ Crpg1 - Cp
0O 00 .. O 0 ... 0
0O 00 .. O 0 0
und
C11 00 .. O Clr+1 - Cin a1
0 C22 0 .. 0 Cr+1 ... Cop q2
(C,q) = 0 00 ... ¢r Crpgl - Cn G (5)
0 00 0 0 .. 0 ¢
0 00 .. 0 0 ... 0 gnm

Beim Ubergang vom Gleichungssystem (1) zum System (3) ist die Koeffizientenma-
trix € aus der Koeffizientenmatrix 2 und die erweiterte Koeffizientenmatrix (€, q) aus
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4.3 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

der erweiterten Koeffizientenmatrix (2, b) durch elementare Umformungen entstanden;
wobei die Umformungen des Typs |l und Ill auf Zeilen beschrankt blieben.
Auf Grund von Satz 21 bzw. Satz 19 gilt

pR) =p(&)=r . p(Ab)=p(Cq) (6,7)

Es sei
p(2A) = p(A,0) =1 (8)

Dannist 7 > 0, da in (1) wenigstens ein Absolutglied von null verschieden ist. Auf Grund
von (6) und (7) gilt unter der Voraussetzung (8) fiir das System (3) in Verbindung mit
(4) auch
p(€) = p(€q) =7 (9)

Die Gleichung (9) besagt, dass wegen p(€, q) = r und auf Grund von (4) die Elemente
Qri1> Qri2, -, @m in (5) verschwinden missen. Damit geht das Gleichungssystem (3)
iber in

C11%1 + Clyp41Tr41 + o F C1nTn = Q1

C22T2 + C2p41Tp41 + - + ConTp = Q2 (10)

CrrZy + Crrp1Tr41 + oo + CrpTn = Qr

Dieses System schreiben wir in der Form

C11¥1 = q1 — C1r41Tp41 — --- — CIndp
C22T9 = (q2 — C2r41Tp41 — ... — ConTp (11)
CrrZyr = qr — Crp41Tpy1 — .. — Cppdp
Setzen wir
Tygl = Tppo2 = ... = Ty =0
so geht (11) uber in
Cl11l1 = (q1
C22T2 = (2 (12)
CrrXyr = (r

Das Gleichungssystem (12) besitzt wegen (4) genau eine Losung, die wir mit

/ / /
Ir1 = xl,ﬂ:Q - $2, ...,ZI;T - :’U?“

bezeichnen. Es ist dann
/ / /
T1=T7,T2 =Ty e, Tp = X Tpy1 = 0,0, 2, =0 (13)

eine Losung des Gleichungssystems (10). Da das System (10) aus (1) durch elementare
Umformungen und einer eventuellen Abanderung der Reihenfolge der Variablen hervor-
gegangen ist besitzt auch das lineare Gleichungssystem (1) die Losung (13).
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4.3 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

Die Losung (13) von (1) geben wir in Vektorform an und bezeichnen den so entstehen-
den Vektor mit x:
ro = (7,75, ...,2..0,...,0)7 (14)

Das Gleichungssystem (1) ist also unter der Voraussetzung (8) losbar. Damit haben
wir bewiesen:

Stimmt in einem inhomogenen linearen Gleichungssystem mit n Variablen der Rang der
Koeffizientenmatrix mit dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix iiberein, so ist
das Gleichungssystem I6sbar. (15)

Die spezielle Losung (14) heiBt auch eine partikulare Losung oder ein partikularer Lo-
sungsvektor des inhomogenen linearen Gleichungssystems (1).

Beispiel 18. In Beispiel 12a und Aufgabe 10 haben wir gezeigt, dass fiir das Gleichungs-
system

.I'1—|—4.I'2 —41’3—4565 =6

xl—I2—2I3—21‘4—2£L‘5:4

1’1—31’2—4334:2

To—x3+T4—25=1

(16)

p(2A) =2 und p(A, b) = 2 gilt. Demnach ist das Gleichungssystem losbar.
Zur Ermittlung eines partikuléren Losungsvektors 1y bringen wir das System (16) mit
Hilfe elementarer Umformungen und einer eventuellen Abanderung der Reihenfolge der
Variablen auf Normalform. Das ist bereits in Beispiel 14a erfolgt. Lassen wir in dem
System (3') die beiden letzten trivialen Gleichungen weg, so erhalten wir

2.7)1 - 6:6‘3 — 25[}4 - 61’5 =10
—2x9 + 213 — 214 + 225 = 2

Dieses System bringen wir auf die Form (11):

r1 =95+ 3xr3+ x4 + 375 (17)
r9o =14+ x3 — 14 + 5
Setzen wir x3 = x4 = x5 = 0, so erhalten wir x1 = 5, 9 = 1. Demnach ist
Lo = (57 17 07 07 O)T (18)

ein partikularer Lésungsvektor von (16).
Die Umkehrung von (15) lautet:

Ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit n Variablen |osbar, so stimmt der
Rang der Koeffizientenmatrix mit dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix tiber-
ein. (19)

Durch Kontraposition erhalten wir aus (19) die zu (19) logisch dquivalente Aussage

Stimmt in einem inhomogenen linearen Gleichungssystem mit n Variablen der Rang der
Koeffizientenmatrix nicht mit dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix (iberein,
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4.3 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

so ist das Gleichungssystem nicht losbar. (20)

Beweis von (20). Nach Voraussetzung gilt

p(2A) # p(A, b) (21)

Es sei ,
p(R) =r (22)

Wegen (21), (22) und Aufgabe 11 gilt dann
p(,6) =r+1 (23)

Fir den weiteren Beweis unterscheiden wir wieder die folgenden Falle:

Fall 1. Es sei r = 0.

Dann verschwinden auf Grund von Definition 13 alle Koeffizienten des Gleichungssys-
tems (1). In (1) ist wegen p(2l, b) = 1 wenigstens ein Absolutglied von null verschieden.
Es sei b; # 0.

Es existiert dann kein Tupel von reellen Zahlen x1, xo, ..., z,, dass der i-ten Gleichung
des Systems (1), also der Gleichung

geniigt. Das System (1) ist nicht lésbar.

Fall 2. Essei 1 <r <n.
Auf Grund von (6) und (7) gilt wegen (22) und (23) fir das System (3) in Verbindung
mit (4) auch

p(€) =r : p(Cq) =r+1 (24,25)

Die Gleichung (25) besagt, dass in der Matrix (5) nicht alle Elemente ¢,41, ..., qm
verschwinden konnen. Es sei etwa ¢,; # 0 mit i € {1,2,...,m — r}. Dann existiert
aber kein Tupel reeller Zahlen x4, xs, ..., x,,, das der (r + i)-ten Gleichung des Systems
(3), also der Gleichung

0x1 + O0zo + ... + 0z, = @y

genligt. Das System (3) ist nicht I6sbar.

Da (3) aus dem System (1) durch elementare Umformungen und einer eventuellen
Abanderung der Reihenfolge der Variablen hervorgegangen ist, ist auf Grund von Satz
14 und 3.2.(5) auch das Ausgangssystem (1) nicht lésbar. Damit ist (20) und somit
auch (19) bewiesen.

Die Teilergebnisse (15) und (19) fassen wir zusammen zum

Satz 27. Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem ist l6sbar genau dann, wenn der
Rang der Koeffizientenmatrix mit dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix iiber-
einstimmt.

Der Satz 27 ist logisch aquivalent mit

Satz 28. Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem ist nicht l6sbar genau dann, wenn
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4.3 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

der Rang der Koeffizientenmatrix nicht mit dem Rang der erweiterten Koeffizienten-
matrix (ibereinstimmt.

Das Nichtiibereinstimmen der Range der Koeffizientenmatrix und der erweiterten Ko-
effizientenmatrix eines inhomogenen linearen Gleichungssystems der Form (1) erkennt
man, wie wir anschlieBend zeigen werden, bereits an der Form 4.1.(5), (6).

Das Gleichungssystem 4.1.(5) ist aus dem Ausgangssystem (1) durch elementare Um-
formungen und einer eventuellen Abanderung der Reihenfolge der Variablen hervorge-
gangen. Dieses System lautet in Matrizenschreibweise

By =p (26)
mit
bir b2 ... by by ... bin
0 b bar b2 ,41 ban,
B = 0 O brr brrt1 by,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
und
bir bia ... by, bl,r—H . bip P1
0 b bar  b2r41 bon D2
(B,p) = 0 0 .. by bryg1 oo b Dy
0 0 .. 0 0 .. 0 po
0 0 0 0 .. 0 opn
wobei

bll # O7b22 # 07 "'7b7“7‘ # 0

gilt. Sind in der Matrix (8, p) nicht alle m — r Zahlen p,1, 9, ..., pm gleich null, so
ist offensichtlich p(%8,p) = r + 1, d.h., in diesem Fall ist das Gleichungssystem nicht
|6sbar.

Beispiel 19. Wir untersuchen durch Rangbestimmung, ob das Gleichungssystem

3r1+ 10 =1
ox1 + 19 = 2
4$1+I2:3

von 1.1.(6) l6sbar ist.

Dieses System bringen wir mit Hilfe elementarer Umformungen und einer eventuellen
Abanderung der Reihenfolge der Variablen auf die Form 4.1.(5), (6). Das ist bereits in
Beispiel 14c geschehen:

3r1+ 10 =1
209 = —1 (27)
0=9
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4.3 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

Dieses System besitzt die Koeffizientenmatrix

3 1
B=1|0 2
0 0
und die erweiterte Koeffizientenmatrix
3 1 1
(B,p)=|(0 2 -1
00 9

Beide Matrizen sind von der Form 3.4.(2), und es gilt

p(B)=2 . p(B,p)=3

Auf Grund von Satz 28 ist also das Gleichungssystem 1.1.(6) nicht Iésbar, was wir
bereits in 1.1. gezeigt haben.

Das in dem Beispiel 19 ausfiihrlich beschriebene Verfahren zur Rangbestimmung kann
noch etwas abgekiirzt werden. Es ist nicht erforderlich, von dem System (26), das aus

dem Ausgangs- system
Ar =10 (28)

durch elementare Umformungen und einer eventuellen Abanderung der Reihenfolge der
Variablen hervorgegangen ist, die Koeffizientenmatrix 8 und die erweiterte Koeffizien-
tenmatrix (8, p) gesondert zu notieren.

Das Nichtiibereinstimmen der Range von B und (B, p) erkennt man daran, dass in
dem System Br = p falsche Aussagen der Form 0 = p,; mit p,.; # 0 und i €
{1,2,...,m — r} auftreten, wie das in dem Gleichungssystem (27) der Fall ist.

Wir wenden uns nun der Beantwortung der Frage zu, wie man alle Losungen eines
|6sbaren inhomogenen Systems (28) erhilt.
Es sei 1o eine partikulare Losung von (28) und ¢* irgendeine Losung des zugehdrigen

homogenen Systems
Ar=o0 (29)

Dann gelten die beiden Gleichungen
Ary = b , A" =o

Addition dieser beiden Gleichungen liefert unter Beriicksichtigung von Satz 9 die Glei-
chung
RAU(ro+1") =b

Diese Gleichung besagt, dass der Vektor
r=ro+1 (30)

wieder eine Losung von (28) ist.
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Lassen wir in (30) den Vektor ¢* alle Lésungen von (29) durchlaufen, so erhalten wir
Losungen des inhomogenen Systems (28). Es liegt die Frage nahe, ob wir auf diese
Weise alle Lésungen von (28) erhalten.

Dazu missen wir zeigen, dass sich jede Losung ry von (28) in der Form (30) darstellen
lasst. Auf Grund der Voraussetzung gelten die beiden Gleichungen

lel = b s QIPO = b
Durch Subtraktion erhalten wir
9[(221 - Zﬁo) =0

Diese Gleichung besagt, dass der Vektor r; —rg eine Lésung von (29) ist. Trivialerweise
gilt

=10+ (r1 — o) (31)
Da 11 — 1o eine Losung von (29) ist und somit auch von ¢* angenommen wird, besagt
(31), dass sich jede Losung r; von (28) in der Form (30) darstellen Iasst.
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 29. Ist 1y eine partikuldre Losung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems,
so erhalt man alle Losungen ¢ dieses Systems, wenn man in ¢ = go + ¢* den Vektor ¢*
alle Losungen des zugehorigen homogenen Systems durchlaufen lasst.

Beispiel 20. In Beispiel 18 haben wir gezeigt, dass das inhomogene lineare Gleichungs-
system

T+ 4xy — 4dxs — 45 =6

$1—$2—2$3—21‘4—21’5:4

.’,13'1—31'2—4{[4:2

To—x3+T4—25=1

(32)

|6sbar ist und
ro = (5,1,0,0,0)7
eine partikulare Losung von (32) ist. Die Losungsmannigfaltigkeit des zu (32) gehorigen
homogenen Systems
T+ 4ay — 4drs — 4as =0
51?1—[172—2{133—2{134—2335:0
r1—3x0 —4xy =0
To—x3+ 14— x5 =0

haben wir in dem Beispiel 16 bestimmt. Die Losungsmannigfaltigkeit ist

r =111y + toxo + 313

mit

L1 Lo

I
OO = =W
I
O = O = =
~

w
|
_ o O = W
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bzw.
I = 3t1 + t2 + 3t3

T9 =11 —tg + 13

r3 =11
Tq = to
T5 =13
Auf Grund von Satz 29 ist demnach
r = ¥o + tix1 + tor2 + 1313 (33)

die vollstandige Losung von (32). In Koordinatenschreibweise lautet (33):

1 =54 3t] + to + 33
To =141t —ty+ 13

T3 = tl (34)
Ty — tg
Ty = t3

Im Fall eines losbaren inhomogenen linearen Gleichungssystems, konnen wir die bei-
den Teilschritte, Ermittlung einer partikuldren Losung des inhomogenen Systems und
Bestimmung der Losungsmannigfaltigkeit des zugehorigen homogenen Systems, zusam-
menfassen.

Wir fithren dies am System (32) durch. Dazu gehen wir von (17) aus und setzen in
(17) fur x5 bzw. x4 bzw. x5 beliebige reelle Zahlen t; bzw. t5 bzw. t3 ein. Wir erhalten
dann unmittelbar aus (17) die Lésungsmannigfaltigkeit (34), die dreifach unendlich ist;

Beispiel 21. Wir untersuchen das System

6x1 + 929 = 3
dxy + 629 = 2 (35)
2331 + 3(132 =1

von 1.1.(4) auf Losbarkeit und bestimmen gegebenenfalls die Lésungsmannigfaltigkeit.

6x1 +922=3 | -2 | —1 |
dry +6x2=2 | 3 | |
201 + 319 =1 | 31
6$1+9$2:3 |

0=0 |

0=0 |

Lassen wir die beiden letzten trivialen Gleichungen weg, so erhalten wir
6x1 + 929 = 3

Es ist
p(6,9) =1 , p(6,9,3) =1
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Da der Rang der Koeffizientenmatrix mit dem Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix
iibereinstimmt, ist das Gleichungssystem losbar. Wir bestimmen die Lésungsmannigfal-
tigkeit: Aus 1 = % — %.CCQ folgt

1
Ty — 2t (36)
Es ist (36) die vollstandige Losung von (35). Setzen wir in (36) beispielsweise t = —%
bzw. t = % bzw. t = % so erhalten wir drei partikulare Losungen
= (27 _1)T ) Ly = (_]—7 ]-)T ) L3 = <_4; 3)T

von (35), die in 1.1.(5); Seite 6, angegeben sind.

Auf Grund von Satz 29 besteht die Losungsmannigfaltigkeit eines inhomogenen linearen
Gleichungssystems mit n Variablen aus einem einzigen Vektor genau dann, wenn das
zugehorige homogene System nur trivial losbar ist.

Das ist aber nach Satz 25 genau dann der Fall, wenn die Koeffizientenmatrix den Rang
nbesitzt. Beriicksichtigen wir noch Satz 27, so erhalten wir den

Satz 30. Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit n Variablen ist eindeutig l6sbar
genau dann, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix mit dem Rang der erweiterten
Koeffizientenmatrix tibereinstimmt und gleich n ist.

Beispiel 22. Wir untersuchen das System

r1+ 29 +23=06
2$1—.’L‘2—$3:—3
3r1 + 19+ 223 =11
6x1 + 29+ 2203 = 14

(37)

auf Losbarkeit und bestimmen gegebenenfalls die Losungsmannigfaltigkeit.

T+ 2o +23=06 | 2 | 3 | 6 |
21’1—1‘2—1‘3:—3 | -1 J/ | |
3x1 + 9+ 223 =11 | -1 | |
61’1+$2+2$3:14 | -1 \l,

T1+ 20+ 23=06 |

3$2+3$3:15 | %

21’2+.’L‘3:7 |
Sxo + 4wz =22 |
IE1+332+(L’3:6 |
To+xT3=2>5 | 2 | ) |
20y +x3 =17 | -1 | |

Sxo + 4wz =22 | -1 |

T+ 2o +23=06 |

To+T3=2>5 ‘
$3:3 ‘ 1 \[,

x1+x2—|—x3:6 ‘

$2+I3:5 ‘

I3:3 ‘

0=0 |
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Lassen wir die letzte triviale Gleichung weg, so erhalten wir das System

r1+ 29+ 2x3=20

To+ 23 =2> (38)
2(173:3
Dieses System besitzt die Koeffizientenmatrix
1 11
B=1011
0 01
und die erweiterte Koeffizientenmatrix
1 1 1 6
Bp=[01 15
001 3

Beide Matrizen sind von der Form 3.4.(2), und es gilt

p(B) = p(B,p) =3=n

Auf Grund von Satz 30 ist das System (38) und damit auch das Ausgangssystem (37)
eindeutig l6sbar. Die eindeutig bestimmte Losung von (37) lasst sich aus (38) sehr
einfach berechnen.
Aus der dritten Gleichung von (38) ergibt sich x3 = 3. Setzen wir dies in die zweite
Gleichung ein, so folgt x5 = 2. Aus der ersten Gleichung erhalten wir schlieBlich z; = 1.
Damit ist

Ir1 = 1,I2 == 2,:()3 =3

die eindeutig bestimmte Losung von (37).

Beispiel 23 (VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR).
Wir untersuchen das lineare Gleichungssystem

r1+axryg+x3=">
To+ars+ x4 =0
r3+ars+x1=0>0
Tyt ary +x9=0>

(39)

fir alle reellen Zahlen a, b auf Losbarkeit und bestimmen gegebenenfalls die Losungs-
mannigfaltigkeit.

Tl +axre +x3 =
To + axs +x4 = b
a’zs + 2axy = ab
a(a? = 2)z3 + a’ry = abla —1)

1+ axrs + I3 =b ‘ 1 ‘ —a |
To + axr3 + T4 =b ‘ ‘ |
Ty +23+ary =0 | -1 | |
ari+xo+x4 =0 ‘ 1 |

r1+axrs+x3 =0b ‘
Ty +axs + T4 = | a | (a®>=1) |
ary —axry = | -1 | |
(1—a®)zy —av3+x4 =bl—a) | 1]

|

|

|

60



4.3 Inhomogene lineare Gleichungssysteme

Um eine vorzeitige Fallunterscheidung zu vermeiden, andern wir die Reihenfolge der
Variablen ab:

T, +ave+x3 =0 |

To+ x4 +axrs =Db |

2ax4 + a’xrs = ab |

|

a’ry +a(a® —2)xs = abla —1) 2 |

und erhalten
r1+axrs+x3=">0
To+ x4 +axrs=>
2ax4 + a’xs = ab
a(a? — 4)x3 = ab(a — 2)

Fall 1. Fiir alle reellen Zahlen a, die der Bedingung a # 0 und a # +2 geniigen, und fir
alle reellen Zahlen b besitzt das Gleichungssystem (39) die eindeutig bestimmte Lésung

b b b b

(40)

xl:Q—l—a’ x2:2+a’ $3:2+a’ x4:2—l—a
Fall 2. Ist a = 0, so geht (40) iber in
r1+x3=">0
To+x4=0>
Hieraus folgt
[131=b—[133
To=b— x4

Fir a = 0 und alle reellen Zahlen b besitzt das Gleichungssystem (39) die zweifach
unendliche Lésungsmannigfaltigkeit

CClzb—tl
.%‘QZb—tQ
l’gztl
Ty =12

Fall 3. Ist a = 2, so gilt:

r1+2r9+x3=0
To+ x4 +2x3=0

|
|
day + 43 = 2b | %
0=0 |
r1+2r9+2x3=0 |
Tot+xy+2x3=0 | 2 1T
2ry +223=0 | —1 |
r1+2x9+2x3="> | 11
209 +223=0 | -1 71
204+ 223 =10 |
.I'l—LUg:O |
209 +2x3 =05 |
204 +2x3 =0 ‘
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Hieraus folgt
Tl = I3
Ty — lb — X3
T4 = gb — I3

Fir a = 2 und alle reellen Zahlen b besitzt das Gleichungssystem (39) die einfach
unendliche Lésungsmannigfaltigkeit

Ilzt
1'2:%[)—25
$3:t£€4:§b—t

Fall 4. Ist a = —2 und b = 0, so geht (40) iber in

r1—2x9+23=0

|
xot+wy—223=0 | 4 7
—dxy+4r3=0 | 1 |
r1—2r9+23=0 | 2 7
drg —4dx3=0 | 1 |
—dxry+4x3=0 |
21’1 — 21’3 =0 |
4.7}2 — 4:63 =0 |
—4xy +4x3 =20 |
Fir a = —2 und b = 0 besitzt das System (39) die einfach unendliche Lésungsman-

nigfaltigkeit
I :t,IQ = t,l’g :t,$4 =1

Fall 5. Fiir a = —2 und alle reellen Zahlen b mit b # 0 ist das Gleichungssystem (39)
nicht losbar, da in (40) die falsche Aussage 0 = 8b auftritt.

Aufgabe 16. Man untersuche die Systeme

T3— T4 +r5=1

To— T3+ x4 —25=1

) $1—I2+£L’3—I‘4+$5:1
T1— X9+ T3+ x4 —T5 =2

$1+3$2+5$3:2
a) 2z + x9+ 33 =2
3r1 —x9 + 13 =2

T1+2xo+2x3+24=0

T1—To+r3—14 =4 T+ a9+ 13+ -1
) x1—x9—T3+x4=14 d) 1+ 3v2+x3+324=3
T1 —To — T3 — Ty = 2 T+ 209 + 23+ 224 =4

r1+r3+ars=1
auf Losbarkeit und bestimme gegebenenfalls die Lésungsmannigfaltigkeit.
Aufgabe 17. Es sollen fiir 70,- Mark 35 Geschenke zu 1,- Mark, 2,- Mark, 5,- Mark und

10,- Mark so gekauft werden, dass jede Preislage mindestens einmal vertreten ist. Man
gebe die verschiedenen Einkaufsmoéglichkeiten an.
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Aufgabe 18. Man untersuche, ob der Zeilenvektor
b=(0,1,-1,2,3)
eine Linearkombination der Zeilenvektoren
a=(1,1,1,1,1), ay=(1,3,—-1,5,7), as3=(1,2,0,3,4)

ist, und stelle b gegebenenfalls als eine Linearkombination der Vektoren a;, as, as dar.

Aufgabe 19 (VIII. Internationale Mathematikolympiade).

Bei einem mathematischen Schiilerwettbewerb wurden insgesamt drei Aufgaben A, B,
C gestellt. Unter allen Teilnehmern gab es genau 25 Schiiler, von denen jeder wenigstens
eine Aufgabe gelost hatte.

Unter den Schiilern, welche die Aufgabe A nicht gelost hatten, war die Anzahl derjeni-
gen, welche die Aufgabe B gelost hatten, zweimal so groB wie die Anzahl derjenigen,
welche die Aufgabe C gelost hatten.

Die Anzahl der Schiiler, die nur die Aufgabe A gelost hatten, war um eins groBer als
die Anzahl der Gbrigen Schiiler, welche die Aufgabe A geldst hatten.

Von den Schiilern, die nur eine Aufgabe geldst hatten, hatte die Halfte die Aufgabe A
nicht gelost.

Wieviel Schiiler hatten nur die Aufgabe B gelost?

Aufgabe 20. In einer Urne befinden sich schwarze und weiBe Kugeln gleicher GroBe.
Bei jeder Ziehung entnehmen Alex, Bernd und Christoph je eine Kugel aus der Urne.
AnschlieBend werden die Kugeln wieder in die Urne zuriickgelegt.

Im Verlauf von 25 Ziehungen hat Alex 20 mal, Bernd 15 mal und Christoph 10 mal eine
schwarze Kugel gezogen. Bei 10 Ziehungen haben Alex und Bernd, bei 5 Ziehungen
Bernd und Christoph zugleich schwarze Kugeln gezogen.

Was lasst sich lber die Anzahl der Ziehungen sagen, bei denen Alex, Bernd und Chri-
stoph Kugeln derselben Farbe gezogen haben?
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5 Losungen der Aufgaben

7 5 8 —-10 -8 =8
os36) »==( 3 5%)
2. Aus dem Ansatz
:1712[1 + 3322[2 + 1'39[3 + I4Q[4 =%
lesen wir das Gleichungssystem
rT1+rxot+a3t+a4=4
T1+ 39+ 2x3+ 24 =0

$1+$2+5$3+$4:8
r1+ 29+ 23+ Ty =10

ab. Die Cramersche Regel liefert die eindeutig bestimmte Losung:
Ir1 = 1,5(}2 = 1,%3 = 1,%4 =1

Die Matrix ‘B ist also auf genau eine Weise als Linearkombination der Matrizen 211, 205, 23, 24
darstellbar.

3. Aus dem Ansatz
1k + Tk + ... + Tp—ylp—r = 0

lesen wir das homogene lineare Gleichungssystem (1)

di1x1 + digwe + ... + dip—yTy—p = 0
do171 + doowy + ... + dop—rTy—p = 0 2)

drlxl + dr2x2 + ...+ dr,nfrxnfr =0

dll'l =0
dQLEQ =0 (3)

dn—rajn—r =0

ab. Wegen dy # 0,dy # 0, ..., d,,_ # 0 ist das Teilsystem (3) nur trivial lésbar. Folglich
besitzt das System ((2), (3)) und damit auch die Gleichung (1) nur diese Lésung.
Die Spaltenvektoren 1,19, ..., tn—r € M, _1 sind linear unabhangig.

4,
B ac—>bd ad+bc\ ca—db cd+da )
AB = ( —bc — ad —bd+ac> N ( —da —cb —db+ ca > = B3
5.
31 —23
(AB)E =A(BC) = | —71 51
111 =79
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6. a)

Arg = A(t1xy + oo + ... + Lrxr) = 01™Axy + 12Arxy + ... + 132Axy,
=t16+tb+ ... +t.b= (tl—l—tg—f—...—l—tk)b: b

b) Der Vektor
Lo = 4}1 — 2§2 — I3 = (14, —9)T

geniigt der Gleichung 3.2.(1").

c) Es seien 11,12 Losungsvektoren von 20y = b mit b # o.

Dann gelten die beiden Gleichungen 2y, = b, 2Ax, = b.

Addition dieser beiden Gleichungen liefert unter Beriicksichtigung von Satz 9 die Glei-
chung 2A(zy + r2) = 2b.

Diese Gleichung besagt, dass der Vektor r; + 1o keine Losung von 2(r = b ist.

7. a). Wegen || = —1 # 0 ist die Matrix 2 regular
b) Die Matrix B ist regular, da |B| = —1 ist.
c) Die Matrix € ist singular, da |€| = 0 ist.

8, 1
-l — — a22—a12)
|2A] <—a21 aii
9
0 -1 —1 0
x=l0 -1 00
0 3 21
10.
1 1 -4 0 -4 6 1 1 -4 0 -4 6
0 -2 2 -2 2 —2 0 -2 2 —2 2 —9
PO)=rl g 4 4 4 4 4|=Pl0o 0 0 0 0o o2
0 1 -1 1 -1 1 0O 0 0 0 0 0

11. Da jede Unterdeterminante von 2l auch eine Unterdeterminante von ‘B ist, so hat
B mindestens denselben Rang wie 2, d.h., es ist p(*B) > p(2A). Andererseits gilt

p(B) < p(A) +1 (4)
Beweis von (4). Angenommen, es gelte
p(B) > p(A) + 1 (5)

Es sei p(2) = r. Wegen (5) gibt es dann in B mindestens eine von null verschiedene
Unterdeterminante k-ter Ordnung By mit k > r + 2.

Diese Unterdeterminante enthalt, da wegen (5) auch p(*B) > p(2l) gilt, eine Spalte,
die nur aus Elementen der letzten Spalte von B besteht.

Entwickeln wir die Unterdeterminante Bj nach dieser Spalte, so konnen wegen B #
0 nicht alle Unterdeterminanten der Elemente dieser Spalte verschwinden. Da diese
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Unterdeterminanten (k — 1)-ter Ordnung keine Elemente der letzten Spalte von B
enthalten, sind sie auch Unterdeterminanten von L.

Demnach enthilt 2 eine von null verschiedene Unterdeterminante (k — 1)-ter Ordnung,
d.h., esist p(A) > k— 1> r+ 1 im Widerspruch zur Voraussetzung p(2() = r. Also
muss unsere Annahme (5) falsch gewesen sein. Damit ist (4) bewiesen.

12. Fir die aus den Zeilenvektoren gebildete Matrix

111 111 111

2 3 2 _ 010 010
A=133 4| &t p)=p] gy |=P| 001 ]|73

445 00 1 000

Die Zeilenvektoren a1, as, az € 97?174 sind linear unabhangig.

13. Die Matrix
d 0 ... 0
0 dy ... O
0 0 .. d,

besitzt wegen d; # 0,ds # 0, ..., d,, # 0 den Rang n. Demnach sind die Spaltenvektoren
i, X2, ..., tn € 9,1 linear unabhangig.

14.
T+ 29+ 223 =0
511 + 319 + 8x3 =0
3x1+ 2290+ 523 =0
$1+$2—|—2$3:O
2x9 + 223 =10
To+ 23 =0
1+ a9+ 223 =0
21‘2+2$3:O
0=0
1+ x9+ 223 =0
To+ 23 =0
$1+.’Jf3:0
To+x3 =0
r1 — —T3, g — — XT3
Ir1 =
To =
[L‘3:—t
15. Aus dem Ansatz
a b Ty T2 | a—+ a1 b—|-1}2
C d| T3 X4 o c+ x3 d+l’4

folgt das homogene lineare Gleichungssystem

dxy — cxy — brs 4+ axy =0
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Dieses System besitzt auf Grund der Voraussetzung d # 0 wegen

c b a
Tl = -T2+ X3 — -4

die Lésungsmannigfaltigkeit

d

d

T = Ctl + btz - Ct3

Alle zweireihigen Matrizen der Form

. Ctl -+ th — atg
(T

o — dtl
r3 — dtz
T4 = dtg

erfillen die Bedingung der Aufgabenstellung.

16.a)

ZE1—|—3:E2—|—5ZL'3:2
2331+:E2+3!L’3:2
3$1—I2+ZE3:2
.CL'1+3LL'2+5ZL‘3:2
5$2+7ZL‘3:2
10zy + 1423 =4
1 + 3x9 + dx3 = 2

5I2+7£L‘3:2
0=0
£C1+3£C2+5l‘3:2
5I2+7l‘3:2

51 +4x3 =4
51‘2+7$3:2

T — T+ a3 — 1wy +a5=1
To— a3+ T4 —x5=1

T3 — x4+ x5 =1

T1— Ty +x3+ x4 — 25 =2

T —Ta+x3—x4+x5=1
To—T3+T4—25=1
T3 — x4 +x5=1

204 — 225 =1
2.%‘1 — 2932 +2333 =3
21‘2 — 2335 =1
2333:3

204 — 225 =1
201 — 229 =0
2.%‘2:4
2.%’3:3

2.1’4 - 21’5 =1
21:1:4
21:2:4
21:3:3

2$4—2$5 =1

X1
€2

SIS

dty
dts

$1:2
1)2:2
LU3:%
$4:%—|—t
$5:t
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T+ 2o +x3+24=0
T1—To+T3— T4 =4
T1 —x9—2x3+x4 =0
xl—x2—$3—$4:2
$1+I3+$4=1
I1+$2+$3+$4:0
209 + 224 = —4
209 + 223 =0
2$2+2$3+2$4: —2
1‘2:—1
$1+1’4+$3+1‘Q_—0 x1+$4+x3+w2:0
Ty + x9 = —2
Ty + 29 = —2
333+.Z‘2=0 -0
Tys+ T3+ T0=—1 T3+ T2 =
.%'2:—1
.1'22—1
T1+x4+23+22=0
Ty + x9 = —2
r3+ 29 =0
:L'3:1
:L'Qz—l
$1+£B4+$3+$2:0
I4—|—£L’2:—2
:L‘3+l’2:0
CL’QZ—].
332:—].
Das Gleichungssystem besitzt die eindeutig bestimmte Losung 21 = 1,29 = —1, 23 =
1,.%’4: —1.
d)

T1+xo+x3+14=1
$1+3$2+$3+3$4:3
T+ 209 + 23+ 224 =4

T1+xo+x3+a4=1

209 + 204 = 2
To+ 14 =3

1+ Trot+r3t+a4 =1
2$2+2$4:2

0=4

Das Gleichungssystem ist nicht losbar.

17. Mit x1, x9, 3, v4 bezeichnen wir die Anzahl der Geschenke zu 1 Mark, 2 Mark, 5
Mark und 10 Mark:

1+ 2o+ 23+ 24 =35
r1 + 229 4+ Sz + 1024 = 70 r1 = 3t1 + 8to
1+ 290+ 23+ 24 =35 r1 = 3xr3 + 814 To = 35 — 4t1 — 9ty
To + 4x3 + 924 = 35 x2:35—451:3—9:1:4} T3 =1
$1-3:L’3—8£I?4:0 $4:t2

To + 4x3 + 924 = 35
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Da die x1,x9, 3, x4 natlrliche Zahlen sein missen, ergeben sich die folgenden elf
verschiedenen Einkaufsmoglichkeiten:

= (117227171)T7 I = (197 137172)T7 I3 = (27747173)T7 Iy = (147 187271)T7
Is = (227 97 27 2)T7 e = (177 147 37 1)T7 7 = (257 57 37 2>T7 Is = (207 ]-07 47 1)T7
Iy = (287 17 47 2)T7 Lio = (235 67 57 1)Ta In = (26, 2) 67 1)T

18. Aus dem Ansatz
101 + To0y + T3a3 = b

lesen wir folgendes Gleichungssystem ab:

T+ 2o +23=0
$1+3$2+2$3:1
xr1—x9 = —1
:L‘1+5l‘2+3$3:2
T+ Trg +4x3 =3
$1+$2+I3:0 o 1
200 + 23 =1 3312—%—%1’3} Ilm___i:t
200 +x3 =1 Ty =5 — 573 2;2_2t
4.’E2—‘r2$3:2 3
6$2+3$3:3
x1+m2+x3:0
209 +x3 =1
201 +x3 = —1
200 +x3 =1

Der Vektor b lasst sich auf unendlich viele Arten als Linearkombination der Vektoren

a1, ag, ag darstellen. Setzen wir beispielsweise ¢t = —%, so erhalten wir

b=a;+2a; — 3a3

19. Mit x4, 2B, xc, TAB, TaC, TBC, TABC bezeichnen wir die Anzahl der Schiiler, die
nur die im Index angegebenen Aufgaben gelést haben:

TA+ 2T +2To+Ta + Tac + T + TaBo = 25
rpg + Tpo = 2($C JF?L‘BC)

TA=2xap+Tac +xapc +1

ra=2zp+xC

Ta+rp+xo+Tap +Tac+2xBC + TaBe = 25
rg —2xc —xpc =0

TA—XAB — Tac —Tapc = 1

rTa—2xp—2c =0
Ta+xp+xc+TAB+ Tac + Tpe + Tape = 25
rp —2xc —xpc =0

TAaA+ T+ 2xa + 2240 + Te + 2xac = 24
2e + 220+ xaAB + Tac + T + Tac = 25
Ta+TB+Tc+TAB + Tac +TBo + Tapc = 25
rg —2xc —xpc =0

3xc +2xAB + 22 a0 + 200 + 20450 = 24

6xc +raB + Tac + 3T + Tape = 25
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A+ 2T+ Tc+ xaB + Tac +TBc + Tapc =25
:UB—QLL‘C_wBC:O

3xc + 2w AR + 2xac + 22Bc + 22 aBc = 24
3TAB +3Tac + Tpc + 3xapc = 23
TA+xB+ 2o+ TaB =25 —TAc — TBC — TABC
rp — 2rc = TBC

3xc 4+ 2xap =24 — 2x40c — 2xBC — 22 ABC
3xap = 23 — 3rac — TBC — 3TABC

3xa+3xp + 3xc =952 — 2xpc

rp — 2rc = TBC

9xc = 26 — 4o

3xap =23 — 3rac — TBC — 3TABC

924 + 92 = 130 — 2x5¢

9 =52 + xpc

9xc = 26 — 4o

3xap =23 — 3rac — rBo — 3TABC

9ry = 78 — 3xpC

91’3 = 52+$Bc

9rc = 26 — dx o

3xap = 23 — 3xa0c — TBC — 3TABC

26 1
xA:?—?tl
zp =%+ it

_E_zt
rc =79 — gl

23 1
Tap =% —3li—ta—13
Te =t
TAC =t
TABx =13

Es sind x4, xp, xc nur fir t; = 2 nichtnegative ganze Zahlen; Fiir t; = 2 werden aber
auch xAB,TBc, TAc, TaBe Nichtnegative ganze Zahlen, falls fiir to bzw. t3 geeignete
nichtnegative ganze Zahlen eingesetzt werden. Demnach hatten nur sechs Schiiler die
Aufgabe B gelost.

20. Mit x4, 2B, Tc,TAB, TAC, TBC, XABC bezeichnen wir die Anzahl der Ziehungen,
bei denen nur die jeweils im Index angegebenen Personen eine schwarze Kugel gezogen
haben, und mit x die Anzahl der Ziehungen, bei denen Alex, Bernd und Christoph nur
weiBe Kugeln gezogen haben.

r+rAa+rpt+re+raB+TAC + TR+ TaBC = 2D
TA+2AB +Tac + Tao = 20

Tp+TAB +TBe +Tapc = 15

ro +rpe + rac +rape = 10

ra +xac = 10

rpc +Tapc =D

rT+rA+ T+ x0c+TAB+TAC + TBC + TaBC = 2D
Ta+TAB + Tac + Tapc = 20

rp + xap = 10

To+ Tac =5

raB +xac = 10

TBc +XTaBc =D
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T4+ x4+ + 20+ Tac — Tape = 10
rA+ x40 =10

g —rapc =0

To+Tac =9

rap +xapc = 10

rpc +Tapc =D

r = —5+t1

r = -5+ Tac r4=10—1
ra =10 — 220 Tp = 1
TR = TABC To=5—1

To =5 — Tac rap = 10 — t9
rap = 10 — xapc e =95 —ty
TBC = O — TABC Tac =t
rABc = 12

Da die x4,2p,xc,TAB, TAC, TBC, TABC, T Nichtnegative ganze Zahlen sein missen,
folgt t4 =5 und t2 € {0,1,2,3,4,5}.
Somit haben Alex, Bernd und Christoph in keiner Ziehung zugleich eine weiBe Kugel

gezogen. Die Anzahl der Ziehungen, in denen alle drei schwarze Kugeln gezogen haben,
ist hochstens fiinf.
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