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Vorwort

Sieben alte Bicher hecken leicht ein neues aus.
Sprichwort

Sicher gibt es mindestens sieben alte Biicher liber Funktionalgleichungen, das eigentli-
che Ziel unserer Betrachtungen. Warum also ein weiteres?
Wir haben versucht, unser Biichlein so zu schreiben, dass moglichst wenige Vorkenntnis-
se bendtigt werden und somit z.B. bereits Schiilern ein Zugang zu diesem interessanten
und wesentlichen Gebiet der Mathematik ermoglicht wird.

Mit Ausnahme von Kapitel 7 reicht zum Verstandnis - ein intensives Mitarbeiten voraus-
gesetzt -das Schulwissen der 8. Klasse aus. Weiterhin haben wir uns um einen Aufbau
bemiiht, der sehr unterschiedlichen Anspriichen gerecht werden kann.

Fir eine erste Einfiihrung geniigt das Studium der Kapitel 1 bis 4 und der Abschnitte
5.1. und 6.1., die schwierigeren Probleme sind ohnehin durch * besonders gekennzeich-
net.

Leser, die bereits grundlegende Kenntnisse besitzen, konnen diese in den ersten Kapiteln
an den Aufgaben lberpriifen und etwa mit Abschnitt 4.2 das systematische Studium
aufnehmen. Da ein tieferes Verstandnis erst mit der aktiven Beschaftigung entstehen
kann, ist die groBe Anzahl von Aufgaben als ein von uns gewollter, wesentlicher Be-
standteil anzusehen.

Wir hoffen, insgesamt ein Biichlein vorzulegen, das fiir Schiiler (etwa ab Klasse 10),
Lehrer (insbesondere AG-Leiter), Studenten der ersten Semester von Nutzen ist und
auch von manchem Experten noch mit Interesse gelesen wird.

Fir die Hinweise, die uns bei der Arbeit nutzlich waren und uns in unserem Vorhaben
bestarkten, danken wir Prof. Dr. H. Bausch und Prof. Dr. D. llse.

Unser Dank gilt auch Frau Kirmse, die das Manuskript mit gewohnter Zuverlassigkeit
schrieb, dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften fiir die gute Zusammenarbeit
sowie dem VEB Druckhaus "Maxim Gorki" fiir die sorgfaltige Arbeit.

Potsdam 1983
H.-J. Sprengel, O. Wilhelm
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1.1 Was ist eine Funktion?

1 Grundbegriffe

1.1 Was ist eine Funktion?

Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen,

soll uns niemand vertreiben konnen.
D. Hilbert

Taglich betrachten und nutzen wir Zusammenhange, die wir als funktional bezeichnen
konnen.

Beobachten wir den Zeigerausschlag z eines Tachometers, so ist offensichtlich, dass er
von der Anzahl n der Umdrehung der Rader pro Zeiteinheit abhangt; jeder Zahl n ist
genau ein Wert 2z zugeordnet.

Bleiben wir bei Bewegungsproblemen! Setzen wir die Geschwindigkeit v eines Fahrzeu-
ges als konstant voraus, so konnen wir mittels der Formel s = v - ¢ den nach einer
vorgegebenen Zeit t zurlickgelegten Weg s berechnen; jeder Zeit ¢ wird so genau ein
Wert s zugeordnet.

Mochten wir die zum Zuriicklegen eines bestimmten Weges s bendtigte Zeit ¢ berech-
nen, so geschieht das einfach nach der Formel t = 1 . s: dabei ist jedem vorgegebenen

v
Weg s genau ein Wert ¢ zugeordnet.

Auf unsere einfachen Beispiele wiirde bereits der Funktionsbegriff zutreffen, wie er 1718
von Johann Bernoulli gegeben wurde:

D (1.1) Man nennt Funktion einer veranderlichen GréBe eine GroBe, die auf irgendeine
Weise aus eben dieser veranderlichen GroBe und Konstanten zusammengesetzt ist/[]]

Betrachten wir die Formeln in unseren Beispielen als einfache analytische Ausdriicke,
so erkennen wir auch die von Euler aus dem Jahre 1748 stammende Prazisierung als
zutreffend:

D (1.2) Eine Funktion einer veranderlichen GroBe ist ein analytischer Ausdruck, der
in beliebiger Weise aus dieser veranderlichen GroBe und aus Zahlen oder konstanten
GroBen zusammengesetzt ist ]

Eine einerseits umfassende, andererseits aber auch vollig scharfe Definition des Begrif-
fes "Funktion" gelang erst mit den Prinzipien der Mengenlehre, wie sie am Ende des
19. Jahrhunderts von Georg Cantor geschaffen wurden.

Ausgehend vom Begriff der Menge, wollen wir jetzt eine Kette von Begriffen erlautern,
an deren Ende der Funktionsbegriff steht| Den Begriff "Menge" verwenden wir dabei
als Grundbegriff und benutzen die beriihmte Cantorsche Definition nur als Umschrei-
bung zum besseren gegenseitigen Verstandnis:

Lzitiert nach [1], S. 191

2zitiert nach [1], S. 192

3Fiir ausfiihrlichere Darstellungen verweisen wir auf [2], S. 15-56, oder auf die mit vielen Beispielen
aus der Schulmathematik angereicherten Ausfiihrungen in [3], S. 7-15, 47-50, 136-148, bzw. in
[4], S. 28-136.




1.1 Was ist eine Funktion?

D (1.3) Unter einer "Menge" verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
"Elemente" von M genannt werden) zu einem Ganzen [f

Handelt es sich dabei um eine Zusammenfassung von endlich vielen Elementen, so lasst
sich die Menge durch die Aufzahlung aller dieser Elemente angeben.

B (1.4) M = {O, L} bzw. N = {OO,OL, LO, LL} bedeutet, dass die Menge M die
Zusammenfassung von den zwei Elementen O und L ist und N die der vier Elemente
0O, OL, LO und LL.

Wichtiger ist - insbesondere fiir die Erfassung von Mengen mit unendlich vielen Ele-
menten - die Beschreibung von Mengen mittels einer erzeugenden Aussageform. )

B (1.5) M = {x: x € Nund 2? > 50} bedeutet, dass M genau die natiirlichen Zahlen
zu enthalt, deren Quadrat groBer als 50 ist, d.h., dass z.B. die natiirliche Zahl 8 in M
enthalten ist, da 82 > 50 gilt, 7 ist dagegen in M nicht enthalten, da 72 kleiner als
50 ist. In unserem Beispiel ist 22 > 50 die erzeugende Aussageform, x € N gibt den
Grundbereich der Variablen = an.

Aus dem "Paradies" der Mengenlehre bendtigen wir noch die Begriffe Teilmenge und
Produktmenge.

D (1.6) Man nennt eine Menge M eine Teilmenge der Menge N, wenn jedes Element
der Menge M auch Element der Menge N ist, und schreibt hierfiir M C N.

D (1.7) Sind M und N beliebige Mengen, so versteht man unter der Produktmenge
M x N der Mengen M und N die Menge aller geordneten Paareﬂ (x,y) mit z € M
und y € N, dh. M x N ={(z,y) :2 € M und y € N}.

A (1.8) Man bilde mit den in B (1.4) angegebenen Mengen die Produktmengen M x N
und N x M.

D (1.9) Eine beliebige Teilmenge F' einer Produktmenge M x N nennt man Korre-
spondenZ’| aus M in N.

Die Menge Iy = {(0O, L),(OL,L),(LO,L),(LL,O)} wére eine der (wie vielen?)
moglichen Korrespondenzen aus N in M beziiglich der Aufgabe A (1.8).

Wie aber beschreiben wir die Auswahl einer unendlichen Teilmenge aus einer unendli-
chen Produktmenge? Wiederum benutzen wir eine erzeugende Aussageform, allerdings
in zwei Variablen.

“zitiert nach [1], S. 279

®Beziiglich der hier benétigten Einfiihrung in die Grundbegriffe der Logik verweisen wir z.B. auf [5], S.
7-12, [6], Kap. 15.1 und 15.2, oder [4], Kap. 1, beziiglich des verwendeten Mengenbildungsprinzips
auf [2], S. 20.

Diesen Begriff setzen wir als bekannt voraus, verweisen ansonsten auf [4], S. 56-59, oder [2], S.
43/44.

"Diese Bezeichnung verwenden wir in Ubereinstimmung mit Asser (vgl. [2], S. 48), von anderen
Autoren werden auch die Begriffe "Abbildung" oder "Relation" verwendet.




1.1 Was ist eine Funktion?

B (1.10) F1 = {(z,y) : * € mathbbR und y € R und y = x + 1} ist eine Teilmenge
der Produktmenge R x R. Durch die erzeugende Aussageform y = x+1 wird festgelegt,
wie die Teilmengenbildung erfolgt. Es gilt z.B. (2,3) € F}; da2 € R und 3 € mathbbR
und 3 = 2+ 1 gilt. Dagegen gilt (3,2) ¢ F}, dazwar 3 € Rund 2 € R, aber 2 # 3+1
gilt.

A (1.11) Es sei I, = {(z,y)z : v € Rundy € Rund 2? + y* = 4}. Man stelle
fest, welche der geordneten Paare (0, —2), (v/2,v/2), (—v/3,1) und (0,4) Elemente
der Korrespondenz F sind f|

Unter Verwendung des Begriffes Eindeutigkeit erreichen wir nun das Ende unserer Be-
griffskette Menge - Produktmenge - Korrespondenz - Funktion.

D (1.12) Man nennt eine Korrespondenz F' eindeutig, wenn fir alle z, y;. yo aus
(x,y1) € F und (x,y,) € F die Gleichheit y; = 1 folgt.
Jede eindeutige Korrespondenz heiBt eine Funktion.

Veranschaulichen wir die Mengen M und N wie in Abb. 1, so kénnen wir die durch die
Korrespondenz zwischen den Elementen von M und N hergestellte Zuordnung durch
Pfeile angeben. Wir nennen eine solche Veranschaulichung Graph der Korrespondenz.ﬂ
Abb. 1a veranschaulicht eine Funktion, die in Abb. 1b dargestellte Korrespondenz ist
dagegen nicht eindeutig. (Warum?)

Abb. 1a und b

A (1.13) Fir die Korrespondenz Fy = {(OO, L),(OL,L),(LO, L), (LL,O)} zeichne
man einen Graphen und begriinde, dass F{y sogar eine Funktion ist.

Eine solche Begriffsbestimmung hat nun den Vorteil, dass man mit dem Fundament
der Mengenlehre festen Boden unter den FiiBen spiirt und auch die Entscheidung tiber
das Zutreffen der Definition prinzipiell leicht ist. Unsere einfiihrenden Beispiele lassen
sich z.B. zunachst als Korrespondenzen schreiben{'|

Fs:{(t,s):t€eR, und se R, und s =0 -t}

wobei v eine beliebig, aber fest gewahlte positive reelle Zahl sei, bzw.

1
Fy:{(s,t):seRyundt € Ry und t = —s}
v

8Wir weisen darauf hin, dass R - im Unterschied zum derzeitigen Schulgebrauch - bei uns die Menge
der reellen Zahlen bezeichnet (vgl. S. 79).

Vgl. [6], S. 115.

1OMit R, bezeichnen wir die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.




1.1 Was ist eine Funktion?

F3 und Fj sind dann als Funktionen nachgewiesen, wenn die Eindeutigkeit bewiesen
ist. Das ist jedoch sehr leicht.

A (1.14) Man entscheide, ob F; (aus B(1.10)) und F3 (aus A (1.11)) Funktionen sind.

Unsere gewahlte Definition ist aber auch umfassender als ihre "Vorganger", ihr zufolge
ist beispielsweise Iy (aus A (1.13)) eine Funktion, nach den Definitionen D (1.1) bzw.
D (1.2) hatte man Fy aber wohl kaum Funktion zu nennen[!]

Wir wollen nun noch einige Begriffe klaren und fiir unsere weiteren Betrachtungen
wichtige Abmachungen treffen.

Ist eine Korrespondenz sogar eine Funktion, so wollen wir das in der Bezeichnung da-
durch deutlich machen, dass wir kleine Buchstaben, z.B. f zur Bezeichnung verwenden.
Gilt (z,y) € f € M x N, so bedeutet das zwar, dass = € M gilt, umgekehrt muss
aber wegen der Teilmengenbeziehung nicht jedes Element aus M in einem der Paare
aus f vorkommen. Daher ist die folgende Definition angebracht.

D (1.15) Die Menge aller zu aus M, zu denen ein y aus N mit (z,y) € f existiert,
heiBt der Definitionsbereich D(f) der Funktion f aus M in N, seine Elemente nennt
man auch Argumente von f.

Wenn wir nun vereinbaren, dass M = N = R gelten soII,E so wird doch f nur noch
von der erzeugenden Aussageform H; abhangen. Unter dieser Vereinbarung geniigt es
also, zur Festlegung von f lediglich H; anzugeben.

Fur Fy aus B (1.10) schreiben wir also kurz y = = + 1.

AbschlieBend wollen wir noch vereinbaren, uns auf solche Funktionen zu beschranken,
fir die Hy wesentlich durch eine Gleichung y = f(x) beschrieben wird. f(z) sei dabei
ein Term, in dem nur eine Variable = auftritt. Die Gleichung y = f(x) nennen wir
Funktionsgleichung.ﬁ

A (1.16) Man ermittle D(f), wobei f durch die erzeugende Aussageform wie folgt
festgelegt ist:@
a)y=2> , by=z*undz>0 , cy=21udz#0 , d
Yy = 4—:(;.

Trotz unserer vereinbarten Einschrankungen bleibt uns geniigend Raum, hinreichend
viele interessante und auch schwierige Probleme zu formulieren und zu lésen.

11Gerade solche Booleschen Funktionen sind heute auch von Interesse; vgl. etwa [7].

12|n der Bezeichnung von Gérke ([4], S. 125) sind das die "Zahl-Zahl-Funktionen".

13H3ufig spricht man auch kurz von "der Funktion y = f(z)" oder von "der Funktion f(x)", obwohl
es exakt heiBen miusste "die Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f(z)".

%In diesen wie auch den folgenden Fillen miisste, streng genommen, zunichst die Eindeutigkeit
nachgewiesen werden. Wir iiberlassen das dem Leser.

15Da fiir den Radikanden 7 € R, gelten muss, wire wie in c) eine zusitzliche Einschrinkung beziiglich
x nodtig. Diese lasst man aber haufig weg, da sie sich eben aus r € R, ergibt.




1.2 ... und eine Funktionalgleichung?

1.2 ... und eine Funktionalgleichung?

Nicht Kunst und Wissenschaft allein,
Geduld will bei dem Werke sein.
J. W. v. Goethe

Wir betrachten nun Funktionen, die durch eine Funktionsgleichung der Form y = f(x)
beschrieben sind. Wie wir mit den folgenden Beispielen zeigen werden, kann es sinnvoll
und wichtig sein, die Funktionswerte, die die Funktion f fiir verschiedene Argumente
annimmt, miteinander zu vergleichen.

B (1.17) Um den radioaktiven Zerfall eines Stoffes zu beschreiben, verwendet man die
fir ein radioaktives Element charakteristische Halbwertszeit T'. Sie gibt dasjenige Zeit-
intervall an, in dem sich die Halfte der urspriinglichen Masse des zerfallenden Elementes
umgewandelt hat.

Fir eine Funktion f, die den Zerfallsprozess in Abhangigkeit von der Zeit beschreibt,

muss
1

FE+T) = ()
gelten.

B (1.18) In der Zinseszinsrechnung werden die Zinsen fir ein Kapital K, unter der
Annahme berechnet, dass die bereits erhaltenen Zinsen wiederum verzinst werden. Nach
der Zeit t ergibt sich ein Kapital f(t) - Ky, wobei f(t) die Vervielfachung des Kapitals
beschreibt.

Wird die Verzinsung nach diesem Prinzip um die Zeit t* verlangert, so ergibt sich,
betrachtet man f(¢) - Ky als Ausgangskapital, das Endkapital f(t*) - f(t) - K. Dieses
Kapital muss sich aber auch ergeben, wenn K, liber den Zeitraum ¢ + t* nach diesem
Prinzip verzinst wird, d.h., es muss

fE) - f@t) - Ko = f(t+17) - Ko
gelten.

B (1.19) Die Wirkung einer Kraft x; auf einen Korper (Bewegung, Deformation 0.3.)
werde durch die Funktion f beschrieben. Haufig ist zu beobachten, dass die Summe
solcher Wirkungen, die durch zwei Krafte erzeugt werden, gleich derjenigen Wirkung
ist, die durch die Summe der beiden Krafte erzielt wird. Dieser Sachverhalt lasst sich
mit Hilfe der Gleichung

f(x1) + f(22) = f(21 + 22)

ausdriicken.

B (1.20)@ Im "Liber abaci", einem Mathematikbuch des 13. Jahrhunderts, wird die
Vermehrung eines Kaninchenpaares betrachtet. Dabei wird angenommen, jedes Kanin-
chenpaar bringe monatlich ein neues Paar zur Welt und die Kaninchen gebaren vom
zweiten Monat nach ihrer Geburt an.

16Djeses Beispiel wird von uns spater nicht wieder aufgegriffen, wir verweisen daher Interessenten auf

[8].




1.2 ... und eine Funktionalgleichung?

Ist f(n) die Anzahl der Kaninchenpaare im Monat n, so gilt demnach
f()y=f(2) =1 und fir n > 2 flx)=f(n—1)+ f(n—2)

In jedem der angefiihrten Beispiele wurde der Sachverhalt im mathematischen Sinne
durch eine Gleichung erfasst.

Fir diese Gleichung, die wir eine Funktionalgleichung in der Funktion f nennen wol-
len, erweist sich in allen Fallen als wesentliche Eigenschaft, dass Funktionswerte einer
unbekannten Funktion f fiir verschiedene Argumente zueinander in Beziehung gesetzt
sind.

Dabei ist der Definitionsbereich der Funktion durch den vorgegebenen Sachverhalt be-
stimmt. In den Beispielen B (1.17) und B (1.18) gilt D(f) = R, im Beispiel B (1.20)
dagegen gilt D(f) = N.

Ist die Funktion f wie in Abschnitt 1.1 gegeben, so lasst sich D(f) ermitteln (vgl.
A (1.16)), bei unseren jetzigen Betrachtungen kennen wir aber f nicht, sondern nur
gewisse Eigenschaften, die sich in einer Funktionalgleichung ausdriicken. In diesem Fall
stellt also die Angabe von D(f) eine weitere wichtige Information iiber die Funktion f
dar.

D(f) steht in einem engen Zusammenhang mit den Grundbereichen der Variablen,
die im Argument der Funktion auftreten (aber auch an anderen Stellen auftreten kon-
nen). In B (1.18) fordern wir wegen des realen Sachverhaltes ¢ € R ; daraus folgt
zwangslaufig, da f(t) in der Funktionalgleichung auftritt, dass R, C D(f) gilt.

An anderen Beispielen konnte man feststellen, dass in solchen Gleichungen auBer Kon-
stanten auch bekannte Funktionen und. weitere unbekannte Funktionen auftreten kon-
nen.

D (1.21)E Eine Funktionalgleichung in den Funktionen f1,..., fi ist eine Gleichung,
welche n unabhangige Veranderliche x1,...,zn (n > 1) und k unbekannte Funktionen
fi, ., fe (kK > 1) sowie eine endliche Zahl von bekannten Funktionen enthalt. Dabei
treten die n unabhangigen Veranderlichen x1,...,x,, - bzw. ein Teil von ihnen - als
Argumente der Funktionen auf.

Die Menge aller n-Tupel (21, ..., x,), die die moglichen Belegungen der n unabhangigen
Veranderlichen darstellt, nennt man den Definitionsbereich D der Funktionalgleichung,
der Grundbereich der Variablen f; (i = 1, ..., k) heiBt die zugelassene Funktionenklasse
F.

AuBer der Gleichung selbst gehort zur vollstandigen Beschreibung einer Funktionalglei-
chung also auch die Angabe von D und F'.

B (1.22) f(z1 + 2) = 2f(z1 —@2) + fz1) = 2f(x2) =22 =2 (¥)

Hier gilt n = 2 und k = [, auBerdem tritt die bekannte Funktion g(z) = x — 2 auf. Als
Argumente der Funktion f treten die unabhangigen Veranderlichen x1 und x5 und ihre
Linearkombinationen x; + x5 und x; — 2o auf.

17Die hier gegebene Definition entspricht unseren Absichten. Interessenten fiir andere (eben auch
nicht einheitliche) Definitionen verweisen wir z.B. auf [9], S. 20, oder [10], Bd. I, S. 573.




1.2 ... und eine Funktionalgleichung?

Zur vollstandigen Beschreibung von (*) als Funktionalgleichung fehlt noch die Angabe
von D und F'. Es kénnte z.B. festgelegt sein:

D =R xR, und F Sei die Menge F* aller Funktionen; oder aber D =R x R, und F
sei die Menge aller Funktionen f mit

f={(z—y):x€Rundy= f(z) =mx+n}

wobei m und n beliebige, aber fest gewahlte reelle Zahlen sind.

Welche Aufgabenstellungen sind mit Funktionalgleichungen verbunden?

Allgemein gesprochen geht es um die Gewinnung weiterer Informationen aus den gege-
benen. Dabei kann man verschiedene Anspriiche stellen. So kann man zunachst versu-
chen, einzelne Funktionswerte zu berechnen. Wie groB ist z.B. die Anzahl der Kanin-
chenpaare im 5. Monat (in B (1.20))?

Firn =3 gilt f(3) = f(2)+ f(1), d.h. f(3) = 2. Weiter folgt f(4) = f(3)+ f(2) =3
und f(5) = F(4) + f(3) = 5.

Ein hoherer Anspruch ist, die in der Funktionalgleichung auftretenden Funktionen
fi,---, fr zu ermitteln, d.h., ihre Funktionsgleichung anzugeben. Dann waren namlich
die Fragestellungen, die zur Funktionalgleichung fiihrten, leichter - weil direkter - zu
beantworten.
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2.1 Erste einfache Aufgaben

2 Das Losen von Funktionalgleichungen

2.1 Erste einfache Aufgaben

Aller Anfang ist schwer!

Das mag in einem gewissen Sinne wahr sein;
allgemeiner aber kann man sagen:

Aller Anfang ist leicht,

und die letzten Stufen werden am schwersten
und seltensten erstiegen.

J. W. v. Goethe

Das Problem des Losens einer Funktionalgleichung stellt sich in der Weise wie bei
anderen Arten von Gleichungen auch: Wir suchen fiir die Variablen f; solche Belegungen
mit Funktionen, die eine vorgegebene Funktionalgleichung erfiillen.

Im allgemeinen verlangt man die Ermittlung aller Funktionen, die Losung sind; viel
einfachere Aufgaben ergeben sich zumeist, wenn man nur die Existenz einer Lésung
nachzuweisen hat.

A (2.1) Man gebe fiir jede der folgenden Funktionalgleichungen eine Lésung an:

a) f(x1+x2) = f(z1 + f(z2), D=R xR, F = F*,
b) f(x+1)=f(z)+1, D=R, F = F*.

O)* fi(z1) + fo (;) = (21 +22), D=R" xR*, F = F* und f; # fo.

Da nur eine Losung gesucht ist, konnen wir eine solche vielleicht durch Probieren finden.
Da mit /' = F™* alle Funktionen als Losungen zugelassen sind, haben wir diesbeziiglich
"freie Wahl".

Wir beginnen unser Probieren mit einfachen Funktionen und wahlen beispielsweise f
mit f(x) = x. Damit haben wir schon eine Lésung fiir a) und auch fiir b) gefunden.
Fur f(z) = z gilt doch f(z1 +x2) = 21 + 2 und damit fiir alle (1, 22) € R xR auch
f(z1+ x2) = f(x1) + f(x2). Der Fall b) ergibt sich daraus als Spezialfall mit z; := «
und To = 1.

Im Fall c) ist ein Paar (fi, f2) gesucht. fi und fy konnen nicht beide lineare Funk-
tionen sein. (Warum?) Eine der Funktionen - etwa f5 - beliebig zu wahlen und nach
f1 aufzulésen, bereitet Schwierigkeiten, da ja dann immer noch fi(z1) und fi(z2)
auftreten.

Lisst man sich von der Form der Argumente -

-- anregen, so wird man gebrochen
1

rationale Funktionen in die Uberlegung einbeziehen. Wir machen einen Versuch mit

fi(z) = 2 und fo(x) = mx und werden fiir a und m gegebenenfalls geeignete Zahlen

einsetzen. Es gilt dann

a

filz;) = — und fo <> =m-— (i=1,2)

11



2.2 Die Substitutionsmethode

Soll (f1, f2) Losung sein, so miisste

a m a m
7+7:(2I1+I’2>77
rr X2 T2 T1

gelten, d.h.
mzy +ax  2amzy + amxg

T1T2 T1T2

Fir m =1 und a = 1/2 ist diese Gleichung fiir alle (z1,22) € R x R% erfillt. Damit
ist (f1, f2) mit fi(z) = 5= und fao(x) = 2 und z € R* eine Lésung.

~ 2

A (2.2) Man zeige, dass die Funktionalgleichung in A (2.1)b) unendlich viele verschie-
dene Losungen hat.

Die Ermittlung aller Lésungen der in A (2.1) gegebenen Funktionalgleichungen ware
dagegen ein recht schwieriges Unterfangen. War uns beim Suchen einer Lésung die
Vorgabe F' = F* angenehm, so wird das Auffinden aller Lésungen dagegen durch die
Einschrankung der zugelassenen Funktionenklasse F' erleichtert.

Als Beispiele wahlen wir zwei Aufgaben aus den Olympiaden Junger Mathematiker der
DDR.

A (2.3)@ Man gebe fiir jede reelle Zahl a alle diejenigen linearen Funktionen f(x) an,
die die Eigenschaft haben, dass fiir jedes reelle x

fl@)=flz+1)—a

gilt.

Der Text besagt, dass D = R und F' die Menge aller linearen Funktionen f ist. Dann
gilt f(x+1)=m(z+1)+n,dh f(x+1)=mz+m+n.

Ein f € F erfiillt also genau dann die Funktionalgleichung, wenn mx +n = mx +m +
n —a, d.h. m = a gilt. Genau alle Funktionen f mit f(x) = ax +n (n € R) losen die
Aufgabe.

A (2.4f% Man gebe alle quadratischen Funktionen f(z) an, die fiir alle reellen z die
Gleichung f(z 4+ 1) = f(—x) erfillen.

2.2 Die Substitutionsmethode

Woas wir suchen, ist immer in der letzten Tasche,
in die wir die Hand stecken.
G. Chr. Lichtenberg

In den beiden letzten Aufgaben war F' so stark eingeschrankt, dass alle zur Lésung
zugelassenen Funktionen in die zu l6sende Gleichung eingesetzt werden konnten und
man somit sehr einfach die Losungsmenge erhielt. Jetzt wollen wir dagegen fir F' die
Klasse aller Funktionen einer reellen Veranderlichen Wahlen.

18Das ist die Aufgabe 101033 der OJM in ihrer originalen Formulierung.
19Das ist die Aufgabe 101044 der OJM in ihrer originalen Formulierung.
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2.2 Die Substitutionsmethode

Wir zeigen an Beispielen mit steigendem Schwierigkeitsgrad, wie man dann vorgehen
kann.

A (25) f(l'l + ZL’Q) + 2f($1 — l‘g) -+ f(a:l) + 2f(l’2) = 41‘1 + X9, D =R x R.

Angenommen, es gibt eine Losung f, dann muss die gegebene Gleichung erst recht fiir
spezielle Belegungen der Veranderlichen gelten. Setzt man in A (2.5) x5 := 0, so erhalt
man schon eine Gleichung in f(x1), ndmlich

fx1) +2f(21) + f(o1) +2£(0) = 4ay

Den bendtigten Wert f(0) erhalt man aus A (2.5), indem man z; = 22 = 0 setzt:

f(0)4+2f(0) 4+ f(0)+2f(0) =0, alsof(0) =0

Damit erhalten wir 4f(x1) = 4.
Gibt es also eine Losung f(z), so ist das die Funktion f mit

flz) == (*)

Die Bedingung (*) ist eine notwendige Bedingung fiir die Losung. Wir miissen noch
zeigen, dass f(x) = x tatsachlich die Gleichung fiir alle reellen 21 und x5 erfillt, d.h.,
dass (*) auch hinreichend firr die Losung ist. Es ist

$1+SE‘2—|—2($1—$2)+I1+2I2:4$1+LE2

Dieser Rijckschluss@ ist unbedingt erforderlich, da es bei unserem Losungsweg prinzipi-
ell moglich ware, dass die Funktionalgleichung zwar fiir x; € R, 9 = 0 durch f(z) =z
erfillt wird, nicht aber auch fiir beliebiges 5.

A (2.6) f(z1 +x2) + flog —a2) =257+ 24 22, D=RxR.
A (2.7) f(z1 +x2) + f(1 —22) = x% + 2x1:c2x§, D=RxR

Bei diesen Aufgaben fiihrte also die Belegung einer der Variablen 21 mit einem speziellen
Wert schon zum Ziel.

Sind alle Argumente von f von der Art x; + kx» (k € R), so kann man versuchen,
mit dem Ansatz x5 = 0 zum Ziel zu kommen. Allerdings muss man damit nicht Erfolg
haben!

A 28 fa1 + x2) = 2f (11 — @2) + f(w1) — 2f (w2) =22 =2, D=RxR

Obwohl der formale Unterschied zu A (2.5) gering ist, wirkt er sich betrachtlich aus.
x9 = 0 ergibt ndmlich nur das Resultat f(0) = 1. Setzen wir 21y = 0, so erhalten wir

flze) = 2f(=mw2) + 1= 2f(x2) =22 —2 , —2f(=m2) — f(z2) =22 -3 (¥)

In (*) treten die zwei verschiedenen Argumente x2 und —z5 bzw. die zwei Funktions-
werte f(z2) und f(—x2) auf.

20Im Schulunterricht Probe genannt.
2lvgl. B (1.22).
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2.2 Die Substitutionsmethode

Eine zweite Gleichung in den Funktionswerten f(xz2) und f(—xz2) wiirde uns vielleicht
die Moglichkeit geben, f(—z3) zu eliminieren. Wegen der Vorgabe von D = R x R
muss (*) fir alle reellen Zahlen x5 erfiillt werden; also ist es moglich, x5 durch —z5 zu
ersetzen. Das ergibt die Gleichung

—2f(xg) = f(—22) = =22 =3 (**)

Multipliziert man (**) mit -2 und addiert zu der erhaltenen Gleichung die Gleichung
(*), so erhalt man
3f(xe) = 3x9+3

Gibt es eine Losung, so ist das f(x) = = + 1. Durch Einsetzen erhalt man, dass die
Funktion f mit f(x) = x 4 1 tatsachlich A (2.8) erfillt.

Als wesentliche Losungsidee erwies sich also eine geschickte Substitution. Substitution
heiBt soviel wie Einsetzung (Ersetzung). Der Begriff ist - im mathematischen Sinne -
nicht streng definiert. Wir verwenden ihn hier, wenn Variable durch andere Variable
oder durch Funktionen anderer Variabler ersetzt werden. Eine Belegung kann demnach
auch als Spezialfall einer Substitution angesehen werden.

A (2.9) f(zy +29) — 2f(x — 1 —x9) + f(z1) = 6125 — 25, D =R xR

Welche Substitution angebracht ist, ergibt sich wesentlich aus dem Charakter der ver-
schiedenen Argumente.

A (210) f(.%’l . {L’Q) = f(.%’l) + 9, D =R x R.

In diesem Fall ergibt o = 0 den Wert f(0) = 0 (z1 = 0 erzielt das gleiche Resul-
tat). Die Losung erhélt man aber einfach durch die Belegung x; = 1 oder auch durch
die Substitution z9 = — (fir z; # 0). In jedem Fall erhdlt man f(z) = ¢ -z mit
c=f(1) e R.

A(211) 2z- f(x)+ 5 f (2) =b D=R}, beR.

1
T

Diese naheliegenden Substitutionen kdnnen aber schon bei einfach aussehenden Funk-
tionalgleichungen versagen. Betrachten wir z.B.

f(r1 +22) = f(o1) + f(22), D=RxR (1

aus A (2.1), so liefern die obigen Lésungsansatze nur triviale Aussagen und lassen nicht
erkennen, wie man zur Losung gelangen konnte.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen den bisherigen Aufgaben und () besteht darin,
dass in (l) die Variablen x1 und x5 nur als Argumente von [ auftreten.

Damit enthalt (I) zu wenig Information fiir eine elementare Lésung. Eine solche ist
aber maoglich, wenn weitere Informationen gegeben werden bzw. (1) mit einschrankenden
Forderungen verknipft wird, wie z.B. in der folgenden Aufgabe, die wir den Olympiaden
Junger Mathematiker entnommen haben.

A (2.12)@ Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die fiir alle reellen Zahlen z

22Das ist die Aufgabe 191233 A der OJM in ihrer originalen Formulierung.
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2.2 Die Substitutionsmethode

definiert sind und den folgenden Bedingungen geniigen:

(1) Fur alle Paare (x1,x2) reeller Zahlen gilt
f(@1 4 2) = f(z1) + f(22)

(2) Es gilt f(1) = 1.
(3) Far alle reellen Zahlen x # 0 gilt f (%) = %f(x)

Zunachst wird man wohl auch bei solchen Aufgaben mit speziellen Belegungen und
einfachen Substitutionen beginnen, die evtl. spater verwendbare Zwischenresultate lie-
fern. Aus (1) folgt mit 1 = x5 = 0 oder auch x5 = 0, x; beliebig, dass

(4) £(0) =0
gilt. Ersetzt man x5 durch —x1, so erhalt man aus (1) zusammen mit (4)
(8) f(=x) = —f(x)

Eine Losung werden wir wahrscheinlich nur dann erzielen, wenn wir auch die Bedingung
(3) in die Uberlegungen einbeziehen. Eine méglichst einfache Substitution ware z.B.
z1 =1 (x#0, 1 #0) und x5 = 1. Dann folgt zunichst aus (1), (2) und (3)

fG) =) () —pr@er @

Auf f (% + 1) =f (HTx> kann man wiederum (3) anwenden, indem man im Argument
zum Kehrwert lbergeht. Man erhalt

1 1+a2\? x 1 1+ 2\ 1
LR ( ) S (S -
f<x+> ( x )f 1+ f<x+) < T >f< 1+LL’>
(7)
Diese letzte elementare Umformung im Argument ist wesentlich, da jetzt wieder die
Anwendung von (1) maéglich wird:

1(3)= () o s (35

Mit (2) und unserem Zwischenresultat (5) ergibt sich

()= () o () ©

Um aus (6) und (8) schlieBlich f(z) zu berechnen, ware in (8) mittels (3), (1) und (2)
noch f (14%3:) durch f(x) auszudriicken.

i) =mea 0o ) = e

Durch Einsetzen des letzten Resultates in (8), Gleichsetzen von (6) und (8) und Auf-
l6sen nach f(z) erhdlt man (9) f(z) = .

[1+ f(+2)]
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2.2 Die Substitutionsmethode

(9) erfiillt auch die Bedingungen (1), (2) und (3) und ist damit die einzige Lsung
unserer Aufgabe.

A (2.13) Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die fiir alle reellen Zahlen x definiert
sind und den folgenden Bedingungen geniigen:

(1) Fur alle Paare (1, x2) reeller Zahlen gilt f(z1 - x2) = f(x1) - f(z2).
(2) Fur alle reellen Zahlen z # 0 gilt

FL4 )= F(1)+ @) 142

A (2.14) Es sei f eine fiir alle positiven ganzen Zahlen definierte Funktion, deren
Funktionswerte nur nichtnegative ganze Zahlen sind. Weiterhin gelte:

(1) Firr alle Zahlen m und n des Definitionsbereiches nimmt f(m +n) — f(m) — f(n)
entweder den Wert 0 oder den Wert 1 an.
(2) £(2) =0, £(3) > 0 und £(9999) = 3333.

n

a) Man beweise: f mit f(n) = [g} ist eine Funktion der geforderten Art.
b) Man berechne f(1983).
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3.1 Anschaulichkeit als Prinzip

3 Die graphische Darstellung einer Funktion

3.1 Anschaulichkeit als Prinzip

Ein Gramm Anschauung wiegt manchmal schwerer
als eine Tonne guter Griinde.
E. Klein

Bisher haben wir von einer Veranschaulichung keinen Gebrauch gemacht. Damit haben
wir quasi gezeigt, dass sie nicht notwendig ist; jetzt wollen wir zeigen, dass sie sehr
nitzlich sein kann.

Wir benutzen dazu ein rechtwinkliges Koordinatensystem, welches praktisch aus zwei
in 0 aufeinander senkrecht stehenden Zahlenstrahlen besteht.

+ Ordinaten- oder

Yy -Achse
J e —— 1 P(x,y)
.y1 ''''' ? Px ’! y1)1 E
i 1
Wpl---tPixhy)
| :
| 1
1 1 >
0 X! X
Abszissen- oder
Abb. 2 Xx—Achse

Wie in Abb. 2 dargestellt, lasst sich jedem geordneten Paar (z,y) reeller Zahlen genau
ein Punkt P(z,y) in der Ebene € des Koordinatensystems zuordnen. Damit ist jeder
Korrespondenz aus R in R - und erst recht jeder Funktion - genau eine Punktmenge
ffine zugeordnet.@

Umgekehrt entspricht jeder Punktmenge in € eine Korrespondenz. Welchen Punktmen-
gen f* in € entspricht aber eine eindeutige Korrespondenz?

Gilt P(2',y1) € f* und P(2',y2) € f*, so muss dann wegen D (1.2) auch y; = yo
gelten, d.h., auf jeder Parallelen zur Ordinatenachse darf héchstens ein Punkt von f*
liegen.

Haufig bildet die Punktmenge f* eine "zusammenhangende" Linie. In einigen Fallen
sind uns diese Linien als geometrische Objekte wohlbekannt.

A (3.1) Man beweise, dass f* fiir die Funktion f
a) mit f(x) = mx +n; m,n € R eine Gerade,
b) mit f(x) = /4 — 22 ein Halbkreis

ist.

Fir ein weiteres Beispiel erklaren wir das Symbol [z]. Firr jedes = € R existiert genau
eine ganze Zahl g € Z mit ¢ < x < g + 1. Damit ist eine Funktion f aus R in Z
erklart:

2Diese Zuordnung ware iibrigens wiederum eine Funktion, namlich aus R x R in «.
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3.1 Anschaulichkeit als Prinzip

f={(z,9):x€RundgeZundg<z<g+1}

wir schreiben f(z) = [z]. Es gilt z.B. (%,O) € f bzw. H = 0, wegen 0 < % < 1;
(7,3) € f bzw. [1] = 3 wegen 3 < 7w < 4.

Da jeder reellen Zahl z mit ¢ < z < g+ 1 die gleiche Zahl g zugeordnet wird, besteht
die Veranschaulichung in ¢ fir diese Argumente aus einer Parallelen zur Abszisse im
Abstand ¢. Insgesamt erhalten wir eine solche "Treppe", wie sie fiir —2 > = < 3 in
Abb. 3 angegeben ist.@

yA
2+ —
1-— G
— -
-1 0 1 X
G—
Abb.3 ° T

Spater werden wir diese Funktion eine an den Stellen x = g unstetige Funktion nennen.

Bei den meisten Funktionen konnen wir aber kaum beweisen, dass f* eine bestimmte
geometrische Form hat. Wir markieren dann fiir "hinreichend viele" Paare aus f die
Punkte von f* in € und erganzen den "Rest".

Wenn wir richtig erginzen, dann erhalten wir so recht schnell einen Uberblick iiber den
typischen Verlauf von f*, aus dem man z.B. Eigenschaften der zugehorigen Funktion
f "ablesen" kann.

yﬂk

y4 T

1
T
xyY

+ 144

Abb. 4 und 5 - !

Fir die Funktionen aus A (1.16)a) und c) erhalt man Abb. 4 und 5. Schwieriger ist es
z.B., den "typischen Verlauf" fiir die Funktion

f(x) =32 —182% + 35,40 — 22,8, D(f)=R

24Dabei haben wir die den Paaren (g, g) zugeordneten Punkte stirker markiert.
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3.2 Wir schieben, dehnen, spiegeln

zu finden. Wer sich hier auf die Berechnung von f(1), f(2) und f(3) beschrankt,
kommt vielleicht zu der in Abb. 6 punktiert gezeichneten Geraden, wer noch f(0) be-

ricksichtigt, wird evtl. eine Linie fiir richtig halten, wie wir sie gestrichelt eingezeichnet
haben.

Richtig - und doch wohl andere Eigenschaften offenbarend - ist dagegen die in Abb. 6
stark ausgezeichnete Kurve. Mit diesem Beispiel mochten wir zunachst vor manchem
oberflachlichen Gebrauch und voreiligen Schluss warnen ]

Wie aber vermeidet man Fehler der angedeuteten Art?

¥ 4
y{\ T
/ £*T mit yT= £ixD)
/ F¥mity =Fix)
T_ ________ x
b T

Xy

[=]
¥ |

Abb. 6 und 7

3.2 Wir schieben, dehnen, spiegeln

Glotzen ist nicht sehen.
B. Brecht

Sehen heiBt, das Wesentliche sehen. Wollen wir Fehler vermeiden, wie sie im letzten
Beispiel angedeutet wurden, so ware neben einer kritischen Aufmerksamkeit sicher niitz-
lich, das Wesentliche nicht nur fiir eine einzelne Kurve, sondern gleich fir alle Kurven
einer Funktionenklasse zu erkennen.

In einem gewissen Umfang wird das, ausgehend von einfachsten Funktionen, schon
moglich, wenn wir die Wirkung der folgenden elementaren Transformationen erfassen.
Wir betrachten zuerst die Translationen oder Verschiebungen.

Wir wenden auf das x; y-Koordinatensystem der Abb. 7 nacheinander eine Verschiebung
um a in Richtung der Abszissenachse und um b in Richtung der Ordinatenachse an.
Das Resultat ist gleich dem einer Verschiebung 7 = (a,b). Wir erhalten das 27, 17-
Koordinatensystem, f* geht in f*7 (ber, und es gilt

(I)z=2"4+aundy=y" +b

f*7 ist also (nach Voraussetzung) die graphische Darstellung der Funktion f7 mit

25Ein umfangreiches Ubungsmaterial fiir die Veranschaulichung von Funktionen findet man in [11].
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3.2 Wir schieben, dehnen, spiegeln

y7 = f(27) und nach (1) die graphische Darstellung der Funktion fiir y —b = f(z —a)
bzw. y = f(z —a) + b.@

Umgekehrt erhalt man die graphische Darstellung fir y = f(z —a) + b, indem man die
der Funktion f um 7 = (a,b), d.h. um a "langs der z-Achse" und um b "langs der y-
Achse", verschiebt.

A (3.2) Man ermittle f* fir

) fl)=(r—2)*—1mit0 <z <4,

b)f(x) =2*+2r+1mit =3 <z <0,

c) f(x)=F mit =4 <zy—1und -1 <z <4,
d) f(x) = [:L’+1]—4mit—1§:1:<2.

Mit Aufgaben der folgenden Art erhalt man schon Einsichten in den Kurvenverlauf fir
eine ganze Funktionenklasse.

A (3.3) Man beweise, dass sich die graphischen Darstellungen aller Funktionen f mit
(Dy=flx)=2+pr+qmitpgeR

aus Translationen der "Normalparabel" (Abb. 4) ergeben.
Die Funktionsgleichung ist so umzuformen, dass die Behauptung ablesbar ist. Es gilt

2
y=(o+2) =L tg

2 4
2
[ p P
T‘( 3 4“")

der "Normalparabel" erhalten wir also das zugehorige f*.

Durch die Translation

Weitere elementare Transformationen sind Dehnungen (bzw. Stauchungen) und Spie-
gelungen. Die geometrische Bedeutung dieser Begriffe setzen wir als bekannt voraus.

A (3.4) Man beweise:

a) Gilt ¢ > 0 (bzw. d > 0), so erhalt man die graphische Darstellung von y = f(x/c)
(bzw. y/d = f(z), d.h. y = d - f(z)) aus der graphischen Darstellung von y = f(z)
durch Dehnung um den Faktor ¢ in Richtung der x-Achse (bzw. um den Faktor d in
Richtung der y-Achse) 7|

b) Ersetzt maniny = f(x) das Argument x durch —z (bzw. y durch —y), so erhalt man
die graphische Darstellung der dadurch entstandenen Funktion aus der urspriinglichen
durch Spiegelung an der Ordinatenachse (bzw. Abszissenachse).

Elementare Transformationen verandern den "typischen" Verlauf von f* nicht. Besser
formulieren wir, dass wir gerade diejenigen Eigenschaften als "typisch" ansehen wollen,
die durch elementare Transformationen nicht verandert werden, z.B. das "Auf-und-ab"
eines Kurvenverlaufes.

26Natiirlich setzen wir hier und auch spater voraus, dass diese Ausdriicke sinnvoll sind, d.h. hier
x—a € D(f).
27In den Fallen 0 < ¢ < 1 bzw. 0 < d < 1 spricht man haufig von Stauchung statt von Dehnung.
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3.3 Transformationen und Funktionalgleichungen

Ein abschlieBendes Beispiel soll die Moglichkeiten dieser Betrachtungsweise deutlich
machen.

A (3.5) Fir alle Funktionen f mit

mx +n
kx —1

y=f(z) = mit ml # nk,k #0

gilt, dass ihre graphischen Darstellungen aus der fiir y = % durch die Nacheinander-
ausfiihrung elementarer Transformationen gewonnen werden kénnen.@ Es gilt
l ml
mzr+n 1 m($+g)—7+n_nk—ml 1
kr+1  k x+ L k2 x+ L

N m
k

Der Faktor d = ”kk}ml ist nach Voraussetzung ungleich Null. Gilt d > 0, so bedeutet er
eine Dehnung in Richtung der Ordinate, gilt d < 0, so schlieBt d in seiner Bedeutung

eine Spiegelung an der Abszissenachse ein.
Insgesamt ist ablesbar, dass auf die graphische Darstellung von iy = % eine Verschiebung

um —é "langs der x-Achse", eine Dehnung um den Faktor "kk}mz, evtl. eine Spiegelung

an der z-Achse (diese Transformationen sind in ihrer Reihenfolge auch vertauschbar)
und danach eine Verschiebung um 7* "langs der y-Achse" wirkte, um die der gegebenen
Funktion zu erhalten. (Diese Gesamtheit von Transformationen ist auch durch eine
andere - bei entsprechend anderer arithmetischer Umformung - ersetzbar.)@

3.3 Transformationen und Funktionalgleichungen

Bewegung fesselt mehr den Blick als Ruhendes.
W. Shakespare

Elementare Transformationen lassen sich also durch gewisse Veranderungen des Argu-
ments der Funktion oder solche der Funktionswerte ausdriicken. Greifen wir jetzt die
Gleichung

flx+1)=f(x)+1

aus Abschnitt 2.1 wieder auf, so lasst sich die linke Seite als Translation langs der
Abszisse, die rechte als solche langs der Ordinate interpretieren.

Schreiben wir so bedeutet das, dass f* bei Nacheinanderausfiihrung der Translationen
um -1 langs der Abszisse und um -1 langs der Ordinate in sich bergeht (vgl. Abb. 8).
Ersetzt man x durch x — 1, so erhalt man

flx) = flz—-1)+1

mit der Interpretation, dass f* bei entsprechenden Translationen um —+1 in sich (iber-
geht.

2Ein erstes Beispiel dafiir stellte A (3.2) c) dar.
2Damit ist auch die Aufgabe 041234 der OJM (vgl. [12], S. 37) gelést.
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3.3 Transformationen und Funktionalgleichungen

flx) 4

(%p2f(x5))

(x,f(x)

(x> f(x,)

1
T T L

Abb. 8 ’ x

Umgekehrt ist jede Funktion, die eine solche Eigenschaft hat, Losung der gegebenen
Funktionalgleichung. Gibt man also im Intervall 0 < z < 1 die Funktionswerte f(x)
beliebig vor und definiert f(x) in den Intervallen n <z < n + 1 (n ganz) durch

r=T+n : f(z)=f(T)+n mit 0<zT<1

so erfillt jede dieser Funktionen die Funktionalgleichung (vgl. Abb. 9). Die Behauptung
der Aufgabe A (2.2) ist also gar nicht tberraschend.

fix) A \/

A } } —>
Abb.9 | M g

Die Funktionalgleichung aus B (1.17) bedeutet aus dieser Sicht, dass eine Funktion
gesucht ist, deren graphische Darstellung bei Translationen um —7' langs der Abszis-
senachse die gleiche Kurve ergibt wie bei einer Stauchung langs der Ordinatenachse
mit dem Faktor 0,5.

Umgekehrt kann man solche Eigenschaften von f* durch eine Funktionalgleichung be-
schreiben. Durch die Lésung dieser Funktionalgleichung kann man dann die Funktionen
finden, die f* zuzuordnen sind.

A (3.6) Man ermittle alle Funktionen f mit D(f) = R, die der folgenden Bedingung
geniigen: Fir jede reelle Zahl r (r # 0) gilt, dass f* nach Dehnung langs der Abszis-
senachse um den Faktor % mit f* nach Dehnung langs der Ordinatenachse um den
Faktor r lbereinstimmt.
Dieser Text entspricht nach unseren Erkenntnissen aus Abschnitt 3.2 der Funktional-
gleichung

flrz) =rf(z)
Da diese fiir beliebige r gelten soll, entspricht sie der aus A (2.10) mit der Ldsung
f(x) = cz.
A (3.7) Gibt es eine Funktion f (f(z) # 0 so dass folgende Bedingungen gelten?

30 f(z) = 0 soll die Funktion f = {(x,0) : z € R} bedeuten; f(z) # 0 bedeutet dann eine Funktion,
fir die mindestens ein z mit f(x) # 0 existiert.
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3.3 Transformationen und Funktionalgleichungen

(1) D(f) =R
(2) Jede Dehnung langs der Ordinatenachse mit dem Faktor r # 0 kann durch eine
Dehnung langs der Abszissenachse mit dem Faktor r ersetzt werden.
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4.1 Gerade und ungerade Funktionen

4 Beschreibung von Eigenschaften einer Funktion
durch Funktionalgleichungen

4.1 Gerade und ungerade Funktionen

Gotha ist nicht viel weiter von Erfurt entfernt,
als Erfurt von Gotha.
J. G. A. Galletti

Im allgemeinen werden durch eine Funktionalgleichung Eigenschaften der in ihr auftre-
tenden unbekannten Funktionen f; beschrieben.

Genauer gesagt, sind es solche Eigenschaften, die sich durch die Beziehungen der Funk-
tionswerte fiir verschiedene Argumente beschreiben lassen. Praktische Probleme fiihren
ja gerade darum auf Funktionalgleichungen, weil ihre Losung Funktionen mit bestimm-
ten Eigenschaften erfordern, man betrachte nochmals die Beispiele B (1.17) und B
(1.18).

Dabei kann es vorkommen, dass es genau eine Funktion gibt, die diese Eigenschaf-
ten hat. Aber auch den anderen Fall, dass es unendlich viele Funktionen mit diesen
Eigenschaften gibt, haben wir schon kennengelernt.

Zum Beispiel bedeutet f(—z) = f(x) nach A (3.4)b), dass fiir eine solche Funktion f
deren graphische Darstellung f* bei Spiegelung an der Ordinatenachse in sich libergeht.
Die obige Funktionalgleichung beschreibt also nicht mehr (und nicht weniger) als diese
Symmetrieeigenschaft.

D (4.1) Gilt mit x € D(f) auch —x € D(f), so nennt man eine Funktion f, die die
Funktionalgleichung

erfillt, gerade bzw. ungerade.

A (4.2) Man ermittle, welche von den in A (1.16) angegebenen Funktionen gerade und
welche ungerade sind.

Spiegelt man das Bild einer ungeraden Funktion nacheinander an der Ordinaten- und
Abszissenachse, so geht es nach D (4.1) in sich dber. (Da diese Achsen im recht-
winkligen Koordinatensystem aufeinander senkrecht stehen, konnen wir diese beiden
Geradenspiegelungen auch durch eine Punktspiegelung am Ursprung ersetzen, man vgl.
Abb. 10.)
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4.1 Gerade und ungerade Funktionen

Auf weitere schone Eigenschaften, die man in vielen Biichern findet,@ wollen wir hier
nicht eingehen.

Allerdings wollen wir mit einem Beispiel dazu anregen, solche Eigenschaften beim Losen
von Funktionalgleichungen zu beriicksichtigen. Wir nehmen uns nochmals A (2.1)c) vor,
d. h.

hle) + 2 () = o+ eapenf () (1)

X9 T
Wahrscheinlich hat die angegebene Lésung manchen ohnehin nicht befriedigt, da der
Ansatz recht willkiirlich ist. Dass nun gerade oder ungerade Funktionen eine Rolle

spielen sollen, verblifft moglicherweise auch, denn die gesuchten Funktionen f; und f,
sollen ja in A (2.1)c) nur fir positive Argumente erklart sein.

Wir missen zunachst den Definitionsbereich D erweitern und zuletzt priifen, ob die
erhaltene Losung auch die urspriingliche Aufgabe erfiillt. Wie soll einem aber liberhaupt
der Gedanke an gerade oder ungerade Funktionen kommen?

Unterdessen haben wir in Abschnitt 2.2 die Substitutionsmethode kennengelernt, und

die Substitution 29 = —2z; liefert uns immerhin eine Null bzw.
fi(z1) = f ! (2)
J— €T — -
1(71 2 5

Die Beziehung (2) enthilt allerdings verschiedene Funktionen mit unterschiedlichen

Argumenten. Wer einen Blick fir Ahnlichkeiten hat, wird eben doch auch an D (4.1)

denken.

Kénnte man bei oberflachlicher Betrachtung von (2) nicht vermuten, dass die Funktio-

nen f; und fy ungerade sind? Probieren wir es mit dem einfachen Beispiel fo(z) = z,

dann folgt aus (2) )
+hiz) =+

Einen Riickschluss erfordert dieses Vorgehen natiirlich unbedingt! Eine Einschrankung

auf den in A (2.1)c) geforderten Definitionsbereich macht keine Schwierigkeit.

Das Ergebnis regte uns zu einer weiteren Aufgabe an.

A (4.3) Man beweise: Gibt es eine Losung (f1, f2) von (1) und ist f; eine ungerade
Funktion, dann ist auch ja eine ungerade Funktion.

Ist x € D(f1), so setzen wir x1 = x2 = x und erhalten aus (1)

@+ 12 (3) = 3en) ;)

(Da (f1, f2) nach Voraussetzung Ldsung von (1) ist, gilt also z € D(f) genau dann,
wenn 1/z € D(fy) ist.) Mit 1 = x9 = —x erhalten wir aus (1) mit der Voraussetzung

fi(=z) = —filz)
A+ (=) =sehi)f (1) ()

317 B. [11], S. 18, 98, 114
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4.2 Periodische Funktionen

(Es gilt also auch —1 € D(f5).)
Die Addition von (3) und (4) ergibt

e (DBQ s o

Jetzt haben wir zwei Falle zu unterscheiden:

Fall 1. Fiir alle z € D(f1) bzw. L € D(f5) gilt f» (%) + fo (—%) = 0. Das heiBt aber,
ja ist ungerade, wie behauptet.

Fall 2. Es gibt = € D(f1) mit fs (%) + fo (—%) # 0. Fir alle diese x folgt aus (5)

1

R

fi(z) (6)
Setzen wir (6) in (3) ein, so erhalten wir den Widerspruch - = 0.
Wenn es also eine Losung (f1, f2) gibt, dann muss mit f; auch f5 ungerade sein.

4.2 Periodische Funktionen

Jemand beschrieb eine Reihe Weidenbaume,
die in gewissen Distanzen gepflanzt waren, so:
erst stand ein Baum, alsdann keiner,

den wieder einer und dann wieder keiner.
G. Chr. Lichtenberg

Bewegungsablaufe, die sich nach einer bestimmten Zeit wiederholen - wie z.B. Schwin-
gungen - nennen wir periodisch (vgl. auch Abb. 11; Abb. 11 a zeigt das Diagramm der
Momentanwerte einer Wechselstromspannung, Abb. 11 b das Diagramm einer durch
eine periodische niederfrequente Schwingung modulierten Hochfrequenzschwingung).
Fir eine exakte Definition verwenden wir eine Funktionalgleichung.

ul} ud

AN
\VARVA ‘

Abb. 11

D (4.4) Gibt es zu einer Funktion f eine von Null verschiedene Zahl p, fiir di€>]

flx+p) = f(x) fur alle xz € D(y)

gilt, so heiBt f periodisch mit der Periode p. Gibt es eine kleinste positive reelle Zahl
p, die (1) erfillt, so heiBt sie die primitive Periode der Funktion f.

32Wir wollen in diesem ganzen Kapitel D(f) = R annehmen.
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4.2 Periodische Funktionen

A (4.5 a) Man beweise, dass die durch

y= (-1

erklarte Funktion f periodisch ist.
b) Man beweise, dass f eine primitive Periode hat, und ermittle diese.

Nach Definition der Funktion von [z] gilt

2k far 2k <z <2k+1
2] =

2k+1ﬂk2k+1§x<2k+2}k€z

Daher gilt also in jedem Intervall 2k < z < 2k + 2 mit der Lange 2

1\l +1 far 2k <z <2k+1
(=1) {—1ﬁk2k+1§x<2k+2 (2)

Damit ist 2 eine Periode der Funktion. (Der Beweis lasst sich auch mit der leicht zu
beweisenden Beziehung [z + 2] = [z] + 2 fiihren.)

Wir beweisen nun indirekt, dass p = 2 auch primitive Periode ist. Angenommen, es
gibt eine Periode p’ mit 0 < p’ < 2. Danngilt 0 < & < 1, und fir z; =2k +1 - &
gilt

2k <xy <2k+1 und 2k +1<ax+p <2k+2
Nach (2) gilt dann f(x1) # f(z1 +p') im Widerspruch zu D (4.4).

A (4.6) a) Man beweise, dass die durch

y=1x—la]

erklarte Funktion f periodisch ist.
b) Man beweise, dass f eine primitive Periode hat, und ermittle diese.
c) Man gebe die graphische Darstellung der Funktion f im Intervall —2 < x < 3 an.

A (4.7) Muss fir jede periodische Funktion auch eine primitive Periode existieren?

Nehmen wir in (1) Substitutionen vor, wie wir sie in Abschnitt 2.2 zur Ldsung von
Funktionalgleichungen verwendet haben, so erhalten wir z.B. bei der Ersetzung von p
durch x 4 p in (1)
f(z+2p) = f(z +p)
und wegen (1)
flz+2p) = f(z)

d.h., mit p ist auch 2p eine Periode; allgemein lasst sich zeigen, dass jedes ganzzahlige
Vielfache kp von p wieder eine Periode ist. Interpretieren wir nun die Ersetzung von
x durch x + kp wie in Abschnitt 3.2 als Translation langs der z-Achse, so bedeutet

3verkiirzte Fassung von Aufgabe 151036 der OJM
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4.2 Periodische Funktionen

(1), dass die graphische Darstellung von f bei einer Translation um kp langs der -
Achse in sich libergeht, ein Ergebnis, was ohnehin unseren anschaulichen Erwartungen
entspricht.

Man kann auch Beziehungen zu anderen Transformationen herstellen.

A (4.8) Von der graphischen Darstellung einer gegebenen Funktion f sei bekannt: Fiihrt
man nacheinander eine Spiegelung an der z-Achse und eine beliebige Translation langs
der y-Achse aus, so ist das Ergebnis gleich dem einer bestimmten Translation langs der
x-Achse. Man beweise, dass dann f eine periodische Funktion ist.

Die Voraussetzung lasst sich unter Verwendung von Abschnitt 3.2 in Form einer Funk-
tionalgleichung wiedergeben:

—f(@)+b=f(z+a) (3)
Ersetzen wir in (3) « durch x + a, so erhalten wir
—fx+a)+b= f(xr+ 2a) und mit (3) f(z) = f(z + 2a)
d.h., 2a ist eine Periode der Funktion f.

In diesem Beispiel ergab sich aus dem Sachverhalt die Funktionalgleichung (3). Es blieb
nachzuweisen, dass alle Funktionen, die (3) erfillen, auch periodisch sind. Das gelang
mittels einer Substitution. In Wettbewerbsaufgaben ist haufig - wie in den folgenden -
die Funktionalgleichung direkt gegeben.

A (4.9 Es seien a eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine fiir alle reellen
Zahlen x definierte Funktion mit der Eigenschaft

f(x+a) = /4 - f(x)? (4)
Man beweise, dass dann f eine periodische Funktion ist.

Aus (4) ergibt sich
0= flz) =2 (5)

Ersetzen wir wiederum x durch x + a, so erhalten wir
flz +2a) = \/4— f(z +a)

Aus (4) folgt auch f(x +a)? = 4 — f(z)?. Unter Beriicksichtigung von (5) bekommen
wir damit f(x 4 2a) = f(x), d.h., 2a ist eine Periode der Funktion f.

A (4.10)% Es seien a eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine fiir alle reellen
Zahlen x definierte Funktion mit der Eigenschaft

f()
f(:c+a):—3_f(x)_1

34in Anlehnung an eine Aufgabe aus der X. Internationalen Mathematikolympiade
35verkiirzte Fassung von 141236 B der OJM
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4.2 Periodische Funktionen

Man beweise, dass dann f eine periodische Funktion ist.

An diese drei Aufgaben wollen wir noch zwei Fragen anschlieBen, die Frage nach der
Existenz einer solchen Funktion und die nach der Konstruktion solcher Aufgaben.

Die Existenz einer solchen Funktion ist durch ein Beispiel nachgewiesen. Bestandteil der
erwahnten Wettbewerbsaufgaben war auch immer die Forderung nach einem Beispiel.
Die Losungsvorschlage enthalten dann meist recht komplizierte Beispiele, die z.B. auf
trigonometrische Funktionen Bezug nehmen. Dabei ist es doch so einfach!

Die Funktionalgleichung, die in unseren Beispielen stets die Form f(z +a) = G(f(z))
hat, drangt uns die Konstruktion eines Beispiels geradezu auf. Diese Form besagt doch,
dass die Funktionswerte im Intervall 0 < x < a, liber die wir weitestgehend frei verfiigen
konnen, diejenigen im Intervall a < z < 2a festlegen. Legen wir z. B.

f(x)=1 fur 0<zr<a

(fir alle drei Beispiele!) fest, dann ergibt sich

aus (3) f(x) =—1+0bfira <z < 2aq,

aus (4) f(x) = /3 fira < < 2a,

aus (6) f(z) =3 fira <z < 2a.

Damit erhalten wir (iber dem Intervall 0 < x < 2a eine "stiickweise konstante" Funk-
tion, die sich ja wegen der (bereits nachgewiesenen) Periodizitat fir alle = fortsetzen

lasst. Setzen wir in A (4.9) a = 1, so ergibt sich das Beispiel

o) = 1 fur 2n <x <2n+1
Tl V3 fir 2n+1<z<2n+2 mit ne’z

welches in Abb. 12 veranschaulicht ist.

57
_-ﬁ s i ——1
E——— | G—mc—m— @
: = ; >
a a 2a x
Abb. 12

Die angegebenen Aufgaben sind fiir Ubungszwecke oder als Wettbewerbsaufgaben for-
muliert worden. Steckt hinter dem Erfinden dieser Aufgaben ein Prinzip? Die recht
unterschiedliche Struktur von (3), (4) und (6) spricht dagegen, das Losungsverfahren
und das Ergebnis (Periode jeweils 2a) sprechen dafiir.

Wir ersetzen die Funktionalgleichungen einmal durch Funktionsgleichungen gleicher
Struktur und erhalten

(3)y=—-x+0,
A)y=vV4—2?mit0 <z <2,
0)y =55

Die graphischen Darstellungen (vgl. Abb. 13) dieser Funktionen liiften das Geheimnis,
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4.2 Periodische Funktionen

sie sind in jedem Fall symmetrisch zum Bild der Geraden y = x. Das heiBt, dass bei
einer Vertauschung der Variablen z und y in (3), (4') oder (6') keine andere Funktion
entsteht, diese Vertauschung also keine Wirkung hat.

yA

(3"

T ()

(6"

[
1

Abb. 13 1

xy

Setzen wir nun y = f(x+a) und x = f(x), so erhalten wir unsere Funktionalgleichun-
gen, fir die die Vertauschung von f(z+a) mit f(x) ebenfalls keine Wirkung hat, d.h.,

es gilt f(x) = G(f(x + a)),

andererseits gilt nach dem Substitutionsverfahren f(z + 2a) = G(f(z + a)). Es gilt
also f(xz +2a) = f(x), wie wir schon wissen. Jetzt kann man selbst weitere Aufgaben
von diesem Typ finden.

Eine gewisse Variation ist bei der folgenden Aufgabe zu beriicksichtigen.
A (4.11)@ Es seien a eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine fiir alle reellen
Zahlen zu definierte Funktion mit der Eigenschaft

1+ f(x)
1— f(z)

Man beweise, dass dann f eine periodische Funktion ist, und gebe ein Beispiel fiir eine
solche Funktion an.

A (4.12) Von einer Funktion f mit D(f) = R sei bekannt, dass ein p > 0 mit f(p) =0
existiert und dass f die Funktionalgleichung

flzr 4+ x2) + faxy — x9) = 2f (1) - f(x2)

erfillt. Man beweise, dass die Funktion gerade und periodisch ist.

fla+a) =

Wer mit trigonometrischen Funktionen schon gut vertraut ist, wird vielleicht gemerkt
haben, dass f(x) = cos(ax) die Funktionalgleichung in A (4.12) erfullt. Fiir die Lo-
sung der Aufgabe ist diese Kenntnis aber keine Hilfe, da wir ja nicht wissen, ob diese
Funktionen die einzigen Lésungen sind.

36yerianderte Fassung der Aufgabe 051223 der OJM

30



5.1 Solange x rational ist

5 Die Cauchysche Gleichung

5.1 Solange x rational ist

Allerdings bemerkt man immer,
was darin steckt und von wo -
Chr. Morgenstern

Nach Cauchy ist die Gleichung

[z +29) = f(21) + f(22) (1

(vgl. auch A (2.12)) benannt. Augustin Cauchy lebte von 1789 bis 1857 und war einer
der hervorragendsten Mathematiker, die es jemals in der Welt gab. Er veroffentlichte
1821 in Paris seine ldeen zu der angegebenen Gleichung und wird daher zu den Mitbe-
griindern der Theorie von den Funktionalgleichungen gezahlt.

Wir wollen uns mit den Uberlegungen vertraut machen, die zur Lésung fiihren, weil sie
anderswo auch anwendbar sind.

Zunachst wollen wir noch einmal daran erinnern, dass jede Lésung von (1) notwendi-
gerweise ungerade ist. Wir dirfen uns daher z.B. bei Beweisen auf > 0 beschranken.

S (5.1) Wenn f Losung von (I) ist, gilt

flrx) =7 f(x) (1)
fur alle rationalen Zahlen r und alle reellen Zahlen z.

Beweis. Es sei also f eine Losung von (1). Zunachst ist

fQRr) = fle+x)=2f(x) , [Br)=[2z+2)=f22)+ [(x)=3f(z)

Allgemein erhalt man fiir alle natiirlichen Zahlen m die Gleichung®|

f(mx) = mf(x) (2)

Nun sei 7 = ™ eine beliebige nichtnegative rationale Zahl. Dann gilt wegen (2)

fn-rx)=n- f(rz) sowie f(n-rz) = f(mx) =m- f(x)

und damit
f8rx) =

m
n

- f () (3)
Der Rest folgt daraus, dass f ungerade ist.
Was folgt aus S (5.1)? Fir x := 1 hat man

flr)y=J()-r (4)

37Exakt lasst sich diese Aussage mit vollstandiger Induktion beweisen. Zu dieser Beweismethode vgl.
etwa [13].
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5.2 Ein Satz von Darboux und seine merkwiirdigen Konsequenzen

Diese Gleichung legt die Vermutung nahe, dass wir unser Ziel bereits erreicht haben:
f ist fir alle rationalen Argumente bestimmt, wenn man f(1) kennt oder festlegt.
Andererseits ist ja die Funktion f mit

fx)=c-x (x e R,c € R)

Lésung von (1), und c ist - in Ubereinstimmung mit (4) - gerade der Wert von f an der
Stelle x = 1. Die lineare Funktion f mit f(z) = cx ist also Lésung, und jede Losung
hat fir rationale Argumente diese Gestalt.

Nun weiB man, dass die rationalen Zahlen dicht liegen: Zwischen je zwei rationalen
Zahlen a und b, so dicht beieinander sie auch liegen mogen, kann man eine beliebige
Anzahl weiterer rationaler Zahlen finden. So liegen z.B. alle

r,=a+ (b—a) mit 1=1,2,...n

n+1
zwischen a und b. (Beweis?)

Da sollte man doch annehmen, dass fiir jene reellen Argumente, die keine rationalen
Zahlen sind, kaum noch etwas aufregend Neues geschehen kann. Dass wir mit dieser
Vermutung griindlich auf dem Holzweg waren, wollen wir in den nachsten Abschnitten
zeigen.

Betrachten wir dagegen - wie eben - nur Funktionen fiir rationale Argumente, so lassen
sich nach der demonstrierten Methode auch andere Funktionalgleichungen l6sen.

A (5.2)P8 Von einer Lsung f der Gleichung f(z;-22) = f(x1)- f(z2), die nicht iberall
gleich Null ist, beweise man die folgenden Eigenschaften:
) [ verschwindet héchstens fir o = 0,
f(z) >0 fir z > 0,
gilt f(0 )—c—O dannist f(z) =1 fur alle z € R,
fQ) =

)
3)
)
) fist durch die Werte fiir 0 < < 1 bereits vollstandig bestimmt,
)
)

(1
(2
(
(4
(
E f(=x)| = f(x) fur alle z > 0,

5
6) |
7) firr =m/n mit m,n € Z und z > 0, x € R gilt

f(Vam) = {f(xym  bzw.  f(a") = f(x)

5.2 Ein Satz von Darboux und seine merkwiirdigen
Konsequenzen
Oft erfahrt man, was man gefragt hat,

erst aus der Antwort.
J. Cocteau

38Vgl. A (2.13).
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5.2 Ein Satz von Darboux und seine merkwiirdigen Konsequenzen

Das Ergebnis von S (5.1) kénnte auch so beschrieben werden:

Ist f eine Losung der Cauchyschen Gleichung (1), so liegen die Punkte von f*, deren
x-Koordinate rational ist, auf einer Geraden. Uber das Verhalten der Funktion fiir
irrationale Argumente konnten wir bisher keine Aussagen machen.

Ist es z.B. méglich, dass fiir alle rationalen Argumente f(z) = x gilt und f(1/2) = 37

Diese Frage wollen wir - beginnend mit einem Satz von Darboux®”| - schrittweise be-
antworten.

S (5.3)@ Ist f eine fiir alle reellen x definierte Funktion und gilt

a) f(x1+x2) = f(a1) + f(22),
b) es gibt ein Intervall [a, b[*] und es gibt Zahlen m und M derart, dassm < f(z) < M
fur alle a < x < b gilt, dann folgt daraus f(z) = ¢z mit c = f(1).

Anmerkung. Von einer Funktion f, die b) erfiillt, sagt man, dass sie auf [a, b] beschrankt
sei. Die Funktion f mit f(z) = 1/z ist z.B. auf dem Intervall [—1, 1] unbeschrankt,
dagegen ist sie beschrankt auf dem Intervall [1,2] mit m =0, M = 1.

Beweis. Da wir f(z) — f(1) - = 0 beweisen sollen, betrachten wir die Hilfsfunktion ¢
mit

g(x) = flz) = f(1) -2

Die Funktion g erfilllt ebenfalls a) und b). In der Tat ist
g(w1 + x9) = f(x1+22) — f() (21 + 22) = f(21) — f(1) - 21 + f(22) — f(1) - 29
= g(x1) + g(2)

Um b) nachzupriifen, muss man f(1) = ¢ > 0 und ¢ < 0 unterscheiden. Wir fiihren
nur den Fall ¢ > 0 vor: Aus a < x < b folgt —ca > —cx > —cb.
Zusammen mit b) ergibt sich

m—cb< f(x)—crx=g(x) <M —ca

g hat Uberdies noch wegen S (5.1) die Eigenschaft,’” fir alle rationalen Argumente zu
verschwinden:

g(r) = 0 fir alle rationalen Zahlen r.

Fur alle x € R gilt demnach

gz +r) =g(@) +9(r) = g(z)

Jetzt konnen wir zeigen, dass ¢ lberall beschrankt ist. In der Tat, sei x € R beliebig
gewahlt. Dann gibt es ein rationales 7 so, dass « + 7 in [a, b] liegt. Und wegen g(z) =
g(x + 1) liegt g(z) zwischen denselben Schranken wie die Funktionswerte auf [a, b].

Nun beenden wir den Beweis. Es sei zq irgendeine (irrationale) Zahl mit g(z¢) # 0.

39Gaston Darboux, 1842-1917, franzdsischer Mathematiker.
*0Vgl. [9], S. 45/46, oder [15], S. 10/11.
*[a, b] ist die abkiirzende Schreibweise fiir {z : @ < z < b und z € R}.
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5.3 Eine Funktion wie eine Staubwolke

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir g(xy) > 0 an. Fir alle natiirlichen
Zahlen n gilt aber (vgl. S (5.1))

g(nzg) =mn- g(xg)

Wahlt man n geeignet, dann kann man so jede obere Schranke fiir die Funktionswerte
ubertreffen im Widerspruch zu der eben bewiesenen Beschranktheit von ¢. Also ist
g(x) = f(x)— f(1)-x = 0 fir alle x € R. Unter der Bedingung b) sind die Funktionen
f mit f(x) = f(1) - x und nur diese Lésungen der Gleichung a).

Wir wollen jetzt kraftig von der Aussagenlogik Gebrauch machen.ﬁ Dort zeigt man,
dass "Wenn A gilt, so folgt B", gleichwertig ist mit "Wenn B nicht gilt, so folgt, dass
A nicht gilt."

Ferner sind "C und D gilt nicht" sowie "Es gilt nicht C oder es gilt nicht D" gleichwertige
Aussagen. Das wenden wir auf den eben bewiesenen Satz an. Dort haben wir die
Aussage:

"Wenn a) und b) gilt, so ist f(z) =c-z."
Dies ist also gleichbedeutend mit der Aussage:
"Wenn f(z) # cz, so ist f nicht Losung der Cauchy-Gleichung, oder b) gilt nicht."

Nun wollen wir ja unter allen Umstanden Lésungen unserer Funktionalgleichung (1)
haben. Bleibt also die Aussage "b) gilt nicht". Und das heiBt:

Die Funktion ist auf keinem Intervall, so klein wir es auch wahlen (!), beschrankt.

Dieses Ergebnis ist beeindruckend. Immer dringender stellt sich die Frage, ob es solche
Funktionen (iberhaupt gibt. Und wenn es sie gibt, was hatte man sich unter ihrer
graphischen Darstellung vorzustellen?

5.3 Eine Funktion wie eine Staubwolke

Fad und unfruchtbar sind die Wunder,
die man seziert, ehe man sie glauben durfte.
Chr. Wolf

Wir wollen einmal annehmen, dass es die merkwiirdigen Funktionen, auf die wir soeben
gestoBen sind, iiberhaupt gibt und das AusmaB ihrer Merkwiirdigkeit in einem Satz
aufdecken. Dazu missen wir Vorbereitungen treffen.

A (5.4) Man beweise die sogenannte Dreiecksungleichung
l|a| = 10]] < |a+ 0] < la| + |0 far a,beR

Im folgenden wollen wir prazisieren, was eine Umgebung eines Punktes F ist: Es soll
ein Quadrat mit dem Mittelpunkt P, und der Seitenlange 2a sein (vgl. Abb. 14a).

27 B. [5], S. 10/11
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5.3 Eine Funktion wie eine Staubwolke

Wir bezeichnen es mit Q(Fp, a). Man kdnnte natiirlich auch Kreise, Ellipsen oder andere
ebene Figuren benutzen, um Umgebungen zu charakterisieren. Quadrate haben den
Vorteil, dass sich leicht formulieren lasst, wenn ein Punkt P in der Umgebung Q(F, a)
mit Py = (2o, yo) liegt:

P =(z,y) € Q(Py,a) genau dann, wenn |z —xo|<a und |y—y <a

YA v4

fix)=x
Flxphtxpt ———
7 1e% o, | P=(%,9)
D s B . = PR g pmpeesi I !
R oI 1
Ht———1 ———0 | |
] 1 | |
L L > L »
Xo X x Xy J'(1 x
2a
Abb. 14

S(5.5) Voraussetzungen.

a) f ist Losung der Cauchy-Gleichung mit f(1) = 1.

b) Es gibt eine Stelle x5 mit f(z3) # xo.

c) ¢ ist eine beliebige positive Zahl und Py = (x¢, yo) ein beliebiger Punkt.

Behauptung. Es gibt einen Punkt P = (7,7) € Q(Py, €) derart, dass 7 = f(7).
Wir haben versucht, den einfachen geometrischen Inhalt dieses Satzes in Abb. 14 b
deutlich zu machen.

Beweis. Wir benutzen irgendein ;1 € R mit 1 = f(x1) # 0, z.B. eine beliebige
rationale Zahl, und betrachten das Gleichungssystem

axy+ frg =9 af(z1) + Bf(z2) = yo (1)
Die Unbekannten sind o und (. Als Lésung erhalt man (wegen f(z3) # x2 und 21 # 0)

_ zof(22) — Yor2 8= Yo — To
z1(f(22) — x2) ’ f(x2) — 2

An « und (3 interessiert uns im weiteren nur, dass es sie gibt und dass sie wohlbestimmt
sind.

Wenn nun zufallig o und B rationale Zahlen sind, dann gilt, wie wir aus Abschnitt 5.1
wissen,

yo = af(x1) + Bf(z2) = flaz + Br2) = f(0)
In diesem Fall erfullt also F selbst die Behauptung. Im allgemeinen sind « oder /3 jedoch
irrational. Wir konnen sie aber durch rationale Zahlen 71, 7o mit beliebiger Genauigkeit
annahern:
a=ry+h : B =1+ hy (2)

Die Bestimmung der Fehler hy und hs behalten wir uns noch vor. Jetzt erhalt das
Gleichungssystem die Gestalt

rx+rory = ro—(hirithoxs)  , rif(z)Fraf(w2) = yo—(ha-f(z1)+Fhe-f(z2))
(3)
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5.3 Eine Funktion wie eine Staubwolke

und wir werden sehen, dass

T =rx—1+rmw und 7= f(T) = f(riz1 +rowa) = rif(x) +raf (z2) (4)

die Behauptung des Satzes erfiillen, wenn wir nur hy und hy geeignet wahlen. Mit der
Dreiecksungleichung ergibt sich namlich aus (3) und (4)

|T— IO’ = |h1:L’1 + hQIQ’ S |h — 1:131| =+ |h — 2£L‘Q| == ‘h1| . |I1| + [hg’ : |LL’2|
7 = yol = [haf(z1) + hof(x2)] < [Pl - | f(z0)] + [hel - [f(22)] (5)

Nun stellen wir folgende Forderungen:

5 €
|hi| < m und \hi| < @] (1=1,2) (6)
Aus (5) und (6) folgt
7ol = gl g el =
2 — < . < —

Die letzten Ungleichungen besagen, dass P = (7,7) im willkirlich gewahlten Quadrat
Q(Po, ) liegt, auBerdem gilt 7 = f(T) nach Definition (vgl. (4)).

Da in S (5.5) der Punkt Py jeder Punkt der Ebene sein kann, bedeutet das, dass in
einer beliebig kleinen Umgebung eines jeden Punktes ein Punkt von f* liegt, wahrlich
ein Bild, das sich mit einer Staubwolke vergleichen lasst.

In Abschnitt 3.1 haben wir erkannt, dass die graphische Darstellung einer Funktion f
mit D(f) = R eine wichtige Eigenschaft hat:

Jede zur x-Achse senkrechte Gerade trifft f* in genau einem Punkt. Widerspricht
das denn nicht dem Bild einer Staubwolke? Trifft eine beliebige Gerade durch diese
Staubwolke tatsachlich immer nur ein einziges Staubkorn?

Die Antwort darauf ist: Ja, es gibt derartige Funktionen. Bewiesen wurde das von Georg
Hamel 3]

Wir konnen seinen Beweis nicht nachvollziehen, weil dazu genaue Kenntnisse tiber
tiefliegende Eigenschaften reeller Zahlen notig sind. Aber das Prinzip, nach dem Hamel
vorgegangen ist, konnen wir darstellen. Dazu benutzen wir als Definitionsbereich der
Cauchy-Gleichung eine Teilmenge von R x R.

Wir benutzen nur solche Zahlen, die sich in der Form
V2 4 r9V3 + 13
schreiben lassen, wobei 71, 79 und r3 beliebige rationale Zahlen sind:

M={z:z= MV2 4 19V3 + 13 und 71,79, 73 rational }

43Georg Hamel, 1877-1954, deutscher Mathematiker.
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5.3 Eine Funktion wie eine Staubwolke

Wenn wir M x M als Definitionsbereich D unserer Funktionalgleichung verwenden
wollen, missten wir uns, um f(z; + x2) uneingeschrankt bilden zu kdnnen, davon
iiberzeugen, dass die Addition nicht aus M herausfihrt.

Weiterhin benoétigten wir eine Aussage tiber die Eindeutigkeit der obigen Darstellung.

Auch miisste man sich davon liberzeugen, dass x genau dann rational ist, wenn r| =
ro = 0 gilt. Wir tberlassen die dazugehdrigen Beweise dem interessierten Leser. Dann
konnen wir eine Funktion der angekiindigten Art konstruieren.

D (5.6) Fiir alle z = r1v/2 +79v/3 4+ 13 € M sei f durch
flx) =ria+ryb+r3-x (*)

definiert, wobei a # cv/2 oder b # c\/3 gewahlt seien. ¢ sei irgendeine reelle Zahl.

Wir zeigen, dass f folgende wesentliche Eigenschaften hat. Die Funktion f genligt der
Cauchy-Gleichung: Mit 21 = r1v/2 + rov/3 + r3 und 20 = 71v2 + 73/3 + 73 gilt

flz1+22) = (1 +71)a+ (r2 +72)b+ (r3 +73)c
= (ria + rob + r3c) + (Tra + 73b + 73¢) = f(21) + f(22)

Die Konstanten a, b und c enthiillen sich als spezielle Funktionswerte:
Aus 1y = 1, ro = r3 = 0 folgt f(v/2) = a. In analoger Weise folgt f(v/3) = b,
f(1)=0.

Jetzt erkennt man auch, dass mindestens an einer der beiden Stellen v/2 oder v/3 die
Funktionswerte nicht auf der Geraden ¢* mit g(x) = ¢ - x liegen.

Andererseits gilt fir alle rationalen = r3 die Gleichung f(r3) = ¢ r3. Damit ist klar:
Wir haben wenigstens auf M eine solche "Staubwolkenfunktion" konstruiert.

(Der Leser liberzeuge sich, dass der Satz S (5.5) auch fiir Funktionen f mit D(f) = M
gultig ist.)

Man ahnt nun vielleicht auch, welche Schwierigkeiten G. Hamel zu (iberwinden hatte,
um eine entsprechende Funktion auf R zu erhalten.

Wir haben unseren Definitionsbereich M mit Hilfe der "Basiszahlen" v/2,1/3 und 1
linear zusammengesetzt.

Hamel musste versuchen, eine solche Basis zu finden, die es ihm ermoglichte, alle
reellen Zahlen zu erzeugen. Dabei kommt man nicht mehr mit endlich vielen Basiszahlen
aus. Die dazu nétigen Uberlegungen sind sehr kunstvoll und trugen zu Beginn unseres
Jahrhunderts wesentlich zur Bereicherung der Mathematik bei.
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6.1 Stetig und unstetig

6 Stetige Funktionen

6.1 Stetig und unstetig

Willst du dich am Ganzen erquicken,
so musst du das Ganze im Kleinsten erblicken.
J. W. v. Goethe

Erinnern wir uns daran; woher die merkwiirdigen Ergebnisse der letzten Abschnitte
rihrten. Liegt auch nur ein Punkt der Losung der Cauchy-Gleichung (1) nicht auf der
Geraden y = cz, so ergab sich als Konsequenz die "Staubwolken" funktion. Eine Ab-
weichung, ein Sprung, eine einzige Unstetigkeit und solche Folgen!

SchlieBen wir solche Unstetigkeiten aus, beschranken wir uns also auf stetige Funktio-
nen, so beschranken wir auch die zugelassene Funktionenklasse F' der Funktionalglei-
chungen und vereinfachen damit wesentlich die Losungswege. Andererseits miissen wir
uns den neuen Begriff der Stetigkeit exakt aneignen und sorgfaltig gebrauchen.

Wir gehen von einem geometrischen Sachverhalt aus: Wir nennen erst einmal eine Funk-
tion f stetig, wenn ihre graphische Darstellung f* eine durchgehende, ununterbrochene
Linie bildet. Das Problem besteht gerade darin, fiir diese anschaulich so einfache Aus-
sage eine brauchbare mathematische Formulierung zu finden.

YA

.
|
X

Abb. 15

Manchmal ist es leichter, das Gegenteil einer Eigenschaft als diese Eigenschaft selber
zu charakterisieren. Das wollen wir im vorliegenden Fall versuchen.

In Abb. 15 haben wir eine an der Stelle x( unstetige Funktion veranschaulicht. Der
Graph ist dort "zerrissen". Wie kann man das beschreiben?

Wir haben es in der Zeichnung angedeutet: Man findet einen - zur z-Achse parallelen
- Streifen der Breite 2¢, der so gewahlt werden kann, dass es Funktionswerte f(x)
auBerhalb dieses Streifens gibt, wie dicht man auch x bei z(y wahlt. Wie nahe z bei x
liegt, messen wir mit einem 0-Streifen, der senkrecht auf der z-Achse steht.

Beide Streifen liegen symmetrisch zu zy bzw. f(z(). Die Projektionen der Streifen auf
die Achsen nennen wir Umgebungen von zy bzw. f(xy) mit den Radien 0 bzw. ¢.
Wir werden sie mit Us(zg) bzw. U.(f(z()) bezeichnen. Sie sind die eindimensionalen
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6.1 Stetig und unstetig

Analoga der in Abschnitt 5.3 benutzten Quadrate:
Us(xg) = (xo— 6,20+ 9) ={xg: 20— <x <29+ 06 und z € R}
={z:|r — 29| < und z € R}
Ue(f(z0)) ={y : ly — fzo)] <eund y € R}

Jetzt haben wir alles vorbereitet, um eine korrekte Definition aussprechen zu kénnen:

D (6.1) Die Funktion f ist am der Stelle zy € D(f) unstetig genau dann, wenn es ein
e > 0 so gibt, dass fiir jedes 6 > 0 ein z € D(f) mit x € Us(xg) und f(z) € U(f(x0))
existiert.

A (6.2) Man beweise, dass die Funktion f mit f(z) = [z] an jeder Stelle xy € Z
unstetig ist.

Nun werden wir verniinftigerweise sagen, dass f an der Stelle x stetig ist genau dann,
wenn f dort nicht unstetig ist: Wir haben D (6.1) zu negieren!

D (6.3) Die Funktion f ist stetig an der Stelle o € D(f) genau dann, wenn fiir jedes
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle x € D(f) folgendes gilt:
Wenn x € Us(xg), so ist f(z) € U(f(x0)).

Wer die Techniken der formalen Logik noch nicht so virtuos beherrscht, kann D (6.3)
schrittweise wie folgt gewinnen. Wir bezeichnen Teilsatze mit groBen Buchstaben.

A. Fiir jedes 6 > 0 gibt es ein z € D(f) mit x € Us(xg) und f(z) ¢ U:(f(z0)).
B. Es gibt ein x € D(f) mit z € Us(zo) und f(z) € U:(f(x0)).
C. x € Us(xo) und f(z) € U-(f(x0)).

Und nun erzeugen wir schrittweise die Negation von D (6.1). Dabei soll das Zeichen
"=" zwischen inhaltlich gleichwertigen Formulierungen stehen:

f stetig in xy € D(f) = es gibt kein € > 0, so dass A gilt,
f stetig in x € D(f) = fir alle ¢ > 0 gilt A nicht,

A gilt nicht = es gibt ein § > 0, so dass B nicht gilt,

B gilt nicht = fir alle z € D(f) gilt C nicht,

nicht C = aus x € Us(x) folgt f(z) € Ue(f(xp)).

Diese Teilaussagen werden nun wieder zusammengesetzt, substituiert, als waren es For-
melausdriicke. Als Ergebnis gewinnt man die obige Definition.

Die Definitionen D (6.1) und D (6.3) sind von grundsatzlicher Bedeutung in der Ma-
thematik. Sich mit ihnen auseinanderzusetzen, bleibt keinem erspart, der genau sein
will.

Der Stetigkeitsbegriff in dieser Gestalt ist anwendbar auf Abbildungen, die wesentlich
allgemeiner sind als die von uns behandelten Funktionen. Ubrigens ist der Begriff in der
vorliegenden Form nicht von heute auf morgen entstanden.

Er hat sich nur langsam und weltweit erst in unserem Jahrhundert herausgebildet und
durchgesetzt. Es ist also nicht gar so verwunderlich, dass es Miihe kostet, ihn inhaltlich
zu erfassen. Das Auswendiglernen einer solchen Definition ist sinnlos.
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6.2 Anschaulich und unanschaulich

Eine geometrische Vorstellung von der Sache lasst sich dagegen besser reproduzieren.
Abbildung 16 soll diesem Zweck dienen:
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Abb. 16

Wie schmal wir auch den e-Streifen wahlen, stets finden wir einen §-Streifen so, dass
die vom 9-Streifen ausgeblendeten Funktionswerte im e-Streifen liegen.

Aus der Definition wird deutlich: Stetigkeit (oder Unstetigkeit) ist eine Eigenschaft, die
in jedem Punkt zy € D(f) zu Gberprifen ist. Man spricht von einer lokalen Eigenschaft.

D (6.4) Eine Funktion f heiBt auf M C D(f) stetig genau dann, wenn f in allen
Punkten von M stetig ist. f heiBt stetig, wenn M = D(f) ist.

A (6.5) Man beweise, dass jede Funktion f mit f(x) = mz + n, wobei m,n € R,
m =0 und D(f) = R ist, stetig ist.

A (6.6) Man beweise, dass eine in einem Punkt z stetige Funktion auf einem gewissen
Intervall beschrankt ist.

Aus der Losung dieser Aufgabe und dem Darbouxschen Satz S (5.3) folgt sofort, dass
als Losungen der Cauchy-Gleichung (I) nur die Funktionen f mit f(z) = f(1) -z
moglich sind, wenn man Stetigkeit an einer Stelle fordert.

6.2 Anschaulich und unanschaulich

Wer sich einiger Dinge sicher ist,

bleibt offen fiir Neues, ist nicht am Ende,
sondern auf der Suche.

G. de Bruyn

Manchem, der uns bis hierher gefolgt ist, mogen die Definitionen (6.1) und (6.3) sehr
theoretisch vorgekommen sein. Sie sind aber auch praktikabel, wie wir an den folgenden
Beispielen nachweisen méchten.

B (6.7) f(x) = 2% D(f) =R.
Abb. 4 fihrt zu der Vermutung, dass f (Uberall) stetig ist.

Beweis. Es sei x irgendeine reelle Zahl, ¢ eine beliebige positive Zahl. Dazu muss nun
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6.2 Anschaulich und unanschaulich

ein geeignetes 0 gefunden werden. Wenn ein solches gefunden ist, erfiillt auch jedes
kleinere ¢ die Forderungen der Definition.

Deshalb kénnen wir von vornherein ¢ < 1 wahlen. Das erlaubt fiir alle z € Us(zy) die
Abschatzung

|z + zo| < |20 + |z] < |zo| + w0 £ 1| < 2|20] + 1 (1)
(Dabei haben wir die Dreiecksungleichung aus A (5.4) verwendet.) Daraus folgt nun
[f(2) = flwo)| = [a* = 2§| = |2 — wo| - |& + 2o < |2 — @o| (2fwo| + 1)

Jetzt ist klar, dass fur Zahlen x mit

£
— 2| < 57— d -zl <1
|z — x| o 1 un |z — x|

die Abschatzung
€

|f(z) = f(z0)] < W

(2lzol +1) =€
gilt.
Wir fassen zusammen: Zu vorgegebener positiver Zahl £ wahle man fiir ¢ die kleinere

der beiden Zahlen 1 und 55— Ist |z —xo| <, dann folgt |f(x) — f(x0)| < €, oder,

ist x € Us(xp), dannist f(x) € U:(f(x0)).

fx)=xt

Yo il

Abb. 17 @

In Abb. 17a wird anschaulich, was unsere Rechnung erbracht hat: Bei festem ¢ wird
der 0-Streifen schmaler, wenn man |z| vergroBert.

B (6.8) f(x) =1, D(f)={x:2 € R und = # 0}.

!

Behauptung. f ist stetig.

Beweis. Es sei € > 0, zy € D(f). Wir setzen den §-Streifen jetzt so fest, dass 0 ¢
Ué(l‘o) ist, z.B.

1
| = zo| < 5|20l

Dann folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung (vgl. A (5.4)) die Ungleichung 1|z| <
|| — |z| bzw.

1
2] = 5ol (1)
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6.2 Anschaulich und unanschaulich

Daraus folgt

@) = flao) = |~ — 2

B |z — x| 2
i 2o

S |3’f — xolw

ol ol

e-|ao|?

=5 ausfallt, ergibt sich

[f(z) = flxo)| <

Falls |x — x| <

Fir 0 kann man also das Minimum von |m—2°‘ und % nehmen (vgl. Abb. 17 b).

An dieser Stelle wollen wir eine Bemerkung einschieben (iber einen Erkenntnisprozess,
der in der Mathematik haufig ist.

Wir hatten uns im vorigen Abschnitt ein anschaulich klares Problem vorgelegt. Es
kostete - historisch gesehen - erheblichen Aufwand, dafiir eine mathematisch geeigne-
te Fassung zu finden. Die wenigen vorgestellten Beispiele vermitteln den begriindeten
Eindruck, dass wir unsere geometrischen Vorstellungen in den Definitionen D (6.1) und
D (6.3) wiederfinden.

Nun soll ein Beispiel folgen, das B. Riemanrﬂ untersucht hat. Diese Funktion zeigt,
dass wir mit unserem Stetigkeitsbegriff in Bereiche vorgedrungen sind, in denen unsere
Anschauung versagt. Wir haben ein viel weiteres Gebiet mathematischen Wissens er-
schlossen, als wir von vornherein ahnen konnten.

B (6.9)
. o )
fla) = ﬂjr x = q,.p, q teilerfremd, p,q € N, q # 0
0 far x irrational

D(f)={z:0<z <1und z € R}.

Q=

Behauptung. f ist stetig fir alle irrationalen Argumente und unstetig fiir alle rationalen.
Beweis. Es sei zunachst xg = % mit p,q € N. Dann ist f(zg) = % < 1.

Man wahlt ¢ = 2%1' Nun gibt es aber in jeder noch so kleinen Umgebung von z
irrationale Zahlen z, fir die ja f(z) = 0 ist. Fir diese Funktionswerte gilt also

[f (@) = flxo)| = [f(xo)| = ~ > 21q =& dh f(z) ¢ U(f(20))

Q|

Die Funktion f ist in x( unstetig.

Es sei nun z irrational, also f(xo) = 0. Ferner sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir betrachten
den dazugehérigen e-Streifen um f(xg) = 0, also symmetrisch zur x-Achse. AuBerhalb
dieses Streifens liegen nur die Funktionswerte, fiir die

(VAN
™M | =

f(a:):f(]q“):izfa g

44Bernhard Riemann, 1826-1866, deutscher Mathematiker.
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6.2 Anschaulich und unanschaulich
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Abb. 18 |

ist. Da ¢ € N und % eine endliche Zahl ist, kann diese Ungleichung nur fiir endlich
viele q erfiillt sein. Damit kann f (g) > ¢ auch nur fiir endlich viele Argumente gelten.
Den §-Streifen kann man dann immer so schmal wahlen, dass alle diese endlich vielen
Argumente auBerhalb von Us(x) liegen. (In Abb. 18 haben wir diesen Sachverhalt fiir

den Fall zp = /0,23 und ¢ = % veranschaulicht.

In die Abbildung wurden alle Punkte (g,é) eingetragen, fiir die = > % gilt, der 6-
Streifen ist so gewahlt, dass er keinen dieser Punkte iiberdeckt.)

Q

Es gibt folglich ein Intervall (g — 0,29 + J), in dem keine Zahlen g mit f (g) > e
liegen.

In diesem Intervall liegen also nur solche Argumente, fiir die f(z) = | f(z) — f(zo)| < €
ist. Damit ist die Stetigkeit gezeigt, ein Ergebnis, welches man von der Anschauung
her - vorausgesetzt, man kann sich f* vorstellen - wohl nicht erwartet hatte.

A (6.10) Gegeben sei die Funktion f mit

L fir o =2 p,q teilerfremd,p,q € N,q # 0
o) = { q 7

q
1 far =z irrational

D(f) ={z :0 < x < 1und z € R}. Gibt es Punkte, in denen diese Funktion stetig
ist?
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7.1 Verwandte der Cauchy-Gleichung

7 Weitere Funktionalgleichungen

Es bleibt immer etwas ungetan, immer entweder etwas mehr
zu sagen oder eine bessere Art, etwas zu sagen,

oder zumindest ein storendes vages Gefiihl,

dass die vollkommene Hinzufiigung oder Verbesserung
greifbar nahe ist und die Befiirchtung,

das die Unterlassung ein ewig andauernder Grund

des Bedauerns sein wiirde.

P. R. Halmos
7.1 Verwandte der Cauchy-Gleichung
Wir wollen in diesem Kapitel die Funktionalgleichungen
f(@1+x2) = f(21) + f(22) (1
flar+x2) = f(z1) - flz2) (1
flar - z2) = fz1) + f(22) 1)
flar - z2) = fz1) - f(a2) (V)

gleichzeitig studieren. Allerdings wollen wir voraussetzen, dass die zugelassene Funk-
tionenklasse F' die der stetigen Funktionen ist. Uber (1) wissen wir ja genau Bescheid.
Die anderen Gleichungen sind zunachst formal mit (1) verwandt.ﬁ

Diese Verwandtschaft erstreckt sich aber auch auf die Losungsmethoden. Man konnte
z.B. die Untersuchungen in Abschnitt 5.1 sinngemaB Ubertragen. (Das ist fir (IV) in A
(5.2) verlangt.) Wegen der Stetigkeit von f kann man anschlieBend die Lésungen fiir
alle reellen Argumente angeben.

Rationeller ist es, die Gleichungen (1), (Ill) und (IV) durch geeignete Substitutionen
auf (1) zuriickzufithren. Wir zeigen das fiir (IV). Dazu missen wir die Exponentialfunk-
tionen f mit f(x) = a® (a > 0) und ihre Umkehrfunktionen g mit g(x) = log, x
benutzen.

Es sei also f stetige Losung von (1V).

Aus der Losung von A (5.2) ist bekannt, dass man sich auf x > 0 beschranken kann
und dass dann f(z) > 0 ist, wenn man die triviale Losung f(z) = 0 ausschlieBt. Das
erlaubt die Darstellung

r=10" bzw. u=Ilgr (—oo<u<+00);
f(x) =10°08%)  oder  f(10%) = 10°™  bzw. (u) = lg[f(10%)]

Nun ergibt sich bei Anwendung der Potenzgesetze und unter Ausnutzung von (1V)

pur +uz) = lg[f(10"7")] = 1g[ (10" - 10"] = 1g[£(10"") - £(10")]

4>Wegen der Struktur der linken Seite spricht man auch von Additions- bzw. Multiplikationstheoremen,
vgl. [16], Bd. IlI, S. 234.
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7.1 Verwandte der Cauchy-Gleichung

Mittels eines Logarithmengesetzes folgt weiter

o(ur +ug) = 1g[f(10")] +1g[f(10"*)] = ¢(u1) + ¢(u2)

Die Funktion ¢ erfiillt also (I). Bleibt noch zu iiberlegen, ob ¢ auch stetig bzw. S
(5.3) anwendbar ist. Mit den uns zu Gebote stehenden Kenntnissen kénnen wir das so
begriinden:

Die Funktion f ist stetig. Es existiert also ein Intervall, auf dem f beschrankt ist:
0<m< f(10Y) <M fir a<u<b
Da Ig z eine monoton wachsende Funktion ist, ergibt sich die Beschranktheit von ¢:
m' =lgm <lg[f(10")] <lgM = M’
Damit ist S (5.3) anwendbar. Wir erhalten
o(u) = (1) - u : f(x) = 108/ (0Hgz — 4 le[f(10)]

f(z) = 2" mit a = 1g[f(10)]

Nun besinnen wir uns noch einmal auf A (5.2). Fiir x > 0 erhalt man dort |f(—x)| =
f(zx). Das fithrt zu den beiden Funktionen Fi, F5 mit

Fi(z)=|z* fir t€R und x#0

z? fur x>0
Folz) = { —|x|* fiur <0

Dass F und g2 tatsachlich auch Lésungen sind, bestatigt man leicht.

Bleibt noch eine Bemerkung zur Stelle = = 0 dbrig. Aus (IV) folgt f(0) = f(0-0) =
f(0)?, also
f(0)=0 oder f(0)=1

Im Fall f(0) =1 erhdlt man nach A (5.2) f(z) = 1. Das entspricht dem Fall a = 0.
Ansonsten muss f(0) = 0 als notwendige Bedingung erfiillt sein.

Jetzt priifen wir, ob wir stetige Funktionen erhalten haben. Fordern wir D(f) = R, so

erhalten wir fiir @ < 0 Losungen, die an der Stelle zp = 0 unstetig sind, da F3(0) =

F5(0) = 0 und |z|* =, L~ in der Nachbarschaft von zy = 0 iiber alle Grenzen wichst.

x‘fa,
Fir a = 0 erhalt man die stetige Funktion f mit f(z) = 1 und fiir a > 0 die Funktionen
Fy, Fy mit Fy(z) = |z|® bzw. Fy(x) = sgn(x) — |x|*, deren Stetigkeit wir als bekannt
voraussetzen wollen.

Schrankt man D(f) z. B. auf R% ein, so erhalten wir auch fiir a < 0 die (auf R%)
stetige Losung f(z) = 2°.
Wir sehen also, dass (IV) nichts anderes als ein Potenzgesetz ausdriickt.

A (7.1) Man ermittle alle stetigen Funktionen f mit D(f) = R, f(—2) = 3 und

45



7.2 Ein MaB ist gesucht

fz1-22) = f(21) - f22) + f21) + f(22).

A (7.2) Es sei a eine positive reelle Zahl. Man beweise, dass dann

a) f(x) = a® die einzige stetige Lésung f von (II) mit D(f) =R und f(1) = a ist,
b) f(x) = log,z die einzige stetige Losung f von (lll) mit D(f) = R\ {0} und
f(a) = 1 ist.

A (7.3) Man ermittle Funktionen f, die den in B (1.17) und B (1.18) dargestellten
Problemen geniigen.

Da bei geeigneter Festlegung des jeweiligen Definitionsbereiches und eines einzigen
Funktionswertes die Gleichungen (1) bis (IV) unter den stetigen Funktionen genau eine
Losung haben, kann man auch umgekehrt diese Funktionen durch die entsprechenden
Funktionalgleichungen definieren.

Neben den Additionstheoremen (I) und (Il) sind dem Leser vielleicht auch andere be-
kannt, z.B. die der trigonometrischen Funktionen. Auch in diesen Fallen kann man
danach fragen, ob es noch andere Funktionen gibt, die diese "trigonometrischen" Ad-
ditionstheoreme erfiillen, oder ob bei zusatzlichen Bedingungen die trigonometrischen
Funktionen die einzigen Losungen sind.ﬁ

Wie nicht anders zu erwarten, ist die Stetigkeit dann wieder von fundamentaler Bedeu-
tung.

7.2 Ein MaB ist gesucht

Die Streckenmessung ist uns so gelaufig, dass ihre genauere Betrachtung kaum In-
teressantes verspricht. Trotzdem wollen wir fragen, welche Beziehungen zu unserem
Thema bestehen. Durch eine Streckenmessung ordnen wir jeder Strecke eindeutig eine
reelle Zahl zu, Grundlage ist also eine Funktion m. Diese Funktion hat Eigenschaften,
von denen uns einige einerseits als selbstverstandlich, andererseits als besonders wichtig
erscheinen{”’]

(1) Es gibt eine Strecke sp mit m(sg) = 1 (Normiertheit).

(2) Fir kongruente Strecken sy und so gilt m(s;) = m(s2) (Invarianz gegeniiber
Bewegungen).

(3) Aus s1 N sy = @ folgt m(s1 U se) = m(s1) + m(s2) (Additivitat).

(4) Aus s1 C s9 folgt m(s1) < m(sz) (Monotonie).

Mit dem fiir Funktionalgleichungen gescharften Blick erkennen wir, dass (3) der Cauchy-
schen Gleichung sehr ahnlich ist. Der einzige, aber sehr schwerwiegende Unterschied
ist der, dass die Argumente der Funktion m Strecken, also Punktmengen sind.

Bisher waren immer reelle Zahlen als Argumente benutzt werden, mit ihnen lasst sich
auBerordentlich bequem rechnen. Sie haben gute Eigenschaften, die wir z.B. beim Be-
weis von S (5.3) benutzt haben.

#0Vgl. z.B. eine derartige Untersuchung in [17].
47 Ausfiihrliche Betrachtungen zu dem Problem der Streckenmessung findet man z.B. in [15], S. 23-29,
oder [16], Bd. V, S. 81-85.
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7.3 Das Skalarprodukt

Mit Punktmengen lasst sich dieser Beweis nicht fiihren. Man muss sich erst einmal
iiberlegen, welche Rechenregeln man zur Verfliigung hat. Diese Arbeit wurde um die
Jahrhundertwende von den beiden franzésischen Mathematikern Borel und Lebesgue
geleistet. lhre Betrachtungen des Problems fiihrten zur sogenannten MaBtheorie, die
ihrerseits sehr viele Gebiete der mathematischen Forschung beeinflusst und vorange-
trieben hat.

Wurden MaBe in der Geometrie schon lange vor einer axiomatischen Definition benutzt,
so gibt es in der modernen Mathematik geniigend Beispiele dafiir, dass das MaB sich
zwangslaufig aus den im Sinne der Problemstellung wesentlichen Forderungen ergibt.
In dieser Situation befand sich Shannon™] als er in den 40er Jahren unseres Jahrhun-
derts ein MaB fiir den Informationsgehalt bei Nachrichteniibertragungen suchte.

Das InformationsmaB H soll von der Anzahl k& der Zeichen abhéngen, unter denen ein
Sender zur Informationsiibertragung auswahlen kann. H soll eine Funktion der Anzahl
k sein, also H = H(k).

Nimmt ein Empfanger die Information zweier Sender S; und Sy auf, so soll Hyceam: =
H(ky) + H (ko) gelten.

Nun kénnte man sich an Stelle von S und S5 auch einen Sender S vorstellen, der die
Zeichen von S; und Sy zu (geordneten) Paaren koppelt und dann aussendet. Fiir solche
Paare gibt es dann &y - ks Moglichkeiten, und S wiirde dieselbe Information senden wie
die parallel arbeitenden Sender S; und S, also misste

H(ky - k) = H(k1) + H (k)

gelten. Vergleichen wir (*) mit (111) und A (7.2)b), so lassen schon diese ersten einfachen

Uberlegungen vermuten, dass die Logarithmusfunktion wesentlich fiir ein Informations-
maB sein wird 9]

7.3 Das Skalarprodukt

Mit der Betrachtung des Skalarproduktes unter dem Gesichtspunkt der Funktionalglei-
chungen wollen wir die Andeutungen von den weitreichenden Beziehungen der Funk-
tionalgleichungen zu verschiedenen Gebieten der Mathematik abschlieBen.

In diesem Fall handelt es sich um das bedeutende Gebiet der Funktionalanalysis, das in
der ersten Halfte unseres Jahrhunderts entwickelt wurde. Dieses Gebiet demonstriert,
wie das Suchen und Erfassen tiefliegender Gemeinsamkeiten in traditionellen, scheinbar
sehr unterschiedlichen Zweigen der Mathematik zwangslaufig zu neuen "Ubergreifen-
den" Begriffsbildungen fiihrt, z.B. zu den Begriffen Vektorraum und Skalarprodukt.

Erklart man fir die Elemente einer Menge M eine als Addition geschriebene Verkniip-
fung und eine als Multiplikation geschriebene Verkniipfung mit reellen Zahlen, die aus
der Menge M nicht herausfiihren und fiir die bestimmte Regeln gelten, so nennt man
V = (M,+,-) einen Vektorraum.m Statt einer exakten Erklarung wollen wir nur zwei

48Claude Elwood Shannon, geb. 1916, amerikanischer Mathematiker.
*SFiir die Fortsetzung solcher Betrachtungen vgl. etwa [18].
0Fiir eine exakte Begriffserklarung vgl. etwa [6], S. 394.
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7.3 Das Skalarprodukt

charakteristische Beispiele angeben, auf die wir dann wieder Bezug nehmen werden.

Die reellen Zahlen mit der "iblichen" Addition und Multiplikation bilden den Vektor-
raum R
Definiert man fiir n-Tupel a bzw. b reeller Zahlen a; bzw. b; eine Addition a + b durch

(a1, a2, ...,an) + (b1, b2, ..., bn) = (a1 + by, a2 + by, ..., an + by)
und eine Multiplikation A - a durch
A (ay, a9, ..., a,) = (Aay, Aag, ..., Aay,)

so erhalt man den Vektorraum R"™.
Auf einem Vektorraum V' kénnen wir nun ein Skalarprodukt definieren.

D (7.4) Eine Funktion
qg={((z,y),2) : (z,y) € VxVund z€ Rund z = q(x,y)}

heiBt Skalarprodukt, wenn folgende Regeln gelten:

(1) Far alle reellen Zahlen Ay, Ao und alle xy, 29,y aus V gilt

q(Miz1 + Xoxa,y) = A1 - q(z1,y) + A2 - q(x2, )

(2) fur alle x,y aus V gilt ¢(x,y) = q(y, z),
(3) fiir alle x € V gilt g(x, ) > 0, und g(x, ) = 0 gilt genau dann, wenn x = Q ist ]|

Wir sehen also, dass das Skalarprodukt eine Funktiorﬁ ist, deren wesentliche Eigen-
schaften (1) und (2) in der Definition durch Funktionalgleichungen beschrieben werden.

Ein erstes Anliegen ware wiederum, fiir einen Vektorraum eine Funktion ¢ zu finden, die
die Funktionalgleichungen (1) und (2) und natirlich auch (3) erfillt. Wir losen diese
Aufgabe fiir unsere obigen Beispiele:

Fir V = R! erfillt ¢1(z,y) = c-z -y mit C = ¢(1,1) und fir V = R" erfiillt
qn(a,b) = f: a;b; diese Aufgabenstellung. Der Nachweis ist in beiden Fallen leicht.
i=1

Welchen Vorteil bringt uns aber die Einflihrung des abstrakten Begriffes?

Sicherlich auch den, dass die aus D (7.4) abgeleiteten allgemeinen Satze damit auch fir
jeden speziellen Fall bewiesen sind. Bevor wir abschlieBend dafiir ein Beispiel bringen,
mochten wir unsere Leser um die Bereitstellung weniger Hilfsmittel bitten.

A (7.5) Man beweise, dass fir jedes Skalarprodukt ¢ auf V'

q(r,0) =0 (4)
q(Mz1 + Xow2, Asyn + Aaye) = Mz - q(w1,y1) + M- q(o1, y2)
+ XaoA3 - q(x2, 1) + Aoy - (22, 92) (5)

51Dabei ist @ das Nullelement von V, d.h., fiir alle 2 € V gilt 4+ O = =.
523llerdings keine Zahl-Zahl-Funktion mehr!
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7.3 Das Skalarprodukt

gilt.
S (7.6) Fir jedes Skalarprodukt gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
la(z,y)* < alz,2) - a(y, y) (6)

Beweis. Fir y = O gilt wegen (4) und (3) in (6) das Gleichheitszeichen. Wir kénnen
uns also auf den Fall ¥ # O beschranken. \ sei zunachst eine beliebige Zahl, die wir
spater geeignet wahlen.

Wenn wir in (3) = durch = + Ay ersetzen, gilt 0 < ¢(x + Ay, z + Ay), und aus (5) folgt

0 < q(z,x) + 2Xq(z,y) + N - q(y,y) (7)

Multiplizieren wir (7) unter Verwendung von (3) mit ¢(y, y), so konnen wir durch eine
Umordnung schon die rechte Seite von (6) erzeugen:

—2Xq(z, y)a(y, y) — Nla(y. y)]* < q(z, z) - q(y, y)

Nun erinnern wir uns, dass wir tiber A noch verfiigen kénnen. A = —Zg’zg liefert (6)!

Fiir das Skalarprodukt g(a, b) ergibt sich speziell

(o) <(54)- (&4

eine Ungleichung, die mancher Leser vielleicht schon mit ganz anderen Mitteln bewiesen
hat, nicht ahnend, dass auch nur irgendein Zusammenhang zu Funktionalgleichungen
bestehen konnte.
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8 Losungen und Lésungshinweise

8 Losungen und Losungshinweise

Und kennst du Besseres, teile mir freundlich es mit,
wenn nicht, benutze dies mit mir
Horaz

A (1.8)
MxN ={(0,00),(0,0L), (0, LO),(O,LL),(L,00),(L,OL), (L, LO),(L,LL)},
NxM = {(00,0),(0L,0),(LO,0),(LL,0), (00, L), (0L, L),(LO, L), (LL, L)}

A (1.11) Genau (0, 4) ist nicht Element aus F.

A (1.13) Vgl. Abb. 19. D (1.12) ist bereits erfiillt, da jede mogliche Belegung von x
genau einmal auftritt.

Abb. 19
A (1.14) Fy ist Funktion, F nicht.

A (1.16) a) D(f) = R, b) D(f) = Ry, ¢) D(f) = R\ {0}, d) D(f) ={z : 2z €
RA-2<uz<2}

A (2.2) Zum Beispiel f(z) = = + ¢ mit ¢ beliebig.

A (2.4) Die Aufgabenstellung besagt: D = R und f(x) = az® +bc+c und a,b, c € R,
a # 0. Dann gilt
flx—=1) =alz+1)*+blx+1) +c

und
f(=z) = a(—z)* + b(—z) + ¢

d.h., f(x+1)= f(—=x) gilt genau dann, wenn
ar’ +(2a+br+a+b+c=ar’ —br+c dh (a+b)(22+1)=0 (¥
ist. (*) ist fur alle z genau dann erfiillt, wenn b = —a gilt.
f(z)=az* —ar+c mit acR\{0},ceR

sind Losungen.
A (2.6) zo = 0 ergibt
fla) = 5ot 1 "
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8 Losungen und Lésungshinweise

damit ergibt sich

1 1
—(rp+m)? 1 f(xl—xg)zi(xl—xg)Q—Fl

f(:Ul + $2> = 5

und somit
f(ry +29) + flo) — 39) = 23 + 2+ 23
d.h., (*) ist Losung.

A (2.7) 2o = O ergibt f(z) = 322, f(z) erfiillt aber nicht fir alle Paare (z1,22) € RxR
die gegebene Funktionalgleichung (man wahle beispielsweise x; = 25 = 1). Folglich
existiert keine Losung.

A (2.9) f(0) =0. Aus x; = 0 und x5 = x folgt

flw) = 2f(=2) + ¢ = —a® (*)
Aus z — 1 =0 und x5 = —x folgt
f(=2) = 2f(z) + c = —a® (**)

Addiert man das Doppelte von (**) zu (*), so erhalt man f(z) = 2% + c. Durch
Einsetzen in die gegebene Gleichung wird bestatigt, dass f(z) = 22 + c mit ¢ € R
Losungen sind.

A (2.11) Ersetzt man in der gegebenen Gleichung z durch 1 und subtrahiert von

der erhaltenen das Vierfache der gegebenen Gleichung, so erhdlt man f(x) = %
(Ruckschluss!)

A (2.13) Aus (1) folgt mit 2y = 29 = 1, dass f(1) = 0 oder f(1) = list. Aus f(1) =
folgt mit x1 = 1 und x9 = z, dass f(x) = 0 gilt.

f(z) = 0 erfiillt auch (2) und ist damit Losung. Fiir alle weiteren Losungen muss also
f(1)=1 (3) gelten.

Aus (1) folgt mit x; = x9 = 0, dass f(0) = 0 oder f(0) = 1 gilt. Aus f(0) = 1 folgt
aber mit 1 = 0 und x5 = = aus (1), dass f(x) = 1 gilt. Diese Funktion erfillt nicht
(2). Fiir alle Loésungen muss also gelten f(0) =0  (4).

Jetzt sei x # 0. Wir setzen in (2) x = —1 und erhalten mit (3) und (4), dass f(—1) =1
gilt. Damit folgt aus (1) mit 23 = —1 und z9 = z, dass f(—xz) = f(z) (5) gilt. Es
gilt weiter
fA—2)*=f1-2)f(1+2) (wegen (1))
F1= o = 1) + =0 (1- 5 (wegen (2))
folglich
2 ,
FU=of( ) = 1 fa 1= ) (mit (3), (5) und (1))
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8 Losungen und Lésungshinweise

Setzen wir auf der linken Seite die (2) entsprechenden Ausdriicke ein, so erhalten wir
mit (3) und (5)

<1 + f(a) (1 - i)) - (1 + f(z) (1 " i)) — 1+ f(s?) (1 - ;)

und nach Umformung

) (55w —2) =0

Zusammen mit (4) ergibt sich daraus als weitere mégliche Lésung f(x) = 2.
Es gilt in der Tat (21 - 22)? = 22 - 2% und

2
(1+x)2:1+2x+x2:12—|—x2<1—|—>
i

Damit ist auch f(z) = 2% Lésung.

A (3.1) a) mittels Ahnlichkeit, vgl. Abb. 20a. b) unter Verwendung des Satzes von
PYTHAGORAS (Abb. 20 b).

yh

YA
Y4 f(x)=mx+n
T 1| 2 A N
I y
- 3
4 | r=
|
I
/ ! - -
/ X, X X x 2 x' X 2 x
AN _IHh 2,02 2,0
m-ﬁ—-—-—x_)‘u X+ty‘=4 Xty =4
Abb. 20 @ b)
A (3.2) Vgl. Abb. 21a-d.
: J’ﬂ
|
yh yir E yJP
I
|
|
P\t
= ! 1 i
' HE . T x
_______ ’—-——_—_—————-
]
|
. > I
1 T x !
fix)=1x-2)%1 fix)=(x+1)2 { fix)= [x+1] -4
a b) ) ! d)
Abb. 21

A (3.4) Vgl. [16], Bd. lll, S. 18-21.

fir « #0
fir =0

O8I

A (3.7) Ja, beispielsweise f(z) = {
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8 Losungen und Lésungshinweise

A (4.2) a) und d) sind gerade Funktionen, c) ist eine ungerade Funktion, b) ist weder
gerade noch ungerade, da D(f) nicht symmetrisch zu = = 0 ist.

A(46)a)Essein<z<n+1lundne€Z danngiltz =n+rmit0<r<1und
[x] =n, d.h. y = r. Damit ist p = 1 eine Periode.

b) Angenommen, es existiert eine Periode p’ < 1. Fir x = 0 gilt dann f(0) = 0, aber
f(@') =p'. Alsoist p =1 die kleinste Periode. c) Vgl. Abb. 22.

Abb. 22
A (4.7) Nein, z.B. ist fir f(x) = ¢ jede positive reelle Zahl eine Periode und fir

fz) =

1 far « rational
0 fir « irrational

jede positive rationale Zahl (warum?), es gibt aber keine kleinste positive (rationale)
Zahl.

A (4.10) Wir ersetzen in (6) = durch x + a und setzen fiir f(z + a) den durch (6)
gegebenen Bruch ein:

f(z+2a) = Sl f(x)

2a ist also eine Periode.

A (4.11) Wir verfahren zunachst wie in A (4.10):

~f(@) 1
flr+a)= LL = —
_ 14f(=)
-8 f@)
Wir ersetzen jetzt x durch = + 2a und erhalten f(z +4a) = —f(m}r%) = f(z). Also ist
4a eine Periode. Ein Beispiel lese man aus Abb. 23 ab.
7Y
B — —
1
—— ] 1 1 ,"_', -
L ' ; —
2T a S ba X
Abb.23

A (4.12) Aus © — 1 = 25 = 0 folgt entweder f(z) = 0 (das ist eine gerade und
periodische Funktion) oder f(0) = 1. Mit z; = 0 folgt aus f(0) =1

f(x2) + f(—=x2) = 2f(22) bzw. f(—2) = f(x)
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8 Losungen und Lésungshinweise

Mit x5 = p ergibt sich
fx1+p)+ flar—p) =0

bzw., wenn man u = x; + p setzt, f(u) = —f(u + 2p).
Mit u = x + 2p erhdlt man f(z) = f(z + 4p).

A (5.2) Zu (1): Aus 21 # 0 und f(z1) = O folgt fur alle z = x; - x5, dass f(z) = 0 ist
im Widerspruch zur Voraussetzung.
Aus 21 = 2o = 0 folgt f(0) = [f(0)]%, d.h. f(0) = 0 oder f(0) = 1.

Zu (2): Aus 1 = x5 > 0 folgt f(23) = [f(21)]* > 0.

Zu (3): Gilt f(0) = ¢ # 0, dann gilt nach (1) ¢ = 1. Aus 23 = 0 folgt 1 = f(zy) fur
alle z1 € R.

Zu (4): Aus 71 = 29 = 1 folgt f(1) = [f(1)]?, d.h. f(1) = 0 im Widerspruch zu (1)
oder f(1) = 1.

Zu (5): Fir z > 1ist 0 < 1 < 1. Wegen (4) gilt

1= (e1) = f)-7 (5)

folglich f(z) = f (l)il. Fir negative x siehe (6).

xT

Zu (6): Aus 1 = 29 = —1 folgt f(—1)?> = f(1) = 1 (wegen (4)), also f(—1) = *1.
Aus o = —1 folgt damit f(—x1) = £ f(x1).

Zu (7): Analog zum Beweis fiir S (5.1) ergibt sich
f') = flz)™ () bzw. f(2)"") = flz)™" (%)

Mit = 27 und z; > 0 folgt aus (**)

und wegen (2) ist \/W = f(/z)™. Mit (*) und einem Wurzelgesetz folgt \/W =
f(/zm).

A (5.4) Vgl. etwa [19], S. 19.

A (6.2) Der Vergleich der Abbildungen 15 und 3 lasst vermuten, dass man z.B. mit
e = 0,5 Erfolg haben wird. In der Tat gibt es dann fiir jedes 6 > 0 ein z € Us(xy),

namlich x = xo—g, fir welches wegen xy € Z die Abschatzung [x] = [xo — g} < z9—1
gilt, d.h.

| (xo) — f(z)| =

A (6.5) Fiir jedes € > 0 existiert ein 6 = fm mit folgender Eigenschaft:
Aus |z—x0| < oy folgt |mz—mxo| < €, |max+n—(mzo+n)| < e, d.h.|f(z)—f(zo)| <

€
m|
E.

[IO]_[xO_gH21>€
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8 Losungen und Lésungshinweise

A (6.6) Wahlen wir in Abhangigkeit von einem ¢ > 0 fiir das gewisse Intervall 7o — 6 <
x < xo+ J, so ergeben sich wegen der Stetigkeit die Schranken m = f(xy — ¢ und
M = f(SCo) + €.

A (7.1) Wir addieren auf beiden Seiten der Funktionalgleichung 1 und erhalten
f(@1-m9) + 1= f(z1) - f(z2) + f(21) + f(22) +1
flry-x9) +1 = (f(x1) + D(f(22) + 1)

Fiir g(z) = f(z) + 1 ist (IV) erfillt, d.h., wegen g(—2) = 4 gilt g(z) = 2%, f(x) =
z? — 1.

A (7.2) Zu a): Aus f(z) = f (% + %) = (%)2 folgt f(x) > 0 fir alle x € R. Falls
f(zo) = 0 fir ein 29 € R gilt, ist

f(x) = f(x =m0 +m0) = f(x —20) - f0) =0

fur alle z € R. Diese triviale Losung ausgeschlossen, erhalt man f(x) > 0 (x € R);

a=f(1) . plz)=log(r)

¢ erfullt die Cauchy-Gleichung. Mit S (5.3) folgt ¢(x) = (1) -  und f(z) = a”
(r € R) (vgl. auch [16], Bd. Ill, S. 236-238, bzw. [19], S. 48-51).

Zu b): Vgl. [16], Bd. IIl, S. 236-238, bzw. [19], S.52.

A (7.3) Da diese praktischen Probleme ("stillschweigend") stetige Funktionen voraus-
setzen, gilt fiir B (1.18) nach Vergleich mit (1) f(¢) = a’.
In B (1.17) liegt eine Spezialisierung von (II) vor:

f+T) = F(T) - f6) mit F(T) =,

Folglich gilt f(¢) = a' mit a” = % bzw. f(t) =27YT.

A (75) Zu (4): O = z — z, d.h. ¢(z,0) = g(x,z — z). Wegen (2) und (1) folgt
Q<x7©) = q<x7$) - Q<x7$) =0.

Zu (5):
q( A1 + Ao, Asy1 + May2) = Aq(x1, Asyr + Aay) + Aeq(x2, Asy1 + Aay2)

(wegen (1)). Nun wenden wir auf jeden der Summanden (2) an und danach nochmals

(1).
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10 Bezeichnungen und Symbole

10 Bezeichnungen und Symbole

Zur Strukturierung des Textes

A() dient der Nummerierung von Aufgaben

B() dient der Nummerierung von Beispielen

D() dient der Nummerierung von Definitionen

S() dient der Nummerierung von Satzen

Dabei gibt die erste Ziffer in der Klammer das entsprechende Kapitel an, die zweite ist
eine laufende Nummer.

Abkiirzung mathematischer Objekte/Sachverhalte

N Menge der natiirlichen Zahlen

7, Menge der ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R, Menge der nichtnegativen reellen Zahlen
R’ Menge der positiven reellen Zahlen

D(f) Definitionsbereich der Funktion f

f* graphische Darstellung von f
F*={f:f€RxRund f ist Funktion}

x € M x ist ein Element der Menge M

x & M x ist nicht als Element in M enthalten

Sonstige Abkiirzungen

OJM Olympiaden Junger Mathematiker der DDR

In diesem Zusammenhang werden Aufgaben durch Ziffernfolgen bezeichnet, die mit den
ersten beiden Ziffern die Olympiade, mit den nachsten beiden die Olympiadeklasse, mit
der darauffolgenden die Stufe und mit dem Rest die Aufgabennummer angeben.
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