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Reglerment
far die
XVI. internationale Mathemnatik - Olympiade
inder DOR

I. Allgemeines

§ 1 Die XVI., Internationale Mathematik-Olympiade

(IMO) ist eine Veranstaltung, wihrend der ein
Wettbewerd auf dem Gebiet der Mathematik durch-
gefihrt wird.
Teilnehmer k¥nnen nur Schiiler der allgemein-
bildenden Schulen, der Berufsschulen und der
Spezialschulen sein, sofern sie gum Zeitpunkt
des Wettbewerbs ein Alter von 20 Jahren nicht
iiberschritten haben.

§ 2 Der Wettbewerb besteht aus gwei Klausuren, die
an gzwel Vormittagen durchgefiihrt werden. In
Jeder dieser Klausuren sollen die Teilnehmer
innerhalb von etwa 4 Stunden 3 Aufgaben l¥sen.

§ 3 Jedes Teilnehmerland ist berechtigt, zum Wett-
bewerb eine Mannschaft von 8 Schillern su ent-
senden.

Die Leitung der Mannschaft besteht aus dem De-
legationsleiter und dem Delegationssekretir,

der gleichgeitig Stellvertreter des Delegations-
leiters 1ist.

Der Delegationsleiter und der Delegationssekre-
tdar sind unter den Mathematikern oder Mathematik-
lehrern des Teilnehmerlandes dhlen. Sie
sollen sich sicher und schnell zu den mathema-
tischen und technischen Problemen des Wettbewerbs
duBern kinnen.




§ 4
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§6
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Die offiziellen Verhandlungssprachen sind
deutsch, russisch, englisch und frans¥sisch.
Der Delegationsleiter und der Delegationssekre-
tér miissen wenigstens eine dieser Sprachen be-
herrschen.

Der Veranstalter legt in der Einladung fest,

zu welchem Ort die Teilnehmer anreisen und von
welchem sie ihre Riickreise antreten sollen, Die
Hin- bzw. Rlckreise zu bzw. von diesen Orten
werden von den Teilnehmerléndern bezahlt.

Alle Kosten, die wdhrend der XVI. Internationalen
Mathematikolympiade anfallen, das sind insbeson-
dere Kosten der Verpflegung, Unterkunft, im Ver-
anstaltungsplan vorgesehene Reisen und Exkursionen
sowie Taschengelder, werden vom Veranstalter ge-
tragen.

Weitere Personen, die von einem Teilnehmerland

zur Begleitung der Mannschaft (z. B. als p#édago-
glscher Betreuer) entsandt werden, nehmen nicht an
den mit dem Wettbewerb gusammenhéngenden Arbeiten
tell. Die Kosten fiir diese Personen triégt das
entsendende Land,

II. leitung des Wettbewerbs

§7

Die Leitung des Wettbewerbs erfolgt durch die

Jury. Sie besteht aus dem in der Einladung zur

XVI., IMO benannten Présidenten und den Delegations-
leitern aller teilnehmenden Lénder. Die Jury ent-
scheidet, zu welchen Beratungen die Delegations-
sekretire mit beratender Stimme hingzugezogen werden.
Der Prisident hat das Recht, sich durch einen von
ihm beauftragten Stellvertreter vertreten zu lassen.
Jeder Delegationsleiter kann sich durch seinen De-
legationssekretér vertreten lassen.



-4 -

§ 8 Der Priésident kann Mathematiker oder Nathematik-
lehrer bei der Vorbereitung und Durchfiihrung des
Wettbewerbs (z. B. als Koordinatoren) herangiehen,
Sie sollen mindestens eine der Verhandlungsspra-
chen beherrschen und haben bei den Sitzungen der
Jury beratende Stimme,

§ 9 Die Jury kann nur Uber Probleme Entscheidungen
treffen, die mit der Vorbereitung und Durchfihrung
des Wettbewerbs gusammenhéngen oder in diesem Re-
glement festgelegt sind.

Die Abstimsung erfolgt mit einfacher Stimmenmehr-
heit, Bei Stimmengleichheit entscheidet die Stimme
des Priisidenten.

§ 10 Uber die Sitrzung der Jury wird ein Protokoll in
deutscher Sprache gefilhrt und jedem Jurymitglied
zugestellt,

§ 11 Die Jury hat folgende Aufgaben:

1. Sie tritt drei Tage vor der ersten Klausur su-
sammen, um das detaillierte Programm der IVI,
IMO kennengulernen,

Sie legt die Wettbewerbsaufgaben und die dem

Jeweiligen Schwierigkeitsgrad entsprechenden

Punktegahlen so fest, daB fiir die vollstiéndige

LYsung aller 6 Aufgaben 40 Punkte vergeben

werden.

Sie entscheidet iiber die Formulierung der Auf-

gaben in den vier Verhandlungssprachen.

4, Sie legt vor Beginn der Korrekturen in einer
Beratung mit den Koordinatoren die Bewertungs-
grundssitze fest,

5. Sie priift, ob alle Teilnehmer dem Reglement
entsprechen, Erfillen Teilnehmer nicht die Be-
dingungen dieses Reglements, so0 hat die Jury
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das Recht, solche Teilnehmer vom Wettbewerd
auszuschlieSen,

6. Sie priift, ob die Bewertung der Aufgaben den
Bewertungsgrundsitzen entsprechend erfolgt ist,
und bestétigt diese Bewertung bzw, legt in Zwei-
felsfragen die endgiiltige Bewertung fest,

T. Sie entscheidet iiber die Vergabe der Preise und
Diplome.

8. Sle entscheidet bei Verletzung des Reglements.

9. Sie schétzt in einer Abschlufbesprechung die
Ergebnisse des Wettbewerbs ein. '

Im. Wettbewerbsaufgaben, Klausuren und Bewertung der
IY¥sungen

§ 12

§ 14

Jedes Teilnehmerland ist aufgefordert, 3 bis 5
Aufgabenvorschlige in einer der offiziellen Ver-
handlungssprachen (einschlieBlich LYsungen) an den
Prdsidenten der Jury einzureichen.

Der Termin der Einsendung wird in der Einladung
mitgeteilt.

Die Aufgaben sollen so ausgewidhlt sein, daB ihre
LYsungen vom Schiiler Findigkeit und ein hohes
leistungsvermigen erfordern.

Der Prisident sorgt fUr die Vervielfaltigung der
eingereichten Aufgabenvorschlige (ohne LSsungen)
und Ubergibt jedem Delegationsleiter vor Beginn
der Jurysitzungen je ein Exemplar der eingereich-
ten Aufgabenvorschlége.

Der Priésident unterbreitet einen Aufgabenvorschlag
fiir die beiden Klausuren und benennt 6 weitere Er-
satzaufgaben. Die Aufgaben des Vorschlags und die
Ersatzaufgaben legt er mit LYsungen in den offiziel-
len Verhandlungssprachen der Jury vor. Die Jury



§ 16
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bersdt iiber den Vorschlag und legt die Wettbewerbs-
aufgaben endgliltig fest. Der Priasdient fihrt die
Verhandlungen dabei so, da8 nach MYglichkeit die
Zustimmung aller Mitglieder der Jury gu den Auf-
gaben erreicht wird,

Die Texte der Aufgaben werden von den Delegations-
leitern in die Landessprache der Schiiler Ubersetzt
und vervielfdéltigt., Die Verantwortung fir die Rich-
tigkeit der Ubersetzung triégt der Delegationsleiter,
Er xann dabei den Delegationssekretdr zu seiner
Unterstiitzung herangiehen.

Die Schiller kinnen bei Beginn einer jeden Klausur
innerhaldb der ersten 30 Minuten schriftlich Fragen
gum Aufgabentext an die Jury stellen.

Diese legt fest, ob und in welchem Umfange die
Fragen beantwortet werden.

Die Beantwortung erfolgt scisirtlich.

Die LYsungen der Teilnehmer werden von der jewei-
ligen Delegationsleitung einer ersten Korrektur
untergzogen.

Die Reihenfolge der Korrekturen wird vom Prédsidenten
festgelegt.

Danach erfolgt eine 2weitkorrektur durch den Koor-
dinator, Dieser unterbreitet dem Delegationsleiter
einen Bewertungsvorschlag.

Sollte iiber ciesen Vorschlag keine Einigung erzielt
werden, 1st der Delegationsleiter des Landes hinzu-
guziehen, das die Aufgabe vorgeschlagen hat. Alle
auch dadurch nicht gu kldrenden Streitfragen in
der Bewertung werden der Jury zur Entscheidung vor-
gelegt.
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Bel der Korrektur der LYsungen von Schillern aus
der DDR fungieren von der Jury beauftragte Dele-
gationsleiter eines anderen Landes als EKoordina-
toren. Dabei soll jeweils sur Koordinierung der
LYsungen einer Aufgabe mglichst der Delegations-
leiter des lLandes beauftragt werden, das die je-
wellige Aufgadbe vorgeschlagen hat.

Alle Personen, die Eenntnis von den Wettbewerbs-
aufgaben haben, sind verpflichtet, diese bis gum
Beginn der jeweiligen Klausur geheimsuhalten.

IV, Preisverteilung

§ 21

§ 22

§ 23

Jeder Teilnehmer am Wettbewerd erhdlt eine Teil-
nehmerurkunde und ein Erinnerungsgeschenk.

Fir die besten Teilnehmer gidt es 1., 2. und

3. Preise sowie Diplome fiir ausgezeichnete L¥sun-
gen von Aufgabdben.

Dabeil s0ll die Gesamtzahl der 1., 2. und 3, Preise
nicht griyBer als die Hélfte der Anzahl aller Teil-
nehmer sein,

Die Angsahlen der Preise sollen miglichst ein Ver-
hiltnis von 1 : 2 : 3 aufweisen.

Die Preise und Diplome sind nicht mit Geld- oder
Sachwerten verbdunden.

Die Ubergabe der Urkunden an die Preistriger er-
folgt auf einer Yffentlichen festlichen Veranstal-
tung durch den Prédsidenten der Jury.
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Aufgaben der
I.bis XY. IMO (1959 bis 1973)

l.IMO

2ln + 4
Zeige, da8 der Bruch Tin + 3 fiir keine nattirliche Zahl
n zu l'rurzen ist! no+3

Mir welche reellen Werte von x gelten die Gleichungen
a) Vx+V§Y-1"+Vx-v2x-l"= ‘f_',
b) Yx+Px-1 "+ Yx -y -1 "= 1,
c)Vx+V§§~l’j+'Vx-12x-1'=2,

wobei die Wurzeln nichtnegative Zahlen sind? ?

Es sel x ein Winkel (d. h, eine reelle Zahl), Teiter
seien a, b und c beliebige reelle Zahlen. Die reelle
Zahl cos x mdge die quadratische Gleichung

a-cosxz+b-cosx+o-0

erfiillen. Man gebe eine quadratische Gleichung an,
die der Zahl cos 2x genligt. Im Falle a = 4, b = 2,
c = 1 vergleiche man diese Gleichungen.

Es ist ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, von
dem die Hypotenuse c gegeben ist und von dem man weis,
da8 die zu c gehorende Seitenhalbierende das geometri-
sche Mittel der beiden Katheten ist.

Auf einer Strecke AB wird ein zwischen A und B liegender
Punkt M angenommen, und #iber den Strecken AN und als
Seiten werden die Quadrate AMCD und MBEF errichtet, die
auf derselben Seite von AB liegen sollen. Die den Quadra-
ten umschriebenen Kreise mit den Mittelpunkten P und Q
schneiden einander auBer in M noch in dem Punkte N. Die
durch AF und durch BC gegebenen Geraden mdgen sich im
Punkt N' schneiden.

a) Man zeige, da8 N und N' zusammenfallen.

b) Wie auch der Punkt M immer angenommen sein mag, stets
gahen die Geraden MN durch einen festen Punkt S. Man be-
weise dies.

c) Man bestimme den geometrischen Ort der Mittelpunkte
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5.
a)

b)

der Strecken PQ, wenn M zwischen A und B variiert.

Es 8ind zwel sich in einer Geraden g schneidende Ebenen P
und Q gegeben. Weiterhin ist in der Ebene P ein Punkt A
und in der Ebene Q ein Punkt C gegeben; keiner dieser
Punkte liegt auf der Geraden g.

Ein gleichschenkliges Trapez ABCD (mit AB /| D), dem man
einen Inkreis einschreiben kann, ist so zu konstruieren,
da8 der Punkt B in der Ebene P und der Pumnkt D in der
Ebene Q liegen.

Il.IMO

Bestimme alle dreiziffrigen Zahlen, die durch 11 geteilt
eine Zahl ergeben, die gleioh ist der Summe der Quadrate
der 2iffern der urspriinglichen Zanhl!

Fir welche Werte der Verdnderlichen x besteht die Unglei-
chung

< 2x+9 2

4:2
1 -Y1 + 2x)?

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC, dessen Hypo-
tenuse BC in n gleiche Teile geteilt wird (n eine ungera-
de Zahl). Ist o der Winkel, unter dem die Teilstrecke,
die den Mittelpunkt der Hypotenuse enthélt, von A aus ge-
sehen wird, h die Héhe und a die Hypotenuse des rechtwink-
ligen Dreiecks, so zeige, da8 gilt

tanoc=(%— !

n° - 1)a

Konstruiere ein Dreieck ABC, wenn ha. hh und 8, bekannt
sind! (ha ist die auf der Seite a errichtete Hohe, hb die
auf der Seite b, und 8, ist die Seitenhalbierende der Sei-

te a)!

Gegeben ist ein Wiirfel ABCDA'B'C'D'.

Bestimme den geometrischen Ort der Mittelpunkte der Strek-
ken XY, wobel X ein beliebiger Punkt der Strecke AC und Y
ein beliebiger Punkt auf der Strecke B'D' ist!

Bestimme den geometrischen Ort der Punkte Z der Strecke
Xy, die die Beziehung ZY = 2XZ erfillen!
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4.
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Gegeben ist ein Kegel, die dem Kegel eingeschriebene Ku-
gel und der der Kugel umschriebene Zylinder, dessen
Grundfliiche mit der Grundfléche des Kegels in einer Ebems
liegt. '1 ist der Rauminhalt des Kegels und Y2 der Raum-
inhalt des Zylinders.

Beweipe, daB die Gleichung vl = Yz nicht bestehen kannl!
Bestimme die kleinste Zahl k, fur welche vl = kV2 gilt,

und konstruiere fir diesen Fall den Winkel an der Spitze
des Kegels!

Gegeben 18t ein gleichschenkliges Trapez mit den Grundli-
nien a und b und der Hche h.

Konstruiere einen Punkt P auf der Symmetrieachse, von dem
aus die beiden Schenkel unter einem rechten Winkel er-
scheinen!

Bestimme die Entfernung des Punktes P von einer der bei-
den Grundlinien rechnerisch!

Unter welchen Bedingungen 1st die Eonstruktion des Punk-
tes P mbglich? (Diskussion der mdglichen Pélle).

fil. IMO

Kan 10se das Gleichungesystem

X+4y+2 = a
x2+y2452=b2
xy =22|

in dem a und b gegebene Zahlen sind!

Bei welcher Bedingung fir a und b eind x, y, 2z sémtlich
positiv und verschieden?

Gegeben 8ind a, b, c als die Liingen der Seiten eines Drei-
ecks. S sei die GroBe der Fliiche desselben Dreiecks. Man
beweise, daB stets

a2 + b2 + ¢ 2 4sY3 st
Unter welchen Bedingungen tritt Gleichheit ein?

Man 13se die Gleichung o008®x - 8in®x = 1 , wo n eine be-
liebig gegebene natiirliche Zahl ist.

Es seien ein Dreieck P1P2P3 und ein beliebiger Punkt P im
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Inneren des Dreiecks gegeben. Die Schnittpunkte der Gera-
den PlP, PZP bzw. P.’P mit den gegeniiberliegenden Seiten

selen Ql' 02, Q3' Es 18t zu beweisen, daeB unter den Ver-

hidltnissen 7 7 5

wenigstens eines nicht grdfer als 2 und wenigstens eines
nioht kleiner als 2 ist.

Bs ist ein Dreieck ABC zu konstruleren aus AC = b, AB=o¢

= w , wobei M die Mitte der Strecke BC ist. Es
seiw < 90° Man beweise, da8 die Aufgabe dann und nur dann
1dsbar ist, wenn

p-tansg S e < b ist.
In welchem Palle tritt Gleichheit auf?

Es sind eine Ebene ( € ) und drei nicht auf einer Geraden
liegende Punkte 4, B, C gegeben, so daB die Punkte auf
derselben Seite von (€ ) liegen und die von ihnen gebilde~
te Ebene nicht parallel mit %S ) ist. A', B', C' seilen
drei beliebige Punkte von (€ ). Die Iittelp\mkte der
Strecken AA', BB', CC' seien L, M bzw. N und der Schwer-
punkt des Dreiecks LMN sei G. (Die Punkte A', B', C', fir
die LMN kein echtes Dreieck bilden, lassen wir auBer acht.)

Man bestimme den geometrischen Ort des Punktes G, wenn A',
B', C' unabhiéngig voneinander die Ebene (€ ) durchlaufen.

IV.IMO

Bs ist die kleinste natirliche Zahl n zu bestimmen, wel-
che folgende Eigenschaften besitzt:

Ihre dekadische Darstellung hat als letzte Ziffer die Zif-
fer 6.

Wenn man diese letzte Ziffer 6 streicht und sie als erste
Ziffer vor die anderen unverdnderten Ziffern schreibt, so
bekommt man das Vierfache der Zahl n.

Be 8ind alle reellen Zahlen x zu bestimmen, welche die Un-

leich
grotchume V3-x-'\/x+1>’]2-'

erfillen.
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Bs ist ein Wiirfel ABCDA'B'C'D' (mit den Gegenseitenflii-
chen ABCD, A'B'C'D', wobei AA'|l BB' |l CC'il DD') gegeben.
Der Punkt X durchléuft mit einer konstanten Geschwindig-
keit den Umfang des Quadrates ABCD in dieser Reihenfolge,
und der Punkt Y durchlduft mit derselben Geschwindigkeit
den Umfang des Quadrats B'C'CB in dieser Reihenfolge; die
Punkte X und Y beginnen ihre Bewegun;en im gleichen Augen-
blick von den Anfangspunkten A und B' aus. Bestimmen Sie
den geometrischen Ort der Mittelpunkte Z der Strecken XY!

Es sind sdmtliche Losungen der Gleichung

coszx + cosezx + coaz3x = 1

zu bestimmen.

Auf einer Kreislinie k sind drel verschiedene Punkte A,
B, C gegeben. Auf derselben Kreislinie ist ein weiterer
Punkt D so zu konstruleren, da8 ABCD ein Tangentenviereck
ist. (Es dirfen nur Zirkel und Lineal benutzt werden!)

Es 1st ein gleichschenkliges Dreieck gegeben. Sein Um-
kreis habe den Radius r, sein Inkreis den Radius ¢ .

Man beweise, da8 der Abstand 4 der Mittelpunkte beider

Kreise d = '\/rir -2p ) ist.

Bs ist ein Tetraeder SABC mit folgender Eigenschaft gege-—
ben: Es gibt 5 Kugelflachen, von denen jede die Kanten SA,
SB, SC, AB, BC, CA bzw. deren Verlingerungen bertthrt.

Beweisen Sie, daB
das Tetraeder regelmdBig ist;

umgekehrt fir jedes regelmiBige Tetraeder fiinf solche Ku-~
gelfldchen existierenl!

V.IMO

Man bestimme alle reellen Werte von x, die der Gleichung
'sz - p. + 2Vx2 - 1' =X geniigen, wo p ein reeller
Parameter ist.

Ee ist im Raum der geometrische Ort des Scheitels eines
rechten Winkels zu finden, von dem der eine Schenkel
durch einen gegebenen Punkt A geht und der andere the/i-

3¢ wenigstens einen Punkt mit einer gegebenen Strecke
BC gemeinsam hat.
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3. In einem n-Eck, dessen innere Winkel alle gleich sind,
seien 8y, 83 ceoy B die Lingen aufeinanderfolg, Seiten fiir
die die Ungleichungen &) 2 8,2 .- & &; 8elten. Es ist
zu beweisen, da8 dann notwendig 8) =8, = oo = 8y ist.

4. Man finde alle Werte von X1 Xy Xgp Xyy Xgs die den Glei-

chungan 15 + x2 = yxl 13 + xs = yx4
I *X3 = x5 X4 = ¥
X, +x, = Jyxz

geniigen, wobei y ein Parameter ist.
5. Man beweise, daB ocos ; - cos -2771-4 cos }71: = % ist.

6. An einem Wettbewerb nahmen funf Schiller A, B, C, D, E
teil. Jemand hatte die Vermutung asusgesprochen, da8 im
Endergebnis die Reihenfolge ABCDE sein wiirde. Er hat aber
damit weder die Stelle irgendeines Bewerbers noch irgend-
ein Paar direkt aufeinanderfolgender Bewerber richtig er-
raten. Ein anderer hatte die Reihenfolge DAECB vermutet.
Das war schon besser, denn hier stimmten die Stellen wvon
genau zwel Bewerbern, und zwei Paare von direkt aufeinan-
derfolgenden Bewerbern waren richtig.

Welches Ergebnis hatte der Wettbewerbd?

V. IMO

l.a) Bestimmen Sie alle positiven Zahlen n, fur die die Zahl
2% - 1 durch 7 teilbar ist!

b) Beweisen Sie, daBS fUr keine positive ganze Zahl die Zahl
2% 4+ 1 duroh 7 teilbar ist!

2. Wir bezeichnen die Seitenlingen eines beliebigen Dreiecks
mit a, b, c. Es 18t zu beweisen, daB

a2(b+c-a)+b2(c+a-b)¢c2(a¢b-c),<_Babo
gilt.

3. Wir betrachten den in das Dreieck ABC mit den Seitenléngen
a, b, ¢ elnbeschriebenen Kreis und seine den Seiten des
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Dreiecks parallelen Tangenten. Diese Tangenten schneiden
vom Dreieck ABC drel neue Dreiecke ab. In jedes dieser
neuen Dreiecke sei wieder ein Kreis einbeschrieben. Be-
rechnen Sie die Summe der Inhalte aller vier Kreise!

4. Jeder von 17 Wissenschaftlern steht im Briefwechsel mit
allen anderen. Sie behandeln in ihrem Briefwechsel nur
drei Themen, und je zwel Wissenschaftler behandeln ein
und nur ein Thema. Zu beweisen ist, daB es mindestens
drei Wissenschaftler gibt, die untereinander ein und das-
selbe Thema behandeln.

5. In einer Ebene sind finf Punkte gegeben. Unter den Gera-
den, die diese fUnf Punkte verbinden, gibt es keine pa-
rallelen, senkrechten oder zusammenfallenden. Wir fillen
von jedem Punkt die Lote auf alle Geraden, die man durch
paarweise Verbindung der librigen vier Punkte erhdlt. Zu
bestimmen ist das Maximum der Anzahl der Schnittpunkte
dieser Lote ohne die gegebenen fiinf Punkte.

6.a) Be ist ein Tetraeder ABCD gegeben. Die Ecke D wird mit
dem Schwerpunkt der Grundfldche ABC verbunden. Die
Parallelen zu DD,, die durch A, B, C gezogen sind,
schneiden die diesen Ecken zcgenilberliegenden Sei-
tenflichen in den Punkten Ay Bl' Cl.

Beweisen Sie, daB8 das Volumen des Tetraeders ABCD
gleich einem Drittel des Volumens des Tetraeders AlBl

clnl ist!

b) Gilt das Resuitat auch noch, wenn der Punkt D, im In-
nern der Grundflache ABC beliebig gewdhlt wird?

Vil. IMO

1. Es sind alle reellen Zahlen x aus dem Intervall
V] § x 2% zu finden, die den Ungleichungen

2.cos x Sl‘\/l + 8in 2x' - Y1 - ein 2x'i$ B
genligen.

2. Gegeben ist ein Gleichungssystem

811%) + 8% + 8373 = 0,
521:1 + 855X, + 32315 = 0,

851X + 835Xy + 833Xy = 0,
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dessen Koeffizienten folgende Bedingungen erfiillen:
a) 8))) 8y 855 sind positiv.
b) Alle iibrigen Koeffizienten sind negativ.

o) In jeder Gleichung ist die Summe der Koeffizienten
positiv.

Es ist zu beweisen, das 5 =X, = x.5 = 0 die einzige Lo~
sung des gegebenen Systems ist.

Be sel ein Tetraeder ABCD gegeben. Die. Kante AB habe die
Lénge a, die Kante CD habe die Lénge b. Der Abstand der
durch AB und CD bestimmten windschiefen Geraden sei d,

das MaB eines Winkels zwischen diesen Geraden set w . Das
Tetraeder werde durch eine zu den Gegenkanten AB und CD
parallele Ebene & in zwei Teile zerlegt. Berechnen Sie
das Verhdltnis der Rauminhalte beider Teile, wenn das Ver-
héltnis k des Abstandes der Geraden AB von der Ebene €
\md'dea Abstandes der Geraden CD von der Ebene € bekannt
ist!

Man ermittle sémtliche Quadrupel reeller Zahlen
xl, v Xy 14), fiir die jede der Summen aus einer der

Zahlen und dem Produkt der drei ilbrigen gleich 2 ist.

Es ist ein Dreieck A OAB gegeben, dessen Winkel 4 AOB das
Ma8 @ < 90° hat. Von einem beliebigen Punkt M ¢ O des
Drelecks AOAB werden die Lote MP auf OA und MQ auf OB
gefdllt. H sei der Hohenschnittpunkt des Dreiecks A OPQ.
Welches ist der geometrische Ort der Punkte H, wenn der
unkt M

a) die Strecke AB
b) das Innere des Dreiecks A OAB
durchlduft?

In einer Ebene sind n g 3 Punkte gegeben, das Maximum
aller Absténde von je zwel dieser Punkte sel d. Diejeni-
gen Verbindungsstrecken dieser Punkte, deren Liénge gleich
d 1st, sollen Durchmesser des gegebenen Punktsystems hei-
Bepn. Man beweise, da8 die Anzahl dieser Durchmesser hdch-
stens n betridgt.

Vill. IMO

Bel einem mathematischen Schiilerwettbewerb wurden insge-
samt drei Aufgaben A, B, C gestellt. Unter allen Teilneh-
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mern gab es (genau) 25 Sohiller, von denen Jeder wenig-
stens eine Aufgabe geltst hatte. Unter den Schiilern, wel-
che die Aufgade A nicht geldst hatten, war die Anzuhl der-
jenigen, welohe die Aufgabe B geldst hatten, zweimal so
groB wie die Angahl derjenigen, welche die Aufgabe C ge-
1det hatten. Die Anzahl der Schililer, die nur die Aufgabe
A geltst hatten, war um 1 groSer als die Anzahl der uUbri-
gen Sohliler , welche die Aufgabe A geltst hatten. Von den
Sohtilern, die nur eine Aufgabe gelost hatten, hatte die
Hdlfte die Aufgabe A nicht gelost. Wieviel Schiiler hatten
nur die Aufgabe B gelost?

2. Beweisen Sie den folgenden Satz!

Palls die Lingen a, b, o der Seiten und die Mafe «, B, r
der ihnen jeweils gegenilberliegenden Winkel eines Drei-
ecks die Gleichung

a+b = tan‘z: (a-tanea + b-ta.n[3)
erflllen, so ist das Dreleck gleichschenklig.
3. Bs 18t zu beweisen, daB die Summe der Absténde zwischen
dem Kittelpunkt der einem regelmiBigen Tetrueder umbe-
schriebenen Kugel und den vier Eckpunkten des Tetraeders

kleiner ist als die Summe der Absténde zwischen jedem an-
deren Punkt des Raumes und den Eckpunkten des Tetraeders.

4. Es ist zu beweisen, da8 fir jede natlirliche Zahl n (n#0)
und fur jede reelle Zahl x % (k=0,1, ..., n; A be-
liebige ganze Zahl) gilt

ﬁ*&ﬁ""*aﬁf = cot x - cot 2"x .

5. Man 1dse das Gleichungssystem

ey = 8p[Xy +|8) - ag|X3 + |8 - gy|x, =1
|a.2-n1|x1 + |52—53|x3+|32-a4|x4=1
Ia.j-a1|x1¢|53-az|xz+ |.3-a4|x4=1
134 = 81|% * |84 = 8|%; + |8y ~ 85]X; =1

wobel 8y, 85 u,, a4 gegsbene, paarweise verschiedene re-
elle Zahlen sind.

6. Auf den Seiten AB, BC, CA des Dreiecks A ABC sei jeweils
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ein Punkt K, K bzw. L beliebig, aber verschieden von den
Bckpunkten angenommen. Es ist zu beweisen, daB der Fla-
cheninhalt wenigstens eines der Dreilecke A LAM, A MBK,

A KCL nicht grdsSer als % des Flicheninhaltes des Dreiecks
A ABC ist.

IX.IMO

In einem Parallelogramm ABCD sei AB = a die Liénge der Sei-
te AB, AD = 1 die Liénge der Seite AD und & das MaB des
Winkela 4 DAB. Das Dreieck ABD sel spitzwinklig.

Man beweise: Die vier Kreise KA, KB' xc, KD vom Radius 1,
deren Mittelpunkte die Eokpunkte A, B, C, D sind, ilberdek-
ken das Perallelogramm dann und nur dann, wenn

a S cosx +Y3 sina  gilt.

In einem Tetraeder habe genau eine Kante eine Liénge, die
groBer als 1 ist. kan zeige, da8 dann fir das Volumen des

Tetraeders V S % gilt.

Es seien k, m und n positive ganze Zahlen, wobel m+k+l
eine Primzahl grdBer als n+l ist. Wir fihren die Bezeich-
nung cg = 8(s + 1) ein. Man beweise, daB das Produkt

(°m+1 - °k)(°m¢2 =cy) oo (epyn - °k) durch das Produkt
018y «+- Cy teilbar ist.

Es seien zwel spitzwinklige Dreiecke AoBoco und A'B'C'

gegeben. Man konstruiere ein Dreieck ABC, welches dem
Dreieck A'B'C' dhnlich (wobei die Punkte A, B, C den

Punkten A', B', C' in der angegebenen Reihenfolge ent-
sprechen) und dem Dreieck A B C umschrieben (wobei AB

durch Co, BC durch A, und CA durch B, verlduft) ist. An-

schlieBend konstruiere man von allen Dreiecken dieser Art
dasjenige mit dem groSten Fldcheninhalt.

kan betrachte die Folge {on}
) = 8 + 8 + ... + 8g
e, = al + at + ... o+ ag
.
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cp =8t + 8" + ..+ 85",

wobel 84y «o0y 8g reelle Zahlen sind, von denen wenigstens
eine verschieden von O ist. Es sel bekannt, da8 unendlich
viele Glieder cn dieser Folge gleich O sind. Unter dieser
Voraussetzung bestimme man alle n, flir die op = 0 gilt.

Bei einem Sportwettkampf wurden m Medaillen im Laufe von

n Tagen (n> 1) verliehen. Am 1.Tage wurden 1 Medaille und
der librigen m - 1, am 2.Tage 2 Medaillen und -1' des nun

verbliebenen Restes verliehen usw. SchlieBlich wurden am

n-ten Tage gerade n Medalllen vergeben, ohne da8 noch welche

ibrig blieben. Wieviel Tage dauerte der Wettkampf, und wie-

viel Medaillen wurden insgesamt verliehen?

X.IMO

Man beweise, daB genau ein Dreieck existiert, bei dem die
MaBzahlen der Seitenldngen aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen sind und einer der Winkel doppelt so groB8 wie einer
der beiden anderen ist.

Es seil p(x) das Produkt aller Ziffern der im Dezimalsystem
gegebenen Zahl x. Man ermittle alle positiven Zahlen x, fUr
die p(x) = x° - 10x - 22 gilt.

Fiir die reellen Zahlen a, b, c mit a % O sei folgendes
Gleichungssystem mit den Variablen Xyy Xpy eeey Tp gegeben:
ax1 + bx1 t+c=x,

axg+b12+c-13
. . . . (1)
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u:‘;_1 Fop g te=x

nxﬁ +bxn +c=x

Ferner sei A-(b - 1)2 - 4ac.

Man beweise, daB das System (1) im Bereich der reellen
Zahlen fiir

a) 4< 0 keine Lisung,

b) A= 0 genau eine Lisung,

¢) 4> 0 mehr als eine L¥sung hat.

Man beweise: Filr jedes Tetraeder gibt es einen solchen
Eckpunkt, daB sich aus den drei Strecken deren Léngen gleich
denen der von ihm ausgehenden Kanten sind, ein Dreieck kon-
struieren léBt.

Es seien a > O eine reelle Zahl und f eine reelle, fiir
alle reellen Zahlen x definierte Funktion, die fiir jedes
reelle x der Bedingung

fx+a) =g+ Ve - (2(x)? )

geniigt .

a) Man bewelse: Die Funktion f ist periodisch, d.h. es
gibt eine solche reelle Zahl b > 0, daB fir jedes x
£(x +b) = £(x)
8ilt.

b) FUr a = 1 gebe man ein Beispiel einer solchen Funktion
£(x) (f #*const.)
an.

Es sel [x] die griSte ganze Zahl, die nicht gridBer als
x 1st. Man berechne fiir jede beliebige positive gansze Zahl
n die Summe

2‘ [ n+2“]
Prr) 21&4
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Es ist zu beweilsen, daB es unendlich viele natiirliche
Zahlen a mit der folgenden Eigenschaft gibt: Die Zahl
= ot + a ist fUr keine natiirliche Zahl n eine Primzahl.

Es seien 8y, 83y ceey B reelle Konstanten,x eine reelle
Variable und
£(x) = cos(a1 +x) + %«me(a2 +x) + 1zzv.-oe(a3 + x) P

+ FL'_ oos(An + x).

Man beweise: Aus f(x,) - f(x2) = 0 folgt stets x, - x, = om,
wobel m eine ganze Zahl ist.

Fir jedes kx = 1, 2, 3, 4, 5 bestimme man die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen, die eine positive reelle
Zahl a erfilllen muB, damit ein Tetraeder existiert, bel dem
k Kanten die Liénge a und die iibrigen 6 - k Kanten die Linge
1 haben.

Eine Halbkreislinie y ist iiber der Strecke AB als Durch-
messer errichtet. C ist ein Punkt auf y, der von A und B
verschieden ist. D ist der FuBpunkt des Lotes von C auf AB.
Y40 Y20 T3 sind drei Kreise, die AB als gemeinsame Tangente
haben. Von diesen Kreisen 1ist ¥4 der Inkreis des Dreiecks
ABC, wihrend Y2 und V3 beide die Strecke CD und y beriihren.
Man beweise, daB8 die Kreise Vs Y2 und V3 eine zweite ge-
meinsame Tangente haben.

In einer Ebene sind n Punkte gegeben, wobei n > 4 gilt und
keine drei dieser Punkte auf einer Geraden liegen. Es 1ist

zu beweisen, da8 man wenigstens = konvexe Vierecke
finden kann, deren Eckpunkte unter 2 den gegebenen Punkten
vorkommen.



Man beweise, da8 fiir alle reellen Zahlen X4y X3y Fip Too
5y B3 mit >0, x>0, ny, - 31 >0, X7, - 85 >0
die Ungleichung

8 1 1 1
(2 + 3) (3 + ¥p) - (2 +3)°  x¥y - 37 Zyp - %5 “
erfiillt ist.
Man gebe ferner die notwendigen und hinreichenden Bedingun-
gen fiir die Gliltigkeit des Gleichheitsgeichens an.

A

XIl. IMO

M sel ein beliebiger innerer Punkt auf der Seite AB eines
Dreleoks ABC. Tyy Tpy T seien entsprechend die Inkreisra-
dien der Dreiecke AMC, BMC, ABC, 99 90 Q seien die Radien
der Ankreise dieser Dreiecke, die im Inneren des Winkels
ACB liegen. Man beweise:

I T

(]_1 Q2 q

Gegeben seien natiirliche Zahlen a, b, n, a >1, ®» > 1,
n>1. Ay_q und Ay seien Zahlen im Zahlensystem mit der Ba-
sis a, B, , und B, selen Zahlen im Zahlensystem mit der
Basis b. An-‘l' An' Bn-1 und B seien in der folgenden Art

Ap-1 = Tpoq Xpo2 cee Tgr A m X Xy eee X
(Positionsschreibweise mit der Zahl a als Basis)

1= Xpq Xp.p eee Xy BpmX X 4 .e. Xy
(Positionsschreibweise mit der Zahl b als Basis)
durch Ziffern dargestellt (:xn $#0, x | ¢ 0). Man beweise:
Genau dann gilt

An-1 _ Bng
LS

wenn a >Db 1ist,
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Es sei {an} eine Folge reeller Zahlen mit

1=a, SaSays. .50 3 ... (1)

und {v } die durch

b= 5 (1-%-_1)..1_,.:.1,2,;, e (®
Voy

definterte Folge. Man beweise:

a) 03 b <2 fir allen=1, 2, 3, ...

b) Filr ein beliebiges ¢ aus O & ¢ < 2 gibt es eine derarti-
ge Folge {an} mit der Eigemschaft (7), daB fiir die aus
ihr gebildete Folge (8)

b, > ¢ 9)
fir unendlich viele Indizes n erfiillt ist.

Man bestimme alle positiven gangen Zahlen n mit folgender
Eigenschaft: Die Menge

fa,n+1, 0+2,0+3, 0+4,n+5}
148t sich so in zwei elementefremde nichtleere Teilmengen
zerlegen, daB das Produkt aller Elemente der einen Teilmen-
ge gleich dem Produkt aller Elemente der anderen Teilmenge
ist.

In einem Tetraeder ABCD sei der Winkel BDC ein rechter. Der
FuBpunkt S des von D auf die Ebene ABC gefdllten Lotes sel

identisch mit dem Schnittpunkt der Hthen des Drelecks ABC.

Es ist zu beweisen, daB

(AB + BC + AG)2 5 6(AD2 + D2 + (D7) (21)

ist. Fiir welche Tetraeder gilt das Gleichheitszeichen?

In einer Ebene seien 100 Punkte gegeben, wobel keine drei
dieser Punkte auf einer Geraden liegen. Wir betrachten alle
méglichen Dreiecke, deren Eckpunkte unter den gegebenen Punk-
ten vorkommen. Man beweise, daB hochstens T70% dieser Drei-
ecke spitzwinklig sind.
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Sei n eine natiirliche Zahl mit n > 2. Man beweise, daB die
folgende Behauptung genau filr n = 3 und n = 5 gilt:
Fir beliebige reelle Zahlen a;, 85, «e.y &) ist die Un-
gleichung
(a) - 8y) = (ag - 83) * «oo v (ay - &)

+(ag-a)) *» (ay - 85) ¢ oo0 * (ap-8)
@ eecceseccencsisssasstcsencecssacnssnns (1)

+(a, - ay) » (ay - 8y) « ooo v (8 -8, 4) 20
erfiillt.

Es sei ein konvexes Polyeder P1 mit genau neun Eckpunkten
A1; A2 ces } A9 gegeben, Pi sei das Polyeder, das man aus
P, durch die Parallelverschiebung Ay —> A;, 1=2,3, eeey 9y
erhilt. Man beweise, daB wenigstens zwei der Polyeder P1,
P2. cooy P9 mindestens einen inneren Punkt gemeinsam haben.

Man beweise, daB die Folge (2% - 3} , n= 2, 3, 4, ...
mindestens eine unendliche Teilfolge mit paarweise teiler-
fremden Elementen enthdlt.

Alle Seitenflidchen eines Tetraeders ABCD seien spitzwink-
lige Dreiecke. Wir betrachten alle geschlossenen Polygon-
zlige XYZTX, wobei X. Y, Z und T innere Punkte der Kanten
AB, BC, CD bzw. DA seien.

Man beweise:

1. Ist ¢ DAB+ <4 BCD # 4 ABC + « CDA, so existiert unter
den Polygonziigen kein kiirzester.

2, Ist ¢ DAB+ 4 BCD = < ABC + < CDA, so existieren un-
endlich viele kilrzeste Polygonziige XYZTX. Ihre Lénge be-
tragt 2 AC - sin%, wobei ol= 4 BAC + < CAD + < DAB ist.

Man beweise, daB in der Ebene fiir jede natiirliche Zahl m
eine endliche nichtleere Punktmenge S mit der folgenden Ei-
genschaft existiert:

Zu Jjedem beliebigen Punkt A aus S gibt es in S genau m
Punkte, die von A den Abstand 1 haben.
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A= (‘11)' 1, §=1, 2, ..., n sel eine Matrix, deren
Elemente gangze, nichtnegative Zahlen sind. Die Matrix
habe folgende Eigenschaft:

Ist ein Element a“ = 0, dann gilt fir diese 1 und }
84+ 8 + oo A Ay Ayt e Ay, 2 n.

Man beweise, daB8 die Summe aller Elemente der Matrix nicht

kleiner als yn° ist.

XIv.IMO

Gegeben sel eine Menge von zehn beliebigen paarweise ver-
schiedenen zweistelligen positiven ganzen Zahlen (Degimal-
system).

Zeige, daB es zwel elementfremde Teilmengen der gegebenen
Mengen gibt, deren Elemente die gleiche Summe haben.

Zeige, daB8 fir alle n 24 folgender Satz gilt: Jedes Vier-
eck, filr welches ein Umkreis existiert, 1l&aB8t sich in n
Vierecke gzerlegen, von denen jedes wieder einen Umkreis
hat.

Es seien m und n beliebige nichtnegative ganze Zahlen.
Zeige, daB

2m)!(2n)!
%‘;‘-ﬁ(‘—")?’-‘- eine gangze Zahl ist.

(Beachte: O! = 1),

Bestimme alle L&sungen (x.l, Xy x3, 14, 1:5) des folgenden

Ungleichungssystems
(xf - x335) (x5 - x535) S 0 m
(5 - "4’1)(’% -xa) S0 )]
(x5 - 253 (2 - x53,) S 0 ®)
(xf - x1x3)(x§ - x1x5) So (4)

(xg 1214)(112 - x5%,) So, (5)
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wobei Xyy Xy X3, Ty, Xg positive reelle Zahlen sein sollen.

Es seien f und g reelle, im Intervall ( - e , + oo ) de-
finierte Funktionen, die fiir alle x und y der Gleichung
f(x +y) + 2(x - y) = 2£(x)&(y)
geniigen,
Zeige: Ist f£(x) nicht identisch gleich Null und gilt
J£(x)] = 1 (fur alle x), so gilt auch I:{62]] S 1 (fur alle y).

Es seien vier voneinander verschiedene parallele Ebenen ge-
gebven.

Zeige, daB ein regelmdBiges Tetraeder existiert, welches in
Jeder der gegebenen Ebenen einen Eckpunkt hat.

XV.IMO

Es sel O ein Punkt auf einer Geraden g.
—»
oF;, 5?;, veus 5?; seien Einheitsvektoren, wobel alle Punkte
P1 in einer Ebene, die g enthélt, auf derselben Seite von g
liegen.
Man geige: Ist n ungerade, so gilt

— — — >

|0P; + 0Py + ... + OPn| =1

(Dabei bedeutet I6il die Lange eines Vektors 5ﬁ.)

Man priife, ob es im dreidimensionalen Raum eine endliche
Menge M von nicht in einer Ebene gelegenen Punkten gibt mit
der Eigenschaft, daB fiir beliebige zwei Punkte A, B € M zwel
andere Punkte C, D € M existieren, so daB die Geraden AB und
CD parallel und verschieden sind.

Es seien a und b reelle Zahlen, fiir welche die Gleichung

x4 + a13 + b12 +8 +1 =0

wenigstens eine reelle L¥sung hat. Man bestimme den kleinsten
mtglichen Wert der Summe a2 + b2.
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4. Ein Soldat hat sich zu iiberzeugen, daB im Innern oder auf
dem Rand eines Gebletes, das die Gestalt eines gleichsei-
tigen Dreiecks (einschlieBlich des Randes) hat, keine Mine
vorhanden ist. Der Wirkungsgrad seines Detektors ist gleich
der halben H¥he des Dreiecks. Der Soldat beginnt seinen Weg
in einem der Eckpunkte des Dreiecks.

Welchen Weg muB er wiéhlen, damit die Lange seines Marsches
gur Uberpriifung des gesamten Gebletes am kilrzesten wird?

5. Gegeben sel eine nicht leere Menge G von nicht konstanten
Funktionen f der Gestalt
f(x) =ax + b
a, b sind reelle Zahlen mit a f 0, x ist eine reelle Variable
G habe die folgenden Eigenschaften:
(1) 1st £, g € G, dann gilt auch g o £ € G (wobeli
(8o £)(x) = g(£(x)) 1ist).
(2) Ist £ €G mit f(x) = ax + b, dann gehdrt auch die in-
verse Funktion £~ der Menge G ar.
(wove1 £ (x) = 2D 151),

(3) FUr jedes f € G gibt es ein x,, so daB f(xy) = xX,.
Man zeige: Es gibt ein k, so daB f£(k) = k filr alle £ €G.

6. Es seien n positive Zahlen 84y eoey By gegeben sowle eine
reelle Zahl q mit 0 <q <1,
Man gebe solche n reellen Zahlen b, ..., bn an, daB
a) ap < by fir alle k von 1 bis n.
bk+1
oy

b) q < <1Efﬁ:rallekvon1bisn-1.

8) by + by + eeo + b < }—{—% (8) + 8y + c0o + 8))
gilt.
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Lésungen der Aufgaben
I. bis XV .IMO (1959 bis 1973)

1. IMO

1., Losung 1

Bei Kenntnis des Euklidischen Algorithmus 148t sich die Auf-
gabe sehr sohnell ilbersehen.

:21n44) : (14n + 3) = 1
=(14n +

114n¢3‘ : (Tn + 1) 2

=(14n + 2

1

Dabeil wdre nur 1 der gemeinsame Teiler von Zihler und Nenner.
Beide Ausdriicke sind teilerfremd.

1., Lisung 2

In dem Bruch ist der Zdhler gr¥Ber als der Nenner. Man
formt ihn so um, daB ein echter Bruch entstent:

21n + n +1

s ARSI e I
Wenn der Ausgangsbruch zu kilrzen sein soll, dann muB der
echte Bruch auch zu kiirzen sein; d. h.

l4n + mu8 sich ebenfalls kiirzen lassen, Es ist aber

n o+
14n + 1
4n1+a'2""n§'|'

und da = nicht kilrzbar ist, sind auch die Ubrigen
Briche nicht Kkirzbar.
2.

Es ist x#m = v%.,l’\/?.x-l 41|
und Vr-Vex-1 = é_w—zx-l -1

wenn x>% . Das folgt jJeweils aus der Ubereinstimmung der
Quadrate“ auf beiden Seiten und der Tatsache, daB8 alle Wur-
gelausdriicke positiv sind.

¥ir betrachten nun die Funktion
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y -onVZx-l"+Vx-V§-1"
- F(IVE-T 2| 4 vm -1 -1)

8ie 1st definiert fir x >} .
Jdetzt machen wir die Pallunterscheidung %-< xS$1 und 18x< o
Im ersten Fall ist

y = _‘/%.[('\/Z_x--—l' +1) . (1-\/2:_-1')]:“%,- V7.
Im zweiten Pall ist

y v%[(\/ﬁ +1) +(VEST -a)]-VEVE T
ZusammengefaBt ist also y = V2 fur 3 < xS1

y = -ﬁ-\/—zx-_l fir 1Sx< co.

Nun ergeben sich die Losungen der Aufgaben unter 1. a), b),
¢) von selbst:

a) y = V7 ist erfullt fur F<xS1 .

B) y = 1 iet fUr keinen Wert von x erfiillt, weil die
Punktion y das absolute Minimum Z' hat.

6) y = 2 ist erfiillt fur 'ﬁ'VZx -1 = 2, das heiBt x=% .

3.
¥ir schreiben die in der Aufgabe gegebene Gleichung in der
Porm von

2

a-co8x + ¢ = <=b-cos x . (1)
Dann erflillen die vier Zaghlen a, b, ¢ und cos x offenbar
auch die Gleichung

a2 4 costx 4+ (4ac - sz) 2 cos?

x + 402 = o0, (2)

was man erkennt, wenn man die Gleichung (1) quadriert und
anschliefend mit 4 multipliziert. Zwischen den Werten cos x
und cos (2x) bestehen die Beziehungen

cos (2x) = 2 cos2x - 1 3)

bew. 2
2 cosx = cos (2x) + 1 , (4)

Nach Einsetzung der Gleichung (4) in die Gleichung (2) erhal-
ten wir dann

a%[cos (2x) + 1]2 + (4ac - 2b2)[cos (2x) + 1]+ 402 = 0.
Dle Umordnung nach Potengen von cos (2x) ergibt
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aZoos?(2x) + (2:2+4uo-2b2)ooa(21) + (azﬂao-zbzuoz) - O.
Das ist offenbar eine quadratische Gleichung in cos 2x.

In Palle a =4, b=2, 0= -1 werden
.2 = 16, 232 + 4ac - 2b2 = 8, 32 4+ 4a0 - 2b2 + 402 - =4
und wir erhalten fir ocos (2x) mithin die Gleichung

4 co0s? (2x) # 2 cos (2x) - 1 = 0. Die Gleichung fUr cos (2x)
hat also die gleichen Koeffizienten wie die Gleichung fur
cos x.

oy Lis 1 (Abb. 1

Konstruktionsbesohreibung:

Umn den Punkt A wird ein Kreis mit dem
Radius r = %guo.hlaaen (Abb. 1).
Dann wird ein beliebiger Durchmes-
ser eingegeichnet, der den Kreis in
den Punkten B und C schneidet. Man
zeichnet nun die Parallele zu BEC im

Abstand von § Sie schneidet den
Ereis in D. ¥ Werden die Punkte B und
C mit D verbunden, so ist das Dreieck

Abb. 1 BCD das gesuchte Dreieck.

A0 2
Beweis: BD - TG = 24,BCD = 4a,acD = £ATE | o o qmo g
und IE = i’-. Man beachte dabei, da8 der Winkel BDC ein rech-
ter Vinkel ist. Es ist nun auch AD = % , also
™ .9 - X
., Lbs 2 (Abb. 2

Ein Sohiiler der Delegation der Deutsohen Demokratischen Re-
publik fuhrte folgende Konstruktion aus:

0 Konstruktionsbeschreibung:

1
¢ Un den Punkt A' wird ein Kreis mit
3 dem Radius % gesohlagen. Dann wird
F ein Radius eingezeichnet. Auf
der Strecke A'B' wird das Quadrat
, A'B'C'D' errichtet. Der Sohnittpunkt
n B' der veiden Diagonalen des Quadrates
A wird mit E' begeichnet. Durch E' wird
die Parallele zu A'B' gezeichnet, die
G' den Kreis in F' schneidet. Nun wird
F' mit A' verbunden. Die Verliéngerung
der Streokes ¥'A' tiber A' hinaus
schneidet den EKreis in G'. Der Punkt
Abb. 2 B' wird mit den Punkten F' und G' ver
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bunden. Das Dreieck F'G'B' ist dann das gesuchte Dreleck.

Beweis: Ein Vergleich mit Abb. 1 ergibt, das
F'B'2aBD und A'B' = AD sind. Also ist

ABCD® AFP'WG'B' .

s.

Bin rechtwinkliges Koordinatensystem sel 8o gewdhlt, daB
d4e Punkte A,M,B die Koordinaten (0;0) , (m;0) , (a;0)
baben. Die Koordinaten der Punkte P und Q sind dann durch

(! H -) und (a-m ; n-m) gegeben. Damit kann man die Glei-

ehungen fiilr die Kreise um P und Q aufstellen:

(x’g)2+ (1-3)2'%112 i xP-mx+yl-my=0 )
fur den Kreis um P, und
(x-38)24 (y- 82)2. Jam)?;
xz-(e+m)x+12- (a-m)y+8m= 0 (2)
fir den Kreis um Q. Subtraktion dieser Gleichung von (1)
ergibt ax+ (8-2m)y-am = O (3)

Bde Koordinaten der Punkte M und N erfiillen beide Gleichungen
€1) und (2) und daher auch die Gleichung (3). L¥st man (3)
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AWM = JACM= 45° = T MEF = 180°- MNF , also Ne AP
und I MNC=g MDC=45°= I BFM=<IBRM , also C € BN .

6.

Zu dieser Aufgabe muB festgestellt werden, daB sie nicht im-
mer durchfihrbar ist. A und C miissen einer gewissen Bedin-
gung unterworfen sein, die sich bei der Ausfithrung der Kon-
struktion (Abb. 4) ergibt.

Das Trapez und sein Inkreis liegen in
der Ebene R = ABCD. Da AB und pa-
rallel sein sollen, sind beide Strek-
ken auch parallel zur Geraden p, da-
A £ mit ist auch R parallel zu p. Eine
zu p parallele Gerade p', die in der
o« Ebene R liegt, bestimmt dann die
Richtung von %5 und CD. Es wird an-
genommen, da8 die Gerade p' durch A
0 geht, dann muB8 auf ihr der Punkt B
liegen. Auf der Parallelen zu p'
6 H\Z F durch C mu8 der Punkt D liegen.

Die Ldsung der Aufgabe kommt nun auf
folgende Konstruktion hinaus:

Gegeben 1st eine Gerade g und ein
auf ihr liegender Punkt A. Veiter ist
eine im Abstand AE zu g parallele
Gerade h und ein auf ihr liegender

| Punkt C gegeben. lian konstruiere ein
B Abb. 4 Trapez ABCD, in dem B auf g und D

h auf h liegt, dem man einen Kreis ein-

g beschreiben kann.

Konstruktionsbeschreibung:

Mun f#llt_zunichst das Lot von A auf h und erhédlt E. Die
Strecken EC werden in den Zirkel genommen, und um A wird ein
Kreisbogen geschlagen. Der Schnitt des Kreises_um A mit der
Geraden h sei der Punkt D. Jetzt halbiert man DG und erhdlt
F. Man fdllt das Lot G'F von F auf g, dessen Schnittpunkt mit
AC den Punkt G ergibt. Dann verbindet man D mit G und erhilt
B. Schlieflich konstruiert man noch den Mittelpunkt H der
Strecke . iE

Der Kreis um 4 mit dem Radius > ist dann Inkreis des Trape-
zes ABCD.

Bewels: Nach dem Satz vom Tangentenviereck braucht man nur

zu zelgen, daB_die Summe der_gegeniiberliegenden Sejten gleigh
ist. Es is8t 2 AD = 2 EC = 2 EF 4+ 2 FC = 2 AG' + 2 DF = AB+ DC.
Folglich ist also das Trapez ABCD Tangentenviereck eines
Kreises. Da nun der angegebene Kreis um H das Trapez an zwei
gegeniiberliegenden Seiten berlihrt, ist ABCD Tangentenviereck
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mach x auf und setzt das Ergebnis in (1) ein, so erhélt man
mach Multiplikation mit a2 die Gleichung
(a-2m)y -am (a-2m)y + az(y2 -my) = 0 ;

2 2,2 am(a-m
(22°-4an+4n“)y“ - 2am(a-m) y= O und y,=0, y,= —2—(——2-2
] 1777727 22 camion
als L¥sungen. Aus (3) folgt

a2-2am+2n?-(a-2m)(a-m an?
R R = S S

(x,.y1) stellt den Punkt M, (xz.yz) den Punkt N dar.

Offensichtlich erfiillen die Koordinaten von N die Gleichung
(a-m) x - my = O .

Bles ist aber die Gleichung der Geraden durch A und F.

Pie Gleichung der Geraden durch B= (&;0) und C= (m;m)

lsatet mx+ (a-m)y-am = 0 .
$1e wird ebenfalls von den Koordinaten des Punktes N erfiillt,
d.h. die Geraden durch A und F sowie durch B und C schneiden
sich in N'=N.
»)
Ba die Gleichung (3) von den Koordinaten der Punkte M und
B erflillt wird, stellt sie die Gerade durch M und N dar.
Indem man (3) in der Form

a(x+y) = m(2y +8a)
schreibt, sieht man, daB8 der Punkt (x;y) =( ; --) die Gera-

dengleichung unabhiéngig von m erfiillt. Dieser Punkt ist
mlso allen Geraden MN gemeinsam.

€)

Bs gilt P=(33;3) und Q= (28 838) . Der Mittelpunkt der

Strecke PQ besitzt dann die Kopordinaten
= JE 4D L y- 13250

Bemn m das Intervall O<m<a durchléuft, so durchléuft der

Bittelpunkt von PQ die Strecke zwischen den Punkten

; also  (x;y) =

(a+2m_ )
LIRS

(;: ;) und (2‘9; ;) . Diese Strecke verlsuft parallel zu AB

im Abstand 4! und hat die Lénge g
Im folgenden sei noch eine zweite L¥sungsmoglichkeit fiir
fliie Aufgabe a) angegeben. 0.B.d.A. sei MBEF das groBere der
beiden Quadrate. Nach dem Peripheriewinkelsatz und nach dem
Satz iiber die Winkel im Sehnenviereck ist dann
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gerade dieses Kreises.

Aus der Pigur ersieht man, da8 dae Eonstruktion nur dann aus-
fuhrb::)ist. wenn gilt: o §45° (wenn man von Spiegelungen
absie .

Il.IMO

1.
Eine Zahl

z = 210" + a ;1
ist durch 11 teilbar, wenn die alternierende Quersumme
&, -8 +8, - ... (-1)%aR = 0 oder durch 11 teilbar ist.

Fir dreiziffrige durch 11 teilbare Zahlen, die in der Form
z = 100a 4 10b + c dargestellt seien, wobei a, b und c- ein-
ziffrige Zahlen sind, gilt also, daB c = b 4+ a = O oder eine
durch 11 teilbare Zahl sein muB, d. h.

a - b + ¢c = 0, (1)
oder a - b 4+ ¢ = 11 (2)

(Weitere Fdlle - etwa & ~ b 4 ¢ = 22 ~ sind nicht mbglich,
da -9 <a-ba+c S 18 sein msB,
Die Ziffern der gesuchten Zahl miiesen der Gleichung

100a + 10b + ¢ = ].].(n2 + b2 4 02) geniigen. (3)

n-1 n-2 2 1
0 +a 510 4 .0e +8)10° 4 810 4 &

Fall (1)s b =a + ¢ in (3) eingesetzt, ergibt:
100a + 10a + 10c + ¢ = 11(2a2 + 2ac + 2¢2) .
10a + ¢ = 2(;2 + 80 4 02) (4)
10a + ¢ muB also eine gerade Zahl sein, also auch c.
2-%=0 (5)

1

2
_o-st_Vc—100¢25 8 _ 42
81,2 % z 1 t2-e

5 -cs =302 - 80 + 25
= 2 L3

= %—ii%)}25-sc~3e2

Polgende Pdlle milssen untersucht werden:
o=x0, c= 2, c =4, ce 6, c=8

a2+ (a-5a+o
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: = 4
c = 0: al'z-% %; 51=5
a, =0 (unmoglich)
[} g 2: Wurzel imaginar
Ple in Frage kommende Zahl 550 erfiillt in der Tat die Probe.

Pall (2): b=a+ 0 - 11 in (3) eingesetzt, ergibt:
1008 + 10a + 10c - 110 + ¢ = 11[aZ + (a + ¢ - 11)2 4 ¢2],
10a + ¢ = 131 + 2(aZ + 0 4 ac - 1la - 1la) (6)
¢ muf also eine ungerade Zahl sein.

Ble Gleichung (6) wird auf die Normalform gebracht:
324-(0-16);4-024%1-%3:0. (1)

2 2 6o
e =-16 ¢ 8° - 320 4 256 -~ 40° + 46c - 262
4

= 0 s 1132 -6

Polgende Fdlle miiesen untersucht werden:
c=1, c =3, c =5, o=1, c=9
o= 1: a keine nattirliche Zahl
. 13 +
e = 3 !1’2=-}-%[ .1.8

a, = 5 (unbrauchbar, da
sonst b < 05

c i 53 Wurzel imagindr
BMe zwelte gesuchte Zahl ist 803 und erfilllt ebenfalls die
Probe

2.
Talle 42
X
—2< 2x + 9 (1)
1- Y142
gilt, so mus ( 2x)

1. x der Bedingung x?-% genilgen, da sonst -/1+2x nicht
erklért ist.

2
X
2. x40 sein, da die Funktion f(x) -(T_'-}—H_Z;;, , die auf
der linken Seite der Ungleichung auftritt, an der Stelle
x= 0 nicht definiert 1ist.
3. fir alle x, die den Forderungen 1. und 2. geniigen, die folgende
Kette von Ungleichungen erfiillt sein (wobei die Umformungen
in dem betrachteten Bereich fiir x lquivalente Umformungen s8ind):
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_4_L__,x21¢ <2+ 9
1 -1 + 2041 +V1 + 20)
2 2
Lx_(@.z <2x 4+ 9
[1-Q+2x)]
@ +yT + 202 <2+ 9
2Yl + x <17

x <?

Die Ungleichung (1) besteht fUr alle x, die der Beziehung

- % Sx < 5& gentigen, mit Ausnahme von x = O, d.h. (2)
fur - % Lxcgo (2a)
und 0< x< 595- (2v)

4. Zusatgbetrachtung: 2
Un die Unstetigkeit der Punktion f(x) = ——t‘—z zu
f (1-\[102:)

zu beheben, kann man ihr an der Stelle x = O zweckmiBSiger—
weise den Wert 4 zuschreiben.

Definition: f(0) = 4; denn f(x) ist bis auf die Stelle x = 0
gleich der Punktion

p(x) = (14“]14&2; () = 4.

Unter dieser Voraussetg gilt die Ungleichung (1) fir alle
x, die der Ungleichung (2) bzw. (2a) und (2b) gentigen.

3.
A a
Analysis: I8 o
o HD = x
4DAE = a
5 HWONE ¢ 4HAD = P
nh
] Behguptups: tan @ = —piBR
: (n€ - 1)a
Abb. 1
Beweis:
Bs gilt tan‘g = f md x = h-tenf , )
x4+ 8

also ta.n(ctp) = —5 und X = h.m(.,P) -%. 2
Aus den Gleiohungen (1) und (2) folgt
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a
hetan (@ 4f) - 2 = h tanP
Diese Gleichung kann man folgendermaSen umformen:
tana + tan a
B r—mr’j @ = Bbteap
h-tana + h-tanp - 24 ﬁtma-tmp

= h - tana - h-tana- tanZP
Man erhiilt schlieBSlich

tan o = ﬁh-oatan;‘n'ﬁtan‘P :

lhtanp = E, allt
tan & = —2—‘!‘—7 . (3)
nh'

4 ax 4 nx
Nach dem Hthensatz gilt

2 - (2ple-x)(25lee2ex), am

S N i 8
Aus der Gleichung (3) erhidlt man durch Einsetzen der Glei-
chung (4):

tan o = 7 ah ’

2
%E-i;-u-nx24u+n82

tan A = (—f—n—h— (q. e. d.) .

n€ - 1l)a

Analyeis: (Abb. 2)

Hach dem Strahlensatz ist
hbzﬁ-ﬁxW-le
also WD = % by .
Konstruktions (Abb. 3)

Aus h a’ s und einem rechten

'Lnkel konstru.tert man das
A AHM bzw. A AHM'.

Ober AN = LA wird der Thaleskreis konstruiert und um M ein
Kreis mit dem Radius %hb‘ Die Schnittpunkte dieser beiden
Kreise seien D und D'. Die Punkte A und D bgw. A und D' wer-

Abdb. 2
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den verbunden und die Strecken
AD bzw. AD' Uber ihre Endpunk-
te hinaus zu Geraden verlén-
gert. Die Strecke HM wird eben-
falls iber ihre Endpunkte hin-
aus verlidngert. Die Verlinge-
rungen von AD und AD' schnei-
den die Verléngerung von HM

in C bzw, C'. un M mit dem
Radius MC bzw. MC' gezeichne-
te Kreis achneidet die Verlin-
gerung um HM in B bzw. B'. Die
Dreiecke A ABC und AAB'C' ge-
nligen den geforderten Bedin-
gungen.

Wenn man von AAHM' ausgeht, ber AM' den Thaleskreis zeich-
net, kann man analoge Konstruktionen durchfiihren und erhilt
zwel Dreiecke, die auch den geforderten Bedingungen geniigen.

Beweis: AR = h_; IH = 8, bzw. ' = 8, (nach Konstruktion)

M = f%’ = % by (nach Konstruktion)
J DA = ZADE = 90° (nach Eonstruktion)
MC = ¥B, MC' = UB' (nach Konstruktion)

Man fHllt noch von B auf die Verlingerung von AD und von B'
auf AD' die Lote und erhilt die Punkte E und E'. Es gilt:

BE AC, B'E' _| AC' (Hdhen auf b)
Fch_nU '= 2 : 1
und . I'CE= ¥ : ¥D
bzw. BICY = 21
und B7CT : MC' = B'E' : MD'.
Damit folgt: EE = b, bazw. BB = hy
und A ABC und AAB'C' sind die geforderten Drei-
ecke.
Dete tion:

Die Konstruktion ist mdglich, wenn 8y > ha und hb < 233.
2.

[
Yot 17 a) Analysis: (Abb. 4)
iV a ist die Linge der Wiirfelkante
My: WA L,
5'} It (4 Behauptung:
AN "__ e 1. Der geometrische Ort der Mit-
o telpunkte M der Strecke XY ist
: ot die Pliéche EFGH.

2. Die Flidche BFGH liegt parallel
Abb. 4 gur Grund- bzw. Deckfléache des
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THirfels.
3. Die Pliche EPGH ist ein Quadrat mit der Seitenliinge %V 2.

Beweis:

l. Es seil zundchst xllA und Y, wandere auf B'D'. Dann gilt
A 1 EDT . ﬂ;:m = AF : PB' = 1 1 1.

Man iﬁhh‘}% die %recko EP. Durch analoge Uberlegungen erhdlt

man s GH und .

Da AE ¢ ED' « OH : AD' = CG 1 GB' = AF : ¥B' gilt, liegen
die Strecken EF, FG, GH und HE alle in der Ebene EFGH und be-
grenzen den gesuchten geometrischen Ort.

l; sei nun ein beliebiger Punkt der Strecke AC und Y, ein be-
1febiger Punkt von B'D'. "2 sel der Mittelpunkt von szz .
Bs ist nachzuweisen, da8 M, ein Punkt der Ebene EFGH

1et. 2
Kan verbindet dazu Y, mit A und Cj auf den Strecken EF bzw.
GH erhédlt man die Mittelpunkte M

' und M,'' von Y A und
2 2 e

von Y,C. Die Strecken AYZ, CYz, AC und 12Y2 1 en in

der Ebene AYZ .
Bs gilt

—_— ——
nz' IMZYzalezxﬂzYZ-(ﬂlz" xlz’ Y2=1 1 1.
l2 muB also auf der Strecke llz'llz" liegen; lz'lz" liegt
aber in der Ebene EFGH, damit auch der Punkt H2.
2. Da die Proportion XE : EDY = AF : ¥B' = 1 : 1 gilt, folgt
BT || D'B', damit ist EF parallel der Ebene A'B'C'D'. Die
Strecke PG ist auch parallel der Ebene ABCD, GH ist parallel
der Ebene A'B'C'D' usw. Alle Geraden der Ebene EFGH verlaufen

parellel zur Grund- bzw. Deckflidche. Damit ist die gesamte
Bbene EFGH parallel zur Grund- bzw. Deckfldche.

3. D'B' = BVZ
Da AE : AD' = AF : AB' -1:2,1stﬁ.§f‘.
Analoge Uberlegungen ergeben PG = GH = HE = %i—'

b) Diesen Teil der Aufgabe lést und beweist man mit Hilfe
#hnlicher Uberlegungen wie im Teil a).

Man erhilt:

. Der geometrische Ort der Punkte Z, welche die Bedingung
= 2 erfiillen, ist eine Fliéche E'F'G'H'.

2. Die Fliche verlauft in der Hohe %puallel zur Grundflé-
e.

3. Die Fléohe E'F'G'H' ist ein Rechteck mit den Seiten

$VT wa §VE.
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¢
6.
YEoger = Y1,
- B (e abd. 5)(1)
V2ylinder = V2
= ¥r? - 2r, - b =
= 2fr} (2) N
ADBC ~ AMEC (Winkel bei C ge-
meinsam; rechter Winkel]l bei E
und D; Hauptéhnlichkeitssatz) . 3
=

. /] 0
Also E-D_—B y d. h.
MC CB

Abb. 5
r T
2 1
2_ . 3
h - r2 .\{rlz + th ( )
rlz(h - r2)2 - 1'22(1']_2 + hz)
2 z] 2 2 2,2
rlz[h -21::.'2¢r2 = ry'r) +rzh
rlzhz - 2!\:21'12 - r22h2 (h # 0)
2 2,
r “(h - 2r,) = r°h
P b3 2h
r, 'h_-%r—z s h-2r, + 0, dah>2r, (4)

Setzt man die Gleichung (4) in die Gleichung (1) ein, so er-
gibt sich ﬁrezhz

i = m (5)
Von hier ab werden 2 LYsungewege dargestellt:

1. Losungsweg (elementargeometrisch)
Es wird der Quotient V; : V, gebildet [Vl in der Form (5)
und V, in der Form (2)]
V. 2
1 h
. . (6)
\f] T2 T2

a) Annahme: n 1
. r2 =
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n? = 6r,(h - 2r,)
2 2
h¢ - 6r2 + 12r2 = 0

By, =37y 4 9r,? - 12r,% ; unmdglich, da Radikand klei-
ner als 03 also ist die Annahme falsch, d.h. Vl ¥ 72.

Yy
b) Annahme: v = k
2
2
h® = k o 6r2(h - 2r2)
% - 6xr,b + 12kr,2 = 0
22 2
by , = 3kr, +7\[9k°r,® - l2kx, (7

Damit Lbsungen mdglich sind, darf der Radikand nicht negativ
esein. 2 2 2
9k r,” - 121(.1-2 = 0,

d. h., k = % 1st die kleinste Zahl, fur die V, = kv, gilt.

Aus der Gleichung (7) ergibt sich fir k = i-
h = 4r, (8)

Daraus folgt eine Moglichkeit, den Winkel an der Spitgze zu
konstruieren.

1. EKonastruktion [4
Man zeichnet h = 4r, = DC

(DM = r, wird von D aus 4mal 5
abgetragen, siehe Abb. 6)

Um M geiochnet man den_Kreis

mit dem Radius r, = N und G
Gber der streckezlc den Tha-

leskreis. Die Schnittpunkte

beider Kreise - E und P -

werden mit C verbunden. Bei F
C entsteht der gesuchte Win-

1 x- . N
2. Konstruktion )

Vorbetrachtung:

ans der Gleichung (4) folgt fur
h= 41‘2

Abb. 6

2, 3
2, T2t 4Ty Ay 2.
1 zr2-§r2 52 2

rl = rzﬁ (9)

4')
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Die Konstruktion ergibt sich aus C
der Abb. 7.

h wird gleich < = 4r2 und
TB=DAaME = r,‘,v—'gevmhlt
(vereinfachte Beschreibung).

2. Lbagi og (mit Ei].fe der
eren rechnung)

Zunidohst wird das Minimum des Ke-
gelvolumens bestimmt. Wenn dieses
Volumen schon grdSer als V, ist,

dann ist erst recht jedes andere M
Kegelvolumen grtBer als das des sz
Zylinders, d. h. immer gilt
V3 ¢ V5. Dabei sehen wir den Ra- I
dius der Kegel ale gegeben an, er
geht lediglich als Ahnliochkeits-
parameter in die Rechnung ein. A D r H B
Aus der Gleichung (5) ergibt sich Abb, 7
2
av, (b 22h(h - 2r3) - h
a) V,'(n) = =fr22abo2m) b
1 el - § x,? 20 = 2n)
2
_ﬂ_). * r22 !—L‘_E (9')
2r,)
V) =B oy n2o4rpao
h = 41‘2 (8")

PUir h = 41-2 wird das Volumen des Kegels ein Minimum, da

V,''(h) = 27 r fUr b = 4r, groSer als Null ist.
1 ’ (h-2.1'2), 25 T 8

¥} nin orsidt sich aus den Gleichungen (1), (4') und (8'):
2
f2r,“4r
2 2 8 3
Vign * —5—2 = '3[1'2 ,
also Vl min > 72, d. h. Vl * V2.

3.8 3
b) vlm.i.vz;denn§zxr2 S X
alsok:%.

1.
4 = iB =
a) Analyeis: %E: xp B- : TF -n
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ZEPC = EFBP,C = 90°
Daraus folgt, Pl und P2 miesen auf dem Thaleskreis BC bzw.
AD liegen.
Konstruktion und Determination:

Bes wird der Thaleskreis {iber einem der beiden Sochenkel ge-
gseichnet, Dieser Kreis schneidet die Symmetrieachse entweder
in gwei (Py, P5), einem (P) oder keinem Punkt. Diese Punkte
sind jeweils dle gesuchten.

®b) Es gilt (vgl. Abb. 8) D I3 ¢
ABPPI ~ AOEPl .

Daraus folgt

"SIEE Y
dn. xx, = 2} . @)
AuSerdem gilt
3 +x, = h. (2)
Aus den Gleichungen (1) und (2) Abb. 8

folgt, daB X und x, Ldosungen der
2 _nr+ 8.0 sind

b 1\|2 !
*,2 = FtF\RT-ab

e) Nach den Uberlegungen von b) gilt folgendes:

Falls h2 > ab, gibt es 2 LUsungen, d. h. 2 Punkte;
falls h2 = ab, gibt es 1 Losung, d. h. 1 Punkt und
falls h” < ab, gibt es keine Ldsung, d. h. keinen Punkt.

€leichung x

Be Eonstruktion ist also nur mdglich, wenn gilt h2 =>, ab.
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fil. IMO

X+y+2z2m=8 (1)

xz+y2+zz - b2 (2)

xy =2 (3)

Wegen (3) ist fir jedes L¥sungstripel (x,y,z) des Systems
(x+y)2-xz+2z2+y2- (x2+y2+22)+22 .

Daher gilt mit (1) und (2)

(a-z)z-b2¢zx2
Wir ltsen d%esez Gleichung und erhalten im Falle a# O

a“-b

2 = oo (4)
(wenn a=0 ist, so existiert fiir b4 O keine L8sung, und fiir
b=0 48t Xay=z=0 die einzige L¥sung des Systems).
Damit ist

32 + b2
2a

(aj:.b—)-z2-xy.x(a-x-z)-x( -x) .

Aufl¥sung nach x ergibt im Falle
10a2b? - 3a% - 304 2 0
die beiden Ldsungen

a2+ b2 + /108262 - 3a% - 3p4

11'2 - 4a (5)

Die zugeh¥rigen Werte fiir y = a-x-z lauten
a2+ b2 3+ 10a%b2 - 30 - 3p4 )
4a

J1,2"
Die Probe zeigt, daB die beiden Tripel (x1 ,y1,z) und (x2.y2,z)
gemdB (4),(5),(6) Lisungen des Systems sind.
Diskussion:

Damit die LSsungen des Systems positiv sind, muB zundchst
a> 0 gelten. Die beiden durch (4),(5),(6) gegebenen Tripel
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8ind reell und verschieden, wenn der unter der Wurzel ste-
hende Ausdruck D = (a2 + 2)2 - 4(a? - 12)2 = 10a%b? - 3a*
- 3b4 > 0 ist. Diese quadratische Ungleichung ergibt die not-
wendige Bedingung vi.< |%|<‘VT . Die Werte von x und y er-
weisen sich dabei au%omatisch als positiv, da D <(a2 + b2)2.
Aus dem Ausdruck (4) fir z folgt, daB fur a > O 2z positiv
ist, wenn a2 > b2. Folglich muB8 die GréBe a dem Intervall
Ib] < a < |b]Y3' angehoren. Diese Bedingung ist notwendig
urd hinreichend.

2.

Bach der Heronischen Formel ist der Flécheninhalt S des Drei-
ecks gleich

al

2 2 2 '

s ='Va¢b+c_a+b-c a+0-b b+o0-a
2

wobei alle Faktoren positiv sind. Deshalb kénnen wir, um das
Produkt (a+b-c)(a+c-b)(b+c-a) abzuschitzen, die Ungleichung

3
Tegrz > gz oder xyz < Sx_*.b:_z)_

anwenden.

Wir setzen X = a4b-c; y =8 + 0~ b; 2 = bsc-a und er-
halten

48 = '\f(a+b+c)(a#b-c)(aoc—b)(b;-c-a)'

<'V (aobto)3'_(a+b+c)2

(a + b+ 0) 27 3{?

382 4 302 4 302 - (a =) - (b-2¢)2 - (c-a)
3V3

< a2+b2+c2

V3

@leichheit tritt ein fiir a = b = ¢ .

B

I) n sei zuniéchst eine gerade Zahl, d. h. n = 2m. Dann lau-
Bet die Gleichung 008°®x = 1 + 8in?®x. Wegen
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eoeaﬁ-1-1+sm2m& ist s8inx= O und cosx=+1, d.h.
x=km (k=O, #1, +#2, ...) 8ind alle L¥sungen fir n=2,4,6,...

2) n sei nun eine ungerade Zahl. Pir jede Lisung x gilt wegen
cos®x=1+8in"x20 und 8in"x=cos®x-1%0
die Beziehung
1=cos® -8in"x = [cosx|® + |einx|P .
Das Prinsip der L¥sung besteht nun darin, diese Gleichung
mit der allgemeingliltigen Formel c032
vergleichen. Falls x nicht gerade ein Vielfaches von 3 ut.

X+ sinzx-1 zu

80 gilt 0<|cosx|< 1, 0<|sinx|< 1 und damit nach
elementaren Potenzgesetzen
|eoex| 24+ |etnx|® < sin’x+ cosx = 1 flir n> 2,
|cosx|P+ |einx|® > 1 fur n=1;

2

in diesem Palle kann also die Ausgangsgleichung nicht gelten.
Folglich mu8 x die Form k% haben. Die Probe durch Einsetzen
in die Ausgangsgleichung zeigt, daB genau die Werte

x=2k¥ , x=2kY - § (k=0, +1, 42, ...) Lbsungen sind.

4. (Lésung 1)

Pllll, P2I2 und P3H3 selen die Seitenhalbierenden des Dreiecks
P1P2P3 (8. Abb. 1). Sie unterteilen das Dreieck P1?2P3 in
sechs Dreiecke der Art S‘Pil( y wobel S8 der Schwerpunkt ist.
Ist der Punkt P identisch mit S, so gilt PlP H Pll
.rzp-pu PP!E:Z!I-

P sei nun verschieden von S. Dann liegt P innerhald oder auf
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einer Seite eines der Teildrei-
ecke. O. B. d. A. sei dies das
Dreieck Plslz. Die Seiten P2:Pl
und P1P3 teilen wir im Verhilt-
nis 2 : 1 und begeichnen die Tei-

" M lungspunkte mit S, und Sy). Of-

‘fv > 4 fensichtlich ist SS), Il PP, und
. N §55) | P,P;, AP S, ist in Tra-
QM Sy peg P13123M2 enthalten. Die Ge-

rade P2Q2 schneidet 5812 in einem
Punkt A, zwischen P, und P. Hier-
Abb. 1 2 2

° aus folgt
PP 1 FQ, 2 F A, : U; = 2 ¢+ 1 . Analog 1st AP;SM, in
Arlssn enthalten. Die Gerade P, P schneidet die Gerade ssn
in einem Punkt Ay zwischen P und Q)+ Daraus ergibt sich

PF:Pq S FA Q=21

4. (LYsung 2)

S seil der Schnittpunkt der Sei-
tenhalbierenden des Dreiecks
I»‘ll’zli'3 (s. Abb. 2). Durch S le-
gen wir die Geraden & 1} PZPB’
a, |l P3P1 und as Il PyP,. Der
Schwerpunkt S teilt jede Seiten-
halbierende im Verhéltnis 2 : 1
(vom Eokpunkt aus gerechnet).
Deshaldb teilt die Gerade ay eine
beliebige Strecke P1°1' welche
den entsprechenden Eckpunkt :l’1
mit einem beliebigen Punkt Qi auf
der gegeniiberliegenden Seite ver-
Abd. 2 bindet, ebenfalls im Verhiltnis
2 3 1, gerechnet vom Eckpunkt Pi' Jede der Geraden ay teilt
die Ebene in zwei Halbebenen. Die Halbebene, welcher 1’1 ange-
Mrt, bezeichnen wir mit ti' die andere mit &1'. Liegt der
Punkt P in der Halbebene x4, 80 gilt, wie man leicht sieht,
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Fi‘f : PGS Tk 1+ LQ; =2 : 1, wobel Ay der Schnittpunkt
der Geraden PiP und 8y ist. Liegt P in ®,', so ist

ﬁ : I’Tig m 3 'ATTi = 2 1 1 . Betrachten wir die Halbe-
benen xl. '2 und 7\:3. Sie Uberdecken die ganze Ebene. Deshalb
muB8 ein beliebiger Punkt P aus dem Dreieck PIPZPE mindestens
einer der Halbebenen angehdren. Es sei dies xi. Dann ist

nach dem oben bewiesenen PiP 3 PQi§ 2:1.

Die zu El. ‘52 und t.’ symme trischen Halbebenen ‘1" xz', w.,’
Uberdecken ebenfalls die gesamte Ebene. Der Punkt P muB also
auch mindestens einer von ihnen angehdren. Es sei dies xJ'.

DanngiltPJPzr.JZZ:I.

Gehort P sowohl xi als auch 1'1' an, 80 liegt P auf der Gera-
den a, und dann ist PyP : PG = 2 : 1 . Gehtrt P gleichzei-
tig Ky ‘2 und l‘r’ an, 8o iet P identisch mit S, und alle Ver-
hdltnisse Bind gleich 2 : 1 .

2.
A ABC sei das gesuohte Dreieck. Dann ist XAMC = T-w > 5 .
L sei die Mitte der Seite AC, so daB ML Il AB . Die Lidnge
der Streocke ML betrdgt % Die Konstruktion verlHuft wie
folgt. (s. Abb. 3).
Uber der Strecke AC mit der Lén-
86 b konstruieren wir einen
Kreisbogen mit dem Peripherie-

8 winkel XAMC = & - , und um
die Mitte L der Strecke AC schla-
gen wir einen Kreis mit dem Radi-
us 5 (s. Abb. 4). Die Punkte, in
denen der Kreis den Kreisbogen
schneidet, sind die gesuchten
Punkte M. Auf der Geraden CM tra-
gen wir von C aus die Strecke 2uC
ab und erhalten den Punkt B.

Abb. 3
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Diskussion: Damit eine Losung exi-
stiert, Ist notwendig und hinrei-
chend, daB der Kreis den Kreisbogen
schneidet. O sei der Mittelpunkt des
Kreisbogens mit dem Peripheriewinkel
X ANC (8. Abb. 5).

Wegen w < & liegen 0 und der Kreis-
bogen auf © verschiedenen Seiten
der Sehne AC. Der Radius OH L AC
teilt den KEreisbogen und die Sehne
in zwei Hdlften. M sel der gesuchte

B [) ¢ Schnittpunkt, der o. B.d. A. auf dem
p A . Bogen Al liegen soll.
_
]
My M
4 H
B ¢ p
w
0
A ¢
0
Abb. 4 Abb. 5

In A0 16t R=TFSTL +TWar-H + 5, d. he

3tan4S § (AT = 3 tan # 1st die Bogenhshe). Betrachten wir
AAMC und AAMB. Sie haben uie gemeinsame Seite AM, auBerdem
18t B = MC. Laut Bedingung ist XBMA = w < 90° < 180° -
= X CMA.

Deshalb ist b= AC> KB = ¢ und 3> § .

Die Bedingungen -g tan ? S% < % 8ind notwendig. Sie sind
aber auch hinreichend. Ist IM = 3 < 3 = TA, 80 liegt A auBer-
halb des Kreises um L, und ist LE = % tan ? < g- , 80 liegt

H innerhalb des Kreises um L. Also milesen sich der Kreisbo-
gen und der Kreis irgendwo zwischen A und H schneiden. Der
beziiglich OH symmetrische Schnittpunkt liegt auf « Im

Grenzfall LH = % bertthren sich der Kreis und der Kreisbogen
nur. Dann ist M = H, A AMC ist gleichschenklig, BA Il ML 1 AC,
80 daB 4 BAC = g . Der andere Grenzfall ;- = % ergibt ein ent-
artetes Dreieck (eine Strecke auf der Geraden AC).
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6.

Zunidchst bestimmen wir auf folgende Weise ein kartesisches
Koordinateneystem:

Der Ursprung O sei ein beliebiger Punkt der Ebene £

(s. Abb. 6). Zwei zueinander senkrecht gerichtete Achsen OX
und OY sollen in der Ebene 8§ liegen, 0Z ist senkrecht zur
Ebene XOY geriochtet.

L N

6,18
0 » / ¢

M

Abb. 6
Die Punkte A, B, C haben dann die Koordinaten A(xl; ¥y 2a),
B(xz; Yo 2b), c(x_’; V3 20), wobei unter den Zahlen a, b, c
mindestens zwei verschieden sind. Der Schwerpunkt S des
Dreiecks ABC hat die Eoordinaten

s(xl-rxzox '1101241 ‘z(aoboo)
_3__1 ﬁ‘——l —_—

Die Punkte A', B', C' haben die Koordinaten A'(x,'; y;'s 0),
B'(x,'s 354 0)y C'(x3's y5'4 0). FUr die Mitten L, M, N der
Strecken AA', BB', OC' gilt

+x, Vy + 7, X, +X, J,+75,
L(Hz 1, hn '.)' .(2T2 2572 'b')

Xy 4+ ' Yz + Va2
(2, 2y, )
PFolglich hat der Schwerpunkt G des Dreiecks LMN die Koordina-
ten

e (x1+xz+x3+x1'+x2'ox3' , !1+y2+13+y1'012'+y}' ; a+bs e) )
6 6 3
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Hieraus ist ersichtlich, daB8 die Punkte des geometrischen
Ortes auf der Ebene gz = 2% b+ c (‘) liegen, die parallel
sur Ebene € gerichtet ist und von S und ¢ den gleichen Ab-
stand hat.

Ee 801l nun gezeigt werden, deB8 jeder Punkt der Ebene (')
dem geometrischen Ort angehdrt. Dazu wihlen wir in der Ebene
(®) einen beliebigen Punkt G(X; ¥; a¢§+c) und zeigen, da8

in der Ebene € entsprechende Punkte A'(xl'; yl'). B'(xe';yz‘),
C'(xj'; y3') existieren. Die Koordinaten der Punkte A', B',
C' bestimmen wir aus den Beziehungen

xl+12+x3+xl'+x2'+x3' L= yl+y2+y34y1'+y2‘+y3'
L Py o= 5

)y Xy Xy und Y1r Yp» V3 8ind gegeben. Bel beliebiger Vor-
gabe von 12', 13' und y2'. y.j' bestimmen wir aus der ersten
und zweiten Bezishung enteprechend xl' und yl'.
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Iv.IMO

1. (Lésung 1)

Die zu bestimmende natiirliche Zahl n sei durch n = 10x + 6
dargestellt; dabei sei x wiederum eine natiirliche Zahl.
Ferner sei y die Anzahl der Ziffern der Zahl n .

Auf Grund der Bedingungen der Aufgabe gilt dann
4(10x 4 6) = 6:10°1 4 x
oder nach entsprechender Umformung
13x = 20091 -4) . 1)

Es sind also alle Zahlen der Form 10Y~! — 4 (némlich die Zah
len 6, 96, 996, 9 996, ...) auf ihre Teilbarkeit durch 13
hin zu untersuchen.

Durch Probieren finden wir, daB die Zahl 99 996 die erste
und damit zugleich die kleinste der in Frage kommenden Zah-
len ist. Es gilt 99 996 = 13 - 7 692.

Folglich gilt y -1 =5, also y = 6. Aus der Gleichung (1)
gewinnen wir durch Substitution x = 15 384.

Die zu bestimmende Zahl n ist demnach die Zahl 153 846. Eine
Probe bestdtigt unser Ergebnis; es gilt
4 + 153 846 = 615 384.

1. (Losung 2)

Da die gesuchte Zahl n auf die Ziffer 6 endet, muB die Zahl
k = 4n auf die Ziffer 4 enden, denn 6 « 4 = 24. Ferner en-
det n dann mit der zweistelligen Zahl 46. Fun ist

46 + 4 = 184, also endet k mit der zweilstelligen Zahl 84
und die Zahl n mit der dreistelligen Zahl B46. Dieses Ver-
fahren setzen wir fort.

Eine Ubersicht der letzten Ziffern der dekadischen Darstel-
lung der Zahlen k und n ist aus der nachstehenden Tabelle
ersichtlioh:
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Zahl k = 4n Zahl n

ceceseaans 4 tieeseeees B
ceeesesss B4 seesecees 46
eeesaess 384 eesesses B46
cesees 5 384 eeeses 3 846
esess 15 384 eceee 53 B46
sees 615 384 seee 153 846

Hun ist zu beweisen, daB die Zahl 153 846 alle Bedingungen
der Aufgabe erfiillt. Zunédchst gilt 153 846 - 4 = 615 384 .
Aus der Tabelle und aus dem angedeuteten Losungsweg ist er-
sichtlich, da8 die Zahl 153 846 die kleinste Zahl dieser Art
ist, die allen Bedingungen geniigt. Damit ist die Losung aus-
gefiihrt.

2.

Es sei x eine reelle Ldsung der gegebenen Ungleichung; durch
Unformung erhalten wir zunédchset

Vi-x>5+\Yx+T .

Da auf beiden Seiten der Ungleichung positive Zahlen stehen,
erhalten wir durch Quadrieren ihrer Seiten und weitere Umfor-
mungen

%-2!) x+1 .

Durch nochmaliges Quadrieren und Umformen kommen wir schlieB-
lich zur Ungleichung

64x% - 128x + 33 > 0 . (1)
Die Gleichung 6412 - 128x 4 33 = O besitzt die reellen Ldsun-
&en

. . 82\

1,2 ~ :

¥ir kdnnen nun den dreigliedrigen Term auf der linken Seite
von (1) in ein Produkt von Linearfaktoren zerlegen und erhal-

ten
(8x - 8 +\3T)(8x - 8 -31) > o. (2)

Das Produkt dieser beiden Faktoren ist genau dann positiv,
wenn entweder der zweite der beiden Faktoren (also

8x - 8 - VY31) positiv ist oder der erste der beiden Paktoren
(also 8x - 8 + \3T') negativ ist. Wir erhalten daher zwel mog-
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liche Losungsmengen:

x<1- 3T, (3)
x>1+%'\/ﬁ' . (4)

Wir fihren nun die Probe aus.
a) Aus (3) erhalten wir 3 - x > 2 + é'\/}l > 0 und
x+1<2-53T. (5)

Damit der Term\jx + 1 sinnvoll ist, d.h. eine reelle Zahl
ergibt, muB die Bedingung x 4+ 1 & O erfilllt sein; es gilt da-
her x 2 -1 . Fur die Variable x miissen deshalb die Unglei-

chungen
18x<1 -3V (6)
erfillt sein. Die Richtigkeit der Gleichung
V2+§{ﬁ‘—12-%13—1‘ -3 3

1éd8t sich leicht durch Quadrieren nachweisen; unter Beach-
tung von (5) und (7) gilt daher

'\J}-x -'\Jx‘bl >% ,

also die gegebene Ungleichung.

b) Aus (4) erhalten wir'ﬂ’j -x < VZ - %‘13_1' und
'\1141 4%)% + v2¢%ﬁ .

Nun ist offensichtlich'\JZ - %"{3—1'I < % +V2 + % 'ﬁi‘:

daher liefert die Beziehung (4) keine Losung der Aufgabe.
Alle Losungen der gegebenen Ungleichung werden also durch
die Ungleichung (6% dargestellt.

Bemerkung. Bel der angefiihrten Losung wird keine Umformung
zu untereinander dquivalenten Ungleichungen durchgefiihrt;
die Prove wurde ohne Umkehrung des Losungswegs ausgefiihrt.
Die Mehrzahl der Teilnehmer loste aber die gegebene Unglei-
chung mit Hilfe von Umformungen zu &quivalenten Ungleichun-
gen.

3. (s. Abb. 1)
Es sel 6 die Symmetrieebene der Kante AA'; die Ebene 6 liegt
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parallel zur Ebene ABC, sie aschneidet den gegebenen Wiirfel
im Quadrat AOBOCODO (Ao i8t der Mittelpunkt der Strecke AA'

usw.) Es seien ferner Zl. 22 (in dieser Relhenfolge) die Mit-
telpunkte der Strecken ono und Boc .

[
o ¢
AV
4 57
b |
% ; Co
i 1l
o x Le==F7%]
4 )
7 ’
() _T/ ¢
P
/- \_\*’/'P
p o 4 ~ 725

Abb. 1

a) Wenn der Punkt X die Strecke AB durchléuft, so durch-
léuft der Punkt Y mit der gleichen Geschwindigkeit die Strek-
ke B'C'. Der Mittelpunkt Z der Strecke XY liegt (nach dem
Strahlensatz) in der Ebene 6. Der Punkt Z ist also auch Mit-
telpunkt der Strecke X'Y!, die eine Orthogonalprojektion der
Strecke XY auf die Ebene & darstellt. Der geometrische Ort
der hittelpunkte Z ist in diesem Fall offensichtlich die
Strecke 145

b) Wenn der Punkt X die Strecke BT und der Punkt Y die Strek-
ke O'C durchlduft, so sind alle Geraden XY parallel zur Win-
kelhalbierenden BC'. Der geometrische Ort der Punkte Z ist
in diesem Fall offensichtlich die Strecke Z,C.

c) Wenn der Punkt X die Strecke TD und gleichzeitig der
Punkt Y die Strecke UB durchléuft, so sind alle Geraden XY
parallel zur VWinkelhalbierenden BD, und die Punkte Z bestim-
men die Strecke C2,, wobei 2, der Mittelpunkt des Quadrats
ABCD sowie der WinKelhalbiergnden BD ist.

d) %Wenn endlich der Punkt X zum Punkt A léngs der Strecke DA
mg gleichzeitig der Punkt Y zum Punkt B' liings der Strecke
BB' zurtckkehrt, so ist die Lage @hnlich wie im Fall a); der
Punkt Z durchléuft dann dle Strecke 232 y» wie wir leicht

durch einen geeigneten Austausoh_der Wirfelkantan beweisen
kinnen. Es gilt offenbar 2122 - 225 = UZ; = 2321 (jede dieser

8trecken ist kongruent einer halben Winkelhalbierenden einer
Wirfelfldohe des gegebenen Wlrfels). AuBSerdem ist 2122 3

Das Viereck Z]_ZZCZ3 ist daher ein Parallelogramm und zwar ein
Rhombus.

Damit ist die Aufgabe gelost.
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4.
Unter Verwendung der bekannten Formeln

2

2-co8“x = 1 + oos 2x, 2-00522x =1 4+ cos 4x

erhalteh wir durch Substitution und anschlieSendes Umformen
aus der Gleichung

coszx + cos?2x + 00523x = 1
die Gleichung
cos 2x + cos 4x + 2-c08%3x = O . (1)

Auf die ersten beiden Glieder der Gleichung (1) wenden wir

die Pormel cosa + cos P = 2 cos &3 cos #3K an und erhalten

2-cos 3x-'cos X + 2-005231 = 0 bew.
cos 3x -(cos x + cos 3x) = O .

Auf gleiche Weise formen wir den Term cos x + 008 3x um und
erhalten schlieSlich

4cos x.cos 2x-co8 3x = O . (2)
Die Losungen der Gleichung (2) lauten zunichst
x = 90% x-360% 2x = 90% k-360% 3x = 90° k360° bzw.
nach Umnformung

x = 90° 4 k.360° ,

x = 45% + k.180° ,

x = 30° + k-120° mit k = 03 £ 1; £ 2; ...

Durch eine Probe kionnen wir leicht nachpriifen, daB alle diese
Ldsungen tatsiichlich die gegebene Gleichung erfiillen.

2.
Pur das gesuchte Tangentenviereck ABCD gilt bekanntlich
AD + BC = KB ¢+ OD. (1)
¥Wir wihlen die Begeichn der Punkte A, B, C so, da8
BC 2 AB ist. (Falls BC < AB, wird die Bezeichnung der Punkte

A und C vertauscht). Die Beziehung (1) bringen wir auf die
Form



-59 -

B0 - BB = C - D . (2)

Der gesuchte Eckpunkt D liegt also einerseits auf einem Kreis
k, andererseits auf einer Hyperbel mit den Brennpunkten A und
C, deren Hauptachse die Linge BC - AB besitzt. Es ist daher
durch eine euklidische Konstruktion die Bestimmung der Lage
der gemeinsamen Punkte beider Kurven méglich.

a) Ist AB = BC, muB wegen (2) auch AD = CD sein; der Punkt D
liegt auf der Symmetrieachse der B8treoke AC, die den Kreis k
auBer im Punkt B noch in einem weiteren Punkt D schneidet.
Bs entateht ein konvexee Tangentenviereck ABCD, das ein Dra-
chenviereck ist und das man auSerdem einem Kreis einbeschrei-
ben kann (s. Abb. 2).

Abb. 2 B~ Abb. 3

b) Ist AB < BT, dann ist gemé8 (2) AD < TD (8. Abb. 3).
Auf der Strecke CD konstruieren wir in diesem Fall_den Hilfs-
punkt E derart, daB8 DE = AD wird. Pur den Abstand CE gilt we-
gen (2) auch

CE = CD-DE = CD-AD = BC-4XB . (3)
AuBerdem ist

IXEC = 180° - FRED = 180° - (90° - $TADC)
90° + $FADC = 90° + $(180° - IAEC)
= 180° - 3 T ABC. (4)

AuBerdem gilt X ABC + ZADC = 180°, denn das Viereck ABCD
18t zugleich ein Sehnenviereck.

Mr die Lage des Hilfspunkts E haben wir also zwei geometri-
sche Orte: erstens ist das nach_(3) der Kreis k, um C als
Eittelpunkt mit dem Radius r = - 1B; zweitens ist das
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nach (4) der Bogen by, der in der von der Geradem AC er-
zeugten Halbebene, die B nicht enthdlt, liegt, und von des-
sen Punkten aus die Strecke AC unter einem Winkel von

180° - %Tm zu sehen ist.

Wenn der Bogen b, den Kreis k’l in einem Punkt B schneidet,

der innerhalb des Krejises k liegt, dann schneidet der
Strahl CE den Bogen des Kreises k, der nicht den Punkt B
enth#dlt, in einem Punkt D, der nioht mit A bzw. B zusammen-
fH1lt. PUr das Viereok ABCD gilt entsprechend seiner Kon-

struktion 4DEA = % <4 ABC und & EDA = 180° - ABC, es ist
daher FDAE = 180° - FDEK - FEDK = § FARC. Das Dreleck
AED ist somitngleic.hsuhenklig und besitzt die Basis AE, d.h.
es gilt AD = DE. Dann gilt auch
E-ﬁ-ﬁoﬁ-ﬁ-ﬁ-ﬁ-ﬁ:

mit Worten ausgedriickt: fUr das Viereck ABCD gelten die Be-
ziehungen (1) und (2), und weil dieses Viereck konvex ist,
stellt es ein Tangentenviereck dar. Damit ist der Beweis zur
angegebenen Konstruktion ausgefiihrt.

Diskuseion: Wegen der Beziehung 180°- %‘-m > 180°- X 1EG,
liegt der Bogen bl innerhaldb des Kreises k (ausgenommen die
Punkte A und C). Ein Ehniﬁpunk‘t E der Kurven_kl und b; ent-
steht nur dann, wenn CE < AC ist, d. h. wenn BC - AB < AC
erfillt ist. Diese Dreiecksungleichung ist aber fir jedes
Punkte-Tripel (A, B, C) des Kreises k erfillt. Die Aufgabe
hat daher stets eine Ldsung.

6.

Es sei ABC das gegebene sleichsohen.klige Dreieck mit der Ba-
gis BU. Der Mittelpunkt O des Inkreises sei innerer Punkt des
Dreiecks ABC, sein Abstand von der Basis BT betrage @ Lin-
geneinheiten (8. dazu Abb. 4 bis 6).

Ist der Winkel & = ¥ BAC spitz, so liegt der Mittelpunkt S
des Umkreises ebenfalls im Innern des Dreiecks ABC, sein Ab-
stand von der Basis BC betrage r.cos « Liingeneinheiten; in
diesem Pall betrkgt der gesuchte Abstand d = 50 = |¢ - r-cosal.

Ist o = 0°, 80 fH1lt der Punkt S mit_dem Mittelpunkt M der
Strecke zusammen, und es gilt d = 30 = ¢ = |@ - r.coeal.

Ist der Winkel or stumpf, so liegt der Mittelpunkt S auBer-
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Abb. 4 Abb. 5

hald des Dreiecks ABC; sein
Abstand von Basis BT betrdgt
-r.cos @ , es gilt auch fiir
diesen Fall

d=80 = g~ r-cosa
= |¢g - r.cosal .

Daher gilt in allen Fdllen
d=|g-r.cosxl. (1) Abb, 6

Nun muB8 noch cos & mit Hilfe von r und @ bestimmt _werden.

Wir bezeichnen mit M den Mittelpunkt der Strecke BC und stel-

len die Liénge der Strecke moauf zweierleil Weilse dar. Es gilt
in allen Féllen, d. h. fir 0°< of < 180°

B = r-sina. (2)
Aus dem Dreieck BiO erhalten wir auBerdem folgende Beziehung:

hd = Q'tan (450 4%) ’ (3)
denn es 1t TBON = 3 FBOC = % (90° +§) = 45° + § .

Durch Gleichsetzen von (2) und (3) erhalten wir r.sina
= g-tan (45° + §) und durch Unformen schlieSlich

r-sina=e-1*tm$ . e’coszo sinf )

l-ta.ng coe%-ein?

Wir erweitern den letzten Quotienten mit der Zahl cos ? +
ein ‘i—‘ und erhalten
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l+sin§
regina = g ——=
cos §
bzw. 2r-sin § cos? g =eQ+smn .

Unter Beachtung von cos2 g =1 - sin2 g und nach Division
durch die positive Zahl 1 + sin g erhalten wir daraus

2r~sin2g - 2r-si.n% + Q@ = 0. (4)

Wegen cos @ = 1 - 2:51!12 % gilt auch
—r.cos & = -r + 2r.sin? % .

Daraus folgt einerseits 2r. sin2 %‘ =T - r-cosa ; anderer-

seits gilt wegen (4) 2r‘s:i.n2 g = 2r sin g - Q, und wir erhal-
ten daraus durch Gleichsetzen

r - r.cos@ = 2r-sin g— e
bzw. r.cos@ =r + @ - 2r-sin %
sowle @ -T.cos®@ =@ - -Q + 2r.8in § = r(2-sin § - 1).

Mit Hilfe der Beziehungen (1) und (4) erhalten wir daraus

a2 r2(4-al.n2 % - 4-8in g +1),
a2 - r2(4-s:Ln %- 2;3 - 4'5111%4 1) ,

oder a2 = 12 - 2rg, was zu beweisen war.

I. Zuerst muB festgestellt werden, in welohen Punkten die Ku-
gelflidchen die verliéngerten Kanten des Tetraeders SABC berih-
ren. Jede der funf Kugelfléchen schneidet die Ebene ABC in
einem Kreis, der filr das Dreieck ABC entweder Inkreis oder
Ankreis ist.

a) Wir setzen zundchst voraus, da8 die Kugelfliéche K die Ebe-
ne ABC im Kreis k schneidet, der filr das Dreieck ABC Inkreis
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Abb. 7 Abb. 8

ist (s. Abb. 7). Dieselbe Fldche K schneidet die Ebene SAB
entweder im Kreis k.j, der Inkreis des Dreiecks SAB ist, oder

im Kreis k,', der Ankreis des Drelecks SAB zur Seite AB ist
(s. Abb. B?.

Im ersten Fall schneidet die PFldche K die Ebene SBC in einem
Kreis, der die Seiten SB und BC des Dreiecks SBC in inneren
Punkten beriihrt; deshalb ist dieser Kreig Inkreis des Drei-
ecks SBC, und er beriihrt auch die Seite 3C in einem inneren
Punkte. Die Kugelflidche K beriihrt also alle Kanten des Tetra-
eders in inneren Punkten; wir bezeichnen sie mit Ko und nen-
nen sie einbeschriebene Kugelfléche.

Im zweiten Fall schneidet die Fléche K die Ebene SBC in einem
Ereis, der die Seite BC in einem inneren Punkt und die (ver-
léngerte) Seite 5B in einem &uSeren Punkt berithrt. Dieser
Kreis ist daher Ankreis des Dreiecks SBC zur Seite BC, er be-
rihrt die verléngerte Seite 3T in einem #uBeren Punkt. Diese
Kugelfldche bezeichnen wir mit Kg und nennen sie anbeschrie-
bene Kugelfldche.

b) Schneidet die Kugelfliche K die Ebene ABC im Kreis kl' der
Ankreis z. B. gur Seite BU ist, dann schneidet er die Ebe-
ne SAB in einem Kreis, der offenbar Ankrels des Dreiecks SAB
zur Seite BB ist. Die Fldche K schneidet die Ebene SBC in
einem Kreis, der die Seiten 3B und BC in inneren Punkten be-
rihrt; der Kreis ist daher Inkreis des Dreiecks SBC. Damit
ist dieser Fall auf den Fall a) zuriickgefihrt, bei dem die
Bckpunkte S, A, B, C der Reihenfolge nach durch die Eckpunk-
te A, B, C, S ersetzt wurden.

1I. Die Kugelfléiche K berithrt die Geradem SA, SB, BC der
Reihe nach in den Punkten Ay Bl’ Cl, die Kugelfliéche Ks be-~
rilhrt dieselben Geraden der Reihe nach in den Punkten Az,
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Bz, 02. Beide Flédchen schneiden die Ebene ABC im Inkreis k
des Dreiecks ABC; deshalb berihren beide Pliéchen die Geraden
(Kanten) AB, BC, CA der Reihe nach in denselben Punkten Z,
X, Y. Enteprechend den Eigenschaften der Tangenten einer Ku-
gelflédche gilt
AR = Ay
BBl = BBZ =
Ccl = CC =

[]
gl Bl
L] [} L]
al &l A

-

. (1)

AuBerdem gilt (wieder wegen der Eigenschaften der Tangenten
einer Kugelfléche)

SA, = B8 = 85C) ; 5A2=532.scz.(2)
Nun ist SE-STl-bATl#ﬂ_, T5=ﬁ1+m+w.
§C_2 = 5C; + 0C) + TTy;
daher gilt wegen (1) und (2)

A_Al = ﬁl = RI . (3)
Ferner ist

5K = 5K + KK, 8B = §B; + BB,

5C = §C) + 0C.
Gem&8 (2) und (3) gilt also

SA = 88 = SC. (4)
Durch Vertauschen der Eckpunkte stellen wir aus (4) fest,
daB8 alle drei Kanten, die von irgendeinem Eckpunkt des gege-
benen Tetraeders ausgehen, die gleiche Linge besitzen; des-
halb haben alle Kanten des Tetraeders SABC die gleiche Linge,

das Tetraeder ist daher regelmtifig. Damit ist Teil a) der
Aufgabe bewiesen.

III. Es sei SABC ein regelmiéBiges Tetraeder, M der Mittel-
punkt des Umkreises und zugleich des Inkreises des gleich-
seitigen Dreiecks ABC (s. Abb. 9).

Durch zweimaliges Drehen der Ebene SAB um die Gerade a = SM
um je 120° wird diese Ebene in die Ebenen SBC und SAC iber-
fitlhrt. %ir bezeichnen den Inkreis des Dreiecks SAB wieder

mit k3. seinen Mittelpunkt mit 83; ferner begeichnen wir den
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2.

Somemnm

Abb. 9

Ankreis des Dreiecks SAB zur Seite AB mit k3' und seinen Mit-
telpunkt mit Sj'. Da die Ebene SAB die Gerade AB enthdlt, die
senkrecht zur Geraden CM und diese wiederum senkrecht zur Ge-
raden SM steht, ist die Ebene SAB auch senkrecht zur Ebene
SCM; daher schneidet die durch den Punkt s3 gehende und zur
Ebene SAB senkrecht stehende Gerade die Gerade a in einem
Punkt Oo. Entsprechend schneidet die durch den Punkt S,' ge-
hende und zur Ebene SAB senkrechte Gerade die Gerade a in
einem Punkt OS’ Die Kugelfléche Ko, deren Mittelpunkt der
Punkt 0o ist, enthdlt den Kreis k3; sle enthdlt auch die In-
kreise der Dreiecke SBC und SAC, wie man durch Drehen der
Ebene SAB um 120° um die Achse a feststellen kann. Die Kugel-
fldche Ko ist daher eine der fUnf angefilhrten Kugelfléchen.
In &hnlicher Weise schneidet die Kugelfléche Ka mit dem Mit-
telpunkt Os, die den Kreis k3' enthdlt, die Ebenen SBC, SCA
in den Ankreisen der Dreiecke SBC, SCA, wie man wieder durch
Drehen der Ebene SAB um 120° um die Achse a feststellen kann.
Die Fléche Kg ist daher die zweite der angefihrten finf Ku-
gelflachen. Ersetzen wir den Punkt S der Reihe nach durch

die Punkte A, B, C, 80 erhalten wir weitere drei Kugelfléchen.
Damit ist auch Teil b) der Aufgabe bewiesen.
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V.IMO

1.

Wir bringen die gegebene Gleichung
sz-p-t‘z-Vxe-l:x (1)

auf die Form

2 sz -1 = x - sz -p

Durch Quadrieren beider Seiten dieser Gleichung und entspre-
chende Umformungen erhalten wir dann

2x% » (p-4) = -2x sz -p .

Durch nochmaliges Quadrieren und geeignete Umformungen gewin-
nen wir schlieBlich die Gleichung

a4 -2p)x2 = (p-4)2. (2)

Aus der Losbarkeit der Gleichung (1) folgt die Losbarkeit
der Gleichung (2).

Aus Gleichung 52; ergeben sich die Bedingungen: p % 2; p # 4.
Fir p = 4 hat (2) die Losung x = O; diese Losung erfilllt aber
nicht Gleichung (1).

Wenn die Bedingungen p # 2 und p 4 4 erflillt sind, folgt aus
(2) die Beziehung 4 - 2p > O bzw. p<2.

Gleichung (2) hat dann in x die Ldsung

x,u (3)
- 2p

denn aus Gleichung (1) folgt, daB x eine nichtnegative Zahl
sein mu8. Nun flilhren wir die Probe durch; nach Belegung der

Terme x2 - p und x2 - 1 aus (1) erhalten wir

2 2
12-p= '1p-p=§%§:§%’; \’x-p lu_“_

4-2p

bzw.
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2 2
X la= —%p mgm ’ X = 2 4-2p
Die Losung (3) wird daher die gegebene Gleichung (1) nur fir
solche Werte des Parameters p erfiillen, die der Beziehung
I3p = 4| + 2lp] = |p - 4| (4)

genilgen. Beim Losen der Gleichung (4) haben wir vier Inter-
valle zu unterscheiden:

a)p S0; uoépsé; gl%ip:h ap2 4.
In Fall a) nimmt die Gleichung (4) die Form
“3p+4 -2 = 4-7p
an, sie hat genau eine Losung, nédmlich p = O.
Im Fall b) erhalten wir aus (4) die Gleichung
=3p+4+2p = 4-p;

sie wird durch jeden Wert von p aus dem Intervall O S p ;%
erfiillt. Im Fall c¢) erhalten wir die Gleichung

3p -4 +2p = 4-7p

mit der einzigen Lisung p = % . Im Fall d) hat schlieB8lich
die Gleichung (4) die Form

3p-44+2p = p-4 ,
sle besitzt wie im Falle a) nur die Loeung p = O.

Im Ergebnis der Probe stellen wir fest: die Losung (3) er-
fullt die gegebene Gleichung (1) nur fur den Fall, dasB
gleichzeitiy die Ungleichungen p < 2 und OSp S % er-
fillt sind; daraus ergibt sich fir den Parameter p als” Be-
dingung fiir die Losbarkeit der gegebenen Gleichung (1):

OSP$%~

2. (Lésung eines sowjetischen Teilnehmers)

Offensichtlich gehort der Punkt A zu dem gesuchten geometri-
schen Ort k. Es seli X ein Punkt des geometrischen Ortes M,
und es gelte X # A, dann hat eine Ebene ¢, die mit X inzi-
tiert und zur Geraden p senkrecht steht (p ist die durch die
Punkte A und X bestimmte Gerade), mit der Strecke BC wenig-
stens einen Punkt Y gemeinsam. Legen wir andererseits durch
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einen beliebigen Punkt Y der Strecke BC eine Ebene p , die
senkrecht steht zu einer beliebigen Geraden p, die mit A in-
zidiert, dann gehort der Schnittpunkt X der Geraden p mit
der Ebene p dem geometrischen Ort i an.

Wir erhalten alle Punkte X des geometrischen Ortes M, die
auf einer festen Geriden p, die mit A inzidiert, liegen, wem
wir in gleicher Welse_die entsprechenden Ebenen ¢ durch alle
Punkte Y der Strecke BC legen. Die Schnittpunkte X der Gera-
den p mit den Ebenen @ fallen entweder in einem Punkt zusam-
men, oder sie bestimmen eine Strecke, die durch die Schnitt-
punkte der Geraden p mit den Ebenen B und ag begrenzt wird,
wobei die Ebenen P und y durch die Punkte ‘B, C senkrecht zu
P zu legen sind.

Legen wir zu allen Geraden p die entsprechenden Ebenen B,
80 bestimmen die zugehdrigen Punkte X eine Kugelfléche K,,
die Uber dem Durchmesser konstruiert wurde; fallen da=
bei die Punkte A und B zusammen, so reduziert sich diese Flé-
che auf den Punkt A. Legen wir aber zu allen Geraden p die
entsprechenden Ebenen » 80 erfilllen die zugehidrigen Punkte
X eine Kugelflache K,, die iiber dem Durchmesser konstru-
iert wurde; fallen dabei die Punkte A und C zusammen, 80
reduziert sich diese Flédche wieder auf den Punkt A. Der geo-
metrische Ort N kann daher wie folgt beschrieben werden: er
setzt sich aus den beiden Kugelflacnen Kl und K2 und aus al-

len Punkten des Raumes zusammen, die auBerhalb der einen und
zugleich innerhalb der anderen Kugelflache liegen.

Beispiele:

Ist der Punkt A innerer Punkt der Strecke BC, so bestent der
geometrische Ort il aus den beiden Kugeln, die durch die Ku-
gelfléchen Kl und K2 bestimmt sind.

Ist der Punkt A #duBerer Punkt der Strecke BC, so wird der
eometrische Ort i durch Rotation der schraffierten Figur
einacglieﬂlich der Randpunkte) um die Gerade BC erzeugt (s.

Abb. 1).
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Annlich entsteht der geometrische Ort M, wenn der Punkt A
nicht auf der Geraden BC liegt (s. Abb. 2). In diesem Fall
ist die Rotationsachse die Symmetrieachse der Strecke AAT,
wobei A' der FuBpunkt des Lotes ist, das vom Punkt A auf die
Gerade BC gefdllt wird.

3. (Ldsung des Autors)

Es sei P1P2"'Pn-lph das gegebene konvexe n-Eck; dabei gelte
PP =8y (=1, 2, «esy n) und P .1 = Py Der Grundge-
danke des Beweises besteht darin, zu versuchen, den Umkreis
des n-Ecks zu konstruieren (es zeigt sich, daB das n-Eck re-
gelméBig ist), und zwar so, daB man schrittweise von allen
seinen Seiten ausgeht.

Uber der Seite PiPiol' die wir ale Basis benutzen, konstruie-
ren wir das gleichschenklige Dreieck Pipiolsi deragt. daB
der Winkel an der Spitze 4 P,S,P, ) die Grule L: besitzt.

Das Dreieck konstruieren wir in derjenigen der beiden durch
die Gerade P1Pi+1 erzeugten Halbebene, in der das konvexe

n-Eck liegt. Der Kreis ki' dessen Mittelpunkt Hi mit Si zu-
sammenfdllt und dessen Radius r, = siri ist, soll der Um-
kreis fir das n-Eck sein.

i

Wir untersuchen nun die gegenseitige Lage der Kreise k1 und
ki«o-l (i=1, 2, v.. n; k= kl). Ist a; = 84,9, d. h.
P1Pi+1 =P g P00 80 fallen die Mittelpunkte Si und 3101
gusammen und daher auch die Kreise ki und kiol'

Ist 8y > 84,9 80 liegt der Punkt 8y, zwischen S, und P1+1
(8. Abb. 3)

Abb. 3
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und die Kreise ki und ki+1 berihren sich im Punkt 1’1‘1 von
innen; dabei liegt der Kreis k1+1 (mit Ausnahme des Punktes

1,1.401) innerhaldb des Kreises ki‘ Aus der obigen Erldéuterung
geht hervor, daB der Krels ki+1 bis auf den gemeinsamen Be-
rithrungspunkt im Inneren des Kreises ki liegt, d.h. daB auch
der Kreis kn bis auf den gemeinsamen Berilhrungspunkt im In-
neren des Kreises k; liegt. (L =1, 2, 3, «osy n)

Wir fihren jetzt einen indirekten Bewels. Es mbdge in einem
Fall die Beziehung ay > ay . gelten. Dann liegt der Kreis kn
bis auf den gemeinsamen Berilhrungspunkt im Innern des Krei-
ses k1 *) 3 moglicherweise gilt das aber nur mit einer Aus-
nahme und zwar des Punktes Pn' Das bedeutet, daB die Punkte
Pl und Pn nicht zusammenfallen, aber gleichzeitig Pl auf kl
und im Inneren von kl' némlich auf kn' liegen miBte. Das
wire jedoch ein Widerspruch zur Voraussetzung. Daraus folgt,
daB 8) =8y = +0s = 8, gilt, was zu beweisen war.

4.

Durch geeignete Substitutionen eliminieren wir zunéchst X5
aus der ersten, vierten und fiinften Gleichung und erhal-
ten so das neue Glelchungssystem

Iy - X3 = y(xy - 4)
X+ X = y(yx; - x,)
X)) +X3 = ¥yX, (1
Xp + X =YXy
und nach entsprechenden Umformungen
¥yXy = Xy + Xz - yX; = (4]
2
1-y )x]_+yx2 + x, = 0
(2)
n ot X =5
X, + X4 = yXy

(™) Das witrde z.B. fir den Fall eintreten, wenn fur die

Vieleckseiten die Beziehung 8) =8y, = ee0 = an—].) a, gilt.
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Bun eliminieren wir aus der ersten, zweiten und vierten
Gleichung X, und erhalten

yxl-x2¢x3-y213+y12 = 0
1 -y%)x 4y, +3x5 - x, = O
X3 + X3 = yx,
und nach weiteren Umformungen
¥x) + (y - 1)x2 + (1 - y2)x5 = 0
a- ,.Z)x1 +(y-Vx, +yx3 = 0 (3)
X) 4+ Xy o= yx,| .

SchlieBlich eliminieren wir Xy und erhalten nach entspre-
chenden Umformungen

(y2 +y - l)xl + (-y3 + 2y - 1)x2 = 0 )
Q-y-y0x + GP+y - Lx, = 0f.
Den Term -y3 + 2y - 1 stellen wir als Produkt dar:
Yeay-1 = GEey-1AQ-y) (5)
Mit Verwendung von (5) erhalten wir aus (4)
2
(3°+y-1) - [xn-@@-1x] =0 6)
(y2 +y=-1x, -x) = 0 .

Jetzt wird eine Fallunterscheidung erforderlich.

a) Ist y2 +y-14%0, so folgt aus (6) X; = x, und
11(2 - y) = 0. Gilt hier y % 2, dann ist x) =X, = 0 und
damit auch X3 = Xy = Xg = 0. Diese Losung erfilllt das ge-
gebene Gleichungesystem (1), wie eine Probe zeigt.

b) Ist y2 +y~-1%0, aber y = 2, so ist wieder X)) =Xy

auBerdem gilt dann x,; = Xy Xy =Xy und X5 = X die Zahl
x; ist dabei ale reelle Zahl beliebig widhlbar, wie eine
Probe zeigt.

c) Ist y2 +y-1=0, deh. y = %(-1 3'V§‘), so sind x;, X,
beliebige reelle Zahlen; die Variablen X3 Xy X5 konnen
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aus dem System (1) auf Grund der Beziehungen

Xy = yX - X
2

X, = yxz - X, = (y -l)xz-yxl

X5 = ¥X =X,
bestimmt werden.
Die Probe wird entweder durch Umkehrung des vorstehenden
Losungeweges oder durch Einsetzen ausgefiihrt. Die Durch-
fiilhrung der Losung l&dB8t sich abkiirzen, wenn man aus dem

gegebenen Gleichungssystem eine weitere Gleichung durch
Addition aller fiunf Gleichungen gewinnt.

2.
Zur Vereinfachung des Beweises multiplizieren wir zunidchst
die linke Seite der gegebenen Gleichung mit der Zahl
1 .
2-008 3 ? = 2-cos ﬁ .

Unter Verwendung der Formel 2-cosa - cosP = cos(a+fl) + cos(a~p)
erhalten wir dann

2cos ﬁ- (cos?- cos %’-‘4 cos }-f)
a oosi—fo—oos-ﬁ--coef—'}-ooei—}-rcos{-focosi%
-00!&4008%: coe{-ﬁ-.

Es ist daher cos 1]%- [2(cos ?- cos -2-71L4 cos }7@) - 1] = 0.

Wegen cos 1’%‘ + 0 folgt aus der vorstehenden Gleichung sofort
die zu beweisende Gleichung.

6. (Lo 1

Die Aufgabe kann rein experimentell geldst werden, d. h. man
schreibt alle 5! = 120 Permutationen der Elemente A, B, C,
D, E auf und streicht alle die jenigen Permutationen, die
nicht den gestellten Bedingungen entsprechen. Als einzige
Permutation bleibt dann

EDACB (1)

ibrig; sie ist tatsdchlich die Losung der Aufgabe (die Ele-
mente C, B stehen an den vorhergesagten Pldtzen, die Ele-
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mentpaare DA, .CB wurden richtig vorhergesagt). Pir diese ex-
perimentelle Ldsung bendtigt man etwa eine halbe Stunde.

Ldsung 2

Eine "mathematische" Losung (angegeben vom Autor) stiitzt sich
auf folgenden, leicht herleitbaren Hilfssatz:

Die Permutation XYZTU (5 Elemente) habe zur Permutation KLMNP
folgende Beziehung: genau zwel Elemente aus der Menge
{K;L;M3N;P) stehen auf dem gleichen Platz und genau zwei Ele-~
mentpaare, die aus unmittelbar aufeinander folgenden Elemen-
ten bestehen (das konnten zwei der Paare KL, LM, MN, NP sein)
bleiben erhalten. Dann ist entweder X = K und Y = L oder
T=Nund U = P.

Bewels des Hilfssatzes

Durch systematisches Probieren stellen wir fest, da8 die Per-
mutation X Y 2 T U keine der nachstehend angedeuteten For-
men haben kann:

K.M..3EK..N.3;K...P; .LM..,;
.L.N,j3;.L..P;..NEN.;..M.P.

Es bleiben also nur die Permutationen iibrig, bei denen die
eraten beiden oder die letzten beiden Elemente auf ihren
Plitzen bleiben.

Nach dem Hilfssatz hat in unserem Pall die gesuchte Permuta-
tion entweder die Form D A . . . oder die Form . . . C B .
Im ersten Fall ergibt das die Moglichkei ten

DACBE, DACEB, DABCE, DAEBC,
DABEC, DAEBC,

von denen keine zutrifft, was sich durch Vergleich mit der
ersten Voraussetzung ergibt. Im zweiten PFall gibt es folgen-
de Moglichkeiten:

ADECB, AEDCB, DAECB, EADCB,
DEACB, EDACB.

Von diesen Permutationen entfallen offensichtlich die erste,
gweite und finfte; die dritte iet die vorhergesagte Permuta-
tion, die deshalb ebenfalls entfdllt. Bei der vierten Permu-
tation ist die Reihenfolge der Elemente nur beim Elementpaar
CB erhalten geblieben, daher scheidet sie ebenfalls aus.

Es bleibt nur die sechste Permutation iibrig, sie ist die rich-
tige Losung der Aufgabe. Dieser Losungsweg stellt eine Kombi-
nation von Versuchen und deduktiven Erwdgungen dar, er fiuhrt
zu einem schnelleren Aussondern derjenigen Permutationen, die
nicht den Bedingungen der Aufgabe entsprechen.
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VI.IMO

1.
a) Voraussetzung: m sei eine natiirliche Zahl
Behauptung: 23®_ ) ist durch 7 teilbar

Beweis (Vollstiéndige Induktion):

Pir m = O ist 2°®- 1 = Om O (mod 7).

Fir m = X (k sel eine natirliche Zahl; Induktionsvorausset-
zung) sel 2°%- 1m 0 (mod 7).

Nun 1at 23(k+1) | 53ke3 _ 53K, gumy) . gam1 (mod 7) und so-
mit 25041)_ 1 am 0 (mod 7).

Ferner ist:

238+l | 30, o m 2 (mod 7),

27842 38+, 2=y (mod 7).
Da sioch Jede natiirliche Zahl n als 3m, 3m+l oder 3m+2 schrei-
ben 1d6t, sind alle Zahlen 20 erfaBt.
Folglich ist fir alle n = 3m und nur fUr diese die Zahl Pt |
durch 7 teilbar.

b) Flir alle natiirlichen Zahlen l&Bt 2P bei Division durch 7
den Rest 1, 2 oder 4, niemals aber den Rest -1 8% 6 (mod 7).
Also ist 2‘!' + 1 niemals durch 7 teilbar.

2.

Es seien a, b, o die kaBzahlen von den Seiten eines Dreiecks,
also a > 0, b> 0, ¢ > O. Es 80ll gelten:

az(boc-a)+b2(a+c-b)+c2(aob-c)SBabc.

Annahme: a 2 b 2¢ mit a=b+m und
¢ =Db-n, wobei m,n & O.
Es miiite dann gelten:

(b+m)2(b-m-n)¢b2(b’m-n)¢ (b-_n)z(bo-m«rn)
S3(b + n)-b(b - n)
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oder
b(m? + mn + ) + (m + n)(@® - n%) 2 0.

Pir m = n = O besteht Gleichheit und fir m 2 n ist die Un-
gleichung sicher erfilllt.

Der Fall m < n ist zu untersuchen.
Pir jedes Dreieck gilt a - ¢ < b oder m 4+ n < b.
Der oben erhaltene Ausdruck wird umgeformt in
b(20% + mn) + b(n? - 0%) - (o + n) (a2 - n?) 20
oder
(n2 - mz)[b - (m + n).] + b(2 ol + mn) g 0.
Das ist fUr m § n sicher richtig.

Da ich aus der zuletzt erhaltenen Ungleichung auch die be-
hauptete Ungleichung erhalte, ist der Beweis erbracht.

Bemerkung: Die Ungleichung gilt fur beliebige positive Zah-
len a, b, o.

2.
Die Dreiecke ABC, ABlcl, A\ZBC2 und A333C 8ind untereinander

#hnlioh, da sie nach Voraussetzung (Parallelverschiebung) in
den Vinkeln Ubereinstimmen.

CQ;

B
A 2

G 02
aob. 1 A G B A

loistF=g-sm1tsag--a—’gﬂ, also e-%tl .

Bach dem Strahlensatz ist
(b, -2) : b, = ¢ :c,

= L}
wobei A,B3 c gilt, und
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c¢' 1 ¢c = 93 0,
wobei @3 Inkreisradius im Dreieck 13330 ist.

Also gilt 93 = Q- —h-—zg .

Analog bestimmt man die Inkreisradien e (fur AABICl) und
e (fir A A,BC,).

Nun gilt fur den gesuchten Fldcheninhalt

A =Te 2 +Te,? +Te,? +Te?

n -2¢\2 (b, -2)2 (b - 2|2
() () () u]

]
2
n
n
]
+
+
\_/
-
a "‘I"
el
n
'*J
+
i
[D—

4.

Man beginne mit einem Wissenschaftler und nenne ihn X. Er
echreibt an 16 andere, folglich an mindestens 6 ilber dassel-
be Thema, das sei o.B. d. A. Thema 1.

Wirden von diesen sechs Wissenschaftlern auch nur zweil unter-
einander iiber Thema 1 schreiben, so wire die Behauptung schon
bewiesen.

Nehmen wir also an, alle behandeln Thema 2 oder 3. Nun grei-
fe ich aus diesen 6 Wissenschaftlern wieder einen heraus und
nenne ihn Y. Br schreibt an 5 von diesen 6, und zwar an min-
destens 3 davon zum selben Thema (es sei 0.B.d.A. Thema 2).
Es bleiben also diese 3 Wissenschaftler A, B, C tibrig. Sie
schreiben sich untereinander, aber fir sie ist Thema 2 nicht
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mehr mdglich gwenn man annimmt, da8 es keine derartige Drei-
ergruppe gibt), weil sonst eine Gruppe Y, A, B oder ¥, A, C
oder Y, B, C nur #iber Thema 2 schreiben wiirde. Also miiBten
alle zum Thema 3 schreiben. Demit ist aber die Behauptung be-
wiesen. Es gibt mithin stete mindestens ein solches Tripel.

5.

‘Pl’ 92' oo Ps seien die Punkte. Dann gibt es insgesamt
a) (2) = 10 paarweise Verbindungsstrecken.
Gleichzeitig entetehen

®) (3) = 10 Dretecke.

Durch paarweises Verbinden von 4 Punkten erhalten wir
c) (;) = 6 Verbindungsstrecken.

Daraus folgt: Von jedem Punkte P, (1 = 1, ... 5) gibt es
6 Lote, also insgesamt 30 Lote. “Diese Lote kinnten maximal

a) Pg} = 435 Schnittpunkte miteinander haben.

Kun gehtren aber zu jeder der 10 Verbindungsetrecken 3 Lote,
die, da sie alle auf der gleichen Geraden senkrecht stehen,
gueinander parallel sind. Sie haben aleo keinen Schnittpunkt
miteinander. Dadurch entfallen 30 Schnittpunkte. AuBerdem
schneiden sich Jje 3 Lote innerhald der 10 Dreiecke als Hdhen
im Hohensohnittpunkt. Es entfallen also weitere 20 Punkte.
Von den 30 Loten entfallen aber laut Voraussetzung noch die
Schnittpunkte, die mit den Py identiech eind. Da sich in je-
dem Py 6 Lote schneiden, hanﬁelt es sich um insgesamt 75
SOhni%tpunkte.

Die Hochastzahl aller Schnittpunkte betrigt also
435 -« 30 - 20 - 75 = 310 .

6a

Behauptung:

Der Schnittpunkt Bl der Ebene ADC mit der Parallelen zu'ﬁi
durch B ist identisch mit dem Punkt B', in dem sich diese
Parallele mit der durch D und l bestimmten Geraden schnei-
det, wobei ll der Mittelpunkt von 0 ist.



Abb.2
A

Bewels: o
Die Punkte Mc' D1 und D bestimmen eine Ebene. Weil D1D 1] BBl

und B auf der Verldngerung von Mch liegt, liegt auch BBl
(als parallelverschobene Gerade) in der Ebene McD1D°

Es liegen also M D und BB in der Ebene M DD,, ferner M,D
in der Ebene ADC.

Der Schnittpunkt von McD und BBl sei B'. Da eine Ebene (hier
ADC) mit einer Geraden (hier BBl) im. allgemeinen einen und
nur einen Punkt gemeinsam hat, ist der Schnittpunkt B' iden-
tisch mit Bj.

deil FJ ] B1§ ist, folgt nach dem Strahlensutz:

c
Also ist BIB = 3 DlD.

ﬁa : DD = B : Di#i, =3 : 1 (D, ist Schwerpunkt von ABC).

Analog folgt fur C; und A;:
BE - Ik = 50 = 3 7D

Da auBerdem C;C Il A;A | BB DD ist, eind auch die Lote van
Cl, Bl und Ay auf die Ebene ABC gleich lang.

Also ist Ebene ABC || Ebene AlBlcl. Ein Biindel von 3 paralle-
len Geraden schneidet aber aus 2 parallelen Ebenen kongruente
Drelecke heraus.

Folglich ist AABC & AAlBlcl.
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Das Lot von Bl auf ABC habe den FuBpunkt H'. Das Lot von D
auf ABC habe den PuBpunkt H.

Ee ist ZD,AD = 4 BH'B; = 90°(Lot)
4D, = 4BBH', weil D;D |l BB und DH || BjH'.
Also ist ADIH.D ~ ABH'B:L
und daher DH : BIH' = DID H BlB = 1: 3.
Es ist aber BIH' die Hohe des Tetraeders AlBlchl zur Fléoche

AlBlcl und DH die Hohe des Tetraeders ABCD zur Fliche ABC.
Polglich ist, da AABC x AA13101 ist,

v =3V .e.d.
AB,C;D) aBCD 7 9

6b

Die Gerade ADl schneide BC im Punkt A', die Gerade CDl schnei
de AB im Punkt C'. T bezeichne die Ebene durch die Punkte A,
B, die parallel zu DD]_ ist, o¢ bezeichne die Ebene durch die
Punkte B, C, D.

Auf Grund ihrer Einfitlhrung liegen die Punkte A, Al' D, Dy,
A' in einer Ebene, die Punkte Al' D, A' in der Ebene « .

Al ist der Schnittpunkt von A'D und Ml‘ Also ist BA]_ die
Schnittgerade von A und o.

Die Gerade DC ist nicht parallel zu X und schneide X im
Punkt P. Da C, D, Dl' C'y P in einer Ebene liegen und DDlll n
ist, gilt DD, || BC'.

Die Gerade AP liegt mit A, C, D in einer Ebene. Somit sind
A, P, B]. Punkte einer Geraden. C'D liegt mit A, B, D in
einer Ebene, also sind C', D, °1 Punkte einer Geraden. C'P
schneidet AlBl in einem Punkt, der C'' heiBe. DlD schneidet
C"Cl in einem Punkt, der D, heiBe. Der Schnittpunkt von
D]_D2 und 01P existiert und wird mit D3 bezeichnet. Daus Vier-
eck ABBlAl ist ein Trapez, P der Schnittpunkt seiner Diagona-
len.
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Abb. 3

Wegen C'C'' || AA, 18t TP = FTTT. In Trapez C'C0;C'" ist da-

her DIB = D'D; = B.,Bz.

Also gilt D;Fz -3 ]551.

Das Volumen des Tetraeders AlBlchl ist gleich der Summe der
Volumen der Tetraeder AIBIDZDI. BIOIDZDI. GIAID.‘,DI. Diese drei
Tetraeder sind volumengleich den Tetraedern ABDIDZ. BODIDZ.
CADIDZ. Folglich sind A131°1D1 und ABC].'»2 volumengleich. Wegen
ﬂl 2' -3 mi iet das Volumen des Tetraeders AyB,C,D, das
Dreifache des Volumens des Tetraederas ABCD.
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Vil. IMO

1., Losung 1
Setzen wir l'Vl +sin 2x - /1 - sin 2x'| = 2y,

80 erhalten wir
cosx Sy < %'VF1.

BEs 18t
2.y = Ilainx«r cos x| - [sin x - cos x|| ,

|2 sin x| er§x§f,¥<x§§f-,1}<x52n,
2.y =

Z¢xS$3E, Fcxs]
|2 cos x| f‘ur2<1=%ﬂv, 2"-<1=-E .
Daher ergeben sich durch Vergleich alle reellen Zahlen x mit
T n
tSxs ¢

als Losungen.

1., Losung 2

Eine notwendige Bedingung dafir, da in dem Intervall [0;2!]
die Ungleichungen

2 cos x |V1 + 8in 2x' - —\/1 - sin 2x'l§ '\I? (1)
erfiillt sind, ist die Bedingung

Zcosxsv_',

cos x $ %v_',

wobel letzteres genau dann gilt, wenn

FsxgIE (2)
1. ¥ir untersuchen zundchst die Ungleichung

2cosx=<=|‘V1+sin 2x’ - 1 -'sin 2x'|. (3)
Fur alle x, fur die cos 2x 5 0 ist, gilt

d. h.
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cos 2x = -|coe 2x| ,
2 co8x - 1 = -|cos 2x| ,

4 cos?x = 2 - 2|cos 2x|
=2 -2\1 - stn®2xr' = 2 - 27\[(1+8in2x) (1-ein2x)

(Vl + 8in 2x' - Vl - 8in 2::')2 ,

also
2 cos x §l'v1 + sin 2x -1 - einﬂ'l ,
wobei fiir cos x 2 C das Gleichheitszeichen und filr cos x < 0

das Kleinerzeichen gilt. Die Ungleichung (3) ist also er-
fillt, wenn cos 2x § O, d. h. wenn

%Szé%f oder i-ﬁ;xs%i
gilt. Sie ist aber auch erfullt, wenn cos x < 0, d. h. wenn

FSxsin

ist. Daraus folgt, daB die Bedingung
Tsxgin

hinreichend dafir ist, daB die Ungleichung (3) erfillt ist.

2. Wir untersuchen nun die Ungleichung

I'\jl + sin 2x' - /1 -"ain 2x1i$ V?. (4)
Fiir alle reellen x gilt ~lcos 2x| S O,
also 2 - 2|cos 2x| £ 2.

Nun ist wie oben

2 - 2]cos 2x| = (‘\Jl 4+ 8in 2x —'Vl- sin 2x ' )°

Also gilt fiur alle reellen x die Ungleichung (4):
|‘Vl+sin2x - 1 -ein 21:l=<= VZ.
3. Aus 1 und 2 ergibt sich in Verbindung mit der Bedingung

(2), daB die Ungleichungen (1) im Intervall [0;2x] genau dann
gelten, wenn die Bedingung

fscsh

erfillt ist.
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2., Losung 1 (L&szl$ Lovész, Budapest)

Angenommen, es existiere eine Ldsung (xl, 12, 13), bei der
nicht alle Xy gleich Null sind. Ohne Beschridnkung der Allge-
meinheit kann man dann annehmen, daB8

|| > 0 und o px) 2 jxp) 2

1st. Da Ja + bl 2 ‘la] - Ibf fiir alle reellen Zahlen a, b
gilt, folgt aus

81X + 81,%, + 815Xy = 0

gunédchat

0= |ayyx) + a1p%p + 8y3%5] 2 [ayX) + 87,7, - [8y 3%
2 [211%) - [Pa2%al - [eass| = ann| X+ e1p [Xo|* By |Xs] -
Nun ist-wegen 8;, < 0 und |x2| § |xl|

a12|"2| 2 El12]"1| i

ferner ist wegen a;; < 0 und |x3| < |x1|
o153 %5| 2 85| x| -
Daraus folgt

0 2 oy x|+ appxpl+ 8y50xs] 2 (a) + 815 + 8y3) [xy]
und hieraus, da &) + a5, + ay3> 0 und |xy|> 0 ist,
02 (11 + a., + 313) |x1| >0.

Das ist aber ein Widerspruch. Daher hat das Gleichungesystem
nur die Ldsung

X = X, = x3 = 0.

Beme rkung :

Dieser Beweis liaBt sich leicht auf die folgende Verallgemel-
nerung der Aufgabenstellung libertragen: Gegeben ist ein Glei-
chungssystem

n

kglauxk = 0 (=1, 2y veup 1),

dessen Koeffizienten die folgenden Bedingungen erfiillen:
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(a) &;; > O fur alle i,
(v) &y, < O flir i 4k,

n

(o) Z 8y > O fir alle 1.
k=1

Es ist zu beweiseu, da8 X, = Xy = oo =X = 0 die einzige
Losung des gegebenen Gleichungssystems ist.

Angenommen, es existiere eine Losung (xl, xz, csey xn), bei
der nicht alle Xy gleich Null sind. Ohne Beschriénkung der
Allgemeinheit kann man dann wieder annehmen:

gl >0 wnd x| 2 fx,l 2 .0 2%l
Dann ist O = |aj)Xy + 815X + «e0 4 8y X |

la1%l - |31212| - e = Ialnxnl

w

ay) Ix)| + al2lx2| .+ alnlxnl
2 (ay) + o, + ooo 48y )|x],

da a;ylx,l 2 &) x| fir i =2, 3, ..., n gilt. Nun ist auf
Grund der Voraussetzung
8y +8),+ ... 48, >0 und |11| > 0,‘

also 02 (ay + 815 + «un # aln)lxll > o.

Das ist aber ein Widerspruch. Daher hat das Gleichungssystem
nur die Losung

x1=x2-...=xn=0.

2., Losung 2 (Jésefz Pelikdn, Budapest)

Eine ebenso elegante Losung fand Jésefz Pelikén, indem er
fir eine angenommene Losung (xl, Xy 13) die folgenden beiden
Fdlle untersuchte:

1. Eine der Zahlen Xy ist positiv.

2. Eine der Zahlen Xy ist negativ.
1. In diesem Falle kann man ohne Beschridnkung der Allgemein-

heit
xl>0, xlzxz und xlng
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annehmen. Dann ist wegen a;,X, 2 a),%) und a);x 2 8y %)
>
811X) + 81X, + 8)3X5 2 (a)7 + 815 + a13)11> o,
da auf Grund der Voraussetzung

817 + 81, + 813 >0 und xy >0

gilt. Das ist aber ein Widerspruch, also kann der Fall 1
nicht eintreten.
2. In diesem Falle kann man ohne Beschriénkung der Allgemein-

heit
<0, 1x<x, und xlg x4

annehmen. Analog wie oben erhdlt man
811%) * 81%p * 813%3
= - Rulx) + a,(oxp) + aps(-xs] < 0.

Das ist aber ein Widerspruch, also kann der Fall 2 nicht ein-
treten. Aus 1 und 2 folgt, daB X =X, = X5 = 0 die sinzige
Losung des gegebenen Gleichungssystems ist.

Auch dieses Beweisverfahren 1d8t sich leicht auf den Fall von
n Gleichungen verallgemeinern.

3.

Es sei x der Abstand der Ebene € von der Geraden CD. Die
Schnittfigur der Ebene € mit dem Tetraeder ABCD ist das Pa-
rallelogramm MLNR (vgl. Abb. 1); denn es ist auf Grund der
Voraussetzung

ML || AB, RN || AB, also MLl RN
und NL | ¢D, MR | CD, elso NL |l MR.

Abb. 1




- 86 -

Nun erhdlt man durch Anwendung des Strahlensatzes
L :a = x:4d, also E=%

ME : b = (4d-1x):d, also E_Ra.b_(iaﬁ,

Da der Winkel zwischen den Seiten ML und MR des Parallelo-
gramms MLNR die GrdBe w hat, ist der Flédcheninhalt dieses Pa-
rallelogramms

s(x)=E~M—Reinw=%-Mdd;xlsinw. (1)

und

Entsprechend gilt fiur den Flécheninhalt S(z) eines Parallelo-
gramme, das durch eine im Abstand z von der Geraden CD be-
findlichen, zu der Ebene ¢ parallelen Ebene abgeschnitten
wird,

S(z) = 8 . Mdzz)ang (2)

Man erhdlt daher den Ruuminhalt des durch die Ebene €& abge-
schnittenen Teilkdrpers MLNRCD durch Integration:

v fs(z) dz = fT b(d - sinw de

1
= j(-‘% - %’- z2) sin w dz = (Bb 2 % x3) sin
o d 34
2
= a_sz (3d - 2x) sinw (3)

Bezeichnet man mit y den Abstand der Ebene € von der Geraden
AB, 8o erhidlt man analog den Rauminhalt des zweiten durch die
Ebene & abgeschnittenen Teilkorpers MLNRAB;

_[a(d -z b_z b ;2 ab 3)
vz',{,_(—'d_l sinwdz:( sin w

=—-§—(3d-2:) sin w 4)
6d
Daher ist
, ¥2(3d - 2y) (’)2 3-4 )
v - x§(3d - 2x) x/ 3 - _a_!x

Nun ist auf Grund der Voraussetzung
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§=k, d. h. y = kx ,

und wegen x +y = d
x4+ kx = d, alﬂoiarirund§=rfr.
Hieraus folgt

M -Eey
2 _ 2’ k+1 42 k+3
vy 3-g 3T 3k + 1

Das gesuchte Verhdltnis der Rauminhalte beider Teile des
Tetraeders ist daher

\J
2 _ Rk+3 (6)
V:L 3k + 1

Zum AbachluB8 wird noch darauf hingewiesen, daB dieses Ver-
héltnis nur von k abhéngt und nicht von a, b, d, w.

4. (Peter Enskonatus, Berlin)

Die Losung von Peter Enskonatus zeichnet sich dadurch aus,
da8 aus dem gegebenen Systam die Gleichungen

|x1-1|= |x2-1| = |x,5-1| = |x4-1|

hergeleitet werden und daB8 man dann durch Fallunterscheidung
zum Ziel kommt. Wir geben im folgenden diese Losung mit eini-
gen geringfligigen Verdnderungen und Vereinfachungen wieder.

Es seil angenommen, daB8 die reellen Zahlen X3s X5 xj, x4 das
folgende Gleichungssystem erfiilllen:

X] 4 XpXgx, = 2 (1)
X, 4+ XAx, = 2 (2)
I, o+ XXX, = 2 (3)
X, o+ XXy o= 2 (4)

Dann gilt x, = 0 fiir alle 1 = 1, 2, 3,
x; = 0, so ~ wirde aus (2), (3) und (4)

xzax.’-x4-2

4; denn wére z. B.

folgen, was im Widerspruch zu (1) steht.
Nun erhélt man aus (1)
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2-x
X3X, = 5, 1
und aus (2)
- x,
x3X, 5
Daher ist
2o 2mm
X, = x) !
2x1 - xl2 = 212 - x22 ’
(x; - 12 = (x, - 12,
lx -2 = Ik, -1l .

Durch zyklieche

le -1 = Ix, - 1| =
Es ergeben sich jetzt die folgendecu,
Falle:
1. PRir alle x4 ist
2. fUr genau drei der Xy ist
3. fUr genau zwel der Xy ist
4. fUr genau eins der Xy ist
5. fiur alle Xy ist
1. In diesem Falle ist wegen (5)
Aus (1) folgt
X+ xl3 = 2.
3 -
7+ x) - 2 = 0,
2 2
x13 =X 5% - x4 2x1 -2
(x; - 1)(112 +x)+2) = 0.
Nun ist stets
2
xl2 +x) ¢+ 2 = (xl + %) +
daher folgt

X = 1

und x, =

X

Vertauschung der Variablen erhilt man
lx3 -1 = Ix4 -1 .

(5)
wesentlich verschiedenen

X

1

Xy
X3
Xy

N WAV v v
T
-

[ o]

F>o0.

Xy =Xz =X = 1.
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Da hierfiir die Gleichungen (1) bis (4) erfiillt sind, erhalten
wir das erste Lisungsquadrupel (1, 1, 1, 1).

2. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann man in diesem
Falle

xl< 1, x, Zl. xaz 1, 1421
annehmen. Man erhilt aus (5) die Gleichungen
-xl+1=x2-1=x3-1ax4-1.
Daraus folgt
X, = X3 =X und xlsz-xz.
Wegen (2) 1st mithin
2-x, 4 3 = 2,
2
12(12 - 1) = 0.
Daraus folgt x, = 1 wegen x, ; 1> 0, also
x = 2 - 12 = 1;
das steht aber im Widerspruch zu der Voraussetzung Xy < 1.

3. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann man in diesem
Falle

<1, 12<1, 2321, x421
annehmen, so da8
-xl+1=-12+1=x3-1=x4-1
ist. Daraus folgt
X = X und 13=x4=2-xl,
also wegen (3)
2-xl+x12(2-x1)-2.
xl(xl2 - 2x) + 1) = 0,
xl(xl - 1)2 =
Daraus folgt wegen X + 0 x = 1, was der obigen Vor-

aussetzung x.l< 1 widerspricht. Wir erhalten also auch in
diesem Falle keine Losungen.

4. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kann man in diesem
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Falle
5 <1, x2<1. 13<1, 1:421
annehmen, 8o da8

-1'141 - -::201 = _x_’ol - 14-1

ist. Daraus folgt
I = X; = Iy und 14-2-x1,
aleo wegen (4)
2-x 4+ xl3 = 2,
2
n(x©-1) = 0,
und hieraus = -1 wegen x #* 0 und x) < 1.
Daraus folgt
x = x2 - x3 a =1, x‘ - 2 - xl - 3.

Da hierfir die Gleichungen (1) bis (4) erfullt sind, erhal-
ten wir das Losungsquadrupel

('lv ‘1’ ‘10 3)
und durch gyklische Vertauschung die weiteren L¥sungsquadru-
pel

;'10 ‘1» 3' ‘1§v

-1, 3, -1, -1),
3, =1, =1, =1).

5. In diesem Palle erhiilt man aus (5)

n =% =5 =5
und weiter wie im Falle (1)

X = 1,
was der Voraussetzung x < 1 widerspricht.
Man erhdlt also Fall (1) und (4) nur die folgenden Lisunge-
quadrupel:

(1, 1, 1, 1),

(-ll ‘1v -1, 3)’

(-1' -1' 3’ .1)!

('1' 3 ‘1' 'l)v

(3, -1, =1, -1).
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5. (Wolfgang Klamt, Berlin)

Wolfgang Klamt lYete die Aufgabe elementargeometrisch und be-
nutzte dabei den Satz von MENBLAOS. Wir geben seine Losung
mit einigen geringfiigigen Anderungen wieder.

a) Es seien (vgl. Abb. 2)

&
p P A
Abb. 2

A OAB das gegebene Dreieck,
M ein Punkt auf der Seite AB,

P und Q die PuBpunkte der von M auf DA bzw. OB gefiéll-
ten Lote,

C und D die FuBSpunkte der von A auf OB bzw. von B auf
Ok gefkllten Lote,

K der FuSpunkt des von P auf OB gefillten Lotes,

S der Schnittpunkt von KP und CD

und schlieBSlioch T der Schnittpunkt der Geraden QS und OA.
BEs 80ll zuniéchet nachgewiesen werden, daB QT senkrecht auf
der Geraden OA steht und damit S8 = H der zu konstruierende
Hohenschnittpunkt des Dreiecks OPQ ist. Da die Gerade KP die

Seiten des Dreiecks OCD bzw. deren Verliéngerungen in den
Punkten K, S und P schneidet, ist nach dem Satg von MENELAOS

DS -CK.0OP = SC X0 P .
Daraus folgt

8 , K0,
3C TE 0P
und, da T
7

nach dem Strahlensatz — =
(4

aligl
]
SISl
Iy
S
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Nun ist ferner nach dem Strahlensatz

E-E—ﬁgﬁ also s E

P i1y q 8C [
Hieraus folgt wegen der Umkehrung des Strahlensatzes
QT | BD, also QT | OA, w.z.b.w.

Der Schnittpunkt der Hohen des Dreiecks OPQ liegt also auf
der Geraden CD. Vermdge der Konstruktion wird jedem Punkt M
der Strecke AB genau ein Punkt H der Strecke zugeordnet.
Andererseits entspricht jedem Punkt der Strecke TD genau ein
Punkt der Strecke AB; d.h. es besteht eing eineindeutige Ab-
bildung der Menge der Punkte der Strecke AB auf die Menge
der Punkte der Strecke CD.

Der gesuchte geometrische Ort der Punkte H ist also im Falle
a) die Strecke CD.

b) Es seien (vgl. Abb. 3)

'a

0 oA 0 A
Abb. 3

A' ein innerer Punkt der Strecke OA und B' ein innerer
Punkt der Strecke OB,

ferner sei A'B' || AB.

C' und D' seien die PuBpunkte der von A' auf OB bzw.
von B' auf OA gefdllten Lote.

Dann wird analog wie im Fall a) vermoge der dutrch die Aufga-
be vorgeschriebenen Konstruktion jedem inneren Punkt der
Strecke A'B' genau ein innerer Punkt der Strecke C'D' zuge-
ordnet. Andererseits entspricht jedem inneren Punkt der
Strecke C'D' genau ein innerer Punkt der Strecke A'B', d. h.
es bwgteht eine eineindeutige Abbildung der Menge der inneren
Punkte der Strecke A'B' auf die lienge der inneren Punkte der
Strecke C'D'.
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Betrachtet man nun die Schar der zu AB parallelen Strecken
A'B', wo A' und B' innere Punkte der Strecken OA bzw. OB
8ind, so besteht wieder eine eineindeutige Abbild\.m% dieser
Schar auf die Schar der zu CD parallelen Strecken C'D', wo

C' und D' innere Punkte der Strecken OC bzw, OD sind; d. h.
die Menge der inneren Punkte des Dreiecks OAB wird eineindeu-
tig auf die Menge der inneren Punkte des Dreiegkg QCD abge-
bildet. (Zwei verschiedenen Strecken C'D' und C''D'' entspre-
chen n@mlich, wie sich_aus der Konstruktion ergibt, auch zwei
verschiedene Streoken A'B' und A''B''.)

Der gesuchte geometrische Ort der Punkte H ist also im Fall
b) das Innere des Dreiecks ODC.

6. (Lésungsvorschlag Polen)

Nehmen wir an, daf8 von einem Punkte A des gegebenen Systems
drei Durchmesser AB, AC und AD ausgehen. Die Punkte B, C, D
liegen dann auf dem Kreise xl mit dem Zentrum A und dem Ra-
dius d. Alle {ibrigen Punkte des Systems li%%en auf K; oder
im Inneren von K,. Da jede der Strecken BC, , CD hoch-
stens gleich d ist, so befinden sich gie Punkte B, C, D
auf einem Bogen von Kl’ der hochstens €0° miBt.

Es liege etwa der Punkt C innerhalb des Bogens BD, wobei
B s gld gilt. Es sei K, der Kreis mit dem Zentrum C und

dem Radius CA = d. Alle Durchmesser des gegebenen Punktsy-
stems, die vop C ausgehen, milssen ihre Endpunkte auf demje-
nigen Bogen von K, haben, der in der eisfléche von K.
liegt. Da aber jeder“ Punkt des Bogens mit Ausnahme vol A
von einem der Punkte B, D weiter als um d entfernt ist, so
it CA der einzige Durchmesser aus C.

Somit haben wir festgestellt, daB fiir ein gegebenes System
von n Punkten nur zwei Moglichkeiten bestehen: Entweder exi-
stiert in dem System ein Punkt, von dem hdchstens ein Durch-
messer ausgeht, oder es gehen von jedem Punkte genau zwei
Durchmesser aus.

Jetzt ist der gewlinschte Satz leicht durch vollsténdige In-
duktion zu beweisen. Fir n = 3 ist der Satz offenbar richtig.
Wir zeigen, daB aus der GUltigkeit des Satzes fir k Punkte
(mit einer natiirlichen Zahl k 2 3) seine GUltigkeit fur

k + 1 Punkte folgt.

Wir betrachten ein System von k 4+ 1 Punkten Al' A2, ooy Ak«-l'

6ibt es darin einen Punkt, etwa Al, von dem kein oder nur
ein Durchmesser ausgeht, so ist die Anzahl der Durchmesser
von Al' Az, ceey Ak+1 hochstens um 1 groBer als diejenige won

A2, A.,,, ceey Ak*l' d.h. hdchstens gleich k+l.
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Anmerkung: Han beachte dabei, daS alle Durchmesser des
Systems A,. A.‘,, ooy ‘t+1 s die nicht von A1 ausgehen,

Durchmesser von A, ... Ak+1 sind.

Gibt es keinen solchen Punkt, so gehen von jedem der
Punkte Ay genau gwei Durchmesser aus, ihre Anzahl ist somit

&ztll-k+1.
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VIil. IMO

1.

Bs selen Xy» Xpy Xg» Xype X0 Xpg und X, Bc die Anzahlen der

Sohtiler, welche die jeweils im Index angegebenen Aufgaben und
nur diese geldst haben. Aus den im Text enthaltenen Aussagen
folgen dann die vier Gleichungen

X, +Xp+Xg+X g+ X+ Xyt Xpy = 25 (1)
xg - 2xg - Xyo = 0 (2)
XA MR *xpc = 1 G)
x, - Xg - Xg = 0. (4)

Uns interessieren nur nichtnegative ganzzahlige Ldsungen die-
ses Systems.

Von (1) subtrahieren wir Gleichung (3) und erhalten
2r, + Xy # X5 4 Xy, = 26 . (5)

Zu (5) addieren wir (2) und subtrahieren die mit 2 multipli-
zierte Gleichung (4). Das ergibt

26 - xg
4xg + x5 = 26 oder o= —— (6)
Aus (2), (4) und (5) folgen die Ungleichungen
2xg £ x5 ; LN 5, £ 13 (7
und damit x5z S 6 . (8)

Aus (6) und (8) ist ersiohtlich, da8 fur Xg; Xg nur die Lo-

sungepaare 6; 5 und 2;6 in Prage kommen. Das erste Paar
widerspricht jedoch der ersten der Ungleichungen (7), es
bleidbt g = 6; o = 2 . Pir diese Werte ergibt das Glei-

chungssystem (1) bis (4)
xA-B; Xpo = 2 xAB‘xAC’xABc’7'
woraus ersichtlich ist, da8 die einzige mdgliche Lisung

Xp = 6 tatslichlich eine Lbsung ist. Sechs Schiiler haben nur
die Aufgabe B gelost.
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2.
Zuniéchst leiten wir aus

a+b = tang(a-tana;+ blta.nP) (9)
eine Gleichung her, <ie nur a und P enthdlt, und beweisen
dann, da8 aus dieser Gleichung « =P folgt. PUr die Winkel

des Dreiecks gilt 0 < a;fl ;{ < . Im weiteren ist also nur
dieser Bereich zu beriicksichtigen, wobei auBerdem, bedingt

durch (9), « u.ndP verschieden von -g sein milssen. Wegen

ina X L3 oL+ o+
anb%m und tan2=tan(§-—§ﬁ) = cot
erhalten wir aus (9)
2 2
sin a + sin/3 = cot &% (%1‘—27:4%#).
Weiter gilt (aus O <a;/3 < T folgt a ’3 $7)

a+g a-g
a+ 2 cos <57 cos = cos a + cos f

2 2 sin g;g cos a;@ - sina + sinp ’

cot

also

2 2
(aianJ.osin/.‘))2 = (cosa-ocosP )(%ﬁ%f%ﬁ)

2 sina sinP = -g%%%sinzﬁ+%gsin2a,

woraus sich schlieBlich die Behauptung ergibt gemif:

2 sin a-cos a-sinfB-cos B = cogh s:l.n"P+ sirfa cos‘[i
(sina«cosf3 - cosa-sinf)

ein (ot-p) = 0

o =P . q. e. d.
3.
Hilfssatz 1: Die Summe der Lote, dle von einem beliebigen
unk m Inneren eines regelmdBigen Tetraeders A'B'C'D' auf

dessen Begrenzungsflichen gefillt werden, ist gleich der Hohe
h des Tetraeders.

Beweis: Die Summe der Volumina der vier Tetraeder A'B'C'P,
A"B'D'P, A'C'D'P und B'C'D'? ist gleich dem Volumen

V= %— Gh des Tetraeders A'B'C'D' (G Grundfliiche dieses Tetra-
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eders). Infolge der RegelmidBigkeit des Tetraeders A'B'C'D'
sind die Grundfldchen der vier Teiltetraeder einander gleich.
Ihre HShen sind gleich den Loten hl. h2, h.,, h‘, die von P

auf die Fliéchen des Tetraeders A'B'C'D' gefdillt werden. Aus

§0n1+§6h2+§ch34%eh4=§ch
folgt
h14h2+h3¢h4=h. q. e. d.

Der Hilfssatz 1 gilt offensichtlich auch dann, wenn P auf
der Begrengung des Tetraeders A'B'C'D' liegt.

Hilfesatz 2: Liegt der Punkt P auBerhalb des Tetraeders
» 80 gilt fur die Summe der Lote

hloh24h3+h4>h.

Beweis: Die Grundfliéchen dee Tetraeders A'B'C'D' und der
Tetraeder A'B'C'P, A'B'D'P, A'C'D'P, B'C'D'P gind wiederum
einander gleich, die Summe der Volumina der letztgenannten
vier Tetraeder ist jedoch grtSer als das Volumen des Tetra-
eders A'B'C'D'.

Bun beweisen wir die Behauptung der Aufgabe. Die Ecken des
gegebenen regelmiBigen Tetraeders seien A, B, C, D. Diesem
Tetraeder umschreiben wir ein solches Tetraeder A'B'C'D’',

daB einander entsprechende Flichen von ABCD und A'B'C'D' je-
weils parallel verlaufen und die Punkte A, B, C, D der Be-
grenzung des Tetraeders A'B'C'D' angehioren (Abb. 1). Die bei-
den Tetraeder sind einander Hhnlich, also ist A'B'C'D' eben-
falle ein regelmiéBiges Tetraeder.

Abb. 1
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Die Hthen des Tetraeders ABCD schneiden sich in einem Punkt
M, der mit dem Mittelpunkt der Umkugel identisch ist. Die
Strecken MA, MB, MC und MD sind die Lote von M auf die Fl&-
chen von A'B'C'D'. Die Summe ihrer Léngen ist also nach Hilfs-
satz 1 gleich der Hohe h des Tetraeders A'B'C'D', d. h.

MA 4+ MB 4+ MC + MD = h .

Jetzt betrachten wir einen beliebigen Punkt P 4 M im Inneren
oder auf der Begrenzung des Tetraeders A'B'C'D'. PFiur diesen
sind mindestens drei der Strecken PA, PB, PC, PD lénger als
die Lote, die von P auf die entsprechenden Flichen des Tetra-
eders A'B'C'D' gefidllt werden, d. h.

PA 4+ PB + PC 4 PD > MA 4+ MB 4+ NC + MD. (10)

Naoh Hilfesatz 2 ist (10) erst recht fUr alle Punkte P auBer-
halb des Tetraalers A'B'C'D' erfullt.

4.
1 1 1 _ n
anx#m#..--ts e = cot x OOtZIZ

Den Beweis filhren wir durch vollstdndige Induktion. Offenbar
gilt fur alle reellen

a 4 %r () beliebige ganze Zahl)

2
1 cos 2a + 1 2 cos®a
oot 2a 4 oyFan = 8in 2a * Telnacosa - @8

d. h.

F:l'nlﬁ = oot a - oot 2a (12)

Laut Voraussetzung ist 2¥x * Ax(k =0, 1, ..., n), also ist
in (12) die Substitution
a = 2571y gulédesig:

1

K-
—_—x = cot 2
sin 27x

Iy - cot 2kx . (13)

Pir k = 1 liefert das den Induktionsanfang

F{niﬁ = cotx - cot 2x .

Wir zeigen nun, da8 fur alle n 2 2 aus
1 1

1 n-1
+ + eee = oot x - cot 2 x
sin 2x ein 4x sin 201y 14)
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(11) folgt: In (13) setzen wir k = n, addieren diese Glei-
chung gu (14) und erhaltem sofort (11).

2.

Bei jeder Vertauschung der Indiszes von 8y
das Gleichungssystem der Aufgabe

unveriindert. O. B.

1 % J). Aue (15) folgen
(ey - 52)12 + (a)
(a1 - az)xl + (a.2
(ay = a;)x1 + (s,
() - ag)xy + (s

52. 55; G‘

bleibt
(15)

d. A. ktnnen wir deshalb voraussetzen,
das &) > a,> 85> 8, g1lt (laut Bedingung ist a; + aJ fur

- 33)x3
- a.,)x3
- a3)x,
- 54)12

+

+

+

+

Durch Subtraktion erhaiten wir
aus (16) und (17) (n1 - a2)(x2 + x5

(ay
(a,
(ag
(s

aus (17) und (18) (a, - e3)(13 +x,

aus (18) und (19) (33 - a4)(x4 -x
d.h.  (ay + 8y fir 1 4 J)

1203-5414

T rxen,

R
woraus

12-13=

xl-x‘=

X
o
b1

o, x)

1
8 -8

*a
folgt. (16) und (23) ergeben wegen a) +a,

dann die Gleichungen

34)x4 =

1
a‘)x4 = 1
a‘)x4 = 1

1

a‘ )23 = .
x, - xl) =0
x - 12) =0
x, - 13) =0

(16)
17)
(18)
(19)

(20)

(21)
(22)

(23)

Das Gleichungssystem (16), (23) iet dem siaton (16) bie (19)
0

dquivalent. Das Ausgangssystem (15) hat

a; > 52> :1,5>a4
X = x =

die einzige LYsung

)

8o fur

x,’aO.

(24)
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PUir andere GroBenbeziehungen zwischen den a, ergeben sich
?10 )Lﬂsungen durch entsprechende Vertausohu;ig der Indizes in
24).

Auf die gleiche Weise 1liB8t sich die analoge Aufgabe fiir ein
System von n Gleichungen l¥sen. Pir die GrdBSenbeziehungen
a > 52> cee D> By lautet die LOsung dann

3y = x = al'an; x2=x3=...-rh_1.0.

6.

Wir bezeichnen AB =c, BC = a, CA = b, XC =k, TA = 1
MB = m, A4 CAB =ax, 4 ABC =P, 4 BCA =y (slehe Abb. 2), wobei

0<k<a 0<1<bH O0<m<e O0K&P;y<T

erfiillt ist. Dann gilt fUr die Flécheninhalte der Drei- (25)
ecke

Poaw = %l(c -m) sina
Fyg = 3 o(a - k) sinf (26)

Pecr = Ik(b-l) siny

2
und : 3 M
FABC :%bcama=%—acsinp =%absinx ,
woraus sich zunidchst
Pl = §a%%? sinx einf.siny (s 0) (27)
ABC = B g
ergibt. Aus (26) und (27) folgt
Pran * Pumx ° Fron mkl (¢ -m)(a - k)(b - 1) (28)
3 = " a2p202 .
PABC a“b“e

Offenbar gilt
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. 2 2
mz-cm+%2—-(m-§)go, d.h. m(c-m)é%— ,

was zusammen mit (25) zu
0 < m(c - m) < 3;-
fihrt. Analog erhdlt man
b2
0<1®-1)S &
2
0< k(a-k)S &

Aus (29) und (30) folgt
2,22
mkl (o-m)(a-x)(b-l)s“—%;— .

Damit erhalten wir aus (28) die Ungleichung

. . 3
. . 1
Pau * Pex * Fxon S (I 1';uac) ’

(29)

(30)

(31)

womit die Behauptung bewiesen ist. Wegen (31) kinnen wir die
Behauptung sogar verschiédrfen: Entweder alle drei Dreiecke
ATLAM, AMBK und AKCL haben den Flidcheninhalt %- PABC' oder
o8 gibt unter ihnen wenigstens eins, dessen Flicheninhalt
kleiner als %- PABC ist. Weitere Beweismdglichkeiten fir die
sechste Aufgabe wurden im Heft 1 (1967) der mathematischen

Schiilerzeitschrift alpha behandelt.
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IX.IMO

1.

Es geniigt, das Dreieck ABD zu betrachten. Wenn dieses Dreieck
von den Kreisen K,» Kp und Kp itlberdeckt wird, dann wird auch

das kongruente Dreieck BCD von den Kreisen KB, Ko und K.D
{berdeckt.

Hilfssatz: Das Dreieck ABD wird genau dann Uberdeckt, wenn
der Umkreisradius r des Dreiecks nicht griBer als 1. ist.

Beweis: M sei der Umkreismittelpunkt des Dreiecks. Er hat
von A, B und D den gleichen Abstand r. Da das Dreieck nach
Voraussetzung spitzwinklig ist, liegt M im Inneren des Drei-
ecks. Das Dreileck wird deshaldb nur dann Uberdeckt, wenn auch
M #Uberdeckt wird, wenn also gilt r S 1 .

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend; denn flr jeden
Punkt P im Inneren des Dreiecks ist wenigstens eine der Un-
gleichungen

ZFSr, BFSr, TWSr

erfiillt. Ist nun r £ 1 , so muB P wenigstens von einem der
Kreise IA’ K'B oder Ky Uberdeckt werden.

Die Beding r $1 ist wegen AD =1 mit der Bedingung

A AMD 2 60" #quivalent, weil im Dreieck der %Hngsten Seite
der groBte Winkel gegenliberliegt. X AMD 2 60° ist aber suoh
nach dem Peripheriewinkelsatz Hquivalent mit 2 30° und
(im betrackteten Winkelbereich) cot X ABDS \3'. Diese Un-

gleichung 1st wegen cot A ABD = 2= :‘::“ uné eina > 0

gleichbedeutend mit a £V3' eina + cosc.

2.

Hilfssatz: In einem Dreieck LMN mit den Seitenléngen N <1,
—_ — — 2

MY 1 und I = x(0 < x<2) gilt S V1 -3 . K 1at der
FuBpunkt des Lotes von N auf die Gerade LM.

Beweis: O. B. d. A. sei ﬁz% . Wegen x > O und M < 1 1ist
dann
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2 2
W -2 g 1-%, an WS |1-Z%

Nun beweisen wir die Behauptung der Aufgabe. ABCD sei ein
beliebiges Tetraeder mit genau einer Kante, deren Linge grb-
Ber als 1 ist (o. B. d. A. sei CD > 1). Dl sei der FuBpunkt
des Lotes von D auf die Ebene ABC. D2 und cl seien die

FuBpunkte der Lote von D bzw. C auf die Gerade AB. x sei
die Lénge der Kante AB (Abb. 1).

Dann gilt
V=%, - 500, %, - 0.
Nach dem Hilfssatz ist

2 1’ 2!
D—nziwl-’-“- und GC, & 1-5—,

also

s xy x2 1 x|x x

v 3 -T :3-1'0-'2'?1-!. 8

Aus x &1 folgt 1+§§%.lach Abb. 1

dem Satz Uber das arithmetische und
geometrische Mittel ist v%ll - %) S % . Damit ergibt
sioch fir das Volumen des Tetraeders

V8331 =g

3.

n

Entweder das Produkt I] (o

i=1 me+l
wire nichts zu beweisen) oder alle Faktoren haben das glei-
che Vorzeichen. Wir nehmen an, daB8 alle Faktorem positiv
sind. Pir sdmtlioh negative FPaktoren verlduft der Beweis
analog, da die Teilbarkeit eines Produktes ja nur von den
Betriigen der Faktoren abhéngt.

- °k) ist gleich Null (dann

Es gilt

Cg = Oy = a(a +1) = b(b +1) = a? - b

= (a-0b)(a+b+1)

2oa-b
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(opy1 = o) (ogen = C) wov (op,p = cy)
a(m+1=-k)(m+1+kel)ms2-k)(m+2+kasl)...
eee (m+n-k)(m+n+ksel)

(m+n-X)! (msn+ksl)l
= m - X)! m+ X+ 1)]

Dieser Ausdruck soll teilbar sein durch das Produkt

€)Cpeesly = n!(n + 1)1 .

a) %ﬁ—iﬁ-}—! ist durch n! teilbar; denn

n+n-k)l | ("‘ +n - k) ist als Binomialkoeffizient

m - k)inl n ganzzahlig.
) ::x]:-ol;:l' = (“*;‘:{"1) ist ebenfalls ein

ganzzahliger Binomialkoeffizient. m 4+ kX 4+ 1 ist eine Prim-
zahl, die im Zihler des Bruches : n 4+ ! enthalten

=H B
*|+

m
m
ist, aber nicht im Nenner, weil sie gro als n + 1 und
ale o + k ist. Polglich ist (P *+ 0 + X duroh m + k +1
k 4+

8
+
teilbar. Damit ist auch TF‘%"TT&HL)T eine ganze

Zahl.

4.
Die Winkel des Dreiecks A'B'C' bezeichnen wir mit &, [3 und
. Uber den Seiten AOCO und AOBO konstruieren wir auBerhalb
des Dreiecks AoBoco Kreisbdgen mit den Peripheriewinkeln [3
bzw. . Das geschieht, indem wir tiber Aoco und AOBO gleich-
schenklige Dreiecke Aocoul und AollzBo mit den Basiswinkeln
90° -P bzw. 90° -y konstruieren. Um Pll und H2 werden Kreis-
bdgen mit den Radien Ml‘\o und “—ZAO geschlagen. Die Zentri-
winkel yber A C, und A B, betragen 2f8 baw. 2p. Durch A, le-
gen wir eine Gerade derart, da8 sie die Kreisbbtgen auBSer in
Ao in B und C schneidet (s. Abb. 2). Die Geraden BCO und CBo
schneiden sich in einem Punkt A.

Wegen 4 ABC =f3 und X BCA =é» ist X CAB = .
Folglich ist AABC~ AA'B'C'.
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A

¢ Abb, 2

Von allen solchen Dreiecken ABC ist nun dasjenige mit dem ma-
ximalen Flidcheninhalt zu konstruieren. Die Flidcheninhalte
dhnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate der Liin-
gen einander entsprechender Seiten. Es genligt deshalb, wenn
die Liénge der Seite BC maximal wird. Ii und lé seien die PuB-

Enktoﬁ Loto_von ll und M, auf BC. Offenasichtlich gilt
BC = zlimé . llilé (und damit BC) wird dann maximal, wenn BC
parallel gu der Geraden l1l2 verléuft. Bei der Konstruktion
des Dreiecks ABC mit maximalem Plécheninhalt muS8 also durch
Ao eine Gerade parallel gu '1‘2 gelegt werden. Den Punkt A
erhidlt man dann wiederum als Sohnittpunkt der Geraden BCO
und CBO.

2.

a) O. B. d. A. kinnen wir uns auf solche Zahlen a; beschrin-
ken, daB |a,| € [0;] (4 = 1,2,...,8). Gilt némlich fUr eini-
ge oder auch alle 1 |sil S 1, so multipligieren wir shmtliche
a, mit einem solchen Paktor r 4 O, da8 [r ail > 1 (sofern
nioht a; = 0) und betrachten
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8
Kk K,
j‘Z.;.(rni) = T op -

Wegen r $ O versohwindet oi genau dann, wenn ¢, = 0.

b) Offensichtlich gilt fiir alle natirlichen Zahlen k Cop >0
da mindestens eins der ay veraschieden von Null ist.

Deshalb werden wir uns in der weiteren Betrachtung auf
ungerade n beschriinken.

c) 0. B. d. A. sei

|al| 2 lag 2 - 2 lagl mit |ay)] > 1. (1)

Wir betrachten . n o o
lim o = lim a 1+ lim —) 4+ ... ¢ 1in [ =} |.(2)
nse 2 now 1 now 3 n+o (al)

Im Falle |52| < |ay| gilt wegen (1) auch lajl < lag| (1 = 2,3,
veey 8) und damit

a ) [} (=2, ..., 8), d. h.
n—m 1
lim ¢ -linaln =00 - sgna .
noo n~co

Dann gibt es ein solches N, daB8 fir alle n > N c, # 0 ist.
Das bedeutet jedoch, daB nicht unendlich viele Glieder c
gleich Null sein kinnen. Folglioh 1st |a,| = |a;|, und we-
a,\n .
gen (1) konnen die Grenzwerte lim b 3 1L =23...,8)
n-sa\ 31

gleich 41, -1 oder O sein. Da in (2) der Ausdruck in der ek-
kigen Klammer verschwinden muB, ist wenigstens einer der
Grenzwerte gleich ~l1, d.h. unter den 8y 835 «oey 8g gibt es

ein a, = =8y und in LN heben sich die Potenzen von 8y und

a, auf. Hierbei ist nicht ausgeschlossen, daB8 es unter den

ay mehr als ein Zahlenpaar ey, -8y gibt. Mit den verbliebenen
(maximal sechs) Summanden verfahren wir viéllig analog, indem
wir das dem Betrag nach grtBte der restlichen ay wie oben a)
behandeln. Dabei zeigt sich, daB8 unter den restlichen ay wie-
derum zwei ein Zahlenpaar 8y, =8, bilden miissen. Spiiteatens
nach swel weiteren Schritten gelangen wir zu dem Ergebnis,
dag die 8y vier Zahlenpaare mit jewells gleichem Betrag und
entgegengesetztem Vorzeichen darstellen, wobei hochstens
sechs der ay gleich Null sein kbnnen. Wie man sofort sieht,
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ist dann ¢, =0 (=0, 1, 2, «os)s

o, = 0 gilt also fir alle ungeraden n und nur fur diese.

6.

v(k) sei die Anzahl der am k-ten Tage verliehenen Medaillen.
Dann ist

1 x-1
(k) = k+mim-37v({) -k (k = 1,2,...y0) (3)
i=1
a X
v(k41)=k+1+,1,m-Zv(1)-k-1 (4)
1=

(k =0, 1, «voy n=1) .
Aus (3) und (4) ergidbt sich die Rekursionsformel
v = fvkel) -1 (k =1,2,000, n=1).  (5)

Durch vollstédndige Induktion beweisen wir nun die GUltigkeit
der Beziehung

v(n-p):(%)p (n-6)+6 (p=0,1, see, n=1) (6)

Pir p = O 18t die Behauptuag (6) riohtig. Es bleibt zu gei-
gen, daB fir p =1, 2, ¢ee, n = 1 aus

v(n-p.1)=(§] (a-6)s6 M
(6) folgt: Nach (5) und (7) ist
v(n - p) -%v(n-p +1) -1 -%[(%)p-l(n- 6) + 6] -1
- (%)p(n -6)+6.

Nach der Summenformel fur die geometrische Reihe erhilt man
n-1

m o= 1)gov(n-p) = p.o[( )(n-6)+6]
@-o[(F" -]
£-1

4+ 6n,
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n
m."_é:_,,_-_él+ 36. ®)

Fir n> 1 gilt offemsichtlich

n-6/< 6 und (7%, 6') = 1. (9)
Aus (8), (9) und aus der Ganzzahligkeit von m folgt n = 6
und damit m = 36. Der Wettkampf dauerte also sechs Tage, und
es wurden insgesamt 36 Medaillen verliehen, an Jedem der sechs
Tage genau sechs.

X.IMO

1.
Das Dreieck ABC mit AB = n, AGe n - 1 und B¢ = n + 1(n > 1
natiirliche Zahl) erfiille die Bedingungen der Aufgabe, Dann
betragen die Innenwinkel dieses Dreiecks

o,2¢ und ¥ - 3« wobei 0 < & < g ist. Fir die Lage der
Winkel gibt es drei Mdglichkeiten (Abb. 1):

Cc
Cc c b
A a) )

Wegen 91—“(?”1’1'“41 - (-:%—g%)z‘ - 1 ergeben sich nach dem

Sinussatz in den Fdllen a), b), c¢) folgende Gleichungen:

2

a) w2 = @12 . 1. Eteraus folgt n° - 5n= 0, d.h. n = 5.

v) 221 . (202 - 1. Man erhéilt n® = 2n, d.h. n = 2.

Das ist aber keine Ldsung im Sinne der Aufgabe, da sich fiir
n = 2 ein entartetes Dreleck ergibt.

) 2=l . @212 _ 4, Hieraus folgt die Gleichung
n2 - 3n - 1= 0, die keine ganzzahligen L¥sungen besitzt.
Sollte es also ein Dreleck mit den geforderten Eigenschaften
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geben, 80 sind die MaBzahlen der Seitenléngen 4, 5 und 6.
Nach dem Kosinussatz ist dann

cos( 4§ ABC) = % und cos( 4 CAB) = % = 2(2')2 - 1 = co8(2 *<ABC),
so daB

0< <aBc <%, 0< acaB<Fund qcaB =2 - «aBC.

Damit ist die Behauptung der Aufgabe bewiesen,

2

Lo

n sel die Angahl der Ziffern einer im Dezimalsystem gegebenen
natiirlichen Zahl x, welche der Bedingung der Aufgabe geniigt.
Dann ist p(x) s 9n' 3 10::-1.

I. Es sel n= 1, so da8

p(x) = x, x2 - 11x - 22 = 0.
Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung sind nicht gang-
zahlig.
II. Es sei n = 2. Dann ist

2% - 10x - 22 = p(x) £ 81
und folglich

x2 - 10x + 258 128,|x - 5| § V128 <12,
das heiSt 10 = x = 16,
Fun mu8 aber p(x) + 47 = (x - 5)2 eine Quadratzahl sein. Die-
ser Bedingung geniigt nur die Zahl x = 12, Sie erflillt auch
die gegebene Gleichung.
III. Bs sei nun n > 2, Dann gilt

o<1 -55x.-5 (1% - 525 x-5)2,

p(x) = (x - 5)2 - 47 2 1022 _ 100 . 22,
Aus 102 & 1000 und 10272 - 2 2 8 folgt 102272 = 2 , 102 2 8000.
Damit ist
p(x) 3 10282 _ 10% _ 22 Z 10® + 8000 - 22 > 100,
Das widerspricht aber der Ungleichung p(x) = 9°.
Die Aufgabe hat also genau eine L¥sung. Diese lautet x = 12,
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3.
Zunichst betrachten wir relle LYsungen der Form x; = y
(=1, 2, ..., n). Dann bleibt nur die folgende Gleichung
gu ldsen:

uy2+(b-1)y+o-0

1-b2:t VA

V2= —""Za
Fir A < 0 existieren keine LYsungen, fur 4= O gibt es ge-
nau eine und fiir 4 > O genau gwei Lysungen. Es bleidbt noch
zu geigen, daB fir g S 0 keine weiteren L¥sungen des Systems
(1) existieren. Zu diesem Zweck addieren wir alle Gleichunges
des Systems und bezeichnen

n
XY x; = X. Dann erhalten wir die Gleichung
i=1

a z"’ xi+(b-1)1*nc-0. (2)

isf
Nach dem Satgz iiber das quadratische und das arithmetische

Mittel ist
n

1n

r.2>X 2>1,2

”inza,dohcz Iinsx.

iy (=g
Die Gleichheit tritt nur im oben behandelten Fall Xy =X, =
ces = X ein, den wir jetzt aus der Betrachtung ausklammern
kbnnen. Wir setzen deshald

n
) 22 = 11% + &, wobet k>0 1st.
i=1

Gleichung (2) geht dann iiber in
+Bm-1)1+2C4nKa.o.
Die Aufldsung ergibt
1-v % |- a2
x 4 o
L= 2a
K> O gibt es filr 43 O keine reelle LYsungen fur

432
n

X und damit auch keine reellen Ldsungen flir x,, x,, ..., x.

Wegen
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4.
Wir betrachten das Tetraeder ABCD., Mit &, b, ¢, 4, e, f be-
gzeichnen wir die Léngen der Kanten BC, AC, AB, AD, BD, CD.
0.B.d.A. sei keine dieser Kanten lénger als AD = d. Dann gilt
d+e>f,d+b>0,
d+f>e, d+0>b. (3)
Fir die Dreiecke ABD und ADC gelten die Dreiecksungleichungen
c+e>dund b+ >4,
sodaB b+ c+e +f > 24.
Es muB also mindestens eine der Ungleichungen
b+ec>4d, e +£>4a
erfiillt sein. Wegen (3) 1d8t sich folglich aus den Strecken,
deren Léngen gleich denen der von A bzw. D ausgehenden Kanten
sind, ein Dreieck konstruieren.

5.
a) Es ist
£(x + 2a) = f{(x + &) + a) --}+ V?(x+a) - (f(x +a))?

=3+ Y+ V@ - c@? - G Ve - (2@ 20- (220D

= +Yi-t@ + 2@ a )+ |t - 3.
Wegen

t@) = b+ Yz - - (2x-a)? 2
folgt hieraus
f£(x + 2a) = £(x), d.h. b = 2a,

b) Fir a = 1 geniigt der Funktionalgleichung (4) z.B. die pe-
riodische Funktion

£(x) = %(1 + Icoa—%sl) (Periode b = 2); denn

(x+1)..12(1+Icog(_izl+%)|)-%(1+lsi.n—‘tzzl)
14 | cos £X| 1 -] cos X
.,1,+l/ —Z . . Tl-;‘,+ Ve (1 -(ex)
=5+ Y@ - (2x)?
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(1 a
Erster I1Ssungsweg Es sei n=x X, 4 ... XX, 211: mit
.{o- 1} die Darstellung der Zahl n im Du.aleysiem. Dann ist
[ ]- XX, g ees Xpoq + (k< a), (5)
Beweis

a) Im Falle x, = 0 ist
Dom XX g eee xk+1°xk-1 ces IX, und damit
n + 2“ =X X g oeee Doy 1xk_1 cee X,
n+ 2X
[-?—1—* ] XX g oeee Typyq =W X Xg g eee Ty o+ X
b) Im Falle x = 1 ist

D= XX, g eee Tpog 1Xp 4 e yX;  und damit
- X X Xaq vee Tp 0Ty 4 eee 4T,

[n+2k]- [n?‘T?: + 1= XX g eee Xyoq + Ty

Mit Hilfe von (5) erhdlt man fiir die gu berechnende Summe

n+2k
X see X4 + X
kz;[ I Xa¥a-1 1 o
...xa ...!24.!1

+I. vee x3+x2
. . .
. . .

+ Ta + Xa-1

+x,
- xa(z"” +2%2 4 . 429 4 1)
3y 42224283 4 42% 49)

eee
.
.

+x0(2° +1) + x,
- '2"1:‘I + 2“'1::“_1 4 eee + 21::1 + Xy = D,

Die Summe ist also gleich n.
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Zweiter LBsungsweg
Nach Voraussetzung ist

cum |BE 2k

k 2E+1
die griBte ganse Zahl mit der Eigenschaft, das nﬁn—-% d.h.

PLI A NP 2
gilt. Die zmlonfolge

{2m-2%]  (1€mSey) M
(beginnend mit 2k.3'2k,...) enthilt infolgedessen genau
diejenigen positiven ganzen Zahlen, die durch 2‘, aber

niocht durch 2“"‘ teilbar und nicht gr¥Ser als n sind.

Da nun jede positive ganze Zahl genau eine Hichstpotenz
von 2 als Teiler besitst, ist jede der Zahlemn 1,2,...,n
fUr ein und nur ein k (k«0,1,2,...) in der Zahlenfolge (1)
enthalten. Daher ist n die Gesamtzahl aller Elemente der
Folgen (1), :.s gilt aleo

"'é D2} [n+z“] )

80 da8 die gesuchte Summe den Wert n hat.
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XI.IMO

1
pLES
Es sel a = 4k4, wobei k eine natlrliche Zahl ist, die griBer

als 1 ist. Dann gilt
z-n4+a-n4+4k4= (n +2k22 4n2k2
= (@2 + 262 4 2nx) (02 + 2k - 2nx),

z = [(a+ X2+ kz][ (a - ¥)2 + %), 1)
Nun gilt wegen k > 1 fiir alle natiirlichen Zahlen n

(a +x)2 >0, (n-%x)230
und

@+x2+x?>1, @-02+x2>1, (2)

Beide Faktoren auf der rechten Seite der Gleichung (1) sind
also griSer als 1.

Die Zahlz-n‘a»amit a-4k4 und k > 1 ist also fiir alle
natlirlichen Zahlen n eine zusammengesetzte Zahl. Nun gibt es
unendlich viele natiirliche Zahlen k, die groBer als 1 sind,
also auch unendlich viele natiirliche Zahlen a = 4k’', so daB
fiir alle natiirlichen Zahlen n die Zahl z = n4 + a keine Prim-
zahl ist, womit die Behauptung bewiesen ist.

Bemerkung: Diese elemntare zahlentheoretische Aufgabe, eine
Verallgemeinerung des Satzes von Sophie Germain (1776 bis 1831),
wonach n4 + 4 fiir keine natiirliche Zahl n, die grtBSer als 1
ist, eine Primzahl ist, wurde von sieben Teilnehmern unserer
Mannschaft vollsténdig gelost. Diese Schiiler 1dsten die Auf-
gabe im Prinzp in derselben Weise, wie oben dargestellt. Rur
ein Schiiler konnte die Aufgabe nicht vollstéandig lYsen.

2.

Zundchst soll bewiesen werden, daB die Funktion f(x) nicht
identisch gleich KNull ist. Es existiert eine reelle Zahl x_,
so daB c«'.»s(a1 + xo) = 1, Ferner gilt wegen cos(ai +x)8 -1
fiir alle reellen x

’gcots(a2 + x) +1 t:os(u3 + x) *...+—-1- cos(a + x)

> 1 1

- 7 e - ZTT

2
3-44—2—5.
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Daraus folgt
2(x,) 2 cos(a; + 1) -1+ -2;—4-. 2%1- ,
also

f(!o) %0,

womit die obige Behauptung bewiesen ist.
Durch die Anwendung der Additionstheoreme erhalten wir fermer

£(x) = cos x cos a + ,l,cos X COB 85 + ee. +2%r cos X cos &,
-si.n::sj.na1 -%einxainaz- ...-#Tsinxsuan,
£(x) = cos x(cos ay + J‘,cos 8y +eee -2%1- cos °n)

- sin x(sina1 +J‘ys:|.n 8y + ees +2—n1_1-sin an).

Setzt man
cosa.l-f-!cos a +...+‘ZT1_T cos a, = b, 1)
sin a; +1zsinaz +...+#1-si.nan-o, (2)

wobeli b und ¢ Konstanten sind, so erhdlt man

f(x) = b cos x - ¢ sin x. (3)
Gilt nun f(x1) - f(xz) = 0, so gilt auch

boosx -csinx, =0 (L=1,2). (4)

Nun ist aber b2 + o2 y 0; denn aus b2 + ¢2 = O wiirde b = ¢ = 0,

also wegen (3) f(x) = O fiir alle x folgen, was, wie oben be-
wiesen wurde, nicht mdglich ist.

Daher kbunen wir in der Gleichung (4) durch Vb2 + o2 divi-
dieren und erhalten

V-T&zq- cos x, - T!H,ain x, = 0. (5)
'egen’v-!-—?,. ’—T—:l-‘lu.nd

= 1 kidnnen wir eine reelle Zahl z &0

b2+¢T b2 +02

wdhlen, daB
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W—.}’T:?,s cos z und W%!ﬂﬂ sin z gilt.
Wir erhalten dann aus (5)
cos z cos Xy - sin 2z sin Iy = o,
cos(x, + z) = O,
also
x1+l_g+t1;; (6)
und I, + 8 -g*-tz/?' (1)
wobei t1 und t2 ganze Zahlen sind.
Aus (6) und (7) erhalten wir durch Subtraktion
x2-x1-(t2-t1):‘? -mnk ,
wobei m = t2 - t1 eine ganze Zahl ist, w.z.b.w.

Bemerkung Diese goniometrische Aufgabe wurde von drei Schii-
lern unserer Mannschaft vollsténdig geldst. Ein weiterer Schii-
ler erhielt 6 Punkte, da der Nachweis dafiir, daB die Funktion
£(x) nicht identisch gleich Null ist, liickenhaft war. Die iib-
rigen Schiiler konnten nur Teilldsungen bringen (5 Punkte bzw,
in zwel Fdllen 4 Punkte), da die notwendigen Begriindungen -
insbesondere fiir das nicht identische Verschwinden von f(x) -
unvollst&éndig waren.

3.

Es werden der Reihe nach die Fédlle k = 1, k=5, k= 2, k = 4

und k = 3 behandelt.

. Fall: k = 1

O.B.d.A. kdnnen wir annehmen, daB, falls ein Tetraeder ABCD

mit den geforderten Eigenschaften existiert,
ATB-Ou.ndA—C-B_C=A_D=B—D-f}_D-1

gilt. Vegen der Dreiecksungleichung erhalten wir zundchst die

notwendige Bedingung a < 2.

Es sei nun M die Mitte der Kante AB. Dann gilt

CM = DM = 1 - %— o
7egen der Dreiecksungleichung (in dem Dreieck CMD) gilt ferner
CM + DM > CD,

also 2
2 V1 -§>1,4-4%>1, 82 <3

wir erhalten also die weitere notwendige Bedingung
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3. 1)

Ist nun diese Bedingung erfiillt, so gilt auch
CM +CD >DM und DM + CD > CN,

d.h., es existiert ein Dreieck CMD mit den oben angegebenen
Seitenléngen, Daraus folgt, daB8 ein Punkt D auBerhalb der
durch A, B, C bestimmten Ebene existiert, so daB AD = BD = CD=1
ist. Die angegebene Bedingung a< 'VS ist also auch hinrei-
chend fiir die Existenz des Tetraeders ABCD.
2, Fall: kx = 5
Dieser Fall 1&B8t sich auf den Fall k = 1 zuriickfithren, wobei
nur die Kantenléngen a und 1 zu vertauschen sind. Man erhidlt
die notwendige und hinreichende Bedingung

%< f)-, also a> }V—. (2)
3. Fall: k = 2
3.1. Die beiden Kanten der Lénge a mggen in einem Dreieck
liegen. 0.B.d.A. kénnen wir dann AC = BC = a, AB = 1 annehmen.
Wegen der Dreiecksungleichung erhalten wir die notwendige Be-
dingung 2a > 1, d.b. &>},

Es sei wieder M die Mitte der Kante AB. Dann gilt
CD + DM > CIl,

also
1+3V3> Va2 -},

1+ V3+3>6a-1,
<2 + V3, d.n.

a< V2+ V3. (3)
Andererseits gilt aber auch
DM -+ CM > CD,
~121/3_ + |/a2 -}>1,
l’ T >1 - V_>0,
also a -t>1-V3—+%,
a2 >2 - V3, d.h,

a >'/2-- i . (4)

also
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Man erhdlt also die notwendige Bedingung

V2 -V3<a< V2+ V3. (5)

Ist aber diese Bedingung erfiillt, so existiert das Dreieck
DMC, also auch das Tetraeder ABCD. Die Bedingung (5) ist folg-
lich im Falle 3.1. notwendig und hinreichend.

3.2, Die beiden Kanten der Lénge a m¥gen nicht in einem Drei-
eck liegen. 0.B.d.A. kdnnen wir dann AB = CD = a annehmen.

Fir erhalten wieder die notwendige Bedingung a > 2 und wegen

— —I/ 2 —
CM=DM= 1-5—,01)-3

2 1-#)&,4-a2>32,232<4,
also a< 2. (6)
Diese Bedingung ist aber im Falle 3.2, auch hinreichend; denn
in diesem Falle 1dBt sich stets ein Tetraeder mit den geforder-
ten Eigenschaften konstruieren.
Aus (5) und (6) folgt, daB8 im Falle k = 2 notwendig und hin-
reichend fiir die Existenz eines Tetraeders mit den geforderten
Eigenschaften die Bedingung

a< V2 + 13 ist. (7
4. Fall: k = 4
Auch dieser Fall 1d8t sich auf den Fall k = 2 gurlickfiithren,
indem die Kantenléngen a und 1 vertauscht werden.
Man erhélt die notwendige und hinreichende Bedingung

1<y2+ V3,
also a> 1 = l/2 - V3. (8)

2+ V3
5. Fall: k = 3
5.1. Es sei
a>} V3. (9)

Dann existiert ein Tetraeder mit AB = BC = CA = 1 und

DA = DB = DC = a; denn, wenn S der Schwerpunkt des gleichsei-
tigen Dreiecks ABC ist, so hat man nur eine Senkrechte SD der
Ebene dizses Dreiecks zu errichten mit
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SD = l/a2 - (%]/3)2, was wegen a< }ﬁ immer m8glich ist.

5.2, Es sel

a< V3. (10)
Dann existiert ein Tetraeder mit AB = BC = CA = a und
DA = DB = DC = 1; denn analog wie in 5.1. wihlt man den Punkt

D,so, daB
SD = ‘/1 - (;— ¥3)2 , was wegen a < V3 imer méglich

ist.

Da die durch die Bedingungen (9) und (10) festgelegten Inter-
valle einander iiberschneiden, ist im Falle k = 3 fiir alle
reellen positiven a die Existenz des Tetraeders mit den ge-
forderten Eigenschaften nachgewiesen.

Zusammenfassung

Notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines Tetraeders
mit den geforderten Eigenschaften sind die folgenden Bedin-

gungen:
im Falle k=1: 0 <a < V3
k=2:0cac< Y2+ V3=3(V6+ V2)
km3: 0<a
X=4: 2> |2 - }/_3-_-%(1’—6_-1’_2)
k=5:a>%V3
Bemerkung: Finf Teilnehmer unserer Mannschaft haben diese Auf-

gabe vollstiéndig geldst. Zwei Teilnehmer konnten nicht alle
Fdlle richtig begriinden und erhielten daher nur 5 bzw. 4 Punk-
te. Ein Teilnehmer hat diese Aufgabe wegen Zeitmangel nicht
mehr behandelt.

4.

Es seien ui die Mittelpunkte und Ty die Radien der Kreise
yy (1=1,2,3). N, selen die Projektiomen von M, auf AB,
0 sei der Mittelpunkt von y (vgl. Abb. 1).

(5

"N
/
A MO ND Ny B

\
.Mb‘«
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Ferner setzen wir BC = a8, CAm b, AB=¢, AD= p, DB= Q= 6 - |
atbte, 8, 0.B.d.A. kdnnen wir annehmen, da8 N, auf der
Strecke AD liegt. Wir berechnen zundchst die Radien T, und Ty
Da H2 der Berilhrungspunkt des Kreises Yo mit AB ist, gilt
in dem rechtwinkligen Dreieck OII2N2
N20-N2D+DB-OB-r2+q-2,
H2N2 =T,
und, da der Kreis Yo den Kreis y mit dem Radius -g- von innen
beriihrt,
0 ! - Ty also nach dem Satz des Pythagoras

(72‘*Q"2') +r2'(?'r2)c

Daraus folgt
(r, + )2-c - er, +°2+1‘2-°2-cr +12
2+4 Q- eTyt ATy = I - oTp 4T,
(r2 +q)2-cq-32

und hieraus wegen r2+q>0, a>0

r, +q=4a, alsor, = a - q. 1)
Analog erhdlt man aus dem rechtwinkligen Dreieck 0N3Il3
ry=b - p. (2)

Nun berechnen wir den Radius T des Kreises ¥q-
Bezeichnet man die Berilhrungspunkte dieses Kreises mit den
Katheten des rechtwinkligen Dreiecks ABC mit T1 und T2, 80
ist das Viereck CT1M1T2 ein Quadrat. Nach einem Satg iiber den
Abstand eines Eckpunktes eines Dreiecks von den Beriihrungs-
punkten des Inkreises gilt é‘_1‘1 = 8 - ¢, also in dem vorliegen-
den Fall

ry=s-c.
Ferner erhdlt man wegen (1) und (2)

BOLE, + dyTy) = Jlrp + 73) = J(a - a4+ b - p)
--12-(a+b-c)-s-c-r1nll_1_ﬁ1. (3)
J‘,(B_N2+B_N3) -%(Q+ r2+q-r3) -1!(2q+a- q - b+p)

-%(a+c-b)-s-b-B_N1, (4)
was wieder nach dem obigen Satz gilt, weil N1 der Berilhrungs-
punkt des Inkreises des Dreiecks ABC mit der Seite AB ist.
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Aus (3) und (4) folgt nun, da8 M, der Mittelpunkt der Strecke
II2M ist. Die drei Punkte M.l, u,, Il3 liegen also auf einer
Geraden. Daher beriihrt die zu AB bezliglich der Geraden M2M3
symmetrisch gelegene Gerade ebenfalls die drel Kreise Y40 Y2
und V3 womit bewiesen ist, da8 diese Kreise auBer der Tan-
gente AB noch eine zweite gemeinsame Tangente haben.
Bemerkung Diese Aufgabe wurde von drei Schiilern unserer
Mannschaft vollsténdig geldst. Allerdings gelang es den Schii-
lern nicht, eine einfache elementargeometrische Ldsung, wie
sie oben gegeben wurde, zu finden; sie stiitztem sich auf die
Koordinatengeometrie, berechneten die Koordinaten der Punkte
M1, M2, M3 und wiesen dann nach, daB diese drei Punkte auf
einer Geraden liegen, ein Verfahren, das mit einem erheblichen
Rechenaufwand verbunden ist.

Drei Schiiler konnten die Losung nicht vollsténdig angeben;
sie erhielten 5 bzw. 4 Punkte. Die iibrigen beiden Schiller ka-
men kaum iiber einen allgemeinen Ansatz hinaus (2 Punkte bzw.
1 Punkt).

Es zeigte sich, daB unsere Schiiler auf dem Gebilete der ele-
mentaren Geometrie noch nicht iiber geniigend sichere Fertig-
keiten verfiigen. Es ist daher notwendig, auch den Problemen
der Elementargeometrie in den mathematischen Zirkeln und Ar-
beitsgemeinschaften mehr Aufmerksamkeit zu widmen.

5.

Es wird zundchst der Fall n = 5 untersucht.

Hierbei sind genau drei Unterfdlle mbglich:

1. Die finf Punkte sind Eckpunkte eines konvexen Fiinfecks.
Dann ist die Behauptung bereits bewiesen, da beliebige vier
von diesen filnf Punkten ein konvexes Viereck bilden.

2. Vier der fiinf Punkte sind Eckpunkte eines konvexen Vierecks,
in dessen Innern der fiinfte Punkt liegt. Auch in diesem Falle
trifft die Behauptung zu.

3. Drei Punkte A, B, C bilden ein Dreieck, in dessen Inneren
die iibrigen beiden Punkte D und E liegen (vgl. Abb.).



Die Gerade DE hat dann mit zwei Seiten des Dreiecks ABC Je
einen inneren Punkt P bzw., Q gemeinsam; denn nach Voraus-
setzung kann DE nicht durch einen der Eckpunkte des Dreiecks
ABC gehen.

O.B.d.A. knnen wir annehmen, daB P auf AB und Q auf AC liegt.
Dann ist aber das Viereck BCED ein konvexes Viereck, da die
beiden Diagonalen BE und CD im Innern dieses Vierecks liegen.
Zu finf beliebigen Punkten einer Ebene, von denen keine drei
auf einer Geraden liegen, gibt es also wenigstens ein konvexes
Viereck, dessen Eckpunkte unter den gegebenen Punkten vorkom-
men.,

Sind nun n Punkte mit n > 4 gegeben, so kann man aus ihnen

(g) verschiedene Teilmengen von je fiinf Punkten bilden. In
jeder dieser Teilmengen gibt es aber, wie oben bewiesen wurde,
vier Punkte, die ein konvexes Viereck bilden. Andererseits
kann ein solches Viereck hdchstens zu n - 4 dieser Teilmengen
von je fiinf Punkten gehdren. Die Gesamtzahl aller dieser kon-
vexen Vierecke ist daher groBer oder gleich

£(a) = 517 @) . ™
Es ist jetzt nur noch zu zeigen, daB fiir alle n, die griBer
als 4 sind,

t(n) = g1g (D) 2 gm) = (3. &)
Zundchst erhalten wir

£(5) = g(5) und £(6) = g(6).
Fir n 2 7 gilt

f(n n(n -1)(n -2)(n-3) « 2 _n(n+1)+6 2
oy - 2ol iGe ARy 2 - Rl 26 4 2,
> 2‘2—1tél-1—§ = g% >1,

also f(n) > g(n). (3)
Damit ist bewiesen, da8 man wenigstens (2 5 3) konvexe Vier-
ecke finden kann, deren Eckpunkte unter den gegebenen n Punk-
ten vorkommen. Wegen f(n) > g(n) fir n > 6 stellt die Glei-
chung (1) sogar eine Verschéffung der zu beweilsenden Behaup-
tung dar, d.h. es gibt sogar mindestens E—%—T- (?) konvexe
Vierecke.
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Bemerkung Diese geometrisch-kombinatorische Aufgabe wurde
von fiinf Schlilern unserer Mannschaft vollstindig gelbst.

Zwel von diesen Schillern gelang der Nachweis einer Ver-
schiarfung der zu beweisenden Relation; man kann n&mlich, wie
oben gezeigt wurde, mindestens -5—1_—‘ (’5") konvexe Vierecke
der geforderten Eigenschaft finden. Filr diese Erkenntnis
erhielten sie, wie auch einige andere Teilnehmer der Olympia-
de, eine besondere Anerkennung fiir die gute Ldsung einer Auf-
gabe, Die drei anderen Schiiler erhielten nur 5 bzw. 4 Punkte,
da die Beweisfiihrung im Falle n > 5 nicht vollsténdig war
bzw, fehlte.

6.

Setzt man D1 = Xy, - 212 >0, D2 = X5, = zg >0,

80 erhélt man Xyyq = Dy + 212, X5, = Dy + zg.

Fir den Nenner der linken Seite der behaupteten Ungleichung
ergibt sich dann die Abschétzung

(x1 + X5) (y1x+ yo) - (;1 + 22)2 = Dy + Dy + Xyo+ Xy - 2242,
1 2
=Dy + Dy + x—2x2y2+ -xTx1y1 - 222,
x
= D, +D2+-:l (D, + z§)+-,:—2 (D, +z12) - 22q2,

5, X ]/ X2
= D, +D2 +(—D2+—1D1-2 D. D2)+(—22+—¢1-22122)+2 DyD,

x1
= (Vo,+ V2 +(V;12n2-]/:2n,)2 +(|/;2-z2-|/,—12z,>2
Z (Yo,+ Vop2. (2)

Folglich gilt

8 s 8 5" (3)
(x4 T (g + 7)) = (2q + 285)° . (Vo + VD))
Ferner gilt wegen VD., + VD2 22 DyD, und

+1 22
Dy "5 " VDD,

8 s—2 sl 1 (4)
—_— .
(Voy + VD) b0, Dy Dy
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Aus (3) und (4) ergibt sich unmittelbar die zu bewelsende
Ungleichung (1).
Fun gilt das Gleichheitszeichen in (2) genau dann, wenn

X
inznz - ngv d.h. xﬂ/Fz = xZVD_.I, (5)

und wenn

]/21 X,
" |/ o d.h. Xyzy = Xpzg. (6)

Ferner gilt das Gleichheitszeichen in (4) genau dann, wenn

Dy = Dy (1)
Wegen (5), (6) und (7) gilt daher das Gleichheitsgeichen in
(1) genau dann, wenn Dy = Dy und Xy = X, und z; = g,.
Das ist aber genau dann der Fall, wenn I, = X, und y; = y,
und 24 = Zjy. Diese Bedingungen sind daher notwendig und
hinreichend fiir die Giiltigkelt des Gleichheitszeichens in der
bewiesenen Ungleichung (1).
Bemerkung Die vorliegende Aufgabe war die schwierigsten unter
den sechs gestellten Aufgaben, Keinem unserer Schiller gelang
der vollsténdige Nachweis fiir die Richtigkeit der gegebenen
Ungleichung. Es konnten nur Teilergebnisse erreicht werden,
z.B. der Nachwels der Ungleichung filir den Fall
(xy - ) (3, - ¥) S 0.
Zwei Schiller erhielten je 5 Punkte, 2zwel weitere je 4 Punkte,
drei Schiller je 3 Punkte und ein Schiiler nur 2 Punkte.
Da die Ungleichung dieser Art in der Analysis gelegentlich
auftreten, ist es notwendig, das Ldsen auch solcher Unglei-
chungen, bei denen die Anwendung der bekannten Methoden nicht
unmittelbar gum Ziel fiihrt, héufiger zu iiben.
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Xil. IMO

1

le

Mit den Bezeichnungen ¥ABC = : 8 , < BCA = :p ,fCAB = : &
und 4 AMC = : & gilt

A_B-root;+r cotg-r(cot%-fcot g), 1)

da der Mittelpunkt R des Inkreises Schnittpunkt der Winkel-
halbierenden ist und, wenn der Inkreis des Dreiecks ABC die
Strecke AB in P berilhrt, 3 APR = L BPR = j gilt. Andererseits
stehen die auBeren Winkelhalbierenden senkrecht auf den in-
neren, und dabei gilt analog zu (1)

A-B-ytan§ +9tang-9(tan§+tang). (2)
Aus (1) und (2) folgt

b4 tnng + tan g

Q

- tang' * tan !!3' 3)
cotg + cot g
Entsprechend erh#dlt man fiir die beiden anderen Dreiecke

T
ﬁ-tug-tm% 4)
und T
é-tm%-tmg-cotg'tang. (5)

Durch Multiplikation erhdlt man aus (3), (4) und (5) sofort
die Behauptung.

2.

-1
Sei f(x) = %{-:—} mit p(x) = :{'0 x - xk, a(x) = p(x) +x* =.

Dann ist die Aussage (6) gleichwertig zu

f(a) < £(b),
was fiir eine streng monoton fallende Funktion y = f(x) gensu
dann eintritt, wenn b < a ist. Kann man fi(x) <O fiir x >0
beweisen, so ist y = f(x) streng monoton fallend und damdt
alles bewiesen.
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P'a-pa' p'(p+xx®) - p(p' +1 - x, + )
f'(!) - -y - 3 ) n

q 1 n-1 X q
. 2 [Z x* x(k - n) -nxo]
- =1
q2
Wegen x >0, x, >0, n>1, x 2 O, k-n<O, k=1, ...,
2

n -1, g >0 1ist £'(x) < O genau dann, wenn mindestens ein
I ¢ 0 ist, O < xSn- 1.

2.

Lbsung 1

Offenbar ist b, 2 0, da jeder Summand in der Summe (8) nicht—
negativ ist. Weiter gilt:

- z xa 11
2(1 W (°k-1 "k)

“k-1 1

-k Vtr TR )
4 1
ié; ( ak 2, —=) %n;-—- -7:;)

n

< 1 1 1 1

LA -y A ) <
Damit ist die Teilaufgabe a) geldst.
Sei o mit 0 & ¢ < 2 vorgegeben. Um eine Folge {ag} =
finden, fiir die die zugehtrige Folge {bn] die Eigenschaft
(9) hat, liegt ein Versuch mit dem einfachen Fall einer
geometrischen Folge nahe. Unter Beriicksichtigung des Wurzel-
zeichens in (8) wird man etwa

- a2k , k=0,1, 2, ...

setzen. Damit die Bedingung (7) erfiillt ist, wihlt man O < a <1,
Man hat die Behauptung bewiesen, wenn man eine Schranke N
findet, so da8 fiir alle n >N
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n
b = X2(1-2a2) cafea(l+a)1-al)2a(l+a)(l - ah)>=,
n k=1

d.h. (10)

aN<1-mc+_lT (11)

ist. Damit das erreichbar ist, muB auf der rechten Seite der
Ungleichung eine positive Zahl stehen, Man beschrénkt also a
abermals und fordert

O<a<1 und a(l +a) >c. (12)
(Die zusétzliche zweite Voraussetzung dndert nichts an den
bisherigen Uberlegungen.) Da {a®} fir 0 <a <1 eine Full-
folge ist, gibt es gewiB eine natiirliche Zahl N, fiir die (11)
erfiillt ist. Man kann die Uberlegung riickwirts verfolgen und
erhédlt mit dem beschriebenen N

bn >c¢ fir n > N,
Es bleibt zu zeigen, daB es eine Zahl a mit den beiden Eigen-
schaften (12) gibt. Wdahlt man

V§_<a<1,

so ist gewiB die erste und wegen ¢ < 222 = a(a+a)<a(l +a)
auch die gweite Bedingung aus (12) erfiillt, Damit ist die
Teilaufgabe b) gelsst.

Lgsung 2

Es sei im folgenden auf die Losung des Schiilers Wolfgang
Burmeister eingegangen, die, wie oben erwihnt, als einzige
Bearbeitung dieser Aufgabe mit einem Diplom ausgezeichnet
wurde. Der Schiiler bewies nach der Bemerkung b & O die Be-
hauptung bn < 2 durch vollstédndige Induktion. Es sei ange-
merkt, daB viele Schiiler diesen Ldsungsgedanken ohne Ergebnis
verfolgten. Der eigentliche interessante Teil der Ldsung von
Burmeister bezieht sich aber auf die zweite Teilaufgabe und
sei hier wiedergegeben_.ﬁie kleinste obere Schranke fiir b
uber alle Folgen (an} mit der Eigenschaft (7) sei th

t, = su‘? b,. (13)
»
{21}
3 fa,}"bezeichnet im weiteren eine beliebige Folge mit der
Eigenschaft (7).
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Diese obere Grenze existiert, da bn nach oben beschrénkt ist.
Da bn + jeweils einen Summanden mehr enthdlt als bn’ gilt
tn M st n und nach dem Ergebnis der ersten Teilaufgabe
ta & 2, Es ist zu zeigen, daB
lmt =2 (14)

LT Y

ist. Unter Voraussetzung dieses Ergebnisses existiert némlich
fiir beliebiges c aus dem Intervall (0, 2) ein n mit

o <t &t $...52,
und nach Definition des tn gibt es stets eine Folge {an} mit
der Eigenschaft (7), flir die das zugeh¥rige b, der zahl t,
beliebig nahekommt, flir die also insbesondere bn > 0 und damit
auch bn x >¢ fur k=1, 2, 3, ... gilt. Damit 1st unter der
Voraussetzung (14) die Behauptung bewiesen.
Als Vorbereitung zum Beweis von (14) wird nun eine Rekursions-

formel fur the hergeleitet:
tn +1 g
thg =2 (Be—) (15)
n+l
Beweis: t ,,= supb_ . = sup ¥ 5 " %k
nt1 n+ P a e (16)
{acqe fo}* k=1 X Vx
2 _, 3 _22
t sup o +‘1 | 1
“ = - . + .
n*1 e a; 1 8y > '7!"1 :2 5] y + oo
{ll] a, s, od
1 T 8 rs
8n41 _ _‘_q
+ A 8 -
‘nﬂ, 8n+1 “1
84 2
nitukq-q,k-Z. eeey D+ 1, qo- 1, erhélt man
< <
T8 &3 a3 .03 « 5., ()
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2 -1 3 ax-1 1 4
t - Z 1o a——) .
a4 ::;d' ay 12 ]/— = " ax Vak]

Da die Folge {x(}* ebenfalls bei der Bildung des Supremums
in (16) zugelassen war, gilt

-1
t -supa1 +—-tn]

2 Ve Vo

Zua Beweis der Teilbehauptung (15) genligt es zu zeigen, daB
a -1 t ty 41 %

a, ‘/ ‘V 3
g11t und daB fiir ein gewisses a, in (17) das Gleichheitsgzeichen
steht. Aus (17) erhélt man durch dquivalente Umformungen

“an

< tn+1%
a-1+t, a8 32 (Bx)%.a .Va,
3
o+
2(#}—)2-»;1 Vo - (4, +1)ay +130

t, +1

n* '2 Z

(557 Y 0 o - ke P 9 ] 2o
(Die letzte Ungleichung entsteht aus der davorstehenden durch

Faktorenzerlegung.) Indem der zweite Faktor als vollsténdiges
Quadrat geschrieben wird, bleibdt

t_+1 t_ +1
2(Bp—)< - +-5 J'( - 2 20. (18
Hieraus ist ersichtlich, daB fiir den Wert
a, = TLT >1
1 ot
in der Ungleichung (18) bzw. (17) das Gleichheitszeichen gilt.

sup f(a1, K gpeees O(n) bezeichne die obere Grenze von
t(a1, Aoy eeey &), wemn a; alle Yerte, die grioSer oder
gleich 1 sind, durchléuft und {u;} irgendeine Folge mit der
Eigenschaft (7') begeichnet.
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Fur a, 4 -!—_fl,— 1st (18) gleichwertig mit

n
1
LA BV LAY

Diese letzte Ungleichung ist aber unter den obigen Voraus-
setzungen

8, %0,08¢ 32
stets erfiillt. Damit ist die Beziehung (15) bewiesen.
Die Folge {tn} ist nicht fallend und nach oben beschrénkt.
Daher existiert

LR

Man kann auf beiden Seiten der Beziehung (15) zur Grenze iiber-
gehen und erhdlt wegen der Stetigkeit der Funktion

y=£(x) = (‘—;—’)é
an der Stelle t, daB

t = 2051
ist. Daraus folgt

t2 - o (6 + 1), 4t +1)7 - 21t =0, (124t 4)(4t+1) = 0

(t -2)%(4t +1) =0
Wegen t & O muB t = 2 sein. Daher ist
lmt, = 2.

n—oo
Bemerkung Offenbar ist diese Schiilerldsung lénger als die
Uberlegung in Losung 1. AuBerdem folgt die Aussage (14) auch
aus den in der Losung 1 angestellten Uberlegungen. Aber bei
der LYsung 1 erhdlt man iiber die Folge {tn} nur folgende
Aussagen:

0t St,d .., 3¢ F.,..52, (19)

limt_ = 2 (20)

n 0“:“

(Beides ergibt sich unmittelbar aus dem Verhalten der bn.)
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Die Beziehung (20) reicht gwar zur Losung der gestellten
zweiten Teilaufgabe aus. Man muB8 jedoch beachten, daB man
Uber die Glieder der Folge tn } erst sehr wenig weiB. Bel
festem t1 g1bt es noch unendlich viele verschiedene Fol-
gen mit den Eigenschaften (19) und (20). Unter diesen un-
endlich vielen Folgen ist natiirlich auch die eine Folge {tn] ’
die das Supremum-Verhalten der bn charakterisiert. Die Ori-
ginalitét der Lsung von Burmeister besteht nun darin, die
gegebenen Informationen maximal verwertet zu haben, indem

er (bei festem, leicht errechenbarem t.' - :up b.,) durch die

Rekursionsformel (15) diese eine Folge {tn} eindeutig be-
stimmt hat.

4.

Angenommen, die Zahl n hat die beschriebene Eigenschaft.

Dann teilt jeder Primteiler p einer der Zahlen

n,n+1, n+2, n+3, n +4, n +5

auch noch eine weitere von diesen Zahlen. Dabei kann p nur
2, 3 oder 5

sein und ferner kdnnen die Zahlen
n+1,n+2,0n+3, n+4

nur 2 und 3 als Primteiler haben., Unter diesen vier Zahlen

sind genau zweil ungerade Zahlen, die also Potenzen von 3

sein miiBten. Das ist aber unmdglich, da die Differenz
3k-3m, k>1, m>1

nie gleich 2 sein kann.

5.

Seien a, b, ¢ bzw, d die Ortsvektoren der Punkte A, B, C
bzw. D mit dem Koordinatenursprung in S.

Aus den Bedingungen der Aufgabe folgt unmittelbar

(b-a - (c-2a) =0, (22)
a e (b-c¢)=0,
b . (a-c)=0,} (23)
c e (b-a)=0

und a *d=bed=c+d=0. (24)
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Aus (22) ergibt sich unter Beachtung von (24)

bec+d=o0. (25)
Aus (23) erhdlt man
acsbmaccebde.c. (26)

Aus (25) und (26) folgt

a.b+62-0,} 7
a+sc +d =0,
degen (24) gilt deshalb auch

(a-4a) e« (b-a)=0,

(a-4) ¢ (c-a)= } (28)

Daher sind auch die Winkel ADB und ADC rechte ¥Winkel. Nach
dem Satz des Pythagoras gilt jetzt
D% + BD® = AB°, BDP + CD? = BG2, AD? + CD° = ACS,
und die zu beweisende Ungleichung (21) ist dquivalent mit

(B +5C +Ac)2 & 3(AB2 + BC2 + 4c2),
was gleichwertig ist zu > > 2

AB + gC + AC < V AB” + Bg + AC (29)
(29) ist die als bekannt anzusehende Ungleichung fiir das
arithmetische und quadratische Mittel. Weiterhin ist bekannt,
daB in (29) genau dann das Gleichheitszeichen steht, wenn

AB = BC = AC
ist. Es gilt also unter der Voraussetzung <{ BDC = g in (21)
nur fiir solche Tetraeder das Gleichheitszeichen,fiir die das
A ABC gleichseitig ist. Dieser Fall 1&B8t sich auch geometrisch
realisieren. Uber einem gleichseitigen Dreieck ABC errichte
man im Schnittpunkt S der Dreieckshdhen eine zum Dreieck ABC
senkrechte Strecke der Lénge

h:L,a- AB,

Ve
mit dem Endpunkt D, Dann ist
2 2 L AR

AD? + BD? = BD? + CD° = AD? + CD

2 2 2
= 20624 &) < 28 + %) = &2,
also
I ADB = X BDC = ¥ADC = § .

Dieser Losung liegen Gedanken des Schlilers Andreas Felgenhauer
zugrunde,
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6.

Sei s(M) bzw., g(M) die Anzahl der spitzwinkligen Dreiecke
bzw. die gesamte Angahl der Dreiecke, die man aus den Punk-
ten einer endlichen ebenen Punktmenge M bilden kann.

Dann gilt

%5&»%{%53, (30)

wobel M aus M durch Zufligen eines Punktes entsteht.

Beweis: Mtge M" aus den n + 1 Punkten Ayy Agy eeey Ap,q De-
stehen, Bedeutet lli die aus M* durch Weglassen des Punktes ‘1
entstehende Punktmenge, so ist

s(M) + 8(My) + .0 +8(M )
n -2 ’
g(My) +g(M,) +... +8( )
5("‘) - M" n2- » %*1
da z.B. in der Summe g(M;) * ... + s(ldn”) jedes Dreieck
(n - 2) mal gezdéhlt ist. Nach Annahme ist
s(My) S a - g(yy),
8o daB aus den vorstehenden Bezeichnungen die Behauptung
s(M*) £ a g(M*) folgt.
Fir eine Menge N aus vier Punkten ist

g(¥) = (3) = 4 uwnd s(W) £ 3.

s(M”) =

Daher ist -;-&i} £ 0,75. Mithin ist fiir eine Menge N° aus fumf
Punkten

(] ]
%{%} = &8) 50,75, am. s(v') £7,5, a.n. s(8°) $ 7.

Die Behauptung der Aufgabe folgt nun durch vollstandige
Induktion.
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Xill. IMO

1.
n = 3, Die Behauptung folgt sofort aus der Beziehung
(ay - 85)(ay - a5) + (ay - &) (8, - a5) + (a5 - a;) (a5 - a))
= (ay - 32)2 + (a, - 33)24- (ay - 33)2 2 0.
n = 5, Da die Ungleichung (1) beziiglich der Zahlen 81y 8yy eeey
a5 syrmetrisch ist, kann man 0.B.d.A. a, 2 a, 2 as 2 a, 3 ag

annehmen. Dann ist a, - a, = -(a, - a;) 2 0,

1"

a1-a3=az-a3 0,a1-a4§‘aa-a430,

w

a, - 8 zaz-as o,

und daher gilt

(ay - ay)(ay - a5)(ay - 8;)(ay - ag)+(ay-a,)(ay-a5)(a,-a,)
(32 - 65) Z 0.

Analog schlieBt man auf

(a4 - a.,)(a,' - a2) (a4 - 83) (a4 - 35) + (a5 - 31)(35 - 82)
(a5 - a3)(35 - a,) Z 0.

SchlieBlich ist

(83 - a.l)(a3 - a2)(a3 - 114)(0;3 - 55)

als lrodukt zweier nichtpositiver und zweier nichtnegativer
Zahlen nicht negativ. Die Zusammenfassung dieser Aussagen
liefert die Behauptung.

n = 4. Es geniigt, ein Quadrupel reeller Zahlen (a,, a,, as,
34) anzugeben; fiir das die Ungleichung (1) im Falle n = 4
falsch ist. Das leistet (-1, 0, 0, 0).

n > 5. Fiir das n-Tupel a; = 8y = ... = 8; 4= 0, a; = 1,
844 = cee =8, = 2 geht die Ungleichung (1) unter der Voraus-
setzung 3 S 1 3 n - 2 4n (-1)1 2 0 iiber. Dabei erhdlt man
ungerades n - 1 gewiB einen Jiderspruch. Zu jeder Zahl n>5
gibt es aber eine Zahl 1 mit 3 1€ n - 2 und n - 1 ungerade.
Daher ist die Ungleichung (1) fiir n % 3 und n # 5 nicht
allgemein giiltig.
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2,
Bezeichne P' das Polyeder, das aus P, ‘durch eine zentrische
Streckung mit dem Zentrum A1 und dem Faktor 2 hervorgeht.
Zundchst ist Py e P firis=1, 2, ..., 9. Dann sei X ein
beliebiger Punkt aus P,, 2 £ 1 § 9, Y sein Bild bei der Ver-
schiebung A1 hd A1 . Die Paare A11 und AiY haben dann den
gleichen Mittelpunkt 2. Offenbar liegt Y in P.I , und wegen
der vorausgesetzten KonvexitzZt von P.| liegt auch die Strecke
AiY im Polyeder P1 . Damit ist Z € Py, und X als Bild von Z
bel der zentrischen Streckung liegt in P'.
Daraus folgt Py cP'y,1=2, ...y 9.
Ferner erkennt man sofort, daB Py © P' 1ist.
Fiir dle Rauminhalte der Polyeder gelten die Bezlehungen

EI-ITZ' ...ll’;g,F'BZE‘-Bﬂ.
Hétten keine zwel der Polyeder Piy eeey P9 einen gemeinsamen
inneren Punkt, so wire ihr in P' eingeschlossenes Gesamtvo-
lumen gleich der Summe der Einzelvolumen, was auf den Jider-
spruch

P+ Py + cee +Pg= 9P $P =8P
fiihren wiirde. Daher gibt es zwei Polyeder mit einem gemein-
samen inneren Punkt.
Bemerkung Von dem Schiiler 7,Burmeister wurde die Beziehung
P1 < IL. i=1, ..., 9, auf folgendem Yeg bewiesen. Wit

= AAy, 1 =1, ..., 9 besteht das Polyeder Py bzw. P'

aus allen Punkten Q mit

A1Q = An8, + ees + Agag + a4, Aye2o,

¥
2
bazw, 9
AMQ = 2458, 4 1eut 2/4939, /ajéo, 2 py = 1.

J:2
Wan wihle iy = % Ay, My =5 (A +1), 14k 25kS9,

1§ 159 und erhdlt wegen My 20,
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3 ]

I py=%CZ H+n=n
J=2 J=2
einerseits einen Punkt aus P', widhrend andererseits gleich-
geltig

2u08, +oue 4 2/4'9a9 =Aya, +... +Agag +ay

gilt. Daher 1&B8t sich jeder Punkt von P
P' darstellen.

1 auch als Punkt von

3. (Wolfgang Burmeister)
Es wird der Satz von Fermat vorausgesetzt:
Flir jede ganze Zahl n>1 existiert eine ganze Zahl
@ (n) > 1 mit a'(n) = 1 mod n fir alle a, die zu
n teilerfremd sind.
Die gesuchte Teilfolge wird induktiv definiert:
1. n = 3

2o, =P (20 -3 (21 =3) e P (2% umy,
Es bleibt zu zeigen, daB (2n"" -3, 2" 3)= 1,
1i=0,1, ..., k, ist, Nach dem Satz von Fermat gilt
]11
2#(27°-3) 2 poa (2% - 3)
und daher

2 _ 32 2 moa(2 t - 3).
Sei t ein gemeinsamer Teiler von
Dann gilt t I 2.und wegen

2 12 -3 1ist t = 1.
Mithin sind alle Glieder der Folge { 2"t - 3} paarweise tei-
lerfremd. Fegen n, = 3, oy =4, Dy ,q = Dye

2nkv1 oy

-3und 2 - - 3,

9(2% -3) >n, fur k 21 ist {2n1 - 3] eine Teilfolge mit
der verlangten Eigenschaft.
Die Behauptung 1dBt sich leicht verallgemeinern, z.B. auf
dle Folge {2° - 2¥ - 1}, und in gleicher Weise beweisen.
Wir weisen noch auf eine andere Losung hin, die den Satz
von Fermat nicht verwendet.
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Selen die k Zahlen a, = 2 3,121, v,k
2= n; < B, < ... <n, paarweise teilerfremd und
s = a8, ... 8, gesetzt. Von den (s + 1) Zahlen 23,
J=0,1, vooy 8, sind mindestens zwei, etwa 2% und 28 ,
«>f , kongruent modulo s. Mit

2“_2ﬂ 823(2.-5-1)=p05
ist s als ungerade Zahl ein Teiler von =B 1, d.h,
2%8. 1 = q - 5. Es 15t 2% 324 « 2%P _ 3 2 405 4 1.
Bezeichnet man diese Zahl mit 8,11 SO ist offenbar
(°k+1' aj) =1, J=1, ..., k, Damit hat man eine neue Wog-
lichkeit, die gesuchte Folge schrittweise zu definieren.

4. (Wolfgang Burmeister)
Sei A', D', B', D'* A'' C' ein Netz des vorgegebenen Tetra-
eders und die Seitenfldche A ADB & A A" D" B" nochmals an
das Netz angefiigt (vgl. Abb)

D

Der geschlossene Polygonzug XYZTX erscheint im Netz als
Polygongug T' X' Y' Z' T" bzw. X' Y' Z' T" X". Notwendig
dafiir, da8 der geschlossene Polygonzug XYZTX minimale Lénge
hat, sind die Beziehungen
a) X' ¢ T'Y', Y'€ X'2', 2' € Y'T", T" € 2'X" und
b) A'D' I A®D".
Im entgegengesetzten Fall verkiirzt sich der Polygonzug
T'X'Y'Z'T", wenn man z.B. fiir X' § T'Y' den Punkt X' durch
den Schnittpunkt der Strecken T'Y' und A'B' ersetzt. Der
genannte Schnittpunkt existiert, da die Flidchen des Netzes
spitzwinklige Dreiecke sind und daher A'D'B'C' ein konvexes
Viereck ist. Ist a) erfiillt, so liegen T', X', Y', 2', T", X"
auf einer Geraden. Wegen

A A'T'X* = A AT X"
g1ilt dann
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LA'T'X = KATX"
und damit b) nach der Umkehrung des Satzes iiber die Stufen-
winkel.
Im Falle b) gilt fiir jeden Polygonzug T'X'Y'Z'T" mit
A'T' = A"T" die Ungleichung
TX + XY + Y'2' + 2'T" 2 T'T" = A'A" = 2 A'C' sin,l,u'_c'n'

= 27AC sin g ( FACB+ ¥BCD+ ¥ DCA) = 2 AC sin ¥ .

Es wird nun gezeigt, daB die Bedingung b) auch hinreichend
dafiir ist, daB8 ein Polygonzug T'X'Y'Z'T" von minimaler Lénge
existiert. Es geniigt zu zeigen, daB8 Punkt T' ¢ A'D' und

T* € A"D" mit A'T' = A"T" so existieren, da8 T'T" die Strecken
A'B', B'C', C'D" in inneren Punkten X', Y', Z' schneidet. In
diesem Fall nimmt die Lénge des Polygonzuges das Minimum

2 AC sin 5 an, und durch Parallelverschiebung des Polygonzuges
T'T" ldings A'D' (so daB T', X', Y', 2', T" innere Punkte der
Netzkanten bleiben) erhélt man unendlich viele Polygonziige
minimaler Liénge.

Die Vierecke A'D'B'C' und A"C'B'D" sind konvex, da ihre Innen-
winkel kleiner als 180° sind, und daher gilt:

Wenn T'T" die Strecke B'C' im Innern schneidet, so liegen
auch die Schnittpunkte X' bzw. Z' im Inneren von A'B' bzw,
C'D", Da T' auf A'D' variiert werden kann, geniigt die Existens
eines Punktes Y' € B'C', der im Innern des Parallelogramms
A'D'D"A" liegt. Ein solcher Punkt ist der Schnittpunkt der
Diagonalen des konvexen Vierecks A'B'D"C'.

Damit ist bewiesen, daB die Bedingung b) einerseits notwendig
fir die Existenz eines kiirzesten Polygonzuges und anderer-
seits hinreichend fiir die Existenz unendlich vieler kiirzester
Polygonziige von der Lénge 2 AC sin %‘ ist,

SchlieBlich bleibt zu zeigen, daB die Bedingung b) und die
Gleichung

4 DAB+ ¥ BCD = ¢ ABC + ¥CDA (2)
dquivalent sind.
Die Geraden D'A', B'A', B'C', D"C', D"A"™ migen von einer
Geraden T'T" geschnitten werden. Die Gerade T'T" mdge nach
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Drehungen um die Winkel 131, ﬂ2, /53, 134 bzw, ,85 im positi-
ven Sinne in die Geraden D'A', B'A', B'C', D"C' bzw. D"A"
iibergehen. Damit gilt nach dem Satz iiber die AuBSenwinkel am
Dreieck

§DAB-/J2-[31, <BCD=B4-33,
JARC = A, - A, ZCDA = B, - b5,

und (2) geht lber in die Gleichung /31 = /35. Diese ist nach
dem Satz Uber die Stufenwinkel und dessen Umkehrung &quivalent
mit der Bedingung b).

2.

Es wird fiir voEegehenes m eine solche Menge S aus 2™ pPunxten
angegeben, Dazu seien Wy Uy eee Wy Vektoren in der bvetrach-
teten Ebene, die die folgenden Bedingungen erfiillen midgen:

I"il "12'0 1=1,2, ..., m, (3)

0% Jequy + Colly + ee +ou | # 55 4)
wobel c, € {0, 1, -1} und wenigstens zwei ¢y von Null ver-
schieden sind. |u| bedeutet den Betrag des Vektors u.

Eine solche Menge von Vektoren 18t sich leicht induktiv
definieren. Dazu beachte man, daB der durch

u = (Ay, l/%- - 4\5), 052, S '12, definierte Vektor die
Bedingung (3) erfiillt. Geniigen die Vektoren Ugy ooy

schon den Bedingungen (3) und (4) und werden sie fixiert, so
hat man

g = (Ap 40 I/i- -Aiq) nur so zu wihlen, daB fiir alle

Belegungen der Koeffiziemt ¢y, 1 S1iSm +1, mit den Ver-
ten 0, 1, -1, wobel mindestens zwel von Null verschieden sind,
der Ausdruck

1644y + eee +Cp u’m + %41 Uma|
ungleich O und ungleich vz ist. Da das nur endlich viele
Bedingungen fiir den ansonsten im Intervall O s A § 7 frei
wihlbaren Parameter sind, ist die gesuchte Menge von Vek-
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toren induktiv definiert.
lit irgendeinem festen Punkt M/ (mit dem Ortsvektor r ) in
der Ebene sei S als Menge aller 2™ Punkte mit den Ortsvek-
toren

To+ oqUy+ KgUp + eeetbol i, oy €1, -1}, i=1,...m,
definiert.
Ist dem Punkt ¥ €S das m-Tupel (4, ..., ) zugeordnet,
so folgt aus (3) und (4), daB genau diejenigen Punkte aus S
von I den Abstand 1 haben, deren zugeordnete Tupel sich von
(11, ooy am) in genau einer Koordinate unterscheiden,

6.

Bezeichne p die kleinste aller Zeilen- und Spaltensummen.

Da fiir p € 3 ! fur die Summe S aller Elemente der Matrix A
sofort S 2 % n2 folgt, sei p < ? vorausgesetzt und
0.B.d.A. angenommen, daB die erste Zeile die Summe p hat und
genau die ersten q Elemente der ersten Zeile von Null ver-
schieden sind. Daraus folgt, daB die Summe sémtlicher Ele-
mente der (q + 1)ten bis nten Spalte mindestens

(n -q) en=-(n=-q)p ist. Die Summe aller Elemente der
ersten q Spalte ist aber mindestens pq. Das fiihrt zu

S 2 (0-0)n - (n-q) p+pa = gn’+ 5(n - 2p)(n - 2q) > 3o

Zur letzten Abschétzung beachte man, da8 mit p < § auch
a< 3 ist.
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XIV.IMO

1.

Bekanntlich hat eine Menge M aus n Elementen 2R Teilmengen,
einschlieBlich der leeren Menge und M selbst. SchlieBen wir
die letzten beiden Mengen aus, da sie nicht der Aufgaben-
stellung geniigen, so bleiben 2‘-2. in unserem Fall also
210-2. Teilmengen von M. Die Summe der Elemente in jeder
dieser Teilmengen ist gewiB kleiner als 9 - 99 = 891. Also
gibt es fir 1022 Teilmengen nur weniger als 891 Elemente-
summen, d.h. mindestens zwei Elementesummen, etwa von
M,CI und IZCI, miissen gleich sein. Indem man aus l1 und
I!I2 gegebenenfalls diejenigen Elemente entfernt, die in
beiden Teilmengen enthalten sind, erh#lt man eine L¥sung
der Aufgabe.

2.
Bekanntlich sind die Seiten eines Vierecks genau dann
Sehnen eines Kreises, wenn die Summe gegeniiberliegender
Winkel dieses Vierecks 180° betrigt.
Fall 1: n = 4
Es sei ABCD das gegebene Viereck. Wir konstruieren die
Punkte A'€ CD, C'€ AD und B' im Innern des Dreiecks ACD
80, daB die Winkelbeziehungen

XCDBY = JAPB, <JIDB'A" = YDBA, IDB'C' = XDBC
gelten. Offenbar sind dann die Vierecke ABCD und A'B'C'D
¥hnlich. Weiter beachte man, daB man den Punkt B' in
beliebiger Eihe von D festlegen kann. Infolgedessen kann
man o0.B.d.A. voraussetzen, daS die
Parallelen durch B' zu den Seiten
DC und DA die Seiten BC bzw. AB in
inneren Punkten E und P treffen
(8.Abb.). Die Vierecke A'B'C'D,
B'ECA',FBEB' und AFB'C' bilden
die gesuchte Zerlegung.
Beweils: Die Vierecke A'B'C'D und
FBEB' haben die gleichen I in-
kel wie das Viereck ABCD und sind
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daher Sehnenvierecke. Die Trapegze B'ECA' und AFB'C' sind
gleichschenklig und daher ebenfalls Sehnenvierecke, denn
es gilt

T BT« 180°- ¥DK'B'=180°- T DAB= FBCD
und FTAT'B «180°- X DC'B'a=180°- T DCB« XDAB .
Pall 2: n3 5.
Unter Verwendung des Falles 1 kann man nun folgende einfache
L8sung angeben:
Man gerlege einen der beiden gleichschenkligen Trapesze
durch Parallelen gur Basis in n-3 kleinere gleichschenk-
lige Trapeze. Damit ist das Viereock in n Sehnenvierecke
zerlegt.

Aufgaben und Losungen wurden entnommen aus:

1. "Mathematik in der Schule”, Volkseigener Verlag
Volk und Wissen

2. "alpha", mathematische Schiilerzeitschrift,
Volkseigener Verlag Volk und Wissen

3. Sowj. Jugendliteratur: Heft 1967: Internationale
Mathematikolympiaden, (Moskau) - III, IMO

4. Tschechoslowakische Jugendliteratur: Hilfsblicher
fiir Schiiller Heft 1964 (Prag) - V. IMO
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3.
Die zu untersuchende Zahl sei mit f(m, n) bezeichnet.
Man rechnet leicht nach, daB
f(m, n) = 4f(m, n = 1) - f(m + 1, n - 1)
g11t. Daraus ergibt sich durch vollstdndige Induktion
(nach n) n
f(m, n) = 5 Cy * f(m + k, 0),
k=0

wobei die C, gewisse ganze Zahlen sind. Da die f(m + k, 0)
Binomialkoeffizienten sind, ist die Behauptung bewiesen.
Eine andere Ldsungsmethode besteht darin, fiir die Exponen-
ten a und b, mit denen eine Primzahl p in den Produkten
(2m)1 (2n)! und m!n!(m + n)! auftritt, die Beziehung a 3 b
nachzuweisen. Dabei verwendet man mit Vorteil, daB der Expo-
nent der Primzahl p in der Primzahlzerlegung von k! durch

= [yl
Z [-—-] gegebven ist,
(=0 LP

4.
Offenbar sind durch
Xy =Xy = Xy =X, =X, Xy positive r&lle Zahl, (6)

Ldsungen gegeben,
Sind andererseits nicht alle x,, I1=1, vee, 5, einander
gleich, so muB8 mindestens eine der Beziehungen

Xy % X3, Xy % X5, X5 # Xy, Xy # Xy, XY X
erfiillt sein. Da das Ungleichungssystem (1) bis (5) invariant
gegeniiber den Vertauschungen

Xy =Xy =Xz =X, = X5 =X,
ist und mit (11, ceey xs) stets auch (1—1 y eeey 1—1-) eine
Losung ist, darf man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
zundchst x,; % X und dann x, < x. annehmen.

3 5 < -

Nun ergibt sich fiir x; S x, aus 1) x H l/:x3x5 <5 und
z, 2 Vx—3_x-5 > x5. Das fiihrt einerseits zu

xg > XgXz > X X3 und wegen (4) zu xi s x5 < xjxs,

andererseits zu
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2 2 >
I3 < X3Xg < XXg und wegen (3) zu Xy & IgXp > Xpxy.
Das bedeutet einen Widerspruch.
Ist aber x, > x,, 80 folgt aus (1)
>

x4 -Vx3x5 >x.5 und 225 V2315 <x.5,
woraus nach (2) 2 2

<

x, cx = max (x5, x,) 3 x3x5 n
folgt, wihrend sich ugter Verwendung von (5)

x,T, z min(xg, x1) 2 13 0 x5 (8)
ergibt. Aus (7) und (8) folgt x, = X, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Daher sind sdmtliche LYsungen des Unglei-
chungssystems (1) bis (5) durch (6) beschrieben.

3.
Sei M = sup f(x). Angenommen, es existiert ein Yo mit
g(y,) =1+ ¢, ¢ >0. Dann ist fir alle x

21£(x) | ~18(yy) | = 12(x + 30) + £(x - y )| = 1£(x + y )]
+ |f(x - yo)] < oM,
also

lf(")'sl_s'h("yj)T”l'T—e=“"7' » > 0 fest.

Das bedeutet einen Widerpsruch zur Definition von M und
beweist die Behauptung. Flir diese elegante LYsung erhielt
ein polnischer Schiiler einen Sonderpreis.,

6.

Seien E1, E2, E3, E4 die betrachteten Ebenen und die Nume-
rierung so gewdhlt, daB E,, EB' E4 in dieser Reihenfolge
in Richtung eines Normalvektors von E1 aus liegen, wobei
di der Abstand der Ebene E1+1 von E1 sel, i =1, 2, 3,

Gesucht sind Punkte P, in E;, 1 =1, 2, 3, 4, die ein re-
gelmdBiges Tetraeder bilden,

Sei ein beliebiges regelmiéBiges Tetraeder P'1P'2P'3P'4 vor-
gegeben.
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Man teile die Strecke P'1P'4 im Verhdltnis d1 H d2 H
und erhélt die Tellpunkte Q,, Q3 auf PP, Teilung der
Strecken P'2P'4 im Verhdltnis d2 H d3 und P'1P'3 im Ver-
hdltnis d.l : d2 fithrt zu den Teilpunkten R3 und 52.
Dann 5111: fiir die Streckenlangen

P'4Q3 : PyQ = P'4R3 : P'4P'

und daher nach der Umkehrung des Strahlensatzes QsRy QP 5.
Ebenso folgt aus

P Q2 : P'1Q3 = P! 52 : P'.‘ '3
die Beziehung Q,S, 1] Q3P'3. Daher sind die durch Q,, P',, 52
bzw, QB’ R;, P'3 bestimmten Ebenen E'2, E'3 parallel, Sei
E1' bzw, E'4 eine zu E'2 parallele Ebene durch P'1 bzw. P'4.

Pc (Ey)

T(E’)

Q/t
12 '
7, (&)

@,

ty
(]

71-(51)

Das Lot wvon P'4 auf E'1 schneide die Ebene E'i im Punkt Ti’
i =1, 2, 3, Dann gilt nach dem Strahlensatz fiir die Ab-
sténde ty, t,, t3.

Ty ty sty = P'1Q2 : Q203 $ QP'y = dy 1 4y dy 9)
Eine Streckung im Raum um den durch (9) bestimmten Faktor
{iberfiihrt die Ebenen E'1, E'y, E';, '4 in Ebenen

E"1, E" 20 E" 3, mit den Ausgangsabsténden und iiberfiihrt
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P! P' 2P' in ein wiederum regelm&dBiges Tetraeder

3 4
P" P",P"sP",, P"; in E", 1 =1, 2, 3, 4,

Da es offenbar darauf ankommt, fiir irgendwelche vier pa-
rallelen Ebenen im Raum, die die urspriinglich betrachteten
Abstédnde voneinander haben, ein regelmdBSiges Tetraeder mit
einem Eckpunkt in jeder der Ebenen zu bestimmten, ist die
Aufgabe geldst. Diese Ldsung stammt vonr Rainer Siegmund-
Schultze.

Neben diesem mehr synthetischen Ldsungsweg bietet sich die
Verwendung von Mitteln der analytitschen Geometrie an. Zwar
hat man dabei grdBere Rechnungen zu bewdltigen, verfiigt aber
iiber ein_en sicheren Weg zur Ldsung. Eine entsprechende Va-
riante sei kurz skizziert.

Man geht aus von der Annahme, daB fiir vier Ebenen E1, E2,
EJ’ E4, die durch die Gleichungen z = 0, z = a, z = b bzw,

z = c gegeben sind, ein oben beschriebenes regelmdBiges
Tetraeder existiert und macht den Ansatz P, = (o, 0, 0),

P, = (u, 0, a), Py =(v1, Vo b), P, = (11, Wy c), Py mf
auf der durch den Mittelpunkt M = (3, O,3) der Strecke P,P,

verlaufenden Ebene E mit dem Normalvektor 1;1;2 liegen.

E schneidet E3 léngs einer Gerade g, auf der zwei Lagen

fir P3 durch die Bedingung P3M - —2 PP, P2 charak;elisiert sind.
Fixiert man eine lage fiir Py, so 11efert 0P + 3’1’3" (0 Koor-
dinatensprung) den Schwerpunkt S des Dreiecks AP1P2P3. P4
]i.egt _:uf der Geraden mit der E.fichung__.

0X = OS + ta, wobel a ein zu P, P, und PPz senkrechter Vektor
ist, Man hat zu zeigen, daB sich ein Wert des Parameters t
finden 1dB8t, fir den der entsprechende Punkt die z-Koordi-
nate c und von P, den Abstand P,P, hat. Abschliegend ist zu
begriinden, daB durch die Rechnung auch tatsdchlich ein regel-
méBiges Tetraeder bestimmt ist, was die Untérsuchung ein-
schlieBt, daB alle in der Rechnung auftretenden Wurzelaus-
driicke flir Abstdnde, Koordinaten und Parameter reelle Zahlen
darstellen.
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XV.IMO

1.

Die Behauptung ist richtig filr n = 1. Sei n z 3 und mdgen
die n Endpunkte der (Orts-)Vektoren in der Reihenfolge P1,
P2, ceey P'J auf dem halben Einheitskreis K um O eingeordnet
sein .

'l 0

Falls die Behauptu.ng fiir alle (ungeraden) k < n richtig ist,
ist auch 0P2 + OP3 + oees + OPn 1» €in von O ausgehender Vek-
tor a der Lénge |a;2 1, der offenbar den Halbkreis K
zwischen den Pu.nkten P2 und Pn 1 schneidet bzw. beriihrt,

Der Vektor OP + OP ist vom Nullvektor verschieden, liegt
auf der w1nkelhalbierenden des Winkels < (0P1, OP ) und
schlieBt dabet mit a einen spitzen Winkel ein. Daher ist
I_J 1 auch la+(op1 +0p)|= |op1 +0P2+...+0P| 1
und die Behauptung auch fir n richtig.

2,

Zum Beweis der Existenz einer solchen Menge geniigt es, ein
Beispiel anzugeben. Um die Vielfalt der L¥sungsmdglichkeiten
anzudeuten, wollen wir hier 4 Beispiele anfiihren.

Wir m8chten jedoch zunéchst darauf hinweisen, da8 die Aufgabe
eine sehr einfache Lgsung hat. Legt man némlich drei gleich-
groBe Wirfel in einer Reihe aneinander, so hat die aus den
acht Eckpunkten des mittleren Wirfels und den beiden Mittel-
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punkten der benachbarten Wirfel gebildete Menge die
geforderten Eigenschaften. Diese aus 10 Punkten
beetehende Menge ist ale Spezialfall in dem folgenden
Beispiel enthalten:

Plir eine beliebige gerade Zahl n3a 4 seien AjAy.. A und
3132"'311 kongruente n-ecke, die in zwei verschiedenen
parallelen Ebenen liegen und Je ein Symmetriezentrum P
bow. Q besitzen. Perner sei A;By; =PQ (i=1,...,n), und

R und S selen Punkte mit SO= OR= PQ , wobei O die Mitte
der Strecke PQ ist. SchlieBlich filhren wir die besgliglich
des Punktes O symmetrisch gelegene Punktmenge
M,= {A,ee0 A Byyee o B ,R,S]

ein. Sind A und B Punkte aus II1. deren Verbindungsstrecke
nicht durch O gent, so genligt es, die su A und B bezlig-
lich O symmetrisch liegenden Punkte C und D aufzusuchen.
Geht aber die Strecke AB durch O, so ist entweder AB=RS
(in diesem Pall whkhle man C= Ay und D-B1) oder es gilt

°-Bed-A g {A, . und Be(B,,...,B ) .
Ist nun A' der A gegenilberliegende Eckpunkt des Vielecks
A.,Az...An. so gilt:

—. —+ — —» — — —» —»

RA' =RP+ PA' « RP- PA= PO - PA= AO und deher RA'[| AO|| AB,
und man kann C=R und D= A' nehmen.
Der Spezialfall, daB die beiden Vielecke regelmiBige

Secheecke sind, auf deren Ebenen PQ senkrecht steht,
wurde von dem Schiiler Gerd WeiBenborm vorgeschlagen.

Iet 3132"’56 ein regelmtiBiges Sechseck mit dem Mittel-
punkt S und sind P1.....PG neben 31""’36 die Schnitt-
punkte der nicht durch S laufenden Diagonalen (Abb.),
ist weiter a ein nicht zur Sechseckebene paralleler
Vektor und sind die Punkte Pi' und Pi' durch die Gleichung

—_—

Pr—
PiPi' = pri' a (1=1,...,6)

gegeben, B0 ist die Menge
M, = 31.....EG,P1",....Ps",P1‘.....P6'
eine Lbtsung der Aufgabe.
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Zum Beweis bemerken wir, das die Figur das Symmetrie-
gentrum S besitzt, und daher geniigt es nach dem Obigen,
den Pall gu betrachten, daB die Strecke AB durch S geht.

Ey

Die Behauptung ist trivial, wenn AB dem Sechseck E1...EG
angehtrt. Anderenfalls gilt o.B.d.A.

A= P1' und B-P4" ;s in diesem Pall ist
s0 daB man C= E, und D-Ps" wihlen kann.
Damit ist die Behauptung auch fiir die Menge l2 bewiesen.
Diese Menge wurde im wes. von dem Sch@ler Reinhard
Schuster vorgeschlagen.

Ferner seien V und W zwei Vielecke, die ein gemeinsames
Symmetriezentrum S haben, in verschiedenen Ebenen liegen
und die folgende Eigenschaft besitzen:

Zu jeder Diagonalen des Vielecke gibt es eine andere, zu
dieser parallele Diagonale desselben Vielecks.

Die Menge l3 aller Eckpunkte dieser beiden (oder auch
mehrerer derartiger) Vielecke geniigt der Aufgabenstellung.

Von dem Schiller Albrecht BYttcher wurde derjenige Spezial-
fall der Menge Pl3 angefithrt, in dem die beiden Vielecke
kongruente regelmiiBige Secheeoke sind, die eine Diagonale
gemeinsam haben und deren Ebenen aufeinander senkrecht
stehen.

SchlieBlich ki¥nnen wir noch die Menge H4 aller Kanten-
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mittelpunkte eines Wiirfels bilden.

Bs fHllt auf, da8 alle bisher angegebenen L¥sungen der
Aufgabe Punktmengen mit einem Symmetriezentrum sind.
Mir derartige LYsungen kann man beweisen, daS sie minde-
stens 10 Punkte enthalten milssen. Jedoch kann man auch
LYsungen ohne Symmetriesentrum angeben, die aus 13 oder
mehr Punkten bestehen (z.B. die Menge der Eckpunkte von
finf aneinandergelegten gleichgroBen Wirfeln gzusammen
mit den Mittelpunkten des ersten, zweiten und filnften
Wirfels - sie enthdlt 27 Elemente). Ob es LBsungen mit
weniger als 10 Punkten gibt, ist une nicht bekannt.

2.
Sei M (bzw. N) die Menge aller Paare (a,b), fiur die die
Gleichung (1) mindestens eine reelle (bzw. mindestens
eine poeitive reelle) L¥sung hat. Dann besteht die
Aufgabe darin, die Zahl
d= min (a2+1?)
(a,b)e M
zu bestimmen. Mit
g = min (a2 + v2)
(a,b)e ¥
gilt wegen NCM offenbar g‘ d. Andererseits ist jede
reelle L¥sung von (1) entweder positiv oder negativ, und
da fir jede negative Lsung x, von (1) die Zanhl -x, eine
(positive) L¥sung von
x4-ax +bx2-u+1-o (1)
ist und die Gleichung (1') aus (1) hervorgeht, indem man
a durch -a ersetzt, gilt d=g.
Aus (1) erhdlt man durch die Substitution

u-x+; (2)

die Gleichung
wiau+b-2 20 . (3)
Ist x, eine poeitive Lisung von (1), so ist bekanntlich
uo'xt':*":lzlo'22 . (4)
Ist umgekehrt flr eine L¥sung u, von (3) die Beziehung
(4) erfiillt, so hat die Gleichung

x+%-u°. d.h. xz-uox*1 =0



- 151 -

mindestens eine reelle Ldsung, da dann die Diskriminante

|l°
D=—g-120 1st.

Ist daher R die Menge aller Paare (a, b), fiir die die
Gleichung (3) mindestens eine reelle Ldsung ® 2 hat, so
gilt
d = min (a2 + b?).
(a, D) € R
Wir betrachten fir f(u) = u° + au + b - 2 zwel Falle.
Fall 1: £(2) s O.

Wegen 1im f(u) = + e existiert nach dem Zwischenwertsatz
u — %

fiir stetige Funktionen eine reelle Zahl u = 2 mit f(u) = O.
Die Bedingung f(2) = 2a + b + 2 S 0 bestimmt die Halbebene H
unterhald der Geraden b = -2a - 2 (in einem kartesischen
a, b - Koordinatensystem). Fiir jeden Punkt dieser Halbebene
liegt das Paar (a, b) seinmer Koordinaten in R, insgesamt
moge derart die Teilmenge R1 <€ R bestimmt werden. Dann wird
d; = min (32 + b2)
(a, b) € Ry
fiir einen Punkt P € H mit den Koordinaten (a, b) erreicht,
der unter allen Punkten von H einen kleinsten Abstand vom
Koordinatenursprung O hat, d. h., P ist der FuBpunkt des
Lotes vom Punkt f die Gerade b = -2a - 2 und da dieses
Lot dle Linge /a® + b° = s hat, gilt
d1 = min (32+b2) -; .
(a, b) € R,
Fall 2: £(2) > 0.
Damit es eine reelle Zahl u, = 2 gibt, fiir die f(uo) =0
ist, muB in diesem Fall

-§>2,d. h.a<-4 unda®+d?2a’ >16 sein.
Daher 1ist
4w min (a2 + b2) = min (8 + b°) = min (a° + b°) = &
(a, b)sR1 (a, D) € R (a, D) € M

und die Aufgabe ist gelist. Dieser Lisungsgedanke stammt
von dem Schiiler Albrecht HeB.
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4.
MSge der Soldat vom Punkt A des gegebenen gleicheeitigen
Dreiecks ABC susgehen. Zur Uberpriifung der Punkte C und B
mB der Weg des Soldaten gewisse Punkte D und E auf den
Bbgen um C und B mit dem Radius g treffen. Wegen ﬁ-g
wird der Weg ADE dann am kiirzesten, wenn der Weg ADEB am
klrzesten ist. In diesem Fall miissen die Teilwege von A
nach D und von D nach E geradlinig sein, E ms8 auf DB
liegen, und D ergibt sich als Ltsung des Problems

2D + DB = min ! » 'C—IJ-lz:l .

Offenbar ist D dann die Mitte der HBhe von C auf AB, die
von A und B gleichweit entfernt ist.
Falls nH#mlich D' ein anderer Punkt des Bogens ist, der z.B.
niher an A liegt (Abb.), sind auBerdem D'L und D'M die Lote
auf die Geraden DB und AD, so liegt D' auf der L szugewandten
Seite der Winkelhalbierenden von <[ LDM, und daher ist
DL<D'M, ID>W wund
A"+ 58 >+ T8a= (KD+DB) + (ID-UB)> AD5+DB .
SchlieBlich ist noch nachzuweisen, daB der Soldat beim Durch-
laufen des Weges ADE das gesamte Dreieck ABC Uberpriift.
Die Senkrechte zu AB in einem beliebigen Punkt des Weges
schneidet die Seiten in einer Entfernung von dem Punkt von
hchstens g Diese Senkrechten {iberstreichen das Viereck
AFPGC. Das noch iibrigbleibende Dreieck FBG wird von der Kreis-
scheibe um E mit dem Radius )23 {iberpriift, da diese die Punkte
F,B und G bedeckt.
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3.
Da f(x) =x+ b nur fiir b=0 Pixpunkte besitzt, ist fiir jedes
g(x)=ax+b aus G das Glied b durch a eindeutig bestimmt.
Denn mit g,(x) -u+bl und g,(x)=ax+b, aus G liegt such

(ax+ bp) - by bo-byq
— s "Xt —=

£ (gy(x)) =
in G. Daher ist b1 -bz. Um die Existens der behaupteten
Zahl k zu zeigen, k¥nnen wir von zweil Punktionen
m(x)=ax + b
n(x)sex +d mit af1 und cf1
ausgehen, da die Funktionen h(x) = x+ q aus G ohnehin fiir
alle Zahlen k die Beziehung h(k) = k erfiillen.
Palls m,n€ G, so folgt aus
m(n(x)) = acx + ad + b
n(m(x)) = aox + bc + 4 ,

daS

ad + ba=bc+d oder c_-dT'a-_-bT y Xpexy
gilt.
6.

Man setze fir ke« 1,2,...,n

bk-a1qk'1+ cee tB Q4B 4B Q4 ... +unqn'k.
Dann ist offenbar bk>'k' Perner gilt fir k=1,...,n-1

T~ Bq = By (a7-1) + o pa(a=1) 4 ™M )<0
und
by q - by = 8,857 (a%-1) + 8,05 2(a2-1) + ... 4 m (a-1)< 0.
SchlieBlich ist
by4byt...4b =8, +52q+33q2+ .o +anqn'1 +

a,q+8,4850 + ... +anqn'2 +

a1q2+52q+a3+ ces -o»qnqn'3 +

1 n-2 q1:1-3

+ 8,q"" +8,4" “ +a, +oeeatay

< (a;+ay+... +qn)(1+2q+2q2+ vo. 4287
1+
<(aj+ay+...+8)) 17& .
Damit sind alle geforderten Bedingungen nachgewiesen.
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Herkunft der Aufgaben -

erteilte Punktzahlen

Aufgabe I. IMO
1. VR Polen
2. SR Ruménien
3. Ungarische VR
4. Ungarische VR
S5e SR Rumiéinien
6. CSSR
Te -

zusammen

Aufgabe I1I. IMO
1. Ungarische VR
2, VR Polen
3. VR Bulgarien
4., DDR
5. CSSR
6. SR Rumiinien
Te -

gusammen

I S ow3 oW

40

t NN

40

II. INMO

VR Bulgarien
Ungarische VR
SR Rumiéinien
Ungarische VR
CSSR

VR Bulgarien
DDR

Iv. IMO

VR Polen
Ungarische VR
CSSR

SR Ruménien
VR Bulgarien
DDR

UdSSR

45

@ oOAN-I\WN OO

46



Aufgabe
1.
2,
; .
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V. INMO

CSSR
UASSR
Ungarische VR

4. UdSSR
Se DDR
6. Ungarische VR
Te -
gusammen
Aufgabe VII. IMO
1. SFR Jugoslawien
2, VR Polen
3 CSSR
4. UASSR
5. SR Ruminien
6. VR Polen
gusammen
Aufgabe IXx. IMO
1. CSSR
2. VR Polen
3. GroBbritannien
4. Italien
5. TASSR
6. Ungarische VR
gusammen

® o3IO

® 3 NI 0N

42

VI. IMO

CSSR
Ungarische VR
SFR Jugoslawien
Ungarische VR
SR Rumiénien

VR Polen

VIII. INMO

UASSR
Ungarische VR
VR Bulgarien
SFR Jugoslawien
CSSR

VR Polen

X. IMO

SR Ruménien
CSSR

VR Bulgarien
VR Polen

DDR
GroBbritannien

[IRY- T B - N N |

IR RS IR IR N

40

- X IKC JECIRC . S



Aufgabde

1.
2,
3.
4.
5.
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XI. IMO

DDR
Ungarische VR
VR Polen
Niederlande
Mongolische VR

6. UdSSR
gusammen
Aufgabe XIII. IMO
1. Ungarische VR
2. TASSR
3. VR Polen
4. KRiederlande
5. VR Bulgarien
6. Schweden
zusammen
Aufgabdbe Iv. IMO
1. CSSR
2. VR Polen
3. Schweden
4. SFR Jugoslawien
5. VR Polen
6. Schweden
zusammen

® 3N Wm

40

® 3 00w AW

42

@™ O ® O

40

XII. IMO

VR Polen

SR Ruméinien
Schweden
CSSR

VR Bulgarien
UASSR

XIV. IMO

UdSSR
Niederlande
GroSbritannien
Niederlande

VR Bulgarien
GroBbritannien

oo ®I W

40

®w 332 o

40
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(afel Ta] [i mo 1959 | T aMo 1960] & mo 1961] i 3r10 1962 [ Zmo 1983
Preim1.12.(3. |oip | 1. 2.| 3 |0ipt|1.[2.| 3. o] 1. | 2.| 3.1 | 2| 3.

R Bulgarien|-|-|-| 1 |-|-|1]2 |-|-|-[7]|=[7|2|-|-]3

CSSR t-|-| 4 [t|1]2| 2 |-|-|1]|3|-|7 ]3] |-]|"

DDR =l=1-1=1-1-{-1 7 |-|-]713|-=-(7|-|-1-13

SFR Jugosiawien micht  feilgenommen 11271

Mongolische VR nicht  teilgenommen

VR Polen  |-[-|-| 1 |nicht teilgen|1|-|-|6 | - |73 |-|-]2

5Ranﬁm’en12211|1]1]1-114-33113

UdSSR -l-|1|2 | nickt reitgen. |2 |2|2]| 4|37

garsaert 11 e[+ TR e [2 [ 2 [+

Rep.Finnfand nicht feilgenommen

Frankreich nicht  teilgenommen

GroBbritanren nicht  teilgenommen

Jtalien nicht  feilgenommen

Schweden nicht  feilgenommen

Belgien nicht  feilgenommen

Nieder/ande nicht  feilgenommen

Osferreich nicht  teilgenommen

Rep.Kuba

nicht  teilgenommen
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Vi.IMo 1964 | Wi. JMO 1966| i JM0 1966 | ix.JMO 1967 | X.TMO 1968 | B.Jr10 1969
1. 2.| 3 [1.[2]3|op|r|2]3 k0 2 2f aloipt| 1] 2]3[0e|1 |23 |0pt
= =13 |-]-|7= -3 =11 |-|7 |7 |-|3|7|- |-|-[3] -
2|2 |-|1|3|-|-|112|-|-|?{3]|-|2|¢|-|-|-|-|3]|7
— 1] 2|-[2|3]|-|3|3]|-|-[3(3[7|-|5|3]|-]-|-|#|+|2
=7 {1 |-|-12]|-|-|2|7| = |-|-|3|-|-|-|3| 1 |-|2|2]| -
==V ===t ===l 1 {-1-|1]-|-|-]-] = |-|-17| -
11| 3|-|7(3]1|7|%|7]|-|-|-]1]|-]2|3|2|-|-|7|-|7
=2 3 |-|#|3]| 17|72 -|1|1|%|-|7|7]|2]-|-|4|2|7
3|1 |3 |5(2|-|-|5|7|1]-|3|3|2|7|5|7]|2|-|7]|3]|3]|3
3|7 |7 |3(2|12|2|3|2|7|-|2|3|3]|-|3|3(2|2|7|4|2|7
-1-{-17

== - 1]~ -

1|z|e]|1 |3]|2]|2|1|1|1|7]|3

-l -|-|-]7] -

-2l -2l - [
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T. JM0 1970 | X&- JMo 1971 | Ev. M0 1972 | Tv. Im0 1973 | In. INO 1974 | Fvs. I 1975
1.]2.] 3. Jop |2 J2] a Jopr |1 [ 2] op] ]2] 3 Jop] [ 2] a o[ 2]2]2 Jow
| =13l - -{=1=l = |-]=12] = -|-17
o Il I I 8 I A I B I I B P P
112(e|2 |1)1|a]1 |1]3|¢|7]|-]3|s
-1 313 - |-1-(2] -|-|-|3!-|-|-Is
-l =11 =1-|-{-1=1-l-]-]-|-]{-7
S{=ta| -4 -1 7|1]) 1 [-]2]|%
-3 4| - |-|1]%]| - |1|3]|7|7]|-]7|3
2(7 3] - 17]5|2]| - |2|4|2|-]|s]2|3
31| 3| +|ele]|-]|2]|3]|3]2|-]1]2|s
-1-12
-l7le|-|-]-1-]- -|3]7
10-16|-|-|7]% --lzly[—q-s
Y
Ll LA TR T
SRR A I N B A B O B I B I Y
N KA B R E e B S I P )
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lTafel i"’l 7.JMO0 1959 | 7, IO 1960 | &, JM0 1961 LT’EIHO 1962| ¥ INO 1963

Land VR Rymdnien | VR Ruménien | Ungarischi®| ~ CSSR VR Polen

2us |20s. 2us. |2us] 2us.

T P e e o P e P

I e e

I R R e e e

SFRIugaslomén 2|12

Mongoksche YR

T I e e e

E e 1 b

bisse [P0l guru anas,

g 3 2 S S e e S

Rep.Finnland

Frankreich

GroBbrifannien

Jtalien

Schweden

Belgien

Niederlande

Osterreich

Rep.Kuba
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Vi. IMO 1964| 7. JMD 1965| . IMO 1966 I%. JMO 1367 | X. JMO 1968 | T.IMO 1963
UdSSR DDR VR Bulganen | SFR Jugesiowen| UdSSR SR Ryminien
8. s | | dvs. s, 2us. s

Jonzg M W15 H 33nx 4224 21 20 37 35 33 29 282025523
o n|™ 0 sy ¥ zqaaul‘?”nnn 77?2 0 8 3{2¥ 22202

36 36 30 28 194 9220 159 R ”ﬂn 3029 27 20 159 4049035 28 BBB52|,,

189

1184 13 7enRH 27 22 016 161311 9 NBBY 2020 14 13

W 2927 25| | 30 3029 28) |0 W0 W3] |92 42 39 35, o] 40 40 90 W] |36 35 3532
25 24 20 15| 18| 22 14 1391775 | 35 35 26 26 28| 33 30 23 13|27 | 3y 52 39 34| %°%| 29 25 20 1] 240
HONG| 2B o |wi7nd, |wzas|, |Bzial,, |R005
030974 P nnunlenn s uncazenn

o

AL o C e LT E A
R T e B LB A
e s, Je o
I R T e R e e L e
A ] W et PR A B P R B et L i P
G
A 020 vl 119
0 51| 0 2|31 20 6103
3526 20 19| 22217

23--|"0\ ey 5|2

282301 1”.4037359 816 %14

w5 14 10 9|"| 10 29 20 2| ?®| 12 1 9 8|70

16 10 10 §
5s533|°%7

51296
v 410 %
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1IN0 1970 |1m. INO 1971 | XV. IMO 1972 | V. IM0 1973 | X. IO 1974 | WA INO 1975

Ungorische VR | CSSR s YR Poler:“d UdSSR DPOR
2us. . oy Ll

] Y e PR et o

P P s P R

T R e A

T A R PR e P

T EHEEE E P R A

R R EF R e P

A e R P

o e e e

4039 37|, 14239 387( | 140 %0 %03 |3 3029

2524 2018(233| 29 25 20 8|55 33 30 25129 | 3 25 oy 1 |5

LK

97 55|86
2l 9766 32302124
1912 9 3| 53 11|38 w10y 51
WU, |57, (%9328 ,|8252
21 201996(1012 7 6 6| 10|21 19 1310|779 39 15 15 ¢ |

Zann|, |an
053

a5 Jonae] [wwna
1210 4 % o-l”’uaoT“«nj”

21 16 15 12 2013 5 4 27?7?27 26201 1y
w0s59e|82274|% 3562|253 1|W

<X

07 6|, |19 10| 262200 |22
131210 3|70 10 6 59| 9|19 16 10 2|6 | 19 13 14 10 |1¥

1 2 - LR
MR I S P LR T™
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