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1.1 Hanschens Schluss

1 Was ist mathematische Logik ?

1.1 Hanschens Schluss

"Wenn ich hundert Meter unter 10,0 Sekunden laufe", sagte Hanschen, "werde ich zur
Olympiade delegiert. Leider laufe ich aber die hundert Meter nicht unter 10,0 Sekunden,
folglich werde ich nicht zur Olympiade delegiert."

Nun kann Hauschen aber unabhangig davon, dass er hundert Meter nicht unter 10,0
Sekunden lauft, ein guter Sportler, beispielsweise ein guter KugelstoBer sein, und in
dieser sportlichen Disziplin zur Olympiade delegiert werden.

Sein Schluss ist also falsch.
Wer das nicht glaubt, bedenke, dass man mit dieser Schlussweise auch zu dem folgenden

falschen Schluss gelangen kann.

Wenn das Benzin ausgeht, so bleibt das Auto stehen.
Das Benzin geht nicht aus.
Das Auto bleibt nicht stehen.

Das Wort "folglich" wird hier durch den langen horizontalen Strich ersetzt. Die lber
dem Strich stehenden Aussagen!} aus denen wir schlieBen, nennen wir Pramissenf?| die
unter dem Strich stehende Aussage, auf die wir schlieBen, Konklusion.

Offensichtlich kann man aus diesen Pramissen nicht auf die niedergeschriebene Kon-
klusion schlieBen, denn, auch wenn das Benzin nicht ausgegangen ist, kann das Auto
stehenbleiben, zum Beispiel dann, wenn der Fahrer anhalt oder das Auto gegen einen
Baum prallt. Hat der Leser herausgefunden, dass dieser Schluss denselben Fehler ent-
halt wie Hanschens Schluss?

Heben wir einmal das Gemeinsame an beiden Schliissen hervor. Beide Schlisse haben
die Form:
Wenn ... , so —

Nicht ...
Nicht —

IWenn wir von Aussagen sprechen, so moge sich der Leser darunter einen Satz vorstellen, der entweder
wahr oder falsch ist.
2pramissa ist ein lateinisches Wort. Woértlich bedeutet es "die Vorausgehenden".




1.2 Der Gebrauch von Buchstaben

Wir haben hier ein erstes Beispiel einer Schlussfigur vor uns. Sie ist nur die auBere
Form, das Schema, das Skelett eines Schlusses und kann dhnlich einem Formular in
mannigfacher Weise ausgefiillt werden. In ihr kommen keine Aussagen, sondern nur die
Strukturen von Aussagen vor.

Die oben angegebenen Beispiele deuten nun darauf hin, dass die Schlussfigur fehlerhaft
ist.

Es ist moglich, dass jemand die folgende Meinung vertritt: Ich schlieBe im taglichen
Leben haufig auf diese Weise, ohne dabei Fehler zu machen.

Aber dieses Argument hat den gleichen Wert wie der Traum der alten Frau, die im Lotto
finf Richtige hatte. In ihrem Traum sah sie ein fliegendes Schaf mit Tupfen auf den
Fligeln. Sie erzahlte: "Vier Beine hatte das Schaf und sieben Tupfen auf den Fliigeln,
gerade wie ein Marienkafer. Ich kreuzte folgende Zahlen auf dem Lottoschein an: die
4, die 7, die 47, dann 11, wegen 4 4+ 7 = 11, und weiter die 32, weil namlich 4 - 7 =
32 ist.

S Rt s 12 :
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Als jemand zu ihr sagte: "Gute Frau, 4 - 7 ist doch 28", antwortete sie:
"Aber geh, wie kann es 28 sein 7 Glauben Sie mir, es ist bestimmt 32. Ich weiB das,
ich habe ja mit der 32 das viele Geld gewonnen."

1.2 Der Gebrauch von Buchstaben

Was wollten wir damit ausdriicken, wenn wir in der vorangegangenen Schlussfigur an
manche leeren Stellen Punkte, an andere Stellen Striche setzten ? Der Leser wird
sicherlich auf Grund der Beispiele verstehen, dass gleiche Zeichen fiir gleiche Aussagen
stehen.

In der Mathematik ist es Ublich, statt solcher Zeichen besser Buchstaben zu verwenden.
Das folgende Beispiel zeigt uns, dass die Verwendung von Buchstaben in vielen Fallen
bequemer ist. Betrachten wir einmal den folgenden Schlussﬂ

3In Worten: Wenn ich zwei verschiedene Zahlen mit ein und derselben positiven Zahl multipliziere,
so ist das Produkt aus der groBeren Zahl und der positiven Zahl groBer als das Produkt aus der
kleineren Zahl und der positiven Zahl.




1.3 Eine zweite Schlussfigur

a >b
c >0
ac >bc

Uberall in der Schlussfigur soll der Buchstabe a stets dieselbe Zahl bedeuten, des-
gleichen der Buchstabe b und der Buchstabe c. Selbstverstandlich kénnten wir diesen
Schluss auch in der folgenden Form niederschreiben:

-->0
.. mal-->-mal-.-

Aber diese Schreibweise ist langer und uniibersichtlicher als die vorangegangene. Des-
halb verwendet man nicht nur fiir Zahlen, sondern auch an Stelle von Aussagen Buch-
staben.

Zum Beispiel konnen wir die obengenannte fehlerhafte Schlussfigur auch folgenderma-
Ben schreiben:

Wenn A, so B
Nicht A (1)
Nicht B

Auch in dieser Schlussfigur stehen (ibereinstimmende Buchstaben stellvertretend fiir
iibereinstimmende Aussagen. Aber verschiedene Buchstaben bedeuten in einer Schluss-
figur nicht unbedingt verschiedene Aussagen beziehungsweise Zahlen. Wir kénnen doch
die Ungleichung 5 > 3 auch mit 5 multiplizieren. Wiirden nun aber in der Schlussfigur

a >b
c >0
ac >bc

die Buchstaben a, b und c stets verschiedene Zahlen bedeuten, so kdnnten wir diese
Schlussfigur bei der Multiplikation der Ungleichung 5 > 3 mit 5 nicht anwenden.

1.3 Eine zweite Schlussfigur

Wir modifizieren die Schlussfigur (1) jetzt folgendermaBen:

Wenn A, so B
Nicht B (2)
Nicht A

Es ist gegeniiber (1) nichts weiter verdndert worden, als dass das zweite A und das
zweite B gegeneinander ausgetauscht wurden. Ist diese Schlussfigur nun richtig, oder
ist sie immer noch fehlerhaft ?

Zur Beantwortung dieser Frage sehen wir uns einige Beispiele an:

Wenn Paul die 100-m-Strecke unter 10 Sekunden lauft, so wird er zur Olympiade geschickt.
Paul wird nicht zur Olympiade geschickt.

Paul 1auft die 100-m-Strecke nicht unter 10 Sekunden.




1.4 Die Richtigkeit einer Schlussfigur

Wir sind uns hoffentlich iiber die Richtigkeit dieses Schlusses einig.
Ein weiteres Beispiel:

Wenn das Benzin ausgeht, so bleibt das Auto stehen.
Das Auto bleibt nicht stehen.
Das Benzin ist nicht ausgegangen.

Hierzu sagte mir mein Freund, der selbst Kraftfahrer ist: "Das ist eine vollig falsche
Schlussfolgerung. Es ist doch durchaus méglich, dass das Auto nicht stehenbleibt, ob-
wohl das Benzin ausgegangen ist, denn auf glatter Strecke, besonders, wenn sie etwas
Gefalle hat, kann das Auto auch ohne Benzin noch eine ganze Strecke rollen."

Hatte mein Freund recht? Was das Weiterrollen des Autos betrifft, ja; beziiglich seiner
Bemerkung (iber die Schlussfolgerung hatte er unrecht.

Er vergaB einfach die erste Pramisse. Und so stellte er sich vor, dass wir allein aus der
zweiten Pramisse auf die Konklusion schlieBen konnten (darauf, dass das Benzin nicht
ausgegangen ist).

Das ware allerdings eine falsche Schlussweise, denn es sind uns doch zwei Pramissen
gegeben!

Mein Freund zweifelt zu Recht an der Giiltigkeit der ersten Pramisse, wenn er sich auf
die Tragheit (das Beharrungsvermdgen) oder beim Gefalle auf die Massenanziehung
(Gravitation) bezieht. Seine Zweifel an der Richtigkeit der ersten Pramisse miissen aber
von seinem Zweifel, ob aus den gegebenen Pramissen auch die gegebene Konklusion
folgt, sorgfaltig unterschieden werden, da die Frage nach der Richtigkeit einer Pramisse
und die Frage, ob eine gegebene Konklusion aus gegebenen Pramissen wirklich folgt,
zwei voneinander zu trennende Probleme sind.

1.4 Die Richtigkeit einer Schlussfigur

An unseren Beispielen erkennen wir, dass von den beiden untersuchten Schlussfiguren

Wenn A, so B Wenn A, so B
(1) Nicht A (2) Nicht B
Nicht B Nicht A

die Schlussfigur (1) auf alle Falle fehlerhaft ist. Was verstehen wir darunter?
Wir setzen an Stelle von A und B Aussagen ein.

Erhalten wir in wenigstens einem Falle eine falsche Konklusion, obwohl beide Pramissen
wabhr sind, so nennen wir die Schlussfigur fehlerhaft.

Die Schlussfigur (2) hingegen, vermuten wir, ist richtig, das heiBt:

Wenn die Pramissen wahr sind, ist auch immer die Konklusion wahr, unabhangig davon,
welche Aussagen wir an Stelle von A und B einsetzen.

(Das vermuten wir zunachst nur. Spater werden wir das beweisen.)ﬂ

“Die richtige Schlussfigur (2) nennt man modus tollens (lateinischer Ausdruck, wértlich bedeutet er:
erhaltende Art).




1.4 Die Richtigkeit einer Schlussfigur

Selbstverstandlich verlangen wir von einer richtigen Schlussfigur, dass bei wahren Pra-
missen ihre Konklusion immer wahr ist. Folgt bei einer Schlussfigur in auch nur einem
Falle aus wahren Pramissen eine falsche Konklusion, so ist diese Schlussfigur sicher
fehlerhaft Pl

Damit wird aber nicht gesagt, dass bei einer gegebenen fehlerhaften Schlussfigur aus
wahren Pramissen nie eine wahre Konklusion folgen kann. Das kommt in der Tat auch
manchmal vor.

Schreiben wir in der fehlerhaften Schlussfigur (1) fur A und B die gleiche Aussage "wir
werden nass", so gelangen wir zu dem nicht eben tiefsinnigen Schluss:

Wenn wir nass werden, dann werden wir nass.
Wir werden nicht nass.
Wir werden nicht nass.

Die erste Pramisse ist nichtssagend, aber zweifellos wahr. Ist auch die zweite Pramisse
wahr ?

Das ist von den Umstanden abhangig. Sie kann wahr sein, sie kann aber auch falsch
sein. Ist sie aber wahr, so ist auch die Konklusion wahr, denn sie stimmt ja mit der
zweiten Pramisse tberein.

Kénnen wir diesen Schluss nur aus (1) erhalten 7 Ist das nicht auch zufallig aus (2)
moglich ?

Das ist keinesfalls nur zufallig moglich, denn setzen wir fiir A und B jeweils die Aussage
"wir werden nass" ein, so erhalten wir den gleichen Schluss.

Wie ist nun der obenstehende Schluss geformt ? Entspricht er der Schlussfigur (1) oder
der Schlussfigur (2) ?

Wir kénnen sagen: Der Schluss hat sowohl die Form (1) als auch die Form (2), weil
wir dasselbe Ergebnis erhalten, wenn wir die Aussagen, die eine oder die andere, durch
Buchstaben ersetzen (substituieren).

Diese Schlussfigur hat die Gestalt:

Wenn A, so A

(3)  Nicht A
Nicht A

Unsere Antwort auf die Frage nach der Form des genannten Schlusses lautet: Der
obenstehende Schluss hat die Form (3).
Ist diese Schlussfigur richtig ?

Sie ist offensichtlich richtig: ihre erste Pramisse ist zwar nichtssagend, aber wahr, und
wenn ihre zweite Pramisse wahr ist, so ist auch die Konklusion wahr, unabhangig davon,
welche Aussage wir fiir A einsetzen.

5Der eine oder andere unserer Leser findet es vielleicht komisch, dass wir von "wahren Pramissen",
von der "wahren Konklusion" sprechen. Der Gebrauch der Begriffe "richtige Pramisse" und "richtige
Konklusion", die besser klingen wiirden, ist aber in der mathematischen Logik nicht lblich. Das
Wort "richtig" nahmen wir in Beschlag fiir die Schliisse und Schlussfiguren. Diese nennen wir
entweder richtig oder fehlerhaft; aber Aussagen sind entweder wahr oder falsch.




1.5 Die Richtigkeit eines Schlusses

1.5 Die Richtigkeit eines Schlusses

Wie das Beispiel zeigt, kann ein und derselbe Schluss aus verschiedenen Schlussfiguren
durch Substitution entstehen und kann somit die eine oder die andere Form haben.
Trotzdem lasst sich die Figur eines jeden Schlusses ermitteln.ﬁ

Wie kann das geschehen ?

Wir gehen dazu den folgenden Weg:

Wir suchen in den Schliissen die vorkommenden elementaren Aussagenﬂ (das sind solche
Aussagen, die man nicht mehr in einfachere Aussagen zerlegen kann) und schreiben
fir jede einen Buchstaben, fiir gleiche Aussagen gleiche Buchstaben, fiir verschiedene
Aussagen verschiedene Buchstaben. Und nun vereinbaren wir folgendes:

Wenn wir auf diese Weise zu einer richtigen Schlussfigur gelangen, dann ist auch der
urspriingliche Schluss richtig.

Wir zerlegen also die Aussagen eines Schlusses fiir die Ermittlung seiner Schlussfigur
nur so weit, bis wir als Teile wiederum Aussagen erhalten. Aussagen, deren Teile selbst
nicht mehr Aussagen sind, zerlegen wir nicht weiter.

Betrachten wir zum Beispiel den folgenden Schluss:

Alle Pferde sind Saugetiere.
Alle Saugetiere sind Wirbeltiere.
Alle Pferde sind Wirbeltiere.

Keine dieser Aussagen konnen wir weiter in Teilaussagen zerlegen; es sind elementare
Aussagen. Wir schlieBen also wie folgt:

A
B

C

Diese Schlussfigur ist aber ungenau. Ware sie richtig, so wiirde das bedeuten, dass
es immer moglich ist, aus zwei beliebigen Aussagen auf irgendeine dritte Aussage zu
schlieBen.

6Zur Vermeidung von Missverstandnissen ist folgendes zu beachten:

Wenn B, so B
Nicht B
Nicht B

ist dieselbe Schlussfigur wie (3), wenn auch mit anderen Buchstaben. Die Schlussfiguren

Wenn B, so A Wenn W, so Q
Nicht A und Nicht Q
Nicht B Nicht W

hingegen sind nicht identisch mit (3) und auch nicht mit (1), sondern mit (2). Nicht die Wahl
der Buchstaben ist dafiir entscheidend, sondern des Auftreten gleicher Buchstaben an einander
entsprechenden Stellen in den Schlussfiguren.

“In den folgenden Kapiteln werden wir sehen, wie man Aussagen in elementare Aussagen anlegen
kann.

10



1.6 Der Gegenstand unseres Buches

Ist der obenstehende Schluss also falsch 7

Kein Wort davon! Wir sagten nur, dass alle Schliisse richtig sind, die eine richtige
Schlussfigur haben.
Wir sehen aber, dass es auBer diesen auch andere richtige Schliisse gibt, zum Beispiel
den obenstehenden.

Die mathematische Logik befahigt uns, auch die elementaren Aussagen in ihre Bestand-
teile zu zerlegen. Mit ihrer Hilfe kann man also auch die Richtigkeit von Schliissen, wie
die des obenstehenden, beweisen. Damit werden wir uns aber in diesem Band nicht
beschaftigen.

1.6 Der Gegenstand unseres Buches

Jetzt konnen wir schon umschreiben - wenn auch nur in erster Annaherung -, wovon
in diesem Buch die Rede sein wird.

Wir beschaftigen uns mit der Logik, wir lernen, wie man von einem Schluss entscheiden
kann, ob er falsch oder richtig ist. Wir behaupten nicht, dass sich die Logik nur mit
diesem Problem beschéaftigt; es ist aber eine ihrer wichtigsten Aufgaben.

Unser Gegenstand ist hierbei auch nur die formale Logik. Darunter verstehen wir in
erster Annaherung folgendes: Wir untersuchen, welche Schliisse lediglich vermoge ihrer
auBeren Form richtig sind. Das "vermoge ihrer duBeren Form" verstehen wir so: wir
sehen vom Inhalt der in den Schliissen vorkommenden Aussagen ab und achten nur
darauf, ob diese Aussagen wahr sind oder falsch.

Die Logik ist eine alte Wissenschaft, sie kann auf eine mehr als 2000jahrige Geschichte
zuriickblicken. lhr erster groBer Vertreter war Aristoteles (384-322 v.u.Z.). |hre eigent-
liche Entwicklung begann aber erst in der Mitte des vergangenen Jahrhunderts, als
sich Beziehungen zur Mathematik anbahnten und sie deren Methoden und Techniken
iibernahm. Diese neue, sehr fruchtbringende Entwicklungsrichtung bezeichnet man als
mathematische Logik ]

Dieses Buch mochte den Leser mit dem Gedankenkreis der mathematischen Logik und
ihren einfachsten Schliissen bekannt machen.

Die Bedeutung der mathematischen Logik beginnen heute auch schon Vertreter anderer
Wissenszweige zu erkennen, insbesondere im Zusammenhang mit den elektronischen
Rechenmaschinen.

Von den elektronischen Rechenmaschinen hat der Leser sicher schon gehort, und er
weiB auch, welche groBe Rolle sie bei der Automatisierung der Produktion spielen. Aber
was hat das mit der mathematischen Logik zu tun ? Sogar in doppelter Hinsicht!

8Andere Bezeichnungen: logischer Kalkiil, symbolische Logik, Logistik. Die letzteren beiden Be-
zeichnungen - besonders die allerletzte - werden haufig in anderem Sinne, meist im verachtlichen
gebraucht, zum Beispiel fiir eine philosophische Richtung, nach der die Logik das Priméare und die
Mathematik nur die weiterentwickelte Logik ist (diese Richtung bezeichnet man auch als Logismus
oder Logistizismus).
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1.7 Aufgaben

Einerseits haben beide ein gemeinsames Ziel: Sie vermogen den Menschen von er-
miidender geistiger Arbeit zu befreien. Das geschieht dadurch, dass sie diese Arbeit
mechanisieren. Andererseits ist die mathematische Logik bereits heute ein unentbehr-
liches Hilfsmittel bei der Automation.

Ende des vergangenen Jahrhunderts skizzierte der deutsche Philosoph G.W.F. Hegel
eine nicht formale, sondern dialektische Logik [

F. Engels und W.I. Lenin gaben Anregungen, wie die Hegelsche dialektische Logik auf
eine materialistische Grundlage gestellt werden sollte.@

Unser Buch beschaftigt sich nicht mit dialektischer Logik [F]

1.7 Aufgaben

1. Ein Sportsachverstandiger verteidigt Hanschens Schluss folgendermaBen:

"Eigentlich hat Hanschen recht. Am meisten hinkt an diesem Schluss, dass die Welt-
rekordzeit im 100-m-Lauf 10,0 Sekunden sei. Es ist aber eine irreale Forderung, die
Delegierung zur Olympiade an diese Rekordleistung zu kniipfen.

Nehmen wir an, dass man Hauschen sagt: '"Wenn du 100 Meter in weniger als 10,3
Sekunden laufst, schicken wir dich zur Olympiade.

Hanschen ist aber zu dieser Leistung nicht fahig.

Er kann daher mit Recht sagen: 'Ich laufe 100 Meter nicht in weniger als 10,3 Sekunden.
Folglich kann ich nicht zur Olympiade delegiert werden.'"

Welche Meinung hat der Leser zu diesem Einwand 7 Ist unsere Feststellung, dass die
Schlussfigur (1) fehlerhaft ist, Ubereilt?

2. Untersuchen Sie den folgenden Schluss!

Wenn ich die Telefonnummer 188888 wahle, so ertont der Kammerton a.
Der Kammerton a ertont nicht.
Ich wahlte nicht die Nummer 1888888.

a) Ist dieser Schluss richtig ?
b) Sind wir einer derartigen Schlussfigur bereits begegnet ?

3. Welche von den folgenden Schliissen halten Sie fiir richtig 7
a) Wenn das Opfer des Mérders am Freitag abend zu Hause war, so spielte sein Radio.
Sein Radio spielte nicht. Also war das Opfer am Freitag abend nicht zu Hause.

9G.W.F. Hegel: Wissenschaft der Logik.

10F Engels: Dialektik der Natur - Ludwig Feuerbach - Anti-Diihring. W.I. Lenin: Philosophischer
Nachlass.

Ein Buch, das sich mit formaler und dialektischer Logik beschaftigt und dabei auch die neueren
Ergebnisse der mathematischen Logik beriicksichtigt, ist: G. Klaus: Einfiihrung in die formale
Logik, Berlin 1958. Erwahnen wir hier, dass Klaus und andere Gelehrte, unter ihnen Laszlo Kalmar
die Frage aufwerfen, ob nicht die mathematische Logik so gewachsen ist, dass man sie in ihrer
Gesamtheit nicht mehr zur formalen Logik zdhlen kann. Dafiir spricht die Tatsache, dass die
mathematische Logik viele der Ziige zeigt, mit denen Engels die dialektische Logik charakterisiert.
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1.7 Aufgaben

b) Wenn heute der 29. Februar ist, so ist die diesjahrige Jahreszahl durch 4 teilbar. Die
diesjahrige Jahreszahl ist nicht durch 4 teilbar. Also ist heute nicht der 29. Februar.

c) Wenn ich in einem Raumschiff siBe, ware ich ein beriihmter Mensch.
Aber ich sitze nicht in einem Raumschiff. Also bin ich kein berihmter Mensch.

d) Wenn Chaplin im Raumschiff saBe, ware er ein beriihmter Mensch.
Aber er sitzt nicht im Raumschiff. Also ist Chaplin kein beriihmter Mensch.

e) Wenn Peter im Raumschiff saBe, ware er ein beriihmter Mensch. Peter ist kein be-
rihmter Mensch. Also sitzt Peter nicht im Raumschiff.

4. In welchen der unter 3. genannten Schliissen verwenden wir dieselbe Schlussfigur 7

5. Versuchen Sie an Hand von Beispielen zu entscheiden, ob die folgenden Schlussfigu-
ren richtig sind!

Wenn A, so B Wenn A, so B
a) A b) B
B A

13



2.1 Zweifel und ihre Entkraftung

2 Einige logische Operationen

2.1 Zweifel und ihre Entkraftung

Wir lernten Beispiele von Schliissen, wie

Wenn das Benzin ausgeht, so bleibt das Auto stehen.
Das Auto bleibt nicht stehen.
Das Benzin geht nicht aus

und Beispiele von Schlussfiguren, wie

Wenn A, so B
Nicht B
Nicht A

kennen.
Wir definierten bereits, wann wir eine Schlussfigur als richtig bezeichnen. Wiederholen
wir nochmals diese Definition.

Eine Schlussfigur ist richtig, wenn es unabhangig davon, welche speziellen Aussagen
wir fiir die Buchstaben einsetzen, niemals vorkommen kann, dass jede ihrer Pramissen
wahr, ihre Konklusion aber trotzdem falsch ist. Wir nannten sie fehlerhaft, wenn dieser
Fall jedoch eintreten konnte.

Von einem Schluss sagten wir, er sei auf alle Falle richtig, wenn die auf ihn zutreffende
Schlussfigur richtig ist. (Es gibt aber auch andere Félle richtiger Schlisse. Wir werden
diese Falle in unserem Buch jedoch nicht behandeln.)

Der intelligente Leser aber gibt sich mit diesem Ergebnis nicht zufrieden. Gerne wiirde
er sich zum Beispiel davon iiberzeugen, dass die Schlussfigur (2) tatsachlich richtig ist,
und darum schiittelt er zweifelnd seinen Kopf. Das hat auch seine gewichtigen Griinde.

1. Grund fiir das Kopfschiitteln:

Wenn wir die Schlussfigur (2) als zweifellos richtig gelten lassen wollen, so missen wir
an Stelle der Buchstaben A und B alle auf der gesamten Welt denkbaren Aussagen
setzen und dann bei jeder Gelegenheit priifen, ob nicht zufallig bei wahren Pramissen
die Konklusion falsch ist.

2. Grund fir das Kopfschiitteln:

Wir wissen zwar, wann wir eine Schlussfigur richtig nennen, es ist jedoch bisher unklar,
wie wir bei den Pramissen und bei der Konklusion entscheiden (wenn auch nur in einem
speziellen FaII), ob sie richtig oder falsch sind.

Die Zweifel des Lesers sind begriindet, keiner der beiden ist aber ein Grund zur Ver-
zweiflung.

Erstens haben wir das Recht, vom Inhalt der Aussagen abzusehen, und die Richtigkeit
unserer Schliisse nur von der duBeren Form abhangig zu machen.

Erfillt oder nicht erfiillt, wahr oder falsch - nur von diesem Standpunkt sehen wir die
Aussagen. Und deshalb brauchen wir bei der Untersuchung der Schlussfiguren nicht alle

14



2.2 Die Wahrheit ist unteilbar

Aussagen auf der Welt zu nehmen. Das ware auch unmoglich. Wir brauchen nur die
vier folgenden Falle zu betrachten:

1. A wahr, B wahr; 2. A wahr, B falsch;
3. A falsch, B wahr; 4. A falsch, B falsch.B

Wir werden also bei der Untersuchung der Schlussfiguren nicht mit den Aussagen selbst
arbeiten, sondern mit ihren Wahrheitswerten, mit den Werten "wahr" und "falsch"

(kiirzer: W oder F).
Damit ist der erste Grund fiir das Kopfschiitteln gegenstandslos.

Zweitens geht die Entscheidung, ob die Aussagen wahr oder falsch sind, nur teilweise
die Logik an.

Ob das Opfer am Freitag abend zu Hause war, ob das Radio spielte oder nicht, das
muss die polizeiliche oder gerichtliche Untersuchung ergeben, das ist nicht Gegenstand
der Logik.

Es ist dagegen eine Frage der Logik, von den vier obengenannten Fallen ausgehend,
zu entscheiden, in welchen Fallen die etwa folgendermaBen zusammengesetzten Aus-
sagen wahr oder falsch sind:

Wenn das Opfer am Freitag abend zu Hause war, so spielte sein Radio.
Das Opfer war am Freitag abend zu Hause und sein Radio spielte.

Das Opfer war am Freitag abend zu Hause oder sein Radio spielte.

Das Opfer war am Freitag abend nicht zu Hause oder sein Radio spielte.

2.2 Die Wahrheit ist unteilbar

Von diesen Beispielen lassen wir einstweilen das erste beiseite, denn diese Art der
Zusammensetzung ist die komplizierteste.

Wann ist die zweite Aussage wahr ? Schreiben wir die vier Falle in Form einer Tabelle
nieder:

12Warum wihlten wir gerade diese Reihenfolge der vier Falle? Auf diese Frage kann der Leser spiter
im Buch eine Antwort finden.
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2.3 Das logische Einmaleins: die Wahrheitswertetafel der Konjunktion

A B A und B

Das Opfer war am Freitag Sein Radio spielte Das Opfer war am Freitag

abend zu Hause abend zu Hause und sein Radio spielte
wahr wahr wahr

wahr falsch falsch

falsch wahr falsch

falsch falsch falsch

Halt es der Leser fiir unberechtigt, dass wir uns in den beiden mittleren Zeilen der
Tabelle fir "falsch" entschieden haben 7

Ist der Leser etwa der Meinung, dass diese zusammengesetzte Aussage doch nicht
vollstandig falsch ist, da ja die eine von ihnen wabhr ist 7

Das meinte auch Hanschen, als er aus der Schule kam und berichtete:

"In Geographie bekam ich eine zwei und in der Arithmetikarbeit eine drei." Aber am
folgenden Tag nahm Hanschens Mutter an einer Elternkonferenz teil, und dort stellte
sich heraus, dass die Arithmetikarbeit nicht mit drei bewertet worden war, sondern mit
einer fiinf.

"Warum hast du gelogen 7" fragte die Mutter Hanschen.

"Aber Mutter, in Geographie bekam ich tatsachlich eine zwei", entgegnete Hanschen.

Ich glaube, wir stimmen darin (iberein, dass Hauschen wirklich gelogen hat, auch dann,
wenn er in Geographie wirklich eine zwei bekommen hat. Nur die vollstindige Wahrheit
ist Wahrheit, die Halbwahrheit, ja sogar die 9/10-Wahrheit ist Lige. Die Wahrheit ist
unteilbar.

2.3 Das logische Einmaleins: die Wahrheitswertetafel der
Konjunktion

Andere Beispiele, wie:

Es regnet und die Sonne scheint,
Es hungert mich und ich friere

zeigen die gleiche GesetzmaBigkeit.

Die ganze Aussage ist genau dann wahr, wenn beide Teilaussagen wahr sind. Wenn wir
also zwei Aussagen durch "und" verbinden, dann kénnen wir aus dem Wahrheitswert
der Einzelaussagen den Wahrheitswert der zusammengesetzten Aussage im strengen
Sinn des Wortes berechnen:

Wund W =W,
W und F = F,
Fund W =F,
Fund F =F.

Diese formal-logische Operation erinnert uns an bestimmte arithmetische Rechenope-
rationen, zum Beispiel an die Multiplikation der Zahlen 1 und O miteinander:
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2.4 Eine zweite logische Operation: die Alternative

1-1=1,
1-0=0,
0-1=0,
0-0=0.

Auf Grund dieser Ahnlichkeit hat man sich angewdhnt, zuweilen den Wahrheitswert
"wahr" mit der Ziffer "1", den Wahrheitswert "falsch" mit "0" zu bezeichnen. Mit dem
Bindewort "und" driickt man die logische Operation aus, die man oft als die logische
Multiplikation bezeichnet. (Wir werden aber spater sehen, dass wir diese Operation mit
gleichem Recht auch als logische Addition bezeichnen kdnnten.)

Diese Operation wird fiir gewdhnlich als Konjunktion'| bezeichnet. Als Zeichen benutzt
man ein auf dem Kopf stehendes v, also A. Man liest das Zeichen als "und".
Das Einmaleins der Konjunktion lautet dann:

WAW =W,
WAF=F,
FAW =F,
FAF=F

Eine Konjunktion™| zweier Aussagen ist genau dann wahr, wenn beide Teilaussagen
wahr sind. Wenn auch nur eine von ihnen falsch ist, dann ist also die Konjunktion
falsch.

2.4 Eine zweite logische Operation: die Alternative
Das Opfer war am Freitag abend zu Hause oder sein Radio spielte.

Wenn wir das "oder" ebenso wie das "und" als Verbindung untersuchen wollen, miis-
sen wir priifen, welche Wahrheitswerte wir fiir die zusammengesetzte Aussage in den
bereits bekannten vier Fallen erhalten. Dazu mussen wir zunachst klaren, wie wir die
obengenannte Aussage zu verstehen haben.

Wir stellen uns vor, dass derjenige, der die oben angefiihrte Aussage macht, Stimmen
aus dem Zimmer des Opfers hoérte und glaubte, die Stimme des Opfers zu erkennen.
Aber er ist sich nicht sicher, ob das Radio spielte. Es ist aber auch moglich, dass das
Opfer zu Hause war und auch sein Radio spielte. Es kann aber auch sein, dass das
Opfer nicht zu Hause war, sein Radio aber spielte, weil es jemand anders eingeschaltet
hatte.

Es ist auch nicht ausgeschlossen, dass das Opfer zu Hause war, sein Radio aber nicht
spielte.

In allen diesen Fallen ist die zusammengesetzte Aussage wahr.

Wenn aber das Opfer nicht zu Hause war und sein Radio nicht spielte, dann ist die obige

13| ateinisches Wort; es hatte die urspriingliche Bedeutung von "Verbindung".

14In der Arithmetik gibt es ein besonderes Wort fiir Multiplikation und ein besonderes Wort fiir des
Ergebnis der Multiplikation, das Produkt. In der mathematischen Logik driickt dasselbe Wort
Operation und Ergebnis aus.
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2.5 Die Disjunktion

Aussagenverbindung falsch. (Die Aussage bleibt auch dann falsch, wenn tatsichlich
jemand anderes im Zimmer des Opfers sprach, das Opfer selbst aber nicht zu Hause
und sein Radio nicht eingeschaltet war.)

Wir schreiben uns alle vier Falle libersichtlich auf:

A B A oder B

Das Opfer war am Freitag Sein Radio spielte Das Opfer war am Freitag

abend zu Hause abend zu Hause oder sein Radio spielte
wahr wahr wahr

wahr falsch wahr

falsch wahr wahr

falsch falsch falsch

Dieses Beispiel und andere entsprechende Beispiele zeigen, dass wir mit "oder" folgen-
dermaBen rechnen konnen:

wahr oder wahr = wahr,
wahr oder falsch = wahr,
falsch oder wahr = wabhr,
falsch oder falsch = falsch.

Wenn wir das "oder" mit "V"symbolisieren, ergibt sich:

WVW =W,
WVE=W,
FVW =W,
FVF=F

Diese logische Operation nennen wir Alternative[T]

Freilich haben diese Wahrheitswertetafel und auch die entsprechenden Wahrheitswerte-
tafeln der Konjunktion sowie die der tbrigen Operationen fiir sich selbst keinen Sinn. Sie
sind nur der symbolische Ausdruck dafiir, dass die mit Hilfe von "und" beziehungsweise
"oder" zusammengesetzten Aussagen einen bestimmbaren Wahrheitswert haben, wenn
die zwei Teilaussagen nacheinander die in der Tabelle angegebenen Werte annehmen.

Die Wahrheitswertetafel der Alternative konnen wir mit Worten folgendermaBen wie-
dergeben:

Eine Alternative zweier Aussagen ist genau dann wahr, wenn Wenigstens eine Aussage
wabhr ist; wenn beide Aussagen falsch sind, dann ist auch ihre Alternative falsch.

2.5 Die Disjunktion

"Gehen wir heute in eine Konditorei und ins Kino 7" fragte Elisabeth.

151m ungarischen Original wird diese logische Operation als Disjunktion bezeichnet. In der deutschen
Logikliteratur hat sich jedoch die Bezeichnung "Alternative" fiir diese Operation eingebiirgert. Mit
"Alternative" ist also das nichtausschlieBende "oder" gemeint, wahrend des ausschlieBende "oder"
als Disjunktion bezeichnet wird.
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2.6 Wenn zweierlei ,,oder" dasselbe bedeuten

"Entweder gehen wir in eine Konditorei, oder wir gehen ins Kino", antwortete Karlchen.

Es ist durchaus moglich, dass Karlchen Elisabeth schlieBlich doch in eine Konditorei und
ins Kino flihrt; das geschieht dann aber im Gegensatz zu seiner obenstehenden Aussage.
Daraus wird ersichtlich, dass das "oder" hier in einem anderen Sinn gebraucht wird. Es
schlieBt die Falle aus, wenn alle beide Aussagen wahr oder falsch sind:

Wir gehen in eine Wir gehen ins Kino Entweder gehen wir in eine Konditorei,

Konditorei oder wir gegen ins Kino
wahr wahr falsch
wahr falsch wahr
falsch wahr wahr
falsch falsch falsch

Dieses "oder" unterscheidet sich von dem zuerst untersuchten. Es wird durch "><"
symbolisiert und "entweder-oder" gelesen. Die Wahrheitswertetafel dieser neuen logi-
schen Operation hat folgendes Aussehen:

W >< W =F,
W >< F =W,
F><W =W,
F><F=F.

Die Disjunktion zweier Aussagen ist genau dann wahr, wenn eine und nur eine Aussage
wahr, die andere falsch ist.
Wenn alle beide wahr oder alle beide falsch sind, dann ist ihre Disjunktion falsch.

2.6 Wenn zweierlei ,,oder” dasselbe bedeuten

"Welche Station kommt jetzt ?", fragt einer der Passagiere den anderen.
"Entweder Selyp oder Apc", antwortet ihm dieser.
In welchem Sinn benutzt er das Wort "oder"?

Die Antwort Uberrascht: er gebraucht das "oder" in einem zweifachen Sinn, und doch
bedeutet dieses zweierlei "oder" dasselbe. Es ist einfach davon die Rede, dass die erste
Zeile der Wahrheitswertetafel ausscheidet, weil nicht zugleich gelten kann "Selyp folgt"
und "Apc folgt".

Selyp folgt Apc folgt Entweder folgt Selyp, oder es folgt Apc

wahr wahr (nicht moglich)
falsch wahr wahr
wahr falsch wahr
falsch falsch falsch

Jedoch weicht die Tabelle der zweierlei "oder" nur in der ersten Zeile von den beiden
anderen ab, in den anderen drei Zeilen stimmt sie mit der Wahrheitswertetafel der
Disjunktion und Alternative lberein. Das ausschlieBende "oder" wird in jedem der Fille,
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2.7 Noch ein drittes ,,oder”

in denen zwei Teilaussagen von vornherein nicht auf einmal wahr sein konnen, durch
das nichtausschlieBende "oder" ersetzt !9

Nur dann, wenn zwei Teilaussagen wohl zugleich wahr sein konnen, wir aber aussagen
wollen, dass sie nicht zugleich wahr sein sollen, sondern nur die eine, ersetzen wir das
ausschlieBende "oder" nicht durch das nichtausschlieBende "oder".

2.7 Noch ein drittes ,,oder"

Stefan las ein aufregendes Buch. Und als er sich zu Tisch setzte, sah er wahrend des
Essens hinein. "Ich bitte dich, Stefan, lege jetzt das Buch weg", sagte sein Vater,
"entweder der Mensch isst, oder er liest."

Stefans Vater hat natiirlich nicht daran gedacht, dass der Mensch essen kann, lesen
kann oder beides zu gleicher Zeit tun kann.
Hier handelt es sich also keineswegs um ein nichtausschlieBendes "oder".

Ist es vielleicht ein ausschlieBendes "oder"? Um diese logische Operation wiirde es sich
dann handeln, wenn Stefans Vater gedacht hatte: "Entweder der Mensch isst, oder er
liest. Beides zusammen geht nicht, aber eines muss er davon tun."

Das heiBt, sogleich nach dem Essen miisste er mit dem Lesen anfangen, er miisste
bis zum Abendbrot lesen, nach dem Abendbrot beginnt er erneut und liest die ganze
Nacht, - dann friihstiickt er, und abermals vertieft er sich in das Buch ... Nein, an eine
solche, Aussage hatte Stefans Vater nicht gedacht.

Er wollte das "entweder - oder" folgendermaBen verstanden wissen: "Entweder der
Mensch isst, oder er liest oder keines von beiden, aber beides zusammen niemals."

In diesem Fall soll die zusammengesetzte Aussage nur falsch sein, wenn beide Teilaussa-
gen wahr sind. Alle anderen Wahrheitswertekombinationen sollen zu einer wahren Aus-
sage fiilhren. Mit anderen Worten: Zwei Teilaussagen mit dem Wahrheitswert "wahr"
vertragen sich nicht. Diese Operation bezeichnen wir als Unvertraglichkeit.

Sie wird durch einen senkrechten Strich "|" symbolisiert, den man als "unvertraglich

6Freilich wiirden wir in solchen Fallen umgekehrt das nichtausschlieBende "oder" auch durch des
ausschlieBende "oder" ersetzen kénnen. Spater versteht der Leser schon, warum die mathematische
Logik lieber des nichtausschlieBende "oder" verwendet.
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2.8 Ist die Logik oder die lebendige Sprache falsch?

mit" liest. Fir die Wahrheitswertetafel erhalten wir:

W W =F,
WI|F=W,
FIW=W,
F|F=W.

2.8 Ist die Logik oder die lebendige Sprache falsch?

"Die mathematische Logik diirfte eine recht unsichere Basis haben", denkt sich der
Leser, "wenn die Ubersetzung eines so einfachen Bindewortes wie ,oder’ in die Sprache
der mathematischen Logik bereits recht schwierig ist. Es wird mal so, mal so tibersetzt".

Es ist wirklich eine Tatsache, dass es mit dieser Ubertragung iibel bestellt ist. Aber der
Fehler stammt nicht aus der mathematischen Logik, sondern es ist die lebendige Spra-
che, die haufig ungenau, unbestimmt, vieldeutig ist. Das sind aber auch ihre Vorziige,
zum Beispiel in der Poesie.

Die Wissenschaftler sehen zumeist nur den Nachteil. Deshalb ist es von groBer Bedeu-
tung, dass eine andere Sprache, die Sprache der mathematischen Logik, fahig ist, diese
Vieldeutigkeit abzuschaffen und uns die Moglichkeit gibt, klar und unmissverstandlich
zu sagen, was wir auch wirklich sagen wollen. Damit hilft sie nicht nur der Mathematik,
sondern auch der Linguistik und anderen Wissenschaften.

Solange wir eine Aussage aus der ungenauen lebendigen Sprache in die genaue Sprache
der mathematischen Logik noch nicht Gbertragen haben, solange besteht immer die
Gefahr eines Missverstandnisses. Eine exakte Klassifizierung einer Aussage konnen wir
erst dann vornehmen, wenn wir die Zufalligkeiten der lebenden Sprache ausschalten,
indem wir ihre Aussagen in die Sprache der mathematischen Logik (ibersetzen, indem
wir "formalisieren”.

Hier liegt ein dhnlicher Sachverhalt vor wie bei einer Messung:

Niemand kann absolut genau feststellen, dass eine in einem Heft gezeichnete Strecke
von 3 cm wirklich 3 cm lang ist. Nicht nur unsere Messgerate sind unvollkommen,
selbst die gezeichnete Strecke ist unbestimmt, denn ihre Endpunkte sind nicht scharf
begrenzt, sondern recht verschwommen.

In Wirklichkeit ist sie keine Gerade, sie ist nicht einmal eine Linie. Wenn wir die 3-
cm-Strecke um eine Strecke von 2 cm verlangern, erhalten wir eine ebenso ungenaue
Strecke von 5 cm Lange, wie es die beiden Teilstrecken sind.

Wir konnen also nur soviel sagen: Vorausgesetzt, dass die eine Strecke genau 3 cm, die
andere genau 2 cm lang ist, so sind beide zusammen genau 5 cm lang.

2.9 Filtriert die mathematische Logik die farbige Wirklichkeit?

Ich hasse ihn, aber ich achte ihn.
Ich besuche dich morgen, aber es kann sein, erst morgen nachmittag.
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2.10 ,Es ist nicht alles Gold, was glanzt"

Mit Hilfe welcher logischen Operationen fiigen wir hier die Teilaussagen aneinander?
Wenn wir sie nicht sofort erkennen, kann uns die Anfertigung von Wahrheitswertetafeln
davon liberzeugen, dass es sich beim ersten Satz um eine Konjunktion, beim zweiten
Satz um eine Alternative handelt.

Also kann man in der Umgangssprache die Konjunktion nicht nur durch "und" und die
Alternative nicht nur durch "oder" wiedergeben. Fiir die Bedeutung eines Satzes ist
entscheidend, durch welche logischen Operationen er entstanden ist, und nicht, durch
welche Worte diese logischen Operationen wiedergegeben werden. Vom Inhalt kénnen
wir uns nur dann unabhangig machen, wenn es gelingt, eine Aussage der lebenden
Sprache in das System der formalen Logik einzufiigen.

Freilich, wenn wir nur sagen:

Ich hasse ihn und achte ihn.
Ich besuche dich morgen oder morgen nachmittag,

so gehen viele sprachliche Nuancen verloren, und es bleibt nur das rohe logische Gertst
der Aussage.

Jemand konnte eventuell vorwurfsvoll sagen: "Die mathematische Logik filtriert die tau-
sendfach farbige Wirklichkeit, die an Bildern und Ausdriicken so reiche lebende Sprache,
so dass sie aussieht, als sei sie aus schwarzen und weiBen Punkten zusammengesetzt."

An dieser Feststellung ist etwas Wahres, aber es ist kein Fehler der mathematischen
Logik, sondern ihr Charakteristikum.

Eine wunderbare Erfindung unserer Zeit, das Fernsehen, gibt ebenfalls mit derartigen
Bildern die Wirklichkeit wieder. Es ist wahr, noch fehlt ein ganzes Stiick an der Vollkom-
menheit der Widerspiegelung der Wirklichkeit, im Laufe der Zeit wird das Fernsehen
aber immer vollkommener werden. Wo heute noch graue Bilder zu sehen sind, werden
es morgen farbige sein.

Die mathematische Logik hat ebenso wie das Fernsehen ihre Grenzen. Wiirde man der
mathematischen Logik ihre Unvollkommenheit veriibeln, so ware das eine eigenartige
Haltung, denn unvollkommen ist nicht nur die Logik. Ein anderer Vergleich zeigt die
Situation vielleicht in noch klarerem Licht.

Auch die Geometrie vereinfacht die Wahrheit, wenn sie von Geraden, von Kreisen, von
Vierecken und von anderen solchen Gebilden spricht, die in der realen Welt in dieser
vollkommenen Form gar nicht existieren. Sie vereinfacht, weil auf diese Weise korrekte
Festsetzungen moglich sind, weil sie sich auf diese Art den komplizierten Formen der
Wirklichkeit am besten nahert.

Dasselbe tut auch die mathematische Logik.

2.10 ,,Es ist nicht alles Gold, was glanzt*

Wir sahen, dass man in der Umgangssprache die Konjunktion nicht immer durch "und"
und die Alternative nicht immer durch "oder" ausdriickt. Aber analog zu dem Sprich-
wort "Es ist nicht alles Gold, was glanzt" kann man sagen: "Es ist nicht alles eine
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2.11 Die Negation

Konjunktion, was mit ,und‘ geschrieben wird."

Die Aussage 'Kate und Gisela sind heute sehr hiibsch’ kénnen wir auf folgende Weise
in Teilaussagen zerlegen:

Kate ist heute sehr hiibsch und Gisela ist heute sehr hiibsch.

Hier handelt es sich wirklich um eine Konjunktion.

Aber 'Kate und Gisela sind einander ahnlich’ kénnen wir nicht auf die gleiche Art
trennen: 'Kate ist ahnlich einander und Gisela ist ahnlich einander’.

Es handelt sich hierbei nicht um eine zusammengesetzte, sondern um eine elementare
Aussage, die mit unseren bisherigen Mitteln nicht weiter in Teilaussagen zerlegt werden
kann.

Das "und" hat in dieser Aussage mit der Konjunktion nichts zu tun. Von einer Kon-
junktion kénnen wir nur dann sprechen, wenn das "und" oder das Wort, was es vertritt,
Aussagen verkniipft.

Jede Aussage muss aber einen Wahrheitswert haben, sie muss entweder wahr oder
falsch sein. Zum Beispiel sind die Satze

Wie geht es dir?
Komm hierher!
Eine Nacht in Venedig

keine Aussagen, denn wir kénnen hier nicht von Wahrheit oder Falschheit der Satze
sprechen.

Die Aussage Kate und Gisela sind heute sehr hiibsch ist jedoch eine Konjunktion, aber
nicht zwischen den Worten Kate und Gisela, sondern zwischen den Aussagen, die sich
auf sie beziehen. Die Worte heute sehr hiibsch haben wir nur der Kiirze wegen hinter
Kates Namen weggelassen.

2.11 Die Negation

Die bisher besprochenen logischen Operationen verkniipfen stets zwei Aussagen zu einer
einzigen.
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2.12 Die Aufklarung eines méglichen Missverstandnisses

Die Aussage
Ich liebe den Krieg nicht

hat eine sehr einfache Struktur, wenn man sie mit anderen zusammengesetzten Aussa-
gen vergleicht.

Hier ist es das Wort "nicht", das aus der Aussage 'lch liebe den Krieg' eine gegenteilige
Aussage macht. Dadurch wurde der Wahrheitswert dieser Aussage geandert, und zwar
in der Form, dass der Wert F in den Wert W {ibergeht. Aus einer falschen Aussage
wurde eine wahre. Das ist ebenfalls eine logische Operation.

Sie tragt den Namen Verneinung; haufiger gebraucht man die lateinische Bezeichnung
Negation.

Die Negation wird durch das Zeichen "~" symbolisiert, das man als "nicht" liest. Die
Wahrheitswertetafel dieser Operation hat folgendes Aussehen:

~ W = F,
~F=W.

Das ist jetzt keine vierreihige Tabelle, sondern nur eine zweireihige, weil es fiir den
Wahrheitswert jeder Aussage nur zwei Moglichkeiten gibt.

Manchmal bezeichnen wir die Negation der Kiirze wegen auch mit einem quergestellten
Strich. Die Wahrheitswertetafel fiir die Negation hat dann folgende Form:

:F,
=W.

= =

2.12 Die Aufklarung eines moglichen Missverstandnisses

Um die Negation kann es leicht zu einem Missverstandnis kommen. Die Negation der
Aussage
12-14 —13%> st negativ

lautet nicht
12-14 —13% st positiv

sondern diese lautet:
1214 —13? ist nicht negativ

Das bedeutet, entweder ist 12 - 14 — 132 gleich 0 oder positiv. Ebenso ist die Aussage
'Das Ebenholz ist schwarz' nicht die Negation der Aussage 'Das Ebenholz ist weiB’,
sondern diese lautet: 'Das Ebenholz ist nicht weil3"

Und das bedeutet, das Ebenholz kénnte zum Beispiel bunt oder kariert, aber nicht wei
sein.

Negativ und positiv, weil und schwarz, sind im gewissen Sinn Gegensatze, bedeuten
ihr Gegenteil. Die Negation andert aber nicht die Aussage in einem derartigen Sinn in
ihr Gegenteil, sondern sie verandert den Wahrheitswert der Aussage.

Die Negation verandert den Wahrheitswert einer Aussage.
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2.13 Die mehrfache Negation

2.13 Die mehrfache Negation

Es ist nicht wahr, dass der Schmied seine Arbeit nicht ordnungsgemaB beendete.
Kirzer kdnnen wir den Sachverhalt auf folgende Weise wiedergeben:

Der Schmied beendete seine Arbeit ordnungsgemaB.

Wir wollen die letztere Aussage mit A bezeichnen. Dann entspricht der Aussage Der
Schmied beendete seine Arbeit nicht ordnungsgemaB die Form ~ A. Die obige erste

Formulierung hat die Form:
~ (~ A)

Die Klammern setzen wir jetzt so, wie wir es in der Algebra gewohnt sind, —a ist die zu
a beziiglich der Addition entgegengesetzte (inverse) Zahl, —(—a) ist zu (—a) invers.
In der Logik pflegen wir die Klammern oft wegzulassen, wir schreiben fiir

~ (~A) dann ~r~ A

So wie in der Algebra —(—a) = a gilt, so hat auch in der Logik ~~ A (oder anders
geschrieben: A denselben Wahrheitswert wie A, unabhangig davon, welche spezielle
Aussage der Buchstabe A hier bezeichnet.

Wir sagen dann: ~~ A und A sind wertverlaufsgleich. (Kirzer werden wir das folgen-

dermaBen schreiben:
~~A=A

Wir diirfen an Stelle von A jede beliebige, also auch eine falsche Aussage schreiben.

Wer weiB, vielleicht hat der Schmied seine Arbeit doch nicht so ordnungsgemaB beendet
?

Ist ~ A eine wahre Aussage, so ist ~~ A falsch. Es ist ebenso wie in der Algebra:

a kann auch eine negative Zahl bedeuten. Dann ist aber —a eine positive Zahl und
—(—a) eine negative Zahl. Ein Negationszeichen adndert den Wahrheitswert, ein weite-
res andert den Wahrheitswert erneut, fiihrt also auf den urspriinglichen Wahrheitswert
zurlick.

Also hat ~~~ A die gleiche Bedeutung wie ~ A, ~~~~ A bedeutet dasselbe wie
~~ A, das heiBt wie A, und so weiter. Wenn wir eine Aussage nacheinander mehr-
fach negieren, so kénnen wir eine geradzahlige Anzahl von Negationszeichen immer
weglassen.

2.14 Negation und Alternative miteinander

Das Opfer war Freitag abend nicht zu Hause oder sein Radio spielte.
Hier kommen die einfachen Aussagen

Das Opfer war Freitag abend zu Hause und sein Radio spielte

vor. Wir wollen sie mit A beziehungsweise mit B bezeichnen. Dann kann die Aussagen-
verbindung 'Das Opfer war am Freitag abend nicht zu Hause oder sein Radio spielte’
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2.14 Negation und Alternative miteinander

symbolisch durch die Formel ~ AV B ausgedriickt werden. Ihre Wahrheitswertetafel
hat folgendes Aussehen:

A B ~ A ~ AV B

Das Opfer war Freitag Sein Radio spielte Das Opfer war Freitag Das Opfer war Freitag

abend zu Hause abend nicht zu Hause abend nicht zu Hause
oder sein Radio spielte

w w F W

w F F F

F w w W

F F w W

Wir erhalten die Wahrheitswerte in der dritten Spalte dadurch, dass wir die Wahrheits-
werte der ersten Spalte durch die entsprechenden entgegengesetzten Wahrheitswerte
ersetzen.

In der vierten Spalte ergibt sich der Wert F genau dann, wenn in den Spalten 2 und 3
gleichzeitig der Wahrheitswert F auftritt.

Die obige Aussage ist also genau dann falsch, wenn das Opfer am Freitag abend zu
Hause war, sein Radio aber nicht spielte. Die Verteilung der Wahrheitswerte hatten wir
auch mit weit weniger Schreibaufwand ermitteln kénnen. Es genligt, wenn wir nur die
letzte Formel, hier ~ AV B, aufschreiben.

Unter A beziehungsweise B schreiben wir ihre moglichen Wahrheitswerte nieder. Da-
nach schreiben wir den Wahrheitswert der Aussage, die sich durch die Anwendung der
Operation ergibt, fiir jeden einzelnen Fall unter das Operationszeichen. Also schreiben
wir zuerst:

~AVB
wow
W F
Fow
F F

Dann schreiben wir die Wahrheitswerte fiir den Ausdruck ~ A unter das Negationszei-
chen:

SchlieBlich fiillen wir auch die Spalte unter dem Symbol fiir die Alternative aus: (Dazu
haben wir jetzt nur noch die 1. und die 3. Spalte zu beachten.)

B

w=ESEs=STsS<

W
F

W
F
1

Reihenfolge




2.15 Die Implikation

Das Negationszeichen bezieht sich hier nur auf die mit A bezeichnete Aussage, ganz
ahnlich wie sich in —a + b das Minuszeichen auch nur auf das a bezieht.
Wenn wir dagegen sagen wollen:

Es ist nicht wahr, dass das Opfer am Freitag abend zu Hause war oder sein Radio
spielte, so miissen wir den entsprechenden Ausdruck AV B als Ganzes verneinen. Diese
Verneinung symbolisieren wir so, dass wir A V B in Klammern einschlieBen und das
Negationszeichen vor die Klammer setzen:

~ (AV B)

Etwas ganz Analoges geschieht in der Algebra dann, wenn beispielsweise die zu a + b
beziiglich der Addition inverse Zahl geschrieben werden soll: —(a + b). Die Verneinung
von AV B kdnnen wir auch so schreiben: AV B. In dieser Schreibweise sind dann keine
Klammern erforderlich.

Fertigen wir nun eine Wahrheitswertetafel fir den Ausdruck ~ (A VvV B) an. Jetzt
miissen wir nach dem Ausfillen der Spalten unter A und B erst die Spalte unter dem
Alternativzeichen ausfiillen:

palins BN

mME==<
nsn=sS®

Die Spalte, die nun negiert werden soll, ist jetzt nicht die unter A, sondern die unter
dem Alternativzeichen stehende, denn es soll ja nicht A verneint werden, sondern die
ganze Alternative:

~ (A VvV B)
F W W W
F W W F
F F W W
W F F F
Reihenfolge 3 1 2 1

Wie wir sehen, verandern die Klammern im Ausdruck die Verteilung der Wahrheitswerte
"wahr" und "falsch" vollig. Statt des bisherigen "wahr", "falsch", "wahr", "wahr" steht
jetzt unter dem Operationszeichen, das die zuletzt angewendete Operation symboli-
siert, "falsch", "falsch", "falsch", "wahr". (Die einzelnen Wahrheitswerte einer Spalte

schrieben wir, um Platz zu sparen, oben waagerecht nebeneinander.)

2.15 Die Implikation
Jetzt konnen wir auf den schon genannten ersten Beispielsatz zuriickkommen.

Wenn das Opfer am Freitag abend zu Hause war, so spielte sein Radio.
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2.16 Die Beziehungen zwischen Implikation und Alternative

Wie ist diese Aussage zu verstehen 7

Wer diese Aussage macht, weiB vielleicht, dass das Opfer allabendlich oder nur freitags
(eventuell gerade an jenem bestimmten Freitag), wenn es zu Hause war, sein Radio ein-
schaltete und es den ganzen Abend spielen lieB. Das besagt aber nicht, dass dann, wenn
das Opfer nicht zu Hause war, niemand anders das Radio hatte einschalten kénnen.
Vielleicht wurde es eingeschaltet, vielleicht auch nicht; diese beiden Falle sind mit der
obigen Aussage vertraglich. Falsch ist aber die Aussage, wenn das Opfer an jenem
Freitag abend zu Hause war, jedoch sein Radio nicht spielte. Nur in diesem Fall konnen
wir die obige Aussage fiir falsch halten, in den drei anderen Fallen ist sie wahr.

DemgemaB hat die Wertetafel das folgende Aussehen:

A B Wenn A, so B

Das Opfer war am Sein Radio spielte Wenn das Opfer am Freitag abend
Freitag abend zu Hause zu Hause war, so spielte sein Radio
W W W

W F F

F W W

F F W

Diese logische Operation nennen wir ImplikationE, und wir symbolisieren sie durch
einen Pfeil, der auf die zweite Aussage weist "—". Das Symbol wird "Pfeil" oder "Im-
plikation" gelesen.

Die erste Aussage in der Implikation (hier: Das Opfer war am Freitag abend zu Hause)
heiBt Vorderglied der Implikation.

Die zweite Aussage (hier: sein Radio spielte) heiBt Nachglied der Implikation. Die Wahr-
heitswertetafel unserer neuen Operation konnen wir auch folgendermaBen schreiben:

W —=W=W,
W — F = F,
F—-W=W,
F—F=W

Die Implikation ist genau dann falsch, wenn ihr Vorderglied wahr, ihr Nachglied jedoch
falsch ist. Ist das Vorderglied falsch, dann ist der Wahrheitswert der Implikation W,
unabhangig davon, welchen Wahrheitswert ihr Nachglied hat.

Wenn das Nachglied wahr ist, dann hat die Implikation immer den Wahrheitswert
"wahr", unabhangig davon, welches Vorderglied sie hat.

2.16 Die Beziehungen zwischen Implikation und Alternative

Vergleichen wir die Wahrheitswertetafeln der Aussage Wenn A, so B (oder symbolisch
geschrieben A — B) und ~ AV B.

17Das ist auch ein lateinischen Wort, es entstammt dem Zeitwort implicare und hat die Bedeutung

von "enthalten", "nach sich ziehen".
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2.17 Ist es mit der Implikation iibel bestellt?

Die beiden Tafeln stimmen (berein! Wenn wir die Werte der Teilaussagen in gewohn-
ter Reihenfolge niederschreiben, dann haben beide zusammengesetzte Aussagen die
Wahrheitswerte:

WFEWW

Die Implikation A — B driickt also dasselbe aus wie die entsprechende Alternative, in
der das Vorderglied negiert wird: ~ AV B.
(kirzer: A — B =~ AV B, das heiBt, A — B ist mit ~ AV B wertverlaufsgleich).

Die Aussage '"Wenn du fortgehst, so werde ich bose’ ist vollig gleichwertig mit 'Du gehst
nicht fort oder ich werde bose. Dasselbe kdnnen wir auch auf andere Art ausdriicken:
'Wenn du nicht hierbleibst, so werde ich bose’ oder 'Du bleibst hier oder ich werde
bose’.

Das heiBt nichts anderes, als dass ~ A — B mit AV B wertverlaufsgleich ist. Das ist
nach dem oben Gesagten nicht im mindesten merkwiirdig, denn wenn wir in ~ A — B

das Vorderglied ~ A negieren, dann erhalten wir wieder A. (~~ A bedeutet bekanntlich
dasselbe wie A.)

Lesen wir den obengenannten Satz iiber die Implikation noch einmal durch!
Wie wir uns eben an einem Beispiel tberlegten, gilt auch:

Eine Implikation, in der das Vorderglied negiert wird (~ A — B), driickt dasselbe aus
wie die entsprechende Alternative ohne diese Negation (A V B).

2.17 Ist es mit der Implikation iibel bestellt?

Eine Konjunktion, die aus zwei beliebigen Aussagen gebildet wird, liefert eine neue,
zusammengesetzte Aussage. Aus den Wahrheitswerten der beiden Teilaussagen konnen
wir eindeutig den Wahrheitswert der zusammengesetzten Aussage bestimmen.

Ebenso ist es auch mit der Alternative. Sehen wir uns beispielsweise die folgenden zwei
Aussagen an:

Das Pferd ist ein Vogel.
Der Mars ist ein Planet.

Die erste Aussage ist falsch, die zweite ist wahr. Also ist die Konjunktion
Das Pferd ist ein Vogel und der Mars ist ein Planet

falsch. Richtig ist dagegen die Alternative:

Das Pferd ist ein Vogel oder der Mars ist ein Planet.

Beide zusammengesetzten Aussagen klingen wohl ungewohnlich, und doch haben sie
einen Sinn. Wir bilden nun die zusammengesetzte Aussage:

Wenn das Pferd ein Vogel ist, so ist der Mars ein Planet.

Das ist mehr als ungewohnlich. Wir haben das Empfinden, als sei dies eine sinnlose
Aussage. Liegt das eventuell am falschen Vorderglied der Implikation? Keineswegs,
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2.17 Ist es mit der Implikation iibel bestellt?

denn die Aussage
Wenn das Pferd ein Saugetier ist, so ist der Mars ein Planet

klingt ebensowenig verniinftig.

Diese letzten beiden zusammengesetzten Aussagen storen uns deshalb, da wir hier
Teilaussagen zusammensetzen, von denen wir genau wissen, dass sie wahr sind (Das
Pferd ist ein Saugetier, der Mars ist ein Planet) oder umgekehrt von denen wir genau
wissen, dass sie falsch sind (Das Pferd ist ein Vogel) und dabei so tun, als wére das
eine ungeklarte Frage.

Wenn ..., so ... - diese Worte benutzen wir im alltaglichen Leben dann, wenn wir nicht
wissen, ob die beiden Aussagen, die diesen Worten nachfolgen, wahr oder falsch sind ['¥]
Das war in unseren bisherigen Beispielen auch der Fall, deshalb hoérten sie sich verniinftig
an.

Wir wissen nicht, ob das Opfer am Freitag abend zu Hause war, und wir wissen auch
nicht, ob bei ihm das Radio spielte, deshalb hat es einen Sinn, davon zu Sprechen, dass,
wenn das Opfer zu Hause war, sein Radio spielte.

Wir wissen auch nicht, ob unser Gast weggeht, und folglich wissen wir auch nicht, ob
wir dariiber erziirnt sein werden, wir wissen nur, dass wir, wenn er geht, bose werden.
(Jedenfalls behaupten wir das.)

Was tun wir nun? Werden wir nun genau festlegen, unter welchen Bedingungen wir die
Implikation von Aussagen bilden konnen?

Damit wiirden wir ein fundamentales Prinzip der formalen Logik aufgeben, ndmlich, dass
sie den Inhalt der Aussagen nur unter der Sicht sieht, ob sie wahr oder falsch sind. Das
wenn ..., so ... und seine Synonyme Ubersetzen wir in die Sprache der mathematischen
Logik mit der Operation Implikation, wie es die Tafel der Wahrheitswerte mit wahr,

18\/jelleicht deshalb nicht, weil ihre Wahrheit oder Falschheit von etwas abhangt. zum Beispiel "Wenn
morgen schones Wetter ist, so machen wir einen Ausflug", oder: "Wenn Peter sieben Jahre alt ist,
so kann er mit einem Kinderfahrschein fahren."
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2.18 Implikationen mit falschem Vorderglied

falsch, wahr, wahr zeigt.

Die Implikation wenden wir in der Logik auch auf zwei Aussagen an, fiir die wir in
unserer Umgangssprache nicht gerne die Formulierung wenn .. | so ... gebrauchen.
Wenn wir die Implikation dennoch in die lebendige Sprache iibertragen wollen, dann
missen wir an Stelle von wenn ..., so ..., nicht ... oder ... (im nichtausschlieBenden

Sinne) gebrauchen["|

2.18 Implikationen mit falschem Vorderglied

Es ist aber doch moglich, dass jemand nachdenklich meint:

"Weshalb wollen wir denn einer Implikation auch einen Sinn geben, wenn ihr Vorder-
glied falsch ist 7 Ware es in diesen Fallen nicht besser, diese Frage offenzulassen, sie
als unentschieden zu betrachten und darin lbereinzukommen, dass die Operation Im-
plikation nur dann erklart werden kann, wenn das Vorderglied wahr ist 7"

Eine dhnliche Beschrankung gilt beispielsweise in der Arithmetik: "Eine Division ist nur
dann erklart, wenn der Divisor von Null verschieden ist."

Aber diese Ubereinkunft hatte viele Nachteile. Die Beziehung zwischen Implikation und
Alternative wiirde nicht mehr giiltig sein, und eine Reihe anderer GesetzmaBigkeiten, die
wir spater kennenlernen werden, wiirde fortfallen. Wir wiirden bei den allereinfachsten
Beweisen steckenbleiben (siehe zum Beispiel auf den folgenden Seiten).

Wir wiirden den indirekten Schluss nicht verwenden kénnen und so weiter. Aber so weit
dirfen wir nicht gehen.

Ist der Leser mit den Losungen der Aufgaben aus dem 1. Kapitel einverstanden ?
Auch mit der Antwort, die wir auf die Aufgabe 5b) gaben ? Dann hat er bereits die
Ubereinkunft £ — W = W und F' — F = W in einem Fall akzeptiert, denn er hat
dann die folgende Aussage als wahr anerkannt.

Wenn die Anzahl meiner Lebensjahre durch 6 teilbar ist, so ist sie gerade.

Diese Aussage ist nicht nur dann wahr, wenn sie ein 30jahriger Mensch ausspricht:
W—-W=W

sondern auch dann, wenn ein 31jahriger diese Worte spricht:
F—=F=W

und auch dann, wenn diese Aussage ein 32jahriger Mensch macht:

F—-W=W

19Das entspricht dem Ubergang von einer Aussage der Form A — B zur wertverlaufsgleichen Aussage
der Form ~ AV B.
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2.19 Wir fiihren den Beweis fiir die Richtigkeit einer Schlussfigur

2.19 Wir fiihren den Beweis fiir die Richtigkeit einer

Schlussfigur
Im 1. Kapitel wurde eine bestimmte Schlussfigur:
Wenn A, so B
(2) Nicht B
Nicht A

haufig erwahnt. Mit den uns jetzt zur Verfligung stehenden Zeichen kénnen wir diese
Schlussfigur auch so schreiben:

Wir fiihren den Beweis fiir die Richtigkeit einer Schlussfigur Im 1. Kapitel wurde eine
bestimmte Schlussfigur:

A— B
~ B
~ A

Wir sagten schon, dass wir auf Grund der Beispiele vermuten, dass diese Schlussfigur
richtig ist. Beweisen wollten wir das aber erst spater. Jetzt ist die Zeit gekommen, den
Beweis zu fiihren.

Wir miissen zeigen, dass, sooft die beiden Pramissen dieser Schlussfigur wahr sind,
jedesmal auch ihre Konklusion wahr ist.

Wir wissen, dass eine Priifung dieses "sooft" undurchfiihrbar ist, denn wir wiirden alle
moglichen Aussagen durchprobieren miissen.

Es geniigt aber vollig, wenn wir alle moglichen Variationen fiir die Wahrheitswerte der
Aussagen durchprobieren. Das bedeutet im vorliegenden Fall die Untersuchung von vier
Fallen.

Pramissen Konklusion
A — B ~ B ~ A
W W w
W F F
F W W
F F F

Wir schreiben unter A und B ihre Wahrheitswerte. Danach schreiben wir den Wahr-
heitswert der verkniipften Aussage unter das Operationszeichen.

Pramissen Konklusion

A — B ~ B ~ A

W W W F W F W

W F F W F F W

F W W F W W F

F W F W F W F

Die Wahrheitswerte Die Wahrheitswerte Die Wahrheitswerte
der ersten Pramisse der zweiten Pramisse der Konklusion
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2.20 Dasselbe in Klirze

Wann sind beide Pramissen gleichzeitig wahr 7 Nur im letzten Fall, und dann ist auch
die Konklusion wahr (nicht genau dann, aber das wird auch nicht behauptet).

Die Schlussfigur (2) ist also tatsachlich richtig. Jedesmal, wenn beide Pramissen wahr
sind, ist auch ihre Konklusion wahr.

2.20 Dasselbe in Kiirze

Dieses Beweisverfahren hat den groBen Vorteil, dass es vollig mechanisch ablauft, es
ist dagegen aber sehr weitschweifig.

Wenn wir uns ein klein wenig hineingedacht haben, welche Bedeutung die Operationen
haben, die hierbei vorkommen, wird der Beweis schneller gehen. Wir miissen nur den
Fall berticksichtigen, fiir den beide Pramissen wahr sind.

Am einfachsten beginnen wir mit der zweiten Pramisse; ~ B ist genau dann wahr,
wenn B falsch ist. Dann kann aber A — B nur in einem Fall wahr sein, wenn namlich
A auch falsch ist; ~ A ist in diesem Fall aber wahr. Damit ist der Beweis gefiihrt.

Aufgaben

1. Von den unten genannten Zitaten sind manche Aussagen, manche nicht.

Die Aussagen sind symbolisch durch Formeln wiederzugeben, und zwar so, dass wir die
einzelnen, nicht weiter zerlegbaren Aussagen der Reihe nach mit A, mit B und so wei-
ter bezeichnen (moglicherweise iibereinstimmende Aussagen tberall mit dem gleichen
Buchstaben).

Welche speziellen Aussagen bezeichnen dann die einzelnen Buchstaben 7

a) Es welkt schon unser Waldchen, und seine Zierde fallt. (Berzsenyi: Der nahende
Winter)

b) Es gibt kein Rosenlabyrinth, und mit Balsamdiiften weht kein Zephyr. (Berszenyi:
Der nahende Winter)

c) Deinem Vaterland sei unerschitterlich getreu, o Ungar ... (V6résmarty: Stimme)

d) Ein kalvinistischer Priester und Csokonai Einander gute Freunde waren. (Petofi:
Csokonai)

e) Den Hahn, den Priester, alles, alles vergaB Vitez Michael Csokonai. (Petofi: Csokonai)
f) Vielleicht bewundere ich dich, doch liebe ich dich nicht ... (Petofi: Das Tiefland)

g) Wenn das Leben in die Schule kommt, Dann wird auch das Leben eine heit're Schule
sein. (Ady: Botschaft an meine ehemalige Schule)

h) Wenn wir sterben, also sterben wir. (Ady: MilchstraBe)

i) Burger - Herren, groB wird das Weh dann sein, Wenn rot die Fata Morgana kommt.
(Ady: Die Botschaft der Fata Morgana)

k) Morgen schon wird alles unser sein, Wenn wir wollen, wenn wir wagen. (Ady: Das
Lied des ungarischen Jacobiners)

) Ich bin Kénig, ich verfige iiber groBe Macht, Wenn du es nicht gibst, werd’ ich mit
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2.20 Dasselbe in Klirze

Gewalt es nehmen. (Jozsef Attila: Ballade des armen Mannes)

m) Gab es schon ein Leben zorniger als das meine? Und ob ich bose war oder in meinem
Glauben irrte? (Ady: Wer hat mich gesehen ?)

2. Stefan und Johannes stehen vor einer verschlossenen Tiir und streiten sich. Stefan
behauptet: "Wenn das Licht im Zimmer brennt, so ist jemand darin." Johannes ist der
Meinung, dass Stefan unrecht hat. SchlieBlich wetten sie, sie 6ffnen das Zimmer.
Welche Falle sind moglich 7 Wann gewinnt Stefan die Wette, wann Johannes ?

3. Es soll entschieden werden, welchen Sinn das oder in den folgenden Aussagen haben
kann.

a) Wenn du die StraBe verunreinigst oder spuckst, so verstoBt du gegen die dffentliche
Sauberkeit.

b) Entweder du bist still, oder ich schicke dich aus dem Zimmer!

c) Die Anzahl der Stellen der Zahl 230 ist gerade oder ungerade.

d) Entweder nehme ich Nikolaus mit mir oder Gabriel.

e) Nikolaus oder Gabriel nehme ich mit mir.

*4 0 Schreiben Sie die folgenden Aussagen mit den logischen Operationszeichen!
(Das 'oder’ ist hier und auch spater immer, wenn wir nicht auf sein Gegenteil hinweisen,
als nichtausschlieBendes oder zu verstehen.)

a) Nicht nur A, sondern auch B.

b) A, und nicht auch B.

c) Obwohl nicht A, so dennoch B.

d) Weder A, nach B.

e) Es ist nicht wahr, dass A und B.

f) Nicht A oder nicht B.

g) Es ist nicht wahr, dass A oder B.

h) Nicht A oder B.

i) B, vorausgesetzt dass A.

k) Nicht A, wenn nicht B.

) Wenn A, so nicht B.

m) Wenn nicht A, so zumindest B.

n) Es ist nicht wahr, dass wenn A, so ebenfalls B.
0) Wenn A, so B, aber wenn nicht A, so nicht B.
p) Wenn A, dann, aber nur dann B.

q) Wenn A, so nicht B, aber wenn nicht A, so B.
r) Dann, aber nur dann A, wenn nicht B.

s) A oder B, aber nicht alle beide.

t) Hochstens dann B, wenn A.

* 5. Unter den obenstehenden Aussagenverbindungen sind einige, die logisch gleichwer-
tig sind, das heiBt, ihre Wahrheitswertetafeln stimmen (iberein.

20Schwierige Aufgaben bezeichnen wir vor der laufenden Nummer oder vor dem Buchstaben mit
einem Stern.
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2.20 Dasselbe in Klirze

Versuchen Sie zu entscheiden, welche voneinander verschieden sind und welche logisch
gleichwertig sind!

6. Sind unter den in der Aufgabe 4 aufgefiihrten Aussagen solche, die dasselbe aus-
driicken wie die Alternative "A oder B"?

7. Die folgenden symbolisch geschriebenen Aussagen sind sprachlich zu formulieren.

a) ANBA~C by ~A— B
c) A=>B)AN(~A—=C) d) A><B><(AADB)
e) (AVB)A(~AV~B) f) (AA~B)V(~AANB)

Gibt es unter ihnen solche, die dasselbe ausdriicken ?

8. Es ist die Richtigkeit der in Aufgabe 5 des ersten Kapitels in a) beziehungsweise
b) vorkommenden Schlussfiguren zu beweisen beziehungsweise zu beweisen, dass sie
fehlerhaft sind.

9. Von den folgenden Schlussfiguren ist zu entscheiden, ob sie richtig sind.
(Erst ohne Rechnung, nur durch einfache Uberlegung; dann durch Rechnung zur Kon-
trolle, ob das durch Uberlegung erhaltene Ergebnis richtig ist.)

a) Die StraBenbahn ist defekt, oder es ist Stromsperre.
Es ist keine Stromsperre.
Also ist die StraBenbahn defekt.

b) Ich sehe die Venus im Sternbild des Orion oder den Jupiter.
Ich sehe nicht die Venus im Sternbild des Orion.
Also sehe ich den Jupiter.

c) Wir erhohen die mathematische Bildung, oder wir bleiben im Atomzeitalter im wirt-
schaftlichen Wettbewerb zuriick.

Wir bleiben im Atomzeitalter im wirtschaftlichen Wettbewerb nicht zuriick.

Also erhohen wir die mathematische Bildung.

d) Gabriel empfing die Botschaft nicht, oder er war anderweitig in Anspruch genommen.
Er bekam die Botschaft nicht.
Er war also nicht anderweitig in Anspruch genommen.
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3.1 Wir versuchen, Parallelen zu ziehen

3 Algebra und Logik

3.1 Wir versuchen, Parallelen zu ziehen

In vielem erinnert uns die mathematische Logik an die Mathematik, besonders an die

Arithmetik - Algebra ]

Es gibt jedoch auch groBe Unterschiede. Diese werden wir am besten erkennen, wenn

wir zwischen ihnen Parallelen ziehen.

Katchen mochte wissen, wieviel sie
wiegt. Sie stellt sich auf eine Waage.
Diese zeigt 62,3 kg an.

Ist diese Angabe ganz genau?

Nein, denn jede Wagung ist nur bis zu
einem gewissen Grad genau, auch wenn
sie noch so sorgfaltig durchgefiihrt wur-

"Onkel Theodor hat heute schlechte
Laune", sagt Hanschen. Ich sehe des
Onkels finsteren Blick und nehme des-
halb an, dass diese Aussage den Wahr-
heitswert W hat.

Ist es auch wirklich so ?

Diese Angabe ist mehr oder weniger ge-

de. nau.

"Wieviel Beine hat der Stuhl, auf dem
ich sitze ?" Darauf kann ich eine ganz
genaue Antwort geben: vier.

(Obwohl es vorkommen kann, dass eines
der Beine zerbrochen, verstiimmelt ist,
und schlieBlich konnte man bestreiten,
ob es iiberhaupt ein Bein ist ...)

Die Erde steht still und die Sonne dreht
sich um sie. Diese Aussage ist sicher
falsch, das heiBt, ihr Wahrheitswert ist
F. (Obwohl jede Bewegung relativ ist,
denn wir konnten ein Bezugssystem
wahlen, in dem die Erde fest steht ...)

Wir haben also auf der einen Seite GroBen (Masse, Anzahl), auf der anderen Seite Aus-
sagen (Onkel Theodor hat heute schlechte Laune, Die Erde steht still und die Sonne
dreht sich um sie). Sowohl die GréBen als auch die Aussagen betreffen die reale Welt.
Wie wir sehen, konnen die GroBen mehr oder weniger genau durch Zahlen (62,3; 4)
angegeben werden. Ebenso lassen sich die Aussagen mehr oder weniger genau durch
Wahrheitswerte charakterisieren.

Der Mathematiker benutzt zur Verallgemeinerung seiner Rechnungen an Stelle von Gro-
Ben und Zahlen haufig Variablen (g, t, n,  usw.). Aus den gleichen Griinden verwendet
der Logiker logische Variablen (A, B, C' usw.).

2lln Ermangelung einen besseren Wortes bezeichnen wir damit die Disziplin der Mathematik, die wir
heute gekiinstelt in Arithmetik und Algebra zu teilen pflegen.
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3.2 Die Kommutativitdt und die Assoziativitdt als Eigenschaft der Konjunktion

Bei der Spezialisierung eines allgemeinen Ergebnisses werden dann an die Stelle solcher
Variablen wieder Zahlen bzw. Wahrheitswerte gesetzt und bei der Anwendung dieser
Ergebnisse in der Praxis geht man dann zu den GroBen und Aussagen (iber.

In der reinen Mathematik bzw. in der reinen mathematischen Logik arbeitet man nur
mit Zahlen bzw. Wahrheitswerten oder mit den ihnen entsprechenden Variablen. Unsere
Parallele beginnt also folgendermaBen:

GroBen Aussagen
Zahlen Wahrheitswerte
Variablen logische Variablen

Wofiir stehen eigentlich die logischen Variablen (A, B, C usw.), fiir Aussagen (Onkel
Theodor hat heute schlechte Laune, Das Pferd ist ein Vogel) oder fiir Wahrheitswerte
(W, F)?

Wir verwenden sie fiir beide Zwecke. Von der angewandten Mathematik her sind wir
es ja bereits gewohnt, dass die Variablen manchmal fiir Gr6Ben (Geschwindigkeit, Mas-
se usw.), manchmal fiir reine Zahlen stehen. Man koénnte diese zweifache Benutzung
gleicher Buchstaben vermeiden, indem man fiir verschiedene Zwecke auch verschiedene
Variablen verwendet. In der Logik kommt eine solche Unterscheidung zuweilen vor.
Der Einfachheit wegen treffen wir diese Unterscheidung nicht.

3.2 Die Kommutativitat und die Assoziativitat als Eigenschaft
der Konjunktion

Verfolgen wir die Parallelen zwischen den Zahlen und den Wahrheitswerten weiter. So-
wohl mit Zahlen als auch mit Wahrheitswerten kénnen wir Operationen durchfiihren.
Bisher hatten wir erkannt, dass der Multiplikation die Konjunktion entspricht. Ob wohl
beide Operationen die gleichen Eigenschaften haben?

Von der Multiplikation wissen wir, dass flr sie das Kommutationsgesetz gilt, zum Bei-
spiel 4 - 25 = 25 - 4.

Ferner gilt auch das Assoziationsgesetz. Das bedeutet, dass wir beispielsweise fiir 4 -
(25 - 39) auch rechnen koénnen: (4 - 25) - 39.

Allgemein gilt:
Unabhangig davon, welche Zahlen a, b und ¢ bedeuten, stets ist

ab = ba und a(bc) = (ab)c
Besitzt auch die Konjunktion diese Eigenschaft ? Zunachst gilt
WAW =W AW ) FANF=FAF
In diesem Fall ist das Kommutationsgesetz erfiillt. Aber ebenso gilt

WANF=FANW und FANW =WAF
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3.3 Die Wertverlaufsgleichheit

weil der Wahrheitswert der Konjunktion in jedem dieser Falle F'4 ist. Wie wir sehen,
ist also auch die Konjunktion kommutativ.

Wie ist es nun mit der Assoziativitat ? Hier mussen wir schon mehr Falle betrachten:

WAWAW) =W AW) AW, weil beide Seiten den Wahrheitswert W ergeben,
WANWAFE)= (W AW)AF, weil beide Seiten den Wahrheitswert I ergeben,
WANEANW)=(WAF)ANW, weil beide Seiten den Wahrheitswert I ergeben,
WA(FNF)=(WAF)AF, weil beide Seiten den Wahrheitswert I ergeben,
FAWAW)=(FAW)AW, weil beide Seiten den Wahrheitswert I ergeben,
FAWANF)=(FANW)AF, weil beide Seiten den Wahrheitswert I ergeben,
FAN(FAW)=(FNF)NW, weil beide Seiten den Wahrheitswert F ergeben,
FA(FANF)=(FANF)AF, weil beide Seiten den Wahrheitswert F' ergeben. ’

In welcher Reihenfolge schreiben wir die Wahrheitswerte auf 7 Wir beginnen wie bisher
mit der Variierung der Wahrheitswerte an der letzten, in diesem Falle also an der 3.
Stelle: W, F, W, F'. Dann ergibt sich fir die zweite Stelle die Reihenfolge: W, W, F, F.
Beide Folgen miissen wir nun zweimal untereinander schreiben, da an der 1. Stelle ein
"IW" (siehe die ersten 4 Falle), aber auch ein "F'" stehen kann (siehe die letzten 4
Falle).

Nachtraglich erkennen wir, dass es eigentlich Uberfllssig war, so vieles zu schreiben,
wenn wir beachtet hatten, dass (iberall dort, wo ein "F™" in irgendeine Konjunktion
hineingelangte, der Wahrheitswert der ganzen Konjunktion F' ist. Die Konjunktion ist
also auch assoziativ und nicht nur kommutativ.

Wir sahen alle Falle durch und konnten uns davon (iberzeugen, dass, unabhangig von
der Wahl der Wahrheitswerte fir A, B und C, immer gilt:

Wert von AN B = Wert von B A A,
Wert von AN (BAC) = Wertvon (AANB)AC.

3.3 Die Wertverlaufsgleichheit

Wenn die Zahlenwerte von a - b und b - a fiir alle Zahlen a und b tbereinstimmen, so
driicken wir das gewohnlich durch a - b = b - a aus, das heiBt also, der Zahlenwert von
a-b ist gleich dem Zahlenwert von b-a, unabhangig davon, welche Zahlen wir an Stelle
von a und b setzen.

Dasselbe ist auch der Fall, wenn die Wahrheitswerte von A A B und von B A A fir
alle Wahrheitswerte von A und B (ibereinstimmen, das heiBt, wenn die Wahrheitswer-
tetafeln von A A B und B A A einander gleich sind. Dann schreiben wir das in der
Form
ANB=BAA
22Das Zeichen "= " symbolisiert hier nicht die Identitat der beiden Ausdriicke, das heiBt die vollige
Ubereinstimmung der links und rechts von dem Zeichen "equiv"stehenden Zeichenreiben (hier:
AN B und B A A). Es soll vielmehr zum Ausdruck bringen, dass es sich um solche Ausdriicke

handelt, deren Wahrheitswerte unabhangig von der Wahl der Wahrheitswerte fiir die Variablen,
aus denen die Ausdriicke aufgebaut sind, libereinstimmen.
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3.4 Beispiele fiir die Eigenschaften der Konjunktion

und lesen das so: A A B und B A A sind wertverlaufsgleich.

Im Gegensatz zu den Zeichen A, V, ~, —, >< ist das Zeichen = kein Symbol fiir
eine neue logische Operation.

Deshalb ist auch AA B = B A A kein neuer aus den Teilausdriicken AA B und BA A
zusammengesetzter Ausdruck, sondern lediglich eine Abkiirzung fiir den bereits oben-
erwahnten Sachverhalt:

Die Wahrheitswertetafeln von A A B und B A A stimmen uberein.

Es handelt sich also bei AA B = B A A um eine Aussage lber zwei Ausdriicke. Die
Verwendung des Zeichens = ermoglicht es uns, eine solche Aussage in kurzer Form
symbolisch niederzuschreiben. Aus diesem Grunde fiihrten wir auch das Zeichen = ein.

Setzen wir nun fiir die logischen Variablen A und B spezielle Aussagen ein (fiir A etwa
die Aussage 'Der Mars ist ein Planet’ und fiir B die Aussage 'Die Sonne dreht sich
um die Erde’), so erhalten wir aus A A B eine Aussage, die uns etwas lber zwei ganz
konkrete Subjekte, namlich Giber den Mars und (iber die Sonne aussagt. Mit dieser
speziellen Bedeutung von A und B ist dann A A B = B A\ A eine Aussage iiber zwei
Aussagen. Wir bezeichnen solche Aussagen in der Logik als Metaaussagen.@

Da die Wertverlaufsgleichheit von Ausdriicken beim logischen SchlieBen eine sehr wich-
tige Rolle spielt, werden wir die Metaaussagen, die besagen, dass zwei Ausdriicke wert-
verlaufsgleich sind, besonders hervorheben. Wir lernten solche Aussagen bereits kennen.
Im folgenden werden einige wichtige unter ihnen nummeriert.

(Der Buchstabe W vor der Zahl weist darauf hin, dass von wertverlaufsgleichen Aus-
driicken die Rede ist. 4

(W1) ~~ A = A,

(W2) ~AVB=A—B

(W3) AAB=BAA,

(W4) AN(BANC)=(AANB)ANC

3.4 Beispiele fiir die Eigenschaften der Konjunktion

Wir wenden das Kommutationsgesetz der Konjunktion (W 3) auf konkrete Aussagen
an:

Es fallt der Regen, und es blast der Wind.

Ihr Wahrheitswert ist derselbe wie der der Aussage

23Meta ist ein griechisches Wort. Es hat die urspriingliche Bedeutung von dariiber, danach.

24Am Ende des Buches fiihren wir die in dem Buch vorkommenden wichtigsten wertverlaufsgleichen
Ausdriicke der laufenden Nummer nach auf. Wenn wir also irgendwo beispielsweise auf die Bezie-
hung (W 2) Bezug nehmen und der Leser erinnert sich nicht, welche Beziehung wir so benannten,
dann blattert er zu Ende. Dort findet er sie wieder. Dort gehen wir auch an, auf welcher Seite
sie zum ersten mal vorkam. Das erleichtert dem Leser die Wiederholung, wie und woraus sich die
Wertverlaufsgleichheit der entsprechenden Ausdriicke ergibt.
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3.5 Die entsprechenden Eigenschaften der Alternative

Es blast der Wind, und es fallt der Regen.

Das heiBt, wenn irgendeine der beiden Aussagen wabhr ist, so ist auch die andere wabhr,
wenn eine falsch ist, so ist auch die andere falsch.
Ahnliche triviale Wahrheiten driickt auch das Assoziationsgesetz (W 4) aus.

'Es fallt der Regen, auBerdem blast der Wind und es ist kalt’ ist genau dann wahr, wenn
die Aussage 'Es fallt der Regen, es blast der Wind und auBerdem ist es kalt’ wahr ist.

3.5 Die entsprechenden Eigenschaften der Alternative

Wenn eine Arbeitsstelle frei ware und der Bewerber miisste die Bedingung: "Besitzer ei-
nes Diplome, das ihn als Chemieingenieur ausweist, oder eines an irgendeiner Universitat
erworbenen Chemikerdiploms zu sein" erfiillen, dann kdénnten sich dieselben Bewerber
melden, als wenn die Bedingung die folgende ware: "Besitzer eines auf irgendeiner Uni-
versitat erworbenen Chemikerdiploms oder Besitzer eines Diploms zu sein, das ihn als
Chemieingenieur ausweist."

(Natiirlich ist es auch kein Hindernis, wenn man zuféllig beide Abschliisse besitzt, ob-
gleich es in der Praxis kaum Ublich ist.)

Ebenso gleichwertig sind die Bedingungen:

"Ein Diplom als Chemieingenieur zu besitzen oder aber auf einer Universitat das Chemi-
kerdiplom erworben zu haben oder in der chemischen Industrie bedeutende Neuerungen
eingefiihrt zu haben"

und

"Ein Diplom als Chemieingenieur zu besitzen oder auf einer Universitat das Chemiker-
diplom erworben zu haben oder aber™| in der chemischen Industrie bedeutende Neue-
rungen eingefiihrt zu haben."

Natirlich empfinden wir, dass diese logisch gleichbedeutend sind; das beweist aber
nicht, dass die Alternative kommutativ und assoziativ ist; hochstens kann man es ah-
nen.

Zum Zweck des Beweises wahlen wir uns alle méglichen Wahrheitswerte fiir die Teilaus-
sagen und priifen, ob die zusammengesetzten Aussagen in allen Fallen den gleichen
Wahrheitswert besitzen.

Betrachten wir als Beispiel das Gesetz der Kommutativitat:

WNVW=WVW =W,
FVF=FVF=F,

WVEF=FVW=W,
FVW=WVF=W.

Es ware langweilig, die acht Falle der Assoziativitat zu untersuchen. Das ist aber auch

25Das Wort "aber" nach einem oder driickt aus, welches der drei Worte oder im Satz am stirksten
trennt.
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3.6 Die Verallgemeinerung auf mehrere Glieder

uberflissig, denn wir wissen: Wenn auch nur ein ,JW*" in irgendeine Alternative hin-
eingelangt, so besitzt die ganze Alternative den Wahrheitswert 1. Eine Alternative ist
genau dann falsch, wenn alle Teilaussagen falsch sind.

(Wenn das aber jemandem nicht klar ist, ist es besser, wenn er es durchprobiert!)

Die Alternative ist also ein zur Konjunktion ganz analoger Fall, nur ist die Rolle von
SV und | F* vertauscht. Selbst die Eigenschaften sind dieselben:

(W5) AV B=DBVA,
(W6) AV (BVC)=(AVB)VvVC.

3.6 Die Verallgemeinerung auf mehrere Glieder

Wegen der Gliltigkeit des Assoziationsgesetzes kann man in den Fallen, in denen lauter
Konjunktionen oder lauter Alternativen auftreten, auf die Klammern verzichten:

ANBAC

Wir konnen also einfach von der Konjunktion beziehungsweise Alternative dreier Aus-
sagen sprechen.

Die Eigenschaften der Kommutativitat und der Assoziativitat gelten wie in der Algebra
fur beliebig viele Variable. So sind demnach nicht nur drei, sondern beliebig viele Aus-
sagen durch eine Konjunktion beziehungsweise Alternative sinnvoll verkniipfbar.

Eine Konjunktion beliebig vieler Aussagen ist genau dann wahr, wenn jede der Teilaus-
sagen wahr ist. Ist das nicht der Fall, so ist sie also falsch. (Falsch also, wenn von den
sogenannten Konjunktionsgliedern auch nur eines falsch ist.)

Eine Alternative beliebig vieler Aussagen ist genau dann wahr, wenn Wenigstens eine
der? Teilaussagen wahr ist. Ist das nicht der Fall, so ist sie also falsch. (Genau dann ist
sie falsch, wenn jedes Alternativglied falsch ist.)

3.7 Substitution

Das Gesetz der Kommutativitat konnen wir auch dann in der Arithmetik und Algebra
anwenden, wenn die Glieder selbst zusammengesetzte Ausdriicke sind. Zum Beispiel
stellt

(a —b)? +2ab dieselbe Zahl wie 2ab + (a — b)?

dar, unabhangig von der speziellen Auswahl der Zahlen fiir die Variablen a und b. Ebenso
stimmt der Zahlenwert von

(a+b)-(a—>b) mitdemvon (a—0>)-(a+0)

iberein, unabhangig davon, welche speziellen Zahlen wir an die Stelle von a und b
setzen.
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3.8 Das Gesetz der Kontraposition

Dasselbe gilt auch fiir beliebige Ausdriicke. (Wenn die arithmetischen Ausdriicke ir-
gendwo eine bestimmte Bedeutung haben, so haben sie diese freilich auch in allen
Beziehungen, in denen sie auftreten.

Beispielsweise ist der Zahlenwert von a + % immer gleich dem von % + a. Wenn aber
a = 0 ist, dann ist jeder dieser Ausdriicke sinnlos, weil man durch 0 nicht dividieren
kann.)

Das soeben Gesagte ist fast Wort fiir Wort auch in der mathematischen Logik giiltig.
Hier kann es nur nicht vorkommen, dass ein Ausdruck fiir bestimmte Aussagen nicht
erklart ist. Wenn wir in der mathematischen Logik in wertverlaufsgleichen Ausdriicken
eine oder mehrere Variable durch einen beliebigen logischen Ausdruck substituieren (an
Stelle Gbereinstimmender Buchstaben tritt dann derselbe Ausdruck), so erhalten wir
wieder wertverlaufsgleiche Ausdriicke.

Beispiel:
(A= B)AB=BA(A— B)

Die Glieder der Konjunktion sind hier A — B und B. Diese Beziehung konnen wir aus
der Beziehung
ANB=BANA

erhalten, indem wir fiir A auf beiden Seiten den Ausdruck A — B schreiben. Wir
konnen aber ein falsches Ergebnis erhalten, wenn wir fiir A an der einen Stelle der
obigen Beziehung etwas anderes schreiben als fiir A an einer anderen Stelle der gleichen
Beziehung.

Das Ergebnis kann auch dann falsch sein, wenn wir fiir die Variable an einer Stelle
einen gewissen Ausdruck einsetzen, an einer anderen Stelle in der gleichen Beziehung
dagegen A unverandert lassen.

Zum Beispiel stimmen die Wahrheitswerte von (A — B) A B nicht immer mit den
Wahrheitswerten von B A A lberein (der erste Ausdruck ist namlich auch dann wahr,
wenn A falsch, B aber wahr ist).

3.8 Das Gesetz der Kontraposition

Schreiben wirin AV B = BV A an die Stelle von A den einfachsten zusammengesetzten
Ausdruck ~ A, so erhalten wir:

~AVB=Bv~A
Fir die linke Seite kdnnen wir auch schreiben:

A— B

Konnen wir nicht auch die rechte Seite auf die Form einer Implikation bringen? Das ist
nicht schwer, da doch ~~ B logisch dasselbe bedeutet wie B. Fiir die rechte Seite des
obenstehenden Beispiels schreiben wir also:

~~ BV ~ A
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3.9 Ersetzung

Das ist gleichwertig mit
~B—~A

Damit bringen wir die obenstehende Beziehung auf die Form:
(W7) A—-B=~B—~A

Zum Beispiel ist die Aussage

'Wenn das Opfer am Freitag abend zu Hause war, so spielte sein Radio'@
gleichwertig mit

'Wenn am Freitag abend das Radio des Opfers nicht spielte, so war das Opfer nicht zu
Hause.

Der Satz (W 7) ist das sogenannte Kontrapositionsgesetﬂ. Dieses ist durchaus nicht
so selbstverstandlich wie die bisherigen Satze von dhnlicher Form und sollte beachtet
werden. (Lies in diesem Zusammenhang die Aufgaben 1 und 2 und unsere Loésung)

3.9 Ersetzung

Wir betonen besonders, dass das Ergebnis falsch werden kann, wenn man in wert-
verlaufsgleichen Ausdriicken fiir eine Variable an einer Stelle einen anderen Ausdruck
schreibt als fiir die gleiche Variable an einer anderen Stelle, bzw. fiir eine Variable an
einer Stelle etwas anderes einsetzt und die gleiche Variable an anderen Stellen unver-
andert lasst.

Und nun sind wir in diesen Fehler verfallen!

Zuerst substituierten wir im rechten Ausdruck die Variable B durch ~~ B. Auf diese
Weise wurde aus BV ~ A der Ausdruck ~~ BV ~ A und danach hieraus der Ausdruck
~ B —~ A.

Im linken Ausdruck versaumten wir aber statt B auch ~~ B zu schreiben.

Doch hier liegt der Sachverhalt ganz anders. Wir sprachen davon, dass wir fiir eine Va-
riable in wertverlaufsgleichen Ausdriicken einen beliebigen Ausdruck schreiben kénnen,
und dass wir dann wieder wertverlaufsgleiche Ausdriicke erhalten. Jetzt dagegen erset-
zen wir eine Variable (B) auf der rechten Seite der Ausgangsbeziehung entsprechend
der Beziehung B =~~ B, das heiBt, wir schreiben fiir B den mit B wertverlaufsglei-
chen Ausdruck ~~ B.

B unterscheidet sich von ~~ B nur durch die auBere Form, ihre Wahrheitswerte aber
stimmen Uberein. Also vertritt der eine Ausdruck den anderen vollstandig, ob wir ihn
nur an einer Stelle oder ob wir ihn an mehreren Stellen der Ausgangsbeziehung schrei-
ben.

Zur Unterscheidung sprechen wir in solchen Fallen nicht von Substitution, sondern von
Ersetzung [

26\\ir verstehen das freilich so, dass am Freitag abend sein Radio spielte, nur ist es nicht erforderlich,
das noch ein zweites Mal einzufiigen.

27| ateinisches Wort, es bedeutet "entgegensetzen".

28\/on Substitution sprechen wir denn, wenn fiir eine Variable gleichzeitig an allen Stellen ihres Auf-
tretens eine endete Variable beziehungsweise ein anderer Ausdruck geschrieben werden soll.
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3.10 Welcher Vergleich ist der bessere ?

Es ist verstandlich, dass wir nicht nur eine Variable durch einen wertverlaufsgleichen
Ausdruck ersetzen konnen, sondern gleichgliltig, welchen Teilausdruck wir auch immer
durch einen wertverlaufsgleichen Ausdruck ersetzen, aus wertverlaufsgleichen Ausgangs-
ausdriicken werden wieder wertverlaufsgleiche Ausdriicke.

Derartige Umformungen zeigen die folgenden zwei Beispiele:

1. Den Ausdruck
~ AV B ersetzen wir durch A — B

Das ist moglich, weil ~ AV B = A — B gilt.

2. Den Ausdruck

ersetzen wir durch den Ausdruck
~B -~ A

Das ist moglich, weil ~~ BV ~ A =~ B —~ A gilt.
(Diese erhalten wir aus ~ AV B = A — B, wenn wir fir A den Ausdruck ~ B und
fir B den Ausdruck ~ A substituieren.)

Offensichtlich erhalten wir erneut wertverlaufsgleiche Ausdriicke, wenn wir ~ AV B,
das an mehreren Stellen in den Ausdriicken vorkommen moge, an einigen Stellen durch
A — B ersetzen, an anderen unverandert stehenlassen.

Zum Beispiel erhalt man aus

durch Ersetzung
~~(A— B)=~AVB

Wenn wir in wertverlaufsgleichen Ausdriicken einen Teilausdruck an einer oder an meh-
reren Stellen durch wertverlaufsgleiche Ausdriicke ersetzen, so erhalten wir wieder wert-
verlaufsgleiche Ausdriicke.

3.10 Welcher Vergleich ist der bessere ?

Wenn wir die Konjunktion mit der Multiplikation vergleichen, dann konnen wir die
Alternative in einen Zusammenhang mit der Addition bringen. Wir wissen, dass die
Addition ebenso wie die Multiplikation kommutativ und assoziativ ist, das heiBt, es gilt

a+b=b+a und a+ (b+c)=(a+b)+c

Wir konnten die Parallele auch so ziehen. Der Konjunktion entspricht die Addition,
der Alternative die Multiplikation. Die bisher untersuchten zwei Eigenschaften mach-
ten keinen Unterschied zwischen den beiden Operationen. Aber die Addition und die
Multiplikation haben auch eine Eigenschaft gemeinsam: die Distributivitat.
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3.10 Welcher Vergleich ist der bessere ?

Zum Beispiel kénnen wir 21 (das heiBt 20 + 1) so mit 4 multiplizieren, indem wir die
20 mit 4 und auch die 1 mit 4 multiplizieren:

(20+1)-4=(20-4)+ (1-4)
Auf beiden Seiten erhalten wir 84

Diese Eigenschaft zeigt bereits einen Unterschied zwischen den beiden Operationen,
denn wenn wir die Rollen von Addition und Multiplikation vertauschen, so sind die
Ergebnisse auf beiden Seiten im allgemeinen nicht gleich. Als Beispiel betrachten wir
die obenstehenden Zahlen:

(20-1)+4#(20+4)-(1+4)

Jetzt erhalten wir auf der einen Seite 24, auf der anderen Seite 120. Die Resultate
sind also nicht gleich. Wir werden also untersuchen miissen, ob in irgendeiner Form
die Distributivitat zwischen Konjunktion und Alternative giiltig ist. Es wird sich jetzt
entscheiden, welche Parallele richtig ist.

Wir bleiben zunachst bei unserer urspriinglichen Annahme und sehen nach, ob die
Wahrheitswerte der folgenden zwei Ausdriicke iibereinstimmen:

(AVB)AC und (ANC)V(BAC)

gleichgiiltig, welche Wahrheitswerte wir auch immer den logischen Variablen A, B und
C geben.

Die Reihenfolge der Wahrheitswerte soll jetzt auch dieselbe sein wie friiher:

A lassen wir die Wahrheitswerte W, W, W, W, F, F, F, F durchlaufen, B nimmt nach-
einander die Wahrheitswerte W, W, F, F, W, W, F, F an, und C hat nacheinander die
Wahrheitswerte W, F, W, F, W, F, W, F.

Wo mehrere Operationen auftreten, wird es gut sein, auch Teilergebnisse niederzu-
schreiben. So, wie wir es gewohnt sind, schreiben wir die Wahrheitswerte unter die
Operationszeichen. Zuerst erledigen wir die in der Klammer stehenden Operationen,
danach die anderen auf beiden Seiten.

=Tz >

~FMSTMSESTTSTS0O

F
wW
F
F
F

HFMTMTTMEZSSES
NTTMESSZSSZ=<
~mmEETMSS®
HMTTMMESZSZSE>
vTmmmTmTmE NS>
mMETMET=ETNEo
wmmmENE <
HMMEESTMNZZW
MNTTTTmST TS >
mFTMETMESTETNEO

Reihenfolge 3

2Wir kénnen die Klammern auf der rechten Seite ruhig fortlassen. Aber wenn das auch durchaus
richtig ist, so wird es spater nitzlich sein, die Klammern zu belassen. (Dass gleiche gilt auch fir
die linke Seite der folgenden Formel.)
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3.11 Die Gegenprobe

Wie wir sehen, ist das Endergebnis auf beiden Seiten das folgende: im ersten, dritten
und finften Fall ergibt sich der Wert W, in den iibrigen fiinf Fallen der Wert F. Das
hatten wir auch ohne Tabelle herausfinden konnen. Zum Beispiel mit dem folgenden
Schluss:

Wenn C den Wert F besitzt, dann sind die Werte beider Formeln F, der erste, weil
das eine Glied der Konjunktion den Wert F besitzt, der zweite, weil beide Glieder der
Alternative den Wert F haben.

Der Wert der ersten Formel ist auch dann gleich F, wenn der Wert von C' gleich W
ist, aber A und B den Wert F haben. Aber auch der Wert der zweiten Formel ist dann
gleich F, weil beide Glieder der Alternative in diesem Fall ebenfalls den Wert F haben.
Es bleibt der Fall zu untersuchen, wenn der Wert von C' gleich W ist und mindestens
eine der Aussagen A und B den Wert W besitzen. In diesem Falle ist der Wert der
ersten Formel gleich W, weil ihre beiden Glieder den Wert W haben.

Auch fiir die zweite Formel erhalt man dann den Wahrheitswert W, weil dann wenigs-
tens ein Glied der Alternative den Wert W haben muss. (Wenn der Wert von A gleich
W ist, dann ist die erste Teilaussage wahr, wenn der Wert von B gleich W ist, dann ist
die zweite Teilaussage wahr, wenn A und ebenfalls B den Wert W besitzen, dann sind
beide Teilaussagen wahr.)

Die Werte der beiden Ausdriicke stimmen in jedem Fall (iberein, also gilt die Distribu-
tivitat in der Form:

(W8) (AVB)ANC=(ANC)V(BAC)
Das genaue Gegenstiick ist aus der Algebra bekannt, denn es gilt:
(a+b)c = ac+ bc

Das zeigt uns, dass der Multiplikation die Konjunktion, der Addition die Alternative
entspricht.

3.11 Die Gegenprobe

Untersuchen wir jedoch, wie vorher mit den Zahlen, was sein wird, wenn wir die Rolle
der beiden Operationen vertauschen:

(A AB VvV C (AVC A BV CQ
WWWWW WWWWWWwW W
WWWWF WWF WWW F
W F FWW WWWWF WW
WF FFF WWTFTFF FF
F FWWW FWWWWWW
F FWFF F F F F WWF
F F FWW FWWWFWW
F F F FF F F F F F F F
Reihenfolge 1 2 1 3 1 1 2 1 3 1 2 1




3.12 Beispiele fiir die beiden Distributionsgesetze

Jetzt tritt in den ersten drei, sowie im fiinften und siebenten Fall, auf beiden Seiten
der Wahrheitswert W auf, in den librigen Fallen der Wahrheitswert F. Aber auch jetzt
stimmen in allen Fallen die Wahrheitswerte beider Seiten (iberein:

(W9) (AAB)VC=(AVC)A(BVCO)

Wir konnten diesen Fall ebenso wie den vorigen ohne Tabelle behandeln, und zwar durch
einfache Uberlegungen. Wir beginnen zum Beispiel mit dem Fall: C falsch; fahren wir
damit fort, wenn C wohl falsch, jedoch A und B wahr sind. Was fiir ein Fall liegt dann
vor 7

Wir gelangen schlieBlich wie schon frither mit der Tabellenmethode zu dem tiberraschen-
den Ergebnis, dass fiir Konjunktion und Alternative nicht nur ein Distributionsgesetz,
wie flir Multiplikation und Addition gilt, sondern dass es zwei Distributionsgesetze gibt.
Dieses Ergebnis weist darauf hin, dass - wie wir bereits andeuteten - die Konjunktion
ebenso sehr der Addition ahnelt wie der Multiplikation, und dass die Alternative ebenso
der Multiplikation wie der Addition ahnelt.

Damit verloren wir die in gewissem Sinn bereits hinkende Analogie zwischen der Algebra
und der mathematischen Logik. Im anderen Sinne gewannen wir eine neue Einsicht:
Innerhalb der mathematischen Logik trafen wir die bisher vollkommenste Parallele zwi-
schen Konjunktion und Alternative an.

3.12 Beispiele fiir die beiden Distributionsgesetze

"Wenn das Kind morgen noch fiebrig ist oder stark hustet und wir erreichen den Arzt,
dann rufen wir ihn!

Wir kiimmern uns nur um das Vorderglied der Implikation.@ Auf dessen logische Form
(AV B)AC wenden wir das entsprechende Distributionsgesetz an, das heiBt, wir formen
den Teil des Satzes um in (AAC)V (BAC):

'Wenn das Kind morgen noch fiebrig ist und wir erreichen den Arzt oder stark hustet
und wir erreichen den Arzt, ...

Der Sinn des Satzes ist derselbe wie vorher, nur wird der Satz weitschweifiger.

Mit Worten pflegen wir zu sparen, deshalb wollen wir das Gesagte lieber in der Form
(AV B)AC alsin der Form (AAC)V (B AC') ausdriicken. Dasselbe kdnnen wir auch
von der Anwendung des zweiten Distributionsgesetzes sagen.

Zum Beispiel konnte man statt der Behauptung:

'Der Film ist ibermaBig kompliziert und inkonsequent oder ich verlor den Faden’
sagen:

'Der Film ist ibermaBig kompliziert oder ich verlor den Faden, ferner ist er auch inkon-
sequent oder ich verlor den Faden!

30Dje Implikation dient hier nur dazu, dass durch sie das oder eindeutig wird. Es ist offenkundig, dass
wir, wenn das Kind fiebert und stark hustet, dann ebenfalls (oder noch eher) den Arzt rufen, als
wenn es fiebert, aber nicht lautet, oder nicht fiebert, aber hustet. Dieses oder ist also auf alle Falle
ein nichtausschlieBendes oder.
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3.13 Die Verallgemeinerung der Distributivitit auf mehrere Glieder

Ja, man koénnte das sagen, aber wenn man so sprache, wiirde man faseln.

3.13 Die Verallgemeinerung der Distributivitat auf mehrere
Glieder

In der Algebra gilt das Distributionsgesetz fiir beliebig viele Glieder:
(a1 + ... + ag)n = ark + ... + agn

Es ist leicht einzusehen, dass wir auch in der mathematischen Logik die beiden Distribu-
tionsgesetze verallgemeinern konnen. Die vielen Glieder in der Tafel der Wahrheitswerte
wiaren uniibersichtlich, aber durch einfache Uberlegungen lasst sich der Beweis fiir die
verallgemeinerten Distributionsgesetze wie in den bereits behandelten Fallen fﬂhren.@

Die Verallgemeinerung auf beliebig viele Glieder ist also ebenfalls giiltig:

(AyV..VA)ANB=(A ANB)V ..V (A; A\ B)
(AN NA)VB=(AVB)A...AN (A, V B)

3.14 Idempotenz

Beziiglich der Distributivitat besteht kein Unterschied zwischen der Konjunktion und
der Alternative.

Die Addition und die Multiplikation aber verhalten sich auch in anderer Hinsicht ver-
schiedenartig:

Die Multiplikation mit einer positiven ganzen Zahl ist nichts anderes als eine wieder-
holte Addition gleicher Zahlen. Dagegen fiihrt die Multiplikation gleicher Zahlen nicht
auf die Addition zuriick, sondern auf eine neue Operation, auf das Potenzieren.

Wie verhalten sich in diesen Fragen die Konjunktion und die Alternative ?

Wenn Ady schreibt:

31Mit Hilfe des Beweises durch vollstandige Induktion kdnnen wir die verallgemeinerten Distributions-
gesetze auf die Wertverlaufsgleichheiten (W 8) und (W 9) zuriickfiihren. In gleicher Weise lassen
sich auch die Verallgemeinerungen der Beziehungen (W 3) bis (W 6) auf beliebig viele Glieder
beweisen. Wir wollen uns jedoch auf verhaltnismaBig einfache Vorkenntnisse stiitzen und wenden
deshalb das Prinzip des Beweises durch vollstandige Induktion nicht an.
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3.15 Negation und Konjunktion, Negation und Alternative

"Ich liebe dich und ich liebe dich und ich liebe dich"
driickt er eine andere Stimmung aus, als wenn er nur schreibt
"Ich liebe dich",

aber vom logischen Standpunkt aus bedeuten beide Aussagen dasselbe. Offensichtlich
ist die obige zusammengesetzte Aussage wahr, wenn wenigstens eine Teilaussage wahr
ist (weil dann alle Teilaussagen wahr sind), sie ist aber falsch, wenn eine Teilaussage
falsch ist.

Symbolisch aufgeschrieben, sieht das wie folgt aus:

A ANANA
—_—
W W
F F
A AVAV A
—_—
Ebenso: W W
F F

Nicht nur fir genau drei, fiir beliebig viele Konjunktionsglieder beziehungsweise Alter-
nativglieder sind diese Zusammenhange giiltig.

Wir sehen, dass die Konjunktion und die Alternative nicht auf weitere neue Operationen
fihren, wenn ihre Glieder gleich sind. Das Potenzieren hat also kein Gegenstiick in der
mathematischen Logik, fiir die Einfiihrung einer neuen Operation in diesem Sinne liegt
keine Notwendigkeit vor.

Die Beziehungen

(W10) ANA=A  und (W11) AvVA=A

und ihre Verallgemeinerungen auf mehrere Glieder bezeichnet man als die Eigenschaft
der Idempotenzf?

3.15 Negation und Konjunktion, Negation und Alternative

Die Addition und die Multiplikation in der Algebra verhalten sich auch noch von einem
anderen Standpunkt aus abweichend von der Konjunktion und der Alternative. An einem

Beispiel zeigen wir das:
—(345) = (=3) + (=9)

das heiBt, beide Seiten ergeben die Zahl -8, aber es gilt
—(3-5)#(=3)-(=9)

32Das Wort ist lateinischer Herkunft und heiBt etwa "Selbstpotenz" . Ahnlich wiez.B. 12=1-1=1,
13 = 1-1-1 usw. ist, nimmt jede "Potenz" beider Wahrheitswerte immer denselben Wert an,
auch wenn man unter "Potenz" die Wiederholung der Konjunktion und auch die der Alternative
versteht:

WAN..AW=W, FAN.ANF=F WvVv.VW=W, FV.VF=F
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3.15 Negation und Konjunktion, Negation und Alternative

weil die linke Seite die Zahl -15, die rechte Seite dagegen die Zahl 415 ergibt. Generell
gilt:
—(a+b) = (—a) + (=b). Aber —(ab) # (—a)(—b) sondern —(ab) = (—a)b = a(-0b)

Zwischen der Negierung einer Aussage und der Bildung des Inversen einer Zahl fanden
wir bisher recht gute Parallelen.

Untersuchen wir, ob nicht die Negierung einer Konjunktion oder die Negierung einer
Alternative ahnliche GesetzmaBigkeiten zeigen wie die Bildung des Inversen einer Sum-
me.

Ein entsprechender Zusammenhang besteht fiir die Konjunktion beziehungsweise Al-
ternative, wenn von den untenstehenden vier Ausdricken die zwei linksstehenden be-

ziehungsweise die zwei rechtsstehenden dieselben Wahrheitswerte haben.
Uberall miissten wir die folgenden vier Falle durchsehen.

~ (A AN B) ~ A AN ~ B ~ (A Vv B) ~ A VvV ~ B
F w wW W F wW F F W F wW W W F W F F W

w W F F F W F W F F W W F F W wW W F
W F F W W F F F W F F W W w F W F W

W F F F w F W W F W F F F w F W W F

R 3 1 2 1 2 1 3 2 1 3 1 2 1 2 1 3 2 1

Von den zwei vermeintlichen Beziehungen erfiillt sich nicht eine. Unter den Endergeb-
nissen (hier die mit 3 bezeichnete Spalte) stehen ganz andere Wahrheitswerte. Viel
tiberraschender ist der Zusammenhang zwischen den zwei auBeren Ausdriicken, die den
Wahrheitswertetafeln nach dieselben sind.

Ebenfalls gleichen einander die Wahrheitswertetafeln der beiden mittleren Ausdriicke.
Mit anderen Worten bedeutet das: wenn wir eine Konjunktion oder eine Alternative
negieren, dann erhalten wir dasselbe, als wenn wir alle beide Teilaussagen gesondert
negieren und dabei aber die Konjunktion in die Alternative und die Alternative in die
Konjunktion umandern.

Es ergibt sich dann:

(W12) ~(AAB)=~ AV ~B
(W13) ~(AVB)=~AA~B
Ahnlich ware es, wenn —(a + b) fiir alle a und b gleich ware mit (—a) - (—b) oder ~ab

gleich ware mit (—a) + (—0).
Das ist jedoch keineswegs der Fall.

Wir trafen bei unseren Untersuchungen auf zwei wichtige logische Gesetze, die man die
"de Morgansche Regeln'f?| nennt.

Die Ausdriicke auf beiden Seiten von (W 12) trafen wir bereits im 2. Kapitel in der
Losung der Aufgabe 4 e), f) an. In der Losung der Aufgabe 5 begriindeten wir auch,

33de Morgan (lies: de morgen), englischer Mathematiker und Logiker (1806-1871), einer der groBen
Wegbereiter der mathematischen Logik. Die obenstehenden Zusammenhange waren (ibrigens schon
weitaus friher, auch den scholastischen Logikern, bekannt (W. Ockham, erste Halfte des 14.
Jahrhunderts), nur gerieten sie mit der Zeit in Vergessenheit.
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3.16 Eine andere Beweisfiihrung - die Verallgemeinerung

weshalb unsere Wahrheitswertetafeln libereinstimmen. Ja, die Wahrheitswertetafel er-
kennen wir auch wieder: es ist die Wahrheitswertetafel der dritten oder-Operation, der
Unvertraglichkeit.

Die Ausdriicke auf beiden Seiten von (W 13) trafen wir schon im 2. Kapitel in der
Aufgabe 4 g) und d) an.

In der Aufgabe 5 begriindeten wir ebenfalls, weshalb unsere Wahrheitswertetafeln iiber-
einstimmen.

3.16 Eine andere Beweisfiihrung - die Verallgemeinerung

Auch ohne Benutzung der Wahrheitswertetafel konnen wir die Gliltigkeit der de Morgan-
schen Regeln beweisen:

Wenn A wahr und B auch wahr ist, dann ist in (W 12) die linke Seite falsch (weil das
Wahre verneint wird), und ihre rechte Seite ist auch falsch (weil alle beide Glieder der
Alternative falsch sind).

Wenn aber wenigstens eine der beiden Aussagen falsch ist, dann ist die linke Seite von
(W 12) wahr (weil wir das Falsche verneinen). Die rechte Seite ist ebenfalls wahr (weil
ein Glied der Alternative wahr ist).

(W 13) konnen wir auf ahnliche Weise tiberpriifen. Hier lohnt es sich, den Fall, wo A
und auch B beide falsch sind, von den anderen zu trennen.

Der groBe Vorteil der Beweisfiihrung liegt darin, dass sie auf beliebig viele Glieder (iber-
tragbar ist (mit einer geringfiigigen Abanderung des Wortlautes, zum Beispiel missen
wir anstatt "A und auch B" sagen "eine jede Variable").

Es gilt also auch:

~ (Al V..V Ak> =nrv A1 NN~ Ak

3.17 Beispiele fiir die de Morganschen Regeln

Die de Morganschen Regeln werden im taglichen Leben auch oft von dem angewendet,
der den Namen de Morgan nie gehort hat. Zum Beispiel konnten wir die Aussage:

'Das Hemd ist aus Dederon und knitterfrei’

(sie hat die Form: A A B) nicht nur folgendermaBen verneinen:
'Es ist nicht wahr, dass das Hemd aus Dederon und knitterfrei ist’
[sie hat die Form: ~ (A A B)], sondern auch so:

'Das Hemd ist nicht aus Dederon oder nicht knitterfrei.

Die letzte Aussage (sie hat die Gestalt ~ \V ~ B) betrachten wir als wahr - auch dann,
wenn das Hemd nicht aus Dederon und auch nicht knitterfrei ist.
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3.18 Dualismus

Andererseits konnen wir die Aussage:
'Morgen wird Schnee fallen oder zumindest Schneeregen’

(sie hat die Form: AV B) nicht nur folgendermaBen ver-
neinen:

'Es ist nicht wahr, dass morgen Schnee fallen wird oder
zumindest Schneeregen’

[sie hat die Form: ~ (A V B)], sondern auch so:

'Morgen wird kein Schnee fallen und auch kein Schneere-

gen.
Diese letztere Form und ihre stilistischen Abarten (weder ... noch ...; nicht ..., und nicht

...; nicht ..., doch auch ... nicht und so weiter) sind offenbar von der Form ~ AA ~ B.

3.18 Dualismus

Die de Morganschen Regeln geben ein weiteres Beispiel fiir die bisherigen Parallelen
zwischen Konjunktion und Alternative:

(W12) ~(AAB)=sinAv~B , (WI3) ~(AVB)=~AAN~DB

Wenn wir in (W 12) das Zeichen V an Stelle des Zeichens A und das Zeichen A an
Stelle des Zeichens V schreiben, gelangen wir zu (W 13), und ebenso, wenn wir in (W
13) wieder diese Zeichen vertauschen, gelangen wir zu (W 12) zuriick.

Einen solchen Zusammenhang gibt es auch zwischen anderen wertverlaufsgleichen Aus-
driicken, wir beobachteten das schon oft:

(W3) AANB=BAA |

(W4) AN(BANC)=(AANB)ANC |
(W8) (AVB)AC=(ANC)V(BAC)
(W10) ANA=A |

(W5) AvVB=BVA

(W6) Av(BvC)=(AvB)VvC
(W9) (AANB)VC=(AVC)AN(BVC)
(W11) AVA=A

Von den in einer Reihe aufgefiihrten Beziehungen sagen wir, dass sie zueinander dualﬁ
sind. Wir stellen uns nun die Frage:

Erhalten wir stets wieder zwei wertverlaufsgleiche Ausdriicke, wenn wir, ausgehend von
wertverlaufsgleichen Ausdriicken, dort jedes Zeichen V durch das Zeichen A und stets
jedes Zeichen A durch das Zeichen V ersetzen? Sehen wir uns zum Beispiel (W 2) an:

~AVB=A—-1B
Wenn wir das Zeichen V durch das Zeichen A ersetzen, erhalten wir:
~ANB=A—B

Die beiden neu erhaltenen Ausdriicke sind offensichtlich nicht wertverlaufsgleich, weil
der linke Ausdruck nur in einem Fall wahr wird, namlich dann, wenn der Wert von A

34Das lateinische duo bedeutet "zwei".
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3.18 Dualismus

gleich F, der von B gleich W ist, der rechte wird dagegen in drei Fallen wahr (nur dann
nicht, wenn der Wert von A gleich W, der Wert von B gleich F ist). Unsere Vermutung
erfillt sich also nicht.

Es ist aber moglich, folgendes zu beweisen (wir fithren hier nur den Sachverhalt an,
ohne ihn zu beweisen):

Wenn man in wertverlaufsgleichen Ausdriicken, in denen keine andere Operation, auBer
der Negation, Konjunktion und Alternative auftritt, Gberall an die Stelle von A das
Zeichen V, an die Stelle von V das Zeichen A schreibt, so erhalt man wieder wertver-
laufsgleiche Ausdriicke.

Diese These nennen wir das Dualitatstheorem 7

Aufgaben

1. Welche Form haben die untenstehenden Schliisse? Entscheiden Sie von jedem, ob er
richtig ist oder falsch!

(1) Wenn man den Briefkasten gestern nachmittag entleerte, so erhalt Georg
heute meinen Brief.
Wenn Georg meinen Brief nicht bekommt, so entleerte man gestern nachmittag den
Briefkasten nicht.

(2) Wenn die Feder meiner Uhr zerbrach, dann kostet die Reparatur nicht unter 50 Forint.

Wenn die Reparatur unter 50 Forint kostet, so zerbrach die Feder meiner Uhr nicht.

(3) Wenn die Rakete nicht iiber die erste kosmische Geschwindigkeitsstufe hinauskommt,
so kreist sie nicht um die Erde.
Wenn die Rakete (iber die erste kosmische Geschwindigkeitsstufe hinauskommt,
so kreist sie um die Erde.

(4) Wenn das Lied nicht schén ist, so bin ich nicht musikalisch.
Wenn ich musikalisch bin, so ist das Lied schon.

2. Sind die folgenden Schlussfiguren richtig ?
A—B A—B
(1) B— A (2) ~A—~B

3. Substituieren Siein A =~ B=B -~ A

(1) A durch B — C; (2) B durch AV B;

(3) A durch B und B durch ~ Al

Prifen Sie, ob Sie wieder wertverlaufsgleiche Ausdriicke erhalten!

4. Erhalt man wertverlaufsgleiche Ausdriicke, wenn man in A -~ B =B —~ A an
Stelle des auf der rechten Seite auftretenden ~ A
(1) A, (2) (A — B) A (A —~ B) schreibt 7

5. Sind ~ A und (A — B) A (A —~ B) wertverlaufsgleiche Ausdriicke ?

6. Wir wissen, dass wir wieder wertverlaufsgleiche Ausdriicke erhalten, wenn wir in wert-

35Eigentlich ist das duale Prinzip um vieles allgemeiner. Wir gehen darauf nicht niher ein und geben
uns mit diesem speziellen Fall zufrieden.
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3.18 Dualismus

verlaufsgleichen Ausdriicken einen vorkommenden Teilausdruck an einer Stelle% durch
einen anderen wertverlaufsgleichen Ausdruck ersetzen. Gilt auch die folgende Umkeh-
rung dieses Theorems 7

Wenn in wertverlaufsgleichen Ausdriicken ein vorkommender Teilausdruck an einer Stel-
le durch einen anderen ersetzt wird und wenn dadurch wieder wertverlaufsgleiche Aus-
driicke entstehen, so sind der Teilausdruck und der Ausdruck, durch den er ersetzt
wurde, wertverlaufsgleich.

7. Untersuchen Sie, ob der folgende Satz wahr ist!

Wenn in einem Ausdruck ein Teilausdruck mehrmals auftritt und wenn wir, vorausge-
setzt, dass wir ihn an einer Stelle durch einen anderen Ausdruck ersetzen, an anderer
Stelle dagegen nicht, wertverlaufsgleiche Ausdriicke erhalten, dann sind die beiden Aus-
driicke (derjenige, der als Teilausdruck mehrmals auftritt, der andere, durch den ersetzt
wird) wertverlaufsgleich.

8. Vergleichen Sie die folgenden Aussagen!

'Wenn du die StraBe beschmutzt oder spuckst, verstoBt du gegen die offentliche Sau-
berkeit’

und

'Wenn du die StraBe beschmutzt, verstoBt du gegen die Offentliche Sauberkeit, oder
wenn du auf die StraBe spuckst, verstoBt du gegen die offentliche Sauberkeit.

Verspiirt der Leser zwischen den zwei Aussagen einen inhaltlichen Unterschied ?

Wie wiirden wir die eine Aussage mit einer kleinen Abanderung (mit der Veranderung
eines Bindewortes) schreiben missen, so dass beide Aussagen gleichbedeutend werden?
Der Leser beweise auch, dass die entsprechenden Ausdriicke wertverlaufsgleich sind.

9. a) Beweisen Sie durch Vergleich der entsprechenden Ausdriicke, dass die untenste-
henden zwei Aussagen dasselbe bedeuten!

Wenn morgen gutes Wetter ist, so werden wir, wenn Sie Lust dazu haben, spazieren-
gehen

und
Wenn morgen gutes Wetter ist und Sie Lust dazu haben, so werden wir spazierengehen.
b) Vergleichen Sie die folgende Aussage mit den obenstehenden zwei Aussagen!

Wenn Sie Lust dazu haben, so werden wir, wenn morgen gutes Wetter ist, spazieren-
gehen.

36Freilich auch dann, wenn an mehreren Stellen ersetzt wird. Das aber folgt schon aus dem oben
Gesagten. (Wenn wir namlich einen Ausdruck an einer Stelle durch einen wertverlaufsgleichen
Ausdruck ersetzen und erhalten wertverlaufsgleiche Ausdriicke, so kdnnen wir dasselbe wiederholen
und so weiter.)
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3.18 Dualismus

*10. Folgender Beispielsatz:

"Wenn das Kind morgen noch fiebrig ist oder stark hustet und wir erreichen den Arzt,
so rufen wir ihn!

Beweisen Sie durch den Vergleich der entsprechenden Ausdriicke, dass dieser Satz
gleichbedeutend ist mit dem folgenden!

'Wenn das Kind fiebrig ist, so rufen wir den Arzt, falls wir ihn erreichen, und, wenn wir
den Arzt erreichen, so werden wir ihn, wenn das Kind stark hustet, rufen’

11. Beweisen Sie die Giiltigkeit der folgenden Beziehungen!
(1) ANB =~ (~ AV ~ B),

(2) AV B=~ (~ AN ~ B),

(3) A—» B=~ (AN~ B) (W 14).

Es ist je ein Beispielsatz zu nennen.
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4.1 Die einstelligen logischen Operationen

4 Uberblick iiber die logischen Operationen

4.1 Die einstelligen logischen Operationen

Zu den bisher betrachteten logischen Operationen gelangten wir durch Untersuchungen
an der Umgangssprache:
Wir untersuchten die logische Rolle von und, oder und von anderen Bindewortern. Gern
wiirden wir schon jetzt ein vollstandiges Bild davon erhalten, welche logischen Opera-
tionen es tiberhaupt gibt.

Wie ist das zu erreichen 7 Wollen wir ein Wérterbuch oder ein Sprachlehrbuch durch-
blattern und uns eine Tabelle aller Bindeworter zusammenstellen 7 Das ware langweilig,
und schlieBlich wiirden wir auch nicht sicher sein, ob wir nicht dennoch irgendeine lo-
gische Operation lbersehen haben.

Es gibt aber noch eine andere Moglichkeit: Wir versuchen, uns von den Wahrheitswerte-
tafeln her den logischen Operationen zu nahern. Nachtraglich kénnen wir dann immer
noch untersuchen, wie wir die so entdeckten Operationen mit den Mitteln der Um-
gangssprache wiedergeben konnen. Betrachten wir zuerst, welche einstelligen logischen
Operationen moglich sind.

Diese logischen Operationen haben folgende Wahrheitswertetafeln:

1.12 |3 |4

A
W {W|[W/[F|[F
FIW|F |W|F

Wir erkennen in der dritten Spalte unserer Wertetafel die Operation Negation. Im Kopf
der Tafel konnen wir hier ~ A schreiben. Die 1. Operation liefert unabhangig von dem
Wert von A stets den Wert W, die 4. Operation immer den Wert F. Das werden wir
auch im Kopf der Tafel angeben.

Wir kdnnten diese beiden logischen Operationen beispielsweise mit folgenden Worten
wiedergeben:

"2 . 2 = 4, unabhangig davon, dass ...", beziehungsweise
"2 - 2 =5, unabhangig davon, dass ..."

(Was fiir eine Aussage wir auch an die Stelle der Punkte schreiben, die erste zusammen-
gesetzte Aussage ist wahr, die zweite ist falsch.)

SchlieBlich dhnelt die mit 2. bezeichnete Operation der Multiplikation mit 1 oder der
Addition von 0 in der Arithmetik. A bleibt unverandert. Im Kopf der Tafel schreiben
wir A.

Wie driicken wir diese Operation mit Worten aus ? Zum Beispiel so:
"Es ist Tatsache, dass ..."
oder so: "2 - 2 =4 und..."

Sogar auch so: "2 - =5 oder ..."
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4.2 Die zweistelligen Operationen

Die moglichen vier einstelligen Operationen sind also die folgenden:

12 ] 3 [4
AW/ A[~A|F
W(W /W[ F |F
FIW|F| W |F

Von diesen vier Operationen sind strenggenommen nur die zwei mittleren einstellig. Die
zwei duBeren wiirden wir auch nullstellig nennen kénnen. (Denken wir an die konstanten
Funktionen, deren Funktionswerte iiberall dieselben sind.)

4.2 Die zweistelligen Operationen

Fir die Verteilung der Wahrheitswerte von zwei miteinander verknipften Aussagen gibt
es vier Moglichkeiten.

Wir miissen in jeder Wahrheitswertetafel vier Stellen ausfiillen. An jeder Stelle kann
einer der beiden Wahrheitswerte auftreten. Wieviel verschiedene Wahrheitswertetafeln
werden es also insgesamt sein ?

Nein, nicht acht, tibereilen wir die Antwort nicht. An erster Stelle kdnnen zwei verschie-
dene Werte stehen, W oder F.

In beiden Fallen kénnen wir auch die zweite Stelle auf zweierlei Art ausfiillen, also
vier verschiedene Moglichkeiten. An dritter Stelle konnte in allen vier Fallen auch W
oder F stehen, das sind acht Moglichkeiten. Betrachten wir nun noch die letzte Stelle.
Entsprechend der vorangegangenen Verteilung der Wahrheitswerte kann auch hier W
oder F auftreten, so dass jede der acht genannten Moglichkeiten noch einmal in je zwei
Mutanden zerfallt. Insgesamt sind es also 16.

1 w F
7 ™ /
Z R % \
2 W F w F
2N 7 % 7% P
3. W F w F W F W F
I A% N Y £% % £ N
. W F WPF WTPFWFWFWTFWTF W F
Es ergeben sich also die folgenden Wahrheitswertetafeln.
A B|1l. 2 3 4 5 6. 7. 8 9. 10. 11. 12. 13. 14. 15. 16.
W WlWWWWWWWWF F F F F F F F
w FIWWWWF F F FWW W W F F F F
F WIWWF FWWF FWW F F W W F F
F FIW F W F WFWFWF W F W F W F

Unter ihnen finden wir freilich unsere bisherigen Operationen wieder: die Konjunktion
(8); ferner die drei oder-Operationen: die Alternative (2.), die Disjunktion (10.) und
die Unvertraglichkeit (9.).
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4.3 Die Aquivalenz

SchlieBlich finden wir dort auch die Implikation (5). Leicht zu finden sind wiederum die
Operationen, deren Ergebnis van den Variablen unabhangig ist. Stets ergibt sich in der
1. Spalte der Wert W beziehungsweise in der 16. Spalte der Wert F.

Hier sind auch solche Operationen, deren Ergebnis nur von einer Variablen abhangig
ist: Sein Wert stimmt entweder immer mit dem Wert dieser Variablen (iberein oder ist:
immer gleich dem entgegengesetzten Wahrheitswert.

Solche zweistelligen Operationen finden wir in den Spalten 4, 13, 6 und 11. In der 4.
Spalte ist der Wahrheitswert gleich dem von A, in der 13. Spalte gleich dem von ~ A,
in der 6. Spalte gleich dem von B und in der 11. Spalte gleich dem von ~ B.

Wenn wird die zuletzt genannten sechs Operationen abrechnen, verbleiben noch zehn
zweistellige Operationen. Finf von ihnen kennen wir schon. Noch nicht kennengelernt
haben wir bisher die folgenden:

A B|3 7. 12 14 15
W W WW F F F
W FIW F W F F
F W F F F W F
F FIWW F F W

Sind sie wirklich unbekannt 7 Wer die Aufgaben des 2. Kapitels |6ste, begegnete schon
all diesen Wahrheitswertetafeln (Aufgabe 4 und 5), manchen auch schon des 6fteren.
Wir schreiben nun unter jede Wahrheitswertetafel, welcher Ausdruck dieser Operation
entspricht (die Kleinbuchstaben verweisen auf die Losungen der Aufgabe 4.).

A B 3. 7. 12. 14. 15.

W W W W F F F

W F W F W F F

Fw F F F W F

FF W W F F W
t)y~A—s~B o),p)(A>B) b)AAN~B <) ~AAB d)~AA~B
A~ A —~B) n)~(A— B) g) ~ (AV B)

Die Spalte 3 entspricht der Formel ~ A —~ B, die wir durch Anwendung der Kontra-
position (siehe (W 7), hier sind nur die Buchstaben vertauscht) aus B — A erhalten.
Diese Operation ist also auch nicht neu. Es handelt sich um eine einfache Implikation,
nur deshalb erkannten wir sie nach der Wahrheitswertetafel nicht sogleich wieder, weil
A und B ihre Rolle vertauscht hatten.

4.3 Die Aquivalenz

In der Spalte 7 sehen wir die Wahrheitswerte der Ergebnisse einer neuen Operation. lhr

entspricht der Ausdruck
(A= B)A(~ A —~ B)

Ubersetzen wir ihn in die Umgangssprache: "Wenn A, so B, und wenn nicht A, so nicht
B’
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4.4 Die Aquivalenz als Implikation in zwei Richtungen

Ublicher ist die folgende Formulierung (wir verwendeten sie bereits im 2. Kapitel, Auf-
gabe 40): 'Wenn A, so B, aber wenn nicht A, so nicht B;

in 4 p) kam dieselbe Operation vor, jedoch in der Fassung: '"Wenn A, dann, aber nur
dann B

In der Losung der Aufgabe 4 des 1. Kapitels war ebenfalls schon die Rede von derartig
geformten Aussagen. Mit diesem Ausdruck verwechselte der in Aufgabe 4 erwahnte
Sportfachmann die Implikation.

Es war dort davon die Rede, dass derartige Aussagen in der Mathematik gebrauchlicher
in der folgenden Fassung sind:

Dann und nur dann A, wenn B.

Man nennt diese Operation Aquivalenz.m

4.4 Die Aquivalenz als Implikation in zwei Richtungen

In der Spalte 3 wurde eine Formel fiir das zweite Glied der Aquivalenz angegeben. Wir
schrieben sie um in B — A. Wir schreiben jetzt fiir die Aquivalenz:

(A— B)N (B — A)
In die Umgangssprache tibertragen:

Wenn A, so B, wenn dagegen B, so A.

Das heiBt, A und B implizieren einander wechselseitig. Im weiteren benutzen wir die
folgende symbolische Schreibweise fiir die Aquivalenzoperation:

A+ B
Wir lesen das so: A aquivalent mit B.
(W15) A+ B=(A— B)A(B— A)

Aus den obenstehenden Formeln, aber noch schneller aus der Wahrheitswertetafel,
konnen wir ablesen:

Die Aquivalenz von zwei Aussagen ist genau dann wahr, wenn beide Aussagen wahr
oder beide falsch sind. Wenn aber die eine wahr, die andere falsch ist, dann ist ihre
Aquivalenz falsch.

4.5 Der Zusammenhang von Aquivalenz und Disjunktion

Welche Operation charakterisierten wir fast wortlich mit den gleichen Worten wie die
Aquivalenz ? - Die Disjunktion.
Zwischen diesen beiden Operationen besteht der folgende Unterschied:

37Urspriinglich ein lateinisches Wort. Im Deutschen sagen wir manchmal auch: Gleichwertigkeit. Aber
verbreiteter ist die lateinische Form des Wortes.
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4.6 Aquivalenz und Wertverlaufsgleichheit

Wenn beide Aussagen wahr oder beide Aussagen falsch sind (die zwei duBeren Falle),
dann ist die Aquivalenz wahr, die Disjunktion hingegen falsch.

Wenn die eine Aussage wahr, die andere falsch ist (die zwei mittleren Falle), dann ist
die Aquivalenz falsch, die Disjunktion dagegen wahr.

Wo in der Wahrheitswertetafel der einen Operation ,W" steht, dort steht in der Tafel
der anderen ,F“ und umgekehrt. Wenn wir also die Werte der einen Operation negieren,
erhalten wir stets genau die Werte der anderen Operation.

A>< B=~(A<+ B)
Wir wiirden also auch so schreiben konnen:

~(A><B)=A B

4.6 Aquivalenz und Wertverlaufsgleichheit

Ebenso wie andere Operationen konnen wir auch die Aquivalenz nicht nur auf eine
Aussage oder eine Variable anwenden, sondern auch auf zusammengesetzte Aussagen.

(AVB) < (~A—=B) , (AVB)< (AAB)

Der Begriff der Aquivalenz erinnert uns an den Begriff der Wertverlaufsgleichheit. Uber-
haupt, worin besteht der Unterschied zwischen ihnen 7
Zur Beantwortung dieser Frage wollen wir die folgende Aussage (iber zwei Ausdriicke

ANB=~A— B

dem Ausdruck (AV B) <+ (~ A — B) gegeniiberstellen.

ANDB =~ A — B besagt die Ubereinstimmung der Wertetafeln der beiden Ausdriicke
AV B und ~ A — B. Wenn wir dagegen diese beiden Ausdriicke durch das logi-
sche Operationszeichen "<+»" miteinander verbinden, gewinnen wir zwar einen neuen,
zusammengesetzten Ausdruck. Wir haben dadurch aber keine Aussage liber die Wahr-
heitswertetafel des neuen Ausdrucks gemacht. Wollen wir auch das jetzt noch erreichen,
so konnen wir z.B.

(AVB) < (~~A—B)=W

schreiben.

Dadurch ist eine Aussage lber den Ausdruck AV B <+~ A — B entstanden, die uns
folgendes mitteilt:

Uberall in der Wertetafel von (A V B) <> (~ A — B) steht der Wert W. Wir sagen
dazu auch: Der Ausdruck (AV B) «<» (~ A — B) ist allgemeingiltig.

Nach den Bemerkungen iiber die Aquivalenz miissen deshalb die auf beiden Seiten des
Zeichens "<»" stehenden Ausdriicke lbereinstimmende Wertetafeln besitzen. Somit
beschreiben

AV B =~ A — B (Aussage iiber zwei Ausdriicke) und

(AV B) <> (~ A — B) = W (Aussage Uber einen Ausdruck)
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4.7 Die iibrigen drei Operationen

den gleichen Sachverhalt.

Betrachten wir hierzu ein dhnliches Beispiel aus der Arithmetik. (a + a) — 2a = 0 sagt
dasselbe aus wie a + a = 2a.

Wenn man den Ausdruck (A V B) <> (~ A — B) mit der Aussage (AV B) » (~
A — B) = W oder mit (AV B) =~ A — B verwechselt, macht man den gleichen
Fehler, als wenn man den Term[| (a + a) — 2a mit der Aussage (a + a) — 2a == 0
verwechselt.

Sehen wir uns ein anderes Beispiel an. In dem Term (a+a) — (a - a) kann die Differenz
der beiden Ausdriicke gleich 0 sein (in zwei Fallen ist sie in der Tat gleich 0), aber sie
braucht nicht immer gleich 0 zu sein. Darum ist a + a = a - a falsch.

Ebenso kann der Wahrheitswert des Ausdrucks

AV B+ (ANB)

der Wert W sein, aber das ist nicht immer der Fall. Darum ist die Aussage lber zwei
Ausdriicke (AV B) = (A A B) falsch.

4.7 Die iibrigen drei Operationen

Von drei Operationen der 16 moglichen zweistelligen Operationen sprachen wir noch
nicht. Das wollen wir noch schnell erledigen.

Die Operation, der die Wahrheitswertetafel in der Spalte 12 entspricht, steht in dhn-
lichem Zusammenhang mit der Operation, der die Wahrheitswertetafel der Spalte 5
entspricht, der Implikation, wie die Aquivalenz mit der Disjunktion: Wo die eine wahr
ist, dort ist die andere falsch.

Die Negation der Implikation A — B lautet: ~ (A — B). Auch die Tafel der Wahr-
heitswerte in der Spalte 14 verrat uns, dass die ihr entsprechende Operation nichts
anderes ist als die Negation der Operation, der die Spalte 3 entspricht, also die Nega-
tion von B — A.

Die Operation mit der Wahrheitswertetafel, der die Spalte 15 entspricht, ist schlieBlich,
wie die Formel auch zeigt, die Negation der Alternative.

Das Charakteristische an dieser Operation ist die mit d) bezeichnete Formel nicht A und
nicht B, die wir sprachlich lieber mit weder A noch B wiedergeben. Das ist die weder-
noch-Operation. Es ist manchmal blich, diese Operation mit besonderen Zeichen, zum
Beispiel mit zwei senkrechten Linien, zu bezeichnen: A||B.

38Mit dem Wort Term bezeichnen wir in der Arithmetik bestimmte Teile eines Ausdrucks. So sind
z.B. die Variablen a, b, ¢, ..., sowie a+b und a-b Terme. Sie bedeuten in der Arithmetik bestimmte
Zahlen, die man erhalt, wenn man fiir die Variablen Zahlen einsetzt. Verbindet man beliebige Terme
mit Hilfe des Gleichheitszeichens oder des <-Zeichens, so entsteht ein arithmetischer Ausdruck.
Man kann z.B. mit Hilfe der Terme a + b und a - b den Ausdruck a + b < a - b oder mit Hilfe der
Terme ¢, a + b den Ausdruck a 4+ b = ¢ bilden. Fiir die Bildung von Tonnen und fiir die Bildung
von Ausdriicken mit Hilfe von Term gibt es bestimmte Regeln, die wir hier nicht ndher angeben
wollen.
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4.8 Wir begniigen uns mit méglichst wenig Operationen

4.8 Wir begniigen uns mit moglichst wenig Operationen

Wir kénnen durchaus fiir jede der 16 zweistelligen Operationen oder zumindest fiir jede
der zehn eigentlichen zweistelligen Operationen besondere Zeichen einfiihren. Das ware
ein wenig viel.

Besonders die Beziehungen der zehn Operationen untereinander waren viel zu verwi-
ckelt. Deshalb kommen wir darin (iberein, dass wir, wenn wir eine Operation durch die
Negation einer anderen Operation ausdriicken konnen, dann nur fiir eine der beiden
Operationen ein besonderes Zeichen verwenden wollen.

So kénnen wir mittels des Negationszeichens auch die (ibrigen Operationen hinreichend
einfach niederschreiben, und schon sind nur fiinf zweistellige Operationen erforderlich.
Eigentlich sogar nur vier, denn in A — B und B — A haben nur das Vorderglied und
das Nachglied verschiedene Bezeichnungen, aber der Pfeil driickt dieselbe Operation
aus.

Die genannte Vereinbarung hat zur Folge, dass wir die bisher eingefiihrten Operationen
reduzieren missen:

Wenn von zweien die eine der Negation der anderen gleicht, miissen wir die eine fort-
lassen. Ob es aber solche Paare gibt ? Ein Paar dieser Art sind die Aquivalenz und die
Disjunktion.

Welche lassen wir nun fort ?

Die mathematischen Anwendungen sprechen in jedem Fall dafiir, dass die Aquivalenz
als Operation erhalten bleibt. Die zweite oder-Operation, die Disjunktion, fallt damit
der Ordnung zum Opfer. Statt A >< B schreiben wir fortan generell: ~ (A < B).

Der dritten oder-Operation, der Unvertraglichkeit, ergeht es auch nicht besser, denn
wie wir wissen, ist sie die Negation der Konjunktion.@

Wir halten uns lieber an die Konjunktion, auf die Unvertraglichkeit als besondere Ope-
ration verzichten wir. Fir A|B schreiben wir fortan: ~ (A A B).

Ahnlich ist die Situation auch im Falle der zuletzt erwahnten weder-noch-Operation, der
Negation der Alternative. Wir behalten die Alternative, denn die weder-noch-Operation
brauchen wir als besondere Operation nicht.

Statt A||B schreiben wir generell: ~ (AV B).

4.9 Uberblick iiber die 16 zweistelligen Operationen

Wenn wir uns die 16 Operationen der Tafel betrachten, dann sehen wir, dass die Wahr-
heitswertetafeln der Operationen, die einander negieren, symmetrisch zu der dick ein-
gezeichneten Linie stehen. Und zwar von den wirklich zweistelligen Operationen sind es
genau die links von der dicken Linie, fiir die wir entschieden haben, sie beizubehalten.

39Wir stellten fest, dass die Wahrheitswertetafel der Unvertraglichkeit lautet: F W W W, die Wahr-
heitswertetafel der Konjunktion hingegen W F F F. Also ist die eine Operation die Negation der
anderen. (Siehe noch Kapitel 2, die Aufgaben 4. e) und 5 und ihre Lésung)
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4.10 Kann die Anzahl der Operationen noch weiter verringert werden 7

Die iibrigen Operationen stehen rechts von der Linie. Schreiben wir nun die Tafel der
16 Operationen so auf, dass in eine Spalte die gelangen, die wir auseinander durch
Negation erhalten konnen, kurz gesagt, wir klappen die Tafel um. Fetter Satz hebt die
vier allerwichtigsten zweistelligen Operationen hervor.

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
AV B B— A A A— B B A+~ B ANB
W W W W W W w W
W W W W F F F F
W W F F W W F F
W F W F W F W F
F F F F F F F F
F F F F W W W W
F F W W F F W w
F W F W F W F W
~(AvVB) ~(B—A) ~A ~(A—-B) ~B ~(A&<B) ~(AAB)
16. 15. 14, 13. 12. 11. 10. 0.

4.10 Kann die Anzahl der Operationen noch weiter verringert
werden ?

Es erhebt sich die Frage, ob wir nicht noch einige Operationen weglassen konnen. Dabei
gibe es kein Hindernis. Die Aquivalenz kénnten wir beispielsweise durch die Implikation
und die Konjunktion ausdriicken (W 15):

A< B=(A— B)AN(B— A)
Wir wiirden auch die Implikation entbehren kénnen (W 2):
A—-B=~AVDEB
Sogar die Alternative kdnnten wir entbehren [siehe 11. (2)]:
AV B =~ (~ AN ~ B)

(Freilich konnten wir umgekehrt auch die Konjunktion durch die Alternative ausdriicken.)

Wir kénnen also mit einer einzigen zweistelligen Operation und der Negation, also ins-
gesamt mit zwei Operationen, jeden beliebigen Ausdruck, welcher es auch sei, nieder-
schreiben. Was wiirde aber das Ergebnis sein 7

Die Ausdriicke wiirden sehr lang und zum Teil uniibersichtlich. Zum Aufschreiben einer
einzigen Alternative, Implikation beziehungsweise Aquivalenz mit Hilfe der Negation
und Konjunktion brauchten wir z.B. so viele Zeichen:

~(~AN~B),  ~(AA~B),  ~ (AN~ B)A~ (BA ~ A)

Eine kompliziertere Formel wiirde noch uniibersichtlicher. Dabei wiirde auch die Par-
allele zwischen Konjunktion und Alternative nicht so deutlich sichtbar. Der letztere
Nachteil droht nicht, wenn wir die Anzahl der Operationen nicht auf zwei, sondern
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4.11 Die mehrstelligen Operationen

auf drei senken (Negation, Konjunktion, Alternative). Fiir viele wichtige Anwendungen
ist es tatsachlich vorteilhaft, sich auf die Benutzung dieser drei Operationen zu be-
schranken. In vielen anderen Fallen dagegen ware der Ausschluss der Implikation und
der Aquivalenz nachteilig.

Es ist interessant, dass es auch mit einer einzigen Operation moglich ist, samtliche
iibrigen Operationen auszudriicken. Aber die eine Operation kann nicht die Negation,
nicht die Konjunktion, nicht die Alternative, nicht die Implikation und auch nicht die
Aquivalenz sein. (Lies in Verbindung damit die Aufgaben 6 und 7 und unsere Lésung!)

4.11 Die mehrstelligen Operationen

Bisher sprachen wir von ein- und zweistelligen Operationen, obwohl wir bereits auch
mehrstelligen Operationen begegneten. Solche sind beispielsweise die dreistellige Kon-
junktion und die dreistellige Alternative.

Sogar alle die Ausdriicke, die drei oder mehr Variable enthalten und die wir mit den
bisherigen ein- und zweistelligen Operationen aufschrieben, driicken selbst eine drei-
oder mehrstellige Operation aus.

Wieviel n-stellige Operationen gibt es wohl 7 Ob es moglich ist, sie mit Hilfe der
bisherigen Operationen auszudriicken?

Versuchen wir, auf die erste Frage zu antworten. In der Wahrheitswertetafel der ein-
stelligen Operationen miissten wir zwei Stellen ausfiillen:

A
W
F

in der Wahrheitswertetafel der zweistelligen Operationen vier:

Al B

W W
W] F
F W
FIF

in der Wahrheitswertetafel der dreistelligen Operationen acht:

TS S S S e
T SST TS SW
TETZETETZA




4.12 Bildung mehrstelliger Operationen mit Hilfe von Negation, Konjunktion und
Alternative

und so weiter, stets doppelt soviel; in der Wahrheitswertetafel der vierstelligen Operatio-
nen 2* = 16 Stellen, in der Wahrheitswertetafel der fiinfstelligen Operationen 25 = 32
Stellen, allgemeiner: in der Wahrheitswertetafel der n-stelligen Operation wiirden wir
2™ Stellen ausfiillen miissen.

Auf wievielerlei Art konnen wir diese Stellen ausfiillen? Es genligt, wenn wir auf die Ab-
bildung sehen, damit wir verstehen, dass jede neue Stelle die Anzahl der Moglichkeiten
bei der Ausfiillung einer Wahrheitswertetafel verdoppelt:

eine Stelle 2 Moglichkeiten
zwei Stellen 4 Moglichkeiten
drei Stellen 8 Moglichkeiten

allgemein: k-Stellen kdnnen wir auf 2% mégliche Arten ausfiillen.

Speziell fiir die Ausfiillung der 2™ Stellen gibt es also 22" verschiedene Méglichkeiten.
Das bedeutet nicht die n-te Potenz von 2", sondern die 2"-te Potenz von 2! So viel
n-stellige Operationen gibt es also. Einen Uberblick iiber die wachsende Anzahl gibt
die folgende Tafel:

Die Anzahl der n-stelligen logischen Operationen, 22"
4

16

256

65 536

4 294 967 296

18 446 744 073 709 551616

340 282 366 920 938 463 374 607 431 768 211 456

~NOoO A~ WN RS

Die letzte Zahl ist bereits ein bisschen groB. Doch benoétigt die mathematische Logik
in ihrer Anwendung oft auch 10- bis 15stellige Operationen.
Wie konnen die Logiker mit diesen arbeiten 7

Einfach so, dass sie sie mit Hilfe der Negation, der Konjunktion und der Alternative
ausdriicken. Wir werden sogleich an einem Beispiel sehen, wie das geschieht.

4.12 Bildung mehrstelliger Operationen mit Hilfe von
Negation, Konjunktion und Alternative

Der Einfachheit halber nehmen wir eine dreistellige Operation.

Ihre Wahrheitswertetafel konnen wir wie immer aus 256 moglichen auswahlen. Wir wer-
den sehen, dass das, was wir sagen, nicht davon abhangt, welche Wahrheitswertetafel
wir von den vielen nehmen, auch nicht davon, dass die Beispieloperation dreistellig ist.
Wir wahlen unter den 256 moglichen die folgende Tafel als Beispiel.
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4.12 Bildung mehrstelliger Operationen mit Hilfe von Negation, Konjunktion und
Alternative

MMM TMSSS S>>
TMSSTTSSW
MSTMSTST3S0
MST T TS -~

Wir wollen einen solchen Ausdruck aufschreiben, dessen Wahrheitswert genau dann
W beziehungsweise F ist, wenn es die Wahrheitswertetafel vorschreibt. Das heiBt, der
zusammengesetzte Ausdruck muss dann wahr sein, wenn der Wert von A gleich W,
der Wert von B gleich W und der Wert von C' gleich W ist, auBerdem dann, wenn der
Wert von A gleich F, der Wert von B gleich F, jedoch der Wert von C' gleich W ist.
In allen anderen Fallen muss der Ausdruck falsch sein.

Versuchen wir zuerst, jede dieser zwei Bedingungen gesondert zu erfiillen. Welche logi-
sche Verkniipfung ist dann und nur dann wahr, wenn A und B und C wahr sind 7 Wir
wissen, dass die Konjunktion von A, B und C' diese Bedingung erfiillt:

ANBANC

Man kann die zweite Bedingung, die der Ausdruck zu erfiillen hat, sprachlich etwa wie
folgt formulieren:

"Dann und nur dann besitzt der Ausdruck den Wert W, wenn der Wert von A gleich
F, der Wert von B gleich F, aber der Wert von C gleich W ist."

Leichter wird die Antwort, wenn wir folgendermaBen formulieren:

"Dann und nur dann ergibt sich der Wert W, wenn der Wert von ~ A gleich W, Wert
von ~ B gleich W, der Wert von C' gleich W ist."

Diese Bedingung erfiillt natiirlich der Ausdruck
~ AN~ BAC

Wir forderten aber einen solchen Ausdruck, der genau dann wahr wird, wenn der erst-
genannte Ausdruck wahr ist oder wenn der zweitgenannte Ausdruck wahr ist oder wenn
alle beide Ausdriicke wahr sind. Er soll nur dann falsch sein, wenn die beiden vorge-
nannten Ausdriicke falsch sind. Diesen Forderungen wird offensichtlich die Alternative
der obengenannten Ausdriicke gerecht:

(ANBAC)V (~ AN~ BACQ)

Diesen Ausdruck kénnen wir also in die Tabelle an Stelle des Fragezeichens setzen.
Warum besteht diese Alternative gerade aus zwei Gliedern? Deshalb, weil in der vorher
gegebenen Wahrheitswertetafel an zwei Stellen der Wert W vorkam. Wenn er an drei
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4.13 Die vollstindige alternative Normalform

Stellen aufgetreten ware, dann ware es eine Alternative aus drei Gliedern; wenn er an
acht Stellen aufgetreten ware, dann eine aus acht.

Wenn er nur an einer Stelle vorgekommen ware, dann ware die Anwendung der Al-
ternative nicht notig gewesen. In einem solchen Falle sagen wir: "Die Alternative ist
eingliedrig."

Es ist auch (blich, in der Algebra zum Beispiel den Ausdruck 2ab als eingliedrige Summe
zu bezeichnen, kurz eingliedrig zu nennen.

Wenn der Wert W an keiner Stelle vorgekommen ware, sondern tiberall nur der Wert F,
dann hatten wir die Operation nicht mit Hilfe eines derartigen Ausdrucks ausdriicken
konnen. Dagegen hatten wir sie mit dem Wahrheitswert F ausdriicken konnen. In diesem
Falle sagen wir, die Alternative ist nullgliedrig.

Warum gibt es in beiden Gliedern der Alternative drei durch die Konjunktion verkniipfte
Glieder 7

Deshalb, weil uns eine dreistellige Operation gegeben war. Eine vierstellige Operation
konnen wir analog ausdriicken: Wenn in ihrer Wahrheitswertetafel kein W auftritt, so
konnen wir sie durch das Zeichen F ausdriicken. Ist das aber nicht der Fall, so kdnnen
wir sie durch eine Alternative ausdriicken, deren samtliche Glieder Konjunktionen von
vier Gliedern sind.

Warum kommen in der zweiten Konjunktion die Glieder A und B negiert vor ? Deshalb,
weil dort, wo in der Wahrheitswertetafel das zweite Mal der Wert W vorkommt, die
Wahrheitswerte von A und B gleich F sind. (Erinnern wir uns daran, wie wir diese
Konjunktion erhielten.)

4.13 Die vollstandige alternative Normalform

Dieses mechanische Verfahren zeigte uns einen Weg, wie wir eine n-stellige Operation
mit Hilfe der Negation, der Konjunktion und der Alternative ausdriicken konnen, wenn
wir ihre Wahrheitswertetafel kennen:

Wir beginnen damit, dass wir in ihrer Wahrheitswertetafel die Zeilen suchen, in der fiir
die n-stellige Operation der Wert W auftritt. Haben wir eine solche Zeile gefunden,
so bilden wir die Konjunktion aller Variablen. In dieser Konjunktion missen wir eine
Variable genau dann negieren, wenn in der betreffenden Zeile fiir sie der Wert F steht.
Die Anzahl dieser Zeilen bestimmt die Anzahl der zu bildenden Konjunktionen. Von den
so erhaltenen Konjunktionen bilden wir die Alternative; sie ist der Ausdruck, der die
betreffende Operation charakterisiert. (Wenn der Wert W nur einmal in der Wahrheits-
wertetafel auftritt, dann ist die Alternative eingliedrig. Wenn in der Wahrheitswertetafel
nur der Wert F auftritt, so ist F der gesuchte Ausdruck, die Alternative ist "nullglie-

drig".)

Die so erhaltenen Ausdriicke nennen wir vollstandige alternative Normalformen [

40FEine andere Bezeichnung dafiir ist: "ausgezeichnete alternative Normalform". In der deutschen
Literatur ist auch die Bezeichnung "kanonische alternative Normalform" gebrauchlich.
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4.14 Die Ermittlung der Wahrheitswertetafel aus der vollstandigen alternativen
Normalform

"Vollstandig"deshalb, weil in jedem ihrer Glieder jede Veranderliche vorkommt (entwe-
der negiert oder nicht negiert), wenn in ihnen tiberhaupt Veranderliche enthalten sind.
"Alternative" deshalb, weil die zuletzt angewandte Operation die Alternative ist, wenn
iiberhaupt eine Alternative vorkommt. "Normalform" deshalb, weil sie jede erdenkliche
Operation in eine einheitliche Form (iberfiihrt.

4.14 Die Ermittlung der Wahrheitswertetafel aus der
vollstandigen alternativen Normalform

Es war zuerst davon die Rede, dass eine Wahrheitswertetafel einer dreistelligen Opera-
tion gegeben war:

Wir konstruierten mit Hilfe der Negation, der Konjunktion und der Alternative einen
Ausdruck, der die in der Tafel angegebenen Werte annimmt. Die Lésung dieses Problems
fihrte uns zur vollstandigen alternativen Normalform.

Wir kénnen aber auch die Problematik umkehren. Gegeben sei eine vollstandige alter-
native Normalform, beispielsweise

(ANABANCAN~D)V(ANBA~CA~D)V(~ANBANCAD)
Wie lautet ihre Wahrheitswertetafel?

Nicht nur die Wahrheitswertetafel der vollstandigen alternativen Normalform, sondern
auch die Wahrheitswertetafel jedes beliebigen Ausdrucks kdnnen wir zusammenstellen;
es ist alles eine Frage der Geduld.

Wir missen nur der Reihe nach jede mogliche Werteanordnung der Variablen aufschrei-
ben. (Fir vier Variable haben wir die Werteanordnung WW W W, WW W F, ..., FF
FW, F F F F zu betrachten, insgesamt 24 =16 Werteanordnungen.)

Und wir miissen in jedem Fall die vorgeschriebenen Operationen durchsehen (hier vier
Negationen, neun Konjunktionen und zwei Alternativen, insgesamt bedeutet es die
Erledigung von 15 Operationen). So erhalten wir der Reihe nach alle in der Wahrheits-
wertetafel auftretenden 16 Werte. Nun genug des langweiligen Handwerks!

Zum Gliick konnen wir von der vollstandigen alternativen Normalform die Wahrheitswer-
tetafel viel einfacher ablesen. Wer verstanden hat, wie wir zu einer solchen Normalform
gelangten, der ist bereits in der Lage, das vorliegende Problem zu Iosen.

Warum bestand die niedergeschriebene Normalform aus zwei Gliedern ?

Deshalb, weil in der Wahrheitswertetafel an zwei Stellen der Wert W vorkam. Wie viele
W-Werte werden in der Wahrheitswertetafel der oben gegebenen Normalform auftreten
? Natlrlich drei, denn sie besteht aus drei alternativ verbundenen Gliedern.

In welcher Zeile der Wahrheitswertetafel erscheinen diese W-Werte ? Ein W wird dort
stehen, wo der Wert des ersten Gliedes gleich W ist, dass heit, wo die Werte von A,
B und C gleich W, der Wert von D aber gleich F ist.

Ein zweites W steht dort, wo der Wert von A gleich W, der Wert von B gleich W, der
Wert von C' gleich F, der Wert von D gleich F ist.

Das dritte W dort, wo der Wert von A gleich F, der Wert von B gleich W, der Wert
von C' gleich W und der Wert von D gleich W ist.
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4.15 Die vollstindige konjunktive Normalform

Die tbrigen in der Tafel auftretenden 13 Werte fiir die Normalform sind gleich F.
Dasselbe wiirden wir natiirlich auch dann erhalten, wenn wir 16 mal die 15 Operationen
ausfilhrten. Aber so gelangen wir auf jeden Fall schneller ans Ziel.

Fassen wir zusammen:

Wie oft tritt in der Wahrheitswertetafel einer alternativen Normalform der Wert W auf
?

- Er tritt so oft auf, wie Alternativglieder vorhanden sind; jedem Glied der Normalform
entspricht ein W-Wert in der Wahrheitswertetafel.

In welche Zeile der Wahrheitswertetafel schreiben wir den Wert W 7

Wir schreiben ihn in die Zeile, wo die im vorliegenden Alternativglied negiert vorkom-
menden Variablen den Wert F, die tibrigen den Wert W haben.

An allen anderen Stellen der Wertetafel einer alternativen Normalform steht ein F.

4.15 Die vollstandige konjunktive Normalform
Wenn wir von Ausdriicken der Form:
(ANBACA~D)V(AANBA~CA~D)V(~ANBACAD) (1)

so leicht die Wahrheitswertetafel ablesen konnen, dann liegt die Vermutung nahe -
als Kriterium fir die Parallele zwischen Konjunktion und Alternative -, dass man die
Wahrheitswertetafel des folgenden Ausdrucks ebenfalls mit nicht mehr Schwierigkeiten
bestimmen kann:

(AVBVCOV ~D)A(AVBY ~CV~D)A(~AVBVCVD)  (2)

Die unter (1) genannte dreigliedrige Alternative hat dann den Wahrheitswert W, wenn
wenigstens eines ihrer Glieder den Wahrheitswert W hat; sie hat den Wert F, wenn
jedes ihrer Glieder den Wahrheitswert F hat.

Die unter (2) genannte dreigliedrige Konjunktion hat dann den Wahrheitswert W, wenn
jedes ihrer Glieder den Wahrheitswert W hat; sie hat den Wahrheitswert F, wenn we-
nigstens eines ihrer Glieder den Wahrheitswert F hat.

Das konnen wir auch folgendermaBen formulieren, und dabei wird die Parallele noch
auffallender:

Die Wahrheitswerte von (1) sind dann und nur dann gleich W, wenn der Wahrheitswert
wenigstens eines Gliedes gleich W ist.

Die Wahrheitswerte von (2) sind dann und nur dann gleich F, wenn der Wahrheitswert
wenigstens eines ihrer Glieder gleich F ist.

Wann wird der Wert von (1) gleich W sein ? Das ist dann der Fall, wenn der Wahr-
heitswert des ersten Gliedes gleich W ist, das heiBt, wenn der Wert von A, B und C
gleich W ist und der Wert von D gleich F ist und noch in zwei weiteren Fallen. Wann
wird der Wert von (2) gleich F sein ?

Erstens dann, wenn der Wert des ersten Gliedes der Konjunktion, der Wahrheitswert
von AV BV CV ~ D, gleich F ist. Wann tritt das ein ? Das ist dann der Fall, wenn
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4.15 Die vollstindige konjunktive Normalform

die Wahrheitswerte von A, B, C und ~ D gleich F sind. Das heiBt dann, wenn der
Wert von A, B und C gleich F und der von D gleich W ist.

Zweitens dann, wenn der Wahrheitswert von AV BV ~ CV ~ D gleich F ist, das heiBt,
wenn der Wert von A und B gleich F, der Wert von C' und D gleich W ist. SchlieBlich
drittens dann, wenn der Wahrheitswert von ~ AV BV C' V D gleich F ist, das heiB3t,
wenn der Wert von A gleich W, der Wert von B, C' und D gleich F ist.

Wie wir sehen, kann man die Wahrheitswertetafeln solcher Ausdriicke wie Formel (2)
ebenfalls leicht aufstellen. Einen derartigen Ausdruck nennen wir vollstandige konjunk-
tive Normalform.

Wir wollen nun versuchen, die wichtigsten Parallelen zwischen der vollstandigen alter-
nativen und der vollstandigen konjunktiven Normalform herauszuarbeiten.

Eine n-stellige vollstandige alternative Eine n-stellige vollstandige konjunktive
Normalform ist eine Alternative von Normalform ist eine Konjunktion von

Konjunktionen, in denen jede der n Alternativen, in denen jede der n-
Variablen einmal vorkommt, entweder Variablen einmal vorkommt, entweder

negiert oder nicht negiert; eine n-stellige negiert oder nicht negiert; eine n-stellige
vollstandige alternative Normalform ist vollstandige konjunktive Normalform ist
auBerdem die Konstante F. auBerdem die Konstante W.

Vergessen wir nicht, dass wir eine Konjunktion einer einzigen Variablen und eines Aus-
drucks auch eingliedrige Alternative nennen kénnen; nur so ist die Definition genau.
Beispielsweise, so sonderbar es auch klingt, ist

AN~ B AV ~ B

eine zweistellige vollstandige alternative eine zweistellige vollstandige konjunktive
Normalform. (Das heiBt, die eingliedrige Normalform. (Das heiBt, die eingliedrige
Alternative einer Konjunktion, in der Konjunktion einer Alternative, in der
beide Variablen einmal vorkommen.) beide Variablen einmal vorkommen.)

Freilich sind A (und ebenso auch ~ A, C, ~ D und so weiter) einstellige vollstandi-
ge alternative Normalformen und gleichzeitig auch einstellige vollstandige konjunktive
Normalformen. (Namlich eine aus einer eingliedrigen Konjunktion bestehende einglied-
rige Alternative und zugleich auch eine aus einer eingliedrigen Alternative bestehende
eingliedrige Konjunktion.)

Der Leser scheue keine Miihe und durchdenke einmal, wie wir zum Begriff der vollstan-
digen alternativen Normalform gelangten.

Danach versuche er, die beiden Normalformen und die Satze Uber sie so zu fassen, dass
er statt der Konjunktion die Alternative, statt der Alternative die Konjunktion, F statt
W und W statt F schreibt.

Er wird erkennen:

Man kann alle logischen Operationen, wie viele Variable auch auftreten, nicht nur
mit der vollstandigen alternativen, sondern auch mit der vollstandigen konjunktiven
Normalform darstellen.
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4.16 Die zeichnerische Darstellung der Operationen

Es ware zu weitschweifig, das alles erneut aufzuschreiben.

4.16 Die zeichnerische Darstellung der Operationen

Wir schrieben zur Aufstellung der Wahrheitswertetafeln die moglichen logischen Wahr-
heitswerte stets in derselben Reihenfolge auf:

A
Eine Variable W zwei Variablen
F

'n'néétm

B
W W
F drei Variablen
W
F

TTTTMSSS S
TTMSSTTS S
METMETN=TZQ

Es sind auch mehr als drei Variable moglich. Die moglichen Wahrheitswerte schreiben
wir dann auch nach dem gleichen Prinzip auf. Das System ist einfach, es ist beinahe
unmoglich, etwas falsch zu machen.

Es gibt aber einen groBen Nachteil. In einer Wahrheitswertetafel andern sich die lo-
gischen Werte von A auf andere Weise als die von B, C, D und so weiter. Dadurch
kam leider nicht die Gleichberechtigung der logischen Variablen untereinander zum Aus-
druck.

Deshalb machen wir uns jetzt mit einer anderen Art der Anordnung der Wahrheitswerte
von Variablen bekannt. Betrachten wir zuerst den Fall zweier Variablen.

Wir schreiben die Werte von A wie bisher, mit W beginnend, untereinander, die Werte
von B dagegen, ebenfalls mit W beginnend, nebeneinander:

Die Kreise bleiben einstweilen leer; in sie schreiben wir spater die Werte, die wir nach
Anwendung der einzelnen Operationen erhalten. Die Wahrheitswertetafeln der Opera-
tionen fertigen wir jetzt nach dem Muster der Multiplikationstafeln an:

4|4 812%
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4.16 Die zeichnerische Darstellung der Operationen

Die Ergebnisse (hier das Produkt der Zahlen) kénnen wir dort ablesen, wo die Reihen
und Spalten zusammentreffen. Zum Beispiel kdnnen wir das Produkt 3 -4 dort ablesen,
wo die dritte Reihe und vierte Spalte zusammentreffen. (Freilich, auch beim Zusam-
mentreffen der vierten Reihe und der dritten Spalte stehen dieselben Ziffern, weil die
Multiplikation kommutativ ist.)

Die Wahrheitswertetafel der logischen Operationen ist viel einfacher; jede Tabelle hat
nur zwei Reihen und zwei Spalten, die den zwei moglichen Wahrheitswerten entspre-
chen. Das Ergebnis der Operation kann auch nur zwei Wahrheitswerte haben, W oder
F.

Wenn sich der Wert W ergibt, dann wollen wir der besseren Anschauung halber schwar-
ze Buchstaben auf weiBem Grund benutzen; wenn sich F ergibt, schreiben wir weiBe
Buchstaben auf schwarzem Grund.

Die Wahrheitswertetafeln der vier allerwichtigsten zweistelligen Operationen mit diesen
Bezeichnungen haben folgendes Aussehen:

AxB AvB

OEetete:

Wir schrieben die Wahrheitswertetafeln dieser Operationen bisher so:

Y Yy
ol I

Wenn wir die beiden umrandeten Wahrheitswerte so neben die anderen beiden Wahr-
heitswerte setzen, wie die Pfeile zeigen, dann erhalten wir gerade die oben beschriebenen
Wahrheitswertetafeln.

Wenn wir umgekehrt die in den Wahrheitswertetafeln mit zwei Eingangen auftretenden
Wahrheitswerte in der Reihenfolge, wie die Pfeile in den folgenden Abbildungen zeigen,
lesen, dann gelangen wir zuriick zur alten Wahrheitswertetafel.

AnB AvB A—8 A8

Der Leser zeichne sich diese Wahrheitswertetafeln mit den zwei Eingangen selbst ab.
Der Einfachheit halber kann er auch die Buchstaben W und F weglassen. Die weiBen
Kreise bezeichnen dann den Wahrheitswert wahr, die schwarzen den Wahrheitswert
falsch. Diese Vereinfachung werden wir auch kiinftig benutzen.
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4.16 Die zeichnerische Darstellung der Operationen

o ogete:

Die einstelligen Operationen kdnnen wir mit dieser Methode ebenfalls zeichnerisch dar-

stellen.
w A ~A F

Die dreistelligen Operationen stellen wir in folgender Weise dar:

AvBvC (AAB)—=C

Hierbei ist zu beachten, dass von den Wahrheitswerten von C' der Wert W "vorn", der

Wert F "hinten" ist.
5"

w

Beispiel: Wann ist der Ausdruck (A A B) — C falsch ?
Genau dann, wenn A A B wahr ist (das heiBt, A und B sind wahr), jedoch C' falsch
ist. Sonst ist dieser Ausdruck immer wahr.

Auch die vierstelligen Operationen konnen wir recht einfach darstellen. Von den Wahr-
heitswerten von D ist jetzt links oben der Wert W und der Wert F rechts unten.

Es ist nicht schwer, die entsprechende Abbildung zu zeichnen. Zur dreidimensionalen
Wiedergabe verschieben wir die Abbildung des Quadrates in irgendeine Richtung, eben-
so lassen wir jetzt die Abbildung des dreidimensionalen Wiirfels in eine andere Richtung
gleiten.

W

N
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4.17 Die elementare Aussage

In der Mitte der Abbildung unten ist kein dreidimensionaler Wiirfel sichtbar, sondern
die zweidimensionale Projektion eines dreidimensionalen Wiirfels. Ebenso ist unsere
Abbildung rechts oben die zweidimensionale Projektion eines vierdimensionalen Wiirfels.

Die Quadrate, mit denen wir die zweistelligen Operationen darstellen, kénnen wir als
zweidimensionale Wiirfel ansehen und die Strecke als eindimensionalen Wiirfel.

Zur Darstellung der fiinfstelligen Operationen miissten wir die Ecken eines fiinfdimensio-
nalen Wiirfels mit zweierlei Farbe ausmalen. Diese Darstellung ist bereits etwas schwer-
fallig; wenn sogar Operationen mit noch mehr Stellen dargestellt werden sollen, wird
es ganz unibersichtlich.

4.17 Die elementare Aussage
Versuchen wir, die logische Form der folgenden Aussage aufzuschreiben:
'Es wundert mich, dass die Fledermaus kein Vogel ist, obwohl sie fliegen kann!

Das Wort "obwohl!" tauscht uns, denn es ist nicht leicht dahinterzukommen, dass es
die Konjunktion ausdriickt. Welche Aussagen verbindet diese Konjunktion?

Vielleicht sind es die Aussagen 'Es wundert mich, dass die Fledermaus kein Vogel ist’
und 'Die Fledermaus kann fliegen', die verkniipft werden ? Aber die Giltigkeit der
Konjunktion erstreckt sich nur auf den Teil nach dem "dass". Die obige Aussage hat
also die folgende Form:

Es wundert mich, dass (~ V A K)

(Zeichenerklarung: V = die Fledermaus ist ein Vogel, K = die Fledermaus kann fliegen.)
Wenn wir den Satz "Es wundert mich" mit C, das Bindewort "dass" mit einem Dop-
pelpunkt abkiirzen, dann erhalten wir die elegante Formel:

C:(~VAK)

Aber welche Operation driickt das Wort "dass" aus ? Es kann nur eine zweistellige
Operation sein, soviel ist sicher. Wie wir jedoch die 16 zweistelligen Operationen auch
immer betrachten, mit keiner kdnnen wir das Wort "dass" identifizieren.

Das Bindewort "dass" driickt keine logische Operation aus. Deshalb ist die obige Aussa-
ge - vergeblich verbanden sich darin die drei verniinftigen Teilaussagen - eine elementare
Aussage. lhre logische Form ist also A (oder irgendeine andere Variable).

Jetzt endlich konnen wir den Begriff elementare Aussage klaren, den wir im ersten
Kapitel nur zum Teil naher erlauterten.

Mit dem Wort "elementar" bezeichnen wir alle die Aussagen, die man nicht aus anderen
Aussagen mit Hilfe der betrachteten logischen Operationen zusammensetzen kann. (Es
geniigt, wenn wir zum Beispiel nur an die Negation, die Konjunktion und die Alternative
denken, da es moglich ist, schon mit diesen die tbrigen Operationen auszudriicken.)
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4.18 Der Aussagenkalkiil

4.18 Der Aussagenkalkiil

In diesem Buch zerlegen wir die Aussagen nur so weit (hierin kamen wir iiberein), bis
wir wieder Aussagen erhalten, weiter nicht, das heiBt, hochstens so weit, bis wir zu ele-
mentaren Aussagen gelangen. Den Teil der mathematischen Logik, der die elementaren
Aussagen nicht weiter in ihre Teile zerlegt, nennen wir den Aussagenkalkiil.

Die Variablen, die Konstanten W und F und die aus ihnen mit Hilfe logischer Operatio-
nen gebildeten Formeln nennen wir Ausdriicke des Aussagenkalkiils, kurz: Ausdriicke.

Nun missen wir manchem unserer Leser eine kleine Enttauschung bereiten; namlich
denen, die sich folgendes vorstellten: Mit den Mitteln der mathematischen Logik kann
man nach allen Seiten hin die grammatikalische Analyse von Aussagen durchfiihren,
und vielleicht ist fiir denjenigen, der die mathematische Logik kennt, das Studium der
Grammatik Gberflissig.

Nein, davon kann nicht die Rede sein.

Nicht nur der Aussagenkalkiil, sondern auch die anderen Teile der mathematischen Lo-
gik beschaftigen sich nicht mit der Analyse solcher Aussagen, wie beispielsweise: 'Es
wundert mich, dass die Fledermaus kein Vogel ist, obwohl sie fliegen kann'; das iiber-
lasst sie der Grammatik.

Warum betonten wir also, dass wir in diesem Band die Zusammensetzung der Aussagen
nur bis auf elementare Aussagen untersuchen? Und warum sagten wir, dass wir den Teil
der mathematischen Logik, in dem die Aussagen nicht weiter als bis zur elementaren
Aussage zerlegt werden, Aussagenkalkiil nennen 7

Deshalb, weil es auch elementare Aussagen gibt - wenn auch nicht gerade die oben
genannte - , die wir mit den Mitteln der mathematischen Logik noch weiter zerle-
gen konnen. Derartige Aussagen sind beispielsweise solche mit A, mit B und mit C'
bezeichneten Aussagen. ('Alle Pferde sind Saugetiere und so weiter.")

Oder flihren wir ein anders geartetes Beispiel an; es ist die elementare Aussage: 'Es gibt
ein Tier, das kein Vogel ist, obwohl es fliegen kann!

Aufgaben

1. Schreiben Sie die Figur der folgenden Schliisse auf!
Stellen Sie fest, ob die erhaltenen Schlussfiguren richtig sind!

(1) Wenn Alexander jetzt ein Tor schieBt, so gewinnen wir das Spiel, aber wenn er das
Tor jetzt nicht schieBt, so gewinnen wir es nicht.
Alexander schieBt jetzt das Tor und wir gewinnen das Spiel, oder er schieBt das Tor
nicht und wir gewinnen es nicht.
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(2) Alexander schieBt kein Tor, oder wir gewinnen das Spiel.
Entweder schieBt Alexander das Tor oder wir gewinnen das Spiel nicht.

2. Von den vier wichtigsten zweistelligen Operationen (Konjunktion, Alternative, Impli-
kation und Aquivalenz) sind einige kommutativ, andere nicht. Kénnen wir die Kommu-

tativitat beziehungsweise die Nicht-Kommutativitat aus der Abbildung (S. 64) ablesen
?

3. (1) Ist die Implikation assoziativ?
(2) Ist die Aquivalenz assoziativ ?
(3) Bedeuten die folgenden drei Aussagen dasselbe ?

a) Johann ist dann und nur dann &rgerlich, wenn Klara dann die Einbrenne verbrennt,
wenn ihre Schwiegermutter anwesend ist, sonst nicht.

b) Das, dass Johann éargerlich ist, wenn Klara die Einbrenne verbrennt, aber nicht
argerlich ist, wenn Klara sie nicht verbrennt, ist dann und nur dann wahr, wenn Klaras
Schwiegermutter anwesend ist.

c) Johann ist dann éargerlich, wenn Klara die Einbrenne verbrennt, sonst nicht. Klara
hingegen verbrennt dann die Einbrenne, wenn die Schwiegermutter anwesend ist, sonst
nicht.

(Diese Frage entscheiden wir durch Vergleich der zugehorigen Ausdriicke.)
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4.18 Der Aussagenkalkiil

*4. Welche Distributivitaten bestehen unter den vier wichtigsten zweistelligen Opera-
tionen 7 Mit anderen Worten: In welchen Fallen erhalten wir wertverlaufsgleiche Aus-
driicke, wenn wir in

(AxB)o(C=(Ao(C)*x(Bo(C) undin (1)
Ao(Bx(C)=(AoB)*x(Ao() (2)

« und o durch irgend zwei der Zeichen AV, — und <> ersetzen (nicht unbedingt zwei
verschiedene)?

5. Wir kennen algebraische Beziehungen, in denen nur eine Variable vorkommt:

a+0=a und a-1=a

a—0=a und a:l=a
a—a=0 und a:a=1
a-0=0 und —(—a)=a

Suchen Sie in der Logik entsprechende einstellige Beziehungen!

6. In dieser Aufgabe und in der folgenden wenden wir zwei logische Operationszeichen
an, die wir sonst im allgemeinen mit Hilfe anderer Operationen ausdriicken.

Die eine ist die weder ... noch-Operation (Symbol: ||), die andere ist die Unvertraglich-
keit (Symbol: |).

(1) Sagen Sie kiirzer: "Weder ist das Pferd ein Vogel, noch ist das Ross ein Vogel.

(2) Sagen Sie so kurz wie moglich: "Weder ist wahr, dass weder der Hund zu Hause ist,
noch sein Herr, noch ist wahr, dass weder der Hund zu Hause ist, noch sein Herr!

(3) Beweisen Sie, dass A||A =~ A gilt!
(4) Beweisen Sie, dass (A||B)||(A||B) = AV B gilt!

(5) Beweisen Sie, dass wir mit Hilfe der weder ... noch-Operation alle anderen Opera-
tionen ausdriicken konnen!

(6) Driicken Sie mit Hilfe der weder ... noch-Operation die Konjunktion so einfach wie
moglich aus!

(7) Dricken Sie mit Hilfe der weder ... noch-Operation auch die Implikation so einfach
wie moglich aus!

(8) Driicken Sie mit Hilfe der weder ... noch-Operation die Aquivalenz aus!

7. Driicken Sie mit Hilfe der Unvertraglichkeit (1) die Negation, (2) die Konjunktion,
(3) die Alternative, (4) die Implikation und (5) die Aquivalenz aus!
(5) Bei der Losung gehen Sie beispielsweise von

(W16) A<+ B=(AAB)V (~ AN ~ B)

aus.
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4.18 Der Aussagenkalkiil

Wenden Sie die aus A|B =~ (A A B) leicht herleitbare Beziehung ~ (A|B) = AN B
(von links nach rechts) an:

A B=~ (AB)V ~ [(A]A)[(B|B)] = (A[B)|[(A]A)[(B|B)]
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5.1 Mehrere Pramissen statt einer, eine Pramisse statt mehrerer

5 Die Wertverlaufsgleichheit und der Schluss

5.1 Mehrere Pramissen statt einer, eine Pramisse statt

mehrerer

Betrachten wir die zwei Schlisse:

Wenn das Telegramm gestern ankam, so
trifft Michael mit dem Abendzug ein.
Wenn das Telegramm gestern nicht an-
kam, so trifft Michael mit dem Abendzug
nicht ein.

Das Telegramm kam gestern an, und Mi-
chael trifft mit dem Abendzug ein, oder es
kam nicht an und Michael trifft mit dem
Abendzug nicht ein.

Diese Schliisse haben die Form

Wenn das Telegramm gestern ankam, so
trifft Michael mit dem Abendzug ein.
Wenn das Telegramm gestern nicht so
trifft Michael mit dem Abendzug nicht
ein.

Wenn Michael nicht mit dem Abendzug
eintrifft, so kam das Telegramm gestern
nicht an.

T—M T7— M
(1) ~T —~ M (2) ~T—>~M
(TAM)V (~TN~M) ~M—>~T

Wir wissen, dass ein Schluss sicher richtig ist, wenn seine Konklusion wahr ist, sooft
eine jede seiner Pramissen wahr ist. Wie koénnen wir die Voraussetzung "Eine jede seiner
Pramissen ist wahr" anders formulieren ?

Etwa wie folgt: "Die Konjunktion der Pramissen ist wahr". Die obigen Schlussfiguren
konnen wir also auch so schreiben:

(T > M)N(~T —~ M)

(T - M)N(~T —~ M)
(1) (TAM)V (~TN~M) (2

~M—~T

Allgemein gilt:

Wenn mehrere Pramissen in einer Schlussfigur auftreten, so konnen wir sie derart um-
formen, dass wir diese Pramissen (oder einige von diesen) mit Hilfe der Konjunktion
verbinden.

Beispielsweise formen wir die Schlussfigur
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~Q
P
® 55

in die gleichbedeutende

um oder auch in

~QAN(P— R)
() PvaQ
R

"Gleichbedeutend" heiBt, wir konnen auch die Umformung in umgekehrter Richtung
durchfiihren: wenn in irgendeiner Pramisse eine Konjunktion auftritt, zum Beispiel in
(4) oder wie in die ersten Pramisse von (5), dann kénnen wir sie in mehrere Pramissen
zerlegen. Die Glieder der Konjunktion konnen wir einzeln als Pramisse aufschreiben.

Weder die eine noch die andere Richtung der Umformung fiihrt zur Veranderung einer
Schlussfigur in dem Sinne, dass aus einer richtigen eine fehlerhafte Schlussfigur wird
oder umgekehrt.

5.2 Die Umkehrbarkeit und die Nichtumkehrbarkeit von
Schlussfiguren

Kehren wir zurlick zu den Schlussfiguren (1) und (2) und versuchen wir schon jetzt
zu entscheiden, ob sie richtig sind. In den Pramissen und auch in der Konklusion der
Schlussfigur (1) kénnen wir die Aquivalenz wiedererkennen (W 15 und W 16).

Die Konklusion der Schlussfigur (2) dagegen kénnen wir durch. Kontraposition auf die
Form T" — M bringen:

" T+ M Y T M
(1) T+ M (2) T —M

Offensichtlich sind beide Schlussfiguren richtig.

Was bedeutet es aber, dass eine Schlussfigur mit der Prémiss richtig ist 7 Das
bedeutet, dass aus einer wahren Pramisse eine wahre Konklusion folgt. Mit anderen
Worten heiBt das: Wo in der Wahrheitswertetafel der Pramisse der Wert W steht, dort
steht auch in der Wahrheitswertetafel der Konklusion der Wert W.

(Wo in der Wahrheitswertetafel der Pramisse ein weiBer Kreis auftritt, dort tritt er auch
in der Wahrheitswertetafel der Konklusion auf.)

#1Schlussfiguren mit mehr als einer Priamisse brauchen nicht gesondert betrachtet zu werden, weil
doch aus mehreren Pramissen, wie wir sahen, eine Pramisse gebildet werden kann.

80



5.3 Von der richtigen Schlussfigur zur allgemeingiiltigen Implikation

M

M

M M
beide Schlussfiguren sind richtig, es gibt aber zwischen ihnen einen wesentlichen Un-
terschied.

Die Umkehrung der ersten ist richtig, die der zweiten aber nicht. Was verstehen wir
darunter, dass die Umkehrung einer richtigen Schlussfigur auch richtig ist 7 Das bedeu-
tet, dass die Schlussfigur, die man erhalt, wenn man die Pramissen und die Konklusion
gegeneinander austauscht, ebenfalls richtig ist.

Betrachtet man die Wahrheitswertetafel, so heiBt das, dass dort, wo die Pramisse den
Wert W besitzt, auch die Konklusion den Wahrheitswert W hat, und dass dort, wo die
Konklusion den Wert W besitzt, auch die zugehorige Pramisse den Wahrheitswert W
hat.

Mit anderen Worten: Die Wahrheitswertetafeln der Pramisse und der Konklusion stim-
men Uberein. In der bildhaften Darstellung bedeutet das folgendes: Die Abbildungen
der Pramisse und Konklusion stimmen Uberein, die weiBen und schwarzen Kreise liegen
jeweils an gleicher Stelle.

Die Pramisse und die Konklusion kann man durch verschiedene Ausdriicke darstellen
[siehe den Ausdruck (1')], aber es ist auch maglich, sie auf die gleiche Form zu bringen
[sieche den Ausdruck (1")]

Diese Aussagen treffen aber nicht auf die rechte Schlussfigur zu.

Wo in der Wahrheitswertetafel fur die Pramisse der Wert W steht, dort ist der Wahr-
heitswert der Konklusion ebenfalls gleich W, jedoch gilt das nicht in der umgekehrten
Richtung. Die beiden Abbildungen stimmen nicht (iberein, in der bildhaften Darstellung
der Konklusion gibt es an mehr Stellen weiBe Kreise (sie entsprechen dem Wahrheits-
wert W) als in der bildhaften Darstellung der Pramisse.

Die zwei Ausdriicke sind verschieden. Es ist nicht moglich, sie auf die gleiche Form zu
bringen.

5.3 Von der richtigen Schlussfigur zur allgemeingiiltigen
Implikation

Zwischen den Schlussfiguren und den allgemeingiiltigen Implikationen finden wir eine
enge Beziehung. Hier und auch dort ist von folgendem die Rede: Wenn etwas wahr ist
(die Pramisse, das Vorderglied), so ist etwas anderes auch wahr (die Konklusion, das
Nachglied).

Was ist lberhaupt der Unterschied zwischen ihnen 7 Schreiben wir die obenstehen-
den Schlussfiguren (1"”) und (2") in die Form einer Implikation um, indem wir unsere
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5.4 Von einer allgemeingiiltigen Implikation zur richtigen Schlussfigur

Pramissen zum Vorderglied, unsere Konklusion zum Nachglied machen.
(Ix) (T'<> M) — (T < M) : (2%) (T'<>M)— (T - M)
Vergleichen wir diese mit einer gewohnlichen Implikation, beispielsweise mit
T —M

Worin besteht der Unterschied 7 Es handelt sich um einen gewaltigen Unterschied:

T — M kann wahr, aber auch falsch sein, je nachdem, welche Wahrheitswerte 7" und
M besitzen; oder anders ausgedriickt: Die Wahrheit beziehungsweise die Falschheit von
T — M ist nur von den Wahrheitswerten von 7" und M abhéangig. (7' — M ist wahr,
wenn M wabhr ist, aber auch dann, wenn 7" falsch ist, sonst nicht.) Dagegen sind (1*)
und (2*) immer richtig, unabhangig von den Wahrheitswerten von 7" und M.

Mit anderen Worten: Die Ausdriicke (1*) und (2%*) sind allgemeingiiltig. Das verraten
(1*) und (2') noch nicht, dazu mussen wir (1*)und (2 *) noch umschreiben:
(T M) (T>M=W (1%%)
(T M)—(T—->M)=W (2%%)
Wir liberzeugen uns von der Allgemeingiiltigkeit dieser beiden Ausdriicke mit Hilfe ihrer

Wabhrheitswertetafeln. Wer ein wenig nachdenkt, sieht ein, dass das nicht eines beson-
deren Zufalls wegen, sondern notwendigerweise so ist:

Eine Implikation, deren Vorderglied die Pramisse (beziehungsweise die Konjunktion der
Pramissen) einer richtigen Schlussfigur ist und deren Hinterglied die Konklusion dieser
Schlussfigur ist, ist allgemeingiiltig.

Warum ? Deshalb, weil zwei Falle moglich sind, wenn wir an Stelle der Variablen alle
moglichen Wahrheitswerte setzen:

1. Das Vorderglied (die Pramisse) hat den Wahrheitswert W. Da die Schlussfigur richtig
ist, muss der Wahrheitswert der Konklusion auch gleich W sein. Also ist der Wahrheits-
wert der Implikation auch gleich W, denn

W—=W=W

2. Das Vorderglied (die Pramisse) hat den Wahrheitswert F. Der Wahrheitswert der
Implikation ist dann unabhangig vom Wert des Hintergliedes stets gleich W, denn

F—A=W
(Das heiBt F - W =W und F - F =W.)

5.4 Von einer allgemeingiiltigen Implikation zur richtigen
Schlussfigur

Alle richtigen Schlussfiguren konnen wir also in eine allgemeingiiltige Implikation um-
formen. Ob das auch umgekehrt gilt 7
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Betrachten wir beispielsweise die folgende Implikation:
(ANB) — (AV B)
Es ist leicht einzusehen, dass sie allgemeingiiltig ist:
(AANB) = (AVvB)=W

Uberlegen wir, warum das so ist. Entweder sind A und auch B wahr, dann ist auch das
Vorderglied wahr; wahr ist dann aber auch das Hinterglied, und deshalb gilt fiir den

Wahrheitswert der Implikation
W—-W=W

oder eine der beiden Teilaussagen ist falsch (eventuell alle beide). Dann ist es gleich-
gultig, welchen Wahrheitswert das Hinterglied hat, der Wahrheitswert der Implikation
ist auf jeden Fall gleich W, weil das Vorderglied den Wahrheitswert F hat. Wir formen
das jetzt um zur Schlussfigur

ANB
AV B

Wir kénnen sogar schreiben:

A
A
AV B

Sind diese Schlussfiguren richtig 7 Problematisch ist nur: Was geschieht, wenn die
Pramisse (die Konjunktion der Pramissen) wahr ist 7 Ist dann auch die Konklusion
wahr ?

Wir konnen uns zufriedengeben, sie ist wahr, und somit ist die Schlussfigur richtig.
Wir sehen aber auch sofort ein, dass das nicht infolge irgendeines Zufalls, sondern
notwendigerweise immer so ist:

Eine Schlussfigur, deren Pramisse (die Konjunktion der Pramissen) das Vorderglied
einer allgemeingiltigen Implikation ist und deren Konklusion das Hinterglied dieser
Implikation ist, ist richtig.

Warum ? Wir missen nur den Fall betrachten, dass die Pramisse (das Vorderglied) wahr
ist. Ob es moglich ist, dass bei solchen Wahrheitswerten der Variablen die Konklusion
(das Hinterglied) falsch ist ? Nein, es ist nicht moglich, weil dann die Implikation nicht
allgemeingiiltig ware. In der Wahrheitswertetafel wiirde irgendwo wegen W — F' = F
ein F als Wahrheitswert vorkommen. Wenn also die Pramisse wahr ist, dann ist auch
die Konklusion wahr.

Das heiBt, die Schlussfigur ist richtig.
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5.5 Umkehrbare Schlussfiguren und allgemeingiiltige
Aquivalenzen

Nach dem bisher Gesagten ist es eigentlich iberfliissig zu sagen, was der Leser sicher
langst herausgefunden hat:

Wir kénnen die umkehrbaren Schlussfiguren in eine allgemeingiiltige Aquivalenz umfor-
men. (Unter einer umkehrbaren Schlussfigur verstehen wir eine richtige Schlussfigur,
deren Umkehrung auch richtig ist.)

Andererseits kann man auch jede allgemeingiiltige Aquivalenz in eine umkehrbare Schluss-
figur umformen.

In beiden Fallen handelt es sich darum, dass zwei Wahrheitswertetafeln tbereinstimmen:
die der Pramisse und der Konklusion beziehungsweise die der Ausdriicke auf beiden
Seiten des Aquivalenzzeichens.

Beispielsweise ist

A—-~B
B =~ A

eine umkehrbare Schlussfigur, also gilt:
(A=~B) < (B=a~A) =W
Wir kénnen es auch umgekehrt sagen: Es gilt
(A=~ B)< (B—=~A) =W also ist

A—=~B
B —-~ A

eine umkehrbare Schlussfigur. In beiden Fallen ist davon die Rede, dass die Wahrheits-
wertetafeln beider Ausdriicke ibereinstimmen:

B B

5.6 Umkehrbare Schlussfiguren und Wertverlaufsgleichheit

Wenn zwei Ausdriicke in ihren Wahrheitswertetafeln Gibereinstimmen, so schreiben wir
das gewdhnlich nicht als allgemeingiiltige Aquivalenz auf, sondern mit Hilfe des Zeichens
"=" wobei auf beiden Seiten dieses Zeichens die zwei betreffenden Ausdriicke stehen:

A—-s~B=B >~ A

Diese Beziehung und
(A=~ B)< (B—=~A) =W
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driicken auf verschiedene Weise den gleichen Fakt aus, wie wir das schon besprachen
und auch mit algebraischen Beispielen erklarten.

Die Tatsache der Wertverlaufsgleichheit von Ausdriicken kdnnen wir also auch mit Hilfe
einer umkehrbaren Schlussfigur zum Ausdruck bringen, indem wir den einen Ausdruck
als Pramisse und den anderen als Konklusion wahlen.

Die umkehrbare Schlussfigur, die allgemeingiiltige Aquivalenz und die Wertverlaufs-
gleichheit driicken alle ein und dieselbe Tatsache aus, namlich die Ubereinstimmung
der Wahrheitswertetafeln von zwei Ausdriicken.

5.7 Zusammenfassung

Wir wollen nun Ordnung zwischen den vielen Begriffen und Bezeichnungen schaffen.
Der Einfachheit halber gehen wir von einer Schlussfigur mit zwei Pramissen aus. Wir
bezeichnen diese mit P und mit Q, ihre Konklusion mit K. (Wir verwenden fett gedruck-
te Buchstaben, weil sie nicht nur stellvertretend fiir logische Variable stehen kénnen,
sondern auch fiir beliebig kompliziert zusammengesetzte Ausdriicke.)

Die folgenden Aussagen sind dann alle wahr, oder keine ist wahr:

P
(1) Q st ein richtige Schlussfigur.

K

2 PrQ ist eine richtige Schlussfigur.
K

(3) Wenn P und auch Q wahr sind, so ist auch K wabhr.

(4) Wo fir P A Q in der Wahrheitswertetafel der Wert W steht (weiBer Kreis), dort
steht auch in der Wahrheitswertetafel von K der Wahrheitswert W.

(5) In der Wahrheitswertetafel von (P A Q) — K tritt nur der Wahrheitswert W auf
(weiBer Kreis).

6)(PANQ) - K=W.
Auch die folgenden Aussagen sind entweder alle wahr oder alle falsch.

PAQ
N~k " prq

———— ist eine umkehrbare Schlussfigur.
(8) PQQ kehrbare Schlussfig

sind richtige Schlussfiguren.

(9) Wenn P A Q wabhr ist, so ist auch K wahr, und wenn K wahr ist, so ist auch P A
Q wabhr.

(10) Die Wahrheitswertetafel von P A Q stimmt mit der Wahrheitswertetafel von K
uberein.

(11) In der Wahrheitswertetafel von (P A Q) <> K tritt an allen Stellen nur das
Wahrheitswert W auf (weiBe Kreise).
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12)(PAQ) < K=W
(13) (P A Q) = K

Zwischen (1) bis (6) und (7) bis (13) besteht aus mehreren Griinden keine vollkommene
Parallele. Der eine Grund ist der, dass wir in einer Schlussfigur immer nur von einer
Konklusion sprechen, und deshalb kénnen wir auch nur die Schlussfiguren mit einer
Pramisse umkehren.

Das ist mehr oder minder Angelegenheit der Vereinbarung; wir konnen bei einer Schluss-
figur - oder bei einem Schluss - nicht nur von mehreren Pramissen, sondern auch von
mehreren Konklusionen sprechen, denn wir kdnnen diese Falle ebenfalls behandeln: Wir
setzen dazu voraus, dass von mehreren Schliissen die Rede ist, die dieselben Pramissen
haben und in jedem Falle nur eine Konklusion.

5.8 Der indirekte Beweis

Wenn ich das Motorrad kaufe, dann muss ich all mein Geld ausgeben, und dann kann
ich kein neues Radio kaufen. Wenn ich das alte Radio verauBere und das neue nicht
nehme, dann kann ich zu Hause nicht die Ubertragung vom Wettkampf héren.

Wir untersuchen nun, ob aus diesen Pramissen folgt, dass ich dann, wenn ich das alte
Radio verauBere und das Motorrad kaufe, zu Hause die Ubertragung nicht héren kann.
Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:

M = ich kaufe das Motorrad,

G = ich gebe all mein Geld aus,

K = ich kaufe ein neues Radio (oder kann kaufen, das ist hier einerlei),
V = ich verauBere das alte Radio,

H = ich kann zu Hause die Ubertragung vom Wettkampf héren.

Versuchen wir, die Richtigkeit der folgenden Schlussfigur zu beweisen:

M — (GAN ~ K)
(VA~K)—~H
(VAM)—~H

das heiBt, es ist zu beweisen, dass
{IM - (GAN~ K)|AN[(VA~K) >~ H|} > [(VAM) >~ H =W

gilt.

Der Anblick dieser Formel ist nicht sehr ermutigend.

Es gibt fiinf Variable, das bedeutet 2° = 32 Werteanordnungen. Wir verspiiren nicht
viel Lust, die Wahrheitswerte dieses monstrosen Ausdrucks in allen 32 Fallen auszu-
rechnen. SchlieBlich sind wir auch nicht so sicher darin, ob aus den Pramissen auch
diese Konklusion folgt, das heiBt, ob dieser Ausdruck wirklich allgemeingiiltig ist.

Wenn wir also um den zwanzigsten oder dreiBigsten Fall herum irgendwo ein F erhalten,
dann ist die ganze bisherige Rechnung umsonst gewesen!

86



5.8 Der indirekte Beweis

Versuchen wir also lieber, dieses Problem von der anderen Seite her zu [6sen. Wir gehen
von der Annahme aus, dass es eine solche Werteanordnung der Variablen gibt, bei dem
der angegebene Ausdruck den Wert F annimmt.

Da der Ausdruck eine Implikation ist, muss auf Grund dieser Annahme das Vorder-
glied den Wert W, das Hinterglied aber den Wahrheitswert F haben. Die Implikation
ist namlich - wie wir wissen - in allen anderen Fallen wahr. Das Vorderglied ist eine
Konjunktion, deren Werte genau dann gleich W sind, wenn ihre beiden Glieder den
Wahrheitswert W haben.

Das Hinterglied ist wiederum eine Implikation. Sie hat nach unserer Annahme den Wert
F. Also muss ihr Vorderglied den Wert W, ihr Hinterglied den Wert F besitzen. Wenn
also der Wert des obigen Ausdrucks bei irgendeiner Werteanordnung gleich F ist, dann
wissen wir auf alle Falle das folgende:

{[f‘/-’v—gv> (GA~ K)IN[(VA~ K) ZVW HI} ? (VA M) ? H]

2

3

Die Zahlen bezeichnen die Reihenfolge:

Die 1 schreiben wir unter die Ausgangshypothese,

die 2 unter die sich daraus ergebenden Wahrheitswerte,

die 3 unter die Wahrheitswerte der Teilausdriicke, aus denen die Ausdriicke, deren
Wahrheitswerte mit 2 bezeichnet wurden, zusammengesetzt sind.

In dem Vorderglied der urspriinglichen Implikation (in der geschweiften Klammer) kon-
nen wir jetzt nicht eindeutig weiterkommen: Die Wahrheitswerte der Glieder einer Im-
plikation mit dem Wahrheitswert W sind nicht eindeutig bestimmt.

In der letzten eckigen Klammer aber konnen wir weitergehen und die Wahrheitswerte
von V, M und H bestimmen. Der Wahrheitswert des gesamten Ausdrucks in der ganzen
Klammer ist nur dann gleich F, wenn die Wahrheitswerte von V, M und H gleich W
sind.

Fihren wir nun fiir den urspriinglichen Ausdruck die Untersuchung weiter:

{MVS‘/}[? (GA ~ K)]@[%A ~ K) ?N [‘gﬁ} _5) [(%@%’) ?fg fv;g]

Jetzt riihren wir an den wunden Punkt der geschweiften Klammer: Das Hinterglied der
ersten Implikation kann nur den Wert W besitzen, denn ihr Vorderglied hat den Wert
W und ebenso die ganze Implikation. In der zweiten Implikation dagegen ist es genau
umgekehrt, das Hinterglied hat - wie wir sehen - den Wert F. Da aber die Implikation
selbst den Wahrheitswert W hat, kann das Vorderglied ebenfalls nur den Wert F haben.

{[M = (GA~ K A(VA~EK) =~ H} = (VA M) =~ H]
v A veworowww Lew

Nun missen wir die Werte von G und K bestimmen. Der Wert der Konjunktion in der
ersten runden Klammer ist gleich W, also ist nur folgende Werteverteilung moglich: der
Wert von G und der Wert von ~ K sind gleich W, der Wert von K ist also gleich F.

In der zweiten runden Klammer hingegen hat die Konjunktion den Wahrheitswert F,
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5.8 Der indirekte Beweis

ihr erstes Glied hat jedoch den Wert W, also muss der Wert des zweiten Gliedes gleich
F sein: Wert von ~ K gleich F, Wert von K gleich W.

Aber nun bestimmten wir vorhin genau den umgekehrten Wert fiir K | Hatten wir uns
irgendwo geirrt 7

Unsere Schlussweise war richtig, nur am Beginn unserer Uberlegungen kénnen wir den
Fehler suchen: Es ist unmoglich, was wir annahmen; wir konnen den Variablen nicht
solche Werte geben, dass die ganze Implikation den Wahrheitswert F hat.

Wir missen also nicht 32 Falle durchrechnen, sondern nur einen in entgegengesetzter
Richtung. Diese eine Rechnung garantiert uns, dass die Formel in allen 32 Fallen den
Wahrheitswert W hat, das heit aber, dass die Schlussfigur richtig ist. Aus den Pramis-
sen folgt also:

Wenn ich das alte Radio verauBere und das Motorrad kaufe, dann kann ich zu Hause
nicht die Ubertragung vom Wettkampf horen.

Die Beweisart, die wir hier anwandten, benutzt man in der Mathematik sehr oft. Man
nennt sie indirekten Beweis.

Aufgaben

1. Auf Seite 70/71 schrieben wir eine Schlussfigur auf dreierlei Art [siehe (3), (4) und
(S)]. (1) Ist diese Schlussfigur richtig ?

(2) Ist die Umkehrung der Schlussfigur in der Gestalt (4) richtig?

(3) Welche wertverlaufsgleichen Ausdriicke ergeben sich fiir die genannten Schlussfigu-
ren ?

2. An den folgenden Schliissen ist leicht erkennbar, ob sie richtig sind oder nicht.
Schreiben Sie die Schlussfiguren eines jeden Schlusses auf, den Sie fir richtig halten!
Beweisen Sie die Richtigkeit!

(1) Wenn die Tragflache des Flugzeuges abbricht oder sich der Motor entziindet, dann
ist das Leben der Reisenden in Gefahr.
Wenn die Tragflache des Flugzeugs abbricht, dann ist das Leben der Reisenden
in Gefahr.
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5.8 Der indirekte Beweis

(2) Wenn sich die Tinte verfarbt, dann fiillte ich meinen Fiillhalter aus einer Flasche mit
schlechter Tinte oder ich habe meinen Fillhalter nicht griindlich genug ausgewaschen.

Wenn sich die Tinte verfarbt, dann fullte ich meinen Fillhalter aus einer Flasche
mit schlechter Tinte.

(3) Wenn genug Regen fallt und wir reichlich sprengen, dann wird es voraussichtlich
eine gute Ernte geben.

Wenn genug Regen fallt, dann wird es voraussichtlich eine gute Ernte geben.

(4) Wenn es eine gute Ernte geben wird, dann ist der Wert der Arbeitseinheit hoch,
und dann koénnen wir das Klavier kaufen.

Wenn es eine gute Ernte geben wird, dann kénnen wir das Klavier kaufen.
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6 Wir suchen die Konklusion

6.1 Wir kennen die Pramissen und suchen die Konklusion

Jetzt sind wir darin schon groBe Meister, von einer gegebenen Konklusion zu entschei-
den, ob sie aus den gegebenen Pramissen folgt oder nicht. Wir stellen dazu zum Beispiel
die Wahrheitswertetafel der Konjunktion der Pramissen auf und sehen nach, ob dort,
wo in ihrer Wertetafel der Wahrheitswert W steht, auch der Wahrheitswert der Kon-
klusion gleich W ist.

Wie wir bewiesen haben, fiihrt die folgende Methode zu demselben Ergebnis: Wir fer-
tigen die Wahrheitswertetafel einer Implikation an, deren Vorderglied die Konjunktion
der Pramissen, deren Hinterglied die Konklusion ist. Und nun sehen wir nach, ob diese
Implikation allgemeingiiltig ist, das heiBt, ob sie stets den Wahrheitswert W besitzt.
Leider wissen wir nicht immer vorher, wie die voraussichtliche Konklusion lautet. Manch-
mal miissen wir sie erst finden.

Sehen wir zu, ob wir nicht wenigstens in einfachen Fallen dahinterkommen kénnen, was
aus den gegebenen Pramissen folgt.

6.2 Wer begleitet Susi ?

Betrachten wir zuerst ein ganz einfaches Beispiel. Ich gehe auf der StraBe und erblicke
auf der anderen StraBenseite ein Madchen und einen Jungen. Sie sind noch so weit
entfernt, dass ich niemanden erkennen kann, aber das Madchen kénnte Susi sein.

Ich stelle fiir mich fest:

"Wenn es Susi ist, dann begleitet sie Kurt oder dieser In-
genieurstudent, mit dem ich sie seit einigen Tagen haufig
zusammen sehe."

Sie kommen naher. Ich erkenne:

"Das ist Susil"

Jetzt sehe ich auch den Jungen besser.

"Es ist nicht Kurt, der sie begleitet."

Was folgt daraus ?

Der Leser weilB sicherlich schon die Antwort. Aber wir geben auf Vermutungen nichts.
Sehen wir lieber, wie nicht nur ein nachdenkender Mensch antworten wiirde, sondern
auch eine Maschine.

Schreiben wir die Pramissen abgekiirzt auf:

S — (KVI)
S
~ K

Nur der Fall interessiert uns, wenn der Wert jeder Pramisse gleich W ist. Den Wert von
zwei Variablen kénnen wir sofort bestimmen:
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6.3 Dasselbe mit anderen Bezeichnungen

Einerseits ist der Wert von S gleich W, andererseits ist der Wert von ~ K gleich W,
das heiBt, der Wert von K ist F. Das Vorderglied der ersten Pramisse ist also wahr.
Beachten wir weiterhin, dass diese erste Pramisse selbst auch wahr ist:

Wert von W — (F' Vv I) gleich W,

Stellen wir uns eine Maschine vor. Wie "schlieBt" sie weiter 7 Sie "sieht" in dem Vorder-
glied der Implikation den Wert W. Sie "wei", dass die erste Pramisse nur dann wahr
ist, wenn der Wert des Hintergliedes gleichfalls W ist. Sie notiert automatisch, dass das
Hinterglied, K Vv I, den Wert W hat: Wert von F'V I gleich W.

Wann kann eine Alternative wahr sein, wenn eines ihrer Glieder falsch ist ? Nur dann,
wenn ihr anderes Glied wahr ist: Daraus folgt, dass der Wert von I gleich W ist. Wir
erhalten:

Wenn der Wert jeder Pramisse wahr ist, dann ist auch der Wahrheitswert von I gleich
W. Das heiBt, aus diesen Pramissen folgt, dass der Ingenieurstudent Susi begleitet:

S— (KVI)
S

~ K

I

6.3 Dasselbe mit anderen Bezeichnungen

Wenn die Formeln schwieriger werden, dann ist es eintonig, jede Moglichkeit immer
wieder aufzuschreiben mit dem einen Unterschied, dass wir an die Stelle von manchen
Variablen ihren schon festgestellten Wahrheitswert schreiben. Fiir die Rationalisierung
unserer Arbeit bieten sich mehrere Moglichkeiten an.

Eine Moglichkeit besteht darin, dass wir die einzelnen Schritte mit Bleistift auf Papier
schreiben und dann wieder ausradieren, oder sie mit dem Schwamm l6schen, wenn wir
sie mit Kreide an eine Tafel schreiben. Der Nachteil dieses Verfahrens besteht darin,
dass wir, wenn wir einen Fehler machten, noch einmal von vorn beginnen miissten, weil
die dazwischenliegenden Schritte fehlen; die Kontrolle ist schwerer, besonders wenn die
Ausdriicke kompliziert sind.

Eine andere Moglichkeit: Wir radieren (wischen) die Wahrheitswerte, die die Variablen
annehmen, nicht weg, sondern schreiben die ermittelten Wahrheitswerte darunter. Die
im vorangegangenen Abschnitt vorgetragene Ableitung hat dann folgendes Aussehen:
Zuerst schreiben wir die Pramissen recht weit auseinander, dass auch Platz fiir die
Wahrheitswerte vorhanden ist. Auf dem Papier (oder auf der Tafel) schreiben wir diese
Ausdriicke nicht mehrmals auf. (Hier im Buch kommen sie nur deshalb &fter vor, weil
wir filmartig vorfiihren wollen, wie die Ableitung vor sich geht):

S — (KVI)
S
~ K
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6.3 Dasselbe mit anderen Bezeichnungen

Wir schreiben unter jede Pramisse (wenn sie eine Operation enthélt, dann unter das zu-
letzt angewandte Operationszeichen, wenn sie nur aus einer einzigen Variablen besteht,
dann unter die Variable) den Wahrheitswert W.

S— (KVI)
W

S

wW

~ K

W

Aus der zweiten Pramisse konnen wir unmittelbar den Wahrheitswert der Variablen S
ablesen, und auf Grund der dritten Pramisse konnen wir sogleich auch den der Variablen
K bestimmen. Diese schreiben wir tiberall unter S bzw. unter K:

S— (KVI)

WWF

S

W

~ K

W F

Die erste Pramisse - sie ist eine wahre Implikation, deren Vorderglied wahr ist - hat
auch ein wahres Hinterglied. Wir schreiben also W unter das Operationszeichen dieses
Hintergliedes:

S—= (KVI)
WWFW
S

W

~ K

W F

Das Hinterglied der ersten Pramisse ist eine solche Alternative, deren eine Variable den
Wert F hat. Somit muss die andere Variable in dieser Alternative den Wert W haben.
Unter I schreiben wir also W:

S — (KVI)

WWFWW

S

W

~ K

W F

Von der Annahme ausgehend, dass jede Pramisse wahr ist, konnten wir die Wahrheits-
werte aller Variablen bestimmen. Aus dem Wahrheitswert der zweiten Pramisse ergab
sich unmittelbar der Wert von S, aus dem Wahrheitswert der dritten Pramisse sofort
der Wahrheitswert von K.

Als neues Ergebnis erhielten wir also den Wahrheitswert der Variablen I. Das heiBt,
wenn die gegebenen Pramissen wahr sind, folgt, dass der Wahrheitswert von I gleich
W ist; die Konklusion ist also I:
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S — (KVI)
WWFWW
S

wW

~ K

W F

I

Freilich hatten wir als Konklusion auch S oder ~ K hinschreiben konnen, wir hatten
auch die erste Pramisse vollig hinschreiben konnen, ebenso aber auch die aus diesen
Pramissen gebildeten Konjunktionen. Aber das sind keine interessanten Konklusionen,
ja es versteht sich von selbst, dass sich eine Pramisse aus sich selbst ergibt (auch dann,
wenn es noch andere Pramissen gibt).

Interesse verdient nur die Konklusion I, die wir niederschrieben.

6.4 Direkter Schluss kontra Gleichung

Nicht ohne Grund wird der Leser nach dem vorangegangenen Beispiel zu der Feststel-
lung gelangen, die man mit Worten etwa wie folgt ausdriicken kann:

"Die mathematische Logik ist die Wissenschaft, mit deren Hilfe man einfache Schliisse
auf schwierige Weise bewaltigen kann."

Dasselbe freilich kann man mit gleichem Recht auch von der Algebra sagen. Als Beispiel
betrachten wir die folgende Aufgabe:

"In einem Hof sind Hithner und Hasen. Insgesamt haben sie sieben Képfe und zwanzig
Beine. Wieviel Hihner und wieviel Hasen befinden sich auf dem Hof ?"

Wir konnen diese Aufgabe mit Hilfe einer Gleichung oder auch eines Gleichungssystems
|6sen. Bezeichnen wir die Anzahl der Hihner mit ¢, die der Hasen mit n. Dann gilt

fur die Anzahl der Kopfe: t +n =7,
fur die Anzahl der Beine: 2t + 4n = 20.

Die erste Gleichung multiplizieren wir auf beiden Seiten mit 2:

2t +2n =14

Diese Gleichung subtrahieren wir von der Gleichung 2t + 4n = 20 in der Weise, dass
wir die linke Seite von der linken und die rechte Seite von der rechten subtrahieren:

2n =06

Daraus folgt:
n=3

Substituieren wir diesen Wert fiir n in die erste Gleichung:

t+3=7
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Daraus folgt:
t=4

Auf diese Art losen die Sechzehnjahrigen diese Aufgabe. Die Achtjahrigen hingegen
|6sen sie so:
Ein jedes Tier hat einen Kopf. Wir zeichnen:

6o 0 0 0 0 o Q

Jedes Tier hat wenigstens zwei Beine; zeichnen wir auch das hin:

R RRAIRK R

Von den zwanzig Beinen verteilten wir 14, bleiben noch 6. Diese zeichnen wir noch
neben 3 Kopfe hin. Das werden die Hasen.

RRRARK KR IR

\—-____v—u-—--/ ;_'—_V’—__J
Xasen Hiibmer

Es ist also zu sehen, dass es drei Hasen und vier Hiithner sind.

Welche Losung gefallt dem Leser besser? Die des Achtjahrigen ? Mir auch. Auf Grund
dieser Uberlegung ist denkbar, dass jemand zu dem folgenden Standpunkt gelangt:

"Durch den Unterricht in Algebra zwingen wir das Denken der Kinder in die Fesseln des
Formalismus. Entwickeln wir doch lieber eine verniinftige natiirliche Denkart, damit die
Kinder leichter und schneller die Aufgaben l6sen lernen und sich nicht mit irgendeiner
Gleichung oder mit dem Gleichungssystem herumplagen missen. Lassen wir die Glei-
chungen, hoch lebe der gesunde Menschenverstand!"

Ja 7 Nun, dann wollen wir die Kinder mit klugem, gesundem Menschenverstand bei-
spielsweise diese Aufgabe losen lassen:

"Die zwei Enden eines zwolf Meter langen Seiles befestigt man an je einer Saule, das
eine um 2 Meter hoher als das andere. Der Abstand der Saulen betragt zehn Meter.
Am dritten Teil der Seillinge vom niedriger befestigten Seilende entfernt hidngen wir
eine Masse an. Um wieviel zieht sie das Seil herunter 7"

Diese Aufgabe ist charakteristisch fiir die Aufgaben aus dem Lehrbuch der 2. Klasse
des Gymnasiums. Sie fiihrt zu einer Gleichung zweiten Grades, ihr Ergebnis lautet

V1375 =7
13

m
(auf den Zentimeter genau: 2,31 m).
Hier weiB der gesunde Menschenverstand nur noch herumzustolpern.

Wenn wir eine solche Aufgabe auch ohne Gleichung zu |6sen verstehen, desto besser.
Aber oft ist die Gleichung unentbehrlich. Das Losen von Gleichungen kénnen wir nicht
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am allerschwersten Fall erlernen. Deshalb lohnt es sich, manchmal auch solche Aufgaben
zu suchen, zu deren Lésung man auch ohne das Losen einer Gleichung gelangt.

Das Losen von Aufgaben mit Gleichungen oder ohne Gleichungen ist nur ein Beispiel
von vielen.

Dasselbe Verhaltnis besteht zwischen Kopfrechnen und schriftlichem Rechnen:

Es lohnt sich nicht, 999 und 786 schriftlich zu addieren; wer ein wenig Griitze im Kopf
hat, weiB gleich, dass die Summe um 1 geringer ist als 1786, das heiBt genau 1785.
Aber schon bei der Addition von 97856 und 36577 ist es Uberfliissig, unsere Kopfe zu
bemihen; leichter ist es, die Zahlen untereinanderzuschreiben und nach der guten alten
Methode die Addition zu beenden.

Entsprechend ist es auch mit der Logik. Ein Stiickchen kommen wir mit dem gesunden
Verstand weiter, und die Losung mit gesundem Verstand ist leichter als mit einem
Formalismus. Aber danach gelangen wir zu einem Punkt - friiher oder spater -, an dem
der gesunde Verstand miide wird und sich die Gedanken verwirren. Zu diesem Zeitpunkt
flihren diese verachteten Ausdriicke und mechanischen Verfahren zum Ziel.

Wichtig ist die Tatsache, dass wir gegebenenfalls wieder unseren gesunden Verstand zu
Hilfe nehmen koénnen.

6.5 Wer ist der Tater?

Sehen wir uns jetzt ein Beispiel an, in dem die logische Formelsprache, wenn auch nicht
unentbehrlich, aber auf alle Falle brauchbar ist.

In einem Warenhaus wurde eingebrochen. Die Un-

N ‘ tersuchung ergab folgende Feststellungen:
: 3 ) Wenn der Tater ein Mann ist, dann ist er von klei-
s nem Wuchs. Wenn er von kleinem Wuchs ist, dann
stieg er durch das Fenster ein.
‘ Der Tater ist ein Mann, oder er trug zumindest
i Mannerkleidung. Wenn er Mannerkleidung trug,

qF dann vorausgesetzt, dass die Aussage des Augen-
zeugen zuverlassig ist, stieg er durch das Fenster
ein.
Die Tatortbesichtigung ergab auBerdem, dass der
Tater nicht durch das Fenster eingedrungen war.
Unsere Aufgabe ist es nun, auf Grund aller dieser
Feststellungen den Tater zu ermitteln.

Beispielsweise konnen wir zu entscheiden versuchen, ob der Tater ein Mann ist oder
nicht, ob er Mannerkleidung trug oder nicht, ob die Aussage des Augenzeugen zuver-
lassig ist oder nicht. Natdrlich konnen wir nicht im voraus sicher darin sein, dass wir
auf alle diese Fragen - oder nur auf eine von ihnen - eine Antwort bekommen.

Denkbar ist auch, dass wir nur feststellen kdnnen, welche Moglichkeiten es gibt. (Bei-
spielsweise: Entweder trug er Mannerkleidung und ist von kleinem Wuchs, oder wenn
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nicht, dann ist die Aussage des Augenzeugen unzuverlassig. Viele andere solcher zu-
sammengesetzten Konklusionen sind auch denkbar.)

Also los, der Leser sei Detektiv; versuchen wir festzustellen, was auf Grund der An-
gaben ermittelt werden kann! Der Ubersichtlichkeit halber benutzen wir die folgenden
Abkiirzungen:

M = Der Tater ist ein Mann;

K = Der Tater ist von kleinem Wuchs;

S = Er stieg durch das Fenster ein;

A = Er trug Mannerkleidung;

Z = Die Aussage des Augenzeugen ist zuverlassig.

Unsere Pramissen sind die folgenden:

M — K
K — S
MV A

A— (Z—9)
~ S

Jetzt missen wir uns nicht mehr um die Bedeutung der Buchstaben kiimmern; wir kén-
nen mechanisch denken. Wir setzen voraus: jede der Pramissen ist wahr. Also hat S den
Wahrheitswert F. Wo nun S vorkommt, schreiben wir an seine Stelle den Wahrheitswert
F. Die letzte Pramisse kdnnen wir jetzt bereits fortlassen.

M — K
K—F
MV A
A—(Z—F)

In der zweiten Pramisse ist das Hinterglied der Implikation falsch. Also kann die Impli-
kation nur dann wahr sein, wenn auch ihr Vorderglied falsch ist. Daraus folgt, dass der
Wert von K gleich F ist. Und diesen Wert koénnen wir an die Stelle von K schreiben.
Schon jetzt erledigten wir auch die zweite Pramisse: Die fiir uns nichtssagende Aussage
F — F', die Ubriggeblieben ist, schreiben wir nicht mehr nieder:

M — F
MvA
A— (Z—F)

(Stoppen wir fiir einen Moment die Maschine, und bedenken wir auch mit dem gesunden
Verstand, warum der Wert von K gleich F sein muss. Deshalb, weil, wenn K wahr ware,
auch S wahr ware. Aber S ist falsch, das sagte die letzte Pramisse. Wir wendeten einen
indirekten Schluss an.)

Daraus, dass die Implikation M — F' wahr ist, folgt, dass der Wert von M gleich F
ist. Wir schreiben das an die Stelle von M (die aus der ersten Pramisse entstehende
nichtssagende Aussage kdnnen wir wieder weglassen):
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FVvA
A—(Z—F)

Mit Hilfe der noch verbliebenen zwei Pramissen kdnnen wir aus der ersten sogleich den
Wert der Variablen A ermitteln. Diese Pramisse namlich — wie alle Pramissen - setzen
wir als wahr voraus, aber das eine ihrer Glieder ist falsch, also muss das andere Glied
wahr sein: Wert von A gleich W.

Uns bleibt nun noch eine einzige Pramisse:

W —(Z—F)

Aus dieser einen Pramisse konnen wir zu guter Letzt den Wert von Z bestimmen.
Das Vorderglied der Implikation ist wahr, wir setzten voraus, dass die Implikation, die
Pramisse, selbst auch wahr ist, also muss auch das Hinterglied wahr sein. Aber dieses
Hinterglied ist selbst eine Implikation, deren Hinterglied falsch ist.

Eine solche Implikation kann nur dann wahr sein, wenn ihr Vorderglied falsch ist. Also
gilt: Wert von Z gleich F. Es war unser Gliick, wir konnten die Wahrheitswerte aller
Variablen eindeutig bestimmen.

Der Einbrecher ist noch nicht in unserer Hand, seinen Namen wissen wir nicht, aber
einige wichtige Tatsachen klaren sich auf:

1. M ist falsch, das heiBt, der Tater ist kein Mann;
2. K ist falsch, das heiBt, der Tater ist nicht von kleinem Wuchs,

3. A ist wahr, das heiBt, der Tater trug Mannerkleidung,
4. 7 ist falsch, das heiBt, die Aussage des Augenzeugen ist nicht zuverlassig.

Die Rolle der Logik ist hierbei zu Ende: Aus den vorliegenden Angaben kann man nur so
viel feststellen, wie oben angegeben wurde. Das ist nicht alles, aber auch nicht wenig.

Wenn wir die Ausdricke nicht mehrmals aufschreiben wollen, dann kdénnen wir die
Ableitung in folgender Form wiedergeben:

1. Schritt 2. Schritt 3. Schritt
M — K M — K M —- K
W w W F
K - S K - S K - S
w W F F W F
M Vv A M Vv A M Vv A
w w w
A = (Z — 9 A = (Z - 9 A - (Z - 9
W w F W F
~ S ~ S ~ S
w W F W F
4. Schritt 5. Schritt 6. Schritt
M - K M - K M - K
F W F F W F F W F
K - S K - S K - S
F W F F W F F W F
M Vv A M Vv A M Vv A
F W F W W F W W
A - (Z - 9 A - (Z — 95 A = (Z - 9
W F W W F W W W F
~ S ~ S ~ S
W F W F W F
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7. Schritt

TR T TR

ne

SEerTMEITXRTE
Twsl =<zl =]
=

6.6 Nicht immer ist entscheidbar, welchen Wahrheitswert die
Variablen besitzen

'Wenn das Gerét richtig angeschlossen ist und die Spannung 220 Volt betragt, so ist
das Gerat entzwei oder es beginnt sogleich zu funktionieren.
'Der Anschluss ist in Ordnung aber das Gerat beginnt nicht zu funktionieren.

Was folgt daraus ? Schreiben wir die Pramissen symbolisch auf

(ANS) — (ZV B)
AN~ B

Die zweite Pramisse konnen wir in zwei getrennte Pramissen zerlegen. Daraus erhalten
wir sogleich den Wert von A und B: Wert von A gleich W, Wert von B gleich F. Diese
Werte konnen wir auch in die erste Pramisse an die Stelle der Variablen setzen:

(WAS)—=(ZVF)

(Zum gleichen Ergebnis waren wir auch dann gelangt, wenn wir die zweite Pramisse
unverandert gelassen hatten. Ist der Leser bereits selbst darauf gekommen?)

Betrachten wir jetzt die erste Pramisse. |hr Vorderglied ist eine Konjunktion, deren
erstes Glied wahr ist. Der Wert der Konjunktion kann W oder F sein, und zwar je
nachdem, ob der Wert des zweiten Gliedes W oder F ist. Kurz gesagt:

Wir kénnen die Beziehung WA S = S anwenden (mit anderen Buchstaben und anderer
Reihenfolge der Glieder sieche (W 26)). Auf das Hinterglied konnen wir dagegen die
Beziehung Z VV F' = Z anwenden (siehe (W 19)). Von der ersten Pramisse verbleibt
also

S—=Z

Wenn die Pramissen wahr sind, dann ist diese Implikation auch wahr, aber wir wissen
nicht, ob .S oder ob Z wahr ist. Aus den Werten der Pramissen ergeben sich also nicht
die Wahrheitswerte von S und Z, aber es ergibt sich ein Zusammenhang zwischen S
und Z. Mit anderen Worten:

Wenn die Spannung 220 Volt betragt, so ist das Gerat entzwei.
Driicken wir diesen Sachverhalt mit Hilfe der Kontraposition aus (W7):
Wenn das Gerét nicht entzwei ist, so betragt die Spannung nicht 220 Volt.

Wenn wir die Ausdriicke nur einmal abschreiben, dann erhalten wir folgendes:
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6.7 Logisches SchlieBen durch Probieren

(Z v B (A A 8) Z v B) (A A 8

F WS

(Z Vv B)
ZF

TwEe=|
TwSx2=]
TwEe=|

=2

w

=2

6.7 Logisches SchlieBen durch Probieren

In unseren bisherigen Beispielen kamen wir nie an einen Scheideweg. Von den Pramissen
ausgehend, gelangten wir immer eindeutig zu irgendeiner Konklusion. Aber das ist nicht
immer so. Es kommt vor, dass wir herumraten miussen, als wenn wir die Wurzeln einer
Gleichung durch Herumprobieren wiirden bestimmen wollen. Zum Gliick kann in der
Logik jede Variable nur zwei Werte haben, und so fiihrt hier die Losung durch Probieren
schneller zum Ziel.

Betrachten wir zum Beispiel die folgenden Pramissen:

Wenn der Himmel wolkig ist, oder wenn der Mond nicht zur Zeit aufgeht, so sehe ich
die Mondfinsternis nicht.

Wenn das Wetter sich nicht andert, so ist der Himmel wolkig.

Wenn das Wetter sich andert, so sehe ich die Mondfinsternis.

Was folgt aus diesen Pramissen? Schreiben wir die Pramissen symbolisch auf :

(HV ~ Z) -~ M
~A—H
A—= M

Wir kennen von keiner Variablen ihren Wahrheitswert, also machen wir die Probe.
Wir nehmen an, dass der Himmel bewolkt sein wird, das heiBt, der Wert von H ist
gleich W. Was folgt daraus 7

Betrachten wir zunachst die erste Pramisse:

(WV ~Z) -~ M

Das Vorderglied ist eine Alternative, deren eines Glied wahr ist. Also ist das ganze
Vorderglied wahr.
W —~ M

Die Implikation kann aber in diesem Fall nur wahr sein, wenn ihr Hinterglied wahr ist,
dass heiBt, wenn der Wert von M gleich F ist. Wir setzen die Werte von H und M in
die beiden anderen Pramissen ein:

~A—>W
A— F

Die erste Implikation gibt keine Aufklarung tber den Wert von A, denn wenn das
Hinterglied einer Implikation wahr ist, dann ist diese Implikation stets wahr, gleichgiiltig,
welchen Wahrheitswert das Vorderglied hat.

Aber die zweite Implikation legt fest, dass A den Wahrheitswert F hat; nur in diesem
Fall kann die Pramisse wahr sein. Was erfahren wir daraus ? Wir erfahren folgendes:
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6.8 Haben wir richtig geschlossen?

Wenn H den Wahrheitswert W hat, dann haben M und A den Wahrheitswert F. Das
heiBt:

Wenn der Himmel bewodlkt ist, dann sehe ich die Mondfinsternis nicht, und das Wetter
andert sich nicht.

Aus den Pramissen erhielten wir also die Konklusion:
H — (~ MA~ A)

Auch andere zusammengesetzte Konklusionen ergeben sich aus diesen Pramissen.

6.8 Haben wir richtig geschlossen?

Durchdenken wir noch einmal, wie wir im vorigen Beispiel geschlossen haben. Wir
nahmen an, dass W der Wahrheitswert von H ist. Das bedeutet dasselbe, als wenn wir
in der tblichen Schreibweise H zu den anderen Pramissen hinzugefligt hatten:

(HV ~ Z) -~ M
~A—H

A— M

H

Aus diesen Pramissen folgt auch ~ M und ~ A. (Wir schreiben an die Stelle von H
den Wahrheitswert W und schlieBen weiter wie vorher.) Ist unsere Schlussweise auch
richtig, wenn wir den Wahrheitswert von H nicht als gegeben annehmen und wenn wir
dagegen aus den weiteren drei Pramissen auf

H —>~ M und H -~ A

schlieBen ?
Allgemein formuliert: Wenn die Schlussfigur

P
Q
K
richtig ist, ist dann auch der Schluss

P
Q- K

richtig 7

(P bedeutet hier die Konjunktion der urspriinglichen Pramissen, () aber eine nachtrag-
liche Annahme, die ebenfalls vielleicht aus einem zusammengesetzten Ausdruck besteht
und nicht nur aus einer einzigen Variablen, wie vorhin H.) Die Richtigkeit der ersten
Schlussfigur ist gleichbedeutend mit

(PAQ) > K=W
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6.9 Logisches SchlieBen ohne Herumprobieren

die der zweiten aber mit
P-(Q—-K)=W

Wir wissen aber, dass gilt:
(PAQ) - K=P = (Q = K)

Ist das hier nicht irgendein Betrug? In der dort genannten Beziehung bedeuten die
Buchstaben Variable, hier dagegen - wir sagten es bereits - konnen P, Q und K stell-
vertretend fiir zusammengesetzte Ausdriicke stehen.

Erinnern wir uns jedoch daran, was wir beim Besprechen der Substitution sagten: Wenn
wir in wertverlaufsgleichen Ausdriicken an die Stelle einer oder mehrerer Variablen
einen beliebigen Ausdruck setzen (an Stellen iibereinstimmender Buchstaben dberall
denselben Ausdruck), dann erhalten wir wieder wertverlaufsgleiche Ausdriicke. Also ist
die aufgeschriebene Beziehung auch dann richtig, wenn darin P, Q und K beliebige
Ausdriicke bedeuten.

Wenn also (P A Q) — K = W gilt, dann gilt gleichzeitig P — (Q — K) = W, das
heiBt, wenn die Schlussfigur

xo

richtig ist, dann ist auch die Schlussfigur

L
Q —K

richtig/*]
(Freilich ist das auch umkehrbar, jedoch ist ein Beweis nicht nétig, denn wir verwendeten
diese Tatsache bei der Losung der Aufgabe, die von der Mondfinsternis handelte.)

6.9 Logisches SchlieBen ohne Herumprobieren

Kommen zwischen den Pramissen selbstandige Variable vor, ob negiert oder nicht ne-
giert, so konnen wir unsere Uberlegungen ohne Herumprobieren beginnen. (Das be-
deutet nicht, dass wir spater moglicherweise nicht steckenbleiben und schlieBlich doch
herumprobieren miissen.)

Wenn aber alle Pramissen zusammengesetzte Ausdriicke sind - das heiBt, wenn sie aus
mehreren Variablen bestehen -, kénnen wir nicht anders beginnen als herumzuprobie-
ren. Und doch gibt es den Fall, dass wir scheinbar auch ohne Herumprobieren leichter
durch geschicktes SchlieBen zum Ziel gelangen. Betrachten wir das folgende einfache
Beispiel:

*2Dieser Satz ist ein einfacher spezieller Fall eines sehr wichtigen Satzes der mathematischen Logik,
des sogenannten Deduktionstheorems.
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6.9 Logisches SchlieBen ohne Herumprobieren

Wenn schénes Wetter wird, machen wir einen Ausflug. Wenn wir keinen Ausflug ma-
chen, werden wir nicht nass. Wenn das Wetter nicht schon wird, werden wir nass.

Was folgt daraus? Symbolisch:

S — A
~A—~N
~S— N

Oder mit Hilfe der Alternative ausgedriickt:

~SVA
AV ~ N
SV N

Es gibt also drei Pramissen. Jede dieser Alternativen ist wahr. Also ist in jeder Reihe
mindestens eine Aussage wahr, insgesamt sind wenigstens drei Aussagen wahr. Aber
von S und ~ §' ist nur die eine wahr, auch von N und ~ N. Das sind insgesamt zwei
wahre Aussagen. Welches ist die dritte?

Es kann nur A sein, weil eine andere Aussage nicht mehr vorhanden ist. Also machen
wir einen Ausflug.

Leicht konnen wir zu dieser Konklusion durch Herumprobieren mit Fallunterscheidung
gelangen, siehe Aufgabe 2.

Aufgaben

1. Welche weiteren Konklusionen kénnen Sie aus den auf Seite 88 aufgefiihrten Pra-
missen ziehen? Gibt es unter ihnen einstellige Konklusionen?

(Mit anderen Worten: Kénnen Sie den Wahrheitswert irgendeiner Variablen aus der
Annahme, dass die Pramissen wahr sind, unmittelbar ermitteln?)

2. Losen Sie das allerletzte Musterbeispiel (S. 91) auf die in den vorigen Beispielen
angewandte Weise, auch durch Probieren!

3. 'Wenn meine Uhr richtig geht, dann treffe ich zur Beginn der Vorstellung ein, falls
die StraBenbahn pinktlich kommt.
'Die StraBenbahn kommt pinktlich, doch ich treffe nicht vor Beginn der Vorstellung

ein.
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6.9 Logisches SchlieBen ohne Herumprobieren

Welche Konklusion kénnen wir aus diesen Pramissen ziehen? (Bestatigen Sie diese auch
mit der formalen Schlussweise !)

4. "Wenn wir die Ernte nicht zur Zeit beenden, dann
fallt viel Korn aus.

"Wenn viel Korn ausfallt, dann erfullen wir den Plan
nicht.

'Wenn wir den Plan nicht erfillen, dann erhalten wir
keine Pramie.

'Wenn wir keine Pramie erhalten, dann kdnnen wir die
Kichenmobel nicht kaufen!

'Wir kaufen die Kiichenmobel!

Was folgt daraus ? Beenden wir die Ernte zur Zeit ? Fallt viel Korn aus 7 Erfiillen wir
den Plan 7 Erhalten wir keine Pramie ?

5. "Wenn ich morgen abend zu Onkel Johann gehe, dann treffe ich dort Tante Anna
an, aber ich treffe mich nicht mit Elisabeth.

'Wenn ich mich nicht mit Elisabeth treffe, dann kann ich ihr nicht die Botschaft aus-
richten.

'Ich lbergebe ihr die Botschaft.

Was folgt daraus ?

6. '"Wenn sie mich nicht Gbervorteilten, dann habe ich noch meinen Hunderter. Es ist
unmoglich, dass sie mich bervorteilten oder dass ich das Geld verlor!

'Wenn ich das Geld nicht in meine Brieftasche tat, dann verlor ich es sicher!

Was folgt daraus ?

7. '"Wenn Gabriel nicht zur Zeit ankommt, oder er hat das Seil nicht bei sich, dann
konnen wir nicht auf den Felsen klettern oder nur unter groBer Anstrengung.’

"Wenn Gabriel das Seil nicht bei sich hat, oder wenn wir nicht auf den Felsen klettern
kénnen, dann wird Paul bdse. Aber Gabriel kommt zur Zeit an, und Paul wird nicht
bose!

Was folgt daraus ?

!
( "’ l "' n -,

8. "Wenn wir nach Tihany fahren, dann, aber nur dann fahren wir auch nach Fiired.
"Wenn wir nicht nach Almadi fahren, dann fahren wir auch nicht nach Fired’
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6.9 Logisches SchlieBen ohne Herumprobieren

'Es ist sicher, dass wir nicht nach Almadi und nach Tihany fahren, aber wir fahren nach
Almadi oder nach Tihany!
Wohin fahren wir also ? Nach Tihany? Nach Fiired ? Nach Almadi 7 An mehrere Orte
7 An keinen dieser Orte ?

9. Das beginnende Beispiel (Wenn ich das Motorrad kaufe ...) ist auch auf folgende
Art zu lésen: Wir nehmen das Vorderglied der Konklusion als weitere Pramisse hinzu.
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7.1 Wodurch werden praktische Anwendungen ermdglicht?

7 Die Brucke von der Theorie zur Praxis

7.1 Wodurch werden praktische Anwendungen ermoglicht?

In dem knappen Rahmen unseres Buches kdnnen wir nicht nur annahernd ein Bild von
der praktischen Anwendung der mathematischen Logik geben. Aber kurz missen wir
dennoch hier in diesem letzten Kapitel darauf hinweisen, wodurch unter anderem diese
praktischen Anwendungen ermdglicht werden.

Die Antwort darauf lautet kurz gesagt: Durch die weitgehende Analogie der geistigen
und der materiellen Prozesse.

Fir denjenigen, der weiB, dass hinter jedem geistigen Prozess ein materieller Prozess
steht - die Tatigkeit der Hirnzellen -, ist auch diese Analogie nicht merkwirdig.

Eher ist es erstaunlich, wie einfach die Verbindung zwischen den Operationen der ma-
thematischen Logik und den in der Arbeit des Gehirns eine groBe Rolle spielenden
elektrischen Stromkreisen ist. Die Gelehrten kennen den Mechanismus und die Wir-
kungsgrundsatze des Gehirns, dieses bewundernswiirdigen Organe, ja erst in kleinem
Umfang, und manche seiner Funktionen wird vielleicht niemals eine Maschine ausiiben
konnen.

Einer der allergroBten wissenschaftlichen Erfolge unseres Zeitalters besteht darin, und
das widerspricht keineswegs dem vorher Gesagten, dass die fiir den Menschen durch
den Menschen geschaffenen "denkenden" Maschinen einen immer groBeren Anteil der
Arbeit des Gehirns verrichten konnen.

Dabei spielen die elektrischen Stromkreise die allergroBte Rolle. Sprechen wir also kurz
von diesen, aber besonders davon, in welcher Beziehung sie zur Logik stehen.

7.2 Die Konjunktion und die Reihenschaltung

Stellen wir uns einen Stromkreis vor: Zum Beispiel zwei Pole eines Trockenelements,
die wir verbinden, indem wir eine Glihlampe zwischenschalten.

el gl
Mit Hilfe von Kontakten konnen wir den Stromkreis 6ffnen und schlieBen.

Wir schalten nun zwei Schalter in den Stromkreis (in der Abbildung mit A und B
bezeichnet).

Wann leuchtet die Lampe auf? Dann, wenn der Schalter A geschlossen ist und auch
der Schalter B geschlossen ist.

Diese kursiv gedruckten Aussagen - ebenso wie die Schalter selbst - konnen wir mit
A und B bezeichnen. Die Lampe brennt dann, wenn der Wert von A und der von B
gleich W ist (W W-Fall). Wenn nur eine der beiden Aussagen wahr ist (W F- und F
W-Fall) oder keine von beiden wahr ist (F F-Fall), bleibt die Lampe dunkel.
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7.3 Alternative und Parallelschaltung

Freilich konnen anstatt der kursiv gedruckten Aussagen auch beliebige andere Aussagen
an ihre Stelle treten. Das Aufleuchten der Lampe driickt immer aus, dass die Konjunk-
tion der zwei Aussagen wahr ist. Wir fanden in der Schaltung die einfachste zweistellige
logische Operation, die Konjunktion, wieder. So einfach wie diese Operation ist, so ein-
fach ist auch ihre Schaltung. Wer sich jemals mit der Physik beschaftigte, der versteht,
was wir mit dem folgenden Satz ausdriicken wollen:

Die Reihenschaltung der Schalter A und B entspricht der Konjunktion zweier Aussagen
A und B.

7.3 Alternative und Parallelschaltung

Es ist recht einleuchtend, nun auch zu fragen: Welcher Operation entspricht die Paral-
lelschaltung ? Den unbewanderten Lesern zuliebe beschreiben wir daher, was wir unter
der Parallelschaltung verstehen.

A

i

@

Bezeichnen wir die Aussage der Schalter A ist geschlossen wieder mit A, die Aussage
der Schalter B ist geschlossen mit B. Wann leuchtet die Lampe auf?

Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn beide Aussagen wahr sind (W W-Fall), aber
auch dann, wenn nur eine von ihnen wahr, die andere falsch ist (W F- und F W-Fall),
weil dann, wenn in nur einem Zweig Strom flieBt, bereits der Stromkreis geschlossen
ist.

Nur dann bleibt die Lampe dunkel, wenn beide Aussagen falsch sind (F F-Fall).

Die Parallelschaltung der Schalter A und B entspricht der Alternative zweier Aussagen
A und B, der nichtausschlieBenden oder-Operation.

7.4 Mehr als zwei Konjunktionen oder Alternativen

Nicht nur zwei Schalter kann man in Reihe oder parallel schalten, sondern auch mehrere.
Dann gelangen wir zum Schaltbild einer mehrstelligen Konjunktion bzw. mehrstelligen
Alternative.

Wir bezeichnen die Aussagen Der Schalter A (B, C, ..., K) ist geschlossen™| wieder
mit den Buchstaben A, B, C, ..., K.

Wann brennt nach der linken Abbildung die Lampe im Stromkreis 7

Natirlich dann, wenn A und B und C, ... und K geschlossen sind, das heiBt, wenn die
Aussagen A, B, C, ..., K alle wahr sind. Mit anderen Worten dann, wenn AA BAC'A
... \ K wabhr ist.

*3Das sind natiirlich die Aussagen "Der Schalter A ist geschlossen" und "Der Schalter B ist geschlos-
sen" und ... "Der Schalter K ist geschlossen". Wir schrieben sie nur aus Griinden der Platzersparnis
in der oben angegebenen verkiirzten Form.
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7.5 Mehrere Operationen zugleich

A B C K A
e e o —
[, ]
i Q- C
—a 4
K.
g
Wann brennt nach der rechten Abbildung die Lampe ?
Dann, wenn von den Schaltern A, B, C, ..., K wenigstens einer geschlossen ist, das
heiBt, wenn von den mit den Buchstaben A, B, C, ..., K bezeichneten Aussagen

wenigstens eine wahr ist, mit anderen Worten dann, wenn AV BV C'V ...V K wahr
ist.

7.5 Mehrere Operationen zugleich

Versuchen wir, ein Schaltbild fiir folgenden Ausdruck zu entwickeln:
(AV B)A(CV D)

Wir denken dabei an die folgende Aussage: Der Schalter A oder der Schalter B ist
geschlossen, und der Schalter C' oder der Schalter D ist geschlossen.

(Der Leser versteht sicherlich auch aus dieser knappen Fassung, dass wir hier in den
obigen Ausdruck vier einfache Aussagen der Form: "... ist geschlossen" einsetzen.)
Zuerst fertigen wir gesondert die den Alternativen AV B und C'V D entsprechenden Par-
allelschaltungen an. Danach bilden wir aus diesem die der Konjunktion entsprechende
Reihenschaltung in einem einzigen Stromkreis.

Bedenken wir: Die Lampe leuchtet nur dann auf, wenn die obige Aussage wahr ist -
und sonst nicht.

A
B

{5 @"?:}FC

o

Welcher zusammengesetzten Aussage entspricht ein elektrisches Netz?
Die Modelle der Konjunktion und der Alternative sind bereits elektrische Netze.

Die Negation ist ebenfalls mit einfachen Mitteln zu realisieren. Folgender Gedanke ist
naheliegend: Wenn A jetzt die Aussage bedeutet, dass der Schalter A geodffnet ist, dann
leuchtet die Lampe genau dann auf, wenn die Aussage ~ A richtig ist.

Mit der Konjunktion, mit der Alternative und mit der Negation aber, wie wir schon
sahen, kann man ohne Schwierigkeiten jede beliebige mehrstellige logische Operation
ausdriicken, wenn wir deren Wahrheitswertetafel kennen. Und zwar so, dass wir die
Negation nur auf Variablen anwenden, auf zusammengesetzte Ausdriicke aber nicht ]

*Das ist deshalb wesentlich, weil wir nur die Negation der Variablen in der genannten Form auf
einfache Weise im Stromkreis verwirklichen kdénnen.
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7.6 Eine interessante Anwendung

In unserer Hand liegt also der Schliissel, mit dessen Unterstiitzung die materiellen
Vorgange - das Aufleuchten einer Gliihlampe - uns zeigen, in welchen Féllen ein zusam-
mengesetzter Ausdruck wahr ist. Man kann aber auch die Untersuchung der Richtigkeit
der Schlussfiguren auf die Analyse von Ausdriicken zuriickfiihren. In unserer Hand liegt
also die Grundidee, nach der die logischen Maschinen arbeiten.

7.6 Eine interessante Anwendung

Um dem Leser ein konkretes Beispiel zu zeigen, stellen wir eine von Laszlo Kalmar
stammende interessante Anwendung der elektrischen Stromkreise vor.

Fir das Abteil eines Schlafwagens mit drei Betten wollen wir einen solchen Stromkreis
entwickeln, mit dessen Hilfe auf der Grundlage des Mehrheitsbeschlusses fiir das Abteil
entschieden wird, ob das gemeinsame Licht brennen soll oder nicht.

Derjenige, der mochte, dass es brennt, driickt einen Knopf an seinem Bett, wer nicht
mochte, dass es brennt, driickt den Knopf nicht.

Wie wird der Stromkreis aufgebaut sein, wenn nach Beendigung der "Abstimmung"
dann und nur dann das Licht brennt, wenn wenigstens zwei den Knopf driickten 7

Zuerst schreiben wir die Wahrheitswertetafel des dreistelligen Ausdrucks auf, dessen
Wahrheitswerte dann und nur dann gleich W sind, wenn von mindestens zwei Teilaus-
driicken die Wahrheitswerte gleich W sind.

B C  Wert des gesuchten Ausdrucks

MEMETTENE

W
W
F
F
W
W
F
F

TTTMTMSSSS
TTMSNMSSS

Wir sahen im Kapitel 4, wie man einen solchen Ausdruck aufstellen kann. Allen W-
Werten des Ausdrucks entspricht ein Alternativglied, den ersten drei Wahrheitswerten
W entsprechen die Ausdriicke:

ANBANC; ~ANBNC; AAsin BAC,
dem in der fiinften Reihe stehenden Wert W aber entspricht:
ANBA~C
Der gesuchte Ausdruck ist die Alternative dieser Konjunktionen. Er lautet:
(ANBAC)V(~ANBANC)V(AAN~BAC)V (ANBA~C)

Das entsprechende Schaltbild hat folgendes Aussehen:
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7.6 Eine interessante Anwendung

Freilich muss man zwischen den Schaltern mit gleichen Buchstaben eine Verbindung
herstellen, beispielsweise auf einfachem mechanischem Wege. (Jedenfalls mit Isolierung,
damit dort der Strom nicht durchflieBen kann.) Das heiBt, man muss erreichen, dass
sich dann, wenn die Reisenden irgendeinen der Schalter schlieBen, die mit den gleichen
Buchstaben bezeichneten Schalter ebenfalls schlieBen, falls kein Negationszeichen vor
dem Buchstaben steht.

Sie offnen sich aber, wenn vor dem Buchstaben ein Negationszeichen steht. Wenn die
Reisenden hingegen keinen Schalter schlieBen, dann - genau umgekehrt - bleiben die
mit gleichen Buchstaben (ohne Negationszeichen) bezeichneten Schalter gedffnet, aber
wenn ein Negationszeichen vor dem Buchstaben steht, dann bleiben sie geschlossen.

Durch einen einfachen Mechanismus kann man erreichen, dass beispielsweise die "nicht
negierten" Schalter in der Grundstellung stets gedffnet sind und sich auf Knopfdruck
schlieBen, die "negierten" Schalter in der Grundstellung geschlossen sind und sich auf
den Knopfdruck hin 6ffnen, und zwar so, dass alle die mit gleichen Buchstaben verse-
henen Schalter gleichzeitig in Aktion treten.

Aufgaben

1. Schreiben Sie die Ausdriicke auf, die den in den Abbildungen a) bis d) dargestellten
Schaltungen entsprechen! Jeder Schalter gilt dann als geschlossen, wenn die mit den
gleichen Buchstaben bezeichneten Aussagen wahr sind, sonst sind sie offen.

IR R

2. Zeichnen Sie die Bilder der Schaltungen, die den folgenden Ausdriicken entsprechen:

b

d

e A—>{B—>[C—>(B—>C)]}

fY[AN(B— O]V,

g) (A— B) = [(C —- A) — (C — B)],

b)[A = (~BANC)A(B—=AAN[(A—C)— Bl
3

. Wir mochten gern, dass wir die Beleuchtung eines langen Korridors an beiden Enden
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7.6 Eine interessante Anwendung

des Korridors durch dort befindliche Schalter ein- und ausschalten konnen. Entwerfen
Sie die dazu erforderliche Schaltung!
Schreiben Sie den Ausdruck fiir diese Schaltung auf!
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8 Losungen der Aufgaben

8 Losungen der Aufgaben

1. Kapitel

1. Wenn sich Hanschens Schluss in dieser veranderten Form als richtig erweisen wiirde,
so bliebe die Schlussfigur (1) dennoch fehlerhaft. Es geniigt namlich, dass wir auf ein
Gegenbeispiel stoBen, dessen Schlussfigur nicht richtig ist. Ein solches ist unter anderem
das Autobeispiel:

Es kann vorkommen, dass ihre Pramissen wahr sind, die Konklusion dennoch falsch ist.
Aber nicht nur davon ist die Rede. Hanschens Schlussweise ist in dieser Form ebenfalls
fehlerhaft.

Der Sportfachmann empfindet wahrscheinlich deshalb richtig, weil er das mit der De-
legierung verbundene Versprechen so deutet: "Wenn du die hundert Meter unter 10,3
Sekunden laufst, delegieren wir dich zur Olympiade, sonst nicht."

Oder in anderer Fassung:

"Wenn du die hundert Meter unter 10,3 Sekunden laufst, delegieren wir dich zur Olym-
piade, aber nur dann."

Oder in der Sprache der Mathematiker:

"Dann und nur dann delegieren wir dich zur Olympiade, wenn du die hundert Meter
unter 10,3 Sekunden laufst."

Aber hier verwenden wir nicht die Schlussfigur (1), sondern eine andere.
2. a) Der Schluss ist richtig. b) Es handelt sich um die bekannte Schlussfigur (2).

3. und zugleich 4.
a), b) und e) sind richtig, es sind Schlisse der Form (2).
c) und d) sind nicht richtig; diese Schliisse haben die Form (1).

5. a) Einige Beispiele lassen vermuten, dass sie richtig ist.ﬁ Ein Beispiel von vielen:

Wenn 1969 durch 11 teilbar ist, dann ist es eine zusammengesetzte Zahl.
1969 ist durch 11 teilbar.
1969 ist eine zusammengesetzte Zahl.

b) Diese Schlussfigur ist nicht richtig. Zum Beweis geniigt es bereits, einen Schluss
anzugeben, bei dem die Pramissen wahr sind, dessen Konklusion aber falsch ist:

Wenn die Anzahl meiner Lebensjahre durch 6 teilbar ist, so ist sie eine gerade Zahl.
Die Anzahl meiner Lebensjahre ist eine gerade Zahl.
Die Anzahl meiner Lebensjahre ist durch 6 teilbar.

Die erste Pramisse ist wahr, ihre Wahrheit hangt natirlich nicht davon ab, wie alt ich
augenblicklich bin. Die zweite Pramisse ist jahrlich wechselnd wahr oder nicht wahr.
Die Konklusion ist alle sechs Jahre je ein Jahr hindurch wahr. Es kann also vorkommen
(zum Beispiel in meinem 2., 4., 6., ..., 98., 100. Lebensjahr), dass die Pramissen des

“*Die in der 5. Aufgabe vorkommende Schlussfigur a) nennt man modus ponens. (Lateinische: Aus-
druck, wortlich "legende Art".)
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Schlusses wahr sind, aber ihre Konklusion nicht.
2. Kapitel

l.a)AAB
A = Es welkt schon unser Waldchen; B = Seine Zierde fallt.

b) ~ AN~ B
A = Es gibt ein Rosenlabyrinth; B = Mit Balsamdiiften weht ein Zephyr.

c) Keine Aussage.

d) A Es handelt sich um eine unzerlegbare Aussage.

e) ANBANC
A = Den Hahn vergaB Vitéz Michael Csokonai; B = Den Priester vergal8 Vitéz Cso-
konai; C' = Alles vergaB Vitéz Michael Csokonai.

f) AN~ B
A = Ich bewundere dich®®} B = Ich liebe dich.

g) A— B
A = Das Leben kommt in die Schule. B = Das Leben wird auch eine heitere Schule
sein.

hy A— A
A = Wir sterben.

i)A— B
A = Rot kommt die Fata Morgana; B = groB wird das Weh sein [*']

k) (ANB) = C
A = Wir wollen. B = Wir wagen. C' = Morgen schon wird alles das unser sein.

) ANBA(~C — D)
A = Ich bin Koénig; B = Ich verfiige iiber groBe Macht; C' = Du gibst es; D = Ich
werde es mit Gewalt nehmen.

m) Keine Aussage.

. Vier Falle sind méglich.

. Das Licht brennt, und es ist jemand im Zimmer.

. Das Licht brennt nicht, und es ist jemand im Zimmer.

. Das Licht brennt, und es ist niemand im Zimmer.

. Das Licht brennt nicht, und es ist auch niemand im Zimmer.

Im 3. Fall gewinnt Johannes die Wette (weil W — F' = F'), sonst Stefan (weil W —
W=W,F—-W=Wund F - F=W).

rwWNRN

3. a) Es kann nur im nicht ausschlieBenden Sinne verwendet worden sein. (Auch der
verstoBt gegen die Offentliche Sauberkeit, der sowohl die StraBe verunreinigt als auch
spuckt.)

46Das Wort vielleicht gehdrt nicht zur Aussage.
4"Die Anrede Biirger - Herren gehért nicht zur Aussage.
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b) Es kann im anschlieBenden Sinn gebraucht werden sein.

(Wenn du nicht still bist, schicke ich dich aus dem Zimmer, wenn du still bist, kannst
du bleiben), aber auch im nicht ausschlieBenden Sinn (wenn du nicht still bist, dann
schicke ich dich auf alle Falle aus dem Zimmer: wenn du still bist, dann wollen wir mal
sehen, von diesem Fall spreche ich jetzt nicht).

Es hangt von der Situation ab, in welchem Sinn ich entscheide.

c) Die ausschlieBende und die nicht ausschlieBende Auslegung fallt hier zusammen, weil
die Anzahl der Stellen von 23V nicht zugleich gerade und ungerade sein kann.

d) Es kann das ausschlieBende oder ausdriicken, aber auch die Unvertraglichkeit.
Das ist davon abhangig, in welchem Zusammenhang und in welcher Situation diese
Aussage gemacht wird.

e) Es kann das nicht ausschlieBende oder bedeuten, aber auch das ausschlieBende oder.
Das hangt davon ab, in welchem Zusammenhang und in welcher Situation diese Aussage
gemacht wird.

4a) ANB;b) AN~ B;c)~aAB;d)~aA~b e)~ (ANB) oder A|B,;

f) ~ AV ~ B oder A|B; g) ~(AV B);h) ~AV B;i) A— B; k) ~ B >~ A,

) A—~B;m)~A— B;n)~(A— B);o) (A— B)(~ A\ —~ B);

p) (A— B)A(~ AN~ B);q) (A —~ B)A(~ A— B);r) (~ B— A)A(B =~ A);
s) (AV B)A ~ (AN B)

t) Mit anderen Worten kénnen wir das so sagen:"Wenn nicht A, dann keineswegs auch

nicht B." Diese Aussage hat also die Form: ~ A —~ B. (Wir kdnnen das auch noch
auf mehrere andere Arten schreiben.)

5. Unter den neunzehn Ausdriicken gibt es nur 10 wertverlaufsverschiedene. Folgende
Aussagen bedeuten dasselbe:

b) und n); d) und g); e) f) und I); h), i) und k); o) und p); q), r) und s).

Wenn wir in der gewohnten Reihenfolge die moglichen Wahrheitswerte von A und B
aufschreiben, dann stimmen die Wahrheitswertetafeln der Ausdriicke iiberein (daher
konnen wir auch die obenstehenden Ubereinstimmungen sogleich ablesen):

a)WFFF, hWFWW, oWFFW,; b)FWFF, i)WFWW,
DWFFW; oFFWF, KWFWW;, Q)FWWF, d)FFFW,
DFWWW, r)FWWF, e FWWW, m)WWWF, s)FWWF;
fYFWWW, n)FWFF, tWWFW. g FFFW,

6. Ja, die Aussage m).

7. Richtige sprachliche Formulierungen sind beispielsweise die folgenden:

a) A und B, aber nicht C'; b) Wenn nicht A, so B; c) Wenn A, so B; aber wenn nicht
A, so C;

d) Entweder von A und B genau eine oder alle beide. (Diese Aussage konnen wir auch
kurz durch AV B symbolisieren.)
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e) Von A und B und ebenso von nicht A und nicht B ist wenigstens eine wahr;
kurz: A oder B, aber nicht alle beide. (Wir kénnen das auch kurz durch A >< B
symbolisieren.)

f) A, aber nicht B, oder nicht A, aber B.

b) bedeutet dasselbe wie d), e) dasselbe wie f).

Pramissen Konklusion
A —- B A B
8. a) W W W W W
' W F F W F
F W W F W
F W F F F

Von den vier Fallen sind nur in dem ersten alle beide Pramissen wahr, dann ist aber
auch die Konklusion wahr. Diese Schlussfigur (der modus ponens) ist also richtig.

Zu diesem Ergebnis fiihrt auch der folgende Gedankengang:

Setzen wir voraus, dass alle beide Pramissen wahr sind. Wenn aber A (die zweite
Pramisse) wahr ist, dann bleibt nur eine Moglichkeit dafiir, dass A — B (die erste
Pramisse) ebenfalls wahr ist, namlich die, dass auch B wahr ist. Wenn also die zwei
Pramissen wahr sind, dann ist auch die Konklusion wahr.

Pramissen Konklusion
A —- B B A
b) W W W W W
W F F F W
F W W W F
F W F F F

Es gibt hier zwei Falle, in denen alle beide Pramissen wahr sind: die erste und die dritte
Zeile. Von diesen ist nur in dem ersten Fall auch die Konklusion wahr.

Es kann auch vorkommen, dass alle beide Pramissen wahr sind, die Konklusion dennoch
falsch ist, namlich dann, wenn A falsch, aber B wahr ist. (Die schon gegebene Lésung
gibt dafiir ein Beispiel: Die Anzahl der Lebensjahre eines 100jahrigen Menschen ist
nicht durch 6 teilbar, sie ist aber eine gerade Zahl.)

Ohne Tabelle: Wenn die zweite Pramisse (B) wahr ist, dann ist auf jeden Fall die erste
Pramisse wahr, entweder ist ihr Vorderglied (A) wahr oder falsch (weil jede Implikation
wahr ist, deren Hinterglied wahr ist). Es kann also vorkommen, dass die Pramissen wahr
sind, die Konklusion (A) dennoch falsch ist.

9. Die ersten drei Schliisse sind richtig®) der vierte ist falsch. (Wir kénnen nur beweisen,
dass seine Schlussfigur fehlerhaft ist).
a) und e) sind aus der folgenden Schlussfigur herleitbar:

*8lhre Namen aus der klassischen Logik lauten: Disjunktiver Syllogismus oder modus tollendo ponens.
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Pramissen Konklusion
AV B|~ B A
W W W|F W W
W W F|W F W
F W W|F W F
F F F|W F F

Nur in der zweiten Zeile sind beide Pramissen wahr. Dann ist auch die Konklusion wahr.
Ohne Tabelle: Daraus, dass die zweite Pramisse wahr ist, folgt, dass B falsch ist. Aber
die Alternative von A und B ist nur dann wahr, wenn mindestens eine der Teilaussagen
wabhr ist. Wenn also B falsch ist, so muss A richtig sein. Also, sooft die Pramissen wahr
sind, ist jedesmal auch die Konklusion wahr.

b) ist aus der folgenden Schlussfigur herleitbar:

Pramissen Konklusion
AV B~ A B

Mit Tabelle oder ohne Tabelle konnen wir auf dhnliche Weise wie im vorher betrachteten
Fall Gibersehen, dass auch diese Schlussfigur richtig ist.
SchlieBlich ist (d) aus der folgenden Schlussfigur herleitbar:

Pramissen Konklusion
~ A V Bl|~ A ~ B

F W W W F W F W
W F W W|W F F W

F W F F|F W W F
W F W F|W F W F

In der zweiten Zeile sind alle beide Pramissen wahr, die Konklusion ist aber falsch.
Ohne Tabelle: Die Wahrheit der zweiten Pramisse garantiert bereits, dass die erste wahr
ist. (~ A ist zugleich zweite Pramisse.) Deshalb kann B wahr, aber auch falsch sein.

3. Kapitel

1. Die angefiihrten Schliisse haben die Schlussfiguren:

A— B A—~B
(1) ~B—~A (2) B —~ A
(3) A— B (4) B— A

Nach dem Gesetz der Kontraposition gilt A — B =~ B —~ A, das heiBt, die
Wahrheitswerte von A — B und ~ B —~ A stimmen stets Uberein,

Wenn also der erste Ausdruck den Wahrheitswert W besitzt, so gilt das auch fiir den
zweiten, das heiBt, die Schlussfigur (1) ist richtig. Richtig ist natiirlich auch die Umkeh-
rung dieses Schlusses, wir konnen die Pramissen und die Konklusion auch miteinander
vertauschen. Demnach ist auch (4) richtig, da sie ja (abgesehen davon, dass A und B
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ihre Rolle vertauschten) die Umkehrung der Schlussfigur (1) ist.

(2) ist gleichfalls richtig. Wenn wir namlich in A — B =~ B —~ A den Ausdruck B
durch ~ B substituieren und in der so erhaltenen Beziehungen A -~ B =~~ B —~
A den Ausdruck ~~ B durch B ersetzen, dann gelangen wirzu A -~ B =B —~ A.

Die Schlussfigur (3) ist falsch. Zum Beweis genigt es, je einen Wahrheitswert von A
und B anzugeben, bei dem die Pramisse wahr, die Konklusion trotzdem falsch ist. Die
Konklusion ist aber nur in einem Fall falsch, ndmlich dann, wenn ihr Vorderglied wahr,
ihr Hinterglied jedoch falsch ist. Das heiBt dann, wenn der Wahrheitswert von A gleich
W, der Wahrheitswert von B gleich F ist. Dann ist aber die Pramisse wahr. Damit ist
bewiesen, dass diese Schlussfigur falsch ist.

2. Wenn (1) richtig ist, dann kann die Konklusion nicht falsch sein, wenn die Pramisse
wahr ist. Wann aber ist die Konklusion falsch?

Das ist genau dann der Fall, wenn der Wahrheitswert von B der Wert W ist, der Wahr-
heitswert von A jedoch der Wert F ist. In diesem Falle ist aber die Pramisse wahr. Diese
Schlussfigur ist also fehlerhaft. Ebenso ist auch (2) fehlerhaft, denn ihre Pramisse ist
dieselbe wie die Pramisse von (1), und ihre Konklusion und die Konklusion von (1) sind
wertverlaufsgleich.

Die Aussage 'Wenn B, so A' nennen wir die Umkehrung der Aussage 'Wenn A, so
B'. Wie die Losung der Aufgabe 2 zeigt, ist es nicht moglich, solche Aussagen ohne
weiteres umzukehren.

Es ist moglich, dass eine Aussage der obigen Form wahr, ihre Umkehrung jedoch falsch
ist, oder umgekehrt ist es moglich, dass eine solche Aussage falsch, aber ihre Umkehrung
dennoch wahr ist.

(Ein Beispiel fir den ersten Fall: Wenn es regnet, steht eine Wolke am Himmel; ein
Beispiel flir den zweiten Fall: Wenn eine Wolke am Himmel steht, regnet es. Von den
beiden Aussagen ist jede die Umkehrung der anderen; die erste ist wahr, die zweite ist
falsch.)

3. (1) Die linke Seite ergibt den Ausdruck: (B — C) —~ B, die rechte Seite den
Ausdruck: B —~ (B — C).

Auf allen beiden Seiten steht eine Implikation. Die Implikation ist nur dann falsch, wenn
ihr Vorderglied wahr, ihr Hinterglied jedoch falsch ist. Das ist auf allen beiden Seiten
aber nur dann der Fall, wenn B und auch C wahr ist. Auf der linken Seite namlich ist
das Hinterglied nur in diesem Falle falsch, und auf der rechten Seite ist das Vorderglied
nur dann wahr, wenn der Wert von B gleich W ist.

Dagegen ist auf der linken Seite das Vorderglied nur dann wahr und auf der rechten Seite
ist das Hinterglied nur dann falsch, wenn auch der Wert von C' gleich W ist. Alle beide
Seiten sind nur in diesem einen Fall falsch, sonst sind sie wahr; wir erhalten also wirk-
lich wertverlaufsgleiche Ausdriicke und kénnen (B — C) -~ B =B —~ (B — C)
schreiben.

Allgemein sahen wir auch schon ein, dass durch Substitution aus wertverlaufsgleichen
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Ausdriicken stets wieder wertverlaufsgleiche Ausdriicke entstehen; dieser letzte Gedan-
kengang war nur eine Kontrolle.

Eine andere Kontrolle: Wir formen die Implikationen - es geniigen die auBerhalb der
Klammer - auf Grund von

~AVB=A-B (W2)

in Alternativen um und verwenden die Eigenschaft der Kommutativitat der Alternative
[(W 5)]. Dann ergibt sich auf der linken und rechten Seite derselbe Ausdruck:

~ BV (B—C()

Eine dritte Kontrolle: mit Hilfe der Wertetabelle.

(2) Die linke Seite ergibt den Ausdruck

A —sin(AV B)
Die rechte Seite ergibt den Ausdruck

(AVB) -~ A

Wir behaupten, dass es sich hier wieder um wertverlaufsgleiche Ausdriicke handelt, dass
also A -~ (AV B) = (AV B) -~ Agilt.

Kontrolle mit Hilfe der alternativen Umformung:

Linke Seite: ~ AV ~ (A V B). Rechte Seite: ~ (AV B)V ~ A.

Wegen der Kommutativitat erhalten wir daraus die zu beweisende Beziehung.

(3) Linke Seite: B —~n~ A. Rechte Seite: ~ A —~ B.
Wenn man ~~ A durch A ersetzt, so lautet die Behauptung:

B—s A=~ A—>~B

Von der Bezeichnung abgesehen, stimmt das mit (W 7) iberein, es ergeben sich also
wieder wertverlaufsgleiche Ausdriicke.

4. (1) Linke Seite: A —~ B. Rechte Seite: B — A. Diese Ausdriicke sind nicht
wertverlaufsgleich, weil der linke Ausdruck den Wert F besitzt, wenn die Werte von A
und B gleich W sind, der rechte Ausdruck hat dagegen in diesem Fall den Wert W.

(2) Betrachten wir die Tabelle:

Linke Seite: Rechte Seite:

A B ~B A—~DB B = [(A— B)A (A =~ B)]
W W F F F W F F

W F W W W F F W

F W F W w W W W

F F W W w W W W

1 2 3 4 5 6 7 8
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Das Ergebnis auf der linken Seite (in der mit 4 bezeichneten Spalte) stimmt mit dem
Ergebnis auf der rechten Seite iberein (die mit 5 bezeichnete Spalte). Also erhielten
wir wertverlaufsgleiche Ausdriicke.

5. Die Wahrheitswertetafel des rechten Ausdrucks ist genau die obige 7. Spalte. Daraus
ist ersichtlich, dass sie mit der Wahrheitswertetafel von ~ A (bereinstimmt.

6. Auf Grund der Aufgaben 4. und 5. konnte irgendwer meinen, dass diese Umkehrung
des Theorems wahr ist. Aber die Vermutung ist falsch, denn leicht konnen wir uns davon
iberzeugen, dass zum Beispiel AV ~ AVB = AV ~ Aund AV ~ AV ~B=AVv~ A
gilt.

Aus der ersten Beziehung konnen wir die letztere erhalten, indem wir darin an Stelle von
B den Ausdruck ~ B schreiben, obwohl B und ~ B offenbar nicht wertverlaufsgleich
sind.

(Denken wir daran, dass 0-5 =0 und 0 - 8 = 0 ist, aber trotzdem 5 # 8 ist.)

7. An dem in der Losung der vorangegangenen Aufgabe gegebenen Gegenbeispiel kon-
nen wir nach einer kleinen Anderung einsehen, dass die Vermutung ebenfalls nicht
zutrifft. Zum Beispiel tritt in AV ~ AV BV C = AV ~ AV ~ (B V C) der Ausdruck
BV C zweimal auf. Wir erhalten stets wieder wertverlaufsgleiche Ausdriicke, wenn wir
BV C an irgendeiner Stelle durch einen anderen Ausdruck ersetzen, zum Beispiel durch
DV E. Das ergibt:

AV ~AVDVE=AV~ AV~ (BVC)

Aber BV C' ist nicht wertverlaufsgleich mit D V E.

8. Wenn wir in der zweiten Aussage und an die Stelle von oder schreiben, haben die zwei
Aussagen einen (bereinstimmenden Sinn. Ebenso auch dann, wenn wir in der ersten
Aussage oder durch und ersetzen. Symbolisch geschrieben sieht das so aus:

(1) (SVK)=>V=(S—=>V)A(K—=YV)
2) SANK)=V=(S=>V)V(K—->V)

Wir wollen beweisen, dass es sich hierbei tatsachlich um wertverlaufsgleiche Ausdriicke
handelt. Zum Beweis driicken wir jede Implikation mit Hilfe der Alternative aus. Das
ergibt

(1) ~SVK)VV=(~SVV)A(~KVYV)
(2) ~(SAK)VV =(~SVV)V(~KVYV)

Wenden wir auf der linken Seite die de Morganschen Regeln [(W 12) und (W 13)] an:

(1") (~SA~K)VV=(~SVV)A(~KVYV)
(2") (~SV~EK)VV=(~SVV)V(~KVYV)

Jetzt ist bereits an allen beiden sichtbar, dass sich wertverlaufsgleiche Ausdriicke erge-
ben. Man muss nur auf (1") das Distributionsgesetz (W 9), auf (2") das Assoziations-
gesetz (W 6), das Kommutationsgesetz (W 5) und die Tautologie (W 11) anwenden.
Eine jede Umformung ist auch in umgekehrter Richtung ausfiihrbar, also handelt es
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sich in (1) und (2) um wertverlaufsgleiche Ausdriicke.

9. a) Mit den Bezeichnungen:
M = morgen ist gutes Wetter,

L = Sie haben Lust,
P = wir werden promenieren gehen

ergeben sich die Ausdriicke:
M — (L — P) und (MANL)— P
Wir driicken jede Implikation durch eine Alternative aus:
~MV(~LVP) und ~(MANL)VP

Wir wenden auf der rechten Seite eine der de Morganschen Regeln (W 12) an. Wegen
der Assoziativitat konnen wir auf beiden Seiten die Klammern weglassen:

~MVLVP und ~ MV ~LVP

Beide Ausdriicke stimmen iiberein. Die Umformung kénnen wir auch in umgekehrter
Richtung vornehmen, also gilt:

M—(L—-P)=(MANL)— P
Das ist das sogenannte Exportationsgesetz.@

b) Der dritten Aussage entspricht
L— (M- P)

Wenden wir das Exportationsgesetz an und die Eigenschaft der Kommutativitat, so
erhalten wir:
L—-M-—-P)=(LANM)—-P=(MANL)—P

Also auch das bedeutet dasselbe wie die vorherigen zwei Aussagen. (Dieses Ergebnis
konnten wir freilich auch ohne die Mittel der formalen Logik auf Grund unseres gesunden
Verstandes und unseres natirlichen Sprachgefiihls erhalten.)

10. Wir benutzen folgende Symbole:

F = das Kind ist fiebrig;

H = das Kind hustet stark;

A = wir erreichen den Arzt;

R = wir rufen den Arzt.

Dann ergeben die beiden Aussagen die folgenden Ausdriicke:

(FVH)NA) - R und (F—- (A= R)NA— (H—R)) (1,2)

*9Exportation ist ein lateinisches Wort. Es bedeutet: Herausbringen. (Wir kdnnen namlich das in Klam-
mer befindliche Vorderglied der Implikation herausbringen, und mit Hilfe der Konjunktion kdnnen
wir es dem duBeren Vorderglied der Implikation angliedern.) In der deutschen Logik-Literatur wird
dieses Gesetz als Satz der Pramissenverbindung bezeichnet.
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Erst in (1), danach in (2) driicken wir die Implikation mit Hilfe der Alternative aus.
Wir wenden die de Morganschen Regeln, das Assoziationsgesetz und das Kommutati-
onsgesetz an. Seitlich schreiben wir kurz die Namen und die Zeichen der angewendeten
Beziehungen nieder:

(1) ~({(FVH)ANAVR ([Implikation (W 2)])
(~(FVH)V~A)VR ([de Morgan (W 12)])
~(FVH)V(~AVR) ([Assoziationsgesetz (W 6)])
(~FAN~H)V(~AVR) ([de Morgan (W 13)])
(~FV(~AVR)AN(~HV(~AVR)) ([Distributionsgesetz (W 9)])

(2) (WFV(~AVR)N(~AV(~HVR)) ([Implikation (W 2)])
(~FV(~AVR)AN(~HV(~AVR))

([Assoziationsgesetz (W 6), Kommutationsgesetz (W 5)])

Wie wir sehen, gelangten wir in beiden Fallen zu demselben Ausdruck. (Die Alternative
ist assoziativ und kommutativ.)

11. Die Giiltigkeit aller drei Beziehungen konnen wir auf Grund der de Morganschen
Regeln beweisen:

(W12) ~ (AN B) =~ AV ~ B
(W13) ~ (AV B) =~ AN~ B

Wenn wir beide Seiten von (W 12) negieren, dann stimmen die Wahrheitswerte der
beiden Seiten auch weiterhin immer iiberein, und mit der Anwendung von (W 1) erhal-
ten wir (1). Ebenso erhalten wir aus (W 13) schlieBlich (2). Endlich erhalten wir (3)
aus (2), indem wir in (2) A durch ~ A substituieren und die Beziehungen (W 1) und
(W 2) anwenden.

[Oder auch unmittelbar auf folgende Weise: A — B ist in genau einem Fall falsch,
namlich genau dann, wenn der Wert von A gleich W und der Wert von B gleich F ist;
AN ~ B ist in diesem Fall wahr, also ist ~ (AA ~ B) dann gerade falsch.]

Beispiele:
(1) "Heute und morgen wird es schneien’ bedeutet dasselbe wie 'Es ist nicht wahr, dass
es heute oder morgen nicht schneien wird".
(2) 'Heute oder morgen wird es schneien’ bedeutet dasselbe wie 'Es ist nicht wahr,
dass es heute nicht schneien wird und dass es morgen nicht schneien wird.
(3) "Wenn es heute schneien wird, dann wird es auch morgen schneien’ bedeutet dassel-
be wie 'Es ist nicht wahr, dass es heute schneien wird, morgen dagegen nicht schneien
wird’,
4. Kapitel
1 (1) (T = S)N(~T —~S)

' (TAS)V (~TAN~S)

Die Pramisse wiirden wir auch T' <> S schreiben koénnen [(W 15) und (W 7)]. Wir
wissen, dass sie genau dann wahr ist, wenn 7" und S beide wahr sind, oder T" und S
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beide falsch sind. Auch die Konklusion ist gerade in diesen Fallen wahr. Also ist die
Schlussfigur richtig.

Sie ist auch in umgekehrter Form richtig, denn die Pramisse driickt dasselbe aus wie
die Konklusion. Zugleich gelangten wir auch zu einer interessanten neuen Beziehung.
Sie lautet mit anderen Bezeichnungen :

(W16) A< B=(AADB)V (~ AN~ B)

[Beachten wir, dass in der Schlussfigur (1) die Konklusion gerade die vollstandige al-

ternative Normalform der Pramisse ist.]
: , ~TVvS . T—S
Die Schlussfigur (2) T g oder nach Anwendung von (W 2): — To~39)

Die Wahrheitswertetafel der Pramisse:

-t-.'
D‘n

-|.|

)

[

Die Wahrheitswertetafel der Konklusion erhalten wir aus der Wahrheitswertetafel von
T < S:

~
m‘n
T
(7))

indem wir einerseits die Spalten vertauschen (weil ~ S dort wahr, wo S falsch ist und
umgekehrt):

Tes~$

B

und andererseits die Wahrheitswerte W (weiBer Kreis) in F (schwarzer Kreis) umandern
und umgekehrt:

~ (Te>~5)

lj

Auf diese Weise haben wir wieder die Wahrheitswertetafel von T' <+ S erhalten. Also
gilt: ~ (T <3~ S) =T + S, und die Schlussfigur kénnen wir wie folgt schreiben:

T— S
T+ S
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Ist das richtig ? Die Pramisse ist nur in einem Fall falsch (das heiBt, wenn 7" wahr, S
hingegen falsch ist, aber das ist jetzt nicht wichtig). Die Konklusion ist dagegen in zwei
Fallen falsch.

Auch daraus folgt schon, dass es einen Fall gibt, in dem die Pramisse wahr, die Konklu-
sion dennoch falsch ist. Die Schlussfigur ist also nicht richtig. (Der Leser beachte, dass
wir eine richtige Schlussfigur erhalten, wenn wir Pramisse und Konklusion vertauschen.)

2. Von der Konjunktion und Alternative wissen wir schon, dass sie kommutativ sind.
Die Kommutativitat bedeutet, dass durch Vertauschen der Platze der Variablen die
Wahrheitswertetafel der Operation nicht verandert wird. In unserer neuen Abbildungsart
bedeutet das Vertauschen der Platze der zwei Variablen, dass die Platze in waagerechter
Richtung mit denen in senkrechter Richtung vertauscht werden. Das konnen wir auch
wie folgt ausdriicken:

Wir drehen die Abbildung um 180° um die nordwestlich-siidostlich gerichtete Diagonale
(die sogenannte Hauptdiagonale), das heiBt, wir spiegeln an dieser Diagonalen:

Aus den Abbildungen ist ersichtlich, dass auch A <> B kommutativ ist:
(W17) A< B=B <+ A

weil durch die Spiegelung die Platze der Wahrheitswerte "wahr" und "falsch" (die wei-
Ben und die schwarzen Kreise) nicht verandert werden. A — B ist dagegen nicht
kommutativ (das bedeutet, dass man Aussagen der Form wenn A, so B im allgemeinen
nicht umkehren kann).

3. (1) Es ist zu klaren, ob die Wahrheitswertetafeln von
A— (B—C) und (A— B)—C

Ubereinstimmen oder nicht.
Anstatt Wahrheitswertetafeln anzufertigen, andern wir beide Ausdriicke, indem wir die
Implikation mit Hilfe der Alternative ausdriicken:

~ AV (~BVC(C) und ~(~AVB)VvVC

In dem linken Ausdruck kénnen wir die Klammer wegen der Assoziativitat weglassen,
auf den Ausdruck rechts wenden wir die de Morganschen Regeln und (W 1) an. Dann
ergibt sich:

~ AV ~BVC(C und (AN~ B)VC
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Daraus konnen wir schon jetzt ablesen, dass die zwei Ausdriicke nicht wertverlaufs-
gleich sind, denn der linke Ausdruck ist in genau einem Fall falsch (dann, wenn alle drei
Alternativglieder zugleich falsch sind), der rechts stehende Ausdruck dagegen in drei
Fallen (dann, wenn C' falsch und auBerdem, wenn allein A, wenn allein ~ B oder wenn
alle beide falsch sind). Fiir die Implikation gilt also das Assoziationsgesetz nicht.

(2) Wir stellen die zugehdrigen Wahrheitswertetafeln auf. Das ist leicht, den zwei Aussa-
gen sind dann wertverlaufsgleich, wenn ihre Wahrheitswerte tbereinstimmen (entweder
sind alle beide wahr oder keine von beiden):

A B C A+ (B« CO) (A< B) < C
W wW W WWW W W W w wW W W
W WwW F W F W F F W W W F F
W F WW F F F W W F F F W
W F F WW F W F W F F W F
FWWF F WW W F F W F W
FW F F WW F F F F W W F
F FWFWF F W F W F W W
F F F F F F W F F W F F F
Reihenfolge 1 3 1 2 1 1 2 1 3 1

Wie wir sehen, ist die Aquivalenz - ebenso wie die Konjunktion und die Alternative -
assoziativ, das heiBt, es gilt

(W18) A+ (B+(C)=(A+ B)+C

(3) Die drei Aussagen haben die folgenden Formen:
a) J & (K < S);

b) (J < K) < S,

c) (J+< K)N(K «95).

Die ersten zwei Aussagen sind, wie wir vorhin sahen, zugleich wahr oder nicht wahr, und
deshalb bedeuten die ersten beiden Aussagen dasselbe. Uber die dritte Aussage kénnen
wir auch ohne Anfertigung der Wahrheitswertetafel folgendes sagen: Sie ist dann wahr,
wenn J zugleich mit K wahr oder falsch ist, K aber zugleich mit .S wahr oder falsch
ist; das heiBt, in zwei Fallen ist die dritte Aussage wahr: wenn J, K und auch S wahr
sind, ferner auch, wenn J, K und S falsch sind.

a) und b) sind in vier Fallen wahr; e) kann schon deshalb nicht dasselbe bedeuten wie
jene beiden Aussagen.

4. Wir geben hier nur das Ergebnis an:

o o
=

—~
—_
~

1
T

T1<>
O Ol >
O 000
Lo
*
T1<>
O Ol >
OO0 0O<
DDDUi}
|
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In den Fallen, wo der Buchstabe D eingetragen ist, erflillt sich die Distributivitat, sonst
nicht. Die in der ersten Reihe der Tabelle (1) befindlichen Zeichen D, D, —, — bedeuten
zum Beispiel, dass:

(AAB)AC =(ANC)A(BAC)
(AAB)VC =(AVC)A(BVC)

gilt.
Wenn wir aber in der letzteren Beziehung — oder <+ an Stelle von V schreiben, erhalten
wir nicht wieder wertverlaufsgleiche Ausdriicke.

5. Einige kennen wir schon:
(W1) ~~A=A4 (W10 ANA=A4 (WI1l) AVvA=A

Betrachten wir diese mit Hilfe unserer neuen Darstellungsart.

A ~A ~~A

e

Nach zweimaligem Farbenwechsel erhalten wir dasselbe.

Die Werte von A A A erhalten wir aus den Werten von A A B, aber in A A A sind nur
zweierlei Werteanordnungen zu betrachten: Entweder ist der Wert beider Glieder gleich
W oder beide haben den Wert F. Das bedeutet, dass wir nur die in der Hauptdiagonalen
befindlichen Werte betrachten:

B
P,FPW A F‘P
4

A
4{ T ArA=A T AvA=A
F Ebenso:

Die der Implikation und der Aquivalenz entsprechenden wertverlaufsgleichen Ausdriicke

sind:
's >
\’" w P" w
wia g i A—A=W W20 m i A A=W

Wir suchen jetzt zu den folgenden Ausdriicken wertverlaufsgleiche Ausdriicke:
AN~ A, AV ~ A A—~ A, A~ A

Auch die Werte von AA ~ A lassen sich aus A A B ermitteln, und von den méglichen
vier Werteanordnungen spielen auch hier, wie in dem Fall A A A, nur zwei eine Rolle.
Um welche handelt es sich 7
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Es ist moglich, dass der Wert des ersten Gliedes gleich W, der des anderen gleich F ist;
es kann sein, dass der Wert des ersten Gliedes gleich F, der des anderen aber gleich W
ist. Was bedeutet das in der Abbildung? Das bedeutet, dass wir die zweite Diagonale,
die Nebendiagonale, betrachten:

w21 A AA~AEF

Zum Beispiel ist die Aussage 'Heute ist Donnerstag, aber es ist nicht Donnerstag’ falsch,
denn von den zwei Teilaussagen ist die eine sicher falsch.

-7"1. w
-v
w22 w i Av~A=W
Ebenso:

Zum Beispiel ist die Aussage 'Morgen ist Donnerstag, oder morgen ist nicht Donnerstag’
wahr, denn von den zwei Teilaussagen ist die eine sicher wahr.

(W 22) und (W 23) driicken in knapper Form zwei wichtige Grundsatze der klassischen
Logik aus, das Gesetz des Widerspruchs und den Satz vom ausgeschlossenen Dritten.
Entsprechend ergibt sich fiir die Implikation und die Aquivalenz:

Y,

'74.}7 ~A . F
was IA—-~AE~A w24 Avrs~A=F

Die Konjunktion, die Alternative und die Aquivalenz sind kommutativ, deshalb ist es
bei diesen einerlei, welches Glied wir negieren, also gilt auch:

~ANA=F, ~AVA=W, ~AA=F

Aber die Implikation ist nicht kommutativ, deshalb miissen wir den Ausdruck ~ A — A
gesondert betrachten. Wenn der Wert von A gleich W ist, dann ist der Wahrheitswert
dieses Ausdrucks gleich W (weil sein Vorderglied den Wert F hat), wenn der Wert von A
gleich F ist, dann ist der Wert des gesamten Ausdrucks gleich F, weil sein Vorderglied
wahr ist, sein Hinterglied jedoch den Wert F besitzt. Also stimmt der Wert dieses
Ausdrucks mit A in allen Fallen tberein. Auf ahnliche Weise wie bisher kénnen wir das
ebenfalls ablesen, wenn wir statt der Abbildung der Implikation A — B

B

125



8 Losungen der Aufgaben

die Abbildung der Implikation B — A betrachten.

Ai:i B—+A

An ihrer Nebendiagonale sehen wir sogleich:

B

W Py A

W Yy
W25 A ~A-+A=A

Die in der Aufgabe aufgezahlten meist algebraischen Beziehungen sind von der Art,
dass auf der linken Seite eine Variable und eine Konstante auftreten, das heiBt, wir
schreiben in der Operation an die Stelle der einen Variablen einen bestimmten Wert (in
der Aufgabe 0 oder 1).

Mit Hilfe der logischen Operationen konnen wir das auch so schreiben:

ANW, AVW, A—-W, W —=>A AW,
ANF, AVF A—F, F—>AA&F

(Im Fall der Implikation miissen wir einen Unterschied zwischen dem Vorderglied und
dem Hinterglied machen, die anderen Operationen sind kommutativ, bei diesen ist es
gleich, an welche Stelle wir die Variablen schreiben und an welche Stelle die Konstan-
ten.)

Was bedeutet es in der Sprache der neuen Abbildungsart, wenn wir an die Stelle des
zweiten Gliedes W schreiben ?

B
F

w
A [
F
Die Abbildung antwortet auf diese Frage. Hier ist B das zweite Glied. Aber jetzt muss
man nur die eingekreisten Werte sehen, diejenigen, wo der Wert des zweiten Gliedes

B gleich W ist. Was aber bedeutet es, wenn wir an die Stelle des zweiten Gliedes F
schreiben 7 Die Antwort gibt die folgende Abbildung.

B
w F
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Wenn wir an die Stelle des ersten Gliedes die Werte W oder F schreiben, dann sieht
das in der Abbildung so aus:

B B
wW__F W
W w
A A
F F

Jetzt kdnnen wir die vier Operationen leicht von den fiinf folgenden Abbildungen ablesen
(von der Implikation gibt es zwei). Die aufgefiihrten zehn Ausdriicke haben die folgende
bildliche Darstellung:

(IA ABI iAVB
AAW=A AnfFs=F AvW=W  AvF=A
wWza6 w27 wze W29
A-B B~A
A W=A AefF=~A
A+-W=W A~F=~A W-A=A F-A=W w34 w35
W30 W31 w32 w33

6. (1) 'Das Pferd ist kein Vogel' (Ross bedeutet auch Pferd). Wir hatten in der Aufgabe
auch sagen konnen: 'Weder das Pferd ist ein Vogel, noch ist das Pferd ein Vogel'.

(2) Der Satz ist beide Male derselbe, also das weder ... noch driickt ebenso die einfache
Verneinung aus wie in der vorangehenden Aufgabe: 'Es ist nicht wahr, dass weder der
Hund zu Hause ist noch sein Herr. Das dagegen bedeutet dasselbe wie 'Der Hund oder
sein Herr sind zu Hause' (das oder im nichtausschlieBenden Sinne genommen).

(3) Die Werte der weder ... noch-Operation sind dann und nur dann gleich W, wenn der
Wert aller beiden Variablen gleich F ist, also hat sie die folgende Wahrheitswertetafel
(in unserer neuen Schreibweise):

AllB &>

B » o
Atl m I AllA=~A
Deshalb gilt:

Ein Beispiel hierfiir war die Aufgabe (1).
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A B | (A|B)||(AllB) AV B
W W FWF W
(4 W F FWF W
Fow FWF W
F F W F W F

(Unter die Variablen schreiben wir nur vom die Werte, die sie besitzen kénnen, da-
mit die Tabelle ibersichtlicher wird.) Ein Beispiel fir die jetzt bewiesene Beziehung
(A||B)||(A]|B) = AV B war die Aufgabe (2).

Wir kdnnen sie ibrigens auf Grund von A||A =~ A auch so umformen:

(A||B)[|(Al|B) =~ (Al|B) =~ (~ AN~ B) = AV B

(5) Wir wissen, dass man mit Hilfe der Negation, der Konjunktion und der Alternative
jede beliebige Operation zwischen beliebig vielen Variablen ausdriicken kann. Sogar nur
mit Hilfe der Negation und der Alternative konnen wir die Konjunktion ausdriicken
[Aufgabe 11 (1)]. Umgekehrt kdnnen wir die Negation und die Alternative mit Hilfe der
weder ... noch-Operation ausdriicken [siehe (3) und (4)]. Also kann man mit der weder
.. noch-Operation alle anderen Operationen ausdriicken.

(Das ist freilich nur theoretisch interessant; deshalb wird niemand anstatt nicht A sagen
weder A, noch A, und noch kiirzer anstatt A oder B, sagen weder weder A, noch B,
noch weder A, noch B.)

(6) Wir wissen, dass AA B =~ (~ AV ~ B) gilt. Wenn wir auf der rechten Seite die
Negation und die Alternative mit Hilfe der weder ...-noch-Operation ausdriicken, dann
erhalten wir einen hinreichend langen Ausdruck

{CATANBIBIANABIB) LA A BIBIAIA (B B)]}

Aber einfacher kénnen wir die Konjunktion ausdriicken, wenn wir bedenken, dass A||B

(weder A noch B) dasselbe bedeutet wie ~ AA ~ B (nicht A und nicht B), das heift,
~ A|| ~ B bedeutet dasselbe wie A A B; die Negation ist aber mit Hilfe der weder ...
noch-Operation ausdriickbar:

ANB = (A][A)][(B]|B)

(7) Wir wissen, dass AV B = (A||B)||(A||B) gilt. Also gilt auch:

A= B=~ AV B = [(A]|4)||BIII[(Al|l 4)]|B]
Dasselbe erhalten wir auch dann, wenn wir von A — = > B =~ (AA ~ B) ausgehen.

AN~ B =~~ AN~ B =~ A||B = (A||A)||B
und deren Negation ist A — B.
(8) Gehen wir von (W 15) aus:

A< B=(A— B)AN(B— A)
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Auf der rechten Seite haben wir die Konjunktion zweier nicht negierter Ausdriicke,
fir die weder-noch-Operation dagegen sind negierte Konjunktionsglieder erforderlich.
Diesem ist leicht abzuhelfen. Wir driicken die Implikationen mit Hilfe der Alternative
aus, danach wenden wir von rechts nach links die als (W 12) bezeichnete de Morgansche
Regel und den Satz iber die doppelte Negation (W 1) an:

A+ B = (~ AVB)A(~ BVA) =~ (AA ~ B)A ~ (BA ~ A) = (AA ~ B)||(BA ~ A)

Auch die in der Klammer befindlichen Ausdriicke schreiben wir mit Hilfe der weder-
noch- Operation auf.

Wir benutzen zu diesem Zweck die in der zweiten Losung der Aufgabe 6 (7) angewandte
Umformung

A< B = [(A[[A)BIII(B]B)]|A]
7. (1) Auf Grund der Abbildung folgt A|A =~ A.

AéB P‘\PA ~A
N T
(2) Wie wir wissen, ist die Unvertraglichkeit die Negation der Konjunktion:
A|B =~ (ANB)
ebenso wie die Negation der Alternative die weder ... noch-Operation ist:
Al|B =~ (AV B)
Deshalb erhalten wir mit Hilfe einer gleichartigen Schlussweise wie in Aufgabe 6 (4):
AN B = (A|B)|(A|B)

(Daraus ergibt sich sofort, dass man mit Hilfe der Unvertraglichkeit ebenfalls alle Ope-
rationen ausdriicken kann, nicht nur mit Hilfe der weder ... noch-Operation.)

(3) Auf ahnlich Art, wie wir AN B = (A||A)||(B]||B) erhalten haben, kdnnen wir die
folgende Beziehung erhalten:

AV B = (A|A)|(B|B)

(4) Wegen A|B =~ (AN B) =~ AV ~ B kénnen wir die Implikation mit Hilfe der
Unvertraglichkeit einfacher als mit der weder ... noch-Operation ausdriicken:

A— B=~AVB=~ AV ~~B=A|~B=A|(B|B)
5. Kapitel

1. (1) Betrachten wir die Form (3) der Schlussfigur. Es ist die Frage zu beantworten,
ob ihre Konklusion jedesmal wahr ist, wenn ihre Pramissen wahr sind.
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Ihre erste Pramisse ist nur dann wahr, wenn der Wert von () gleich F ist. Wenn der
Wert von () gleich F ist, dann kann die zweite Pramisse nur noch in einem Fall wahr
sein; namlich dann, wenn der Wert von P gleich W ist. Wenn der Wert von P gleich
W ist, dann kann die dritte Pramisse nur in einem Fall wahr sein, namlich dann, wenn
auch der Wert von R gleich W ist. Wenn also alle drei Pramissen wahr sind, dann ist
auch die Konklusion wahr. Die Schlussfigur ist richtig.

(2) Diese Frage konnen wir auch so auffassen: Ist die in der Pramisse stehende Kon-
junktion wahr [das heiBt, ist jede Pramisse von (3) wahr], wenn die Konklusion wahr
ist 7

Offensichtlich ist das nicht der Fall. Wenn namlich die Konklusion wahr ist, dann ist in
der Form (3) der Schlussfigur die dritte Pramisse wohl wahr, aber von den ersten zwei
Pramissen kann jede falsch sein. (Ist der Wert von @ gleich W, so ist beispielsweise die
erste falsch, welchen Wert P auch immer hat.)

B)(~QA(PVQ)AN(P—=))—=R=W

2. Auf Grund des Textes konnen wir herausfinden, dass die Schlussfiguren (1) und (4)
richtig sind aber (2) und (3) nicht. Warum? Wiederum nur auf Grund des Textes
konnen wir auf diese Frage antworten: Deshalb, weil die einzige Pramisse von (1)
dasselbe bedeutet wie die folgen- den zwei Pramissen zusammen: "Wenn die Tragflache
des Flugzeuges abbricht, dann ist das Leben der Reisenden in Gefahr. "Wenn sich der
Motor des Flugzeuges entziindet, dann ist das Leben der Reisenden in Gefahr!

Die Konklusion stimmt mit der ersten Pramisse (iberein, also aus der Pramisse folgt
die Konklusion.

Eine dhnliche Erklarung kénnen wir auch fir (4) geben, hier konnen wir die Pramisse
durch die zwei folgenden Pramissen substituieren:

Wenn es eine gute Ernte geben wird, dann ist der Wert der Arbeitseinheit hoch.
Wenn es eine gute Ernte geben wird, dann konnen wir das Klavier kaufen.

Die eine Pramisse ist auch hier die gleiche wie die Konklusion.

Warum ist der Schluss (2) falsch? Deshalb, weil entsprechend der Pramisse die Ver-
farbung nicht nur dadurch erklart werden kann, dass ich den Fiillfederhalter aus einer
Flasche mit schlechter Tinte fiillte, sondern auch dadurch, dass ich meinen Fiillfeder-
halter nicht gut ausgewaschen habe.

SchlieBlich empfinden wir die Schlussfigur (3) als fehlerhaft, weil der Regen nicht zu
einer guten Ernte geniigt, es muss auch ausgiebig besprengt werden. Betrachten wir
das alles formal:

(1) Die Form des Schlusses kdnnen wir zum Beispiel so wiedergeben:

(r'vM)—G
T—G

GemaB unserer Vorstellung ist diese Schlussfigur richtig, weil ihre Pramisse gleichbe-
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deutend mit den folgenden zwei Pramissen ist:
T— G , M — G
das heiBt, mit der einen Pramisse
(T —-G)AN (M — G)

. Wir kénnen vermuten, dass die folgende Beziehung giiltig ist (mit dem in die Klammer
gesetzten Fragezeichen driicken wir aus, dass wir vorlaufig ihre Giiltigkeit nur vermu-
ten):

(TVM)—-G=(T—G) ANM-—=G) (7)
Einer dhnlichen Beziehung begegneten wir bereits; ihre Richtigkeit ist offensichtlich,
nur miissen wir alle Implikationen in Alternativen umandern und einige schon bekannte
Gesetze und Regeln anwenden (de Morgansche Regeln, Distributionsgesetz):

~(TVM)VG=(~TVG)A(~MVG) (?)
(~TA~M)VG=(~TVG)AN(~MVG) (?)
(~TVGN(~MVG) =(~TVG)AN(~MVG)

Auf beiden Seiten ergibt sich dieselbe Konjunktion. Also trifft obige Beziehung wirklich
zu. Wenn diese Konjunktion wabhr ist, dann ist auf alle Falle auch ihr erstes Glied wahr.
Die Schlussfigur ist also richtig.

(2) Schreiben wir die Schlussfigur so:

V= (SV~R)
V>S5

Formen wir die Implikation um in eine Alternative:

~VV(SV~R)
~VVS

Wegen der Assoziativitat der Alternative erhalten wir daraus:

(~V VSV ~R
~VVS

Wenn die Pramisse wahr ist, dann ist von den Aussagen ~ V' V.S und ~ R mindestens
eine Aussage wahr. Aber es ist (iberhaupt nicht sicher, dass das gerade die Aussage
~ Vv S ist. Es kann auch ~ R sein und dann kann ~ V' Vv S (das heift V' — S)
falsch sein.

Das heiBt, um auf die inhaltliche Schlussweise zuriickzukommen, es kann tatsachlich
moglich sein, dass ich den Fillfederhalter nicht auswusch, und deshalb kann ich aus der
Verfarbung nicht darauf schlieBen, dass ich ihn aus einer Flasche mit schlechter Tinte
fullte.

(3) Schreiben wir die Schlussfigur so:
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(RANS)— E
R— FE

Formen wir die Implikationen wieder um:

~(RAS)VE
~RVE

das heiBt nach einer der de Morganschen Regeln [(W 12)]:

(~RV~S)VE
~RVE

Auf Grund der Eigenschaften der Alternative konnen wir jetzt auch die Pramisse, wie
vorher, zu einer Alternative umformen, deren eines Glied die Konklusion ist:

(~RVE)V~S
~RVE

Auch jetzt sehen wir wie vorhin: Die Schlussfigur ist fehlerhaft, weil ~ S wahr, aber
~ RV E (das heiBt R — FE) falsch sein kann, wenn die Pramisse wahr ist. Vom
Standpunkt des Textes bedeutet das:

'Es kann sein, dass wir nicht sprengen, und daraus, dass es ausreichend regnet, konnen
wir nicht darauf schlieBen, dass es eine gute Ernte geben wird!

(4) Die Schlussfigur kdnnen wir jetzt so wiedergeben:

E— (ANK)
EF—-K

Das kénnen wir umformen in:

~EV(ANK)
EF— K

Wendet man das Distributionsgesetz an, (W 9), so erhalt man

(~EVA)AN(~EVK)
EF— K

Das kénnen wir auch so schreiben:

~ FEV A
~FEVEK
F— K

Wir kénnen auf Grund von (W 2) die Alternativen in Implikationen uméandern:

E— A
F—- K
F—-K
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Wir trennten die Pramisse durch formale Umformungen, wie wir das auf Grund des
Textes bereits vermuteten. Die Schlussfigur ist tatsachlich richtig.

6. Kapitel

1. Aus der Annahme, dass H wahr ist, zogen wir bereits zwei Konklusionen (M und A
falsch). Was folgt aus der Annahme, dass H falsch ist ?

Auf Grund der zweiten Pramisse folgt aus ihr, dass auch ~ A falsch, das heiBt A wahr
ist. Daraus folgt auf Grund der dritten Pramisse, dass M wahr ist. SchlieBlich folgt
daraus auf Grund der ersten Pramisse, dass HV ~ Z falsch ist (weil ~ M falsch ist
und eine Implikation mit einem falschen Hinterglied nur dann wahr sein kann, wenn
auch ihr Vorderglied falsch ist).

Aber die Alternative kann nur dann falsch sein, wenn beide Glieder falsch sind. Von
H nahmen wir das auch an, aber wie wir sehen, ist auch ~ Z falsch, das heilt, 7 ist
wahr. Wenn also H falsch ist, dann folgt aus den drei Pramissen:

(HV ~ Z) =~ M, ~A— H, A—- M

dass A, M und Z wahr sind. Mit anderen Worten: Diese Konklusionen folgen aus den
vier Pramissen:

(HV ~ Z) =~ M, ~A— H, A— M, ~H

Aus den urspriinglichen Pramissen folgt also ~ H — (AA M A Z), und selbstver-
standlich gilt auch jede der Konklusionen ~ H — A, ~ H — M, ~ H — Z fir
sich.

In Worten:

Wenn der Himmel nicht wolkig ist, dann andert sich das Wetter, der Mond geht zur
Zeit auf und ich sehe die Mondfinsternis.

Mit Hilfe von Vermutungen iiber die Wahrheitswerte der anderen Variablen konnen wir
eben- falls zusammengesetzte Konklusionen erhalten; zum Beispiel:

~/ —=s~M ~Z—=>A M-—o~H M-—Z
~M—-~A ~M-—->H A—>~H A—7Z7

Aber eine einstellige Konklusion, aus der man den Wert einer einzigen Variablen auch
ohne jede Vermutung bestimmen wiirde, ergibt sich aus diesen Pramissen nicht.

2. Das S tritt in dem Vorderglied der einen Implikation nicht negiert auf, in einem
anderen jedoch negiert.

Also kénnen wir daraus schlieBen, dass S wahr ist (dass es schones Wetter wird) und
auch darauf, dass S falsch ist (dass es schlechtes Wetter wird).

In dem ersten Fall folgt dann, dass der Wert von A gleich W ist (wir machen einen
Ausflug), im zweiten, dass der Wert von N gleich W ist (wir werden nass). Im letzteren
Fall konnen wir aus der zweiten Pramisse weiter schlieBen: Der Wert von ~ N ist gleich
F, das ist aber nur dann moglich, wenn ~ A den Wert F hat, das heiBt, wenn A wahr
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ist. Das heiBt also, dass wir in diesem Fall einen Ausflug machen. Aber entweder ist S
wahr oder falsch, einen dritten Fall gibt es nicht.

Also machen wir auf jeden Fall einen Ausflug. (Am allereinfachsten kénnen wir zu der
Konklusion gelangen, wenn wir die zweite Pramisse durch Anwendung der Kontraposi-
tion umandern in N — A. Auf andere Art kénnen wir auch damit beginnen, dass N
entweder wahr oder falsch ist.)

3. Ohne Formalisierung folgt offensichtlich, dass meine Uhr nicht richtig geht. Wir
betrachten das auch formalisiert:

R— (P—YV), P, ~V

Der zweiten und der dritten Pramisse zufolge ist der Wert von P gleich W, der Wert
von V gleich F. Setzen wir diese in die erste Pramisse ein:

R— (W —=F)

das heiBt R — F'. Aus der Voraussetzung, dass diese Pramisse wahr ist, folgt darum,
dass der Wert von R gleich F ist.

4. Mit der inhaltlichen Schlussweise erhalten wir aus der letzten Pramisse Schritt fiir
Schritt in umgekehrter Richtung, dass wir unsere Pramie erhalten, dass wir den Plan
erfillen, dass nicht viel Korn ausfallt und dass wir die Ernte zur Zeit beenden. (Bei allen
Schritten wenden wir den indirekten Beweis an; zum Beispiel: Wenn wir die Pramie
nicht erhalten wiirden, dann wiirden wir die Kiichenmobel nicht kaufen kénnen, aber
wir kaufen sie.)

Wir formalisieren die Pramissen:
1l ~F— A2 A—>~P;3.~P—G;4 G—-~K;b K

Gang der Losung (mechanisch):

1.-3. Schritt 4.-5. Schritt 6.-7. Schritt 8.-9. Schritt
~ F - A ~ F - A ~ F - A ~ F - A
W W W W
A —- ~ P A —- ~ P A —- ~ P A —- ~ P
W W W F W F W
~ P - G ~ P - G ~ P - G ~ P - G
W W F F W W F F W W F
- ~ K G —» ~ K G —» ~ K G —» ~ K
W F W F W F W F W F W F W F W
K K K K
W W w W
10.-11. Schritt 12. Schritt
~ F - A ~ F - A
F W F F W W F
A — ~ P A — ~ P
F W F W F W F W
~ P - G ~ P - G
F W W F F W W F
G —» ~ K G —» ~ K
F W F W F W F W
K K
w W
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Aus 5: Wert von K gleich W,

aus 4: Wert von G -~ W = W, das heiBt Wert von G — F = W, also Wert von G
gleich F

aus 3: Wert von ~ P — F' = W, das heiBt Wert von ~ P = F', also Wert von P
gleich W;

aus 2: Wert von A — F' = W, das heiBt Wert von A gleich F;

aus 1: Wert von ~ E — F = W, das heilt Wert von ~ E gleich F, also Wert von E
gleich W.

Die Konklusion hat die Form
~GANPAN~ANANE

5. Von der letzten Pramisse zur ersten Pramisse schreitend, konnen wir den Wahrheits-

wert jeder Variablen mit Ausnahme von T bestimmen.
Die Pramissen lauten: 1. O — (TA ~ FE); 2. ~ F —~ B; 3. B.

Gang der Losung (mechanisch):

1.-3. Schritt 4.-5. Schritt 6.-8. Schritt
O —- (I N ~ E O —- (T AN ~ E) O —- (I N ~ E)
w W F W F F
~ FE — ~ B ~ FE — ~ B ~ FE — ~ B
W F F W W F W F W W F W
B B B
w W W

Aus 3: Wert von B gleich W,
aus 2: Wert von ~ E —~ W = W, das heiBt Wert von ~ E — F = W, also Wert

von ~ F gleich F und deshalb Wert von E gleich W;
aus 1: Wert von O — (T'A F') = W, das heiBt Wert von O — F' = W, also Wert von
O gleich F.

Die Konklusion lautet: EA ~ O, das heiBt, ich treffe mich mit Elisabeth und gehe
morgen abend nicht zu Onkel Johannes. (Ob ich mich morgen abend mit Tante Anna
treffe oder nicht, ist auf Grund der Pramissen nicht entscheidbar.)

6. Die Pramissen sind:
1. ~U—=H;2.~(UVV);3.~B—=V

Die zweite Pramisse konnen wir mit Hilfe einer der de Morganschen Regeln (W 13) in
~ UA ~ V umformen, und diesen Ausdruck kénnen wir in zwei Pramissen zerlegen:

1.~U—H;2a.~U:2b. ~V:3. ~B—>V

Gang der Losung (mechanisch):

1.-3. Schritt 4.-5. Schritt 6.-7. Schritt 8. Schritt

~ U = H ~ U = H ~ U = H ~ U = H
W W W W W w W W W W

~ U ~ U ~ U ~ U

~ Vv ~ V ~ Vv ~ 1%

W F W F W F W F

~ B =V ~ B =V ~ B =V ~ B =V
W W F W F F W W F
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Aus 2a: Wert von U gleich F; aus 2b: Wert von V gleich F;
aus 1: W — Wert von H = W, also Wert von H gleich W;
aus 3; Wert von ~ B — F =W, also Wert von ~ B gleich F und Wert von B gleich
W.
Die Konklusion lautet:
~UAN~V ANHAB

das heiBt, sie Ubervorteilten mich nicht und ich verlor nicht das Geld, ich habe meinen
Hunderter, ich tat ihn in meine Brieftasche.

7. Die Pramissen lauten: 1. (~ GV ~ S) = (~ KV A); 2. (~ SV~ K)— P; 3. G;
4. ~ P.

Aus 3: Wert von G gleich W; aus 4: Wert von P gleich F;

aus 2: Wert von (~ SV ~ K) — F = W, also Wert von sin SV ~ K = F; daraus
folgt, dass ~ S und ~ K den Wert F haben, das heiBt, S und K sind wabhr;

aus 1: (FV F) — (FV Wert von A), das heiBt F' — Wert von A = . Daraus folgt,
dass wir den Wert von A nicht bestimmen kénnen. Dagegen sind die Werte der anderen
Variablen und auch die anderen drei Pramissen eindeutig bestimmt. Die erste Pramisse
war also Uberfliissig. Die Konklusion lautet:

SANK

Das heiBt, Gabriel hat das Seil bei sich, und wir kdnnen auf den Felsen klettern. Ob
das schwer oder leicht sein wird, bleibt ein ewiges Geheimnis. (Zur Bestimmung der
Werte von S und K geniigen auch schon zwei von den vier Pramissen. Welche zwei
und warum ?)

8. Die Pramissen lauten 1. T <> R; 2. ~ A -~ R; 3. ~ (ANT)N(AVT).

Die dritte Pramisse wiirden wir mit unseren alten Bezeichnungen A >< T schreiben
konnen. Wie wir wissen, driickt zum Beispiel auch ~ (A <+ T') und ~ A < T dasselbe
aus. Wir wahlen die letztgenannte Form und schreiben auch die zweite Pramisse ohne
Negation [Kontraposition, (W 7)]:

TR, R—A ~A&T

Wenn die erste Pramisse wahr ist, bedeutet das: Die Wahrheitswerte von 7" und R sind
dieselben. Wenn die dritte Pramisse wahr ist, bedeutet das: Die Wahrheitswerte von
T und A sind einander entgegengesetzt. Diese zwei Pramissen gestatten also nur zwei
Moglichkeiten fiir die Variablen:

1. Fall: Wert von T und R gleich W, Wert von A gleich F,
2. Fall : Wert von T und R gleich F, Wert von A gleich W.

Aber die zweite Pramisse schlieBt den 1. Fall aus, sie lasst nur den 2. Fall zu. Also
fahren wir weder nach Tihany noch nach Fiired, sondern nach Almadi.

9. Wir bewiesen schon, dass die folgende Schlussfigur richtig ist:
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M — (PAN~V)
(EAN~V)—>~H
(EAM) =~ H

Wie wir wissen, ist die Richtigkeit dieser Schlussfigur gleichbedeutend damit, dass nach-
folgende Schlussfigur richtig ist:

M — (PAN~V)
(EN~V)—~H
ENM

~ H

Daraus, dass die letzte Pramisse wahr ist, folgt, dass sowohl E als auch M wabhr ist.
Wir setzen das in die zwei Pramissen ein:

W= (PA~V) .  (WA~V)oS~H

In der ersten Pramisse ist das Vorderglied wahr also muss auch das Hinterglied wahr
sein, das ergibt fir P und ~ V den Wert W. Aus der zweiten Pramisse erhalten wir
deswegen

(WAW) -~ H

In dem Vorderglied sind beide Konjunktionsglieder wahr, also ist auch die Konjunktion
selbst wahr. Aber diese Pramisse kann nur dann wahr sein, wenn das Hinterglied der
Implikation auch wahr ist. Aus den Pramissen folgt also wirklich ~ H, und so ist auch
die urspriingliche Schlussfigur richtig - wie wir das bereits auf anderem Wege bewiesen
haben.

7. Kapitel
la) (ANB)V (C AD),

b)) (ANB)V(~AANB)=(AV~AANB=WAB=B
Diesen Ausdruck konnen wir auch mit dem folgenden viel einfacheren Stromkreis rea-

lisieren :
(el

c) (~ AV B)A(AV ~ B) oder anders: (A — B) A (B — A), das heiBt A <+ B.

Die Aquivalenz kdnnen wir auch mit Hilfe der drei fundamentalen logischen Operationen
ausdriicken: (A A B) V (~ AA ~ B). Mit Hilfe eines Stromkreises konnen wir die
Aquivalenz deshalb folgendermaBen verwirklichen:

A—B
EA—'vB}

Hier sind auch keine vier besonderen Schalter nétig, nur zwei Wechselschalter.
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~Atl__ t~B

d) (AV ~ BYA(BV ~C)A(CV ~A) = (AANBAC)V (~ AN ~ BA ~ C).

Der Leser kann mit Hilfe mehrmaliger Anwendung des Distributionsgesetzes nachrech-
nen, dass die auf der linken Seite stehende dreigliedrige Konjunktion wertverlaufsgleich
ist mit der auf der rechten Seite stehenden zweigliedrigen Alternative.

Viel mechanisches Rechnen kann man sich aber ersparen, wenn man, auf die Analo-
gie in der Algebra achtend, die drei zweigliedrigen Produkte der linken Seite betrachtet
und bedenkt, dass das "Ausmultiplizieren" auf solche "Produkte" mit drei Faktoren (auf
dreigliedrige Konjunktionen) fiihrt, in denen meistens dieselbe Variable negiert und auch
nicht negiert vorkommt, und somit Alternativglieder mit dem Wert F entstehen.

Diese andern jedoch am Wahrheitswert der gesamten Alternative nichts. Nur die Wahr-
heitswerte von zwei unserer Alternativglieder werden von F verschieden sein; namlich
genau die, die auf der rechten Seite der Ausgangsbeziehung sichtbar sind. Danach
funktioniert auch der folgende Stromkreis:

B
AL lc
M Ja I
~B
f —

2. a) Wie bereits bekannt ist, gilt A|B =~ (AA B) =~ AV ~ B (W 12). Das
gesuchte Schaltbild sieht folgendermaBen aus:

~A

vB

Ls o2

b) A||B =~ AN ~ B (W 13). Das Schaltbild hat folgendes Aussehen:
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c) und d): Wir erhalten folgende Schaltbilder:

)

Freilich sind die mit A bezeichneten Schalter in beiden Fallen "miteinander verknlpft":
entweder sind alle beide geoffnet oder alle beide sind geschlossen. An den Abbildungen
ist sofort zu sehen, dass der Stromkreis geoffnet ist, Wenn die Schalter A alle geéffnet
sind, in welcher Stellung sich B auch immer befindet. Wenn hingegen die Schalter A
geschlossen sind, dann ist, in welcher Stellung sich B auch immer befindet, in beiden
Fallen der Stromkreis geschlossen. Wie wir sehen, ist das allereinfachste Schaltbild von
AN (AV B) und auch das allereinfachste Schaltbild von AV (A A B) das folgende:

R

Zugleich erhalten wir zwei wichtige Beziehungen:

(W36) AN(AVB)=A , (W37) AV(AANB)=A
Diese Beziehungen nennt man Absorptionsgesetze.@

e) A3{B—=[C = (B—C)}=~AV{~BV[~CV(~BVO)}
=~ AV~ BV ~CV~BVC=~AV~BVW =W

Der gegebene Ausdruck ist also allgemeingiiltig, d.h., der Stromkreis ist stets (d.h.
bei jeder Stellung des Schalters) geschlossen, die Lampe brennt immer. Dazu ist keine

komplizierte Schaltung notig:
o)

(Offensichtlich entspricht jedem allgemeingiiltigen Ausdruck ein Stromkreis, der stets
geschlossen ist.)

f) [AN(B — C)|vC = [AN(~ BVC)|VC = (AN ~ B)V(ANC)VC = (AN ~ B)VC
Das Schaltbild ist folgendes:

50 Absorption: Lateinische: Wort, es bedeutet Verschlucken. Das Konjunktionsglied A "verschluckt"
die Alternative AV B, und ebenso verschluckt das Alternativglied A auch die Konjunktion AA B.
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g) Wir formen diesen Ausdruck mit Hilfe von W 2 um:

~(~AVB)VI|~(sinCVA)V(~CV B)
Daraus erhalt man [unter anderem mit Hilfe von (W 13)]:
(AA ~ B)V BV (CA ~ A)V ~ C
Daraus ergibt sich [unter anderem mit Hilfe von (W 22)]:
[(AV B)AW]V WA (~ AV ~ C)]
SchlieBlich gilt:
(AVB)AW]|V WA (~AV~C)]=(AVB)V(~AV ~ )

und
AV ~AVBY~C=WVBY~C=W

Der gegebene Ausdruck ist also allgemeingiiltig. Die Schaltung ist somit dieselbe wie
bei Aufgabe e).

h) Wir versuchen es, statt zu rechnen, mit Hilfe einer einfachen Uberlegung. Diese drei-
gliedrige Konjunktion kann nur dann wahr sein, wenn jedes einzelne Konjunktionsglied
wahr ist.

Nehmen wir an, dass A falsch ist. Wenn die gesamte Aussage wahr sein soll, muss auch
B falsch sein. Aber dann kann das dritte Glied nur in dem Fall wahr sein, wenn A — C'
auch falsch ist.

Jedoch A — (' ist wahr, denn wir gingen davon aus, dass A falsch ist. Die Aussage
kann dann also nicht wahr sein, wenn A falsch ist. Es scheint also, dass A wahr ist,
wenn der Wert des Ausdrucks W sein soll.

Dann ist das zweite Konjunktionsglied aber auf jeden Fall wahr. Das erste wird dann
wahr sein, wenn ~ B und auch C wahr sind, das heiBt, wenn die Werte von ~ B und ('
gleich W sind. Aber nun ist in dem dritten Konjunktionsglied das Vorderglied (A — C')
wahr, das Hinterglied hingegen falsch.

Also kann die Aussage auch dann nicht wahr werden, wenn A wahr ist. Da aber der
Wert von A eine der Werte W oder F sein muss, ist der Wert des Ausdrucks stets gleich

| N
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(Es ist klar, dass alle immer falschen Aussagen einem Stromkreis entsprechen, der stets
geoffnet ist.)

3. Alle beide Schalter kénnen zweierlei Stellungen einnehmen:

Der Stromkreis ist geschlossen (Schalthebel zeigt nach oben) oder der Stromkreis ist
geoffnet (Schalthebel zeigt nach unten).

Die Aufgabe gilt dann als gel6st, wenn wir erreichen, dass das Licht genau dann brennt,
falls entweder alle beide Schalthebel nach oben oder beide nach unten zeigen.

(Freilich ist auch eine umgekehrte Schaltung denkbar, bei der die Beleuchtung ist ersten
Fall ausgeschaltet, im zweiten Fall eingeschaltet ist.)

Die Aufgabe verlangt von uns einfach die Anfertigung einer der Aquivalenz entspre-
chenden Schaltung. Diese Schaltung sahen wir schon (Lésung der Aufgabe 1 c).
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"Die mathematische Logik kann auf eine kurze, die traditionelle aristotelische auf eine
lange Vergangenheit zuriickblicken. Zwischen beiden besteht kein anderer Unterschied
als der, dass es sich um ein und dieselbe Wissenschaft in verschiedenen Entwicklungs-
stadien handelt. Die traditionelle klassische Logik verhalt sich so zur mathematischen
Logik wie der Embryo zum erwachsenen Organismus".

Diese Worte stammen nicht von besonders voreingenommenen Mathematikern. Philosophie-
Professoren schrieben sie als erste Sitze in einem Buch iiber die mathematische Logik®}]

Es ist moglich, dass jemand eine andere Meinung hat (sogar verschiedene, damit im
Widerspruch stehende Ansichten gibt es); aber der Vergleich verdient auch dann Auf-
merksamkeit.

Es ware ein Fehler, das geschichtlich Interessante der traditionellen Logik zu bezwei-
feln. Als einen guten Arzt wird man wohl kaum den bezeichnen, der die Tatigkeit des
Organismus eines erwachsenen Menschen kennt, der aber kein Wissen (iber die Entwick-
lungsgeschichte des Individuum oder der ganzen Menschheit hat. In die Hande eines
Arztes, der wohl die Entwicklungsgeschichte des Menschen vollstandig bis zu seiner
Geburt hervorragend kennt, von da an aber gar nicht oder nur wenig, wiirde sich aber
ebenfalls keiner von uns gern begeben.

Wir sind Zeuge eines Prozesses, der dem ahnlich ist, als die gebildete Menschheit stu-
fenweise der so lange alleinherrschenden rémischen Zahlenschrift Lebewohl sagte und
die arabischen Ziffern schreiben lernte.

Viele Lehrmeister straubten sich damals gegen die "neue Mode", viele prophezeiten, dass
sich diese komplizierte neuartige Schreibweise niemals verbreiten wird und begriindeten
ihre Ansicht folgendermaBen:

Jedermann versteht |, II, Il auf den ersten Blick, aber wer wirde verstehen, dass die
Zwei durch 2 und die Drei durch 3 dargestellt werden 7

Bei der V kann auch jedermann sehen, dass sie durch eine gedffnete Handflache mit fiinf
Fingern symbolisiert wird, X bedeutet zweimal soviel, das heiBt zehn, die Xll (iberdies
noch zwei mehr, das heiBt zwolf.

Aber was fiir eine verriickte ldee, das Zeichen fiir die Finf so zu verformen, dass 5
daraus entsteht, und fiir zwolf 12 zu schreiben? Wenn es auch gelingt, zu erklaren,
dass 1 die Eins bedeutet und 2 die Zwei, unter 12 wird sicher jeder drei verstehen.

Die neuartige Zahlenschrift verbreitete sich dennoch. lhre Verbreitung war sowohl aus
wissenschaftlichen als auch aus praktischen Griinden unbedingt notwendig. Wir wiirden
sie in ihrer Bedeutung neben die Buchstabenschrift (vielleicht sogar dariiber) setzen
konnen. Kaum traf man im Verlauf der Kulturgeschichte der Menschheit eine gliickli-
chere Bezeichnungsweise an.

Die mathematische Logik aber - das ist besonders zu betonen - unterscheidet sich nicht
nur in ihrer Bezeichnungsweise von der klassischen Logik, sondern sie hat einen ungleich

51| jes im Literaturverzeichnis unter 2.
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groBeren Vorzug.

"Wieso denn", so mag der eine oder der andere unserer Leser fragen, "will die mathe-
matische Logik fiir sich selbst das gesamte Gebiet der Logik in Anspruch nehmen ?
Begnligt sie sich nicht damit, dass sie die Logik der Mathematik ist und den logischen
Apparat der in der Mathematik vorkommenden Gedankengange liefert ?"

Die mathematische Logik abstrahiert viele Ergebnisse aus mathematischen Schliissen,
und ihr erstes Anwendungsgebiet ist auch die Mathematik. Aber das menschliche Den-
ken ist eine Einheit und unteilbar!

Nichts, und auch nicht die Logik, kann nur auf die Mathematik angewendet, auf an-
dere Wissenschaften und Gedankengange im taglichen Leben jedoch nicht angewendet
werden. Der mathematischen Logik gebihrt nicht wegen ihres Gegenstandes, sondern
wegen ihrer Methodik das Attribut "mathematisch”.

Zum Zweck der lllustrierung - und auch deshalb, weil wir uns auf sowenig Vorkenntnisse
wie moglich stiitzen - entlehnte unser Buch die Beispiele tiberwiegend aus dem Bereich
des taglichen Lebens.

Am Schluss des Buches schulden wir dem Leser Rechenschaft.

Womit beschaftigten wir uns ? Welchen Teil der mathematischen Logik stellten wir vor
?

Leider nur ein ganz kleines Bruchstiick. Aus der Vogelperspektive hatten wir einen viel
groBeren Teil Gberblicken konnen.

Aber es war nicht unser Ziel, dass wir mit entlegenen oberflachlichen Kenntnissen
dienen, sondern dass wir das Wenige, mit dem wir den Leser bekannt machten, in
seinem Wirken vorstellen. Aus diesem Grunde machten wir schon zu Beginn des Buches
eine sehr starke Einschrankung.

Wir sagten, dass wir in diesem Band die Aussagen nur so weit zerlegen, bis wir wieder
zu Aussagen, den nicht weiter in ihre Bestandteile zerlegbaren "elementaren Aussagen"
gelangen. Damit verzichteten wir darauf, in diesem Band sogar das enge Teilgebiet der
Logik, das die klassische Logik umfasst, zu untersuchen.

Wir beschrankten uns auf ein noch engeres Teilgebiet der Logik, auf den Aussagenkal-
kil. Wir sprachen z.B. nicht von den in der klassischen Logik so typischen syllogistischen
Schlussweisen. Hierher gehort zum Beispiel der Schluss, den wir anfiihrten:

Alle Pferde sind Saugetiere.
Alle Saugetiere sind Wirbeltiere.
Alle Pferde sind Wirbeltiere.

Dieser Schluss ist nahe verwandt mit der folgenden (offensichtlich richtigen) Schlussfi-

gurf?

A— B
B—C
A—C
52|n der klassischen Logik nennt man das "bedingten Syllogismus". Der bedingte Syllogismus ist

eine ebensolche in den Aussagenkalkiil gehdrende Schlussform wie der disjunktive Syllogimus, die
eigentlichen Syllogismen aber gehéren in ein weiteres Kapitel der Logik, in den Funktionenkalkiil.

143



9 Nachwort

doch kénnen wir nicht sagen, dass die Richtigkeit des ersteren Schlusses allein auf Grund
der Richtigkeit der letzteren Schlussfigur beweisbar ware. Wenn wir dessen Richtigkeit
oder die Richtigkeit jedes anderen syllogistischen Schlusses nachweisen wollen, dann
miissen wir die Theorie der "von den Variablen abhangigen Aussagen", die Theorie der
logischen Funktionen benutzen.

In diesem Buch beschrankten wir unsere Aufmerksamkeit auf die "konstanten Aussa-
gen", zum Beispiel "12 - 14 - 132 ist negativ". Vielmehr nannten wir nur diese Formen
Aussagen (deshalb setzten wir die ungenau benutzten Worte von den Variablen abhan-
gige Aussagen und konstante Aussagen in Anfiihrungsstriche).

Wenn zum Beispiel jemand sagt: "12 - 14 —n ist negativ", dann kdnnen wir nicht
entscheiden, ob er die Wahrheit sagt oder nicht, es hat sogar keinen Sinn, davon zu
sprechen, ob das wahr ist oder nicht; das ist einfach keine Aussage, sondern eine von
n abhangige logische Funktio.

Erst wenn wir fiir n konkrete Werte wahlen (zum Beispiel n = 1, n = 168, n = 200,
n = 1000), erhalten wir stets eine Aussage. (Die Wahrheitswerte der so erhaltenen
Aussage sind dann der Reihe nach: falsch, falsch, wahr, wahr).

Die logischen Funktionen kénnen nicht nur von derartigen Zahlenvariablen abhangen,
sondern auch von anderen Variablen. Sehen wir uns eine sehr einfache logische Funktion
an:

Peter ist sieben Jahre alt. Ist das wahr oder nicht ? Das ist davon abhangig, auf
welchen der vielen auf der Erde lebenden Peter es sich bezieht, auBerdem auch davon,
zu welchem Zeitpunkt wir es sagen. Es kann sein, dass es jetzt auf den einen Peter
bezogen wahr ist, aber nicht wahr, wenn wir es auf einen anderen Peter beziehen; im
nachsten Jahr kann es jedoch genau umgekehrt sein.

Die klassische Logik gelangt nicht lber die einstelligen logischen Funktionen hinau;
sie untersucht Funktionen von hochstens einer Variablen.

53Das Wort Funktion benutzen wir, nebenbei bemerkt, im ganzen Nachwort ungenau. Wir wiirden
genauer sagen missen: "die Bedingung 12 - 14 — n ist negativ ergibt eine logische Funktion (wenn
wir auBerdem noch festlegen, welchem Zahlbereich wir die Werte fiir n entnehmen wollen). Ebenso
ungenau sprechen die Mathematiker zum Beispiel von der "Funktion 2*" anstatt von der "durch
den Term 2* gegebenen Funktion".

Wir wiirden die zweideutige Verwendung des Wortes Funktion vermeiden konnen, wenn wir
sagen, dass auch die Zahl 2% nur eine von x abhangige Zahl, und die Aussage "12 - 14 — n ist
negativ" nur eine von n abhingige Aussage ist (wie wir das vorher in Anfilhrungsstrichen auch
niederschrieben); dann wiirden wir aber die Worte Zahl und Aussage in zweierlei Sinn benutzen.

S4Einstellige logische Funktionen kommen zum Beispiel - in verkleideter Form - jetzt auf S. 127 wie-
der zitierten Schluss vor. Die erste Pramisse konnen wir zum Beispiel in folgender Form abfassen:
"Fiir alle Dinge ist wahr: Wenn das Ding ein Pferd ist, dann ist das Ding ein Saugetier". Ahnlich
kénnen wir die andere Pramisse und auch die Konklusion formulieren. Das erscheint ungewohnlich
spitzfindig, doch sie ermdglicht es, mit den bisherigen Methoden bereits nicht analysierbare Aus-
sagen weiter zu zerlegen; wenn wir die Worte "fiir alle Dinge ist wahr" weglassen, dann bleibt eine
Implikation, deren Vorderglied und deren Hinterglied auch eine einstellige logische Funktion ist.
Es sind dies die Funktionen: "das Ding ist ein Pferd" und "das Ding ist ein Sdugetier", die man
auch in der Form "z ist ein Pferd" bzw. "z ist ein Sdugetier" schreiben kdnnte. Es hat keinen Sinn
davon zu sprechen, ob sie wahr sind, das hangt davon ab, was "das Ding" ist.
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Die mathematische Logik dagegen setzte einerseits einen Punkt hinter die Theorie der
einstelligen Funktionen dadurch, dass sie bewies: alle einschlagigen Probleme sind me-
chanisch losbar; andererseits erzielte sie gewaltige Ergebnisse auch in der Theorie der
mehrstelligen Funktionen.

Von ein- und mehrstelligen logischen Funktionen wird in einem spater er- scheinenden
[l. Band dieses Buches die Rede sein. Bis dahin geben wir im Literaturverzeichnis die
Titel einiger Biicher fiir die Leser an, die Lust zum weiteren Studium haben.

Wir vermieden in diesem Band die Probleme der logischen Funktionen. So setzten wir
stets voraus, dass von einem bestimmten Peter die Rede war, in einem bestimmten
Zeitpunkt, und dann war Peter ist sieben Jahre alt bereits keine logische Funktion
mehr, sondern eine Aussage. Aber letzten Endes missen wir noch sagen, dass es logi-
sche Funktionen tiberall gibt, und die allertiefsten Probleme der mathematischen Logik
beziehen sich gerade auf diese.
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Literaturverzeichnis

Die Aufzahlung ist eine Auswahl. Eine annahernd vollstandige Bibliographie der mathe-
matischen Logik ist in dem 1. und 3. Jahrgang und in den Rezensionen der folgenden
Jahrgange des Journal of Symbolic Logic zu finden. Nach den Titeln publizieren wir
in der Klammer die Zeichen der fiinf allerwichtigsten logischen Operationen nach der
Bezeichnung in den betreffenden Biichern, in der Reihenfolge: Negation, Konjunktion,
Alternative, Implikation, Aquivalenz.

1. Kalmar, Laszlo: Grundlagen der Mathematik. Bd. 2. (Mathematische Logik, grund-
satzliche Fragen der Mathematik.) Budapest, 1955.
(_7 &7 \/7 _>a N)

Von den in anderen Sprachen erschienenen mathematischen logischen Bilichern fiihren
wir zuerst einige auf, die man auch mit geringen Vorkenntnissen hinreichend gut ver-
folgen kann:

2. Basson, A. H., und O’Connor, D. J.: Introduction to Symbolic Logic, 2nd ed., Lon-
don, 1957.

(Na K \/7 Da E)

3. Copi, I. M.: Symbolic Logic, New York, 1954.

(NJ “ \/7 Dv E)

4. Quine, W. V.: Methods of Logic, New York, 1950.
(_7 Yy \/7 Du E)

5. Popow, A, H .: Einfilhrung in die mathematische Logik, Leningrad, 1959 (russisch)
(Uberwiegend eine historische Ubersicht, die Bezeichnungen, werden auf verschiedene
Weise verwendet.)

6. Tarski, A.: Einfiihrung in die mathematische Logik, Wien, 1937.
(Die logischen Operationen umschreibt er mit Worten.)

Als einfiihrende, mehr mathematische Orientierung erfordernde Biicher kann man an-
sehen:

7. Asser, G.: Einfilhrung in die mathematische Logik, Teil 1, Leipzig 1959.
(NJ /\7 \/7 %7 H)

8. Hilbert, D., und Ackermann, W.: Grundziige der theoretischen Logik, 4. Aufl., Berlin,
1959.
(_|7 /\7 \/7 %7 <_>)

9. Nowikow, P.S.: Elemente der mathematischen Logik, Moskau, 1959 (russisch)
(_a &7 \/7 _>a N)

10. Quine, W.V.: Mathematical Logic, rev. ed., Cambridge (Mass.), 1951.
(NJ ) \/7 Da E)

Die folgenden Biicher fordern eine griindliche Beschaftigung mit der Logik:
11. Church, A.: Introduction to Mathematical Logic, Vol. I., Princetown, 1956.
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(~, nebeneinander schreiben, A, D, =)

12. Hilbert, D., und Bernays, P.: Grundlagen der Mathematik, Berlin, 1. Band 1934,
[l1. Band 1939.

(_a &7 \/7 _>a N)

13. Kleene, S. C.: Introduction to Metamathematics, New York, 1952.

(_‘7 &7 \/7 D? N)

14. Suranyi, Janos: Reduktionstheorie des Entscheidungsproblems im Pradikatenkalkiil
der ersten Stufe, Budapest, 1959.
(_7 /\7 \/7 -, H)

In erster Linie philosophisch interessant:
15. Klaus, G.: Einfiihrung in die formale Logik, Berlin, 1958.
(_7 ) \/7 -, N)

Zeitschriften, die sich auf die mathematische Logik und ihre Anwendung spezialisierten:
Archiv fiir mathematische Logik und Grundlagenforschung,

The Journal of Symbolic Logic,
Zeitschrift fir mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik.

Auch in vielen anderen Zeitschriften erscheinen Artikel, die sich mit der mathemati-
schen Logik beschaftigen; auch diese beziehen sich auf die Rezensionen der obigen
Zeitschriften.
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Die wichtigsten wertverlaufsgleichen Ausdriicke
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~~A=A

~AVB=A—B
ANB=BAA
AN(BANC)=(AANB)ANC
AVB=BVA
Av(BvC)=(AvB)vC
A—-B=~B—~ A
(AVB)AC=(ANC)V (BAC)
(ANB)VC =(AVC)N(BVC)
ANA=A

AVA=A
~(ANB)=~ AV ~DB
~(AVB)=~ AN~ B

A — B =~ (AA ~ B)

A< B=(A— B)AN(B— A)
A< B=(AAB)V(~ AN~ B)
A< B=B+ A

A< (B C)=(A+ B)+ C
A—- A=W

A A=W

AN~ NA=F

AV~ A=W

A~ A=~ A

A~ A=F

~A—>A=A

ANW=A

ANF=F

AVIW =W

AVEF=A

A->W=W

A—-F=A

W A=A

F— A=W

AcsW=A

A F=~A
ANAVB)=A
AV(ANB)=A
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