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Vorwort

Vorwort

Das Ziel der "Ubungen fiir Junge Mathematiker" wurde vom Herausgeber im Teil 1
dieser Schriftenreihe umrissen. Der vorliegende Teil 4 "Gleichungen" ordnet sich diesem
Anliegen unter.

Auch der bewahrte Aufbau wurde beibehalten. Nach einer Einleitung, in der fiir das
Gebiet "Gleichungen" wichtige Begriffe zusammengestellt werden, folgen Gleichungen
verschiedener Typen, fiir die "Musterldsungen" anschlieBend an die Aufgabe oder Lo-
sungen in einem besonderen Losungsteil angegeben werden.

Damit wird der Leser aufgefordert, nach dem Studium der Musterlosung ahnliche Auf-
gaben selbst zu bearbeiten. Diese Ubungsaufgaben sind wie in den vorangegangenen
Teilen dieser Schriftenreihe mit einem , " versehen.

Der Autor weiB sich dem Herausgeber dieser Schriftenreihe fiir die Unterstiitzung bei der
Abfassung dieses Teiles und Herrn Prof. Dr. sc. nat. W. Engel, Rostock, fiir wertvolle
Hinweise zu Dank verpflichtet.

Dank gilt ferner den Herren Diplommathematikern G. Schmidt, U. Wohrl und H. Eng-
lisch, Leipzig, fir die Erprobung der Aufgaben in mathematischen Schiilerarbeitsge-
meinschaften und fiir manchen Ratschlag sowie der B. G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig fiir das Entgegenkommen bei der Verwirklichung des Vorhabens.

Leipzig, Sommer 1975

P. Borneleit
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1 Einleitung

1 Einleitung

Im folgenden sollen kurz und ohne Beweis Kenntnisse, die fiir das Verstandnis der
weiteren Kapitel notwendig sind, aufgefrischt und einige Verabredungen Uber die in
diesem Heft gewahlten Bezeichnungen getroffen werden.

1.1. Seien M und N zwei Mengen.

Man nennt M eine Teil- oder Untermenge von N, wenn jedes Element von M auch
Element von N ist, und schreibt hierfur M C N.

Sind zugleich alle Elemente von M in N enthalten und alle Elemente von N in M, so
nennt man M und N gleich und schreibt M = N.

Ist M eine Teilmenge von N, ohne gleich NV zu sein, so wird M eine echte Teilmenge
oder eine echte Untermenge von N genannt (in Zeichen: M C N).

M N N (gelesen: Durchschnitt von M und N) bezeichnet diejenige Menge, der alle
und nur die Elemente angehoren, die sowohl in M als auch in N enthalten sind.

M U N (gelesen: Vereinigung von M und N) steht fiir die Menge der Elemente, die
mindestens einer der beiden Mengen M und N angehoren.

Fir die Menge aller geordneten Paare (ai;as) von Elementen aq,a; der Menge M
schreiben wir M), entsprechend M (™ fiir die Menge aller n-tupel (ay; as;...; a,) von
Elementen a4, as, ..., a,, der Menge M.

& bezeichnet die leere Menge.

1.2. Die Buchstaben N, Z, @Q, R, C bezeichnen hier der Reihe nach die Menge der
natlrlichen Zahlen, die Menge der ganzen Zahlen, die Menge der rationalen Zahlen,
die Menge der reellen Zahlerﬂ und die Menge der komplexen Zahlen. Das Zeichen R
steht fir die Menge der positiven reellen Zahlen.
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usw. sind Zeichen fiir bestimmte Elemente von R. In unserem Beispiel sind 0,5, 0,50,

%, % verschiedene Zeichen fiir ein und dasselbe Element.

Unter Verwendung von Zeichen fir Operationen und Funktionen (z.B. +, —, 1g, sin)

konnen wir dieses Element in noch anderer Weise darstellen, etwa durch 0,3 + 0, 2,
durch % — %, durch 2 : 4, durch \ﬁ durch 1g /10, durch log; V3, oder durch sin%.

1.3. Innerhalb der Menge R der reellen Zahlen ist eine mit dem Zeichen "=" bezeichnete
Gleichheitsbeziehung erklart. Jedes Element von R steht zu sich selbst, aber zu keinem
anderen in dieser Gleichheitsbeziehung. Unter Verwendung des Zeichens "=" lassen sich

Heute (2021) werden die Mengen der ganzen, rationalen und reellen Zahlen mit Z, Q bzw. R
bezeichnet, ebenso in dieser Abschrift. Im Original werden G, R und P verwendet.
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Gleichheitsaussagen, wie z.B.

1
05=5 (1) 5 08-025=19 (2
1
logs V3 =0,5 (3) \/;:3 (4)
o1 1
sine =5 (5) ; logs V3 = 1 (6)

bilden. Dabei sind die Gleichheitsaussagen (1), (3), (5) und (6) wahr, in ihnen be-
zeichnen namlich die Ausdriicke links und rechts des Gleichheitszeichens "=" ein und
dasselbe Element. Dagegen erweisen sich die Gleichheitsaussagen (2) und (4) als falsch.

1.4. Variable sind Zeichen fiir beliebige Elemente aus einem fest vorgegebenen Bereich,
dem sogenannten Variablengrundbereich. Fiir Variable verwenden wir kleine lateinische
Buchstaben.

1.5. Zahlen, Variable und gewisse Zusammensetzungen aus ihnen mit Hilfe von Zeichen
fiir Operationen und Funktionen werden Terme genannt.
Beispiele fiir Terme sind:

S0T (3 @ 52-3 () V@ @ Va@-1 ()
i_; (6):; a" (7); 2w —dwa+3z3 (8)  loggz (9); iﬁ;—i (10)

Man kann nun Terme, die Variablen enthalten, belegen, d.h. diese Variablen durch
Zeichen fiir Elemente des Variablengrundbereiches ersetzen. In diesem Zusammenhang
spricht man auch vom Einsetzen von Elementen aus dem Variablengrundbereich.

ZweckmaBigerweise wird man dabei solche Belegungen von Termen ausschlieBen, bei

denen diese in sinnlose Ausdriicke libergehen. Beispielsweise bezeichnen v/ —4, 4/ (%)2 — 1,

5 5 0° logs 0 keine Elemente der Menge der reellen Zahlen.
Man wahlt also einen solchen Variablengrundbereich, fiir dessen samtliche Elemente

der betreffende Term "definiert" ist.

1.6. Verbindet man zwei Terme durch ein Gleichheitszeichen, so erhalt man eine Glei-
chung. Die bereits erwdhnten Gleichheitsaussagen sind Beispiele fiir Gleichungen.

Eine Gleichung in n Variablen kann durch Einsetzen eines n-tupels von Elementen aus
den jeweiligen Variablengrundbereichen in eine Gleichheitsaussage tiberfiihrt werden.
Man sagt, dieses n-tupel erfiillt die vorgegebene Gleichung, wenn die auf diese Weise
gewonnene Gleichheitsaussage wahr ist, und nennt dann das n-tupel eine Losung der
Gleichung beziiglich der betreffenden Variablengrundbereiche.

(So ist zum Beispiel die reelle Zahl -1 eine Lésung der quadratischen Gleichung 22 —1 =
0 beziiglich des Variablengrundbereiches R, aber keine beziiglich R ; und das geordnete
Paar (—1;1) ist eine Lésung der Gleichung = + y = 0 beziglich des Variablengrundbe-
reiches Z fir x und y.)

Die Gesamtheit der Losungen einer Gleichung beziiglich eines bestimmten Variablen-
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grundbereiches heiBt Losungsmenge dieser Gleichung beziiglich des Variablengrundbe-
reiches. (So hat die quadratische Gleichung 222 + 2 — 1 = 0 beziiglich N die Lésungs-
menge &, beziglich Z die Lésungsmenge {—1} und beziiglich Q die Lésungsmenge
{-1,1}.

1.7. Entsprechend sagt man, ein n-tupel erfiillt ein Gleichungssystem in n Variablen,
wenn bei Einsetzung dieses n-tupels alle Gleichungen des Systems in wahre Gleich-
heitsaussagen iibergehen. Man nennt dann auch das n-tupel eine Lésung des Glei-
chungssystems beziiglich der gewahlten Variablengrundbereiche und die Gesamtheit
dieser Losungen Losungsmenge des Gleichungssystems beziiglich der gewahlten Varia-
blengrundbereiche.

Die Losungsmengen von Gleichungen bzw. Gleichungssystemen werden wir in diesem
Heft mit dem Zeichen L kennzeichnen.

1.8. Die Gleichung 2% 4+ px 4+ ¢ = 0 mit den Variablen z, p und g ist ein Beispiel fiir
Gleichungen mit Parametern. Sie stellt eine Verallgemeinerung aller solchen quadrati-
schen Gleichungen in einer Variablen dar, die aus 22 4+ pz + ¢ = 0 durch Einsetzen von
reellen Zahlen fir die Parameter p und ¢ hervorgehen.

Anhand von Gleichungen mit Parametern mochte man in allgemeiner Form Aussagen
treffen und Losungsmethoden entwickeln, die fiir alle diejenigen Gleichungen gelten, die
man erhalt, wenn man fur die betreffenden Parameter reelle Zahlen einsetzt. Die Auf-
gabe, die Gleichung 22 4 px + ¢ = 0 mit den reellen Parametern p und ¢ im Bereich der
reellen Zahlen zu 16sen, wird z.B. nicht als Auftrag aufgefasst, alle die Tripel (x; po; o)
von reellen Zahlen z(, py und gy zu bestimmen, die die vorgegebene Gleichung erfillen.
Man versteht sie vielmehr als Aufforderung, die Losungsmenge quadratischer Gleichun-
gen in einer Variablen des Typs 22 + px 4+ ¢ = 0 in Abhangigkeit von der Wahl der
Parameter p und ¢ anzugeben. Bekanntlich erhalt man

2
{—12’4—\/712— ,—g—\/zf—q} wenn & —¢q >0
o 2
L= {—g} wenn & — ¢ =
2
& wenn Z- — ¢ <0

Es ist somit fiir das Verstandnis der Aufgabenstellung erforderlich, explizit anzugeben,
ob und welche der Variablen einer vorgegebenen Gleichung als Parameter aufzufassen
sind.

1.9. Um die Loésungsmenge einer vorgegebenen Gleichung oder eines vorgegebenen
Systems von Gleichungen zu bestimmen, nimmt man im allgemeinen Umwandlungen
der gegebenen Gleichungen in andere Gleichungen vor, deren Lésungsmenge man schon
kennt oder besser liberschaut.

Im Hinblick auf die dabei gebrauchlichen Umformungen gewinnen folgende Beziehungen
zwischen der Losungsmenge Ly der Ausgangsgleichung (1) und der Lésungsmenge Lo
der abgeleiteten Gleichung (2) an Bedeutung:

1. Ly C Lo, 2. Ly = Lo, 3. L1 DLy
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(Natirlich erschopfen diese Sonderfalle nicht alle die Beziehungen, in denen die Lo-
sungsmengen Ly und Ly zweier beliebiger Gleichungen (1) bzw. (2) zueinander stehen
kénnen.)

Gilt L1 C Lo, so wollen wir schreiben, dass die Gleichung (2) aus der Gleichung (1)
folgt. Im Falle L1 = Lo heiBen die beiden Gleichungen zueinander aquivalent beziglich
des betreffenden Variablengrundbereiches.

(Von zwei beziiglich eines bestimmten Variablengrundbereiches zueinander dquivalenten
Gleichungen folgt dann eine jede aus der anderen.) Als Beispiele fiihren wir an:

(1) 2?2 —1 =0 und |z| — 1 = 0 sind &quivalent beziiglich R.
(2) 2?2 —1=0und 2 — 1 = 0 sind aquivalent beziiglich R, .
(3) Aus \/x —1 =2 folgt x — 1 = 4.

(4) Aus z = 2 folgt 2% = 4.

(5 r+y=4

) Das System vy =2

} und das System = 3 } sind beziiglich R zuein-

=1
ander aquivalent.

Diese Sprechweisen lassen sich analog auf Gleichungssysteme iibertragen. Wir erinnern
daran, dass die Bestimmung der Losungsmenge L unser eigentliches Ziel ist und dass
die Kenntnis der Losungsmenge Lo lediglich dazu verhelfen soll, es zu erreichen.

Im Hinblick darauf ist unter den angefiihrten Fallen 1. bis 3. sicher der der giinstigste,
bei dem L1 = L2 gl't

Im Falle L; C Lo, bei dem die abgeleitete Gleichung (2) auch solche Lésungen besitzt,
die die Ausgangsgleichung (1) nicht erfiillen, gelingt es zumeist, diese Werte durch die
Probe auszusondern. Ausgesprochen unerwiinscht ist dagegen der Fall Ly D Lo.

1.10. Folgende Umformungen liberfiihren eine Gleichung in eine beziiglich des betreffen-
den Variablengrundbereiches aquivalente Gleichung (man nennt sie deshalb dquivalente
Umformungen):

(1) Addition bzw. Subtraktion ein und derselben Zahl oder ein und desselben Terms,
der im Variablengrundbereich der gegebenen Gleichung definiert ist, auf beiden Seiten
der Gleichung.

(Ist dieser Term nicht im gesamten Variablengrundbereich der gegebenen Gleichung
definiert, so ist die Losungsmenge der abgeleiteten Gleichung eine (mdglicherweise
echte) Teilmenge der Losungsmenge der Ausgangsgleichung. So erhdlt man z.B. in R
aus der Gleichung 22 = 4 mit der Lésungsmenge L; = {—2;2} durch Addition des
Terms ﬁ auf beiden Seiten die Gleichung % + ﬁ =4+ JiQ mit der Losungsmenge
Ly ={-2} C L.

(2) Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit ein und derselben von Null ver-
schiedenen Zahl oder mit ein und demselben Term, der im Variablengrundbereich der
gegebenen Gleichung definiert ist und dort fiir keine Belegung die Zahl Null ergibt.
(Wenn Belegungen zugelassen sind, bei denen der Term die Zahl Null ergibt, so wird bei
der beschriebenen Umformung eine Gleichung. erhalten, die aus der Ausgangsgleichung
folgt. So folgt z.B. in R die Gleichung x(x —1) = 0 mit der Lésungsmenge L, = {0; 1}
aus der Gleichung z — 1 = 0 mit der Lésungsmenge Ly = {1}).
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(3) Division beider Seiten der Gleichung durch ein und dieselbe von Null verschiedene
Zahl oder durch ein und denselben Term, der im Variablengrundbereich der gegebenen
Gleichung definiert ist und dort fiir keine Belegung die Zahl Null ergibt.

(4) Vertauschen beider Seiten der Gleichung.

(5) Anwenden &quivalenter Termumformungen auf einer oder auf beiden Seiten der
Gleichung.

1.11. Quadrieren beider Seiten einer gegebenen Gleichung tiberfiihrt diese in eine Glei-
chung, die aus der gegebenen folgt.

1.12. Es seien zwei Gleichungen (1) und (2) gegeben. Die Gleichung (3) werde aus
ihnen dadurch erhalten, dass sowohl die linken als auch die rechten Seiten der beiden
Gleichungen addiert oder multipliziert werden.

Dann gilt fiir die Losungsmengen Ly, Lo, L3 der Gleichungen (1), (2) bzw. (3): L; N
Ly C Ls.

Ein Beispiel dafiir liefern die folgenden Gleichungen in P mit den zugehorigen Losungs-
mengen:

z? = Ly ={-2;2} (1)

—T = Ly = {-2} (2)
-z = Ly ={-2;3} (3)
o= Ly = {2} )

1.13. Am Beispiel des linearen Gleichungssystems

20+ 3y =5
w20 woem) (12)

sei die Anwendung des sogenannten Einsetzungsverfahrens demonstriert.

Dazu formt man zunachst eine der beiden Gleichungen schrittweise so lange aquivalent

um, bis eine der Variablen nur noch allein auf einer Seite der abgeleiteten Gleichung

steht:

(12)

20 +3y =95
y =3r—2

Der Term auf der anderen Seite der abgeleiteten Gleichung wird fiir die betreffende
Variable in die nicht umgeformte Gleichung des Systems eingesetzt:

20 +33x—2) =5 } (1'.2)

y =3r—2

Das Gleichungssystem {(1'); (2’)}, das auf diese Weise erhalten wird, folgt aus dem
Gleichungssystem {(1);(2)}, von dem ausgegangen wurde. Es ist dquivalent dem Glei-

chungssystem
r =1 "o
y =3r—2 } (1 2 )
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Nun wird der in (1") rechts vom Gleichheitszeichen stehende Term in Gleichung (2')
fir x eingesetzt:
r = 1 " oAn
y :&1—2} (1".27)

Das so erhaltene Gleichungssystem {(1”); (2”)} folgt aus dem Gleichungssystem {(1'); (2")}
und damit auch aus dem {(1);(2)}. Es hat die Lésungsmenge L"” = {(1;1)}.

Die Losungsmenge L des Gleichungssystems {(1);(2)} ist nach dem Gesagten eine
Teilmenge von L”. Die Probe zeigt nun, dass das geordnete Paar (1; 1) das Gleichungs-
system {(1);(2)} erfillt, dass also L = L” gilt.

Man bedient sich des Einsetzungsverfahrens bei der Bestimmung der Losungsmenge ei-
nes Gleichungssystems in mehreren Variablen, um mit seiner Hilfe zu einem abgeleiteten
System zu gelangen, dessen Gleichungen eine Variable weniger als die des Ausgangs-
systems besitzen.

Im Falle der Anwendung des Einsetzungsverfahrens stehen die Lésungsmenge L” des
abgeleiteten Systems und die gesuchte Lésungsmenge L in der Beziehung L C L”
zueinander.

1.14. Eine Funktion f ordnet jedem Element = (Argument) ihres Definitionsbereiches
genau ein Element f(x) (Funktionswert) zu: f:x — f(x).

Insofern diese "Zuordnung" von Argument z und Funktionswert f(z) einfach durch
das geordnete Paar (z; f(z)) beschrieben werden kann, hat sich folgende Definition als
sachgemaB erwiesen:

Eine Menge geordneter Paare (z;y) mit x € X und y € Y, in der es zu jedem
x € X genau ein Paar (z;y) gibt, heiBt Funktion. X wird Definitionsbereich und Y
Wertebereich der betreffenden Funktion genannt.

Gegeben sei ein Term mit genau einer Variablen. Setzt man fiir diese Variable ein
Element aus einem geeignet gewahlten Variablengrundbereich ein, so geht der Term in
ein bestimmtes Element des zugrunde gelegten Zahlbereiches tiber. Damit wird aber
durch diesen Term eine Funktion festgelegt.

So bestimmt z.B. der Term %x — 2 die Funktion f : z — %x — 2, also die Menge
geordneter Paare (z; %x — 2), mit dem Definitionsbereich R und dem Wertebereich R.
Auch Terme, die keine Variablen enthalten, legen Funktionen fest - z.B. der Term "3"

die Funktion f : x — 3.

Die Losungsmenge einer Gleichung in zwei Variablen ist eine Menge geordneter Paare.
Sofern sie iiberdies der oben angefiihrten Bedingung fiir eine Funktion geniigt, kann
die ihr zugrunde liegende Gleichung in zwei Variablen als eine Funktionsgleichung (als
eine Gleichung, durch die eine Funktion festgelegt ist) aufgefasst werden. Funktions-
gleichungen sind beispielsweise:

y=yr-2 () y=s
y=lz[ (3) r+y=0 (4)
r+x=uxy (5) 3r+3y—1=0 (6)
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Jedem geordneten Paar reeller Zahlen lasst sich nach Einfiihrung eines cartesischen
Koordinatensystems umkehrbar eindeutig ein Punkt der Ebene zuordnen. Einer Funk-
tion entspricht bei dieser Zuordnung eine Punktmenge der Ebene, die als Graph der
betreffenden Funktion bezeichnet wird.

1.15. Far Intervalldﬂ der Menge der reellen Zahlen werden folgende Bezeichnungen
verwendet:

(a;b)D:ef{xER:a<x<b}
. — . <
[a,b)Def{xGR.a_:U<b}

[a;b]D:ef{xER:agxgb}

. — . <
(a,b]Def{xGR.a<x_b}

2|m Original werden als Klammern (,) fiir abgeschlossene Bereiche verwendet, in der Abschrift die
mittlerweile tblichen [, ]

10



2.1 Lineare Gleichungen

2 Gleichungen in einer Variablen

2.1 Lineare Gleichungen

2.1.1. Man bestimme alle reellen z, die der Gleichung
a+br =c+dr (a,b,c,d € R)

geniigen!

Bemerkung: Obige Gleichung ist eine Gleichung mit Parametern (Abschnitt 1.8.). Bei
entsprechend gewahlten Werten fiir die Parameter a, b, ¢, d geht sie in eine Gleichung
mit einer einzigen Losung (z.B. in 3 + 2z = 9 — 4z), in eine Gleichung mit der leeren
Menge als Lésungsmenge (z.B. in 2 + 3x = 1 + 3x) oder in eine Gleichung mit der
Losungsmenge R (z.B. in 5 — 4z = 5 — 4x) iber.

Die gesuchte "allgemeine" Losungsmenge der Gleichung a + bx = ¢ + dx; mit den
reellen Parametern a, b, ¢, d muss somit alle diese Falle als Sonderfalle in Abhangigkeit
von der speziellen Wahl dieser Parameter erfassen. Es ist also eine Fallunterscheidung
erforderlich.

Losung:
Man formt zunachst die gegebene Gleichung wie folgt aquivalent um:

a+br=c+dr
br —dr=c—a
zb—d)=c—a (1)
Fir b # d (1. Fall) lasst sich Gleichung (1) &quivalent umformen zu
c—a
= 2
T = (2)

fir b = d (2. Fall) ware der Ubergang von Gleichung (1) zu Gleichung (2) keine
aquivalente Umformung [Abschnitt 1.10. (3)].

1. Fall: b # d.
Man formt Gleichung (1) dquivalent in Gleichung (2) um und erhalt als Lésungsmenge

C— Q
L=1{=4}
L

2. Fall: b = d. Gleichung (1) ist fiir b = d aquivalent zu

r-0=c—a (3)

Im Falle ¢ # a besitzt die Gleichung (3) keine Losung (d.h. Loy = @), wahrend sie im
Falle ¢ = a von allen reellen Zahlen erfillt wird (d.h. Lss = R). Somit ergibt sich als
Losungsmenge der vorgegebenen Gleichung

{e=al firb#£d

L=¢ o firb=d,c#a
R fuirb=d,c=a

11



2.1 Lineare Gleichungen

2.1.2.e Fiir welche reellen Werte der Parameter a # 0 und b # 0 hat die Gleichung

%az + %:L’ = % positive reelle Losungen?
—ab _
2.1.3. Man lése die Gleichung r-a + T ac b+ c (x € R), in der a, b, c reelle
a+b a+c
Parameter mit a # —b und a # —c sind!

1. Losung:
Man formt die vorgegebene Gleichung zunachst wie unten angegeben aquivalent um:

—ab _
Sl e RS (1)
a+b a+c

(x —ab)(a+c)+ (zr —ac)(a+b) = (a+b)(a+c)(b+c)
2ax + b + cx = 2a*b + 2a*c + 4abe + ab® + ac® + be® + Ve
x(2a+b+c) = (2a+ b+ ¢)(ab+ ac + be) (2)

LFall: 2a +b+ ¢ # 0.
In diesem Fall ist die Gleichung (2) aquivalent zur Gleichung

xr = ab+ ac+ ba

mit der Lésungsmenge L; = {ab + ac + bc}.

2.Fall: 2a +b+c=0.
In diesem Fall ist die Gleichung (2) aquivalent zur Gleichung

z-0=0-(ab+ ac + bc)

die von allen reellen Zahlen x erfillt wird. Ly = R
Man erhalt somit als Lésungsmenge der Gleichung (1)

I {ab+ ac+bc} fir2a+b+c#0
IR fir2a +b+c=0

2. Losung:
Man nimmt der Reihe nach folgende aquivalente Umformungen vor:

r—ab x—ac

=) 1
a+b%_a+c T (1)
x_w—m+x_ﬂc—b20
a+b a+c
( b be) ! + 1 0 (2)
x —ab—ac— be =
a+b a+c
1 1
1. Fall: 0.
@ a+b+a+c7é

In diesem Fall ist Gleichung (2) aquivalent zur Gleichung

x = ab+ ac+ be

12



2.2 Gleichungen mit absoluten Betragen, in denen die Variable in der 1. Potenz
auftritt

mit der Losungsmenge L; = {ab + ac + bc}.

1 1
2. Fall: + =
a+b a+c

In diesem Falle ist Gleichung (2) aquivalent zur Gleichung

(x —ab—ac—bc)-0=10

mit der Loésungsmenge Ly = R,
Als Lésungsmenge von Gleichung (1) erhalt man somit

+ o 70
[

L—{ {ab+ac +bc} fir =~
r a+b+a+c_

R fl

Bemerkung:
Man (berprift leicht, dass die Bedlngungen 2a +b+c# 0 und +b + a+c =# 0 bzw.
die Bedingungen 2a + b+ ¢ =0 und a+ —— = 0 zueinander aquivalent sind.

2.2 Gleichungen mit absoluten Betragen, in denen die Variable
in der 1. Potenz auftritt

Vor der Behandlung der nachsten Aufgaben sind einige Bemerkungen (iber die Terme
|z| und sgnx (gelesen: "absoluter Betrag von z" bzw. "Signum z") angebracht. Die
folgenden Definitionen geben dariiber Auskunft, was fiir reelle Zahlen || und sgn z bei
Belegung der Variablen bezeichnen.

r firxz >0 1 ﬂfr‘r>0
|2 |D —z firx <0 ST e 0 fire=0
ef ef -1 furx <0

Wir notieren, dass der absolute Betrag einer reellen Zahl stets nichtnegativ ist und nur
fur die reelle Zahl Null den Wert Null annimmt.

2.2.1. Man bestimme alle reellen z, die die Gleichung
[z +p[+ |z —pl=2+p (1)
mit dem reellen Parameter p erfiillen!

Losung:
Durch aquivalente Umformung von Gleichung (1) erhalt man

[z +p|+ (z —p) = —|z —p| (2)

1. Fall: x > —p
In diesem Falle ist nach Definition des absoluten Betrages |z + p| = = + p fir alle .
Gleichung (2) ist deshalb aquivalent zu

—|z — p|

13



2.2 Gleichungen mit absoluten Betragen, in denen die Variable in der 1. Potenz
auftritt

daraus folgt z = p (3)
Wegen der Bedingung = > —p hat Gleichung (3) fiir nichtnegative p die Loésungsmenge
{p} und fiir negative p keine Lésung.

2. Fall: z < —p
In diesem Falle gilt |z 4+ p| = —(x + p) fur alle z. Gleichung (2) ist dann aquivalent zu

20 +pl =~z —p| (4)

Da der absolute Betrag einer reellen Zahl stets nichtnegativ ist, kann Gleichung (4)
nur von solchen Werten = und p befriedigt werden, fiir die sowohl |z + p| als auch
|z — p| gleich Null ist. Aus |z + p| = 0 folgt aber x = —p im Widerspruch zu x < —p.
Gleichung (4) besitzt also keine Lésungen fir z < —p.
Als Lésungsmenge der Gleichung (1) erhalt man somit

;[ {p} firp=>0
@ firp<0

2.2.2.¢ Man bestimme alle reellen x, die der Gleichung

lax +b|

_ R: _
> xr — |z (a,b € R;a # —b)

geniigen!

2.2.3. Wie sind die reellen Parameter a und b zu wahlen, damit die Gleichung ||z| —a| =
b im Bereich der reellen Zahlen keine (genau eine, genau zwei, genau drei, genau vier)
Losungen hat?

1. Losung:

Die Anwendung der Fallunterscheidung und aquivalenter Umformungen der vorgegebe-
nen Gleichung liefert:

1. Fir x > 0: x = a + b, wenn zudem z > a (1)

r =a—>b, wenn zudem z < a (2)

2.Firz < 0: 2 = —a — b, wenn zudem z < —a (3)
r = —a + b, wenn zudem = > —a (4)

In Bezug auf den Parameter a unterscheiden wir die Falle @ > 0, a = 0 und a < 0.

1. Fall: @ > 0.
Die Gleichung ||| — a|] = b hat in diesem Fall wegen (1)-(4) genau dann Ldsungen,
wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen fiir den Parameter b erfillt ist:

0<b, 0O<b<a 0<b O<b<a (12',3,4)

Also gibt es im Fall b < 0 keine Lésung.
Im Fall 0 < b < a erfillt der Parameter b jede der Bedingungen (1')-(4"), so dass es
wegen (1)-(4) genau vier Losungen gibt.

14



2.2 Gleichungen mit absoluten Betragen, in denen die Variable in der 1. Potenz
auftritt

Im Fall b = a erfillt der Parameter b die Bedingungen (1')-(3") und die Bedingung (4')
nicht, so dass sich nach (1)-(3) genau drei Lésungen ergeben.

Im Fall b > a erfiillt der Parameter die Bedingungen (1') und (3') und die Bedingungen
(2') und (4) nicht, so dass es wegen (1) und (3) genau zwei Lésungen gibt.

2. Fall: a = 0.
Fir a = 0 sind nur die Félle (1) und (3) zu betrachten. Die Gleichung ||x| —a| = b hat
wegen (1) und (3) genau dann Lésungen, wenn mindestens eine der beiden folgenden

Bedingungen erfiillt ist:
b>0, b>0 (1",3")

Also gibt es im Fall b < 0 keine Lésung.

Im Fall b = 0 erfiillt der Parameter b die Bedingung (1"), aber nicht die Bedingung
(3"), und es gibt wegen (1) genau eine Ldsung.

Im Fall b > 0 erfiillt der Parameter die Bedingungen (1"”) und (3"), und es gibt wegen
(1) und (3) genau zwei Losungen.

3. Fall: a < 0.
Fir a < 0 sind nur die Falle (1) und (3) zu betrachten. Die Gleichung ||z| —a| = b hat
wegen (1) und (3) genau dann Lésungen, wenn mindestens eine der beiden folgenden
Bedingungen erfillt ist:

b>—a, b<-a (1" 3")

Im Fall b < —a gibt es demnach keine Losung.

Im Fall b = —a erfullt b die Bedingung (1""), aber nicht die Bedingung (3""), und es
gibt wegen (1) genau eine Losung.

Im Fall b > —a erfillt b die Bedingungen (1"") und (3""), und es gibt wegen (1) und
(3) genau zwei Losungen.

Zusammenfassend ist festzustellen:

Die Gleichung ||z| — a| = b hat

- keine Losung fir a > 0 und b < 0; fiir a < 0 und b < —a;

- genau eine Losung fir 0 = a = b; fir 0 < a = —b;

- genau zwei Losungen fiir 0 < a < b; fir 0 = a < b; fir 0 < —a < b;
- genau drei Losungen fiir 0 < b = a;

- genau vier Losungen fiir 0 < b < a.

2. Loésung:
Die Gleichung ||z| — a| = b zu 16sen ist aquivalent der Aufgabe, diejenigen Argumente
x zu finden, fir die die Funktion f : x — y mit der Gleichung y = ||| — a| den

Funktionswert b annimmt.

1. Fall: @ > 0.

Wir unterteilen den Definitionsbereich R dieser Funktion f in die Teilbereiche (—o0; —al,
(—a;0), [0;a), [a; 00). Die angefiihrten Teilbereiche von R sind disjunkt| und samtlich
nichtleer, und ihre Vereinigung ergibt den gesamten Definitionsbereich R der Funktion

3Mengen heiBen zueinander fremd oder disjunkt, wenn ihr Durchschnitt leer ist.
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2.3 Gleichungen, in denen der Term [z]| und die Variable in der 1. Potenz auftreten

f. Innerhalb dieser Teilbereiche lasst sich die Funktion f durch lineare Gleichungen
beschreiben, und zwar:

(—o0;—a]:y=—x—a Wertebereich: [0; c0) (1)
(—a;0):y=x+a Wertebereich: (0;a) (2)
0;a):y=—x+a  Wertebereich: (0;a] (3)

l[a;00) :y=x—a  Wertebereich: [0; c0) (4)

Damit ist die Funktion f innerhalb eines jeden dieser Teilbereiche umkehrbar eindeutig,
somit jedem Element des zugehorigen Wertebereiches genau ein Argument zugeordnet.

Nun gehort b im Falle b = 0 genau den Wertebereichen (1) und (3), im Falle 0 < b < a
jedem der Wertebereiche (1)-(4), im Falle b = a genau den Wertebereichen (1), (3)
und (4) und im Falle b > a genau den Wertebereichen (1) und (4) an.

Nach den obigen Feststellungen ist dies gleichbedeutend damit, dass die vorgegebene
Gleichung fiir b = 0 genau zwei, im Falle 0 < b < a genau vier, im Falle b = a genau
drei und im Falle b > a genau zwei Losungen besitzt. Wenn b < a ist, so hat sie keine
Loésung. Analog untersucht man die Falle a = 0 und a < 0.

Geometrische Veranschaulichung: Abbildung 1 zeigt den Graph der Funktion mit der
Gleichung y = ||| — a| fir a > 0. Man konstruiert ihn schrittweise wie folgt:

Aus dem Graph der Funktion mit der Gleichung y = |z| gewinnt man zunachst durch
Verschiebung um —a in Richtung der y-Achse den Graph der Funktion mit der Gleichung
y = |z| —a.

y=lixl-gl

— y=b [far b>a)

Abb. 1

Indem man von letzterem die Punkte mit negativer Ordinate an der x-Achse spiegelt,
erhalt man den Graph der Funktion mit der Gleichung y = ||| — al.

Ersichtlich gibt es fir b < 0 keinen, fiir b = 0 genau zwei, fir 0 < b < a genau vier,
fir b = a genau drei und fiir b > a genau zwei Punkte mit der Ordinate b.

2.3 Gleichungen, in denen der Term [z| und die Variable in der
1. Potenz auftreten

Der Term [z] bezeichnet den dem Argument = zugeordneten Funktionswert einer fiir
alle reellen = definierten Funktion, die in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle spielt
und "groBtes Ganzes" genannt wird. Ihr Funktionswert [z] ist die groBte ganze Zahl g,
die nicht groBer als x ist, fir die also

glxrx<g+1
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2.3 Gleichungen, in denen der Term [z]| und die Variable in der 1. Potenz auftreten

gilt. Zum Beispiel ist [5,2] = 5, [7] = 3, [-4,75] = =5, [-7| = —4, [6] = 6 und
[—7] = -T.

2.3.1. Die Losungsmenge der Gleichung
[z] +22 =3 (z € R) (1)
ist zu bestimmen!

1. Losung:
Gleichung (1) ist aquivalent zur Gleichung

[z] =3 -2z (2)

1. Fall: 3—2x ¢ Z.
In diesem Falle ist die Losungsmenge der Gleichung (2) offensichtlich die leere Menge:

Ly =o.

2. Fall: 3 —2x € Z.
In diesem Falle ist 2z fiir jedes x eine ganze Zahl, d.h., x lasst sich in der Form =z = %
mit g € Z darstellen. Wir gehen deshalb von Gleichung (2) zur Gleichung

g -0-2 o

uber.
Wenn nun g gerade ist, so ist {%} = ¢ fir alle g, somit Gleichung (3) aquivalent zu

=3-2- bzw. zu g=2

N
N[

Damit ist aber die Losungsmenge von Gleichung (2) Lo = {1}.

Fir alle ungeraden ¢ gilt [%} = %, und Gleichung (3) ist in diesem Fall dquivalent zu

—1
g2:3—2~gbzw.zu g=

Wl

Wegen ¢ € Z ist dann die Losungsmenge der Gleichung (2) die leere Menge: Loy = @.
Die Lésungsmenge der Gleichung (1) ergibt sich somit zu L = L1 U Loy,

2. Losung:
Jede reelle Zahl x lasst sich in ihr "groBtes Ganzes" und einen "Rest" aufspalten:

r=[r]+a mit  a€[0;1) (2)

Aus Gleichung (1) erhalten wir damit
[[] +a] +2([z] + a) =3 (3)
und weiter nach Definition des "groBten Ganzen" die zu (3) dquivalenten Gleichungen

@42 +2=3 und  [a]=1— ga (4)
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2.3 Gleichungen, in denen der Term [z]| und die Variable in der 1. Potenz auftreten

Gleichung (4) hat genau dann eine Lésung, wenn a = 0 ist, wenn also in (2) [z] =z
gilt. Dann ist aber wegen (4) x = 1.
Wir erhalten somit als Lésungsmenge der Gleichung (1) L = {1}.

3. Loésung:

Da der Wertebereich des Terms [z| die Menge G der ganzen Zahlen ist, kommen als
Lésungen der Gleichung (1) nur solche x € R in Frage, die sich in der Form z = ¢
mit g € Z darstellen lassen. Wir ersetzen deshalb in (1) die Variablen; an allen Stellen

ihres Auftretens durch den Term % und erhalten

g-2-2 ®

Offensichtlich ist jedes gy € Z, das die Gleichung (2) erfiillt, auch Lésung der Unglei-

chung

g __ g g
2.2 <L p_92.2
3 2_2< 5 (3)

d. h., Ungleichung (3) folgt aus Gleichung (2). Nun ist Ungleichung (3) aquivalent zu
3 _ 8
3§§g<4 und weiter zu 2§g<§

Als einzige ganze Zahl erfillt 2 die Ungleichung (4). Wie die Probe zeigt, ist 2 auch
Losung der Gleichung (2). Wir erhalten somit als Lésungsmenge der vorgegebenen
Gleichung (1) L = {1}.

2.3.2. « Man bestimme alle reellen z, die die Gleichung 2[z] +p = [22] mit p € R
erfillen!

2.3.3. @ Man gebe alle reellen z an, fir die |[z]| = |z — p| (p € R) gilt!
2.3.4. Die Losungsmenge der Gleichung |[|x|] — 2| = |[z]| (= € R) ist zu bestimmen!

Losung:
1. Fall: > 2.
Unter dieser Voraussetzung ist die vorgegebene Gleichung aquivalent zur Gleichung

[z] — 2 = [2] mit der Losungsmenge =92

2.Fall: 0 <z < 2.
In diesem Fall ist die gegebene Gleichung aquivalent zur Gleichung

2 — [2] = [2]
bzw. zur Gleichung
[x] =1 mit der Lésungsmenge Ly =[1;2)

3.FRall: =2 <2 < 0.
Unter dieser Voraussetzung ist Gleichung |[|z|] — 2| = |[z]| dquivalent zur Gleichung

[—z] — [2] = 2 (2)
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2.3 Gleichungen, in denen der Term [z]| und die Variable in der 1. Potenz auftreten

Wir setzen x = —p mit p > 0 und gehen damit (iber zur Gleichung

[p] = [-p] =2 (3)
Offensichtlich gilt fir p > 0:

[—p] = —[p] falls p ganzzahlig
Pr= —[p+1] falls p nicht ganzzahlig

Wenn nun p ganzzahlig ist, so ist Gleichung (3) aquivalent zu [p] = 1, und Gleichung
(2) hat die Losungsmenge L3 = {—1}.
Wenn p nicht ganzzahlig ist, so ist Gleichung (3) aquivalent zu

pl+[p+1] =2 und weiter zu p] +[p] +1=2

bzw. zu
2[p] =1 mit der Lésungsmenge Lyy =0

4. Fall: x < —2.
In diesem Fall ist die gegebene Gleichung aquivalent zur Gleichung

(| + [z] = 2
Wir setzen x = —p mit p > 0 und gehen iber zur Gleichung
[p] + [-p] =2 (4)
Wenn p ganzzahlig ist, so ist Gleichung (4) dquivalent zur Gleichung
[p] — [p] =2 mit der Lésungsmenge Lyp=9
Anderenfalls ist (4) dquivalent zur Gleichung
[p] — [p] =3 mit der Lésungsmenge Ly = O
Wir erhalten somit als Losungsmenge der Gleichung
[|z]] = 2] =|[z]| : L=L1ULyUL3; UL3y ULy ULy={-1}U][1;2)

Geometrische Veranschaulichung: Jeder der beiden Terme rechts und links des Gleich-
heitszeichens in der gegebenen Gleichung definiert eine Funktion. Die betreffenden
Funktionsgleichungen sind y; = |[|z|] — 2| und 32 = |[z]|.

Die Gleichung |[|z|] — 2| = |[z]| zu |6sen ist damit dquivalent der Aufgabe, solche Argu-
mente x zu finden, fiir die die zugehorigen Funktionswerte y; und y, libereinstimmen.
Wegen der umkehrbar eindeutigen Zuordnung von geordneten Paaren, bestehend aus
Argument und Funktionswert, zu Punkten der Ebene beinhaltet obige Aufgabenstellung
folgendes:

Es sind die Abszissen aller gemeinsamen Punkte der Graphen beider Funktionen zu
bestimmen.
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2.4 Quadratische Gleichungen

1 y=Ibh el x 21
& -0 15 A i
Bt k--0 14 F-—0 0
o k-0 43 =0 +—o
ey F-—0—12—0 -0 }—o0

fEogt mes

6 -5 4 -3 -2 o

Abb. 2 1 d1fer2))

3 4 5 & x

Abbildung 2 zeigt die Graphen der Funktionen f; : * — y; (ausgezogen) und fs :
r — yo (gestrichelt). Man entnimmt der Abbildung, dass P(—1;1) und P(a;1) mit
a € [1;2) die gemeinsamen Punkte der Graphen beider Funktionen sind.

2.4 Quadratische Gleichungen

Quadratische Gleichungen lassen sich bekanntlich durch aquivalente Umformungen auf
die sogenannte Normalform, d.h. auf eine Gleichung der Gestalt

2 +pr+q=0 (pgeR) (1)

bringen. Die Differenz D = ; — ¢ nennt man Diskriminante der betreffenden quadrati-
schen Gleichung (1). Wie die Angabe der Lésungsmenge in Abschnitt 1.8. zeigt, ist die
Anzahl der Losungen der Gleichung (1) durch die GroBe der Diskriminante bestimmt.

Erinnert sei auch an den Wurzelsatz von Vieta: Die reellen Zahlen x1 und x5 sind genau
dann die Lésungen der Gleichung 22 + pz + ¢ = 0 (p,q € R), wenn gilt

1+ 29 =—p und X1-To=(q

2.4.1. Man gebe notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass die Gleichung
ax® + bx 4+ ¢ = 0 mit a # 0 die reelle Zahl 1 als eine Lésung hat!

Losung:
Zunachst erhalt man durch Einsetzen von 1 in obige Gleichung

a+b+c=0

als notwendige Bedingung dafiir, dass 1 eine Losung der gegebenen quadratischen
Gleichung ist.
Der Versuch einer Zerlegung des Polynoms az? + bz + c liefert:

(ax?® + bx + ¢) (x—=1)=ax+ (a+1D)
—(az? — ax)
(a+b)x+c
—(a+bx— (a+0b)
a+b+c
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2.4 Quadratische Gleichungen

Die gegebene Gleichung ist also adquivalent zur Gleichung
lax + (a+b)] - (x—1)+a+b+c=0

Letzterer entnimmt man, dass im Falle a + b+ ¢ = 0 die reelle Zahl 1 eine Lésung der
vorgegebenen Gleichung ist.

Damit ist a + b + ¢ = 0 notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die
Gleichung 22 + bx + ¢ = 0 mit a # 0 die reelle Zahl 1 als eine Lésung hat.

2.4.2.e Fiir welche reellen Parameterwerte p hat die Gleichung
(p—1D2®>—2(p+Dz+p+1=0
genau eine reelle Losung?

2.4.3.e Fir welche Werte des reellen Parameters p ist der absolute Betrag der Differenz
der Losungen der quadratischen Gleichung

22— (p+1)r+p=0 (x € R)

gleich 17

2.4.4. Es sind alle diejenigen Werte des reellen Parameters p zu ermitteln, fiir die die
quadratische Gleichung az? — 4(p — 1)z +4(p — 2)? = 0 wenigstens eine reelle Lsung
mit dem absoluten Betrag kleiner 1 hat!

Losung:
Die Diskriminante der gegebenen Gleichung errechnet sich zu

D=4(p—1)* —4(p—2)* = 4(2p - 3)
so dass die Gleichung fir p > % reelle Losungen besitzt. Diese sind
wy =2(p—1++2p—3) und  we=2(p—1—+2p—3)
Die Aufgabe fordert, zu untersuchen, welche Werte von p > % die Ungleichung
—1<2(p—1++2p—3)<1  und —1<2(p—-1-v2p-3)<1 (1,2

erfillen. Ungleichung (1) ist dquivalent zu

1
P <V -3<-p+ (3)

Do | o

Die Ungleichung (3) wird nun von keinem Wert von p > 2 (d.h. —p + 3 > 0) erfilllt.
Ungleichung (2) ist dquivalent zu

3 1
P=5 <V =3<p—g (4)

21



2.5 Gleichungen hoheren Grades

Wegen p > 3 ist p— 3 < \/2p — 3 quivalent zu

32
—— ] <2p—3
< 2) b

Weitere aquivalente Umformungen liefern
21 5\
p2—5p<—z , <—> <1

und bei Anwendung der binomischen Formel schlieBlich

b3t o (YD

Beziiglich des vorgeschriebenen Variablengrundbereiches von p (p € R, p > %) besitzt
Ungleichung (5) die Lésungsmenge (%, %)

Andererseits ist die Ungleichung

1

\/Qp—3<p—§

fir p > % aquivalent zur Ungleichung
3\ 2
—1< - —
[r-2)

Die Gleichung 2% —4(p—1)x +4(p—2)? = 0 hat also fiir p € (%, %) eine reelle Lésung
mit dem absoluten Betrag kleiner 1.

3

mit der Losungsmenge b, oo).

2.5 Gleichungen hoheren Grades

Die quadratische Gleichung 22 + pz + ¢ = 0 und ihre Lésungsmenge beziiglich des
Variablengrundbereiches R wurden im Abschnitt 1.8. betrachtet. Im Variablengrund-

bereich C der komplexen Zahlen besitzt sie stets genau zwei Losungen x1, x5 (im Falle
2

B —q =0 eine Doppellésung 1 = x3). Allgemein gilt:
Jede Gleichung n-ten Grades mit beliebigen komplexen Koeffizienten hat genau n kom-
plexe Losungen, von denen insbesondere einige oder auch alle reell sein konnen. Einige

Losungen konnen zusammenfallen, so dass sich mehrfache Losungen ergeben.

Wir machen weiterhin verschiedentlich - ohne dies dann ausdriicklich zu erwahnen -
von einem Satz Gebrauch, nach dem eine Gleichung n-ten Grades mit den komplexen
Losungen x1, 9, ..., x, von denen einige oder auch alle reell sein konnen, aquivalent
zur Gleichung

(x—z)(x—22) ot - (x— ) =0
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2.5 Gleichungen hoheren Grades

ist.
Im Unterricht der Oberschule wird (allerdings nur fiir z,p,q € R, %2 —q > 0) fur
quadratische Gleichung 22 + pz + ¢ = 0 die sogenannte "allgemeine Lésungsformel"

2
p p
== 4/ —
r1,2 9 1 q
hergeleitet. Diese gestattet es, die Losungen der betreffenden Gleichung aus ihren Ko-

effizienten zu berechnen.

Allgemeine Losungsformeln, die das leisten, lassen sich auch fiir Gleichungen dritten und
vierten Grades aufstellen. Im Vergleich zur obigen sind sie aber wesentlich komplizierter.
Fir Gleichungen hoheren als vierten Grades bewies der norwegische Mathematiker Niels
Henrik Abel (1802-1829) die Unmoglichkeit, derartige allgemeine Losungsformeln zu
finden.

Wir betrachten im folgenden spezielle Gleichungen hoheren Grades, die sich auf qua-
dratische und lineare Gleichungen zuriickfiihren lassen.

2.5.1. Man gebe alle reellen Losungen der Gleichung

6 3, P 1
1 = 1
z’ + (14+)x +2 1 (1)

an, in der p ein reeller Parameter ist!

Losung:
Setzt man 23 = z, so erhilt man aus obiger Gleichung
2r(tp)etl=—2
2 4

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind

2p+1 1
—— und 29 = ——

21 = 9

Nach diesem Ergebnis ist Gleichung (1) aquivalent zu

2p+1 1
3 3.4
<x+ 5 )(az +2> 0

Die Loésungsmenge L der Gleichung (2) ist die Vereinigungsmenge der Lésungsmengen
der Gleichungen

2 1 1
z® 4 p; =0 und ZCS+§:O (3,4)

Gleichung (3) hat im Falle @ >0, also p > —5 die reelle L(")sun

x__32p—|—1
TV

“Jede Gleichung der Form 2 = a (a # 0, reell) besitzt nur eine reelle Lésung. (Siehe Aufgabe 2.5.2!)
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2.5 Gleichungen hoheren Grades

im Falle 22t < 0, also p < —3 die reelle Lésung
2p+1
T =]—
2
Gleichung (4) hat die reelle Lésung

at

r=—q=

2

Die vorgegebene Gleichung (1) hat also die Lésungsmenge

—{z =y firp > -
—\7%;\'“7—27”7“ firp < —3

Dabei ist —f/% im Falle p = 0 eine Doppellésung der Gleichung.

N[ —

2.5.2.¢ Man bestimme die Losungsmenge der Gleichung

22 +a=0 (a,x € Rya #0)
2.5.3. Es sind alle reellen Losungen der Gleichung

(x —4)(z—3)(zr—2)(x—1) =38

anzugeben!

1. Losung:
Obige Gleichung ist aquivalent zu

(2% — b +4)(2* — 5r +6) =8 (1)
Setzt man 22 — 51 + 5 = z, so erhilt man aus Gleichung (1)
(z—1)(z4+1)=8 (2)
und die zu (2) aquivalente Gleichung 22 — 9 = 0 mit den beiden reellen Lésungen
z1= -3 und 29 =3
Auf Grund dessen ist Gleichung (1) aquivalent zu
(2 + 50 +5+3)(z* —52+5-3)=0

Die Lésungen der Gleichung 2% — 52 + 2 = 0 sind

X1 ==+ und XTo =

M S‘
~J

M S’
\]

DO | Ot
N | Ot
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2.5 Gleichungen hoheren Grades

Die Gleichung 22 — 5z + 8 = 0 hat eine negative Diskriminante und somit keine reellen
Losungen. Die reellen Losungen der Gleichung

(x —4)(z—3)(z—2)(x—1) =38

sind somit
= § + 7\/1_7 und = § — —\/1_7
T 2T
2. Losung: Die Gleichung (x — 4)(z — 3)(z — 2)(z — 1) = 8 ist aquivalent zu
(2% — 5z +4)(2* — 5x +6) = 8 (1)
Setzt man z — 2 = z, so erhalt man aus Gleichung (1)

10 119
4 2
——2z——=0
Tyt Ty
mit den reellen Losungen
V17 V17
2= —— und 29 = ———
2 2
Mit © — g = z erhalt man
5 V17 5 V1T
==+ — und Tg=—-— —
2 2 2 2

als reelle Lésungen der Gleichung (x — 4)(z — 3)(z — 2)(z — 1) = 8.
2.5.4.¢ Man gebe alle reellen = mit |z| # 1 an, fiir die Gleichung gilt:

24
2 —1

2?4 2 =

2.5.5.¢ Man lose die Gleichung

(4:E+3)2-(2x—1)(:£+2):329 (z €R)

2.5.6. Man lose die Gleichung
ot 4+ 82% +202° +162+3=0  (z €R) (1)

Losung:
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2.5 Gleichungen hoheren Grades

Es gilt 2022 = 1622 + 422 und 42% + 162 = 4(2% + 42) fiir alle # € R. Deshalb ist
Gleichung (1) aquivalent zu

ot 4 823 4+ 162% + 4(2® +42) +3 =0

und weiter zu
(2% 4 42)* + 4(2> + 42) +3 =0

Mit Hilfe des Verfahrens der quadratischen Erganzung erhalt man
(2 4+ 42 +2)? —1=0
und weiter nach der binomischen Formel die zu (1) dquivalente Gleichung
(2% 4+ 4o +3)(2* + 42+ 1) =0

Die Loésungsmenge L der Gleichung (1) ergibt sich dann als Vereinigungsmenge der
Losungsmengen der Gleichungen

2 +4rx+3=0 und 2 +dr+1=0 (2,3)

Nun hat Gleichung (2) die reellen Lésungen x; = —1 und 23 = —3 und Gleichung (3)
die reellen Losungen

T3 =—-2+4+3 und 19 =—2—1/3
so dass sich als Losungsmenge der Gleichung (1)
L={-2-V3-3-1;,-2+V3}
ergibt.
2.5.7.¢ Man gebe alle reellen Lésungen der Gleichung
et + 223 — 32 —4x —5=0
an!

2.5.8. Eine Gleichung heiBt reziprok, wenn mit jeder ihrer Losungen x( auch deren rezi-
proker Wert xio eine Losung der Gleichung ist (z¢ und xio mussen dabei nicht notwendig
verschieden sein).
Die Gleichung

ax* + b2 +cx* +dr+e=0 (a #0) (1)

Besitze keine mehrfachen Losungen. Man gebe unter dieser Voraussetzung notwendige
und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass Gleichung (1) reziprok ist!

Losung: Angenommen, die Gleichung (1) sei reziprok.

Als Gleichung vierten Grades hat sie genau vier Losungen, die nach Voraussetzung
voneinander verschieden sind. Sie besitzt demnach entweder eine Losungsmenge der
Gestalt {:1:0; x—lo;:lzl; :%1} mit o # =1, |ro| # 1 und |x1| # 1 oder eine Lésungsmenge
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2.5 Gleichungen hoheren Grades

der Gestalt {:co; xio; 1; —1} mit |zo| # 1.
1. Fall: Die Lésungsmenge der Gleichung (1) sei
1 1 _
To; —3 T1; — mit zo # 21, |zo| # 1, |21] # 1
T 71
Dann ist Gleichung (1) aquivalent zur Gleichung
1 1
(x—z) |z ——|(x—x1) (2 —— | =0 (2)
T

Die Berechnung des Produktes links des Gleichheitszeichens von (2) ergibt, dass diese
Gleichung aquivalent zu

3 3 1 1 9 1 1
=z o+ —+r1+— |+ |24 (20 + — T+ —
X0 x1 Z 1

1 1
—$<$o+x+$1+x>+1:0
0 1

ist. Damit ergibt sich fiir diesen Fall « = e und b = d als notwendige Bedingung dafiir,
dass Gleichung (1) reziprok ist.

2. Fall: Die Lésungsmenge der Gleichung (1) sei

1
{xo;;l;—l} mit |zo| # 1
Zo

In diesem Fall ist Gleichung (1) aquivalent zu

(z — o) (:,;—1) (#—1)(z+1)=0

Zo

und weiter zu

T —|xo+— |2+ |zo+—]|x—-1=0
X0 i)

womit sich @ = —e und b = —d und ¢ = 0 als notwendige Bedingung dafiir ergibt,
dass Gleichung (1) reziprok ist.

Zusammengefasst erhalt man: Dafiir, dass Gleichung (1) mit 4 voneinander verschiede-
nen Losungen reziprok ist, ist notwendig, dass entweder ¢ = e und b = d oder a = —e
und b = —d und ¢ = 0 gilt. Wie im folgenden gezeigt wird, ist diese Bedingung auch
hinreichend.

1. Fall: a =eund b=d.
Setzen wir % =pund £ = g, so ist Gleichung (1) aquivalent zu

et pt gt +pr+1=0 (3)
Sei nun zy # 0 eine (eventuell komplexe) Losung der Gleichung (3), d.h., es gelte

:L‘g—i—pxg—i—qx%—i—pxo—klzo (4)
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2.5 Gleichungen hoheren Grades

Aus (4) folgt bei Division durch

1 1\ 1\ 1\
S R R I
i X0 i X0
Man entnimmt nun (5), dass auch :?10 Losung der Gleichung (3) ist, somit Gleichung
(3) und damit auch Gleichung (1) reziprok sind.

2.Fall: a = —e und b = —d und c = 0.
Setzen wir 2 = p, so ist Gleichung (1) 4quivalent zu

2t prd —pr—1=0 (6)
Sei nun xy # 0 eine Lésung der Gleichung (6), so dass also
g+ pry —pro—1=0 (7)

gilt. Aus (7) folgt bei Division durch _3710

R R RN

(8) ist zu entnehmen, dass auch xio eine Losung der Gleichung (6) und der Gleichung
(1) ist, somit Gleichung (1) reziprok ist.

2.5.9.¢ Man gebe notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass die Glei-
chung az® + bx® + cx + d = 0 mit a # 0 reziprok ist!

2.5.10. Man bestimme die reellen Losungen der Gleichung
1+z+2>+2°+2Y)2—2"=0 (1)

Losung:
Die reelle Zahl 1 ist offenbar keine Losung der vorgegebenen Gleichung (1). Wir diirfen
deshalb den Variablengrundbereich in der unten angegebenen Weise einschranken, ohne

dass die Losungsmenge von (1) davon beeintrachtigt wird: x € R\ {1}.
Nun gilt fir alle x € R\ {1}:

(25 —1)2 — 2tz —1)?
(z —1)
o' =205 +1— 2%+ 225 — 2t 2*(a® 1) — (2® - 1)
(z —1) N (z—1)
zt—1 2%-1

=T =@+ D@t a4+ 1)

5 2
(1—|—x—|—x2—|—x3—|—x4)2—x4:<x 11) _ ot =
"L’_

Somit ist Gleichung (1) beziiglich R\ {1} aquivalent zur Gleichung

(P rr+ )@+t +2d 22+ +1)=0
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2.6 Weitere Gleichungen, in denen Signum, absoluter Betrag oder groBtes Ganzes
auftreten

Die Lésungsmenge der Gleichung (1) ist also die Vereinigung der Lésungsmengen der
Gleichungen

P+’ +r+1=0 und 2Pttt tat+1=1 (2,3)

Gleichung (2) hat als reziproke Gleichung dritten Grades zp = —1 als eine Lésung.ﬂ
Sie ist aquivalent zur Gleichung

(2 4+ 1)(z+1)=0

Man entnimmt daraus, dass sie neben zy5 = —1 keine weiteren reellen Losungen hat.
Durch Probieren erhélt man z; = —1 als eine Lésung der Gleichung (3). Letztere ist
aquivalent zu

(z* 4+ 22+ 1)(x+1)=0

Man (iberpriift leicht, dass sie neben x; = —1 keine weiteren reellen Lésungen hat.
Die Lésungsmenge der gegebenen Gleichung (1) ist damit L = {—1}.

2.5.11.e¢ Man gebe die reellen Lésungen der Gleichung an:
l+o+a®+ .+ 1 =0 (neN;n>1)

2.6 Weitere Gleichungen, in denen Signum, absoluter Betrag
oder groBtes Ganzes auftreten

2.6.1. Es sind alle reellen Losungen der Gleichung

3 3
2 — ~a*-sgna — —x +sgnx =0 (1)

2 2
zu bestimmen
Losung:
1. Fall: z > 0.
Fir z > 0 ist sgnx = 1. In diesem Falle ist Gleichung (1) aquivalent zu

3 3
x3—§x2—§x+1:0 (2)

Als reziproke Gleichung dritten Grades wird (2) von der reellen Zahl -1 erfiillt[] -1
gehort aber wegen x > 0 nicht dem Variablengrundbereich an, ist somit nicht Lésung
von (2).

Auf Grund dieser Nichtzugehorigkeit von -1 zum Variablengrundbereich ist die Division
beider Seiten von (2) durch = + 1 eine aquivalente Umformung. [Abschnitt 1.10. (3)]
Sie liefert

5)
x2—§x+1=0

5Siehe Lésung zur Ubungsaufgabe 2.5.9.
6Zur Definition von "sgn z" siehe Einleitung zum Abschnitt 2.2.1.
’Siehe Lésung zur Ubungsaufgabe 2.5.9.
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2.6 Weitere Gleichungen, in denen Signum, absoluter Betrag oder groBtes Ganzes
auftreten

mit den Losungen
1
T = 2 und To = 5
2. Fall: z = 0.
Fir x = 0 ist sgnx = 0. Offensichtlich ist in diesem Falle 23 = 0 eine Losung der

Gleichung (1).

3. Fall: x < 0.
Fir x < 0ist sgnx = —1. In diesem Falle ist Gleichung (1) aquivalent zu
3 3
:1:3—|—§x2—§x—1:() (3)

Die reelle Zahl 1 erfiillt die reziproke Gleichung dritten Grades (3), gehort aber wegen
x < 0 nicht dem Variablengrundbereich an. Damit ist die Division beider Seiten von
(3) durch = — 1 eine aquivalente Umformung. Sie liefert
5)
P+ Zx4+1=0
2
mit den Losungen
1

Ty = —3 und Ty = —2

Gleichung (1) hat also die Lésungsmenge

1 1
[, = 2 _Z:0:=:2
_{ 3 27 727 }

2.6.2. Man bestimme alle reellen z fiir die gilt:

5
)19,
3

5
~x

6

+1=0 (1)
Losung:
1. Fall: > 0. In diesem Falle ist Gleichung (1) aquivalent zu

1
x4—2x3—;x2—2x+1=0 (2)

Division durch 2 liefert die beziiglich des gewahlten Variablengrundbereiches zu (2)
aquivalente Gleichung

die ihrerseits aquivalent zu
1 5) 1 19
3:2+—<x—|—>—20 (3)
ist. Setzt man z + 1 = 2, so erhalt man wegen 22 + -; = 2% — 2 aus (3) die Gleichung

2
92,y
¥ 6" 3
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2.6 Weitere Gleichungen, in denen Signum, absoluter Betrag oder groBtes Ganzes
auftreten

die von den Werten
Z1 = E und 29 = —§
173 27 79

erfillt wird. Gleichung (3) ist nach diesem Ergebnis beziiglich des gewahlten Variablen-
grundbereiches aquivalent zu

N 1 10 n 1 n 5 0

x —— | lz+—+=]=

r 3 r 2

Die Lésungsmenge Ly von (4) ist also die Vereinigung der Lésungsmengen der Glei-

chungen

1 10 1 5
z+———=0 und r+—+=-=0
T 3 Tz 2

Unter Beriicksichtigung von z > 0 erhalt man

1
2. Fall: x = 0.

Offensichtlich erfillt die reelle Zahl 0 Gleichung (1) nicht.

3. Fall: x < 0.
In diesem Falle ist Gleichung (1) aquivalent zu

1
x4+6x3—??x2+2x—|—1:0 (5)

Bei analogem Vorgehen wie im 1. Fall findet man

1
be{s )

als Lésungsmenge der Gleichung (5).
Zusammenfassend ergibt sich die Lésungsmenge der Gleichung (1) zu

11
L={-3-;-;3
{ Y 3737 }

2.6.3. Man gebe alle reellen Losungen der Gleichung
[—22% + 423%] = [(px)* + 2] (1)
an, in der p ein reeller Parameter ist!

Losung:
Fiir alle p, x € R gilt (pz)* + 2 > 2 und damit auch

[(pz)* +2] > 2
Andererseits ist fur alle reellen z

220 F4rd = 22— 1) 1) =2-2(2% - 1)? <2
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2.7 Wurzelgleichungen

und damit
[—22° +427%] < 2

Nach diesem Ergebnis ist Gleichung (1) aquivalent dem Gleichungssystem

[—225 + 423] = 2 }
[(pz)* +2] = 2

und damit aquivalent dem System von Ungleichungen

2< 220 4423 <3
2< (pr)*+2<3 } (2:3)
Aquivalente Umformungen von Ungleichung (2) ergeben
3 1
<t -2t <1 —— <@ -1)%<0 (4)

2 2

Ungleichung (4) hat offenbar die reelle Zahl 1 als einzige Losung. Diese erfiillt auch die
Ungleichung (3), sofern nur |p| < 1 gewahlt wird. Man erhalt somit als Losungsmenge
der gegebenen Gleichung (1)

119 fur [p| > 1
{1} furpl <1

2.6.4.e Man bestimme alle reellen z, fiir die § + \/[z] = z gilt.

2.7 Wurzelgleichungen

2.7.1.e Es sind alle reellen Losungen der Gleichung

Vpr —1++1—pr=p
anzugeben, in der p ein reeller Parameter ist!

2.7.2. Man bestimme alle reellen Losungen der Gleichung
vVpr—1—+vVax+1=0 (1)

in der p ein reeller Parameter ist!

Losung:
Da die Operation des Radizierens nur fiir nichtnegative Radikanden erklart ist, muss

pr > 1 und x> —1 (2)

gelten. Gleichung (1) ist dquivalent zu

Vpr—1=+vz+1 (3)
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2.7 Wurzelgleichungen

Aus Gleichung (3) folgt die Gleichung
pr—1=x+1 (4)

Sie wird in R im Falle p = 1 von keiner reellen Zahl und im Falle p £ 1 von % erfillt.
1% ist aber dann und nur dann eine Lésung der Gleichung (1), wenn es der Bedingung
(2) genlgt. Somit bleibt noch festzustellen, fiir welche Werte von p dies der Fall ist.

1. Fall: p > 1.
Man Gberprift leicht, dass fiir alle reellen p > 1

2 2
p-——2>1 und — > —1
p—1 p—1
gilt, dass also p%l die Ungleichungen (2) befriedigt.

2.Fal: 0 <p< 1.

In diesem Fall ist die Ungleichung p-% > 1 aquivalent zu p > —1 und die Ungleichung

p%l > —1 Aquivalent zu p > —1, so dass kein Wert des Intervalls [0; 1) die Bedingung

(2) erfillt.

3. Fall: p < 0.
In diesem Fall ist p-p%l > 1 aquivalent zup < —1 und p%l > —1 équivalent zup < —1.
Die Bedingung (2) ist nur fir p < —1 erfillt. Im Ergebnis dieser Uberlegungen erhalt

man
I %) fur p € (—1;1]
n {z%} fur p € (—oo; —1] U (1; 00)

2.7.3. Man gebe alle reellen x an, die der Gleichung
Vo +v64—x=4 (1)
genugen.

Losung:
Wir setzen /x = y und v/64 — z = z und bestimmen zunichst die geordneten Paare
(y; z) reeller Zahlen y und z, die das Gleichungssystem

y+z=4
y4+z5:64} (2)

erfllen.

Nun handelt es sich bei diesem Gleichungssystem um ein Paar symmetrischer Gleichun-
gen, d.h. solcher, die bei gleichzeitigem Ersetzen von y durch z und von z durch y an
allen Stellen in ihnen dquivalente Gleichungen (ibergehen. Bei der Losung von Systemen
symmetrischer Gleichungen ist es zweckmaBig, die Substitution y + 2z = v und zy = v
durchzufiihren. Es gilt

Y+ 20 = (y+ 2)° = byte + 101322 — 10y°2% + 5yt
= (y+2)° = 5yz(y® + 2%z 4+ 2y2* + 2°) = (y + 2)° — Byz[(y + 2)° — y*z — yz7
= (y+2)° = 5yz[(y+ 2)° —yz(y + 2)] = (y + 2)° — byz(y + 2)° + 5y?2*(y + 2)
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2.8 Exponentialgleichungen

fur alle y,z € R, so dass man nach der angekiindigten Substitution aus dem Glei-
chungssystem (2) das einfachere

u=4
u® — 5udv + buv? = 64 } (3)

erhalt. Aus (3) folgt das Gleichungssystem

u=4
1025 — 3200 + 20v? = 64

mit den Losungen (4;4) und (4;12). Es sind somit die Gleichungssysteme

y+z=4 y+z=4
yz:4} bzw. y2212}

zu betrachten. Das erste hat als einzige Losung (2;2), das zweite Gleichungssystem
besitzt keine reellen Losungen.

Wir setzen 2 fiir y und z in ¥/z = y bzw. v/64 — x = z ein und erhalten = = 32. Die
Probe ergibt, dass 32 auch Losung der Ausgangsgleichung (1) ist. Es ist also L = {32}.

2.7.4.¢ Man bestimme die Losungsmenge der Gleichung
Va2 —19+ V116 —22 =5 (v € R)

2.7.5.¢ Man gebe alle reellen Zahlen x an, die der Gleichung

V25 + x + /200 — x = 15

genugen.

2.8 Exponentialgleichungen

Bei der Losung der folgenden Aufgaben machen wir - ohne dies an den entsprechenden
Stellen ausdriicklich zu erwahnen - Gebrauch von dem Satz:

Jede Gleichung a® = b (a,b € R, a # 1) hat genau eine reelle Losung.

2.8.1. Es sind alle rationalen x zu bestimmen, die der Gleichung
7 . 4:C+1 + 4 . 5SE+2 _ 3 i 4$+1 + 51’+3 (1)

genugen.

Losung:
Gleichung (1) ist dquivalent zu

7. 4:E+1 —3. 4$+1 — 5x+3 — 4. 5x+2 (2)
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2.8 Exponentialgleichungen

Bei Anwendung der entsprechenden Potenzgesetze erhdlt man die zu (2) &quivalente
Gleichung

4°(7-4—3-4)=5%5%—4-5%)  bzw. 4"-16=5"-25 (3)

Aquivalente Umformung von (3) liefert

O

Gleichung (4) hat die Lésung x = —2. Die Loésungsmenge der Gleichung (1) ist also
L ={-2}.

2.8.2.¢ Man bestimme die Losungsmenge der Gleichung
27-9" 4+ 64-16° =84 -12* (x € Q)

2.8.3. Man gebe alle rationalen Zahlen z an, fur die gilt:

(V3+V8)" + (V3 —V8)" =6 (1)

Losung:
Es ist

35 (3—v8)(3+V8) 1

3+/8 348

somit Gleichung (1) &quivalent zu

A/ x 1 _
WS B @

Setzt man (/3 + v/8)% = 2, so erhilt man aus Gleichung (2)

1

Da nun z fir kein rationales x den Wert Null annimmt, kann man von (3) zu der ihr
beziglich \{0} aquivalenten Gleichung

22 —62+1=0 (4)
ubergehen. Diese besitzt die reellen Losungen
21:3—\/§ und 22:3+\/§

Nach diesem Ergebnis ist Gleichung (2) aquivalent zu

(V3 +V8)" — [( 3+ V8)" — ( 3+\/§)]:0

3+8
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2.8 Exponentialgleichungen

Die Losungsmenge dieser Gleichung ist die Vereinigung der Losungsmengen der beiden
Gleichungen *

1

(V3+V8)P=———  und  (V3+V8)"=1\3+8 (5,6)
348

Gleichung (5) hat die Lésung © = —2 und Gleichung (6) die Losung = = 2. Die
Losungsmenge der gegebenen Gleichung (1) ist somit L = {—2;2}.

2.8.4.¢ Man ermittle alle rationalen z, die der Gleichung

\/|p|+ V2 —1)° \/|p\ VP2 —1)" = 2p

geniigen, in der p ein reeller Parameter vom Betrage groBer oder mindestens gleich 1
ist!

2.8.5.e Es sind alle rationalen Losungen der Gleichung
8% — 122" 4 422 =0 (2 #£0)

zu bestimmen.

2.8.6. Man bestimme die Losungsmenge der Gleichung
o = 2|77 = J2? —z+ 17T - |(z - 1)* — 1|7 (1)

firz € Q\ {1;2}!

Losung:

Wir vermerken zunachst, dass keiner der Terme x — 2, 2> —x + 1, (x — 1) — 1 und
1 —x, x — 1 fiir eine Belegung aus Q \ {1;2} den Wert Null annimmt.

Die gegebene Gleichung (1) ist dquivalent in Q \ {1;2} zu

-1 3 _ 1 -z
r—2
und damit weiter aquivalent zu
l=|a2—g+177 |22 -z + 1|7 (2)

Nun ist -1 + = = 0 fiir alle z aus Q \ {1;2}. Bei Anwendung des entsprechenden
Potenzgesetzes erhalt man die zu (2) aquivalente Gleichung

1=z —z+1 (3)

Offensichtlich wird diese Gleichung (3) von allen Werten aus Q \ {1;2} erfiillt. Somit
ist die Lésungsmenge der Gleichung (1) L = Q\ {1;2}.
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2.9 Logarithmische Gleichungen

2.9 Logarithmische Gleichungen

Wie einleitend zum Abschnitt 2.8. mitgeteilt wurde, hat jede Gleichung a¥ = b mit den
positiven reellen Parametern a, b und a # 1 genau eine reelle Lésung. Damit erfillt fir
jedes a € Ry \ {1} die Gleichung

a’ =z (x e Ry,y €R)

die Bedingungen, die an eine Funktionsgleichung zu stellen sind (Ab- schnitt 1.14.).
Die Funktion f : x — y mit dem Definitionsbereich R, und dem Wertebereich R
heiBt eine Logarithmusfunktion. Fir ihren Funktionswert, der dem Argument x € R,
zugeordnet ist, schreibt man "log, =" (gelesen: Logarithmus von z zur Basis a).

Man lberlegt sich nun leicht anhand der Funktionsgleichung a¥ = x (a € R, \ {1}, = €
R, y € R), dass Logarithmusfunktionen innerhalb ihres gesamten Definitionsbereiches
umkehrbar eindeutig sind.

Von dieser Eigenschaft und von den nachfolgend angefiihrten Logarithmengesetzen wird
bei der Losung der Aufgaben dieses Abschnittes Gebrauch gemacht.

Sind a, b, ¢ positive reelle Zahlen und ist a # 1, so gilt:

log,(b-c) =log, b+ log, c (1)
log, b_ log, b — log, ¢ (2)

c
log,b" =1r-log,b (r € R) (3)

Sind a, b, ¢ positive reelle Zahlen und ist @ # 1 sowie b # 1, so gilt:
log, b - log, ¢ = log, ¢ (4)

2.9.1. Man bestimme alle positiven reellen x, fiir die
21
logg; = + logg x + logg = = T (1)

gilt!

Losung:
Nach Logarithmengesetz (4) gilt fir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ mit a # 1 und

b1

Auf Grund dessen ist iiber dem Variablengrundbereich R Gleichung (1) dquivalent zu

logsx  loggx +logy z = 21

logs 81  logs9 4

bzw. zu 1 1 o1
ogzsr logsx

1 y tlogyr="
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2.9 Logarithmische Gleichungen

und weiter zu
logsz =3 (2)

Wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktionen erhalt man die reelle Zahl 27
als einzige Losung der Gleichung (2). Die Losungsmenge der Gleichung (1) ist somit
L ={27}.

2.9.2. Man bestimme die Loésungsmenge der Gleichung
g8 4 162787 =17 (2 € Ry) (1)

Losung:
Es ist 2!°%2% =£ 0 fiir alle 2 € R,. Multiplikation beider Seiten der Gleichung (1) mit
71827 {iberfiihrt deshalb (1) in die ihr dquivalente Gleichung

I210g2x +16 = 17xlog2x (2)
Setzt man 7°%2% = 2, so erhilt man aus (2) die quadratische Gleichung
Z—1724+16=0

mit den beiden Lésungen z; = 16 und 2o = 1. Gleichung (2) ist nach diesem Ergebnis
aquivalent zu

(xlogQac _ 16>(l.10523” — 1) =0 (3)

und die Losungsmenge von Gleichung (3) ist die Vereinigung der Lésungsmengen der
Gleichungen

g8 _16=0 , 2. _1=0 (4,5)
Gleichung (4) bzw. (5) ist aquivalent zu
10827 = 16 bzw. zo8” = 1

und weiter wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktionen aquivalent zu
log, (2'°82%) = log, 16 bzw. log, (2'°82%) = log, 1 (6,7)

Bei Anwendung des entsprechenden Logarithmengesetzes erhalt man die zu (6) bzw.
(7) dquivalenten Gleichungen

logy x - logy z = 4 bzw. logy - logy z =0 (8,9)
Gleichung (8) ist aquivalent zur Gleichung
(logyx +2)(logex —2) =0

die offensichtlich von den reellen Zahlen i und 4 und wegen der Eineindeutigkeit der
Logarithmusfunktionen auch nur von diesen reellen Zahlen erfiillt wird. Gleichung (9)
hat die reelle Zahl 1 als einzige Losung.

Als Lésungsmenge der Gleichung (1) erhalt man somit L = {%; 1;4}.
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2.9 Logarithmische Gleichungen

2.9.3.e¢ Man ermittle alle positiven reellen z, fir die gilt:
:L,logzz . 3xlog4x 4 leoggl' —1

2.9.4.e Es ist die Menge aller positiven reellen Zahlen anzugeben, die die Gleichung

2lgm—1 + 21g$+2 — Slgl‘—l + 31g$

erfullen!

2.9.5. Man bestimme alle reellen z, die der Gleichung
|logy x| = |logy42®| =3 (z > 0) (1)
geniigen!

Bemerkung:

Ohne Beweis sei angefiihrt, dass es sich bei der Funktion mit der Gleichung f(z) =
logy z (x > 0, reell) um eine monoton wachsende Funktion handelt, was bedeutet, dass
ihre Funktionswerte mit wachsendem Argument steigen.

Es ist dies auch der Abbildung 3 zu entnehmen, die den Graphen der Logarithmusfunkti-
on f zeigt. Man iiberlegt sich leicht, dass die Funktion ~ mit der Gleichung h(x) = 422
im Bereich R, ebenfalls monoton wachsend ist und dass sich diese Eigenschaft auf
die Funktion g mit der Gleichung g(x) = log, 4x bertragt. Von diesem Wissen iliber
die Funktionen f und g machen wir im folgenden bei der Losung der Aufgabe 2.9.5.
Gebrauch.

V=log,4xZ

y=loga x

- Mo W ot Oy
e

=
U \‘:\’-
LUBEEEN
o~ T
ey
LY
w
+
[T
@
~
x

Abb. 3

Losung:
Die Funktionen f und g mit den Gleichungen f(z) = log, = bzw. g(z) = log, 42 sind
monoton wachsende Funktionen, die fur z = 1 bzw. fur z = % den Funktionswert 0
annehmen. Die Funktionswerte von f sind deshalb im Bereich (0;1) negativ und im
Bereich (1; 00) positiv, die von g sind im Bereich (0; %) negativ und im Bereich (%, oo)
positiv.

1. Fall: = € (0; 1)
In diesem Fall ist Gleichung (1) adquivalent zu den Gleichungen

—logy x = —log, 42° — 3 : —logyx = —2(logyx +1) — 3
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2.9 Logarithmische Gleichungen

und
logyz =5 (2)

Wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktionen erhalt man die reelle Zahl 32
als einzige Losung der Gleichung (2).

2. Fall: x = %

Die reelle Zahl 5 ist keine Losung der Gleichung (1).

3. Fall: z € (%, 1)

In diesem Fall ist Gleichung (1) dquivalent zu den Gleichungen

1

—log, x = log, 42° — 3 und logy x = 3 (3)
Gleichung (3) hat im Bereich ((%, 1) keine Losung.
4. Fall: x = 1.
Die reelle Zahl 1 ist keine Lésung der Gleichung (1).
5. Fall: z € (1;00).
In diesem Fall ist Gleichung (1) dquivalent zu den Gleichungen

logy x = logy 42> — 3 und logox =1 (4)

Gleichung (4) hat im Bereich (1;00) keine Losung. Als Lésungsmenge der Gleichung
(1) erhalt man somit L = {32}.

2.9.6.e Es sind alle positiven reellen Zahlen x zu bestimmen, die die Gleichung
loggz +log 5o + log% x=06

befriedigen.
2.9.7.¢ Man gebe alle z aus R, \ {1} an, die die Gleichung

log, 3 - logél7 3= logs% 3

erfullen.

2.9.8.¢ Man ermittle alle positiven reellen Zahlen x, die der Gleichung
log, x - log, x = log, x + logyx mit a,b€ R\ {1}

genugen.
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2.10 Gleichungen aus der Kombinatorik

2.10 Gleichungen aus der Kombinatorik

Beim Studium der Literatur zur Kombinatorik stéBt man auf die Terme n/!, (Z) und
V¥ Sie sind Abkiirzungen fiir andere Terme, und zwar ist

| 1 firm=0undn=1
" Der (n—1n firneNn>1
n n!
= — (k N: k <
(k) ber W — gy FmENiksn)
|
vh — ") = koneN k<

Die Bedeutung dieser Terme fiir die Kombinatorik ist in folgendem begriindet: Fiir eine
Menge von n verschiedenen Elementen gibt (Z) die Anzahl ihrer verschiedenen Unter-

mengen zu k Elementen und V/* die Anzahl der verschiedenen k-tupel von Elementen
der vorgegebenen Menge an.

Man bezeichnet diese Untermengen bzw. k-tupel auch als Kombinationen bzw. Varia-
tionen k-ter Ordnung von n verschiedenen Elementen.

Der Unterschied zwischen (Z) und V¥ ist offenbar der, dass (2) nur Untermengen ab-

z3hlt, wihrend mit V¥ auch die verschiedenen Anordnungsméglichkeiten ihrer Elemente
erfasst werden.

Unter Verwendung des Terms (2) lasst sich mit dem sogenannten Binomiallehrsatz
eine Verallgemeinerung der binomischen Formel (a + b)? = a® + 2ab + b? (a,b € R)
formulieren:

Fir alle a,b € R und n € N gilt:

n n n n n
b)Y = n n—lb n—ZbQ bn—l "

also
n . Y p—kyk
(a+0)"=> ( )a b
=0 \F
Weiterhin gelten fiir alle natiirlichen Zahlen k& und n mit k& < n die Beziehungen

()=l e ()= (0)

Ferner ist (Z) = 1 fiir die natirlichen Zahlen k,n mit k& < n genau dann, wenn k£ =0
oder k = n gilt.
2.10.1. Man bestimme alle die nattrlichen Zahlen z, fiur die

1

45 ZE$+4 = ﬂvfjgl (1)
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2.10 Gleichungen aus der Kombinatorik

ist.

Losung:

Nach Definition des Terms V¥ ist Gleichung (1) iquivalent zu
(x+4)! (z +6)!

45'24' e
(x+4—2) (z+6—2x—4)!

also zu D) (2406)
r+4)! T+ 0)!
1524 s = (2)
Gleichung (2) ist dquivalent zu
6)!
90 = Ei i 43! und weiter zu 90 = (z + 5)(z + 6) (3)

Gesucht sind also aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen  + 5 und = + 6, deren Pro-
dukt gleich 90 ist. Offensichtlich haben genau die natiirlichen Zahlen 9 und 10 diese
Eigenschaft, so dass sich © = 4 als Lésung der Gleichung (3) ergibt.

(Man kann diese Losung selbstverstandlich auch durch Anwendung der allgemeinen
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen ermitteln, nachdem man Gleichung (3)
auf die Normalform quadratischer Gleichungen gebracht hat.)

Als Lésungsmenge der Gleichung (1) erhalt man somit L = {4}.
2.10.2.e Es ist die Lésungsmenge der Gleichung V%'¢ = V=12 (v € N) anzugeben!

2.10.3. Es ist die Menge aller natiirlichen Zahlen z mit > 2 zu bestimmen, die der
Gleichung
x? |
_ -1
2 —2x —2 2¢ + 1
Losung:

Esist () = (,",) fir alle k,n € N mit k < n und deshalb Gleichung (1) 4quivalent

z? |
(2x+2> B (2x+1) =1 (2)

Ferner gilt (”“) — (Z) = ( " ) fur alle k,n € N mit & < n, so mit ist Gleichung (2)

k+1 k+1
x2—1
=1 3
(21’ + 2) ( )

aquivalent zu

Nun ist (Z) = 1 fir die natirlichen Zahlen k,n mit £ < n genau dann, wenn k = 0
oder k = n gilt. Damit erhalt man die Losungsmenge der Gleichung (3) als Vereinigung
der Losungsmengen der Gleichungen

genugen.

204+2=0 und 2 +2=2°-1 (4,5)
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2.10 Gleichungen aus der Kombinatorik

Im Bereich der natirlichen Zahlen hat Gleichung (4) keine Losung und Gleichung (5)

als einzige Losung = = 3.
Als Lésungsmenge der Gleichung (1) erhalt man somit L = {3}.

2.10.4.e¢ Man ermittle alle natiirlichen Zahlen x mit x # 0, fir die gilt:

(l‘—i—l) _ 9t _ o
r—1
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3 Gleichungen in mehreren Variablen

3.1 Eine Gleichung in mehreren Variablen

In Abschnitt 1.6. wurde bereits erwahnt, dass die Losungsmenge einer Gleichung in
n Variablen (sofern sie nicht leer ist) eine Menge von n-tupeln von Elementen des
betreffenden Variablengrundbereiches ist. Fiir n = 2 ist sie eine Menge geordneter
Paare und in besonderen Fallen sogar eine Funktion. (Abschnitt 1.14.)

Wie im vorangegangenen Kapitel 2. wird uns auch im folgenden zumeist die Aufgabe
gestellt werden, die Losungsmenge einer vorgegebenen Gleichung zu bestimmen, d.h.
sie klar und eindeutig zu charakterisieren. Nun ist die Lésungsmenge einer Gleichung in
mehreren Variablen nur in Ausnahmefallen endlich, so dass man sie im allgemeinen nicht
durch Aufzahlung aller ihrer Elemente angeben kann. Man wird also bei Vorhandensein
unendlich vieler Losungen bemiiht sein, die Menge aller dieser Losungen in anderer
Weise geeignet zu beschreiben, z.B. durch Angabe eines Bildungsgesetzes, mit dessen
Hilfe man diese Menge tberschauen kann.

Oft gelingt es auch, eine sogenannte allgemeine Lésung in Form eines n-tupels von
Termen, die Variablen enthalten, anzugeben. Man nennt diese Variablen freie Parameter
der Losung. So beschreibt

(r;s;—r)

unendlich viele (allerdings nicht alle) Lésungen der in der nachsten Aufgabe vorgege-
benen Gleichung, die man dann einzeln dadurch erhalten kann, dass man fiir die freien
Parameter r und s der Losung (r; s; —7) reelle Zahlen einsetzt.

3.1.1. Man bestimme die Losungsmenge der Gleichung

Lyt by ser {0 (1)

r Yy =z - r+y+z
Losung:
Durch aquivalente Umformung von Gleichung (1) erhalt man

Yz +xz 4+ xy 1
= (2)

TYZ rT+y+z

Gleichung (2) ist fir z,y,z € R\ {0} mit x + y + z # 0 aquivalent zu
(yz +az+ay)(r +y+2) = xyz (3)

Dabei kann die Bedingung x + y + 2z # 0 sogar fallengelassen werden.
Ein Tripel von Werten aus R \ {0}, das z + y + 2z = 0 erfillt, ist nicht Lésung von
Gleichung (2), da fur dieses Tripel der Term m+;+z nicht definiert ist.
Es ist aber auch nicht Losung der Gleichung (3), da sich nach seinem Einsetzen in (3)
links des Gleichheitszeichens das Produkt Null ergibt, wahrend rechts des Gleichheits-

zeichens wegen z,y, 2 € R\ {0} ein von Null verschiedener Wert steht.
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3.1 Eine Gleichung in mehreren Variablen

Durch aquivalente Umformung von Gleichung (3) erhalt man nun der Reihe nach

(z 4+ 9)(yz + 22 + xy) + 2(yz + 22 + xY) = Y2
(x+y)(yz +xz +2y) + ZQZ/ + 2%z + TYz = TYZ
(z+y)(yz + 32 +ay) + 2*(x+y) =0
(T+y)(yz+az+ay+2?)=(@+y)(z+2)(y+2) =0 (4)

Gleichung (4) entnimmt man die Lésungsmenge von Gleichung (1):
L={(r;=r;t)} U{(r;s; —r)} U{(r;s;—5)}
wobei 7, s und t freie reelle Parameter mit r #£ 0, s # 0, t # 0 sind.
3.1.2.e Man gebe alle die Tripel reeller Zahlen an, die die Gleichung erfiillen:
23y + 23 = 3ayz
3.1.3. Man zeige, dass die Gleichung
242322 = (a2 + agxo + .+ apty) - (b1oy + boxy + ...+ Dyzy)

(1, z9,...,x, € R) fir keine Wahl der reellen Parameter ay,aq, ..., a,, b1,bo, ..., by,
allgemeingiiltig ist!

Losung:
Angenommen, fiir die Werte oy, ao, ..., oy, b1, B2, ..., B € R sei die Gleichung

a:% - x% + ...+ xi = (121 + agxy + ... + o) - (Prxy + Boxa + ... + Buy)

allgemeingiiltig, d.h., ihre Lésungsmenge sei gleich R. Dann zeigt das Ausmultiplizieren
der rechten Seite von Gleichung (1) - eine dquivalente Umformung - mit anschlieBendem
Koeffizientenvergleich, dass

aif =1
OQBQ =1 und Oéiﬁk == —Oékﬁi (2,3)
anﬁn =1

fur alle 4,k € {1;2;...;n} mit ¢ # k gelten muss. Wegen (3) gilt dann insbesondere

a1y = —af

o3 = —a3f

azfBy = —oufs (4)
Otnflﬁn - _O‘nﬁnfl

anﬂl - _Oélﬁn

Multiplikation der rechten und linken Seiten der Gleichungen des Systems (4) und An-
wendung des Assoziativ- und des Kommutativgesetzes liefern als notwendige Bedingung
fir die Werte oy, as, ..., ap, B1, B2, -+, Bn

041042"'04115162-“611 = —Oélag...anﬁlﬁg...ﬂn
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3.1 Eine Gleichung in mehreren Variablen

also
alag...anﬁlﬁg...ﬁn =0 (5)

Andererseits ergibt sich aber bei Multiplikation der linken und rechten Seiten der Glei-
chungen des Systems (3) und Anwendung des Assoziativgesetzes und des Kommuta-
tivgesetzes

Oélag...anﬁlﬂz...ﬁn =1

als notwendige Bedingung im Widerspruch zu (5).
Es gibt somit keine solchen Werte der Parameter a1, as, ..., a,, b1, b, ..., b, fir die die
vorgegebene Gleichung allgemeingiiltig ist.

3.1.4. Es sind alle positiven ganzzahligen x und y zu bestimmen, die der Gleichung
Tr — 4y = 5 genugen!

Bemerkung:

3.1.4. liefert ein Beispiel fur eine diophantische Gleichung. Diophantisch heiBt eine Glei-
chung; wenn sie zwei oder mehr Variablen enthalt und als Variablengrundbereich der
der positiven ganzen Zahlen vorgeschrieben ist. Derartige Gleichungen sind nach dem
griechischen Mathematiker Diophantus von Alexandrien benannt, der im 4. Jahrhun-
dert lebte und dem man die Angabe der ersten Lésungsmethoden fiir solche Aufgaben
zuschreibt.

1. Loésung:
Aus Gleichung
Tr—4y =5 (1)

erhalt man durch aquivalente Umformungen die Gleichung
dy=8r—x—5 (2)

Fur alle die positiven ganzzahligen z, fir die es eine positive ganze Zahl y mit 4y =
8x — x — 5 gibt, gilt nun offensichtlich 4|8z — x — 5 und deshalb 4|z + 5.

Fir diese 2 nimmt also der Term x+5 nur solche Werte an, die sich in der Form 4(n+2)
mit n € N darstellen lassen. Wir setzen darum x + 5 = 4(n + 2), also z = 4n + 3 und
erhalten bei dieser Substitution aus Gleichung (2)

4y = 28n + 16
und weiter durch aquivalente Umformung
y=Tn+4

Nach diesen Ergebnissen lasst sich jede Losung der Gleichung (1) in der Form (4n +
3;™n + 4) mit n € N darstellen. Umgekehrt ist aber auch fir jede natiirliche Zahl n
das geordnete Paar (4n + 3;7n + 4) eine Losung der Gleichung (1). Es ist namlich fir
jedes natiirliche n

7(4n+3) — 4(Tn+4) = 28n+ 21 — 280 — 16 = 5
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3.1 Eine Gleichung in mehreren Variablen

Als Lésungsmenge der Gleichung (1) erhalt man somit L = {(4n+3;"n+4) : n € N}.

2. Lésungff|
Fir alle positiven ganzzahligen x bzw. y gilt

Tr = 3x mod 4, 4y =0 mod 4, 5=-3 mod4
Deshalb genligt jedes positive ganzzahlige z, flir das es eine positive ganze Zahl y mit
Tr —4y =5 (1)

gibt, der Bedingung
3r=—-3 mod 4 (2)

Da 3 zum Modul 4 teilerfremd ist, ist die Bedingung (2) aquivalent zu
r=-1 mod4

und damit aquivalent zu
r=3 mod4 (3)

Alle positiven ganzzahligen z, fir die (3) gilt, lassen sich in der Form 4n+3 mit n € N
darstellen. Bei Substitution x = 4n + 3 erhalt man wie in der 1. Losung aus Gleichung
(1) y=Tn+4.

Damit haben alle Lésungen der Gleichung (1) die Gestalt (4n + 3;7n +4) mit n € N,
und umgekehrt ist - wie die Probe zeigt - fiir jedes natiirliche n das geordnete Paar
(4n + 3;7n +4) eine Lésung der Gleichung (1). Die Lésungsmenge von Gleichung (1)
ist nach diesem Ergebnis L = {(4n+ 3;7n +4) : n € N}.

3.1.5.e Man bestimme alle geordneten Paare positiver ganzer Zahlen, die die Gleichung
bx — 17y = 1 erfillen!

3.1.6.e Es sind alle Losungen der Gleichung
2?2 -20=(y+2)? (z,y€Z)

anzugeben!

3.1.7. Man bestimme die Menge aller Tripel von positiven ganzen Zahlen, die die
Gleichung 22 + y? = 32 erfiillen!

Bemerkung:

Jedes Tripel von positiven ganzen Zahlen, die der Gleichung 22 + y? = 22 geniigen,
wird pythagoreisches Zahlentripel genannt. Nach der Umkehrung eines bekannten Lehr-
satzes, dessen Entdeckung (moglicherweise zu Unrecht) dem griechischen Philosophen
und Mathematiker Pythagoras von Samos (6. Jahrh. v. u. Z.) zugeschrieben wird, sind
die Zahlen derartiger pythagoreischer Tripel MaBzahlen von Seiten rechtwinkliger Drei-
ecke.

8Zum Rechnen mit Kongruenzen siehe E. Lehmann, Zahlentheorie, Ubungen fiir junge Mathematiker
Teil 1, BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig 1968, S. 49ff.
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3.1 Eine Gleichung in mehreren Variablen

Losung:
Wir notieren zunachst, dass die beiden Gleichungen

2?4yt =2 und (kx)? + (ky)* = (k2)* (k€ Z,k >0) (1,2)

beziiglich des vorgegebenen Variablengrundbereiches zueinander aquivalent sind. Es
heiBt dies, dass fir jede Losung (zo; yo; 20) der Gleichung (1) auch das Tripel (kzo;
kyo; kzo) mit k € Z und k > 0 eine Lésung von (1) ist.

Bei Kenntnis derjenigen Losungstripel (zo; yo; 20), deren Elemente xg, yo und zj teiler-
fremd sind, lassen sich also alle weiteren Losungstripel durch Multiplikation von z,
und zg mit ein und derselben positiven ganzen Zahl gewinnen. Wir wenden uns deshalb
im folgenden der Bestimmung der Lésungsmenge der Gleichung (1) unter der zusatz-
lichen Voraussetzung zu, dass z,y und z teilerfremd sind.

Alle positiven ganzzahligen z, y und z, die der Gleichung (1) geniigen und teilerfremd
sind, sind sogar paarweise teilerfremd. Besitzen namlich irgend zwei dieser Zahlen einen
gemeinsamen Teiler ¢, so ist dieser wegen (2) auch Teiler der dritten Zahl.

Wir bestimmen also im folgenden die Lésungsmenge der Gleichung

2 mitz,y,z€Z,x>0,y>0,2>0

24P =
und ggT(z,y) = g9T'(z,2) = 99T (y,2) =1
1. Fall: x und y sind beide ungerade.

Fiir jede natiirliche Zahl n gilt (2n)? = 4n? und (2n+1)? = 4n*+4n+1 = 4(n*+n)+1.
Somit lasst das Quadrat einer positiven ganzen Zahl bei Division durch 4 nur den Rest
0 oder den Rest 1.

Fir ungerade positive ganzzahlige =,y und positive ganzzahlige z, die der Gleichung
(1) genligen, miisste 2% bei Division durch 4 den Rest 2 lassen, was nach dem eben
Gesagten unmoglich ist. Deshalb ist in diesem Falle die Losungsmenge der Gleichung
(1) leer.

2. Fall: = ist gerade, y ist ungerade.

Gleichung (1) ist beziglich des gewahlten Variablengrundbereiches aquivalent zu

22 . y2 — $2 (3)
und weiter zu N )
24y z—y x
et (4)
2 2 2
Da nun nach Voraussetzung fiir & nur gerade positive ganze Zahlen und fiir y und z

nur ungerade positive ganze Zahlen eingesetzt werden diirfen, nehmen die Terme %

5% und 7 firr jede Belegung der Variablen ganzzahlige Werte an.

Fir alle teilerfremden positiven ganzzahligen y, z sind auch 24’7‘” und 5 teilerfremd.
Hatten letztere namlich einen gemeinsamen Teiler, so ware dieser auch Teiler ihrer
Summe z und Teiler ihrer Differenz y. Damit ist aber ihr Produkt dann und nur dann
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3.1 Eine Gleichung in mehreren Variablen

eine Quadratzahl, wenn sie beide selbst Quadratzahlen sind.

Wir setzen deshalb 3% = v? und 3% = w? mit v,w € Z und v > 0, w > 0 und
erhalten

2z =v? +w? , y:1J2—w2

sowie wegen % = (v? 4+ u?)? — (v? — w?)? = 4v*w?
r = 2vw
Fir alle v und fiir alle w, die den Bedingungen

v,w € 7

v>w>0

geT(v,w) =1

v und w sind nicht beide ungerade

(5)

geniigen, sind auch x, y und z positiv ganzzahlig und paarweise teilerfremd sowie x
und y nicht beide ungerade. Ferner gilt fiir alle diese v und fiir alle diese w

(2vw)? + (v — w?)? = (v* + w?)?

Nach diesem Ergebnis ist die Losungsmenge von Gleichung (1) fir den 2. Fall Ly =
{(vw; v* — w?;v* + w?)}, wobei v und w der Bedingung (5) geniigen.

3. Fall: x ist ungerade, y ist gerade.

Bei entsprechendem Vorgehen wie im 2. Fall erhdlt man Lz = {(v?—w?; 2vw; v +w?)},
wobei v und w der Bedingung (5) genligen, als Lésungsmenge der Gleichung (1).
Lassen wir nun noch die bisher angenommene Voraussetzung ggT'(z,y) = ggT(z, 2) =
geT(y, z) = 1 fallen, so gibt

L = {(2kvw; kv* — kw?; kv? + kw?®)} U {(kv® — kw?; 2kvw; kv? + kw?)}

die gesuchte Losungsmenge der Gleichung (1) an, wenn k € Z, k > 0 ist und v und w
der Bedingung (5) geniigen.

Bemerkung:

Wenn man unter den gemachten Voraussetzungen fiir v und w den Faktor k positiv
rational wahlt, so gibt L die Lésungsmenge der Gleichung 2 4 y? = 22 fiir den Varia-
blengrundbereich der positiven rationalen Zahlen an.

3.1.8.¢ Man gebe die Menge aller Tripel von positiven ganzen Zahlen, die teilferfremd
sind, nicht mehr als zwei Ziffern haben und der Gleichung 2% +y? = 2? geniigen, durch
Aufzahlung ihrer Elemente an!

3.1.9.¢ Man lsse die Gleichung z* + y* + 2 = 4ay (z,y € N)!

3.1.10.e Es sind alle die natiirlichen Zahlen n zu ermitteln, fiir die die Gleichung
r+y=mnzxy (x,y € N\ {0}) Lésungen hat, und diese Lésungen anzugeben!
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3.1 Eine Gleichung in mehreren Variablen

3.1.11. Man bestimme alle die natiirlichen Zahlen n, fiir die bei gewdhltem Variablen-
grundbereich der positiven ganzen Zahlen die Gleichung x™ 4+ y" = nxy Losungen hat
und gebe diese Losungen an!

Losung:
1. Fall: n = 0.
Es ist 20 = 1 fiir alle positiven ganzzahligen z, somit Gleichung

20 + yo =02y
aquivalent zur Gleichung
2=0- -2y
mit der Lésungsmenge Ly = &.

2. Fall: n =1.
Die Gleichung = + y = zy ist aquivalent zur Gleichung

ylz—1) =z

Letztere hat im Falle z = 1 keine Losung, im Falle = # 1 nur die Lésung (2;2). Es ist
also L; = {(2;2)}.

3. Fall: n =2.
Durch aquivalente Umformungen der Gleichung 2% + y? = 2xy erhilt man

(x—y)2:0 und r=1y

mit der Lésungsmenge Ls = {(a;a) : a € Z und a > 0}.

4. Fall: n > 3.
Die Gleichung
2" +y" = nxy (1)

ist symmetrisch, d.h., sie geht in eine ihr dquivalente lber, wenn man gleichzeitig die
Variable = durch y und die Variable y durch x ersetzt. Wegen dieser Symmetrie ist
mit jeder ihrer Losungen (a;b) auch (b;a) eine Losung der Gleichung. Macht man von
dieser Uberlegung Gebrauch, so geniigt es, sich beim Losen der Gleichung (1) zunachst
auf den Fall x > y zu beschranken, um alle ihre Losungen zu finden.

Fir alle x und fir alle y aus dem gewahlten Variablengrundbereich mit x > y und
2" 2 > ngilt

2

" 4y —nwy > 2" +y" —na® =222 —n) +y" >0

Es heiBt dies aber, dass Gleichung (1) unter der Bedingung = > y und
) (2)

keine Losungen besitzt.
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3.2 Gleichungssysteme

Nach den eben getroffenen Feststellungen sind fiir n = 3 lediglich die geordneten Paare
(1;1), (2;1), (2;2) und (1;2) daraufhin zu untersuchen, ob sie Lésungen der Gleichung
(1) sind. Die Probe zeigt, dass dies nicht der Fall ist. Gleichung (1) hat fiir n = 3 die
Losungsmenge L3 = @.

Sei nun n > 4. Dann ist das geordnete Paar (1;1) keine Losung der Gleichung (1), wie
die Probe zeigt.

Wie im weiteren noch nachgewiesen wird sind aber auch alle Paare (z;y) positiver
ganzer Zahlen z und y mit = > 2 nicht Lésungen von (1), und wegen der Symmetrie
dieser Gleichung sind es dann auch die geordneten Paare (y; x) nicht. Die Lésungsmenge
L,, von (1) ist also fiir n > 4 leer: L, = @.

Es erfiillen namlich alle z mit x > 2 die Bedingung (2). Zum Beweis dieser Behauptung
notieren wir zunichst, dass aus > 2 im gegebenen Variablengrundbereich "2 >
272 fiir alle n > 4 folgt.

Ferner weisen wir im folgenden durch vollstandige Induktion nach, dass fiir alle natiir-
lichen Zahlen n mit n > 4 die Ungleichung 2"~2 > n gilt.

Es ist 2472 = 22 = 4, die Behauptung fiir n = 4 somit wahr.
Fiir alle natiirlichen k& mit k& > 4 folgt aus 2°=2 > k die Ungleichung 2-2*~2 > 2k und
deswegen

obHl)=2 _oh=l —_ 9 b2 > ok —k+ k> k+1

Auf Grund der letzten Feststellung und der Giiltigkeit der Behauptung fiir n = 4 gilt
2"=2 > p fiir alle natiirlichen n mit n > 4.

In Zusammenfassung der Ergebnisse in den Fallen 1.-4. erhalten wir als Losungsmenge
L der Gleichung (1)

{(2:2)) firn = 1
L=< {(a;a) :a €Z,a>0} firn=2
& furn >3

3.1.12.e Man andere die Aufgabenstellung von 3.1.11. dahingehend ab, dass als Varia-
blengrundbereich fiir z und y die Menge der positiven reellen Zahlen gewahlt wird, und
|6se die auf diese Weise gewonnene Aufgabe!

(Hinweis: Es empfiehlt sich, die Substitution y = z - 2"~ mit 2 € R, vorzunehmen.)

3.2 Gleichungssysteme

3.2.1. Man bestimme alle Tripel positiver ganzer Zahlen z,y und z, fir die gilt:

T+y+z+u=22 (1)
T2x + 22y + 232 4 8u = 447

Bemerkung:
Aufgabe 3.2.1. fordert, ein sogenanntes diophantisches Gleichungssystem zu lésen. In
derartigen Gleichungssystemen ist die Anzahl der Gleichungen kleiner als die Anzahl der
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3.2 Gleichungssysteme

auftretenden Variablen und als Variablengrundbereich die Menge der positiven ganzen
Zahlen vorgeschrieben.

Losung:
Das Gleichungssystem (1) ist dquivalent dem Gleichungssystem

221 + 22y + 22z + 22u = 484 } 2)

T2x 4 22y + 23z + 8u = 447

Wir multiplizieren beide Seiten der zweiten Gleichung von (2) mit —1 und addieren
die so gewonnene Gleichung zur ersten Gleichung des Systems (2). Auf diese Weise
erhalten wir

—50x — z + 14u = 37 (3)

Alle Losungen des Gleichungssystems (2) erfiillen dann die Gleichung (3). (Abschnitt
1.12.) Selbstverstandlich erfillen sie auch die erste Gleichung des Systems (1)

rT+y+z+u=22

Somit folgt aus dem Gleichungssystem (2) das Gleichungssystem

rTH+y+z4+u=22 (4)
—50x — 2z + 14u = 37
Es ist aquivalent zu
r+y+z4+u=22 (5)
z = 14u — 50x — 37

Bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens folgt aus dem Gleichungssystem (5) das
System
r+y+14u — 50z — 37 4+ u = 22
z = 14u — 50z — 37 }

welches aquivalent zu

y = —15u + 49z + 59 (6)
z = 14u — 50z — 37
ist.
1. Fall: x = 1.
In diesem Fall erhalten wir aus (6) das Gleichungssystem
y = —15u + 108
z = 14u — 87 (7)

Man entnimmt (7), dass einzig fir w = 7 die rechten Seiten der Gleichungen des
Systems beide positive Werte annehmen. Diese Werte sind 3 bzw. 11.

Die Probe zeigt, dass das Quadrupel (1;3;11;7) eine Lésung des Gleichungssystems
(1) ist.

2. Fall: z = 2.
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3.2 Gleichungssysteme

Aus (6) wird das Gleichungssystem

y = —1b5u + 157
z=14u — 137

gewonnen. Nur fiir u = 10 nehmen die rechten Seiten der Gleichungen beide positive
Werte an, und zwar 7 bzw. 3. Die Probe ergibt, dass das Quadrupel (2;7;3;10) das
Gleichungssystem (1) erfillt.

3. Fall: x = 3.
Man erhalt das Gleichungssystem

y = —15u + 206
2 = 14u — 187

Es gibt keine solche Belegung von wu, fiir die die rechten Seiten des Systems beide
positive Werte annehmen.

4. Fall: x = 4.
Fir keine Belegung von u sind die rechten Seiten der Gleichungen

y = —15u + 255
2 = l4u — 237

beide positiv.

5. Fall: x > 5.
In diesem Fall lassen sich keine positiven ganzen Zahlen x,y, z und « finden, fiir die

y = —15u + 49x + 59
2z = 14u — 50x — 37
gilt. Waren namlich zq, yo, 20, ug solche Werte, so wiirde fir sie
—ug— 0+ 22=1yg+ 20 >0

und damit
uyg < 22 —x9g<22-5=17

gelten, Andererseits ware aber dann
20 = 14ug — 5029 — 37 < 14-17-50-5—-37T=—-49 <0
Die Lésungsmenge des Gleichungssystems (1) ist damit
L={(1;3;11;7),(2;7;3;10) }

3.2.2.e¢ Man lose das Gleichungssystem
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3.2 Gleichungssysteme

mit dem Variablengrundbereich R .

3.2.3.¢ Man bestimme alle Tripel (z;y; 2), fir die z,y, z € Z und

rT—z=y
5T +2y=2—2

gilt!
3.2.4. Es sind alle geordneten Paare reeller Zahlen anzugeben, die das Gleichungssystem
erfillen: ’ ’ ]
y—1=1—|z
y—2=2x } (1)
Losung:
Das Gleichungssystem (1) ist dquivalent zum Gleichungssystem
[y — 1] =1—|z]
y—1=1+42z (2)

1. Fall: y—1>0.
Nach Definition des absoluten Betrages ist (2) dquivalent zu

y—1=1—|z]
y—1=1+2zx (3)

Bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens folgt aus (3) das Gleichungssystem

y—1=1—|z|
l—|z] =142z

das wir aquivalent zu
y=2—|z|
0= |a| + 2z } (4)
umformen. Das Gleichungssystem wird offenbar nur vom geordneten Paar (0; 2) erfiillt.
Wie die Probe zeigt, ist (0;2) auch Lésung des Gleichungssystems (1).

2.Fall: y —1 < 0.

In diesem Fall ist (1) aquivalent zum Gleichungssystem
y—1=|z|—1 y—1=|z|—1
y—1=1+2z aus dem 7| —1=1+2x (%)

folgt. Durch aquivalente Umformung erhalt man aus (5)

y = ||
O:2+2x—\x\} (6)
Das Gleichungssystem (6) hat im Falle x > 0 keine Lésung. Im Falle < 0 wird es
vom geordneten Paar (—%,%) erfillt. Wie die Probe zeigt, ist (—%,%) auch Losung

des Gleichungssystems (1).
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3.2 Gleichungssysteme

Somit ist die Losungsmenge des Gleichungssystems (1)

- fun(32)

Geometrische Veranschaulichung: In Abbildung 4 sind die durch die Gleichung |y —1| =
1 — |x| vermittelte Zuordnung von reellen Zahlen = und y sowie die Funktion mit der
Gleichung y — 2 = 2z graphisch dargestellt.

y=2x+2

ly-71=7-Ix]
41

—_t L 1

-2 /1 1 2 %
Abb. 4

Wie man die Darstellung der erstgenannten Zuordnung gewinnt, ist im Teil 3 dieser
Broschiirenreihe mit dem Titel "Ungleichungen", Autor G. Kleinfeld, ausfiihrlich be-
schrieben.

Den Lésungen des Gleichungssystems (1) entsprechen dann gerade diejenigen Punkte,
die beiden Graphen gemeinsam sind.

3.2.5.¢ Man bestimme die Losungsmenge des Gleichungssystems

|y—1|=1—|$|}

(y—1)° =15 -2

im Variablengrundbereich R!
3.2.6.¢ Man ermittle alle Losungen des Gleichungssystems (z,y € R)
[z =1 +]y—5[=1
lz—1[+y=-5
3.2.7.e Es sind alle geordneten Paare positiver reeller Zahlen zu bestimmen, die das
Gleichungssystem erfiillen:
=4y
logg x4+ logg y = 20
3.2.8. Man bestimme alle geordneten Paare (x;y) reeller Zahlen z,y, fir die gilt:

(1)

r+axy+y=-—1
Bemerkung:

Es handelt sich bei dem in Aufgabe 3.2.8. gegebenen Gleichungssystem um ein Paar
von symmetrischen Gleichungen, d.h. von Gleichungen, die bei gleichzeitigem Ersetzen
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3.2 Gleichungssysteme

der Variablen x durch y und der Variablen y durch x in ihnen aquivalente Gleichungen
iibergehen. Bei der Losung von Systemen symmetrischer Gleichungen erweist es sich
als zweckmaBig, die Substitution © = x + y und v = xy vorzunehmen.

Losung:
Das Gleichungssystem (1) ist dquivalent zum Gleichungssystem

23+ 32%y + 3wy + y* — 22%y — 22y* = 0 } 2)

rTH+ay+y=-—1

Durch weitere aquivalente Umformungen von (2) erhalt man

(x+y)? —2zy(r +y) =0
DY g

Indem man x + y = w und xy = v setzt, gewinnt man aus (3) das Gleichungssystem

ud —20u =0
u—i—v:—l} (4)

Dieses ist aquivalent zu

(5)

u(u? —2v) =0
v=—-1—-u

Bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens folgt aus (5) das Gleichungssystem

w(u? +u+2) =0
v=—-1—-u

(6)

Die Lésungsmenge des Gleichungssystems (6) ist damit die Vereinigung der Losungs-
mengen der Gleichungssysteme
u=20 u?+2u+2=0

v:—l—u} und U:—l—u} (7'8)
Das Gleichungssystem (7) hat die Losungsmenge Ly = {(0; —1)}.
Die Diskriminante der ersten Gleichung des Systems (8) ist negativ. Deshalb hat das
Gleichungssystem (8) im gegebenen Variablengrundbereich R keine Lésungen,) seine
Losungsmenge ist Lo = &. Die Losungsmenge des Gleichungssystems (6) ist somit

Ly =Ly ULy = {(0; -1)}

Wegen = + y = u und xy = v; ist jetzt das Gleichungssystem

e ©)

zu 16sen. Nun gilt offensichtlich fir alle geordneten Paare (z;y), die (9) erfillen, = # 0,
yneq0. Deshalb fiihrt die Einschrankung des Variablengrundbereichs auf R\ {0} nicht
zu einem Verlust an Losungen. Beziiglich R\ {0} ist (9) dquivalent zu

—0
oy (10
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3.2 Gleichungssysteme

Bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens folgt aus (10) das Gleichungssystem

r—1=0
y=—1

woraus man durch weitere dquivalente Umformung beziglich R\ {0}

1)

erhalt. Die Lésungsmenge des Gleichungssystems (11) ist L = {(1;—1),(—1;1)}.
Die Probe zeigt, dass dies auch die Losungsmenge des vorgegebenen Gleichungssystems
(1) ist.

3.2.9.e¢ Man lose das Gleichungssystem

3 — 22%y — 2xy® + > = 8
22 —3zy+y? =4

mit dem Variablengrundbereich R der reellen Zahlen!

3.2.10. Man gebe alle Quintupel (1, xo, z3, x4, x5) natirlicher Zahlen x1, xo, T3, x4, T5
an, fir die gilt:
288:1)1 — ToX3T4T5

72%2 = X1X3T4T5
32{133 = X1X2T4T (1)
18z4 = x12907375

2.7}5 — 12374

Losung:
1. Fall: Es gilt ; = O fiir wenigstens ein i € {1;2;3;4;5}. In diesem Fall ist das
Gleichungssystem (1) offensichtlich dquivalent zum Gleichungssystem

r1 = 0,1‘2 = 0,[173 = 0,1’4 = O,Ig) =0
mit der Losungsmenge L; = {(0;0;0;0;0)}.

2. Fall: Esist x; # 0 fur alle ¢ € {1;2;3;4;5}. Zur Vereinfachung der folgenden Rech-
nungen zerlegen wir zunachst die in den Gleichungen von (1) auftretenden Koeffizienten
in Primfaktoren und erhalten aus (1)

25 . 3201 = T9T374T5
23 . 3209 = 21237475
25563 = T1X2T4T5 (2)

2 - 321’4 = T1X2X3Tx
205 = X1ToT374

Aus dem Gleichungssystem (2) folgt die Gleichung

2°.32.23.3%.25.2.3% . 20 wow3wams = (T1T0232425)
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3.2 Gleichungssysteme

die durch Multiplikation der linken Seiten und der rechten Seiten der Gleichungen des
Systems (2) entsteht (Abschnitt 1.12.). Durch aquivalente Umformung wird daraus

215 . 3% = (21 20232425)° und weiter 20 . 3% = xywom3x 4T (3)

erhalten. Im gegebenen Variablengrundbereich N \ {0} ist Gleichung (3) aquivalent zu

1 1

- 4
25.32 21 x9x3T475 (4)

Da nach unseren Feststellungen alle Lésungen von (2) auch die Gleichung (4) erfiillen,
ist das Gleichungssystem (2) dquivalent zum Gleichungssystem

20 . 3201 = 29737475

23 . 32562 = T1X3T4T5

25:1:3 = X1T2T4T5

2323, = 21292325

21}5 = X1X2X3T4
1

25.32 - T1X2L3TATS
Aus (5) folgt das Gleichungssystem
i =1
x3 =22
xj =3 (6)
x3 =21
x?=2%.32

das man erhélt, indem man von den ersten fiinf Gleichungen des Systems (5) jede mit
der letzten Gleichung von (5) multipliziert und anschlieBend dquivalente Umformungen
vornimmt.

Das Gleichungssystem (6) mit dem Variablengrundbereich N \ {0} hat die Lésungs-
menge Lo = {(1;2;3;4;12)}.

Die Probe zeigt, dass dies auch die Lésungsmenge des Gleichungssystems (1) mit dem
Variablengrundbereich NV \ {0} ist.

Indem man die Ergebnisse beider untersuchter Falle zusammenfasst, erhalt man als
Losungsmenge des Gleichungssystems (1)

L ={(0;0;0;0;0), (1;2; 3;4;12)}

3.2.11.e Es sind alle Tripel von positiven reellen Zahlen anzugeben, die das Gleichungs-
system erfiillen:
logy x + log, y + log, z = 2
logg x + logs y + logg 2z = 2
logyg @ +logisy + logy 2 = 2

3.2.12.e Es ist das Gleichungssystem

x%+x%+...+x%:p2
a1r1 + agxe + ... + anT, = pq
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3.2 Gleichungssysteme

mit dem Variablengrundbereich R zu lésen, in dem ay,ao, ..., a,,p,q reelle und von
Null verschiedene Parameter sind, fiir die zudem

a%—I—a%—l—...-{—afl:q
gelten soll!

3.2.13. Man bestimme alle n-tupel von reellen und von Null verschiedenen Zahlen, die
das Gleichungssystem erfillen:

1 1
2+$1 T2
2 I S—
2+az X3
Tn—1 1 _
2 +x 1_'1:”
Ln
2+azn X1

Losung:
Multiplikation beider Seiten einer jeden der Gleichungen des Systems

i1 :
3; +— =2 (1=1,2,....,nund 2,41 = 1) (1)
X

mit der reellen Zahl \/2 liefert das zu (1) dquivalente Gleichungssystem

+ =2z, 1=1,2,....nund x,,,1 = 2
SV =) @)

Wir setzen \% =y, furi € {1,2,...,n} und suchen die Lésungen des Gleichungssystems

yi + yl = 2u;41 (1=1,2,...,nund Y11 = y1) (3)
1. Fall: y; > 0.

Man entnimmt dem Gleichungssystem (3) unmittelbar, dass fir alle n-tupel (y1, 2, .., Yn),
die (3) erfiillen, mit y; > 0 auch y; > 0 fur alle i € {2;3;...;n} gilt.

Wir dirfen deshalb den Variablengrundbereich auf R, einschranken, ohne dass Lésun-
gen verlorengehen.

Nun ist nach einem bekannten Satz das arithmetische Mittel zweier positiver reeller
Zahlen groBer oder mindestens gleich dem geometrischen Mittel dieser Zahlen.ﬂ Es gilt
deshalb fiir alle y; € R:

1 1
2=2 yi;ﬁyrl'f (4)

Auf Grund dessen folgt aus dem Gleichungssystem (3) das Ungleichungssystem

2 <2yin (i=1,2,...,n und yp1 = y1)

9Einen Beweis dieses Satzes findet man in G. Kleinfeld, Ungleichungen, Ubungen fiir junge Mathe-
matiker Teil 3, BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig 1969, S. 92 ff.
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3.2 Gleichungssysteme

bzw.
Yi > 1 (Z = 1727 L und Yn+1 = yl) (5)
Aus dem Ungleichungssystem (5) folgt das System
1 .
Yi > — (l = 1727 w1 und Yn+1 = yl) (6)

7

und weiter die Ungleichung

no1
yi >y — (7)
1 i=1Yi

die man durch Addition aller linken Seiten und durch Addition aller rechten Seiten
innerhalb des Ungleichungssystems (6) erhalt. In (7) gilt das Gleichheitszeichen nur im

Falle

1=

Y=Y =..=Yp =1
Andererseits folgt aus dem Gleichungssystem (3) durch Addition aller linken Seiten und
Addition aller rechten Seiten die Gleichung

n 1
> (Z»lz +—
i=1

Aquivalente Umformungen liefern

n n n n n 1
dyitY —=2->y und Y yi=) — (8)
i=1 i=1 i=1

1
i=1Yi = = i=1 Yi

) = Z 2y;
i=1

7

Nach unseren Feststellungen kommt damit lediglich das n-tupel (1;1;..;1) als Losung
des Gleichungssystems (3) und wegen unserer vorgenommenen Substitution

:ci_.
VR

nur das n-tupel (v/2;v/2;...;1/2) als Lésung des Gleichungssystems (1) in Frage. Die
Probe zeigt, dass das letzte n-tupel das System (1) tatsachlich erfiillt.

firi e {1,2,...,n}

2. Fall: y; < 0.

Man entnimmt dem Gleichungssystem (3), dass fiir alle n-tupel (y1;y2; ..., yn), die (3)
erfillen, mit y; < 0 auch y; < 0 fur alle i € {2;3;...;n} gilt.

Wir setzen —y; = z; fir i € {1;2;...;n} und I6sen das Gleichungssystem

zi+— =2z (t=1,2,...,nund z,41 = 21) (9)
Zq

Durch entsprechende Uberlegungen wie im ersten Fall erhalt man das n-tupel (1;1;...; 1)
als einzige Losung von (9) und weiter das n-tupel (—v/2; —v/2;...; —/2) als einzige
Losung des Gleichungssystems (1) im Variablengrundbereich (—o0,0).

Zusammenfassend erhalt man als Lésungsmenge des Gleichungssystems (1)

L={(V2v2..5V2),(—V2,—V2; .., —V2)}
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4 Lésungen der Ubungsaufgaben

4 Losungen der Ubungsaufgaben

Zu2.1.2.
Durch aquivalente Umformung der Gleichung

1 1 1

- r==- 1
ax+ bx 5 (1)
erhalt man b | |
a:(:(; - 5 und x(a+b) = iab (2)
1. Fall: a # —0.
In diesem Fall ist Gleichung (2) dquivalent zu
ab
YT 2t ) (3)

Die Gleichung (3) hat genau dann positive Lésungen, wenn ab > 0 und 2(a +b) > 0
(4) oder ab < 0 und 2(a +b) < 0 (5) ist. Als aquivalente Bedingungen fiir (4) und fiir
(5) gewinnt man @ > 0 und b > 0 bzw. 0 < a < —b oder a < —b < 0.

2. Fall: a = —b.
In diesem Fall ist Gleichung (2) aquivalent zu

1
x-OzEab (6)

Wegen a # 0 und b # 0 ist die Losungsmenge von (6) leer, und es gibt somit insbe-
sondere keine positiven Losungen.

Zusammenfassend ist festzustellen: Gleichung (1) hat genau dann positive Lésungen,
wenn eine der drei folgenden Bedingungen erfiillt ist:

a>0undb>0,a>0undb<0OQunda< —b,a<0undb>0unda< —b.

Zu222.
Zur Bestimmung der Losungsmenge der Gleichung

lax + b|
a-+b

=z — |x| (a,b,x € R;a #b) (1)

notieren wir zunachst, dass der Term x — |z| nur im Variablengrundbereich [0; c0) und
dort fiir jede Belegung den Wert 0 annimmt.

1.Fall ax +0 > 0.

In diesem Falle nimmt der Term |af:bb| fur jede Belegung der Variablen x von Null
verschiedene Werte an. Deshalb gibt es innerhalb des Bereiches [0; co) keine Losungen.
Beziiglich des Variablengrundbereiches (—o0; 0) ist Gleichung (1) aquivalent zu

ax-l—b_
a+b

2x und weiter zu (a+2b)x =10 (2)
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Losungen

Wir vermerken, dass es wegen a #* —b ausgeschlossen ist, dass zugleich a +2b = 0 und
b =0 gilt.

Wie man leicht nachpriift, hat Gleichung (2) genau dann eine Lésung innerhalb des
Variablengrundbereiches (—o0, 0), wenn folgende drei Bedingungen zugleich erfiillt sind:

a+2b#0 und b+#0 und sgn b # sgn(a + 2b)

Diese Losung ist x1 = ﬁ
2. Fall: ax +0=0.
In diesem Falle hat Gleichung (1) keine Lésungen im Bereich (—o0;0). Innerhalb des

Bereiches [0; c0) hat sie genau dann eine Lésung, wenn

0 #sgna # sgnb
ist. Diese Losung ist xo = —2.

3.Fall: ax + b < 0.
In diesem Falle hat Gleichung (1) keine Lésungen im Bereich [0; c0). Gleichung (1) ist
beziiglich des Variablengrundbereiches (—oo; 0) aquivalent zu

m =2r  und weiter zu (3a + 2b)x = —b (3)

Es ist ausgeschlossen, dass zugleich 3a + 20 = 0 und b = 0 gilt. Wie man leicht
nachpriift, hat Gleichung (3) genau dann eine Losung innerhalb von (—o0;0), wenn

0 # sgnb = sgn(3a + 2b)
ist. Diese Losung ist x3 = —3(1%:%.
Die folgende Tabelle gibt die Losungsmenge der Gleichung (1) in Abhangigkeit von der
Wahl der reellen Parameter a und b mit a # —b an:

a b Losungsmenge
a>0 b>0 {z3}
b=10 %)

0>0b>—a/2 {z1, 29}
—a/2>b>—a {x9}
—a>b>—-3a/2 {x9}

—3a/2>b {zg, 23}
a=0 b>0 {1‘3}

b<0 {.7}3}
a<0 b<0 {z3}

b=0 &

0<b< —a/2 {z1, 22}
—a/2<b< —a {r2}
—a<b< —=3a/2 {x9}
—3a/2 <b {z9, 23}
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Zu 2.3.2.
Jede reelle Zahl x |asst sich in ihr groBtes Ganzes und einen Rest aufspalten:

r=[z]+a mit a€l0;1)

1. Fall: a € [0; 3)
Wir ersetzen in der Gleichung
2[z] 4 p = [21] (1)

die Variable x an allen Stellen ihres Auftretens durch den Term [z] 4+ a und erhalten
2[[x] + a] + p = [2([z] + a)]
und weiter nach Definition des "groBten Ganzen" einer reellen Zahl
2[z] +p = 2[z]

Diese Gleichung besitzt offenbar fiir p # 0 keine Lésung. Fiir p = 0 ist jedes x = g+ a

mit g € Z und a € [O; %) eine Losung der Gleichung.

2. Fall: a € [;1)
Entsprechende Uberlegungen wie im ersten Falle fiihren in diesem Falle zu
2[[z] + a] + p = [2([z] + a)]
und weiter zu
2] +p=2[z] +1

Diese Gleichung besitzt fiir p # 1 keine Losung; und fiir p = 1 ist jedes x = g + a mit
g€ Zunda € {%, 1) eine Losung der Gleichung. Wir erhalten somit als Lésungsmenge
der Ausgangsgleichung

U {g+%;g+1) fuirp=1

geL
L=4¢ Ulgg+i)  firp=0
geZ
firO#p#1

Zu 2.3.3.

[z]l =lz—pl  (peR) (1)
1. Fall: sgn[x] = sgn(x — p)
In diesen Falle ist Gleichung (1) aquivalent zu

[z] =2 —p  und weiterzu  x=[z]+p (2,3)

Gleichung (3) hat offensichtlich nur im Falle p € [0;1) (d.h. [p] = 0) Lésungen; und
zwar ist dann fir jedes g € Z die reelle Zahl x = g + p eine Losung der Gleichung.

2. Fall: sgn[z] # sgn(x — p).
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In diesem Falle ist Gleichung (1) aquivalent zu
W =p-c (@

Da der Wertebereich des Terms [z] die Menge Z der ganzen Zahlen ist, kommen als
Losungen der Gleichung (4) nur solche reellen Zahlen x in Frage, die sich in der Form
xr = p—g mit g € Z darstellen lassen. Ersetzt man in (4) die Variable = an allen Stellen
ihres Auftretens durch den Term p — g, so erhalt man aus Gleichung (4)

p—gl=g (5)

Nun ist aber [p — g] = [p] — g fiir alle g € Z und alle p € R. Somit ist Gleichung (5)
aquivalent zu

Pl—9g=g9g und weiter zu [p] = 2¢ (6)
Offensichtlich hat Gleichung (6) dann und nur dann Losungen, wenn [p] gerade und
verschieden von Null ist; es ist dann namlich p — @ Losung der Gleichung.

(Fir [p] = 0 wiirde zwar x = p Gleichung (4) erfiillen, es ware dann aber sgn[z| =
sgn(z — p) = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung.)

Zusammenfassend sind im Hinblick auf die Losungen der vorgegebenen Gleichung (1)
folgende Falle zu unterscheiden:

1. [p] ist ungerade. Dann hat Gleichung (1) keine Losungen. Ihre Lésungsmenge ist
L=g.

2. [p] ist gerade.

Wenn [p] = 0 ist, so hat Gleichung (1) unendlich viele Lésungen; und zwar ist dann fir
jedes g € Z die reelle Zahl x = g + p eine Losung der Gleichung. In diesem Falle ist
die Losungsmenge von (1): L ={g+p: g € Z}.

Wenn [p] # 0 ist, so hat Gleichung (1) als einzige Lésung p — Pl Die Losungsmenge

2
von (1) ist dann L = {p — %}

Zu 242,
1.Fal p=1

In diesem Falle ist die vorgegebene Gleichung aquivalent zu der Gleichung —4x+2 =0

mit der einzigen Lésung = = 1

5-
2. Fall: p#1
In diesem Falle ist die vorgegebene Gleichung

(p—1Da®>—2(p+Dz+p+1=0 (1)
aquivalent zur Gleichung

2 1 1
2o 2orle,  pil_, )
p—1 p—1
Dafiir, dass Gleichung (2) genau eine Lésung hat, ist notwendig und hinreichend, dass
ihre Diskriminante gleich Null ist, dass also

p+1 2_p+1_
p—1 p—1

0 (3)
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gilt. Die Bedingung (3) ist dquivalent zur Bedingung

p+1_ p+1_

=0 oder =1
p—1 p—1
und, da g—ﬂ = 1 von keinem p erfillt wird, weiter aquivalent zu p = —1.
Folglich hat die Gleichung (p—1)z2—2(p+1)x+p-+1 = 0 fiir die reellen Parameterwerte
p =1 und p= —1 und nur fir diese genau eine Losung.

Zu 2.4.3.
Nach dem Satz von Vieta und der in der Aufgabenstellung enthaltenen Bedingung fiir
die Losungen 1 und z9 (0.B.d.A. 21 > x3) der gegebenen Gleichung missen diese
dem Gleichungssystem
r1t+aro=p+1
1Ty =P (1)
r1 — T9 = 1

geniigen. Aus (1) folgt das Gleichungssystem
200 =p+2

T1-Tog =0pP (2)
T — a0 =1

das man erhalt, indem man die letzte Gleichung von (1) zur ersten Gleichung von (1)
addiert. (Abschnitt 1.12.) Das Gleichungssystem (2) ist aquivalent zu

T1-Ty=0p (3)
r1 — X9 = 1
Aus (3) folgt das Gleichungssystem
=252
by =p (4)
Ty —To =1

das man bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens erhalt. (Abschnitt 1.1.3.)

1. Fall: p # —2
In diesem Falle ist das Gleichungssystem (4) aquivalent zu

x:zﬂ
Y :
x2_p+2 ()

$1—$2:1

Aus (5) folgt bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens das Gleichungssystem

x1:p7;-2

_ _4p

L2 = 13 (6)
pt2 _ 2 _

2 p+2
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Aquivalente Umformung von (6) liefert das Gleichungssystem

= b2
xl—ip
p’—2p=0

mit den Losungen
11 = 13291 = 0;p1 = 0; und T2 = 2192 = 1;p2 = 2

Tatsachlich erfiillen fir p = 0 die Losungen x1 = 1 und 22 = 0 der vorgegebenen
quadratischen Gleichung die Bedingung 1 — 2o = 1. Gleiches gilt fiir die Losungen
1 =2und 2o =2 im Fall p = 2.

2. Fall: p = —2.
In diesem Falle nimmt die vorgegebene quadratische Gleichung die Gestalt

P +r—2=0

mit den Losungen 1 = —1 und x5 = —2 an. Offensichtlich erfiillen diese Werte die
Bedingung x1 — x5 = 1.

Die vorgegebene quadratische Gleichung hat also fiir die Werte 2, 0, -2 des reellen
Parameters p und nur fiir diese Werte zwei Losungen, deren Differenz den absoluten
Betrag gleich 1 hat.

Zu 25.2.
1. Fall: a < 0.

Offensichtlich hat die kubische Gleichung in diesem Falle y/—a als eine Losung. Wir
rechnen

(2® +a) : (x — V=a)=2% + V—ax + Va2
— (2 — /—az?)
\‘"’/—_cwc2 +a
— (V—=a22? — Va2x)
Va2 +a
— (Va2z) +a

Nach diesem Ergebnis ist die vorgegebene kubische Gleichung aquivalent zu
(& — V/=a)(@* + V/=az + Va?) = 0
Da die Diskriminante der quadratischen Gleichung
22+ Y—ax + Va2 =0
negativ ist, hat die vorgegebene kubische Gleichung nur die eine Lésung /—a.
2. Fall: a > 0.
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Offensichtlich hat die kubische Gleichung in diesem Falle —/a als eine Lésung. Entspre-
chende Uberlegungen wie im ersten Fall liefern die zur Ausgangsgleichung aquivalente
Gleichung

(z + Va)(2? — ax +Va2) =0

Da die Diskriminante der quadratischen Gleichung
2?2 — Yax + Va2 =0

negativ ist, hat die vorgegebene kubische Gleichung in diesem Falle—/a als einzige
Losung.

Als Lésungsmenge der Gleichung 23 + a = 0 (a # 0) bei vorgegebenem Variablen-
grundbereich R wird somit

[ {—a) fira>0
L—{{e/——a} fiira < 0

erhalten.
Zu 254,
Durch aquivalentes Umformen der Ausgangsgleichung
24
Pate= e (bl £1) (1)

erhalt man der Reihe nach

(2% 4+ 22) (2% - 1) =24
r(x+2)(z+)(x—-1)=24
(> +2—2)(a?+2)=24 (2)

Man setzt 2 + x = z und erhalt aus (2) (2 — 2)z = 24 und weiter durch dquivalentes
Umformen
22 —2:-24=0 (3)
Die quadratische Gleichung (3) hat die Losungen -4 und 6. Damit ist Gleichung (2)
aquivalent zu
(2 +r+4)(2*+2—-6)=0 (4)
und die Lésungsmenge der Gleichung (4) ist die Vereinigung der Lésungsmengen der

Gleichungen
2?4+ r+4=0 und 7?41 —6=0 (5,6)

Gleichung (5) hat keine reellen Lésungen, und Gleichung (6) hat die reellen Lésungen
x=—-3und x = 2.
Die Lésungsmenge der Gleichung (1) ist damit L = {—3;2}.

Zu 2.5.5.

Die vorgegebene Gleichung

(4o +3)%(22 — 1)(x +2) = 329 (1)
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ist aquivalent zu

39
(1622 + 24z + 9)(27* + 3v — 2) = 5 (2)

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (2) mit 8, so erhalt man die zu (2)
aquivalente Gleichung

(1622 + 242 + 9)(162° + 242 — 16) = 156 (3)
Setzt man nun 162 + 24z — 16 = 2, so erhalt man aus (3) die Gleichung
(z —25)z = 156

mit den reellen Losungen 12 und 13. Nach diesem Ergebnis ist Gleichung (1) aquivalent
ZUu
(1622 4 24 — 28)(162° + 242 — 29) =0 (4)

und die Lésungsmenge von (4) ist die Vereinigung der Lésungsmengen der Gleichungen

162° +24r —28 =0  und 1627 + 242 —29 =0 (5,6)

Bei Anwendung der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen auf (5) und (6) erhalt
man als Lésungsmenge der vorgegebenen Gleichung (1)

L:{_3+\/% 34VB5 3-435 _3—\/%}

4 4 4 4

Zu 2.5.7.
Es gilt —32% = 22 —42? und —42” — 4x = —4(x* + ) fir alle reellen . Die Gleichung

ot +22% —32% — 4 —5=0 (1)
ist deshalb aquivalent zu
gt 4223 +a? —4(2® +2) - 5=0
Weitere aquivalente Umformungen der Gleichung liefern
(2> 4+ 2)? —4(2* +2)—5=0 : (2* 4+ 2)? —4(2* +2)+4=9

(242 —-22=9 und |2 + 2 —2| =3 (2)

L Fall: 2* +2 —2> 0.
In diesem Falle ist Gleichung (2) dquivalent zur quadratischen Gleichung 22+ —5 = 0
mit den Losungen

I++v21 1—-+21
— und Ty = ——————

= 2 2

2. Fall: 224+ 2 -2 < 0.
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In diesem Fille ist Gleichung (2) aquivalent zur quadratischen Gleichung 22+ +1 = 0
mit der Losungsmenge Lo, = O.
Zusammenfassend erhalt man als Lésungsmenge von (1)

o] 1+vel 11—yl
] 2 2

Zu 259,
Wenn die Gleichung
ax® +bx* +cx+d=0 (a#0) (1)

L. —1} oder eine

reziprok ist, so hat sie entweder eine Losungsmenge der Gestalt {xl; o

Losungsmenge der Gestalt {:1:1; xil; 1}, wobei 1 # 0 ist. Daher ist dann die Gleichung

(1) entweder zu

1 1
(x—x1)<x—>(a:+1):0 oder zu (x—m1)<az—>(x—1):0
1 1
somit zu ) )
x3+x2<1—:1:1—>+:1:<1—x1—>—|—1:0
I I
bzw. zu

-z |14+ —|+z|l+21+— | —-1=0
T I

aquivalent. Als notwendige Bedingung dafiir, dass (1) eine reziproke Gleichung ist,
erhalt man damit, dass

entweder a = d und b = ¢ (1.Fall) oder a = —d und b = —c (2. Fall)
gilt. Wie im folgenden gezeigt wird, ist diese Bedingung auch hinreichend.

1.Fall: a =d und b =c.
Setzt man & = p, so ist Gleichung (1) aquivalent zu

4 prt+pr+1=0 (2)
Es sei 2y # 0 eine (eventuell komplexe) Lésung der Gleichung (2), d.h., es gelte
zp + prg +pro+1=0 (3)

Aus (3) folgt bei Division durch z3

1 1\ /1)°
l+p-—+p-|—) +|—] =0 (4)
o Lo o
Gleichung (4) zeigt nun aber, dass auch :710 eine Losung der Gleichung (2) ist. Damit
ist zugleich nachgewiesen, dass Gleichung (1) im Falle a = d und b = ¢ reziprok ist.

2. Fall: a = —d und b = —c.
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Analog erfolgt der Nachweis fiir diesen Fall.

Zu 2.5.11.
Die reelle Zahl 1 ist offenbar keine Losung der vorgegebenen Gleichung

l+a+2>+.. +271'=0 (neNn>1) (1)

Wir diirfen deshalb den Variablengrundbereich in der unten angegebenen Weise ein-
schranken, ohne dass die Losungsmenge der Gleichung (1) davon beeintrachtigt wird:
r e R\ {1}.

Bezogen auf diesen Variablengrundbereich, ist Gleichung (1) adquivalent zu

QI+z+22+. +2" H2-1)=0
und damit auch aquivalent zu
2?1 —1=0 bzw. zu " =1 (2)

Man Uberlegt leicht, dass Gleichung (2) beziiglich des Variablengrundbereiches R\ {1}

die reelle Losung © = —1 und keine weiteren hat.
Die Lésungsmenge der Gleichung (1) ist deshalb L = {—1}.
Zu 2.6.4.

Der Term /[x] ist fir negative x nicht erklart, so dass als Variablengrundbereich R U
{0} festzulegen ist. Aus der vorgegebenen Gleichung

;+M:x (1)

o= (r-1) 2

Da [z] fur alle x nur ganzzahlige Werte liefert und zudem x > 0 gilt, lassen sich alle
Losungen der Gleichung (2) in der Form

folgt die Gleichung

_2n+1

itneN
2 mit n

X

darstellen. Ersetzen wir in (2) die Variable x an allen Stellen ihres Auftretens durch den

Term 2”2“, so erhalten wir

2n;1]:n2 (3)

Nach der Definition des "groBten Ganzen" einer reellen Zahl gilt (3) genau dann fir
eine natlrliche Zahl n, wenn diese der Bedingung

2 1
n* < n <n*+1 (4)
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genligt. Dabei gilt fiir natirliche Zahlen n

) _ 20+ 1 1

/3
d —— =< n<
n° < 5 genau dann, wenn 5 1S n <

Die Ungleichung
2n+1

<n’41
wird von allen natiirlichen Zahlen erfiillt. Die Ungleichung (5) befriedigen nun genau
zwei natiirliche Zahlen, namlich 0 und 1. Durch Einsetzen dieser Werte in z = %

erhalt man z = % bzw. x = %

Die Probe zeigt, dass % und % auch Loésungen der vorgegebenen Gleichung (1) sind.

Die Lésungsmenge von (1) ist somit

PN
22

Geometrische Veranschaulichung: Abbildung 5 zeigt die Graphen der Funktionen mit
den Gleichungen y = 2 — 1, y = \/z und y = |/[] und dem Definitionsbereich [0; c0).

y
yx-§
5
4_
I y-rx
2t == y-ylT
o
1+ -0
L ¢ R T G|
-7 7 2 3 4 5 X
-7, 11 3
yact
Abb. 5

Den Losungen der Gleichung \/[z] = = — 1 (z € [0;00)) entsprechen die Abszissen
der Schnittpunkte der Graphen der Funktionen mit den Gleichungen y = /[z] und
1

Zu2.7.1.
Da im Bereich der reellen Zahlen eine Wurzel fiir negative Radikanden nicht erklart ist,
missen die Losungen der vorgegebenen Gleichung

Vor —1+V1—pr=p (1)

das System von Ungleichungen

pr—12>0
1—p:€20} (2)

erfillen. Das System (2) ist aquivalent zur Gleichung

pr=1 (3)
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Die Gleichung (3) hat fiir p = 0 keine und fiir p # 0 als einzige Lésung zg = %. Die
Probe zeigt, dass zy = 21? (p # 0) keine Losung der Gleichung (1) ist. Somit ist die

Losungsmenge von (1) L = &.

Zu 2.7.4.
Wir setzen v/22 — 19 = y und v/116 — 22 = 2 und erhalten mit
y+z2=>5
yt+ 2t =97 } (1)

ein Paar symmetrischer Gleichungen. Nun gilt fir alle reellen y und z
3
Yyt 4+ 2t = (y + 2)4 — 4Pz — 6y22® — Ay = (y + 2)4 —4yz <y2 + iyz + 22>

1
= (y+2)" —4yz [(:c +y)® — QyZ] = (y+2)" — dyz(x + y)* + 2y°2°

Unter Beachtung dieser Identitat erhalten wir, wenn wir y + 2 = u und yz = v setzen,
aus (1) das Gleichungssystem

u=2>5
ut — 4uPo + 202 =97 } (2)

Bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens folgt aus dem Gleichungssystem (2) das
Gleichungssystem

U =95
625 — 100v + 2v% = 97
mit den Losungen uq = 5, v1 = 6 und ug = 5, v = 44.
Auf diese Weise wurde die Losung der Ausgangsgleichung auf die Losung der Glei-
chungssysteme
y+z=>5 y+z=>5
yz:6 } ’ yz:44 } (314)

zurlickgefithrt. Das System (3) hat die zwei Losungen y; = 2; z; = 3 und y2 = 3;
29 = 2, wahrend das System (4) keine reellen Losungen besitzt.

Wegen v/z2 — 19 = y, woraus 22 — 19 = y* folgt, sind nun noch die beiden quadrati-
schen Gleichungen

22 —19=19 und 22— 19 =81

zu losen. Wir erhalten als deren Losungen z1 = /35, 19 = —+/35 bzw. x3 = 10,
x4 = —10. Die Probe zeigt, dass diese Werte auch Losungen der Ausgangsgleichung
sind. Die Lésungsmenge der Gleichung v22 — 19 + v/116 — 22 = 5 ist somit

L ={-10; —/35;v/35; 10}

Zu 2.7.5.
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1. Loésung:

V25 a2 +v200 -2 =15 (1)
Setzt man x = 2% — 25, so erhilt man aus (1) die Gleichung
24+V225—22=15  bzw. V22523 =15—2 (2)
Aus (2) folgt die Gleichung
225 — 2% = 225 — 30z + 27 (3)
Gleichung (3) ist aquivalent zu
P42 -302=0 und weiter dquivalent zu 2(z4+6)(z—5)=0

Sie besitzt damit die Losungen z; = 0, zo0 = —6 und z3 = 5. Setzt man diese Werte in
r = 22 — 25 ein, so erhilt man z; = —25, 9 = —241 und z3 = 100.

Wie die Probe zeigt, sind x1 = —25 und z3 = 100 Loésungen der vorgegebenen Glei-
chung (1). Setzt man in dieser Gleichung x5 = —241 ein, so wird der erste Radikand
auf der linken Seite von (1) negativ. x5 = —241 ist also keine Lésung von (1).

Als Lésungsmenge der Gleichung (1) erhalt man somit L = {—25;100}.

életl_z(’zs;nagr{ /25 + 2 = 21 und v/200 — x)23, so erhalt man aus
V25 + 2+ /200 —z = 15 (1)
das Gleichungssystem
z:fZl—:—zgz 2::252 } (2)

Das System (2) ist dquivalent zum Gleichungssystem

22:15—21
23 4+ 25 = 225

Bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens folgt aus (3) das Gleichungssystem

29 = 15 — 21
234+ (15 — 21)% = 225 } (4)

Das Gleichungssystem (4) ist dquivalent zu

2’2:15—2’1
23422 — 3021 =0

und weiter aquivalent zu

29 =15 — 2z
Zl(Z1 + 6)(21 — 5) =0 } (5)
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Das Gleichungssystem (5) besitzt die Losungen (0;15), (—6;21) und (5;10). Bei Be-
riicksichtigung von
V25 +x =2
V200 —z = 29 }

und Anwendung der Probe erhélt man als Losungsmenge der Gleichung (1) L =
{—25;100}.

Zu 2.8.2.
Die vorgegebene Gleichung

27 -9 +64-16° =84 -12° (1)
ist aquivalent zu
9* 28 12% + o4 16" =0
9 27 B

Weitere aquivalente Umformungen liefern

28 64 28 64
(32);(;2—5-(3-4)%27-(42)96:0 und 32f—§-3x-4$+ﬁ-42$:0(2)

Der Term 42* nimmt fiir keine Belegung aus dem Variablengrundbereich Q den Wert 0
an. Somit ist die Division beider Seiten von (2) durch 4?* eine aquivalente Umformung.

Sie liefert )
3\ 28 [/3\° 64
(1) 5 (1) 50 )

Setzt man (%)m = a, so erhalt man aus (3) die Gleichung

28 64
2
- — =0
SRR
mit den Lésungen a; = ° und a; = 3. Nach diesem Ergebnis ist Gleichung (3)

aquivalent zu

-84

Die Lésungsmenge von Gleichung (4) ist die Vereinigung der Losungsmengen der Glei-

chungen
3\" 16 3\ 4
(6

Gleichung (5) hat als einzige Lésung x1 = —2. Gleichung (6) wird nur von x93 = —1
erfillt. Damit ist die Losungsmenge von Gleichung (1) L = {—2; —1}.

Zu 2.8.4.
(\/|p| +yp? = 1"+ (\/|p\ —yp*—=1)"=2p (1)
1. Fall: p=1.

In diesem Falle ist die Losungsmenge der Gleichung (1) offensichtlich L; = Q.
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2. Fall: p # 1.
Es gilt

1
21 =
WM VP NEEE

fur alle p mit |p| > 1. Somit ist Gleichung (1) aquivalent zu

(WM+WL4W+( ! ) =2p (2)

VIpl+ V2 =T
Setzt man (\/|p| +v/p? — 1)* = 2, so erhilt man aus (2) die Gleichung
1
24+ —=2p
z

Nun gilt bekanntlich fiir alle reellen a, b die Ungleichung

\/@S(I;‘b

1 1
2=24/z- =< z+4-
z z

fur alle reellen z. Somit hat die Gleichung (3) im Falle p < 1 keine reellen Lésungen.

Damit gilt

Im Falle p > 1 ist Gleichung (3) (da z fiir keine Belegung von z aus dem Variablen-
grundbereich Q den Wert 0 annimmt) &quivalent zur Gleichung

22— 2z4+1=0
mit den Losungen

21=p—\p?:—1 und 29 =p+/p?—1

Nach diesem Ergebnis ist im Falle p > 1 Gleichung (2) aquivalent zu

[( p+\/ﬁ>m_p+ p2—1].[< p+\/]ﬁ> _p_\/ﬁ]:()

Die Losungsmenge der letzten Gleichung ist die Vereinigung der Losungsmengen der
Gleichungen

( p—i—\/pQ—l)x—p—h/pz—l:O und ( p+\/p2—1>x—p—\/p2—1:0

(4.)
Die Gleichung (4) wird nur von x = —2 und die Gleichung (5) nur von = = 2 erfillt.
Zusammenfassend erhalt man als Lésungsmenge der Gleichung (1)

xT

%] furp <1
L=< R furp=1
{—=2;2} furp>1
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Zu 2.8.5.
Die vorgegebene Gleichung

81 — 120"t 4+ 4212 = 0 (1)
ist bezliglich des gegebenen Variablengrundbereiches aquivalent zu
7%(8 — 122 + 42%) = 0 (2)

Die Lésungsmenge von Gleichung (2) ist die Vereinigung der Losungsmengen der Glei-
chungen
t*=0 und 8—12z+42°=0 (3,4)

Der Term z* nimmt fiir keine Belegung aus dem Variablengrundbereich den Wert 0 an.
Somit ist die Lésungsmenge der Gleichung (3) L, = @.

Gleichung (4) hat die Lésungen x1 = 1 und x5 = 2, somit die Lésungsmenge Ly =
{1;2}. Die Losungsmenge der Gleichung (1) ist also L = Ly U Ly = {1; 2}.

Zu 2.9.3.
Nach Logarithmengesetz (4) gilt fir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ mit a # 1 und

b#1
log, b -log, c = log, c

Auf Grund dessen ist (iber dem Variablengrundbereich R die vorgegebene Gleichung

Ilogzx o 3xlog4m + Bxlogsm -1 (1)

aquivalent zu
l,?)logga: . 3x210g8:c 4+ SIIOgSI -1 (2)

Setzt man 7'°%:% = 2z, so erhalt man aus Gleichung (2) die kubische Gleichung
=32 432-1=0
Aquivalente Umformung der Gleichung (3) liefert
(z—1)*=0 (3)

Gleichung (3) hat als (dreifache) Losung zy = 1. Nach diesem Ergebnis ist Gleichung
(2) aquivalent zu

708 = ] (4)
Man entnimmt (4) unmittelbar die Lésungsmenge der Gleichung (1) L = {1}.
Zu 294,
Bei Anwendung der entsprechenden Potenzgesetze erhalt man die zu
21g;12—1 + 21gl‘—|—2 — 3lg;1c—1 + Slgaj (1)
aquivalente Gleichung
1 lgx lgx 1 lgz lgx

76



Losungen

Aquivalente Umformung von (2) liefert

g.glgw :%.31@6’

2 3

und weiter (da der Term 2!87 fiir keine Belegung aus R, den Wert 0 annimmt)

) o Q-0 2

Offensichtlich wird die Gleichung (3) von zy = 1000 und nur von diesem Wert erfiillt.
Damit ist die Losungsmenge der vorgegebenen Gleichung (1) L = {1000}.

Zu 2.9.6.
Nach Logarithmengesetz (4) gilt fir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ mit a # 1 und

b1

Auf Grund dessen ist iber dem Variablengrundbereich R, die vorgegebene Gleichung
logz x +1log 52 +logi 2 =6 (1)
aquivalent zu den Gleichungen
logs x + 2loggz — logs x = 6 , logs x =3
und wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmenfunktionen zu z = 1.

Zu 29.7.
Nach Logarithmengesetz (4) gilt fir alle positiven reellen Zahlen a,b, ¢ mit a # 1 und

b1

Auf Grund dessen ist (iber dem vorgegebenen Variablengrundbereich die Gleichung
log, 3-logz 3 =log= 3 (1)
aquivalent zu den Gleichungen

logs3 logz3  logs3
loggr logs 5= ~ log;, S
1 1 1
logs ' logs © — logs 27 - logs © — logs 81
1 1 1
logs ' loggz — 3 - logs x — 4
(logsz)* — 4loggx +4 =0
(logsz —2)> =0
loggz =2
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und wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktionen = = 9. Die Losungsmenge
der vorgegebenen Gleichung (1) ist somit L = {9}.

Zu 2.9.8.
Nach Logarithmengesetz (4) gilt fir alle positiven reellen Zahlen a,b, ¢ mit a # 1 und

b1

Auf Grund dessen ist beziiglich R, die vorgegebene Gleichung

log, x - log, x = log, x + log, x (1)
aquivalent zu
x log, x
] =l 1 a 2

Der Term log, b nimmt fiir keine Belegung der Parameter a,b aus R, \ {1} den Wert
0 an. Deshalb ist Gleichung (2) aquivalent zu

(log, x)* = log, x - log, b+ log, x
Weitere aquivalente Umformungen liefern
(log, x)* — log, z(1 + log, b) = 0 und log, - (log, x — 1 —log, b) =0 (3)

Die Lésungsmenge von Gleichung (3) ist die Vereinigung der Losungsmengen der Glei-

chungen
log, x =0 und log, 2z —1—1og,b=0 (4,5)

Wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktionen hat Gleichung (4) eine einzige
Losung, namlich x = 1. Gleichung (5) ist aquivalent zu den Gleichungen

log,z=1+log, b und log, z = log, a + log, b

und
log, © = log,(a - b) (6)

Wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktionen ist Gleichung (6) aquivalent zu
x = ab. Die Lésungsmenge der vorgegebenen Gleichung (1) ist somit L = {1; ab}.

Zu 2.10.2.
Nach Definition des Terms V¥ ist die vorgegebene Gleichung

Vig =Vig  (@eN) (1)

x

aquivalent zu
| t (x +9)! B (x 4+ 6)!
z+9—(z+3)]! [z+6—(z—5)

78



Losungen

Aquivalente Umformungen von (2) liefern

(z+9)!  (z+6) (:c+9)!_6|
6! 1 ’ (z+6)

(z4+7)(x+8)(z+9)=6" und  23+242%+1912-216=0  (3)

Durch Probieren findet man x; = 1 als eine Losung der kubischen Gleichung (3). Man

rechnet
2% 4 2427 4+ 1912 — 216) : (v — 1) = 2% + 25z + 216

Nach diesem Ergebnis ist Gleichung (3) aquivalent zu
(z — 1) (2% 4 252 + 216) = 0 (4)
und die Lésungsmenge von (4) ist die Vereinigung der Losungsmengen der Gleichungen
r—1=0 und 2°+254+216=0 (5,6)

Die Losung von Gleichung (5) wurde bereits zu = 1 berechnet. Die Diskriminante
der quadratischen Gleichung (6) ist negativ. Somit hat (6) keine reellen Lésungen.
Als Lésungsmenge der vorgegebenen Gleichung (1) erhalt man damit L = {1}.

Zu 2.10.4.
Fir alle natiirlichen Zahlen k£ und n mit £ < n gilt

)= 6+

Auf Grund dessen ist Gleichung

aquivalent zu

20 ()2 g

Weiterhin gilt fiir alle natiirlichen Zahlen k£ und n mit £ < n

()=

Auf Grund dessen ist Gleichung (2) aquivalent zu

(-
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Aquivalente Umformung von (3) ergibt

1+(T)+(;)+1:2x (4)

Nun gilt fir alle natirlichen Zahlen n: (g‘) =1 und (Z) = 1 sowie

(-6~

(Die letzte Beziehung erhalt man, indem man im Binomiallehrsatz die Variablen a und
b durch die reelle Zahl 1 ersetzt.)
Auf Grund dessen ist Gleichung (4) aquivalent zu

o) G G G- ) (e () )

Man entnimmt (5), dass 2y = 3 eine Losung der vorgegebenen Gleichung ist. Es ist
dies aber auch die einzige Losung von Gleichung (1). Man iiberlegt sich namlich leicht,
dass kein Wert x; < 3 die Gleichung (1) erfiillt.

Sie wird aber auch von keinem Wert x5 > 3 befriedigt. Gdbe es namlich eine Losung
x9 > 3 von (1), so miisste sie auch der Gleichung (5) und der zu dieser dquivalenten

Gleichung
02(3)+(4)+...+(x_1) )

geniigen. Die Terme auf der rechten Seite von (6) nehmen aber bei jeder Belegung mit
einem Wert x5 > 3 positive Werte an, ihre Summe ist somit fiir keine dieser Belegungen
gleich Null.

Die Lésungsmenge von Gleichung (1) ist also L = {3}.

Zu 3.1.2.
Bei Anwendung aquivalenter Umformungen erhalt man aus 22 +1%+ 2% = 32y2 (1)
die Gleichungen
23y + 23— 3ayz =0
23+ 32%y + 3xy® + > + 22 — 32%y — 3wy® — 32yz =0
(x+y)*+2° —3ay(zr +y+2)=0
(@ +9)° = (+ )%+ (z+y)2* + (r - y)*z
—(r—y)® = (r—y)?+ 22 = Bay(x+y+2)=0
(z+y+2)(x+y)? - (r+y)z+ 2 —3ay(r +y+2) =
(z+y+2)(z+y)? - (x+y)z+ 22 —3ny] =
(x+y+2)(@®+y°+ 22wy —yz —az) =
(x+y+2)(22% + 2% 4+ 22 — 2wy — 29z — 222) = 0
(x+y+2)(2® =22y +9y° +9° —2yz + 22 + 2% — 222+ 2%) =
(o +y+ )@=y + (g — 2P+ (2 — 27 =

80



Losungen

Die Losungsmenge der vorgegebenen Gleichung ist somit die Vereinigung der Losungs-
mengen der Gleichungen

2

r+y+z2=0 und (z—y)P+@y—2>+@—2)2%*=0 (2,3)

Gleichung (2) hat die allgemeine Losung (s;t; —s — t), in der s und ¢ freie Parameter
der Losung sind.

Die Summe auf der linken Seite von Gleichung (3) nimmt genau dann den Wert Null
an, wenn z = y und y = z und z = z gilt. Damit ist die allgemeine Losung von
Gleichung (3) (r;r;7), in der r ein freier Parameter der Losung ist.

Als Lésungsmenge der vorgegebenen Gleichung (1) erhalt man somit

L={(s;t;—s =)} U{(r;mi7)}
wobei 7, s und t freie, reelle Parameter sind.

Zu 3.1.5.
1. Losung:
Aus Gleichung 5x — 17y = 1 (1) erhalt man durch iquivalente Umformungen

5 = 15y + 2y + 1 (2)

Fur alle die positiven ganzzahligen y, fir die es eine positive ganze Zahl z mit bz =
15y + 2y + 1 gibt, gilt nun

5|15y + 2y + 1 und damit 52y + 1

Fir diese y nimmt der Term 2y + 1 nur solche Werte an, die sich in der Form 5k mit
k € N darstellen lassen. Wir setzen deshalb

2y+1=>5k bzw. 2u=>bk—1=4k+k—1

Fir alle diejenigen positiven ganzzahligen k, fiir die es eine positive ganze Zahl y mit
2y = 4k + k — 1 gibt, gilt 2|k — 1.

Fir diese k ist kK — 1 eine positive gerade Zahl, lasst sich also in der Form 2n mit n € N
darstellen. Wir setzen deshalb k£ = 2n + 1 und erhalten bei dieser Substitution

y=>on+2

Ersetzen wir die Variable y in Gleichung (1) an allen Stellen ihres Auftretens durch den
Term 5n + 2, so gelangen wir nach einigen aquivalenten Umformungen schlieBlich zu
dem Ergebnis

r=1Mm+7

Es lasst sich also jede Losung der Gleichung (1) in der Form (17n + 7;5n + 2) mit
n € N darstellen. Andererseits ist aber auch fiir jedes natiirliche n das geordnete Paar
(17n + 7;5n + 2) eine Losung von (1), denn es gilt fir alle natiirlichen Zahlen n

5-(1Tn+7)—17-(bn+2) =850+ 35 —85n — 34 = 1
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Die Lésungsmenge der Gleichung (1) ist damit L = {(17n + 7;5n + 2) : n € N}.

2. Loésung:
Fur alle positiven ganzzahligen x und y gilt

5t =0 mod 5 , 17 =2y mod 5

Deshalb genligt jedes positive ganzzahlige v, fiir das es eine positive ganze Zahl x mit
bx — 17y = 1 (1) gibt, der Bedingung

—2y=1 mod5 (2)
Die Bedingung (2) ist aquivalent zu
2y=—-1 mod 5 , 2y=4 mod 5
und (da 2 zum Modul 5 teilerfremd ist) zu
y=2 mod) (3)

(3) besagt nun, dass y bei Division durch 5 den Rest 2 lasst, sich also in der Form
5n + 2 mit n € N darstellen lasst. Wir setzen deshalb

Yy =b5n+2 (n € N)

und erhalten bei dieser Substitution nach aquivalenten Umformungen aus (1) die Glei-
chung 4
r=1Mm+7

Wie in der 1. Losung zeigt die Probe, dass L = {(17n + 7;5n + 2) : n € N} die
Losungsmenge der Gleichung (1) ist.

Zu 3.1.6.
Aquivalente Umformungen der vorgegebenen Gleichung

2% —20 = (y +2)? (1)

liefern
2 —(y+22=20 und (z+y+2x—y—2)=20 (2)

Bei jeder Belegung aus dem vorgegebenen Variablengrundbereich nehmen die Terme
T+ y+2und x —y — 2 ganzzahlige Werte an. Wir interessieren uns deshalb fiir alle
moglichen Zerlegungen von 20 in ein Produkt von zwei ganzzahligen Faktoren.

Es sind dies die folgenden

20 =1-20,20 = (1) - (—=20),20 = 2-10,20 = (—2) - (—10),20 =4 - 5,20 = (—4) - (—5)

Wegen x+y+2+x —y—2 = 2z sind nur solche Faktoren auszuwahlen, deren Summe
geradzahlig ist. Danach sind folgende Falle denkbar:

(3.4)

r+y+2=2 r+y+2=10
r—y—2=10 ’ rT—y—2=2
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x+y+2:—2} x+y+2:—w}

r—y—2=-10 ! ey —2=—2 (5.6)

Die Zusammenfassung der Losungen der Gleichungssysteme (3)-(6) liefert die Losungs-
menge L = {(—6;—6), (—6;2),(6; —6), (6;2)} der vorgegebenen Gleichung (1).

Zu 3.1.8.

In der folgenden Tabelle sind alle Tripel von positiven ganzen Zahlen, die teilerfremd
sind, nicht mehr als zwei Ziffern haben und der Gleichung 22 4+ 3> = 2% geniigen,
berechnet.

Die ersten zwei Zeilen geben dazu die geordneten Paare (v; w) von zueinander teiler-
fremden positiven ganzen Zahlen v und w an, die nicht beide ungerade sind und fiir
die v > w gilt.

2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7 8 8 8 9 9
1 2 1 3 2 4 1 5 2 4 6 1 3 5 2 4
3 5 15 7 21 9 35 11 45 33 13 63 55 39 77 65
4 12 8 24 20 40 12 60 28 56 84 16 48 80 36 72
5 13 17 25 29 41 37 61 53 65 85 65 73 89 85 97

ne ]88

Zu 3.1.9.
Fur alle reellen Zahlen a, b, ¢, d mit a, b, ¢, d > 0 gilt

a+b+c+d>4-vVabed (1)

wobei Gleichheit nur dann eintritt, wenn @ = b = ¢ = d ist[l9]
Setzt manin (1) a = 2%, b=y*, c =1 und d = 1, so erhilt man

x4+y4+2:x4+y4+1+124-Wz‘lxy (2)

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir ¢ = y* = 1 gilt. Man folgert daraus, dass die
Gleichung
4, 4 _
oyt 42 =4day (x,y € N)

die Losungsmenge L = {(1;1)} besitzt.
Zu 3.1.10.

Die vorgegebene Gleichung
T +y=nxy (1)

ist aquivalent zu
ylne —1) =z (2)

Offenbar gibt es kein geordnetes Paar positiver ganzer Zahlen z und y, das sowohl
der Gleichung (2) als auch der Bedingung nz — 1 = 0 geniigt. Wir diirfen deshalb
nx — 1 # 0 voraussetzen. Unter dieser Voraussetzung ist Gleichung (2) aquivalent zu

(3)

10Einen Beweis dieses Satzes findet man in G. Kleinfeld, Ungleichungen, Ubungen fiir junge Mathe-
matiker Teil 3, BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig 1969, S. 92ff.

X

y:n:v—l
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1. Fall: n = 0.
In diesem Falle hat Gleichung (3) offensichtlich keine Losung.

2. Fall: n=1.

In diesem Falle ist die rechte Seite der Gleichung (3) fiir jede Belegung aus dem Varia-
blengrundbereich ein Quotient aus zwei aufeinanderfolgenden positiven ganzen Zahlen.
Damit dieser Quotient ganzzahlig ist, muss die kleinere der beiden aufeinanderfolgen-
den positiven ganzen Zahlen Teiler der groBeren sein. Dies ist offensichtlich nur bei
einer Belegung der Variablen z mit dem Wert 2 der Fall.

Somit ist bei n = 1 das geordnete Paar (2;2) einzige Losung der Gleichung (3).

3. Fall: n > 1.
Fir alle positiven ganzzahligen z und n > 1 gilt

z(n—1)>1 (4)
Ungleichung (4) ist aquivalent zu
ne—1>x

Das Gleichheitszeichen gilt nur fir n = 2, x = 1. Auf Grund dessen hat Gleichung (3)
nur fiir n = 2 eine Losung, und zwar das geordnete Paar (1;1).
Zusammenfassend erhalt man als Lésungsmenge der vorgegebenen Gleichung (1)

{(2;2)} furn=1
(1

L=< {(1;1)} furn=2
%) fur n € N\ {1;2}
Zu 3.1.12.
"yt =nzy  (v,y €Ry,neN) (1)
1. Fall: n = 0.

Es ist 2° = 1 fiir alle z € R, und deshalb ist Gleichung 2° + 4" = 0 - zy iquivalent
zur Gleichung 2 = 0 - zy mit der Losungsmenge Ly = &.

2. Fall: n=1.
Die Gleichung x + y = zy ist aquivalent zu

yx—1) == (2)

Offensichtlich gibt es zu = = 1 keine positive Zahl y derart, dass Gleichung (2) erfillt
ware. Deshalb ist Gleichung (2) aquivalent zu

(3)

Man entnimmt Gleichung (3) unmittelbar die Lésungsmenge

L1:{<p;p> :p>1;p€R}
p—1
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(Fiir Werte von p mit 0 <p < 1ist ;25 <0.)

3. Fall: n = 2. Durch aquivalente Umformungen der Gleichung z? + 3% = 2xy erhilt
man

(z—y)*=0
und z = y. (4) Man entnimmt Gleichung (4) unmittelbar die Lésungsmenge Ly =
{(pip) :p e Ry}

4. Fall: n > 3.
Man ersetzt in der Ausgangsgleichung (1) die Variable y an allen Stellen ihres Auftretens
durch den Term z - 2"~ ! mit z € R, und erhilt

g+ 2" g = gt (5)
Gleichung (5) ist aquivalent zu

ann(n—Z)

=nz—1 (6)

Gleichung (6) hat im Falle nz —1 <0, also z < % keine Losungen. Im Falle z > % ist
Gleichung (6) aquivalent zu

nz—1
:7’” s €T =
z z

n—2| \77/, nz—l
r= \—
z

Nach der Substitution y = z - 2™ ! ist

xn(n—Q)

und zu

gpn_Q-l'ZM' n727n‘ nz—1

z

y=z-

Man erhalt damit im 4. Fall die Lésungsmenge

e T _1 e n _1 1
L{( R — jV)>eR}
z Z n

Zu 3.2.2.
Setzt man [z] = u, [y] = v und [z] = w, wobei u, v und w positiv ganzzahlig sind, so
erhalt man aus dem vorgegebenen Gleichungssystem

u+v+w:41} (1)

1204 4+ 9v +w = 120
Aus (1) folgt das Gleichungssystem

u+v+w=41
1llu+8v+w =79

85



Losungen

Es wird erhalten, indem man die erste Gleichung des Systems (1) von der zweiten
subtrahiert. Das Gleichungssystem (2) ist dquivalent zu

u+v+w=41 }

8v = 64 — 8u +4(5 — u) (3)

Fir diejenigen u, fir die es ein positives ganzzahliges v, das (3) geniigt, gibt, ist 8|5 —u.
Wir setzen deshalb 5 — u = 8a, also u = 5 — 8a, und gehen lber zum System

—8a+v+w=236
8v = 8Ra — 24

bzw. zum aquivalenten
—8a+v+w=36
v=1la—3

Bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens folgt aus (4) das Gleichungssystem

w = 33— 3a
v=11a+ 3

Die Lésungen von (1) lassen sich also darstellen in der Form (5 —8a; 11a+ 3; 33 — 3a),
in der a eine geeignet gewahlte ganze Zahl ist. Da nach Voraussetzung u, v und w
samtlich groBer als Null sein sollen, kommt fiir a hochstens a = 0 in Frage. Tatsachlich
ist, wie die Probe zeigt, das Tripel (5;3;33) die einzige Lésung von (1).

Als Losungsmenge des vorgegebenen Gleichungssystems erhalt man somit

L={(5+b3+¢33+d):bfcfld € [0;1)}

Zu 3.2.3.
Das Gleichungssystem
rT—z=1y
53:—|—2y=z—2} (1)
ist dquivalent dem Gleichungssystem
z=x—y
5x+2y:z—2} (2)
Bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens folgt aus (2) das Gleichungssystem
z2=x—y
5x+2y:x—y—2} (3)
aus welchem man vermittels dquivalenter Umformungen
z=x—y
3yz—3x—3—x—|—1} (4)

gewinnt. Fir alle diejenigen ganzzahligen z, fiir die es eine ganze Zahl y mit 3y =
—3x — 3 — x + 1 gibt, gilt offensichtlich 3| — 3z — 3 — z + 1 und deshalb 3| — z + 1.
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Fur diese zu nimmt also der Term —x + 1 nur solche Werte an, die sich in der Form
3a mit a € Z darstellen lassen. Wir setzen darum 1 — 2 = 3a, also x = 1 — 3a, mit
a € Z und erhalten bei dieser Substitution aus (4) das Gleichungssystem

z=1-3a—y (5)
3y =—3(1 —3a) —3+ 3a

und weiter durch aquivalente Umformung

z=1—3a—y
y:4a—2} (6)

woraus bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens

z:3—7a} (7)

y =4a — 2

folgt. Nach diesem Ergebnis lassen sich alle Losungen des Gleichungssystems (1) in der
Form (1 — 3a;4a — 2;3 — 7a) mit a € Z darstellen. Andererseits ist sowohl

1—-3a—(3—"7a)=4a—2 als auch 5(1—3a)+2(4a—2)=3—"Ta —2

fur jedes a € Z eine wahre Aussage, so dass ein jedes Tripel (1 —3a;4a—2;3 —7a) mit
a € 7 Losung des Gleichungssystems (1) ist. Als Lésungsmenge des Gleichungssystems
(1) erhalt man somit

L={(1-3a;4a—2;3—"7a):ac€Z}

Zu 3.2.5.
Aus dem Gleichungssystem

folgt das Gleichungssystem

und weiter bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens

(y — 1)2 =(1- ’x’)2 } (2)

16 — 7%= (1—lz[)?

Das Gleichungssystem (2) ist dquivalent zu

(y — 1)2 =(1- |{E|)2 } (3)

0=2a?—|z[+ 2
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Als Loésungen des Gleichungssystems (3) berechnet man die geordneten Paare

<_3. 3) (_3. 5) (_1. 1) (_1. 7) (1. 1> (1. 7) (3. 3) (3. 5)
4°4)° 4’4)" 4°4)’ 4°4)’ 4°4)’ 4°4)’ 4’4)" 4’ 4
Wie die Probe zeigt, sind sie auch Lésungen des Gleichungssystems (1).

Die Lésungsmenge des Gleichungssystems (1) ist somit

e={(50)- (59) (5) - (39) Ga) - o) - (69) - (B9}

{y-f)‘?-g-xz

ly-71=1-1xI

Abb. 6

Geometrische Veranschaulichung: In Abbildung 6 sind die durch die Gleichungen |y —
1| =1— |z| bzw. (y — 1)? = 12 — 22 vermittelten Zuordnungen von reellen Zahlen z
und y graphisch dargestellt. Den Losungen des Gleichungssystems (1) entsprechen die
Punkte, die beiden Graphen gemeinsam sind.

Zu 3.2.6.
Das vorgegebene Gleichungssystem

[z — 1+ |y —5[=1
@ —1]+y=—5 (1)
ist aquivalent zu
[z —1]=1—|y—5|
[z —1[=—-y—5 2)

1. Fall: y > 5.
In diesem Falle ist (2) dquivalent zum Gleichungssystem

lt—1=1—y—5
lz—1|=-y—5

mit der Losungsmenge L = &.

2. Fall: y < 5. In diesem Falle ist (2) aquivalent zum Gleichungssystem

lz—1=1+y—5
lz—1]=-y—5

mit der Lésungsmenge Ly = &. Das Gleichungssystem (1) besitzt also keine Lésungen.

Zu 3.2.7.
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Das Gleichungssystem

-y )

logg T+ logg y =20
ist wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktionen aquivalent zu

logyz — log, y = 2 2)
logg x + 10g§ y =20

Man setzt log, = u und log, y = v und l6st das Gleichungssystem

wobei u,v € Ry. Das System (3) hat als einzige Lésung (4;2). Aus

logyx =4
logyy =2

ermittelt man die Lésungsmenge L = {(16;4)} des Systems (1).

Zu 3.2.9.
Aquivalente Umformungen des vorgegebenen Gleichungssystems liefern

(@ =y)? = Soy(w+y) =8 (o +)l(e = 9)? 5y = 8
(l’—y)2_5xy:4 } und (x—y)2—5:6y:4 } (1,2)

Bei Anwendung des Einsetzungsverfahrens erhalt man aus (2)

(q:+y)'4:8}
(x +y)? — bwy =4

und weiter

T+y=2
4—5xy:4} (3)

Das Gleichungssystem (3) hat die Lésungsmenge L = {(0;2),(2;0)}. Die Probe zeigt,
dass die Elemente von L auch Lésungen des Gleichungssystems (1) sind.

Zu 3.2.11.
Nach Logarithmengesetz (4) des Abschnittes 2.9. gilt fiir alle positiven reellen Zahlen
aflbflc mit a # 1 und b # 1

log, c =log,b - log, c

Auf Grund dessen ist das vorgegebene Gleichungssystem aquivalent zu
2log, z + log,y + log, z = 2

logg x + 2logg y + logg z = 2 (1)
logigx +logy + 210g 62 = 2
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und weiter aquivalent zu

logy(x?yz)
logg(zy?z) =
10g16(55y32) =

Wegen der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktionen ist das Gleichungssystem (2)
aquivalent zu

2
2 2)

r’yz = 42

2. _ 2
ry°z =9 (3)

ryz? = 162

Aus dem Gleichungssystem (3) folgt die Gleichung
glytzt = 42.9% . 162 (4)

die man erhalt, wenn man sowohl die linken Seiten als auch die rechten Seiten des Glei-
chungssystems (3) miteinander multipliziert (Abschnitt 1.12.). Uber dem vorgegebenen
Variablengrundbereich ist Gleichung (4) aquivalent zu xyz = 24.

Fir alle positiven reellen Zahlen x,y, z, die das Gleichungssystem (3) erfillen, gilt
deshalb

L xTyz 42 2
T ryz 24 3
v’z 9% 27
v= TYz 24 8
B ry2? B 162 32
°T ryz 24 3
. L . 2 27 32\ . . :
Wie die Probe zeigt, ist das Tripel (3; 5 3) Losung der Gleichung (3) und damit

auch der Gleichung (1). Die Lésungsmenge der vorgegebenen Gleichung (1) ist also

3 8 3
Zu 3.2.12.

Das Gleichungssystem ist aquivalent zu
¢t + 03+ o+ Py = PP
—2@1561 — 2@2%2 — ... QCLn{L’n = —2p2q2 (2)
p*ad + p*dd + ...+ p*ad = p*¢?
Aus dem Gleichungssystem (2) folgt die Gleichung
(qz1 — par)® + (qra — pag)® + ... + (g, + pa,)? = 0 (3)

die durch Addition der rechten bzw. linken Seiten der Gleichungen des Systems (2)
erhalten wird (Abschnitt 1.12.).
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Die linke Seite von (3) ergibt als Summe von Quadraten dann und nur dann den Wert
Null, wenn jeder der Summanden den Wert Null annimmt. Deshalb ist die Losungs-

menge von Gleichung (3)
L= {(p-al;p-ag;...;p-an>}
q q q

Die Probe zeigt, dass L auch Lésungsmenge von (1) ist.
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